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JKUBOT U AEJO TATOMUPA II. AHBEJIHNRA
Hpaian Tpugynoeuh

Ilpodecop ap Tatomup I1. Anhemnh npunana oEMM JTHIHOCTHMA HALIE HAYKE
3a Koje ce Kaxe Ja Cy H3BpUIMIe 3HAYajaH YTUUAJ HA HAYYHH XWBOT CBOje CpeluHe.
V npeo BpeMe, kao capamuumk Mumnytuna Munankosuha (1879—1958), AutoHa
Bunumosuha (1869—1970) u Bjavecmasa JKapnmenxor (1896—1962), a monmHje
caM, npodecop Amnleruh je rpajgmo cBojy kyiay o5 Hayke. ¥V Halle Kpyrose YBEO
je HoBe HaywHe AMCUHIMHE (TEH30PCKH PavYyH, MeXaHHKa HENPeKHOHUX CcpeluHa,
MATpPHYHH PauyH, TEOPHja PETATHBHOCTH H ApYI0), 4 ¥ HACTABH Ha VHHMBEP3HTETY
3aYeTHHK je MHOTHX HayyHux mpeaMerta. CKopo Ma HeMa IpeaIMeTa H3 MeXaHMYKaX
Hayka Koje mpodecop Anljenuh Huje mpenasao. o IojaBe HETOBMX YYEHHKA, 3a
npoecopa Auljermhia Moxe ce ynorpeGutu mo3nata Metadopa: y CBOjoj HAyIH
610 je ,Jiekap ommTe mpakce'.

Kao mucay ypbenuxa nmoxasao je cBe oQuKe CaBPEMEHOCTH HAyKe ¥ HEONXOAHE
Meromranoctd. ITpodecopa Aubesmha jesuk je jacad, exykaTuBan ¥ axkTyeJaH.
OH KO/ HAC IIpBH TMIle, pYKYje M JpYyTre yuu TeH3opumMa. JJoK Cy H3BECHHM MAaTEMAaTH-
vapy 50-TMX romuma Myzapo hytanu, npodecop Anfjermh yBoaM Kypc H3 JHHEApHE
anrebpe, nume kwpUry Martpane 1 o6jaB/byje HaydHe panose M3 oBe oGmacTH (pe-
1Mo, pacmpase o BanaxjeBHUeBHM cxeMaMa M Op.). AnhennfiesuM anraxoBameM
y Beorpany je creopena nofpa WKoma TeH30pCKor padyHa a H caMm ofjaBIpyje
HaydHe IIpHiIore U3 oBe obnactu (Hmp., Bemrpamu-Muvenose jexHaTuHe, o reHepa-
Ju3aumjy nojMa {apGyosa Bextopa u np.). 3a ,,[lnpemrepa mpodecop Aubenuh

. je Harmcao ozpemak Tensorkalkul nebst Anwendungen, mto mpexmcrasika moceGHO
" mpu3Hame. Kox Hac Mutytun Mumankosuh npBH yBOXH BeKTOPCKH MeTox, a Pa-
miBoj KalaHuu IpBH YHOCH BEKTOpe Yy ot Kypc Baue MateMartuke I u I1. Ilpo-
decop Anljenmh crBapa moceGaH Kypc H3 TeopHje BEKTOPa M OBMM 3HATHO YTHYE
Ha JaJ/bH Pa3Boj HACTABE M MCTPAXUBAYKOr pana (HOp., BEKTOPCKO H3JArame aHa-
JIATHIKE TEOMETPHje, TPATOHOMETPH]E M CIL.).

Taromup II. Auhemnh poben je 11. mosemGpa 1903. y Beumy, (3acenak By-
xoBam), omntrua yavaucka (Cpbuja). ,,Polen caM y 3abauenom ceiy y xoMe HHje
6nito OCHOBHe ILIKOJIE, A CaM JO TIpeceshermha MOpPOAMUE Y cycemHe MpuajeBie,
MOpao Aa MIeM IIeT KHIOMeTapa IO LUKoJe, — 4ecTO HaBoau npod. Amnbemah.
Majka M je Guna menmMcMmeHa, a orarn IlaBie 3eMbOPAfHMK C YETHPH paspena
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rumHasgje. 3a cBoje oOpasoBambe MMAao je vak BeJwiky 6mGauorexy. Ilpe ocHoBHE
HIKOJIe MeHHM Cy CTapije CecTpe YMTalle HapojHe NecMe, MMaau cMo Bykosa njena
¥ CHTYDHO j€ J]a CY B Te Hapo/IHe MecMe HeKaK0 yTUIiaiie Ha Mojy dauTasnjy H Moxaa
najajie Ha IOJHO TJO U3BECHOT MEHM ypoljeHoI poMaHTM3Ma‘.

OcHoBHY 1IKOITY noxalja y cyceHoM ceny Mpuajesuuma; 3aspiuro je 1914, ro-
nure. OMeren patoM, Anljesmh je HactaBro wukosoBawe 1919. roguse y Yayanckoj
FHMHa3MjM TOe je 1922. rox, u Matypupao. ,,Kaza je Tpebano na nofem y rumuasujy
— ceha ce mpod. Anhendh, JOILUIM Cy pAaTOBY MAa CaM KA0 ¥ CBH MOjM BPIHHAIM
u3 cejla, 00aB/ba0 CBe 3eMIBLOPANHMYKE MOCJOBE, aji caM M — vuTao. Ilpountao
caM CBe LITO ¢¢ HAaULIO y OMOJIMOTE Mora o1la, 1A Yak U MOJKUTHYKY JUTepaTypy
KOja Me HEMAJIO Huje npuBnaywia, Hajsume caM ce METepecosao 3a MojeAuHa ucTo-
PHjcKa M HAYYHO-MOIyJIapHa Jejia — pacnpase o AapBuHu3MYy, Tajie ceera EpHcta
Xexena u apyre. Iloasnaysmm fa Me je ynpaso XexelioBa KibMra MMOPECHOHUpaa
MaJa caM je Taja caMO MECTHMHYHO pa3yMeBao. Muciaum 1a je na Moj NOries
Ha CBET CHI'YPHO Y 3HATHOj MEPH YTHIAIA OBA MAaTePUjATUCTUYKA JIMTEPATYPA MCTO
KOTMKO ¥ caM oTan;: 630 je yGellen y HCNpaBHOCT MATEPHjAIMCTHYKIX KOHLETILK]a. ¢

Jby6as npema MaTeMaTuuy pabha ce Gaur y oso moba u To Bpio ceecHo. To
ce JOrOJMI0 OHJIA KaJa je MOCJie MHOTMX MCIMTA Yy THMHA3MjU BUACO IA je Y MaTe-
MATHIM YBEK OpBH. 3aBONCBLIM 1IKOJNY U Y 10j CBOjy Hayky, Tatomup I1. Auhemnh
je XeJeo [a ule HA BHIIE MIKOJE — Ha cTyauje. Ty je MOXuBeo Hecnopa3yM C OLEM.
Ortan Ilasye je xeneo ga My cuH goOuje HajBMlle o6pazoBatbe, ajld je€ XTeO [a OH
3appum mpapa, Cmatpao je ga he camo Taxo Guty Gam3ak Hapony CBOjé OKOJIMHE
¥ Ja CaMo TaKo MOXe JIMMHO YCIIeTH | Outr xopucran. TaTomup, MelyTuMm, cBojoM
Haxjonollhy Beh je 6MO 3aMOjeH MATEMATWYKOM JIEMOTOM M npexmanomhy,
POMAHTHYHO DACHONOXEH, ¥ ACTPOHOMMjOM. V pa3sroBopuMa C OlieM 0CTa0 je
YOOpaH y CBOjOj xemmu ¥ modemuo je. Orall je mMpuCT20 [Ja ra NOLIA/ke HA CTY[uje
¥ To, 1o TaToMupoBOM concTBeHOM M360pYy, Xoju je Ouo HOCHeAuHa NETUMHIHO

H ¥HErOBOT POMAHTHYAPCKOT pacmojioxemwa, ¥ Xajuenbepr (Hemauka). Orau [lapne:

npozao je uMame fa Ou iikonoBao cuHa TatoMupa.

Teranren u bepauy Ounm cy Taja Hajjauyi HEMauykd MAaTeMaTUYKU LEHTPH,
anu AHbesnh — Ompa XajmenGepr, HajcTapHjd ¥ TAOA HAJYYBEHMjU HEMAYKu YHM-
BEp3UTET. ,,JIMYHOCT KOja Me je Y TOj CpeadHH Hajnpe npuaoduia 6uo je npoQ)ecop
ApTyp Pozentan — ceha ce npod)ecop Anlemh. C noceGHoM DaxiboM je IPaTHo
MOj Pa3Boj, O/PXKaBao Me. BHO je YECTHT 4OBEK ¥ Kaj Cy AOLUIN HALMCTHA Ha BIACT
npeberao je y CAJL. .. IIpodecop Xajupux JIuOman je mpyra JMYHOCT U3 KPYra
MOjUX XajaenOepIuxux npod)ecopa Koja Me je oayiuesusia. Buo je cjajaH mpepaBad,
yMeo je cBe y MeHH Ja IOACTaKHe Ha paj, Buo cam jucnuminveoBaH. Y pafdy ¢ Ipo-
dbecopoM JIuGMaHOM CXBATHO caM Jia ce 6e3 OrpOMHOr TPYia He MOXe HanpeI0oBaTH
YaK H y3 IpeTHOCTaBKy ja cre yuct reduje! Io npupomyu cam Ono Bpenan ant IMpus-
HajeM [a je Ta HeMauKa pajiHa CpeMHA HA moce0aH HayMH yTHUAA Ha MeHe U Moje
cxnonocTd. JedbUHUTHBHO caM Taia CXBaTHO Ja MM je y MaTeMaTuLi Omxa reo-
MeTPHUjCKa CTpaHa of ajrebapcke H Aa Md je Y Gu3nuy Mexanuka Oka of ocTtanux
JenoBa ¢u3uxe . . . Y 10 BpeMe oanasuM y [Tapus, y Crpasbypr: ciyuiao cam Iipe-
JaBama W3 HCTOpHje, M3 JIATHHCKOT . ...

V XajmenGepry je AH]jeJmh ox 1922. nmo 1927. ropure cryaupajyhu martema-
THKY, (bmuxy H a.CTp0HOMPI_]y v TIpBO BpeMe je HocTa maxme 00paTho aCTPOHOMUjH,
KOjoj je 6M0 HaKIIOHeH _]OH.I oTkan je sumeo Xanejesy xomety 1910. rox. ]]Ilconcxy
1927/28. rommny npopeo je na PunozodckoM dakyiartery y beorpany, roe je 1928.
TOJUHE 3aBpIUMO MaTeMaTHYKy IDymy Hayxa.
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On 1928. romuse je npodecop rumuasuje y Beorpany. Jenny romuuy (1931/32)
paawo je y I mymxoj peansoj rumuasuju y Beorpany, a cBe octano Bpeme Xo 1945,
romune y II Mymkoj peannoj rumuasuju y Beorpany. Ucnur 3a npodecopa cpegme
uKoJe moioxuo je 1932. rommme.

TIo opnymu Capera dunosodckor daxynrera, T. II. Aubhemmh je ompxkasao
BexxGe M3 panmonanHe Mexanake 3a cryaeHTe I u II rpyne ®uno3odcexor dpakynrera.
Ogo je pamuo cBe Ho m3bujama pata 1941. romune. ITopen Bexbawa Anhemuh je
Boauo BulGmuoTeky MaTeMaTHIKOT CeMWHapa M y9eCTBOBAO Y pajy Medarouikor
ceMHHapa 3a cTyleHTe. Anhemih ce BOAHO, NOWITO je paffo M Y THMHA3HjH MYHO
pamgHo BpeMe, Ha PmiozodckoM dakynTery Kao ,, XOHOPAPHE aCHCTEHT Ge3 mpasa
Ha xonopap“. Hanme, Opoj acucTenara je 610 orpaumyeH. ¥V 0Bo BpeMe, BOJMO je
H ceKkpeTapcke IocnoBe HelBanwdHOr Kayba matiemaimuuapa Yuasepsurera y Beo-
rpany. Taxo je npod. Anlesmh 3axopauno y beoipagexy maiieMailiuuky wKoaAy Xoja
je m3mMeljy ABa paTa HMajia BECOK yried Y cBeTy Hayke. ,,Buo caM merpt kox npod.
Bumumonnha — cehia ce T. Auljenuti. Buo caM BpJIo IpHMCHO BE3aH 32 Hera ajli caM
IocTta Hayddo paaehd M y3 ocraie npodecope, nocebuno y3 Iletposutia m Munas-
xopuha. Muxauno Ilerpopuh je 6MO KOJMKO pagaH 4YOBEK TOJHKO H JAPYIITBEH,
6im3ax ca mama MiahumMa. IIpBu CBOj CTPYYHM paji HAIHCAO CAM Ha HerOB H3PHYUT
3axTtes — MaremaTuuapu u pauyn. Untao cam uMm pazaose, ¢ B ¥ M a. ITpasuo uM
KopekType. buaa je o cpeguna xoja je umiionosasa. Huko og nac madhux nuxag Huje
Moldo ga oceiiu ga id Heko og iux eeAuKux aywopmuema buno yum omaaoeaskasa,
naupomue' Mucaum ga je Hajeeha zacayia yupaeo Muxaua Hewpoeuha witio cMo
ce maga ceu ocehaau xao JeyHa eeauxa uopoguua MaweMawuuapa He3a60paeua
Je 6usa wa amimocdepa paga, yeaxkera'“,

Ha npennor Komucuje 3a o6noBY pana Vrusepsutera y beorpany, T. Aube-
nuh je momeiben 31. aBrycra 1945, rox. na pag ®mnozodcxoM daxynrery xao mpo-
decop cpeame mKONE pajl OApKaBawa Bexbarma M UPUIPEMHHX Kypcesa. O Tora
Jlana ce CTANHO HaJyasu mpBo Ha duiozodckoM, a mociie pasgsajama 1947. rog.,
ra IMpupoano-MaTeMaTHykoM akyaTeTy.

®ebpyapa 1946. T. I1. Aubennh momaxxe JOKTOPCKH HCHOMT IpeMa pelIemY
Caperta Punozobckor paxynrera YuusepsureTa y Beorpany ox 30. janyapa 1946.
ITpexn xoMuchjoM: npod. xp Munytar Munaunkosuh, npod. ap Huxonaj Cantuxos
u npod. ap Pangusoj Kauranun, T. I1. Auljenuh je o0pauno J0KTOPCKY JUCEPTALH)Y
JAndepennnjaine jenqnaunne Kperama HEXOJOHOMHOI CHCTeMa Y HHKOMIIPECHOHJIHO]
TeuHocTH (JucepTanyja je objasmeHa y Beorpany 1946. ronmne ua 51. crp.). CBojom
noxktopckoM mucepraipgjoM T. IT. Aubjesmh je cTBOpHO yCIIOBE 33 1a/ba HCTPAXKHABAA
y MeXauMOU HeXonoHoMumx cucreMa. Iomude 1948. m3abpan je 3a HomeHTa IpH
Katenpu 3a MexaHmKY H acTpoHOMMjy, a ox 1. jysa 1951. je Baupemguu mpodecop
3a mpeameT Mexauuxa. Of 1. Maja 1957, je pemosru mpodecop ITpupomauo-mare-
MaTtndkor daxynrera y Beorpany.

Topmue 1952. MexamuMKa ce M3[BOjHIIa M3 MaTeMatuyke rpyne Ilpupomso-
-MaTemMaTuykor daxynrera y Beorpany, 3axsassyjyhu entysujasMy mpodecopa Ap
Antona Bunmamosuha u npoq)ecopa ap Taromupa IT. AHI)e.rmha y 3acebuy Kateapy
MexXaHHKe M aCTPOHOMHje, Koja je oGyxBaraia CTY/MjCKE IpyNe MEXaHHKE M acTpo-
momuje. ITo omnmacky npodecopa Bumumosnhia y neusujy, Hopembpa 1954. rozune,
med Katenpe MexaHmke W acTpoHOMHMje NocTaje npodecop Anbenmh. Kama ce
Kartenpa MexaHuke H acTpPOHOMHje, 1962. roxune, pasapojuna na Kareapy MexaHnke
u Karenpy actponomaje, mpodecop AuBjemnh mocraje me¢d Karempe mexauuke,
urto je 6mo ;0 1971. romune, kaza je Ta xaTeapa, y okBupy peopraHusaguje ITpapos-



14 ) Hpararn Tpudynosuh

Ho-MaTeMaTHykor' (akyntera, moctana VMHCTHTYT 3a Mexaunuky [Ipupoano-Matema-
THukor (axyntera y Beorpagy. On Taza je ympaBHMK TOT MHCTHTYTA cBe Ho 1974,
rofpHe KajJa je mpeilao Kao CTAJHK WiaH y MaTeMaTHuKk¥M MHCTHTYT, L€ je 0CTao
o nensmje 1978. romuse.

AnliermhieBo kpetame y Hayil TpaTHNa jeé OpraHH3alija HayYHOT XMBOTA
koj Hac. AnljenufieBa aHraxoBaHOCT Yy MHOTHM [JeJIATHOCTHMA YHHBED3HTETA,
AxafeMuje ¥ HayYHAM OPYIITBAMA je ToceGHA KapakTepHCTHKA KHBOTA OBOT M3Y-
3eTHO BPeAHOT HAyIHOT pajunka. Ilocne Apyror pata Ba/baio je OGHOBUTH ¥ 3am0-
YeTH HAayKy, CTBApaTH Kajpose, YCTAHOBE, HAyYHA HApYWITBa ... A Ty je mpod.
Ausbenuh 6uo HeyMopad. buo je cekperap dakynTeTckor caBeTa, NPOAEKaH y Apa
Maxa, wiaH B pykoBomwian paaa Kowmuicuje 3a HacTaBy M mpenceguuk Kommcnje
3a ynbenuxe Beorpalckor yuuBepauTeTa. bio je weTHpH rommue nexan Ilpuponno-
-MaTeMaTHukor (akynteta y Beorpaxy (1958—1962).

PemoBHO je Ipxao BMIE pa3sHUX TedajeBa Ha JpyroM M TpeheMm cremneHy,
O]l KOjuX HeKOJIHKO TPBH MyT Ha BeorpaJckoM yHUBEP3HTETY, Kao ILUTO CY KYpPCEBU
TeH30pcKor pauyna ¥ actpomuaamuke. T. II. Aubennh je xao HacTaBHMK TpenaBao:
ilieopujy eexiiopa, MeXanuxy neilpexugrux cpeguna. ipaguuxe u HyMepuuke Meiioge,
edeMeniiapry ieoMeiipujy, WeH30pcKu pPauyH, MAGpuue, PAuUONQINY U AH@ULRUKY
Mexanuxy, MeifioguKy Raciiiage MeXxanuxe, aciipOGURAMUKY W UCTHODUY MeXawuxe.
Hpxao je nmpegasama @3 MaTpUlla ¥ TCH30pa Ha MOCTAWIUIOMCKAM CTyJdjamMa Ha
I'paleBmackoM QaxynteTy 'y CapajeBy ¥ M3 acTpogmuHammke Ha IIpmpopmHO-Ma-
TeMatHyxoM Qakyntery y Hosom Camy. Ha Ilpuponno-mMaTematmukoM daxyl-
TeTy y Beorpany je pammo xo 1. Maja 1974, xao CTAJIHH a 3aTHM IIO YTOBODY O HEIy.

T. T1. Anljerth Hanucao je OKO JicceT YHRBEP3UTETCKHX YIGEHHKA, IPEBEo je
yubenuk madepenmujanne reoMerpuje JI. I Ajsemxapra. Iberosu yubemwmmm cy
oGjaBbMBaNK Y BHIIE M31alba a 32 ypOeHHK TeopHje BekTOpa AOOHO je yHMBep3w-
TeTCKY Harpany.

V cBoM paiy Ha YHRHMBEP3HTETY TIOCBETHO je NMyHY NaXBy HOAN3AKY HAYIHOT
OOIMIIATKA M TOMArao MJI4OEM HAYYHAM palHHOUMa Za ce passujy. PykoBommo
je m3pagoM BjIlie MarHCTAPCKMX W JOKTODCKHX JHCEPTalHja.

On ocumBama Martemarmuxor macturyTa Cprcke akafemuje Hayka 1946,
roJMHE je BHeroB capaguuk. Jeauo BpeMe 1962, romane 610 je W BpUIWIAL MYKHOCTH
yupasauka. [omvne 1969. je on Capera MareMmatrukor uactatyTa CPC m3abpan
jemHOrNACHO 3a JMpeKTOopa, Ha Ko0joj ce HYXKHOCTH Hajasmo mo 1978, rommse xaja
ONJIA3H Y TICH3H}Y.

3a mommcuor wrana Cprcke akamemuje Hayka m3abpad je 1959. romumse, a
1974. 3a pegosuor unana ucte Axagemuje. OcHM peZoBHOT yaemtia Ha CKYIIOBEMA
Ofemerba TPHUPONHO-MATEMATHYKUX Hayka, OpOjHEX M OJIarOBpEeMEeHO IMCAHMX
pebdepata o mogmeTMM pazoBmma, akageMmk Anlienuh je y suime HaBpaTta Ouo
auraxosau of crpane IlpencennminTsa B Onebema AkafeMuje HA PasHAM TOCHIO-
BuMa. Taksa cy merosa yyeumiha ma cuMmosujymuma y 9acT Pyhepa Bouxosuha
y HyGposuuxy 1958. rogune u sapoumro 1961. roguue. ¥V o0a ciyvaja Anbemuh je
AKTMBHO YYeCTBOBAO Y Pagy CHMIO3HyMa W CBOJHM CAQNINTEHRHMA Ja0 030M/baH
JOTIpPAHOC TyMavemy BonmosurheBrx KoHOENIHja MeXaRuKe U YTBPYUBAKY HEroBOr
3Havaja 3a Hayky. OcuM TOT4 OH je ¥ TIpeACeZaBao CACTAHIMMA Ha KOJHMa CY Y3eJH
yyemha peHOMEpPAHA CTpand Hay auud. T. Anhenuh je 6Ho 1 pefakTOp MOje HHAX
m3pama Cplicke akaJieMHje Hayka.

Tomune 1961, Opememe IIpuponHo-MaTeMATHIKHX HAyKa Ia je MOCHANo Kao
CBOT IpeJCTABHHKA Ha MO3MB PyMyrcke akanmeMuje mayka Ha KomxoxBujyMm 3a Me-
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xaHuKy ¢uynga y Bpamos. Anlemuh je yaecTBoBa0 Ha ToM Konoksujymy ca ceojum
caoNuITemheM M IpeJCTaB/bao AxafeMujy y cBuM ¢dazama paga. ToM IPHIKHKOM je
OCTBapUO KOpHCHE NUdHE KOHTAKTe ca PYMYHCKMM KojleraMa ma je 1965. momoBo
TI03MBAH kao roct PymyHcke axanemuje Hayka. Ha mo3us Pymymcke axazeMuje
Hayka yqecTBOBao je jyia 1966. y pany Ha o6noBx Meljybaixancke yumuje mate-
MaTHYapa.

ITo3uar je AHljeJmheB OONPHHOC ¥ opranu3alyju Cprucke akaeMuje HAYKa U
yMmeTHocTH. Tako je GupaH y Caser Apxmsa Axanemuje (Y KoMe ce H caj Hanasn),
Caser m3x. npegyseha ,,Hayuno neno*, y CabeT MareMaTHIKOr MHCTHTYTA H Haj3ax]
3a pefakTopa W wiaHa peny6nn'nce pemakmje Bulletin scientifique cexmyja A. Oxn
HEroBAX HAYTHHX panosa 14 je ofjaBmeHo y AxaaeMujuEEM NyOmEkamujama
(Tmac, Publ. de I'Institut math., 36opaux panosa Mar. MHCTHTYTa — Y BpeMe Kaj
Je MaTemaTHuky HHCTHTYT IIpHNIaZao AxazieMujn — ¥ Haj3a1 y 3ajeiHHYKAM /-
IgjaMa Haume AxajgeMuje M akademuja y 3arpeby um Jby6manm).

Ha mpennor Axanemuje yspirhien je Xao wiaH y zl;e.lleralmjy Case3Hor caBseTa
3a KOOpAWHAIM]Y HayqHE JEJIATHOCTH 34 nperonope ca HmexeramyijoM JfemoxpaTcke
Pemy6muke Hemauxe.

Hememopa 1969. TIpE/ICTaB/bA0 je Cpuocky akanmemujy HayKa X YMETROCTH
Ha mpocnasu Basapcke akafemuje Hayka y MuHXeHY.

Unan je Pepaxunonor oxbopa 3a m3naBame gacomuca Publ. de 1'Inst. math,
Bro je wian xupuja 3a mofessmBame Okrobapcke HArpaie. '

IIpodecop Anbennh je momucHH wiaH JyrociaBeHCKe aKaleMHje 3HAHOCTH
u ymjetHocTH of 1975. m Meljynapoane acrpoHaytmiuke axadeMuje y ITapusy oxn
1967; cramay je unaH MeljyHapogHOT KOMHTETa 3a MCTOPHjCKY METPONOTH]Y ¥
Baseny (Basel), mouacun je wiaH I'pukor acTpoHAayTHUKOr IAPYINTBA, WiaH je Y
Pa3HAM HRYYHMM H CTPYYHHM JApYIITBAMAa MAaTeMATHKe, MEXaHHKE W acTpoHay-
THKE Yy MHOCTPAHCTBY (IET) M Y 3eMJbH (UIECT). Y JaTOM TPEHYTKY je IpeACeIHAK
CaBe3a acTpOHAYTHYKMX ¥ DakeTHHX oprammsammja Jyrociasuje W Jpymrsa 3a
ucropyjy u durosopujy MaTEMATHYKHX ¥ OpHpoAHHX BHayka Cpbuje.

Axanemux Anbensrh je o mo3uBy rocTOBAaO M APXa0 Npedasama Ha TeXHUIKO)
Beaukoj mxoau y Darmstadt-y 1955, Ha TeXHMMKEM BeJrakaM mxosiama y Karlsruhe-y
u Miinchen-y 1960, u Ha Texmmykom ymmeep3mreTy ¥ Bepimmy (Charlottenburg)
1967. ronuue, u y AycTpHjcKOM MaTeMaTHYKOM ApywTBy y Beuy 1958. TOZAHE.
Tomume 1962. 610 je HA IeCETOAHEBHOM rOCTOBAIY II0 MO3UBY Byrapcke axamemuje
nayka y Coduju, rae je 6HO CBEYaHO NMpAMIBbEH, ¥ y MaTeMaTHYKOM HHCTHTYTY
Byrapcke akanmemuje Hayka m Ha YHuBep3urety y Coduju. Kao roct PymyHcke
akazeMuje Hayka ygecrsopoa je Ha Komokxemjymy u3 Mmexammke ¢ayuma 1961. ro-
mure y Bpamosy. Togure 1965. je xao menerat Hpywrsa Mat. 4 ¢u3. GopaBuo
y PyMmynuju pagu obnasmama pama Mehybankancke yRHje MaTeMaTHYapa M TOM
TMPAIXKOM JpXao IpeAaBama y NETH0] LIKOAK 332 PYMYHCke HACTaBHMKe MaTeMa-
THKe y cpeamuM Mikonama y Ilpeneany.

YnaH je BHIIe MHOCTPAHMX HAYYHHX HApyluTasa (American Mathematical
Society, British Interplanetary Society, English Mathematical Association, Gesel-
Ischaft fiir angewandte Mathematik und Mechanik (GAMM), Osterreichische
mathematische Gesellschaft, Societe math. de France). Buo je Buuie ronusa peioBRA
KOpEeCHOMeHT JiucTa ,,Osterreichische mathematische Naobrichten® xoju m3naje
AycTpujcko MaTeMaTH4kO JpymiTBO y Beay.
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Behi nyro rogsHa je peuieH3énT vy pedepatHBHEM wacomucuma Mathematical
Reviews, PedepaTusnn xypHan 3a Mexaumky Cosjercke axagemuje Hayka H Zen-
tralblatt fiir Mathematik. ITpu Tome, Tpe6a mnax uctahy, 1a je Ha JMCTY JocTaBibe-
HOM capansumuMa ,,Math. Reviews'-a, npe Hekonuxo rofusa, xao y30p mucama
peleH3Mja OAIUTAMOAHA jeIHA pelleH3Mmja akademuka Arbeinha.

Kao winan u op 1959. rox. \npeacenHux JyrocnoBeHCKOT aCTPOHAYTHIKOT H
PAKETHOT APYLITBA YYeCTBOBAO je KA0 IPeACTABHUK JYrociasHje Ha CBUM CACTaHIMMA
Hurtepranuonanye acTpoHayTuuke demepauuje o 1959, ron. a 1967. n 1978, romune
6upan je 3a MoOTHpefceRHWKa oBe MeljyHapofHe opraHusaidje 3a ABOTOAUIIRH
nepHo.

Bpno je axtusan wnan GAMM-a oz 1955. roaune y koMe je noceGHO mpA3HARKE

~nobuo Ha xoHrpecy y IlTyrrapry 3a ycmocTasibare npBHX Be3a w3Melhy Ha X
HayyHMKA W Hayvyauka Hemauke, ka0 ¥ HAYYHWKA Hemauke u oHux u3 Byrapcke
u ITomcke. !

Auhennh je y4ecTBOBaO ® HA KOHrpecuMa Hemauxor Apywirsa MaTeMaTHyapa
n Wrammjanckor ApynITBa MareMaTwuapa, Ha MehyHapoJHMM KOHTpecHMa MaTe-
Maruyapa y AMcrepiaMy 1 MocCKBM M Ha KOHI'pecHMa 3a TEOPHjCKY M IpHMeHeHy
mexanuky y Bpuceny m MunXeny.

Hajzanm, y rpyng ox 12 mo3HATHX HaydHMKA Kao 1uto cy E. K. Schmidt, P. Sauer
nth. Auljennh je aHraxoBaH H H4MMCAO je OJe/baK O TEH30PCKOM PavyHY H HpHMe-
HaMa y BelMkoM 36upHoM neny Mathematische Hilfsmittel des Ingenieurs y 4 ToMma,
KOje je H3a0 UyBE¢HH H3JaBad MaTeMaTHIKE iuTepaType Springer Verlag y Bepnuny.

Kao mpencraBauk JyrocjaoBeHckor mpyintsa ,,Huxona Tecma* 6mo je 1965.
necer maHa roct CoBjeTcke opraumsanyje ,,3HaHne* u 6opasno y Mocksy, Jlemun-
rpany u Knjesy. Ilpn ToMe je opxao jeaHO NpeAasamke Ha YHIBep3uTeTyY y MOCKBY.

Kao rocr ¥npase 3a Koc a ucrpaxnsawa (HACA) nposeo je Mecel naHa
1967. y CA 1 moceTHo CBE BaXHHUje TEHTPE KOCMMYKAX HCTPaXWBAmKA.

VaecTOBAO je ca caomureibeM Ha Konrpecy 1969. y Beuy xoju cy opranu-
sopaie Vjelumhede Halje MO NMETAIY MEPHOLONCKOT Kophmliemha KOCMOCa.

Topuue 1970. y etmeM cemecTpy MeljyHapogHOr HeHTPA 32 CTYAUjE MEXaHAKE
oapxao je kypc A survey of Tensor calculus Ha eHrieckoM jesuxy y rpagny Yaudse
(Urammja). OBaj Xypc je WCTe TOAWHE U ITyOJMKOBAH.

Kao marematvap, npodecop Anfiennh ce ompefenso TEOPHjCKOj MeXaHANW
cMatpajyhim je menoM Martematmke. ,,IIpodecop Bummormh je mpecymro yTHIAO
y $a3n Mmora pa3soja Ha MOjy| HaydHy opHjentamujy — roeopu T. II. Anhemuh.
AX0 caM HELITO HAYYHO Y TEOPHjCKO) MeXaHMLy OHAA TO MOTY Ja 3aXBAJIAM CaMo
Anrony Bunmumosufiy. OH je Ha MeHe YTHUAO M JAPyKYMje: MOKA3a0 MM je 3aHAT
HayyHor pamuuka: Kako ce MHTAjy KOPEKType, KaKO Ce CacTaBJbajy PYKOIMCH, KaKo
Ce TpaXu TeMa 3a pall Y JINTEPATYPH, KAKO Ce UPTajy CiuKe, Tako pehu ¢ B ¢ 0CHM
Aycaka HA, CTPAHKM je3nIEMA; TO caM jefuno 3uao 6oke o wera! Ca BuymMonutiem
caM I0¥e0 [a ¢e YYHM M THCAlkY YUOGSHHK2, MPBO CPEeJmOMIKOJICKHX, IOTOM YHH-
BepsuTerckux. ITucao caM, kaQ Mo HeKOM NPaBWIy, I D Be yNOeHHKe KO HAC —
H3 TeopHje BeKTOpa, MATPHYKOT M TEH3OPCKOr padyHa utTH. To je BeNMK¥ TPYX, TO
je BHUIC XH/bRA2 WITAMIOAHMX CTpaNHLR, ajd M Belmka obase3a mpodecopa-neaa-
rora.* |

Ob6jairmasajyhn 3uagaj MateMaTuke, T. IT. Auhenuh mmeau: ,,Mu npumamo
YTUCKE NPEKo crosbHUX ¥yna. To cy rpy6u npHjeMH Koje TOCce UHTENEKTYaHO Tipe-
paljyjeMo ¥ rpynumemMo y noj’ oBe. MaTeMaTHKa je Hayka Koja Hac oCHocob6maBa
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Jia oIl TOjMOBA ¥ jOLI BHILIE M3BEIACHHX OONMKAa MHHIbEIha BPIMMO XKOMOHHAIH]eE,
yomuTemha 1 gajbe ancrpakiyje. Ha Taj ce Hawmm je g uH 0 Moxe gohu o cxsa-
Tamba H3BECHHX NMPHPOIHHX MOjaBa, Ha IPHMEP Y MHKPOCBETY, 3d4 Koje HAM HEHO-
CTajy YyjHe mpeiCTaBe M UyJHM MOJEHH . .. Ha mpuMep, eNekTpOHY Ce IpUIHCY]y
ocoGuHe YecTHue, Tajlaca, Ia C€ MHCIA Jd MMa H jeXHY OCOGHHY YBpCTOr Teja.
OH TO OYHIJIENHO CBE HE MOXe OHTH ¥ OH MOXe OMTH NPEACTaBILEH jEAUHO jeMHIM
MaTeMATHYKMM HM3Da30M, jep je MaTeMaTHKa OUepaTop KOju je TBOPEBHMHA HAILET
yMa W CaMO Tako eJIeKTpOH Moxe 6mtH uckopriuhieH M y moTnyHocTH cxBahen.

V nonynapu3alupju Hayke H Texuuke npod. Anhenuh ywiano je muoro. ITopen
MHOro6pojHIX mpejaBara (IPeko CTOTHHY) Ha PaJHIYKAM U HAPOJHAM YHUBED3H-
TeTHMa, 0 OMIAANHCKAM JOMOBHMA U JJOMOBAMA ApMHje, KyITYPHHM TpubrHaMa,
Ha paJijy ¥ TeeBU3NjH, OH je 06jaBro BEJHKH O6poj pasHux Ayxux B kpahux nomuca
Y [HEBHO] 1ATaMiM W MO3HATHM Hy6imkaudjama: BopGnm, Ilonwrmum, Huwmy,
TexHuIKMM HOBAHAMA, AepOCBETY, YACOMHUCY ,, Tecna‘ (Hox je m3masmo). Ocum Tora
o6jarno je moce6no: Meljynnanerne nmyrame # YoBek y MehyiaHeTHOM IPOCTOPY.

AXTUBAH je 4aaH JyrocioBeHCKOT JPYLITBA 38 MEXAHHKY OJf IerOBOT OCHHBAmA
¥ 640 je jeoHo BpeMe YaH ynpase. Y4eCTBOBAO je Ha CBUM KOHTPECHMA OBOT HPYIITBA
Ca CaOmIITELHMA.

AxTtmBad je wian JIpylutsa MaTeMaTadapa U ¢usmvyapa Cpbuje, rae je npxao
npefaBama Ha CEMAHAPHAMA OPraHM30BAHMM 3a HACTABHMKE CpElshe IIKOJIE.

Ynan je Opywmrsa actporoma ,,Pybep Boukosuh®,

3a pax Ha IIMpey HAyYHUX 3HAKA M TeXHUKe AHlemnh je mo6mo 371aTHE mna-
KeTe ca JMIuIoMoM M To: ojf Hapone Texuuke Jyrociasuje 3jaTHY TUakeTy ,,Bopuc
Kunpus“ w on Hpymrea ,,Huxona Tecna‘* anathy nnakery ,,Huxoma Tecma®.
OcuM Tora nobmo je aumaoMy saciyxHor wiana Haponme Texmmke Jyrociapuje
Kao ¥ amminoMy H iiakety Kosapuesor mapomsor yHusep3uTeTa ¥ Beorpany.

Kao 3acmyxcHn pajHuk Ha UMpenY HAyke M TeXHUKE OMO je WIaH KupHja 3a
RojebuBame BykoBe Harpane.

Buo je mpemcemuux Komucuje 3a xocMHuka HCTpaxmBamba mpu CaBe3HOM
CaBeTy 3a KOOPIOMHALHjY Hay9He AENATHOCTH M wian KoMuHcHje 3a HayYHe CKYIOBe
u mybmuxaumje Case3nor 3Hauaja npr CaBe3HOM CaBeTy 3a KOOPAMHAIM]Y HayuHe
JeaTHOCTH. ,

V matom TpeHyTKy npodecop Anljennh je y cTpyYHHEM M HAYYHHM APYIITBAMA
M OpraHuMa ApYINTBEHOT YIPAaBJbara: JOXMBOTHH IIOYACHH Ipejcemuax Jyrocso-
BEHCKOI' ACTPOHAYTHYKOI M pPaKeTHOr Apymrsa, Yimam ympase JyrocjioBEeHCKOT
Iopymrsa ,,Hukona Tecna* (apymrrsa 3a Cp6mrjy); Unar (mowacHm) IIpenceanmIuTsa
Beha HapopHe Ttexmmke Jyrociasmje; Umanm Beha MareMaTwuko-MeXaHHYKOT
oxceka IlpmponHo-mMareMaTmukor dakyntera y Beorpany:

TMoBonoM cacTanka GalkaHCKHX MaTeMathyapa y Bykypemry jyma 1965.
Zo6Ho je cnoMen-miakeTy YuuBepsureTa y Bykypeurry. ITpumukoMm nocere Mocksx,
HoBeMGpa 1965. no6uo je cnomen-1nakety JIoMonocoBa MoOcCkOBCKOr ToCyAapCTBe-
HOT' yHUBEp3WTETA.

IpnnakoMm oxpxasawa XVIII Konrpeca Melyrapoase acTponayThuke de-
HAepamuje y Beorpally Koju je OpraHH30OBaH HETOBOM 3aCIYroM, Ho6GHO je OX mpea-
crapauka COBjeTCKe KOMHCHje 3a KOCMHYKA MCTPaXHBaHha, K20 IPBH MHOCTPAHH
npeAcTaBHMK, crromen-miakery K. E. Ilnosxosckor # crnomes-iiaxeTy Jypmja
Iarapuna on Komucuje 3a xocMmuvxa uctpaxusama CojeTcke axafeMuje HayKa.

2 35oprux pagosa 4 (12)
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HorogoMm ppocnase Huxone Komepuumka k2o mpeacemmuk Oabopa 3a mpocnasy
y Cpbuju mobuo je Menamy Konepruka.

Hobuo je pame onyuxosama # movacty: OpleH paja ca IPBEHOM 3aCTaBOM
1965, Oppnen 3aciyra 3a Hapof ca 3naTHoM 3BesgoM 1971, -Ceamojymcka Harpasa
CPC 3a xuBoTHO Jeno 1975. n Opaen PenyGimke ca 3maTHEM BertieM 1978. roaune.

Ha mienaproM cacranky Oupoa MelyBapogue actponaythuke denepaiuje
u3abpan je jemHornacuo 3a normpencenuukxa ose Penepamuje 29. centembpa 1967.

Buo je unan novacuor onbopa Ha VII MeljyrapoaHoj xkordepenumju o mojaBaMa
y jOHM30BAHMM racoBEMa Kao W Ha cummosujymy 3emma—Cyume 1966, romuue.

Tonune 1970, je Guo wnaw movacHor onbopa 3a Melyraponnn CaMnosaym
,Automatic Control in Space” y dy6poBHuKy, W 4WiaHd OpraHHM3amMoHOT opGopa
3a MeljynapoAHH KOHIpeC 3a TEOPHjy MallHHA ¥ MexaHm3aMa y Kynapuma.

TovdacHu je wiad XejleHCKOT ACTPORAYTHYKOT APYINTBA of 1966, TO[iHHE.

Hayuny pesyirati npo@ecopa Aubenuha npunanajy JHEAMANE HEXOIOHOM-
HuX cucreMa y Qynny. O6jasuo je oxo 50 HayYHHX pajoBa M3 PAIMOHAJHE MEXAHHKE,
PMMAHCKE TeOMETpHje, TEH30PCKOT padyHa, TeOpHjeé MATpUNa, HCTOpHje Hayke
u dunosoduje NPUPOJHUX HAYKA Ha CPICKOXPBATCKOM, HEMAYKOM, (PaHIyCKOM,
SHIJIECKOM H PYCKOM je3WKy Y HallyM M CTpaHHM jacommcrMa. O0jaBHO je H OKO
60 pa3Hux CTPYYHHX FaloBa, IIONYNapHO-HAYYHMX CIMCA K yn6eHm<a 32 y}lmaepsn-
TET W Cpelrhe UIKOJNE.

[Toce6no Tpefa ykasaTH Ha MHTEPECOBAA npodecoga Anbemzha 3a (bl«mo-
30¢ujy (0 AeTepMMHH3MY) H MCTOPH]Y MaTeMaTuke ¥ Mexaruke. ITucao je o Tecny,
Pyhepy Bowxosnhy, Tamwiejy, Ajumrajny, Munankosnhy, Konepunky, a npoyda-
B40 je W HAILLY TOPONUIOCT Y MEXAHWYKMM Haykama. Pa3Boj Mexamumukmx Hayka Y
Cpuckoj akamemuju Hayka objaBmo je 1974, r. a HemasHO, ¥ u3jamy Axamemije
Hayka CCCP w3ammna je obmmua AmnBenmlieBa cTyAHja O pa3sBUTKY MEXaHHYKMX
Hayka xon Cpba.

Pa3HOBPCHOCT TeMa ¥ AmnfjenmaheBuM panoBiMa U IIMPHHA mnepeconarsa je
KxapakTepucTaka koja ce HaMmehe cama no cebu.

Hawen caasmwenuxy, dowiiiosanom #poghecopy gp Taitiomupy II. Anleauliy
Jkeaumo jow gyio ioguna xpeiiko 3gpasme. [a mac, maalie, jow gyio oxpadpyje
Y Pagy u HayuHuM KenaMa, a ceojuM HOeuM CciliéapataikuM pagoM ga wac i#og-
citaxne ga ugemo game. Xeaia My 3a cée WGHO je ywumuo w wunu 3a Hac.

Jlureparypa

{11 Tomummak CAHY, LXXI (1964); LXXVIHI (1971); LXXXI (1974).
[2] M. D. Lek o: Sedamdeset godina profesora dr Tatomira P. Andeli‘a, Dijalektika
8 (1979), 4

TATOMIR P. ANPELIC — LIFE AND WORK

Summary

In this article we review the most interesting and influential facts in the
life and scientific work of Professor Dr Tatomir P. Andelig.
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PRILOG IZUCAVANJU STRUJANJA ELEKTROPROVODNIH RAZREDENIH
GASOVA

Radomir Askovié

1. Uvod

Izu€avanje strujanja razredenih elektroprovodnih gasova u magnetnom polju
ima veliki znadaj u aeroinZenjerstvu velikih brzina, kao i u astronautici i dinamici
plazme.

U teorijskom izudavanju strujanja razredenih gasova polazi se od Navije-
-Stoks-ovih jednadina, sa graniénim uslovima za brzinu klizanja na zidu obstrujava-
nog tela i skok temperature na povr$ini razdvajanja gas — telo.

Dokazano je, medutim, da se strujanje razredenog gasa moZe tretirati, takode,
1 pomodéu jednacina graniénog sloja za nestiSljiv fluid ([1], str. 594), uvodeéi uslov
klizanja, ukoliko su ispunjene jo§ sledeée predpostavke: a) Mahov broj strujanja
mali, b) Rejnoldsov broj strujanja dovoljno veliki (Sto je obezbedeno malom kine-
matskom viskozno$éu gasa) i c) temperature tela i okolnog gasa se uzajamno malo
razlikuju. ' ’

Pokazano je jo$ 1 da se reZim strujanja sa klizanjem na zidu javlja pri takvim
umereno velikim Rejnoldsovim brojevima ([2], dijagram 12.1, str. 679), pri kojima
je praktiéno uvek laminarni reZim strujanja.

2. Osnovne jednaciue i metoda reSavanja

Osnovne jednaline tridimenzionog strujanja razredenih elektroprovodnih
gasova — uza sve predhodno navedene okolnosti, jo§ i uz prisustvo magnetnog
polja, gde je magnetni Rejnoldsov broj mali, elektri®no polje odsustvuje, efekti
polarizacije jonizovanog gasa se zanemaruju, oslanjajuéi se na Prandtlove predpo-
stavke o grani®nom sloju i »princip veéeg znafaja poduZnog od transverzalnog
pravca« [3] — u Hejsovim koordinatama [4], glase

ou ou ?_u_=¢)ue uau, o*u o B?

—+u-—+v . +v—t— (u,~u), 1)
ot s onm 0tf os on*
0(e2u) + 0(82") ___0’ (2)
os on
2 2
9_»3+u2}_v+v0_w__1_0iu2=__1_0e1 u —£w+vu, 3
ot 0s On e 0z e, 0z ) on?
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sa grani®nim uslovima

u=u,(s,2z,t), v=0, w=0za n=0, pri t=0, )
0
u=7\é-ti, v=0, w=)\—‘—v,za n=0, pri t>0, 5)
on on
u—~>u, (s, z, t), w—>0, z&8 n—>o0, pri >0, 6)

gde je A srednja slobodna molekulska putanja.

Ovde su koordinate (s, z, n) redom: strujnice spoljanjeg potencijalnog stru-
janja, ekvipotencijalne linije i spolja¥nje normale na povrSini posmatrane konture.
Lokalno rastojanje dveju susednih ekvipotencijalnih linija predstavlja e (s, z),
a e, (s, z) — odgovarajuée rastojanje strujnica potencijalnog strujanja, dok je e3=1.
To su, dakle, metricki koeficijenti izabranog sistema koordinata. Dalje su: u, —
spoljagnja potencijalna brzina, ¢ — elektroprovodnost fluida, B — jadina magnetne
indukcije, v — kinematska viskoznost i ¢ — vreme.

Radi tretiranja sistema jednacina (1), (2), (3), primeni¢emo metodﬁ uzastopnih
pribliZenja. Predstavimo komponente brzine strujanja u grani€nom sloju pomocu
redova

u= Zu,, V= zv" w= Ewi’ M
=0 ’ i
gde je u;=0(<"), ¢ je mali broj.

Zamenjujuéi redove (7) u jednadine (1), (2), (3), dobijamo slededi rekurzivni
sistem diferencijalnih jednafina za pojedine aproksimacije

ou, 0y, ou
—2—y—2L 4+ Nyy=—2+Nu,, 8.1
2t om Y’ ) D
(e 1)), 0(&Y) _ (8.2)
oz on
ow, 0w, 10e, 2 2 -
0y 0 L Ny = L (ug — 1), 8.3
ot Yo ° e 0z (o — ) ¢
2
?—ﬁ—vfa—ul—l—Nm:ugaue“ o%”vo%’ ©.1)
ot on? . 0s os on
0 (ep4y) " 0(evy) _ 0, (9.2)
0s on
2
OW_E¥  Nwym Moy O 108, .3)
ot on? os on e 0z
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Kombinujuéi (7), (5) i (6) dobijamo i odgovarajue graniéne uslove

x%—“— (i=0,1,2,..) za n=0, (10.1)
v;=0 (i=0,1,2,...) za n=0, (10.2)
=22 (10,1, 2,...) za n=0, (10.3)

on '
u—~>u,(s, z, 1), u—~>0, (i=1,2,..), za n>o0 (10.4)
w—>0 (i=0, i 2,...) za n—>o0. (10.5)

Realno je oekivati da ce - metoda uzastopmh pnbhzenja, zakljuéno sa prva dva
pribliZenja, uspeSno kvalitativno opisati nestacionarni grani¢ni sloj, imajuéi u vidu
postojeéa iskustva ([5], [6], [7D).

3. Proratun strujanja oko tela pri mjegovom oscilatornom kretanju u razredenom
_elektroprovednom gasu

Prilog na temu »fepomena spolja¥njeg indukovanog strujanja«

Proradun strujanja oko tela pri njegovom harmoniski-oscilatornom kretanju,
sa frekvencijom «, pomoéu jednadina dobijenih predlozenom metodom u §2, moZe
biti olak§an ako se umesto u,=V, (s, z) cos © ¢, uvede izraz u,=V, (s, z) e'°”, sa
konvencijom da samo realm delov1 svih kompleksnih izraza, prmzasllh iz ra-
¢una, imaju odredena fizi¢ka znadenja.

Posle unoSenja izraza za spoljainju brzinu #, u jednadinu (8.1) i uvodenja

nove promenljive
n , [0
= —_—
K v

trazeéi reSenje u vidu

u,=V,(s, 2) €°* f (n), (11)
parcijalna diferencijalna jednacina (8.1) se svodi na obiénu diferencijalnu
fo ~G+Y)fo=—(i+7) (12)
sa graninim uslovima, proizadlim iz (10.1) i (10.4)
S ©=0, £0(©)=Lfq(0), fo(co)>1, (13)
gde su
) .
N5, X, L:A\/i‘l- | (14)
[ ® v

Redenje jednalina (12), koje zadovoljava graniéne uslove (13), lako se nalazi

fo(m=1 ‘—Tjﬁ e=(@+ib)m, (15)
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gde su

o= VTPV, b= (VT -0 |

a,=1+La, a,=Lb, a,=(1+La)®>+L? b2 j

Tako je sada prvo pribliZenje poduZne komponente brzine strujanja, s obzirom
na usvojenu konvenciju

(16)

= Ve (S, Z) Real'{eiw'f;)' ("'))}’

odnosno

1 . .
t,="V,(s, z){coswt—;—e“‘"[a0 (coswtcosby+sinwt sinm) +
2

+a,(sinwtcosbn—coswtsinbv;)]}. a7

- Zamenjujudi izraz (17) u jednacinu (8.3), posle sredivanja desne strane jedna-
&ine, dobijamo

ow, 0*w, 1 0e P2 1 = 1,1 :
- v—2 4 Nw,=——V | — T =1 — — 1) g2iot , 18
5y g M S V| S R D D) ] - @®)

gde crta odozgo oznalava odgovarajuu konjugovano-kompleksnu vrednost fun-
kcije.

S obzirom na strukturu linearne parcijalne jednadine (18), pokazalo se da je
potrebno traZiti njeno reSenje u obliku

wo_'l_ge—1 3(53 z)"l“[cm myerior+ 3, (l, (19)
e, 0z ®
da bi se dobilo za funkcije Zo; (n) i o2 ()
Gr— @i+l = (1=F3) 20)
P 1 —
To2 =yl = > A-£'%) (21)

sa graniénim uslovima, proisteklim iz (10.3) i (10.5)

%1 (0)=L%; (0), Gy (0)—0, -
(22)

%2 ©)=L%2(0), ¥, (e0)—0.
Koristeéi potom jednadinu kontinuiteta (8.2) odredujemo vq
19
= — __( e e ez V) ot £, (), (23)
2
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a unoseéi ovu vrednost (23) u jednadinu (9.1), dobijamo posle sredivanja

R A A LI +fofo)e2m'+[—--;:,'f;

ot on?
1 =’ - 2’ lae 1 ’’ l ” —_— 27,
b G Ts RO+ Vze[—ﬂ,fo e i nml. e
4 e,0s 2 4
Predpostavljajuéi reSenje jednadine (24) u obliku

oV, 1

=V~ — [t fra() + f1s @]+
S @
2 o .
10 p2 1raiorsl s fiatml, (25)
e, 05 ©

dobiéemo sistem obiénih diferencijalnih jednadina

2ifta—f1a +yf}a=%(l ~f&+ 10 f), (24.1)

~ i+ = TR A TS A1) | (24.2)
2ifie-fi 1 Sie=g s, (24.3)
—f1a+vf m——(fof o +/of0)s (24.9)

s odgovarajuéim grani¢nim uslovima
[ix(©=0, f1x(0)=Lfi2(0), fix(0)=0, k=a,b,c,d. (26)

U radu su kompletno odredena analiti®ka reSenja svih diferencijalnih jednadina
(20), (21), (24.1), (24.2), (24.3), (24.4), koja zadovoljavaju graniéne uslove (22)
1(26), a izdvojeni su i realni delovi kompleksnih funkcija (19), (23) 1 (25), koji definiSu
fizitke vrednosti odgovarajuéih pribliZzenja brzina, anlogno postupku za uy simboli-
¢no predstavljenom pomocu (17), ali zbog izuzetne glomaznosti tih izraza ovde ih
neéemo navoditi.

3. Zakljucak

Pre pola veka (1932) je Slihting [6] pokazao da u ravanskom slugaju beskrajnog
cilindriénog tela koje harmonski osciluje u neprovodnom fluidu, na granici grani¢nog
sloja postoji jedno stacionarno poduino strujanje koje ne zavisi od viskoznosti
fluida.
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Sedamdesetih godina je isti fenomen identifikovan, i teoriski i eksperimentalno
([8], [9]), u tridimenzionom prostornom slu¢aju; naime, ustanovljeno je da na do-
voljnom rastojanju od nekog zatvorenog tela (eksperiment izvrSen sa spljoitenim
elipsoidom odnosa poluosa 1 :3 :6), koje harmonski osciluje u mirnom fluidu,
kao posledica intercijalnih (a ne viskoznih) efekata, postoji stacionarno strujanje,
i to s obe komponente: i poduZnom, i transverzalnom [8]

(U nsreo = _3_ Ve%_ﬁl__idez

Ve, 27
4o 05 2we, 0s @7)

e == ——L V(5 2). (28)

Nekoliko godina kasnije (1973.) pokazano je [10], medutim, da u sludaju
obrtnog osnosimetriénog tela koje harmonski osciluje u elektroprovodnom fluidu,
u prisustvu magnetnog polja, ovo spoljaSnje indukovano stacionarno strujanje
i§cezava.

I najzad, u ovom radu je bila namera da se prati ovaj fenomen u sludaju elek-
troprovodnog razredenog gasa, uz uslov klizanja na zidu tela. PoSto su nadena
analiti¢ka reSenja svih jednatina, bilo je moguce utvrditi sledece interesantne rezultate

1) Najpre, u opitem slucaju harmoniskog oscilovanja bilo kog tela u elektro-
provodnom razredenom gasu u prisustvu magnetnog polja (L#0, B30), pomocu
limesa izraza (19) i (25) dokazujemo da spoljasnje indukovano stacionarno strujanje
tada ne postoji:

lim (wg) =0,
lim (u;)=0.

2) Medutim, u dva specijalna sluéaja, koji proisti¢u iz ovde nadenih opétih
reSenja, spoljainje indukovano stacionarno strujanje postoji, i to:

a) u sludaju neprovodnog razredenog gasa (B=0, L+0), izraz (25) potvrduje
postojanfe spolja$njeg stacionarnog strujanja:

ov, 1 de, 1
(ul)n—->oo-—V —a—s—'—{flb} 0 ez e2 052' ‘(:)‘{fld}g:g).
V3 LYZ2+1
Vlb},’;;’&" 4Ly +1°

1 LY2+1
(it = - E2EL
B=0 2 12+L V 2 +1
b) v sludaju obitnog neprovodnog gasa (B 0, L=0), spoljasnje indukovano

stacionarno strujanje postoji i u limesu se izrazi (19) i (25) svode na (27) i (28).

Kona&no, ti izrazi (27) i (28) u posebnom sludaju — dvodimenzionom, ra-
vanskom — identiéno potvrduju poznato reSenje Slihtinga.
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CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ECOULEMENTS D’UN FLUIDE-CON-
DUCTEUR AVEC LES »CONDITIONS DE GLISSEMENT« PARIETALES

Résumé

On profite dans ce travail le fait bien-connu que ’écoulement d’un gaz raréfié
peut étre étudié a 'aide des équations de la couche limite d’un fluide incompressible,
en y ajoutant des »conditions de glissement« pariétales, si: a) vitesce de I’écoulement
est relativement petite, b) nombre de Reynolds est assez grand, et ¢) différence entre
la température de I'obstacle et celle du gaz reste assez petite. D’autre part, on sait
aussi que I’écoulement d’un gaz avec le glissement a la paroi arrive pour les nombres
de Reynolds si modérés que le régime de cet écoulement reste toujours pratiquement
laminaire. Bien sur, le nombre de Knudsen K ne sort pas de ’intervale (0.01 <K<0.1)
ou on peut utiliser les équations de dynamique des gaz mais avec les »conditions de
glissement« & la paroi. '

En acceptant encore que le nombre de Reynolds magnétique est petit et que
Ies effets de polarisation du gaz ionisé sont négligeables, on traite ici les équations
de la couche limite laminaire tridimensionnelle avec la validité du »principe de
prévalence«, en systéme de coordonnées de Hayes, dans le cas d’un corps en oscil-
lations harmoniques le long d’une trajectoire rectiligne. On examine en détail le
phénoméne de Pexistance d’un ecoulement stationnaire induit a la frontiére de la
couche limite instationnaire périodique d’un gaz raréfié.

Prof. Dr Radomir Askovi¢
Maginski fakultet
11000 Beograd
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PRILOG HAMILTONOYVOM PRINCIPU
KAO ZADATKU OPTIMALNOG UPRAVLJANJA

Aleksandar Baksa

Razmatranje Hamiltonovog principa kao zadatka optimalnog upravljanja nije
nova tema. Su$tina ovog zadatka se pojavljuje u monografiji [6] kao primena principa
maksimuma u re$avanju klasinog varijacionog problema. Od radova novijeg da-
tuma, koji se bave razmatranjem Hamiltonovog principa kao zadatka optimizacije,
moZemo navesti [3] i [4] od kojih se prvi odnosi na holonomne a drugi na neholo-
nomne sisteme. U ovom radu Zelimo izneti jedan aspekt razmatranja ovog problema
i uporediti ga sa onim iz navedene literature.

1. Razmatraéemo mehanicki sistem &ija je konfiguracija odredena Lagran-

Zovim (Lagrange) koordinatama gi (i=1, ..., n), koji se kreée u polju sa potenci-
jalom
V=V(q; 1).*
(gde t oznadava vreme). Ako kinetiCku energiju sistema obeleZimo sa
- T=T(@g ¢
LagranZova funkcija (kineti¢ki potencijal) sistema je
L(g,4,0=T(4, ¢ DV (g, 1). ¢8))
Pretpostavimo da kretanje razmatranog sistema ograniavaju neholonomne veze
oul(g ¢ =0, (u=1,..., k). (1.2)

Za ovakav mehanifki sistem tvrdenje Hamiltonovog (Hamilton) principa
moZe se izraziti jednakoSéu [5]

31
[sLat=0, (1.3)

to

*) F(x:y;t)=F(xxs- -,x"ayl----,y"Q t)

27
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pri &emu virtualna pomeranja 3¢’ pripadaju klasi neprekidno diferencijabilnih funk-
cija koje zadovoljavaju uslove

3 ¢ (t)=3 4 (t1)=0, (1.4

gde su ¢y i ¢, fiksirani trenuci.
Diferencijalne jednaline kretanja mehanitkog cistema se mogu izvesti iz Ha-
miltonovog principa primenom klasiénog varijacionog ratuna, §to je dobro poznato

(videti, npr. {1], [5]). Ovde ¢emo pokusati da te jednadine izvedemo reSavanjem od-
govarajuCeg zadatka optimalnog upravljanja.

Zadatak 1. Neka je zadan dinamicki sistem

q.i____ui’ (l:'l’ tet o ”)’ (15)

gde su v/ =ui (f) upravljanja iz skupa neprekidnih funkcija &ije vrednosti nisu ogra-
nicene posebnim uslovima (restriktivni skup sce poklapa sa celim n-dimenzionim
prostorom) i neka su zadani poletni poloZaj (q¢Y) i cilj (¢;"). Odrediti kretanje koje
premesta sistem (5) iz poloZaja (¢o) u poloZaj (g,’) saglasno vezama

@ (g, u, 1) =0, (1.6)
tako da funkcional :
f
F@)=[Lg u 1)dL, KD
t

ima najmanju moguéu vrednost.
Ovaj zadatak optimalnog upravljanja, odigledno, nije ekvivalentan Hamilto-

novom principu. Naime, dok optimalno upravljanje u (¢), ty<<t< ¢, i odgovarajuéa

optimalna trajektorija ¢ (f) daju funkcionalu (7) minimalnu vrednost, dotle Hamil-
tonov princip za neholonomne sisteme ne izraZava stacionarnost nikakvog funkcio-
nala. Ispitajmo da li j Je, pod nekim uslovima, reSenje zadatka 1 ekvivalentno tvrdenju
Hamiltonovog principa.

U tom cilju, re§imo, najpre, postavljeni zadatak. Primenjujuéi LagranZovu
metodu mnoZilaca, formirajmo funkcional (koristimo Ajnstajnovu (Einstein) kon-
venciju o sabiranju po ponovljenim indeksima)

4 .
% (“)'_‘f I:TEOL(q, u, 1)+ (éi_ui)‘*‘ zl M9y (g, u, t)]dt’ (1.3)

gde su m, 7, i A, proizvoljne funkcije vremena. Ako obeleZzimo

F6(r, g, u, t)=m; 4 —my L (g, u, 1), (1.9)

funkcional (8) se moZe napisati u obliku

t .
% (u)=f [ﬁiéi+u§=:1 APy (@5 u, ) —S6 (x, q, u, t)]dt. (1.10)

T o e ol
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Pretpostavimo da zadatak 1 ima reSenje i obeleZzimo sa u(f) i ¢ (2), ty<t=t,,
optimalno upravljanje i odgovarajuéu optimalnu trajektoriju. Ako je  varirano
upravljanje

ul (t) =u' (t)+ 3 W' (£), (1.11)

odgovarajuéa varirana trajektorija se moZe napisati u obliku [2]

¢ (O)=4'0+3¢' ) +03 ). (1.12)
Prva (LagranZova) varijacija funkcionala (10), s obzirom na (11) i (12), je

5 [[l e e (50 e o

pri emu smo iskoristili (4). Da bi funkcional (10) imao minimum za u=u potrebno

je da bude
3 =0. (1.14)

U (13) su 2n varijacija 8 ¢/, 34/ ograni&ene sa n+k uslova koji pr01stlcu iz (5) i (6),
tako da je broj nezavisnih varl_;acua 2n-(n+k) n—k. Blra_]um mnoZioce T; i A,
tako da koeficijenti uz zavisne varijacije budu jednaki nuli i koristeéi se uslovom (14)
dobijamo

096 ;\Oqau’ 0%_"2' ()cpu ~0.
agt =1 o4 out. ubu

u=1

(1.15)

Prva od ovih jednadina, za_]edno sa jednafinom (5), koja se s obzirom na (9) moZe
napisati u obliku

S’
7=2% (1.16)
: o;
daje, za i=1,...,n, sistem diferencijalnih jedna&ina kretanja razmatranbg dina-

mickog sistema. Druga jednadina predstavlja uslov stacionarnosti funkcije Y6 po u.

Napomenimo da se jednadine (15) i (16) mogu dobiti i na osnovu tvrdenja
Pontrjaginovog principa maksimuma pri ograniéenim faznim promenljivim ([6],
teorema 23).

Eliminacijom promenljivih 7, i %' iz jedna&ina (15) i (16), uzimajuéi da je
no=1, dobijamo

k 5 0 7} d 0
4oL _OL__ 5 ‘Pu+ S A ( % _ i‘;) (1.17)
dtoqg' 0gq o u=t \0q' dt 0q

dime je zadatak 1 resen.

Ostaje da ispitamo mogu li jednadine (17) predstavljati diferencijalne jednadine
kretanja razmatranog mehani¢kog sistema. Da bi neko reSenje jednacina (17) moglo
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predstavljati konaéne jednaline kretanja, potrebno je i dOVOljl’lO da zadovoljava
opitu dinamlku jednadinu

(“T‘— _T)gqxgo, (1.18)

koja predstavlja analiti¢ki izraz Dalamberovog (D’Alembert) principa. Smenjujudi
(17) u (18), nalazimo

k. ok d ) ' :
S 3 Qu s gi S xu(-?i,~i ?—?ﬁ)sqr:o. (1.19)
u—1 04 w1 oqgt drtog

Varijacije 3 ¢’, razume se, nisu nezavitne veé predstavljaju virtualna pomeranja.
U sluéaju kada kretanje sistema ogramcavaju nelinearne neholonomne veze, u li-
teraturi se mogu nadi razli¢ite definicije virtualnih pomeranja. Ako usvojimo Citajev-
lievu definiciju, tj. ako pod virtualnim pomeranpma podrazumevamo ona koja
zadovoljavaju jednadine

Z(P:‘Sq 0, (u=1,..., k), (1.20)
iz (19) sledi
k do, d ‘)‘Pu-) ] ;
LA A YN 121
2 (aq dtag) (121)

$to predstavlja potreban i dovoljan uslov da (17) budu jednadine kretanja sistema
(detaljnije u [5]).

Postavimo, sada, pitanje mogu li se pretpostavke u zadatku optimalnog up-
ravljanja modifikovati tako da se, kao njegovo reSenje, bezuslovno dobiju jednadine
kretanja sistema. U tom cilju potraZimo optimalnu trajektoriju uporedujuéi je sa
zaobilaznim putevima koji zadovoljavaju uslov »kinematike ostvarivosti kretanja«

(i&u_i 932)3:,1‘:0. (1.22)
o di og

Ako se iskoristi jednakost (22), (13) se moZe napisati u obliku

-k d dg, 0%
3F,= -t Ayp— —— 3q' +
% f[( n+u§1 “dt ou ()q') ¢

+( S %u%’—“—@) 8u’]dt, (1.13)

odakle, analogno prethodnom, slede jednacine

= kZ)\ ig?l‘_?.?g, Z o9y 095: ,
Sutd 0wt og “oul  ou

p=1

(1.15")
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odnosno, po eliminaciji mnoZzilaca = i upravljanja ' i usvajajudi da je my = 1,
d oL oL ()(p“
dtog oq I o g

Do istih jednadina se moZe dodi i primenom principa maksimuma Pontrjagina
uz odredene »modifikacije« kako je pokazano u [7].

2. Ako se jednacdine neholonomnih veza (1.2) mogu napisati u obliku
=@, ..., ¢4 ¢, ...q" 1), (m=n—k, pw=m+1,...,n) 2.1

zadatak 1 se moZe formulisati na sledeéi nadin.

Zadatak 2. Neka je dat dinamicki sistem

[{“=u“‘, @=1,..,m),
=12, ... g umt), (=m+l, ..., n), .2)

gde su ¥* dopuStena upravljanja iz klase neprekidnih funkcija a restriktivni skup je
ceo m-dimenzioni prostor i neka su zadane tacke (g,) i (¢,") konfiguracionog prostora.
. Odrediti diferencijalne jednadine kretanja sistema iz poloZaja (go) u polozaj (g;)
pri kome se minimizira funkcional

f
y=[L@ u)at, 2.3)
gde je ) | .
Lg,u, )=L(@", ..., % ¥ ..ot fGnny - s Slamn)
Primetimo da je u ovom zadatku, za razliku od prethodnog, prostor vektora
upravljanja dimenzije m=n—k a ogranienja na fazne promenljive i upravljanja

predstavljaju deo ]ednaéma dinami¢kog sistema. Ovaj zadatak éemo reSiti prlmcnom
Pontrjaginovog principa maksimuma. U tom cilju formirajmo funkciju

GG, 1, o, ) =Py L (g, u, 1) + Yo t® +§, f2(q, 1, 1)+ %H, (24)

Jednadine, konjugovane jednadinama (2), su
; oL oot .
4‘:'—4"05?—*4'“3?’ (l=l’---’n)- (25)
1z uslova maksimuma, sledi
oL 0ot _
| ‘J’oﬁ;*‘%‘i‘ ¢u5*17=0- 2.6)
S obzirom na to da je

OL oL OLof* oL _dL 0oL dg*
o' 0q ogtaq' od W 0g" ou
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jedna&ine (5) i (6), mogu se dovesti na oblik

. oL of¢
i= YA, 2.
b= X
oL of¢
=4 +{,=0, 2.8
bo 52 w TV (2.8)
gde je uvedena oznaka
oL
AN=", 0—‘: + Py 2.9
q
Eliminacijom promenljivih {, iz (7) i (8), dobijamo
fii’_L:_?_i__f_’_L_(i"_fi_"_ﬁ _ofrd oL,
dt 0u* 0g* dg*\dt du* ()q“) ou* dt dq*
Mofe (_d_af‘*_z)f“)_
00w T, \ar 0w o)~ (2.10)

odnosno, poSto se eliminiSu A, u i u®,

oL of L o
dOL _OL OL ., 0L of" M . g @.11)
dtoq* 0q° oq, 0g* 0 q*

gde je
wo 408 _of oft of
* dt 0g* 04* 0gq° 09"
MoZe se pokazati [5] da su jedna&ine (11) ekvivalentne Voron¢evim jednacinama,
tada i samo tada, ako je
Auye=0, za svako a. ,
3. Minimizacija funkcionala (1.7) uz ogranilenja (1.6) ekvivalentna je mini-
mizaciji funkcionala

o4 (u)=f [L(q, u, t)+ kz Moy (g, u, t)]dt.

n=1

Posmatrajmo ¢, (u) kao funkciju grani€nih vrednosti ¢ i g1 (f) koje éemo u da-
ljem tekstu obeleZavati jednostavno sa t i g:

; .
: k
% a 0= [ [L @G 4@ D+ 3 Mpuan (), 4 o) r)]dr. 3.1
- " . w=1
Pretpostavimo da (1), kao funkcija od u (pri fiksiranim ¢ i ¢) ima, za u=u,

jedini minimum S (g, ), tj.

S(q, )=9,(q, t, w)= min g, (g, 1, u).
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Ispitajmo promenu funkcije S(g,#) duZ trajektorije koja odgovara upravljanju
u (¢) i polazi iz taCke (#g, go). U tom cilju potraZimo njen izvod po vremenu sastavljen
u smislu jednadina kretanja

ds(g, 1) _0S(q, t)+0S(q, t)

3.2
dt ot oq (2)
S druge strane, diferenciranjem (’1), dobijamo
dasiq, t
‘dqt )L, @, u®, 0+ 5 haa@), u(®), 1). (33
s o
Uporedujuéi (2) i (3), i uzimajuéi u obzir (1.9), dobijamo
08(q, ¢ 0S5(q,t
5@ +96(a 8@ -, /) - zxumq,u n=0. (34
ot dq u=1

Neka je u (f) optimalno upravhjanje i q (f) odgovarajuéa optimalna trajektorija
koja u trenutku #y polazi iz tacke 9o Pretpostavimo da se iz jednadina (1.6) i (1.15)
mogu izraunati

{li=l}i(é, 7;:, t), .3\“= iu(‘é: 7}, t).
Tada se moZe konstruisati funkcija
%(é’ 3\’ l} (é’ 7‘::9 t), t)=%* (é’ 7;,‘ t)s
i jednadina (4) napisati u obliku

084, 1 | %*(~ 05@ 1) t)=0.» @35
YR YR .
Poslednja Jednacma predstavlja Hamilton — Jakobijevu paréljalnu diferencijalnu
jedna&inu &iji se potpun integral (ako postoji) moZe 1skor1st1t1 za dobljanje jednacina
kretanja sistema

0%* - 0Y6*
o, oq

™=
Jednalina (5) predstavlja jedan od dovoljnih uslova da upravljanje bude optimalno.
Na osnovu toga i prethodnih rezultata moZe se izvesti zakljudak da se Hamilton —
Jakobijeva teorija moZe primeniti na neholonomne sisteme samo ako (1.3) predstavlja
uslov stacionarnosti Hamiltonovog dejstva, tj. ako vaZe uslovi (1.21).
Pokazaéemo jo§ kako se funkcija Y6* moZe dovesti u vezu sa Hamiltonovom
funkcijom

i

H(, g, 0=[pd~L(g 4 ] 4=9(q p, ).

Iz druge jednaéiné (1.15) moZe se izraCunati

k. 0 oL
=0+ 7\“—"’", ;= )
1= E, “ou (p ou

3 35opwmx pagosa 4 (12)
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i smenom u &%6* dobiti
. k J .
6* (g, ™ (g, p, t)=[p,~p’—L(q, u )+ 3 Au—ﬁ‘ u'] ,
0 u=ulq,p 1)

u=1 u‘
odnosno, ako iskoristimo i jednaéine (1.5)

ko dgy -
F6* (g, = (4, 2, 1), N=H (g, p, )+ ZAuS—.q‘E;—‘q'.

=1

U sludaju da su neholonomne veze homogene funkciCe generalisanih brzina sa
stepenom homogenosti m, bice

do, -

P gt m gy =0.
oq
pa je

6* (q’ ™ (q’ b, t)’ t) = H(qa D, t)'
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PRIMENA METODE VARIJACIJE NA IZUCAVANJE OSNOSIMETRICNOG
MHD GRANICNOG SLOJA NA OBRTNIM TELIMA PRI STRUJANJU
FLUIDA PROMENLJIVE PROVODNOSTI

Z. Boritié i D. Nikodijevi¢
Uvod

U radu se proutava, sa prakti¢ne taCke gledista, interesantan fizi¢ki model
stacionarnog osnosimetri¢nog grani¢nog sloja nestiljivog provodnog fluida na
obrtnim telima pod dejstvom upravnog magnetnog polja. Pretpostavlja se da spolja-
$nje elektri¢no polje ne postoji. Proudavaju se fluidi kod kojih su relativna dielek-
tri¢na konstanta i magnetna propustljivost bliske jedinici, $to je inade i uobitajeno
u magnetnoj hidrodinamici. Uzima se da je gustina naelektrisanja mala a da se
elektroprovodnost fluida menja po pretpostavci Rosova [1]. Dalje se pretpostavlja
da je obrtno telo dovoljno dugacko i da magnetno polje miruje u odnosu na telo.
Pored toga, zbog izbegavanja relativistickih efekata, smatra se da su karakteristi¢ne
brzine u grani¢nom sloju mnogo manje od brzine svetlosti.

Za reSavanje problema osnosimetriénog magnetnog hirodinami¢kog (MHD)
grani¢nog sloja na obrtnim telima koristi se varijaciona metoda sa i§Cezavajuéim
parametrom [2] koja je veé primenjena na razli€ite modele ravanskog grani¢nog
sloja [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9], na neke modele osnosimetri¢nog grani¢nog sloja na obrtnim
telima [4, 10] i druge probleme [11].

1. Jednadine koje problem matemati¢ki opisuju

Za analitiko proudavanje problema neophodno je imati jednaline koje isti
matematiki opisuju. Uoleni problem opisuje se, u Dekartovom pravouglom ko-
ordinatnom sistemu, jednadinama

ﬂ'}‘_)_,_a_(_’_v):o | : (1' 1)
ox oy ’ _.
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i graninim uslovima
u=0, v=0, za y=0,

UU(x) za y=Yn; Im=h(x), ), (1.2)
sa sledeéim oznakama:
X — poduZna koordinata merena od zaustavne talke duZ konture profila
-u meridijanskoj ravni
y — popredna koordinata merena upravno na konturu profila u meridijanskoj

ravni
u (x, ) — poduZna brzina u grani¢nom sloju
v(x, ) — popretna brzina u grani¢nom sloju

U(x) — poduZna brzina spoljaSnjeg strujanja na granici graninog sloja
p — gustina fluida

- p(x) — pritisak
v — koeficijent kinematitke viskoznosti

B(x) — magnetna indukcija
o (x, y) — elektroprovodnost fluida
r(x) — poluprednik poprecnog preseka obrinog tela
h(x) — debljina graninog sloja.
" Ako se usvoji da se elektroprovodnost fluida menja po zakonu [1]

u
6=0, (1—3;), - (1.3)
jednadine (1.1) dobijaju oblik :

o), ()
ox 0y

— magnetni broj. Uvodeéi dalje u jednadine (1.4) brzinu na

-0, R W

2
c, B

gde je N=
P
spolja¥njoj granici graniCnog sloja posredstvom relacije
du 1 dﬁ

dx p dx
jednadine se svode na oblik

2
LN L LA Y PR |
ox 0y dx oy?
o (ru) 4 o(r) _
ox oy
a graniéni uslovi (1.2) ostaju neizmenjeni.

Za proucavanje uogenog problema neophodno je resiti sistem jednagina (1.5)
sa graninim uslovima (1.2). Na dana$njem stupnju razvoja matematike ovaj sistem

0, (1.5)
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se ne moZe reSiti talnim metodama niti se pak moZe pokazati egzistencija reSenja.
Da bi se ipak do$lo do reSenja koriste se priblizne metode koje su razli¢itog reda
taénosti.

2. Varijaciona formulacija problema

U ovom radu se, od niza pribliZnih metdda, koristi varijaciona Kantorovi¢eva
metoda parcijalne integracije [12]. Zato je neophodno problem varijaciono formuli-
sati. U tom cilju se pretpostavlja LagranZeva funkcija ili LagranZijan u obliku

2 3
L=[m[%u(é-£) +v d__u 9—"-U0U] N(_l_.u2__l-l‘___l_uz)_

ox dx 0y ox 2 3U 6
v [0u o (ru) a(rv) o
-— exlm + 2.1
2 (03’)} p'[dx ()y] @1

gde je:m — 1scezava_]u01 parametar a p (x, y) — nepoznati mnoZitelj. Odgovarajudéi

akcioni mtegral ima oblik
e Vm

I= f f L dx dy.
xg O
Uslov stacionarnosti akcionog integrala
3 I=0, .3)
se koriSéenjem komutativnosti diferenciranja i variranja i prirodnih graninih
uslova za proizvoljne vrednosti varijacija Su i 8v

———_";‘u su =0, 2L _ = -0, 2.4)
(53 ')
0x x=1 0¥/ ly=ym
svodi na sistem Ojler-LagranZevih jednagina
0L_0 oL o oL .

du 0x a(‘)_“) dy a(ﬁg)
: ox dy

oL 0 oL 0 oL
—_— —_— =0’
oy Ox a(‘)_l) oy a(ﬂ)

0 x oy

oL o oL o 0 ,
- _2 oL . (2.5)

o) o)
ox oy

UnoSenjem LagranZeve funkcije (2.1) u sistem (2.5) i prelaskom na grani¢ni proces
m—0 ovaj se sistem svodi na sistem jednadina (1.5) Dakle saglasno varijacionoj
formulaciji sa i§¢ezavajuéim parametrom [2] problem je akcionim integralom 2.2
sa Lagranzuanom oblika (2.1) varijaciono formulisan. Dakle, re§avan_1e problema
opisanog jednatinama (1.5) sa grani¢nim uslovima (1.2) svedeno Je na refavanje
varijacionog zadatka datog akcionim integralom (2.2).
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3. Dobijanje aproksimativnih reSenja

Da bi se dodlo do aproksimativnih reSenja osnovnih veliina osnosimetri¢nog
MHD graninog sloja na obrtnim telima u radu se dalje, kako je refeno, koristi
Kantorovi¢eva metoda parcijalne integracije [12]. U tom cilju se pretpostavljaju
poduZna brzina u (x, y), poprecna brzina v (x, y) i mnoZitelj p (x, y) u oblicima

Cuy)=UE 20) v&»)=g@®H)—jx)R(),

w(x, )=k (x) Q(f), €R))
A
h (%)

Uvedene funkcije @ (f), H(f), R{), C (), g (%), j(x) i k(x) nisu u potpunost
proizvoljne. One se biraju tako da, zbog druge jednaine sistema (1.5), zadovolje
relacije '

gde je argument f=

H(f)=[f 2 (NHdf+C;, R(N=[2 (f)df+C,, (3.2

gde su C; i C, integracione konstante a @ izvod funkcije @ po parametru f. Zamenom
izraza (3.1) u graniéne uslove (1.2) dobijaju se granitni uslovi za funkcije @, Ri H
u obliku

@ =0, H=0, R=0 za f=0,

7 =1 za f=f,=1. 3.3)

Sa pretpostavljenim brzinama u (x, y), v (x, ¥) i mnoZiteljem p (x, ) u oblicima

(3.1) iz LagraniZajana (2.1) se, imajuéi u vidu relacije (3.2), dobija redukovani
LagranZijan u obliku

2 3 2
L1=[m[—;— U(g(—]) ha, -2l , LU (5'1) 4+
X

dx dx 2 h \dx
dU . gUdh . .. dU . jU* dh
2oU 8T, gtV Y,
Y ™ T T T m T T

2 - 2
—U(iq) hA,+ Uz‘_i_({ g'fl-As, ——NU’hAm—l -U—An}e‘/'"—i-
dx dx dx 2 h

+k [‘&“—) h-rj] Ay, +kr (g— U—‘ﬁ’) Ay, (34
dx . dx
gde su koeficijenti Ai dati izrazima
Sm Sm fl:n Im
A,=f 53 df, A2=f oy fdf, A3=j & 922 df, A4=f Hoo df,
0 0 0 0
fm fm fm fm
A5=f Hofdf, A6=f Rz o df, A7=f REYdf, A8=f o df,
0 0 0 [+]
Im 1 fm 1 1 f:n
A,==f of df, A,,,=-2—f o7 df- 4 —— An=j srdf. (3.5
.0 o (4]
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Odgovarajuéi redukovani akcioni integral ima tada oblik

) | .
IL=[Ldx. (3.6)

X0

Uslovu stacionarnosti redukovanog akcionog integrala

$1,=0, X))
uz postovanje prirodnog graniénog uslova
oL,
dh) —1—38h| =0, 3.8
P Y i
(dx x=[
odgovara sistem Ojler-LagranZevih jednacina
oL_0 oL _,
ok ox (c_iﬁ ) ’
dx
oL, o0 JL,
s S et TS, 0’
0 g ox P} (d_g)
dx
oL,_o oL, _
ok ox 9 (_‘_Z'E) ’
dx
0L, o 0JL, .
.o . - 3.9
dx

Nalazeci odgovarajuce parcijalne izvode redukovanog Lagranzuana (349
1 unoseéi ih u sistem jednadina (3.9) on se, prelaskom na graniéni proces m—»O
transformife na sistem

U2 dU . U3 dh U2 du
~NUM+~ 24, + 0222 4 4,488 4, Yy ey,
0y dxzhd3+hsh 2=
d@rU) dh
[h = —rj]A12+r(g Ud)A“—O (3.10)
Odabirajudi proizvoljno uvedene funkcije g i j (3.1) u obliku
h d(U
_hdel) G.11)

r dx dx
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druga jednafina sistema (3.10) je identiCki zadovoljena a prva se posle uvodenja
smene h?2=v ¢ transformiSe na

w AN

dt dx N(x) dx D _

=+ AU(x)+B U(x)+cr(x) t—U(x)_O’ (3.12)
gde su
dop oA Ay 24 c=—24  po_ A (313

As—As Aa_As, - As"As’ As—As

Ovim je reSavanje uoenog problema svedeno na reSavanje obicne linearne diferen-
cijalne jednaline (3.12). Da bi se ona mogla koristiti za sraGunavanje konkretnih
primera graniénog sloja neophodno je odrediti konstante A4, B, Ci D tj. opredeliti
se za oblik funkcije . :

Karakteristine veli¢ine graniénog sloja [13] sradunavaju se koriSéenjem izraza
za debljinu istiskivanja

© Sm
§* =f(1 —%) dy=h(x)f (- 2)df, (.14)
0 0
za debljinu gubitka impulsa
™ fm
s**=f l(l—l)dy=h(x)fz (1- o) df, (3.15)
U U
0 0
za tangencijalni napon na telu
ou . u
Tw=n—| =n20)—, (3.16)
0y|y=0 h
gde je: m — koeficijent dinamitke viskoznosti.

4. Aproksimativna refenja za odnos brzina oblika polinoma trefeg stepena

Za dalje reSavanje postavljenog problema pretpostavice se da je odnos poduine
brzine u grani¢nom sloju u (x, y) i brzine na granici grani¢nog sloja U (x), oblika

polinoma trefeg stepena
g (f)=3/—3f2+f3 ‘ @n

Koeficijenti ovog polinoma (4.1) oda}})rani su tako da on zadovolji graniéne
uslove (3.3) i dodatne uslove @ (1)=0, @ (1)=0.

Za ovako odabran odnos brzina (4.1) koriS¢enjem izraza (3.2) i grani¢nih
uslova (3.3) dobijaju se i funkcije R(f) i H(f) u obliku polinoma

3 2__ 3 __1_ 4
R(f)'-___é—f f+4f’

H(f)=~g—f2—2f3+%f4. ' (4.2)
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Nakon ovoga, mogu se koriS¢enjem (4.1) i (4.2) i posredstvom izraza (3.5)
odrediti koeficijenti 4i. UnoSenjem na dalje tako odredenih vrednosti koeficijenata
Ai u izraze (3.13) dobijaju se sledeée vrednosti za 4,B,C i D:

A=8,B=-—-2222, C=21 D=50. 4.3)

Sa ovako odredenim vrednostima konstanti 4, B, C i D jedna¢ina (3.12) dobija
oblik

L dr
at |, ax NG ., odx |, 50
A TR TSR] el (4.4)

U tom smislu se reSavanje problema, uz pretpostavku da je odnos brzina
oblika polinoma treéeg stepena, svodi na reSavanje jednadine (4.4). U svakom kon-
kretnom sludaju tj. za zadato U (x), N (x) i r (x) treba jednadinu (4.4) reSavati.

Karakteristiéne veli¢ine graniénog sloja [13] sradunavaju se koriSéenjem
izraza:
za debljinu ispitivanja

8*=0.25 h (%), (4.5)
za debljinu gubitka impulsa
$**=0.107 & (x), (4.6)
14 ‘
130 17
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za tangencijalni napon na telu
V)

h(x)

koji su dobijenti iz izraza (3.14), (3.15) i (3.16) respektivno zamenom u njima funkcije
@ polinomom (4.1) i f,=1.

T,=37 4.7

5. Proracun koukretnog primera

Kao konkretan primer proudava se problem grani¢nog sloja na prstenastom
disku, unutrad$njeg polupreénika R, u &ijem se centru nalazi izvor a strujanje je
ravansko. Ovaj problem grani€nog sloja, koji je od interesa za praksu, odreden je
slede¢im rasporedima brzine i polupreénika [14]:

Ux)= YR ; r(x)=R+x, 5.1
R+x

gde je: Upy=U(0) a koordinatni poetak na unutradnjem kraju diska.
Magnetno polje se smatra konstantnim i proracun izvodi za vrednosti mag-
netnog broja N=0.0, 0.1 i 0.2. ‘

32 5 -
Su\"p—; ]7
R !
) /
1. N= 00
24 2. N=o01 Re‘l%'n - /
3. N=o02

20

12

~K
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Za funkcije U (x) i r(x) date izrazima (5.1) a za date vrednosti magnetnog
broja jednadina (4.4) je numeritki reSena na elektronskoj raunskoj masini IMB
1130 i posredstvom izraza (4.5), (4.6) i (4.7) srafunate karakteristiéne veli¢ine gra-
ni¢nog sloja. Rezultati ovog proratuna predstavljeni su grafi¢ki na slikama 1, 2, 3.

12

N=0.

1 0
L 2. Nw=O.1

3 Nw02
LY \ '5-51@';&-% "

E-3
.

r

o2 o4 o6 a8 19 1.2 14 - 16

Sa slike 1. 1 2. se uofava da debljine istiskivanja i gubitka impulsa rastu sa
porastom vrednosti magnetnog broja N. Taj rast je neznatan za male vrednosti
bezdimenzijske koordinate x/R a sa njenim uvecanjem i on se uvecava. Sa slike 3.
se pak uodava da sa porastom magnetnog polja (N) tangencijalni napon na telu
. opada. Dakle efekat magnetnog polja je suprotan Zeljenom. To je i trebalo oCekivati,
jer karakter dejstva magnetnog polja sustinski zavisi od odnosa elektroprovodnosti
unutar sloja ¢ 1 izvan o« i za 6. << (8to je i na$ slucaj) elektromagnetne sile koCe
fluid i odnose ga od tela, Sto kao krajnji efekat ima ranije odvajanje grani¢nog
sloja.
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S’I‘ATISTI'ICKI MOMENTI VISEG REDA I RASPODELE VEROVATNOCA
BRZINA U TURBULENTNOM VIHORNOM STRUJANJU '

Svetislav M. Cantrak
1. Uved

Turbulentna vihorna strujanja u prirodi i tehnici &esta su strujna pojava, pa
je njihovo izufavanje od velikog teorijskog i praktiénog znaéaja. Prouavanje ovih
strujanja je, medutim, znatno oteZano zbog njihove veoma komplikovane strukture.
Ovde se radi naime o trodimenzijskim, nehomogenim i neizotropnim turbulentnim
strujanjima sa smicanjem, u kojima raspodela obimske komponente brzine odgovara
Rankine-ovom vrtlogu. Strujno polje deli se grubo u &etiri oblasti, od kojih se svaka
odlikuje karakteristiénom strukturom i promenom strujnih parametara. U blizini
zida strujanje poseduje svojstva strujanja u grani¢nom sloju, dok je u osnovnom
strujanju aksijalna brzina priblizno konstantna a profil obimske brzine odgovara
potencijalnom vrtlogu. VrtloZni smi¢uéi sloj karakterife se posebnim statistickim
svojstvima, intenzivnom razmenom impulsa i jakom anizotropno$éu, a strujanje
u jezgru ima karakteristian raspored aksijalne i obimske brzine, koja je u ovoj
oblasti proporcionalna rastojanju od ose cevi. Izrazita promena svih statisti¢kih
veli¢ina prisutna je ne samo u radijalnom veé i u aksijalnom pravcu, pri demu trans-
formacija obimske brzine tj. Rankineovog vrtloga igra znadajnu ulogu. Uticaj
ovog vrtloga ma strukturu turbulencije i mehanizam turbulentnih transportnih
procesa naroéito je potrebno da se istraZi.

Ponasanje vihornog strujanja u cevima pri razli¢itim Reynoldsovim brojevima,
jadinama vrtloga i drugim uticajnim velidinama razmatrano je u radovima mnogih
autora. Tako se u radovima [1, 2 i 3] daje matematiCki opis ovih strujanja, a ekspe-
rimentalni podaci o Reynolds-ovim naponima nalaze se, naprimer, u [4 i 5]. Uticaji
razliditih parametara na vihorno strujanje u cevima proudeni su u radovima [6, 7, 8
i 9). Sva dosada$nja istraZivanja ograniena su na odredivanje srednjeg polja pri-
tiska i brzina kao i Reynolds-ovih napona. Druga statistika svojstva nisu istraZena.
Glavni razlog za to je sloZenost ovih strujanja i velike teSkoce koje nastaju pri me-
renju statistiGkih veli¢ina u unutra$njim strujanjima sa sve tri komponente brzine
i oblastima velikog intenziteta turbulencije.

Cilj ovog rada je da se fizi€ki objasne procesi turbulentnog prenosa i struktura
turbulencije u karakteristi¢nim oblastima unutra3njih vihornih strujanja. Analiza
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se zasniva na rezultatima dobijenim u radu [10], koji se odnose kako na teorijska
tako i eksperimentalna istraZivanja statistickih parametara ove klase strujanja.
U tom radu bliZe je opisana primena nove tripel-sonde i anemometrije kao i digi-
talna obrada i statisticka analiza mernih podataka.

2. Diferencijalne jeduatine centralnih momenata i uticaj Rankine-ovog vrtloga
na turbulenciju

Turbulentno kretanje pripada nelinearnim mehani¢kim sistemima sa velikim
brojem aktivnih stepeni slobode i opisuje se statistiCkim ansamblom slu€ajnih polja.
Kako je praktiéno odredivanje viSedimenzijekih raspodela gustina verovatnoéa za
m proizvoljnih prostorno-vremenskih taaka te$ko ostvarljivo, to se pri refavanju
konkretnih zadataka turbulentno polje opisuje ukupno$cu statisti¢ckih momenata
razliditog reda, koji predstavljaju tenzore odgovarajuéeg reda. Na osnovu teoreme
ergodinosti [11] centralni prostorno-vremenski korelacioni moment n-tog reda
i tipa m definisan je izrazom

Qi e M, M, L M) = E{ui (M) u (M) .. . u (M)} =

7

. 1 . k;
=i (M) (M) . .. vy” (M) =Tim - u'uyd L dt, (0

0
gde su: kj+kj+ - - +k=n; 4j...,r=1,23; E { }-matemati¢ko odekivanje,
(.. )osrednjavanje po vremenu, u (r, f)-statitiCki stacionarno slufajno polje

© T

~ — = ~ ~ o~ . 1 ~
i-te komponente brzine, E{u;} =U,=u;= f u; p () du; = lim T f u, dt — sta-
T—>®
(1}

— @0

tlSthka srednja vrednost tj. vremenski osrednjena i-ta komponenta brzine, u;,=
-u, —E {u} u;— U — fluktuacija brzine u i-tom praveu, p(u,) — raspodela
gustine verovatnoce i M;(r;, t+x;) — i-ta prostorno-vremenska tatka. Iz opSteg
izraza (1) sleduju izrazi za centralne momente bilo kog reda, meSovite momente,
autokorelacione i korelacione funkcije, za vremencko-korelacione momente viSeg
reda i sve korelacione koeficijente. Tako su centralni momenti n-tog reda za i-tu
projekciju brzine definisani sa
to ©

0= () =tim — [ uf dt= f P (u) v du;, @

0w-T [y
0

— o0

gdesu i=1,2,31n=23,4,5,6,... Intenzitet turbulencije u i-tom pravcu dobija

se iz (2) za n=2 i glasi o;= (u})'*. Normirani centralni momenti Qf/s} imaju za
n=3,4,51 6 redom sledeée oznake: S, F;, SS; i SF,. Korelacioni momenti drugog
i treéeg reda defini$u se posredstvom (1) izrazima

Qy; =u;(M)w;(M) i Qi;r=“:(M)uj(M)ur(M), 3)
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¢ije normirane vrednosti odreduju korelacione koeficijente R, = 0, /0,0,= u; us;
. A . L
i Ry,=Qy/o;0;0,, gde su i,j,r=1,2,3. Primenom Reynolds-ove statistike pri
osrednjavanju Navier-Stokes-ovih jednacina pojavljuje se korelacioni tenzor drugog
reda Q; i sistem jednalina viSe nije zatvoren. Ovaj problem ostaje i kod statistikih
jednatina viSeg reda, ukojima Reynolds-ove jednadine predstavljaju prvu hijerarhijsku
stepenicu. Tako su, na primer, u jednadinama za momente n-tog reda kao nepoznate
funkcije prisutni momenti reda n--1. Da bi se istraZio uticaj Rankine-ovog vrtloga
na turbulenciju, potrebno je napisati diferencijalne jednadine za centralne momente
drugog reda. Pretpostavlja se da je fluid njutnovski i homogen a strujanje nesti-

Sljivo, statistitki stacionarno (0 (...)/d#=0) i osnosimetritno (9 (...) [09=0).
Uvode se cilindriéne koo~rdinate (x, r, @) sa pripadnim trenutnim vrednostima kom-

ponenata brzine ¥, v i w u aksijalnom, radijalnom i obimskom pravcu. Pri tome
N , . 2 2
jeu;=U+u, sa i=1,2,3, Jednaline za momente o; =u; glase
2
o () [+ 7]

U,

fa—i;+K;=Di+PI+I/'+€1’ (4)

gde vaZi Einstein-ova konvencija o sabiranju. Izrazi za X, i P, dati su sa

2 W 20U oU
Kl=0’ K2=—K3=’— T—va’ 1=—2(Oiuﬁ+qua—r—),
oV 2017) 2w _ ( oW oW Vv 2)‘
Pz——Z(qun-i‘Gyb-;— +—r—Q,,w, P3——2 Quw-a-;-l'-va—o—r--!-To'w . (5)
Jednatine za korelacioni moment Q;; mogu da se napiSu u sledecem obliku
= 00y . L
U, S +K11=Dij+Pij+Vij+sij’ i, J= 1, 2, 3,' l;é], (6)
pri éemu su izrazi za Kj; 1 P;; dati u [10], a ovde se navodi samo
oU oV W . ,0U0 L0V
= = — -——+—-—— — — — — —
Plz P, qu(ox ar>+ Q. ’ Gy dr Oy dx (7)

Fizi¢ko znadenje &lanova D (difuzija), P (produkcija), V (re-distribucija) i e (disipa-
cija) dato je, na primer, u [12]. Jednacine (4) i (6) opisuju transport, produkciju
i disipaciju veli¢ine Q;; kao i uticaj vrtloga tj. obimske komponente W na ove tran-
sportne procese. Prisustvo brzine W prouzrokuje preraspodelu aksijalne brzine U
i nastajanje radijalne brzine ¥, $to direktno utie na konvektivni transport veligine
Q,;- Uticaj Rankine-ovog vrtloga na produkciju P; i P; momenta Q;; prikazan je
izrazima (5) i (7), koji opisuju medusobno dejstvo centralnih momenata Q,; i gradi-
jenata osrednjenog brzinskog polja. U zavisnosti od vrednosti eksponenta m u for-
muli W (x=const., ) =kr™ nastaju razliita dejstva Rankine-ovog vrtloga na turbu-
lentno polje. Tako je, naprimer, za m<1 odnosno 0 (W)r)/d r <0 korelacija Q,,, po-
zitivna i intenzitet turbulencije u radijalnom pravcu 6, se povecava, kako to sleduje

iz izraza za P, = P,u (5). Za potencijalni vrtlog i 0 (Wr);0 r>0 redukuju se ot i 0,
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a turbulencija postaje sve vise neizotropna, jer o, moZe da bude znatno veée od ol
i o>, Clan V; w (4) opisuje preraspodelu intenziteta 6, na druge pravee. Za m>1
- nastaje jedno stabilizirajuée dejstvo cen-
trifugalne sile, smanjuje se o, redu-
kuju se Q,,1 0,, 1 turbulencija- postaje
priguSena. - C

. Zbog prisustva vrtloga nastaju gra-
dijenti aksijalne brzine i u -oblasti jezgra
(slika 1), $to utife na raspodelu svih sta-
tisti€kih veli¢ina. Produkcioni &lanovi —
—Q,0Uldri—Q,0 U/oxuizrazima (5)
i (7) doprinose u tom sluéaju povecanju
intenziteta turbulencije ¢, kao i korelacije
Q,,- Uticaj vrtloga na momente @,
koji se javljaju u difuzionim €lanovima D,
Sl. 1. Promena osrednjenog brzinskog polja Qd}losno D ij jednalina (4) 1(6), bie ana-

u aksijalnom i radijalnom pravcu liziran u narednom odeljku.

3. Raspodele statisti¢kih momenata i gustina verovatnota

Teorijska razmatranja o uticaju Rankine-ovog vrtloga na korelacioni tenzor

0y eksperimentalno su potvrdena u radu [10]. Centralni momenti ot dostiZu svoje
maksimalne vrednosti u vrtloZnom smicucem sloju, koji razdvaja oblast osnovnog
strujanja od strujanja u jezgru, a potom opadaju u pravcu ka osi i zidu cevi, u &ijoj
blizini ponovo rastu (sl. 2). Ovakva raspo-
dela je u saglasnostisa raspodelom i polo-
Zajem maksimuma osrednjenog brzinskog
polja (sl. 1), generisanjem turbulencije i
turbulentnom difuzijom iz oblasti velikih
gradijenata brzine. Uticaj jafine vrtloga
razmatran je uradu [13] i zajedniCko u
svim sludajevima je da su vrednosti mo-

menta o> velike, tako da radijalne fluk-
tuacije brzine prouzrokuju intenzivnu tur-
bulentnu razmenu i1 preraspodelu turbu-
lentne energije posredstvom korelacije iz-
medu fluktuacija pritiska i gradijenata
brzine. Neizotropnost je naroCito prisutna
u vrtloZnom sloju i jezgru, dok je u
osnovnom strujanju manje izraZena.
Uticaj vrtloga na korelacione momente Q,;, za i#j, prikazan je na sl. 3 i opisan
jednadinom (6). Posebno je karakteristiéna promena korelacije Q,,, koja menja svoj
znak i najveéu negativnu vrednost dostiZze u vrtloZnom sloju (s1. 3). Tako je prenos
aksijalnog impulsa u radijalnom pravcu usmeren u jezgru preteZno ka osi, §to pot-
vrduje i korelacioni koeficijent R,2, na slici 4. Na taj nacdin ubrzava se strujanje
u jezgru, i profil aksijalne brzine postaje sve ujednaceniji (s1. 1). U oblasti pozitivnih
gradijenata brzine U velitina @, ima negativou vrednost i obratno, tako da je
produkcioni &an —Q,, 0 U/or u jednalini (5) pozitivan, $to uveava centralni

—_— s r\\

Sl. 2. Zavisnost momenata c? od xi r-koor-
dinate
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moment o7. Korelacioni moment 0,,, koji zavisi od jadine i radijalne raspodele
vrtloga, pokazuje da u ovom strujanju nastaje intenzivni dodatni prenos impulsa
u radijalnom pravcu. Pokazuje se da promena brzinskog polja ne samo u radijalnom
ve¢ i u aksijalnom pravcu dovodi do turbulentnog prenosa Q,,, koji zavisi od pro-
mene Rankine-ovog vrtloga u nizstrujnim presecima. Medusobno dejstvo osrednjenog
i fluktuacionog polja brzine rada anizotropnost i velike gradijante statisti¢kih mo-
menata kako u poduZnom tako i radijalnom pravcu.

! ]
' . M 0z . 04 % ) ols,m*a
Sl._3. Raspodele momenata Q;; u aksi- Sl. 4. Koeficijenti asimetrije i spljos-
jalnom (x) i radijalnom (r) pravcu tenosti (S, i F,) i korelacioni koefi-

cijent Ruzy

Clanovi D, i D;; u jednainama (4) i (6) sadrZe momente Q,, i njihove izvode
po x i r, koji su u nehomogenom turbulentnom strujanju razlititi od nule. Turbu-
lentna difuzija energije o2 u r praveu, predstavljena velidinom R,:,=12v/o; 6, na
sl. 4, odgovara vrednostima gradijenta od o2 (sl. 2). Tako je radijalna turbulentna
difuzija momenta o> usmerena prete?no iz smidudeg, vrtloZnog sloja ka jezgru
i osnovnom strujanju, odnosno od zida ka osnevnoj struji. Veli¢ina —0(rQyz,)/ror
pojavljuje se u izrazu za D, i direktno utife na raspodelu centralnog momenta .
Koeficijent asimetrije S, = u3/cr,3, ima u jezgru velike pozitivne vrednosti (sl. 4), koje
u nizstrujnim presecima (x; R>70) prelaze u negativne [14]. Velike pozitivne vred-
nosti S, u jezgru oznadavaju jaku asimetriju raspodele gustine verovatnoée p (u)
u stranu velikih aksijalnih brzina (sl. 6). U toj oblasti je turbulentni transport veli-
gine o> u x-praveu prouzrokovan pretezno pozitivnim u-fluktuacijama. Za tok turbu-
lentne difuzije i strukturu vrtloZnog smituéeg sloja od posebnog znadaja je Cinjenica
da S, menja znak ta¢no na mestu gde o? dostiZe maksimalnu vrednost (sl. 2). Na istom
tom mestu faktor spljoStenosti F,,=u4/c: ima minimum (sl. 4), §to odgovara karak-
teristikama strujanja u neposrednoj blizini zida. Najveée vrednosti veli€ine F, nalaze
se u oblasti najveéih negativnih vrednosti koeficijenta S,. To znadi da u ovoj oblasti
postoje vrlo velike negativne u-fluktuacije, pri éemu je, medutim, verovatnoc¢a malih
fluktuacija, koje nastaju kretanjem turbulentnih vrtloga u oblasti malih gradijenata
brzine, veéa.

Vrednosti normiranih momenata S, i F, i raspodela gustine verovatnode (sl. 6)
pokazuju da postoji znatno odstupanje od Gauss-ove raspodele i da su za statisticki
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opis turbulencije potrebni momenti jo§ viSeg reda. Slika 5 prikazuje momente petog
i Sestog reda. Vidi se da je SSv=v5/cf negativno u jezgru, gde su S,>01i Q,, <0, §to
ukazuje na transport turbulentne energije posredstvom fluktuacija iz oblasti produk-
cije ka osi cevi. Velike vrednosti SS, i SF, faktora u oblasti r/R>0,85 ukazuju na
prisustvo pretezno malih, ali i na manje verovatnu pojavu velikih negativnih radijalnih

b

'

s

)

PI me-y

Sl. 5. Radijalna raspodela Sl. 6. Raspodele gustina verovatnoéa ak-

normiranih momenata pe- sijalnih fluktuacija brzine na raznim:
tog i Sestog reda SS; i SF; rastojanjima od ose cevi

fluktuacija. ZapaZa se da je, saglasno transportnim procesima, SS,>>0 u jezgru i da

veli€ina SF, = w“/cﬁ ima svoj minimum na mestu gde SS, menja znak. Treba napo-
menuti da rezultati merenja pokazuju, da normirani momenti petog i Sestog reda
u pojedinim strujnim oblastima imaju joS vece vrednosti. I to je u skladu sa sloZenom
strukturom turbulentnog vihornog strujanja u kome se moZe govoriti o intermitent-
nim pojavama i postojanju organizovanih koherentnih struktura [10].

Na sl. 6 date su raspodele gustina verovatnoca aksijalne brzine. Raspodele su izra-
zito negausovske, naro&ito u blizini zida i ose cevi. U jezgru, na mestu r/R=0,05,
male negativne fluktuacije imaju najveéu verovatnoéu tj. brzine, koje nisu mnogo
manje od osrednjene lokalne brzine, pojavljuju se najCeS¢e. Najveée aksijalne fluktu-
acije su, medutim, preteZno pozitivne, §to moZe da se objasni dominantnom ulogom
prisutne injektivne faze, kojom se krupni turbulentni vrtlozi intermitentno ubacuju
u jezgro iz prostora generisanja turbulencije. Za 0,33 <{r) R<0,90 javlja se asimetrija
u stranu manjih, a za 0,9<<r/R<1 u stranu veéih aksijalnih brzina. U oblastima sa
malim odstupanjima normiranih momenata S i F od Gauss-ovih vrednosti &esto je
moguce eksperimentalno odredene raspodele verovatnoca opisati nekim teorijskim
raspodelama posredstvom korelacionih momenata zakljuéno sa &etvrtim redom.
U tu svrhu se, izmedu ostalih, primenjuju Pearson-ova i Gram-Charlier-ova raspo-
dela [15], ¢iji je jednodimenzijeki oblik dat izrazom

© 2k
P () =G W) 2 o Hopy () Hogy (),

pri &emu su H, (#) — Hermit-ovi polinomi k-tog reda i G (4;) — Gauss-ova raspo-
dela. U radu [10] pokazano je da ove aproksimacije nisu zadovoljavajuce u sludaje-
vima, kada je za analizu bitna verovatnoéa najveéih fluktuacija. Tada se pribegava
drugim raspodelama.
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Na osnovu prikazanih istraZivanja moZe da se zakljudi, da su struktura i meha-
nizam turbulentnih transportnih procesa u vihornom strujanju veoma mnogo zavisni
od intenziteta i raspodele obimske komponente brzine tj. od Rankine-ovog vrtloga.
IstraZivanje je omogudilo otkrivanje izvesnih zakonitosti ovog sloZenog strujanja,
pri &emu su posebno karakteristiéna dobijena statisti€ka svojstva vrtloZnog smicuceg
sloja, koji razdvaja strujanje u jezgru od osnovnog strujanja.
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52 Svetislav M. Cantrak

STATISTISCHE MOMENTE HOHERER ORDNUNG UND WAHRSCHEIN-
LICHKEITSVERTEILUNG DER GESCHWINDIGKEITSSCHWANKUNGEN IN
TURBULENTER DRALLBEHAFTETER STROMUNG

Zusammenfassung

Es wurden die statistischen Grdssen in der turbulenten drallbehafteten Rohr-
stromung untersucht. Der starke Dralleinfluss auf'statistische Eigenschaften und eini-
ge Besonderheiten drallbehafteter Stromungen konnten festgestellt und geklirt
werden. Es zeigt sich, dass die starke Kopplung des zeitlich gemittelten Stromfeldes
mit den Momenten und das Vorhandensein der wirbelbehafieten Trenschicht ein
sehr inhomogenes anisotropes Turbulenzfeld bewirken. Durchgefiihrte Untersuchun-
gen ermdglichen es, turbulente Transportprozesse und die Turbulenzstruktur dral-
Ibehafteter Stromung niher zu erkliren.

Dr. Svetisiav Cantrak
Magsinski fakultet
27 marta 80, Beograd
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O KOMUTATIVNOSTI OPERATORA VARIRANJA I DIFEREN-
CIRANJA U MEHANICI NEHOLONOMNIH SISTEMA

Vukman Covié

Cilj ovoga rada je da se pokaZe da u sluéaju izohronih varijacija, primenjujudi
pravila varijacionog rauna, postoji jedinstven pristup u formiranju integralnog
principa za neholonomne mehanicke sisteme. Opovrgava se teza data u [3], [4], [5]
i dr., po kojoj postoje dva ravnopravna pravila variranja: jedno koje zastupa Suslov
a drugo koje zastupa Helder (videti, na primer, [3] i [4]). -

1. Prema shvatanju G. K. Suslova [1] Hamiltonov princip
h
[ sLar-o, ¢y
t
nije primenljiv u sludaju mehani¢kih sistema podvrgnutih neholonomnim vezama
oblika*
¢'=b:q%  bi=bi(g' ..., ¢ @
Uzimajuéi, prema [1], da je
3¢ =38 (b:4%), | €)

zaista se pokazuje da je (1) u razmatranom slugaju neprimenljivo. Naime (zadrZimo
se radi jednostavnosti na Capljiginovim sistemima), posto je

fSLdt j[—-—sq o 8q°‘+——8(baq°‘)]dt,
q-

* Indeksi 7, j, k, s uzimaju vrednosti od 1 do n;

a, Bilem v,p,0:m+1,..., m+l=n,
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i posto je .
OL_d0L_d 0Ly 9Lt dolr L5 ok,
dg® dtogq* dtogq ~ 0q* dt dq* dg°\oq* ogq°)

gde je

L* =L (g"=b3q"),
sledi da je

nH

i
£ 3 *
fSLdt=f(aL 4 29L )Sq“dt, )
oq* dt 0g°
to t

0

$to bi pod pretpostavkom da vaZzi (1) dovelo do pogresnih diferencijalnih jednacina
kretanja razmatranog neholonomnog mehanikog sistema. ’

Suslov je smatrao da je u slu¢aju neholonomnih mehani€kih sistema potrebno
transformisati LagranZ-Dalamberov princip u integralni princip iz koga ¢e slediti
diferencijalne jednacdine kretanja.

Pri tome Suslov je uzeo da vaZi

d .
£ 8q*—5¢*=0, 5
Rl &)
1 koristedi relacije ‘
7=big% 3q=bl3¢", ©)
uzeo da je
d v v d v a v a
—(3¢)-3¢"=— (039"~ 8 (baq®), ™
dt dt

$to je dovelo do traZenog integralnog principa u obliku

t

f SL+ a.L(‘)b“+‘)b“bg—,?-b—ﬁ—‘)b‘*bg)4asq« dt=0, ®)
0q" \0g® 0¢° 0q* 0q°

ty

iz koga slede tadne jednaline kretanja razmatranog mehaniCkog sistema.
U ovom sluéaju lako je pokazati, ako je, prema Suslovu,

3q"=3(b:q"), ©)
da sledi relacija

SL=3L*

§to ga je navelo, uzimajuéi u obzir (4) da formuli$e novi integralni princip (8).
2. Helder je usvom radu [2] opovrgao glediSte koje je izneo Herc u [6], po kome
je Hamiltonov princip neprimenljiv u sludaju neholonomnih mehanickih sistema.

Naime, Helder je smatrao, potpuno ispravno, da je Hamiltonov princip,
uzimajuéi u obzir da je izveden iz LagranZ—Dalamberovog principa, primen-




O komutativnosti operatora variranja i diferenciranja u mehanici npeholonomnih sistema 55

Jiiv¥ i u slufaju neholonomnih sistema poS§to je i ovaj drugi primenljiv u
tom sludaju.

Prema Helderu greska u [6] proisti€e iz &injenice da se tamo smatra da i na va-
riranoj putanji veze zadovoljavaju isti uslov kao i na stvarnoj, tj. smatra se da vazi

Sév =9 (b: éa)’

§to predstavlja uslov (9) primenjen u Suslovljevom radu [1].
Helder uop$te ne dovodi u sumnju relaciju

d .
— 34k -34gk=0,

dt
za sve koordinate. On napominje poznatu &injenicu da zahtev (9) nametnut variranoj
putanji dovodi do varijacionog zadatka

7]
5 [ [L+2,(@°—BE g™ di=0, ‘ an
fo

a veze izmedu varijacija, koje su u skladu sa mehani€kim principima, i koje su date
u obliku

89" =b; 34" (12)
dovode do varijacionog zadatka

H

[ 8L+6,(3¢° 858 ¢%)]dt=0. (13)

L)

Razlika izmedu (11) i (13) je oligledna. Zadatak (11) predstavlja takozvaui
vezani varijacioni problem i izraZava uslov stacionarnosti razmatranog funkcionala.
Zadatak (13) ne izraZava uslov stacionarnosti funkcionala i po tome se bitno razlikuje
Hamiltonov princip za neholonomne mehanicke sisteme od toga principa za holo-
nomne sisteme. O¢igledno, u sluaju neholonomnih sistema Hamiltonov princip
gubi svoje osnovno svojstvo.

3. Suslov je u [1] koristio istovremeno relacije (9) i (12) i formirao integralni
princip (8) iz koga slede taéne diferencijalune jednadine kretanja. PokaZimo prvo da
(9) 1 (12) predstavljaju razlidite tipove varijacija i da se ne mogu istovremeno koristiti
a zatim, kako je u [1] dobijen tacan rezultat.

Uzimajuéi da vaZi (9), tj. da je

YA .
8q"=a—qkq°‘8q"+b18q,

* U sludaju neholonomnih sistema Hamiltonov princip nema osobine koje ga bitno
razlikuju od transformisanog LagranZ-Dalamberovog principa (videti [8]).
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i uzimaju¢i da su operatori variranja i diferenciranja, u skladu sa varijacionim ra-
Sunom, uvek komutativni (varijacije su izohrone), dobijamo da je

d d by oby 0by by p)- d .,
—_— v . P __ e ___ = % B I3
759 (aq,,)qu {(aqu o agr )7, 3 Be0d), (9

odakle, primenjujuéi uslov & q(k,o)=0, dobijamo

t
Sq' =0y f Yo voag® S g  dt+ b, 34", (15)
to
pri emu je
®y — fundamentalna matrica homogenog dela sistema diferencijalnih jed
naCina (14),
o = 8;,

Y absb Y

e _ \
Yot YBa = ou aq avb°

Sada je oligledna razlika izmedu varijacija odredenih relacijama (9) i (12).

Ako uzmemo u obzir & cm_pemcu da su neholonomne veze nemtegrabllne vari-
jacije (9) tj. (15) svode se na varijacije (12) ako je ispunjen uslov

1% ¢* =0, (16)

koji povecava broj zavisnih varijacija a to nije u skladu sa proizvoljno$éu 3 g,. lzraz
(16) moZe da bude ispunjen i u jednom specijalnom sludaju. Uzmimo, naime, da je

3‘1¢=7\dqu,

odakle je, s obzirom na antisimetriju sistema Y5 po donjim indeksima,

A veadg®* dg®=0. 17
Ovaj poslednji sludaj predstavija variranje trajektorije u sebe samu i on je
pomenut u [2] u slucaju jedne neholonomne veze.
U svim ostalim sluajevima varijacije (9) i (12) se ne poklapaju.
Ostaje da se pokaZe zasto je Suslovljeva relacija (8) uprkos dinjenici da se
koriste istovremeno izrazi (9) i (12) — taéna.
Podimo od izraza*

f
[3La=o, (18)
t

pri éemu ¢emo uzeti da su operatori variranja i diferenciranja komutativni. Posto
koriséenje mehaniCkih principa zahteva da, s obzirom na (2), vaZi relacija (12),
tada ée biti

. d d
Sqg'=--8¢"=— (b, 8g%). 19
¢'=-% dt( g% (19)

* za koji se u [1] pokazuje da ne vaZi u sludaju neholonomnih mehani¢kih sistema,

P T T OO T N STy TPy g oy e |
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Sada (18) dobija oblik

t

oL oL d
b ) ldt=0
f[ﬂq" 1 og° ¢ 0¢"d )]

%

pa, uzimajuéi u obzir da je

OL _0L* 0L},

oL oL* JL,,
0¢° 0¢° g

f[u*+

fo
8to prema (10) predstavlja Suslovljev rezultat (8).

Uzimajuéi u obzir da se LagranZ-Dalamberov princip (na primer za slucaj
konzervativnih sistema)

konaéno dobijamo

oL .
=Y 4° Sq“] dt=0, (20)

d oL OL
—_——— Sg%=0,
(dt oq* dq) 7

moZe dovesti na oblik

131
oL oL -, OL d
——3qF 4 —= d¥gF + — k —8 dt=0, 21
f[aqkq o akd 99 - q] 21)

f

pri ¢emu su iskori§€eni uslovi

ngo)=8q(’;n)=0’

jasno je da bilo kakva pretpostavka o vrednosti Sq"‘ ne moZe da uti¢e na konaéni
rezultat pri transformaciji (21). Time je i objaSnjeno kako se u [1], kori§éenjem (9)
umesto (19), dobio tadan rezultat.

4, Razmotrimo transformisani izraz LagranZ-Dalamberovog principa u ob-
liku (slu¢aj nekonzervativnih sistema)

%(dq qk) (q k+«3—§—k$¢']k) Zj"( 3 gk~ Sq) 0,8¢=0. (22

Pretpostavimo da su varijacije 8¢* nezavisne (holonoman sistem) i uvedimo u skladu
sa poslednjom primedbom u ta&ki 3., da je

0
a"("w Sq)—fk(q 7 8-, 23)
g~ \dt
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Integracijom (22), uz uslove

8 Gy =3 gl = 0
dobijamo

oL oL oL (d
g+ ——3 )+__( Sqk-38 )+ dgk|dt=0,
f [aq o q oo \ar g*—34*)+ 0, 3¢

&

odakle, koris¢enjem (23), nalazibmo da je
oL oL
f[—Sq 2L kqu+<fk+Qk)sq] -0,

i ponovnim kori$éenjem (23) dobijamo

3118 oL d

o q<= A —3q*— £, 8q5,

§to, zajedno sa (24), dovodi do

L4

oL oL d

— 3¢ +——8q*+Q, 34" |dt=0,

f[aqkq Y q*+ Oy q]
to

ili

oL d oL
———— dqkdt=0,
f(()q dr gk Q") e
to
tj. do principa Hamiltona-Ostrogradskog.
Da proizvoljnost funkcije

fk =fk (qi’ q.i),

@4

@5

koja figuriSe u (23) ne uti€e na konadan rezaltat primeceno je i u [7] gde je uzeto

da je
k= T Qk)

$to je u sludaju nekonzervativnog mehanickog sistema dovelo do principa

L5}
‘SfLﬁ=
to

Of€igledno je da izmena pravila varijacionog raéuna moZe da dovede do formi-
ranja proizvoljnog broja »nekomutativnih« varijacionih principa. Medutim, tada
bi bilo svrsishodno prethodno objasniti §ta se podrazumeva pod pojmom varijacije

funkcije,
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5. Kao zakljufak primetimo sledeCe. Postoji samo jedno pravilo variranja
kada su u pitanju izohrone varijacije: operatori variranja i diferenciranja komuta-
tivni su. Dva nafina variranja koje i do danaS$njih dana literatura obrazlaZe (videti,
na primer, [3}, [4] i [5]) i ravnopravno ih tretira, posledica su nepreciznosti koju je
jo§ Helder uodio a koja je u ovom radu analizirana na primeru rezultata rada [1].
Jo$§ manje je opravdano da se uvode i nova pravila variranja a da se pri tome ne
izmeni definicija varijacije funkcije.
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SUR LA COMMUTATIVITE DES OPERATEURS DE VARIATION ET DE
DIFFERENTIATION DANS LA MECANIQUE DES SYSTEMES
NON HOLONOMES

Résumé

11 est démontré qu’on ne peut, lors de I’établissement des principes intégraux
dans la mécanique des systémes non holonomes, appliquer les régles non commuta-
tives de variation et de différentiation. Deux modes différents de variations, qu’on
peut trouver dans la litérature ([3], [4], [5] et a.) résultent de inprécision remarquée
déja dans’ [1].

On montre également que Pintroduction de nouveaux principes »non com-
mutatifs« de la mécanique n’est pas justifiée.

Vukman Covié
Maginski fakultet
11000 Beograd
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NEKA TACNA RESENJA JEDNACINE KORTEWEG-DE VRIES-A
SA PROMENLJIVIM KOEFICIJENTIMA

Viadan D. Dordevi¢

Pri prouavanju raznih problema nelinearne teorije talasa, osnovne jednadine
ove teorije, kao §to su jednadina Korteweg-de Vries-a, nelinearna Schrodinger-ova
jednadina i dr. se javljaju ne samo u svome klasi¢nom obliku, nego i u raznim modi-
fikovanim oblicima. Jedan od najkarakteristiénijih modifikovanih oblika je oblik
u kome ove jednaline sadrZe promenljive koeficijente koji zavise od prostorne
koordinate. Ovaj oblik se javlja uvek onda kada je u pravcu prostiranja talasa pri-
sutna neka vrsta nehomogenosti. Izvor nehomogenosti kod talasa na slobodnoj
povrsini neke te€nosti je obi¢no promenljiva dubina tenosti, kod magneto-akusti¢kih
talasa u plazmi, to je promenljiva gustina plazme, kod »lattice« talasa — promen-
ljiva masa itd. OpStu teoriju ovih jednaina su na primeru jednadine Korteweg-de
Vries-a dali Ono [1] i Johnson [2]. Oni su pokazali da shodno toj jednadini (a) jedan
solitarni talas zadrZava svoju strukturu kreéuéi se preko neravnog dna, u tome
smislu §to odnosi izmedu amplitude, duZine i brzine talasa ostaju nepromenjeni, pri
gemu je amplituda obrnuto proporcionalna dubini te€nosti i (b) jedan solitarni talas
moZe pod odredenim uslovima, kreéuéi se iz oblasti veée dubine u oblast manje
dubine, da se disintegri§e u taéno odredeni broj novih solitona — fenomen koji se
u literaturi obidno naziva fisijom solitona.

U ovome radu nama je poSlo za rukom da pronademo neka nova reSenja
ove jednadine i to:

1. jedno resenje u vidu razdvojenih promenljivih tipa sliénih reSenja klasi¢ne
jedna&ine Korteweg-de Vries-a,

2. jedno reSenje u vidu solitarnog talasa koji se kre¢e po vremenski promen-
Ijivoj slobodnoj povr§ini teénosti i

3. jedno reSenje u vidu solitarnog talasa konstantne duZine.

Svako od ovih reSenja ¢e sada biti posebno prezentirano. Tom prilikom ¢e se
koristiti oblik jednadine Korteweg-de Vries-a izveden od strane Kakutani-ja [3]

d 3 d'?
Ziu+2ux+ ‘7372—uu,+—§—u,,,=0. 1
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U ovoj jedna&ini u (¢, x) opisuje slobodnu povrSinu tenosti, x je Dekartova ko-
ordinata uperena u pravcu prostiranja talasa, ¢ je Galilejeva koordinata koja se
kreée u pravcu kretanja talasa brzinom racprostiranja linearnih dugih gravitacionih
talasa, tako da t—oo0 oznafava poloZaj fronta talasa, pri &emu je proizvoljno iza-
brano da je u podetnom trenutku vremena, t=0u x=0, a d (x) predstavlja promen-
ljiva dubinu tednosti. Indeksi oznadavaju odgovarajuce parcijalne izvode, a ‘ ozna-
%ava obiCan izvod.

1. Prostom zamenom u jednalini (1) se moZe pokazati da ona dozvoljava
sledede refenje u vidu razdvojenih promenljivih

u=d2(x) f (), 2)
pri emu f(f) zadovoljava obi¢nu diferencijalnu jednadinu
' +9 ff'+bf=0, 3

gde je b proizvoljna konstanta, pod uslovom da je

d-z=1-% x0=—21.
X, b

Tom prilikom je proizvoljno izabrano da bude: d(0)=1. Na Sl. 1 su prikazani oblici
dna kanala za b>>0 i 5<0 za koje reSenje (2) egzistira. S obzirom da za x—xg du-
bina postaje neogranicena, ovo reSenje nece u toj oblasti vaziti jer u toj oblasti nije
ispunjen uslov d'=0 (1), pri kome je izvedena jednadina (1).

b>o b<o
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Jednadina (3) je autonomna i zato joj se moZe sniziti red. Tom prilikom se po-
kazuje da dobijena jednadina drugog reda ne pripada ni jednom od 50 tipova anali-
ziranih od strane Ince-a [4], $to znadi da poseduje pokretne singularitete koji nisu
polovi. U op$tem sludaju reSenje jedne ovakve jednadine se, razumljivo, ne moZe
upotrebiti da opife slobodnu povr§inu teénosti. Zato ¢emo, sliéno kao §to se to €ini
u kontekstu odredivanja sli¢nih reSenja klasi®ne jednadine Korteweg-de Vries-a
(v. Rosales [5]), da potraZimo ono reSenje jednadine (3) koje daje front talasa koji
opada eksponencijalno. Ako postoji ovakav front, on se tada opisuje pribliZnom
linearnom jednadinom:

f/”‘i'bf:o-
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Zeljeno redenje ove jednadine glasi
1 N
f=ae=?"" za >0 i
142

3 s gz
f=e 2 '|C, sin 5 (=b)'"*t+C, cos——2—(—b)/ t

za b<<0, gde su a, C| i C, proizvoljne konstante. Prema tome, u slucaju <0 front
talasa je periodiZan! Ovaj sludaj zasluZuje paZnju, ali ovde neée biti tretiran detaljno.
Jedna&inu (3) éemo dalje analizirati samo za >0 koristei asimptotsko ponaSanje
funkcije f za t—~oco kao graniéni uslov, tj.

za t—>o0: freged't, “

Konstanta a se u kontekstu pomenutih sliénih reSenja klasi¢ne jednadine Korteweg-de
Vires-a naziva amplitudnim parametrom. Pogodnom transformacijom promenljivih
se jednadina (3) i grani¢ni uslov (4) mogu osloboditi Konstante b, a delimiéno i ampli-
tudnog parametra a, $to olak3ava buduéu numeri¢ku integraciju jednadine. Naime,
uvodenjem :

t,=b"Pt—Inb=2Pa] i F(t)=b""f(1),
se dobija ?
F'"' 1.9 FF' 4+ F=0,

ty,—>c0: F~Zte %, a=0.

Rezultati numericke integracije ove jednadine su prikazani na Sl. 2. Primeduje se da
je za pozitivne vrednosti amplitudnog parametra funkcija F blago periodi€na, pri
g¢emu se oscilacije dogadaju oko neke prave linije, dok je za negativne vrednosti
amplitudnog parametra reSenje neperiodi¢no i veoma brzo opada.

2. Hirota-i [6] je poSlo za rukom da pronade takvu tran.formaciju koordinata
kojom se jednadina koja opicuje tzv. »cilindrine solitone« svodi na klasiénu jedna-
éinu Korteweg-de Vries-a 1 time stvori moguénost koriséenja .svih poznatih resenja
klasiéne jednadine Korteweg-de Vries-a pri proucavanju »cilindri¢nih solitona«. Pod-
staknuti ovim radom, nama je pos$lo za rukom da postignemo isti rezultat kada je
u pitanju jednadina Korteweg-de Vries-a sa promenljivim koeficijentima (1). Odgo-
varajuéa transformacija koordinata glasi:

t=d-%t, E—= [d-21dx
0

u =‘§"d'/2d't+ d=529 (z, £).

Prostom zamenom u jednadini (1) se moZe pokazati da funkcija & (t, £) zadovoljava
klasiénu jednaginu Korteweg-de Vries-a:

2.sa+3as;+%am=o, 5)
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'pod uslovom da je:
1/4

, ®

dd"'1d"? = -3, tj. d=§1_i

Xg

pri emu je proizvoljno izabrano da bude: d (0)=1 i d (x¢)=0. Sva poznata reSenja
jedna&ine (5) se sada mogu koristiti da se u sluéaju promenljivog dna odredenog

0.8

0.6

| oy

- 0.2

0,4

-06

SL 2.

pomodu (6) konstrui¥u odgovarajuéa reSenja jednadine (1). Izmedu ostalih, reSenje
jednog solitarnog talasa:

=y sech? By (v~ o E); Bo=(3 ag)2/2, yo=0ty/2, %,>0
daje:
- — sy + %0 cech?
u 318 x,d*?) + i1z sech? §, 0,
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gde je
0 =d—9/4[t—16%{9 ¢! —dg")] .

Ovo taéno reSenje jednadine (1) reprezentuje solitarni talas koji se krece po vremenski
promenljivoj slobodnoj povrSini te€nosti odredenoj sa: —3 #/(8x,d%%). Mora se
medutim priznati da je ovo reSenje, kada su u pitanju talasi na slobodnoj povr$ini
neke te€nosti, priliéno veStacko i teSko je zamisliti da moZe da ima neki praktiéni
znadaj. Nije medutim iskljueno da odgovarajuce reSenje jednaéina sa promenljivim
koeficijentima koje opisuju magneto-akustiSke talase u plazmi ili »lattice« talase
moZe biti.od znadaja, pa ga zato ovde i navodimo.

3. Jedna druga jednadina Kortweg-de Vries-a sa promenljivim koeficijentima
je takode poznata u literaturi (v. Miles [7] i Pordevic {8])

1/2
i ull,+-—3—u,,,=0. @)

b d3/2

b d
(— + ——) u+2u,+
2d
Njome se opisuje pasprostiranje dugih gravitacionih talasa male ali kona&ne amplitu-
de u kanalu promenljive dubine d (x) i promenljive Sirine b (x). Na isti nain kao
§to je to ucinjeno kada je bila u pitanju jednadina (1) u okviru ta¢aka 1.1 2., mogu se
i za jednadinu (7) konstruisati odgovarajuca re$enja. Medutim, ova jednadina dozvo-
ljava i jedno drugo tadno reSenje koje moZe da bude od interesa, pa éemo zato ovde
njega da navedemo. Ono glasi

w=o(x) sech? B, [r— [y(¥)dx], )
0
gde su
2 2
B, = const., oc=i3—‘39d2 i Y=g§ﬁ—°d‘/2. €))]

pod uslovom da je: bd®?=const. ZapaZa se da su veze (9) izmedu veli&ina « (x),8,
iy (x), koje redom predstavljaju amplitudu, inverznu duZinu 1 brzinu talasa iste kao
kod klasi¢nog solitona, pa se zato moZe reéi da reenje (8) predstavlja jedan solitarni
talas konstantne duZine, a promenljive amplitude i brzine. Prema tome, jedan podetni
poremecaj oblika solitarnog talasa ¢e u jednom kanalu promenljive dubine i Sirine,
pri gemu su one povezane odnosom bd®2=const. da evoluira zadrZavajuéi svoju
prvobitnu strukturu, tj. kao solitarni talas. Vredno je pomena da solitarni talas (6)
ne predstavlja tzv. »sporo promenljivi« solitarni talas (v. Miles [T]!
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SOME EXACT SOLUTIONS OF THE KORTEWEG-DE VRIES
EQUATION WITH VARIABLE COEFFICIENTS

Summary

A solution in the form of separated variables of the type of similarity solutions
of the classical Korteweg-de Vries equation, a solution in the form of a solitary
wave moving in a time-dependent and nonuniform background and a solution in
the form of a solitary wave of constant length for the Korteweg-de Vires equation
with variable coefficients are found to exist by means of suitable transformations
of variables and are discussed in the paper.
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PRILOG TEORIJI PRVIH INTEGRALA NEHOLONOM NIH
MEHANICKIH SISTEMA

D. S. Dukié¢
1. Uvod

Zakoni odrZanja igraju vaZznu ulogu u analititkoj mehanici. U holonomnoj
mehanici oni su izu€avani (na primer vidi [2]—[8]) vrlo detaljno. U neholonomnoj
miehanici to nije sludaj.

U neholonomnoj mehanici, najéesée su izuéavani potrebni i dovoljni uslovi
za postojanje linearnih i kvadratnih prvih integrala, kao i veza izmedu prvih integrala
neholonomnih sistema i prvih integrala istog mehanikog sistema oslobodenog veza
(vidi [9], [10], [12]—[14]). U radovima [11] i [8] formulisana je teorema E. Neter
za neholonomne sisteme. U oba rada, dobijena su raziidita ogranidenja za infinite-
zimalne transformacije pri kojim postoje prvi integrali. To ograniava primenljivost
dobijenih rezultata. Na primer, ogranienja iz rada [8] onemoguéuju dobijanje
cikliénih prvih integrala.

U ovom radu dati su potrebni uslovi za postojanje prvih integrala, vrlo opfte
strukture, za neholonomne sisteme. Ova teorija prvih integrala je razvijena na ideji
integracionih faktora diferencijalnih jednadina kretanja neholonomnih mehani¢kih
sistema.

2. Opfti teorijski rezultati

U ovom radu, mali latinski indeksi uzimaju vrednosti od 1 do n, veliki gréki
indeksi od 1 do m a mali gréki indeksi od m-+1 do . Takode se primenjuje uobidajeno
pravilo sabiranja po ponovljenom indeksu. Neka je poloZaj jednog holonomnog
mehanic¢kog sistema sa n stepeni slobode kretanja odreden generalisanim koordina-
tama ¢’. Karakteristike ovog sistema, LagranZeva funkcija L i nekonzervativne ge-
neralisane sile Qi, zavise od vremena #, generalisanih koordinata ¢’ i generalisanih
brzina ¢’ = dg'/ds. Ako je ovaj mehanidki sistem primoran da se krece u saglasnoséu
sa m neholonomnih veza

g2 = b5 (@', g+ (), 1), )
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gde su by ibd proizvoljne diferencijabilne funkcije generalisanih koordinata i vre-
mena, tada taj, sada neholonoman sistem, ima n—m stepeni slobode kretanja.
Pretpostavimo da su veze (1) neintegrabilne (vidi [1] str. 23). To znad&i da su veli&ine

s 0BS 0BY Loby . pobd
apz—a?—#-i-bgg‘?—baéa%, (23.)
s 0by b4 . 0bS  robA
Au =55 ~og HO gqr by (2b)

u opStem sluCaju, razli¢ite od nule.

Eliminacijom, pomoéu jedna&ina veza (1), zavisnih generalisanih brzina g 2
iz LagranZeve funkcije % dobijamo funkciju o, tj.

LG ¢ D=L, ¢, ¢*(d, 4% 1), 1). 3)

Diferencijalne jednacine kretanja ovog neholonomnog sistema moZemo dati u obliku
Hamiltonovih kanonskih jednadina (vidi [1] str. 24)

e OH
q = ) 4a
S (49)
. 0H 0 *
o O a8 o, : (4b)
2q* og>
gde su generalisani impulsi p, i Hamiltonova funkcija H definisani sa
0 . . .
Pu= aoq?; ’ H(Q', Dy t) =paqa—$(qi’ qa, t)' (5)
Ovde su '
. = oH ~ -~ oL
Qa= OA(AS‘F Asp)*' Qu+ 0 b, Oa=%> (6)
0p, op

dok talasasta linija (~) iznad neke veli€ine znadi da su u toj veliini eliminisane,
pomod¢u veza (1), zavisne generalisane brzine, a zatim nezavisne generalisane brzine
izraZzene pomoéu nezavisnih generalisanih impulsa p,. Naravno, diferencijalne
jednadine (4) treba relavati zajedno sa jednalinama neholonomnih veza (1), koje
zbog koriSéenja (5) postaju

A0 H
o

ga="b + b2, Q)

Do
Jednaéine (4) i (7) formiraju sictem od 2n—m diferencijalnib jednacina prvog reda
po 2n—m nepoznatih funkcija ¢’ i p,. Pretpostavimo da egzistira jedan skup funkcija
G*, koje zavise od vremena, generalisanih koordinata ¢’ i nezavisnih generalisanih
impulsa p,, koji je takav da se slededa invarijanta ’

pa+_—'+ba

- 0:\6°, 8
0 0g° Q) ®)
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identi¢ki svodi na totalni izvod po vremenu, tj.

* d
« | F=—(p,G*—HR-A),
-0 ) (o A) ©)

gde su R i A proizvoljne funkcije vremena, generalisanih koordinata ¢’ i nezavisnih
generalisanih impulsa p,. Ako je ispunjen uslov (9), funkcije G* zvaéemo integracio-
nim faktorima jednadina kretanja (4b).

Kombinovanjem (45) i (9) dobijamo
(2.6~ HR-1) =0, (10)
i sledeéu teoremu:
Teorema I: Ako su funkcije G* integracioni faktori jednadina (4 b) tada je velidina
D=p,G*—~HR—-A, (1D

konstanta (prvi integral) duZ trajektorije neholonomnog mehani¢kog sistema, ¢&ije
su jednafine kretanja (4) i (7). Potreban uslov (9), koji mora biti zadovoljen za svaki
skup funkcija G*, R 1 A ako su funkcije G* integracioni faktori jednadina (4 b),
posle koriS¢enja jednacina kretanja (4), moZe se napisati u obliku

a . .
—}I—R+‘)—Ij—bﬁR+HR+(—a£—+é£b ) —p.G*+A—
ot dqd o0g* 04g°
_o: (G«_R"H)=o. (12)
0P,

Napomena. — U sludaju holonomnog nekonzervativnog mehanitkog sistema, uvo-
denjem LagranZevih promenljivih umesto Hamiltonovih, ovaj potreban uslov se
svodi na odgovarajuée potrebne uslove za postojanje prvih integrala iz radova [4]
i [5]. Ti potrebni uslovi iz radova [4] i [5] su dobijeni preko D’Alembertovog principa
i pomodu teorije E. Neter. U toj teoriji E. Neter, A je gradijentno promenljiva funk-
cija dok funkcije R i G' defini$u jedno-parametarske transformacije vremena i ge-
neralisanih koordinata

tat+eR, gngi+eG,
gde je = parametar te transformacije.

Skup funkcija G%, Ri A zvademo singularnim skupom ako taj skup zadovoljava
potreban uslov (12), ali, ako posle zamene tog skupa u desnu stranu jednacine (11),
ova postaje proizvoljna konstanta.

Iz ovih razmatranja i Teoreme I moZemo formulisati i slededu teoremu:

Teorema Il: Svakom nesingularnom skupu funkcija G*, R, A odgovara jedan prvi
integral (11) jednadina kretanja datog neholonomnog mehanitkog sistema.

Do nesingularnog skupa funkcija G*, R, A moguée je doéi integracijom jed-
naéine (12), ili nekim ad hoc prilazom istom problemu. Ma koje re$enje jednacine
(12), po G*, Ri A, zvaéemo funkcionalnim reSenjem ako ove funkcije G*, Ri A
ne sadrZe ni jednu integracionu konstantu. Kada jedno nesingularno funkcionalno
reSenje jednadine (12) zamenimo u desnu stranu jednadine (11) tada dobijamo uobi-
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Zajeni prviintegral Jednaélna kretanja gde je jedina konstanta integracije konstanta D.
Nedavno, Vujanovié¢ je uveo pojam kompletnog reSenja Jednacme (12) za sludaj
holonomnog mehani¢kog sistema (v1d1 [2]). To kompletno reSenje sadrZi dovoljan
broj integracionih konstanti i omogucuje nalaZenje kona&nih jednalina kretanja
holonomnog nekonzervativnog mehanikog sistema.

Ako jednainu (12) posmatramo kao diferencijalnu jednaéinu onda ma koja
funkcija skupa G*, R, A ima ista svojstva. Naime, svaka funkcija tog skupa moZze
biti nepoznata ili unapred zadata funkcija.

U jednagini (12) izvod neke veli€ine, koja zavisi od vremena ¢, generalisanih
koordinata ¢’ i nezavisnih generalisanih impulsa p,, po vremenu treba interpretirati
kao

dt=0t

d a+(bAoH+bA) 0 0H o . 9 a3

—Z-I— a-l-Pa .
op, 0qd 9dp, dg 0 Py

U cilju nalaZenja prvih integrala neholonomnih mehanickih sistema jednadinu (12)
moZemo upotrebiti na dva nadina. Prvo, moZemo zahtevati da jednadina (12) bude

zadovoljena za svako ¢, ¢, p, i p,. Tada, koristeéi (6), (12) i (13), dobijamo jednu
jednadinu linearnu po p, . Kako funkcije Gy, R 1 A ne zavise od vremenskog izvoda

@a) generalisanih impulsa, ta se jednadina raspada na sistem linearnih parcijalnih
diferencijalnih jednagina

=0, (14)
uoR paG +9-A—_0 (15)
ops  Opg Opg
gde je
P=9—H—R oH +a—I—J~(b G*+ b2 R) OA OH oA
ot 0q* 0q° ot op, 0q*
+(b£aH+bA)‘)A+H 25+0H 0R+(b5 aH bA)bR
op, 04q° ot 0p, 0¢* op, ogt
0G* OHOG* ( ndH 0G*
_ (ba—~ b) _
ot apa c)qﬂ Opg oqt
[OA(A +—‘)—1ri{,4w,)+Qm+QA ](G“—R()H). (16)
0p, 0Pa

Ovde imamo n—m-+1 jednadinu sa jednom vise nepoznatom funkcijom (G% R, A).
Otigledno, jednu funkciju skupa Ga, R, A moramo usvojiti da bi sve preostale
funkceije tog skupa dobili reSavanjem sistema (14), (15). Najesée se propisuje oblik
funkcije A. Sistemi jednadina ovog tipa, nazivaju se (vidi [3]—[8]) generalisanim
Kilingovim jednalinama.

Druga moguénost za praktiénu upotrebu jedna&ine (12) je da zahtevamo njeno
zadovoljenje duZ trajektorije neholonomnog mehanikog sistema. To zna&i da vre-
menski izvod (p,) nezavisnih generalisanih impulsa zavisi od vremena, generalisanih
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koordinata i generalisanih impulsa preko jedna&ina (45). Sada, potrebni uslov (12),
posle kori¥éenja (4b) i (13), postaje

I‘+( OR 0G+0A‘)( oH AOH)

H—— ———bg —
op, P 0ps Opg Qa dg°f B() A

gde je T dato sa (16). Ovu linearnu parcijalnu diferencijalnu jedna&inu zvaéemo
generalisanom Kilingovom jednadinom duZ trajektorije. U opS$tem sludaju, svaka
od n—m+-2 funkcije R, A, G* moZe se smatrati nepoznatom. Prema drugoj teoremi
ovog rada, svako njeno nesingularno reSenje po G* R, A pruZa jedan prvi integral
oblika (11).

3. Primeri

3.1. Pretpostavimo da su ispunjeni sledeéi uslovi
R=0, ™'=G""2=...=G"1=G*'=...=0G"=0, G'=const.,, (18)

=V, ¢, p), n+1<r<n, (19)

se P op Y
gde je r fikeirano 1 gde ne treba sabirati po ponovljenom indeksu r. Ovde je ¥V pro-
izvoljna funkcua vremena ¢, generaheanlh koordinata ¢’ i nezavisnih generalisanih

impulsa p,. U Vizvode ¢'i P.. treba eliminisati pomodu jednadina (4). Sada iz (4),
(16), (17)—(19) dobijamo

A=—V, : (20)
a iz (11) odgovarajuéi prvi integral neholonomnog mehani¢kog sistema
D=p G +V(t, q', p,), (ne sabirati po r). @D

Ako je funkcija V jednaka nekoj konstanti, nezavisnoj od ¢, ¢’ i p,, ovaj integral
postaje cikliéni prvi integral kretanja.

3.2. Pretpostavimo da su ispunjeni sledeéi uslovi

G.=0, R=—1, 22y 5 4808 (5.4 0,00) 28
ot a A o 0 o
= W(t, qi9 pa): (22)

gde je W proizvoljna funkcija i gde u izvodu W izvode ¢' i p, treba eliminisati po-
moéu jednadina (4). U ovom sludaju, iz (2), (4), (16), (17) i (22) dobijamo

A=W, (23)
dok iz (11) sledi prvi integral oblika
D=H—-W. ‘ 4

Za konstantnu vrednost funkcije W ovaj integral se svodi na energijski integral
datog neholonomnog mehanikog sistema,
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3.3. Posmatrajmo mehani¢ki sistem sa LagranZevom funkcijom L=(1/2)a;q ¢/,
gde su a;; funkcije samo od generalisanih koordinata, koji je podvrgnut homogenim
(b =0) stacionarnim vezama (1). Pretpostavljajuéi da je A=0, G*=01i Q,=p, F,
gde je F proizvoljna funkcija, jednadina (17) postaje

HR+p,q, RF=0. (25)
Resenje ove jednaline je R=e-2F, a odgovarajuéi prvi integral glasi
D= —He?F, (26)

3.4. Neka je mehanicki sistem, &ija je LagranZeva funkcija
M., - . J .
L="1(aY+(a)1+ - (@) - @), ~ @27)

gde su M iJ date konstante a I1 proizvoljna funkcija, primoran da se kreée u sagla-
snoSéu sa vezom

q'=q*tg g’ (28)

U ovom slu€aju reSenje jednaline (17) glasi
R=1, @=0, =22 A-_m(g), (29)

2J

Sto pruZa sledeéi prvi integral
(p2)2 2 3

= — X2 cos? g3, (30
YA )

Ovaj prvi integral je posledica energijskog integrala ovog sistema i jednadine kretanja
za koordinatu ¢3, py=—d I1;dg3.
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CONTRIBUTION TO THEORY OF FIRST INTEGRALS FOR
NONHOLONOMIC MECHANICAL SYSTEMS

Summary

Necessary conditions for existence of first integrals for nonholonomic mecha-
nical systems are established. The first integrals are of a general structure. The
theory is developed using the idea of integrating factors for the differential equations
of motion for nonholonomic mechanical systems.

Dr Dorde S. Dukié
Fakultet tehni¢kih nauka
Univerzitet u Novom Sadu
21000 Novi Sad
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BOCNO I1ZVIJANJE CELICNOG I NOSACA DEFORMABILNOG
POPRECNOG PRESEKA

Hajdin Nikola i Cori¢ Branislav
1. Uvod

Problem stabilnosti punih &eliénih nosada i njihovih delova, kao §to su rebra
i pojasevi, star je gotovo toliko koliko i projektovanje ove vrste konstrukcija. Ova
oblast bila je i ostala predmet velikog nau¥nog interesa. Do unazad dve decenije
ta razmatranja kretala su se kako u oblasti nauke tako i njene primene na osnovama-
takozvane linearne, elastiéne teorije stabilnosti.

Prakti¢na iskustva na gotovim objektima, a zatim eksperimentalna i teorijska
istraZivanja ukazala su da ovaj prilaz ne daje u ¢itavom nizu problema zadovoljava-
juéi odgovor. Stvarna nosivost &eli¢nih konstrukcija odstupala je od teorijskih re-
zultata u Citavom nizu sluajeva, naZalost ne uvek na strani sigurnosti.

Novija istraZivanja, prcvashodno eksperimentalna, izmenila su u mnogo Semu
shvatanja u ovoj oblasti. Broj i znadaj tih istraZivanja narastao je do te mere da su
ovi rezultati uneti i u nove propise za &eli¢ne konstrukcije veceg broja zemalja (V. Bri-
tanije, Svajcarske, CSSR, SAD itd.).

Medutim, postoji jo§ &itav niz problema stabilnosti &eli¢nih nosaéa koji jo§
nisu dovoljno ispitani 1 na kojima se intenzivno radi. Jedan od takvih problema je
i problem bo&nog izvijanja cehcnog I nosada deformabilnog popre¢nog preseka
Predmet ovoga rada upravo je teorijska i eksperimentalna analiza bocnog izvijanja
nosaca pri &emu dolazi do deformacije, odnosno promene oblika popreénog preseka.

2. Eksperimentalna i teorijska analiza

Osnovna karakteristika savremenog prilaza ovoj problematici je eksperimen-
talno ispitivanje epruveta do konaénog loma, uzimajuéi u obzir elastiéne i plastiéne
deformacije u takozvanoj postkriti€noj oblasti.

Ukupno je ispitivano pet nosala sistema viljuskasto oslonjene grede (SI. 1)

Debljina vertikalnog lima (¢r) varirala je od 2.—5. mm, debljina pojasa od
3.—10. mm, a $irina pojasa (b) od 80.--100 mm.

Eksperimentalni rezultati za jedan od nosada sa debljinom vertikalnog lima
tr=>5. mm, prikazani su na slici br. 2.

x (1) ! {3,06mm

1 A
ytv) 380% ;1,9&“

77777 1=2300 mm mm »80@mm

le |
Lt 71
Sk 1.
75
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_ Usled neizbeZnih poletnih nepravilnosti (imperfekcija) u geometriji nosada
i nadinu nanosenja opterecenja, odmah po nanoSenju opterecenja dolazi i do malog

NOSAC C/3/3
deformacija poprecnog preseka

ispod sile P
A
lP "”"‘m-ﬁl
11— | '
22— | Al S
R | I <poéelna
Lo ’ imperfekcija

k=5
|

0 kN
60. kN
80. kN
90. kN

0. kN (=—)
I <raslerecenje

W wWw N

max P 94 kN

|
! +P (kN)
|

razmera:
z=72:1 Z

¥y=1:25 *‘T
y

boénog pomeranja nosaéa, koje se sa povecanjem vertikalnog opterecenja sve vise
uvedava. Kako se sa ove slike vidi, u toku opita pradena je (pomocu plotera) promena
oblika vertikalnog lima u sredini nosaéa sa prirastom sile. Takode je graficki regi-
strovano poveéanje opteredenja sve do dostizanja kriti¢ne sile. Kada je kritiéna sila
dostignuta, vidi se da sa povetanjem deformacija na nosadu dolazi do pada sile.

Teorijska istraZivanja boénog izvijanja nosaa deformabilnog popretnog
preseka relativno su novijeg datuma i vezana su u velikoj meri za primenu metode
konadnih elemenata i metode traka. I u ovom radu pri teorijskoj analizi kori§éena
je metoda konalnih elemenata, a nelinearna analiza sprovedena je primenom inkre-
mentalnog postupka. U tom cilju nosag, odnosno jedna njegova polovina, zamenjen
je prostornim skupom od 192. pravougaona elementa, kako je to prikazano na Sl. 3

Rezultati ovako sprovedene nelinearne analize prikazani su na slede¢im sli-
kama. Na Sl. 4 prikazano je odredivanje kriti¢nog optereenja teorijskim putem
i uporedenje sa eksperimentalnim rezultatima,

St 2.
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Dijagram normalnih napona duZ nosaca pri dostizanju kriti€nog opterecenja
prikazan je na SI. 5, a oblik izvijanja nosaca prikazan je na SL 7.

Kako se sa Sl. 6 vidi, za sludaj optereCenja koja su bliska kritiénom, prirastaji
ugiba i obrtanja pojasa imaju priblizno konstantnu vrednost. Medutim, prirataji
bo&nog pomeranja za ta optereéenja dobijaju ekcesne vrednosti (SI. 4), 3to je i ka-
rakteristiéno za problem boénog izvijanja nosada.

Osim normalnib napona koji se javljaju usled savijanja nosaca u svojoj ravai,
javljaju se i normalni naponi usled bo&nog savijanja nosa&a. Ovi naponi ¢ak prema-
$uju po apsolutnoj vrednosti normalne napone usled savijanja u ravni nosaca (SI. 8).

| P
A Y
n
R
P
i2
i 192
I elemenata
|
SN SITNITSISES AT RS S ;
o .
SI. 3
NOSAC C/73/3 Boéno pomeranje gornjeg pojasa
: ispod sile P
P (kN)
¢
U 97,5 kN
I TITLTTI T T TSI LTI T Fspennen
90 — RE™™ 94 kN
/'/
pd
30 7 P L
/ % 2
/ =
/
304/
/
I/
5 10 v.{mm)
o —+ >
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NOSAC C€/3/3 Dijagram &, napona
pri' P=97,5 kN .

(t:»(kN/cm‘)
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Na SI. 9 izvrSeno je uporedenje eksperimentalnih rezultata za nosade koji se
razmatraju u ovom radu sa rezultatima koji su prikazani u radu (4). U tom radu
dati su eksperimentalni rezultati za nosace sa nedeformabilnim popreénim presekom.
Kako se iz ove slike vidi, nosaci sa deformabilnim popre€nim presekom imaju znatno
manju nosivost u odnosu na nosaée sa nedeformabilnim popreénim presekom.

3. Zakljucak

— Problem boénog izvijanja nosala nedeformabilnog popreénog preseka
intenzivno je ispitivan i sa teorijskog i sa eksperimentalnog aspekta, i kao takav

NOSAC C/3/3
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ezl oy
/ m
! . 5 = Q.
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» 9
P :
S .
1
& 5} x "
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I
v S’ :
te i
e 4o
. 35,90 ¢em
e

877

16,0

B PROMENA &y
NAPONA PO
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18,35
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587 1065 1555
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nafao je svoje mesto u propisaima o stabilnosti eliénih konstrukcija. Medutim,
kod nosada sa deformabilnim popre€nim presekom situacija je sasvim drugadija.
Na njemu se tek poslednjih godina intenzivno radi.

— Kako je pokazano u ovom radu, nosadi sa deformabilnim popreénim pre-
sekom imaju znatno manju nosivost pri bo¢nom izvijanju u odnosu na nosade sa
nedeformabilnim poprenim presekom.

— Najispravniji put za teorijsku analizu ovog problema je primena nelinearne
analize koja vodi raduna o promeni oblika popre€nog preseka nosaéa i uzima u obzir
podetne imperfekcije vezane za geometriju nosada, na¢in nanoSenja opterecenja itd.

— Eksperimentalna istraZivanja i rezultati u ovoj oblasti od bitne su vaZnosti
za sagledavanje stvarnog ponalanja nosala pri bo&nom izvijanju i za kontrolu
dobijenih teorijskih reSenja.

1.2 : — . ; ;
A *
Ay
1.0 | J
0.8 i
Mo ' .,
CycSZxe 0.6 . . J
.
0.4 Y o de
déformabilnii

0. | No. OF TESTS popredni presek
7T MEAN Mypan My 144630 |
STD. DEV. 0.6933
0.0 . ; X . . _
0 40 80 120 160 200 240
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NELINEARNE TORZIJSKE OSCILACIJE VRATILA
SA DISKOVIMA NA KRAJEVIMA

Katica (Stevanovié) Hedrih
Uvod

U konstrukcijama reduktora kao konstruktivni elementi javljaju se vratila
sa zup&anicima na krajevima, ili §ire u transmisionim sistemima vratila sa diskovima
na slobodnim krajevima. Zato je od interesa izuditi sve specifi€nosti torzijskih osci-
lacija takvog torzijskog sistema. U ovom radu primenom asimptotske metode
Krilova-Bogoljubova-Mitropoljskog izvedeni su izrazi za prvu aproksimaciju re-
Senja i sistem, diferencijalnih jednaCina prve aproksimacije za amplitudu i fazu
pobudenog oblika oscilovanja vratila sa diskovima na krajevima u uslovima dejstva
poremecajnib raspodeljenih i koncentrisanih torzionih spregova.

Sastavljanje asimptotske aproksimacije reSenja

Pretpostavimo da se model sistema sastoji od vratila kruZnog ili kruZno-prste-
nastog poprefnog preseka polarnog momenta inercije Iy, gustine materijala p,
modula klizanja G, duZine /, i dva kruta
diska aksijalnih momenata inercije mase
za osu vratila J; i J,, a predstavljen je na
slici br. 1. Ako sa 0 (z, ) oznadimo ugao J,
torzije vratila u preseku sa koordinatom :
z, mereno od levog diska u pravcu ose
vratila 1 za opStije uslove dejstva generali-
sanih sila moZemo napisati slede¢u parci-
jalnun diferencijalnu jednadinu

____-cz___._=sf

0?0 0%0 z 26 0696
012 0z? (’

o127 9227 dzat

020 029 920
) Q)

6 3Bopmax panosa 4 (12) 81
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kao parcijalnu diferencijalnu jednacinu torzijskih oscilacija vratila i sledee graniéne
uslove '

029 | d 96 06 0°6 9°6

0
J_—" =GI'—' —€ “307'—’ S T T Ty T Ty s e N 2
1312 imo °az!,=o g( 9z 0t 312 0z ),=0 @
2 2 2
1,280 62 —el(a,e,?—g,a—g,ﬂ,ﬂ,...) . @
0t 02—y ot 0z 0t% 0z 1ot

. 06 00 020 020 .
gde su: ¢ vreme; ¢ mali parametar; f|z, o, 0, —, —, —, —, .. .)—ne)mearna
ot 0z 02 oz
funicija z, «, 6 i njegovih izvoda po z i ¢, perioditka perioda 27 po « i glatka po z
06 06 ) A A )

na intervalu [0, /]; gﬂ(a, 0, — i l(cx, 0,—, —, ... neline-
() z2=0 0 t a z

. y e
t 0z
arne cele racionalne funkcije i njegovih izvoda, i periodiéne funkcije po « perioda

z=]

. . d .
2n. Pretpostavimo da je :;_‘ =v(D)~w; 1=ct, gdeje w, sopstvena kruZna frek-
t

vencija »neporemecenog« oscilovanja.
Pretpostavimo da su. poletni uslovi oblika

0(z,0=p(cos A, z—y, A Isind 2)te...,
(3
20

=q(cosh z—u A\ IsinA 2)+e ...,
87 -0

gde su p i g konstante, A, prvi koren frekventne jednadine »neporemecenog« oscilo-

vanja, koje se dobija za £=0 iz diferencijalne (1) i grani¢nih uslova (2), koja glasi
(+p)k ' :

—_ p‘l y’z) (4)

tgg ;
By B2 -1

& [G
gde je E=al u=3/d, u, =3/, F=01,1, wnzT\/%—sopstvena kruZna fre-

kvencija neporemeéenog oscilovanja. Sopstvena funkcija »neporemedenog« osci-
lovanja za »neporemedene« graniéne uslove je

Z,(2)=C, (cos g—l'iz-—yl £, sin%’—z). (5)

Kako pretpostavljeni poletni uslovi i oblast promene kruZne frekvencije
v (1); T=¢, poremecajnog sprega omogucuju formiranje jednofrekventnih oscilacija
u prvom obliku dinamiSke ravnoteZe i kako su zadovoljeni posebni uslovi [1} za
primenu metode Krilova-Bogoljubova-Mitropoljskog, te aproksimaciju reSenja
trazimo u obliku

8(z, 1)=R(t) [cos A, z—p, §; sin A, 2] cos § +
+€w1(z, o, Ra ¢)+€2w2(2,6(,R,\p)+--., (6)
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u kome su R(#) amplituda i ¢ (f)={¢—a faza osnovnog harmonika asimptotske
aproksimacije reSenja, koje se kao funkcije vremena odreduju iz sistema diferenci-
jalnih jednadina odgovarajuée aproksimacije

=eA R @+ A R+ -+ -, p=¢—a
j—f’=w,—v(v)+eo%1(R,¢>'+s2c931<k,<p>+---, e CIING
T=c¢t,

Potrebni parcijalni izvodi pretpostavljene aproksimacije reSenja (6) imajudci
u vidu (7) su

0%0 2 % w, 2w,
2 —~MN R, (?) (cos A z—p &, sink, z)cos §+¢ pye + €2 Iy e, ®)
00
3 —Rw, (cos A, z—p, E,,sin A, 2) sin zb+s{(cosl z—
—~ &y sin A 2) [ (R, @) cos g — R JB, (R, ) sin ¢] +
0 0\ )
+(v£+m]a¢) wl}-{—sz..., &)
0%0
a—t—2—=—Rw1 (cosr z—u, &, sinh, z) cos¢+e{(cos)\ z—

— i &y sink, 2) [COS‘.D < ‘2£1Rw1+%qéﬁ(“’1_v)> -
¢
—sin¢ <2 w107€'1+Ra(581 (‘01_")>:|+
o9 .

0 2712 .
+lv—+ 0w, — w1}+e2 {(cos Nz—p & sink, 2) (10)
oa oY

.<cos¢[— 0, B, + (@, —v) %z]—smnp[Zw,U%z-kR(m,—v) C%Z]
de

+cos¢[@€'l—5ci‘§i+c%la—;f—l—1ec%f]+sm¢ [—2041 rycgl_ a(%‘ (‘]%1

8 ] Al 2

z)w1 @1 wlac/él 0w, 0*w,
b, —v)+2 + +e....
T4 vp TV R by 7Y ‘”@‘( ORI VaRoa)] :

Pretpostavljeno reSenje i njegove parcijalne izvode (§—10) unesemo u parci-
jalnu diferencijalnu jednadinu (1) i granine uslove (2), zatim izjednadavanjem koefi-

&*
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cijenata uz jednake stepene sa leve 1 desne strane jednaline i grani€nih uslova dobi-
jamo da su za ¢° izrazi identitki medusobom jednaki; a za slu€aj ¢ treba da je

0 o ,0%w, . .
v;;+w15—& wy=¢ o2 4‘((3057‘1:'-'“9-1515”17\13){“)54J 2 B Ro ~

_éﬁ]ﬁl(wlﬂ/)]-ksin 41[204.1w1+R a(;%l (wl~v)J}+ﬁ,(z, «, R, ), eh))
P

0¢
i

Ow 0w, | '

6L, =3t L5 A0 R Dig@R Y, (1)
0z |:=0 02 |i=0

()2
6,2 - 5,e?M 50 e R Y-l R, (3
Z {z=! 7=l

¢ime smo dobili diferencijalnu jednadinu (11) i grani¢ne uslove (12— 13) po nepozna-
tim funkcijama w; (z, o, R, {), 41 (R, ) i P31 (R, «), koje treba odrediti da bis-
‘mo sastavili prvu asimptotsku aproksimaciju reSenja. Za sastavljanje druge aproksi-
macije reSenja odgovarajucu parcijalnu diferencijalnu jednalinu po wj (z, «, R, ¢)
1 grani®ne uslove moZemeo dobiti iz uslova jednakosti funkcija — koeficijenata uz
g2, §to ovde nefemo izrafunavati.

U parcijalnoj diferencijalnoj jedna&ini i graniénim uslovima (12—13) uveli
smo oznake

08 00 026
£y o R, ¢)=f(z, “’G’E’EE’})—F’”') _ (14)
0=R (cos A1 z~; &) sin &g 2) cos ¢
a——’e=—m1 R(cos Xy z—uq Ey sin Ay z) sin ¢
g—g=)\1 R(—sinA z—p1 E1cos Ay z)cos §

20 26

,.R, = ,ey—’ 3 s
& (% R, §) g(a PR ),=o (15)

0=R (cos A; z—1£1 £y sind; 2) cos &

X:]
5—‘-=-—m1 R (cos Ay z—pq E1 sin &g 2)sin ¢

08 .
3—2—=—7\1 R (sin A1 24441 §y cos Ay 2) cos §

...............................

I, (o R, ¢)=1(a, 5,20 28 )

—_ E) _— 3 v
dt 0z z=0
0=R (cos A z—p; &) sin Ay z) cos ¢

I'X)
E————m; R (cos Xy z—r1 Eg sin Aq £) sin ¢

20
a—‘-_=-l‘ R (sin Ay z-i_—y.l Ejcos Ay z)cos ¢

...............................

B I T T
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Funkciju w) (z, «, R, {) pretpostavimo sada kao zbir dveju nepoznatih funk-
cija uy (z, @, R, §) i v{ (2, «, R, {) pri Semu postavljamo uslov da funkcija v; (z, «,
R, ¢) zadovoljava diferencijalnu jednadinu i homogene grani¢ne uslove, a da funkcija
u1 (z, «, R, {) zadovoljava nehomogene granine uslove. Funkcuu uy(z,0, R, §)
pretpostawcemo u obliku

u,(z, a, R, {) =D, («, R, $)z+ D, (a, R, {1 2%, an

s tim da zadovoljava sledeée grani¢ne uslove

2
Gloé—ul =J1C2 “ +J1f;)(0’ o, R’ "p)‘*‘go(“’ ‘R’ 4))’
Z }z=0 a 2 z=0
(18)
0 0%
G2 SNy a R )+, (@ R, ).
Z | z=l z=l
Iz tih uslova dobijamo da je
%1 (“s R, ‘p) =
willy (e R ) =T fo (s o, R, O]+ (1 +p) [T,/ (0, &, R{Y) +g,(x, R, ¢)] (19)

CL(1+p+py)
?)2 (d, R, ‘p):

[lo (0(, R’ '\[’)_sz;) (l’ %, R. "p)] “[go (O(, R’ ¢)+Jlﬁ)(0’ o, R’ 4’)] (20)
2C 1, (1+py+1y) ’

pa je traZena funkcija u, (z, «, R, {) oblika

zZ
s %y -R’ = [} 3 -R, -J 0 l, ,.R, 2 l
u (z, @ ¢) 261, 1+ 0+ 1) {[o("c \P) 2Jo s @ \P)]( wl+2)+

+[31 /60, @, R +25 (%, R, PII2 (1 +p,) 1 - 2]} @)

Funkcija v{ (z, «, R, {) se sada odreduje iz parcijalne diferencijalne jednaéiﬁe

c) c) 2 a v

+(cos A z—p, & sin A, z){cos ¢ [2 Ro, B, - 0_:_@ (o, —v)] +
P

+sin¢[2aélwl+k%<wl—v>]}, (22)
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tako da zadovoljava homogene graniéne uslove

2
| -5 efn |
0z |,=0 0z% | ;=0
) 23)
GIOQV—l =—J202a e ,
02 |24 02z | o
u kojima smo uveli oznaku
0 o\
j;)*(z, «, R, q/)=f0(z, o, R, ql)——[(\,g;-i-mlﬁ) -
29 { z <[10 @ R, Q) =T, £, (1, %, R, )] R, [ +2)+
022 |2 G LI (1 +p, +u,) .
P, A0, @ R, §)+8,( R, Y] +uz)l-z1>}. @4)

Funkcija vy (z, o, R, §) ne treba da sadrZi prve harmonike oblika sin ¢
(cos Ay z— &1 sin A12) 1 cos ¢ (cos Ajz—y &) sin A12) iz kog uslova éemo odrediti
nepoznate funkcije 4,(R, @) i B1(R, ¢). Funkciju vy(z, o, R, {) potraZimo u obliku
reda po sopstvenim funkcijama odgovarajueg »neporemecenog« sistema

v (2, 0 R, )= > v, (a R, ) (cos h,z -y, &, sin }, 2), (25)
p=1

koja identi¢ki zadovoljava homogene grani¢ne uslove (23), a u kojoj su koeficijenti
razvoja v (¢, R, $) nepoznate funkcije koje treba odrediti.
Izraz (25) unesemo u diferencijalnu jednadinu (22) tako da dobijamo

2 . 0 0\
> (cos)\‘,,z—p.lEI,sm)\l,z)[(v()—o{-ko)l ———) v1p+‘°p2"1p]=

oy

p=1

L .
= > foo(at, R, ) (cosh,z—p, E, sink, z)+(cos Az~
p=1

~u & sin z)[cos g [~—a—a9€1 (wl-v)+2c%lRm,]+
P

+sin \})[2 o, A +R ! (o —v)]}, (26)
o9

u kojoj smo funkciju fo*(z, «, R, {) pretstavili u vidu reda po sopstvenim funkcijama
Z,(2)
14

£5 (2 R D) =S fon (o R, §) (005 k) z —p, £, sin'h, 2), 27)
p=1 .
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u kome su f;,, («, R, §) funkcije koeficijenti razvoja poznate funkcije oblika

ﬁ),»(fx, ,<p)—PI° { ffo(z o R, §)(cosh,z—p, €, sin},2)dz +

Funfo (0 a R, )+ fo(ly 4, R, §)(cos &, — i, £, sin z,,,)] , 28)

u kojima je uvedena oznaka

mp=p—4£2—l{(l F ) (28, +5in28)+4sink, (—cosE, +p &, sin§,)} +

/4
{

tplyl f Z2()dz+3, 2, 0)+ T, 2,2 (). (29)

Izjednadavanjem funkcija — koeficijenata sa leve i desne strane jednadine (26)
uz iste sopstvene funkcije (cos?, z—y.IE sin,z) dobijamo sistem parcijalnih
diferencijalnih jednadina

0 o 1® .
v—+o, —| v+, =cosy 2R‘°1<y681_ad41(°’1—") +fo1(x, R, $)+
ou  0Y o9

sin ¢ [2 0, oA +R?§’68—1 (o, —v)], 30)
D

0 0@ 2 .
V——+m1 v1p+wlpv1p=f0_p(a,R, Lp), p=2, 3, 4,...- (31)
0o oY
U jednadini (30) funkciju vy («, R, ¢)prikaZemo u obliku dvostrukog Fourier-
ovog reda po « i  sa nepoznatim koeficijentima razvoja vii" (R), a takode i funk-
ciju foi(o, R, {) sa poznatim koeficijentima razvoja foi”" "(R)

vy (@ R, ) =2 2 VT (R) e m¥+m® m n=0, £ 1, £2, £3, ,.. (32)
Jor (o, R, §) =23 foi" ™ (Ryelmé+na, (33)
!l 2r 2m
* (m n) PII
for ~ (R)= fo(z o R, ) (cosr, z~
27t 2xw

-k, sinkpz)e“"('""”'"“)dzd&l)da+p.,f f £o(0, o, R, {)e-itm¥+n g do+
0
2w 2w

- (‘LZ(COSEp p,lg sin Ep) fffo(l «, R 4})e—l(nlw+na)dad¢] 349

0
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tako da dobijamo

22 (R [o7 = (rv+ ma] e en = 33 foi" (R) el mban 4
m n

+cos¢[2Rm15& dﬁ‘(wl—v>]+sm¢[2wmle+1t ﬁl(w—v)] (35)

Kako je izraz m1~(nv+mml)2 jednak nuli kada je +14+m+n=0 to
za te vrednosti koeficijenata m i n izraz el ¢"¥%+n® dobija vrednost e (E¥-n%),
te za odredivanje nepoznatih funkeija 4, (R, ¢) i B, (R, $) dobijamo sledecu
jednadinu

cos<{)[2Rm“@1 9oty (ml—-v)]+smq;[204-lml+2 B (w, —v)]

+Zf01(’F1 n), "(R)ex(:!:cp ne) (). (36)

Iz poslednje jednaline izjednadavanjem koeficijenata uz cos¢ i sind sa nulom do-
bijamo sistem parcijalnih diferencijalnih jedna€ina za odredivanje nepoznatih

funkcija A1 (R, §) i Bi (R, §)

adz&‘(w,—v)—Z Rcolc%———Zco(R)e”ﬂP,
¢
2 Ao, +R Og‘(mx-v) Zd (R) &' o, , 37

c—O, +1, +£2,...,

gde smo stavili da je veza koeficijenata n=—oc i m+4-1=o0, 1 uveli oznake
|l 272~

ca(R)=—eil—{—l—fff f;(z,oc, R, {)(cosr, z—
dn2m | 1
000

2n 2w
—u, & sin ) z)e"i°¢cosq)d¢dmdz+ulf f f0(0, o R, Y)e~i®cos$ddat
0 0

21 2%
+§Lz(cos£1—~p.lilsin21)fff;(l,oc, R, q,)e—iwcosq,dq,da], o=d—a (38)
0 0

27 2m

do(R)=—{ﬂLg’m—{ ffffo(z % R, $) (o5, 2

2w 27w

~g1£1sin7\lz)e‘“’¢simpdu[;docdz+ptlfff;(os % R, d)e~!*sindddo+

0
2t 2w

+ 1, (COs By —p, £, sin£y) fol, o R, {)e-ioesinyd dal.
I |
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. ResSavanjem sistema (37) dobijamo partikularna reSenja koja se mogu prihvatiti
kao funkcije A1 (R, 9) i B1 (R, 9) koje je trebalo odrediti : Pomoéu njih sastavljamo
jedna&ine prve aproksimacije za amplitudu i fazu pobudenog oblika oscilovanja

fi-ﬁ=sz io(w—v)cg(R)+20,d, (R)

dt o 40)1—'62(03 —v)2 "
d_<p= _ iO'(O)l V)d (R) ZQICU(R) elo 39
PRTTMCETI S v, st L 39)

=0, +1, +£2,..

mn

Nepoznate funkcije vip (R) koeficijente razvoja u Fourier-ov red dobijamo u
obliku

5;“" (R)

"ll’l
(R s
)= —(nv+mae)?

za m+1+n#£0. (40)

Na sli¢an nadin refavamo i jednadine (31) tako da za nepoznatu funkciju vy (z, «, R, §)
dobijamo

* (mn)
v, (z, & R, {)= zzz Sop " (R)

( ” )zez(nt¢+na) (0057\ z— p,lg sm)\ z), (41)
o mT el — (vt mey

[za p=1 m+14n+£0] mn=0, £1, 2, +3,.

¢ime smo redili postavljeni zadatak, odredili potrebne funkcije za sastavljanje prve
aproksimacije reSenja za op$ti model torzijskih oscilacija vratila sa diskovima i malim
poremedajnim raspodeljenim i koncentrisanim spregovima. Za odredivanje refenja
u drugoj aproksimaciji postupak je sasvim identian i principijelnih te$koéa nema.
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' NONLINEAR TORSIONAL VIBRATION OF SHAFT WITH TWO DISKS

Summary

In the paper nonlinear torsional vibration of shaft with two disks is stydid
with asymptotic method Krilov-Bogoljubov-Mitropoljskij. Also eppersions for the
first approximation of the solutions and system differentional equations of the first
approximation for amplitude and phase of the one-frequently vibration of the
nonlinear torsional vibration of shaft with two disks in the case own vibrations and
the case forced vibrations are derrived.
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O UZAJAMNOM UTICAJU HARMONIKA U NELINEARNIM
SISTEMIMA SA MALIM PARAMETROM

Katica Hedrih — Predrag Kozi¢ — Ratko Pavlovié

Za pribliZno odredivanje zakona prinudnih oscilacija nelinearnih sistema sa

vi§e stepeni slobode oscilovanja ili elastiénih tela, u uslovima dejstva generalisane
prinudne sile perioditke funkcije sa dve ili viSe frekvencija, kada se oscilatorni proces
moZe predstaviti sistemom od N diferencijalnih jednadina sa malim parametrom e,
ili parcijalnom diferencijalnom jednainom sa odgovarajuéim grani¢nim uslovima
u kojima se javljaju nelinearni ¢lanovi sa malim parametrom &, moZe se veoma
efikasno koristiti asimptotska metoda u &ijoj osnovi stoji ideja iz jednofrekventne
metode Krilova-Bogoljubova-Mitropoljskog. U osnovi ove metode je kori§éenje
principa jednofrekventnosti za odredivanje dvoparametarske aproksimacije reSenja
za oscilatorne procese koji su u taénoj postavci nelinearni, a da su linearni bili bi
onoliko puta frekventni, ako poetnim uslovima nije izvrSeno »filtriranje« frekvencija,
koliko sistem ima stepeni, ne slobode kretanja, nego slobode oscilovanja. Znadi,
ako se radi o sistemu sa konaénim brojem stepeni slobode oscilovanja N, onda je
u opstem slucaju reSenje N-frekventno, a ako se radi o elastinom telu sa beskonaénim
brojem stepeni slobode oscilovanja, onda sa beskonaénim brojem frekvencija. U uslo-
vima kada na takve sisteme dejstvuju generalisane prinudne sile, periodike funkcije
vremena sa dve frekvencije, koje su sporo promenljive funkcije vremena, i u odgova-
varajuéem rezonantnom opsegu dve odredene sopstvene kruZne frekvencije »nepo-
remedenog« sistema, onda su oscilatorni procesi u takvim sistemima, takvi da ako
bi se napravila analiza spektra harmonika sa dominantnim amplitudama, do$lo bi
se do zaklju¢ka da su dominantni harmonici-harmonici sa najveéim amplitudama,
oni &ije frekvencije su iz rezonantnih opsega u kojima su i frekvencije prinudnih sila,
tako da se po ugledu na princip jednofrekventnosti, moZe postaviti za sastavljanje
aproksimacija Cetvoro-parametarske familije reSenja, princip dvofrekventnosti
za sisteme sa dva ili viSe stepeni slobode oscilovanja. Problem pojave sekularnih
¢lanova se uklanja na istom principu kao $to je to postavljeno kod dvoparametarske
familije jednofrekventnih reSenja sistema sa viSe stepeni slobode oscilovanja i odgo-
varajuéim podetnim uslovima.

Mogucnost nalaZenja etvoro-parametarske familije dvo-frekventnih asimptot-
skih reSenja je ograniSena uslovom dejstva prinudne kvaziperioditke sile sa dve
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frekvencije, koje su u odgovarajuéim rezonantnim opsezima dve sopstvene kruZne
frekvencije »neporemecenog« cistema (odgovarajuéeg linearnog sistema) i posebno
poletnim uslovima, koji moraju da budu takvi da omogucavaju formiranje »dvo-
frekventnih« reSenja. S obzirom na veliku sloZenost nelinearnih oscilatornih procesa,
kako u sistemima sa kona¢nim brojem stepeni slobode oscilovania, tako i za konti-
nualne oscilatorne sisteme (elasti¢na tela) sa beskona¢no mnogo stepeni slobode osci-
lovanja i kako sem eksperimentalnim putem, ne postoji moguénost za ta¢no ispitivanje
zakona oscilovanja, u kona¢nom obliku, to su za analizu oscilatornih procesa po-
godne dvofrekventne aproksimacije reSenja koje omogudavaju dvofrekventnu stacio-
narnu analizu fenomena procesa oscilovanja. _

Ako bi se radila dvo-frekventna analiza linearnih sistema sa N stepeni slobode
oscilovanja na koji dejstvuje 2< N, dvo-frekventna prinudna kvaziperioditka sila
sa sporo promenijivim frekvencijama, onda bi zakljuéak bio da uzajamni uticaj
harmonika ne postoji i da harmonici u prvoj aproksimaciji dvo-frekventnog reSenja
imaju iste amplitude i faze i frekvencije kao $to bi ih imali u odgovaraju¢im harmo-
nicima i pri dej.tvu na sistem samo komponente sile sa jednom odgovarajuom
frekvencijom. Uzajamni uticaj harmonika se moZe uoditi tek kod slabo nelinearnih
i jako nelinearnih sistema gde harmonici u dvo-frekventnom reSenju imaju razlidite
faze i amplitude od onih koje bi imali u odgovarajuéim harmonicima pri dejstvu
na sistem komponentne sile sa jednom odgovarajuéom frekvencijom.

U linearnim sistemima se ne javlja fenomen rezonantnog skoka, dok se u neli-
nearnim sistemima javlja, kako u procesima koji su jednofrekventni tako i u procesima
koji su vie-frekventni. Interesantno je uociti da se kod dvo-frekventnih reSenja na
amplitudno-frekventnim i fazno-frekventnim krivama u kritiénim zonama rezonant-
nog opsega frekvencija javljaju rezonantni skokovi i to sa jednim do dva ili viSe
rezonantnih skoka u pravcu kontinualnog porasta diskretnih frekvencija harmonika,
a takode jedan ili dva ili viSe rezonantna skoka u pravcu kontinualnog opadanja
diskretnih frekvencija harmonika, i ako bi se kod jedno-frekventnih procesa tog
istog sistema pri dejstvu jedno-frekventne sile javio samo jedan rezonantni skok.

Kao odigledne primere za ovakve tvrdnje uzedemo dva sistema koja su bila
predmet prou¢avanja u radovima i saopStenjima [7, 8, 9, 10, 11]. Prednost dvofrek-
ventne asimptotske stacionarne analize nelinearnih sistema sa malim parametrom
eje u tome $to se vr¥i uporedivanje amplituda i faza, odnosno amplitudno-frekventnih
i fazno-frekventnih karakteristika za stacionarne harmonike u odgovarajuéim rezo-
nantnim opsezima frekvencija, a ne samih aproksimacija refenja. ReSenja su »brZe«
promenljive funkcije vremena u poredenju sa amplitudama i fazama harmonika
u dvo-frekventnoj aproksimaciji reSenja. Amplitude stacionarnih harmonika su
obvojnice.

.Na sledeéim primerima éemo dati dokumentaciju predhodnih zakljudaka
sa odgovarajuéim specifi¢nostima.

Primer I — Slobodno, lako elastiéno vratilo sa tri diska i spojnicom nelinearne
karakteristike, Cije je kretanje opisano sledeéim sistemom jedna&ina

Jléf;l—F((Pz_(Pl):O’
Jzéx‘.’z'l“F(‘Pz_‘Pl)—cz(‘Ps"ch)=E1 cosel+a(cb3—<;02),

7, éés“'cz(‘Pa"(Pz)‘—' ““(‘éa*ﬂf’z)ﬁ-Ezcosez,
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gde su Jy, J,, J3 aksijalni momenti inercije masa diskova za osu vratila, @, 92, @3 —
generalisane koordinate-uglovi otklona diskova, E,cos9;, E,cosf; momenti
koji dejstvuju na diskove 2 i 3, ¢, i ¢, torzijske krutosti vratila, « — koeficijent
otpornog momenta, i F(p,—¢) nelinearni elastiéni moment vratila i spojnice
izmedu diskova 11 2 i ima oblik F(x)=c; x|-+c;"” X3, i to za | x|<x), vaZido crte,
a ceo za | x|>x, gde je Xx=¢3—¢;. Ako uzmemo za nove koordinate x=@;—q,
y=q3;—¢, prema broju stepeni slobode oscilovanja i za numeri¢ke podatke iz [8, 10]
za dvofrekventni reZim, sistem diferencijalnih jednadina za redukovane amplitude

ay i a; ifaze $p 1 gy je

da; . 2719558 .
";{—t—‘ = - 0,29559 a -—(—6—7»,7—92—;_—\,3- sin q’l*
da; . 3396653 .

7 -0,8275a, —'(—lm sin gbz,

o s 271,9558

@_X=67’792 ~v,+0,03748 (27" +2 azz)~—.—ZL9 cos ¢,
d a3 (67,792 +v,)

'1 . .
D¥: _ 120,681 —v,+0,0688 (2’ + a3) + ——or0033

¥ cos ¢,.
dt a2(120,681 + v,)

Za zadate numerike podatke sopstvene kruZne frekvencije neporemeéenog
oscilovanja sistema su: @;=67,792 [sec™1] i w,=120,68 [sec~!] i frekvencije v,
© o dgety £ 15,57 113

af
7 - f ' .
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i v, prinudnih momenata se uzimaju iz odgovarajuéih rezonantnih opsega v &
(64, ~T72 [sec™]) i v,& (114, ~130 [sec!]). Naslikamal.aib,. i br.2aib,
i br.3a1ib., predstavljene su familije amplitudno-frekventnih krivih prvog i drugog
harmonika stacionarnog rezonantnog stanja za kontinualnu promenu diskretnih
vrednosti frekvencija v} i v, prinudnih momenata u definisanim rezonantnim op-
sezima. Fazno-frekventne krive ni.u prikazane zbog obima &lanka.

Na slikama br. | aib., uodava se da se amplitudno-frekventne krive a; (v, v2)
prvog harmonika za stacionarni reZim pri kontinualnoj promeni diskretnih vrednosti
frekvencije v; u oblasti v &(~64, ~725~1) sasvim neznatno menja sa diskretnim
promenama v, < (~114, ~130), a isti je sludaj i sa fazom ¢, za stacionarni reZim.
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Sa slika br. 2aib., moZe se videti da se amplitudno frekventna kriva drugog
harmonika a> (vy, v2) za stacionarni reZim pri kontinuainoj promeni diskretnih
vrednosti frekvencije v; u opsegu vi&(~64, ~12) sa diskretnom promenom
2 [114, ~130] znatno menja 1 to i po obliku i po veli¢inama amplituda. Zakljucak
je da kontinualna promena diskretnih vrednosti frekvencua prvog harmonika bitno
uti¢e na amplitudu drugog harmonika sa posebno izraZenim uticajem v, pri istovre-
menom izboru vrednosti vy i v, iz »kritinog« apsega odgovarajucih rezonantnih

opsega frekvencija. Za v,=122 [sec!] krive (az, vi) menjaju karakter u oblasti
vy & [~66, ~69,5 [sec—1]]. Uticaj prvog harmonika na drugi u toj oblasti se za

v2<122 [sec—1] izraZavao kroz smanjenje amplituda a3, a istovremeno sa poveéa-

njem al, dok se u toj oblasti za v, & [~122, ~126] na krivoj (az, vy) izraZava uticaj
i kroz poveéanje i smanjenje amplituda »neregularnog« dela krive, i za v <126 [sec~1]
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kroz povedanje tih amplituda u odnosu na amplitude sa ostalih dela krive. Naglo
povedanje amplitude prvog harmonika izaziva povefanje amplitude a; za Vo>
> 126 {sec1].

Na slici br. 3aib., prikazane su familije amplitudno-frekventnih krivih
ay(vy, v2) i aa(vy, vo) za diskretne vrednosti frekvencija vy & [66, 70 {sec—1]]. Sa
promenom diskretnih vrednosti v; do v; <69 [sec—1] amplitudno-frekventne krive

* . e
a1 (vq, v2) prvog harmonika su skoro prave sa deformacijama u rezonantnom opsegu -

vo & [~120, ~124 [sec—1]], koje se izraZavaju kroz neznatno smanjenje amplituda.
Nagla povecanja stacionarne amplitude drugog harmonika izazivaju neznatna sma-
njenja stacionarne amplitude a: (v1, vo) prvog harmonika. Za vy =69 [sec~1] postoje
tri grane amplitudno-frekventne karakteristike a (v1, vo) sa velikim, srednjim (ne-
stabilnim) i malim amplitudama i peznatnim deformacijama u rezonantnom
opsegu v2&[120, 126 [sec—']]. Uticaj drugog harmonika na amlpitudu i fazu
prvog harmonika je neznatan.

Sa promenom diskretnih vrednosti v, do v; <69 [sec—1] amplitudno-frekventne
krive a3 (v1, v2) drugog harmonika su sa jednom karakteristi®nom granom i sa
maksimumima amplituda, koji su pomereni ka vi§im frekvencijama od ;. Za
v| oko 69 [sec1] javljaju se tri grane amplitudno-frekventne krive od kojih je jedna
srednja nestabilna. Za v;>69,5 [sec~1] amplitudno frekventne krive a; (vi, vp) susa
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jednom granom i maksimumi amplituda se pomeraju ka niZim frekvencijama i bliZe
®,. Zakljuéak je da je uticaj prvog harmonika na amplitudu i fazu drugog harmonika
znatan u uskom opsegu frekvencije v, ne§to pomerenom ka vi§im frekvencijama
od ;. Uticaj drugog harmonika na prvi je neznatan.
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Slika 3aib

. ' . ) * . . , .
Pojava rezonantnog skoka amplitude a; prvog harmonika je sa vece amplitude
na manju pri kontinualnom povedanju diskretnih frekvencija v;, i sa manje na veéu
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vrednost amplitude pri kontinualnom smanjenju diskretnih vrednosti frekvencija v,
§to se moZe uoditi sa slike br. 1. Sa slike br. 2. pojava rezonantnog skoka amplitude
a3 drugog harmonika je sa manje vrednosti na veéu amplitudu pri porastu diskretnih
vrednosti frekvencija v; do vy~A122 [sec™1] i sa veée na manju pri opadanju v,
dok na primer v,=125[sec~1] je obrnut siudaj. Specifiénosti rezonantnog skoka
su vezane za stabilnost amplituda i faza harmonika, odnosno samog oscilatornog
reZzima.

Primer I — Male oscilacije plitke cilindridne ljuske na elastiénoj podlozi opisane
su sistemom parcijalnih diferencijalnih jednadina
2
L vi®-R 2w =0,
Eh o

2 2
Ra—g)+Dv4w+phR“(—)——u—’-l-cR“w=sR4(—[Bw3-8—a——ui+Elsin01+Ezsin62),
du? ot ot

sa graniénim uslovima za slobodno-oslonjenu konturu

=0
] I I
R B ]

i podetnim uslovima datim u [9, 11], oblika talasa prva dva harmonika sopstvenih
neporemecenih oscilacija u &ijim opsezima su frekvencije vy i vy prinudnih sila
eE sin 8 i €E, sin 8, gde je ® naponska funkcija, a w ugib ljuske. Za numeritke
‘podatke iz [9, 11), prve dve sopstvene kruZne frekvencije za zadatu Jjusku su w;; =
=391,62 {sec™1] i wyo=596 [sec~!] dok je sistem diferencijalnih jednadina prve
aproksimacije za amplitude i faze dvo-frekventnih oscilacija

4122‘) — —1,60256 RY ~£§%COS 1t

‘%L: 391,92 v, + 2301,8 [ (R + 8 (RE)] kD (9399;222 oy e
“_'g;.zz ~1,602 RY ——5—;%%%(:05 Puas

‘i‘% —596,0 ~v, + 1512,47 [9(RZ)* + 8 (RD)?] + i@%—m“QSin P1z-

Na slikama br, 4aib., 5aib.,i6aib., predstavljene su familije amplitudno-
frekventnih krivih prvog i drugog harmonika aproksimacije reSenja pomeranja w
stacionarnog rezonantnog stanja za kontinualnu promenu diskretnih vrednosti
frekvencija vy i v, prinudnih sila u rezonantnim frekventnim opsezima v; < [360,
430 [sec~1]] i v, €& [570, 640 [sec~!]]. Fazno-frekventne krive nisu prikazane zbog
obima &lanka.
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Amplitudno-frekventne krive Rﬁ’(vl, vy) prvog harmonika na slici br. 4. su
sli¥ne medusobno za frekventni opseg v, & [570, <604 [sec~1]]. Uofava se da se
za veée vrednosti v,>590 [sec—!] skraduje frekventni opseg nestabilnih amplituda
stim §to se leva granica opsega pomera ka vi$im frekvencijama, dok se desna granica
neprimetno pomera u istom smeru. Isto vaZi i za amplitudu drugog harmonika

R? (v1, _\{2) sa uolljivom tendencijom porasta sa poveéanjem diskretnih vrednosti
frekvencije vs.
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U frekventnom opsegu v, & [604, ~609 [sec—1]] javljaju se dve nove dopunske
grane amplitudno-frekventne karakteristike i to jedna na levoj, a druga na desnoj
strani §to je prikazano na slici br. 4a. Leva dopunska grana amplitude R (v;, v7)
za v, & [604, ~609 [sec—1]] prvog harmonika se nalazi iznad osnovne grane ampli-
tudno-frekventne krive, a desna ispod nje. Delovi dopunskih grana amplitudno-
frekventnih krivih bliZi osnovnoj grani su sa nestabilnim amplitudama. Na slici
br. 4.b, prikazana je familija amplitudno-frekventnih krivih R2(v;, v,) za diskretne
vrednosti v,. U opsegu v, &[~604, ~609 [sec~1]], amplitudno-frekventna kriva

7 36opEEK panoba 4 (12)
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drugog harmonika ima tri grane, osnovnu i dve dopunske, koje su obe ispod osnovne
grane. Delovi dopunskih grana bliZe osnovnoj grani su takode sa nestabilnim ampli-

tudama.
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Sa kontinualnim porastom diskretnih vrednosti- frekvencija v, u opsegu
vy & [~604, ~609] [sec—1]] delovi dopunskih grana amplitudno-frekventne karak-
teristike se medusobno udaljavaju, dok same dopunske grane »idu u susret« (prib-
liZavaju se) jedna drugoj. Za v,=610 [sec~1] uotava se da je doSlo do »stapanja«
(»poniStavanja«) delova dopunskih grana (nestabilne amplitude) sa delovima osnovne
grane amplitudno-frekventne krive ¢ime smo dobili samo jednu granu, kao da je
ona nastala od delova dopunskih grana (stabilne amplitude), i delova osnovne
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grane amplitudno-frekventne karakteristike, kako prvog tako i drugog harmonika,
Ovo se javlja za vy~ 610 [sec™1]> w2=596 [sec~1] jer sistem ima tvrdu nelinearnu
karakteristiku.

Pojavu dopunskih grana za v;&[~604, ~609 [sec~1]] i »talasanje« vrhova
osnovne grane za Y3& [~610 [sec—1], ~622 [sec~1]] objasnjavamo medusobnim
uticajem prvog i drugog harmonika u rezonantnom opsegu v, & [~604, ~609, ~622,
[sec—1]}, druge sopstvene kruZne frekvencije w;>=2596 [sec~1], koji je zbog tvrde
nelinearne karakteristike sistema pomeren ka vi§im frekvencijama.

U frekventnom opsegu vy & [~610, ~624 {sec~1]], na amplitudno-frekventnim
krivim prvog i drugog harmonika Rﬁ)(vl, vo) 1 R® (v1, v2) uodljivo je »krivljenje«
(»talasanje«) vrhova (lokalnih ekstremnih vrednosti) amplitudno-frekventnih krivih
i pribliZavanje delova grana sa stabilnim i nestabilnim amplitudama. Za v;2>625
[sec-1] se uodava da je amplitudno frekventna kriva R prvog harmonika sli¢na
onima koje imamo za v,<600 [sec~!], dok je amplitudno-frekventna kriva drugog

harmonika RY (v1, v2) »zaokrenuta« za 180°
Sli¢ne zakljutke moZemo izvesti i za fazno-frekventne karakteristike.

Na slikama br. Saib.,i 6aib., prikazane su familije amplitudno-frekventnih
karakteristika za diskretne vrednosti frekvencije vy=const. Za frekventni opseg
vy € [~370, ~402 [sec—1]] uoava se porast amplitude prvog harmonika R$? (vi, v2)
1 suZenje frekveuntnog opsega v, u kome se javljaju nestabilne amplitude sa porastom
diskretnih vrednosti frekvencije vy, s tim §to se leva granica pomera ka viSim frekven-
cijama dok se desna granica skoro ne pomera. Dopunske grane, pored osnovne

grane amplitudno-frekventne karakteristike Rﬁ) prvog i R® (v1, va) drugog harmo-
nika se javljaju u frekventnom opsegu v;&[~402, ~417 [sec~1]], tj. za v>402
[sec—1]. Delovi ovih dopunskih grana koji su bliZi osnovnoj grani su sa nestabilnim
amplitudama. Sa kontinualnim porastom diskretnih vrednosti frekvencija v; »otvor«
dopunskih grana se §iri i one »idu u susret« jedna drugoj. Istovremeno se osnovna
grana amplitudno-frekventne krive prvog harmonika pomera na vise sa tendencxjom
ispravljanja (ekstremna vrednost je manje izraZena).

Za vi=420sec~ I amplitudno-frekventna kriva Ru (v1, v2) prvog harmonika
sastoji se iz tri grane sa malim, srednjim (nestabilnim) i velikim amplitudama koje
kao da su nastale »spajanjem« dopunskih grana i »razdvanjem« na tri grane sa
stabilnim i nestabilpim ili sa samo nestabilnim amplitudama. Kao da je nastalo
»spajanje« delova dopunskih grana sa nestabilnim amplitudama &ime je nastala
nova srednja grana amplitudno-frekventnog grafika, dok je donja grana formirana
od stabilnih delova dopunskih grana i jednog odseka desne dopumske grane sa
nestabilnim amplitudama, tako da je to sada grana sa stabilnim i na jednom delu
nestabilnim amplitudama.

Sli¢ni su zakljudci i za amplitudno-frekventnu karakteristiku R drugog
harmonika u istom frekventnom opsegu.

Za vy{=425[sec1] uodava se da na amplitudno-frekventnoj krivoj prvog
harmonika postoje dve grane, od kojih je jedna zatvorena kriva (»osmica«) koja
je nastala »vezivanjem« osnovne grane i dopunske grane (sa nestabllmm amplitu-
dama). Isti je zakljudak i'za amplitudno-frekventnu krivu RY drugog harmonika.
»SaZimanje« zatvorene krive (»osmice«) se nastavlja do v1—433 {sec~1] i na toj
frekvenciji se gubi, pa na amplitudno-frekventnim karakteristikama ostaje po jedna

7%
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grana sli¥na onim koje smo dobili za v; =370 [sec~1], stim §to je grana amplitude
prvog harmonika vrhom okrenuta na gore.

Iz izloZenog se zaklju€uje da je izraZeniji uticaj prvog harmonika na drugi,
nego drugog na prvi u u.kom rezonantnom frekventnom op egu prve odno no druge
frekvencije, koji cu zbog karaktera nelinearnosti pomereni ka vi§im frekv ncijama.
Za sluéaj meke karakteristike nelinearnosti sistema rezonantni op ezi bi bili pomer¢ni
ka niZim frekvencijama.

Pojava rezonantnog skoka je uocljiva na svim amplitudno-frekventnim ka-
rakteristikama i prvog i drugog harmonika a u takama prela.ka .a .tabilnih na
nestabilne amplitude. Na clikama 4, 51 6. cu strelicom prikazani mcguéi rczonanini
skokovi. Na primer, na sl. 4aib., se uo6ava da sa poveéanjem di. kretnih vr.dno.ti

frekvencija v, kod amplitude prvog harmonika R® nastupa skok .a vi¢ih na manje

vrednosti amplituda, a kod amplitude RZ drugog harmonika sa menjih vredno ti
na vece vrednosti amplituda, i to u dva skoka.

Pri opadanju diskretne vrednosti frekvencije v, R{?, ima 1kok ta manje na

’ . 2) . ,e . . H
veéu vrednost amplitude, dok R} ima skok sa veéih vrednozti na mznje vrednost!
amplitude. Ovo vaZi za oba rezonmantna skoka. Karakter rezonan‘nih :kokova
zaviei i od karaktera nelinearnosti sistema.

Uopstavajuéi zakljuCke kako za diskretni sistem sa dva stepena ctlobode
oscilovanja iz primera 1. i elastiéno telo iz primera 2., gde se u oba sludaja radi
o nelinearnostima istog tipa (tvrda karakteristika) i dvo-frekvento-ctacionarnoj
analizi dolazimo do sli¢nih zakljutaka o uzajamnom uticaju harmonika. Uoéljivo
je takode da je kod elastiCnih tela izraZeniji uticaj vi§eg harmonika na osnovni nego
Sto je to slu¢aj kod diskretnih sistema. U konkretnom primeru o cilovanja lju ke
taj uticaj se izraZava i u pojavi dopun kih krivih i »talacanju« vrha amplitudno-
frekventne krive, dok se kod po.matranog di_kretnog victema taj uticaj ogleda samo
u neznatnoj promeni vrednosti amplituda.

Obim rada nije omoguéio iznofenje rezultata istraZivanja uzajamnog uticaja
harmonika pri nestacionarnim dvo-frekventnim asimptotskim analizama.
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O B3AMMHOM BJVSIHAA T'APMOHUK B HEJMHENHON
CHUCTEME C MAJIBIM IIAPAMETPOM

PezwmMme

B cTaThe MONb3ys CTANHOHAPHHBIH acCUMITOTHYECKHI IBYX4aCTOTHHEIM aHa-
JIM3 HeJHHEHHBIX CHCTEM C MAJbiM TApaMeTPOM [AIOTCi BBIBOABL O B3aMMHOM
BIHSHME TapMOHAK B HEJIHHeHHOH CHCTEME C KOHEYHMM YHCIOM CTeNeHeH
cgoboprl M B pacmpelelieHO# cucTeMe. IIonb3ysich CTaHOHApPHHBIM JBYXYacTo-
THHBIM aHAJM30M CTAIMOHODHOra peXuMa KojieOaHuil yka3blBaeTCs Ha SBJICHME
OJHOTa WM BHIIE PE30OHAHTHEIX CKOYKOB [I/If HENPECDPBHIBHOIO YBEJIMUYEHMS MJIH
yMeHbIICHUs CTalJHOHAPHHBIX YaCTOT BEIHYXKACHHBEIX CHJ HJIM MOMEHTOB, Kak
nociefieficTBe B3AHMHOTO BJIMSHMA TapMOHWK B PE3OHAHTHOM OIICET€ COOTBE-
TCTBYIOIIEH wacToTe.
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JEDAN NOVI PRISTUP TEORIJI RIEMANNOVA PROSTORA

Z. Jankovié

1. Uvod

Razvoj egzaktnih znanosti, naro&ito u 19. i 20. stoljeéu, zahtijevao je i razvoj
matemati¢kih podrudja i metoda potrebnih za njihovu egzaktnu obradu. Tako je
istraZivanje osobina prostorno-vremenskog kontinuuma zahtijevalo razvoj teorije
Euklidova prostora u klasi¢noj fizici, prostora Minkowskog u specuaanJ teoriji
relativnosti i Riemannova prostora u opcoj teoriji relativnosti, s razvojem pnpadnog
vektorskog i tenzorskog raduna. Nadalje razvitak kvantne teorije zahtijevao je teoriju
Hilbertova prostora, uvodenje Diracovih bra i ket vektorskih oblika kao i teoriju
2- i 4-spinora. Razvitak unificirane teorije polja zahtijeva, pak, prostore jo$ razvije-
nije strukture i pripadnu teoriju objekata u njima (usporediti na pr. [1]).

U nastojanju da zadovolji tom zahtjevu autor je razvio svoju poopéenu shemu
vektorskog i tenzorskog ra¥una (osnove izloZene u [2], [3], [4], [5]), koja kao jedin-
stvena teorija obuhvaca i sve prije spomenute sludajeve kao specijalne sludajeve.
U ovom &lanku pokazat éemo kako je teorija Riemannova prostora ([6], usporediti
na pr. [7], [8], [9]) vrlo jednostavan specijalni slugaj poopcene sheme. No, da to poka-
Zemo, ponajprije je potrebno iznijeti u saZetom obliku osnovne osobine poopéene
sheme, kako bi &italac bio s njome dovoljno upoznat.

2. Poopéena shema vektorskog i tenzorskog rauna

A) Algebra

Svakoj totki P m-dimenzionalne mnogostrukostx Qm pridruZen je n-dimenzio-
nalni vekiorski prostor Xn(Qn), odnosno njegova etiri oblika, eksphc1tno pisana
u jednom sistemu pripadnih baza B (e) [2]

bra-gore a<=a;e'CX,;, bra-dolic a.=d'e, € X, n

ket-gore >a=;a’'e &>X,, ket-dolje ~a='a;e €:5X,
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> i < su znaci za valencije, a (i) komponente a e (i) bazni vektori; dok se ovi-
snost o todki P(x¥) podrazumijeva,

"Vektorsku strukturu vektorskog prestera X (Q,,) odreduju polja fundamen-
talnog F(Q,) [2]i transpozijskog T(Q,,) [4] operatcra, Vektorsku strukturu X RO
odreduju, dakle, operatori F i T dani u jednom sistemu pripadnih baza i grupa
transformacijskih operatora ¢ (Qm), #(Qm) [5] medu Sistemima pripadnih baza.

Direktni (tenzorskl) produkt pojedinih vektorskih formi (1) (znak ® : motZe
se ispustiti medu ket i bra formom, ili samo bra (ket) formama: asocijativan, distri-
butivan, dopusteno izluivanje skalarnog faktora) tvori vektorski prostor direktnog
(tenzorskog) produkta (rang jednak broju faktor prostora). Kontrakcija direktnog
produkta, tj. pridruZivanje skalara uredenom paru bra i ket vektorskih formi istog
vektorskog prostora, jest skalarni produkt (znak @ : moZe se ispustiti medu bra
i ket formom).

Fundamentalni operator F je nedegenerirani tenzor drugog ranga, koji ostva-
ruje uzajamno jednoznatnu vezu medu bra (ket) formama »gore« i »dolje« istog
vektora, a mjegove komponente u svakoj bazi B(e) su skalarni produkti baznih
vektora
1j.

SE<= >E<‘>:E<; >E.=>E"E., 58<=5E<>E, >g<="E.,E<, (2b)
gdje zbog uzajamne jednoznagnosti'treba postajati
>8<”8<=5E<, >g<,g.=>E.. (29

Operatori E su operatori identiteta, a g operatori spustanja i dizanja valéncije. Od
etiri_forme fundamentalnog operatora jedna g forma je slobodna i njezinih n?
komponenata predstavlja slobodne parametre.

Zbog (2) skalarni produkt vektora moZemo pisati u obliku.
. g@ll=.a<>-b=a<>b=a<>b=a<>b. (3)

Transpozicijski operator T je nedegenerirani tenzor drugog ranga, koji ostva-
ruje uzajamno jednoznatnu vezu medu bra i ket vektorskim formama istog vektora,
na pr.

a<=T<<,q, T<<=T,é e); sa=a< T, >>T=e,e T, (4a)
gdje. zbog uzajamne jednoznalnosti treba postojati
) TS<@Z>T= >E<', T<S@>ZT= >E<. (4 b)

Za preostala tri para oblika transpozicijskog operatora postoje relacije analogne.(4),
koje se mogu dobiti primjenom fundamentalnog operatora. Od osam formi tran-
spozicijskog operatora, zbog relacija analognih (4 b), samo je jedna forma nezavisna
i njezinih #n2 komponenata predstavlja slobodne’ parametre.

Skalarni produkt (3) moZemo jzraziti pomoéu komponenata vektora iste
forme, na pr.

a® l_’_= a<”b=a< (b<>>T)=a'b ;T. &)
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S transpozicijskim operatorom moZe biti povezan i operator konjugacije
(sludaj a) bez konjugacije, sludaj b) s konjugacijom) [10]. U siuaju a), koji u daljem
razmatramo, simetriéni (antisimetri¢ni) transpozicijski operator uzrokuje komuta-
tivnost (antikomutativnost) skalarnog produkta (5):

Transformacijski operatori [5] su nedégenierirani operatori drugog ranga, koji
uspostavljaju uzajamno Jednoznaénu vezu medu formama istog vektora u raznim
bazama B(e) i B(e"),

ey St =5E< E'<=ee' ¢ ¢ =e't;e,
.>t<’=>E<>E,<; . (6 a)

erle; s 1<=3E'< E<| >’7<=>E;>E<a

gdje su ¢ 7 inverzni operatori, a svaki oblik (6a) za sebe odraZava grupno -svojstvo,
na pr.

Stan=>t > = >E<>E<>E<>E< >E.>E.. (6t

Bududi da su pripadni transformacijski operatori inverzni, imamo dvije slobodne
grupe transformacijskih operatora (6a).

B) Analiza

Osnovu vektorske analize predstavlja pojam apsolutnog diferencijala (deri-
vacije), koji je definiran ovako [3]

AA =V, Adr*=A4(Q)~A(P)g; P(x), Q(x*+dx*) €Q,, O

gdje A(Q) oznacuje vrijednost polja u tocki Q, a 4 (P),, paralelno prenijetu vrijednost
polja iz totke P u tolku Q.

Apsolutni diferencijal (derivacija) podvrgava se ovim pravilima
1) O(4+B)=04+6B, 0=V, A 8a)
2) ®(4.B)=(04)-B+A4:(©B), (-svaka vrsta mnoZenja).
Posebno se jo§ zahtijeva
3) Af =V, fdxk=df =0, fdx*, f(x*) skalarno polje,
4) Ale=V, ‘edxk =(T")Je dx*,
Aje =V, e dx* = (T, je dx*, (8b)
Ael =V, ¢l dxk = ()i e dx®,
Ae; =V, e; dx* = (IV),.e; dx*.

4 mn? velidéina T su koeficijenti koneksije.

Vektorska analiza odredena je apsolutnim diferencijalom (derivacijom) funda-
mentalnog, transpozicijskog i transformacijskih operatora,
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1z (8) i (2) slijedi da apsolutni diferencijal (derivacija) fundamentalnog opera-
tora identicki iSCezava, AF=0, tj. da je veza izmedu pripadnih vektorskih formi
»gore« i »dolje« invarijantna prema paralelnom pomaku

ALE<=0  tj. () +{@)%=0,

A>E =0 Gy =0, ©)
Ago = 0 0,'gl= (Fr);; rgl +ig"i(,T),,
A>g==0 O i8i= (T &)+ i8r j(;P)k'

Relacije (9) pokazuju da je od 4 mn? koeficijenata koneksije slobodno 2 mn2—N, e Np
broj nezavisnih jednadZbi u (93) odnosno u (94).

Invarijantnost veze izmedu-bra i ket vektorskih formi prema paralelnom
pomaku osigurava zahtjev da apsolutni diferencijal (derivacija) transpozicijskog
operatora treba identitki i3¢ezavati, AT'=0. Tako nalazimo na pr. ~ ' )

AT<< = 0,' ak Tij -} T” (Fi)kr + Tir (Fj)kr =0, (10)

Prema tome od mn? koeficijenata(I");mo¥e biti slobodno mn2— N, Ny broj neza-
visnih jednaZdbi u (10). Iz (9) i (10) slijedi da su koeficijenti koneksije u B(e) odredeni
fundamentajnim i transpozicijskim operatorom i da tek. specifitne osobine tih ope-
ratora (na pr. simetriénost) mogu imati za posljedicu da se odredeni broj tih koefici-
jenata moZe slobodno odabrati.

Apsolutni diferencijal (derivacija) transformacijskih operatora, zbog (6) i (9),
takode identi¢ki i8€ezava, §to u stvarnosti implicite predstavlja zakon transformacije
koeficijenata koneksije, na pr.

A>t = 0; (TN = (T, 07 1.0 X =71 0% 47 (11)

Kovarijantni diferencijal (derivecije) D(D,) i difercrcijal (derivecija) para-
lelnog pomaka 3(3,) vektorskih komponenata jednostavno su povezanis apsolutnim
diferencijalom (derivacijom) samih vektora, na pr.

Aa. = (Dda’)e,= D, a dx* e,=[(d— ) a'l e;=[(3, — §;) a' dx*] e;. (12)
Komutator apsolutnih diferencijala (derivacija)
Al A=A A~ A A) A= [V, Addixi dy 3= (V; V=V, V) A dy x) d, x¥ =
={(4(P)g,)o— (4 (P)ai)o, (13)
P(xb, 0, (x+d x5, Q,*+d,%), Qx+d xk+d,x)EQ,,

predstzvlja razliku parelelno prenijet’h veli¢ina pclin 4 putovima PQ,Q i
PQ, Q. Zbog (1) i"(13) ©=[A], [V]; pcsjeduje csobine (8a). Relacije (8b)
poprimaju.za (13) ovaj oblik:

3') [Alf=0, (14)
&) [ALei= Vi e d, x)dy % = Rypte, dy %7 dy x¥ =y R €, dyx) dy 5 =
=10, (T"); = 0k (M) + T AN — ') (I‘?kq] e dy x/d, x¥,
1A ,e=[Vy e d, ¥/ d, x* = & Ry, dy xI d, x* ="y, R, d, x d, x =
=2 [0; (T — 04, (T); 4 (D) (1), — (1) (T)] d, x/ d, x¥,
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gdje su i, r vektorski, a j, k koordinatni-indeksi. Analogni izrazi dobivaju se i za
preostala dva niza baznih vektora ‘e i ¢': Koeficijente R nazivamo koeficijentima
zakrivljenosti i oni su prema (14) potpuno odredeni koeficijentima koneksije.

Zbog identiCkog iSCezavanja' apsolutnih diferencijala fundamentalnog (9).
transpozicijskog (10) i transformacijskih operatora (11) i komutatori apsolutnih
diferencijala ‘tih operatora identiCki iCezavaju

[A]F=0, [A]T=0, [A]¢=0, [A]t=0. (15)

Relacije (15) odraZavaju implicite odredene osobine koeficijenata zakrivljenosti,
na pr.

[A] -8<=0; Ry, + R, =0,
[A]T<<=0; T9 qukr+Trq quki=0, (16)
AP T<=0; 7R % =Ry

- ’ & R .
dF 1o xR oy x/.

3. Metriéki prostor (GX)n

U slutaju jednakih dimenzija n=m moZemo vektorsku strukturu Xn(Qn) i
strukturu mnogostrukosti Q, stopiti u strukturu metrickog prostora tako, da uve-
demo vektor pomaka

4(dx)< =(dx)' e; (dx)=dx', ¢;= M—;‘;—)i]‘ , VB (e, x¥). an
x’

Baza B (e, x*) postaje tangentnom bazom, a bazni vektori tangentni bazni vektori.
Udaljenost todaka P(x*) i Q(x*+dx%), tj. metrika, odredena je normom vektora
pomaka

PQ? = ds? = (dx) <> (dx) = (dx) < (dx) <>> T = d' d/ ;T, (18)

odakle vidimo da transpozicijski operator igra ulogu metri¢kog tenzora u metritkom
prostoru GXn (Qy).

Transformacijski operatori za prijelaz medu dvije tangentne baze odreduju
se iz vektora pomaka (17) ’

(@)= (dx)<=dx!T e-::- =dxi e,
0 X e 0 X (19)
7t =igio, X' 78,'-“ =78 0oxig,
Poopéeni nabla operator

>V =le(V)='eV,='e D, (20)

omoguéuje formulirati Grad, Div i Rot vektorskih i tenzorskih polja.
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Transformacijski zakon koeficijenata koneksije slijedi iz izraza (11) i (19).
Antisimetri¢ki dio (u vanjskim indeksima) koeficijenata koneksije (11) odreduje
komponente tenzora (tre€eg ranga) torzije >>S., buduci da se transformlra ovako

(I")—- = (I")k, o x'7 a~ xk t)—xf >>S =2 (Tyikelee,. 21)
Transformacijski zakon koeficijenata zakrivljenosti slijedi iz (16) i (19)
TR = Ry 0 %7 0% ¥ 05 xJ 0, %7, (22)
i oni postaju komponente tenzora zakrivljenosti Cetvrtog ranga zbog (14).

4. Riemamnnov prostor

Specijalizacijom fundamentalneg i transpozicijskog operatora (2) i (4) mo-
7emo dobiti pojedine vektorske, dakle i metri¢ke prostore. Riemannov prostor
predstavlja metricki prostor bez konjugacije'(;lucaj a)) pooplene sheme karakteri-
ziran time, da su bra i ket ,,gore’” (,,dolje’’), vektorcke forme identitne (sluéa_] A,
tj. da je transpozicijski operator u svakoj tangentnoj bazi oblika

T<<=¥8eel, >, T=[3%,e, VB(e, x*). ‘ (232)
U. tom slu¥aju fundamentalni i trancpozicijski operator su identiéni i simetriéni
u svakoj tangentnoj bazi

F=T, na pr. TV=TH=igi=Jgl YB(e, x¥) (23b)

Zbog (23) moZemo upotrebljavati samo jednostrane indekse (na pr. na desnoj strani)
i uobigajene nazive kontravarijantni (,,gore”) i kovarijantni (,,dolje’’). Iz (5) slijedi
da u sludaju Aa) skalarni produkt postaje komutativan, a iz (18) da metriku odreduje
simetri¢ni transpozicijski (fundamentalni) operator kao metric¢ki tenzor.

Komponente transformacijskih operatora (19), zbog (23), glase

wlg=0, %07, Tt"=f't-,-“=b-:.-<x". (24)
Nadalje, zbog (23) slijedi iz (9), ova veza medu koeficijentima koneksije

T i)kj = J(T)k = - i(jr)k = — (I j);'»" 25)

pa samo jedan oblik koeficijenata koneksije treba odrediti. Odredbeni sistemi jed-
nadzbi (9), odnosno (10), postaju zbog (23) i (25) identitni

Or i8] =T + Ty =21 D (26)

i zbog simetrije fundamentalnog operatora (23) odreduju n2(n+1)/2 simetri¢nih
(u vektorskim indeksima) dijelova koeficijenata- koneksije (I%}),;. Prema tome
n2(n—1)/2 antisimetrinih dijelova koeficijenata (I‘A),q mogu se slobodno odabirati.

Koeficijenti koneksije mogu se rastaviti na simetrine i antisimetri¢ne dijelove
na ova dva natina

@y = Ty + T =T+ T . @n
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Iz (26) i (27) moZemo izraziti simetri¢ni dio u vanjskim indeksima koeficijenata
koneksije ovako

£ 3 1 s s s
Ty =’5—(‘)i 8k + 05 4181 — 0 i8)) -(Ft);;c - @j e (28_)

Za tenzor zakrivljenosti nalazimo da je potpuno odreden s koeficijentima
koneksije (P')k,, odnosno (I';),;. Za njegove komponente nalazimo ove veze me-
posredno iz (14) i (16)

Rije= ~Ritjes Rijr= —Ryppes Rijio =Ry - 29

Jednostavnom primjenom relacija (14) i (21) izvodimo za tenzor zakrivljenosti niz

znadajnih rezultata. Tako dobivamo poopéeni Riccijey identitet (S ciklitka suma)
: itk

S (V1 €= S V(87 &),

S Ry = S {c) S8 ( @)p V9,
Nadalje, buduéx da 1dent1ck1 iS%ezava operator

S IV [VLid = S {V,0V1] ~ (Ve V=0,
to identitki i$ezava i izraz

S [VulViile=0, Ve,

a taj se pomocu %), (14)i kovarx_]antmh derivacija komponenata tenzora zakrivlje-
nosti moZe napisati u obliku poopéene Bianchijeve relacije

jkm {Dm (lekr) + 'qukr ngl} =0, (V i r). (3 1)

5. Oﬁginahi Riemannov prostor

Opisani prostor, tj. specijalni sluaj metritkog prostora poopéene sheme
(GXa, sludaj Aa)), mogli bismo nazvati generalizirani Riemannov prostor. Teoriju
originalnog Riemannova prostora dobit ¢emo iz teorije realnog generaliziranog
Riemannova prostora, ako zahtjevamo da tenzor torzije (21)," odnosno njegovih

2 — .
1(—7—1—) komponenata identicki i88ezavaju

Syl =2 (MH%=0. (32)

Taj zahtjev (32) ekvivalentan je zahtjevu da n2(n—1)/2 komponenata vy Dyt koje
su prema (26) slobodno odaberive, odaberemo u (27) tako, da bude i lspunjeno

(Fi)fk =0, (I i)kj=(Pi)7<j = [Jk, i]= —2‘(01 kg:f + 0, ig} — 0 jgi )
] : (33
@ Dwy= Lk, i~ Ty = 3(01 +81 —0;,80), Ty = Py Ok &)~
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U originalnom realnom Riemannovu prostoru ([6] i 7], 8], [9)) koeficijenti '
konekcije (33), zbog (32), su simetriéni u vanjskim indeksima, tj. oni su Christoffelovi
simboli prve vrsti [jk, 7], 1 potpuno su odredeni simetriénim metri¢kim (fundamental-
nim) tenzorom. Nadalje, tenzor zakrivljenosti, zbog (33) i (14), takoder je potpuno
odreden simetriCnim metri¢kim tenzorom. Prema tome polje realnog simetriénog

metri¢kog tenzora (u tangentnim bazama) potpuno odreduje sve osobine originalnog
realnog Riemannova prostora.

Zbog (32) u originalnom Riemannovu prostoru Riccijev ider}titet (30) - glasi

S Rijk:r'——- 0, (V) (30 a)
a Bianchijeva relacija (31) poprima oblik
S Dm Rukr -0, (V i, r) (31 a)

Jkm

Posebno istaknimo relaciju medu komponentama tenzora zakrivljenosti"
Rijir=Rjirs ' (34)

koju dobivamo iz (29) viekratnom primjenom Riccijeva identiteta (30a).
IzloZena teorija Riemannova prostora vrijedi za ma koju dimenziju n iza

ma koju signaturu od g, pa dakle sadrzi kao daljnje specijalne slutajeve i teoriju
Euklidova prostora kao i neeuklidskih prostora.

Zakljucno mogli bitmo istaknuti da izloZena pecuahzacx_]a, tj. teorija Rieman-
nova prostora, kao.i neki drugi sludajevi (na pr. teorua 2- i 4-spinornog prostora
i njihova veza s Cetiri-dimenzionalnim prostorom opce (Cpecualne) teorije relativ-
nosti [11]) pokazuju, koliko je sadrZajna i primjenljiva poopéena shema vektorskog
1 tenzorskog raduna.
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A NEW APPROACH TO THE THEORY OF THE RIEMANN SPACE

Dedicated to Prof. Dr. Tatomir Andjeli¢ on the
occasion of his eightieth anniversary

Summary

The author’s generalized vector and tensor calculus scheme (especially, [2],
[3], [4], [5]) was an attempt to create a unified scheme suitable to meet all needs
in exact sciences, i.e. in classical, relativistic, quantum physicc and in unified theory.
In this paper we show that the Riemann space ([6), also [7], [8], [9]) represents a simple
special case of-the generalized scheme. o

Four forms (1) of the n-dimensional vector space Xy over an m-dimensional
manifold Qp, are related in the one-to-one way by the nondegénerate fundamental
(2), transposition (4) operator and the transformation group operators (6).

The vector analysis is based on the notion of the absolute differential (deriva-
tive) (7) which should satisfy (8). Invariance to the parallel displacement of the
relations between the vector forms is expressed through identical vanishing of the
absolute differentials of the fundamental (9) (I, coefficients of connection), the
transposition (10) and the transformation (11) operators. As a consequence, the
commutators of the absolute differentials (13) and (14) of the mentioned operators
also vanish identically, (15) and (16), (R, coefficients of curvature).

The metric space GXp (2n) is characterized by the equality of the dimensions
n=m, the existence of the displacement vector (17), the tangent bases and the metrics
(18) (the transposmon operator is the metric tensor). Furthermore, the transforma-
tion operator components have the forms (19), the generalized nable operator (20),
the -torsion tensor (of the third rank) (21) exist and the coefficients of curvature
become components of the fourth-rank curvature tensor.

Now, the generalized Riemann space represents the particular case Aa) of
the,metric space. This case 4a) is characterized by the identity and symmetry of
the fundamental and transposition operator fields (23) (i. e. by the identity of the
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bra and ket forms). Then, the transformation operator components are given by
(24) and the coefficients of connection by (25), (26), (27) and (28.) The relations—
(29), (30) and (31) are valid for the curvature tensor components.

The original Riemann-space [6] is a special real case of the generalized Riemann
space, characterized by the vanishing of the torsion tensor (32). For the coefficients
of connection, the consequence is (33) and for the curyature tensor, the relations
are (30a), (31a) and (34). Thus, in the original Riemann space the connection and
curvature are completely determined by the real symmetric metric (i. e. fundamcntal)
tensor.

Prof. Dr Zlatko Jankovié
Sveutiliste u Zagrebu
Prirodoslovno-matemati¢k: fakultet
Matemati¢ki odjel

Maruliéev trg 19, Zagreb
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PABAH-BPEME V¥V KOJEM CY IIYTAIE MHEPHNOHMX KPETAIbA
KOHYCHH ITPECEIIU

Mapxo JI. Jlexo

V ommroj TeopHjH pelaTHBHOCTM METPHMKA IIPOCTOP-BPEMEHa je ocie-
Anna pacnopene Marepmje. Taxo, MaTepujansa Tauxa oxpelyje MeTpHKy mo3-
HaTy kao lllpapmmmnmoBo pelleme, y OJHOCY Ha Koje HyTame MaTepHjalIHHX
Tadaka y 3-npocTOpy HHCY KOHYCHM Hpecel H Xoja Haje JoOpo mo3HaTe npe-
uecmje IUlaHeTCKMX mepaxena y CyHYeBOM rpaBHTANMOHOM IIOJBY.

IIpupoXHO je NMOCTABHTH HHTame: Aa JU je Moryhe Hahu TaxkBy MeETpHKY
NpOCTOp-BpeMeHa Ja 3-IyTarbe MaTepHjajHuX Tayaka OyRXy KOHYCHH mpecenu?

JI0BOEHO je, HapaBHO, OrPaHHYMTH CE€ HAa TpaXeme METPHKE paBaH-BpE-
MeHa TaKo Aa 2-TyTame MaTepHjajHuMX Tauaxa OylNy KOHYCHM IIpECeifd.

Pemanajyhin Taj 3agmarax mojlasmM ol IPETIOCTaBKe, Kojy IpHpoAa Ipo-
6nema mamehe, Ha je MaTepujaNHH CHCTEM KOju ofpelyje TakBy MeTpHKY chep-
HO CHMcTpHYaH. Y oJHOCY Ha HoJapHe XoopAuHate x'(i=1, 2, 3) wajommurHju
Moryhm m3pa3 3a.MeTpruxy dopMy Takeor pasas-BpeMena je [1]

ds? = F(x!, x%) (dx')?* + G (x!, x%) (x!)? (dx2)? +2 H (x!, x*)dx' dx* +
+L(x', x*)(dx*)?, 1)

rae je x3=ct, mpu YeMy je ¢ Gp3NHA CBETIIOCTH Yy BaKyyMy, a f KOOpAUHATHO
BpeMe. 3adarak je Hahm 3axTeBaHy MeTpmuky dopmy.

Kao mro he ce ToxoM oBor H3jarama BHAETH, MOXE CE OYEKHBATH Ja
NOCTOjM MHOTO pemielka oBor mpobiema. Ja hy ce, y oBoM pajy, OrpaHUYHTH
Ha TpaxXelme OHHX pellera Koja 3aJ0BalsaBajy H3BECHE HpeTmocTaBke, koje Hy
CYKIECUBHO, TOKOM H3JIarayba, HaBOIWTH.

[IpBo, TpaXxnuM pememe NOCTAB/LEHOT NPOo6IeMa oA MPETIOCTaBKOM Jie je

(IL.1) G = const#0. ' )

§ 3Bopmax pajosa 4 (12) 113
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Tama je MeTpHWYKH TEH30p g, KOjE OArosapa MeTpuukoj dopmum (1),

F(x!, x5 0 H(x!, x%)
&= 0 G- (x')? 0 . 3
H(x' x3) 0 L (x', x3%)

Kpucrodenosr camGonn mpse BpcTe,

. 1 /og 0gy, 0g;
ij, k] =— |2k =K _ U), 4
K= (bx’ ax)  oxk @)
Pa3NHMYUTH OF, HylXe Cy
1o L OF ~ 10L
11,1]=——, 13,3] = — 2=,
[ ] 2 oxt ’ [ ] 2 oxt
13-4 _19F [22,1]= — Gy,
oxt 2 0x3 _
a OH 10L ©
12,2]=Gx', 33,1]=— — — ——, ‘
221 x v 3.1 ox} 2 o0xt
n3y=L2F (333]=L2L |
2 0% 2 9% J

HeTepMuHAHTA g METPHUGKOT TEH30pa 3) je
g-GEL-ENGY, ©
vo,r[ame_ce oiMax JobGuja ma Mopa GHTH '
' FL— H?%0. ' )

Capa ce 3a KOHTpaBapHjaHTHE MeTPHYKE Ten3op g¥ moGmja

GL (x)? 0 — GH (x1)?
1
8~ G FL_ HH () 0 FL — H? 0 , ®)
~GH(x)? 0 FG (x')?

na cy Kprcrodenopn cumOBoiau mpyre BpCTe,

{jik]=g”[fk,l],- - ©)
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PpasjMIATH O HYyJIe

e, ()4
11] 20L=E)\ oxt  ox® dxt 12]

(R e —
13) 2(FL-H? ox')” l11) 2(L-H)\ oxt

_p o)
ox! 0x3
[1}=_ 2 3 ___ 1 (poL_
22 FL— H? 13f 2(FL—-HY)\ ox
_Hif_)
0x3
B AR A
33) 2(L-H)\ T ox 22) FL-m2
L0 g2k,
dx? ox3

{ 3 }=____1 (H€£_+ L, poH)
33f 20L-H)\ ox'  0x 02

Opgropapajyhie mudeperndjaiHe jegHaqnNe reoHe3ujCKUX JIMHMja,

dzx’_'_{ i ]dx’ dx*

ds? ds ds

ds ds

cy, caja, 3a i=1

dx 1 (L()F+ _(Z_F__2 )(dx)+
ds? 2(FL - H? 1 ox ox*/\ ds

1 ( 0F oL \) dx' dx? GL L [dxE\?
+ -H—) " M= +
FL—H?\ 0x3 oxt (ds)

ds ds FL-H?
RN (2L0—H-L0L —u? )(""3)
2(FL-H? ox? ox! ox3|\ ds

33 i=2

d’x? 2 dx &¢
ds* x' ds ds

8

(10)

(11)

(12)

13
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a3ai=3
243 1,2
d x+ 1 (ZFE_H__HE_FE_)(&)_}.
dss  2(FL-H? ox! ox'  ox*J\ds)
1 Jy3 2\2
+————1——-—-(F0L H()F\dx dx L8 GH » ff_),*_
FL-H?\ ox* ~ox*|ds ds FL—H® \ds
oL H 3
P - (H9£+F-——2 0 )(d" ) -o. (14)
2(FL—H»)\ 9dx* 0x? ox*/\ ds
JepaHn HecyMBUBY HpBH MuTerpain jemuaumua (12)—(14), xoju ce moduja
HemocpenHo ®3 MeTpuuke dopme (1), je

R e e R

dxz 2
CMenOM H3pasa 32 (—:k-—) A3 Te jenHauympe y jemHawwHy (12) mobmjamo

2
dx ! /L £+HL—Q—F—~2HL-0—£I-—2FL————+FL——-+
ds? 2(FL H)\ 0 23 dx! 3 x3 dx!
1 1 3
H.‘)__E) f’_’f,) b1 (L E—ZHL?—E— H? aL)ﬁ"x_di-
0x3/\ ds FL-H? 0x3 0x? 0x3) ds ds
1 212
._.________Gx ( 2L2_I.{_x1 L.a_L_xx_H.g_L_xl)(.di) +
2 (FL- H?) ox3 ox! ox3 ds
TR ( oH ;oL _ H£)=0. (16)
2(FL-H?)\ ox oxt  oxd |

Orpanmvuliy ce, cafia, Ha oHa pellelha Koja 3a10BOJbaBajy joll H IIpeT-
1 g3
TOCTaBKy Za je M3pa3 y3 %% Yy TOop®Oj jeAHAYUHM jefHAK HYJH, Tj. A3 je

(L 11) inf—zﬂLaH mlL_y, an
0x3 o0x3 ox3

OF
CMeHUBIIA M M3pa3 32 5}; us (17) y (16) mo6mjamo

241
d'x OF —2HL9£—2(FL H2) +FLO—L+

1
+
ds? 2(FL—H2)[ 0 x! ox ox!

1 1
+—(FL H2)~— (-‘5"—) ——G—"-——(zL2+2L"—’ix1—
i | 2(FL-H) 2%
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212 '
_Le_l_’xl_.H Q_Exl)(g_) +__1___(2L0_H__
0 x! 0 x? ds| 2(FL-H? ox3
_L_"_L_H"_fz)=o, (18)
ox! ox3

M3 (13) je ounrmedaH NpBM HHTETPAl

d? A

ds (xl)z ?

rae je A xoncrapra. (Jemmawuna (19) mpencrapiba, ycTBapH, pelaTHBHCTHYKH
HHTETpajt KHHETHYKOI MOMEHTa,

(19)

2
dx? _ic4 dr e —.l_dg2, (20)
dx (x‘)2 c?
o/,
2
a4, @1
dtv (x')?
rae je
A,=icA). (22)
Ha ocuosd (19) jemnauymma (18) mocraje
2 41
ax 1 L2 -a—F—ZHLa—H—Z(FL Hz) OH oL,
ds?  2(FL-HY)| ox! ox oxt
—(FL oL (ﬂ—) 1 laswerr L+
ox3|\ds| 2(FL-H?» =y
+AZG(2L6H—L0—L—H‘)—£) 1 _
ox3 dx! 0x3 [ (x1)?
—2L0—H~+L0—L+H2£ =0. (23)
0 x3 oxt ax3
VBenuMo, cafa, GyHKUMjy
| a=l, 24)
u
Jennaunna (19) mocraje
dx?
= A, (25)
ds
na gobGujamo
1
L (26)
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"
d? xt d?u
= A2, 27
ds? (d x%)? @)
Cwmenusiin (24), (26) v (27) y (23) umamo
2
dw 1 L2£—2H2§-~GI Ha Hopdk,
(dx?? 2(FL-H?*»| ox o xt 0x}  dx!
2 5
+—am HW——i(W)+ GL ¢ Piﬁ—
&) FL—H*" zum H)\  ox?
L AL L (00 0L HOLVL g
oxt Lox¥ 242(FL—H?)\ 0x3 0x Laﬂ)w ’

IITO OpeACTaBba AudepeHNUjaIHy jefnavdHy 2-MyTamke MaTepHjallie Tauke y
2-paBHM paBaH-BpeMEHa UHja je MeTpHuka opMa mara m3pasom (1) mox ycio-
suMa (2) u (17), omu. (IL. I) m (I1. II).

V xnacnyroj (BbyTHOBOj) MexamMIM oAroBapajyha mudepeunmjansa jenua-
YyHa IyTa¥be MATepHjaliHEe Tauyke y PaBHTANMOHOM IObY MaTepHjajiHe TadkKe
mMace m,, 3a KOjy je HO3HaTO Ja DpelcTaBlba KOHYCHH IIpeceK, je

d*u k*m
ru=Bm (29)
(dx*? 42 _ L . .
rie je k? rpaBHTALMOHA XOHCTaHTa, a A, XOHCTaHTa Koja Ce TojaBibyje y Kia-
cuyaoM (IbyTHOBOM) MHTerpaiy KMHETHYKOT, MOMEHTa

dx? ' :

(x> —=4,. 30
) 7 A (30)
Jeppaunga (21) je PENATHBHCTUYKO YOTINTEHhE je;maquﬂe (30), ma, 3axre-
Bajyhu Ja W y TeOopWju DpejaTHBHOCTH axdepenmujanea jegpaumsa 2-nyTambe
MaTepHjajHE Tauke y IrpaBUTallioHOM mosy Oyzae (29), oma Moxe OuTH Hamu-

caHa, ¢ o63upoM Ha (22), u y o6muKy
d*u k2m,

+ .
(d x?)? Y

PenatuBuctruka jennaumHa (28) he OmtH, mpema ToMe, AudepeHIHjaaHa
jemHayHHA 2-yTalke MATepHjaNHe Tayke Koja NpejcTaBba KOHYCHH NpeceK KOjH
ojropapa KJIACHYHO] myTamy (29) ako Cy 3aJOBOJbEHH YCJIOBH

OF o0H 2 oH oL H

€20

—_— i, A Julliniel — 2.__.._
Lo =2H = (FL=HY) =4 F oot S (FL=H) == =0 .x@m
u,.
6L_1,_ G ZaH_e_g_ff_zg)_
FL—-H? x! 2(FL—H2)( ox3 oxt Lox?

1 OH oL H L 1 k2m,
e (pOE L H L) L
2AFL—H)\ 0x3 ox' Lox3
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Tpaxena Merpuka he, mpema Tome, 6uTH ofpeleHa pelemuMa jeXHATH-
Ha (32) u (33) y3 mpetnocraeke (2) u (17).
. C o63upoM Ha je 3ajaTak jOLI yBEK CJIOXeH, orpammeufy ce, Hdajbe, Ha
TpaXemhe OHOT pellickha Koje 3a/{oBolbaBa W cileiehe mpeTmocTaBke

(I1. TII) H=H (¥ | 34
L .
— H2
(L. 1V) [L'Hf (35)
f=f(%. (36)
Tlox TuM mpermocTaBkama ce (17) coau Ha v
oF
— =0, ' 37
e (37
ma ce 32 (32) mobmja
_ i .
___._+ F= -, 38
f R (3%
a 3a (33)
1 km 1 km
Y 42 1 _ Ty N 1) _
[A G—(x )z] [( G) ATy YD F]f (xl +c2A2) 0. (39
- W3 (38) je. . . .
Ff=B, N (40)
Tae JC B nmerpaunona KOHCTaHTa, K0ja, 36or (7), Tj.
' FL—H?=(Ff—-1) H20, 41)

Mopa OWTH pasiHYATa OJf jeAUHHMIIE. I/I36eraBaJth cIyqaj F 0, xoHcTanTa B,
Mopa 3aJ0BOJbABATH YCIIOB '

(0, |
5| (42)
Enmampnaucasmm F u3 (39) u (40) mobmjamo
df G 1, Em
G (] =+ (B, D(F+5 -0 43)

a CMemHBalmeM B, Ipou3BO/EHOM KOHCTAHTOM B Kkoja 30H0BOJbaBa

_]’

44
0. (44)

B=B1—I;é{

uMaMo

— A2 132 df G 1 kml = . v 4
2A2[AG ()] f+ (xl cZAz)‘ 0. KR ,',(5)
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" VBenumo, caja, yMecto ¢dyHkmmje f QyHKumjy

B
== —— 46
e=f G (46)
Jemuayuna (46) moctaje
2 2
do___ 246G ,pkm 1 @
dxt  x![A2G—(xY)?] e A2G—(x))?
a WeH HHTErpan
k2m, 1 (x1)2
= 2B—‘——+C)—————, 48
? ( ¢z x! AzG-—(x’)z ) (48)

rae je C wHTETpalldOHA KOHCTAHTA.
N3 (46) je, cana,

2 1\2
f=(2BML+C)J—)————+£, (49)
¢z X A2G-(x)? G
a u3 (40), mmajyhu Ha ymy (44),
A2G—-x

F=G(B+1) (50)

2 :
(CG—B)(x1)2+2BGf‘—’2-'ix1+BA20
[

Ha ocroBu [o6HjeHEX pe3ynTaTa jeJaH of o0nHMxa TpaxeHe METPHIKC
dopme je
ds? =F (dx')2 + G - (x})? (dx?)? + 2 H dx' dx* + H? f (dx3)?, (5D
rae je G=const>0, F nato m3pasoM (50), H mpouspobHa ¢yHXImMja mpoMe-
muse x3, a f mato m3pazoM (49).

JIatepaTtypa
[1] Mgller, C., The Theory of Relativity, Clarendon Press, Oxford, 1972.

THE PLANE-TIME IN WHICH PATHS OF INERTIONAL
MOTIONS ARE CONICS

Summary

The Schwarzschlid’s solution gives, for 2-paths of particles, lines which are
not conics. It gives, as a consequence, a precession efect.

This paper is an attempt to find such a metrics of the plane-time in the general
theory of relativity that 2-paths of particles be conics, without precessions.

Prof. Dr Marko D. Leko
Prirodno-matematicki fakultet
11000 Beograd, Studentski trg 16/IV
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O PROSIRENOM SISTEMU RELATIVISTICKIH KINEMATICKIH
VELICINA S NEKIM PRIMENAMA NA MAGNETOHIDRODINAMIKU

lija Lukacevi¢

U ovom radu posmatraju se u osnovi dva vektorska polja koja obrazuju pu-
tanje u Svetu bilo opéte ili specijalne relativnosti. Polazi se, dakle od jedne indefinitne
metrike &iji je osnovni tenzor g,; nadelno rimanski (simetriéne povezanosti I'gy).
Jedno od tih polja je vremensko i jediniénog intenziteta te predstavlja, nagelno uzev,
getvorobrzine, dok je drugo prostorno i promenljivog intenziteta. Razlaganje kovari-
jantnog izvoda {etvorobrzine vr$i se po poznatoj kinematitkoj shemi, a onda se
ista primenjuje na prostorne vektore, ¢ime se dobijaju simetriéni obrasci razlaganja
i obrazuje ono §to nazivamo proSireni sistcm kinematickih veli¢ina. Treba odmah reéi
da je u slufaju jedini¢nog polja prostornih vektora ovakva podela ve¢ vrSena u
radu [2]. S druge strane, u na§im ranijim radovima [5), [7] mi smo izu€avali uzajamne,
ili relativne kinematicke veliine i primenjivali ih. Treba reéi i to da su vremenski
vektori promenljivog intenziteta takode posmatrani, s nesto drukéijim pristupom,
u radu [6]. Bitan motiv nafeg pristupa leZi u primeni na magnetohidrcdinamicko
elektromagnetno polje, jer je simetrija osnovnih jednadina u odnosu na Getvoro-
brzinu i magnetno polje, odnosno indukciju, takva da omoguéava dopunu nekih
od osnovnih zakljudaka o odnosu kinematickih veli¢ina i magnetnog polja zakljudé-
cima o odnosu proSirenih kinemati¢kih veli¢ina i Getvorobrzine.

* * *

Posmatrajmo metriku opSte relativnosti ¥4, koja je po pretpostavci orijen-
tabilna, diferencijabilna, lokalno svodljiva na kanonski oblik (4, +, +, —) i si-
metri¢no povezana, odnosno rimanska. Neka metri¢ki tenzor bude triput diferencija-
bilan na ¥, (zbog Bianchi-eve identinosti). Posmatrajmo dva vektorska polja
u* i £ Neka * bude jedini¢ni vremenski vektor a £* prosterni vektor proizvoljnog
intenziteta. Dakle

gaa uuu8= _1, ges Ea &B=(92’ (ll)
gde su u* i & diferencijalbilni bar do drugog reda izvoda. Nave$emo neke ve¢
dobro poznate sopstvene kinematitke veli€ine [4], ekspanziju 9,4 i njoj odgovarajuce,
sklarnu ekspanziju &, brzinu deformacije o,, i rotaciju w,

3aﬂ=vaua+veu“+uaWﬂ+uaW¢, (1'2)
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1

8=-Z—3§=Vyu~r, o B . C(1.3)
1 1

wp =" Vo ———.ﬁ}hu, 1.4

Cap 5 Ve 3 8 (1.4)
1

Wyg = -2 (Va Ug— VB Uy + U, Wg— U W,), (1.5)

gde je
Wo=u" V. uy, hog = Zap + Ug U, (1.6)

w, je vekior ubrzanja a h,, tenzor projektor upravan na u* Svi prethodni vektori
i tenzori zadovoljavaju sledee skoro odiglédne uslove '

hog 4P = Dy P = g 1P = o uP = 0, (1.72)
Wg ug=cg=0.' (1.7b)

(1.7a) pokazuje da se radi o Cisto prostornim, trodimenzionim tenzorima i vekto-
rima. Brzina deformacije je, $taviSe, tenzor bez traga. MoZemo odmah primetiti
da je tenzor ekspanzije &,; definisan na ocnovu lokalnog odstupanja prostornih
odstojanja i uglova od Bornove krutosti a u odnosu na svetske linije kongruencije
odredene poljem u*. Sva su prethodna izvodenja nastala, ustvari, na bazi Lie-ovog
izvoda _%, [1], u odnosu na u* tenzora projektora kg

3oca=£u (gaa+uau[5??’ (18)

dok cu ostale velidine izvedene iz toga simetriénog tenzora tako da mu odgovaraju
svojim nesvodljivim predstavljanjem, dakle antisimetrijom, simetrijom i odsustvom
traga. : '

~ Sada demo uvesti nove sopstvene velidine, analogne (1.2)—(1.6), koje odgova-
raju prostornom vektorskom polju promenljivog intenziteta £,

B = 02 (Vo Eg + Vo o) + g EY 0y (%) —

- - 1 '
—ana_Eﬁwu——z“[E.-maﬁ(cpz)'l"iﬁau(cpz)]’ (19)
6=%~¢=<p2v,z*+afay<<p2), - - (110
~ 1z 1g = :
Gus=——&ua—--§—3<p o (1.11)

t (£ 05 (99 — &5 0, (@2)]}, | (1.12}
gde je ' '

wo=EY V., £, Byp= 0% 8up — Ea B (1.13)
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MozZe se proveriti da je sad

Frug 68 = 0,0 8 = 5, 8 = 00,5 E# = 0, (1.14)
oh=0, | (1.15)
- 1

W aﬂ=—2- E8 0, (02 0. (1.16)

Veza (1.15) se jedina razlikuje od ranijih (1.7a, b). Sve uvedene veliGiue ulaze u obrasce
za kvadratne invarijante i zadovoljavaju neke identinosti opSteg tipa na kojima se,
medutim, sad neéemo zadrZavati, ve¢ ¢emo i¢i na primenu ovih kinemati€kih pa-
rametara na slufaj magnetohidrodinamitkog elektromagnetnog polja u kojem
struji jedna elektroprovodljiva neprekidna sredina.

*
* *

Strujanje jedne MHD neprekidne sredine odredeno je u relativnosti diferen-
cijalnim jednadinama strujnog polja, koje proistiu iz odrZanja tenzora energije,
jednadinom kontinuiteta, op3teg termodinamitkog uslova, zakona. provodenja
toplote i pretpostavki o viskoznim silama. Ovaj cistem zatvoren je jednz&inama
elektromagnetnog polja, to jest, reCeno jezikom klasidnog elektromagnetizma,
Maxwell-ovim jednaCinama elektromagnetnog polja u od.ustvu Lorentz-ove sile.

Mi ¢emo posmatrati ovde isklju€ivo elektromagnetno polje, ostavljajuci
po strani sve ostale osnovne jednadine strujanja. To ¢e nam omoguditi da geometriju
elektromagnetnog polja neposredno poveZemo s proSirenim sistemom kinematickih
veliéina (1.2)—(1.6), (1.9)—(1.13) ne ulazédi u posledice ostalih veza.

Jednadine MHD elektromagnetnog polja [1] blase

V, @ b® —uf b*)=0, ‘ 2.n
B8V, (uy hig) =J%, 2.2)

gde je u* Cetvorobrzina pormatrane sredine, b* mzgnetna indukcija, A* magnetno
polje, J* elektriéni protok, ¢*#78 Ricci-ev permutacioni tenzor. Vektori magnetnog
polja i indukcije povezani su pomoéu magnetne permeabilnosti p uobidajenim ve-
zama indukeije

‘ b =(1,/l , 4 2.3
dok je magnetno polje ortogonalno na Cetvorobrzini u*
h*u,=0. (2.4)

Prvu grupu (2.1) Maxwell-ovih jednaina moZemo predstaviti' pomocu Lie-ovog
izvoda kao .
L=V b*u*—V uf b, 2.3)
Ovaj izraz ima taj smisao da polja u* i b* obrazuju lokalno dvopovrsi. _
Primenimo neke od obrazaca (1.2)—(1.6) i (1.9)—1.13) na polje Cetvorobrzina
i magnetno polje, odnosno indukciju. Cetvorobrzina ne menja simbol, dok éemo

umesto £* stavljati b* ili A*. Podimo od obrazaca za sopstvenu ekepanziju (1.2)
i (1.3). Ako (1.2) pomnoZimo sa b® imaéemo, na osnovu (1.8) i (2.5)

B, 0° = b+ b, (2.6)
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Tako je potreban i dovoljan uslov da ekspanzija bude jednaka nuli u pravcu
magnetnog polja (dakle dvodimenziona) taj da desna strana (2.6) bude jednaka
nuli, to jest da Lie-ov izvod kovarijantne magnetne indukcije u odnosu na &etvoro-
brzinu bude srazmeran magnetnoj indukciji do na skalarnu ekspanziju s promenjenim
znakom. Jo§ jedna kontrakcija sa b* daje

9,0 b* b2 =229+ u* 0, (b?), (2.72)
§to se moZe napisati kao
9,608 =2b,V, (b*u®) = —2u*w,, (2.7b)

Veze (2.6) i (2.7a,b) poznate su u relativisti¢koj MHD. Mi éemo im dodati, koristeéi
proSirenje (1.9)—(1.13) veli€ina (1.2)—(1.6) , simetrine zakljutke. Ako podemo od
Sinjenice da se (1.9) dobija, analogno (1.2), zamenom u (1.8) A, sa kg, s tim Sto
stavimo £*=}* i diferenciramo u odnosu na taj vektor, dobiéemo iz (1.9) i (2.5)

§ 0= Fp(b?u) + b2V, b5 u,, (2.8)
§to je analogno (2.6). Drugo mnoZenje daje, na osnovu (1.10)
O uuP= —2 940, (b2, (2.92)
odnosno
Sputut=—2b,V,(b* b= =2 b [w“ + % 0, (bz)]. (2.9b)

Ovde su primetne dve stvari. Prvo znak na drugoj strani (2.9b) je negativan, za raz-
liku od (2.7), zatim kvadratna forma na levoj strani, ma da obrazovana u odnosu
na u*, zavisi samo od odnosa koje zadovoljava vektor magnetne indukcije, kao $to
se vidi iz prve jednakosti tog izraza.

Sve prethodne primene u magnetohidrodinamici vrSili smo iskljuéivo na os-
novu (2.5), §to je ustvari oblik prve grupe Maxwell-ovih jednacina (2.1), koriste¢i
tenzore i skalare ekspanzije (odgovarajuéi izrazi za tenzore brzine deformacije
(1.4) i (1.11) jednostavno sleduju iz njih). Sada ¢emo preéi na primenu druge grupe
Maxwell-ovih jednadina (2.2) na tenzore rotacije (1.5) i (1.12). Zato éemo prvo
uvesti pojmove vektora rotacije (ili vrtloZenja) koji odgovaraju navedenim ten-
zorima

0* ="y w5, (2.10

0 = e*®% [ G5, 2.10
gde smo u (1.12) stavili A, umesto £,. Ako (2.2) skalarno pomnoZimo sa u, do-
bi¢emo [3]

h,o*=u,J* (2.12)

Ovo predstavlja poznatu vezu iz relativisticke MHD. 1z nje sleduje da strujanje
ne moZe biti bezvrtloZzno ukoliko je sredina naelektrisana

U, J*°#0 2> 0*F#£0 & 0,y #0. (2.13)
Analogno prethodnom, dobiéemo novu vezu mnoZenjem (2.2) sa h,

U, &%= —h,J?, : 2.14)
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odakle sleduje, sad analogno (2.13)
hJ*#£0 = &%#0 & 8§,,70. (2.15)

Ovo znadi da neortogonalnost na magnetnom polju elektri¥nog protoka u celini,
bez obzira da li naelektrisanog ili ne, uslovljava egzistenciju »magnetnog vrtloga,
odnosno »magnetne rotacije«.
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ON AN EXTENDED SYSTEM OF RELATIVISTIC KINEMATICAL
QUANTITIES WITH SOME APPLICATIONS IN MAGNETOHYDRODY-
NAMICS

Summary

We consider two vector fields forming trajectories in the general relativistic
spacetime. The first one is a field of four velocities whereas the second one is a field
of spacelike vectors of variable intensity. Kinematical parameters, expansion, shear
and rotation are formed with respect to both fields and called extended kinematical
quantities for the second one. Then applications are made to MHD in order to
obtain some basic formulae symmetric to already known ones.

Dr Ilija Lukadevié
Prirodno-matemati¢ki fakultet
11000 Beograd, Studentski trg 16/IV
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NEKE OSOBINE STRUJNIH LINIJA TERMODINAMIC‘KOG
NEVISKOZNOG FLUIDA U JEDNOM RIMANSKOM PROSTORU CIJA JE
METRIKA KONFORMNA METRICI PROSTOR-VREMENA

Mirjana M. Lukadevié

1. Razmotrimo prvo termodinamicki neviskozni fluid u prostor-vremenu V4,
u odnosu na dati koordinatni sistem x* («=1, 2, 3, 4), gde su x’ (i=1, 2, 3) koordi-
nate -prostornog tipa, a x* — vremenska koordinata. U radu ¢emo indekse koji
uzimaju vrednosti od 1 do 4 obeleZavati grékim slovima, indekse koji idu od 1 do
3 — slovima latinice, i koristiCemo konvenciju o sabiranju. Opredeliéemo se za
takve fizitke jedinice pri kojima je brzina svetlosti jednaka jedinici. Koordinate
osnovnog metrikog tenzora prostora ¥4 u odnosu na sistem x* éemo oznaditi
$a g.q, Uzimajudi pri tome da osnovna metri€ka forma g,, dx*dx® ima signaturu
+++—.

Istoriju razmatranog fluida u ¥, predstavlja kongruencija krivih linija vremen-

‘skog tipa — strujnih linija fluida, &ije jedna&ine u odnosu na dati koordinatni sistem
moZemo napisati u obliku
x*=x*(&4 5), ¢5)

gde su &' prostorni parametri, vezani za odredeni deli¢ fluida, a s — parametar
vremenskog tipa. ' ' ' ' ‘ '

Cetvorobrzina fluida je tada odredena izrazom

L o @
ds

Ako usvojimo da parametar vremenskog tipa s predstavlja sopstveno vreme
duZ svetske linije deliéa odredenog prostornim parametrima &/, tj. ako uzmemo
da je . .

ds?= —8ap dx® dxﬁ9 ) (3)
detvorobrzina ¢e zadovoljavati uslov
wiy=—1, C))
Materijalno i energetsko stanje fluida u V4 opisuje tenzor energije oblika
TaB = (P +p) uoc uﬁ +pg¢ﬁ’ (5)
gde je p sopstvena totalna gustina fluida, a p — sopstveni pritisak.

127
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Podvucimo odmah da éemo u toku rada, pored sopstvene totalne gustine 0
koristitii sopstvenu materijalnu gustinu, koju éemo oznaditi sa r, pri &mu su ove

dve veli¢ine vezane jedna&inom ([1], [2])
p=r(l+e), (©)

gde je ¢ specifitna unutraSnja energija fluida.
Uzeéemo r i p za nezavisno promenljive termodinamike veli€ine, i jednadinu
e=¢(r,p) U

za datu jednalinu stanja fluida.
Uvedimo sada, kao indeks termodinamitkog fluida, funkciju ({3], [4])

1
f==G@+p=1+e+ L. ®)
r r
Tada tenzor energije (5) dobija oblik
Tuszrfuauﬂ +pgaa' (9)

Uslov konzervativnosti tenzora energije, koji se izraZava jednaginom V, Tg=0, .
gde V, oznadava kovarijantni izvod, dovodi do diferencijalnih jednadina strujnih

linjja fluida

0 «
0V, ug + “Jf (35 + 1) =0, (10)
4

gde je sa 0, obeleZen parcijalni izvod po x*, a sa 33 Kronekerov simbol.

Sopstvena apsolutna temperatura T fluida i njegova sopstvena specifi¢na
entropija S uvode se termodinamiGkom relacijom koja je posledica prvog i drugog
zakona termodinamike (5], [6])

TdS—de + pd(—l—), (1)
_ r

koja, kada se vzme u obzir jednadina (7), dobija oblik

TdS=df—-L dp. (12)
r

Iz poslednje jednaline sledi
0,p=10,f~rTO, S+ Ay,

gde je A, vektor koji zadovoljava uslov Au*=0. Jasno je da taj uslov dozvoljava
da vektor A, bude nula-vektor, i mi ¢emo naSa dalja razmatranja ograniditi na taj
sludaj, $to znadi da Cemo prihvatiti da se gradijent pritiska moZe izraziti kao

0,p=ro,f~rT9,S, (13)

ne ulazeéi na ovome mestu u to koji je fizi€ki smisao takvog ogranidenja.
Tada jednagine strujnih linija (10) moZemo napisati u obliku

u“Vauﬂ+(a}f—§bas)(8§+u“up)=0. (14)
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2. Uvedimo sada, pomoéu indeksa fluida (8), u razmatranje jedan Cetvoro-

dimenzioni rimanski prostor, koji éemo oznaditi sa ¥y, €ija je metrika konformna
metrici prostor-vremena, i povezana je sa njom jednadinom (vidi {7])

Bup AX* dxP = f2 g, dx* dxP, (15)

tako da je _ _
8us=f"8s 1 g*¥=f2g" (16)

Definigimo [7] u prostoru V4 vektor
Co=fitos (17)

za koji se lako utvrduje da je jedininog intenziteta u tome prostoru.
Posle kraeg ratuna, koji ovde necemo prikazati, za kovarijantni izvod V, CT(,3
(gde V, oznalava operator kovarijantnog diferenciranja u odnosu na metriku
(15)) dobijamo _
VaC5=fvau3—u¢aaf+gaau707f,
tako da iz (14) sledi

V. Ca=—0,8 (3% +C"C)). (18)
Kako je C* jediniéni tangentni vektor strujne linije preslikane na prostor Va,
oligledno je da izraz na levoj strani jednaline (18) predstavlja izvod vektora C,

u pravcu te linije, te prema prvom Freneovom obrascu (za rimanski prostor Vy)
moZemo napisati

E‘“V_a(_?a=;(1);m3, (19

gde je ;(1, prva krivina, a;(m prva normala strujne linije posmatrane u odnosu na
metriku (15).
S obzirom na (19), iz (18) dobijamo

08 = ‘;_;(1) ;(1)5 -Ce 0,8 C_s’ (20)

odakle izvodimo sledeée zakljugke:

a) U sludaju da se gradijent pritiska fluida izraZava jednadinom (13), dvodi-
menzioni element odreden tangentomr i prvom normalom strujne linije preslikane
na prostor &ija je metrika odredena jedna&inom (15) sadrZi gradijent sopstvene spe-
cifine entropije fluida.

b) Ako se, pod uslovom da vaZi (13), strujne linije fluida preslikavaju u geo-
dezijske linije prostora V4, &ija je metrika odredena jednadinom (15), tada je ili
entropija konstantna, ili su preslikane strujne linije upravne na trodimenzioni
potprostor prostora V4, odreden jednadinom S=const. Entropija se tada menja
samo du¥ strujnih linija fluida, tj. u pravcu vektora C*=f~1 %

¢) Ako se radi o izentropskom strujanju, ili su preslikane strujne linije upravne
na trodimenzioni potprostor prostora V4, odreden jednadinom S'=const., onda su
preslikane strujne linije geodezijske linije prostora V.

9 36opERK panoma 4 (12)
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Zaista, zbog upravnosti na potprostor S=const, ispunjen je uslov
0s S =1C,,

te iz (20) sledi da je x¢y=0, §to znadi, prema (19), da je i C*V, C,=0, tj. da se
vektor C, paralelno prenosi duZ strujne linije preslikane na prostor V.

Najzad, posle mnoZenja jednagine (20) vektorom n?l) i sabiranja po indeksu 3,
dobija se za prvu krivinu x, preslikane strujne linije slede¢a vrednost

_ T -
xm=7ng)t)ﬂs. (21)

Na kraju istaknimo da nije teSko uoéiti da zakljudak a) vaZi i u opstijem sludaju,
kada je 0,p=r0,f—rT9,S+A,, gde je 4, vektor koji u prostoru ¥4 ima pravac
prve normale preslikane strujne linije, tj. koji ispunjava uslov A,=in,,, gde je
A proizvoljni skalar.
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SUR QUELQUES PROPRIETES DES LIGNES DE COURANT D’UN FLUIDE
PARFAIT THERMODYNAMIQUE DANS UN ESPACE RIEMANNIEN
DE METRIQUE CONFORME A LA METRIQUE DE L’ESPACE-TEMPS

‘Résumé

On analyse la distribution de I’entropie spécifique par rapport aux lignes de
courant d’un fluide parfait thermodynamique dans un espace riemannien muni
d’une métrique conforme i la métrique de l'espace-temps et liée & celle-ci par la
relation (15). L’analyse est limitée au cas o le gradient de pression du fluide satisfait
4 la condition (13).
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O VARIRANJU KVAZIKOORDINATA
Mirjana M. Lukadevi¢ i Vukman M. Covi¢

1. Razmotrimo holonomni skleronomni konzervativni dinami€ki sistem sa
n stepeni slobode &iji poloZaj u proizvoljnom trenutku vremena ¢ odredujemo gene-
ralisanim koordinatama ¢’. U radu ¢emo latinskim slovima obeleZavati indekse
koji uzimaju vrednosti od 1 do n, i koristi¢emo konvenciju o sabiranju.

Pored generalisanih brzina sistema, ¢’, uvedimo u razmatranje i kvazibrzine
relacijama

' =ajq, (1)

gde koeficijenti aj zavise samo od generalisanih koordinata sistema: af: a,': .
Ako pretpostavimo da je transformacija (1) nesingularna, iz nje sledi

q'=bjw, @

pri demu je a;b% =38}, gde je 8 Kronekerov simbol.

1 v ovome radu, kao i u prethodnim ([1], {2]), polazimo od stava da su operatori
variranja i diferenciranja, primenjeni kako nad stvarnim koordinatama, tako i nad
kvazikoordinatama, komutativni, tako da vazi

% (O —3mi=0. 3)

Ako prihvatimo, kao §to je u literaturi uobi€ajeno, da su varijacije kvaziko-
ordinata 7' odredene izrazima

dni=aldq’, (4)

diferencijalne jednaline kretanja razmatranog sistema slede iz varijacionog za-
datka

131
[ I8 L+%(3n—a}8¢))di=0, (5)
1y ’

9 : 13t
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gde su foi £, utvrdeni trenuci vremena koji odgovaraju poCetnom i krajnjem poloZaju
sistema, \; =M, (f) — LagranZevi mnoZioci, i gde je varijacija LagranZeve funkcije

L=L(q', ¢) odredena izrazom (upor. [1]):

e 7 j j .
8L=8L—‘)—5—,(a—“—'—a~‘3—’-) 34, (6)
on’\dg* odqg

pri &emu je
: T I
L=L{(qg, ™) L(:'zL;,j.;,J)'

Vrednosti generalisanih koordinata su- utvrdene za t=f 1t=ty.

Primetimo da varijacioni zadatak (5) nije formulisan kao pravi varijacioni
zadatak, tj. da ne izraZava uslov stacionarnosti funkcionala.

PotraZimo sada uslove pod kojima varijacioni zadatak (5) prelazi u pravi
varijacioni zadatak, koji se moZe izraziti jednadinom

3[[L +p(n'~ajgh]dr=0, 9

fo

gde su Lagranzevi mnoZioci oznadeni sa ;= (®).
U tome cilju, unesimo prvo izraz (6) u (5):

131

I (od odl\.
f[SL—Q%(a—a—'—o—ai)q‘8q’+7\j(81cf—a{8q')]dt=0. ®
or’\og® 0¢

fo

Iz Ojlerovih jedna&ina problema (8) koje odgovaraju kvazikoordinatama,
dobijamo

_dol
T dton”
pa se (8) moZe napisati u obliku
3
. oL (od] aa’,)- d oL ; ]
8L———.—(——— s8q'+— — 8w/ —a; 84" |dt=0. 9
f[ o7’ \og aq’q T on " 194) ®)

fy
Dalje, kako je
84t =340 =0,
pa onda zbog (4) i
Snf,o) = 87\:2,,) =0,
iz (9) sledi

P (od odl) . Pa .
f[SL—Q-%(%—a—aj‘)q’Sq‘—-a—l.;—ji(Srcf—a’,Sq’)]dtr.O,
ow dt
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odakle, posle kradeg raduna, pri Semu koristimo jednadinu (3), kao i Cinjenicu da
moZemo pisati

. . :dd
aiSq’=8(a5q')—q'3‘;—'38q',

najzad dobijamo
1

f [si—fijsecf— a’;é')]dt=o. . (10)
. ox

Re$avanjem varijacionog problema (7), koji je moguce napisati i u obliku

t
[ L+ 3@/ —dl gD de=0,
fo

u naSem prethodnom radu (v. [2]), dobili smo

oL
)= ——,
Pj() Py

pa je onda jasno da jednainu (10) moZemo napisati u obliku
I
J L+ (0)8(r! —alg]dt=0,
fo

tj. u obliku pravog varijacionog problema, izraZenog jednadinom (7):

H
sf[i+ pj(-}rf—a’;q.‘)]dt=0.
o

‘Medutim, moramo da istaknemo sledeée: dok se pri varijacijama (4), kojima
odgovara varijacioni problem (5), transformacije (2) ne odrZavaju, dotle je varijacioni
problem (7) formulisan tako da se transformacije (2) odrZavaju i na variranim
trajektorijama, tj. formulisan je tako da vaZi

Sk =3 (qf ¢),
odakle lako dobijamo za varijacije kvazikoordinata izraze

1

8" ks j aaf aajk\).js Sd ’ 1
m=ajoq — 0_q7_0q‘q g’ds. (11)

o

To znaédi da problem (5) moZe da se formulie kao pravi varijacioni problem (7)
samo onda ako se na€in variranja kvazikoordinata izmeni u skladu sa (11).

Nas dalji cilj u ovome radu ée biti da uporedimo relacije (4) i (11), kojima su,
na dva razliita naCina, odredene varijacije kvazikoordinata,
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2. PotraZzimo prvo uslove pod kojima ¢e se jednadine (4) i (11) pokiapati.
Uvedimo, radi kraeg pisanja, oznake

i c)ai ()a,':
ﬁjs'—a-é}“-a—q—s, (12)

pa ¢emo izraze pod integralima u (11) moéi napisati u obliku
Bisdgi 8 g*. (13)

Oéigledno je da ée se varijacije (11) poklapati sa varijacijama (4) ukoliko su
izrazi (13) jednaki nuli, a to je moguée u sledec¢im sluca_]ev1ma

a) Kada su koeficijenti (5,, 0, tj. kada je

oa, _?_té
o¢) 0¢*

-0, (14)

a to znali kada su relacije (1) integrabilne. Takav sludaj ¢emo, kao trivijalan, isklju-
giti odmah.

b) Vodeéi raduna da je sistem {3, antisimetri¢an po donjim indeksima, lako
je pokazati da uslovi

Bisdg’ 3 q° =0, ‘ (1)

u slucaju da indeksi i, j i 5 uzimaju vrednosti 1 i 2 (sistem sa dva stepena slobode)
dovode do

dqf=ndgs, (16)
gde je A skalarna veliCina. '

Varijacije (16) dovode do variranja trajektorije u sebe samu, te takav sluaj,
sa stanovi§ta Hamiltonovog principa, moramo odbaciti kao neinteresantan.

Razmotrimo, kao ilustraciju ovoga slucaja, materijalni sistem koji se sastoji
od jedne materijalne tatke koja se krece u ravni. Birajudi za generalisane koordinate
polarne koordinate r i ¢, i uvode¢i kao kvazibrzinu sektorsku brzinu

N
A=—rlq, 17
S (17)

dobi¢emo kao varijaciju tipa (11):
¢

3A=ir23<p_fr('r8q>—£psr)dt, (18)
. 2 f |
§to znadi da u ovome sludaju relacije (15) prelaze u
r(drdp—deo dr)=0, (19
odakle je
dr 1

rd re’
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tj., prema sl. 1,
dr=rdpcotga,

pa je odigledno da u tome slucaju varijacije dr i 8 dovode do tacke "M koja je opet
na trajektoriji (v. sl. 1)

Slika 1 -

U sluéaju dinamigkog sistema sa brojem stepeni slobode ve¢im od dva, uslovi
(15) ne moraju dovesti do (16), ali i tada oni izraZzavaju neku zavisnost izmedu vari-
jacija 8¢’, Sto Hamiltonov princip ne prihvata.

Iz svega izloZenog zakljuujemo da je, osim u trivijalnom sludaju, kada su
veze (1) integrabilne, neophodno izmeniti nain variranja kvazikoordinata u skladu
sa (11), da bi varijacioni zadatak (5) mogao da prede u pravi varijacioni prob-
lem (7).

Razmotrimo, na kraju, opet na primeru sistema od jedne materijalne tacke
koja se krece u ravni, geometrijsku interpretaciju razlike varijacija kvazikoordinata,
definisanih jednadinama (4), odnosno jedna&inama (11).

Ako kao generalisane koordinate uvedemo polarne koordinate r i ¢, i ako
uvedemo kvazibrzinu jednadinom (17), pomenutu razliku izraZava integral

1
[r(e8r—rip)ar. (20)
Iy
Varijacija tipa (4), tj. varijacija

54 =—;—r28<p, 21)
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je, otigledno, na sl. 2 predstavljena povrSinom sektora OMAM,, a varijacija tipa (11),
koju éemo u ovome sludaju, da bismo je razlikovali od (21), oznaditi sa 34, tj. va-

rijacija
!

§£=—;—r28q> +fr(<i)3r—f'8<p)dt, 22)

1o

— T, _ ==
povr§inom omedenom lucima My M, My M i duZima OM i OM (v. sl. 2).
Razlika ovih varijacija, jednaka integralu (20), treba, dakle, da bude predstav-
—

— — —
ljena povrSinom ogranienom lucima My My, My M i duZi M; M, povrSinom ko-
ju éemo oznaliti sa 84; (v. sl 2).

OM= 7(f)
OM = 7@ty

Mo
Slika 2

I zaista, imajuéi u vidu da se element d (34;) povriine 84, moZe izraziti kao
A A)=(@sxds) -k,
gde je, ako sa ui ;oznaéimo jediniéne vektore polarnog sistema,

Ss=3ru+trSpp, ds=drutrdep, k=uxp,
dobiéemo

d (3A;)=r dpdr—rdr Sp=r (pdr—r 8¢) dt,
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pa je oCigledno da ¢e biti

t
34,= [d@4)~[rpsr —rip)dr,

(B 4y) %

$to smo i hteli da pokaZemo.
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SUR LA VARIATION DES QUASICOORDONNEES
Résumé

On analyse le probléme variationnel (5) auquel correspondent les variations
des quasicoordonnées (4) et on constate qu’il peut &tre réduit au probléme direct
du calcul des variations, qui exprime la condition d’extremalité d’un fonctionnel,
4 condition de changer le mode de variation des quasicoordonnées en accord avec
les relations (11).

On compare ensuite les relations (4) et (11) qui définissent les variations des
quasicoordonnées de deux maniéres différentes. On constate qu’elles déterminent
les mémes variations seulement quand les relations (1) sont intégrables.

On donne, enfin, & I'aide d’un exemple, l'interprétation géométrique de Ia
différence des variations des quasicoordonnées (4) et (11).

Dr Mirjana M. Lukadevi¢ Maginski fakultet 11000 Beogrgd
Dr Vukman M. Covié Masinski fakultet 11000 Beograd



Mathematische Hilfsmittel
des Ingenieurs

Herausgegeben von

R.Sauer I.Szabd

Unter Mitwirkung von
H. Neuber - W, Niirnberg - K. Péschl
E. Truckenbrodt - W, Zander

Teil 111

Verfalit von
T.P. Angelitch - G. Aumann - F.L.Bauer
R.Bulirsch - H.P.Kinzi - H. Rutishauser
K.Samelson - R.Sauer - J.Stoer

Mit 101 Abbildungen,

Springer-Verlag Berlin Heidelberg New York [908

PagoMm y' ,,l.llnpuﬂreponoj“‘mbnan Mathematische Hilfsmittel des Ingenieurs npo-
tdecopy T. I1. Anbenuliy je omaTo npusHame u3 00/1aCTH TEH30pPCKOT pavyHa.

138




36oprur pagosa Maiiemaiiiuukol unclini@yiia, Hosea cepuja, kw. 4 (12), 1984.
Recueil des travaux de IInstitut Mathématique, Nouvelle serie, tome 4 (12), 1984,

NOVE FORME JEDNACINA ANALITICKE MEHANIKE
DuSan Micevi¢ 1 Lazar Rusov

Uopstavanju LagranZeovih jednadina druge vrste za holonomne reonomne
_sisteme posvedeni su radovi veéeg broja nauénika kao §to su: J. Nilsena, D. ManZe-
ron-S. Deleanu, Ju. N. Maslova, I. Cenova, V. Dolap&ieva, M. Suljgina i drugih.
Iz uopstenog LagranZ-Dalamberovog principa izvedene su jednadine ManZeron-
“-Delenau, iz kojih kao specijalni sludajevi slede jednadine Nilsena i Cenova. U ovom
radu koriste¢i se izvedenim osnovnim kinematikim relacijama i koriéenjem Gau-
sovog principa i uopstenog LagranZ-Dalamberovog principa, izvrieno je uop§tavanje
LagranZeovih jednadina druge vrste za holonomne reonomne sisteme. Formirano
je nekoliko oblika uopstenih diferencijalnih jednadina kretanja (1.12), (2.14), (3.15),
(3.18), da bi na kraju izvrSili generalno uopstavanje i dobili familiju uopStenih di-
ferencijalnih jednacina kretanja (3.22) za holonomne sisteme, iz kojih kao specijalni
sluGajevi slede sve do sada izvedene uopStene jednadine holonomnih sistema. Ovim
su istovremeno iscrpljene sve moguénosti formiranja uop$tenih LagranZeovih jedna-
¢ina druge vrste, razli¢itih po spoljasnjoj formi.

1. Kinematicke relacije. Posmatrajmo sistem materijalnih tadaka B; (j=1,2,...,N)
masa m,; podvrgnutih holonomnim reonomnim idealnim vezama, sa n stepeni slo-
bode. Neka je poloZaj tog sistema odreden sa n nezavisnih generalisanih koordinata
q.(x=1,2,...,n). Vektori poloZaja orijentisani u odnosu na inercijalni sistem
referencije mogu biti predstavljeni kao funkcije generalisanih koordinata ¢, 1 vre-
mena ¢,

5=1e; G=1,2...,N; a=1,2,...,n). (1.0
Odredi¢emo prvi, drugi i treéi izvod po vremenu vektora poloZaja
— n a? . ()7 - — .
V=3 gt —L v =(qus Gas 1), (1.2).
a:laqu at .
— n a;; . n n ()27 .. n 02,_-; . ‘)27
a;= q,+ L g.q.+2 —7, (1.3)
/ E.aqa * z,azlaqaoqﬂ e 2, dq,0t 012

139
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- or- CRR P P -
e g +3 I_g.+ g ]q +E,, 1.4
& agqua Ble:;aq“aq, ogeot | = (1.4

aj=aj(qa9 ‘.Iw éan 1), ejﬁej(qou éw é'a, qa> 1)

Vektor E, u relaciji (1.4) oznadava zbir svih ¢lanova koji ne sadrZe g, i qa

Parcijalnim diferenciranjem izraza (1.2), (1.3) i 1.4) po dus éa, i q, respekti-
vno, nakon uopitavanja postupka, dobili smo prvu osnovnu kinematiki relaciju

iri ()v 04 _ . _9n 67§) ; rj(k)—d r t _ 4" 4 (1.6)
dq, 0q, 04, Y2 dk’ SR T '

Odredimo sada parcijalni izvod vektora brzine (1 2) po generalisanoj ko-
ordinati g,

" n 2—’: . 2—).
31:1.[2 Pl g0 ] (1.6)
04q, a=104,0q, otogg]

odnosno parcijalni izvod vektora ubrzanja (1.3) po generalisanoj brzini é‘,

— n 2_> . 2—> .
i".i:z.[ P g+ -2h ] (L.7)
04, w=10q,0q, 0t 0q,

i parcijalni izvod vektora ;; (1.4) po generalisanom ubrzanju ('].B

n 2_-) . 2—,
de ;. [2 P g+l ] (1.8)
A «=104,09, otog,

Na osnovu relacija (1.6—1.8) moZemo zakljuditi da ée se rezultat (1.6) pom-
noZen odgovarajuéim prirodnim brojem k (k=1, 2,...) dobijati ako bilo koji k-ti

izvod vektora poloZaja po vremenu r(")( (k):(fi ) parcljalno diferenciramo po
tk

k—1 izvodu generalisane koordinate. Na osnovu toga sledi druga osnovna
kinemati¢ka relacija

0] o
L LAY (1.9)
oq 04,

1z (1.9) za k=1 dobija se identiénost $to i treba da bude. Posto je

()rj 0r
= s yeves Gu t),
Oqﬁ‘()q(l q, 9w 1)
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diferenciranjem po vremenu

d or, = or -  &*r
Loy 20 g 20 (1.10)
dt 0qy 4=104,09, 0qgot

i vodedi raduna o invarijantnosti izvoda u odnosu na red parcijalnog diferenciranja,
iz (1.10) i (1.6) sledi poznata relacija, nazvaéemo je treéa osnovna kinematic¢ka
relacija

CACL/AY (1.11)
dt 0q, 04,
Na osnovu (1.5), (1.9) i (1.11) neposredno sledi
d or, 1 or®
£ r (1.12)

dt og, k ogl "’
Koriste¢i tri osnovne kinematicke relacije (1.5), (1.9) i (1.11) odrediéemo k-ti

-
izvod vektora poloZaja r; po vremenu i pri tome eksplicitno ¢emo napisati samo one
8lanove koji sadrZe k-ti i k-1 izvod generalisanih koordinata g, po vremenu.

Zamenom leve strane jednadine (1.6) u jednadinu (1.4) dobiéemo jednostavniji
izraz za treéi izvod vektora poloZaja

r=e = fg.+3S —Lg.,+E,. (1.13)
/ 4 agl 0q¢ 321 0q, g }

U relaciji (1.13) ¢&lanovi E‘: i %i ne sadrZe izvode &a i qa
qs
Ako sada izraz (1.13) diferenciramo po vremenu, vodeéi raduna o relaciji
(1.11), dobiéemo &etvrti izvod po vremenu vektora poloZaja u obliku

e L Or :
=3 —1gP+43

=1 qu a=1 qa

op =
Y g +E,. (1.14)

Vektor E:; u (1.14) ne sadrZi ¢lanove sa izvodima qa i q&”.

Uopstavanjem prikazanog postupka, dobi¢emo da je k-ti izvod vektora po-
loZaja po vremenu, proizvoljne tadke razmatranog mehani¢kog sistema odreden
relacijom

(k) < l 9 I & 9 Vi (k—1) l E
ri = — Y « k qa . 1.15
J uzl ) 1q j 3 + Ly ( )

Vektor Ek ne sadrZi &lanove sa izvodima qg‘"') i qﬁ") i relacija (1.15) zadovo-

ljava jednadine (1.5) i (1.9), a za k=1, 2 treba koristiti jednadine (1.2) i (1.3).
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2 Uopstavanje LagranZeovih jednacina druge vrste. Prvo ¢emo izvriiti uopsta-
vanje LagranZeovih jednaina, polaze¢i od diferencijalnog principa drugog reda.
Za holonomni sistem Gausov princip glasi [6]

N - > - }
Z (-mya;+F)-8a;=0, * 2.hH
j=1

pri tome se predpostaviia da je 37,~0, 3v,=0, 37=0i 34,70
Na osnovu relacija (1.1), (1.2), (1.3) i koriS¢enjem prve osnovne kinematicke
relacije (1.5), moZemo napisati da je

" ar .
sai = Z ;j Sqw (22)
a=1 o
tada Gausov princip (2.1) glasi
n N a-;-: .
212 (—mja;- )+Qa 3¢,=0, @.3)
a=1}j=1 94,

gde je 0,= z F3 . generalisana sila koja poti¢e od aktivnih sila koje dejstvuju

l--1 qa
na razmatrani sistem.
Prvu sumu u izrazu (2 3) dobi¢emo, polazei od izraza za kmetléku energiju
razmatranog mehanickog sistema

—>y

% . (2.4)

-1
2
Parcijalni izvod kineticke energije (2.4) po ¢, je

oT N - t)vj

= (2.5)
a4, .igl " 0 qa
Odredimo sada prvi i drugi totalni izvod kineti¢ke energije po vremenu
. N - -
T= z myv;-a;, (2.6)
j=1
N » N
T=>m Z €, 2mn
i=1 j=1

pa su parcijalni izvodi funkcija Ti T po g, odnosno ¢, uz koriséenje osnovnih
kinematigkih relacija (1.5) i (1.9), odredeni izrazima

. N N 0-—7' N o —
'?—.Z'= mjaj"l‘}‘zzmjvj' ovjy (2‘8)
0g, j=1 g,  j=t 04,

OT N > 2r, N - 9v
=25 ma,-—L+33 my, . —3L.
yG 2. Ay 2 my;

(2.9)
Jj=1 a J=1 0 9
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Oduzimanjem relacije (2.8) od (2.9) i uzimajuéi u obzir (2.5) prva suma u
Gausovom principu (2.3) odredena je izrazom

N o 97 7
» mjaj-a—'i~é£—-—()—.]—;—£, (2.10)
i=1 0gq, 0q 0gq 04,

pa se Gausov princip (2.3) moZe napisati u obliku

)i (0T oT oT
0" 0q* Og,

a=1

)FQ;}S%}FO. | (2‘11‘)

Iz (2.11) sobzirom da su varijacije generalisanih ubrzanja nezavisne 8'q'a;é0,'
sledi n nezavisnih jednadina .

—()T];——?%—E=Qa, @=1,2,..., n (2.12)

a to su uopstene LagranZeove jednacine druge vrste i zvacemo ih prvi oblik uopitenih
diferencijalnih jednaclina holonomnih reonomnih sistema.

Drugi oblik uopstenih LagranZeovih jednadina izve$éemo tako $to éemo eli-

—

N o sy
minivati izraz Y mjvj-—g—‘l— iz relacija (2.8) i (2.9) i tada dobijamo da je
Jj=1 a
N a*’
L ALY L 2.13)
=t oq, 04 04a

pa se Gausov princip transformiSe u oblik

5|22 59T 0 ]si.-o

=l 04. 0%

odakle nepo.redno posto je 8%760 dobuamo n nezavisnih Jednacma i zva¢emo ih
drugi uopsteni oblik diferencijalnih jednacina
oT ()T

2=
0. éqa

0., (@=1,2,..., n). (2.14)

Za razliku od svih postojeéih tipova uopstenih diferencijalnih jednadina koje

k
koriste funkcije T® (T"‘)Ed;%), jednadine (2.14) u primeni na konkretne prob-
"y

leme brZe dovode do rezultata jer su matematicke operacije koje ce izvode pojedno-
stavljene. Inade iz nasih novih uopStenih jednadina (2.12) i (2.14) lako se kombino-
vanjem dobijaju poznate diferencijalne jednadine Nilcena i Cenova druge vrste,
dok Je obrnut postupak znatno sloZeniji.

3. Uopstene diferencijalne jednaine k-te vrste. DalJa istraZivanja u vezi sa
uopStavanjem LagranZeovih jednafina zasnovaéemo na kori¥éenju diferencijalnog
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principa viSeg reda, dobijenog uopStavanjem LagranZ-Dalamberovog principa,
koji glasi

2

12( mjaj+F) 8r 3.1

pri tome se predpostavlja da je

51,=0, 87,=0,..., 3rf V=0, 3¢=0; 3790,

Da bismo izveli uop§tene dlferencualne jednaline k-te vrste, odrediéemo
prvo k-ti izvod kinetiCke energije po vremenu i odgovarajuéi parcijalni izvod po
k-tom izvodu generalisane koordinate q&k). Diferenciranjem po vremenu relacije
(2.7) dobicemo

T 3 2 m,a, e]+ Z m, vj r,“), 3.2)
Jj=1

pa je parcijaini izvod po qt,l uzimajuéi u obzir (1.5 i (1.9)

-3 z R 2 myy, oy 3.3)
o qa Jj=1 oqa 0 qu
Analognim postupkom se dobija
TW=3 Zme+42m,a, rj +2m,v, r,”, 3.4
Jj=1 Jj=1
oT® N v,
=4 Lys (3.5
0 q(4) 21 4 jgl a

Na osnovu relacija (2.7), (2.9), (3.2—3.5) i uz kori$éenje osnovnih kinematitkih
relacija (1.5) i (1.9) sledi da je k-ti izvod kinetitke energije jednak

T”‘)—kzma, ik +va TED L p (3.6)

Jj=

za k>3 gde je k ceo broj. Velidina D, ne sadrZi izvode generalisanih koordinata
N —_

qak i qg‘“), pa na osnovu (3.2) i (3.4) sledi da je D;=0, a Dy=3 > m; e,z.
j=1

Parcijalni izvod T%® po qg‘) odreden je relacijom

R X oy
=kSma-—L+k+1)S my, .—L, 3.7
ksl Ex 77 g, ( Pk o4, G

gde je k=1 ceo broj.
Iz relacije (3.7) a sobzirom na (2.5) sledi da je
N - ()rj oT® oT

ma - = 122 e+ 2L 3.8
Sl [a" ( )MJ (3.8)
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Na osnovu relacije (1.15) sledi da je

570~ 5 2 5g®, 3.9)
4.

pa se Gausov princip sobzirom na (3.8) transformiSe u oblik

é[“/l;[:;"l; (k+1)——]+ Q«}Sq""—O (3.10)

(k)

odakle poSto je 8¢, #0 sledi n nezavisnih poznatih uopstenih jedna&ina

(k)
k[?):‘“ (k+1)%z]=Q¢, (@=1,2,..., n. @3.11)

[-4

Diferencijalne jednad&ine (3.11) prvi su izveli ManZ eron
i Deleanu i po njima nose ime. Iz jednadina (3.11) kada se stavi da je k=1
dobijaju se Nilsenove jednadine a za k=2 Cenovljeve jednadine druge vrste.

Polaze¢i od uop$tenog Lagranz-Dalamberovog principa izve§éemo uopStene
diferencijalne jednadine k-te vrste za holonomne sisteme koje ée se po spolja$njoj
formi razlikovati od jednaina ManZeron-Deleanu i jednadina prvog (2.12) i dru-
gog (2.14) uopstenog oblika.

Ako u izraz (3.7) broj k zamenimo sa k—1 dobidemo relaciju

O T~ N~ or ~ o,
—(k—_l~)=(k—l)zmlaj- +k2mv (312)
oqa Jj=1 0 3 Jj=1 «

Oduzimanjem relacije (3.12) od relacije (3.7) i uzimajuéi pri tome u obzir
(2.5) dobijamo

N o gp  dT® 9T®-D T
Sma S S g 613

pa se princip (3.1) na osnovu (3.9) moZe napisati u obliku

< oT® 9T*-D o1 ®
2[ (aqm‘;qvfn‘aq)ﬂ“Qa]B =0, (3.14)

a=1
odakle zbog 8 q(k) #0 sledi n nezavisnih uopstenih diferencijalnih jednadina k-te vrste

OT® JgT*-D HT
0q(k)_——_—aq(k 1)—-@-q—=Qa, x=1,2,...,m (3.15)

koje vaZe za svako k=2.

Uopstene jednadine (3.15) razlikuju se od jednagina MaZeron-Deleanu (3.11).
1z jednadina za k=2 slede kao specijalan slu€aj uopstene jednadine prvog oblika
(2.12).

10 350pEEx panosa 4 (12)
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Izveéemo jo§ jedne uopitene jednaline k-te vrste tako §to éemo iz relacija
—

N — .
(3.7) i (3.12) eliminisati izraz 3 m;, - Z"J i dobiéemo

j=1 4y
N> op L 0T®W 1) 9T%D S
jglmja,. J fk Oq(k) —(k+ Oqﬁk:l—)’ (3.16)
§to prevodi princip (3.1) u oblik 'V
n o0T® T(k 1
'Zl“{*[" 0q(k) —(k+ l) (k 1)]+Qa} 34§zk)='0,' e (3:17)
&= .

odakle zbog 3 g¥+£0 dobijamo n nezaV1smh uopstemh diferencijalnih jednacina k-te

vrste ® e
oT" oT%-D
k—a—q‘w“‘(k‘l’l)a = Qu’ (a=1, 2, ...,.n) ’ (318)

k>1, ceo broj. -
. Iz uopstenih jednacina (l 18) za k 1 slede Jednacme Nllsena aza k -2 slede
uopstene jednadine drugog oblika (2. 14)

Na osnovu postupka sprovedenog pri. formlranju uopstemh dlferencualmh
jednagina kretanja (3.11), (3.15) i (3.18) nameée se kao potreba da se izvrii generaino
uopitavanje diferencijalnih jednagina k-te vrste za holohomne sisteme. U tom cilju
zamislimo da smo ispisali svih k relacija (3.7) za svako k3> 1. Sabirajuéi sve tako
dobijene relacije i uzimajuéi u obzir (2.5), doblcemo sledecu novu relacuu Za gene-
ralisanu inercijalnu silu :

N 3 2 [oT® 0T k(k+3) 0T
Sma s e G
j=1 e k(k+ 1) 0qg . : Oqu 2 0q,)

pa uopiteni LagranZ-Dalamberov princip sada glasi
n 0T ] k(k+3) 0
5 { 2 T + 9T T k(k+3) oT
k(k+1)

a=1
odakle obzirom da je 3¢%’s£0 dobijamo n nezavisnih uopténih diferencijal-
nih jednacina

PR +0,18q¥ =0, (3.20
(k) Y 2 Oqa] Q} q (3.20)

w i '
2 aT(k)+ Ly 0T k(3 0TY_ (3.21)
k(k+1) 04~ 2 04,
k=1, a=1,2,...,n)

Generalno uopstene jednacine (3. 21) mogu se napisati u saZetijem obliku, ako
sakupxmo prvih k'¢&lanova u zagradi i napiSemo ih u vidu sume od k elemenata,

tako da imamo
2 k3 oT%®-9  k(k+3) ()T
(k.__p) Qa)
k(k+1)|s=0 04q 2. 0q,
(@=1,2,..., n

(3.22)

k=1, ceo broj.
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Generalno uopstene jednadine (3.22) daju odgovor o moguénosti formiranja
vedeg broja uopstenih diferencijalnih jednadina k-te vrste razliditih spoljanjih oblika,
za holonomne sisteme. Na osnovu rezultata ostvarenih u ovom radu odigledno je
da je broj uopStenih diferencijalnih jednadina razli¢itih spolja$njih oblika vezan za
familiju funkcija 7% koje koristimo pri njihovom izvodenju. Prema tome iz jednadina
(3.22) sve ostale uopStene jednaline slede kao specijalni sludajevi. Na primer za
k=1 slede Nilsenove jednacine. Jednaine ManZeron-Deleanu svih vrsta dobijaju
se iz (3.22) kada se izvr$i odgovarajuéi izbor broja k i saglasno tome odreduje se
brojni zbir broja s (s=0,1,2,...,k—1). Posle toga na osnovu algoritma kojeg
smo utvrdili treba izvrSiti obiCne matematicke operacije i dobide se odgovarajuce
diferencijalne jednadine.

Na taj nadin generalno uopstenje jednacina (3.22) zajedno sa generalizacijom
LagranZeovih jednadina §to je dato u radu [7], predstavlja potpun odgovor o uopsta-
vanju LagranZeovih jednadina za holonomne reonomne sisteme.
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HOBBIE ®OPME YPABHEHUN AHAJIMTUYECKOM MEXAHUKU

Pesrome

B paGoTe Ha OCHOBAHMH BBIBEIECHBIHX OCHOBHBIX KMHEMATHYECKHX COOTHO-
LIEHMUI, TPENCTABASIONHX coGoll 0Go6IUEHHEe M3BECTHBIX KMHEMATHIECKHX COOT-
HOINEHHH, H Ha OCHOBaHWM INpuHUuNa Iayca u obo6menoro npunumma Jlar-
pamx-[lamambepa TNpousBeleHO ypapHewmit Jlarpawxka BToporo popja s
XONOHOMHBIX pEeOHOMHBIX cucreM. COCTaBIEHO HECKOIBKO BUAOB 06OGUICHBIX
nubdepeHIUaNBLHBIX ypaBHEeHHH aBmkenns (2.12-2.14), (3.15-3.18), nponsseieHO
reHepambHOe O0BGO6IIEHHs M TOJyYeHo ceMelicTBo o06ob6uleRbIX avddepeHun-

10¢
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aNbHLIX ypapHeHu# fBixeHus (3.22) [ TONOHOMHBIX CHCTeM, H3 KATODHIX B
KayecTBE CICHHANBHBIX CIYYaeB CJEAYIOT BCe [JO HBIHCIIHEIO BPEMEHM H3BeC-
THHIe 0606UIeHble ypaBHEHNS JJIA TOJOHOMHEIX cAcTeM. Bce 5TO NpencTaBiseT
coGoil OTBET aBTOPOB Ha BOIPOC O BO3MCKHOCTAX o6GpasoBamus Gojbluero
qucna 0Gobmenbix ypapnennd Jlarpamka, OTJMYasumuxcst Mexzy coboif mo

BHEIIHEMY BHJY.

Dr Dusan Micevi¢ Dr Lazar Rusov
Gradevinski fakultet Matsinski fakultet
11000 Beograd 11000 Beograd
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STABILNOST KONACNE TERMOELASTICNE DEFORMACIJE VLAKNIMA
OJACANOG STAPA

Milan Miéunovié
Uvod

Danas je opSte poznato da se gubitak stabilnosti moZe desiti ne samo pri
dejstvu pritiskujuéih sila na vitka tela nego i pri zateZuéim ili smi¢uéim silama koje
deluju na masivna tela.

Stabilnost se ispituje ili energetskim metodom pomoc¢u analize postuliranih
globalnih nejednakosti [1—4] ili direktnim metodom traZenjem netrivijalnih
reSenja poremecenih jednadina ravnoteZe [S—8]. Korespodencija izmedu ova dva
metoda, koliko je autoru ovog rada poznato, do danas nije precizno uspostavljena
zbog toga §to se prvi od ova dva metoda jo§ razvija.

Vlaknima ojacani materijali, danas veoma interesantni sa tehnoloSke tatke
gledi$ta, imaju malu, takoreéi zanemarljivu, promenu duZine u pravcu vlakana pod
uticajem mehanickih sila pa se dovoljno tatno moZe pretpostaviti odgovarajuca
elasti¢na neistegljivost [9]. U ovom radu se direktnim metodom razmatra stabilnost
ravnoteZe homogene termoelastiCne konatne deformacije S§tapa pravougaonog
popreénog preseka koji je sadinjen od nestsljivog vlaknima ojadanog generalisanog
Muni-Rivlinovog (Mooney, Rivlin) materijala. Pri tom se ispituje mogucénost egzi-
stencije dopunskog infinitezimalnog temperaturskog polja i dopunske infinitezi-
malne deformacije pri nepromenjenim grani¢nim uslovima.

1. RavnoteZna konfiguracija

Posmatramo nestisljiv elasti¢an Stap .23 beskonaéne duZine (Slika 1) pravou-
gaonog popreénog preseka, ojafan neistegljivim vlaknima, koji u nedeformisanoj
beznaponskoj konfiguraciji 3y ima homogeno temperatursko polje Tp=const.
Neka su materijalne koordinate u Z3p Dekartove

dsy = 8, dX dX . (1.1)
Ako T, dobije homogeni prirastaj 6 =const a granice tela su slobodne, 23 ¢e preci

u novu beznaponsku konfiguraciju c?é,v koja se zove prirodno stanje. Funkcija pre-
slikavanja

0 B> By (duy = 0% dXy, (1.2)
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zove se termicka distorzija [9] 1 za < Ty se dovoljno tadno moZe predstaviti linear-
nom tenzorskom funkcijom (B je koeficijent linearnog Sirenja u pravceu vlakana
a v je u praveu upravnom na vlakna)

1486 0 0
{0x(6)}=¢ o 1+'{6 0 . (1.3)
1+'y@
=
— X3
— |7
S A
H [
- ' 7
Sl 1

Neka na Stap deluju pritiskujuée sile Ri S na njegove strane ’paralelne ravnima

X1X; i X,X;izazivajuéi izotermski prelaz Stapa iz O{BN u konfiguraciju 008 Funkcija
preslikavanja prvobitne u ovu konfi 1guracuu (x4 su prostorne Dekartove koordinate)

0%,

F:C%OHC%, dxk=FdeXK= dXy, (1.4)
0Xy
je tenzor gradijenata deformacije i u naSem slu¢aju ima komponente
A A, 0 0
{Fuu}=<0 %, 0 5 A =const (a=1, 2, 3). (1.5)
{0 0 13}

Razli¢itost konfiguracija C%Ni C% prouzrokuje pojavu napona [9] a odgovarajuéa
funkcija preslikavanja

/N ay N Pas PAS N\
L] :C%N = %, dxk = (pk)( (du)x s . (1.6)
se zove elastina distorzija i njene komponente se iz (1.3) i (1.5) dobijaju u obliku
. W
1486 0 0
By -Fudiy = o 22 o L (1.7
_ 1+v0
0 0 —2=
[ 1+M
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Tenzori

P NN ”~ N ey

B=®.07, C=07.® © (1.8)
sa komponentama .

M (1+p0)2 0 0
N\ ~ U N
{Bi} = {87 @y P12} = 0 M(1+v0)72 0 =
0 0 M(1+y8)?
= {Cxx} = {0k Prex Pir}s (1.9)

se, prema terminologiji datoj u [4], mogu nazvati levi i desni Ko3i-Grinov (Cauchy,
Green) tenzor elastine deformacije.

Materljal §tapa je elasti¢no neistegljiv u praveu vlakana (pretpoctavlja se da
su vlakna u datim konfiguracijama odredena jedini¢nim vektorima Agx=3y,

—81 1ak~ 1 &) odnosno [9]
N

Cop A =0y = (N >2-1 (1.10)
ex)» N N e“ (1 +B‘(') H . .
i elastiéno nestisljiv : _ _

- detCu=detB,=1, (1.11)

pa se dijagonalne komponente tenzora elasti¢ne deformacue mogu naplsatl na

sledeéi nadin
A1
By=1, Bp=—, By=x (1.12)

e %’ e

Napon i entropija vlaknima ojaanog nestiSljivog tela pri termoelasti¢noj
deformaciji su odredeni izvodima funkcije slobodne energije [9] '

ty=—pdy+Taay+2p [, +1; qu)eBkl ) ljkm eml'i' ‘
+434; (B a+ By )], (1.13)

0
n:——d-i-l-{ [(‘Pﬁ" “I‘z) pm 4’2 pJ Jm+"p3 (ap€im+

17 1
+amij)+§—~Tapa ] pq)mu] FK,,,d@K/dO (1.14)
¢ e
gde su: t,;=¢, = — simetrini tenzor napona, p — pritisak (reaktivni napon koji

odgovara nestiSljivosti), 77 — napon vlakana (reakt1vn1 napon koji odgovara
elastiénoj nelsteglpvostl), 7 — specifitna entropga i

A w=1,23), 1.15
q)a aIa ( l: > ), (‘ )

1
I, =13kk: Iz=—2*(§kk3u—3k1 By), 13=fjkajak- (1.16)
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Pretpostavimo da je materijal posmatranog Stapa nelinearni elastiéni generalisani
Muni-Rivlinov materijal sa funkcijom slobodne energije

VB, D=COEG-9+GOG-9+GO G-, (L1

Zbog toga $to je 0L Ty moZemo C, (x=1, 2, 3) razviti u stepene redove po 0 i za-
drZati samo linearnu aproksimaciju

Ca(§)=Ca(O)+(§6—°‘) 0=4,(1+k.0), (x=1,2,3). (1.18)
0

U specijalnom sudaju 6=0 za C;=0 dobija se Muni-Rivlinov materijal bez
ojadanja a ako je i C,=0 materijal je neohukovski bez ojadanja [4]. U radu [7] je
uvedena pretpostavka (za materijal bez ojadanja) k,=1/T; (2=1, 2) koja Ce se dalje
1 ovde koristiti zbog jednostavnijih krajnjlh rezultata Uzimajuéi ovo u obzir iz
grani¢nih uslova f); (£ X L)= +5, f (0, Ay H)= ¥ R dobijaju se prostorne kom-
ponente tenzora napona pomocu (1 12)—(1.17)

=8, tp=R, I =0 (k#D),  (1.19)

142

-1 " o~ -
CR425-[C,+C,(1 4+, T—p=S——29(C1+C +2c) (1.20)
®

U gornjim izrazima su x=const, C,=const (a=1, 2, 3) pa su uslovi ravnoteZe
15 :
(zapreminske sile ne uzimamo u obzir) u 43, odnosno

te1 =0, (1.21)
identicki zadovoljeni.

2. Priraitaji deformacije, napona i entropije

Neka su gradijenti deformacije dobili ravanski virtualni priradtaj u=u(x, y)
v=y(x,), w=w(2) [§]
ou du
ox Oy
dv 0v

3 Fix =y, FIK’ mp={— — 0 | (2.1
ox 9Jy

0o o2

0z ’

- )
a temperatursko polje virtualni prira§taj 30 =0—0=+. Tada ¢e konfiguracije ZBx
VA

i B predi u njima infinitezimalno bliske By i JB a odgovarajuéi virtualni pri-
rastaji termiCke i elastidne distorzije ¢e biti [9]

B 0 0
{S®E}=r{@ﬁ=c{o Y 0}, (2.2)

0 0 ¥y
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i)E—B'r—l:% 0
ox Vx oy
ov 1 fov
3D} ={ — — {—~-T 0 s (2.3
pou={T (5o ey
0 0 V;(—a—“i—l"r)
oz

gde su uvedene oznake B=8/(1+80), I'=v/(1+v0). Sada, koriiéenjem (2.1)—(2.3)
virtualni prira§taji uslova elastine neistegljivosti i elastitne nesti$ljivosti daju,
respektivno

a—u——BT=O, -02=0, a—v=21‘1‘, 2.4
ox 0z oy

pa je virtualni prirastaj levog KoS$i-Grinovog tenzora elasti¢ne deformacije odreden
matricom

1 ou ov
0 —_——t—
x 0y Ox
@Bj-{1ow,» T o L 2.5
x 9y Ox * ‘
0 0 — 2Tt
Ako uvedemo oznake
n=38p, o=08T (2.6)

i uzmemo u obzir (1.18), (2.5) i varijaciju uslova elastiéne nesti$ljivosti

S0 = _5(@;’1): —(B+2D)x, @.7)
ox oy

virtualni prira$taj prostornih komponenata tenzora napona dobijamo iz (1.13) na
sledeéi nadin:

8tkl= “Trskl-"o-‘;kal—za (B+2F— T—l) [(Cl +jl Cz)Ekl*Cz ABkmABmI+
+C,q (E'jk ;’1'*'3,'1 a)]+20[C, By 31, +(C,+1,C,) § By, — (2.8)
e e e [-4
-G, (B S-Bkm+ﬁkm 3B, +C, 5,- (‘;1 3B+ a, 3 Bj)l-

Sada se virtualni korotacioni priraStaj prostornih komponenata tenzora napona
ay, (koji uzima u obzir i promenu povrSine na koju vektor napona deluje [8]) moZe
lako eksplicitno napisati pomoéu relacija

~  on 1 {ou; Ou;
04y = Oty — Oy Ly + Ly © s oy = ’2— (‘a—x“ - ;);J) 2.9)
i ;
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Na slian naéin, (1.14) daje virtualni prirastaj entropije

0
o=-3 (Bg) +3 [2 Dy [(C1 +C, 1) By —C; By By, + Cs a5 (a, By, +

1 1 .
+a, B+ —7Ta, am]—-——p@mu} Bk Fgm+
e 20 P

+ {—; X [(c1 +C, 1) B,,~C, B, B+ Cya;(a, By, +  (2.10)
. e e e

pm
p e

A=

“ 1 A A PO
am ij) +o= Tap Gm]} Bl‘éuk,m FKkl’
2p
gde je iskoris¢ena veza
3Fgn= —Fii thym 2.11)
koja se lako izvodi iz (2.1). Ovim su odredene sve veli€ine koje figuriu u prirastajnim
jednadinama balansa pa e ove biti napisane u sledeem odeljku.
3. PriraStajne jednaline balansa i granicni uslovi

PriraStajne jednadine balansa koli¢ine kretanja, izvedene u [5]1 [8], a ekvivalent-
ne jednadinama »neutralne ravnoteZe« v konvektivnim koordinatama [1}, odnosno

) Ok 1+ Ot Tpt+ Ty Oppt— Tipu 8, =0 1 B, (3.1

gde je oo . X
| o = (a”"' +3"—”), 3.2)

2 \ox, ox, N
imaju u naSem slucaju eksplicitni oblik
0y ot 0
3 —-& —=—(rn—o0), 3.3
e mh s = (m0) | (3.3)
e g 9T 0T G.4)
oxr oy oy

Ovde su sa «;, £; i &, oznadene konstante

a =25 (x4 C 10,

a,=2-‘l[(s——j1:)[(q+2cg)x+c2(1+x2)]+2xr(czx+c;)] (3.5)

X

~

£2=2-§—{B [(CZ—C3)+2}£FCZ—%[C1+C2(1+x)]},

koje zavise od poletne konacne elastiCne deformacije » (videti (1.12)).
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Razmotrimo, sada, prira$tajnu jednadinu koja se odnosi na balans energije.
Ukoliko bi, umesto dinamifke jednadine balansa energije [4]

d
T = =gy, 36
dt _ -
napisali virtualnu jednaginu
§T&>—<cq, 4, . (3.7)

(gde je £ — infinitezimalni sklar), razvili ¢, u stepeni red [9]

& +30 ., T — 0 @, 7, 0)+f 2% Y
qk( mu.+ mis + 7, 1‘," “qk( s 4y )+ . mu+
o, T,0

mi

2 o
+ (_-qﬁ) T+ (—-qi) 7= Kyt (3.8)
0T/3 %0 07, /8,70

i zamenili u (3.7), dobili bismo
p T8 =cKy, k- (3.9)

Pri tom je za izvodenje (3.8) iskori§en uslov nepostojanja toplotnog fluksa u ho-
mogenom temperaturskom polju. U jednadini (3.8) sa K, su oznaene konstantne
prostorne komponente tenzora termicke provodnosti [11]. Posto je v infinitezimalni
prira§taj temperature, desna strana jednadine (3.9) se moZe zanemariti kao mala
velidina drugog reda, pa se iz (3.9) i (2.10) dobija prirastajna jednacina balansa
energije

BTo—(B+21) Tn—[23—%(2F2+2FB—Bz)RT—

-—;—B(E+2F)ST]T=0, (3.10)
gde je

}&3=BZT[CI(—1+x+x2)+2czx2+2csx]+2Brf[cl(l+x)+
P

+C(14+2%x+x2)+2C)+T2T[C,(1 +x®) +Cp (1 +4 %+ 3x)]~ (3.11)
—B[(C;+2C)x+C,(1+x3)] 2T [C; %+ C, (1 +%)].
Sto se tide priradtajnih grani¢nih uslova (videti [8])
sfk=(6k1+wkp;pl_}klspp—;kpepl)nl=0 na §=0% (3-12)

gde je n,, jediniéni vektor spoljne normale na granici tela S, u nafem slu€aju se oni
svode na

°'11+;115zz=[—7‘-'+6+(2FS"Cl)T]x=iML=O- (3.13)

- - du ov
Gay + Wy tu"tzzszl=[(°‘1+S“R)“a‘;+(°‘1x‘s)'a_xl " L=0: (3.14)
=xM
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" . Ju ov
612—{-0)12tzz—tusuz[al—oy+(otlx-S)——ax] x =0, (3.15)
y=0,2%; H

Gy &y by = [~ T+ (RB =) 7lym0,2, 5 =0, (3.16)
sa konstantama

1 1 1432 :
<:,-:-—-(B——.—)(c,+c2 12C,)42D(C,+2C,x44C),  (.17)
20 T %
i 1 1
Gaz= (B-g)larc ez (3.18)
20 x T
Na ovaj naéin, iz prirastajnih jednadina (2.4), (3.3), (3.4) i (3.10) treba da odredimo
funkcije u, v, T, © i ¢ koje moraju da zadovolje grani¢ne uslove (3.13)—(3.16).

4. Analiza stabilnosti
Pretpostavimo reSenja priraStajnih jednacina na sledeéi nadin:
u=fi(x) cos vy,
v=fr(x) sin vy,
T=f3(x) cos vy, 4.1
7= F(x) cos vp,
a=F,(x) cos vy.

Sa ovim reSenjima se na elementaran nadin iz (2.4) i (4.1) dobijaju veze

7 (.x)=—§fl'(x>, (4.2)

fz(x)=f—gfl' ®. 4.3)

S druge strane, graniéni uslov (3.15) ée biti identi¢ki zadovoljen ako je v=nr/MH
(n=1,2...) a (3.16) ¢e nam dati vezu

s S ). (4.4)

Preostala dva graniéna uslova, (3.13) 1 (3.14), sa izborom refenja vida (4.1) glase,
respektivno,

BF,(+ML)—(RB4+2TS-{, —0)f (£, L)=0, (4.5)

Fy(x)=

(R—S—0)vf, (£, L)+<a,x—5)%fl"<ﬂl L)=0, 4.6)
v

Posmatrajmo, sada, jednacine (3.3), (3.4) i (3.10). Jednadina (3.4) se pomoéu
(4.2) i (4.9) svodi na oblik

L)+ fi (0)=0, (4.7)
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gde je
2
w= - (BR+E,-7), (4.8)
: o, %l
sa opStim re§enjem
J1 (x)=E+B; cos px+ D sin px. 4.9
Ovo redenje ¢e zadovoljiti i jednadine (3.3) i (3.10) ako su zadovoljeni uslovi
E,=0, (4.10)

i (ovaj uslov se dobija eliminacijom F, (x))
STB(B+2T)= —RT(2I2-2TB-B)+2u2(,—BTE -2TTE,) +
+2a,v2B27. (4.11)

Ovim se graniéni uslovi (4.5) i (4.6) pomocu (4.9) mogu, respektivno, napisati ek-
splicitno sa

w(F B, sin ), L+ D, cos u, L) {gs_sirc,—z(s+r)ic2+
+—;—RT(BZ+2I‘B-—2I‘2)——;—STB(B+2P)}=O. (4.12)

. ' 2
(B, cos p, L+ D, sin p, L) [v (R—S—a)+ (%, x—8) ._g. u"] —0. (4.13)
v
Ove ¢etiri jednadine mogu biti istovremeno zadovoljene u Setiri sledeéa sludaja.
A. Neka je zadovoljena jednadina
28,-2BT4 -4(B+D) T, +RT(B*+2TB-213)-STB(B+20)=0. (4.14)
Tada (4.13) moZe biti zadovoljena ili u slufaju (Al) za

B,=0, D,#0, sinuA L=0 > g=’i"f’i(m=1,2,...), (4.15)

ili (A2) ako vaZe '

B,#0, D,—0, cosur L=0 > p=2""
1

B. Ako je, s druge strane, zadovoljena jedna&ina
VB(R—8§—-o)+u?(ax~S)2I=0, )4.17)
mogu da nastupe slucajevi (B1)

-1

r(m=1,2,...) (4.16)

B,=0, D30, cosp.)\lL=0|—>p.=2m—l7t (m=1,2,..), (4.18)

ili (82) '
B0, D,=0, sinp)\lL=0Hy.=;-n—% (m=1,2,...). (4.19)

1

Prema tome, sistem prirastajnih jednadina (2.4), (3.3), (3.4) i (3.10) ima ne-

trivijalna reSenja za u, v, 7, ® i ¢ ako tri skalara: R, §i 6=’.7‘-—T0 zadovolje
jednadine (4.8), (4.11) i (4.14) ili (4.8), (4.11) i (4.17) pri &éemu su v=nn/AH (n=
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=1,2...) a w je odredeno sa (4.15) ili sa (4.16). U protivnom, ako ovi uslovi na

R, §'i 6 ne mogu biti istovremeno zadovoljeni, postoje samo trivijalna reSenja
i posmatrani Stap je stabilan. Za konkretna izraGunavanja (koja su jednostavna
1 svode se na reSavanje sistema algebarskih jednadina) moraju se znati materijalne
konstante Ay, A;, A3, B, v i po kao i popreéne dimenzije $tapa.
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'STABILITY OF A FINITE THERMOELASTIC DEFORMATION OF
A FIBRE-REINFORCED MASSIVE SLAB

Summary

A thick slab of rectangular cross section composed of a generalized incompres-
sible fibre-reinfroced Mooney-Rivlin material is subject to a finite homogeneous
static thermoeleastic deformation. This deformation is caused by means of an
uniform heating as well as tensile or compressive surface tractions. The stability
is examined by making use of the direct method superposing infinitesimal virtual
disturbances. In this way linear incremental equations of balance of momentum
and energy as well as the corresponding incremental boundary conditions are obta-
ined and solved. The conditions for non-trivial solutions leading to an instability
are found and discussed. :

Dr Ing Milan Micunovi¢ vanredni profesor
‘Maginski fakultet u Kragujevcu
Univerzitet-,,Svetozar Markovi¢”

Sestre Janjiéa 6
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PRILOG ObREDIVANJU KONACNIH JEDNACINA KRETANJA
'NESTACIONARNIH MEHANICKIH SISTEMA

Dusan J. Miki&i¢
Uvod :

Mehani¢ki sistem -&ije su dlferencgalne jednadine linearne po. generalisanim
koordinatama i njihovim 1zvod1ma, srecu se u teoriji linearnih oscilacija [3], u auto-
mmatici [4], u elektrotehnici i u druglm nauénim disciplinama. Nestacionarnost ovih
sistema potibe usled vremenske zavisnosti koeficijenata a;, b; 1 ¢;. U ovakvim
sluca_]ewma se konaéne jednadine kretanja Sesto traZze numeri¢kim metodama Samo
séu'nekim specijalnim sluajevima moZe do¢i do koaénog taénog analititkog re§enja
Cilj ovog rada je, da prikaZe metodu koja se moZe koristiti-za numeri¢ko resavan;e
konaénih jednadina, a ponekad'i za traZenje taénog analmckog resenja. :

Definisanje problema
Posmatrajmc; mehani€ki sistem &ije su diferencijalne jednadine kretanja

a,,(t)q’+b.,(t) g +c; () ¢ =F; (1), Grj=1,2,...,m). )

Koefl(:ljentl a; (0,5, c; (t) i generalisane sile F;(#) su poznate funkcue vremena
Pored ovih veli¢ina date su i'podetne vréednosti gencrahsamh koordinata i generali-
sanih brzina. Potrebno je odrediti kona¥ne jednadine kretanja g (f) za t>1).

Za odredivanje kona¢nih jednadina kretanja postop viSe numeritkih metoda.
Tako na primer, Andre Ango u kursu (1] predlaZe jednu takvu metodu, koja je
delimiéno prikazana u radu [5]. Kori$éenje ove metode je vezano za sporu promenu
vremenski zavisnih koeficijenata u sistemu (1). U kursu [2] se predlaZe druga ana-
liti¢ka metoda za traZenje kona¢nih jednacina kretanja. Nedostatak ove metode je,
Sto se od koeficijenata a;; (?), b, (1) i c;(1) zahteva da su viSestruko integrabilne
funkcije. Na taj nadin se ograniava oblast primene ove metode za praktian rad.

Metoda koja se predlaZe u ovom radu zasniva se na prikazivanju mehanikog
sietama u faznom prostoru pomocu vektora stanja x=col (xi, X3, ...., Xan).
Dve spomenute metode isto tako tretiraju ovaj problem pomodu faznog vektora,
pa su zato jedino on¢ spomenute i ako ima viSe razli€itih numeritkih metoda za
reSavanje sistema (1). U mehanici upravljanog kretanja [2], u teoriji oscilacija [3]
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i automatici [4] je proudavanje dinami¢kog sistema pomodu faznog vektora osnovni
pristup. Zato se transformacija sistema (1) na Kosijev oblik moZe izvr§iti na primer,
smenama ¢'=xy, ~1, ¢'=X,; ili na neki drugi nadin. Na taj nadin sistem (1) dobija
oblik

x=A @) x+f(E), x(t) =X =00l (X1 Xy + - + » Xppo)e 2)
U ovom sludaju kvadratna matrica A(f) je poznata funkcija vremena posredno
preko koeficijenata a;(#), b;(t) i c;(?). Vektor f()=col(0,/3,0, f,..... , 0, fan)

je Elan koji potife od generalisanih sila F,(f). ReSenje faznog vektora x (¢) s1stema 3]
je dato KoSijevom formulom [Z]

X=Xt )%, + [ X(t, ) f(s)ds, t>1,

Fundamentalna matrica za nestacionarni sistem (2) nije reSiva u kona¢nom obliku,
veé se moZe na osnovu [5] prikazati pomocu beskonalnog reda

X t)=S A (t) ¢~y /m, Ag=I, A, =A(). “)
n=0

Ostale matrice Ay (#) su definisane rekurentnom formulom

4,0="3 (" ! ) A0 4,10, d0-220. )
’ p=0 ¥4

U radu (5] je pokazano kako se pomodu diskretnog modela moze odrediti fazni
vektor u diskretnim vremenskim trenutcima. Ovde ¢e biti pokazano kako se formula
(4) koristi za analititko odredivanje faznog vektora x (f). U tom cilju treba izraz
(4) zameniti u (3). Tako se dobija da je za =0

x(t)=[ S 4,(0) I”/n!] X+ f [ S A,(5) (t—s)"/ﬁ!] f)ds.  (6)
0

n=0 n=0

U nekim sludajevima formula (6) moZe dati konatno analitiko reSenje faznog
vektora x (1), kao $to se vidi iz primera koji je priloZen u daljem tekstu. Na kraju
treba samo izvrSiti inverznu transformacuu od faznog vektora x (f) prema generali-
sanim koordinatama ¢’ (¢). Na taj nadin bi blle reSene i kona¢ne jednacine kretanja
nestacionarnog sistema (1). :

Primer

Posmatraéemo nestacionarni mehanitki sistem kod koga je n=1, a3, ()=

=1—12, by ()=—2t, ¢;1=6, F;=0, tako da je sistem (1) opisan samo jednom

dlferencualnom jednadinom drugog reda (l—t2)q——2tq+6q 0. Podetni uslovi su
q(0)=—0,5; g(0)=0. Smenama g=x, g=x, dobija se Kosijev oblik (2)

(2):[ —06 2lt ](2) x=(2) ’A(t)=[;0§___21_t?], .‘xos(—(()),S).

1—-22 1 =12 I—21~¢
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U ovom sluéaju matrice (5) su

A0=1=('(1) ?) A1(0)=(_g (1))

1L 71\@® ) . -6 0
A2(0)=Z( )AA,-,,:A (0)+A\0)=( )

p=0\p . 0 -4

2 2 \(» . . . 0 —4
A;(0)= AA,_ =A*+2AA+ AA+A= )
0= 3 (A vz aind=(0 )

3 (2] .
4,03 (;)ﬁ(m A3, (0)= 4 (0) A, (0) +3 4 (0) 4, (0)+

r=0

+34(0) 4, (0)+4(0)= (g *22) :

Zamenom ovih matrica u izraz (6) dobija se da je

x(t)=[((1) (:)+(_g (I))H(—g _g)t2/2!+

SR A e

oG ()05

Konaéno je traZeno reSenje g (1)=0,5 (1—3#2).

Zakljuéak

U zakljucku se moZe konstatovati da formula (6) moZe u nekim sludajevima
dati kona¢no analiti¢ko reSenje za fazni vektor x (7), a posredno i konaéne jednadine
kretanja nestacionarnog sistema (1). Primer je odabran iz oblasti LeZandrove dife-
rencijalne jednadine, koja se moZe resiti i na drugi na&in, da bi se proverila predloZena
metoda. Konaéan sud o predloZenom postupku traZenja konaénih jednadina kretanja
se moZe dati tek kada se reSi veéi broj primera iz mehanike ili iz drugih oblasti.
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A CONTRIBUTION TO THE DETERMINATION OF FINITE
EQUATION OF MOTION FOR NONSTATIONARY MECHANIC SYSTEMS

Summary

In the present paper we observe a system whose differential equations of motion
~are of the form ay(?) ¢/+b; (1) ¢/-+c;(t) ¢/=F; (), (,j=1,2, ..., n), where n is
the degree of freedom of motion. The procedure for determining finite equations
of motion ¢'(¢) in a finite time interval fy=¢=t; is proposed in the paper.

Dr Dufan Mikicic¢
Elektrotehnicki fakultet
Beograd, Bulevar revolucije 73.
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. NAPOMENA UZ MARGEROVU TEORIJU PLITKIH LJUSKI

Natalija Naerlovié-Veljkovié

Rad K. Margera (X. Marguerre) [1] odnosi se na teoriju konaéno deformisanih
»zakrivljenih plo€a« ili plo€a sa »slabom pocetnom krivinomg, kako je autor nazvao
tanke plitke ljuske koje u svojoj teoriji prouéava Ovako definisan objekt prou¢avanja
daje povoda za uvodenje nekih zanemarenja, iz kojih rezultira relativno Jednostavan
oblik diferencijalnih jednadina problema. PredloZene jednadine bile su namenjene
analizi stabilnosti i postkriti¢nog ponaSanja plitkih ljuski. U tom smislu teorija je
pogodila cilj, jer je, nekoliko decenija kasnije, postala rado kori§¢ena u problemima
stabilnosti, v. napr. [2].

Nedeformisani oblik srednje povr§i tanke ljuske Marger odreduje, u odnosu
na Dekartov sistem materijalnih koordinata, jedna&inom:

z2°=W(x,). )

U deformisanoj konfiguraciji, u odnosu na isti sistem koordinata, poloZaj proizvoljne
tacke ljuske odreden je izrazima

x+u (x, y)—z We YHV (X, Y)—zw,, W(x p)+z+w(x, ), )

gde indeks pored ,,w” oznadava izvod po nazna¥enoj materijalnoj koordinati. Izrazi
(1) pokazuju da su u MargerOVOJ teoriji zadrZane standardne pretpostavke teorije
tankih plo¢a o ravnim presecima i nepromenljivosti uglova koje ti preseci grade sa
srednjom povrSi ljuske.

Na osnovu izraza (1) i (2) odredene su koordinate LagranZevog, materijalnog
tenzora relativne deformacije, napr.

'lyu=ux+ —l—(u,zc + R+ Lwi + Weowe—zw,,, it. d., 3)
2 2 2
pri demu su zanemareni sabirci oblika u, (zw,),, (zwx)ﬁ itd.

Dalja analiza je izvrSena primenom energetskog pristupa, uz pretpostavku
linearnih veza izmedu koordinata tenzora napona i koordinata LagranZevog tenzora
deformacije. Uslovi ravnoteZe, izvedeni na osnovu principa virtuelnih radova,
uvodenjem naponske funkcije ® = (x, y), svode se na sistem od dve spregnute
diferencijalne jednacine

é‘— AAD=2W, W ,~W, W, —W, W, + wxy Wix Wyys 4

E' B

AAW yy (Wxx + w.\x) + 2 (I)xy (ny + wxy) - (Dxx (Wyy + wy_v) = 0: (5)
koje su predlozene kao osnova za proudavanje postkriti¢nog ponasSanja plitkih
Ljuski. Prva jednadina ima zna&enje uslova kompatibilnosti deformacija za genera-
lisano ravno naprezanje, a druga predstavlja uslov ravnoteZe u pravcu z-ose. Pri
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ispisivanju jednagine (4) naknadno su, u izrazima za koordinate LagranZevog ten-
zora deformacije, zanemareni €lanovi koji su nelinearni po izvodima pomeranja
w1 ,,y”. Ovo naknadno zanemarenje opravdano je slabom poletnom zakrivlje-
nodéu srednje povrdi ljuske. _

Uvedeno naknadno zanemarenje moglo bi tu bitii izbegnuto. Medutim, ukoliko
bi se do kraja iflo sa izrazima oblika (3) za koordinate tenzora deformacije, uslov
kompatibilnosti bi morao da bude postavljen u nelineranom obliku, v. napr. [3)
i u posmatranom sludaju bi glasio

ey + ‘)2522_2‘)2512+_1_ (__‘_)_eg)z +(0522)2 +?j1laezz
0)? 0 x? oxoy 2]\dy 0x O0x

ox +

+‘)511‘)_f_21 _ 2({)_:-:_1_1_0512 N Oe,, Oelz> 0 (6)
oy oy dx oy  dy ox ’ '
gde je obelezeno

i 1 1
SIIEux+ —2—(u§ +v225)= E(Qiy_v¢ix)——;w§ —Wx W,x’

1 1 1+v
E:12-_=--2_(uy'*-vx)'*'—2~ (ux Uyt Ve V)= ————

1 '
E (ny—'{(wx w,+ W, w.+W,ow), (7)

1 1 1
€=V, + -i—'(u,z, + v§)= —E((I)ﬁx—vdﬁ,.) - —Z—Wf. —W, W,

Ukoliko bi se u tako napisanom uslovu kompatibilnosti zanemarili sabirci koji su
nelinearni po izvodima naponske funkcije, tada bi se promenila samo desna strana
jednadine (4). Ova strana bila bi dopunjena nizom ¢lanova koji su nelinearni po
izvodima funkcije w (x, y). lako se ima u vidu slaba poletna zakrivljenost srednje
povrsi ljuske, sa desne strane jednadine bi mogli da se zadrZe oni sabirci u kojima
se, kao koeficijenti, pojavljuju kvadrati prvih izvoda podetnog ugiba W. U tom
sluaju jednadina (4) bila bi zamenjena izrazom:

-;— AAD=2W,, w,,~W,, We =Wy W, + (1 + Wiy W_ﬁ) (w,z‘y —wew,) (8)

Tako napisan izraz sliénog je oblika kao jednadina (4), ali, prisustvom podvudenih
¢lanova, daje moguénost za procenu valjanosti primene diferencijalnih jedna&ina
(4), i (5) u proudavanju stabilnosti ljuske odredenog oblika.
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O HEKHNM KAPAKTEPUCTHKAMA
IIOJJMHOMA YEBUIMEBA

Baaioj C. Iloios

1. ITocmaTtpajMo monunome YUebuuiea npse Bpcre T,(x) M HOpyre BpcTe
U,(x). Ilo3nato je ma onM Mory OuTH ompeleHH IeHepaTpHCHHM peJlaliHjaMa

(1-xt) (1 -2xt+1)=1= 5 T,(9) 1",
n=0

OJ{HOCHO
(1-2xt+t¥)'= iU,,(x)t".
Hexa je =
Fx =73 T: (1, )
" n=0
Go(x )= ST, k>1. @)
n=0

Liun oBora pana je ma m3pasu QyHxkuujy F, (x, 1) u G.(xt) y eKcIiu-
uuTHoM 06sMKy. I'eneparpucne ¢ynkmmje 3a momuHoMe T, (x) ¥ U, (x) wHju
UHICKCH Cy BHINECTpYKH Opojesu, Gmhe m3senmene Taxole.

2. Excrumunuten obaumu nojmHoma T, (x) B U, (x) cy maTH H3pasH

2T, (x)=(x+Vx2 =D+ (x -V = 1), (3)
)i
22~ D2V, (x) = (x+ Va2 - D+t — (x—Yx2 =Ty, @)

EneMeHTapHOM TpaHCGOpMaLMjOM OBHX INOJAMHOMA xo0HjaMo IIO3HaTe
penanuje
Tn+m('x) + Tn—m (x) =2 Tn (x) Tm (x)’

Upom@)+U,_,,(x)=2U,(x) U,(x), n=m,

)
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Hyeuturer

) “ .
ntant =3 (=1 Cier (F1+1)2 ()™, w=[k/2],

r=0 k"‘r

3a ry,=x+Vx?—1, nam naje penamajy

S k., _
Tiw () =2 (=1 == Cher 207 174 (), K21 6)
r=0 -

V3umajyhu y 063ap

T () 2V —1U, ()= (x £ V32— 1)+,
no6ujamo.
k

W,, () =r20 200 Cly (62~ 1)°7 U™ (), k=t Q)

roe je w,, (x)=[2 T (ue 1y (%), axo. je k mapaH 6p01.
: Ui (+1(X), axo je k memapan 6poj.

3. Penaumje (5) oMoryhasajy noOujarbe IeHepaTpuCHMX (yHKLMja IONH-
HoMma T, (x) u U, (x). 3aucra, uMahieMo .

(=27, () 1+ ) Ty (5, )= To () — T, () 1, ®
e je
Tm (X, t) = zo T:Im (X) ", (9)

Ka0 M KopucTelin penanujy
UpsmX) = Upma () =2 U (X) T, (%), (10)
noGujamo
(=27, t+t)U,(x, )=Uy(x)+U,_,(x)t, m=1, U_;(x)=0, (11)
TAe je |
| Up (@, =3 Upn (@)1,

n=0

Tonasehu ox (6), mocMaTpajMo cyMy
o0 [=2] k (e} _
onk,,(x) "= 20(— ) 2672t o G 20 TE2 (e, k=1
Xoja 3ajemuo ca (1) m (9) HaMm paje

(4] k . ,
261 F, (x, 1) =T (x, 1)+ Zl (= 1y 2k2t 5 ChrFrg, (%, 1),
r=

—-r
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xao ¥ nmomohy (2), (7) u (11) mobmjamo

o
220 (xz— 1)0) Gk (x, t) = Wk (x, t) — 2 2(w=n ]_Ck—r C;_r (xz— l)(ﬂ‘r Gk_z'. (x, t),
r=1 -
TAe je

Wk (x, t)zngo Wi (x) .

4. Crenene mommnoMa T,(x) u U,(x) noGmjamo m3 penammja (3) u (4).
HNmahemo

27 To(x) = 2 Ch Tyann (0, 1
ca
. T, (%), n#0
T (x)={l/2 T, (), n=0,
u,

2@ =1)° Un(®) = 2 (=1)" Ch Wi () (13)

Axo ce moMHOXH cBakM 3Hak pemauuja (12) m (13) ca " u ose caGepy
3a n=0, 1, 2,... nobuja ce

(5]
27V E (x, )= 2, Ck Ty (%,1),
r=0
roe T,(x, t) Tpeba momenuTs ca 2, u
2°(¢ = 1) G 0, ) = 2, (=1 ChWiepy ().

Vaumajyhu T, _,, (%, t) u Wi _,,.(x, t) w3 (8) u (10) moGuja ce

- o o To() =Ty (Xt
k—1 - 9 k—2r ,
PR (x 1) ,go Ci 1-2T,_,, (x)t+12

e Vi, (x, 1)
2671 (x2 = 1)° G (x, )= 3 (—1)Ck bz )
(=1 G (. )= 2 (—1) T on. e

rie je
To(x)— T (%) t, k—mapan 6poj
Uy (x)+ Up_,(x) t, k—Henmapan 6poj.

Vit 0=
Jdutepatypa

[1] Chohat M. J., Theorie générale des polynomes orthogonaux de Tchebychef, Mew,
des Sc. Math. fasc. LXVI, 1934, Paris.
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QUELQUES CHARACTERISTIQUES SUR
LES POLYNOMES DE TCHEBYCHEF

Résumé
On donnent quelques relations concernant les fonctions génératrices des
polynomes de Tchebychef de premiere espéce T, (x) et de seconde espéce U, (x).

akademik Dr Blagoj S. Popov
Univerzitet u Skopju
Skopje




36opuux pagosa Madiemamiuukoi unciuiiyma, Hosa cepuja, xkro. 4 (12), 1984.
Recueil des travaux de IInstitut Mathématique, Nouwvelle série, tome 4 (12), 1984,

DINAMICKA ANALIZA SISTEMA KRUTIH TELA POVEZANIH
ZGLOBOVIMA I VISOKOELASTICNIM VEZAMA PRIMENOM
RACUNARA

Dejan Popovié
Uvod

Poslednjih godina velika paZnja se posveéuje numerickoj analizi sistema krutih
tela [1, 2, 3, 4]. Ova analiza je baza sinteze aktivnih mehanizama, tj. manipulatora
namenjenih industrijskoj robotici i rehabilitaciji invalida (proteze i ortoze). Mnoge
metode za rafunarsku simulaciju su razvijene 1 bazirane na metodama opétih teo-
rema, LagranZevim jednaCinama, Njutv-Ojlerovoj jednadini, Apelovoj jednadini,
Hamiltonovim .jednadinama [5, 6, 7). Za sintezu ortoza za donje ekstremitete, ba-
zirane na principima samopode$avanja i raspodeljenog prenosa sile sa spoljnog
skeleta na doveka [4], bilo je pogodno naliniti specifidan. algoritam za raunarsku
simulaciju.

Mehani¢ki model sistema koji je od interesa je dvostruki kinemati€ki lanac
povezan (sfernim) cilindri€nim zglobovima, sa translacionim kinemati¢kim parovima
pete klase koji su medusobno povezani visko-elastiénim vezama prvog reda (S1. 1).
Posebno je bilo pogodno da algoritam omoguéi ratunarsku analizu u shu€aju kada
je jedan lanac u delovima koji nisu povezani, osim visko-elastiénim vezama, i da uz
ogranienja obuhvati i otvorene i zatvorene strukture. Ovaj mehani¢ki model je
nazvan biomehanizmom SFMO [4].

Dinamika biomehanizma SFMO

Jednadine kretanja svakog &lana se mogu napisati primenom metoda op3tih
teorema, u shudaju ravnog kretanja

Fi=m, &i’ Mc,=Jc;$,

gde je g=x, », 0 je ugao u odnosu na x osu, u x0y ravni, Jc moment inercije u odnosu
na teZi¥nu Cz osu, F; zbir sila na &lan u pravcu g;, 7 moment sprega u odnosu na
teZisnu Cz osu. U matrinom obliku za slobodan &lan je

x| |m o x
Y|=| m 5= Fl=|M||q].
T| |0 Jc||6
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U matri¢nom obliku za sistem n nepovezamh tela dobija se matri¢na jednadina
reda 3n
Fy M, 0 q;

=l M, >|Fl=|M|lq]. (1)
F 0 M é,,

. k)
777 7T

Si. 1. Dvostruki kinemati¢ki lanac
sa visoko-elasti¢nim vezama

U ovoj matri¢noj Jednac1m vektor | F| poti¢e od spoljmh sila i v1sko-elastlémh
veza. Biée razmotreni clanov1 koji su posledica v1sko-e]astlcmh sﬂa (Sl 2).

Ekvivalentno dejstvo se matematidki izraZava sa
'Xvii ky _,-0 x| | O ',3.‘;'

Yo |= k; Yii+yp n j’i :’lFil=lK‘+lQl+lRHQIs
| Moz 0 g b, Q v 6ii |

gde su k; koeficijenti krutosti, a r; koeficijenti priguSenja, |K| odnosno |[R| matrice
krutosti i priguSenja. Odgovarajuéa jednalina postoji za &lan j sa negativnim
znakom.

Sl 2. Dekompozicija visoko-elasti¢nog para ¢lanova
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Zamenjujuéi ove €lanove u jednadinu (1) dobija se

N A A
G, M, 0 1 U %l
. . K, i : R; il l
= Jd N 1. 2
. -k il "R:'J . @)
G,| |0 Mg, g, | la,

gde su matrice G, posledica dejstva gravitacione sile, drugih Spoljnih sila na dlan
i momenta sprega koji deluje na &lan.

Konaéno, &injenica da su pojedini &lanovi medusobno spregnuti cilindriénim
zglobovima redukuje dimenzije sistema. Postojanje zglobova unosi ograni¢enja po
poloZaju (geometrijska ogranienja). Postojanje svakog zgloba dovodi do smanjenja
broja stepena slobode za dva.

Ograni€enja su oblika (S1. 3)

— - - —
re;=re;+legro -+ derop, 3
odnosno u sklarnom obliku
X¢y= x¢;+ le; cos 8; 4 dc; cos 6;,
ye=yei+le; sin 9, +d; sin 0;.

Ove geometrijske jednadine treba koristiti i da bi se unutradnje sile, reakcije
u zglobovima, eliminisale iz vektora [Gy, ..., GoJ’. Ovom eliminacijom se sistem
reda 3n redukuje na dimenzije Neln, 3n] nepoznatih uglova tj. poloZaja. Postoji
n uglova i N—n koordinata centara mase. Iz jednadina treba eliminisati zavisna
pomeranja, '

Si. 3. Susedni &lanovi kinemati¢kih fanaca
spojeni cilindri¢nim zglobom

Prvo e biti prikazan algoritam za eliminaciju koordinata poloZaja u sludaju

jednog neprekidnog lanca. Geometrijska ogranienja (3) se mogu prikazati u obliku
Y . .

an Ar, =0, 4
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gde su matrice

1 0 -1 0 1, cos 6,
a=| 1 |, ¢= -1 |, L=
0 0 0 0 I; sin §; ,
8,
‘djcos 8; X;— X;
D;=|d;sin§; |, Ar=1y= ¥l
6, 0

Jednadina (4) se moZe napisati u obliku
[Cllgl+[Ar|=0, (5)

gde je matrica C nX3n, |g| reda 3n, i matrica [Ar| reda n.
Jednadina (5) se moZe napisati u obliku

X

0 0] ciar=os|( )| ~iessliaiii-e s ©

U jedna&ini (6) je *V| matrica poloZaja teZidta, |6| matrica uglova, |C, | i

|C,| matrice dobijene iz matrice |C|. Sada je ofigledno

lgl=|" |- -lCay Gl |9|+|‘|C’””A" =|C,| 18] +]C,). ¢))
y I : 0 .
Analogno prethodno prikazanom se dobija
lgl=|cili8l jql=|Ci]l0l. ®)

Eliminacija unutra$njih sila je najjednostavnija primenom D’Alemberovog
diferencijalnog principa. Unutra3nje sile, tj. sile reakcija u zglobovima moraju da

zadovolje jednadinu
|G| |A g]=0~|Gm}|Cy'| |g]=0. ©)

Iz jednadine (9) sledi _
|G/ TG =0=(C/[T|G]=|C/|T|G7|,

gde je
0 0

|GP|;= —-mg |
o

(10)
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Koristeéi ove uslove dobija se matrina jednadina pogodna za numerifku
integraciju u Kogijevoj formi

b

o g

+|H|, «(11)

Sl. 4. Biomehani¢ki model sistema Jovek-SFMO

vektor dimenzije 2n, ©,=0;, i matrice
[ 4]nsn=(C 7| M][C )T (C [T [K[[CLD
[Bluxa=(C/ [T IML[C DT (C PRI IC/ D
| Hlzme=(CTIMC)THC || G).

Problem, odnosno algoritam se ne menja i ako se radi o prekidnom lancy, ali tada

gde je

0
©
po jednog &lana u svakom neprekidnom delu kinematitkog lanca (osim jednog).

Primer: Odrediti pogonske momente spregova u zglobovima aktivne samo-
podeSavaju¢e modularne ortoze (SI. 4). i kretanje elemenata ortoze.

U ovom konkretnom sludaju, mehanicka struktura se sastoji od 3 kinematicka
lanca, od kojih je jedan u neprekidnom dodiru sa podlogom, a druga dva su visko-
elastiéno vezana (svaki segment sa odgovarajuéim segmentom bioloskog sistema)
i nemaju kontakta sa podlogom.

Radunarska simulacija se moZe prikazati dijagramom, prikazanim na slici 5.

Ovaj biomehanizam sa 16 segmenata je analiziran u cilju sinteze ortoze za
rehabilitaciju lokomocije subjekata sa funkcionalnim o$teenjima donjih ekstremi-
teta. Na osnovu rezultata racunarske simulacije, u ovom radu se prezentira nekoliko
(Sl. 6), dolazi se do veli¢ine maksimalnih naprezanja u spoljnom i unutras$njem tj.
artificijelnom i biolo§kom skeletu, veli¢ine pritisaka i sila na kontaktu ortoza biologki
sistem, veliéine pogonskih spregova u zglobovima ortoze, i omoguéena je sinteza
upravljanja.

Ulazni podaci su parametri segmenata kinemati¢kih lanaca (mase, momenti
inercije, duZine, poloZaji teZi§ta), parametri krutosti i prigudenja visko-elastiénih
veza, poloZaj cilindriénih zglobova (oznaka segmenata sa poloZajnim ogranidenjima).

Kretanje biolo§kog dela sistema (model doveka) se zadaje kao tablica veli¢ina
uglova ekvidistantno u vremenu (za segmente 1 do 8). '

matrica sadrZi i 2(N—n) ¢&lanova koordinata poloZaja i brzina centara mase
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. Ostali blokovi su realizovani u FORTRANU i realizuju matemati¢ki algo-
ritam prikazan u radu. Numeri¢ka integracija je obavljena primenom Runge-Cutta

metode IV reda.
Na osnovu dobijenih rezultata izvrSeno je projektovanje ortoze {4]. Rezultati

su uporedenisa rezultatima analiza obavljenih drugim metodama [4] i slaganje je

zadovoljavajuce.
y : '

190’1

[}

@

[v/]

19)
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DYNAMICAL ANALYSIS OF JOINT MECHANISM WITH PIN JOINTS
AND VISCO-ELASTIC CONNECTIONS

Abstract
Dynamical analysis of the rigid body system for rehabilitation assistive devices
synthesis i.. e. medical robotics purposes is rewieved in this paper. The complexity
of the mathematical model and necessity of the parameter modifications requires
the general algoritham for numerical simulation. Here presented computing method
involves the analysis of motion of the rigid body system connected with the pin
joints and with first order visko-elastic link interactions.

Dr Dejan Popovié, Elektrotehnicki fakultet, 11000 Beograd
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. TENZOR DEFORMACIIE U
NEKIM RELATIVISTICKIM METRIKAMA

Dragi Radojevié

U ovom radu ispitivaéemo tenzor deformacije u Ajnstajnovom, Svarcsildovom
i modifikovanom Desiterovom kosmoloSkom modelu. Tenzor deformacije definise
se kao {I]

ae = Ha hE Ze 8oo» )

gde je h% tenzor projektor, g,, je metri¢ki tenzor posmatranog prostora, &, je jedi-
niéni vektor vremenskog tipa, a _#, oznafava Liovizvod. Poto j je E, vektor vremen-
skog tipa moZemo da izaberemo koordinatni sistem u kojem ée £, biti jediniéni
vektor vremenske ose.

Cilj ovog rada je da se utvrdi polje deformacije posmatra¢a koji se krece radl
Jalno Stoga &, ima sledem oblik

={&,, 0, 0, &,}.
Za koordinatne transformacije x“—»)?“ pretpostaviéemo da su oblika
A=r=¢(, D=y, x,
P of=0=x2 o
B =gmp=x, |
X =t=t+u(r)=x+p (Y.

Tada komponente vektora £, mogu da se izraze kao

ot
Z - or _ w
! T2 T\2 V 1,2 g4
\/_gu»(‘)_t) _g“(d*t - 1
or at
e (3)
t
fome ot B 1

IY3 2*1/_ u'_g44'
CR

%
BPSTY i)
\/ g (dr) dt
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Novi sistem koordinata takode je ortogonalan i vaZi
aa E« ‘p '4
X C))
Cetvorobrzina datog posmatrata imade komponente
u;=0, u,=1 (i=1,2,3)

Odrediéemo prvo komponente tenzora 7,4 iz definicije (1). (Metrike posmatranih
modela su dijagonalne). Dobijamo slede¢e komponente tenzora t, razlitite od

nule
0t og
T, W) S 11 hel-20 % gl s

dxt ox
_o11 92822 ¢
T2=§ “‘"‘axl 13 &)
dg
T33=8" 03: g -

Megovite komponente tenzora deformacije mogu-da se izraze kao
X
T6=8" Toq- (6)

Tenzor deformacije ispitivademo upravo u ovom obliku.
Posmatrajmo prvo tenzor deformacije u Ajndtajnovoj metrici koja moze da
se napise kao {2]

ds? = ar + 12 (d 6% + sin? 6 dg?) ~ dt>.

1__*
_R2

Komponente tenzora deformacije koje su razliite od nule, izradunavaju se iz for-
mula (5) i (6)

¢}=2(1 -_2) 0% _ r& _

R or R2 (l . f_)

R2

2 2 I‘Z\,
== e 1-—-—— 9
T2 r( Rz)él
k3 2 I‘z
T3=—(1 ——
: r( S

oy . 3
Dobili smo da je 'c%:r;.
U ovom radu ispitatemo samo slu€aj kada je

t3=1}=E=const. W)
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Iz tog uslova dobijamo jednadinu za odredivanje funkcije p koje se pojavijuje u
transformacijama (2)

E r EZR?

= ——— = 5 .-_-:1—-
2 2
VR0 -5) 4
RZ RZ
ReSenje ove jednadine glasi
Rz 2 2
RSN Y PO A
2V4 R V4 R

Ovo znadi da postoje koordinatne transformacije koje obezbeduju realizovanje
uslova (7). Sada ima smisla rafunati i komponentu -

>0.

Dobijamo da je ita komponenta pozmvna U Ajn$tajnovoj metrici deformacija je
pozitivna ali nije ista u svim pravcima.

Razmotrimo sada tenzor deformacije u Svarcsilodovoj metrici. Ova metrika
moZe da se napiSe u obliku [3]

2
ds? = ar* +r?(d9*+sin20d ¢?) —(1 __g_’ﬁ) dr?.
122 ’

r

U ovom slu€aju dobijamo sledeée komponente tenzora deformacije koje su razlidite
od nule, koriste€i ponovo (5) i (6)

’”a

T 1
1-}:2(1_.2_’”) 98, ,

r or ] 2m

i

2
I u ovom sluaju je 75 =3, Postaviéemo ponovo uslov

T§=13=S=const. (8)

Ovaj uslov daje slededu jednadinu za p

rr

(1 -?.L'f) \/‘;;‘ 4, 8m
\ r s S?

&L:

12 350pagx pagora 4 (12)
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Resenje ove jednadine izraZava se preko elipti¢kih funkcija. Medutim, mi éemo
ovde posvetiti paZnju oblasti koja se nalazi oko SvarcSilodovog »horizonta«, od-

nosno odredi¢emo pribliZzno reSenje pod uslovom da je
2m—e<r<2m-te,

gde je € mala veli¢ina. U toj oblasti ¢lan r3 je dominantan u izrazu pod korenom
u imeniocu. Aproksxmacua u kojoj ¢emo zanemariti ostale &lanove dozvoljava
pojednostavljenje i tako moZemo da dobijemo

1

“T 2w

r

U oblasti neposredno ispod »horizonta«, gde je r=2m—e dobija se reSenje

p=r—2m+2mn (2m—r).

Izvan singulariteta, iznad horizonta, gde je r=2m-+c dobija se reSenje

p=r—~2m+2min(r—2m).

Tim refenjem zadovoljen je uslov (8). Komponenta i dobija vrednost

U Svarciilodovoj metrici deformacija je pozitivna u oblasti gde je r& (0, 2m)UG m,

+4-c0) a negativna kada r&(2m, 3m).
Na kraju posmatra_)mo tenzor deformacije i u modifikovanoj Desnerov03

metrici [4], koja moZe da se napiSe u obliku
——\2
a+ R \/ 1 —fﬁ] 2
a+R d

dr? . 2
ds? = — +r2(d02+s1n29d<p)—

Koristeéi jo§ jednom (5) i (6) dobl_]amo sledeée komponente tenzora deformacije

koje su razli¢ite od nule
T*=2(1 ) ok _r &

! R*j{ or R? r?

I~z
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I u ovoj metrici komponente 3i1su jednake. Postupi¢emo kao i u prethodna dva
primera. Postaviéemo uslov.

v} =73=k=const. | )

Jednadina koja odreduje funkciju p glasi

QRPN [;;(, Eaw|

Iz te jednadine dobija se

2 2 2
A\/l _-’--+\/4(1 —’—)+ k2r2+‘i‘—’—\/(’i‘f) +(kR)?
~kR(a+R) | R? R R R

p=r———==n = 3 Aa:
VA?a? + K2R A\/l_"__+\/4(1_f__)+kz,z+‘_4_a_\/(4£)+(kR)z
.Rz RZ R .R

A=V4-KTR, 0<kR<2.

Tako smo dobili transformacije koje zadovoljavaju uslov (9). Sada moZemo da
odredimo i komponentu T

Komponenta i je pozitivna. Deformacija je i u ovom sluSaju pozitivna ali nije
izotropna, odnosno nije ista u svim pravcima.
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LE TENSEUR DE DEFORMATION
DANS CERTAINES METRIQUES RELATIVISTES

Résumé

On considére ici le tenseur de déformation dans les métriques d’Einstein,
de Schwarzschild et dans la métrique modifiée de De Sitter. Letenseur de déformation

12¢
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est défini par
Tus = ha h§ 25 8ops

ou k% est le tenseur projecteur, g,, est le tenseur métrique, &, est le vecteur orienté
dans le temps et &, est la dérivation de Lie par rapport a ,.

On obtient, dans les métriques considerées, la déformation positive, mais
pas isotrope, i. e. elle n’est pas égale dans toutes les directions.

Dragi Radojevic,
Matematitki Institut
Knez Mihailova 35
11000 Beograd




36opuux pagosa Maitemaiiuukoi unclumyma, Hoea cepuja, xro. 4 (12) 1984.
Recueil des travaux de IInstitut Mathématique, Nouvelle série, tome 4 (12), 1984.

O ODREDPIVANJU FREKVENCIJA GLAVNIH OBLIKA OSCILOVANJA
ELASTICNIH SISTEMA SA KONACNIM BROJEM STEPENI SLOBODE
METODOM SUKCESIVNIH APROKSIMACIJA

Ljubodrag Radosavljevi¢

Uvod. Metoda sukcesivnih aproksimacija za odredivanje frekvencija glavnih
oblika oscilovanja za tzv. sisteme sa koncentrisanim masama, tj. za sisteme Cija
aproksimativna funkcija za kinetiSku energiju sadrZi samo kvadrate generalisanih
brzina, izloZena je, osim na drugim mestima, i u knjizi S.P. Timoshenko-a i D. H.
Young-a [1]. Metoda potie od L. Vianello-a [2], koji ju je upotrebio za odredivanje
kritiénih tereta za ‘podupirale. Njena primena za sralunavanje frekvencija pri
torzionim oscilacijama vratila opSirno je izloZena u knjizi C. B. Biezeno-a i R.
Grammel-a [3].

U ovom radu autor je uopStio primenu ove metode na bilokoje oscilatorne
sisteme, tj. 1 na sisteme &ija aproksimativna funkcija za kineti¢ku energiju nije
kanonskog oblika, odnosno koja pored kvadrata generalisanih brzina, sad drZii¢la-
nove koji se mnoZze proizvodom generalisanih brzina ¢;¢,(j, k=1,2,...,5s), gde
je s broj stepeni slobode sistema.

1z rezultata dobijenih u ovom radu, kao poseban slucaj, dobijaju se svi rezul-
tati za sisteme sa koncentrisanim masama.

Osnovne jednadine elastostatike i elastodinamike. Neka se elastiéni sistem
nalazi u ravnoteZi pod dejstvom spoljasnjih i unutrasnjih sila. Neka je poloZaj rav-
noteZe sistema odreden generalisanim koordinatama: ¢y, 43,...,9;, ..., 4, koje
su razli¢ite od nule, i koje su male veli€ine. Generalisane spolja¥nje sile obelezimo

sa.: Q1 Qz,...,Qj,..., Q’;

Osnovne jednadine elastostatike direktnog oblika glase

Q.jv=kzs cjqun (.1= 1’ 2’ 3, ...,S) (1)
=1
ili

@ =lealllg}, (i k=1,2,3,...,9) (1)
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gde je: {Qj} — matrica kolona generalisanih spolja$njih sila,
llcill — simetriéna kvadratna matrica koeficijenata krutosti, i
{g;} — matrica kolona generalisanih koordinata.
Osnovne jednaline elastostatike inverznog oblika glase

g="3 a 0L, G=1,2,3,...,5) ?)
ili .
{a} =l ll Q3 (U k=1,2,3,...,5) 29
gde je ||e; || — simetriéna kvadratna matrica uticajnih koeficijenata.

Osnovne jedna&ine elastostatike (1) i (1), odnosno (2) i (2'), prelaze u osnovne

jednagine elastodinamike ako spoljasnje sile zamenimo inercijalnim silama.
ObeleZimo generalisane inercijalne sile sa: QF, QF , .., or ..., 0"
Osnovne jednaline elastodinamike direktnog oblika glase

o = (j=1,2,3,...,9) 3

k

3 Cik Dis
=1
ili

@ =l 0 G k=1,2,3, ..., 5) ®)

gde je ,{Q;"} — matrica kolona generalisanih inercijalnih sila.
Osnovne jednadine elastodinamike inverznog oblika glase

4= @, 0F, G=1,2,3,...,9 4
ili o
{a} =]l (O Uk=1,23...,9 @)
Za sludaj malih oscilacija sistema generalisane inercijalne sile jednake su

n d 0E S .
O = ———~F=-Sa,q, (=1,2,3,...,5) (%)

dt 0 tjj k=1

gde je: E, — aproksimativna funkcija za kineti¢ku energiju sistema, a a;, (j, k=
=1,2,...,5) koeficijenti inercije sistema koji poseduju svojstvo simetrije.

Kada se (5) smeni u (3) i (3"), odnosno u (4) i (4'), dobijaju se diferencijalne
jednadine malih oscilacija sistema najpre direktnog oblika

S (@ @+ 90 =0, U=1,23,...,5) (6)
k=1

ili .
N a1 43+l enell {473 = {03 (, k=1,2,3,.. ¥ 5) (6"
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gde je: ||ay|| — simetritna kvadratna matrica koeficijenata inercije sistema, a
{g;} — matrica kolona generalisanih ubrzanja, a zatim inverznog oblika
g+ Y exdi=0, (j=1,23,...,9 (7)
k=1 :
ili :
{a}+ 1l el {a = {0}, ™)
gde je sa | e;.|| obeleZena sledeéa nesimetriéna kvadratna matrica
“ejk“=“ajk”l[ajk”’ (-]’ k=1’ 2’ 3’ ,S) (8)

&iji su elementi jednaki

&= ,ay. G k=1,2,3,...,5) 9
r=1
Odredivanje frekvencije prvog glavnog oblika oscilovanja. Neka se pri oscilo-
vanju sistema generalisane koordinate menjaju saglasno zakonima

g;=A;cos (wi—a), (j=1,2,3...,9) (10)
gde su: 4, (j=1,2,...,5) i & dve klase nepoznatih konstanti.
Kako je
g;= —4; 0 cos (o —a), (j=1,2,3,...,9) (11)

kada (10) i (11) smenimo u (7) u razvijenom obliku dobice se
A =w?(e A +e, A, +e3 A3+ -+ - +e A)
Ay =0l (ey A +epd,teydst+ -+ d)

A;=w?(ey Aj+e, A, +e; A+« + - +e, A). (12)

Kada bi se izjednadila sa nulom eliminanta sistema jednalina (12) dobila
bi se frekventna jednalina za oscilovanje razmatranog sistema iz koje bi se mogle
potpuno tano odrediti frekvencije svih glavnih oblika oscilovanja razmatranog
sistema.

Medutim, za priblizno odredivanje ovih frekvencija neéemo izvoditi frekventnu
jednadinu, niti éemo je reSavati, ve¢ demo direktno raditi sa sistemom jednadina
(12), koji e posluZiti kao bazi¢ni sistem jednalina za razvijanje ove metode.

U sistemu jednadina (12) postoje dve klase nepoznatih, i to: klasa nepoznatih
w? i klasa nepoznatih: 4, 43,..., 4;,..., 4,. Kako je pokazano i dokazano
u [3], za sisteme sa koncentrisanim masama mogucno je iz sistema jednaina (12),
postupkom kop je u daljem izloZen, odrediti najpre najmanju vrednost Za nepoznatu
«?, a zatim i sve ostale — do najvee vrednosti,
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Kori3¢enjem jednadina (12) odredimo najpre priblizno frekvenciju najniZeg
(osnovnog) oblika oscﬂovan_]a u prvoj aproksimaciji, kao i krivu prvog glavnog
oblika oscilovanja u prvoj aproksimaciji.

Pretpostavimo oblik krive prvog glavnog oblika oscilovanja. Neka je ona
odredena nizom pretpostavljenih vrednosti

A)Ds ()5 (A6 ..., (4. (13)

Ako pretpostavljene vrednosti (13) smenimo u desne strane jednaina (12)
dobi¢emo prve aproksimacije za amplitudna pomeranja pri prvom glavnom obliku

oscilovanja: (Al)(l) (Az)“) .. (Aj)“) .. (A) , odnosno niz vrednosti koje
odreduju krivu prvog glavnog obhka oscﬂovanja u prvoj aproksimaciji

AP mol S e (4. (=1,2,3,...,5) (14)
k=1

Ako najpre za najgrublie aproksimiranje pretpostavimo da je kriva prvog
glavnog oblika oscilovanja u prvoj aproksimaciji pribliZzno jednaka pretpostavljenoj
krivoj prvog glavnog oblika oscilovanja, odnosno ako pretpostavimo da je

U)P s (4P, (j=1,2,3,...,9) (15)

onda jednadine (14) prelaze u
AP ~ay 3 (). (j=1,2,3,...,5) (16)
k=1

1z jednadina (16) dobiéemo onoliko razliditih prvih aproksimacija za o ko-
liki je broj jednadina (16), odnosno koliki je broj stepeni slobode kretanja sistema.
Iz jednacdina (16) sledi da je j razli¢itih vrednosti za o u prvoj aproksimaciji odre-
deno izrazima

(48
> ep (A

k=1

(i) =— (G=1,2,3,...,9) (17)

Sve tako dobivene aproksimacije za (mﬁ- );» bi¢e viSe ili manje razli€ite, i
da bismo dobili bolju aproksimaciju, treba izvr§iti njihovo osrednjavanje, tj. treba
odrediti njihovu proseénu (srednju) vrednost.

U tom cilju pomnoZimo svaku od jednadina (16) sa (Aj)?)( j=1,2,...,9)
respektivno.

Kada saberemo sve tako dobivene jednadine bide

j=1 - k=1

S U U h, S (4P S ex (A, (18)
J
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gde je sa (m,)1 obeleZena srednja (proseéna) vrednost frekvencije prvog glavnog
oblika oscilovanja u prvoj aproksimaciji. Iz (18) dobija se

2 (d))o (4

(8} = ,= N 0 (19)
Z (A )i ) Z €k (4o
j=1 k=1 .
Ako u jednadinama (14) umesto ®? smenimo vrednost za (?5,2')1, odredenu
izrazom (19) izratunademo niz vrednosti

), (4, (4P, ..., )P, (20)

koje odreduju krivu prvog glavnog oblika oscilovanja u prvoj aproksimaciji. Time
bi svi raCuni koji se odnose na prvi glavni oblik oscilovanja u prvoj aproksimaciji
bili zavreni.

Ako se Zeli veca ta¢nost, odnosno ako je potrebno da se izrafuna druga apro-~

ksimacija za oof onda se &itav ciklus izvrSenih racuna ponavlja, s tom razlikom
§to se raduni he zapodinju pretpostavljenim vrednostima (13) za krivu prvog glavnog
oblika oscilovanja, ve¢ izradunatim vrednostima (20) za krivu prvog glavnog oblika
oscilovanja u prvoj aproksimaciji. Sada bi se raduni zapoéeli jednadinama

AP =01 e (40, (=1,2,3...,9). e3)
k=1

Niz vrednosti (21) za (Aj)g) odreduje krivu prvog oblika occilovanja u dru-
goj aproksimaciji.

Istim postupkom kao u predhodnoj prvoj aproksimaciji mogu se odrediti
kako jrazli¢itih vrednostiza w: u drugoj aproksimaciji, tako i osrednjena vrednost
za o: u drugoj aproksimaciji. Ove vrednosti su odredene izrazima

zuﬁ%ﬁ

(¢3]
“): (@, =

2
(o), = —4—T—, 3

2 e (4" 2 (Aj)gl) 2 € (At .

k=1 j=1 k=1

(j=1,2,3,...,S)

22)

Kada se u jednadine (21) umesto mf smeni vrednost za (o.'ﬁ)2 odredena dru-
gim od izraza (22) dobice se niz vrednosti

)P, (), (48, ..., (4, (23)

koje odreduju krivu prvog glavnog oblika oscilovanja u drugoj aproksimaciji. Time
bi svi rauni koji se odnose na prvi glavni oblik oscilovanja u drugoj aproksimaciji
bili zavrSeni.

Kada je to potrebno, ponavljajuéi izloZeni postupak navedenim redosledqm,
moZe se odrediti frekvencija prvog glavnog oblika oscilovanja, a takode i kriva
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prvog glavnog oblika oscilovanja, u daljoj treéoj, &etvrtoj, petoj,..... aproksi-
maciji.

Odredivanje frekvencija viSih glavnih oblika oscilovanja. Neka je kriva drugég
glavnog oblika oscilovanja odredena slede¢im nizom pretpostavljenih vrednosti

A9, ()P, )P, ..., (4)P. 24)

Efikasnost metode sukcesivnib aproksimacija za priblizno odredivanje frek-
vencija vi§ih oblika oscilovanja zavisi od stepena talnosti pretpostavljene krive
nekog vi§eg glavncg oblika oscilovanja sa kojom se zapod&inju raduni pri odgova-
rajuéem viem glavnom obliku oscilovanja. Ove krive viSih oblika oscilovanja bice
utoliko bolje pretpostavljene ukoliko budu manje sadrZale u sebi krive svih niZih
oblika oscilovanja.

Za drugi glavni oblik oscilovanja to znadi da niz vrednosti (24) treba osloboditi
udeSéa krive prvog glavnog oblika oscilovanja, tako da ¢e onda pretpostavlijena
korigovana kriva drugog glavnog oblika oscilovanja biti odredena nizom vrednosti

(A48 = () —c, 41"
AP = (4P —c, 4 (25)

(A)5=(4) - ¢, 4.

Sliéno tome, ako krivu treceg glavnog oblika oscilovanja pretpostavimo
nizom vrednosti

A, (4P, (A, ..., (4)P, (26)

onda nju treba osloboditi uéeséa krivih prvog i drugog glavnog oblika oscilovanja.
Tako ¢ée pretpostavljena korigovana kriva treéeg glavnog oblika oscilovanja biti
odredena nizom vrednosti

(AP =(4,)§ — ¢, AP — ¢, AP

(A8 = (4) — ¢, 45 — ¢, 4P
———————— 27)

()5 = (40" ~ e, 4 — ¢, 4D

Sliéno ovome bi se postupilo i za sve ostale viSe oblike oscilovanja: &etvrti
peti, Sesti,...... .

Brojevi: ¢y, €2, €3, . ... koji odreduju ude§ce krivih niZih oblika oscilovanja
u pretpostavljenim korigovanim krivama viih oblika oscilovanja mogu se odrediti
na sledeéi nadin.

Bilo koja geometrijska konfiguracija sistema moZe se razloZiti po glavnim
oblicima oscilacija sistema. Ako je ta geometrljska konfiguracija pri nekom viem
glavnom obllku oscilovanja odredena nizom vrednosti

AP, (AP, AP, ..., (AP, (28)
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gde je p=2,3,4,5,...5 onda moZemo pisati
(AI)E)P) =¢ A(ll) + C2 A(IZ) + Cy A(l3) + -
AP =, 4 + ¢, AP + ¢, 4P + - - .
—————————— O (29)
(AN = e, AV + 6 AP + ey AP -
U diferencijalnim jednadinama malih oscilacija sistema (6) i (6'), odnosno
(7) i (7") geometrijska konfiguracija sistema bila je odredena skupom generalisanih
koordinata: ¢i, g2,....,4;, ..., q,. Neka sada geometriska konfiguracija sistema

bude odredena novim skupom generalisanih koordinata: py,p2,...,p;s -, Pss

koji je sa prethodnim skupom generalisanih koordinata vezan linearnom transforma-
cijom oblika

Pi=q+kpqy+kisgs+ - kg,

—————————— (30)
D= qs -

Sada ¢e se aproksimativna funkcija za kineti¢ku energiju sistema svesti na
kanonski oblik [4], tj. sadrZade samo kvadrate generalisanih brzina

S a;pj, 31

1 . ca . 1
Ekm—(alpf+azp§+ cee +aspf) =—
2 25

gde su a; (j=1,2,...,5) novi koeficijenti inercije sistema.
1z (30) proizlazi da je

q,=p;+kup,+kupps+ - + ki p,

g,= Potknpy+ oo +kap, (32)

9= D

Koriséenjem veza (32) umesto starih koeficijenata krutosti ¢, (j, k=1,2,...,
..., §) moZemo sraCunati nove koeficijente krutosti r;, (j, k=1,2,....,5).

Prelaskom na nove generalisane koordinate diferencijalne jednaine malih
oscilacija sistema (6) i (6") preéi ée u

aljﬁj'l‘ erquzo, (j:l, 2, 3,..., S) (33)
k=1
ili

a3+ el s} =10} (3
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gdeje: ||a;!| — dijagonalna matrica novih koeficijenata inercije, a ||r,; || — kvadratna
matrica novih koeficijenata krutosti.

Ako bismo najpre u jednaline (29) stavili p=2, i ako bismo zatim svaku od
ovih jednadina pomnoZili respektivno sa g; AP, pa ako bismo zatim u jednaine (29)
stavili p=3, i ako bismo potom svaku od tih jedna&ina pomnoZili respektivno sa
a; Af?, koristeéi pri tom i uslov ortogonalnosti glavnih oblika oscilacija po kome

< ® 4@
Sq 4P 47=0 za p#q, (34)

J=1

posle relativno prostih raduna dobili bismo da je

s s
> 4 (4 4 S a; (4P 47
i=1 Jj=1
Cl = ——s—-——-——~‘—" ’ (,‘2 = _—S___ .
> 447 > 4l47F
j=1 i=1

Na sli¢an nadin mogu se izraCunati i svi ostali brojevi: ¢3, ¢4, s, . . . .

Primetimo da se brojevi c¢q, ¢, odredeni izrazima (35), mogu sradunavati
u prvoj, drugoj, treoj, ... .. aproksimaciji u zavisnosti od toga da li smo u izraze
(35)za A\ i AP (j=1,2,..., 5) smenili njihove vrednosti u prvoj, drugoj, treoj ....
aproksimaciji.

Kriva drugog glavnog oblika oscilovanja u prvoj aproksimaciji biée odredena
nizom vrednosti

A=} S P,  (=12,3,...,9) (36)
k=1

pri demu su u desne strane jedna&ina (36) za krivu drugog glavnog oblika oscilovanja
smenjene vrednosti (;ij)(lz) (j=1,2,...,5), koje odreduju pretpostavljenu korigo-
vanu krivu drugog glavnog oblika oscilovanja u prvoj aproksimaciji.

Citav postupak dalje tee istim redosledom kao i pri odredivanju frekvencije
prvog (osnovnog) glavnog oblika oscilovanja.

Tako ée j razli€itih vrednosti za oru prvoj aproksimaciji, i osrednjena (pro-
seéna) vrednost za 03U prvoj aproksimaciji biti odredene izrazima

@) > @GP )P

((ﬂ%j)lN‘———‘“—;‘)‘, (a%)lw , j=1 (2) - oy (2) .
> € (A)(l Zl (4))i kz e (A1
j=1 i- =1

(j=1,2,3,...,S) (37)

Na slidan naéin kao i pri odredivanju frekvencije prvog glavnog oblika oscilo-
vanja, mogu s¢ izralunati odgovarajue vrednosti za frekvenciju drugog glavnog
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oblika oscilovanja o iu drugoj aproksimaciji, a potom, ako je to potrebno, i u da-
ljoj treoj, &etvrtoj,.... aproksimaciji.

Odredivanje frekvencije najviSeg glavnog oblika oscilovanja. Ako diferencijalne
jednadine malih occilacija sistema (6") pomnoZimo s leva inverznom matricom koe-
ficijenata inercije ||, ||™", ove ¢e jednadine preéi u

g+ 3 by 4=0, (G=1,23...,5 (38
k=1
ili
{q]}+|lhik|{ {qk}={0}’ . (J’ k= 1’ 21 3: vy S) (38')
gde je : "
el = la ™ el (39)

nesimetriéna kvadratna matrica novih koeficijenata krutosti.
Ako inverznu matricu koeficijenata inercije sistema obeleZimo sa

Bl =llapl ™ (40)
onda su elementi nesimetri¢ne kvadratne matrice (39) jednaki
, .
=3 BpCos (,k=1,2,3,...,9). (42)
r=1

Jednaline sliéne jednadinama (12) imade sada oblik

1
A1=07(h11A1+h12A2+h13A3+ s th A

1
A2=;(hzxA1+hzzAz+h23A3+ certhy A)

1
As=_;(hsl Ay +hy Aythy Ay+ - - - +hgA)). (42)
I

Jednadine (42) po svojoj konstituciji sli¢ne su jednaéinama (12), s tom razli-
kom $to je u jednadinama (12) nepoznata bila w2, dok je ovde nepoznata 1/w2.
Ako se izloZena metoda sukcesivnih aproksimacija za izraunavanje najniZe
osnovne frekvencije, koja je bila primenjena na baziéni sistem jednadina (12), pri-
meni sada na sistem jednag&ina (42) kao baziéni sistem jednadina, onda se istim po-
stupkom moZe izrafunati sada najmanja vrednost za nepoznatu 1/w2, odnosno

. . v ey " . 2
najveéa vrednost za 2, tj. najvisa frekvencija sistema ;.
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ON DETERMINATION OF PRINCIPAL FREQUENCIES OF ELASTIC
SYSTEMS WITH MANY DEGREES OF REEDOM BY A METHOD OF
SUCCESSIVE APPROXIMATIONS

Summary

A well known method of successive approximations for obtaining principal
frequencies of elastic systems with concertrated masses, i.e. of systems the appro-
ximative function of which for kinetic energy contains only squares of the genera-
lized velocities has been generalized by the author in such a way as to be valid for
any vibrating system, that is to hold also for those systems the approximative function
of which for the system kinetic energy is not of a cannonic type, or in other words,
the function that in addition to the squares of generalized velocities contains also
products of various generalized velocities of the first order.

' The results obtained in this paper yield, as a special case, all the results pertai-
ning to the systems with concentrated masses.

prof. Dr. Ljubodrag Radosavljevié, dipl. ing.,
11000 Beograd, 29 novembar 66/II
Yugoslavia
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TEMPERATURSKI GRANICNI SLOJ NA POROZNIM ZIDOVIMA
POSTOJANE ZAGREJANOSTI PRI LAMINARNOM OPSTRUJAVANJU

V. Saljnikov, S. Tupurkovska-Poposka

U radu se razmatra temperaturski graniéni sloj pri stacionarnom ravanskom
i laminarnom opstrujavanju zidova hladene lopatice konstantne zagrejanosti sa
neprekidno rasporedenom porozno$éu, kroz koju se nestiSljiva teénost ili usisava
ili uduvava.

Polazne jednadine ovog problema, prema tome, glase
ou  ou dU  u

U—+v—=U—+v—, (1{)
ox 0y dx  0y*
oT OT v &*T v [ou\?
u——+v——=———+~—(—-— : @
ox oy Proy* cl\oy
ou,ov_ €)
ox 0y
sa odgovaraju¢im grani¢nim uslovima
y=0: u=0, v=v,, T=T, y=00: u=U, T=T«. 4)
Ovde, kao $to je uobikajeno, pretstavijaju:
x,y — koordinate merene duZ, odnosno, upravno na zid,
u,v — odgovarajude brzinske projekcije u graniénom sloju,

U (x) — brzinsku raspodelu spoljainjeg potencijalnog strujanja upravljenog duZ
konture zida,

vo(x) — brzinsku raspodelu strujanja upravljenog upravno na zid, i to: u sludaju
usisavanja v5<<0 i u sludaju uduvavanja v4>0,

v — koeficijent kinematske viskoznosti,

Pr  — Prantlov broj,

c — specifiénu toplotu,

T — temperaturu teénosti u grani¢nom sloju,
T, — temperaturu zida i

To — temperaturu te€nosti izvan graniénog sloja.

191
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Za dalja razmatranja uvodi se, kao §to je poznato iz [3], posredstvom sledece
linearne veze

q) (x’ y)= q)O(x)_i_ !IJ*(X, y)’ (5)

nova strujna funkcija $*(x, y), pri Semu ¢ (x, 0)= {o(x) pretstavlja vrednost uo-

bidajene strujne funkceije ¢ (x, y) na zidu. Shodno tome je, s jedne strane, definisana
funkcija ¢* na zidu

$*(x, 0)=0, 6
a, s druge strane, izraZena je posredstvom funkcije (g brzina

a ’

Vo= — (_lp‘) = —do. )
ox 0
Uvodenjem uobidajenih veza

u =ﬂ; V= — o ) ®)

ay dx

kao i izraza (5), (6), (7), polazne jednagine (1), (2), (3), (4) pretstavljene su u sledecem
obliku :

* 92 * )2 0%, 92t 2 )%
oY B OY Y RY_ U Y o
dy 0x0y 0x 0y 02 dx 9y?

# * , v 02 2 L%\ 2 '
l‘l’_ﬁl"_(w +¢0\0T=_") T+_‘i(ﬂ_); (10)
oy ox \oax 1oy Proy c\oy

]
y=0: +=-2¥ o 71-7,,
9y
*
ymw: S _Uey T-Ta (1)
oy
l) %
X =X ¥ =1uy ().
o0y

Kao postupak za reSavanje sistema jedna&ina (9), (10), (11) koristi se viSepa-
rametarska metoda, razvijena od strane LOJCJANSKOG [1], a kasnije usavrSena
u radu [2]. U pomenute jednadine se, naime, uvode najpre transformacije

X
X=X y=n y % (aov f Ub°_ldx)m;
0
X
2
gr =yt (aon o1 dx)” @ (x, ) (12)
0

U2
T=Tx+ 2—P(x, N, Pr)+(T,— Tw) R(x, 0, Pr),
c .
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a zatim parametri oblika

f;‘= k l‘ldU(z**)k (k::l’ 2,...), ‘ (13)
sty @y B
Ap=— Ukt dx"“: e 8 Z¥* = R (14)
v v

definisani u [1] i [3], koji se usled proizvoljnosti raspodela brzina vy(x) i U(x) sma-
traju medusobno nezavisnim i koriste umesto poduZne koordinate x kao nove
nezavisne promenljive.
Ovde oznadava:
N — bezdimenzisku promenljivu merenu upravno na zid,
()] - bezdimenzisku strujnu funkciju,
P — bezdimenzisku temperatursku razliku, kojom je izraZen uticaj trenja
na temperatursko polje u graniénom sloju,
R — bezdimenzisku funkciju, kojom je izraZen uticaj razlike 7,—T, na
temperatursko polje u graniénom sloju,
ag, by — proizvoline konstante, koje se odreduju kasnije i
3** — debljinu gubltka impulsa.

Posle diferenciranja izraza (13), (14) sleduju posredstvom impulsne jednacine
, d UI U/r
f =—f—=
dx U

kao $to je poznato iz [3], rekurentne relacije

o (15)

=§j}f;"=[(kfl)f;+kF]fk+ﬁc+1§

_ U , 2k-1 (16)
Ak="(}7f1Ak =[(k—l)f1+ F]Ak+Ak+l,
sadr¥ane u sledeéim transformacionim formulama
) U e
= "“"fk = 2 k
0x K=y afk Ufi ‘)f;c (
> =9 , U =0 17)
= z k = 2 A'k_ .
ox k=1 aAk Uf1k=1 0Ak

Uvodenjem skupova parametara (13), (14) posredstvom diferencijalnog ope-
ratora (17) u sistem jedna&ina (9), (10), (11), prethodno veé transformisan pomocu
obrazaca (12), dobijaju se, posle izdvajanja &lanova uz faktore U2/2¢ odnosno T,,— T,
univerzalne jednadine posmatranog problema

PO 1 »20 dD\2] A, 020

~B 11957 + 5 ( ) LA A

on® 2B o B2 o B ox?

= 6 (acb pex) aq> azq>)+§A,,(aq> 20 o0 020\ 18
k=1B2\0 7 0f; 97 ‘)fk ox? o7 0Aka") 0A, o7 )

k=1 B?
13 36opEmx pagona 4 (12)
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10 2@ \2
1FP 1 - bc)f1]¢‘)—P+A oF _ iiq—’mz("q’ -
Proy 2B? dv B ()'q B? 99 on?
® 19
L1905 (q 08y IP) LIPS (j 00, 90,
B% 0 i1\ Ofy 0N,/ B2 i\ "of, 'K oA,
1 R A,
— +"““[aoBz+(2 bo)fl]q)a_li'*'—?‘&r‘
Pr ov? on B oJn
w (20
(00 5 (0R, ) OR) LOR 5,00, d0),
B? 0v g1\ ofy oA, B 0+ i1\ Ofy oA,
sa odgovarajuéim graniénim uclovima
n=0: m_ﬁf?l_o P=0; R=1,
0
21
7= 00: ﬂ)——1 P=0; R=0,
o
fishh==0; A=A)=--.=0: O=0,

Treba primetiti da su jednadine temperaturskog graniénog sloja (19), (20)
univerzalne u ne$to uZem smislu od jedna&ine brzinskog granitnog sloja (18), jer
sadrze Pr — broj kao dopunski parametar.

Jednad&ine (18), (19), (20), na &ijim se desnim stranama pojavljuju po dva zbira
beskona&nog broja &anova, reSene su numeri¢ki pod slede¢im uslovima

| f1#0; fo=f3=...=0;
0
A#0, A, =A,=...=0; —=0. 22
1 2 3 a A.l ( )

U ovom, tzv. dvoparametarsko-jedared lokalizovanom pribliZenju, naime,
one se svode na sledeée jednadine

‘)—9+L[a032+(2 bo)j;m“’ fl[ (ﬂ)2]+

on? B, on
2 2 2 .
+A 2P Ffl(t)d) 220 _ﬁ @__(_D) 23)
B 01] on o0fiom of, ox?
1
—£+——[a032+(2 bo)fl]d)ap A 0P —flégP+
Pr ov? 2B o B 0 B2 09
2
2@% oz 08 oo or), 2
on?] B*\of; on 9f; dn
1 2R OR A 0R
————+—-— B +(2-b o— -
7o o la, (2-5bp)11] om B o
= f(dRc)(I)_f)_g 25) (25)
ofy 0m of; dq

pri emu grani¢ni uslovi (21) ostaju nepromenjeni.
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Funkcija F, koju sadrZe izrazi (15), (16), u posmatranom sluéaju glasi

F=2[t-Q@+H)f,~ A,
sa | (26)

2
¢ = B(" ‘I’) i H= H¥[HY _ 5% 3%+,
()‘l)z 0

Pitanje tadnosti reSenja jednaSine (23), odnosno njegovog odstupanja od
taénog rezultata, je, kao $to je poznato iz [2], tesno povezano sa svrsishodnim izbo-
rom konstanti ag, by. U ovom radu je, medutim, usvojeno: ay=0,4408, by=>5,15,
§to pruZa moguénost za uporedivanje sratunatih vrednosti sa odgovarajuéim re-
zultatima dobijenim u radu [4]. Treba napomenuti da su reSenja dobijena na osnovu
integracije jednadine brzinskog grani¢nog sloja (23) objavljena, osim tcga, ranije
i u prilogu [3]. Stoga se razmatranja u ovom radu ograniavaju samo na rezultate
zasnovane na reSenjima jednadina temperaturskog graninog sloja (24), (25), od-
nosno odnose se na termifki deo posmatranog problema. Ipak se prime€uje, da je
za numeri¢ku integraciju jedna&ina (24), (25), zbog rekurzivnog karaktera celog
sistema, koriSéeno ranije odredeno reSenje jednadine (23), pri &emu su prorauni
vrieni za dve razliCite vrednosti Pr — broja: Pr=1, 0 (teorijuki sluéaj) i Pr=0,72
(slu¥aj koji se odnosi na vazduh).

Za numeri¢ku integraciju sistema jednacina (23), (24), (25),sa odgovarajuélm
grani¢nim uslovima (21), primenjen je postupak poznat u literaturi pod nazivom
»progonka« [5], zasnovan na metodi kona¢nih razlika sa implicitnom $emom, pri
gemu su sami proraduni izvodeni na elektronskim radunarima IBM 360 i 370. Do-
bijeni i tabelarno sredeni univerzalni rezultati mogu se relativno brzo i lako primeniti
na reSavanje konkretnih praktiénih zadataka. Odgovarajuéi postupak je detaljno
prikazan u radu [2].

Da bi se doslo do svrsishodnih i interesantnih zaklju¥aka, koji se odnose na
tela razligitih konkretnih oblika, sradunata je osim ranije definicanih univerzalnih
bezdimenziskih funkcija P i R i bezdimenziska temperatura

7, = 7;2 ~ 2P (x, m, Pr), @7)

u kojoj U pretstavlja bezdimenzisku brzinsku raspodelu odgovarajuéeg konkretnog
spoljasnjeg strujanja.

Na osnovu dobijenih i grafi¢ki prikazanih rezultata mogu se sada izvuéi zak-
ljuéci, koji se odnose na uticaj promene: Pr broja, oblika konture tela, odnowno
intenziteta usisavanja ili uduvavanja na razvoj temperaturskog graniénog <loja.

Medutim, pre nego $to se prede na analizu rezultata, koji se odnose na op-
strujavanje tela konkretnog oblika, mogu se ve¢ na osnovu karaktera bezdimenziskih
funkcija P i R izvuéi neki opsti zakljucci i to samo razmatrajuéi uticaj promene
Pr-broja i intenziteta usisavanja odnosno uduvavanja.

Sa sl. 11 2 se, naime, vidi, da se pri postojanim: parametru A, koji karakterife
intenzitet usisavanja (A>0), odnosno uduvavanja (A<0), i parametru oblika f,
sa opadanjem Pr—broja, odn. odgovarajude viskoznosti, smanjuju maksimalne
vrednosti funkcije P. Imajuéi u vidu karakter ove funkcije, ovo je i trebalo o&ekivati,
jer u ovom sluaju opadaju, kako sila trenja, tako i odgovarajuéa koli¢ina toplote
oslobodena u rezultatu disipativnog procesa.

13*
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Na istim slikama se, osim toga, primeéuje, da za Pr=const. slabljenje intenzi-
teta usisavanja odnosno jadanje uduvavanja, $to odgovara opadanju vrednosti
parametra A, dovodi, sli¢no kao i kod brzinskog grani¢nog sloja do podebljavanja

P
025 1
02

0.15 A

orl;i > 3 & Mps 7 8 9 0 1 2n

temperaturskog granidnog sloja. Ovo je, medutim, propraéeno karakteristiénim
pomeranjem maksimuma odgovarajuéih krivih P u smeru pozitivne %-ose, pri éemu
se njihove ordinate tj. P_,, po svojoj vrednosti ne menjaju. Tako je usled promene -
vrednosti parametra A u granicama od A=0,4 do A=-—0,4 do§lo do pomicanja
pomenutih maksimuma i to za obadve vrednosti Pr-broja (Pr=1,0; Pr=0,72) pri
postojanom parametru oblika f=0,0 od vrednosti ordinate %; =0,6 do np=5,2.

Ako se posmatra ponaSanje funkcije P za druge vrednosti parametra f moZe
se zapaziti da se dobijaju slitne zavisnosti, ali pri tome maksimalne vrednosti funk-
cija P opadaju s porastom parametra f (od f=—0,17 do f=0,16) pri emu je P, ,~
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const. za sve vrednosti parametra A od —0,4 do 0,4 kada je f=const. Isto tako
se zapaZa da su maksimumi funkcija P rasporedeni izmedu n;=0,6 i n,=6,2.

Sto se tite funkcije R, koja karakteriSe uticaj temperaturske razlike T, —Tw,
na razvoj temperaturskog graniénog sloja, primeuje se na osnovu sl. 3 i 4, da pri

istim parametrima A i f opadanje Pr-broja prouzrokuje izvesno podebljanje tempe-
raturskog graniénog sloja. Na istim slikama se dalje zapaZa sliéna tendencija ali
znatno izraZenija, i u sluaju Pr=const., f=const., ako pri tome parametar A opada
tj. menja se u smislu slabljenja intenziteta usisavanja odnosno pojaéavanja uduva-
vanja. Slike 3 i 4 se odnose na vrednost parametra f=0,0; medutim, i za druge vred-
nosti parametra f (od —0,17 do 0,16) dobijaju se sli€ne zavisnosti.

Da bi se sada izvukli zakljudci i o uticaju promene oblika konture tela na
razvoj temperaturskog granitnog sloja, dobijena univerzalna reSenja su primenjena
na dva konkretna slu¥aja razmatranog problema sa izrazito razli&itom vitkoséu
profila. Naime, na sludaj opstrujavanja kruZnog cilindra i jednog u praksi &esto
kori§¢enog profila sa oznakom NACA 0010-34.

Dok se u sluaju kruznog cilindra poznata brzinska raspodela spolja$njeg
strujanja

x
U =2V sin(%) (28)
dovodi, uvodenjem veza: x/R=X, U(x)/Usn="U, na sledeéi bezdimenziski oblik
U=2sinx, (29)

dotle se u sludaju NACA-profila, neposredno koriste tabelarno sredene vrednosti
preuzete iz odgovarajuce literature [6].

Pomodu te tabele, odn. analitiki izraZene raspodele (29), sraunata je posred-
stvom obrasca (27) karakteristiéna bezdimenziska temperaturska raspodela T
grafitki prikazana na sl. 5, 6, 7, 8 za sludaj cﬂmdra, anasl9 10,11, 12 za sluéa_]
NACA-profila.
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Iz uporedivanja ovih dijagrama najpre se zakljuduje, da oblik tela, tj. odgova-
rajuéa brzinska raspodela spolja$njeg strujanja U znatno utie na temperatursku
raspodelu T Naime, za 1=0,4 u sludaju kruZnog cilindra (sl. 5 i 7) ona poseduje

Pr=10
n=0é

l‘
Q4

*V oz 04 05 08 0 12 1 15 18 20

X
Sk 5.

)

0] Pr=w0 A=

ll =64 13
o -03
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az
o m

L Giins

020/.050810121.4151320.x.

SL. 6.

sinusoidni karakter,sa brojno veoma izraZenom maksimalnom vredno$¢u, dok

u sluéaju NACA-proflla (sl. 91 11) raspodela funkcije T je duZ skoro &itave njegove
konture dosta postojana, pri demu je maksimalna vrednost znatno manja. Za n=6,4
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raspodela funkcije T je sli¢na kod oba razmatrana slutaja (kod cilindra — sl. 6
i8ikod aeroproflla — sl. 101 12), pri ¢emu ima manje vrednosti kod aeroprofila
kao i za Pr=0,72.
Iz posmatranja istih krivih na sl. 5—12 sleduje, dalje, posle njihovog uporedi-
vanja, pri jednakim vrednostima Pr-broja, da se sa udaljavanjem od zida tela, tj.
porastom 7, i to u nekom odredenom preseku temperaturskog graniénog sloja,
definisanom bezdimenziskom poduZnom koordinatom x, karakter njegovog razvoja,
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ostvaren pod uticajem promene intenziteta usisavanja, odnqsno, uduvavanja, tj.
promene parametra A, takode menja. Naime, dok je u oblasti od n=0 do %;=0,6

raspored krivih Tp takav, da se pri X =const. sa opadanjem parametra A smanjuju

a1
: a 0o
— ' -04 JJQ’ 02303504
Ol @ 03 G 05 05 07 08 09 10 g Q1 0z 03 046 O5 06 07 Q8 03 10 %
SL. 9. Sl. 10.
Tp Pr=072
q=0.4
031
0.2/ ' \\ j
2 — 04
o —— 03,
_——— 0 0 0.3,

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 3
sL. 11.

i same temperature T, dotle je za promenljive %>v,=6,2 raspored krivih potpuno
obrnut. U prelaznoj oblasti se pri tome vr§i neprekidni preobraZaj rasporeda krivih
T, i to od jedne njene granice (;=0,6) do druge (xn2=6,2).

ZapaZena tendencija, nezavisna od oblika konture tela i vrednosti Pr-broja
tesno je povezana sa ranije uodenim rasporedom funkcija P, grafi¢ki prikazanim na
sl. 11 2. S tim u vezi treba napomenuti, da su koordinate ¥, i v, kojima su definisane
tri uo&ene karakteristiéne oblasti razvoja temperaturskog graniénog sloja, uslovljene
intervalom vrednosti parametra A, usvojenim kod numeri¢ke integracije sistema
univerzalnih jednadina (23), (24), (25). One, ustvari, pretstavljaju (v. sl. 1i2) apscise,

Tp Pr =072
af VT
021
0.1 1

Ja— ' |
= ———————— 02 03.04

T T T | A MRS e B T
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 X
SL 12.
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kojima su odredeni maksimumi odgovarajuéih grani€nih krivih P (, A). Kako su
u naSem sluéaju proraduni vrieni za vrednosti parametra A iz intervala A =—0,4=0,4,
odgovarajuce grani¢ne vrednosti koordinate 9 su: %;=0,6 i n,=6,2.

Na kraju treba, medutim, primetiti, da, iako se ova cela diskusija odnosi na
rezultate dobijene za konadan interval vrednosti parametra A, izvedeni zaklju&ci,
s obzirom na ofigledno ponaSanje rasporeda krivih P na sl. 1 i 2, lako se mogu
proSiriti i na slu€aj neizmernog poveéanja intenziteta usisavanja (A — o), odn.
uduvavanja (A— — ).
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TEMITEPATYPHBIN IIOTPAHWYHEIN CJIOM HA TIOPUICTHIX CTEHKAX
IIOCT OAHHOM HAT PETOCTI/I IIPu JIAMI/IHAPHOM OBTEKAHUN

"PezloMme

B pabGore paccMaTpHBaeTCs TeMICpaTypHBIA IIOrpaHUYHBIA CIIOH HpH IIIO-
CKOM JIaMHHAPHOM HECKEMAaeMOM OOTEKaHHH CTEHKH IOCTOSHHOM HarpeToCTH C
HelpepHIBHO pAaCIpefCAcHABIMA IIOpaMH B ITOBEPXHOCTH, ¥epe3  KOTOphIe
TpOM3BOJATCS OTCOC HIM BAYB XHMAKOCTH. s paspemennst 9Toi 3ajaud ItpH-
MeHAeTCH MHOFOHapaMCTpE‘IeCKHK merox JI. I'. Jlofigsgackoro [1] ycomepien-
CTBOBaHHEIA B paGoTe [2]. VHuBepcanbHble PEILCHWSA, ONpENCIICHHEIE HyMepHyec-
kEM cnocoboMm mna asyx uncen Ilpastna (Pr=1, 0 u Pr=0,72), 1 HEKOTOpPHIX
3HaveHuit mapameTpa A, XapakTepH3YIOLIEr0 HMHTeHCHBHOCTH = OTCOCAa HIIA BIYBa
(B obnacta A= 0,4+ —0,4), HCIIONB3YIOTCH A PacyeTa TeMIEpaTypHOTO IOT-
paHHYHOro CJIOSA Ha NHWIMHIAPE CEYCHHST XKpyra ¥ Ha c-ranp;ap,uHOM asponpodue
¢ obo3nauenmem NACA 0010-34.
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PRIMEDBA O IZRACUNAVANJU MEDPUSOBNE DALJINE
- DVAJU PLANETOIDA PRI REGULARNOM PROKSIMITETU

J. L. Simovljevié

Prikazuje se postupak za pribliino izraunavanje poremeéajnog dejstva jednog planeto-
ida na njegovu daljinu do drugog pri regulamnom proksimitetu ovih nebeskih tela. Postupak
je ilustrovan numenékim prlmerlma

U nizu radova J. P. Lazovxca, M. Kuzmanoskog i u nekoliko radova pisca
ovih redova posveéenih proksimitetima planetoida usvajano je da se dovoljno taan
iznos medusobne daljine tela tokom pojave, to jest p=|p|=|r,—r|, moZe dobiti
pomoc¢u heliocentriénih poloZaja poremedéajnog (r;) i poremecenog (r) planetoida,
bez uzimanja u obzir bilo kakvih poremedaja u kretanju ovih tela; dakle raunom
sa neporemecenim elementima kretanja- oba planetoida. I to kako zbog verovatno
malog iznosa ovih poremedaja, tako i zbog kratkotrainosti pojave. To izradunavanje
je jos nayednostavmjevrseno napr. u [2] i [3] pomoéu Lagrange-owh redova za
r i r, koji daju -

p=p,tV,7+..., ¢))
0 =rip—Tp Vy=(dpldt)i=t,=7,,—V,, T=k(t—1),

gde indeks p oznadava proksimitetsku vrednost promenljive. Pri kratkotrajnim
zbliiavanjima visokog reda linearna zavisnost relativnog vektora poloiaja e od
vremena je takoreéi redovna pojava, pa su takvi proks1m1tet1 u [3] i nazvani re-
gularnim.

Medutim, zbog potrebe vrlo preciznog raduna u ovakvim konkretnim sluca-
jevima, pokuSaéemo ovde da ocenimo dejstvo poremedaja na medusobnu daljinu p
para planetoida pri njibovom proksimitetu, tek toliko da proverimo opravdanost
na§ih ranijih pojednostavljenja. ‘

1. Diferencijalna jednadina heliocentri¢nog poremeéenog kretanja planetoida
mase m i vektora poloZaja r je

‘—at—:——kz(M+m)r"3r+k22mj(p, &= rj)+

+k2m (e p—ri’ ), @)

201
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gde je M masa Sunca, m; i r; masa i vektor poloZaja velike planete, a m; i r; masa
i vektor poloZaja »poremecajnog« planetoida. Diferencijlana jednadina njego-
govog kretanja, sa istim oznakama, je

2, n
j_trzl = =R MAm)Tn kS mep ey —r )=k m@T e+r73 0. (3)
=1
Relativni vektori poloZaja u (2) i (3) su
p=n—T py=0—I, g=I—T )

Pretpostavili smo, dakle, da se svaki planetoid iz uo&enog para kreée oko Sunca pod
poremecajnim dejstvom velikih planeta i onog drugog planetoida u paru. Iz jednadina
(2), (3) i (4) izvodimo diferencijalnu jednadinu za relativni vektor poloZaja poreme-
éajnog planetoida u odnosu na poremeceni:

£Eﬁ-——kz(m-l-m) -3 .+G 5
e = e T ¢@ ’

C=R2M@FE3r—rr)+k > m,(p:?"‘ Py"‘Pi—3 e
Jj=1

Tako vidimo da je relativna putanja poremecajnog planetoida oko poremecenog
obvojnica oskulacionih Keplerovih putanja, konusnih preseka, koji bi proizilazili iz

d2. PK
dr?

= —k*(m+m) 9123 Px

i odgovarajuéih podetnih uslova kretanja. Problem tog relativnog kretanja mogao
bi se izudavati, mutatis mutandis, kao kretanje tela mase m; oko tela mase m, pod
dejstvom njegove privladne sile i dodatnog poremedéajnog ubrzanja G; dakle, kao
u klasi¢nom radunu poremeéaja. Medutim, odmah primeéujemo da bi tu, u opstem
sludaju, poremecaji bili veoma veliki: oskulacione putanje bi se brzo i znatno menjale,
pa ne bi mogle biti ni grube aproksimacije stvarne putanje u iole duZem vremenom
intervalu oko epohe oskulacije.

Tzuzetak moZe biti upravo prisamom proksimitetu. Tada zbog male medusobne
daljine planetoida ¢ oba &lana u G imaju minimalnu vrednost, dok prvi &lan”
desne strane u (5) ima upravo maksimalnu vrednost. Od stvarnog iznosa ovih veli¢ina
u konkretnom sludaju zavisiée »stabilnost« oskulacione putanje izvedene za neku
epohu vrlo blisku epohi proksimiteta ¢,. — Dodajmo joS da je uticaj velikih planeta
utoliko manji, ukoliko je proksimitet viSeg reda.

Pri efektivnom numerikom integraljenju diferencijalne jednadine (5) ne bi
bilo nikakvih nadelnih teSkoéa. To bi bio, ustvari, samo formalno saZetiji postupak
nalaZenja preciznih poloZaja oba planetoida numeri¢kim integraljenjem njihovih
diferencijalnih jedna&ina kretanja (2) i (3).

2. Prirodno je, medutim, da potraZimo koliko bi se tadno p, koje proizilaz
iz (5), razlikovalo od pribliznog,

Px=rig— g (6)
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to jest dobivenog iz pretpostavke o neporemeéenom kretanju oba planetoida u
vreme njihovog proksimiteta,

d?ryg
dt?

2
d*ry

= — k2 (M+m)r’ T, = —k2(M+m)rg’ 15, Q)

koju smo u ranijim radovima stalno usvajali. Stavimo 1i da je
n=rx+R;, r=ry+R,

gde su R; i R dejstva poremecaja na heliocentriéne poloZaje tela, jednadine (5),
(6) i (7) ¢e nas dovesti do

d2 _ n _ _
e TR mm)eT okl 5 m0r py—0i o)+
j=1
FEREM @3 —rg’ v ) — k2 M7= 1K 1. )]

Ovde smo stavili da je
Ap=p—ex=R;~R

traZeno dejstvo poremedaja na relativni vektor poloZaja planetoida, a zanemarili
smo mase ovih malih nebeskih tela m i m; u zbiru sa masom Sunca M.

‘I ovde, dakle, moZemo odekivati da pri proksimitetu visokog reda najve¢i
doprinos daje prvi ¢lan desne strane u (8).

3. Apstrahujmo, stoga, dejstvo velikih planeta u vremenom intervalu »dina-
mi¢kog proksimiteta« [4], ograniGenog trenucima —1#; i #;, simetriénim u odnosu
na trenutak proksimiteta #,, pa potraZimo promenu Ap, izazvanu samo gravitacionim
dejstvom poremeéajnog planetoida na poremedeni. Ograni¢imo se, na poéetku rada,
na »ra&un prvog reda, tj. zanemarimo na desnoj strani (8) razliku izmedu poremede-
nih i neporemedenih poloZaja tela. Takav zadatak je onda opisan diferencijalnom
jednaéinom

@ A k? ~3 ‘ 9
Xl (m+m)o~3p, %)

koja proizilazi iz (8). Dalje ¢emo pretpostaviti da se m moZe da zanemari u zbiru
sa m; i da vreme izraZavamo u srednjim Gausovim danima, v=k (t—¢,), raunajuéi
od trenutka proksimiteta. Tako (9) postaje
@ A 3 (10)
—Qp=—m; p” °p. '
e P 1P P

Donja granica integraljenja ove diferencijalne jednaline neka bude odredeni (ili
ocenjeni) trenutak T poetka dinamiCkog proksimiteta; s obzirom na sve naSe
ranije pretpostavke moZemo usvojiti da su podetni uslovi integraljenja

(Ap)rezy =0, (dAp/d7)i=r, =0.
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. Diferencijalnu jedna€inu (10) éemo integraliti na slidan na&in kao odgovara-
juée u [3]. Neka je ispitivani proksimitet regularan; tada iz tog uslova (1) i uslova
proksimiteta (g, ¥,)=0 proizilazi da je

e=V,u, r=(c2+7)'2, c=p, %
Unesemo 1i ovo i (1) u (10), dobiéemo da je
d?
FAQ (A+Bru3,

sa konstantama

A=-mV5;’e, B=—-mV;’V,

Integraljenje u granicama od ty=const. do 7 daje

iAp=(c“2 AT-B)u"'+K,,
d=

=—-(2A TO—B)uo .
Ponovno integraljenje u istlm granicama dovodi do
Ap=c2Au—Bln|ut+r|+K, 7+K, (11)
K,= (s 4 —uo)c“2 A+(ln|uo+'r:o | -7, us ") B.

Ovaj konaém rezultat (11) posluZi¢e nam da ocenimo poremeéajno dejstvo plane-
toida mase m; na njegovu daljinu p od planetoida zanemarljivo male mase m tokom
njihovog regularnog proksimiteta. '

4. Za ilustrovanje ranije dobivenih rezultata najéesce smo koristili f’ktivni

proksimitet planetoida (205) Martha (poremedajni, sa pretpostavljenom masom

m;=10"13 mase Sunca) i (992) Swasey, tj. karakteristike proksimiteta nphovxh
putanja U tom slufaju smo imali da je

—0.0000 0313—0.0001 0233 =,
p=p,+ V,7= { +0.0000 07014-0.0568 3298 .7, (ekliptika, 1950.0)
+-0.0000 3713—0.0108 5231 =,
Sto ce redi :
p,=0.0000 3792, ¥,=0.0578 5992, ¢=0.0006 5538.

Donja granica integraljenja neka je opet 0.15 ;iana pre proksimiteta, dakle t9=
=-—0.0025 8031. Zato ¢ée konstante integraljenja u (11) biti

1012 K, = (+3747, —19374, —41150), 10 K, =(0, + 249, —40).

Potom radun po (11) daje Ap, sa iznosima u Tablici 1.

Rezultat je oCigledan. S jedne strane vidimo da su poremedajni iznosi osetno
ispod tadnosti s kojom radunamo koordinate tela (+ 1078), pa su naSe pretpostavke
o zanemarljivosti toga dejstva bile ovde opravdane (a i izvodenje samo »raCuna
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prvog reda«). S druge strane, nadene promene imaju »sekularni« tok. Svojim priv-
la¢nim dejstvom planetoid (205) Martha je poveéao longitudu uzlaznog &vora
planetoida (992) Swasey za oko 0".088, a nagib njegove putanjske ravni za oko
07.025 (kako smo nasli, razli€itim postupcima, u [2], [3] i [5]). Ta nova putanja se
vremenom sve viSe udaljava od one s kojom smo ra&un zapodeli, §to se manifestuje
u porastu promene Ap.

Tablica 1

t 1012 Ap 1012 | Ap |
—0.15 0 0 0 0
—0.12 0 0 0 0
-—0.09 0 + 3 0 3
—0.06 + 1 7 — 5 9
—0.03 1 16 11 19
t,= 0.00 3 40 28 49
+0.03 5 39 61 73
0.06 9 39 103 111
0.09 12 37 147 152
0.12 16 30 191 194
+0.15 20 +22 —236 238

Zanimljivo ¢e biti da ovako ukratko 1sp1tamo poreémecaje u medusobnoj daljini
planetoida (215) Oenone i (1851) 1950 VA, pri proksimitetu njihovih putanja, dosada
najte$njem poznatom [1]. U tom slhuéaju je

-+0.0000 0006—0.0077 7506 =,
p=p, 1V, 7= +0.0000 0002—0.0807 9443 , (ekllptlka, 1950.0)

—0.0000 0361—0.0021 4573 =,
dakle

=0.0000 0361, V,=0.0811 9603, ¢=0.0000 4446.
Integracione konstante su: o
102 K, =(—3552, -+20003, +341037), 10'* K,=(—18,—188,—6).

Opet je pretpostavljeno da je m;=1013, Poreme¢aji u vremenom intervalu dina-
mitkog proksimiteta su dati u “Tablici 2.

Proksimitetska daljina tela je deset puta manja no u prethodnom sluaju,
a poremedaji u p su ostali jo§ uvek zanemarljlvo mali. Sad se radi o »brZzem« prok
simitetu vrlo visokog reda: Sest puta veéi iznos poremecaja | Ap | postignut je za
getiri puta krade vreme posle trenutka minimalne daljine. Promene putanjskih ele-
menata planetoida (1851) 1950 VA4 nisu zanemarljive: prema [6] dostizu —5°,0
u longitudi uzlaznog &vora i +4-4".8 u nagibu putanjske ravni (svedeno na navedenu
masu poremedajnog tela; apsolutni iznosi poremeéajnih promena ostalih elemenata
su manji od 0”.2). Vidimo da i ovolike promene putanjskih elemenata ne mogu
uticati na p u onako kratkom vremenom intervalu oko trenutka proksimiteta.
One ée doéi do izraZaja tek kasnije, kada se nova putanja bude dovoljno udaljila
od stare.
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Tablica 2

t 1012 Ap 1012 Ag |
—0.04 0 0 0 0
—0.03 9 0 0 0
—0.02 0 — 3 + 1 3
—0.01 0 9 1 9
t,= 000 —3 37 13 39
+0.01 8 65 117 134
0.02 10 72 232 243
0.03 13 75 350 358
+0.04 —14 —76 +467 473

Ova dva primera i njihova analiza nam sugeri§u da osetne promene u medu-
sobnoj daljini p (i eventualnu potrebu za »radunom drugog reda«) moZemo odekivati
samo pri veéoj masi poremedajnog planetoida i duZem trajanju proksimiteta. No
u svakom sludaju obrazac (11) omogucava dovoljno taénu ocenu tog poremeéajnog
dejstva. I to na neposredniji i brZi nadin, nego da sa prethodno nadenim promenama
oskulacionih elemenata poremecenog planetoida (ma i onako jednostavno kao u [5])
izvodimo odgovarajuée promene u r, odnosno u g. ,
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: A NOTE ON THE DETERMINATION OF THE DISTANCE
BETWEEN TWO ASTEROIDS DURING THEIR REGULAR PROXIMITY

Summary

An approximate method is developed by the aid of which one can determine
the perturbative action of one asteroid upon his distance to the other one, during
the regular proximity of these celestial bodies. The final effect appears to be not
sensible during a time interval of »dynamical proximity« inferior to one day, if the
mass of the perturbing asteroid is of the order of 1073 Sun’ s mass and the proximity
distance is of the order of 0.000005 a. u.

Prof. J. L. Simovljevié
Prirodno—matematicki fakultet, 11000 Beograd
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NEIZOTERMNO STRUJANJE ZAGREJANE TECNOSTI

Mane Sasié
Uvod

Zagrejana tefnost odaje toplotu okolini za vreme strujanja i zbog toga joj
temperatura opada nizvodno. Viskoznost joj se povecava u smeru strujanja i koefi-

cijent trenja nije viSe konstantan duZ cevovoda. Odredivanje pada pritiska usled

trenja veoma je sloZeno, narogito kad se radi o turbulentnom strujanju pri niskim
temperaturama okoline. Literatura nudi obrasce za izraunavanje pada pritiska
usled trenja pri promenljivoj temperaturi tenosti, ali samo za ona strujanja kod
kojih koeficijent trenja zavisi jedino od Reynolds-ovog broja. To sulaminarna
strujanja i turbulentna strujanja u hidrauli¢ki glatkim cevima. Za neizotermna
turbulentna strujanja, kod kojih koeficijent trenja zavisi i od Re broja i od relativne
hrapavosti cevovoda (oblast iznad prave koja u dijagramu A-Re oznadava Blasius-o
zakon trenja), ili samo od relativne hrapavosti cevovoda (oblast izrazito turbulentnog
strujanja), postojeéa literatura ne daje obrasce za odredivanje pada pritiska usled
trenja &ak ni u najprostijim sludajevima kad se moZe uzeti da je proradunska tempe-
ratura okoline jednaka nuli. Cilj ovograda je da se proude ba$ ovi poslednji sluGajevi
neizotermnih strujanja zagrejane te&nosti.

Pomocéne veli¢ine

Izjedna&enjem koliCine toplote koju zagrejana teénost predaje cevovodu za
vreme strujanja i one koja istovremeno prolazi kroz cevovod na okolinu, dobija se
zakon promene temperature te€nosti duZ cevovoda

kD, ® x
=rTmT ¢))
Ge,
Ovde je ¢, (°C) temperatura okoline, ¢, (°C) srednja temperatura te¢nosti u poCetnom
popreénom preseku cevovoda, k (J/m? sK) koeficijent prolaza toplote kroz cevovod,
Dy, (m) njegov srednji preénik, G (kg/s) maseni protok tednosti i ¢,(J/kg K) njena
specifina toplota. Za x=/ iz obrazsca (1) dobija se ¢=t,, temperatura te¢nosti na

kraju cevovoda. Pod srednjom temperaturom teénosti du? cevovoda podrazumevade
se vrednost

t=t,+(t,—t)e " ax

. (2)

1—e 4
)

1
1
tm=—ftdx=ta+(tl—ta)
1 a
0

Promena kinematiSke viskoznosti te&nosti od njene temperature prikazuje se u
obliku
v=c/tm Q)

U njemu se konstante ¢ i m odreduju merenjem viskoznosti na dvema temperaturama
koje treba da budu izmedu temperatura ¢, i #,. Takode se kori¥éenjem toplotnog
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bilansa i obrasca (3) moZe doéi do odnosa kinemati¢kih viskoznosti v, u blizini
zida cevovoda i njene srednje vrednosti v u odgovarajuéem popre¥nom preseku

cevovoda
() (2l @
v t z “1 D‘ —_ kDm

Ovde je «, (J/m2sK) koeficijent prelaza toplote sa te¢nosti na cevovod i D; () unu-
tradnji pre¢nik cevovoda.

- Postavka i refenje problema.

Diferencijalna jednadina koja odreduje pad pritiska usled trenja za vreme
strujanja zagrejane tednosti u cevovodu kruZnog preseka glasi

2 b 2 b
—dp=l—pv—("—‘) =200 (l) dx. )
2D\ v w2 D; \v ‘

U ovoj jednadini je p (kg/m3) gustina teénosti na srednjoj temperaturi (2), A koefi-
cijent trenja, v(m/s) srednja brzina strujanja, g (m3/s) zapreminski protok, 0,14>b>
>0,10 koeficijent koji uzima u obzir deformaciju profila brzine zbog promenljive
temperature (veée vrednosti odgovaraju strujanjima kod kojih A zavisi i od Re broja
i od relativne hrapavosti cevovoda, a manje vrednosti strujanjima kod kojih A
uglavnom zavisi od relativne hrapavosti cevovoda). MoZe se kao srednja vrednost

uzimati 5=0,12,

koeficijent trenja je obrazac AltSula

’ 0,25
r=0,1 (———1’46 3 + 112_9) , (6)
e

u kome je 3 apsolutna hrapavost cevovoda (ona je kod ovih strujanja uvek veéa od
debljine graniénog sloja). Vidi se da obrazac (6) prelazi u obrazac Blasius-a kad
3—0 (tj. kad debljina granitnog sloja postane veéa od apsolutne hrapavosti), koji
vaZi za hidrauli®ki glatke cevi. Prema [1] moZe se u pogonskim uslovima uzeti da je

i

ta_ 1 (-tl + -5‘-'-) =const. = B, @
t 2\¢
pa se iz (1) dobija odnos temperatura [2]
—tt3-=B+(1—B)e"", . @®)
i, zatim, iz (3) vrednost viskoznosti na temperaturama ¢ i
v=vy; [B+ (1 — B)e™*]™. ¢))
Najzad, kad se u Re broju viskoznost v zameni izrazom (9), iz (6) sleduje
A=0,1{k, + k,[B+(1 —B)e=]m05 | (10)
gde su -
L L L L a1

.Dl’ q
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Zamenom (4) i (10) u diferencijalnu jedna&inu (5), dobija se posleintegriranja

2 mb )
ap-28ed ( % Di ) Jy (12)
S . m2Dy \«yD;—kD,, O
gde je vrednost integrala - - : :
!
J= f{kl+k2 [B+ (1 — B) e™]m}025 dx. (13)
0 .

Taéno reSenje integrala (13) moZe da se dobije samo kad je B=0 tj. kad se moZe uzeti
da je prorafunska temperatura okoline jednaka nuli (t =0°C). U tom sludaju je
(sa oznakom: k;/ka=cp)

0,25
4ka [ 0+e'"“’)°25—(c +1)0.25

J=

e | (ot e — b (g 102 4§
4 . (c +emal)o 25+c° ,25 (co+ l)o,zs+co.25

0,25 : 1\ 0,25 0,25
—-m—[arctg(ﬂ’ie—m;) ——arctg(°+l) ]}
2 ) o

Nije te§ko pokazati da je

(14)

limJ=kY 2’50_25_'“1__1_
k1—0 0,25 ma ’

i da obrazac (12) zajedno sa (13) tada prelazi u poznati obrazac [3] koji odreduje
pad pritiska usled treuja za vfeme neizotermnog strujanja zagrejane teénosti u hidra-
uligki glatkim cevima (Blasius-ov zakon trenja)
o 0,25 gLTs D. mb ,0,25mal _
Ap— 0241‘”1 ks l( o; D, ) e 1
Dy oy D,~ kD, 0,25 mal
u kome je b=%w0 14. Kad je B+#0 tj. kad se mora uzeti u proradunima #,7%0°C

(a to su, ustvari, i ce§c1 slu€ajevi u praksi), tada se moZe naéi samo prlbhino ali
dovoljno ta¥no resenje integrala (13). Postupak je sledeéi. Najpre se pomoéu smene
y=In[B+ (1~ B)e*], integral (13) svede na sledeéi oblik

: Y2
J=3 = | (k;+k, e"v)ozs e dy, 15
n—O a '
Y1

u kome su granice y;=0; y,=In[B+(1-B) e"’].
Ponovnom smenom cy+e™=z* se integral (15) svodi na

4k325 < B { z, f m';:-n ] .
= a ,,Z:o m—4n|[B+(1—-B)e " —Z (24 —cy) dzp, (16)

sa ovim granicama
7 =(c,+1)%%; z,={c,+[B+(1—-B)ed}>», .~ (I7)

14 35opaEE panosk 4 (12)
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0,
c 0'25

In
4

Naime, preostali integral u izrazu (17) moZe da se redi u kona&nom obliku samo za
0,25 0,25 025
Jo==4k2 {(zz"zl) + Bres 22
ma zZ,—Co z,+ ¢
0,25 40,25 4,0,25
Lo Z2) Z 18
5 [arctg(%) arctg(co) ]} (18)
u izrazu (16), tako da se kona¥no dobija
41:3’2’§~ B { z,

n=0, To je prvi &lan zbira na desnoj strani izraza (16) i on glasi
0,25 0,25
Zan=1,2,...,s moZe da se napife samo pribliZna vrednost preostalog integrala
Sim—an\BrA-Bep 1T

J=Jo+

m4-n m4n m+tn

~¢ 255 [(z} —c) " +(@h—c) ™ +(A- co)—T]} » (19

gde je zm=—;—(zl+zz). Otigledno je da je J=Jy kad je B=0 (#,=0°C) i da tada

Jo definisano izrazom (18) prelazi u (14). Dalja analiza izraza( 19) pokazuje da je
svaki slededi integral J» (n=1, 2, ..., s) posle Jy oko 10 puta manji od prethodnog
jer je |B]<1. Primena obrasca (19) kao sastavnog dela reSenja (12) pokazuje da je
greSka manja od 2% kad se uzme J=Jp+J; umesto, na primer, J=Jo-+Jy+Jo+J3.
Ovde treba jo§ napomenuti da ¢e uvek biti |[B|<1 (a ovo je potreban uslov) kad god
je |t|<ty i |t;|<t. Da bi reSenje (12) sa integralom (19) vaZilo i kad je |B|>1
treba umesto izraza (3) i (7) koristiti sledece izraze za viskoznost i temperaturu

T, 1 (Ta T,
+ —

v=C[T™M, Z=—{=2
T 2\T, T,
Ovde su: T'=273+¢1 Ta=273+1¢,. Razume se, u ovom slufajuu integralu (19)
svuda treba staviti m; umesto m i B, umesto B. Sigurno je da ée sad biti ]B;] <1, Sto
je dovoljan uslov da izraz (19) ima sva svojstva kao i u prethodnom sludaju.

) =const. =B, .
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NONISOTHERMAL FLOW OF HEATED LIQUID

Summary
Taking into consideration the influence of temperature on the viscosity and
the friction coefficient of liquids during nonisothermal flow in pipes, the correlation
between the parameters at the beginning and at the end of flow stream is obtained
for turbulent flow regime. It is possible to determine, from this correlation, the flow
parameters at the beginning of pipeline if their values at the end of pipeline were
known or vice versa.

Prof. Dr Mane Sasié, Matinski fakultet, 11000 Beograd
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IIPHJIO3H UCTOPUJU MEXAHMYKHUX HAVKA KOJ CPEBA 1V

IIOJABA I'PA®OCTATUKE

HA. Tpugynosuh

»»Y Upupogu, y ceeiliy 0ko Hac cée ce HeilpeciiaHo merwa U 'y Woj ciiainoj
wipancgopmayuju — pazeujarey u ollagarey — Huwilia ce He goiaha bez Heueia
wigo je fiociiojaso fipe Woila u wito je duao iioeog 3a Haciliajaree Ho8ux ilojasa
u noeux cilisapu.‘

akagemux gp T. I1. Anbeauki, 1976. r.

V Hawoj IuTepaTypu Majo je CTYAMja O Pa3BUTKY HOje AHHHAX HAYYHHX JTACIHI-
JpHa MeXaHuKe, Te ojaTie m rpadoctatake. O mojaBu rpadocraTHke KOX HAC
M ¥}eHOM pa3BHUTKY 3abeliexeHo je y pany [7] ca HEMOTOYHOM H HeJOBOJGHOM (aKkTo-
rpadmjoM. V mammM pamoBumMa [4—6] 0GjaBHItE CMO Heke IOjeAMHOCTH O IOjaBH
rpadocTaTHKE,

H3Bopu 3a o6pagy ose TeMme Halienn cy y Apxusy CpoOnje, pafosama [8, 9]
n Apxusy ITommrexawuke mkojie y Llmpumxy.

IToxymaj ca KynvanoBoMm rpadocTaTHKOM

TlocpeacTBoM JpXKaBHHX IATOMAna (CTAMNEHAWCTA) KOjU CY Ce MOLIKONABATH
WA HOTHYHO IMKOJIOBAJIH Y HHOCTPAHCTBY, ¥ Hallly CpEAUHY CY JOLLIE MHOTe HOBHHE
y HayO® H TeXHAOH. PenyMo, KOJHKO Cy OrPOMHM IPeTIOMM HACTANIM Y MaTeMaTHy-
KuM Haykama JoiackoM Muxauna ITerposuha (1868—1943) ca cryauja y IMapusy
(1889—1894)1 unm y reorpaduju nojaBom Josana Ipujuhia (1864—1927). HdpxasHu
IATOMaI] 32 TeXHHUKe Hayke (rpaleBumHapcrso) Pypa Jbouuh (1843—1915) Ha
Kpajy cBojux cryamja y Iupuxy 1869.r. mpenysmma kopake 3a yBoljeme HOBOT
pegMeTa Mexanuke Ha Bennkoj mkomu y Beorpany — ipagociliaiiuke u padyHapa
sorapurMapa (mmubepa) 3a noTpebe craTrIxux upopadyna. C npoieha ucre roguue,
Jbounh rme MEHHHCTAPCTBY IpOCBeTe H 00pasmaxe cBOj momyxsaT. ,,l'ocmomuHy
MHHHCTDY IpocseTe. OBOM HpmimKoM HmmibeM [ocmofuHy MWHHCTpY JBa CBOja

1 O Muxanny Ilerposuhy Baaetn kwure mox [10, 11, 12].
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paja: I"patb;ajcko padyHame; YIYTCTBO 3a pavYymauy.
V3 To mmibeM jejan KoMaX pavdymavde Kao ek3eMmIap.

DIE
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i STATIK

 GRAPE
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K. CULMANN,

PROFESSOR DER INGENIEURWISSENSCHAFT AM EIDGENOSSISCHRN
° POLYTECHUNIKUM 2U ZURICH,

Mit 285 in den Text gedruckten Holzachnitten und 86 Tafeln.

ZORICIL.

VERLAG YON MEYER & ZELLER.

1866.
Cn. 1. —Jemua on npsux oGjabmenmx rpadocraruxa. — HacnosHa
crpara KynMmaHoeor yndemmxa Ha Ifupmmxoj momrexmmmz (1866)
Kojer je npesoazo Bypa Jbounh 3a noTpebe Bemike mxone y Beorpany

ITFpadujckxo pauaymame. la 0BO Ha CpICKH H3pamuM NoOyAa je opa:
Ipagujcxa Mlimamiuxa, xojy cam y Iupuxy na Iommrexamiin yano, jecT BpJO HOBa,
a ¥ BpJIO KOpHCcHA Bayka. Koprcr ¥ mpaxTHYHOCT BeHa, TaKO je rolleMa, Aa lie cer
JbyAd TEKHHYKE CTPYKe, CBYAa, MECTO padyHama, YHOOTPEOHTH KOHIUTPYKIWH)Y,
xojoM ce MHOro Gpxe, yfoGHmje B Golbe JO IeXH MOJA3H.
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C 063mpoM Ha TeKHMYKO CTame Y Hac, ¢ 063UpPOM Ha TO, ga u Hama 6asa
Hailipeg ga KOpaKkHeMo, TO Ce U ja OABaXWX, JAa OBY HOBY HayKy, Majo IO MaJi0 Ha
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ZURICH,
DRUCK VON ZORCHER UND, FURRER
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Ca. 2. — Hacnobra crpara momyHe KysmmauoBoj rpadocraTuiu u3
1873. r.

cpocke uspamaMm. ITa xao mro je rpadmjcko pauynawe mpsa momoh rpadujckoj
wrrarang, 6e3 kora je Hemoryhe pasyMeTH jy, TO ¥ ja Hajupe Taj Aeo H3pajdXx,
a JlouHdje, HajaM ce Ja Jalhe HACTABHM.
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VYnycrso 3a padymauy. Opaxako ce caM m3sexGax y pauyHamy
ca pavymavoM, YBUIEX YTOJHOCT H YIITey Yy BpeMeHy, Ha Me To ¥ nobyam, aa
K TOCTBO OBO Ha CPICKH H3PAJHM.

Ja ce HalaM, J1a caM jacHO HANHCA0, TAKO, A Ce, O HBeMY, MOXE JIAKO HAyYHTH
pavynaTH ca pauymadoMm. Ho ako ce BapaM, To hy y HekoumMKoO Nekumja, Xaf ce
BPATHM, Y CTamy OMTH, CBaKOT HAYYATH [a PavdymHavyoM pavyHa.

Moja 6u xema Ouna, Ja ce 06a oBa pykomuca LITO Ipe TUCKAjY, U Ja Ce Yy
JoTuyHe wikone yeeny. Kopueru cy on o6ojux Bemmke, He caMo 3a TeKHHYape Y
Hallloj ,,BEIMKO] HMIKOMM'‘, HO 3a peayke Y 3aHATIMjcKe IIKoJe, ¥ YONIITe 3a Ompak-
THYKY XHBOT CBHj)Y CKopo rpaljaHa.

ITa xako cam cpeTcTBa HeMaM, Jia OBO THCKaM, a C IPETIUIATOM, TEKHHYKe
CTBApM jOII y HAC He mpoJiase: To ce ycyhyjem oba oBa paja mocmatu Iocnommmy
MEHHCTDY, W 3aMOJIATH Ta, A2 10 TpPerjeqy, HapeOuTH M3BOIH, Ha ce 00oje THCKa,
Oa mo MOTYRHOCTH H y LIKOJie YBele.

Ci. 3. — Vixewep Dypa Jbounh (1843—
1915) OesycmemHO je IOKyImao Ka Ha
Bemmkoj mxomuy y Beorpamy 1869. r.
yBele HOB TpeaIMeT rpadocTaTKy.

Ilto ce HaGaBKe pauymade THYE, TO ce Tpeba obparnTh y Ilapus (aapeca croju
Ha pavdymayn), WK, IO HMpeHopyly roCHOJMHA MUHUCTPa, Morao Oux H ja, xaj ce
y Cpbujy y3spaham, ucre u3 ITapmsa mosern. Koman craje 6 dpc.

Komnaxo je Jo MeHe crajaio, ja caM yamHHO. A Ja Hapojy HOWCTa KOPHCTH
6yne, o Mora paja, TO ce HajaM fa lie rOCHOMHH MHHHCTAp Ca CBOje CTpaHe Y4H-
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HATH, Ja ce o6oje THCka. — C nomrosameM I'ocmouHy MHHECTPY npocBeTe Dypa
Jbounh, mpxkapHuM muToManm — 1/13 Mapra 1869. y JluxreHmTajHy 2.

EJIEMEHTH

TPASUICKE (TATHHE

oA
J. BAYIIRETEPA

WPOGECOPA TEXHRUKE. MEKARAKE H YPAYHICKE CTATHRE HA
NOAATEXHEHINA 'Y KREXEHY..

CA. OPVIOX MOIMAFHA

nPERED
CB. HEAEBHKOBHT

HAIRRCKN XP DPR MEJEIERNKOS AUPEEONIE.

TERGT

oo

BEOI'PAA
W UE Il IOTAMUA KPABEBCKO-CPIICKE APHARME IITAMMABWIE

1891

Cn. 4. — Hacnosna crpaHa mpee 00jaBibeme rpadocraTuxe KOX Hac
(1891).

W3 jemHor paHHMjer Jomdca MMHHCTapCTBY IPOCBETe ca3HajeMo Ja je JI>o'mh.
mo4eo Aa paau Ha mocpGibaBamy rpadocraruke jouwr 1867. r., xaja je Ha Ilnpamikoj

2 AC, MIlc, ®. III, 643/1869.
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TOJATEXHAIM 3aBpIIAO ,,MIDKHHAPCKH Kypc'’. ,,OBy roauHy JaHa jOLI MOJHM
TocnomuHa MuuucTpa — muiie Jbounh, na ME Jo3BoyMTH M3BoAM Ha Iupnmikoj
MOJIATEXHUIH OPOBECTH, e Ly, BpaTHB ce ca IpakTHKe, MOKH joII jejammyT IyTH
u3kJbymBo I'. npo<1)ecopa Culmann-a — I'padujcky craTuxy H ocTane npeamere,
Koje OH mpenaje; yjenHo m3palyjyhu I'padmjcky craTuky 3a moTpeGy cpbeky 3.

Cn. 5. — Wmxewep Kocra I'nasmHuh

(1858—1938), mpodecop Texmmukor da-

xynaTera Benmke mkone y Beorpaay npB

je xox Hac mo%eo ¢a mpexaBakmMa rpado-
craruke 1885. romume.

o namac jom mucy nponabena osa jgsa Jbowmhea pykonuca xoju 61 3a ucro-
pujy MeXaHWYKEX Hayka KoJ Hac mMaid moceGam 3Hauaj. ITpema camoM cafpxajy
IpHKa3aHe MpPeJCTaBKe, MOXEMO YCTAHOBUTH Ja C€ Paj| O rpaguukuM MeToxama
pelliaBar.a PasJMUATHX HpoGieMa MPUMEEEHE MAaTEMaTHKe, a M3 HABECHOT JeNa
Jbhownhesor Jommca Mmmcrapcmy npocBe're ox 17. cenrrembpa 1867. yrepmama cMo
na je cBoje ,,rpadmjcko pauyHame*, kao mpsH jico rpadocraruke, Jbounh ypajuo
,-nocpbipaBajyhin‘ ynbenuk — InpefaBama mnpodecopa Ilupmiike mnomurexamke
Kymvapa (Karl Culmann, 1821—1881)4. Y1 mopen Tora, mTO je Tek Ha IIpBoM

3 AC, MILc, ®. I, 150/1870.

4 Jlparyter Kymvar je mossar npodecop Hupmmke nommrexuuke, Ypehaj Ha TeXHHIKAM
nprahuM TadsaMa HocH meroso mme. CTpyumax je OHo 3a Tpagmy MOCTOBa, CTATHIAP CBETCKOT
rinaca, npogecop rpadocraTake u Bumeroqmnma pexrop. Ilupumke nonurexauke. [Ipod. Kymman
je ¥3BpIINO MO3ATHBAK YTHIIA] HA YATABE reHepanuje Hamnx cryaesara y Ilupnxy. Kon opod. Kyi-
MaHa cTygupanu cy Ceerosap Mapxoenh, Hukona Iamuh, Jbydomup Kinepuh, ®pama Komopah
u gp. — O Kynmany noxpobuuje Bunera y pagy Jb. JI. Jakmmha [9].
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MeljyHapOZHOM MaTeMaTHIKOM koHrpecy y ITapusy (1890) HO.MOI‘pa(bKja nsmaojega
K30 caMOoCTailia MaTeMaTHIka AUCUMIUmHA [13] ona ce paspjaia M 3HATHO panvje,
oborahiyjyhin THMe cpencrsa Hymepuake MaTeMaruke. a i je B. Jbounh usoxuo

[PAOUHRA CTATHRA

OCHOBAMA TPASHNOT PAYYEA
YYEHAUKE BEAMKE I]IROJlE

HAPAY OTTY, X. ®. 5. MUAEP--EPEC/AY, E. BHHKAEPY M AP.

"M3PA MO
Heoora . I'nisgnun
© .MPO®ECUY. BRAURE -TIKOAE

~ CBECKA HPBA

(CROBE rPAQHYKOT PAYYEA .M -TPAGHUKA CTATHEA A0 TEOPHIE
PEMETRACTHX HOCHAAIA °

ck 221 cauxou ir:'rm;cry ¥ ABA JAHCTA II,PT!;EA: .

Y:BEOFPAA'.X
T WTAMHAHO ¥ Iixl‘AMIIAPHJll_lipA.bi:,'ﬁ'HHl_ig.’é;-Piﬁ:uJE

1691,

Cn. 6. — HacnosHa crpana mpsor fena rpagocrarake Kocre I'ma-
BuHuhAa.

HoMorpade i1 HoMorpaMe Kao payyHapcka CpeficTsa rpadocratuke, 6o 61 BeoMa
BaXHO YTBDJMTH.
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JbouuhieBo ynmyTcTBO 32 pavymady BEpOBATHO Ce OXHOCH Ha JIOTAPHTMAp, K20
KHHEMATHYKy PaTyHCKY MAIIAHYS, Koju je 60-THX rofuHa HpONLIOr Beka Ha 3amafy
610 pacmpocrpamer H Beh 10o6H0 koMepumjaHu BEAS. YIYTCTBO 3a JIorapaTMap,
KOjEX y HOB¥Mje BpeMe ¥Ma BHIlle, konuko 6u oTkpuno Jbounhese emykaTupHe Ha-
Mepe, TOJMHMKO H CaM NpUAa3 ,,MAIIMHCKAM'® alTOPUTMHMA KOJH Ce MOTY OBOM
»DaIYBHaYoM*’ peliaBaTH.

Jbouulies npe/Utor Y HHOBaLlMjK HacTaBe MeXaunke Ha Besmaxoj mxonu Mxoacka
xomucuja je ogbusa. Konmxo rof na cy xperama Ha Bemukoj mxomu y B eorpamy
HIIJIa K& CaBpeMeHHj0j HaCTaBH, YBOheeM HORHX IpeiMeTa, KBAIATETHNX YOeHAKA
¥ Tpaxemy cBe Ooiber HacTasHOTr ocobiba, Ta HCTa CpefjiHA cCIpevaBaja je
Pa3BHTaK HOBHX HAeja Yy HacTaBH ® Haynd. OBo je joIn jeman mpmMep Kojd HeBoO-
CMYCJIEHO YKa3yje Ja Cy ce MeXaHm9Ke Hayke KojJ Hac y 19. Bexy Beoma copo passu-
jane, He caMo 360r ONIITHX CTABOBA Y HayYHHM HCTpaXWMBAmUMAa, Ijie je cBe G0
noppelieHo je3nKy, HCTOPHjE M 3aIUTHTH CBHX HANMOHAJIHHX TekopHa, seh m 36or
JUpeXTHHX OCHOpaBama HOBHMX HayuHuX 3axmata, ¥ To Bpeme, Ilxoiicka xoMmuchja
(dommmje ITpoceTHH caBeT) HHjé MOIJfa MHOTO INTOINTA Ja CXBAaTH H NpeABHEIM
y pa3BuTKy Mexanuke. M mopeJ; Tora miro ce oJf NpBHX JaHa G0opHiIa 33 HOBE OJHOCE
y HIKOJIH, OCTaje kao umweHnna faa lxoncka KoMHcHja Hyje 3HajNa Ja NpHXBATH
HalleTe HOBHX HacTaBEHX HAcja. Kaza opfe Beh moMmEmeMO oYeTKe HaCTaBe Mexa-
HUKe, BPEOHO je HaBeCTH H jeaH JeO YNYTCTBA HAUIMM NPBAM CTHNCHIHCTHMA W3
1839. roxaHe KOju Cy OJIa3WNN ¥ CBET PAJM CTHIAKA 3HAhA 34 HOTPele IMKONCTBA
¥ 3eMJBe YONIUTE: ,,. . . OHu koju he ocne roauHy Hana y BepiauacKy TONATCXHIIKY
MHIUTHTYT CTYIUTH, HeK ycyrybe TpyAe CBOje, Ja MMOKpaj OCTajMX HAayka HAPEYHO
Maremataky (4 Mexauuky) ca CBEM YaCTHMAa B¢HHM Tako Hayde Ra y OrazecTBy
cBoM He camo Nobpu Umkuaupn ¥ ApxuTekTH OuTH, HO U ¥ ciydajy norpebe u co-
OTeYeCTBERY MIIAJIeX ¥ MCTAM HaykaMa HacTaBbaTd ... [14].

Kao mro cmo HaBenu, Ikoncka xomuckja je 17. jyBa mcre romuee ombmia
Jbounhene pyxomuce. ,,J'ocmommae Mumuctep. Pyxommcro xeno: ,,I'padmjcko
padyHame ¥ YOYTCTBO 3a pauyymady’* HOCHATO IIKOJICKOj KOMHCHjM HA Hperiex
u onerny ¢ mucMoM I'ocoogmra Murucrpa Ho 1060 ox 11. MapTa Tek. rof. HCTa
Komucrja uperfiefiana je W 3axibyudna je mopmer Bam Tocnmopmme Mmmwmcrep
TO CBOje MULUBLEEE O HCTOM, JIa j¢ UPBO: TO jecT: ,,I'padujcko pauyHame  3a Hae
[IKoJie 32 Caj M3NMHLIHO, MOYEM Ce Taj HOB HpeAMeT KOX HAC HAKaKo Hempexaje,
a W HHaYe MOrao O ce caMO Y HeKaKBOj BEJHKO] peajfily, & TO He K20 CaMOCTANAH
IpeaMeT, Beh kao jelal Aeo Hayke IpH H3y4aBamy KORWTPYKIHja Y NPTamy YIATH;
a OMO Jpyro: ,, YIYCTBTO 3a pavymady'' Hemoxe ce y obuhe fipeliopyuuitiu 3a wKoAY
HUiu ga ce maagexu ypyky ga, jep 6u oo camo ogepahaio yueHuxe 0g OCHOGHOI
u dowmiiiyHol uzyuasara pauyHuye, ocoduilio dax ceu caadbyju hayu ocaareajyhu ce Ha
08y Heiloy3gany MamieMaimuuky uipauxy, dpeebpeisu Ou wiiliygujy mailieMaiiuxe,
4aM GH ce yOnpaBO LIKOJHAO INABHO] LEAH, jep OCHOBHO H IOTHYHO HO3HABAmE

5 JbounheB Ha3MB 3a PAYYHCKY MAMMHY ,,padymava’ NOTHYHO j¢é OpUIMHANAH W OBIC CE
uped 1yt odjaeibyje. Kon Hac je mamac obmuHO y ynorpedu M3pas padyHap, PadyHalo, payyHCKa
copasa H Jp.

6 W3panga JOrapuTaMCKEX Tadlmua, Koja je Owina y mysHoM samaxy modeTkoM 17. Bexa,
YCHOBUIIA je ¥ NPOHAJNIA3aK IPBOI' KEHEMATUYKOr pavyHapa — Jjorapurmapa T'oxmne 1624, mera
je mporawlao eHriecka MateMatayap E. I'yatep. T'yaTep je y Hayus mO3HAT Ca JIOrapATAMCKEM
Tabmuuama CAMyca # TAHIEHCA Ha CeflaM IeIEMala, a YBeO je NPBH TEPMEHE 33 KOYHKIMje, KOCH-
Hyc, xotanrec (Canon Triangulorum, Londini 1620). — JlorapmT™ap je BpEMEHOM yCaBpIIaBaH.
Opn mpeor nobommama B. Orpena (1632), ma CBe H0 HALMX JaHa, JIOTaApATMAp Ce pa3BHjao 3a
notpedSe crnemujanHEX MPOPadyHa, @ Takohe ¥ 00 CBOM QDUMKY ¥ BE/IHYMHH.
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MATEMATHYKEX MCTHHA MOXe TeK CHaXHO MOJejCTBOBATH Ha Pa3BHTaK JIOTHYHOT
MHILUBEHA, TATHOr CXBaTamba H cyhema y o6uhe, 3aTo KoMucuja HEMOXKE IO CBOM
yBepeYy HpemopyTHTH OBa ZeNa 32 TO, Jja C¢ OHA O HPXaBHOM TPOWIKY HITaMmajy
H y HKONCKO ymoTpebitete yBeay. 3a nenosoby, wran IlIx. xom. Jp. J. Madapux
— 17. Jynnja 1869 y Beorpazy‘.7

Osakas crap Hay¥HO-HacTaBHe cpeune Cp6uje mpema ysoljemy HOBOT Ipei-
MeTa K pauyHCKe MalllMHe Y HaCTaBy, a IITO MMa ¥ JaHAIIBkY aKTYeNHOCT, Iporpe-
cHBHE MaTeMaTH4ke cHare Ha Bemkoj mxomu (Jumurpuje Hemmh, Kocra Anxosub,
Humurprje Crojanosuh) Koju €y ¥ caMy NpeTPeNM NO3UTHBAH YTHIA] HaXpe/JHIX
HayvHuX IeHTapa EBpome, yrumane cy Ha IIIKOJCKy XOMHMCHjy Aa H3MEHH CTaB
y onenu paga bype Jboynha. Taxo, y ogrosopy Illkojcke XOMHACHje MUHACTAPCTBY
npocsere oy 3. pebpyapa 1870. HaBoAH Ce MO3UTHBHO MANLBeHE npodecopa Kocre
Auxopuha ,,ja 61 0BO Je0 GHIIO Of KOPHCTH H NOGHTH 32 HalLy KEIDKEBHOCT alid,
Kako y HalluM LIkOJlaMa HeMa Tora mpeiMera, KomucHja He moxe ce y pamy
oueny ynymratu'‘.8 Opy ommyky IlIKoJicke KOMHCHje ITOTIHCAO je npodecop Emu-
nujas Jocumosuh (1).

JbounlieBo ykasusame ,,Ja # HaMa BaJba HaNpex Ja KpeHeMo'* Y MaTeMaTHYKuM
B MCXaHMYKAM HaykaMa, ’CroBO IpeAJIarame HOBHX IPeAMETA, METOHa H cpencrasa
3a padyHame, HOCHeUIa cy no6por Mo3HaBaka HACTABHO-HAYYHMX HpPHIHKA HA
Benukoj mkomn y Beorpany®. Ha mospaTky y otanbuny Jboywh je Tako jgomuseo
pazovapeme. Kao koMmieTHo o0pa30BaHOT WMEXEHmEpa, NYHOr HAeja M Xelbe 3a
pagoM, YIO3HATOr Ca HayYHMM M TCXHWYKHM HOBOCTHMA, Ca 3HAWHEM [JBa CTpaHa
jesuka, cpennHa ra He npmxpatal?

JboumheBo 3amaxarme O IPEMEHEHOj MareMarTHIM 60-THX roiUHa KoJ HAac
IIOTOYHO je CarJacHoO ca OLEHOM KOjy je HCKa3ao meMy 6md3ak ApYT IO PEBOIYIHO-
HapuuM mgejama Ceeroszap Mapkosuli, koju je Takohe y ncto BpeMe 61O mpxaBHEM
muTOMaIll 3a Texuuyke Hayke y Ilerporpagy u Ilupuxy. Hanme, y pagy Kaxo cy Hac
saciumiasaau, Ceerozap Maprosuh JOCIOBHO BeJM: ,,MH CBE KOjH CMO OzIa3suia
y cTpaHe 3eMJpe M3 NOCHCAHEX Kitaca Beitke mikoiie, 3HAJH CMO TOJHMKO KOJHEKO
3Ha jeAaH hak Koju je CBPUIMO TAMOMIke THMHA3H]E Ca CPe[IbUM YCIIEXOM, a 6uio
FX je ¥ jJaieko HepasBHjeHmjux. Ja 3HaM Baka ca Texmudxor dakyiTeTa 3a kKora cy
cBH npodecopH rOBOPHIE A je jeaH oX HajBpeluwrjux haka, XOjH je OTHINAO HA .
cTpany, momro je cepiueo 3 ¢dax. roguHe Benuke wkosne, ma je TaMo CTYOHO ¥ TY
KJIacy y xojy crymajy hauu u3 rumuasuje (He H3 peake), d Taj hak roroBo Bje cMeo
Jia Xaxe Ja je yuHo MEXaHWKY, TeOfe3ujy W HaupTHy reoMerpujy*‘.10 Huje camo
Mapkosuh H3pHDAO OBakBe OIEHE O HAINEM INKONCTBY. 3alaswiiM CMO BHILE CIy-
JyajeBa OINTPHX KpUTHKA oOpa3oBama y HameMm 19. Beky. PermMo, mo3sHaTH MaTeMa-
TI4ap B nomuTtHdap Kocra Crojanosuh (1867—1921) micao je o HallleM MIKOJICTBY
Ha HaunH ciawian Ceeto3apy Mapxosuhy. ,,Cro6onHo ce Moxe pelit Aa je He Mao
Baxa npounro kxpo3 Hamy Bemuky mikoxy @ HesHajyhu HE CyINTHHY HMTaBma KOjEMa
ce Hayke 6aBe, Koje Cy OHH CHYIIANHM, a Kao JoOpd NO3HABAOUY MCHTH OLeEHeHH. ‘11

3amuro je Ceero3ap MaproBrh 0Bako ONEHHMO CTaihe NPAMEREHE MATEMATHKE
Ha Bemnkoj mxonu u 3amro je Bypa Jbounh 6am y oBoj 06iacTH mpeAiarao HoBe

7 AC, MIIc, ®. III, 643/1869.

8 AC, MIlc, &. I, 130/1870.

9 O Bypu Jbouuhy mormemard ucupndy cryaujy J. Marposuha [8].

10 HaBeneno npema: CBeto3zap Mapkoerh, Ogafpanu ciiucu, Beorpan 1961, ctp. 59.
11 3aocrasmrara Kocre Crojamosuha, dac. JI/12 (My3ej rpana Beorpaza).
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MeTOAe, PayyHapCKa IOMaraia, fa Yak, ¥ HOB mpeaMeT, rpadocraruxy? Onrosope
Ha 0BO, Kao ¥ caMy NnoTspay oneHe CpeTo3apa Mapkosuha Tpeba TpaxuTH ¥ pas-
BATKY MEXaHWYKAX Hayka. Y HalleM IpPHIOTY O Pa3BHUTKY OBHMX HayKa KOJ| HAC
TOKa3ajll CMO JIa Cy MeXaHHYKe HayKe HpeTpIelic W3Y3CTHY KpU3y Y OAHOCY Ha
Jipyre Hayyne o6nacTa.!? Mexanudxux Hayka Hyro roguna Hgje Hu Gmmo. Kao mo-
cefaH mpeiMET MeXaHmKa c€ jaBba Ha JImmejy y pedopmartopekoj 1853., a HacTasy
u3sofie Pwmnn Xpucrossh u Emmnujan Jocamosuh. Op 1862. m game Ha Benukoj
IIKONK, MEXAaHWKY 3ajeqHo ca ¢usmkoM mpepaBao je mpodecop ¢usmxe Kocra
Anxosuh ce o nojare Jby6ommpa Knepuha 1875. r.13. Y mopen Tora, urro je
Mexauuxe Ouno y Hmxemepujckoj mkonm on 1846.14 u y ApPTHIbePHjCKOj IIKOAH
ox 1850. r.15, nmper ynGeruk je BamucaH 1875. r.16, MexaHuKa je nofie/beHa Ha TeX-
HHYKY H panuoHajmy 1889. r.17, a HaywHE NpHIO3H jaBIlbajy ce Tek kKpajeM 19. Bexa.

Csero3zap Mapxkosuh je ciaymiao MexaHuky Ha Benmkoj mxkosm Kog npodecopa

Kocre Ankoenha, a Dypa Jbowuh xao Bojrm muToMan kog EMmmajana Jocumorrha

Ha Aptumepujckoj ko, Onm cy y Ilupuxy cBojuM H30IUTPEHHM HOrJEHXOM Ha

" CTaybe Y OBMM HAYKaMa ¥ CBETY, & PEBONYIHOHAPHEAM IOT/IeAMMA Ha CBET W HeroBe

DpoMeHe, HOTIYHO NPAaBWIHO OUEHWIN Hallle IpHiuke mpeAnaxylim HoBe Mepe.

Tloka3amo ce /1a Cy OBU HAlpeZHH HOTJCAM Y HAyIH NIe3JIeCeTHX IOJMHA IPOLUIOT

BeKa 3ayCTaBIbeHU aJMEHHCTPATHBHEM MepaMa OHZALIKET JPYIUTBA, Koje Y jeIHOj

Malloj Cpe[MHH Ca CTOTHHAK BeJMKOLIKOJANd, HEKOJWKO HHXEHmepa, NPaBHUKA

¥ ¢unoszoda Huje MOIIIO M HAMje 3HANO Jia OUERW W NPHXBATH Hagupame HOBUX
wjeja.

Baynmmureposa rpadocrarnka

TMoxywaj Bype Jboumha w3 1869. r. ma ce ysenmy rpadocraTika B noMoliHa
CpeACTBa 3a padyHambe, OCTBapeH je Tek 1891. r. xama je w3anuta xwura Estemenitiu
ipadujcxe ciiaimiuxe ox J. Bayumurepa (crp. XII—368), npodecopa TexmAdKe Me-
xammke u rpadocratake Ha IlonaTexmwmm y MmHXeHy a Y DPEeBOAY HHXCHEpa
Ceeto3zapa Hepemmkopnha.l8 Ca saxammemeM of 20 romuHa ocTeapeHa je
Jbowuhiesa wupeja. IlpeMa DpeAroBOpY OBE KibHIe JO3HAjeMO Ja je HCTO Kao H
Jbounh, C. Hepemkopnh, ApXKABHE IMTOMAI 32 TeXHHUKe Hayke y Mumxery, jom
1886. r. peeeo oBy rpadocTaTHKY W TIOAHEO MHBACTAPCTBY IPOCBETE Ha OX0Gpe-

12 [T, Tpudyuosuh: IHpusosu 3a uciiopujy mexanuuxux nayxa xog Cpba 111, lInjanexmka
10 (1975), 3, 95—117.

13 YIpema m3sopuma Ac, ITpocBera, 1859, IX 148 u 1862, VI 1124 caszmajemo ma ce K. Anko-
puh Xa0 mpxaBpH pATOMAL y Bedy npampeMao 3a mnosws mpodecopa matemarske. K. Anxosmh
je 1. noBemOpa 1862. mocTaBmeH 3a mpodecopa duauke ma Jinnejy (AC, Tipocsera, 1862, VI, 1132).

14 1. TpudyHoenh: IToueuu eucoxowxoacke nacifiase mexanuxe, VIctopmjcku vacomuc 21
(1974), 255—260.

15 Comenuua cegamgeceimiiieiioioguuwrouye Bojue axagemuje 1850—1925, Beorpay 1925,
cTp. 368.

16 C. 3ppaskosuh: Ocuosna mexanuxa I geo, Kunemaimiuxa 3a ydyemmke Bojoe akammmje
¥ B mixona y Cpouja, Beorpan 1875, crp. 303; I & 11l neo, Quuamuxa u ciiaimiura, Beorpan 1877
crp. 574; IV, V n VI neo Xugpociiaitiuka, . .., Beorpan 1880, crp. 387. )

17 AC, BII — 1889, 3amacHuiln ca CeAHHIIA aKaJEMCKOT caBeTa.

18 TIpema {15], mosHajemo na je Ceerosap Hememxopuh 3aspmmo Texmuuku daxynrer
y Beorpany mmkoncke 1883/84. romune.
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we.19 HenerpkopulieBo HarijlamaBakbe Ja je TO IpBa KILUTA OBE BPCTE YPOJHIO je
mrogoM: ,,Jleno mehe OurH caceEM Ge3 3aMepaka; ald CBaKojako, Kao 3a caja
JjemuHO Ha CPIICKOM je3HKY OX OBe CTpyke, Omhe Beimka moMoh CTyJEHTHMA W WH-
skumepuMa‘’, )

Baynmureposy rpadocraTrky HepembkoBrh je H3MOXHO Y JleceT IOTJIaBJba:
Veon. Cnarame chita Xoje AejcTBYjy Y HCTO] npasoj JmHuju. Clarame Ciila Koje
Yy NpOM3BOJGHMM IIpaBOMMa JAEjCTBYjY YV jeMHOj HCTOj HamamHoj Tayod. Ciarame
cula Koje HejCTBYJYy Y MCTOj PaBHHM a y PasHHM HamajuuM Taukama. O o6pTHEM
MoMeHTHMA cuila. Cmite y npocropy. Ilapasteine cmie y NpocTopy X Y paBHH;
BUHO Ccpe/iIlTe; BAHA CTaTHIkH MOMeHTH. O TexuTy. Baiun MOMEHTH B MoMe-
HAT JICHHBOCTY IapaJie/iHAX Ciiia — [ToBpiIniHe JICHHBOCTH U IEHTPAJIHE TOBPIUHAE
CucreM napatenHux ciia. ¥V moceGHOM IOIJIaBIJBY, Ha Kpajy KBHUre, A3IOXEHE CY
npuMeHe rpadocratuke: JlaHal ¥ JIyk, rpefa M OKHACTE KOHCTPYKIUje.

VY Bayumureposoj rpadocraTHIM M3narame je ckajapso. MebhyramM, obe-
IlexxaBame CJIAKa W TYMadema cy Bekropcka! HasepuMo npuMep crite ca 2. cTpaHe:
»MHOro je mpocTHja HpeficraBa cufe Ha TEOMETPHjCKM HawdH, Xao #pcciliopHe
xoauuune. Axo m3abepeMo jeaH KoMaJ IpaBe JIAHHje KaO jeUHALY CHIe, OHHA
ce CBaka J]aTa CHJA 10 BEJIHYHHW, NPaBIy, CMECHY H IION0OXKAjy MOXe HPECTaBHUTH
IyXHHOM, IpaBlieM, CMHCIOM H HOJIOXajeM jefine #pase aunuje. OBaj je HadHH
OpecTaBe TAKO OYHINICAAH, A2 Ce OH OX Bajkafa y Mekanuiy yrorpe6ibasao, a ce
YaKk ¥ OHFA IpHMEHYje, aKO je PACHPABIBAIE Y CYLITHHY AHANATHIKO.

V norielly TepMUHOIOTHje IpeBoz BaymmArepose rpadocTaTAKE je OMHTICAHO
CaBpPeMEH M HE MOXE Ce CTABHTH HHjeJaH NPHrOoBOp. 3aHHMIBHBO je HpPHMETHTH
Ja Hepemkopuh KODHCIE B3pa3s #0spuije ca 3HAYEmeM i#ogpwitl, IITO je 3HATHO
Iormauje yseo Muxom Papmojuuh.

IlojaBy xamme a, KOjy CMO YTBpAENA Y Cliy9ajy rpadocrarmke, Kao
moceOHOT Havella Y MCTOPHjH Hayka TpeGa mcrpaxusaTd. To cy BeoMa GHTHH CJIy-
YajeBd 3a MCTOPHJCKY aHAJIA3y Y HAyKaMa M, CBaKakKo, Ja HX Tpeba CBE OTKDHTH.
Ha je cmywaj rpadocratrke pewen npeamorom b. Jbowrha Hama 6 cpeguna wv-
TaBHX YeBPT BeKa paHuje JO3HANA 3a OBY OGMACT MeXanWYKAX Hayka H Pe3yiITaTH
y obpazoBamy ® pany Gunu Om GoJbH M Apyrojavwmjm.20

Jquareparypa

[1] 360pnux 3axona u ypegaba o Jluuejy, Beauxoj wikoau u Ynusepsuimiemy y Beoipagy, Be-
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u BacouTame 4 (181), 829--837.

19 ocmoBHO CTOjH: ,,JI03BONY 3a OmpeBOX ZODHO ¢aM OAMAax OX MOTa HOMTOBAHOT npodecopa
(J. Baymmnrepa — mOp. mp.), a r. Munncrap Ipocsete, ypubjajylin motpeSy jemme Takpe KEmre
3a Hallle TEXHWYApe, IPEMUO je Ja ce JeI0 INTaMua O ApKaBHOM 1poumky. M ako caM oBO Heo
npeseo jom 1886. rommHe omer Huje morno u3ahu Ha ceet Ao caza 35or pasHEX HempWIHKA, Koje
Rucy Omie y Mojoj BiacTaE®. )

20 O yeobemy rpadocraTake Ha Bemuxoj mxomu (1885) M BmeHOM Oa/keM pa3Bojy BHAETH
noapodHEje y MoHorpadmju [7].
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DIE ERSCHEINUNG DER GRAPHOSTATIK
Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden dargelegt und analysiert alle Einzelheiten der
Einfithrung der Graphostatik als selbststindigen Unterrichtsgegenstandes an der
Universitdt Belgrad. Der Anstess dazu kam von Pura Ljodi¢, Student der Mat-
hematik in Ziirich und die Realisierung kam erst im Jahre 1891. durch die
Beitriige von Svetozar Nedeljkovi¢ und Kosta Glavinié. Der Inhalt des ersten
Lehrbuchs der Graphostatik bei uns aus dem Jahre 1891. ist hier wiedergegeben.
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npu papy y apxmsy llupminke nojHTeXHHKe, & Xoja he MH ocTaTH y TpajHOM
cehamy M Xa0 Moj Apard momroBaHu npodecop MaTremathke y VI mymr. rum.

(beorpan).
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KONCEPT POLJA U NEKONZERVATIVNOJ MEHANICI I NJEGOVE
PRIMENE U TEORIJI NELINEARNIH OSCILACIJA

BoZidar D. Vujanovié

Uvod

U ovom radu, kao i u nekoliko prethodnih [1], [2], [3], [4], proudava se mogué-
nost integracije diferencijalnih jednadina kretanja dinami¢kih, holonomnih, nekon-
zervativnih sistema sa kona&nim brojem stepeni slobode, preko potpunih reienja
jedne kvazilinearne parcijalne diferencijalne jednadine prvog reda sa jednom nepo-
znatom funkcijom. Ova jednadina, koju ¢emo u daljem tekstu nazivati osnovnom
jednadinom, sledi iz pretpostavke da se jedna od generalisanih koordinata, koja
karakteriSe stanje sistema, moZe shvatiti kao polje koje zavisi od vremena i ostalih
koordinata sistema.

U drugom delu rada se pojam potpunog reSenja osnovne jednatine kombinuje
sa metodom dvoskalnog vremenskog razlaganja u proudavanju jednog problema
nelinearnih oscilacija.

1. Osnovna jednadina

Posmatrajmo holonomni dinami¢ki sistem sa kona&nim brojem stepeni slo-
bode, koji se kreée saglasno sa diferencijalnim jedna&inama kretanja

x1=Xl(t’ X1y e x?l),
Xo=Xo(t, X1, . . , Xn)s (1.1
J-Cn=Xn(t, X1sees xn),

gde su sa x; oznadene generalisane koordinate i generalisani impulsi dinamitkog
sistema, ¢ oznadava vreme, a takkom je oznaden izvod odgovarajude veli€ine po
vremenu. '

223
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U daljem tekstu se ne insistira na &injenici da je n paran broj, a takode se
pretpostavlja da u op$tem sluCaju sistem (1.1) ne moZe da se napife u obliku ka-
nonskih jednadina

OH - 0H
¢=-=, pn=-57 | (1.2)

ap; 0q’

(gde je sa H oznadena Hamiltonova funkcija sistema, ¢ su generalisane koordinate
a p, su generalisani impulsi dinami¢kog sistema) mada ovo razmatranje vaZzi i u
sluGaju konzervativnih sistema kada se diferencijalne jednaline kretanja mogu
napisati u obliku (1.2) i kada je broj jednacina paran.

Osnovna pretpostavka na kojoj se zasniva ovaj rad sastoji se u tvrdenju da
se jedna od koordinata sistema (1.1), recimo x;, moZe predstaviti kao polje koje
zavisi od vremena ? i ostalih koordinata tj.

x1=D(, x5, X35+ . . , Xn). (1.3)

Napomenimo da koncept polja u proudavanju dinamiékih sistema nije nov.
Dobro je poznato da se Hamilton-Jakobijeva metoda integracije kanonskih jedna-
¢ina (1.2) zasniva na pretpostavci da se vektor generalisanog impulsa moZe predsta-
viti kao polje gradijentnog vektora

oS
= 1.4
Py oq (1.4)
gde je sa S oznadena t.zv. glavna Hamiltonova funkcija koja ima fizi¢ko znadenje
dejstva, u Hamiltonovom smislu, a koje je izraZeno kao polje zavisno od vremena
i generalisanih koordinata g

S=Stdp-..,da) (1.5)

U svojoj monografiji [5] 1. S. ArZanih (W. C. Apxanrix) polazi od pretpostavke
da su generalisani impulsi funkcije generalisanih koordinata i vremena

pi=p,(t, g% . ..., q"). . (1.6)

Pretpostavka o strukturi polja oblika (1.3) po naSem miSljenju, dovodi do
unifikacije svih koordinata koje figuriSu usistemua takode i do parcijalne jednadine
koja ima jednostavniju strukiuru nego Hamilton-Jakobijeva parcijalna jednadina
koja je, po pravilu, nelinearna.

Diferenciranjem jednaéine (1.3) po vremenu i konséen_]em poslednjih n—1
ednadina sistema (1.1), prvu jednadinu ovog sistema piSemo na sledeéi nadin

9, 9% v, @, %, ..., x)=X, (6 @, %,y ..., x)=0, (17)
ot ox
i=2,3...,n

Ovu parcijalnu kvazilinearnu jedna¢inu prvog reda po nepoznatoj funkciji F zvaéemo
osnovnom jednadinom. Ona igra istu ulogu u na$im razmatranjima kao Hamilton-
Jakobijeva jednadina analitike mehanike konzervativnih sistema.

Od interesa je podvuéi da se u osnovnoj jednadini (1.7) podrazumeva sabiranje

po ponovljenim indeksima. Takode podrazumevamo da mali latini¢ki indeksi i, j

uzimaju vrednosti od 2 do n, dok mali gréki indeksi «, B, .. vaZe od 1 do n.
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2. O potpunim reSenjima osnovme jednaline i njihovim osobinama

Od brojnih tipova refenja koje moZe da generiSe osnovna jednadina (1.7),
od posebnog interesa za nale proudavanje biée t.zv. potpuna ili kompletna refenja
koja definiSemo u obliku

x=0 (t,x3...,%, C, Cspy. ., Ca), Q2.1

gde su Cy, ..., Cy proizvoljni konstantni parametri. Ovakav izraz koji zadovoljava
identi¢ki osnovnu jednalinu (1.7) za proizvoljne vrednosti f, x, i C, predstavlja,
u isto vreme, i potpuni skup prvih integrala dinamigkog sistema (1.1) , $to sledi iz
natina na koji je osnovna jednalina izvedena. Da bismo iz potpunog reenja (2.1)
dobili prve integrale dinami¢kog sistema (1.1) moZemo postupiti na viSe nadina
(vidi ref. [4]). Jedan od najprostijih je da izraz (2.1) napiSemo u obliku refenom po
jednoj konstanti, na pr. Cy={(t, x;, .., xn, C2,.., Cp), a zatim skupu konstanti
C, .., Ca zadamo n proizvoljno zadatih vrednosti iz oblasti u kojoj su ovi para-
metri definisani. Na taj na¢in dobijamo sledeéi potpuni skup prvih integrala dina-
mickog sistema (1.1):

1 1 1
Gyt x5 -0, %, 080, C0, 0, C) = K, = const.

.................................

Yol Xps v, %, C87, €, oL, CP) =K, const.

Izbor partikularnih vrednosti kontanata C™® je sasvim proizvoljan. Pri tome se,
jamaéno, podrazumeva da su prvi integrali (2.2) medu sobom nezavisni §to se obez-
beduje uslovom

det(—‘zi@—)qﬁo, wB=1,... 1 2.3)
0x,

U sluéaju da je dinamidki sistem (1.1) zadat u Ko$ijevom (Cauchy) obliku,
tj. sa skupom podetnih uslova

Xy (0) = a,, 2.4

reSenje dinamidkog problema (1.1) i (2.4) dobijamo iz potpunog reSenja (2.1) osnovne
jedna&ine (1.7) na sledeéi nad&in. Zamenom vrednosti (2.4) u potpuno reSenje (2.2)
i izraunavanjem jedne konstante, recimo C; u funkciji ostalih konstanti i pogetnih
vrednosti a,, dobijamo sledeée prilagodeno potpuno refenje osnovne jednaline
u obliku

x1=U(, X3, ..., %n,41,..,088,Cs, .., Cn). 2.5)
Kako je pokazano u ref. [2]—[4], jednadina (2.5) i n—1 jednacina
ﬁ]—=O, i=2,3...n (2.6)
oC,

odreduju n jedna&ina kretanja dinamitkog sistema (1.1) uz podetne uslove (2.4)
za proizvoljne vrednosti konstanata C,. Pri tome je neophodno ispunjenje sledeéeg
uslova

2
det( ru );eo, i j=2,3,....n @1
Ciox .

15 36opEux panosa 4 (12)
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Prema tome, refenje’ dinami¢kog sistema (1.1) potpuno je odredeno iz nekog potpu-
nog refenja (2.1) osnovne jednadine (1.7). Mi ¢emo precutno podrazumevati da je
u brojnim sludajevima lakSe nadi neko potpuno redenje i iz njega odrediti kretanje
dinamitkog sistema nego vrSiti direktnu integraciju jednatina (1.1). Ova pretpostavka
je karakteristiéna i za primenu Hamilton-Jakobijeve metode.

Prikazane osobine potpunih reSenja najlakSe se ilustruju na sledeem prostom
primeru linearnog harmonijskog oscilatora

Xy ==X, X=X (2.8)
Stavljajuéi x; = (¢, x5) dolazimo do osnovne jednadine u obliku

29 <1>39+x2 0. @9
ot ox,

Potpuno reSenje ove jednadine se veoma lako nalazi (v. ref [2D i dato je sa slede¢om
relacijom koja sadrZi dve proizvoljne konstante

G

x =0, x %—x t.t+C +—,
1 ( 2) 2 18 ( )] cos 1+ C)

(2.10)

Do potpunog skupa prvih integrala dolazimo izraCunavanjem konstante C,=
=x; cos (t+Cy)-+x, sin (2-+C;). Dajmo sada konstanti Cy dve potpuno proizvoljne

~ yrednosti recimo C§"=0 i C{"=n/2, pa dobijamo dva prva integrala tipa (2.2):
X1€08 t+xp sin t=Kj 1 —x;sin t4-xz cos t=K,. Dalje, neka su zadati pocetni
uslovi x;(0)=a;, x9(0)=a,. Zamenom ovih vrednosti u (2.10) 1zraéunavanjem kon-
stante C, 1 zamenom u (2.10) dobijamo prilagodeno kompletno reSenje

X =U(t, Xy @y, a3, C)) = —x, tg -+ e (;'10-:;2 smAC? s (21D

gde je ¢=1+C;. Saglasno sa (2.6) lako se potvrduje da je jednadina 3U/3C;=0
ekvivalentna sa jednadinom kretanja x,=a, cos t-+ay sin . Drugu jedna&inu kreta-
nja nalazimo iz (2.11) za proizvoljnu zadatu vrednost konstante Cj. Recimo, za
C;=0 iz (2.11) nalazimo x;=-—x,tg?-+ay/cos?, pa poslednje dve jednatine u
potpunosti odreduju kretanje sistema. Umesto poslednje jednadine, mogli bismo
dobiti jednadinu kretanja u drugom obliku ako x;=a; cost t+4a, sin £ zamenimo
v izraz (2.11). U tom sluéaju, $to se lako potvrduje posle proste ratunice, konstanta
C, potpuno iS€ezava pa (2.11) daje x;=a; cos t—assint. .

NalaZenje potpunih reSenja osnovne jednadine, uraznim linearnim i neline-
arnim sludajevima, demonstrirano je u ref. [1]—[4]. -

3. Primene na teoriju nelinearnih oscilacija

U ovom odeljku éemo ukratko ukazati na moguénost primene potpunih
re¥enja osnovne jednadine (1.7) u proudavanju nelinearnih oscilacija. U naSem raz-
matranju korisno je uvesti pojam dvoskalnog vremenskog razlaganja koji je uobitajen
u asimptotskoj teoriji nelinearnih fenomena.
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Uvedimo dve vremenske skale* v
T=t t=c¢t, @3.1)

gde » je € mali konstantni parametar a t t. zv. »SPOro vremex.

Metod, koji Zelimo da prikaZemo, bice najbolje ilustrovan na konkretnom
primeru nelinearnog nekonzervativnog oscilatornog sistema sa Jednlm stepenom
slobode

5;1= —xz—sxf, Jé2=x,,
. _ (3.2)
x1(0)=ay, x2(0)=a,.
Stavljaju¢i x;=F (¢, x;) dolazimo do osnovne jednadine
' oD 0] ’
— et 0 — 4 x,+eDP= (3.3)
ot 2 x, : :

Napomenimo da je za =0 potpuno I'CSCD_]C ove jednadine dato izrazom (2.11).
Polazedi od reSenja za linearni sludaj, reSenje osnovne jednadine (3.3) trazuno u
obliku sledeéeg asimptotskog reda po malom parametru &

x1=0 (t, x2, ) =—x2t8 -+ F(T, D+ (T, D+.... . (34

gde je $=T-+C; a F; i F, nepoznate funkcije sporog i normalnog vremena. Raz-
loZimo takode i promenljivu x, u red po malom parametru

xp=x)(0)+ex2()+.... . (3.5
Sada red (3 4) postaje
D (x,, 1, & =D (x,0), T, D +eD, (X0, > D+« ‘(;3..6')
gde su uvedene sledece oznake _ ) o “
Oy m —xg YR T D), = Xy U+ E T D, ... (T)

UnoSenjem izraza (3.4) i (3.5) u osnovnu jednadinu (3.3) i izjednadavanjem sa nulom
odgovarajucih izraza uz €° i va dobijamo slededi- sistem parcijalnih jednadina

. (0).251;}* tg =0, 2 3.8)
oT ,
OF, OF
(Y): —2-_Ftgd=——2 — (=X, tg $+F)> - (3.9
) oT . 0T
Integracijom jedna&ine (3.8) nalazimo o
R (T =20 " (3.10)
’ cos .

*) Posto se ovde ograni¢avamo na izrafunavanje prvih aproksimacija, prva Jednaéma
(3.1) uzeta je u skraéenom obliku. Za dobuame vi§ih popravki, .ova jednadina obitno ima
oblik T=t(1+Ae*+Be*+-.-) gde su A, B, ... nepoznate konstante. .

15*
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gde je D (r) nepoznata funkcija sporog vremena. Sada je osnovna funkcija @,
prema (3.7)

Qy(x20), T, 7)= —x2ptg Y + (l;, y=T+C,. (3.11)

Posto su vremenske skale T i T medusobom nezavisne, vrednosti funkcija ®@g (7, 1)
1%, (T, 7)za T=01i 7#0 su 4 (r) i A3 (x) respektivno. Prema tome, za T=0
jednadina (3.11) daje D (t)=A4, (x) cos C;+4;(7) sin Cy, tako da (3.11) postaje

A, (x)cosC, + A4, (7) sinC,

o (3.12)

QX0 T V)= — X, 18P+

§to je, prema terminologiji iz pro$iog odeljka, prilagodeno -potpuno relenje. Napo-
menimo da se odredivanje nepoznatih funkcija 4, (t) i 45 (v) vr¥iusledeéem aproksi-
mativnom koraku. Prema zadatim poletnim uslovima (3.2), ove funkcije imaju
zadate poletne vrednosti

A1 (0)=ay, 42(0)=a;. (3.13)

1z prilagodenog potpunog redenja (3.12), koriste€i pravilo (2.6), lako nalazimo da

1

X, y=4A; () sin T+ A4, (v) cos T. (3.14)
Zamenom (3.14) u (3.12), nalazimo
X =4, (®)cosT—A4,(v)sinT. (3.15)

Predimo sada na analizu jednadine (3.9). Izvr§imo smenu promenljive F (T, 1)
=M, (T, ©)/cos ¢, gde je M,(T, ) nova nepoznata funkcija, pa unoSenjem
ovog izraza, kao i izraza (3.10) i (3.14) u jednadinu (3.9) dobijamo
oM, _ (dAl
oT dv

cosC +d; smC) A?(cos“TcosCl—cos3TsinC1)+
T

+3 A} 4, (cos® T'sin T— cos? T'sin? Tsin C,) —
—3 A, A3 (cos? T'sin? T'cos C, —cos T'sin® T'sin C,) +
+ A3 (sin® T cos T cos C, —sin* T'sinC,). (3.16)

S obzirom na poznate trigonometrijske identi¢nosti

s 4
[Sm T} ='1—00s4 T:F——l—cOSZ T+—3—; SinzTcos2T=—l———l—COS4T’

cosT
jednadinu (3.16) pifemo u obliku
oM, _ —(iA—-cosC +d—4— sinC )—}—A%os Cl-—s—AiAzsinCI—
oT de d= 8 8

- —z— A4, A3 cos C, - %— A3 sin C, -+ (nerezonantni &lanovi). 3.17)
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Otigledno je da bi se prilikom integracije ove jednadine po promenljivoj T u naz-
nadenim ¢&lanovima sa desne strane pojavili rezonantni €lanovi oblika (..)T. Da
bismo na$ asimptotski razvoj (3.4) uéinili uniformno vaZeéim u celom vremenskom
intervalu biramo funkcije 4 () i 4> (7) tako da su izrazi uz sin C; i cos C; jednaki
nuli. Na taj na¢in dolazimo do jednadina

- cos Cy: ‘ﬁ+—3~Al(Af+A§)=O,
d~ 8

" 3 (3.18)
sin C;: ;—2+—8—A2(Af+A§) =0.
T

Integracijom ovoga sistema, uz podetne uslove (3.13), dobijamo

-'—'3—9‘1___:, (T)
\/-4—R%T+1 \/—Ror+1

Prema tome prvi ¢lanovi unifromnog reSenja su na osnovu (3.14) i (3.15), dati iz-
razima

A, ()= , Ri=ai+a3. (3.19)

1 1

X1 0) = —m———— (al cost —a, sin t), X ()= T —————
3 2 3 2
—4—Ro'r+l —4—Ro1‘+l

gde je v=c¢ t. Dobijeno reSenje identi¢no je sa reSenjem koje je metodom viSeskalnog
razlaganja dobio Koul (Cole) u ref. [6)].

Napomenimo da bi se na slian nadin mogle izraunati viSe popravke ovoga
problema. Takode, ovom metodom mogu se proudavati i drugi, slini problemi
nelinearnih oscilacija, o emu autor priprema poseban izvestaj.

(a;sint+a, cos 1),
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THE FIELD CONCEPT IN NONCONSERVATIVE MECHANICS AND ITS
APPLICATIONS TO NONLINEAR VIBRATIONS

Summary

In this study, we are interesting to find the motion of a nonconservative dyna-
mical system by means of a complete solution of a quasi-linear partial differential
equation of the first order. In the second part of the article, we demonstrate a method
for treating nonlinear vibraion problems based on the complete integrals of the
above mentioned partial equation.

Napomene

1. Pravilo naznadeno jednadinama (2.5) i (2.6) za dobijanje re¥enja dinamickih jedna-
&ina iz prilagodenog refenja osnovne jednaline, podseta na Jakobijevu teoremu u Hamilton-
" -Jakobijevoj metodi. Medutim, jasno se vidi da je ova slinost” formalne prirode. Osnovne
razlike izmedu metode prikazape u ovom radu i Hamilton-Jakobijeve metode su.sledeée. a)
Prikazani metod vaZi u nekonzervativnom slu¥aju. b) U ovom radu se ne koristi dejstvo u
Hamiltonovom smislu §to je osnovna funkcija Hamilton-Jakobijeve teorije. ¢) Hamilton-Jako-
bijeva parcijalna diferencijalna jednadina je uvek nelinearna dok je osnovna jednaZina (1.7)
kvazilinearna. Poslednja &injenica povladi za sobom znafajne razlike u geometrijskoj intér-
pretaciji kretanja,

2. U ref. [2] ukazana je moguénost proudavanja dinamitkih problema koji se formu—
lifu kao graniéni problemi pomoéu potpunih refenja osnovne jednaline.

3. Za slu®aj linearnih dinami¢kih sistema moguée je pokazati snstematskx postupak za
pronalaZenje refenja osnovne parcijalne jednacine (1.7).

4. Kao $to je naglaSeno, u ovom radu se narodita paZnja poklanja potpumm resenji-
ma osnovne jednadine (1.7). Medutim, i nepot puna refen ja osnovne Jednaéme, koja
sadrZe Jednu ili viSe proizvoljnih konstanti (Ziji je broj manji od n), igraju veoma vaZinu
ulogu. Lako je pokazati da nepotpuna refenja generifu jedan ili vi$e prvih integrala dlna-
mlékog s1stema §to moZe da bude od znaéa]a pnlxkom proudavanja kretanja.

Prof. Dr BoZidar D. Vu1anov1é
Fakultet tehni¢kih nauka
21000 Novi Sad

V. Vlahoviéa 3
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O MINIMUMU KOLICINE MOMENTA ' IMPULSA
Veljko A. Vujidié

(Predato 20. decembra 1982.)

U ovom radu udinjen je pokuSaj da se dode do opitih valjanih relacija na
osnovu istinitog iskaza o najmanjem dejstvu, tj. o najmanjoj koli¢ini momenta
impulsa nekonzervativnog sistema na osnovu analize rada aktivnih sila na moguéim
varijacijama. Nastoji se da se uprosti problem integralnog varijacionog principa
za nekonzervativni sistem; obrazlaZe se stav: koli¢ina momenta impulsa mehanitkog
sistema na stvarnoj trajektoriji dostiZze minimum kad rad aktivnih sila na moguéim
pomeranjima ima najveéu vrednost.

Dosta &esto se u mehanici navodi relacija

s :
f(8T+Qa8q)dt=0

u okviru mtegralmh varijacionih prmc1pa za nekonzervativne sisteme ili kao »Ha-
miltonov. prmc1p« uz ogranidenje da se ne radi o &istom varijacionom problemu
s obzirom da nije definisan funkcional dejstva. U tom sludaju se ne razmatra Sak
ni dejstvo u LagranZovom smislu, jer je Mopertui (Maupertius Pierre Louis Mor-
reau de, 1744) — Ojler (Euler Leonard, 1744, 1753) — LagranZov (Lagrange Joseph
Louis, 1761) princip formulisan za kretanje konzervativnih sistema. »Dejstvo«
ili »Akcija« u klasi¢nim varijacionim principima mehanike je centralni pojam.
Medutim, primetno je da u medunarodnoj konvenciji i odgovarajucoj literaturi
o merama fizikih veli€ina ne figuriSe ni termin ni pojam dejstva ili akcije, sem ukoliko
se pojam dejstva ne poistoveti sa pojmom momenta impulsa L (momenta koli¢ine
kretanja ili kinetitkog momenta), s obzirom da imaju iste dimenzije, a to nije iska-
Zano.

S obzirom da ovaj prilog poé&iva na klasi¢nim principima mehanike i da je namenjen
posebnom izdanju u &ast akademika prof. dr Tatomira P. Andeli¢a, ¢ija predavanja sam za
vreme studija sluSao iz Sest predmeta, ovde se pozivamo -samo na dela T. P. Andelica, koje
mogu biti dovoljna za razumevanje izvedenih dokaza.

231
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Dimenzija momenta impulsa L je
dim L=ML* T,

Razlikuje se od dimenzija rada 4, momenta sila M, kao i dimenzije energije E
samo je jedan stepen dimenzije vremena, jer je

dim A=dim M=dim E=ML? T2,

To dovodi do dimenzione jedna&ine
———=dim 4, n

gde je ¢ vreme. Ova dimenziona jednadina upucuje na konstataciju: da je promena
momenta impulsa po vremenu proporcionalna radu ili energiji. Pre nego bi se
mogao dati odredeniji iskaz i dokazala njegova istinitost potrebno je da se pojasni
pojam momenta impulsa, a samim tim i pojam impulsa. U literaturi je rasprostranjen
pojam generalisanih impulsa za parcijalne izvode kinetike energije po generalisanim
brzinama, ali rede za osnovne impulse K;=my; za koje je uobi¢ajen naziv koordinate
vektora kolidine kretanja u odnosu na pravougli pravolinijski koordinatni sistem
¥, Gije su dimenzije MLT . Generalisani impuls p, je u su$tini opitiji, toliko, koliko
koordinate vektora koli¢ine kretanja izraZava u krivolinijskim koordinatnim si-
stemima, kao i to, $to je vaZnije, obuhvata i koordinate L; vektora momenta Ko-
li¢ine kretanja, &ije su dimenzije ML?T~!. Drugim redima, generalisani impulsi
mogu biti koordinate vektora koliine kretanja i koordinate momenta koliine
kretanja kako u odnosu na pravolinijske tako i u odnosu na krivolinijske koordinatne
sisteme. Prema tome, dimenzije generalisanih impulsa mogu ali ne moraju biti
jednake.

Medutim, linearna kombinacija generalisanih impulsa p, i koordinata vektora
elementarnog pomeranja dg*, tj.

2L=p, dg®, (a=1,2,..., 1) @

uvek ima dimenziju kineti¢kog momenta, Zaista, ova linearna diferencijalna forma
moZe da se napiSe kao proizvod dvostruke kineti¢ke energije i dfierencijala vremena,

dq" '
2L=p,—dt=2 E, dt,
p i k

gde je E, kineti¢ka energija, pa je
dim L=dim E, dim t=ML>T.

Na osnovu izraza (2) sada se dimenziona jedna¢ina (1) moZe da izrazi anali-
ti¢ki. Izvod po vremenu forme je

dL 1 d 1 0a,q - \ Dq*®
- g dq* dg* = dq*.
AT Ry oq" SUC R oo
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y : . Dg* .
Kako su kovarijantne koordinate vektora ubrzanja a,, ——5;- pri stvarnom kre-

tanju jednake generalisanim silama Qa, sledi da je promena po vremenu forme L,
pri stvarnom kretanju jednaka elementarnom radu izviSenom u tom kretanju, tj.

£i'—L~—Q,; . ®)

Ova relacija pokazuje da je dovoljno da generalisane sile budu jednake nuli
ili da je vektor generalisane sile upravan na vektor elementarnog pomeranja na
konfiguracionom prostoru, pa da »koli¢ina momenta 1mpulsa« tj. forma L bude
konstantna, L=I/=const, V! € R.

Linearnu formu (2) proutavao je nal profesor A. Bilimovié (1879—1970) i
posvetio joj je znaCajan prostor u svojoj monografiji O jednm opstem fenomenolos-
kom diferencijalnom principu (Izdanje SANU, knjiga CCCXIYV, 1958). Forma je ozna-
&ena slovom @, i nazvana forma stanja; odredena je njena dimenzija i diskutovani na-
zivi »dejstva« i »akcija«. Pada u oéi da je u toj detaljnoj analizi sa fenomenoloskog
stanovista izostao naziv »moment impulsa«, &ak i ako autor te monografije koli¢inu
kretanja naziva impulsom, kao i generalisane impulse. Te§ko da je to moglo biti
neprimedeno s obzirom da u formi stanja za slu€aj ¢vrstog tela jasno figuriSe moment
koli¢ine kretanja. Razlog bi moZda mogao biti taj $to ni klasici koji su uvodili pojam
dejstva i proizvoda mvds nisu isticali dimenziju momenta impulsa. Istina, relacija (3)
iskljuéuje mogudénost da se L poistoveti s momentom impulsa, jer bito protivregilo
zakonu promene momenta koli€ine kretanja. Ali ako se zbog dimenzione identid-
nosti moZe rad nazvati energijom ili ako se energijom nazivaju i kineti¢ka i poten-
cijalna, &ije forme nisu jednake ni koliko forma (3) i moment impulsa, onda bi iz-
raz L mogao da bude ukupna koli¢ina momenta kolidine impulsa, ne zamenjujudi
tim pojmom vektor momenta koli¢ine kretanja i njegove koordinate, kao ni odgo-
varajuéi moment impulsa sile. Tako bi, moZda, sa dimenzione tatke gledista, dife-
rencijalnom izrazu (3) ili integralnom

a
2 $= fpa dqa (4)
g

najprikladniji termin bio koli¢ina momenta impulsa s obzirom da sadrzi sve ko-
ordinate momenta lmpulsa i to zbirno. U suStini izrazi (3) i (4) se javljaju joS 1744.
godine kod Mopertui i 1748 odredenije kod Ojlera pod nazivom koli¢ina dejstva,
§to je kasnije Siroko prihvaéeno kao dejstvo ili akcija. Zato je pitanje da li ima svrhe
uvoditi novi termin u teorijsku mehamku, sem ukoliko se ne Zeli istaéi dimenzija
izraza (3) i (4), kojom prilikom se moZe pisati koli¢ina momenta zmpulsa jer to
1 jeste. Predi zadatak ovog rada j ie da pokaze da velitina L dostize minimum kad
rad aktivnih sila na moguéim varijacijama dostiZe najveéu vrednost.

U tom cilju posmatrajmo kretanje holonomnog nekonzervativnog sistema,
koji ima n stepena slobode kretanja. Nezavisnim generalisanim koordinatama ¢*
(¢=1,2,....,n) odgovaraju generalisane sile Q, a kretanje opisuje n diferen-
cijalnih jednaéma kretanja

Dp, _ 5
T (1 (&)
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.. . D .
gde su p, generalisani impulsi, a 7operator apsolutnog izvoda po vremenu ¢.
” .

Diferencijalne jednadine (5) izvedene su za uslov da su veze zadrZavajude, te da nema
drugih dodatnih relacija koje bi opisivale kretanje. Opstije, u sluéa]u nezadriavajucxh
veza, kao §to je poznato, prema Dalamber-LagranZovom principu uvek je

Pdl“'i 34*>0, 3¢~ ©)

S druge strane, ako se posmatra samo rad aktivnih sila na mogucim varijaci-

jama, biée A
0, 34*<0. (7

Prva varijacija koli¢ine momenta impulsa _%, pod uslovima 8¢1=0, 8§¢2 =0
moZe se napisati u obliku

a2
8 %= [3p.dg*+p. 3 dg".

q1
Ako se ima u vidu da je

Sdg*=d 3¢,

‘g 00y, - d
dp.=8a, 4°= —24*3q" +a,,—3¢°,
Pa=Bay 4= 24P 3q  ag

varijacija 3 % se svodi na
q2

3 ¥= ———f °“’q‘i‘dq 3q" +2aa5q"d8q —fﬂa—‘“ﬁ c}“dq“Bq*—

2097
q1

"”*’q g 84"~ a,, diP B4"
2q*
S obzirom da se drugi zbirni ¢lan mozZe da napiSe u obliku
Oa, Oa, ’ 1 0a da
%t 16 g 5 g7 = O %08 9d°‘8*=——(——*5+ *“) 3¢ dr,
8qq 7" 3¢ R L e Py 86qq q
sledi
5 " 'sz
Dq
8. ¥=— ]| a,,——3q*dt=— | —=3¢* dt,
j 8 dr q fdt q |
t N
a s obzirom na (5)i (7) v
t2
3.F =~ [0.3¢% dr>0, ®)
31

$to je potrebno i dovoljno da funkcional (4) ima minimum. Ispunjen je i LeZandrov
stav o slabom minimumu funkcionala

1 4 t2
= adq=fE &,
2 fP k

41 1
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na posmatranoj ekstremali, jer je
dg* dg°
kovarijantno-konstantni pozitivno definitni tenzor. .
Minimum se dostiZe na trajektoriji reprezentativne ta¥ke sistema koju opisuju
diferencijalne jednagine (5), a koja prolazi kroz tagke ¢, i ¢,, a uz uslov da rad (7)

dostiZe najveéu vrednost na poremeéenim trajektorijama, ili kad je koli¢ina mo-
menta impulsa sila

= Qyps

2
ﬂ= an sqa dt,
31

maksimalna. Simboli¢ki se to moZe napisali da je

8 .F =sup /.

jer je supremum koli¢ine momenta impulsa _j jednak nuli na ekstremalnoj tra-
jekloriji. Najveca vrednost za _ se dostiZe za t,=¢,+¢, Ve>0, ogigledno: 1) ako
se sistem krece po inerciji Q,=0, i 2) ako se sistem krece po ekstremalnoj stvarnoj
trajektoriji & ¢*(¢£)=0 pod dejstvom generalisanih sila Q,.
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ON THE MINIMA OF THE MOMENT IMPULS
Summary

In this papar an attempt has been undertaken in order to formulate the
variational principle of a nonconservative system using the virtual work maxi-
mum of the applied forces.

The quantity of the moment of impls action of a mechanical system
along a real trajectoria reches minimum when the virtual work of the active
forces has the greatest value.

Prof. dr Veljko A. Vuji¢i¢
Prirodno—matemati¢ki fakultet
11000 Beograd
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HRONOLOSKI SPISAK OBJAVLJENIH RADOVA
AKADEMIKA TATOMIRA P. ANDJELICA

Milica MuZijevi¢

Ovaj hronoloski spisak objavljenih radova akademika Tatomira P. Ande-
liéa obuhvata period od 1921, kada je $tampan prvi rad, pa sve do 1983,
godine. Bibliografske jedinice sadrZe osnovne podatke neophodne za identifika-
ciju radova. Anotacije i literatura nisu zastupljene. Medu radovima T. P. Andeliéa
uotava se ve¢i broj udZbenika za srednje $kole, mahom geometrija, i to u dva
ili viSe izdanja. Podev§i od prve Geometrije za I razred srednjih $kola iz 1936.
godine, T. P. Andeli¢ je sa Antonom Bilimoviéem (1879—1970) objavio devet
srednjoskolskih udZbenika i jo§ dva kao jedini autor. Takode je objavio Sest
univerzitetskih udZbenika od kojih je veéina doZivela tri ili &etiri izdanja (na
primer: Teorija vektora — 3 izdanja, Tenzorski ra6un — 4 izdanja i Matrice — 4
izdanja). Kao koautor objavio je jo¥ Setiri takva udZbenika. Pored mnogobrojnih
udZbenika zabeleZeno je viSe naucnih i struénih radova iz dinamike i astrodi-
namike, tenzorskog i matrinog raduna, filozofije prirodnih nauka, istorije mate-
mati¢kih i mehaniSkih nauka, kao i priloga namenjenih popularizaciji nauke.

Prethodni popisi radova T. P. Andeliéa objavljeni su u Ioguwmaxy CAHY
LXXI 3a 1964, LXXVIII 3a 1971, LXXXI 3a 1974. i u &asopisu Dijalektika
4 za 1973. (autor dr Marko D. Leko).

1921.

Hean Ilanxap. Podobe iz Sanj Ljubljana str. 165. 8°. Izdala Matica Slovenacka.
Nova knjiZnica br. 1. — Omnagmuacku secuuk, 1921, II, 5, 6v. 11; 19—21.

O ouerusarsy yyenuxa.—BecHumx omiammmana, 1921, II, 4.
Hcro: Iloner, 1924, II, 1; 29—33.

1934.

Maitiemaiivuapu « pauyn. —I'nacHuk JyrocioBeHckor npodecopckor ApPYIITBA,
1934, XIV, 6; 545—554.
CxpahieHa Bep3dja: MaTeMaTHYKA JUACT 3a Y4EHHKE OCHOBHe likoie, 1974,
VHI, 3; 65—69.

237
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, 1935.
M. Munanxoeuhi: Hebecka mexanuka, 8°, ciip. 322. Mamame Jdyxe Tenopaha—Tpe-
6umna, Beorpam 1935. — I'macumk JyrocnoBeHCkor Npodecopckor IpyIuTea,
1935, XV, 7; 635—638.
1936.

Teomeiipuja 3a I paspeg cpegrux wikosa. A. bummmosnh u T. Auhenah.—Beo-
rpag, wr. ,,Mepxyp”, 1936; crp. [6]+70.

1937.

Teomeiiipuja 3a Il paspeg cpegroux wikoaa. A. BmmManh u T. Anljennh.—beo-
rpax, wr. ,Mepxyp®’, 1937; crp. [6]+93.
Ca npunoroM Mux. Ilerposuha: Cideapre u wipugughe ieomewpucxe HeMo-
iyhnociiu. I'eomeilipucko upiiiarve.

1938.

Teomeiipuja 3a III paspeg cpegroux wikosa. A. Bunumosuh u T. A}ﬁ)elmh ——Beo-
rpaj, m3jl. TMucama, wr. ,,Mepkyp”, 1938 cTp. [6]+ 80. '
Ca mpunorom Mux. Ierposuha: Ioipewny ieomeilipucku 3aKmyuuy u3 He-
daxmuso Haypiliane cauxe.

1939,

Teomeitipyja 3a IV paspeg cpegroux wKoAa. A. Brmmwonnh rT. Anlje.rmh ——Beo—
rpaz, wr. ,,Mepxyp”, 1939; crp. [6] + 84. .
Ca mpunorom Mux. Ierposrha: Janummusociiu y dpumenu Iuigaiopurol
fipasuaa.

1940,

Teomeiapuja 3a V paspeg cpegrux wxoia. Ilaanumettipuyja. A. Banumosuh u T.
Anbhesmh.—Beorpan, Ksmxapa Baamp. H. Pajxossha m K., 1940; crp. {4]+ 160.
Ca mpmnorom Mux. Ilerposuha: Heogpelienu, Hemoiylinu u  Heilomiiyru
HaanuMellipucky 3agauu.
Teomeitipuja 3a I paspeg cpegroux wixosa. A. BpmnManh uT. AHI)eJmh 2: u3n.
—beorpag, 1940; crp. [6]+ 100.
Ca mpunorom Mux. Herposuha: Bapausociti oxa tupu vuope}]‘ueafby gyxu
u ilospuiuna. ,
Koopgunayuja mailie maitiuuxe Haciliage. ——[Y] UsBemraj cemdmna M caomliTema
3a 1939 (29 jamyap 1939—24 nmememGap 1939). Beorpan, JyrocioBeHncko Mare-
MaTAYko OpywtBo, 1940 (rom. II, II); 1—11.

1942,

Teomeiipuja 3a Il paspeg cpegroux wkoaa.r A. Banumosuh n. T. Anﬁénﬁh. 2.
w3g.—Beorpan, W3n. xmuxape Bnan. H. Pajxosuha u xomm., .1942; .ctp. 106.
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- Ca mpunorom Mux. Ilerpoprha: CiisapHe u iipusugne ieomeilipucke Hemo-
iyhnocitiu.
Teomewipuja 3a III paspeg cpegroux wixosa. A. Bamumosuh u T. Anbennmh. 2.
u3g. — Beorpax, Wag. xwmux. Brnag. H. Pajkosuha u xomu., 1942; crp. 90.

Ca wmpmioroMm ' Mux. Iletposuha: IHoipewnu ieomeipucku 3aKmyuyu u3
HeilaxXmugo Haypitiane cauxe. ' '

A, BUAMMOBMR T. AHBEAHR
ruw-pa:nu Y 1 92rpNy , wywse rmﬁ’ y Seoroasy

FEOMETPUJA

V PASPEA CPEAHHX LUKONA
MAAHUMETPUJA

CA NPHAOTOM
MUX. NETPOBHRHA

SEOTPAR - 1940

1943.

Teomeitipuja 3a I paspeg cpegroux wixosa. A. Bunmumopnh u T. Anljenuh. 3. u3g.
—Beorpan, Uza. xmmwxape ,,Byx Kapammh” Ceerncnapa Pajkosumha, 1943; cTp.
[4] +76.
Ca npunoroM Mux. IlerpoBuha: Bapmueocii oxa #ipu Yiopejusary gyxu
u ioepwuna. - o
Teomeiipuja 3a VI paspeg cpegroux wixoaa. Ciiepeomeiipyja. A. Bumamonnh,
T. Anljennhi. — Beorpan, Kmmxapunna Bmaa. H. Pajkopmha, 1943; crp. 126.

1944.

Teomeifipuja 3a IV paspeg cpegroux wxora. A. Bumamosuh u T. Anbemuh. 2.
m31. — Beorpan, M3x. xeux. ,,Byx Kapaymh’ Ceetncnasa Pajkosuha, 1944; cTp. 90.
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Ca npunorom Mux. Iletposuha: 3anummueocitiu y tpumenu Iuiiaiopuroi
dipasuaa.

Teomeiipuja 3a V paspeg cpegroux wixosa. Ilaanumeitipuja. A. Bumamosuh un T.
Anbennh. 2. n3n. — Beorpan, Wsn. xwux. ,,Byx Kapaunh”, 1944; crp. [4] + 160,

Ca npunoroM Mux. Ilerposuha: Heogpefjenu, nemoiyhinu u Hetio@iiyHo
ogpelienu finanumedlipucky 3agayu.

1946.

Hudeperyujarre jegrauure Kpeitiarea Hex0AOHOMHOI cuciliema y UHKOMEApecudbuHOj
iiieynociiy. Tesa Tarommpa Amnbennha, Vausep3uter y Beorpaay. — Beorpan,
Mtammapuja ,,KocoBo” Muxajma K. hypunha, 1946; crp. 5S1.

Jegna nosa xreuia 0 Huxoau Tecau.—Hayxa u texmuxa, 1946, II, 1; 30—35.

1947,
Teopuja eexiiopa. — Beorpan, Ilpocsera, 1947; crp. VIII+407.

1948.
Hpumena Hpagose meitioge y Hunamuyy uspciioi mesa. — Tnac Cpncke axane-
muje Hayxa, 1948, CXCI, Ilpsu paspen, 96; 201—216.

Sur Uapplication de la méthode de Pfaff dans la dynamique des fluides. — Publi-
cations de I'Institut mathématique, 1948, II; 211—222.

1949.

Teomeitipuja 3a yuuiiecke wkose. 1 geo: Iaanumeiipuja. A. Bumumornh,
T. Aufjenufi. — Beorpan, 3pame, 1949; crp. 168.

Jegan ciiapu ihexHuuku mexanuzam y [ydpoenuxy. — Hayka u Texsmka, 1949,
V, 11; 581—583. .

ITsanumeitipuja u ciiepeomeiipyja. — beorpan, Hayusa xmura, 1949; cip.
122 +[11.

Hpeineg eaemenifiapre mailiemaiivke. 3a tpujemnu uctuli Texnuuxe eéeduke
wxose y Beoipagy. Jopan KapamaTa, Tatomup Awnhennh u Mupko Crojakopnh.
— Beorpan, Hayana xmura, 1949; crp. [4]+ 120+ 122+ 63 +[1].

Teopuja sexiiopa, 2. mon. u3f. —Beorpax, Haywna xmura, 1949; crp. 432,

1950.

Equations fondamentales d’elasticité par la méthode de Pfaff. — Publications de
YInstitut mathématique, 1950, III; 191—195.

Generalisani Hamiltonov princip za neholomne sisteme, — [U]: Prvi kongres ma-
tematidara i fizitara FNRJ, Bled 8—12. XI 1949. I: Referati i diskusije. Re-
daktor Tatomir Andelié. Beograd, Savez dru$tava matematiara i fizi¢ara FNRJ,
Naudna knjiga, 1950. ' ’

Teomeimipuja 3a IV u V paspeg cpegroux wikosa. Ilranumeitipuja. A. Bammmosuh,
T. Auheimh. Beorpan, 3mame, 1950; crp. 198.

H3so0herve ocrosHux jegnauuna esacitiuyHocinu io Ilagosoj meitiogu. — I'nac
Cprcke axajemuje Hayka, 1950, CXCVIII, Ogememe npupoHO — MaTeMaTRUKUX
Hayka, H. C., 3; cTp. 141—145,
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Ocrosu mexanuxe Heupexugrux cpeguua. — Beorpan, Hayuna xwura, 1950; ctp.
VI+[2]+230 +[1].

1952.

T'enepanusauuja iojma [lapbyoea eexitiopa u Jlankpeosa ciiasa 3a Pumaros ipo-
ciiop. — 36opHuk pamosa Cpncke akajemuje mayka, 1952, XVIII, Marematu-
YKH HHCTHTYT, 2; 147—158,
Teomeimipuja 3a V paspeg iumnasuje. Ilaanumeiipuja. A. Bumamvosuh u T. Anle-
jmh. 2. monp. w3n. — beorpax, 3vame, 1952; ctp. 204.
Ca nmpummorom Mux. Ilerposuha: Heogpeheru, nemoiyhnu u neiloiliityno ogpe-
henu Hnanimeipucku 3agavu.
y wieopuju eexiiopa. — Hayka u Texnmxa, 1952, VIII,

Ilopexso itiepmuna ,,opii
5; 249—252.

Wcro: Hopexno thepmuna ,,opm” y eexifiopckom pauyny. — Ham jesnk,
1977, 1. c., XXIII, 1—2; 45-—46.

Pewasarve cuciilema auneapHux ariedbapcrux jegHauuHA MATAPUIHOM Meliogom o
Banaxjesuuesoj cxemu. — 30opupk pagosa Cprcke akazemuje Hayka, 1952,
XVIII, MateMaTnuku MHCTHTYT, 2; 71—92.

Tensopcku pauyn. — beorpan, Hayuna xmura, 1952; crp. VIII+319.

1953.

Eine Bemerkung zu den Gleichungen von Beltrami — Michell. — Publications
de I’ Institut mathématique, 1953, V; 1—4,

Teomeiipuja 3a V paspeg iumnasuje. Ilianumeiapyja. A. Bumumosuh u T. Aunle-
mmh. 3. mpoM. ¥ momp. m3x. — Beorpag, 3mame, 1953; crp. 201 +{1].

O nexum ciiasosuma u3 ieomeilipuje Wipoyisa. Tatomap Amnbenuh m 3aropka
Misajaep. — Nastava matematike i fizike u srednjoj 8koli, 1953, 1; 31—39.

Vaoia actuponomuje y passojy maiiemaitiuxe. — Bacwoma, 1953, I, 2; 33—-37.

1954.

Auf Grund einer neuen Gesetzesbestimmung von 15. VII 1954. treten unter den
Mathematikern der Belgrader Universitit die Professoren A. Bilimovié, M. Milan-
kovi¢ und N. Saliykow in den Ruhestand. — Internationale mathematische Nac-
hrichten, 1954, 35/36; 35.

Teomeilipuja 3a V paspeg iumnasuje. Haanumetiipuja. A. bummamosnh u T. Anbe-
mah. 4. m3g. — DBeorpan, 3mame, 1954; crp. 187.

Teomeiipuja 3a VI paspeg iumnasuyje. Citiepeomeiipuja. A. BpmuMoﬁnh u T. Anhe-
nah. — Beorpan, 3mame, 1954; ctp. 120 +{2].

Problem savladivanja Zemljine tefe pri letovima van Zemlje. — Vasiona, 1954, II,
- 3—4; 65—170.

Prof. M. Milankovi¢ beging sein goldenes Doktorjubiliium,; die Promotion war am
17. 12. 1904 an der Technischen Hochschule Wien erfolgt. — Internationale mat-
hematische Nachrichten, 1954, 37/38; 21.

16 36opunrk panosa 4 (12)
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Uber die Bewegung starrer Korper mit nichtholonomen Bindungen in einer inkom-
pressiblen Flissigkeit. — [In]: Proceedings of the International Mathematical
Congress Amsterdam, Sept. 1954.

1955.
Anbepini Ajnwmajn. — Tecna, 1955, 9—10; 3234,

Teomeiipuja 3a I paspeg iummnasuje u V paspeg ocmoioguuree wikose. A. Bunu-
vosuh u T. Amhenah. — Beorpan, Hayusa xmwura, 1955; crp. 72.

O ogpeljusarsy oliepaiiopa MOMEHTA KOAUYUHE Kpetiarea Yy KEaAHHIHO] MexaHuuu,
— Buaven Ha [pymrBoTo Ha MaTeMaTuuapmre W msmdapure of HP Makeno-
Huja, 1955, VI, 30-—34.

Uber die Bewegung starrer Korper mit nichtholonomen Bindungen in einer inkom-

pressiblen Fliissigkeit. — Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik,
1955, 35, Hft 9—10; 1—2, .

1956.

Eine Bemerkung zu den Gleichungen von Beltrami-Michell. — Publications de
P’Institut mathématique, 1956, IX; 93—94.

Eine Bemerkung zur Bestimmungsweise des Drehimpulsooperators in der Quanten-
mechanik. — Physikalische Verhandlungen, 1956, Bd 7, F. 5; 111.

Elementarna geometrija. — Beograd, TehniCka knjiga, 1956; str. 228, (Bibliote-
ka ,,TehniCka knjiga‘*).

Sur la forme tensorielle des équations de Beltrami — Michell. — Actes du IX
Congrés Internationale de méchanique, V. Bruxelles, 1956; 302—305.
1957.

H3eoherve Beltrami — Michell-ovih JegHauuna y wienzopckom 00auxy uz Saint —
Venant-ovih ycaosea xomilamiubusrociiu. — 360pHUK papgoBa Cprncke axafeMuje
Hayka, 1957, LV, Marematuuku MHCTHTYT, 6; 1 —4.

Savetovanje nemackog Drultva za primenjenu matematiku i mehaniku. — Tehnicke
novine, 15. VI 1957, X, 12; 5.

Beauxe opsune. — Cset Texumke, 1957, 12; 2,

1958.

Milutin Milankovié zum Gedenken. — Vesnik DruStva matematiara i fizi¢ara
NRS, 1958, X; 7—10.

Ipaxituuna medioga 3a ceoljerve KeagpaiGHux opmu ca HyMepUYKuUM Koeduuu-
Jjeninuma Ha xanoHcku 06aux. — Tnac Cpicke akanemmje Hayka, 1958, CCXXXII,
Opememe MPUPOAHO—MATEMATHUKAX Haysa, 15; 45—57.

Y mpo axagemux Muayiiiun Muaanxosuh. — Ilomaruka, 14, XII 1958, LV, 16345; 8.

1959.

Dmamzka — [U}: Vojna. enc1kloped1]a 2: Borda-Enc. Beograd Redakcija Voj-
ne enciklopedije, 1959; 503-—504,
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Isto i u: Vojna enciklopedija, 2. izd. 2: Brdo-Foa. Beograd, 1969;

440—441,
Milutin Milankovitch. — Archives internationales d’Histoire des Sciences, 1959,
douziéme année; 176 —178 +[1].
Hebecku mexanuyap Muayiiun Munankosuhi. — Texuwuxe wWosmue, 1. I 1959,
XII, 1; 3.

[Nekrolog Milutinu Milankoviéu]. — Internationale Mathematische Nachrichten,
1959, 59;60; 17.

O putanjama projektila ka Mesecu. — Vasiona, 1959, VII, 1.

Osvrt na rad Medunarodnog astronautiCkog kongresa. — Vasiona, 1959, VII, 4;
99—102.

Teorija vektora. 3. prom. izd. — Beograd, Prosveta, 1959.

Uber die Grundlagen der Boscovich’schen Mechanik. — [U): Actes du Symposium
Intcrnational R. J. BoSkovié, 1958. -Beograd, Nauéno delo, 1959; 85—91.
(Comité interacadémique R. J. Boskovié, 1).

Uber die Verwandlung von quadratischen Formen mit numerischen Koeffizienten
in Summen von Quadraten. — Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Mec-
hanik, 1959, 39, Hft 3/4; 3.

1960.

Meduplanetne putanje. — Beograd, Rad, 1960; str. 34 +[1]. (Radni¢ki univerzi-
tet, Astronautika, I kolo, 2). [Isto i dirilicom].

1961.

Mehanika i nastava matematike. — Nastava matematike i fizike, 1961, 1—4;
7—11.

1962.

Matrice. — Beograd, Nau¢na knjiga, 1962; str. 267. (Univerzitet u Beogradu.
Univerzitetski udZbenici).

Die Mechanik und der mathematische Unterricht. — [In]: International Sympo-
sium on the Coordination of Institution in Mathematics and Physics. Beograd,
Prosveta, 1962; 7—11.

Mehanika i njena uloga. Povodom desetogodisnjice osnivanja grupe za mehaniku.
— [U): Deset godina grupe za mehaniku Prirodno-matemati¢kog fakuiteta u
Beogradu. Beograd, Savez studenata grupe za mehaniku Prirodno-matematic-
kog fakulteta, 1962; 1—S5.

Uvod u teoriju relativnosti. — Beograd, Gradevinska knjiga, 1962; str. 68. (Uni-
verzitet u Beogradu).

Uber das Kraftgesetz von Boscovich. — [In]: Actes du Symposium International
R. J. Boskovié, 1961. Beograd, Nauéno delo, 1962; 151—156.

Xohe au woeex cxopo Ha Mecey? — 3maj, 1962, IX, 8—9; 215—217. (Texuuxa
H MamTa).’ :

16*
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1963.

Eine Verallgemeinerung des Begriffs des Darbouxschen Vektors fiir den Raum von
Riemann. — Publications de I’Institut mathématique, n. s., 2 (16) za 1962

1963; 35—38.

Kawegpa 3a mexarnuxy. — [Y]: Cro romura ®@umnosodckxor dakynrera. Pemak-
nmja: Tatomup Anlenuh, Mumurpuje Byqenon u Paposar Camaprmh. Beorpap,
Hapojma xmura, 1963; 510—515.

__UNIVERZITET UBEOGRADU .~

TATOMIR P. ANDELIC

MATRICE

BEOGRAD, 1962

Maitiemaiauuxa thepsunooiuja 3@ ocHosry u cpegrve wikose. Capammanm: TaTo-
mup Amlfensh u gp. — Beorpaf, 3aBOII 3a H3maBame ynOeHmKa CP Cp6aje,

1963; crp. 38+[2).
O Hexum HajHoGujuM pe3yATRATRUMA UCTUTIUBAA GUMIUX CAojesd ailimocdepe, — Se-
MBa H JbyRH, 1963, 12; 37—44.
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1964.

Mehanika. Pojmovi — pravila — obrasci. Sv. 1. Tatomir Andeli¢ i Ljubodrég
Radosavljevié. — Beograd, TehniSka knjiga, 1964; str. 352.

1965.

Matrice. 2. izd. — Beograd, Zavod za izdavinje udZbenika SR Srbije, 1965;
str. 267. (Univerzitet u Beogradu).

Milankovié Milutin. — [U]: Enciklopedija Jugoslavije, 6: Maklj — Put. Zagreb, Ju-
goslavenski leksikografski zavod, 1965; str. 107. -

Novi doktori matematickih nauka. Tatomir Andelié i Konstantin Orlov. — Ma-
tematicki vesnik, n. s., 1965, 2 (17), sv. 2; 165—169.

Uloga tenzorskih metoda u savremenoj tehnici. — Tehnika, 1965, XX, 12;
271—-279.

1966.

TIanuneo I'aauseu u gusuxa. — I'mac Cpncke axanemuje Hayka H YMETHOCTH,
1966, CCLXVIII, Onemewe apymTBeHHX Hayka, 13; 23—31.

Neka razmatranja o determinizmu i kauzalnosti sa matematickog stanovista. Re-
ferat na drugom nauénom skupu ,,Marks i savremenost‘. Marksizam i savre-
mene prirodne, matematicke i tehnitke nauke (Zagreb — Opatija, 21—24. XII
1965). — [U]: Zbornik Marks i savremenost, 3. Beograd, Institut za izu€avanje
radni¢kog pokreta i Institut druStvenih nauka, 1966; 118—129. Diskusija: 504,
532—533.

Nils Bor o determinizmu. — Dijalektika, 1966, I, 3; 90—95.

Plank, Ajnstajn i de Brolji o kauzalnostt i determinizmu. — Dijalektika, 1966, I,
4; 81—90.

Racionalna mehanika. Tatomir Andeli¢ i Rastko Stojanovié. — Beograd, Zavod
za izdavanje udzbenika SR Srbije, 1966; str. VIII + 587. (Univerzitet u Beogradu).

XVII kongres Medunarodne astronauticke federacije, Madrid, 10—16. okto-
bra 1966. — Dijalektika, 1966, I, 3; 87-—89. =

1967.

Gdlileo Galilée et ses mérites en physique. — Bulletin de I’Académie serbe des
Sciences et des Arts, 1967, XLII, Classe des cciences sociales, 10; 17—20.
O jegroM 00aury gugﬁepenuujaﬂuux Jegrauuna kpeiarba HexoaoHoMHol cuciliema bes
My/tutuu/tuxautopa sesd. — MaremaTruxa BECHUK, 1967 4(19), 4; 359—366.

Hpoucxoxcdenue mepMuHa »0pm* @ Gek'mopHOM ucuucneruy, — BecTHUK MOCKOB-
CKOT'0 FOCYA2pCTBEHOT0 YRHBEpCHTeTa. MaTeMaTuka, MexaHuka, 1967, 2;127—128.
Tenzorski racéun. 2. popr. i dop. izd. — Beograd, Neaufna knjiga, 1967; str.
[8] +274. (Univerzitet u Beogradu). i

1968.

Applications of Artificial Satellites to the Fducation and Instruction of People in
Developing Countries. — [In]: United Nations - Conference on the Exploration
~and Peaceful Uscs of Outer Space, Vicnna, 1968. A/Conf. 34/VIIL. 28; .p. 5,
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Astrogeo- i kosmicka istrafivanja. Tatomir Andeli¢, Fran Dominko i Radomir
Turajlié. — Studije i prikazi, 1968, 7; 1. 32—35.

Tensorkalkill nebst Anwendungen. — [U). Mathematische Hilfsmittel des Ingeni-
eurs. Hrsg von R. Sauer, I. Szab6. Teil III. Berlin, Springer-Verlag, 1968;
167—231. (Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften in Einzeldar-
stellungen, 141).

Recnmmtiuk
MOCKOBCKOTO YHUBEPCUTETA

= Ne 2 1967 ——————— TN

T. M. AHTEJIHY
NPOHCXO)XAEHWE TEPMHHA OPT B BEKTOPHOM WCYHCJNEHUH

B coBerckoil H 10roc.1aBCKOil MATEMATHYECKOIl H TeXHHMECKOil JiTepa-
TYpe A1 0003HaYeHNs eHNYHOrO BeKTopa ynotpebaserca TepMuH opr.
B coorsercTBytouleil JnTepaType BCeX JAPYrux ctpan o pe npusar. lluve-
PECHO €ro NPOHCXOXKIeH e, )

1969.

Jo§ nedto o letedim tanjirima. — Kosmoplov. Magazin za kosmonautiku i nauénu
fantastiku, 1969, I, 8; 38—41.
Klasi¢na mehanika i njene osnovne koncepcije. — Dijalektika, 1969, IV, 1; 5—20,

Leteéi tanjiri. — Kosmoplov. Magazin za kosmonautiku i naudnu fantastiku,
1969, 1, 5; 35—37.
Hexe fipumegbe y sesu ca Hexosonomuum eeszama gpyioi pega. — T'nmac Cpricke

akagemmje Hayka ®W ymeTHoctd, 1969, CCLXXIV, Opemerne NpHpOAHO—MaTe-
MaTHYKMX Hayka, H. c., 31; 33—45.
Izvod: Einige Bemerkungen iiber nichtholonome Bindungen zweiten Grades.
— Bulletin de ’Académie serbe des Sciences et des Arts, 1969, XLV,
Classe des sciences mathématiques et naturelles, Sciences mathématiques,
ns., 7; 15.
Obletanje oko meseca. (Povodom misije ,,Apolo** 8). — Nauéno-tehnitki pregled,
1969, 2; 25—136.

1970.

Anition . Buaumoeuhi. — bBunren VumeepsuteTa y beorpapy, 1970, I, 8; 1.

37—-38.
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Matrice.i 3. izd. — Beograd, Nautna knjiga, 1970. (Univerzitet u Beogradu).
Nauéno stvaranje u Savremeno doba. — Nauka o nauci, [1970], I, 9—10;
119—121. ,

Hewilo o Haciiagu maiGemaitiuke y [pyioj beoipagcxoj umnasuju y iiepuogy og
1928129 go 1940;41. [VI: Cro ropmuma Jipyre Georpasicke rUMHa3Nje
1870—1970. Beorpan, ,I{pyra 6eorpa,ucxa ruMuasuja ,, Ao Jloma Pubap”,
292—296.
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+UDINE 1070

O ya03u caspemenux KocMuukux ucilipaxuearsa y leoipaghuju. — 3eMimba U JBYIH,
1970, 20; 257—264.

A Survey of Tensor Calculus. Course held at the Department for Mechanics
of Deformable Bodies and for Hydro- and Gasdynamics, June-July 1970. Udine,
International Centre for Mechanical Sciences, 1970; p. 137. (Courses and
Lectures, 21).

Uber eine Moglichkeit, die Bewegungsglezchungen der nichtholonomen Systeme her-
zuleiten, ohne die Quasikoordingten zu verwenden. — Zeitschrift fiir angewandte
Mathematik und Mechanik, 1970, 50; 218—219. :

Uber gewisse Eigenschaften der Bewegung eines Massenpunktes beim Vorhandensem
nichtholonomer quadratischer Bindungen. Festschiift der Technische Universitét
Berlin-Charlottenburg zu Ehren von Prof. I. Szabd. Berlin, 1970; 17—18.

Uloga matematike u astronautici. — Kosmoplov. Magazin za kosmonautiku i
nauénu fantastiku, 1970, II, 24; 22—25,
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1971. .
T'osop Ha xomemopailiugrnom cxyily ioceehienom HpeMunysom arxagemuxy AniioHy
Busumoeukiy. — [Y]: Cnomenuna nmocsehena NpeMMHYNOM axkajeMyKy AMTOHY

Bunamopnhy. Beorpan, Cprcka akajgeMuja hayka H ymersoctd, 1971; 2125,
(ITocebna m3pnama, CDXLVI, Cnomesnnne, 52).

Jedan stari zupéani mehanizam u Dubrovniku. — [In}: Third World Congress
on the Theory of Machines and Mechanisms, 1971; pp. XXXVII—XL. :

Isto: An old gear mechamsm in' Dubrovnik; pp. XUI=XLV.

O osnovnim pojmovima ‘mehanike u delu * Johana - Keplera — Dijalektika, 1971,
VI, 4; 153—159.

Youth Rocket Activities in Yugoslavia. — [In]: Proceedings of the Twenty-first
International Astronautical Congress, North Holland, 1971; 1081—1083.

1972,
Povodom dvadesetogodisnjice ,Vasione. — Vasiona, 1972, XX, 1.
C1em,
Delo Kopernika. [1] ——(3) — IT novine, 23 feb. — 9. mart 1973, XI: 520,
str. 13; 521, str. 4; 522, str. 4.

Mehanika u delu Nzkole Kopernika. — Dljalektlka 1973, VIII . 2; 1524,

Tenzorski racun. 3. izd. — Beograd, Naudéna knjiga, 1973; str. VIII+274. (Uni-
verzitetski udZbenici).

1974

Kako treba shvatiti determinizam? — Dijalektika, 1974, IX, 1; 57—61.

Mexanuxa y oxeupy Cpiicke axagemuje nayxa. — Tnac Cprcke akajeMuje HayKa
u ymervocrd, 1974, CCLXXXIX, Opememe NpHpORHO-MATEMATHYKHX Hayka,
H. C., 36; 189—245.

Milankovié Milutin. — [In]: Scienziati e tecnologi contemporanei, II. Milano,
Arnolde Mondadori Editore, 1974; 248—249. .

Ciiologuwmrouua yeohersa Meilapckol cucilieMa mepa u 1weios 3Hauaj 3a yKmyuu-
sare jyiocrogerckux obaaciiu y espoiicky #Hpuspeqy u 3a Keaauilieis pode. — [V]:
Mepe na Ty Cpbmje xpo3 Bexope. Beorpaz, ]974 193—205. (Fanepnja Cpn—
CKe aKazeMdje HayKa W YMETHOCIH, 23).

1975.

Einige Bemerkungen iiber nichtholonome. Bindungen zweiten Grades. — [U]: Ma-
TeMATHYECKUE CTPYKTYPHL — BblunciamTeNbHas MaTeMaTnka — MaremaTudeckoe
Moaeauposanue. Tpyap! TOCBAIICHHEIE INECTHACCATHNETIIO akageMuKa JI. Mnnesa.
Co¢us, Boxrapckas axagemus Hayk, 1975; 173—176. :

Mexanuxa mycku u iaoua. Tletp MarseeBud OrubanoB m Tatomup Anbemah.
— Beorpap, M3pasauko—aedopMaTUBHE NERTAp. cTyAenara, 1975; crp. 365.
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Misija saradnje. — GQGalaksija, 1975, 1V, 39.

Poreho rotacije nebeskih tela. Tatomir Andelié i Dragan Trifunovié. — Galak-
sija, 1975, IV, 38; 14—15.

Preletne putanje malog potiska. — Pregled raketne tehnike, 1975 1—2 13—19.
Priéa o amblemu. — Galaksija, 1975, 1V, 33; 16—17. _
Yuuiau cucitemaiicku yenol xugoila. Pa3iosop ca uCIRaKHYIUM HAYYHUKOM, Mailie-

maiiuuapom, axagemuxom Tamlomupom Amnbesukem. — Kn,mxenﬂe HOBHHE, 16.
XII- 1975, XXVII, 501; 7. .
Vanzemaljske cmhzaczje — Informacija 3. Novi Beograd Dom kulture Stu-

dentski grad, 1975; 1—2.
Zivi kompjuter. — Galaksua, 1975, 1V, 42.

1976.

Bestefinsko stanje. — Galaksija, 1976, V, 47.
Kvadratura kruga. — Galaksija, 1976, .V, 45.

Ogiosop ca Mapca. YV KocMocy He moxemo Ouiliu Jegunu lcoju umajy opzchxu
xugoin. — IIpoceTnn mpermex, 15. X 1976, 1174 (32); 3.

IIpemeg paseoja mexanuxe y Cpbuju y oKy 19. u y @peoj ioanéunu 20. eeka. —
I'nmac Cpuocke akajeM#je Hayka m ymerHoctH, 1976, CCC, Opememe npnpop;uo-
-MaTeMaTHYKHX Hayka, H. C., 40; 40—49. [IIpucrymsa axafieMcka 6ecenal. .

Shvatanje determinizma u savremenoj nauci. — Beograd, Rad, 1976 str. 34+[2]
(Marksistika dijalektika i prirodne nauke, I kolo). '

1977

20 godma kosmicke ere. — Galaksua 1977, VI, 66.

Jegau Munanxoeuhes wiocidyiiax 3a ipaguuko @pegciiagnarse ieomeilipujckux upo-
ipecyja. — Matematuxa, 1977, VI, 2; 5—11.

Hacitasnuyu mexanuxe Ha Dusozogfckom u Hpupoguo-mawemamuuxom (baky/nue-

Wy Oeoipagcrol ynusepsuidedwia. — [Y]: JIpajeceT meT ropmHa CTYAHjCke TIpyme
3a Mexamuky 1952—1977. Beorpan, Hpnpo.uno-MaTemaqun q)axyn're'r 1977,
59—64.

O novom Medunarodnom sistemu [SI] osnovmh jedmlca merenja. — Nauéno-teh-
nicki preglcd 1977 XXVII 5; 49-—59 :

BEP3UTETA Y Beorpa;xy, 1952——1977 'Beo(
ter, 1977; 13—20. v
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1978.

25 godina postojanjd i rada Saveza astronautic¢kih i raketnih organizacija Jugos-
lavije. — Pregled raketne tehnike, 1978, V, 1—2; 3—6.

Jedan stari zupéani mehanizam u Dubrovniku. — Dubrovnik, 1978, 4; 77—78.

* Jedna metoda za tolno merenje sila malih intenziteta. T. Andeli¢, G. Dimi¢, D.
Proki¢. — Rad Jugoslavenske akademije znanosti i umjetnosti, 1978, 382, Raz-
red za matematiCke, fizicke i tehnicke nauke, XVI; 17—21.

Matematicki pristup izuCavanju prirodnih po]ava — Dijalektika, 1978, XIII, 4;
79—89.

Poreklo osnovnih jednacina raketodinamike — Zbornik radova Univerziteta u Pri-
Stini, TehniCki fakultet, 1978; 81—88.

1979.

Albert AjnStajn — dovek i delo. — Dijalektika, 1979, X1V, 1—2; 11—29,
Matrice. 4. neprom. izd. — Beograd Gradevinska knjlga, 1979; str. 267. (Uni-
verzitet u Beogradu).

Hayunux ceeilickoi inaca. Y ceeiliy ce focaegroux ioguna oilutupto duwe o Musan-
Kosuhieeaj Weopuju negenux goba. — Mommtuka, 31. II1 1979, LXXVI, 23521; 13.

Hewino o ,neiuchum wmarupuma. — [¥): HIIO. Hempenrndukosanu ierehn
objextn. Beorpan, IMonmtixa, 1979; 36—39. (Mana Gubmrorexa ,,Ilonmmrmke ).
O nekim prilozima iz matematike Milutina Milankovica. — Dijalektika, 1979,

XIV, 3—4; 21—34.
Struktura atoma i struktura svemira. Slobodan - Rlbmkar i Tatomir Andelié. —
Galaksija, 1979, VIII, 84; 14—16. :

IIpegiosop [y xwwsu], Muiytun Munankosuh: YcroMene, JOXWBIbaju H CasHa-
ma, Hetumcrso u muagoct (1879—1909). Vpenuuk Tatomup Amnbenub. Beo-
rpan, Cpmcka axafeMmja Hayka M ymerdoctd, 1979; crp. XIX+ (1] + 383.
(IToce6na m3gama, DXVII, Oneberme NMPHPOAHO-MaTeMaTHUKHX Hayka, 50).
XKusoiti u geno Munyiiuna Munankosuha. — [Y): Xusor u meso Mnmayruna
Munanxosuha 1879-—1979. I'masuu ypenuux Mnha Ilomosnh. Beorpan, Cpmcxa
axanemuja Hayxa ¥ ymertmoctd, 1979; 9—34. (Fanepmja CAHY, 36).

JKusoii u pag axagemuxa iipod. gp. Kouciuaniiuna II. Boporweua. T. I1. Anhennh,
B. Camunxos. — 360pHAK pafoBa MaTeMaTHYKOT WHCTHTYTa, #.c. 1979, 3 (11);
9—14.

1980.
Yauax y idpeum ganuma iocie wpeoi ceetdcKol pama — Yayaucku riac, -10.
oxrobap 1980, XXII, 42; 10.
Mexanuka. — [V]: Tpupecer rogmsa Ilpupoaso-maremMatuixor daxyirera VHE-

BepsuteTa y Beorpaxmy 1947—1977. Eeorpau, Ilpupoano-mateMaTwiku  daxyJi-
Tet, 1980; 151—163.

Tenzorski racun. 4. izd. — Beograd, Nau¢na knjiga, 1980; str. VIII+ 274,

XKusoti u gearo Muayiiuna Munankosuha. — Nastava matematike, 1980, n.s.,
VI (XXIX), 1; 10—21.
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1981.

Antiion Buaumosuh, — Xemujcxm npernenm, 1981, XXII, 3—4; 66.
Jurij Gagarin (1934—1968). Prvi u kosmosu. Tatomir Andelié, Ratko O. Tosié,
— Galaksija, 1981, X, 108; 84—86.

Kayb mattiemaitiunapa Beoipagckol ynueepsuitietia. — Mxagu MateMatmvap, 1981,
2, 6p. 1; 7—9.

O630p paszsumusn mexanuku 8 Cepéuu. — [V]. Hccnepopadus Mo HCTODHH Me-
xaHpku. MockBa, Axamemus wayk CCCP, 1981; 71—90.
Ilopexao ocuosnux jegrauura paxemlogunamuxe. — I'nac Cpucke akanemmje Ha-

yka # yMetrocTH, 1981, CCCXXI1V, Onememe UpHPOAHO—MATEMATHIKEX HAYKA,
47; 29—35,

1982.

FBecinexuncro ciiarwe. — Ilomaruxa, 17. HopemGap 1982, LXXIX; 9.

Eine Ableitung der Raketengrundgleichung. — Teorijska i primenjena mehamka,
1982, 8; 9—11.

Muaymiun Muaanxosuh — xusoil u geno. — [V]: JKapor ® jeno MmuinyTeHa

Munanxosuha 1879—1979. Beorpanm, Cprcka akageMmja HayKa H ymernocm
1982;53—62. (Hayuan cxynmosm, XII, Hoe,r(cen’nnmrno, 3)

He ogsajainiu @ipaxcy og.weopuje. — I1pocBeTRE Tperyen, 1982 1403 (12), 7——-8

HyskHo u cayuajHo — HayuHo cxeailiaree geiiepmuiusma. — [Y]: Hexu duno-
sodpckn npobnemu caBpemene ¢usmxe. Beorpax, 3asox 3a yHaupehusame Bacnm-
Tama ¥ oOpasoBama rpaga Beorpaza, 1982; 51—65. (IIxoncke Teme, 8).

Origin of basic equations of rocket dynamics. — Dijalektika, 1982, XVII, 1—4;
5—13.

1983.

Jedna pogreina upotreba redi ,,Ma'terija“. — Tehnika, 1983, XXXVIII, 10;
1379.

Uvod u astrodinamiku. — Beograd, Matematidki institut, 1983; str. 158. (Ma-
tematiCki vidici, knj. 4).
IIpesonn

I'puxe matmiepujarucie. August Pfannkuche. [IIpeseo] ¢ memauxor T. A. Byxos-
cku [Tatomup II. Amfenuh]. — Becnmk omnammpanma, 1921, II, 5; 1-—3.

L. P. Eisenbart, Uvod u diferencijalnu geometriju. (Prevod sa engleskog) Tato-
mir Andelié. — Beograd, Nau¢na knjiga, 1951.

Geometrijske transformacije. Preveo Tatomir Andeli¢. Opta enciklopedija Laro-
usse u 3 toma. T.2: Matematika. Astronomija. Fizika. Hemija. Prirodn¢ nauke.
Beograd, Izdavagko preduzete ,,Vuk KaradZi¢*, 1972; 202—236.
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