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ЖИВОТ И ДЕЛО ТАТОМИРА п. АНЂЕЛИЋА 

Драiан Трuфуновuћ 

Професор др Татомир П. Анђелић припада оним личностима наше науке 
за које се каже да су изврпmле значајан утицај на научни живот своје средине. 
У прво време, као сарадник Милутина Миланковића (1879-1958), Антона 
Билимовића (1869-1970) и Вјачеслава Жардецког (1896-1962), а доцније 
сам, професор Анђелић је градио своју кулу од науке. У наше кругове увео 
је нове научне дисциплине (тензорсICИ рачун, механика непрекидних средина, 
матрични рачун, теорија релативности и друго), а у настави на Универзитету 
зачетНИIC је многих научних предмета. Скоро да нема предмета из мех3.НИ'tI<ИX 
наука које професор Анђелић није предавао. До појаве љегових ученика, за 
професора Анђелића може се употребити позната метафора: у својој науци 
био је "лекар опште праксе". 

Као IШсац уџбеника показао је све одлике савремености науке и неопходне 
метоДИЧНости. Професора Анђелића језик је јасан, ецухативан и актуелан. 
Он код нас први пише, руку је и друге учи тензорима. Док су извесни математи
чари 50-тих година мудро ћутали, професор Анђелић уводи курс из линеарне 
алгебре, пише кљигу Матрице и објављује научне радове из ове области (ре
ЦИМО, расправе о Банахјевичевим схемама и др.). Анђелићевим ангажовањем 
у Београду је створена добра ШICола тензорског рачуна а и сам објављује 
научне прилоге из ове области (нпр., Белтрами-Мичелове једначине, о генера
лизацији појма Дарбуова вектора и др.). За "Шпрингера" професор Анђелић 

. је написао одељак Tensorkalkul nebst Апwепdungеп, што представља посебно 
признање. Код нас Милутин Миланковић први )ЋОДИ :векторски метод, а Ра
дивој Кашанин први уноси векторе у општи :курс више математике 1 и П. Про
фесор Анђелић ствара посебан курс из теорије вектора и овим знатно утиче 
на даљи развој наставе и истражи:вачког рада (нпр., :векторско излагање ана
.nитичке геометрије, тригонометрије и сл.). 

Татомир П. Анђелић рођен је 11. новембра 1903. у Бечњу, (заселак Бу
коваЦ), општина чачанска (Србија). "Рођен сам у забаченом селу у коме није 
било основне ШICоле, па сам до пресељеља породице у суседне Мрчаје:вце, 
морао да идем пет километара до школе, - често наводи проф. Анђелић. 
Мајка ми је била неписмена, а отац Павле земљорадник с четири разреда 
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гимназије. За своје образовање имао је чак велику библиотеку. Пре основне 
школе мени су старије сестре читале народне песме, имали смо Вукова дјела 
и сигурно је да су и те народне песме некако утицале на моју фантазију и можда 
падале на плодно тло извесног мени урођеног романтизма". 

Осно'Вну школу похађа у суседном селу Мрчајевци:ма; завршио је 1914. го
дине. Ометен ратом, Анђелићје наста'Вио школовање 1919. године у Чачанској 
гимназији где је 1922. год. и матурирао. "Када је требало да пођем у гимназију 
- сећа се проф. Анђелић, дошли су ратови па сам као и с:ви моји вршњаци 
из села, обављао с:ве земљорадничке послове, али сам и - читао. Прочитао 
сам све што се нашло у библиотеци мога оца, па "ак и политичку литературу 
која ме нимало није при:влачила. Највише сам се интересовао за поједина исто
ријска и haY'iHo-популарна дела - расправе о дар:винизму, Тајне света Ернста 
Хекела и друге. Подвлачим да ме је управо Хекелова књига импресионирала 
мада сам је тада само местимично разумевао. Мислим да је на мој поглед 
на с:вет сигурно у знатној мери утицала о:ва материјалистичка литература исто 
колико и сам отац: био је убеђен у исправност материјалистичких концепција. " 

Љубав према математици рађа се баш у ово доба и то врло свесно. То 
се догодило онда када је после многих испита у гимназији видео да је у мате
матици увек први. За:воле:вши школу и у њој своју науку, Татомир П. Анђелић 
је желео да иде на више IIIКоле - на студије. Ту је дожиnео неспоразум с оцем. 
Отац Павле је желео да му син добије највише образовање, али је хтео да он 
заврши права. Сматрао је да ће само тако бити близак народу своје околине 
и да само тако може ЈШЧНО успети и бити користан. Татомир, међутим, својом 
наклоношћу већ је био задојен математичком лепотом и прец.изношћу, а 
романтично расположен, и астрономијом. У разговорима с оцем остао је 
упоран у својој жељи и победио је. Отац је пристао да га пошаље на студије 
И то, по Татомир овом сопственом избору, који је био последица делимично 
и његовог романтичарског расположења, у Хајделберг (Немџ.чка). Отац Павле 
продао је имање да би школовао сина Татомира. 

Гетинген и Берлин били су тада најјачи немачки математички центри, 
али Анђелић - бира Хајделберг, најстарији и тада најчувенији немачки уни
верзитет. "ЛИt{Ност која ме је у тој средини најпре придобила био је професор 
Артур Розентал - сећа се професор Анђелић. С посебном пажњом је пратио 
мој развој, подржавао ме. Био је честит човек и кад су дошли нацисти на власт 
пребегао је у САД ... Професор Хајнрих Ли6ман је друга личност из круга 
мојих хајдел:бершких професора која ме је одушевила. Био је сјајан предавач, 
умео је све у мени да подстакне на рад. Био сам дисциплинован. У раду с про
фесором ЛИбманом схватио сам да се без огромног труда не може напредовати 
чак и уз претпоставку да сте чист геније! По природи сам био вредан али приз
најем да је та немачка радна средина на посебан начин утицала на мене и моје 
склоности. Дефинитивно сам тада схватио да ·ми је у математици ближа гео
метријска страна од алгебарске и да ми је у физици механика ближа од осталих 
делова физике ... у то време одлазим у Париз, у Стразбург: слушао сам пре
давања из историје, из латинског ... ". 

у Хајделбергу је Анђелић од 1922. до 1927. године студирајући матема
тику, физику и астрономију. У прво време је доста пажње обратио астрономији, 
којој је био наклоњен још откад је видео Халејеву комету 1910. год. Школску 
1927/28. годину провео је на Филозофском факултету у Београду, где је 1928. 
године завршио математичку групу наука. 
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Од 1928. године је професор гимназије у Београду. Једну годину (1931 /ј2) 
радио је у 1 мушкој реалној гимназији у Београду, а све остало време до 1945. 
године у П мушкој реалној гимназији у Београду. Испит за професора средње 
школе положио је 1932. године. 

По одлуци Савета Филозофског факултета, Т. П. Анђелић је одржавао 
вежбе из рационалне механике за студенте 1 и II групе Филозофског факултета. 
Ово је радио све до избијања рата 1941. године. Поред »ежбања Анђелић је 
водио Библиотеку МатематИЧI<ОГ семинара и учесnовао у раду педагошког 
семинара за студенте. Анђелић се водио, пошто је радио и у гимназији пуно 
радно време, на Филозофском факултету као "хонорарни асистент без права 
на хонорар". Наиме, број асистената је био ограничен. У ово време, водио је 
и секретарске послове незваничног Клуба машемашичара Уни»ерзитета у Бео
граду. Тако је проф. Анђелић закора'IИО у Беоiраgску машемашичку школу која 
је између два рата имала висок углед у свету науке. "Био сам шегрт код проф. 
Бшшмовића - сећа се Т. Анђелић. Био сам врло пр.исно везан за љега али сам 
доста наY'IИО радећи и уз остале професоре, посебно уз Петровића и Милан
ковића. Михаило Петровић је био колико радан човек толико и друшnен, 
близак са нама млађима. Први свој стручни рад написао сам на његов изрИ'lИТ 
захтев - Математичари и рачун. Читао сам им радове, с в и м а. Правио им 
коректуре. Била је шо среиина која је имЙоновала. Нико ои нас млађих никаи није 
мојао иа осеШи иа ја неко ои ших великих ауuюришеша било чим омаловажава, 
наuроiuuв! Мислим иа је највећа заслуiа уUраво· Михаила Пешровића Ulшо смо 
се шаgа сви осећали као јеина велика йороиица маШемаШичара . .. Незаборавна 
је била ша ашмосфера раиа, уважења". 

На предлог Комисије за обнову рада Универзитета у Београду, Т. Анђе
лић је додељен 31. августа 1945. год. на рад Филозофском факултету као про
фесор средње школе ради одржавања вежбања и припремних курсева. Од тога 
дана се стално налази прво на Филозофском, а после раздвајања 1947. ГОД., 
на Природно-матема'fИ'n{ОМ факултету. 

Фебруара 1946. Т. П. Анђелић полаже докторски испит према решењу 
Савета Филозофског факултета Универзитета у Београду од 30. јануара 1946. 
Пред комисијом: проф. ДР Милутин Миланковић, проф. др Николај Салтиков 
и проф. др Радивој Кашанин, Т. П. Анђелић је одбранио докторску дисертацију 
Диференцијалне једначине кретања нехолономног система у инкомпресибилној 
течности (дисертација је објављена у Београду 1946. године на 51. стр.). Својом 
докторском дисертацијом Т. П. Анђелићје створио услове за даља истраживања 
у механици нехолономних система. Године 1948. изабран је за доцента при 
Катедри за механику и астрономију, а од 1. јула 1951. је ванредни професор 
за предмет механика. Од 1. маја 1957. је редовни професор Природно-мате
матичког факултета у Београду. 

Године 1952. механика се издвојила из математичке групе Природно
-математичког факултета у Београду, захваљујући ентузијазму професора др 
Антона Билимовића и професора др Татомира П. Анђелића, у засебну Катедру 
механике и астрономије, која је обухватала студијске групе механике и астро
номије. По одласку професора Билимовића у пензију, новембра 1954. године, 
шеф Катедре механике и астрономије постаје професор Анђелић. Када се 
Катедра механике и астрономије, 1962. године, раздвојила на Катедру механике 
и Катедру астрономије, професор Анђелић постаје шеф Катедре механике, 
што је био до 1971. године, када је та катедра, у оквиру реорганизације Природ-
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но-математичког факултета, постала Институт за механику Природно-мате ма
тичког факултета у Београду. Од тада је управник тог института све до 1974. 
године када је прешао као стални члан у Математички институт, где је остао 
до пензије 1978. године. 

Анђелићево кретање у науци пратила је организација HaY'lHOr живота 
код нас. Анђелићева ангажованост у многим делатностима Универзитета, 
Академије и наy'lНИМ друштвима је посебна карактеристика ЖИ]Јота овог изу
зетно вредног научног радника. После другог рата ваљало је обновити и запо
чети науку, стварати кадрове, установе, научна друштва. .. А ту је проф. 
Анђелић био неуморан. Био је секретар факултетског савета, продекан у два 
маха, члан и руководилац рада Комисије за наставу и председник Комисије 
за уџбенике Београдског уюшерзитета. Био је четири године декан Природно
-математичког факултета у Београду (1958-1962). 

Редовно је држао више разних течајева на другом и трећем степену, 
од којих неколико први пут на Београдском универзитету, као што су курсеви 
тензорског рачуна и астродинамике. Т. П. Анђелић је као наставник предавао: 
Шеорuју веКiiioра, механику нeиpeки!JНUX cpeyuнa. iрафuчке и нумеричке мешоgе, 
елеме1liiiарну iеомешрију, Шензорски рачун, маШрuцe, раupoналну и анaлuiiiичку 
механику, меiiioуuку Шlciйa8е механике, aCilipoguнaмuкy и uCiliopujy механике. 
Држао је предавања из матрица и тензора на постДИпломским студијама на 
Грађевинском факултету у Сарајеву и из астродинамике на Природно-ма
темаТИЧЈ(ОМ факултету у Новом Саду. на Природно-математичком факул
тету у Београду је радио до 1. маја 1974. као стални а затим по уговору о делу. 

Т. П. Анђелић написао је око десет универзитетских уџ6еника, превео је 
уџбеник диференцијалне геометрије Л. П. Ајзенхарта. Његови уџ6еници су 
објављивани у више издања а за уџбеник теорије вектора добио је ymmерзи
тетску награду. 

У свом раду на универзитету посветио је пуну пажњу подизаљу научног 
подмлатка и помагао младим научним радницима да се развију. Руководио 
је израдом више магистарских и докторских дисертација. 

Од оснивања Математичког института Српске академије наука 1946. 
године је његов сарадник. Једно време 1962. године био је и вршилац дужности 
управника. Године 1969. је од Савета Математичког института СРС изабран 
једногласно за директора, на којој се дужности налазио до 1978. године када 
одлази у пензију. 

За дописног члана Српске академије наука изабран је 1959. године, а 
1974. За редовног члана исте Академије. Осим редовног учешћа на скуповима 
Одељења природно-математичких наука, бројних и благовремено писаних 
реферата о поднетим радовима, академик Анђелић је у више наврата био 
ангажован од стране Председништва И Одељења Академије на разним посло
вима. Таква су љегова учешћа на симпозијумима у ч:аст Руђера Бошковића 
у Дубровн.и.ку 1958. године и нарочито 1961. године. У оба случаја Анђелић је 
активно учествовао у раду симпозиума и својим саопштељима дао озбиљан 
допринос тумачељу Бошковићевих концеrщија механике и утврђиваљу љеговог 
значаја за науку. Осим тога он је и председавао састанцима на којима су узели 
учешћа реномирани страни научници. Т. Анђелић је био и редактор појединих 
издања Српске академије наука. 

Године 1961. Одељеље Природно-математпчких наука га је послало као 
свог -представника на позив Румунске академије наука на Колоквијум за ме-
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ханику флуида у Брашов. Анђелић је учествовао на том Ј(олоквијуму са својим 
саоnштењем и представљао Академцју у свим фазама рада. Том приликом је 
остварио корисне личне контакте са румунским колегама па је 1965. поново 
позиван као гост Румунске ака..цемије наука. На позив Румунске академије 
наука учествовао је јула 1966. у раду на обновц Међубалканске уније мате
матичара. 

Познат је Анђелићев допринос у организацији Српске академије наука и 
уметности. Тако је биран у Савет Архива Академије (у KOM~ се и сад налази), у 
Савет изд. предузећа"Научно дело",у Савет Математичког института и најзад 
за редактора и члана реnyбличке редакције BuIletin scientifique секција А. Од 
његових научнихрадова 14 је објављено у Академијиним публикацијама 
(Глас, Риbl. de l'Institut таЉ., Зборник радова Мат. института - у време кад 
је Математички институт припадао Академији ~ и најзад у заједничким еди-
цијама наше Академије и академија у Загребу и Љубљани). . 

На предлог Академије увршћен је као члан у делегацију Савезног савета 
за координацију научне делатности за преговоре са делегацијом Демократске 
Републике Немачке. 

Децембра 1969. представљао је Српску академију наука и уметности 
на прослави Баварске академије наука у Минхену. 

Члан је Редакnионог одбора за издавање часописа РиЫ. del'Ihst. таЉ. 

Био је члан жирцја за додељивање Октобарске награде. 

Професор Анђелић је дописни члан Југославенске академије знаности 
и умјетности од 1975. и Међународне астронаутичке академије у Паризу од 
1967; стални је члан Међународног комитета за историјску метрологију у 
Базелу (Basel), почасни је члан Грчког астронаутИЧЈСОГ друштва, члан је у 
разним научним и стручним друштвима математике, механике и астронау

тике у иностранству (пет) и у земљи (шест). У датом тренутку је председник 
Савеза астронаутич:ких и ракетних организација Југославцје· и Друштва за 
историју и филозофију математичких и природних наука Србије. . 

Академик Анђелић је по позиву гостовао и држао предавања на Техничкој 
великој школи у Darmstadt-y 1955, на техничким великим школама у Karlsrџhe-y 
и Мйпсћеп-у 1960, и на техничком универзитету у Берлину (Charlottenburg) 
1967. године, и у Аустрцјском математичком друштву у Бечу 1958. године. 
Године 1962. био је на десетодцевном гостовању по позиву Бугарске академије 
на,ука у Софијц, где је био свечано пр.iiмљен, и у Математичком институту 
Бугарске академије наука и на Универзитету у Софији. Као гост Румунске 
академије наука учествовоа је на Колоквијуму из механике флуида 1961. го
дине у Брашову. Године 1965. је ка,о делегат Друштва мат. и физ. боравио 
у Румунцји ради обнављања рада Међубалканске уније математичара и том 
приликом дРжао предавања у летњој школи за румунске наставнике матема
тике у средњим школама у Предеалу. 

Члан је више иностраних научних друштава (American Mathematical 
Society, British Interplanetary Society, English Mathematical Association, Gesel
Ischaft fiir angewandte Mathematik und Mechanik (GAMM), Osterreichische 
mathematische GeseIIschaft, Societe math. de France). Био је више година редовни 
коресподент листа "Osterreichische mathematische Naobrichten" који издаје 
Аустрцјско математичко друштво у Бечу. 
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Већ дуго година је рецензент у реферативним часоnисима Mathematica1 
Reviews, Реферативни журнал за механику Совјетске академије наука и Zen
tralblatt ftir Mathematik. При TOћile, треба ипак истаћи, да је на листу Доставље
ном сараДНИI[Има "МаЉ. Revie s"-a, пре некол:ико година, :као узор писања 
рецензија одштампана једна ре ензија академика Анђелића. 

Као члан и од 1959. год. председник Југословенског астронаутич:ког Ј1 
ракетног друштва учествовао је ао представник Југославије на свим састанцима 
Интернационалне астронаутичк федераuије од 1959. год. а 1967. и 1978. годИне 
биран је за потпредседника о е међународне организације за двогодишњи 
период. 

Врло је активан ч:лан GAM!M-a од 1955. године у коме је посебно ПРИЗllање 
_ добио на конгресу у ШтутгаР"t за успостављање првих веза између ва.ших 
научника и научника Немачке, I као и научника Немачке и оних из Бугарске 
и Пољске. I 

Анђелић је учествовао и н конгресима Немачког друштва математич:ара 
и Италијанског друштва мате атичара, на међународним конгресима мате
матичара у Амстердаму и Мос ви и на конгресима за теоријску и примењену 
механику у Бриселу и Минхе у. 

Најзад, у групи од 12 позн тих научника као што су Е. К. Schmidt, Р. Sauer 
итд. Анђелић је ангажован и н писао је одељак о тензорском рачуну и приме
нама у великом збирном делу athematische Нilrsmittel des Ingenieurs у 4 тома, 
које је издао чувени издавач ма ематичке литературе Springer Verlag у Берлину. 

Као представник Југосло енског друштва "Никола Тесла" био је 1965. 
десет дана гост Совјетске орга зације "Знание" и боравио у Москви, Лењин
граду и Кијеву. При томе је од жао једно предаваље на Универзитету у Москви. 

Као гост Управе за Кос а истраживаља (НАСА) провео је месец дана 
1967. у САД и посетио све ва ије центре КОСМИ'fi(их истраживања. 

Учествовао је са саоnшт њем на Конгресу 1969. у Бечу који су органи
зовале Уједињене нације по тању мирнодопског коришћења космоса. 

Године 1970. у летњем се естру Међународног центра за студије механике 
одржао је курс А survey of Те or calculus на енглеском језику у граду Удине 
(Италија). Овај курс је исте одине и nyблmcован. 

Као математичар, проф сор Анђелић се определио теоријској механици 
сматрајући је делом мате ма е. "Професор Б~овић је пресудно утицао 
у фази мога развоја на моју научну оријентацију - говори Т. п. Анђелић. 
Ако сам нешто научно у тео ијској механици онда то могу да захвалим само 
Антону БИЈ1имовићу. Он је а мене утиuао и друкчије: показао ми је занат 
научног радника: Како се чит ју коректуре, како се саставља ју рукописи, како 
се тражи тема за рад у литер тури, како се цртају слике, тако рећи с в е осим 
писања на страним језицима; о сам једино знао боље од њега! Са Билимовићем 
сам почео да се учим и писа у уџбеника, прво средњошколских, потом уни
верзитетских. ПИсао сам, ка по неком правилу, п р в е уџбенике код нас -
из теорије вектора, матричко и тензорског рач:уна итд. То је велmcи труд, то 
је више хиљада штампаних траница, али и велика обавеза професора-педа
гога." 

I 

Објашњавајући значај $атематике, Т. П. Анђелић мисли: .. Ми примамо 
утиске преко спољних чула. о су груби пријеми које после интелектуално пре
рађујемо и групишемо у пој ове. Математика је наука која нас оспособљава 

I 
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да од појмова и још више изведених облика мишљења вршимо комбинације, 
уопштења и даље апстракције. На тај се начин ј е Д и н о може доћи до cxвa~ 
тања извесних природних појава, на пример у микросвету, за које нам недо
стају '!улне представе и чулни модели. . . На пример, електрону се приписују 
особине честице, таласа, па се мисли да има и једну особину чврстог тела. 
Он то очигледно све не може бити и он може бити представљен једино једним 
математичким изразом, јер је математика оператор који је творевина нашег 
ума и само тако електрон може бити искоришћен и у потпуности схваћен." 

у популаризацији науке и технике проф. Анђелић учинио је много. Поред 
многобројних предавања (преко стотину) на раДНичким и народним универзи
тетима, по омладинским домовима и домовима Армије, културним трибинама, 
на радију и телевизији, онје објавио велики број разних дужих и краћих дописа 
у дневној щтампи и познатим публикацијама: Борби, Политици, Нину, 
Техничким новинама, Аеросвету, часопису "Тесла" (док је излазио). Осим тога 
објавио је посебно Међупланетне путање и Човек у међynланетном простору. 

Активан је члан Југословенског друштва за механику од њего}Юг оснивања 
и био је једно време члан управе. Учествовао је на свим :конгресима овог друштва 
са саопштењима. 

Активан је члан Друштва математичара и физичара Србије, где је држао 
предавања на семинарима организованим за наставнике средње ШICоле. 

Члан је Друштва астронома "Руђер Бошковић". 

За рад на ши:рењу научних знања и технике Анђелић је добио златне пла
кете са дипломом и то: од Народне технике Југославије златну плакету "Борис 
Кидрич" и од Друштва "Никола Тесла" златну nлaкету "Никола Тесла". 
Осим тога добио је диплому заслужног члана Народне технике Југославије 
као и диплому и плакету Коларчевог народног универзитета у Београду. 

Као заслужни радник на ширењу науке и технике био је члан жирија за 
додељивање Вукове награде. 

Био је председник Комисије за космичка истраживања при Савезном 
савету за координацију научне делатности и члан Комисије за научне скупове 
и пуБЛИI<ације Савезног значаја при Савезном савету за координацију научне 
делатности. 

У датом тренутку професор Анђелић је у стручним и научним друштвима 
и органима друштвеног управљања: доживотни почасни председник Југосло
венског астронаутичког и ракетног друштва; Члан управе Југословенског 

друштва "Никола Тесла" (друштва за Србију); Члан (почасни) Председништва 
већа Народне технике Југославије; Члан Већа Матема:rичко-механичког 
одсека Природно-математичког факултета у Београду' 

Поводом састанка балжанских математичара у Букурешту јула 1965. 
добио је спомен-плакету Универзитета у Букурешту. Приликом посете Москви, 
новембра 1965. добио је спомен-плакету Ломоносова МОСКОВСКОГ государстве
ног универзитета. 

Приликом одржавања ХУНЈ Конгреса Међународне астронаутичке фе
дерације у Београду који је организован његовом заслугом, добио је од пред
ставника Совјетске комисије за космичка истраживања, као први инострани 
представник, спомен-плакету К Е. Циолковског И спомен-плакету Јурија 
Гагарина од Комисије за космичка истраживања Совјетске академије наука. 

2 ЗборнИIr радова 4 (12) 
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ПОВОДОМ прославе Николе Коперника као председник Одбора· за прославу 
у Србији добио је медаљу Коперника. 

Добио је више одликовања и почасти: Орден рада са uрвеном заставом 
1965, Орден заслуга за народ са златном звездом 1971, Седмојулска HarpaAa 
СРС за животно дело 1975. и Орден Републике са златним венцем 1978. године. 

На пленарном састанку бироа ~eђYHapOДHe астронаутичке федерације 
изабран је једногласно за потпредседника ове Федераuије 29. септембра 1967. 

Био је члан почасног одбора на VП међународној конференцији о појавама 
у јонизованим гасовима као и на симпозијуму Земља-Сунце 1966. године. 

Године 1970. је био члан поч:асног одбора за ~еђународни Симnозиум 
"Automatic Control in Space" у Дубровнику, и члан организационог одбора 
за Међународни KOHrpec за теорију машина и механизама у Купарима. 

Поч:асни је члан Хеленског астронаути:ч:ког друштва од 1966. године. 
Научни резултати профеСОЈ:а Анђелића припадају динамици нехолоном

них система у флуидУ. Објавио је око 50 научних радова из рационалне механике, 
риманске геометрије, тензорског рачуна, теорије матрица, историје науке 
и филозофије природних наука на српскохрватском, немач:ком, француском, 

енглеском и руском језику у нашим и страним ч:асописима. Објавио је и око 
60 разних струч:них [адова, популарно-научних списа и уџбеника за универзи
тет и средње школе. 

Посебно треба указати на интересовања професора Анђелића за фило
зофију (о детерминизму) и историју математике и механике. Писао је о Тесли, 
Руђеру БОII1Ковићу, Галилеју, Ајнштајну, ~иланковићу, Копернику,. а проуч:а
вао је и нашу прошлост у механич:ким наукама. Развој механичких наука у 
Српској академији наука објавио је 1974. г. а недавно, у издању Академије 
наука СССР изашла је обимна Анђелићева студија о развитку механич:ких 
наука код Срба. 

Разноврсност тема у Анђелићевим радовима и ширина интересовања је 
карактеристика која се намеће сама по себи. 

Нашем СЛа8љеIШКУ, iiошiiiованом iiрофесору ор ТаШомuру П. Анljе.шћу 
желимо још оујо јооина крейко зgравље. Да пас, млађе, још оујо охрабрује 
у раиу u паучнuм жељама, а својим повим сiiiваралачкuм раоом иа ШlC йоо
сшакне оа uоемо оаље. Хвала му за све шiiiо је учu1lUO и ЧUIШ за пас. 
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TATOMIR Р. ANDELIC - LIFE AND WORК 

.Summary 

In this article we review the щоst interesting and influential facts in the 
Ые and scientific work of Professor Dr Таtощir Р. Andelic. 
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PRILOG IZUCAVANJU STRUJANJA ELEKTROPROVODNIH RAZREDENIH 
GASOVA 

Radomir Askovi6 

1. Uvod 

Izueavanje strujanja razredenih elektroprovodnih gasova u magnetnom polju 
јта veliki znaeaj u aeroinzenjerstvu velikih brzina, kao i u astronautici i dinamici 
рlаzше. 

U teorijskom izueavanju strujanja razredenih gasova p01azi se od Navije
-Stoks-ovih jednaCina, sa granicnim us10vima za brzinu k1izanja па zidu obstrujava
nog tela i skok temperature па povrsini razdvajanja gas - telo. 

Dokazano је, medutim, da se strujanje razredenog gasa moze tretirati, takode, 
i pomocu jednacina granicnog sloja za nestis1jiv fluid ([1], &tr. 594), uvodeci us10v 
klizanja, ukoliko su ispunjene jos sledece predpostavke: а) Маћоу broj. strujanja 
таН, Ь) Rejno1dsov broj strujanja dovoljno veliki (sto је obezbedeno таlощ kine
matskom viskoznoscu gasa) i с) temperature tela i okolnog gasa se uzajamno malo 
razlikuju. . 

Pokazano је jos i da se rezim strujanja за klizanjem па zidu javlja pri takvim 
umereno velikim Rejno1dsovim brojevima ([2], dijagram 12.1, str. 679), pri kojima 
је prakticno uvek 1атјпатј rezim strujanja. 

2. Оsnоvnе jednacine i metoda resavauja 

Osnovne јеdnaсјпе tridimenzionog strujanja razredenih e1ektroprovodnih 
gasova - uza sve predhodno navedene okolnosti, jos i uz prisustvo magnetnog 
роlја, gde је magnetni Rejnoldsov broj mali, elektriCno роlје odsustvuje, efekti 
polarizacije jonizovanog gasa se zanemaruju, oslanjajuci se па Prandtlove predpo
stavke о granicnom sloju i »princip veceg znacaja poduznog od transverzalnog 
pravca« [3] - u Hejsovim koordinatama [4], glase 

д U д U д U д иг д иг д2 и (ј В2 
-+и -+v--=-+ue-+v-+-(ue-u), (1) 
д t д s д п д t д s д n2 р 

д(е2 и) + д(е2 v) =0, 
дs дп (2) 

д w д w д w 1 д е1 2 1 д е1 2 а В2 д2 W 
--+U-+V----U = ---иг --w+v-, (3) 
дt дs дп е1 дZ1 е1 дz р дn2 
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sa graniCnim uslovima 

и=ие (8, z, 1), у=о, W=O za n=О, pri 1=0, 

ди 
и=л-, 

дп 

дw О' у=О, w=л-, za n= , рп t>O, 
дп 

U--+Ue (8, Z, t), W-+-O, :za п-+- оо, pri 1>0, 

gde је л srednja slobodna molekulska putanja. 

(4) 

(5) 

(6) 

Ovde su koordinate (8, z, п) redom: strujnice spoljasnjeg potencijalnog stru
јаnја, ekvipotencijalne linije i spoljasnje normale na povrsini posmatrane konture. 
Lokalno rastojanje dveju susednih ekvipotencijalnih linija predstavlja ђ (8, z), 
а е2 (8, z) - odgovarajuCe rastojanje strujnica potencijalnog strujanja, dok је ез= 1. 
То su, dakle, metricki koeficijenti izabranog sistema koordinata. Da1je su: ие -

spoljasnja potencijalna brzina, (ј - elektroprovodnost fluida, В - јасјna magnetne 
indukcije, у - kinematska viskoznost i t - vreme. 

Radi tretiranja sistema jednacina (1), (2), (3), primenicemo metodu uzastopnih 
priblizenja. Predstavimo komponente brzine strujanja u granicnom sloju ротооо 
redova 

gde је и/=О (е!), е је ma1i broj. 

оо 

у= 2: ур 
1=0 

оо 

W= L wp 
/=0 

(7) 

Zamenjujuci redove (7) u jednacine (1), (2), (3), доЫјато sledeci rekurzivni 
sistem diferencijalnih jednacina za: pojedine aproksimacije 

(8.1) 

д (е2 ио) + д (е2 УЈ = О, 
дz· дп 

(8.2) 

(8.3) . 

ди1 -у д2и1 + Nu =и дие -и дио -у дио 
д 1 д n2 1 е д 8 О д 8 о дп' 

(9.1) 

(9.2) 

дW1 д2 W1 дwо дwо 1 де1 2 
--v--+Nw = -џ--у -+-- и и1 • 
д t д n2 1 о д 8 о дп е1 д z о 

(9.3) 
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KombinujuCi (7), (5) i (6) dobijamo i odgovarajuce granicne uslove 

Uј=Л ди; (;=0,1,2, ... ) za n=О, 
дп 

vj=O (ј=О, 1,2, ... ) za n=О, 

W;=Л дw; (;=0, 1,2, ... ) za n=О, 
дп . 

(10.1) 

(10.2) 

(10.3) 

uo-ue(s, z, t), иј-О, (;= 1,2, .. .), za п-оо (10.4) 

w;_O (ј = О, 1, 2, ... ) za n_ оо. (10.5) 

Realno је ocekivati da се metoda uzastopnih priblizenja, zakljucno sa prva dva 
priblizenja, uspesno kvalitativno opisati nestacionarni granicni sloj, imajuci u vidu 
postojeea iskustva ([5], [6], [7]). 

3. Proracun sПuјanја oko teIa pri njegovom osciIatornom kretauju u razredenom 
. elektroprovodnom gasu 

Prilog па temu »Сenотenа spoljaSnjeg indukovanog strujanja« 

Proracun strujanja oko tela pri njegovom harmoniski-oscilatornom kretanju, 
sa frekvencijom 6), pomocu jednacina dobijenih predlozenom metodom u §2, moze 
biti oIaksan ako se umesto ие= V

" 
(s, z) cos 6) t, uvede izraz и.= V

" 
(8, z) е;·", sa 

konvencijom da samo realni delovi svih kompleksnih izraza, proizaslih iz ra
cuna, imaju odredena fizicka znaeenja. 

Posle unosenja izraza za spoljasnju brzinu иг u jednacinu (8.1) i uvodenja 
nove promenljive 

traZeCi resenje u vidu 
ио = Уе (s, z) e;O>t 10' ('Уј), 

parcijalna diferencijalna јеdnaсјпа (8.1) se svodi па obicnu diferencijalnu 

I~' -(;+Y)/~= -(;+у), 

sa granicnim uslovima, proizaslim iz (10.1) i (10.4) 

gde su 
10(0)=0, I~(O)=L/~(O), 1~(00)_1, 

аВ2 
N=-, 

р 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

Resenje jednacina (12), koje zadovoljava granicne uslove (13), lako se nalazi 

I~ ('Уј) = 1 _ ао - i а1 e-(а+Њ)", (15) 
az 
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gde su 

(16) 

Tako је sada prvo priblizenje poduZne komponente brzine strujanja, s obzirom 
na usvojenu konvenciju 

odnosno 

ио = Ve (s, z) {cos 6) t - ~ е-а 11 [ао (cos 6) t cos Ь 1) + sin 6) t sin 1) + 
а2 

+а1 (sin 6) t cos b1)-сОS 6) t $inb 1)))}. (17) 

Zamenjujuci izraz (17) u jednacinu (8.3), posle sredivanja desne strane jedna-
Cine, dobijamo 

дwо_vд2WО+NW =~дel V2[~(fr'71-1)+~(f~2-1)e21"'t] (18) 
д t д n2 о е1 д z е 2 о Јо 2 ' 

gde crta odozgo оznаеауа odgovarajucu konjugovano-kompleksnu vrednost fun
kcije. 

S obzirom па strukturu linearne parcijalne jednacille (18), pokazal0 se da је 
potrebno traziti njeno resenje u obliku 

da Ы se dobilo za funkcije ~Ol (1) i ~02 (1) 

, 1 '2 
~l - (2 i+ у) ~1 = - (1-f о), 

2 

уп ,... 1 1" f/) 
~02-Y'o()2=2(I-JO о' 

sa gram.cnim uslovima, proisteklim iz (10.3) i (10.5) 

~1 (О) = L ~1 (О), ~1 (00)--+0, 

~2 (О) = L ~ (О), ~02 ( <х) )-+0. 

Koristeci potom jednacinu kontinuiteta (8.2) odredujemo Vo 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 
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а unoseci оуи vrednost (23) и jednacinu (9.1), dobijamo posle sredivanja 

--v--+NuЈ=V - -(1-Јо +Jofo)e211"t+ ---fr fr + д иЈ д2 иЈ д Уе { 1 '2'''. [ 1 1 ,'-, 
дt дn2 е дs 2 2 2 о о 

+~(fol~ +1oJ~)]I)+ lдде2 V;[~foJ~e2i"'t+J....(JoJ~ +1оЈ;)]. 4 Ј е2 s 2 4 

PredpostavljajuCi resenje jednacine (24) и obliku 

dobicemo sistem оЫспЉ diferencijalnih jednaCina 

• I ,,, , 1 '2" 
2 if Ја - Ј Ја + уЈ 1а = - (1 -Ј о + /0 Јо), 

2 

I ", , 1 11 

2j/Jc-јЈс +yj1c=-foЈо, 
2 

s odgovarajucim grani~nim uslovima 

(24) 

(25) 

(24.1) 

(24.2) 

(24.3) 

(24.4) 

U radu su kompletno odredena analiticka resenja svih diferencijalnih jednacina 
(20), (21), (24.1), (24.2), (24.3), (24.4), koja zadovoljavaju granicne uslove (22) 
i (26), а izdvojeni su i realni delovi kompleksnih funkcija (19), (23) i (25), koji definisu 
fizicke vrednosti odgovarajucih priblizenja brzina, anlogno postupku za ио simboli
спо predstavljenom ротоси (17), ali zbog izиzetne gIomaznosti tih izraza ovde ih 
пееето navoditi. 

3. Zakljucak 

Pre роlа veka (1932) је SIihting [6] pokazao da и ravanskom sIucaju beskrajnog 
ciIindricnog tela koje harmonski o&ciluje и neprovodnom fluidu, па granici granicnog 
sIoja postoji jedno stacionarno poduzno strujanje koje пе zavisi od viskoznosti 
fluida. . 
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Sedamdesetih godina је isti fenomen identifikovan, i teoriski i eksperimentalno 
([8], [9]), u tridimenzionom prostomom slucaju; naime, ustanovljeno је da па do
voljnom rastojanju od nekog zatvorenog tela (eksperiment izvrsen sa spljostenim 
elipsoidom odnosa poluosa 1 : 3 : 6), koje harmonski osciluje u шiтот Лuidu, 
kao posledica intercijalnih (а пе viskoznih) efekata, postoji stacionarno strujanje, 
i to s оЬе komponente: i poduznom, i transverzalnom [8] 

(и ) = _ ~ V д Уе __ 1 ~ д е2 у2 
1 n-t"co е е , 

4(Џ да 2(Џ е2 да 
(27) 

(28) 

Nekoliko godina kasnije (1973.) pokazano је [10], medutim, da u slucaju 
obrtnog osnosimetricnog tela koje harmonski osciluje u elektroprovodnom f/uidu, 
u prisustvu magnetnog роlја, ovo spoljasnje indukovano stacionarno strujanje 
iscezava. 

1 najzad, u ovom radu је ЬНа namera da se prati ovaj fenomen u slucaju elek
troprovodnog razredenog gasa, uz uslov klizanja па zidu tela. Posto su nadena 
analitiCka resenja svihjednacina, Ыlо је moguce utvrditi sledece interesantne rezultate 

1) Najpre, u opstem slucaju harmoniskog oscilovanja Ыl0 kog tela u elektro
provodnom razredenom gasu u prisustvu magnetnog polja (L:;i:O, B:;i:O), pomocu 
Iimesa izraza (19) i (25) dokazujemo da ароЈјаSnје indukovano stacionarno strujanje 
tada n~ postoji: 

lim(wo) =0, 
n-->-оо 

2) Medutim, и dva specijalna slucaja, koji proisticu iz ovde nadenih opstih 
resenja, ароЈјаЈnје indиkovano stacionarno strujanje postoji, i to: 

а) u slucaju neprovodnog razredenog gasa (В=О, L:;;fO), izraz (25) potvrduje 
postojanje spoljasnjeg stacionarnog strujanja: 

'} 3 L(Z+1 
{!lb;:~=-4U+LV2 +1' 

, 1 LVT+l 
{!ы}в::: = -2 L2 +L V 2 + 1 ' 

Ь) u slueaju oblcnog neprovodnog gasa (В=О, L=O), spoljasnje indukovano 
stacionarno strujanje postoji i u limesu se izrazi (19) i (25) svode па (27) i (28). 

Копаспо, ti izrazi (27) i (28) u posebnom slucaju - dvodimenzionom, ra
vanskom - identicno potvrduju poznato resenje Slihtinga. 



Prilog izucavanju strujanja elektroprovodnih razredenih gaзоуа 25 

Literatura 

(1) R а h m а t u Ji п Н. А., S а g о m о п у а п А. У., В u п о v i с h А. 1., and 
Z v е r е v 1. N., Cas Dynamics, Moskva 1965. 

[2] Абрамович Г. Н., ПрIlКЛ. гuз. динамика, Москва 1969. 
[3] Е i с h е 1 Ь r е п п е r Е. А., La cOllche limit laminaire d trois dimensions, PST du 

Ministere de Гаiг, NT 85, Paris 1959. 
(4) Hayes W. D., Тће three-dimensional boundary lауег, NAVORD Rep. 1313, Was

hington 1951. 
, [5] D u k i с S. D., Оп Unsteady Magnetic Low-Spee Slip Flow јn (ће BOllndal'y Layer, 

Acta Mechanika 18, 35-48 (1973). 
(6) Schlchting Н., Bouпtlaгy Layer Тheoгy, 6th ed., МсGгаw-НШ, 1968. 
(7) А s k о v i с R., О кгаnјсnјm иslovilna ргј trodimenzionom magnetohidrodinamickom 

strujanju razredenih gasova, TEHNIКA, 1975, br. 5. 
[8] А s k о v i с R., Etude de lа соисће limite periodique tridimensionneJle sur un corps 

еn mouvement harmonique, Zbornik radova preminulom akademiku Jakovu М. H1itcifevu, Вео
grad 1970. 

(9) Е i с h е 1 Ь r е п п е r Е. А. et А s k о v i с R., Observations sur lе decollement 
instationnaire еn гекјme lаmјnaјге, Zbornik radova Х Jug. kongresa za rac. i prim. mehaniku, 
Basko РоЈје 1970. 

[10] С а п t r а k S. et А s k о v i с R., Sur иn рћеnomеnе de /а соисће limite lnagne
tohydrodynamique d'un есои ement de revolution еn гекјmе поп stationnaire, Ви1Ј. Math. de Ја 
R. S. de Roumanie, Тоте 17 (65), No 1, Bucarest 1974. 

СОNТRIВUПОN А L'EТUDE DES ECOULEMENТS D'UN FLUIDE-CON
DUCТEUR AVEC LES >>СОNDПIОNS DE GLISSEМENT« PARIETALES 

Resume 

Оп profite dans се travaille fait Ыеп-соnnи que l'ecou1ement d'un gaz rarefie 
peut etre etudie а l'aide des equations de Ia соисЬе limite d'un fluide incompressible, 
еп у ajoutant des »conditions de gIissement« parietales, si: а) vites~e de l'ecoulement 
est relativement petite, Ь) потЬге de Reynolds est assez grand, et с) difference entre 
lа temperature de l'ob.)tacle et сеНе du gaz reste a~sez petite. D'autre part, оп sait 
aussi que l'ecoulement d'un gaz avec le g1issement а la paroi arrive pour les nombres 
de Reynolds si moderes. que lе regime de cet ecoulement reste toujours pratiquement 
laminaire. Вјеп sur, lе nombre de Кnudsen К пе sort pas de I'intervale (0.01 <К <0.1) 
ои оп peut uti1iser les equations de dynamique des gaz mais avec Ies »conditions de 
g1issement« а lа paroi. 

Еп acceptant encore que lе nombre de Reynolds magnetique est petit et que 
les effets de polarisation du gaz ionise sont negligeables, оп traite јсј Ies equations 
de lа соисЬе limite laminaire tridimensionneIle avec la validite du »principe de 
prevalence«, еп systeme de coordonnees de Hayes, dans le cas d'un corps еп oscil
lations barmoniques le long d'une trajectoire rectiligne. on ехаmјпе еп detail lе 
рЫпотепе de l'existance d'un ecoulement stationnaire induit а lа frontiere de lа 
соисЬе Iimite instationnaire periodique d'un gaz rarefie. 

Prof. Dr Radomir Askovic 
Masinski faku1tet 
11 000 Вeograd 
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УСПОМЕНА 

Академик др Мирко д. Сiiioјаковић начинио је овај цртеж-портрет ака

демика др Ташомuра П. Анђелuћа 1974. године за време једне седнице Оде

љења природно-математичких наука Српске академије наука и уметности. 

-Иначе, др М. Стојаковић био је уч:еник професора Анђелића у Другој 

.~ 
./ / 

1 

мушкој гимназији у Београду. Обојица су били директори Математичког 

института у Београду, а сада су у истом одељењу Српске академије на

ука и уметности као редовни чланови. 

Д. Т. 
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PRILOG НAМILTONOVOM PRINCIPU 
КАО ZADAnU OPТIМALNOGUPRA VLJANJA 

Aleksandar Baksa 

Razrnatranje Hamiltonovog principa kao zadatka optimalnog upravUanja nije 
поуа tema. Sustina оуов zadatka se pojavljuje u monografiji [6] kao primena principa 
maksimuma u resavanju klasicnog varijacionog problema. Od radova novijeg da
tuma, koji se Ьауе razmatranjem Hamiltonovog principa kao zadatka optimizacije, 
mozemo navesti [3Ј i [4Ј od kojih se prvi odnosi na holonomne а drugi па neholo
nomne sisteme. U ovom radu zelimo izneti jedan aspekt razrnatranja ovog problema 
i uporediti ва sa Оniт iz navedene literature. 

1. Razrnatraeemo mehanicki sistem сјја је konfiguracija odredena Lagran
zovim (Lagrange) koordinatama qi (i=I, ... , п), koji se krece u polju sa potenci
јаlот 

V= V(q; t),* 

(gde t oznacava vreme). Ako kineticku energiju sistema obelezimo sa 

T=T(q, q; t). 
LagranZova funkcija (kineticki potencijal) sistema је 

L(q, q, t)=T(q, q, t)-V(q, t). (1.1) 

Pretpostavimo da kretanje razrnatranog sistema ogranicavaju neholonomne veze 

Сј)џ(q, q, 1)=0, «(1.=1, ... , k). (1.2) 

za ovakav mehanicki sistem tvrdenje Hamiltonovog (Hamilton) principa 
moze se izraziti jednakoscu [5] 

11 

!8Ldt=0, (1.3) 
10 

*) F(x, у; t) =F(xH •• , х", yl • ... , у"; t) 

27 
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pri сети virtualna pomeranja ~qi pripadaju k1asi neprekidno diferencijabiJnih funk
сјја koje zadovoJjavaju uslove 

( 1.4) 

gde su to i (1 fiksirani trenuci. 
Diferencijalne jednaCine kretanja mehanickog ~istema se mogu izvesti iz На

miltonovog principa primenom klasicnog varijacionog racuna, sto је dobro poznato 
(videti, npr. [1], [5]). Ovde сето pokusati da te jednacine izvedemo resaval1jem od
govarajuceg zadatka optimalnog upravljanja. 

Zadatak 1. Neka је zadan dinamicki sistem 

(1.5) 

gde su и
ј = иј (t) upravljanja iz skupa neprekidnih funkcija Cije vrednosti nisu ogra

nicene posebnim uslovima (restriktivni skup f.e poklapa sa сеlim n-dimenzionim 
prostorom) i neka su zadani pocetni polozaj (qoi) i сПј (q1i). Odrediti kretanje koje 
premesta sistem (5) iz polozaja (qo') u polozaj (q/) saglasno vezama 

q1iJ. (q, и, () = О, О·6) 
tako da funkcional 

1I 

Ч-(и) = JL(q, и, () dt, (1.7) 
10 

јта najmanju mogucu vrednost. 
Оуај zadatak optimalnog upravljanja, ocigledno, nije ekvivalentan Hamilto-

novom principu. Naime, dok optimalno upravljanje и (t), to~t~Jl i odgovarajuca 

optimalna trajektOl'ija q (t) daju funkcionalu (7) minimalnu vrednost, dotle Наmјl
tonov princip za neholonomne sisteme ne izrazava stacionarnost nikakvog funkcio
nala. Ispitajmo da lјје, pod nekim uslovima, resenje zadatka 1 ekvivalentno tvrdenju 
Hamiltonovog principa. 

U tom сјlји, resimo, najpre, pOf>tavljeni zadatak. PrimenjujuCi LagranZovu 
metodu mnoiilaca, formirajmo funkcional (koristimo Ajnstajnovu (Einstein) kon
venciju о sabiranju ро ponovljenim indeksima) 

11 

СЈl(и)= Ј [7t'oL(q, и, t)+ 7ti(qi_ ui)+ Јl ЛџСРџ.(q, и, t)l dt, (1.8) 

10 

gde su "о, "I i Лt.t proizvoljne funkcije vremena. Ako obelezimo 

~(п, q, и, t)=7t'iui-7t'оL(.;, и, (), 

funkcional (8) se moze napisati u obliku 

11 

Ч-l(и) = Ј [7t'iQi+ џ.~1 Лt.tсрџ(q, и, t)-%(7t', q, и, t)]dt. 

10 

(1.9) 

(1.10) 
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Pretpostavimo da zadatak 1 јта resenje i obelezimo sa U(t) i q (t), tO~t~tl' 
optimalno upravljanje i odgovarajucu optimalnu trajektoriju. Ako је· varirano 
upravljanje 

и' (t) =ti (t) + ~ ui (t), (1.11) 

odgovarajuCa varirana trajektorija se moze napisati u obliku [2Ј 

q' (t) =ql (t) +~qj (t) + о (~ql). (1.12) 

Prva (Lagranzova) varijacija funkcionala (10), s obzirom па (11) i (12), је 

' .. 
~CJ. =J[(-';'I+ i л дtpl-l_д%)~ql+(i Al-lд!Рl-l_д~)~иl]dt (1.13) 

1 1-1=1 1-1 дql дql џ.=1 диl ди' 
10 

pri Cemu smo iskoristili (4). Da Ы funkcional (10) јтао тјпјmиm za и=u potrebno 
је da bude 

(1.14) 

u (13) su 2n varijacija ~ ql, ~ ul ogranicene sa n+k uslova koji proisticu iz (5) i (6), 
tako da је broj nezavisnih varijacija 2n-(n+k) =n-k. Birajuci mnozioce 1':1 i 1..1-1 

tako da koeficijenti uz zavisne varijacije budu jednaki nuli i koristeci se uf>lovom (14), 
dobijamo 

. д % k д tp!.! 
1':'= ---+ ~ 1..,,-, , д 1 ~ ~д 1 q џ.=l q 

д% _ ~ А дtpџ.=о. 
д 1 ~ џ.д 1 
и - џ.=l и 

(1.15) 

Prva od ovih jednacina, zajedno sa jednacinom (5), koja se s obzirom па (9) moze 
napisati u obliku 

(1.16) 

daje, za ;= 1, ... ,п, sistem diferencijalnih jednacina kretanja razmatranog dina
mickog sistema. Druga jednacina predstavlja uslov stacionarnosti funkcije % ро џ. 

Napomenimo da se jednacine (15) i (16) mogu dobiti i па osnovu tvrdenja 
Pontrjaginovog principa maksimuma pri ograniCenim faznim promenljivim ([61, 
teorema 23). 

Eliminacijom promenljivih 1':1 i иј iz jednacina (15) i (16), uzimajuci da је 
1':0= 1, dobijamo 

~ д L _ д L = _ i ~ д !PI-I + i А (д !рџ. _ ~ д tpџ.) 
dt дq' дql џ.=l џ. дql џ.=1 џ. дql dt дql ' 

(I.17) 

сјmе је zadatak 1 resen. 

Ostaje da ispitamo mogu li jednacine (17) predstavljati diferencijalne jednacine 
kretaцja razmatranog mehanickog sistema. Da Ы neko resenje jednacina (17) mog1o 



зо Aleksandar Baksa 

predstavljati konacne jednacine kretanja, potrebno је i dovoljno da zadovoljava 
opstu dinamlku jednaCinu 

(1.18) 

koja predstavlja analiticki izraz Dalamberovog (D' Alembert) principa. Smenjujuci 
(17) u (18), nalazimo 

~ )'1' д~~аqi_ ~ л~(дq>~ _~ д~~)8qi;=О. 
1'= 1 д q' 1'= 1 д q' dt д q 

(1.19) 

Varijacije 8 qi, razume se, nј5и nezavi~ne уес predstavljaju virtualna pomeranja. 
U slucaju kada kretanje sistema ogranicavaju nelineame neholonomne veze, u li
teraturi se mogu naci razlicite definicije virtualnih pomeranja. Ako ш,vојimо Citajev
ljevu definiciju, tj. ako pod virtualnim pomeranjima podrazumevamo ona koja 
zadovoljavaju jednacine 

iz (19) sledi 

д 'Р. I.t '" ql = О (1 k) дqi О ,(.1.=, ... " (1.20) 

(1.21 ) 

sto predstavlja potreban i dovoljan uslov da (17) budu jednacine kretanja sistema 
(detaljnije u [5]). 

Postavimo, sada, pitanje mogu li se pretpostavke u zadatku optimalnog ир
ravljanja modifikovati tako da se, kao njegovo resenje, bezu~.lovno dobiju jednacine 
kretanja sistema. U tom cilju potrazimo optimalnu trajektoriju uporedujuci је sa 
zaobilaznim putevima koji zadovoljavaju uslov »kinematicke ostvarivosti kretanja« 

Ako se iskoristi jednakost (22), (13) se moze napisati u obliku 

odakle, analogno prethodnom, slede jednacine 

" k d (Jq>1.t д% 
7t'= "'" Л - ---'-.::.. 1.t.J . д" 

1'=1 ut ди' q' 

(1.22) 

(1.13') 

(1.15') 

,. ОО, '·11 ~ Н 1· .. ". I 
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odnosno, ро eIiminaciji mnozi1aca 1ti i upravljanja иl i usvajajuci da је 1to = 1, 

Do istih jednacina se moze doci i primenom principa maksimuma Pontrjagina 
uz odredene »modifikacije« kako је pokazano u [7Ј. 

2. Ako se jednacine neholonomnih veza (1.2) mogu napisati u obliku 

qVo=P'(q!, ... , qVo, ql, ... qm. t), (m=n-k, (l=m+ 1, ... , п) (2.1) 

zadatak 1 se moze formuIisati na sIedeCi naCin. 

Zadatak 2. Neka је dat dinamicki sistem 

q"=u", (ех=l; .. ,т), 

qVo=fVo(ql, ... ,qn, и1, ... ,um, t), «(l=m+ 1, ... ,п), (2.2) 

gde su и" dopustena upravljanja iz klase neprekidnih funkcija а restriktivni skup је 
сео m-dimenzioni prostor i neka su zadane tacke (qol) i (q/) konfiguracionog prostora. 
Odrediti diferencijalne jednacine kretanja sistema iz polozaja (qo) u polozaj (qr) 
pri kome se minimizira funkcional 

11 

У= Ј L(q, и, t)dt, , (2.3) 
10 

gde је 

Primetimo da је u оуоm zadatku, za razliku od prethodnog, prostor vektora 
upravljanja dimenzije m=n-k а ogranicenja па fazne promenljive i upravljanja 
predstavljaju deo jednacina dinamickog sistema. Оуај zadatak сето resiti primenom 
Pontrjaginovog principa maksimuma. U tom ci1ju formirajmo funkciju 

~(q, ll, ех, t) = ФоL (q, и, t) + ф,. и" + фџ.Р'(q, и, t) + ФII+1' (2.4) 

Jednacine, konjugovane jednacinama (2), su 

. дL дехџ. 
ф= -ФОдql -фџ. дql' (ј= 1, ... , п). (2.5) 

Iz uslova maksimuma, sledi 

(2.6) 

s obzirom па to da је 

дL дL дL др' дL дL дL дqџ. -=-,-+-,---. -=-+-.---. 
д ql д ql д qIIo д q' д и' д и' д qIJ. д и' 
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jednacine (5) i (6), mogu se dovesti па oblik 

. дL дјџ. 

ф;= -ФОдqј-Лџ.дqt' 

дL дјџ. 
Фо -+Лџ.-+ф,,,=О, 

д u'" ди'" 

gde је uvedena oznaka 
дL 

л",=Фо-' +фџ.. 
дqџ. 

ЕНтјпасјјот promenljivih ф", iz (7) i (8), dobijamo 

~ д L _ д L _ д L (~ д јџ. _ д јџ.) _ д јџ. ~ д L + 
dt д u'" д q'" д qIL dt д и'" д q'" д и'" dt д qIL 

),.'" дј'" Лџ. (d дј'" дјџ.)_ 
+ Фо ди'" + Фо dt ди'" - д q'" - О, 

odnosno, posto se eliminisu ),. u i и"', 

d дL дL дL дL дјџ. Л(.L 
dt дq'" - дq'" - дq(.L y~+ дqџ. д q'" + Фо y~=O, 

gde је 

d дјџ. дјџ. дjIL дјv yl/.= ______ _ 
'" dt дq'" дq'" дqV дq'" . 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11 ) 

Moze ~e pokazati [5] da sujednacine (11) ekvivalentne Voroncevimjednacinama, 
tada i samo tada, ako је 

Л(.L y~ = О, za svako а. 

3. Minimizacija funkcionala (1.7) uz ogranieenja (1.6) ekvivalentna је тјпј
mizaciji funkcionala 

') 
СЈl (и) = Ј [L (q, и, t) + IJ, Л(.L 'P\.I (q, и, t) ] dt. 

10 

Po~matrajmo СЈ1 (и) kao funkciju granicl1ih vredno:;ti t1 i q1 (t) koje сето u da-
lјет tekstu obeleZavati jednostavno sa t i q: . 

1 

СЈl(и, q, t)= Ј [L(q('t'), и (т), т)+ l/.~lЛ(.L'Р(.L(q,('t"), и(т), 't')]d't'. (3.1) 

10 

Pretpostavimo da (1), kao funkcija od и (pri fik&iranim t i q) јта, za ;;=и, 
jedil1i minimum S (q, t), tj. 

S (q, t) = СЈl (q, t, ;;) = тјп СЈl (q, t, и). 
IlERn 
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Ispitajmo promenu funkcije S (q, ') duz trajektorije koja. odgovara ·upravljanju 
и (t) i polazi iz tacke (to, qo). U tom cilju potrazimo njen јтод ро vremenu sastavljen 
u smislu једпасјпа kretanja 

dS(q, t) 

dt 

дS(q, t) дS(q, t) i --=--.:.. + Оо и . 
дt дq' 

S druge strane, diferenciranjem (1), доЫјато 

(3.2) 

dS{q, t) k . 
---:.:=---=-=L(q, (t), u(t), t)+ 2 Лџ.tpџ.(q(t), u(t), t). (3.3) 
~ _1 

Uporedujuci (2) i (3), i uzimajuCi u obzir (1.9), доЫјато 

дS(q, t) (дs(q, t) ) k 
_.:..::..:..-.:-+~ q, , и, t - 2: Лџ.Ч'I-'(q, и, t)=O. 

дt дq 1-'=1 
(3.4) 

Neka је и (t) optimalno upravljanje i q (t) odgovarajuca optimalna trajektorija 
koja u trenutku to polazi iz tacke qo. Pretpostavimo да se iz jednacina (1.6) i (1.15) 
mogu izracunati 

ii = ii (9, ;., ,), ~џ. = ~џ. (q, ;., t). 

Тада se moze konstruisati funkcija 

9G' (q, )., и (q, ;., t), t)= %* (q, ;., t), 

i једпасјпа (4) napisati 11 obIiku 

дS(q, t) о CV*(A дS(q,t) 
д! +џо ~ дq , (3.5) 

Poslednja jednacina predstavlja Hamilton - Jakobijevu parcijalnu diferencijaInu 
jednacinu сјјј se potpun integral (ako postoji) moze iskoristiti za доЫјапје jednacina 
kretanja sistema 

оо д%* 
q'=--, 

д 1С, 

дСЉ* 
1С=---

i д qi . 

Jednacina (5) predstavlja jedan од dovoljnih uslova да upravljanje Ьuде optimaIno. 
Na osnovu toga i prethodnih rezultata moze se izvesti zakljucak да se Hamilton -
Jakobijeva teorija moze primeniti па neholonomne sisteme samo ako (1.3) predstavlja 
uslov stacionarnosti Hamiltonovog dejstva, tj. ako vaze uslovi (1.21). 

Pokazacemo jos kako se funkcija %* moze dovesti u vezu sa Hamiltonovom 
funkcijom 

Н(р, q, t) = [р(;1' -L (q, q, t)1 q= q(q, Р, t)o 

Iz druge jednacine (1.15) moze se izracunati 

k дq>1-' 
1С(=ћ+ L "1-'-, 

1-'=1 дui (ро = !!::...) , , дui 

з ЗборlШl: радова 4 (12) 
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i smenomu ~* dobiti 

%* (q, 1t (q, р, t) = [Pjjyi -L (q, и, 't) + ~ Лџ дtp~ иЈ] , 
",=1 ди u=u (q, Р. t) 

odnosno, ako iskoristimo i jednacine (1.5) 

~* (q, 1t (q, р, t), t) = н (q, р, t) + ~ Лџ д ~џ ti. 
11-=1 дqi 

U slueaju да &и neholonomne veze homogene funkcice generalisanih brzina sa 
stepenom homogenosti m, bice 

ра је 

%* (q, 1t (q, р, t), t) = н (q, р, t). 
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PRIМENA МETODE V АЮЈАСIЈЕ NA IZUCAV ANJE OSNOSIМEТRICNOG 
MНD GRANICNOG SLOJA NA OBRTNIМ TELIМA PRI SТRUJANJU 

FLUIDA PROМENLJIVE РRОVОDNОSП 

Z. Вогјсјс i D. Nikodijevic 

Uvod 

U radu se proueava, sa prakticne tacke gledista, interesantan fizicki model 
stacionarnog osnosimetricnog granicnog sloja nestisljivog provodnog fluida па 
obrtnim telima pod dejstvom upravnog magnetnog polja. Pretpostavlja ве da spolja
зпје elektricno polje пе postoji. ProuCavaju se fluidi kod kojih su relativna dielek
tricna konstanta i magnetna propustljivost bliske jedinici, 8tO је јпасе i иоЫеајепо 
u magnetnoj hidrodinamici. Uzima se da је gustina. naelektrisaцja mala а da se 
elektroprovodnost fluida тецја ро pretpostavci. Rosova [1]. Dalje se pretpostavlja 
da је obrtno telo dovoljno dugacko i da magnetno polje miruje u odnosu па telo. 
Pored toga, zbog izbegavanja relativistickih efekata, smatra se da su karakteristiCne 
brzine u granicnom slojtl mnogo таnjе od brzine svetlosti. 

za resavanje probIema osnosimetricnog magnetnog hirodinamickog (MHD) 
granicnog sIoja па оЬЈ,1niт teIima koristi se varijaciona metoda sa i8Cezavajucim 
parametrom [2] koja је vec primenjena па razlicite modele ravanskog graniCnog 
sIoja [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9], па neke modele osnosimetricnog granicnog sIoja па obrtnim 
teIima [4, 10] i druge probIeme [11]. 

1. Јеdnасinе koje probIem matematicki opisuju 

za analiticko prouCavanje probIema neophodno је imati jednacine koje isti 
matematicki opisuju. Uoceni probIem opisuje se, u Dekartovom pravouglom ko
ordinatnom sistemu, jednacinama 

ди д и 1 dp д2 и а В2 

u-+v-= -- -+v---u, 
дх ду р dx ду2 Р 

д(ги) + д(гv) =0, 
дх ду 

(1.1) 

3* 35 
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i granicninl uslovima 
и=О, у=о, za у=о, 

и-+и(х) za У=Уm ; (ym=h(x), оо), (1.2) 

sa sledeCim oznakama: 
х - poduZna koordinata merena od zaustavne tacke duZ konture profila 

u meridijanskoj ravni 
у - popreena koordinata merena upravno na konturu profi1a u meridijanskoj 

ravni 
u (х, у) - poduZna brzina u granicnom sloju 
v (х, у) - popreena brzina u granicnom sloju 
U (х) - poduZna brzina spoljasnjeg strujanja na granici granicnog sloja 
р - gustina fluida 
р (х) - pritisak 
v - koeficijent kinematicke viskoznosti 
В (х) - magnetna indukcija 
(ј' (х, у) - elektroprovodnost fluida 
r (х) - poluprecnik poprecnog preseka obrtnog tela 
h (х) - debljina graniCnog sloja. 

, Ako se usvoji da se elektroprovodnost fluida menja ро zakohu [1] 

(ј'=(ј'о (1- ~), 
jednacine (1.1) dobijaju oblik 

иди+у ди = _~ ар +v д2и -NU(I-~), 
дх ду р dx ду U 

д(rи) + д(rv) = о, 
дх ду 

(1.3) 

(1.4) 

(ј' В2 

gde је N =_0_ - magnetni broj. Uvodeei dalje u jednacine (1.4) brzinu na 
р 

spoljasnjoj granici graniCnog sloja posredstvom relacije 

dU 1 ар 
и-=---, 

dx р dx 
jednacine se svode па oblik 

u-+v-=U-+v--Nu 1--, ди ди dU д2 и ( и) 
дх ду dx ду2 U 

д (ru) + д (rv) = о, 
дх ду 

(1.5) 

а graniCni uslovi (1.2) ostaju neizmenjeni. 
za prouCavanje uoeeDog problema neophodno је resiti sistem jednacina (1.5) 

Ба granicDim uslovima (1.2). Na danasnjem stupnju razvoja matematike ovaj sistem 
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se пе moze resiti tacnim metodama niti se pak moze pokazati egzistencija resenja. 
Da Ы se ipak do~lo do resenja koriste se priblizne metode koje su razlicitog reda 
tacnosti. 

2. Varijaciona formuIacija probIema 

U ovom radu se, od niza pribliznih metoda, koristi varijaciona Кantorovieeva 
metoda parcijalne integracije [12Ј. Zato је neophodno probIem varijaciono formuli
sati. U tom сЩu se pretpostavlja Lagranzeva funkcija ili LagranZijan u obliku 

L={m [~и(ди)2 +v ди . д и _ uдU]_N(~.и2_~ иЗ _~U2)_ 
2 дх дх ду дх 2 З и 6 

-- - exm+fL --+--, v (д и)2} I [д (ги) д (rv)] 
2 ду дх ду 

(2.1) 

gde је: т - isCezavajuci parametar а fL (х, у) - nepoznati mnozitelj. Odgovarajuci 
akcioni integral ima oblik 

е Ут 

1= Ј Ј L dx dy. 
"'0 о 

Uslov stacionarnosti akcionog integrala 

8~~ ~~ 

se koriseenjem komutativnosti diferenciranja i variranja prirodnih graniCnih 
uslova za proizvoljne vrednosti varijacija 8 и i 8 v 

дL дL 8и =0, 

д (~ :) ... =1 
д (дV) 
ду У=Ут 

svodi па sistem Oj1er-LagrаnZеvih jednacina 

дL д дL д ---
ди дх д (~:) ду 

дL д 
---
дv дх 

дL д ---
дfL дх 

дL 

д (~:) 
дL 

д (~~) 

д 

ду 

д 

ду 

дL 

д (~;) 
дL 

д (~;) 
дL 

=0, (2.4) 

=0, 

=0, 

о. (2.5) 

Unosenjem LagranZeve funkcije (2.1) u sistem (2.5) i prelaskom па granicni proces 
m-+О ovaj se sistem svodi па sistem jednacina (1.5) Dakle saglasno varijacionoj 
formu1aciji sa isCezavajucim parametrom [2Ј problem је akcionim integralom (2.2) 
sa LagranZijanom oblika (2.1) varijaciono formulisan. Dakle, resavanje problema 
opisanog jednacinama (1.5) sa granicnim uslovima (1.2) svedeno је па resavanje 
varijacionog zadatka datog akcionim integtalom (2.2). 
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3. Dobijanje aproksimativnih reSenja 

Da Ы se doslo do aproksim.ativnih resenja osnovnih velicina osnosimetricnog 
MHD granicnog sloja na obrtnim telima u radu se da)je, kako је reeeno, koristi 
Kantoroviceva metoda parcUalne integracije [12]. U tom cilju se pretpostavljaju 
poduZna brzina и (х, у), poprecna brzina v (х, у) i mnozitelj (Ј. (х, у) u оЫјсјта 

u (х,у)= и(х) Ј2ј (ј), v(x,y)=g(x)H(f)-ј(х)R(f), 

(J.(x,y)=k(x) Q(f), (3.1) 

gde је argument 1=2-. 
ћ(х) 

Uvedene funkcije Ј2ј (ј), Н (1), R (ј), Q (ј), g (х), ј(х) i k(x) nisu u potpunost 
proizvoljne. One se biraju tako da, zbog druge jednacine sistema (1.5), zadovolje 
relacije 

н(л= Ј 1 io (Ј) dl+C1, Я(I) = Ј ro (1) аl+ cz, (3.2) 

gde su С1 i С2 integracione konstante а !2f izvod funkcije {ZJ ро parametruf. Zamenom 
izraza (3Ј) u granicne uslove (1.2) dobijaju se graniCni uslovi za funkcije ro, R i Н 
u obliku 

Ј2ј =0, н=о, Я=О za 1=0, 
Ј2ј =1 za 1=lrn= 1. (3.3) 

Sa pretpostavljenjm brzinama и (х, у), v (х, у) i mnozite)jem (Ј. (х, у) u оЫјсјта 
(3Ј) iz Lagranizajana (2.1) se, imajuci u vidu relacije (3.2), dobija redukovani 
Lagranzijan u obliku 

L
1 
= {т [Ј.. и(аи)2 hAt - U2dИ dh А2 +Ј.. ИЗ (Оћ)2 Аз + 

2 ох охох 2ћ dx 

dИ gИ2 оћ . dИ јИ2 dh 
+g и-А4 -- -Аs -}И-А6 +- -А7 -

ОХ ћох dx ћох 

_и(dИ)2 ћА +И2d.И оћ А J-NИ2hА _~ И
2 

А }ec1m+ 
ох 8 ах dx 9 10 2 h 11 

+k[d~:) h-rј]А12 +kr(g-U::)А13 , (3.4) 

gde su koeficijenti Ai dati izrazima 
Јm Јm Јm Јm 

А 1 = Ј Ј2ј 3 ај, Az = Ј Ј2ј 2 {о 1 оf, А з = I ro {о 2 Ј2 df, А4 = Ј н iO iJ ој, 
о о о о 

Јm Јm Јm fm 

As= Ј Н0 2 Iој, А6 = f RiO 0 оf, А7 = Ј Ri,2fdf, Аз = Ј Ј2ј ог, 
о о о о 

Јm Јm Јm 

Ј · lЈ 1 1 Ј" А9 = roJdf, А1О ="2 J2j2dl-зАt-6"' Аll = Ј2ј 2 ај. (3.5) 

О о о 
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Odgovarajuciredukovani akcioni integral јmа tada oblik 

/ 

/1 = Ј L1 dx. 
хо 

Uslovu stacionarnosti· redukovanog akcionog integrala 

8]1 = О, 

uz postovanje prirodnog granicnog uslova 

дL1 8ћ =0, 

д (:) х=/ 
odgovara sistem Ој1ег-LagгаnZеvih jednacina 

дLl_~ 
дћ дх 

дLl_~ 
дg дх 

дLl_~ 
дk дх 

дLl_~ 
дј дх 

О, 

=0, 

=0, 

=0. 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

NalazeCi odgovarajuce parcijalne izvode redukovanog LagranZijana (3.4) 
i unoseci ih u sistem jednacina (3.9) оп se, prelaskom па granicniproces m-D, 
transformise па sistem 

[ 
d(rU)'J ( dh) h ~-ГJ А12 +г g-U dx А13 =О. (3.10) 

Odabirajuci proizvoljno uvedene funkcije g i ј (3.1) u obliku 

j=~ d(rU), g= udh, 
r dx dx 

(3.11) 
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druga jednacina sistema (3.10) је identicki zadovoljena а prva se posle uvodenja 
smene h2 = v t transforroise na 

gde su 

А=2 А2-А7-А9 
Аs-Аз 

(3.12) 

D= А11 .(3.13) 
Аз-Аs 

Оујт је resavanje uocenog probleroa svedeno па resavanje obicne linearne diferen
cijalne jednacine (3.12). Da Ы se ona mog1a koristiti za sracunavanje konkretnih 
priroera granicnog sloja neophodno је odrediti konstante А, В, С i D tj. opredeliti 
se za oblik funkcije fZi. 

КarakteristiCne velicine graniCnog sloja [13] sracunavaju se koriseenjem izraza 
za debljinu istiskivanja 

<о Јm 

~* = f (1 - ~) dy = h (х) f (1 - fZi) dj, (3.14) 

о о 

za debljinu gubitka impulsa 
<о Јm 

3** = f ~ (1 - ~) dy= h (х) Ј fZi (1- fZi) dJ, (3.15) 

о о 

za tangencijalni napon па telu 

"w='I)- ='1) fZi(O)-, диl . U 
ду у=о h 

(3.16) 

gde је: '1) - koeficijent dinamicke.viskoznosti. 

4. Aproksimativna rdenja za odnos brzina oblika polinoma treceg stepena 

Zadalje resavanje postavljenog probleroa pretpostavice se daje odnos poduZne 
brzine u graniCnoro sloju и (х, у) i brzine па granici granicnog sloja и (х), oblika 
polinoma treeeg stepena 

fZi (Л=3ј-3ј2+Ј3. (4.1) 

Koeficijenti ovog polinoroa (4.1) odabrani su tako da оп zadovolji granicne 
uslove (3.3) i dodatne uslove 0 (1)=0, i (1)=0. 

Za ovako odabran odnos brzina (4.1) koriseenjem izraza (3.2) i granicnih 
uslova (3.3) dobijaju se i funkcije R (f) i Н (ј) u о bliku polinoma 

3 1 
R(f)=2P-Р+4f4, 

Н(f)=~Р-2Р+~f4. (4.2) 
2 4 
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Nakon ovoga, mogu se koriscenjem (4.1) i (4.2) i posredstvom izraza (3.5) 
odrediti koeficijenti Ai. Unosenjem па dalje tako odredenih vrednosti koeficijenata 
Ai u izraze (3.13) dobijaju se sledece vrednosti za А, В, С i п: 

А=8, В=-2.222, С=2 i п=50. (4.3) 

Sa ovako odredenim vrednostima konstanti А, В, С i D јеdnaсјпа (3.12) dobija 
obJik 

[
dU dY] - -

dt dx N(x) dx. 50 
dx+ 8 и (х)-2.222 и(х) +.2 г(х) t-U(х)=О. (4.4) 

U tom smislu se resavanje problema, uz pretpostavku da је odnos brzina 
obIika роIiпота treceg stepena, svodi па resavanje jednacine (4.4). U svakom kon
kretnom sIueaju tj. za zadato U (х), N (х) i r (х) treba jednacinu (4.4) resavati. 

Кarakteristicne уеНСЈпе granicnog sIoja [13] sracunavaju se koriseenjem 
izraza: 
za debIjinu ispitivanja 

~*=0.25 h (х), 

za debJjinu gubitka impulsa 

а**=0.107 h (х), 

г-----т-----.--.~O 

1------+---~*-Нl110 

о '18 

SI. 1 

1. N= 0.0 
2. /У: 0.1 
З. 

(4.5) 

(4.6) 

--+---+----- --

(,2 Џј 

:х: 
.R" 

"~ -
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----------------------------------~~----------------------

za tangencijalni napon na telu 
, U (х) 

" =3"1)---
w ћ (х)' 

(4.7) 

koji su dobijeni iz izraza (3.14), (3.15) i (3.16) respektivno zamenom u nјјта funkcije 
o polinomom (4.1) i Јm= 1. 

5. Proracun konkretnog primera 

Као konkretan primer proucava se problem granicnog sloja па prstenastom 
disku, unutrasnjeg poluprecnika R, u сјјет se centru nalazi izvor а strujanje је 
ravansko. Оуај problem granicnog sloja, koji је od interes:.l. za prakf;u, odreden је 
sledeCim rasporedima brzine i poluprecnika [14]: 

UR 
U (х) =_0 -; r(x)=R+x, 

R+x 
(5.1) 

gde је: Uо = и (О) а koordinatni pocetak па unutrasnjem kraju di~ka. 
Magnetno polje se smatra konstal1tnim i proracun izvodi za vrednosti mag

netnog broja N = 0.0, 0.1 i 0.2 . 
.32 

24 

20 

8 

S"(rie 1 / -R-

-t-I / 
1. N .. 0.0 

I 

2, }.Ј >= 0.1 ReY~R ,ј! 

3- N'''' 0.2 / / 
з ,I.-Y /; 

~ 1/(/ 
~ 

~ 
У' 

"~ / , 

~ 
у : 

! ~ I , i 
." 

I ~ 
~ , 

'~ I~ 
",о ",.2 "/' 0,8 

Sl.2 
',0 1,2 
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Za funkcije U (х) i r (х) date izrazima (5.1) а za date vrednosti magnetnog 
broja jednacina (4.4) је numericki resena па elektronskoj racunskoj masini IMB 
1130 i posredstvom izraza (4.5), (4.6) i (4.7) sracunate karakteristicne velicine gra
nicnog sloja. Rezultati ovog proracuna predstavljeni su graficki па slikama 1,2,3. 

$а .- '.,.,. .'" ._- .-
1: ~.~ ,-

- ~ "оо 

'f 
,,, 

1. Н-О.О 

4' -- 2. Н-О.1 

3. Н-О.2 

4t 

4f -i-ф;1i·~ , .' 

~-

/16 ~ /-

\/ V 
114 

l' -

4! 
,-! , v ~/ /1-41 

~ V 
~ 41 
~ ~ 

х 
'1f 

А. 

'" ' 1,0 

SI. 3 

Sa slike 1. i 2. se uocava da debljine istiskivanja i gubitka impulsa rastu sa 
porastom vrednosti magnetnog broja N. Тај rast је neznatan za male vredno&ti 
bezdimenzijske koordinate x/R а sa пјепјт uveeanjem i оп se uvecava. Sa slike 3. 
se pak uocava da sa porastom magnetnog polja (N) tangencijalni пароп па telu 

_ opada. Dakle efekat magnetnog polja је suprotan zeljenom. То је i trebalo ocekivati, 
jer karakter dejstva magnetnog polja sustinski zavisi od odnosa elektroprovodnosti 
unutar sloja (Ј i izvan (Јсо i za (Јсо <(Ј (8to је i па8 slucaj) elektromagnetne sile koce 
fluid i odnose ga od tela, 8to kao krajnji efekat јmа ranije odvajanje granicnog 
sloja. 
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ПРИМЕНЕНИЕ ВАРИЯЦИОНОГО МЕТОДА НА ИЗУЧЕНИЕ 
ОСЕСИМЕТРИЧНОГО МГД ПОГРАНИЧНОГО елоя НА ТЕЛ 
ВРАШЧЕНИЯ ПРИ ТЕЧЕНИIO жиДкоети ПЕРЕМЕНОЙ 

ПРОВОДИМОСТИ 

Резюме 

Изучается проблема осесиметричного пограничного слоя проводимой 
несжимаемой жидкости на тел вращения под действием перпендикулярного 
магнитного поля. Електропроводимост жидкости переменая а маловата. 
В работе ПОJlЪзуеися метод варИЯlJИИ с ищезавающим пораметром. На 
конце· работе для специаJlЪНОГО случая выисляютстT характерпые величини 
пограничного слоя: ТОJlЩИна выеснения,' ТОJlЩина потери ИМПУJlЪса и нап

ряжение трения на стенке. 

dr Zoran Boricic, red. prof. 
mr .Dragisa Nikodijevic, asist. 
Masinski fakultet, 
18000 Nis, Вeogradska 14. 
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SТАПSПl:КI MOМENТI VlSEG REDA 1 RASPODELE VEROVAТNOCA 
BRZINA U TURBULENTNOM VIНORNOM STRUJANJU 

Svetislav М. Cantrak 

1. Uvod 

Turbulentna vihorna strujanja и prirodi i tehnici cesta su strujna ројауа, ра 
је njihovo izucavanje od velikog teorijskog i praktiCnog znacaja. Proueavanje оуљ 
strujanja је, medutim, znatno otezano zbog пјЉоуе уеоша komplikovane strukture. 
Ovde se radi пајше о trodimenzijskim, nehomogenim i neizotropnim turbulentnim 
strujanjinia sa smicanjem, и kojima raspodela obimske komponente brzine odgovara 
Rankine-ovomvrt10gu. Strujno polje deli se gruЪо и eetiri oblasti,od kojih se svaka 
odlikuje karakteristicnom strukturom i promenom strujnih parametara. U blizini 
zida strujanje poseduje svojstva strujanja и granicnom sloju, dok је и osnovnom 
strujanju aksijalna brzina pi'ibliZno konstantna а profi1 obim&ke brzine odgovara 
potencijalnom vrtlogu. Vrtlozni smicuci sloj karakterise se posebnim statistickim 
svojstvima, intenzivnom razmenom impulsa i jakom anizotropnoscu, а strujanje 
и jezgru јша karakteristican raspored aksijalne i obimske brzine, koja је и оуој 
oblasti proporcionalna rastojanju od ose сеуј. Izrazita promena svih statistickih 
уеliсјna prisutna је пе samo и radijalnom уес i и aksijalnom pravcu, pri сеши trans
forшасјја obimske brzine tj. Rankineovog vrtloga igra znaeajnu ulogu. Uticaj 
ovog vrtloga па strukturu turbulencije . i mehanizam turbulentnih transportnih 
procesa narocito је potrebno da se istrazi. 

Ponasanje vihornog strujanja и сеујша pri razlicitim Reynoldsovim brojevima, 
jacinama vrtloga i drugim uticajnim Уеliсјпаmа razmatrano је и radovima mnogih 
autora. Tako se u radovima [1,2 i 3] daje matematicki opis ovih strujanja, а ekspe
rimentalni podaci о Reynolds-ovim naponima nalaze se, naprimer, u [4 i 5]. Uticaji 
razlicitih parametara na уЉоmо strujanje и сеујmа prouceni su и radovima [6, 7, 8 
i 9]. Sva dosadasnja istrazivanja ogranieena su па odredivanje srednjeg polja pri
tiska i brzina kao i Reynolds-ovih паропа. Druga statisticka svojstva nisu istrazena. 
Glavni razlog za to је slozenost оуЉ strujanja i velike teskoce koje nastaju pri те
renju 'Itatistickih уеliсјпа и unutrasnjim strujanjima sa sve tri komponente. brzine 
i oblastima veIikog intenziteta turbulencije. 

СјЈј ovog rada је da se fizicki objasne procesi turbulentnog prenosa i struktura 
turbulencije и karakteristicnim oblastima unutrasnjih ујЬоmјћ strujanja. Analiza 

4.5 
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se zasniva па rezultatima dobijenim u radu [10], koji se odnose kako na teorijska 
tako i eksperimentalna istrazivanja statistickih parametara оуе klase strujanja. 
U tom radu blize је opisana primena nove tripel-sonde i anemometrije kao i digi
talna obrada i statisticka analiza mernih podataka. 

2. Diferencijalne jednacine centralnih momenata i uticaj Rankine-ovog vrtloga 
па turbulenciju 

Turbulentno kretanje pripada nelinearnim mehanickim sistemima sa velikim 
brojem aktivnih stepeni slobode i opif>uje "е statistickim ansamblom slueajnih poUa. 
Кako је prakticno odredivanje visedimenzij~.kih raspodela gustina verovatnoca za 
т proizvoljnih prostomo-vremenskih taeaka tesko ostvarljivo, to se pri resavanju 
konkretnih zadataka turbulentno роЈје opisuje ukupnoscu statistickih momenata 
razliCitog reda, koji predstavljaju tenzore odgovarajuceg reda. Na osnovu teoreme 
ergodicnosti [11] centralni prostorno-vremen!.ki korelacioni moment 1J-tog reda 
i tipa т definisan је izrazom 

Q~j,l"j, ... , k r (М М М ) - Е{ ~j(M) kj (М) k r (М \}-"Ј, ••• , r l' 2" •• , т - И, 1 иј 2' •• ИГ тЈ-

1 

-- ~j (М) ~J (М) k r (М \ -1; 1 Ј kj ~j k r d - И, 1 иЈ 2' •• ИГ тЈ - . m - Иј ИЈ '" иг t, 
1 ...... 00 Т 

О 

(1) 

gde su: k j + kj + ... + kr = п; ј, ј, ... , ,= 1, 2, 3; Е { }-matematicko ocekivanje, 
(~)-osrednjavanje ро vremenu, и; (" t)-stati:.ticki stacionamo slueajno роlје 

оо Т 

Не komponente brzine, Е {и;} = Иј = -;;ј = Ј ~j р (иј) dиј = Јјт ~ Ј иј dt - sta
T~ т 

-оо О 

tisticka srednja vrednost tj. vremenski osrednjena i-ta komponenta brzine, Иј = 
= иј -Е {t7;} = Иј - Иј - fluktuacija brzine u i-tom pravcu, р (ид - raspodela 
gustine verovatnoce i Мј ('ј' t + 't';) - i-ta prostorno-vremenska tacka. Iz opsteg 
izraza (1) sleduju izrazi za centralne momente Ыl0 kog reda, mesovite momente, 
autokorelacione i korelacione funkcije, za vremen~ko-korelacione momente viseg 
reda i sve korelacione koeficijente. Tako su centralni momenti n-tog reda za i-tu 
projekciju brzine definisani sa 

10 оо 

п -n-) l' 1 Ј п d Qi = иј (М = lm - иј t = 
10'-"Т to 

Ј р (Иј) иf dиј , (2) 

О -оо 

gde su ј= 1,2,3 i n=2, 3,4,5,6, ... Intenzitet turbulencije u i-tom pravcu dobija 

se iz (2) za п = 2 i glasi ај = (ић 1/2. Normirani centralni momenti Q7/a7 јтаји za 
п = 3, 4, 5 i 6 redom sledeee oznake: Sj, F,., SSj i S~. Korelacioni momenti drugog 
i treeeg reda definisu Бе роsrешtvоm (1) izrazima 

(3) 
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cUe normirane vrednosti odreduju korelacione koeficijente Rij = Q,i(1i (1. = иј ui(1j (1. 
i Rijr =Qijr/(1i(1j(1r, gde su i,j, г=l, 2, 3. Primenom Reynolds-ove statistike pri 
osrednjavanju Navier-Stokes-ovih jednacina pojavljuje se korelacioni tenzor drugog 
reda Q,j i sistem jednacina vise nije zatvoren. Оуај problem ostaje i kod statistickih 
jednacina viseg·reda, ukојimaRеупоlds-оvејеdпасiпе predstavljaju prvu hijerarhijsku 
stepenicu. Tako su, па primer, u jednacinama za momente n-tog reda kao nepoznate 
funkcije prisutni momenti reda n+ 1. Da Ы se istrazio uticaj Rankine-ovog vrtloga 
па turbulenciju, potrebno је napisati diferencijalne jednacine za centralne momente 
drugog reda. Pretpostavlja se da је fluid njutnovski i homogen а strujanje nesti-
sljivo, statisticki s-tacionarno (д(-:::)/дt=О) i osnosimetricno (д(~) /дrp=О). 
Uvode se cilindricne koordinate (х, " rp) sa pripadnim trenutnim vrednostima kom
ponenata brzine и, v i w u aksijalnom, radUalnom i obimskom pravcu. Pri tome 

је ui = fJ + Ui , sa i = 1, 2, 3,. Jednacine za momente (1; = и; glase 

-д (1: 
иЈ-д +Kj=D,+Pj+Vj+e:j' 

Хј 

gde vazi Einstein-ova konvencija о sabiranju. Izrazi za Кј i Р, dati su sa 

Jednacine za korelacioni moment Qjj mogu da se napisu u sledecem obliku 

pri сети su izrazi za Кјј i Рјј dati u [10Ј, а ovde se navodi samo 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

Fizicko znacenje clanova D (difuzija), Р (produkcija), V (re-distribucija) i е: (disipa
cija) dato је, па primer, u [12Ј. Jednacine (4) i (6) opisuju transport, produkciju 
i disipaciju уеliсјпе QiJ kao i uticaj vrtloga tj. obimske komponente W па оуе tran
sportne procese. Prisustvo brzine W prouzrokuje preraspodelu aksijalne brzine U 
i nastajanje radijalne brzine V, 8to direktno utiee па konvektivni transport velicine 
Qj" Uticaj Rankine-ovog vrt10ga па produkciju Рј i Рјј momenta Qi} prikazan је 
iz!azima (5) i (7), koji opisuju medusobno dejstvo centralnih momenata Q,j i gradi
jenata osrednjenog brzinskog polja. U zavi~nosti od vrednosti eksponenta т u for
тиН W (х =const., г) = kr'" nastaju razlicita dejstva Rankine-ovog vrtloga па turbu
lentno роlје. Tako је, naprimer, za т<1 odnosno д (W/г)/д г<О korelacija Q.w ро
zitivna i intenzitet turbulencije u radijalnom pravcu (1. se роуееауа, kako to sleduje 
iz izraza za Р2 =Pr u (5). Za potencijalni vrtlog i д (wг),д г>О redukuju se (1; i Q ... 
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а turbulencija postaje sve vise neizotropna, jer 0"; moze da budeznatno vece od O"~ 
i 0";. Сlаn Уј u (4) opisuje preraspodelu intenziteta 0",. па druge pravce. Za т~ 1 

"":u/U .. 
---V/U .. 
-·-w/u", 

/ 
/ 

i 

пastaje jedno stabilizirajuce dejstvo cen
trifugalne sile, smanjuje se а.. redu
kuju se Q.w i Quv i turblllencija postaje 
prigu8ena. 

Zbog prisustva vrtloga nastaju gra
dijenti aksijalne brzine i uoblasti jezgra 
(slika 1), 8to utiee па raspodelu svih sta
tistickih velicina. Produkcioni clanovi -

i 
{ј.М i =Т=""'---' 9<i -Qи. д и/дг i -Qи.д U/дхuizrаzimа (5) 

i (7) doprinose u tom sIueaju роуеeanји 
intenziteta turbulencije О"и kao i korelacije 
Qu.' Uticaj vrtIoga па momente Qjjr, 
koji se javljaju 11 difuzionim clanovima п; 

ц. .. 
. 0.1 i 

SI. 1. Promena osrednjenog brzinskog роlја odnosno D jJ jednacina (4) i (6), Ысе апа-
u aksijalriom i radijalnom pravcu liziran u narednom odeljku. 

3. Raspodele statistickih momenata i gustina verovatnoea 

Teorijska razmatranja о uticaju Rankine-ovog vrtloga па korelacioni tenzor 
Qj' eksperimentalno su potvrdena u radu [10]. Centralni momenti 0"; dostizu svoje 
miksimaIne vrednosti u vrtloZnom smicucem sIoju, koji razdvaja oblast osnovnog 
strujanja od strujanja u jezgru, а potom opadaju u pravcu ka osi izidu cevi, u сјјој 
blizini ponovo rastu (sl. 2). Ovakva raspo
dela је u saglasnosti sa raspodelom i роlо
zajem maksimuma osrednjenog brzinskog 
роlја (sl. 1), generisanjem turbulencije i 
turbulentnom difuzijom iz oblasti velikih 
gradijenata brzine. Uticaj jacine vrtloga 
razmatran је u radu [13] i zajednicko u 
svim slueajevima је da su vrednosti то-
menta 0"; ve1ike, tako da radijalne fluk
tuacije brzine prouzrokuju intenzivnu tur
bulentnu razmenu i preraspodelu turbu
lentne energije posredstvom korelacije iz
medu fluktuacija pritiska i gradijenata 
brzine. Neizotropnost је narocito prisutna 
u vrt1oznom sloju i jezgru, dok је u 
osnovnom strujanju таnје izrazena. 

!F-,oloct----: .. ab---.fo.--6 -.-k---,l.Ok' .J!.R.O 
. r/R 

.10 

Sl. 2. Zav;snost mornenata а; od х i r-koor
dinate 

Uticaj vrtloga па korelacione momente Q/j> za ii= ј, prikazan је па sl. 3 i opisan 
jednacinom (6). Posebno је karakteristiena promena korelacije Qu.' koja menja svoj 
znak i пajvecu negativnu vredno5t dostize u vrtloznom sloju (51. 3). Tako је prenos 
aksijaInog impulsa u radijalnom pravcu usmeren u jezgru pretezno ka osi, 8to pot
vrduje i korelacioni koeficijent Ru2 v па slici 4. Na taj nасјn ubrzava se strujanje 
u jezgru, i profil aksijalne brzine po~taje &ve ujednaceniji (ы1. 1). U oblasti pozitivnih 
gradijenata brzine U velicina Qu. јта negativnu vrednost i obratno, tako da је 
produkcioni сlаn - Quv д И/д r u jednacini (5) pozitivan, 8to uvecava centralni 
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moment a~. Korelacioni moment Q"V' koji zavisi od јасјпе i radijalne raspodele 
vrtloga, pokazuje da u ovom strujanju nastaje illtenzivni dodatni prenos impulsa 
u radijalnom pravcu. Pokazuje se da promena brzinskog роlја пе samo u rаdiјаlџоm 
vec i u aksijalnom pravcu dovodi do turbulentnog prenosa Quw, koji zavisi od pro
тепе Rankine-ovog vrtloga u nizstrujnim presecima. Medusobno dejstvo osrednjenog 
i fJuktuacionog роljа brzine rada anizotropnost i velike gradijante statistickih то
menata kako u poduznom tako i radijalnom pravcu . 

..... Iј .... 
·-Ij.vw 
~ ·~j .• tIW. 

SI. 3. Raspodele momenata Qij u aksi-. 
јаlпот (х) i radijalnom (г) pravcu 

SI. 4. Koeficijenti asimetrije i spljo§
tenosti (Su i Ри) i korelacioni koefi

cijent Яu2у 

Clanovi пј i пи u jednaCinama (4) i (6) sadde momente Qljr i njihove izvode 
ро х i г, koji su u nehomogenom turbulentnom strujanju razliciti od пиlе. Turbu-
Ientna difuzija energije а; u г pravcu, predstavljena velicinom RU2 V =и2 у/а; а. па 
sl. 4, odgovara vrednostima gradijenta od a~ (sl. 2). Tako је radijalna turbulentna 
difuzija momenta a~ usmerena pretezno iz smicuceg, vrtloznog s10ja ka jezgru 
i osnovnom strujanju, odnosno od zida ka osnovnoj struji. УеlјСјпа -д (rQu2 џ)/гд Г 
pojavljuje se u izrazu za пu i direktno utiee па raspodelu centralnog momenta a~. 
Koeficijent asimetrije SU = и3/a~ јта u jezgru velike pozitivne vrednosti (s1. 4), koje 
u nizstrujnim presecima (XIR> 70) prelaze u negativne [14]. Velike pozitivne vred
nosti Su u jezgru ozпaeavaju jaku asimetriju raspodele gustine verovatnoce р (и) 
u stranu velikih aksija1nih brziпa (sl. 6). U toj obIasti је turbulentni transport veli-
сјпе 0'; u x-pravcu prouzrokovan preteZno pozitivnim u-f1uktuacijama. Za tok turbu
lentne difuzije i strukturu vrtloznog smieuceg sIoja od posebnog znacaja је сјпјепјса 
da SU тепја znak tacno па mestu gde а; dostize maksima]nu vrednost (8].2). Na i8tom 
tom mestu faktor spljo8tenosti Fu=u4/a~ јта mјпјmиm (81.4), 8to odgovara karak
teristikama strujanja u neposrednoj bIizini zida. Najvece vrednosti velicine Fu nalaze 
se u oblasti najvecih negativllih vrednosti koeficUenta Su. То znaCi da u ovoj obIasti 
postoje vrlo velike negativne u-fluktuacije, pri сети је, medutim, verovatnoca тaIјћ 
fIuktuacija, koje nastaju kretanjem turbulentnih vrtloga u obIasti таlЉ gradijenata 
brzine, veea. 

Vrednosti normiranih momenata Su i Fu i raspodela gustine verovatnoce (sl. 6) 
pokazuju da postoji znatno odstupanje od Gauss-ove raspodele i da su za statisticki 

.. ЗII0рв81: радо .... (12) 
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opis turbulencije potrebni momenti jos viseg reda. Slika 5 prikazuje momente petog 
i sestog reda. Vidi se da је SSy = VS I (ј; negativno u jezgru, gde su Su> О i QUY <О, sto 
ukazuje па transport turbulentne energije posreclstvom fluktuacija iz oblasti produk
сјје ka osi cevi. Velike vrednosti SSy i SFy faktora u oblasti rj R>0,85 ukazuju па 
prisustvo pretezno malih, ali i па тапје verovatnu pojavu velikih negativnih radijalnih 

-1. 

Sl. 5. Radijalna raspodela 
normiranih momenata ре
tog i sestog reda SSi i SF; 

-_._---- '._.' 

... 

Sl. 6. Raspodele gustina verovatnoca ak
sijalnih fluktuacija brzine па raznim ' 

rastojanjima od ose сеуј 

fluktuacija. Zapaza se da је, sagla&Do transportnim procesima, SSIV> О u jezgru i da 
velicina SFw = W6/0'~ јmа 5VOj minimum па mestu gde SSw menja znak. Treba пар 0-
menuti da rezultati merenja pokazuju, da normirani momenti petog i sestog reda 
u pojedinim strujnim oblastima imaju jos vece vrednosti. 1 to је u skladu sa slozenom 
strukturom turbulentnog vihornog strujanja u kome se moze govoriti о intermitent
пјт pojavama i postojanju organizovanih koherentnih struktura [10]. 
Na sl. 6 date su raspodele gustina verovatnoca aksijalne brzine. Raspodele ~,U izra
zito negausovske, narocito u blizini zida i ose cevi. U jezgru, па mestu ,ј R'; 0,05, 
male negativne fluktuacije imaju najvecu verovatnocu tj. brzine, koje nisu mnogo 
manje od osrednjene 10kalne brzine, pojavljuju se najCesce. Najvece aksijalne f1uktu
асјје su, medutim, pretezno pozitivne, 5to moze da se objasni dominantnom ulogom 
prisutne injektivne faze, kojom se krupni turbulentni vrtlozi intermitentno иЬасији 
u jezgro iz prostora generisanja turbulencije. za 0,33 ~rl R~0,90 javlja se asimetrija 
u stranu тапјЉ, а za 0,9<rjR<1 u stranu vecih aksijalnih brzina. U oblastima sa 
mаliт odstupanjima normiranih momenata S i F od Gauss-ovih vrednosti cesto је 
тоgпсе eksperimentalno odredene raspodele verovatnoca opisati nekim teorijskim 
raspodelama posredstvom korelacionih momenata zakljucno sa cetvrtim redom. 
U tu svrhu se, izmedu ostalih, primenjuju Pearson-ova i Gram-Charlier-ova [аБРО
dela [15], Ciji је jednodimenzij,.ki oblik dat izrazom 

'" 2k 
"" (ј; ~--;--:-

р (и;) = G (и;) /::0 kГ Нщ (и;) H(k) (и;), 

pri cemu su H\k) (ид - Hermit-ovi polinomi k-tog reda i G (ид - Gauss-ova raspo
dela. U radu [10] pokazano је da ove aproksimacije nisu zadovoljavajuceu slueaje
vima, kada је za analizu bitna verovatnoCa najvecih fluktuacija. Tada se pribegava 
drugim raspodelama. 
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Na osnovu prikazanih istrazivanja moze da se zakljuci, da su struktura i тећа
nizam turbulentnih transportnih procesa u vihornom strujanju veom.a mnogo zavisni 
od intenziteta i raspodele obimske komponente brzine tj. od Rankine-ovog vrtloga. 
Istrazivanje је omoguCilo otkrivanje izvesnih zakonitosti ovog slozenog strujanja, 
ргј сети su posebno karakteristicna dobijena statisticka svojstva vrtloznog smicueeg 
sloja, koji razdvaja strujanje u jezgru od osnovnog strujanja. 
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52 Svetislav М. Cantrak 

STATISTISCНE MOМENТE ИfiНЕRER ORDNUNG UND WAHRSCНEIN
LIСНКЕПSVЕRТЕILUNG DER GESСНWINDIGКЕПSSCНW ANKUNGEN IN 

TURBULENТER DRALLBEHAFТEТER STR<:>MUNG 

Zusаmmеnfаssuпg 

Es wurden die statistischen Grossen in der turbulenten drallbehafteten Rohr
stromung untersucht. Der starke Dralleinfluss aufstatistische Eigenschaften und eini
ge Besonderheiten dral1behafteter Stromungen konnten festgestellt und gekliirt 
werden. Es zeigt sich, dass die starke Kopplung des zeitlich gemittelten Stromfeldes 
mit den Momenten und das V orhandensein der wirbelbehafteten Trenschicht ein 
sehr inhomogenes anisotropes Turbulenzfeld bewirken. Durchgefiihrte Untersuchun
gen ermoglichen es, turbulente Transportprozesse und die Turbulenzstruktur dral
lbehafteter Stromung naher zu еrkШ.rеп. 

Dr. Svetislav Cantrak 
Masinski fakultet 
27 marta 80, Вeograd 
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О KOMUТATIVNOSТI OPERATORA VARIRANJA 1 DIFEREN
CIRANJA U МEНANICI NEHOLONOМNIН SISТEMA 

Vukman Covic 

СјЈј ovoga rada је da se pokaze da u sIueaju izohronih varijacija, primenjujuci 
pravila varijacionog racuna, postoji jedinstven pristup u formiranju integralnog 
principa za neholonomne mehanicke sisteme. Opovrgava se teza data U [3], [4], [5] 
i dr., ро kojoj postoje dva ravnopravna pravila variranja: jedno koje zastupa Suslov 
а drugo koje zastupa Helder (videti, па primer, [3] i [4]). 

1. Prema shvatanju G. К. Suslova [1] Hamiltonov princip 

ft 

Ј '8Ldt=O, (1) 
10 

luje primenljiv u sIueaju mehanickih sistema podvrgnutih neholonomnim vezama 
oblika* 

(2) 

Uzimajuci, prema [1], da је 

(3) 

zaista se pokazuje da је (1) u rаzщatrапоm sIueaju neprimenljivo. Naime (zadrzimo 
se radi jednostavnosti па Capljiginovim sistemima), posto је 

J11 Ј~l[дL дL· дL ,,] 
8Ldt= -. -8qa.+-.-8 qa.+-.-8(ba.qa.) dt, 

дqа. д qa. дq' -
10 10 

* Indeksi ј, ј, k, s uzimaju vrednosti od 1 do п; 

IX, [3:1+m; v, р, 6:m+ 1, ... , m+l=n. 
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P05to Је 

дL dдL d дLь·v_дL* dдL* дL(дЬ~ дb~\.~ ------- ------- --- q 
дq"" dt дс]" dt дqV '" дqrt dt дqrt дqV дqrt дq~} , 

gde је 

sledi da је 

Ј" Ј"(д L* d д L*) 8Ldt= --- -.- 8qrt dt, 
дq"" dt д qrt 

(4) 

10 10 

5tO Ы pod pretpostavkom da vazi (1) dovelo do pogre5nih diferencijalnih jednacilla 
kretanja razmatranog neholonomnog mehanickog sistema. . 

Suslov је smatrao da је u slucaju neholonomnih mehanickih sistema potrebno 
transformisati Lagranz-Dalamberov princip u integralni princip iz koga се slediti 
diferencijalne jednaCine kretanja. 

Pri tome Suslov је uzeo da vazi 

i koristeCi relacije 

LlZCO da је 

d ~ rt ~.a. О -oq -oq = , 

dt 

.• bV • rt q = rtq, 

~ (а qV) - а qV = ~ (b~ а q"') - а (b~ ч"'), 
dt dt 

5tO је dovelo do trazenog integralnog principa u obliku 

1, 

Ј [~L дL (дb~ дb~bP дb~ дb~bP) .~~ rt]d-O о + -.- --+- !S-:---- rt q oq t-, 
дqV дq~ дqР дq"" дqР 

10 

iz koga slede tacne jednaCine kretanja razrnatranog mehanickog sistema. 
U ОУот slucaju lako је pokazati, ako је, prema Suslovu, 

а ч' = О (b~ q""), 
da sledi relacija 

8L=8L*, 

8tO ga је пауеlо, uzimajuCi u obzir (4) da formu1iSe поуј integralni ргјпсјр (8). 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

2. Helder је u svom radu [2] opovrgao gledi5te koje је izn~o Herc u [6], ро kome 
је Hami1tonov princip neprimenljiv u slucaju neholonomnih mehanickih sistema. 

Naime, Helder је smatrao, potpuno ispravno, da је Hamiltonov princip, 
uzimajuCi u obzir da је izveden iz Lagranz-Dalamberovog principa, primen-
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lјју* i u sIucaju neholonomnih sistema po15to је i оуај drugi primen1jiv u 
tom sIucaju. 

Prema Helderu gre15ka u [6] proistice iz сјпјепјсе da se taino smatra da i па уа
riranoj putanji veze zadovoljavaju isti uslov kao i па stvarnoj, tj. smatra se da vazi 

15to predstavlja uslov (9) primenjen и Suslovljevom radu [1]. 
Helder uopste пе dovodi u -sumnju relaciju 

za sve koordinate. Оп napominje poznatu cinjenicu da zahtev (9) nametnut variranoj 
putanji dovodi do varijacionog zadatka 

IJ 

~ Ј [L+\(qP-Ь~q'")]dt=О, (11) 
10 

а veze izmedu varijacija, koje su u skladu sa mehanickim principima, i koje su date 
u obliku 

02) 

dovode do varijacionog zadatka 

1, 

Ј [8 L + бр (8 qP - b~ ~ q'")] dt = О. (l3) 
10 

Razlika izmedu (11) i (13) је ocigledna. Zadatak (Ј 1) predstavlja takozvani 
vezani varijacioni problem i iZlazava uslov stacionarnosti razmatranog funkcionala. 
Zadatak (13) пе izrazava uslov stacionarnosti funkcionala i ро tome se bitno razlikuje 
Hamiltonov princip za neholonomne mehanicke sisteme od toga principa za holo
nomne sisteme. Ocigledno, u slueaju neholonomnih sistema Hamiltonov princip 
gubi svoje osnovno svojstvo. 

3. Suslov је u [1] koristio istovremeno relacije (9) i (12) i formirao integralni 
princip (8) iz koga sIede tacne diferencijalne jednacine kretanja. Pokazimo prvo da 
(9) i (12) pred5tavljaju razlicite tipove varijacija i da se ne mogu istovremeno koristiti 
а zatim, kako је u [1] dobijen taean rezuItat. 

UzimajuCi da vazi (9), tj. da је 

* U slucaju neholonomnih sistema HamiItonov РППСЈР пета osobine koje ga bitno 
razlikuju od transformisanog Lagranz-Dalamberovog principa (videti [8]). 
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i uzimajuci da 5и operatori variranja i diferenciranja, u skladu sa varijacionim ra
cunom, uvek komutativni (varijacije su izohrone), dobijamo da је 

d 8 • (д b~) 8 Р _ [(д b~ д b~ д b~ ЬР) .~] 8 а; d (Ь' 8" 
dt q - д qP (1) q - д q" - д q~ - д qP [ј q (1) q + dt оф) q), 

odakle, primenjujuci uslov 8 qt,o) = О, dobijanlO . 
, 

8 q' = Фв Ј 1jJ~ "(~ q~ ~ qa; dt + b~ 8 q", 
'0 

pri сети је 

(14) 

(15) 

Ф е - fиndamel1tall1a matrica homogel1og dela sistema diferel1cijalnih jed 
l1асјl1а (14), 

Фв Ф:= 8;, 
Р Р д b~ д b~ • д b~ v 

"(ос[; = -"([ја; = дqfJ.+ дq' Ьа,- дq' Ь[ј. 

Sada је ocigledna raz1ika izmedu varijacija odredenih relacijama (9) i (12). 
Ako uzmemo u obzir Cinjenicu da su пеЬоlопотпе veze neil1tegrabilne, vari

јасјје (9) tj. (15) svode se па varijacije (12) ako је ispul1jen uslov 

(16) 

koji роуесауа broj zavisnih varijacija а to nјје и skladu sa proizvoljnoscu 8 qfJ.' Izraz 
(16) moze da bude ispunjen i u jedl10m specijalnom slucaju. Uzmimo, nајте, da је 

8qa,= лdq", 

odakle је, s obzirom па antisimetriju sistema "(~[j ро donjim indeksima, 

л "(~[j dq" dq~ = О. (17) 

Оуај poslednji slucaj predstavlja variranje trajektorije u sebe samu i оп је 
pomenut u [2] u slueaju jedne neholonomne veze. 

U svim ostaIim slucajevima varijacije (9) i (12) se ne poklapaju. 
Ostaje da se pokaze zasto је Suslovljeva relacija (8) uprkos Cilljellici da se 

koriste istovremeno izrazi (9) i (12) - tacna. 
Podimo od izraza * 

11 

Ј 8Ldt=0, (18) 
10 

pri сети сето uzeti da su operatori variranja i diferel1cirallja komutativlli. Posto 
koriscerije mehallickih principa zahteva da, s obzirom па (2), vazi relacija (12), 
tada се biti 

~ . • d ~. d (Ь' ~ ") oq =--oq =- a,oq . 
dt dt 

(19) 

* za koji sc u [1] pokazuje da пе vaZi u slucaju neholonomnih mehanickih sistema. 
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Sada (18) dobija oblik 

11 

-3qk+-. 3q"'+-. -(b~8q") dt=O, Ј [д L д L· д L d ] 
д qk д q" д qV dt 

'о 

ра, uzimajuci и obzir da је 

konacno dobijamo 

'1 
Ј [3L*+ ~ty y~~q~Bq"]dt=O, (20) 

'о 

8to prema (10) predstavlja Suslovljev rezu1tat (8). 

Uzimajuci u obzir da se LagгаnZ-DаlаmЬегоv princip (па primer za sIueaj 
konzervativnih sistema) 

moze dovesti па oblik 

'1 
-8qk+-. 3qk+-. _(3 qk) --о 8 qk dt=O, Ј [дL дL· дL d дL· ] 
дqk дqk дqk dt дqk 

(21) 

10 

pri сети su iskorisceni uslovi 

8 qt,o> = 8 qt,J) = О, 

jasno је da ЬНо kakva pretpostavka о vrednosti 8qk пе moze da utiee па konacni 
rezu1tat pri transformaciji (21). Тјте је i оЬја8njепо kako se u [IЈ, kori8cenjem (9) 
umesto (19), dobio taean rezultat. 

4. Razmotrimo transformisani izraz Lagranz-Da1amberovog principa и оЬ-
1iku (slueaj nekonzervativnih sistema) 

~(д~ 3qk)-(~8qk+ д~ 8tt) _ д~ (~3 qk -8 (/) -QkВqk=О. 
dt ,д qk д qk д qk д qk dt 

(22) 

Pretpostavimo da su varijacije 8qk nezavisne (ћоl0потап sistem) i uvedimo u skladu 
sa poslednjom primedbom и tacki 3., da је 

(23) 
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Integracijom (22), uz uslove 

dobijamo 

odakle, koriseenjem (23), llalazimo da је 

10 

i ponovllim koriscelljem (23) dobijamo 

дL 1)' k = дL ~ 1) k _ .. 1) k 

дё/ q дl/ dt q Ј k q, 

sto, zajedllo sa (24), dovodi do 

ili 
1, 

Ј( дL d дL ) k ----о +Qk oq dt=O, 
дqk dt дqk 

~ , 
tj. do РГШСlра Hamiltona-Ostrogradskog. 

Da proizvoljnost funkcije 

(24) 

(25) 

koja figurise u (23) пе utice па konacan rezUltat primeceno је i u [7] gde је uzeto 
da је 

sto је u slueaju nekonzervativnog mehanickog sistema dovelo do principa 

11 

"о f Ldt=O. 
10 

OCigledllo је da izmena pravila varijacionog racuna moze da dovede do formi
ranja proizvoljnog broja »nekomutativnih« varijacionih principa. Medutim, tada 
Ьј bilo svrsishodno prethodno objasniti sta se podrazumeva pod ројтот varijacije 
funkcije. 
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5. Као zaklju<:ak primetimo sIedece. Postoji samo jedno ргаvПо variranja 
kada su и pitanju izohrone varijacije: operatori variranja i diferenciranja komuta
tivni su. Dva nacina variranja koje i do dana!!njih dana Iiteratura obrazlaze (videti, 
па primer, [3Ј, [4Ј i [5Ј) i ravnopravno ih tretira, posledica &и nepreciznosti koju је 
јо!! Helder иоСјо а koja је и оуот radu anaIizirana па primeru rezultata rada [IЈ. 
Јо!! тапје је opravdano da se uvode i поуа pravila variranja а da se pri tome пе 
јzшепј definicija varijacUe fиnkcije. 
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SUR LA СОММUТАТIVIТЁ DES OPERATEURS DE VARIAТION ЕТ DE 
DIFFERENTIAТION DANSLA MECANIQUE DES SYSтEMES 

NON HOLONOMES 

Res u те 

Il est demontre qu'on пе peut, Iors de I'etablissement des principes integraux 
dans Ia mecanique des systemes поп holonomes, appliquer Ies regles поп commuta
tives de variation et de differen6ation. Deux modes differents de variations~ qu'on 
peut trouver dans Ia Iiterature ([3Ј, [4Ј, [5] et а.) resultent de inprecision remarquee 
deja dans [1]. 

Оп montre egalement que I'introduction de поиуеаих principes »поп соm
mutatifs« de Ia mecanique n'est pas justifiI~e. 

Vukman Соујс 
Ma§inski fakultet 
11 000 Beograd 
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NEКA TAtNA RESENJA JEDNAtINE KORТEWEG-DE VRIES-A 
SA PROMENLJIVIM KOEFICIJENTIMA 

Vladan п. Dort1evic 

Pri proucavanju raznih probIema nelinearne teorije talasa, osnovne jednacine 
оуе teorije, kao sto su jednacil1a Korteweg-de Vries-a, пеlјпеаrnа Schrodinger-ova 
jednacina i dr. se јаУlјаји пе samo и svome klasicnom obIiku, nego i u raznim modi
fikoval1im оЫјсјта. Jedan od najkarakteristicl1ijih modifikovanih obIika је oblik 
и kome оуе јеdnаСјпе sadrze promenljive koeficijente koji zavise od prostorne 
koordinate. Оуај oblik se јаУlја uvek ol1da kada је и pravcu prostiranja talasa pri
sutna neka vrsta nehomogenosti. Izvor nehomogenosti kod talasa па slobodnoj 
povrsini neke tecnosti је оЫспо promellljiva dubina tecnosti, kod magneto-akustickih 
talasa u plazmi, to је promellljiva gustina plazme, kod »lattice« talasa - promen
lјјуа masa itd. Opstu teoriju оуљ jednacina su па primeru jednacine Korteweg-de 
Vries-a dali Опо [1] i Johnson [2]. опј ш pokaza1i da shodno toj jednacini (а) jedal1 
solitarni talas zadrzava svoju strukturu krecuci se preko neravnog dna, u tome 
smislu sto odnosi izmedu amplitude, duzine i brzine talasa ostaju nepromenjeni, pri 
сети је amplituda оЬrniltо proporcionalna dubini tecnosti i (Ь) jedan solitarni talas 
moze pod odredenim uslovima, krecuci se iz obIasti уесе dubine и oblast тапје 
dubine, da se disintegrise u tacno odredeni Ьтој поуљ solitona - fenomen koji se 
и literaturi оЫCnо naziva fisijom solitona. 

U оуоmе radu пата је posl0 za rukom da pronademo neka поуа resenja 
оуе jednacine i to: 

1. jedno resenje u vidll razdvojenih promenljivih tipa sliCnih resenja klasicne 
jednaCine Korteweg-de Vries-a, 

2. jedno resenje и vidu solitarnog tala<;a koji se krece ро vremenski promen
lјјуој slobodnoj povrsini teCnosti i 

3. jedno resenje u vidu sоlitаrпоg talasa kощ.tапtпе duzil1e. 
Svako od оујЬ resenja се sada biti posebl1o prezentirano. Тот priJikom се se 

koristiti obIik jednacine Korteweg-de Vries-a izveden od strane Kakutani-ja [3] 

d' 3 d1/ 2 

-и+21/х + -- Ullt+--Um = О. 
2 d dЗ/ 2 3 

(1) 
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u оуој jednacini u (t, х) opisuje slobodnu povrsinu tecnosti, х је Dekartova ko
ordinata uperena и pravcu pro~tiranja talasa, t је Оаlilејеуа koordinata koja se 
krece и pravcu kretanja talasa brzinom ra[.prostiranja linearnih dugih gravitacionih 
talasa, tako da (-+оо oznacava polozaj fronta talasa, pri сети је proizvoljno iza
brano da је и poCetnom trenutku vremena, t = О и х = О, а d (х) predstavlja promen
lјјуи dubinu teCnosti. Indeksi oznacavaju odgovarajuce parcijalne izvode, а ' ozna
сауа obican izvod. 

1. Prostom zamenom и jednacini (1) se moze pokazati da ona dozvoljava 
sledece resenje II vidu razdvojenih promenljivih 

u=d2 (x)f(t), (2) 

pri сети f(t) zadovoljava obicnu diferencijalnu jednacinu 

Г"+9!Г+Ь!=0, (3) 

gde је Ь proizvoljna konstanta, pod uslovom da је 

27 
хо =-· 

Ь 

Тот prilikomje proizvoljno izabrano da bude :·d (0)= 1. Na SI. 1 su prikazani оыiјi 
dna kanala za Ь>О i Ь<О za koje resenje (2) egzistira. S obzirom da za х-+хо du
bina postaje neogranicena, оуо resenje nесе и toj oblasti vaziti jer и toj oblasti nije 
ispunjen uslov d' =0 (1), pri kome је izvedena jednacina (1). 

ь > о I 
I Ха 

Ь<о I 
I Ха 

Х 
-----+-------------+---------

Х 

SI. 1 

Jednacina (3) је autonomna i zato јој se moze sniziti red. Тот prilikom Бе ро
kazuje da dobijena jednacina drugog reda ne pripada ni jednom od 50 tipova anali
ziranih od strane Ince-a [4] , sto znaCi da poseduje pokretne singularitete koji пј&и 
роlоуј. U opstem slueaju resenje jedne ovakve jednacine se, razumljivo, пе moze 
upotrebiti da opiseslobodnu povr8inu tecnosti. Zato сето, sliCno kao 8tO se to сјпј 
u kontekstu odredivanja slicnih resenja klasiCne jednacine Korteweg-de Vries-a 
(у. Rosales [5D, da potraiimo ono resenje jednacine (3) koje daje front talasa koji 
opada eksponencijalno. Ako postoji ovakav front, оп se tada opisuje pribliznom 
linearnom jednacinom: 

ј'''+Ьј=О. 
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ZeJjeno resenje оуе jednaCine gJasi 

!=ae- bl
/
3t 

za Ь>О i 

za Ь<О, gde su а, С 1 i С2 proizvoljne konstante. Prema tome, u slucaju Ь<О front 
talasa је periodican! Оуај slueaj zasluzuje paznju, аlј ovde песе biti tretiran detaljno. 
Jednacinu (3) сето dalje analizirati samo za Ь>О kori!>teci asimptotsko ponasanje 
funkcije ! za 1-+00 kao granicni uslov, tj. 

(4) 

Копstапtа а se u kопtеkstu роmепutih slicnih resenja klasicne jednaCine Korteweg-de 
Vires-a naziva amplitudnim parametrom. Pogodnom transformacijom promenljivih 
se jednacina (3) i granicni uslov (4) mogu osloboditi konstante Ь, а delimicno i аmрlј
tudnog parametra а, sto olaksava buducu numericku integraciju jednacine. Naime, 
llvodenjem 

tb = ы 1 / 3 t -111 Ь- 2/3 / а I ,ј F (tb) = Ь- 2/3 /(1), 
se dobija 

Р'"+9 FF'+F=O, 

Rezllltati numericke integracije оуе jednacine su prikazani па SI. 2. Primecuje se da 
је za pozitivne vrednosti amplitudnog parametra Љпkсiја F blago регiоdiспа, pri 
сеmll se о:;сјlасјје dogadajll oko пеkе prave lјnјје, dok је za пеgаtivnе vrednosti 
amplitudnog parametra resenje neperiodicno i уеоmа brzo opada. 

2. Hirota-i [6Ј је poslo za rukom da pronade takvu tran~formaciju koordinata 
kojom se jednacina koja opj~иje tzv. »cilindricne ~olitone« svodi па klaf,icnu jedna
Сјпи Korteweg-de Vries-a i time stvori mogucnost koriscenja.~vih poznatih resenja 
klaficne jednacine Korteweg-de Vries-a pri prouCavanju »cilindriCnih solitona«. Pod
staknuti оујт radom, nата је poslo za rukom da postignemo isti rezultat kada је 
u pitanju jednacina Korteweg-de Vries-a sa рrоmепЈјivim koeficijentima (1). Odgo
varajllca transformacija koordinata gJasi: 

х 

l' = d- 9/ 4 (, ~ = r d- 25/ 4 dx 
О 

3 
и =--d l / 2 d' 1 + (1-5/2 &(1', ~). 

2 

Prostom zamenom II jednacini (1) se moze pokazati da funkcija .& (1', ~) zadovoljava 
klasicnu jednacinu Korteweg-de Vries-a: 

1 
2 ,&~+ 3 &&~+- &ш = О, . 3 (5) 
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. pod uslovom da је: 

dd"{d'2= -3, tj. I 
Х 11/4 

а= 1-хо ' (6) 

pri сети је proizvoljno izabrano da bude: d (О) = 1 i d (хо) = О. Sva poznata resenja 
jednacine (5) se sada mogu koristiti da se u slueaju promenljivog dna odredenog 

t ь 

81.2. 

ротоси (6) konstruisu odgovarajuca resenja jednacine (1). Izmedu osta1ih, resenje 
jednog solitarnog talasa: 

.& = «о sech2 ~o (" -"(о ~); ~o = (3 «0)1/2/2, "(о = «0/2, «о> О 
daje: 
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gde је 

e=d-9/4[t_16:0УО(1_d9/4)]-

ОУо tacno resenjejednacine (1) reprezentuje solitarni talas koji Бе krece ро yremenski 
ртотеn1јјуој slobodnoj poyrsini tecnosti odredenoj Ба: -3 tj(8xo dS/2). Мота Бе 
medutim priznati da је ОУО resenje, kada Би и pitanju talasi па s10bodnoj povrsini 
neke tecnosti, prilicno vestacko i tesko је zamisliti da moze da јта neki prakticni 
znacaj. Nije medutim iskljuceno da odgovarajuce resenje jednacina Ба promenljivim 
koeficijentima koje орјБији magneto-akusticke talase и plazmi iIi »lattice« talase 
moze bitiodznacaja, ра ga zato ovde i navodimo. 

3. Jedna druga jednacina Kortweg-de УтјеБ-а Ба promenljiYim koeficijentima 
је takode poznata и 1itегаtшi (v. МНеБ [7] i Dordevic [8]) 

(Ь' d' ) 3 а1/2 

-+- и+2их + -- UUt +-. -uш=О. 
Ь 2 d d3/2 3 

(7) 

Njome Бе opisuje pasprostiranje dugih gravitacionih talasa таlе ali konacne amplitu
de и kanalu promenljiye dubine d (Х) i promenljive sirine Ь (х). Na isti nacin kao 
sto је to ucinjeno kada је Ыlа и pitanju jednacina (1) и okviru tacaka 1. i 2., mogu Бе 
i za jednacinu (7) konstruisati odgovarajuca resenja. Medutim, оуа jednacina dozvo
lјауа i jedno drugo tacno resenje koje moze da bude od interesa, ра сето zato oYde 
njega da navedemo. Ono glasi 

gde su 

х 

и= !У. (Х) sech2 ~o [t- Ј y(x)dx] , 
о 

(.1 _ _ 4 ~~ d 2 ' _ 2 ~б d 1/2 t-'o-const., !У.--3- 1 У--3- . 

(8) 

(9) 

pod uslovom da је: bd9/2 =const. Zapaza Бе da Би veze (9) izmedu уеlјсјna !Y.(X),~o 
i У (Х), koje redom predstavljaju amplitudu, јпуесznи duzinu i brzinu ta1asa iste kao 
kod klasiCnog solitona, ра Бе zato moze сеСј da resenje (8) predstaYlja jedan solitarni 
talas konstantne duzine, а promen1jive amplitude i brzine. Ртета tome, jedan pocetni 
росетееај oblika so1itarnog talasa се и jednom kanalu ртотепlјјуе dubine i sirine, 
pri сети su опе povezane odnosom Ьd9/2 =сопst. da еуоlијта zadr.zavajuCi Буоји 
pryobitnu strukturu, tj. kao solitarni talas. Vredno је pOmena da solitarni talas (6) 
пе predstaYlja tZY. »БРОТО рсотепlјјуј« so1itarni talas (У. Miles [7])! 
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SOME ЕХАСТ SOLUТIONS OF ТНЕ KORTEWEG-DE VRIES 
EQUAТION WIТH V ARIABLE COEFFICIENTS 

Summary 

А solution in the form of separated variables of the type of similarity solutions 
of the classical Korteweg-de Vries equation, а solution in the form of а solitary 
wave moving in а time-dependent and nonuniform background and а solution in 
the form of а solitary wave of constant length for the Korteweg-de Vires equation 
with variable coefficients are found to exist Ьу means of suitable transformations 
of variables and are discussed in the paper. 

VJadan D. f>ordevic 
Masinski faku1tet 
ul. 27 rnarta 80 
11000 Beograd 



Зборнuк раиова Машемашичко[ l/нсшишуша, Нова серија, књ. 4 (12), 1984. 
Racueil des travaux de l'lnstitut Mathemtique, Nouuelle serie, tome 4 (12), 1984. 

1. Uvod 

PRILOG TEORIJI PRVm INTEGRALA NEHOLONOM NIH 
MEНANICКIН SISTEMA 

[Ј. S. iJukic 

Zakoni odrzanja igraju vaznu ulogu и analitickoj mehanici. U holonomnoj 
mehanici оп! su izucavani (па primer vidi [2]-[8]) vrl0 detaljno. U neholonomnoj 
mehanici to nUe slucaj. 

U neholonom.noj mehanici, najcesce su izueavani potrebni i dovoljni uslovi 
za postojanje linearnih i kvadratnih prvih integrala, kao i veza izmedu prvih integrala 
neholonomnih sistema i prvih integrala istog mehanickog sistema osIobodenog уеZЭ: 
(vidi [9], [10], [12]-[14]). U radovima [11] i [8] formulisana је teorema Е. Neter 
za neholonom.ne sisteme. U оЬа rada, dobijena su razliCita ogranicenja za infinite
zimalne transformacije pri kojim postoje prvi integrali. То ogranicava primenljivost 
dobijenih rezultata. Na primer, ogranicenja iz rada [8] onemogucuju dobijanje 
cikIiCnih prvih integrala. 

U оуот radu dati su potrebni uslovi za postojanje prvih integrala, vrlo opste 
strukture, za пећоlопотпе sisteme. Оуа teorija prvih integrala је razvijena па ideji 
integracionih faktora diferencijalnih jednaCina kretanja neholonomnih -mehanickih 
sistema. 

2. Opsti teorijski rezultati 

u оуот radu, таli latinski indeksi uzimaju vrednosti od 1 do п, veliki grcki 
indeksi od 1 do т а таlЈ grcki indeksi od m+ 1 do n. Takode se primenjuje иоЫеајепо 
рrаvПо sabiranja ро ропоуlјепот indeksu. Neka је polozaj jednog ho]onom.nog 
mehanickog sistema sa п stepeni slobode kretanja odreden generalisanim koordina
tama qi. Кarakteristike ovog sistema, LagranZeva fиnkcija L i nekonzervativne ge
neraIisane sile Qi, zavise od vremena t, generalisanih koordinata qi i generalisanih 
brzina ;/ =dq'fdt. Ako је оуај mehanicki sistem primoran da se krece и sag]asnoscu 
sa т neholonomnih veza 

(1) 

67 
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gde su b~ i b!l proizvoljne diferencijabilne funkcije ge~ralisanih koordinata i vre
mеnа, tada taj, sada neholonoman sistem, ima п-т stepeni slobode kretanja. 
Pretpostavimo da su veze (1) neintegrabilne (vidi [1] str. 23). То znaci da su veliCine 

A!l = дb~ _ дb~ bгдb~ _bгдb~ 
ар дqР дq'" + р дqГ адqГ' (2 а) 

(2 Ь) 

u opstem slucaju, razlicite od lшlе. 

Eliminacijom, ротоси jedl1acina veza (1), zavisnih generalisanih bl'zina q!l 
iz Lagranzeve funkcije .2 dooojamo ful1kciju (l, tj. 

(3) 

Diferencijalne jednacine kretanja ovog neholonomnog sistema mozemo dati u obliku 
Hamiltonovih kanonskih jednaCil1a (vidi [1] str, 24) 

'", дН 
q =-, 

д рr1. 

. дН !lдН * 
Р'" = - д q'" - ь а д q!l + Q r1. , 

gde su generalisani impulsi Р", i Hamiltonova funkcija Н definisani sa 

Ovde su 
дL 

eA=~' 
др 

(4 а) 

(4 Ь) 

(5) 

(6) 

dok talasasta linija (.-.Ј) iznad neke velicine znaci da su u toj velicini eliminisane, 
ротоси veza (1), zavisne generalisane brzine, а zatim nezavisne generalisane brzine 
izrazene роmоси nezavisnih generalisanih impulsa Р"" Naravno, diferencijalne 
jednacine (4) treba reSavati zajedno sa jednacinama neholonomnih veza (1), koje 
zbog koriseenja (5) postaju 

. АдН 
QA=ba-+Ь!l. 

др", 
(7) 

Jednacine (4) i (7) formiraju si~tem od 2n-т diferencijalnih jednacina prvog reda 
ро 2n-т nepoznatih funkcija qi i Ра. Pretpostavimo da egzistira jedan skup funkcija 
G"', koje zavise od vremena, genera1isanih koordinata qi i nezavisnih generalisanih 
impulsa Р"" koji је takav da se sledeea invarijanta 

Pa.+-+br1.--Qa G, (
. дН АдН *) '" 

дq(f, д q!l 
(8) 
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identicki svodi па totalni izvod ро vremenu, tj. 

(
Prt. + дН + b~дH - Q:)Grt.=:!!....(Prt.Grt.- НR -А), 

д qrt. д qt. dt 
(9) 

gde su R i А proizvoljne funkcije vremena, generaIisanih koordinata qi i nezavisnih 
generalisanih impulsa PrI.' Ako је ispunjen uslov (9), funkcije Grt. zvacemo integracio
пјm faktorima jednacina kretanja (4Ь). 

КоmЫпоуаnjеm (4Ь) i (9) dobUamo 

~ (PrI. GrI. -HR-A) = О, (10) 
dt 

i sledecu teoremu: 

Teorema 1: Ako su funkcUe Grt. integracioni faktori jednacina (4 Ь) tada је velicina 

(11) 

konstanta (prvi integral) duz trajektorije neholonomnog mehanickog sistema, сјје 
sujednacine kretanja (4) i (7). Potreban uslov (9), koji mora biti zadovoljen za svaki 
skup funkcija (1«, R i А ako su funkcije Grt. integracioni faktori jednacina (4 Ь), 
posle koriscenja jednaCina kretanja (4), moze se napisati u obliku 

·-R+-Ьt!.R+НR+ -+-Ьа Gu,-рrl.GU,+А-дН дН· (дН дН t.) .. 
д t д qt!. д qrl. д qt!. 

-Q« Grt.-R- =0. * ( дН) 
дрrI. 

(12) 

Napomena. - U slueaju holonomnog nekonzervativnog mehanickog sistema, иуо
denjem Lagranzevih promenljivih umesto Hamiltonovih, оуај potreban uslov se 
svodi па odgovarajuce potrebne uslove za postojanje prvih integrala iz radova [4] 
i [5]. Тј potrebni uslovi iz radova [4] i [5] su dobijeni preko D'Alembertovog principa 
i роmоси teorije Е. Neter. U toj teoriji Е. Neter, А је gradijentno promenljiva fиnk
сјја dok fиnkcije R i GI definisu jedno-parametarske transformacije vremena i ge
neralisanih koordinata 

t I'::;!t+e:R, (i~qi+e: Gi, 

gde је е: рагашеtаг te transformacUe. 
Skup funkcija GrI., R i А zvacemo singularnim skuрош ako taj skup zadovoljava 

potreban llslov (12), аlј, ako posle zamene tog skupa u desnu stranu jednaCine (11), 
оуа postaje proizvoljna konstanta. 

Iz оуЉ r.azmatranja i Teoreme 1 mоzешо fогшulisаti i sledecu teoremu: 

ТеогеmаIl: Svakom nesingularnom skupu fиnkcija G", R, А odgovara jedan prvi 
integral (Јl) jednaCina kretanja datog neholonomnog mehanickog sistema. 

Do nesingularnog skupa fиnkcija GrI., R, А moguce је doCi integracijom jed
пасјпе (12), јl! nekim ad hoc prilazom i~·tom problemu. Ма koje resenje јеdnасјпе 
(2), ро GrI., R i А, zvacemo funkcionalnim resenjem ako оуе funkcije GrI., R i А 
пе sadrze пј jednu integracionu konstantu. Kada jedno nesingularno funkcionalno 
resenje jednacine (12) zamenimo u desnu f;tranu jcdnacine (11) tada доЫјато иоЫ-
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сајепј prvi integraljednacina kretanja, gde је jedina konstanta integracije konstanta D. 
Nedavno, Vujanovic је иуео ројаni. kompletnog resenja jednaCine (12) za slucaj 
holonomnog mehanickog sistema (vidi [2]). То kompletno resenje sadrzi dovoljan 
broj integracionih konstanti i omogucuje nalazenje konacnih jednacina kretanja 
holonomnog nekonzervativnog mehanickog sistema. 

Ako jednacinu (12) posmatramo kao diferencijalnu jednacinu onda та koja 
funkcija skupa Ga., R, А ima ista svojstva. Naime, svaka funkcija tog skupa moze 
biti nepoznata јlј unapred zadata funkcija. 

U jednacini (12) izvod neke уеlјСјпе, koja zavisi od vremena t, generalisanih 
koordinata qi i nezavisnih generalisanih јтриlза Ра.' ро vremenu treba interpretirati 
kao 

(13) 

U сјlји nalazenja prvih integrala neholonomnih mehanickih sistema jednacinu (12) 
mozemo upotrebiti па dva naСјпа. Prvo, mozemo zahtevati da jednacina (12) bude 
zadovoljena za svako t, qi, рСЈ. i Ра.. Tada, koristeci (6), (12) i (13), dobijamo jednu 
jednaCinu linearnu ро Ра.. Kako funkcije Ga., R i А пе zavise od vremenskog izvoda 
сРа.) generalisanih јтрulза, ta зе jednacina raspada па sistem linearnih parcijalnih 
diferencijalnih jednaCina 

г=о, (14) 

н дR -Ра. дGа. + дА =0, 
дРr> д Рг;, дРr> 

(15) 

-р" -+----+ (Ј-+ --[д Ga. д Н д Ga. (Ь 6. д Н Ь6.) д G"] 
д t д Р(Ј д q~ д PfJ д q6. 

- [66. (A~ + ~: А ~p) + Qa, + Q6. b~ Ј ( G" - R ~ ~) . (16) 

Ovde јтато n-m+ 1 jednaCinu за jednom vise nepoznatom funkcijom (Ga., R, А). 
OCigledno, jednu funkciju skupa G(J.., R, А moramo usvojiti da Ы sve preostale 
funkcije tog skupa dobili resavanjem sistema (14), (15). Najeesce se propisuje oblik 
funkcije А. Sistemi jednacina ovog tipa, nazivaju se (vidi [3]- [8]) generalisanim 
Кilingovim jednacinama. 

Druga mogucnost za prakticnu upotrebu jednacine (12) је da zahtevamo пјепо 
zadovoljenje duz trajektorije neholonomnog mehanickog sisterna. То znaci da vre-
menski izvod сРЈ nezavisnih generalisanih impulsa zavisi od vremena, generalisanih 
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koordinata i generalisanih impulsa preko jednacina (4Ь). Sada, potrebni шl0У (12), 
posle kori~cenja (4Ь) i (13), postaje 

. (дR дGf1. дА)( * дН f.дН) Г+ H--pf1.-+- Q~--~-b~~ =0, 
д p~ д p~ д ћ. д q д q 

(17) 

gde је Г dato sa (16). Оуи 1inearnu parcijalnu diferencija1nu jednacinu zvacemo 
generalisanom KiIingovom jednacinom duz trajektorije. U opstem sIueaju, svaka 
od n-m+2 funkcije R, Л, Gf1. moze se smatrati nepoznatom. Prema drugoj teoremi 
ovog rada, svako пјепо nesingularno reSenje ро Gf1., R, А pruza jedan prvi integraI 
oblika (11). 

3. Primeri 

3.1. Pretpostavimo da su ispunjeni sledeci uslovi 

R=O, G"J+1=Gт+2= ... =G,-1=G,+1= ... =G"=O, G'=const., (18) 

-+Ь, --Q, G'=V(t, q/, Р",), n+l~г~n, (дН адН *) . . 
дq' д qa 

(19) 

gde је r fikEirano i gde ne treba sabirati ро ponovljenom indeksu г. Ovde је V pro
izvoljna funkcija vremena t, gепегаЉапih koordinata qi i nezavifnih genera1isanih 
impulsa р",. U V izvode ql i р« treba ~1iminisati роmоси jednacina (4). Sada iz (4), 
(16), (17)-(19) dobijamo 

A=-V, 

а iz (11) odgovarajuCi prvi integral neholonomnog mehanickog sistema 

D=p,Gr+V(t, qi, рЈ, Спе sabirati ро г). 

(20) 

(21) 

Ako је funkcija V jednaka nekoj konstanti, nezavisnoj od t, qi i Pf1.' оуај integral 
postaje ciklicni prvi integral kretanja. 

3.2. Pretpostavimo da su ispunjeni sledeci uslovi 

Gz=O, R= -1, 

(22) 

gde је W proizvoljna funkcija i gde u izvodu W izvode (/ ј]Ј", treba eliminisati ро
mоси jednacina (4). U оуоm SlllCajU, iz (2), (4), (16), (17) i (22) dobijamo 

A=W, 

dok iz (11) sledi prvi integraI oblika 

D=H-W. 

(23) 

(24) 

Za konstantnu vrednost funkcije W оуај integral se svodi па energijski integraI 
datog neholonomnog mehanickog sistema. 
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3.3. Posmatrajmo mehanicki sistem sa Lagranzevom funkcijom L=(lj2) аи сјј ci, 
gde su аи funkcije samo od generalisanih koordinata, koji је podvrgnut homogenim 
(Ь =0) stacionarnim vezama (1). Pretpostavljajuci da је А=О, G"'=O i Q:=p", Е, 
gde је F proizvoljna funkcija, jednacina (17) postaje 

HR+p",q",RF=O. 

Re8enje оуе jednaCine је R=e-2 F, а odgovarajuci prvi integral glasi 

D= _Не-2Р. 

3.4. Neka је mehanicki sistem, сјја је Lagranzeva funkcija 

м [( . ')2 (' 2)2] Ј (' 3)2 L=- q + q +- q -п (q3), 
2 2 

(25) 

(26) 

(27) 

gde su М i Ј date konstante а П proizvoljna funkcija, primoran da se krece u sagla
sno8cu sa vezom 

ql = q2tgq3. 

U оуот slucaju resenje jednacine (17) glasi 

R= 1, G2=0, 

8to pruza sledeCi prvi integral 

G3=~ 
2Ј' 

(28) 

(29) 

(30) 

Оуај prvi integral је posledica energijskog integrala ovog sistema i jednacine kretanja 
za koordinatu q3, Рз=-dПldq3. 
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CONТRIВUnON ТО TНEORY OF FIRST INTEGRALS FOR 
NONНOLONOМIC МECHANICAL SYSТEМS 

Summary 

Necessary conditions for existence of first integraJs for nonholonomic тесЬа
nical systems are established. Тће first integrals are of а general structure. ТЬе 
theory is developed usingthe idea of integrating factors for the differentiaJ equations 
of motion for nonholonomic mechanical systems. 
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1. Uvod 

BOCNO IZVIJANJE CELICNOG 1 NOSACA DEFORMABILNOG 
POPRECNOG PRESEKA 

Hajdin Nikola i Согјс Branislav 

Problem stabi1nosti punih ееIiCnјЬ nosaca i njihovih delova, kao 8to su rebra 
i pojasevi, star је gotovo toIiko koliko i projektovanje ove vrste konstrukcija. Ova 
oblast ЫIа је i ostala predmet velikog naucnog interesa. Do unazad dve decenije 
ta razmatraцja kretala su se kako и oblasti nauke tako i njene primene na osnovama
takozvane linearne, elasticne teorije stabilnosti. 

Prakticna iskustva па gotovim objektima, а zatim eksperimentaIna i teorijska 
istraiivanja ukazala su da ovaj priIaz ne daje и citavom nizu problema zadovoIjava
јисј odgovor. Stvama nosivost eeIiCnih konstrukcija odstupaIa је od teorijskih re
zultata и citavom nizu slueajeva, nazalost ne uvek па strani sigumosti. 

Novija istrazivanja, prevashodno eksperimentalna, izmeniIa su и mnogo сети 
shvatanja и оуој oblasti. Broj i znacaj tih istrazivaцja narastao је do te mere da su 
ovi rezultati uneti i и nove propise za ceIicne konstrukcije veceg broja zemalja (у. Bri
tanije, Svajcarske, CSSR, SAD itd.). 

Medutim, postoji јО8 citav niz probIema stabilnosti сеIiCniЬ nosaea koji јО8 
nisu dovoljno ispitani i па kojima se intenzivno radi. Jedan od takvih problema је 
i problem bocnog izvijaцja ceIiCnog 1 nosaea deformabiInog poprecnog preseka. 
Predmet ovoga rada upravo је teorijska i eksperimentaIna anaIiza bocnog izvijanja 
nosaea pri сети dolazi do deformacije, odnosno promene oblika poprecnog preseka. 

2. EksperimentaIna i teorijska anaIiza 

Osnovna karakteristika savremenog pri1aza оуој problematici је eksperimen
talno ispitivaцje epruveta до konacnog Ioma, uzimajuci и obzir elastiCne i plasticne 
deformacije и takozvanoj postkriticnoj oblasti. 

Ukupno је ispitivano pet nosaea sistema viIjuskasto osIoцjene grede (SI. 1) 
Debljina vertikalnog Iјта (tr) varirala је od 2.-5. тт, debljina pojasa od 

3.-10. тт, а sirina pojasa (Ь) od 80.-100 тт. 
Eksperimentalni rezultati za jedan od nosaea sa debljinom vertikalnog liта 

tr=5. тт, prikazani su па sIici br. 2. 

х(и) * .3,06rnn 

~.I;::=Y=(V)=====~18~ Iџ-
т777f7 1=2300 rnn mт&' ~т 
~~------.----------~~ 

SI. 1. 
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Usled neiibeznih pocetnih nepravi1nosti (impe:rfekcija) u geometriji nosaca 
i l1acinu nanosel1ja optereeenja, odmah ро nanosenju opterecenja dolazi i do malog 

NOSAC С/3/3 
deformacija poprecnog pгeseka 

га7.тега: 

Z= 2:1 
у= 1: 2)5 

ispod sil~ Р 

1 
2-
3 ---
L..-.-

Ј 
I 
}ћ 

/pocetr\Q 
јт p~г {~ kc јја I 

r S 

I 
I 
I 

.1 

Ј 

I 
I 
I 94 

SI. 2. 

1 О kN 

2 60. kN 

3 80. kN 

L. 90. kN 

5 О. k N (----) 
~ гa~\eг~cenJe 

тох Р 9A.kN 

P(kN) 

bocnog pomeranja 110saea, koje se sa povecanjem vertikalnog opterecenja sve vise 
uvecava. Kako se sa ove sJike vidi, u toku орНа pracena је (ротоси plotera) promena 
ob1ika vertikalnog liта u sredini nosaca sa prirastom si1e. Takode је graficki regi
strovallo роуесаllје opterecellja sve do dostizanja kriticlle si1e. Кada је kriticna si1a 
dostign.uta, vidi se da sa povecalljem deformacija llа nosacu dolazi do pada sile. 

Teorijska istrazivallja bocllog izvijallja nosa~a deformabilnog popreCnog 
preseka relativno su novijeg datuma i vezana su u ve1ikoj meri za primenu metode 
konacnih elemenata i metode traka. 1 u ovom radu pri teorijskoj allalizi koriscena 
је metoda konacnih elemenata, а llelillearlla alla1iza sprovedena је primenom inkre
melltalllog postupka. U tom сНји 1l0sac, odllosllo jednanjegova polovilla, zamelljell 
је prostorllim skupom od 192. pravougaolla elementa, kako је to prikazano па Sl. 3 

Rezultati ovako sprovedene nelinearne analize prikazani su па slede6im sli
kama. Na Sl. 4 prikazano је odredivanje kritiCnog opterecenja teorijskim putem 
i uporedenje sa ekspel"imentalllim rezu!tatima. 
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Dijagram normalnih nароnа duz nosaca pri dostizanju kriticnog opterecenja 
prikazan је па SJ. 5, а obJik izvijanja nosaca prikazan је па SI. 7. 

Kako Бе sa SJ. 6 vidi, za slllcaj opterecenja koja Sll bliska kriticnom, prirastaji 
lIgiba i obrtanja ројаБа јтајu pribliZno konstantnu vrednost. Medutim, prirastaji 
bocnog pomeranja za ta opterecenja dobijaju ekcesne vrednosti (SI. 4), sto је i ka
rakteristicno za probJem bocnog izvijanja nОБаСа. 

Osim normalnib llароnа koji se јаУlјајu usled savijanja nosaca и svojoj ravni, 
јаУlјаји se i normalni nароnј us]ed bocnog savijanja nosaca. ОУ! nаропј cak ргета
suju ро apsolutnoj vredno5ti normalne nароnе usled Баујјаnjа u ravni nosaca (SI. 8). 

" """"""""" """" 1'... i'..1'... '" '" i",. "- " 1, , .'\. '" 1 
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NPSAC' С!З!З Dijagram 1:... naporya 
ргј р= 97.5 kN ' 

/- - - - - - - - - -
~. 1.1;1 

~~ ________ 2Ј.!. 
1 2,61 

l 
l 

Ор9 

\011 

2~a 

j~'~ -=-~ '=~-~~-~-__ . ~k=-~-: =~~ ~:--_~.~.-
."' .. i-___ ._'..;:з~9,"'_6 ___ ",_ ... -.---,----з.~9--.--,,·х---:О.О;,~, ____ __'~ 

,""'-------------- \'.i.Cfl'I ___ ~_ 

SI. 5 

NOSAC С!З/3 

O[1~!, А!ис (;Q("Щ;:;:'3 ?j~'A.'~:'\ БF~;] 

S:~1: р 

l
рщ

" 
97,; 

5.9.1 

Sl. 6 

liGШ wr'lJE'j NJAS:' :S?OD 51:"Е р 

11-' 

[г--~,-"[1 
i..---~ l~ 

t,v 

80ёnо ротегапје nasaca СiЗ/З ргј р= g7.S kN' 

P/2 
.... - - - - оо - - .. - - - r - - _ .. - - - - - - - - .. - - - - -::.~ - - - -- - - - - .. - - ... ~~~~ 

'&.\'0 " !> ------.. --------- .... ---- :t;)~ 
I()~ I 

- -= --= _""':...:- ="- - -;,;""' 

3~ 35,1)' = 115, сп> 

RAZMERA' 
::r:a dUlini. 1~1) 

~~rn.~~1g 1: 1 

51. 7 



Воспо izvijanje celicnog i nosaea deformabilnog poprecnog preseka 79 

Na SJ. 9 izvrseno је uporedenje eksperimentalnih rezultata za nosace koji se 
razmatraju u ovomradu sa rezuItatima koji su prikazani u radu (4). U tom radu 
dati su ek&perimentalni rezultati za nosace sa nedeformabilnim poprecnim presekom. 
Kako se iz оуе slike vidi, nosaci sa deformabilnim popreenim presekom јтаји znatno 
тапји nosivost u odnosu па nosace sa nedeformabilnim poprecnim presekom. 

3. Zakljucak 
- ProbIem bocnog izvijanja nosaea nedeformabilnog poprecnog preseka 

intenzivno је ispitivan i sa teorijskog i sa eksperimentaInog aspekta, i kao ta~av 

NOS А С С/3/3 

AJOJJAGRAM NAPONA J,~ 

Вј PROME N А бу 
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OEBUINI REBRA 

OETALJ "Д" 

PRESEK'I-1 
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----~----------------

nasao је svoje mesto u propisaima о stabilnosti celicnih konstrukcija. Medutim, 
kod nosaea sa deformabilnim poprecnim presekom situacija је sasvim drugacija. 
Na njети se tek poslednjih godina intenzivno radi. 

- Кako је pokazano u оуот radu, nosaCi sa deformabilnim popreCnim pre
sekom imaju znatno тапји nosivost pri Ьоспот izvijanju u odnosu па nosace sa 
nedeformabilnim poprecnim presekom. 

- Najispravniji put za teorijsku analizu ovog problema је primena nelinearne 
analize koja vodi тасипа о promeni oblika poprecnog preseka поsзеа i шјта u obzir 
pocetne imperfekcije vezane za geometriju nosaea, nacin nanosenja opterecenja itd. 

- Eksperimentalna istrazivanja i rezultati u оуој oblasti od bitne su vaznosti 
za sagledavanje stvarnog ponasanja nosaca pri bo~noт izvijanjtl i za kontrolll 
dobijenih teorijskih resenja. 
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NELINEARNE TORZIJSKE OSCILAClJE VRAТlLA 
SA DISKOVIМA NA KRAJEVIМA 

Кааса (Stevanovic) Hedrih 

Uvod 

U konstrukcijama reduktora kao konstruktivni elementi јаУlјаји' se vratila 
sa zupcanicima па krajevima, Ш sire u transmisionim sistemima vratila sa diskovima 
па slobodnim krajevima. Zato је od interesa izuciti sve specificnosti torzijskih osci
IаСЈја takvog torzUskog sistema. U оуоm radu primenom asimptotske metode 
КгiIоvа-ВоgоlјuЬоvа-Мitгороlјskоg izvedeni su izrazi za prvu aproksimaciju re
senja i sistem, diferencijalnih jednacina prve aproksimacije za amplitudu i fazu 
pobudenog oblika oscilovanja vratila sa diskovima па krajevima u uslovima dejstva 
poremecajnih raspodeljenih i koncentrisanih torzionih spregova. 

Sastavljanje asimptotske aproksimacije теЗепја 

Pretpostavimo da se model sistema sastoji od vratila kruznog ili kruzno-prste
nastog poprecnog preseka polarnog momenta inereije /0, gustine materijala @, 

modula klizanja G, duzine 1, i dva kruta 
diska aksijalnih momenata јпетсјје mase 
za osu vrati1a Ј1 i Ј2, а predstavljen је па 
sliei br. 1. Ako sa {) (z, () oznacimo ugao 
torzije vratila u preseku sa koordinatom 
z, mereno od levog diska u praveu ose 
угаШа i za opstije uslove dejstva generali- .---1 
sanih sila mozemo napisati sledecu рагеЈ
jalnu difereneijalnu jednacinu 

--, 
дt 2 

(1) 

6 ЗISОpвIIК plЩОII!\ 4 (12) 81 

---

SJ. 1 
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kao parcijalnu diferencijalnu jednacinu torzijskih oscilacija vratila i sledece granicne 
uslove 

Ј1 д
2

е 1, =Glo де I -e:g(oc, е, де, дб, д
2

е, д
2

е, ... )1 ' 
дt 2 z=O дz Iz=O дz дt дt 2 дz2 ,,=о 

(2) 

Ј2- = -Glo- -е:l ос, е,-, -, -, -,... , д2 е I д е I (д е д е д2 е д2 е ) I 
дt 2 ,,=I дz ,,=I д! дz дt 2 дz2 ,,=I 

(2") 

gdesu: tvreme; е:таll parametar; f z, ос, 6, -, -, -, --, .. , -пеlшеагпа . (д е д 6 д2 6 д2 6 ) . 
дt дz дt 2 дz2 

ЉniСЈја z, ос, е i njegovih izvoda ро z i (, periodicka perioda 2п ро ос i glatka ро z 

па intervalu [О, 1]; g(oc, ,6, ~, д 6 , ... ) I ' i 1 (ос, 6, де, де, ... ) I neline-
д t д z z=O д t д Z <=l 

arne cele racionalne funkcije i njegovih izvoda, i periodicne funkcije ро ос perioda 

27t.Pretpostavimo daje doc =\1 ("t')RHul; "t'=e:t, gdeje <U) sopstvena kruzna frek
dt 

vencija )}neporemecenog« oscilovanja. 
Pretpostavimo da su pocetni uslovi oblika 

(3) 

gde su р i q konstante, "1 ргуј koren frekventne jednacine »neporemecenog« oscilo
vanja, koje se доЫја za е:=О iz diferencija]ne (1) i granicnih Ш]ОУа (2), koja glasi 

tg ~ = «(Ј.l + ~2) ~ , 

(J.l(J.2~-1 
(4) 

gde је ~ =" 1, (1.1 = Ј1/Ј, (1.2 = Ј2/Ј, Ј = р 101, <Un = ~n IG - sopstvena kruzna freј V р 
kvencija neporemecenog oscilovanja. Sopstvena funkcija »neporemecenog« osci
lovanja za »neporemecene« granicne uslove је 

(5) 

Кako pretpostavljeni pocetni uslovi i oblast promene kruzne frekvencije 
\1 ("t'); "= е: (, poremecajnog &prega omogucuju formiranje jednofrekventnih oscilacija 
u prvom obliku dinamicke ravnoteze i kako su zadovoljeni posebni uslovi [1] za 
primenu metode КгiIоvа-ВоgоlјuЬоvа-Мitгороlјskоg, te aproksimaciju resenja 
trazimo u obliku 

е (z, () = R (t)[cos "1 Z - (Ј.l ~1 sin "1 z] cos Ф + 
+ е; w1 (z, ос, R, ф) + е;2 w2 (z, (Х, R, ф) + ... , (6) 
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u kome su R (t) amplituda i ~ (t)=ф-О( faza osnovnog harmonika asimptotske 
aproksimacije resenja, koje se kao funkcije vremena odreduju iz sistema diferenci
јаlпјЬ jednacina odgovar;:tjuce aproksimacije 

dR = е cltl (В, ~) + <:2 clt2 (В, ~) + о о о, 
dt 

d~ = CU1 - У (1') + е &31 (В, ~)+ е2 &31 (B,~) + о о о, 
dt 

~=ф-О( 

dO( 
-=у(1') 
dt 

1'=<:1 о 

(7) 

Potrebni parcijalni izvodi pretpostavljene aproksimacUe resenja (6) јmајисј 
u vidu (7) su 

д2() 2 д2 W д2 It' 
-. = -)..IRl(t) (COS)..IZ-[1.1~1 siП)..lz)соsф+е--1 +<:2 __ 2+ о о о, (8) 
дz2 дz2 дz2 

дб = -Rcu1 (COS)..1 Z-~1 ~1' sin)..1 z) sin w + <: {(COS)..1 z-
дt . 

- [1.1 ~1 sin )..1 z) [cltl (R, ~) cos Ф - R d%31 (В, ~) sin ф] + 

+ (У дд О( + cu1 ~дф) (1) W1 } + <:2 о • О , 

д2() = _ R cui (COS)..1 z - [1.1 ~1 sin )..1 z) cos Ф + <: {(Cos )..1 z
д ( 2 

- [1.1 ~1 sin)..1 z) [cos Ф ( -2431 Rcu1 + дд~1 (cu1 - У) ) -

- sin Ф (2 CU1 сltl + R д :;1 (CU1 -.У) ) Ј + 

(9) 

+ [У ддО( + cu1 ддф Г) W1} + <:2 {(CoS )..1 z - [1.1 ~1 sin)..1 z) (10) 

о (cos Ф [ -2 R cu1 д32 + (cu1 - У) дд~~] - sin Ф [2 cu1 сЛ2 + R (cu1 - У) дд~2] + 

+ cos 't' сп1 --+ сЮl -- - R сА)1 + srn Ф - 2 Cltl ~I - R -- сп1 -.r, [ Ll д clt1 (ЈјЈ д Jl:1 rи2]. [ д дЗl 11 
дR д~ дR 

-R--1
d%31 + Y-+CU1 - w2 +2&31 У 1 +CU1--1 + д &з Ј) [д д ](2) ( д2 

W д2 W ) 
д ~ д 11. д Ф д Ф д О( д ф2 

+- ---- (w -У)+---(С!) -У)+2 Ll cu +У +<:3 .... дW1 д~1 дw1дcltl ( д2 W1 д2 W1 )} 
д Ф д ~ 1 д R д ~ 1 сЛ:1 1 д R д Ф д R д О( 

Pretpostavljeno resenje i njegove parcija]ne izvode (8-10) unesemo u parci
јаlпи diferencijalnu jednacinu (1) i granicne uslove (2), zatim izjednaeavanjem koefi-

6* 



84 Katica (StevanoviC) Hedrih 

cijenata uz jednake stepene sa leve i desne strane jednacine i granicnih uslova dobi
јато da su za еО izrazi identicki medusobom jednaki; а za slucaj е treba da је 

[
'.1 ~ + (1)1 ~](2) W 1 = с2д2 W 1 + (cos \ z - fL1 ~1 sin /..1 z) (cos Ф [2 &31 R (1)1 -
дос д Ф д Z2 

- дд~\ «(1)1 - '.1)] + sin Ф [2 сЛl (1)\ + R д f;t «(1)\ - 'Ј)]} + fo (z, Gt, R, ф), (11) 

(12) 

Glo - = -Ј2 с -- -Ј1fo(, IX, R, ф)-lо(ос, R, ф), д w1 I 2 д2 

.V1 I 1 
д Z z=l д Z2 z=/ 

(13) 

сјте smo dobili diferencijaJnu jednaCinu (11) i granicne uslove (12-13) ро nepozna
tim funkcijama Wl (z, IX, R, ф), cftl (R, IX) i &31 (R, IX), koje treba odrediti da bis
то sastavili prvu asimptot~ku aprokf:.imaciju resenja. Za sastavJjanje druge aproksi
mасјје resenja odgovarajucu parcijalnu diferencijalnu jednacinu ро W2 (z, ос, R, ф) 
i granicne l1S1ove mozemo dobiti iz uslova jednakosti funkcija - koeficijenata uz 
0,2, 8to ovde nееето izracunavati. 

U parcUalnoj diferencijalnoj jednacini i granicnim uslovima (12-13) иуеН 
smo oznake 

( 
д6 д6 дЧ) ) fo (z, IX, R, ф) = f z, Gt, 6, - , - , -, ... 
д! дz дt Z 

(14) 
z=z 

О=В (со. Л\ Z-!L\ /;1 sin "1 z) со. Ф 

д 6 . 
дi= -"'1 R (соз "1 Z-!L\ 1;1 81n ЛI z) .јn Ф 

::="1 R(-.јnЛI Z-!LII;IСОSЛI z)cos Ф 

•••••••••••••• оо •••• оо ••••• ОО •• Ј 

go(oc, R, ф)=g IX, 6,-, -, ... ( 
д6 д6 ) 
д t д z ;=0 

(15) 

[о(ос, R, ф)=l ос, 6,-, -, ... ( 
д6 д6 ) 
д t дz 

О=В (соз Л\ Z-!L\ 1;1 .jn ЛЈ z) со. Ф 

дб 
дi=-"'I R (соз Л\ Z-!LI 1;1 8in 1.1 %) .jn Ф 

дО В' .. 
д z =-Л1 (810 "1 %+!LI '>1 СО. Л1 z) со. Ф 

Z=O 

O=R (со. ЛI Z-!LJ 1;\ sin Л1 z) СО8 Ф 

дО 
дi=-"'\ R (cos 1.1 Z-I-'I 1;1 .јn Л\ z) sin Ф 

дО • 
д; =-л\ R (.In 1.1 z+I-'\1;1 со. Л\ z) cos Ф 

.0' оо оО, '.0 .0 ••• о •• ОО ОО ••••• оо. 

(16) 
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Funkciju Iђ (z, ос, R, ф) pretpostavimo sada kao zbir dveju nepoznatih funk
СЈја иl (z, ОС, R, ф) i ђ (z, ос, R, ф) pri сети postavljamo uslov da funkcija ђ (z, ос, 
R, ф) zadovoljava diferencijalnujednacinu i homogene granicne uslove, а da funkcija 
иl (z, ОС, R, ф) zadovoljava nehomogene graniCne uslove. Funkciju иl (z, ОС, R, ф) 
pretpostavicemo u obliku 

s tim da zadovoljava sledece granicne uslove 

Iz tih uslova dobijamo da је 

9)1 (ос, R, ф) = 

[ll (10 (ос, R, ф) - ЈЈо (1, ос, R, ф)] + (l + [l2)[J1fo (О, ос, R,ф) + go (ос, R, !р)] 

С /0 (I + [l1 + [l2) 

9)2 (ос, R, ф) = 

[10 (ос, R, ф) - J2 fo (/, ос, R. ф)] - [go (ос, R, ф) + Ј1 fo (О, ос, R, ф)] 

2 С /0 (1 + [l1 + [l2) 

ра је trazena funkcija иl (z, ос, R, ф) oblika 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

Funkcija ђ (z, ос, R, ф) se sada odreduje iz parcijalne diferencijalne jednacine 

+ sin Ф [ 2 сЛl 6)1 + R д д~ (6)1 - \1) ]} , (21) 
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tako da zadovo1java homogene granicne uslove 

G 1 д vJ I = Ј с2 д
2 

v1 I 
Од Ј д 2 ' Z z=O Z z=o 

Gl дV11 =-Ј с2д2Vl/ 
од 2 д 2 ' Z z=l Z z=( 

(23) 

и kojima smo uveli oznaku 

1o*(Z, 0:, R, ~)=Io (Z, 0:, R, ~)_[(y~+cи1~)(2) -
д rx д~ 

- C2~] { Z / [/0 (о:, R, ~) - Ј2 fo (1, 0:, R, ~)](2 (1-l1 + z) + 
д Z2 2 G [о 1 (l + (1-1 + (1-2) \ 

+ [Ј1fo (О, 0:, R, ~) + go (о:, R, ~)J[2 (1 + (1-2) 1- z] )} . (24) 

Funkcija V1 (z, (1.., R,~) пе treba da sadrzi prve harmonike oblika sin ~ 
(COS}.1 Z-(1-1~1 sin }.1Z) i cos ~ (cos }.lZ-(1-1 ~1 sin }.1Z) iz kog us10va сето odrediti 
nepoznate funkcije cf~1(R, q» i c~MR, q». Funkciju Vj(z, (1.., R, ~) potrazimo и obliku 
reda ро sopstvenim funkcijama odgovarajuceg »neporemecenog« sistema 

оо 

v1 (z, 0:, R, ~)= L: vlP(rx, R, ~)(СОS}.рZ-(1-1~рsiп}.рZ), (25) 
р=l 

koja identicki zadovo1java homogene granicne us10ve (23), а u kojoj su kоеfiсiјепti 
razvoja ђ (rx, R, ~) nepoznate funkcije koje treba odrediti. 

Izraz (25) uпеsепlO u diferencija1nu jednacinu (22) tako da dobijamo 

оо • - L lор «(1.., R, ~) (cos Ар z - (.Ll ~p Si11 Ар z) + (cos А1 Z
р=1 

- (1-1 ~1 sin А1 z) {cos ~ [ - д~1 (си1 -\1) +2('%31 R<u1] + 

+ Si11 ~ [2 си1 cltl + R д ~~1 (cиl -\1) ]}, (26) 

u kojoj smo funkciju lo*(z, rx, R, ~) pretstavili u vidu reda ро sopstvenim fиnkcijama 
Zp(z) 

оо • 
10 * (z, o:,R, ф) = L (Ор (о:, R, ф)(СО~}.р z - (.Ll ~p sin},p z), (27) 

р=1 
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и kome su Ј;р (tt, R, ф) funkcije koeficijenti razvoja poznate funkcije oblika 

/ 

fo:(oc,R,qI)=plol {~JJ~(Z, tt, R, !Ji)(СОSЛрZ-(.Ll~рsiпЛрz)dz+ 
mр 1 

о 

+ (.LJ~ (О, tt, R, ф) + (.L2J; а, tt, R, ф)(соs ~JI- (.Ll ~p sin ;р)} , (28) 

и kojima је uvedena oznaka 

mр = р 10 1 {( 1 + (.L1 2 ~/) (2 ~p + sin 2 ~p) + 4 sin ~p ( - cos ~p + (.Ll ~p sin ~p)} + 
4~p 

/ 

+р10 1 Ј Z/(z)dz+J1Z/(O)+J2Z/(/). (29) 

о 

Izjednaeavanjem funkcija -koeficijenata sa leve i desne strane jednacine (26) 
uz iste sopstvene funkcije (cos Лр Z-fJ.l ~p sin Лр z) dobijamo sistem parcijalnih 
diferencijalnih jednaCina 

[
V ~ + Cil1 ~](2) 1'11 + CiI/ Vl1 = cos!Ji [2 R Cil1 4Јl - д СЛl (Cil1 - V)] + J~1 (tt, R, !Ji) + 
дос дф д!р 

sin !Ji [2 Cil1 c:ltl + R д :;1 (Cil1 - v) Ј' (30) 

[ 

д. д ](2) 2 . 
Vдtt+CillдФ VIP+CiI/pVIP=JOp(oc,R,!Ji), р=2,3,4,.... (31) 

U jednacini (30) funkciju ђ l(tt, R, !Ji)-prikazemo и obliku dvostrukog Fourier-
ovog reda ро ос i !Ji sa nepoznatim koeficijentima razvoja vЂ.n (R), а takode i Љnk
сјјu J;I(tt, R, ф) sa poznatim koeficijen6ma razvoja Ј;/m n)(R) 

1'11 (ос, R, ф) = 2: 2: v';'г (R) ei(m<li+no<}, т, п = О, ± 1, ± 2, ± 3, , . . (32) 
т п 

(33) 
т п 

/ 2" 2тс 

·(mn) р10 1 {1 Ј Ј Ј ji.( .1. ( Јор (R) - о Z, ос, R, 't') cos ЛрZ-
4,.2 mр 1 

о о о 

2те 2тс 

-(.Ll~рsiпЛрz)е-i(m<li+nOt)dzdфdtt+(.Ll Ј Ј J~(O, ос, R, ф)е-i(m<li+nOt)dфdtt+ 
о о 

2тс 2" 

+(.L2(СОS~Р-fJ.l~рsiп~р) I f J~(l, ос, R, ф)е-i(m<li+nOt)dОСd Ф } , (34) 

о о 
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tako da dobijamo 

m п m п 

+cos Ф [2 RUJ1 ~1 - дд~1 (UJ1 - v) ]+Sin Ф [2 UJ1c!t1 + R дд7 (UJ1-V)]. (35) 

Kako је izraz UJi - (п v + т (ЈЈ1)2 jednak nиЈј kada је ± 1 + т + п = О to 
za te vrednosti koeficijenata т i п izraz е! (т Ф+n а.) dobija vrednost е' (±ф-n а.\ 
te za odredivanje nepoznatih funkcija c!tl (R, ф) i азl (R, ф) dobijamo sledecu 
jednacinu 

СОSФ[2 RUJ1 dВ1 - дд~1 (UJ1"-v) ]+siП Ф [2 сЛ1 (ЈЈ 1 +2дд~1 (UJ1 -v)]+ 

+ 2J~1 (=Fl-n), п (R) еЦ±<Гn<Р) = О. (36) 
п 

Iz poslednje jednacine izjednacavanjem koeficijenata uz cos Ф i sin Ф sa nulom do
Ыјато sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina za odredivanje nepoznatih 
funkcija сЛl (R, ф) i с%31 (R, ф) 

д сЛl (UJ1 -v) - 2 RUJl 43= L СО (R) е! <1<р, 
д~ о 

д4ј 
2 cJt1 (ЈЈ 1 + R __ 1 (UJ1 -v) = 2: do (R) ејО<р, 

д~ о 

(Ј = О, ± 1, ± 2, . . . , 

gde smo stavili da је veza koeficijenata n= -(Ј i т+ 1 =(Ј, i uveli oznake 
121'21' 

Са (R) = Р 10 1 {~JJJ j~ (z, ОС, R, ф)(соs Л1 z-
4 7t2 т1 1 

о о о 
21' 21' 

(37) 

-[Ll~lsiПЛ1 z)e-i<1<РсоsфdфdосdZ+[L1 Ј Ј j~(O, ОС, R, ф)е-i<1<Рсоsфdфdос+ 
о о 

2 l' 2 l' 

+[L2(СОS~1-[Ll~lSiпџЈ Ј f~(l,ос,R,ф)е-iО<РСОSФdФdос}, ~=ф-ос, (38) 

о о 
I 21' 21' 

do(R)= - (Ј 10 1 {~J Ј Ј j~ (z, rJ., R, ф)(соs Л1 z-
4 7t2 т1 1 

о о о 

21' 21' 

- [Ll ~1 sin Л1 z) е-ја<р sin Ф d Ф drJ. dz + [L1 Ј Ј j~ (О, ОС, R, ф)е-1а<р sin Ф dф doc + 

о о 

21' 21' 

+ [L2 (cos ~1 - [Ll ~1 sin ~1) Ј Ј j~ (l, ОС, R, ф) е-ја<р sin Ф d Ф dOC} . 

о о 
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Resavanjem sistema (37) dobijamo partikularna resenja koja se mogu prihvatiti 
kao funkcije ~l (R, ср) i ~l (R, ср) koje је trebalo odrediti: Ротоси пјјЬ sastavljamo 
jednacine prve aproksimacije za amp1itudu i fazu pobudenog oblika oscilovanja 

(39) 

а=О, ± 1, ±2, .... 

Nepoznate fuilkcUe vl~ (R) koeficijente razvoja u Fourier-ov red dobijamo u 
obliku 

*тn 
тn (R) _ [01 (R) 

Vll - 2 ' 
<»1 - (п v + т <»д2 

za т± 1 +n#О. (40) 

Na sliean пасјп resavamo ijednacine (31) tako da za nepoznatu funkciju 'Јl (z, ос, R, ф) 
dobijamo 

[za р= 1 т± 1 +n#О] т, n=О, ± 1, ±2, ±З, ... , 

сјте smo resili postavljeni zadatak, odredi1i potrebne funkcije za sastavJjanje prve 
aproksimacije resenja za opsti model torzijskih oscilacija vratila sa diskovima i таНm 
poremecajnim raspodeljenim i koncentrisanim spregovima. Za odredivanje resenja 
u drugoj aproksimaciji postupak је sasvim identiean i principijelnih teskoca пета. 
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NONLINEAR TORSIONAL VIВRAТION OF SНAFТ WПН TWO DISKS 

Summary 

111 the paper nonlinear torsional vibration of shaft with two disks is stydid 
with asymptotic method Krilov-Bogoljubov-Mitropoljskij. Also eppersions for the 
first approximation of the solutions and system differentional equations of the first 
approximation for amplitude and phase of the one-frequent1y vibration of the 
nonlinear torsional vibration of shaft with two disks in the case own vibrations and 
the case forced vibrations are derrived. 
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О UZAJAМNOM UТICAJU HARМONIКA U NELINEARNIМ 
SISТEМIМA SA МALIM PARAMETROM 

Katica Неагјћ - Predrag Kozic - Ratko Pavlovic 

Za prЉlizno odredivanje zakona prinudnih oscilacija nelinearnih sistema sa 
Vlse stepeni slobode oscilovaцja ili elasticnih tela, u uslovima dejstva generalisane 
prinudne siIe periodicke fиnkcije sa dve ili vise frekvencija, kada se oscilatorni proces 
moze predstaviti sistemom од N diferencijalnih jednacina sa malim parametrom е, 
ili parcijalnom diferencijalnom jednaCinom sa odgovarajucim granicnim uslovima 
u kojima se javljaju nelinearni clanovi sa malim parametrom е, moze se veoma 
efikasno koristiti asimptotska metoda u Сјјој osnovi stoji ideja iz jednofrekventne 
metode Кrilova-Bogoljubova-Mitropoljskog. U osnovi ove metode је koriscenje 
principa jednofrekventnosti za odredivanje dvoparametarske aproksimacije reseцja 
za osciIatorne procese koji su u tacnoj postavci пеНпеаrnЈ, а da su 1inearni ЫН Ы 
onoliko puta frekventni, ako pocetnim uslovima пјје iZVfseno »filtriranje« frekvencija, 
ko1iko sistem јта stepeni, пе slobode kretanja, nego slobode oscilovanja. Znaci, 
ako se radi о sistemu sa konacnim brojem stepeni slobode oscilovanja N, onda је 
u opstem slueaju resenje N-frekventno, а ako se radi о elasticnom telu sa beskonacnim 
brojem stepeni slobode osci1ovanja, опда sa beskonacnim brojem frekvencija. U uslo
vima kada па takve sisteme dejstvuju generalisane prinudne sile, periodicke funkcije 
vremena sa dve frekvencije, koje su sporo promenljive funkcije vremena, i u odgova
varajucem rezonantnom opsegu dve odredene sopstvene kruzne frekvencije »nepo
remecenog« sistema, опда su oscilatorni procesi u takvim sistemima, takvi da ako 
Ы se naргаvПа anaIiza spektra harmonika sa dominantnim amplitudama, doslo Ы 
se do zakIjucka da su dominantni harmonici-harmonici sa najvecim атрЉидаmа, 
опј СЈје frekvencije su iz rezona:ntnih opsega u kojima su i frekvencije prinudnih sila, 
tako да se ро ugledu па princip jednofrekventnosti, moze postaviti za sastavljanje 
aproksimacija cetvoro-parametarske famiIije re8enja, princip dvofrekventnosti 
za sisteme sa dva iIi vi8e stepeni slobode oscilovanja. Problem pojave sekularnih 
clanova se uklanja па istom principu kao 8to је to postavljeno kod dvoparametarske 
familije jednofrekventnih re8enja sistema sa vi8e stepeni sIobode oscilovanja i odgo
varajucim pocetnim uslovima. 

Mogucnost nalazenja cetvoro-parametarske familije dvo-frekventnih asimptot
skih resenja је ogranicena uslovom dejstva prinudne kvaziperiodicke sile sa dve 
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frekvencije, koje su и odgovarajucim rezonantnim opsezima dve sорзtvепе kruzne 
frekvencije »neporemecenog« [istema (odgovarajuceg 1inearnog sistema) i posebno 
pocetnim uslovima, koji тогаји da budu takvi da omogucavaju formiranje »dvo
frekvel1tnih« resenja. S obzirom па veliku 510zenost nelinearnih oscilatornih procesa, 
kako u sistemima sa konacnim brojem stepeni slobode oscilovanja, tako i za konti
nualne oscilatorne si::.teme (elasticna tela) sa beskonacno mnogo stepeni slobode osci
]оуаnjа i kako sem eksp~rimenta]nim putem, пе postoji mogucnost za tacno ispitivanje 
zakona oscilovanja, u konacnom obIiku, to su za analizu oscilatornih procesa ро
godne dvofrekventne aproksimacije resenja koje omogucavaju dvofrekventnu stacio
narnu analizu fenomena procesa oscilovanja. 

Ako Ы se radHa dvо-fгеkvепtпа analiza liпеаrnih sistema sa N stepeni slobode 
oscilovanja па koji dejstvuje 2~N, dvо-fгеkvепtпа ргiпudпа kvaziperiodicka sila 
sa sporo promenljivim fгеkvепсiјаmа, onda ЬЈ zakljuCak Ыо da uzajamni uticaj 
harmonika пе postoji i da hагmопiсi II ргуој aproksimaciji dvo-frekventnog resenja 
јтаји iste amplitude i faze i frekvencije kao 5to Ы ih Јтаli II odgovarajucim harmo
ПЈСЈта i pri dej~tvu па sii>tem samo komponente sile sa jednom odgovarajucom 
frekvencijom. Uzajamni uticaj harmonika Бе moze uociti tek kod slabo nelinearnih 
i jako nelinearnih sistema gde harmonici II dvo-frekventnom геsепјll јтаји razlicite 
faze i amplitude od onih koje Ы ЈтаН u odgovarajucim harmonicima pri dejstvu 
l1а sistem kompol1entl1e sile sa jednom odgovarajucom frekvencijom. 

U linearnim sistemima se пе javlja fenomen rezonantnog skoka, dok Бе II пеli
пеаrnim sistemimajavlja, kako u procesima koji slljednofrekventni tako i u procesima 
koji su vise-frekventni. Interesantno је uociti da se kod dvo-frekventnih resenja па 
amplitlldno-frekventnim i fazno-frekventnim krivama u kriticnim zonama rezonant
nog opsega frekvencija javljaju rezonantni skokovi i to sa jednim do dva ili vi5e 
rezonantnih skoka u pravcu kontinualnog porasta diskretnih frekvencija harmonika, 
а takode jedan ili dva iIi vise rezonantna skoka u pravcu kontinualnog opadanja 
diskretnih frekvencija harmollika, i ako Ы se kod jedno-frekventnih procesa tog 
istog sistema РГЈ dejstvu jedno-frekventne sile javio samo jedan rezonantni skok. 

Као oCigledne primere za ovakve tvrdnje llzecemo dva sistema koja su bila 
predmet proucaval1ja II гаdоviша i saop5tenjima [7, 8, 9, 10, 11]. Prednost dvofrek
ventne asimptotske stacionarne analize nelinearnih sistema Ба таliт parametrom 
е: је u tome 8to se vrsi uporedivanje amplituda i faza, odnosno amplitlldno-frekventriih 
i fazno-frekventnih karakteristika za stacionarne harmonike u odgovarajucim rezo
nantnim opsezima frekvencija, а пе samih aproksimacija resenja. Resenja su »brze« 
promenljive funkcije vremena u poredenju sa amplitudama ј fazama harmonika 
u dvo-frekventnoj aproksimaciji resenja. Amplitude· stacionarnih harmonika su 
оЬуојпјсе . 

. Na sledecim primerima сето dati dokumentaciju predhodnih zakljllcaka 
sa odgovarajucim specificnostima. 

Ргјтег 1 - Slobodno, lako elasticno vratilo sa tri diska i Бројпјсот nеliпеагпе 
karakteristike, Сјје је kretanje opisano slеdеCiш sistemom jednacina 

Jl~1-F(<P2-<Pj)=0, 

Ј2 ~2 +F(<pz -ћ) -С2 (<Рз -rpz) =Еј cosB1 + !X(~3 -~2)' 

Ј 3 ~3 + С2 (<Рз - <pz) = - <х (~з - ~2) + Е2 cos 62' 
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gde su Ј 1, Ј 2, Ј 3 aksijall1i momel1ti inercije masa diskova za osu vratila, СРЈ, СР2, СРЗ -
generalisane koordinate-uglovi otklona di~kova, Е1 cos 61, Е2 cos 62 momenti 
koji dejstvuju па di:-.kove 2 i 3, СЈ i С2, torzijske krutosti vratila, ос - koeficijent 
otpornog momenta, i F(СР2-СРЙ nelinearni e]asticni moment vrati1a i spojnice 
izmedu diskova 1 i 2 i јmа oblik Е(Х)=Сl XI+Cl" Хз, i to za I х I :;::;Хј, vazi do crte, 
а сео za I х I ~Xl, gd~ је Х=СР2-СРЈ' Ako uzmemo za поуе koordinate Х=СР2-СРЈ, 
У=СРЗ-СР2 prema broju stepeni slobode oscilovanja i za numericke podatke iz [8, 10] 
za dvofrekventni rezim, sistem diferencijalnih jednacina za redukovane amplittlde 
а; i а; i faze 1\11 i 1\12 је 

аа; • 271,9558 . 
dt = - 0,29559 О) - (67,792 + \lJ) Sln 1\11' 

da; * 339,6653 . 
dt ~~ - 0,8275 а2 - (120,681 + '12) S1l1 1\12' 

dl\l (*2 *2) 271,9558 
-1=67,792-v1 +О,03748 а) +2а2 - * соsфl' 
dt a1(67,792+v1) 

dФ2 = 120,681 -v, +0,0688 (2 а? +а?)+ * 339,6653 cos Ф2' 
dt - а 2 (120,681 + v2) 

Za zadate numericke podatke sopstvene kruzne frekvencije neporemecenog 
oscilovanja sistema su: (,)1 =67,792 [sec-l] i (,)2= 120,68 [sec-1] i frekvencije \11 
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i v2 prinudnih momenata se uzimaju jz odgovarajucih rezonantnih opsega \11 Е 
Е(64, ,.....,72 [sec-1]) i v2E(114, ,.....,130 [~ec-IJ), Na slikama 1. а i Ь,. i br. 2а i Ь, 
i br. 3 а i Ь., pl'edstavljene ш familije amplitudno-frekventnih krivih prvog i drugog 
harmonika stacionamog rezonantnog stanja za kontinualnu promenu diE.kretnih 
vrednosti frekvencija \11 i \12 prinudnih momenata и definisanim rezonantnim ор
sezima. Fazno-frekventne krive пј.,и prikazane zbog оЫта clanka. 

Na [,likama br. 1 а i Ь., иосауа Le da se amplitudno-frekventne krive а; (\11, \12) 
prvog harmonika za stacionarni rezim pri kontinualnoj promeni di~kretnih vrednosti 
frekvencije '\11 u obla&ti \11 Е (,.....,64, "'-'72s-1) sasvim neznatno тепја sa di!.kretnim 
promenama \12 Е (.......,114, """'130), а istije slucaj i sa fazom Фl za stacionarni rezim. 
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Sa slika br. 2 а i Ь., moze se videti da se amplitudno frekventna kriva drugog 
harmonika а; (Vl' 'Ј2) za stacionarni rezim pri kontinualnoj promeni diskretnih 
vrednosti frekvencije 'Јl u opsegu ђ Е (,-...,64, '-""72) sa diskretnom promenom 
'Ј2Е [114, ,-...,130] znatno mепја i to i ро obliku i ро velicinama amplituda. Zakljueak 
је da kontinualna promena diskretnih vrednosti frekvencija prvog harmonika bitno 
utice па amplitudu drugog harmonika sa posebno izrazenim uticajem '12 pri istovre
menom izboru vrednosti '11 i 'Ј2 iz »kriticnog« opsega odgovarajucih rezonantnih 
opsega frekvencija. Za '12= 122 [sec-1] krive (а;, 'Јl) тепјаји karakter u oblasti 
'11 Е [,-...,66, ,,-,69,5 [sec-1]]. Uticaj prvog harmonika па drugi u toj oblasti se za 
'12 <122 [sec-l] izrazavao kroz smanjenje amplituda а;, а istovremeno sa роуеса
пјет a~, dok se u toj oblasti za 'Ј2Е [,,-,122, ,-...,126] па krivoj (а;, 'Јй izrazava uticaj 
i kroz роуесапје i smanjenje amplituda »neregularnog« de]a krive, i za '12<126 [sec-l] 
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kroz povecanje tih amplituda u odnosu па amplitude sa ostalih dela krive. Naglo 
povecanje amplitude prvog harmonika izaziva povecanje amplitude а; za '12> 
> 126 [sec-l]. 

Na slici br. 3 а i Ь., prikazane su [атјlјје amplitudno-frekventnih krivih 
• • 

а 1 ('11, '12) i а2 ('11' '12) za diskretne vrednosti frekvencija '11 Е [66, 70 [sec-1]]. Sa 
promenom diskretnih vrednosti ђ do 'Ј1 <69 [sec-1] amplitudno-frekventne krive 
а; ('11' 'Ј2) prvog harmonika su skoro prave sa deformacijama u rezonantnom opsegu ' 
'Ј2Е [",,120, .......,124 [sec-1]J, koje se izrazavaju kroz neznatno smanjenje amplituda. 
Nagla povecanja stacionarne amplitude drugog harmonika izazivaju neznatna sma-
пјепја stacionarne amplitude а; (УI, УЈ) prvog harmonika. Za '11 =69 [sec- I] po:>toje 
tri grane amplitudno-frekventne karakteristike а; (У1, 'Ј2) sa velikim, srednjim (пе
stabilnim) i таlЈт amplitudama i neznatnim deformacijama u rezonantnom 
opsegu '12 Е: [120, 126 [sec-1]]. Uticaj drugog harmonika па amlpitudu i fazu 
prvog harmonika је neznatan. 

Sa promenom diskretnih vrednosti 'Јl do 'Јl <69 [sec-1) amplitudno-frekventne 
• krive а2 (Vl' 'Ј2) drugog harmonika su sa jednom karakteristicnom granom i sa 

maksimumima amplituda, koji su pomereni ka visim frekvencijama od (й2. Za 
'Јl oko 69 [sec-l] јаУlјаји se tri grane amplitudno-frekventne krive od kojih је jedna 
srednja nestabilna. Za 'Јl>69,5 [sec-1] amplitudno frekventne krive а; (Уl' 'Ј2) su sa 
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jednom granom i mak&imumi amplituda se pomeraju ka nizim frekvencijama i blize 
(,)2. Zakljucak је da је uticaj prvog harmonika па amplitudu i fazu drugog harmonika 
znatan u uskom opsegu frekvencije 'Ј1, nesto pomerenom ka visim frekvencijama 
od (')1' Uticaj drugog harmonika па prvi је neznatan. 
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Slika 3 а i Ь 

Ројауа rezonantnog skoka amplitude а; prvog harmonika је sa уесе amplitude 
па таnjll pri kontinllalnom роуесапјll di!>kretnih frekvencija '/1, i sa тапје па vecu 
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vrednost amplitude pri kontinualnom Бтапјепји diskretnih vrednosti frekvencija \11 

8tO Бе moze uociti Ба slike br. 1. Sa s1ike br. 2. pojava rezonantnog skoka amplitude 
а; drugog harmonika је Ба manje vrednosti 11а vecu amplitudu pri porastu diskret11ih 
vrednosti frekvencija \11 do \l2R::1122 [sес-Ч i sa vece па тапји pri opadanju \11, 
dok па primer \12 = 125 [sec-1] је obrnut slucaj. Specificnosti rezonantnog skoka 
su vezane za stabilnost amplituda i faza harmonika, odnosno samog oscilatornog 
rezima. 

Priтet· П - Male oscilacije p1itke cilindricne ljuske па elasticnoj podlozi opisane 
SLl sistemom parcijalnih diferencijalnih jednacina 

1 д2 w 
-v4Ф - R-=0 
Ећ д('l.2' 

Ба granicnim uslovima za slobodno-oslonjenu konturu 

i pocetnim uslovima datim и [9, 11], oblika talasa prva dva harmonika sopstvenih 
11eporemecenih oscilacija II сјјјт opsezima Sll frekvencije '/1 i \12 prinudnih БНа 
еЕ 1 sin е 1 i еЕ2 sin 62 gde је Ф naponska fиnkcija, а w ugib ljuske. Za Ullmericke 
podatke iz [9, 11], prve dve sopstvene kruz11e frekve11cije za zadatllljusku Би (u 1} = 
=391,62 (sес-Ч i (U12=596 [sес-Ч dok је sistem diferencijalnih jednacina prve 
aproksimacije za amplitude i faze dvo-frekventnih ОБсilасјја 

dR1~) (2) 99,762 
~= -1,60256 R ll - 391,62+\11 COS1>ll' 

d ({Il1 92 [ (2»)2 (2»)2] 99,762 . --=391, -\ll+230],89RI1 +8R 12 + (2) БIn<рн, 
dt R 11 (391,62 + \11) 

dR~2 (2) 110,85 
(П- = -1,602 RI2 - 596,0 +\12 COS({l12' 

d({ll2 [ (2»)2 (2»)2Ј 110,85 . -=596,0-\12+ 15]2,47 9 R 12 +8 R II + (2) SIn1>lZ' 
dt R12 (596,0 + "2) 

Na slikama br. 4 а i Ь., 5 а i Ь., i 6 а i Ь., predstavljene su fаmШје amplitudno~ 
frekventnih krivih prvog i drugog harmonika aproksimacije resenja pomeranja w 
stacio11arnog rezonantnog stanja za kontinualnu promenu diskretnih vredno~ti 
frekvencija 'Ј} i \12 prinudnih sila и rezonantnim frekventnim opsezima \11 Е [360, 
430 [sec-1]] i \12 Е [570, 640 [Бес-Ј]]. Fazno-frekventne krive пјБи prikazane zbog 
оЫта clanka. 
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Amplitudno-frekventne krive R~?(Vl' Y~ prvog harmonika па Бliсј br. 4. su 
sli(!ne medusobno za frekventni opseg "2Е [570, <604 [sec-1J]. Uo(!ava se da se 
za уесе vrednosti У2> 590 [sec-1] skracuje frekventni opseg nestabilnih amplituda 
stim 5to se lеуа granica opsega pomera ka уј5јm frekvencijama, dok se desna granica 
neprimetno pomera u istom smeru. Isto vazi i za amplitudu drugog harmonika 
R~~ (Уl' Y~ sa uocljivom tendencijom porasta sa роуесапјеm diskretnih vrednosti 
frekvencije У2' 
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Slika 4 а i Ь 

U frekventnom opsegu ђЕ [604, ",,609 [sec-1)] јаУlјаји Бе dve поуе dopunske 
grane amplitudno-frekventne karakteristike i to jedna па lеуој, а druga па desnoj 
strani 5to је prikazano па slici br. 4а. Leva dopunska grana amplitude R~~)'(YI, У2) 
za У2Е [604, ~9 [sec-1]J prvog harmonika se nalazi iznad osnovne grane аmрН
tudno-frekventne krive, а desna ispod njе. Delovi dopunskih grana ampIitudno
frekventnih krivih blizi о&поупој grani su sa nestabilnim amplitudama. Na &lјсј 

br. 4.Ь, prikazana је familija amplitudno-frekventnih krivih R~~(Vj, У2) za diskretne 
vrednosti У2' U opsegu У2Е[""604, ",,609 [sec-1]], amplitudno-frekventna kriva 

7 3борlПlJ( радова 4 (12) 



98 Кatica Hedrih - Predrag Kozic - Ratko Pavlovic 

drugogharmonika ima tri grane, osnovnu i dvedopunske, kojesu оЬе ispod osnovne 
grane. Delovi dopunskih grana ыize osnovnoj grani su takode sa nc::stabilnim ampli
tudama. 
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Slika 5 а i Ь 
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Sa kontinualnim porastom diskretnih vrednosti· frekvencija 'Ј2 u opsegu 
'Ј2Е [.-604, .-609] [sec-l]] delovi dopunskih grana amplitudno-frekventne karak
teristike se medusobno udaljavaju, dok same dopunske grane »idu u susret« (prib-
1iZavaju se) jedna drugoj. za 'Ј2=61О [sec-l] uocava se da је doslo do »stapanja« 
(»ponistavanja«) delova dopunskih grana (nestabilne amplitude) sa delovima osnovne 
grane amplitudno-frekventne krive сiше smo dobi1i samo jednu granu, kao da је 
ona nastala o.d delovadopunskih grana (stabilne аmр1itщlе), i delova osnovne 
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grane amplitudno-frekventne karakteristike, kako prvog tako i drugog harmonika. 
Оуо se јауlја za V2~ 610 [sec-1]> (UIZ = 596 [sec-1] jer sistem ima tvrdu neIinearnu 
karakteristiku. 

Ројауи dopunskih grana za V2 Е [,-.,604, ",609 [sec-1]] i »talasanje« vrhova 
osnovne grane za 'Ј2Е [,.......610 [sec-1], ",,622 [sec-1]] оЬја8пјауато medusobnim 
uticajem prvog i drugog harmonika u rezonantnom opsegu Vz Е [,.......604, ,-.,609, ",,622, 
[sec-1]], druge sopstvene kruzne frekvencije Ы12=596 [sec-1], koji је zbog tvrde 
neHnearne karakteristike sistema pomeren ka уј8јm frekvencijama. 

U frekventnom opsegu v2E [",610, ,-.,624 [sec-I]], na amplitudno-frekventnim 
krivim prvog i drugog harmonika R\~(Vl' vz) i я\~ (Vl' vz) иосlјјуо је »krivljenje« 
(»talasanje«) vrhova (lokalnih ekstremnih vrednosti) amplitudno-frekventnih krivih 
i priblifuvanjedelova grana sa stabilnim i nestabilnim ampIitudama. Za ђ;:::625 
[sec-1] se иоСауа да је amplitudno frekventna kriva RИ> prvog harmonika sliCna 
опјmа koje јтато za V2 <600 [sec-l], dok је amplitudno-frekventna kriva drugog 
harmonika я~~ (Vl' V2) »zaokrenuta« za 1800 

SIiCne zakUucke mozemo izvesti i za fazno-frekventne karakteristike. 

Na slikama br. 5 а i Ь., i 6 а i Ь., prikazane su familije amplitudno-frekventnih 
karakteristika za diskretne vrednosti frekvencije Vl =const. Za frekventni opseg 
Vl Е [,-.,370, ",402 [sec-1]] иосауа se porast amplitude prvog harmonika R~2? (V1, V2) 

i suzenje frekventnog opsega V2 u kome se javljaju nestabilne amplitude sa porastom 
diskretnih vrednosti frekvencije Vl, s tim 8to se leva granica pomera ka vi8ini frekven
сјјата dok se desna granica skoro пе "pomera. Dopunske grane, pored osnovne 
grane arnplitudno-frekventne karakteristike я~~> prvog i R~~ (Vl, V2) drugog harmo
nika se javljaju u frekventnom opsegu ђ Е ["'402, ",417 [sec-1]], tj. za v>402 
[sec-1]. Delovi ovih dopunskih grana koji su blizi osnovnoj grani su sa nest!i1;>ilnim 
amplitudama. Sa kontinualnim porastom diskretnih vrednosti frekvencija Vl »otvor« 
dopunskih grana se 81r1 i опе »idu u susret« jedria drugoj. Istovremeno se osnovna 
grana amplitudno-frekventne krive prvog harmonika pomera па уј8е sa tendencijom 
ispravljanja (ekstremIla vrednost је. mапЈе izrazel!a). 

Za Vl =420 sec-1 amplitudno-frekventna kriva Ri~ (Vl' V2) prvog harmonika 
sastoji se iz tri grane sa таlјт, srednjim (nestabilnim) i velikim amplitudama koje 
kao da su nastale »spajanjem« dopunskih grana i »razdvanjem« па tri grane sa 
stabilnim i nestabilnim јl! sa samo nestabilnim amplitudama. Као da је nastalo 
»spajanje« delova dopunskih grana sa nestabilnim amplitudama сјте је nastala 
nova srednja grana amplitudno-frekventnog grafika, dok је donja grana formirana 
od stabilnih delova dopunskih grana i jednog odsecka desne dopunske grane sa 
nestabilnim amplitudama, tako da је to sada grana sa stabilnim i па једпот delu 
l1estabilnim amplitudama. 

Slicni su zakljucci i za amplitudno-frekventnu karakteristiku R~~ drugog 
harmol1ika u istom frekventl10m opsegu. 

Za Vl = 425 [sec-l] uocava se da na amplitudno-frekventnoj krivoj prvog 
harmonika postoje dve grane, od kojih је јеdnа zatvorena kriva (»osmica«) koja 
је nastala »vezivanjem« osnovne grane i dopunske grane (sa nestabilnim amplitu-
dama). Isti jezakljucak iza amplitudno~frekventnu krivu Ri~ dJ;:ugog harmonika. 
»Sazimanje« zatvorene krive (»osmice«) se шistаvlја do Vl =433 [sec-l] i па toj 
frekvenciji se gubi, ра па amplitudno-frekventnim karakteristikama ostaje ро jedna 
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о uzajamnom uticaju harmonika u пеliпеаrnјт sistemima sa таliт parametrom 1 О 1 

grana sIicna onim koje smo доЫН za '011 =370 [sec-I], stim 8tO је grana ampIitude 
prvog harmonika угЬот okrenuta па gore. 

Iz izlozenog se zakJjucuje да је izrazeniji uticaj prvog harmonika па drugi, 
nego drugog па prvi u uukom rezonantnom frekventnom ор .egu prve odnono druge 
frekvencije, koji r..u zbog karaktera neIineamosti ротегепј ka уј8јт frekv~ncijama. 
Za sJucaj meke karakteri~tike neJinearnosti &istema rezonantni opezi Ы bili рот( rc пј 
ka nizim frekvencijama. 

Ројауа rezonantnog skoka је иосЈјјуа па svim аmрIitudпо-fгс.kvtntпim ka
rakteristikama i prvog i drugog harmonika а u tackama prela:.ka ,.а t&biJnih па 
nestabiJne amplitude. Na slikama 4, 5 i 6. [·и strelicom prikazani mcguci Гlzош.п~пi 
<,kokovi. Na ргјтег, па sI. 4 а i Ь., &е иосауа да Е.а роуесаnjет di.kгешih vr .. dno .. ti 
frekvencija '01 1 kod amplitude prvog harmonika R~~) na&tupa skok • .а y~cЉ па тапје 
vrednosti ampIituda, а kod ampIitude R~~ drugog harmonika Ба тапјјЬ vredno .ti 
па уесе vrednosti amplituda, i to и дуа f.koka. 

Pri орадаnjи diskretne vrednosti frekvencije '011, R~~), Јта l.kok [·а тапје па 
уесu vrednost ampIitude, dok R~~ Јта &kok r.a уесЉ vrednoi..ti па т~njе vr(dnot.ti 
amplitude. Оуо vazi za оЬа rezonantna skoka. Karakter rezonan~nih l.kokova 
zavi~.i i od karaktera nelinearnosti sistema. 

UopstavajuCi zakljucke kako za diskretni sistem Ба дуа stepena ~Joboдe 
ОБсilоуапја iz primera 1. i elasticno telo iz primera 2., gde Бе и оЬа slucaja radi 
о nelinearnostima istog tipa (tvrda karakteristika) i dvo-frekvento-~.tacionarnoj 
analizi dolazimo do slicnib zakJjueaka о uzajamnom uticaju harmonika. Uocljivo 
је takode da је kod elasticnih tela izrazeniji uticaj viseg harmonikanaosnovni nego 
8tO је to Бlисај kod diskretnih sistema. U konkretnom primeru о .cilovanja lји. .ke 
taj uticaj se izrazava i u ројауј dopun .kih krivih i »talasanju« vrha amplitudno
frekventne krive, dok Бе kod poc.matranog di .. kretnog t.it.tema taj uticaj ogleda Бато 
и neznatnoj promeni vrednosti amplituda. 

ОЫт rada пјје omogucio izno8enje rezиltata istrazivanja uzajamnog uticaja 
harmonika ргј nestacionarnim dvo-frekventnim asimptotskim anaIizama. 
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О ВЗАИМНОМ ВЛИЯНИИ ГАРМОНИК В НЕЛИНЕЙНОЙ 
сиcrЕМЕ С мАлым ПАРАМЕТРОМ 

Резюме 

в статъе полъзуя стационарнный асимптотический д:вухчастотнный ана
лиз нелинейныx систем с малыM параметром даются Bыoдъl о взаимном 

влияции гармоник в нелинейной системе с конечцим числом степеней 
свободы и в распределеной системе. Полъзуясъ стационарнным двухчасто
тнныIM анализом стационорнога режИма колебаний указывается на явление 
однога или више резонантныx скочков для непрерывогоo увеличения или 

уменъшения стационарнных частот вынужденных сил или моментов, как 

последействие взаимного влияния гармоник в резонаНТlIОМ опсеге соотве

тствующей частоте. 
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JEDAN NOVI PRISTUP ТЕОRIЛ RIEMANNQVA PROSTORA 

Z. Jankovi6 

1. Uvod 

Razvoj egzaktnih znanosti, naroCito u 19. i 20. stoljecu, zahtijevao је i razvoj 
matematickih podrucja i metoda potrebnih za njihovu egzaktnu obradu. Tako је 
istrazivanje osobina prostorno~vremenskog kontinuuma zahtijevalo razvoj teorije 
EukIidova prostora u klasiCnoj fizki,' prostora Minkowskog u 'specijalnoj teoriji 
relativnosti i Riemannova prostora u орсој teoriji relativnosti, s razvojem pripadnog 
vektorskog i tenzorskog racuna. Nadalje razvitak kvantne teorije zahtijevao је teoriju 
Hilbertova prostora, uvodenje Diracovih bra i ket vektorskih oblika kao i teoriju 
2~ i 4~spinora. Razvitak unificirane teorije роlја zahtijeva, pak, prostore jos razvije~ 
пјје strukture i pripadnu teoriju objekata u njima (usporediti па pr. [1]). ' 

U пщ:tојаnju da zadovolji tom zahtjevu autor је razvio svoju роорСепи shemu 
vektorskog i tenzorskog racuna (osnove izIozene u [2], [3], [4], [5]), koja kiiO jedin~ 
stvena teorija obuhvaca i sve prije spomenute slueajeve kao specijalne slucajeve. 
U оуоm clanku pokazat сето kako је teorija Riemannova prostora ([6], usporediti 
па pr. [7], [8], [9]) vrl0 jednostavan specUalni slueaj poopeene sheme. No, da to pob~ 
zemo, ponajprije је potrebno iznijeti u sazetom obliku osnovne osobine poopeene 
sheme, kako Ы' citalac Ыо s пјоте dovoljno upoznat. 

2. Роорсепа shema vektorskog ј tenzorskog ,асunа 

А) Algebra 

Svakoj tocki Р m~dimenzionalne mnogostrukosti От pridruzen је n~dimenzio.; 
nalni vektorski prostor Xn(,Qm), odnosno njegova cetiri oblika, eksplicitno pisana 
u jednom sistemu pripadnih baza В (е) [2] . 

bra-gore а< = ај еј ЕХ;, bra-dolje а< = ai'ej Е Хn<' 
ket-gore >a=jaie Е>Хn, ket-dolje >a=ia,e Е>Хn, 
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> i < ~и znaci za valencije, а (ј) kOp1ponente а е (ј)' bazni vektori; dok se OVl
snost о tocki 'P(xk) podrazumijeva, 

Sektorsku stt'ukturu vektorskog prcstcr:a Xn(O,n) odreduju polja fundamen
talno~ f(Q,J [2] i transpozijskog Т(От) [4] operatcra. Yektorsku strukturu хп(о..т) 
odreduju, dakle, operatori F i Т dani u jednom sistemu pripadnih baza i grupa 
transformacijskih operatora t (От), Т(От) [5] теди sistemima pripadnih baza. 

, Direktni (tenzorski) produkt pojedjnih vektotskih. foттј (1) (znak 0: moze 
se ispustiti теди ket i Ьта foттот, ili samo Ьта (ket) formama: asocijativan, distri
butivan, dopusteno izlucivanje ska1arnog faktora) tv,qri vektorski prostor direktnog 
(tenzorskog) produkta (rang jednak broju faktor prostora). 'Kontrakcija direktnog 
produkta, tj. pridruzivanje skalara uredenom рати Ьта i ket vektorskih formi istog 
vektorskog prostora,. jest skalarni produkt (znak ®: moze se ispustiti теди bra 
i ket foттот). -

Fundamentalni operatot F је nedegenerirani tenzor drugog ranga, koji ostva
ruje uzajamno ~ednoznacnu vezu теди bra (ket) formama »gore« ј, »dolje« istog 
vektora, а njegove komponente u s,vakoj bazi В(е) su skalami produkti baznih 
vektora' . 

(2 а) 
tj. 

>Е<=>Е<>;Е<, >Е<=>Е<>Е<, >g<=>E<>E<, >g<=>E<>E<, (2Ь) 

gdje z~og uzajamne jednoznacnosti 'treba postajati 

(~ с) 

Operatori Е su operatori identiteta, а g operator~ spustanja i dizanja valencije. Od 
cetiri .Jorme fundamentalnog opetatora jedna g forma је slobodna i 'njezinih n2 

komponenata predstavlja slobodne parametre. 
Zbog (2) skalami produkt vektora mozemo pisati u obliku. 

(3) 

Transpozicijski operator Т је nedegenerirani tenzor drugog ranga, koji ostva
тије uzajamno jednoZ1?-асnu vezu теди bra i ket vektorskim formama istog vektora, 
na pr. 

а<=Т«>а, Т«=~Jeiej; >а=а<»Т, »Т=јеЈеIЈТ, (4 а) 

gdje, zbog uzajamne jednoznacnosti treba postojati 

za preostala tri para oblika transpozicijskog operatora postoje relacije anal0gnе.(4), 
koje se mogu dobiti primjenom fundamentalnog operatora. Od osam formi tran
spozicijskog operatora, zbog relacija analognih (4 Ь), samo је jedna forma nezavisna 
i njezinih n2 komponenata predstavlja s10bodne' parametre. 

Skalarni produkt (3) тoи~o izraziti ротоеи ,komponenata vektora iste 
forme, па pr. 

(5) 
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s transpozicijskim operatorom m.oze biti povezan i operator konjugacije 
(sIueaj а) bez konjugacije, sIueaj Ь) s konjugacijom) [10]. U slueaju а), koji u daljem 
razmatramo, simetricni (antisimetricni) transpozicijski operator uzrokuje komuta
tivnost (antikomutativnost) skalarnog produkta (5); 

Transformacijski operatori [5] su nedegenierirani operatori drugog 'ranga, koji 
uspostavljaju uzajamno jednoznaCnuvezu mеаи formama istog vektora u raznim 
bazama В (е) i В(е'), 

e1te ; >,t<=>E'<I>E</, >'t<=>E' >Е < <, 

(6 а) 

gdje su t i t inverzni oper~tori, а svaki oblik (6а) za sebe odraiava grupnosvojstvo, 
па pr. 

(6Ь) 

BuduCi da su pripadni transformacijski operatori inverzni, јтато dvije slobodne 
grupe transformacijskih operatora (ба). 

В) Analiza 

Osnovu vektorske analize predstavlja ројат apsolutnog diferencijala (deri
уасјје), koji је definiran ovako [3] 

IlA=VkAdxk=A(Q)-А(Р)Q; P(xk), Q(xk+dxk
) Еаm' (7) 

gdje A(Q) oznacuje vrijednost poUa u tocki Q, а А (Р)о paralelno prenijetu vrijednost 
роlја iz tocke Р u tocku Q. 

Apsolutni diferencijal (derivacija) podvrgava se оујт praviIima 

1) 0(А +В)=0А+0В, 0=,Vk , д. '(8 а) 

2) 0(А.В)=(0А).В+А.(0В), (·svaka vrsta' mnozenja). 

Posebno se jos zahtijeva 

З) д.ј=Vkfdxk==dј=дkјdxk, f(xk) skalarno роlје, 

4) Ые = V k је dxk = j~Г);/e dxk, 

д.је = V k је dxk = j(iГJk је dxk, 

д.еј = V k еј dxk = (rj)t еј dxk, 

д.е, = V k еј dxk = (rj)klej dxk • 

4 nllP velicina Г su koeficijenti koneksije. 

(8 Ь) 

Vektorska ana1iza odredena је apsolutnim diferencijalom (derivacijom) Љпда
mentalnog, transpozicijskog i transformacijskih operatora. 
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Iz (8) i (2) slijedi da apsolutni diferencijal (derivacija) .fundameritalnog operaM 
tora identicki ј5ееиуа, 6.F=O, tj. da је уеи izmedu pripadnih vektorskih formi 
»gore« i »dolje« invarijantna prema p'aralelnom pomaku 

~>Е<;щО tj, ;(1r)k+ (Г/){= О, 

!i>E<==O 

~>g<==O 

~>g:<==O 

lGr)k + (ri)kj = О, 

0k igJ = (Гт)1 rgj + igr Ј(тr)k' 

0k /gj = (rr)ki rgj + igr iT)k' 

(9) 

Relacije (9) pokazuju daje od 4 mn2 koeficijenata koneksije slobodno 2 mn2-NF, Np 
broj nezavisnih jednadzbi u (9з) odnosno u (94)' 

11lvarijal1tnost veze izmedu' bra i ket vektorskih formi prema paralelnom 
pomaku osigurava zahtjev da apsolutni diferencijal (derivacija) transpozicijskog 
operatora treba identicki i5cezavati, ~~'=O. Tako nalazimo па pr .. , , , 

~T < < == О; iJk Тјј + ~yj (ri)kr + Тју (rj)kr = О. (1 О) 

Prema tome od mn2 koeficijenata(ri)kjffiOZe biti slobodno 'mn2-NT,NT broj l1eza
ујБПЉ jednaZd Ы u (10). Iz (9) i (10) s1ijedi da su koeficijenti kопеџiје u В( е) odredeni 
fundamentaJnim i transpozicijskim operatorom i da tek specifiCne osobine tih оре
ratora (па Pl". simetriCn,ost) mogu imati za posljedicu da se odredeni broj tih koefici
jenata moze slob,odno odabrati, 

Apsolutni diferencijal (derivac!ja) trap.sf~rmacijskih operatora, zbog (6) i (9), 
takode identicki i5cezava, 5to u ~tvarno5ti implicitc pred,stavlJa zakon transformacije 
koeficijenata koneksije, па pr. . 

~>t<,==O; (Гi)~J= (r~kj JiJ ?!д~- xk -Tt i д7; /. 01) 

Kovarijal1tni dife1't:nc ijal (del'ivf.cija) D(Dk) i djft,rct:cijal (dC1"ivrcija) риа
lelnog p')m:tka. 8(8k) vektorskih komp~nenata jedl1ostavilO su p:>vezani s apsolutnim 
difеi\шсiјаl0m (del'lvac~jom) samih vekto,ra, па pt', 

6.а< = (Dai) е. = Dk а
ј dxk еЈ = [(Ј - 8) ајЈ еј = [( iJk - 8k) а; dxk] еј , (12) 

Komutator apsolutnih diferencijala (derivacija) 

[А] -!- = (А1 А2 - А2д) А = [Y']ik А di хј d2 xk = (У'ј У' k - V k VJ) А d1 х
ј d2 x

k = 

=.(А (P)Qz)Q.- (А (P)Qi)Q' (13) 

р (xk), Q1 (xkt d1 xk), Q2 (х"+ d2 xk), Q (х+ Ј1 xk + dz xk)EOllp 

рrеdstг.vlја razliku раrг.lеlпо pl'enijet:h vel:cina рсlј:'. А putovima PQ2 Q i 
PQ..;. Q. Zbog (7) i '(13) е = [6.], [V]jk pcsjeduje csobine (8а). Ћсlасјје (8Ь) 
poprimaju ,za (13) оуај oblik: 

3') [Д]!=О', (14) 

4') (Аlеј,= [V]jk ,еi Ј1 xJd:! х" = iRjk'er ~ хЈ d2 xk = iJk Rr е! d1 х
ј d;. i k 

= 

= [дј (rr)ki - дk (гr)л + (rq)kl (rr)Jq - (гq)л (гr~kq] er d1 х
ј d2 xk, 

[А1 if!'= (V]jf< је Ј1 хј d2 х" = re"rRk)(d1 х ј dz х" = ~eTAj R j d1 х
ј d2 xk = 

= ће [дј ;Crr)k - дk ;('1')/-1- i(qr)k q(rr)j - ;(ЧГ)ј Ч('ГЫ Ј1 хЈ d2 xk, 
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gdje su ј, r vektorski, а ј, k koordinatni· indeksi. Analogni izrazi dobivaju se i za 
preostala dva niza baznih vektora је i еј ; Koeficijente R nazivamo koeficijentima 
zakrivljenosti i опј su prema (14) potpuno odredeni koeficijentima konekf,ije. 

Zbog identickog iscezavanja' apsolutnih ~diferencijala fuпdаmепtаlлоg (9), 
transpozicijskog (10) i transformacijskih operatora (11) ikomutatori apsoJutnih 
diferencijala ·tih operatora identicki iscezavaju 

[6.JF=O, [~] Т=О,ј [~] 1=0, [~IT=o. (15) 

Relacije (15) odraZavaju impIicite odredene osobine koeficijenata zakrivljenosti, 
па pr. 

[ДЈ .. g,< = О; jRjkr -+- jRkjr = О, 
[А]Т«=О; TQjqRjk,+T/ qRjkj=O, 

f~l,>'-i < ='0; r RJ -,,1 = rRjki Ј! r t~ д7. х'" {;Ј хј. 

3. Metricki prostor (ОХ)П 

( 16) 

U sIueaju jcdnakih dimenzija n=т mozemo vektorsku strukturu Хп(Оп) i 
strukturu mnogostrukosti ОП stopiti u strukturu metrickog pro~tora tako, da uve
demo vektor pomaka 

. . ( . . [(dx)<]j (_.1< 
(dx)< = (dx)' еј; dx)' == dx', еј = .' v в е, А")' 

dx' 
(17) 

Baza В (е, xk ) postaje tange11t110m bazom, а bazni vektori tangentni bazni vektori. 
UdaJjenost toeaka Р(х'<) i Q(xk + dxk ), tj. metrika, odredena је normom vektora 
pomaka 

(18) 

odakle vidimo da transpozicijski operator igra ulogu metrickog tenzora u metiickom 
prostoru ОХП (ОП). 

Transformacijski operatori za prijelaz medu dvije .tangentne baze odreduju 
se jz vektora pomaka (17) 

(19) 

Роореепј паЫа operator 

>V' =lej(V') =ie V'j= ie D j , (20) 

omogucuje formuIirati Grad, Div i Rot vektorskih i tenzorskih ·роlја. 
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Trfl.l1Sformacijski zakon koeficijenata koneksije sIijedi iz izraza (11) i (19). 
Antisimetricki dio (и vanjskim indeksilna) koeficijenata koneksije (11) odreduje 
komponente tenzora (tieeeg ranga) torzije »S<, buduci da~se transformira ovako 

(Г~~ј==(Гi)1јдiхIТ д~)..k дт'хЈ, »S<=2 (ri)1jkeJeej' (21) 

Тrап:Љrщасiјski zakon koeficijenata zakriv~enosti slijedi iz (16) i (19) 

(22) 

i oI?i postaju komponente tenzora zakrivljenosti eetvrtog ranga zbog (14). 

4. Riemannov prostor 

Specijalizacijom fundamentalnog i ttan:.pozicijskog operatora (2) i (4) то
zemo dobiti pojedine vektor~.ke, dakle i metricke proftore. Riemannov prostor 
predstavlja metricki pro!;tor 'bez konjugacije' (t.Jucaj а» poopcene БЬете karakteri
ziran time, . da su bra i ket "gore" ("dolje"), vektorE.ke forme identicne (~lucaj А», 
tj. da је transpozicijski operator u svakoj tangentnoj b~zi oblika . 

Т < - ~j е еј > Т··- j~ је е УВ (е 0.1<) < - о Ј I , > - ј о ј' , Х" • (23 <,.) 

U. tom ~lиCajи fundamentalni i tran~.pozicijski operator Би identicni i simetricni 
u svakoj tangentnoj bazi 

Р-=Т, па pr. TiJ=Tji=igJ=Jgi, УВ(е, .~) (23Ь) 

Zbog (23) mozemo upotrebljavati Бато jednostrane indekse (napr. па desnoj strani) 
i uobicajene nazive kOiltravarijantni ("gore") i kovarijantni ("dolje").Iz (5) slijedi 
da и slueaju ла) skalami produkt postaje komutativan, а iz (18) da metriku odreduje 
simetricni trаD;БроziCiјski (fиndamenta1ni) operator kao metricki tenzor. 

KompQnente transformacijskih operatora (19), zbog (23), glase 

- -- ,-;-О -. l 1. 

;t i :=itј=дiх', тt'=.tт=д-гх'. 

Nadalje, zbog (2з).sliјеdi iz (9) оуа veza inedu' koeficijentimakoneksije 

(ri)kJ = Л;Г)k = - i~r)k = - (гј)1, 

(24) 

(25) 

ра samo jedan oblik koeficijenata koneksije treba odrediti. Odredbeni sistemi jed
nadzbi (9), odnosno (10), postaju zbog (73) i (25) identicni 

(26) 

i zbog simetrije fиndamentalnog operatora (23) odreduju n2(n+ 1)/2 simetricnih 
(и vektorskim indeksima) dijelo'va koeficije~ata' koneksije (Г;)kј' Prema tome 
n2(n-l)ј2 antisimetriCnih .pjjelova koeficijenata (г1)kj mogu Бе slobodno odabirati. 

Koeficijenti koneksjje тоgп Бе rastaviti па simetricne i antblmetricne dijelove 
na оуа dva nacina 

(27) 



ledan поу. pristup teoriji Riemannova prostora 109 

Iz (26) ј. (27) mozemo izraziti simetricni dio u vanjskim indeksima koeficijenata 
koneksije ovako 

(28) 

za tenzor zakrivljenosti nalazimo da је potpuno odreden s koeficijentima 
koneksije (ri)kj' odnosno (r;)kj' Za njegove komponente nalazimo oveveze пе
posredno iz (14) i (16) 

(29) 

Jednostavnom primjenom relacija (14) ј (21) izvodimo za tenzor zakrivIjenosti niz 

znaeajnih rezuItata. Tako dobivamo poopCeni Riccijev identitet (S ciklicka suma) 
. ijk 

S [VJjk еј = S Vj (S' ki е,), 
ijk ijk 

S RI}k' =. S {д} S'k+ sq .(r')jq}, (Vг), 
iJk ijk 1 In 

Nadalje, buduci da identicki iscezava operator 

S (У' т [VJJlJ =; S {У' JV]Jk] - (V]Jk V т} == О, 
jkm jkm 

to identicki iscezava i izraz 

S [Vm[VJJk]e,==O, "е" }km 

а taj se ротоси (5), (14) i kovarijantnih derivacija komponenata tenzora zakrivlje
nosti moze napisati u obIiku роор6епе ВјапсЫјеуе relacije 

(31) 

5. Origjnalni Riemannov pro$tor 

Opisani prostor, tj. specijalni slueaj metrickog prostora роореепе shепiе 
(GXn, sIueaj Аа», mogli bismo nazvati generaIizirani Riemannov prostor. Teoriju 
originalnog Riemannova prostora dobit еето jz teorije reaInog generaliziranog 
Riemannova prostora, ako zahtjevamo da tenzor torzije (21),' odnosno njegovih 
n2 (n-l) 

komponenata identicki iseezavaju 
2 

(32) 

Тај zahtjev (32) ekvivalentan је zahtjevu da n2(n-l)ј2 komponenata cгt)/k' koje 
su prema (26) sIobodl1o одаЬетјуе, odaberemo u (27) tako, да bude ispuD]eno 

(ГдЈ1. == о, (r/)kj = (Г;)%ј = [jk, ј] = ~ (дЈ kgl + дk ,gf - д; Jg~), 
2 

(33) 
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u originalnom realnom Riemannovu prostoru ([6] i [7], [8], [9]) koeficijenti 
konekcije (33), zbog (32), su simetricni и vanjskim indek~.inia, tj. оnј su Christoffelovi 
simboli prve vrsti [jk, i], i potpuno ы' odredeni simetricnim metrickim (fundamental
nјm) tenzorom. Nadalje, tenzor zakrivJjenosti, zbog (33) i (14), takoder је potpuno 
odreden simetricnim metrickim tenzorom. Prema tome роlје realnog simetricnog 
metrickog tenzora (и tangentnim bazama) potpuno odreduje sve o~oЫne originalnog 
realnog Riemannova prostora. . 

Zbog (32) u originalnom Riemannovu prostoru Юссјјеу ide~titet (30)' glasi 
:r 

S Rjjk = О, (Vr) (30 а) 

а ВјаnсЫјеуа relacija (31) роргјта ob1ik 

(31 а) .S Dm Rjjkr = О, ("! ј, r) 
Jkm 

Posebno istaknimo relaciju medu komponentama tenzora zakrivljenostl. 

Rjjkr = Rjirk' (34) 

koju dobivamo iz (29) visekratnom ргјтјепот Riccijeva identiteta (30а). 
Izlozena teorija Riemannova prostora vrijedi za та koju dimenziju п i za 

11'..а kOjlJ signaturu od g, ра dakle sadrzi kao daljnje specijalIle slucajeve i teoriju 
EukIidova prostora kao i neeuklidskih prostora. 

Zakljucno mog1i Ы~тo istaknuti da izlozena specijalizacija, tj. teorija Rieman
nоуа prostora, kao.i neki drugi slucajevi (napr. teorija 2- i 4-spinornog prostora 
i пјЉоуа veza s eetiri-dimenzionalnim prostorom орсе (specijalne) teorije relativ
nosti [11]) pokazuju, koIiko је sadrzajna i primjenljiva роорееnа shema vektor.,kog 
i tenzorskog racuna. 
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А NEW APPROACH ТО ТНЕ 'THEORY OF ТНЕ RIEMANN SPACE 

Dedicated to Ргој. Dr. Tatomir Andje/iC оп. the 
occasion о}' his eightieth anniversary 

Summary 

Тће author's generalized vector and tensor calculus scheme (especially, [2], 
[3], [4], [5]) 'Уав ап attempt to create а unified scheme suitable to meet . аН needs 
јп exact sciences, ј.е. јп classical, relativistic, quantum pћy~.j&c and јп unified theory. 
Јп ф,is paper we show that the Riemann space ([6], also [7], [8], [9]) represents а sjmple 
special саве of· the generalized scheme. . 

Four form') (1) of the n-dimensional vector space Xn over ап m-dimensional 
manifold От are related јп the one-to-one way Ьу the попdеgёпегаtе fundamental 
(2), transposition (4) operator апд thetransformation group operators (6). 

Тће vector analysis is based оп the notl0n of the absolute differential (deriva
tive) (7) which should satisf'y (8) .. Invariance to the parallel dispIacement of the 
relations between the vector forms is expressed through identical vanishing of the 
absolute differentials of the fundamental (9) (Г, coefficients of connection), Ље 
transposition (10) and the transformation (11) operators. Ав а consequence, the 
commutators of the absolute differentials (13) апд (14) of Ље mentioned operators 
also vanish identicaJly, (15) and (16), (R, coefficients of curvature). 

Тће metric space GXn (оп) is characterized Ьу the equality of the дјтеп!-јопв 
n=Щ the existence ofthe dispIacement vector (17), the tangent bases and the metrics 
(18) (the trarisposition operator is the metric tei1sor). Furthermore, the transforma
tion operator components Ьауе the forms (19), the generalized паblе operator (20), 
thetorsi()n tensor (of the third .rank) (21) exist and the coefficients of curvature 
Ьесоте components of the fourth-rank curvature tensor. 

Now" the generalized Riemann врасе represents the partipular case Аа) of 
the:metric space. This case Аа) is charactel'ized Ьу the identity апд ~ymmetry of 
tbe fundamental and transposition operator field') (23) (ј. е. Ьу the identity of the 
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bra and ket forms). ТЬеп, the transformatiol1 operator components are giveri Ьу 
(24) and the coefficients of connection Ьу (25), (26), (27) and (28.) ТЬе relatib~ 
(29), (30) and (31) are valid for the curvature tensor components. 

ТЬе original Riemann'space [6] is а $peci~l r~al case ofthe generalized Riemann 
space, characterized Ьу the vanishing of the torsion tensor (32). For the coeffiCients 
of connection, Ље consequence is (33) and for the curyature tensor,. tЂ.e relations 
are (30а), (31а) and (34). ТЬш, јп the origina1 Юетапп space Ље connection and 
curvature are completely determined Ьу the rea1 symmetric metric (ј. е. fundamental) 
tensor. 

Prof. Dr Zlatko Jankovic 
Svеu(Шi~tе u' Zagrebu 
Prirodoslovno-matematickl fakuItet 
Matematicki odjel 
Maruliccv trg 19, Zagreb 
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РАВАН-ВРЕМЕ У КОЈЕМ СУ ПУТАЉЕ ИНЕРЦИОНИХ КРЕТАЉА 
КОНУСНИ ПРЕСЕЦИ 

Марко Д. Леко 

у општој теорији релативности метрика простор-времена је после
дица расподеле материје. Тако, материјална тачка одређује метриху поз
нату као Шварцшнлдово решеље, у односу на које путаље материјалних 
тачака у З-простору нису конусни пресеци и која даје добро познате пре
цесије ПЛанетских перихела у Сунчевом грав~тационом пољу. 

Природно је поставити питаље: да ли је могуће наћи такву метрику 
простор-времена да З-лутаље материјалних таЧ:ака буду конусни пресеци? 

Довољно је, наравно, ограничити се на тражење метрихе раван-вре
мена тако да 2-nyтање материјалних тачака буду конусни пресеци. 

Решавајући тај задатак полазим од претпоставке, коју природа про
блема намеће, да је материјални систем који одређује такву метрику сфер
но симетричан. У односу на поларне координате х! (; = 1,2, З) најопштији 
моrуhи израз за. метричку форму таквог раван-времена је [1] 

ds2=F(x1, хЗ)(dх1)2+G(х1, хЗ)(х1 )2(dx2)2+2Н(х1 , x3)dx1 dХЗ + 

+ L (х!, хЗ)(dхЗ)2, (1) 

где је х3 = ct, при чему је с брзина светлости у вакууму, а t координатно 
време. Задатак је наћи захте:вану метричку форму. 

Као што ће се током овог излагаља видети, може се очекивати да 
постоји много решеља овог проБЈ1ема. Ја ћу се, у овом раду, Ol'раничити 
на тражеље оних решеља која задоваљавају извесне претпоставке, које ћу 
сукцесивно, током излагаља, наводити. 

Прво, тражим решеље постављеног проблема под претпоставком де је 

(П. 1) G=const#O. (2) 

& Э60РIIIII: ра,цо.аа 4 (12) 113 
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Тада је метрички тензор giJ' који одговара метрич:кој форми (1), 

{

F(Xt, х3) 

glJ= О 

Н(х1 х3) 

н (Хl, Х3)} 
о . 

L (х!, х3) 

Кристофелови симболи прве врсте, 

[i' k] =2. (д gJk + д gki _ д gl}) 
I}, 2 д хј д хЈ д xk ' 

различити од нуле су 

. 1 дF 
[111]=--

, 2 дх1 ' 

[11,3]= дН _2. дF , 
дх1 2 дх3 

[12,2] = G хl, 

1 дF 
[131]=--.-

, 2 дх3 ' 

[13 з]=2. дL 

, 2 д х1 ' 

[22,1] = - Gx\ 

[зз,I]=~~ - ~ :~, Ј 
[33,з]=2. дL. 

2 дх3 

Детерминанта g метричког тензора (3) је 

одакле .се одмах добија да мора, бити 

Сада се за контраваријантни метриЧ'КИ тензор giJ добија 

-GH(X1)2} 
о , 

FG(X1)2 

па су Кристофелови симболи друге :врсте, 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

{ј i k } = gil [Ј k, 1], (9) 
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различити од нуле 

{ l}= 1, (L дР +Н дР _2ндН), { 2} 1 
1 1 2 (FL-H2) дх1 д;х3 дх1 1 2 = х1 ' 

{ 
1 } _ 1 (L дР -H~) 

1 3 -2 (FL.-H2) д;х3 дх1 ' { 3}_ 1 (2рдН _ 
1 1 2 (FL _Н2) дх1 

-Н дР -р дР) 
дх1 д;х3' 

{ 
1 } GL ' 

2 2 = - FL _ Н2 х\ { 3}= 1 (р дL_ 
1 3 2 (FL - Н2) д х1 

-Н дР) 
д;х3 , 

(10) 

{ 
1 '}_ 1 (2LдН_ 

3 3 2 (FL - Н2) д х3 { 3} GH 1 

~ 2 = FL-H2 х, 

_L дL _ндL ), 
дх1 дх3 

{ 3}= 1 (ндL +FдL _2ндН). 
3 3 2 (FL - Н2) д х1 д ;х3 д х3 

Одговарајуће диференцијалне једна'lИНе геодезијсхих линија, 

d
2 
xi + { . i } dx

J 
dx'< = О, 

ds2 .1 k ds ds 
(11) 

су, сада, за i = 1 

d2
x

1 
+ 1 (L дF +Н дР _2н дН)(dХ

1

)2 + 
ds2 2 (FL -Н2) дх1 д;х3 дх1 ds 

+ L--H- --- х1 
- + 1 (дF дL) dx

1 
dx

3 
GL (dX2)2 

FL-H2 дх3 дх1 ds ds FL-H2 ds 

(12) 

за i=2 

(13) 
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а за i= 3 

d
2 х3 

+ 1 (2 FдН -Н дF -F дF)(dХ1 )2 + 
ds2 2 (FL - Н2) д х1 д х1 д х3 ds 

+ F--H- --+ х1 
- + 1 (дL дF)dx1 

dx
3 

GH (dX
2

)2 
FL-H2 дх1 дх3 ај ds FL-H2 ds 

+ .1 (Н дL +FдL _2н дн)(аХ
3

)2 =0. (14) 
2 (FL-H2) дх1 дх3 дх3 ds 

Један несумљиви први Шlтеграл једначина (12)-(14), који се добија 

непосредно из метричке форме (1), је 

F(~1)2 +G.(X1)2 (а;)2 +2Н ~1 ~3 +L(~3)2 = 1. (15) 

Сменом израза за (а:у из те једначине у једначину (12) добијамо 

L а2 х
1 

+ 1 (L2 дF +HL дF _2НLдН -2FL дН +FL дL + 
ш2 2 (FL-H2) дх1 дх3 дх1 дх3 дх1 

+FH дL)(dx
1

)2 + 1 (L2 дF -2HL дН +Н2 дL)dx
1 

ах3 
_ 

дх3 ds FL-H2 дх3 дх3 дх3 ds ај 

_ Gx
1 

(2L2 +2L дН x1 -L дL х1 -Н дL Х1)(аХ2 )2 + 
2 (FL-H2) дх3 дх1 дх3 ај 

(16) 

Ограничићу се, сада, на она решеља која задовољавају још и прет-

. ах1 ах3 • • • •• 
поставху да Је израз уз - - у ГОрЊОЈ Једначини Једнак нули, ТЈ. да Је 

ds ds 

(П. II) 
дF дН дL 

L2--2HL-+H2_=0. 
дх3 дх3 дх3 

дF 
Сменивши и израз за - из (17) У (16) добијамо 

дх3 

L d
2
x

1 
+ 1 [L2 дF -2HL дН _2(FL_Н2)дН +FL дL + 

ај2 2 (FL-H2) дх1 дх1 дх3 дх1 

+Н (FL_Н2)дL]{dx
1

)2 Gx
1 

(2L2+2LдН х1 _ 
L дх3 ds 2 (FL-H-) дх3 

(17) 



Раван-време у којем су путаље инерционих кретаља II:ОИУСВИ пресеци 117 

(18) 

Из (13) је очигледан први интеграл 

dx2 А 

ds = (х1)2 ' 
(19) 

где је А константа. (Једначина (19) представља, уствари, релативистички 
интеграл кинетичког момента, 

dx2 јсА 
-=--, 
d.. (х1)2 

1 d .. 2 = __ ds2 

2 ' С 

(20) 

одн. 

(21) 

где је 

А 1 =јсА). (22) 

На основи (19) једначина (18) постаје 

L d
2

x
1 
+ 1 [L2 дР _2НLдН _2(FL_Н2)дН +FL дL + 

ds2 2(FL-H2) дх1 дх1 дх3 дх1 • 

+Н (FL_Н2)дL](dХ
1

)2 1 [2A2GL2_1_+ 
L д х3 ds 2 (FL - Н2) (х1)3 

+A2G 2L--L--H- ---( 
дН д L дL) 1 
дх3 дх1 дх3 (х1)2 

-2L-+L-+H- =0. . дН дL дL] 
дх3 дх1 дх3 

(23) 

Уведимо, сада, функцију 

1 1 
х =--. (24) 

и 

Једначина (19) постаје 

dx
2 

=Au2 
ds ' 

(25) 

ла добијамо 

dx1 dи 
-=-А-, 
ds ~2 

(26) 
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и 

а2 1 а2 
_Х_= -А2 и2 U 

ds2 (а х2)2 
(27) 

Сменивши (24), (26) и (27) у (23) имамо 

1 [дF дН 2 дН дL 
-2 -(F-'L---H-2-) L -д х-1 - 2 Н -д х-1 - L (FL - Н2) д-х-З + F-д х-1 + 

+ ~ (FL-H2) :~ ]:2 (:2У + FL~H2 и+ 2 (FL
G
_H2) (2 ~~-

_дL_Н дL)_ - 1 (2дН_дL_Н дL)~_о 28 
дх1 L дхЗ 2A2(FL-H2) дхз дх1 L дхз и2 - , ( ) 

што представља диференцијалну једначину 2-nyтање материјалне тачке у 
2-равни раван-времена чија је метричка форма дата изразом (1) под усло
вима (2) и (17), одн. (П. 1) и {П. 11). 

У класичној (Њутновој) мехающи одговарајућа дифереlЩијалн~. једна
чина nyтање материјалне тачке у гравитационом пољу материјалне тачке 
масе тЈ , за коју је познато да представља конусни пресек, је 

(29) 

где је k2 гравитациона :константа, а А 1 константа која се појављује у кла
сичном (Њутновом) интегралу кинетИчког. момента 

(х1)2 ах
2 

= А1 • (30) 
dt 

Једначина (21) је релативистичко уопштење једначине (30), па, захте
вајући да и у теорији релативности диференцијална једначина 2-путање 
материјалне тачке у гравитационом пољу буде (29), она. може бити напи
сана, с обзиром на (22), и у облику 

а2 U k 2 m1 
--+и=---. 
(а х2)2 с2 А2 

(31) 

РелаТИвистиtfКа једначина (28) ће бити, према томе, диференцијална 
једначина 2-путање материјалне тачке која представља конусни пресек који 
одговара класичној путањи (29) ако су задовољени услови 

и 

GL 1 G (2 дН д L Н дL) 
FL-H2 х1 + 2 (FL-H2) дхЗ - дх1 -Ј; дх3 -

_ 1 (2 дН _ дL _ Н дL)(Х1 2=~+ k2
m1 • (33) 

2A2(FL-H2) дхЗ дх1 L дхз ) х1 с 2 А2 
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Тражена метрика ће, према томе, бити одређена решељима једначи
на (32) и (33) уз претпоставке (2) и (17). 

" С обзиром да је задатак још увек сложен, ограНИ"lићу се, даље, на 
тражеље оног решеља које задовољава и следеhе претпоставке 

(п. 111) 

и 

(П.1V) {
L=H2J, 

l=ј(х1). 

Под тим претпоставкама се (17) своди на 

дF =0 
дх3 ' 

па се за (32) добија 

а за (33) 

_1_[A2G_(X1)2] dj' + [(F-G)...!..+ k
2

m1 F]f- (...!..+ Рm1 )=0. 
2А2 dx1 х1 , с2 А2 х1 с2 А2 

Из (38) је 

Ff=Bp 

где је В1 интеграциона I<OHcтaHTa, која, због (7), тј. 

FL-H2=(FI -1) Н2=ј:.О, 

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 

(41) 

мора бити различита од јединице. Избегавајуhи случај F= О, константа В1 
мора задовољавати услов 

в =ј:.{0, 
1 1 , 

Елимцнисавши F из (39) и (40) добијамо 

а смељиваљем В1 nроизвољном KOHCTaН'i'OM В која зодовољава 

имамо 

B=B
1

- 1=f:.{-1, 
О, 

(42) 

(43) 

(44) 

(45) 
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. Уведимо, сада, уместо функције Ј функцију 

tp=J -~. 
G 

Једначина (46) постаје 

drp _ 2A2G = -2В k2m1 1 
dx1 х1 [А2 G - (х1)2] rp с2 А2 G _ (х1)2 ' 

а њен интеграл 

rp= 2в--1 -+С , ( 
k2m 1 ) (х1)2 

с2 х1 А2 G - (х1)2 

где је С интеграциона константа. 

Из (46) је, сада, 

Ј=(2В k2
m1 ~+C) (х

1

)2 +~, 
с2 х1 A2G-(X1)2 G 

а из (40), имајући на уму (44), 

(46) 

(47) 

(48) 

(49) 

(50) 

На основи добијених резултата један од облиха тражене метричкс 
формс је 

ds2 =F(dx1)2+ G. (X1)2(dx2)2+ 2 Н dx1 dx3 +Н2 Ј (dx3) 2, (51) 

где је G=const>O, F дато изразом (50), Н произвољна функција проме
љиве х3, а Ј дато изразом (49). 
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ТНЕ PLANE-TIМE IN WHICH PATHS OF INERTIONAL 
MOТIONS ARE CONICS 

Summary 

The Schwarz&chlid's solution gives, for 2~paths of particles, lines whi<;h are 
not conics. It gives, as а consequence, а precession efect. 

This paper is ап attempt to find such а metrics of the plane-time јп the general 
theory of relativity that 2-paths of particles Ье conic,>, without precessions. 

Prof. Dr Marko D. Leko 
Prirodno-matematicki fakuItet 
11000 Beograd, Studentski trg 16!IV 
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о PROSIRENOM SISTEMU RELAТIVISТICКIН КINEMAТICКIH 
VELICINA S NEKIМ PRIМENAМA NA MAGNETOНIDRODINAMIКU 

Ilija LlIka(~evic 

u ovom radu posmatraju se и osnovi dva vektort;ka polja koja obrazuju ри
tanje и Svetu Ыlо opste iIi specijalne relativnosti. Polazi se, dakle odjechle indefinitne 
metrike cUi је oS11Ovni tenzor g",~ nacelno rimanski (simetricne povezanosti Г~y). 
Jedno od tih роlја је vremensko i jedinicnog intenziteta te predstavlja, nacelno uzev, 
cetvorobrzine, dokje drugo prostomo i promenljivog intenziteta. Razlaganje kovari
jantnog izvoda cetvorobrzine vrsi Бе ро poznatoj kinematickoj shemi, а onda Бе 
ista primenjuje па prostorne vektore, сiше Бе dobijaju f.imetricni obrasci razlaganja 
i obrazuje опо sto nazivamo prosireni sistcm kinematickih уеJiСјпа. Treba odmah reei 
da је и slucaju jedinicnog роlја prostornih vektora ovakva podela vee vrsenau 
radu [2]. S druge &trane, и nasim ranijim radovima [5], [7] тј Бmо izucavali uzajamne, 
јlј relativne kinematicke velicine i primcnjivali ih. Treba reei i to da ш vrеmешki 
vektori promenljivog intenziteta takode ро!'щаtrапi, s nesto drukcijim pri&tupom, 
и radu [6]. Bitan motiv naseg рriбtира lezi и primelli па magnetohidrodinamicko 
elektromagnetno роlје, jer је simetrija ошоvпЉ jednacina и odnosu па cetvoro
brzinu i magnetno polje, odnosno indukciju, takva da omogueava dopunu nekih 
od osnovnih zakljucaka о odnosu kinematickih УеIiСјпа i magnetnog роlја zakljuc
сјща о odnosu prosirenih kinematickih уеliСјпа i cetvorobrzine. 

* '* * 
POS1natrajmo metriku opste relativnostiV4, koja је ро pretpostavci orijen

tabilna, diferencijabilna, lokalno svodljiva па kanonski oblik( +, +, +, -) i &ј
metricno povezana, odnosno rimanska. Neka metricki tenzor bude triput diferencija
Ыlап па V4 (zbog Bianchi-eve identicnosti). Posmatrajmo dva vektorska роЈја 
и'" i ~"'. Neka и'" bude jedinicni vremenski vektor а ~'" prostorni vektor proizvoljnog 
intenziteta. Dakle 

g",~ и'" и~ = - 1, (1.1) 

gde su и'" i ~" diferencijalbilni bar do drugog reda izvoda. Naveseemo neke уес 
dobro poznate sорзtvепе kinematicke уеlјсјпе [4], ekspanziju .&"'~ i пјој оdgоvаrэјиее, 
sklarnu ekspanziju .&, brzinu deformacije (J'",~ i rotaciju 6)",~ 

(1.2) 
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gde је 

Iliја Ltlkacevic 

.&=-~.&~=\7yи"" 
2 

1 1 
(J,,~ =- .&,,~ - -.& h,,~, 

2 3 

1 
(v,,~ = --- (\7" и~ - \7 ~ и", + и" w~ - и~ w,,), 

2 

(1.3) 

(1.4) 

(1.5) 

(1.6) 

(0.)", је vektor ubl'zanja а h,,~ tenzor proj~ktor upravan па и". Svi prethodni vektori 
i tenzori zadovoljavaju sledece skoro ocig1edne us10ve 

ћ",~ u~ = .&,,~ и~ = (j",~ и~ = (o.),,~ и~ = О, 
. [~ 

IV~U~=(jB=O. 

(1.7а) 

(1.7Ь) 

(l.7a) pokazuje da ве radi о Ci8to prostornim, trodimenzionim tenzorima i vekto
rima. Brzina deformacije је, stavise, tenzor bez traga. Mozemo odmah primetiti 
da је tenzor ekspanzije .&O<~ definiGan па ошоvu lokalnog odstupanja prostornih 
odstojanja i uglova od Bornove kruto~.ti а и odnOБli па svetske linije kongruencije 
odredene роlјет и"'. Sva Е.и pl'ethodna izvodenja nastala, ustvari, па bazi Lie-ovog 
izvoda :Zu [1], и odnosu па и", tenzora projektora ћe~ 

(1.8) 

dok Ыl osta1e velicine izvedene iz toga simetricnog tenzora tako da ти odgovaraju 
svojim nesvodljivim predstavJjanjem, dakle antisimetrijom, simetrijom i Odsu5tvom 
traga. . 

Sada сето uvesti поуе sopstvene velicine, analogne (1.2)-(1.6), koje odgova~ 
rajuprostornom vektof[.kom роlји promenljivog intenziteta ~'" 

&,,~ = ср2 (\7 о< ~~ + \7 ~ ;0<) + g",~;Y ду (ср2)_ 
- - 1 

- ~ w~ - ~~ W'" - 2 [~o< д~ (ср2) + ~~ д" (ср2)}, (1.9) 

- 1 .. 
е = 2 .&~= ср2 \7г ;У + ~'( ду (ср2), (1.10) 

- 1 - 1 - -
(j,,~ = _ .&,,~ - -.& ср-2 ћ",~, 

2 3 
(1.11) 

- 1 { --(о.)оФ = 2 ср2 (\7 '" ~J3 - \7 '" ~"') - ~" w~ + ~~ w'" + 

+ ~ [;0< д~ (ср2) -;/3 д,. (ср2)]}, 
2 . 

(1.12) 

gde је 
(1.13) 
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Moze se proveriti da је sad 

ћ",~ ~(O=6exli~(O = ~,,~ ~I> = ~"'(O~(O= О, 
-{3 
0"{3= О, 

- 1 w(o ~(O = -- ~(O д(О (tp2)i=0. 
2 

(1.14) 

( 1.15) 

(1.16) 

Veza (1.15) sejedina lЋzlikuје od rallijih (1.7а, Ь). Svc uvedelle уеНсјие ulaze u obIal,ce 
za kvadratl1e invarijante i zadovoljavaju neke identicnosti opsteg tipa па kojima $С, 
l11edlltim, sad nесето zadrzavati, уес сето јсј па primenu оуљ kinematickih ра
rametara па slucaj magnetohidt'odinamickog elektromagnetnog роЈја u kojem 
struji jedna elektroprovodIjiva neprekidna r,redina. 

* * * 
Strujanje јеdпе MHD lleprekidlle bl'edille odl'eae1lo је u relativllosti difel'el1-

сјјаlnјт jednacillama strujl10g роlја, koje proi&ticu iz odl'zaцja tellzol'a e1lergije, 
jednacillom kOlltilluiteta, opsteg tегmоdillаmiсkоg ш.}оvа, zakolla .provodenja 
toplote i pretpoAavki о viskoznim Едата. Оуај ~istem zаtvогеп је јеdщ:сinаmа 
elektromagnetnog роlја, to jest, гесеnо jezikom klaLicnog e1ektromagnetiz111a, 
Maxwell-ovim јеdпасiпаmа eJektl'omagnetJ1og роlја u Od::.llS1vll Lorentz-ove siJe. 

Мј сето posmatrati ovde iskJjucivo еlеktгоmаgпеtnо роЈје, ostavljajuci 
ро sћЋni sve ostale ОSl10vпе јеdЈ1аCiпе strujanja. То се пат omoguciti da geometriju 
еlеktгоmаgпеtпоg роЈја nepo$redno povezemo s ргоsiгепim ~istemom kiпетаtiсkih 
vеliCiпа (1.2)- (1.6), (Ј.9)-(1.13) пе ulazeci u po~]ediceostalih veza. 

Јеdпасiпе MHD elektromag1letnog роlја [1] blase 

v' ех (и'" ы> - и(О ьа) = О, 

€"'~Уб v' ~ (иу 1z13) = Ј"', 

(2.1) 

(2.2) 

gde је и'" cetvorobrzil1a ро[щаtгаl1е sredille, ьа magnetna indllkcija, h'" magnetno 
роlје, Ј'" elektricni protok, €"'~'Уб Ricci-ev permutacioni tenzor. Vektori magnetnog 
роЈја i iпdukсiје povezani su ротоси mag1letne permeabilnosti fL иоЫсајеnјт уе
zama indukcije 

Ь" = fLll'\ 

dok је magnetllo роlје oItogonalno па сеtvогоЬгziпi иа 

11"'11",=0. 

(2.3) 

(2.4) 

Prvu grupu (2.1) Maxwell-ovi11 jednacina тozemo predstaviti ротосн Lie-ovog 
izvoda kao 

ср Ь"" = v' b~ и'" - V' и~ Ь'" OL- 11 1> 1>' (2.5) 

Оуај izraz јmа taj smisao da роЈја и'" i Ь'" obrazuju lokal11o dvopovrsi. 
Primellimo lleke od obrazaca (1.2)-(1.6) i (Ј .9)-1.13) па роlје cetvorobrzina 

i magnetno роlје, odnoSl1O indukciju. Cetvorobrzina nе тепја f.imbol, dok сето 
umesto ~ex stavljati Ь'" јlј h"'. Роојmо od obrazaca za sopstvenll ek~.panziju (1.2) 
i (1.3). Ako (1.2) pomnozin1O sa ы> јmасето, па osnovu (1.8) i (2.5) . 

(2.6) 
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Tako је potreball i dovoljan uslov da ekspanzija bude jednaka nuli u pravcu 
magnetnog polja (dakle dvоdiшепziопа) taj da desna strana (2.6) bude jednaka 
nuli, to je.st da Lie-ov izvod kovarijantne magnetne indukcije u odnosu па cetvoro
brzinu bude srazmeran magnetnoj illdukciji do na skalamu ekspanziju s promenjenim 
znakom. Ј08 jedna kontrakcija sa Ь" daje 

(2.7а) 

8to se moze napisati kao 

.& Ь" b~ = 2 Ь V (Ь" иа) = - 2 и" w ,,~ " ~ ,,' (2.7Ь) 

Veze (2.6) i (2.7а,Ь) poznate su u relativistickoj мнп. Мј сето јm dodati, koristeci 
prosirenje (1.9)-(1.13) уеНсјпа (1.2)-(1.6) , simetricne zakljucke. Ako podemo od 
Cinjenice da se (1.9) dobija, аnal0gnо (1.2), zamenom u (1.8) ћ"" ва ii,,~, s tim 8to 
stavimo ~"=b" i diferenciramo u odnosu па taj vektor, dobicemo iz (1.9) i (2.5) 

'&"6115 =:lb (Ь2 11,,) + Ь2 V ~ b~ и", (2.8) 

8to је analogno (2.6). Drugo mnozenje daje, па osnovu (1.10) 

ё"6 и/Х и6 = - 2.& + Ь" д" (Ь2), (2.9а) 

odl1osno 

'&ot6U"U"= -2Ь" уа (Ь"Ь6)= =2Ь" [w,,+ ~ д,,(Ь2)} (2.9Ь) 

Ovde su primetne dve stvari. Prvo znak па drugoj strani (2.9Ь) је negativan, za raz
liku od (2.7), zatim kvadratna forma па lеуој strani, та da obrazovalla u odlloSU 
па и", zavisi вато od odnosa koje zadovoljava vektor magnetne indukcije, kao 5to 
ве vidi iz prve jednakosti tog izraza. 

Sve prethodne primene u magnetohidrodinamici vr8iIi вто iskljucivo па 05-
novu (2.5), 8to је ustvari oblik prve grupe Maxwell-ovih jednacina (2.1), koristeci 
tenzore i skalare еkьрапzUе (odgovarajuci izrazi za tenzore brzine deformacije 
(1.4) i (1.11) jednostavno sleduju iz пјјћ). Sada сеmо preci па primenu druge grupe 
Maxwell-ovih jednacina (2.2) па tenzore rotacije (1.5) i (1.12). Zato еето prvo 
uvesti ројmоуе vektora rotacije (i1i vrtlozenja) koji odgovaraju navedenim ten
zorima 

ы"- = е;"6Уб иа bly/i, 

&" = е;"-6уб ћа &у8, 

(2.10) 

(2.11) 

gde smo u (1.12) stavili ћа. uтesto ~. Ako (2.2) skalarno pomnozimo ва иа. do
Ысето [3] 

(2. ]2) 

Оуо predstavlja poznatu vezu iz relativisticke мнп. Iz пје sleduje da strujanje 
пе moze biti bezvrtlozno ukoliko је sredina naelektrisana 

(2.13) 

Analogno prethodn.om, dobicemo n.ovu vezu mnozenjem (2.2) ва ћ" 

(2.14) 
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odakle sIeduje, зад analogno (2.13) 

ћ",Ј"-=/=О ~ &"-=/=0 {=} &,,-{3=/=0. (2.15) 

Оуо znaCi да neortogonalnost па magnetnom poUu elektricnog protoka u celini, 
bez obzira да li naelektrisanog ili ле, uslovljava egzistenciju »magnetnog vrtloga«, 
odnosno »magnetne rotacije«. 
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ON AN EXТENDED SYSТEM OF RELATIVISТIC КINEМAТICAL 
QUANТIТШS WПН SOME APPLICATIONS IN МAGNETOНYDRODY

NAMICS 

Summary 

We consider two vector fields forming trajectories in the general relativistic 
spacetime. Тће first one јз а field of four velocities whereas the зесопд опе is а field 
of spaceIike vectors of variable intensity. Кinematical parameters, expansion, shear 
апд rotation are folmed with respect to both fields апд саl1ед extended kinematical 
quantities for the second опе. Тћеп applications are шаде to MHD јп order to 
obtain some basic formulae symmetric to already known ones. 

Dr Пiја Lukaeevic 
Prirodno-matemati<!ki fakultet 
11000 Веоуад, Studentski trg 16/N 
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NEKE OSOBINE STRUJNIН LINIJA ТЕRМОDINАМIёКОG 
NEVISKOZNOG FLUlDA U JEDNOM RIМANSKOM PROSTORU ёIЈА ЈЕ 

МETRIКA KONFORMNA MEТRICI PROSTOR-VREMENA 

Mirjana М. Lukalevic 

1. Razmotrimo prvo termodinamicki neviskozni fluid и prostor-vremenu V4, 

и odnosu па dati koordinatni sistem ха. (сх:= 1,2,3,4), gde su хј 

(ј= 1,2,3) koordi
nate 'prostornog tipa, а х4 -' vremenska koordinata. U radu сето indekse koji 
llzimaju vrednosti od 1 do 4 obelezavati grckim sIovima, indekse koji idu od 1 do 
3 - sIovima latinice, i koristicemo konvenciju о sabiranju. Opredelicemo se za 
takve fizicke jedinice pri kojima је Ьајпа svetlosti jednaka jedinici. Koordinate 
osnovnog metrickog tenzora prostora V4 и odnosu па sistem ха. сето oznaciti 
sa ga.fj' uzimajuci pri tome da osnovna metricka forma ga~ dxa. dx13 Јmа signаtиПl 

+++-. 
_ _ ' Istoriju razmatranog fluida и V4 predstavlja kongruencija krivih linija vremen
skog tipa - strujnih linija flllida, cije jednacine u odnosu па dati koordinatni sistem 
mozemo napisati 11 obIikll 

(1) 

gde su ~j prostorni parametri, vezani za odredeni deHc f1uida, а s - parametar 
vremenskog tipa. 

Cetvorobrzina fIuida је tada odredena izrazom 

dxa. 
и"'=-. 

ds 
(2) 

Ako usvojimo da parametar vremenskog t1pa s predstavlja sopstveno vreme 
duz svetske Iјпче delica odredenog prostomim parametrima ~i, tj. ako uzmemo 
da је 

ds2 = -ga.13 dxa. dxP, 

cetvorobrzina се zadovoljavati uslov 

(3) 

и"'иа.= -1. (4) 

Materijalno i energetsko stanje fIuida и V4 opisuje tenzor energije obIika 

Та.р =(р + р) и",и(3 + pga.p, (5) 

gde је р sopstvena totalna gustina f1uida, а р - sopstveni pritisak. 

127 
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PodvucinlO odmall da сето u toku rada, pored sopstvene totalne gustine р, 
koristiti i sopstvenu materijalnu gustinu, koju сето ozna<Siti sa r, pri сети su ove 
dve veliCine vezane jednacinom Ш], [2]) 

p=r(l+E), (6) 

gde је € specifiCna \шutга8nја energija fluida. 

Uzeeemo r i Р za nezavisno promen1jive termodinamicke velicine, i jednacinu 

€=E(r,p) (7) 
za datu jednacinu stanja fluida. 

Uvedimo sada, kao indeks termodinamickog fJuida, funkciju ([3], [4]) 

f=~(p+p)= 1 +E+ L . (8) 
r r 

Tada tenzor energije (5) dobija oblik 

Т",у. = rJu", U~ + pg",~. (9) 

Uslov konzervativnosti tenzora energije, koji se izrazavajednacinom V", т;=о, 
gde V", oznaeava kovarijantni izvod, dovodi do diferencijalnih jednacina ~trujnih 
linija fluida 

и'" V", и~ + да.Р (8~ + и'" и~)= О, 
rJ 

gde је sa да. obelezen parcijalni izvod ро ха., а sa 8; Kronekerov simbol. 

(10) 

Sopstvena apsolutlla temperatura Т fluida i njegova sopstvena specificna 
entropija S uvode se termodinamickom relacijom koja је posledica prvog i drugog 
zakona termodinamike ([5], [6]) 

TdS=d€+Pd(+). (11) 

koja, kada se uzme и obzir jednacina (7), dobija oblik 

1 
TdS= df--- dp. 

r 
Iz poslednje jednacine sledi 

да.Р=; д",f-г Тда.S+А"" 

(12) 

gde је А", vektor koji zadovoljava щ.lоv Аа.и"'=О. Jasno је da taj uslov dozvoljava 
da vektor Аа. bude nula-vektor, i тј Сето na8a dalja razmatranja ograniciti па taj 
slucaj, 8to zna<Si da сето prihvatiti da se gradijent pritiska moze izraziti kao 

д",р=гд",f-гТд",S, (13) 

ne ulazeci па ovome mestu u to koji је fizicki smisao takvog ogranieenja. 
Tada jednacine strujnih linija (10) mozemo napisati \1 obliku 

u"'v",u~+(д1- ~ д",S)(8;+u"'U~)=0. (14) 
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2. Uvedimo sada, ротоси indeksa fluida (8), u razmatranje jedan cetvoro
dimenzioni rimanski prostor, koji Сето oznaciti sa У4, сјја је metrika konformna 
metrici prostor-vremena, i povezana је sa пјот jednacinom (vidi [7]) 

-g dx« dxr. =/2 g dx« dxll 
«13 «13' 

tako da је 
i«~ = р g«fI, i i«~ =/-2 g«lI. 

Defjni~imo [7] u prostoru У4" vektor 

С«=/и«, 

za koji se lako utvrduje da је jedinicnog intenziteta u tome prostoru. 

(15) 

(16) 

(17) 

Posle kraceg racuna, koji ovde песето prikazati, za kovarijantni izvod "У« Cf! 
(gde V« oznaeava operator kovarijantnog diferenciranja u odnosu па metriku 
(15» dobijamo 

tako da iz (14) sIedi 

(18) 

Kako је С« jedinicni tangentni vektor strujne Iinije preslikane па prostor У4, 

o<5igledno је da izraz па levoj strani jednacine (18) predstavlja izvod vektora С(!О 

u pravcu te Нпјје, te prema prvom Freneovorn obrascu (za rimanski prostor V4) 
mozemo napisati 

(19) 

gde је Хщ prva krivina, а 11(1)11 prva normala strujne Нпјје posmatrane u odnosu па 
metriku (15). 

S obzirom па (19), iz (18) dobijamo 

(20) 

odakle izvodimo sledece zakljucke: 
а) U sIueaju da se gradijent pritiska f1uida izrazava jednacinorn (13), dvodi

menzioni element odreden tangentom i prvom normalom strujne linije preslikane 
na prostor сјја је metrika odredena jednacinom (15) sadrzi gradijent ~opstvene spe
cificne entropije f1uida. 

Ь) Ako se, pod uslovorn da vazi (13), strujne linije f1uida preslikavaju u geo
dezijske lјпјје prostora У4, <5јја је metrika odredena jednacinom (15), tada је ili 
entropija konstantna, ili su preslikane strujne linije upravne па trodimenzioni 
potprostor prostora У4, odreden jednacinom S=const. Entropija se tada mепја 
samo dnZ strujnih linija f1uida, tj. u pravcu vektora С,,"=/-l и"". 

с) Ako se radi о izentropskom strujanju, ili su preslikane strujne linije upravne 
па trodimenzioni potprostor prostora У4, odreden jednacinom S=const., onda su 
preslikane strujne linije geodezijske linije prostora V4 . 

9 Эборвв радо •• 4 (12) 
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Zaista, zbog upravnosti na potprostor S=const, ispunjen је uslov 

д~S=лС~, 

te iz (20) sledi da је Хсо=О, 8to znaci, ргеmа (19), da је i С'" V", C~ =0, tj. da se 
vektor C~ paralelno prenosi duz strujne linUe preslikane па prostor V4. 

Najzad, posle mnozenja jednacine (20) vektorom n~l) i sabiranja ро indeksu ~, 
dobija se za prvu krivinu ~(!) preslikane strujne linije sledeca vrednost 

- Т-'(> 
Х'(Ј) =-n(1)д~S. (21) 

Ј 
Na kraju istaknimo da nije te8ko uociti da zakljucak а) vazi i и op8tijem slucaju, 

kada је д",р=rд",f - r Тд", S+A"" gde је А", vektor koji u prostoru V4 јmа pravac 
prve normale preslikane strujne linije, tj. koji i1>punjava uslov А",=Лn,t)"', gde је 
л proizvoljni skalar. 
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SUR QUELQUES PROPRIEтES DES LIGNES DE COURANT D'UN FLUIDE 
PARFAIТ TНERMODYNAМIQUE DANS UN ESPACE RIEMANNIEN 
DE METRIQUE CONFORME А LA METRIQUE DE L'ESPACE-ТEMPS 

. Resume 

Оп analyse lа distribution de I'entropie specifique par rapport аих lignes de 
courant d'un fIuide parfait thermodynamique dans un espace riernannien muni 
d'une metrique conforme а lа metrique de l'espace-temps et liее а сеl1е-сј par la 
relation (15). L'analyse est limitee аи cas оп le gradient de pression du fIuide satisfait 
а la condition (13). 

Dr Mirjana М. Lukacevic 
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О VARIRANJU KVAZIKOORDINATA 

Мјгјапа М. Lukacevic i Vukman М. Covic 

1. Razmotrimo ћоlопоmп! skleronomni konzervativni dinamicki sistem sa 
п stepeni slobode сјјј polozaj u proizvoljnom trenutku vremena t odredujemo gel1e
ralisanim koordinatama ql. U. radu сето latil1skim slovima obeleZavati indekse 
koji uzimaju vrednosti od 1 do п, i koristicemo konvenciju о sabiranju. 

Pored generalisanih brzina sistema, ,ji, 11vedimo u razmatranje i kvazibrzine 
relacijama 

(1) 

gde koeficijenti аЈ zavise samo od generalisanih koordinata sisterna: аЈ= аЈ (qk). 
Ako pretpostavimo da је transformacija (1) nesingularna, iz пје sledi 

(2) 

pri Cemu је aJb{=~i, gde је 8~ Kronekerov simbol. 
1 u ovome radu, kao i u prethodl1im ([1], [2]), polazimo od stava da su operatori 

variranja i diferenciral1ja, primenjeni kako nad stvarnim koordinatama, tako i nad 
kvazikoordinatama, komutativl1i, tako da vazi 

(3) 

Ako prihvatimo, kao 8to је u literaturi uobicajeno, da 511 varijacije kvaziko
ordinata 7':1 odredene izrazima 

(4) 

diferencijalne jednacine kretanja razmatranog sistema slede iz varijacionog za
datka 

/1 

f [3 L +).1 (37':1 - ај 3 qJ)] dt = О, (5) 
10 

9' 131 
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gde su (о i tl utvrdeni trenuci vremena koji odgovaraju pocetnom i krajnjem polofaju 
sistema, Лј = Лј (t) - LagranZevi mnozioci, i gde је varijacija Lagranzeve funkcije 

L=L (q', q~ odredena izrazom (upor. [1)· 

pri Сети је 

8L=зi- д~ (да{ _ да~)qsзqi, 
д1tЈ дqs дq' 

Vrednosti generalisanih koordinata su utvrdene za t=to i f=tl· 

(6) 

Primetimo da varijacioni zadatak (5) пјје formulisan kao pravi varijacioni 
zadatak, tj. da пе izrazava щ.lоv stacionarnosti funkcionala. 

Potrazimo sada uslove pod kojima varijacioni zadatak (5) prelazi и pravi 
varijacioni zadatak, koji se moze izraziti jednacinom 

1, 

8 Ј [L + !l-I(~' -а; qJ)] dt=O, (7) 
10 

gde su Lagranzevi mnozioci oznaceni sa tJ.j=tJ.j(t). 
U tome cilju, unesimo prvo izraz (6) и (5): 

(8) 

Iz Ojlerovih jednacina problema (8) koje odgovaraju kvazikoordinatama, 
dobijamo 

ра se (8) moze napisati и obliku 

d дL 
Л.=--
Ј dt д ~j' 

II[ -(' Ј - ] - дL да1 да• . d дL Ј Ј 3L--. ___ ) qs з ql + __ . (31tJ -а I 3 q') dt=O. 
дтl дqS д qi dt д 1tJ 

10 

Dalje, kako је 

ра onda zbog (4) ј 

jz (9) sledj 

Ј"[ - ј' - ] - дL дај дtl.,· дL d ј 8L--. ( ___ ) qs 8q, __ . -(31tЈ -а , 3q') dt=O, 
д ~ д qS д qi д 1tJ dt 

'0 

(9) 
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odakle, posle kraceg racuna, pri сети koristimo jednacinu (3), kao i cinjenicu da 
mozemo pisati 

najzad dobijamo 

(10) 

Resayanjem yarijacionog problema (7), koji је moguce napisati i u obliku 

'1 
Ј [3 L +!1-ј (1) 3 (~j - а{ q')] dt = О, 

'0 
u nasem prethodnom radu (У. [2]), dobili smo 

дL 
!1-j(t) = --'.' 

дтr:J 

ра је onda jasno da jednacinu (10) mozemo napisati u obliku 
,( 
Ј [8 i+ !1-j(t) 8(~J -a{qi)] dt=O, 

'0 
tj. u obliku pravog varijacionog problema, izrazenog jednacinom (7): 

'1 
3 Ј [1+ !1-/';'Ј -а{ ql)] dt = О. 

'0 
Medutim, moramo da istaknemo sledece: dok se pri yarijacijama (4), kojima 

odgovara yarijacioni problem (5), transformacije (2) пе odrzayaju, dotle је yarijacioni 
problem (7) formuЉ;ап tako da se transformacije (2) odrzayaju i па yariranim 
trajektorijama, tj. formulisan је tako da yazi 

. k • 
8тr;k = 8 (Ој qJ), 

odakle lako dobijaтo za yarijacije kyazikoordinata izraze 

(11) 

То znaci da problem (5) moze da se forтulise kao prayi varijacioni problem (7) 
samo onda ako se nacin yariranja kvazikoordinata izmeni u skladu sa (11). 

Nas даlјј cilj u оуоте radu се biti da uporedimo relacije (4) i (11), kojiтa su, 
па dva razlicita nacina, odredene varijacije kvazikoordinata. 
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2. Potrazimo prvo uslove pod kojima се se jednacine (4) i (11) poklapati. 
Uvedimo, radi kraceg pisanja,· oznake 

ра сето izraze pod integralima u (11) moCi napisati u obliku 

~Jsdqj 8 qS. 

(12) 

(13) 

Ocigledno је da се se varijacije (11) poklapati sa varijacijama (4) ukoliko su 
izrazi (3) jednaki nuli, а to је moguce u sledecim slueajevima: 

а) Кada su koeficijenti ~}s=O, tj. kada је 

I ј 

да. _ дщ =0 
дqј дqs ' (14) 

а to znaci kada su relacije (1) integrabilne. Takav slueaj Сето, kao trivijalan, isklju
Citi odmah. 

Ь) Vodeci гаСlша da је ~istem ~J. antisimetrican ро donjim indeksima, lako 
је pokazati cla tI~lovi 

i .~ 
[1јо clqJ О q' ~. О, (15) 

u slueaju da indeksi i, ј i s uzimaju vrednosti 1 i 2 (sistem sa dva stepena slobode) 
dovode do 

о qS = лdqS, (16) 
gde је л skalarna velicina. 

Varijacije (16) dovode do variranja trajektorije u sebe samu, te takav slt1eaj, 
sa stanovista Hamiltonovog principa, moramo odbaciti kao neillteresantan. 

Razmotrimo, kao ilustraciju ovoga slueaja, materijalni sistem koji se sastoji 
od jedl1e materijalne tacke koja se krece u ravl1i. Birajuci za generalisane koordinate 
polame koordinate r i <р, i uvodeCi kao kvazibrzinu sektorsku brzinu 

. - 1 . 
А=-1·2 <р 

2 ' 

dobicemo kao varijaciju tipa (11): 
I 

оА = ~ 1· 2 0<р- !r(ro<p- ~or)dt, 
10 

8to znaci da u оуоте slueaju relacije о-?) prelaze u 

,(d, o<p-d<p 0,)=0, 
odakle је 

8, r 
-=-.' 
го<р r <р 

(17) 

(18) 

(19) 
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tj., prema sI. 1, 
~ r = r 8tp cotg <х, 

ра је ocigledno da u tome slucaju varijacije 8г i ~tp dovode do tacke М koja је opet 
па trajektoriji (у. sl. 1) 

о 

Slika 1 

u slucaju dinamickog sistema ~a brojem stepeni sIobode уесјm od dva, uslovi 
(15) ne moraju dovesti до (16), ali i tada oni izrazavaju neku zavisnost izmedu vari
јасјја 8qi, sto Hami1tonov princip ne prihvata. 

Iz svega izlozenog zakljucujemo da је, оsiш u trivijalnom slucaju, kada su 
veze (1) integrabilne, neophodno izmeniti nacin variranja kvazikoordinata u skladu 
sa (11), da Ы varijacioni zadatak (5) mogao da prede u pravi varijacioni prob
lеm (7). 

Razmotrimo, па kraju, opet па primeru sistеша od jedne materijalne tacke 
koja se krece u ravni, geometrijsku interpretaciju razlike varijacija kvazikoordinata, 
definisanih jednacinama (4), odnosno jednacinama (11). 

Ako kao generalisane koordinate uvedemo polarne koordinate r i tp, i ako 
uvedemo kvazibrzinu jednacinom (17), pomenutu razliku izrazava integral 

I 

Ј r(~8r-;'8rp)dt. (20) 
10 

Varijacija tipa (4), tj. varijacija 

(21) 
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је, ocig1edno, па 51. 2 predstavljena povrsinom sektora OMMl , а varijacija tipa (11), 
koju сеmо u ovome slueaju, da bismo је razlikovali od (21), oznaciti sa оА, tj. va-
rijacija 

1 

oA=-г2 0СР + г(срог- rocp)dt, 1 Ј' . 
- 2 

(22) 

10 - ..--.:::::.. --povrsinom omedenom lисјmа Мо М, Мо М i duzima ОМ i ОМ (v. sl. 2). 
Raz1ika ovih varijacija, jednaka integralu (20), treba, dakle, da bude predstav-

...--.. - -ljena povrsinom ogranicenom lисјта Мо M l , Мо М i duzi М1 М, povrsinom ko-
ји сеmо oznaciti sa оА1 (v. sl. 2). 

Мо 
Slika 2 

{ .{ ) 

ОМ = г(с) 

ом = T(t)fdr 

1 zaista, јmајисј u vidu da se element d (оА}) povrsine 3А1 moze izraziti kao 

~ -+-+ 

d(o Ад = (3 s х ds). k, 
-+ -+ 

gde је, ako sa и i р oznacimo jedinicne vektore polarnog sistema, 

--+ -+ -+ ---+оо ~ -+о -+о ---+- -+оо 

os=oru+rocpp, ds=dru+rdcpp, k=uxp, 
dobicemo 

d (оАд=г dcpor-rdr оср=г (~oг-;' оср) dt, 
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ра је ocigledno da се biti 
1 

8А1 = Ј d(8A 1) = Ј г(~8г -r8rp)dt, 
(8А.) 10 

8to smo i hteli da pokazemo. 
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SUR LA V ARIАПОN DES QUASICOORDONNEES 

Оп analyse 1е probIeme variationnel (5) auque1 correspondent les variations 
des quasicoordonnees (4) et оп constate qu'il peut etre rbluit аи probIeme direct 
du caIcul des variations, qui exprime la condition d'extremalite d'un fonctionnel, 
а condition de changer le mode de variation des quasicoordonnees еп accord avec 
les relations (11). 

Оп compare ensuite les relations (4) et (11) qui d6finissent les variations des 
quasicoordonnees de deux manieres differentes. Оп constate qu'еПеs determinent 
les memes variations seulement quand les relations (1) sont integrabIes. 

on donne, enfin, а I'aide d'un exemple, l'interpretation geometrique de 1а 
difference des variations des quasicoordonnees (4) et (11). 

Dr Mirjana М. Lukaeevic Masinski fakultet 11000 Beograd 
Dr Vukman М. Covic Masinski fakultet 11000 Beograd 



Mathematische Hilfsmittel 
des Ingenieurs 

Hcrausgcgcbcn уоп 

R.Sauer I.Szab6 

l" ntcr ~lit\\'irku'ng \'011 

Н. ~eub~r. "'. ~iirllbcrg· К. l'О:;сl!\ 
Е. Truckl"lIbruclt . \\'. Zапdt'r 

Teil III 

\' erfaВt \"fЈП 

Т. Р. Angelitch . G. Аитаnn . F. L. Baucr 
R. B'~li~s~h ··'''н. Р. Ki.inzi . н. Rutishauscr 

K.Samelson. R.S:щеr . J.Stoer 

Spril1ger-Verlag Berlin Heidelberg Nc\y York I!)()~ 

Радом у "Шпрингеровој" књизи Mathematische Hilfsmittel des Ingenieurs про
фесору Т. П. Анђелићу је одато признање из области тензорског рачуна. 

138 



Зб.ОРН/lh· раиова Маiiiемаiiiuчкоi uHciiilliiiyiUa, Нова серија, ЮЬ. 4 (12), 1984. 

Recueil des travaux de /'Institut Mathematiqlle. Nouvelle serie, tome 4 (12), 1984. 

, , 

I 
NOVE FORМE JEDNACINA ANALmCKE МEНANIКE 

пuJаn Micevic i Lazar Rusov 

Uopstavanju Lagranieovih jednacina druge vrste za ћоlопоmnе теопоmпе 
sisteme posveceni su radovi veceg Ьтоја naucnika kao sto su: Ј. Nilsena, D. Manze
ron-S. Deleanu, Ј11. N. Mas10va, 1. Сепоуа, У. Do1apeieva, М. Su1jgina i drugih. 
lz L1opstenog Lagranz-Dalamberovog рсјпсхра izvedene Stl jednacine Manzeroll
-Delenau, iz kojih kao specijalni sIueajevi sIede jednacine Ni1sena i Сепоуа. U оуоm 
radu koristeci se izvedenim osnovnim kinematickim re1acUama i korisceЦjem Gau
sovog principa i uopstenog Lagranz-Dalamberovog principa, izvrseno је uopstavanje 
Lagranzeovih jednacina druge vrste za ћоlопотпе reonomne sisteme. Formirano 
је nekoliko oblika uopstenih diferencijalnih jednacina kretanja (1.12), (2.14), (3.15), 
(3.18), da Ьј па kraju izvrsiIi generalno uopstavanje i dobili fami1iju uopstenih di
ferencijalnih jednacina kretanja (3.22) za ћоlопотпе sisteme, iz kojih kao specijalni 
slueajevi slede sve do sada izvedene uopstene jednacine holonomnih sistema. Ovim 
su istovremeno iscrpljene sve mogucnosti formiranja uopstenih Lagranzeovih jedna
сјпа druge vrste, razlicitih ро spoljasnjoj formi. 

1. Кinematicke reJacije. Posmatrajmo sistem mаtеЩаlпih tacaka Вј (ј = 1, 2, ... , N) 
masa тј podvrgnutih holonomnim reonomnim idealnim vezama, sa п stepeni 510-

bode. Neka је роlоиј tog sistema odreden sa п nezavisnih generalisanih koordinata 
q" (ос = 1, 2, ... , п). Vektori polozaja orijentisani 11 odnoslI па inercijaIni sistem 
referencije mogu biti predstavIjeni kao flInkcije gel1eraIisanih koordil1ata q" i vre
тепа t, 

~=-;j(q",t); (j=1,2, ... ,N; (;(=1,2, ... ,n). (1.1) 

Odredicemo рсуј, drllgi i treCi izvod ро усетеПll vektora polozaja 

--+ JI д -;:. д7 
lј= L __ Ј q,,+_J_; 

"=locq,,, д! 

--+ -+ • 

vj=vj(q"" q"" t), (1.2) 

139 
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(1.4) 

~ ~ О" --i" --30 •••••• 

Qj=aj(qrJ.' qrJ.' qrJ.' t), ej .... e/qrJ., qrJ.' qrJ.' q«, t). 

Vektor Ез u relaciji (1.4) oznacava zbir svih Ыаnоуа koji nе sadrze q~ qrJ.' 

Parcijalnim diferenciranjem izraza (1.2), (1.3) i 1.4) ро qrJ.' qrJ.' i qrJ. respekti
уnо, nakon uop8tavanja postupka, dobili smo prvu osnovnu kinematicki relaciju 

---> ->-

дr· дv. да· 
_Ј=_:=_/= ... = 
дqrJ. дqrJ. д qrJ. 

(1.6) 

Odredimo sada parcijalni izvod vektora brzine (1.2) ро generalisanoj ko
ordinati q~ 

д -; 1 [~ д2;. д2 ~ ] 
-= • L.- qrJ.+ , 
дq~ rJ.=1 дqrJ.дq~ дt дqе. . 

(1.6) 

odnosno parcijalni izvod vektora ubrzanja (1.3) ро generalisanoj brzini qr, 
..... ..... ..... 
д йЈ 2 [± д2 rj • д2 rj ] 

дqе. = . ",=1 дqrJ.дqе. qrJ.+ дtдqе. ' 
(1.7) 

i parcijalni izvod vektora ~ (1.4) ро generalisanom ubrzanju qe. 

..... ..... -->' 

д е _ 3 [~ д2,). д2 
r) ] 

- .. - • L.- qrJ. + . 
q q-p «=1 дqrJ.дqе. д t дqе. 

(1.8) 

Na osnovu relacija (1.6-1.8) mozemo zakljuciti da се se rezultat (1.6) рот
nozen odgovarajucim prirodnim brojem k (k= 1,2, ... ) dobijati ako Ыl0 koji k-ti 

..... 
izvod vektora poloiaja ро vremenu -;~k) (-;~k) == d

k 
'ј) parcijalno diferenciramo ро 

dt k 

k-l izvodu generalisane koordinate. Na osnovu toga sledi druga osnovna 
kinematicka relacija 

. -->'(k) ->' 

д 'ј _ k дУ) 
д (k-l) - д q qp, 

(1.9) 

Iz (1.9) za k= 1 dobija se identicnost 8to i treba da bude. Posto је 
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diferenciranjem ро vremenu 

(1.10) 

i vodeCi racuna о invarUantnosti izvoda u odnosu na red parcijalnog diferenciranja, 
iz (1.10) i (1.6) sledi poznata relacija, nazvacemo је treca osnovna kinematicka 
relacija 

->- ->-
d дГј дУЈ --=-. 
dt дq~ dq~ 

Na o&novu (1.5), (1.9) i (1.11) neposredno sledi 

_~ дГј _~ _д]У)_ 
dt дq~ - k дq~k-l)' 

(1.11) 

(1.12) 

Koristeci tri osnovne kinematicke relacije (1.5), (1.9) i (1.11) odredicemo k-ti 
-.. 

iщод vektora polozaja ГЈ ро vremenu i pri tome eksp1icitno сето napisati samo one 
cIanove koji sadde k-ti i k-l izvod generalisanih koordinata q~ ро vremenu. 

Zaшепот lеуе strane jednacine (1.6) u jednacinu (1.4) доЫсето jednostavnUi 
izraz za treci јтод vektora polozaja 

-.. 
->о ду .. ". 

U relaciji (1.13) clanovi Ез i _1 пе sadrze izvode q« i q«. 
дq~ 

(1.1 З) 

Ako sada izraz (1.13) diferenciramo ро vr.emenu, vodeCi тасипа о relaciji 
(1.11), доЫсето cetvrti izvod ро vremenu vektora polozaja u obliku 

->-(4) ~ д;:; (4) 4 ~ д;; ". Е ...... 
ђ =.с.. -q« + .с.. -q«+ 4' 

«=1 дq« «=1 дq« 
(1.14) 

Vektor ~ u (1.14) пе sadrzi сlапоуе sa izvodima q~ i q~4). 
Uop~tavanjem prikazanog postupka, доЫсето да је k-ti izvod vektora po~ 

loiaja ро vremenu, proizvoljne tacke razmatranog mehanickog sistema odreden 
relacijom 

...... ->-

...... (k) ~ [д Гј (k) k д "Ј (k-l)] ...... Е 
Гј =.с.. -q« + -q« + k' 

«=1 дq« дq« 
(1.15) 

Vektor Ek ne saddi clanove sa јтодјта q~k-l) i q~k) i relacija (1.15) zadovo
ljava једпасјпе (1.5) i (1.9), а za k=l, 2 treba koristiti jednacine (1.2) i (1.3). 
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2 UopStavanje LagranZeovih jednacina druge vrste. Prvo сето izvrsiti uopsta
уаnjе LagranZeovih jednacina, polazeci od diferencijalnog principa drugog reda. 
Za holonomni sistem Gausov princip glasi [6] 

N ............ -->' \ 

:г: ( - тј ај + ЕЈ) • а аЈ = О, I (2.1) 
ј=1 

.....,. -->' --+ 

pri tome se predpostavlja da је а Гј = О, а v)=O, а 1=0 i а ај:#:О. 
Na osnovu relacija (1.l), (1.2), (1.3) i koriseenjem prve osnovne kinematicke 

relacije (1.5), mozemo napisati da је . 

tada GaUSOV princip (2.1) glasi 

--+ 

-->' 
...... п д Гј •• 

aaj=L-аq"" 
0<=1 дqа. 

(2.2) 

(2.3) 

gde је Q", = I Рј • д Гј generalisana <;ila koja potiee od aktivnih sila koje dejstvuju 
ј=1 д qa. 

па razmatrani sistem. 
Prvu sumu u izrazu (2.3) dobicemo, polazeci od izraza za kineticku energiju 

,fazmatranog mehanickog sistema 
1 N -2 

Т=- 2: mjVj . (2.4) 
2 )=1 

Parcijalni izvod kineticke energije (2.4) ро qa. је 

-.. 
дТ N --+ дVј -=2: mjVj'-' 
д q", )=1 дq", 

Odredimo sada prvi i drugi totalni izvod kineticke energije ро vremenu 

. N --+" ~ 

Т= 2: mjvj·aj, 
ј=1 

.• N ~., N ~-+ 

Т = L тј ај + L тј vJ • еј , 
ј=l ј=1 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

ра su parcijalni izvodi ftJnkcija t i Т ро qa. odnosno {ја. uz koriseenje щ.nоvnih 
kinematickih relacija (1.5) i (1.9), odredeni izrazima 

(2.8) 

(2.9) 
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Oduzimanjem relacije (2.8) od (2.9) i uzimajuci и obzir (2.5) prva suma и 
Оа usovom ргјпсјри (2.3) odredena је izrazom 

-+ .. • 

~ --- дlј дТ дТ дТ 
:г: m)aj'--=~-'~--' 
ј=1 дq?- дq дq дq« 

(2.10) 

ра se Gащ;оv ргјпсјр (2.3) moze napisati u obIikl1 

i [-( д ~ - д ~ - ~ т ) + Q«J 8 q" = О. 
,,=1 дq дq дqа. 

(2.] 1) 

Iz (2.11) sobzirom da su уагјјасјје generalisanih ubrzanja nezavisne 8 Q«=FO, 
sIedi п nezavisnih jednacina 

дТ дТ дТ 
-~--. --=QN, (.7,,=],2, ... , п) 
д " д а. д ~ q q qx 

(2.12) 

а to $и uopstene Lagranzeove jednacine druge vrste i zvacemo ih prvi obIik uopstenih 
diferencijalni!1 jednacina holonomnih геоnотnЉ sistema. 

DrLlgi obIik Llopstenih Lagranzeovih jednacina izvescemo tako 8tO сето еlј-
->-

mini~ati izraz i тj~' д 'ј iz геlасјја (2.8) ј (2.9) i tada dobijamo da је 
ј=1 д qa. 

N ___ д-; дТ дт L: тјај ._.1 = 2-~--3-. -, 
)=1 дq", дqа. дqа. 

(2.13) 

ра se Gащ;оv ргјпсјр transformise u obIik 

~ [ (дТ дТ) Ј" ~ - 2-.. -3-.- +Q" 8qa.=0, 
0<-1 дq" дq-х 

odakle ne-po.redno posto је о qa.=FO dobijamo п nezavi~nih jednacina i zvacenlO ih 
(lrugi /lopsfelli obIik dijerencijall1if7 jednaCilla 

. дТ дТ 
2-.-. -3-. =Q", (а= 1, 2, ... , п). 
д q" дq", 

(2.]4) 

Za )'azlikll od svil1 postojecih tipova lIopstel1ih diferencijaJl1ih jedl1acina koje 

koriste fLlnkcije T(k) (T<k) == dk 

Т), jednacine (2.14) 1I ргimшi па konkretne ргоЬ-
drk . 

Јете brze dovode do rezultata јег su matematicke орегасјје koje [.е izvode pojedno
stavljene. Inace iz nasih novih uopstenih jednacina (2.] 2) i (2.14) ]ako se kombino
vanjem dobijaju poznate diferencija]ne jednacine Nik.ena i Cenova druge vr~te, 
dok је obrnut postupak znatno slozeniji. 

3. Uopstene diferencijaJne jednacine k-te vrste. Dalja istrazivanja и vezi sa 
uopstavanjem Lagranzeovjh jednaCina za5.novacemo па koriscenju diferencijalnog 
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principa viseg reda, dobijenog uopstavanjem Lagranz-Dalamberovog principa, 
koji gIasi 

N -+ -+ -+(k) L: (-mјај+Р). '8Гј =0, 
}=1 

pri tome se predpostavlja da је 

...... -+ --+'(k-I) -+(k) 
'8г}=О, '8гј =О, ... , аГј =0, '8t=O; аГј :;60. 

(3.1) 

Da bismo izveli uopstene diferencijalne jednacine k-te vrste, odredieemo 
prvo k-ti izvod kineticke energije ро vremenu i odgovarajuci parcijalni izvod ро 
k-tom izvodu generalisane koordinate q~). Diferenciranjem ро vremenu relacije 
(2.7) dobicemo 

... N -+ -+ N -+ -+(4) 
Т = 3 2: тЈ ај • еЈ + 2: тј VJ • r ј , 

ј=1 ј=1 

ра је parcijalni izvod ро q« uzimajuci u obzir (1.5 i (1.9) 

дТ N -+ д;; N ...... д; 
-.-.. = 3 L: тЈ аЈ' - + 4 2: тЈ vj .

aL ~1 aL ~1 aL 
Апаlоgnјт postupkom se dobija 

N -+ N -+ ..... (4) N ...... -+(5) 
Т(4) = 3 L: тј еј + 4 L: тЈ ај' Гј + L: тј Vj ' r ј , 

ј=1 )=1 ј=1 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

дТОО N -+ д; N - д; 
~= 42: тјај .-

ј + 5 L: mJvj ._ј • (3.5) 
д~ ~1 aL ~1 aL 

Na osnovu relacija (2.7), (2.9), (3.2-3.5) i uz koriscenje osnovnih kinematickih 
теlасјја (1.5) i (1.9) sledi da је k-ti izvod kineticke energije jednak 

(3.6) 

za k~3 gde је k сео broj. VeliCina Dk пе sadrzi izvode generalisanih koordinata 
N ...... 

q~) i q~k+I), ра па osnovu (3.2) i (3.4) sledi da је Dз=О, а D4=3 L: тЈ е;. 
ј-I 

Ратсјјаlпј izvod T(k) ро q~) odreden је теlасјјот 

-+ -+ 
д T(k) N -+ д Г· Н..... д v

J --v<)= k L: тј ај ·_1 +(k+ 1) L: fflJvJ '-, 
дq« ј-1 дq" 1=1 дq,.. 

gde је k~l сео broj. 
Iz relacije (3.7) а sobzirom па (2.5) sledi da је 

..... 
2: тјаЈ ·-=- --k -(k+ 1)-.. N -+ д rJ 1 [д T(k) д ТЈ 

}-1 aq,.. k aqa. aqa. 

(3.7) 

(3.8) 

.... I " ; ц » ~ I 
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Na osnovu relacije (1.15) sledi da је 

(3.9) 

ра se Gausov princip sobzirom па (3.8) transformise u oblik 

i {_~[д~~~_(k+ 1) дТ]+ Q«}8q~k)=0, 
«=1 k дq« дqа. 

(3.10) 

odakle posto је 8 q~k) =#;0 sledi п nezavisnih poznatih uopstenih jednacina 

1 [д T(k) д ТЈ k -д (k) -(k+ 1)-д - =Qa.' 
qa. qa. 

(ос = 1, 2, ... , п). (3.11) 

D i f е r е П с i ј а 1 п е ј е d п а с i п е (3.11) prvi su izveli М а п z е r о П 
i D е 1 е а п u i ро njima nose јте. Iz jednacina (3.11) kada se stavi da је k= 1 
dobijaju se Ni1senove jednacine а za k=2 Cenovljeve jednacine druge vrste. 

Polazeci od uopstenog Lagranz-Dalamberovog principa izvescemo uopstene 
diferencijalne jednacine k-te vrste za holonomne sisteme koje се se ро spoljasnjoj 
formi razlikovati od jednacina Manzeron-Deleanu i jednacina prvog (2.12) i dru
gog (2.14) uopstenog oblika. 

Ako u izraz (3.7) broj k zamenimo sa k-l dobicemo сеlасјји 

дТ(k-1) N ........ д; N ........ д; 
(k_I)=(k-l) 2: mјај._Ј + k 2: mjvj ._Ј • 

дq а. }=I дq« ј=1 дqа. 
(3.12) 

Oduzimanjem relacUe (3.12) od relacije (3.7) i uzimajuci pri tome u obzir 
(2.5) dobijamo 

(3.13) 

ра se princip (3.1) па osnovu (3.9) moze napisatiu obliku 

(3.14) 

odakle zbog 3 q<;>#O sledi п nezavisniћ uopstenih dijerencijaZnih jednaCina k-te vrste 

д T(k) д T(k-1) дТ 

-д (k)-д (k-I)--д =Qa.' (ос=I,2, ... ,n) 
q« qa. qa. 

(3.15) 

koje vaze za svako k б 2. 

Uopstene јеdnасјпе (3.15) razlikuju se od jednacina Mazeron-Deleanu (3.11). 
Iz jednacina za k=2 slede kao specijaIan slucaj uopstene jednacine prvog oblika 
(2.12). 

10 ЭБОРIIID: радо .... (12) 
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Izvescemo јо!; jedne uopstene jednacine k-te vrste tako sto сето iz relacija 
...... 

(3.7) i (3.12) eliminisati izraz i mj~ • дVј i dobicemo 
}=1 д qri 

N ..... д-; д T(k) дТ(k-l) . 
'" mј аЈ·_l =k---(k+ 1)--
j~ дqriдq~) дq~k-1)' 

(3.16) 

8to prevodi princip (3.1) u oblik 

'/ .f [ д Т(k) . дТ(k-l)]. } (k) 2> - k--щ--(k+ 1) (k-1) + Qri 8 q« =0, 
«=ll дq'1. дq« 

. (3;17) 

. . 
odakle zbog 8 q~k):iO dobijamo 11 nezavisnih uopstenih diferencijalnih jednacina k-te 
vrste 

дТЩ дт(k-l) 

k---щ-(k+ 1) (k-l)=Qri' (ос = 1,2, ... , п) (3.18) 
дq« дq« . . , 

k~l, сео broj. 
Iz uop8tenib јеdrщсinа (1.18) za k= 1 slede jednacine Nilsena, а za "'=2 slede 

uopstene jednacine drugogoblika (2.14): ..' .... . ' 
Na osnovu postupka sprovedenogpri formiranju uopstenih diferencijalnih 

jednacina kretanja (З. Н), (3.15) i (3.18) nainece se kao potreba da se izvrsi generalno 
uopstavanje diferencijalnih jednacina k-te vrste za holOilOmne' sisteme.U tom с'Щи 
zamislimo da smo ispisali svih k relacija (3.7) Za svako k~ 1. Sabirajucisve tako 
dobijene relacije i шјтајиЫ u obzir (2.5), dobicemo sledecu novu relaciju za gene
ralisanu inercijalnu silu 

N ...... д-;' 2 [дТЩ дТ k.(k+3) .дТ]., , :г: mјај.-Ј =---- ---щ+'" +-. -. --:....--~ 
1=1 дq« k(k+ 1) дq« . дq« ,.2дqri 

(3.19) 

ра uopsteni Lagranz-Dalamberov prinoip sada glasi 

i {- 2 [дT<;~)+ ... + д! _ k(k+3) д'Т]+Qri}8q~k)=0, (3.20) 
«=1 k(k+ 1) дq« дq« 2 дqri 

odakle obzirom da је 8 q~k):iO dobijamo п nezavisnih uopstenih diferencijal
nih jednacina 

2 [дТ<k)+ ... + д.Т_ k(k+3) дТ]=Q«. 
k(k+ 1) д q~k) дq«' 2 дqri 

(3.21 ) 

(k~l; ос= 1,2, ... , п) 

Generalno uopstene jednacine (3.21) mogu se napisati и sazetijem ob!iku, ako 
sakupimo prvih k' clanova u zagradi i napisemo ih u vidu sume od k elemenata, 
tako da јтато ' 

2 [k-l д T(k-.) k (k + 3) д ТЈ L (k-.)---- - =Qri, 
k(k+ 1) .=0 дq«. 2. дqri 

(3.22) 

(rJ.= 1, 2, ... , п) 
k~ 1, сео broj. 
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GeneraJno uopstene једпаСјпе (3.22) даји odgovor о mogucnosti formiranja 
veceg Ьгоја uopstenih diferencija1nihjednacina k-te vrste razJicitih ~poljasnjih oblika, 
za holonornne sisterne. Na osnovu rezultata ostvarenih u ovom radu ocigledno је 
да је Ьгој uopstenih diferencijalnih једпасјпа raz]icitih spoIjasnjih oblika vezan za 
famiIiju funkcija T(k) koje koristimo ргј njihovom izvodenju. Ргеmа tome iz jednacina 
(3.22) sve ostale uop13tene jednacine slede kao specija1ni slucajevi. Na primer za 
k= 1 slede Nilsenove једпаСјпе. Једпасјпе Manzeron-Deleanu svih vrsta доЫјаји 
se iz (3.22) kada se izvrsi odgovarajuci izbor Ьгоја k i saglasno tome odreduje se 
Ьгојпј zbir Ьгоја 8 (8=0, 1,2, ... ,k-1). PosJe toga па osnovu algoritma kojeg 
smo utvrdiIi treba izvrsiti оЫспе matematicke operacije i доЫсе se odgovarajuce 
diferencijaJne jednacine. 

Na taj пасјп generalno uopstenje jednacina (3.22) zajedno sa generalizacijoD1 
LagranzeovihjednaCina 13to је dato u radu [7], predstavlja potpun odgovor о uopsta
vanju LagranZeovih једпаСјпа za holonomne теопоmпе sisteme. 
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НОВЫЕ ФОРМЕ УРАВНЕНИЙ АНАЛИТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ 

Резюме 

В работе на Основании выведеныих основных I<инематичесж.их соотно

ше ний, представляющих собой обобщение известных жинематических соот

ношений, и на основании принципа Гауса и обобщеного принципа Лаг

ранж-Даламбера произведено уравнений Лагранжа второго рода для 

холономных реономных систем. Составлено несколы<o вИДов обобщеныx 
дифференциалъныx уравнений движения (2.12-2.14), (3.15-3.18), произведено 
генералъное обобщения и пОлучено семейство обобщеных дифференци-

10· 
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алъных ура:внений движения (3.22) для голономных систем, из каторых в 
качестве специалъных случаев следуют все до нынешнего времени извес

тные обобщеные ура:внения для голономных систем. Все это представляет 
собой ответ авторов на вопрос о возможностях образования болъшего 
числа обобщеныx уравнений Лагранжа, отлич:аящихся между собой по 
внешнему виду. 

Dr Du~an Мјсеујс 
Gradevinski fakultet 
11 000 Beograd 

Dr Lazar Rusov 
Masinski fakultet 
11 000 Beograd 
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STABILNOST KONACNE ТЕRМОЕLASПСNЕ DEFORМACIJE VLAКNIМA 
OJACANOG STAPA 

Milan Micunovic 
Uvod 

Danas је opste poznato da se gubitak stabilnosti moze desiti ne samo pri 
dejstvu pritiskujucih sila па vitka tela nego i pri zatezuCim Јlј smicucim silama koje 
deluju па masivna tela. 

Stabilnost se ispituje i1i energetskim metodom роmоси analize postuliranih 
globalnih nejednakosti [1-4] ili direktnim metodom trazenjem netrivijalnih 
resenja poremecenih jednacina ravnoteze [5-8Ј. Korespodencija izmedu ova dva 
metoda, koliko је autoru ovog rada poznato, do danas пјје precizno uspostavljena 
zbog toga sto se prvi od ova dva metoda јо;; razvija. 

Vlaknima ojaeani materijali, danas veoma interesantni sa tehnoloske tacke 
gIedista, јтаји malu, takoreci zanemarljivu, promenu duzine u pravcu vlakana pod 
uticajem mehanickih sila ра se dovoljno tacno moze pretpostaviti odgovarajuCa 
elasticna neistegljivost [9]. U оуот radu se direktnim metodom razmatra stabilnost 
ravnoteze homogene termoelasticne konacne deformacije stapa pravougaonog 
poprecnog preseka koji је sacinjen od nestsljivog vlaknima ojaeanog generalisanog 
Muni-Rivlinovog (Моопеу, Rivlin) materijala. Pri tom ~e ispituje mogucnost egzi
stencije dopunskog infjnitezimalnog tеmреrаtuпkоg polja i dopunske infinitezi
таЈпе deformacije pri nepromenjenim graniCnim uslovima. 

1. Ravnotema konfiguracija 

Posmatramo nestisljiv elastiean stap 43 beskonacne duzine (Slika 1) pravou
gaonog poprecnog preseka, ојаеап neistegljivim vlaknima, koji u nedeformisanoj 
beznaponskoj konfiguraciji &30 Јта homogeno temperatursko polje To=const. 
Neka su materijalne koordinate u 430 Dekartove 

ds~ = 8KL dXK dXL • (1.1) 

Ako То dobije homogeni prirastaj 6=сош.t а granice te]a su slobodne, &3 се preei 
л 

u поуи beznaponsku konfiguraciju C~N koja se zove prirodno stanje. Funkcija pre-
slikavanja 

(1.2) 
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zove Бе termicka distorz.ija [9Ј 1 za 6< То Бе dovoIjno tacno moze predstaviti linear
пот tenzorskom funkcijom (~ је koeficijent linearnog sirenja u pravcu vlakana 
а "( је u pravcu upravnom па vlakna) 

{@'Нё)}~Г:ё l:уе : }. 
1 +"(6 

(1.3) 

--- '=;/-
L 7' 

./ 

={> 1 
5 ,-

S 

r? 
I 

Н 
r- I /' . /' 

1/ 

Х1 iL ~R 
SI. 1 

Neka nastap deluju pritiskujuce Бilе R i S па njegove. strane paralelne ravnima 
. л ./'.. . .. 

Х1ХЗ i Х2ХЗ izazivajuci izotermski prelaz stapa iz 8:3N и konfiguraciju 8:3. Funkcija 
presIikavanja prvobitne и оуи konfiguraciju (Xk Би prostome Dekartove koordinate) 

л л Ао л дХk 
F:43ol-78:3, dXk=FkXdXx=--dХх, (1.4) 

дХх 
је tel1zor gradUenata deformacije i и nasem Бlисаји Јта komponente 

О О} 
Л2 О , 

О "3 
л", = const (а = 1, 2, 3). (1.5) 

л л 

Razlicitost konfiguracija 8ЗN i 8з prouzrokuje pojavu паропа [9] а odgovarajuCa 
funkcija preslikavanja 

Ао Л Ао Ао Ао А 

Ф : 8ЗN 1-7 43, dXk = ФkХ (аu)>< , (1.6) 

se zove elasticna distorzija i пјепе kompol1ente Бе iz (1.3) i (1.5) dobijaju и obliku 

~-- о о 
1 +~e 

л А Л 1 
О "i {Фk"} = {FkX 0i,,} = 

1 +у6 
о (1.7) 

О О ~-
1 +)...6 
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Tenzori 

(1.8) 
е t! 

(1.9) 

se, prema terminologiji datoj и [4], mogu nazvati lеуј i desni Kosi-Grinov (СаисЬу, 
Green) tenzor elasticne deformacije. 

Materijal stapa је elasticno neistegljiv и pravcu vlakana (pretpostavlja se da 
su vlakna и- datim konfiguracijama odredena jediniCnim vektorima AOK=~lK' 
А х А 

Ах = ~1 i ak = ~1 k)' odnosno [9] 
N 

i eIasticno nestisJjiv 
det Схл = det Bkj = 1, 

е е 

(1.10) 

(1.11) 

pase dijagonalne komponente tenzora elastiCne deformacije mogu napisati па 
sledeci nacin 

А 

В11 = 1, 
л 1 
В22 =-, 

л 

Взз =х. (1.12) 
е е х е 

Napon i entropija vlaknima ojaeanog nestisljivog te]a pri termoelasticnoj 
deformaciji Би odredeni izvodima funkcije slobodne energije [9Ј 

tkZ = - Р ~kl+ Tak al+2 Р [(Фl +11 Ф2)ВkZ - Ф2 Bkm Bml + 
е е е 

+Фзај(Вјkаl+Вј/аk)]' (1.13) 
е е 

1) = - д Ф + {2 Фрџ. [(Фl +/1 Ф2) Врт - Ф2Врј Вјm + Ф3 ај (ар ВЈm + 
дО е е е е 

+аmВЈр) +-Тараm --РФmџ. FKmd~K/dv, l' Ј 1 } -1 с. џ. а 
е 2 р р 

(1.14) 

gde su: tk[= t1k = - simetricni tenzor паропа, р - рrШsаk (reaktivni пароп koji 
odgovara nestisljivosti), Т - пароп vlakana (reaktivni пароп koji odg9vara 
elasticnoj neistegljivosti), 1) - specifiCna entropija i 

(а= 1, 2, З), (1.15) 

( 1.16) 
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Pretpostavimo da је materijal posmatranog 8tapa nelinearni elasticni generalisani 
Muni-Rivlinov materijal Ба funkcijom slobodne energije 

/'.. ~ ~ л ~ /" ~ А 

lJi (Bk1 , 6) = С1 (6) (11 - 3) + С2 (6) (12 - 3) + СЗ (6) (1з - 1). (1.17) 
е 

Zbog toga 8tO је e~To mozemo С .. (IX= 1,2,3) razviti u stepene redove ро е i za
drzati Бато linearnu aproksimaciju 

(IX= 1, 2, З). (1.18) 

U specijalnom slucaju 6=0 za Сз =О dobija Бе Muni-Rivlinov materijal bez 
ojacanja а ako је i С2 =0 materijal је neohukovski bez ojaeanja [4]. U radu [7] је 
uvedena pretpostavka (za materijal bez oja1::anja) k .. = I/То (IX= 1,2) koja се se dalje 
i ovde koristiti zbog jednostavnijih krajnjih rezultata. Uzimajuci ОУО u obzir iz 
granicnih uslova (11 (±ЛIL)= ±S, (22 (О, Л1.Н)= =fR dobijaju Бе prostorne kom
ponente tenzora napona pomocu (1.12)-(1.17) 

А А А ~ 1 _х2 А 
tll = S, (22 = R, (33 = R - 2 Р -- [С1 + С2 (1 + х)], (kl=О (k =f:; 1), (1.19) 

х 

~ ~ 1 ~ А ~ ( 1 + х2 
) 

р= -R+2р-;[С1 +С2 (1+х)], T-р=S-2р С1 +С2-х-+2Сз . (1.20) 

U gornjim izrazima su x=const, CQt=const (IX= 1,2, 3)ра su uslovi ravnoteze 
л 

(zapreminske sile ne uzimamo u obzir) u $, odnosno 

(1.21) 
identicki zadovoljeni. 

2. PriraStaji deformacije, парова i entropije 

Neka su gradijenti deformacije dobili ravanski virtualni prirastaj и=и (х, у) 
v=v (х, у)' w=w (z) [8] 

ди ди 
О -

дх ду 

OFkK = иk,( Е1к, {Uk•l } = 
дv дv 

О (2.1) -
дх ду 

О О дw 
дz 

А А 

а temperatursko polje virtualni prira8taj o6=6-6='t'. Tada се konfiguracije 43N 
А . 

i 43 preci u njima infjnitezimalno bliske 4:3N i 43 а odgovaraju6i virtualni pri-
rastaji termicke i elasticne distorzije се biti [9] 

{OE)~}='t'{~~='t'{~ ~ ~}, (2.2) 
О О "( 
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ди -Б't" ~ ди О 
дх Vx ду 

v~ (~: -Гт) о (2.3) 

о О Гx(~: -Гт) 

gde su uvedene oznake Б=~f(I+~6), Г=уЮ+у6). Sada, koriscenjem (2.1)-(2.3) 
virtua1n.i prirastaji uslova elasticne neistegljivosti i elastiCne nestisljivosti daju, 
respektlvno 

ди 
--Б't"=О 
дх ' 

дw -о - , 
дz 

дУ 
-=2Гт, 
ду 

(2.4) 

ра је virtualni prirastaj Ievog Kosi-Grinovog tenzora elastiCne deformacije odreden 
matricom 

о ~ ди + дV О 
х ду дх 

{~Bkl} = 1 ди дУ 
е --+

х ду дх 

Г 
-2--. О 

х 

О о -2Гхт 

Ako uvedemo oznake 
7t:=~p, (J=~T 

i uzшеmо и obzir (1.18), (2.5) i varijaciju uslova elasticne nestisljivosti 

~p= -р -+- = -р (Б+2Г)'t", А (ди дУ) А 
дх ду 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

virtualni prirastaj prostomih komponenata tenzora napona dobijamo iz (1.13) па 
sledeCi nacin: 

8 tkl = -7t:~k1+ (J~k ~г2p (Б + 2 Г - 1'-1) [(Сј +11 C2)Bk/ - C)Jklll Bm1 + 
е е е 

+ Сз 'Ој (Bjkal+Bj,Ok)] +2(, [С2 ВН иЈ +(Сј +11 С2) ~ Bki - (2.8) 
е е е е 

- С2 (В"" ~Bkm+Bkm ?>Вmд + Сз ај (а, ?>Bjk + Ctk ?>Вј/)]. 
е е е е е е 

Sada se virtua]ni korotacioni prirastaj prostomih komponenata tenzora naропа 
(Jkl (koji uzim.a u obzir i promenu povrsine па koju vektor паропа deluje [8]) moze 
Iako eksplicitno napisati роmоси relacija 

(2.9) 
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Na slican пасјп, (1.14) daje virtualni prirastaj entropije 

аУ) = - а (дФ) + а {2 ФР!L [(С1 + С2 11) ВРт -С2 Врј Вјт + Сз ај (ар Вјт + 
де е е е е 

аlll Вјр) + 21 р Т а р ат]} ~kЩ.1II Ек/, 

gde је iskorisccna veza 
(2.11) 

koja se lako izvodi iz (2.1). Оујm ~и odredene sve уеНсјпе koje figurisu u prirastajnim 
jednacinama balansa ра се оуе biti napisane u sledecem odeljku. 

3. Prirastajne једпасјпе balansa i granicni uslovi 

Prirastajne jednaCine balansa kolicine kretanja, izvedene u [5] i [8], а ekvivalent
пе jednacinama »neutralne ravnoteze« u konvektivnim koordinatama [1], odnosno 

u 43, (3.1) 
gde је 

(3.2) 

imaju u nasem slucaju eksplicitni oblik 

д2и д. д 
!Х1 ду2 - ~1 дх = дх ('" - ст), (3.3) 

д2v дт д", 
O:lX--~?-=-, 

дх2 ~ ду ду 
(3.4) 

Ovde su sa !Х1, ;1 i ;2 oznaeene konstante 

~1=2: {(Б- ~)[(C1+2 СЗ)Х+С2(1+Х2)]+2ХГ(С2Х+СЗ)} (3.5) 

~2 = 2 : {Б [(С2 -Сз) + 2 Х ГС2 - ~ [Cl + С2 (1 + Х)]} , 
koje zavise od poce1ne konacne elasticne deformacije Х (videti (1.12)). 
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Razmotrimo, sada, prirastajnu jednacinu koja se odnosi па balans епегgiје. 
UkoIiko Ы, umesto dinamicke jednacine balansa energije [4] 

(З.6) 

napisa1i virtualnu jednacinu 

8T8"y)~-Eqk,k' (3.7) 

(gde је Е - infinitezimalni sklar), razvili qk u stepeni red [9] 

qk(Фmџ.+8Фmџ., Т+"С, "С'n) = qk (Ф, Т, 0)+( дqk ) 8Фmџ. + 
дФmџ. Ф,f.о 

+ - "С + -- "C,/=-Kk/"C.I' ( д qk) ( д qk ) 
д Т Ф, Т. о д "С, I Ф, Т. о 

(З.8) 

i zameniIi u (З.7), dobili bismo 

(З.9) 

Pri tom је za izvodel1je (З.8) iskoriscel1 uslov nepostojanja tOpl0t110g fluksa u ho
mogenom temperaturskom роlји. U jedl1acil1i (З.8) sa Ки su oZl1aeene konstantne 
prostome komponente tenzora termicke provodnosti [11]. Posto је "С infinitezimalni 
prirastaj temperature, desna strana jednaCine (З.9) se moze zanemariti kao mala 
velicina drugog reda, ра se iz (З.9) i (2.10) dobija prirastajna jednacina balansa 
energije 

gde је 

БТО"-(Б+2Г)Т7t-[~з- ~ (2ГZ+2ГБ-Б2)RТ-

1 А] -2Б(Б+2Г)SТ "С=О, 

х А А 

-;;- ~з= Б2 Т[С! (-1 +х+х2)+2 С2 х2 +2Сз х]+2 БГ Т[С! (1 +х)+ 
2р 

(З.10) 

+С2 (1 +2 х+х2)+2 СзЈ +Г2 Т[С! (1 +х2) +C2 (l +4 х+ 3 х2)] - (3.11) 

- Б [(С! +2СЗ)Х+С2 (1 +х2)] -2 Гх [С! х+ С2 (l + х)]. 

8to se tice prirastajnih granicnih uslova (videti [8Ј) 

(З.12) 

gde је nk jedinicni vektor spoljne normale па granici tela S, u nasem slueaju se oni 
svode na 

(З.13) 

(3.14) 
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cr12+<U12122-111€12= ~l-+(~lX-S)- =0, А А [д и дV] 
ду д Х у=О,).2 Н 

(3.15) 

0'22 + €ll (22 = [ -1С + (R Б - ~2) -'}у=о, Л2Н = о, (3.16) 
sa konstantama 

1 ( 1 ) ( 1 + х2 ) . ~12p= Б- t С1 +С2-х-+2Сз +2Г(С1 +2С2 х+4Сз), (3.17) 

~'-A =- Б-~ [C1+C,(I+x)J+2C,r. 1 1 ( 1 ) 
-2р х Т - -

(3.18) 

Na ovaj nacin, iz prirastajnih jednacina (2.4), (3.3), (3.4) i (3.10) treba da odredimo 
funkcije и, У, -., 1с i о' koje moraju da zadovolje granicne uc;love (3.13)-(3.16). 

4. Analiza stabilnosti 

Pretpostavimo resenja prirastajnih jednacina па sledeci nacin: 

и=/l(Х) cos vy, 

v=/2(x) sin vy, 

~=lз(Х) СО8 'ЈУ, 

1C=F1(x) cos vy, 

cr=F2(x) cos vy. 

Sa ovim resenjima se па elementaran nacin iz (2.4) i (4.1) dobijaju veze 

1з (х) = ~ ft' (Х), 

12 (Х) = ~ ~.h' (Х). 

(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 

S druge strane, granicni uslov (3.15) се biti identicki zadovoljen ako је V=n1С/Л2Н 
(n= 1,2 ... ) а (3.16) се nam dati vezu 

Р1 (Х) = RБ - ~2 ft' (Х). (4.4) 
Б 

Preostala dva granicna uslova, (3.13) i (3.14), sa izborom resenja vida (4.1) glase, 
respektivno, 

БF2 (± Л1 L) -(RБ+2 rS- ~1 -~2)J/ (± Л1 L) = о, (4.5) 

(R-S-~I) 'Jft (± Л1 L) + (~1 х- S) 2 Г ft" (± Л1 L) =0. (4.6) 
vБ 

Posmatrajmo, sada, jednacine (3.3), (3.4) i (3.10). Jednacina (3.4) se pomocu 
(4.2) i (4.4) svodi па oblik 

ft'" (Х) +!!2 ft' (Х) = о, (4.7) 
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gde је 

(4.8) 

sa opstim resenjem 
(4.9) 

Оуо resenje се zadovoljiti i jednacine (3.3) i (3.10) ako su zadovoljeni uslovi 

E1 =0, (4.10) 

i (оуај uslov se dobija еlјтјпасјјот Ћ (х» 

s:i'Б (Б+ 2 г) = - RT(2 г2 - 2 ГБ - Б2) +2 (l2(~з - БТ~I - 2 ГT~2) + 
+20(\ у2 Б2 Т. (4.11) 

Ovim se granicni uslovi (4.5) i (4.6) ротоси (4.9) mogu, respektivno, napisati ek
splicitno sa 

(l( =fB1 sin (lЛ\ L+D\ cos (lЛ1 L) {~3 -БТ~\-2 (Б + Г) T~2 + 

+-RТ(Б2+2 ГБ-2 Г2)--SТБ(Б+2Г) =0. 1 . 1.} 
2 2 

(4.12) 

(4.13) 

Оуе eetiri jednacine mogu biti istovremeno zadovoljene u cetiri sledeea slueaja. 
А. Neka је zadovoljena jednacina 

2 ~3 -2 БТ~l -4 (Б+Г) T~2+ RТ(Б2 +2 ГБ -2 Г2) -SТБ (Б + 2 г) = О. (4.14) 

Tada (4.13) moze biti zadovoljena ili u slueaju (Аl) za 

(4.15) 

јlј (А2) ako vaze 

В\#О, 
2m-l 

п1 =0, cos (lЛ\L=О н (l= 1t(m= 1,2, ... ) (4.16) 
л\L 

В. Ako је, s druge strane, zadovoljena jednacina 

у2 Б (R - S - 0(1) + (l2 (0(1)( - S) 2 Г = о, )4.17) 

mogu da nastupe slueajevi (Вl) 
2m-l 

В1 =0, п1 #0, СОS(lл\L=О ~ (l= 1t (m= 1, 2, ... ), (4.18) 
л1 L 

iIi (В2) 

в1 #0, п1 =0, (m= 1,2, ... ). (4.19) 

Prema tome, sistem prirastajnih jednacina (2.4), (3.3), (3.4) i (3.10) јmа пе
trivijalna reseцja za и, У, Т, 1t i (Ј ako tri skalara: R, S i 6=Т-То zadovolje 
jednacine (4.8), (4.11) i (4.14) ili (4.8), (4.11) i (4.17) pri сети su v=n1t/Л2Н (n= 
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= 1,2 ... ) а (.L је odredeno sa (4.15) iIi sa (4.16). U protivnom, ako оуј uslovi па 
R, S i е пе mogu biti istovremeno zadovoljeni, po<;toje samo trivijalna resenja 
i posmatrani stap је stabilan. Za konkretna izracunavanja (koja su jednostavna 
i svode se па resavanje sistema aIgebarskih jednacina) moraju se znati materija)ne 
konstante A1, А2, Аз, ~, У i ро kao i poprecne dimenzije stapa. 
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. STABILITY OFA FINIТE.TНERмOELASnC DEFORMATION OF 
А FIВRE-REINFORCED MASSIVE SLAB 

Summary 

А thick slab of rectangular cross section composed of а generalized incompres
sible fibre-reinfroced Mooney-Rivlin material is. subject to а finite homogeneous 
static thermoeleastic deformation. Тhis deformation iscaused Ьу means of ап 
uniform heating as well as tensile or compressive surface tractions. Тhe stability 
Ј8 examined Ьу making use of the direct method superposing infinitesimal virtual 
disturbances. Јп this way linear incremental equations of balance of momentum 
and energy as well as the corresponding incremental boundary conditions are obta
ined and solved. ТЬе conditions for non-trivial soJutions leading to ап instability 
are found and discussed. 

Dr Ing Milan Micunovic vanredni profesor 
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PRILOG ODREDIV ANJU KONACNIН JEDNAtINA KRETANJA 
NESTACIONARNIH MEHANItКIH SISТEMA 

DlIsan Ј. MikiCic 

Mehanii:ki sistem Cije su diferencijalne jednacine linearne ро generalisanim 
koordinatama i njihovim izvodima, srecu Бе u teoriji 1inearnih ОБсНасјја [3], u auto
,matici [4], u elektrotehnici ји drugim naucnimdisciplinama. Nestacionarnost оујЬ 
sistema potice usled vremenske zavisnosti koeficijenata ai}' Ьiј i Сјј' U ovakvim 
slucajevima se konacne jednaCine kretanja i:esto traze numerickim metodama. Samo 
Se tlnekim specijalnim slueajevima inoze doci do koaCnog tacnog analitickog'reseцja. 
Ci1jovog rada је, da prikaze metodu koja se moze koristiti za' numericko resavanje 
konacnih jednacina, а pcinekad i in trazenje tacnog anaIitickog resenja. 

Definisanje probJema 

Posmatrajmo mehanii:ki sistem сјје su diferencijalne jednacine kretanja 

ац (t) ;ј./ + bij (t) qJ + Сјј (t) qj =Рј (t), U,ј= 1'2'._ .. ' п). (1) 

Koeficijenti ~jj (t),bi./ (t), С/ј (t) i generaliEane siIe Рј (t) Би poznate ftшkсiје усетепа 
Pored оујЬ уеНсјпа date su ipocetne vrednosti genera1isanih koordinata i generaJi-
sanih brzina. Potrebno је odrediti konacne jednacinekretanja qi (t) za t ~ to. . 

Za odredivanje konacnih jednacina kretaцja postoji vise numeri~kih metoda. 
Tako па primer, Andre Ango u kursu [1] predlaze jednu takvu metodu, koja је 
de]jmiCno prikazana u radu [5]. Koriscenje ОУе metode је vezano za sporu promenu 
vremenski zavisnih koeficijenata u sistemu (1). U kursu [2] Бе predJaze druga апа-
1iticka metoda za trazenje konacnih jednacina kretaцja. Nedostatak оуе metode је, 
8tO . Бе od koeficijenata ајЈ (t), Ьи и) i Си (t) zahteva da su visestruko integrabilne 
funkcije. Na taj пасјп se ogranieava oblast primene оуе metode zapraktiean rad. 

Metoda koja se predlaze u оуоm radu zasniva se па prikazivanju mehanickog 
sietama u faznom prostoru роmоси vektora stanja х=с01 (Хl, Х2, •..• ,Х2n). 
Dve spomenute metode isto tako tretiraju 'оуај probIem ротоси fa:Znog vektora, 
ра su zato jedino опе spomenute i ako Iта уј8е rаzliсШh numerickih metoda za 
resavanje sistema (1). U mehanici tlpravJjanog kretanJa [2], u teoriji oscilacija [3] 
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i automatici (4] је proucavanje dinamickog sistema роmоси faznog vektora osnovni 
pristup. Zato se transformacija sistema (1) па Kosijev oblik moze izvrsiti па primer, 
smenama qi=X2i -1, ql=X2/ ili па neki drugi паСјп. Na taj nacin sistem (1) dobija 
oblik 

х = А (/) Х +/(/), Х (10) = хо = col (x10' Х2О' ••• , Х2по ). (2) 

u ovom slucaju kvadratna matrica A(t) је poznata funkcija vremena posredno 
preko koeficijenata a/j(t), b/j(t) i c/j(t). Vektor f(t)=col (0'/2, 0,/2" .... ,0,/21&) 
је clan koji potice odgeneralisanih sila F/(t). Resenje faznogvektora Х (t) sistema (2) 
је dato Kosijevom formulom [2] 

x(t)=X(t, to)xo + Ј X(t, s)f(s)ds, (~to' 
(о ' 

Fundamentalna matrica za nestacionarni sistem (2) пјје resiva u konacnom obliku, 
vec se moze па osnovu [5] prikazati роmоси beskonacnog reda 

оо 

X(/, 10) = 2: Аn ио)(! - to)"jn!, Ао =1, А1 =А (/). 
n=О 

Ostale matrice Аn (t) su definisane rekurentnom formulom 

n-1 (n-l ) (р) 
Аnи) = L А (t) An- 1- p (t), 

р=о р 

(р) dp А (t) 
A(t)=--. 

dtP 

(4) 

(5) 

u radu [5] је pokazano kako se ротоси diskretnog modela moze odrediti fazni 
vektor u diskretnim vremenskim trenutcima. Ovde се biti pokazano kako se formula 
(4) koristi za analiticko odredivanje faznog vektora Х (t). U tom сПји treba izraz 
(4) zameniti u (3). Tako se dobija da је za to=O 

t 

Х (t) = [n~o А" (О) t"/n! ] хо + Ј [Љо Аn (s) (t - S)"j~!]f(S) ds. (6) 

о 

U nekim slueajevima formula (6) moze dati konaCno ana1iticko resenje faznog 
vektora х (/), kao 8to se vidi iz primera koji је prilozen u daljem tekstu. Na kraju 
treba samo izvrsiti inverznu transformaciju od faznog vektora Х (/) prema generali
sanim koordinatama qi (1). Na taj nacin Ы bile resene i konacne jednacine kretanja 
nestacionamog sistema (1). ' 

Primer 

Posmatracemo nestacionarni mehanicki sistem kod koga је n=l, a11lt)= 
=1-t1, b l1 (t)=-2t, Сll=6, Р1 =О, tako da је sistem (1) opisan samo jednom 
diferencijalnom jednacinom drugog reda (1-t2)q-2tq+6q=0. Pocetni uslovi su 
q(0)=-0,5; q(O)=O. Smenama q=Xl, Q=X2 dobija se Kosijev obIik (2) 

_ (- 0,5) 
хо - . 

О 
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u оуот slucaju matrice (5) su 

Аз (О)= 2: А А2_р =А3+2АА+АА+А= , 
2 (2 )(р) ., ., (О - 4) 

р=о Р О О 

3 (3) (р) • 
А. (О) = L: А (О) Аз -р (О) = А (О) Аз (О) + 3 А (О) А2 (О) + 

р=о Р 

+ 3 .4"(0) А1 (о) + . .4""(0)= (о о). 
о -24 

Zamenom оујЬ matrica u izraz (6) dobija se da је 

X(/)=[(1 0)+( 01)/+(-6 0)12/2!+ 
О 1 -6 О О -4 

(О -4) (о о) ](-05)' + о О 13/3!+ О -24 1
4/4!+... о', 

Х(I) = (Х1 (1») = (~(t») = (0,5 (1- 3 (2») . 
x2 (t) q(/) -3t 

Копаспо је trazeno resenje q (t) = 0,5 (1-3t2). 

Zaklju~ak 

U zakljucku se moze konstatovati da formula (6) пюzе и nekim slueajevima 
dati konaCno апaIШсkо resenje za fazni vektor х (t), а posredno i konacne jednacine 
kretanja nestacionamog sistema Щ. Ртјmет је odabran iz oblasti Lezandrove dife
тепсјјаlпе jednacine, koja se moze resiti i па drugi пасјп, da Ы se ртоуетјlа predlozena 
metoda. Копаеап sud о predlozenom postupku trazenja konacnih jednacina kretanja 
se moze dati tek kada se resi уесј Ьтој ртјmета iz mehanike ilј iz drugih oblasti. 
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А CONТRIBUТION ТО ТНЕ DEТERМINAТION OF FINПЕ 
EQUAТION OF MOTION FOR NONSTAТIONARY МECHANlC SYSTEMS 

Summary 

In, the present paper we observe а system whose differential equations of motion 
are of the form a/j(t) qJ+bjJ(t) qJ+Cjj(t) qJ=Fj(t), (i,j=l, 2, ... , п), where п is 
the degree of freedom of motion. Тће procedure for determining finite equations 
of motion ql (t) in а finite time interval tO~t~tl is proposed in the paper. 

Dr Dшan Mikicic 
Elektrotehnicki fakultet 
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NAPOМENA UZ MARGEROVU ТEORIJU РLПКIН LJUSKI 

Natalija Naerlovic-Veljkovic 

Rad К. Margera (К. Marguerre) [IЈ odnosi se па teoriju konacno deformisanih 
»zakrivljenih рlоса« ili ploCa sa »slabom poCetnom krivinom«, kako је autor nazvao 
tanke plitke ljuske koje и svojoj teoriji рсоиСауа. Ovako definisan objekt proucavanja 
daje povoda za uvodenje nekih zanemarenja, iz kojih rezu1tira relativno jednostavan 
oblik diferencijalnih jednacina ргоЫеmа. Predlozene jednacine ЬПе su паmеnjепе 
analizi stabilnosti i postkriticnog ponasaцja plitkih ljuski. U tom smislu teorija је 
pogodi1a сПј, јег је, nekoliko decenija kasnije, postala rado koriscena и ргоЫеmјmа 
stabilnosti, у. napr. [2]. 

Nedeformisani obIik srednje povrsi tanke Ijuske Marger odreduje, u odnosu 
па Dekartov sistem materijalnih koordinata, jednacinom: 

zO=W(x,y). (1) 

U deformisanoj konfiguracUi, u odnosu па isti sistem koordinata, polotaj proizvoljne 
tacke Ijuske odreden је izrazima 

х+и (х, y)-z Wx ' y+v (х, y)-z wy ' W (х, y)+z+w (х, у), (2) 

gde indeks pored "w" oznaeava izvod ро naznacenoj materijalnoj koordinati. Izrazi 
(1) pokazuju da su и Margerovoj tеоЩi zadrzane standardne pretpostavke teorije 
tankih ploca о ravnim presecima i nepromenljivosti uglova koje ti preseci grade sa 
srednjom povrsi ljuske. . 

Na osnovu izraza (1) i (2) odredene su koordinate Lagranzevog, materijalnog 
tenzora relativne deformacije, парг. 

1 1 2 2 1 2 
-Уl1=ИХ + -(их + vx )+ -Wx + Wxwx-zwx .. , it. d., (3) 
2 2 2 

ргј сети su zanemareni sabirci obJika Ии (zw.Jx' (zwx); itd. 
Dalja analiza је izvrsena ргјmепот energetskog pristupa, uz pretpostavku 

lineamih veza izmedu koordinata tenzora паропа i koordinata Lagranzevog tenzora 
deformacije. Uslovi ravnoteze, izvedeni па osnovu ргјпсјра virtuelnih radova, 
uvodenjem naponske funkcije Ф =ф (х, у), svode se па sistem od dve spregnute 
diferencijalne jednacine 

1 2 
Е ААФ=2Wху W.xy-W)-y Wxx-Wxx Wyy+WXy-WХХ Wyy, (4) 

Е' ћ3 

12 AAw - Фуу (Wxx + wлх) + 2 Фху (WXy + WXy) - Фхх (Wyy + wy) = О, (5) 

koje su predlozene kao osnova za proucavaцje postkriticnog ponasanja plitkih 
ljuski. Prva jednacina јmа znacenje uslova kompatjbiJnosti deformacija za genera
Iisano raVnQ naprezanje, а drllga predstavlja uslov ravnoteze и ргауси z-ose. Pri 
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ispisivanju jednacine (4) naknadno su, u izrazima za koordinate Lagranzevog ten
zora deformacije, zanemareni clanovi koji j;U nelinearni ро izvodima pomeranja 
"и" i "v". Ovо naknadno zanemarenje opravdano је slabom poCetnom zakrivlje
noscu srednje povrsi ljuske. 

Uvedeno naknadno zanemarenje moglo Ы tu biti i izbegnuto. Medutim, ukoliko 
Ы se do kraja iSlо sa izrazima oblika (3) za koordinate tenzora deformacije, uslov 
kompatibilnosti Ы morao da bude postavljen u nelineranom obliku, v. napr. [3] 
i u posmatranom slueaju Ы glasio 

д2 <:11 + д2 <:22 _ 2 д2 e:l~ + ~ [( д <:11)2 + (д <:22 )2 + д е:1.!. д е:22 + 
д у2 д х2 дх ду 2 ду д х д х д х 

+ де:l1 де:22 _ 2(де:1..L д<:12 + дEz2 де:12 )]=о, 
ду ду дх ду ду дх 

(6) 

gde је obelezeno 
12212212 

е:ll =и,,+ - (их + v,,) = -(Фуу-V Ф",,) -- w х -W;c wX' 2 Е 2 

1 1 1+'1 . 1 
e:12=-(uy+vx)+- (их uy+v;c vy)= ---Фху--(W" wy+Wy w,,+Wx wy), (7) 

2 2 Е 2 

12212212 
e:Z2 =vy+ -(иу + vy )= -(Фхх-vФуу) - - W y -wy wy. 

2 Е 2 

Ukoliko Ы se u tako napisanom uslovu kompatibilnosti zanemarili sabirci koji su 
nelinearni ро izvodima naponske funkcije, tada Ы se promenila samo desna strana 
jednacine (4). Ovа strana bila Ы dopunjena nizom clanova koji su nelinearni ро 
izvodima funkcije w (х, у). lako se јта u vidu slaba poeetna zakrivljenost srednje 
povrsi ljuske, sa desne strane jednacine Ы mogli da se zadrZe oni sabirci u kojima 
se, kao koeficijenti, pojavljuju kvadrati prvih izvoda poeetnog ugiba W. U tom 
slucaju jednacina (4) bila Ы zamenjena izrazom: 

1 2 2 2 - !1!1Ф= 2 W
XY 

wxy - Wyy wxx - Wxx wyy +(l + W X + W у) (wxy-WХХWуу) (8) 
Е 

Tako napisan izraz slicnog је oblika kao jednacina (4), аН, prisustvom podvueenih 
clanova, daje mogucnost za procenu valjanostiprimene diferencijalnih jednacina 
(4), i (5) u prouCavanju stabilnosti ljuske odredenog oblika. 
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О НЕКИМ КАРАКТЕРИСТИКАМА 
ПОЛИНОМА ЧЕБИШЕВА 

Блаiој С. Пойов 

1. Посматрајмо полиноме Чебищева прве врсте Ти (х) И друге врсте 
Ии (х). Познато је да они могу бити одређени генератрисним релацијама 

а> 

(l-xt) (1-2xt+t 2)-1= L Tn(x)tn, 
n=О 

односно 

а> 

(l-2xt+t2)-1 = L Иu(х)t n. 
n=О 

Нека је 
а> 

Fk (х, () = L: ~ (х) ( n, (1) 
n=О 

и 

(2) 
n=О 

Циљ овога рада је да изрази функцију Fk (х, t) И Gk (x,t) У експли
цитном облику. Генератрисне функције за полиноме Tnk (х) и Unk (х) чији 
индекси су вищеструки бројеви, биће изведене такође. 

2. Експлицитни облици полинома Тn (х) и иn (х) су дати изрази 

(3) 
и 

(4) 

Елементарном трансформацијом ових полинома добијамо познате 
релације 

тn+m(х) + Тn_т (х) = 2 Тn (х) Тm(х), 

иn +m (х) + Иn_m (х) = 2 ИN (х) ит (х), n~т. 

165 
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Идентитет 

(i) = [kI2], 

за 1~1/2 = Х ± V х2 - 1, нам даје релацију 

Tkn (х) =Јо (-1)' k~r C~_r2k-2r-l T~-2t (х), k~ 1. (6) 

Узимајући у обзир 

Тn + 1 (х) ± V х2 -1 ИN (х) = (х± V х2 - 1)n+\ 

добијамо. 

Wkn (х) = i 2(2",-r)-k kC~_r(X2 - 1)"'-' и~-2 t (х), k~ 1 (7) 
у=О -г 

где је 
w (х) = {2 Tk (n+1) (х), ако је k паран број 

kn. иk(n+ 1) (х), ако је k непаран број. 

З. Релације (5) омогућавају добијање генератрисних функција поли
нома Tnk (х) и иnk (х). Заиста, имаћемо '. 

(8) 

где је 
оо 

Тm (х, () = :г: TlIm (х) (", (9) 
11::=0.0 

као и користећи релацију 

ИN + т (х) - Иn-m-2 (х) = 2 И m (х) Тn (х), (10) 

добијамо 

(1-2 Tmtx) (+ t 2) Иm(х, t)= Ио(х) + Иm_2 (х) t, m~l, И_1 (х) =0, (11) 

rдe је 
сх) 

Ит (х, () = :г: Иnт (х) i". 
11=0 

Полазећи од (6), посматрајмо суму 

i Tkn(x)tn= i (_l)k 2k- 2r- 1 ~C/-г i T~-2r(x)t", k~l 
n=О г=О k - r 11=0 

која заједно са (1) и (9) нам даје 
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као и помоћу (2), (7) и (11) добијамо 

22"(х2 -1)" Gk(x, t)= Wk(x, t)- i 2(6)-Т) kk C"_r(x2 -1) .. -rGk_2r (х, t), 
т-l -r 

где је 
ао 

Wk (Х, t) = 2: Wkll (Х) t". 
,,=0 

4. Степене полинома Т" (Х) И и" (Х) добијамо из релација (3) и (4). 
Имаћемо 

6> 
2"-1 ~(x) = 2: С" 1'(/<_2Т)" (Х), (12) 

т=О 

са 

и .. 
2" (х2 -1)" и~ (Х) = 2: (-1)' С" W(k_2r)" (х). (13) 

,=О 

Ако се помножи сваки знак релација (12) и (13) са t" и ове саберу 
за п = О, 1, 2, ... добија се 

.. 
2k - 1 Fk (Х, t) = 2: С" Tk _ 2, (x,t), 

т=О 

где То (Х, t) треба поделити са 2, и 

и 

.. 
2'" (х2 - 1)6> Gk (Х, t) = 2: (- 1)' С" Wk _ 2r (х). 

т=О 

Узимајући Tk_ 2,(X, t) и Wk_ 2,(x, t) из (8) и (10) добија се 

2k-1 Fk (Х, t) = i с" ТО (Х) - Tk 2, (Х) 12 ' 
т=О 1 - 2 Tk- 2, (Х) 1 + t 

где је 

V ( ) 
_ {ТО (Х) - Tk (Х) t, k - паран број 

k х,1 -
ИО (Х) + Uk_2 (Х) t, k - непаран број. 
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QUELQUES CHARACfERISTIQUES SUR 
LES POL YNOMES DE TCHEBYCHEF 

Resume 

011 d01111e11t quelques relations cOncer11ant les fonctions generatrices des 
polynomes de Tchebychef de premiere espece Тn (х) et de seconde espece иn (х). 

akademik Dr Blagoj S. РОРОУ 
UniverZltetu Skopju 
Skopje 
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Uvod 

DINAМItКA ANALIZA SISTEМA КRUТIИ ТELA POVEZANIH 
ZGLOBOVIМA 1 VISOKOELASТICNIМ VEZAМA PRIМENOM 

RACUNARA 

пејаn Ророујс 

Pos1ednjih godina ve1ika paznja se posvecuje numerickoj analizi sistema krutih 
te1a [1,2, З, 4Ј. Оуа analiza је Ьаи sinteze aktivnih mehanizama, tj. manipulatora 
патепјепјЬ industrijskoj robotici i rеhаЬШtасiјi јпуаlјда (proteze i ortoze). Mnoge 
metode za racunarsku simulaciju su razvijene i bazirane па metodama opstih teo
rema, LagranZevim jednacinama, Njutv-Ojlerovoj једnaсјпј, Apelovoj једпасјni, 
Hamiltonovim једnaсјnaта [5, 6, 7Ј. za sintezu ortoza za допје ekstremitete, Ьа
zirane na рсјпсјрјта samopodesavanja i raspode1jenog prenosa sile sa spoljnog 
skeleta na coveka [4Ј, Ыlо је роводпо naciniti specifiean a]goritam za racunarsku 
simulaciju. 

Mehanicki тодеl sistema koji је од interesa је dvostruki kinematicki lanac 
роуеип (sfernim) ci1indricnim zglobovima, sa translacionim kinematickim расоујта 
pete klase koji su medusobno povezani visko-еlаstiCnim vezama prvog седа (S]. 1). 
Posebno је Ыl0 роводпо да a]goritam отоgпсј racunarsku analizu u slueaju kada 
је jedan lапас u delovima koji msu povezani, osim visko-e1asticnim уеита, i да uz 
ogranieenja obuhvati i otvorene i zatvorene strukture. Оуај mehanicki тоде} је 
nazvan biomehanizmom SFMO [4]. 

Dinamika biomehanizma SFMO 

Једпасјпе kretanja svakog сlапа se mogu napisati рсјтепот metoda opstih 
teorema, u slucaju ravnog kretanja 

Рј = тј qj> М Сј = Јеј 6, 
вде је q=x, у, 6 је ugao u odnosu па х osu, u хОу саvnј, Је moment inercije u odnosu 
па tezisnu Cz osu, Рј zbir sila па сlап u pravcu qj' Т moment sprega u odnosu па 
teziSnu Cz osu. U matricnom obliku za slobodan сlап је 

Х т О х 

у т у ~ IFI=IMllql. 
т о Је 6 
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u matricnom obliku za sistem п nepovezanih tela dobija se matricna jednacina 
reda 3n 

М1 О ql 

M z :::> 1 F 1 = 1 М 11 q 1· 

о 

/ .1 7 7 

Sl. 1. Dvostruk.i kinemati<:!ki lanac 
sa visoko-elasticnim vezama 

(1) 

U.ovoj matricnoj jednacini vek~or I F I potiee ~д spoljnih sila i visko-e1.asticnih 
ует. ВјСе. razmotreni c]anovikoji su posledica visJ<o-еlаstiCnih sila (81. 2) . 

. Ekvivalentno dejstvo se· matemat'icki izrazava sa 

Xp~j k1 О х/ј 'ј -о Хј 

У,ш k j yi + 'ј Уј ~ IF;I=IKI+lql+ IRllql, 
МрЕј о k' 61 О ,.Ј 6, 

I I 

gde su k/ koeficijenti krutosti, а 'ј koeficijenti prigusenja, 'КI odnosno IRI matrice 
krutosti i prigusenja. OdgovarajuCa jednacina postoji za clan ј sa negativnim 
znakom. 

::;:----..ЈА' 

-5 
8 

SI. 2. Dekompozicija visoko-еlasНспоg para clanova 
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ZamenjujuCi оуе clanove u jednacinu (1) dobija se 

ql! 
i ј i 

G1 М1 О ql ql 
Кј i R j 

ј 

+ + 
i : I 

-R· ј . , 

Gn О Мn qn qn I I qn 

-К, ј 
(2) 

gde su matrice GJ posledica dejstva gravitacione sile, drugih spoljnih вiIа па clan 
i momenta sprega koji deluje па clan. 

Konacno, сјцјеniса da su pojedini clanovi medusobno spregnuti cilindricnim 
zglobovima redukuje dimenzije sistema. Postojaцje zglobova unosi ogranicenja ро 
polofuju (geometrijska ogranieeцja). Postojanje svakog zgloba dovodi do ,>manjenja 
broja stepena slobode za dva. 

Ogranicenja su oblika (Sl. 3) 
~~ -+ --.. 

odnosno u sklamom obliku 
ГСЈ = ГС) + Јс, Го/ + Јс) ГоЈ , (3) 

ХСј = ХС/ + Јс; cos 61 + dCj cos 6ј , 

yc)=ycj+lc/ sin 6ј +Јс) sin 6). 
Оуе geometrijske jednacine treba koristiti i da Ы se unutrasnje вiIе, reakcije 

u zgIobovima, eIiminisale iz vektora [G}, . .. , GnY. Оуот eliminacijom se sistem 
reda 3n redukuje па dimenzije Ne]n,3n] nepoznatih uglova tj. polozaja. Postoji 
п uglova i N-n k<;lordinata centara таве. Iz jednacina treba eliminisati zavisna 
pomeranja. 

SJ. 3. Susedni cJanovi kinematickih Јапаса 
spojeni сШпdriсщm zglobom 

Prvo се biti prikazan algoritam za eliminaciju koordinata polozaja u slueaju 
jednog neprekidnog lanca. Geometrijska ogranicenja (3) ве mogu prikazati u obliku 

ј 

Lj + 
пј 

~Г) =0, (4) 

С, СЈ 
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gde su matrice 

о -1 О 

Сј = 

о о 

I ~ cos Ој 

Dj =/ dj sin Ој , 
6ј 

Хј-Хј 

АГј= Уј- ћ ' 
Ој 

Jednacina (4) se moze napisati u obliku 

о 

gde је matrica С п х 3n, I q I reda 3n, i matrica ј А r I reda n. 
Jednacina (5) se moze napisati u obIiku 

!С"у С.! (;) +!i\.r!~o....l(;)I~ -!С;;~IIС.IIОНС,,уlli\.r! 
6 

(5) 

(6) 

u jednacini (6) је I ( ;) I matrica poloZaja tezista, 101 matrica ugJova, I С х,у! i 

јСвl matrice dobijene iz matrice јС/. Sada је ocigledno 

Analogno prethodno prikazanom se dobija 

!q!=!C~!!O/, Iq/=IC;'I\Ol. (8) 

Eliminacija unutrasnjih sila је najjednostavnija primenom D'Alemberovog 
diferencijalnog principa. Unutrasnje si1e, tj. si1e reakcija u zglobovima moraju da 
zadovolje jednacinu 

(9) 

Iz jednacine (9) sledi 

I Ct' ' Т I Gunl = О=>IС1'I Т IGj = IС/IТ ј GsPI, 
gde је 

о о -
!GsP!i= -m/g (10) 

О Тј -
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KoristeCi оуе uslove dobija se matriCna jednacina pogodna za numericku 
integraciju и Kosijevoj foстј 

gdeje I ~I 

о 1 6 
+IHj, 

6) А В 6) 

SI. 4. BiomehaniC!ki тоооl sistema Covek-SFMO 

IАlnxn=(IС1 'I Т IМIIС1 IГ 1 (IC1'I T IKIIC1 1), 
IBjnxn=(jC/jTIMljC11}-1 (IC/ITIRIIC/I), 
I HI2nxl = (IC/IT IMIIC! 0-1 (IС/IТ IGI)· 

(11) 

РсоЫет, odnosno aIgoritam se ne menja i ako se radi о prekidnom lancu, аН tada 

matrica 11/ sadrzi i 2(N-n) clanova koordinata polozaja i brzina centara mase 

ро jednog clana и svakom neprekidnom delu kinematickog lапса (osim jednog). 
Primer: Odrediti pogonske momente spregova и zglobovima aktivne samo

podesavajuce modulame ortoze (S]. 4). i kretanje e]emenata ortoze. 
U оуоm konkretnom slueaju, mehanicka struktura se sastoji od 3 kinematicka 

lanca, od kojih је jedan и neprekidnom dodiru sa podlogom, а druga dva su visko
elastiCno vezana (svaki segment sa odgovarajuCim segmentom bioloskog sistema) 
i nemaju kontakta sa podlogom. 

Racunarska simulacija se moze prikazati dijagramom, prikazanim па slici 5. 
Оуај biomehanizam sa 16 segmenata је analiziran u сilји sinteze ortoze za 

rehabilitaciju lokomocije subjekata sa funkcionalnim ostecenjima donjih ekstremi
teta. Na osnovu rezultata racunarske simulacije, u оуоm raduse prezentira nekoliko 
(S1. 6), dolazi se do v~licine maksimalnih naprezanja и spoljnom i unutrasnjem tj. 
artificijelnom i bioloskom skeletu, velicine pritisaka i si1a па kontaktu ortoza bioloski 
sistem, velicine pogonskih spregova u zglobovima ortoze, i omogucena је sinteza 
upravljanja. 

Ulazni podaci su parametri segmenata kinematickih lanaca (mase, momenti 
inercije, duzine, poloZaji tezista), parametri krutosti i prigusenja visko-еlаstiCnih 
уеи, роlоиј cilindricnih zglobova (oznaka segmenata sa poloZajnim ogranieenjima). 

Kretanje bioloskog dela sistema (model coveka) se zadaje kao tablica velicina 
uglova ekvidistantno u vremenu (и segmente 1 do 8). 
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Ostali blokovi su rea1izovani u FORTRANU i realizuju matematicki algo
ritam prikazall u radu. Numericka integracija је obavljena primenom Runge-Cutta 
metode IY reda. 

Na osnovu dobijenih rezultata izvrseno је projektovanje ortoze [4]. Rezultati 
su uporedenisa rezultatima analiza оЬауЈјепјЬ drugim metodama [4] i slaganje је 
zadovoljavajuce. 

,; 

(1Ј 

('Ј 

ОО) 

81. 5 .. ., vr.'_ 81.6. 
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DYNAМICAL ANALYSIS OF JOINT МECНANISM WIТИ PIN JOINTS 
AND VISCO-ЕLАSПС CONNECnONS 

Abstract 

DynamicaI analysis of Ље rigid body system for rehabiIitation assistive devices 
synthesis ј. е. medical robotics purposes is rewieved јп this paper. Тће complexity 
оЈ the mathematical model and necessity оС the parameter modifications requires 
,the general algoritham for numerica1 simulation. Исrе presented computing method 
involves the analysis оС motion оС the rigid body system connected with the pin 
joints and with first order visko-elastic link interactions. 

Dr Dejan Popovic, Elektrotehni~ki fakultet, 11000 Beograd 
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TENZOR DEFORMACIJE U 
NEKIМ RELAТIVISТItKIМ MEТRIКAMA 

Dragi Radojevic 

u оуот radu ispitivacemo tenzor deformacije и Ajnstajnovom, Svarcsildovom 
i modifikovanom Desiterovom kosmoloskom mode]u. Tenzor deformacije definise 
se kao [1] 

(1) 

gde је ћ~ tenzor projektor, g"", је metricki tenzor posmatranog prostora, ~"je jedi
пјспј vektor vremenskog tipa, а 21; oznaea уа Liov izvod. Posto је ~" vektor vremen
skog tipa mozemo da izaberemo koordinatni sistem II kojem се ~" biti jedinicni 
vektor vremenske ose. 

Сјlј ovog rada је da se utvrdi роlје deformacije po~matraea koji se krece radi 
jalno. Stoga ~" јта sledeci oblik 

~,,= {~l' О, О, ~4}' 

Za koordinatne transformacije х"_Х'< pretpostavicemo da $U obIika 

х1 = -,-= ~ (r, t) = ~ (х 1 , х4), 

х2 =6=6 =х2, 

хЗ = q;- = ср = хЗ , 

х4 = t=t+!l(r)=x4 +!l(x1
). 

Tada komponente vektora ~" mogu da se izraze kao 

д! 

~ ~ !l 

;1 = I а(дt)2 44(дt)2 V _gJl~2_g44' v-g дг -g дi 

д! 
~ i>t 1 

~4 = ~ _g11 (~ ~ у _g44(~ :)2 =-:tV=_=g=Ј=Ј ~:=_=g4=4 . 
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(2) 

(3) 



]76 Dragi Radojevic 

Novisistem koordinata takode је ortogonalan i vazi 

g"I>~~=O. 
дx~ 

(4) 

Cetvorobrzina datog posmatraca јтасе komponente 

и;=О, tl4 = 1. (i=l, 2, 3) 

Odredicemo prvo komponente tenzora T,,~ iz definicije (1). (Metrike posmatranih 
modela su dijagonalne). Dobijamo sledece komponente tenzora Т"а razlicite od 
nule 

(5) 

't' =gl1 дgзз t: 
33 д х1 '>1' 

Mesovite komponente tenzora deformacije mogu· da se izraze kao 

(6) 

Tenzor deformacije i~pitivacemo upravo u ovom obliku. 
Рщ,mаtrајmо prvo tenzor defot'macije u Ajnstajnovoj metrici koja moze da 

~e napise kao [2] 

Komponente tenzora deformacije koje su razliCite od пuЈе, izracunavaju se iz for
mula (5) i (6) 

Ь'l' d' 2 3 Do 11 ~тo а Је Т2=Т3. 

U оуот radu i~pitacemo samo slucaj kada је 

T~ = T~ =Е = const. (7) 
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Iz tog uslova dobijamo jednacinu za odredivanje funkcije fL koje se pojavljuje u 
transformacijama (2) 

Resenje оуе jednacine glasi 

Е2Ю 
А=l-·-->О. 

4 

fL= _:;;2 ]n(~l- ;: +~~ - ;2} . 
Ovо znaci da postoje koordinatne transformacije koje obezbeduju realizovanje 
uslova (7). Sada јта smisla raeunati i komponentu .. : 

1 Е 
'\1=--2 . 

1-~ 
R2 

Dobijamo da је i ta komponenta pozitivna. U Ajnstajnovoj metrki deformacija је 
pozitivna аН пјје ista u svim pravcima. 

Razmotrimo sada tenzor deformacije u Svarcsilodovoj metrici. Оуа metrika 
moze da se napise u obliku [3Ј 

ds2=~2_+r2(d62+sin26dip2) -(1 _ 2m) dt2. 

1-~ r 
r 

U ОУот slucaju dobijamo sledece komponente tenzora deformacije koje su razlicite 
od nule, koristeci ponovo (5) i (6) 

1 2m д~ f2~1 [ т] '\1=2(1--,-) ;;+ ~ _ 2гт ' 

з 2 ( 2m) 1"3=-; 1 --г- ~1' 

2 3 1 u ovom slueaju је 1"2 = 't'з. Postavicemo ропоуо us]ov 
2 з 

't'2 = 't'з = S = const. (8) 

Оуај uslov daje sledecu jednacinu za fL 

,Уг 

12 Э50РJUIJ: радова 4 (12) 
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Resenje оуе jednacine izrazava зе preko eliptickih fWlkcija. Medutim, тј сето 
ovde posvetiti paznju oblasti koja se nalazi oko Svarcsilodovog »horizonta«, od
nosno odredicemo pribliZno resenje pod uslovom da је 

2m-s:<r<2m+s:, 

gde је s: mala velicina. U toj oblasti clan r 3 је dominantan u izrazu pod korenom 
u imeniocu. Aproksimacija u kojoj сето zanemariti ostale clanove dozvoljava 
pojednostavljenje i tako mozemo da dobUemo 

1 
!L = 2т' 

1--
r 

U oblasti neposredno ispod »horizonta«, gde је r= 2 т- s'. dobija se resenje 

џ.=г-2т+2т /n (2m-r). 

Izvan singulariteta, iznad horizonta, gde је r=2m+e: dobija se resenje 

!L=r-2m+2m /n (r-2m). 
. 1 

Тјт resenjem zadovoUen је шlоv (8). Komponenta "Ј dobija vrednost 

l_ Зm 
I r 

't')=S---
Ј_ 2т 

r 

U Svarcsilodovoj metrici deformacijaje pozitivna u oblasti gdeje rE(O, 2 m)U(З т, 
+00) а negativna kada гЕ(2m,3m). 

Na kraju posmatrajmo tenzor deformacUe i u modifikovanoj Desiterovoj 
metrici [4], koja moze da se napise u obliku 

~--2 

ds2 =_dr
2 +r2(d62+Si~26dqJ2)_[a+ R 1-]{z] dt2. 

1 _С a+R 
R2 

KoristeCi jos jednom (5) i (6) dobijamo sledece komponente tenzora deformacije 
koje su razlicite od пиЈе 

ђ=- 1 -- !: 2 2 ( Г
2

) 
r R2 "'1' 

't'з=- 1 -- ~1' 3 2 ( Г2.) 
r R2 
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Ј u ovoj metrici komponente T~ i T~ su jednake. P05tupicemo kao i u prethodna dva 
ргјтега. Postavicemo usJov. 

2 З k 't'2='t'з= =const. (9) 

Jednacina koja odreduje funkciju !l gJasi 

k(a+R)r 

Iz te jednaCine dobija se 

O<kR<2. 

Tako smo dobiJi transformacije koje zadovoJjavaju uslov (9). Sada mozemo da 
odredimo i komponentu T~ 

Komponenta T~ је pozitivna. Deformacija је i u ovom s1ueaju pozitivna а1ј пјје 
.izotropna, odnosno nije ista u svim pravcima. 
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LE TENSEUR DE DEFORMAТION 
DANS CERTAINES METRIQUES RELATIVISТES 

Resume 

Оп considere јсј Је tenseur de deformation dans Jes metriques d'Einstein, 
de Schwarzschild et dans 1а metrique modifiee de De Sitter. Lеtещеuг de deformation 
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est defini par 
"I1.S = ћ~ћ; .:lF.gp~, 

ou h~ est lе tenseur projecteur, gp~ est lе tenseur metrique, ~11. est lе vecteur orient6 
dans lе temps et .:l F. est lа d6rivation de Lie par rapport а ~11.. 

Оп obtient, dans les m6triques consider6es, lа d6formation positive, mais 
pas isotrope, i. е. еНе n'est pas 6gale dans toutes les directions. 

Dragi Radojevic, 
МаtеmаШ!ki Institut 
Кnez МiћaHoya 35 
11 000 Вeograd 
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О ODREDIV ANJU FREKVENCIJA GLA VNIН OBLIКA OSCILOV тЈА 
ЕLASТIёNШ SISТEМA SA KONAtNIМ BROJEM SТEPENI SLOBODE 

МETODOM SUКСЕSIVNШ APROKSIМACIJA 

Ljubodrag Radosavljevic 

Uvod. Metoda sukcesivnih aproksimacija za odredivaцje frekvencija glavnih 
obIika oscilovanja za tzv. sisteme sa koncentrisanim masama, tj. za sisteme cija 
aproksimativna funkcija za kineticku energiju sadrzi samo kvadrate genera1isanih 
brzina, izlozena је, osim na drugim mestima, i и knjizi S. Р. Timoshenko-a i D. Н. 
Young-a [1]. Metoda potice од L. VianeI1o-а [2], koji ји је upotrebio za odredivaцje· 
kriticnih tereta za ·podupiraee. Njena primena za sracunavanje frekvencija pri 
torzionim osciIacijama vratiIa opsirno је izlozena и knjizi С. В. Biezeno-a i R. 
Grammel-a [3]. 

U оуот radu autor је uopstio primenu оуе metode па bilokoje osciIatome 
sisteme, tj. i па sisteme сјја aproksimativna funkcija za kineticku energiju пјје 
kanonskog obIika, odnosno koja pored kvadrata generalisanih brzina, sad drzi i сlа-
поуе koji se mnoze proizvodom genera1isanih _ brzina qj qk (ј, k = 1, 2, ... ,s), gde 
је s broj stepeni slobode sistema. 

Iz rezultata dobijenih u оуот radu, kao poseban slueaj, dobijaju se svi rezul
tati za sisteme sa koncentrisanim masama. 

Оsnоvnе jednacine eJastostatike i elastodinamike. N eka se elastiCni sistem 
nalazi u ravnotezi pod dejstvom spoljasnjih i unutrasnjih siIa. Neka је роlоиј rav
noteze sistema odreden generaIisanim koordinatama: ql, q2, ... , qj' ... ,Qs' koje 
su razIicite od nule, i koje su таlе veIicine. GeneraIisane spoljasnje si1e obelezimo 
sa: Q~ Q~, ... , Qj, ... , ~. 

Osnovne jednacine elastostatike direktnog obIika glase 

(ј= 1,2, 3, ... , s) (1) 

iIi 

(ј, k = 1, 2, 3, ... , s) (1') 

181 
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gde је: {Qj} - matrica kolona generalisanih spoljasnjih sila, 
11 cjk 11 - simetricna kvadratna matrica koeficijenata krutosti, 
{qj} - matrica kolona generalisanih koordinata. 
Osnovne jednacine elastostatike inverznog oblika glase 

• 
qj= 2: rJ.jk Q~, (ј = 1, 2, 3, ... , s) (2) 

k=l 

ili 

{qj} = 11 rJ.jk 11 {Qj}, (ј, k = 1, 2, 3, ... , s) (2') 

gde је 11 rJ.jk 11 - simetricna kvadratna matrica uticajnih koeficijenata. 
Osnovne jednacine elastostatike (1) i (1'), odnosno (2) i (2'), prelaze u osnovne 

jednacine elastodinamike ako spoljasnje sile zamenimo inercijalnim silama. 

i1i 

Obelezimo generalisane inercijalne sile sa: Q~n, Q~ , .. , Q;n, ... , Q~n. 
Osnovne jednacine elastodinamike direktnog oblika glase 

. . 
Q'P = 2: cjkqk' (ј = 1, 2, 3, ' ... , s) 

k=l 

{Qћ = 11 cjk 11 {qj}' (ј, k= 1,2,3, ... ,s) 

gde је {Q~n} - matrica kolona generalisanih iner~ijalnih sila .. 
Osnovne jednacine elastodinamike inverznog oblika glase 

• 2: Qitr (ј= 1,2, 3, '" , s) qj = ocjk k, 
k=l 

ili 

{qj} = 11 ocjk 11 шћ· (ј, k = 1, 2, 3, ... , s) 

(3) 

(3') 

(4) 

(4') 

Za slucaj таlЉ oscilacijasistema generalisane inercijalne sile jednake su 

јn d дЕk • •. 
Qj = ---о = - 2: ajkqk, (ј= 1,2,3, ... , s) 

dt д qj k=l 

(5) 

gde је: Ek - aproksimativna fиnkcija za kineticku energiju sistema, а aJk И, k= 
= 1,2, ... ,s) koeficijenti inercije sistema koji poseduju svojstvo simetrije. 

Кada se (5) <;meni u (3) i (3'), odnosno u (4) i (4'), dobijaju se diferencijalne 
jednacine malih oscilacija sistema najpre direktnog oblika 

ili 

. .. 
2: (ajk qk + cjk qk) = о , 

k=l 

(ј = 1, 2, 3, ... , s) (6) 

(ј, k= 1, 2, 3, ... , s) (6') 
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gde је: 11 aJk 11 - simetricna kvadratna matrica koeficijenata inercije sistema, а 
{q~} - matrica kolona generalisanih ubrzanja, а zatim inverznog oblika 

ili 

s •• 

qj+ 2: ejkQk=O, 
k=1 

(ј = 1, 2, 3, ... , s) 

gde је sa 11 ejk I1 obelezena sledeca nesimetricna kvadratna matrica 

сјјј su elementi jednaki 

s 

еј, = 2: (Хј, a,k· 
,=1 

(ј, k= 1,2, 3, ... , s) 

(ј, k = 1, 2, 3, ... , s) 

(7) 

(7') 

(8) 

(9) 

Odredivanje frekvencije prvog glavnog obIika oscilovanja. Neka se pri oscilo
уаnји sistema generalisane koordinate menjaju saglasno zakonima 

(ј = 1, 2, 3, ... , s) (10) 

gde Би: Ај (ј= 1,2, ... ,s) i 6> dve klase nepoznatih konstanti. 
Kako је 

(ј = 1, 2, 3, ... , s) (11) 

kada (10) i (11) Бтеnјто и (7) u razvijenom obliku dobice sе 

А 1 = (,)2 (еи А 1 + е12 А2 + 1!1З А з + ... + е1. А.) 

А2 = (,)2 (е21 А 1 + е22 А2 + е2з Аз + ... + еu As) 

(12) 

Kada Ы Бе izjednacila Ба nиlот eliminanta sistema jednacina (12) dobila 
Ы Бе frekventna jednacina za ОБсilоуаnје razmatranog sistema iz koje Ы se mogle 
potpuno tacno odrediti frekvencije svih glavnih oblika oscilovanja razmatranog 
sistema. 

Medutim, za pribliZno odredivanje оујЬ frekvencija nесето izvoditi frekventnu 
jednacinu, niti сето је resavati, уес сето direktno raditi sa sistemom jednacina 
(12), koji се posluziti kao bazicni sistem jednacina za razvijanje оуе metode. 

U sistemu jednacina (12) postoje dve klase nepoznatih, i to: klasa nepoznatih 
(,)2 i klasa nepoznatih: A1, А2, • •• , Ај , ••• , As' Kako је pokazano i dokazano 
u [3], za sisteme sa koncentrisanim таБата, mogucno је iz sistema jednacina (12), 
postupkom koji је u daljem izlozen, odrediti najpre nајтаnји vrednost za nepoznatu 
(,)2, а zatim i sve ostale - do nајуесе vrednosti. 
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Koriscenjem jednacina (12) odredimo najpre pribliZno frekvenciju паЈП1zеg 
(osnovnog) oblika oscilovanja u prvoj aproksimaciji, kao i krivu prvog glavnog 
oblika озсilоуапја u prvoj aproksimaciji. 

Pretpo<;tavimo oblik krive prvog glavnog oblika oscilovanja. Neka је опа 
odredena nizom pretpostavljenih vrednosti 

(1) \(1) А )(1) )(1) (А 1)о, (A2Io , ( 3 О , ••• , (А. о • (13) 

Ako pretpostavljene vrednosti (13) smenimo u desne strane jednacina (12) 
dobicemo prve aprok8imacije za amplitudna pomeranja pri prvom glavnom obliku 

.} . (А )(1) (А )(1) (А )(1) (А )(1) d . d . k . ОЗСI оуаПЈа: 1 1, 2 1 , ••. , ј 1 , ••• , s 1 , О nosno П1Z vre n08tl ОЈе 

odreduju krivu prvog glavnog oblika озсilоуапја u prvoj aproksimaciji 

(ј = 1, 2, 3, ... , s) (14) 

Ako najpre za najgrublje aproksimiranje pretpostavimo da је kriva prvog 
glavnog ob1ika oscilovanja и prvoj aproksimaciji priblizno jednaka pretpo8tavljenoj 
krivoj prvog gIavnog oblika О8сilоуапја, odnosno ako pretpostavimo da је 

(Aj)~1) f'::I (AJ)~I), 

ol1da jednacine (14) prelaze u 

(ј = 1, 2, 3, ... , s) 

(ј = 1, 2, 3, ... , s) 

(15) 

(16) 

Iz jednacina (16) dobicemo onoliko raz1icitih Рlоујћ aproksimacija za <»I ko-
1iki је broj jednacina (16), odnosno koliki је broj stepeni slobode kretanja sistema. 
Iz jednacina (16) sledi da је ј raz1icitih vrednosti za <»i u prvoj aproksimaciji odre
deno izrazima 

(1) 

( 2) (Ај)о 
<»lј 1 = 

s (1) 2: ejk (А)О 

(ј = 1, 2, 3, ... , s) (17) 

k=1 

Sve tako dobivene aproksimacije za (<»д)1' Ысе vise i1i тапје razlicite, i 
da bismo dobili Ьоlјu aproksimaciju, treba izvrsiti пјЉоуо osrednjavanje, tj. treba 
odrediti njihovu prosecnu (srednju) vrednost. 

U tom сјlјu pomnozimo svaku od jednacina (16) sa (Aj)~I)(j= 1,2, ... ,s) 
respektivno. 

Kada saberemo sve tako dobivene jednacine Ысе 

(18) 

" I 
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gde је sa (ыћl obelezena srednja (prosecna) vrednost frekvencije prvog glavnog 
oblika oscilovanja u prvoj aproksimaciji. Iz (18) dobija se 

(19) 

2 Ako u jednacinama (14) umesto (,)2 smenimo vrednost za «;)1)1' odredenu 
izrazom (19) izracunaeemo niz vrednosti 

(20) 

koje odreduju krivu prvog gIavnog oblika oscilovanja u prvoj aprok!>imaciji. Тјmе 
Ы svi racuni koji se odnose па prvi gIavni oblik osciIovanja u prvoj aproksimaciji 
ЫН zavrseni. 

Ako se zeIi уеса tacnost, odnosno ako је potrebno da Бе izracuna druga apro. 
ksimacija za (,)7onda se citav ciklus izvrsenih racuna ponavlja, s tom razlikom 
8to se racuni пе zapocinju pretpostavljenim vrednostima (13) za krivu prvog gIavnog 
oblika oscilovanja, уес izracunatim vrednostima (20) za krivu prvog glavnog oblika 
osciIovanja u prvoj aproksimaciji. Sada Ы se racuni zapoceli jednacinama 

(ј = 1, 2, 3, ... , s). (21) 

Niz vrednosti (21) za (Aj)~I) odreduje krivu prvog obJika о~сi1oуапја u dru
goj aproksimaciji. 

Istim postupkom kao u predhodnoj prvoj aproksimaciji mogu se odrediti 
kako jrazlicitih vrednosti za (,)f u drugoj aproksirnaciji, tako i osrednjena vrednost 
za с.Л u drugoj aproksimaciji. Оуе vrednosti su odredene izrazima 

(22) 

(ј= 1, 2, 3, ... , s) 

Kada se u jednacine (21) umesto (,)f smeni vrednost za «;)7)2 odredena dru
gim od izraza (22) dobice se niz vrednosti 

(23) 

koje odreduju krivu prvog g1avnog obJika oscilovanja u drugoj aproksimaciji. Тјmе 
Ы svi racuni koji se odnose па prvi gIavni obJik oscilovanja u drugoj aproksimaciji 
ЫН zavrseni. 

Кada је to potrebno, ponavljajuci izlozeni postupak navedenim redosledom, 
moze se odredjti frekvencija prvog glavnog ob1ika osciIovanja, а takode i kriva 
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prvog glavnog oblika. oscilovanja, u daljoj trecoj, cetvrtoj, petoj,..... aproksi
maciji. 

Odredivanje frekvencija visih glavnih obIika oscilovanja. Neka је kriva drugog 
glavnog oblika oscilovanja odredena sledecim nizom pretpostavljenih vrednosti 

( (2) (А )(2) (А (2) «2) А1 )0 , 2 О, 3)0 , ••• , А.)о. (24) 

Efikasnost metode sukcesivnih aproksimacija za priblizno odredivanje frek
уепсјја visih oblika oscilovanja zavisi od stepena taCnosti pretpostavljene krive 
nekog viseg glavncg oblika oscilovanja sa kojom se zapocinju racuni pri odgova
rajucem visem glavnom obliku oscilovanja. Оуе krive visih oblika oscilovanja Ысе 
utoliko Ьоlје pretpostavljene ukoliko budu mапје sadrzale u sebi krive svih nizih 
oblika щ:.сilоvаnjа. 

Za drugi glavni oblik oscilovanja to znaci da niz vrednosti (24) treba osloboditi 
ucesca krive prvog glavnog oblika oscilovanja, tako da се onda pretpostavljena 
korigovana kriva drugog glavnog oblika oscilovanja biti odredena nizom vrednosti 

(А 1)~) = (Al)~2) - С1 A~I) 
(A2)~2) = (A2)~) - С 1 A~l) 

(А- )(2) = (А )(2) _ с А(l) 
.0 .0 1" 

(25) 

Slicno tome, ako. krivu treceg glavnog oblika oscilovanja pretpostavimo 
nizom vrednosti 

(3) (3) ( )(3) <.) 
(А1 )о , (А2)0, Аз О , ••• , (А.)о, (26) 

onda nju treba osloboditi ucesca krivih prvog i drugog glavnog oblika oscilovanja. 
Tako се pretpostavljena korigovana kriva treceg glavnog ob1ika osci1ova:nja biti 
odredena nizom vrednosti 

(Al)~3) = (А 1)~3) - С1 A~l) - С2 A~2) 
(А2)~З) = (A2)~3) - С1 A~l) - С2 A~) 

(А )(3) = (А )(3) _ С А(I) - с А(2) 
.0 .0 l' 2" 

(27) 

Slicno оуоmе Ы se postupilo i za sve ostale vise oblike osci10vanja: cetvrti 
реН, sesti, . . . . .. . 

Brojevi: Cl' С2, Сз, . . .. koji odreduju ucesce krivih nizih ob1ika oscilovanja 
u pretpostavljenim korigovanim krivama visih oblika oscilovanja mogu se odrediti 
па sledeci паСјп. 

Bilo koja geometrijska konfiguracija sistema moze se razloziti ро glavnim 
оЫјсјmа osci1acija sistema. Ako је ta geomettijska konfiguracija рсј nekom visem 
glavnom obliku oscilovanja odredena nizom vrednosti 

(28) 
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gde је р=:2, 3,4,5, ... s, onda mozemo pisati 

(А 1)~) = СЈ A~I) + С2 A~2) + Сз А~З) + .. . 

(A2)~) = СЈ A~I) + C2A~2) + сзАУ) + .. . 
(29) 

U diferencijalnim jednacinama malih oscilacija sistema (6) i (6'), odnosno 
(7) i (7') geometrijska konfiguracija sistema bila је odredena skupom genera1isanih 
koordinata: ql, q2, . ... , qj' ... , qs' Neka sada geometriska konfiguracija sistema 
bude odredena novim skupom genera1isanih koordinata: РI,Р2,'" 'Рј"" ,Р., 
koji је sa prethodnim skupom generaliEanih koordinata vezan 1inearnom tran&forma
сјјоm oblika 

Рl =ql + k 12 q2 +kJ3 qз + ... +k1s q,· 

Р2= q2+ k23qз+ '" +k2s qs 

- - - - - - (30) 

Sada се se aproksimativna funkcija za kineticku energiju sistema svesti па 
kanonski oblik [4Ј, tj. sadriace samo kvadrate generalisanih brzina 

(31) 

gde su ај (ј= 1,2, ... ,s) поуј koeficijenti јпетсјје sistema. 
Iz (30) proizlazi da је 

" , 
ql =РЈ +k12 P2 +k 1з рз + ... + k ls Р. 

(32) 

q.= ]Ј •• 

Koriscenjem veza (32) umesto starih koeficijenata krutosti cjk (ј, k= 1,2, ... , 
... , s) mozemo sracunati поуе koeficijente krutosti 'д (ј, k = 1,2, .... , s). 

Prelaskom па поуе generalisane koordinate diferencijalne jednaCine mаЈЉ 
oscilacija sistema (6) i (6') preCi се и 

ili 

.. . 
ОјјРј + L 'jk qk = О, 

k=1 

(ј = 1, 2, 3, ... , s) 

11 ајј 11 {рЈ+ 11 'jk 11 {РЈ = {О}, 

(33) 

(33') 
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gde је: 11 ајј 11 - dijagonalna rn.atrica поуљ koeficijenata inercije, а 11 rJk 11 - kvadratna 
matrica поујЬ koeficijenata krutosti. 

Ako bismo najpre u jednacine (29) stavili р=2, i ako bismo zatim svaku od 
оуљ jednacina pomnozili respektivno sa ај A~I), ра ako bismo zatim u jednacine (29) 

staviIi р = 3, i ako bismo potom svaku od tih jednacina pomnozili respektivno sa 
ај Ај2), koristeci pri tom i uslov ortogonalnosti glavnih oblika oscilacija ро kome 

3 

L: аЈ АУ) A1q
) = О za Pi=q, 

ј=1 

posle relativno prostih racuna dobili bismo da је 

i ај (Ај )Ъ2) АЈ1) 
}=I 

С1 = '--3-----

L: ај [А?)]2 
}=I 

3 L: ај (АЈ)Ъ3) А}2) 
}=I 

С2 = '--а-----
L: ај [А}212 
}=I 

(34) 

Na s1ican пасјп mogu se izracunati i svi ostali brojevi: Сз, С4, cs, .••• 

Primetimo da se brojevi Сl, С2, odredeni izrazima (35), mogu sracunavati 
u prvoj, drugoj, trecoj, ..... aproksimaciji u zavisnosti od toga da li smo u izraze 
(35) A (I). А(2) (ј 1 2 ) enil'''h dn' . d . ,. za ј 1 ј =" ... ,s sm 1 Пјl оуе vre ostl u prvoJ, rugOj, trecoj .... 
aproksimaciji. 

Кrjya drugog glavnog oblika oscilovanja u prvoj aproksirn.aciji Ысе odredena 
nizom vrednosti 

(ј = 1, 2, 3, ... , s) (36) 

-
pri cemu su u desne strane jednacina (36) za krivu drugog glavnog oblika oscilovanja 
smenjene vrednosti (Aj)~2) (ј= 1, 2, ... ,s), koje odreduju pretpostavljenu korigo
vanu krivu drugog glavnog oblika oscilovanja u prvoj aproksimaciji. 

Citav postupak dalje tece istim redosledom kao i pri odredivanju frekvencije 
prvog (osnovnog) glavnog oblika oscilovanja. 

Tako се ј razlicitih vrednosti za (iJ~ u prvoj aproksimaciji, i osrednjena (pro
secna) vrednost za (iJ~ u prvoj aproksimaciji biti odredene izrazirn.a 

(ј = 1, 2, 3, .. , , s) (37) 

Na sliean nacin kao i pri odredivanju frekvencije prvog g1avnog ob1ika oscilo
уапја, mogu se izraСlшаti odgovarajuce vr~dnosti za frekvenciju drugog glavnog 
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oblika oscilovanja 6)~ i u drugoj aproksimaciji, а potom, ako је to potrebno, i u da
Ijoj trecoj, cetvrtoj, .. " aproksimaciji. 

Odredivanje frekvencije najvi§eg glavnog obIika oscilovanja. Ako diferencijalne 
jednacine malih o~.cilacija sistema (6') pomnozimo s leva inverznom matricom koe
ficijenata inercije 11 aJk 11-1, оуе се jednacine preci u 

s 

qj+ L ћд qk= О, (ј = 1, 2, 3, ... , s) (38) 
k=l 

ili 

{qJ}+llhjkll {qk} = {О}, (ј, k= 1,2,3, .,. , s) (38') 
gde је 

11 hJk 11 = 11 ад 11-1 11 cJk 11, (39) 

nesimetricna kvadratna matrica поуљ koeficijenata krutosti. 
Ako inverznu matricu koeficijenata inercije sistema obelezimo sa 

(40) 

onda su elementi nesimetriCne kvadratne matrice (39) jednaki 

6 

ћј. = L ~JrCrk' (j,k=1,2,3, ... ,S). (42) 
,=1 

Jednacine slicne jednacinama (12) јmасе sada oblik 

(42) 

Jednacine (42) ро svojoj konstituciji s]icne su jednacinama (12), stom raz]i
kom 8to је u jednacinama (12) nepoznata bila 6)2, dok је ovde nepoznata 1/6)2. 

Ako se izlozena metoda sukcesivnih aproksimacija za izracunavanje najnize 
osnovne frekvencije, koja је Ыlа primenjena па bazicni sistem jednacina (12), pri
mеni sada па sistem jednacina (42) kao baziCni sistem jednacina, onda se istim ро
stupkom moze izracunati sada пајmапја vrednost za nepoznatu 1/6)2, odnosno 
пајуеса vrednost za 6)2, tj. пајуј8а frekvencija sistema 6);. 
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ON DETERMINAТION OF PRINCIPAL FREQUENCIES OF ELASТIC 
SYSТEMS WIТИ МANY DEGREES OF REEDOM ВУ А МЕТИОD OF 

SUCCESSIVE APPROXIMAТIONS 

Summary 

А wеП known method of successive approximations for obtaining principal 
frequencies of elastic systems with concertrated masses, ј.е. of systems the appro
ximative function of which for kine.tic energy contains опlу squares of the genera
lized velocities has Ьееп genera1ized Ьу the author јп such а way as to Ье уаНд for 
апу vibrating system, that is to ћоlд also for those systems the approximative function 
of which for the system kinetic energy is not of а cannonictype, or јп other words, 
the function that јп addition to the squares of generalized velocities contains also 
products of various generalized velocities of the first order. 

Тће results obtained јn this paper yield, as а special case, аН the results pertai
ning to the systems with concentrated masses. 

prof. Dr. Ljubodrag Radosavljevic, dipl. ing., 
11000 Вeograd, 29 novembar 66{1I 
Yugoslavia 
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ТEMPERATURSKI GRANICNI SLOJ NA POROZNIM ZIDOVIМA 
POSTOJANE ZAGREJANOSТI PRI LAMINARNOMOPSТRUJAVANJU 

V. Saljnikov, S. Tupurkovska-Poposka 

U radu se razmatra temperaturski granicni sloj pri stacionamom ravanskom 
i laminamom opstrujavanju zidova hladene lopatice konstantne zagrejanosti sa 
neprekidno rasporedenom poroznoscu, kroz koju se nestisUiva tecnost ili usisava 
ili uduvava. 

Polazne jednacine ovog problema, prema tome, glase 

иди +у ди = U dU +vд2и • 
дх ду dx д у2 

и д Т + v д Т = ~ д
2 

Т + ~ (д ")2, 
дх ду Ргд у2 с ду 

(2) 

ди +~=O, 
д_х ду 

(3) 

sa odgovarajuCim granicnim uslovima 

у=О: и=О, У=УО , T=Tw у = оо: и = и, т = т ос)' (4) 

Ovde, kao 8tO је иоЫсајепо, pretstavljaju: 
х, у - koordinate merene duz, odnosno, upravno па zid, 
и, v odgovarajuce brzinske projekcije u granicnom sloju, 
и (х) brzinsku raspodelu &poljasnjeg potencijalnog strujanja upravljenog duz 

konture zida, 
уо(х) brzinsku raspodelu strujanja upravljenog upravno па zid. i to: u slucaju 

usisavanja УО<О i u slucaju uduvavanja Уо>О, 
v - koeficijent kinematske viskoznosti, 
Рг - Prantlov broj, 
с - specifiCnu toplotu, 
т - temperaturu tecnosti u granicnom sloju, 
Tw - temperaturu zida i 
т ос) - temperaturu tecnosti izvan granicnog sIoja. 

191 
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Za dalja razmatranja uvodi se, kao 8to је poznato iz [3], posredstvom sledece 
linеаrnе veze 

ф (х, у)= фо(х)+ ф*(х, у), (5) 

nоуа strujna funkcija ф*(х, у); pri cemu Ф (х, О) = фо(х) pretstavlja vrednost uo
Ысајеnе strujne funkcije Ф (х, у) па zidu. Shodno tome је, s jedne strane, definisana 
funkcija ф* па zidu 

ф*(х, 0)=0, 

а, s druge strane, izrazena је posredstvom funkcije фо brzina 

Vo= -(~) = -ф~. 
дх о 

Uvodenjem uobieajenih veza 

u=дф. 
ду , 

дф 
V=--, 

дх 

(6) 

(7) 

(8) 

kao i izraza (5), (6), (7), polazne jednacine (1), (2), (3), (4) pretstavljene su u sledeeem 
obliku 

дф* д2 ф* дф* д2 ф* , д2 ф* dU д2 ф* . 
- -----фо--=U-+\I--, (9) 
ду дхду дх д у2 ду dx д у2 

д ф* д Т _ (д ф* + ф~) д Т = ~ д2 Т + ~ ( д2 ф,* )2; (1 О) 
ду д х д х д у Рг д у2 С ду" 

у=О: 

у=оо: 

.1,* = д ф* = О' Т т 
'1' ду , = w' 

д ф* 
-=и(х); Т=Тrл , 
ду 

д ф* 
-=ио(у)· 
ду 

(11) 

Као postupak za re8avanje sistema jednacina (9), (10), (11) koristi se ујзера
rametarska metoda, razvijena od strane LOJCJANSKOG [1], а kasnije usavrsena 
u radu [2]. U pomenute jednacine se, naime, uvode najpre transformacije 

х 

Х = х; у = 1ј и-Ьо/2 (ао \1 Ј Ubo
-

1 dx )1/2; 

о 

ф* = и 1 -(Ьо/2) (ао \1 ј иЬо- 1 dX)1/
2 Ф (х, '1)).; 

о 

( 12) 
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а zatim parametri oblika 

fk= Uk- 1 ~:: (Z**)k, (k= 1,2, ... ), (13) 

k-.!. 2 

k-l dk- 1 V (Z**) 2 8** 
А = -и о sa Z**=-- (14) 

k dxk-1 у1/2' у , 

definisani u [1] i [3], koji se usled proizvoljnosti raspodela brzina vo(x) i И(х) sma
traju medusobno nezavisnim i koriste umesto родиZnе koordinate х kao nove 
nezavisne promenljive. 

ОУде oznaeava: 
1) - bezdimenzisku promenljivu merenu upravno па zid, 
Ф - bezdimenzisku strujnu funkciju, 
р - bezdimenzisku temperatursku razliku, kojom је izrazen uticaj trenja 

na temperatursko polje u granicnom sloju, 
R - bezdimenzisku funkciju, kojom је izrazen uticaj razlike Tw-Ttr) na 

temperatursko polje u granicnom sloju, 
ао, Ьо - proizvoljne konstante, koje se odreduju ka&nije i 
8** - debljinu gubitka impulsa. . 

Posle diferenciranja izraza (13), (14) sleduju posred&tvom impulsne jednacine 

, df И' и" 
f =-=-Р+-ј, 

dx U и" 
(15) 

kao 8to је poznato iz [3], rekurentne relacije 

6k=~hfk' =[(k-l)h +kF]fk+fk+l; 
И' . 

(16) 

sadrZane u sledecim transformacionim formulama 

д «Ј д И' «Ј д 
-= L: -fk'=- L: 6k-, 
дх k=1 дfk Uh k=1 дfk 
д «Ј д И' tr) д 
-= L: -Ak'=- L: Ak-· 
дх k-l дАk U hk=1 дАk 

(17) 

Uvodenjem skupova parametara (13), (14) posredstvom diferencijalnog оре
ratora (17) u sistem jednacina (9), (10), (11), prethodno vec trаш.fоrmisап роmоси 
obrazaca (12), доЫјаји se, posle izdvajanja clanova uz faktore и2/2с odnosno Tw- Т «Ј, 
univerzalne jednacine posmatranog problema 

(18) 

13 Эборвив: раДОВIl 4 (12) 
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sa odgovarajucim granicnim u:Jovima 

дф 
1)=0: ф= д1) =0; 

1)=00: дф =1' 
д1) , 

Р=О; R= 1, 

Р=О; R=O, 

/1 =fz=' .. =0; А1 =Az=' .. =0: ф=фо· 

(21) 

Treba primetiti da su jednacine temperaturskog granicnog sloja (19), (20) 
univerzalne u nesto uzem smislu od jednacine Ьrziшkоg granicnog sloja (18), jer 
sadrze рг - broj kao dopunski parametar. 

Jednacine (18), (19), (20), na cijim se desnim stranama pojavljuju ро dva zbira 
beskonacnog broja clanova, resene su numericki pod sledecim uslovima 

11=1=0; /2=/з= ... =0; 

(22) 

u ovom, tzv. dvoparametarsko-jedared lokalizovanom priblizenju, naime, 
one se svode na sledece jednacine 

-+-[аоВ2+(2-ЬО)/I] ф-+.-!. 1- - + дЗ Ф 1 д2 Ф Ј; [ (д Ф )2] 
д1)З 2В2 д1)2 В1 д1) 

+--=- -- ---' А1 д2 ф РЈ. (дФ д2 ф дф д2ф) 
в д1)2 В2 д1) дЈ. д1) дft д1)2 ' 

1 д2 Р 1 дР А1 дР ft дф 
- -+-[аоВ2+(2-Ьо)ft]ф-+- --2- -Р+ 
рг д1)2 2В2 д1) В д1) В2 д1) 

+ 2 (д2 ф)2 =РЈ.(дР дф _ дф дР); 
д1)2 В2 д/1 д1) д/1 д1) 

1 д2 R. 1 д R А1 д R 
- -+-[аоВ2+(2-Ьо)/t]Ф-+--= 
рг д1)2 2В2 д1) В д1) 

= Fft ( д R д Ф _ д Ф д R), 
В2 дlЈ д1) дft д1) 

pri cemu granicni uslovi (21) ostaju nepromenjeni. 

(23) 

(24) 

(25) 
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sa 

Funkcija Р, koju sadrze izrazi (15), (16), u posmatranom slueaju glasi 

F = 2 [~- (2 + Н)/,. - А1], 

~=в(д2ф) i Н=Н*/Н**='8*Ј'8**. 
д'fj2 о 

(26) 

Pitanje tacnosti resenja jednasine (23), odnosno njegovog odstupanja od 
tacnog rezultata, је, kao sto је poznato iz [2], tesno povezano sa svrsi&hodnim izbo
rom konstanti ао, Ьо . U ovom radu је, medutim, usvojeno: ао=0,4408, Ьо =5,15, 
sto pruza mogucnost za uporedivanje sracunatih vrednosti sa odgovarajucim re
zultatima dobijenim u radu [4]. Treba napomenuti da su resenja dobijena na o&novu 
integracije jednacine brzin~kog granicnog sloja (23) objavljena, о&iш tcga, ranije 
i u prilogu [3]. Stoga se razmatranja u ovom radu ogranieavaju зато па rezultate 
zasnovane па resenjima jednacina temperaturskog granicnog &lоја (24), (25), od
nosno odnose se па termicki deo posmatranog problema. Ipak зе primecuje, da је 
za numericku integraciju jednacina (24), (25), zbog rekurzivnog karaktera celog 
sistema, korisceno ranije odredeno resenje јеdnасјпе (23), pri сети su proracuni 
vrseni za dve razlicite vrednosti Рг - broja: Рг= 1, О (teorij~ki ~lueaj) i Рг=0,72 
(slueaj koji зе odnosi па vazduh). 

Za numericku integraciju sistema jednacina (23), (24), (25), за odgovarajucim 
graniCnim изlоујта (21), primenjen је postupak poznat u literaturi pod nazivom 
»progonka« [5], zasnovan па metodi konaCnih razlika ~.a impIicitnom semom, pri 
сети su sami proracuni izvodeni па elektron~kim racunarima IВM 360 i 370. Do
Ыјепј i tabelamo sredeni univerzalni rezultati mogu se relativno brzo i lako primeniti 
па resavanje konkretnih prakticnih zadataka. Odgovarajuci postupak је detaljno 
prikazan u radu [2]. 

Da Ы se doslo do svrsishodnih i interesa.ntnih zakljueaka, koji se odnose па 
tela razIicitih konkretnih oblika, sracunata је osim ranije defjni~.anih univerzalnih 
bezdimenziskih funkcija Р i R i bezdimenzis.ka temperatura . 

Тр = 2ТР Й2 р(х, 'fj, Рг), 
и<1Ј/2с 

(27) 

u kojoj й pretstavlja bezdimenzisku brzinsku raspodelu odgovarajuceg konkretnog 
spoljasnjeg strujanja. 

Na osnovu dobijenih i graficki prikazanih rezultata mogu se sada izvиci zak
lјиесј, koji se odnose па uticaj promene: Рг broja, oblika konture tela, odnof.,no 
intenziteta usisavanja iIi uduvavanja па razvoj temperatur&kog granicnog <,lоја. 

Medutim, pre nego sto зе prede па analizu rezultata, koji se оdnозе па ор
strujavanje tela konkretnog oblika, mogu se vec па osnovu karaktera bezdimenzis.kih 
funkcija Р i R izvuCi neki opsti zakljueci i to зато razmatrajuci uticaj promene 
Pr-broja i intenziteta usisavanja odnosno uduvavanja. 

Sa sl. 1 i 2 se, пајте, vidi, da se pri postojanim: parametru А, koji karakterise 
intenzitet usisavanja (А> О), odnosno uduvavanja (А<О), i parametru oblika Ј, 
sa opadaцjem Pr-broja, odn. odgovarajuce viskoznosti, smanjuju maksimaIne 
vrednosti funkcije Р. Imajuci u vidu karakter оуе funkcije, ovo је i trebalo ocekivati, 
jer u оуот sIucaju opadaju, kako sila trenja, tako i odgovarajuCa kolicina toplote 
oslobodena u rezultatu disipativnog procesa. 

13' 
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Na istim slikama se, osim toga, primecuje, da za Pr=const. slabljenje intenzi
teta usisavanja odnosno јаеаnjе uduvavanja, sto odgovara opadanju vrednosti 
parametra А, dovodi, slicno kao i kod brzinskog granicnog sloja do podebljavanja 

р 

0.25 

0.2 

0.15 

0.1 

аО5 

2 3 4 

р 

0.2 

0.15 

0.1 

0.05 

2 з 4 

5'12 б' 7 8 9 

SI .. 1. 

7 8 9 

Pr -1.0 
f =0.0 

10 11 

Pr = 0.72 
f = 0.0 

10 11 

12 't 

.. 
12 '1 

temperaturskog granicnog Б10ја. Ovo је, medutim, propraceno karakteristiCnim 
pomeranjem mak&imuma odgovarajucih krivih Р usmeru pozitivne 1)-ОБе, pri Cemu 
Бе njihove ordinate tj. Р шах ро svojoj vrednosti ne menjaju. Tako је usled promene 
vrednosti parametra А u granicama od А=0,4 do А=-0,4 dosl0 do pomicanja 
pomenutih таkБјтuша i to za obadve vrednosti Pr-broja (Рг= 1,0; Рг=0,72) pri 
postojanom parametru oblika f = 0,0 od vrednosti ordinate 1)1 = 0,6 do 1)2 = 5,2. 

Ako Бе posmatra ponaSafije funkcije Р za druge vrednosti parametra f тои 
Бе zapazitida Бе dobijaju slicne zavisnosti, аН pri tome maksimalne vrednosti funk
cija Р opadaju s porastom parametra f (od f = -0,17 do f = о, 16) pri Сети је Р l'4ax f'II:J 



Temperaturski grani<!ni 810; па poroznim zidovima postojane zagrejanosti.. . 197 

const. za sve vrednosti parametra А od -0,4 do 0,4 kada је f=const. Isto tako 
зе zapaza da зи maksimumi funkcija Р rasporedeni izmedu 'YJl =0,6 i 'УЈ2=6,2. 

Sto зе tice funkcije R, koja karakterise uticaj temperaturske razlike Tw-ТtJ) 
na razvoj temperaturskog granicnog s1oja, primecuje se па 05nOVU 51. 3 i 4, da pri 

R 
to 

оэ 

0.8 

ОЈ 

0.6 

0.5 

0.' 

Q3 

02 

3 4 

Pr=l.O 
f -1i.0 

;; 6 7 8 З 10 11 12 "1. 

Si. з. 

k 
1.0 

о.э 

оэ 

ОЈ 

0.6 

as 

0.4 

Q3 

o.z 

0.1 

SI.4. 

Pr=Q.7Z 
f=o.o 

10 11 12 '1. 

istim parametrima А i f opadanje Pr-broja prouzrokuje izvesno podebljanje tempe
raturskog granicnog sloja. Na istim slikama зе dalje zapaza slicna tendencija аН 
znatno izrazenija, i u зlиеаји Pr=const.,!=const., ako pri tome parametar А opada 
tj. menja зе и smislu slabljenja intenziteta usisavanja оdnошо pojaeavanja uduva
vanja. Slike 3 i 4 зе odnose na vrednost parametra f = 0,0; medutim, i za druge vred
nosti parametra f (od -0,17 do 0,16) dobijaju зе slicne zavisnosti. 

Da Ы зе sada izvukli zakljueci i о uticaju promene oblika konture tela па 
razvoj temperaturskog graniCnog sloja, dobijena univerzalna resenja su primenjena 
па dva konkretna slucaja razmatranog problema sa izrazito raz1icitom vitkoscu 
profi1a. Naime, na slueaj opstrujavanja kruZnog cilindra i jednog и praksi cesto 
koriscenog profi1a sa oznakom NACA 0010-34. 

Dok se u slueaju kruZnog cilindra poznata brzinska raspodela spoljasnjeg 
strujanja 

И(х)=2 Uф sin( ~), (28) 

dovodi, uvodenjem veza: x/R=x, и(х)/и.,,= б, na sledeci bezdimenziski oblik 

U=2sinx, (29) 

dotle se и slucaju NACA-profi1a, neposredno koriste tabelarno sredene vrednosti 
preuzete iz odgovarajuce literature [6]. 

Роmоси te tabele, odn. analiticki izrazene raspodele (29), sracunata је posred
stvom obrasca (27) karakteristiena bezdimenziska temperaturska raspodela Тр 
graficki prikazana na sl. 5, 6, 7, 8 za slueaj ci1indra, а па sl. 9, 10, 11, 12 za slueaj 
NACA-рrоfiIа. 
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Iz uporedivanja ovih dijagrama najpre se zakljucuje, da oblik tela, tj. odgova
rajuca brzinska raspodela spoljasnjeg strujanja й znatno utice па temperatursku 
raspodelu Тр• Naime, za 'уј =0,4 u slueaju kruZnog cilindra (sl. 5 i 7) оnа poseduje 

'ур. Тр 
tO 

09 

0.8 

07 

06 

05 

0.4 

ОЭ 

0.2 

01 

~·Ш ш 
,\.0.4 

0.2 06 

SI. 5. 

t4 16. 1.6 z.o Х 

оо 

07 

06 

05 . 

0.4 

QЗ 

02 

0.1 

д-
1-----0.4 

00.3 

0.2 9/t os 08 \0 12 1.4 1.1! 

SI.6. 

sinusoidni karakter,sa brojno уеоша izrazenom maksimalnom vrednoscu, dok 
u slucaju NACA-profila (sl. 9 i 11) raspodela funkcije Тр је duz skoro citave njegove 
konture dosta postojana, pri еешије maksimalna vrednost znatno шаnја. za 'уј = 6,4 

Тр 

Тр 
р1: 10 0.72 10 rt • o.,~ 

0..9 

о.а 

О, 

0..6 
(l4 

o.s 
0..3 

0.4 

0.3 0.2 

0..2 

0.1 

ј(. 

SI.7. 

pr ·0.72 1.0 
'\. .5.4 

09 

Q6 

0.7 

0.5 

Q5 

0.4 

0.3 

02 

0.1 

0.0 

SI. 8. 

)..
--0..4 

0.0 

0.1 
0.2 
о.з 
0..4 

џ 1.5 16 20 Х 

raspodela funkcije Тр је slicna kod оЬа razmatrana slucaja (kod cilindra - sl. 6 
i 8 i kod aeroprofila - sl. 10 i 12), pri сеши ima manje vrednosti kod aeroprofila 
kao i za Рг=О,72. 

Iz posmatranja istih krivih па sl. 5-12 sleduje, dalje, posle njihovog uporedi
уаnја, pri jednakim vrednostima Pr-broja, da se sa udaljavanjem od zida tela, tj. 
porastom 'Уј, i to u nekom odredenom preseku temperaturskog graniCnog sloja, 
definisanom bezdimenziskom poduznom koordinatom х, karakter njegovog razvoja, 
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ostvaren pod uticajem promene intenziteta usisavanja, odnosno, uduvavanja, tj. 
promene parametra А, takode menja. Naime, dok је u oblasti od '1)=0 do '1)1 =0,6 
raspored krivih Тр takav, da se pri x=const. sa opadanjem parametra А smanjuju 

Тр Pr -10 Тр Pr-1.O 
f1. -О4 

.л-
rt - 6.4 

0.3 ОЗ 

~O4 
0.2 

:~g~ 0.2 

О1 О1 0.0 
Q ·01 ~ 2 -0.3 -0.4 О1 О.'2.'О.З· 4 

0.1 02 03 04 0.5 0.6 0.7 ов 0.9 1.0 Х 01 02 03 А, Q5 06 07 ов Q9 1.0 Х 

SI.9. SI. 10. 

'" Тр Рг = 0.72 

О.З 
гt = 0.4 

0.2 л= 
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obmut. U pr.elaznoj oblasti se pri tome vrsi neprekidni preobrazaj rasporeda krivih 
Тр i to od jedne njene granice (УЈ 1 =0,6) do druge ('1)2=6,2). 

Zapazena tendencija, nezavisna od oblika konture tela i vrednosti Pr-broja 
tesno је povezana sa ranije uocenim rasporedom funkcija Р, graficki prikazanim па 
sl. 1 i 2. S tim u vezi treba napomenuti, da su koordinate '1)1 i '1)2, kojima su definisane 
tri uocene karakteristiCne oblasti razvoja temperaturskog graniCnog sloja, шlоvlјепе 
intervalom vrednosti parametra А, usvojenim kod numericke integracije sistema 
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kojima su odredeni maksimumi odgovarajucih granicnih krivih Р (1), А). Кako su 
u nasem slucaju proracuni vrseni za vrednosti parametra А iz intervala А = -0,4 7 0,4, 
odgovarajuce graniCne vrednosti koordinate 1) su: 1)1 =0,6 i 1)2=6,2. 

Na kraju treba, medutim, primetiti, Ш, iako se ova cela diskusija odnosi па 
rezultate dobijene za konaean interval vrednosti parametra А, izvedeni zakljueci, 
s obzirom па ocigledno ponasanje rasporeda krivih Р па sl. 1 i 2, lako se mogu 
prosiriti i na slueaj neizmemog povecanja intenziteta usisavanja (А -+ оо), odn. 
uduvavanja (А -+ - оо). 

Literatura 

[1] Л о й ц я н с к и Й, Л. Г., Унuверсальные уравненuя и napамеmрuческuе npuблuже
нuя в теорuu ламuнарного nогранuчного слоя, ПММ, том 29, стр. 70-87, (1965). 

[2] S а I ј п i k о v, У. N., А Contribution (о ltniversal Solutions о/ (ће Bouпdary Layer 
Тheory, Teorijska i primenjena mehanika, У. 4, S. 139-163 (1978). 

[3] С h а п, У. У., Loitsanskii' s Method /о, Воиnшу Layers with Suction and !njection, 
АЈАА Journal, Vol. 7, Н2 3, (1969). 

[4] Шишкина, Л. Г., Двухnараметрuческоерешенuе уравненuй ламU/tарного слоя 
на nронuцаемой noверхностu. Известия АН СССР, Мех. ЖИДICОСТИ и газа, Но. 6 (1973). 

[5] С и м у н и М. Л., т е р е н т и е в Н. М., Чuсленое решенuе уравненuй одноnа
раметuческой теорuu noгранuчного слоя, Tpyды ЛПИ N2248. стр. 56-58, (1965). 

[6] А Ь Ь о t, Ј. Н., V о п D о е п h о ff, А. Е., Theory о/ Wing Section, "Dover 
PubI.", New York, (1959). 

ТЕМПЕРАТУРНЫЙ ПОГРАНИЧНЫЙ СЛОЙ НА ПОРИСТЫХ СТЕНКАХ 
ПОСТОЯННОЙ НАГРЕТОСТИ ПРИ ЛАМИНАРНОМ ОБТЕКАНИИ 

Резюме 

в работе рассматривается темnературный n:огранич.ныЙ слой при пло
ском ламинарном несжимаемом обте:кании стен:ки ПОСТОЯНRой нагретости с 
непрерывно распределенными порами в поверхности, ч:ерез :которые 

производится отсос или вдув жид:кости. для разрешения этой задачи n:pи
меняется многопараметричес:кий метод Л. Г. Лойцяиского [1] усовершен
ствованный в работе [2]. Универсалъные решения, определенные нумеричес
:ким способом для двух чисел Прантля (Рг= 1, О и Рг=0,72), и не:которых 
значений параметра А, хара:ктеризующего интенсивностъ отсоса или вдува 
(в области А = 0,4 -:- - 0,4), исполъзуютсядля расчета TeмnepaтypHoгo n:or
раничного слоя на цилиндре сечения :круга и иа стандардном аэропрофиле 
с обозначением NACA 0010-34. 
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PRIМEDBA О IZRAtUNAV ANJU МEDUSOBNE DALJINE 
DVAJU PLANETOIDA PRI REGULARNOM PROKSIМIТEТU 

Ј. L. Simovljevic 

Prikazuje se postupak za pribliZno izracunavanje poremecajnog dejstva jednog planeto
ida па njegovu daljinu do drugog pri reguIamom proksimitetu ovih nebeskih teIa. Postupak 
је ilustrovan numerickim primerima. 

U nizu radova Ј. Р. Lazovica, М. Kuzmanoskog i u nekoliko radova pisca 
оуљ redova posvecenih proksimitetima planetoida usvajano је da se dovoljno taean 
iznos medusobne daljine tela tokom ројауе, to jest p=lpl=lrj-rl, moze dobiti 
роmоси heliocentriCnih polozaja poremecajnog (Уl) i poremecenog (У) planetoida, 
bez uzimanja u obzir Ыl0 kakvih poremecaja u kretanju оујћ tela; dakle racunom 
sa neporemecenim elementima kretanja- оЬа planetoida. 1 to kako zbog verovatno 
malog iznosa оујћ poremecaja, tako i zbog kratkotrajnosti ројауе. То izracunavanje 
је jo~ najjednostavnijevrseno _ napr. u [2] i [3] рощосu Lagrange-ovih redova za 
r i ' l ' koji daju 

P=Pp+Vp't'+ ..• , (1) 

(Јр =Уlр -Ур' Vp=(dpfdt)t=tp <= '1р -Рр' 't' = k(t - џ, 

gde indeks р oznaeava proksimitetsku vrednost promen1jive. Pri kratkotrajnim 
zblizavanjima visokog reda linearna zavisnost relativnog vektora polozaja f! od 
vremena је takoreCi redovna pojava, ра su takvi proksimiteti u [3] i nazvani re
gularnim. 

Medutim, zbog potrebe vrl0 preciznog racuna u ovakvim konkretnim sluea
jevima, pokusacemo ovde da осеnimо dejstvo poremeeaja па medusobnu daljinu Р 
para planetoida pri njihovom proksimitetu, tek tolikoda proverimo opravdanost 
nasih ranijih pojednostavljenja. 

1. Diferencijalna jednacina heliocentricnog poremecenog kretanja planetoida 
mase т i vektora polo.zaja r је 

а2 r D -3 -3 
-= -k2 (М+m)r-З r+k2 2: mЈ(рЈ Рј-ђ rJ)+ 
dt2 ј=l 

(2) 

201 
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gde је М masa Sunca, тј i rj ~sa i vektor polozaja velike planete, а тј i r j masa 
i vektor poloZaja »poremecajnog« planetoida. Diferencijlana jednacina njego
govog kretanja, sa istim oznakama, је 

d
2
r j = _ k 2 (М + щ)гi\ + k 2 i тј (@uз р/ј - Уј-з rj ) - k 2 т (р -з р + ,-з r). (3) 

dt 2 
1=1 

Relativni vektori poloZaja u (2) i (3) su 

(4) 

Pretpostavili snlO, dakle, da se svaki planetoid iz uocenog para krece oko Sunca pod 
poremecajnim dejstvom velikih planeta i onog drugog planetoida u paru. Iz jednacina 
(2), (3) i (4) izvodimo diferencijalnu jednacinu za relativni vektor poloZaja poreme
cajnog planetoida u odnosu па poremeceni: 

d
2 
р = -k2 (т+т,)@-З p+G, 

dt2 

G=k2 М (г- З r-гiЗ r,)+k2 i тЈ(@uз РI}_@]З Рј)' 
ј=1 

(5) 

Tako vidimo da је relativna putanja poremecajnog planetoida oko poremecenog 
obvojnica oskulacionih Keplerovih putanja, konusnih preseka, koji Ы proizi1azili iz 

d
2

pK k2 ( ) -3 -- = - т+тј @К рк, 
dt 2 

i odgovarajucih pocetnih uslova kretanja. Problem togrelativnog kretanja mogao 
Ы se izucavati, mutatis mutandis, kao kretanje tela mase тј oko tela mase т, pod 
dejstvom njegove privlacne si1e i dodatnog poremeeajnog ubrzanja G; dakle, kao 
u klasicnom racunu poremecaja. Medutim, odmah primecujemo da Ы tu, u opstem 
slucaju, poremeeaji Ыli veoma veliki: oskulacione putanje Ы se brzo i znatno menjale, 
ра ne Ы mogle biti ni grube aproksimacije stvame putanje u iole duzem vremenom 
intervalu oko epohe oskulacije. 

Izuzetak moze biti upravo pri samom proksimitetu. Tada zbog таlе medusobne 
daljine planetoida (! оЬа clana u G imaju minimalnu vrednost, dok prvi clan 
desne strane u (5) ima upravo maksimalnu vrednost. Od stvamog iznosa ovih velicina 
u konkretnom slucaju zavisiee »stabilnost« oskulacione putanje izvedene za neku 
epohu vrl0 blisku ероЫ proksimiteta tp ' - Dodajmo јо!; da је uticaj velikih planeta 
utoliko тапјј, ukoliko је proksimitet viseg reda. 

Pri efektivnom numerickom integraljenju diferencijalne jednacine (5) ne Ы 
Ыl0 nikakvih naeelnih teskoca. То Ы Ыо, ustvari, samo formalno sazetiji postupak 
nalazenja preciznih polozaja оЬа planetoida numerickim integraljenjem njihovih 
diferencijalnih jednacina kretanja (2) i (3). 

2. Prirodno је, medutim, da potrazimo koliko Ы se tacno Р, koje proizi1az 
iz (5), razlikoval0 od pribliZnog, 

(6) 
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to jest dobivenog iz pretpostavke о neporemecenom kretanju оЬа planetoida u 
vreme njihovog proksimiteta, 

d
2 ђк k 2 (M ) -3 d

2 
rK k 2 (M )-3 -- = - +т, 'iК r,K, -- = - +т 'к rK, 

dt 2 dt 2 
(7) 

koju smo u ranijim radovima stalno usvajali. Stavimo li da је 

r,=riK+Rj , r=rK+R, 

gde su R; i R dejstva poremeeaja па heliocentricne polozaje tela, jednacine (5), 
(6) i (7) се nas dovesti do 

+k2 m(r-Зr-гiЗ rk)-k2 М(Гј-Зri-гiil riK)· 

Ovde smo stavili da је 

(8) 

trazeno dejstvo poremeeaja па relativni vektor polozaja planetoida, а zanemarili 
smo mase ovih malih nebeskih tela т i mi u zbiru sa masom Sunca М . 

. 1 ovde, dakle, mozemo ocekivati da pri proksimitetu visokog reda najveci 
doprinos daje prvi clan desne strane u (8). 

3. Apstrahujmo, stoga, dejstvo velikih planeta u vremenom intervalu »diпa
mickog proksimiteta« [4], ogranieenog trenucima -to i to, simetriCnim u odnosu 
па trenutak proksimiteta tp ' ра potrazimo promenu ~p, izazvanu samo gravitacionim 
dejstvom poremecajnog planetoida па poremeceni. Ogranicimo se, па poeetku rada, 
па »racun prvog reda«, tj. zanemarimo па desnoj strani (8) razliku izmedu росетесе
пјЬ i neporemeeenih polozaja tela. Takav zadatak је onda opisan diferencijalnom 
jednacinom 

(9) 

koja proizilazi iz (8). Dalje сето pretpostaviti da se т moze da zanemari u zbiru 
sa тј i da vreme izrazavamo u srednjim Gausovim danima, ,,=k (t-Џ, racunajuci 
od trenutka proksimiteta. Tako (9) postaje 

d2 

-~p= -mi р-з р. d,,2 
(10) 

Donja granica integraljenja ove diferencijalne jednacine neka bude odredeni (ili 
осепјепј) trenutak "о poeetka dinamickog proksimiteta; s obzirom па sve nase 
ranije pretpostavke mozemo usvojiti da su pocetni uslovi integraljenja 
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Diferencijalnu jednacinu (10) сето integraliti па sliean nacin kao odgovara
јисе u [3]. Neka је ispitivani proksimitet regularan; tada iz tog uslova (1) i uslova 
proksimiteta (Рр Vp)=O proizi1azi da је 

p=Vpu, ,=(с2 + .. 2)1/2, С=Рр V;I. 

Unesemo 1i оуо i (1) u (10), dobicemo da је 

sa konstantama 

d 2 

-~р=(А+В't')U-3, 
d't'2 

А= -тј V;3 Рр' В= -тј V;3 Vp. 

Integraljenje u granicama od 't'o=const. do 't' daje 

d 
-~p=(c-2 А "-В) u-1 +К1, 
d .. 

К1 = -(с-2 А .. 0-В)ио1 • 

Ponovno integraljenje u istim granicama dovodi do 

~p=c-2 Аи-В ln 1 u+"I+K1 .. +К2, 

К2 = ( .. ~ ио 1 
- "о) с-2 А + (In 1 "о +"0 1- ,,0~01) В. 

(11) 

Оуај konacni rezultat (11) posluzice nam da осеnimо poremeeajno dejstvo plane
toida mase тј па .njegovu daljinu р od planetoida zanemarljivo m.a1e mase т tokom 
njihovog regu1arnog proksimiteta. 

4. za i1ustrovanje ranije dobivenih rezu1tata najeesce smo koristi1i f'ktivni 
proksimitet planetoida (205) Martha (poremecajni, sa pretpostavljenom masom 
тј= 10-13 mase Sunca) i (992) Swasey, tj. karakteristike proksimiteta njihovih 
putanja. U tom slucaju smo јmаli da је 

{
-О.ОООО 0313-0.0001 0233 ", 

P=Pp+Vp't'= +0.00000701+0.0568 3298-'t', (ekliptika, 1950.0) 
+0.0000 3713-0.0108 5231 ", 

8tO се reci 

Рр=О.ОООО 3792, Vp =0.0578 5992, с=0.00О6 5538. 

Donja granica integraljenja neka је opet 0.15 dana pre proksimiteta, dakle "о= 
= -0.0025 8031. Zato се konstante integraljenja u (11) biti 

1012К1 =(+3747, -19374, -41150), 1012 Кz=(0,+249,-40). 

Potom racun ро (11) daje ~p. sa iznosima u таыiјi 1. 
Rezultat је ocigledan. S jedne strane vidimo da su poremeeajni iznosi osetno 

ispod tacnosti s kojom racunamo koordinate tela (± 10-8), ра su nase pretpostavke 
о zanemarljivosti toga dejstva bile ovde opravdane (а i izvodenje samo »racuna 
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prvog reda«). S druge strane, nadene promene imaju »sekularni« tok. Svojim priv
lacnim dejstvom planetoid (205) Martha је роуееао longitudu uzlaznog cvora 
planetoida (992) Swasey za oko 0".088, а nagib njegove putanjske ravni za oko 
0".025 (kako smo nasli, razlicitim postupcima, u [2], [3] i [5]). Та nova putanja se 
vremenom sve ујве udaljava od one s kojom smo racun zapoceli, 8to se manifestuje 
u porastu promene ~p. 

Tablica 

t 1012 ~P 1012 I ~P I 
-0.15 О О О О 
-0.12 О О О О 

. -0.09 О + 3 О 3 
-0.06 + 1 7 5 9 
-0.03 1 16 11 19 

t = 0.00 3 40 28 49 
р 

+0.03 5 39 61 73 
0.06 9 39 103 111 
0.09 12 37 147 152 
0.12 16 30 191 194 

+0.15 +20 +22 -236 238 

Zanimljivo се biti da ovako ukratko ispitamo poremeeaje umedusobnoj daljini 
planetoida (215) Оеnoпе i (1851) 1950 УА, pri proksimitetu njihovih putanja~ dosada 
najte8njem poznatom [1]. U tom slueaju је 

{
+о.оооо 0006-0.0077 7506 ", 

Р=Рр+Ур '"= +0.00000002-0.0807 9443 ", (ekliptika, 1950.0) 
-0.0000 0361-0.0021 4573 ", . 

dakle 

Рр=О.оооо 0361, Vp =0.0811 9603, с=О.ОООО 4446. 

Integracione konstante su: 

1012 К1 =(-3552, +20003, +341037), 1012 К2 =(-18,-188,-6). 
Opetje pretpostavljeno daje mј =10-13• Poremecaji u vremenom intervalu dina
mickog proksimiteta su dati u Tablici 2. 

Proksimitetska daljina tela је deset puta таnjа по u prethodnom slueaju, 
а poremeeaji u Р su ostali ј08 uvek zanemarljivo mali. Sad se radi о »brzem« prok 
simitetu vrlo visokog reda: 8est puta уесј iznos poremeeaja I ~P I postignut је za 
eetiri puta kraee vreme posle trenutka minimalne daljine. Promene putanjskih еlе
menata planetoida (1851) 1950 VA nisu zanemarljive: prema [6] dostizu -5",0 
u longitudi uzlaznog cvora i +4".8 u nagibu putanjske ravni (svedeno па navedenu 
masu poremeeajnog tela; apsolutni iznosi poremecajnih promena ostalih elemenata 
su manji od 0".2). Vidimo da i ovolike promene putanjskih elemen.ata ne тоgп 
uticati па Р u onako kratkom vremenom intervalu oko trenutka proksimiteta. 
One се doci do izraZaja tek kasnije, kada se поуа putanja bude dovoljno udaljiIa 
od stare. 
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Tablica 2 

t 1012 ~p 10121 ~p 1 

-0.04 О О О О 
-0.03 9 О О О 
-0.02 О -3 + 1 3 
-0.01 О 9 1 9 

t = 0.00 3 37 13 39 р 

+0.01 8 65 117 134 
0.02 10 72 232 243 
0.03 13 75 350 358 

+0.04 -14 -76 +467 473 

Qva dva primera i njihova analiza nam sugerisu da osetne promene u medu
sobnoj daljini р (i eventualnu potrebu za »racunom drugog reda«) moremo ocekivati 
samo pri vecoj masi poremeeajnog planetoida i duzem trajanju proksimiteta. No 
u svakom slucaju obrazac (11) omogucava dovoljno tacnu ocenu tog poremeeajnog 
dejstva. 1 to па neposredniji i brzi nacin, nego da sa prethodno nadenim promenama 
oskulacionih elemenata poremecenog planetoida (та i onako jednostavno kao u [5]) 
izvodimo odgovarajuce promene u r, odnosno u р. 
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А NOТE ON ТНЕ DEТERМINAТION OF ТНЕ DISTANCE 
BEТWEEN ТWO ASТEROmS DURING ТНEIR REGULAR РRОXIМПУ 

Summary 

An approximate method is developed Ьу the aid of which one can determine 
the perturbative action of one asteroid upon his distance to the other one, during 
the regular proximity of these celestial bodies. ТЬе final effect appears to Ье not 
sensible during а time interval of »dynamical proximity« inferior to one day, if the 
mass of the perturbing asteroid is of the order of 10-13 Sun's ma:ss and the proximity 
distance is of the order of 0.000005 а. u. 
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Uvod 

NEIZOTERМNO SТRUJANJE ZAGREJANE ТEtNOSТI 

Мапе SaSi6 

Zagrejana tecnost odaje toplotu okolini za vreme strujanja i zbog toga јој 
temperatura opada nizvodno. Viskoznost јој se роуесауа u smeru strujanja i koefi
cijent trenja nije vise konstantan duz cevovoda. Odredivanje pada pritiska usled 
trenja уеота је slozeno, narocito kad se radi о turbulentnom strujanju pri niskim 
temperaturama ok6line. Literatura nudi obrasce za izracunavanje pada pritiska 
usled trenja pri promen1jivoj temperaturi tecnosti, аН samo za ona strujanja kod 
kojih koeficijent trenja zavisi jedino od Reynolds-ovog broja. То su Iaminarna 
strujanja i turbulentna strujanja u hidraulicki glatkim сеУiша. Za neizotermna 
turbulentna strujanja, kod kojih koeficijent trenja zavisi i od Re broja i od relativne 
hrapavosti cevovoda (oblast iznad prave koja u dijagramu л-Rе оznaсауа Blasius-o 
zakon trenja), iIi samo od relativne hrapavosti cevovoda (oblast izrazito turbulentnog 
strujanja), postojeca literatura ne daje obrasce za odredivanje pada pritiska usled 
trenja cak ni u najprostijim slueajevima kad se moze uzeti da је proracunska tempe
ratura okoline jednaka nuli. CiIj ovog rada је da se prouce bas ovi poslednji slucajevi 
neizotermnih strujanja zagrejane tecnosti. 

Ротоспе vеliсше 

Izjednacenjem kolicine toplote koju zagrejana teCnost predaje cevovodu za 
vreme strujanja i one koja istovremeno prolazi kroz cevovod na okolinu, dobija se 
zakon promene temperature tecnosti dui cevovoda 

kD 1t х 
t=ta +(t1 -tЈе-ах; ах= т • (1) 

G сп 
Ovde је ta СС) temperatura okoIine, t1 СС) srednja temperatura tecnosti u pocetnom 
poprecnom preseku cevovoda, k (Ј /т2 sK) koeficijent prolaza toplote kroz cevovod, 
пm (т) njegov srednji precnik, G (kg/s) maseni protok tecnosti i сп (Ј Ikg К) njena 
specificna toplota. Za х= 1 iz obrazsca (1) dobija se /= /2' temperatura tecnosti па 
kraju cevovoda. Pod srednjom temperaturom tecnosti duz cevovoda podrazumevace 
se vrednost 

Promena kinematicke 
obliku 

I 

1 Ј l-e-al 

tm=- t dx= ta +(t1 - ta) • 
lрl 

(2) 

о 

viskoznosti tecnosti od njепе temperature prikazuje se u 

(3) 

U njemu se konstante С i т odreduju merenjem viskoznosti na dvema temperaturama 
koje treba da budu izmedu temperatura t1 i t2• Takode se koriscenjem toplotnog 
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bilansa i obraf.ca (3) moze doci .do odnosa kinematickih viskoznosti Vz u blizini 
zida cevovoda i njепе srednje vrednosti v u odgovarajueem poprecnom preseku 
cevovoda 

v (t)m ( IXD )m ж_ F::1 // 

V tz IX/Dt-kDm 

(4) 

Ovde је IX/ (Ј /m2sK) koeficijent prelaza toplote sa tecnosti па cevovod i D/ (т) ипи
trasnji preCnik cevovoda. 

- Postavka i resenje problema. 

Diferencijalna jednacina koja odreduje pad pritiska usled trenja za vreme 
strujanja zagrejane teCnosti u cevovodu kruznog preseka glasi 

_dр=лрV2(VZ)ЬdХ= 8 рл;2 (2)bdx. (5) 
2 Dj v тс2 D j . v 

u оуој jednacini је р (kg/m3) gustina tecnosti па srednjoj temperaturi (2), л koefi
cijent trenja, v(m/s) srednja brzina strujanja, q (т3 /5) zapreminski protok, 0,14>Ь> 
>0,10 koeficijent koji шiта u obzir deformaciju profi1a Ьrzinе zbog promen1jive 
temperature (уесе vredno.sti odgovaraju strujanjima kod kojih л zavisi i od Re broja 
i od relativne hrapavosti cevovoda, а тапје vrednosti strujanjima kod kojih л 
uglavnom zavisi od re1ativne hrapavosti cevovoda). Moze se kao srednja vrednost 
uzimati Ь=0,12. 

Za posmatrane oblasti turbulentnog strujanja, najprihvat1jiviji obrazac za 
koeficijent trenja је obrazac Altsula 

(
1,468 . 100)0.25 

л=ОI --+-
, D· Re ' 

I 

(6) 

u kome је 8 apsolutna hrapavost cevovoda (опа је kod ovih strujanja uvek уеса od 
debljine graniCnog sloja). Vidi se da obrazac (6) prelazi u obrazac Blasius-a kad 
8-+0 (tj. kad debljina granicnog sloja postane Уееа od apsolutne hrapavosti), koji 
уаы za hidrau1icki g1atke cevi. Prema [1] moze se u pogonskim uslovima uzeti da је 

t; = ~ (~: + ::) =const. =В, (7) 

ра se iz (1) dobija odnos temperatura [2] 

!!..=B+(l-В)fflХ, (8) 
t 

i, zatim, iz (3) vrednost viskoznosti па temperaturama t i t1 

v = v~ [В + (1- В) е"х]m. (9) 

Najzad, kad se u Re broju viskoznost v zameni izrazom (9), iz (6) sleduje 

. л = О, 1 {k1 + k2 [В + (1 -В) e"X]m}O,2S , (10) 
gde Su 

(11) 

1; 

'! 



Nelzotermno strujanje zagrejane tcl!nosti 209 

Zaшепот (4) i (10) u diferencijaInu jednacinu (5), dobija se posleintegriranja 

А = 0,8 р q2 ( (/.,D, )mb.Ј Р 2 S ' : . . __ .тс.п, (/.,D,-kDm _ 

gde је vrednost integrala . 
/ 

Ј = Ј {k1 + k2 [В + (1 - В) е"х]m}0.2' dx. 
о 

(12) 

(13) 

Таспо resenje integrala (13) moze da se dobije samo kadje В=О tj. kad se moze uzeti 
da је proracunska temperatura okoline jednaka nuli (ta=O°C). U tom ~lueaju је 
(sa oznakom: k 1/k2 =co) 

4 kO.2S {. .-
Ј = __ 2_ (с + е"'а?0.25 _ (е + 1)0.25 + 

та о о 

(14) 

cg·2S 
[ (со +'е""'/)0.25 (со + 1 )О'25]} -- arctg -arctg -- . 

2 ~ ~ 

Nije tesko pokazati da је 
0.25mal 1 

l' Ј 7.0.2' е -lm =к.2 
kl-..o 0,25 та 

i da obrazac (12) zajedno sa (13) tada prelazi u poznati obrazac [3Ј koji odreduje 
pad pritiska usled trellja za vteme пеizоtеrщnоg strujanja zagrejane tecnosti u hidra
ulicki g1atkim cevima (BIasius-оv zakon trenja) 

py~.25 ql.7S l( (/.ј Dj )mь eO.2S таЈ - 1 
Ар = 0,241 475 ' 

D,' (/.jD,-kDm 0,25таl 

u komeje b=..!.~0,14. Kad је В:;60 tj. kad se mora uzeti u proracunima ta:;60°C 
7 

(а to su, ustvari, i сезсј slueajevi u praksi), tada se тoze naei samo pribliZno аlј 
dovoljno taCno resenje integrala (13). Postupak је sledeCi. Najpre se pomocu sтene 
у = Јп СВ + (1 - В) е"ХЈ, integral (13) svede па sledeCi oblik 

Уl 

u kome su granice У1 = О; У2 = lп [В + (1 - В) е"/Ј. 
Ponovnoт sтenom co+e"'Y=z4, se integral (15) svodi na 

sa oviт granicama 

Z1 = (со + 1)°·25; Z2 = {со + [В+ (1 -В) еа/Јm}О.2'. 

14 .ЗБОРIUIJI: радова 4 (12) 

(15) 

(16) 

(17) 
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Naime, preostali integral u izrazu (17) moze da se resi u konaCnom obliku samo za 
n=О. То је prvi clan zbira па desnoj strani izraza (16) i оп glasi 

1. ___ 2_ ( _ ) ~l Zl СО • zz-co _ 4 kO,25 { 0,25 + 0,25 0,25 

о - Zz Zl + П О 25 О 2s 
та 4 Zl -Со' Z2+CO' 

_ с;2' [arctg (::)0'25 _ arc tg (:!Г
2S

]}. (18) 

Za n= 1,2, ... ,8 moze da se шi.рiSе samo priblizna vrednost preosta1og integrala 
u izrazu (16), tako da se konacno dobija 

4k~,2S S ВN { Z2 

J=JO+-a-n~l т-4n [В+(1_В)еО~n-Zl-

_ СО Z2 ~Zl [(z1- co) - m~n +(z~_Co)_m~n + (z~ -Со)-m~]}, (19) 

gde је Zm=~(ZI+Z2)' Ocigledno је da је Ј=Јо kad је В=О (t,,=O°C) i da tada 
2 

Јо definisano izrazom (18) prelazi u (14). Dalja analiza izraza( 19) pokazuje da је 
svaki sledeci integral Ј1I (n= 1,2, ... , 8) posle Јо oko 10 puta manji od prethodnog 
jer је IBI<l. Primena obrasca (19) kao sastavnog dela resenja (12) pokazuje da је 
greska manja od 2% kad se uzше Ј =Јо+Јl umesto, па primer, Ј =Јо+Ј1 +Ј2+Јз. 
Ovde treba јоз napomenuti da се uvek biti 'ВI < 1 (а оуо је potreban uslov) kad god 
је It"l<tl i It"l<t2' Da Ы re8enje (12) sa integraIom (19) vazilo i kad је IBI> 1 
treba umesto izraza (3) i (7) koristiti sledece izraze za viskoznost i temperaturu 

v=C1!Tm1, T,,=~(T,,+ T")=const.=B1 • 

т 2 Т1 1; 
Ovde su: T=273+t i Ta=273+t". Razume se, u ovom slueaju u integralu (19) 
svuda пеЬа staviti ml umesto т i В1 umesto В. Sigurno је da се sad biti ]В1]<1, 8to 
је dovoljan uslov da izraz (19) Јта sva svojstva kao i u prethodnom slucaju. 
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NONISOТНERМAL FLOW OF НEAТED LIQUID 

Summary 
Taking into consideration the influence of temperature оп the viscosity and 

the friction coefficient of liquidc; during nonisothermal Лоw in pipes, the correlation 
between the patameters at Ље beginning and at the end of Лоw stream ic; obtained 
Cor turbulent flow regime. It is possible to determine, from this correlation, the Лоw 
parameters at the beginning of pipeline jf their va1ues at the end of pipeline were 
known or vice versa. 

Prof. Dr Mane Sasic, MaSinski fakuJtet, 11000 Вeograd 
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IWИЛОЗИ ИСТОРИЈИ МЕХАНИЧКИХ НАУКА КОД СРБА IV 

ПОЈАВА ГРАФОСТАТИКЕ 

Д. Трифуновuћ 

"У upupogu, у cвeiйy 01<.0 нас све се неиресшано .мења и у шој сшалној 
Шрансфор.мацији - развијању и оиаgању - нишша се не gОiађа Без нечеiа 
шшо је иОсШојало ире шоiа и шшо је Било иовоg за Haciйajaњe нових иојава 
и нових сШвари." 

академик gp Т. П. Анђелић, 1976. г. 

у нашој литератури мало је студија о развитку појединих научних дисциn
Ј1ИНа механике, те одатле и графостатике. О појави графостатике код нас 
и њеном развитку забележено је у раду [7] са непотпуном и недовољном факто
графијом. У нашим радовима [4-6] објавил:и смо неке појединости о појави 
графостатике. 

Извори за обраду ове теме нађени су у Архиву Србије, радовима [8, 9] 
и Архиву Политехничке школе у Цириху. 

Покушај са Кулмаиовом графостатиком 

Посредством државних питомаца (стипендиста) који су се дошколавали 
или потпуно школовали у иностранству, у нашу средину су дошле многе новине 

у науци и техници. Рецимо, колико су огромни преломи настали у маТемаmч
ким наукама доласком Михаила Петровића (1868-1943) са студија у Паризу 
(1889-1894)1 или у географији појавом Јована Цвијића (1864--1927). Државни 
питомац за техничке науке (грађевинарство) Ђура Љочић (1843-1915) на 
крају својих студија у Цириху 1869. г. предузима кораке за увођење новог 
предмета механике на Великој школи у Београду - lpафосшашике и рачунара 
логаритмара (шибера) за потребе статиЧICИХ прорачуна. С пролећа исте године, 
Љочић пише министарству просвете и образлаже свој подухват. "Господину 
министру просвете. Овом приликом шиљем Господину министру два своја 

1 О Михаилу Петровићу видети кљиге под [10, 11, 12]. 
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рада: r р а Ф и ј с к о р а ч у н а њ е; У п у т с т в о з а р а ч у њ а ч у. 
Уз ТО шиљем један комад р а ч у њ а ч е као екземnлар. 

DIE 

GRАРШSСНЕ BTATIК 

УОХ 

к. CULМANN, 
.ROPESSOR JlЕа INОКIШШlt\\'ISSЈо:NSСIIЛРТ ЛМ E1DGEN08818CHJUC 

• l'OLY1'XCIINIKUM ZU Z1)J\ICtl. 

---..,. 

Mit 285 јп аеп Text gёdruekteII Ноtzвelшlttеп una 86 ТаСеln. 

Z"ОRlСП .. 
VERLAG VON МЕУЕН & ZEbl.ER. 

1866. 
Сл. 1. - ":Једна од првих објављених rрафостатиха. - Насловна 
страва Кулмановоr уџбеиика на Цириmкој политеxmщи (1866) 
Kojer је преводио Ђура ·Љочић. за потребе Велике IПlCоле у Беоrраду 

г р а Ф иј с к о р а ч у н а њ е. да ово на српски ИЗрадим побуда је ова: 
Графијска Шillaшuка, коју сам у Цириху на Политехници учио, јест врло нова, 
а и врло корисна иаука. Корист и npактичност љена, тако је голема, да ће сви 
људи текничке струке, свуда, место рачунања, употребити конmтpукцију, 
којом се много брже, удобније и боље до цели долази. 
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с обзиром на текничко стаље у нас, с обзиром на то, иа и нама ваља 
наuреи иа к.оракнемо, то се и ја оДважих, да ову нову науку, мало по мало на 

FORMELN U~ TAFELN 
Zl1R [, 

B~RECHNU~G PARABOLISCHER BOGEN 
i, 

FO'R DШв: . ' , 

QUER8CJINJrfR DAS ТRlGВЕ!Т810ПNТ, ВЮ СОNЗТАNТКI i 

GLEICH 3 = (j~ IST: • .dф 

(' 
I 
I 

GR:А"ИISСИЕ~ ~~ATIK 

то. :\, 

PROF. CULMANN. 
"ј 

Z1t.в.Iоп, 

DRl1CK ТОЖ ZO'RCНER 1ЛiD, РООКЕВ 

1878. 

Сл. 2. - Насловна страна допуне Кулмановој графостатици из 
1873. г. 

српски израдим. Па као што је графијско рачунање прва помоћ графијској 
штатици, без кога је немогуће разумети ју, то и ја најпре тај део израдих, 
а ДОIЏIИје, надам се да даље наставим. 
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Упу ст в о з а р а чу њ а чу. Одкако се сам извежбах у рачунању 
са рачуњачом, увидех угоДНост и уштеду у времену, па ме то и побуди, да 

и поство ово на српски израдим. 

Ја се надам, да сам јасно написао, тако, да се, по њему, може лако научити 
рачунати са рачуњачом. Но ако се варам, То ћу у неколико л:екција, кад се 
вратим, у стању бити, сваког научити да рачуњачом pa'lyнa. 

Моја би жеља била, да се оба ова рукописа што пре тискају, и да се у 
доти'{Не школ:е уведу. Користи су од обојих велике, не само за текничаре у 
нашој "великој школи", но за реалке и занатлијске школе, и уопште за прак
ти'{Ки живот свију скоро грађана. 

Па како сам сретства немам, да ово тискам, а с претnлaтом, текни'{Ке 

ствари још у нас не пролазе: то се усуђујем оба ова рада послати Господину 
министру, и замолити га, да по прегледу, наредити изволи? да се обоје тиска, 
па по могућности и У школе уведе. 

Сл. 3. - Инжењер Ђура Љочић (1843-
1915) безуспешно је покушао да на 
Великој школи у Београду 1869. т. 
уведе нов предмет графостатику. 

Што се набавке рачуњаче тиче, то се треба обратити у Париз (адреса стоји 
на рачуњачи), или, по препоруци господина министра, могао бих и ја, кад се 
у Србију узвраћам, исте из Париза понети. Комад стаје 6 фрс. 

Колико је до мене. стајало, ја сам учинио. А да народу доиста користи 
буде, од мога рада, то се надам да ће господин министар са своје стране учи-
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вити, да се обоје тиска. - С поштоваљем Господину министру просвете Ђура 
Љочић, државви питомац - 1/13 Марта 1869. у Лихтенштајну"2. 

ЕЛЕМЕНТk1 

ГРАfИЈСRЕ СТАТИRЕ 

3" ~А'1mив:rЕР.!. 
m·ОФЕСОl'l. 'I'ЕХDИ'.lJlЕ IIF;UDИIi: И rrАФИЈСIIС С'ТАТПIlr. 11. 

ПО.lИТЕХIIIJЦИ '7 ИИIIХВD7., 

СВ. НЕАЕЈЬКОВИЋ 
ИА.1D8НСКН .аlllва ... а ... IIIс.uаiвЧКОI А.РЕI""., •• 

,ВЕОГРАА 

јјв \ЛЊ,! И IПТАIЏJЛ крл.ьЕВ~О·CI'П~Е ДРЖЛIIНЕ IПТЛ~IПЛI'И1Е 

1891 

Сл, 4. - Насловна страна прве објављене rрафостатике код нас 
(1891), 

Из једног ранијег дописа министарству просвете сазнајемо да је Љо'!Ић 
поч:ео да ради на посрбљавању графостатике још 1867. г., када је на Циришкој 

2 АС, МПс, Ф. IП, 643/1869. 
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политехници завршио "инжинирски курс". "Ову годину дана још молим 
Господина министра -'- пише Љочић, да ми дозволити извоЈ1И на Циришкој 
политехници провести, где ћу, вратив се са практике, моћи још једанпут чути 
изкључиво Г. професора Culmann-a - Графијску статику и остале предмете, 
које он предаје; уједно израђујући Графијску стаТИI<)' за потребу србску"3. 

Сл. 5. - Инжењер Коста Главинић 
(1858-1938), професор Техничког фа
култета Велике mколе у Београду први 
је код нас почео са предавањима графо-

статике 1885. године. 

До данас још нису пронађена ова два Љочићева рукописа који би за исто
рију механиЧI<ИХ наука код нас имали посебан знач:ај. Према самом садржају 
приказане представке, можемо установити да се ради о графиЧI<ИМ методама 
решавања различитих проблема примењене математике, а из наведеног дела 
Љочићевог дописа министарству просвете од 17. септембра 1867. утврдили смо 
да је своје "графијско рачунање", као први део графостатике, Љочић урадио 
"посрбљавајући" уџбеник - предавања професора Циришке политехнике 
Кулмана (Karl Culmann, 1821-1881)4. И поред тога, што је тек на Првом 

3 АС, МПс, Ф. 1, 150/1870. 
4 Драгутин Кулман је познат професор Цириmке политехнике. Уређај на техничким 

цртаћим таблама носи љегово име. Стручљак је био за градљу мостова, статнчар светског 
глаеа, професор графостатике и вишегодшпњи ректор Цнриmке политехнике. Проф. Кулман 
је извршио позитиван утицај на читаве генерације наших студената у Цириху. Код проф. Кул
мана студирали су Светозар Марковић, Никола Пашић, Љубомир Клерић, Фрања Кољовић 
и др. - о Кулману подробније видети у раду Љ. Д. Јакшића [9]. 
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међународном математичком конгресу у Паризу (1890) номографија издвојена 
као самостална математичка дисциплина [13] она се развијa.na и знатно раније, 
обогаћујући тиме средства нумеричке математике. Да ли је Ђ. Љочић изложио 

ГРАФИЧНД СТАТИНА 
СА 

ОСНОВАМА rРАФичкоr 'РАЧУНА 

УЧЕНИКЕ ВЕЛИКЕ ШКОАЕ 

Пf! 

НАРЛУ отту, ,Х, Ф. Б. МИЛ~Р'-'EiРЕСЛАУ,' ~: 8ИНН.ЛЕРУ И ДР. 

·ttВРЛ.щО 

Rсстл .д~ ~Г"ЈЈ:АБ~НИЋ. 
, ,UP<!f!f,t~l', '1IE.!1Ibl; ·ШRО.llЕ 

.С.ЭЕСНА ПРВА 

ОСВО'ВЕ "РЈ.ФIIЧКОГ l'Ј.чrВА"И ,rl'Ј.ФИЧХ! .СТАТИКА ДО ТЕqРИЈЕ 
i'ЕШЕТJrМЈТIIХ JlОСИ.IJА.ЦА. 

У:БЕОГРАД~ 
Шl'А~IIIАIIО )' Шl'АNIIА/,ИЈII ,IIРА,ьt.·i"ИJl~~.;:t}Р:Е'И,ЈЈо.: 

1881. 

Сл. 6. - Насловна страна првог дела графостатике Косте Гла
винића. 

номографе и номограме као рачунарска средства графостатике, било би веома 
важно утврдити. 
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Љочићево упутство за рачуњачу вероватно се односи на логаритмар, као 
кинематичку рачунску машинуS, који је 6Q-тих година прошлог века на Западу 
био распростраљен и већ добио комерцијални .вид6. Упутство за логаритмар, 
којих у новије време има више, колико би открило Љочићеве едукативне на
мере, толико и сам прилаз "машииским" алгоритмима који се могу овом 
"рачуљачом" решавати. 

Љочићев предлог у иновацији наставе механике на Великој школи Ш'Колск.а 
'Комисија је оgбuла. Колико год да су кретаља на Великој ШКоJnl у Б еограду 
ишла ка савремени јој настави, увођељем нових предмета, квалитетних уџбеника 
и тражељу све бољег наставног особља, та иста средина с п р е ч а ва л а је 
развитак нових идеја у настави и науци. Ово је још један пример који недво
смислено указује да су се механичке науке код нас у 19. веку веома споро разви
јале, не само због општих ставова у научним истраживањима, где је све било 
подређено језику, историји и заштити свих националних тековина, већ и због 
директних оспораваља нових научних захвата. У то време, Школска комисија 
(Доrщије Просветни савет) није могла много штошта Да схвати и предвиди 
у развитку механике. И пореД тога што се од првих дана борила за нове односе 
у школи, остаје као чињеница да Школска комисија није знала да прихвати 
налете нових наставних идеја. Када овде већ помиљемо почетке наставе меха
нике, вредно је навести и један део упутства нашим првим стипендистима из 
1839. године који су одлазили у свет ради стицања знаља за потребе школСТва 
и земље уопште: " ... Они који ће после годину дана у Берлински политехнички 
и}{штитут ступити, нек усугубе труде своје, да покрај осталих наука Hape'lНO 
Математику (и Механику) са свим частима љеним тако науче да у Отачеству 
свом не само добри Инжинири и Архитекти бити, но и у случају потребе и со
отечествену младеж у истиМ наукама настављати ... " [14]. 

Као што смо навеJnl, Школска комисија је 17. јуна исте године одбила 
Љочићеве рукописе. "Господине Министер. Рукописно дело: "Графијско 
рачунање и упутство за рачуњачу" послато школској комисији на преглед 
и оцену с писмом Господина Министра Но 1060 од 11. марта тек. год. иста 
Комисија прегледала је и закључила је поднети Вам Господине Министер 
то своје мишљење о истом, да је прво: то јест: "Графијско рачунање" за наше 
школе за сад ИЗЈ1ИШНО, почем се тај нов предмет код нас никако непредаје, 
а и иначе могао би се само у некаквој великој реалци, и то не као самосталан 
предмет, већ као један део науке при изучавању конштрукција у дртању учити; 
а оно дРуго: "Упуствто за рачуљачу" неможе се у обшће uреuоручuши за ШКОЛУ 
Ниши ga се млаgежи УРУКУ ga, јер би оно само оgвраћало ученике og основноi 
и йошйуноi изучавања рачунице, особишо uак сви слабији ђаци ослањајући се на 
ову Нейоузgану машемашuчку иiрачку, uренебреiли би шшуguју машемашике, 
чим би се управо шкоДИЛо главној цеЈ1И, јер основно и потпуно познаваље 

s Љочићев назив за рачунску машину "рачуљача" потпуно је ОРИГШIалан и овде се 
први пут објављује. Код нас је данас обично у употреби израз рачунар, рачунало, рачунска 
справа и др. 

6 Израда логаритамских таблица, која је била у пуном замаху почетком 17. века, 
условила је и проналазак првог XШIематичког рачунара - логаритмара ГОДШIе Ј 624. љега 
је пронашао енглески математичар Е. Гунтер. Гунтер је у науци познат са логаритамским 
таблицама синуса и TaнreHca на седам децимала, а увео је први теРМШIе за кофymщије, коси
нус, Koтaнrec (Canon Triangulorum, Londini 1620). - Логаритмар је временом усавршаваи. 
Од првог побољшања В. Отреда (1632), па све до наших дана, логаритмар се развијао за 
потребе специјалних прорачуна, ~ тцође а по свом аОJШICУ i[ велИЧШIИ. 
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математичких истина може тек снажно подејствовати на развитак логичног 

мишљења, тачн:ог схватања и суђења у обшће, зато Комисија неможе по свом 
уверењу npепорymти ова дела за то, да се она о државном трошку штампа ју 
и у школско употреблење уведу. За деловођу, ЧJIан Шк. ком. Др. Ј. Шафари:к 
- 17. Јулија 1869 у Београду". 7 

Овакав став haY'!Ho-наставне средине Србије према увођењу новог пред
мета и рачунске машине у наставу, а што нма и данашњу актуелност, npогре

сивне математичке снаге на Великој ШКО.Ј(И (Днмитрије Нешић, Коста Ал:ковић, 
Димитрије Стојановић) који су и сами npетрпели позитиван утицај напредних 
научних центара Европе, утицале су на Школску комисију да ИЗмени став 
у оцени рада Ђуре Љо'lИћа. Тако, у одговору Школске комисије министарству 
просвете од 3. фебруара 1870. наводи се позитивно мишљење професора Косте 
Ал:ковића "да би ово дело било од користи и добити за нашу књижевност али, 
како у нашим школама нема тога предмета, Комисија не може се у даљу 
оцену упуштати".8 Ову одлуку Школске комисије потписао је професор Еми
л:ијан Јосимовић (!). 

Љо'lИћево указивање "да и нама ваља напред да кренемо" у математичким 
и механичким наукама, његово предлагање нових предмета, метода и средстава 

за рачунање, последица су доброг познавања наставно-научних прилика на 
Вели:кој школи у Београду9. На повратку у отаџбину Љочић је тако доживео 
разочарење. Као комплетно образованог инжењера, пуног идеја и жеље за 
радом, упознатог са научним и ТехнlIЧКИм новостима, са знањем два страна 

језика, средина га не прихвата!? 

Љочићево заПажање о примењеној математици 60-тих година код нас 
потпуно је сагласно са оценом коју је исказао њему близак друг по револуцио
нарним идејама Светозар Марковић, који је такође у исто време био државН'И 
питомац за техничке науке у Петрограду и Цириху. Наиме, у раду Како су нас 
васйuшавалu, Светозар Марковић дословно вели: "Ми сви који смо одлазили 
у стране земље из посл:едњих :кл:аса Вели:ке школе, знали смо толико колико 

зна један ђак који је свршио тамошње гимназије са средњнм успехом, а било 
их је и далеко неразвијенијих. Ја знам ђака са теХНИЧКог факул:тета за кога су 
сви професори говорИЛ:И да је један од најврещшјих ђака, којије отишао на 
страну, пошто је свршио 3 фак. године Велике ШI<оле, па је тамо ступио у ту 
класу у коју ступају ђаци из гимназије (не из pea.nкe), и тај ђак готово није смео 
да каже да је учио механику, геодезију и нацртну геометрију".10 Није само 
Марковић изрицао овакве оцене о нашем шкоЈ1СТВу. Запазил:и смо више слу
чајева оштрих критика образовања у нашем 19. веку. Рецимо, познати матема
тичар и политич'ар Коста Стојановић (1867-1921) писао је о нашем школству 
на начин сличан Светозару Марковићу. "Слободно се може рећи да је не маЈ10 
ђака ПРОШЈ10 кроз нашу Вели:ку школу и незнајући ни суштину питања којима 
се науке баве, које су они слушали, а као добри познаваоци исити оцењени."l1 

Зашто је Светозар Марковић овако оценио стање примењене математике 
на Вел:икој школ:и и зашто је Ђура Љочић баш у овој области предлагао нове 

7 АС, МПс, Ф. т, 643/1869. 
8 АС, МПс, Ф. 1, 130/1870. 
9 О Ђури Љочнћу погледати исцрпну студију Ј. Митровића [8]. 
10 Наведено према: Светозар Марковић, Оgабранu сйuсu, Београд 1961, стр. 59. 
11 Заоставштина Косте Стојаиовића, фас. Л/12 (Музеј града Београда). 
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методе, рачунарска помагала, па ч:ак, и нов предмет, графостатику? Одговоре 
на ово, као и саму потврду оцене Светозара Марковића треба тражити у раз
витку механич:ких наука. У нашем прилогу о развитку ових наука код нас 
показали смо да су механич:ке науке претрпеле изузетну кризу у OlЏlOCY на 

друге научне области.12 Механич:ких наука дуго година није ни било. Као по
себан предмет механика се јавља на Лицеју у реформаторској 1853., а наставу 
изводе Филип Христовић и ЕМИJlИjан Јосимовић. Од 1862. и даље на ВeJlИКој 
школи, механику заједно са физиком предавао је професор физике Коста 
Алковић све до појаве Љубомира Клерића 1875. г. в. И поред тога, што је 
механике било у Инжељеријској школи од 1846.14 И У Артиљеријској школи 
од 1850. r. 1S, први уџбеник је написан 1875. г.1 б, механика је подељена на тех
нич:ку и рационалну 1889. г. 17, а научни прилози јављају се тек крајем 19. века. 

Светозар Марковић је слушао механику на Великој школи код професора 
Косте Алковића, а Ђура Љоч:ић као војни питомац код Емилијана Јосимовића 
на Артиљеријској школи. они су у Цириху својим изоштреним погледом на 

. стаље у овим наукама у свету, а револуционарним ПОГЛедима на свет и љегове 
промене, потпуно правилно оценили наше прилике предлажући нове мере. 
Показало се да су ови наnpеlЏlИ погледи у науци шездесетих година проIШIОГ 

века заустављени административним мерама ондашњег друштва, које у jelЏloj 
малој средини са стотинак великошколада, неколико инжељера, правника 
и филозофа није могло И није знало да оцени и прихвати надирање нових 
идеја. 

Баушингерова графостатика 

Покушај Ђуре Љоч:ића из 1869. г. да се уведу графостатика и помоћна 
средства за рач:унаље, остварен је тек 1891. г. када је изашла кљига Елеменшu 
iрафuјске сШаШuке од Ј. Баушингера (стр. Xn-368), професора технич:ке ме
ханике и графостатике на Политехници у Минхену а у преводу инжељера 
Светозара Недељковића. 1 8 са за к а ш љ е љ е м од 20 година остварена је 
Љоч:ићева идеја. Према предговору ове кљиге дознајемо да је исто као и 
Љоч:ић, С. Недељковић, држаВ1m nитомац за 'l'ехнич:ке науке у Минхену, још 
1886. г. превео ову графостатику и ПОlЏlео министарству просвете на одобре-

12 Д. Трифуновић: Прuлoзи за '/Ciйopиjy мехaнuчкux наука коо Срба Ш, ДијалеК'l'JlКа 
10 (1975), 3, 95-117. 

13 Према изворима Ас, Просвета, 1859, IX 148 и 1862, VI 1124 сазнајемо да се К. Алхо
вић као државии питомац у Бечу припремао за позив професора математике. К. Алковић 
је 1. новембра 1862. постављен за професора физике на ЛИцеју (АС, Просвета, 1862, VI, 1132). 

14 д. Трифуновић: Почеци високошколске Haciйaвe механике, Историјски часопис 21 
(1974), 255-260. 

15 Сйоменица сеgамgесеiйiiеiiiоiоgишњице Војне акаиемије 1850-1925, Београд 1925, 
стр. 368. 

16 С. 3дравковић: Основна мeKaнuкa 1 иео, КинемаШика за ученике Војне акаммије 
и виши mкола у Србији, Београд 1875, стр. 303; II и Ш део, Динамика и сiйашика, Београд 1877 
стр. 574; IV, V и VI део Хиgросшашuка, ... , Београд 1880, стр. 387. 

17 АС, ВШ - 1889, Записници са седница академског савета. 
18 Према [15], дознајемо да је Светозар Недељковић завршио Технички факултет 

у БеоградУ ПIКолске 1883/84. године. 
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ње. 19 Недељковићево наглашавање да је то прва :књига ове врсте уродило је 
плодом: "Дело неће бити сасвим без замера:ка; али свакој ако, :као за сада 
једино на српском језику од ове струке, биће велика помоћ студентима и ин
жињерима" . 

Баyrшmrеройу графостати:ку Недељ:ковић је изложио у десет поглавља: 
Увод. Слагање си.л:а које дејствују у истој правој ЛИНИји. Слагање си.л:а које 
у произвољним правцима дејствују у једној истој нападној тачци. Слагање 
сиЛа које дејствују у истој равни а у разним нападним тачкама. О обртним 
моментима сила. Силе у простору. Паралелие силе у простору и у равни; 
њино средиште; њини статички моменти. О тежишту. Виши моменти и моме
нат лењивости паралелних сила - Површине лењивости и централие површине 
Систем паралелних сила. У посебном поглављу, на крају књиге, ИЗЈ(ожене су 
примене графостати:ке: Ланац и лук, греда и окнасте конструкције. 

у Баушингеровој графостатици излагање је скаларно. Међутим, обе
лежавање СJ(ИI<а и тумачења су векторска! Наведимо пример силе са 2. стране: 
"Много је прости ја представа силе на геометријски начин, као upociйopHe 
колuчuне. l\ЈЮ изаберемо један комад праве линије као јединицу силе, онда 
се свака дата сила по величини, правцу, смислу и положају може преставити 
ДУЖИНом, правцем, смислом и положајем једне йраве линије. Овај је начин 
преставе тако очигледан, да се он од вајкада у Меканици употребљавао, па се 
чак и онда примену је, ако је расправљање у суштиии aнaтrrичко". 

у погледу терминологцје превод Баушингерове графостати:ке је очигледно 
савремен и не може се ставити ниједан приговор. Занимљиво је приметити 
да Недељковић користи израз йовршје са значењем йовршu, што је знатно 
ДОIЏIИје увео Милош Paдojт.nm. 

Појаву к а ш њ е њ а, :коју СМо утврди.л:и у cnучају графостати:ке, као 
посебног начела у историји наука треба истраживати. То су веома битни слу
чајеви за историјску анализу у наукама и, свакако, да их треба све откриТИ. 
Да је случај графостати:ке решен предлогом Ђ. Љочића наша би средина чи
тавих чеврт века раније дознала за ову област механичких наука и резултати 
у образовању и раду БИЈ(И би бољи и другојачији.2О 
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DШ ERSCНEINUNG DER GRAPHOSTAТIК. 

Zusammenfassung 

In dieser Arbeit werden dargelegt und analysiert аПе Einzelheiten der 
Einfiihrung der Graphostatik als selbstsHindigen Unterrichtsgegenstandes ап der 
Universitat Belgrad. Der Anstess dazu kam уоп Dura Ljocic, Student der Mat
hematik јп Ziirich und die Realisierung kam erst јm Jahre 1891. durch die 
Beitriige уоп Svetozar Nedeljkovic und Kosta Glavinic. Der Inhalt des ersten 
Lehrbuchs der Graphostatik Ьеј uns aus dem Јаћсе 1891. ist hier wiedergegeben. 

Захвалан сам проф. Десанки (Ћурић) Трбуховић која ми је помогла 
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сећању и као мој драги поштовани професор математиже у УI муш. гим. 
(Београд). 

Prof. Dr Dragan Trifunovic 
Sumarski fakultet 
11030 Beograd 
Кneza Viseslava 1 
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KONCEPТ POLJA U NEKONZERVATIVNOJ MEНANICI 1 NJEGOVE 
PRIМENE U ТЕОRIЛ NELINEARNIН OSCILACIJA 

Bozidar п. Vujanovic 

Uvod 

u оуот radu, kao i u nekoliko prethodnih [1], [2], [3], [4], proueava se moguc
nost integracije diferencijaInih jednacina kretanja dinamickih, holonomnih, nekon
zervativnih sistema sa konacnim brojem stepeni sIobode, preko potpunih resenja 
jedne kvazilineame parcijalne diferencijaIne jednacine prvog reda sa jednom nеро
znatom funkcijom. Оуа jednacina, koju сето u daljem tekstu nazivati osnovnom 
jednacinom, sIedi iz pretpostavke da se jedna od generaIisanih koordinata, koja 
karakterise stanje sistema, moze shvatiti kao polje koje zavisi od vremena i ostaIih 
koordinata sistema. 

U drugom delu rada se ројат potpunog resenja osnovne jednacine kombinuje 
sa metodom dvoskalnog vremenskog razIaganja u proueavanju jednog problema 
nеНnеатЉ oscilacija. 

1. Оsnоvnа јеdnасinа 

Posmatrajmo ћоlоnоmni dinamicki sistem sa konacnim brojem stepeni slo
bode, koji se krece saglasno sa diferencijalnim jednacinama kretanja 

оХl =X1(t, Хl, .. , Хn), 

oX2=X2(t, Хl, .. ,Хn), 

xn=Xn(t, Хl, .. , Хn), 

(1.1) 

gde su sa ХЈ оznасеnе generalisane koordinate i generalisani impulsi dinamickog 
sistema, t оznаеауа vreme, а tackom је oznaeen izvod odgovarajuce veIicine ро 
vremenu. 
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u daljem tekstu r.e ne insistira па Cinjenicida је п paran broj, а takode se 
pretpostavlja da u opstem slueaju sistem (1.1) ne moze da se napise u obliku ka
nonskih jednacina 

'. дИ 
q'=-, 

др! 
(1.2) 

(gde је sa Н oznacena Hamiltonova funkcija sistema, qi su generalisane koordinate 
а pt su generalisani impulsi dinamickog sistema) mada оуо razmatranje vazi i u 
slucaju konzervativnih sistema kada se diferencijalne jednacine kretanja mogu 
napisati u obliku (1.2) i kada је broj jednacina paran. 

Osnovna pretpostavka па kojoj se zasniva оуај rad sastoji se u tvrdenju da 
se jedna od koordinata sistema (1.1), recimo Хl, moze predstaviti kao polje koje 
zavisi od vremena t i ostalih koordinata tj. 

Xl =ф (t, Х2, ХЗ, ••• , Хn). (1.3) 

Napomenimo da koncept роlја u proueavanju dinamickih sistema nije nov. 
Dobro је poznato da se Нami1ton-Jakobijeva metoda integracije kanonskih jedna
cina (1.2) zasniva na pretpostavci da se vektor generalisanog impulsa moze predsta
viti kao роlје gradijentnog vektora 

д8 
ћ= дql ' (1.4) 

gde је sa 8 oznacena t.ZV. glavna Нamiltonova funkcija koja ima fizicko znaeenje 
dejstva, u Нami1tonovom smislu, а koje је izrazeno kao роlје zavisno od vremena 
i generalisanih koordinata ql 

8=8(1, qi'"'' qn). (1.5) 

U svojoj monografiji [5] 1. S. ArZanih (И. С. Аржаных) po1azi od pretpostavke 
da su generalisani impulsi funkcije generalisanih koordinata i vremena 

Рј = pt (1, ql, .... , qn). (1.6) 

Pretpostavka о strukturi роlја oblika (1.3) ро nasem misljenju, dovodi do 
unifikacije svih koordinata koje figurisu u sistemu а takode i do parcijalne jednacine 
koja јта jednostavniju strukturu nego Hami1ton-Jakobijeva parcijalna jednacina 
koja је, ро pravi1u, nelinearna. 

Diferenciranjem jednacine (1.3) ро vremenu i koriseenjem poslednjih n-l 
ednacina sistema (1.1), prvu jednacinu ovog sistema pisemo па sledeci nacin 

дф дф 
-+-X,(t, ф, х2 ,,,., xJ-Х1 (1, ф, х2 ,,,., хЈ=О, (1.7) 
дt дх, 

i=2, 3, ... , n. 

ovu parcijalnu kvazilineamu jednacinu prvog reda ро nepoznatoj funkciji F zvaeemo 
osnovnom jednacinom. Ona igra istu u10gu u nasim razmatranjima kao Нamilton
Jakobijeva jednacina analiticke mehanike konzervativnih sistema. 

Od interesa је podvuci da se u osnovnoj jednacini (1.7) podrazumeva sabiranje 
ро ponovljenim indeksima. Takode podrazumevamo da таli latinicki indeksi i, ј 
uzimaju vrednosti od 2 do п, dok таli grcki indeksi ех, ~, .. vaze od 1 do n. 
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2. О POtpunim re~Bjima osnovвe jednacine i вјјЬоviш osobinama 

Od brojnih tipova resenja koje moze da generise osnovna jednacina (1.7), 
od posebnog interesa za пазе prouCavanje Ысе t.ZV. potpuna Ш kompletna resenja 
koja definisemo u obliku 

Хl =ф (1, Х2, ••• , ХN, С1 , С2, •• , Сп), (2.1) 

gde su C1, ••• , Сп proizvoJjni konstantni parametri. Ovakav izraz koji zadovoljava 
identicki ощоvпu jed~acinu (1.7) za proizvoljne vrednosti t, х .. i С .. predstavlja, 
u isto vreme, i potpunt skup prvih integrala dinamickog sistema (1.1) , 8to sledi iz 
пасјпа па koji је osnovna jednacina izvedena. Da bismo iz potpunog resenja (2.1) 
dobili prve integrale dinamickog sistema (1.1) mozemo postupiti па ујзе пасјпа 
(vidi ref. [4]). Jedan od najprostijih је da izraz (2.1) парјзето u obliku resenom ро 
jednoj konstanti, па pr. С1 = ф(t, Xl' •• , ХN, С2, •• , Сп), а zatim skupu konstanti 
С2 , •• , Сп zadamo п proizvoljno zadatih vrednosti iz oblasti u kojoj su оуј para
metri definisani. Na taj пасјп dobijamo sledeci potpuni skup prvih integrala dina
mickog sistema (1.1): 

ФI(I, Х1 ,· •• , xlI ,cf1
}, с11}, ••• , C~1~=Kl=const . 

.. .. . .. .. .. . .. . .. .. . .. . .. .. .. .. .... .. .. .. ...... .......... . .. 

• 1. ( С(lI) С(II) с(n) 
'1'11 t, Х1 ' ••• 'Хn' 2, з' .. ·.' 11) = Кп const. 

Izbor partikularnih vrednosti kontanata C~O() је sasvim proizvoljan. Pri tome se, 
јатаспо, podrazumeva da su prvi integrali (2.2) medu sobom nezavisni 8to se obez
beduje uslovom 

det ( д Ф(О() ) i= О, ос, ~ = 1, ... , n. 
дx~ 

(2.3) 

U slucaju da је dinamicki sistem (1.1) zadat u Kosijevom (Саисћу) obliku, 
tj. sa skupom pocetnih uslova 

(2.4) 

resenje dinamickog рсоЫета (1.1) i (2.4) dobijamo iz potpunogresenja (2.1) osnovne 
jednacine (1.7) па sledeci паСјп. Zamenom vrednosti (2.4) u potpuno сезепје (2.2) 
i izracunavanjem jedne konstante, сесјто С1 u funkciji ostalih konstanti i pocetnih 
vrednosti а .. , dobijamo sledeee prilagodeno potpuno resenje osnovne jednacine 
u obliku 

(2.5) 

Кako је pokazano u ref. [2]-[4], jednacina (2.5) i n-l jednacina 

ди =0 2 3 дС/ ' ј=" .•• п (2.6) 

odreduju п jednacina kretanja dinamickog !>istema (1.1) uz pocetne uslove (2.4) 
za proizvoljne vrednosti konstanata С/. Pri tome је neophodno ispunjenje sledeeeg 
uslova 

ј, ј=2, 3, '" ,П (2.7) 

15 ЗБОРIIIП радова 4 (12) 
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Prema tome, resenje' dinamickog sistema (1.1) potpuno је odredeno iz nekog potpu
nog resenja (2.1) osnoyne jednacine (1.7). Mi сето precutno podrazumeyati da је 
u brojnim slucajeyima lakse пасј neko potpuno resenje i iz njega odrediti kretanje 
dinamickog sistema nego vrsiti direktnuintegracijujednacina (1.1). Оуа pretpostavka 
је karakteristicna i za primenu Hamilton-Jakobijeve metode. 

Prikazane osobine potpunih resenja najlakse se ilustruju=na sledecem prostom 
primeru linearnog harmonijskog oscilatora 

(2.8) 

Stavljajuci Хl =ф (t, Xz) dolazimo do osnovne jednacine u obliku 

дф дф 
-+ф-+х2 =О. 
д! дХ2 

(2.9) 

Potpuno resenje оуе jednacine se уеота lako nalazi (У. ref. [2D i dato је sa sledeeom 
relacijom koja sadrzi dye proizvoljne konstante 

(2.10) 

Do potpunog skupa prvih integrala dolazimo izracunavanjem konstante Cz = 
=хl cos (I+Сl)+Х2 sin (t+C1). Dajmo sada konstanti С} dve potpuno proizvoUne 
vrednosti recimo c~l) = О i c~l) =тt/2, ра dobijamo dva prva integrala tipa (2.2): 
Хl cos t+xz sin t=Kl i -хl sin t+xz cos t=Kz. Dalje, neka su zadati pocetni 
uslovi xl(O)=al, Х2(О)=а2' Zamenom оуљ vrednosti u (2.10) izracunavanjem kon
stan'te С2 ј zamenom u (2.10) dobijamo prilagodeno kpmpletno resenje 

а1 сов С1 + а2 sin С1 Х1 = U (t, х2• а1 , а2, С1) = - Х2 t8 Ф + , 
cos Ф 

(2.11) 

gde је Ф=t+С1 • Saglasno sa (2.6) lako se potvrduje da је jednacina зи/8Сl=О 
ekvivalentna sa jednacinom kretanja Х2=а2 cos l+аl sin 1. Drugu jednacinu kreta
nja nalazimo iz (2.11) za proizvoljnu zadatu vrednost konstante C1. Recimo, za 
С1 =0 iz (2.11) nalazimo хl =-Х2 tg t+al/cos t, ра poslednje dve jednacine u 
potpunosti odreduju kretanje sistema. Umesto poslednje jednacine, mogli bismo 
dobiti jednacinu kretanja u drugom obliku ako Х2 = аl cost t+a2 sin t zamemmo 
u izraz (2.11). U tom slucaju, sto se lako potvrduje posle proste racunice, konstanta 
С1 potpuno iscezava ра (2.11) даје хl =а} cos t-a2 sin t. " 

Nalaienje potpunih resenja osnovne jednacine, u raznim linearnim i neline
arnim slueajevima, demonstrirano је u ref. [1]-[4]. ' 

3.Primene па teoriju nelinеиniЬ oscilacija 

U оуот odeljku сето ukratko ukazati па mogucnost рлтепе potpunih 
resenja osnovne jednacine (1.7) u proueavanju nelinearnih oscilacija. U nasem raz
matranju korisno је uvesti ројат dvoskalnog vremenskog razlaganja koji је uobieajen 
u asimptotskoj teoriji nelinearnih fenomena. 
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Uvedimo dve vremenske skale* 

Т=/, ,"=е: /, (3.1) 

gde је е: mаli konstantni parametar а т t. zv. »sporo vreme«. 
Metod, koji zelimo da prikazemo, Ысе najbolje iIustrovan па konkretnom 

primeru neIinearnog nekonzervativnog oscilatornog sistema sa jednim stepenom 
slobode 

Хl(О)=аl, Х2(О)=а2. 
(3.2) 

Stavljajuci Х! =F (/, Х2) dolazimo do osnovne jednacine 

дф дф 
-+ф -+х2 +е:Ф3=0. 
дt дХ2 

(3.3) 

Napomenimo da је za е:=0 potpuno resenje оуе jednacine dato izrazom (2.11). 
PolazeCi od resenja za linearni slucaj, resenje osnovne jednacine (3.3) trazimo u 
obliku siedeceg asimptotskog· reda ро таl0m parametru е: . .. 

Х! =ф (/, Х2, е:)=-Х2 tg Iji+F1(T, ,,)+е: Р2(Т, ")+' ". ; (3.4) 

gde је Iji=T+C1 а Р1 i Р2 nepoznate funkcije sporogi norma1nog vremena. Raz
lozimo takode i promenljivu Х2 u red ро mа10m parametru 

(3.5) 

Sada red (3А) postaje 

ф (Х2 , t, е:) =фо (Х2 (о) ,Т, 't')+е: Фl(Х2(I)'Т' ")+ ..... (3.6) 

gde su uvedene sledece oznake 

фо = -Х2 (0) tg Iji +Р1 (Т, ")' Фl = - Х2 (О tg Iji +Р2 (Т, ")' . .. . (3.7) 

Unosenjem izraza (3.4) i (3.5) u osnovnu jednacinu (3.3) i izjednaeavanjem sa nulom 
odgovarajucih izraza uz е:О i е: 1 dobijaIl1o sledeci sistem parcijalnih jednacina 

. {о\ д Р1 . р. - .1. О 
. е: 7: д т -= 1 tg 'у = , 

1 д Р2 .1. д Р1 ( .1.)з (е: ) : - - Р2 tg 'у = - - - - Х2 (о) tg 'у + Р1 • 
дТ . д't'- . -

Integracijom jednacine (3.8) nalazimo 

D('t') 
Е1 (Т, ")= -. -.1 •. , 

cos 'у 

(3.8) 

(3.9) 

~ (3.10) 

*) Posto se ovde ograni~avamo па izra~unavanje prvih aproksimacija. prva јеdnа~јпа 
(З.l): uzeta је u skraeenom obIiku. za dobijaцje vislh popravki. ova jednaana oЫ~no јта 
obIik T~t (1 +А е2 +ВеЭ + ... ) gde su А, В, ... nepoznate konstante. _ 
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gde је D ('t) nepoznata funkcija sporog vremena. Sada је osnovna funkcija ФО 
prema (3.7) 

D ('t) 
ФО (Х2(0)' Т, ")= -Х2(0)tgl\J+--, ф=Т+Сl' 

cosl\J 
(3.11) 

Posto su vremenske skale Т i 't medusobom nezavisne, vrednosti funkcija ФО (Т, ") 
i Х2 (О' (Т, ") za Т=О i ,,*О su А} ('t) i A2 ('t) respektivno. Prema tome, za Т=О 
jednacina (3.11) daje D ('t)=A} ('t) cos C1+A2 ('t) sin С}, tako da (3.11) postaje 

Ф ( Т) _ .1. А1 ('t) cos С1 + А2 ('t) sin С1 
о Х2 (о), ,": - - Х2 (о) tg '1' + . 

cosl\J 
(3.12) 

sto је, prema terminologiji iz proslog odeljka, prilagodenopotpuno геЈenје. Napo
menimo da se odredivanje nepoznatih funkcija А} ('t) i А2 ('t) vrsi u sledeeem aproksi
mativnom koraku. Prema zadatim pocetnim uslovima (3.2), оуе funkcije iшaји 
zadatepoeetne vrednosti 

(3.13) 

Iz prilagodenog potpunog resenja (3.12), koristeci pravilo (2.6), lako nalazimo da 

је jednacina д ФО = О ekvivalentna sa 
дС1 

X Z (О) = А1 ('t) sin Т + А2 ('t) cos Т. (3.14) 

Zamenom (3.14) u (3.12), nalazimo 

Х1 ,О) = А 1 ('t) cos Т - А2 ('t) sin Т. (3.15) 

Predimo sada па analizujednacine (3.9). Izvrsimo smenu promen1jive Р2 (Т, ") 
=М2 (Т, 't)/cos I\J, gde је М2 (Т, ") nova nepoznata funkcija, ра unosenjem 
ovog izraza, kao i izraza (3.10) i (3.14) u jednacinu (3.9) dobijamo 

дМ 2 = _ (dA1 oos С1 + аА2 sin С1 ) - А ~ (cos4 Tcos С1 - cos3 Tsin С1) + 
дТ d't d't 

+ 3 Ai А2 (ooS3 TsinT-соs2 Tsin2 TsinC1)-

- 3 А1 A~ (cos2 Tsin2 Tcos С1 - cos Tsin3 Tsin С1) + 

+ A~ (sin3 Tcos Tcos С1 - sin4 Tsin С1). (3.16) 

S obzirom па poznate trigonometrijske identicnosti 

=-cos4 T=F-cos2 Т+-; { 
sin Т}4 1 1 3 

cosT 8 8 8 
sin2 Tcos2 T=~-~cos 4 Т 

88' 

jednacinu (3.16) pisemo u obliku 

--= - -соsС1 +- SШС1 --A1 cos CI--АIА2SШСl-дМ2 (dA 1 dA2 .) 3 3 3 3 • 

дТ d't d't 8 8 

- ~ А1 A~ cos С1 - ~ A~ sin С1 + (nerezonantni clanovi). 
88. 

(3.17) 
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Ocigledno је da Ы se prilikom integracije ove jednacine ро promen1jivoj Т u naz
naeenim clanovima sa desne strane pojavili rezonantni clanovi oblika ( . . )Т. Da 
bismo nas asimptotski razvoj (3.4) ucinili uniformno vazecim u сеlот vremenskom 
intervalu biramo funkcije А1 ('t') i А2 ('t') tako da su izrazi uz sin С1 i cos С1 jednaki 
nuli. Na taj nacin dolazimo do jednacina 

dA 1 3 2 2 
cosC1: -+-А1 (А1 +Аi)=О, 

d't' 8 

. ({А2 3 2 ~ 
slnC1: -+-А2(Аl+А2)=О. 

d't' 8 

Integracijom ovoga sisteina, uz poeetne uslove (3.13), dobijamo 

A,(T)~ ~ а, , 
3 2 
4 Ro 't'+1 

(3.18) 

(3.19) 

Pre:ffia tome prvi clanovi unifromnog resenja su па osnovu (3.14) i (3.15), dati iz
raZlma 

Х"" ~ ~ I (а, со" - а, ,јn '), 
3 2 
4Ro't'+ I 

gde је '"= Е '. Dobijeno resenje identicno је sa resenjem koje је metodom viseskalnog 
razlaganja dobio Koul (СоЈе) u ref. [6]. 

Napomenimo da Ы se па sliean nacin mogle izracunati vise popravke ovoga 
problema. Takode, ovom metodom mogu se proueavati i drugi, sliCni problemi 
nelineamih osciIacija, о сети autor priprema poseban izvestaj. 
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ТНЕ FlELD CONCEPТ IN NONCONSERVAТIVE МECНANICS AND ПS 
АРРLIСАПОNS ТО NONLINEAR VIВRAПОNS 

Summary 

In this study, we are interesting to find the motion of а nonconservative dyna
шiсаl system Ьу means of а. complete solutionof а quasi-linear partial differential 
equation ofthe first order.1n the second part ofthe article, we demonstrate а method 
for treating nonlinear vibraion prob1ems based оп the complete integrals of the 
above mentioned partial equation. 

Napomene 

1. PraviJo nazna<!eno jedna<!inama (2.5) i (2.6) za dobijanje re§enja dinami<!kih jedna· 
<!ina iz prilag04enog re§enja osnovne jedna<!ine, podseCa na Jakobijevu teoremu u HamiJton· 
-Jakobijevoj metodi. Me4utim, jasno se vidi da је ova sli<!nost· formalne prirode. Osnovne 
razlike izme4u metode prikazane u ovom radu i Hami1ton·Jakobijeve metode su siede6e. а) 
Prikazani metod vw u nekonzervativnom slu<!aju. Ь) U ovom radu se ne koristi dejstvo u 
Hamiltonovom smislu 8to је osnovna funkcija Hamilton·Jakobijeve teorije. с) Hamilton·Jako
bijeva parcijalna diferencijalna jedna(!ina је uvek nelinearna dok је osnovna jedna<!ina (1.7) 
kvaziJinearna. Poslednja <!injenica povla<!i za sobom zna~ajne razlike u geometrijskoj inter· 
pretaciji kretanja. 

2. U ref. [2] ukazana је moguCnost prou~vanja dinami<!kih problema koji se formu
lisu Ьо g r а п i <! п i р r о Ь 1 е m i pomocu potpunih re8enja osnovne jedna<!ine. 

3. za slшј linearnih dinami<!kih sistema moguCe је pokazati sistematski postupak za 
рrоnallШцjе re§enja osnovne parcijalne jednacine (1.7). . 

4. Као 8to је nagla!ieno, u ovom radu se narO(!ita раZnја poklanja potpunim reSenji. 
та osnovne jednaCine (1.7). Me4utim, i п е р о t Р u п а r е 8 е п ј а osnovne jedna(!ine, koja 
sadde jednu ili viSe proizvoJjnih konstanti (сјјј је broj manji od п), igraju. veoma vaZnu 
ulogu. Lako је pokazati da nepotpuna {eSenjа generi8u jedan ili vi!ie prvih integrala dina· 
mi<!kog sistema 8to moZe da bude оо zna~ја prilikom prou<!avanja kretanja. 

Prof.Dr Bozidar D. Vujanovic 
Fakultet tehni<!kih nauka 
21000 Novi Sad 
V. Vlahoviea 3 
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О МINIМUMU KOLICINE MOMENТA·IМPULSA 

Veljko А. Vujici6 

(Predato 20. decembra 1982.) 

U оуот radu иСјпјеп· је pokusaj da зе dode do opstih уаlјаniЬ relacija па 
osnovu istinitog iskaza о пајтапјет dejstvu, tj. о пајтапјој kolicini momenta 
јтриlза nekonzervativnog sistema па osnovu analize rada aktivnih зНа па mogucim 
varijacijama. Nastoji se da se uprosti problem integra]nog varijacionog principa 
za nekonzervativni sistem; obrazlaze se stav: ko]icina momenta impulsa mehanickog 
sistema па stvarnoj trajektoriji dostize minimum kad rad aktivnih si1a па moguCin:t 
pomeranjima јта najvecuvrednost. 

Dosta cesto se и теЬапјсј navodi relacija 

(2 

Ј (8T+Q,. 8q)dt=O, 
(1 

и okviru integralni1i varijacionih principa za nekonzervativne sisteme Ш kao »На
miltonov, princip« uz ogranicenje da зе пе radi о cistom уагјјасјопот problemu 
s obzirom da пјје definisan funkcional dejstva. U tom slueaju зе пе razmatra eak 
ni dejstvo и LagranZovom зтјзlи, jer је Mopertui (Maupertius Pierre Louis Mor
reau de, 1744) - Ojler (Euler Leonard, 1744, 1753) - Lagranzov (Lagrange ЈозерЬ 
Louis, 1761) princip formulisan za kretanje konzervativnih sistema. »Dejstvo« 
Ш »Лkсјја« и klasicnim varijacionim principima mehanike је centralni ројат. 
Medutim, primetno је da и medunarodnoj konvenciji i odgovarajucoj literaturi 
о merama fizickih Уеliсјпа пе fjgurise пј termin пј ројат dejstva ili akcije, зет ukoliko 
se ројат dejstva пе poistoveti за ројтот momenta impulsa L (momenta koIicine 
kretanja ili kinetickog momenta), s obzirom da јтаји iste dimenzije, а to пјје iska
zano. 

s obzirom da ovaj prilog pociva па klasicnim principima mehanike i da је патепјеп 
posebnom izdanju u Cast akademika prof. dr Tatomira Р. Andelica, Сјја predavanja ьат za 
vreme studija slusao iz §est predmeta, ovde зе pozivamo ·зато па dela Т. Р. Andelica, koje 
тови biti dovoljna za razumevanje izvedenih dokaza. 

231 
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Dimenzija momenta impulsa L је 

dim L=ML2 т-l. 

Razlikuje se od dimenzija rada А, momenta si1a М, kao i dimenzije energije Е 
samo је jedan stepen dimenzije vremena, jer је 

dimA=dimM=dimE=ML2 Т-2. 

То dovodi do dimenzione jednacine 

dim L d' А --= lm , 
dim t 

(1) 

gde је t vreme. Ovа dimenziona jednacina ирисије па konstataciju: da је promena 
momenta impulsa ро vremenu proporciona1na radu ili energiji. Pre nego Ы se 
mogao dati odredeniji iskaz i dokazala njegova istinitost potrebno је da se pojasni 
ројат momenta impulsa, а samim tim i ројат impulsa. U literaturi је rasprostranjen 
ројат generalisanih impulsa za parcijalne izvode kineticke energije ро generalisanim 
Ьrzinaта, аН rede za osnovne impulse Кј = mу, za koje је uobieajen naziv koordinate 
vektora kolicine kretanja u odnosu па pravoug1i pravolinijski koordinatni sistem 
у" сјје su dimenzije MLF 1• Generalisani impuls Ра. је u sU8tini op8tiji, to1iko, koliko 
koordinate vektora kolicine kretanja izraZava u krivolinijskim koordinatnim si
stemima, kao i to, 8to је vaZnije, obuhvata i koordinate L, vektora momenta ko
liCine kretanja, Сјје su dimenzije мР Т- 1 • Drugim recima, generalisani impulsi 
mogu biti koordinate vektora kolicine kretanja i koordinate momenta kolicine 
kretanja kako u odnosu na pravolinijske tako i u odnosu па krivolinijske koordinatne 
sisteme. Prema tome, dimenzije generalisanih impulsa mogu аН ne moraju biti 
jednake. 

Medutim, linearna kombinacija generalisanih impulsa Ра. i koordinata vektora 
elementamog pomeranja dq"-, tj. 

2 L= Ра. dqa., (ос= 1,2, ... , п): (2) 

uvek ima dimenziju kinetickog momenta, Zaista, ova 1inearna diferencijalna forma 
moze da se napise kao proizvod dvostruke kineticke energije i dfierencija1a vremena, 

gde је Ek kineticka energija, ра је 

dim L=dim Ek dim t=ML2 11. 

Na osnovu izraza (2) sada se dimenziona jednacina (1) moze da izrazi anali-
ticki. Izvod ро vremenu forme је 

dL 1 d ( dqa.) 1 дaa.~ . ~ . у dqa. '0 11 dqa. Dq 11 ~ а. 
- = -- Ра. . =-- q q +aa.l\q =aa.~--uq . 
dt 2 dt 2 дqУ dt 
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Kako su kovarijantne koordinate vektora ubrzanjaa«~ Dq$ pri stvarno.mkre
dt 

tanju jednake genera1isanim silama Q(l, sledi da је promena ро vremenu forme L, 
pri stvamom kretanju jednaka elementamom radu izvrsenom и tom kretanju, tj. 

dL =Q«dq«. 
dt . 

(3) 

Ova relacija pokazuje da је dovoljno da genera1isane sile budu jednake nuli 
ili da је vektor genera1isane sile upravan па vektor elementamog pomeranja па 
konfiguracionom prostoru, ра da »koIicina momenta impulsa« tj. forma L bude 
konstantna, L=l=const, Уl Е R. 

Lineamu formu (2) prou~vao је па!; profesor А. ВШтоујс (1879-1970) i 
posvetio јој је znaeajan prostor и svojoj monografiji О је,dnm opstem јеnоmеnоlоЈ
kom diferencijalnom principu (Izdanje SANU, knjiga CCCXIV, 1958). Forma је ozna
cena slovom Ф s i nazvana forma stanja; odredena је njena dimenzija i diskutovani na
zivi »dejstva« i »akcija«. Pada u осј da је и toj detaljnoj analizi sa fenomenoloskog 
stanovista izostao naziv »moment impulsa«, eak i ako autor te monografije koIicinu 
kretanja naziva impulsom, kao i generalisane impulse. Tesko da је to moglo biti 
neprimeeeno s obzirom da и formi stanja za slucaj evrstogtelajasnofigurisemoment 
koIicine kretanja. Razlog Ы mozda mogao biti taj 8tO ni klasici koji su uvodili ројат 
dejstva i proizvoda mvds nisu isticali dimenziju momenta impulsa. Istina, relacija (3) 
iskljucuje mogucnost da se L poistoveti s momentom impulsa, jer Ы to protivreciIo 
zakonu promene momenta kolicine kretanja. АН ako se zbog dimenzione identic
nosti moze rad nazvati energijom ili ako se energijom nazivaju i kineticka i poten
cijalna, СЈје forme nisu jednake ni koliko forшa (3) i moment impulsa, onda Ы iz
raz L mogao da bude ukupna kolicina momenta kolicine impulsa, ne zamenjujuci 
tim ројтот vektor momenta kolicine kretanja i njegove koordinate, kao ni odgo
varajuci moment impulsa siIe. Tako Ы, mozda, sa dimenzione tacke gledi8ta, dife
rencijalnom izrazu (3) ili integralnom 

qf 
2.:! = Ј р« dq« (4) 

q~ 

najprikladniji termin Ыо kolicina momenta impulsa s obzirom da sadrzi sve ko
ordinate momenta impulsa i to zbimo. U sustini izrazi (3) i (4) se јауlјаји jos 1744. 
godine kod Mopertui i 1748 odredenije kod Ojlera pod nazivom kolicina dejstva, 
8to је kasnije siroko prihvaceno kao dejstvo ili akcija. Zato је pitanje da li јта svrhe 
uvoditi novi termin u teorijsku mehaniku, sem ukoliko se ne zeli istaCi dimenzija 
izraza (3) i (4), kojom prilikom se moze pisati kolicina momenta impulsa, jer to 
i jeste. Preci zadatak ovog rada је da pokaze da velicina L dostize minimum kad 
rad aktivnih sila па тоgпсјт varijacijama dostize najvecu vrednost. 

U tom сјljи posmatrajmo kretanje holonomnog nekonzervativnog sistema, 
koji Јта п stepena slobode kretanja. Nezavisnim generalisanim koordinatama q« 
«(l= 1,2, .... ,п) odgovaraju generaIisane sile Q« а kretanje opisuje п diferen
СЈјаlniЬ jednacina kretanja 

пр« = Q, 
dt « 

(5) 
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gde su Pt1. generalisani impulsi, а D operator apsolutnog izvoda ро vremenu (. 
dt 

Diferencijalne jednacine (5) izvedene su za иБl0У da su veze zadrzavajuce, te da nета 
drugih dodatnih relacija koje Ы opisivale kretanje. Op8tije, и slueaju nezadrZa.vajucih 
veza, kao 8to је poznato, prema Dalamber-Lagranzovom principu uvek је 

DPt1. oqt1.~Qt1. oqt1.. (6) 
dt 

S druge strane, ako se posmatra samo rad aktivnih si1a na mogucim varijaci-
јата, Ыее . 

(7) 

Prva varijacija ko1icine momenta impulsa 2, pod uslovima о q~ = О, о q~ = О 
moze se napisati и obliku 

q2 

02'= Ј о prJ. dqrJ. + prJ. О dqrJ.. 

Ako se јта и vidu da је 

о dqt1.=d oqrJ., 

. да· d 
ор =оа q~=~q~oqY+a -oq~ 

t1. «~ д qY «~ dt ' 

varijacija 02' se svodi па 

да . . . 
- ~ q~ aqrJ. о qY - а dq~ о qrJ.. 

д qt1. ,,~ 

S obzirom da Бе drugi zbimi Ыаn moze da napi8e и obliku 

~ q~ dqt1. oqY= ~ qf> dqt1. oqY = - ~ + ~ q~ qt1. oq" dt, да· да· 1 (д а о а ). . 
О qY д qt1. 2 д q" о q~ 

sledi 

а s obzirom na (5) i (7) 
12 

02= - Ј Q" oq" dt~O, (8) 
11 

8to је potrebno i dovoljno da funkcional (4) ima minimum. IE.punjen је i Lezandrov 
stav о БlaЬот minimumu funkcionala 

q2 12 

:1= ~ Ј р" dq= Ј Ek dt, 
q1 11 



о minimumu kolicine momenta impulsa 

па posmatranoj ekstremali, jer је 

д2 Ek 

дqrt. дql! 
=art.l!' 

kovarijantno-konstantni pozitivno definitni tenzor. 

235 

Мјnimит se dostize па trajektoriji reprezentativne ta~ke sistema koju opisuju 
diferencijalne jednacine (5), а koja prolazi kroz tacke ql i q2' а uz uslov da rad (7) 
dostize пајуеси vrednost па poremecenim trajektorijama, Ш kad је koli~ina mо
menta impulsa sila 

12 

.At = Ј Qrt. 8 qrt. dt, 
11 

maksimaIna. Simbo1icki se to moze napisali da је 

8:! =sup ..лt. 

jer је supremum koliCine momenta impulsa.At jednak nuli па ekstremalnoj tra
jeklorjji. Najveca vrednost za .JIt se dostize za t2 =t1+e:, Уе:>О, ocigledno: 1) ako 
se sistem kreee ро inerciji Qrt. =0, i 2) ako se sistem krece ро ekstremalnoj stvarnoj 
trajektoriji 8 qrt. (t) = о pod dejstvom generalisanih sila Qrt.. 
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ON ТЦЕ MINIМA OF ТНЕ MOМENT IMPULS 

Summary 

Јп this рарас ап attempt has Ьееп undertaken in order to formulate the 
variationaI principle of а nonconservative sуstещ using the virtuaI work щахi
тит of the applied forces. 

Тће quantity of the щощепt of i.тpls action of а mесћапјсаl system 
along а теаl trajectoria reches тiпiщuт when the virtual work of the active 
forces has the qreatest value. 

Prof. dr Veljko А. Уијјсјс 
Prirodno-matematicki fakuItet 
11000 Beograd 
Studenski trg 16/IV 
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НRONOLOSKI SPISAK OBJAVLJENIH RADOVA 
AКADEMIKA TATOMIRA Р. ANDJELICA 

Milica Muzijevic 

Ovaj hronoloski spisak objavljenih radova akademika Tatomira Р. Ande
Iјса obuhvata period od 1921, kada је stampan prvi rad, ра sve do 1983. 
godine. Bibliografske jedinice sadrze osnovne podatke neophodne za identifika
сјји radova. Anotacije i Iiteratura . nisu zastupIjene. Medu radovima Т. Р. Andelica 
иосауа se уеСј broj udZbenika za srednje skole, mаћоm geometrija, i to u dva 
ili ујве izdanja. РоееуВј od prve Geofnetrije za 1 razred srednjih skola iz 1936. 
godine, Т. Р. Andelic је sa Antonom BiIimovicem (1879-1970) оЬјаујо devet 
srednjoskolskih udzbenika i јов dva kao jedini autor. Takode је objavio sest 
univerzitetskih udzbenika od kojih је veCina doZivela tri Ш cetiri iZdaцja (па 
primer: Teorija vektora - 3 izdanja, Tenzorski racun - 4 izdanja i Matrice - 4 
izdanja). Као koautor objavio је јов cetiri· takva udzbenika. Pored mnogobrojnih 
udzbenika zabelezeno је ујве naucnih i struCnih radova iz dinamike i astrodi
пашikе, tenzorskog i matricnog racuna, filozofije prirodnih nauka, istorije mate
matickih i mehanickih nauka, kao i priIoga патепјепјЬ popularizaciji nauke. 

Prethodni popisi radova Т. Р. Andelica оЬјауЈјепј su и Гоgишњаку САНУ 
LXXI за 1964, LXXVIП за 1971, LXXXI за 1974. i u casopisu Dijalektika 
4 za 1973. (autor dr Marko D. Leko). 

1921. 

Иван Цаюсар. Podobe iz Sanj LjubIjana str. 165. 80. Izdala Matica SJovenacka. 
Nova kцjiznica br. 1.-0млаДИ)lСКИ весник, 1921, П, 5, бр. 11; 19-21. 

О оцењивању ученика.-ВесВИIC омладинаца, 1921, П, 4. 
Исто: Полет, 1924, П, 1; 29-33. 

1934. 

МашемаШuчари и рачун. -Гласник Југословенског професорског друштва, 
1934, XIV, 6; 545-554. 

Скраћена :верзија: МатематиЧlCИ ЈШст за ученике основне Шl(оле, 1974, 
VlII, З; 65-69. 
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1935. 

М. Милаllковић: Небеска MeXalluкa, 80, сШр. 322. Издање ЛукёЋеловића-Тре
бињца, Београд 1935. - Гласник Југословенског професорског друштва, 
1935, ХУ, 7; 635-638. 

1936. 

Геомешрuја за Ј разреg среињuх школа. А. Билимовић и Т. Анђелић.-Бео
град, шт. "Меркур", 1936; стр. [6] + 70. 

1937. 

ГeOMeiйpиja за Il разреg среињих шк.ола. А. Билимовић и Т. Анђелић.-Бео
град, шт. "Меркур", 1937; стр. [6] + 93. 

Са прилогом Мих. Петровића: Сшварне u upueugHe [eOMeiйpиcк.e немо
;ућносШu. ГeOMeiйpиCKO цpiйaњe. 

1938. 

ГeOMeiйpиja за ЈП разреg среињих школа. А. Билимовић и Т. АНђелић.-Бео
град, изд. писаца, шт. "Меркур", 1938; стр. [6Ј + 80. 

Са прилогом Мих. Петровића: Поiрешни jeOMeiйpиcк.u Зак.ЉУЧЦll из не
йажљuво llaцpiйalle слике. 

.1939. 

ГеомеШрuја за IV разреg среињих шк.ола. А. Билимовић иТ. Анђелић.-Бсо
град, шт. "Меркур", 1939; стр. [6] + 84. 

Са прилогом Мих. Петровића: ЗанuмљuвосШu у йрuмени Пиiйalорuноi 
Йравuла. 

1940. 

ГeOMeiйpиja за V разреg среуњих шкоЛа. ПланuмеШрujа. А. Билимовић и Т. 
Анђелић.-Београд, Књижара Влад. Н. Рајковића и К, 1940; сТр. [41+ 160. 

Са прилогом Мих. Петровића: Неоgређенu, неМОјућни и нeuоШuуни 
йланuмеШрискu заgацu. 

ГеомеШрuја за Ј разреg среуњих шкОла. А. Билимовић и Т. Анђелић. 2; изд. 
-Београд, 1940; стр. [б] + 100. 

Са прилогом Мих. Петровића: Варљuвосш ока uри уйоређивању gужu 
и Йовршuна. 

Коориинација маШемаШичк.е lIасШаве.-[У]: Извештај седJiица исаопштења 
за 1939 (29 јануар 1939-24 децембар 1939). Београд, Југословенско мате
матичко друштво, 1940 (год. П, Щ; 1-11. 

1942. 

ГеомеШрujа за 1I разреg среgњuх школа.· А. Билимовић и .. Т. Анђелић. 2. 
изд.--Београд, Изд. књижаре Влад. Н. Рајковића и комп., .1942; .стр. 106. 
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Са пршrогом Мих. Петровића: Сшварне и uривuине iеомеШриске немо
iућносШи. 

Геомешрија за ЈП разреg среињuх школа. А. Билимовић и Т. Анђелић. 2. 
изд. - Београд, Изд. књиж. Влад. Н. Рајковића и KoМn., 1942; стр. 90. 

Са прилогом· Мих. Петровића: Поiрешнu iеомеШрuски закључци из 
нeUажљиво нацршане слике. 

А.6ИnИМОВНЋ Т. АНt.ЕЛНЋ .-, ..... 1·,1111'''. , .. 1'Нltll, н .• )'11". ,=-, 1.".." 

ГЕОМЕТРИЈА 

v РАЗРЕД СРЕДЊИХ WКОЛА 

ПIIАНИМЕТРИЈА 

СА ПРИJ\Of'ОМ 

МИХ. ПЕТРОВИЋА 

IЕОЈР"А - 1940 

1943. 

Геомешpuја за 1 разреg среињuх школа. А. Билимовић и Т. Анђелић. 3. изд. 
-Београд, Изд. књижаре "Вук Караџић" Светислава Рајковића, 1943; стр. 
[41 + 76. 

Са пршrогом Мих. Петровића: ВарљuвосШ ока uрu уйоређивању gужu 
иUовршина. 

Геомешpuја за VI разреg среињих шк.ола. СШереомеШрuја. А. Билимовић, 
Т. Анђелић. - Београд, Књижарница Влад. Н. Рајковића, 1943; стр. 126. 

1944. 

ГeOMeiйpиja за IV разреg среињux школа. А. Билимовић и Т. Анђелић. 2. 
изд. - Београд, Изд. књиж. "Вук Караџић" Светислава Рајковића, 1944; стр. 90. 
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Са прилогом Мих. Петровића: ЗанимљивосШи у йримени ПuUiаiориноi 
Uравuла. 

ГеомеШрија за V разреg среињих школа. Пла1tимеШрuја. А. Билимовић и Т. 
Анђелић. 2. ИЗД. - Београд, Изд. књиж. "Вук Караџић", 1944; стр. [4] + 160. 

Са прилогом Мих. Петровића: Неоиређени, неМОјућни и нeuйШйуно 
оиређеНIl йланимешрuски заgаци. 

1946. 

ДиференцијаЛ1tе јеgначи1tе креШања нехолономноl cuсШема у инкомйреcuБuлној 
ШечносШи. Теза Татомира Анђелића, Универзитет у Београду. - Београд, 
Штампарија "Косово" Михајла К. Ћурчића, 1946; стр. 51. 
Јеииа нова књиlа о Николи Теели.-НаУI<а и техника, 1946, II, 1; 30-35. 

1947. 

Теорија векШора. - Београд, Просвета, 1947; стр. VIII+407. 

1948. 

Примена Пфафове меШоgе у Динамици чврсШоi Шела. - Глас Српске акаде
мије наука, 1948, CXCI, Први разред, 96; 201-216. 
Sur l'application (је lа тethode (је P/aff dans. lа dyпamique des fluides. - РиЫј
cations de l'Institut mathematique, 1948, П; 211-222. 

1949. 

ГеомеШрија за учuUiељске школе. 1 иео: ПланuмеШрија. А. Билимовић, 
Т. Анђелић. - Београд, Знање, 1949; стр. 168. 
Јеиан стари шехнички механизам у ДуБровнику. - Наука и техника, 1949, 
У, 11; 581-583. 
Планимeйiрија u сШереомеШрuја. - Београд, Научна кљига, 1949; стр. 

122 + [1]. 
Преiлеg елеменiйарне мaiйемаШuке. За йријемии иcUuШ Техничке велике 
Ш1Соле у Беоiраgу. Јован Карамата, Татомир Анђелић и Мирко Стојаковић. 
- Београд, Научна књига, 1949; стр. [4] + 120 + 122 + 63 + [1]. 
Теорија векШора. 2. дол. изд. -Београд, Научна књига, 1949; стр. 432. 

1950. 

Equations /ondaтentales d'elasticite par 'а methode (је P/aff. - Publications de 
l'Institut mathematique, 1950, IП; 191-195. . 
Genera1isani Ј1amјЈЈоnоу ргјnCјр za neholomne sisteme. ~ [U]: Prvi kongres та
tematieara i fizieara FNRJ, Bled 8-12. ХI 1949. 1: Refera.ti i diskustie. Re
daktor Tatomir АnдеlЈС. Beograd, Savez drustava mаtещаtiсаrа ј fiZieara FNRJ, 
Naucna knjiga, 1950. 
ГеомеШрUја за ЈУ и V разреg среињих школа. Пла1tuмеШрuја. А. Билимовић, 
Т. Анђелић. Београд, Знање, 1950; стр. 198. 
Извођење основних јеgначuuа еласшuчносШu йо Пфафовој меШоgи. - Глас 
Српске академије наука, 1950, СХСУIII, Одељеље природно - математвчких 
наука, н. с., 3; стр. 141-145. 
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Основи механике нейрекииних среиина. 
УЈ + [2] + 230 + [1]. 

1952. 

Београд, Научна кљига, 1950; СТр. 

Генерализација иојма Дарбуова векшора u Ланкреова сшава за Рuманов иро
сшор. - Зборник радова Српске академије наука, 1952, ХVIП, Математи
ч.ки институт, 2; 147-158. 
Геомешрија за V разреg iUмназије. Планuмеш.рија. А. Билимовић и Т. Анђе
лић. 2. попр. изд. - Београд, Знаље, 1952; стр. 204. 

Са прилогом Мих. Петровића: Неоиређени, немојућни и нeUОiiiЙуно оире

ђени илан.lМеш.рuскu заgацu. 

Порекло шермuна "орш" у шеорији векШора. - Наука и техника, 1952, VПI, 
5; 249-252. 

Исто: Порекло шермuна "орш" у вeкiii0pcKoM рачуну. - Наш језик, 
1977, н. с., ХХIIЈ, 1-2; 45-46. 

Решавшье сuсшема лuнеарних алiебарг.ких јеgначuна машричном меш.оgом ио 
Банахјевuчевој схеми. - Зборник радова Српске академије наука, 1952, 
ХVIП, Математички институт, 2; 71-92. 

Тензорски рачун. - Београд, Научнакљига, 1952; сТр. VПI+ 319. 

1953.· 

ЕЁne Beтerkung zu den G/eichungen von Beltraтi - Michell. - Publications 
de l' Institut mathematique, 1953, У; 1-4. 

Геомеш.рија за V разреg iuмназије. ПланuмеШрија. А. Билимовић и Т. Анђе
лић. 3. пром. и попр. изд. - Београд, Знаље, 1953; стр. 201 + [1]. 

о неким сШавовима из јеомешрије Шроуiла. Татомир Анђелић и Загорка 
Шнајдер. - Nastava matematike i fizike u srednjoj skoli, 1953, 1; 31-39. 

УдоЈа асшрономuје у развоју маШемаШuке. - Васиона, 1953, 1, 2; 33-37. 

1954. 

Аиј Grund ејne' neuеn Gesetzesbestimтung von 15. VП 1954. treten unter den 
Mathematikerп der BeZgrader Universitat die Professoren А. Вiliтovi6, М. Milan
kovi6 und N. Saltykow јn den Ruhestand. - Internationale mathematische Nac
hrichten, 1954, 35/36; 35. 

Геомеш.рuја за V разреg iимназије. Планимеш.рија. А. Билимовић и Т. Анђе
лић. 4. изд. - Београд, Знаље, 1954; стр. 187. 

Геомеш.рија за VJ разреg iимназuје. СШереомеШрија. А. Билимовић и Т. Анђе
лић. - Београп, Знаље, 1954; стр. 120+[2). 

РгоЫеm savladivanja Zemljine teze pri letovima van Zemlje . ...- Vasiol1a, 1954, П, 
3-4; 65-70.· 

Ргој М. Milankovi6 beging sein goldenes DоktогјиЫlаищ; die Promotion war ат 
17. 12. 1904 аn der Technischen Hochschule Wien erfolgt. - Internation.ale mat
hematische Nachrichten, 1954, 37/38; 21. 

16 3борВИlt радова 4 (12) 
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(ЈЬег die Bewegung starrer Когрег mit nichtholonomen Вiпdиngen јn einer inkom
pressiblen Flilssigkeit. - [In]: Proceedings of the International Mathematical 
Congress Amsterdam, Sept. 1954. 

1955. 

Алберш АјншШајн. - Тесла, 1955, 9-10; 32-34. 

Геомешрија за 1 разреg iимназије и V разреg осмоiоguшње школе. А. Били
мовић и Т. Авђелић. - Београд, Научна књига, 1955; стр. 72. 

О oиpeђuвaњy oйepaiйopa моменша колuчuне Kpeiйaњa у кванШној MexaHицu. 
- Билтен на Друштвото на математичарите и физичарите оД HP Македо
нија, 1955, VJ; 30-34. 
()Ьег die Bewegung starrer Когрег ти nichtholonomen Biпdungen ;n einer jпkoт
pressiblen Flilssigkeit. - Zeitschrift fUr angewandte Mathematik und Mechanik, 
1955, 35, Hft 9-10; 1-2. 

1956. 

Ејnе Bemerkung zu den Gleichungen уоn Beltrami-Michell. - Publications de 
I'Jnstitut mathero~.tjque, 1956, ЈХ; 93-94. 

Ејnе Bemerkung zur Bestimmungsweise des Drehimpulsooperators in der Quanten
mechanik. - Physikalische Verhandlungen, 1956, Bd 7, Р. 5; 111. 

Elementarna geometrija. - Beograd, Tehnicka knjiga, 1956; str. 228. (Bibliote
ka "Tehnicka knjiga"). 

Sur lа јогте tensorielie des equations de Beltrami - Michel/. - Actes du IХ 
Congres Iпtеrпаtiопэ.1е de mechanique, V. Bruxelles, 1956; 302-305. 

1957. 

Извођење Beltrami - Michell-ovih јеgначина у шензорском облику из Saint -
Venant-ovih услова комUaiйибuлносШи. - Зборник радова Српске академије 
наука, 1957, LV, Математички институт, 6; 1-4. 

Savetovanje nemackog DruStva za primenjenи matematiku i mehaniku. - Tehnicke 
novine, 15. VJ 1957, Х, 12; 5. 

Велике брзине. - Свет технике, 1957, 12; 2. 

1958. 

Mi1utin Mi1ankovi6 zum Gedenken. - Vesnik Drufura matematieara i fizieara 
NRS, 1958, Х; 7-10. 
Пракiйична Meiйoиa за свођење KвaиpaiйHиx форми са нумеричким коефuцu
јенШима на канонски Обдuк. - Глас Српске академије наука, 1958, ССХХХЈI, 
Одељење природно-матема'fИ1IКИX наука, 15; 45-57. 
Умро акаиемик МuлуШU1l Мuлoнковић. -'- Политика, 14. ХII1958, LV, 16345; 8. 

1959. 

Dinamika. - [U]: Vojna enciklopedija. 2: Borda-Enc. Beograd, Redakcija Voj
пе enciklopedije, 1959; 503-504. 
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Isto i и: Уојnа enciklopedUa, 2. izd. 2: Brdo-Foa. Beograd, 1969; 
440-441. 

Milutin Milankovitch. - Archives internationales d'Нistоiге des Sciences, 1959, 
douzieme аnпее; 176-178 +[1). 

Небески механuчар МuлуШин Миланковuћ. - Техничке новине, 1. 1 1959, 
ХП, 1; 3. 

[Nekrolog Milutinu Milankovicu]. - Internationale Mathematische Nachrichten, 
1959, 59/60; 17. 

О putaпJama projektila ka Mesecu. - Vasiona, 1959, VП, 1. 

Osvrt па гаЈ Medunarodnog astronautickog kongresa. - Vasiona, 1959, vп, 4; 
99-102. 

Теогјја vektora. 3. prom. јШ. - Beograd, Prosveta, 1959. 

ОЬег die Grundlagen der Boscovich'schen Mechanik. - [U): Actes du Symposium 
Intcrnational R. Ј. Boskovic, 1958. " Beograd, Naucno del0, 1959; 85-91. 
(Comite interacademique R. Ј. Boskovic, 1). 

ОЬег die Verwandlung von quadratischen Рогтеп тј! nuтerischen KoeJfizienten 
јп Summen von Quadraten. - Zeitschrift fur angewandte Matheтatik und Мес
hanik, 1959, 39, Hft 3/4; 3. 

1960. 

Meduplanetne putanje. - Beograd, Rad, 1960; str. 34 + [1Ј. (Radnicki univerzi
tet, Astronautika, 1 kol0, 2). [Isto i cirilicoтJ. 

1961. 

Mehanika i nastava matematike. - Nastava тatematike fizike, 1961, 1-4; 
7-11. 

1962. 

Matrice. - Beogr8.d, Naucna knjiga, 1962; str. 267. (Univerzitet u Beogradu. 
Univerzitetski udZbenici). 

пје Mechanik und der mathematische Unterricht. - [Iп]: International Sympo
siuт оп the Coordination of Institution јп Matheтatics and Physics. Beograd, 
Prosveta, 1962; 7-11. 

Mehanika i nјеna uloga. Povodom desetogodiSnjice osnivanja grupe za mehaniku. 
- [U]: Deset godina grupe za mehaniku Prirodno-mateтatickog fakuJteta u 
Beogradu. Beograd, Savez studenata нсире za mehaniku Prirodno-matematie
kog fakulteta, 1962; 1-5. 

Uvod и teoriju relativnosti. - Beograd, Gradevinska knjiga, 1962; str. 68. (uni
verzitet u Beogradu). 

ОЬег das Kraftgesetz von Boscovich. - [Iп]: Actes du Symposiuт International 
R. Ј. Boskovic, 1961. Beograd, Naucno del0, 1962; 151-156. 

Хоће ли човек скоро на месец? - Змај, 1962, IХ, 8-9; 215-217. (Техника 
и машта)." 

16· 
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1963. 

Еine Verallgemeinerung des Begriffs des Darbouxschen Vektors fйr den Raum 'Јоn 
Шеmаnn. - Publications de J'Institut mathematique,n. в., 2 (16) za 1962, 
1963; 35-38. 

Kaiйeopa за механику. - [У]: Сто година Филозофског факултета. Редак
ција: Татомир Анђелић, Димитрије Вученов и Радован Самарџић. Београд, 
Народна књига, 1963; 510-515. 

UNIV,ERZITET U BEOORADU , .. -

TATOMIR Р. ANDELIC 

MATRICE 

~~ 
R Е О (ј R А D. t 9 б ,2. 

Мaiйемaiйичка шерминолоiија за основну и среиње школе. Сарадници: Тато
'мир Анђелић и др. - Београд, Завод за издаваље уџбеника СР Србије, 
1963; стр. 38 + [2]. 
О неким најновијим резулшашима исйишивања виших слојева ашмосфере. - Зе
мља и људи, 1963, 12; 37-44. 
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1964. 

Mehanika. Pojmovi - pravila --..:. obrasci. Sv. 1. Tatomir AndeliC i Ljubodrag 
Radosavljevic. ~Beograd, Tehnicka knjiga, 1964; str. 352. 

1965. 

Matrice. 2. izd. - Beograd, Zavod za izdav::nje udzbenika SR Srbije, 1965; 
str. 267. (Univerzitet и Beogradu). 

MiZankovic MiZutin. - [UJ: Enciklopedija Jugoslavije, 6: Maklj -Put. Zagreb, Ји
goslavenski Ieksikografski zavod, 1965; str. 107. 

Novi doktori matematickih nauka. Tatomir Andelic i Konstantin Orlov. - Ма
tematicki vesnik, п. S., 1965, 2 (17), sv. 2; 165-169. 

Uloga tenzorskih metoda и savremenoj tehnici. - Tehnika, 1965, ХХ, 12; 
271-279. 

1966. 

Галилео Галилеu и физика. - Глас Српске академије наука и уметности, 
1966, ССLХVПI, Одељеље друшrвених наука, 13; 23-31. 
Neka razmatranja о determinizmu i kauzaZnosti sa matematickog stanovista. Re
ferat па drugom паиспоm skupu "Marks i savremenost". Marksizam i savre
mепе prirodne, matematicke i tehnicke nauke (Zagreb - Opatija, 21-24. ХП 
1965). - [U]: Zbornik Marks i savremenost, 3. Beograd, Institut za izuCavanje 
radnickog pokreta i Institut drustvenih паиЬ, 1966; 118-129. Diskusija: 504, 
532-533. 
NiZs Вог о determinizmu. - Dijalektika, 1966, Ј, 3; 90-95. 

PZank, AjnStqjn i de Brolji о kauzaZnosti i determinizmu. - Dijalektika, 1966, Ј, 
4; 81-90. 
RacionaZna mehanika. Tatomir AndeIic i Rastko Stojanovic. - Beograd, Zavod 
za izdavanje ud.zbenika SR Srbije, 1966; str. VПI + 587. (Univerzitet и Beogradu). 

ХVП kongres Medunarodne astronauticke federacije, Madrid, 10-16. 6kto
bra 1966. - Dijalektikil, 1966, Ј; 3; 87-89. 

1967. 

GaZileo GaZiIee et ses merites еn physique. - Bulletin de l'Acad~mie serbe de~ 
Sciences et des Arts, 1967, ХLП, Classe des ~ciences sociales., 10; 17-20. 
О jegHoM облику gиференццјалних јеgначина крешања неХQлономноi сисШема без 
мулшuйликашора веЗ{l. - Математички весник, 1967, 4 (19), 4; 359--:-:-,366. 

. ,- .'. . . , 

Происхождение термина "орт" в векторном uСчислении. - Ве.стнИк Москов
ского государственого университета. Математика, механика, 1967, 2; 127-128. 
Teпzorski гаеиn. 2. popr. i dop. izd. - Beograd, Naucna k.njiga, 1967; str. 
[8] + 274. (Univerzitet u Beogradu). 

1968. 

AppZications о/ ArtijlciaZ SateZlites to the Education and Instruction о/ PeopZe јn 
DeveZoping Countries. - [Јп]: United Nations Conference оп the Ехрl0rаЏоп 
and Peaceful Uscs of Outer Space, Уј(ппа, ]9(58. A/Conf. 34/УIIЈ. 28;.р. ~, 
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Astrogeo. i kosтicka istraZivanja. Tatomir Anc:telic, Fran Dominko i Radomir 
Turajlic. - Studije i prikazi, 1968, 7; 1. 32-35. 
TensorkalkiJl nebst Anwendungen. - [U]: Mathematische Hilfsmittel des Ingeni· 
eurs. Hrsg von R. Sauer, 1. Szab6. Tei1 IП. Berlin, Springer-Verlag, 1968; 
167 -231. (Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften in Einzeldar· 
stel1ungen, 141). 

IJ) ~ eA1l7-i u lc 
МОСКОВСКОГО YH ... BEPCJ.iTETA 

м 2-1967 

Т. П. АНГЕЛИЧ 

ПРОИСХОЖДЕНИЕ ТЕРМИНА ОРТ В ВЕКТОРНОМ ИСЧИСЛЕНИИ 

D совеТСКОil Он ЮГОс.lзвскоil маТС)laТllческ.оil 11 теХН"'lсскојОI .11Iтера
туре д.1Я обозначеНJlЯ e.l.IIHII'IHOro вектора употреб.lяется Tep)IHH орт. 
В соответствующсil .1l1тературе осех .'I.РУГJlХ стран он не прннят. Ннте-
ресно ero ПРОНСХОЖ.1СJlllе. . 

1969. 

ЈО$ neSto о letecim tanjirima. - KosmopJov. Magazjn za kosmonautiku i naucnu 
fantastiku, 1969, 1, 8; 38-41. 
К1аsiсnа mehaпika i nјеnе osnovne koncepcije. - Dijalektika, 1969, IV, 1; 5-20. 

Leteci tanjiri. - Kosmoplov. Magazin za kosmonautiku i nauCnu fantastiku, 
1969, 1, 5; 35-37. 

Неке uрuмеgбе у вези са нехолономнuм везама ирујој реиа. - Глас Српске 
академије наука и уметности, 1969, CCLXXIV, Одељење природно-мате
матичких наука, н. с., 31; 33-45. 

Izvod: Einige Bemerkungen йЬе, nichtholonome Bindungen zweiten Grades. 
- Bulletin de l'Academie serbe des Sciences et des Arts, 1969, XLV, 
Classe des sciences matMmatiques et naturelles, Sciences matMmatiques, 
п S., 7; 15. 

Obletanje oko meseca. (Povodom misije "Apolo" 8). - NauCno-tеhniсki preg1ed, 
1969, 2; 25-36. 

1970. 

Аншон д. Бuлuмовuћ. - Билтен Универзитета у Београду, 1970, 1, 8; 1. 
37-38. 
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Matrice. З. izd. - Beograd, Naucna knjiga, 1970. (Univerzitet u Beogradu). 
Naиcno stvaranje и savremeno аоЬа. - Nauka о naисј, 11970], 1, 9-10; 
119-121. 
Нешшо о насшавu машемашике у Друјој беоiра9ској iuмназuјu у uеРU09У 09 
1928/29 90 1940141. - [У]: Сто година Друге београдске гимназије 
1870-1970. Београд, Друга београдска гимназија "Иво Лола Рибар", 
292-296. 

: ,~1bW. c:внrQJi)a ~ __ 
• "_ •• ОО ,О 

тл_'" AIinJшQ ~ .. _. 
~. . 

• l!O\oоЩ IIEUII.Т 'tIII DЦAI~ 
JOII_.u.-К:SOl'~)IIIDIIIi 

AIIO I'QII Н1DJIOo AIID CO\IDfII.I)IIIa 
• , !\-п.:Ј\1,У JY.I 

:I'J)J~'I! 111'0 

о улозџ савремеНи>: 1СОСМUЧКUX uсшражuвања у fеОiрафuјu. - Земља и људи, 
1970, 20; 257-264. 
А Survey о/ Теnsог Calculus. Course held а! Ље Department for Mechanics 
of Deformable Bodies and foг Hydro- and Gasdynamics, June-July 1970. Udine, 
International Centre for Mechanical Sciences, 1970; р. 137. (Courses and 
Lectures, 21). 
(]Ьег ејnе Moglichkeit, аје Bewegungsgleichungen аег nichth%nomen Systeme ћег
zuleiten, оhnе аје Quasikoordinaten zu verwenden. - Zeitschrift fUr angewandte 
Mathematik und Mechanik, 1970, 50; 218-219. 
(]Ьег gewisse Eigenschaften аег Beweguпg eines Massenpunktes Ьејm Vorhandensein 
nichtholonomer quadratischer Вindиngen. Festschtift der Technische Universitat 
Berlin-Charlottenburg zu Ehren von Prof. 1. Szab6. Berlin, 1970; 17-18. 
Uloga matematike u astronautici. - Kosmoplov. Magazin za kosmonautiku i 
naucnu fantastiku, 1970, П, 24; 22-25. 
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1971. 

Говор на комемораШU8НОМ скуиу uосвећеном uремuнулом акаиемику Аншону 
Бuлuмовuћу. - [УЈ: Споменица посвећена преминулом академику Антону 
Билимовићу. Београд, Српска академија наука и уметности, 1911; 21-25. 
(Посебна издаља, CDXLVI, 'Споменице, 52). 

Jedan stari zupcani mehanizam и Dubrovniku. - [Јп}: Third World Congress 
оп the Theory of Machines and Mechanisms, 1971; рр. XXXVII-XL; 

Isto: Аn oTd gear mechanism- јn Dubrovnik; рр; Xl;I:=..XLV. 

О оsnоуnёт pojтoviтa -тehanike и delu Јоћanа - Keplera. -'- Dijalektika, 1971, 
VJ, 4; 153-159. 

Youth Rocket Activities јn Yugoslavia. - [In]: Proceedings of the Twenty-first 
International Astronautical Congress, NOl"th Ho1Jand, 1971; 1081-1083. 

1972. 

Povodoт dvadesetogodisnjice "Vasione". - Vasiona, 1972, ХХ, 1. 
- .. 

1973 •... 

Delo Kopernika. [1] - (3). - IТ novine, 23. feb. - 9. mart 1913, ХЈ: 520, 
str. 13; 521, str. 4; 522, str. 4. 

Mehanika и delu Nikole Kopernika. - Dijalektika, 1973, VПI, 2; 15-24. 

Tenzorski racun. 3. izd. - Beograd, Naucna knjiga, 1913; str. VIII + 274. (Uni
verzitetski udzbenici). 

1974. 

Kako treba shvatiti deterтinizam? - Dijalektika, 1914, IX, 1; 57-61. 

Механика у оквиру Срйске акаиемије наука. - Глас Српске академије наука 
И уметности, 1974, CCLXXXIX, Одељеље природн.о~математичких наука, 
н. с., 36; 189-245. 
Milankovic маииn. - [In]: Scienziati е tecnologi contemporallei, П. Мilаll0, 
Arnoldo Mondadori Editore, 1974; 248-249. 

Сшоiоguшњuu,a увођења мешарскоi сисшема мера u њејов значај за укључu
вање јуiословенских облаciiiu у евроuску uривреву u за квалиiiiеШ робе. - [УЈ: 
Мере на тлу Србије кроз векове. Београд, ]974; 193-205. (Галерија Срп
ске академије наука и уметности, 23). 

1975. 

Einige Beтerkungen йЬег nichtholonome Вindungen zweiten Grades. - [U]: Ма
тематические структуры - Вычислителъная математика - МатематичеСl<ое 
моделирование. Труды посвященные шестидесятилетию академика Л. Илиева. 
София, Болгарская академия наук, 1975; 113-176. 

Механика љycкu u Йлоча. Петр Матвеевич Огибалов и Татомир Анђелић. 
- Београд, Издавачко-информативни центар студената, 1915; стр. 365. 
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Misija saradпje. - Galaksija, 1975, ЈУ, 39. 

Poreklo rotacije nebeskih tela. Tatom;r AndeIiC i Dragan Trifunovic. -:-:- Galak
sija, 1975, ЈУ, 38; 14-15. 

Preletne putanje malog potiska . .,..... Pregled rЩсеtпе tehnike, 1975, 1-2; 13-19. 

Ргјса о аmЫеmи. -- Galaksija, 1975, ЈУ, 33; 16-17. 

УчuШu cuсшемашскu целоi жU8оШа. Разiовор са uСШакнуШu.м научнuком, маше
машuчаром, акаиемиком Ташомuром Анljелuћем. - Кљижевне новине, 16. 
XII1975, ХХУII, 501; 7. -

Vanzema/jske civilizacije. - Jnformacija 3. Novi Beograd, Dom kulture Stu
'dentski grad, 1975; 1-2. 

Zivi kompjuter . ....:- Galaksija, 1975, ЈУ, 4i 

1976. 

Bestezinsko stanje. - Ga1aksija, 1976, У, 47. 

Kvadratura kruga. - GaIaksija, 1976,. У, 45. 

Оијовор са Марса. У КОСМОСУ не можемо бuШu јевиникоји имају орјански 
жuвоШ. - Просветни преглед, 15. Х 1976, 1174 (32); 3. 
. . 

Преiлеg развоја механике У Србији У ШОКУ 19. u У йрвој йoAqBUHU 20. века. -
Глас Српске академије наука и уметности, 1976, ССС, Одељеље природно
-математичких наука, н. с., 40; 40-49. [Приступна академска беседа]. 

Shvatanje determinizma и savremenoj .nauci. - Beograd, Rad, 1976; str. 34 + [2]. 
(Маrksistiсkа dijalektika i prirodne nauke, 1 kQlo). 

1977 . . 

20 godina kosmicke еге. - Galaksija, 1977, УЈ, 66. 

Јеиан MиAaHKoвuћeв йосшуйак за iрафuчко йреgсшављање jeOMeiйpиjCKиx иро
;реcuја. - Математика, 1977, УЈ, 1; 5-11. 

- . 

Насшавнuци механике на Филозофском и Прuроgно-машемaiйUЧКОМ ФакулШе
ШУ бео;раgскоi )I/lиверЗ;UШеШа. -.ЈУ]: Двадесет пет година студијске групе 
за механшсу 1952-1977. Београд, Природно-математички факултет, 1977; 
59--64. . . 

о novom Меаиnагоdnоm sistemu [Sljosnovnih jedinica mегеnја. - Naucno-teh-
nicki pregIed, 1977, XXVII, 5; 49 ......... 59:1\ . . 
Пре више ои йола' века . .....:::гpaдaц~j~1977;,Iy} ·14.~ .. Ј.5;i1'~2З";'~6~·'\"">\I. ".".,,\' 

Преiлеg uсШоријСКОi Da~lllo;;a 1li7сШ!аве Me'XaJ'fU1<:e 
-машемашцчком (fJaKYJruu~y 

'година студцјске групе за !Vl ... ' ..... n.DA"r'··.L.JL1-'П.t'~~ 
верзитета у Београду, 1952-1977. 
тет, 1977; 13-20. 

Војислав В. Мuшковић (Ј8.јануар 1 
Српске академије наука и уметности, 
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1978. 

25 godina postojanja i rada Saveza astronautickih i raketnih organizacija Jugos
lavije. _. Pregled raketne tehnike, 1978, У, 1-2; З-6. 

Jedan stari zupcani mehanizam u Dubrovniku. - Dubrovnik, 1978, 4; 77-78. 

Jedna metoda za (осno тегеnје sila malih intenziteta. Т. Andelic, а. Diшiс, О. 
ProkiC. - Rad Jugo81aven8ke akademije znano8ti i umjetno8ti, 1978, 382, Raz
red za matematicke, fizicke i tehnicke l1auke, ХУЈ; 17-21. 
Matematicki pristup izucavanju prirodnih pojava. - Dijalektika, 1978, ХПI, 4; 
79-89. 
Poreklo osnovnih jednacina raketodinamike - Zbornik radova Univerziteta u РТј
stini, Tehnicki fakultet, 1978; 81-88. 

1979. 

АЉег! AjnStajn - covek i delo. :-- Dijalektika, 1979, XIV, 1-2; 11-29. 
Matrice. 4. neprom. izd. - Beograd, Gradevinska knjiga, 1979; 8tr. 267. (Uni
verzitet u Beogradu). 
Научнu1С свеШС1СОЕ iласа. У свеШу се йослеgњuх ioguHa ойшuрно йuше о Мuлан-
1Совићевој шеорuјu леgенuх gоба. - Политика, Зl. ЈП 1979, LXXVI, 2З521; 13. 
Нешшо о "Лeiliећuм Шањuрuма". - [У]: ИЛО. Иеидентификовани летећи 
објекти. Београд, Политика, 1979; 36-39. (Мала библиотека "Политике"). 
О nekim pri10zima iz .matematike Milutina Milankovica, - Dijalektika, 1979, 
XIV, 3-4; 21-34. 
Struktura atoma ј struktura svemira. Slobodan Ribnikar i Tatomir AndeliC.
GalaksUa, 1979, VПI, 84; 14-16. 

Преgioвор [у кљизи], Милутин Миланковиh: Успомене, доживљај и и сазна
ља. Детиљство и младост (1879-1909). Уредних Татомир Анђелић. Бео
град, CpncI<a академија наука и уметности, 1979; СТр. XIX+ [1] + 38З. 
(Посебна издаља, DXVIII, Одељеље природно-математичких вaYI<a, 50). 
Жuвош u gело МuлуШuна МuлаН1Совuћа. - [У]: Живот и дело Милутина 
Миланковиha 1879-1979. Главни уредних Мића ПоI10виh. Београд, Српска 
академија наука и уметности, 1979; 9-З4. (Галерија САНУ, 36). 
Жuвош и pag aкageMu1Ca Йроф. gp. КОllсШаllШUllа П. Вороњеца. Т. П. Анђелић, 
В. Саљни:ков. - Зборни:к радова Математич:ког института, н.с. 1979, 3 (11); 
9-14. 

1980. 

Чачак у йрвuм gaHuMa йосле йрвој свеШскоi раШа. - Чачански глас, ·10. 
ОЈ<тобар 1980, ХХп, 42; 10. 
Меха!'и1Са. - [У]: Тридесет година Природно-математичког фа:култета Уни
верзитета у Београду 1947-1977. Београд, Природно,математич:ки факул
тет, 1980; 151-16З. 

Tenzorski гаСиn. 4. izd. - Beograd, Naucna knjiga, 1980; 8tr. УIIЈ+274. 

ЖuвoiU и gело МuлуШUllа Мuланковuћа. - Na8tava matematike, 1980, n.S., 
VП (ХХIХ), 1; 10-21. 
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1981. 

АнШон Билимовuћ. - ХемијсICИ преглед, 1981, ХХII, 3-4; 66. 
Јигјј Gagarin (1934-1968). Ргуј u kosmosu. Tatomir Andelic, Ratko О. Tosic. 
- Galaksija, 1981, Х, 108; 84-86. 

Клуб мaiйеМaiйичара Беоiраgскоi унuверзuШеШа. - Млади математичар, 1981, 
2, бр. 1; 7-9. 

Обзор развumия механuкu в Сербuи. - [УЈ: Исследования по исторни ме
хани:ки. Москва, Академия наук СССР, 1981; 71-90. 

Порекло основНих јеgначuна ракешоgинамике. - Глас Српске академије на
ука и уметности, 1981, CCCXXIV, Одељеље природно-математичких наука, 
47; 29-35. 

1982. 

Бесшежuнско СШање. - Политика, 17. новембар 1982, LXXIX; 9. 

Eine Ableitung der Raketengrundgleichung. - Teorijska i primenjena mehanika, 
1982, 8; 9-11. 

Мuлyiliин Мuланковuћ - ЖU80Ш и gело . ......, [У]: Живот и дело Милутщra 
МилаНICовића ]879-1979. Београд, Српска академија наука и уметноСти, 
1982;53-62. (Научни скупови, ХII, П!.'едседниmтво, 3). 

Не оgвајашu йраксу ои Шеорuје. - Просветни преглеД, 1982,1403 (12); '1~8~ 
Нужно и случајно - научно CX8aiйaњe иеШермиНuзма. - [У]: Неки ф~ло. 
зофски проблеми савремене физике. Београд, Завод за унапређиваље васпи· 
таља и образовања града Београда, 1982; 51-65. (Шкоnске теме, 8). 

Origin о/ basic equations о/ rocket dynamics.- Dijalektika, 1982, ХУН, 1-4; 
5-13. 

1983. 

Јеаnа pogresna upotreba гесј "Materija". - Tehnika, 1983, XXXVIH, 10; 
1379. 

Uvod u astrodinamiku. - Beograd, Matematicki institut, 1983; str. 158. (Ма
tematicki vidki, knј. 4). 

Преводи 

Грчке мaiйерuјалиcйiе. August pfannkuche. [Превео] с Heмa'IКOГ Т. А. Буков
ски [Татомир П. Авђелић]. - Весник омладинаца, 1921, 11, 5; 1-3. 

L. Р. Eisenhart, Uvod u dijerencijalnu geometriju. (Prevod sa engleskog) Tato
mir AndeIic. - Beograd, Naucna knjiga, 1951. 
Geometrijske trans/ormacije. Preveo Tatomir Andelic. Opsta enciklopedija Laro
usse u 3 toma. Т. 2: Matematika. Astronomija. Fizika. Нешiја. Prirodne'na.uke. 
Beograd, Izdavacko preduzece "Vuk Karadzic", 1972; 202-236. 



CONTENS 

Pago 

п. ТrI!unoyjc: TATOMIR Р. ANDELIC - LIFE AND WORK .................... 18 

R. Aikovic: CONTRIВUТION А L'ETUDE DES ECOULEMENТS D'UN FLUIDE -
CONDUCТEUR АУЕС LES »CONDIТIONS DE GLISSEMENT« PARIETALES ...... 25 

А. Бакша: ЗАМЕТКА О ПРИНЦИПЕ ГАМИЛТОНА КАК 3АДАЧИ ОПТИМАЛ-
ЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ .................................................•.... 34 

З. Борuчuч - д. Нuкоguевuч: ПРИМЕНЕНИЕ ВАРИЯЦИОНОГО МЕТОДА НА 
ИЗУЧЕНИЕ ОСЕСИМЕТРИЧНОГО МГД ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ НА ТЕЛ 
ВРАШЧЕНИЯ ПРИ ТЕЧЕНИЮ ЖИДКОСТИ ПЕРЕМЕНОЙ ПРОВОДИМОСТИ 44 

S. М. Cantrak: STAТISTISCHE MOMENTE HOEHRER ORDNUNG UND WAНRSC
HEINLICHKEITSVERTEILUNG DER GESCHWINDIGКEIТSSCНWANКUNGEN 
IМ TURBULENТER DRALLBEHAFTETER STROMUNG .... ;. ~ . . . . . . . . . . . . . . . . . 51 

V. Соујс: SUR LA COMMUTAТIVIТE DES OPERATEURS DE VARIATION ЕТ DE 
DIFFEREMENТIATION DANS LA MECANIQUE DES SYSTEMES NON HOLONO 
MES ...................................................... ........ ....... ..... 59 

V. lJordevic: SOME ЕХАСТ SOLUTIONS ОР ТНЕ KORTEWEG - DE VR,IES EQUA-
TION WITH VARJAВLE COEFFICIENTS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 

ЕЈ. S. ЕЈukјс: CONТRIBUTION ТО THEORY ОР FIRST INTEGRALS FOR NONHOLO-
NOMIC MECНANICAL SYSTEMS .............................................. 73 

К. Hedrih.' NONLINEAR TORSIONAL VIBRATION ОР SHAFT WITH ТWO DISКS " 90 

К. ХеШРUX, .• ,.' О ВЗАИМНОМ ВЛИЯНИИ ГАРМОНИК В НЕЛИНЕЙНОЙ 
СИСТЕМЕ С МАЛЫМ ПАРАМЕТРОМ ........................•...... . . . . . . . 102 

Z. Jankovic.' А NEW APPROACH ТО ТНЕ THEORY ОР ТНЕ RIEMANN SPACE .... 111 

М. D. Leko: ТНЕ PLANE-TIME IN WНICH PATHS ОР JNERTIONAL MOТIONS ARE 
CONICS .......... ........ ....... ..... ............ .... .... ........... ...... ...... 1~0 

1. LukaCeviC.' ON AN EXTENDED SYSTEM ОР RELA ТIVlSТIC КINEMAТICAL QUA-
NТIТIES WIТH SOME APPLICATIONS IN MAGNETOHYDRODYNAMICS .. .... 125 

М. М. Lukacevic.' SUR QUELQUES PROPRlETES DES LIGNES DE COURANТ D'UN 
FLUIDE PARFAIТ THERMODYNAMIQUE DANS UN ESPACE REIMANNIEN DE 
METRlQUE CONFORME А LA METRlQUE DE L'ESPACE - TEМPS .............. 130 

М. М. Lukacevic - V. М. Covic.' SUR LA VARIATION DES QUASICOORDINNEES .. 137 

Д. Мuчевuч - А. Русов.' НОВЫЕФОРМЕ УРАВНЕНИЙ АНАЛТИЧЕСКОЙ 
МЕХАНИКИ ................................................................ 147 

М. Micunovic.' STAВILITY ОР А FINITE THERMOELASТIC DEFORMAТION OF А 
FIВRE - REINFORCED MASSIVE STAB ...................................... 158 

252 


