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IIpearosop

Bpeanosame paszmanTux BpCTa OIIHja je JIyro BpeMeHa BayKHa 00J1acT (PUHAHCH]-
cke maremaruke. Omuiyje cy He3a00M/Ia3HA MMOjaBa HA TPKUIITHMA TOJUHAMA YHA3AT
ca KopujeHnMa u3 Jo0M aHTu4ke ['puke, ayim 3a HeKe clienujajiHe BpcTe ojpehuBarbe
dep nmjeHe u Jajbe IpeCcTaB/ha OTBOPEH IIPOOIEeM. 300r TOra Cy OIIHje W JaHac aK-
THUBHO TIpeJIMeT UCTpakupama. (He ce KOpUCTe y IW/by OCTBapuBamba NMpoduTa U y
by ooeszdjehuBarma o pusuka. Omimje omoryhyjy MHBECTUTOPUMA & IIIEKYJIUIILY
1 Ha IMOBUTHUBHUM KW Ha HEIaTHUBHUM KpeTailbUMa TPXKUIIITAa, Ja CMalbe HOBehaH PU3UK
[IOBE3aH Ca TOM IINIEKYJIAIIjoM, U Ja UM MOTEHINjaJTHO HaJoKHae ryonTtke. Ha ar-
CTPAKTHOM HUBOY MOYKEMO X CXBATUTHU KaO TOJIMCY OCUTYParbha y CIydajy HETOBOJHHOT
KpeTama I1jeHa 110 MHBECTUTOPa KOJU TPryje akimjaMa, Ui HeIuM JAPYTUM Ha TPXKU-
mry. OBO je mocedHO BayKHO y TPEHYIIMMAa BEJMKUX HECTAOMJIHOCTUA HA TPXKUIITUMA
Koje cy decTo npaheHe eKOHOMCKUM W T'€ONOJTUTUYKUM KpHU3aMa Ha CBjETCKOM HHUBOY.
C 003upoM Ha PA3HOBPCHOCT OIINja W UNHEHUILy & Ce OBU (DUHAHCU]CKHU JIePUBATH
MOTY OJIHOCUTHU Ha CBE YMME C€ MOXKE TProBaTU Ha TPKUIITY, OJ 0OBE3HUIIA, BAJIYTa U
MHJIEKCa JI0 POoOe U MPUPOIHUX pecypca MoIyT HadTe U TPUPOITHOL Taca, UHBECTUTOPHU
MOT'Y Jla UX IpUJarojie pasHum curyarujama. MehyTum, pasHOBpCHOCT n TakBa (Jiek-
CUOMJTHOCT OIIMja UMILIMITUPA /& Y PEAJTHOCTU TPrOBUHA ONIMjaMa HUje jeIHOCTaBHA
U Jla 3aXTUjeBa BUCOK HUBO 3HAa M UCKYCTBA Jia OU C€ OCMUCIHIIA JTOOPA TAKTUKA.

Kako cy dwmHanCHjcKM MHCTPpYMEHTH W CHUTyalldje y KOjIMa Ce MHBECTUTOPU MOTY
Hahy HA TPXKUIITY MOCTAJN CBE KOMILJIEKCHUJU, TO CY U (PUHAHCU]CKU JICPUBATU JTOOUITA
KOMILJIEKCHU]Y CTPYKTYPY, T€XKU Cy 3a aHAJNU3y U pa3yMujeBarme pu3nuka Koju noce. Ko
€r30TUYHUX ONIIHja je BayKHO MO3HABATH CTPYKTYPY CaMe OIINje U HheHe jeIMHCTBEHe
KapaKTepUCTUKe Jia OU ce OHe MOTIJIe aJIeKBATHO KOPUCTUTH HA TPXKUIMITY. BpeaHoBame
OBUX OTIIHja je y MHOT'UM CJIy4ajeBuMa HemMoryhe JIMPeKTHO yPaJIUTH, IITO JIOJATHO OTe-
JKaBa paJ ca wuMa. He mocroju ekcrmunurHa hopMysia 3a padyHarbe UjeHe a3ujCKuxX
OIIIIMja KO/ KOJUX Ce MPOCjeK IrjeHa (hUHAHCHjCKOT MHCTPYMEHTa Ha KOjHU ce OJHOCE pa-

qyHa IpeKo apurMeTndke cpejauHe. [lomro je oBa BpcTa ollyja BeoMa IOMMyJIapHa, 3a



IbUXOBO BPEJIHOBAIHE TIOCTOjU MUPOK CIIEKTAP JIUTEPAType 3aCHOBAH HA CUMYJIalljaMa,
HYMEPUYKUM AIPOKCUMAIIjaMa U aJTOPUTMUMA.

Y pany ce baBumo oxpehuBameM HeNoO3HATEe IHjeHE apUTMETHUYKE a3WjCKe OIIIHje
ca ¢dokycom nHa Monrte-Kapsio cumysanuje u TeXHUKe Koje MOOO0JbINaBajy KBAaJUTET U
TAYHOCT TUX cuMyJjanudja. IIpBo morsias/be paga OaBH ce UCTOPHUjCKUM pa3BOjeM OIl-
11ja, ocodMHaMa KJIACHYHUX BaHUJIA OIIINja U3 KOJUX Cy M3BeJleHe a31jCKe OIIje, Kao
U TEOPHJCKUM OCHOBaMa KOje Cy HEOIXOIHEe 3a PaJ ca OIIjaMa W FHUXOBO BPETHO-
Bame, Mely Kojuma m3BajaMO CTOXaCTUIKHU IIPOIEC T'eOMeTPHjcKor BpaymoBOr Kpe-
Tarba, IPUHIIAI HEYTPAJIHOCTH OJ PU3NKA, BjePOBATHOCHE Mjepe HeyTPAJIHe OJ PU3NKA,
nojam apouTpazke m ayBenn mojen Bisexa! m Ilosca?. JIpyro morsasibe mocseheHo
jé €er3s0THYHUM OMINjaMa, CIENHUjaJTHO apUTMETHIKUM a3WjCKUM OIIHjaMa, MPOoOJIeMy
o/ipehuBama 1ujeHe TUX OIIUja U MaTEMATUYIKe IIPOIfjeHe 3a IUjeHy Koje HaM oMOoryhyjy
ropeheme a3ujcKux omimja ca je JHOCTABHUjUM OIIIjaMa U 00Jbe pa3yMHjeBahe IhUXOBE
ctpykrype. ¥ Tpehem moryiaBpy cy obpahene Monrte-Kapiio meTojie, TeXHUKE peLyK-
Iuje Juclepsnje U mHUX0oBa IPUMjeHa Y BpeIHOBalby ersoTHYHMX oluja, 1 Bopcrosa®
aIrpoKcHMalifja 3a MHjeHy apuTMEeTHYKe a3hjCcKe omIje. deTBpTa rJiaBa Jaje pe3yarare
Monre-KapJiio cumysaruja u lbUXOBY aHaIn3y, Kao U Hopehere CBUX UMILIEMEHTUDA-
HAX METOJa M TeXHUKa. Pe3yaratu cy mpukasaHu TadeJlapHO U MPU UMILJIEMEHTAIIA]U
UCTUX TopeheH je yTuiaj Bapujaliuje BPUjeTHOCTHA IapaMeTapa KOju yTHUUY Ha IUjeHy
apuUTEMTHYKe a3MjCKe OIIIHje.

Paj je mucan Tako ja je umraJial] yIo3HaT ca OCHOBHUM II0JMOBUMA TEOPHje Bjepo-
BaTHOha M (bUHAHCHjCKe MaTeMaTuke. lakohe, KopuctuheMo u HEKe MOjMOBE U3 CTO-
XaCTUYKe aHAJIN3e, a TeopeMe n3 Te obyiacTu HeheMo J0Ka3MBaTH jep M3/1a3€e U3 OICera
pazaa, ajau he anrasan outn ynyhen na oxaropapajyhy sureparypy u3 te odnactu. CBu
KOJIOBU KOjU Cy HEOIIXO/HU 3a UMILIEMEHTAIIN]Y CY HAIMCAHU y IIPOIPAMCKOM je3uKy ,.R”
U JieTaJbHO cy odjarmrmenu. llogpasymujeBa ce jia je durTasall yIo3HAT Ca CHHTAKCOM
oBor jesmka. llomTo je ckopo cBa JMTepaTypa Be3aHa 3a OBY OOJIACT HA E€HIVIECKOM
jEe3UKYy, IMOpeJ] CBAKOT YBEJIEHOI MOjMa Ha CPIICKOM je3UKY HABEJIEH je WU OpUTHMHAJIHU
TEPMUH Ha €HIVIECKOM je3UKY.

3a kpaj, XKeJbejia OUX Jia ce 3axBajnuM CBOM MeHTOpy, mpod. bojanm Musomesuh,
3a TO IITO Me 3aMHTEPEeCcOBaJa 3a OBy TEMYy W JlaBaJjla KOPUCHE CyTrecThje u momoh 0e3
KOjUX OBaj paJi He Om OMO oHakKaB KakaB jecte. Hasmam ce ma he on dutm o KopucTu

CBHUMa, KOJU KeJie Jia ce dDaBe OBOM odJarhy.

Fischer S. Black, 1938-1995, amepuvkn eKOHOMHUCTA
Myron S. Scholes, 1941-, kaHaICKO-aMepUIKI €KOHOMUCTA

3 A.C.F. Ton Vorst, 1952-, X0aHICKH MaTeMATHIAP ¥ (PUHAHCHjCKY HHIKEIHEP



I'maBa 1

YBO/J,

1.1 Kparka ncropuja pa3Boja oIimja

Jenna oy dutHEX odJ1acTH (pUHAHCUjCKE MATEeMAaTUKe je BpeJHoBaibe omiuja. Mako
ce oBU (PUHAHCU]CKU JEPUBATH KOpPUCTE Beh XUsbajamMa TO/INHA, U JIa/be MPE/ICTABIbAjY
jemaH oJ1 HajBaXKHUjuxX rpaheBuHCKUX OJI0OKOBa MehyHAPOIHUX (DUHAHCHjKUX TPIKUIITA.
[IpBe npumMjepe ynorpede orruja HAJA3UMO jOII y OMOJIMjCKHM TpUYaMa, Kao U JI00Y
antuyake ['puke, rije cy kopurrhene 3a trmekysanujy poga maciaunna. Hawmme, Tasec
je jeslHe rojuHe MPEIBUINO J00ap POJI Mac/AWHA W HAIIPABUO YTOBOP II0 KOM jeé MOTao
Jla IO HUCKOj IINjeHN M3HAjMU BeJIMKHN Opoj mpeca 3a macauHe. [lomro ce mcnocraBmio
Ja je omo y mpaBy, TaJiec je M3HAjMJ/bUBAO JIPYyTUMa T€ KUCTE IpPece IO MHOI'O BUIIAM
nujeHama octBapyjyhu tako Benuk mpodut. /lyro Bpemena cy ce dpunancujcku Jiepu-
BaTHU OJHOCHJIM CaMO Ha MPUBPeIHA J00pa, a 3aHUMJbUBO je uctahm ma cy omiuje mpBu
JIEPUBATU KOjU Cy Ce OJHOCWIM U Ha (puHaHCUjcKe mHCcTpyMeHTe. [Ipaheme eBosymmje
oIIrja KPO3 BpUjeMe HUje jeJHOCTABHO 3D0r Tora ITO Cy OHe KPO3 HUCTOPHUjy OuUJje 1o-
ncToBjehuBaHe ca JPyruM BpcTaMa JOroBopa MOoIyT KJahema, Kao u 300r yrpahusama
dYHKIMOHAJIHOCTHU OMIrja y (popBap yroBope KOju ce OJIHOCE Ha KYIOBUHY W ITPOJIA]Y
pode min (UHAHCHJKUX UHCTPYMEHATA.

CenaMHaecTn BUjeK IpeJICTaB/ha IPEKPETHUILY 3a Pa3BOj OMIHja. ¥ TOM IEPUOJLY
jé o mpBH IIyT JIONLIO JIO OOMMHE yrnoTpede oIuja, J0 IPBOT HaJa TPXKUIITA, OIIIja
U JI0 TI0jaBe OPraHM30BAHUX TPKUINTA KYMOBHUX U MPOJAJHUX OIMIHja KOje Ce OJIHOCE
Ha XapTHje oJf BPUjeIHOCTU. ¥ OBO Bpujeme cy XoJiaHDaHW Pa3BUJIN BEJIMKO TPKUIITE
omnnuja Ha JiyKoBHIle Jaja. I[IpomaBiu m Kymmum Jaja cy ce omnmnujama odoe3djehuBasiu
o, puszuka. Mehyrum, Omsio je m MHOTO MIMIEKYJIaTOpPa KOjU Cy TOKYIIABAJIN JIa UCKO-

pucTe CBaKy HEIPABUJIHOCT TPIKUIITA, IITO je Y KOMOMHAIMjU Ca HEOPTraHU30BAHOIINY



TPKUIITA, JOBEJIO 0 Iberopor maga 1636. rommae. OBaj morahaj je mMao HeraTuBHE
UMILUIKAIje 110 eKOHOMHUjy U JIOBEO je JI0 JIOIe peryTaruje omiuja. Hamme, moxke ce
HeOpPMATHO Ka3aTH Jia ONIUje UMajy JiBe cymporcraBibene mohu. Ca jeane crpame cy
M3pa3uTo eUKACHA CPEJCTBA 32 CMamekhe PHU3NKa, a ca Jpyre NMajy CIIOCOOHOCT Jia
nosehajy pusuk Kpo3 Kopumiheme TyDux cpejicraBa 3a KyIOBUHY, y3 HaJy Ja he mpo-
dbur y dymyhinocrn duru 3uauajuo Belin ox Tpormkosa 3ajyxkema (eHr. leverage). Osa
JIyaJiHa TIPUPOJIa OmIuja pediieKTyje KOH(MIUKTAH OJHOC MHBECTUTOPA MpeMa PU3UKY
KpPO3 CTpax oOJ] IyOUTKa U IOXJIEITY 3a OCTBAPUBAILEM BEJIMKOT Ipoduta [2].

Omnmujama ce Ha OpraHu30BaHOM TPXKUINTY Tprovajo y Jlonmony na Kpajy cemam-
Haector Bujeka. MehyTum, akTUBHOCT TPKHUINITA je Y TMOYETKY Omuja cjaada 300T Jiorne
pelyTariuje omiuja Koja je mpoy3poKOoBaHa Iporarihy Tpxkuiira jata. OBo je 3a mocibe-
JIUITy UMaJIO TpoTJIalieme onnuja Hejeraanum y Jlonmony 1733. roaune ca 3adpanom
TPrOBUHE OIMKjaMa Koja je Tpajaja cBe g0 1830. rommue. Y Amepuru je TproBuHa
omnImjamMa modesia KpajeM OCAMHAeCTOr BUjeKa HAaKOH Yera je TPKUIITe TPrOBUHE OIIU-
jamMa HaCTaBUJIO Jia pacTe. ¥ IMOYETKY je TPXKUIITE OUJIO MPUIAroheHO CBAKOM KYIIILY
U MIPOJIABILY pode IOjeIMHAYHO, Te Ce JI0 3aK/byderba CBAKOI YTOBOPA JIOJIA3UJIO HAKOH
IIPEroBOpa JIBEjy CTpaHa, IITO je OMJI0 U3PA3UTO HENPAKTUTHO.

Jpyra mojioBuHa JIBaJIeCETOT BHjeKa, OJHOCHO 1973. roguHa, mpecTaB/ba IIPEKPET-
HUITLy V Pa3Bojy olmuja y ¢GpopMu y Kojoj ce manac kopucrte. Taja cy yBejeHa CTPOTa
IpaBUJia M CTAaHAAPIN, KA0 W peryJaThBHA KOMUCHja KOja je BOJHMJIa padyHa O CIIPO-
BODhemwy Mjepa W paJiiujia Ha CMamemy MOryhHocTu ImpeBape. YBeIEHH Cy II0jMOBU
yroBopeHa mujena (eHr. strike price, exercise price), narym gocnujehia (enr. time to
maturity, exercise time, strike time), TPOIKOBH TpaHCakimja, ura. CraHgapausanu-
joM ce cMmamuja MoTpeda Ja CBaKU IIyT 00 CTpaHe MPEeroBapajy O yCJIAOBUMA YTOBOPA.
WNako je y Amepuiin MOJEpHHU Pa3BOj OIIKja TeKao Oe3 Behux cliiyraBarmba, TPrOBHHA
ommujaMa y EBpornu y 1BajieceToM BHjeKy je BUINE IIyTa 3adparmuBaHa. Y JIAHAIIHE
BpHUjeMe TIOCTOjH HEKOJIMKO OPraHM30BAHUX TPXKUIINTA ONIujamMa Mmehy Kojuma HajBeha
uMmajy cpeaumnra y Yukary, Jlongony u Amcrepaamy.

Kao mro cmo mpeTxomHO ITOMEHY/H, ONIHje cy KPO3 UCTOPHU]Y MMAJie JIONIY PeIry-
Tanujy 300r ILUXOBE 3JI0YIIOTpede Koja je JioBesa JI0 HeloXKe/bHuX curyanuja. Jlomra
pernyrarja ce y oapeheHo] Mjepu 3ajp2Kajia 0 JaHac, jep He TOCTOjU je/IHOTJIacaH
JIOTOBOP O TPEJIHOCTHMA TPTOBUHE omIujama. lIporuBHunm tpkumra ommujama 3a-
CTyIIajy CTaB Jla OBa TPXKUINTA, OWJIAa OPTaHN30BaHA WM HE, IIPOMOBUIILY HEIOTPEOHY
MIITEKYJTaIjy Y3HEMUPYjyhu TP2KUIITa BPUjeIHOCHUX NANPa Ha KOje Ce OIIIHje OTHOCE

(majuenthe TpKuUIITA AKIMja) U CMAKY]y BUXOBY JUKBIIHOCT. OHE CMATPajy J1a TPKU-



IITa ONIKjaMa M3a3WBajy rmoBeharbe BOJATUIIHOCTU IHjeHa aKIja JAecTaduIuIyhn ux.
Heku ux cmarpajy OsmkuM Korkamy Hero ¢gpunancujckoM Tpxkumry. Ca jipyre crpame,
YUHU Ce JIa TTOCTOJU MHOT'O BUIIE IIPEIHOCTH TPXKUIITA ONIjaMa HEro HUXOBUX MaHa.
Tpexkumrra onnujama oMoryhyjy mHBECTUTOPUMA JIa He TIOCjeLy]y YIUO0 y aKIujamMa Kaia
je IHUXO0Ba IjeHa HIUCKa, WK Ja Kyle akidje Kaja uM nujeHa pacre. Takohe, cMamy]y
TPOIIKOBE TPAHCAKIMja, a OMOTryhyjy W jeJIHOCTaBHO INpHUJIarohaBarmbe KOMOMHOBAHOT
noptdoJirja aknuja U OOBE3HUIIA YKOJUKO WHBECTUTOD OJIYYH Jla UCTA U3MHjEHH Yy
CKJIaJIy ca IpoMjeHaMa IijeHa akiuja Ha TpKumTy. OBHME ce TTOCTHXKE 18, IIOPTEOTHO
OyJie oTOpHUjU Ha Te IpoMjeHe. JoI jeHa BayKHA OCOOMHA TPTOBUHE OIIMjaMa jecTe
moryhaoct Kpartke mpojaje (eHr. short selling) BpujeJHOCHUX NAlUpa Ha KOje ce OIl-
[Mja OJTHOCH, OJTHOCHO MHBECTUTOP MOXKE IO3ajMUTHU aKIHje OJl OPOKepa U IPOJIaTH X,
ocTBapyjyhu npodur y ciaydajy naja mujena mno3ajM/bennx akiuja. Ormuje momymrajy
MOT'YHHOCT MO3ajMJbUBaIb-a CPeJICTaBa APYyrUMa U MocyhuBama oJ1 IPYTrux M0 TOBOJHHU-
juM ycaoBuma. Hamme, mHBeCTUTOP MOXKe Jla Kperupa TakaB ITOpTdOJINO J1a 1103ajMJby]je
oJI IPYTUX WU Mocyhyje Jpyruma 1o KamMaraMa Koje Cy JIOCTYITHE CAMO 3a TPKUIITE
ommujama. OBe Kamare Cy 9eCcTO MOBOJbHHUjE OJ] OHUX KOje OM MHBECTUTOP MOTa0 JOOUTU
na apyrum tpxkumruMa [1]. Cee HaBeneHo ymyliyje Ja MHBECTUTOPH CKJIOHUJU PU3UKY
MOT'Yy KOPUCTHUTHU OTIHje 3a MINEKYJIAIn]y Ha OepP3U Y IUJbY IPAB/bEHhA MPOMUTA IITO U
jecTe jelHA O IbUXOBUX YECTUX MPUMjeHa Y ITPAKCH.

Hajsazkauja mpeaHocT omiuja ce oryiega y Tome ITo oMmoryhyjy obesdjeheme o
pusuka, mTo ieMo Hajla/be Ha3uBaTH XeUUHr (eHr. hedging), OJHOCHO CMAbEHe PH-
3uKa o1 ryoutka. [lonammame 1ujeHa akiuja y OyayhHOCTH je HEIpeIBUIUBO, a Mjepa
HEIIPEIBUINBOCTH je BarkaH IMapaMeTap KOju Ha3WBaMO BOJATUJIHOIINY axkiuje. JesHa
BpCTa ONIHja KOja ce M37Baja y OJHOCY Ha JPYTe Cy OIIrje 3aCHOBaHE Ha MPOCjedHO]
[MjeHN BPUjeIHOCHOT IAIlMpa Ha KOJjU Ce OIhja OMHOCH, Hajderhe OIIuje, Y HEKOM
BpeMeHCKOM mHTepBasty. CTora, OHe HHUCY yCJIOBJbEHE IHjEHOM aKIyje y HeKOM oypebhe-
HOM TpeHyTKy. TakBe omIpje ce HA3WBA]y a3WjCKUM OIIIjaMa U OHEe Cy IJIaBHA TeMa
oBOI' paJia. Kako je MMILIUIMpaHa BOJATUJIHOCT y IPOCjeKY IUjeHa aKIdja Marba O]
BOJIATHJTHOCTH TIOjeJIMHAYHUX IHjeHa KOPUITNEeHNX 3a padyHambe IPOocjeKa, TO Cy a3uj-
cke jepTUHWje U TOIyJIapHUje ¥ OTHOCY HA JIPyTe BPCTe omIuja. 300T IUXOBOT IJIABHOT
CBOjCTBa yIIpocjedaBarba IjeHa BPHUjeIHOCHUX Malnpa Ha KOje ce OHOCe, a3WjCKe OIl-
Ije cy Mame OCjeT/bUBe Ha eKCTPEMHE CUTYalldje U KPU3He IepHuojie Ha TPXKUIITY 10
KOjUX MOXKe JOhW y TPEeHyTKY HCTEKa OIIIMje, Te OHE 3aTO CMAalbyjy PU3UK TPXKUIITHE
MaHUITyJIallje BpUjeTHOCHOT TTanupa. HajBazkHuje murarme Koje ce IoCcTaB/ba Y BE3U ca

a3WjCKUM OIIIFjaMa jecTe KaKo OJIPeIUTH HUXoBy dep mnujeny, tj. mpemujy. Mcrocra-



BJ/ba C€ JIa He IOCTOjU EKCIUIMIUTAH aHAJUTUIKHN U3Pa3 3a padyHame IUjeHe a3hjcKe
OIIIje YKOJUKO ce 3a ojipehuBarmbe IpocjeKa KOPUCTH apuTMeTHdKa cpeianHa. [lub
pajsia je ja y3 moMoh ampoKcHuMalidja U HyMEPUYKHX AJrOPUTaMa OJIPEIUMO ITHjeHy
apuTMeTHu4Ke asujcke omnuje. [Ipuje mero mro ce JUPEKTHO T03a0aBUMO ITPOOJIEMOM,
IOTPedHO je popMasIHO YBECTHU II0jMOBE OIUja U a3WjCKUX OIIINja, T€ U3BECTU HHUXOBE
0COOMHE, Ka0 U TEOPHUjCKa CBOjCTBA MOTPeda 3a pasyMujeBarbe Ipoleca KpeTarma, IjeHa

aKIja Ha TPXKUIITY, MITO he OUTH MPUKA3aHO y CJbeIehuM OjljesbIIMa.

1.2 Omnnuje m BHUXOBE OCOOMHE

Hedbunannmuja 1.1. Ounuja je dpuHAHCHjCKH YyroBOP KOJUM Ce CTUYE IIPABO, AU He
u odaBe3a Jia ce Kynu (KyIOBHa oIuja, eHr. call option) win npoma (mpomajHa or-
ja, e’r. put option) akiyja, WM HEKH JIPYTU BPUjEIHOCHU AU, [0 JIOTOBOPEHUM

yCcJ0BUMa. YCJIOBU KOju Tpeda Jia Oy/1y JedUHUCAHN Y CBAKOM YTOBOPY CY:

(1) yiosopena wyujena (nujeHa 1Mo MCTEKy WU THjeHa Ha jocnujehy) BpuUjesHOCHOT

ranupa Ha KOju c€ YrOBOP OJHOCHU U
(2) yrosopeno spujeme go WpeHywKa UCeKa 0Tyuje.

Ommuje craajy y Tako3BaHne (pUHAHCH]CKE JIepuBaTe, jep je IUX0Ba BPUjeTHOCT U3-
BeJleHa M3 BPUjeIHOCTU HEKHUX JIPYTUX BPHjeIHOCHUX MAIMpPa, OJJHOCHO BPUjeTHOCHUX
nanupa Ha Koje ce ommumja ofgHocu. Fbux mazmsamo nomiorom (enr. underlying asset).
VBeauMmo o3HaKe Koje hemo kKopucTuTu Hagabe y pamay. Ca K o3HadaBaMO YrOBOPEHY
[IjeHy 10 KOjOj ce MOKe KYIUTH WA TPOJATU BPUjETHOCHU MAIND, a YTOBOPEHO BPU-
jeme mo ucreka omnmuje ca 1. [loyeTHy 1MujeHy BpUjeIHOCHOT TAIUpa HA KOjU CE OIIIHja
OJTHOCU OOMJbezKaBaMoO ca Sy, a nujeHy y TpeHyTKy t ca S;. Ilommora Ha Kojy ce ogHOoCH
yroBOp je Hajdernthe akiuja, aju MOYKe OMTU W OWJIO IIITa YUMe Ce MOXKE TPrOBaTU Ha
0ep3u TomyT OepP3aHCKUX WHIEKCA, CTPAHUX BaIyTa, JIPYTUX BPCTa yroropa, uTia. Mmn
hemo y HacTaBKy cMaTpaTH Ja je IOpa3dyMHjeBaHU BPHjeHOCHU TAIMP Ca KOjUM pa-
numo omruja. [Ipogajuy omrujy 3Bahemo myT ommujom, a KymoBHY omiujy 3BahemMo KoJ

ommujoM. Ommmje ce mpeMa BpeMeHy U3BPINEHa JIFjesie Ha:

(1) espoticke oGuuje - MOTYy Ja ce aKTHBHUPAjy CaMO y yTrOBOPEHO BpHjeMe HCTEKa

omnnuje 1T u

(2) amepuuke ouyuje - MOTY Jia ce AKTHBUPA]y y OUJIO KOM TpeHyTKy ¢, ¢ < T.



Tpeda manmomMeHyTH Ja HA3WBU aMepPHYKA W €BPOIICKA ONIMja HUCY TOBE3aHU Ca JIp-
’KaBOM m3jaBama onmuja. Omnmuje ce Mory moaujesuTd U Ha BaHwiaa (eHr. vanilla
options) u ersoruuHe (eHr. exotic options) onnuje. BaHwia omnuje cy KJIaCH9IHE IIyT
¥ KOJI OIIIFje Yuja IMUjeHa JUPEKTHO 3aBUCH OJ IAjeHe aKIFje Yy YTOBOPEHOM TPEHYTKY
T (eBpolicKe BaHWJIA OIIMje), WK O IUjeHe y TPEHYTKY aKTUBAIlUje OIIuje t Koju
je Mamu win jenmHak yroopenoMm spemeny T (amepuuke Banmia onmumje). Cse ommuje
KOj€e HUCY BaHUJIA OMINje HA3UBAMO €I'30TUIHUM OIIIIHjaMa U OHE MPEJICTaB/bajy XUOPUT
€BPOIICKUX U aMEPUYIKHUX OIIIHja.

Kou onmuja naje mpaso, asu He u odaBe3y KyloBuHE akiiuje 1o nujenn K koja je
yYHaIIpHje/I JIOTOBOPEHa Y YIOBOPY, a IIyT OIIuja Jiaje paBo, aju He U 00aBe3y Ipojaje
aKIje o IUjeHr Koja je yHaIpujel JI0roBOpeHa y yroBopy. 3a 0cody Koja Ipojaje
ommujy (eHr. writer) KaykeMo Ja je y kpatikoj uosuyuju (eHr. short position), a 3a
ocoby Koja KyIlyje KaxkeMo Jia je y gyioj uosunuju (eHr. long position). Y 3aBUCHOCTH
0J1, TI0JI0Kaja KOJU 0co0a 3ay3uMa y CKJIAIlalby yroBOPa MPEy3uMa Makhe WJIM BUIIEe PU-
3uKa Ha cede. Kymarl ommuje mMa camMo pUsHK IHjeHe KOjy je IIaTHO 3a OMINjy, T0K
IpoJIaBall OIlUje MOXKe Jla MMa BeJIMKH T'yOuTakK, jep Mopa Jia mpoja (ako ce paju o
KOJI OIIMjN), WK J1a KyIu (aKO ce pajyl O MyT ONIUjU) aKIHjy 10 YCIOBUMA JTIONOBOpE-
HUM y yrOBOPY Y CJIydYajy Ja BJIACHUK OIIuje o/iy4un Ja je aktuBupa. (Crora, Kyrmaig
omiuje, OUIO J1a ce PAJIM O KOJI UJIU IIyT OIIUjU NUMa OrPAHUYEH ITOTEHIUjaTHU I'YOUTaK
jenmHak 1taheHoj mpeMuju ca IMOTEHIIUjaJTHO HeoTpaHudeHuM mpoduroMm. Makcumaanu
IpoUT KOjU MOXKE OCTBAPUTHU OCOOA KOja Ipojiaje OIIMUjy je OrpaHUuYeH U jeJHaK je
IIpeMUjU OIIKje. 3a OBaj TapaHTOBAHU MMOYETHH MPUJIMB HOBIIA WHBECTUTOP MPUXBATA
HEOTPpAHUYEH PU3UK. 3a MPOJIABIla KOJI OIIMje MOTEHINjATHI I'yOUTaK je HeOrPDAHUYIEH,
a 3a IIPOJIABIIA IIyT OIIIje IOTEHIINjaHI I'yONTaK je OrpaHrYeH. 3a OIIIje KOoje JOHOCe
npodUT YKOJIMKO Ce aKTUBUPAjy KaxKeMo J1a cy y Hoeuy (eHr. in the money), Henciia-
TUBe OllIyje cy 6an Hosya (eHr. out of the money), TOK 3a ONIMjy KOja je HA IPAHUIM
UCIIJIATHBOCTH KaxkKeMo Jia je ha Hosuy (eHr. at the money).

Bpennosame omruja, ogHOCHO ofpehuBame muxoBe dep IUjeHe HUje jeTHOCTABAH
3ajaTak, a BujjeheMo y HACTaBKY Ja IOCTOje CIydajeBU KaJja Huje Moryhe eKCIlin-
nuTHO TpoHahm (OpMyJTy 3a BpPEIHOBalb€ HEKMX BPCTA OIIKja. 300T HEIPEIBUINBE
IIPOMJEHJPUBOCTU TP2KUIIITA, TPOMjeHa y KpeTamy IHMjeHa aKIija U KaMaTHUX CTOIa
IIPOOJIEM je JTO/IATHO OTEXKaH.

JlormakmM pa3MUIbameM MOYKEMO 3aKJ/BYUHUTH Ja IITO je Beha IjeHa axImje, TO
je Beha BpujeaHOCT omIuje Ha Ty aknujy. Kasa je nujeHa akmuje MmHOro Beha o yroso-

peHe nujeHe Taja je Beauka BjepoBarHoha ja he aknuja Outu akruBupana. Tpenyrna



BpHUjeTHOCT oIuje he crora OMTHM HPHOJIMXKHO jeJIHAKA IHMjeHU aKIdje yMambeHO] 3a
[IjeHy OeCKYIIOHCKe OOBE3HHIE KOja MMa MCTH JATyM Jociujeha Kao omiuja u 4duja je
riaBHuta (enr. face value, par value) jennaka yroopeHoj nujenu ommmje. Ca Japyre
CcTpaHe, YKOJUKO je IHjeHa akKIlfje MHOTO Marba OJ yITOBOPEHE IHjeHe, OHJa he Ommja
HajBjepoBaTHHje ncTtehn O0e3 akTuBalmje. Y TOM CIy4dajy he joj BpujeaHocT OUTH OJIMCKa,
HYJIN.

Ykosmmko je marym gocnujeha omnmuje mgajsexo y OygayhHOCTH, Taja je IHjeHa oOBe-
3HUIE Uhja je TJIaBHUIA jeJHaKa YrOBOPEHO] IMjeHU OIIFje MaJia, Ia he BpHjeIHOCT
omiuje dUTU NPUOJMAKHO jesiHaka nujeHn axkmnuje. Ca jpyre cTpane, YKOJUKO je JTaTyM
nocrjeha onmuje y dutrckoj dyayhuoctu, onga he BpujeHocT omije OUTH TPUOTUZKHO
je/THaKa THMjeHn aKIuje yMarbeHO] 3a M3HOC yroBOpeHe IujeHe, wian Hyau. Hapasno,
YKOJIUKO Ce BPHjETHOCT aKIlfje He MUjera, OHJa BPUJETHOCT ONIHje Olaja KaKo Ce
npudmKapa gatym jocnrjeha. Crernujaano, ako IMOCMATPAMO €BPOIICKY KOJI OIIIA]Y,
OHJIa FheHa IHjeHa orajia kKajga K pacre.

BonarumHocT akimje je Beoma BaxkKaH (PaKTOpP, KOjU MPEACTaB/ba Mjepy CIydajHO-
ctu y Oymyhem kperamy nujera axkmnuja. OBaj mapamerap Mjepu PU3WK HEKe aKIldje
U TOBOPU HAM KOJIMKO C€ Op30 MUjerhajy IujeHe akiuja Ha TpKumrty. MoxkeMo ra
IIOCMATPaTH U Kao CTaHJIap/IHy JeBHUjalldjy BPUjEIHOCTH IHjeHa OJ Ipocjeka. Benuka
BOJIATUJTHOCT aKIlMje 3HAYWU Jla je BeJINK PU3UK WHBECTUPakha y Ty aKInjy, jep ca mopa-
CTOM BOJIATHJTHOCTHU PacTe BjepoBaTHONA J1a ce IUjeHa aKIrja HArIo MPOMUjeHn. 300T
TOra BPHUjETHOCT caMe akKIlfje OIa/jia, jep MHBECTUTOPHU YECTO HUCY 3aMHTEPECOBAHU 3a
yJarame y akiifdje 4ddje je INoHarmame Henpeasuauo. MehyTum, odprHyo Baxku Kaja
roBOPUMO O omnujama. HawmMe, BOJIATHITHOCT MO3UTHBHO yTUYE HA BPHUjETHOCT KOJ U
IIyT omruja. BiacHUK KOJI omIuje je Ha JIOOUTKY YKOJIMKO IIMjeHa akKIlfje mopacTe, JT0K
My je PU3UK YKOJIUKO IHjeHa aKiuje omna/iHe orpannder. CJAMYIHO, BJIACHUK IIYT OIIIHAje
ocTBapyje TpodUT NPH BEJMKOM NIy IMjeHe aKIFja U UMa OUPDAHUYEH PU3UK Y CIIy-
9ajy BUXOBOI pacTa. 300T TOra, BPUjeJHOCTH KOJI W IIyT OMIHja PACTY Ca ITOPACTOM
BostaTmiiHOCTHU. [lapamerap BoJaTW/IHOCTH 0 ce Yy MPAKCH HaJIa3U TaKO IITO CE OIjerby]je
CTATUCTUIKUM MeTOJIaMa Ha OCHOBY MPETXOIHUX BPHUjeTHOCTU TIPOMjeHa IUjeHe aKIlija
7 yCJIOBa Ja ce MPOMjeHa IrjeHa aKIija IOHaIa IIpeMa HEKOM MaTeMATHIKOM ITPOTIECY.

['pemike y omjemuBamby BOJATUIIHOCTU JIOBOJIE JIO PA3HUX I'pellaka y TPrOBUHU OIl-
mjama. HajBaxkuuja je rpemika y nporjenn ¢dep nujete omumje. [Ipenucke (npesucoke)
[pOIjeHe BOJIATHJIHOCTH JIajy BPUjEJHOCTH MOJIeJIa KOje Cy MpeHUcKe (IpeBucoke). 3a
oIlHje Koje HHUCY JIyOOKO Y HOBILY IIHj€Ha je M3Pa3uTO OCjeT/bUBa Ha MaJe IMPOMjeHe I1a-

paMeTpa BOJATUJIHOCTU, OJJHOCHO TaKaB MOJIeJl HUje podycraH. VHBecTuTOop KOju MMa



TavHUje OIfjeHe BOJATUITHOCTU OJ] OIfjeHa CaMOT TPKHINTa OU y Teopuju Morao (popmu-
paTH MOTIYHO Xe[IOBaHy IMO3UIN]y ocTBapajyhu mpodut Behu o de3pusutdne KamMaTHe

CTOIIC.

1.3 DbpayHoBo Kperame

bBpaynoBo kperamwe mim Bunepos mporec 3ay3uma IEHTPAJHO MjeCTO y TeOpUju
caydajuux mporeca. OHO HaM je HEOIIXO/THO J1a OMCMO MO/IETOBAJIM HEITPEKUTHAH TTPOTIEC
KpeTara IUjeHa BPHUjeIHOCHUX MAalUpa ca IMPUXOJOM KOjU HHje (PUKCAH U HHbUXOBUX
JlepuBaTa Ha Oep3u. BpujeHOCHU Manup ca KOJUM PaJIMMO Cy akKIdje, a pUHAHCU)CKU
nepuBatu cy omruje. IIpuje Hero mTo yBemeMo Mojies1 KpeTama IHjeHa aKIija TOKOM
BpeMeHa 3aCHOBaH Ha Ipollecy BpayHoBOr KpeTama IMOTPEeOHO je Ja D0/be PasyMujeMo
cam miporiec bpaynoBor Kperarmba.

ITponec Bpaynosor Kperama OTKPHO je MKoTcku botanuyap Podept Bpayn!, koju ra
je onmcao 1827. rommue. Ilocmarpajyhu mom MUKPOCKOTIOM KpeTame YeCTHUIa ITOJIeHA
MIOTOIJLEHUX y TEYHOCT IPUMHJETUO j€ Jia Ce UYeCTUlle HEIPEKUHO XaOTUIHO Kpehy
[0 TUK-TIAK IIyTamkbaMa, aJil HHUje MOrao Ja OOJaCHU Y3POK TaKBOT KpeTama. lIpBo
dbusnako objammeme oBor dheromena qao je Amjmraju’ 1905. romune xopuctehn mpo-
0AOMJIMCTHYKNA MOJIEJT Y KOM je 0DjacHMO Jia je TaKBO KpeTambe Pe3y/ITaT cylaparba
YeCTHUIla Ca MOJIEKYJINMa CPeJIMHE KOja T'a OKPYXKYyje, OJITHOCHO MOJIeKyauMa Bojie. Maita
YeCcTHUIa IIPUMa CJIydajaH Opoj yJapa ciaydajHe jaunHe U3 CJIy4YajHUX IIpaBala y KpaT-
KOM BpeMeHCKOM mHTepBasy. OBaKBO OOMOAp/IOBAIbE YE€CTHUIIA, MOJIEKYINMA BOJE J1AJI0
je odjalrmee Xa0TUIHOT KpeTama YecTulla Ha HadnH Koju je Bpayw ommcao. O Ba-
’KHOCTH AjHIIITajHOBE TeOpHje CBjeI0YN TO IITO je odjallmermeM (peHoMeHa bpayHoBor
KpeTama MOCTAaBUO TEOPUjCKY OCHOBY 3a JIOKA3WBAIHE €r3UCTEHIN]e aTOMA.

MebyTum, joIT HEKOIMKO TOUHA IIpHuje AjHmTajHa, MaTeMaTudap Bamesmse?® je y cso-
joj mokropckoj muceptanuju Theorie de la Speculation 1900. ropunae IPeJIOKUO MOJIEI
KpeTama IujeHa akidja U pode Ha TPXKUIITY, KOju 30BEMO MOJe/IoM BpayHoBOr Kpe-
tama. Mako ce manac Bamesbe cmaTpa 3adeTHUKOM (DUHAHCHjCKE MaTeMaTHKe, 3HAYa]
IErOBOT paJjia HHUje OMO Ipero3HaT y BprujeMe KaJja je o0jaB/beH. Berresbe je mocmaTpao
KpeTame 00Be3HHIA (ppaHILyCKe BJIajie Ha Oep3U TOKOM TOJIMHA - TIOCMATPAO UX je Kao
TpajeKToOpHje CIIydajHOr mporieca. BaresbeoB Mojenr bpayHoBOr KpeTama ce 3aCHUBA HA,

ocrmJanjaMa IujeHa BpUjeJHOCHUX Iannpa Ha O0ep3u. ¥ €BOjoj Jaucepraruju bBaresbe

Robert Brown, 1773-1858, mkoTcku doTtanmaap
Albert Einstein, 1879-1955, memauku dbusngap

3 Louis Bachelier, 1870-1946, dpaHIirycKs MaTeMaTHuap
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U3HOCHU WJejy Jia Cy OcCIuJalfje IHujeHe y MaJJiM BPEMEHCKNM WHTEpBaJMMa He3aBH-
CHe OJI TPeHyTHe IjeHe akiyje. VIMmiunuTHa mpeTrnocTaBKa jecTe Ja Cy OCIHJIAI]e
nujena y OyayhHOCTH HE3aBUCHE OJ1 IPETXOJIHOT CTarba IPOoIeca, a Y KOMOMHAIIU]U Ca
IIEHTPAJIHOM I'DAHUYHOM TeopeMoM barresbe je J10/IaTHO TOKa3ao Jia Cy IPUPAIITaju
caydajHOT Tmporieca Mel)ycoOHO He3aBHCHU M HOPMAJIHO PACIONjeJheHU, OJHOCHO IIO-
Ka3ao je Jia ce Ipoliec BpayHoBOr KpeTama MOXKe JIOOUTH Kao IPaHUIHA BPHjEIHOCT
caydajHOr gyTama. MehyTnMm, Taj 3ak/bydak je Mmocspenlia NHTYUTUBHE OICEPBAIlnje,
JIOK je TadHy MATEeMATUUKYy JIeMDUHUAIN]Y, TUPEKTHY KOHCTPYKIIHjy U OCOOMHE IPOIEca
BpaynoBor kperama gao Bumep? 1934. rommme m crora ce BpaynoBo Kperame gecTo
Ha3uBa 1 Buuepos mporiec.

ITpocrop Bjeposaruoha (€2, F,P) nporieca BpayHoBor Kperama ce MOKe KOHCTDPYW-
catu Ha mpocropy ) = C(R"'), raje je C(R") kosekiyja cBUX HENPEKUIHUX PEAJTHO-

Bpujeanocnux dpynkuja Ha RT modesmmn ox myJe.

Heduanmmja 1.2. Croxactuuku npouec (By)i=o gedunncan Ha mIpocTOpPy Bj€pPOBAT-

unoha (2, F,P) je BpaynoBo kperame (nam Bunepos mporec) ako
(1) By = 0 ckopo cByza.

(2) B uma mesaBuche npupammraje. 1j. 3an € N, 0 <ty < t; < -+ < t, u caydajue

Besmmuune By, By, — B,,,... By, — B, , cy He3aBHUCHe.

n—1

(3) Ba cBe 0 < s < t, B, — B, ~ N(0,t — s), omnoco B; — By, uMa HOpMaJIHY
pacrojjeily ca MaTeMaTUuIKUM OodeKnBarmbeM () u jucnep3ujom t — s (aucnepsnja je

jemHaka npuparirajy usmehy BPEMEHCKUX TPeHyTaka t U S).

(4) Ilporiec B mma HempekujHe TpajeKropuje ca BjepoBarHohom 1, ommHocHO B je

HelpeKkuaH Kao PyHKIja o t, Tj.

P{B e CR")} = 1.

Cuenujanno, 3a t € RY ciyuajna sesmauna By ~ N (0, t), OHOCHO MMa HOPMAJIHY Pac-
nozgjery ca odekuBameM 0 u nucnepsujom t > 0. Koncrpykmuja Bpaynosor kperama,
OJTHOCHO JIOKA3 Jia MaTeMaTHdKu objekar gedunncan ceojcruma (1) — (4) mocroju, Be-
oMa je cJIoXKeHa, a Huje OJ IMpecyIHor 3Hadaja 3a pad. Crora, y HaCTaBKY HABOIIMO
HEKa jeITHOCTaBHa CBOjcTBa BpayHOBOI Kperamba Koja ciujesie JUPeKTHO u3 JeuHHIT]e.

[Iporiec B; u3 nperxojane nedunuiiuje kpehe o Hysie. YKOJIUKO HaM je TIOTPEOHO J1a

nporiec kpehe oJ1 HeKe Tadke T, OHJIa TTOCMaTpaMo nporiec & + By. 113 ycoosa (2) ciujean

4 Norbert Wiener, 1894-1964, aMepHuKHE MaTeMaTHIap
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Jla cy IpHpaITaju mnmporeca B cramuoHapHu, mTo 3Ha4n Ja 3a cBako n € N u 0 < ) <
t; <--- <tp, h >0, pactionjesa ciyuajuux sesmuuna By, 1y, — Byin, ... By, on — By, +n
me 3aBucu o h. OBO CBOjCTBO ce jOIT HA3MBa U CBOjCTBO BPEMEHCKE XOMOT€HOCTH bpay-
HOBOI' KpeTama. 3 cBojcTBa HE3aBUCHOCTHU U CTAIIMOHAPHOCTH IIpUpaIiTaja bpayHosor
KpeTama ciaujeaun u jga je on mporec Mapkosa. Hedopmasnno roopehu, oBo 3nadn
Jla YKOJINKO je JIaTO TPEeHYTHO CTaibe Ipolieca, Oyayhe crame mporeca He 3aBUCU O]
IIPpONIJINX CTalba.

Bunepos mporiec Koju 3a/i0Bo/baBa ycJaoB (3) Ha3WBa ce jOUI U CTAHIAP/AH WK
cTaHJIapau30BaH BuHepoB mporec. Y OMIITeM CIydajy, yciaoB (3) MoxKe Ja ce 3aMujeHn

cipesiehnm yemoBom
(3")Bacse 0 < s<t, B,— By~ N(ult—s), c*(t—s)),

u taja ce nporec (By);=o HasuBa BpayHoBo Kperame mian Bunepos mporec ca mapa-

METpPOM IIOMjepaja (i W JUCIICP3UjOM o>

. Ykommko je (X;)i=0 BpayHoBo Kperame ca
mapaMeTpoM HoMjepaja i U aucnepsujoM o2, a (By)i=o crangapaao BpayHoBo KpeTambe,
TaIa je

Xt = /Lt‘i‘O'Bt

Hanomenumo jOIlI a Cce BpaYHOBO KpeTambe MO2Ke IToOCMaTpaTu Kao CJ'Iy‘-IajHO JIyTarbe y

OECKOHAYHO MaJIuM BPEMEHCKHUM TpeHyIUMa JAy2KHNHE At, LII/IjI/I cy HpHpalHTajH
ABt = Bt+At — Bt ~ N(O, At)

y BPEMeHCKOM uHTepBasy [t,t + At] anpokcumupanun BepHysujeBoM cirydajHOM BeJIu-

YMHOM

ABt:iVAt

ca jeTHAaKNM BjepoBaTHOhaMma (%, %) 3a BHIIlEe JIeTa/ba O OBAKBOj KOHCTPYKIIMJU YUTAJIAIL

ce ynyhyje na [4].

Teopema 1.3. Heka je (B;);>0 BpayHoBo Kperame ca mapamerpom Imomjepaja f@ u

qcriepsujoM o2, tj. By ~ N (ut, o*t). Taga je xoapujanuja
cov(By, B,) = o*min{s,t}.
Jloxas. Bunjern [5]. O

Teopema 1.4. |[TpanciaropHa nHBapujaHTHOCT BpayHOBOI Kperamba|

3a duxrcHo ty > 0, croxactuuku npouec By = By, — By, je Takobhe nporec Bpaynosor
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KpeTama.
/loxas. JemHocTaBHO ce MOKa3yje Ja IPOIec E?t 3aj710BoJbaBa cBojcrBa (1) — (4) Bpay-

HOBOI' KpeTama. 3a CBaKO S <  BaxKu
Bt - Bs - Bt—i—to - Bs+t0' (11)

U3 ycnosa (3) nedbununuje BpaynoBor kperama 3a B, camjeu Ja caydajHa BeJUIRHA
B, — B, uma HopMalIiy pacrofjery ca odekusamen 0 I JUCIeP3HjoM (t+tg)—(s+tg) =
t — s, ojTaKJIe J00UjaMo J1a Et 3a/10BOJbaBa cBOjcTBO (3). la SMCMO MCIHUTAIN CBOjJCTBO
(2) 3a B, npernoctaBuMo ga je to > 0. Tama, 3a cako 0 < t; < tp < -+ < 1,
Baxku 0 < tg < t; +ty < --- < t, + to. Ha ocuoBy ycnosa (3) 3a npouec B, caujean
na cy By, — Bi,_ 41, B = 1,2,...,n He3aBucHe ciaydajue Beamuune. (Crora, Ha
ocHOBY jemnakoctu (1.1) modujamo na cy ciaydajHe BeIMYnHEe Etk - Etlﬂa k=1,2,....n
He3aBHCHe, Ta B; 3a/10B0J/baBa CBOJCTBO (2) BpaynoBor Kperama. ]
CB0jCTBO MHBApUjaHTHOCTH BpayHOBOr Kperama HaM TOBOpHU Ja BpayHoBo Kperama y
cBaKOM TpeHyTKy Kpelie mcrogerka kao HoB mponec BpayHnosor Kperama.

Hexka je najytame T uaTepBan y R, win cKyn MO3UTUBHUX IUjEJIUX OpOjeBa.

Hedbuunuuja 1.5. Quirpanuja na T je meonanajyha dbavumuja {F;, : t € T} o-
anredpu, onHocHo {F;} je Kosmeknumja cBux moryhux morabhaja renepucannx ca { X, : 0 <
s < t} mo Tpenyrtka t. Croxactuuku nporec X;, t € T, je ajganTupas y OJHOCY Ha
dbwrrpanujy {F; : t € T} ako je 3a cBako t, ciaydajHa Bequauna X; F; MjepibuBa.

Chayuajua Besmmauua X; je F; Mjep/bhuBa aKO CBe IITO 3HAMO O X; 3aBUCH CaMO O]
uadopmanuja gocynnux 10 tpenyTtka t. Pamminja {F; : t € T} Moxke ce mocMarparn

Kao Heomaajyhu mporok maboOpMaIyja reHepucanux mporecom (X;).

Hamomena 1.6. YcjoB aJanTupaHOCTH CIydajHOr Ipolieca X; y OJHOCY Ha buiarpa-

ujy J; MoxkeMo 3anmcaru Kao o(X;) < Fi.

Hamomena 1.7. g-anredpa F je komiutetHa ako ud A € F u P(A) = 0 caujequ B € F

3a cBaku nojickyn B € A. Hamaspe npermocraB/baMo fia ¢y ¢Be o-aiaredpe F; KOMILIETHE.

IIpumjep 1.8. Bpujeme nocnmjeha eBporicke ormruje 1 je F; MjepsbuBo 3a cBe t € T,
jep je Bpujeme nocuujeha nedununcano onmujom y tpenytky t = 0. Bpujeme mocnmjeha
aMepudKe ONIuje T HAKOH TpeHyTKa ¢ Huje JF; MjepJbuBO, jep ce oiHocu Ha jorahaj y

oyayhuocTn.

Hedbuunumja 1.9. Heka je (X;)er CTOXACTUUKH IIPOIEC QJANTUPAH Y OJHOCY Ha (huJi-

rparujy {F;} u E|X;| < 0 3acseteT. Tana je (X;) maprunran y ocaocy Ha {F;} ako
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3a cBako s < ty 1 BaxKu
E[X:|Fs] = X, ckopo curypso. (1.2)

UuTyntusHO, croXacTudku 1porec (Xi)er je MapTUHTAI YKOJUKO je YCJIOBHO OYEKH-
Bambe CllydajHe BeJIuduHe X; IPHU YCJIOBY Jia Cy HaM JOCTYIIHE CBe uHMOpMAaImje 10

TpeHyTKa S jeaHako oarmr X.

IIpumjep 1.10. [la ducmo jorn Oosbe MPUOIMMKHUINA TI0jaM MApPTHHTAJA UHTYUITU)H,
IPETXOIHY JeUHUAIN]Y MOXKEMO TTOCMATPATHU y CJIydajy IPOIeca ca JTUCKPETHUM Bpe-

MeHOM (X, )nen, 7' = N. Tama ycnos (1.2) nedununmje riacu
E[X,|Fn1] = Xoo1. (1.3)

Hexka je X; ucxon i—re pyHje HeKe dep urpe, 10K je X, d00orarcTBo urpada y TPeHYTKY
n. Yeaos (1.3) HaM roBopu Jia OYEKMBAHO OOrATCTBO UIPava y TPEHYTKY 7, KOjU UMa
cBe mH(MOPMAIIje 0 UCXOJIy UI'Pe Yy MPEeTXOoAHuX n — 1 Kopaka, u3nocu X, 1. Apyrum

pujednMa, He IIOCTOjU CUTYPAH HAUUH 3apa/jie 3a Urpada YKOJUKO je urpa gep.

Hanomena 1.11. CBaku ciiy4ajHu IPOIEC KOjU je MAPTUHTAJ je aJIallTUPAH Y OJIHOCY
Ha CBOjy npupoaHy duiaTpanujy. 3a Iporec Ca HEeNPEeKUIHUM BPEMEHOM IIPUPOIHA
dbunrpanmja je F; = o{X, : s < t}, 70K je 3a OHA] ca JUCKPETHUM BPEMEHOM
Fn = o{X,} = o{Xo,...,X,}. Yromuko duiarpanyja HUje eKCIJIMIUTHO HABEJEHA,

OH/Ia TI0/IPA3yMUjeBaMO JIa PAJIUMO Ca IPUPOTHOM (PUITPAIIA]OM.

IIpumjep 1.12. I[lojam mMapTuHTaJIa je YONIITEeHme HU3A MapIlHjaJHUX CyMa Koje Ipo-
n3naase n3 Husa X, HE3ABUCHUX W jeTHAKO PACIOJIMjeJbeHUX CJIyYajHUX BEJIMINHA Ca
OYEKUBAIbEM HyJIa Y CMHUCJIY Jla C€ CBAKU MAPTUHTAJ y JHUCKPETHOM BPEMEHY MOXKe
3ammcaTé Kao mporiec JTedUHUCAH TapIidjaJJHIM CyMaMa HEKOPEJIUCAaHUX CJIYYajHUX Be-
JIMYUHA ca odYeKuBameM Hysna. Heka je S, = X1+ -+ X,,, Xo =0, n € N. Tazga je au3
S,, maprunran. la ducmo ce yBjepuin Ja je mporec {S,} MapTUHTaI MOKaXKUMO Jia 3a

Ibera Baske CBe IpeTrocTaBke jaedunurmje 1.9.
1. Ha ocroBy nejeanaxoctn tpoyria Baxu E [S,| = E|Xo+---+X,| < nE|X;| < .

2. Ilporec S, je amantupan y omnocy Ha dunrpanujy F, = o(X,), jep je o(S,) <
0(Xy,). Taannje, Baxku o(S,) = o(X,,).
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[(n+1
E[Sni1lo(S)] =E | Y Xl X0, X3, ..., X,

| k=0

B> Xl Xo, X, X | + B[ X[ Xo, X1, X

| k=0 i
E[f(Xo, X1, ..., X0)|[ X0, X1, ..., X0] + E[ X, 1] X0, X1, ..., X0
f(Xo, X1, .., X0) + E[X,01| X0, X1, ..., X3

D X+ E(Xpg1) = Su+ 0= 5.
k=0

Haxuie, iporiec {S,} je MapTHHIaJ y OJHOCY Ha CBOjy HPUPOAHY (DUITPAIU]Y YKOJIUKO
je E(X,) = 0 3a cBako n € N.

ITpumjep 1.13. IIpernocraBumo na je T = N. Heka X, npescraBspa 1ujeHy akiuje Ha
JaH n. Y OBOM KOHTEKCTY MOXKeMO HeOPMAJHO Ka3aTH Ja je OYeKNBAaHA BPHjeTHOCT
IIjeHe aKIje CyTpa, IPU CBUM JOCTYIHNM HHMOPMaIjaMa Koje IMaMo JIaHaC, jeTHaKa
JTIAHAIIO] Tujenn akiuje. OYeKnBaHoO je Jjia IujeHe akiuja Ha dep3u TPUOIUKHO UMAjy
OBO CBOJCTBO - Ha CKaJIM O jeJIHOT JaHa. Ha mpumjep, ako mujeHa akije JaHac n3HOCU
50 monapa u odekyje ce ja he cyrpa nujena uznocutu 60 gosapa, oHJIa OU UHBECTUTOP
jEeJTHOCTABHO MOTA0 OCTBAPUTHU MPOMHUT TAKO IITO JaHAC KYIU aKIHjy, & CyTpa je TPOoIa.
MebhyTum, ako du oBo dusa jaBna undopmMmalmja, OHJIa OU U JAPYTH UHBECTUTOPH XT)jeJIU
Ja Kyne akmujy no numjenn o 50 mostapa.  Biracuumum aknuja Om Tasa odujasim Jia
pojajy aknujy mo mujenu oj b0 jgosapa u mujeHa om Op30 jocTuria BpujemgHoct 60
nosapa jganac. /leta/bHuUjy npumjeny Teopuje MapruHrasia y dgpunancujama ugjehemo
Yy HACTaBKY Y OJIjeJbIIMMa KOJU Ce OJTHOCE Ha BjePOBATHOCHE Mjepe HeyTpaJIHe O] PU3UKa

" Kopuiiheme MapTUHTAJIA 38 BPEIHOBAILE OIIIHja.

Teopema 1.14. Bpaynoso kperame (B;)i= jeé MApTUHTAJL.

Jlokas. Heka je Fy = 0{X, : s <t}. Taga 3a cBako s < ¢ Baxu
E[B;|Fs| = E[B; — Bs|Fs| + E[Bs|Fs].

Kako je B; — B, uesaBucuo o Fy, caujenu na je E[B; — Bs|Fs| = E[B; — B,|. 3namo
na je E(B;) = 0, na u3 JMHEaApHOCTH MaTeMaTUIKOr OYeKuBarba ciaujenn na je E[B; —
B,|Fs] = 0. Ca apyre crpane, E|[B;|Fs| = Bs, jep je caydajua Bequunna B, MjepibuBa
y omnocy Ha o-anredpy F,. Haxne, E[B|F,] = B, 3a cBako s < t, nla 3aK/bydyjeMo

na je B, mapruaTran. ¥ crBapu, bpayHOBO KpeTame je Hajje JHOCTABHUjH CTOXACTHIKI
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MapTUHTAJICKU TIPOIEC Ca BPEMEHCKUM apaMeTpOM y HEKOM WHTepBaJy (mporec ca

HEIPEKWIHUM BPEMEHOM ). O]

1.4 MonaesoBame Kperama MjeHa BPUjeTHOCHUX
nanupa nmpekKko reomerpujckor bpayHosor

KpeTama

Bamespe je MomesioBao mporec Kperarma IMjeHa BPHjeJHOCHUX Ianupa Ha Oep3n
romohy BpaymnoBor kpepama. Taunuje, y HBEroBOM MOJIENY je IIPOIeC KpeTamba IijeHa
BpHjeHOCHUX manupa (S;) MojenoBaH Kao S; := By, raje je B; BpayHoBo Kperame ca

2. Ca Sy obmberkaBaMo IHjeHy akIyje y

rmapamMeTpoM IoMjepaja f(t U JHUCIEP3UjOM O
[IOYETHOM TPEHYTKY, a S; je IujeHa akije HAKOH BPEMEHCKOI MHTepBaJa JyKuHe t.
Omn je mpernocTaBsbao Ja 3a CBe HEHEraTUBHE BPUjEIHOCTU Y W t, KOJEKIHja IHjeHa
Sy, y = 0, 3am0BO/baBa YCJIOB Ja CIy4ajHa BeJUIHHA Spy, — S, HE 3aBHCH O TOra
KaKBe Cy OmJie IHjeHe BPUjeJHOCHUX Ialupa J0 TPEHYTKa Y, Ka0 U YCJIOB Jia CJIydajHa
pesmanna Sy, — S, nma nHopmasny N (ut, o%t). Bamesseos Mozien nma jejan ounrIean
HEJIOCTATaK - IHjeHa BPUjeHOCHOT TaIlupa UMa HOPMAaJIHY PaCIOJjesy, I1a MOyKe OUTH
weratuBHa. Huje moryhe na nujena axmuje Oy/ie HeraTUBHA, MAKO CE y MPAKCU MOXKE
JIECUTH Jla IjeHa pode WM pecypca Ha KOjy ce akIifja OJHOCH IIOCTaHe HeraTUBHA.
Ha npuwmjep, y majy 2020. roaune je JOMIJIO JIO HEraTHUBHUX IHjeHa HadTe, jep Cy
mujene djydepc yroBopa Ha HadTy mnocrase Herarmpre [4]. Jomr jeman mHemocrarak
ce orjieJila y TOMe Jia Ce y MOJIeJIy IPETIOCTaB/ba Ja Pa3JjidKa, OJIHOCHO IIPOMjeHa, Yy
[IMjeHW BPUjETHOCHOT TAINpA Ha WHTEPBAJIYy HUCTE JIy?KHHE UMa UCTY PACIOJIjesty, 0e3
003Mpa Ha TO KOJIMKA je Ta IUjeHa Onjia Ha MovYeTKy nHTepBasia. OBaKBa MpPETIOCTABKA
Huje onpasaana. Momen Koju npeBa3miia3u HeoCTaTKe bBaresbeoBor Mojiesna je MoJes
reoMeTpujckor Bpaynosor kperama. Hanwme, ekonomucta ITosr Camyeincen® je oko 1965.
rojJiuHe MOHOBO OTKpHO Hjeje ballesbea Koje cy My TOCTyKUJe Kao OCHOBAa 3a HOBU
MOJIe/T KpeTamba I1ijeHa BPHUjeIHOCHUX IMallnpa KOjU e JaAHAC KOPUCTHU KAa0 MOJIEST MHOTUX

dpuHaHCHjCKUX IIpOoIieca.

Hedbununmja 1.15. Croxactuuku mporec (S;)i=o je reomeTrnjcko BpayHoBo Kperarbe

ca mapaMeTpoM IIOMjepaja (i W TapaMeTpoM BoJIATHIHOCTH o > () aKo 3a/10BOJbaBa

5

Paul Samuelson, 1915-2009, amMeprydkn €eKOHOMHCTA
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CTOXACTUYKY JIU(PEPEHIINATHY jeTHATTHY
dSt = ,UStdt + O'StdBt, (14)

raje je (Bi)i=o cranmapaao BpaynoBo kperame. Jemnaumny (1.4) moxkemo Jpyraduje

3alluCaT Kao

d
95 _ it + 0dB,
S

oJaKJie BUIUMO Jia ITPOMjeHa IHjeHe aKIlije, OJTHOCHO JOOUT O aKIlfje TOKOM BPEMEHa,
3aBUCH OJ1 JiBa (paKkTOpa: KOHCTAHTHE JH00UTH idt U cydajue jjodutu odB; napamerpu-
30BaHe MapaMeTpoM BoJiaTujaHocTu o. Ilapamerap momjepaja o TpescTaB/ba OP3UHY
KOjOM Ce MHjera OYeKnBaHa BpujeaHocT mporeca. OH Ommcyje AyropodHO IOHAIIAHE
IIpoIieca, OJTHOCHO Jla JIM OH TeXKHM Ka CTamy MUPOBamba, eKCILUIOAUPa U OCIHIyje. Y
KOHTEKCTY IMjeHa akIihja, OHe 3aBHUCE O] IlapaMeTpa MoMmjepaja [, KOJu HaM TOBOPH O
TOME KOJIMKO e MHBECTUTOP MPOMUTUPATH OJ1 yUelrha Yy PU3UIHO] UHBECTUIIHjU.

Ila Ou ce oBa jejHaUYMHA pHjeNIU/Ia ITOTPEOHO je MO3HABATU METOJIE CTOXACTUYKE
aHaJIM3e IITO je W3BaH OKBUpa OBOT paja. Ctora, pjelieme jeHAUNHE HABOIMMO Kao

TeopeMy Oe3 JioKaza. 3a JoKa3 untaola yuyhyjemo Ha [4].

Teopema 1.16. Pjememe croxacruuke nudepennujaine jennaunue (1.4) je maro ca
S, = SpeBet(n=ao®)t 4>, (1.5)

[
V HacTaBKy HaBOJIUMO JIBE€ ajITepHATUBHE jedUHUIje reoMeTpHjcKor BpayHoBor

KpeTama OJIaKJje NeMo M3BeCTH CBOjCTBA IIPOIleca W PACIo/Ijesly CllydajHe BeJundune S;.

Hedununmja 1.17. Croxacruuku mporec (S;)i>o je reomerpujcko BpayHoBo Kperarbe
ca TTapaMeTpoM ToMjepaja (4 U IapaMeTPOM BOJATHUJIHOCTA ¢ > () YKOJIUKO 3a CBAKO

y, t = 0 Baxu:

St+‘ . .
5 He 3aBUCH Of IIHjeHa KOje Cy Ouse 10 TpeHyTKa vy,

1. cayuajna BemumHA

2. ciiydajHa BeJWYnHA In (%—j’) je ciyuajua Besmuuna Koja uma N (ut, o*t) pacto-

Jjeuty.

Y nopebhemwy ca Bare/reoBuM MOJIEJIOM TJlje ce pas3JiuKa IHjeHa akIiuja y HEKOM
BPEMEHCKOM WHTEPBAJIY JUPEKTHO MojiesIyje BpayHOBUM KpeTameM, Yy OBOM MOJIEIY je

pazyimkKa JiorapuTtama Oyjyhe mujeHe u cajalrmbe IujeHe mpoiec bpayHoBor Kperamba.
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OBume cy pujerienn HemocTany BaresbeoBor Mojeria - IujeHe akinja HUKa1a HUCY He-
raTUBHE U YMjeCTO pa3juKe IijeHa akKIija IoCMaTpa ce IbUXOB KOJUIHUK. 3aHUMa HaC
KaKoO JIa OJIpeJINMO MaTeMaTHUIKO OYeKWBalbe W JINCIIEP3U]y 3a IHjeHe aKInja y HEKOM
oyayhem TpenyTky t. To mMoxkeMo J1a ypaJrMO yKOJUKO Cy IIO3HATU ITOYETHA IHjeHa,
akIyje Sy, mapamMeTpu moMjepaja (i U BOJIATHIHOCTU o (KOjU ce y IPaKCH J00ujajy cra-
TUCTHYKUM MeTojama). [IpBo Ham je moTpebHO ja yBejeMo JebUHUIIN]y JIOT-HOPMAJIHe

pacmo/jeJte.

Hedbununuja 1.18. CiydajHa BequdnHa Y UMa JOr-HOPMAJIHY PaCIOjesIy ca Iapa-

MeTpuMa (U 02 ako je Y = e¥

, Taje je X ciaydajHa BeJIMYMHA KOja MMa HOPMAJIHY
pacrofijesy ca O9eKHBambeM [ U JUCHepP3ujoM o2. JeIHOCTaBHO ce MO¥Ke HOKA3aTH Jia

JIOT-HOpMaJIHa, pacrofjesia nMa cbesehie MaTeMaTndKo OYeKnBambhe U JIUCIEP3n]jy:

02
E(Y) =e'"7
DY) = e+ (¢7" — 1),

3a JleTasbe BujeTH [5).

Hedbuunnmja 1.19. Axo je (B;);>0 BpayHoBo Kperame, Tajia je CTOXaCTUKH IIPOIEC
(S¢)i=0 medunucan kao

St = eBt

reoMeTpHrjcko bpayHoBO KpeTarbe.

Y HacraBky hemMo mpeTmocTaB/baTh Ja IIPOIEC MIPOMjeHe IHjeHa BPHjeIHOCHOT Tia-
nupa TOKOM BpeMmeHa (S;);>¢ IpeJICTaB/ba IPOIEC TeOMETPUjCKOr BpayHOBOr Kperarba
ca HmapaMeTpuMa 4 U 0. YKOJIMKO HaM je II03HaTa IijeHa BPHjeJHOCHOr Iamupa Sy y
IIOYeTHOM TPeHyTKY ¢t = (0 Ha OCHOBY IPETXO/THUX PE3Y/ITaTa MOXKEMO OJIPEIUTU MaTe-

MaTUIKO OYEeKWBahe U JUCIEP3Ujy IMUjeHe y MPOU3BOJFHOM TPEeHYTKY t > 0:

=5E <eln%> = Soe“HUT% — Soet(u+"—22),

Sy

. . In
rJ[je CMO MCKOPUCTUJIN YHUEbEHUILY Jla CJIydajHa BEJUYUHA € S0 UMa HOPMAJIHY PAaCIo-

njesy ca mapamerpuma ut u o’t. Hagame,

_ St 2 S}
pisy - (S5 - sio (5)

= S2D (eln%> — GRePitatt (e"Qt — 1) = S2et2ta) (¢77t ),
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Teopema 1.20. I'eomerpujcko BpayHnoBo kperame je nporec Mapkosa.
Jokas. Heka je h > 0. Tpeba mokasaru j1a yKOJIUKO HAM je ITO3HATO TPEHYTHO CTAbe
nporteca Sy, Oyayhe crame mporeca Sy, He 3aBuCH 01 jjorahaja 10 TpeHyTKa t, OTHOCHO

He 3aBucu o7 {5, : 0 <u <t}

Spin = el

_ eBt+Bt+h—Bt
_ eBt eBt+h_Bt

— SteBHh*Bt ,

oJIaKJjIe 3aKJbydyjeMo Jia ako je S; MO3HATO, OHJIa Oy/ayhe crame Iporeca Sy, 3aBUCH
camo og1, Oyayher npuparnraja Bpayrnosor kperamwa By, — B;. 3HaMO /1a cy IpuparnTaju
BpaynoBor kperama He3aBUCHH, 11a Oyayhe crame Sy, ), He 3aBUCH OJI IPETXOIHUX CTAbA.

OBumMe cMo 1TOKa3a/IM J1a BayKu ¢BojcTBO MapkoBa 3a reomeTpujcko BpayHoBo kperaibe.

]

JIema 1.21. |/lema o muckonrToBamy| [Tocmarpajmo mporiec Kperarba IujeHa akimja
(S})ier+ 3a/aT MPEKO reoMeTpujckor BpayHOBOr KpeTamwa ca moMjepajeM (i U BOJIaTUJI-
Horihy ¢, OJITHOCHO

dSt = MStdt + O'StdBt, t=0.

Ta ta iporiec JMUCKOHTOBAHUX IHjeHa aKIlHja

(St)teR+ = (e_rtst)teﬂ&+

3a/10BOJbaBa JeJIHAUNHY

dSt = (,u — T)Stdt + O'StdBt.

IIpumjep 1.22. T'eomerpujcko BpayroBo kperame de3 nomjepaja (= 0)
St = SoeaBt—U2t/2

je MapTuHTAaJI.
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Bamcra, IMaMO J1a BaXKu

E[X,|F.] = E[Soe™ 2| F]
_ 506—0215/2 E[eoBt ‘«Fs]

_ 50670'215/2 E[ea(Bths)+aBs

Fs]
Fs]

_ SoefGQt/QJroBs E[ea(Bszs)

_ Soe_c;?t/2+oBs E[eG(Bt—Bs)]

_ Soe—a2t/2+aBsBE[(Bt—Bs)UH%D[(Bt—Bs)U]
_ SOC—UQt/2+aBse(t—8)02/2

_ 506035—025/2

= X, 0<s<t,

na u3 jieduHUIMje 3aK/bydyjemMo jia je nporec (S)er+ MapTHHAJL.

1.5 IIpuHiun HeyTPAJIHOCTHU OJ PU3UKAa, OJCYCTBO
apouTpake, KOMILIETHOCT TPXKUIIITA U

BjepoBaTHOCHA Mjepa HeyTpaJIHa o]l PU3WKa

OcHoBHe o3HaKe U JeduHUINje

[ToapasymujeBamo J1a pajuMo ca MOJEJIOM TPYKUIITA Yy HEIPEKUHOM BPEMEHY, OJl-
Hocho t € RT. Tlocmarpamo ykymro d + 1 ¢dpunaHcHjckux cpejicraBa y TpeHyTKy t € R

nymepucanux ca 0, 1,...,d. [lujene Tux cpejcraBa o3HAYABAMO CJIyYajHUM BEKTOPOM

Koju opmupa croxactudku mnporec (S )er+. IIpermocraBmpamo ma je St(o) HEKO 0e3pu-

3UYIHO (DUHAHCHJCKO CPEJICTBO Ca KAMATHOM CTOIIOM 7', OJHOCHO MMAaMO
0 0
SO = gWert 4>,

Hedununmja 1.23. [[Iponec qucKOHTOBaHUX IHjeHA|

BekTop guckoHTOBAHUX THjeHA
X, = (80,80 89, >0,

je nedunucan ca
B —ertg® 40, k=0,1,...,d
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Hedununmja 1.24. Iloprdommo crpareruja (enr. portfolio strategy) je croxacTudakn
nporec (& )wer+ < R raje §t(k) o3HaYaBa KOJUIMHY (MOXKe duru (bpakimoHa) cpejl-
cTtBa k y nmoprdomnujy y TpenyTKy t = 0.

Bpujemroct noprdommo crpateruje (& )er+ < R y tperytky t > 0 je nedunucana

CKaJIADHUM IIPOU3BOIOM
d
Vi=&-S = Z ft(k)St(k), t=>=0.
k=0

JluckontoBana BpujeHocT nopTdosunja je jjepuHucana ca

Vi:=e "V,
=e - S,

:gt'Xta t>0

Edekar quckonTOBaMma 011 BDEMEHCKOT TPEHYTKA ¢ /10 BpeMeHCKOT TpeHyTKa () ce oryejia
y Juje/berby CBUX IFjeHa ca e’ Kako OMCMO CBe IljeHe MOIVIU IOPEIUTH Y TPeHyTKY
t=0.

Apbdurpazka

Jeman o1 HeM30CTaBHUX NMPHUHITAIIA KOjU TIPUM]jEHbyjeMO TPUJINKOM BPEIHOBamba (Hu-
HAHCUJKUX JIepUBaTa ce OJHOCH Ha oJicycTBO apdbutpaxke. [lox apburpakom ce mogpa-
3yMHjeBa KYIIOBHHA POoOe, BaJIyTa, WU XapTHja OJl BPUjEeIHOCTHA HA JEHOM TPXKUIITY
y IWBY NPOJiaje UCTUX Ha JPYrOM TPXKUIITY W TPOPUTHPArha OJ] Pa3uKa y IHjeHH.
Hpyrum pujeunma, apoutpazka je MoryhHOCT mpaB/beba 9uCcTor nNpoduTta 0e3 pu3nKa.
ZKaproucku pedeHo, oHa IIpeJicTaB/ba MOIYNHOCT ja ce ,ooujean’ Tpxkuire. Hamarmbe
OPETIIOCTAB/HAMO JIa PAJIIMO Ca JOIyCTUBOM moprdoino crparerujom (enr. Admissible
Portfolio Strategy) xoja mompasymujeBa jia je yKyIHa BpujeaHoct noprdosuja V; He-
HeratusHa 3a cBe t € [0,T]. VBeaumo cajga dopMmaany MareMaTuuky aeuHUIT]Y

apouTpazke.
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Hedbunaunmuja 1.25. Iloprdonmo crpareruja (ék))te[oﬂ, k =0,1,...,d ca Bpujeano-
mihy
d
Vi=& S =75, t=0,
k=0

IIpeJicTaB/ba MOI'YNHOCT apOnUTpaXke YKOJMKO CYy CBH CJbeehu YCIOBU NCIIYH-€HU:

(i) Vo < 0y Tpenyrky t = 0 [Ha moderky kpehemo ox moprdosnuja Ge3 Tpomkosa,

UM CMO y JiyTy],

(1i) Vr = 0y tpenyrky T |[Ha Kpajy IOCMATPAHOT BPEMEHCKOT WHTEPBAJIa BPUjEHOCT

noptdosmja je HeHeraTuBHa|,
(#ii) P(Vp > 0) > 0 y tpenyrtky t = T [upaBumo npodur ca He-HYJIA BjepOBATHONOM].

YeiioB (1) UMILIIIIPA J1a MHBECTUTOD HE YKeJIU Jla UMa TyOuTKe, (141) 3HaUN Jia UH-
BECTUTOD »KeJIH Jla y HEKOM TPEHYTKY y TOKY IIOCMaTPaHOI' HHTepBaJa UMa ITO3UTUBHY

J106uT, 10K ycsoB (i) o3HavdaBa na oH kpehe be3 KamuTa a Wid 1a je 9aK y JyTOBHMA.

Bamyarmja HeyTpaJsiHa o pU3uKa

Y dunancujckoj MmaTeMaTHIN YecTO ce cycpehemMo ca mmojMoM BaJjlyalije HeyTpaJjIHe
on pusuka (enr. Risk Neutral Valuation). Wcmocrasiba ce Ja je OBaj MPHHIMUI O
KJBYYIHOI' 3Hadaja 3a ojpehuBame dep mujene omruje, oanocHo npemuje. [lo oBom
IIPUHIIMITY THjeHa OIIFje JIaHacC je CaJallliba BPHUjeHOCT OYeKHBaHe Oyjyhe JI00uTH,
OJTHOCHO OHA je JUCKOHTOBAHA OYEKUBAHA BPUjEHOCT JJOOUTHU OMIIUje MPU OE3PU3UTHO]
kamaTHOoj croru. [Ipuje Hero mTo yBeseMo MareMaTUdKy opMmystanujy mokymirahemo
Jla YUTAOIy UHTYUTUBHO IMPUOJIMKUMO OBaj IOjaM.

[IpunIun HEeyTpaJHOCTH O PU3UKA MOYNBA HA WUJCjH Jla KaJla BPEIHYjEeMO OIIIHje
MOKEMO CMATPATHU [ je CBUjeT U3 KOI' MOCMATPAMO CHTYaIlljy HEYyTPaJaH y OIHOCY
Ha PU3WK, OJIHOCHO Jla Cy CBU MHBECTUTODPH PABHOIYIIHU IIPEMAa PU3UKY KOjU JOHOCE
IIpOMjeHe IMjeHa aKIija TOKOM BpeMeHa. ¥ Be3W ca THUM jaBJba Ce€ TEPMUH IIpeMUje 3a
pusuk (eHr. risk premium) Koja mpeicTaB/ba HAKHALY KOja ce J0/1jesbyje MHBECTUTOPY 3a
yJlaraibe Y PU3NYIHO CPEJICTBO, OJIHOCHO 3a IIpey3uMarbe Beher MHBEeCTUITMOHOT PU3UKA.
OBa Mjepa pu3mKa oOJiparkaBa WHBECTHUTOPOB OJIHOC TIPEMa PHU3WKY, OJIHOCHO HHETOBY
TOJIEPAHITN]Y JIOJATHOT PU3UKA Y WHBECTHUIIU]U. ¥ CBHUjETY HEYTPAJHOM OJI PU3MKA HE
[IOCTOjU TIPEMU)ja 338 PU3UK, OJITHOCHO UHBECTUTOPU HE TPAXKe MPEMU]Y 38 PU3UK U CBAKU

TOK HOBIIA Ce JIUCKOHTY]je 0 Oe3pU3MYIHOj KAMATHO] CTOIHU 7.
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[Tocmarpajmo akrmujy duja je nmjera y TpenyTky ¢t = 0 jeqnaxa Sy. IIpermocraBumo
Jla CMO YMjeCTO y aKIjy HOBAI YJIOXKHUIU Y OAHKY 10 (DUKCHO] OE3PU3UIHO] KAMATHO]
crortm r. O3Haunmo ca At mpupalnTaj BpeMeHa Ha 9HjeM KpPajy J0Ja3u JI0 IIPOMjeHe
nujere aknuja. MHBecTupameM y DaHKy OrcMO HaKOH BpeMena At Ha HalreM DaHKOBHOM

pauyHy uMajm u3Hoc Spel.

NuBecTtupame y aknmjy je HEYTPAJJIHO OJ PU3UKA aKO je
OYEKMBaHa BPUjEIHOCT aKIiyje dalll jeJHaKa N3HOCY KOju OMCMO JTOOUIIN J1a CMO YMjecTO
y aKINjy HOBAIl YJIOXKWJIA Y DAHKY.

Hana/be yBogmMo 10jaM BjepOBATHOCHUX Mjepa KOje Cy HeyTpaJiHe OJI PU3UKa (EHT.
Risk-Neutral Probability Measures) Koje cy mo3HaTe U 1107 HA3MBOM MAPTUHIAJICKE Mjepe
y HenpekuHoM Bpemeny. OHe cy HaM HEOIXO/IHe J1a ONCMO (DOPMATN30BAJIN BAJIYAIT]Y

JepuBaTa HEyTPAJHY OJI PU3HKA.

BjepoBaTHOCHE Mjepe HeyTpaJ/IHe O pPuU3NKa

BjepoBaTHocHa Mjepa HeyTpaJiHa O pusuka, y o3Haiu P*, je Mjepa mpu Kojoj je
JIOOUT PU3UIHOT (DUHAHCH]CKOT CPEJCTBA TOKOM BPEMEHCKOI MHTepBasa [u,t] jeaHaka

J100UTU DE3PU3UIHOT CPEJICTBA KOja je jlaTa ca
St(o) = elimwrgl) O<u<t
YRR < < U.

[Ipucjerumo ce 1a je BpayHoBO KpeTame MapTHHTAJ Y OJIHOCY Ha IIPUPOIHY (PUITPAIIA]Y

(Ft)ier+ TEHEPUCAHY TUM KPETAHEM, OJHOCHO
Fi=0(B, : 0<u<t), t=>0.

Hedbunaunmuja 1.26. Bjeposarnocua mjepa P* na (2 je neyrpaJina o1 pusuka yKOJIUKO

BazKu1
E'[SPF] =etrs®  o<u<t k=1,2,...,d, (1.6)

raje je B ouexuBame npu Mjepu P*. Kaza rosopumo o dbunaHCHjaMa y HEIPEKIIHOM
BpeMeHy, MapTUHTAJICKO CBOjCTBO HAaM je O/ K/byJHOr 3Hadaja. OHO C/Iy2KU 3a KapakTe-
pu3anujy BjepoBaTHOhe HEyTpaJiHe O PU3NKa, U3BOhebe Mapiuja HuX JTudepeHIija-
HOX je/IHAYMHA 3a BpeTHOBame jepuBaTa Kao mTo je biek-IlloncoBa jemmaumna Kojy

hemo Bu/ijeTn y HaCTaBKYy W 33 M3pavdyHaABaIbE€ YCJIOBHUX OYEKUBAIHA.

Teopema 1.27. BjepoBarnocHa Mjepa P* je meyTpaJiHa 0J1 pU3uKa aKO U CaMO aKoO je
. . =(k
[IPOITEC TUCKOHTOBAHUX ITUjeHa PUBUIHOT (DMHAHCH)CKOT CPEJICTBA (St( ))te]R . MapTuHra

y omHocy Ha P* k=1,2,...,d.
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Hokaz. Ykoauko je P* BjepoBaTHOCHA Mjepa HEyTpaJiHa OJI PU3KNKa, OHJIA U3 JiehuHn-

nyje caujeau
E° |57 | =E e tsI7, |
=e"E [St(k)|.7:u]

e—rte(t—u)rs(k)

u

_ €_TUS7S]€)
= Sk 0<u<t,
oJlaKJIe JIoOOMjaMo Ja je Ipoliec (S*t(k))teR . MapruHra; y oxHocy Ha P*, k= 1,2,...,d.

Ca apyre cTpane, yKOJIUKO je (St(k)>teR . MapTuHraju y ogHocy Ha P*, onna je
E' 57| =B |e80)7]
="K [S’t(k)|fu]
— t5®

:e(t—u)rsq(f:)’ 0<U<t7 k:1727-"7d7

omakJie 1o Jedununmju 1.26 modumjamo na je BjepoBaTHOCHa Mjepa P* meyTpamana of
pHU3uKa. ]
Haname ce dbaBumo camMo oHEM BjepoBaTHOCHUM Mjepama P* Koje cy eKBUBaJEeHTHE

Mjepu Py cmucity ma aujeste ucte gorahaje BjepoBaTHOhe HyJ1a.

Heduuunuja 1.28. Bjeposarnocua mjepa P* nedunucana ua (£, F) je eKBUBAJIEHTHA

BjepoBaTHOCHO] Mjepu P yKOIMKO BazKu
P*(A) = 0 ako u camo ako P(A) =0, 3a ce A€ F. (1.7)

VY Be3u ca BjepOBATHOCHHM MjepaMa HEYTPAJHUM OJ] PU3UKA IMOCTaBJba Ce IMUTAHE
KaJ[a W TOJ KOjUM ycjoBuMa OHe mocroje. (OAroBop Ha TO HHUTAmkE Jaje HaM IIPBa
dyHIaMeHTaHA TeopeMa O BPeHOBabY (DUHAHCU]CKIX MHCTPYMEHATA KO]y Y HACTABKY

HABOJIMMO 0€3 JloKa3a. 3a JieTajbe 0 JOKa3y OBe TeopeMe uuraola yiyhyjemo Ha [6] u

7).

Teopema 1.29. [[Ipsa dyHmamenTasHa Teopema O BpejHOBaby (DUHAHCUjCKUX WH-
cTpyMeHaTa|
Ha Tpxumry Hema moryhHOCTH 3a adUTparKy ako M CaMO akKO IIOCTOjU Oap jegaHa Bje-

poOBaTHOCHA Mjepa HeyTpaJiHa oJi pusuka P*. O
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ITpumjep 1.30. ITocmarpajmo mporiec Kperama akimja (St )er+ 33/1aT T€OMETPUjCKAM

BpaynoBum KperameMm ca momjepajeM 4 ¥ BOJATUIHONINY O, OHOCHO
dSt = MStdt + O'StdBt, t=0.

Ha ocnoBy Jieme o nuckonToBamy 1.21 BaxKu J1a TUCKOHTOBAHU IIPOIIEC KpeTarbha I1jeHa,

aKImja (S't)teR+ = (€7"S5})er+ 3/10BO/bABA € THATUHY
dSt = (,LL - T)Stdt + O'StdBt,
¥ TIPOTIeC JTUCKOHTOBAHUX ITAjeHa

= _ _ 2
St =e TtSt _ Soe(“ r)t+oBi—o?t/2

je maprunras npu Mjepu P kajza je p = r. Taunuje, ako BazKu 4 = 7, OHJIa je IPOIIEC
JIMCKOHTOBAHUX IUjeHa, (St)teR+ = (Soe"Bt*UQt/ %) ,er+ MapTuHras npu mjepu P = P* koja
je HeyTpaJHa o] PU3UKA.

Kama 3naMo na mpum oJicycTBYy apduTpake MOCTOjU HEKA BjepOBATHOCHA Mjepa He-
yTpaJiHa OJI PU3WKa HAJa/be Ce MPUPOJHO Hamehe MUTAme jeIMHCTBEHOCTH T€ Mjepe.
OroBop Ha TO MUTAIbE Jaje Apyra pyHIaMEeHTaJTHA TeOpeMa O BPEIHOBakhY (PUHAHCH]-
CKUX MHCTpyMeHaTa. llpuje Hero mro HaBegeMo TeopeMmy MOTPeOHO je Ja ce yIO3HaMO
ca mojmMoBuMa camoduHaHcupajyher noprdommja (enr. self-financing portfolio) n Kom-

IJIeTHOCTH TpxKumTa (eHr. market completeness).

Camodunancupajyhu moprdoamo

Camodunancupajyhu moprdosimo MOKeMO UHTYUTUBHO Pa3yMjeTd Kao MOPTEOJIHO
y KOM Ce IMOJpa3yMujeBa Ja yKOJUKO HeMa HEeOYEeKMBAHUX MPUJINBA U OJJINBA HOBIIA,
KYIIOBHHA HOBOT' (DUHAHCHjCKOT' CPEJICTBA MOXKe JIa ce OCTBapu Ipojajom Beh mocrojeher
cpesictBa y noprdosnjy. IlocmarpajMo mpBo cirydaj auckpeTHor BpeMena. llowuerna

ujena nmoprdoJnja Ha MOYeTKY BpeMeHCKor narepsasa (t — 1,¢] je

d
&St = M8, (1.8)
k=0

raje je t — 1 TpeHyTaK ,,0TBaparma’ TP:KUIITa, OJHOCHO Oep3e. Kaja ce TpkwuiiTe ,3a-
TBapa’ Ha Kpajy BpeMeHCKor naTepBasia (t—1,t], Bpujegnoct noprdoimja Ha 3aTBapamy
je

d

&S =) &"s", (1.9)

k=0
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t =1,2,...,N. Hakon noBe ajokamuje cpejictaBa noprdiuja &1 J00UjaMO U HOBY

BPHj€eIHOCT TOPTdOINja HA OTBApPAhY TPXKUIITA

d
k) qlk
§ev1 St = Z §§+)1St( ) (1.10)
k=0
Ha To4eTKy cibegeher Tprounckor mepuoga (t,t + 1],¢ = 0,1,...,N — 1. Hamowme-

HIMO JIa Ce OBJIje IPeTIoCTaB/ha Jia IHjeHa akimje S; ocTaje KOHCTaHTHA ,[IpeKo Hohun',
OJIHOCHO y TIepuojly of Kpaja mHTepBasaa (t — 1,t] g0 mouerka wurepsasa (t,t + 1],
t =1,2,..., N — 1. Toprdomuo je camodunancupajyhu ako ce spujemnoctu (1.9) u
(1.10) moksamnajy. Ipyrum pujeanma, camoduaancupajyhu ycjaoB HMILIAIMPA 12 HEMa
HU TPWINBA HUA OJJIMBA HOBIA y moprdonnjy y Toky mnepuoja miameby nBa jgana Ha
TpxkumTy. Ha modeTky HOBOT TPrOBUHCKOI TEPUOJA WHBECTUTOP Tpeda IOHOBO JIa
WHBECTHPA YKYIHY BPHjeIHOCT MOPTQO/Inja T00MjeHy Ha Kpajy TPrOBUHCKOT TEPHOIA,
ofiHOCHO nHTepBasa (t — 1,t].

Bpatumo ce cajia ciydajy mHenpekugaHor Bpemena. Jledbwunuiuja camodunancupa-
jyher noprdoimja je Taja aHaJIorHa Kao y JUCKpeTHOM BpemeHy. O3HAYUMO ca §t(k)
BPHjeIHOCT KOja je yJIOXKEeHa y TPEHYTKY ¢ y BPeMEeHCKOM uHTepBaiy [t,t + At) y ak-

nmjy St(k), k=0,1,...,d u Heka cy
&=EM), k=0,1,....d, Si=(S"), k=0,1,....,d

oarosapajyhm IpuJIpyKeHH IIPOIECU BpUjeTHOCTH opTdosnja u IujeHa akimja. Bpu-

jennoct noprdonuja y TpeayTky ¢t = 0 je mara ca

gt St Z gt

Hedbununuja 1.31. Iloprdonmo crpareruja je camodunancupajyha ako BpHUjeTHOCT
rnoptdoJirja ocTaje HEIPOMHjeheHA HAKOH axKypupama mnoptdosrja ca & Ha &y,

OJTHOCHO
(k (k
e Siear = th) t+)At Z€t+At t+At = &trnt - Strat- (1.11)

KommnieTHOCT Tp2KUITA

3axTjeB Jla je TPKUINTEe KOMILUIETHO Ce 3aCHHBA Ha WJEjU Jla ce cBa Moryha mpej-
Bubama o Oyayhum cramuMa TPKUIITA MOTY KOHCTPYHUCATH Ha OCHOBY CAJIAINBUAX (DU-

HAHCUjCKUX WHCTPyMeHaTa 0e3 TpOIIKoBa TpaHcakimja. OBo je jaka MpeTIocTaBKa U
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[IPEJICTAB/bA UJICAIM3AIN]y CTBAPHOT CBHjeTa. ¥ OBAKBOM TPIKHUINTY HE MOCTOje TPO-
IIKOBU TPAHCAKIMja, THBECTUTOPUMA je JIOCTYIIHA HOTIIyHA nHMOPMAIjaMa O TPEHYT-
HUM IHjeHaMa pode U (pUHAHCU]CKUX UHCTPyMeHATa U MOCTOjU IHjeHa 3a CBAKO Moryhe
CPEJICTBO y CBaKO] JpKaBu cBujeTa. [Ipumjep mMojesna KOMIJIETHOT TPXKUINITa je Biiek-
[MTosicoB MOzEsT TPKUIITA ca KOjUM heMo ce yrno3HaTu y cibeseheM o/jesbKy My OBOM
MOJIeJTy TP2KUIITa heMo BpegHOBATHU OIIIIHje.

Hapasbe yBoAMMO TepMUH KOHTHHIEHCKOr 3axTjeBa (eHr. contingent claim). Ilpu-

JIjeB ,,KOHTUHIE€HCKHU Y OBOM KOHTEKCTY 3Ha4n

1. momytoxkaH cirydajHOCTH,

2. JelmmaBa ce WM MOCTOjU caMO IpU oJpeheHnM OKOJTHOCTUMA, 3aBUCH O] HeUera.
[IpumMjepr KOHTUHIEHCKUX 3aXTjeBa Cy OIIuje u popBap YyTOBOPH.

Hedbunnnmuja 1.32. Kontunrencku 3axTjeB je pUHAHCU]CKU JIEpUBAT YUja je BPHje/I-
voct C : ) — R cayuajua BeJmvunHA KOja 3aBUCH OJ Peaju3aliija cjaydajHux gorabaja.

VY mamtem ciaydajy, ciydajua Beanunaa C' je BpujeHOCT onruje y TpeHyTkKy t = 0.

ITpumjep 1.33. Esporcka kos omnmuja ca BpemenoM jgoctujeha 7' = 1 u yroBopeHOM

nujenoM K Ha akimjy ¢ je KOHTUHIE€HCKHU 3aXTjeB ca Bpujemnorhy C, rije je

SY k8% > K,
0, 5" < K.

Bpujennocr 3axtjeBa C je ,,KOHTHHTEHCKa' jep HEroBa BPUjeIHOCT 3aBUCH O] PA3HUX
yCJIOBa Ha TPXKUIITY, Ha TPUMjep O] SY) > K u u3sBejieHa je U3 BPHUjEJHOCTU aKIUja
Ha KOje ce ommuja ojiHocu. KOHTHHIeHCKM 3aXTjeB Ce W3 HUCTOI pas3Jjiora Has3WBa M

dpUHAHCH]CKU JIEPUBAT IIITO je TEPMUH KOjU CMO Beh IMOMUIbAJIU.

Hedbunannmuja 1.34. Kontunrenckn 3axtjeB ca Bpujeanomniny C' je TOCTHXKAH YKOJIUKO
nocroju camodunancupajyhia nmoprdoano crparernja (ét(k))te[oj]’ k=0,1,..d C& BPUjeIHO-

mthy V; TakBa ja y TpeHyTKy gocnujeha T jeHaKOCT

d
Vie=&r-5r = Z §¥)St(k) =C (1.12)

k=0

BaXKU CKOPO CUTYPHO.

IIpumjep 1.35. [locmarpajmo cirydaj npeTxojiHe JedUHHUI]Ee Y TUCKPETHOM BPEMEHY,

omunocHo kaja jet = 0,1,..., N uT = N Tpenyrax jocnujeha 3axTjeBa, a KOHTHHI€HCKHI
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3aXTjeB 0 KOjeM je pujed eBPOIICKa KOJI OmIrja dnrja je Bpujeanoct C' gaTa y IPeTXoIHOM

upumjepy 1.33. Taza ce ycyioB u3 nperxosne jeduHUIMje CBOIN HA
d
C=¢n-Sy = Z 5](5)5](\1,“), P — ckopo curypso. (1.13)
k=0

Kana noprdomno (&)i—p1,.. N AOCTHKE BPHjETHOCT IIOCMATPAHOI KOHTUIEHCKOT 3a-
XTjeBa, OJHOCHO eBporicke koJi ommuje C', y TpenyTtky mnocuujeha N, Tj. ako Baxu

(1.12), rama xaxxeMo 1a (& )io,1,... N X€ILyje, OaHOCHO 00e30jehyje o1 pu3uKa BPHjeIHOCT

-----

saxtjeBa C. Kana camodunancupajyhin moprdomno (&);—o1,. n Xellyje BpUjeIHOCT 3a-

xtjea C, OHJA je IMjeHA MOCMATPAHOr 3axTjeBa Ipu ojcycTBy apourpaxe m(C) y
TPEHyTKY t 1aTa ca

7Tt<C)=§t‘St, t=0,1,...,N.

[Ipucjerumo ce j1a ce mujexe d0e3 apoOUTpazke MOT'Y KOPUCTHUTH Jia OU ce (pMHAHCHjCKUM
JepuBaTuMa Joanjennia dep nujena Ha rpkumty. [IpuMmujerumo ga y TpenyTky t = N
BaKM

WN(C) =§N'SN=C,

omHocHo nomiro je N Bpujeme jocnujeha, nujena 3axtjeBa my(C) je jeqHaka mHeroBoj
Bpujennoctu C.

N3 mperxomHor mpumjepa 3aKJbydyjeMoO ja YKOJWKO je 3aXTjeB ca BPHjeTHOININY
C nmoctmrkaH, Taja je meroa nujeHa y tpenyTtky t € [0,7] jemmaka Bpujemnoctu V;

camodunancupajyher noprdosnuja koju xenyje C.

Hedbununmja 1.36. Mojesn Tp2KuUIlTa je KOMIJIETAH aKO je Y IbeMy CBaKi KOHTHHIEH-
CKH 3aXTj€B JOCTHUKAH.

CaJia nMaMO CBY MOTPEOHY MaTeMaTHIKYy TOJJIOTY Ja HaBeJeMO Jpyry (dyHIaMeH-
TaJIHy TEOPEMY O BPeIHOBaY (DMHAHCHjCKUX WHCTPYMEHATa YUjU JOKA3 TUTAJIAIL MOYKE

npounrtaru y [6] uy [7].

Teopema 1.37. |dpyra dbynmamenTasna TeopeMa O BpeJHOBamby (DUHAHCHjCKUX WH-
cTpyMeHaTa|
Mogen Tp:kuiinTa 6e3 MOrynhHOCTH 38 apOUTParKy je KOMILJIETaH aKO U CAMO aKO Y HheMY

IIOCTOjU jeJIMHCTBEHA €KBUBAJICHTHA BjepoBaTHOCHA Mjepa P* HeyTpaJsHa of pusuka.

]



28
1.6 bBbuaek-IIlojac monen

[lujena eBpoIicKe KOJI ONITNje MOXKe eKCILUIMITUTHO /13 Ce OJIPE/IN IITO He BaXK! 3a CBe
BpCTe omiuja. JeJIUHCTBEHO Pjelierhe MpooJieMa BpeTHOBAaMba €BPOTICKE KOJI OIIIUje JTATO
je ayBenom Buek-IllosicoBoM dopmysoMm Koja mpejicTaB/ba jelaH OJl Haj3HAYUAJHUJUX
MaTEeMATUIKUX KOHIIeraTa Mojiepue dunancujcke maremaruke. Cmarpa ce Jia je oBa
dopmysia HajOO/bU HAYUH yTBphUBama (hep IHjeHe OIlluje.

Baek-ITloscoBa dpopmyiia je odjaBbena 1973. roanne y 3aje ITHIIKOM pajly €KOHOMU-

cra @umepa Bieka® u Podepra Ilosca’

8

, & IIPBU KOMILJIETaH JI0Ka3 (popmyJie 1ao je Po-
oept Mepron®, Koju je u ckoBao Tepmun Birek-IIlosicoBor mosgena. @opmyiia je goBesia
JIO HAIrJIOT CKOKA TPrOBUHE ONIMjaMa W MPYXKUJIa TOTPEOHN MATEMAaTUIKU KPETUOUIIN-
TeT aKTUBHOCTHMAa OJI0OPa 3a TPrOBHUHY omiujama y Uukary m JIpyruM TPZKHUIITAMA
omnnuja mupom cujera. Mepron u [llosc cy 3a c¢Boj pas modbuan HodemoBy Harpaty 3a
exkonomujy 1997. roaumue, 1ok je biek npemunyo 1995. rojaune, 1a HEje JIOXKUBUO OBO
BEJIMKO TIPU3HAIbE, aJIU je HeroB JonpuHoc nmoMenyT. [loznaBame npermnocraBku Birek-
[MloJsicoBor Mojiesia je oJ KJ/bYYIHOT 3Ha4aja 3a ILErOBY WCIPaBHY MpuMjeny. Mmuore
0J1, TIPETIIOCTABKN MOJIeJIa KOje HABOJIUMO Yy HACTABKY He BayKe y CTBApPHOM CBHjETY,
na caujena npuMjera Birek-11losicoBe dopmysie y mpakcu MoXKe JIOBECTHU JI0 HETAYHUX
pesyJiTara.

IIperniocTaBke ocHoBHOT Burek-IIlomcosor mozena cy:

1. Bespuznuna kamatHa crona. llo3Hara je BpujeIHOCT KaMaTHE CTOIE, CBE ITOJIJIH-
jeKe MCTOj KaMaTHOj CTOIH, OJHOCHO MCTAa je KaMaTHa CTOIa 33 OHE KOJU YJIaxKy

1 OHe Koju ce 3a/yKyjy. KamarHa crora je KOHCTaHTHA.

2. Ilporec kperama 1ujeHa akIidja je caydajHo JIyTambe ca JUCIEP3UjoM KOoja je TIpo-
MOPIMOHAJIHA KBaIpary ImujeHa axkmuja. (Crora je pacrojjesa IujeHa akiuja y
KOHAYHOM WHTEPBAaJIy JIOT-HOPMAaJIHA, OJHOCHO IMjeHe aKIlhja ITpaTe TeOMeTpHj-
cko BpayHoBo Kperame ca KOHCTAaHTHUM IIOMjepajeM U BOJATUITHOCTA KpPETarba.
YKOJIMKO OMjepaj U BOJATUIHOCT 3aBUCE OJ] BpEMEHAa, OHJIa MOXKe JIa Ce U3BeJle

onrosapajyha Biek-IlToncoBa dhopmysia cBe IOK BOJATUIIHOCT HUje CJIyUYajHA.
3. Hema mcrutate quBumIeHIN y TOKY Tpajarba OIIIHje.

4. Omruja Mopa duTu €BpPOIICKA, OJIHOCHO MOXKE Jla Ce aKTUBHUPA UCKJBYUUBO Y Tpe-

HYTKY Joctujeha orruje.

6 Fischer S. Black, 1938-1995, aMepHUYKE €KOHOMICTA,

Myron S. Scholes, 1941-, kaHaICKO-aMepUYKN €KOHOMUCTA
Robert C. Merton, 1944-, aMepu4Kyu €KOHOMECTA,
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5. Hema moryhmoctu 3a apduTpazKy, OJIHOCHO TpaB/beiba CUTYPHOr Tpoduta Oe3

pU3HUKA.

6. IIpermocraBka o umeansnoj danmu. [lozajmurie m ymos3m y OaHKY MMajy UCTY Ka-
MaTHY CTOILy M yBHjeK MOXKeMO KYINTH WU NPOJATH aKIUjy HINA ONIH]y KOjy
JKeJINMO II0 TPXKUIMHO] IujeHn. Hema TpomkoBa TpaHCakIija U HaIlJIaTe YCIyTa

danke. Basyaruja meyTpasHa oJi pusuka.

7. /lo3Bosbena je kparka mpojiaja. IIpomasar koju He mocjemyje akiujy he mpuxba-
TUTH TUjeHy akIiyje Kojy oipebyje Kynar u mpuxBaTtuhe jia ce HAroau Ha HEKU
onpehenu narym y dyayhunoctn Tako mTo he My IUIATUTH U3HOC IHjeHe KOjy aK-

nja uMa Ha Taj ojapehenu mgatym.

Hanaspe mpetriocraB/paMo j1a Baxke cBe npetoctaBke Buek-IIlosacoBor mosesa.

Bbaek-IIlojscoBa jegnaunHa

Baek-Illoncoa jeqnaunna je cTOXacTHYKA IMAPIHjaTHa TU(EPEHITjaTHa jeITHaYnHA
KOja Cce KOPHCTH 3a BPEJIHOBAI€ €BPOICKUX BAaHWJIA ONIMja TIOJI YCIOBOM Ja BarKe
IpeTIocTaBke o camoduHancupajyhem nmoprdonujy u ogcycrBy apontpazke. Hapommmo

jeTHAYMHY y CJIy4ajy eBPOIICKe KOJI WJIH IIyT OIIIMje Ha aKIiuje 0e3 UCIjiaTe JTUBUJIEH IN:

VoV 1,V -

raje je V = V/(S,t) dyuknuja nujere onmuje Koja 3aBUCH O IijeHe akiuje S U BpeMeHa
t, r je bespuznuHa KaMaTHa CTOIA, 0 je BOJATUIHOCT akiuje. Kperame 1ujena akiuja
ce Mojesryje reomeTpujcKkuM BpayHoBuM kKperameM. Jla ducmo Oosbe pasymjesnm camy
jeIHaYMHy U JTaJid IheHy WHTEPIIpeTalnjy HoTpedHO je Ja je 3amuieMo Ha cibejehn

Ha4YMH:

aa_‘t/ i+ %0252% =rV — 7’52—‘;. (1.15)
JIujeBa crTpaHa jemHaUMHE IpEJCTaB/ba 30UP IIPpOMjeHe BpHjedHOCTH ommuje V Kpo3
BpHUjeMe { U KOHBEKCHOCTU BPUjeTHOCTHU ONIUje Y ojHocy Ha mujeny ommuje S. [lecna
CTpaHa jeTHAYMHE TIPEJICTaB/ba OE3PU3UIHY JOOUT O/ JyTre TMO3UIIHje Y YTOBOPY U KpaTKe
MO3UITHje KOja Ce CacTOju O]I ‘;—g nuonwntia akiuja. OHO MITO HAC 3AHUMA jeCTe KAKO Ce
mujema nujena omnuje V(S,t) y 3aBUCHOCTH OJ MpOMjeHe Hapamerapa OJ KOjUX Ta

nujeHa 3aBucu. Y Be3w ca TuM, y jeaHadnau (1.15) mpenosHajeMo Tako3BaHA IPUKG
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caosa (enr. Greek Letters, Greeks), Koja Mjepe pasjnduTe JIUMEH3Uje PU3UKA 34 JIATY
[IO3UIIU]Y OIIUje U KOpUcCTe ce y nuby odoesdjehema noprdoiuja o pusuka. [lozuruja
omruje MoxKe dutn Jyra (eHr. long position) IITO 3HAYM JIa je UHBECTUTOD KYIIHO OIIIHI]y
u 112 je mocjeyje, niam Kparka (eHr. short position) 1mTo 3HaUM Ja je HHBECTUTOP IPOJIA0
omujy. Y Buek-1TlosicoBoj jemnaunnu ce mojaBibyjy rpuka ciosa jenra (A), rama (IV)

u rera (O).
Hedunnunuja 1.38.
e /Jleawa (A) mpencraB/ba WHTEH3WTET MpOMjeHe IwjeHe ormuje V' y ofHOCY Ha
IIPOMjeHy TeHyTHe IujeHe S oarosapajyhe aximje

ov
A(V) = 55

e [ama (I') mpeacraBiba MHTEH3UTET IIPOMjeHe BpUjeAHOCTH A y OIHOCY Ha IIPO-
MjeHy TpenyTHe nujene S oxarosapajyhe akmuje. Ipyrum pujeunma, rama je KOH-

BEKCHOCT BPHUj€IHOCTH OMIIHje y OJTHOCY Ha TPEHYTHY IUjeHYy aKIIhje

0V
'V)=—:.
V) 0S?
e Tewia (©) npeicraB/ba MHTEH3UTET MIPOMjEHe BDPHUjeIHOCTH IujeHe omrmje V' y

OJTHOCY Ha BpujeMe i

%
oOWV)=—.
V) ==
e Po (p) mpeacraB/ba HHTEH3UTET IPOMjEHe BPUjEIHOCTH IHjeHe ommmje V' y oaHoCy

Ha 0e3pU3NYHY KaMaTHY CTOILY I

oV
p(V) = a5

e Beia (V) mpencTaB/ba HHTEH3UTET IPOMjeHe BPHUjeIHOCTH IHjeHe ommuje V' y oji-
HOCY BOJIATHJIHOCT aKIfje o

v

==

v(V)
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Cana jeqnaunny (1.15) moxkemo 3ammcaru Ha cibegehn HAYNH:

@wv+%£5%aqzrv—r&uv% (1.16)

ojakje yBuhamo fa ce de3pu3myHa JOOUT KOMOMHOBAHOT IMOPTOdINja aKI1ja 1 OIIIja,
Ha JIECHO] CTPAHU jeTHAYNHE y OECKOHAYHO MAaJjOM BPEMEHCKOM HHTEPBAJY MOYKE W3-
pa3uTH Kao 30Up TeTe W rame. Y OBOM 3allarkalby Ce OIVIeJ[a MPUHIIUII BPEIHOBAHA
HeyTpaJiaH oj] pu3uka. Hanme, BpujeHoCT TeTe je Hajuernthe HeraTUBHA TOIITO BPU)je/I-
HOCT OIIHje OmaJja Kako ce Bpujeme mpud/mkaBa BpeMmeHy jocuujeha ommumje, a Bpu-
jenHocT rame je Hajdernihe IMO3UTHBHA MITO pedJieKTyje J00UT KOjy MOPTMOJINO MIpUMa
0J1 TIocjesioBarba omruje. ['ydOuTak oJi Tere n JOOUTAK OJ TaMe ce 300T TOora MOHUIIITA-
Bajy IIITO JIOBOJU JIO JOOUTH y TOPTdoujy 1o de3pu3ndHoj kamarHoj cromu. (Crora,
Baek-1IloscoBa jenaunna 3a10B0/baBa IPUHITUII BaJIyalldje HEYTPAJIAH OJI PU3UKA.
Jom jenan HaumH na 3akmpyanmo Ja y baek-11losicoBoj jeqravnan BazKu IPUHITAT He-
YTPAJHOCTH O] PU3UKA je JIUPEKTHUM rmocMaTparbeM jennaqunne (1.14). Hanme, Ha npsu
norvies yBuhamo s1a Biek-1TlosicoBa jennadunna He 3aBUCH O] TIOMjepaja [, OJHOCHO He
3aBHUCHU O] OUYEKWBaHe JIOOUTH aKIyje. JeaHaduHa He caJpKU HUje/IaH ITapaMeTap KOju
pedJieKTyje MHBECTUTOPOB OJTHOC IIpeMa PU3UKY U IpedepeHIiyje, OJJHOCHO jeTHaInHa,

3aBHUCH CaMoO OJ] IapaMeTapa KOJU Cy He3aBHUCHU OJ] PU3UKA.

Baek-ITloncoBa dpopmysia

Bitex-IlosicoBa jesnatdnua ca oAroBapajyhuM rpaHUYHUM YCJIOBHMA CE MOXKE U3Be-
cTH 3a pazjununte (HBUHAHCHjCKE J€PUBATE U Y OIIITEM CJIydajy ce pjerraBa MeTojiamMa
HyMeprudKe aHajm3e. JeJHAUYMHA WMa aHAJUTUYKO pjerierme nato biek-IllosicoBom
dopmysioM y cirydajy KaJla ce OHa OJIHOCH Ha €BPOICKY KOJI WJIU IIyT OIIHjy. bJiek-
[MoJicoBa jegunadmnta u oaroBapajyhu rpaHUYHE YCJIOBHU 38 €BPOICKY KOJI OIIIH]y TJIace
(o +7rS% 4 152629¢ _rC =0
ot o5 T2 052 )
< C(0,t) =0, 3a cBe t,

C(S,t) - S — K kaga S — o,
(C(5.7) = (5 - K)*,

(1.17)

raje je C = C(S,t) dyHkimja mujeHe eBporcKe Ko OMIuje.

Teopema 1.39. [Buek-IIlosc dhopmyial

[Mujena eBporcke ko ormruje y TpenyTky 0 < t < T ca yroBopeHowm 1ujenom K,
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BPEMEHOM JI0 ucTeKa omniuje 1', 0e3pu3nIHoOM KaMaTHOM CTOIIOM 7" U3HOCH
C(Sy,t) = S;®(dy) — Ke "I Dd(dy), (1.18)
raje je
In (%) + (r+‘§> (T —t)

dy = y
! o\ T —t

d2: :dl—O"\/T—t,I/I

O(x) = J %e“mdu
—
je dyHKIHja pacrojjese cTaHaap/He HOpMaJTHEe CaydajHe BeJTUInHE.
Jloxas. Tlormenaru [5] 3a eslemenTapuu j10ka3 0e3 ymorpede TeopHje CTOXACTHIKE
uHTerpanuje, i [4] koju je Kopucru. O
OBoM TeopeMoM, IO/ TPETIIOCTABKOM J1a, BaXKW IIPUHIIAIT HEYTPAJTHOCTH OJT PU3UKA,
JlaTa je eKCILTUIHUTHA (opMyJia 3a IUjeHy eBPOIICKe KOJI OIIuje 0e3 JTUBUJCHIN KOja je

jeHaKa caJlallliboj BPUjeIHOCTU OYEeKUBaHE JIOOUTHU y BPeMeEHy t.

1.7 BpeaHoBame omnnuja MapTUHTAJICKUM

NPUCTYIIOM

VY ,MapTUHTAJICKOM IMPUCTYILy BPeIHOBabHA (DUHAHCHjCKUX JIEPUBATA IUjeHEe OIIIIHja
cy m3pakeHe Kao OUeKNBaHe BPUjeTHOCTHU JUCKOHTOBaHe a00uTH omruje. OBaj mpuctyn
ce 3aCHMBa Ha KOHCTPYKIIMjU BjepOBATHOCHE Mjepe HeyTpaJiHe OJi pu3uKa. ¥ IpumMjepy
1.30 Buajesin cMO na je JIMCKOHTOBAHM IIPOIEC KpeTama IHjeHa akKIlfja 3a/aT IeoMe-
TpujcKUM BpayHoBUM KpeTameM MapTUHTAJ IIPU BjepOBATHOCHO] MjepHu HEYTPAJIHO] OJ1
pHU3UKa KaJia je mapamerap IoMjepaja Iporeca [ jeJHaK Oe3pU3MYHOj KaMaTHOj CTOITH
r. Ilocmarpajmo mra ce jemasa y ciaydajy kKazga je pu # r. OzHadmmo ca (Bt)teR+
bpaynoBo Kperame ca moMjepajeM [i, OTHOCHO

B:=2""1iB, t=0, (1.19)
g

. . . pr
rije je koebunmjent apudra v = £

TpXKullHa nujeHa pusuka (enr. Market Price

of Risk (MPoR)). Tpxurmina 1ujena pusnuka MpecTaBba Pa3iuKy usmely modutu p
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KOja ce OvYeKyje O/ MHBECTUPAIba Y PUSUTHO CPEJICTBO S; U De3pU3NTHE KAMATHE CTOIE
7 MjepeHy y jeJMHHUIIaMa BOJATUIHOCTHU O .

MoxkeMO KOHCTPYHUCATH BjepOBATHOCHY Mjepy HeyTpaJHy oj pusuka P* mpu Kojoj je
nporiec (By)er+ cTangaparo BpayHoBO KpeTame. 3a JeTasbHO JOKA3HBarbe TPeTXOTHe
TBp/be noryiegaru [4]. Hama je ona oj1 K/byUHe Ba2KHOCTH 3a ojipehuBabe IjeHe oluje
jep Hac JOBOJHM /IO IMPUHITATIA BaJlyalldje HeyTpaJiHe o pusnka. HawmMme, mpucjeTumo ce
Ja u3 TeopeMe 1.27 BaxKu jJa Ha TPXKUIITY HEMa apOUTparke ako M CaMO aKO IOCTOjU
HEKa €eKBUBAJICHTHA Mjepa HeyTpaJHa oJ1 pu3uka P* mpu Kojoj je mporec TuCKOHTOBAHUX
IjeHa

St = 67“515, t=0

MapTuHras mpu Mjepu P*. Jlogatno, us Teopeme 1.37 mMaMo Jia YKOJIUKO je BjepOBaT-
HOCHA& Mjepa HeyTpaJiHa OJi PU3UKA, OHJIA je TPYKUIITEe KOMILJIETHO. JeIHAUYMHY TeoMe-
Tpujckor BpayHoBor kperamwa (S;);cr+ Koje 1o Buek-ITlosicoBom Mojiery KopueTumo 3a

MOJIEJIOBaM-€ IjeHa aKIIHja,

%zudt—i-adBt, t=>0
t

MozkeMo Jipyraduje 3anucaru Kopucrehu (1.19) kao

as -
— —ydt +0dB,, t=0, (1.20)
St
4qnje je pjelieme J1aTo ca
Sy = SpetttoBt2 _ g erttoBi-att)2 t=0

Kopucrehu jnemy o auckonroBamy 1.21 nmamo

dgt = (,LL — T)Stdt + US’tdBt

=05, <M ; rdt + dBt>

= 09,dB;, t >0, (1.21)

oJlaKJIe CAUjeSIn Ja je TPOoIeC TUCKOHTOBAHUX ITHjeHa

St L= G_TtSt

_ Soe(u—r)r+JBt—U2t/2

B _ 2
_ SOeO'Bt o t/2, t> O,
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MapTUHTAJI IIPU BjePOBATHOCHO] Mjepu P* Koja je medunucana ca

* 77.
dP _UBT_(;LU?)T_

awp 7

(1.22)

Mjepa P* nedunucana ca (1.22) je TparkeHa BjepoBaTHOCHA Mjepa HEYTPAJHA OJ PU-
3UKa TP K0joj mporiec bpayHoBor Kperama ca JpudToM (Bt)teR+ IocTaje CTaHIap/IHO
Bpaynoso kperamwe (By);cr+. IIpumujernnmo n1a je BjepoBATHOCHA Mjepa HeyTpasHa Ol
pU3UKa, WM MapTUHTaJICKa Mjepa P* ekBuBaJsienTHa Mjepu P 4ujy ersmcreHnujy u je-
nuHCTBeHOCT 00e30jehyjy Teopeme 1.29 u 1.37. V; Bpujennoct camodunancupajyher
noprdonuja (& )eo,r] Koju xeiryje JocTuKay BpujenHocT C' KOHTHHICHCKOD 3aXTjeBa
HA3WBaMO IMjeHOM 3axTjeBa Oe3 apdourpaxke n o3HadaBamo ca 7 (C),t € [0,T]. Cive-
neha Teopema HaM Jaje HaYUH Jia pu camodunancupajyhem moptdosnjy BpeaHyjeMo
KOHTUHI'€HCKH 3aXTjeB KOPHUCTENW CBOjCTBO MApTUHTAJIa IIPOIEeca KpeTama IHMjeHa aK-

nuja.

Teopema 1.40. Hexa je (&, 1¢)ie[o,r] TOpTdOMO cTpareruja Koja ce cactoju u3 de3pu-
3UYHOT (DUHAHCH]CKOI' CPEJICTBA, YUjy IUjeHy MoeryjeMo nporecoM (Ay)we[o,r] 1 pu3ud-
HOT' (DMHAHCH]CKOT CPEJICTBa (aKIyje) Yujy MUjeHy MOJEIyjeMO TeOMeTpUjcKuM Bpay-

HOBUM KpeTameM (S;)w[o,r] ca BpujeaHonthy
Vi = 1, Ay + &S, 0<t<T.
Hexka je C' BpujeqHOCT KOHTHUTIE€HCKOT 3aXTje€Ba TaKO 18 BayKHU
(1) (&, Ve)tefo,r) je camodunancupajyhn noprdosmo u
(2) (&, Ve)te[o,r] XelLyje BPUjeIHOCT KOHTUICHCKOT 3axTjeBa, oJHocHo Baxku Vi = C.

Tana, dbep nujena 3axTjeBa de3 apduTpazke U3HOCH
m(C)=Vi=e " E[C|F],  0<t<T,

raje je ca E* o3HaueHO OYEKMBaIbe IIPU BjePOBATHOCHO] Mjepy HEYTPAJHO] O PU3HKA
P*.
Jlokas. Bugjeru [4]. O

IIpumjep 1.41. [IpermocTaBumMo /12 >KEJIMMO Jda OAPEINMO IIIjeHYy eBPOIICKe KOJI OIIIje
auja Bpujeanoct uznocu C' = (Syr—K)*. Beh cmo ce ynosuanu ca Biek-ITloncosom nap-
[IjaJHOM JInpepeHITjaTHOM jeITHAYMHOM KOja OITHCYje TPOIleC KpeTamha IHjeHe OIINje

Kpo3 Bpujeme y Biek-IIlojicoBoM Mojiesty Tipu mpeTIiiocTaBKaMa OJCyCTBa apOouTpake u
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camodunancupajyher nmoprdosmja. Takohe, Bujesim cMo j1a je pjerieme oBe jeTHadInHe
ekciuuiuTHO 7aTo ca biek-ITlosicoBoM jegHavInHOM y CJIy4ajy €BPOICKe BaHUJIA KOJI
omnnuje. [lokazaam cMo J1a ce 1 MAPTUHTAJICKO CBOjCTBO IPOIIECA KpEeTarha aKIija MOYXKE
KOPHUCTUTHU 32 BPEIHOBAE OIIHja drMe J00UjaMO BAJIYAIlUjy HEYTPAJIHY OJI PU3UKA.
HcniocraBiba ce Jia cy 1ujeHa jooujena npuMjenoMm biek-ITlosicoBe jenadynne u mujeHa
JI00MjeHa IPUMjeHOM MAPTUHTAJICKOT CBOjCTBA y CTBAPU UCTE y CBUjETY HEYTPAJJHOM O/
pU3HUKA.

Haunwme, kako je mporiec (S;)er+ yjeano u mporec MapkoBa, TO ce BPUjeJHOCT TOPT-

dbonuja y tpenyrky t € [0,T]

V= e T E [¢(Sr) | F
= e TR B(S0)|S)],  0<t<T,

MOXKe 3amnucaTu Kao (GyHKINja KOja 3aBUCU O JBe IpOMjeHsbuBe t u Sy
V=gt 8) =e T E[(Sr)|S], 0<t<T. (1.23)

Ca ¢ cMmo o3HaumIn (DYHKIM]Y JT0OUTH €BPOIICKe Koul omrwje, 1j. ¢(x) = (x—K)*. Caza
MOXKeMO (POPMYJIUCATA TeOPeMY Koja HaM Jiaje nmoMmeHyTy Bely usmehy Biek-Illosicose

jeTHaYMHE U IHjeHe J00ujeHe IPUMjeHOM MapTUHTAJICKOT CBOjCTBA.

Teopema 1.42. Heka je (S;);cr+ reomerpujcko BpayHoBo kperarbe
(St)iers = (Soe?Brr =2y o

raje je (B;)wer+ cTaHIapaHO BpayHOBO KpeTame IIpH MjepH HeyTpaJsHoj of pusnka P,
Tasa je nujena esporcke ko onmumje y tperyrtky t € [0,7T] ca dyukumjom nodurn

¢(x) = (x — K)*, yroopenom nmjerom K u Bpemenom jpocnujeha T' nara ca

g(t,8) = e TTTE [(Sr - K)*|F] (1.24)
= 5,®(dy) — Ke T ®(dy), 0<t<T,

rije je
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u ¢ je dyHkImja pacnosjese cranIap/iHe HOpMAJIHE CIydajHe BeJIMINHE. ]

Vuopehusamem ca Biek-IllosicoBom dhopmysiom natoj y Teopemu 1.39 3ak/bydyjemMo
Jla Cy OHA W MPeTXoJHa POpMyTIa J00NjeHa MAPTUHTAJICKIM IIPUCTYIIOM HCTe (hOpMYJIe.
Hajsehu 3mnagaj mpuMmjeHe MapTHUHIAJCKOT CBOJCTBa IPOIECA KpeTarba IHjeHa aKIija
BujehieMo y BpeHOBabY a3UjCKUX OIIKja O KojuMa roopumo y uayhem omgjessky. Ha-
nme, ucriocraBuhe ce na y okBupy buek-IllosicoBor mojiena TpxKuiiTa He MOkeMo Hahu
EeKCILTUITATHY (HOPMYJTy 3a IHUjeHy a3ujckux omnnuja Kaksa je biek-IlloscoBa dpopmyita
3a IujeHy eBporckux omruja. Hbeny mujeny hemo Teopujcku oapehuBatu mMapTuH-
raJICKUM CBOjCTBOM, OJTHOCHO BAaJIyallldjoM HEYTPAJIHOM OJ] PU3UKa KaO JIUCKOHTOBAHY
OYEKWBAHYy BPHjEIHOCT JIOOUTHU OIIUje TPHU Oe3PU3UIHOj KaMaTHOj cTonu. Kako Ty
OYEeKNBaHy BPHjeIHOCT HehemMo MOhM EKCIUIMIIMTHO OJIPEJIMTH IpudjeraBahemMo Hyme-

PUYKHUM allpOKCUMAaIjaMa.



I'lmaBa 2

Erzorunyne omniuje

Ersoruune omnmuje MokeMO ITocMaTpaTé Kao OIIUje Jpyre TeHepaljje, jep cy u3-
BeJleHe U3 OIIMja IpBe TeHepaldje, OJHOCHO KJIACHIHUX BaHWIa omniumja. A3ujckum
ommujaMa ce 1o upsu myT Tprosajio y Tokujy 1987. romamne u mocrajie cy mocedHO
nonysiapue y Tpropunu podom. IIpBe asmjcke omruje omHOCHIIE Cy ce Ha IUjeHE CU-
pose HadTe. Ersoruune omnmuje cy KapaKTEPUCTUUHE 10 TOME INITO CMAIby]y PUSHK
TP2KUIITHE MAHUITYJIAINAje BPUjETHOCHOT TANPA Y TPEHYTKY HCTeKa omiuje. Takobe,
OHE HUCY YCJIOBJ/bEHE IMjeHOM BPUjeIHOCHOT ITalnupa y HEKOM ojpeheHOM TpeHyTKY, Beh
IIPOCjeKOM I[HjeHa JI0 TOT TPEHYTKa, IITO UX T'€HEePAJIHO YNHU je(DTUHUJUM Y OJTHOCY Ha
BaHMUJIa, OIIIHje.

Hariu pa3Boj ¢puHaHCHjCKOT TPXKUIITA U IIOPACT HEU3BjECHOCTHU 3 HHEIOBE YIECHUKE
JIOBEJIH Cy JI0 TOTpede 38 HOBUM (PUHAHCH]CKUM WHCTPYMEHTHMA KOjU MOT'Y JIa UCIIpaTe
crenuduyHe 3axTjeBe U MMoTpede ydecHnKa Ha TpxkumTy. C 003MpOM Ja ce CUTyalmja
Ha TPXKUINTY y JAHAIIbE€ BPUjeMe MOXKe W3HEHaJa MPOMUJEHUTHU, Ca YUMe JTUTPEKTHO
pacTe W HUBO MHBECTUIIMOHOT PU3MKA, CBU KOjU IOCIYjy Ha TPXKUIITY MOpPajy Op30
pearoBaTH Ha TPKUIIHE MIPOMjeHe U UMaTU MOTYNHOCT Jia TMPHUJIATOJIE€ CBOjY WHBECTH-
[IMOHY CTpaTerujy Ha BpujeMe. 300T HBUXOBOT CBOjCTBa Ja UM je AW3ajH IIpHaroheH
cuermuUIHIM 1oTpedaMa MHBECTUTOPA, FH-EerOBOj TOJEPAHINjU HA PU3UK U KEJHEHOM
npoduTy, er30TUIHE OIIHje Ce HA3UBajy U ONIUjaMa cUeyujaire namjere (er. custom
options). OBakBa IPUJIATOJJHUBOCT U HEJUHEAPHOCT (DUHAHCUjCKOT TPXKUIITA U3UCKY]Y
CJIOZKEHU]Y CTPYKTYPY YIrOBOpa U BHIIIE IIapaMmeTapa, a 300 HeoapeheHOCTH MPU HUXO0-
BOM JlebUHUCAIY, TENIKO WX je W KJacudukoBaTu. JemaHy o Kjiacudukaimja Kojy je

nao Ianr! [8] je cibeneha:

(1) ouyuje xoje 3a6uce 0g KPEWara YUjeHa aKyuja y WOKY TEPUOGL BAHCEILA OTUUUTE

1 Peter G. Zhang

37



38

(enr. path dependent options) - asujcke (enr. Asian options), dapujepue omnrmje

(enr. barrier options), perpocuekrushe ommuje (eHr. lookback options),

(2) ommmje Koje ce omHOCce Ha Burle (PUHAHCUJCKUX UHCTPYMEHATA UCTOBPEMEHO (€HT.

correlation options, multiasset options) u
(3) mpyre ersoTudHe OIIHje.

Mu hemo meraspHO OMUCATH MPBY IPYILY €r30TUIHUX OMIHja ca (POKYCOM HA a3MjCKe
ommuje. Ilomjena azmjckux omrmuja ce BpIM mpeMa u3dopy dyHKIHje MpocjeKa Koja ce
IpuUMjeryje Ha IjeHe aKIija 9ije ce KpeTame MIPaThi Yy TOKY MEPHUOo/Ia BayKema YToBOPa.
VY ckJtajly ca TUM OCHOBHA IOJ[jeJIa a3UjCKUX OIHja je Ha ApPUTMETUYKE U NeOMETPHUjCKe

a3mjCcKe OIIIHje.

Apurmernuke a3ujcke OMIIHje

Hdedununuja 2.1. Heka je mar nporec KpeTama IujeHa akIuja Kpo3 BpujeMe S ie(o,7]-
odut asujcke Ko onmuje Ha Sy e[o,7] €& YrOBOPEHHM BpeMeHOM 1’ 1 yroBOPEHOM ITH-

jeaom K je
T +

1
T
0
Cmrano, 10dUT a3mjcKe My T ounuyje Ha Sy eo,7] Ca YTOBOPEHHM BpeMeHoM 1' 1 yrosope-

HOM TjeHoM K je
T +
1

T
0

Hamomena 2.2. YKoJMKO IpoIleCc KpeTama IUjeHa aKIija JUCKPETH3yjeMO TaKO IITO
Bpemenckn uatepBad [0, 7] nomujesimmo Ha n € N BpeMeHCKHX WMHTEpBaJja jejiHaKe
nyxkuHe ty —tp_1,k =1,...,n, Taga uarerpan y (2.1) MOKeMO AITPOKCUMUPATU CYMOM

HAKOH 4Yera ce m3pa3 3a JIOOUT a3ujcKe KOJI ONIUje Y JIMCKPETHOM CJIYYajy CBOJIU HA:

1 n +
C = <T;Stk(tk — ) — K) : (2.3)

N3 mperxoiHOr f0/1a3M 710 M3paKkaja 3aBUCHOCT O MIPOCjeKa IHjeHa aKIja aKyMYyJIu-

paHoOr TOKOM BpemeHckor uarepsasia [0, T y oapehuBamy jmodutu asujckux omrmja. Y
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OBOM CJIy4ajy je UMILIMIUPAHO 2 je ojadpaH apUTMEeTHYKU IIPOCjeK. AHAJIOIHO, JTOOUT

a3ujCcKe IIyT OUIlHje y JUCKPETHOM CJIIy4ajy je:

1 n +
P:<K—f;&ﬂw%mo. (2.4)

Cse ocoduHe a3mjcKuX OmIrja Koje NeMo y HACTaBKy M3BECTU Y CJIyUajy HEIMPEKUTHOT
BpeEMeHa MOT'Yy aHAJIOTHO JIa Ce MOKaXKy M y CJIy4dajy JUCKPETHOI BPpEMEHa allpOKCHUMa-
IIMjOM HWHTerpaJia ojropapajyhom cymom.

Bugjenu cmo j1a BpujeHOCT eBPOIICKe BaHUJIA OIIIKj€e 3aBUCU CaMO OJ] IIAjeHe aKIuje
y YTOBODEHO BpHUjeMe U OJ] yTOBOPEHe IHjeHe, 0e3 003upa Ha TO KAaKO ce MUjermhaJia IujeHa
aKIfje TOKOM BarKema yroBopa. 300T Tora BaHWJIA OIIINje UMA]y BEJIMKY BOJIATUIHOCT.
Hacympor Tome, 300r nmu3ajHa a3mjcKux OIIKja KOjU 0O0yXBaTa yIIpOcCjedaBarbe I1jeHa
aKImja TOKOM BaKema YTroBOpa, OHE Cy Mamh€e BOJIATUIHE W OTIOPHUje Ha IIPOMjeHe
rpkummTa. Crora cy asmjcke omiuje jepTuHUje 0 KIACUIHUX BAHWIA OIIINja, AU
300 HLUXOBE CIENUMUIHOCTH U MIPUJIATr0I/bUBOCTH KOHKPETHOM HHBECTHUTOPY BehmHa
CTaHJIAPIHUX METOJa BpeHOBaba ONIUja HUCY aJeKBaTHE.

Omnmujama .y Gpocjeky’ 30BEMO OHE OIIIHje Unja JIOOUT MOXKe Ja Ce 3aIuIle y OOJIUKY
C = ®(Ar, St),
rJje je

T T
Ar = Sofe”B“”“_”%/Qdu = fSudu, T > 0.
0 0

Ha npumjep, kana je ®(y,x) = (y/T — K)™, Tajga roBoOpuMo 0 a3ujCKO]j KOJI OIIMjU Yuja

je moour
+

1T A +
_ (AT _
TJStdt—K _<T K) (2.5)
0

Asujcka Kot omiuja je oHa OIIHja Koja 3aBucH ol myTate (eHr. path dependent option),
IJje jelHa IyTama IIpeCTaB/ba IIPOMjeHY IMjeHe BPUjeIHOCHOI Ianupa Ha KOJU ce
OIIMja OJIHOCH Y HEKOM BpeMeHCKOM uHTepBaJsy. Fbena mujena y tpenytky t € [0, 7]

KopucTehn MapTUHTAJICKU IPUCTYI BPE/IHOBAIA je JTaTa ca

T +
1

J&ﬁ—K 7 |, (2.6)
0

@-org | [ L
€ T
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rJje ce OYeKMBambe y3uMa y OJIHOCY Ha Mjepy HeyTpaJyiHy on pusuka P*. 3a BpemgHO-
Barbe OBHUX OIIINja KOPUCTUMO IIPOIjeHy HEyTPaJIHY OJ PU3HMKa. 3HAMO Jia Mjepa Koja
je HeyTpaJiHa O] puU3uKa JjeprHUIIe TPXKUIITE ¥ KOM HeMa apoutpaxke. Kopucrehn
CBOjCTBO BPEMEHCKe XOMOreHOCTH Tporieca (S;)wer . JlodujaMo Jia je IujeHa OIIuje ca

nodoutru C' = ®(Ar, St) nara ca

B T
e T B [(®(Ar, S7)| 7] = TTET | @ | Ay + Jsudu,ST i

i t
| r S, S’

=T E | |y+a f gjdu, x?::
| t y=A¢,x=S5
| s S

=T UE |® |y+a S—Zdu, x% . (2.7
| 0 y=A¢, =S5

Kopucrehu csojerBo Mapkosa mpomeca (S, Ar)er, MOXKEMO 3aIlICATH NUjeHy OIIIje

ka0 GyHKIW]y Koja 3asucu o (t, Sy, Ar)

Ft,Se, Ar) = e T E [@(Ay, Sp)| 7]
e" TR [q)(Atvst”StyAt]

raje je dyukmmja f(t, z,y) narta ca

Tt
% Su

f(t,x,y)ze’(T’t)TIE O |ly+a J —— i

0

0

Bunjehemo y HacTtaBKy Jia HE IIOCTOjHU pjelliehe y eKCIIUIIUTHOM OOJIMKY 3a IHjeHy

apUTMeTUYIKe a3UjCKe OMIHje.

I'eomeTpujcke a3zmjcKe omnmuje

[Tomazmmo o1 IUCKPETU30BaHOT IPOIIeca IjeHa aKIja HEYyTPATHOT O PU3NKA KOjH

CMO ODjaCHHUJIN y IPETXOIHO] HAIIOMEHHU. 3aMjeHa apUTMETHIKe CpeIuHe

T
1 & 1
— Z St (tk _tk—l) =~ —fSudu
Tkzl ’ TO
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ca TeOMETPUjCKOM CPETTHOM

1_[ S ;k tk—1)/T _ exp (log (H St(zktkl)/T>>
k=1

k=1

1 & _
= exp Z log St(z" 1)

—exp( Z tr — trp_1 logStk>

T
1
~exp | o Jlog Sudu
0
BOJIM 70 €KCILIUIIUTHOL pjelema 3a nujeny asujcke onnuje kopucrehn Biek [Tloscoy
dbopmyny. Ilujena reomerpujcke asujcke omimje y tpenyrky t € [0,7] xkopucrehn

MapTHUHTAJICKU TIPUCTYII BPEeIHOBAaA je JIaTa ca

L §log Stdt—K>
_ * T
IO E" | e\" 0 Fy

bl

raje ce OYeKHBalhe y3UMa y OJIHOCY Ha Mjepy HeyTpaJiHy o pusuka P*.

2.1 IIpodaem ompebhmBama nujeHe apuTMETHUIKE
a31jckKe OIIIje

OmpehuBame nujeHe a3ujCcKUX OIIIMja je IMo3HaAT IpodseM y (PUHAHCHjCKOj MaTeMa-
turu. Taj nmpodisieM HUje jeIHOCTABAH, HE caMO 300T' TOTa IITO je BPEIHOBAILE KOMILIN-
KoBaHUje y nopejiehemy ca Banusa omnmnujama, Beh u 3aTo IMITo KaJjia ojpehyjeMo 1ujeHy
MOPaMO y3eTHu y 003Up IIPOCjeK KOju ce aKyMyJIMpao JO TOI TPEHYTKA.

[IpernocraB/bamo jia Bake cBe mpetnoctaBke biek-IlloscoBor mogesta, nujene ak-
[Kja Ipare TeOMeTPHUjCKO BpayHoBo Kperame, OJIHOCHO IHjeHa akImje S; y TPEeHYTKY t
je ciydajHa BeIWYMHA KOja MMa JIOT-HOPMAJTHY PacIofjesly ca mapamMeTpuMa IToMjepaja
/4 ¥ BOJIATUJIHOCTH 0. YKOJUKO Ce MPOCjeK IHjeHa aKIja padyHa IIPEKO IeOMeTpHj-
CKe CpeJIHe, OHJa ce IPOOJIeM 3HAYajHO II0jeJIHOCTABJbYje U Yy TOM CJIy4ajy MOZKEMO
Hahu ekcrunuTHY (HOPMYJy 3a padyHame IujeHe asmjcke omrmuje. Ta dopmyrra Kao
mrro hemo BujijeTn KacHuje npejicrasiba Moaudukarujy Biek-ITlomcose dhopmyite, a 3a-
CHOBAHA je Ha YUIHEHUIIN JIa IIPOU3BOJ JIOT-HOPMAJTHUX CJIYyYajHUX BEJIMIUHA MMA JIOT-

HopMaJsHy pacrogjerny. Ca apyre crpane, 30up JIOT-HOPMAJHUX CJIyYajHUX BEJTUINHA
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Hema Jior-HopMmaJny pacnojjesny. IllraBuire, cyma JOr-HOPMAJTHUX CIYYajHUX BEJIHU-
YMHAa HEMa HUjeJIHYy [MO3HATY PACIIOjelly, Te ce 3a IeHO ojipehuBame MOpajy KOpUCTUTH
arrpokcuMaruje. To mMmmunIupa Jia Huje Moryhe openTn eKCrannuTHy GOpMyITy 3a
BPEJIHOBa-€ a3WjCKUX OIMIHja Y Caydajy KaJjla ce IPOCcjeK padyHa Kao apuTMETHIKa
CpeJVHa IujeHa akKiuja. ¥y TOM CJIydajy IpuOjeraBaMo pa3/IMuIUTHM allPOKCUMAIjaMa,
U HyMEepUYKUM MeTojaMa. lIpakTudnm 3Hava] TUX alpoKCUMallnja HajBUIE 3aBUCU O]
IbUXOBE TATHOCTH.

Mozkemo o IujesIuT METO/IE 38 BPETHOBAhE aPUTMETUIKNX a3UjCKUX OIIINja Ha JIBE
BesnKe Kitace. IIpBa kiraca ce 3acHMBa Ha MeTOJlaMa 3a IIPOHAJIAXKEHhE AITPOKCUMAaIIN]je
pacmo/ijesie Tpocjeka JIOT-HOPMAJHUX CAYYajHUX BeJIWYWHA, a JIpyra ce 3acHUBa Ha
npuMjenama Monrte-Kapiio merosa, Tauauje Monrte-Kapsio cumynamnuja 3a HyMepuiKo
onpebuBame nujene onmuje u APYrux alpoKCHMalldja HolyT Bopcrose? alrpokcuMaryje.
3ajeTHnIKO CBUM METO/IaMa jecTe Jla Ce 33 BPEIHOBAHE KOPUCTE HEM30CTABHU TTPUHITUITN
HEYyTPaJHOCTU OJI PU3MKa W OJCyCTBa apouTpaxke. Mwu ce y pajy ompeijebyjeMo 3a
Ipyry KJjacy [umja he TeopujcKa CBOjCTBA W IpUMjeHe OUTU INpHUKa3aHe y cJbejehoj
rnasu. llpuje Tora hemo y HAcCTaBKYy U3BECTH OTPaHUYCHA 3a IHUjEHY apUTMETHIKE

a3mjCKe OMIMje KOja HaM OTKPHUBAjy BaKHE OCOOMHE OBE BPCTE a3WjCKUX OIIIHja.

2.2 IlIpoiijjeHe nmujeHe apuTMeTHUYIKE a31jcKe OIIIje

Y IpeTXoHOM 0/1jeJbKY CMO ITOKA3aJIH /13 He MOYKEMO €KCIIJIUIIUTHO OPEIUTH ITUjeHY
a3mjcKe OMIje KaJla ce 3a padyHame MIPOCjeKa IHjeHa aKIja KOPUCTH apUuTMETHIKa
cpeJimHa 300T Yera IprdjeraBaMo HyMEpPUYKUM ampokcuMarjama. /la ou mymepuuke
aITPOKCUMAaIlrje OuJie Mpernu3Huje o/ KOPUCTH HAM je JIa OJIPEeIUMO TOPIbe U JIOIhe I'pa-
HUIIE 3a IUjeHy asujcke omruje. [IpBo hemo mokazaTu y KOM Cy OJHOCY €BPOIICKa KOJI
OIllKja M a3WjCKa KoJI omruja. Hanme, nujeHa a3ujcke KOJI OIIUje MOXKe ce OTPaHUIUTU
0JI03r0 ca IUjeHoOM ojiroBapajyhe eBporicke KoJI OIiuje KopucTtehu CBOjCTBO KOHBEKCHO-

CTH.

Jlema 2.3. Heka je h : R — R BopenoBa ¢dyHIKrja Koja je KOHBEKCHa 1 X CJIydajHa

BeJIMYNHa Ca KOHAYHHUM OYCKHUBAILEM. TazLa BazK1

hE X) < Eh(X).

2 Ton Vorst, 1952-, XOIaHICKA MaTeMATHUaP U (PHHAHCUjCKH HHIKEH-EP
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Hamomena 2.4. Ykoauko je dyHKIHUja h KOHKaBHa, OHJ/A je HejeJIHAKOCT OOpaTHA,

OJHOCHO Ta/la BazKHN
Eh(X) < h(EX).

Teopema 2.5. Heka je r > 0 u Heka je ¢ KOHBEKCHa Heomna iajyha QpyHKIHIja JOOUTH.
Tama Baxknu
T

e TE" | ¢ % fsudu ~K || <e™E [¢(Sr - K)].
0

/oxas. Kopucrehu JencenoBy mejemnakocT 3a yHuMOPMHY Mjepy ca (PYHKIUjOM Ty-
cTHHE BjepoBaTHOhA %IL[O,T], YKOJIUKO 3a BjepOBaTHOCHY Mjepy ojadepemo P* modujamo

12 BasKu

T

T
% du % du
—rT - _ —rT o bt
eEqsfSuTK eIEqSJ(SuK)T
0 0
. )
—rT * [ - _u
<eTE J ¢ (Su—K) =
| \O
- )
e || [oe sz - K |5
| \O
i )
e TE || | SE TSy - K) =
| \O
i .
<o E | (& [p(e~T—wrs, — K)y%]?“ (2.8)
K |
T
—rT * * o du
<e E [E [¢(Sr - K)|Zu]l- (2.9)
0
r d
— e [ losr - KNG
0
= e TE [¢(Sr — K)],

raje cmo 3a (2.8) u (2.9) kopucrusiu npernocraske ja je r = 0 u ga je ¢ meonamajyha

dyHKIHja. ]
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ITocwenuia 2.6. CrenujanHo, ykonmko gedunumemo ¢ : z — (x— K)* u3 nperxosne
TeopeMe J00MjaMo Jia IUjeHa a3WjCKe OIUje UMa T'OPibe OrPaHuYehe Koje je jeIHaKO
IjeHn ojroBapajyhe eBpoIcke KoJI OIIHje, OJTHOCHO
T +
1
e TR = JSudu - K <E'[(Sy — K)7].

0

[lujeny eBporicke KOJI OMIIHj€ jeTHOCTABHO JO0MjaMO JIUPEKTHOM IpUMjeHOM bJiek-
[MTosncose dopmyite.

Cmeneha Teopema naje omHoc mamel)y apurMeTnydke ¥ reOMEeTHjCKe a3ujcKe OIIIHje,
pernu3Huje, y o] MoKa3yjeMo JIa ce apUTMEeTHIKa a3WjcKa OIMIAja MOYKE OTPAHUIUTH

0J103]10 ca IUjeHOM ojiroBapajyhe reoMeTpujcke OIIuje.

Teopema 2.7. Heka je ¢ neomnazajyha dynknuja gooutu. Tajia Baxkn

T T
% 1 % 1
e TR | ¢ | exp T flog Sydu | —K || <e™E | ¢ T fSudu - K
0 0

Joxas. Kopucrehn JencenoBy HejemnakocT 3a yHudOpMHY Mjepy ca (QyHKIUjOM Ty-
crune Bjeposarnoha 717 Ha [0,T] npumujemeny na dynkuujy log(z), mro je kon-

KaBHa (DYKHIIN]ja, JOOUjaMO & BayKH:

T T T
1 1 1
exp | = flog S.du | < exp | log T J Sudu | | = T fSudu,
0 0 0

OJIaKJie CJIje/ I TBPheme.

3a J10Ka3 TeopemMe y JUCKPETHOM Ciydajy norienaru |9). O

Teopema 2.8. Heka je t € [0,T]. VY cayuajy asumjcke Kos ommmje Baxku cibezeha

YCJIOBHA TPAHUIA 3a HEHY IUjeHy

T +
¥ 1
eI | — fSudu - K Zy
T
0
' +
<R — fSudu + Sr— K| |%|. (2.10)
T T
0
Jloxas. Heka je dyurnuja f(t, z,y) nedburncana ca
T +

f(t7St7At> :E* %JSUdU—K yt

0
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N3 Teopeme 2.5 cimjen

1 s '
ft,z,y) =E" (T y—i—xJS—Zdu - K

onakJe caujeau (2.10). O
Cmeneha Teopema jaje rpanuily 3a IEjeHY a3WjCKe KOJI OIIHje KaJia MOCMATPAMO

JlellIaBama Y HEKOM TPEHYTKY y JaJIeK0j OyayhHOCTH.

Teopema 2.9. I[lujena asujcke KoJI OMIMje 3a/10BO/baBa HEjeTHAKOCT

T + ¢
e(T—t)r
0

0

1— e—(T—t)r

" 1
rT ’

(T—t)r E
c T

t € [0, T], u Texku Ka HyJu CKOPO CUT'YPHO Kajia T Texku Ka OeCKOHAYHOCTH:

+

T
* 1
lim [ e TV E fSudu - K ‘ﬁt
0

I
\.O
~
\Y
]

T—o0 T



Jloxas. Kopucrehu nejeqnarocr (x — K)* <z, 3a K > 0 nodujamo

T +
* 1
0< e_(T_t)T]E TJSudU— K gt
0
T
* 1
< e(T_t)rE —JSudu gt
T
0
t T
* 1 —t)r * 1
= e (TR [TJSudU Fi| +e (T-tr g Tfsuduyt
0 t
T
_ (T :FJ S, |yt]du+ e e T “TJ [Su]F)du
0 t

T

1

Sydu + — T (Tt)rfe(“t)TStdu
t

1— ef(Tft)r

wd
S,du + St T

t
0J
1 t S T
= ?6_(T_t) JSu ?J\ (T u)TSth
0
t
\Of
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I'maBa 3

Monte-KapJsio metoge u BopcroBa

aripoKcuMalija

Tepmun ,,Monte-Kapsio” najuaenthe ce Be3yje 3a 1mpoiiec MojieioBaba U CUMYJINPaha,
CUCTeMa KOjU je IOJ1 yTUIIAjeM CJIyYIajHOCTU: TeHepulle ce ojpeher Opoj caydajHux crie-
Hapuja, a IOTOM Ce W3padyHaj]y peJIeBaHTHE CTATUCTUKE ca INJbeM Jla ce, Ha TpPuMjep,
MpOIjeHn e(pUKACHOCT HEKe IMOJIMTUKE JIOHOIIEha OJTyKe U BPEHOBabA CPEJICTaBa
[10]. OBe merozie ce yBeJIMKO NMPUM]EbYjy Y WHXKUIEPCTBY, OCUI'YDAkby, TPAHCIOPTY
HadTe 1 raca u, Kao y HaIIeM ciy4ajy, y dunancujama. Cumysainuje omoryhyjy anasm-
3Uparbe PU3UKA TAKO IITO KPENPajy MHOTO PA3IUIUTHX MOJIE/IA ITPOIIECa Ca PA3TUIUTAM
CJIyYajHUM BPUjEHOCTUMA U3BYUYEHUX U3 je[HE WJIM CKYyIa Paclojjesia BjepoBaTHONA.
VY ciydajy mporieca IujeHa akija 1 npeasuhama lUXOBUX IPOMjeHa CYIITHHCKU KPen-
paMoO MHOT'O Pa3/IMYUTHX IIyTalba KpeTarmba IIpoMjeHa akKIije Kpo3 Bpujeme u ojipehyjemo
KaKO OM MOTJIa M3TJIEJaTU MPOCjedHa Iy Tarba.

[Tocmarpajmo cibenehe nntyntusno pazymujesame Monre-Kapiio meTona 3acnoBamno
Ha aHaJIOrUju U3Mel)y BjepoBaTHOhe u quMen3uje mpocropa [11], oHOCHO 3ampeMuHe ako
IIPETIIOCTABUMO J1a TOBOPUMO O TPOJMMEH3MOHOM TpocTopy. MaremaTndku rmojam Mjepe
dopmasinzyje mojaM BjepoBaTHONE TAKO IITO MOBE3Yje HEKH Jjiorahaj ca cKymom Moryhux
ncxojia jgedpununryhu BjepoBaTHohy jorahaja Kao 3almpeMuHy WX Mjepy V OJHOCY Ha
ckyt cBux Moryhux mcxona. Monrte-Kapiio MeTosie mHBEp3HO KOPUCTE 0Baj UHJIEHTUTET,
OJTHOCHO Yy IbMMa Ce padyHa 3allpeMHHAa CKYyIla TaKO IITO ce 3allpeMUHAa WHTEePIPETUpa
Kao BjepoBarHOha. ¥ HAajjeIHOCTABHUjEM CJIy4ajy OBO 3HAYN Ja HA CIydajaH HAIUMH W3-
BJIAYMMO Jiorahaje n3 cKyIa CBUX MOTYhUX MCXO0J/Ia U pesaTUBHY (bpekBeHIu]jy Jjorahaja
KOju TpUNagajy oapeheHoM CKyIly TyMadnMO Kao IPOIjeHy 3allpeMHuHe CKyla. 3aKOH

BeJIMKUX OpojeBa 00e30jehyje ma oBa oljena KOHBEPrupa Ka CTBAPHOj BPUjETHOCTU KAKO

47
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ce riopehaBa Opoj m3B/Iavemka, JOK IEeHTpaJHa I'PaHUYIHA TeopeMa Jiaje nHdopMmalujy o
BEJINYMHU I'PEIIKe HAKOH KOHAYHOI' OPOj M3BJIAYEIHA.

JeanocTaBHO MOXKEMO Ja ca 3arnpemune npehemo na muterpaje. Ha mpumjep, mo-
CMaTpajMo MIPOodJIeM allPOKCUMAIje nHTerpaJia pyHKImje f Ha jeIMHIIHOM HHTEPBAJTY

[0,1]. Marerpasn
1
0= f(x)dx
!

MozkeMo 3anucaTtu Kao odekuBatbe E| f(U)], raje je U yaudopMHO pacnoaujesbeHa ciry-
vyajHa Besmunna Ha unrepsasy [0, 1]. Heka je Uy, Us, ..., U, npocT ciaydajan y30pak u3
U[0, 1] paciogjeste. Nzpauynasarme Bpujeanoctu dbyHknuje f y n ogadbpaHux Tadaka u
yIpocjedaBambe pesyiararta jgaje Monrte-KapJio orjeny naTerpaJa

SRS

Kaxko je @n y30padKa CpeJInHa HE3aBUCHUX M jeJIHAKO PACIOINje/beHUX CIIyYajHUX Be-
mmauna, f(Uh), ..., f(U,), npu yciaoBy na je dyHkimja [ uHTErpadbuaHa HA WHTEPBAILY

[0,1], mo 3akoHY BequKuX OpojeBa BaxKn
0,, — 0 ca BjepoBarHOhOM 1 Kaga n — o0.

Ykouuko je f kBajiparHo unTerpaduiana Ha [0, 1] 1 ako o3HaUNMO

7| ()~ 0 d,

oHga je rpemka 6, — 6 y omjern Monrte-Kapo MeTomoM mpuOIM:KHO HOPMAJHO Pac-
noaujesbeHa ca odekmsameM 0 M cTangapaHoM JeBmjanujoM of/4/n. Ksammrer ose
olfjeHe ce IOOOJbIIIABA KAKO N pacTe. AKO je mapamerap oy HEIIO3HAT, OHJIA Ce OH MOXKe

OIMjEeHUTHU KOPHUCTEhU y30padKy JIeBUjAIN]y

i=1
Crora, Ha ocHoBy Bpujeanocru dbyukiuje f(Uy),..., f(U,) nodbujamo He camo orjeny
unTerpasa 6, el um Mjepy rpemke Te onjene. Ilpm mpermocTaBIE Ja PAIMMO Ca IIPO-
CTUM CJIyYajHUM Y30PKOM M3 CTAHIAP/HEe HOPMAJIHE PACIIOjesie MOKEMO KOHCTPYUCATH

100(1 — )% wmHTEpBaT MOBjepea, Iije je av mpar 3HAYajHOCTU Ha c/bejiehn HauuH:

g

0 én + Zl_g—:| s

- aes
n 1—%\/_57
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raje je zi—g oxrosapajyhu xBaHTIII HOpMasHe pacuojeie u n — 0. Mehyrum, Kaxo
je cranzapAHa JeBujanuja oy 1ecTO HelO3HATA, Te Ce alPOKCUMHpPa Ca Sf, TO Ce 21_g
MOKe 3aMUjeHuTH ca ojropopajyhum keautmiom Crynenrose pacrnosmjerne [11].

Nspas 3a cranmapaHy rpemiky oy/4/n je xipydna ocoduna Monre-Kapio meroza,
jep HaM TOBOpH Ja je BpeMeHCKa cjoxKeHocT KouBepreHmuje Monrte-Kapsio merona
@) (n_%). Jla Ou ce oBa rpemika JBOCTPYKO CMambuja, IMOTPEeOHO je moBehaTw Opoj
eJieMeHaTa y30pKa YeTUPH IyTa, a noBehame Mperu3HocTy 3a jeTHO JIeIMMAaJIHO MjecTo
zaxTujeBa yBehame Opoja ejeMeHnaTa y30pKa CTOTUHY IyTa.

Hajsehu 3nauaj Monte-Kapsio merosa ce orsesa y UumbeHHUIN J1a KOHBEPreHIHja
(0] (n_%) HHUje OrpaHrYeHa caMo Ha MHTerpaJie Ha, Je/IMTHUIHOM UHTEPBAJY. 3aucTa, CBU
IIPETXO/IHU KOPAaIll MOT'Y JIa ce TPUMUjeHe 3a allPOKCUMAIIN]y UHTerpaJia Ha WHTEPBAJY
[0,1]%, wmm na R? 3a cako d. lakse, Monre-Kapisio MeTose Mory sia ce npuMujeHe Ha
y30pKy X7i, ..., X, u3 d0uo Koje pacnojese. HapaBho, Kajia IpOMUjeHUMO JTUMEH3U]Y
d tume ce Mujema dynKnuja f, a opga u oy. MehyTum, cranmapana rpemka MonTe-
Kapiio omjene Ha OCHOBY n u3Bjadera u3 uaTepsana [0,1]¢, mwm uz RY he n mame
IMaTH OOJIMK Of/+/T, OJHOCHO TDEIIKA je He3aBHCHA Of JUMEH3Hje IIpodjeMa. 3an-
cra, O (n’%> KOHBEpPreHIfja BaxkKu 3a cBako d, ma cy Monre-Kapsio merosie mocedbno
KopucHe n edUKACHE 33 PAIyHAILE UHTEIPAJIA Y BUIIUM JIUMEH3UjaMa.

MonTe-KapJiio meTosie cy K/bydHU aiaT y (DUHAHCU]CKO] MATEMATHIIN 34 PjelllaBaibe
IpodJIeMa BPEIHOBAaa apUTMETHIKNX a3WjCKUX OIIHja. ¥ IPBa JIBa MOTJIaB/ha PaJia
CMO BUJIjeJIN Jia Ce IIPU YCJIOBUMAa OJICYCTBA apOUTparke W BaJlyalldje HeyTpaJiHe O
pU3UKa IHjeHa OIIfje MOYKe M3PAa3UTHU IPEKO MATEeMATUYIKOr oueknBama. [lojcjerumo
ce Jia je TeOpHUjCcKa IMjeHa apuTMeTHIKe a3ujcke ommuje y TpenyTky t € [0, T'| kopucrehn

MApPTUHTAJICKN IPUCTYII BPEIHOBAMKA JaTa Ca

+

T
. 1
0= T-E 7 J S, dt — K | %],
0

rJje ce OYeKUBaIbe y3UMa y OJIHOCY Ha Mjepy HeyTpaJsHy oji pusuka P*. Jlakse, BpemgHo-
Bambe (DMHAHCUJKUX JIepuBaTa Ce CBOJM Ha padyHame OYeKHBama y 9eMy MOTY Jia HaM
rnmomoruy Monrte-Kapio merome. Y MHOrMM cjydajeBUMa, YKOJHMKO OUCMO 3aIllCaJIn
TPaXKeHO MATEeMATUYKO OYEKUBAaIbe IIPEKO MHTerpaJia, UCIOCTABUJIO O ce Jia je Ju-
MEeH3Wja BeJIMKa WM YaK OeCKOHadHa. YTIpaBo y oBakBuM curyanujama Monre-Kapio
MeTojie TocTajy arpakTuBHe. Jla ducMo BpeiHOBAM OINIKje MOMONY OBUX METOJIa I10-
TPEOHO je Jla CUMYJIMPAMO IIyTale CTOXaCTHYKOT IIPOIleca KOjUM MOJETYjeMO KPeTamhe

IjeHa akimja, KaMaTHAX CTOTIa, apaMeTapa Mojesa i ApyruxX pakTopa Koju yTudy Ha
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nujere akuja. YMjecro jia Ha cilydajaH HaumH u3BjiadumMo Tauke u3 [0, 1] wm [0, 1]¢,
caJia dOUpaMo y30pKe IyTarma U3 IIPOCTOpa IIyTamba MIPOoIeca reoMeTpujckor bpayHnoBor
KpeTama. BaxXHO je HAOMEHYTH Jla OMpaMo Tadke KOje IpaTe IMPOoIec HeyTPAJIaH O]
pusuka. llomenyTu mpocTtop Moxke dutu deckonadaH, a Hajuenthe he dutu auMensuje
KOja je jeTHaKa OpPojy BPEMEHCKNX KOPaKa KOPUITNEHUX Y CUMYJIAIUjUA. YOIIITEHH aJIro-
pUTaM BpEIHOBaIba OMINja OApeheHnx MaTeMaTHIKNM OdYeKuBameM Kopucrehu Monre-

Kapso merone je:

1. CumynupaTn TpajekKTopHuje KpeTama IjeHa akIyja Iph Mjeph HeyTPaJHO] O

pusuka y ojpeheHoM BpeMEHCKOM MHTEPBAJLY.

2. OnujeHuTHn AUCKOHTOBAHE TOKOBE HOBIIA OINIIHj€ 38 CBAKY TPAJEeKTOPHU]y KpeTarba
IIpoMjeHa IujeHa aKiuje, OJHOCHO IHUjeHy OIIje KaKo je oapeheHo CTpyKTypoM

oIrje ca KOjJoM PaJImMO.
3. YupocjeunTn AUCKOHTOBaHE TOKOBE HOBIIA OIIIU]E.

[IpeTxoaHuM aJropuTMOM padyHaMO BUIIEINMEH3UOHE MHTerpaJsie, TauHUje PadyHaMO
MaTEMATUYIKO OYEKHBAIbe JTUCKOHTOBAHUX JOOUTU HA IIPOCTOPY CHUMYJIUPAHUX TPajeK-
topuja. Yumenwuna ja je rpemka Monre-Kapio merose nezaBucHa oj1 IUMeEH3Uje TIPO-
OsieMa J1aje OBOj METOJ/IM 3HAYAJHY MPEJHOCT y OJHOCY HA KJIACUYHE METOJIe HyMEePUUIKe
uHTeranuje. Jeanna pecTpuknuja jecte ja je dpyHKuja f KBaJIpaTHO WHTEIDAOUTIHA

IIITO HUje TIPETjePaHO JaK YCJIOB.

Hamomena 3.1. Baszna Monre-Kapsio MeTosa je y mpakcu mo3HaTa I10]] Ha3UBOM Ha-

usau Monre-Kapio (enr. Naive Monte-Carlo).

3.1 Cumynmpame reomerpujckor bpayHoBor

KpeTama

3a renepucarbe IujeHa akimja moTpedHo je J1a CUMyInpaMo reoMeTprjcko bpayHoBo

kpertame (S)i=0, Koje je nedunrncano y reopemu 1.16 mspaszom (1.5):
St _ SoeoBt+(#*%02)t’ t>0.

Kako je (B;)i=0 cranmapaHo BpayHoBo Kperame, U3 OCOOMHA HOPMAJHE DPACIIOJIjesre

MoxkeMo B; zammcatu kao By = Z+/t, raje je Z ~ N(0,1). Crora ce mperxoanu u3pas
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MOZKE€ €KBUBAJIECHTHO 3alliCaTU KaO
_ 1,2
S, = Spe”ViH(nmao®)t >, (3.1)

[Tommro 1ujene axkimja MMajy JOr-HOPMAJIHY PACIOjesty, TO y3 IIOMON T'eOMeTpUjCKOr
BpaynoBor Kperama MOXKEMO I'eHEePUCATH ITyTalhe KOje MPeJICTaB/bajy IPOMjeHe I1jeHa
aKIMja TOKOM BpeMeHa. ¥ HalleM ciIydajy S; o3HadaBa IUjeHy akIlije Y TPEHYTKY
t€[0,T], a Sy je nujena aknuje y Tpenyrky ¢t = 0, 0jHOCHO novYeTHa 1ujeHa akuje. C
003MPOM Ha TO J1a MPETIOCTAaB/bAMO Jla Ce HAJA3MMO y CBHUjETY HEYTPAJTHOM O] PU3UKA,
y3UMaMo Jla je mapamerap (i jeJHaK 0e3pu3mdHOj KamarHoj cromu r. Tama, uz (3.1)

cymje
S, = SpetViZr(r=3*)t 4> (3.2)

leometpujcko BpayHnoBo KpeTambe je HepeKuIaH CTOXaCTUYIKH IIPOIIeC, T1a, Jia, OMCMO
ra NeHEePHUCAJIN HEOIXOIHO je Ja M3BPIINMO JUCKPETU3aIldjy BPEMEHCKOI HHTEepBaJIa,
[0,T]. Cumynupamo KpeTame IHjeHa akIuja y BPEMEHCKUM TpeHyIrmMma t1,ts, ..., t, €
[0, T], omrocuo uarepsas [0, T]| qujeaumo Ha nepuojie jefHake jyxkuHe 0t = t; — t; 1.

[TocTtymak auckpermsanyje je mpukasaH cbellehnM m3pa3zom

- 1.2,
Sti = Ser\/EZ-‘r(r 20 )t’, tl

\VY,
=)
‘w
=

3a rerepucame myTamba KOPUCTUMO (hOpMYITy

St+§ _ Stecrmz+(rf%0'2)6t. (34)

Ja ducmo npu mMmIiemMeHTanuju u3djersin Kopuiiheme yribexkhenux ,,for” mersbu
KOje cMambyjy epUKACHOCT, 3TOJHO je Ja MPEeTXOIHN U3pa3 JIOTApUTMYjeMO HAKOH dera

JI001jaMo
1
log Si1s —logS; = oVotZ + ('r - 502> ot. (3.5)

Y oBOM OOJIMKY T€HEepHIIEeMO JIOTAPDUTMeE IPHUPAINTaja, OJHOCHO PA3JIMKE JIOrapuTaMa
IFjeHa aKIfja Koje MMajy HOPMAJIHy pacIofjesy, a MOoTOM (DYHKIIjOM ,cumsum’ pa-
YyHAMO KyMYJIATUBHY CyMy JIOT-TIPUPAINTaja JIy2K cBake myTame. Ha ciaumu 3.1 je mar
[IpUMjep UMILIEMEeHTallje KOoJla 38 NeHepucarme TpajeKTopuja mparehu mpeTxoHo omnu-

caH aJropuTaM y KOM je TIpUKa3aH yTUIla] BOJATUIHOCTH Ha KpeTarme IjeHa aKIlfja.



52

Hammomena 3.2. IIporpamcknu je3uk ,,R” y KOM cy UMIIJIEMEHTHPAHU CBU KOJIOBH KO-
purtheHn y pajy je BEKTOPCKH OPUjEHTHUCAH je3UK, Ia Ce Yy HEeMY CBe ollepalifje HaJl
BeKTOpHMa, Op30 m3BpimaBajy. Crora, Tpeda m3djeraBarTu IeT/be, jep FHUXOBO KOPH-
mheme ycropasa U3BpINaBaibe IporpamMa, a Op3uHa KOjOM ce KOJIOBU U3BPINABAjy HaM
je om 3Havaja, jep paauMO Ca BEJMKUM OpOjeM IIoJaTaKa, OJHOCHO BEJIMKHUM OpojeM

cuMyJalyja ejgeMeHaTa IIpocTOpa TPajeKTopuja reOMeTPHjcKOoT bpayHoBOr KpeTamba.

Hammomena 3.3. /la #e ducMmo cajprkaj pajia onrepehmBaii KOJIOBUMa OHU CE€ MOTY
nahu ma [12|. 308or Ho/be HpEreHOCTH CBe HMILIEMEHTHPAHE METOJE W IOTpedHe

dyukimje cy pazasojene y nocedne ,R” ckpurre.

o o

o o

o o

2 2

o _| o _|

© ©

o _| o _|

© ©

o _| o |

< <

o _| o _|

™~ ™~
I I I I I I I I I I I I I I
0 50 100 200 300 0 50 100 200 300

c=0.1 c=0.5

Cmuka 3.1: Kperame mujena akimja TeHEPUCAHUX Te€OMETPUjCKUM BpayHOBUM Kpera-
mweM ca ponaruanonthy o = 10% u o = 50%.

3.2 TexHuke peaykiiuje aucrepsuje

VYkoauko ducmo xkejbesin Jia yHanpujeaumo kBajauter Moute-Kapio omjene, oaHo-
CHO Jla CMAIbIMO IDEIIKY 0f/4/n, IpBa uieja dou Omra na nosehamo Opoj cumysarmja

n. Mehyrum, nako nosehamem dpoja cumysiaruja oOljeHa y TEOPUjCKOM CMUCITY ITOCTaje
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0oJba, 300T peIaTUBHO criope KoHBepreunuje O <n_%>, Op3uHAa KOJOM ce OIljeHa 1000 b-
maBa ce cBe Buille cMamyje. OBO 3HAYHM J1a 328 MMOCTU3AHE YKE/HEHOI KBAJIMTETA, OIfjeHe
MOpaMoO 3HavajHO rmoBehatn Opoj cuMysaldja, IITO je PAadyHCKH U BPEMEHCKH BeoMa
zaxTjeBHO. Takolhe, muprHa MHTEpBaJa MOBjeperba ce, IIPHU IPEIOCTABIN JIa ¢e PaId O
OPOCTOM CJIy9ajHOM Y30DKY, CMarbyje [0 3aKOHY KBaJIPATHOI KOpjeHa YKJbydyjyhin /n
IITO HAM HUje 1moBoJbHO. Jlakiie, moBehame Opoja cumysaruja mocraje cBe Mame edu-
KACHO, I1a ce 300r Tora mpudjerasa JpyruM MeTO/aMa KOje ce KOMOWHYjy ca OCHOBHOM
Momnte-KapJiio meTosioM. JesiHa oJ1 ujeja jecTe Jia ce CMAarmby JUCIIeP3nja CayvuajHe BesTu-
qynHe X;. Tako gorazumo 10 MeToa peyKIje JUcliep3unje Ynju je 1i/b J1a YHAIIPUjeIe
edukacunoct Monrte-Kapsio merona. Ilocroju Buiie BpcTa 0BUX TeXHHWKA, & MU heMO
ce DaBUTHU J[BeMa: AHTUTETHYKO y30pKoBame (eHr. Antithetic Sampling) m KoHTpOIHE
npomjenspuBe (enr. Control Variates).

Ha nipBu noruiey ce ujeja cmamema jaucnepauje D(X;) unHu Kao Baparbe, jep Ha HeKH
HAYMH MUjEHaMO OIljeHy 04 u MIOTEHINjaTHO YBOJANMO IPUCTPACHOCT y orjeny. Mwu ce
0aBMMO OHUM MeTojlaMa Koje moBehaBajy edukacnoct 0e3 jo71aBarma TPUCTPACHOCTH.
[ToenTa Merosia peayKiuje aUCIIEp3HUje jecTe Jia IMPU 33/1aTOj TATHOCTH CMAaKbUMO Pa-
YYyHCKY 3aXTjeBHOCT KOja je morpedHa Jla ce Ta TadHOCT Jjocerne. Heke oj1 Texnmka
pPeyKIlje JucIiep3uje cy caMo TEeXHUYKU TPUKOBU KOjU IODOJBINABAjJYy Y30PKOBAHE U
OHE MOTYy YaK W Jla Ce ayTOMaTu3yjy copTBEpCKHM ajaTuma. JIpyre Texnwke cy 3a-
CHOBAHE Ha OIIITUM IIPUHIUIINMA, aJI1 3aXTUjeBajy BUCOK HUBO IpUjIarohasama Ja ou
paauiie. Y HEKHM CJIydajeBUMa OHE 3aMjerby]jy U0 IIPolieca HyMepUIKe HHTerpalmje ca
JjeJIMMAYHO aHAJIUTUIKOM mHTerparujom. MehyTum, nako cy coducturmpanuje crpa-
Teruje edeKTUBHUje, OHE 3aXTHjEBajy MHOIO JOMEHCKOI 3Hamba KOje HAM YeCTO HUje

JOCTYIIHO. Ynosuahemo ce 3a moyeTak ca TEXHUKOM aHTHUTETUYKOL Y30pKOBalba.

3.3 AHTHUTETUYKO y30pPKOBaH€

Meto/1a aHTUTETHYKOT y30PKOBaha 3a CMabehe JTUCIIep3nje je jeITHOCTaBHa 3a MTPU-
MjeHy U He 3aXTHjeBa J0JaTHO JOMEHCKO 3Hame O CHUCTeMUMa Koje cuMmyaupamo. 1o
3a HaC 3HA4YM JIa He KOPUCTUMO HUKAKBe JI0JaTHe HHOPMAIje U OCOOUHE apUTMeTHY-
KUX a3WjCKUX WU IbUMa CPOJHUX OIIHja, Beh caMo JUPEKTHO MOJIU(UKYjeMO HAMBHU
Moure-KapJjio meTos kopuctehn TeXHUYIKN TPUK KOju NeMoO 00jaCHUTH Y HACTABKY.

Y wauBaOoj MonTte-Kapisio meTonu renepurieMo y30pak HE3aBUCHUX CIyYajHUX Be-
smanna. MeDhyTtuMm, yBoheme Kopesanuje Ha maMeTaH HaYUH MOXKE Jla HaM Oyle O

kopuctu. IlocMarpajMo HU3 ITapoBa jeJIHAKO PACIIOJIMje/beHUX CJAYYajHUX BEJIUIHHA,
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X xi=1,2,... n:

Xl(l) X1(2) Xl(n)
X2(1) I X2(2) g ooy X2(n) .

Jlo3BoJbeHA je KopeJsalifja YHyTap CBakKor Iapa, aju Cy OIlCcepBallfje ,,XOPU30HTAJIHO
He3aBUCHe. YKOJIUKO 0/adepeMo OHMJI0 KOjU eJleMeHT HEKOI I1apa, OHJIa je Taj eJie-
MEHT HE3aBHUCAH O] eJleMeHaTa CBUX ocTajnX naposa. Popmasiauje, ciaydajHe BeJIUITHE
X;il),XlgiQ) Cy He3aBHCHe 0e3 003Wpa Ha HAYUH ojgadupa j,k = 1,2 ako je i1 # io.
Cnujemn na je HU3 yIPOCjedeHUX OTICEpBAaIlija, ITapoBa

x4+ X

x @ =
2

HU3 HE3aBUCHUX CJIyLIajHI/IX BeJIMYINHa U MOXKE CE€ KOPUCTUTHU 3a KOHCTPYKHI/ij uHrep-
BaJia IMOBjepema Ha yoOMdajeH HadWH. BaxKHO je HArjIacuTu Jia He OMCMO MOIJIA KOH-
CTpyHCaTH UHTEPBAJI IIOBjeperha 0e3 yrpocjeuaBarma YHyTap IapoBa, jep He 3aXTHjeBaMO
,»BEPTUKAJIHY HE3aBUCHOCT, OJIHOCHO MOryha je KopeJsaluja yHyTap CBaKOT Iapa.
Haame, mocMaTpajMo y30patdKky Cpeauny X, — %Z?:l X, Bannma mac ma ompe-

JIIMO HheHy aucnepsujy. lucriep3uja y3opadke cpegune X,, je garta ca

D(X,)=D (% Zn: X<i>)

_ m%“) (3.6)
()

n 2
_ ﬁ (DX + DX + 2000(X3, X3)) (3.7)
= % (2DX + 2p(X1, X5)DX)
= % (1+ p(X1, X)), (3.8)

raje eMo y (3.6) KopueTHIn He3aBHCHOCT cTydajunx Bemmanna X 9, ay (3.7) cMo ysemn
y ob3up KoBapujarujy yHyTap naposa. Punanna jemnaqmna (3.8) 10 Koje I0Ia3UMO
HOKa3yje TMOTeHIUjaIHy yJIory Kopenamuje. Jla OucMo cMamuIn JUCIEP3ujy y30padKe
cpenune X, MOTPeGHO je Jia yHyTap CBAKOT Iapa UMaMO HEraTHBHO KOPEJIHCAHe PerLi-
Kalyje cJIydajHnx BeJudnHa. HapaBHO, He MOXKEMO Ka3aTH JIa Ce JIACIIeP3Hja CMAMbUIA,

3a dakTop 2n, jep cMo ABOCTPYKO moBehasn odum y3opka. (Crora, MOpaMoO IOPETUTH
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D(Xi)
2n

jennaunny (3.8) ca jpucrepsujom y30padke CpejrHe MPOCTOr CJAYYajHOT y30pKa
obuma 2n.

Hamasme ce nmocraBsba nmurame Kako J1a 00e301jeIuMO HeTaTUBHY KOPeJIaIlujy yHyTap
mapoBa. CBaka orceppanuja X 1(2 je modumjeHa reHepucarmeM MHOTO CJIYYajHUX BEJTUIHHA
U cBe OHe 3aBHce 0J] Hu3a yHUOPMHHUX Iceylocaydajuux opojesal. Crora, jemna o
njieja Koja ce HaMmehe jecTe Jla MHIYKYjeMO jaKy HETaTUBHY KOpesalujy MeDy yaa3Hum
HU30BUMa CJIydajHuX OpojeBa. OBO MOXKEMO jeJHOCTAaBHO mocTuhu Kopucrehn cydajHu
uu3 {U;} 3a npBy pemsmmkanujy y csakom napy u {1 — U;} 3a apyry peruimkanujy.
Ha oBaj maumn mocTtmzkeMo Ja Cy yJIa3HU CJIy4YajHU HU30BU HETATUBHO KOPEJINCAHU,
ma ce HajaMo Jia he TakBe OMTH M HAIlle OICEepBalldje YHyTap mapoBa. AHTUTETHYIKO
Y30PKOBaIbEe je je;THOCTABHO 3a ITPUMjeHy, aJll Y HEKUM CJIy9IajeBUMa, MOXKE MTPOU3BECTH
cynpoTaH edeKaT o1 ’KeJbeHOT U 3a1paBo nosehatu aucnepaujy. VI3 Tora mro cy HU30BU
{U;} m {1 — U;} meraTuBHO KOpEJMCAHU HE CIUjeJH Ja Cy W X{i) u X2(i) HeraTUBHO
KODeJMICAHN y OHIITeM ciydajHy. Jla Omcmo ocurypanm ja HeraTwWBHa KOpesaluja
Meby ysazuuM HU30BHMA CIyYajHUX OpOjeBa MMILTHINPA HETaTWBHY Kopesanujy mehy
M3JIA3HUM OlICepBalljaMa YHYTap HapoBa HEOIXOIHO je jia Mel)y muMa BazKu MOHOTOHA,

BeE3a.

Teopema 3.4. Axo je dyukmmja h kojom ce renepurire X = h(Uy, ..., U) MoHOTOHA TIO
cBuM aprymentuMa, ouga cy X1 = h(Uy, ..., Uy) u Xo = h(1-Uy,...,1-Uy), taje cy U;
HE3aBHUCHE U jeIHAKO PACIO/IMje/beHe CIydajHe BeJIMINHE ca YHU(MOPMHOM PACIIOjeIoM
Ha (0, 1) meraruBHO Kopesncane, oHOCHO cov( X1, Xo) < 0. ]

Taxobe, BaxkaH je U MexaHM3aM KOJU KOPUCTUMO 3a T€HEPUCAIHE CIIYIajHUX BEJIH-
quHa. MeToj1 nnBep3ne TpancdopmMmaliije je 3acHoBaH Ha (DYHKIUjU pacCIIojesie MTo je
MoHOTOHa yHKIHja. Jlakse, MmocToju MOHOTOHA Be3a u3Mely y/Ia3HUX HU30BA CJIyYaj-
HUX OpOjeBa U HUMa NeHEPUCAHUX CAydajHuX BeJndnHa. Kako je namr musb onpehusame
[jeHe apUTMETHIKe a3WjcKe OIIUje, MEeTOJ aHTUTETUIKOT Y30PKOBarmba NeMo HIyCcTpo-
BaTH Ha MPUMjEpPY HOPMAaJTHE PACIIOJIjerie.

Heka je Z ~ N(p, 02) u Z = 2u — Z. Tagma saxu Z ~ N(u, 02) u oBako ze-
dunucane ciaydajue Besndaune Z u A Cy HeTaTWBHO Kopejmncane. Kako Mu Ha BEKTOpD
IjeHa akiuja IpuMjebyjeMo (pYHKIN]Y apUTMETHYKE CPEJIMHE, KOja je MOHOTOHA II0
aprymeHTumMa S;, 3aK/byIyjeMoO J1a MOKEMO MMOCTHNT CMAhEhe INCIIeP3nje KOPUIINemeM

AHTUTETUYIKOI Y30PKOBama IIPU pPjernaBammy Harrer mpoosema. Kaja kopuctumo anTtu-

'V Monte-Kapiio MeTomama n ezeMeHaTa y30pKa HECY 3alCTa COydajHu, Beh cy TeHepHCaHu HeKHM
JIETEPMUHUCTUYIKUAM AJITOPUTMOM, 118 C€ 3aTO 30BY IICEYI0CTyYajHUM OPOjeBUMA.
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TETUIKO Y30PKOBaIbe 3a FeHepHCcalhe TPajeKToprja IeoOMeTPHjCKOr bpayHoBor KpeTamba,

TaJla TeHepUCaHU IIapOBU TPajeKTopHUja IijeHa aKIja U3rjieajy Kao CJIUKe Y Orjie aly.

40 45 50 55 60 65 7O

Cmuka 3.2: Kperame mujeHa akimja TeHEPUCAHUX Te€OMETPUjCKUM BpayHOBUM KpeTra-
weM ca BojaruaHonthy o = 20% kopucrehn MeTOLy aHTUTETUIKOT Y30PKOBAIbA.

3.4 KoHTpoJiHe TPpOMjeH/bUBE

Meto/1a KOHTPOJTHUX TPOMjEH/bUBUX je MeDy HajIpUMjeeHUjuM, jeTHOCTABHUM 33,
kopuiiheme n HajedbeKTUBHUjUM MeTojiama 3a peaykimjy auctepsuje [13|. TIpsy mpu-
MjeHy OBe TeXHHKe y BpeJHOBamby olimja j1ao je Boja® 1977. romune y csom pasy [14].
OcHoBHa njeja jecte J1a NCKOPUCTUMO JIOMEHCKO 3HAE KOje MOXKE JIa HaM IIOMOTHE TTpH
pjemaBamy 1poodsemMa. HajupeKTHUju HAYUH UMILIEMEHTAIlje KOHTPOJIHUX ITPOM]jEH-
JbUBUX 3aMjebyje M3padyHaBaibe HEMO3HATOI MaTeMAaTUYIKOI OYeKHBamba Ca U3pady-
HaBameM pa3JInKe Helo3HaTe BPUjeTHOCTH W HEKOT JPYTror MaTeEMATUIKOT OYEeKNBaha
qrja je BpujeaHocT mo3Hara. CremuduvHa MIyCTpalldja y CIyYajy as3shjCcKUX OIIrja

Mozke ce Halm y anajmsu Kemue® n Bopera y [9]. Veemhemo npso meTojy y mbeHOM

Phelim P. Boyle, 1941-, upcku eKoHOMUCTA

3 Angelien G.Z. Kemna, 1941-, X0JaH/ICKa eKOHOMUCTKHEA,
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OIIIITEM OOJIUKY, & TIOTOM heMO 00jaCHUTH U HeHYy IPUMjeHY y BPEJTHOBAIbY a3UjCKUX
ortIyja.

[Tpermocrasumo Ja xkesmMo Jjia Hahemo orjeHy Henosuaror mapamerpa 6§ = E(X) u
HEKa, ITOCTOjH JOIT HeKa CJIydajHa BeJIMYUHa Y ca IMO3HATUM OYEKUBAILEM V KOja je Kope-
sucana ca X. OBakBy curyarujy numamo kajia kopucrumo Morre-Kapiio cumyitanuje 3a
BPEIHOBAIHE OIIHja 38 KOje aHaJINTH4IKa hopMyJia Huje mo3naTta: f je HemosHara IujeHa
omimje, a v je, Ha MPUM]jep, IjeHa oaroBapajyhe Banmia esporicke omruje. Cirydajaa
BeJIMUMHA Y Ce Ha3WBa KOHTPOJIHA MPOMjEeH/bUBA M OHA IPEJCTAaB/ba JOJATHO, JTOMEH-

cko 3Hame. Kopemanuja uamehy X n Y ce Moxke MCKOPUCTUTU KOpuUcTeNn KOHTPOJIHY

OITjeHy
Xe=X+c(Y —v), (3.9)

rJje je ¢ Hemo3HATHU Tapamerap KOju je HmOoTpeOHO ojpeanTu. VIHTYUTHBHO, MPETIIO-
CTaBUMO JIa CMO YPaJiJid CUMYJAI]y W J00uian jJa je Hama omjeHa 3a E(Y) = v
[IPEeBEJTIKA:

A

V>V

V TOM cIIydajy MOKEMO aeKBaTHO ja moBellaMo WM CMABHMO HAILy owjeHy 0 y 3aBH-
cHOCTH 0J1 3HaKa KopeJsaruje uamehy X u Y. Ha npumjep, ako je kopesaiiuja mo3uTUBHA
u I > U, OHJa OUCMO Tpedail CMAMUTH @, Jep aKo cy cuMyJIMpaHe BPHUjeIHOCTH 3a Y
Belie o7 BUXOBOI TIPOCjeKa, OHJIA MOYKEMO OYEeKUBATHU Ja Ne TakBe OUTH U CUMYJIUPAHE
BpujeaHocT 3a X. Y CYIPOTHOM, YKOJIUKO je KOpeJaluja HeraTUBHA, TaJa IIPUM]jerby-
jemo 0dpuyTy soruky. O KoHTpOsIHO] onjeru X, gedbunucano] ca (3.9) MoxkeMo u3BecTH

cibenehe ocobune:

E(X.)
D(X.)

EX)+c(EY)—v)=0+cv—v)=10 (3.10)
D(X) +®D(Y) + 2c cov(X,Y). (3.11)

N3 npBe jesHavunHe 3aK/bydyjeMO Jla je KOHTPOJIHA OIfjeHa HEIPUCTPaCcHa OIjeHa Iapa-
MeTpa 6 3a cBaku n3dop mapamerpa c. Jpyra jeamnadnna Ham Cyrepwuiie Ja 3a MOTr0HO
n3adpaHo ¢ MOXKEeMO cMamuTh juctepsujy omjere. [Tocmarpajyhu (3.10) kao dysKIMjy
IO ¢ jeJITHOCTaBHO Ce II0Ka3yje Jla je ONTUMaJHa BPHUjeTHOCT IlapaMeTpa ¢, OJHOCHO OHA

BPH]jEeIHOCT KOja MUHUMM3Y]je JUCIIEP3U]Y

cov(X,Y)
- D(Y)

c* =

(3.12)
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Bamjenom (3.12) y (3.11) mobujamo

D(X*) = D(X) + %D(Y) - %m(x, Y)
cov’(X,Y) _cov?*(X,Y)
=D(X)+ D(Y) —2 DY)
oJlaKJie Cauje/in
% =1- pz(X=Y)7

rije je p KoedurmjeHT Kopesanyje caydajunx seanduia X u Y. 3ak/bydyjeMo Jia 3HaK
rmapaMeTpa ¢ 3aBHUCH O] 3HAKa KopeJsallfje CIydajHux BeJudnHa X u Y ITo MoTBphyje
[IPETXOHO pa3MaTpaHy UHTyuTuBHY anaan3y. Oijena 3acHoBana Ha c* Hehe nmoeharu
JIUCTIEP3Hjy U 3arapaHTOBAHO he CMAmUTH JIUCIEeP3ujy YKoauko cy X u Y KopeJsmcane.

3aHUMJBUBO je TIPUMUjeTUTH Jia M3pa3 3a ONTUMAaJHU mapamerap ¢ (3.12) auuan Ha

OI[jeHy METOJIOM HajMAamUX KBajpaTa mapamerpa [3; y MOJey JuHeapHe perpecuje
X =B+ BiY +e, e ~ N(0, 0?), (3.13)

rJje Cy y OJHOCY Ha CTaHJapHy HOTAIUjy Mojesa 3amujeibene ysiore X u Y. 3aucra,
BasKH 11 je ¢* = — B y mozeay (3.13)[15]. Jlaxure, 3aK/bytyjeMo fa ce OIjeHa MeTOIOM
HajMamkbUX KBaJpaTa IapaMeTpa Bl IOKJIaIla ca BpHjeIHONINY mapaMeTrpa ¢* KOoju Mu-
HUMU3Yje Jucnep3ujy KoHTposHe orjere. [loznaro je ma je MeTosa HajMamuxX KBajpara
jeTHOCTaBHA TEXHUKA OIfjelbUBarba IapaMeTrapa JIMTHEAPHOI PErpPecHOHOI MOJIesIa, aJIi
BUX0OBO OI_[jeH)I/IBaH)e OBOM METOJ0M HI/Ije BaJIMJIHO YKOJIMKO HHUCY HUCIIYIH€HU YCJIOBU
lNayc-MapkoBa kKoju 00e30jehyjy Jujerre ocodrHe oIfjeHe Kao IITO Cy HEITPUCTPACTHOCT U
nocrojanoct. Takobhe, oBa MeTojia je BeoMa OCjeT/bUBA Ha IPUCYCTBO ayTJajepa: caMo
jeaH ayTiajep MoXKe UMaTH ITPON3BOJHHO BEJIMK YTUTIA] Ha OIfjeHy HajMambUX KBaJIpaTa.
Pobycna smmneapHna perpecuja je Mame oCjeT/bUBa Ha IIPUCYCTBO ayT/ajepa, a Kaja IyM
€ UMa HOPMAaJIHy pacIojjesy, Taja je edpukacHOCT pOOyCHe JInHeapHe perpecuje y Io-
pebemwy ca cranmapaaom JsmHeaproM perpecujom 90-95% [15]. Crora, ojgydyjemo ce
JIa KOPUCTUMO POOYCHY JIMHEAPHY PErpechjy yMjecTo oOWdYHe JIMHeapHe perpecuje 3a
o/ipehuBarme onTUMaHOT ITapamMeTpa c.

VY mnpakcu ce nmapamerap ¢ Mopa orujenutu, jep cov(X,Y), a moryhe u D(Y') Hucy
no3Hate. [locToju Bume HaUMHA 7@ OMUjeHNMO c. JeJaH o HaYMHA KOjU U MU IIPHUMje-
IbYjEMO jecTe Jia ypaJuMO TaKO3BaHE MUJIOT CUMYJIaIlije, OJITHOCHO TTOMONHe cuMy ialmje
u ja nomohy mux nHabhemo orjeny 3a c*. Moriam ducMmo ynactu y 3aMKy KOpPHIDemna

OBUX CHUMyJIalldja W 3a M300p mapameTrpa c* U OljermuBamme f MCTOBPEMEHO J1a OUCMO
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YIITEUIN BPHUjeMe TOTPEedHO 3a M3padyHaBaibe IITO HAM je BaXKHO 3a e(PUKACHOCT
Moure-KapJsio meroma. MehyTum, oBuMe OucMo yBesu MPUCTPACHOCT Y OIjeHy 3a c*,
jep ce y oBOM cJIydajy ¢* He MOKe IocMaTpaTh Kao Opoj, Beh Kao ciaydajHa BeJudmHa
koja 3asucu ox X. OBo HmoHMIITABa apryMeHTe KojuMa jgonasumo a0 (3.10) u (3.11).
Crora, ceM yKOJIMKO He KOPHUCTUMO OJIroBapajyhie cTaTUCTHYKe TEXHUKE IOIYT JIeKHajd

oIfjeHe, HEOIIXOIHO je JIa O0AIMMO MUJIOT CUMYJIAllje IIPH OIljelhbuBamby rmapamerpa 6.

Hamomena 3.5. 3a npuMjery podycHe perpecuje mIpu UMILIEMEHTaInju MeTojie y R’y
KopucTUMO BYHKIWH]Y ,,rlm’ u3 makera ,,M ASS”.
VY cipenehem npumjepy miycrpoBaheMo mpuUMjeHy MeTo/ie KOHTPOJIHUX ITPOMjeH/bU-

BHUX Y KOHTEKCTY BP€/IHOBamba ApPUTMETHIKNX a3WjCKUX OIIIHja.

ITpumjep 3.6. Heka je C'4 mujena apurmerndke a3zujcke omruje. Heka je Cg mujena
OIIIje KOja JOoj je eKBUBAJIEHTHA y CBAKOM ACIHEKTY Ca Pa3JIMKOM /Jla ce MPOCjeK IHjeHa
aKIja Ha KOje ce OIIHja OJIHOCU padyHa ITPEKO TeOMETPHUjCKe CpeJIuHe, YMjeCTO apuT-
Mmetndke. Behuna ommuja Koje cy 3acHOBaHe Ha IPOCjeKy IHjeHa MOJjIore Ha KOjy ce
OJTHOCE KOPHUCTE apuTMeTHUKy cpeauHy, ma je C4 o Beher mpakrtwdaHOr 3nadaja [13].
MebyTum, mok ce C'4 He MOXKe aHAJIUTUYKH ofpeanT, 3a Cg MOCTOjU EKCILIUIIUTHA
dopmyna. Moxkemo u HeKako 3Hame 0 Cg MCKOpuUCTUTH Ja ducMmo m3padyHaan C47
OsroBop Ha OBO MHUTAME je TOTBP/IAH Y3 KOPHUIINEHe MeTO/Ie KOHTPOJTHUX TTPOMjEH/bH-
pux. Jamumumo C'y = E (C’ W)uCqe=F (C’G), rije cy C 4 u Cg UCKOHTOBAHE JTOGUTH
OlIIMje 3a jeJIHy CUMYJINpPaHy TPajeKTopHujy reoMeTpujckor bpayHoBor kperama. Taja

je
Cy=Cq+ E[OA - é@],

IIITO JUPEKTHO J00ujaMo m3 HadmHa Ha Koju cmo geduHucamun Cy n Cg. Hpyrum
pujeunma, Hero3HaTa IujeHa Cy MOxKe Jia ce 3amwmiine Kao no3nara BpujegHoct Cg
IwIyc oyekuBana Bpujeanoct pasimke usmehy Cy u Cg. Henpucrpacna orjjena 3a Cy

METOJIOM KOHTPOJHUX ITPOMjeH/bUBUX je jIaTa ca
CSV = C’A + (CG — Cg) (314)

Y opurunamaom pajy bojia [14] Cg npeicraBba IujeHy eBpOICKE BaHUIA OIIIHje
0e3 mcmaare musmaenmau, a (4 je mumjeHa oaropapajyhe ommuje ca HCILIaTaMa JIUBH-
nerym.  Uspas (3.14) uma cipenehy wnTepriperamnmjy: oijeHa Cvgv npuiarohasa Jiu-
PEKTHY OIljeHy Cy npeMa pasymnu u3mehy nosuate spujegHocTr Cg U OIUjeheHe BPHU-

jemnoctu Cg, nok ce mozuata rpemka (Cg —Cg) KOPUCTH KA0 KOHTPOJTHA IIPOM]jEeHIbIBA,
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y omjemuBamy (4. YKOJIMKO HaM BehWHA PAIyHCKE 3aXTjeBHOCTU OJ€ HA TE€HEPUCAFHE
TpajeKTopuja reoMeTpHUjcKOr bpayHOBOI KpeTarma, OHJIa je JOJIATHHU I1I0Ca0 KOjH je I10-
TpedaH 3a N3pavIyHaABAbE CouCy 3aHemapspuB. Kako je Jucrepsnja orjeHe C*gV JaTa
ca

D(CSY) = D(C) + D(Cg) + 2cov(Ca, Cc),

3aKJbyIyjeMo Ji1a je MeTo/ia epuKacHa YKOJIUKO je KoBapujaruja u3mehy C AU C’G BEJIUKA.
Pesynraru Kemue u Bopcera uz 3ajennuuakor paja 9] mokasyjy Ja Taj ycjioB BaxKu y
OBOM IIPUMjePY IJIje Y OJTHOC CTaB/haMO aPUTMETHUIKY U F0j OJIroBapajyhiy reoMmeTpujcKy
ommujy. Moxkemo npumujerutu Ja omjeHa (3.14) Huje omTuMasHa OIjjeHa, [a CTOra

nocMarpamMo paMUIA]y HEIPUCTPACHUX OIjeHa MHIAEKCUPAHY Ca C:
C«EV = OA + C(CG — ég)

Ha OCHOBY Koje, Kopucrehu u3pas 3a ontumaiso ¢*(3.12), 10dujamo orjeHy ca HajMambOoM
JIUCIIEP3UjOM KOjy O3HAYaBaMO Ca, é;i Y 3aBucHOCTH O] C/Iydaja, c* MOXKe, a U He MOpa
Oury OJIMCKA jeJIMHUIN, TITO je IeroBa uMmimiuTHa Bpujegnoct y (3.14). Kopucrehn
OIljeHy C’j‘ MOXKEMO OCTBApUTHU Behe cMamermhe Juciep3nje. 3ancTa, HHUIHjAJTHA, OIjeHa
METO/IOM KOHTPOJIHUX ITPOM]jeH/bUBUX C’gv MOzKe Ja ToBehia WM cMambn JHCIep3njy’,
JIOK OITjeHa C‘j rapanTyje cMameme JUcIep3nje cBe J0K CY C A C’G KOpeJIucaHe.
MeTona KOHTPOJTHUX IPOMjeH/bUBUX MOYKE Ce YOIIITUTHA HA BUIIIE KOHTPOJHUX IIPO-
MjeHJbUBUX y IUJbY HocTu3ama Beher cmamema aucrepsnje. Tako 1071a3MMO 10 KOM-
OMHOBaHe MeTOoJ/e KOHTPOJHUX IpoMjeHsbuBux. Veja je ma xkopumiheme KOMOMHOBAHOT
JIOMEHCKOT' 3HaIba MOXKe JIOJATHO YHAIIPUjeIUTH OlljeHy Hero3HaTor nmapamerpa . Heka
cy X,Y1,Ys, ... Y, ciydajue Besimunne jgeduHACaHe HA UCTOM IIPOCTOPY BjepoBaTHONA.
[IpermocraBibamo na je ouekuBamwe F(Y;) = v; mosnaro 3a ce i = 1,...,m. Tana ce ju-

HeapHa KOMOMHAIja Y ..

1=

L ¢ (Y; — ;) MOXKe KOPHCTHTU Ka0 KOHTPOJIHA IIPOM]jEHJbUBA,
OJIHOCHO OITjeHa,

m

X=X+ 6 (Yi—w) (3.15)

=1

‘TIpermocTaBuMO Ja YKEIUMO 4 OAPEIUMO IHjeHy CIeNUjajJHe BPCTe er30THYHE IIyT OMIHje KOoja
ce mehie akTMBHpATH YKOJMKO IHjeHA AKIMje MajHe HCIOJ HEKOr yHampujex oipehenor mpara. T1aj
mpar je y TPEeHYTKYy CKJAIlamha yroBOPa KCIIOJ MOYeTHE IHjeHe akKIije. Y KOJIWKO IHjeHa AKIHje He
MajiHe WCIOJM HaBEJIEHOT ITIpara y TOKY Tpajarba OIIfje, OHJa OHA IOCTaje OOUYHA, IYT OIIHja KOjy
MHBECTUTOD MOKE, a U He Mopa Jia akTusupa. OBakBa oluja cnaja y dapujepHe ersoTuvHe omniuje (eHr.
barrier options) 4uja je aKTHBaIUja yCJIOBJ/bEHA OApeleHUM NPABHUIOM KOje je MOBE3AHO Ca yHAIPH]e,
onpeheHnM TparoM Koju m@jeHa akimje MoxKe Ja gocturae. llyT omiuja o KOjoj TOBOPUMO je HEraTUBHO
KOpEJINCaHa ca OAroBapajyioM KOHTDOJHOM BaHWJIA OINIMjOM. YKOJUKO Ce HE KOPUCTHA OINTHUMAJIHA
BPHjeTHOCT TapaMeTpa ¢ To Ou mosehasio gucnep3ujy olfjere IijeHe Haie dapujepHe OIIIINje 1 IIOTOPIIAIO
caMy OIljeHy.
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je menpucrpacHa orjena mapamerpa § = E(X). Paau jeaHocraBHUjer 3ammca MOKEMO

IIoCMaTpaTu MaTPpUIHU OSJ‘II/IK
X=X+ (Y —v),

rje je ¢ = (1, ¢y yem)t, Y = (Y1, Ys, ...V, ) T uv = (v,v,...,v,)T". ducnepsuja

omjene mare ca (3.15) je:
D(X,,) = D(X) + c"Zyc + 2c" Sxy,

rgje je Yy KopapmjaruoHa Marpuia 3a Y, a Nyy = (cov(X,Y1),...,cov(X,Y,))T
KOBapHujarmoHa MaTpUIla CiIydajHe BendnHe X ca CIydajHIM BeJInduHaMa Y7, ..., Y.
AHaJIOTHO MTPETXOIHO OMMCAHOM CJIy4ajy Kaja je m = 1 MOXKe ce jeJTHOCTABHO TOKa3aTh

Jla je ONTHMAJIHU BEKTODP Hapamerapa c* koju munummusyje D(X,,) nedunncan ca
c’ = —E;flzxy. (316)

Takobe, yommremem ciaydaja m = 1 camjenu Ja ce KOODJMHATE BEKTOPA ONTHUMAJI-
HOT' ITapaMeTpa c* J100HWjajy Kao OIfjeHe MeTOJIOM HajMambux KBaJpaTa Iapamerapa

B, ..., Bm ¥ MOMIETY JIMHEAPHE perpecuje
X=Bo+BYi+ - +BaYm+e  e~N(0, 0%, (3.17)

rjaje cy y OJHOCY Ha CTaHJap/Hy HoOTalujy 3amujerbeHe yjore X m Y. [lakie, na
drucMO TIOCTUTIN pelyKIujy auctepanje ormjere (3.15) morpeduo je ja Baxku ¢ = —Bz-,
1 =1,2,...,m. I3 uctux pazjiora Kao y cjay4ajy Kopuiihema jejHe KOHTPOJIHE TTPOM]jeH-
JbUBE, U y YOIIIITEHO] BEP3UjU METOJIE OJJTYIyjEMO Ce 3a KOpHUIINeme pOOyCHe JIMHeapHe

perpecuje yMjecTo CTaHJIap/IHe.

3.5 BopcToBa anpokcumalinja

Y mperxogHUM TOTJIaB/bUMA Pajia yIO3HAJIU CMO Ce ca IIPOOJIEMOM oOJipehuBaiba
IjeHe a3ujcke OIIje KaJa ce MPOCjeK padyHa MPEKO apUTMETHYKe CPEJIMHE ITHjeHa
akimja. Y IpaKCH ce CTOra jaBuJia MoTpeda 3a oapehuBameM IITO TPUOINXKHI]e AllPOK-
cuMaliije 3a IUjeHy TaKBHUX Omiuja. [J1aBHe ocOOMHE TaKBe allPOKCUMAIlUje Cy Jla UMa
BHUCOKY Ta4IHOCT U JIa je jeJIHOCTaBHA 3a M3padyHaBambe. AHAJIUTUYKA alPOKCUMAII]ja
3a MUjeHy apUTMeTUIKe a3UjCKe OIIrje O KOjOj TOBOPUMO y HAacTaBKYy Ha3mBa ce Bop-
CTOBa allpOKCUMallija W HOCH MMe 1o MareMaTtudapy lony Bopcty Koju jy je u3Beo

y cBoM pasy [16] 1992. romuue. OH je JUPEKTHO KOPUCTHO EKCIUIAIUTHY (DOPMYJTY
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3a ojipehuBarbe nujene JIMCKPETHUX NEOMETPUJCKUX a3UjCKUX OIMUja 3 IIPOI]jeIbUBAHE
apUTMETUYKNX a3WjCKUX OIIHja, ajJu KOPUTOBAHY y CKJIaJly ca TuM. Kao ocHOBa 3a
dopMyTy IOCIyKHUIA My je MO3HATa HejeJHAKOCT n3Mehy apuTMeTH4YKe U reOMeTPHjCKe

cpeJinHe:

n

1
—Zxk> )T - Ty ooy Ty
" =0

Qopmyna je biek-IlloncoBor Tumna ca KOPUTOBAHOM YTOBOPEHOM ITMjEHOM ONIMje 3a-
CHOBaHa, Ha IPETIIOCTABIN Ja je pacIojjesia IMpocjeKka IMUjeHa aKIja MTPUOJIMKHO HOP-
MaJiHa. ¥ paJy je MOKa3aHo Jia je IIOCMaTPaHO y OJHOCY Ha UMIIJIUIIMPAHY BOJIATHIHOCT
(enr. Implied Volatility) rpemka Bopcrose ampokcumaruja JOBO/BHO TauHa. Takobe,

n3BeJeHa je TOpHha TPAHUIA 3a T'PENIKY allPOKCAMAIIH]e.

Hamomena 3.7. [lomenynm cMo y npBOM TIOTJIAB/bY paJjia Jia ce TapamMerap BOJIATHJI-
HOCTH 0 Y IPAKCU HAJIA3M TaKO IITO Ce OIfjerbyje CTATUCTUIKAM ITyTeM Ha OCHOBY IIPET-
XOJIHUX BPHjeJHOCTH IIPOMjeHa IHjeHa aKIWja M yCJIoBa Jia IIPOMjeHa IMjeHa aKIja
IIpaTu TeOMETPUjCKO BpaynoBo Kperarme. Mozke ce jlecuT Ja ce peasiHa IijeHa OInje
Ha Oep3u pa3jIMKyje o] OHe KOja ce JIo0unje Kaja ce y (pOpMyJIy 3a IHjeHy OIIfje YBPCTU
oIfjeHa 3a BOJIATWJIHOCT, JIOOMjeHa Ha OCHOBY IIPEIMCTOPHje Iporeca. 1ako J0JIa3uMO
JIO TI0jMa UMILJIAIIIPAaHEe BOJATUIHOCTH KOja je jeduHncana Kao oHa BPUjeIHOCT 0 KOja
ce noouje n3 biek-ITlosicoBe dpopmyite, Kaga ce u3 popMysie U IO3HATE IUjeHe OIIII]je
nabe o. Ilojam mMmuIUpane BOJIATHIHOCTHU je BeOMa BakaH y (bUHAHCHjaAMa O YeMy
CBjeIOYN YUIHEHUIA & TPOMeCcnoHAJHN OPOKEPU M WHBECTUTOPH YECTO HM3PAXKABAjy
OIIIIHje Y OJTHOCY Ha HhUXOBY MMILIUIIMPAHY BOJATUJIHOCT, YMJECTO V OJHOCY Ha IHjeHy.

Nnyhu npumjep npudbsmkaba IuTaoIy 0Baj I0jaM HA MHTYUTUBAH HATH.

ITpumjep 3.8. I[IpernocraBuMo ja je movyeTHa IujeHa akiuje Ha TpRUMTY 50 gos1apa
¥ Ha OCHOBY KOJI WJIU IIyT OIIIMje Ha TY aKIUjy JOOUjeHA je BPUjeHOCT UMILIUIIPAHE
ponatuanoctu ox 20%. VIMiumnupana BOJIATHIHOCT HAM Jaje IPEeIACTaBy O OICery
[jeHa Koje Ta akiuja Moxke y3eru y Oyayhnocru. Hawmme, Bpuje HOCT UMILIAIIPAHE
BOJIATUJIHOCTU MOYKEMO Pa3yMjeTH Kao TOJIUIINY CTAHIAPIHY JE€BUjaIlH]y, OTHOCHO KO-
JIMKO OYeKyjeMO Ja BPHUjeJHOCT MOCMAaTpaHe akKIlfje y TOKY MEePHoJia OJl jeJIHe TOJIMHE
Bapupa. Ha ocHOBY modeTHe mujeHe aKIWje W BPUjEHOCTH UMILIMIIIPAHE BOJIATHJI-
HOCTU MOXKEMO 3aKJ/byYUTH Jla je UMILIUIMpaHa crangapana jgesujarnuja b0 - 0.2 = 10
Jnosiapa. 1o 3HAYM J1a YKOJIUKO 3aMHUCJIUMO IpaduK HOPMAJIHE PaCIojijese, OHIa 3HAMO

je BjepoBaTHONA [1a HAKOH T'OAWHY JaHa IMjeHa axkimje Oyae y mHTepBasay oxd 40 mo 60
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nonapa jennaka 0.68, a BjepoBaTHOha ja nujeHa axnuje Oyae ucros 40 mam u3na 60
nostapa jeanaka je 0.16. IlosnaBame oBUX BpHjeIHOCTH HAM je BaXKHO, jep YKOJIMKO WH-
BECTHUTOP, Ha IIPUMjep, KYIIyje KOJI OIIIUjy, OH MOpa uMaTu nHdopmalujy jaa he nujena
aKIFje JI0OBOJbHO MOPACTH Ja OM MYy Ce IIOCjeJloBaibe OIlfje HCILIaTuiIo. VHBecTuTop
MOXKe JIa OJIpeJi KOJIMKO je pa3yMHO Jla Ce IHUjeHa aKIhje MPOMUJeHU y TOKY TOJINHY
JlaHa, OJIHOCHO KOJIMKA je BjepoBaTHONA J1a akIyja JOCerHe IUJbAHY IHjeHy yIpaBo Ha
OCHOBY MMILTUIIIPAHe BOJIATUIHOCTU akiuje. Takobhe, HaBe/ieHNM MHTEepBaIU 3a IUjeHE
u oaroapajyhe BjepoBaTHOhe MOry J/1a My HMOMOTHY Ja OJIPE/IN &JICKBATHY YTOBOPEHY
nujeny omruje K. V¥ npakcu he ce pujeTko JlecuTu Jia HaM je MOTpedHO dalll 0YeKNBAHO
KpeTarme akIija y Hepuojly O jeJHe TOoJuHe, delihe ce paju O JjocTa Kpahum Bpe-
MCEHCKHUM HHTEpBaJIUMa, aJIM ITPHUHIIUII OCTaje UCTU C TUM Jda C€ padyHa UMILJINOUPaHa
BOJIATUJTHOCT 38 YKEJHEHU MEePUO/I.

Jla Ou onujeHno TaYHOCT AIPOKCUMAaIIje IjeHe apUTMETUIKe a3ujcKe KOJI OIIuje,
Bopcr je npuMjeuBao MeToI0/I0THjy Kojy je npeyioxuo Ouriescku’ y pary [17] 1989.
rogune. DurjaeBcku je mocMaTpao OJICTyIarba TPXKUITHUX U TEOPUjCKUX IUjeHa CTaH-
JTIap/IHe KOJI OIIIIHje Koje cy oTpedHe j1a Ou MHBECTUTOP OCTBAPHUO APOUTPAXKHU ITPOMUT.
Y Be3u ca ojicynambuMa MOTPEOHUM 3a OCTBAapUBaIbe apOUTParKHOI MPOdUTa T'PEIIKa
alpoKIIMAalIlije je BeoMa MaJia, a IbeHa TAaIHOCT je BenKa. HajBarKHHjU 3aKJbydak
BopcroBor pajia jecte ma je mujeHa oOIMUja 3aCHOBAHUX Ha MIPOCjEKY IHMjeHa aKIhja
JlaTa aHAJUTHIKOM allPOKCHMAIMjOM BeoMa OJIMCKa BPUjeTHOCTHU KOja ce J00uja KOpH-
crehu MonTte-Kapso cumymanuje. Y BehuHu pejieBaHTHUX CJIydajeBa pa3JimKa je HCIIOJ
1%.

Y macTaBKy HABOIUMO IIPETIIOCTaBKe Koje je BopcT KopucTmno 3a m3Boherme arpok-
cumanuje. OCHOBHa IPETIIOCTABKA jecTe Jda PAIUMO Ca ,,CaBPIIEHNM TPXKHUIITEM KOje je
HEIIPEKHTHO OTBOPEHO M y KOM HeMa TPOIIKOBa TpaHcaknuja. IIporec kperama 1ujena
akmmja (Sy)i=0 3a1aT je cramapAHo jejHadnHoM (1.4), 0JHOCHO MpaTH IeOMEeTPHjCKO
BpaynoBo kperame. [lojlaTHO, BazKHA MPETIOCTABKA jeCTe Jla je Y MUTaIby IIPOIeC He-
yTpaJian oji pusuka. lIpuankom m3Bohema alpokcuMmaliije mocMarpa ce CIelujaiaH
cJIydaj apUTMETHYKe a3MjcKe KOJI OIIje T/jje HeMa OIlcepBalija IIpOMjeHa IjeHa aK-
nja mpuje mepuojga ympocjedaBama. OBe ommuje HA3WBAMO ONIMjaMa KOje ,TOUNY
yuanpujex’ (eur. forward-starting options), a ommTu cjiydaj jeJHOCTABHO CJIMjeId U3

OBOT.

5  Stephen Figlewski, amMepuakn eKOHOMHICTA
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N3Bohemwme BopcToBe anpokcuMarniuje 3a nMujeHy apuTMeTUudKe
a3HnjckKe OIIinuje

Hexka cy tg,t1,...,t, = T BpeMeHCKU TPeHYIIH y KOjUMa Ce BPIIU YIIPOCjedaBarbe
IjeHa akiyja KOju He MOpajy OWTHM eKBUIMCTAHTHU. Taja je 00T apuTMEeTHIKe

a3mjCKe KOJI OIlUje ca yroBopeHoM IujenoM K jiaTa ca

rje je
1 n
AT) ==>18,.
n k=1

Kako je mpocjek A(T') nerepmunuctiydka GyHKIHja KOja 3aBIUCH CAMO OJf IIMjeHa aKIInja,
0E3PU3NYHO XE[IOBAHE ONIIHje MOYKE CE OCTBAPUTH €JIMMUHUCAIHEM PU3UKA MHJTYKOBAHOT
nujeHama akiuja komounyjyhu aknuje m onmuje y nmoprdosujy (3a Buiie meraba Immo-
riegatu [18]). Crora, npuMmjemyjyhu Basyanujy HeyTpasHy OJf PU3MKA, [UjeHa OIIHje
je MaTeMaTUIKO OYeKHBakhe JOOUTH OIIHje y OJHOCY Ha €KBUBAJIEHTHY Mjepy 3a KOjy

je JMCKOHTOBaHN HpOIJ;GC queHa aKqua MapTI/IHI‘aJI, OJHOCHO
CA = TR [(A(T) — K)* |.7], (3.18)

. * .
raje £ o3HavaBa OoueKMBaIbe Y OJTHOCY Ha €KBUBAJIEHTHY MApPTHHIAJICKY Mjepy.
Ia ducmo uzBesin BopcToBy anpokcuMaliujy mpBo je MOTPEedHO Jia TOCMATPaMO T'eo-

MmeTpujcKy cpeauny nujena G(7T)

G(T) = (]‘[ Stk) "

[Inb HaMm je J1a odjacHUMO KOopake Koje je Bopct mparuo Jia Ou J101m1ao 10 eKCILITUIITHE
dopmysie 3a 1HjeHy reoOMeTPHjCKe a3ujcKe OIImje. 3HAMO Ja je JOOUT TeOMEeTPHjCKe

asmjcKe omIje y TpeHyTKy gocnujeha T ca yroBopenoMm nujenoMm K jjata ca
Cy=(G(T) - K)".
Osznaummvo ca CY nujeny reomernjcke asmjcke Ko onmuje. Tama je
CY% = eT=tr E*[(G(T) — K)" .7, (3.19)

Cipenelin Kopak je oapehuBarme MaTeMaTHIKOr odeKnBama u aucrepsuje 3a InG(T) y
qeMy HaM je O] KJby4YHOI' 3Hadaja YUH-€HUIlA Jla MTPOU3BOJ JIOT-HOPMAJIHUAX CJIYYajHUX
BeJIMYNHA UMa IIOHOBO JIOT-HOPMAJIHY PACIO/Ijesly Yhje CMO MaTeMaTUIKO OYeKUBabe 1

Juctep3ujy ysenu y jgedpununuju 1.18.
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Teopema 3.9. Marematnuko ouekuBame M u aucriep3uja V' reomeTrpujcke cpejuHe

IujeHa akimja Koje rpare reoMeTpujcko bpayHnoBo Kpertame cy pesiom JaTtu cibeehnm

dopmytama
x 1 <
M = E'[In(G(T))] = In($,) + ~ D (r—=0%2) (), (3.20)
k=1
0_2 n o n
V = D[In(G(T))] = =5 > Y min(t; — t,t; — t). (3.21)
)
Zoxas. U3 nedbununuje reomerpujckor BpayHoBor KpeTtama 3HAMO JIa CJIyUajHe BeJIH-
quHe ift ,2=1,...,n UMajy JIOT-HOPMAJIHY PacCIIOJjesly, TAYHNje, Y CBUjeTy HEYTPATHOM

O/, PU3UKA BaXKU

ln<?t> ~N<(r—%2> (ti—t),a2(tz-—t)>, i=1,...,n.

Cnujemun ma ciiydajHu BEKTOD

T
X - [m(%) 1n(55—2) ln(%)]

MMa BUINEMMEH3MOHY HOpMaJsHy pacnomjeny N (p, X) ca BEKTOPOM OYeKnBamba

r—2) (t, —t)
r—2) (ty — t)
B = :
<T - %2> (tn - t)
U MaTPUIIOM KOBapwujalyje
ty—t t;—1t ty —t
5 g2 1 —t tg‘—t ty —t
ty—t to—1t t, — 1
Haname,
1 n
In(G(T)) = - D iIn(Sy,),
k=1
18, BasKu
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Casa, n3 dopmysie 3a 0UEeKUBambHE CAydajHe BEJIUUNHE Ca JOT-HOPMAJTHOM PACIIO/IjesIoM,

Koja je HaBejiena y jedbununuju 1.18, ciujequ na je
E (G(T)) = eM+V/2,

OsuMe je Teopema JI0Ka3aHa, a J0JATHO, N3 HOPMAJIHOCTH CIydajHux Besandnua In(S;, ) u
BpHje/HOCTH IHIXOBOT OUeKHBamba u auctepsnje cmjenn E (S, ) = e, Hanarme,
KopucTehn JIMHEaPHOCT MATEMATHIKOD OYeKUBaIba JTUPEKTHO Ce IOKa3yje Jia je
n
E*(A(T)) = % et
k=1
[

Y mpeTxo/iHOj TEOpPEMH CMO TOCMATpaJIM CJIyva]j Kajia BPEMEHCKH TPEHYIH L1, . . ., L,
y KOjUMa ce BpPIIHU yIIpocjedaBarbe IjeHa aKIuja HUCY HYKHO eKBUJIMCTaHTHH. Me-
byrtum, y cumysanujaMa mporieca KpeTamba IijeHa akija hemo Hajuenthe mocMaTpaT
€KBUJINCTAHTHE BPEMEHCKE MHTEpPBaJIe, a je 3rOHO MMOKA3aTH Ha IITa Ce CBOJU IIPEeT-
XOJIHA TeopeMa y OBOM cIHelujajgnoM ciay4dajy. Hawmme, tajga ce wspasu 3a M u V
3HAYAJHO TI0j€THOCTABIBY]Y.

Hexka cy ty,...,t, jernako pacnopehenu kpo3 Bpujeme. Taja mocroju meko h > 0
Tako na je h =ty —tp 3acse k = 1,...,n. Crora, Baxu na je h = (T'—t;)/(n—1). Ha
IIpUMjep, MOXKEMO TTIOCMATPATH CJIy4aj KaJla ce 3a padyHarbe MPOCjeKa y3uMa, BPUjeTHOCT
IFjeHe akIlfje CBakKe HeJljesbe, WM CBAKOI Mjeceria. ¥ CJIy4dajy CeIMHUIHOT IIPOCjeKa
h = 1/525 a y ciyuajy mjeceunor je h = 1/12. V ugeannom ciaydajy Ou cBaku Mjecery
UMao jeJHaK OpOj JaHa IITO HHje TadHo, MehyTum, dpopmysia je caMo alpoKCHMAIHja,
Ia cy MaJie pasjiuke y Opojy JlaHa 1o MjecenuMma 3aHemapsbuBe. Takobhe, y ciaydajy
CeJIMAYHOI yIIpOCjedaBamba Tpedajio OM y3eTH y 003Up W Ipa3HUKe, aji HU OBO HE
JIOBOJIN JIO BEJIMKUX pa3jinka, na ce Mmoxke 3aHemMaputu. JlomarHo, ykosmko dSucmo
IIOCMATPAaJIU MPOCjeK JI00OMjeH Ha OCHOBY JIHEBHHUX IIPOMjeHa IMjeHa akKIdja, Taja O’

7. MebyTum, 360r BUKEHIa

h dmyo perunpovHa BPHjEeIHOCT OpOja TPTOBUHCKHX JIaHA
HIUCY CBU TPrOBUHCKH JIaHU jeHAKO pacropeheHrn Kpo3 BpujeMe, ma OBO He OU OHO
J00ap mpuMjep.  YKOJIMKO 3aHEMapuMO HaBeJleHA OJICTYNama, jeaHakoctu (3.20) u

(3.21) nodujajy cibenehy koMmakTHy dhopMmy:
M =1In(S,) + (r —a?/2)(t; —t) + (T — t,)/2, (3.22)

V= o? ((m G tléf" — 1>> . (3.23)

SMucym ce Ha cBaKy ceJMHILy y TOJMHHE KaJia je oepsa oTeopena (trading weeks).
"Bpoj nana Kaja je 6epza oTBopeHa y TOKy romuue (trading days).
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Hanaswe, Boper je mokaszao j1a je mujeHa reoMeTpHujcKe a3ujcKe oIluje JeduHncane

jennaanrom (3.19) nara cpemehom dopmysmom:

CY = e rTD <eM+V/2<I> (M — h\l/%{) ha V) ~ Ko (%;(‘K))) , (3.24)

raje je ®(z) dyuknmja pacnogjene ciydajHe BeJMYUHE Ca CTAHJIAPIHOM HOPMAJHOM

pactogjesiom. [Iperxomana dpopMmyria gaje eKCIIAIUTAH U3pa3 3a IUjeHy a3UjcKe OIIIMje
y ClIy4ajy KaJjla ce IIPocjeK IujeHa aKIlidja padyHa IIPeKO I'eOMeTpUjCKe CpeInHe.

Y 1muby BpeIHOBama apUTMETUYKUX a3MjCKUX KOJI OIIHja MOYKEMO MCKOPUCTUTHU
nHbOPMAIjy Ja je TeOMETPHjCKa CPe/INHA YBUjEeK Mara WJIHM jeHaKa apUTMETHUYKO]
cpeaunn, ogHocHo G (1) < A(T') 3a cBe moryhe ucxojie nporieca Kperama [ujeHa akimja

S;. Crora, C¢ je noma rpanuna 3a menosuary nujerny C4, Tj. Baxku:
cY < ch
Taxkobe,
(A(T) = K)" < (G(T) = K)" + A(T) = G(T),
olaKJIe CAUjesIn 1A je
CA <%+ e " TOEY(A(T)) — E(G(T)), (3.25)

raje cy E (A(T)) n E*(G(T)) ckpahenn zamucu 3a E'[A(T)|F] u E'[G(T)|F;] pemom.

Y nokazy Teopeme 3.9 mokazaJjm CMO Ja BaXKu

E*(A(T)) = % i erlt=t), (3.26)
E'(G(T)) = Y] 7, (3.27)

oJlaKJIe 3aKJbydyjeMo Jia je Hejemnakoriny (3.25) gara ropma IpaHUIA 3a [UjeHy apuT-
Mermuke asujcke onmuje C4. HapesieHa ropma IpaHHIA ce KOHTPYHIIE Kao KOPEKIHja,
TEOpHUjCKe IujeHe pa3jnke n3Mehy MareMaTUIKor OYeKUBarmha apUTMETUIKOT U T'eoMe-
TPHjCKOI' TIPOCjeKa IHjeHa aKIja IPU Mjepu HeyTPaJHOj Ol pu3nka. ApokcuMmariymja
KOjy je Boper mpeioxkuo y [16] mma 3a nusb a Kopuryje yropopeny mujeny ommuje K 3a
BPUjeIHOCT pas3yinke n3Mehy Tux jBajy odekmBama. /lakie, BopcroBa anpokcumarija

je mara ca

C~ e TOEG(T) - (K - E'(A(D)) + E'(G(T))*| A, (3.28)
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IITO ce Tpema jefanaqnnn (3.24) cBoau Ha

C~C=e"T (eM+V/2<I> (M — hy;) il V) - K'® (%;(K’))) o (3.29)

K'= K — (E (A(T)) - E(G(T))).
['pybo peueno, jennaunna (3.28) Kopuryje 1ujeHy 3a pa3jnKy OYeKHBaba CAMO YKOJIUKO
ce ONIMja y TPEHYTKY aKTHBAIMje HAJA3U y HOBILY.
Hanaspe, nmupekTHO U3 jennadmbe (3.28) ciaujeau 1a BPUjeIHOCT C Takohe JiexKu

u3mMel)y ropme u Ji0ibe TpaHuIle, OJHOCHO
€ = O < e TIEN(A(T)) — E'(G(T))).

[TorpedHo je HAITOMEHYTH 8 BPHjEHOCT TOPH-€ TPAHUIIE YITIABOM 3aBUCH OJ BOJIATHUJI-

HOCTHU W JIy:KWHE MEePUoJia yIpocjedaBama IIjeHa aKInja.

3.6 I360p KOHTPOJIHUX ITPOMjEeH/bUBUX

[Tosuato HaMm je u3 ojjesbKa 3.4 J1a HAM je 38 IPUMjeHy MeTO/le KOHTPOJIHUX ITPOMjeH-
JbUBUX y IINJbY CMarbeba JUCIiep3uje MoTpedHa o/iroBapajyha KOHTPOJIHA TPOMjeHIbUBA,
OJTHOCHO CJIyYajHa BEJUIUHA UMje OYEeKHBaIbe 3HAMO, a KOja je KOpEeJIMCaHa ca JIOOUTH
ommuje. ¥ okBupy buek-IIloJsicoBor mozesna cMo ce y paJly OIpeaujesIuan 3a cjbejehe

TPU KOHTPOJIHE CJIyvajHe BeJNIIHE:

(1) apurmernyka CpeMHA IMjeHa akiyja. IbeHo OYeKuBarme y OJHOCY Ha Mjepy

HeyTPaJHYy O] pPU3UKa je

* S; <
E*(A(T)) = E Fi|l =— r(te=t),
(@) = ETADIF] = 3 Y e
OBa KOHTpOJIHA CJIy4ajHa BeJmdIuHa pedJieKTyje BaXKHO CBOjCTBO 3aBUCHOCTU O/I

Iy Tamba JIOOUTU apUTMETHUYKE a3WjCKe OMIUje, aJii He U FHheHY HEeJTMHEeaAPHOCT.

(2) Esporicka ko onmumja umja je nujena ekcrymiuTao jgata Biek-ITloacosom dop-
mysoMm (Teopema 1.39). 3a pasimky O MPETXOIHE, OBa KOHTPOJIHA CIIydajHa
BeJIMYMHA, pedIeKTyje HeJIMHeapHOCT JIOOUTH, ajiu 3aHeMapyje IyTambe IHpoIeca
reomerpujckor BpayHoBor kpetama 10 KoM ce Kpehy mpomjene mujeHa akimja

KPO3 BpHjeMe.
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(3) Teomerpujcka asujcka onmumja duja je nujeHa eKCIIUIUTHO gaTa ¢hopMysoM (3.24).
OBa KOHTpOJIHA CJIydajHA BeJUdnHa je Hajcoducturmpanuju n3dop mehy Hadpo-
jaHUM W CaJIPXKU JIyOOKO 3HaIbe O OMIIMjU, YIIPKOC TOME IITO je IMPOCjeK reoMe-

TPUJCKH, & HE APUTMETHUIKMN.

Hanomena 3.10. ¥ Monre-Kapio cumynamujama hemo jeqHOCTaBHOCTH Paiu OCMa-
TpaTH! CJIy4aj eKBUIUCTAHTHUX TadaKa JUCKPETU30BAHOT IpOIleca KpeTama ITjeHa aK-
Ija HEYTPAJHOT OJi pu3WKa. Bujajean cMoO y HTpPeTXO/HOj CEKIMjU PaJja Jia ce y OBOM
crierjaHoM cirydajy dopmye za M = E[In(G(T))] u D[In(G(T))] nojeamocrasmby]y
(dbopmyre (3.22) u (3.23) pemom), na ce u dopmyna (3.24) 3a IHjeHy IeOMETPH]jCKe

a3mjCKe OMIIMje MMIIJIEMEHTUPaHa y KOJIOBUMa Takolhe MojeTHOCTaBIbYj€.

Hanomena 3.11. VY ciaydajy eKBHJIUCTAaHTHUX BPEMEHCKHX WHTEpBaJa M3pa3 3a Ma-
TEMATUYKO OUYEKUBAIE apUTEMETHYKE CpeJinHe IujeHa akiuja gar y (1) coau ce Ha
jennocraBuuju obsimk. Hawmme, mpucjerumo ce dbopmysie 3a cymy HPBUX 1 WIAHOBA

reOMeTH]CKOT pejia:

- a(l —a")
a # 1. 3.30
Z:] a7 (3.30)
Cumynupamo KpeTame [IHjeHa akiija y BpeMeHCKUM TpeHynuma to, t, ta, . . ., t, € [0, 7],

to = 0,t, = T, onnocuo unrepsas [0,T] aujenuMo Ha mEpHOJIE jeIHAKE JyKUHE Ot =
ty — ty—1, K = 1,...,n. VY yroBopenoMm TpeHyTKy jocuujeha ommuje 71" ce momohy
[jeHa aKyMyJIMPAHUX y MOCMATPAHUM BPEMEHCKUM TPEHYIIMMAa padyHa ojroBapajyhu
npocjek nujena akiyja. Hamaspe, kopucrehu ¢, = t1 + (kK — 1)dt, k = 1,...,n, 6t = %
u unmenniy qa saxkn B (S,) = Spe’, mpuMjenom dbopmyite (3.30) mobujamo cibenehu
n3pa3 3a MATEMATHYIKO OUYEKNBAhe€ aPUTMETUYIKE CPEJINHE TIjeHa aKI1ja TPU BAJyaIluju

HEYTPaJIHO] OJl pU3UKa y CJIy4dajy €KBUIUCTAHTHUX BPEMEHCKUX UHTEpBaJa:

E'(A(T)) = E'[A(T) /7] ~ E' (% > stk)
i Skét _ l i 'rcht

k=1 k=1

Il
3|
ﬁ*
»n
SHE

3

ernét)

n rdt
So Z I:em;t]k _Soe (1-—
n 1—et
[Iperxomna dopmyna Kopurnrhena je mpu Mourte-KapJiio cumynamnujama y TpuMjeHH Me-
TOJ/Ie KOHTPOJIHUX IPOMjeH/bUBHUX 33 CMaibeibe JUcIep3nje. 3a Kpaj, MOTPedHO je Ha-
IIOMEHYTH JIa CMO IIPU UMILIJIEMEHTAIIAJU YOIIIITEHE METO/Ie KOHTPOJIHUX ITPOMjEHJbUBUX

KOPUCTUJIM KOMOUHAIIN]Y CBe TPU rope HaBejeHe KOHTPOJIHE ITPOMjeH/bUBE.



I'maBa 4

Pe3ynraru m anajans3a

YV oBOM moOriaBsby paJia MPUKA3AHU CYy PE3YJITATU JTOOUjeHU HA OCHOBY CHUMYJIAIIHja
npuMjenom MorTe-Kapio MeTona 3a pemaykiujy Jaucnepsuje, Kao U Bpujeanoctu Bop-
CTOBe ampoKcuMaliije u ojrosapajyha orpanndema. CBu KOJIOBU KOjUMa Cy PE3yJITATH
reHepUCAHU U JieTajbHa Odjalllmbera uctux Mory ce nahu ua [12]. Tlpuje mero mro mpe-
bemo na anausy odjacHmheMo HAYWH Ha KOju ce padyHa rpemka Morrte-Kapio orjene
4qnje cy BPHUjeHOCTH NPUKa3aHe y TadejaMa y HacTaBKy. Heka je Oy Monre-KapJio
oIjjeHa 3a IUjeHy apUTeMTHYKe a3WjcKe OlIuje J00ujeHa Ha OCHOBY N cuMyJialnuja u
HeKa je 0y CTaHIapIHa JIeBHjaluja Hu3a omjera. Moxkemo koncrpyucaru 3% MHTEpBaJ
moBjepema, riaje je f = 1 — o HUBO TIOBjepema, Ha cbelen HaImH

- - o
[On — 21-a —=, 0N + Zl—g—NL

z1-e je omrosapajyhn ksantmn Crynenrtose pacnojere. Hexa je [Un, V] cxpahenn
zanuc 3a CTyIeHTOB MHTepBaJI MoBjepema. Tajga ce rpemka Monrte-Kapso omjene y
IIPOIIEHTHMA, padyHa 10 cjbesehoj dhopmyn

Vy — Uy

-100. 4.1
o (4.1)

erry % =

[Ipumjenom yrpahene dpyuknmje t.test y ,,R-y” kpempamo odjekaT KOju CaJIpKU pe3yJi-
Tare {-TecTa 3a JIATU HU3 OIjeHa, & IMOTOM Ha TaKO KPEWpaH 00jeKaT IMPUMjerYjeMO
MeTomdy ,conf.int” Koja HaM [aje JIMjeBU W JECHU Kpaj MHTepBaJia IoBjepema. HakoH
TOra jeTHOCTABHO MOXKeMO uMiieMenTuparu dpopmyny (4.1) 3a rpemky Monre-Kapiio
omjene. Cajya moxkemo npehn Ha mpersies pe3ysirara n aHaan3y e(OUKACHOCTA WUMILIE-
MCEHTUPaHUX METO/1a.

Tabena 4.1 nmaje yormrenu mperse]; epUKAHOCTUH CBaKe OJI UMILJIEMEHTHPAHUX Me-

Tojsia. Ha mipBu mioryie 1 BUUMO J1a Cy BPHUjEIHOCTH 3a CaMy OIljeHy ITHjeHe OIIIHje CAUTHE
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He3aBUCHO O] n30opa MeToge. MehyTum, Ka/ia moryielaMo BPUjeHOCTHA CTaHapIHe Jie-
BHjalije U I'PeIKe OlfjeHe BUIUMO Ja [IOCTOju 3Ha4uajHa pasiuka mehy meromama. Kao
IIITO je U OYEKNWBAHO HAa OCHOBY TEOPHUJCKHX CBOjCTaBa, HAJJIOIINje Pe3ysaTarTe jaje ,Ha-
uBna’ Monrte-Kapsio merona. Mako je xkopuithen Besuk Opoj cumynaruja N u 0poj
KOpaka n, CTaHJap/IHa JeBHUjallija J00ujeHa oBoM MeToqoM je yak 17.38. Taksa orjena

HUje MOoy3JaHa U Kao TaKBa HaM HUje O/ MPAKTUIHOT 3HAYaja.

Metona Taukacra onjena CrangapaHa aesujanmja I'pemka y %
,2Hansau’ Momre-Kapo 22.11 17.38 1.54
AHTUTETHYKO Y30pKOBaIbe 22.25 12.21 1.08
Konrposna ciayuajua sesmanna (1) 21.92 1.96 0.17
Konrposna ciyuajua pesmunna (2) 21.94 8.64 0.77
Konrposna ciaydajua Besmansa (3) 21.96 0.64 0.057
Komdunamuja (1), (2) u (3) 21.96 0.54 0.049

Tabena 4.1: Pegynratu cumysaiuja 3a rmodetHe mapamerpe Sy = 100, K = 80, r = 0.05,
c=03,T=1,38=0.95 N =10* n = 100.!

KopumhemeM aHTHUTETUYKOr y30pKOBalha YCIjeJIM CMO Ja IMOOOJbIIIAMO KBAJIUTET
orjene, anu To nosehame Huje Benuko. CramjaapaHa JeBUjalnja y OJHOCY Ha Oa3Hy
Monre-Kapisio omjeny jecre cmamena 3a 29.34%, amu y nopehemy ca meTogom KOH-
TPOJIHIX IIPOM]EHJbUBUX je TO yMameme HeJOBOJPHO JIa OMCMO CMAaTPAJIN OBY METOIY
noy3zanoM. Ibena ryiaBHa MPEIHOCT je TO IMITO je jeTHOCTaBHA 3a MMILIEMEHTAIN]Y 1
He 3aXTHjeBa JI0JIaTHO 3HAIHE O OIIIUjH, aJIM TO Ca Jpyre CTpaHe cMaibyje MOryhHOCT J1a
ce OIfjeHa IHjeHe OIIHje YIMHU TadHujoM. Pa3jior HeI0BOJHHOT yCIjexa aHTUTETHIKOT
y30pPKOBaIba Ce OIJIe/ila y TOMe IITO je 3a HaIl IIPOOJeM MHOrO 3HavajHuja nHdopMa-
Ija O YHYTPAaIllh0j CTPYKTYPHU OIIHje, Hero caMo MpoMjeHa HadnHa y30pKOBarmba Koja
je BUIlle MaTeMaTHYKA TPUK.

Haname, y tadbenu 4.1 Ttakobhe Bummmo jga HajBehe cmameme jauctepsuje MorTe-
KapJio ornjene naje komOmHoBaHa MeTO/la KOHTPOJHUX HpoMjenspuBux. Jlodpe pesyi-
Tare Jajy W IOoje/IMHAYHE KOHTPOJIHE MPOMjeH/bUBE, aJil HhUX heMO KacHHje JIeTaJbHO
AHAJTM3UPATH U YIOPEIUTHA. ATPOIIO OIjeHe JT00njeHe KOMOMHOBAHEM CBUX KOHTPOJTHUX
[IPOM]jeH/bUBUX U3 OjljesbKa 3.6, oHA cMambyje auctiep3ujy ,hnausae’ Monre-KapJio omjene

3a 96.89%, mTo je BesmKO ModosbIIame. IlpucjeTumo ce ma je oljeHa KOMOMHOBAHOM

!N - Bpoj MonTe-Kapio cumymanmmja, n - 6poj BpeMeHCKIX HHTepPBAJa KOjIMa IHCKPETH3YjeMo
MIPOIeC TeOMEeTPHUjCKOT BbpayHoBOT Kperama, OMHOCHO OPoj Kopaka, - HUBO MOBjepeba 38 KOHCTPYKITH]Y
uaTepBasia moBjepema. Ocrajie 03HAKe HapamMerapa Cy yBeJeHe paHuje y pajy. BpHjeHOCTH y CBUM
TadeaMa Cy 3a0KpyKeHe Ha JiBe 3HadajHe mudpe.



72

METO/IOM KOHTPOJIHUX ITPOMjEH/bUBUX 3a ITUjeHy apUTMeTHYKe a3MjCcKe OMIfje JlaTa ca

3
Xs =X+ 6(Yi—w), (4.2)

i=1
raje ¢y Y;, i = 1,2,3, onabpane konrposine npomjersbuse u E(Y;) = v; cy nosnare
Bpujeanoctu. Panuje cmo y osmjesbKy 3.4 mokazaau Jia je TO HEIpHUCTPAaCHA OIfjeHa
napamverpa § = E(X). Hagabe, mokasaim cMo 1 Jla ce OIITUMAJIHU IIAPAMETPH €1, Co, C3

3a OBy METOJLy JI00Mjajy Kao OIfjeHe IapamMeTapa ojroBapajyher JuHeapHOT MOJIeJIa
X = B+ 11 + B2Ys + B33 + ¢, e~ N(0, 0°), (4.3)

rjaje Cy y OJIHOCY Ha CTaHJap/iHy HoOTalnujy 3amujerbeHe yjore X m Y. [lakie, na
SucMo ToCTUNIIN PellyKIujy juctepsuje orjene (4.2) morpedHO je ja Baxku ¢ = —Bi,
i = 1,2,3. OBo cMO TIpu UMILIEMEHTAIUjA Y ,,R-y”’ MOCTUT/IN TAKO IITO CMO KPEUpaJIn
MOJIeJT pOoOyCHe JIMHeapHe perpecuje moMohy dyHkImje ,,rim”’, a mIoToM CMO IIPUMjeHOM
MeTtoJie ,coef ficients” Ha MoJies1 MOOUIN BPUjeTHOCTH 3a ojroBapajyhe koedurujente
moziena. Tako jnobujene KoeduimjeHTe CMO KOPUCTUIN Y KOHCTPYKIMju orjene (4.2)
KOMOWHOBAHE MeTOJ/ie KOHTPOJHUX MpoMjeH/buBux. (OCHOBHA IPETHOCT OBE METOIE
JIEZKH 'y TOME IIITO CMO IPU FHEHOj MMILIEMEHTAINjU KOPUCTHUIN CJIyIajHe BEJIMINHE
KOje Cy CBe KOpeJIcaHe ca HAIllOM HEIO3HATOM INjeHOM apUTMETHYKe a3WjCKe OIIIIuje.
Oprosapajyhu koedurujeHTn podycHe JIMHEapHE perpecuje HaM OMOryhyjy Ja Kpewu-
paMo JinHeapHy KOMOWHAIINA]Y CBUX KOHTPOJIHUX ITPOMjEH/bUBUAX KOja HAM JIaje HajMaby
rpemiky. Pediekryjyhu mcToBpeMeHO M HEJIMHEAPHOCT JOOUTH apUTMETHYKe a3HjCKe
OIIje W 3aBUCHOCT IheHe CTPYKTYpe O] IIyTama KpeTama ITPOMjeHe IHjeHa aKIuja y
IIOCMATPAHOM BPEMEHCKOM WHTEPBAJLY, TAaKBa JIMHEAPHA KOMOWHAIIN]A Jlaje ONTUMAJTHY
KOHTPOJIHY CJIy4ajHY IIPOMjeHJbUBY 3a peayKnujy auctiep3uje Monte-Kapio orjene.

Y tabenama 4.2 m 4.3 je mpUKa3aHO KaKO NpeMUja apUTMETHYKe a3MjcKe KOJI OIl-
IMje 3aBUCH, PEJOM, OJI YroBopeHe mujeHe K M BOJATUIHOCTA O TIPHU YCJOBY Ja CYy
octayim napaMmerpu KoncranTuu. lloBehameM yroBopeme iujeHe 04YeKHBAHO OIIJIa ITH-
jeHa olmyje, cTaHIap/Ha JeBujaluja Takohe Ojaro omaja, 10K rpemka Monrte-Kapiio
OIljeHe KOjy padyHaMO CTaBJ/balbeM Yy OJIHOC OIjeHy JI0OMjeHy OAroBapajyhomM MeTOoIOM 1
JIy2KWHY UHTEPBaJa MoBjepema 100ujeHor npuMjenoM CTyIeHTOBOT TeCTa YMjepeHo pa-
cre. Kako BiracHUK KOJI omInje MMa IIpaBo, ajIu He U 00aBe3y Ja Ha KPajy MOCMaTPAHOT
reprojia Kynu akKIFjy [0 YrOBOPEHO] IWjeHHU, ITO HUXKa yroBOpeHa mnujeHa mnosehasa
BjepoBaTHONY J1a OIIHja 3aBPIIH ,,y HOBILY H Jia OH OCTBapu IPOQUT, jep MOKe KYITUTH
aKIMjy 110 HUXKOj IHjeHU. YKOJIMKO je YroBOpeHa IUjeHa OJIMCKa TPXKUIIHO] IIUjeHn

aKIje, UK je BUIIa, OHJa KOJI OII1ja Ha TaKBY aKINjy I'yOu Ha BPHUjEIHOCTH, jep aKo
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OIIIIMja 3aBPIIH ,,BAH HOBIA , OHJ/Ia OU WHBECTUTOD AKTUBAIIA]OM OINIIHje KYIUO AKIIHje
110 BUINO] IIAjeHN HETO Ha TPXKUIITY.

Ca gpyre crpane, noBehameM BOJIATHIHOCTH pacTe U IujeHa ommuje. 3Hoc moren-
[jaaHor npoduTa 3a MHBECTUTOPA KOjU yJIaXkKe Y BOJIATUJIHE aKIdje je Behu, a j1a ou ce
0/IpKao OaJIaHC, PacTe U PU3UK IIOBE3aH ca TaKBOM MHBecTHNHjoM. CBe TO yTHYe HA II0-
pact npemuje omnnuje. [locbeanano, mopacToM cirydajHocTn y OyayheM Kperamy akimja

pacrte u craggapHa jgesujarnuja Monte-Kapiio orjene 3a cBe mocMarpaHe MeTO/Ie.

Meroza K =30 K =40 K =45 K =50
Oujena Cr. geB. I'pemka | Onjena Crt. geB. I'pemika | Onjena Cr. pes. I'pemnka | Oujena Cr. geB. I'pemka

Hausnu Monre-Kapiio 20.30 8.75 0.85 11.03 8.40 1.49 7.05 7.55 2.07 4.05 6.20 3.00
AHTHTETHIKO y30pKOBambe 20.25 6.11 0.59 10.97 5.86 1.05 7.00 5.27 1.47 3.99 4.23 2.12
Kontposna cir. Ben. (1) 20.25 0.037 0.0035 10.96 0.98 0.17 6.99 1.86 0.52 4.00 2.51 1.23
Kourposna ci. ses. (2) 20.23 4.36 0.42 10.97 4.32 0.77 7.00 3.94 1.10 4.01 3.32 1.63
Kontposna cii. Ben. (3) 20.25 0.36 0.035 10.98 0.32 0.057 7.01 0.29 0.080 4.00 0.25 0.12
KomGunammja (1), (2) u (3) | 20.25 0.037 0.0035 10.98 0.28 0.051 7.01 0.25 0.070 4.01 0.22 0.11

Tadena 4.2: 3aBUCHOCT IUjeHe apUTMETHUYKE a3WjCKe OIIUje Of yITOBOPEHEe IUjeHe OIl-
nrje K 3a pasamamre METOIe ca IMoYeTHHM mapamerpuma So = 50, r = 0.05, o = 0.3,
T=1,8=0.95 N = 10* n = 100. 'pemka je mspaxxena y %. Cr. nes. je ckpahenuma
3a CTaHJAPIHY JIEBUjaIN]y OIjeHe.

Merona o=0.2 o=0.3 o=0.4 o= 0.6
Oujena Cr. ges. I'pemka | Onjena Cr. geB. I'pemka | Onjena Crt. ges. I'pemika | Onjena Cr. ges. I'pemka

Hausau Monre-Kapio 3.01 4.17 3.84 4.13 6.27 4.20 5.27 8.52 4.49 7.49 13.58 5.02
AHTHTETHYKO Yy30pKOBabhe 3.03 2.95 2.70 4.17 4.44 2.96 5.31 6.06 3.17 7.56 9.72 3.56
Kontpomna ci1. et (1) 3.11 1.78 1.59 4.28 2.64 1.61 5.47 3.51 1.78 7.82 5.24 1.86
Kontposna ci1. Best. (2) 3.04 2.19 2.00 4.18 3.35 2.22 5.33 4.62 2.40 7.62 7.58 2.76
Kontpomma ci1. BesL. (3) 3.08 0.13 0.12 4.24 0.29 0.19 5.41 0.55 0.28 7.73 1.43 0.51
KomGunamuja (1), (2) u (3) | 3.08 0.11 0.0098 4.24 0.24 0.16 5.40 0.45 0.23 7.72 1.13 0.40

Tabena 4.3: 3aBUCHOCT IjeHe apUTMETHYIKE a3WjCKe OIIIMje O BOJATHUIHOCTH aKIIAja
0 3a pa3JuamuTe METoje ca modeTHuM mapamerpuma Sy = 50, K = 50, r = 0.05, T' =1,
B =0.95 N = 5000, n = 12. I'pemka je uspaxena y %.

Hanmasme, xeqmmo j1a ofpeanMo Koja Oj TpHU ojadpaHe KOHTPOJIHE ITPOMjeHJbUBE
je HajOoo/bM M300p 3a BpEIHOBAIE€ ApUTMETHYKUX a3ujckux omnuja. Kako je Bpu-
jeMe mOTPeOHO 3a M3padyHaBambe jeJaH O K/bBYYHHX (PaKTopa KOju yTUIy Ha U300p
Monre-Kapsio meTosie, To y mpakcu HHje yBUjeK MOTOIHO KOPUCTUTH MHOT'O KOHTPOJI-
HUX TIpoMjensbuBuX. Takobhe, Beh cMo ce yrmosHa/m ca YUHEHUTIOM J1a, YIIPKOC TOME IIITO
nosehameM Opoja cumysnanuja y Teopuju Monurte-Kapio omjera mocraje dosba, Op3uHa
KOjOM ce OIljeHa I000JbINIaBa ce CMarbyje 300r peslaTuBHO crope Kouseprenmuje. Crora,

JKEJIMMO JIa OJIPEJIMMO KOja OJI TPU OJladpaHe KOHTPOJIHE ITPOMjEeH/bUBE je€ ONTHMAJIHA,
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IIPU pPajly ca apUTMETUIKUAM a3WjCKUM OIIHjaMa, Y CMUCTY /12 Jlaje HajMamby T'PENIKy
3a IITO Mambu OpOoj m3padyHaBama. /JloaTHo, y peajHOM ClieHapujy MOXKe Ce JIeCUTHU
Jla HaM HHje JIOCTYITHO CBO HEOIIXO/IHO JJOMEHCKO 3Halhe BEe3aHO 3a HEKY OJ] KOHTPOJIHUX
IIPOMjE€H/bUBUX, WJIM BUIIE IbUX. Y TAKBOM CJIy4Yajy METOa KOMOMHOBAIHA PA3IMIUTUX
KOHTPOJIHUX MTPOMjE€HJbUBUX IIOCTAje HEITPUM]jEHbUBA.

Anammsupajyhu tadery 4.3 MOkeMO 3aK/by9IUTH Ja je MeDy TpuMa MoCMaTpaHuM
HajedUKaCHIja KOHTPOJIHA ITPOMjeHJbUBA OJroBapajyha reomeTpujcka a3mjcKa OMITHja.
3a cBaku m300p MapaMeTpa BOJATUIHOCTH O CTaHIAPIHA IeBHUjalldja HU3a OIjeHa U
rpelrKa KOHa4YHe OIfjeHe 3a IUjeHy apuTMeTHIKe a3ujcKe OIlnje cy HajMame Mehy oja-
OpaHUM KOHTPOJIHUM TIpoMjeHsbuBuM. Takobhe, nako cranjgap/Ha JieBUjalinja U TPEIIKa
OIjeHe PACTy Ca MOPACTOM BOJIATUJIHOCTH, Y CJIy4ajy OBe KOHTPOJIHE IMPOMjEH/bUBE Taj
pacT je peslaTUBHO CTadUJIaH, Te IPEIKa HU y jeJHOM ciydajy He npesnasn 1%. Cindyan
TPEeHT BUAUMO U y Tadesn 4.2 rjje y 3aBUCHOCTH OJ1 IIopacTa yropopene mnujene K pacre
¥ TPENTKa OIfjeHe, a 38 I€OMETPHjCKY a3WMjCKy ONIM]y Kao KOHTPOJHY IIPOMjEeHJbUBY je
rpemika HajHUXKa. JeawmHu m3yserak jecre ciaydaj Kaga je K = 30, jep ce Taja Kao
0osbu m300p HaMmehe MpBa KOHTPOJIHA TPOMjEHJbUBA, OJIHOCHO ITPOCjEK IMjeHa aKIHja.
Crora, /1a duCMO Cce yBjepUJIn y TATHOCT MPETIIOCTABKE J1a je HajepuKacHUja KOHTPOJTHA
IIPOMjeH/bUBA YIIPABO OJ/IrOBapajyha reoMeTpujcka a3ujcKa OmIrja MOTPEdHO je CIipoBe-
ctu JonatHy aHaamsy. by pamumo onpehuBamem mojeguHavYHNX Kopesaluja usMmehy
HHU3a OIjeHa JooujeHor ,manBaoM Monrte-Kapiio MeTooM 1 HU30Ba OIjeHa JI00MjeHux
MeTOJI0M KOHTPOJIHUX TTpOMjeH/buBuX. Veja je j1a ce cumysanujamMa reHepuIny 9eTUupu
HU3a OIljeHa 3a IHjeHy apuTMeTHdKe as3ujcke omnmnuje. IIpBu Hu3 ce 100mMja Kao mpo-
cjedHa BPHUjEIHOCT IHjeHa aKIdja 3a TY CUMYJIAIUAjy, a OCTaJa TPHU Kao JOOUT OIIuje
y 3aBHCHOCTHU OJT ©300pa KOHTPOJIHE TPOMjeH/bUBE KOjU CMO OOjaCHUJIA Y OJjesbKy 3.6.
Tpaxkumo ony kopeJsanujy udmehy Tpujy nodujennx koja nma Hajsehy Bpujemnoct, jep
CMO Yy aHAJIM3U METO/e KOHTPOJIHUX ITPOMjeH/bUBUX YTBPAWIN Ja IMTO je Beha Kopesa-
nuja n3Mehy KOHTPOJIHE U IUJbHE CJIydajHe BeJIMYUHE, TO he JIUCIep3uja OIjjeHe BUIIe
Jla ce CMarbH.

Pezysitaru mpukazanum y npeTxojHoj Tadeum IOTBPhYyJy Jia je reoMeTpujcKa a3ujcKa
olIuja Hajoo/bU M300P KOHTPOJIHE MPOMjEHJBUBE Y CJIy4ajy BPEIHOBAIHA 0] €KBUBAJI-
HEHTe apUTMETUYKe a3ujcKe omiuje (pasiukyjy ce camo y (YHKIMjH [IPOCjeKa IujeHa
aKIyja). 3a OBy KOHTPOJIHY CJIy4YajHy BEJIMYUHY je BPHjEIHOCT HMOMEHYTE KODeJAIlnje
0.99 mrTo mMIIMIIMpa Jla y TEOPUjU OYeKyjeMo Ja OHa JI0BOAM 10 Beher cmamema au-
cuep3uje, JOK MPAKTUIHU Pe3yaTaTtu TO jacHo morBphyjy. CrammapgHa jgeBujarimja

,aansue” Monre-KapJio orjene 3a BpujejiHocTH mapamerapa kopuiithenux y tadenu 4.4
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KonTposina npoMmjenssuBa Kopemnamnmja ca ,,qauBaom” M-K onjenom Crt. nes. T'pemika y %
IIpocjek nujena axmuja 0.95 6.98 4.02
Esporicka onrmja 0.92 9.09 5.35
leomerpujcka asujcka ommja 0.99 1.09 0.63

Tabena 4.4: Kopenamnuja usmelhy Huza oijeHa jgoodujeror ,HauauoMm Monte-Kapio me-
TOJIOM W HU3a JIOOMjeHOI Ha OCHOBY OJiroBapajyhe koHTpoJiHe npoMjensbuBe. [logeTHu
mapamerpu: Sp = 100, K =100, T =1, r = 0.05, 0 = 0.4, n = 12, N = 1000.

usHocu 17.54, nox je rpemka omjere 10.48%. To mam rosopu ma cy, y 0OJHOCY Ha Da3Hy
METO/y, CBe TIOCMaTpaHe KOHTPOJIHE ITPOMjeH/bUBe cMambuie aucnep3ujy Morre-Kapio
omjere. Kao wmajiomuju n3dop ce mokazaJsa ojaroBapajyha eBpoICKa BaHUJIA OIIIHja.
Osakap pe3gysraT Huje u3HeHahyjyhu, jep 1nujeHa eBpOIICKe OIIIKje 3aBUCH CaMO O/I IIH-
jeHe akIje y TPEHYTKY HCTeKa yroBopa 7', a He U O CBUX IMjeHA IOCMATPAHUX Y
urrepsaiy [0,7]. Ynorpebom oBe KOHTPOJIHE IPOMjEH/bUBE CE y MOTIYHOCTU 3aHEMa-
pPyje OCHOBHO CBOJCTBO 3aBHCHOCTH a3WjCKHUX OIIIja OJT ITyTamka IIPOIeca reOMeTPH)CKOT
BpaynoBor kperama 1mo KoM ce Kpehy mpomjene mujena axmuja. Kako eBporicka or-
nuja pedJiekTyje jeIMHO HeJIMHEAPHOCT JIOOUTU apUTMETUYKe a3UjCcKe OIIIHje, aju He
Jlaje JOBOJbHO MH(GOpMAIMja O CaMOj CTPYKTYPH U OCOOMHAMA OIIHje, TO PEyKIHja
JIUCIIEP3Wj€e KOja Ce MOCTUKE OBOM KOHTPOJIHOM IMPOMjE€HJ/bUBOM HEMa, JJOBOJHHO BEJIMK
MMPAKTUIHU 3HAYA].

Ha npyrom Mjecty 1o edrkacHOCTH ce HaJIa3u MPBa KOHTPOJIHA ITPOMjeHJbUBA, OJ1-
HOCHO TIPOCjeK IHjeHa akIuja y mocMarpaHoM umHrepajy. Fbome ce moctmxke Behe
071 IBOCTPYKOT cMambema (1as ox 60.21%) crangapiame JeBujanuje u Tpeike y OJHOCY
na ,HanBHy Monrte-Kapio omnjeny. MehyTtum, y opehemy ca reomeTpujckoM a3mjcKoM
OIIIIMjOM OBa, KOHTPOJIHA IIPOM]jeH/bUBA je 3Ha1UajHO JIoIuju n3dop. [1aBHa ocoduHa mpo-
CjeKa IHjeHa akKIfja Kao KOHTPOJIHE IIPOMjeH/bUBE jecTe J1a OHa pedJieKTyje 3aBUCHOCT
JIOOUTH a3WjCKe OIIINje OJT ITyTatba CJIyIajHOT IPOIeca, ajIiu He y3UMa y 0O3Up HeJnHeap-
HocT Te jodoutn. Ca Japyre cTpaHe, y TeOMETPHjCKO] a3UjCKOj OIIUjUA Cy CAIp:KAaHA CBa
BasKHA CBOjCTBa a3WjCKUX OIIrja MeDy KojuMa Cy HajBarXKHUja HEJIUHEAPHOCT JIOOUTU U
3aBUCHOCT O] IyTama. (Crora, Ta KOHTPOJHA MPOMjeHJbUBA MPEJICTaB/ba HajCOMDUCTH-
nupanuju u300p 3a OBy METOy pejykije auctep3uje. Takobhe, BaxKHO je HAIIOMEHYTH
Jla ce BHCOKa KopeJianuja namehy Huza orjena jmooujeror ,HaunBHom Monte-Kapio me-
TOJIOM U HHU3a JIOOWjEHOI Ha OCHOBY I'€OMETPHUjCKe a3UjCKe OIIlUje MOCTUXKE U 3a MAaJu
Opoj cuMmyJsiaiuja, MITO je ca CTAHOBUINTA Op3WHE U3padyHaBamba IIPECYIHO 3a 0J1adup

OBe KOHTPOJIHE ITPOMjEH/bUBE 32 BPETHOBAKHE APUTEMTHUYKUX a3UjCKUX OIIIH]a.
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Hanasbe, xkemmMo J1a miiycTpyjeMo pesyJitare Koje jpooujamo BopcToBom arpokcu-
MaIijoM Ha OJadpaHOj KOHTPOJIHOj IIPOMjEeHJbUBO]j, OJIHOCHO T'€OMETPHjCKO] a3HjCKOj
ommuju. Y tadenu 4.5 cy gare noma (3.24) u ropma rpanuia (3.25) 3a mujeHy apurMe-
THYKe a3ujcke omnmumje, BopcroBa anmpokcumanumja (3.29) u ornjeHa 100MjeHa HA OCHOBY
MeTO/Ie KOHTPOJHUX ITPOMjEH/bUBUX KaJa C€ 3a KOHTPOJIHY IIPOMjEH/bUBY y3MeE OJIr0-

Bapajyha reomerpujcka asmjcka omrmja. CBe cCHUMyJaIyje y OBOj Tadeu Cy J100ujeHe

H T ‘ K ‘ o ‘ Homa rpanuna | I'opwma rpanuna | Bopcrosa amp. Momnte KapJio onjena ‘ Cr. nes. H
0.05 80 0.1 21.38 21.47 21.47 21.47 0.079
0.05 90 0.1 11.89 11.98 11.98 11.98 0.073
0.05 | 100 | 0.1 3.60 3.70 3.66 3.67 0.061
0.05 80 0.3 21.30 22.04 22.00 21.93 0.56
0.05 90 0.3 13.46 14.20 14.01 14.00 0.53
0.05 | 100 | 0.3 7.56 8.30 7.94 7.99 0.44
0.05 80 0.5 24.02 22.50 24.52 24.12 2.15
0.05 90 0.5 16.17 18.19 17.40 17.60 1.92
0.05 | 100 | 0.5 11.23 13.26 12.17 12.49 1.75
0.07 80 0.1 21.92 22.02 22.02 22.02 0.090
0.07 90 0.1 12.61 12.71 12.71 12.71 0.081
0.07 | 100 | 0.1 4.22 4.32 4.29 4.30 0.075
0.07 80 0.3 21.78 22.52 22.46 22.44 0.63
0.07 90 0.3 13.96 14.70 14.52 14.54 0.62
0.07 | 100 | 0.3 7.97 8.72 8.37 8.47 0.51
0.07 80 0.5 22.84 24.85 24.38 24.44 1.71
0.07 90 0.5 16.52 18.53 17.77 17.92 1.41
0.07 | 100 | 0.5 11.55 13.57 12.51 12.82 1.58
0.1 80 0.1 22.70 22.82 22.82 22.82 0.094
0.1 90 0.1 13.66 13.78 13.78 13.78 0.085
0.1 100 | 0.1 5.20 5.32 5.29 5.30 0.076
0.1 80 0.3 22.47 23.22 23.17 23.16 0.66
0.1 90 0.3 14.70 15.45 15.29 15.28 0.54
0.1 100 | 0.3 8.61 9.36 9.04 9.13 0.51
0.1 80 0.5 23.34 25.34 24.90 25.04 2.16
0.1 90 0.5 17.04 19.04 18.33 18.56 2.01
0.1 100 | 0.5 12.04 14.04 13.03 13.39 1.83

Tabemna 4.5: BopcroBa anpokcumariuja u ojarosapajyha Monte-Kapiio omjena 3a nujeny
apUTMETUYKEe a3WjCKe OIIFje METOJIOM KOHTPOJHUX mpoMjerbuBux; Sy = 0, T = 1,

n = 100, N = 1000.

Ha OCHOBY XW/baJIy IOHaBJbarba. Ha mpsu morses yBuhamo Jia cy BPUjETHOCTU CTAH-

napanae nesujarnuje Monre-Kapiio orjene kopucrehn reoMeTpujcKy a3ujcky OMIU]Y Be-
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oMa Hucke. Pazjior ToMe je BesmKa peyKIMja JUCIEP3HUje YV CIYYajy OBe KOHTPOJIHE
[IPOMjeHJbUBE O YeMy CMO panuje roBopmin. (Crora, 3aK/bydyjeMo Jla pe3yJsiTare Koje
JI0dMjaMo cUMyJIaliijaMa MOKEMO CMaTPAaTH JIOBOJbHO TAYHUM U MTOY3JaHUM 32 BPEITHO-
Bambe apUTMETHYKNX a3WjCcKuX omnmuja. Kao mro je u ouekuBano us tadesie 4.5 BUIIMO
na noBehameM BpujeHOCTH De3pU3MYIHE KAMATHE CTOIE ' U BOJATUJIHOCTA 0 PACTe U
IjeHa OIIuje.

Hajsehu yTuiiaj Ha oBakBO IOHAIIAHE TIAjEHA OIIIMja UMa YIIPABO BOJIATUIHOCT, jEP
IMITO je KpeTarbe IMUjeHa akKIfja XaoTUIHHje, TO je yjarame y TaKBe akIfje pu3ndHuje,
I1a IUXOBA BPUjETHOCT OIaJla, aJli BPUjeHOCT OIIIMje Ha TakBe akiyje pacre. OBo je
BaXKHO, jep HAM TOBOPHU O TOMeE Jia MHBECTUTOPU MOTY Ja KOpUCTe (DIYKTyaluje IujeHa
aKIija Ha TPXKUIITY U ONIIHje Ha HUX Y CBOjy KOPUCT ja Om ocTtBapmm mpodur. Jorr
BazkHUje, BopcToa dpopMmysia 3a anpokcuMmariujy nujese je seoma dsmcka Monre-KapJiio
OIjeH’ KOjy ¢MO mnoomim cumystamujoM. Kaza je Bomarminoct mama min jeaaaka 20%,
OHJIa C€ Y HEKUM CJIydajeBUMa YaK W MOKJAINajy BPUjeTHOCT ampokcuManuje u Monte-
Kapno omjene, a unade je pasimka Mama ox 0.1%, ma 3aksbydyjemo ga je Monre-
Kapso orjena modujena pegaykimjom uctepsuje noysgana. O Tome cBjeode u HUCKE
BPUjeIHOCTH CTAHIAP/IHE JeBUjallrje OIfjeHe Koje cy y caydajy o < 0.2 ucmos jeman. 3a
Behie BpUjeTHOCTH BOJATUIHOCTUA TAYHOCT AllPOKCUMAIIUjE OIIa/1a, aJid je IPEIKa Marba
on 1%.

Y peasHOM clieHapHjy HHUje OYEKHMBAHO Ja BOJIATUJIHOCT aKIldja Oy/e ITPEBUCOKA.
Mjepa BoOJIATHJIHOCTHU aKIIMja KOja ce KOPUCTH Yy CBHUjeTy (DUHAHCUjA jecTe MHJIEKC BO-
naruiaHoctu VIX” (ear. CBOE Volatility Indexr) koju padyna u odjasibyje Omdop 3a
pasmjeny ommmja y Hukary (enr. Chicago Board Options Exchange). Osaj unjekc
MjepH BOJIATUJTHOCT TPKUIINTA aKINja, WU CTEIeH HENPEIBUINBOCTA U PU3UK OJI Ty-
OMTKa KOju je Be3aH 3a HEKO TPXKUIINTE WIn BaJIyTy. TadHuje, oBaj MHIEKC T'€HEPUIIE
IIPOjeKIINjy BOJATHUIHOCTH Y TOKY CJbe/iehux TpujeceT JaHa OJ JaHa rmocMmaTrpama. Ha
OCHOBY 3BAHUYHHUX MCTOPUJCKUX IOJATAKA 00jaB/bEILHUX OJ CTPAHe TIOMEHYTOr 0700pa
(momaru ce mory mahwu Ha [19]) mpocjedna BpujesHOCT MHIEKCA BOJATUIHOCTH y IIO-
cbenbuX mer roguHa nsHocu 21.34%. Bucoke BpujeaHOCTH BOJATUIHOCTH aKIHja Ce
JermaBajy pjehe u Hajuenthe cy mpoy3poKOBaHe CBjeTCKUM €KOHOMCKUM U T'€OTOJUTUY-
KIM Kpu3aMa KaJia Cy TPKUIITA aKIMjaMa BeoOMa HeCTadbUIHA U MOKe JIONU 710 TbUXOBOT
maja. 300r Tora IITO CYy apUTMETHYKE a3WjcKe OIIMje 3aCHOBaHe Ha IIPOCjeKy IUjeHa
aKIja, a He Ha IUjeHN Y HEKOM OJipeheHOM TpeHyTKY, OHe CBOjOM ITPUPOJIOM CMAIbY]y
BOJIATUJIHOCT W 3a TaKBe OIIfje BOJIATUIHOCT je Hajuerthe ucmox 0.2 [16]. Camo kox

APUTMETUYKNX a3UjCKUX OIIHja KOje ce OJHOCe Ha pody U IPUPOJIHE pecypce BOJIa-
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TIWJIHOCT MOKe Jia mpeMaru 0.5 m y TOM ciayd4ajy HUje jeTHOCTABHO OJIPEIUTU TAadHY
BOJIATUJTHOCT IIITO JIOBOJM JI0 Belinx rpemaka npu BpejHOBamy TakBux onnuja [16]. Ha
OCHOBY CBeTra M3HECEHOT MOYKEMO 3aKJbYUNUTH /I8 je MEeTO/Ia KOHTPOJIHUX ITPOMjeHJbUBUX
HajOoJba 3a PEIyKIHjy JUCIep3uje y mpodsiemMy ojpehuBama dep MujeHe apuTMeTHIKe
aszmjcke ormruje. To JI0Ka3yjy BEJIMKO CMambemhe CTaHdap/He JieBHjallfje oIljeHe, Kao
U YUILEHUIA JIa ce JI00pa TAYHOCT OIfjeHe TOCTHUXKE 3a MaJid OPOj CUMYyJaIfja IINTo je

reHepaJHO jeTHa O] HajBehnX MpegHOCTU OBE METOJIE.



3aKJbyvaK

Y oBoMm macTep pajry cMmo mokasajun kako Moute-Kapsio cumysanuje Mory ga ce
KOPHCTe y TPOOJIEMY BPEJIHOBamba a3UjcKuX ommnuja. l3marame je U0 XpPOHOJIONIKH,
0J1 yBODerma MoTpedHe TEOpHjCKe OCHOBE JI0 IMPE3EHTOBAIba PE3y/TaTa ca IMU/beM Jia Ha,
METOJIMYaH HaYMH NPEJICTaBUMO 3HAYa] €r30TUYHMUX OINfja U IIPOOJIEM BPEIHOBAMHA
ApPUTMETUYKUX a3UjCKUX OMIMja, ma Ja JgohemMo 10 HyMepudKor pjemiema uctor. llo-
KazaJii CcMO Jia pasjnunTte Mojudukamuje ,HanBae” Monrte-Kapso merose moctuky
3HavYajHE pe3yJTare y I000JbIalby TAYHOCTHU OIjeHe, aJii Jia MOCTOjU BEJIMKA Pa3/IuKa
y BUXOBOj e(pUKACHOCTHU, KA0 U y KOMILJIEKCHOCTH U JOJIATHOM IO3HABAIbY CTPYKTYPE
U CBOjCTaBa OIIIUje j1a O MOIJIe Ja Ce KOPHUCTE.

Baxkno je narmoMenyTu Jia ce MeTOJie M TEXHUKe odpalene y oBoM mMacTep pajy MOry
NPUMUjEHUTHU U Ha JApyTe mpodjeMe y Teopuju (buHAHCHja U HA JIPyTe OIIUje Unja JTOOUT
3aBUCH OJI IIyTamha CTOXACTUYKOT MPOIeca MOmyT perpocrektuBHux omruja. Ox Boj-
nosor? ysohema MonTe-Kapio MeTona y Teopujy BpeIHOBama (PUHAHCHKIX JePHBATA
1977. rogune u paga Bopera® n Kemue! y pa3Bojy n Haarpamn meroBux nieja Jo Ja-
Hac je ypabhen BequK Hampejak y oBoj odojactu. [Ipeamer japer ncrparkuBarba MOIJIE
ou outu Heke coductuimpanuje Monre-Kapio MeTose momyT xudpuja aHTUTETUIKOT
Y30pDKOBarha M KOHTPOJIHUX IpoMjeHspuBux omucane y [15]. Takobe, mormau ducmo mo-
cMaTpaTi JIpYyry I'paHy MeTOJla BpeIHOBarba a3hjCKUX OIIHja KOja je 3aCHOBaHa Ha
HYMEPUYKO] alTPOKCUMAIIAJUA caMe PaCIojjesie apUTMETUIKOT ITPOCjeKa JIOT-HOPMaJTHUX
CIyvajHUX BeJMYMHA Kao MTo je onucano y pajy Jlesuja® [20], umu Bejxkmana’ u Typu-
oyna’ [21].
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Annpea I'pouh pohena je 29. asrycra 1997. rommne y Bamoj JIymu. [lo cBoje
ceqme rogmae xKusjenaa je y Crokxonmy, rije je y OcuoBaoj mkosm ,Képpala skola,
Liding6” 3aBpimia npsa aBa paspesa. [lorom ce cenmm y Bama JIyky riaje napasenno
zappinaBa OcHoBHy 1KOITY L JIBo Armapuh” u Mysuuky mikosy ,Baamgo Muromesuh” Ha
ojcjeky 3a kjaup. 2013. rogune ynmcyje rumuasujy y bamoj Jlymu, a mnakon 3aspimena
[IPBa JIBa Pa3pejia CPeIibe MIKOJIE Ca OJIMIHIM ycIjexoM ceu ce y CTOKXO0JIM Tije 1mo-
xabha Tporojumimy nporpam Mehynapoane marype ,, The International Baccalaureate®)
(IB) Diploma Programme” y , Kungsholmens” rumuazuju. Ty 2016. rogune cruue ou-
JIMHTYAJTHY JIUTIJIOMY CPEJIIbe IKOJIe U3 €HIVIECKOT W CPIICKOr je3mka. lcre romgmbe ce
cenu y Beorpaji n ynucyje Maremaruuku dhaxysirer YHuepsurera y beorpaay Ha Mo-
JIyJly CTaTUCTHUKA, aKTyapcka u (puHaHCcHjcKa MaTemaruka. OCHOBHE CTy/uje 3aBpIiaBa
2021. ronuHe M WCTe TOJWHE YIHUCYje MacTep CTyAuje Ha MCTOM CTY/NjCKOM IPOrpaMy
u momysy. OOJiacTu mHTEpecoBama Cy joj BjepoBaTHONA M CTATUCTHUKA, (PUHAHCU]CKA
MaTeMaTUKa, Ka0 U MAIUHCKO yUeHe.

[Topest cprickor TOBOPU €HIJIECKU U TITBEJICKU je3WK.
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