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Uvod

U ovom radu opisano je resavanje specijalnog slucaja grani¢nih problema obi¢nih
diferencijalnih jednacina, tzv. problema sopstvenih vrednosti. U matematici, fizici
kao i u inzenjerskim problemima, klasican problem sopstvenih vrednosti predstavlja
slede¢a diferencijalna jednacina drugog reda:

—u"(z) + p(z)u(z) = Mu(x)

koja se naziva i Sturm-Liuvilova jednacina, gde je p(x) > 01ip(z) € C[0, 1]. Funkcija
u = u(x) mora zadovoljavati i odredene uslove na krajevima zadatog intervala.
Veli¢ina A nije poznata, veé je upravo cilj na¢i vrednosti parametra A za koje pos-
toje netrivijalna resenja date jednacine.

Sturm-Liuvilove jednacine se pojavljuju u problemima primenjene matematike. Na
primer, one predstavljaju vibraciona stanja razlic¢itih sistema, kao sto su vibracije
zice, ili energetske sopstvene funkcije kvantno-mehanickih oscilatora. U prvom
slucaju, resenja jedna¢ina odgovaraju rezonantnim frekvencijama vibracije, a u dru-
gom, energetskim nivoima. Osim toga, ideja da se diskretni energetski nivoi uoceni
u atomskim sistemima mogu predstaviti kao sopstvene vrednosti diferencijalnog op-
eratora, dovela je to toga da Sredinger predlozi svoju talasnu jednacinu.

Rad je podeljen na tri poglavlja i jedan dodatak.
U prvom poglavlju dati su uvodni pojmovi i sama formulacija problema.

U drugom, najobimnijem poglavlju, postavljeni su i reSeni problemi sopstvenih
vrednosti sa raznim grani¢nim uslovima (Dirihleovim, Nojmanovim, Robinovim,
nelokalnim Robin-Dirihleovim, periodi¢nim i asimetricnim). Posebna paznja je
posvecena asimetricnom grani¢nom spektralnom zadatku jer se prilikom njegovog
reSavanja uporedo reSava i tzv. konjugovani asimetricni zadatak, sto ga i izdvaja
od ostalih izlozenih problema. Takode, dato je nekoliko primera koji prakti¢no ilu-
struju prethodna teorijska ocekivanja. Ovo se posebno odnosi na Robinov i nelokalni
Robin-Dirihleov problem sopstvenih vrednosti.

U tre¢em poglavlju je opisano numericko resavanje asimetricnog spektralnog za-
datka, koji je i najslozeniji od svih navedenih. Izlozena je ideja metode konacnih
razlika i zatim data odgovarajuca diferencijska shema. Tu se, naime, kontinualni
problem svodi na diskretni, Sto, dalje, podrazumeva operatorsko-matricni zapis
problema.

Dodatak ¢ini kod programa u programskom paketu MATLAB koji je pisan za
potrebe resavanja Robinovog i Robin-Dirihleovog problema. Sve slike u radu su
takode napravljene u Matlab-u.

Posebnu zahvalnost na pruzenoj pomoci i konsultacijama tokom pisanja rada,
dugujem svom mentoru, profesoru dr Bosku S. Jovanovicu.



1 Obicne diferencijalne jednacine; formulacija
granicnih problema

Granicni problem za obi¢ne diferencijalne jednacine je problem nalazenja partiku-
larnog resenja jednacine

u™ () = fz,u,o, ... u™Y),

koje zadovoljava uslove zadate u vise od jedne tacke intervala. Stoga se granicni
problemi ne mogu definisati za jednacine prvog reda. Prvobitno su to bili pro-
blemi kod kojih su uslovi definisani samo na krajevima intervala te otuda potice
naziv. Znacaj granicnih problema, ¢ak i onih najjednostavnijih, je u tome sto kriju
odredeni fizicki smisao. Tako, recimo, resenjem grani¢nog problema

se moze opisati oblik zategnute zice uc¢vrséene na krajevima, kada na nju deluje
spoljasnja sila f(x).

Granicni problem
u(z) = f(x) a<zx<b

u(z;) =0 i=1,2,3,4 a<x <To<a3<x4<0b

opisuje deformaciju grede pod uticajem spoljasnje sile f(z), ako se u cetiri tacke z;
greda oslanja na nosace.

Kod grani¢nih problema, uslovima zadatim u pocetnoj tacki resenje nije jednoznacno
odredjeno kao $to je to slucaj sa Kosijevim problemom. Ovde treba iz familije inte-
gralnih krivih koje zadovoljavaju dati pocetni uslov, izabrati onu koja ¢e proci kroz
ostale tacke, tj. zadovoljiti uslove zadate u ostalim tackama.

Bez obzira na raznovrsnost, svi grani¢ni problemi se resavaju u osnovi istim meto-
dama.

Mozemo ih podeliti u 3 osnovne grupe:

1. metode gadanja
2. metode konac¢nih razlika

3. varijacione metode.



U daljem radu zadrzac¢emo se na jednom posebnom grani¢cnom problemu, tzv. pro-
blemu sopstvenih vrednosti. Linearna diferencijalna jednacina drugog reda

a(z)y"(z) + b(z)y'(z) + c(x)y(r) = d(z)

svodi se smenom
xT
1 b
—zf e

a

y(x) = y(z)e
na jednacinu
—yi(x) + p1(@)yi () = fi(x)

koja ne sadrzi prvi izvod nepoznate funkcije. Proizvoljan interval (a,b) u kojem
je zadat grani¢ni problem moze se linearnom smenom svesti na jedini¢ni interval:

t_
(a,b)at»—mz::ﬁe(o,l).

Najzad, novom smenom, y;(z) = u(x) + Ax + B, gde su A1 B pogodno izabrane
konstante, nehomogeni grani¢ni uslovi

oy (0) + Boy1(0) = Mo, oqyy (1) + Bra (1) = My,

svode se na homogene. Konac¢no dobijamo tzv. “kanonski graniéni problem” oblika

(1) —u’(z) + p()u(z) = f(z), 0<z<l

a1t (0) + Sru(0) =0
(2)
asu' (1) + fou(l) =0

koji se moze zapisati u obliku operatorske jednacine
3 Lu = de je Lu = —u" + pu.
(3) gde j p

Akoje a; =0 1 (5;#0, ¢ =1,2, grani¢ni uslovi (2) su prvi ili
Dirihleovi ! graniéni uslovi

(4) u(0) =u(l)=0

a grani¢ni problem (1), (4) se naziva prvi ili Dirihleov grani¢ni problem.
Akoje a; #0 i ; =0, i =1,2, granicni uslovi (2) su drugi ili

Nojmanovi ? grani¢ni uslovi

(5) u'(0) =u'(1) =0

'P.G.L. Dirichlet, 1805-1859, nema¢ki matematicar
2K.G. Neumann, 1832-1925, nemacki matematicar




a grani¢ni problem (1), (5) se naziva drugi ili Nojmanov problem.

Akojea; #01 B; #0, i = 1,2, granicni uslovi (2) su treé¢i (mesoviti) ili
Robinovi ? graniéni uslovi i mogu se zapisati u slede¢em obliku

v (0) — oqu(0) =0

(6) o1 =
(1) 4+ ou(l) =0

e B

xq (8%

Granicni problem (1), (6) se naziva tre¢i (mesoviti) ili Robinov grani¢ni problem.
Iz teorije diferencijalnih jednacina poznati su sledeéi rezultati:

Teorema 1. Ako su funkcije p(x) @ f(x) neprekidne na intervalu [0,1] i p(x) > 0,
tada prvi granicni problem (1), (4) ima jedinstveno resenje u(x).

Teorema 2. Ako su funkcije p(x) i f(x) neprekidne na intervalu [0, 1], p(z) > 0,
o1 >0, o9 >0, tada treéi granicni problem (1), (6) ima jedinstveno resenje u(x).

Sto se tice drugog granicnog problema (1),(5), u vaznom specijalnom slucaju kada je
p(z) = 0, njegovo resenje nije jedinstveno. Naime, ako je u(x) reSenje tog problema,
onda je i svaka funkcija oblika u(z) 4 ¢, gde je ¢ proizvoljna konstanta, takode
resenje.

Funkcionalni prostori koji ¢e nam u daljem radu biti od znacaja su sledeci:

C'a, b] - prostor neprekidnih funkcija na intervalu [a, b] sa normom

I letan = ma [ (z)

C'(a,b) - prostor neprekidnih funkcija na otvorenom intervalu (a, b).

C™la,b] 1 C™(a,b) - prostor funkcija neprekidnih na intervalu [a, b], odnosno
(a,b), zajedno sa svim izvodima reda < n.

Ly(a,b) - Lebegov* prostor kvadratno integrabilnih funkcija, sa skalarnim

proizvodom
b

(19) = [ f@)glads

a

1 normom )
b 3

[ ra

a

1l atery = (f, )2

3V.G. Robin, 1855-1897, francuski matematicar
4H.L. Lebesgue, 1875-1941, francuski matematicar



2 Problem sopstvenih vrednosti

Problem sopstvenih vrednosti ili problem Sturm®-Liuvila® predstavlja, kao §to je
ve receno, specijalni slucaj grani¢nog problema (1), (4):

(7) —u"(z) + p(z)u(z) = u(z) 0O0<z<1

(4) u(0) = u(1) =0

koji ima netrivijalna resenja samo za neke vrednosti parametra .

Definicija 2.1 Vrednost parametra X za koju Sturm-Liwvilov granic¢ni pro-
blem (7),(4) ima netrivijalno resenje, naziva se sopstvena (karakteristicna) vrednost,
a odgovarajucée resenje sopstvena (karakteristicna) funkcija.

Sli¢no se definisu problemi sopstvenih vrednosti s drugim tipovima grani¢nih uslova;
naime to su problemi (7),(5) i (7),(6).

Iz teorije diferencijalnih jednacina je takode poznato da ako je p(z) > 0 i
p(z) € C|0, 1], tada zadatak (7),(4) ima prebrojivo mnogo sopstvenih vrednosti A
koje su sve pozitivne i Ay, — oo kad k — oo (v. [3]). Odgovarajuce sopstvene
funkcije ug su uzajamno ortogonalne u smislu standardnog skalarnog proizvoda u
L(0,1).

2.1 Problem sopstvenih vrednosti sa Dirihleovim
granicnim uslovima

Posmatrajmo specijalni slucaj, kada je p(z) = 0. Tada, problem postaje jedno-
stavniji za reSavanje, a sopstvene vrednosti su nenegativne i uredene u rastu¢em
poretku. Zadatak (7),(4) se svodi na

(8) —u"(z) = Au(x), 0<zr<l1

(4) u(0) = u(1) = 0.
Potrazimo resenje zadatka u obliku: u(x) = e**. Tada je
u'(z) = pe, U (x) = pPett = pPu(x).
Kada to uvrstimo u (8) dobijamo —pu?u = Au, i posto je u # 0 sledi

,LL2:—)\7

5J.F.C. Sturm, 1803-1855, francuski matematicar
6J. Liouville, 1809-1882, francuski matematicar



pi2 = EV—=A.

Za A < 0 funkcije eV~ i e V=2 su linearno nezavisne pa opste reSenje ima oblik
u=Ce" —Aw + Coe™ V —A T Zbog grani¢nih uslova (4) imamo
U(O) =0= Cl + 02,

U(l) =0= C’leﬁ + 0267\/5/\,
odakle sledi da je C7 =Cy =0, pa u(x) =0 nije reSenje problema.

ZaA=0,tj. p=0, u(z) =1, ato nije reSenje razmatranog problema.

Za A > 0 opste reenje ima oblik u = C) cos vV Az + Cysiny/Az. Zbog granicnih
uslova (4) imamo

U(O) =0= Cl,
u(l)=0= Cicos VA + Cosin VA = Cgsin\/X,

i posto zelimo netrivijalno resenje u(z), mora biti Cy # 0, odakle sledi da je

sin VA = 0,

V= kn, k=1,2....

Konacno, sopstvene vrednosti problema (8), (4) su A\, = k*1?, a sopstvene funkcije
u = ug(zr) = sin(kmz), k = 1,2.... Konstantu Cy ne mozemo odrediti jer ako
je u(z) sopstvena funkcija, onda je i C'u(z) sopstvena funkcija, odnosno, sopstvene
funkcije odredene su do na proizvod sa konstantom.

Dakle, dobili smo sistem sopstvenih funkcija {u(x)} = {sin(kmx)}. Proverimo da
li on ¢ini ortogonalan sistem funkcija u odnosu na standardni Lebegov skalarni
proizvod.

1 1

(g, ug) = / w2 )y () dz = / sin(krz) sin(lnz)de =

0 0

N | —

/1 [cos(k — l)mx — cos(k + l)mc} dx =



Zakljucujemo da ovaj sistem jeste ortogonalan. Mozemo izvrsiti normiranje sopstve-
nih funkcija skalarom /2. Tako dobijamo ortonormirani sistem {v/2sin(kmz)}:

0, k1
(uk7ul):5kl:{ 1’ k‘il

Iz teorije matematicke analize je poznato da te funkcije ¢ine bazu prostora Lo(0, 1).

Ukoliko (8) napisemo u operatorskom obliku dobijamo
Lu = \u.

Neka funkcija v zadovoljava iste uslove (4). Tada je:

1 1 1

1
9) (Lu,v) = /Luvdz = /—u"vdm = —u'v —I—/u’v'dx:
0

0 0 0

1 1 1 1
1
= /u/v/dx =w'| — /uv"dx = /u(—v”)dx = /uLv dx = (u, Lv)
0
0 0 0 0

Ovde je uradena dva puta parcijalna integracija i iskoriséen je uslov (4) za funkcije
uiv.

Posto je (Lu,v) = (u, Lv), zaklju¢ujemo da je L = L*, odnosno radi se o samokonju-
govanom operatoru.

2.2 Problem sopstvenih vrednosti sa Nojmanovim
grani¢nim uslovima

Razmotrimo sada problem sopstvenih vrednosti za jednac¢inu (8), kada su nam
umesto Dirihleovih uslova (4) zadati Nojmanovi uslovi (5). Medutim, princip resava-
nja ovog zadatka je isti. Za A < 0 ne nalazimo sopstvene funkcije. Za A = 0
dobijamo u = 1, koja jeste sopstvena funkcija. Za A > 0 opste resenje je oblika

u = ('] cos Vz + Cysin \/Xx,
a konstante C}, Cy se odreduju iz grani¢nih uslova:
W' (z) = —CyvAsin Vaz 4 Cov/A cos VAz,
W'(0) =0=CovA= Cy =0,

W'(1) = 0= —CyVAsin VA,

Posto trazimo netrivijalno resenje u(x), tj. Cy # 0, sledi da je sin v/A = 0, odnosno
VI=kn, k=1,2....



Konacno, sopstvene vrednosti problema (8),(5) su A\, = k*7%, k = 1,2..., a
sopstvene funkcije u = ug(z) = cos(kmx), k=1,2....Sopstvena vrednost Ay = 0
i odgovarajuca sopstvena funkcija 1y = 1 mogu se ukljuciti u ovu familiju stavljajuéi
k = 0. Kao i u prethodnom sluc¢aju, sopstvene funkcije odredene do na proizvod sa
konstantom.

1 1
Iz (ug,u) = /uk(aj)ul(aj)da: = /cos(k‘mc) cos(kmz)dr =
0 0
1 0, za k#1
1 1
=3 /(cos(k: + D + cos(k — Dma)dx = %/daz _ %7 a k]
0

zakljucujemo da i sistem {uy(z)} = {cos(kmwz)} jeste ortogonalan, ¢ije se normiranje
postize konstantom V2.

1z izvodenja (9) se uz koriséenje uslova (5) opet lako vidi da je i u ovom slucaju
L=1L"

2.3 Problem sopstvenih vrednosti sa Robinovim grani¢nim
uslovima

Grani¢ni problem (8), (6) razmatra¢emo u slucaju kada je o3 > 0, 05 > 0. U tom
slucaju nije tesko pokazati da je operator L koji odgovara Robinovom grani¢nom
zadatku takode samokonjugovan i nenegativan .

1 1 1

1
(Lu,v) = /Luvdm = /—u”vdaz = —u'v —i—/u’v’da::
0
0 0 0
1 1

= —u/(1)v(1) + ' (0)v(0) + /u'v'dw = oou(1)v(1) 4+ o1u(0)v(0) + /u’v’dw.

1
(u, Lv) /u de—/—uv"dx:
0

1

= o9v(1)u(l) 4+ o1v(0)u(0) + /U’u'dx,

0

Sli¢no,

odakle sledi da je L = L*. Posto je (Lu,u) = oou*(1) + o1u?(0) + f V2dx > 0, on

je 1 nenegativan pa su i sve sopstvene vrednosti ovog zadatka nenegatlvne.



Ako je A\ = p?, opste reSenje jednacine ima oblik
u = Cysin(puz) + Cy cos(ux) = Dy sin(px + ),
pa sopstvenu funkciju mozemo traziti u obliku
(10) u = sin(ux + 7).
Prvi izvod funkcije u je u' = pcos(ux + ), a drugi izvod je u” = —p?sin(ux + 7).

Ako u (8) zamenimo u u u” dobi¢emo X\ = p?. Iz Robinovih grani¢nih uslova (6)
imamo:

[ COS 7y = o7 Sin7y

preos(p + ) = —oasin(p + 7).

Ako prvu od ove dve jednakosti podelimo sa cosy dobijamo y = o1tgy, odakle je

I
tgy = —.
01
Druga jednakost je ekvivalentna sa
J4COS (L COS Y — 4 Sin (SN 7y = —09 SiN )4 COS 7y — T COS f4 SN 7.

I ovu jednakost podelimo sa cos~y,

J4COS (L — psin putgy = —og sin u — o5 cos ptg -y,

[ COS [t + o9 sin f1 + (cmcosu—usinu)ﬂ =0.
01

Pomnozimo ovu sa jednakost sa o,
014 COS [t 4+ 0109 SIN L + T4 COS 4 — u2 sinpu = 0,
(01 + 9)pcos pp = (4 — 0109) sin pu.
Podelimo jos ovu jednakost sa psin p,

010
(11) (01 +09)ctgp=p— LZ.

U ovoj jednacini nepoznat je parametar p, dok su o7 i o9 konstante koje figurisu
u Robinovim grani¢nim uslovima (6). Kako ne mozemo p odavde odrediti eksplic-
itno, posluzimo se grafickim i numerickim metodama da bismo odredili resenje.

Funkciju sa leve strane jednakosti (11) ozna¢imo sa fi(u), a sa desne strane sa
fo(t). Resenja u se nalaze u preseku grafika funkcija fi(u) 1 fa(p).

Pronadimo sopstvene vrednosti p za neke vrednosti parametara oy, 0s. Primetimo
da se za 01 = 0o = 0 problem svodi na Nojmanov grani¢ni zadatak (8), (5), koji



smo ve¢ razmotrili. Takode, ako jednac¢inu (11) posmatramo kao funkciju po oy i
09, odnosno ako (11) zapisemo u obliku g(o1,02) = 0, onda se lako vidi da vazi
g(o1,02) = g(02,01).

Koriste¢i programski paket MATLAB resili smo jednacinu (11). Program
dozvoljava unos parametara oy, 03, a kao rezultat nam vraca grafike funkcija f;(u)
i fo(p) sa istaknutim presecnim tackama. Vrednosti p za koje vazi fi(u) = fa(p)
odredene su numerickim metodma. Kvadrati tih dobijenih vrednosti jesu upravo
trazene sopstvene vrednosti.

Ideja programa je sledeéa. Definisimo prostor [0, 47| x [—20,20] C R? kome pri-
padaju grafici funkcija fi(u) i fo(u). PoSto je osnovni tip podataka u MATLAB-u
matrica, odnosno vektor, p-osa je zadata diskretno sa korakom h = {5, pa i
funkcije f1(u), fo(p) treba shvatiti kao diskretno zadate velicine (vektore, ¢iji su el-
ementi vrednosti funkcija fi, fo u évorovima sa p-ose). Presecne tacke grafika ovih
dveju funkcija trazimo kao lokalne ekstreme (minimume) funkcije |fi(u) — fo(w)l.
Naime, najpre je moguée sa tacnoséu e, tj. sa uslovom |f(u) — fa(p)| < € lokali-
zovati presecne tacke i iscrtati grafike. Tim postupkom su ve¢ nadene apscise p
presecnih tacaka. Medutim, tacnost mozemo poboljsati tako Sto ¢emo naci tacke
lokalnih minimuma funkcije | f1 () — f2(u)|. One se dobijaju u nulama prvog izvoda
te funkcije. Zato se posluzimo i tehnikama numerickog diferenciranja. Pogodno je
iskoristiti diferencirani prvi Njutnov interpolacioni polinom s obzirom na ekvidis-
tantni raspored ¢vorova (moze se implementirati i drugi Njutnov interpolacioni poli-
nom, razlika je samo u izboru ¢vorova). Razni test primeri (u kojima menjamo samo
parametre o1, 09) pokazuju da se sva reSenja u € [0,47| koja samo dobili na ovaj
nacin razlikuju od resenja koja smo dobili pri lokalizaciji sa ta¢nos¢u ¢ uglavnom
od trece decimale.

Najzad, navedimo nekoliko primera.

Primer 1: 0y =0, =1

20

15

10H

Slika 1
Za prve Cetiri sopstvene vrednosti dobijamo, buduéi da je A\ = p?, sledeée vred-
nosti: 1.7063, 13.4878, 43.3521, 92.7646.

Funkcije fi(p) i fo(p) “zadrzavaju svoje osobine” i pri svakom drugom izboru

10



konstanti o1, o9 > 0, jer tada se samo vrsi odgovarajuce skaliranje funkcija ctg p

1
i —. Tacnije, funkcija ctgpu se mnozi konstantom o1 + o9, a funkcija %L konstan-

tom o095, pa su grafici funkcija fi(p) i fa(p) “slicni” kao na Slici 1.

Primer 2: o0, =2, 09 =3

20

15f

10

5t

0

-5}

~10}F

15}

Slika 2
Prve cetiri sopstvene vrednosti su: 3.4023,

Primer 3: o0, =4, 0y =13

3

20

15

10

-5}

-10

-15

Slika 3
Prve cetiri sopstvene vrednosti su: 2.0988,

11

17.6833, 48.5625,

16.0664, 47.0548,

98.3525.

96.9146



2.4 Problem sopstvenih vrednosti sa nelokalnim Robin -
Dirihleovim grani¢nim uslovima

Razmotrimo slede¢i grani¢ni problem:

(8) —u"(x) = lu(x), 0<z<l

u'(0) = gou(0) — pou(l)
u'(1) = —oyu(1) + pru(0)

Za razliku od do sada posmatranih grani¢nih uslova, uslovi (12) su nelokalni. U
njima se pojavljuju vrednosti nepoznate funkcije i njenih izvoda u obe grani¢ne
tacke. Primetimo odmah da za py = p; = 0 problem se svodi na Robinov, a ako je
jos i 09 =07 =0, onda se radi o Nojmanovom grani¢cnom problemu. Inace, resenje
ovog problema takode potrazimo u obliku u = sin(ux + 7). Odnosno, ponovo vazi
da je A = p?. Kada u i v/ zamenimo u (12), dobi¢emo slede¢e dve jednacine:

(12)

fLcos f1 = g siny — posin(p + )

peos(p+ ) = —oysin(p + ) + p1 siny.

Primenjujué¢i poznate trigonometrijske identitete za sinus i kosinus zbira uglova
dobijamo iz prve jednacine

JL COS Y = 0 SNy — pgsin p cosy — po cos 7y sin y,
a iz druge
L COS [L COS Y — [ SIn psiny = —0oy SIN 4 COS Y — 01 €OS (siny + py sin .
Iz prve dalje, deleéi je sa cos~y, dobijamo:
p = 0otg 7y — poSin jt — po COs p gy,

(00 — pocosy)tgy = p + posin p,
p+ posin i
00 — o COS -

Ako i drugu jednacinu podelimo sa cos~y imamo

tgy =

peos i — psin utgy 4+ orsinp + oy cos utgy — pritgy =0,

j it posinp

00 — Po COS [

Mnozeéi poslednju jednakost sa og — pg cos i1, dobijamo

[ cos fu + oy sin p + (o7 cos g — psinp — py

ToJh COS 1 + Ty Sin pt — poji cos® pn — o1 po Sin f1.cos i + oy f1 cos i+

+01posin ucos p — pi sin i — ppg sin® g — prp— popy sin p = 0,

12



odnosno,
(00 + o1)pcos p — pop(cos? i+ sin’ 1) — prpu 4 (0001 — popr — p?) sin p = 0,
(00 + a1)pcos pu — pi(po + p1) + (0001 — popr — p?) sin pp = 0,

(13) (70 + ) ctgpu— Lo LL —  T00L = Lol
sin 1

Posmatrajmo jednacinu (13) i razmotrimo resenje u zavisnosti od parametara og, o1, po, p1.-

Mozemo iskoristiti ve¢ napisani program u MATLAB-u. DefiniSu se dve nove

promenljive veli¢ine pg, p1. Funkciju sa leve strane jednakosti (13) oznacimo sa

fi(p), a sa desne strane sa fo(u). Dalje se zadatak resava isto kao i kod Robinovog

problema, odnosno, ideja za nalazenje sopstvenih vrednosti je ista.

Ako je o9 + 01 = po+ p1 = C, onda je fi(u) = C(ctgp — Sirll#). Funkcija u zagradi

je pozitivna na intervalima (km, (k+ 1)), k =1,3,5, ..., tj. ctgpu > Sirlw

intervalima. Uocavamo da postoje dva slucaja:

na takvim

1) oo + 01 > po + p1,

2) oo+ 01 < po+ p1.

U prvom slucaju fukcija ctg p, “dominira” nad funkcijom ﬁ, a u drugom slucaju
obrnuto. U drugom slucaju se moze desiti da je presek grafika funkcija fi(u) i fo(p)
prazan (na intervalu [0, 47] koji smo uzeli za domen tih funkcija pri pisanju pro-
grama), a to znaci da ne postoje resenja p € [0,4n], a samim tim ni odgovarajuce
sopsvene vrednosti posmatranog graniénog zadatka. Sto se tiée funkcije fa(p), to
je, u opstem slucaju, kriva oblika p— O;%’ C=const, aliza 0; = p; =0, 7,5 € {0,1},
postaje prava u. Navedimo nekoliko primera koji idu u prilog izlozenom teorijskom
tumacenju.

Primer 1: 0 = 1,01 =2,p9 =0.5,p1 = 2

20
15
10
\
0 /
_5 \ \
-10
-15
% 2 p s s 10 12

Slika 1. Slucaj 1)

Prve ¢etiri sopstvene vrednosti su: 0.6015, 18.4466, 40.4719, 99.2923
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Primer 2: 0 =0,00 =1,p9=1.5,p1 =3

20

15

10}

-5t

~10F

15}

-20

I I I I I I
0 2 4 6 8 10 12

Slika 2. Slucaj 2)

Prve cetiri sopstvene vrednosti su: 18.4924,  32.2486, 99.2932,

Primer 3: 0 = 0,00 =0,p9 = 0,p; = 12

20

15f

10} //

-10}

15}

-20
0

Slika 3.

Za ovakav izbor parametara desilo se da ne postoji nijedno resenje jednacine (13)

150.8627

u intervalu [0, 4], pa nemamo ni sopstvene vrednosti 0 < A < (47)2.

Na ovaj na¢in smo dobijali samo pozitivne sopstvene vrednosti jer je A = p?.
Proverimo da li nula moze biti sopstvena vrednost problema (8), (12). Iz (8) se vidi
da je za A = 0 funkcija u oblika u = ax + b, gde su a i b konstante. Stavljajuéi u u

uslove (12) dobijamo
v (0) = a = ogb — po(a +b),

(1) = a= —oi(a+b)+ pib,

odnosno

(14) a(og — 1) +b(og — po+ 01— p1) = 0.

14



Dakle, A = 0 jeste sopstvena vrednost ukoliko je ispunjen uslov (14).
Najzad, ako je A = —pu? < 0, opste resenje jednacine ima oblik
u = Cy sinh(ux) + Cy cosh(px) = Dy sinh(pz + ),

pa sopstvenu funkciju mozemo traziti u obliku u = sinh(ux + 7). Kada v’ =
peosh(puz + ) i u” = p?sinh(pr + ) zamenimo u (12), dobi¢emo sledeée dve
jednacine:

pcosh pp = ogsinhy — pgsinh(p + )
pcosh(p +v) = —oy sinh(p + ) + py sinh .
Primenjujuéi sledece identitete za hiperbolicke funkcije
sinh(u + 7) = sinh g cosh y + cosh p sinh v,

cosh(u + 7y) = cosh p cosh y + sinh p sinh v,

dobijamo iz prve jednacine
pcoshy = ggsinhy — pg sinh p coshy — pg cosh ~y sinh p,
a iz druge

i cosh pcosh v + psinh g sinh v = —oq sinh p cosh v — oy cosh p sinh v + p; sinh 7.

Iz prve dalje, deledi je sa cosh~y, dobijamo:
p = ootgh~y — posinh o — po cosh pptgh,

(00 — po coshy)tghy = p + posinh 4,
p + posinh p

tghy = .
0o — po cosh

Ako i drugu jednacinu podelimo sa cosh v imamo

wcosh p + psinh ptgh v 4+ o4 sinh p + o4 cosh ptgh v — p1tghy =0,

ptposinhpy

pcosh o+ oy sinh p + (o7 cosh 4 psinh g — py) =
0o — po cosh p

Mnoze¢i poslednju jednakost sa oy — pg cosh p, dobijamo
oop cosh 4+ ooy sinh i — pop cosh? 1 — o1 pg sinh p1 cosh pu + o cosh p+

+01po sinh pcosh p 4 g sinh 1 4 ppo sinh? jt — prpe — popr sinh = 0,

odnosno,

(00 + 01) prcosh p — pop(cosh? p — sinh® ) — pyp+ (0001 — popr + p®) sinh pr = 0,
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(00 + a1)pcosh pu — p(po + pr) + (0001 — popr — p?) sinh pu = 0,

+ 0001 —
(15) (00 + 01) ctgh pu — ot i —u— 091 — PoPL,
sinh p 1
Ostaje jos da u postojetem programu umesto jednacine (13) stavimo jednacinu
(15) i testiramo program na slede¢im primerima.

Primer 4: Za parametre kao iz primera 1, tj. 09 = 1,01 = 2,pg = 0.5, p1 = 2,
nemamo negativne sopstvene vrednosti. Presek funkcija sa leve i desne strane
jednacine (15) je prazan.

20
15
10

5L/———

0

-5 H

-10

-15

-20 . . . . . .
0 2 4 6 8 10 12

Slika 4.

Primer 5: Za parametre kao iz primera 2, tj. o9 = 0,00 = 1,pp = 1.5, p; = 3,
dobijamo jednu negativnu sopstvenu vrednost. Apscisa presecne tacke je 2.1422 pa
je trazena sopstvena vrednost —(2.1422)% = —4.5892

20

15

16



Ovaj grani¢ni zadatak razlikuje se od prethodnih po tome sto operator L, u
opstem slucaju, nije ni samokonjugovan ni nenegativan. U Dirihleovom, Nojmano-
vom i Robinovom grani¢nom zadatku ova dva uslova su bila ispunjena, sto je garan-
tovalo da su sve sopstvene vrednosti realne i nenegativne. Ispitajmo pod kojim
uslovima ¢e operator L koji odgovara zadatku (8), (12) ispunjavati ove uslove.

1
1 ! !
+ | wv'dr =
0
0

= —u/(1)v(1) + «'(0)v(0) + /ulvldx =

1
(Lu,v) = /—u”v dr = —u'v
0

= /u’v’dm + oou(0)v(0) + oyu(1)v(1l) — pou(1l)v(0) — pru(0)v(1).

Sli¢no,
1

(u, Lv) = (Lv,u) = /u'v’dx + oou(0)v(0) + oyu(1)v(1) — pou(0)v(l) — pru(1)v(0).

Odavde sledi da je

(Lu,v) = (u, Lv) = (p1 = po)[u(1)v(0) — u(0)v(1)],
pa zakljucujemo da je operator samokonjugovan za p; = po. Dalje, za v = v imamo

1

(Lu,u) = /(u’)2d35 + oou?(0) + o1u*(1) — (po + pr)u(0)u(1).

Kako je integral nenegativne funkcije nenegativan, poslednji izraz bice tim pre
nenegativan ako je i

oou*(0) + ou®(1) — (po + p1)u(0)u(1) >0,

odnosno,
(po + p1)? — dogoy < 0.

Napomena: U vezi sa ovim, primetimo da je u primeru 4 zaista ispunjen uslov
za pozitivnu definitnost ((0.5+2)% —4-1-2 < 0), pa ne postoje negativne sopstvene
vrednosti.

17



2.5 Problem sopstvenih vrednosti sa periodi¢nim grani¢nim
uslovima

Posmatrajmo problem sopstvenih vrednosti slede¢eg oblika:

(8) —u"(x) = Mu(x), 0<z<l
16) u(0) = u(1)
u'(0) = /(1)

Uslovi (16) se nazivaju uslovima periodi¢nosti. Oni su takode nelokalnog karaktera.
Resenje potrazimo u obliku u(z) = e**. Na isti nac¢in kao kod problema (8), (4) i
(8), (5) dobijamo da je pi2 = £v—A.
Za A < 0 se lako proveri da ne postoje sopstvene funkcije (dobije se samo trivijalno
resenje).
Za A =0 imamo da je p = 0, odnosno u = 1. Funkcija koja je identicki jednaka je-
dinici na intervalu [0, 1] jeste sopstvena funkcija jer je reSenje razmatranog zadatka
(8), (16).
Za A > 0, resenje je oblika u = Cy cos V Az + Cysin vV Az. Iz graniénih uslova sledi
da je

u(0) = Cy = u(1) = Cy cos VA + Cysin VA,
odakle izrazimo Cy

C1(1 = cos V)
02 = )
sin VA

u' = —VAC, sin VAz + VAC, cos VA,

w'(0) = VAC, = u'(1) = —VAC) sin VA + VAC, cos VA
Podelimo poslednju jednakost sa v/ A (A > 0),
Cy = —C sin VA + Cy cos V.

Cy(1 — cos VN
sin v/

zelimo netrivijalno resenje, konstanta C; mora biti razli¢ita od nule pa je zato

cos VA = 1,

VA =2kr, k=1,2,....

Dakle, nasli smo sopstvene vrednosti A, = (2k7)?, k=1,2,... problema (8), (16).
Stavljajué¢i A; u grani¢ne uslove dobijamo samo identitete C, = C; i Cy = C5 §to
znaci da su sopstvene funkcije ovog zadatka oblika

. dobi¢emo C(1 — cosv/A) = 0. Posto

Stavljaju¢i ovde Ch =

u = Cy cos(2kmx) + Cysin(2kmx),

18



gde su C i C5 proizvoljne konstante. Odatle sledi da svakoj sopstvenoj vrednosti
odgovaraju po dve linearno nezavisne funkcije, tj. sopstvene vrednosti su dvostruke.
Ako zadatak zapiSsemo u operatorskom obliku Lu = Au, onda se iz izvodenja (9) uz
koriséenje granicnih uslova (16) jednostavno zakljuci da je operator L samokonju-
govan.

2.6 Asimetricni spektralni zadaci

Svi spektralni problemi koje smo do sada resavali, svodili su se na samoko-
njugovane, izuzev Robin- Dirihleovog koji je takav u specijalnom slucaju (pg = p1).
Odgovarajuce sopstvene funkcije Cinile su ortogonalan sistem funkcija u prostoru
L5(0,1). Sada ¢emo razmotriti zadatak koji ne ispunjava ove osobine.

Ukoliko iz Dirihleovih uslova (4) zadrzimo uslov u levom kraju intervala, i dodamo
uslov jednakosti prvog izvoda reSenja u levom i desnom kraju intervala, dobijamo
slede¢i zadatak:

(8) —u"(x) = lu(x), 0<x<l

u(0) =0
u'(0) = u'(1)

Od sada ¢emo zadatak (8),(17) nazivati asimetri¢ni spektralni zadatak. Uporedo
sa tim zadatkom posmatra¢emo i konjugovani asimetri¢ni spektralni zadatak koji
se obrazuje na sledec¢i nacin.

(17)

Lema 1. Neka su u(z) i v(z) dve neprekidno diferencijabilne funkcije na
odsecku [0,1], pri ¢emu u(x)zadovoljava granicne uslove (17), a v(x) zadovoljava
granicne uslove

(18) v(1) = v(0), V(1) = 0.
Tada vazi jednakost

(19) (w(x),v(x)) = (u(z),v"(x))

gde je (-,-) standardni skalarni proizvod u Ly(0,1).

Dokaz:
(0 (@), 0o(@)) - (@) (@) = [ W@ty — [ o (@)u(o)ds =
= u’v’; — /u'(x)v’(x)dx —v'u (1) + /v’(:v)u’(x)dx =




Kako funkcija u(z) zadovoljava grani¢ne uslove (18) imamo:
(w(2), v(2)) = (v" (), u(x)) = u'(1)(v(1) = v(0)) = v'(D)u(1).

Kako funkcija v(z) zadovoljava grani¢ne uslove (18), iz prethodne jednakosti sledi:
(u"(2),v(z)) = (V"(2),u(z)) = 0 =
(u"(2),v()) = (v"(2),u(z)) = (u(z),v" ().

U

Jednakost (19) pokazuje da operator L* drugog reda sa grani¢nim uslovima (18)
predstavlja konjugovani operator operatora L drugog reda sa grani¢nim uslovima
(17).

Zbog toga, spektralni zadatak

(20) —"(z) = (z), O<ax<l

V(1) =0,
o(1) = v(0)

nazivamo konjugovanim zadatkom, zadatka (8), (17).

(21)

Vrednost ) je sopstvena vrednost za spektralni zadatak (20), (21).

U daljem radu bié¢e pokazano da konjugovani zadatak ima isti spektar (skup sopstve-
nih vrednosti) kao i osnovni zadatak; razlikuju se samo sopstvene i tzv. pridruzene
funkcije.

2.6.1 Sopstvene i pridruzene funkcije asimetri¢cnog spektralnog
zadatka

Resimo zadatak (8), (17), odnosno pronadimo sopstvene vrednosti i funkcije.

Pre svega, primetimo da za A = 0 dobijamo sopstvenu funkciju ug(x) = z. Zaista,
pri A =0, iz (8) sledi da je u(z) = ax +b. Kako uslovi (17) moraju biti zadovoljeni
imamo:

u(0) =0 =,
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pa sa tacnos¢u do na proizvod sa konstantom imamo ug(x) = x.

Dalje se, kao i u zadacima (8), (4) i (8), (5) reSenje trazi u obliku
u(z) = Cy cos Vz + Cysin vz,
Iz (17) dobijamo
u(0)=0=CY,
uw'(0) = Cov/\ = u'(1) = —CyVsin VA + Cov/hcos VA, odakle sledi
Cov/A = Oy v/ cos \/X,
1 = cos \/X,
VA=2kr, k=1,2....
Sopstvene vrednosti su A\, = (2km)?, k=1,2....

Odgovarajuce sopstvene funkcije, sa tacnoséu do na proizvod sa konstantom su:

wo(x) =,  wup(x) =sin(krz), k=1,2....

Primetimo, da sopstvene funkcije wuy, za k > 0 nisu ortogonalne na ug. Naime,

1 1

(uo, ug) /uo /a:sm (2kmx)d

0 0

/—cos 2krx)dr = ——— #0

1
= —%m cos(2kmx) ka

™

Sopstvene funkcije ovog problema ne ¢ine potpun sistem tj. ne obrazuju bazu
prostora funkcija Ls(0,1). Medutim, sistem mozemo popuniti tzv. pridruzenim
funkcijama.

Pridruzena funkcija () koja odgovara istoj sopstvenoj vrednosti Ay kojoj
odgovara i sopstvena funkcija ug(x), odreduje se kao resenje granicnog zadatka

Uy (z) + Mty (2) = prug(z), 0 <z <1,

(22)
e(0) =0, @,(0) = @ (1), k=0,1...

gde je pr # 0 konstanta.

Istaknimo, problem (22) nije problem sopstvenih vrednosti.
Ovde su Ay i ug(x) veé¢ poznati. I ovaj problem se moze zapisti u operatorskom
obliku:

Lu = \u—pu
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Lema 2. Ne postoje pridruzene funkcije koje odgovaraju sopstvenoj vred-
nosti A = 0. Ostalim sopstvenim vrednostima N\, odgovaraju pridruZene funkcije

(23) t(z) = xcos(2kmz), k=1,2...
pri cemu je pp = —4rk  u (22).
Dokaz:

Za k = 0, zadatak (22) dobija oblik
Up(x) = pouo(), To(0) =0, 7p(0) = (1)
~1I

Ug (z) = pox

2

Odakle dobijamo g(x) = po% +c¢;. Iz grani¢nih uslova se nade da py mora biti nula

sto nije dozvoljeno (jer je to konstanta razli¢ita od nule) pa ne postoji pridruzena
funkcija koja bi odgovarala A = 0. Proverimo, da pri odredenom izboru pg, k > 0,
pridruzene funkcije imaju oblik (23). Zaista, takve funkcije zadovoljavaju (22)

ty(x) = x cos(2kmx),

. (z) = —2(knx) sin(2kwz) + cos(2kmx)
iy (z) = —2kwsin(2knz) — 4k*n’x cos(2kmx) — 2km sin(2kmx) =
= —4k7 sin(2k7x) — x(2km)? cos(2knzx)
a}(x) + Mgty (z) = —4k7 sin(2kmx) — 2(2k7)? cos(2kmz) + (2k7)?(z cos(2kmz)) =
= —4kmsin(2kmx) = pruk(x),
i = —Ark = —2(27k) = =2V A, @x(0) =0

w,.(0) = cos0 =1, @}(1) = —2kwsin(2km) + cos(2km) =1
U

Oznacimo Uy, = wuy 1 Ugk—1 = 1y 1 poredajmo sopstvene (eig) i pridruzene (adj)
funkcije zadatka (8), (17) u sledeci niz:

(NIZ1) Up(z) =z, Up-1(x) = xcos(2kmx), Us(z) =sin(2knzx), k=1,2....

I tako, svakoj sopstvenoj vrednosti A;, k& > 0, odgovara jedna sopstvena funkcija
Usi(z) 1jedna pridruzena funkcija Usg—1(x), pa je i pridruzenih funkcija grani¢nog
problema (8), (17) beskona¢no mnogo.
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2.6.2 Sopstvene i pridruzene funkcije konjugovanog asimetriénog
zadatka

Posmatrajmo grani¢ni problem (20), (21)

Lema 3. Sopstvene vrednosti zadatka (20),(21) su A\ = A\, = (2k7)?,
k=0,1..., 1 njima odgovaraju sopstvene funkcije

(16) vo(z) = Cop, wvg(x) = C) cos(2kmx),

gde je Cy # 0 konstanta.

Dokaz: Za )\, = 0 dobijamo jednacinu v”(x) = 0, odakle je v(x) = ax + b. Iz
grani¢nih uslova sledi da je a =01 v(z) = const = Cy. Neka je A\, # 0. Tada se
opste redenje trazi u obliku v(z) = Oy sin VAz + Cy cos VAz odakle je

V(x) = Civ/ A cos Vx — C’g\/isin \/ix,
V(1) =0= C’l\/icosﬁ— C’g\/isin\/i,

v(1) = Cysin VA + CQCOS\/KZU(O) =Cy,
CICOS\/K—Cgsin\/i:O,

o - C5(1 — cos \/X)
! sin\/j ’

Co(1 — co§\/X) cos VA — Cysin VA = 0/sin \/57
sin VA

Cy(1 — cos V' Acos V- Cy(1 — cos® \/i) =0,

C’g(cos\/i—cosz\/i—l—kcos2 \/i) =0.

Da ne bismo dobili trivijalno reSenje, mora biti Cy # 0, pa je cos VI = 1,

odakle dobijamo A\, = A\, = (2k7)? k=0,1....

Iz grani¢nih uslova je Ccos(2km) — Cysin(2km) = 0, tj. C; = 0 pa su sopstvene
funkcije oblika v(z) = Cy cos(2kmx)
U

Uzimajudi u obzir svojstvo biortonormiranosti (v. 2.6.3.) dobijamo Cy = 2,
Cpr=4, k=1,2,....

Nadimo pridruzene funkcije 0% (z) konjugovanog zadatka (20), (21).
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Lema 4. Ne postoje pridruzene funkcije koje odgovaraju sopstvenoj vred-
nosti A\ = 0. Ako stavimo da je pp = —2/ A\, = —4nwk, k=1,2..., tada ostalim

sopstvenim vrednostima A\, odgovaraju pridruZene funkcije

() = 4(1 — x) sin(2knz).

Dokaz:

Neka je k = 0. Tada

Uy (x) = povo(x) = poCo = 2¢ = const

to(z) = cx® +dx + e, U)(x) = 2cx +d,

(1) =0= d= —2¢c, Ty(r) = cr® — 2cx +e,

50(0) = ¢, (1) = —c+ e, T(0) =To(1) = c=0, d=0
p(z) =0, po=0,

tj. ne postoji pridruzena funkcija jer je p; konstanta razli¢ita od nule.
Tada, pridruzene funkcije treba da budu resenje jednacine

Neka je k=1,2....
U (x) + Aok (z) = ppCy, cos(2kma),

Proverimo da funkcija 9y (z) = a(1 — z) sin(2kmx) to zadovoljava.

Zaista,

0).(z) = a2k (1 — ) cos(2kmzx) — sin(2k7z)], (1) =0
Oy (x) = a[—(1 — x)(2kn)? sin(2knz) — 4k cos(2kn)],
MO (1) = a(2k7)?(1 — 2) sin(2knz),

U (x) + Mg () = a[—4km cos(2kmx)].
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Kako je vg(x) = C cos(2kmz), koeficijent @ se nalazi iz uslova

—4kma = kak
—4kma = —(2\/ )\k) -4
kma =2 -2k
a=4.

Sada je konacno vy (z) = 4(1 — z) sin(2k7x).
U

Ozna¢imo Vo, = vg 1 Va1 = 7y, 1 poredajmo sopstvene (eig) u pridruzene (adj)
funkcije zadatka (20), (21) u sledeéi niz:

(N1Z2), Vo(z) =2, Vop_1(z) = 4cos(2kmz), Vor(x) = 4(1 — x)sin(2kmx)

k=1,2....

I tako, svakoj sopstvenoj vrednosti A, k > 0, odgovara jedna (eig) funkcija Vo, _1(2)
i jedna (adj) funkcija Voi(z).

2.6.3 Biortonormiranost sistema sopstvenih i pridruzenih funkcija

Razmatrali smo dva asimetri¢na spektralna zadatka:
takozvani osnovni

1 konjugovani

Sopstvene vrednosti i jednog i drugog problema su iste: A\, = A\ = (2km)%, k =
0,1..., a videli smo kako se dobijaju dva sistema funkcija (NIZ 1) i (NIZ2) koji
se sastoje od sopstvenih i pridruzenih funkcija osnovnog i konjugovanog zadatka
respektivno.

Definicija 2.4.3. Dva sistema funkcija fi(x) i gi(z) k,0=1,2... nazivaju
se biortonormiranim na odsecku [0, 1], ako vazi:

0

Sistemi se nazivaju biortogonalnim ako je (fx,g9;) = 0 za sve k # [. Sistemi
(NI1Z1),(NIZ2) su biortonormirani.
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Lema 5. (NIZ1)i(NIZ2) c¢ine biortonormiran sistem na odsecku [0,1],
odnosno
(Uk7 ‘/l) = 5kl‘

Ideja dokaza: Normiranje na jedinicu dokazuje se neposredno. Treba pokazati
da funkcije iz (NI1Z 1) i (N1Z2) zadovoljavaju uslove (U, V) =1, | =0,1,...,
odnosno treba da vaze tri grupe jednakosti

1) (U()?‘/b) =1
2) (Ugg—1, Var—1) =1, k=1,2,...
3) Uz, Var) =1, k=1,2,...

Ovo se svodi na rac¢unanje jednostavnih integrala. Potom se pokaze da vazi i
1) (U2k>‘/2l—1) - 07 Vk7l7 (UZka ‘/2l) - 07 Vk ;é l
2) (Uag—1,Var1) =0, Yk # I; (Uzk—1,Var) = 0, Vk,I

Tim proverama je pokazana biortonormiranost sistema funkcija Uy(z) i Vj(z),
kil=1,2,. ...

2.6.4 Graficki prikaz sopstvenih i pridruzenih funkcija asimetri¢nog
spektralnog zadatka i primer razlaganja funkcije
u biortonormiran red

U sledecoj tablici dato je prvih pet sopstvenih vrednosti, kao i mnozitelja p; proble-

ma (8), (17).

k 0 1 2 3 4
e = (2km)? | 0| 39.48 | 157.9 | 355.3 | 631.7
pr = —4nk -12.57 | -25.13 | -37.7 | -50.27

U kolonama nize navedene tablice date su vrednosti prvih pet (eig) i (adj) funkcija
problema (8), (17) sracunate u tackama podele intervala [0, 1] sa korakom h = 0.1
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x | Up(z) | U(z) | Us(z) | Us(x) | Uy(x)
0 0 0 0 0 0
0.1 0.1 0.0809 | 0.5878 | 0.0309 | 0.9511
0.2 ] 0.2 0.0618 | 0.9511 | -0.1618 | 0.5878
0.3 0.3 [-0.9271 | 0.9511 | 0.2427 | -0.5878
04| 04 |[-0.3236 | 0.5878 | 0.1236 | -0.9511
0.5] 0.5 0.5 0 0.5 0
0.6 | 0.6 |[-0.4854|-0.5878 | 0.1854 | 0.9511
0.7 0.7 |-0.2163 | -0.9511 | -0.5663 | 0.5878
0.8] 0.8 0.2472 | -0.9511 | -0.6472 | -0.5878
0.9 09 0.7281 | -0.5878 | 0.2781 | -0.9511
1.0 1 1 0 1 0

1

0

Slika 1. Sopstvene (eig) i pridruZene (adj) funkcije granicnog problema (8), (17),
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(levo : Uy(z), Ui(x), Us(z); desno : Us(x), Us(z))

Slicno, dole u tabeli su navedene
grani¢nog problema (20), (21)

vrednosti,a nize i grafici (eig) i (adj) funkcija

| Vole) | Vi) | Va(a) | Vi) | Va(a)
0 2 4 0 4 0

0.1 2 3.236 2.116 1.236 3.424
0.2 2 1.236 3.043 | -3.236 | 1.881
0.3 2 -1.236 | 2.663 |-3.236 | -1.646
0.4 2 -3.236 | 1.411 1.236 | -2.283
0.5 2 -4 0 4 0

0.6 2 -3.236 | -0.9405 | 1.236 1.522
0.7 2 -1.236 | -1.141 | -3.236 | 0.7053
0.8 2 1.236 | -0.7608 | -3.236 | 0.4702
0.9 2 3.236 | -0.2351 | 1.236 | -0.3804
1.0 2 4 0 4 0

27

0.4

0.6

0.8

1



o 02 0.4 0.6 0.8 1 o 02 0.4 06 08 1

Slika 2. Sopstvene (eig) i prdruzene (adj) funkcije graniénog problema (20), (21),
(levo : Vy(x), Vi(x), Va(x); desno : Vi(x), Vi(x))

Pokazimo sada, primera radi, razlaganje jedne konkretne funkcije u red po sopstve-
nim i pridruzenim funkcijama. Sli¢no razvoju u Furijeov red, za funkciju o(x)
trazimo razvoj sledeceg oblika:

o(x) = poUp(x +Z [‘P%Uzk )+ ©ar—1Usp—1 () |,

k=1
gde su koeficijenti

1

wo = (p, Vo) = 2/@(56)61:6,

0
1
pan-1 = (p, Vap—1) = 4 / p(x) cos(2kmz)dz,
0

1

oor = (p, Vai) = 4/90(3:)(1 —x)sin(2krx)dr, k=1,2,....

0
Napomena: Razvoj funkcije ¢(x) se vrsi po (eig) i (adj) funkcijama zadatka (8), (17),
a koeficijenti se racunaju kao skalarni proizvod funkcije ¢(x) i (adj) i(eig) funkcija
zadatka (20) i (21).

Primer 1.

Razviti u biortonormiran red polinom p(x) = 2% — 322

ReSenje:

Polinom ¢(z) = 22® — 32% zadovoljava uslove ¢(0) = 0, ¢'(0) = ©'(1).

Za tu funkciju imamo
1

Yo = 2/(2.7:3 — 32 dr = —1

0
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1

Yop—1 =4 /(2x3 — 32%) cos(2kmx)dr = 0,

0
1
. 3
Dok = 4/(2:1:3 —32%)(1 — x) sin(2knz)dr = - - - = eyl
0
Dobijamo razvoj:
277 — =—z+ Z [ 513 sin(2kmx)|.

Oznacimo ¢(z) = 22° — 327

pW(x) = ~Us(x) + posin(2m)

0O () = —Up() + pasin(2mz) + pq sin(dra)

i greske, 2V (x) = oW (2) — p(2), 2P (2) = @ (2) — p(2),

Grafici funkcija o(z), oM (1), @ (2) i grafici zW(z) i 2®(x) dati suna
Slici 3.

Greske 2z(M(z) i 2 (x) se karakterisu svojim normama:;

1

1P laon = ([ (P@)dz) " ~0.030

O\H

||Z(2)HL2(0,1) / (2) 2d3: >~ 0.027
0

00000

00000

Slika 3. Grafici funkcija ¢(x), oM (x), P (), 2W(z), 2P (), redom
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3 Numericko resavanje problema sopstvenih
vrednosti

3.1 Metoda konac¢nih razlika

Metoda konac¢nih razlika se zasniva na zameni izvoda koli¢nicima konacnih razlika.
Prvo se izabere kona¢no mnogo tacaka intervala [0,1], i one ¢ine mrezu. Ako su
¢vorovi ravnomerno rasporedeni kazemo da je mreza ravnomerna ili ekvidistantna.
Korak h je rastojanje izmedu dva susedna ¢vora.

(Dh:{l’zl Z'Z:’Lh, ’L:O’n’ h:_}
n
. . 1
wh:{$i| ri=1th, 1=1,...n—1, h:_}‘
n

Aproksimacije prvog izvoda funkcije u(x), u tackix; su podeljene razlike unapred
ili unazad:

o w(wiz1) — u(w;) . u(w;) — u(ri)
uar;ﬂ - h, 9 ul‘,l - h Y

a drugog izvoda:

Up i — Ugpi—
Ugz i = (ur,z)f == il - h h

h h

u(iy1) — 2u(r;) + ulzi1)
hQ

Prvi izvod mozemo aproksimirati i centralnom podeljenom razlikom:

B w(@it1) — u(wiq) _ Ug T Uz
Uz = =

2h 2

Ukoliko je funkcija u(z) dovoljno glatka, razvojem u Tejlorov red mozemo oceniti
gresku ovih aproksimacija.

Na primer,
(1) = g = (5) = 7 [ul@is) — ulw)| =
2

= o/ (z;) — % [u(xi) + bl (2) + %u(a: +0h) — um)} _
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= —gu”(xi + 6h) odakle sledi da je u/(z;) = uy; + O(h).

[li, ako vr§imo aproksimaciju centralnom podeljenom razlikom, onda imamo:

(@) = ugi = () — % [U(xiﬂ) - U(%’—l)} =
= u'(w;) — % [“(%‘) + hu'(z;) + ?U"(flfi) + %u"(% +6,h) —

2 3

h
— u(z;) + h'(2;) — 51//(1}@) + EUH(% + 02h)i| = O(h*) odakle dobijamo da je

Kada h — 0, tj. kada se mreza zgusnjava, aproksimacije teze vrednostima izvoda
funkcije u(x) u ¢vorovima. Pri tome, konvergencija je brza kod aproksimacije cen-
tralnim razlikama.

Zamenom funkcije u(x) i njenih izvoda u grani¢cnom problemu (1), (2) odgovarajuéim
kolicnicima konac¢nih razlika u ¢vorovima mreze @y, vrsimo diskretizaciju polaznog
problema.

Kontinualnu veli¢cinu «(z) zamenjujemo vektorom y = (yo,...y,)7, pri ¢emu je
y; ~ u(z;), a granicni problem (1), (2) sistemom linearnih jednacina po y;,

_yxf,z+pzyz - fi) 1= 17"'7n_ ]-)
a1Yz0 + B1yo = 0,
Q2Yzn + Bayn =0

gde je p;i=p(x;) 1 fi= flx;).

Dobili smo tzv. diferencijsku shemu.

Primenimo ovu metodu na nas problem sopstvenih vrednosti (7), (4). Dobijamo
diferencijsku shemu s greskom O(h?) koja ima oblik

—Ypzi TPV =Y, t=1,...n—1
yozyn:07

gde je sa A, oznacena aproksimacija sopstvenih vrednosti.

Ova shema, u stvari, predstavlja homogeni sistem linearnih jednacina s trodijago-
nalnom matricom u kojoj figurise parametar \,. Stoga se grani¢ni problem (7), (4)
metodom konac¢nih razlika, uzimajué¢i u obzir grani¢ne uslove, svodi na problem
sopstvenih vrednosti

Ay = Ay,
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kvadratne matrice. Zbog

Yo 0
n U1
y= : = :
Yn—1 Yn—1
Yn 0

vektor y ¢emo tretirati kao (n — 1)- dimenzion.

Iz =5 (i1 — 20 + Yic1 | + iy = Mayi, i=1,...,n—1

se vidi da je matrica A oblika

Matrica A je simetri¢na, a ako je p(x) > 0, ona je i pozitivno definitna pa su joj sve
sopstvene vrednosti pozitivne. Sopstveni vektori predstavljaju aproksimacije prvih
(n — 1) sopstvenih funkcija problema (7), (4) u ¢vorovima mreze wy,.

Razmotrimo u daljem radu aproksimacije kona¢nim razlikama osnovnog spektralnog
problema (8), (17) i pridruzenog problema (22).

3.2 Diferencijska shema osnovnog asimetricnog spektralnog
zadatka

Uveli smo pojam mreze @y, iizvrsili identifikaciju
yi = u(@:) < (Yo, Y15+ Yn1,Yn) " -

Uvedimo i prostor Hj, koji se sastoji od ovih vektora

Hy={y | v= i, us)", yo=0}.

Posmatra¢emo Hj, kao n—dimenzioni vektorski prostor snabdeven skalarnim proizvodom
1 normom

n—1

h
= hzz S Yncn,
(y, 2] ;y2+2yz
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]l = v/ (v, 9]

Neka je dat operator A : H;, — Hj na slede¢i nacin:

0, =0
(25) (Ay)i = ~Ypzis G=1,..,n—1
_%(yx,() - yi,n)a 1= n.

Pomoc¢u njega osnovni asimetri¢ni spektralni zadatak mozemo zapisati kao

Ay =y, y € Hy.

Lema 6. Pretpostavimo da je n neparno i oznacimo m = (n — 1)/2.

Sopstvene vrednosti operatora (25) imaju oblik

=0, \= %SiDQ(k‘ﬂ'h), k=1,2,...,m.
Vrednost \g = 0 je prosta sopstvena vrednost a njoj odgovarajuca sopstvena funkcija
u(o)(xi) = x;. Ostale sopstvene vrednosti su dvostruke. Za k =1,2,...,m svakoj
sopstvenoj vrednosti N, odgovara jedna sopstvena funkcija p®*)(x;) = sin(2knz;)
i jedna pridruzena funkcija p**=V(z;) = z; cos(2knx;), tako da su ispunjene jedna-
kosti
ApP () = Xep® (),

(26)
Ap®0 () = MV () + pou® (z,),

2
gde pr, = 2 cos(kmh)v/ A, = 7 sin(2kmh)
U slucaju parnog n vazi:

Lema 7. Neka je n parno i m = n/2. Sopstvene vrednosti N\, operatora
(25) imaju oblik

4
Ao =0, )\k:ﬁsm%kwh), k=1,2,...,m.

Vrednosti Ao @ A2 = su proste sopstvene vrednosti kojima odgovaraju sopstvene

n?
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funkcije pO(x;) = x; i p?(x;) = (=1)'a;. Ostale sopstvene vrednosti su dvo-
struke. Za k=1,2,...,m — 1 svakoj sopstvenoj vrednosti Ay odgovara jedna
sopstvena funkcija %) (x;) = sin(2kmz;) i jedna pridruzena funkcija p®*= (z;) =

= z; cos(2kmx;), tako da su ispunjene jednakosti (26).

Sopstvene vrednosti i sopstvene - pridruzene funkcije osnovnog spektralnog zadatka
su pregledno date u slede¢im tabelama.

n neparno n parno \
k=0: )\OZO, [L(O)(l‘j):.fj k=0: )\0:0, IU(O)(ZEJ‘):.Z']' ‘
E=1,2,....,(n—1)/2 k=1,2,....,n/2—1 |
4 km 4 km
)\k = ﬁSln2 (7) )\k = ESIIF (7)
o 2wk . (27mkj
p®(z;) = sin ( . ) p®(z;) = sin ( " )
Ay = Dy (1)
n/2 — ﬁnu (xl) - (_ ) L

Tabela 1. Sopstvene vrednosti i sopstvene funkcije diferencijske sheme osnovnog
astmetricnog spektralnog zadatka.

n neparno n parno

k=1,2,....(n—1)/2 k=1,2,...,n/2—1

4 9 km B 4 9 km
= gzsint () he= g ()
2mky 2
i) 5) = 5 cos ”kj> ¥ (z;) = cos mhJ )
n T

Tabela 2. PridruZene funkcije diferencijske sheme osnovnog asimetricnog spe-
ktralnog zadatka.

Dokaz Leme 6. Jednakosti (26) proveravaju se neposredno.

Za funkciju p9(z;) = z;, utackama i=1,2,...,n —1 imamo
Tip1 — 2% + T
—()gzs = — % =0=0-p(z,)

Osim toga, za ¢ = n imamo
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2

—E((M(O))x,o - (H(O))fe,n) = 1

2 1 — Tg Tp — Tn—1
— =0=0-u9x,
( h h > ()

Dakle, vrednost Ay je sopstvena vrednost operatora A, kojoj odgovara sopstvena
funkcija  p0(z;) = z;

Proverimo dalje, da “mrezne” funkcije (funkcije definisane u ¢vorovima mreze in-
tervala [0, 1]),
p® (x;) = sin(2kma;), k=1,2,...,m

predstavljaju sopstvene funkcije operatora (25).
Zaista, za i =1,2,...,n —1 dobijamo

1
— () g = —3 sin(2km(x; + h)) — 2sin(2knx;) + sin(2knw (z; — h))] =

1r. . 2km(x;+h+x;—h)  2km(x;+h—x;+ h)
= 72 2sin 5 cos 5

-2 sin(?kwxi)} =

1
=13 [2 sin(2kmx;) cos(2kmwh) — 2 Sin(Qk?Wxi)} =

_ —% [2sin(2kma;) (cos(2kmh) — 1)| =

1-— COS(Q/CT(’h):| _

Lr .
=73 [4 sin(2kmx;) 5

4
=73 sin?(kmh) sin(2krz;) = e (7).
Dalje, proverimo da li su zadovoljeni grani¢ni uslovi.
2
2 (2R (2k) _
[ )

M x,0 — (,U/ zn| —

2 [Sin(2k:7rh) —sin(2km - 0)  sin(2k7 - 1) —sin(2k7(1 — h))

h h h
2 [sin(kah) N sin(2k7(1 — h))} B
h h h B
4 2 11— 2 -1
- [sm k7r(h—42— h) cos km(h . + h)] _
4
- h2 - Ak/ﬁ@m (zn).
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Proverimo sada da za k =1,2,...,m “mrezne” funkcije

p =D () = a; cos(2kmx;) predstavljaju pridruzene funkcije operatora (25),
gdeje A=Ay 1 p=pp #0

Za funkciju z; = x; cos(2kmz;), i=1,2,...,m imamo
—Zzzi —

_ 1 [(x, + h) cos(2km(z; + h)) — 2x; cos(2kmx;) + (x; — h) cos(2km(z; — h))}

12
1 2km - 2x; 2kt - 2h
= 72 [xz (2 CoS 5 CoS 5 > +
. 2km - 2x; . 2km-2h
+h< — 2sin h sin ; > —2x; cos(2k7r;ri)}
1
=73 [2% cos(2kmx;) cos(2kmh) — 2h sin(2kmx;) sin(2kwh) — 2x; cos(2k7r:ri)}
1
=" [ — 2x; cos(2kmz;) (1 — cos(2kmh)) — 2h sin(2kmx;) Sin(QkWh)}
1
= [ — 4a; cos(2kma;) sin?(kwh) — 2h sin(2k7x;) Sin(2k7rh)]

2sin(2k7h)

4
=3 sin®(kwh)x; cos(2kmx;) + sin(2kmx;)

= et () + pep® (),

2sin(2kmh)

odakle se vidi da je p, = -

Sledi da vazi
—( D)z i = Ao (@) + pu® (),
7a 22172,,71_1

Za 1 = n imamo

_ g(hcos(anrh) — 0 cos(2km) — (1 — h) cos(2km(1 — h)))

T h h h
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1 — (1 — h)(cos(2km) cos(2kmh) + sin(2k) sin(?knrh)))

2
=-z ( cos(2kmh) — ;

1—(1-nh) cos(2/<;7rh)>

2
=3 ( cos(2kmh) — .

1 — cos(2kmh)

2
=-3 ( cos(2kmh) — .

— cos(2k7rh)> =

g( 1= cos(2k:7rh)>
h h '
Konac¢no dobijamo

2 1-— 2kmh 4
_E<Z‘T’O — Zz0) — A\kZn = Q%W) ~ 72 sin?(k7h) cos(2kT) =

4 4
=73 sin?(kmh) — s sin?(kmh) = 0.

Dokaz Leme 7. se izvodi analogno.

Napomena: Moze se pokazati da sistem sopstvenih i pridruzenih funkcija
{ u(k) Z;é ¢ini bazu u n- dimenzionom linearnom prostoru Hj koji se sastoji od

vektora y = (Yo, Y1, .-, yn)’ gde je yo = 0.

Za n neparno i m = (n — 1)/2 uvedimo matricu

M = [M(O)Mla s mum]a

¢ije su kolone sopstveni i pridruzeni vektori matrice operatora A.

Ovde je u® sopstveni vektor koji odgovara sopstvenoj vrednosti \g = 0, a
je matrica sa dve kolone,

M = [M(zk_l)M(Zk)]v k= 17 27 s, M,

l l
W0 = GO OV, 1=1,2, 1,

MozZemo posmatrati matricu M kao linearni operator koji deluje na Hy,. To je tzv.
bazna matrica. Jednakosti (26) se mogu zapisati u matricnom obliku

AM = MJ,

gde je A matrica operatora (25) i
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J blok - dijagonalna matrica,
J = d@'ag[Jo, Jl, ceey Jm]

sa blokovima

J0:07 Jk:|:)\k O:|a

Pk Ak

Za n parno uvedimo matrice
M = [pOpy .. g ),
J = diag[Jo, J17 ey Jm, Jn/g],

gde je Jpo = Ay i 12 sopstveni vektor matrice A koji odgovara sopstvenoj
vrednosti A, .

Na snazi je i dalje matri¢na jednakost AM = M J.
Zbog Napomene, matrica M ! postoji pa je
A=MJM™.
Poznato je da spektar operatora ¢ine sopstvene vrednosti. Odredimo donju i gornju

granicu spektra naseg operatora A.

Primer: U sluc¢aju n = 4 imamo

1 x1co8(2mry) ( ) ( )
Ty Tocos(2mxy) sin(2mxy) o cos(dmas)
r3 w3cos(2mrs) ( ) ( )
Ty x4008(2mTy) ( ) ( )

2 =ih = z;=0.25i, i=1,2,3,4

025 0 1 —0.25
05 —-05 0 0.5

075 0 -1 —-0.75
1 1 0 1

M =
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Matrica J = M~tAM je

0O 0 00

g i 0 2 00

h2 1 0 05 2 0

0 0 0 4

9 4 0.5
odakle vidimo da A\; = =i 32( = ﬁsm2 (g)) 1p; = Eh 8( = 2cos <%>\/3_2>
Lema 8. VaZe ocene
2 2

N> — A< —
Tl VIoR 1—VI-n2

4
Dokaz: Pokazano je da su A\, = o sin?(kwh) sopstvene vrednosti operatora A.

4
Zak=1je \ = ﬁsnﬂ(wh).

Zato je prva od nejednakosti koju treba dokazati ekvivalentna nejednakosti

1 sin®(rh) > 2
— sin®(7 _—
h? T 141 —h?

h2
sin®(mh) > ,
2 v
W21 — VI 1?)

-2 >

sin®(mh) > 2T 147

1 — cos(27h) - 1—+vV1—h?

2 - 2 ’
(27) cos(2mh) < V1 — h2.

Za n neparno i m = (n —1)/2 imamo

(jer je sin (g - a) = cos(a) za a € [0, E])
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Druga nejednakost koju treba dokazati ekvivalentna je nejednakosti

icos2 (%h> < 1_\/%,

L mhy _ R2(1+ VI = 1?)
7)<
o8 ( )- 21— 1+h2) ’

1 + cos(mh) < 1++V1—h?
2 - 2 ’

(28) cos(mh) < V1 — h2.

Ne umanjujuci opstost, mozemo smatrati da je h < % (da bi mreza wj imala vise
od jedne tacke, odnosno @y, vise od tri).

Tada je 2rh < m, 2mh > wh, cos(2wh) < cos(wh).

Zbog toga (27) sledi iz (28) pa je za potpun dokaz leme dovoljno proveriti nejed-
nakost (28).

Kvadrirajuéi (28) dolazimo do
cos’(mh) <1 —h?,
1 —sin?(7h) <1 — R,

(29) sin(wh) > h%

1
AkOJeh<§ onda je §g

wh
) x
] vazi nejednakost sinx > —

Primetimo da za x € [
T

wm

2

181

161

14r

1.2r

1b

0.8

061

0.4r

0.2r

0)

0 0.5 1 15 2 25 3 3.5

) . 2x . T . . x?
Posto su sinxz i — veéi od nule za x € [O, 5} imamo sin?z > —- Umesto x
T T
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stavimo mwh. Sledi da vazi nejednakost

(30) sin®(wh) >

Nejednakost (29) sledi iz (30).

(30) = (29) = (28)

4
Dakle, sopstvene vrednosti A\, = e sin®(kmh) su zbog

™

on =

0 < rh < krh < mrh = =

b | 3

T
T— == —
n 2

poredane u rastuc¢em poretku u kome su nam na osnovu prethodne leme poznate
donja i gornja granica

2 VI DI L O 2

1+vV1I—h2 " TV R
: . o . : 1 . 7r ..
Donja ocena se moze i preciznije odrediti ako je, h < T Na intervalu [0, Z] funkcija

sinx se nalazi izmedu prave koja prolazi kroz tacke (O, 0) i <%, 7) i prave ,

24/2
—\/_.rgsinng

T
22 < sin x
T x

1 2 1 2 2
Alzisin%h:zl(smﬂh) :47{2(51“”) 247#.(%) —32.
h? h mh T

Vidimo da su sve sopstvene vrednosti osnovnog asimetri¢nog spektralnog zadatka
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veée od 32.

Iz asimptotskog razvoja sinusne funkcije, za fiksno k, sledi

Ang  4sin®(krh) _ (sin(lmrh))2 _ (1 B l(lmh)Q +0(k4h4)>2 _

N h2(2km)? krh 3!
1
=1- g(lmrh)2 + o(k®h®) — 1 ako kh — 0.
-1 1
Specijalno, za n neparnoi m = n , h=—,
2 n
4 . ,/(n—=1)hr 1 . ,/m wh mh
o7 ()t (Gog) are?(3)
Am 4<n — 1)27r2 (n —1)*n? h? (1 — h)?n? w2’
2 4
kada h — 0.

Mozemo da zaklju¢imo sledeée. Kontinualni problem (8),(17) sa pridruzenim
problemom (22) ima prebrojivo mnogo sopstvenih vrednosti i sopstvenih-pridruzenih
funkcija. Njegova diskretna aproksimacija konac¢nim razlikama ima ih konacno
mnogo, tacnije (n — 1) gde je (n + 1) broj ¢vorova mreze diferencijske sheme.
Stoga, diferencijskom shemom odredujemo aproksimacije prvih (n — 1) sopstvenih
vrednosti i sopstvenih - pridruzenih funkcija pri ¢emu je aproksimacija sopstvene
vrednosti losija ukoliko je k£ vece. Smanjivanjem koraka h , tj. pove¢avanjem broja
¢vorova, dobijaju se aproksimacije veéeg broja sopstvenih vrednosti, kao i veca
tacnost aproksimacije onih sa nizim indeksom k.
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Zakljucak

U ovom radu predstavljeno je nekoliko grani¢nih problema sopstvenih vrednosti
i metod konacnih razlika kojom se ti problemi mogu resiti. U slucaju kada trazena
sopstvena funkcija u ili njen izvod u’ na krajevima intervala zadovoljavaju homo-
gene uslove (a to su, redom, Dirihleov i Nojmanov problem), resavanje problema
je vrlo jednostavno. Diferencijalni operator L koji odgovara jednacini ima dobre
osobine; samokonjugovan je i pozitivno definitan. Za takve operatore vazi da su im
sopstvene vrednosti realne i pozitivne i da su za razlicite sopstvene vrednosti odgo-
varajudi sopstveni vektori uzajamno ortogonalni.(v. [6]). Medutim, veé pri posta-
vljanju Robinovih grani¢nih uslova, ne mozemo naci sopstvene vrednosti analitickim
putem. Pojavljuju se nelinearne jednacine za ¢ije reSavanje numericka matematika
nudi razne metode. I dok je u klasicnoj matematici osnovni cilj utvrditi pod kojim
uslovima postoji resenje nekog zadatka i koje su osobine tog resenja, zadatak nu-
mericke matematike jeste efektivno nalazenje resenja sa zadatom tacnoscéu. Na taj
nacin numericka matematika zajedno sa razvijenom rac¢unarskom tehnikom postaje
sredstvo kojim se ostvaruje cilj klasicne matematike.

U slucaju kada operator nije obavezno samokonjugovan i pozitivan, pokazano
je da mozemo dobiti i negativnu sopstvenu vrednost. Nedostatak ortogonalnosti
(samim tim i ortonormiranosti) sistema sopstvenih funkcija pri razmatranju asime-
tricnih zadataka je otklonjiv, u smislu da se moze dopuniti pridruzenim funkcijama
¢ime dolazimo do pojma biortonormiranosti. Sada svaka sopstvena vrednost ima
odgovarajuéu sopstvenu i pridruzenu funkciju. Vazna osobina Hilbertovog prostora
L5(0,1), da se svaka funkcija f € Ly(0, 1) moze razviti u Furijeov red po potpunom
ortonormiranom sistemu funkcija u Ly(0, 1), vazi i za biortonormiran sistem.

Opisana i primenjena metoda konac¢nih razlika na asimetricnom zadatku moze
se smatrati reprezentativnom metodom. Dobijene su takode donja i gornja ocena
za sopstvene vrednosti ovog zadatka. Dalji rad bi se mogao odnositi i na primenu
nekih drugih numerickih metoda (konaé¢nih elemenata, varijacionih metoda...), kao
i na uporedivanju rezultata.
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