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Naslov: Statistika Selmerovih grupa u familiji eliptiqkih krivih pridru-
�enih kongruentnim brojevima

Rezime: Prvi deo disertacije se bavi skupovima zbirova hA = {a1 + · · ·+ ah ∈
Zd : a1, . . . , ah ∈ A}, gde je A konaqni skup u Zd. Poznato je da postoji konstanta
h0 ∈ N i polinom pA(X) takav da je pA(h) = |hA| za h ⩾ h0. Me�utim, malo se zna
o polinomu, kao i o konstanti h0. Konus CA nad skupom A sadr�i informacije
o hA, za svako h ∈ N. Kada skup A ima d + 2 elementa, mogu se eksplicitno
opisati polinom pA i konstanta h0. Kada A ima d+3 elementa, nalazi se gor�e
ograniqe�e za broj elemenata skupa hA.

Drugi deo disertacije se bavi Selmerovim grupama u familiji eliptiqkih
krivih pridru�enih kongruentnim brojevima. Beskvadratan prirodan broj n je
kongruentan ako i samo ako postoji pravougli trougao sa celobrojnim du�inama
stranica qija povrxina je n. Poznato je da je prirodan broj n kongruentan
ako i samo ako je rang eliptiqke krive En : y2 = x3 − n2x kao algebarske
grupe razliqit od nule. Selmerove grupe pridru�ene izogenijama eliptiqkih
krivih En su zanim	ive, jer �ihov rang nije ma�i od ranga krive En, pa kada
je rang Selmerovih grupa nula, tada je i rang krive En jednak nuli. Elementi
Selmerovih grupa se mogu predstaviti kao particije odre�enog grafa, pa se na
taj naqin mo�e na�i distribucija ranga Selmerovih grupa.
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h0 ∈ N and a polynomial pA(X) such that pA(h) = |hA| for h ⩾ h0. However, little is
known of polynomial pA and constant h0. Cone CA over the set A contains information
about hA, for all h ∈ N. When A has d + 2 elements, polynomial pA and constant
h0 can be explicitly described. When A has d+ 3 elements, an upper bound is found
for the number of elements of hA.

Second part of dissertation examines Selmer groups of elliptic curves in the con-
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Uvod

Teza je pode	ena na dve celine. Prvi deo je posve�en teoriji Hovanskog i teoriji
Erharta, dok je drugi posve�en Selmerovim grupama na eliptiqkoj krivoj. U
drugom delu �e se staviti naglasak na vezu izme�u Selmerovih grupa i odre�enih
grafova.

Teza je pode	ena na osam glava i ima slede�u strukturu. Prva glava uvodi
osnovne pojmove iz teorije Erharta, i prikazuje dokaz va�ne teoreme iz [E].
U drugoj glavi se uvode osnovni pojmovi aditivne kombinatorike i teorije
Hovanskog, i prikazuje se va�an rezultat iz [Kh]: Za konaqan skup A ⊂ Zd
postoje polinom pA(X) i konstanta h0 ∈ N takvi da je |hA| = pA(h) za h ⩾ h0. U
tre�oj glavi se prime�uju tehnike iz Erhartove teorije na teoriju Hovanskog,
pri qemu se dobijaju eksplicitan polinom pA(X) i konstante h0 za skupove
A ⊂ Zd sa d+ 2 elementa.

U qetvrtoj i petoj glavi su prikazani originalni rezultati. U qetvrtoj
glavi dat je alternativni naqin prebrojava�a broja elemenata hA, kada je A ⊂
Zd skup sa d + 2 elemenata, kao i uopxte�e rezultata iz [CG]. U petoj glavi
je za skup A ⊂ Zd sa d + 3 elementa i simplicijalnim konveksnim omotaqem,
tehnikom iz tre�e glave dato gor�e ograniqe�e za broj elemenata skupa hA za
dovo	no veliko h.

Xesta glava pripada drugoj celini, i uvodi kongruentne brojeve, eliptiqke
krive, i vezu izme�u �ih. U sedmoj glavi je prikazan rad [F] koji uvodi vezu
izme�u problema kongruentnih brojeva, L funkcija na eliptiqkim krivama
opisanih jednaqinama En : y2 = x3 − n2x, i Selmerovih grupa pridru�enih
izogenijama na tim krivama. On je motivisao da	e istra�iva�e Selmerovih
grupa pomo�u teorije grafova (na primer u [FJ], [F], [FX], [HB1], [HB2], [JO]).

U osmoj glavi je prikazan originalni rezultat. Rangovi dve Selmerove
grupe na eliptiqkoj krivoj En se mogu izraziti preko ranga Laplasove matrice
odre�enog grafa, qiji skupovi temena i ivica zavise od prostih faktora broja
n i Le�androvih simbola izme�u prostih faktora broja n. Nala�e�em vero-
vatno�e da prirodan broj n ima ne samo odgovaraju�i broj prostih faktora,
ve� i odgovaraju�e Le�androve simbole izme�u �ih, mo�e se na�i distribucija
rangova Selmerovih grupa na eliptiqkim krivama iz familije En.
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Glava 1

Erhartova teorija

1.1 Osnovni pojmovi

Jedan od problema u teoriji brojeva je prebrojava�e celobrojnih taqaka nekog
politopa. K	uqan doprinos u tom smeru je rad [E], koji je indukovao tehnike
prime�ene ne samo u ovoj oblasti, ve� i u teoriji Hovanskog.

Definicija 1.1.1. Konveksni omotaq konaqnog skupa taqakaA = {a1, . . . , ak} ⊂
Rd je najma�i konveksni skup koji sadr�i skup A. Drugim reqima, to je skup

∆A := {λ1a1 + · · ·+ λkak ∈ Rd : λ1, . . . , λk ⩾ 0 , λ1 + · · ·+ λk = 1}.

Skup ∆A se tako�e zove konveksni politop. Konveksni politop je celobrojni
ako su koordinate svakog �egovog temena celi brojevi.

Neka je P celobrojni, konveksni politop u Rd, i neka je pP(t) := |t · P ∩ Zd|
broj celobrojnih taqaka u t · P = {tv ∈ Rd : v ∈ P} za pozitivan celi broj t.
U ovoj glavi �e biti dokazano da je pP(t) polinom po t, zbog qega se pP(t) zove
Erhartov polinom.

Definicija 1.1.2. (Usmereni) konus u Rd je skup oblika

C := {v + λ1w1 + · · ·+ λkwk ∈ Rd : λ1, . . . , λk ∈ R, λ1, . . . , λk ⩾ 0},

pri qemu su vektori v, w1, . . . , wk takvi da postoji hiperravan H takva da je
H ∩ C = {v} (drugim reqima, konus C je sadr�an u jednom poluprostoru koji je
odre�en sa H).

Vektor v je vrh konusa C, dok su vektori w1, . . . , wk generatori konusa C.
Dimenzija konusa C je dimenzija afinog prostora razapetog generatorima konu-
sa. Konus C ⊂ Rd je simplicijalni konus ako ima taqno d linearno nezavisnih
generatora.
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GLAVA 1. ERHARTOVA TEORIJA

Ako su v, w1, . . . , wk ∈ Zd, tada se za skup

{v + λ1w1 + · · ·+ λkwk ∈ Zd : λ1, . . . , λk ∈ Z⩾0}

ka�e da je celobrojni konus.

Konusi su bitni iz mnogo razloga. Jedan od �ih je xto se mogu konstruisati
konusi nad konveksnim politopima. Neka je P ⊂ Rd konveksni politop sa
temenima v1, . . . , vk. Vektori v1, . . . , vk se mogu ,,podi�i" u Rd+1 tako xto se
doda 1 kao posled�a koordinata:

ṽ1 = (v1, 1), . . . , ṽk = (vk, 1).

Sada se mo�e konstruisati konus nad politopom P kao

CP := {λ1ṽ1 + · · ·+ λkṽk ∈ Rd+1 : λ1, . . . , λk ∈ R⩾0} ⊂ Rd+1.

Va�an alat u prebrojava�u celobrojnih taqaka u politopu je generatorni
red skupa. Neka je S ⊂ Rd neprazan skup. Tada se generatorna funkcija skupa
S definixe kao formalni red

σS(z) = σS(z1, . . . , zd) :=
∑

x∈S∩Zd

zx ∈ Z[[z1, . . . , zd]],

pri qemu se pod zx podrazumeva zx11 . . . zxdd za x = (x1, . . . , xd) ∈ S ∩ Zd. Neka je C
simplicijalni konus sa generatorima v1, . . . , vd. Tada se definixe fundamen-
talni paralelepiped kao

Π := {λ1v1 + · · ·+ λdvd ∈ Rd : 0 ⩽ λ1, . . . , λd < 1}.

Teorema 1.1.3. Neka je

C = {λ1v1 + · · ·+ λdvd ∈ Rd : λ1, . . . , λd ⩾ 0}

simplicijalni konus sa generatorima v1, . . . , vd ∈ Zd. Generatorna funkcija
σv+C konusa v+ C sa vrhom v ∈ Rd mo�e se izraziti preko generatorne funkcije
σv+Π

σv+C(z) =
σv+Π(z)

(1− zv1) . . . (1− zvd)
,

gde je Π fundamentalni paralelepiped za C.

Dokaz. U generatornom redu σv+C(z), svaka celobrojna taqka m ∈ (v + C) ∩ Zd
doprinosi zm. Celobrojne taqke m se mogu zapisati kao

m = v + λ1v1 + · · ·+ λdvd

4



1.2. ERHARTOVA TEOREMA

za neke realne brojeve λ1, . . . , λd ⩾ 0. Poxto v1, . . . , vd qine bazu Rd, ovaj zapis
taqke m je jedinstven. Svako λk se mo�e zapisati kao zbir celog i razlom	enog
dela: λk = [λk] + {λk}. Sada je

m = v + ({λ1}v1 + · · ·+ {λd}vd) + [λ1]v1 + · · ·+ [λd]vd,

a poxto je 0 ⩽ {λk} < 1, vektor

p := v + {λ1}v1 + · · ·+ {λd}vd
pripada v +Π. Xtavixe, vektor p je element Zd, jer su to i m i [λk]vk. Dakle,
svaki vektor m ∈ (v + C) ∩ Zd se mo�e na jedinstven naqin zapisati kao

m = p+ k1v1 + · · ·+ kdvd (1.1)

za neko p ∈ (v +Π) ∩ Zd i neke cele brojeve k1, . . . , kd ⩾ 0. Sa druge strane,

σv+Π(z)

(1− zv1) . . . (1− zvd)
=

 ∑
p∈(v+Π)∩Zd

zp

(∑
k1⩾0

zk1v1

)
. . .

(∑
kd⩾0

zkdvd

)

Kada se izmno�e sabirci, proseqan eksponent �e izgledati kao (1.1). □

Konus v+C je poploqan translatima v+Π, zbog qega se generatorna funkcija
za v+C mo�e izraziti preko generatorne funkcije za v+Π. Mogu�nost ovakvog
poploqava�a konusa kopijama fundamentalnog domena je jedan od razloga zaxto
je lakxe raditi sa konusima umesto sa politopima. Poxto svaki konus ima
triangulaciju na simplicijalne konuse, i poxto je presek dva simplicijalna
konusa u trijangulaciji opet simplicijalni konus, va�i slede�a teorema:

Teorema 1.1.4. Za bilo koji usmereni konus

C = {v + λ1v1 + · · ·+ λkvk ∈ Rd : λ1, . . . , λk ⩾ 0}
sa v ∈ Rd i v1, . . . , vk ∈ Zd funkcija σC(z) je racionalna funkcija po z1, . . . , zd.

1.2 Erhartova teorema

Teorema 1.2.1. [E, glava 3, teorema 3.3] Ako je P celobrojni konveksni politop
u Rd, tada je pP(t) polinom po t.

Za dokaz teoreme bi�e neophodna slede�a lema:
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GLAVA 1. ERHARTOVA TEORIJA

Lema 1.2.2. Neka su f, g : Z → Z. Ako je∑
t⩾0

f(t)zt =
g(z)

(1− z)d+1
,

tada je f polinom stepena d ako i samo ako je g polinom stepena ⩽ d i g(1) ̸= 0.

Definicija 1.2.3. Triangulacija konveksnog d-politopa P je konaqna kolek-
cija T koja sadr�i d-simplekse sa slede�im svojstvima:

� P =
⋃

∆∈T ∆.

� Za sve ∆1,∆2 ∈ T , presek ∆1 ∩∆2 je strana i ∆1 i ∆2.

Politop P se mo�e triangulisati bez dodava�a novih temena ako postoji tri-
angulacija T politopa P takva da su temena bilo kog ∆ ∈ T tako�e temena
P .

Mo�e se dokazati da se svaki konveksni politop mo�e triangulisati bez
dodava�a temena ([BR, glava 3, teorema 3.1]). Tvr�e�e izgleda intuitivno jasno,
ali nije trivijalno da se doka�e.

Kao xto se politopi triangulixu na simplekse, tako se konusi triangulixu
na simplicijalne konuse.

Definicija 1.2.4. Kolekcija T simplicijalnih konusa jetriangulacija konu-
-sa C ako va�i

� C =
⋃

K∈T K.

� Za bilo koje K1,K2 ∈ T , presek K1 ∩ K2 je strana i K1 i K2.

Konus C ⊂ Rd je mogu�e triangulisati na simplicijalne konuse bez novih
generatora ako postoji triangulacija T od C takva da su generatori bilo kog
K ∈ T tako�e generatori C.

Kao i konveksni politopi, svaki usmereni konus se mo�e triangulisati bez
novih generatora ([BR, glava 3, Teorema 3.2]).

Dokaz teoreme 1.2.1. Neka je sada P konveksni politop, i CP konus nad P .
Mo�e se videti da je presek konusa i hiperravni xd+1 = 1 kopija politopa P .
Xtavixe, presek hiperravni xd+1 = t i konusa je kopija raxire�a t · P . Konus
CP je prema tome veoma koristan, jer postoji veza izme�u generatorne funkcije
σCP i generatornih funkcija σt·P raxire�a politopa P :

6



1.2. ERHARTOVA TEOREMA

σCP (z1, . . . , zd+1) = 1 + σP(z1, . . . , zd)zd+1 + σ2P(z1, . . . , zd)z
2
d+1 + . . .

= 1 +
∑
t⩾1

σt·P(z1, . . . , zd)z
t
d+1.

Poxto je σP(1, . . . , 1) = |P ∩ Zd|, va�i da je

σCP (1, . . . , 1, zd+1) = 1 +
∑
t⩾1

σt·P(1, . . . , 1)z
t
d+1 = 1 +

∑
t⩾1

|t · P ∩ Zd|ztd+1. (1.2)

Za konveksni politop P korisno je definisati red

EhrP(z) := 1 +
∑
t⩾1

pP(t)z
t ∈ Z[[z]],

koji se naziva Erhartov red za politop P . Po lemi 1.2.2 i jednakosti (1.2),
dovo	no je pokazati da je

EhrP(z) =
g(z)

(1− z)d+1

za neki polinom g sa celobrojnim koeficijentima stepena najvixe d za koji je
g(1) ̸= 0. Tako�e, svaki politop se mo�e triangulisati bez dodava�a temena,
pa je dovo	no dokazati teoremu kada je P d-simpleks sa celobrojnim temenima.
Po teoremi 1.1.3, σCP se mo�e izraziti preko σΠ, gde je Π fundamentalni domen
konusa CP :

σCP (z1, . . . , zd+1) =
σΠ(z1, . . . , zd+1)

(1− zṽ1) . . . (1− zṽd+1)
,

gde je z = (z1, . . . , zd+1). Poxto je paralelepiped ograniqen, σΠ je polinom po
z1, . . . , zd+1. Prvo, d+1-va koordinata bilo koje taqke u Π jednaka je λ1+· · ·+λd za
0 ⩽ λi < 1 jer je d+1-va koordinata ṽi jednaka 1. Prema tome, d+1-va koordinata
proizvo	ne taqke u Π je ma�a od d+1, pa ako je ta koordinata ceo broj, ona mo�e
biti najvixe d. Prema tome, zd+1-stepen polinoma σΠ(1, . . . , 1, zd+1) je najvixe
d. Tako�e, σΠ(1, . . . , 1, 1) = |Π ∩ Zd+1| ≠ 0, jer koordinatni poqetak pripada Π.

Kada se uvrsti z1 = · · · = zd = 1 u zṽi , dobija se z1d+1, odakle je

σCP (1, . . . , 1, zd+1) =
σΠ(1, . . . , 1, zd+1)

(1− zd+1)d+1
.

Leva strana jednakosti je po (1.2) jednaka EhrP(zd+1) = 1 +
∑

t⩾1 pP(t)z
t
d+1. □
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Glava 2

Teorema Hovanskog o skupovima

zbirova

2.1 Skupovi zbirova i diskretna geometrija

U ovoj glavi �e biti prikazano par rezultata iz aditivne kombinatorike. To
je oblast kombinatorike koja se izme�u ostalog bavi skupovima zbirova, koji se
definixu na slede�i naqin:

Definicija 2.1.1. Neka je G aditivna grupa, i neka su A i B podskupovi od
G. Tada je skup zbirova elemenata iz A i B definisan sa

A+B := {a+ b ∈ G : a ∈ A, b ∈ B}.

Posebno, skup A+ A+ · · ·+ A (h sabiraka) �e biti obele�en sa hA.

Za skupove zbirova se mogu postaviti pita�a slede�eg oblika: Koliko ele-
menata ima skup A+B? Ako se zna da je skup A+B male kardinalnosti, xta se
mo�e re�i o skupovima A i B? Da li se veliqina |A+B| mo�e izraziti preko
|A| i |B|? Oblast je relativno mlada, i �en razvoj je zapoqeo matematiqar E.
Semeredi. Jedan od korisnih alata pri istra�iva�u skupova zbirova je pojam
aditivne energije skupa koji je definisan sa

E+(A) :=
∣∣{(a1, a2, a3, a4) ∈ A4 : a1 + a2 = a3 + a4}

∣∣ .
Ako su a1, a2 i a3 fiksirani, tada postoji najvixe jedno a4 za koje je jednaqina

zadovo	ena i prema tome

|A|2 ⩽ E+(A) ⩽ |A|3.
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GLAVA 2. TEOREMA HOVANSKOG O SKUPOVIMA ZBIROVA

Skupovi za koje je |A+A| malo imaju veliku aditivnu energiju. Ovo se mo�e
videti na slede�i naqin: Ako se oznaqi fA(b) := |{(a1, a2) ∈ A2 : a1 + a2 = b}|,
svaki par elemenata a1 i a2 iz A uqestvuje u dekompoziciji taqno jednog elementa
A+ A, pa va�i

∑
b∈A+A fA(b) = |A|2. Po Koxi-Xvarcovoj nejednakosti va�i

E+(A) =
∑

b∈A+A

fA(b)
2 ⩾

(∑
b∈A+A fA(b)

)2
|A+ A|

=
|A|4

|A+ A|
.

Me�utim, ne va�i suprotno: za skupove velike aditivne energije skup zbirova
A + A ne mora biti mali. Jedan od k	uqnih rezultata ove oblasti je Balog-
Semeredi-Gauers teorema, koja se upravo odnosi na vezu izme�u aditivne energije
skupa A i veliqine skupa A + A. Naime, ako skup A ima veliku aditivnu
energiju, tada �e A imati podskup A′ velike kardinalnosti za koji je skup
razlika A′−A′ male veliqine. Jedna od kvantitativnih formulacija je slede�a:

Teorema 2.1.2. [Sch] Neka je A podskup aditivne grupe G takav da je E+(A) =
δ|A|3. Tada postoji A′ ⊂ A takav da je |A′| = Ω(δ|A|) i

|A′ − A′| = O(δ−4|A′|),

pri qemu asimptotska oznaka f(x) = Ω(g(x)) kada x→ ∞ znaqi da je lim supx→∞∣∣∣f(x)g(x)

∣∣∣ > 0. Drugim reqima, f(x) = Ω(g(x)) je negacija relacije f(x) = o(g(x)).

Snaga metoda aditivne kombinatorike je demonstrirana u dokazu Grin-Taove
teoreme u radu [GT] koja ka�e da se za svaki prirodan broj k mo�e na�i k prostih
brojeva koji su u aritmetiqkoj progresiji.

2.2 Teorema Hovanskog o skupovima zbirova

U ovom ode	ku �e biti prikazan va�an rezultat iz rada [Kh] u prouqava�u
skupova zbirova.

Teorema 2.2.1. [Kh]Neka jeG komutativna polugrupa. Ako suA iB proizvo	ni
konaqni podskupovi od G, tada postoji polinom pA,B(X) ∈ Q[X] takav da za
svaki dovo	no veliki prirodan broj N skup B +NA = {b+ a1 + · · ·+ aN ∈ G :
b ∈ B, a1, . . . , aN ∈ A} ima pA,B(N) elemenata. Stepen polinoma pA,B je ma�i od
broja elemenata skupa A.

Dokaz ove teoreme sledi iz slede�e opxtije teoreme:
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2.2. TEOREMA HOVANSKOG O SKUPOVIMA ZBIROVA

Teorema 2.2.2. Neka su G skup, B konaqan podskup od G. Da	e, neka je A =
{a1, . . . , am} skup odm komutiraju�ih preslikava�a skupa G na samog sebe. Tada
postoji polinom pA,B(X) ∈ Q[X] takav da skup B(N) =

⋃
1⩽ij⩽m

ai1 ◦ · · · ◦ aiN (B)

ima pA,B(N) elemenata.

Tako�e �e biti neophodna Hilbertova teorema koja �e biti navedena bez
dokaza:

Teorema 2.2.3. [Mu, teorema 6.21] Neka je A = K[X0, . . . , Xm] prsten polinoma
nad po	em K. Da	e, neka je A tako�e stepenovan prsten takav da su Xi elementi
stepena 1, i neka jeM =

⊕
nMn stepenovan A-modul konaqnog tipa. Tada postoje

polinom p(X) ∈ Q[X] i ceo broj n0 takvi da je dim(Mn) = p(n) za sve n > n0.

Dokaz teoreme 2.2.2. Neka su Gi kopije skupa G koje se ne seku, za i = 0, 1, . . .
Da	e, neka su πi : G→ Gi injektivna preslikava�a. Sa X �e se oznaqiti unija
X =

⋃
iGi, a sa L vektorski prostor svih linearnih preslikava�a L : X → C

koja su razliqita od nule samo na konaqnim skupovima. Vektorski prostor L je
generisan preslikava�ima

δx0(x) :=

{
1, za x = x0
0, za x ̸= x0,

za x0 ∈ X. Mo�e se definisati stepenova�e L =
⊕

k Lk: funkcija L ∈ L
pripada komponenti Lk stepena k ako se L anulira samo na skupu Gk. Tako�e, L
se mo�e videti kao graduisani modul nad prstenom C[X1, . . . , Xm]: za generator
Xi i element x ∈ X definixe se Xi · δx = δy, pri qemu je x = πj(g) za neko g ∈ G
i j ∈ N0, i y = πj+1(ai(g)). Ovo dejstvo mo�e se na jedinstven naqin proxiriti
na dejstvo C[X1, . . . , Xm] na L.

Neka je sada LB podmodul modula L generisan elementima δx, za sve elemente
oblika x = π0(b), b ∈ B. Komponenta LB stepena N je linearan omotaq skupa
svih preslikava�a oblika δx, za x = πN(g), g ∈ B(N). Dimenzija komponente
je jednaka broju elemenata skupa B(N). Primena Hilbertove teoreme (teorema
2.2.3) daje rezultat. □

Dokaz teoreme 2.2.1. Neka je G skup svih elemenata polugrupe G, neka je B
jednako B, i neka je A = {a1, . . . , am} skup preslikava�a oblika ai(g) = g + ai
koja odgovaraju elementima ai ∈ A. Tada je skup B(N) jednak B+NA, pa teorema
2.2.1 sledi iz teoreme 2.2.2. □

Posebno, ako je G = Zd, A ⊂ Zd konaqan podskup, i ako je B = {(0, . . . , 0)}
jednoqlan skup koji sadr�i samo koordinatni poqetak, tada iz teoreme 2.2.1
sledi da postoji konstanta h0 i polinom pA(X) ∈ Q[X] takav da je |hA| = pA(h)
za svaki prirodan broj h ⩾ h0.
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GLAVA 2. TEOREMA HOVANSKOG O SKUPOVIMA ZBIROVA

Pored kardinalnosti skupova zbirova, od interesa je i �ihova struktura,
koja je ma�e poznata od kardinalnosti. Neka je A ⊂ Zd konaqan skup, i neka su
∆A konveksni omotaq skupa A, qiji skup temena �e se obele�avati sa ex(∆A),
KA := {

∑
a∈A kaa : ka ∈ R⩾0 za sve a ∈ A}, LA := {

∑
a∈A xaa : xa ∈ Z za sve a ∈

A}, PA :=
⋃∞
h=1 hA i E(A) = KA ∩ LA \ PA. Mo�e se videti (na primer u radu

[GSW]) da za proizvo	no a0 ∈ A va�i

hA ⊂ (h∆A ∩ (ha0 + LA−A)) \

 ⋃
a∈ex(∆A)

(ha− E(a− A))

 (2.1)

za svaki prirodan broj h, pri qemu je A − A = {a − b ∈ Zd : a, b ∈ A}. Jedan
od problema u prouqava�u strukture skupova zbirova je pronala�e�e sluqajeva
kada u formuli (2.1) stoji jednakost. Pokazano je u radu [GS] da za svaki konaqan
skup A ⊂ Zd postoji prirodan broj h1 takav da u formuli (2.1) va�i jednakost
za sve prirodne brojeve h ⩾ h1.

U opxtem sluqaju, konstante h0 i h1, kao i polinom pA, nisu poznati, i do
nedavno nisu postojale efektivne procene za veliqinu h0 i h1. Me�utim, u
nedavno objav	enom radu [GSW] na�eno je efektivno gor�e ograniqe�e za h0
i h1 u opxtem sluqaju, xto je znaqajan doprinos u teoriji Hovanskog. Naime,
kada se definixe ω(A) := max

a1,a2∈A
|a1−a2|, tada je pokazano da va�e nejednakosti

h0 ⩽ (2|A|ω(A))(d+4)|A| i h1 ⩽ (d|A|ω(A))13d6 .

Upore�iva�e konstanti h0 i h1 je jedan od otvorenih problema u teoriji Hovanskog,
koji nije rexen ni u jednoj dimenziji d, i o kome se veoma malo zna. Pretpostav	a
se da va�i

h1 ⩽ h0 ⩽ d!Vol(∆). (2.2)

U dimenziji d = 1 je pokazano u radu [GSW] da za skup A ⊂ Z sa bar tri
elementa va�i h1, h0 ⩽ ω(A)− 1, ali se ne zna da li uvek va�i h1 ⩽ h0. Tako�e,
nije poznat kontraprimer nejednakosti (2.2) u dimenzijama d > 1, zbog qega
problem dokaziva�a te nejednakosti vredi razmatrati.
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Glava 3

Tehnike iz teorije Erharta

prime�ene na teoriju Hovanskog

3.1 Uvod

U prethodnoj glavi je pokazano da za skup A ⊂ Zd postoji polinom pA ∈ Q[X]
takav da je |hA| = pA(h) poqevxi od nekog prirodnog broja h0. Teorema u
prethodnoj glavi je dokazana na razliqite naqine, na primer u [L] je dat geomet{
rijski dokaz teoreme 2.2.1, dok je u [Na2] i [NR] dat qisto kombinatorni dokaz.

Me�utim, teorema 2.2.1 ne daje vrednosti koeficijenata polinoma pA, niti
odre�uje vrednost parametra h0. Trenutno je problem nala�e�a polinoma pA i
konstante h0 rexen samo u posebnim sluqajevima.

Nedavno je poseban sluqaj A ⊂ Z privukao pa��u ([GS],[GW],[Na2],[WCC]).
Skup A se mo�e translirati i raxiriti bez promene u ponaxa�u skupova
zbirova. Prema tome, mo�e se smatrati da je najma�i element skupa A jednak
nuli, a da je najve�i zajedniqki delilac elemenata iz A jednak jedinici. Mo�e
se dokazati da za svaki konaqan skup A ⊂ Z postoji konaqni skup E(A) takav da
je ⋃

h⩾0

hA = N \ E(A).

U radu [GW, teorema 1] je pokazano da kada se sa b obele�i najve�i element
skupa A, tada za sve h ⩾ b− |A|+ 2 va�i jednakost

hA = {0, 1, . . . , hb} \ (E(A) ∪ (bh− E(b− A))) , (3.1)

pri qemu se nejednakost h ⩾ b − |A| + 2 ne mo�e pobo	xati. Pomo�u formule
(3.1) se mo�e odrediti broj elemenata skupova hA ⊂ Z. Na primer, neka je
A = {0, a, b} ⊂ Z, pri qemu je 0 < a < b i (a, b) = 1. Iz [Sy] se mo�e videti da je

|E(A)| = 1

2
(a− 1)(b− 1). (3.2)
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GLAVA 3. TEHNIKE TEORIJE ERHARTA U TEORIJI HOVANSKOG

Poxto skup {0, a, 2a, . . . , (b−1)a} sadr�i sve ostatke modulo b, skup E je sadr�an
u skupu [0, ab), odakle je bh− E(b−A) ⊂ (bh− (b− a)b, bh]. Formule (3.1) i (3.2)
zajedno daju

|hA| = bh− 1

2
b2 +

3

2
b (3.3)

za svako h ⩾ b, jer su tada skupovi [0, ab) i (bh−(b−a)b, bh] disjunktni. Me�utim,
iz ovakvog dokaza se ne vidi da li postoji h ma�e od b za koje va�i (3.3). Ovo
pita�e je rexeno u radu [CG]. Kao poseban sluqaj naredne teoreme 3.1.3, dobija
se da je

|hA| =
{

1
2
h2 + 3

2
h+ 1, za 0 ⩽ h < b− 2

bh− 1
2
b2 + 3

2
b, za h ⩾ b− 2.

Jedna veza izme�u kardinalnosti skupa zbirova hA i Erhartovog polinoma
p∆A

je lako vid	iva. Naime, za konaqan skup A ⊂ Zd i prirodni broj h, svaki
element skupa hA pripada konveksnom omotaqu skupa {ha ∈ Zd : a ∈ A}. Zbog
toga va�i

Tvr�e�e 3.1.1. Za konaqni skup A ⊂ Zd i prirodni broj h va�i

|hA| ⩽ p∆A
(h).

Primer 3.1.2. Neka je A = {v1, . . . , vd+1} ⊂ Zd. Ako su vektori ṽ1, . . . , ṽd+1 ∈
Zd+1 linearno nezavisni, tada se za svaki prirodan broj h svaki element skupa
hA mo�e zapisati na jedinstven naqin kao zbir od h sabiraka izA (jedinstvenost
sledi iz linearne nezavisnosti). Prema tome, broj elemenata skupa hA jednak
je
(
h+d
d

)
.

U ovoj glavi �e biti odre�en broj elemenata skupa hA kada skup A ima d+ 2
elemenata, A−A generixe Zd i konveksni omotaq skupa A je d-simpleks. Drugim
reqima, bi�e dokazana slede�a teorema:

Teorema 3.1.3. [CG] Neka je A ⊂ Zd skup sa d + 2 elementa takav da A − A
generixe Zd, qiji konveksni omotaq je d-simpleks. Tada je

|hA| =
(
h+ d+ 1

d+ 1

)
, ako je 0 ⩽ h < Vol(∆A)d!− d− 1

|hA| =
(
h+ d+ 1

d+ 1

)
−
(
h− Vol(∆A)d! + d+ 1

d+ 1

)
, ako je h ⩾ Vol(∆A)d!− d− 1.
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3.2. DOKAZ TEOREME 3.1.3

Dokaz ove teoreme je sliqan dokazu Erhartove teoreme: umesto posmatra�a
svakog hA pojedinaqno, svi hA se utope u vixedimenzioni prostor, i prouqava
se objekat koji se dobije na taj naqin (taj objekat se zove konus nad skupom A).
Za vektor v = (a1, . . . , ad) ∈ Zd definixe se podiza�e ṽ = (a1, . . . , ad, 1) ∈ Zd+1.
Za vektor v = (a1, . . . , ad) ∈ Zd i h ∈ N, pixe se (v, h) umesto (a1, . . . , ad, h), pri
qemu se h naziva visinom vektora (v, h) (visina vektora a = (a1, . . . , ad, h) ∈
Zd+1 se obele�ava sa height(a) = h). Podse�a�a radi, navodi se definicija
(celobrojnog) konusa nad skupom A:

Definicija 3.1.4. Neka je A = {a1, . . . , ak} ⊂ Zd. Celobrojni konus nad skupom
A je

CA := spanN(ã1, . . . , ãk) = {n1ã1 + · · ·+ nkãk ∈ Zd+1 : n1, . . . , nk ∈ N0}.

Konusu CA se pridru�uje generatorni red CA(t) ∈ Q[[t]]:

CA(t) :=
∑
a∈CA

theight(a).

Sa ∆A �e biti obele�en konveksni omotaq skupa A. Ukoliko se ne navede
drugaqije, svi konusi su nada	e celobrojni.

3.2 Dokaz teoreme 3.1.3

Neka su v1, . . . , vd+1 temena ∆A, i neka je, bez uma�e�a opxtosti, d+2-gi element
skupa A upravo 0. Neka su Λ := spanZ(ṽ1, . . . , ṽd+1) i Λ+ := spanN(ṽ1, . . . , ṽd+1).
Opxte je poznato da se Zd+1/Λ mo�e poistovetiti sa skupom celobrojnih taqaka
fundamentalnog domena Λ, i da je broj celobrojnih taqaka u fundamentalnom
domenu za Λ jednak determinanti qije su kolone ṽi. (Ovo se mo�e videti u [Na1,
glava 6, ode	ak 1]). Prema tome, va�i

|Zd+1/Λ| = Vol(∆A) · d!.

Poxto A−A generixe Zd, svi vektori (0,m) sa 0 ⩽ m < Vol(∆A)·d! su razliqiti
modulo Λ, pa je

CA =

Vol(∆A)·d!−1⊔
m=0

(
(0,m) + Λ+

)
.

Odavde sledi
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GLAVA 3. TEHNIKE TEORIJE ERHARTA U TEORIJI HOVANSKOG

CA(t) =
1 + t+ · · ·+ tVol(∆A)·d!−1

(1− t)d+1
=

1− tVol(∆A)·d!

(1− t)d+2
.

Ovde se mo�e primetiti da je

1

(1− t)d+2
=
∑
h⩾0

(
h+ d+ 1

h

)
th =

∑
h⩾0

(
h+ d+ 1

d+ 1

)
th,

dok je

tVol(∆A)·d!

(1− t)d+2
=
∑
h⩾0

(
h+ d+ 1

d+ 1

)
th+Vol(∆A)·d! =

∑
h⩾Vol(∆A)·d!

(
h− Vol(∆A) · d! + d+ 1

d+ 1

)
th.

Odavde sledi teorema.
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Glava 4

Skup zbirova za skupove A ⊂ Zd
sa d + 2 elementa

4.1 Uvod

Neka je A ⊂ Zd. Sa ∆A �e biti obele�en konveksni omotaq skupa A. Nula vektor
�e biti obele�en sa 0 = (0, . . . , 0) ∈ Zd.

U ovoj glavi �e biti prikazan prvi rezultat iz rada [V2], gde se daje alterna-
tivan dokaz teoreme [CG, teorema 1.2].

Teorema 4.1.1. [V2, teorema 1.3] Neka je A ⊂ Zd skup sa d + 2 elementa takav
da A− A generixe Zd. Tada je

|hA| =
(
h+ d+ 1

d+ 1

)
, za 1 ⩽ h < Vol(∆A)d!

i

|hA| =
(
h+ d+ 1

d+ 1

)
−
(
h− Vol(∆A)d! + d+ 1

d+ 1

)
, za h ⩾ Vol(∆A)d!.

Tako�e �e biti dat dokaz malog uoppxte�a teoreme 4.1.1.

Teorema 4.1.2. Neka je A = {v1, . . . , vd+2} ⊂ Zd skup sa d+ 2 elementa takav da
nikojih d+ 1 elemenata ne le�i u istoj hiperravni. Tada je

|hA| =
(
h+ d+ 1

d+ 1

)
, za 1 ⩽ h < Vol(∆A)d!/D

i

|hA| =
(
h+ d+ 1

d+ 1

)
−
(
h− Vol(∆A)d!/D + d+ 1

d+ 1

)
, za h ⩾ Vol(∆A)d!/D,

gde suDi = det(ṽ1, . . . , ṽi−1, ṽi+1, . . . , ṽd+2) za 1 ⩽ i ⩽ d+1 iD = NZD(D1, . . . , Dd+1).
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GLAVA 4. SKUP ZBIROVA ZA SKUPOVE A ⊂ Zd SA d+ 2 ELEMENTA

4.2 Komentar o dokazu teoreme 4.1.1 iz rada

[CG] u nesimplicijalnom sluqaju

U ovom ode	ku �e biti posmatran sluqaj kada konveksni omotaq skupa A nije
simpleks. Specifiqno, obrati�e se pa��a na mogu�nost razdvaja�a konveksnog
omotaqa ∆A na dva simpleksa. Mo�e se pretpostaviti da je 0 teme ∆A. Metod
rada u prethodnoj verziji [CG] je slede�i: Prvo, teorema 4.1.1 se doka�e za
skupove A qiji konveksni omotaq jeste simpleks. Zatim, ustanovi se postoja�e
temena b od∆A takvog da prava kroz 0 i b seqe unutrax�ost∆A (ostala temena �e
se oznaqiti sa v1, . . . , vd). Konveksni omotaq∆A se tada podeli na dva simpleksa:
σ, konveksni omotaq skupa temena {0, b, v1, . . . , vd−1}, i τ , zatvore�e od ∆A\σ. Na
kraju, primeni se teorema 4.1.1 na dva simpleksa σ i τ . Postoji par problema
sa metodom.

Neka je d = 3. Ako se ∆A dobija lep	e�em dva tetraedra po zajedniqkoj
strani, tada skup τ ne�e biti simpleks. Prema tome, ovaj metod ne deli uvek
skup ∆A na dva simpleksa.

Opxtije, neki konveksni politopi sa d + 2 temena ne mogu da se dobiju
lep	e�em dva simpleksa du� zajedniqke strane dimenzije d − 1. Kako bi se
ovo videlo, bi�e neophodna Radonova teorema i �eno proxire�e:

Teorema 4.2.1. Svaki skup S ⊂ Rd od d+2 elementa se mo�e razdvojiti na dva
disjunktna skupa S = S1 ⊔ S2 tako da se konveksni omotaqi S1 i S2 seku.

Teorema 4.2.2. Neka je S = {x1, . . . , xd+2} ⊂ Rd skup takav da nikojih d + 1
taqaka ne le�i u istoj hiperravni. Da	e, neka je S = S1⊔S2 razdvaja�e takvo da
se konveksni omotaqi skupova S1 i S2 seku. Tada dva elementa xi i xj pripadaju
istom od skupova S1 i S2 ako i samo ako pripadaju razliqitim poluprostorima
odre�enim hiperravni koja sadr�i preostalih d elemenata skupa S.

Dokaz. Neka dva elementa xi, xj ∈ S pripadaju istom poluprostoruH+ odre�enom
hiperravni H, koja sadr�i preostalih d elemenata skupa S. Ako xi i xj oba
pripadaju jednom od skupova S1 ili S2 (bez uma�e�a opxtosti, mo�e se pretpos{
taviti da xi, xj ∈ S1), tada je S2 ⊂ H i S1 ⊂ H+. Odavde se vidi da je S1∩S2 ⊂ H,
pa se konveksni omotaqi skupova S1 \ {xi, xj} i S2 seku. Ovo je nemogu�e, jer se
skup S \{xi, xj} sastoji od d taqaka u generiqkom polo�aju, pa su posebno afino
nezavisne.

Neka sada dva elementa xi, xj ∈ S pripadaju razliqitim poluprostorima
odre�enim hiperravniH koja sadr�i preostalih d taqaka (bez uma�e�a opxtos{
ti, mo�e se pretpostaviti xi ∈ H+ i xj ∈ H−). Ako xi ∈ S1 i xj ∈ S2, tada je
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S1 ⊂ H+ i S2 ⊂ H−, odakle je S1 ∩ S2 ⊂ H, pa se konveksni omotaqi skupova
S1 \ {si} i S2 \ {xj} seku. Ovo je nemogu�e, jer se skup S \ {xi, xj} sastoji od d
taqaka u generiqkom polo�aju, pa su posebno afino nezavisne. □

Neka je A skup sa d + 2 temena qiji konveksni omotaq se razdvaja na dva
d-simpleksa. Neka je X1 skup temena zajedniqke strane, i neka je X2 skup od
preostala dva temena. Konveksni omotaqi skupova X1 i X2 �e se se�i. Poxto je
ovakvo razdvaja�e jedinstveno, ako se neki skup sa d+2 elementa razdvaja na dva
podskupa qiji konveksni omotaqi se seku, a nisu kardinalnosti 2 i d, tada se
skup ne mo�e razdvojiti na dva podskupa qiji konveksni omotaqi su simpleksi
sa zajedniqkom stranom.

Na primer, neka je A = {P1(1, 0, 0, 0), P2(0, 1, 0, 0), P3(0, 0, 1, 0), Q1(0, 0, 0, 1),
Q2(0, 0, 0, 0), Q3(1, 1, 1,−1)}. Konveksni omotaqi skupovaX1 = {P1, P2, P3} iX2 =
{Q1, Q2, Q3} se seku u taqki (13 ,

1
3
, 1
3
, 0). Mo�e se videti da A−A generixe Z4. Ako

bi A imalo razdvaja�e na dva simpleksa, tada bi jedan od skupova temena imao 4
elementa, a drugi 2. Poxto u ovom sluqaju svaki skup ima po 3 elementa, i poxto
su ovakva razdvaja�a jedinstvena, mo�e se zak	uqiti da A nema razdvaja�e na
dva podskupa qiji konveksni omotaqi su simpleksi sa zajedniqkom stranom.

4.3 Dokaz teoreme 4.1.1

Neka je A = {v1, . . . , vd+2} ⊂ Zd, i neka je h prirodan broj. Prvo �e se prona�i
skup rexe�a za jednaqinu

α1ṽ1 + · · ·+ αd+2ṽd+2 = (0, 0).

Ova jednaqina je ekvivalentna sistemu jednaqina

α1v1 + · · ·+ αd+2vd+2 = 0,

α1 + · · ·+ αd+2 = 0.

Poxto su taqke v1, . . . , vd+2 afino zavisne, postoji netrivijalno rexe�e µ1, . . .
. . . , µd+2 sistema jednaqina. Kako A − A generixe Zd, postoji i ∈ {1, . . . , d + 2}
takvo da je det(ṽ1, . . . , ṽi−1, ṽi+1, . . . , ṽd+2) ̸= 0. Bez uma�e�a opxtosti, mo�e se
pretpostaviti da je i = d + 2. Tada je µd+2 ̸= 0, jer bi inaqe taqke v1, . . . , vd+1

bile afino zavisne, pa bi bilo det(ṽ1, . . . , ṽd+1) = 0.
Kada se pomno�i jednakost µ1ṽ1 + · · ·+ µd+2ṽd+2 = (0, 0) sa 1/µd+2, dobija se

µ1

µd+2

ṽ1 + · · ·+ µd+1

µd+2

ṽd+1 = −ṽd+2. (4.1)

Po Kramerovom pravilu, va�i
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µi
µd+2

=
det(ṽ1, . . . , ṽi−1,−ṽd+2, ṽi+1, . . . , ṽd+1)

det(ṽ1, . . . , ṽd+1)
.

Neka su λi := det(ṽ1, . . . , ṽd+1) · µi
µd+2

= det(ṽ1, . . . , ṽi−1,−ṽd+2, ṽi+1, . . . , ṽd+1) ∈ Z za

1 ⩽ i ⩽ d+ 2. Mno�e�em jednakosti (4.1) sa det(ṽ1, . . . , ṽd+1) dobija se

λ1ṽ1 + · · ·+ λkṽk + λk+1ṽk+1 + · · ·+ λd+2ṽd+2 = (0, 0). (4.2)

Bez uma�e�a opxtosti, mo�e se pretpostaviti da je λ1, . . . , λk ⩾ 0 i λk+1, . . .
. . . , λd+2 < 0. Iz jednakosti (4.2) se vidi da se konveksni omotaqi skupova X1 =
{v1, . . . , vk} i X2 = {vk+1, . . . , vd+2} seku. Posebno, ako je k = 1, tada je konveksni
omotaq skupa X2 simpleks, i X1 sadr�i teme v1 koje pripada unutrax�osti tog
simpleksa, pa je konveksni omotaq skupa A simpleks.

Neka je w ∈ hA element sa dve reprezentacije:

w = α1v1 + · · ·+ αd+2vd+2 = β1v1 + · · ·+ βd+2vd+2,

gde su α1, . . . , αd+2, β1, . . . , βd+2 nenegativni celi brojevi takvi da je α1 + · · · +
αd+2 = β1 + · · · + βd+2 = h. Razlika dve reprezentacije elementa w ∈ hA je
0. Xtavixe, suma koeficijenata razlike je

∑d+2
i=1 (αi − βi) = 0. Prema tome,

razlika dve reprezentacije istog elementa mora biti umno�ak celim brojem
izraza λ1v1 + · · · + λkvk + λk+1vk+1 + · · · + λd+2vd+2. Svakom elementu w ∈ hA
odgovara taqno jedna reprezentacija w = α1v1+ · · ·+αd+2vd+2 za koju je αi < λi za
bar jedno 1 ⩽ i ⩽ k. Naime, ako je αi ⩾ λi za 1 ⩽ i ⩽ k, tada w ima reprezentaciju
w = (α1 − λ1)ṽ1 + · · · + (αd+2 − λd+2)ṽd+2. Prema tome, broj elemenata |hA|
jednak je broju svih reprezentacija za koje je

∑d+2
i=1 αi = h uma�enog brojem svih

reprezentacija za koje je
∑d+2

i=1 αi = h i αi ⩾ λi, za 1 ⩽ i ⩽ k. Prema tome, ako je
r := λ1 + · · ·+ λk ⩽ h, tada je

|hA| =
(
d+ h+ 1

h

)
−
(
d+ 1 + h− r

h− r

)
=

(
d+ h+ 1

d+ 1

)
−
(
d+ 1 + h− r

d+ 1

)
.

U suprotnom, va�i

|hA| =
(
d+ h+ 1

d+ 1

)
.

Sada treba odrediti r. Neka je∆i simpleks odre�en temenima v1, . . . , vi−1, vi+1,
. . . , vd+2. Mo�e se videti da je λi = ±Vol(∆i)d!.

Doka�imo da je svaka taqka ∆A (koja nije sadr�ana u nekoj d− 1 dimenzio-
noj strani) sadr�ana u taqno dva simpleksa ∆i i ∆j. Pri tome, temena vi i vj
pripadaju razliqitim skupovima X1 i X2 u razdvaja�u skupa {v1, . . . , vd+2} na
dva disjunktna podskupa qiji se konveksni omotaqi seku.
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Naime, ako je x ∈ ∆i, neka je l poluprava sa poqetkom u vi koja prolazi kroz x,
i neka je y posled�a taqka preseka l sa ∆i pripada strani (v1, . . . , vi−1, vi+1, . . .
. . . , vj−1, vj+1, . . . , vd+2). Tada je ∆j jedini drugi simpleks koji sadr�i taqku
x. Ovo se mo�e videti na slede�i naqin: Neka je ∆k jox jedan simpleks koji
sadr�i taqku x. Tada ∆k ne mo�e sadr�ati ceo segment [vi, y], jer ∆k ne seqe
unutrax�ost strane kojoj y pripada. Sa druge strane, ako je presek poluprave
l i ∆k prazan, tada x /∈ ∆k. Prema tome, postoji taqka z ∈ l izme�u taqaka vi i
y takva da je [vi, z] = l∩∆k. Ako bi x pripadalo ∆k, onda x ne bi pripadalo ∆i,
xto je u kontradikciji sa poqetnom pretpostavkom.

Poxto se unutrax�osti simpleksa ∆i i ∆j seku, temena vi i vj pripadaju
istom poluprostoru odre�enom hiperravni koja je razapeta sa preostalih d
temena. Po Radonovoj teoremi, jedno od temena vi i vj pripada X1, a drugo
X2.

Prema tome, ∆A ima pokriva�e

∆A = ∆1 ∪ · · · ∪∆k = ∆i+1 ∪ · · · ∪∆d+2.

Poxto presek dva simpleksa ∆i i ∆j za 1 ⩽ i, j ⩽ k (odnosno k+1 ⩽ i, j ⩽ d+2)
ima zapreminu 0, i poxto je λ1, . . . , λk ⩾ 0, tada je

r = λ1 + · · ·+ λk = Vol(∆1)d! + · · ·+Vol(∆k)d! = Vol(∆A)d!.

4.4 Dokaz teoreme 4.1.2

Primer 4.4.1. Neka je A = {(1, 0), (−1, 0), (0, 1), (0,−1)}. Tada se mo�e lako
videti da je |hA| = (h+ 1)2, Vol(∆A) = 2, r = 4, i da je

(
d+ h+ 1

d+ 1

)
−
(
d+ 1 + h− r

d+ 1

)
=

(
h+ 3

3

)
−
(
h− 1

3

)
= 2h2 + 2 ̸= |hA|.

Do razlike dolazi zato xto A − A ne generixe Zd. Teorema 4.1.2 objax�ava i
ovaj sluqaj.

Neka je sada A = {v1, . . . , vd+2} ⊂ Zd skup takav da nikojih d + 1 elemenata
ne le�i u istoj hiperravni u Zd. Neka su Di = det(ṽ1, . . . , ṽi−1, ṽi+1, . . . , ṽd+2) za
1 ⩽ i ⩽ d+ 1. Tada je

Di =

∣∣∣∣v1 − vd+2 v2 − vd+2 . . . vi−1 − vd+2 vi+1 − vd+2 . . . vd+1 − vd+2 vd+2

0 0 . . . 0 0 . . . 0 1

∣∣∣∣
=
∣∣v1 − vd+2 v2 − vd+2 . . . vi−1 − vd+2 vi+1 − vd+2 . . . vd+1 − vd+2

∣∣ .
Ove determinante odre�uju da li A−A generixe Zd. Naime, va�i slede�a lema.
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Lema 4.4.2. Ako je A ⊂ Zd skup sa d+ 2 elementa takav da A−A generixe Zd,
tada je najve�i zajedniqki delilac determinanti Di jednak 1.

Dokaz: Ako su ei vektori kanonske baze Zd, tada je jediniqna matrica jednaka
E = [e1 . . . ed], i determinanta je 1. Sa druge strane, poxto A − A generixe
Zd, svaki vektor ei se mo�e izraziti kao linearna kombinacija sa celobrojnim
koeficijentima vektora v1 − vd+2, . . . , vd+1 − vd+2. Prema tome, determinanta
jediniqne matrice je linearna kombinacija determinanti Di sa celobrojnim
koeficijentima. Ako bi NZD(D1, . . . , Dd+1) bio ve�i od 1, tada bi postojao
prirodan broj ve�i od 1 koji deli determinantu matrice E, xto je nemogu�e. □

Nastav	a se sa dokazom teoreme 4.1.2. Neka je sada D = NZD(D1, . . . , Dd+1).
Kao u dokazu teoreme 4.1.1, dve reprezentacije elementa w ∈ hA

w = α1v1 + · · ·+ αd+2vd+2 = β1v1 + · · ·+ βd+2vd+2

su iste ako je �ihova razlika umno�ak od

1

D
(λ1v1 + · · ·+ λkvk + λk+1vk+1 + · · ·+ λd+2vd+2) ,

gde su λi = det(ṽ1, . . . , ṽi−1,−ṽd+2, ṽi+1, . . . , ṽd+1) (uzima se da su λ1, . . . , λk ⩾ 0,
i λk+1, . . . , λd+2 < 0). Prema tome, sliqno kao u dokazu teoreme 4.1.1, ako je
rD := 1

D
(λ1 + · · ·+ λk) ⩽ h, tada je

|hA| =
(
d+ h+ 1

h

)
−
(
d+ 1 + h− rD

h− rD

)
=

(
d+ h+ 1

d+ 1

)
−
(
d+ 1 + h− rD

d+ 1

)
.

U suprotnom, va�i

|hA| =
(
d+ h+ 1

d+ 1

)
.

Na sliqan naqin kao u dokazu teoreme 4.1.1 mo�e se pokazati da je rD = Vol(∆A)d!/D.
□

Vratimo se primeru 4.4.1. Determinante Di su

D1 =

∣∣∣∣∣∣
−1 0 0
0 1 −1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = −2, D2 =

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 −1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 2, D3 =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 0
0 0 −1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 2,

pa je D = 2, i rD = 2, pa je po teoremi 4.1.2

|hA| =
(
h+ 3

3

)
−
(
h+ 1

3

)
= (h+ 1)2

za h ⩾ 2.
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Napomena 1. Ako A− A generixe Zd, tada je D = 1, pa teorema 4.1.1 sledi iz
teoreme 4.1.2.
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Glava 5

Skupovi zbirova za skupove

A ⊂ Zd sa d + 3 elementa

5.1 Uvod

U ovoj glavi �e biti prikazan drugi rezultat iz rada [V2], koji se odnosi na
skupove A ⊂ Zd sa d + 3 elemenata sa simplicijalnim konveksnim omotaqem.
Preciznije, bi�e dokazana slede�a teorema

Teorema 5.1.1. [V2, teorema 1.4] Neka je A = {0, v1, . . . , vd+1, w} ⊂ Zd skup sa
d+3 elemenata, qiji konveksni omotaq je simpleks sa temenima v1, . . . , vd+1 koja
generixu Zd. Tada se vektor (w, 1) mo�e zapisati kao (w, 1) = a1

q1
ṽ1+· · ·+ ad+1

qd+1
ṽd+1,

gde su ai i qi nenegativni celi brojevi takvi da je qi > 0, 0 ⩽ a1 ⩽ qi,
∑d+1

i=1
ai
qi
= 1

i (ai, qi) = 1, i va�i

|hA| ⩽



h∑
m=0

(
m+d+1
m

)
, h ⩽ ow − 1

ow−1∑
m=0

(
h+d+1−m
h−m

)
, ow ⩽ h ⩽ NΛ − 1

ow−1∑
m=0

(
h+d+1−m
h−m

)
−

h−NΛ∑
m=0

(
m+d+1
m

)
, NΛ ⩽ h ⩽ NΛ + ow − 1

ow−1∑
m=0

(
h+d+1−m
h−m

)
−

ow−1∑
m=0

(
h−NΛ+d+1−m
h−NΛ−m

)
, h ⩾ NΛ + ow,

gde su Λ = spanZ(ṽ1, . . . , ṽd+1), NΛ red grupe Zd+1/Λ i ow = NZS(q1, . . . , qd+1) red
elementa (w, 1) u grupi Zd+1/Λ.
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5.2 Pomo�ne leme

Za v = (v1, . . . , vd) ∈ Zd definixe se podiza�e ṽ = (v1, . . . , vd, 1) ∈ Zd+1 vektora
v. Ako je v = (v1, . . . , vd) ∈ Zd i h ∈ N, tada se sa (v, h) obele�ava (v1, . . . , vd, h),
i h je visina vektora (v1, . . . , vd, h).

Rexetka u Rn je podgrupa oblika Λ = Zv1+· · ·+Zvm ⩽ Rn, gde su v1, . . . , vm ∈
Rn linearno nezavisni vektori. Za m-torku vektora v1, . . . , vm se ka�e da je baza
rexetke Λ, i definixe se fundamentalni domen rexetke kao

Π := {λ1v1 + · · ·+ λmvm ∈ Rn : λi ∈ [0, 1)}.

Mo�e se pokazati ([Ne, glava 1, ode	ak 4, tvr�e�e 4.2]) da je podgrupa Λ od
Rn rexetka ako i samo ako je Λ diskretna podgrupa od Rn. Podse�a�a radi,
celobrojni konus skupa A i �egov generatorni red su definisani u definiciji
3.1.4:

CA := spanN(ṽ1, . . . , ṽk) = {n1ṽ1 + · · ·+ nkṽk ∈ Zd+1 : n1, . . . , nk ∈ N0}.

CA(t) :=
∑
a∈CA

theight(a) ∈ Z[[t]].

Poxto taqke konusa visine h formiraju kopiju hA utop	enu u Zd+1, va�i
da je

CA(t) =
∑
h⩾0

|hA|th.

Neka je A ⊂ Zd skup sa d + 3 elementa qiji konveksni omotaq (koji �e se
obele�avati sa ∆A) je d-simpleks takav da A − A generixe Zd. Da	e, neka su
v1, . . . , vd+1 temena ∆A. Tada je Λ = spanZ(ṽ1, . . . , ṽd+1) ⊂ Zd+1 rexetka u Rd+1.
Za ovakvu rexetku, neka je

ΠZ :=

{
d+1∑
i=1

λiṽi ∈ Rd+1 : 0 ⩽ λi < 1

}
∩ Zd+1.

Broj elemenata skupa ΠZ �e se obele�avati sa NΛ. Tako�e, sa Λ+ �e se obele�a-
vati Λ+ = spanN(ṽ1, . . . , ṽd+1). Konus CA �e biti pode	en na klase π modulo Λ, i
svaka takva klasa se mo�e predstaviti elementom ΠZ. Za element π ∈ ΠZ, skup
elemenata skupa CA kongruentnih sa π modulo Λ se obele�ava sa Sπ. Element
(g,N) ∈ Sπ je minimalan ako (g,N)− ṽi nije element CA ni za jedno i.

Podse�a�a radi, u dokazu teoreme 3.1.3 ustanov	eno je da se za rexetku
Λ u Zd+1 qiji fundamentalni domen ima pozitivnu zapreminu skup Zd+1/Λ
mo�e identifikovati sa celobrojnim taqkama u fundamentalnom domenu. Broj
elemenata Zd+1/Λ jednak je determinanti matrice qije kolone su vektori ṽi.
Prema tome,
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NΛ = |Zd+1/Λ| = Vol(∆A)d!. (5.1)

Za ovo tvr�e�e, qitalac se upu�uje na [Na1, glava 6, ode	ak 1].

Lema 5.2.1. [CG, lema 3.1] Neka je A ⊂ Zd konaqan skup takav da A−A generixe
Zd, i qiji konveksni omotaq je d-simpleks sa temenima v1, . . . , vd+1. Ako je (α,M)
minimalni element od Sπ, tada je

M ⩽ NΛ − 1.

Dokaz. Bez uma�e�a opxtosti, mo�e se pretpostaviti da je 0 teme ∆A, na
primer vd+1 = 0. Poxto je (α,M) minimalni element skupa Sπ, va�i da je
α = a1 + · · ·+ aM za neke ai ∈ A. Dovo	no je dokazati da su sume

a1, a1 + a2, a1 + a2 + a3, . . . , a1 + · · ·+ aM

razliqite modulo Λ, jer je broj nenula klasa modulo Λ jednak Vol(∆A)d! − 1 po
(5.1).

Neka su a1 + · · ·+ an i a1 + · · ·+ am kongruentni modulo Λ za neke prirodne
brojeve 1 ⩽ m < n ⩽M . Tada je am+1 + · · ·+ an ∈ Λ. Poxto ai pripadaju ∆Λ+ , i
∆Λ+ je konveksno, to suma am+1 + · · · + an pripada skupu ∆Λ+ ∩ Λ = Λ+. Prema
tome, postoje ki ∈ N0 takvi da je

am+1 + · · ·+ an =
d∑
i=1

kivi.

Tako�e, svako aj se mo�e zapisati u baricentriqnim koordinatama, poxto se

nalaze u simpleksu ∆A: aj =
∑d

i=1 λi,jvi, pri qemu su λi,j ⩾ 0 i
∑d

i=1 λi,j ⩽ 1.
Odavde,

am+1 + · · ·+ an =
d∑
i=1

(
n∑

j=m+1

λi,j

)
vi =

d∑
i=1

kivi.

Poxto su nenula temena ∆A linearno nezavisna, va�i da je

d∑
i=1

ki =
n∑

j=m+1

d∑
i=1

λi,j ⩽
n∑

j=m+1

1 = n−m.

Me�utim, ovo je u kontradikciji sa pretpostavkom da je (α,M) minimalni
element Sπ. Naime, neka je β = α− (am+1 + · · ·+ an). Tada je

(α,M)− (β,M − (n−m)) =

(
d∑
i=1

kivi, n−m

)
∈ Λ+,
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jer je
∑d

i=1 ki ⩽ n−m i (0, . . . , 0) je teme ∆A. □

Lema 5.2.2. Neka su v1, . . . , vd+1 ∈ Zd vektori koji generixu Zd za koje je
det(ṽ1, . . . , ṽd+1) ̸= 0. Da	e, neka je w ∈ Zd vektor takav da je w̃ = a1ṽ1 + · · · +
ad+1ṽd+1 za nenegativne realne koeficijente ai za koje je a1+ · · ·+ad+1 = 1. Tada
su koeficijenti ai racionalni brojevi.

Dokaz. Poxto su ṽ1, . . . , ṽd+1, w̃ vektori sa celobrojnim koeficijentima, i det(ṽ1,
. . . , ṽd+1) ̸= 0, po Kramerovom pravilu koeficijenti ai moraju biti racionalni
brojevi. □

U ovom ode	ku �e biti na�eno gor�e i do�e ograniqe�e za |hA|, kada je
A ⊂ Zd skup sa d+ 3 elemenata.

5.3 Primer

U slede�em primeru �e biti pokazano da za razliku od sluqaja kada A ima d+2
elemenata, ako A ima d + 3 elemenata, mera skupa A nije dovo	na da se odredi
veliqina hA. U dva sluqaja �e biti opisan postupak, a u ostalim primerima se
radi na analogan naqin.

Primer 5.3.1. 1. Neka je A1 = {0, 1, 2, 8}. Lako se vidi da za dovo	no veliko
h, skup hA se sastoji od svih celih brojeva od 0 do 8h osim brojeva 8h−1 =
8(h− 1) + 7, 8h− 2 = 8(h− 1) + 6, 8h− 3 = 8(h− 1) + 5, 8h− 4 = 8(h− 1) +
4, 8h− 5 = 8(h− 1)+3, 8h− 9 = 8(h− 2)+7, 8h− 10 = 8(h− 2)+6, 8h− 11 =
8(h− 2)+ 5, 8h− 17 = 8(h− 3)+ 7. Prema tome, |hA1| = 8h+1− 9 = 8h− 8.

2. Neka je A2 = {0, 1, 3, 8}. Sliqno kao u prethodnom primeru, |hA2| = 8h− 6.

3. Za A3 = {0, 1, 4, 8}, va�i |hA3| = 8h− 8 za dovo	no veliko h.

4. Za A4 = {0, 1, 5, 8}, va�i |hA4| = 8h− 4 za dovo	no veliko h.

Naime, skup hA4 za dovo	no veliki prirodni broj h sadr�i sve cele
brojeve izme�u 0 i 8h, osim brojeva 8h−1, 8h−2, 8h−4, 8h−5 i 8h−12. Na
primer, 8h−3 = (h−1)8+5, 8h−6 = (h−2)8+5+5, 8h−10 = (h−2)8+5+1,
8h− 9 = (h− 3)8 + 5 + 5 + 5, 8h− 13 = (h− 3)8 + 5 + 5 + 1.

5. Za A5 = {0, 1, 6, 8}, va�i |hA5| = 8h− 2 za dovo	no veliko h.

6. Za A6 = {0, 1, 7, 8}, va�i |hA6| = 8h+ 1 za dovo	no veliko h.
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5.4. DOKAZ TEOREME 5.1.1

Skupovi A1, . . . , A6 imaju po 4 elementa, i imaju isti konveksni omotaq,
ali su veliqine |hA1|, . . . , |hA6| me�usobno razliqite. Odavde se vidi da broj
elemenata skupa |hA| ne zavisi samo od zapremine konveksnog omotaqa skupa A
kada A ima d+ 3 elementa.

5.4 Dokaz teoreme 5.1.1

Podse�a�a radi, uvode se slede�e oznake:

� Λ := spanZ(ṽ1, . . . , ṽd+1),

� Λ+ := spanN(ṽ1, . . . , ṽd+1),

� Λ+
(0,1) := spanN((0, 1), ṽ1, . . . , ṽd+1),

� NΛ := Broj taqaka sa celobrojnim koordinatama u fundamentalnom domenu
za Λ,

Neka je CA konus nad skupom A. On je jednak

∞⋃
m=0

(
(mw,m) + Λ+

(0,1)

)
.

Me�utim, vektor (w, 1) je konaqnog reda u Zd+1/Λ. Mo�e se pokazati da vektor
ow(w, 1) pripada Λ+. Naime, vektor w pripada unutrax�osti simpleksa ∆A, pa
(w, 1) pripada granici simpleksa odre�enog temenima ṽ1, . . . , ṽd+1, (0, 0). Prema
tome, postoje baricentriqne koordinate 0 ⩽, µ1, . . . , µd+1 ⩽ 1 takve da je

∑d+1
i=1 µiṽi

= (w, 1) i
∑d+1

i=1 µi = 1. Po lemi 5.2.2, koeficijenti µi moraju biti racionalni
brojevi, za koje se mo�e uzeti da je µi =

ai
qi
, pri qemu je 0 ⩽ ai ⩽ qi i (ai, qi) = 1.

Red ow je tada jednak NZS(q1, . . . , qd+1). Poxto su koeficijenti ow
ai
qi
nenegativni

celi brojevi, ow(w, 1) ∈ Λ+. Prema tome,

CA =
ow−1⋃
m=0

(
(mw,m) + Λ+

(0,1)

)
.

Unija ne mora biti disjunktna. Po teoremi 3.1.3, Λ+
(0,1)(t) =

1−tvol(∆A)d!

(1−t)d+2 . Ako je

BA(t) generatorni red

BA(t) =
ow−1∑
m=0

tmΛ+
(0,1)(t) =

ow−1∑
m=0

tm
(
1− tvol(∆A)d!

)∑
h⩾0

(
h+ d+ 1

h

)
th =

∑
h⩾0

bht
h,

tada za generatorni red CA(t) =
∑

h⩾0 |hA|th va�i |hA| ⩽ bh. Ovo daje gor�e
ograniqe�e
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|hA| ⩽

⩽



h∑
m=0

(
m+d+1
m

)
, h ⩽ ow − 1

ow−1∑
m=0

(
h+d+1−m
h−m

)
, ow ⩽ h ⩽ NΛ − 1

ow−1∑
m=0

(
h+d+1−m
h−m

)
−

h−NΛ∑
m=0

(
m+d+1
m

)
, NΛ ⩽ h ⩽ NΛ + ow − 1

ow−1∑
m=0

(
h+d+1−m
h−m

)
−

ow−1∑
m=0

(
h−NΛ+d+1−m
h−NΛ−m

)
, h ⩾ NΛ + ow.
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Glava 6

Eliptiqke krive i kongruentni

brojevi

6.1 Kongruentni brojevi

Definicija 6.1.1. Prirodan broj n je kongruentan ako postoji pravougli
trougao sa tri stranice racionalne du�ine qija povrxina je jednaka n.

Iz definicije se mo�e zak	uqiti da je n ∈ N kongruentan broj ako postoje
racionalni brojevi a, b i c koji zadovo	avaju slede�i sistem jednaqina:

a2 + b2 = c2, (6.1)

ab

2
= n. (6.2)

Ako su (a, b, c) du�ine stranica pravouglog trougla povrxine n, tada su (ad, bd,
cd) du�ine stranica pravouglog trougla povrxine nd2. Prema tome, prirodan
broj n �e biti kongruentan ako i samo ako postoje prirodni brojevi a, b, c i d za
koje pravougli trougao qije su stranice du�ine (a, b, c) ima povrxinu nd2.

Neka je sada n kongruentan broj (za �ega postoje racionalni brojevi a, b i
c takvi da va�e jednakosti (6.1) i (6.2)), i neka je A = (c/2)2. Kada se doda
jednaqina (6.2) pomno�ena sa 4 jednaqini (6.1) (odnosno kada se od (6.1) oduzme
jednaqina (6.2) pomno�ena sa 4), dobija se

a2 ± 2ab+ b2 = c2 ± 4n,(
a± b

2

)2

=
( c
2

)2
± n,(

a± b

2

)2

= A± n.
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Drugim reqima, za svaki kongruentni broj postoje tri racionalna broja A− n,
A i A + n koji su potpuni kvadrati, i susedni su u aritmetiqkoj progresiji.
Xtavixe postoji 1-1 korespondencija izme�u skupova

{(a, b, c) ∈ Q3 : a2 + b2 = c2, ab/2 = n} i {(r, s, t) ∈ Q3 : s2 − r2 = n, t2 − s2 = n}

odre�ena sa

(a, b, c) 7→ ((b− a)/2, c/2, (b+ a)/2) i (r, s, t) 7→ (t− r, t+ r, 2s),

zbog qega su kongruentni brojevi dobili takvo ime.

Primer 6.1.2. Broj 6 je kongruentan broj, jer je 6 povrxina pravouglog trougla
sa du�inama stranica (3, 4, 5).

Primer 6.1.3. Broj 210 je kongruentan broj, jer je 210 povrxina pravouglog
trougla sa du�inama stranica (35, 12, 37), kao i pravouglog trougla sa du�inama
stranica (21, 20, 29).

Ferma je naxao slede�i poseban primer nekongruentnog broja:

Teorema 6.1.4. Broj 1 nije kongruentan.

Kao posledica Teoreme 6.1.4, kvadrati racionalnih brojeva ne mogu biti
kongruentni brojevi. Neka su sada pi prosti brojevi kongruentni sa i modulo 8.
Primeri kongruentnih brojeva su:

� Brojevi oblika 2p3 (Ovo se mo�e videti u [Hee]).

� Prosti brojevi p5 ([St]).

� Prosti brojevi p7 i brojevi oblika 2p7 ([St]).

� Brojevi oblika 2p3p5 i 2p5p7 ([Mo]).

� Brojevi oblika 2p1p3 kada je
(
p1
p3

)
= −1 ([Mo]).

� Brojevi oblika 2p1p7 kada je
(
p1
p7

)
= −1 ([Mo]).

Primeri nekongruentnih brojeva su:
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6.1. KONGRUENTNI BROJEVI

� Prosti brojevi p1, koji se mogu zapisati kao p1 = a2 + 4b2 (a i b su celi

brojevi) i za koje va�i
(
a+2b
p1

)
= −1 ([B]).

� Brojevi oblika 2p, gde je p prost broj kongruentan 9 modulo 16 ([B]).

� Prosti brojevi p3 ([Ge]).

� Brojevi oblika 2p5 ([Ge]).

� Brojevi oblika p3q3, gde su p3 i q3 dva razliqita prosta broja kongruentna
3 modulo 8 ([Ge]).

� Brojevi oblika 2p5q5, gde su p5 i q5 dva razliqita prosta broja kongruentna
5 modulo 8 ([Ge]).

Neka je An =
{
(a, b, c) ∈ Q3 : a2 + b2 = c2, ab

2
= n

}
skup ure�enih trojki raci{

onalnih brojeva koji zadovo	avaju sistem jednaqina (6.1) i (6.2). Mo�e se videti
da je An presek dve povrxi sa Q3:

An =
{
(a, b, c) ∈ R3 : a2 + b2 = c2

}
∩
{
(a, b, c) ∈ R3 :

ab

2
= n

}
∩Q3.

Prema tome, prirodno je oqekivati da je An zapravo skup taqaka sa racionalnim
koordinatama na nekoj krivoj. Zaista, va�i slede�a teorema:

Teorema 6.1.5. Preslikava�e ψ : An → {(x, y) ∈ (Q×)2 : y2 = x3 − n2x}
definisano sa

ψ(a, b, c) =

(
bn

c− a
,
2n2

c− a

)
je bijekcija qiji inverz je definisan sa

ϕ(x, y) =

(
x2 − n2

y
,
2nx

y
,
x2 + n2

y

)
.

Dokaz. Zamenom c = t + a dobija se da je b2 = t2 + 2ta. Uvrxtava�em a = 2n
b
i

mno�e�em sa b dobija se

b3 = t2b+ 4tn,

odakle je (
bn

t

)3

=
bn3

t
+

4n4

t2
,
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a ovo se mo�e preurediti u(
2n2

t

)2

=

(
bn

t

)3

− n2

(
bn

t

)
.

U suprotnom smeru se lako proveri da se (x, y) = ψ(a, b, c) za (a, b, c) ∈ An
preslikava�em ϕ slika natrag u (a, b, c), pa je ϕ inverz preslikava�a ψ. □

6.2 Eliptiqke krive

U ovom ode	ku �e biti dat kratak uvod u eliptiqke krive. Za deta	niji opis
eliptiqkih krivih, qitalac se upu�uje na [Si, glava 3].

Definicija 6.2.1. Eliptiqka kriva je glatka, projektivna, algebarska kriva
roda 1, sa istaknutom (odnosno baznom) taqkom O. Eliptiqka kriva E je defini{
sana nad po	em K (xto se zapisuje sa E/K), ako je E definisana nad K kao
algebarski varijetet, i O ∈ E(K). (Za po	e K, E(K) je skup svih taqaka na
krivoj E sa koordinatama u po	u K.) Ideal od E je skup

I(E) := {f ∈ K[X1, X2] : f(P ) = 0, za svako P ∈ E}.

Ako je I(E/K) = I(E)∩K[X1, X2], tada se definixe afini koordinatni prsten
od E/K sa

K[E] :=
K[X1, X2]

I(E/K)
.

Po	e razlomaka prstena K[E] se obele�ava sa K(E), i zove se funkcijsko po	e
od V/K. Na sliqan naqin se definixu K[E] i K(E).

Svaka eliptiqka kriva E/K je izomorfna glatkoj krivoj C u projektivnom
prostoru P2 koja je data jednaqinom u homogenim koordinatama X i Y :

C : Y 2 + a1XY + a3Y = X3 + a2X
2 + a4X + a6,

gde su a1, a2, a3, a4, a6 ∈ K, i bazna taqka se slika u taqku [0, 1, 0]. Ako po	e K
nije karakteristike 2 ili 3, tada kriva mo�e da se predstavi kao skup rexe�a
kubne jednaqine (u nehomogenim koordinatama x i y) slede�eg oblika

E : y2 = x3 + ax+ b,

gde su a i b celi brojevi.
Na eliptiqkoj krivoj E se mo�e definisati operacija, na slede�i naqin:
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Definicija 6.2.2. Za eliptiqku krivu E ⊂ P2, neka su P,Q ∈ E, neka je
L ⊂ P2 prava koja prolazi kroz P i Q (ako je P = Q, onda se uzima prava L
tangentna na E u P ), i neka je R tre�a taqka preseka. Neka je zatim L′ prava
koja prolazi kroz R i O. Tada se definixe P ⊕Q kao tre�a taqka preseka E i
L′.

Mo�e se pokazati da je E Abelova grupa u odnosu na ovu operaciju sa neutra-
lom O (baznom taqkom). Dodatno, skup E(K) je i jedna podgrupa grupe E.
Od posebnog interesa �e biti taqke reda najvixe 2 krive E sa racionalnim
koordinatama. Skup takvih taqaka se obele�ava sa E(Q)[2]. Neka je sada E
eliptiqka kriva zadata jednaqinom

y2 = x3 + Ax+B.

Ako je P ∈ E(Q)[2], tada je P + P = O, tj. postoji prava L tangentna na E u P
paralelna y-osi. Ovo se dexava ako i samo ako je y = 0. U posebnom sluqaju,
ako je En : y2 = x3 − n2x, tada je

En(Q)[2] = {O, (0, 0), (n, 0), (−n, 0)}. (6.3)

U teoremi 6.1.5 je pokazano da postoji bijekcija ure�enih trojki racionalnih
brojeva koji su du�ine stranica pravouglog trougla povrxine n, i taqaka (x, y) ∈
En(Q) sa x, y ̸= 0. Po (6.3), nijedna taqka reda 2 ne odgovara nekoj trojci (a, b, c).
Prema tome, ako je En(Q) = En(Q)[2], tada n ne mo�e biti kongruentan broj.

Va�i Mordel-Vejlova teorema: ako je K brojevno po	e, i E/K eliptiqka
kriva, tada je E(K) konaqno generisana Abelova grupa. Drugim reqima, postoji
nenegativan ceo broj r takav da je E(K) ∼= Etors(K)×Zr, gde je Etors(K) torziona
podgrupa od E(K) (skup svih taqaka konaqnog reda u E(K)). Poxto je E(K)
konaqno generisana Abelova grupa, Etors(K) mora biti konaqna grupa.

6.3 Galoaova kohomologija

Pre slede�eg ode	ka, bi�e uveden pojam Galoaove kohomologije. Neka je K
savrxeno po	e, neka jeK algebarsko zatvore�e po	aK, i neka je GK/K Galoaova

grupa po	a K nad K. Grupa GK/K je inverzni limes grupa GL/K kada L prolazi
kroz sva konaqna Galoaova raxire�a po	a K. Prema tome, GK/K je profinitna
grupa, pa ima topologiju qija baza otvorenih skupova se sastoji od kolekcije
normalnih podgrupa sa konaqnim indeksom u GK/K .

Definicija 6.3.1. Diskretan GK/K-modul je Abelova grupa M na koju GK/K

dejstvuje, pri qemu je dejstvo neprekidno za profinitnu topologiju na GK/K
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i diskretnu topologiju na M . Drugim reqima, za svako m ∈ M , stabilizator
elementa m

{σ ∈ GK/K : mσ = m},

je podgrupa konaqnog indeksa u GK/K .

Definicija 6.3.2. Nulta kohomoloxka podgrupa GK/K-modula M je grupa
GK/K invarijantnih elemenata u M

MGK/K = H0(GK/K ,M) = {m ∈M : mσ = m za svako σ ∈ GK/K}.

Definicija 6.3.3. Neka je M jedan GK/K-modul. Grupa neprekidnih 1-koci{
klova iz GK/K u M je

Z1
cont(GK/K ,M) = {ξ : GK/K →M : ξ neprekidno i ξ(στ) = ξ(σ)τξ(τ)}.

Grupa 1-kogranica iz GK/K u M je

B1(GK/K ,M) = {ξ : GK/K →M : (∃m ∈M)(∀σ ∈ GK/K)ξ(σ) = mσ −m}.

Poxto M ima diskretnu topologiju, svaki element B1(GK/K ,M) je neprekidno
preslikava�e. Prva kohomoloxka grupa GK/K-modula M je

H1(GK/K ,M) =
Z1

cont(GK/K ,M)

B1(GK/K ,M)
.

Tvr�e�e 6.3.4. [Si] Neka je

0 −→ P
ϕ−→M

ψ−→ N −→ 0

taqan niz GK/K-modula. Tada postoji homomorfizam kohomoloxkih grupa δ :

H0(GK/K , N) → H1(GK/K , P ) takav da je slede�i niz taqan:

0 −→ H0(GK/K , P ) −→ H0(GK/K ,M) −→ H0(GK/K , N)
δ−→

δ−→ H1(GK/K , P ) −→ H1(GK/K ,M) −→ H1(GK/K , N).
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6.4 Selmerova i Tejt-Xafareviqeva grupa

Definicija 6.4.1. Izogenija ϕ izme�u eliptiqkih krivih E i E ′ je morfizam
varijeteta ϕ : E → E ′ za koji va�i ϕ(O) = O.

Mo�e se pokazati da izogenija ϕ : E1 → E2 izme�u eliptiqkih krivih
indukuje injekciju funkcijskih po	a

ϕ∗ : K(E2) → K(E1)

Definicija 6.4.2. Stepen izogenije ϕ je stepen konaqnog raxire�a
K(E1)/ϕ

∗(K(E2)), i obele�ava se sa deg ϕ.

Preciznije o izogenijama se mo�e na�i u [Si, glava 3, ode	ak 4].

Za ceo broj m, izogenija mno�e�a sa [m] na eliptiqkoj krivoj E je [m](P ) =
P + · · · + P (element P sabran m puta sa samim sobom). Za eliptiqke krive E1

i E2 i svaku nekonstantnu izogeniju ϕ : E1 → E2 stepena m postoji jedinstvena
izogenija ϕ̂ : E2 → E1 stepena m takva da je ϕ ◦ ϕ̂ = [m] na E2 i ϕ̂ ◦ ϕ = [m] na

E1. Izogenija ϕ̂ je tzv. dual izogenije ϕ.

Definicija 6.4.3. Homogeni prostor eliptiqke krive E/K je glatka kriva
C/K definisana nad po	em K zajedno sa tranzitivnim dejstvom algebarske
grupe E na C. Drugim reqima, homogen prostor eliptiqke krive E/K je par
(C, µ), pri qemu je C/K glatka kriva definisana nad K, i µ : C × E → C je
morfizam varijeteta definisan nad K sa slede�im svojstvima:

1. Za svaku taqku p ∈ C va�i µ(p,O) = p.

2. Za sve taqke P,Q ∈ E i p ∈ C va�i µ(µ(p, P ), Q) = µ(p, P +Q).

3. Za sve taqke p, q ∈ C postoji jedinstvena taqka P ∈ E takva da je µ(p, P ) =
q.

Dva homogena prostora C/K i C ′/K eliptiqke krive E/K su ekvivalentna
ako postoji izomorfizam homogenih prostora C i C ′ koji se sla�e sa dejstvom
algebarske grupe E. Kolekcija svih klasa ekvivalencije homogenih prostora
eliptiqke krive E/K se obele�ava sa WC(E/K). Postoji bijekcija skupova
WC(E/K) → H1(GK/K ;E), xto opravdava naziv skupaWC(E/K): Vejl-Xatele
grupa za eliptiqku krivu E/K. Vejl-Xatele grupa je interesantna, jer govori
nexto o homogenim prostorima. Naime, homogeni prostor C/K pripada trivi-
jalnoj klasi u C(E/K) ako i samo ako je skup C(K) neprazan. Prema tome, jedno
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va�no diofantovsko pita�e je poistove�eno sa proverava�em da li je homogeni
prostor trivijalan.

H1(GK/K ;E) je prva Galoaova kohomoloxka grupa GK/K modula E (Vixe o

Galoaovim kohomologijama u 6.3). Ako se za G modul M sa H0(G;M) obele�i
skup svih G invarijantnih elemenata, tada svaki kratak taqan niz GK/K modula
0 → P →M → N → 0 indukuje taqan niz

0 −→ H0(GK/K ;P ) −→ H0(GK/K ;M) −→ H0(GK/K ;N)
δ−→

δ−→ H1(GK/K ;P ) −→ H1(GK/K ;M) −→ H1(GK/K ;N).

Neka je sada ϕ : E → E ′ nenula izogenija eliptiqkih krivih definisanih nad
K, sa jezgrom E[ϕ]. Tada je slede�i niz taqan:

0 −→ E[ϕ] −→ E
ϕ−→ E ′ −→ 0.

Kada se uzme Galoaova kohomologija H1(GK/K ; ·), dobija se dugi taqan niz

0 −→ E(K)[ϕ] −→ E(K)
ϕ−→ E ′(K)

δ−→

δ−→ H1(GK/K ;E[ϕ]) −→ H1(GK/K ;E)
ϕ−→ H1(GK/K ;E

′);

a odavde se dobija kratak taqan niz

0 −→ E ′(K)/ϕ(E(K))
δ−→ H1(GK/K ;E[ϕ]) −→ H1(GK/K ;E)[ϕ] −→ 0.

Grupa H1(GK/K ;E) se mo�e poistovetiti sa WC(E/K). Neka je sada MK skup
svih neekvivalentnih apsolutnih vrednosti na K. Za svako v ∈MK se fiksira
ekstenzija od v na K, koja odre�uje utapa�e po	a K ⊂ Kv, i dekompozicionu
grupu Gv ⊂ GK/K . Poxto Gv dejstvuje na E(Kv) i E

′(Kv), istim argumentom se
dobijaju taqni nizovi

0 −→ E ′(Kv)/ϕ(E(Kv))
δ−→ H1(Gv;E[ϕ]) −→ H1(Gv;E)[ϕ] −→ 0.

Inkluzije Gv ⊂ GK/K i E(K) ⊂ E(Kv) indukuju restrikcije na kohomoloxkim
grupama, zbog qega je slede�i dijagram komutativan:

0 −→ E′(K)/ϕ(E(K))
δ−→ H1(GK/K ;E[ϕ]) −→ WC(E/K)[ϕ] −→ 0

↓ ↓ ↓
0 −→

∏
v∈MK

E′(Kv)/ϕ(E(Kv))
δ−→

∏
v∈MK

H1(Gv;E[ϕ]) −→
∏

v∈MK

WC(E/Kv)[ϕ] −→ 0.

Jedan od glavnih ci	eva teorije eliptiqkih krivih je nala�e�e slike koliqni-
ka E ′(K)/ϕ(E(K)) u grupi H1(GK/K ;E[ϕ]), xto je ekvivalentno sa nala�e�em
jezgra preslikva�a
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H1(GK/K ;E[ϕ]) −→ WC(E/K)[ϕ].

Ovo je ekvivalentno sa proverava�em da li odre�eni homogeni prostori sadr�e
racionalnu K taqku. Ovaj problem je te�ak nad globalnim po	ima. Jedna
olakxica je xto se problem mo�e posmatrati nad lokalnim po	ima. Naime, na
analogan naqin kao za globalna po	a, problem nala�e�a lokalnog jezgra

Ker
(
H1(Gv;E[ϕ]) −→ WC(E/Kv)[ϕ]

)
se svodi na nala�e�eKv racionalne taqke na odre�enim homogenim prostorima.
Kao va�an pomo�ni alat za nala�e�e jezgara, korisna je slede�a definicija:

Definicija 6.4.4. Neka je ϕ : E/K → E ′/K izogenija eliptiqkih krivih.
Tada je ϕ-Selmerova grupa E/K podgrupa od H1(GK/K ;E[ϕ]) definisana sa

Selϕ(E/K) = Ker

(
H1(GK/K ;E[ϕ]) −→

∏
v∈MK

WC(E/Kv)

)
,

dok je Tejt-Xafareviqeva grupa definisana sa

X(E/K) = Ker

(
WC(E/K) −→

∏
v∈MK

WC(E/Kv)

)
.

Tejt-Xafareviqeva grupa mo�e da se vidi kao grupa klasa ekvivalencije
homogenih prostora za E/K qiji homogeni prostori sadr�e Kv racionalnu
taqku za svako v ∈MK . Za grupe definisane u definiciji 6.4.4 va�i slede�e:

Teorema 6.4.5. [Si, glava 10, ode	ak 4, teorema 4.2] Neka je ϕ : E/K → E ′/K
izogenija eliptiqkih krivih definisanih nad K. Tada va�i:

1. Postoji taqan niz

0 −→ E ′(K) = ϕ(E(K)) −→ Selϕ(E/K) −→ X(E/K)[ϕ] −→ 0.

2. Grupa Selϕ(E/K) je konaqna.

Tvr�e�e 6.4.6. [Si] Neka su E/Q i E ′/Q eliptiqke krive date jednaqinama

E : y2 = x3 + ax2 + bx i E ′ : y2 = x3 − 2ax2 + (a2 − 4b)x

za a, b ∈ Z, i neka je
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ϕ : E → E ′, ϕ(x, y) =

(
y2

x2
,
y(b− x2)

x2

)
izogenija stepena dva qije jezgro je E[ϕ] = {O, (0, 0)}. Neka je

S = {∞} ∪ {prosti faktori 2b(a2 − 4b)}.

Da	e, neka je M podgrupa od Q×/(Q×)2 generisana sa −1 i prostim faktorima
2b(a2 − 4b). Za svako d ∈ M definisani su homogeni prostori Cd/Q i C ′

d/Q za
E/Q i E ′/Q slede�im jednaqinama

Cd : dw
2 = d2t4 − 2adt2z2 + (a2 − 4b)z4,

C ′
d : dw

2 = d2t4 + adt2z2 + bz4,

za (w, t, z) ∈ Q3. Tada je

Selϕ(E/Q) ∼= {d ∈M : Cd(Qv) ̸= ∅ za svako v ∈ S},

Selϕ̂(E/Q) ∼= {d ∈M : C ′
d(Qv) ̸= ∅ za svako v ∈ S},

gde se sa Cd(Qv) ̸= ∅ podrazumeva da postoji netrivijalno rexe�e (w, t, z) ∈
Q3
v \ {(0, 0, 0)} jednaqine Cd u Qv.

6.5 L-funkcija na eliptiqkoj krivoj

Neka je E/Q eliptiqka kriva definisana jednaqinom y2 = x3 + ax + b, gde su
a, b ∈ Z. Ako je

ap :=
p− |{(x, y) ∈ Fp : y2 = x3 + ax+ b}|

2
√
p

,

tada se definixe Hase-Vejlova L-funkcija pomo�u Ojlerovog proizvoda:

LE(s) :=
∏
p

1

1− app−s + p−2s
,

pri qemu Ojlerov proizvod apsolutno konvergira za Re(s) > 1. Iz Ximura-
Tanijama hipoteze (koju su dokazali E. Vajls i R. Tejlor) sledi da se Hase-
Vejlova L-funkcija mo�e analitiqki proxiriti na celu kompleksnu ravan.
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Slede�a hipoteza je poznata kao Birq-Svinerton-Dajer hipoteza, tj. BSD
hipoteza. U slede�em ode	ku �e biti prikazana veza izme�u BSD hipoteze i
kongruentnih brojeva.

Hipoteza 1. [BSD] Neka je E/Q eliptiqka kriva. Tada va�i

1. LE(s) ima nulu u s = 1 qiji red je jednak rangu r = rankE(Q).

2. Postoji limes

lim
s→1

LE(s)

(s− 1)r
= A|X(E/Q)|,

gde je A taqno odre�ena nenula konstanta.

Precizniji opis konstante A nije predmet ove disertacije, niti se upo{
treb	ava u �oj. Definicija konstante A se mo�e na�i u [Si, Dodatak C, hipoteza
16.5]. Poznato je da se L funkcija LE eliptiqke krive definisane nad po	em
Q mo�e analitiqki proxiriti na celu kompleksnu ravan. Me�utim, i da	e se
ne zna da li je |X(E/Q)| konaqno. U sluqaju eliptiqke krive En : y2 = x3−n2x
definisane nad Q za prirodan broj n, ako je LEn(1) ̸= 0, drugi deo BSD hipoteze
postaje

LEn(1)/B = |X(En/Q)|, (6.4)

za nenula konstantu B. U radovima [Ru1] i [Ru2] je pokazano da iz LEn(1) ̸= 0
sledi da je grupa X(En/Q) konaqnog reda, i da su neparni delovi obe strane u
(6.4) jednaki. Hipoteza 1 ima bitnu ulogu u prouqava�u kongruentnih brojeva.
Naime, poznata je slede�a hipoteza

Hipoteza 2. [ACK] Ako je prirodan broj n kongruentan sa 5, 6 ili 7 modulo 8,
tada je n kongruentan broj.

Opxte je poznato da je LEn(1) = 0 kada je n kongruentno sa 5, 6 ili 7 modulo
8 (ovo se mo�e videti u [Ko, glava 2, tvr�e�e 12]). Ako va�i hipoteza 1, tada
je rankEn(Q) ̸= 0 kada je n kongruentno sa 5, 6 ili 7 modulo 8. Po teoremi 6.1.5
postoje racionalni brojevi a, b, c takvi da je a2 + b2 = c2 i ab/2 = n, pa je n
kongruentan broj. Prema tome, iz hipoteze 1 sledi hipoteza 2.

Hipoteza 1 ima jox jednu vezu sa kongruentnim brojevima: Neka su

An =
∣∣{(x, y, z) ∈ Z3 : n = 2x2 + y2 + 32z2}

∣∣ ,
Bn =

∣∣{(x, y, z) ∈ Z3 : n = 2x2 + y2 + 8z2}
∣∣ ,

Cn =
∣∣{(x, y, z) ∈ Z3 : n = 8x2 + 2y2 + 64z2}

∣∣ ,
Dn =

∣∣{(x, y, z) ∈ Z3 : n = 8x2 + 2y2 + 16z2}
∣∣ .
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U radu [T] je pokazano bezuslovno da za neparne kongruentne brojeve n va�i da
je 2An = Bn, dok za parne kongruentne brojeve va�i da je 2Cn = Dn. Sa druge
strane, ako za neparan broj n va�i 2An = Bn (odnosno ako za paran broj n va�i
2Cn = Dn), mo�e se pokazati da je tada n kongruentan broj, ali jedino uz pomo�
hipoteze 1.

42



Glava 7

Teorija grafova i Selmerove

grupe

7.1 Selmerove grupe i grafovi

U ovoj glavi �e biti prikazan rezultat iz rada [F]. To je jedan od prvih radova
u kome je prikazana veza izme�u Selmerovih grupa i teorije grafova. Tako�e �e
biti prikazana veza izme�u grafova i BSD hipoteze.

Pre toga, bi�e uvedeni osnovni pojmovi vezani za grafove.

Definicija 7.1.1. Graf je ure�eni par G = (V,E), gde je V neprazan skup, a E
je podskup skupa {(x, y) | x, y ∈ V }. Elementi V su temena grafa G, a elementi
E su ivice grafa G. Ako za svako (x, y) ∈ E va�i da (y, x) ∈ E, tada je graf G
neusmeren, i ivicu (x, y) obele�avamo sa xy. U suprotnom, G je usmeren graf,
i ako je (x, y) ∈ E, a (y, x) /∈ E, tada ivicu (x, y) obele�avamo sa −→xy. Stepen
temena v je broj ivica koje polaze iz v, i obele�ava se sa deg v.

Definicija 7.1.2. Matrica susedstva grafa G sa V = {v1, . . . , vn} je A(G) =
[ai,j]1⩽i,j⩽n, gde su koeficijenti ai,j definisani sa

ai,j =

{
1, ako (vi, vj) ∈ E,
0, inaqe.

Definicija 7.1.3. Laplasova matrica grafa G je

M(G) = diag(deg v1, . . . , deg vn)− A(G).
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Napomena 2. Mo�e se videti da je u Laplasovoj matrici nekog grafa zbir
svih kolona jednak nula koloni. Prema tome, ako se iz matrice izbaci npr.
posled�a kolona, tada rang matrice osteje neprome�en.

Definicija 7.1.4. Particija V = V1 ∪ V2 grafa G = (V,E) je neparna ako
postoji teme v ∈ V1 takvo da je |{−→vw : w ∈ V2}| neparno, ili postoji teme v ∈ V2
takvo da je |{−→vw : w ∈ V1}| neparno. Inaqe je particija parna. Graf G je
neparan ako je svaka netrivijalna particija neparna.

Neka su sada En : y2 = x3 − n2x i E ′
n : y2 = x3 + 4n2x eliptiqke krive

definisane nad Q, i neka je ϕ : En → E ′
n izogenija stepena 2 zadata sa

ϕ(x, y) =

(
y2

x2
,
y(−n2 − x2)

x2

)
.

Tada postoje taqni nizovi

0 → E ′
n(Q)[ϕ]

ϕ(En(Q)[2])
→ E ′

n(Q)

ϕ(En(Q))

ϕ̂→ En(Q)

2En(Q)
→ En(Q)

ϕ̂(E ′
n(Q))

→ 0 (7.1)

0 → E ′
n(Q)

ϕ(En(Q))
→ Selϕ(En)

f→ X(En)[ϕ] → 0 (7.2)

0 → En(Q)

ϕ̂(E ′
n(Q))

→ Selϕ̂(E ′
n)

f̂→ X(E ′
n)[ϕ̂] → 0 (7.3)

0 → X(En)[ϕ] → X(En)[2]
ϕ̂→ X(E ′

n)[ϕ̂] → 0, (7.4)

gde je ϕ̂ dual ϕ. Neka je sada M podgrupa od Q×/(Q×)2 generisana sa −1 i
prostim faktorima 2n, i neka je S = {∞} ∪ {prosti faktori 2n}. Kada se
primeni tvr�e�e 6.4.6 na krive En i E

′
n, dobija se

Selϕ(En) ∼= {d ∈M : Cd(Qv) ̸= ∅ za svako v ∈ S}.

Selϕ̂(En) ∼= {d ∈M : C ′
d(Qv) ̸= ∅ za svako v ∈ S},

gde su

Cd : dw
2 = d2t4 + 4n2z4,

C ′
d : dw

2 = d2t4 − n2z4.

homogeni prostori eliptiqkih krivih En i E ′
n. Jezgra preslikava�a f i f̂ u

(7.2) i (7.3) su
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Kerf = {d ∈M : Cd(Q) ̸= ∅}, Kerf̂ = {d ∈M : C ′
d(Q) ̸= ∅}, (7.5)

odakle se vidi da 1 ∈ Kerf i ±1,±n ∈ Kerf̂ . Prema tome

2 + rankEn(Q) = dimF2 Kerf + dimF2 Kerf̂

= dimF2 Sel
ϕ(En)− dimF2 X(En)[ϕ]

+ dimF2 Sel
ϕ̂(E ′

n)− dimF2 X(E ′
n)[ϕ̂].

Dakle, rankEn(Q) = 0 ako i samo ako je Kerf = {1} i Kerf̂ = {±1,±n}. Posebno,
ako je Selϕ(En) = {1} i Selϕ̂(E ′

n) = {±1,±n}, tada je rankEn(Q) = 0 i X(En)[ϕ] =

X(E ′
n)[ϕ̂] = {1}. Pomo�u (7.4) se dodatno dobija da je X(En)[2] = {1}, odakle je

red grupe X(En) neparan.
Postoji graf qija neparnost daje informaciju o Selmerovoj grupi. Graf

se konstruixe na slede�i naqin: za prirodan broj n konstruixe se graf G(n)
qiji je skup temena jednak skupu prostih faktora n, i skup ivica je {−−→pipj :(
pj
pi

)
= −1}, gde je

(
p
q

)
Le�androv simbol (uzima se da je

(
n
2

)
= 1 za neparne

cele brojeve n).

Teorema 7.1.5. [F]U slede�a dva sluqaja je Selϕ(En) = {1} i Selϕ̂(En) = {±1,±n}:

1. n = p1 . . . pt (t ⩾ 1), gde su p1, . . . , pt razliqiti prosti faktori broja n za
koje je p1 ≡ 3 (mod 8) i pi ≡ 1 (mod 8), 2 ⩽ i ⩽ t, i G(n) je neparan graf.

2. n = 2p1 . . . pt (t ⩾ 1), gde su p1, . . . , pt razliqiti prosti faktori broja n za
koje je p1 ≡ 5 (mod 8) i pi ≡ 1 (mod 8), 2 ⩽ i ⩽ t, i G(n/2) je neparan graf.

Dokaz.

1. Graf G(n) je neusmeren po Gausovom zakonu reciprociteta. Tako�e, ako je
G(n) neparno, tada i G(2n) neparno. Neka su

M = ⟨−1, 2, p1, . . . , pt⟩ ⊂ Q×/(Q×)2, S = {∞, 2, p1, . . . , pt},

Cd : dw
2 = d2t4 + 4n2z4, C ′

d : dw
2 = d2t4 − n2z4.

Potrebno je pokazati slede�e:

a) Za svako d ∈M \ {1} postoji v ∈ S za koje je Cd(Qv) = ∅.
b) Za svako d ∈M \ {±1,±n} postoji v ∈ S za koje je C ′

d(Qv) = ∅.
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a) Neka je V = {2, p1, . . . , pt}. Za d < 0 je Cd(Q∞) = ∅. Dovo	no je
razmotriti sluqaj kada je d =

∏
p∈V1 p za svako V1 ⊂ V , V1 ̸= ∅. Ako je

V1 ̸= V , tada je V1 i V2 = V \ V1 netrivijalna particija od V . Poxto
je G(2n) neparan graf, tada ili postoji q ∈ V1 za koje je

(
2n/d
q

)
= −1,

ili postoji p ∈ V2 za koje je
(
d
p

)
= −1.

Sada treba pokazati da je Cd(Qp) = Cd(Qq) = ∅. Neka je (w, t, z) ̸=
(0, 0, 0) netrivijalno rexe�e jednaqine Cd u Qp. Za w = dw′, kriva Cd
ima oblik

Cd : dw
′2 = t4 + (2n/d)2z4.

Za svako l ∈ Z, trojka (w′p2l, tpl, zpl) je tako�e rexe�e Cd. Prema tome,
mo�e se pretpostaviti da su w′, t, z ∈ Zp i da je vp(w

′) = vp(t) = 0,
gde je vp eksponencijalna valuacija na Qp normalizovana sa vp(p) = 1.
Poxto p ∤ d i p | 2n

d
, to je dw′2 ≡ t4 modulo p. Ovo je nemogu�e, jer je(

d
p

)
= −1. Prema tome, Cd(Qp) = ∅.

Sa druge strane, q ̸= 2, poxto je
(
m
2

)
= 1 za sve neparne cele brojevem.

Ako je q = p1 ≡ 3 (mod 8), tada jednaqina Cd daje t
4 ≡ −(2n/d)2z4 (mod

q), jer q | d i q ∤ 2n
d
. Ovo je nemogu�e, jer je pretpostav	eno da je(

−1
q

)
= −1. Ako je q = pi ≡ 1 modulo 8 za neko i ⩾ 2, tada je(

−1

p

)
4

= 1 i

(
2n/d

q

)
=

(
−(2n/d)2

q

)
4

= 1,

xto je u suprotnosti sa pretpostavkom da je
(

2n/d
q

)
= −1 (za ceo broj

n i prost broj p koji ne deli n, simbol
(
n
p

)
4
je jednak 1 ako postoji

ceo broj x takav da je x4 ≡ n modulo p). Prema tome, Cd(Qq) = ∅. Neka
je sada V1 = V , tj. d = 2n. Kriva C2n je odre�ena jednaqinom

C2n : 2nw′2 = t4 + z4.

Me�utim, redukcijom modulo p1 se dobija da je C2n(Qp1) = ∅. Dakle,
Selϕ(En) = {1}.

b) Neka je sada V = {p1, . . . , pt}. Poxto ±1,±n pripadaju Selϕ̂(E ′
n) i

C ′
2(Q2) = ∅, treba pokazati da d /∈ Selϕ̂(E ′

n) za svako 1 < d < n koje
deli n. Neka je sada d =

∏
p∈V1 p, gde je V1 podskup od V za koji je

1 ⩽ |V1| < t. Poxto je G(n) neparan graf, ili postoji q | d takvo

da je
(
n/d
q

)
= −1, ili postoji p | n/d takvo da je

(
d
p

)
= −1. Kako je

G(n) neusmeren, neparan graf, postoje bar dva prosta faktora n sa
svojstvom p ili q. Prema tome, mo�e se pretpostaviti da je p ̸= p1.
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Neka jednaqina

C ′
d : dw

2 = d2t4 − n2z4

ima netrivijalno rexe�e (w, t, z) ̸= (0, 0, 0) u Qp. Mo�e se pretpos{
taviti da je min{vp(w), vp(t), vp(z)} = 0. Ako je vp(w) ⩾ 1, tada je
vp(t) ⩾ 1. Neka su w =n

d
w′ i t = n

d
t′. Tada C ′

d ima jednaqinu

C ′
d : dw

′2 = n2t′4 − d2z4,

odakle je
(

±d
p

)
= 1, xto je u kontradikciji sa

(
d
p

)
= −1. Prema tome,

C ′
d(Qp) = ∅, pa je Selϕ̂(E ′

n) = {±1,±n}.

2. Ako je d pozitivan paran broj takav da d | n, tada je Cd(Q2) = C ′
d(Q2) = ∅, pa

d /∈ Selϕ(En) i d /∈ Selϕ̂(E ′
n) za takve d. Poxto je G(n/2) neusmeren, neparan

graf, mo�e se pokazati da d /∈ Selϕ(En) za svako d | n/2, 1 < d ⩽ n/2, i da

d /∈ Selϕ̂(E ′
n) za svako d | n/2, 1 < d ⩽ n/2 na isti naqin kao u dokazu dela

1. Prema tome, Selϕ(En) = {1} i Selϕ̂(E ′
n) = {±1,±n}. □

7.2 BSD hipoteza i grafovi

Po BSD hipotezi, ako je LEn(1) ̸= 0, tada je LEn(1) = A|X(En)|, gde je A nenula
konstanta.

U radu [T] izra�ena je vrednost LEn(1)/A. Za neparno n, neka je

a(n) =
1

2

∑
x2+y2+2z2=n

2|y

η1(x+ iy), (7.6)

gde je η1 karakter grupe (Z[i]/(4(1 + i)))× definisan sa

η1(α) =

{
1, za α = 1, 7, 3 + 2i, 1 + 2i
−1, za α = 3, 5, 7 + 2i, 5 + 2i.

Za 2||n, neka je

b(n/2) =
1

2

∑
x2+2y2+z2=n/2

2|z

η2(x+
√
−2y) (7.7)

gde je η2 karakter grupe
(
Z[
√
−2]/(4)

)×
definisan sa

η2(α) = η2(−α), η2(1) = 1, η2(1 + 2
√
−2) = η2(3 + 2

√
−2) = −1.
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Ako je ω(n) broj razliqitih prostih faktora od n, tada je

LEn(1) =

{
(a(n)/2ω(n))2, ako 2 ∤ n,

(b(n/2)/2ω(n/2))2, ako 2||n.

Skup rexe�a jednaqine x2 + y2 + 2z2 = n je u bijekciji sa skupom rexe�a
jednaqine X2 + Y 2 + Z2 = 2n za koja va�i 2 | Z; bijekcija je slede�eg oblika:

(X, Y, Z) = (x+ y, x− y, 2z), (x, y, z) =

(
X + Y

2
,
X − Y

2
,
Z

2

)
.

Broj rexe�a (X, Y, Z) je 4h(−2n), gde je h(−2n) klasni broj po	a Q(
√
−2n).

Rubin je pokazao da su neparni delovi LEn(1)/A i X(En) jednaki ako je a(n) ̸= 0
ili b(n/2) ̸= 0 (neparni delovi dva cela broja su isti ako su �ihove proste
faktorizacije iste do na stepen dvojke). Prema tome, treba odrediti Silov	evu

2-podgrupu C
(2)

Q(
√
−2n)

klasne grupe CQ(
√
−2n). Po Gausovoj teoriji roda (qiji dokaz

mo�e da se vidi u [Ga, glava 5, teorema 305, strana 364]),

2− rankCK = ω(2n)− 1 = ω(n).

U radovima [Re] i [RR] je za svaki prirodan broj n konstruisan graf G(n) takav
da 2ω(n)||h(−2n) ako i samo ako je G(n) neparan graf (za definiciju neparnog
grafa videti poqetak glave 7). Neka je K = Q(

√
−D) imaginarno kvadratno

po	e sa D ⩾ 2, klasnim brojem hK = |CK |, 2-rangom grupe CK jednakim r2 =
dimF2 CK/C

2
K i diskriminantom disc(K) = −D. Ako je ω(n) = t, tada je po

Gausovoj teoriji roda r2 = t− 1, pa 2t−1 | hK .
Kao u dokazu teoreme 7.1.5, za ovakvo po	e se konstruixe graf G(D) (na

isti naqin kao graf G(n)): skup temena je jednak skupu prostih faktora D, i

skup ivica je {−−→pipj :
(
pj
pi

)
= −1}, gde je

(
p
q

)
Le�androv simbol (uzima se da je(

n
2

)
= 1 za neparne cele brojeve n). Neparnost grafa G(D) �e dati informaciju

o klasnom broju hK po	a K = Q(
√
−D).

Teorema 7.2.1. Neka je K = Q(
√
−D) imaginarno kvadratno po	e sa D ⩾ 2,

disc(K) = −D, i ω(D) = t. Tada

1. 2t−1||hK ako i samo ako je graf G(D) neparan.

2. Ako je D = 8p2 . . . pt (t ⩾ 2), p2 ≡ ±3 (mod 8) i pi ≡ ±1 (mod 8) za i ⩾ 3, tada
2t−1||hK ako i samo ako je G(D/8) neparan graf.

Dokaz.
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1. Neka su p1, . . . , pt razliqiti prosti faktori D. Za svaki podskup S ⊂
{1, . . . , t} sa 1 ⩽ |S| ⩽ t−1, neka je QS =

∏
i∈S pi, i neka je Q

′
S beskvadratni

deo D/QS. Neka je αS oznaka za proizvo	ni ideal u OK norme N(αS) = QS.
Tada skup

{[αS] = [αS] : S ⊂ {1, . . . , t}, 1 ⩽ |S| ⩽ t− 1}

sadr�i 2r2 − 1 = 1
2
(2t − 2) klasa ideala u CK reda 2, pri qemu je S =

{1, . . . , t} \S. U radovima [Re] i [RR] pokazano je da klasa [αS] pripada C
2
K

ako i samo ako jednaqina

u2QS + v2Q′
S − w2 = 0

ima netrivijalno rexe�e (u, v, w) ̸= (0, 0, 0). Prema tome,

2t−1||hK ⇔ [αS] /∈ C2
K za svaki skup S ⊂ {1, . . . , t} sa 1 ⩽ |S| ⩽ t− 1

⇔ za svaki skup S ⊂ {1, . . . , t} sa 1 ⩽ |S| ⩽ t− 1 ili postoji

prost broj p|Q′
S takav da je

(
QS

p

)
= −1, ili postoji

prost broj q|QS takav da je

(
Q′
S

q

)
= −1

⇔ G(D) je neparan graf.

2. Graf G(D/8) je neusmeren po Gausovom zakonu reciprociteta, a poxto je(
2
p2

)
= −1 i

(
2
pi

)
= 1 za i ⩾ 3, graf G(D) se mo�e dobiti od grafa G(D/8)

tako xto se doda teme 2, i veza
−→
p22 na graf G(D/8). Graf G(D) je neparan

ako i samo ako je to i G(D/8). □

Neka je sada N(n; a1, . . . , an) broj celobrojnih rexe�a jednaqine n = a1x
2
1 +

· · ·+ anx
2
n za prirodne brojeve a1, . . . , an. Tada va�i slede�a teorema

Teorema 7.2.2. 1. Neka n zadovo	ava prvo svojstvo u teoremi 7.1.5. Tada
kriva En zadovo	ava BSD hipotezu ako i samo ako je N(n; 1, 64, 2) ≡ 0
modulo 2t+1.

2. Neka n zadovo	ava drugo svojstvo u teoremi 7.1.5. Tada kriva En zadovo	a{
va BSD hipotezu ako i samo ako je N(n/2; 1, 32, 4) ≡ 0 modulo 2t+1.

Dokaz.
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1. Po radu [T], vrednost L-funkcije u 1 krive En se mo�e izraziti kao

LEn(1)/A = (a(n)/2t)2,

gde je a(n) dato u (7.6). Poxto je n ≡ 3 modulo 8, va�i slede�e:

a(n) =
1

2

∑
x2+16y2+2z2=n

η1(x+ 4iy) =
1

2

∑
x2+16y2+2z2=n

(−1)((x+4y)2−1)/8

=
1

2

∑
x2+16y2+2z2=n

(−1)(x
2−1)/8+y

=
1

2

 ∑
x2+16y2+2z2=n

2|y

(−1)(x
2−1)/8 −

∑
x2+16y2+2z2=n

2∤y

(−1)(x
2−1)/8


=

∑
x2+64y2+2z2=n

(−1)(x
2−1)/8 − 1

2

∑
x2+16y2+2z2=n

(−1)(x
2−1)/8.

Kada je n ≡ 3 modulo 16, tada je n ≡ x2 + 2z2 ≡ 3 modulo 16, pa je x2 ≡ 1
modulo 16, i (x2 − 1)/8 je parno. Sa druge strane, kada je n ≡ 11 modulo
16, tada je n ≡ x2 +2 ≡ 11 modulo 16, pa je x2 ≡ 9 modulo 16, i (x2 − 1)/8 je
neparno. Prema tome, a(n) je odre�eno do na znak. Drugim reqima, va�i

a(n) = ±
(
N(n; 1, 64, 2)− 1

2
N(n; 1, 16, 2)

)
.

Poxto je n ≡ 3 modulo 8, va�i

N(n; 1, 16, 2) =
∣∣{(x, y, z) ∈ Z3 : x2 + y2 + 2z2 = n, 4 | y}

∣∣
= 2h(−2n)

≡ 2t+1 (mod 2t+2) po teoremi 7.2.1

Iz teoreme 7.1.5 se dobija da je rankEn(Q) = 0 i da je |X(En)| neparno.
Prema tome:

Va�i BSD hipoteza ⇔ a(n)/2t ≡ 1 (mod 2)

⇔ 2N(n; 1, 64, 2)−N(n; 1, 16, 2) ≡ 2t+1 (mod 2t+2)

⇔ N(n; 1, 64, 2) ≡ 0 (mod 2t+1).

2. U ovom sluqaju va�i

LEn(1)/A = (b(n/2)/2t)2,
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gde je b(n/2) dato sa (7.7). Ako je n/2 ≡ 5 modulo 8, tada je

b(n/2) =
1

2

∑
x2+8y2+4z2=n/2

η2(x+ 2
√
−2y)

=
1

2

N(n/2; 1, 32, 4)−
∑

x2+8y2+4z2=n/2
2∤y

1


= N(n/2; 1, 32, 4)− 1

2
N(n/2; 1, 8, 4).

Me�utim, tako�e va�i

N(n/2; 1, 8, 4) = |{(x, y, z) ∈ Z3 : x2 + 2y2 + z2 = n, 2 | z}
= 2h(−n) ≡ 2t+1 (mod 2t+2) po teoremi 7.2.1.

Prema tome:

Va�i BSD hipoteza ⇔ b(n/2)/2t ≡ 1 (mod 2)

⇔ N(n/2; 1, 32, 4)− 1

2
N(n/2; 1, 8, 4) ≡ 2t (mod 2t+1)

⇔ N(n/2; 1, 32, 4) ≡ 0 (mod 2t+1).□
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Glava 8

Zajedniqka distribucija

Selmerovog ranga krivih

kongruentnog broja

8.1 Uvod

Neka je za beskvadratni celi broj n

En : y2 = x3 − n2x

eliptiqka kriva definisana nad Q, neka je

ϕ : En → E ′
n

izogenija drugog stepena sa kodomenom

E ′
n : y2 = x3 + 4n2x

definisana sa

ϕ(x, y) = (y2/x2, y(n2 − x2)/x2),

i neka je ϕ̂ izogenija dualna ϕ. Da	e, neka je broj elemenata Sel[2](En/Q) jednak

22+s(n), broj elemenata Selϕ(En/Q) jednak 2s
ϕ(n) i broj elemenata Selϕ̂(En/Q) jednak

22+s
ϕ̂(n). Za rang r(n) eliptiqke krive En va�e bitne nejednakosti:

r(n) ⩽ s(n),

r(n) ⩽ sϕ(n) + sϕ̂(n).
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Prema tome, ako je s(n) = 0, ili ako je sϕ(n) + sϕ̂(n) = 0, tada je r(n) = 0. Rang
s(n) je pristupaqniji od r(n), zbog qega je grupa Sel[2](En/Q) privukla pa��u (na
primer u [FJ], [F], [FX], [HB1], [HB2], [JO]). U radu [Rh] je na�ena verovatno�a

da za beskvadratan ceo broj n sa m prostih faktora va�i (sϕ(n), sϕ̂(n)) = (0, 0).

U ovoj glavi �e biti odre�ena distribucija (sϕ(n), sϕ̂(n)) nad neparnim, bes-
kvadratnim prirodnim brojevima sa fiksiranim brojem prostih faktora. Pre-
ciznije, bi�e dokazane slede�e dve teoreme.

Teorema 8.1.1. [V1] Neka su m ∈ N, p i q nenegativni celi brojevi, X realan
broj ve�i od 0 i α(X; p, q,m) broj beskvadratanih prirodnih brojeva n ⩽ X

kongruentnih sa ±3 modulo 8 i sa m prostih faktora za koje je (sϕ(n), sϕ̂(n)) =
(p, q). Kada X → ∞, za γα(m, p, q) = 2(m−q+p−1)(m−q+p)/2+(m−q+p−1)(q−p+1) va�i:

1. Ako je q ⩾ p+ 1, tada je

α(X; p, q,m) =
∑

t1+t2=m−q+p−1
s1+s2=q−p+1
t2+s1≡1 (mod 2)

(1 + o(1))
X(log logX)m−1

logX

m

t1!t2!s1!s2!

1

4m

× γα(m, p, q)

m−q−1∑
k=0

sym(m− q + p− 1, k)Em−q+p−1−k,q−p(m− q − 1− k),

2. Ako je q = p, tada je

α(X; q, q,m) =
∑

t1+t2=m−1
s1+s2=1

t2+s1≡1 (mod 2)

(1 + o(1))
X(log logX)m−1

logX

m

t1!t2!

1

4m

× γα(m, p, p)sym(m− 1,m− 1− q),

3. Ako je p = q + 1, tada je

α(X; q + 1, q,m) =
∑

t1+t2=m
t2≡1 (mod 2)

(1 + o(1))
X(log logX)m−1

logX

m

t1!t2!

1

4m

× γα(m, q + 1, q)par(m, q),

4. Ako je q < p− 1, q > m+ p− 1 ili m < q + 1, tada je

α(X; p, q,m) = 0.
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Teorema 8.1.2. [V1] Neka su m ∈ N, p i q nenegativni celi brojevi, X realan
broj ve�i od 0 i β(X; p, q,m) broj beskvadratnih prirodnih brojeva n ⩽ X

kongruentnih sa ±1 modulo 8 i sa m prostih faktora za koje je (sϕ(n), sϕ̂(n)) =
(p, q). Kada X → ∞, za γβ(m, p, q) := 2(m−q+p−2)(m−q+p−1)/2+(m−q+p−2)(q−p+2) va�i:

1. Ako je q ⩾ p, tada je

β(X; p, q,m) =
∑

t1+t2=m−q+p−2
t2 ̸=0

s1+s2=q−p+2
t2+s1≡0 (mod 2)

(1 + o(1))
X(log logX)m−1

logX

m

t1!t2!s1!s2!

1

4m

× γβ(m, p, q)

{
m−q−2∑
k=0

sym(m− q + p− 2, k)Em−q+p−3−k,q−p+1(m− q − 2− k)2−q

+

m−q−3∑
k=0

sym(m− q + p− 2, k)Em−q+p−3−k,q−p+1(m− q − k − 2)(1− 2−q)

}
+

+
∑

s1+s2=q−p+2
s1 ̸=0

s1≡0 (mod 2)

(1 + o(1))
X(log logX)m−1

logX

m

(m− q + p− 2)!s1!s2!

1

4m
×

× γβ(m, p, q)

m−q−2∑
k=0

sym(m− q + p− 2, k)Em−q+p−1−k,q−p(m− q − k − 2)+

+ (1 + o(1))
X(log logX)m−1

logX

m

(m− q + p− 2)!(q − p+ 2)!

1

4m
×

× γβ(m, p, q)

m−q−1∑
k=0

sym(m− q + p− 2, k)Em−q+p−2−k,q−p+1(m− q − k − 1)

2. Ako je q = p− 1, tada je

β(X; q + 1, q,m) =
∑

t1+t2=m−1
t2 ̸=0

s1+s2=1
t2+s1≡0 (mod 2)

(1 + o(1))
X(log logX)m−1

logX

m

t1!t2!

1

4m

× γβ(m, p, p− 1)

×
(
sym(m− 2,m− 2− q)2−q + sym(m− 2,m− 3− q)(1− 2−q)

)
+ (1 + o(1))

X(log logX)m−1

logX

m

4m
γβ(m, p, p− 1)sym(m− 1,m− 1− q);
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3. Ako je q = p− 2, tada je

β(X; q + 2, q,m) =
∑

t1+t2=m
t2 ̸=0

t2≡0 (mod 2)

(1 + o(1))
X(log logX)m−1

logX

m

t1!t2!

1

4m

× γβ(m, p, p− 2)

×
(
sym(m− 2,m− q − 2)2−q + sym(m− 2,m− q − 3)(1− 2−q)

)
+ (1 + o(1))

X(log logX)m−1

logX

1

(m− 1)!

1

4m
γβ(m, p, p− 2)par(m, q),

4. Ako je q < p− 2, q > m− p+ 2 ili m < q + 1, tada je

β(X; p, q,m) = 0.

Za dokaz teorema 8.1.1 i 8.1.2 bi�e neophodna veza izme�u teorije grafova i
Selmerovih grupa, broj prirodnih brojeva n sa k prostih faktora sa odre�enom
raspodelom prostih faktora po kongruencijama modulo 8, kao i verovatno�a da
matrica fiksne dimenzije ima odre�en rang.

Tvr�e�e 8.1.3. [XZ] Neka je n = p1 . . . ptq1 . . . qs neparan, beskvadratni prirodan
broj, gde su pi prosti faktori broja n kongruentni sa 1 modulo 4, a qj prosti
faktori kongruentni 3 modulo 4. Tada va�i

1. Ako je n ≡ ±3 modulo 8, neka je G1 = (V1, E1) graf definisan sa

V1 = {p1, . . . , pt, q1, . . . , qs},

E1 =

{
pipj :

(
pj
pi

)
= −1, 1 ⩽ i ̸= j ⩽ t

}
∪
{
−−→piqr :

(
qr
pi

)
= −1, 1 ⩽ i ⩽ t, 1 ⩽ r ⩽ s

}
.

Ako je M1(n) Laplasova matrica grafa G1(n), tada su rangovi sϕ(n) =

t− rankF2M1(n) i s
ϕ̂(n) = s− 1 + t− rankF2M1(n).

2. Ako je n ≡ ±1 modulo 8, neka je G2 = (V2, E2) graf definisan sa

V2 = {p1, . . . , pt, q1, . . . , qs,−1},

E2 =

{
pipj :

(
pj
pi

)
= −1, 1 ⩽ i ̸= j ⩽ t

}
∪
{
−−→piqr :

(
qr
pi

)
= −1, 1 ⩽ i ⩽ t, 1 ⩽ r ⩽ s

}
∪
{−−−→
(−1)p : p ≡ ±3 (mod 8), p ∈ V2

}
.
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Ako je M2(n) Laplasova matrica grafa G2(n), tada je sϕ(n) = t + 1 −
rankF2M2(n) i s

ϕ̂(n) = s− 1 + t− rankF2M2(n).

Lema 8.1.4. [Rh] Neka je par(t, e) verovatno�a da neusmeren graf sa t temena
ima 2e+1 parnih particija, gde je 0 ⩽ e ⩽ t− 1. Tada je

par(t, e) = 2(
t−e
2 )−(

t
2)d(t− 1, e)

⌊t−e/2⌋∏
j=1

(
1−

(
1

2

)2j−1
)
,

gde je d(m, j) =
∏j−1

i=0 (2
m − 2i)/(2j − 2i) i d(m, 0) = 1.

Lema 8.1.5. [Rh]Neka jeG neusmeren graf sa t temena, i neka je ρ rang Laplasove
matrice grafa G. Tada je broj parnih particija grafa G jednak 2t−ρ.

U slede�im teoremama �e biti odre�en broj prirodnih brojeva qiji prosti
faktori zadovo	avaju uslove neophodne za teoreme 8.1.1 i 8.1.2.

Teorema 8.1.6. [Rh] Neka su k i m > 1 prirodni brojevi, X pozitivan realan
broj, 0 ⩽ a1, . . . , aφ(m) ⩽ k celi brojevi takvi da je a1 + · · · + aφ(m) = k. Da	e,
neka je πk(X;m; a1, . . . , aφ(m)) broj beskvadratnih celih bojeva n ⩽ X sa k prostih
faktora, pri qemu je taqno aj od tih faktora kongruentno sa rj modulo m, gde
su 1 = 1 < r2 < · · · < rφ(m) < m standardni predstavnici elemenata (Z/mZ)×.

1. Ako je m = 4, t = a1, s = a2 i kada X → ∞, tada va�i:

πk(X; 4; t, s) = (1 + o(1))
k

t!s!

1

2k
X(log logX)k−1

logX
.

2. Ako je m = 8, t1 = a1, s1 = a2, t2 = a3, s2 = a4, i kada X → ∞, tada va�i:

πk(X; 8; t1, t2, s1, s2) = (1 + o(1))
k

t1!t2!s1!s2!

1

4k
X(log logX)k−1

logX
.

Teorema 8.1.7. [Rh] Neka je k prirodan broj, neka je δ = (δ1, . . . , δk), pri qemu
δi ∈ {1, 3, 5, 7} za 1 ⩽ i ⩽ k, i neka su εij fiksirani elementi {−1, 1}, za 1 ⩽ i <
j ⩽ k. Neka je Ck(X, δ) skup k-torki (p1, . . . , pk) prostih brojeva 2 < p1 < p2 <
· · · ⩽ X za koje je p1 . . . pk ⩽ X, pj ≡ δj modulo 8. Tada je broj elemenata Ck(X, δ)

za koje je
(
pi
pj

)
= εij sa 1 ⩽ i < j ⩽ k jednak

2−(
k
2)(1 + o(1))|Ck(X, δ)|.
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Tvr�e�e 8.1.8. [BM] Neka su t, s, ρ ⩾ 0 celi brojevi, neka su Πn(q) = (1−q)(1−
q2) . . . (1− qn) i Π0(q) = 1, i neka je[

n

k

]
(q) =

Πn(q)

Πk(q)Πn−k(q)
.

Ako se verovatno�a da proizvo	na matrica dimenzije t × s sa koeficijentima
u F2 ima rang ρ obele�i sa Et,s(ρ), tada va�i:

1. Ako je s = 0, t = 0 ili ρ > min{s, t}, tada je

Et,s(ρ) = 0.

2. Ako je t ⩾ s, tada je

Et,s(ρ) = 2(−s+ρ)(t−ρ)
[

s

s− ρ

](
1

2

)
Πt(

1
2
)

Πt−ρ(
1
2
)
.

3. Ako je s ⩾ t, tada je

Et,s(ρ) = 2(−t+ρ)(s−ρ)
[

t

t− ρ

](
1

2

)
Πs(

1
2
)

Πs−ρ(
1
2
)
.

4. Posebno, va�i

Et,t+s(ρ) = 2(−t+ρ)(t+s−ρ)
[

t

t− ρ

](
1

2

)
Πt+s(

1
2
)

Πt+s−ρ(
1
2
)
.

Tvr�e�e 8.1.9. [V1] Broj simetriqnih matrica dimenzije n×n sa koeficijen-
tima u po	u F2 ranga ρ je[

n

n− ρ

]
(2) ·

⌈ρ/2⌉∏
j=1

(
1−

(
1

2

)2j−1
)
2ρ(ρ+1)/2.

Prema tome, verovatno�a da proizvo	na simetriqna matrica dimenzije n×n
sa koeficijentima u F2 ima rang ρ je

sym(n, ρ) :=

[
n

n− ρ

]
(2) ·

⌈ρ/2⌉∏
j=1

(
1−

(
1

2

)2j−1
)
2ρ(ρ+1)/2−n(n+1)/2.
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8.2 Dokaz teoreme 8.1.1

Neka je n ≡ ±3 modulo 8, i neka je G1(n) graf definisan u tvr�e�u 8.1.3 sa

Laplasovom matricom M1(n). Da bi bilo (sϕ(n), sϕ̂(n)) = (p, q), mora da va�i

slede�e: sϕ(n) = t−rankF2M1(n) = p, sϕ̂(n) = s−1+t−rankF2M1(n). Prema tome,
mora da va�i s = q−p+1, t = m−s = m−q+p−1 i rankF2M1(n) = t−p = m−q−1.
Dokaz teoreme 8.1.1 je sveden na dva dela: nala�e�e verovatno�e da matrica
M1(n) ima rang ρ = m− q − 1, i nala�e�e verovatno�e da prirodan broj n < X
sa m prostih faktora kongruentan sa ±3 modulo 8 ima t = m−1+p−1 faktora
kongruentnih 1 modulo 4 i s = q − p+ 1 faktora kongruentnih 3 modulo 4.

Ivice izme�u temena pi i pj grafa G1(n) su obostrane, dok su ivice izme�u
temena pi i qr usmerene od pi do qr. Prema tome, matrica M1(n) je oblika

M1(n) =

[
A B
0 0

]
,

gde je A simetriqna matrica dimenzije t × t, i B je matrica dimenzije t ×
s. Po napomeni 2, ako se izbaci posled�a kolona iz matrice, rang �e ostati
neprome�en.

Lema 8.2.1. Verovatno�a da matrica nad po	em F2 oblika [AB] ima rang ρ je

ρ∑
k=0

sym(t, k)Et−k,s(ρ− k),

gde je A simetriqna matrica dimenzije t× t, a B matrica dimenzije t× s (pri
qemu je s > 0).

Dokaz. Neka je A ranga k. Tada se mogu upotrebiti elementarne transformacije
vrsta i kolona da se A transformixe u A0 (kanonsku matricu matrice A), xto
daje matricu [

Ek×k 0k×(t−k)
0(t−k)×k 0(t−k)×(t−k)

B′
t×s

]
,

gde je E jediniqna matrica, i 0 nula matrica. Koeficijenti u matrici B′

�e ostati nezavisni i uniformno raspore�eni, poxto je ona dobijena nakon
primene elementarnih transformacija na [AB]. Sada se elementarnim trans{
formacija mogu anulirati prvih k vrsta matrice B′ pomo�u jediniqne matrice,
nakon qega se dobija [

Ek×k 0k×(t−k) 0k×s
0(t−k)×k 0(t−k)×(t−k) B′′

(t−k)×s

]
.
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Prema tome, verovatno�a da [AB] ima rang ρ je

P (rankF2 [AB] = ρ) =

ρ∑
k=0

P (rankF2A = k)P (rankF2B
′′ = ρ− k)

=

ρ∑
k=0

sym(t, k)Et−k,s(ρ− k).□

Poxto je posled�a kolona jednaka zbiru ostalih, u dokazu teoreme �e biti
korix�ena gor�a formula sa s − 1 umesto s. Sada treba posmatrati posebne
sluqajeve kada je s = 1 ili s = 0.

1. Ako je s = 1, kada se ukloni posled�a kolona, osta�e samo simetriqna
matrica A, pa verovatno�a da M1(n) ima rang ρ je

sym(t, ρ).

2. Ako je s = 0, tada je graf G1(n) neusmeren, pa je broj parnih particija
2e+1 po lemi 8.1.5 jednak 2t−ρ. Dakle, matrica M1(n) �e imati rang ρ ako
i samo ako graf G1(n) ima 2t−ρ parnih particija, a verovatno�a da se to
desi je po lemi 8.1.4 jednaka

par(m, t− ρ− 1).

Napomena 3. U prethodnoj lemi je na�ena verovatno�a da matrica M1(n) ima
rang ρ. Ako se broj takvih matrica pomno�i sa brojem prirodnih brojeva n sa t
prostih faktora kongruentnih 1 modulo 4 i s prostih faktora kongruentnih 3
modulo 4, dobi�e se broj prirodanih brojeva n ⩽ X sa m = t+s prostih faktora
koji odgovaraju matrici oblika M1(n) ranga ρ. Me�utim, moraju se razdvojiti
sluqajevi kada je n ≡ ±3 modulo 8 i kada je n ≡ ±1 modulo 8.

Prema tome, treba predstaviti broj prirodnih brojeva n sa t prostih faktora
kongruentnih 1 modulo 4 i s prostih faktora kongruentnih 3 modulo 4 kao zbir
koliqina prirodnih brojeva n koji imaju

1. t1 prostih faktora kongruentnih 1 modulo 8,

2. t2 prostih faktora kongruentnih 5 modulo 8,

3. s1 prostih faktora kongruentnih 3 modulo 8,

4. s2 prostih faktora kongruentnih 7 modulo 8.
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Za fiksirane k, s i t va�i

πk(X; 4; t, s) =
∑

t1+t2=t
s1+s2=s

πk(X; 8; t1, s1, t2, s2).

Me�utim, brojevi n kod kojih je t2+s1 parno su kongruentni ±1 modulo 8, a kada
je t2 + s1 neparno, tada je n kongruentno ±3 modulo 8. Kada se uraqunaju samo
sabirci kod kojih je t2 + s1 neparno, dobija se teorema 8.1.1.

8.3 Dokaz teoreme 8.1.2

Neka je sada n ≡ ±1 modulo 8, i neka je G2(n) graf definisan u tvr�e�u 8.1.3

sa Laplasovom matricom M2(n). Da bi bilo (sϕ(n), sϕ̂(n)) = (p, q), mora da va�i

sϕ(n) = t+1− rankF2M2(n) = p i sϕ̂(n) = s−1+ t− rankF2M2(n). Drugim reqima,
treba da va�i s = q− p+2, t = m− s = m− q+ p− 2 i rankF2M2(n) = t+1− p =
m − q − 1. Neka su sada t1, t2, s1 i s2 kao u napomeni 3. Tada po tvr�e�u 8.1.3
matrica M2(n) dimenzije (m+ 1)× (m+ 1) = (t+ s+ 1)× (t+ s+ 1) ima oblik

M2(n) =


A1 A2 B1 B2 0t1×1

A3 A4 B3 B4 0t2×1

0s×t1 0s×t2 0s×s1 0s×s2 0s×1

01×t1 11×t2 11×s1 01×s2 ∗

 ,
pri qemu su A1 i A4 simetriqne matrice qije su dimenzije redom t1 × t1 i
t2 × t2, matrica A2 je reda t1 × t2, matrica A3 = AT2 , matrice B1, B2, B3 i B4

su dimenzija redom t1 × s1, t1 × s2, t2 × s1 i t2 × s2, i poxto je n ≡ ±1 modulo 8,
koeficijent ∗ je jednak 0. Prema tome, poxto je posled�a kolona nula kolona,
ona se mo�e izbaciti iz matriceM2(n), i rang �e ostati neprome�en. Xtavixe,
tako dobijena matrica i da	e ima svojstvo da je zbir svih kolona jednak nula
koloni.

Bi�e posmatrana tri razliqita sluqaja:

1. Ako je t2 = s1 = 0, tada posled�a vrsta ima samo nule u sebi, pa se
verovatno�a da matrica ima rang ρ raquna na isti naqin kao u dokazu
teoreme 8.1.1:

ρ∑
k=0

sym(t, k)Et−k,s(ρ− k).

2. Ako je t2 = 0 i s1 ̸= 0, tada matrica M2(n) ima slede�i oblik:
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[
A1 B1 B2

01×t1 11×s1 01×s2

]
.

Koriste�i elementarne transformacije, mo�e se pretpostaviti da je ma-
trica oblika

[
A1 B u
01×t1 01×(s−1) 11×1

]
.

Sada se A1 mo�e elementarnim transformacijama pretvoriti u kanonsku,
i ako je A1 ranga ρ1, tada se prvih ρ1 vrsta u B i u pretvori u nula vrste:

 Eρ1×ρ1 0 0 0
0(t−ρ1)×ρ1 0 B′ u′

01×ρ1 01×(t−ρ1) 01×(s−1) 1

 .
Ako matrica B′ dimenzije (t−ρ1)×(s−1) ima rang ρ2, tada matricaM2(n)
ima rang ρ1 + ρ2 + 1. Verovatno�a da matrica M2(n) ima rang ρ je

∑
ρ1+ρ2=ρ−1

sym(t, ρ1)Et−ρ1,s−1(ρ2).

3. Ako je t2 ̸= 0, tada se matrica M2(n) mo�e transformisati u matricu
oblika

 A′
1 A′

2 B′
1 B′

2

A′
3 A′

4 B′
3 B′

4

01×t1 00 . . . 1 01×s1 01×s2

 ,
pri qemu su A′

1 i A
′
4 simetriqne matrice dimenzija redom t1 × t1 i t2 × t2,

A′
2 je matrica dimenzije t1× t2 takva da je A

′
3 = A′T

2 , i matrice B
′
1, B

′
2, B

′
3 i

B′
4 su dimenzija redom t1×s1, t1×s2, t2×s1 i t2×s2. Ovo se mo�e zapisati

kao

 A′′
1 A′′

2 B′′
1 B′′

2

A′′
3 A′′

4 B′′
3 B′′

4

01×(t−1) 1 01×s1 01×s2

 ,
gde je A′′

1 simetriqna matrica dimenzije (t − 1) × (t − 1), A′′
2 je dimenzije

(t− 1)× 1 takva da je A′′
3 = A′′T

2 i A′′
4 ∈ {0, 1}. Kada se A′′

1 transformixe u
kanonsku formu, dobija se
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
Eρ1×ρ1 0 0 0 0

0(t−1−ρ1)×ρ1 0 A′′′
2 B′′′

1 B′′′
2

01×ρ1 A′′′T
2 A′′′

4 B′′′
3 B′′′

4

01×ρ1 01×(t−1−ρ1) 1 01×s1 01×s2

 .
Kada se uradi isto sa blokom

[
B′′′

1 B′′′
2

]
, dobija se


Eρ1×ρ1 0 0 0 0 0
0ρ2×ρ1 0 0 0 E 0

0(t−1−ρ1−ρ2)×ρ1 0 0 u 0 0
01×ρ1 v uT x 0 w
01×ρ1 01×ρ2 01×(t−1−ρ1−ρ2) 1 01×ρ2 01×(s−ρ2)


MatricaM2(n) �e imati rang ρ1+ρ2+1 ako su u, v, w nula vektori. Inaqe
�e rang biti ρ1 + ρ2 + 2. Verovatno�a da M2(n) ima rang ρ je

∑
ρ1+ρ2=ρ−1

sym(t, ρ1)Et−ρ1−1,s(ρ2)2
ρ−m+∑

ρ1+ρ2=ρ−2

sym(t, ρ1)Et−ρ1−1,s(ρ2)(1− 2ρ−m).

Poxto se posled�a kolona mo�e ukloniti, bi�e korix�ene gor�e formule sa
s− 1 umesto s.

Ostaju jox dva sluqaja da se ispitaju: kada je s = 1, i kada je s = 0. Kada
je s = 1, moraju se razmotriti dve mogu�nosti: t2 + s1 > 0 i t2 + s1 = 0. Poxto
je n ≡ ±1 modulo 8 (n ima paran broj faktora kongruentnih ±3 modulo 8, pa
posled�a vrsta Laplasove matrice ima paran broj jedinica), ako se ukloni
posled�a kolona u Laplasovoj matrici, posled�a vrsta ne�e biti nula vrsta.
Nakon elementarnih transformacija, dobija se C1 C2

C3 C4

01×(t−1) 1

 ,
gde je C1 simetriqna matrica dimenzije (t− 1)× (t− 1), C2 kolona du�ine t− 1
takva da je C3 = CT

2 , i C4 ∈ {0, 1}. Kada se C1 pretvori u kanonsku, dobija se
Eρ1×ρ1 0 0

0(t−1−ρ1)×ρ1 0 C ′
2

01×ρ1 C ′T
2 C4

01×ρ1 01×(t−1−ρ1) 1

 ,
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gde je ρ1 rang matrice C1. Ako kolona C
′
2 ima nenula koeficijente, rang matrice

M2(n) je ρ1 + 2, inaqe je rang ρ1 + 1. Dakle, verovatno�a da M2(n) ima rang ρ je

sym(t− 1, ρ− 1)2ρ−t + sym(t− 1, ρ− 2)(1− 2ρ−t).

Neka je sada t2 + s1 = 0. Kada se ukloni posled�a kolona Laplasove matrice,
dobija se simetriqna matrica, pa je verovatno�a da M2(n) ima rang ρ jednaka

sym(t, ρ).

Neka je s = 0. Tada je t = m, i M2(n) ima oblik[
F1 F2

01×t1 11×t2

]
.

Ako je t2 = 0, tada je M2(n) Laplasova matrica neusmerenog grafa sa m temena,
pa je verovatno�a da M2(n) ima rang ρ jednaka

par(m,m− ρ− 1).

Neka je sada t2 > 0. Matrica [F1F2] je simetriqna, i posled�a kolona matrice
A je jednaka zbiru ostalih, pa to isto va�i i za posled�u vrstu matrice A.
Prema tome, mo�e se ukloniti posled�a vrsta (zajedno sa posled�om kolonom)
matrice

[
F1 F2

]
. Nakon elementarnih transformacija, dobija se

Eρ1×ρ1 0 0
0(m−2−ρ1)×ρ1 0 F ′

2

01×ρ1 F ′T
2 F4

01×ρ1 01×(m−2−ρ1) 1

 .
Verovatno�a da M2(n) ima rang ρ je

sym(m− 2, ρ− 1)2ρ−m+1 + sym(m− 2, ρ− 2)(1− 2ρ−m+1).

Kombinova�em sa teoremom 8.1.6 i imaju�i u vidu napomenu 3 (samo xto se sada
tra�i da je t2 + s1 parno), dobija se teorema 8.1.2.
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