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3axBaJiHUIIA

BaxBaJino O6ux ce moMm mentopy, upod. gp lopany bankosuhy, na Benukoj momohu
KOjJYy MU je IPYKUO TOKOM CTY/IHja, KAa0 U Ha YKa3WBaIby Ha JBA paja Koju cy Owiu
OCHOB 3a TeMy oOBe jucepraruje. Hberosa nmomoh je 6myia K/byyHa y HacCTaHKY OBe
JUcepTalmgje.

Taxohe 6ux ce 3axBajInO0 KOMHUCHJH 3a NPUMeJ0E KOje Cy MU YIYTHJIH, HA OCHOBY
KOjuX je paJj 3HarHO mobosbmiaH. Ilocebno 6mx ce 3axBaamo mpod. ap Mapky
PanoBanoBuhy 3a ykasuBarme Ha I'PEIIKY y 1€TO] IJIaBH IpeJIMMUHAPHE BEP3Uje Anucep-
Talmje, MTo je pe3yaToBaJI0 ModOJbIIAeM He caMo Te3e, Beh 1 jeTHOT paJia.

JlomaTHo, 3aXBajIno OUX ce KoJieraMa ca KOjuMa caM UMAao YCIEHIHY Capa/iiby, Koja
je JoBeJia U 10 HEeKOJIMKO 3ajelHHYKuX pajosa. llopen mentopa l'opana ‘Bankosuha,
to cy u kojaere Hukona Jlenac, /Iparan Dokuh u Miaxen 3ekuh.

WNnuja Bpehuma



Hacnos: Craructuka CeamepoBux rpymna y haMuinju eTUITHIKIX KPUBUX IPHIPY-
JKeHUX KOHIPYEHTHHM OpojeBuMa

Pesuwme: Tlpsu geo aucepranmje ce 6aBn ckymoBuma 36uposa hA = {a; +---+ay, €
7% : ay,...,a, € A}, Toe je A xomaumn cxyn y Z%. IlosHATO je 1a HOCTOjH KOHCTaHTA
ho € N u mommunom pa(X) takas 1a je pa(h) = |hA| 3a h > ho. Mehyrum, maso ce 3ua
0 LOJIMHOMY, Ka0o U 0 KoHcranTu hg. Konyc C4 Haj ckynom A cagpxku undopMmaruje
o hA, 3a ceako h € N. Kana ckyn A nma d + 2 eslemenTta, MOry ce eKCILTHIUTHO
ONMCATH TOJUHOM Py M KoHCTaHTa hg. Kaga A nma d+ 3 erleMenTa, HaJIa3u Ce TOPHE
orpaHmIere 3a Opoj egeMeHara ckyma hA.

Hpyru geo nucepranuje ce 6aBu CeaMepoBHM rpyrnaMa y haMUIUjH €THITAIKHX
KPUBHUX IPUIPYKEHUX KOHIPYEHTHUM OpojeBuMa. BeckBaapaTtan mpupogan O6poj n je
KOHI'PYEHTAH aKO U CaMO aKO IMOCTOjU IPABOYTJIX TPOYTAO Ca NeT0OPOJHIM Ty KIHAMA
cTpaHuna 4uja nospimuHa je n. [lo3Harto je jga je npupojan Opoj n KOHI'PyeHTAH
aKo U caMoO aKO je paHTr eqmnTmdke kpuse L, : 3> = 2° — n?z kKao anrebapcke
rpyne pasjudur of Hyje. CeaMepoBe rpylie NpUIApYyKeHe U30reHujaMa eTHITHIKHX
KpuBHUX F, cy 3aHUMJ/bUBE, jep HUXOB paHT HUje Mambu OJ paHra KpuBe F,, mMa Kajaa
je panr CeaMepoBux I'pyla Hyja, Taja je u panr kpuse F, jeaHax wyau. EjgemenTn
CesiMepoBHX TpPyma ce MOTY TpeJACTAaBUTH Kao maprunuje onpehenor rpada, ma ce Ha
Taj HAYMH Moxke Hahu mucTpudyrnumja panra CelMepoBUX TPyMA.
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Dissertation title: Selmer group statistics in the congruent number family of elliptic
curves
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YBOI

Te3a je mogesbena Ha aBe 1esaune. 1lpeu jeo je mocBehen Teopuju XoBaHCKOT U TEOPHU)U
Epxapra, mok je apyru nocsehen CejiMepoBuM rpyrnamMa Ha €JIUITHYKO] KPUBOj. VY
apyrom geny he ce craBuTu Haraacak Ha Be3y uaMmehy CeamMepoBHuX IpyIia u oapeheHnx
rpacona.

Teza je moge/bena Ha ocam riaBa u uMma ciaegnehy crpykrypy. [lpsa rasa yBoman
OCHOBHe TI0jMOBe W3 Teopuje Epxapra, u mpukasyje joka3 BaxkHe teopeme u3 [E.
Y Apyroj riiaBum ce yBOJe OCHOBHU TIOJMOBH aJUTHBHE KOMOWHATODUKE W TeOpHje
Xosauckor, u mpukasyje ce Bakan pesynarar uz [Kh]: 3a komauwanm ckyn A C Z4
noctoje mosmHoM pa(X ) u koucTanTa hg € N taksu ga je |hA| = pa(h) 3a h > ho. VY
Tpehioj Ty1aBu ce mpuMembyjy TexHuke u3 EpxaproBe Teopuje Ha Teopujy XOBAHCKOT,
npu demy ce J00ujajy ekcrumnura moauHoOM pu(X) m KoHCTaHTe hg 3a CKyHOBe
A C Z% ca d + 2 enemenra.

Y 4eTBpTOj M 1ETOj IJIABU Cy IPUKA3aHU OPUTHHAJIHU PE3yJTaTu. Y 4YeTBPTO]
[JIABH JIAT je aaTepHATHBHEU HAYWH mpebpojaBama Opoja edemenarta hA, kaga je A C
7% cxyn ca d + 2 enemenata, Kao u yommTembe pesynTtata u3 [CG|. YV meroj riaasu
je 3a ckyn A C Z% ca d + 3 efneMeHTa W CHMILIMIUjAJTHAM KOHBEKCHHM OMOTAYEM,
TexHHKOM u3 Tpehie raBe maTo ropme orpannderme 3a Opoj egemeHara ckyma hA 3a
JIOBOJBHO BEJIUKO h.

[MTecta rnaBa npunaia Apyroj meJuHU, U YBOJIU KOHIDYyeHTHE OpojeBe, eTUITHYKe
Kpuee, n Be3y mamely mux. ¥ ceamoj riaBu je mpukasan paj [F] koju ysomnm Besy
u3Mely mpob/ieMa KOHIpyeHTHHX OpojeBa, [ (yHKIHja Ha eJHITHIKAM KpPHBAMA
onucanux jenmaunnama E, : y> = 23 — n’z, n CeaMepoBux rpyna OpHAPYKEHHX
u3orenujama wa tum kpuBama. OH je MoTuBHCAO jasbe ucrpazkubame CeMepoBUX
rpymna nomohy teopuje rpadosa (ma npumep y [FJ], [F], [FX], [HB1], [HB2], [JO]).

Y ocMmoj TiiaBu je TmpuKaszaH opurnHaJHEW pe3yarar. Panrosm gse CesnMepose
rpylle Ha eTTITHYKO] KPUBOj F, ce MOTY M3pa3uTHu MpeKo paHra Jlamracose maTpuiie
oapehenor rpadpa, 4uju CKynoBU TeMeHa W MBHIIA 3aBHCE OJI IpOocTUX (pakTopa Opoja
n u Jlexkanaposux cumbosa usmehy mpoctux dakropa 6poja n. Hamazkemem Bepo-
BarHOhe Jj1a mpupogan O6poj n mMa He camo ojrorapajyhum O6poj mpoctux dakropa,
Beh u oxrosapajyhe Jlexxanapore cumboste u3amehy mux, moxe ce Hahu gucTpudyImja
panroBa CeMepOBHUX I'DYIa HA eJIUITUYKAM KpuBaMma u3 davuinje F,.






I'maBa 1

EpxaproBa Teopuja

1.1 OcHOBHH OjMOBU

Jean o1 mpobsiema y Teopuju OpojeBa je mpedbpojaBarme 1eI00pOjHNX TavdaKa HEKOr
nosiurTona. Kibydan gompunHoc y ToM cMepy je pan [E], Koju je HHIYKOBAO TeXHHUKe
HpUMeIbeHe He caMOo V OBOj obJiacTH, Beh u Y Teopuju XOBAHCKOT.

Hedunnnnja 1.1.1. Konsexcru omomay Konauror ckyna radaka A = {ay,...,a;} C
R? je najMarsn KOHBEKCHH CKYI KOjH CaIp:KW cKynl A. JIpyruM pedmMa, TO je CKYI

Ag={Nar+ -+ ar €ERT A\, o A =0, A+ 4+ A = 1}

Ckyn Ay ce takohe 30Be konsekchu nosumon. KOHBEKCHU HOJUTON je 4eA00pojHU
aKO Cy KOOP/JMHATE CBAKOI IHerOBOI' TeMeHa Ie/d OpojeBu.

Hexa je P menobpojau, konsexcun momuton y RY u mexa je pp(t) = |t - P N Z4
6poj meo6pojrnx Tavaka y t - P = {tv € R? : v € P} 3a nosurusan menn 6poj t.
Y oBoj miaBu fie Gutu noKazaHo Ja je pp(t) moaunHoM 10 t, 3601 Yera ce pp(t) 30Be
Epzapmos noaurnom.

epuHunuja 1.1.2. CMEPEH) KOHYC Y je CKyIl o0JInKa
Hed ja 1.1.2. (Vi R? j 6

C={v+ w + -+ Mwp €RY - Ap, .., e €ER AL, A =0},

IpU 9eMy CY BEKTOPU U, Wi,..., W, TAKBU Jia MIOCTOju xuieppaBan H TakBa na je
HNC = {v} (apyrum peunma, xoryc C je cajipKaH y jeJIHOM HOJYyIPOCTOPY KOjU je
onpebhen ca H).

Bektop v je epx xomyca C, H0K Cy BEKTOPH Wi, ..., W 2eHepamopu xouyca C.
Jlnmensnja kouyca C je nuMmeH3nja apuHOT IPOCTOPA Pa3aneTor reHepaTopuMa KOHY-
ca. Konyc C C R? je cumniuyujasnu xonyc ako nMa TadHO d JTHHEAPHO HE3ABHCHHX
reHepaTopa.



I'JIABA 1. EPXAPTOBA TEOPHJA

Axo cy v, wy,...,w € Z%, Taga ce 3a cKyI
{v+/\1w1+-—~+)\kwk€Zd:Al,...,Ak€Z>0}
Kayke J1a je UeaobpojHu Konyc.

Konycu cy 6utam u3 MHOTO pasiora. JeIaH of BUX je IMTO ce MOT'Y KOHCTPYHUCATH
KOHYCH HaJ KOHBeKCHHM mojmTommMa. Heka je P C RY xombekcnm mosuTom ca
TEeMEeHHMA Vg, ..., Us. DBeKTOpH vy,...,v; ce Mory ,mommhu” y R tako mro ce
J0/1a 1 Kao mocJieiiba KOOpAnHaTa:

51 = (1)1, 1), PN ,i)}c = (Uk, 1)

Cajia ce MOYXKe KOHCTPYUCATH KOHYC HAJ| IIOJIUTOHOM P Kao

Cp:={ M0+ -+ Mt € R 0 A, A € Rog} C RTFL

Bazxxkan anar y npebpojaBaiby HeJIOOPOJHUX TadaKa y IOJUTOIY je IeHepaTOpHH
pen ckyna. Heka je S C R? menpasan cxyn. Tafa ce remepaTopHa hyHKIHja CKyTIa
S nedunuie Kao GOPMAIHE PE

os(z) = 0s(z1,...,20) = Y 2" €Z[z,..., 2],

€SNz
npu gemy ce moj 2% noapasymesa zi'...z5% sa x = (z1,...,14) € SN Z% Heka je C
CUMILIMIUJATHA KOHYC ca TeHepaTopuMa vy, ...,vs. laja ce medunume dyHgaMen-

TaJIHU IIapaJieJIeIInuIIe] Kao

H::{)\1v1+"'+>\dvd€Rd P00 AL A < L

Teopema 1.1.3. Heka je

C:{)\lvl—i-"'—i-)\dUdERd : Al,...,)\d>0}

CHUMIUTHIIIjQJTHE KOHYC Ca TeHepaTopuMa, vi,...,vy € Z%. TemepaTopna dyHKImja
0y4c Komyca v +C ca BpxoM v € RY Mo¥Ke ce H3pa3suTH MpeKo remeparopHe MyHKIHje
Uv—i—H

Uv+H<Z>
1—2v).. . (1—zva)’

rje je I dyrmramenTasan napanenenumnes 3a C.

JerC(Z) = (

Jloxas. Y renepartopuom peiy o,.c(z), caxa nenobpojua tauka m € (v + C) N Z4
nonpunocu z™. [lesnobpojue Tauke m ce MOry 3alucaTd Kao

mzv+/\1v1+---+)\dvd

4



1.2. EPXAPTOBA TEOPEMA

3a HeKe peaHe 6pojeBe A1, ..., \g = 0. ITomro vy, ..., vy dune 6a3y R?, oBaj 3amuc
Tauke m je jenuHCTBeH. CUBAKO \; Ce MOXKe 3allUCAaTh Kao 301D MeJoT U PAa3IOMIBEHOT
nena: A\ = [\ + {\}. Cana je

m=uv+ {M}vr+ -+ {a}va) + [M]or + - + [Nd]va,

a morro je 0 < {\z} < 1, BekTOp

pi=v+{ M} + -+ {Ai}va
npunasga v + [I. [ltasume, sekrop p je enement Z%, jep cy ro u m u [\y]vy. daxie,
cBak® BeKTOp m € (v +C) N Z% ce MoKe Ha jeJIMHCTBEH HAYUH 3alUCATH Kao
m:p—i—klvl—i----—i-kdvd (1.1)
3a Heko p € (v + I1) N Z<¢ u neke nese 6pojese ki, ..., k; > 0. Ca apyre cTpane,

GU+H(Z) P k1vi kqvq
TR il SO DI <Zz ><Zz )

pe(v+I)NZ4 k1>0 kq>0
Kana ce m3aMHOXKe cabupiy, npocevan ekcnonent hie usrmenaru kao (1.1). O

Konyc v+C je mommodan Tpanciaaruma v+ I1, 30or dera ce renepaTopHa GpyHKIITja
3a v+ C MozKe u3pa3uTu npexko reneparopue dpyuknuje 3a v+ 1I. Moryhuroct oBakBor
MOILTOYaBaha KOHYCA KomrjaMa, (DyH/IaMeHTaJIHOT JIOMeHa je jeJaH o1 pa3J/ora 3aliTo
je JaKme paJuTH ca KOHyCHMa yMecTo ca mojutonuMa. llomTo cBakm KOHyC mma
TPUAHTYJIANN]Y HAa CAMILIHIM]ATHE KOHYCe, W TIOMITO je MpeceK JiBa CAMILIUIN]aTHA
KOHYyCa y TPUjaHTYJIAIU]H OTeT CUMILTUIINjAJIHN KOHYC, BayKu cyefeha Teopema:

Teopema 1.1.4. 3a 6usi0 KOju yCMepeHN KOHYC

C={v+ v+ -+ v eR: A, N =0}

cav €RIuvy,..., v € ZT dyukuuja oc(2) je panuonanna GyHKIHa 110 21, . . . , Z4.
1.2 EpxapToBa Teopema

Teopema 1.2.1. [E, rinasa 3, Teopema 3.3] Ako je P 11e700p0jHE KOHBEKCHHU TTOJTUTOI
y R?, tana je pp(t) moaunom mo t.

3a moka3 Teopeme Omhe Heonxoana ciaeneha jgema:



I'JIABA 1. EPXAPTOBA TEOPHJA

Jlema 1.2.2. Heka cy f,g:7Z — Z. Axo je

i 9(2)
> )= A= 2

t=0

Tajia je f mosmHOM cTemeHa d ako U caMo ako je g moaunoM crenena < d u g(1) # 0.

Hedbununnuja 1.2.3. Tpuarzyrayuja xousercroz d-nosumona P je KOHAYHA KOJIEK-
nuja 1T’ Koja cajapku d-CUMILIEKCE ca cJielehuM CBOjcTBAMA:

° P:UAGTA'

e 3a ce Ay, Ay € T, mpecexk A1 N Ay je ctpana u Ay u A,.

[TomuTonm P ce MOXKe TPUAHTYIUCATH 6e3 dodasarsa HOBUT MeMeHa aKO TOCTOJU TPU-
auryaamnuja T moaurona P Taksa ga cy Temena Omno kKor A € T rtakohe Temena

P.

Mozke ce JoKasaru Ja Ce CBAKM KOHBEKCHH IIOJUTOI MOXKE TPHAHIYJIHCATH 0e3
nonasama TeMena ([BR, riaBa 3, reopema 3.1]). Tepheme usriena nHTYUTHBHO jacHO,
aJ HUje TPUBUJAJIHO Ja ce JOKarKe.

Kao 1o ce moJiMTonu TpUAHTYJIAILY Ha CUMILIEKCe, TAKO Cé KOHYCH TPUAHTYJIAIILY
Ha CUMILTHIjaTHe KOHYyCe.

Hedbunnnumja 1.2.4. Konexkiuja T CHUMILIMIIT]AJTHAX KOHYCA j& MPUGHLYAGUUIE KOHY-
-ca C aKo BaxKu

o C=Urer K.

e 3a om0 xoje K1, Ky € T, mpecek K1 N Ky je crpana u K u K.

Konyc C C RY je moryhe TpumaHryamcaTd Ha CHMILIHITjaTHe KOHyce 6e3 HOGUT
2enepamopa ako 1mocroju Tpuanrysganmja 1 ox C TakBa j1a Cy reHeparopu OHJIO KOT
IC € T Ttakohe reneparopu C.

Kao 1 KOHBEKCHH IIOJIMTOIM, CBAKH YCMEePeHH KOHYC Ce MOZKe TPUAHTyJIucaTu 0es3
HoBux rereparopa ([BR, raasa 3, Teopema 3.2]).

Zokxas meopeme 1.2.1. Hexa je cama P koupekcuu mosurton, u Cp Konyc Hazm P.
Mozxke ce BujeTn jia je mpecek KOHyca M XHIIEPPaBHU Tgy1 = 1 Komuja nojurona P.
[MTraBurre, npecek XuneppaBHu Ty = L U KOHYyCa je Konuja pamupema t - P. Konyc
Cp je mpema ToMe BeOMa KOPHCTaH, jep MocToju Be3a u3Mely remeparopue dbyHKIHje

0c, U IeHepaTopHux (yHKIHUja 0yp Palllperba HoauTona P:
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O-CP(ZIJ s 7Zd+1> =1+ 0-7)<Z17 R ,Zd>Zd+1 + U?P(zb s 7Zd>Z§+1 +..

=1+ Zo-t-'P(Zh R Zd)zflJrl'

t=1

[omro je op(1,...,1) = |P NZY, saxn na je

ocp(L, o Lzg) =14 owp(L.. )z =1+ [t PAZYZ,,.  (12)

t>1 t>1

3a KOHBEKCHH MOJIUTOI P KOpUCHO je neduHucaT pe

Ehrp(z) :=1+ Y pp(t)2' € Z[[2]],

t=>1

Koju ce HazuBa Epxapmos ped 3a momuron P. Ilo jemu 1.2.2 u jemmakocru (1.2),
JIOBOJBHO je TIOKa3aTH J1a je

z
EhI‘p(Z) = (12(#
3a HEKH IIOJIMHOM ¢ ca MeJOOpOjHUM KoedUInjeHTUMa cTelleHa HajBulle d 3a KOjH je
g(1) # 0. Takole, cBaku moauTon ce MOYXKe TpHAHTYJIHCATH G€3 10JaBarba TEMEHa,
na je JIOBOJbHO JOKA3aTU TeopeMy Kaja je P d-cuMILIeKe ca MeJo0pOjHIM TeMeHUMA.
ITo Teopemu 1.1.3, o¢,, ce MozKe U3pasuTu Upeko o, rae je 11 dbyngamentannn qomen
konyca Cp:

o (2 ) = on(21, ..., 2d41)
C’P Ty d"rl (1_251)”.(1_25d+1)7
riae je z = (21,...,24+1). llomro je mapasenenunen orpanuveH, oy je MOJHHOM IO
21y, 2q+1- 1IpBOo, d+1-Ba koopaunaTa 6mi0 Koje Tauke y Il jeanaka je Ay +- - -+ Ay 3a

0 < \; < 1jepje d+1-Ba xoopaunara v; jeauaka 1. IIpema rome, d+ 1-Ba Koopaunara

npousposbHe Tauke y I je mama o1 d+ 1, 11a ako je Ta KoopanHaTa 110 OpPOj, OHA MOYKe

ouru Hajsumie d. Ilpema Tome, z4.i-crenen nosuaoMa oy(l, ..., 1, 2411) je HajBuIIe

d. Taxobe, oyi(1,...,1,1) = |IINZ¥*L| #£ 0, jep koopaunaTHE HoYeTak Ipunaja I1.
Kana ce yBpetu 2y = - -+ = zg = 1 y 2%, no6uja ce zéﬂ, OJTaKJIe je

OH(17 ) 17 Zd—i—l)
(1= 2g41)+

Jlepa crpana jeamaxoctu je mo (1.2) jemnaka Ehrp(zap1) = 1+ > 0,0, pp(t)zh,,. O

O'Cp(l, ey 17Zd+1) =






I''maBa 2

Teopema X0OBaHCKOI' O CKYIIOBUMA
30mpoBa

2.1 CkynoBu 30upoBa U AUCKPETHA reoMeTpuja

Y oBoj r1aBu he OMTH NpHKa3aHO Map pe3yjTaTa W3 aJIuTHBHe KomMOMHATOpHKe. TO
je obutacT KoMOMHATOPHUKE KOja ce n3Mmely ocrajior 6aBu cKynoBuMa 306upoBa, KOju ce
nedwnuy Ha caegehn HadwWH:

Hedunumnuja 2.1.1. Heka je G agutupHa rpymna, u #Heka ¢y A u B nojackymoBu o1
G. Tana je ckyn 36uposa enevenara u3z A u B nedbunucan ca

A+B:={a+becCG :ac A be B}.
[Toce6no, ckyn A+ A+ ---+ A (h cabupaka) he 6utu obesiexen ca hA.

3a ckymnose 30UpOBa ce MOI'Y IIOCTaBUTH IuTama caeaeher obnuka: Kosamko ese-
menara nma ckyn A+ B? Ako ce 3Ha 1a je ckyn A+ B mMajie KapInHAIHOCTH, IIITa, Ce
mozke pehn o ckynosuma A u B? Jla nu ce Bequunna |A + B| MoxkKe U3PAa3UTH MPEKO
|A| u |B|? O6xact je pelaTUBHO MJaja, U IHeH Pa3Boj je 3amodeo MaremMarndap E.
Cemepean. Jeman o1 KOpHCHHX ajiaTa MPH KCTPAXKUBAIBY CKYIOBa 30MPOBA je ImojaM
adumusere enepauje CKyma Koju je neduHUCAH ¢a

E*T(A) = |{(a1,a2,a3,a4) cAY a1+ ay=as+ a4}’ )

Axo ¢y aq, as n az pukcHpaHn, Taga MOCTOJU HAJBUIITE JeIHO (4 32 KOje je jeTHauYnHa
3a/I0BOJbEHA U IIPpeMa TOMeE

A" < E¥(A) < |AF.
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I'JIABA 2. TEOPEMA XOBAHCKOI' O CKYIIOBHUMA 3BEHPOBA

Ckymnosu 3a koje je | A+ A| maso umajy BeJquky agutupny eneprujy. OBo ce MOKe
BugeTy Ha ciaegehn maunn: Ako ce ozmaun fa(b) := [{(a1,a2) € A% : ay + ay = b},
CBaKU Iap eIeMEHATa a1 U ao U3 A y4ecTByje y JeKOMITO3UIIN]U TAYHO jeTHOT eJIeMEeHTa,

. 2 . .
A+ A, masaxu Y404 fa(b) = |A]°. Tlo Konm-IITsaposoj HejeHakocTn Bazu

o oo (Cieacafa®)” 14
BR(A)= 30 [z SEEAATES - T

beA+A

MebhyTuMm, He BayKu CympoOTHO: 3a CKYNOBe BeJUKe aJUTHBHE €Hepruje cKyIm 30upoBa
A + A me mopa 6utu Masnd. Jegam oj K/BYYHHX pesysrarta oBe obiactu je bBasor-
Cemepeau-I'ayepc TeopeMa, Koja ce yIpaBo OJTHOCH Ha Be3y u3Mely aJuTuBHE eHepruje
ckyma A u Bejqmumbe ckyna A + A. Hawmme, ako ckyn A mma BejuKy aJIUTUBHY
ereprujy, rtajga he A mmarum mojgckyn A’ Bejqwke KapAWHAIHOCTH 3a KOJU jeé CKYII
paznanka A'— A’ majie Bennunne. JeaHa o KBaHTUTATUBHUX hopmyaayja je ciaeaeha:

Teopema 2.1.2. [Sch] Heka je A nogckyn amurushe rpyne G takas ga je ET(A) =
§|A|?. Tama nocroju A’ C A rakas na je |A'| = Q(5|A]) u

A= A =007 4),

npu deMy acuMnTorcka o3uaka f(x) = Q(g(z)) kama x — oo 3naun na je imsup,

L@ | < 0. Mpyram peunma, f(z) = Q(g(x)) je meranuja peaanmje f(x) = o(g(x)).

g(x)

Cuara MeTo/1a 8 IUTHBHE KOMOMHATOPHUKE je JeMOHCTpupaHa y noka3y ['pun-Taose
reopeme y pany |GT] koja kaxke na ce 3a cBaku npupogan 6poj k mozke wahu k mpocrux
OpojeBa Koju Cy y apUTMETHYKO] ITPOTPECH]H.

2.2 Teopema XoBaHCKOTI O CKyIIoBuMa 30MpoBa

Y oBom omespKy he Outw mpukasan Baykan pesynrar u3 paga [Kh] y mpoyuaBamy
CKYIIOBa 30MPOBA.

Teopema 2.2.1. [Kh] Heka je G komyrarusna nostyrpyuna. Axo cy A u B upou3BosbHu
KOHAYHH MOACKYyHoBE o1 (7, Taza mocroju mommuoM pa p(X) € Q[X] rakas na 3a
CBaKW JI0BOJBHO Bemku npupogan 6poj N ckyn B+ NA={b+a; +---+ay € G :
be B,ay,...,ay € A} nma py p(N) eaemenara. Crenen HOJHHOMA D4 p je MAIBGH O
Opoja enemeHara ckyma A.

Jloka3 oBe TeopeMe cjeau u3 ciejiehe onmTHje Teopeme:
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2.2. TEOPEMA XOBAHCKOI' O CKYIIOBUMA 35HUPOBA

Teopema 2.2.2. Hexa cy G ckyn, B komadan nojgckyn ox G. Jame, neka je A =
{@1,...,@n} ckyn om m KomyTupajyinx npecimkabama cKyma G Ha camor cebe. Taaa
nocroju nomnom py 5(X) € Q[X] rakas ga ckyn B(N) = Uscijcm iy © -+ 0 iy (B)
uma pz5(N) enemenara.

Taxohe he 6utu mHeomxomna XuabeproBa Teopema Koja he OuTu HaBejeHa 6e3
JTOKa3a;

Teopema 2.2.3. [Mu, teopema 6.21] Heka je A = K[Xy, ..., X,,| npcren nonuaoMa
Ha nosbeM K. Jlasbe, HeKa je A Takohe cTemeHOBaH MPCTEH TaKaB 1a cy X; eJ1eMeHTH
crenena 1, u nexa je M = @@, M,, crenenosan A-moaya konadnor Tuna. Tamga mocroje
nosmaoM p(X) € Q[X] u neo 6poj ng raksu aa je dim(M,) = p(n) 3a cBe n > ny.

Jlokas meopeme 2.2.2. Hexa cy G; xonmje ckyna G koje ce ue cexy, 3a i = 0,1,...
Tame, Heka cy 7; : G — G, nnjexTuBHa npecankasama. Ca X hie ce o3naunTn yHUIjA
X =, Gi, a ca L BeKTOPCKH IPOCTOP CBHX JIHHeapHUX hpeciukasama L : X — C
KOja Cy Pa3JudunTa OJ1 HyJle cCaMO HAa KOHAYHUM CKyToBHMa. BekTopcku mpoctop L je
I'eHEPUCAH 1IPeC/IMKaBabUMa

1, zaxz=ux
0, 3a x # xo,

bua) 1= {

3a 9 € X. Moxke ce nedunucaru crenenosame L = @, Ly dyukumja L € L
npumnajga KoMmmonenTu L, crenena k ako ce L aryaupa camo Ha ckyny Gy. Taxobe, £
ce MOXKe BUJeTH Kao rpajyncanu momays aai uperenom C[Xy, ..., X,,|: 3a reneparop
X, u enevent z € X pedbunume ce X;-J, = d,, npn uemy je r = m;(g) 3a nexo g € G
nj €Ny, uy=m11(a(g)). OBo mejcTBO MOXKe Ce HA jeIMHCTBEH HAYHH MPOIIHPHTH
ma mejerso C[Xy, ..., X,,] na L.

Hexa je cana L5 noamouyst Mojysa £ reHepUCAH eIeMEeHTUMA J,, 38 CBE eJIeMeHTe
obmuka r = mo(b), b € B. Kommnonenra Lz crenena N je auneapan oMoTadu CKyma
CBUX MpeciuKaBarba 0bsmKa 0y, 3a © = mn(g), g € B(N). JIuMeH3uja KOMIOHEHTe
je jenmaka 6pojy enemenara ckyma B(N). Ilpuvena XuaGeprose Teopeme (TeopeMa
2.2.3) nmaje pesymrrar. []

Jlokas meopeme 2.2.1. Hexa je G ckyn cBux erevenara noiyrpyne G, mexa je B
jemnako B, m nexa je A = {@i,...,a,} CKynm npecinkasama o6iuka a;(9) = g + a;
Koja ofroBapajy enementuma a; € A. Taza je ckyn B(N) jemnax B+ N A, ma Teopema
2.2.1 cneau u3 teopeme 2.2.2. [

[Toce6uo, axo je G = Z%, A C Z? xonauan noackyn, u axo je B = {(0,...,0)}
jesHoYaH CKYT KOjH CaJipyKH CaMO KOOPJWHATHU MOYeTaK, Tajga u3 Teopeme 2.2.1
CJIeJIN J1a TIOCTOjU KOHCTaHTa hy 1 nomHoM pa(X) € Q[X] rakas na je |hA| = pa(h)
3a CBaKHM HpHpoJaH 6poj h = hg.
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I'JIABA 2. TEOPEMA XOBAHCKOI' O CKYIIOBHUMA 3BEHPOBA

[Topen KapauHAJTHOCTH CKYNOBa 30HpOBa, OJ HHTEpeca je W BHXO0BA CTPYKTYpA,
KOja je Marmbe IOo3HaTa oj KapauHaaHoctd. Heka je A C Z? Konadan CKyI, U HeKa Cy
A4 KOHBEKCHH OMOTadY CKyma A, uuju ckym Temena he ce obemexasatu ca ex(Ay),
Ka:={> ,cakaa : ks € Rygzacsea € A}, La:={)  ,caTa : 7, € Z 32 cBe a €
A}, Pa=U;_ hAu E(A) = KaN Ly \ Pa. Moxke ce Bugern (Ha npumep y pamy
[GSW]) na 3a mponsBosbHO ag € A BaxKn

hAC (hAan (hag+La_a)\ | | (ha—E(a— A)) (2.1)

acex(Ayp)

3a cBaKW TpHEpojaH 6poj h, pu wemy je A — A ={a—b € Z* : a,b € A}. Jenan
071 TpobJIeMa y POy vaBarmby CTPYKTYPEe CKYTIOBa 30MPOBA je MPOoHAIaKehe CIydajena
KaJa y dhopmysu (2.1) croju jennakoct. ITokasano je y pauay [GS] 1a 3a cBaku KoHaYaH
ckyn A C Z% nocroju npupogan 6poj hy Takap na y dbopmyau (2.1) Baxu jegHaKoCT
3a cBe mpupojHe Opojese h > hy.

Y ommrem cay4ajy, Koucranre hg u hy, Ka0 U IOJUHOM D4, HUCY TO3HATH, U JI0
HEJIJABHO HUCY TocTojase edekTuBHe mnporeHe 3a Beauduny hg u hy. Mehyrtum, y
HesaBHO objaBibeHoM pajy [GSW] naljeno je edekTHBHO ropmhe orpaHumuere 3a hg
1 hy y OOIITEM CJOydajy, IITO je 3HaYajaH JTONPUHOC y Teopuju XoBaHckor. Hamme,

Kaja ce jedunuine w(A) := max |a; — as|, Taja je 10Ka3aHO Ja BazKe HEJeHAKOCTH
a1,a2€

ho < (2] Alw(A) I 1 hy < (d)Aw(A))B3E.

YopehuBame KOHCTaHTH hg 1 hq je jeJlaH 01 OTBOPEHUX MpodIeMa y TEOPUjH XOBAHCKOT,
KOjH HHje pellleH HU Y jeJIHOj TUMEeH3Uju d, 1 0 KoMe ce BeoMa MaJjio 3Ha. [IpeTnocTasiba
ce Jia BaXKu

hy < ho < d'Vol(A). (2.2)

Y mmvensuju d = 1 je mokazano y panay [GSW] ga 3a ckyn A C Z ca 6ap Tpu
ejeMenTa Baxku hi, hg < w(A) — 1, anu ce He 3Ha Ja Jin yBek Baxu hy < hy. Takobe,
HUje MO3HAT KOHTpalpuMep HejegHakoctu (2.2) y mumensujama d > 1, 360r dera
pobJIeM JOKa3UBabha T€ HejeJIHAKOCTH BPeJM Pa3sMaTPATH.
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I''maBa 3

Texnuke n3 Teopuje Epxapra
nIpuMelheHe Ha Teopnjy XOBaHCKOT

3.1 VYBona

V uperxonoj riasu je noxaszano ja 3a ckyn A C Z<¢ nocroju nomunom py € Q[X]
takaB na je |hA| = pa(h) nouesmu ox mexor mpupognor Gpoja hg. Teopema y
PETXO/IHO] TJIABH je JOKa3aHa Ha pa3jnduTe HaunHe, Ha npumep y [L] je mar reomer—
pujcku Joka3 teopeme 2.2.1, nok je y [Na2] u [NR] gar qucto KOMOHHATOPHE J0KA3.

Mehytum, Teopema 2.2.1 e jpaje BpeaHocTu KoedulujeHaTa MOJTUHOMA P4, HATH
oapebhyje BpeanocT mapamerpa hg. TpeHyTHO je mpob/eM HalaxKema IMOJIUHOMA Py 1
KOHCTaHTe hy PelieH caMo y NOCEOHUM CJIy4YajeBHMA.

Hemasuo je moceban cayudaj A C Z npusykao naxmy (|GS],|GW],[Na2],[WCC]).
Ckyn A ce MOXKe TpaHCJUPATH U PAIIHPUTH Oe3 MpOMeHe y IOHAIIAmy CKYIIOBa
36uposa. llpema Tome, MOXKe ce cMATpaTH Ja je HajMarmbHd eJeMeHT cKylma A jemHak
HY/IH, a J1a je Hajsehn 3ajeqHudku meanaal enemenara u3 A jennak jenmaunu. Moxke
ce JI0OKa3aTh Ja 3a cBakW KoHavaH cKyn A C Z nocroju konaunu ckyn €(A) rakas na
je

JrA=N\£(4).

h>0
Y pany [GW, Teopema 1] je mokasaHo na kama ce ca b obesexu Hajehu esement
ckynma A, tajga 3a cBe h > b — |A| + 2 Baxu jegHAKOCT

hA ={0,1,...,hb} \ (E(A)U (bh —E(b— A))), (3.1)
npu demy ce HejeqnakocT h > b — |A| + 2 ne moxke nobossmaru. [lomohy dopmyme
(3.1) ce moxke oapeauTn O6poj esemenara ckymnoBa hA C Z. Ha npumep, Heka je
A ={0,a,b} CZ, upu uemy je 0 < a < bwu (a,b) = 1. 3 [Sy] ce moxke BumeTu na je

1
E(A) = Lo~ 1) 1) (32)
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I'JIABA 3. TEXHUKE TEOPUJE EPXAPTA Y TEOPHJH XOBAHCKOT

[Tomro ckyn {0, a,2a, ..., (b—1)a} cagpzxku cBe octaTke MO0 b, cKym & je caapzxKan
y ckymy [0, ab), omakie je bh — E(b— A) C (bh — (b — a)b, bh]. Dopmyue (3.1) u (3.2)
3ajeJIHO Jajy

1, 3
[hA| = bh — 56 + b (3.3)

3a cBako h > b, jep cy tana ckynosu [0, ab) u (bh—(b—a)b, bh] nucjynkrou. Melyrmm,
M3 OBAKBOI JIOKA3a Ce He BUIM Ja Jiu nocToju h Mame on b 3a koje Baxku (3.3). Opo
nutame je perrero y paay [CGl. Kao moceban ciayuaj napenme teopeme 3.1.3, mobuja
ce Jia je

1p2 4 3 < —
hA| = 2h —1—122h+31, 383.0<h<b—-2
bh — 5b° + 5b, 3a h>b—2.

Jemna Besa m3mely KapamHATHOCTH cKymna 30mpoBa hA n EpxaproBor mogmHOMA
pa, je naxo suisbuba. Hamme, 3a xonauan ckyn A C Z¢ u upupoanu 6poj h, csakn
esieMenT ckyna hA upunaia xousekcnom omorauy ckyna {ha € Z* : a € A}. 36or
TOTA BaryKH

Tspheme 3.1.1. 3a xonaunu ckyn A C Z% u npupoauu 6poj h Baxu

|hA| < pas(h).

Mpumep 3.1.2. Heka je A = {v1,...,v411} C Z% Axo cy BeKTOpH Uy, ..., Uq41 €
74! uHeapHO HE3aBHCHH, TAJA Ce 3a CBAKU IPHPOIAH 6poj h CBAKH €JTeMEeHT CKYIIa
hA MozKe 3amucaTi Ha je IMHCTBEH HAYUH Kao 36up o1 h cabupaka uz A (je uHCTBEHOCT

cJIeJIN U3 JIMHeapHe He3aBUCHOCTH). IIpema Tome, 6poj eseMenara ckyna hA jemnax
. (h+d
je (7))

Y oBoj riiaBu he 6utu onpelen 6poj exemenara ckyma hA kana ckyn A uma d + 2
enemenata, A — A remepurie Z¢ n KonBekcHE oMoTad ckyma A je d-cummiexc. JIpyraM
peunma, buhe jnokazana ciejeha reopema:

Teopema 3.1.3. [CG] Heka je A C Z¢ ckyn ca d + 2 enementa Takap ja A — A
renepuiie Z%, auju KonBeKCHE oMoTad je d-cumiiexc. Tana je

h+d+1
|hA|:( ?;_FJ{ ), ako je 0 < h < Vol(Ay)d! —d —1

h+d+1 h—Vol(Ay)d!+d+1
yhA\:(+ +>_( Vol(Ay)d! + d +

ie h > Vol(A)d! —d — 1.
Qi1 Qa1 ),aKOJeh Vol(A,)d! —d

14



3.2. JIOKA3 TEOPEME 5.1.3

Jloka3 oBe TeopeMme je ciamdaH J0Ka3y EpxapToBe Teopeme: yMeCTO IMOCMaTparba
cBaxor hA mojenmunadno, cBu hA ce yrore y BHIIEIUMEH3HOHU TPOCTOP, U POy IaBa
ce objekar Koju ce mobuje Ha Taj HAYMH (Ta] 0OjeKaT ce 30Be KOHYC HaJ CKyrmoMm A).

3a BexTOp v = (ay,...,aq) € Z¢ nedpunuiie ce noguzame U = (ay,...,aq,1) € Z31,
3a Bexrop v = (ay,...,aq) € Z¢u h € N, mumte ce (v, h) ymecro (ay,...,aq,h), mpm
JeMy ce h Ha3WBa BHCHHOM BekTopa (v, h) (BucwHa BekTOopa a = (ai,...,aq,h) €

74t ce obenexkaba ca height(a) = h). Ilomcehama paau, Hapogu ce neduHUITja
(mesi06pojHoOr) KOHyca HaJl CKymoMm A:

Jedununuja 3.1.4. Hexaje A = {ai,...,ar} C Z%. 1lenobpojun KoHyc Hal CKyTIOM
A je
Ca = spany(ar, ..., ax) = {ma + - +ngap € Z" 2 ny, .. ng € Nob

Konycy Ca ce npuapyxyje reaeparopuu pen C4(t) € Q[[t]]:

CA(t) — Z theight(a)'

aeCp

Ca A4 he 6utn obenexkern KOHBEKCHH OMOTad ckyna A. YKOJHUKO ce He HaBeje
Jipyradnje, CBU KOHYCH Cy HaJa/be 1eg100pojHu.

3.2 Jloka3 Teopeme 3.1.3

Heka cy vy, ...,v4.1 TeMeHa A 4, 1 HEKA je, 63 yMambeha OMIITOCTH, d+ 2-T'i eJTeMeHT
ckyna A ynpaso 0. Heka cy A := spany(vy,...,0441) u AT := spany(v1, ..., Vgy1)-
Omre je moznaTo ga ce Z4! /A MozKe IOMCTOBETHTH ca CKYHOM 1e100POjHIX Tadyaka
dbyrIaMeHTAJTHOr goMeHa A, u ja je Opoj megoOpojHux Tadaka y OyHIAMEHTAJTHOM
JoMeHy 3a A jeHaK JeTepMUHAHTH dnje ¢y KosoHe U;. (OBo ce moxke Bugern y [Nal,
raasa 6, onesbak 1]). IIpema Tome, Baxku

1Z /A = Vol(Ay) - d!.

[TomTo A— A renepumte Z4, csu Bextopn (0, m) ca 0 < m < Vol(A,)-d! cy pazmaauTn
MOIyJ10 A, 1a je

Ca= || ((0,m)+AT).
Onape ciaenu
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I'JTABA 3. TEXHUKE TEOPUJE EPXAPTA Y TEOPHJH XOBAHCKOT

14t .+ tVol(AA)-d!—l 1 — 2fVol(AA)d!

Cal®) (1 fo R

OBze ce MOXKe MPUMETHTH Ja je

1 (htd+ 1\, = (htdt1Y,
<1—t>d+2‘z( h )t‘z( d+1 )t’

h>0 h>0
JIOK je
gVollda)dt (h +d+ 1) v _ (h — Vol(Aq) -dl+d+ 1) ¢
— fd+z - '
(1 t) h>0 d+1 h=Vol(A 4)-d! d+1

Opapae ciaenu TeopeMa.
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I''taBa 4

Ckyn 36upoBa 3a ckynose A C Z¢
ca d + 2 ejeMeHTa

4.1 VYBOS

Heka je A C Z%. Ca A4 he 6urn obesiexken konBekcHn oMorad ckyna A. Hyna BekTop
he 6urn obemexen ca 0 = (0,...,0) € Z%.

Y oBoj riasu he 6uTu npuKasaH MpBU pe3yarar u3 paga [V2], e ce naje anrrepHa-
tusan joka3 reopeme [CG, Teopema 1.2].

Teopema 4.1.1. [V2, teopema 1.3] Heka je A C Z¢ cxyn ca d + 2 eneMenTa Taxkas
na A — A renepumre Z2. Tana je

h+d+1
Al = 1< 1(A4)d!
|LA| < Q41 ),3a h < Vol(A,)d

h+d+1 h —Vol(A,)d! +d + 1
Imﬂz( +d+ )_( ol(Aq)d! +d +

> Vol(A)d!.
Q41 e ),3ah Vol(A4)d

Taxohe he 6utn gar jjoka3 Major yonmmrema Teopeme 4.1.1.

Teopema 4.1.2. Heka je A = {v1,...,vq42} C Z¢ ckyn ca d + 2 ejleMenTa Takap Jia
HUKOjUX d + 1 e;leMeHaTa He JIe;KH y MCTOj XuleppaBuu. Taja je

h+d+1
|hA|:( Q41 ), 3a 1 < h < Vol(Ay)d!/D
| — (AT _ (B Volda)d/D +d 41

S\ d+1 d+1
riaecy Dz = det('ﬁl, R ,5i_1,f7\}/i+1, Ce ,fT\JJd_,_Q) 3al < 1 < d+1 ubD = HBﬂ(Dl, c. ,Dd+1).

), 3a h > Vol(A4)d!/D,
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TJIABA 4. CKYII 3BUPOBA 3A CKYIIOBE A C Z¢ CA d + 2 EJIEMEHTA

4.2 KomeHTap 0 g0Ka3y Teopeme 4.1.1 u3 paja
[CG| y HecuMnIuInjasiHoOM CJry4ajy

Y oBoM ojiesbKy he OUTH TOCMATpaH CJIy4aj Kaja KOHBEKCHH oMoTad cKyna A muje
cuMmIuieke. Crnernudundno, obparuhe ce maxima Ha MOTYNHOCT pa3/iBajamba KOHBEKCHOT
omorada A, Ha npa cuMmiiekca. Mozke ce mpermocTaBuTu 1a je 0 teme A 4. Meton
paza y nperxoganoj sepsuju [CG| je caemehu: Ilpso, Teopema 4.1.1 ce gokaxke 3a
CKymoBe A 9Hju KOHBEKCHU OMOTAY jeCTe CHUMILIEKC. 3aTUM, YCTAHOBU C€ MOCTOjArhe
remena b o1 A 4 TakBor Ja npasa Kpo3 0 u b cede ynyrparmoct A 4 (octana remena he
ce O3HAYUTH CA V1, . .., Ug). KOHBEKCHH OMOTaY A 4 ce Taia MoJIe/TH Ha JBa CUMILIEKCA:
0, KOHBEKCHH OMOTaY cKyma Temena {0, b, vy, ..., v4_1}, u T, 3aTBOpeme o1 A4\ o. Ha
Kpajy, npumenu ce reopema 4.1.1 na gBa cumiviekca o u 7. llocroju nap npobiema
Ca METOJIOM.

Heka je d = 3. Axo ce A, mobuja Jem/bemeM JBa TeTpaeapa 1Mo 3ajeTHUIKO]
cTpanu, Taja ckyn 7 nehe 6utu cumiiekc. Ilpema Tome, oBaj mMeTon He JieJH yBEK
cKyn A, Ha JIBa CHUMILIEKCA.

Onmrruje, HEKM KOHBEKCHH HOJMTONHU ca d + 2 TeMeHa He MOry ja ce g100ujy
JIEIIJbEFhEM J[Ba CHUMILIEKCA Jy:K 3ajeHu4uKe crpaHe gumensuje d — 1. Kako 6u ce
OBO BHJEJ10, Onhe Heonxona PajonoBa TeopeMa U HEHO MPOITUPEHE:

Teopema 4.2.1. Cpaku ckyn S C R? o1 d + 2 esleMeHTa ce MoyKe pa3iBOjUTH Ha 1Ba
JIUCJVHKTHA cKymna S = 57 U .Sy Tako ma ce KOHBeKCHU oMoTa4un S7 U So CEKY.

Teopema 4.2.2. Heka je S = {z1,..., 2442} C R? ckyn rakap na nuxojux d + 1
Tavyaka He JIe:KH Y HCTOj Xuneppasuu. /labe, Heka je S = SISy pa3aBajame TaKBO J1a
ce KOHBEKCHH OMOTa4! CKynoBa S U Sy ceky. Tana nBa ejeMenTa x; U T, IPHNATLA]Y
UCTOM OJf CKymoBa S7 u So aKO W CaMO aKO MPUMAJIA]y PA3THIUTAM TOTYITPOCTOPUMA
oapeheHNM XUIEPPaBHU KOja CAAp:KH IPEoCTAJnX d ejeMeHara cKyma S.

Aloxas. Heka aBa enemenTa x;, x; € S IpHUIIaIajy UCTOM TosynpocTopy H oxpehenom
xuneppaBHu H, Koja caapKm mpeoctanaux d eiremenaTa ckyma S. Axo x; m x; oba
IPUNAJAJY jeTHOM O CKYIIOBa S1 uin Sy (6€3 yMambema OMIITOCTH, MOXKe Ce MPeTHOC—
TaBUTH 14 T;, £; € S1), Tanaje So C Hu Sy C Hy. Onaze ce Buam na je S1NSy C H,
na ce KOHBEKCHU oMmoradn ckymosa Sq \ {x;, z;} u Sy cexy. OBo je memoryhe, jep ce
ckyn S\ {z;, z;} cacroju o1 d Tauaka y reHEPHIKOM IIOJIOZKA]y, A Cy MOCEOHO aHHO
HE3ABHCHE.

Hexa cama gBa egeMenta x;,x; € S IPHUNaJajy PasIHIUTHM IIOJYIPOCTOPHMA
onpehenuM xuneppasau H Koja cajpzku npeocrainx d Tadaka (6e3 yMambemba OIIITOC—
TH, MOKE Ce NPeTHoCTaBuTH ¥; € Hy nwx; € H ). Axko z; € Sy u z; € Sy, Tana je
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4.3. JTOKA3 TEOPEME J.1.1

Si C Hy u Sy, C H_, omakne je S1 NSy C H, ma ce KOHBEKCHH OMOTAYM CKYIIOBa
S1\ {si} m S2\ {z;} cexy. Oso je memoryhe, jep ce ckyn S\ {z;,z;} cacroju ox d
Tavyaka y FeHepUUIKOM II0JIOXKA]y, Ia ¢y mocebno adpuHo Hezapucue. [

Heka je A ckym ca d + 2 TeMeHa Ydju KOHBEKCHH OMOTAY Ce pa3/Baja Ha JIBa
d-cumiiekca. Heka je X ckyn TeMeHa 3ajelHHMYKe cTpaHe, U Heka je Xo CKYI O]
npeocraJa jiBa TeMena. KoHBekcHu oMmoraun ckymnoBa X u Xo he ce cehu. Ilomro je
OBaKBO pa3/iBajame je JMHCTBEHO, aKO Ce HEKH CKYTI ca d+ 2 ejleMeHTa pa3jBaja Ha JBa
MOJICKYTIa YMjU KOHBEKCHU OMOTAYM C€ CEKYy, a HHCY KapJWHAJIHOCTU 2 U d, Taja ce
CKYTI He MOKe Pa3/IBOJUTHU Ha JIBA MOJCKYTa YMjH KOHBEKCHH OMOTAYHU Cy CHUMILIEKCH
ca 3aje THUUYKOM CTPAHOM.

Ha upumep, neka je A = {P;(1,0,0,0), P,(0,1,0,0), P3(0,0,1,0),@1(0,0,0,1),
Q2(0,0,0,0),Qs(1,1,1, —1)}. Koupekcan omoraun ckynoBa X1 = { Py, Py, Ps} u Xy =
{Q1,Q2, Q3} ce cexy y Taukm (3, 3, 5,0). Moxe ce Bugern na A— A renepume Z*. Axo
6u A uMaJso pa3Bajame Ha JIBa CHUMILIEKCA, Tada OM jeJaH oJ1 CKYIIOBa TeMeHa UMao 4
egeMeHTa, a Apyru 2. [lomrTo y oBoM cirydajy cBaKW CKYI UMa 10 3 eJleMeHTa, W TOIITO
Cy OBaKBa pa3[Bajaiba jeIMHCTBEHA, MOXKe ce 3aK/byunTH na A Hema pas3aBajame Ha
ABa IIOACKYIIaQ qI/IjI/I KOHBEKCHH OMOTa41 Cy CHMIIJIEKCH Ca Saje,ZLHI/ILIKOM CTpaHOM.

4.3 Jloka3 Teopeme 4.1.1

Heka je A = {v1,...,vq42} C Z%, u neka je h upupogan 6poj. IIpso he ce mponahn
CKYII pellerma 3a jeTHATNHY

Qa1U1 + -+ QgyoUgio = (0, 0)
OBa jemHaunHA je €eKBUBAJEHTHA CHCTEMY jeTHAYHHA
QU1 + -+ Qgpavge = 0,

ar+ -+ agpe = 0.

[TomTo cy Tauke vy, ..., V410 &OUHO 3aBUCHE, TOCTOJU HETPUBHUJATHO PEIIEHHe [i1, . . .
-y [ai2 cucrema jeqnaunna. Kako A — A remepume Z4, nocroju i € {1,...,d + 2}
TakBo na je det(vy,...,0i_1,0it1,-..,0q12) 7 0. Be3 ymamema ommmroctu, Moxe ce
npernoctaBuT ja je ¢ = d + 2. Taga je ugio # 0, jep Ou mHATE TadKe vy, ..., U1
6use aduno 3aBucHe, ma 6u 6uao det(vy, ..., 041) = 0.
Kama ce momuoxu jeqnakoct (101 + - - - + fgroUaso = (0,0) ca 1/pgy0, 10buja ce

1 Bit e+ Md+15d+1 — s (4.1)

Hd+2 Hd+2

[To KpamepoBoMm mpaBuIy, BayKu
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TJIABA 4. CKYII 3BUPOBA 3A CKYIIOBE A C Z¢ CA d + 2 EJIEMEHTA

i o det(fﬁla s 77177;—17 _fﬁd+27fﬁi+17 s 7:[}/d+1>
Hd+-2 det(ﬁl, R ,6d+1)

Heka Cy )\z = det(ﬂl, R ,:D/dJrl) . uin = det(il, R 7751'71; —ﬂd+2,5i+1, .. 7:(7d+1> € 7 3a
1 <1< d+ 2. Muoxkemem jennakocru (4.1) ca det(vy, ..., 0q41) D00Hja ce

AU+ -+ AUk + A1 U1 + - -+ 20412 = (0,0). (4.2)
Bes ymamema ommrocTn, MOXKe ce TPETHOCTABUTH 1A je Ap, ..., A\p = 0 7 Appq,...
ooy Adpe < 0. U3 jeanakoctu (4.2) ce Buam Ja ce KOHBEKCHH OMOTa4d CKyloBa X; =
{v1,...,vp} 1 Xo = {041, .., 0442} cexy. TlocebHo, ako je k = 1, Tasa je KOHBEKCHU

oMoOTad cKyma Xy CUMILIEKC, U X CJIPXKHU TeMe vy KOje NMPUIIa/ia yHYTPAIThOCTH TOT
CHMILIEKCA, 1A je KOHBEKCHH OMOTad CKyna A cuMminiexc.
Hexka je w € hA eneMeHT ca /Be pemnpe3eHTaIHje:

W= v + -+ QapaVare = Bivr + -+ BagaVaye,

IJe CY Q. .., Qq12, 01, - - -, Pqro HEHETATUBHU 1eau OPOjeBU TAKBU Jia je g + - -« +
Qgio = 01+ -+ + Bagyo = h. Paznuka aBe pempesentanuje emeMenTta w € hA je
0. IraBume, cyma KoedHIMjeHATa Pa3JIHKe je Zfif(ai — ;) = 0. llpema Tome,
pa3InKa JiBe PElpe3eHTallnje UCTOT eJeMeHTa MOpa OWTH YMHOXKAK IMeauM Opojem
u3paza A\v; + -0+ ApUp + A\er1Uke1 + -0 + AgioUgio. CBakowm enementy w € hA
0/IrOBapa TAYHO jeJIHa PENpe3eHTaIunja w = 101+ - - -+ QgioUqi0 38 KOjy je a; < \; 3a
bap jeano 1 < ¢ < k. Hauwme, ako je a; > \;3a 1 <1 < k, Tajia w nma penpe3eHTanujy
w = (a1 — M)01 + -+ + (Qgr2 — Aai2)VUgr2. Ilpema Tome, 6poj enemenarta |hA|
jenHaK je Opojy CBUX pelpe3eHTallnja 3a Koje je Zfif a; = h ymamenor 6pojemM CBUX
pelpe3eHTaImja 3a Koje je f;rf a; =huna; >N\, 3al < i<k Ilpema Tome, ako je
r:=A+---+ M < h, Taga je

= (CHRFL) (AT hor) | (A b L) (A lshor
N h h—r N d+1 d+1 '

Y cynpoTHOM, BaxKu

d+1

Caga Tpeba onpenutu r. Heka je A; cuminiexc oxpeljen temenuma vy, . .., v;_1, Vi1,
..., Vgr2. Moxke ce Buzern ja je \; = £Vol(A;)d!.

Jokazxumo ja je cBaka tauka A,y (Koja Huje cagprkana y HeKoj d — 1 JuMeH3HO-
HOj CTpaHm) caJprkaHa y TadHo asa cuMiiekca A; nu A;. Ilpu Tome, Temena v; u v;
MPUNAIAJy pasanauTuM ckymoBuMa X u Xp y pasaBajamy ckyna {vi,..., Uz} Ha
JIBA JINCJYHKTHA IOJCKYIIA YMjU C€ KOHBEKCHH OMOTAUYU CEKY.

dth+1
]hA|:<+ +).

20



4.4. JJOKA3 TEOPEME J.1.2

Hanwme, ako je x € A;, Heka je [ mosynpasa ca MOYETKOM ¥ U; KOja IpoJIa3d Kpo3 T,

U HeKa je y HOoC/eIha Tadka npeceka [ ca A; mpunaga crpau (v, ..., U1, Vi, - - -

Vi1, Uik, - - -, Vay2). Tamga je A; jeIuHU APYrM CHMIUIEKC KOJH CAJIPIKH TAUKY
x. OBo ce moxe Bugeru Ha ciegehu maunn: Heka je Ay jomr jepan cuminiekc Koju
caJpKu Tauky x. Taga Ap He MOKe CaJap:KaTH Ie0 CerMeHT [v;,y], jep Ay He cede
YHYTPAIOCT cTpaHe Kojoj y npumaga. Ca apyre cTpaHe, ako je TMpecek MOJIynpaBe
[ u Ay npazan, Taga © ¢ Ay. IIpema Tome, ocroju Tauka z € [ u3amelly tavaka v; u
y TakBa 1a je [v;, z] = [N Ag. Ako 6u x npunagano Ay, onga r He 6w npunagano A;,
IITO je Y KOHTPAJIMKIUJU Ca [OYETHOM IPETHOCTABKOM.

ITomro ce ymyrpammoctu cuMiiexca A; m A; ceKy, TeMeHa v; U U; HIPHIATAjy
HCTOM TIOJyIpPOCTOPY ojapehenom xumeppaBHU Koja je pasamera ca mpeoctagnx d
remena. lIlo Pajgonosoj Teopemu, jegHo o TeMeHa v; W v; IpHnaga Xi, a JpYyTro
Xo.

IIpema Tome, A4 UMa MOKPUBALE

AA:Alu"'UAk:AZ’+1U"'UAd+2.
[Tomrro mpecek aBa cumiuterca A; u A 3a 1 <4, j < k (ogmocno k+1 < i,j < d+2)

uMma 3anpemuny 0, u momro je Ay, ..., )\k > 0, Tana je

r=MX+-+ X =Vol(Ay)d! + - - - + Vol(Ay)d! = Vol(A 4)d!.

4.4 Jloka3 teopeme 4.1.2

0),(0,1),(0,—1)}. Tama ce moxe JaKo

IIpumep 4.4.1. Heka je A = {(1,0),(—1,
=2, r=4,u 1a je

suzern na je |hA| = (h+ 1) Vol(A )

d+h+1 d+14+h—-r h+3 h—1

() (A )= (00) - () ez e ma
Jlo pazmuke noiasu 3ato mTo A — A me remepume Z?. Teopema 4.1.2 objammasa 1
0Baj CJAyYa].

Heka je caga A = {v1,..., 0442} C Z% ckyn Takap Ja nukojux d + 1 enemenara
He Jlexku y uctoj xuneppasun y Z%. Heka cy D; = det(y, ..., 0i_1, Vig1, - - -, Vago) 34
1<i<d+1. Taga je

D, — V1 —Vg4+2 V2 — U442 ... Uil —Udq+2 Uiyl — V42 ... Ud41l — VUd4+2 Vd42
; =
0 0 cen 0 0 - 0 1
= ’01 —VUd+2 V2 —VUg4+2 ... Vi—1 —Ud42 Uil —VUd42 .-+ Ud4l — Ud+2’ .

Ose nerepmunanTe oapehyjy 1a m A — A renepumne Z¢. Hanwme, axxu caeneha jgema.
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TJIABA 4. CKYII 3BUPOBA 3A CKYIIOBE A C Z¢ CA d + 2 EJIEMEHTA

Jlema 4.4.2. Axo je A C Z% ckyn ca d + 2 enementa Takas 1a A — A remepume Z¢,
Taja je Hajsehu 3ajelHMYKHU Aeaual gerepMuHanTu D; jeanak 1.

Jlovas: Ako cy e; BeKTOpH KaHOHCKe Oaze Z9, Taja je jeamumdma MaTpuna jegHaxa
E = [e1...eq4), u nerepmunanra je 1. Ca apyre crpane, nomro A — A renepuiie
7, cBaKW BEKTOp €; ce MOYKe M3PA3UTH Kao JHHeapHa KOMOMHAIITja ca IeJ00pOjHIM
KoepUIIIjeHTUMA BEKTOPA U; — VUgio, - - - ,Vdr1 — Ugio. llpeMa ToMe, meTepMUHAHTA
Je/IMHUYHE MaTpule je JuHeapHa KoMOuHamuja jerepMmuHanTa [; ca 1e100pojHuM
koedburmjenruma. Axko 6u H3JI(Dy, ..., Dgyq) 6mo Behu ox 1, Tama 6u mocrojao
npupojan 6poj Behu o1 1 koju nenu gerepmunanty marpune E, mro je nemoryhe. [

Hacrasrba ce ca qokazom teopeme 4.1.2. Hexka je cana D = H3/1(Dy, ..., Day1).
Kao y moka3sy Teopeme 4.1.1, aBe penpesenrtanuje eseMenta w € hA

W= V1 + -+ QgyoUare = P1v1 + - -+ BaroVita

CY UCTe aKO je ’UXOBA PA3JINKa YMHOXKAK O]

1
— (Mv1 4 AU+ A1 U1 + - -+ AdraUay2)

D
rae cy )\Z = det('ﬁl, R ;51'—17 _511—&—2;51'4-17 c. 75(14_1) (YSI/IMa ce Ja Cy )\1, ey >\k 2 07
U Apit,---,Aare < 0). IIpema Tome, ciamvauo Kao y Jokasy teopeme 4.1.1, ako je

rp = 5(M+ -+ N\) < h, Taga je

d+h+1 d+1+h—rp d+h+1 d+1+h—rp
|hA| = — = — :
h h—rp d+1 d+1
Y cynpoTHOM, BarKu

d+1

Ha coimaan naunn kao y jJokasy reopeme 4.1.1 mozke ce nokaszaru na je rp = Vol(A4)d!/D.
U

hA| = <d+h+1)‘

Bparumo ce npumepy 4.4.1. Jlerepmunante D; cy

~10 0 10 0 1 -1 0
Di=|0 1 —-1|=-2,Dy=1{0 1 —1/=2,D3=10 0 —1|=2,
11 1 11 1 11 1

na je D =2, urp =2, na je no teopemu 4.1.2
h+3 h+1
]hA\:( ; )-( ;r >:(h+1)2
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4.4. JJOKA3 TEOPEME J.1.2

Hamomena 1. Ako A — A remepume Z%, taga je D = 1, ma TeopeMma 4.1.1 cienn us
Teopeme 4.1.2.
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I''maBa 5

CkynoBu 30upoBa 3a CKyIOBe
A C 7% ca d+ 3 enementa

5.1 VYBoxag

Y oBoj riaBu he 6uTH npuKasaH Apyru pesydarar u3 pajga [V2], Koju ce ogHOCH HA
ckymoe A C Z% ca d + 3 enemenaTa ca CHMILIHIN]AJTHHM KOHBEKCHIM OMOTAUEM.
[Tpernusnuje, ouhe jmokasana ciejaeha Teopema

Teopema 5.1.1. [V2, teopema 1.4] Heka je A = {0,v1,...,v441, w} C Z% ckyn ca
d + 3 esleMeHaTa, YMjU KOHBEKCHU OMOTAY je CUMILIEKC ca TEMEHUMA U1, . . . , Ugr1 KOja

renepunry Z?. Tana ce BexTop (w, 1) Mozke 3amucaTi Kao (w, 1) = %’271—#- . +Zjﬁ Vda1,

d+1 a;
i=1 ¢ 1

r7ie ¢y a; ¥ ¢; HeHeraTuBHU 1en 6pojesn Takeu ga je ¢; > 0,0 < a; < ¢, Y.
u (a;,q;) = 1, u Baxku

¢ h
> ("), h<oy,—1
2}"2_01 ht-d+1
Z <+hi_m_m)7 OwgthA—l
hA| < =] o v
> <+hi—m_m)_ > (m+m+)7 Ny <h<Njp+o0,—1
oy =0
S (M) S (Y > Ny o,
\ m=0 m=0

rae cy A= SpanZ(fﬁla s 7;5(1—0—1)7 NA pen rpyle Zd+1/A " 0y = HBC(QI? s 7Qd+1) pen
esementa (w, 1) y rpymu Z41 /A,
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TJIABA 5. CKYINOBH 3BUPOBA 3A CKYIOBE A C 7% CA d+ 3 EJIEMEHTA

5.2 Ilomohne jteme

Ba v = (v,...,v4) € Z* nedununte ce mommsame v = (v1,...,vq,1) € Z¥*! exropa
v. Ako je v = (vy,...,vg) € Z%u h € N, taya ce ca (v, h) obenexana (vy,...,vq4,h),
u h je Bucuna BeKTOpa (V1,...,v4, h).

Pewemxa y R™ je moarpyna oonuka A = Zvy+- - -+ Zv,, < R", toe cy vy,...,0,, €
R™ nuHEApHO HE3ABUCHI BEKTOPU. 3a M-TOPKY BEKTOPA U1, . . ., U, C& Kayke 1a je 6a3a
pemrerke A, u nedunuire ce gyrdamermanty domer perieTke Kao

M:={ v+ -+ Ao, €R" 2 X, €]0,1)}.

Mozxe ce mokasaru ([Ne, rnasa 1, omemak 4, TBpheme 4.2]) na je moarpyma A ox
R™ pemrerka ako u camo ako je A muckperna moxarpyma ox R™. Tlomcehama pamm,
1eJI00POjHH KOHYC CKyTIa A M BeroB reHepaTOPHH pejl Cy AeUHUCAHN V 1eDUHIIIT
3.1.4:

CA = SpanN(i)vl, R ﬁjk) = {n{ﬁl S i —|—n;{17k < ZdJrl PNy, € No}

Ca(t) =) theieh@) e Z[[¢]].

aeCp

IlomTo Tauyke KoHyca BucuHe h dbopMmpajy Komujy hA yrommeny y Z+!, pakn
na je
Ca(t) =) |hAt".

h>0

Heka je A C Z¢ ckyn ca d + 3 ejeMenTa umMju KOHBeKCHH oMoTad (koju he ce
obeseskapaTu ca Ay) je d-cumiieke Takap 1a A — A remepume Z2. Jlabe, Heka cy
V1, ..., V441 Temena Ay Tama je A = spang(v1,...,0441) C Z4! pemerka y RIFL
3a OBaKkBy peIIeTKy, HEKa je

d+1
Iy = {Zw ERM 0K\ < 1} Nz,
i=1
Bpoj enremenara ckyna Il hie ce obenexaparu ca Ny. Takobe, ca AT he ce obenexa-
Barn AT = spany(v1, .. .,0441). Konyc C4 hie Gurn noge/men na kjiace m Moaysio A, u
CBaKa TAaKBa KJjaca ce Moxke npejacrasutu eaementom llz. 3a enement 7 € Iz, ckyn
ememenara ckyna C4 KOHTPYEHTHHX ca T MOAysa0 A ce obenexaba ca S;. Eiaement
(9, N) € Sy je munumanan ako (g, N) — v; uuje enement C4 HE 32 jeJHO i.

[Toncehama paau, y gokasy Teopeme 3.1.3 yCTAHOB/bEHO je JIa Ce 3a PEIIeTKY
Ay Z4! auju dynpamenTannm goMeH nMa TMO3MTHBHY 3anpemuny ckyn Z3T/A
MOZKe UIeHTH(DHUKOBATH Ca Ie00PojHNM TaduKaMa y hyHIaMeHTATHOM JOMeHy. Bpoj
eremenata Zt!1/A jemmax je jeTepMWHaHTH MATpWIE WHje KOJIOHE Cy BEKTOPH 0.
IIpema ToMe,
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5.2. IIOMOHRHE JIEME

Np = |Z4/A| = Vol(A4)d!. (5.1)

3a oBo TBpheme, unranarn ce ynyhyje na [Nal, riasa 6, omespak 1].

Jlema 5.2.1. [CG, nema 3.1] Hexa je A C Z¢ konauan ckyn taxkas jga A— A renepuire
Z%, 1 uujn KOHBEKCHU OMOTaM je d-CUMILIEKC ca TeMeHUMa vy, . . ., V1. AKo je (o, M)
MUHUMAJTHA eJIeMeHT o1 Sy, TaJa je

M < Ny — 1.

Jlokas. bBe3 ymamema ommTocTH, MOoxke ce npermnocraButu jga je 0 teme Ay, Ha
npumep vgyp = 0. Tlomro je (o, M) munmMamHU ejeMeHT cKyna S,, BaxKn na je
a=ay+ -+ ap 3a weke a; € A. J1oBo/bHO je J0Ka3aTH Ja Cy cyMe

ai,a; +as,a1 +as +as,...,a; +---+apy
pazjmuure Moyso A, jep je 6poj Henysia kiaaca moayiao A jegnak Vol(A)d! — 1 1o
(5.1).

Heka cy a1 + -+ 4+ a, n a; + - - - + a,, KOHCpYEHTHU MOIYJI0 A 3a HEKe MPUPOIHE
opojeBe 1 <m <n < M. Tana je an41+ -+ a, € A. llomro a; npunanajy A+, u
Ap+ je KOHBEKCHO, TO CYMa Gp,11 + - - - + a, npunaga ckyny A+ N A = AT, Tlpema
ToMe, TtocToje k; € Ny TakBu 11a je

d
am+1+~--+an: E k‘ﬂ)z
=1

Takolje, cBako a; ce Moke 3amncaTd y GAPHIEHTPHIHUM KOODJMHATAMA, IOIITO Ce
d d

Hasase y cuMmintekcy Ag: a; = » o A v, mpum geMy ¢y A ; = 0m Y N < L

Opnasne,

d n d
Clm+1+---+an=Z ( Z )\i,j> U; sz‘ﬂiz‘-
i=1

i=1 \j=m+1

[Towmro cy Henyna remena A4 JIMHEAPHO HE3aBUCHA, BaXKU 12 j€

d n d n
i=1

j=m41 i=1 j=m+1
MebyTtum, 0BO je y KOHTpajumKuuju ca mpermoctaBkoM jga je («, M) mMuHEUMATHA
enement S,. Hauwme, Heka je 5 = a — (a1 + -+ ay,). Taga je

(a, M) — (B, M — (n—m)) = (Zkivi,n—m> e At
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TJIABA 5. CKYINOBH 3BUPOBA 3A CKYIOBE A C 7% CA d+ 3 EJIEMEHTA

jep je Elekign—mﬂ(0,...,0)jeTeMe Ay O

Jlema 5.2.2. Hexa cy vy,...,v441 € Z% BexTopm Koju remepmmy Z¢ 3a xoje je
det(?1,...,0441) # 0. ambe, Heka je w € Z¢ pexTop Takap Ja je W = a 01 + -+ +
(4110441 38 HEHETATUBHE peasine KoedHImjenTe a; 3a Koje je a; +---+aqgy1 = 1. Taga
cy KoedpunujeHT a; paruoHaj nu Opojesu.

Jlokas. Tlomro cy Uy, . .., Vgy1, W BEKTOPHU ca 1eg00pojuuM Koedurujenruma, u det(vy,
.., Ug41) # 0, mo Kpameposom npasuiy koedunujeHTH a; Mopajy OUTH paIrMOHATHU
opojesu. [

Y oBom omespKy hie 6uTn HabeHo TOpme m Jome orpanumveme 3a |hA|, Kama je
A C 74 ckyn ca d + 3 enemenara.

5.3 Ilpumep

Y caenehem npumepy he 6utn mokazamo ja 3a pasauky oj ciaydaja kaga A uma d+ 2
ejgemenara, ako A nma d + 3 ejlemenara, Mepa CKyla A HEje J0BOJHHA JIa C& OAPEeIn
BesmanHa hA. YV aBa ciaydaja he 6uTu onmcan MOCTYyHaK, a y OCTAJIHM MPUMEDPHAMA, Ce
pajy HA AHAJOTAH HAUWH.

IIpumep 5.3.1. 1. Hekaje A; = {0,1,2,8}. Jlako ce Buau ja 3a J0BO/HBHO BEJIUKO
h, ckyn hA ce cacroju o cBux meaux 6pojesa oz 0 10 8h ocum Gpojea 8h—1 =
8h—-1)+7,8h—2=8"h—-1)+6,8h —3=8h—1)+58h—4=8"h—-1)+
4,8h—5=8h—-1)+3,8h—9=8(h—2)+7,8h—10=8(h—2)+6,8h—11 =
8(h—2)+5,8h — 17 = 8(h — 3) + 7. Ilpema Tome, |hA;| =8h+1—9=8h—8.

2. Heka je As = {0,1,3,8}. Cimuno kao y uperxoiHom upumepy, |hAs| = 8h — 6.
3. 3a A3 ={0,1,4,8}, Baxu |hA3| = 8h — 8 3a JI0BOJBHO BEJIHUKO h.

4. 3a Ay ={0,1,5,8}, Baxku |hA4| = 8h — 4 3a 10BOBHO BEJHKO h.

Hamme, ckym hA; 3a ITOBOBHO BEIHKH TPUPOIHH Opoj h camp:Km cBe Iese
opojese uzmehy 0 u 8h, ocum 6pojesa 8h—1, 8h—2, 8h—4, 8h—5 u 8h —12. Ha
upumep, 8h—3 = (h—1)8+5,8h—6 = (h—2)8+5+5, 8h—10 = (h—2)8+5+1,
8h—9=(h—3)8+5+5+58h—13=(h—3)8+5+5+ 1.

5. 3a A; ={0,1,6,8}, Baxu |hAs| = 8h — 2 3a 10BOJbHO BeJHKO h.

6. 3a Ag = {0,1,7,8}, Baxu |hAg| = 8h + 1 3a 10BOBbHO BesUKO h.
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5.4. JTOKA3 TEOPEME 5.1.1

CkymoBu Ai,...,Ag umajy mo 4 ejgemMeHTa, W HMajy HCTH KOHBEKCHH OMOTAd,
anu cy esmaube |hA1|, ..., |hAg| MelycoGro pazmuaure. Onasie ce Buau ja 6poj
esleMeHaTa ckyma |hA| He 3aBuCcH caMo Of1 3alpeMHuHe KOHBEKCHOT oMoTada ckyma A
kaua A nma d + 3 esemMenta.

5.4 Jloka3 Teopeme 5.1.1
[Toncehama paju, yBojie ce cienehe o3nake:
o A= spany(v1,...,04+1),

o AT :=spany(v1,...,0441),

A(O 1) - Spa‘nN(<O7 1)7 ’617 SR »5(14—1)7

Ny := Bbpoj Tauaka ca 1ne106pojHuM KoopauHaTamMa, y (pyH/aMeHTaJIHOM JIOMEeHy
3a A,

Hexka je C4 xonyc majg ckynmom A. Ou je jennax

oo

U ((mw m) + A 01))

m=0
MebhyTum, Bextop (w,1) je komaunor pega y Z31 /A, Mozke ce noxkasaTu ja BeKTOP
ow(w, 1) mpunaga AT. Haume, BeKTOp w mpuUNaja YHYTPAIIKHOCTH CUMILIEKCa A 4, Ta
(w, 1) mpunaja rpaHuIy CHMILIEKCA onpeheHor TeMeHuMa Uy, . . ., Ugt1, (0,0). TIpema
ToMe, noctoje bapurienrpudne koopaunare 0 <, iy, ..., g1 < 1 Takse ja je Zlill 14 V;
= (w,1) m Z;Hll w; = 1. Tlo nemu 5.2.2, koedpunujeHTH [1; MOPajy OUTH PAIMOHATHI
OpojeBn, 3a Koje ce MOYKe Y3eTH Ja je [i; = ;L:, npu demy je 0 < a; < ¢; w (a;,¢q;) = 1.
Pen o, je tana jennak H3C(q, . . ., qqy1). Ilomro cy koedunujentn ow% HeHeraTUBHH
nes 6pojesn, o, (w, 1) € At. Tlpema Towme,

ow—1

Ca = U ((mw,m) + A??),l)) :
m=0
YHuja we mopa Ooutu jgucjyHkrHa. [lo teopemu 3.1.3, A(o 0 (t) = %ﬁfﬁdl. Ako je

B.4(t) reneparopau pe

ow—1 ow—1
Z th(O . Z tm tvol AA)d') Z (h +d+ 1) Z bhth

h>0 h>0

Taja 3a reneparopun pen Ca(t) = >,o0 |hA[t" Bamu [hA| < by. Oso saje ropme
OTPAHUIEEHE
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TJIABA 5. CKYINOBH 3BUPOBA 3A CKYIOBE A C 7% CA d+ 3 EJIEMEHTA

|hA] <
4
> (", h<oy—1
Z?“ZOI h+d+1
") 0w Sh<Ny—1
=0
S ‘:?“71 h4-d+1 < d+1
> (I = X (M), Ny <h< Ny+o,—1
= =
> (M) = X (TR, = Nyt o
\ m=0 m=
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I''taBa 6

EnunTunyke KpuBe U KOHI'PYEHTHH
opojeBu

6.1 Konarpyeatau 6pojeBu

Jedbununuja 6.1.1. [Ipupogan 6poj n je koHepyenmar ako MOCTOJU IIPABOYLIA
TPOyTao ca TPW CTPAHUIE palMoHaJIHe Ay KUHE 9hja TTOBPINMUHA je jeIHaKa Nn.

W3 nedurunumje ce Mmoxke 3ak/byunTn Ja je n € N KOHrpyeHTaH OpOj ako MOCToje
paluoHaInn OPojeBu a,b U ¢ KOju 3a10BO/baBajy cjeldehn cucTeM jeHadIHHA:

a’ + b =, (6.1)
b
% = n. (6.2)

Axo ¢y (a,b, ¢) nyxKuHe cTpaHUIA TPABOYIJIOr TPOYTJIA MOBPINAHE N, Tajga cy (ad, bd,
cd) JysKuHe cTpaHuIa NPaBoyLJor Tpoyria nospiiune nd>. Tlpema Tome, npupojan
O6poj n he 6uTH KOHIPyeHTaH aKO M CaAMO aKO ITOCTOje MIPUPOoAHU OpojeBu a, b, c u d 3a
KOje IIPaBOYI/IM TPOYTao duje cy CTpaHuIe jyzKuHe (a,b,c) uMa noppimuny nd-.

Heka je caga n koHrpyentan 0poj (3a mera mocroje paluoHa Hu 6pojeBu a,b u
¢ TakBu ga Baxke jenmakoctu (6.1) m (6.2)), m meka je A = (¢/2)%. Kazma ce moma
jenmaunna (6.2) nomuoxkena ca 4 jennaunnu (6.1) (omHocHO Kaga ce ox (6.1) omy3sme
jemmaunua (6.2) nomHokena ca 4), nobuja ce

a’® +2ab+b* = * + 4n,
atb\’ c\2
( 2 ) :<§> £
2
(a;l:b) =A+n.

31




I'JIABA 6. EJIHIITUYKE KPUBE U KOHI'PYEHTHH FPOJEBH

Jlpyrum pednma, 3a CBaKU KOHI'PYeHTHH OpOj IIOCTOje TpU paruoHaaHa opoja A — n,
A u A+ n Koju cy TIOTHYHH KBAaJIpaTH, ¥ CYCEIHH Cy V apUTMETHIKO] IIPOrPECcH]jH.
[[IraBumre nmocroju 1-1 KopecHoHaeHIMja u3Mely cKymoBa

{(a,b,c) €Q® : a* +b* =%, ab/2=n} u {(r,s,t) €Q® : s> —r* =n, t* —s* =n}
ojipehena ca
(@,b,¢) = ((b—a)/2,¢/2,(b+a)/2) m (r,5,8) = (L — 71,1 +71,25),

300r 4era cy KOHIPYEHTHH OpOjeBH JIOOMIH TAKBO HMe.

ITpumep 6.1.2. Bpoj 6 je kourpyenran 6poj, jep je 6 MOBPIIHHA IPABOYIJIOT TPOYIJIA
ca myxuHaMa crpanuna (3,4,5).

ITpumep 6.1.3. Bpoj 210 je xourpyeaTtan 6poj, jep je 210 moBpIIUHA ITPABOYIJIOT
TpOyILJIa ca ayKuHaMma crparuna (35, 12, 37), Kao 1 mpaBoyyior TPoyIJia ca Iy KuHaMma
crparuta (21,20, 29).

PepmMa je HaIAO caegehn mocebaH MpUMeP HEKOHIPYEHTHOT Opoja:
Teopema 6.1.4. Bpoj 1 uuje Kourpyenra.

Kao nocsienuiia Teopeme 6.1.4, kBajpatu panuoHaJHUX OpojeBa He MOIYy OUTH
kourpyenTau Opojesu. Heka cy caja p; mpoctu OpojeBH KOHI'PDYEHTHHU Ca& ¢ MOJYJIO 8.
[Ipumepu KOHTpyeHTHUX OpojeBa Cy:

e Bpojesu obuka 2p; (OBo ce moxke Bumern y [Heel).

I[Ipoctu 6pojesu ps ([St]).

I[Ipocru 6pojesu pr u 6Gpojesu obnka 2p7 ([St]).

Bpojesu obauka 2psps u 2pspr ([Mo]).

BpojeBu obiuka 2p;ps Kaja je (}ﬂ> = —1 ([Mo]).

Bpojesu obanka 2p;p; kKajaa je (%) = —1 ([Mo]).
[IpuMmepu HEKOHTpYEeHTHHX OpojeBa cy:
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6.1. KOHI'PYEHTHHU FPOJEBH

e IIpoctu GpojeBr p;, KOju ce MOry 3amucaTé Kao p; = a® + 4b% (a u b cy uenn
OpojeBr) u 3a KOje BaKn (%f”) = —1 ([B]).

e Bpojesu obauka 2p, rje je p mpoct 6poj Kourpyentan 9 momyio 16 ([B]).

e IIpoctu 6pojesu p3 ([Gel).

e Bpojesu obiuka 2ps ([Gel).

e DBpojeBu o0/MKa P3q3, TI€ CY P3 U @3 JIBA PA3JUIATA POCTA OPOja KOHI'PYEHTHA
3 momyino 8 ([Ge]).

e DBpojeBu 0b1uKa 2p5qs, TJie CY Ps U @5 JIBA pa3IndnTa HPOcTa Opoja KOHI'PYyEeHTHA
5 momyino 8 ([Ge]).

Hekaje A, = {(a,b,¢) € Q® : a* +b* = *, © = n} ckyn ypeljennx Tpojku pamu—

oHaJTHUX OpojeBa KOju 3a/10B0/baBajy cucrem jennaunna (6.1) u (6.2). Moxe ce BujeTn
na je A, npecex nBe nospmu ca Q3:

b
Ay ={(a,b,c) e R : a2+bz=cz}ﬂ{<a,b,c> €R?: %I"}m@s.

[Ipema ToMe, HPUPOIHO je ouekuBarTu ja je A, 3a1paBo CKyIl Tayaka ca paluOHaTHIUM
KOOp/IMHATAaMa Ha HEKO] KPWBO]. 3amcra, BazxKu ciaefeha Teopema:

Teopema 6.1.5. [Ipecmukasame v : A, — {(z,y) € (Q¥)? : 3? = 2* — n’zx}

neduHICAHO Ca
b 2n?
w<a,b,c>=( = )

c—a c—a
je bujeknuja unju UHBEP3 je AeduHHCAH ca

x> —n? 2nx 2%+ n?
b, y) = ( iy ) |
Y Y Y

Jloxas. 3amenom ¢ = t + a nobuja ce pa je b = t* + 2ta. Yepmrasamem a = 2 un

MHOZKemeM ca b jobuja ce

b = t2b + 4tn,

bn 3_bn3+4n4
t )t 27
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I'JIABA 6. EJIHIITUYKE KPUBE U KOHI'PYEHTHH FPOJEBH

a OBO Ce MOXKe IIPeypPeUTH y

Cr) = (7) - (7)

Y cympoTHOM cMepy ce Jako mposepu ma ce (z,y) = (a,b,c) 3a (a,b,c) € A,
Ipec/inKaBameM ¢ ciauka Harpar y (a,b,c), ua je ¢ unpeps upecjiukabamwa . [

6.2 FEauntuyike KpuBe

Y oBoM ofiesbKy he OMTH JaT KpaTakK YBOJ V eIUNTHIKe KpuBe. 3a JeTaJbHHJU OIMUC
eJIMNTUYKUX KPUBUX, YUTATAI ce yruyhyje na [Si, riasa 3].

Hedbunnnuja 6.2.1. Fiunmuuka kpusa je TyiaTka, IpojeKTUBHA, aaredapcka KpuBa
pona 1, ca mcrakuytom (ogr0CHO GazHoMm) Taukom O. Enxunruyaka kpusa E je dedpuru—
cana nad nowem K (mro ce sanucyje ca F/K), ako je F nedunncana max K kao
anrebapcku Bapujerer, 1 O € E(K). (3a nome K, F(K) je cKyl ¢BUX Tadaka Ha
KpuBoj E ca koopaunarama y noky K.) Hoean 0d E je ckyn

I(E):={f € K[X1,X3] : f(P)=0, 3acBako P € E}.
Axkoje I(F/K) = I(E)NK|[X;, X5, Tana ce nedunuine agunu koopdunammu, npemer
0d E/K ca
K[Xy, X3]
I(E/K) -

ITome pazmomaxa npcerena K[E] ce obenexana ca K(E), n 30Be ce diynxyujcro nowe
0d V/K. Ha cimvan wnaunn ce aedunumy K[E] n K(E).

K[E] =

Craka esquntnuka kpuba F /K je uzomopdna riaarkoj kpusoj C'y mpojeKTHBHOM
npoctopy P? koja je marta jeHAYMHOM y XOMOTEHHM Koopamuartama X u Y:

C:Y?+ a1 XY +azY = X° + as X? + as X + ag,
rje cy ai,as,as,ay, s € K, u 6a3na tauka ce cimka y tadky [0,1,0]. Ako mome K
HHje KapaKTepHCTUKe 2 WK 3, TaJa KPUBAa MOXKE Ja e IPeICcTaBh Kao CKYII PeIlema,
KyOHe jenadnne (y HEXOMOIEHHM KoopiauHartama & u y) cjaeneher obinka
E:y’=2>+ax+0,

rie cy a n b nean 6pojenn.
Ha emuntuykoj kpuBoj E ce Moxke nedpuHucaTu omnepaiuja, Ha ciegehu Haunm:
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6.5. TT'AJIOAOBA KOXOMOJIOI'HJA

Hedbununuja 6.2.2. 3a eqnnruuxy kpusy £ C P2, meka cy P,Q € E, mexa je
L C P? npasa koja npoiasu kpo3 P u Q (ako je P = Q, onga ce ysuma mpasa L
ranrenTHa Ha E y P), u Heka je R Tpelia Tauka npeceka. Heka je satum L' mpasa

Koja mpostazu Kpo3 R u O. Taga ce nedunume P @ () kao Tpeha tauka npeceka F u
L.

Mozke ce nokasaru ja je F/ AGesioBa rpyma y oQHOCY Ha OBY Ollepallijy ca HeyTpa-
aom O (6azmom tagkom). Jlomatwo, ckyn E(K) je u jeana moarpyna rpyme F.
O mocebnor mwaTepeca he OuTw Tavyke pena Hajpuie 2 KpuBe F ca palMOHAJHUM
koopaunaraMa. CKyn TakBEX Tadaka ce obenexkasa ca F(Q)[2]. Heka je cama E
eJTUIITHIKA KPUBA 33/1aTa e IHATNHOM

vy =23+ Az + B.

Axo je P € E(Q)[2], rana je P+ P = O, T1j. moctoju npasa L Taurentna na £y P
napaJjensa y-ocu. OBO ce jemaBa ako u caMo ako je y = 0. YV mocebnoMm ciay4ajy,
ako je B, 1 y* = 2® — n%x, Tana je

En(@)[Q] = {Ov (O’ 0)7 (n7 0)7 (_n’ O)} (63)

Y teopemu 6.1.5 je mokazaHO Ja MOCTOjU OUjeKnuja ypeheHWX TPOJKH PAIIMOHAJTHHUX
6pojeBa KOju Cy JIyKIHE CTPAHUIA TPABOYTJIOT TPOYTJIA HOBPIIUHE N, U TAYAKA (T,Y) €
E.(Q) cax,y # 0. Io (6.3), Hujegna Tauka peja 2 He oJroBapa Hekoj Tpojuu (a, b, c).
[Ipema Tome, ako je £,(Q) = E,(Q)[2], tana n He MozKe OuTH KOHIpyeHTaH GPOj.

Baxu Mopaen-BejnoBa Teopema: ako je K GpojeBno mobe, u F/K enunrudka
KpuBa, Taga je F(K) konauno remepucana Abesosa rpyna. IpyruM pednma, moctoju
HeHeraTuBaH 1eo 0poj r Takas Ja je F(K) = Fiy.(K) X Z", tae je Eios(K) Top3uona
noarpyna o E(K) (cxkyn cBux taaka xomadnor pega y E(K)). Iomro je E(K)
KOHAYIHO TeHepucana AGesoBa rpyna, Eios(K) Mopa 6uTh KOHAYHA TpyIIA.

6.3 T'amoaoBa KoxomoJioruja

[Ipe cuneneher omemka, Guhe yBegen mojam ['anmoaoBe koxomosoruje. Heka je K
CaBPIIEHO [0Jbe, HeKa je K ajirebapcko 3aTBOperbe moJba K, I HeKa je Gx /K l'amoaosa
rpyna nossa K nag K. Tpyna G/ je muep3nn mmec rpyna G kaza L mposasu
KpO3 cBa KOHa4Ha ['ajs0aoBa pamupema nopa K. Ilpema Tome, G /K Je npoduHnTHA
Ipyla, [a mMa TOIOJOTH]y 4YHja 0a3a OTBOPEHHX CKYIIOBA €€ CACTOJH OJ KOJEKIuje
HOPMAJIHUX HOJATPYIa Ca KOHAYHAM HHIEKCOM Y Gk

Hednannnja 6.3.1. duckperan G -monyn je AGenosa rpyna M na xojy G
JlejcTBYje, IpU YeMy je JejcTBO HemPeKHJTHO 3a MPOMUHUTHY TOMOJOTU]Yy Ha GF/K
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I'JIABA 6. EJIHIITUYKE KPUBE U KOHI'PYEHTHH FPOJEBH

U JIUCKpeTHy Tomosorujy na M. Jlpyrum pedunma, 3a cBako m € M, crabuim3arop
eJeMeHTa, M

{o € Ggx 2 m’ = m},

je moATrpyIia KOHAYHOT WHJIEKCA Y G?/K.

Hedunumnuja 6.3.2. Hynra xoxomMos0IIKa MOArpymIa G?/K—MOﬂyJIa M je rpyma
Gk MHBADUJAHTHUX eneMeHara y M

MO = HO G, M) = fm € M = m 2 cnao @ € G

Hedbununuja 6.3.3. Heka je M jenan G, -Monyia. I'pyna menpekuaanx 1-Kormm—
K/K
KJIOBa U3 GT(/K y M je

chont(G?/K,M) ={¢: Gx/x = M : { nenpexnymo u §(o7) = £(0)"¢(7)}
Ipyna 1-xorpanuua u3 G y M je
Bl(G?/K,M) ={§: Gx/x = M : (3m € M)(Vo € G x)é(0) =m’ —m}.

. 1 . .
[Tomro M nma AUCKPeTHY TONOJIOTHjY, cBaku exeMeHT B' (G 1o M ) je HempeKHIHO
npecukasame. [Ipsa xkoxomonomxka rpyna G -monyna M je

chont(Gf/lﬁ M)
Bl(Gf/IO M)

H1<GF/K7M> =

Tepheme 6.3.4. [Si] Heka je

0—P -5 M-S N—0

tagan un3 G -Momyia. Taga mocroju xoMOMOpGbU3aM KOXOMOIONIKHX Ipyna d
H(Gg/x, N) = H'(Gg/, P) taxas ja je caesehn nus tagan:

5
0 — H(Gg/k, P) — H(Ggjp, M) — H (G i, N) —

)
SN HI(GF/K, P) — Hl(GF/K, M) — HI(G@K, N).
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6.4. CEJIMEPOBA U TEJT-IIAPAPEBHUYEBA I'PYIIA

6.4 Cenmepona u Tejr-IllacdapeBunueBa rpymna

Hedununuja 6.4.1. Hszozenuja ¢ uzmely enunruukux kpupux £ u E' je mopduszam
Bapujerera ¢ : £ — E’ 3a xoju Baxku ¢(0O) = O.

Mozke ce mokasaru ja m3orenuja ¢ : Fy — Fo usMmely eIuNTUYKAX KPUBUX
UH/IYKYje UHJeKIU]Y PYHKIUJCKUX 110/bA

¢ K(By) — K(Ey)

Hedbnannyja 6.4.2. Cmenen uzozenuje ¢ je CTEIeH KOHAYHOD PALIUPeba
K(Ey)/¢*(K(Ey)), n obenexana ce ca deg ¢.

[Tpenmsnuje o uzorenujama ce moxke nahu y [Si, raasa 3, omespak 4].

3a 1e0 6poj m, U30reHnja MHOKema ca [m| Ha eaunTudkoj kpusoj E je [m|(P) =
P+ ---+ P (eqement P cabpam m myTa ca caMuM coboM). 3a eJUNTHIKe KpuBe F)
u Ey n cBaKy HeKOHCTaHTHY m3orenujy ¢ : By — Ep crenena m 10CToju jeIMHCTBEHA
n3orennja ¢ : Fy — E) cremena m TakBa aa je ¢ o ¢ = [m| va Ey u ¢ o ¢ = [m] Ha
FE,. Nzorennja qgje T3B. JyaJl U30TeHHje .

Heduunumja 6.4.3. Xomozernu npocmop esmuruuke kpuse F/K je riarka kpuba
C/K nedunucana naj mobeM K 3aje/lHO ca TPAH3UTHBHUM JI€JCTBOM ajrebapeke
rpyne E wa C. [Ipyrum pedmma, XOMOIeH TPOCTOp eaunTuuke kpuse F/K je map
(C, p), upu gemy je C'/K rinarka kpusa gedunncana vanx K, uw p: C x E — C je
Mopdu3aM BapujeTera gedunucan Hajg K ca ciaexehum cBojcTBuMa:

1. 3a cBaky Tauky p € C Baxu u(p, O) = p.
2. 3a cee tauke P,QQ € E u p € C Baxu pu(u(p, P),Q) = u(p, P+ Q).

3. 3a cBe Tauke p,q € C nocroju jenuHcTBena rauka P € F takpa 1a je u(p, P) =
q.

JBa xomorena nipocropa C'/K u C'/K emunrtnuke kpuse E/K cy ekBuBajgeHTHA
aKo mocroju u3oMopduszam xomorenunx mpocropa C' u C' Koju ce ciaazke ca JejCTBOM
ajnrebapcke rpyne E. Kogeknuja ¢BHX KJaca e€KBHBaJEHIMje XOMOIM€HHX IPOCTOPA
equntuike Kpuse E/K ce obenexasa ca WC(E/K). llocroju OGujexiuja cKymosa
WC(E/K) — H'(Gg/k; E), mrro onpasasa nasus ckyna WC(E/K): Beja-Tlaree
rpyna 3a exunrudky Kpusy E/K. Bejn-Illarene rpyna je narepecanTHa, jep roBopu
HEIIITO O XOMOreHuM mpoctropuMa. Hanwme, xomorenu npoctop C'/K mpunaja TpuBu-
jannoj kracu y C(E/K) ako u camo axo je ckyn C(K) nHenpasan. [Ipema Tome, jeHo
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BaKHO J0(aHTOBCKO IINTambe je MoucToBelleHo ca IIpoBepaBarbeM Ja JIU je XOMOIeHH
MPOCTOp TPUBHUjAJIAH.

HY(Gg/; E) je nppa T'anoaosa koxomosomka rpyna G, Moayna E (Bume o
lamoaoBnm koxomonormjama y 6.3). Axo ce 3a G mogynr M ca H°(G; M) obenexn
ckyn csux G MHBapUjaHTHUX eJleMeHaTa, Tajla CBaku KpaTak Tadan nus Gz, g Mojyia
0— P — M — N — 0 ungykyje Tadan HU3

0— HO(GF/K§P> — HO(GF/KQ M) — HO(G?/KJN) o
= Hl(G?/KSP) — Hl(G?/IdM) — Hl(G?/K§N>-

Hexka je cana ¢ : E — E’ HeHyJa M30reHUja eIUITAYKUX KPUBUX JTePUHACAHUX HAJI
K, ca jesrpom E[¢|. Tana je cienehn nuz ravan:

0— El¢] — E -5 F — 0.
Kaza ce y3me lanoaosa xkoxomonoruja H'(Gx /i "); 0DUja ce JIyru TauaH HU3

0 — B(K)[¢] — E(K) -2 E'(K) -

¢
s H (G Blg]) — HY (G i E) > H (G i E');

a olaBJe ce A00Hja KpaTak TadaH HU3

0 — E'(K)/$(B(K)) = H'(Gg; El9]) — H' (G B)¢] — 0.

I'pyna H'(Gg,x; E) ce moxe noncroserurn ca WC(E/K). Hexa je cama My cxyn
CBUX HEEKBUBAJEHTHUX alCOAYTHUX BpeaHocTd Ha K. 3a cBako v € M ce dbukcupa
ekcTensuja oj v Ha K, koja oxpebhyje yranamwe noba K C K,, U JeKOMIO3UIIIOHY
rpyny G, C Gg . Tlomro G, nejersyje na E(K,) n E'(K,), nctam aprymentom ce
J100ujajy TauHU HU30BU

0 — E'(K,)/$(E(K,)) == H'(G,; E[¢]) — H'(G,; E)[¢] — 0.

Unkaysuje G, C G n E(K) C E(K,) auayKyjy pecTpuKIHje Ha KOXOMOIOUIKHM
rpynama, 300r dera je cjaejgehu pujarpam KOMyTaTUBaH:

0 — E'(K)/$(E(K)) 2 HYGgxiElel) —  WC(E/K)[¢) — 0
i ! !
0 — ggﬂmwwmm»-i I1 H#'(GuEle) —  TI WCOE/K)G — 0.

Jesan o riraBHUX IU/bEBa, TEOPHje eJIMITUIKHX KPUBHUX je HAJTayKeHhe CJIMKe KON THHI-
ka E'(K)/¢(E(K)) y rpymn H'(Gg r; E[¢]), mTo je exBuBaienTHO ca Haiaxemem
je3rpa IpecIuKBamba
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H'(Ggy: El¢]) — WC(E/K)g)].

OBo je eKBHBAJICHTHO €a IPOBEpaBabeM J1a JIK oJpel)eHH XOMOreHH IIPOCTOPH CaIpIKe
panumonanny K tauky. OBaj mpo0OjeMm je TexkakK HaJ IVIODAJHUM IMO/bUMAa. JemgHa
OJIAKIITUIIA j€ MITO ce MPOodJIeM MOZKe MocMaTpaTH HaJl JJOKAJIHUM nosbuMa. Hanmme, Ha
aHaJIOTaH HAYMH Kao 3a IVI00AJIHA T0Jha, MPOobJIeM HaJlayKerha JIOKAJIHOT je3rpa

Ker (H'(G,: E[6)) — WC(E/K,)[4))

ce CBOJIM Ha HaJIaxKeme K, palnoHaIHe Tauke Ha onpeljeHuM XOMOTeHHM TPOCTOPHUMA.
Kao Bakan nomohHu ajiar 3a HaJlaxKeme je3rapa, KOpUcHa je ciejeha jpedunuimja:

Hedbunnnnja 6.4.4. Heka je ¢ : F/K — FE'/K wu3oreHuja eJUNTHYKAX KPHBUX.
Tana je ¢-Ceameposa epyna E/K noxrpyna on H' (G x; E[¢]) nedunucana ca

Sel*(E/K) = Ker (Hl(GK/K;E[qb]) — I WC(E/KU)>,

veEMK

nok je Tejm-Ilagapesuuesa epyna nedpunucana ca

II(E/K) = Ker (WC(E/K) — ] WC(E/KU)> :

veEMK

Tejr-IlacapeBudeBa rpymna MoxKe Jia ce BUIM KAaO I'Pyla KJIaca eKBUBAJICHIIHje
XOoMoOreHux mupocropa 3a E/K uuju xomorenu upocropu cajp:xke K, painupoHaHy
TauKy 3a CBaKO v € M. 3a rpyne gedunucane y medpunurnmju 6.4.4 Baxu ciaenehe:

Teopema 6.4.5. [Si, rimaBa 10, omepak 4, Teopema 4.2] Heka je ¢ : E/K — E'/K
nU30reHnja eJUNTHIKIX KpuBux jgedunncannx naja K. Taxa Baxku:

1. TlocToju Tavan Hu3
0 — E'(K)=¢(E(K)) — Sel¢(E/K) — HI(E/K)[¢] — 0.

2. Tpyna Sel’(E/K) je xonauna.

Tepheme 6.4.6. [Si] Heka cy £/Q u E'/Q esunTudke Kpue jare jeJHAIHHAMA

E:y=2"+ar’ +bru E' :y* =2° — 2a2° + (a* — 4b)x

3a a,b € Z, u HeKa je
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2 bh— 2
0:E— E g(z,y) = (%y(x—f)>

M30reHnja cremnena asa dmje jesrpo je El¢] = {0, (0,0)}. Heka je

S = {oo} U {upocru dakropu 2b(a® — 4b)}.

Jasme, nexa je M noarpyna ox Q% /(Q*)? renepucana ca —1 u npocrum akropuma
2b(a* — 4b). 3a ceako d € M nedunucann cy xomorenu npocropu Cq/Q u C/Q 3a
E/Qu E'/Q crenelium jennaqunama

Cy: dw? = d*t* — 2adt?2* + (a® — 4b)2*,

C: dw?® = Pt + adt*2* + b2,

3a (w,t,2) € Q3. Tama je

Sel?(E/Q) =2 {d € M : Cy(Q,) # 0 3a cBaxo v € S},

Sel‘g(E/@) ~{de M : Ci)(Q,) # 0 3a cBako v € S},

rae ce ca Cyg(Q,) # 0 mogpasymesa ga mocroju HEeTpUBHjATHO pememe (w,t, z) €
Q3\{(0,0,0)} jeanaunne Cyy Q.

6.5 [L-dyHKNHUja HA eJUNTUYIKOj KPUBO]

Hexa je F/Q enunruuka kpuba jedunucana jeanauannom y> = x° + ax + b, e cy
a,b € 7. Axko je

o P H@y) €Fp  y* =2 +ax + b}
P N ,

raga ce nedunmme Xace-Bejaopa L-dyrkimja momohy OjaepoBor mpons3Boia:

1
LE(S) = H 1 — appfs +p72s’

p

npu demy OjepoB MPOM3BOJ ancoayTHO KoHBeprupa 3a Re(s) > 1. 3 Illumypa-
Tanunjama xunorese (kojy cy mokasamu E. Bajac m P. Tejnop) caenn ga ce Xace-
Bejnoa L-cdbynknuja Moxke aHAJTUTHYKHA ITPOMIUPUTH HA IIEJIY KOMILJIEKCHY paBaH.
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6.5. L-OYHKIIHJA HA EJINIITHYKOJ KPUBOJ

Cneneha xumoresa je mosnara kao bupu-Ceunepron-/lajep xumoresa, tj. BCJI
xunore3a. ¥ ciaeneheM omespKy he 6uTn npukasana pesa usmehy BC/l xunorese u
KOHIpYEeHTHHUX Opojesa.

Xunoresa 1. [BSD] Heka je E/Q enmuntuuka kpusa. Tana Bayku
1. Lg(s) nma uyay y s = 1 auju pen je jennak paury r = rankFE(Q).
2. Iocroju Jiumec
Lg(s)
lim ———— = A|llI(F
ling 20 = AII(E/ Q)
rae je A tauno oapeheHa HeHy/Ia KOHCTAHTA.

[Ipenu3nuju onuc koucrante A HUje mpeaMer OBe AUCEPTallHje, HUTH CE€ yIO—
TpebibaBa y 10j. ledununnja korncranre A ce moxke wahu y [Si, Tonarak C, xumnoresa
16.5]. Tlosuaro je ma ce L dyuknuja Ly emunrudke Kpuse JedUHUCAHE HAJ HOJHEM
Q MoKe aHAJIMTUYKH MPOIIMPUHTH Ha IeJ1y KoMILiekcny pasan. MehyTum, u gaspe ce
me 3na na qu je |[II(F/Q)| komauno. ¥ cayvajy emunrtuuke kpuse E, : y* = 23 —n’z
nedunncane Hag Q 3a npupogaun 6poj n, ako je Ly, (1) # 0, npyru neo BCJI xunorese
nocraje

L, (1)/B = [I(E,/Q)|, (6.4)
3a HeHysna KoHcTanTy B. V pamosuma [Rul] m [Ru2| je nokazano na u3 Ly, (1) # 0
caenn ga je rpyna I1I(E,/Q) konauHOT peja, W 1a Cy HeIapHu JIeJ0BH 00e CTpaHe y
(6.4) jennaxku. Xumoresa 1 uMa GUTHY YJIOry y MpOydYaBamby KOHIDYEHTHHX OpojeBa.
Hauwme, nosunara je cieneha xunoresa

Xunoresa 2. [ACK]| Ako je npupojan 6poj n KOHrpyeHTaH ca 5,6 wiu 7 MOILyJIo 8,
TaJa je n KOHI'PYeHTaH OPO].

Omrre je mo3uato fa je Lg, (1) = 0 kama je n KOHTpyeHTHO ca 5,6 win 7 MOJYJI0
8 (oBo ce moxe Bujern y [Ko, rnasa 2, tepheme 12]). Ako Baxun xumoresa 1, Taja
je rankF, (Q) # 0 xazga je n kourpyentno ca 5,6 win 7 moxyso 8. Ilo Teopemn 6.1.5
1ocroje paluoHainu Opojesu a,b,c Takeu ga je a® + 0 = ¢ u ab/2 = n, ua je n
kourpyenrtan 0poj. [Ipema tome, u3 xunorese 1 ciemqu xumoresa 2.

Xwunore3a 1 uMa joIlr jejiHy Be3y ca KOHI'pyeHTHuM Opojeuma: Heka cy

An=|{(2,y,2) €Z° : n=22" +y* + 32},
By = |{(2,y,2) €2’ : n = 22" +y* + 827},

Co = |{(,y,2) € Z° : n = 8a® + 2° + 6427},
Dy ={(z,y,2) € Z° : n = 8" + 2y + 1627} .
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Y pany [T] je mokazano Ge3ycsiIOBHO Jia 3a HellapHe KOHTDYeHTHe OpojeBe n BayKu Ja
je 2A,, = B,, 1ok 3a mapHe KoHrpyeutue 6pojene Baxku iga je 2C, = D,. Ca apyre
cTpaHe, ako 3a Henmapat 0poj n Baxu 2A, = B, (0IHOCHO aKo 3a mapaH 6poj n BayKu
2C,, = D,,), MOzKe ce [OKa3aTH Ja je Taja n KOHIpyeHTaH 0poj, aju jeJuHo y3 momMoh
xumnoTese 1.
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I'maBa 7

Teopuja rpadoBa nu CeiimepoBe
rpymne

7.1 CeameposBe rpyne u rpadpoBu

VY oBoj ruiasu fie 6Gutn npukasan pesyarar u3 paja [F]. To je jenan o npsux pajosa
y KoMe je mpuka3aHa Be3a uzmehy CeamepoBux rpyma u Teopuje rpacdona. Taxohe he
outn npukazana Beza u3mehy rpadosa u BCJI xunorese.

IIpe Tora, 6uhe yBejieHn OCHOBHU MOJMOBHU Be3aHU 3a rpadose.

Hedbununuja 7.1.1. I'pag je ypehenn nap G = (V, E), rae je V Henpasan ckym, a E
je moackyn ckyna {(x,y) | x,y € V}. Enementu V' cy memena rpacda G, a enemenTn
E cy usuue rpada G. Ako 3a cBako (z,y) € E Baxu na (y,z) € E, rana je rpad G
neycmepen, u uBUIy (z,y) obeekaBamo ca Ty. Y cynporaoMm, G je yemepen rpad,
u axo je (z,y) € E, a (y,z) ¢ E, tana usnuy (z,y) obeexasamo ca . Cmenen
memena v je OpOj MBUIlA KOje 1moJia3e u3 v, u obejiekapa ce ca degwv.

Hedunnnuja 7.1.2. Mampuya cycedemea epaga G ca' V= {vq,...,v,} je A(G) =
a; ;]1<ij<n, D€ Cy KOebunujentn a; ; nreduHnCcaH ca

1, axko (v;,v;) € E,
“i =30 HHaTe
, )

Hedbununuja 7.1.3. Jlansacosa mampuua 2paga G je

M(G) = diag(deg vy, ...,deguv,) — A(G).
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Hanmomena 2. Moxke ce Bujeru ja je y JlamracoBoj marpunu Hekor rpada 30up
CBUX KOJIOHA jeqHaK Hy/aa KosioHH. I[Ipema Tome, ako ce m3 Marpuile m3damu HIp.
HOCIeIba KOJIOHA, Ta1a PAHT MATPHUIE OCTeje HeIPOMErheH.

Hedunnnuja 7.1.4. Iaprunuja V = V3 UV, rpada G = (V, E) je nenapra axo
nocroju TeMe v € V5 Takso 1a je |[{vw : w € Va}| memapro, win moctoju Teme v € Vs
TaKBO Ja je |{m : w € Vi}| memapmo. Wunaue je maprurnuja napra. I'pagp G je
HEeNapPakr ako je cBaKa HEeTPUBHUjaJTHA NAPTUIMja HelapHa.

Hexa cy caga E, : yv* = 2° —n’zr u E/, : y*> = 23 + 4n’r equurnuke xpuse

nebunucane vag Q, u meka je ¢ : E, — E! uzorenuja cremena 2 3a1arta ca
2 2 2
_ (¥ y(=n?—2?)
o(x,y) = (577) .

Tana moctoje TaYHT HU30BU

E.,(Q)[¢] E(Q) 7 EQ  E.(Q)
"2 SEQR)  HEQ)  25.0Q  gma) L Y
E%(@) ol®(E f
O_>—¢(En(<@))_>81( L) B 1I(E,)[¢] — 0 (7.2)
AE"& Sel? E! I, I(E’ -0 7.3
TN ( )%A (E)[6] — (7.3)
0 — I(E,)[¢] — HI(E,)[2] > (EL)[4] — 0, (7.4)

rae je $ nyan ¢. Hexa je caga M moarpyna ox Q*/(Q*)? remepucana ca —1 u
npoctuM daktopuma 2n, u Heka je S = {oo} U {mpocru daxropu 2n}. Kazna ce
npumenu tBpheme 6.4.6 na kpuse E, u E! mnobuja ce

Sel?(E,) =2 {d € M : Cy4(Q,) # 0 3a cako v € S}.

Selg(En) ={de M : Cy)(Q,) # 0 3a cBako v € S},
e cy
Cy - dw?® = &Pt* + 4n?2*,
C - dw? = Pt — n22t,

XOMOTEeHN TPOCTOPU eJUNTHIKNX KpuBnx F, n E/. Jesrpa npeciankasama f u fy

(7.2) u (7.3) ¢
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Kerf ={de M : Cy4(Q) # 0}, Kerf = {de M : CYQ) # 0}, (7.5)
onakJje ce puau Aa 1 € Kerf u £1,+n € Kerf. IIpema ToMe

2 4+ rankF,, (Q) = dimg, Ker f + dimyp, Kerf
= dimg, Sel?(E,,) — dimg, II1(E,)[¢]
+ dimg, Sel®(E!) — dimg, III(E,)[4).

n

Hakie, rankE,(Q) = 0 axo u camo axo je Kerf = {1} n Kerf = {+1,+n}. Hoce6Ho,
ako je Sel®(E,) = {1} u Sel?(E") = {£1, +n}, taxa je rankE,(Q) = 0 u IIL(E,)[¢] =
H_I(E;L)[gg] = {1}. Ilomohy (7.4) ce nomarno nobuja na je LL(E,)[2] = {1}, ogakme je
pen rpyme [I(E,) Henapas.

[TocToju rpad uuja Henmapuoct maje undopmanujy o Ceameposoj rpynu. ['pad
ce KOHCTpyHIe Ha ciaejehn HadmH: 3a npupoaat 6poj n koHcrpywuiie ce rpad G(n)
YUjU je CKyN TeMeHa jeJHAaK CKYILy IIPOCTUX (pakTopa m, W CKyI UBHIA je {m :

(%) = —1}, e je (§> Jexkauapos cum6Goa (y3uma ce Ja je (%) = 1 3a Hemapue

esie 6pojese n).

Teopema 7.1.5. [F] Y cieneha asa ciyuaja je Sel®(E,) = {1} n Sel‘?’(En) = {1, +n}:

t > 1), tae cy p1,...,p; pasauauTi opocTH GakTopu 6poja n 3a
(mod 8) up; =1(mod8), 2 <i<t, uG(n)je menapan rpad.
(

Ln=p...p(
Koje je p1 = 3

2. n=2p;...p (t =2 1), vae cy p1,...,p; pasauwauru npocru dbakropu 6poja n 3a
koje je p1 =5 (mod8) u p; = 1(mod8), 2 < i < t, u G(n/2) je nenapau rpad.

Joxas.

1. I'pad G(n) je meycmepen o [aycoBom 3akomny perumporurera. Takolje, ako je
G(n) memapuo, Tama u G(2n) nenapuo. Heka cy

M = <_172ap1a"'7pt> C QX/(QX)Qv S = {00727p17"'apt}a

Cy:dw® = d*t* + 4n*2*, Cf  dw? = d°t* — n2".
[HorpebnO je moxazaru cienehe:
a) 3a ceako d € M \ {1} nocroju v € S 3a koje je Cyq(Q,) = 0.
6) 3a cBako d € M \ {£1,£n} nocroju v € S 3a koje je C4(Q,) = 0.
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a)

Heka je V = {2,p1,...,p:}. 3ad < 0 je C4(Qn) = 0. HoBomuo je
Pa3MOTPUTH CJIy4aj Kajaa je d = HpEV1 p3acsako Vi C V, V) # (. Axo je
Vi #V, mana je Vi u Vo =V \ V] merpuBnjanna naprunuja ox V. Ilomro

je G(2n) nenapan rpad, Taja win HocToju ¢ € V) 3a Koje je (%) =—1,

uin moctoju p € Vs 3a Koje je <5> =—1.

Caga tpeba mokasaru aa je Cy(Q,) = Cyq(Q,) = 0. Heka je (w,t,z) #
(0,0,0) merpusujanno peuteme jennaunne Cyy Q,. 3a w = dw’, kpusa Cy
nMa 00JIUK

Cy:dw™ =t + (2n/d)*z*.

3a cBaxo | € Z, Tpojxa (w'p?, tp!, zp') je Taxohe pememe Cy. IIpema Tome,
MOZKe Ce HPETHOCTABATH Ja ¢y w',t,z € Z, u aa je vy(w') = v,(t) = 0,
I7e je v, eKCIOHeHIujaIHa Batyanuja na Q, HopMmanusoBaHa ca v,(p) = 1.
Iomro pfdunp| 2, ro je dw? = t* monyno p. Oso je nemoryhe, jep je
(4) = —1. IIpema Tome, Cy(Q,) = 0.

p

Ca npyre cTpane, ¢ # 2, IOIITO je (%) = 1 3a cBe HenapHe 1ese 6pojese m.
Axo je ¢ = p; = 3 (mod 8), Tana jenmaunna Cy naje t* = —(2n/d)*2* (mod
q), jep q | d m g1 27” OBo je memoryhie, jep je mpermocraB/beHo aa je

=1

) =1 Axko je ¢ = p; = 1 moaysto 8 3a HeKo @ > 2, Taja je

(3), 10 (22 - (20) -

IMTO je y CYMPOTHOCTH Ca MPETIMOCTABKOM 74 je (Z”T/d) = —1 (3a 1eo 6poj

n u upoct O6poj p Koju He Jenu n, cumMO0.1 <%> je jennak 1 ako mocroju
4

neo 6poj x Taxas jga je * = n momyno p). Ipema Tome, Cy(Q,) = 0. Heka
jecama Vi =V, 1j. d =2n. Kpura (s, je onpehena jegHauanaom

Coyp : 20w = t* + 24,

MebyruMm, peaykimjom Moayto py ce pobuja ga je Coy,(Qp,) = 0. Hakie,
Sel?(E,) = {1}.

Heka je caga V = {p1,...,p;}. Ilomro +1,+n npunanajy Sel’(E’) u
C%(Qy) = 0, Tpeba moxazaru xa d ¢ Sel’(E!) 3a caxko 1 < d < n Koje
nean n. Heka je caga d = Hp€V1 p, tre je Vi moackym on V 3a Koju je
1 < |Wi] < t. Ilomro je G(n) memapan rpad, uim noctoju ¢ | d TakBo

na je (%1 = —1, wiu mocroju p | n/d TakBo na je (%) = —1. Kaxko je

G(n) meycmepen, Hemapan rpad, moctoje 6ap aBa mpocta dakTopa n ca
cBojcTBOM p miad ¢. Ilpema ToMme, MOXKe ce IPETIOCTABUTH 11a je p 7 .
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Heka jeqnadnna

C:dw® = d*t* — n?2*
HMa HeTpuBHjaIHO peltere (w,t,2) # (0,0,0) y Q,. Moxe ce npermoc—
raButu fa je min{v,(w),v,(t),v,(2)} = 0. Axo je v,(w) > 1, Taga je
v(t) > 1. Heka cy w =%w' u t = 5t'. Taga Cj nma jeanaqanny
C«é . dw/? — n2t/4 o d2Z4
+d
P

C'(Q,) = 0, 1a je Sel®(E") = {&1, +n}.

OJIaKJIE je ( ) = 1, mTO je y KOHTPAJUKIIIJH Cca <§> = —1. [Ipema TOoME,

2. Ako je d mosuTuBan napas 6poj rakas jga d | n, taga je Cy(Qg) = C%(Qq) = 0, na
d¢Sel®°(E,) nd¢ Sel‘g(E;L) 3a Takse d. [lowrro je G(n/2) neycmepen, nenapan
rpad, Moxke ce mokasaru ga d ¢ Sel®(E,) 3a caxo d | n/2, 1 < d < n/2, u na
d ¢ Sel‘g(E;L) 3a cBako d | n/2, 1 < d < n/2 Ha UCTH HAYMH KAO Yy JIOKA3y Jjiejia
1. Tlpema Tome, Sel®(E,) = {1} u Sel(E(E;Z) ={+1,+n}. O

7.2 BC]/l xunore3a u rpadoBu

[To BCJI xumoresu, ako je Lg, (1) # 0, tana je Lg, (1) = A|LLI(E,)|, tae je A Henyna
KOHCTaHTa.
VY pany [T]| nspaxena je spentocr Lg, (1)/A. 3a menapHo n, Heka je

1
=3 Y et (7.6
y2|y

e je 1, kapaktep rpyne (Z[i]/(4(1 +4)))” nedpunucan ca

({1 Ra=1T3420142
M= 21, saa=3,57+2i5+ 2.

3a 2||n, neka je

b2 =5 S mlet Vo) (1.7
224-2y24-22=n/2
2|z
rJie je 7y KapaKkTep rpyie (Z[\/—_2]/(4)) * nedunucan ca
() = m(—a), (1) = 1, 12(1 +2v/=2) = (3 +2v/-2) = ~1.
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I'JTIABA 7. TEOPHJA 'PA®OBA U CEJIMEPOBE I'PYIIE

Ako je w(n) 6poj pasauauTux TPocTHX (haKTOpa o1 n, Tajaa je

_ [ (a(n)/2¢M)2 0 ako 24 m,
Le, (1) = {(b(n/Q) 22/D)2 axo 2|n.

Ckyn pemema jegnauune 2 + y? + 222 = n je y OujeKuHju ca CKyIIOM pellermba
jemnaunne X2 +Y? + Z? = 2n 3a koja Baxku 2 | Z; 6ujeknuja je caenehier obiuka:

X+Y X-Y Z

(X,Y,Z):($+y7$—y722), (.’L‘,y,Z): ) PP B
2 2 2

Bbpoj pemema (X,Y,Z) je 4h(—2n), rue je h(—2n) kaacau 6poj moma Q(v/—2n).
Py6un je mokazao ga cy venaphuu jeqaosu Ly (1)/A n 11(E,) jennaku ako je a(n) # 0
win b(n/2) # 0 (memapHu Je0BH JBa Iiesia Opoja Cy UCTH AKO CY HHXOBE IPOCTE
akTopusaiuje ucre 0 Ha crene jBojke). [Ipema Tome, Tpeba oapeautn CUIOBHEBY
2-oarpyny C'g() /—2n) KJTacHe rpyme Co(y=2m)- 1lo 'aycosoj Teopuju posa (qmju moKa3

mMozke na ce Buan y [Ga, riiasa b5, reopema 305, crpana 364]),
2 —rank Cx = w(2n) — 1 = w(n).

¥ pagosuma [Re] u [RR] je 3a cBaku npupogan 6poj n koncrpyucan rpad G(n) takas
aa 2°M||h(—2n) ako u camo axo je G(n) memapan rpad (3a TedpUANTHE]Y HeMapHOT
rpada sujgern nouerak riase 7). Heka je K = Q(v/—D) uMarumnapno KsaJIparTHo
nosbe ca D > 2; knacuum 6pojem hx = |Ck|, 2-parrom rpyne C jeJHAKUM 1y =
dimg, Cx /C% m muckpuvmnantom disc(K) = —D. Axko je w(n) = t, Taga je 1mo
laycoBoj Teopuju poga ro =t — 1, ma 2071 | hy.

Kao y mokazy teopeme 7.1.5, 3a oBakBo mosbe ce KoHcrpyuine rpad G(D) (nHa
wcTh HaunH Kao rpad G(n)): cKynm TemMeHa je jeJHaK CKymy mpoctux daxtopa D, u

P;

CKYIl WBHIA je {]Tp; A7) = —1}, tae je 75’) Jexkanapos cumbos (y3uma ce Ja je

(%) = 1 3a menapse 1este 6pojese n). Hemapuocr rpada G(D) he natu nadopmanujy

0 KIacHOM 6pojy hx nmoma K = Q(v/—D).
Teopema 7.2.1. Heka je K = Q(v/—D) mMmarusapHo KBaJIpaTHO mobe ca D > 2
disc(K) = —D, u w(D) =t. Taga

1. 2871 |hg ako u camo ako je rpad G(D) memapan.

2. Akoje D =8py...pt (t = 2), po = £3 (mod 8) u p; = +1 (mod 8) 3a i > 3, Taza
2!71||hg ako u camo ako je G(D/8) menapan rpad.

Zlokas.

48



7.2. BCJ XHIIOTE3A U I'PAQOBH

1. Heka cy pq,...,p; pasauunta npoctu dakropu D. 3a cBaku moackyn S C
{1,...,t}cal <|S| <t—1, meka je Qs = [[;cq Pis ¥ HEKa je Qs GeckBaIpaTHI
neo D/Qgs. Heka je ag o3naka 3a mpoussosbhn uaean y O nopme N(ag) = Qg.
Tana ckyn

{lag] =[ag] : S C{L,...,t}, 1 <|S| <t -1}

capxku 2 — 1 = %(2t — 2) kaaca uneana y Ck pena 2, npu demy je S =
{1,...,t}\'S. ¥V pagosuma [Re] u [RR] nokazano je ja kiaca [ag| npunajga C%
aKO M CaMO aKO jeJTHaYnHa

w*Qs + Qs —w® =0
nMa HeTpuBHjasHo pereme (u, v, w) # (0,0,0). [Tpema Towme,

27| hg < [as] ¢ C% 3a ceaku ckyn S C {1,...,t}cal < |9 <t —1

< 3a cBakn ckyn S C {1,...,t} ca 1l < |S| <t — 1 wm nocroju

npoct 6poj p|Qs Taxkas na je (%> = —1, uam mocroju
p

/
npoct 6poj ¢|Qs Takas Ja je (%> =1
q

< G(D) je memapan rpad.

2. T'pad G(D/8) je meycmepen 1o ['aycoBoM 3aKOHY PEIMIPOIATETA, & MOMITO je
< 2 ) =—1m (p%) = 13ai > 3, rpad G(D) ce mozxke nobutu of rpaca G(D/8)

P2
TAKO IITO Ce J01a TeMe 2, U Be3a @ na rpad G(D/8). I'pad G(D) je nenapau
ako u camo axo je ro u G(D/8). O

Hexa je caga N(n;ai,...,a,) 6poj 1eJ00pOjHAX pellerma jejHauute n = a,2; +
-+ + a,x? 3a upupomHe 6pojese ai,...,a,. Taga Baxku cienehia Teopema
Teopema 7.2.2. 1. Heka n 3amoBosbaBa MpBO CBOjcTBO y Teopemu 7.1.5. Tanma

kpuBa F, 3anososbaBa BCJL xunore3y ako u camo ako je N(n;1,64,2) = 0
momymo 20+,

2. Hexka n 3ajoBosbaBa Apyro cBojctBo y Teopemu 7.1.5. Taja kpusa E, 3a710Bo/ba—
Ba BCJI xunoresy ako m camo ako je N(n/2;1,32,4) = 0 momysio 2111,

Zlokas.
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I'JTIABA 7. TEOPHJA 'PA®OBA U CEJIMEPOBE I'PYIIE

1. To paxy [T], Bpennocr L-dbyukiuje y 1 kpuBe E,, ce MOKe H3pa3UTH KAO
L, (1)/A = (a(n)/2')?,

rae je a(n) garo y (7.6). Iomro je n = 3 moayio 8, Baxu caenehie:

1 o)
S omrdig) =5 3 (e

1
2
x2+16y2+222=n 22+16y2+4222=n
1 (= 1) =0/54

2

x2+16y2+222=n

1 22 22—
=5 Z (—1)@* =D/ Z (—1)@*-1/8

x2+16y2+2z2:n J:2+16y2+2z2:n
2y 2ty
— Y (e 1 S (cnetus,
2
22464y2+222=n 224+16y2+222=n

Kaza je n = 3 mouyio 16, taga je n = a2 + 222 = 3 moayao 16, na je 22 = 1
moayso 16, u (2% — 1)/8 je napno. Ca jpyre crpame, kaja je n = 11 mojyiio
16, Taga je n = 2 + 2 = 11 moxyao 16, na je 22 = 9 moaysio 16, u (22 —1)/8 je
wemapro. IIpema Tome, a(n) je oapeljero jmo Ha 3Hak. JIpyruM pednma, BazKu

a(n) = + (N(n; 1,64,2) — %N(n; 1,16, 2)) .

[TomTo je n = 3 Momysio 8, Baxknu

N(n;1,16,2) = |[{(z,y,2) € Z* : 2* +y* + 22" = n,4 | y}|
= 2h(—2n)

= 2" (mod 2"?) 1o Teopemn 7.2.1

13 teopeme 7.1.5 ce mobuja na je rankE,(Q) = 0 u ga je |LLI(E,)| Henapwo.
[Ipema ToMme:

Baxun BCJI xunoreza < a(n)/2" = 1 (mod 2)
& 2N(n;1,64,2) — N(n;1,16,2) = 2" (mod 2'1?)
& N(n;1,64,2) = 0 (mod 2.

2. Y oBOM cJIy4ajy BayKu
Lg,(1)/A = (b(n/2)/2')?,

20



7.2. BCJ XHIIOTE3A U I'PAQOBH

rie je b(n/2) mato ca (7.7). Axo je n/2 =5 momyso 8, Taza je

b(n/2) = % > mlr+2v=2y)

x24-8y2+42z2=n/2

1
=5 | N(n/2:1,82,4) - > 1
22 4+-8y2+422=n/2
2ty

1
=N(n/2;1,32,4) — §N(n/2; 1,8,4).
Mebhyrum, Takohe Baxku

N(n/2;1,8,4) = |{(z,y,2) € Z* : 2 + 2> + 2> =n, 2| 2}
= 2h(—n) = 2" (mod 2'*?) 1o Teopemn 7.2.1.

[Ipema ToMe:

Baxu BC/I xumoresa < b(n/2)/2" = 1 (mod 2)
1
& N(n/2;1,32,4) — §N(n/2; 1,8,4) = 2" (mod 2*1)
& N(n/2;1,32,4) = 0 (mod 2°1).0

o1






I''taBa 8

3ajegHNYKa JUCTpUOyIja
CenmMepoBor panra KpuBux
KOHI'PYEHTHOI 6poja

8.1 VYBox

Hexka je 3a 6eckBagpaTnu neu 6poj n

E, vy =2%—n’x

eunTHYKa Kpusa gedunncana nag (Q, neka je

¢:E, — E.

M30TeHNja JIpYToT CTeleHa ca KOJOMEHOM

E/ : v = 23 + 4n’x

JneduHICaHA Ca

o(z,y) = (¥ /2% y(n® — 2%) /%),

1 HEeKa je $ n3orennja ayasana ¢. Jasme, neka je 6poj exeMenara Sel[Q](En/@) jenmak

22+5(") 6poj enemenara Sel®(E, /Q) jeamax 25°(") 4 Gpoj estemenara Sel?(E, /Q) jesnax

] .
22+s%(n)  3a panr 7(n) erunTHake Kpube F, Bayke OHTHe Heje HAKOCTH:



I'JIABA 8. 3AJEJJHUYKA JJUCTPUBEYIIHJA CEJIMEPOBUX PAHI'OBA

I[Ipema Tome, axo je s(n) = 0, wn axo je s°(n) + s?(n) = 0, taga je r(n) = 0. Panr
s(n) je npucrynaduuju o r(n), 360r gera je rpyna Sel® (E, /Q) npusykia naxmy (Ha
npumep y [FJ], [F], [FX], [HB1], [HB2], [JO]). ¥ paxy [Rh] je nahena seposaruoha
a3 Geckpaapatan neo 6poj n ca m npocrux dakropa saxu (s7(n),s?(n)) = (0,0),

Y oBoj riasu hie 6urn onpehena mucrpubynuja (s®(n), s?(n)) max Hemapaum, Gec-
KBaJIpAaTHUM HMPHUPOIHUM OpojeBuMa ca pukcupanuM Opojem npoctux dakropa. [Ipe-
nu3Huje, ouhe jlokasane cijejiehe jBe Teopeme.

Teopema 8.1.1. [V1] Heka cy m € N, p u ¢ nenerarusuu mesm 6pojesu, X peasian
6poj Behm ox 0 m a(X;p,q, m) 6poj GeckBamparannx npupogaux GpojeBa n < X
KOHTpYeHTHIX ca +3 Mojyso 8 u ca m npoctux dgaxTopa 3a koje je (s?(n), s?(n)) =
(p’ q) Ka’H‘a X — 00, 34 ’Ya(map7 q) — 2(m7Q+p71)(m7Q+p)/2+(qu+p71)(q7p+1) BayKu:

1. Ako je g > p+1, Tana je

X (loglog X )m™~1 m 1
lOgX tl!t2!51!82!4m

a(X;p,q,m) = > (1+0(1)
t1+ta=m—g+p—1
s1+s2=q—p+1
to+s1=1 (mod 2)
m—q—1
X Ya(m,p,q) Y sym(m—q+p—1,k)Ep_gip1-kgp(m—q—1-k),
k=0

2. Axo je ¢ = p, Tana je

X(loglog X)™ 1 m 1

CY(XQ%%m) = Z (1+0(1)) log X tl't2'4_m

t1+to=m—1
S1+s2=1
ta+s1=1 (mod 2)

X Ya(m, p, p)sym(m — 1,m — 1 — q),

3. Axo je p=q+ 1, Tana je

X(loglog X)™' m 1
log X tlta!l 4m

a(X;g+1gm)= Y  (1+o0(1)
t1+to=m
t2=1 (mod 2)

X Ya(m,q + 1, q)par(m, q),
4. Axojeq<p—1,¢g>m+p—1wmm< q+ 1, Taga je

o(X;p,q,m) =0,
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8.1. YBOJ

Teopema 8.1.2. [V1] Heka cy m € N, p u ¢ Henerarusuu tesu 6pojesu, X peanan
6poj Behu onm 0 u ((X;p,q,m) 6poj GeckBagpaTHUX TPUPOAHUX OpojeBa n < X
KoHrpyenTHuX ca +1 Mojyno 8 u ca m npocrux daxropa 3a koje je (s?(n),s?(n)) =
(p, q) Kaﬂa X — OO, 39, f}/ﬁ(m,p’ q) — z(m_Q+p_2)(m_Q+p_1)/2+(m_q+p_2)(q_p+2) BasKW.

1. Ako je ¢ > p, Tana je

X (loglog X )™~1 m 1
IOgX tl!t2181!82!4m

B(X;p,q,m) = > (+o(1)
t1+te=m—q+p—2
to
s1+s2=q—p+2
t2+51=0 (mod 2)

m—q—2
X yg(m,p, q) { > sym(m = q+p —2,k) Engrp-s—hg—pr1(m — q— 2 — k)27
k=0
m—q—3
+ Z sym(m —q+p—2,k)En_gip-s3—kqgpr1(m—q—k—2)(1 — 2_‘7)} +
k=0

X (loglog X )m™~1 m 1
1 1 —
* Z (1+0(1)) log X (m—q+p—2)!51!52!4mx

$1+82=q—p+2
s1
$1=0 (mod 2)

m—q—2

X Ya(m,p,q) Y sym(m —q+p—2,k) En_gip-1-kg-p(m — ¢ — k — 2)+

k=0
X (log log X)m~1 1
(14 o(1)) X Uoglos X) m o
log X (m—q+p—2)(qg—p+2)4m
m—q—1
X v5(m, p, q) sym(m —q+p—2,k)En_gip2-kgpri(m—q—Fk—1)
k=0

2. Ako je g =p—1, Tana je

X (loglog X)™ 1 m 1
lOgX t1|t2|4m

B(Xig+1,gm)= > (1+o(1))

t1+to=m—1
t2#0
S1+s2=1
ta+s1=0 (mod 2)

X p(m,p,p— 1)
X (sym(m —2,m —2— )27+ sym(m — 2,m — 3 — ¢)(1 — 279))
X (loglog X)™ 1 'm

+ (14 0(1)) log X 4—mvﬁ(m,p,p — Dsym(m —1,m — 1 — q);
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I'JIABA 8. 3AJEJJHUYKA JJUCTPUBEYIIHJA CEJIMEPOBUX PAHI'OBA

3. Ako je ¢ = p — 2, Taja je
X(loglog XY™t m 1
BXgt2am= 3 (1+ (1) loslosX)

IOgX tlltg' 4_m

t2=0 (mod 2)
X va(m, p,p — 2)
x (sym(m —2,m —q—2)27% 4+ sym(m — 2,m — ¢ — 3)(1 — 279))
X (loglog X)™1 1 1

+ (1+0(1)) log X (= 1)!4—mw(m,p,p— 2)par(m, q),

4. Akojeq<p—2,¢q>m—p+2umm < q+ 1, Tana je
B(X;p,q,m) = 0.

3a moka3 teopema 8.1.1 u 8.1.2 owhe meomxomua Beza m3mely Teopuje rpadosa u
CestmepoBHUX rpylia, Opoj npupoaHux 6pojesa n ca k nupoctux daxTopa ca oapehenom
pacnozies oM nNpocTux GpakTopa Mo KOHTpYeHIIjaMa MOIY/I0 8, Kao U BepoBaTHOhA 1a
MaTpuiia GpUKCHE JUMeH3Huje uMa ojpeheH paHr.

Tepheme 8.1.3. [XZ| Hekajen = py...piq1 - . . ¢s HeapaH, GeCKBAIPATHH TIPUPOJIAH
Opoj, rae cy p; npoctu (akTopu 6poja m KOHIPYeHTHH ca 1 Momyso 4, a g; IpoCTH
dakropu kourpyenruun 3 mojyso 4. Taja Baxkn

1. Ako je n = 43 moayio 8, neka je Gy = (Vq, Ey) rpad nedunucan ca
‘/1 = {pla--'7ptaq17"'7QS}7

Elz{pipj : (%)z—l,lgi#y‘@}

U{m3 (&):—1,1§i§t,1<r<3},

i

Axo je M;(n) Jlamtacosa matpuna rpada Gi(n), tama cy panrosu s®(n) =
t — rankp, M, (n) u s%(n) = s — 1+t — rankg, M; (n).

2. Ako je n = £1 moxyno 8, Heka je Go = (Va, Ey) rpad nedunucan ca

‘/2 - {pla'--apt7q1>--'7QS7_1}7

Ezz{zrpj: (%>=—1,1<z'7éj<t}

U{pﬁi (&)2—171<i<t,1<7"<3}

%

U{mo : pEiB(modS),pEVQ}.
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Ako je My(n) Jlannacosa marpuma rpada Go(n), tama je s(n) = t+1 —
rankp, My(n) u s%(n) = s — 1 +t — rankg, Ma(n).

Jlema 8.1.4. [Rh] Heka je par(t,e) BepoBarnoha ja Heycmepen rpad ca t Temena
uMa 2¢T mapnux nmaprunyja, rioe je 0 < e <t — 1. Taza je

[t—e/2] 2j—1
par(t,e) = Q(t;)—(g)d(t —1,e) H (1 — (%) ) ,

j=1
e je d(m, j) = [[Z5 (2™ — 21) /(27 — 2%) u d(m,0) = 1.

JIema 8.1.5. [Rh] Hexka je G neycmepen rpad ca t Temena, u Heka je p paur Jlamracose
marpune rpada G. Tanga je 6poj napunx naprunuja rpada G jemmak 207°.

Y caenehum Teopemama he 6utu oxpehen 6poj HpuposHUX OPOjeBa YUjH ITPOCTH
dakTopu 3a/10BOBABA]Y YCJI0Be HEOMXOIHe 3a TeopeMe 8.1.1 u 8.1.2.

Teopema 8.1.6. [Rh] Heka cy k u m > 1 npupoau 6pojepu, X mo3uTnBaH peanan
opoj, 0 < ai, ..., apum) < k mean 6pojeBH TAaKBU Ja je ay + -+ + Gum) = k. aibe,
Heka je m (X;m; aq, . . ., Ap(m)) 6poj GeckBaapaTHux neanx 6ojesa n < X ca k mpocTux
dbakTopa, mpm 4emy je TauHO a; o THX (aKTOpa KOHI'PYEHTHO ca 7; MOIYJIO M, Tae
cy 1 =1<1ry <+ < 7Ty <M CTaHJADAHI IIPeJICTAaBHUIN eneMenata (Z/mZ)*.

1. Akoje m =4,t=ay, s = as mw kama X — 00, Taja BaXKM:

k 1 X(loglog X)*1
tls! 2k log X '

(X545t 8) = (14 0(1))
2. Ako je m =8, t; = ay, $1 = a9, ty = a3, So = a4, U Kaga X — 00, TaJIa BaXKU:

k 1 X (loglog X)*-1
t1!t2!81!32!4k IOgX )

Te(X5 85, 2, 51, 82) = (1 +0(1))

Teopema 8.1.7. [Rh] Heka je k npupogaun 6poj, veka je § = (dq,...,0x), IpH demy
0; € {1,3,5,7} 3a 1 <i < k, u HeKa ¢y ¢;; burcupanu exementn {—1,1},3a 1 < i <
J < k. Hexa je Cp(X,d) ckyn k-topku (pi, ..., py) Tpoctux 6pojesa 2 < p; < py <
- < X 3akojejepr...pr <X, p; =9; moayuo 8. Tana je 6poj enremenara Cy (X, 0)

3a Koje je (%) =g cal <i<j<kjennax
2 (2) (1 + o(1))|CH(X, 6)).
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I'JIABA 8. 3AJEJJHUYKA JJUCTPUBEYIIHJA CEJIMEPOBUX PAHI'OBA

Tepheme 8.1.8. [BM] Hexa cy t, s, p > 0 nenu 6pojesu, neka cy I1,,(¢) = (1 —¢q)(1—
@) ...(1—q") nlly(q) = 1, n Hexa je

WCE e v

k T (¢)n—x(q)

Axo ce BepoBaTHOLA Ia NPOM3BOJLHA MATPUIA JUMEH3Hje [ X § ca KOCPUIMJeHTHMA
y Fy uma paur p obestexu ca Ey 4(p), raga Bazxu:

1. Ako je s =0,t =0 uau p > min{s,t}, Tana je

Eys (p) =0.

2. Ako jet > s, Tana je

Et,s(p):2<—s+p><t—p>{ s K%) M(3)

S—p

3. Ako je s > t, Tazia je

Et,s(p)=2<t+p><sm{ t ]G) M(3)

t=p

4. Ilocebno, BaxKu

_ _ t 1\ Tya(3)
By pon(p) = 2-tH0)E+s p>[ } (_) Meis(3)
t,t+ ( ) t—IO 2 (%)

Tepheme 8.1.9. [V1]| Bpoj cumeTpuaHHX MaTPHIA JUMEH3Hje N X N ¢a KoeduimjeH-
tiMa y nosmwy o panra p je

[n ﬁ p} (2) - [ﬁ1 <1 — <%>2j_1> 9p(pt1)/2

j=1

[Ipema Tome, BepoBaTHOOA /1a TPOU3BOFHA CUMETPUIHA MATPUIA TUMEH3H]E N X N
ca koedunujearuma y Fy uma paur p je

n [p/2] 1\ 2!
sym(n, p) = { 1(2)- 1T (1 _ (5) >2p<p+1>/2n<n+1>/2.

n j—
P =1

28



8.2. JIOKA3 TEOPEME 8.1.1

8.2 Jloka3 Teopeme 8.1.1

Heka je n = £3 moayno 8, u nexa je Gi(n) rpad sedunucan y tsphemy 8.1.3 ca
Jlaitacosom Matpuuom Mi(n). Ha 6u 6mrio (s?(n),s?(n)) = (p,q), Mopa 1a BaxKu
crenehe: s®(n) =t —rankg, M;(n) = p, s°(n) = s— 1+t —rankg, M, (n). [Ipema Tome,
Mopa 1a Baxku § = ¢—p+1,t = m—s = m—q+p—1 uranky, M;(n) = t—p = m—q—1.
Jloka3z teopeme 8.1.1 je cBejen Ha JBa jeJia: HaJlayKeme BepoBaTHOhe ja MaTpuia
M;(n) uma panr p = m — g — 1, 1 HaJaxKeme BepoBarHohe na mpupojgan 6poj n < X
ca m npocTux pakTopa Kourpyenrtan ca £3 moayiao 8 uma t = m—1+p—1 dbaxrTopa
KOHIpYeHTHUX 1 Momysio 4 u s = ¢ — p + 1 akTopa KOHIPYEHTHUX 3 MOIYJIO 4.

Usune uzmehy remena p; u p; rpada Gi(n) cy obocrpame, nok cy usnie uzmehy
TeMeHa p; U ¢, YCMepeHe of p; 10 .. IIpema Tome, marpuna M;(n) je obinka

M =[5 15].

e je A cumerpwuna marpuna jgumMensuje t X t, u B je marpuna jaumensuje t X

s. Ilo manomenu 2, ako ce m3zbalu 1oOCJIe/Aba KOJOHA W3 MaTpPHIE, PaHr he ocraTu
HETTPOMEHEH.

JIema 8.2.1. BeposarHoha ma marpuna Haj nosbem Fo obinka [AB] uma pasr p je

P
> sym(t, k) Eps(p — k),

k=0
rie je A cumeTpudHa MATpuIa AuMeH3uje ¢ X ¢, a B Marpuna aumensuje t X s (mpu
demy je s > 0).

/loxas. Heka je A panra k. Tazma ce mory ymorpebuTu eeMeHTapHe TpaHCpOpMAaIHje
BpCTa 1 KoJoHa Ja ce A rpancdopmume y AY (kanoncky mMaTpumy marpune A), mTo

Jaje MaTpuILy

Erxk ‘ ka(t—k) B! :|
Ot—k)xk | Ogt—kyx (t—k) s

rae je E jemmuaunana marpuna, u 0 mHyaa marpuna. Koedwunujentu y marpumnu B’

he ocratu HezaBucHu U yHuMOPMHO pacnopehenu, momro je oHa J00MjeHA HAKOH

npUMeHe ejieMeHTapHuX TpancdopMmaruja Ha [AB]. Cala ce eJleMeHTAPHUM TPAHC—

dopmanmja Mory amyauparu Upsux k Bpcra Marpuie B’ moMmohy jeiuHudHe MaTpHIe,

HAKOH 4era, ce jo0uja

Erxr | Orxa—r) | Orxs
"

Ot—rysck | O—k)e(—k) | Blimpys
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[Ipema Tome, BepoBaTHoha na [AB] uma pasr p je

M=

P(rankg,[AB] = p) = Y P(rankp, A = k)P (ranky, B" = p — k)

B
Il

0

p
=" sym(t, k) Epa(p — k).0
k=0

[Tormro je mocieama KOJOHA jeaHaka 30Mpy ocTaiaux, y JoKa3y Teopeme he Outn
kopuirhena ropma ¢opMmyaa ca s — 1 ymecro s. Caja rtpeba mocmarparu mnocebne
caydajeBe kKaja je s = 1 wam s = 0.

1. Ako je s = 1, KaJa ce YKJIOHH IIOCJIeba KOJIOHA, ocralie caMo CHMeTpHIHA
marpura A, ma seposarHohia ga M;(n) uma pasr p je

sym(t, p).

2. Axo je s = 0, taga je rpadp Gi(n) Heycmepen, na je 6poj nHapHUX HAPTHIUjA
2¢ no jtemu 8.1.5 jeanax 207°. Jlakse, marpuna M;(n) he umarn paunr p ako
u camo axo rpad Gp(n) mma 27 napHux naprunuja, a BepopaTHohia ga ce TO
necu je mo Jyiemu 8.1.4 jesnHaka

par(m,t —p —1).

Hamomena 3. YV nperxomauoj jiemu je unaliena Beposarnoha ma marpuna M(n) nma
panr p. Ako ce Opoj TaKBUX MATPHUIA TOMHOXKHU ca Opojem npupogaamx OpojeBa n ca t
npocTux pakTopa KOHIpyeHTHUX 1 Mojayso 4 u § npocTux (pakTopa KOHIPYEHTHUX 3
Mojtys10 4, nobuhe ce 6poj npupoganux opojeBa n < X cam = t+ s npoctux daxTopa
KOju ojroBapajy marpurm obauka Mi(n) panra p. Meljytum, Mopajy ce pasasojutu
caydajeBu Kaja je n = £3 mMoayso 8 u Kaja je n = +1 momymo 8.

[Ipema Tome, Tpeba upejicraburu 6poj HpupoHUX Opojesa n ca t upocrux hakTopa
KOHrpyeHTHUX 1 Moiys10 4 u s npocTux (pakTopa KOHIPYEHTHUX 3 MO/Y/I0 4 Kao 30up
KOJIMYMHA NPUPOIHUX OpojeBa n KOju uMmajy

1. t, mpoctux paxkTopa KOHIpyeHTHUX 1 MOAYI0 8,
2. 1y mpocTux (aKkTopa KOHIPYEHTHUX D MOYJIO 8,
3. s npoctux dpaKTOpa KOHIPYEHTHHX 3 MOYJIO 8,

4. s, mpoctux (hbakTOpa KOHTPYEHTHUX 7 MOJIYJIO 8.
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3a dukcupane k, s u t BaxKu

(X545, 5) = Z (X5 8; 11, 51,12, 52).

t1+to=t
S1+s2=s

Mebhyrum, 6pojeBu n K01 KOjux je to+ s; napHo cy Kourpyentnu 1 Moysio 8, a Kaja
je ta + s1 memapHo, Taja je n KOHrpyentHo +3 momayso 8. Kaja ce ypauyHajy camo
cabupnu KoJl KOjux je to + $; HemapHo, jgobuja ce teopema 8.1.1.

8.3 Jloka3 Teopeme 8.1.2

Heka je caga n = +1 momyno 8, u Heka je Ga(n) rpad medunucan y tephemy 8.1.3
ca Jlantacosom marpunom Ma(n). da 6u 6uio (5%(n),s?(n)) = (p,q), Mmopa ja Baxku
s?(n) = t+1—rankp, Ms(n) = pu s?(n) = s — 1+t —ranky, My(n). Ipyrum peunma,
Tpeba Ja Baxku s = q—p+2, t=m—s=m—q+p—2urankp, My(n) =t+1—p=
m — q — 1. Heka cy cana ti,t,5 u S kKao y Hanomenu 3. Tazma mo Tephemy 8.1.3
marpuna Ms(n) aumensuje (m+1) x (m+1) = (t+s+ 1) x (t + s+ 1) uma obsuk

Ay Ay By By | 0451
Ag A4 B3 B4 Otg x1

Osxt1 Oth2 Os><sl Os><sg 0s><1

Msy(n) =

Y

01><t1 11><t2 ]-1><81 01><82 *

npu demy cy A; mw Ay cumerpudne mMarpuie 4uje Cy JUMEH3Hje pejoM t; X t; u
ty X to, MaTpuna A, je pena t; X to, marpuna Az = Al marpuue By, By, By u By
cy IUMeH3uja peJioM t1 X S1, t1 X Sg, tg X 81 U tg X Sg, ¥ OMTO je n = £1 Moaymio 8,
koedunujerT * je jennax (. [Ipema Tome, momTo je mocJelma KOJIOHA HYJIa KOJIOHA,
oHa ce MozKe n3danutu u3 marpute Ms(n), u panr hie octarn nenpomemen. Ilrasurre,
Tako JobujeHa Marpuila 1 Jla/be UMa CBOJCTBO Jia je 30Up CBUX KOJIOHA je/[HAK HYJia
KOJIOHHU.
bBuhe nmocmarpana Tpu pasauduTa caydaja:

1. Axko je t3 = s; = 0, Taga mocaeama BpCTa MMa caMo Hyje y cebu, ma ce
BepoBaTHOha Jla MaTpuIla MMa paHT p PadyHa HA UCTU HAYUH KAO Y JIOKA3y
Teopeme 8.1.1:

P
> sym(t, k) Eps(p — k).
k=0

2. Axko je ty =0 u 51 # 0, taga marpura My(n) mva caegehun obauk:
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|:AlBlBQ:|.

01><t1 ‘ 11><$1 ‘ 0].><52

Kopucrehn enemenrapue rpancdopmaliyje, MoxKe ce HPETIOCTABUTHU JIa je Ma-
Tpuna obJimKa

[Al B u}

O1><1€1 ‘ 01><(s—1) ‘ Lixa

Cana ce A; MoxKe eJeMeHTapHIM TpaHchOpMalujaMa IIPeTBOPUTH Y KAHOHCKY,
1 ako je A; panra pi, Taja ce MpBHX p; BpcTa y B U u ONPeTBOPH y HYyJa BPCTE:

E, xm 0 0 0
Ot—p1)xp1 0 B’ u/
Otxpr | Otx(t—p1) | O1x(s—1) | 1

Axo marpuna B’ qumensuje (t—p1) X (s — 1) uma panr py, taga marpuna My (n)
uma paur p; + p2 + 1. Beposaruoha na marpuna Ms(n) uma paur p je

> sym(t, p1) Eispyso1(p2).

p1tp2=p—1

3. Ako je ty # 0, Tama ce marpuna Ms(n) Moxke TpancdopMucaTH Y MaTPHUILY
0bJIKa

Ay | A | B | By
Ay | Ay | By | By |,
Otxty | 001 | Orxsy | O

npu demy cy A} m A cumerpuune mMarTpuie IuMeH3nja peaoM ty X ty u ty X to,
Al je MmaTpuna quvensmje ¢ X ty Taksa ga je Ay = Al w marpune B, B, By n
B cy nnmensuja penom ty X sy, t1 X S9, to X §1 1 ty X S3. OBO ce MOXKe 3anucaru
Kao

A Ay B! | B
A A By By
le(t—l) 1 01><81 OIXSQ

rae je AY cumerpmuna marpuna gumensuje (t — 1) x (t — 1), AY je numensuje
(t—1) x 1 raksa na je A = AJT w A} € {0,1}. Kana ce A} tpancdopmume y
KaHoHCKY (opMmy, mobuja ce
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B 0 0] o | o
Otropm | 0 | 47| By | BY
Onp | AZ" A7 By | By
01><p1 le(t—l—pl) ]- 01><S1 01><82

Kana ce ypazu ucro ca 6aokom | By BY' ], nobuja ce

Ey xpm 0 0 0 0 0

00 xp1 0 0 0| F 0
O(t*1*p1*92)><p1 0 0 u 0 0

O1xp, v ul T 0 w

O1xp1 O1xpz | Otxc(t=1—p1—po) | 1 | O1xpo | O1x(s—pa)

Marpuna Ms(n) he umaru panr p; + p2 + 1 ako ¢y u, v, w HyJaa BekTopu. VHave
fie panr 6utu p; + p2 + 2. BepoBaruoha ga Ms(n) uma panr p je

Z Sym(t, pl)EtfmeS(p?ﬂp_m"'

p1t+p2=p—1

> sym(t p1)Eip_1a(p2)(1 = 2077).

p1tp2=p—2

[TomTo ce mocaeama KoJIOHA MOXKe YKJIOHUTH, Oulie kopuinhene ropme gpopMmysie ca

s — 1 ymecTo s.

Ocrajy jom aBa ciaydaja Ja ce mcuuTajy: Kajga je s = 1, u kama je s = 0. Kana
je s = 1, Mopajy ce pa3aMOTpuTH JaBe MoryhHocTn: to + s > 0 u ty + s; = 0. Ilomro
je n = £1 moayno 8 (n uma napan 6poj dbakropa KoHrpyeHTHHX +£3 MOIyI0 8, ma
nocaema Bpera JlamracoBe Marpune mMa mapaH Opoj jeJMHHIA), aKO e YKJIOHH
MOCJIe/IFha KOJIOHA Y JlamiacoBoj MaTpuIiin, 1Mocjeama BpcTa Hehe OUTH HyJia BpCTAa.
Hakon enemenTapuux tpancdopmalyja, 1oouja ce

G
O1x(t—1)

Cy

&
Cy |,
1

rae je Cy cuverpuana Marpuna qumensuje (t — 1) x (t — 1), Cy xoona myxune t — 1
Taxsa 1a je C3 = CT u Cy € {0,1}. Kaza ce C; npeTBopu y KaHOHCKY, J100Hja ce

Ey xpm 0 0
O(t—l—ﬂl)xpl 0 Cé

O1xp cit Cy |’

01><P1 le(t_l_Pl) 1
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rie je py paur marpure C. Axo kosona CY) mva Hemysa KoedUIujeHTe, panr MaTPHIIE
Ms(n) je p1 + 2, unave je panr p; + 1. lakie, BepoBaraoha na My(n) uma pasr p je
sym(t —1,p—1)2°7" +sym(t — 1,p — 2)(1 — 2°7").

Hexka je caga to + 51 = 0. Kana ce ykjaoHU mnoc/eama KoJoHa JlamiacoBe mMarpure,
n06uja ce cUMeTpUYHA MaTpuIa, na je Bepoparaoha ma My(n) uma paHr p jenHaka

sym(t, p).

Heka je s = 0. Tazga je t = m, u My(n) nma obaux

o
Olth 11><t2 ’

Axo je ty = 0, Tama je Ms(n) JlammacoBa MaTpura HeycMepenor rpada ca m TeMmeHa,
11a je BeposarHoha ja Mo(n) uma panr p jeaHaka

par(m,m — p —1).

Heka je cama to > 0. Marpuna [F} Fb] je cuMeTpuvHa, U MOCTIeHba KOJOHA MATPHIIE
A je jemmaka 30Hpy OCTaJIMX, Ia TO MCTO Ba)KH H 3a HOCJEIY BpCcTy Marpuie A.
[Ipema ToMe, MOKe Ce YKJIOHUTH TOCJIe/Iha BPCTa (3ajeIHO ca MOCIeTHOM KOJOHOM )
MaTpHIe [Fl FQ}. Haxon enemenTapuux Tpancdopmariija, j1o0uja ce

Epl Xp1 0 0
O(m—Q—pl)Xpl 0 F2/
O1xp, Fr Fy
01><,01 01><(m727p1) 1

Beposatuoha ga My(n) uma panr p je

sym(m — 2, p — 1)2°7" 4 gym(m — 2, p — 2)(1 — 2°7™ ).

KombunoBarmem ca reopemom 8.1.6 u umajyhu y Bumy Hanomeny 3 (caMo IITO ce caia
TpaxKu Ja je o + $; mapuo), mobuja ce reopema 8.1.2.
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Mpunor 1.

UsjaBa o ayTOpCTBY

MotnucaHn-a {/lﬁ o B?e’i’\m a2

6poj uHaekca ___2.001 /2015

UzjaBrbyjemM

[a je [OKTOpCKa AucepTaumja noj Hacnosom

Cratuetyka CEJ\MQPOQVLX Fpyna y damuwwy?l EAUNT N1k e
Jkpuduy  Dpw ) pysken  KOhrpyert HIN S pnie My

e pes3ynTar concTBeHor UCTpaxusa4kor pana,

e [Ja npeanoxeHa guceprauujay LeNuHW HA y Aenosuma Huje Buna npeanoxeHa
3a gobujarbe 6uno koje Aunnome npema cTyOMjckuMm nporpamuma Apyrux
BUCOKOLLIKOJICKMX YCTaHOBa,

e [JaCy pesynTaTil KOPEKTHO HaBEAEHU 1

e [a HUCAM KpLMO/MNa ayTopcka npaBa M KOPUCTMO WHTENeEKTyanHy CBOjUHY
ApYrux nuua.

MoTnuc ooKropaHaa

Y Beorpaay, 17- M 20%.

T



Mpunor 2.

M3jaBa 0 UICTOBETHOCTMU LWUTaMMNaHe U eNeKTPOHCKe
Bep3uje AOKTOPCKOr paga

e B :
Mme u npesume ayTopa M«ﬁ Wa Bpe }’KML\EA

Bpoj uHaekca ___ 2007 / 201§

Cryavjcku nporpam M aTe MaTyed

Cratnctuey  CenmepoBax rpum v OAMDWU  enqnratehx
Hacnos pana _KPusng  cpugpoxenn, Konrpyehrsul Obgiepuid

MeHTOp FOP,A“ B AH lm’BhJF\

MotnucaHu/a MJ\ na BP@*MD{S

M3jaBrbyjem Aa je wTamnada Bepauja Mor [JOKTOPCKOr paja UCTOBETHA eNeKTPOHCKO)j
Bep3uju kojy cam npepao/na 3a objaBrbuBake Ha noptany JAururtanHor

penosuTopujyma YHuBep3uteta y Georpany.

[osBorbaBaM fa ce objaBe Moju NUYHW nofdauy Be3aHU 3a fobujarse axkagemckor
3Barba JOKTOpa Hayka, kao LITO cy MMe U NpesumMe, roguHa 1 Mecto pohera u aatym

onbpaHe paga.

OB/ nNUYHKM nogauu Mory ce o06jaBUTU Ha MPEeXHUM CcTpaHuuama AuruTtanHe
oubnuoTeke, y eNeKTPOHCKOM KaTtanory v y nybnukauujama YHusepsuteTta y beorpagy.

MoTnuc pokropaHaa

Y Beorpanay, 1. 1, 20272.




Mpunor 3.
UsjaBa o kopuwhewy
Oenawhyjem YHusepautetcky 6ubnuoteky ,Ceetosap Mapkosuh* pa y OurutanHu

penosuTopujyM YHuBepauTeta y bBeorpagy yHece Mojy AOKTOpCKYy AucepTauujy non
HacrnoBoMm:

CTamC‘rw; CeﬁMQPOBﬂx Toyp3 Y @Mwnuvm N UPT WY jpx
LpuBhx  Dpup pyskeng  yOurpye dTuud glonjeé’w\’llx,

Koja je Moje ayTopcKko Aero.

[OucepTauujy ca cBUM Npunosuma npeaao/na caMm y enekTPOHCKOM hopMaTy norogHom
3a TpajHO apXvBUpaH-E.

Mojy aokTtopcky AucepTtauujy noxpareHy y Aurutandu penosutopujym YHusepautera y
Beorpagy mory Aa Kopucte cBuM Koju NoLTyjy oapenbe cagpxaHe y ofabpaHom Tuny
nuueHue KpeaTtueHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce oanyyuo/na.

1. AyTopcTBo
2. AyTopCTBO - HEKOMepLUUjanHo
3. AyTopcTBO — HekoMepLujanHo — 6e3 npepage
4. AyTopcTBO — HekoMepLjanHo — AeNUTU NOA UCTUM YCrioBUMa
5. AytopcTBo — 6e3 npepage
@AyTOpCTBO — [OenuTu nof UCTUM ycrosuma

(Monumo pa 3aokpyxuTe camo jeaHy Of LUECT MOHYREeHUX NULEeHUM, KpaTtak onuc
nuueHun aar je Ha nonefuHu nucta).

MoTtnuc gokropaHpa

s B

Y Beorpagy, 17 11. 2022,
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