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d, + 1, 

. d1 

+ (r + 2 -1)d1 , 

·On + 1 

d 
d 1 = + 1 d1 =--. 

·r r + 1 

5, 9, 17'···· 
6 

d = 4, r = 6, d' = i. 
],1 2i, , 3 , . 4f, 5, 5 , 6 , 6 7;, , 8}. 9, .. , 

§ 152. 
1) 20 2, 

.5, 8, 11,··, 
2) 15 18 3, 

7,11,15,·" 
3) 13 

- 2, - 6, - 10, - 14' .... 
4)- 21 50 

5) 26 60 

6) 200 
7) 175 
8) ... 
9) 3, 

5; 25 
10) = - 5, d = 3, = 100; S n. 
11) d=-2,S=-'27; " 
12)" =-2,n=23;" d S. 
13) = - 8, = 19, S -= 190; " d 

" =-174, S=--=-2241;" d n. 



15) Дато d =~. п=16,ап =10iiнаhи а1 и S. 

16) d =~. п == 1З,S = -29 i i » а1 и ап • 

17) d = 5 ап = 19, S = 861 ; а1 и п. 
18) п =12,an =0.575,S=-1,35;» а1 и d. 
19) a1=-7,d=-11,n=18;.» аlSИS' 
20) . Наhи први члан и разлику прогресије кад је : 
3) 35 = 16 и 3~1 = 64 ; 
Ь) 3Q + а12 ='" 67 и 37 + 32 = 85 ; 
с) S10 = 230 и 8а + 31в = 86 ; . 
d)3ti}-38=-21 и 38+39=-26; 

е) 37 +31О +3Iв=2 ~ и S21=21; 

f) S15 - S, = 119} и S26 - 2S10 = 223 ~; 
ј) 3,' 39 = - 9 и 315 - 36 = - 18 ; 
к) 310'317-ralo+aI7= 1011 и S20=470. 

• 2 ~ 

4З 

21) Наhи а1 и d, кад Је а18 - а14 = 160 и SI9=38. 

22) Наhи аl' и d, кад je'~ +а7=61 и а18+аI9' .. +з22=62-}. 
23) Наhи а1, d и п, кад је 8в + 3 а = - 1~, а15- а 12 = - 6 

IИ а п:l + а ~ = 1684. 
24) Наhи а1 и 11. кад j~ d-'- 4, Sn = -117 и а,' а12= -87. 
25) Између . с 4 у~етни 6 бројева тако, да се добије 

аритметичка про ресиј8. 

26) Између.!? и 82 уметни 12 бројева тако, да се добије 
аритметичка про· есија. 

27) Између, ' ројева 27 и - 28 уметни 10 бројева, тако, 
да се добије аритметичка прогресија. ~' ,: 

28) Између свака два члана прогресије: 1, 7, 13f' 19, ., . 
уметни 7 бројева, да се добије нова аритм. прогресија. Наhи 
19-ти члан те прогресије и збир првих 19 чланова. 

29) Збир од четири броја који чине аритм. прогресију 

25 
је за, а збир њихових реципрqчних вредности 36' Наhи те 

бројеве. _ 
з~дан чиновник примио је прве године 18000 дин. 

плате, а сваке идуhе године имао је по 1000- дин. више. 

!Колика ће му бити плата у З5 години службе и колико ће 

свега примити за .35 година? 
З1) За копање бунара од 15 tn дубине погођено је за 

први метар 20 динара, а з~.свакИ потоњи по 2 дин. више. 
Колико је свега плаhено?, "-
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32) Једно лице уложило је у штедионици на прост ин­
терес 5000 динара са 50/0' а крајем сваке године улагао је­
још по 2000 - дин. Колико је свега примио на име интереса 

у току 20 ГOД~Ha? 
33) Једно лице прима ренту и то прве године 900, - дин., 

а сваке идуnе године по 150 дин. више. Његов је трошак 

прве године 850,- дин., а сваке идуhе године по 155,- дин. 

више. После колико година љегов је приход једнак расходу? 
34) Два путника полазе једновремено један другоме· у 

сусрет из места А и В, чије је отстојање 293/4 миља. Први 

из А прелази првог дана 2 миље а сваки идуhи дан по 11/4 
миље више од предходног, а други из В прелази првог .дана 

11/2 миља, а свакй" идуhи дан по Ј/в м.иље више од претходног. 
После колико дана и на ком отстојаљу од А има да се сретну 

путници? . 
35) Отстојаље између два тела А и В која се креву једно 

за другим је 20 Км. Тело А креЬе се 'брзином прве секунде 
25 Км, а сваке идуhе по 1/8 Км. више од претходне. Тело В 

прелази прве секунде 30 Км, а сваке идуnе секунде по 1/2 Км. 
маље од претходне. После колико секунада тело А стиже 

тело В? 

36) Два тела, чије је отстојање 153 м; крећу се једне 

другоме у сусрет. Прво тело креће се сталном брзином ОЈ 

10 м. У секунди, а друго прелази прве секунде 3 м, а сваКI 

идуnе секунде по 5 м. више од претходне. После КОЛИКО п 
се секунада срести оба тела? 

37) Два тела полазе из истог места и креnу се у исто 
правцу. Једно тело прелази прве секунде 1 м, а сваке идуh 

секунде по 3 м. више од претходне. Друго тело, које почин 
кретаље 2 секунде доцније, прелази прве секунде 10 М., 

сваке идуnе секунде по 2 м. више него у претходној. Пос; 
колико секунада друго тело стиже прво? 

38) По периферији једног круга крећу се два тела 

супротном правцу. Прво прелази прве секунде 30, а сва 

идуhе секунде по 10 више од претходне. Друго тело ПI 

лази прве секунде Р/20 , а сваке идуnе секунде по 60 ви! 

него у претходноЈ. После колико секунада сусреnу се l 

ви пут? 

39) Два се тела крећу једно другоме у сусрет ·из ) 
места, чије је отстојаље 200 т. Прво прелази по 12 п 

минуту, а друго прелази 20 m прве минуте, а сваке ид 
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по 2 m више него у претходној минути. После колико се ми~ 
пута тела сусрећу? 

40) Унутрашњи углови једног многоугла дају аритме­

тичку прогресију, чија је разлика lUO, а најмањи угао има 

ЮОО• Наhи број стране тога многоугла. 

41) Зна се да тело, које слободно пада, прелази прве 
<:екунде 4,9m, а сваке следеhе секунде по 9,8m више него у 

претходној. Ако два tела почињу падање са исте висине, 
.али једно почиње падање 4 секунде доцније, пита се, после 
,колико секунада тела ће бити удаљена 27 4,4т ? 
е ~ 42}1iаhи разлику прогресије, чији је први члан 100, а 

-----збир од првих Ц1ест чланова је 5 пута веhи од збира сле­
.деhих шест чланова. 

~;;;,~::~~;<r~t;:~;;;'G~/ 
----44) Састави прогресије од 1 до 21 тако,'да се збир 

,свих њених чланова има према збиру свих чланова измеђУ 

1 и 21, као 11 :9. 
/ .. ' §153. 111еомiтр=Ијс-йе~ЉРQrреСИј~~ Низ или ред бројева 

/' - -'--, . --

/.тако уређен, да је количник.иЗ!'fЈ~ђу ма која два узастопна 

'броја сталан, зове се геометријска прогресија. Такви су 

.редови: 

1) 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, ... 
2) 1, 3, 9, 27, 81, 243, 729, ... 
3) 2, - 6, 18, - 54, 162, - 486, .,. 

1 1 1 1 1 
4) 1, 5' 25' 1~5' 625' 3125"" 

2 4 8 16 32 64 
5) 3' - 9' 27' - 81' 243' -729"" 
Бројеви који дају геометријску прогресију, зову се чла­

'новима реда. Ако ред: . 

лреставља једну геометријску прогресију, онда је a1 њен 
Лрви или nо'tешнu ч,лан, аn њен општи члан, јер п може 

.да значи ма који цео број природног бројног реда. Овакав 

ред бројева З0ве се геомешрuјска npozpecuja, јер је ма који 

'члан zeOMell1pujcKa средина између суседних ч,лан.ОStl, или из­
међу ч,ланова под једнако удаљених од њега. Сваки геомет· 

ријски ред да се замислити да постаје множењем сваког прет­

.ходног члана једним ста.'1НИМ бројем. Тај стални број зове се 
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колuчнuк реда и бележи се обично са q. Количник q може бити 
веhи или мањи од јединице и може бити позитиван или не­

гативан. Код горњих редова је количник: код првог 2, дру-

гог 3, треЬег - 3, четвртог ; , а петог - ~ . Ако је количник 
негативан, онда је ред наизменично уређен, т. ј. његови уз-а­

стапни чланЬви јесу различитог знака. Ако је количник q > 1, 
онда је прогресија расшуhа, а за q < 1, прогресија је o[la­

дајуЛа. У првом случају чланови имају све веЬе и веЬе апсо­
лутне вредности, а у друг.о-м све мање. Према броју чланова 

. п, прогресија може бити коначна и беСf{очна. Коначна про­

гресија има ограничен број чланова, а бесконачна има беско­

начно много чланова. И КОд. геометријске прогресије, као и 

код \ аритметичке, водимо рачуна о првом члану а1 количнику 
q, општем члану аn , броју чланова п и збиру од п чланова Sn. 
Кад год знамо три од ових пет ·l{оличина, у стању смо да 

нађемо остале две, употребом обрасца за О[lШiiiU члан и збuр-
ног обрасца. . 

а) Образац за општи члан. 

Ако је ред: а1 , а2 , аз, •.. ап-2, an - 1 , ап геометријски, чији 
је количник q, онда је: 

а2 = а1· q, 
З S = a2·q = a1q·q = a1q2 
а4 = зs · q = a1q2. q = a1q5 
а5 = а4· q = a1qS.q = a1q' 

Из горњих једначина увиђамо, да се ма који члан реда 

добија помоhу првог члана а1 и количина q, кад се uрви члан 
Uо.м.ножu са сшеuено.м. количника чији је uзложиlIiељ за 1 
.м.ањи од индекса Ш0га члана. На основу ове констатације 
изводимо образац за општи члан. 

ап =- аl . qn-l 

Помоhу овог обрасца налазимо једну од количина: ап , 

а1, q и п, ако су остале три познате. 
Примерu: 

1) Наhи 7-ми члан реда: 1, 3, 9, 27, 81' .... Овде је 
а1 = 1 и q = 3, те је а7 = а1 q6 = 1.36 = 729 .. 

2) Наhи први члан реда, чији је 6-ти члан - 486, а 
количник - 3. 

а6 -486 - 486 
Из а 6 = a1·q5 имамо а1 = q5 = Ј. 3)5· = _ 243 = 2. 
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1 
3) Наhи количник реда, чији је први члан 1 а 5-'1'И 625" 

4 

. 4 V'-'l' 4 И 4 .• ;'3;, _ . 625 /Г'Т l' 
з З5 = alq, имзмо q = v ~ - . -1- -! 625 ."5' 

4) Први члан једнога реда је 1, количник j~ 2, а 5l2'је· 

један његов члан; који је по реду? 

Заменом у зп = з2qп-1 имамо: 512 = 1·2n~\ или 512=2n-\. 
Решавањем ове изложитељне једначине са ~ли без У1l0требе· 

логаритама, добијамо да је п = 10 [29= 2П-\ 9~п -1, п= 10]. 
Ь) Збирни обравац ва коначну' прогресију. Ако је: 

З1 , а2' а8 •·••• an-2, ЗП-1, an једзн геометријски ред (растуhи 
или опадајуhи) од п чланова, чији је количник q, онда је: 

S = 81 + 82+ 3 в + .... + З п-2 + an_1+ ап , или 
S "':',- 81 + 81q.+ a1qZ+ ... + 81qn-3+ a1qn-2 + 8.qn-1 ... (1) .. 
Ако dBY једначину помножимо са q, добијамо: 
Sq = alq + 81q2+ a1qS+ .. ·+а 1чп-2+ а1чп-1+ a1qn ... (2). 
Одузимањем'једначине (2) од (1). или обрнуто, добијамо· 

у првом случају: 

S - Sq = 31 - з 1qп, или S (1 - q) = з 1. (1- cf\), а у ДPYГOM:~ 
Sq-S=a~qn_'31' или S(q-l)=at(qn~I). 

, Одзвде је: .. _~._~ 
/,'" _ аl (1 - qn») _ а1 (qn -1)-

( S - --1----. ' или s- 1· \ -q " q-
На'П'омеii~i:-Први 'об'разац је згоднији за опадајуhу про-· 

гресију, а други за растуЬу. Ови обрасци нису различити, јер; 

се други добија из првог, ако помножимо са -- 1 и бројитељ 
и именитељ десне стране тогз обрзсца. Ови се обрасци дају 

претставити и овако: 

S 
__ зl - alq" а 1 - a.q"-1 q 31 - З П q S all.q - а ј 

1 - q 1 _ q 1 _ q ,или = q --1-' а. 

примењују се, када поред првог члана аl и количника ql знамо, 
и општи члан аn • 

Пример. 

1) Наhи збир од 10 првих чланова uрогресије чији је: 

први члан 7, а количник 4. 

Решење. а1 (q"_ 1) 7·(410 - 1) 7 ·1048575 
S= q-l = 3 = 3 = 

= 2;446.Р75. 



Напомена. А) Вредност степена 410 налазимо помоћу 

.-логаритама. За 410 = х, биhе log х = 10 log 4 = 10·0,602060 = 
с--':" 6,020600, а х ~ N6,020600 = 1048576. 

В) Ако се тражи код овог задатка први члан й1, а зна 

. се количник q = 4, и S10 = 244675. онда је 
_ S (q - 1) _ 2446675'3_7 

а1 - qn _ 1 -' 1048575 - . 

С) Ако се тражи број чланова п, које треба сабрати да 

'би се добио збир S = 2446675, а први је члан а1 = 7 и ко­
·личник q = 4, онда се јавља изложитељна једначина : 

7 (4П - 1) 
2446675- 3 . Одавде је 7340025=7·4П -7; 

7340032 = 7· 4П ; 4п = 1048576; п log 4 = log 1048576 ; 
= log 1048576 = 6,020600 = 6020600 = 10 

п log 4 0,602060 602060 - . 
D) Количникq може се израчунати, ако су познате ко-

- а anq 
·личине: S, а.l и/дn, употребом обрасца S = 11- , али се 

-q 
'тај количник не може увек израчунати, ако су познате коли­

чине: S, а1 и ап , особито када је п веhи број, јер се јавља 

. S a1 (qn-l) . 
Једначина вишег степена = q _ 1 ,КОЈУ неможемо ре-

шити помоћу елементарне математике. 

с) Збирни обравац ва бесконачну опадајуliу про­

гресију. Бесконачна растућа геометријска прогресија је не­

збирљива, јер унапред знамо, да је њен збир бесконачна ве­

.лики. Ово увиђамо и из обрасца за ту прогресију. Како је 

. овде q > 1 и п = <ХЈ, то је 
. • 31 (q оо - 1) а1 • ОО S= - =--=00' 

q-l q-l 
Међутим, бесконачна опадајуhа прогресија збирљива је, 

јер је код ње q < 1 (напр. q = ~, а Ь> 1), те је: 

:S a
J
{1_qn) ~{1_-(-}(] a1 (1-ьk) a1(1-~) 
l-q l-q l-q l-q 

аl(I-0) 
l-q 

Пп., S а 1 · б б б ~~a---Q~_~e, = 1 _ q Јесте з ирни о разац за еско-

'- <начну опадајуhу прогре'сију. 
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. 1 1. 1 
'1) Пример. Наhи збир бесконачне прогресије: ~' 9' 27'" 

1 
1 1 . S 3 

Овде је 31. = ." q = __ О, те 'Је = 
3 '1-~ 

3 

2) Пример. Наhи збир бескон. прогресије: 
1 2 4 

2'.-3' 9' -27"" 
1 

О . 1 
вде lеа1 =2' 

2 . S 2 
q=- 3' те Је = 2 

1+з 

1 
3 1 
2=~7' 

3, 

1 
"2 
5 
3 

3 
10' 

3) Пример. Чисто периодичан разломак 0,54 претвори у 
-обичан. 

Како је с,ваки чисто периодичан разломак у ствари једна 

<бесконачна.опадајуhа геом. прогресија, јер је 

- 54 54 54 
0,54= 100+ 1002+ 1008="" то је 

50 54 

054= 100 = 100=54=~ 
, 1 90, 99 11' 

1- 100 Ј()О 
4) Пример. НеЧИСТQ периодичан разломак 0,536 прет­

\Вори у обичан. 

. -с 5 36 36 5 5 
Овде Је 0,53Ь=10+1000+100000+'" . 10+ S = 10+ 

36 36 

+ тооо ~ + 1000 _ ~ + 36 _ 495 + 36 _ 531 = 59 
1 1 О 99 - 10 990 - 990 - 990 11 О . 

1 - LOO 100 

d) Обравац ва интерполацију. Ако су 3n И an +1 два 
узастопна члана гeOMeTp~jCKe прогресије, чији је количник 

-q, број уметнутих члзнова r, а количник нове прогресије ql> 
онда је, према обрасцу за општи члан: 

3 n+1 = ан 'qtH
-

1 = ан q1r+ 2- 1 = an ql г+\ а одавде је: 
r+1__ г+1 

ql = V a~~l = vq. Овај нам образац пружа могуЬност, да на-
;ђемо количник нове лрогр~сије само помоhу количника старе 

Аnгебра 4 



(.'/~Р()~Ресије и броја уметнутих чланова, а који је ·количник: 
'. неопходно потребан .ради изналажења уметнутих чланова. 

Пример. 

Између чланова прогресије: 3, 48, 768 уметни по 3 нова. 
члана. 

4 

Решење. - Овде је q = 16, r = 3, а ql = V16 '-= 2 .. 
Нови ред биhе: 3, 6, 12, 24, 48, 96, 192, 384, 768. 

§ 15~собине чланова геометРиЈсне прогресиЈе. 

1) M~\c'ojи члgн је zeOM!!.I1l:EU;CKa средина између С~f!!д-
'--._~ -_._~ . - .~~_ .. - ----

них члаll0вiZ, llли. иамеђу чланова иОдЈеднцко удаљених од њега.. 
..- '. . ... - -/ 

Д а70 . \1 З7 
оказ. З6 = ao·q и З 6 = --о дзвде Је а 6 = aliq. -=З5З7~ 

q q 

а 8 

Тако исто је: а6 = з,q% и а 6 =-;: Множењем ових јед­
q 

начина добијамо: а26 -= З,. З8 • а tщзвде је З,: З6 = З 6 : а8' 

2) Проиатюд од два члана једнако удаљених од крајних 
члаНОlЮ, једншс је uроизводу крајних чланова. 

К · z Зп . _ 2 ЗП _ 

ако Је З8=Зlq и ап-2= 2' то Јез8·ап-2-аlq·2-q q 
=а1 ·ап • 

--з); iЮ~звQд од п чланова геомешријске ирогресије једнак 
је кв 'Ращноме корену иа проuзвода крајњих чланова на п-ом 

\ 

сш Uену. \ 
Из р \ а\ . a\l' З8 · .... ап-2' Зп-l • аП и 

р = ап • аП_l • ап-2' .••. З8 . З2' З1 , биhе: 

р2= (а1 • ап ) '(З2' ап-1)' (З8 ' З п-2)' .••• (З П-2' аз), (ЗП-1' З\I)' 
(а1 • аП ) или на основу 2. особине: 

р2=(а!.зп )· (з Ј ·зп )·(аl· ЗП )·.·.(Зl· ЗП )'(Зl' Зп )·(а1 • 

ап ) = (а1 • ЗП )11 , aP-'''V (З 1 : a~ )П: 
"----с 

4) Ма која чегйnЈ:JU узасшоuна члана геомеШријС1<.е иро-
гресије јесу ilроuорцuоналнu, Ш.ј. дају геомешрuјску ироUорцију. 

K~'KO је з,' ЗБ = З3 ч· З6 = З8 ' З 6 ' то је 311: 3, = Зб : Зб' 
q 

5) Чланови геомешријске йрогресије, узеши сваки други, 

илu сваки шреhи и ш. д. дају ойеш геомешријску upozpecujy-.. 

,. 
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Тако из прогресије: 1,3, 9, 27, 81, 243, 729, 2187, 6561, 
добијамо геометријске прогресије: 

први 

први 

1, 9, 81, 729, 6561; 
1, 27, 729, '19683; 
3, 27, 243, 2187; 
3,81, 2187. 

§ 155. Примери ва вежбу. 
1) Напиши 7 првих чланова геом. 

члан 1 а количник 10. 
2) Напиши 10 првих чланова геом. 

члан 384 а 
1 

количник 2' 
3) Напиши геом. прогресију од 11 

прогресије, чији је 

ПРО,гресије, чији је 

чланова, чији је ко-

Jlичник 
1 ] . 2' а ,шести Је члан 2. 

4) У геометриској прогресији а) ;, 1,'" Ь) О, 1,0,02··· 

напиши још 4 члана. 
5) Наhи шести ЧJlан геом. прогресије, чији је први ЧJlан 

10, а количник је 2. 
6) Наhи седми члан геом. прогресије чији је први члан 

1200, а количник 0,1. 
7) Наhи први члан прогресије, чији је количник 4, а 

осми ЧJlан 256. 
8) Први члан прогресије је 2(158 а четврти 6. Наhи 

њен количник. 

9) 15' и 240 јесу крајњи ЧJlанови геом. прогресије, а 

. 1 К . ? 
количник Је 2' олико ЧJlанова има ова прогреСИЈа 

10) Наhи збир ЧJlанова геом. прогресије, чији је КОJlИЧНИК 
3, а крајњи су јој чланови 20 и 131220. 

11) Почетни и крајњи члан геом. прогресије јесу 81920 

и 1 ~, а количник је 0,25. Наhи збир свих њених чланова. 
12) Наhи први члан геом. прогресије, чији је количник 5, 

ПОСJlедњи члан 15625, а збир свих ЧJlанова 19531. 
13) Први члан геом. прогресије је 7, а КОJlИЧНИК је 4. 

Наhи њен ПОСJlедњи члан, ако је збир свих чланова 9555. 
14) Почетни и крајњи члан геом. прогресије јесу 4 и 

78732, а збир чланова 118096. Наnи њен количник. 

4* 
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<'1 Наhи збир од 10 првих чланова геом. I1рогресије, 
чији је први члан 3, а количник 2. 

16) Збир првих 12 чланова геом. прогресије је 797160, 
а количник је 3. Наhи први члан. 

, 17) Први је члан геом. прогресиј~ ~, а количник је 0,1. 

Наhи збир од првих 6 чланова. 
18) Наhи збир од 8 првих чланова прогресије: 5, 15, 45,' .. 
19) Наhи збир од 7 првих чланова прогресије: 

- 4, 16, - 64,'" 
20) Наhи збир од 10 првих чланова прогресије: 

1 
3, -1,з"" 

21) Наhи збир од 5 првих чланова прогресије: 

Vi, 1, V~, .... 
. 22) Наhи збир од 6 првих чланова прогреСИје~, ~, ~, .... 

23) Наhи 

27 9 
4'2····· 

. . 81 
производ од 9 првих чланова прогреси)е: 8 ' 

24) Наhи производ од 11 првих чланова прогресије: ~ , 

ь Ь3 

---а'зв,···· 

25) Између чланова 31 и 496 уметни 3 члана да се до· 

бије нова геометр. прогресија. 

26) Између бројева ~2 и :2 уметни 5 чланова да се до­
бије нова геом. прогресија. 

27) Између а 15 и Ь15 уметни 5 чланова да се добије нова 
геом. прогресија. 

28) Између свака два члана прогресије: 1, 3, 9, 27'···· 
уметни по 4 члана, да се добије нова геом. прогресија. 

29) Наhи збирове следеhих бесконачних геом. прогресија: 

1 1 1 2 (2)2 (2)3 
1) 1, 2' 4' 8' .. ·· 2) 1, 5' 5 ' 5 , .... ; 

421 5 139 
,) 8, 5' 25' 125'····; 4) 6' - у' 16' -5u'····; 

7 7 7 
5) 7, 2'1'0'63'0'189'···· 6) 7, -~-'64'-512'···· 
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7) 1 - ; + ~ - 217 + .... ; 8) 1 - ; ++- ~ +/6-з12 , ... ; 
9) V~ + V~ +~y~ + .... ;.10) 2+1/3" - 1 + 2-VЗ _ .... . 

з 2-V;i 2+V3' 
30) Периодичне рззломке: а) О, 40; Ь) О, ;)41; с) 5, 0792; 

d) 0,63; е) 0,358; и f) 3,2027 претвори у обичне. 
31) у којој је геом. бесконачној прогресији: 1) 31 = 6 

2 
а S = 7; 2) q = ----;- и S = 5 ? 

о 

1 
32) ИзмеђУ 16 и 4 уметни више чланова тако, да са да-

тим бројевима чине геом. прогреСИЈУ, чији је збир 31 : . На­
hи број уметнутих члзнова. 

33) Наhи први члан и количник прогресије, кад је: 
1) 311 = 5120 и Рб = 3200000; 

1 1 
2) 34'37 =3 и а12: 3 а =- 8Т; 

80 1280 
3) 35 - а6 = 8т и а9 - 310 = 6561 ; 

1 
4)315=5]2 и Р10 =32; 

5) ;11 +211=4376 И а 1 '3 а = 8748; 
6) 31 + а, = 1 '36 и 32 + 8з = 84 ; 
7) 81·32·аз·а4=729 и 3:Ј+аз= 12; 
8) 31 + 32 + 3в + 34 = 156 и 312 + 342 - 323 -333 = 14976. 

34) да се докаже, Д8 је 

(аЗ + Ь2 + с2) (Ь2 + с2 + d2
) = (аЬ + Ьс + cd)2. 

ако су а, Ь, с и dчетири узастопна члана геометријске прогресије. 

35) у једној геом. прогресији има 7 чланова. Збир првих 
6 чланова је 157,5 а збир последњих 6 чланова је два пута 
мањи од збира првих 6 чланова. Наhи ту прогресију. 

36) Збир прва три члана једне геом. прогресије је 28, 
2 збир следеhа три члана 31/2' Наhи прогресију. 

37) Наhи четири броја, који чине геом. прогресију, кад 

се зна, да је први број веhи од .другог за 36, а треhи број 

је веhи од четвртог за 4. 
38) Наhи геом. прогресију од 6 чланова; кад се зна, да 

је збир непарних чланова 455, а збир парних 1365. 



39) Збир кубова прва три члана једне геом. прогресије 

је 1971, а њихов је производ 216; наии прогресију. 
40) Ако 4 првим члановима једне аритметичке прогре­

сије додамо поступно бројеве, 5, 6, 9 и 15, добија се једна 

геом. ярогресија; наии аритм. прогреснју. 

(i.il)' Три броја, који дају Геом. прогресију, дају збир 26. 
Ако овим бројевима додамо бројеве 1, 6 и 3, добијамо три 
броја, који дају аритм. прогресију. Наин та три броја. 

42) Три броја, који дају аритм. прогресију, дају збир 15. 
Ако овим бројевима додамо бројеве, 1, 4 и 19, добијамо три 
броја, који дају геом. прогресију. Наии та три броја. 

43) Проналазач игре шаха тражио је као награду од 

Персијског Шаха онолико IIшеничних зрна, колико би изашло, 

кад би се на прво поље шаховске табле метнуло једно зрно, 

на друго 2, на треие 4 и тако редом, на свако идуhе поље 

по 2 пута више од претходног. Колико вагона чини та 

сума, ако се узме да вагон хвата 10000 Kgr., а у 1 Kgr. има 
20000 зрна. 

44) у једној геом. прогресији с непарним бројем чла­

нова први је члан 7, средњи 56 а збир свих чланова 889. Ко­
лико има тих чланова и колики је количник? 

45) У једној геом. прогресији од 8 чланова разлика из­
међу збира парних и нецарних чланова је ј 50. Збир свих чла­
нова је 250. Наии ту прогресију. 

)'46) Једна аритметичка и једна геом. прогресија имају 

исти почетни члан. Свака има по 4 члана. Други чланови 
стоје у размери 3: 2, а треhи у размери 5: 4. Први и по­
следњи члан геом. прогресије дају збир 81. Које су те две 

прогресије ? 
47) Ако у један квадрат стране а упишемо други квадрат 

тиме, што иемо спојити средине страна датог квадрата, затим 

у други квадрат упишемо на исти начин треhи квадрат, у 

треии истим начином четврти и т. д. до бесконачности, пита 

:е, колики је збир површина свих тако добивених квадрата? 

48) У једном кругу полупречника r уписан је квадрат, 
, квадрат уписан је круг, у други круг уписан је крадрат, у 
'ови квадрат уписан је круг и т. д. де бесконачности. Наии 

бир површина свих кругова и квадрата. 

49) Дат је равностран троугао стране а. Од висина 
юга троугла нацртам је нов троугао; од висина новог тро­

'ла конструисан је треhи троугао; од висина трећег троугла 
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~онструисан је четвртЪ1( троугао и т. Д. до бесконачности. Напи . 
збир површина свих тако добивених троуглова. 

50) Дат је круг полупречнин;а г. У њему у'писујемо кон­
r r r 

центричне кругове полупречницима: 2' 4' 8' . " и т .. Д. до 

<бесконачности. Напи збир обима свих ових кругова. 

51) у равностран троугао стране а, уписан је нов рав­

'ностран троугао спајањем средине страна датог троугла; у нови 

-гроугао уписујемо нов равностран троугао спајањем средине 

страна другог троугла и т. д. до бесконачности. Наhи збир 

'обима и површина свих троуглова. 

52) у један круг полупречника r уписан је равностран 
7роугао, . у троугао уписан је круг, у овај круг нов равно­

-стран троугао и т: д. до бесконачности. Наnи збир обима и 
.збир површина свих кругова и свих троуглова. Ј " 

Ш. Сложени интересни рачун. 

§ ] 56. Сложени интерес и интересни чинитељ. Ако се ин­
-герес неког капитаЛа на крају једног тромесечја, полугођа 

или године придодаје капиталу, тако да у идуhем тромесечју 

.полугођу или· години вуче интерес заједно с капиталом, онда 

се каже, да је капитал дат под сложен Шlй1ерес или под ИН­

шересом на ИЊй1ерес. Ако се'интерес додаје капиталу троме­

сечно, шестомесечно или годишње, онда се каже, да се ка­

.uиШалисање врши й1ромесечно, шесй10месечно или годuшње. 

Под иншересним или камай1нuм чинuшељем разумемо 

ону вредност једног динара, на коју он нарасте заједно 

с интересом за јединицу времена (тромесечје, полугође, го­

дина).' Ако је годишњи интересни проценат (стопа) Р% 

онда је годишњи интересни чинитељ q = 1 + 1~0' ше-

,стомесечни q = 1 + ~~g , а. тромесечни q = 1 + i~~ ,јер 100 

дин. постају с интересом за једну годину 100 + р, за по­

.лугође 100+ ~ , а за тромесечје 1 ОО + ~, а један динар по-
р 

. 1 ОО + Р Р 1 оо + 2 
.стаје 100 пута мањи, т. ј. 100 = 1 + lОО' 100 = 1 + 
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е. р р 
+ 2 100+4 4 . 100 и 100 = 1 + 100 . Тако, ако Је интересна г(~дишња. 

стопа р = 80/0' онда је годишњи интересни чинитељ 1,08, по­
ЛУГОдИIllЊИ 1,04, fl тромесечни 1,02. За годишње интересне 
стопе: 5°/0' 7,50/0' 1.2°/0 и 15% бипе годишњи интересни чи­
~~тељи: 1,05, 1,075, 1.12 и 1,15, а шестомесечни: 1,025, !,..оЗ75. 
, 6 и 1,075. У пракси се најчешпе врши капит!ШИ.~е ше­

СТомесеЧ~~.ј~ годишње. 
п § 1 ~Јве1iани капитал (крајња вреАНОСТ каn.,тала). Под 

уве alHfM капиталом, или под крајњом вредношпу једног ка­
ПитаЛа разумемо ону вредност неког капитала К, на коју он 
нараСте За п година (полугођа) заједно са интересом на ин' 
терес. AI<O -крајњу вредност капитала К, дат под интересом 
:: ~ЦTepec са годишњом стопом р °/0' а за п година, означим() 

(11), ОНДа ту вредност налазимо из обрасца: 

K(n) =K·qn (1) јер 

1 ДИцар ПОстаје са интересом на крају прве године 1 + l~O 
= q, а /( динара постају са интересом на крају прве године 
К ПУта виlllе о , То Ј. 

K1=K.q; 
Затим· 1 Д о о . инар постаЈе са интересом од почетка до краЈа 

друоге године q динара, а K(l) динара, односно Kq, динара, по­
стаЈУ Kq ПУта више, Т. јо 

К(2) = К1 .q = Kqoq = Kq2; 
Затим· 1 Д о о 

п· инар постаЈе са интересом од почетка до краЈа 

тре ео ГОДице q динара, а К(2) динара, односно Kq2 динара 
постаЈУ 1r а о . l\.q пута више, т. Јо . 
П о о КВ = К(з)q = Kq2. q = Kq3; 
4 Р ДУЖУЈУпи овако налазимо да капитал са интересом на крају 
-те ГОДице постаје Kq4, на крају 5-те Kq5, и т. до, а на крају 

п-те ГОДи о 
П не постаЈе Kq" о 
ОМОћу Обрасца (1) можемо напи не само крајњу вред-

ност I<апит 1r . 
ала l'-(п) , неп и првобитну његову вредност (садашњу 

вредност) К К(п) . = -о ' БРОЈ п е р и о Д а (година, полугођа) п = q 

log К(п) - log К VП -

~; и интересни чинитељ q = K~), а затим ИI 
ицтересцу с . Р 

. топу р из Једначине 1 + 100 = qo 



Примери: 

1) На коју суму нарасше каiiишал од 10000,- дин. даш'. 
у Шlllедионицу йод инЛ1ерес на иншеl!iс са !)о/о (р. а.у),. а fШ' 
15 година, lшд се Кайuшалuсање врши аЈ 20дишње; Ь) семе-
сil1рално ? ' 

а) К(15) = 10000.1,0915; log К(15) = log 10000 + 1510g 1,09 = 
= 4 + 15·0,037426 = 4,561390, а Кl5 = N4,561390=3~424,20 д. 

Ь) К(3о) = 10000·1,04530; log К(зо) = log 10000+30·log 1,045. / 

= 4 +30·0,019116=4,573480; а К(зо) =N4,573480= 37.452,40 д./ 
2) На коју суму нарасше кайишал од 20000,- дин. за 

188/, година са (јО/о (р. а), кад се каiiиталисање врши iiолу­

годишње. 

Код овог задатка најпре ЬеМО наhи крајњу вредност 

капитала за 181/2 година, односно за 37 семестра са 3% (р. s) 
а затим израчунаhемо још прос,:, интерес од К(37) за 3 месеца 
са' 6°/0' 

~s~ = 20000 . 1 ,03'П ; log К(37) = log 20000 + 37 Idg 1,03 = 
= 4,301030 + 37.0,012837 = 4,775999; а' ~371= N 4,775999 = 

. 5970340·3·6 
= 59703,40; Прост интерес 1 = l~OO = 895,60. 

Стога је K18f == КВ7 + i = 60599,-

3) На коју суму нарасте кайиillал од 12000- дин. аа 

8 год. 7 мес. и 20 дана са 9% (р. а.), кад се кайuталuсање 
врши семеСiПрално? 

Овде треба наhи Hajllpe крајњу вредност за 17 семес­

тара са 4,5% (р. s.), а затим још прост интерес од те крајње 

вредности за 50 дана. 

К(17) = 12000 ·1,04517; log К(17) = log 12000 + 1710g 1,045= 

= 4,079181 -+- 17 ·0,0191111 = 4,404153, К(17} = N 4,404153 = 
=25360,25. 

. 25360,25·9·50 
Прост интерес 1 = 36000 = 317,-

Стога је К(8 г. 7 м. 20 д.) = 25360,25 + 3] 7 = 25677,25 дин. 
4) Наћи iiрвобишну вредносш каiiиillала, који је са 9%. 

(р. а.) са iiолугодuшњим кайuшалuсањем за 15 година ilосшао 
37452,40 динара. 

ч (р. а.) (pro аппо) за годину; (р, s.) (pro semestar) значи за полугође; 
Iр. tr.) (pro trimestar) значи за тромесечје. 
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• 

Из једна чине: 37452,40 = К· 1,04580 имамо: 
37452,40 

К == 1 04580 ; log К . log 37452,40 - 30 .log 1,045= , 
= 4,573480 ~ 30·0,019116 = 4, а К = 10'= 10000,-

5) Напи i1Р130БUil1НУ вpeдHOCйl каuиi11ала, који аа 8 година 
.7 месеци и 20 дана, са 9% (р. а.) i1pu i10лугодuшњем Kai1u· 
шалuсању uocйlao 25677,25 динара. 

Овде је: К17 + i = 25677,25, или К·l,04517 + 
-t- К·l,04517 ·9·50 = 25677 25 

36000 ' . 

Одавде је: K·l,04517 (1 + :6'~~0) =25677,25 или 
К 04517 81 ·25677 25 К 25677,25·80 

·1, '80 = "а = 1,04517.81 . 

Стога је: log К = log 25677,25 + log 80 - 1710g 1,045 -
log 81 = 4,409549 + 1,903090 - 0,324972 -1,908485=4,079182, 
а К =N4,079182 = 120UO,- дин. 

6) За КОЈе време каiluil1ал од. 10000,- дин., i1pu ilОЛУZO­

.дишњем каuui11алuсању, са 4,50/0 (р. s.) UОСil1аје 37452,40 
динара. 

Из једначине: 37452,40 = 10000·1,045П имамо: 

log 37452,40 = log 10000 + п .log 1,045, а п = 
log37452,40 -log 10000 4,573480 - 4 0,573480 

logl,045 0,019116 0,019116-: 
, 573480: 19116 = 30 семестар а = 15 година. 

7) Под којом zодишњо.и Сi110UОМ каuишал од 10000,- дин. 
i1pu i10луzодишње.и каi1uШалuсању, аа 15 ?одина, nосшаје 

.37452,50 .динара? 
30 

Из 37452,40 = 10000. q30, биhе q = ./~3=74-:-Ь=2~40;О- log q = 
у , , 

_lugЗ,7'4524_0,573480_0019116' -N0019116 -1 045 - 30 - 30 --, , а q -, -,. 

Најзад из једначине: 1 + 1~0 =~ 1,045, добијамо р (p·s) = 

= 4,5, а стопа pro аппо р ,= 90/0' 

Напомена. - Одређиваље стопе р је немогуЬе, ако је 

,време п дато као вишеименован број, т. ј. ако је п = т год . 
. и d дана, јер је у овом случају 
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. Кт· pd . Kqm . pd ( Р )m 
Кп = Кт + 36000 = Kqm + 36000 = К 1 + 100 + 

.,f к (1 + ~)m :p.d 
100 

\- 36000 
или 

( Р )m ( Pd) Кп=К 1 + 100 1 + 36000 (1) 

коју једначину (т-ог степена) неможемо решити помоhу еле­

·ментарне алгебре. 

Међутим, време п у овоме случају можемо одредити, 

и ако имамо посла са две непознате т и d, јер је из једна-

. (Pd ) 'Чине (1): log К(П) = 10g К + т log q + log 1 + ;)6000 ' а 

( 
pd ) 

. log К(п) - log К log 1 + 36000 
·т~ . 

log q log q 

Па ако Ј'е 1оg·К(п)-IоgК=Q· +_R_ то Ј'е m=Q+ 
log q log q' 

R log (1 + 3~0~0) 
+\og q - log q .. ·(2). 

Па како т и Q морају бити цели бројеви, а -1 R и 
og q 

log ( 1 + з:О~о) . . 
1 разломљени, то Једначина (2) Је могућа само og q 

. . R Jog(1 + iu~) 
ако Је т = Q или ако Је -1 --= 1 ,или R=log(1 + 

pd ) 
36000 . 

og q og q 

Из свега овога закључујемо, да целина колuчнuка: 

log К(п) - log К 
uресшаяља haA-' illраженu број година т 

log q 
{или полугођа, ако је капиталисаље шестомесечно), а остатак 

преставља log (1 + з:о~о). Најзад из ј едн а ч и н е log (1 + 
pd ) pd 1\Тn 

36000 = R, имамо: 1 + 36000 =1 v R, а тражени број дана d=-

36000 (NR - 1) 
р 
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8. Прlt.Мер. За које време каииl11ал од 12000,- дин.;'ири; 
йолугодишњем каiluiilалuсању, са 9% (р. а.), ilОСl11а;е 25677,25-
динара? 

у овом задатку т преставља полугођа, а семестрална 

. 450/ О . log K(n) -log К log 25677,25-1og12000, 
Је стопа , О' вде Је - log q = log 1,045 " 

_ 4,409549 - 4,079181 0,330368 = 330368 . 19116 =17 5396 
0,019Р6 0,019116 . 19116 

= 17 + 0,005396 С тога је m = 17 семестра, а IOg(1 + 36
9
0
d
OO\' 

0,019116' ! 
9d " " " 

=0,005396; 1 + 36000 = NO,005396 = 1,0125. 

О . d 1,0125·36000 - 36000 50 
давде је = 9 = дана. 

Према томе тражено време је 17 семестара и 50 дaHa~ 
или 8 год. 7 месеци и 20 дана. (Види 5. задатак из овог 

параграфа). 

Н. В. Готово исто време добијамо применом обрасцз, 

К(п) = К· qn , сматрајуhи 11 као децималан број. 
Код овог примера биhе 25677,25 =- 12000. 1,045п , а 

п = log 25677,25 -log 12000 = 1728 ... семестара = 
log 1,045 ' 

=17 ce~ecт,pa и 0,28.180 дана-Ј7 сем. 50,4 дана =< 8год· 
7 мес. 2 ана. 

\UjJ § . .:!рачун улога. Стална сума, која се у почетку или­
,/при крају периоде (године, семестра) улаже у новчани завод, 

/- под интересом на интерес у намери да се нека сума уштеди, 

зове се улог. 

Ако означи мо стални улог са а, интересну стопу са 

р. (р. а.), а број година са п, онда је крајња вредност свих: 

улога, према обрасцу за увеhани капитал: 

а) Ва улагање у йочеш.ку године: 

S(n) = aqn + aqn-l + aqn-2 + .... + ач3 + aq2 + aq, или 
S(Il) = aq (1 + q + q2 + .... + qn-3 + чп-2 + qn-l), или 

S =aQ(qll-1)(I)' а 
(п) Q-l ' 

Ь) Ва улоге ири крају године: 

S(nr= aqll-1 + ачll-2 + aqll-3 + ... -\raq3 + aq + а = а (1 + q + 
+ ч2 + .... +чп-3 + qn-2 + ЧП-1), или 

SZn! б1-(QП - 1) (11). Ј. 
Q-l "\ 
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Помоhу образаца (1) и (II) израчунавамо ма коју од ко­

.JIичнна: S(n), а, q, односно р, и ~, ако су нам познате три 

1>д тих количина. Разуме се, израчунавање процената р је не­

могуће помоhу елементарне математике, јер нас наводи на 
:решавање једначина вишег степена. Ако се улози улажу по­

.JIугодишње, онда употребљавамо исте обрасце, али узимамо 

.двапут мањи проценат р, а двапут веЬе време n. 
Ако се уложи у новчани завод капитал К, а затим у 

почетку, или при крају године улаже стална сума а, за 11 го­

.дина, са рОјо (р. а.), онда капитал К постаје Kqn, а остали 

aq (qn _ 1) а (qn - 1) 
-УЛОЗИ , или , те је целокупна уштеда : 

q-l q-l _ ' 

У(П) = К(П) + S(n) = Kqn + aq (qn 11) ... (Ш), или 
. q-

У'(п) = К(П) + S'n= Kqn + а (qn_/) ... (IV). 
q-

Најзад, ако у почетку или при крају п година улажемо 

у новчани завод сталну суму а, а по истеку п година пре­

,стајемо са улагањем, али и даље остављамо стечене уштеде 

'S(n}, односно S'(n} , у заводу још т година, онда су уште-

1ј~вине : 

У(П) = S(n)' ql11 = aq (qn - 1). ql11 ... (V), или 
q-1 

a(qn-l) 
Y'(nj=S' (п)' ql11 = . ql11 ... (VI). 

q-1 

Примери: 

1) Који ћемо кацuшал имаши ilосле 18 година, ако у 

йо'tешку сваке године уложимо цо 1000,- динара са 8% (р. а) . 
·сложеног иншереса? 

Овде је: а = 1000,- дин., п = 18, q = 1,08, те је 

S 
1000. 1,08 (1,0818 - 1) 100000.1,08 (1 ,0818 - 1) 

18= 008 -= 8 = , 
12500.1,08 (1,0818 - 1). За 1,0818 = х, биhе log х = 1810g 1,08= 
= 18. 0,033424 = 0,601632, а х = NO,601632 = 3,996064, те је 
S(18) = 12500.1,08·2,996064 = 125·108·3 = 40500,- дин. 

2) Ако у шоку 15 година, а цри крају сваке године, ула­
жем-о цод иншерес на иншерес, са 31/,0/0 (р.а), суму од 2500,­
-дин., йиll1а се, коју пемо суму ушшедuiilu? 
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Овде је а = 2.300, п 0= 15 год. q = 1,0325, те је 
S' _ 2500 (1.032515 - 1) _ 25000000 (1,032515 - 1) _ 

15 -, 0,0325 - 025 - -

1000000 (1,032515 - 1. 
13 

За 1,032515 = х, биhе log х=15. log 1,0325=15.0,0138990= 

= 0,208350, а х = NO,208350 = 1,61566045, те је 
_ 1000000· 0,61566045 _ 615660,45 _ 47358 50 

s - 13 - 13 - ,дин. 

3) даш је каiiишал 15000,- дин. ilод uншерес на ин­

шерес са 50/0 (р. а), йа се крајем сваке године улаже још Йо· 
2000,- дин. На коју суму нарасше каuишал uосле 10 ~ 
година са свима улозима заједно? 

Овде је К = 15000 q = 1,05, а = 2000,- и п = 10, те-

је целокупна уштеда: 

У, К + S' 5000 1 0510 + 2000 (1,0.510 - 1) 
(10) = (10) (10) = 1 " О 05 . , 
За 1,05 1О =-х, биhе logx=10 log 1,05=10·0,021189= 

= 0,211890, а х = NU,211890 = 1'628884 .... С тога је 
У'(10) = 15000·1,62888 + 40000·0,628884 = 15· 1628,88 + 

+ 4.6288,84=24433;20 +,25155,36 = 40588,56 дин. 
,,---, 4) Rojy суму шреба улагаши у nочешку сваког семесшра' " 
,7йод иншерес на uншерес, да би смо за 10 год., са 10% (р. а), i 

(' ушшедели 100000,- дин. ? 
/ Овде је S20 = 100000.- q = 1,05 а п = 20, те је: 

i 100000 =а,I,05(~,g~20-1)=21 а(1,0520 -1). Одавде је 
) , 
I а = 21 (11,~~~~~ 1)' За 1,0520 = х, биhе log х = 20 log 1,05 =; 

= 20·0,021189 =0,423780, а х = NO,423780= 2,65339, те је 
100000 

а =21.1,65 = 2880,18 дин. i 
! 

5) Колико година шреба улагаши у nочешку сваког nо-! 

,лугоljа 2880,18 дин., са 10% (р.а), да би се ушшедило 100000,-,' 
\динара ? , : 

Овде је S(п) = 100000,-, а = 2880,18 и q = 1,05, те је-

100000 = 2880,18.1,g,~~1,05n - 1) = 2880,18.21 (1,05п - 1), ' 

/100000 == 60483,78·1,05П- 60483,78, 
\16048~,78, 60:8з,75' 1 ,05П • 

\ " I ,,,,~\'> , l ,\ I 1':\I'v 
\ ,]Ј (~'-".j\_.'; .. '\ 
/ 
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Логаритмовањем ове једначине имамо: 

10 160483,78 = log 60483,75 + п log 1,05. 

~ 
. _ log 160483,78-log 60483,75 

& ' де Је п - 1 1 05 20ceM.=10 год,_ " ,IJ' .. og, 
159 . ..Еa!lУЧ ренте .под рентом разумемо сталан приход Гј, 

- ишњи или семестрални, који прима нека личнщ:т, која је­

сама, или неко други, за њен ,рачун уложила у новчани 

завод раније под интерес на интерес суму К. Право на при­

мање ренте може се стели и улагањем сталне суме а у ток)':' 

п периода (година или семестара), па после престанка улагања,. 

настаје примање ренте г у току т година. Ако се уплата за 

право на ренту uзврши наједанпут, онда се таква уплата К' 

зове .миза или садашња вреоносШ ренШе. Ако се право на ренту' 

стиче сталним претходним уплаливањем ~CYMe а y~ :rлку п го­

дина, онда се таква уплата зове l1ре.мија( АКб-fU~~.!I.Е~~~' 
крајем периоде, ~~дa се })'.Ia,~"~~_в.e . деkУРЗU8НаЈ,. al;!5<?.E.~ ПРИ~::I> 
у почетку сваке периоде, назива. сеаНШllцuи..ашll.~'!О:... ре.':lЩЩо 

Према трајању ренте, може она бити fipuopeMeHa, дожuвоШна. 
и вечuillа. Доживотна рента зависи од трајања живота њеног' 

сопственика и у вези је с рачуном вероватноЬе: те се са ОВОМ, 
врстом ренте нелемо ни бавити. 

а) Садашња вреоносш декурзuвне ренШе. Ако уложимо· 
суму К са рОјо (р. а), да бисмо стекли право на ренту г за 

п година, онда крајња вредност Kln) уложеног капитала К· 

мора бити једнак суми S'(ll) свију примљених рента у току Л: 

година. Биле, дакле, К(п) = S'(n), ИЛИ 

r (qn - 1) r (qn - 1) 
К· q п = а одавде је К = (1) 

q - 1 ' qn (q -1) 
Ь) Садашња вредносш аНfiluцufiаifiuвне ренШе. Код ове 

Ренте биле Кп = S(n) или Kqn = rq (qn ~ 1) , а К rq (i
П 

-1~) (П) q _ qll q_ 

с) Ако се на ренту r за т година стиче право улагањем 
сталне суме а у току претходних п година, OIfДзје:-··· ... ____ 

_ ~)-3а--уJfагање-преМlfј~-;~~~;~~~г~~~не и примање ренте- ~'\ 
--~~четком године: I 

l aq (qn - 1) rq (qm - 1) ! 
--'-~-,,-~ qm= , ил~ а (qll_ 1) qm = r (qI1l - 1) (II1} , 

\ q - 1 q - 1 ' ___ ._ .• _.~--._~~''-~ 
~) За улагање премија почетком године и примање ренте: 

крајем године: 

..... 
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aq (qn - 1 )ql1l = Т (ql1l_ 1), иди aqm+l (qП _ 1) = r (qm _ 1) (IV) 
q-l q-l 

у) За улагање премија крајем године а примање ренте. 

,'почетком године: 

'а (qп_ 1) rq (qm_ 1) 
---- qш = , ,или а (qm -1) qm~l= r (qm - 1) (V) 
q-l q-l ' 

~) За улагање премије крајем године и примање ренте 
крајем године: 

a(qn-l) r(qm-l) 
q _ 1 qlll ,= q _ 1 ' иди а (qП -1) qm = r (qm - 1), у 

ком се случају добија образац као за случај под IX. 

d) Вечита рента, т. ј. рента која траје вечито, једнака је 
ј,ТОДишњем интересу мизе К. Ово увиђамо из једна чине: 

к.qп r (qn - 1) 
q -1 

Ако ову једначину поделимо са qn, добијамо: 

'(1-~) 'К r (qn - 1) r qn П . ' . 
" = -(--1)= ---Ј-' а како Је п = оо, то Је qn= СО, а 

qп q _ q_ 

~ 'о. Стога је К=-Т-1 . Одавде је г=К(q-:'I)=Кq-qn q_ 
-К=ј. 

Примери. 1) Hahu садашњу вредносш декурзивне ренше 

од 6000,- дин. годишње, која се йлаhа 10 година, кад је ин· 
,1lJересна СllJойа 8 % . 

Овде је r = 6000, п = 10 и q = 1,08, те је 

"к. ! 0810 =' 6000 (1,0810 - 1) За 1 0810 = У биhе log у = 
, 0,08'" , 

= 1 О log 1,08 = 10· 0,0334::!4 = 0,334240, а у = Nо,ЗЈ4240 = 
. 6000· 1,158935 60аооо· 1158935 

= 2,158935. Стога Је К== 2,158935.0,08 2158935.8 

= 40260,65 дин. 

2) Колина је годишња де"урзивна рента обезбеljена, ако 
·се улонси 150000,- дин. са 6% (р.а) ва ЗО година? 

Овде је К = 150000,- q -:- Ј ,06, п = 30, те је 

150000
.1 0630 = r (1,0680 - 1) , = 150000· 1,0630. O,O~ 

, О,06' а r 1,0630-1' 
За 1,0630 = х, биhе log х = 30 log 1,06 = 30·0,025306 = 

= 0,759180 а х = NO,759 Ј80 = 5,743546. Стога је 
.' = 150000·5,743546·0,06 == 1009730 
r 4,743546 Q , дин, 



З) А1fшицuiiаiuuвна г.одuшња ренша од 6437,50 динара 

(Ја 5,5% (р. а.) куйљена је за 100 QOO,~ динара. Коли«о 20-

дина шраје ша рента? • 
Овде је К= 100000,-, r~6437,50и q= 1,055, -те је 

100000.} 055п = 6437,50.1,055 (l,055П -1) 
, 0,055 

Заменом I;О55п =х у овој једначини добијамо: 100000х= 

'6437,50·1055{х-l) , оО, _IU3.211""-:'l'055П 
55 ' а одавде Је х- 41;13 ~, . 

Стога је: 
п log 1,055 = log 103 + log 211 -log 4133, а 

, _log 103 + log 21] -log 4133'_ 31 
п - log 1,U55 , - год. 

, 
, ' 

4) Неко уiiлаhује 30 година, у iiочешку сваке године 200,55 
дин. у једну банку, која илала 4% интерес на uюперес. Ко­

лику ле му ренШу ирuзнаlilи 6аниа од iiочешка йрве идуле го­

дине, иа кроз о 25 година? 

Овде је уплата а = 200,55 дин. п = 30 год., 
m = 25 год., те је 

200,55,1,04(1,0490- 1) 1 0425 = 1·1,04 (1,0425-1) 
004 . , 004' , о' 

. 200.55 (l~430 - 1)·1,0425 
Одавде Је (=. 104Зо -l , 

q = 1,04 и 

Пошто претходно израчунамо помоЬу логаритама да је 

1,0430 = 3,243398 и 1,0425 = 2,665836 и заменимо у горљем из 
разу, добијамо: (, 

200,55 .2,243398 . 2,665836 ' {. 
r = . 1,665830 ; 

10g r = log 200,55 + log 2,243398+10g 2.665836 -log 1,665836 о 

= 2,302220 + 0,350906 + 0,425833 - О,221Ь32 = 2,857327; 

а f =N2,857327 = 120, - дин. 

5) Коју суму шреба Уiiлалuватu у iiочеiJ1ку сваке године, 
(l кроз 20 година, йо 41/2%' да би се iiосле шozа времена могла 
[јри.маШи аНii1UЦUiiашuвна рента од 300 дин. У Шоку 25 година? 

Овде је п = 20, q =" 1,045, r = 300 дин. и m = 25, те је 
а· lД45 (1,04520 - 1) 104525= 300.1,045.(1,045%5 -1) 

0,045 . , 0,045 
АЛl'ебра 5 
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о . 300, (1,04536_ 1) 300·2,005434 
давде Је а = (1,045%0- 1).1,045%6 - 1;411714.3,005434 

log а = log 300 + log 2,005434 -Iog 1,41 1714-log 3,005434 = 
= 2,151675, а а = N2,151675 == 141,80 дин. 

6) Неко улаже крајем гооине за llpBuX 10 година llo 40() 
дин., заliiим за даљих 10 година йо 500 дин. и највад за на­
редних 10 година йо 600 дин. у новчани вавод са З1f2% (р. а.) 
Колико година заliiим може да ужива декурвиЕНУ реншу о{ј 
1570,46 годишње? 

Једначина за решеље овог задатка је: 

[
400(1,03510- 1) 103520+500 (1,03510-1) 103510+ 

0,035 ., 0,035' 

+600 (1,03510 -1)} 1035m -..-: 1570,46 (1,035т-l) , 
0,035' 0,035' или 

1 оо (1.03510- 1) (4. 1,03520 + 5 . 1,03510+ 6). 1 ,ОЗ5m = 
= 1570,46 (1,035m - 1). 

Одавде је: 

1 035m- 1570,46 = log 1570,46 -Iog 707,71 = Z4 . 
, -- 707,71' а т log 1,035 год. 

/~~/ Узми: 1,03520 = 1,989789 и 1,03510 = 1,410599.\ / 
1;,./ /" § 160. Амортизациlа Аугова. Под ануишеГilОМ разумемо сt.аlIни 

I улог а, који се уплаhује у неком новчаном заводу или КОIfЗОР­
i цији банака у току п периода у намери, да се учиљени зајам, 

К, са р О/о, поништи (амортизује, умртви, избрише - од 

француске речи amortir). Сваки ануите1' садржава два дела 

један његов део, звани ошiiлаliiа, или амортиззциона квота 

служи за смаљиваље (отплаhивање) учиљеног дуга К, а други 

део служи за исплату интереса. Па како оба дела увек дају 

стални годишљи а нуи:гет, то отплате поступно расту, а ИН­

тереси поступно опадају. Прегледна табела, из које се види 

стаље дуга. веЈlичина појединих интереса и велич·ина поје-
11 
дних Qтплата у току п периода отплзhиваља зајма, зове се 

аморшизацuони llлан. 

Зајам од К динара, са рОЈо (р. а.), има се амортизовати, 

за п годиыа ануитетом а. Кад се зајам не би амортизовао~ 

нарастао би на К(п) = K.qn. Али зајам се отплаhује сталним 
ануитетима а за п година са истима процентом pO/o. Збир 

крајљих вредности свих ануитета са интересом на интерес биле' 
а (qn -1) 

S 1 . Како се ззјам има тим ануитетима поништити> 
q-
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мора !дакле бити: K(n)=S или /Kqn = а (qn - 1) \, одавде је , /. (~CJ 
; . Kqn/(q - 1) 

. ануитета = с' • : .. qП'-l 

iпрuмера.111) Којим се ануиll1е1l10М ~оже одужишu зајам 
, ! 

од 10/000,- ди'(ј. за (; год. са 8% (р. {О Начиниlilu ам.ОРll1и-

заЦЈ' нд й.лан. Л . 
/'ЮООО'}'085';:' а (1,085 - 1) 
f ' . 0,08 

; О i. -'- 10000' .1,085.0,08 _10000 . 1,469333 ·0,08 
f давде; Је а - 1,085 _ 1 - 0,469333 

i х = Ц)8'" 1 14693,33·0,08 
IPg х = 510g 1,08 0,469333 == 
i" Ј, /" 
. = 5'·0,033424 //\( '_1469333.800 ~ 55 

= 0,167120, - 469333 ;.'. 

х = No, 167120 = ] ,469333 Амортизационм план биле: 
а = 2504,55 

Inl дуг I 8% иит. I отплата 

Ј 10~00,- 800,- 1704,55 / ., 
2 8295,45 663,64 1840,91 
3 6454,54 516,36 1988,19 
4 4566,35 357,31 2147,24 

I 5 2319,11 185,53 2319,02 
Свега: 9999,91 = 10000,-

2) Који се заја .. ! може одужиши за 5 ?Одана ануuше­

шом а = 2504.55 са 8% (р.а)? 
Из Кl,0855 =2504,55 J~~88 - 1) биhе 

, 
К _ 2504,55·0,469333 _ 250455.469333. 
-. 1,469333·0,08 - 1469333· 8 ' 

log К == log 250455+1og 469333-1og 146933-1og 8=5,398740+ 
+ 5,671480 -- 6,167120 - 0,903090 = 11,070220 - 7,070210 = 
=4, а К= 10000,- дин. 

~) За које се време ваја.и од ЊООО,- дин. са 8°/~ (р. а) 
може одужиll1и ануuше1l10Я од 2504,55 дин.? 

О '. 10000 10811 = 2504,55 (1,0811- 1) 
вде Је. . , 0,08 

. 11 _ 2504,55 250455 50091. _ 
Одавде Је 1,08 - 170455 . 170456 34091' п log 1.08-, 

L 
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log 50091 -log 34091, а п = log50091~;1~~~ 34091 _ 

_ 4,699760 - 4,532640 _ 0,167120 _ 167120 _ 5 
- 0,033424 - 0,033424 - 33424 - год. 

Напомена. - Амортизационе квоте за поједине године 
можемо наnи израђујуhи план отплаhивања, као код првог 
задатка. Али ове отплате можемо наnи и овим путем. Ако 
амортизационе квоте означимо са Ь1 , Ь2 : Ьв ' . 'Ьn , а ануитет са 
а, онда су интереси појединих година: а - Ь1 , а - Ь2 , а - Ь8 , 
... а - bn , а остаци дуга биnе: К- Ь1 • К- Ь 1 - Ьз , К- Ь1 
- ЬЗ -ЬВ ' И т. д. Како је ануитет за ма коју годину увек 
једнак збиру интереса и отплате дотичне године. то су ануитети: 

- Кр 
За 1. годину а = 100 + Ь1 

,,2. " a=(K-Ь1)јgО+Ь2 
,,3. " а =(К-Ь1- Ьа) 1~0 + ЬВ 

"4. " а = (К - Ь1 - Ь2 - ЬВ) 1 ~o + Ь4 
------- .. --

Узастолним одузимањем ових једначина добијамо: 

Ь2 =Ь1 + ~~6 = Ь1 (1 + 160) = b1q; 

ыlь2+~~6=ь2(11 + 160)=b2Q= b1q2; 

Ь4 = Ьа + ~~~ = Ь(l ( 1 + 160) = ЬвЧ = Ь 1 ч3 ; 

Ма која амортизациона квота, Ьи, према овоме биhе: 

Ч<r) = Ь1 • q :-::.1.10 . . "\ 
Како је збир свlф'_..?2JV1-а-Га једнак з'ајму, то је 

К = ы l + Ь2 + Ьз + ..... + b n • или 
К= Ь1 + Ь1 Ч + b1Q2 + ..... + Ь1 qп-.l, или 
К = Ь{ (1 + q + q2 + .... ~.-::I= q"-l),....ид.lL--__ , '; 

К= b1 (qn-l). Одавде Ј'еЬ =K(q - 1)(~)'. q _ 1 \ 1 qn - 1 ,~),j) 

Који нам образац пружа ~уБност аа-изр[qунавање 
прве отплате Ь1 непосредно из зајма а затим помоhу обрасца 

(1) и ма коју отплату Ь(r)o Ако желимо да знамо стање дуга 
после т година, треба претходио да нађемо збир отплата 

за т година S(m) = Ь 1 + Ь2 + bg + ..... + Ьт = Ь! + 0lQ + + Ь2 q2 + ..... + b1qm-l = Ь 1 (1 + q + q2 + ..... + qm-l) = 
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_ Ь• (qm_ 1) 
-. q-1 а остатак дуга после т година биhе ђт = 

=K-Sm=К 
Ь1 (qш - 1) 

q - l_ј 
§ 161. ЗаЈмови подељени на обвезнице. Обично велики 

зајмови, ради љиховог лакшег остварења, подељени су на 

" Ma.jiьe делове, на обвезнице или оБЛиГације, чија је номинална 
вредност 1ОО, 500, 1000,- и вище динара. Ови зајмови, које 
обично држава, општина, или какав велики новчани завод 

гради, отплаhују се поступ-ним извлачењем појединих об­

везница, годишље или семестрално, а које се после извла­

чења за одређени рок подносе на исплату, било по љиховој 

номиналној вредности, било са' каквом великом ажијом. 

Број извучених обвезница св"ке доцније године расте пошто' 

се са сваком годином отплата дуга повеhава, а интерес се 

смаљује. Како је номинална вредност обвезнице округла 

сума, то се планом отплаhивања предвиђа унапред број из­

вучених односно исплаhених обвезница појединим роковима 

који број мора бити цео. 

Нека је начињени зајам од К динара, подељен на т об­

везница, номиналне вредности од <u динара, који треба да 

се исплати за п година са Р% једнаким ануитетима а. Тада 

. К Kqn (ч - 1) А б . б . 
Је .= mw, а а = п 1 . ко рОЈ о веэница КОЈима се 

q - . 
овај зајам отплаhује на крају појединих година означимо са 

х1 , Х2 ' Хв '" 'Хп , онда је m = Х1 + Х2 + ХЗ +, .. + хп , а поје­
дини ануитети биhе: 

За прву годину а = ~to + x1<u; 

(К - х w) р 
"Другу " а =-= 100 + x2w ; 

" Tpehy " 

Поступним одузимаљем ових једначина добијамо: 

Xg = Х ј + ~~g == Х1 (1 + 160) = XjQ; 

ХЗ=Х2+~о6=Х2 (1 +1~0)=X2q =X1QIl; 

Према овоме, број обвезница г-те године биhе Х(г) = 
lx~qr-l, а п-те годи не хп = Хј чп-l. 
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Горње једна~и~е показују нам да је лако наhи број 
обвезница друге и осталих година. ако знамо њихов бр~ј 
прве године. Број обвезница ове године налазимо насле­

деhи начин. -
Како је m=х1 +х2 +хз+····+хп • то је 
m =-Х1 = xlq = X1qZ + x1q3+ .... + x1qn-J. или, 
m =Х1 (1 + q + ч2 + q8 + .... + qn-l). или 

Х1 (qn - 1) . m (q - 1) 
m = одавде Је х = . q -1 • 1 qn - 1 

Пример. Зајам од 1000000.- дин. са 9% (р. а). йо­
дељен на 1000 обвеаниуа, ошiiлаiI1иiI1и за б година. Израдити 
йлан отЙлаnивања. 

овде је m = 1000. (u = 1000, а = 1000~~00~61~9;.0.09 

1000000.1,677·0,09 1677~:70000 = 222919,78 дин. 
0,677 

Тако је: заокруг-

1000.0,09 90 90000 тачно: . љено: 
Хl= 1,096-1 =0,679= 679 =132,55 = 133 

х2 = 132,55·1,09 = = 144,48 = 145 
хз = 144,48·1,09 = 157,48 =- 158 
х, = 157,48 ·1,09 = 171,65 = 172 
Х5 = 171,65·1,09 = 187,09 = 187 
Х6 = 187.09· 1,09 = 204,92 = 205 

Свега обвезница: 1000 

План отплаhивања биhе: 

а = 222919,78 

1 БрОј обвез 90/0 , I Потребна I Год. дуг пица за ис- Отпл. 
плату дек. инт. сума 

1. 1000000 133 90000 133000 223000 , 
2. 867000 145 78030 145000 223030 
3. 722000 158 64980 158000 222980 
4. 564000 172 50760 172000 222760 
5. 392000 187 35280 187000 222280 
6. 205000 205 18450 205000 223450 

Свега I 1000 I 337500 I 1000000 1337500 
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§ 162. ЗаАаци за веlНбу. 
1) На коју суму нарасте капитал од 12750,- дин. дат 

1ll0Д интерес на интерес за 20 год. са 8% (р .. а.), кад је капита­
.7Iисање а) 'годишње, Ь) полугодишње .. 

2) На коју суму нарасте юiпитал од 15000, дин. кад 
је најпре 1:0 година био по 6% (р. а.) а затим још 8 година 
·са 8% (р .. а.)? . 

3) На коју суму нарасте капитал од 50000,- дин. са 

7 : % (р. а.) за 12 год. 8 мес. и 20 дана,' кад је капитали­
·сање а) годишње, Ь) семестрално? 

4) На коју суму нарасте капитал од 10000,- дин. од 1 . 
. августа 1870. год. до 1. марта 1910. год. дат са 6% (р. а.), 
.кад је капиталисање годишње? 

5) Колико ће донети интерес на интерес капитал . од 
:25000,- дин. дат под интерес са 10% (р. а.) за 12 год., кад 

је ,капиталисање а) годишње, Ь) с~естраJIlЮ, с) тромесечно'? 
6) При полугодишњем капиталисању, са 9% (р. a')l ко­

.JIики ће интерес на интерес донети капитал од 20000, за 18 
·семестара ? 

7) Капитал од 12000,- дин. дат је под интерес на 

Iинтерес са 12% (р. а.), за 56 тромесечја. На коју је суму, 
,нарастао и колико износи интерес на интерес, кад је капи­

'талисање а) семестрално, Ь) тромесечно? 

8) Неки град има данас 22000 становника. Колико ће . 
-бити становника у том граду после 20 година, ако је го­
.дишњи прираштај 11/ 2%? 

9) Неки забран има данас 10755 тВ дрва. Колико ће тВ 
дрва бити у томе забрану после 151/2 година, ако је годишњи 
,прир~щтај 8,5%? 

( 10У Нека држава има данас 25,000,000. становника. Ко­
.лико-,re бити становника у њој после 10 година; ако је го­
дишњи прираштај 0,75%? 

11) Капитал од 1000 дин. при полугодишњем капитали­
·сању за 16 година донео је интерес на интерес 1382,40 дин.; 
под којим је процентом (р. а.), био капитал под интерес 

,на интерес? 

12) Са којим је процентом (р. а.) био капитал од lQOOO 
дин., кад је за 15 година, при полугодишњем капиталисању • 
• постао двапут веhи. 
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13) Који капитал' нарасте за 10 годин~ на 45000,- дин.~ 
са процентом 9% (р. а.). 

14) За колико Ье година један динар са 5'/2% (р. а.) 
донети интерес на интерес 1,25 диц.? 

15) Неко има да плати после 10 година 80000,- дин. 

Са којом се сумом може данас да одужи овај дуг, ако j1e 
проценат 6З/4О/0? 

16) Нека сума дата под интерес на интерес порасла је 

за 20 година на 50750,- дин. За првих 12 година процена? 
је био 8% (р. а.) а за остало време 9°/(1 (р. а.). Колика је била 
основна сума? 

17) За куповину неког. имања била су два купца. Први 
је нудио 120000,- динара с погодбом, да ту суму положи 

после 21/2 године; а други је нудио 39000 одмах да исплати 

а 75000 после 2 године. Која је понуда боља, кад се новац 

може дати по 41/ 20/0 ? 

18) За које време 10000,- динара 6'12б/о (р. а.) ПОС1'ају 

70000,- динара при а) годишњем капиталисању, Ь) полуго­

дишњем капиталисању? 

19) Сада има дрва у неком забрану 76000 т3; колико го­

дина не би требало сеhи забран, па да у њему буде дрВа. 
12500 тВ, ако је годишњи прираштај дрва 23/,010? 

20) Колико времена треба да стоје под интересом из; 

интерес 12546,- динара са 41/2% (р. а.), па да с~добије сума 
17596,25 динара? 1 " 

21) Колико година треба да стоји неки капитал под ин­
repec на интерес са 41/"No (р. а.), да би порастао онолико, 
<олико порасте за 8 година са 63/4°/07 

22) За једну куЬу има три понуде. А нуди 260000,- ди­

(ара одмах, В 310000,- динара после 4 године, а С нуди 

54000,- дин. после 3,- а толико исто после 6 година. Која 

~ понуда најбоља, ако се новац може дати под интерес: 

а интерес са 5% (р. а)? 

23) Неко лице уложи у банку и;:!весну суму новаца са 

1/2% (р. а); после 7 година уложи исту суму, а после даљих. 
година примио је из банке 3965,96 дин. По колико је уло­
но у оба маха? 

24) Који капитал за 15 година, са 31Ј2% (р. а) нарасте на 
:ту суму, на коју нарасте 7600,- динара за 11 година са 

10 (р. а)? 
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25) Збир од два капитала износи 11000,- дин. Један је· 

дат ПОД интерес на интерес са 31/ 2°/,0 (р. а), а капиталише 

се годишље, а други је дат са 40/0 (р. а), али се капиталише 

семестрално. После 16 година оба капитала износе 19976,75, 
динара. Колико износи сваки капитал? 

26) Разлика од два капитала је 1000,- дин. Веhи је· 

био уложен по 4% (р. а), а маљи по 41/2% (р. а). После 20 го­
дина први капитал постаје два пут веhи ОД другог. Наћи. 

првобитне капитале. • 
27) Са којим -процентом треба дати 18000,- дин., да би, 

за 5 година постао 22500,- дин., ако се капиталише а) го­

дишље, Ь) семестрално, с) четворомесечно, d) тромесечно, е).., 

двомесечно, f) месечно? 
28) Једна' облигација од 3750, - дин., чији је рок 15. 

јуна 1927. године, исплаhена је 1. августа 1920. године са, 
ШI<ОНТОМ од 403,- дин. Наhи годишњи проценат. 

29) Под којим процентом је дат неки капитал. који за, 

24 године постаје три пута веhи, ако се капиталисаље врши, 
а) годишље, Ь) семестрално? 

30) Један је дао' 9300,- динара са 31/2% (р. а), а други-

7200,- динара. После 18 година обојица имају једнаке суме .. 
Под којим процентом је Д;Ј.т ДРУГИ капитал? 

31) у неком граду било је: 1890. год. 34188 лица, 1895. 
год. 36982 лица, 1900. год. 39356 лица и 1905, год. 44388 лица._ 
Колики су проценти прираштаја становника за поменуте 

интервале од 5 година? 
32) Једно лице уложило је 4207,75 динара по 51/20/0 а, 

друго 4320,- дин са 30/0 (р. а). После колико he година прво· 
лице ЈIl\1ати 2 uуш вели капитал од другог? 

33) Неко жели да кроз 15 година уштеди 60000,- дин.; .. 
колико би морао улагати почетком, а КОЛИКО крајем године, 

кад се на улоге рачуна 60/0 интерес на интерес? 

34) Отац уложи код Држ. хипотек. банке 2000,- дин .. 
)ног дана кад му се кhи родила, а затим је продужи о ro­
~ишње улагаље сваыог рођен дана његове hepKe по 2000,­
ЩН.) док није кпи навршила 21 годину. Којом сумом распо­

аже љегова кhи после 21 године, акоДрж. ХИDотекарна 

анка плаhа на улоге 60/0 (р. а), а интерес капиталише се-·· 
естрално? 

,35}; Отац улаже у штедионицу за своје дете, коме је 
I1ЛО Ђ"година, почетком сваке године по 1000,- дин.; којом! 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 
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4Је сумом располагати дете, кад му буде 26 година, кад је 
интересна стопа 60/0 (р. а), а капиталисање се врши а) го­

дишље Ь) полугодишње? 

. 3б) Колико треба улагати почетком сваке године, под 

,интерес на интерес са ·~,o;o (р. а) па да се на крају 20 године 
,прими 49421- дин.? . 

37) Колико треба' улагати при крају сваке године, да 

би се уштедило у току 30 година са 6% (р. а) 29916 дин.? 
38) За колико се година може уштедети капитал од 

:5865,65 дин., ако се почетком сваке године улаже по 1000.­
дин. У завод који плаnа 70/ 0 ? 

39) Неко се осигура на 20000,- дин. и тога ради плаnа 

почетком сваке године, а у току 24 године, по 720,- дин. 

,пре~' . са 4% (р. а') Да ли друштво губи или добија? 
40) еда н је улагао код штедионице, почетком сваког 

семес а,. а кроз 10 година по 500,- дин. са БО/о (р. а). 
!Којом Ье сумом располагати на крају 10 године, ако се ка­
питалисање врши семестрално? 

41) Колико треба улагати почетком сваког семестра под 
'интерес на интерес, са 70/0 (р. а), па да се на крају 10 го­
дине прими 20000,- дин, ако се капиталисање врши се­

местрално. 

42) Неко улаже у почетку сваке године по 450,- дин. 

·са 4°/0 (р. а). После колико nе година љегова уштеђевина 

'бити 10000,- дин.? 

43) Неки је човек наследио крајем 1921 године 240000,­
·дин.; он заложи тај новац у штедионицу, па је крајем сваке 

године додавао тој суми још по 3000,- дин. Кад штедио­

.ница плаhа 43/,% (р. а), колико је примио крајем 1927. год.? 
44) Неко је наследио крајем 1915 год. 240000,- дин.; 

. он уложи тај новац у штедионицу, па је крајем сваке го­

дине узимао по 3000,- дин. Колико Ье му новаца ос.тати 

.крајем 1930 год., кад штедионица плаhа 6% (р. а), а ин~рес 

. капиталише а) годишље, Ь) семестрално? 

45) Неко је дао у почетку 1915. год. извесну суму на 

,штедњу. па је крајем године узимао по 800,- дин. У по­

'четку 1927 год. примио је 20000,- дин. Коју је суму уложио 

кад је проценат 4% ? 
46) Неко уложи на свој 30-ти рођен дан 15000,- дин. 

еУ штедионицу која плаhа 3З/~О/о (р. а). Колико би морао до-

I 

I 
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давати у почетку сваке следеhе године, да би могао при­

мити 60000,- дин. о своме 60 рођендану? 

47) Неки је капитал дат под интерес на интерес по 

'6°/0 (р. а). Који проценат тога каriитала треба додавати кра­
јем сваке године, да би капитал постао 5 пута веhи после 

15 година? 
,48) Неко је унео у банку 10000, ---: дин. по 40/0' а после 

једне године почео је да узима гq.zi.ишње по 1000,- дин. По­

сле колико година ће изузети своју готовину? . 

49) У једној вароши има данас 13000 становника, а при­
раштај годишњи је 21/2%' Колико ће становника бити у тој 
вароши после 25 година, ако се из ње годишње исељава· по 
180 становника? 

50) Неко остави наследство од 600000,- дин. под интерес 
на интерес са 41/20/0 (р, а). Свака 3 месеца узима се по 7000,­
диQ. за васпитање његово б-ро деце. После 8 година остатак 
наследства подељен је на једнаке Делове међу децу. Колико 

добива свако дете, ако се капиталисање врши тромесечно? 

51) Колика је садашња вредност антиципативне ренте 

од 1500,- дин., која би се примала 20 година, рачунајуhи 

8%(р. а)? 
52) Колико треба уложити са 41/2% (р. а) интерес на 

интерес, па да се кроз 25 година прима декурзивна рента 
од 3000,- дин.? 

53) Колико треба улагати са 50/0 (р. а) интерес на ИН­

терес кроз б година, почетком сваке године, па да се за 

идуhих 10 година прима декурзивна рента ОД 1000,~ дин.? 

54) Колико треба улагати са 70/0 (р. а) интерес на ин­

терес кроз 6 година, почетком сваке године, па да се за 

идуhих 8 година прима антиципативна рента од 3000,- дин.? 

55) Колико треба улагати крајем сваке године са 7% 
(р. а.) под интерес на интерес за 10 година, па да се за иду­
hих 5 година прима деI<урзивна рента 2000,- дин.? 

56) Ако се 10 година улаже под интерес на интерес, 

почетком сваке године, по 1000,- дин. са 120/0 (р. а.), колика 
би се декурзивна рента могла примати идуhих 5 година? 

57) Ако се улаже почетком сваке године, за 12 година, 
са 90/0 (р. а.) по 2000,- дин. под интерес на интерес, коли­
ка би се антиципативна рента могла примати почев од 13 ro­
дине а за 8 година? 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 
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@ Неко је уложио 6000,- дин. са 6% (р. а.) инте_ 
рес на интерес; колику би декурзивну ренту могао примати 

за 20 година? 
59) Да б.и се за 20 наредних година уживала декурзивна 

рента од 3000,- дин. годишње; колико је требало пре 10 го­
дина уложити ·под интерес на интерес са 5%No (р. а.)? 

60) Уложено је 19797 дин. са 5% (р. а) под интерес на 
интерес; колико би се година могла примати декурзивна рен-

та од 2000,- динара? -
61) Неко наследи 22500 дин.; он ту суму дз- под инте­

рес на интерес, с тим да крајем сваке године узима ренту 

од 1500,- дин., док цео капитал не потроши. Колико ће го-· 

дина примати ренту, кад Је проценат 50/ 0? 
62) Неко је уплатио 36000,- дин. за декурзивну ренту 

од 1628,14 дин. Колико година има да траје ова рента, ако. 

је проценат 33/4% (р. а.)? 
63) У једну банку! која плаhа 4% (р. а.), уложи неко. 

8000,- дин. с погодбом да му се тек после 8 година почне 

исплаhивати почетком сваке године рента од 865,35 дин. Ко­
лико Ье година трајати та рента? 

64) Неко хоЬе своју декурзивну годишњу ренту од 

3000,- дин., коју би примао 30 година, да замени већом де­
курзивном рентом коју би примао 25 година. Колика би била. 
друга рента, ако је проценат 60/0 (р. а.)? 

65) Рента од 6000,- дин., која би имала да се прима 

25 година почетком сваке године, није примана 10 првих го­
дина. Колика ће сад бити годишња рента за наредних 15 го­
дина, ако је проценат 50/0? 

66) Антиципативна рента од 1000,- дин., која би се 

, примала 24 године, хоЬе да не исплати у једанпут сумом од. 

24000,- дин. После колико година ће бити њена садашња. 

вредност толика, ако је проценат 38/,0/0 (р. а)? 
67) Кад се 15 година улаже по 500 дин. годишње по­

четком сваке године са 40/0 (р. а), колико се година после· 

тога може примати декурзивна рента од 800 дин.? 
68) Неко је улагао у току 20 година, почетком сваке· 

године по 1000,- дин. са 41/20/0 (р. а), а 15 година после· 
тога примио је атиципативну ренту. Колика је та рента? 

69) Зајам од 50000,- дин. са 10% (р. а) интереса на 

интерес отплатити за 6 година једнаким ануитетима. Начи-· 

нити план отплаhивања. 
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7rQ) Отплатити једнаким ануитетима за 10 година зајам 
од 300000,-'" дин. са 6% (р. а.) Колики је је годишњи ануитет, 
прва отплата Ь1 и седма отплата Ь7? 

71) Наhи девету отплату зајма .од 30000,- дин. начи­

њен са 6°/0 (р. а) за 15 година у једнаким ануитетима. 

72) Зајам од 80000,- динара отплатити за 12 година са 
:3% (р. а). Наhи отплаhени капитал за првих 5 год. и остатак 
дуга после 5 година. 

73) Који се зајам са 4°/0 (р. а) може отплатити ануитетом 
·од 25000,- дин. за 5 година (за нађени зајам начинити план 

-отплаhивања)? 

74) За које ће се време отплатити зајам од 20000,- ди­

'Вара са 40/0 (р. а) ануитетом од 1471,60 динара? 
75) За које ће се време отплатити зајам од 5000;- дин. 

·са 80Ја (р. а) ануитетом од 510 дин? 
76) За зајам, који је отплаhен за 5 год.; са 61/2% (р. а), 

lIлаhено је на име четврте отплате 169,70 дин.; који је :ГО 
зајам? 

77) Начинити амортиззциони план за зајам од 600000,­
дин., са 7% Ср. а) ин'сереса, подељен на обвезнице номинале 

:500 динара, који треба отплатити за 6 година, исплаhујуhи 

обвезнице по номинали. 

78) Начинити план отплаhивања за зајам од 300000,­
дин. са 40/0 (р. а) подељен на обвезнице номинале 25,- ДИН., 
·који треба отплатити за 10 година. 

79) Неко је дужан 24000,- ди:нара. Колики ануитет 

треба да плаhа кад је погодба да се за 5 година дуг сведе 

-на половину и кад је проценат 5% (р. а)? 

80) Отплаhивање' дуга од 300000,- динара са 9% (р. а) 
треба да почне 1(} година доцније и да се сврши у 30 јед­
tНаких годишњих ануитета. Колики су ти ануитети? 



ps =-=-3· Р2 = 3 ··2·1 ; 
Pi>l.= 4· Рв =-= 4·3·2·1 ; 
~'1'- ~ - __________ _ 

Рll . п.(п - 1)( п -2). ~ ··3·2·1·, T~ ј. 

-број леРJ,fущ.аЦllја ој) 'п~ е.лемен.аillаfJ,~~ан.,ј?~,]I/lQJl~{!"f!2.У...-._f,~Р;Х 
.Целих бројева од 1 ЗаК.ључнп Q.o п.' .. ". . ... 

. .' tI~P~.~~.)~.~~ :·~~:~:=·~:,:In:·. -2ic 11,.:::::. ЈЈ:л_ . .oД8a,'1a.!Hc_c.~~KPaћ~~nJ 
а. ИЗГ_?~~Р.~_~~_!!!!.Ф.Р:.~~l!I!~е1:_~Ј. .ПР~r.1_~~~.~~~ј~_Р~:_-::.?I_" ... 1.2~ 

.. :~_:i·J5- Ј~Ч_;_~6 .. ,. 61 ::-::1.:.?:?:4:1;>·.9 .. !2.Q._~.T~ д. . 
Примери; 1) На колико се начина могу разместити 8 

. лица око округлог стола? 
Овде Рв = 81 = 1·2·3 ·4·5·6.7·8 = 40 320. 
2) Колико се пермутација могу саставити од слова речи 

;Београд? . 
Р7 = 71 = 1·2·~·4·5·6·7 = 5040. 
Напомена. ,Образац Рп .- п. РП-1 можемо написати: 
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,у математици као јединица. 

II) ПермутаЦИlе·'О"Jlонављањем. То су пермутације у ко­
јима има једнаких елемената. Таква' је пермутација ааЬЬс . 

. Дати елементи нису овде сви различити. 
а) Гра!јење йермуmаццја с понављањем врши се, када 

претходно једнаке елементе снабдемо индексима, затим са­

'став'љамо све пермутације без понављања, сматрајуhи све 

дате елементе као различите, и најзад 'необзируhи се на АН­

_дексе, бришемо све 'једнаке (поновљене) пермутације. 

Тако, 

1) Пермутације од елемената: а, а, Ь и с са индексима 

јесу: 
31 "2 Ь с 32 31 Ь с Ь 31 32 С С 81 32 Ь 
31?2СЬ 3:аа 1 сЬ Ьа1 С32 сз1 Ьа2 
(ЈlЬа2С а2ЬаlС Ьа2аlС са2 а 1 Ь 
а 1 Ь с а2 82 Ь с а 1 Ь 82 С а 1 с 82 Ь а1 
а 1 с 82 Ь а2 с а 1 Ь Ь с а 1 а2 с Ь а 2 81 
э1 сЬа2 82 СЬЭ] ЬС82аl СЬ82аl 

Ако у овим" пермутацијама претходно избацимо индексе 

\И изоставимо сваку поновљену пермутацију, добијамо тра­

~жене пермутаци;је од датих елемената: 



ааЬс 

аасЬ 

аЬас 
аЬса 

асаЬ 

асЬа 

baai: 
ь ас а 

Ьсаа 

сааЬ 

саЬа 

сЬаа 

2) Пермутације од елемената: 1, 2, 3 и 3 јесу: 
1233 2133 3123 
1323" '2313 3132 
1332 2331 3213 

3231 
3312 
З321 

81 

Ь) Број йермушацuја с лонављањем је мањи од броја 

пермутација безпонављања,као што се види из претходна 

два примера. Код ових примера. имамо 4 елемента од којих 
i:Y два једнака. Кад би били сви елементи различити, онда 

би ·број пермутација 000 41 = 1·2·3·4 = 24. Како су два 
ел~мента једнака, то је број пермутација понављањем 21 пута 
.мањи од 41, јер се свака пермутација 'IIOнавља онолико пута 
КОЛИКО се п~мутације могу начинити од једнаких елемената. 

Стога је број пермутација с понављањем од 4 елемената, од 
којих су2 једнака 

41 1·2·3·4 
2,1= 1·2 

што се види из горња два примера. 

4 Ј 

Из елемената: аЈ а, а и Ь можемо начинити пермутације 
i: понављањем 

41 
31 

1.2.3.4 
1.2. а 

4, 

.а те су пермутације: аааЬ, ааЬа, аЬаа Ьааа. Све остале пер­

мутације су једнаке са овим пермутацијама и као такве 

изостављамо. 

Од елемената: 1,1 и 2 имамо пермутације: 

112, 121 и 211, 

'6 . б 31 1.2.3 3 
.а до њиховог .. рОЈа 3 долазимо по орасцу 2 ! = 1. 2 = . 
Уопште, ако имамо п елемената, од којих су IX међусобом 

Алгебра ,6 
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једнаки, ~ међусобом једнаки, онда је општи образац за број 
свих пермутација с понављањем : 

п t pt П .:...---._. 
--,;. ocl.~! 
ос, t" 

Примери: 1) На колико се разних начина ~,IOEY распо­
редити 2 беле, 3 щ)Ве~е'и 4' плаве 'руже ? ' 

Овде је свега ружа 9, те је број' пермутација 
----- '9 1 .2 . 3. 4 : 5 . 6 .7.' 8"."9--"1260. 

21.3!.41 1.2.1.2.3.1.-2.3.4 
2) КОЛ-ИКО'·~'Маinеётоц~'фре~~~· бројева'"'с цифрама 1, 1~ 

2, 2, 2 и 3? 

Њ . б . 61 
ихов Је рОЈ 2 ! . 3 ! 

1 .2.з.4.5.6=60. 
1.2.1.2.3 

3) Колики је број пермутација од слщlЗ речи п Тетово" ~ 

О . б . . 6 I 1 . 2 . 3 . 4 .5 . 6 180 
вде Је рОЈ пермутаЦИЈа 2 .' . 2 1 • 1.2.1 .2 

§ 165. КомбинациЈе. 1) I<омбинације бев понављања. 
Комбинације су слогови у којима се не налазе сви дати еле­

менти, веЬ по један, два, три и више елемената. Код комби· 
нација не водимо рачуна о међусобном размештају елемената. 

веЬ само о њиховом избору. Према броју елемената у поје­
диним слоговима, комбинације могу бити 1, 11, Ю, .. , П-те класе 
(uпiопi, аmЫ, terni, quatarni, quinterni и т. д.). Ако У комбина· 
цијама има само различитих елемената, онда имамо комбина­

ције бев Ионављања. Комбинације с понављањем биhе оне у 

којима има једнаких елемената. 

а) Грађење комбинација. За грађење комбинација постоје 

два начина: Uосil1уини и независни. 

1) Посшуuнuм начином градимо комбинације стварањем 
најпре комбинација прве класе, које су у ствари дати еле­

менти, затим стварамо аmЬе везивањем uniona свима осталим: 
вишим елементима, terne добијамо везивањем свију аmЬа свима 
осталим вишим елементима, која нису у њима и т. д. 

Тако, комбинације од елемената: а, Ь, с, d и е јесу: 
CI(abcde) = а, Ь, с, d, е; 
C2(abcde) = аЬ, ас, ad, ае, Ьс, bd, be~ сеЈ, се, de. 
C8(abcde) = аЬс, abd, аЬе, acd, асе, аое, bcd, Ir>се, bde, cde. 
C4(abcde) = abcd, аЬсе, abde, acde, bcd:e . 
. C5(abcde) ~ abcde. 
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2) Незавuсним начдном ~TB.apaMO I(омбинациј~ М,а, које 
класе, када за почетни слог узмемо онолико првих елемената 

цо ззбучном или природном реду, колики је редни број до­

тичне класе, а затим остале слога ве стварамо поступно м за­

меном сваког елемента с десне стране свима осталим вишим 

елементима, остављајуhи елементе с леве стране у непроме­

њеном реду. 

Тако, комбинације четврте i<ласе од елемената: 

1, 2, 3, 4, 5 и 6 јесу: 
1234, 1235, 1~36, 1245, 1246, 1256, 1345, 1346, 1356, 1456 

2345, 2346, 2356, 2456, 3456. 

Ь) Број комбинација. Број комб~нација ма које (-те класе 

од п елемената,који се означава са C~, добијамо на сле­
деhи начин: 

Број комбинација прве класе од п елемената раван је 

броју елемената, те је 

C~=n. 

Ако сваку комбинацију прве класе вежемо са свима 

'осталим вишим и нижим елементима, чији је број п-Ј ,онда 
би број аmЬа био п (n-l). Међутим, овај је број дупло веlш 
од траженог, пошто оваквим везивањем добијамо по две јед­

наке anibe (аЬ и Ьа,Ьс и сЬ, и т. д.). Према томе тачни бро) 
амба је: 

Ако сада сваку комбинацију друге класе вежемо са свима 

осталим вишим и нижим елементима, чији је број п - 2, онда 

би број terna био п (п; 1). (п - 2). 

Међутим, овај је број три пута веhи од траженог, пошто 

оваквим везивањем добијамо по три једнаке шерне (аЬс, аСЬ 

и Ьса; abd, adb и bda; acd, adc и cda; bcd, bdc и cdb и т. д.) 
Стога је тачни број terna три пут мањи и износи 

n (п-1)(п-2) 
СЗП =- 1.2.3 

L* 
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Судеhи истоветно нашли бисмо да је: 

С 4 _ n (п-1)(п-2)(п-3). с 5 _ п(л-1)(п-2) (п-3) (п-4) 
n- 1.2.3.4" n- 1.2.3.4.5 , .... 

И најзад 

C~ = п (п - 1) (п -.2) ..... (п - r + 1). 
1.2.~ ..... r 

Р п (п -1) (п -'2) .... (п - r + 1) 
азломак 1.2.3 ...... r означава се 

краЬе са (~), а изговара се "П над г". 
Тако, број комбинација из 5 елемената 

За другу класу је С26 = а)= ~:~ = 101 

1.. св _(5)_ 5.4'3_10' " трепу " " 6- 3 - 1.2.3- , 

" четврту" С4 = (5)= 5.4.3.2 = 5' 
" 5 4 1.2.3.4' 

" пету 
Сб _ (5)_ 5.4.3.2.1 _ 1 

" :1 - 5 - 1.2.3.4.5 - , што 

се да увидети и из примера из овога параграфа при ства­

рању комбинација поступним начином. 

Напомена. изра~ (~Г'~'C~ г)~~:што се можемо уверити 
ИЗ ма ког посебног пр'и'&Iер~~;;"f8'к~) за п = 7 и r = 5, биле: 

( 7) 7.6.5.4.3 21 (7) (7) 7.6 21 Ь) З 9 
5 = 1.2.3.4 5 = а 7-5 или 2 = 12: ; а п = 

и r = 6 биhе; (~) = ~:~:~::.~:~ -- 84, а (9 -=-6) или (~) = 

=9.8.7 =84. 
1.2.3 

Одавде изводимо закључак да је C~ = сп~г т. ј. да је 
број комбинација г-ше класе од п елемеftаша једftак броју 

комбиftација (п-г)-ше класе од исшог броја елеменаiilа. Ако у 

C~ = С п~г ставимо да је r = о, онда је c~ = сп~о == c~ = 1, 
\ ...... " .............. -.. _-." .. -. 

. . сп) (п\ l' I 
или, што Је све Једно :\ 9._ .. lnL~-~,.~Ј 

Тако, (8)=(~)=1; (6)=(1)=1; (~)=(~)=I; и т. д. 

.. 
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II) Комбинације с понављањем. 

а) Граljење комбинација с uонављањем да се извршити 
опет UОСШУUНUМ и независним начином, као и комбинације 

без понављања. 

1) Посшуuним начином стварамо најпре комбинације 
прве класе, које су у ствари дати елементи; затим стварамо 

аmЬе, везивањем сваког uniona самим собом и са свима оста­
лим вишим елементима; terne добијамо из аmЬа, кад се први 
елемена.т веже са свима ам6ама, затим други елеменат веже 

са амбом у којој се налази само тај елеменат и са свима 
осталим амбима после те амбе, затим треhи елеменат веже 

са амбом у којој се налази само тај елеменат и са свима 

осталим амбама после те амбе и т. д. 

Тако, комбинације с понављањем од елемената 1, 21 3 
и 4 јесу: 

C~ (1 2 3 4) = 1, 2, 3, 4; 
C~ (1234) = 11, 12, 13, 14,22,23,24,33,34,44; 
C~(123 4}= 111, 112, 113, 114,122,123,124,133,134,144, 

222,223,224,233,234,244,333,334,344,444; 
с; (123 4) = 1111, 1112, 1113,1114,1122,1123,1124,1133,1134,1144, 

1222,1223,1224,1233,1234,1244,1333,1334,1344,1444, 
2222,2223,2224,2233,2234,2244,2333,2334,2344,2444, 
3333,3334,3344,3444,4444. 

Сличним начином добили бисмо и комбинације Б-те, 

б,те и т. д. класе. 

2) Независним начином добијамо комбинације с понав­

љањем ма које класе, када за почетни слог узмемо најнижи 

елеменат онолико пута колики је број дотичне класе, а из 

овога добијамо други, треhи и т. д. слогове, кад се први еле­

менат с десне стране, који се може заменити с вишим, за­

мењује се поступно најближим вишим основком, остављајуhи 

елементе с леве стране у непромењеном реду. 

Тако, комбинације с понављањем 3 класе од елемената 

1, 2, 3,4 и 5 јесу: 
111,112,113,114,115,122,123,124,125, ]33,134,135,144,145, 
155,222,223,224,235,233,234,235,244,245, 255, 333,334,335, 
344, 345, 355, 444,445, 455, 555. 

Ь)Број комбинација. Да бисмо нашли образац за број 

комбинација с понављањем r-Te класе од П елемената, узи­
мамо у посматрање пример из овог параграфа, у коме су 



поређане комбинације с понав;qањем 1, П, III и JV класе од 
елемената: 1, 2, 3 и 4, добивених поступним -начином. 

1) Ако други елеменат у свакој комбинацији друге класе 
с понављањем увеЬамо за 1. добијамо комбинације: 12, 13, 
14, 15, 23, 24, 25, 34 Ј 35 и 45, т. ј. добијамо комбинације 

друге класе од елемената 1, 2,3, 4 и 5. Како је број ових 

комбинација 10 [C;=(~)=10J, а број комбинација.цруге 
класе с понављањем од елемената 1, 2, 3 и 4 такође 10, то је 

C'~ = с; = (~)= (4 +22-1) оо ... (1). 

2) Ако сада у свакој комбинацији треЬе класе с понав­

љањем од елемената 1, 2, 3 и 4 увеЬамо други елеменат с 

десна са 1 а треhи са 2, добијамо комбинације: 123, 124, 125, 
126, 134, 135, 136, 145, 146 156, 234, 235, 236, 245, 246, 256, 
345, 346, 356 и 456, т. ј. добијамо комбинације треЬе класе 

без понављања од елемената: 1, 2, 3, 4. 5 и 6. 
Како је број и једних и других комбинација 20, то је 

C'~ = c~ = (~) = (4 + ~ - 1) ... (2). 

3) Ако сада у свакој комбинацији четврте класе с по 

нављањем од елемената: 1, 2, 3, и 4, увеЬамо други- елеменат 

са 1, треhи са 2, а четврти са 3, добијамо I<омбинације: 
1234, 1235, 1236, 1237, ]245; 1246. 1247, ]256, 1257, 1267, 
1345. 1346, 1347, ]356, 1357, 1361, 1456, 1457, 1467, 1567, 
2345, 2346, 2347, 2356, 2357, 2367, 2456, 2457, 2467, 2567, 
3456, 3457, 3467, 3567, и 4567: т. ј. добијамо комбинације чет­

врте класе без понављања од елемената 1, 2, 3, 4, 5, 6 и 7. 
Како' је број и једних и других комбинација 35, то је 

С': = с; = (:) = (4 + : - 1) ... (3). 

Уопште, ако у свакој комбинацији с понављањем с-те 

класе од елемената: 1, 2, 3'.... п, увеЬамо други елеменат 

са 1, треhи са 2, четврти са 3' .... с-ти са г- 1, добијамо 

комбинације без понављања с-те класе од п + с - 1 елемената 
Како је број и једних и других комбина~ија увек 

:исти, то је 

c,r = Cr = (П + r - 1 ) 
п n+r-l r' 

.. 
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што се види и из образаца под (1), (2) и (3). Тако, а) Број 

комбинација llipf!he класе с понављањем од 5 елемената биhе : 

3 3 3 (7 ) 7 . 6 . 5 
С' 5 = С5 +3 _ 1 = С7 = 3 = 1 .2.3 = 35 ; 

Ь) Број комбинација чешврше класе с понављаљем од 7 
-елемената биhе: 

с,4=с 4 =(10)= 10·9·8·7 =210. 
7 10 4 1·~·3·4 

§ 166. ВариЈациЈе. 1) Варијације бед ilонављања. Варија­
!ције, као и комбинације, јесу слогови у којима се не налазе 

-сви дати елементи, веЬ по један, два, три и више елемената. 

Код варијација водимо рачуна и о избору елемената у сло­

говима и о њиховом међусобном положају. Оне су, дакле, 

пеРМУТQване I<!омбинације прве, друге, треЬе и т. д: класе. 

Према броју елемената у слоговима имамо· варијације прве, 

друге, треЬе и т. д. класе. 

а) Грађење вари;ација врши се опет на два начина: ilo­
>сшуilнuм и независним. 

1) ПосiJ1уilним начином стварамо варијације, када најпре 
-створимо унион е, које су у ствари дати елементи; затим 

-стварамо амбе везива'њем сваког униона са свима осталим 

-елементима; шерне стварамо од амба везивањем сваке амбе 

-свима елемент~ма, који се не налазе у њој кватерне ства-

рамо из терна везивањем сваке терне са елементима који се 

.не налазе у њој и т. д. 

Тако, варијације од елемената: 1, 2, 3, 4 и 5, јесу: 
У\12345) = 1, 2, 3, 4 и 5; 
У2(12345) = 12, 13, 14, 15, 21, 23, 24, 25, 31, 32, 34, 35,41, 

42, 43, 44, 45, 5], 52, 53 и 54; 
УЗ(12345) = ]23, 124, 125, 132, 134, 135, 142, 143, 145,152, 

153, 154, 213, 214, 215, 23"1, 234, 235, 241,243, 
~45, 251, 253, 254, 312, 314, 315, 321, 324,325, 
341, 342, 345, 351, 352, 354, 412, 413, 415,421, 
423, 425, 431, 432, 435, 451, 452, 453, 512,513, 
514, 521, 523, 524, 531, 532, 534,541,542 и 543. 

На сличан начин добијамо варијације и осталих класа. 

2) Независним начином добијамо варијације ма које класе, 
(l{ада од датих елемената формирамо најпре комбинације 

Iисте класе, а затим добивене комбинације пермутујемо. 
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Тако, варијације трепе класе од елемената 0" Ь, с, и d 
добијамо, када најпре створимо комбинације те класе: 

аЬс, apd, acd, bcd, 

а кад ове комбинације пермутујемо, добијамо варијације: 

аЬс abd acd bcd 
асЬ adb adc bdc 
Ьас bad cad cbd 
Ьса bda cda cdb 
саЬ dab dac dbc 
сЬа dba dca dcb. 

Ь) 'Број варијација. Број варијација прве класе од п еле.,. 
мената је VI = n. Како амбе добијамо везивањем униона са 

свима осталим елемеН"I:има, чији је број п-Ј, то је број амба 

V2
n = П (п - Ј). 

Како терне добијамо из амба везивањем амба елемен­

тима који не фигуришу у њима, а чији је број п - 2, то је 

број терна 

V3n = V2
n ·(п - 2) = п (п - 1) (п - 2). 

Поступајуhи исто тако и даље, налазимо да је 

V4
n =n (п-1)(п-2)(п-3); VБП = П (п-1)(п-2)(п-3) (п-4); 

V~= п (п -1)(п - 2) (п - 3)·.· ·(п -r+ 1). 
Тако, VSБ=5.4·3=60; VЗ,=4.3.2=24; V4б =5·4·3·2=120. 

Напомена. Према независном начину грађења варија­

ција наилазимо обра::lац за број варијација без лонављања 

~Te класе одn елемената на следеhи начин: 

О . vr сг р п (п-1) (п-2) ... (п-т+1) I 
вде Је п = п· п = I . r . или r. 
V~ = п (п -1)(п - 2).· ·(п - r+ 1). 

II) Варијације с понављањем. 
а) Граl;ење варијација. Варијације ирве класе -јесу сами 

дати елементи. 

Тако, V1(1234) = 1, 2, 3, 4,; 
Амбе добијамо из униона, када сваки унион вежем() 

самим собом и свима осталим елементима. Тако, 

У2(1234)={ :HHH~ 
14 24 34 44 
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Терне добијамо из амба, кад се свака амба веже caL 
свима елементима. Тако, 

111 211 311 411 
112 212 312 412 
113 213 313 413 
114 214 314 414 
121 221 321 421 
122 222 322 422 
123 223 323 423 

V3 _ { 124 224 324 424, 
(12:14) -' .131 231 331 431 

1132 232 :332 432 
133 233 333 433 
134 234 334 434 
141 241 341 441 

'142 242 342 442 
143 243 343 443 

I 144 244 344 444 
Слично добијамо и варијације осталих класа', 

Ь) Број варијација. Број варијација с понављањем г-те­

класе од п елемената лако је наhи узимајуhи у обзир начин, 

њиховог формирања. 

Тако, број 'варијација 
1 

прве класе од п елемената V, = п. 
п 

Како амбе добијамо из униона везивањем униона са свима 1l' 

елементима, то је број амба: 
2 

V,=n·n=n 2 • 
п 

Како терне добијамо из амба њиховим везивањем са. 
свима елементима, то је број терна: 

3 2 
V, = V, . п = п? п = п3 

п п 

Истим ,резоновањем добијамо да је . 

V
4 4 5 5 r r , = п ; V, = п И, У, = п. 
п п 11 

2 3 3 
Тако, V, = 42 = 16; V, = 43 = 6i; V, = 53= 125. 

п 4 5 

§ 167, Примери за веЖбу', 

а) Пермутације. 

1) Начини пермутације од елемената: а) 3, 4, 5, 6ј Ь) 
а1 , а 2 , аз, з,. 
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2) Начини пермутацијеод 'писмена речи: а) .соба, Ь) 
,кола; с) труба; d) Слава; е) Авала; ,f) Мачва. 

3) Колико има четвороцифрених бројева од цифара 

а) 5,7, 8, 9; Ь) 4, 7, О, 8; с) 2, О, О, 3? 
4) Колико има' шестоцифрених бројева, који се могу 

'написати од цифара а) :3, 3, '6, :8, В, В; Ь) 2, 2, 4, 4, 5, 6? 
5) Како гласи 42 пермутација од елемената 1,2,3,4,5? 
6) На' колико начина могу, 6 лица измењати своја места 

за столом? 

7) На колико се разних на~ина могу пореljати 2 беле, 
..:3 црвене и 1 плава лопта? 

8) Број пермутација је 720, колики је број елемената? 
9) На колико начина може број 480 да се престави 

као производ својих простих чинитеља? 

10) Напиши све пермутације од писмена свога имена и 

која је пермутација по реду име? 

Ь) I<омбинације. 

1) Одреди комбинације II 1II1, и JV класе од елемената 

а, Ь, с, d, е, f без понављања и с понављањем. " 
2) Одреди комбинације III и IV класе од елемената 1, 

2, 3, 4, 5 без понављања. 
3) Колико комбинација могу се саставити од 7 елеме­

ната друге, треће и четврте класе без понављања и с по­

нављањем? 

4) Колико правих линија можемо повуhи кроз 4, 5, 6, 7 
и 8 тачака, када ма које три не леже на једној правој линији? 

5) Број комбинација треће класе без понављања од х 

елемената има се према броју комбинација четврте класе без 

понављања од х + 1 елемената као 4: 9. Наhи х. 
6) Од колико различитих елемената можемо образова1lИ 

276 комбинација друге класе? 

7) Провери тачност једначина: а) C~ = C~ ; Ь) Cl~= Cl~ 
с) C:+C:=e~; d)C

6
+C.J:=C1;; е) Cl~+Cl~=Cl~' 

8) На колико начина могу бити изабрана четири лица 

за четири различите дужности. од девет кандидата? 

9) Наhи број дијагонала код 50. угла. 
10) Колик\) круга можемо описати око 10 тачака распо­

,реljених тако, да ма које четири не леже на једном кругу? 
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11) Од КОЛИКО предмета можемо саставити а) 210 амба, 
Ь) 66 амба. 

12) Колико елемената треба узети, да се број комбина­
ција трепе класе има према броју комбинација пете класе 

као '2: 3. 
13) Какве су везе по троје могупне из страна а, Ь, с и 

углова IX, ~, "( једног троугла? 

с) Варијације. 

1) Начини варијације друге и треЬе класе са и без'ПО­

наљања од елемената: 

а) 1, 2, 3, 4; Ь) а 1 , аа. ав, а" а5 с) а" Ь, c,d, е, f. 
2) Колико четвороцифрених бројева могу. се написати од 

'свију арапских цифара (без 'нуле) ? 
3) Напи број елемента, кад је број Вl!риј;щија четврте 

'Класе без понављања I680? 
4) Колики је број варијација шесте класе без понављања 

-од e;neMeHaTa 1, 2, 3, 4, 5, 6? 
5) Број варијација трепе класе без пона~љања стоји 

према броју варијација истих елемената трепе класе с по­

нављањем као 5: 9 Колики је"број елемената? 
6) Број варијација друге класе без понављања стоји 

према броју варијација трепе класе беR понављања као 1 : 20, 
.Колики је број елемената? 

7) Број елемената има се према броју варијација Tp~be 

,класе без понављања као 1 : 20. Напи број елемената. 
8) Број варијација од п елемената r-Te класе има се 

<према броју варијација од истог броја елемента r - 1 класе, 
:као 10: 1; а број комбинација истог броја елемената r-Te 
класе има се према броју комбинација r - 1 класе, као 5: 3. 
Наhи п иг. 

9) Број варијација од п елемената треЬе класе једнак је 

152 од броја варијација трепе класе од п + 2 елемента. 
Напи n. 

П. Бино.мни образац 

§ 168. производ бинома са Једнаним првим члановима. 
Множење следеhих бинома, код којих су први чланови 

;једнаки, добијамо: 

а) (х+а) (х+Ь)=х2 +х(а+Ь)+аЬ; 
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Ь) (х + а) (х + Ь) (х + с) = х3 + х! (а + ь + с) + х (аЬ + 
+ ас + Ьс) + аЬс; . 

с) (х + а) (х + Ь) (х + с) (х + d) = х'+х8 (а+Ь + с+ d) + 
+ х2 (аЬ + ас + ad + Ьс + bd + cd) + х (аЬс + abd + acd + 
bcd) + abcd. 

d) (х + а) (х + Ь) (х + с) (х + d) ~x + е)=х5 -+- х' (а + Ь+ 
+с+ d+ е) +хЗ(аЬ + ас+ ad+ ае + Ьс + bd+ Ье+ cd + 
+ се + de) + х2 (аЬс + abd + аЬе + acd + асе + ade + bcd + 
+ Ьсе + bde +cde) + х (abcd + аЬсе+ abde + acde + bcde) + 
+ abcde; и т. д. 

'!1З _~~БИ.~~J:I!!Х:_Q.~Ђ~Л!~!.~_'уВ~~_~Љ~!:IOжењем т_аквих·. 
БИНОМ~!,(5:?§_,!ј~lI;f.Q,,~!",.l!р_~~.~~()де [J.~~~Ho~e ~.peђeHe по.~~_~~ају~_~~~ 

~ож~:~~~_~~~~, __ ~pBgl'~_~,JI!:I.lfa _~!_~()'I.e~~_~_._.9lL. И~~2жите,~!..Ј~~..: 
наког бр2.i~~иl!.~М~~ ~,l{()ефици јеJ;Iт.~Јесу' Ј .. ~.з_<5I:tP_()~".~о.l\1§_~ 

Нација (без понављања) 1., 2., 3 ... п-те класе других чланова. 
---ОПШт'и"ооразац-'за производ таквих бинома биhе, дакле:' 

(х + а) (х + Ь) (х ± с) (х =Fd)~:-:(Х-+k)---~;'-+-~-ёТхп=Г+ 
~..-~ ____ .. ~_ ..... _~.~~~ •• __ _ w ...... _~ ..... - •• ,',,,,. .. _-.. __ ",~ ".- о- .''', -,. .., . .,. -о" ...... ~,_, -.,. .•. ~~~. , .... ~, ...... ~., .. ~ .......... :~ _~ __ ." ... _,,~ ___ .~ ~"".~~, .. _~, .... _____ . 

+ ~C; хп-2+ ~~ хП-3+ ... + ~c:-lx+c~, .9> 
'где нам грчко слово ~ (с~~'ма)з'начitзбир, а IJ~:" ... a.~b+ct..::.:~k~ 
- 2 --.------ ........ · .. 3 .. ' .. · ",., р'" - , , " ... ,- - --'. 

~сп= аЬ + ас + ad + ... ; ~сп= аЬс+ abd+ аЬе+ ... ит.д. 
-' --rtрбизвоД:''оином'ii':'(х':''-'а) (Х ~ЬЛХ'':'::с) ... ' "(х=--к)'до: 
бијамо истим путем. 

у овом случају: ~ 

(х - а)(х - Ь)(х - с) ." (х - k) = хЈ1 _ ~с~хП-l+ ~С;П-2.:.. 

+ ~С~хП-3+ .... + c~. 
Истим путем добијамо и производ бинома: 

(х + а) (х - Ь) (х - с)(х + d) ... (х + k). 
Примери: 

1) Р=(х+1) (х+2)(х+3)(х+4)(х + 5)=х5 + ~c; х4 + 
+ ~C~x3+ ~c~ x2+~C:x+ c~. 

Овде је: 

~C~=l +2+3+4+5=15; ~C~=l. 2+].3+ 
+ 1 . 4 + 1 . 5 + 2 . 3 + 2 . 4 + 2 .5 + 3 . 4 + 3 . 5 + 4 • 5 = 85 ; 

1:C~ = 1 . 2 . 3 + 1 . 2 . 4 + 1 . 2 . 5 + 1 . 3 . 4 + 1 . 3 . 5 + 1. 4 . 5+ 
+ 2.3.4 + 2.3.5+2.4.5+3.4.5 = 225; ~С~=1.2.з.4+ 
+.1.2.3.5 + 1.2'.4.5+1.3.4.5,+2.3.4.5=274;. 
и c~ = 1 .2 . 3 . 4 .5= 120. 
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Стога је тражени производ Р = х5 + 15х' + 85х3+225х2+ 
+ 27~x + 120. 

2) Р = (х + 6) (х - З) (х - 4) (х + 5) = х' + LC~ хЗ + 

+ LC2 х2 + LC3 х+С4 • 
4 4 4 ' 

Овде је: EC~=6-3-4+5=4; ~С~=(-З).(-4)+ 
+(-3)·5 +(- 3)·6 + (-4)·5+ (-4)·6+ 5·6 = - 35; 
:I;C; = (-3).(- 4)·5 + (-3) ·(-4)·6 + (-3)·5·6 +(-4)·5.6 =. 

=-78; и С: = (-3).(-4).5.6' 360. 
Стога је Р = х' + 4хЗ - З5хZ - 78х + 360. 
3) Напи збир коефицијента производа Р = (х + 2у). 

i(X + Зу) (х -+- 4у) (х + 5у) == x~+ LC~ хЗ + EC~'x2 + ЕС; х+С:; 
Овде је: LC~ = 2у + 3у + 4у + 5у = 14у; 
LC~ = 2у·Зу +3у·4у +2у.5у +Зу·4у + Зу.5у+ 4у· 

·.5у = Т1у2; 
LC: = 2у.Зу·4у + 2у.3у.5у + 2у.4у.5у +3у.4у.5у = 

= 154у3; И 

С: = 2у· Зу. 4у. 5у = 120у'. Стога је производ Р = х' + 
14х8у + 71х2у! + lЫху8 + 120у4, и збир коефицијента = 1 + 
+ 14+71 + 154+ 120=360. 

§ 169. Њутонов образац. Ако у обрасцу (1) у претходном 
параграфу ставимо да је а = Ь = с = d = .... = k, онда је 

.лева страна (х+ а)п, а на десној страни је: 

EC~ = а + а + а + .... = па = (~ ) а; EC~ = а2 + а2 + 
+а2+ .... =П (п -~aa= (п) а2 • 

, 1'2 2' 

"С3 _ 3+ 8+ 8+ .. ,,_п(п-l)(п-2) з_(П) 3. 
"" п - а а а - 1.2.3 а -- З а,,,. 

~C:-l= ап-1+ ап - 1+ ап-1+ ... '=(~-1) аП-1 = (~) аП-1 = 
= nan - 1 ; и C~ = аП • 

Стога образац (1) добија облик: 

!( Х + а)о О' xo,+(~ )~хП~l±-(~) а! ХП~2 + (;) а3хо-3 + .... + 
, =+ <:_I)aO- 1 х + аП (11), 
који се зове" бuн,омнuили ЊуlПонов објЈаэац, а служи за И3-
раqунаВ~lњ~=мОа:о~~оi~сtёqе~qi~дн~r бинома. о" ,,-, - ' 

Тако исто је: 

(х - а)п = хп - (П) ахп-I + е ) а2 хп-2 _ (о )а3хп-3 + ..... 
. 1 о _ ., • 2 , о _ О _ 3. _._ , 

-,-,- ... (+ l)Пап (III). 
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,Код овога су обрасца; даt<ле:непарни чланови позитивни' 
а парни негативни. , 

Напомена. -_Посматрајуhи полином биномног обрасца 
II и III увиђамо: а) да је број чланова за 1 веhи од изло­
житеља п којим се бином степену је ; Ь) да је' сваки "9лан би-о 
нама п-ог степена, јер је збир изложитеља од х и а једнак 
п; с) да у првом члану не постоји а, и у последњем Х; d}~ 
да су коефицијенти појединих чланова бројеви комбинација 
нулте, прве,' друге и т. д. класе од п елемената;. и е) да је.. 
коефициент ма кога члана једнак броју конбинација од П· 
елемената онолике класе колико је чланова пред њим. 

Према овоме (r + 1) члан полинома биhе : 

Т(Г+l) = + (~) аГ xn-r. 

Све до сада изложено о биtiомном обрасцу вреди само, 
ако је изложитаљ П цео и позитиван број. Међутим, тај об­
p~'3aц вреди и када је изложитељ п негашиван и равло.мљен· 
број, али се то може доказати само Вишом Математиком. 

Примери: 

1) (х + а)Б =хб + (~) ах4 + (~) а2х8 + (~) а3х2 + 

+ (~) а 4х + (~) аб = хб +5ах' + 10а2х3 + 10а8хЗ + 5а 4х + а5 • 

2) (х - а)6 = х6 
- (~) ахО + (~) а2х' + (~ ) аВх3 + 

+ (:) а 4х2 - (~) абх + (~) а6 = х6 
- 6ах5 + 15а2х4 

- 20а8х3 + 
+ 15а 4х% - 6а 5х + а6• 

3) (2х + 5)'= (2х)4 + (i).5.(2X)3+ (~)'52.(2x)9 + 

+ (~) . 5В • 2х + (:) ·54 = 16х' + 160х3 + 600х2 + 1000х + 625. 

§ 170. Особине иоефициЈената. 1) Коефицијенlйи 110лино.ма 
бино.мноz обрасца 110СШУl1но расшу од iiочеli1ка до средине, а 
ваШи.м Оl1адају од средине до краја u шо: а) ако је uвложи­
шељ п HeiiapaH број, онда коефuцијенlйU дају две си.меli1рuчне 
iiоловuне Ь) ако uвложиli1ељ· п iiapaH број, онда су коефи­

цијенти cu.меlйрuчно iiоложенu iipeMa коефuцuјеншу средњеz.· 
ч.лана. 

При.мерu: 

а) (х + а)7 = х7 + 2ах6 + 21а2х" + 35а3х4 + 35ах'х3 + 
+ 21а5х2 + 7а6х+ а7 ; 



Ь) (х + а)6 = х6 + 6ахб + 15а2х4 + 20Ј:\ В:ХВ + 15a 4x2 
-, 

+~абх +а6. - - - -

2) Од 1C0ефuцuјен.аШа n·oz: сШеllен.а н.еlCог бинома доби­

јамо коефuцuјен.ме (п + 1 )-ог сШеl1вн.а шта. бuнома, 110сШУl1н.u.м" 
сабuрање.м облuжњuх коефuцujен.till1а п-о? сШеiiен.а. 

Тако, код примера под Ь) коефицијенти 6-0Г степена 

бинома х + а јесу: 1, б;, 15, 20\ 15~ 6. и 1,8 'из 'Њих добијамо., 
коефицијенте 7-0Г степена тога бинома: Ј = 1, Н = 1 +6 = 7;: 
IJI = 6 + 15 = 21; JV = 15 + 20'= 35; V = 20 + 15 = 35 ; 
УЈ = 15 + 6 ~ 21; УН = 6 + 1 = 7;. и, vш = 1, т. ј. добијамо. 
коефицијенте примера под а). 

На основу ове особине склопљен је Паскалов шроуzао, 

у коме су поређани коефицијенти биномног обрасца за п = (}ј 

,1, 2, 3, 4, 5, 6, ... 

и Т. д. 

1 ................. п = О. 

1 1 ... ',' ... ',' . , .... п = 1 
1 2 1 .............. п == 2' 

1 3 3 1 ............. п = З 

14641 ........... п=4 
1 5 10 10 5 1 ......... п = 5 

1 6 15 20 ] 5 6 1 ....... п = 6 
1 7 21 35 35 21 7 1 .. ,,' . п = 7 

8 28 56 70 56 28 S 1 .... П = 8 

3) Збир коефицuјен.аШа бuн.омног обрасца једн.а" је 211'. 
Ова се особина да увидети из ма ког реда Паскаловог' 

троугла. 

4) 3бир коефuцuјен.аШа на неЙарн.им месшима једнак је· 

збuру коефuцuјенаша НД llарн.им месШuма. И ова се осо'бина, 
да увидети из ма ког реда Паскаловог т,роугла. 

§ 171. Вадаци ва вежбу. 
1) Наnи производ БИНQма. 

а) (х + 1) (х + 2) (х + 3); Ь) (у + а) (у + 2а){у + За); 
с) (х - 1) (х - 2) (х .:-.3); d) (х + 2а) (х + 6а) (х + 10а) 
е) (х-4) (х-5) (х+6) (х+7); ј) (х + 3)2 (х + 4)2'(х - 5); 

g) (х - 2) (х - 3) (х - 4.) (Х. - 5) (х - 6); 

2) Наnи че.il1врll1U и iiешu члан производа: 

а) (х + 2) (х - 3) (х + 4) (х + 5) (х - 6); 
Ь) (х + 1) (х - 2) (х + 3) (х - 4) (х + 5) (х - 6). 
3) Наnи коефицијентеуређених једначина, чији су корени:: 



,.а) З, -4, 5, -2? Ь) 1, -1,2, -з, 4? 

Напомена. Код прве су корени чинишељи: (х-з), (х+4), 

«х-5) и (х+2). 
4) Одреди шреhи, чешврти и iiешu члан производа: 

а) (; +~) (; -4) (; +6) (; - ;); 
Ь) ( ~ + ; )(~ - ~ н ~ + ~ )( ~ - ~ )( ~ + ~ )(~ -4)· 
5) Развиј степене: 

,а) (1 + х)1; Ь) (1 + х)10; 
·d) (5а - зь)з; е) (Ь3 + с8)6; 
,g) (а _2 _ Ь -2)4; 

(2а 3Ь)5 
'ш) 3Ь + 4а ; 

·ч) (1 + 3ј)7; 

k) (~ + ~ Уј; 
п) (ЗVS - 2VЗ)6; 

r)(V=- 2 - 2)5; 

( 
2х зу )5 

t) Зу2 - 4х2 • 

6) Наhи вредност израза: 

с) (За + 4Ь)5; 
( Ш 2 )'1 

f) 2+3" ; 

( Х у)6 
1). 2 +3 ; 

а) (2 + У5)' + (2- V5)'; Ь) (2VЗ+ЗV2)5-(2~'з -ЗV2)5. 
7) Наhи коефицијенте чланова у развијеном степену од 

'(а + ь)п, чије су главне количине: 
а) а 7Ь З ; 

8) Одреди четврти, седми и десети члан степена: 

а) (а + Ь)13; (ЗХ
2 5а2)12 

Ь) (4 УБ - 2 VЗ)l1; с) Ба+зх . 

Ш. Рачун :вероватноЋе. 

§ 172. Општи 'поЈмови. Узроци неких догађаја јесу ао­
.;щаши а неких случајнu. На случај не догађаје делују две 

врсте узрока: стални и llро.менљиви. Тако на температуру 

неког места у неко доба године утичу стални узроци: гео­

графСkИ положај и облик површине дотичног'''iviёста'й сун­
чана топлота, а ЙРОМ.!!.'i..1!.Цf!.l!: ... у~роци: атмосферски притисак, 
влага, правац ветра и т. д. Због'"гiроменљивих узрока, један 
догађај може се десити раније или доцније од другог дога­

'ђаја, а због сталних узрока, дешавање једног догађаја је ве­

:роватније од другога. Различите комбинације ових узрока 
.. _----..... --
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,колико има више UОI1ОЉНUХ УСЛО8(Ј;, а у mОЛlЩО Је·'ffJер(Щаlli~ 
!!:!!!е, у _~~.I!.l!I'.~·~?'!.а.~8!i!Пl!"тq.~~в§ЈјНU~:ј;~~~~~:t аiiо:аКQ"УУРН'Й 
,имамо 12 белих и4 црвених лопта~ онда при првом вађењу 
.лопта, веЬа је вероватноЬа да Ьемо извуhи белу лопту, а 

мања је вероватноЬа за црвену лопту. Ако у урну уметнемо 

још 2 црвене лопте, онда је шанс за вађење беле лопте 

.мањи и ако је њихов број остао исти. ПQ.ЦIтQ. С.е број CB~МO­

'гуhих случајева попео од 16 на 18. Отуда имамо: ири јед­

наком броју иовољних случајева, догаljај је у lIiОЛUКО веро­
,ealIiHuju, у kолиКQ је мањu број свемогуnux случајева. 

_МаiilемаlIiuчка или upoClIia в,еР.9.f!.Ј!@.!јрh.Јll!{Јн.о! случајНQ?, 
доzаljа'=а~-."";е-'~Qд'ii{ii'""'_маЗМё"(г--uзме ЈiОfjQ,љн.их и шмог hux' .~_Ј __ i~<м_,"О"'-' ._ .. {p_,"." .. _ .. ,'l!., .. 2.~_ .. ,." .... /ју ... __ .. "" .. _ G." •• _ ......... ,_ ........ ,"-'-,.,~"" ... __ 

.случајева lIiОZ(l.~о.~а}lРЙ!.~ Тако, ако у урни има 12 белих и 4 
.,}i'P"BiH~I~·Fo~Tll;· ОН,Да је "l'd!l:Г~матичка-' В~р~~·~iН~}i~·::.~~У.·§шјr 

'6 . Ь б 12 3 
дoгa')aJa~~~2.~ .. ~,e с" e .. -!!~_lNIlте : 16 = '4' -- ~-~.~.,..::"';:.'.~:'"',.,"",. 

§. 173. Проста вероватноЋа. АКО'Је"о БРQј повољних, Ь не-
повољних случајева, онда је број свемогуhих случајева (а+Ь). 

Тада је проста или математичка вероватноЬа: 
,. ~,. " .. ~.' -,~ .. _.' ~~ ... -_ .. 

\.' " а а\ 
~ w~--=-=- t 

i а+Ь m' 
'где је m = а + Ь. t __ ._-_.~ .. _ .. __ .. _ ... " ...... ' 

Па како је а < т, то је проста вероватноЬа увек прав 

rpазломак. За а = О, т. ј. ако немамо повољних случајева, 

'онда је 

w=~=..2..=o. 
m m 

3а а = т, т. ј. ако су сви случајеви повољни, онда је 

m 
w=-='l. 

т 

Алгебра 7 
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Код вероватноЬе О, имамо HeMozyhHoCiil, т. ј. догађај не· 

може да се деси, а код вероватноЬе 1 имамо cuzypIiOCiil, т. ј. 
догађај се мора да деси. 

Напомена. За W < ~ каже се да је догађај н.еверова-
1 -'~-"-"".""""""""--"'." ..•. ~ ...... '".... ., ............ i 'ч •.. 

. iilaH, за W > '2 догађај је ве рова iЛан. '. а за W = '2~.?гa~~j_):.~. 
~ ... ,""-... ,.. .... _---'''-_ .... _._,_ ......... ,~ - . 

сумњив. 

-~-"Р~змера измеђУ неповољних и свемогуhих случајева зове 
се CyupOiilIia или обрн.уiilа веровашноhа.. Ако је број непо-

. вољних случајева Ь, повољних а, свемогуhих т = а + Ь, онда-, 

је супротна вероватноЬа: 

Wl=~= т-а 
т т 

П . а +т-а 1 . б а како Је - --~, то Је з ир uросше u СУUРОiЛне--
т т 

веРОl1аiЛноhе неког догаljаја 1. Стога је" проста вероватноЬас. 
равна разлици између 1 и супротне вероватноЬе и обрнуто. 

TaKO~ ако је проста вероватноЬа неког догађаја ~, онда је ње-
7 2 

гова супротна вероватноЬа 1 - 9 =9 . 
Примери: 

1) у једној урни има 10 белих и 6 плавих лопта; са 

каквом вероватноЬом може да се тврди да Ье једна изву­

~~опта бити а) бела, Ь) плава? 

а) W=- ~~=~;~) W = 166=~. 
2) Са каквом вероватноћом може да се тврди, да пр"' 

бацању једне коцке код игре домине, да се добије 6? 
Решење. Сви могуhи СJlучајеви јесу 6, јер је број страна 

у коцке 6; повољних случајева имамо само 1, јер само једна 
страна има 6. CTora је: 

W=.!. 
6 

3) Са каквом вероватноЬом може да се тврди, да пра 

бацању двеју коцка код домина, да добијамо суму 5? 
Решење: Број свих могуhих случајева је 36, јер је: 

11 2 1 31 41 51 61 
12 22 32 42 52 62 
13 23 33 43 53 63 



14 
15 
16 

• 

24 
25 
26 

34 
35 
36 

44 
45 
46 

Број повољних случајева је 4 

) . W 4 1 
ције, те Је = 36 = 9 . 

99 

54 64 
55 65 
56 66 

(види подвучене комби на-

4) Кад у урни има 3 беле, 9 црвених и 12 плавих лоп­

тица, онда је вероватноЬа да се извади: 

3 1 9 3 12 1 
а) бела 24 = 8; Ь) црвена 24 ~ 8' и с) плава 24 =2· 

§ 174. Тотална BepoBaTHo'lia. Ако у т свих могуhих случа­
јева има а повољних случајева за догађај А, а1 повољних 

случајева за догађај. А1 и а2 опет повољних случај ева за до­

гађај А2 , онда је вероватноЬа да Ье се догодити или догађај 

А, или догађај А1 , или догађај А2 : 

w- а+а1 +а2 , 
т 

пошто је број повољних случајева (а + аl + а2). ВероватноЬа, 
да Ье се догодити један ма који догађај од више један од 

другог независних догађаја, зове се fl101i1ална или савезна. 

П . W а + а1 + а2 а а 1 + а 2 W + W ~ W а како Је = =--+- -= 1 2;Г s, 
т т т т • 

1i10 је свака ШОfl1ална веровашноnа једнака збиру l1росшuх ве­
ровашнопа иоједин.их догаljаја. 

Примери: 

1) у једној урни има 6 белих, 8 плавих·и 10 црвених 

лоптица; са каквом вероватноЬом може да се тврди, да Ье 

једна од извађених лолтица бити: а) или бела, или плава? 

Ь) или бела, или црвена; с) или бела, или плава, или црвена? 

_6+8_14_ 7. _6+10_16_2. 
#' а) Wl -2Г- 24 - 12' Ь) W2 ------м- - 24 -3' 

) w- == 6 + 8 + 10 = 24 = 1 
с ~ 24 24 

Напомена. Тотална вероватноЬа увек је сигурна т. ј. = 1, 
ако се очекује један, ма који, од т догађаја. Тако, код овога 

примера под с) сигурни смо, да Ье једна од извучених лоп­
тица бити или бела или плава, или црвена, јер је свега лоп­
тица 24. 

2) У шпилу од 32 карте има 4 краља, 4 даме и 4 пуба; 
7* 
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са каквом вероватноlюм може да се тврди, да Ье једна од 

извучених карата бити: а) или краљ, или дама?; Ь) или 

краљ, или дама, или пуб? 

а)W1=4i;4=з~= ~; Ь) W2=4+з;+4=~~=~. 
§ 175. Релативна вероватноЋа. Ако пр.и одређивању веро­

ватноЬе неког догађаја не узимамо у обзир број т свих мо­

гуhих случзјева, веЬ само т1 од тих случајева, где је т1 < т, 
а при том је т1 збцр свих повољних случајева једне групе 
догађаја, чија се вероватноЬа тражи, онда се таква вероват­

ноћа зове релашивна, за разлику од просте вероватноЬе, Код 

релативне вероватноће, дакле, водимо рачуна само о збиру 

свих повољних случајева, који припадају одређеној групи до­

гађаја, а у коју групу спада и догађај, чија се вероват­

ноћа тражи. 

Релаl1lивна вероватноћа неког aozaljaja једнака је колuч­
нику од йросше веровашноhе шогадогаljаја и од збира uросших 

веровашноhа свих aozaljaja исше груuе, Ш. ј. груuе aozaljaja у 
коју сuада догаljај чију веровашноhу Шражимо. 

Дон.аз. Нека су: А1 , А2 , Ав ••• Ап једна група догађаја 
са свега. mt њихових повољних случај ева и нека је т број свих 

могуhих случајева (т1 < т). Ако су: а1 , а 2 , 8 в " .. ап бројеви 

њихових повољних случајева (а 1 + 82 + Зв + '.' . + ап = т!), 
онда су њихове просте вероватноЬе: 

W1=a1 , W
2
=a2 , Ws=8S ,.,.wn =a ll

, 

т т т т 

Тада је релативна вероватноЬа догађаја А1 : 

81 
т 

а 1 л1 

т \V1 

-а1-+-а-2-+-8-8 -+-.-, -,+-~-П \У! + W 2 + wc=-'B~+~' ,-, + W п • 

т т т т 

Пример: 

1) у урни има 4 беле, 6 плавих и 8 црвених лопта. 

П h 1- б ,42 
роста вероватно а за ва'Јење еле лопте Је 18 =9' за ва-

1- 6 k 8 4 с . 
'Јење плаве 18 = 3' а за ва,јење црвене 18 = 9"' тога Је ре-



~9]~;»~ 
лативна вероватноЬа да Ье се извуhи: а) пре бела него плава 

4 2 4 1 
10=5; Ь) пре бела него црвена 12=3; с) пре плава него 

6 3 6 3 
бела 10 = 5; d) пре пла~а него црвена 14 = 7; е) пре црвена 

~ 8 2- 8 4 
него оела 12 = 3; f) пре црвена него плава 14 = 7' 

ДО ових резултата дошли бисмо и помоhу простих ве­

роватноЬа, Тако, за: 

2 2 
9 9 2 

а) пре белу него плаву -2~-C;-1 = 2 +3 = 5; 
9+3 -9-

2 2 
9 9 2 1 

Ь) пре белу него црвену 2 =-6-=-6 =-3 ; 
-+~ I 

с) пре плаву него белу 

999 

1 1 
333 

1 :t =-5-=5; -+- -3 9 9. 

333 
d) пре плаву него црвену 1 4 =-7-=7; 

3+9 9 
4 4 
9 9 2 

4 2 =-6-=3; и 

9+9 9 

е) пре црвену него белу 

4 4 
997 

f) пре црвену него плаву 4 1 = -7- = Т' 

9-+3 ~ 

2) У игри са две коцке А добива кад избаци »паш" (ду­
план). а лице В кад избаци збир 6, Колике су им релативне 
вероваТlюhе за добит? • 
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11 21 31 41 51 61 

12 22 32 42 52 62 Овде је број свих могуhих слу-

13 23 ЗЗ 43 53 63 чајева m = 36, број повољних 

14 24 34 44 54 64 
случајева за "паш" 6, а за збир 

- 6 је број повољних случајева 5, 
15 25 35 45 55 65 те је т1 = 6 + 5 = 11. 
16 26 36 46 56 66 

Стога је релативна вероватноЬа да добије пре А него 

В = 161' а релативна вероватноЬа да добије пре В него А = 151 . 

до ових резултата додазимо и помоhу простих вероват-

6 
ноЬа. Тако, узимајуhи да је проста вероватноЬа лица А = 36 

1 5 
= 6' а лица В = 36' то је релативна вероватноЬа лица 

6 5 

А= 
36 6 

~+~=П' 
36 36 

36 5 
а лица В= 5 6 =-=П· 

36+ 36 

§ 176. Сложена вероватноЋа. 
1) Веровашноhа да се више догаljаја десе ваједно. 
Ако посматрамо два догађаја А] и А2 , који се догађају 

једновремено, или један за другим и ако за први догађај 

има m1 свих могуhих случајева, а за други m2 , а бројеви љи­

хових повољних случајева јесу а 1 и а2 • онда је број свих мо­

гуhих случајева за оба догађаја т1 · т2, а број свих повољних 

случај ева а 1 • а2, пошто сваки свемогуЬан (повољан) случај 1 
догађаја може да се комбинира са сваким од осталих случа­

јева 11 догађаја и то свемогуЬан са свемогуhним, а повољан 

са повољним. 

ОШуда је веровашнлhа да he се оба aozaljaja десиШu јед­
новремено, или један за другим: 

w= а1 ·а2 =~.~=W1·W2' т. ј. 
m1т2 m1 т2 

једнака је llроизводу iiросших веровашноћа одвојених доzаljаја. 

Исти је случај када је број догађаја веhи од два. Отуда и­

мамо опште правило: 

Веровашноhа да се aozoae више aozaljajo, меljусобно не­

;зависно, једновремено или један ва другим, једнака је iiроиз­

.воду њиховuх llРОСШUХ вероваШноnа. 



Примери: 

1) У једној урни има 6 белих и 8 црвених лопта, а у 

.другој 5 белих и 6 црвених лопта; са каквом вероватноћом 
:може да се тврди, да кад извлачимо из оба суда по· једну 

лопту, да се извуку: а) обе беле; Ь) бела из 1 а црвена из 11; 
·с) црвена из 1 и бела из 11; .d) обе црвене? 

6 5 30 15 6 6 36 18 
,а) w1 =у,гп= 154=77; Ь) W2 =14·П=154=77; 

8 6 48 24 
d) W4, = 14 . п= 154 =77 . 

2) Колика је вероватноћа да се двема коцкама први пут 
,избаци збир 5, : други пут збир 7? 
1121.31415161 Овдеје:а1 =4,ш1 =36 
12 22 32 42 52 62 а9 =6, ш2 =36 
13 23 33 43 53 63 Вероватнопа да пе се десити 

14 24 :34 44 54 64 оба догађаја је 

15 25 35 45 55 65 4 6 1 1 1 
'16 26 36 46 56 66 W = 36· 36=9· 6=54· 

2) Веролашноnа да се неки догађај UОНО80 деси. 
На основу раније реченог о сложеној вероватноhи од 

,два или више догађаја, јасно је, да је вероватнопа, да се неки 

,догађај понови по други, и треhи, т пут: 

W2=W~, Ws=Ws, W4 =W4, .... Wr=Wr. 

Примери: 

1) Са каквом вероватноћом може да се тврди, да ће се 
,из једне урне, у којој има 5 белих и 3 црвене лопте, извуhи 
три пута узастопно бела лопта, ако се извучена лопта врапа 

у УРНУ? 

W=(~)S= ~. ~. ~=~~~. 
2) Колика је вероватноћа да ће се двема коцкама три 

,пута изастопно избаци ти збир 7? 

W = (з~)S= ( ~ )8= 2~б' 
'пошто је број повољних случајева 6 (16, 25, 34, 43, 52 и 61), 
·а број свих могуhих случајева 36. 

Напомена. - Ако се неки догађај понавља, али се број 
,љегових и свих могуhих и свих повољних случајева поступно 
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умањује за 1, онда је његова вероватноЬа за прву појаву ~ 
(akO има а повољних а m свих могуhих случајева), за другу 

.а-l . а-2 
појаву вероватноЬа му Је Пi~ l' за треЬу m-2' и т. д. а за 

a-r+l 
r-TY---+-::-

m-r+l 
СТOl'а је његова BepoBatHoha за r пута пьновљену појаву: 

W =~. а - 1. а - 2 .... а - r + 1. 
m т-l т~2 m-r+l 

Примери: 

1). Са каквом вероватноЬом може да се тврди, да Ье се' 
из једне урне, у којој има 5 белих и 4 црвених лопта, извуhи 
три пута узастопно бела лопта, ако се извучена лопта не· 

враћа у урну? 

w=~.-±-.~=5. 4. З =~. 
9 8 7 9.8.7 42 

2) Колика је вероватноћа да се из урне са 5 белих и 7 
плавих лопта четири пута узастопно извуче бела лопта, ако. 

се извучена лопта не враЬа у урну: 

W 5 4·З 2 5.4.З.2 1 
= 12 '11' 10' 9= 12 .11 . 10.9 = 99' 

§ 177. 8ероватно1;а живота и смрти. - таблица смртности. 

Због смртности број једновремено рођених лица по­
ступно се смањује. У овом опадању запажамо неку малу 

правилност, ако пажљиво испитујемо књиге рођења и уми­
рања. Таблице, из којих се види поступно смгњивање једно­

времено рођених лица, зову се шаблице с.мРШНОСillU или МОР­

illалне Шаблице. Тих таблица има више врста, а употребља­

вају се код друштава за осигуравање живота. Ниже наведена 

таблица је Сисмилх-Бауманова. Према овој таблици од 1000 
једновремено рођених лица достижу 10 година живота 5З2, З(} 
година 4З9, 50 година ЗОО,60 година 210 и т. д. 

Употребом таблицасмртности налазимо: 

а) ВероватноЬу, да ли Ье неко лице од п година живети 
или не још т година; и 

Ь) дО које Ье старости доhи неко лице од 11 година. 

а) BepooalI1HOCili, да ле неко лице од п година жuвешu 
још т година, налазимо Uомолу шаблuца СМРШНОСillU, када. 



101), 

број жuвих лица од (п + т) година nоделимо бројем живих.­

лица од п "'дина: Формула је: 

W Vn + m ) =y~ ... {1 

ВероваШ1ЮСШ. да неко лице од п година неће живейlu после· 
т година, налйзимо као cyиpOйlHY веровашносши (1), иО формули: 

Примери: 

Vn+m 
W1 = 1 - W = 1 - "П (2) 

1) Која је вероватнова да ве лице од 40 година ,доживети' 
60 годишњу старост? 

W _ \180_ 210....:.,.105 
-V

4o 
-374 - 187' 

2) Са којом вероватновом може да се' тврди да лице од, 
40 година неве дочекати 60 годишњу старост?·' 

W l' V 60 105 82 
1 ---: -V

4o
=1-187= 187 . 

Ь) BepoвaйlHy годину смрши некога лица од'. п' година:; 

налазимо nомоnу йlаблiща смршносшu, када узмемо број го-

дина, који се односи на ~n , т, ј. број лица која доживе п ГО­
Д~Ha делимо са 2 и добивеној половини тражимо одroвара­

јуhи број година у таблици смртности. 

Вероватни остатак живота неког лица од п· година на-

лазимо, када од његових вероватних година живота одузмемо·, .1 
, "ј) .. 

садање његове године. \ ~,_ <_ 
\~ (':. -::.. l 

Примери: 

1) Наhи цео вероватан живот једног лица од 20 година ... 

'0 . V20 491 2455 П б' б вде Је:2 = ~ = ,. а како овом рОЈу у та _. 

лици смртности одговарају rодине 56 или 57. то је цело­
купни вероватни живот једног лица од 20 година између 
56 и 57 година. 

2) Колико година има још да живи једно лице од 50" 
година. 

V5o = 300 = 150, 
2 2 

те је његов вероватан живот 66 или 61' 

година. Стога остатак његовог живота је 16 или 17 година .. 



• 

'(106 

. Сисмилх-Бауманова таблица смртности. 

О 1000 25 466 50 300 I '75 69 
1 750 26 461 51 291 76 62 
2 661 27 456 :52 282 77 55 
3 618 28 451 53 273 ' 78 49 
4 593 29 445 Б4 ,264 79 43 
5 579 30 439 551 255 80 37 
6 567 31 433 56 246 81 32 

'7 556 32 427 57 237 82 28 
.8 547 33 421 : 58'~ 228 83 24 
9 539 34 415 59 219 84 20 

10 532 35 409 60 210 85 17 
11 527 36 402 61 201 86 14 
12 523 37 395 62 192 87 12 
13 519 38 388 63 182 88 10 
14 515 39 381 64 172 89 8 
15 511 40 374 65 ]62 90 6 
16 507 41 367 66 152 91 5 
17 503 42 360 67 142 S2 4 
18 499 43 353 68 132 93 3 
19 495 44 346 69. 122 94 2 
20 49] 45 339 70 1] 2 95 1 
21 486 46 3;ј2 71 103 96 О 
22 481 47 " 324 72 94 97 
23 476 48 316 73 85 98 
24 471 49 308 74 77 99 

§ 178. Задаци за вежбу. 

1) Колика је вероватноЬа, да се бацањем једног динара 
,окрене глава? 

2) у урни има 10 белих и 8, црвених куглица; колика 

је вероватноЬа да Ье се извуhи једна бела? 

3) Колика је 1'ЈероватноЬа, да се из 32 карте за игру 

,извуче а) једна црвена карта, Ь) један краљ? 
4) Једна лутрија има 300 лозова од којих само 1 добија . 

. Колика је вероватноЬа за добитак лица које има 10 лозова? 

5) У једној урни има 8 белих, 6 црвених и 12 плавих 

ло птица; коликО!. је вероватноЬа да при првом извлачењу из­

вучемо једну а) црвену, Ь) белу, с) плаву, d) или црвену или 
белу е) или белу, или црвену. или плаву? 

6) Колика је вероватноћа, да се из 52 карте за игру 

,извуче при првом извлачењу: а) две црвене ,карте, Ь) једна. 

црвена и једна црна, с) две купе, d) једна купа и једна каро, 
е) две слике исте боје, fJ две слике различите боје? 
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7) Ако у једној лутрији на 100 лозова добију 15, колика 
је вероватноћа да један лоз добије? 

8) У једној урни има 10 белих, 8 црвених и 6 зелених 
.лоптица. Колика је вероватноћа да при првом извлачењу из­

вучемо: а) 3 беле, Ь) 2 црвене и 1 бела, с) 3 лопте разичите 
-боје, d) 2 зелене и 1 бела? . 

9) Неко жели да при бацању две коцке добије први 

пут збир 5 а други пут збир 7. КОЛИI<а је вероватноћа? 
10) Колика је вероватноћа да при бацању две КОЦI<е до­

'бијемо први пут највеhи збир 4, а по други пут веhи 

збир од 9. 
11) Неко жели да бацањем две коцке добије збир 9. 

Колика је вероватноћа ? 
12) Од 20 лозова једне лутрије 5 добијају. А има 2 лоза, 

В 3, а С 5. Колика је вероватноћа да а) сваки добије по један 
добитак, Ь) А и В да добију а С да изгуби? 

13) Колика је вероватноћа да се трима коцкама окрену 
једнака поља (паш)? . 

14) Колика је вероватноћа, да ће се са 2 коцке бацити 
·8 окана? 

15) Колика је вероватноћа да ће човек од а) 35 година 
доживети 50 годину, Ь) 40 година доживети 60 годину, с) 
,65 година доживети 80 годину, d) 70 година доживети 90 
годину, е) 25 година доживети 50 годину. 

16) Колйка је веронатноћа да ће човек од а) 28 година 
;живети још' 22 године" Ь) 40 година живети још 25 година, 
.с) 50 година живети још 30 година. 
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ДЕВЕТИ ОДЕЉАК 

ТЕОРИЈА ИЗВОДА И ПОЈАМ МАКСИМУМА И МИНИМУМА 

§ 179. Бесконачно велики и мали БРоЈеви: Да би смо стекли 
појам о бесконачно великим и бесконачно малим бројевима,. 

б . ' ф' 3 1 посматрамо рОЈне вредности УНКЦИЈа у = х И Уl = -. Ако не-
х 

зависно променљивој количи~и х дамо вредности: 

Х= 1,2,3,4,5,6,7, ... 20,"', 
онда су бројне вредности прве функције: 

у = 3,9,27,81,243,7129,2187, .. ·3486784401,···, а бројне вред­
ности друге Функци1е: 

1 1 1 
yt = 1'2' 3' 4' 5' 6' 7' ... 20' 

Видимо, дакле, да вредности прве функције поступно· 

расту, а вредности друге поступно опадају. Па како је при­

родни бројни ред: 1, 2, 3, 4,··· оо бескрајан, то независно· 

променљивој количини х можемо дати врло велику вредност,. 

у ком случају добијамо за прву функцију врло велику, а за 

другу врло малу вредност. Макаква да је велика, односно· 

мала, вредност посматраних функција, могу те функције имати 

веће, односно мање, вредности, ако независно променљиво} 

Х дамо веће вредности. Тако, за х = 21, биhе вредност прве 
функције у = 321 = 10460353203 > 320 = 3486784401, а вред-

11' 
ност друге функције Уl = 2т < 20' Из посматраних два при-

мера УВИђамо, да има таквих променљивих бројних вредности,. 

које у свим променама постају све - веће и веће, односно 

све мање и мање, од ма које замишљене сталне вредности", 

ма колико да је велика, односно мала, та стална вредност. Так,вё"" 

бројне вредности, односно такви бројеви јесу бесконачно ве­

лики, или бесконачномали бројеви. Д~RЛ~_. беСКQI!~'ЈНО 
велики, или бесконачно мали број, зове се онај Промен-· 
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љиви број чија апсолутна вредност може постати вена, ------=---=-- ----_ .. _-,: 
. односно мања, од м~Г1{О~.~_Ј.!.!!Q.rл~~!ивног БРОЈа, па 
-Ма колики дЗ:-је велики,-ОАНОСНО мали, та:Гбр-о]:Ћеско":--
начно велике и бесконачно маде бројеве не сматрамо као 
сталне, веп као променљиве. Бесконачно велике бројеве озна-

1 ,... __ -.~ 
чавамо са =, а бесконачнО мале са -. .1 . 

~~-ПОЈам границе. 1) Ако у j~ДHOM кругу упишf~, 
опишемо по један правилан многоугао од п страна, OHД~ је, 
као што знамо из Планиметрије, обим- круга вепи од обима 
уписано г, а мањи од обима описаног многоугла. Повепа­
вањем броја страна п и уписаног и описаног многоугла, 

обим уписаног многоугла се увепава, а обим описаног се 
смањује, те се оба обима све више и више приближују обиму 
круга. Ако з~~ислимо, да је број страна и уписаног и опи­
саног многоугла бесконачнО велики, онда се обими тих много­
углова за бескрајно мали број разликују од обима круга и 
можемо замислити, да се у том случају, готово поклапају с 
обимом круга. Обим круга бине, дакле, граница којој 
теже и обими уписаних и обими описаних правилних 
многоуглова, чији се број страна поступно увенава и 
постаје бесконачно велики. 

2) Из Планиметрије таКОђе знамо, да је величина једног 
(п~2) 1800 

унутрашњег угла правилног п-то угла . Ако вред-
п 

. _ (п-2)1800 ' 
ност Једног таквог угла означимо са ос, онда Је ос = ---- = 

п 

3600 _ 3600 
= 1800 - --, а одавде Је -- = 1800 - ос. Ако сада зами-

п п 

'слимо, да се број страна п, .правилног многоугла поступно 

3600 
повепава и постане бесконачно велики, 'онда -- постаје све 

п 

мањи и мањи и постаје бесконачно мали број за п = =. Како 
сваки бесконачно мали број тежи нули, то и вредност раз-

3600 . ' 
ломка -- односно њему Једнака разлика 1800 - ос, тежи 

п 

нули за п = оо. МеђУТИМ, да би једна разлика тежила НУЛИ, 
'треба њен умалитељ поступно да расте и све више и више 

да се приближује умаљенику. Исти је случај и са разликом 
1800- ос. Према томе граница којој тежи један унутра-
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шњи угао правилног многоугла, чији број страна по­

ступно расте и постаје беСI<()начно веЛИI<И, јесте угао. 
од 1800. Разуме се, угао ос: никад не може имати величину од 

1800, пошто У том случају не бисмо имали правилан много­
угао, јер би се претворио у праву. 

: 6-х l---. 
3) Посматрајмо сада вредности фУНКЦИЈе у = 2 + х2 , 

када се незса!3Iо1,СНО промењива х поступно смањује и тежи' 
(' . ()' 1 1 . 

нули, Ако Х_у дамо вредности х = 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 2' 4' 

1 ф' б' 1 о' 1 8' онда за уНКЦИју до Ијамо вредности у = - 51' '27' 

3 2 2 4 26 118 
9' 11' з,1з, 29' 2~з, 2129' Све ове вредности функције 

постају све веЬе и теже граници 3, што год се вредности не­
зависно поменљиве приближују нули. Вредност функције 

постоје 3 за х = О. Према овоме, број З ј,еграница I<ojoj 

Ф .' б-х 
тежи вредност УНI<ЦИЈе у;- 2 + х2 ' I<ад невависно по-

менљива х тежи нули. 

Ив горњих примера увиђамо, да под границом 

једне променљиве I<оличине, равумемо TaI<BY једну 

сталну I<ОЛИЧИНУ, I<ojoj се променљива све више и више· 
приближује TaI<O, да је раВЛИI<а ивмеђу сталне и про-· 
менљиве I<оличине беСI<оначно мала. 

На основу стеченог појма у границама, можемо уви­

дети да је: 1) граница беСI<оначног малог броја нула;. 
и 2) граница сталног броја је сам тај број: Заиста ако 

је дат бескрајно мали број 

х = 0,1, 0,01, 0,001, 0,0001, 0,00001 ; ...... 
који се у свом смаљивању приближује нули, онда су разлике 

између узастопних вредности х и нуле: 

х - 0=0,1, 0,01, 0,001, 0,0001, 0,00001 ; ..... 
Па како је нула сталан број а х променљив број, то је љи­

хова разлика бескрајно мали број, те променљиви број х: 

има за границу нулу. 

Тако исто;; и ако стални бројеви не могу имати гра­

н,ице, ипак, пuтпуности ради, ако сматрамо и љих као про­

менљиве, онда граница таквог броја је разлика између тога' 

сталног броја и и'стог сталног броја, сматран КЗ0 промен­
љив. Па како је оваква разлика увек нула, то је заиста гра­
ница једног сталног броја сам тај број. 
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Да бисмо симболички означили, да је неки сталан БРоЈ' 
а граница променљиве х, пишемо Нт х: 1!Iie. а, (ддJiIllf.S.=[раНliц1!)' ___ _ 
а #изговара се: »граница -к-а је а". 

Ако је променљива количина, која· има своју границу, 
функција друге променљиве КОJlичине, која такође има своју, 

i'раницу, онда се означава и граница функццје и гра}:lица не-­

зависно променљиве. Тако, ако је у фУНIщија, чија је граница а, 

а независно променљива је х, чија је граница ь, онда се то·, 

означава 

Нт у = а, 
(х=Ь). 

а изговара се: "границ(у-на, за х = Ь, је а". Тако, код другог; 

горњег примера означаваllfО да је lim ос = 1800, 

или Нт (1800 - 3600) = ] 800, а 'КОД Tp~beг lim у = 3, 
п п = (х) (х=О) 

. 6 --х 
или l1т 2+х' =3. 

(х=О) 

§ 181 Теореме ноје се ОАносе на границе. 
1) Граница збира од две или више променљивих: 

I(ОJIичина једнаI(а је абиру~ граница тих I(оличина. Тач-· 

Сл. 17: 

ност ове теореме можемо увидети посматрањем сл. 17., на· 

1< ој ој имамо два концентрична I<pyra полупречника R иг,. 
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у којима су уписани квадрати. Ако централне раздаљине страна 

"тих квадрата 0значимо са х и у (ОВ = х и ОВ'= у), онда је из 

,слике јасно, да је збир ових централних раздаљина х + у мањи 
од збира полупречника R + r, или ВВ' < АА'. Ако сада упи­
Iшемо у овим k.онцентричним круговима правилне осмоугле, чије 

су централне раздаљине страна х и у, (ОС = х и ОС' =у), онда 
'је и збир ових централних раздаљина, и ако је вепи од збира 

раздаљина квадратових страна, опет мањи од збира полупре-

'чника или СС' < АА'. Ако најзад продужимо уписивати у овим 
концентричним круговима правилне lб-тоугле, 32-угле и т. д. 

И централне раЗllаљине њихових страна опет означимо c~ х ~и у, 

'онда збир ових централних раздаљина постаје све вепи, али 
'је опет сваки такав збир мањи од збира полупречника. Тако, 

код lб-тоугла бипе опет DD' < АА'. Из свега овога је јасно, 
да при одвајању страна уписаних правилних многоуглова у 

'овим концентричним круговима, збирови х + У централних 
раздаљина страна јесу променљиве количине, који имају за 

'границу АА', т. ј. 

lim (x+y)=AA'=R+r···(l) 
п = со 

'Па како је lјт х = R и lim у == r. то заменом у (1) добијамо 
п= оо п = сх> 

Нт (х + у) = Нт х + Нт у. 
Ако је дат збир од више променљивих количина х +у+ z + и, 

онда је lim (х+у+ z+u)=lim[(x+y)+<z+u)]=lim (х+у)+ 
+ Јјт ~z + ti) = lim х + Нт у + lim z + lim и. 

Ако у збиру, поред променљивих сабирака, има и сталних, 

·онда је на основу ове теореме: 

liт (х + у + а) = Јјт х + Нт у + lim а = lim х + lim у + а. 
2) Граница раВЛИI<а двеју променљивих једнаI<а је 

:разлици граница умаљеНИI<а и умалитеља. Тачност и ове 
теореме најбоље увиђамо посматрањем сл. 18" у којој опет 

имамо два концентрична круга полупречника R и г, а у којима 
су уписани квадрати. Ако сада сматрамо разлику х-у централ­

них раздаљина страна тих квадрата, видимо да је х --У= ОВ­
-ОВ'=ВВ'=А'Е<АА', т.ј. x-у<R-r. Разлика централних 
раздаљина страна уписаних осмоуглова x-у=ОС-ОС'=СС'= 

= А'Р < АА', т. ј. х - у < R - r. Исти случај пе бити са 
'свима разликама централних раздаљина страна свију уписаних 

Ј6-то углова, 32-углова и т. д. Према томе, ове разлике сма-
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1Грамо као променљиве количине, које п-6стају све веће удва­
јјањем страна уписаних многоуглов~, али које су увек мање од 

/ 

Сп. 18. 

Iразлике полупречника, а која је разлика њихова граница. 

Дакле је: 

Нт (х - у) = R - r· .. (2). 
11== 

Как!) је ljт х = R и Нт у = r, то заменом у (2) добијамо: 
11== 11=00 

Hm (х - у) = Нт х -Нт у. 

Напомена. На основу горњих теорема можемо извести 

општу теорему: граница алгебарског збира једнака је алге­

барском збиру граница појединих чланова. Тако,---------· 

Нт (х +-у-+ z +-аТ--Пmх+"iТПi-у"+limz'+' а. 
_._~.,,_ ..•. ,- .... "~о _._"_ ... ~".~ ... ",- .• ,~ ... , •. ___ 

3. Граница ПРОИSВО8!~ц., __ I!P.Q~~!I_~!!I!!fх..._~Ii.l!~:rе.д..ц..~ 
јtщнаlЏL'-је. проивВоДу граница ... ЦQј~ДliIIИХ' . чинитеља. 
Т~Гчносiо-в"е-теорё"мё-можемо'наЈбоље увидети посматр'зњем" 
променљивих бројева: 

х = 5,1; 5,01; 5,001; 5,0001; 5,00001"" 
у = 3,2; 3,02; 3,002; 3,0002; 3,00002"" 

и њиховог производа: 

ху = 16,32; 15,1302; 15,013002; 15,00130002; 15,000130ОО02; ..• 
Јасно је да променљива х има за границу 5, променљива у 

Адгебра 8 
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има за границу 3, а граница њиховог производа је 15, који 

производ је такође променљива количина која тежи броју 15. 
Дакле је: Jim (х у) =15 = 5·3 =Нт х·Нт у, чиме је ова 

теорема доказана. 

Ако имамо производ од више променљивих количина,. 

онда је према овој теоре~и: 

lim (х у Z и) = Iim [(х у). (z и)] =-= Нт (х у) ·Нт (zu) = 
.= Нm.х·Нт y·Hmz~lim и. 

Као специјалан случај -био би: 

Нт (5 х у) = liт 5·lim x·lim у =5·liт x·jim у. ---:---.--:----.. ~,...~------_. __ .. '.--- '~ ---
4) Граница степена, чија је основа -променљива 

а ивлоЖите~ .. 52:..~~_~~_.~l~l~~I:I~~~.ј~ .... r1?"~!!!!ц!L~,~~~Е 
ct-еIrе1l0·ва:!i~!f.~!~I\{И;!ЩQЖIl!~!!?~~,: Како је степен производ 
~ .... ---..... -....... _~'--"'''~ ~ .-~ . . . . 
од онолико Једнаких чинитеља, као што Је основа, колики Је 

број изложитеља, те је на основу треће теореме liт Х,В = Нт 
(х.х·х) = Нт х· lim х·Нт х = (Iim х)В. Уопште је: 

Нт хП = (lim х)П. 
, 

5) Граница равломка (количника) једнака је гра­
щщи броЈИТеЈ]:>а -(ДёЉ-ёii'ика)ПОЦ~.I!>~.iI~-·r:l~а='!_~ЦОAl_ .~м..fi; 
НЙ"ТёЈЬа]д-еЛитеЉа)-. Тачiюст ове- теоремё- можемо -, увидети 
посм'атр'ањем--про~енљивих бројева: 
х = 16,32; 15,1302; 15,013002; 15,00130002; 15,0001300002;·.· ~ 
у = 3,2; 3,02; 3,002; 3,0002; 3,00002;· ... 
и њиховог количника, који је такође променљив: 

х -=5,1; 5,01; 5,001; 5,0001; 5,00001;···· 
у 

Јасно је, да је граница броја'Х 15, броја у 3, а њиховог' 
количника 5. Дакле је: . __ -__ \ 

). х 5 15 liтх ЕЕ' х Iiтх 
lт у= =3= limy' ил _т у=Нт у' 

Као специјални случајеви били и: I 
а) Јјт ~= )~т а = _. _а_. Ь) Нт ~= )~т х = Нт х. 

х lIт х 11т х' а l1т а а 
~"o о" ___ -.... __ ~ __ ••• <._. _,~ __ .~ ... <_._'_'~"'~~ __ '~''''-'-'''''''' ., .-, 

Поменуте теореме зову се основне и примењују се при. 

тражењу граница код функција. 

РешеllU nримери: 

1) Наhи границу функције у = 4х8 + 5х2 - 3х + 6 за 
Нт х = О. Према основним теоремама имамо: 

Нт у = Нт (4х8+ 5х2-3х+6)х = о = Нт (4х3)х = о-+ Нт (5x2)~ О, 
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Нт (3х) х=о + liт 6 = Нт 4. Нт хВ х=о + Нт 5. Нт х2 ;-:;:0 _ 
Нт 3. Нт Хх=О+ Нт 6 = 4. (\im х)з х=о+ 5. (lim х)\=о - 3. 
Нт х х = О + 6 = 4. 08 + 5. 02 - 3: О + 6 = 6. 

Стога је lim у = Jim (4х3 + 5х2 
- 3х + 6)х=0= 6. 

2) Наhи граниuу функције у =·4х8 + 5~2 - 3х + 6, ако 
х тежи к оо, т.ј. за Нт х = ОО. 

~~,,:_,:,:;,-'-:.,,-

Ако ову функцију најпре поделимо а затим помножимо 

са хВ доб~амо: -

у = х3 (4 + !--~+~)-
х - х2 х3 

Тада је по основним теоремама: 

limy=lim [хз.(4+ ~ - :3+ ~з)]=(liтх)в.[liт4+ Hт(~) 
х=оо Х=оо х=оо 

- lim (:2) + Нт (x~ )] . 
х= оо х= оо 

П . l' 5 3 6 б 
а како Је lffi х = оо, то су раЗJlОМЦИ: -, 2' 8 ес-

- '--•• 0 х х х 

крајно мали бр?ј~ВИ. Стога је: 

Нт у=- 003. (4 + О - О + О) = 003. 4 = оо, или 

Нт у = lim (4х3 + 5хЭ 
- 3х + 6)х = оо = оо· 

. 5xB-2х2+4х-12 . 
3) Наhи границу фУНКЦИЈе У= 2 3 4,заltтх=0. 

4х - х+ 

Према основним теоремама имамо: 

l' l' (5Х8 
- 3х2 + 4х - 12) = 

lffi у = lffi 4х2 _ 3х + 4 х = О 

Нт (5х3-3х2+4х-12) х=О - 12 __ 3 
liт(4х2 -3х+4)х=0 4 - . 

2хВ + 3xz - 9х 
4) Наhи границу функције у = 4 3 3 11 за lim х = со . 

--- х - х -х 

(-2Х
3+3Х2 - 9 Х) 

Решење: lim у = Нт 4 3 '3 2 = 
Х - Х -х х=со 

ј 3 9) 2+---
х х2 

4 - ~ - ~2 :- со 
8* 
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§ 182. ПрираштаЈи Функција. 1) Ако једној променљивој' 
количини Х дамо пајпре вредност а, звана uрвоБUiliн.а, а затим 
вредност Ь, звана uоШоња, онда разлика између потоње и прво­

:., битне вредности те ПРО.менљиве зове се њен Uрирашmај. 
Тако, ако Х-су дамо вредности х = 4 и х = 7, онда је 

7 - 4 = 3 прираштај променљиве х. Ако је првобитна вред­
- ност х = 5, а потоња х = 3, онда је љен прираштај 3 - 5 = - 2. 
~: Најзад, ако је првобитна вредност х = 8, а потоља х = 8, 

онда је прираштај 8 - 8 = О. Из ових примера увиђамо, да 

~ једн~р_~~еliЈ?~!I.е __ м~~~_б.!i]'_~ ПО~~.~~.~~~.~_Ii~Е.~.::!i~_а..!:! 
и једнак нули. ПрираштаЈ Једне променљиве обично се озна­
__ -КЗдil""ёё--пред том променљивом стави грчко слово ~ 
(делта). Тако, ~ х, ~ у, ~ z означавају прираштаје променљивих 
Х, у и Z. КОД горљих примера први је прираштај ~ х . 7-
- 4 = 3, други ~ х = 3 - 5 = - 2, а треhи ~ х = 8 - 8 = о. 

, , , , 

Под ПРИР!,:ЦlЈ'~ј~~. ј ед.", е .. функције равумемо pai3-
ЛИКУ' йвмеђУ промењене и првобитне функције. Ако 
имамО фуцкцију у .:.:...! (х), па· је независно променљива х до­

била прираштај ~ х, онда је потоља или промељена вредност 

функције f (х -+- 6х), а љен прираштај {::, у биhе: 
6 у = f(x -+- (::, х) - f(x).·,· 

Овај прираш~'-аГ;р'~ф'~чки j~" пр~;~;ављен на сл. 20. Тај 
uрирашшај је; дакм, радлика ординаmа двеју шаЧ{l~'l_А1 и А 

fI' 

)1 I л~.~(",.,}- и'Ј 
-----15 

I , 
, 

)! :~.Л) 
, I 

:х I 4)'. I 

-====--t~ 
р .р. 

Сп. 20. 

криве у-- ј (х), чије су аuщисе 
х+'Ехu 'х: ... . . 

Да бисмо нашли прира­

штај једне -функције, треба 
најпр е обравовати равли­

ку {(х -+- ~ х) - {(х) и у њој 
cb-есТЙ-ЈеД·НОИМёне-·Чланове. 

РёаулшаU'Гоiihе iliраже1;ll< 
uрирашшај фун.тщије. 

Решенu Примери: 1) Haћ~ 
прираштај функције у =4х- 3 

Овде је ~ у = 4 (х -+- ~ х) ~-:=::-{4Х-:"=":-З)~::"':' '4х + 
-._.- --:- =ј=--46.х - 3 ---4х -+- 3 = 4~x. 

2) Наhи прираштај функциј~ у 'з'х2 - 4х -+- 5. 
овде је ~ у = 3 (х -+- ~x)2 - 4 (х + ~x) + 5 - (3хЗ -

- 4х -+- 5) = 3х2 -+- бх~х -+- 3~x2 -- 4х - 4~x -+- 5 - 3х2 -+- 4х -
- 5 = 6x~x -+- 3~x2 - 4~x = (бх - 4 -+- 3~x) . ~x. 
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'. 3х -- 2 
3. Наhи прираштај фУНКЦИЈе у = 1 . 

х-

О . л 3 (х + D.x) - 2 • 3х - 2 
Бде је и.У = - , = 

х + D.x -1 х - 1 
-D.x (3х+ 3D.x- 2)(x-l) -(х+6.х-'-:1) (3х- 2) 

(х - 1 + 6.х) (х - 1). (x-l+D.х)(х -1)' 
4) Наhи Ilрираштзј функције у = хО • 

Овде је D.y = (х + D.X)5 - х5 = х5 + (f) x'L\x + 

+ (~) xSD.x2 + (~) x2
D.x

8 
+ (~) xD.x' + (~) D.x5 

- х5 ~ 5x4D.x + 
+ lOx8D.x2 + lOx2D.x3 + 5х6.х' + D.x5 = (5х' + ] Ox8D.x + 

+ lOx2 D.x2 + 5xD.x3 + D.x4). D.x. 
Примери ва вежбу: Наhи прираштаје функција: 

1) у = 6х- 5; 2) у=4х2-5х+l; 3) У = ах + Ь; 
4) У = ах\! + Ьх + с; 5) у = х7 ; . , 

6) _ х - 3 . 7) _ ах + Ь 
,(, У - х2 - 2х - 3 ' У - тх + п' 

<1?;§ 183. ПоЈам о непрениДности ФуннциЈа. За једну функцију, 
,(/. . 

КОЈа зависи од једне независно променљиве количине, каже 

-се да је неiiреюzдflа, ако се она поступно и неосетно мења, 

када се и независно променљива поступно и неосетно мења. 

:Код непрекидне функције њен прираштај тежи нули истовре­

мено кад тежи нули и прираштај независно променљиве ко­

..1lИчИНе. Код ових функција, независно променљива може се 

.повеhати од неке одређене вредности а за врло малу вред­
ност,"да би се у функција увеhала за толику малу вредност, . 
'колико се жели. Такве су t)Be целе рационалне функције, 
.Пошто код свију тих функција њени прираштаји теже нули 
кад и прираштаји независно променљивих количина теже нули. 

Тако: . 
а) Код линеарне функције: у = ах + Ь видимо да њен 

прираштај: 

D. у = а (х + D.x) + Ь - (ах + Ь) = а· D.x 
-тежи нули, кад и прираштај D.x; 

Ь) Код квадратне функције: 

у "ах2 тЬх +с 
видимо да и њен прираштај 

D.y = а (х + D.X)2 + Ь Сх + D.x) + с - (ах2 + Ьх + с) = 
= 2axD.x + aL\x\! + bD.x = (2ах + aD.x + ь)· D.x 

тежи нули кад и ~рираu:iтај D.x. 
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с) Код функције ~~ex _C1:el1~I!a : 
у = ахВ + Ьх2 + СХ + d 

ви):r;имо, да и њен прираштај 

Ау = а (х + АХ)В + Ь (х + Ах)2 + С (х + ~x) + d -
- (ахЗ + bxz + сх + d) =-(3ах2 + 3ахАх + a~xB + 2Ьх +. 

+ чАх + с) . Ах ,.' 

тежи нули, кад и прираштај Ах. 

Исти. ле случај бити и са ма којом целом рационалноМ' 

функцијОNI"М,а ког степена била она, а уверавамо с.е щ:тим путем~ 
О,lJ;'l]?~~.~l.!енд~нтних функција непрекидне_су: 
у=аХ • y=sinx, y=cosx и y=logx, јер и њини Ау 

теже о, кад и Ах. Тако: 

а) Ау = а Х+6.Х -'- аХ = аХ (а6.Х - 1); 

Ь) ~у=siп(х+Ах)-siпх=2соs (x+~X) sin~x; 

с) Ау = cos (Х + АХ) - cos Х = - 2 sin (х + ~X) sin ~X; 

d) Ау = log(x + ~x) -log Х= 10g Х ~ Ах = 10g( 1+ ~xX)_ 

Код свију ових примера је !ly = о: за Ах = о. 

Међутим, има функција такве особине, да се поступно. " 
и неосетно мењају, док се _~оступно и неосетно мења х у' .~. ~.~ 
неком интервалу, али за извесне специјалне вредности х-а,. 

функција пр&ви наг~;Х-и скок и добија _ вредност,' која' се сасвим! 
разликуЈе од пређашњи:х: њених ВредносТI.A} Таква се функција: \, 

'. . 1 .'\ 
зове йрекuдна. Таква је у = --3' Она је непрекидна за· 

Х-

све могуле вредности х-а од - = до + =, осим за вредност 
Х = 3, када функција постаје бесконачно велика, јер је у том. 

случају у = ~ = =. Прираштај ове функције би био: 
А _ 1 1 -АХ 
y-x+~x-3 х-з (Х+АХ-3)(х-3) 

Из његовог израза видимо, да је ~y врло мала количина кад. 

и Ах, осим када Х_у дамо вредност Х = 3. Оне вредности 
независно променљиве количине, за коју функција показује 

скокове, зову се Йрекидu. Код нашег примера прекид је Х = 3_ 
! Од алгебарских функција прекидне су рационалне раз­

fIOмљене функције, а њихови су прекиди оне вре.цности не-

'Ј 



]21' 

зависно про~енљиве количине, ~a које именитељ постаје нула. 

Тако, функција 
3х2 

- 7х + 1 3х2 
- 7х + 1 

У = х2 - 9х + 14 tx -- 2 Нх -7) 
је непрекидна за све могуЬе в.редности х-а од - оо до вред­

ности < 2, од вредности > 2 до вредности < 7 и од вред­
ности> 7 до + оо. а има прекиде за х = 2 и х = 7, за које. 
именитељ постаје нула. 

Ово се да најбоље увидети из љеног прираштаја 

3 (х + 6. х)2 - 7 СХ + 6.х) + 1 3xz - 7х + 1 
l:::. у = (х + 6. х - 2) (х + ~ х - 7) - (х - 2) (х-7) = 

(20х! 
- 20х 6. х + 82х + 41 ~ х - 89)· ~ х 

(х + 6. х - 2) (х + ~ х - 7) (х - 2)(х -7)' 
који Т7.и нули Ka~ и пр~раштај ~ Х, осим за х == 2 и х = 7;. 
када тај прираштај постаје бесконачно велики. 

Графички претставник непрекидне функције је линија, 

без прекида. Љено се повлачеље врши без подизаља руку, 

што није тај случај код прекидне функције. При ловлачељу 

линије прекидне функције стане се код прекида, па се по­

влачеље наставља од друге тачке. 

Функције у _.: tg х и У = cotg х имају прекиде и то: код. 
,,. 3,. 5,. 

прве за вредности х + =у' + 2 ± 2' ... , а код друге за 

..1- • _ siп х _ cos х +", 2,., + З,. .... , поштv jetgx - -- а cotg х -. . - - - , . cosx SIП Х 

Напомена. - Ако имамо више функuија непрекидних 
у неком датом интервалу х-а, онда н љихове конБИН~Ц!:lј.е 
добивене: сабираљем, одузимаљем· и, множењем тих функција, 
јесу непрекидне у томе интервалу. Ово не важи и за комби .... 
нацију добивену делењем двеју непрекидних функција, пошто­
оваква комбинација има прекида за све вредности х-а, за 
које именитељ (делитељ) постаје .нул.а. Тачност ове напомене. 

ђ б -. + - ' sin х 
УВИ амо из ком инаЦИЈа: sш х cos х, S10 х· cos х и -- до- '. . _. cosx 

бивених сабирањем, одузимаљем, множељем и дељељем функ- . 
ција sin х и cos'x, за које смо видели да су непрекидне за 
све вредности х-а од - оо до + ОО. При испитиваљу функ­
ција од велике је .важности претходно сазнање, да ли је до­
тична' функција непрекидна или прекидна и који су јој, 
прекиди. 

llpuMepu ва вежбу: 

Које су од ових функција прекидне а које не: 

1) у = 3х + 1 О; 2) У = - 5х + 6 ; , З) У = 2 - х ; 
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~rt; :';~ ... 3x~~x'; 5) у ~ - 3х' - х; 6) У ~ ~x~ 21; 
ј" : ': ' 2х2 + 1 .ЈЈ ' . х2 + 5х - 1 О 
:7) У=5х-3; 'x""Fi 8) У=Х%+8Х+16;, 

5х - 7 '- ~}: 
9)У=х2 _ьх+9' ~~; /, 

Наhи прекиде функција: 
_ х2 + 2 2х + 1 
10)У=х_з (одг.3); 11) Уo:О=х2 _7х+12 (одг. 4 и3); 

" х2 +2 
12)У=х2 _6х+5(ОДГ, 5 и 1); 

,_ х+l· . 
13) у- СХ _ 2)(x2+~X-15) (оцг. 2, 3 и - 5), 

"14). = 2х2 + 3. ( 3 2' -2) '-'?--/~- )./- у(х-., 3 ) "~ . у ~ 3 2 4 + 12 одг. ,и .!\ , ' , /. ______ :-.;-с> х - х - х -, :",: 3 у,\, џ ).".(у __ ;Ј '.'-~: 

р-- , § ] 84. ИЗВОАИ Функција. Ако је дата непрекiJдна функција' 
.у =о f (х) и ако независно променљива х добије врло мали 

прираштај Ах, онда и функција у добија врло мали прираш­

тај Ау. Најзад, ако такав прираштај функције подели мо с при 

t
~~штај~М не':Ја.ВИСНО проме~љиве количине, ,ДОБИјамо КОЛИЧНИК 

.. т--- , КОЈИ при IЈm А х = О и Ilm Ау = О, доБИЈа неодређен облик 
цХ . 

О Ау 
О' Међутим, количник АХ има одређену вредност и зове се 

uзвод функције. 

ДаI<ле, под иаводом једне непреI<идне фУНI<ције ра­
.ay~eMO граН!fЦУ I<oj~.,.~ ,е.жи I<ОЛИЧНИI< иамеђУ прираш­
таЈа ФУНI<ЦИЈе и Hea~o променљиве I<оличине, I<ада 
,овај последњи прираштај постане беСI<рајно мали броЈ 

Извод се означава тиме, што се функција, чији се извод 

тражи, обележава запетом. Тако, извод функције у означава 

,се са у', а чита се»у прим". Извод функције у = f (х) је: 

, _ f' ( ) _ l' (АУ) _ l' (f(X + АХ) - f(X») 
у - х - lm Ах - lm Ах . 

Дх=О Ах=О 

Извод се обележава и са ~~, који се често срета у ин­
'финитезималном рачуну. Заиста, код извода функције услов­
ЉЗIНIМО ~Cl прираштаји Ах и Ау теже-'нули, да'постају бес­
,коначно мале количине, т. ј. да 

Ах -+ О, Ау -+ О. или 

lјm Ах'= О, lјm Ау = О. 
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Да су количине 6.х и Ау бескрајно мале означава се још 
-симболима dx и dy, где је dx = liт А х, а dy = lјт 6. у. Па 

(АХ-+. О) (Ау-+ О) 

«ако је lim ~1' = llim ~y (§ 181 т. 5), то је liт ~Y = ddY. Пошто 
u.X Јт u.X u.X Х 

је лева страна ове једна чине извод функције У = f (Х), то је 

према томе у" ~y. Дакле, ddY је други симбол који претстав-
dx Х 

ља извод функције у по Х_у. 

Према свему овоме, да бисмо нашли иавоД HeI<e 
фУНI<ције потребно је најпре, да независно променљивој 

I<ОЛИЧИНИ х дамо прираштај 6.Х, затим да се одреди од­

говарајуhи прираштај 6.у фующије у и да се прираштај 
Ау подели прираштајем 6.Х и најаад, да' се тражи-грани­
ца добивеног I<ОЛИЧНИI<З, «ојој он тежи, када претпоста­
вимо, да је 6.х бескрајно мали број (АХ тежи О). 

Решени примери: 

а) Извод лuнеарне функције. 

Ако је дата линеарна функција у = ах + Ь, онда је њен ~, 

, 1" (АУ) 1" а (Х + 6.Х) + Ь-- (ах + Ь) аАх 
извод у = Јт л = Јт А = -т-=з. 

L.l.X L.l.X L.l.X "-:::::::::. 

(6.х=О) (6.х=О) 

ДаI<ле, извод линеарне функције једнак је коефици­
јенту уз независно променљиву I<ОЛИЧИНУ. 

Посебн.u ири.м.ер: из~х_,<_3.Х - 4 је у) = 
-1' ~АУ __ l" 3(х+6.х)-4-(3х-4)_3Ах_ з ' 

'\ - Јт6.х- Јт 6.х· - 6.х-у 

Напомена. Ако је а = О У функцији У =-ах + Ь, онда је 
у = Ь, а уl = а = О, т. ј. извод сталног броја је нула. 

Ако је У функцији У = ах+Ь а = 1 и Ь = О, онда је\у --Х) а 
у' = а = 1, т. ј. извод независно ПРО14енљиве је јединица. 

Ь) Извод 1Свадрашне фуш<.Цuје. Ако је дата квадратна 

функција у'-=, ах2 + Ьх + с, онда је њен прираштајДу = 
а (x+~x)2;':::j:Ъ (Х+АХ) 1-с- (ах3+Ьх + с) =' (2ах + Ь + аАк) Ах, 

а количник ~~ = 2ах + ь +а'6.х.. 
Тада, за lim 6.х = О, је уl = jjт(~~) = ~ax+ Ь. 

6.х=О -" 
Посебни йр,!,у,ер: за у = 3х2 -::,_~,)I:+ 10 је у' = бх - 5. 
с) ~О'iГфУНКu;uјешреhег.''СШеuена. Ако је дата функција 

треЬег степена у=ахl! + Ьх2 + сх + d, онда је њен прираштај 
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Ау = а (х + АХ)3 + b(X+AX)z+C (x+Ax)+d-(ах3 + bx2+cx+d)1 

= (Зах2 + ЗаХАХ + аАХ!+ 2Ьх + ЬАХ + с) АХ, ~ количн~к ~y. 
~. ~ Х 

= Зах! + 2Ьх + с + ЗаХАХ + ЬАХ + аАх2• Тада, за liт АХ = о· 

. Нт Ау . Ј))".·х2_:+·О :- 2bx":C~:? Је Ах ~ck;;,_/~",...k С',.;;/;Ј 
Ах=О 

Посебttw. пример: за у = 5х8 - 7х2 - 6х 1- 1 је у'= 15х2-
,- 14х,-::- 6.. Радеhи као код претходна три примера налазимо, 

• }.. да је извод ф~щције четврт()г CTel\eHa (у = ах4 + ЬХВ + сх2 + 
dx + е) у' = 4ахВ + :}ЬХ2 + 2сх + d, петог степена (у = ахЏ + 

Ј • ..+ Ьх4 + с:х8 +"'а~Ч~ех ~ђ yA-=5ах'+4Ьх3+Зсх2 +2dх+е и т. д . 
.. ,ј Рад~l1и по исто/И поступку, нашли бисмо да извод функције: 
'.' y=xn је у' • nxn - 1• ~-\ ') ~",,'. ~ . ,-

d) Извод раЗ!lомљене ФУНJI:'lрЈt; /:~o је ~!a разломљена. 
ах + Ь . ,Ia (х+А·х) +ь 

функција у= сх + (f' онда је њен прирашtај Ау= с (Х+ АХ) +d -

ах + Ь (ad - ЬС)'АХ Ау '--- а количник-= 
сх + d (сх+ сАл + d)(cx + d)' АХ 

ad - ЬС Т -. Ј'" А О 
! ,=(CX+CAX+d)(cx+d)' ада Је за un Х= , 

7 (Ј . __ /1 (' , _ ,. (АУ) _ ad - Ьс 
l"',o с '.,0 k~ - хт АХ - (cx+d)~ 

. l' . \.<'0 АХ= О 

"у + [(, ј'- Посебни nvимер. Извод ФУ~I<ције у == -5~X_+710 је: 
, _ ( - З)· (- 7) - 5·1 О __ =~ 

У - (5х - 7)2 (5х -'- 7? . 

е) Иsвод функције у = s!n х. 
Њен је прираштаГ'~у-~"'srn (Х + АХ) - sin Х = 

2-cos 2х 1" АХ sin ~= 2 cos (~.t~~}~ ~i~~~, а количник;: 

( АХ) . АХ 
А 2 cos Х + Т sш 2" 
~==------.~--------
Ах АХ 

Тада је тражени извод: 

у'== Нт (~~) = Нт 
АХ=О 

. АХ-
А SШ2 

cos (Х + -;). -л- = cos ; Х, ц()што је: 
........ х ~ 

.,l:..'e' _ АХ = О 
оо J .• ~ . 

.,. .. " ff 
/' 7 ./ 

.~ 

\ 



.. 

r ~XI .!I 
sinT 

Jlim ~X = о, то је и Нт ~2X = ~ = о, Нт (I~I= 1 

2" ~X=O 
,(види ,5. задатак § 181. КОД СЛ. 19.) 

f) ИЗ80д функцuје у 'cos х. 
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Њ . . л (' +Л)' 2 . 2i+Llx 
ен Је прираштаЈ uy=cos Х uX -cos х=-:- 'S1П--2--. 

• . ~x 2 . ( +~x), . ~x l' л О 
:sшт =.- Sш х 2" S1Пт' а ИЗВОД, за lт uX = , 

. ~x-
. S1П-

-биhе: Y'=1iI1](~~)=lim -Siп(х+~Х)·-кх2 =,..~~ 
'!\;~,; ~x =0 _ у _~X=O 

'sin~1 
'::-.- si~~, пошто је Iim I~xl= 1. 

---- . I '2 J~x=o 
ј) Навод ФУННЦ\ ЈОЕ х. Њен је прнраштај i1y ~ 

=~o~(x+~x)-Iogx ~~х=IОg-(I+~Х); а извод, э-а 

Јјт ~x _.' .0, биhе у' _ 1 (~~) = Нт -IIОg (] + ~ГI' .. {Ј) 
~x = о _ ilx _ ~x = О 

Међутим, за Нт ~x = о; десна. ce"CT~Ha овог извода (1) 
~O . -:""- ~x . О 

'претвара у неодређен облик -О' пошто Је тада -=-= О, 
х х 

ilog (1 + ~x) = Iog (1 + О) = ]og 1 ~ О. Како је lim ~x = о, то 
~x / 1 . 

разломак - можемо заменити изразом -, где Је п = =, 
х ... п 

• "'" '! ~x 1 
'пошто су оба израза тада Једнака нули. За~еном - =-

.' х п 
у (1) добијамо: 

Iog(l'+~) n:log(l+~)' 'Iog(I+~)n '" (~) 
у'=---­

х х х 

п 

, Тада израз (1 + ~)п добија опет неодређен 'Ь'9лик 
'<". 

1 оо. -М' ~j"~ ~. ~" " 

.. 't;. 

ђутим, овај израз има своју одређену вредност, коју доб~,\ 
јамо, када га развијемо по Њутоновом обрасцу. Тада je'~~.~ . " 

. '~ \. 
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1 
l-~--~ 

оо 002 1 
. п8 =-I-·2·3.п3-= 1·2·3 1·2·3 = 1·2·3 

и Т. Д., то заменом у (3) добијамо: 

( 
1 )n 1 11 1 . 

1 +0 = 1 +т+ r:2 + 1.2.3 + 1.;t •. 3.4 + .... (4), ЧИЈ.а је-

вредност Неперове JIогаритамске основе ~ 2,718281828 .. , ... 
као што смо видеJIИ код JIогаритама (§ 118). Најзад, заме­
ном у (2) добијамо да је извод 

у' = (log х)' = log е = log 2'718281 ..... (5). 
оо х х. 

O~aj обр~~ важи за сваку JIогаритамску основу. Ако,. 
узмемо Неперову JIогаритамску основу е, онда је log ее) = 1, 
па се за ту основу образац (5) претвара у 

~~(6). 
k) Извод функције у = аХ :Њен је прираштај ~y = 

=aX+Д~ _ аХ = аХ. адХ _ аХ == аХ (адХ_l), а КОJIИЧНИК ~y -~ai<. 
цх '.-

.. '1, a.6.X-l' . 
;~t. Ах ,а извод за 11т ~x = О био би: у' = (ах)' = 

( 
аДХ-l) О 

lim аХ. ~x = аХ ·1Г .. (1), те опет добијамо неодређен· 

О о адх - 1 
облик О' Праву вредност израза ~x наhиhемо, ако извр-

1 . -
шимо замену адХ -1 са -, где би п био бесконачно веJIИКИ број,. 

п .. ~._'t .. , •• ·ol.I-.. --:-·~"III>"" .... '. 

пошто су оба израза једнака ну~lFсао"···-l-~l=-l=О и i =~ = О} 
п оо _ 

'1-. • 1 1 1+1 СтављаЈУпи да Је адх - = -, ИJIИ адх = -, онда ЈЈога-
п п 

ритмовањем добијамо: 
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~xlog a=log (1 + ~ ), 

а дХ ~ 1 
Тада је израз ~x 

log(1 +.~) 
а ~x = о.' (2). 

log а 
1 

. п log а 

log(1 +*) nlog(t + ~) 
log а 

log а log ~ п~што је (1 + 01 )п = е. 
= log(l+ ~)n=lOge' 

Заоменом у (1) добијамо да је изврд функције у = аХ ;. 
I . '''''' 

ј.-- log а \ () I ./ 

··l:i._-.~~:Х .. ~,~,)Оg~ !,'fЯ с ,,-

За специјални случај а . е, функција ће бити у=-ех , ас." 
љен извод, према обрасцу (3), биhе: ;/иј (.,С 

, / 'Ј' Zog е . 
у = I еХ = еХ • -l - = еХ, т. Ј. 

ок ~ ___ г' 

. ~~вoд ф'vнкцuје еХ једuа,"Ј7 ~'/;C~;oj. O~M. ieД~Ha ф~~\к,~ 
ЦИЈа КОЈа има ту особину. . -'. :. ,.,.·t,., " .. 'JitL '-. I '; 'i 

llрu.мерu ва nежбу: Наnи из~де о~их фу~кЦија. '':--
1) у = 3х - 1; 2) У = - 5х + 6; З) ) = 0,З5х + 4 ; 
4) у = 7х ; 5) У = - х; 6) у = - 2,5х - 9';. 
7) У = - 8х ; 8) У = 5 ; !§) У = - 6 ; 

10) y=5xz-4x+2; 11) y=-3xll +5x-3; 
12)'у=-4х2 +3х; 13) у=7х2 -5; 14) у=4-7х2 ј 
15) у=-8х2 ; 16) у=_х2 ; 

~
O ~)_Y=4x7 _ 5хб ± 3х8 +8х-7; 18) y=xg

; 

"'/ ~ 2х ± 1 - 2х + 11 
l' 19) У = 7х111 ; 20) У = 8х _ 5; 21) у = 4х -7 ;. 

4х 1 1 .-
22) У = 5х + 2; 23) У = 4х _ 3; 24) У = 8х; 

~§ 185. Теоре •• :5;;;4 ~ 
) !Извод алгебаnсIffi;;бИ2!!Ј Нека су и, v и t разли-­

чи е непрекидне функције, чија је независно променљива х-. 

Тада и љихов алг.ебарски збир је очевидно непрекидна функ­

ција исте независно променљиве х. Нека је дакле 

у=u -v+t. 
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Ако независно променљивој количини дамо прираштај 

дх, онда и функције: и, V, t и у' добијају' своје прирацzтаје 
Аи, ду, At и Ау, па ће бити: 
.Ау=(и + ди)- (У+ дУ) +(t + dt) - (и - v + t)=dU-dV+ 
+ д t. дlKO 'ову једначину поделимонајпре са дх, а затим 
'Ставимо да је Нт дХ = О. добијамо: 

.ду =ди _дУ +~, Нт (dY)=liffi(dlt_dV +~)= 

.ДХ дХ дХ дх дХ дХ дХ ДЈ!: 

дх=о дх=о 

= liт (~~) - Јјт (~~) + Јјт (:~) 
дх.=о дх=о дх=о, 

или у' = и' - v' + t', т. ј. 

1 
Извод алгебарског збира од неколико фушщија 

Ј 
'Исте независно променљиве количине једнак је алге­
обарском збиру њихових извода. 

Примери: 

Ако је: 

1) и = 3х2 - Бх - 2, v = sinx, t= cosx, онда је 
у' = и' + у' + t' = бх - Б + cosx - sinx. 

2) Ако је и = 4хВ - 3х2 + Бх ~ б и V = Бх3 - 4х - 7, 
онда је у' ="- и' + у' = 12х2 - бх + Б + 10х - 4 = 
= 12х2 + 4х + 1 . 

.:::".. ~ II ИЗВОА ПРОИЗВОАа. Нека су и и v две непрекидне функ­
I~, 
,"с је исте независно енљиве х. Тада је очевидно, да је 

i ',~ и њихов производ У = иУ функција исте независно промен­

љиве х.' Ако је прираштај независно променљиве Ах, онда и 
функције: у, и и v добијају своје прираштаје: ~y, Аи, и Ау, 
теје: Ау =(и +Аи)·(У+АУ)- иУ = иУ+ уАи + иАУ+АиАУ­
иу = иАу + vAu + АиАу. Ако ову једначину поделимо са Ах и 
узмемо да је Нт Ах = о, добијамо: 

Iim (~~) =liт (и~~ + Y~~ + ~~ . АУ) = и·Нт (~~) + 

дх=о . дх=о дх=о 

+.у.Јјт (ди) + Јјт (д и).Јјт д У. Па како Нт дХ = о, то , дХ дХ 

АХ -~ О АХ = О Ах = () 
је и lim д v = о. Заменом у претходној једначини добијамо: 

дх=о . 

у' = и·у' + у·и' + и'·О == ну' + уи' .(1) 
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Ако је дат производ од више функција исте независно 

променљиве х, н.пр. у = u v t z, онда је према једначини (1): 
у' = (uvtz)' = [(uv).(tz)]' . (uv). (tz)' + (tz).(uv)' = uv (tz'+zt')+ 
+ tz (иу' + уи') = uvtz' + uvzt' + utzv' + vtzu', т. j.~ 

1) За y=sin x·cos х бllhе у' =- (sin х)' cos x+(cos x)'sin х = 
== cos х· cos х - sin х· sin х = cos2x - sin2 х = cos2x . 

. 2) За у = (3х2 +4х + 5) (4х - 3)cosx. sin х биhе: 
у' = (бх + 4) (4х - 3) cos х sin х +(3х2 + 4х + 5)·4 cosx sin х­

(3х%+4к+5) (4к - 3) sin2x + (3х 2 + 4х + 5) (4х-3) cos2x = 
= (14х2 + lOx + 4) sin 2х + (12х3 + 7х! + 8х - 15) cos 2х. 

Последuца. Ако је у = аи, где је а сталан број а и функ­
циј.а од независно прЈ>менљиве Х, онда је према горњем пра-

\
1\" ,..., i 

!Вилу: \ i )., i. 

~. ,\ у' = аи' + a'u = au' + O·u = au.', т. ј. 

О. \~~''(U\C/ И~воlf. прои~вода од jeДHOГCTa;~oг броја. и једне 
\i':' }р~IЩИЈе Једнак Је проивводу од сталног БРОЈа и ив-
Ј )Ю,р;а функциј е. . 

\ Примери: .......... ...-.. ' .......... ,,'" ~. 
1) За у = 3 sin к, биhе у' = 3 cos х. ' 
2) За у = 9х5, биhе у' = 45х'. 

~.111> ИаВОА степена. Нека је и непрекидна функција неза­
,висно-променљиве Х, а желимо да нађемо извод функције 
y=ut • Како је y=u4 =u·u·u·u, то је по правилу за извод 

'~Ћрои-:{в'ода : 

у' :- и'иии + ии'ии + uuu'u + uuuu' = 4u8u' 

Тако исто за у = и5 биhе у' == 5и'и'; зау = u7биhе у' = 7u tlu' 
И т. Д., а за у = иП биhе у' ==nи n-Ји' т. ј. Извоц степена неке 
дате Функције добија се. када ШЩQжитељ степена ПО-

о МНОЖИМQ степеном Ћ,стеф)'НRЈЈије, чији је И3ЛQжитељ 
за 1 мањи, и иаводом функциј е. 

Примери: 

1) За у = sin5x биhе у' = 5 sin4x cos х. 
2) За у = (2к2 - 3х - 5)3 биhе у' = 3 (2х2 - 3х - 5)2 (4х - 3). 

Алгебра 9 
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Напомена. У претходном параграфу нашли смо, да је 
извод функције у =xn у' = п хп-1, До овог истог резултата 

дошли бисмо и примером горњег правила. По овом правилу 

биhе: у' = пхп-1 х' ... (1). Како је извод од х = 1, то заменом 
у (1) ИМi!МО: y'=nxn- 1• Тако, за у --:-х.1 1, биhе у' = 11 х1О ; 
за у = 10х 7, биhе у' = 70 хО и т. д. '!l!:" 1"1 ИЗВОД оазломна (НQоичнииа). Нека су u и v две непре­
к'ИДне функције исте независно променљиве х. Тада је и 

у = .Е. функција исте променљиве х. Њшод 'ове функције 
v 

можемо добити постурајуhи истоветно као код претходних 

случајевај а може се добити и помоћу правила О.изводупро­

u 
извода. Тако,' из у = - (1) имамо и=у v (2), а и'=y'Y+Y'Y(3)~ v 

. , и' ~ v' у и' - v'· ~;-'и;:;=-~;~I . 
Одавде Је у = -, 2 ,(т. Ј· v v, v . 

__ Извод разломка једна:к је. нзводу броЈитеља -'помно­
жен нменитељем, мање нзвод нменитеља помножен 
(Дiојитењем, и све ТО подељено крадраlОМ именюељаL 

Примери: I ___ 
1) З - 2х2 

- Х + 1 б h I~ (4x-l)(3x+l)-3(2x2-x+l) 
а у - 3х + 1 и. е у - (3х + 1)2 

\ бх2 + 4х-4 
= (3х + 1)2 ; 

2) За =t х=siПХ биhе ,=cosx.cosx+sinx.sinx= 
у g cosx у cos2x 

_ cos2x + sin 2 x 1 
- coszx cos2x ' 

3) З t 
cosx б h ' - sin x·sin х - cos x·cos х 

а у =.·=со gx=-=-.- И е у = . = 
slП Х . SIПII Х 

sin2x + cos2x 1 
sin2x = - sin2 х . 

Напомена. Ако се тражи извод једног количника из­

међу сталног броја и функције или обрнуто, служимо се· 

правилом о изводу количника. 

а . , a'f (х) - f' (х) а 
Тако, извод од у = f(x) Је у = [f (х)]2 =-

ОЈ (х) - af' (х) af' (х) . Цх) 
= rf (х)]2 = -[f(x)]2' а извод од у = -а-= 

f' (х)· а - О· f (х) af' (х) f' (х) 
а-2 ~-3 
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, до овог последњег резултата пре. бисмо дошли служеhи 
се правилом, о изводу .производа од једноr сталног броја. и 

. f(x) 1 1 f' (х) . 
фУНКЦИЈе. Тако У = -= -. f (х) а У' = -. f'(x) = --о 

а а а а 

....A.-t:J V) ИавоД корена. Нека је· и функција независно про­
~нЉйве количине Х, а желимо да нађемо извод функције 

п 

У = уи· -,-'''- --~ ....... , . 
1) За п = 2 биhе У = УЦ, или у2 = и., По правилу о 

'и' и' 
изводу степена биhе 2уу' = и', а У' = 2у 2Vu' 

2) За п .. 3 биhе у = V'u, ИЛИ уЗ = и. Одавде је 3у2 у'= 
и' и' 

= и', а у'= 3у2 =-= зru2 ' 
4 

3) За п = 4 биhе. у = Уц, или у4 = и. Одавде је 4у3у' = 

и' 
= и', а у'= 4уВ 

и' 
-4-

4 Уи3 

п 

Аналого горња три примера, извод од у = Уи биhе ' 

и' 
у'=--n--' 

П Уиn-1 

п 

Ако тражимо извод функције У == УиР , радимо по истом 

ПОСТУПКУ. Тада је: 
рир-1 и' 

11 УП = иР, пуп-1у' = рир-1и', а У' - 0-.---,_ 
- пуП-1 

п t иР (п-1) 
п 

р V-UП-(;-Р--=l) u' ри' п __ р р-п р ~-1 
= =-УиР-П=-и п . и'=-и п и'. 

п П П П 
П Yup (п-1) 

Примери: 

3 1 2--1 
1) За У = tr 4х2 - 5х + 2 биhе у' = '3 (4х2-5х+2) 3 • 

1 -~ 8х - 5 
(8х - 5)= '3 (4х% - 5х + 2) 3 (8х - 5) = 3 -;-;-~--=----:-~ 

зV (4хЗ - 5х + 2)2 
п q 

2) За y=Y(ax+u)Q биhе У'=~(ах+ь)п-l.а= 
п 

aq п 
= - y~( а-х ~+--;Ь''7)'Q-П; 

п 9* 
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3) За у =Уsiп 4 х биhе Y"=5"(sinx)5 .' cosX= 

\ а = 5" slП Х • cos Х = 5 __ _ 

~- 5 V siп Х V 
. 4 5V (' )-1 4 cos Х . 

1 Напомена. - На основу овога, лако налазимо извод 
+Р 

степена Х -ч, а на основу правила о изводу разломка, нала-

зимо и извод степена Х-П. 

а) Тако, ~звод функције у = Х ~, или ytxP је 
р ..Е.._ 1 р..Е..- 1 р..Е..- 1 

У' = -- Х q • х' =- Х q • 1 = - х q ; 

q q ." q Р-
Ь) Извод функције у = х - t. је У' = (- ~). Х - q -1. Х' = 

Р _..Е.._l Р -..Е..-l 
=--,-.Х q .1 =--.Х q ; . q q 

с) Извод функције У = х- П, или у = Х: је 
, 1'. ХП _ПхП-1.1 О·ХП_ПХП-1 ._ 

у = 2 З =- nx-n - 1 ; т·Ј· извод сше-
Х 11 Х П 

йена хn добијамо, када иfJложuй1ељ п йомножимо са хn-1, йа 

бuо UЗЛО:JlCий1ељ цео или разломљен, iiозиillиван или негаши­
ван број. .') 

,("~\ ј. 

Примери: 

'1~: ~. 3 ~-1 3 _.! 3 
-,.'(1); За У = х 4 јеу' = -'--' Х 4 =-х 4 ~-4-' 

-<c(~"".' 4 4 4V-X' 

"-~" /' / 
.:,ј/ 

': оо 

,:.. 5 5 -~-1 5 9 ,r1l За У = Х - 4" је У' = - 4 . х 4 = - 4 х - 4" = 
\Ь '--~ 

5 5 
=--4-=- 4_; :!,V ~ 

4 V х9 4х2 V Х . / I 
" / 5 ' .• 

'\. '-3); За у = - х- 5 је У' = - 5· x-5~1_= - 5х- 6 = - х6 ; 

~/ ~J 
'.', ',., .. 

~ y .. ~ 3 3 7 

. ~)./3a y=-4x-4"jeY'=(-4)'(--~) x-4"--1=3x- 4 = 
~~з'f 3 4 
=-4-=-4-' 

у? х ухз , 



r . .. 

V'VD ~ ; v')' (.и'~ v -
.. rV ,..--

~
5 4 4' 
-- - 4 --1 

а у = v sin4x = (sin х)5 је у' = 5" (sin х) 5 . (siп хУ = 
4 _2. . 4 cos х 
5" (siп х) 5. cos Х = 5 __ • (Види 3 пример испред напомене) 

5 V sin х 
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Иа свег: ~БО~ ~i~~;;;~~ D:;И т~ажењу ИВ-
. в Oдt[IёДHO Г О ~H ц : 4 : н ;ЈаRИ но промен-: 
љива Х, или ма ноја њена фующија треба само дати 

- корен ца пр-етворимо најпрt;, у степен, а ватим да тра- -
жимо иавоц цоБИRеног степена ПО правилу Q иаводима 
степена. 

11 Напомена. Изложене теореме у овоме параграфу зову _ 
се ойшше illeopeMe извода, а служе да лакше и брже нађемо 
функциЈама иЗВОде, него на начин изложен у претходном 
параграфу (184). Ако је дата функција у =4х5 - 3х4 + 5х3 -
-7х2 + 4х - 5, онда је њен прt3и извод у' = 20х4 - 12х3 + + 15х2 - Ј4х + 4. Ако сада тражимо извод добивеног извода, 
који се означава са у" и зове се други извод дате функ­
ције, добијамо у" = 80х8 - 36х2 + зох - 14. Треhи извод 
дате функције биhе извод од другог извода. Он је у'" = 
= 240х2 - 72х + 30. Четврти извод биhе: 

yIV = 480х - 72, а пети извод yV = 480, а шести yVI =--= О . 
./ ~уги, треhи и т. д. изводи зову се Ufl.Boau више?- реда. 

~§ 186. Изводи цинлометријсних ФУннциЈа. У параграфима 1~ 
(' и 185. упознали смо се са изводима алгебарских функција l 
) (целих и разломљених и ирационалних), затим са изводима 

\ 

трансендентних функција аХ, Zog х, cln. х, eos х. tgx . и eotgx a

r сада прелазимо на изводе циклометрИЈСКИХ ФУНКЦИја: 

аге sin х, аге eos х, аге tg х и аге eotg х. а.ео 
I а) Иавод ОД arc sin х. Нека је дата функција y=-arcsinx. 
\ Како је у лук полупречника r = 1, чији је синус Х, то је 

\ \ х = sin у 
! Сматрајуhи сада х као функцију а у као независно 
љиву количину, то је 

Ј . д х 

промен~ 

\ 

Ј 

\ 
I 
\ 

lm -= cos у, 
дУ 

1 а Iiт ДУ =_1_= =1== 
д х cos у V 1 -- siп Z у 1/1- х2 ' 

1 
Дакле, у' = (arc sin х)' = V 1 _х2' 

Ь) Иввод ОД arc cos х. 

\ 
( 

3 б ~ Т' }' д х . а у = arc cos х, ипе х = cos у. ада Је lт - =- sш у, 
дУ 



134 

а Нт ду , - -Ј.-=- 1 
дХ slП У V1- cosZy V1 - х ! 

1 
Дакле, у'= (arc cos х)'= - -;-;V~=~ 

с) Иавод од arc tgx. _ 1 - х
2 

\ 

Зау=аrсtgх,биhех=tgу. Тада је Нт ДХ=_\-. (Ви- , 
ду cos у , 

ди 2. пример код ЈУ параграфа 185). Како је _l-
i

- = (_1_)2 = 
cos У cosy 1 

=sec2y=1+ tg 3y, то је liт дх =_l_._ = 1 +tg2y=-1 +х2 а 
дУ cos:4 y , 

'Ј' ду 1 Д '( t)' 1 
lт д х = 1 + х2' акле, у = arc g х = 1 + xll' 

Ь) Иавод од arc cotg х. 

За У = arc cotg х, биnе х = cotg у, а Јјт д х =, - --:-~-
дУ sin9 у 

(Види 3, пример код. ЈУ § 185). Како је: 

"1 (1)2 ' .. ;.~- = -.-' = cosec i у = 1 + cotg2 У =--= 1 + х2, то је 
. s!(y sш У 

~~. 1 ду 1 liт ~ =--.-=-=- (1 + xl!) а јјт -=-----, Дакле 
дУ sш2у 'дх 1 + х2 . , 

.. '--.., . 1 
. ' .... у' = (arc cotg х)' = - 1 + х2' ј 

§ 187. Изво~и посредних Функција. A~ 
и = f (х), онда се каже да је у посредна функција од х. За­

меном у првој јtдначини u са f (х), можемо наnи извод од 

F [f (х)]. МеђУТИМ, ово замењивање избегавамо, јер се служимо .. 
идентичном јецначином I 

K;~~:~j 
Ако дх тежи нули, онда је исти случај и са ду и ди. Како 

Нт ~~ = у', liт ~~ = F' (и) и lim ~~ = f' (х), а граница про­
извода једнака је производу граница љегових чинитеља, то је 

у' = F' (и)·!, (х). 

Исто, ако је у = F (и), и = tp (У), V ----:- f (х), онда је 
ду ду ди ду . 
дх == ди' ду' дх' или у граници': у' =Р(и).; tp' (v)· ј' (х)с .•.. 
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.Пример: На!ш извод фУНI<ЦИј,е У = sin'x!l. Стављајуhи 

да је u = х2, V = sin и и У = v', имамо Нт АУ = 4у3, 
AV 

1· А V l' L\ и 2" С . 
оЈт -= cos u и Јт -= Х. тога Је 

Аи Ах о 

у' = 4 v3 • cos и· 2 х = 4 sin8 х2 cos х!l . 2 х. 
'§ 188. Примери за вежбу. Наhи изводе,следеhих функција: 

G у=0,2х5 ;'2Ф=0,75Х8;@У= ;X8;~-5X+l; 
~ У = 6х2 

- 4~ + 6; @ у - ~ х2 + Х + 3; 

® У = 1 - 2х + 4х2 ; ® У = - 4х8 + х2 
- 3х + 2 ; 

9) У = х' - ха + х2 - х; 1 О) У = 1 + х - к2 + х8 
; 

1 1) У =х' - 2хВ + х2 
- Х + 3; 

12) у=х5 _ 3х' +х<Ј- 2хЗ +x-l; 
13) у=-О,5х6-х3 +3х; 14) y=2x5+x8-4хЗ +3х+l; 
15) у = (2х - 3).(х + 4); 16) У =(4 - 3х)(1 + х); 

)7) У = (х2 + 2х - 1) (2х2 + 3х + 2) ; 
о 18) У = (1 + х - хЗ) (3х!l - 2х - 4) ; 
19) У = (3х + 1) (2х - 3) (х -; 1); 
20) о У = (3 - 2х) (5х - 1) (1 - 4х); 

21) У = (х - 1) (1 + 2х2) (х2 + 3); 
22) У = 2х2 (7х - 1) (х2 

- 2х + 1); 

~ y=5X;-I(одг. х12 ); @ у=х't2(одг·-х12)~ 
о @ у = x~ + ff: + 2 (одг. хЗ 2~ 2) ; 
~ у = х

2 

- ~ (одг. х2 + 3) . 
1v.{';2) 3х 3х2 ' 

~ х- 1 ( 2) rn~ 5 ( - 10 ) /'<!Ј;У = Х + 1 одг, (Х+1)З ; ~ У = 2х _ 1 одг. (2х-l):! ; 

~) У= 4x::t-l (OДГ'(4X2~ 1)2); ® Y=X3~ 2 (одг·(хз ~22)2); 
~\ Бх! - 1( 2 ) 
~ У= ,3хЗ одг. Зх3 ; 

~ У 4 (од г 12 - 8х ). ,Оо 
~ = хЗ - 3х + 1 . (хЗ - 3х + 1)2 ' 

@У=Х2 _1Х+4(ОДГ. (2~X)B); 
~ У = (х2 + 2) 3х ;- 1 (одг. 6х3 ~x~2 + 2); 
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~y=(X2:-x)B (одг. 6~5-IQ~4+12X8-,-3X2); 
~6) У = (х2 + 2х)3 (одг.. _6хб + ЗОх 4 + 48хЗ + 24х2); 
З7) у = (2х2 + Зх - 1)8 [одг. (12х + 9l(2х2 - 3х - 1)2]; 
~ У = (хэ + 1)4 (одг. 8х 7 + 24хб + 24хВ + 8х); 
39) у=(5х3 +Зх-l)' одг. (60х%+ 12)(5х3 + 3х-l)3; 

;(40»)y=asinxcosx [(одг. acos 2х); 
':41): у = sin х + cosx [одг . .ј2 sin (450 - х)]; 
42»y=sinx+cosxtgx (оДг. ~x); 

43) У = cos х + sin х· tg х (одг. sin 2~)' 
cos х 

- ......,4~)Y =.ј3х _ 1 (одг . . 1 З ); 
V\\. 2 v Зх - 1 \ 

~/., 3 (4 (4х - 1) ) l' 
1{4:5)\ у = .ј(4х2 - 2х + 5)~ одг. 3 ; 

. - з.ј4ХIl - 2х+5 

5 (6(3X II
- 3х+2) ), 

46) y=-=-.ј(2хS -Зхll +4х-5)В одг .. 5 :;: 

5.ј2х3 - Зх2 + 4х - 5)1! ' 

б (5 (5х - 1)) 
47) у = .ј(5х'Ј. - 2х}5 одг. 6 ; 

."__ з.ј 5х2 - 2х 

Наhи други извод функције: 

48) у = 3х2 - бх + 2 (одг. б); 
1 

49) У = 3 + 0,5х2 
- 3 х' (одг. 1 -- 4х2); 

\ х+l( 4). 
50/ У =Х--l ОДГ'(х _ 1)3 ' 

х3 ( . 2х4 - 8хВ + }2х2 - бх) 51) у==-- одг. - . 
х -1 (х - 1)% 

Наhи треhи извод функције: 

52) у=0,4хб +х4 -2х8 +Зх2 _х+ 1 (одг. 24х2 +'24х-12);; 
5 4 '~ 

53) У=тХ'+зхВ+ ~ х2 ~2x+ 1 (одг. 30х +8); 

54) У = 2х
ll 

Х ~ (одг. ~;); 55) У = хз,+-: + .! (одг. Х4б1. 
i/ Наhи изводе функција: 
f \б) у = sin 2х; 57) у = sin35x2 ; 
[\ 58) У = 2х sin х - (х2 - 2) cos х; I \~~) у - _ sin4x t; sin2x cos2x + c~'x; 
? 66)~ = S1П х . 
-"'--...>-- _CQS х (1 - cos х) 
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jlVfi 189. геомеТРИЈСНИ. значај ~ЗВОАа И његова примена. ~'1~J!:!! 
V Нека је крива RE i (сл. 21) графички претстанник не.' . 

пр-екидне функције у ./ f (Х) И нека њена тачка А има коор­
динанте х и у. Ако ,независно лр,?менљивоi дамо лрирашта} 
дХ, онда функција добија прираштај ду. Из слике видимо, ' 
да су х + дХ и у + дУ координате тачке В. Ако повучемо· 
АС 11 ОХ, а кроз В и А повучемо сечицу SH, добијамо право­

угли трогугао АСВ, чије су. катете прираштај "tlX и АУ, а, 
~ ВАС једнак је углу ~ који сечица гради с позитивним" 

правцем апсцисне осовине. Из овога троугла видимо да, је 

ду . 
-= tg~. Ако сада замислимо да се дх поступно CMaњy}e~ и,.о, 
LlX 

',. 

Сл. 21. 

тежи нули, онда се и ду постулно смањује и тежи нули,. 

пошто је дата функција непрекидна, што се, у осталом, 
види и из саме слике. У том се случају тачка В поступно' 
лриближује тачки А, сечица SH обрhе се око тачке А' и ло­
ступно тежи да заузме положај тангенте T~ тачки A,~ ~. 
угао ~ поступно се смањује и приближује С,е УЈ;ЛУ ос, који"_ I 

гради тангента тр/ са ПОЗИТИВНИ-,Ј Пр·авцем ап<=\исне осо-· ~ 
вине. Када дх добије своју граничну, вредност T.~. кад је 

Нт дХ =- О, таду се· сечица SH l!peTB~pa у тангенту тр, угао· """ 
~ у ос а tg ~ У tg ос., т. ј. Ј. 

Нт ( LlY) О = Нт (tg~) л 0= tg ос. \.,,-
Ll Х LlX = '-'х = ~'-

Ив овога обрасца увиijамо да први иввод Фун«циf/ 
....... , 

.-
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y=f(x) има своје геометријско значење. Он нампретстав~ 
ља тангенс правца дирке I\риве у = f (х) У једној датој 
таЧI\И. . 

Према овоме, ако желимо да нађемо једначину тангенте 
сма које криве линије у = f (х), У некој њеној тачки аriсцисе 
.х = х l • онда нала'зимо најпре и ординату те таЧf(~ У1, [из 
у1 = f (х1 )], а затим тангенс правца тражене дирке tgoc = 

1. (dV) dy. . . '=. lт - . _ о = -d ,т. Ј· Једнак Је ~реJtНОСТИ првог извода 
дХ дХ - х ' , 

'дате функције за х = хI' Тражена једначина тангенте биhе ; 
dy 

:у -У1 = f'(X1) (Х-Х!), или У - yt = dx (х - X t )· 

Пример, 1) Нали једначину йЈангенШе "риве y=x~-3x+l 
.У шачкu айсцисе х.=2. Ордината те тачке биhе УЈ = 4 - 6 + 
+ 1 = - 1, у' = 2х - 3 а тангента правца f'(x1)=2· 2-3= 1. 
'Тражена једначина биhе: 

У + 1 = 1 . (х - 2), или У - х + 3 = о. 

--- Примери за вежбу,' Наhи једначине тангенте код: 

1) У = 5х2 + Х + 2 У тачки Х1 = 0,5 одг . .J-:::::.6X,::7Q,ZQ"",о. 
2) У = - 2х2-3х+5 " Х1 = - 1 У - х - 7 = о. 

; 3) У = 4х2 -- 3х + 1 " ХЈ = 3 У - 21x + 35 = О. 
I'4Уу=-х2+2х+1.. х1 =-3» y-8х-lО=0. 
j~5)Y u-3x2+7x+5" x t =2 .. у+5х-17=0. 

(\j.~'~~§ 190. Парцијални (делимични) изводи. Нека j~e дата функ­
'" ција У = F (и,у) од двеју променљивих и и v. Ако v сматрамо 

као сталну количину, онда извод функције само / независно 

променљиву U~~ји се означава F'LI (и,у) или,~~: зове се uар-, ' 
.цијаЛНll извод узе~ttо и. Ако па-:l< u сматрамо за сталну ко-
,личину, а v за проме.нљиву, OHД~ извод' функције само за 

\ " 

, ,променљиву v, који се \\?ележи Р' v \и,~) или ~~" зове uар-
Јални извод узеш 110 v. ''Ако најза'д u и v сматрамо као 
'функције променљиве х, оIIда З<l,прираштај дХ, прираштаји 
·од у' и, v биле ду, ди и дV\'iI /Том случају прираштај функ-
.ције биле: ;<~ 

ду=Р(и+ ди"У+дУ)-Р(и,у) .... (1) 
или, ако овој једначини додамо Ј.одузмемо F (и,у + дУ), до-
.()ијамu идентичну једначину: ' 
4у=[Р(и+ ди, У+АУ)- P(и,Y+AY}]~[P(и,y+6.Y)-

- F (иЈУ)} .. (2). 
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iI 
/ / Разлику у првој загради у граничној вредности можем<у 

.
! 1/ ~м.атрати као бесконачно мали прираштај функције, када :ie 
! ' .. Ј\.само и променљива, а разлику у другој загради сматрамо као 

Ј; (: \бесконачно мали прираштај функције, када је само V /про-
;, /!l\1енљива.· / 
) i;' \ Ако прву разлику помножимо и поделимо са Ll~/адругу 

ј: .са 'АУ, а затим целу једначину поделимо са Llx, добијамо: 
,,' Lly F(U+LlU, v+Llv)-F(u, V+LlV!.LlU+/ 
1 '~x 6.и· 6.хl 

:. + F (и, V + Llv)- F (и,у). LlY ... / (3). 
, , , 6. V ,6.х I 

-Најзад за Нт 6.х = О биhе: 

у',= Р'и (и, v) и' + Р' v (и, v) v', 

или у' = дF. и' + dF .v' .... (4) 
ди дУ 

Једначина (4) казује, да је извод једне функције од двеју 
променљивих једнак абиру њених делимичних иавода, 
,сваки помножен са иаводом те променљиве у односу 

по неа. пром. количину. Исти је случај и са изводом од 

трију И више променљивих. 

§ 191. Извод имплицитних Фуннција. За једну функцију 

Р(х, у) = о каже се да је UМllЛUЦUi1lна (скривtна), ако није 

решена по зависно променљиво N()1\..Ичини. Таква је функ-~ 

ција Ь2хЗ+а2у2=а2Ь2. Напротив, функција решена по зависно '0 

променљивој ко.1ИЧИНИ тако, да је само О,на на левој страни, 

зове се ексllлuцui1lнд (откривена). Таква је функција у=ах+Ь. 

Извод имплицитне функције можемо наhи помоhу обрасца 

под (4) претходног параграфа, а да претходно не решавамо 
једначину по у. Тако, да би смо нашли извод имплицитне 

фУНlщије F(x, у) = о, ставимо да је z = F(x, у). Тада Је према 
обрасцу (4) претходног параграфа: 

dF dF 
Z' = F' х (х, у). х' + F' у (х, у) у', али z' = дх . х' + ду у'. 

Како је у овом случају z = о, то је и z' = О. Стога је 

дF '+ дР , О . , 1 
дх' х ду' У = , или како Је х = , 

dF+ дР. '-о 
дх ду У - . 

дР 

. dy дх 
Одавде Је у' = dx == - дР' т. ј, 

ду 
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И~звод једне имплицитне фУНlщије налавимо, «ада 
најпре нађемо ДЕ.'лимични иввод фУНI<ције по х, сматра­
јуhи У I<ао сталну I<ОЛИЧИНУ, ватим налаВИМ<1делимични . 
иввод фУНI<ције по У, сматрајуhи х «ао сталну I<ОЛИЧИ­
НУ, па највад парцијални иввод по х поделимо парци-, 
јалним ИВВQДОМ по У и добивеном I<ОЛЮ{НИI<У промени- . 
мо внаl(. / 

Прu.мерu: ]\ НаhlJfUЗ80д lJ"'Мff'ЛiiЦUШ1f' ФУНkцuје 3Х + 4у-
32 О О ' .... '(JF 3 oF 4 !', t3 Д . 
=, вде ... Је;,-= , а"-д = , те/1е у = - -4' а Је 

иХ у, 

ово тачно, можемо \еr:уверит~, ак?/ претходно ову ИМПЛИ-

цитну функцију довr\емо на еКСi9'~ИЦИТНИ:Облик у = - ~x+ 
. . \ 3! +8, ЧИЈИ Је извод у' \. -Т',/ , 

., " 
2) Наlш извод фУН'l;<ције Ау2 + Вху +Сх2 + Dx + Еу + 

+F=O, \ 
oF 'ј oF 

Овде је-д = Ву + 2Сх ~\O, а -д =2Ау+ Вх+Е, па је 
х \ у 

, \By+2Cx+O~ 
У =-2Ау+Вх+Е' 

Овај вачин нглажења извода ИМПЛИЦитних функција· 

олакшава нам решење проб~ема изналажења једначина танге­
ната и нормама I<ОД I<РИВИХ, чије су једначине дате у импли-

цитном оБЛИI<~ 1 

AI<o је А (х 1 , Уl) додирIi!а таЧI<а криве Е (х, у) = О, онда· 
је једначина тангенте у тој тачки: 

1 
у - Уl = m (х- Х1 ), а нормале: У- УЈ = - -(х - Х1), . m 

dy 
где је m = 19 11., Па како је tg 11. = dx = у', то је једначинњ .. 

тангенте: 

dy 1 ' 
У - Уl = dx (х - хј ), а нормале: у - у, = - dy (х - х1 ) 

dx 
дF 

. dy дх 
где Је -=.=---

dx oF (х = х1) 
ду У=Хl) 
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dy 2Х ј Х1 - = - - = -- те је једначина тангенте: 
dx 2У1 Yt' 

У_УЈ=_Х' (Х-Хl), а нормале: Y-Уt=У1(Х-ХiЈ 
У1 ХЈ 

. aF 
2) Којј елиUсе: Ь2х2 + al!y2 _ а2Ь2 = О биhе -д = 2Ь!х, 

" . х 
дР dy 2Ь2 Ь2 

Т = 2а2у, а -d ~ - 2 2~=- -;l.., те је једначина тангенте: 
-иу Х _" а yt а У1 I 

Ь2х" а2у Y--УЈ=-у(Х--"с'хд, а нормале: y-rl=b~ 1.(х-х1). 
ah ~ ~ 

3) Код хuuерболе ъ.~x! - а2у2 - а2Ь2 = О биhе .:: = 2Ь2х, 
дF 11 dy 2Ь2Х1 _ Ь!Х1 •• 
-д =-2а у, a-

d 
=-2 2-="'~2-' те је једначина тангенте: 

У х а У1 аУ1 
Ь2Хј - • а2УI-

Y-Y1=-Z-(X-Xt )' а нормале: У-УЈ=--Ь2 (х-Хд, 
а У1 Х1 

_ . JF дF 
4) Код uараболе: у! - 2рх -.0 је дх=-2р, ду = 2у, 

dy 2р Р .. t Р ( ) .a-
d 

=-2 -=-, те јеједначинатангенте:У-УЈ=Т- Х-Х1 , 
Х' У. у1 УЈ 

а нормале: У -- УЈ = - ~ (х - ХЈ ). 
---------------------~~----------------------~ -~ C~------ (} ----

?- 5) Код "руг.а ,. х2 + Y~~ 2рх .- 2qy + (р2 + q2 - r2)= О је 

Ј ·дF = 2х _ 2 дР =2 -2 а dy = _ 2Х1 - 2р _ ХЈ - Р 
<дх р, ду У q, dx 2УЈ - 2q У1 - q , '1 

{ те је једначина тангенте: У - УЈ = - Х1 - Р (х - Xt), или г 
~ Уј- q ~ 
~ (х - Х1) (ХЈ - р) + (у ---:- УЈ) (У1 -- q) = О, а нор_~але: 
\. У - УЈ = У1 - q (х - Х1). 
~----I' -~-

Примери за веж6у: Наhи једначин.е тангената и нор-

малзкривих линија: 

1) х2 +у2=232 У тачки (14,-6); 2) X 2 +y2-l4-4y-5=0 

У тачки 00,9); 3) 4х2 + 9у2 = 36 У тачки (- ~, уз) 
4) 9х2 - 4у2 = 36 У тачки (4, - з01з); 

5} у2 = lOx У тачки (7,0170). 
~i~92. Расту11е и опадају11е Фуннције. Нека је дата ФУНК­

~~Ија 1V= f. (х), која је непрекидна у неком датом интервалу 
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(а, Ь). Како је функција непрекидна, то Ье сваком беско­

начно малом прираш\'ају .:lX независно проненљиве Х, одго­

варати бесконачно мали прираштај .:ly функције у. Дата 

функција биhе расшуhа, ако бесконачно мал<;>м позитивном 

прираштају .:lX1 , где је а < Х1 < Ь, одговара бесконачно мали 
позитивни прираштај .:lYt, или бесконачно малом негативном 

Сл. 22. 

прираштају .:lX1, одговара бесконачно 

раштај .:lYJ, т.ј. 
дх, И дђ истог 

прирашЏ!ји раЗЛi!ЧИТОГ 

-O~----~~·--~--~·--~·~b----~~-

6.)., l:; '-. 

Сл. 23. 

> 

Посматрањем прве слике увиђамо, да се оgдината уве­

Ьава или смањује према томе, да ли се апсциса увећава или 
.... F 

..5маЊУ'е, а посматрањем друге слик!:: Уј3иђамо, да ct;, ордината 
смањујеЈ., када се апсциса повеhа&}а, а ~OBebaBa се, када.$ 

апсциса смањује. 



~Да«ле.- фУНКJlија )[-1 (х), која је у ИН-

,. Бава m ю d3. ИЛИ сма 
тервалу ~~ bЫ~ растуна·њ:; пове-

Нlщи-

1*; .!!аПРQТИВ Фrнюiиiа је 'gпадаiуна ако се увенавањем':'" 
1: ФrнющЈа смањује, или смањивањем Х, функција ПОВ~l'r":' 
хА ва - q-,~. 

~':jJ\ . , 
, " т е о р е м а. ~o! ~aCTx.He н~п~е;и~~ ФУНКllиi е f =' 
Цх) ~ ~HТiE;~~:::~Q; iЮ3ртиван,\It"код. 

ШЩле j~ '-еиWЩ!.!:'·НЩi'ТМШ'Н-
,~ , .. , ",:-~,~, 

, . Тачност ове теореме можемо увидети и посматрањем. 

слика 22. и 23. Код прве тангента у тачки апсцисе Х1 гради 
с по:щтивном страном апсцисне осовине оштар угао, а КОд. 

друге, ова тангента гради туп угао. Како тангенси ових уг­

лова претстављају прве изводе f'(x j ), то је иста ('(х1 ), код' 

растуЬе функције позитиван, као тангенс оштрог угла, а 

код опадајуhе функције, тај је извод негативан, као тангенс' 

тупог угла. 

§ 193. Појам о мансимуму и минимуму Фуннција. Нека је It;bvf; 
дата функција у = f (х), која је непреН:!!,1ll;lа у некоминтер-

':-валУ'1з;Ъ)-:'AКQ- неЗiiвиtiI(ГЩ)2li1еЙ:i~!LQ1.~-!._А~~~ .. Ј~~~!:~~:.:е, 
вредности између а и Ь, онда и функција у, односно f (х)" 
добија различите ВР~~НQ~.r.!!.-;У_ О!зJ,iм"пр~о;;-ен'ама:·ф§НКiiЙје,-на.::'" 
илазимо-натзкВ'у"Тёдну вредност, ko-Јз'Је--већа-од'-ё-~оТ~~"'ёу:; 
се-дних блиских вредности, или наилазим() на такву једну њену :' 
-':Вре]iиоС:Г; коЈа 'је мања(:щ с'во}их суседних блиских sредности. 
Ако први случај наступа за х . x l , адруги ~ax' "'"~~!~_<t~i.l,Ц, __ ~ 
'секаже-'дз"да-1:а:Фiii'i{ци]i:i"и:м"ГсвоГМаксимум 'T(,x~Y за х = xl~" 
~'а""своГ~и'ним"у~'I(Х2) за_Х_~~Х2' .' ","."",. -'" ," ... ~'. 

"к6"д максимума, за бесконачно мали прираштај t.x{, ,биhе 

f (X~ - t.x,) < f (~1) > f (Х 1 + ".ix~);"· " "'," 
а код минимума, ;за бесконачно мали прираштај 6.Х2' биhе 

," 'f (Х2 - 6.х2) > f (х>!) < f (Х2 + 6.х2), 
као што се јасно види из слике 24. 

Када дата фующија тежи своме максимуму, онда је ра­

стућа, те јој је први извод, према теореми из пређашњег па­

раграфа, позитиван, т. ј. у' = f'(x) > О, а кад прође свој мак­

симум, функција постаје опадајуhа, те јој је први извод, према' 

истој теореми, негативан, т. ј. у' = {'(х) < О. 
Према овоме, код максимума, први иавод фующи-· 

је од по'аитивности прелааи на негативост, те мора пре--



~1ш и КрОВ вредност нулу. Ту вредност добија извод, када 

_ "функција има свој максимум. Тада је дакле у' =f' (х) = О. 

Међутим, када функција тежи своме минимуму, она је 

. опадајуhа, те је њен први извод негативан, т. ј. у'=ј'(х)<О, 
а чим пређе свој минимум, она постаје pacTyha, те јој први 
извод постаје позитиван; т. ј. у' = ј' (х) > О. Према овоме, 
'код минимума, први иsвод функције од негативне вред .. 
ности прелави на повитивну вредност, те мора преhи 
и кров вредност нулу. Ту вредност добија извод, када функ­

ција има баш свој минимум. Тада је дакле f' (х) == О. 
Да је заиста први извод функције и • код максимума и 

, код минимума једнак нули, можемо увидети и из сл. 24., јер 
··су и тангента у максималној тачки М, и тангента у минимал­

,ној тачки N, криве једначине у = f (х), паралелне са апсцисном 

Ј 

~, 

<Ј' ~ 
II ::;:. 

~~ -.-, 
. Ах. 

"" +. , 

"', :0:., 

Сл. 24. 

,осовином, те су њихови угаони I<оефицијенти, т. ј. извод ј'(х) . 
једнаки нули. Из свега изложеног до сада изводимо овај 
важан закључак. 

Дата функција y=f(x) имаhе максимум или мини­
мум само ва ону вредност независно променљиве КО­

.личине Х, ва коју вредност први извод функције поста­

је једнак нули. 

Како код максмимума први извод, од позитивног постаје 
негатщзан, т.ј. с.мањује се, тада, према теореми из пређашњег па-­

раграфа, његов први извод, односно други извод дате функције, 

треба да има негативну вредност т. ј. у" =- 1" (х) < О. Код мини-
мума, први извод од негативног постаје позитиван, т. ј. uooehaoa 

. се, те његов први извод, односно други извод дате функ­

;ције, треба да има позитивну вредност, т. ј. у" = f"(x) >0, 
.'Према овоме, ивводимо sакључак, да када' функ-
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ција има максимум, онда је у" о 
.минимум, онда је У' = о а у" > О. 

Из свега овога изводимо следеhе упутство за тражење 

.максимума или минимума неке дате функције: 

. Одређујемо најпре први ~BBOД дате функције и 
-стављамо да је тај иввод једнак нули. 3атим. решавамо 
.добивену једначину,да бисмо нашли њене корене, који 
су у ствари оне вредности Х-а, .ва које дата функција 
има свој максимум или минимум. Највзд налавимо други 
иавоД дате функције и одмах одређујемо његов знак 

за. оне вредности Х-а, који су били корени једначине 
f' (Х) = О. Тада ва у" < о функција има максимум, а ва 
у" > о функција има минимум. 

"" Решен и Йри.м.ери: . 
1) Напu макси.м.у.м.е и .м.uни.м.уме функције у =xS-бхZ+ 

+9х + 1. Овде је први извод у' = 3х2 - 12х + 9 а други 

у" = бх - 12. Стављајуhи да је први извод раван нули, до­
·бијамо: 

3х! 
- 12х + 9 = О, или х2 

- 4х + 3 = О. 

Одавде је Х1 = 3 и Х2 = 1. Тада је f" (3) = 18 - 12 = 6>0 
он f" (1) = 6 - 12 = - б < О. Према томе, дата функција има 
један минимум за х = 3 и то У = 1 и један максимум за х =. 1 
и то у=5. 

5х2+8х-l 
2) НаАи макси.м.уме и JltиниJltуме функције у х2+1 

.0 . ,_(lOx+8)(x2+1)-(5х2+8Х-l)·2х - 8х2 + 12х + 8 
вде Је у - (х2 + 1)2 (х2 + 1)2 

-Стављајуhи да је први извод раван нули добијамо: 

-8х2+12х+8 
г (х! + 1)! О, или -8х2+12х+8=0, или 2х2-3х-2=0. 

Одавде је ~ = 2 и Х2 = - ~ . Да бисмо нашли сада вредности 

<од f" (2) н {" (- ~), довољно је наhи извод само бројитеља 
<ОД f" (х), јер именитељ не утиче на знак другог извода . 

. Извод QBOf бројитеља је - lбх + 12, па је 

{" .(2) = - 32+12 = - 20 < О и {" (- ~) = 8 + 12 = 20 > о. 
Према томе, дага функција има један максимум за х = 2 и 

1 
то у = 7 и један минимум за х = - 2' и то у = - 3. 

Алгебра 10 



146 

3) На/ш .максu.муЈНе и ЈНИНИЈНу.ме функције у = ~ t х 9" 
а х 

. 1 .(а2 + х2) - 2х (а + х) а2 - 2ах - х9 
Овде Је у' = (а9 + х2)2 = (а2 + ха)2 . 

Стављајуhи да је овај извод раван нули, добијамо: 
а2 - 2зх-хZ 

< 

= О или а9 - 2ах - ха = О или х!! + 2ах-а2=0 
(а2 +х2):! ' '.. 

Одавде је Х1 = а(У2 - 1) и Х2 = - СУ2 + 1). 

Да бисмо нашли знак од р" (х), опет налазимо, као код 

пређашљег примера, само извод бројитеља, пошто имеНИТ,ељ 

не УТИ'lе на знак другог извода. Извод овог бројитеља је 

-2а - 2х, tejeP"[acY2-1)]==- 2a"":"2a(V2-1)=-2а У2 < о. 
а р" [- а (У2+ 1)] = - 2а + 2а(У2:+ 1) = 2а У2 > о. Према 
томе, дата функција има један максимум за х = а (У2-1) и то' 

у2 + 1 . (1'2+1) l-У2 .. 
у =~- и Један минимум за х = - а r ~ и то у = ~ 

xZ-х-4 
4) Наћи ЈНакси.му.ме U .мини.му.ме функције у = 1· 

х-

(2х-l) (х - 1) - 1 .(х2 - х-4) 
Овде је први извод f' (х) = = 

(х - 1)3 
х2 -2х+5 С . ~. . 

= (х-l)а . тављаЈУпИ да Је први извод Једнак нули, до-

бијамо: x
9
;;-=-x1t5 = о, или х2-2х+5 = о. Одавде је x1=1+2i 

и Х2 = 1 - 2ј. Како ови [корени нису стварни, већ имаги· 

нарни, то дата функција нема ни максимума ни минимума. 

5) Од 64 ilалидрвца начиниil1U [јравоугаоник .макси.малне 
iiовршuне. 

Ако је дужина траженог правоугаоника Х, онда је ље·· 
гова ширина 32-х, а љегова површина у = х (32 - х). Први 

извод ове функције је у' = 1· (32 - х) + х.( - 1) = 32 - 2х. 
Стављајуhи да је овај извод једнак нули, добијамо 32 - 2х = о" 
а одавде је х = 16. 

Како је други извод f" (х) = - 2, то ће ОВЭЈ-I!ра~~ 
угаоник имати максималну површину, ако му је дужина 1&, 
а ширина 32 - 16 = 16, т.ј. ако је он квадрат стране 16 па­
ЈЈидрваца. 

6) На!Ј.и .макси.мУЈНе и ЈНини,иу.ме функције 
у = sin ~ cos (ос - х). 

i 
~ i .Ј\ 
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Овде је први извод у' = cos (2 х - «). Стављајуhи да је овај 
извод једнак нули, добијамо cos (2 х - «) = О, а овде је 

, '1с ct '1с 

2 х - ос = + - или х = - + -- 2' 2 4' 
Други извод је у" :~ - 2sin (2 х - ех), те је 

p,,(-~+ :)=-2Sin(ct+; -ct)=-2Sin; =-2, 

Р". ( ; - ~) = - 2 sin ( ct - ; - «) = - 2 sin (- ;) = 2. 

Према томе, дата функција има један максимум за 

ос '1с 

Х=2+"4 и то 

. (а+,,) (ct '1С) (. ct "+ ос. '1С) . У= sш 4') "4 cos 2-"4 = sш 2" cos "4 cos 2 SШ4"' • 

( 
.; .-h'1С+. (Х. ,,) У2(. (х. 0.) 

cos 2 cos /;" 4"' sш "2 SШ Т =2 SШ2"+ cos 2" . 

. V;(cos ;+sin ;)=; (sin; +COS ;)9= 
= ~ (sinz ; + cos9 

; + 2 sin ; cos; ) = ; (1 + sin «) 

. ct '1с • (ct '1С) 
И Један минимум за х = 2"-4 и то у = sш 2"- 4'" • 

(
ct+'1C) (. ct '1с (Х. ,,) ·cos 2" 4"' = SIП2"СОS 4 -СОS2SШ"4 . 

( 
ct '1с • ct . '1с ) У2 (. ос ct ) 

соs-соs--sш-sш- =.-.- sш--соs-· 2. 4 2 4,~2 2 2 

V2 ( ос • ос ) 1 ('. ос , IX )2 '2 СОS2'-SШ2" ==-2 sш 2-cos2" = 

= - ~ (sin9 ~ + cos2 ~-2 sin~ cos;) =T~ (1 - sin ос). 
7) У даmо.к троуглу А В С 

уuuсашu uравоугаон.ик макси­

малне li.онршuне. 

H~Ka ~ тражени правоуга­
ОНИI( МNРQ~-чија'-је дужина 
MN = х а щири;-а MQ-z.- Та­

"-да-изСличности троуглова Аве 
и Q Р С имамо: АВ : QP = СО : 
: СЕ, или а : х = Ь: (h - Z), а 

" , ' 

~ 
п I~ --D --.';Ј/А" N Ь 

Сп. 25. 
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одавде је z =Е.. (а-х). Површина правоугаоника биhе: у = 
а 

h h Ь' 
= xz = х .- (а - х) =-х (а - х). Овде је у' = -(а-2х). Став-

а а а 

љајуhи да је овај извод једнак нули, добијамо ~( а-2х)=0 
а 

а одавде је х = ~ . Како је други И,звод у" = - 2, то Ье Tpa~ 
. а h 

же~и авоугаоник бити максималне ПОВРШИ,не у =2" . 'З. 
;а аЬ. а h '\2 =4' о му Је основица х = -2- а висина z = 2' 

S):Y датој лоllтu llолуuречнuка r уuuсашu КУUУ маuси­
/, . Jrtалне, заUремuне. 

с 

D 

Сл. 26. 

Ако полупречник купине основе 

АЕ означимо са Х, а љену висину СЕ 

са Z, онда је запремина купе 
1 

У = -- v l1'J1:·Z·· .(1) 3 """-- ....... 

Да бисмо израз на десној стра.ни 

свел~ на једну непознату, а затим да 

му нађемо први извод, треба да ели­

минирамо х. Из правоуглог троугла, 

АСО имамо: СЕ : АЕ =АЕ : ОЕ, или1f1. 
z :,.х.= х.: (2r - z). Одавде х2 "f{2r- 1t{ 

- z). daMeHOM у (1) добијамо у =.~ __ Z2 (2r - z). Њег? први ., ----- , 

извод је у' = 'Ј1:з~(4r ':- 3z). Тада је 'Ј1:зZ (4r - 3z) = О, а z = ~r ' 

и х = ;rV2. Како је д~;ги извод у" = ; (4r ~ 6z), КOj~'~-~Ma 
4r\ 

негативну вредност при замени z = з,\то уписана купа биhе 
) 2r ''''''''; . 

максималне запремине, ако је полупречник базиса х =~3.~J З •• 

4r 
висина z= 3' 

8адаци ва вежбу. Одреди ~аксимуме или минимуме 
ових функц~ја: -- .... о'- " •• 

. 1) У = lt>x - х2 (тах 64 за х = 8) i 
2) у = 12х + 2х2 (min - 18 за х - - 3) ; 



\ 
\ 

1\ 
/, "'-о L---I -ђЛ- \,~д 

:,3) .. у = 20 - 3х2 (таЈ(: 20 за х = Q) ; 
4)у=х2 +8х,(тјп-16 за х=-4); 
5) .. у = 7 + 2х' (min 7 за х=О); 

• 

I 6),.'у = х9 - 4х + 5 (тјп 1 за х = 2); 
7) У = 17 + 8х - х2 (тах 33 за, 2f = 4) ; . ! ~ lv~ v\ 
8) у=6х-х2 -21(тах-12 за х =о:. 3); ~\ l-:: 
9) у=8х-2х2 -9(тах-l за х=2); СУ')" { 

C~O}y=(x- 1)(х-7)(тјп-9 за х. 4); , ~~, 
11) У-=-~ ___ .Р!.±5(тјп3 за х= 1, тах 7 за х=-I); 
12) У = x3-9х2 +ГSх=З'(irl'iп'::2:2Sэiti 5;щах 4 зах=I); ь\ 
13) У = 2х3 - 3х2 - 12х + 5 (тјп - 15 за х = 2, ' / 

тах 12 за х = - 1) ; 
14) У = 2х8 - 9х2 - 24х + 12 (тјп - 100 за х = 4, 

тах 25 за х=-I); 
х2 

- 7 (тјП - 2 за х = - 1 ) 15) у--- ' . 
- х + 4 тах - 14 за х = - 7 ' 

16)',' =~(т~x О за x~o,). 
,.у х-lтш4зах=2 ' 

\i7) = 3х + 27 ( тјп 18 за х = 3, ). 
. У х тах -'- 18 за х .:.....- - 3 ' 

., '~.I5-4Х2(ЩiП 5 за x=f) 
18):у= ; 

8 - 4х тах 3 за х =i 
/i'9 _ 3х (тах 1 за х = 1, ). 
'- ) У - х2 + Х + 1 тјп - 3 за х ~ - 1 ' 

20) _ х2 + 2х - 23 (тах 3 за х=2,), 
У - 2х - 9 тјп 8 за х = 7 ' 

',,," 3 - 2х (тах ~ за х = - 1,) "" Ј2ћ У= " . 
"t:Q х2 -2х+7 тјп-.!.. за х '4 ' 3 __ .. , 

22) _ хl! - 1 (нема ни тах.). 
.. У - 2х + 1 ни тјп. ~ 

34 r~, У= 2x~10x+8 (~in - 1 за х 1 i); 
- u 2х2 

- 2х + 1 тах 9 за х =-= 4' 

4х2 
- 20х + .I 6 (9 1 ) . 

:4) У 4х3 _ 12х + 9 тах 5" за х== 4' ' 

rr.l т/. ( 
'1 _Il;/ !л -1) 
(f - Ј 

~ 

~'-:f ,щ ~~ 

~~ 

aF \ (, 256а6 2а У6) 
~,2Б)ЈУ = х4 (4а3 

- х2) тах ----rzг- за х = +-3- ј .\ • .i) 
.,.;./ I I '{.". . 

Х - 2а (1 ) }" 
i! 26) У= х8 тах 27а2 за х=,,3а ; 'А ,г " У 

.Ј ., 'I.J ~ : 

'Ч~· 1, ,; 

(1' t k "-
'".,. "~О 

\), ,,' 
\Ј 
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,.' ",' .... . -:1 х' a~ ( , 2у3 .) 
21) У =1 -;; тах ....... за х=аVЗ ; 

• , х ",а , 
.. , ха (27а ) 

28) у=(х- а)2 тјп -г за х=3а ; 

..t. '" 1.) у функцији у = 2х2 --- рх -1 Han~ р, кад се зна, да 

ћ
~~~i .. кција добија минимум за х = 3 (одг. 12) . 
... :ti ,',;.~ . :ь., у функцији у = - 4xl!+ dx -:-1 одреди d, кад се зна, 

'.' .да '.в .... ' .'УНКЦИја до. бија максимум за х= 3 (одг. 24). 
:--.. ;) . ,Да се одреди а у функцији у = ах2 - 14х t. 2, кад 

се з да она добија минимум за х = 1 (од. 7). ,/ 
" t,;";::::: , ... а'. Одреди а и Ь ~ функцији У , axa~;Z - 36х - 1, 
~:-- кад се зна, да она доБИЈа минимум за х = 3, а максимум за 

x=~2 (ОДг. 2 и 3). :i' '/ Ј \;.. х 33) Број 6 поделити на таква два дела, да је збир њи-
I 'хЬвихкубова минимум (одг. сваки је део 3, тјп 54). 

/ . 34) Број 95 поделити па таква два цела дела, да је њихов 
:"';;=,~R,Q~ЗВОД максимум (47 и 48). 

/~~-' "~' . '35) Број 18' Р'аставити на таква два цела чинитеља, да i 
! ' 
Ј је њихов. збир минимум (одг. 3 и 6) . 

. '. i 36) Поделити дуж АВ = 20т тачком С на таква два дела 
да је збир АСЗ + 3СВ2 минимум (АС = 15т, СВ = 5т). 

37) у датој лопти уписати облицу, чија nе омотачева по­
вршина бити максимална (облица је равнострана). 

38) Од свију правоуглих троуглова, којима је хипотенуза 
4ш, који има највеnиобим? (Ра~нокрако·прамоугли катете 
у8 а обима 9,65ш). 1,' ...... I >{/ !'! "b'~' 

39) Наnи бочну ивицу правилне и праве четворостране 

призме, која има запремину v = 343стВ, а им~ најмању повр-

шину (одг. 7). . 
40) Да .се одреди полупречник базиса и висина оне облице, 

чија је површина 471 ст2 , а има највеnу запремину (за 'It= 3,14 
је r = 5, h = 10). 

41) рд свију равнокраких троуглова уписаних у кругу 

полупречника г, који има максималну површину? (Одг. равно-

,3r зrzVЗ) 
стран троугао висине'2 а површи~е -4- . ,: 

§ 194. ПоЈам АиференциЈаnа. Б~сконачно мали прираштај 
неке променљив~ количине, зове се диференцијал те количине, 
а означава се, кад се пред том количином стави знак d. Тако 
ДИфереНЦ~,јали пром<;t;'в_:~ х, у и Z означавају се dx, сЈУ' и dz. 

~-

, 

~;' \ 
\ 
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, А) Диференцuјал фУНlщије од јед"не независно upoMeiљивe. 
Да бисмо нашли диференцијал dy функције у = f(x), када је 
ах бесконачномали прираштај незави'Сно променљиве Х, слу­

. жимо се једначино~ 

у+ dy = f(x'+ dx). 

Из ње је dy = f (х + dx) - У = f (х + dx) - f (х). 
Ако ову јеi:r.начину поделимо са dx, добијамо 

dy _ f (х + dx) - f (х). . I 'i ~, " 
dx - dx Ј.Ј: 14,)1 

Како је десна страна ове једна:чине у ствари први ;tзr.вод Ј 
дате функције, то је 

~~ = f' (х), а одавде је dy = f' (х) dx, т. ј . 
.да бисмо нашли диференцијал једне функције од једне неза­
.тз'исно ароменљиве количине, йlреба арви иавод те функције да 

liОМНОЖUМО са бесконачно малим uрирашШајем независно 

лроменљиве количuне. , 
Примери: Наhи диференцијале функција: 

. а) у .... _хт, Ь) У =~l'S + 4х2 - 5х - 6, с) У = sin х, ~. ij~.' 
d)--y- cos х, е) у ..o~ Тражени диференцијали биhе: ~ 

~) ~~~=: d~ Ь) dy = (9х2 + 8х - 5) dx; с) dy = cos х· dx; 
,d) dy =- sin х· dx; е) За х2 = и, биhе du = 2xdx, а за у = / 
= еи биhе dy = eU du, ИЛИ_~~l'd~н.ом dy = e~ 2. 2хфс = 2хе x2d:x:. / 

( .. , .. d. "'. . 
Напомена. - Образац dY = {' (х) даје нову дефиницију 

х . 
извода, која би гл-асил;r:-Uз',воо Јек(iЛUЧНU~_ll.з.#:е}ЈУ.д..llфgрр,Н- . 
. ција/i.а.функц·uје Jl Ј)ЦфШ!.f!l!лlПал7ГiiёЗCr.вiiСiiо ароменљuве ко-' 
'јiUчищ.Из· овог обрасца УВИђЗNiо;--ДГ:ZГифеI>еiIцијалједне 
-функције зависи од ова три елемента: а) од .9t)ли!<з .. функ­
ције; Ь) од вреднС?с'Гине~а13liСllо.пр~меНJI>~и,_~е!<()личине; и 
-с) ОД вредности nрираштаЈа неззвисн,о променљиве КО,IIичине. 
Сва правила која су служила за одређивање извода функција 
у важности су и за одређивање њихових диференцијала. 

В) Дuфереuцuјал функције која аависи од више арамен­

.љивих количина. Нека је дата функција z = f (х, у), чији се 

диференцијал тражи. Применом правила о uарцuјалним из­

водима (§ 190) имамо: 
дј д! 

z' = дх . х' + ду' у' или за х' = 1 имамо 

dz=af +д! dy 
dx

' или множењем са dx имамо: 
dx дх ду 
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af-.J.af ' . 
dz =.дХ dx 71 ву . f;Y!;· Ј· 

Диференцuјал функције сЈд две и више йроменљuвих K~ 

лuчин.а једна" је вбиру делими'tНUХ диференцијала. 
Пример. Наnи диференцијал функције z = х2у - хуЈ. 

О . af 2 2 af 2 2 . 
вде Је дх = ху-у, а ду =х - ху, те Је 

dz = (2ху - yZ) dx + (х! - 2ху) dy. 
С) Диференцијал имйлuцишних функција. Нека је дат а 

ИМПJIицитна функција f ,х,у) = о. Код § 191. виделисмо да је: 
њен извод: 

af af 
дх dy дх 

у' = - af' или dX=- df' или 

ду ду 

af af 
ду dy + дх dx =. о. 

Пример. Наnи диференцијал функције х! + у! = 25 
. af aI. . 

Овде Је дх = 2х, а ду = 2у, па Је 2xdx+ 2ydy = о. Одавде: 

је dy =-~ dx. 
У 

Примери за вежбу могу се узети из § 188. 



ДЕСЕТИ ОДЕЉАК 

ОСНОВИ ИНТЕГРАЛНОГ РАЧУНА. 

§ 195. Инфинитезимални рачун. Овај се рачун бави опера­

цијама са бесконачно великим и бесковачно малим количи­

нама, које се количине могу употребити за~израчунавање ко-­

начних количина. Како се рачун са бесконачно великим ко­

личинама да свести на рачун са бесконачно малим количинама, 
то одређивање коначних количина може се извршити упо­

требом бесконачно малих количина и то на следеhа два на-

чина: ~шо КОН.Е.ЧНУ._'!.~Л':!:.'!!!~С!?!f..еg_Q. __ qlущшраlд.а ___ као ___ ко., 
личник двеју бесконачно малих количина; и 2) што коначну-

'---колачuн:у . можем(гсм.iiUiјЈiiЩii"kао грiiнuii;у-збuра~Од бескона~но­
мнОгОбеСКОШ1чномаjii"iК-КОЛiiЧiiiiii.-тач'носТПРВОГ' начина нај­
боље се да увидети из теорије-
извода, где смо видели, да је 

количник ~~ између бесконачно 
малог прираштаја функције у и 

бесконачно малог прираштаја 

независно променљиве х, прет­

ставља угаони коефицијенат 

'Ј 

, IlII) I 

М -_~ : 
, ' 
, ' , . 

'" 'Ј-' ~.' ~., 
.# , : I 

I 

Ь,А' А 

дирке у нек;)ј та чки М криве -O-+~-'E~-<>--4--4--b-~-->: .. -'-'::' 

у= f (х). Тачност другог начина 
можемо увидети посматрањем 

сл. 27., где површину MEFN 

Сп. 27. 

,,. . 

између криве MN, апсцисне осовине и- ордината МЕ и NF., 
сматрамо као граничну вредност збира од бесконачно много· 

бесконачно малих трапеза. На употреби бесконачно малих 

количина првим начином, р.ади израчунавања коначних коли­

чина, оснива се дllфереНЦllјални рачун, а на другој интегрални, 
рачун. ~ба ова рачуна сматрају се као две гране инфините-
яималног рачуна. 

оо 
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§ 196. 3аАатак интегралног рачуна. Интегрални рачун има 
за задатак: 1) да одреди границу збира од бесконачно .малих 
,количина, чији је број бесконйчно велики; 2) да одреди Функ­
.. цију чији. је извод или диференцијал ilознайI. Оба ова задатка, 
на први поглед различита, своде са на један, што можемо 

увидети из следеhег излагања. -
1) Нека је у = f (х) једначина криве MN (сл. 27.), а же­

.лимо да одредимо површину ограничену овом кривом, эпсци­

СНОМ осовином Ох И ординатама уо и Уп. Ако ОТСТОјање EF 
'између ордината Уо и Уп поделимо на п једнаких делова ве­

.личине Ах и из деоних тачака пов.учемо паралелне са 'орди­

,натном осовином до пресека са кривом MN, онда се повр~ 

шина MNFE дели на п малих. површина, облика и особина 

тражене површине. Ма која од ових малих површина, веЬа је 

,ОД одговарајуЬег унутрашњег правоугаоника, а мања од спо­

љашњег правоугаоника, нацртаних на слици. Ако означимо 

·са Р1 збир површина свих унутрашњих правоугаоника, са Р2 
_збир површина свих спољашњих правоугаоника, а са Р тра­

-жену површину, онда је очевидно: 

Р1 <Р<Р2 ••• (1) 
Како је Р1 =- уоАх + У1Ах + У2Ах + ... + Yn-1Ax, а 

Р2 = У1Ах + У2Ах + увАх + .... +уп Ах, 
то одузимањем ових двеју једначина, добијамо: 

. Р2 -:- Р1 = (Уп - Уо) Ах ... (2) . -. 
:]. /.- Ако сада замислимо да је Ах -бесконачно мала ј{о.iiичин~,:\ 
'.' • ; онда Ье разлика Р2 - Р1 , као производ од једне коначне и \ 

једне бесконачно мале количине, тежити нули. У том случају 

површина Р тежи било површини Р1 , било ПО8РЏН~_НИ Р\I И ./ 
\' , .поклапа се са макојом од тих површина. Б .. hе, дакле: 

р = Нт [уоАХ + У1Ах + Y\lAX + ... + yn_tAx] ... (3). 
Једначина (3) показује да је заиста површина Р граница. 

којој тежи збир одбесконачно много бесконачно малих количина: 

:уОАх, YtAX, У2Ах, ... Yn-1AX. Узимајуhи сада 'да . je&x~"dx, 
онда је из дате једначине у = f (х) : Уо = Е(хо), yt =-о f (хо + dx), 
У2 = f (хо + 2dx), ... Yn-l = f [хо + (п - 1) dx]. Заменом у јед­
начини (3) добијамо: 
р = Нт {f (ха) dx + f (хо + dx) dx + f (ха + 2dx) dx + .... f [хо + 
+ (п - 1) dx] dx} (4) или 
Р =-о Нт ~oo f [хо + (п - 1) dx] dx = Hт~ f (ха + Kdx) dx. (5) 

п= 1 
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Збир на десној страни једначине (4), односно (5) зове се 
инШеzралам функције f (х), а бележи се симБОЈIИЧКИ f f (х) dx.*) 
Ма који од сабирака овога збира зове се елементом инте­

грала. Из свега овога закључујемо: да је интеграл једне 

,функције f (х) збир од бес~она~~р, много сабирака облика 
f (x+Kdx) dx, узимајуhи постуrii10 к = 1, 2, 3, ••• , а сматра 
·се као површина оrраничена кривом у = f (х), апсцисном 
,осовином и двема крајним ординатама уо и Уп, које одго­
варају апсцисама хо и xn • Ова дефиниција само утврђује по­

јам интеграла, али не служи и за његово израчунавање. 

II) Израчуневање интеграла неке дате функције у = f (х) 
'оснива се на дефиницији: да је U1fдlегр(lЛ неке дате функ­
ције f (х) друга нека функција q> (х) чији је извод йо­

"\ раван функцији йод ин/iiеzралним знаком. .Да је ова 
~финиција тачна' уверавамо се на следеhи начин: Нека је 

LR (Сл. 28) крива· дате функ-
ције у = f (х) и на њој беско­
начно блиске . тачке М - и N.· 
Посматрајуlш површину ABRL, 
'Чију величину означавамо са 

Р и коју, према првој дефини­

цији сматрамо као интеграл 

,функције у = f (х), онда повр­

шину MNFE можемо сматра­

ти као диференцијал површи­

не Р, т. ј. dP = MNFE. Из сли­
ке се види да једиференцијал 

t.. 

о 

$ N 
,... ---

м' ____ ~Q. 
О. 

Сл. 28. 

MNFE веhи од правоугаоника MQFE = ydx, а 
воугаоЈИI~а SNFE = (у + dy)· dx т. ј. 

мањи од пра-

"'" (у+ dy). dx> dP> y.dx ... (6) 
Како се вредности: (у + dy) dx и У dx разликују :ia dy dx 

«оји је производ бесконачна мала количина другог реда, то 

се ова разлика, као бесконачно мала, занемарује и узима се 

да j~ dP'= y·dx. Одавде је ~~ =у .. : (7). Међутим, из једна­
'Чине (4)' знамо да је Р = Ј f (х) dx. Заменом у једначини (7) 
р са Ј f (х) dx и у са f (х), добијамо: 

dffd:)dX = f(x) ... (8), 

*) Интегрални знак f је деформација писмена S (suma = збир). 
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која нам једначина доказује Т~ЧfIОСТ друге дефиниције инте­
грала. Разуме се, ова дефиниција интеграла, простија и важ­

није од прве, служи за израчунавање интеграла неке дате 

функције. Упуство за ово израчунавање састојало би се у 

овоме: треба на1ш TaI<BY једну функцију р (х), да је њен 
иввод по Х једнак фУНI<цији f (х) под интегралним вна­
«ОМ. Функција под интегралним знаком зове се uнi1lеграllШ. 

Из једначина (4) и (8) види се, да су оба задатка интегралног 

рачуна, поменута у почетку овог параграфа, у ствари ,иста" 

своде се на један. Једначина (8) показује, да су диференци­
јални и интегрални рачун две супротне операције, које се 

поништавају ако се изводе једновремено на једној функцији, 

ма којим редом. 

Примери: 

f хт+1 •• (хт+1 )' (т + l)хт 
1) xmdx= т+l ' Јер Је пi+1 = т + 1 = хт 

2) f sin х dx = - cos х, јер је (- cos х)'= - (- sin х) = sin х; 
3) f cos х dx = siп х, јер јер (sin ху = cos х. 
§ 197. ПоЈам о ОАl1еijеним и неОАреfjеним интегралима. Из 

друге дефиниције интегралног рачуна увиђамо, да један ин­

теграл нема само једну, већ бесконачно много вредности, 
пошто и фунvције ЧЈ(Х) и ЧЈ(х) + С, где је С константна ко­
личина ма које вредности, имају један исти извод, рецимо 

f(x). Стога, ако је ЧЈ(Х) један интеграл функције f(x), остали 

интеграли C~be ЧЈ(х) + С. Ово претстављамо обрасцем 
" • ,.. '. Л(х) d'X =:.i'>(x) + с. . -.. (1). 

Осим ових вредности, које се рJ:lзлИ'кујуза сталну количину С, 
интеграл не може имати друге вредности, јер из теорије из­

вода знамо, да две функције 

'Ј 

о а, <.1 

СЛ, 29. 

.ь ь, Ь .. 

имају само онда једнаке изводе. 

ако су оне једнаке, или се раз­

ликују за једну сталну коли­

чину С. Тачности једначине (1) 
можемо увидети и геометри­

ским путем посматрањем сл. 29_ 
Према првој дефиницији ин­

теграла, интеграл Sf(x) dx прет­
ставља површину између криве 
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~псцисне осовине и ордината f (а) и f (Ь) апсциса а и Ь. Из 
слике видимо, да ои површина, т.ј. интеграл, не зависи само 

од апсцисе а,' B~"OД ап~цисе Ь. Ако је једна од QВИХ 
.апсциса утврђена нпр. Ь, онда интеграл зависи од апсцисе а, 

који се повеhава или смањује према томе, да ли а опада или 

расте. Ако су обе аПСЦl1се а и Ь УТВРђене, онда и вред­

ност интеграла била би потпуно одређена и биhе један апсо-

лутан број. Такав се интеграл бележи Ј: f (х) d х. Због 

овога ~јнтеграл ff (х) dx зове се неодређеним, а интеграл 

Ј: f (х) dx одреljеним интегралом функције од х између а и Ь. 
Апсцисе а и Ь зову се интегралне границе. У претходном 

параграфу упознали смо се са упутством за одређивање~­
одређеног интеграла неке функције, а сада имамо да се упо­

знамо и са начином одређивања вредности једног одређеног 

интеграла неке функције. 

Једначина (1) у важности је, па ма' у којим границама 
узели интеграл. Ако су ове границе а и х, онда је 

Ј: f (х) dx = ср (х) + С· .. (2). 
Међутим, ако се границе а и х поклапају, онда инте-

rрал постаје нула, Т ј. Ј: f (х) dx = О. у овом случају и десна 
је страна једначине (2) једнака нули за х = а, т. ј. , 
ср (а) + С = О. Онда је С = - ср (а). Заменом у (2) добијамо: _ 

Ј: f(x) dx = ср (х) - ср (а) ... (3). 
Најзад, ако место променљиве гр~нице х узмемо утвр­

ђену Ь, имамо: 

Ј: f(x) dx -= ср (Ь) - ср (а) ... (4)· 
Једначина (4) даје упутство за одређивање вредности 

једног одређеног ИQтеграла: Треба, дакле, најпре наlш не­

одређени интеграл <р (х), . а. затим у ~eMY сменити х 
најпре г()рњом а затим Доњом границом и резултате 

oдyseTI!:J 
Примери: 

1) НаАu f:ХЗdХ. Овде је неодр~ђени интеграл 1~' теје 
4' 2' 

вредност датог интегралат -4=60. 
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2) Наћи Ј: со/! xdx. Овде је не_.интеграл sin x~ 
~ 

те је [sin х ]~=sin; -siпОо= 1-0=1. 

. ЈСО 
3) Наћи. '.' 1 dx 2 Q!3Aeje не~Аре!ЈеНИ-ИНТ'еФал arc tgx. 

. о + Х. -,.--_'- - ~_, ____ .......... ,."". " 

те је [arc tg~Ј_,~/--'аrС;Јg,~cxi/"~rс tg О = ~ - О = ;. ~ 

§ 198. Особине неодређених интеграnа. 
1) QПlllјјја вредносш uнWеzрала r f (х) dx добија се, када 

се наl}еној вредносши р (х) дода llnоиввољна кон.сiiiанШа С. т. ј. 

f f (х) dx = <р (х) + С.' 
Тачност ове особине очеви дна је из излагања у прет-

/,q~~f> А::~~!~.~Ш~?Ј2й!l1:(Щ!:.3l:LaКQ.м..llОСiiiОјU '"као--·чuнuшељ 
.ДfРi(Ј,г.ЩЈJ;tсщан,щ(1,., Ql1qq је . Uf:l.Щ,!ШР:{LјеЈЈf:l{Цs.. i].Р,QЦ$ll(ЈQJlДС!. KOf:l.­
t;ЏjgHiЏeu uнiiiе.?рдла. осШалих.ЧUНUiiiеља,~,т.·ј. 

f а Цх) dx = а f Цх) dx. 
Тачност ове особине увиђамо из сличног правила које 

се односи на изводе. (Види последицу Il теореме § 185). 
Прuмер. S 3 cos xdx = 3 S cos х dx = 3 sin х. 
III)!ЈЊfii.8Zрал...~алzе,Р9ШКQ.?~.дglJр'/±р . .м.IЈј.fм.џ'!SР~.6ројqфу1t.".~ ..... 

цијаједњак је алzебарско;u ::ЈРиру. иншеграла ших.фу1t1щuја,.т.ј._l 
/[ f (х:)+ <р (х) + ~ (х) + [Ј. (х) ••• ] dx = f f (х) dx + f <р (х) dx + 

+ f ~ (х) dx + f [Ј. (х) dx + ... 
Тачност и ове особине увиђамо из сличног правила о 

изводима. (Види 1 теорему § 185У 
х6 

Пример. f (х5 + cos х) dx = Ј x5dx + Ј cos х dx = 6' + sin х. 

§ 199. Методе за израчунавање неодређених интеграла. 
~посредна интеграцuја. Ова интеграција оснива 

се на познатим изводима простих функција и на особинама 
неодређених интеграла из претходног параграфа. Овде је 

интеграле лако наhи помоЬу формула за изводе простих 

функција. Ти ИJ:l.т~еграЛИI зову Ce._QC,HQ..B..1iU. 
. ОСНОВНI:'_И.I:п·.еrрзли"':би:ЛИ=би: 

. . , хm + 1 

7J'dx=x+~: _,,~}.Ixmdx=m+l +С; .' 
./ аХ \ 

3) Ј&ж. dx = --=---.Ј, + С' ", log а'·' , 
./,/ ;i1 

>Јех dx = еХ + С; 
.-•.. / 
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- • ''''' 01 , ".'" 

3 

(~fБХ4+8х2х- 5х + 2 dx = Ј 6x8dx+ Ј8Х} dx - Ј 5dx+ 
'.- 1 

2dx "2 dx х4 

Ј Х = 6 Ј хЗdх + 8 Ј х dx - 5 Ј dx + 2 f х = 6· 4" + :/Ј. 

.!.+1 .q~c 
х 2 3х4 16xVx 
8.~ - 5x+2log х+С="'2 + __ 3 - - 5x+2logx+C;: 

2 + . -.----~..,-_. __ 
. 18), Ј (5хЗ - 4х2 

- 3х + 5) dx = 5 Ј хЗdх - 4 Ј x2dx - 3 Ј х dx + 
\~ 5 4 3 . 
~ + 5 Ј dx = "4 х' -"3 хЗ -:-"2 х2 + 5х + С. 
~ II Метода вамене. Ако дати интеграл (F (х) dx не 
потпада ни под један од основних интеграла, а облика је­

таквог, да постаје основним интеграЛQМ Ј f (и) du смеНОМј 

. 1 



х = f (и) ~ dx = f' (u)pu, онда налазимо основни интеграл за 

независно променљ.иву и, а ззтим у ТОМ7:.:~?,~;гегрзлу вршимо 

,замену u са њему Једнаким изразом, у кс>ме'фигурише х. 
Примери: 

f'dX 
1) Нали а+х' За а+х=и, биhе x=u-a, dx=du. 

Тада је f а ~ х f~u = log и + С = log (з + х) + С. 
-', u Ь 

2) Нали ј(ах + b)~Дx. Зз ах + ь = u, биhе х = а-а' 

du du 1 ----,--". 
,dx=-. Тздз је ј(зх:+-Ьшdх=!иШ·-=-јиШdи= 

з ~ з з . 
=~. ит+1 'с ,(зх + Ь)Ш"\l 

а т+l + i а.lП1+Џ\ + . 
х х ~-' 

~
\d"--""'----- ' 

Јј На I--~X'· За зх4= u2
, биhе u ==х2 v'a, 

2_ u 2 d _ ~и l' . ~ xdx .х - v-' х х - v-' х-- v-· зда Је у" з а 2 а l-зх' 

=Ј du =~J ------... l_arcsinu+C= 
2Vз V 1 - и:.! 2Va Vl-u 2 2-Va 

.= V1- аге sin xzVa + С. 
2 а 

fiHah~' ј tgxdx = f Sin х dx. За eos х = и, 'биhе 
/' cosx 

. d d d du Т . !Sin х d -sшх х= и, Х= . . адз Је -- Х= 
-SIПХ eosx 

f Sin х du fdU 
__ о • =- -=-lоgu+С=-lоgеоsх+С. 

. U, -.SlПх и 

\ '(.F5·f;;A~ ! cotg xdx =fC~S х dx. За sin х = и, биhе eos xdx= \z:.v sm х 

= du. Тздз jej~~;;,~:_j~и = log и + C=log sin х +С. 
--'6) fiaitd'J' 'у- dx 1). За х + Уа2 + х2 = и, или u - х = 

aZ +x2 

= Уа2, + х2, или и2 - 2их + х2 = а2 + х2, или u9 -,- 2их = а2 

-биhе 2udu - 2udx - 2xdu = О, или l1du - udx - xdu = О, а 
du dx dx 

-одавде (u - х) du = udx, з - = -- -== ~,~v;Г=::==7===::;---
U u-x х+ aZ+x!-х 

1) Врло важан због своје честе прнмене АјлеРОf1 иитеrр.ал. 
~. __ . "",_.~~;'~'~"!,,;,!!~.-М-.f';"'>I>,1'",Ј.~,".-; .. , 



~X2 Тада је f Va2~ х2 = j~и = logu +С= log(x+ 

+ V а2 + х2) + С. 
---П=рU;;;;;;; за Веж-6-у-:-----------

..-trf х dx а; 2) .fcos (х ± а) dx; 3) jsin "(х ± а) dx; 

[® ~ sin (а + Ьх) dx [одг. - ~ cos (а + Ьх) + c]4~ 
5) f cos ~ dx (одг. 2 si~ ~ + С ; 

х х 

6) ~еаdх(одг. ае а +С); 

.2 L:t.--(~~-.ЬЈ{)~Ј.о~.~:-~-~~:~~,~~_,± .. ~~~. + С]; . .. 1 dx 1 "'-"ЫС 
8) ·(Замени"Ь*,-=·аи--одг;·~ arctg· ~-+. С), __ .a2.+--ЬZХ1о-" 'аЬ a'.---·-~· ... 
-~j Ьх 1 . ЬХ 

Ш. .v-- a2-'::':-ОZХ2··рамени ·Ьх ·-=аијОДГ. Ь arc sша+Ч; 

Ј 
d " 

10) V 2 Х 2 [Ради као 6.решени пример, одг. log (х + 
х - а ' 

+ v х2 
- а! + С] ; 

Ј 
~x 1 . 

Ј!)' а2 + х2 [Замени а2 + х2 = и, одг. '2 log (а2 + х2) + С]; 
. . 5 

}2) S (sin 4x - 3 sin3x) cos xdx (Замени u = sin х, одг. SШ5 х -

3 · 4 
_ Slj1 Х + С) ; . 

)'Ј). hx dx з100Г. ~ 10g (2х - 3) + С] . 
. 1o/ffl l 1Il) Делимична интеграција. Оснива се на правилу 
диференцијаљења производа: d (uv) = udv + vdu (1); Из o~e 
једна чине је: udv = d (uv) - vdu (2). 

Ако обе стране једначине (2) интегралимо, добијамо: 

~ иvd = ~ d (uv) -'~ vdи, или S udv = uv - S vdu (3), 

пошто је S d (uv) = uv услед потирања интегралног-;-и дифе· 
ренцијалног знака. Једначина (3) даје упуство за интеграцију 
по овој методи, које се састоје у овоме: сmарамо се најйре 

да функцију uод инiilегралнuм внак.ом uрешсmавu.м.о к.ао иро­
иовод двеју функција; једну од ових функција оsначавамu 

Алгебра 11 



162 

са и, а другу заједно са чинишељем dx, са dv, чиМе даШl1 

иншеграл добија облик Ј udv. Зашим ирименом обрасца (3) 
даш и иншеграл сводимо на иншеграл Ј vdu, који ће се даши 
одредиши, ако сиада у груиу основнuхили uросших инШеграла. 
Израчунавањем 080г иНii1еграла, израчунао би се и даши ин­
шеграл ио.моћу обрасца (3). 

Решени примери: 

1) На/ш Ј хеХ dx. За х = u и ех dx = dv, биhе du = dx, а 
v = Ј еХ dx = еХ. Тада је Ј хех dx . Ј udv ~-= иу - Ј усји =""' 

=-, хех - f ех dx = хех - ех = (х - l)ex . 

2) Наћи Ј х3еХ dx. За u = хз и ех dx = dv, биhе du = 
= 3х2 dx, а у,= Ј еХ dx = ех. Тада је Ј хВс:Х dx = Ј udv = 

= иу - Ј vdu = xSex - ~ еХ. 3х2 dx = хВеХ - 3 Ј х2ех ех (1). За 
интеграл Ј х2еХ dx, радеhи по истом ПОСТУПКУ, добијамо да 
је једнак (х2ех - 2 ~ хеХ dx), а из првог решеног примера 

знамо да је Ј хеХ dx = (х - 1) еХ. Поступном заменом доби­
јама: ~ xBt.x dx = xl:SeX - 3 [xzex - 2 (х - 1) еХ ] =-. ех (х 8 _ 3х2+ 

+ 6х - 6)+ С. 
Напомена. По истом ПОСТУПКУ налазимо Ј х4 еХ dx, 

Ј х О еХ dx и т. д. 

2) Наћи Jlog х dx. 
dx 

За log х = u и dx = dv, биhе dl1 = - а 
х 

\' =' х. Тада је Jlog х dx = Ј udv = иу - Ј vdu = х Jog х-Ј х :ХХ 
= х log х-Ј dx = х log х - х = х (Iog х - 1) + С. 

4) Наћи Ј x 2sin х dx. За х2 = u И sin х dx - dv, биhе du = 

~x dx а v = - cos х. Тада јеЈХ2 sin х dx = Judv = иу - Jvdu=o 
-x2cosx-5 - 2xcos х dx = -x2cos х+ 2Јх cos х dx (1). Вредност 
Ј х cos х dx нала зимо истим путем. Овде је за х = u и cos х dx 

= dv, биl:Iе du=dx а у= Ј cos х dx = sin х. Стога је Ј х cos х dx 

= Ј l1dv = иу - Ј vdu = х sin х - Ј sin х dx = х sin х + cos х (2). 
Заменом (2) У (1) добијамо: 

Jx2sin х dx = - xZcos х + 2 (х sin х + cos х) = - j{l!cos х+ 
+ 2х sin х + 2 cos х + С. 

Примери за вежбу. 

1) Ј х sin х dx ; 

3) Ј arc tg х dx; 

2) Jarc sin х dx; 

4) Jcos2xdx; 
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5) JSill2X dx (одг.; (х - sin х cos х) + С ). 

§ 200. Примена интегралног рачуна. Примена интеграл­

ног рачуна је врло велика не само у Геометрији, веп и у 
Механици, Физици и т. д. Најважнија његова примена у Гео­

метрији је при израчунавању: 1) дужина лукова кривих ли­

нија, 2) површина ограничених луцима кривих линија и 3) за­
премина добивених обртањем кривих линија око неке осо­

вине обртања. 

Како су нама познати само основни појмови интеграл­

ног рачуна, можемо ПОМОhу~ашег уског знања овог рачуна, 

израчунати интеграле само неких пр.остијих функција, наве-

о дених у претходним параграфима. "Стога пемо се у овом 
параграфу упознати само с начином израчунавања површине 

пара60ле'и запремина обртног паРllболоида, елипсоида и лопте. 
(Са применом интегралног рачуна за израчунавање дужина л~- t/ 
кова, површина и обртних запремина других кривих ЛИНИЈа ,( . 
(ели псе, хиперболе и т. д.) ученици пе се упознати на Уни­

верзитету). 

1) Површина параболе. Видели смо код § 196. и 197. 
да се површина, ограничена. луком криве у = f (х), аnсцисном 
осовином и ординатама, које одговарају апсцисама а и Ь (Ь > 
з), да израчунати интегралом: 

Р = Ј: у dx = Ј: f(x) dx. 
Како је једначина параболе 

у2 = 2рх, то је површина њеног дела 

ОРМ (сл. 30): 

Р =--= Ј: у dx = J~ V 2рх dx = J~ У2р . 
- з- ь 

:F 
1 Ь 1 Х 

.x2dx=V2pJox2dx=V2p 3 = 
2 

_ -О 

=V2P~xYXlb=V2P' ~bYb= 
_ _О 

2 
зЬV2рЬ. 

", '\ 

Сп. 30. 

Како jeV~~~ једнако ОРДИI:IЉТИ с тачке М, то је Р =с ; Ьс, 
т.ј. llовршuна дела llараболе ограничена луком и координа-

10* 
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шама (Х1' Уј) неке шачке лука, једнака је две liiрећине ироиа-
вода коордuнаша. , 

11 Обртна запремина. Нека је једначина I<риве Е F У = f (х) 
и претпоставимо да се та крива обрhе OKQ апсцисне осовине. 

~ I 

I 
ј' I 

D 11 

Сп. 31. 

, , 
I 
I ., 

f I 
, I , 

F, 

х 

Ако на овој кривој уз­
мемо две бесконачно 

блиске тачке А (х, у) и 

В (х + dx, У + dy), онда 
о б Р т н а запремина 

АА'В'В, која постаје 

обртањем лука АВ, ве­

Ье је од обрт не запре­

мине цилиндра АА' С' С 

(висине dx, а полу преч­

ника базиса У), а мања 

је од обртне запремине 

цилиндра DD'ВЂ {ви­

сине dx; а полупречни­
ка базиса (у + dy». Ако 
са dv означи мо запре­

мину овог бесконачно 

малог дела АА'В'В 0-

бртне запремине доби-

вене обртањем линије у = f (х) око апсцисне осовине, онда је 
очевидно: V(AA,C,C) < dv < V(DD,B,B), или 

у2,.. dx < dv < (у + dy)2,.. dx, или 
y2;'dx < dv < y 2,.dx + 2y,.dydx + ,.dy2dx (1) 

Како су тачке А и В бесконачно близу, то су dx и dy 
бесконачно мале количине. Због овога чланови: 2y,.dydx и 
,.dy2dx неједначине (1), као бесконачно мале количине другог 
и треЬег реда занемарују се, па се неједначина (1) своди на 
једначину 

dv = y2,.dx. 

Из ове једначине имамо једначину: 

v = f y2,.dx = ,. f y 2dx . . . . (2) 
која даје општи образац за израчунавање обртних запремина 

добивених обртањем неког лука криве у = f (х) око апсцисне 
осовине. Ако су апсцисе крајњих тачака овог лука а, Ь (Ь>а), 
онда је ње.гова обртна запремина 

у= ,.Ј: y 2dx ... (3) 
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Прамерu: 

1) 3аriр~мина обртног параболоида. Је'дначина па­
раболе је у2 = 2рх. да бисмо нашли обртну запремину доби­

вену луком ОА, треба да променимо образац (3). Овде је 
а = О, Ь = х1 , те је: 

v = .,.ЈХ1 
y2dx = ~ јХ1 

2pxdx = 2p~ ЈХ1 
xdx 

О о· о 

. 2 , [Х2] Х 1 Х1 2 
;-. 2p~ '2 о = 2p~'2 =P~Xl . 

Посебни иример. Код параболе у2 = 8х, биhе обртна за­
премина лука ОА, чије су апсцисе Ои 5, у=4·3, 14·25=314. 

Сл. 32. Сл. 33. 

2) 3апремина елипсоида. Централна једначина елип,се 

је Ь2х2 + а2у 2 = а2Ь2 , а темена Ь2 (х - а)2 + а2у2 = а2Ь2, или 
2Ь2 Ь2 

У2 = - Х -- х2 • Ако сада замислимо да се цела елипса ОА 
а а2 

(сл. 33) обрhе 01<0 апсцисне осовине ОХ, онда обртну запремину 

добијамо применом обрасца (3). Овде су границе О и 2а, те је 

Ј 
2,( Ј 2>1 2а 2Ь2 Ь2 b~ y=~J y2 dx=." (--Х--Х2)dХ=~- (2ах-

о а а 2 а2 
о о 
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Ь х dx---- - -- - ---.--
Z", Ј 20 2 _ 2Ь2 ", -\ Х2-\2а Ь 2 ", -\-хз-\:!а _ 2b%'It 4а2 

-"Зz о а _2_0 aZ _3_0 а· 2 
Ь2 ", 8а 8 -4 Ь" _ 8аЬ2", _ 12аЬ2 7С - 8abZ~_! Ь2 

-7,з- а 7с 3 - 3 -за 7С. 

Ако се елипса.обрhе око осовине ОУiонда језапремина 

V-! baz",. 
0--3 

3) 3апремина 

Сл. 34. 

лопте. Темена једначина круга С tсл. 34.) 
је х2 + у2 = 2rx. Ако се овај круг 

обрhе око осовине ОХ, онда запре­

мину доби вене лопте добијамо при-

х 

меном обрасца (3) а за границе О и 

?ог. Овде је: 

v = 7с J~Г y2dx = 7с J~Г (2гх - Х2) dx = 
"'г 2г 

= '" Ј о 2rxdx - 7с Ј о х! dx = 

Ј2Г Ј2Г = 2r 7с о xdx - 7с О х! dx = 

[Х
2] 21' [х3] 2г 4r2 

=2r'lt· "2 о -7С 3 О =2Г7С'Т-

8с3 "" 3 _8r!J",_1?'r3 7C-8гЗ 7С_!в 
---з- ".со 41 7с 3 - 3 - 3 r 7С. 

Напомена. до овога резултата дошли бисмо из образ­

а за запремину- елипсоида узимајуhи да је а = Ь = r, пошто 
Ц .• ь 
је круг У ствари ели пса, код КОЈе Је а = . 

v", 
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ДОДА Т Аl'С*) 

ИОМnЛЕИСНИ БРОЈЕВИ, MO~\POB ОБРАЗАЦ, 
ЈЕДНАЧИНЕ ТРЕЋЕГ СТЕПЕНА. 

§ 201 ~ Тригонометрисни облин комплексног броја. 
I1ри графичком претстављању свих бројева (§ 108). НН­

дели смо, да се комплексни бројеви претстављају тачкама у 

квадратима правоуг.l0г координатног система. Тако, тачка А 

(сл. 35) претставља комплексан број 8 + 5ј, пошто је њена 

апсциса 8 а ордината 5 Отсто-

јање ове тачке до координатног 

почетка АО = р зове се .м.одуо 

комплексног броја, а угао АОР= 

= ср. који модуо ствара с пози­

тивним правцем апсцисне осо- :1' 

!? /f 
{,-~ 

вине, зове се а.м.uлuшуiJа или ~о;ј''--->---"-oL-"~-+~--I>-_'''::'' f А 

а'В 1> 

аргу.м.ехаШ комплексног броја. 

Модуо р је увек позитиван број, 

а тако исто је позитиван и 

Сл. 35. 

угао р, т. ј. ОН пост, аје V обрнутом смислУ. него што }.}. КР,е,-
\" 'Г ,:: ,. ......' '\' -\'" ,,1\ • {'" ' . \ pa.lЫ\. ~азаtlb"ка часовника. 

\ . 
. Из слике видимо да је: 

а = р cos ср и Ь = р sin ср ... (1), 

те је комплексни број а + Ы = р (cos ср + i sin р) .... (2). 
који се облик зове тригонометриски облик копмлексног броја. 

Па како су обе стране једначине (2) идентичне, то је 

а = р cos ср и Ь = р sin ср. 
Подизањем најпре на квадрат ових једначина, а затим 

њиховим сабирањем, добијамо: , 
а2 + Ь2 =' р2 cos2 ср + р2 sin2 ср = р2 (cos2 rp + sin~ ср) = р2. 

"') За ученике Реалке. - Састављен према предавањима професора 

беогр. реалке БОРU80ја Пујuћа. 
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Одавде је р = Va9 + Ь2 • Дељењем тих једначина добијамо 
~_ psin р _ sin р _ t 
а - р cosp - cos р - gp. 

Једначине р = v а2 + Ь 2 и tgp = ~ дају нам могуЬност, 
да сваком комплексном броју нађемо одговарајуhи тригоно­
метриски облик. Тако, тригонометриски облик комплексног 

броја 4 - 3ј биhе 5 (cos 323°7'49" + i sin 323°7'49"), јер је 

V
- -3 . 

p=V49 + (_3)2= 25=5, а tgp=-4-' 

Овде угао р припада четвртом квадранту, што увиђамо из 

једначина р cos р = 4 и Р sin р == - 3, где је cos р позитиван 
3 

а sin р негативан. Стога је tgp = tg(3600 - «) = - tg« = - 4' 

а tg IX = : ' где je~ «допуна угла р до 3600. Употребом логари­
тама добијамо log tg« = log 3 -log 4=- 0,477121 - 0,602060= 
= 1,875061, '" = 36°52'11", а р = 360° - «= 323°7'49". 

Примери за вежбу: Одреди модуо и аргуменат ком­

плексних бројева: 

1) 4+3ј, 2) 5-12ј, 3)-10+6ј, 4)-4-3ј, 5)-7+4ј. 
§ 202. Операције с номленсним бројевима. 1) Код § 107. 

казато је, да сабирање, одузимање, множење, дељење и сте­

lIеновање с комплексним бројевима вршимо као и са полино­

мима, само што треба да имагинарни део комплексног броја 

претходно доведемо на облик Ы. 

Тако, а) збир бројева а + Ы и С + di биhе: 
(а + Ы) - (с + di) = а + Ы + с + di = (а + с) + (Ь + d)i, 

т. ј. збир од два комплексна броја је комйлексан број; 

Ь) разлика бројева а + Ы и с + di биhе: 
(а + Ы) - (с + di)= а + Ы - с - di = (а - с) + (Ь - d)i, 

т. ј. разлика два комЙлен.сна броја је н.омЙлексан број; 

с) производ бројева а + Ы и с + di биhе: 
(а + Ы) (с + di) = ас + ЬСј + adi - bd = (ас - bd) + 

+ (Ьс + ad)i, 
т. ј. i1роизвод од два комплексна броја је комплексан број; 

d) количник бројева а + Ы и с + di биhе: 
а+Ы (а + Ы)(с- di) ас + ЬСј - adi + bd 
c+di=(c + di)(c- di)- с2 + d2 

(ас + bd) + (Ьс - ad) i _ ас + ~~ + Ьс - ad . 
с2 + d~ - с9 + dll с2 + d2 1, 
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Т. ј. КОЛU'lНUК два комПлексна броја је комйлексан број. 

е) При степеновању комплексног броја а + Ы 'са 2 имамо: 

(а + bi)Z = а2 + 2аЫ - Ь9 = (а2 - Ь2) + 2аЫ. 
При степеновању са 3 добијамо: 

(а + Ы)З = а3 + 3а2Ы + 3аЬ2ј2 + Ь 8ј9 = а8 + 3а2Ы -
- 3аЬ2 -Ь3ј = (а3 - 3аЬ 2) + (3а2Ь - Ь8) ј. 

При степеновању са ма којим другим веhим бројем, приме­
њујемо Њутонов образац. Тако, 

(а + Ы)5 = а5+ ( ~ )а'Ы + ( ~ )a8b2j~+ (~)a2b8j3+ 

+ (~)ab4j4+( ~ )Ь5ј 5 = аб + 5а4Ы - lOa8bZ
-

- lOa2b2 j + 5аЬ' + Ь5ј = (аб - lOa8b2 + 5аЬ4) + 
+ (5а'0 - IOаZЬ 8 + Ь5)ј, и т. д. 

1. На'помена. При сабирању и множењу два комплексна, 
коњугована броја, добијамо стварне резултате. Тако, ' 

а) (а + Ы) + (а - Ы) = а + Ы + а - Ы =2а; 

Ь) (а + Ы)(а - Ы) = а2 - Ь2ј2 ~ а2 + Ь2• 

2. Међутим, горње операције с КQмлексним бројевима 

можемо вршити, када претходно ове бројеве доведемо на 

тригонометричан облик. Тако, ако је: 

а + Ы = р1 (cos 7>1 + i sin 7>1) и с + di ---: Ра ~cos 7>2 + i sin 7>2)' 
онда је: 

а) њихов вбuр: 

Рl cos ћ + P1i sin ћ + Ра cos Р2 + Р2 ј sin Р2 = (Р. cos tpl + 
+ Р2 cos Р2) + (Р1 sin Рl + Р2 sin Р2)ј; 

Ь), њихова разлика: 

Рl cos Рl + Рl ј sin Рl - Р2 cos Р2 - Р21 sin <Р2 = (р! cos ћ -
- Рl cos 7>2) + (Рl sin 7>. - Р2 sin ћ)ј ј 

с) њuхов йроиввод: 

Рl (cos 7>1 + i sin Рl) . Р2 (cos Р2 + i sin p~) =Р1Р2 (cos ћ + 
+ i sin Р1) (cos Р2 + i sin р,,) = Р1Р2 (cos 7>. COS 7>2 + 
+ i sin Рl cos Р2 + i cos Рl sin Р2 - sin 7>1 sin Р2) = 

= Р1Р2 [(cos Рl cos Р2 - sin ћ sin Р2) + i(sin РI COS Ра+ 
+ cosPt sin P2)1 = РIР2 [cos (РЈ + Р2) +Ј sin (Р2 + Р2)]; 
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d) њиХО8 КОЛUЧНU": 
Рl (cOs tp1 + i sin РЈ) _РЈ (cos р, + i sin Р1) (cos Р2 - 1 sin Р2)_ 
Р2 (cOs Р2 + i sin Р2) - Р2 (cOs Р2 + i Sil1 Pt)(COS Р2 - i sin Р2)­

_ Рl (COS pt COS рг + sin Рl sin Р2 + i sin Рl cos Р2 - i COS Р, sin Р2) 
- Р2 (cOs Z р:а + siп2 Р2) 

= ~ I cos (р. - <Р2) + i sin (PI - Р2)] рЈ 
е) Степеновањем са 2 комлексног броја имамо: 
[р (cos <р + ј sinp)]Z = р (cos р + i sin р). р (cos р + i sin 'Р) 
= р2 (cos 2 Р + i sin 2 Р); 
Степеновањем са 3 добијамо: 
[р (cos р + i sin. р)]3 = [р (cos р + i sin р)]2. р (cos Р + i sin р) 
= рЗ (cos 2 Р + i sin 2 р). р (cos <р + i siп р) 
= рВ [cos (2 Р + р) + i sin (2 р + р)] = рВ (cos 3 Р + i sin 3 р); 
Степеновањем са 4 добијамо: 

[р (cos р + i sin р)]' = [р (cos 'р + i sin р)ј1'. р (cos ср + i sin р); 
= рВ (cos 3 Р + i sin 3 р). Р (cos Р + i sin р) = 
= р. [cos (3 Р + р) + i эјп (3 р + р)] = р4 (cos 4 Р + i sin 4 р). 
Уопште, ако имамо да степенујемо бројем п добијамо 

[р (cos р + i sin p)]n= pn (cos П р + i sin п р) 

§ 203. Примери за вежбу, 

1) Наhи збир комплексних бројева: 

а) 4+6ј и 8+3ј; Ь)-5+4ј и-7+5i; с) -5-7ј 
и 9 -5ј; d) 0,7 + 0,6ј и -- 5 + 0,9ј; е) 0,4 - 4ј и 8 - 7ј. 

2) Наhи разлику бројева: 
а) (5 + 7ј) - (3 + 3ј); b)(lO - 4ј) -- (2+3ј); с) (8 + 5ј)­

-(4-бј); d) (-8+10ј)-(5+4ј); е) (-9+8ј)-(5-6ј); 

f) (- 10 - 8ј) - (8 + 2ј). 
3) Наhи производ бројева,: 

а) (4+5ј)(2+2ј); Ь) (-.3+3ј) (6+4ј); с)(-4-2ј). 
·(-3+4ј); d) (5+2ј) (6-3ј); е) (-6+4ј) (-5-6ј); 
f) (5 - ј) (3 + 2ј). 

4) Одреди модуо и аргуменат производа: 

а) (4 + 3ј) (8 + 7ј); Ь)(- 5 -4ј) (- 10 - 8ј); с)(8 - 3ј· 

·(-7 - 4ј). 

5) Одреди количник бројева: 

7 + 5ј 8 - 5ј - 5 + ~j 6 - 4ј 4 + 3ј 
а) 4-21; Ь) 2+ј ; с) 4+4ј-; d) 2+3ј; е) 3-5ј' 
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(9 Наnи модуо и аргуменат количника: 

4+2ј. 6 -5ј 
а) ;Ј-5ј' Ь) ;Ј+2ј; ) -,5+ 4ј 

с . 
-3- 5ј 

7) Наhи степене комплексних бројева: 

а) (4+3ј)3; Ь) (2.+4ј)'; с) (~1O--6j)5; d) (2-5ј)6; 
е) (- 1 + 2ј)7. 

§ 204. Моавров образац. Код степеновања комплесног 

броја (§ 202, 2, е) видели сми, да је 

[р (cos ер + i sin ер)]п= рП(СОS пер + i sin пер)·· ,(1). 

Ако извршимо степеновање производа на левој страни 

једначине (1), добијамо: 
pn(cos ер + i sin ер)П = рП (cos пер + i sin пер) ... (2). 

'Дељењем ове једна чине са рП, добијамо Моавров образац: 

. (cos ер + i sin ер)п =-= cos пер + i sin пер. 
Тако: 

8) (С05 ер + i sin ер)5 = cos 5ер + i sin 5ер и Ь) (С05 ср + i sin ep)Q = 

= cos 9ер + i sin 9ер. 
§ 205. Примена Моавровог обрасца. 
1) Израчунавање функција п-то струког угла ЙОJllоhу си­

н.уса U косинуса шога угла, 

Дабисмо изра'чунали ма коју функцију п-то струког угла 
помоhу Моавровог обрасца, ако знамо ма коју функцију тога 

угла, треба претходно да израчунамо помоhуосновних об­

разаца синус и КОСИНУС тога угла. Тако, ако је 

3 V 9 5 tg ос =4' биhе sec ос = V1 + tg2 or; = 1 +]6 =4 cos ос =-= 

1 4 . V--- V 16 1/9 3 
~ sec ос = Б' а sin ос = 1 - cos2 or; = 1 - 25 = V 25 --= Б' 

Ако желимо да израчунамо ма коју функцију од п ос, 

треба помоЬу Моавровог обрасца да израчунамо sin nor; и 

cos пос. По овоме обрасцу имамо: 

cos п or;+ј sin п oc=(cos ос+ј sin ос) п = cos" (1. + (7) isiпО(соsП-1 ос+ 

+ (~) ј 2 sinZO( соsп-2 ос + (~) ј а sinS ос соsп--3 О( + 

+ (~) ј' sin'oc соsп- 4 ос + (~) ј 5 sin5 ос соsп-5 ос + .... 
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= [соsп -а. (~) sin 2 iX. СОSп- 2 iX. + (~) sin 4 ос соsп-4 iX. - ... : 1 + 
+ i [(7) sin iX. соsп-1 !х - (~) siпЗ iX. cosn-3 ос + 
+(~) siпб iX. соsп-5 ос - .... ] . 

Па како су добивени комплексни бројеви и на левој и 
на десној страни ове једначине једнаки, то су им једнаки и 

њихови стварни и имагинарни делови, т.ј. 

cos п ос = соsП ос·- (~) sin2 OCCOS~-2 ос+ (~) siп4о:~оsп-4ос - .. 'ј 

и sin п oc=(~) sin ос cosn-1 oc-(~ )Sin8 oc cosn-1 iX.+ (~)Sin5oc cos"-5oc- .. 
[ 1 ] 

о'ви обрасци дају могуЬност да израчунамо синус н КQСИН.УС 
п-то струког угла, ако знамо сннус и касннус тога угла. 

1. Пример. Зна се tg ос . ~, Hahu све осillале функције ОД 

5iX.. Из tg iX. = ~ је sin iX.= ~ и cos ос= : . Тада је према обрасцима( 1) 

cos 5 ос = соsб iX. - ( ~ )sin 2 iX. сос8 ос + ( ~ ) sin4 ос cos ОС. 
=-= (~)5_~. (~)2. (i.)3 + 5. (~)4. ~= _ 3116 

5 1 . 2 5 5 5 5 0125 ' 

sin 5 ос = ( ~) sin ос cos4 ос -( ~) siп8оссоs2ос + (~ ) sin5 iX. = 

= 5.~. (~)'_ 5.4. (~)3. (~)2+(~)5=_~ 
5 5 1 . 2 5 5 5 3125 ' 

sin 5 iX. 237 3116 3]25 
tg 5 iX. = cos5 ос '= ;:S116' cotg 5 iX.= 237 ' sec 5 а. = - 3116 

3125 
и cosec 5 ос = - 237 . 

2) Пример. Зна се cotg 300 = vз.· Hahu синус и косинус 
7-мосшруког угла, т. ј. угла од 2100. \ 

Зна се да је sin 300 = ~ а cos 300 = ~;j. Тада је по 
обрасцима (1): 

cos 21 ОО = cos 7.300 = cos7300 - ( ~ ) sin2300 соsб 330 + 

+ (: ) sin4300 cos8300 - ( ~ ) sin6300 cos 300 = 



17з '" 

= (Vз)7 _ 1.6, ( 1 )2. (V :3)5+ 1.6.5, ( 1 )4. (V 3)8_ 7. 
2 1·2 2 1,2 1·2·3 2 2 

. (Ј..-)ВУ 3 =27VЗ _189VЗ + 105VЗ _7VЗ =_ 
2 2 128 128. 128 128 

64УЗ Vз 
-128=-2' 

sin 21 ОО = sin 7.300 = ( ;) sin 300 созllЗ00 -

- ( ; ) sin8 300 {:os4300 + (~) sin6 300 cos2300 - (~) sin7 300 =р 
= 7 . Ј..- '. (V 3 )6_ 7·6· 5 .(J-.)~. (V 3 )4+ 7 . 6. (~)5. 

2 2 ,1·2·3 2 2 1·2 2 

. (У23 )2_ (; ) 7= _ ( ;). 
Разуме се, до ових резултата дошли бисмо пре применом 

образаца за претварање функција il1УUОUСllУllченuх углова у 
функције оштрих углова. Тако, SiIl 2100 = sin (180 + 300) = -

- sin 300 = - ~, а cos 210°= cos (18UО+З00)= - cos 300 =-

VЗ • 
- 2' Рађено је горњим обилазним путем, да би се ви-

дела тачност ~oaBpOBOГ обрасца. 

Примери за вежбу: 1) Зна се зјп ос. ~ ;, наnи функције 
угла 3ос., 4ос. и 50(.; 

3 
2) Зна се cos ~ = 4' наnи функције угла 8а; 
3) Зна се tg а = 2, наnи функције угла. 100(.. 

Једначине треЋег 'степена. 

§ 206. Облици Једначина треЋег степена и њихове особине. 
Општи облик једначине треЬег степена је: 

Ах3 + В хЗ + Сх + D = О·· ·(1). 
Коефицијенти: А, В, С и D јесу стварни бројеви, а .могу бити 

ОllШil1и или Посебни. У првом се случају једначина зове ойшil1а 

а у другом llосебна или бројна. ~и nемо се бавити само 

бројним једна чин ама треЬег степена. Ако поједини коефици­

јенти, осим А, буду једнаки нули, онда једначина (1) има 

један од следеhих облика: 

А х8 + С х + ь = о, А хЗ + В х2 + D = о, А х3 + В х2+С х=О, 
А хЗ + В х\! = О, А х3 + С х = О, А хЗ + D = О и А XS = О. 



Код квадратних једначина с једном непознатом, а тако . '. . ..... 
исто и код Једначина вишег степена, КОЈе се своде на ква-

дратне, видели смо: 1) да свака једначина има онолико ко­

рена. колики је њен сшеiiен; 2) да је llолином једначине 
дељив ма којим својим кореним . чинишељем; и З) да је llo­
лином једначине једнак uроизводу од коефицијенша уз неUо· 

знашу на највuшем сшеllену и корених чuниШеља. Сва три ова 

правила вреде и за једна чине треЬег степена, што се можемо 

уверити код решавања тих једначина, а можемо их и дока­

зати овако: 1. Правило. Полином једначине дељив је сваким 
. својим кореним чuниШељем. Ако претпоставимо' да је Х1 једа н 
корен једначине А хз + В х2 + С Х + о. О, онда је њен први 
корени чинитељ х - х1 • деобом полинома једначине тим ко­

реним чинитељем добијамо 

(Ах3+Вх2+Сх+ О): (X-X1)=Ax~+ (В +АхЈ )' х+ [С+ (В+Ах1)] 
Ах3 -Ах1х2 

+ 
(В + Ахl ) х2 + Сх + о 
(В + Ах!) х% - (В +Ах1 ) Х1 х 

-1-

[С + (Ах1)х 1 ] х + D 
[С + (В + Ах1)х1 ] х- [С+ (В + Ах1 ) х!] Х1 

+ 
Остатак: [С + (В -+ Ах1 ) х1 ] Х 1 + D или АХ1В + Вх1% + СХ1 + О. 

Па како је по претпоставци Х1 један корен дате једначине, 
који као сваки корен задовољава једначину, то је остатак 

Ах1 8 + Вх1 2 + СХ1 + D раван нули, чиме је ово правило до­
казано. 

2. Правило. lедначина трећег сшеllена има три корена. 
Како је (АхВ + Вх2 + Сх + О) : (х - х1 ) = Ах2 + (В + АХ2) х + 
+ [С + (В + Ах1) х1], то је Ах3 + Вх>! + Сх + D = (х - х1 )· 
. {Ах2 + (В + Ах1 ) х + [С + (В + Ах1) Х1]}, или заменом В + 
+ АХ1 = Е и С - (В + Ах!) Х1 = Р, 

Ах3 + Вх! + Сх + D = (х - Х1)(Ах2 + Ех +Р) .... (2) 
Како је лева страна ове једначине једнака нули, то је и 

(х - х1) (Ах2 + Ех + Р) = О .... (3) 
Из једначине (3) имамо једна чине: 

х - Х1 = О И } (4) 
Ах2 +Ех+Р=0 . 
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Прва има само један корен х = х1 , а друга, као ква­
дратна или два корена 

- Е + V=P:O-_-----:4:-;OA""F • - Е - ~ -E2=-~ 
Х2 =-= 2 А и хз = , :г А ' 

чиме је и ово правило доказано. 

3. Правило. Полино.м једначине illрећег Сll1ейена једнак је 
ЙРОUЗRоду од коефицијенша уз х8 и њенuх корених чuнuШеља. 

Из теорије квадратних једначина знамо, да је полином 

друге једначине групе (4): 
Ах2 + Ех + F = А (х - x\l) (х - хо). 

Заменом у (2) добијамо: 
Ах8 + Вх2 + Сх + о = А (х - Xt) (х - хв) (х - хо), 

чиме и ово правило доказано. 

Напомена. - Сва три горља правила су ОlJшта за све 
једначине ма ког степена. На основу 1 правила, ако знамо 
Један корен једне једначине n .. ог степена, онда од те једна­
чине добијамо другу једначину (п- 1)-ог степена, ако по­
лином прве поделимо са оговарајуhим кореним чинитељем 
и добивени количник стављамо да је једнак нули, На ос­
нову III правила, ма који се полином п-ог степена да раста­
вити на чинитеље, нко се претходно стави да је једнак нули, 
затим добивену једначину решавамо, да бисмо добили корене: 
хl' Х2 ' Ха ••. хп И најзад чинитељи датог полинома биhе: кое­
фицијенат уз хп И корени чинитељи: (х-х1), (X-Х\l)""(Х-ХП ). 

§ 207. Врсте «орена. - Правило. - Свака једначина 

illpehez сшеuена са сшдарним коефицuјеНll1има, ако има један 
имаzuнаран корен облика а + Ы, онда она има као корен 

његов коњуговани број а - Ы. 

Заиста, ако претпоставимо да је један KOP~H једначине 

Ах8 + Вх2 + Сх + D = О ... (l) 
х = а + Ы. онда заменом у (1) имамо: 

А(а + Ы)З + в (а + Ы)2 + С (а +,Ы) + D = О; или 
Аа8 

- 3АаЬ2 + ВЈ2 
- ВЬ2 + Са +- О) + (3Аа2Ь ·АЬВ + 2ВаЬ + 

+ СЬ) i = О. (2) 

Ако у полиному једначине (1) заменимо х са а - Ы до­

бијамо израз 

(АаВ - 3АаЬ2 + Ва2 
- ВЬ2 + Са + O)--(3Аа2Ь - АЬ3 + 2ВаЬ + 

СЬ) ј. (3); 

Како је комплексан број једнак нули, ако му је и стварни 

и имагинарни део једнак нули, то из једначине (2) излази, да је 
АаВ 

- 3АаЬ2 + Ва2 
-- ВЬ2 + Са + D == О и 

3Аа2Ь -- АЬ3 + 2ВаЬ + СЬ = О ... (4). 
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Из ових једначина увиђамо да је и израз (3) једнак нули, 
што значи да је и а - Ы корен дате једначине. 

Пошто једначина трећег степена мора имати три корена, 

то, на основу овог 'правила, изводимо закључак, да корени 

једне јеДrJачине трећег степена са стварним коефицијентима -
јесу: 1) цли сва шри сшварни бројеви, или 2)један је сшваран, 
а друга два имагинарна коњугована броја. 

Напомена. - Ово је правило у важности за све јед­
начине .п-ог степена. Број имагинарних корена увек је паран 
и то 110 два и два коњугована комплексна броја. 

§. 208. Веза измеђУ корена и коефициЈената. Свака једна­

чина III-ег степена облика АхЗ + Вх2 + Сх + D = О (1) деобом 

са А да се свести на облик х8 + ~ х2+ ~ х + ~ = О, или, 
s + ! + + _ о (2) . _ в _ С _ D х тх пх. р- .... ,гдеЈет -'р;,п-р;ир- А: 

Ако су ХlI Х2 И хз корени једначине (2), онда је на ос­
нову трећег правила § 206. 

хЗ + тх2 + пх + р = (х - Х1 ) (х- Х2) (х - хз), 

или ако извршимо множење на десној страни, 

хВ + тx~ + пх + р = ха - (Х1 + Х2 + Хз) х2 + (Х1 Х2 + Х1 Хз + 
+ Х2 Ха) Х - Х1 Х2 хз .... (3). 

Па како су обе стране ове једна чине једнаке, то су 

једнаки и коефицијенти уз непознате истог степена, т. ј. 

m = - (Хl + Х2 + ХЗ), ) 

п = Х1 Х2 + Х1 Хз + Х2 Хв И (4) 
Р = - Х 1 Х2 Ко 

Једначине под (4) дају тражену везу између корена и 

коефицијената једначине трећег степена сведене на облик (2). 
Према овим једначинама имамо правило: 1) коефuцијенаш Уй 
нейознашу на другом ci71eaeHY једнак је збllРУ комбинација 
lipse класе од корена са liромењеним знаком; 2) коефиццјенаш 
уз нейознашу на liPBOM сшейену једнак Је збиру комбинација 

друге класе од корена и 3) независни је члан једнак liроизводу 
корена са liро.мењеним знаком. И ово је правило опште за 

све алгебарске једначине п-ог степена са стварним коефици­

јентима, чији је коефицијенат уз хп једнак 1, а гласило би: 

КоефиЦllјенаш уз хn - 1 једнак је збuру комбинација lipse 
класе од корена с liромењеним знаком; коефuцијенаш хn-2 

једнак је збиру т<омбинацuја друге 1<,ласе од корена; коефuци-
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јенаш уг хn-3раван је гбиру комбинација шрепе класе с иро­

мењеним знаком и ш. д., а независни члан једнак је uроизводу 
!френа бег или са uромењеним знаком, uрема ШОЈЏt:, qa ли је 
сшеuен једначине йаран или нейајЈаН (или је број корена uаран 
или HeuapaH). 

На основу овог правила, у стању смо да склопимо је­

дначину трепег степена, ако знамо њене корене. Тако, ако 

су корени хз = 1, Х2 = - 2 и Ха = 5, онда је, према једна-

чинама под (4). _ 
m = - (1- 2 + 5) = - 4, П=I.(-2) + 1·5 + (-2).5 = -7 и 
Р = -[ 1 . (- 2). 5] = 10. Тражена једначина биhе: 

xB -4х2 -7х+ 10=0. 

до ове једначине долазимо, ако ставимо да је произщЈД ко· 

рених чинитеља раван нули и извршимо множење. Тако, 

(х - ]) (х + 2) (х - 5) = О, или (х! + Х - 2) (х - 5) =0, или 

хЗ - 4 х2 - 7 х + 10 =0. 

НаUомена. - На основу овог правила, ако У']едначини 
треЬег степена нема члана са х2, т.ј. ако је m =,0; онда је 
- (Х1 + Ха + хз) = О, а одавде је Х1 = - (Х2 +Хз); т. ј. код 
једначuне облика х8 + П Х + Р = О један је корен :рав.ан абиру 
других корена с uромењеним знаком. Ако у једначини нема 
независнога члана (р = О), онда је - х з Х2 Ха =·o~\ Како је 
овај производ раван нули, ако му је један од чц,питеља 
једнак нули, то изводимо закључак, да једн,ачинаоблика 
хВ + т х! + П Х ='7 О има.један. корен једнак нули. ' '. , 

§ 209. Сво1јење потпуних Једначина Tpeter степена на про­
стиЈи облин. Свођење дате једначине облика АхЗ + Вх! Сх + 
D = О (1) на облик уЗ +_ру + q = (2) вршимо, ако заменимо 
x.~ у + К, где је у н?ва непозната, а К привремено .неодре­
ђена I<олИчина. Овом ~aMeђOM једнаЧfJна (1). добија О()ЛИК: . \ . 

А (у +К)З + В (у\+ К)2 + С(у + К) +D ~O, или 
АуЗ + (З АК + В).у2 + (3\iAK2 + 2 ВК + С)у + (A~8 + ВК! + 

. + C~ ~ D) = О. (З). "'" 
\ - '. '-

Да би нестао у овој }~дначиничлан са у2, "'т~еба да је 
'\ В "'" \ 

ЗАК + В = О, а одавде је К\:::- з А' Према шоме,аi<о же-

лимо да једначuну (1) сведемон.а једначuну облика (2), шреба 
'. В 

да игвршuмо замену х = у + К= У - З А' Дакле, решавање 

. \..' . 
потпуних Једначина облика--(l) своди се на решавање Једна-

чина облика (2). Остаје да се упознамо само с начинима ре· 
Алгебра 12 
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шавања једначина трећег степена облика х3 + рх + q = О, с 

којима се упознајемо у идуhем параграфу. 

МеђУТИМ, при замени х = у -3~ У једначини (1) наила­
зимо врло често на једна чине облика уЗ + q = О, уЗ + ру = о 

и у8 = О, т. ј. на једначине" чије даље решавање знамо. Такав 
је случај код следеhих примера: 

. . в 9' 
1) xll + 9х3 + 27х+19 = О. Овде је К =- 3А= - з:I' ~ , 

= - 3, а х = у - 3. Дата једначина добија облик 
(у - 3)8 + 9 (у - 3УOl + 27 (у - 3) + 19 = О или 

уЗ _ 9у2+27у- 27 + 9у2- 54у+ 81 + 27у - 81 + 19 = О, или 
уЗ-8=О. 

Из ове биномне јадначине имамо 

(у -2) (у2 + 2у + 4) = О. Одавде је у - 2 = О и у\Ј + 2у + 
+ 4 = О. Из прве је yl = 2, а из друге У\Ј = - 1 + iVЗ и 
Ув = - 1 - i VЗ. Тада је Xt=2-3= - \, Х2= - l+tV3 - 3 = 
- 4 + i Vз и Ха = - 1 - i Vз - 3 = - 4 - i V 3. 

. -39 
2) х8 

- З9х2 + 507х - 2197 = О. Овде }е К = -з:т= 

= 13, а х - у = 13. Заменом у датој једначини добијамо: 
(у + 13)3 - 39 (у + 13)2 + 507 х - 2197 = О, или уЗ = О. 

Према томе је 

Уl=У2=У8=0, те је х1 =х2 =ха=0+13= 13. 
-12 

3) х3 
- 12 х\Ј + 44 х - 48 = О. Овде је К = - з:т = 

= 4, а х = у + 4. Заменом добијамо: 

(у + 4)8 -:- 12 (у + 4)2 + 44 СУ + 4) - 48 = О или у3. - 4у = О 
Ову једначину пишемо у (у2 - 4) = О. Из ље је у = о 

и у2 - 4 = О. Из прве је Yt = О, а из друге У2 = 2 и Уа = - 2_ 
Корени дате једначине биhе: 

Х\Ј=О+4=4, Х\Ј=2+4=6 и xs ==-2+4=:l. 
Решавање једначине хњ + рх + q = о. 

§ 210. 1. СлучаЈ. - Једначина има имагинарних корена. 

Једначина хЗ + рх + q = о (1) имаhе један стваран и два има­
гинарна корена, ако је испуњен услов: 

4рfl + 27qз > о .... (2). 
Да је ово тачно уверавамо се на следеhи начин. - Не­

познату х У једначини (1) замењујемо са збиром непознатих 
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u и V (х = и + У) И тиме једначина (l) добија облик (и+у)В+ 
-+ р (и + У) + q = о или 

иВ +- у8 + (и + У) (3 иу + р) -+ q = о .... (3). 
Непознате и и v бирају се такв·е да испуњавају услове: 

и + У = Х и3 иу + р = О, или иу = - ~. Тада једначина (3), 

за иу = - ~ , добија облик 
иВ + УЗ = - q .... (4). 

Решењем једначина и У =- {- и иВ + уВ == - q, доби­

јамо вредности непознатих и и v. Како је друга од ових 

једначина треЬег степена, то лемо добити за непознате и и 

v по три вредности, а од сваке групе ових вредности по 

једну вредност за непознату х. 

Једна чине и У = - ~ и и8 +. УЗ = - q решавамо, када 

најпре прву степенујемо са 3, а затим иВ и v8 сматрамо као 

корене квадратне једначине, код које је коефицијенат уз не­

познату на првом степену - (ц8 + УЗ) = q, а независни члан 
а 

иВ vз = - ~j' Т ... квадратна једначина имаhе облик: 

t2+qt-~;=·o или 27tЗ +27qt-р8=0.(5) . 
. ' -27 q + V27 2 qi+4.27 рВ 

Из ње Је: t1 = иЗ == и 
54 

" - 27 q - V27 2 qZ + 4.:П р3 
t2 = уџ = 54 

3 

. • 1-27 q + V 27~ q2 + 4.27 рВ 
Стога Је и = V 54 и 

з 

У = I / -:-:_22 Я_=- V 27:1 q~ + 4·27 рВ (6) 
V 54 

Корени једнаЧl:Iне [5) t1 и t2 односно иЗ и v8 , биhе стварни, 

ако је дискриминанта 272 q2 + 4·27 рЗ > О, или 27 q2+4p3 > О, 
чиме је доказан услов под (2). 

Ако поткорене изразе-једначина (6) краткоае ради озна­

чимо привремено са М и N, онда је и = -V'M и У = iYN ... (7) 
Како сваки кубни корен од стварног броја има по 

три вредности, од којих је једна стварна а две имаги-

12* 
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парне, то је из једначина (7): u = V'M = V'ГМ = V'г.-V'м 

и V =- V'N = V' I·N = ~г.- V'N. А како је 
{УТ = 1, VГT = -,-, 1 -t i liз и V'T = - 1_-; i VЗ, то је: 

3 3 

U1 =1· VM= VN, 
U

2 
= -1-1; i VЗ. VM. 

V- 3 

Uз = -1-; i 3. ум, 

Како је х = u + У, а за и и v имамо по три различите 
вредности, то заменом ових вредности у х = u + У, добили 

би за х 9 различитих вредности, који је број ,за 6 веhи од 
броја вредности х-а, који треба да добијемо, пошто је дата 
једначина треЬег степена. Те 9 вредности х-а биле би: 

хЈ = и1 + У1 , Х4 = и2 + V1 , Х7 = ив + У1 • 
Х2 = и1 + У2 , Хб = и2 + У2, Ха = ив + У2 И 
ХВ = и1 + Vз. Х6 = и2 + "В, ХО = ив + Vз ) 
Од ових девет вредности х-а узимамо у корене само 

оне, које задовољавају једначину и V = - ~, коју је у ствари 

требало решавати са иВ + v3 = - q. 
3 3 3 

Према овоме је само: и 1 У1 = V м· V N = j(MN = 
3 =v- 27 q + V272q2+ 4·27· р:Ј. -27q - V <!7 2q2+4.27p3 = 

51 54 
3 3 

= V729q~ -7 L9q2 - 4· 27 р 3 =v= рВ = _ 1:.. 
542 'L7 3 ' 

_ - 1 + i V о i!lM - 1 - i ГЗ ,3г N _ ( _1)2 - 3 i2'3rMN = 
и2 Vз - 2 у. ~ v - 4 v 

f ·-- Р -- 1 - i V о {У- ........:.. 1 + i Vз ,3г-MN=--· и u V - м·- vN= 3' s 2- 2 2 
(_1)2 _ 3i2 з ~ - Р 

. --·4--VГМN=VГМN=-з· 

Сви ОСтали производи: иј У2 • и 1 Vз . и 2 У1 ' и2 У2 ' ив У1 И 

из Ув немају као резултат - -~, те се те вредности од и и v 
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не узимају у поступак. Стога су корени дате једначине; 

3 --~--~~~===7~ 
Х1 =- и1 + У1 = {ум + {YN= V~ 27 q +V:~2q2+ 108рЗ + 

3 ' 

v-27q - V272qz + 108pB • } 

+ 54 ' 

_ +' _ - 1 + i VЗ {ум + - 1- i VЗ {Yf\f - 1 + i Vз 
Х\ј - и2 Уа -- 2 2 = 2 . 

з 3 

. У-27 q + V 129q2+ 1 08р3+ -1-iVЗV'---=2:-::7-q---:-:V=7.=29=q=О=З+=I=08=рВ. 
54 2 54 ' и 

хз= иа +У2 - -1-i V3 rм + -~+НГЗ V'N= -1-iV3 . 
222 

3 3 

.V-27Q+V 729q2 + lO~p8 +-1-iVЗV-27q-VТ29q2+ 108 РВ} 
54 2 54 (10) 

Из свега овога се види, да једначина ха + рх + q = О 
има један корен стваран а два имагинарна, ако је испуњен 

услов 27q2 + 4рЗ > О. Образац: 
3 3 __ у- 27 q + V 729 q2+ 1 08р1l +V----;2:-:7~q---;V:;-:;7:==:2:::::9q====2=+=I=О====8Р=з 

х - 54 54' ИЛf1 
3 3 . у- ~q + V 81 q2 + 12 .3 +V'----::-9q------:V~8=I=q=Z +==U=р=э 

х == 18 18' или 
3 3 

У q V( q )~ ( р )3 V q V( q )2 ( Р )3 х= -2+ 2 + 3 + -2'- 2 + 3 (11) 

зове се Саrdап-ов. Овај образац употребљава се при доби­
вању корена оне једна чине треЬег степена облика x3+px+q=0, 
која има имагинарне корене, зашта је потребан услов 

(~ У+ (~ )3> О или 27q2 + 4рЗ > О. Овај се образац не при­
мењује при решавању једначине х3 + рх + q= О, која има само 
стварне корене, пошто би се у овом случају добили три има­
гинарна корена, што је немогуЬе, јер је број имагинарних 

корена сваке једначине паран. За ове једначине, т. ј. за јед­
начине хЗ + рх + q = О, код којих није 27qZ + 4р9 > О, упо­
требљавају се тригонометријске методе при њиховом реша­

вању с којима Ьемо се упознати у следеhем параграфу. 
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Решени примери: . 
1) х8 + бх -7 =0. Овде је дискриминанта 27q2 + 4рВ= 

= 27 (- 7)~ + 4·68 = 2087, т. ј. :> о, те ћемо применити Кар-
3 _--,,--__ _ 

данов образац. Овим обра~цем имамо: и= v-~,+ V~,+~= 
3 

=2 и У=У ~ - V~ + -; = -1, те су корени Хl=2-1=1; 
Х9 = -1 t i VЗ . 2 + -1;- iVЗ.(_l)= 1 + ;iVЗ. 

- 1- iVЗ -1 + iVЗ -:-1-3ј Vз 
ХВ = 2 .2+ 2,·(-1)=- 2 . 

2) хЗ - 9х + 28 = О. Овде је р =--= - 9, q = 28, а дис­
криминанта 27q~+4p8=27·28z+4·(-9)8>0, те се може 

применити Карданов образац. Стога је u = iY -14+ V 196 - 27 

= - 1, v=V--:-14-:--~V=19-6===;:27~-- iY - '27 = - 3, а корени: 
. , - 1 -+ i t!;j - 1 - i Vз 

Х1 = - 1 - 3 = - 4, Х2 = - 1 . - 3· = 2 2, 

= 2 + i УЗ; и ХВ = 2 - i V З. 
3) х8+12аьх+8(ь3_аз) =0. Овде је p=12ab,q= 8 (Ь8-:-а3), 

а дискриминанта 27 q2+4p3=27 . 64(b6-2а8Ь 2+а6)+4· 1728ааьз= 
= 1728 (аа + Ь8)2 > О, па се може применl1ТИ Карданов образац. 

3 

Стога је u = V - 4 (Ь 8 - аБ) + V 16b6 - 32а2Ь8+ 16а6 + 64а3Ь9=­
iY -1 (Ь 8-а3)+4 (Ь8+а3)= {Y8aB--2а, v= iY -4 (Ь8_а8)_4(ЬВ+а8) 
= iY - 8Ь8 = - 2Ь, а корени: 

- 1 + i lfз - 1 - i VЗ 
х1 =2а-2Ь=2(а-Ь); х2 =2а, 2 -2Ь· 2 

=-(а-Ь)+(а+Ь)iVЗ; и x8 =-(а-Ь)-(а+Ь)iУ'З. 
4) х8 - 2х - 4 = О. Овде је р =- 2, q = - 4, а дис­

криминанта 27q9 + 4р8 = 27 (- 4)9 + 4 (- 2)3 = 27 ·16 - 4·8> 
> О, те се примењује Карданов образац. Стога је: 

3 3 3 3 

и= V 2+V 4 287 =у 2+Vlg~ = V2+~~з= V2-+-5-'1-96-t
1
-;2-4'228 

3 3 3 ___ _ 

1/ 20,3923048456 У2 1 О УО,3923048456 
-= ~ 5,1961524228' v = - 5,1961524228 = 5,1961524228' 
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Помоhу логаритама налазимо да је 

u = 1,577 и v = 0,423 
Тада корени дате једначине биhе: 

. ,-I+i~ 
Х! = 1,577 + 0,433 = 2; Х2 = 1,577. 2 + 0,433· 

-1- i Уз . . 
.2 = - 1 + 1; Х2 = - 1 - 1. 

П римера за вежбу: 

'1) хЗ +72х+152=0; 6) x3-3а3Ьх--а3(а8Ь8+1)=0; 
2) хЗ +72Х-152==0; 7) х8 +60х+992=0; 
3) х3 +24х- 56=0; 8) xB -2 х- ,5=0; 
4) хз + 36х - 208 = О; 9) х3 + бах\!- 36а3=0; 
5) х8 - 6х- ~=O; 19) x3 -15хlJ -33х+8<l7=0. 

§ 211. II СлучаЈ. - ЈеАначина х3 + рх + q = о има само 
стварне корене. Пре него што се упознамо с начином решава­

ња једначине хЗ + рх + q = О, I(oja има само стварне корене, 
испитајмо једначину 

COS 3ос = 4 cos3 ос -- 3 cos ос .... (1) 
За коју из Тригонометрије знамо да је тачна. Ако у овој 

једначини заменимо 3ос = <р, онда је iX = ~, а једначина (1) 

добија облик: 

-cos rn = 4 cos3 -'t_ 3 cos -'t или 
'1' 3 3 ' 
з ср 3 , 'р 1 __ 

~os 3-4 cos '3-4 cos ср- О .. (2) 

Међутим, из Тригонометрије знамо, да су сви углови, 

који би задовољили једначину cos 'р ='к, гд~ је к познат 

број, дати обрасцем 
'р = 2 п'!; + ОС, 

{'де је ос Најмањи од њих, а израчунава се помоhу логари-

б Т . 'р 2 п'!; се • 
тамских та лица. ада Је и "'3 = -3- + '3' те Је 

cos ; =cos (2 ~ '!; + ;). Међутим, косинуси од :' односно 

од(2 ~ '!; + ;), могу имати само 3 различите вредности и то: 
ос 2'!;+ос 4'!; + ос . 

cos 3' cos 3 и соs-з-, за п = О, 1 и 2, Јер се и косннуси 

свих осталих углова за п = 3,4,5,6,7, ... своде на те вред­

ности {соs(2'!;з. 3 + ;)=cos(2'!;+; )=cos; ; 
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С08 (2 ~. 4 + ; ) =~08 ( 2" (3з+ 1) + ; ) =С08 (2_" + 2з" + ; ):= 
= С08 (2"+ ~) = С08 2 " ± а; 'С08 ( 2,,·5 + ~ ) = 

з-з 3' 3-2 

= cos (2" (~+2) + ; ) = cos' (2" + ~": ос) = 

=- cos 4 " i- (х; cos (2 "; 6 + ; ) = cos ( 4 " + ; ) = 

=-- COS ; , и Т. д. } , 

се 21t+rx 4,,+rx-
а бројне вредности од cos 3' cos 3 . и cos ---з:-. 
могу се израчунати уз помоh логаритама. Ове вредности јесу 

једини корени једна чине (2). 

После овога, пређимо на решавањеједначине xB-\-рх-\-q=О, 
која има само стварне корене. Ако у овој једначини заме-

нимо х = р cos : добијамо: 

рВ cosB : + рр cos ; -1- q = О, или 

(os3: -\- ;2COS; -\-; = о ..... (3) 

Упоређивањем ове једначине с једначином (2), које су 

индентичне, налазимо да је 

р 3 q 1 
р2=-ТИ p}j=-q-COSCP ... -t4) 

Из прве је р = + 2 V -~{: а заменом у другој имамо: 

4ч 4q 3ч 
cos qJ = - p~ = - + 8 V рб = + 2PV_l: . 

-27" 3 

Тада једначина (3) добија облик: 

3 ср 3 <р - 3q О ) 
cos З - LfСОSз + 2QV -t == .•.. (5 

Како једначина (2) има као корене: 

cos ~ , cos ез" + ; ) и cos (4; + : ), а х = р С08 ! . 
то Ье једначина х3 + рх -\- q = о имати као I<opeHe: 



q> V--p- IX 
Х1 = Р cos 3 = 2 ~ '3 cos 1Г; 

Х2 = 2 V - .~ cos (~~-. + ; ); и 

ХВ = 2 V - .~ cos ( 4з" + ;). 

• 
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Разуме се, ови Ье корени постајати само ако је р < О, пошто· 
се из једнаЧИljе cos ср = 2PV~-f види, да Ье cos ср бити ства,раНе 

број, ако је р < О, т. ј. ако је р негативан број, а осим 

овога, ако је cos2 1> < 1. Из овог последњег услова· излази. 

. 9~ % 4~ 
да Је 4р2 (_~) < 1, или 9q < - з' или 27q2 + 4р3 < О. 

Из свега овога закључујемо, да nе једначuн.а х3 + рх +, 
+ q = о имати сва три "арена стварн.а, ако Је аадовољен. 
услов 27q% + 4рВ < О. 

Решен.и йрuмерu: 

1) х8 - 7х - 6 = о. Овде је р = - 7 и q = - 6, а дис­
криминанта 27q2 +4рВ = 27 (- 6)% + 4· (- 7)3= 27 ·36 -
- 4 ·343 < О, те су корени ове једначине стварни. 

Овде је р ~ 2· у= ~ = 2 у;-. , со' ~ ~ Vq р -
2р -3 

3· ( - 6) _ 9 vз- - v 243 
=-- V7-7 7- 343' 

2·( -7) ~ 

1 -
Тада је log cos <Р .. 2" (log 243 - log 343) = 1,925156, а 

ср = 32040' 49" = IX, те је ~ = 1 ОО 53' 44". 
3 

Најзад, корени дате једначине јесу: 

ХЈ = Р cos -} = 2 у; cos 10053' 44" = y~ cos 10053' 26" = 

= N-}(lОg 28 -log 3) + log cos 10053'36" = 

= N .}. (1,447158 - 0,477121) + 1,992100=N0,4771 19 = 3;. 
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(2". + ОС \ V· 28 {2" ) 'Х2 =.р cos: ~-~ =. зСОS';ј + 10053' 36" == 

'= y~ cos :1300 53' 36" = - y~. sin 40053' 36" .= ~ 

--N~ (Iog 28-Iog 3)+Iogsin 40°50'36"= -NO,301030=-2; И 

(4" ОС ) У28 (4" ) J{s =- Р cos 3 ~ 3 = 3- cos -3 + 10053' 36" = 

c= .. y~~ cos 250{) 53' 36" . - У28 
cos 700 53' 36" --= 3 . 3 

N' 1 
= - '. - (log 28 -IЈg 3) + Iog cos 70° 53' 36" = - 1 . - 2 

2) x1l -б3Х+162=О. Овде је р=- 63 и q= 162, а 
.дискриминанта 27 q2 + 4р3 = 27· 1622 + 4· ( - 63)3 < О, те СУ 

,корени једначине ctbaPHI-!. 

. У63 (, - 3·162 
Овде Јер = 2. 3 =2l21 = V84, cos Р = 2.( _ 63) V21 = 

27 27 
-7t/21' cos (1800- p)=-cos P=1V2t'. Тада је: 

Hogcos(1800- ср) =,Iog27-Iog7- ~ Iog 21=1,431364-0,845098-

- 0,661110 = 1,92бt56, а 180°- Р=- 32040'48", Р =212°40'48", 
·ОС 

3= 70° 53'36". С тога СУ корени ове једначине: 

Х:1 = V84 cos 70°53'36" = N.!....log 84 + log cos 70°53'36" = 
2 

= NO,962 140 + 1,514983 = NО,4Пi2Т 0-= 3; 

:Х2 = V 84· cos(~ +~) = V84 cosI90053'36"= -V84cosl0053'36" 

= - Ni Iog 84+Iog cos 10{)53'36"= - N O,962140 +1,992104= 

= - NO,954244 = - 9 ; 

-"хв = V84 cos (~+~ )=V84 соз 310053'36" =V84 cos 49°6'24" = 

=- N.;, log 84 + 10g cos 49°6'24" =NO,778151 ~ 6. 



Примери за вежбу: 

1) х3 - 39х - 70 = О ј 5) хЗ 
- 112х + 384 = О ; 

2) хЗ - 9х - 1 О = О ј 6) х3 - 363х - 2662 = О; 
3) хЗ 

- 3х + 1 = О ; 7) хЗ - 7х + 6 = О; 
4) х2 - О,13х + 0,012 = О ј 8) х3 - 7х + 7 = О; 

§ 212. Ш Случај. - ЈеАначина хВ + рх + q = о има стварне 
норене, ОА нојих су А8а јеАнана. Видели смо у претходна два 

случаја (§ 210 и 211.), да Ье корени једначине х3 + рх + q =0 
бити један стваран и два имагинарна, ако је дискриминанта 

27q2 + 4р3 > О, а сва три корена стварна и неједнака, ако 
је дискриминанта 27qS + 4рВ < О. Остаје да видимо какви 

Ье бити корени једначине х2 + рх + q = О, ако је дискри­
минанта 27q3 + 4рЗ = О. у овом случају једначине (6) пара­
графа 210. претварају се у: 

U =,Зr _27q_ ,3ј _ q И V.:..-,3j _27q=.3j _ q Т Ј". 
V 54 - V . 2. V 54 V :г'" 

U = V = (= ~, или, на основу једначине (7) истог параграфа, 
.3г- .3г- q {

-
vM=vN= -2' 

Тада су корени дате једначине према обрасцима под 

1 О" параграфа 209. 

Хl = V'M + V'N = 2 v' М == 2 (=" ~ ; 
3 3 

- 1 +i(ЗV- - 1 - iY~V'-
Х2= 2 М+ 2 N= 
333 

= Ум. - 1 + i y~~- 1 - i Vз - (м= -v -~; и 
3 3 

_" -l-iVЗVм+-l + iVЗ1!N_ 
хз - 2 2 ~--

3 3 3 

=Vm.-l-iV;-1+iV3=-Vм=-V ~. 
Према овоме, за 27q + 4р 3 = о, сва три корена су 

стварна, од којих су два једнака. 

Напомена. Корене х1 , Х2 И хз можемо изразити и по­
моЬу израза у којима фигуришу коефицијенти р и q. То 
успевамо помоЬу једначине 27 q2 + 4р8 = О. Из ње је· 
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q -+v- 4р3_ +2PV- Р" -~=+~v- Р" v- Р . 3q. -----, -. 27 - - 3 3 ' 2 3 3' 3 2р • 
3 

Р 9qZ " q 9q2 3q 27 q8 у- 3q 
-3= 4p~" Тада Је -2= 4р2"2р= 8р8' а - ~=2p" 

"3q 3q 
Одавде Је Хl = р' а хз = Хв = - 2р " 

Мешовити примери ва вежбу. 

1) хЗ +2х2 -2х+3=0; 2) х3 +х2 _х+2=0; 

3) 3 хЗ + 3 х2 + 2 х + 3 = О; 4) 8 хО + 12 хЗ + 17 Је - 4 = О; 
5) xa_-5xl!-x+5=~; 6) xS -3х2 +4х=0; 

7) хЗ - х2 
- Х + 1 = О ; 8) хЗ - 4 х2 - 4 х - 5 = О ; 

9) 3 хЗ - 2 хl! - 2 х + 3 - О; 1 О) 2 хЗ + 3х2 - 4 х + 1 О = О • 
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