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gr, 
(380 - gr. 

(380 - x)·0,.{l5 = 380·0,610 
gr (380 gr,= 

= 180 gr. 
180 gr, 200 , ", ' .,'.,' , ' 

87) 20 14 1 ,5 
, 1 (11,20) , . 

88) 17 12 
)5 

10 (6; 

89) 220 20 "1 
1 

1 (;37,5 _ . 
90) 30 kg 14 11 kg 

1 kg. 15"/0' 
1 kg 

16 1 kg? (7,5 kg) , 
. . 91) 12 

, (25,5 '" " , 
92) 60 72% 70 96%­

460/01 (110 I 

93) 28 gr 
0,875. gr (4 gr) 

94) 5 kg 0,940, 
'0,750', 0,800. 

kg 0,7501(11,20 kg) 

f) 

95) 12 
15 18 

' 

1 , 

1 

" " " " . 15 
I 

" " " " 18" 
1 I 1 
12 +15 + 18 

) 
12 + 15 + 18 = . ' 

32 = 4 37 
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96) Једно корито ,се пуни кроз две цеви. Прва га пуни за 3 часа а 

.дpy~a за 5. За које га време пуне обе цеви заједно? ( 1 ~ ч.) 
97) Једно корито се пуни кроз две цеви. Једна га пуни сама за 20 

часова, а обе заједно за 12 часова. За које време пуни корито сама Н-га 
цев? (30 ч.) 

98) Три радника врше известан посао. Први радник може да сврши 
тај посао сам за 12 дана, други за 10 дана, а треlш за 15 дана. За које 

време сва три радника заједно свршавају тај посао? (4 дана) 

99) Три преписивача треба да препишу 5б81,4,<::рана. Први може да 
преците за 1 час 11/. стране, други за З часа 4 стране, а трећи за 5 
часова 6 страна. За које време' сва три преписивача могу свршити 

nреписивање, ако сва три почну посао једновремеНо? (15 ч.) 

g) Проблеми из кретања 
1(0) Отстојање места А и В је 78 KТ1l< Трамвај полази из А и В 

и прелази 9 Кт ва час; после 1,5 часа полаве из В за А поштанска кола 
која прелазе за 3 ,часа 16 Кт. После колико часова од поласка трамвај а 
има да се, c,:ycp#,'r~y? 

РеUЙН:е>:А.Ко је време путовања трамваја до сусрета t1 = х часова, 
онда је-Време путовања кола до сусрета t 2 = (х-I,5) часова. Тада је 

, ]6 ' 
пут трамваја 81 = C1t1 = 9х Кт, а пут кола 82 = c.t2 = З (х - ],5) Кт. 

Ла како је 81+ 82 = 78, то је 
. 16 

9 х + 3" (х - 1,5) = 78 

Одавде је х = 6 часова. 
10]) Два пријатеља А и В желе да пређу известан пут заједно. 

у слеД, изненадног посла А је пошао на пут 6 дана доцније од дана пола­
ска В. Ако В прелази дневно 2,5 миље, а А 4 миље дневно, после колико 
Ђе дана А стићи В? (10 дана) 

102) После једног курира који дневно прелази 12 миља, пошао је 

дРУГИ курир за њим са дневном брзином од 15 миља и стиже r1PBor ку­
рира после 20 дана од свога поласка. Пре колико дана је пошао на пут, 

први курир? (5 дана) 
103) Два пријатеља пошла су једновремено из два места А и В, 

чије је отстојање 70 миља, један другоме у с·усрет. После колико дана 
има да се сусретну, ако први прелази дневно 31/. миље а други 51/2 
миља? (8 дана) 

104) Из Београда полази лађа за Панчево у 4 ч. и 16 мин. по подне, 
а из Панчева за Београд пошла је у 4 час. по подне. Обе лађе прелазе 

овај пут за 50 минута. Када се лађе сусрећу? (у 4 ч. и 33 мин.) 
105) Лисица је удаљена од неког хрта који је гони 60 скокова. 

Она учини 9 скокова за исто време за које хрт учини 6, али 3 скока 
хрта вреде колико 7 скокова лисице. Колико је скокова потребно хрту 

да учини па да стигне лисицу? (72 скока) 

Решење. Нека хрт учини х скокова док стигне лисицу. Па како 

, 7 
З скока хрта износе 7 скокова лисице, то је један скок хрта Једнак са 3 
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.7. 
скока лисице, његових 6 скокова чине 6· З = 14 скокова лисичиних, а.х 

h ' . 
његових скокова чине З скокова л.исичиних. Ако лисица учини у скокова, 

h . . ,~ 

док је хрт стигне, онда је: "3 : у = 14: 9, а одавде ј;е у =''2': '!."ражена 

7х3х . 
једначина биће: "3 - "2 = 60, а одаljде је х = 72. 

106) И_еста А и В, чије је отстојање 12, миљ~" излазе два пут-. 
ника једновремено ,и иду истим 'правцем и смислом. Предњи прелазњ 
дневно 31/2 миље, а задњи 5 миља. После колико дана ће се сустићи? (В даюi) . 

107) Из места А и В, чије је отстојање 540 Кт, полазе 'једновре- ' 
мено два путника један другоме у . сусрет и cpeTHy~e после 71/2 дана. 
ЊИXiове се брзине имају као с'\ : 4. По колико Кт прелазе дневно? (С1 == 40 
Кт, С2 = 32 Кт) ," ' 

IОВ) Из Београда полази лађа у 7' часова изјутра за Смедерево ',и 
прелази тај пут за 70 минута. Тога јутра полази из Смедерева лађа .за 

Београд у 7 часо!!а и 10 мин. И прелази тај пут за 80 lI1инута. У ко-
лико сати има да се лађе сретну? '(У 7 ч. и42 мин:);' ' 

109) MefTo В се налази ua путу из А за С. Отстојање АВ износи 

'БВ Кт. Из А полази П'утник за С и прелази дневно' 20 Кт. Три дана ра­
није пошао је из В други путник такође за С и прелази дневно I.В Кт. 

После колико дана од поласка из А путник IIМа да стигне путника из В 
.и на ком отстојању од А (61 дан; 1220 Кт) . ' , 

110) Два' тела удаљена 105 m крећу се истим правцем и смислоМ. 

Брзина предњег тела које се креће 3 секунде раније од задњег, има' се 
према брзини задњег тела као З : 5. Наћи брзине тих тела када се зна 

.да се суст.ижу после 8 секунада? (С1 = 75; С2 = 45)' 
,-' 111) Са станице А полази теретни воз који прелази ЗКin за 4 

минута. После 7 'минута из В полази за 'А поштански 'BO~, који прелази 
,6 Кт за 5 минута. Наћи отстојање АВ, кад се зна да су се возови срели 

тачно на средини пута. r 2В Кт = АБ] 
112) Једџн пође из једног места на пут и прелази дневно 3 ми-,?е. 

После три дана је пошао за њим други путник из истог места и стигао 

првог путника после 7 дана од свога поласка. Колики пут дневно прелази 
2 

.други путник? (47 миље) 

, 113) Место В, које је између места А и С, удаљено је од А 20 Кт 
а од С 24 Кт. Из В полази 'путник за С и' прелази 16 Кт за 3 часа. 
у исто време полази из А за С други путник и стиже у С један час 

доцније него путник, из В. Колико Кт з<l час прелази други ,путник? 

(В Кт) 

114) Једна л~ђа полази из А за -в и прелази 6 Кт за 25 минута; 
после 1В минута полази друга лађа из А за В и прелази за 21/4 Кт за 
10 минута. Ако је прва лађа стигла у В 21 мину.т раније' од друге, онда 
колико је отстојање АВ и за које време, свака лађа' прелази пут АВ? 
-(АБ = 10..8 Кт; 11 = 45, t2 = 48) ,., 

115) Два тела крећу се из тачака А и В, чије је ~з>т.ојаiье 62 т,. 
.истим правцем и смислом. Брзина предњег тела је з,!,3:nf:у (јекуliдимања 
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од брзине задњег тела, а задње тело почиње да се креће 3 секунде ра­
није. Ако се оба тела сустигну после 7 секун;(да од поласка предњег 
тела, онда колике су брзине тих тела?'(СЈ = 132fs; С2 = 10% т) 

. 116) Два тела крећу се једновремено из два места једно другоме 
у сусрет. Отстојање полазних места је 96 т. Једно се тело креће брзи­

ном од 7 т а друго од 5 т у секунди. После колико секунада тела ће. 

бити удаљена З6 т? (5 сек.) 

117) Обим задњег точка 'неких кола је оо ст већи од обима пред­
њег точка. Наћи обиме оба точка, кад се зна да преДЊИ"точак учини 5· 
обртања док задњи учини 4. (240; ЗаО) 

118) На једном путовању предњи је точак начинио 2800 обртања. 
више него задњи. Обим предњег точка је 1,8 т а задњег 2,5 m. Колики 
су пут прешла кола? (18 Кт) 

119) КолИl{о времена протекне од једног до другог поклапања ска­
. заљака једног часовника? (655/11) 

Р . . О О. О 
( ачунај да је минутна брзина велике сказаљке 60' а мале 720' где је 

обим круга.) 

120) у 9 часова сказаљке часовника дају прав. угао. После ког вре­
мена сказаљке поново дају такав угао, а после ког времена дају угао O~. 

ОО"? (328/11; 273/11) 

( 
3000 3600) 

Овде рачунај минутну брзину велике сказаљке оо ' а мале 720 . 

ћ) Проблеми из геометрије 

121) у једном правоугльм троуглу једна је ]{атет? 15 ст а друга 
је за З ст мања од хипотенузе. Колика је хипотенуза? (39 ст) 

122) Обим једног правоуглог троугла је 120 ст. Једна му је катета. 
40 ст. Нaljи дужину друге катете. (30 ст) 

12З) Хипотенузина висина једног правоуглог троугла је за 12 ст­
већа од једног отсечка, а за Ј(ј мдња од другог отсечка хипотенузиног:. 
Колика је висина? (48 ст) . 

124) Колика је једна катета правоуглог троугла, кад се зна да је­

она за 4 ст мања од хипотенузе, а за. З ст већа од њене пројекције на . 
. хипотенузи (од оближњег отсечка хипотенузиног)? (12 ст) 

125) Разлика катета једног правоуглог троугла је 7 ст. Ако се 
једна катета смањи за 1 ст, а друга повећа за 3 ст, онда је површина. 
новог правоуглог троугла за 17 ст2 већа од површине ранијег троугла .. 
Наћи дужине катета. (22 ст; 29 ст) 

126) Обим једног равнокраког троугла је 130 ст. Размера крака и 
основице је 3 : 4. Наћи основицу. (52 ст) 

127) Обим равнокраког троугла је 256. ст, основичина висина 80 ст .. 
Наћи његове стране. (о = 78; k = 89). • 

128) Стране једнога троугла, чија је површина 72 ст2, имају се 
као 9: 10 : 17. Наћи те стране. (QY2; 10У2; 17YZ). 

129) Стране 'једног правоугаоника имају се као 3 : 5. Ако се мања. 

страна смањи са 1 ст а већа увећа за 2 ст, површина правоугаоника. 
увећава се за 5 сm2• Наћи његове стране. (21 ст; З5 ст.) 

130). Површина једн,ога ромба, чије се дијагонале разликују за 8 ст,. 
не мења се, ако мању дијагоналу увећамо за 3 Ст а већу смањимо' за. 
4 ст. Наћи дијагонале. (12 ст и 20 ст.) 

/ 
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131) Код једног трапеза је висина 13 ст а површина 208 ст2• Наhи 
његове паралелне стране, ако је: 

а) љихова разлика 6 ст; 
а) [13 сm- иl9 ст), 

Ь) љихова размера 5 : 3. 
Ь) [12 ст и 20 ст]. 

132) У једном р,авнокраком трапезу је висина 20 ст, а разлика па­
ралелних страна је 16 ст. Наhи површину овога трапеза, када је, љегова 

дијаrонала једнака већој паралелној страни. (420 crп2). ' 

133) Једна од паралелних страна трапезових је 24 сm,' а средља му 
линија износи 2/8 друге паралелне стране. Колика је ова dаралелна страна? 
(72 ст); 

Н. Проблеми са две и вище непознатих 

а) Реwени 'примери: 
1) Један басен пуни се кроз три цеви. Прва и друга цев пуне га 
554 

за 5 23 часова, прва и. трећа за 57' - а друга и трећа за 87 чаСРВI!' 
Пита се за колико би се часова напунио басен са сваком цеви понаособ? 

Ре11Iење. Нека га I цев пуни за х часова, II за јт часова, а Ш за z 
часова. Тада: 

цев за 1 час пуни 

II " ,,.. " 

1 
х деJlа од басена, 

1 
у 

1 
l' " 

" " " z 

час пуне ~ +..!. t и II за 
х у 

" 

" " 
1 l' 
y+z НиШ " " " " 
1 1 

'x+z ..... I и Ш " 
5 12(} 

Како 1 и Ii цев пуне цео басен за 523' или за 2з часова, онда за 
120 23 . 

час пуне ове две цеви 1 : 2з = 120 дела од басена; Н и Ш за 1 час 

4 ' 7 5 7 
пуне 1 :87' или 60 дела од басена; и IиШ за.lчаспуне 1 :57' ПЛИ4(} 

дела од басена. 

Стога су једначине проблема: 

1) ~ + ~ = I~ol Одавде је'; х = 8ч., у = 15'1. И Z = 20ч .• Дакле, 
1 1 7 

2) х + z = 4(} прва цев 'пуни басен за 8ч., друга 3'а 15ч., и 

1 1 7 трећа за 20ч .• 
3) y+z=60 . 

2) Наhи онај четворiщпфрени број код кога је: 
а) збир љегових цифара 25, Ь) да је цифра десетица једнака с 

збиром цифара стотина и "хиљада, с) да је двострука цифра десетица 

једнака С' збиром цифара јединица и стотина и d) .да је број од 'Истих 

цифара али у обрнутом реду веhи од траженог броiа за 8082 .. 

, .... ' 

" ",-.,{ 
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Решење. Ако су х јединице, у десетице, z стотине и t хиљаде, 
онда имамо, према погодбама у проблему, ове једначине: 

1) х + У + z + t = 25, . 
2) у = z + t, 
З) 2у=х + z, 
4) IOOOt + 100z + 1Оу + х + 8082 = l000х + ]ООу + 10z + t. 
Решењем овог система добијамо: х = 9, У = 8, z = 7, и t = ]. 

према томе тражени је број 1 789. -
-» З) Једно друштво nд људи и жена, чији је број 40, скупили су 350 

дин. за неки добротворни циљ .. Колико је било људи а колико жена у 

томе друштву, ако се зна да је сваки човек дао по 10 динара, а свака 

жена по 5 динара? 
Решење. Ако је број људи х а број жена у, онда су једначине 

проблема према његовим погодбама: 

]) х+ у=40, 
2) IOх + 5у = 350. 
Решењем овог система добијамо х = ЗО и у = 10. 
4) Ако један двоцифрен број поделимо збиром његових цифара, 

добијамо за количник 4; ако број од истих цифара али у обрнуто м реду 
поделимо збиром његових цифара више ], добијамо за КОЛИЧiШК 6. Нађи 
тај број. 

Решење. Ако су јединице х, а десетине у, онда су једначине про­

блема према његовим подацима: 

10у + х ]) х + у =4, илн 2у-х=0, 

IOх + У 
2) х+у +1 = 6, или 4х-5у = 6. 

Одавде је х = 4, у = 2, те је тражени број 24. 
5) Једна лађа прелази за 1] часова ]68 Кт низ воду и 48 Кт уз 

воду; другипут иста лађа пређе за 11 часова 144 Кт низ воду и 60 Кт 
уз воду. Колико Кт-пр-елази лађа за један час само снагом машине, а 

колико Кт само снагом текуће воде? 

Решење. Ако лађа прелази за један час само снагом машине х Кт 

а само снагом воде у Кт, онда она прелази за један час низ воду (х + у) 
Кт ауз воду (х- у) Кт. Стога пут од 168 Кт низ воду лађа прелази 

168 - . 48 
за -+ у часова а пут уз воду од 48 Кт прелази за -- часова. Тако 

х х-у 

]44 
исто, пут од 144 Кт низ воду прелази за х + у часова, а пут 'l:>д ба Кт 

ба 
уз воду прелази за х- у часова. Према томе, једначине проблема јесу: 

]68 48 
1) х + У + х _ у = ] 1. 

~+~~=]] 2) х+у х-у . 

Решење ових једна чин а, 
1 

пошто претходно заме.нимо х+ у = z и 
] . 

х- у = v, доБИЈамо х = 18Кт и у=6Кт. 
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б) Број ученика Ј-ог разреда једне троразредне школе био је за 

35 мањи од целокупног броја ученика Н-ог и Ш-ег разреда. После испита 
прешло је у Н-ги разред З4 ученика, у Ш-ћи ЗО ученика, а свршио је 

lП-hи разред ЗI ученик. Понављају разред: у Ј раэреду З пута више уче­
ника него у И, а 2 пута мање него у Ш. Колико је ученика било по раз­
редима пре испита? 

Решење. Ако је број ученика у 1 разреду х, у Н У а У Ш z, онда 
су једначине проблема према његовим погодбама: . 

1) x+35=y+z, 2) х-34=(у-ЗО).3, З) (х-З4)2=z-:-Зl. 

Решењем овога c\lcTeMa добијам о: х = 40, у = З2, z = 4З. 
7) Разлика површина од два квадрата је' 99 ст2• Ако страну' првога 

квадрата увећамо са 5 ст, а страну другога умањимо са 5 ст, онда је 
разлика површина нових квадрата 429 cт~. Наћи стране тих квадрата. 

Решење. Ако је страна већег квадрата х.а мањег у, онда су јед­

начине проблема: 
-1) х2 _у2=99 

2) (х + 5)2 - (у - 5)2 = 429, 
,или Jl3 - JI' + IОх + 1Оу = 429. 

Ако (1) одузмемо од (2), добијамо (1) х + З = ЗЗ.Тада је прва, 

(х+ у) (х - у) = 99, или ЗЗ (х --: у) = 99, или х - у = З (11). 'tаБЩЈањеми 
одузимањем једначина (1) и (11), добијамо х = 18 ст, х";' 15 ст. 

8) Два капитала износе заједно 24600 дин. Наћи 'ове 'юiПlпале .K-аJl, 
се зна да први капитал за 8 ~есеци са БО/о доноси онолико интереса 

, колико други доноси интереса за 10 месеци по 7,5"/0. 
Реlllење; Ако j~ први капитал х динара а други Ј' динара, онда су 

једначине проблема: 

I)х + у = 24600, 
(-*.6.8 у·7,5.1O 

2) 1200 = 1200 ,или 16 х = 25у. 
Решењем овог система добијамо х = 15000 и у = 9БОО. 

9) Круна сиракускога краља' Хиерона тежила је 10 kg., а пото­

пљена у води губила је од своје тежине 0,625 kg. Колико је kg злата. 
1 

а колико kg сребра било у тој круни, ако злато губи у води 19 а сре-
'. 1 

бро 10 од своје тежине? ~ . 

Решење. Ако је у круни било х kg зЛата и у kg -сребра, онда су 
једначине проблема према његовим погодбама: 

х у. 

1) х -1- у = 10, 2) 19 + 10 = 0,625. 

. 11 1 
Одавде Је х = 7i2kg и у = 212. kg. 

10) Од двеју. станица А и' В, чије је отстрјање ЗОО ,Кт полазе два. 
воза један другоме у сусрет. Ако' први пође 4 часа раније, онда сусрет 
возова биће после 4 часа и З5 минута од поласка другог воза; ако дру_. 

ги воз пође 5 часова раније него; први, онда сусрет возова биће чосле З· 
часа и 20· минута од поласка првог. Колике су часовне брзине ових 
возова? . 

Реlllење. Ако је брзина првог 80;la х Кт а другог у Кт, рнда j~ . 
према првој погодби:.' , 
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7 7 
1) 8 12 x+4i2 У = ЗОО, а према другој 

1 1 
2) З зХ+8зу = ЗОО 

. 7 
'пошто до сусрета по првој погодби воз из А ПУ~Ује 8 -12 часова а воз 

7. . 1 1 
-из В 412 ч., а по ДРУГОЈ погодби воз из А ПУТУЈе ЗЗ ч., а из В 8т ч. 

Решењем једначина овог система добијамо х = 20 Кт а у=28 Кт. 

Ь) Примери за решавање 

1.1) Трговац купи за 1280 дин. оваца и коза. 3а сваку Је овцу пла­
'Тио 120 дин. а за сваку козу 140 динара. Колико је купио оваца а колико 
коза,. кад је њихов укупан број 1 О? (о = 6; к = 4) 

12) Збир два броја' је 42. Први је број 21/2 пута веlш од другога . 
. Који су ти бројеви? (ЗО и 12) 

1З) Разлика два броја је 28 а њихова аритм~тичка средина 19; који 
еу ти бројеви? (5 и ЗЗ) 

14) Ако и бројитељ и именитељ једнога разломка увеliамо са З, 

б . 6 . . 
до ИЈамо разломак 7; напротив, ако и бро)итељ и именитељ смањимо 

са З, добијамО-разломак +. Који јетај разломак? С91) 
15) Два броја ~Majy се као 5: 6. Ако први· број увеliамо са 5 а 

други са 8, онда добијамо бројеве који се имају као З : 4. Који су то бро­
јеви? (10 и 12) 

Ј6) Један број подељен дRУГИМ бројем даје 9 за ·количник и 5 за 
остатак. Ако збир ових бројева поделимо мањим бројем увеhаним прет­
ходно са 2, добијамо 8 за количн·ик и З за остатак. Који су то бројеви? 

(68 и 7) 
17) "Ако ми Д!Ј.Ш 2 динара", каже неко Лlще своме пријатељу, "онда 

ћу имати два пута више новаца од тебе." "Дај ти мени 4 динара", одго­
вори, пријатељ, "па ћемо онда обојица имати подједнако новаца." Колико 
динара има сваки од њих? (22; 14) 

18) За две њиве плаhено је, З6ООО динара .• Кад би прва њива била 
јевтинија 500 дин., онда би биле подједнаке цене: Колико је динар·а пла~ 
ће»о за сваку њиву? (18250; 17750) . 

19) Један сељак може да исплати свој дуг од 1470 динара или са 
·650 kg пшенице и 250 kg кукуруза, или пак са З40 kg пшенице и 715 
kg кукуруза. Шта стаје hl пшенице а шта. кукуруза? (Ј hl пшенице 
= Ј80 дин. а кукуруза Ј20 дин.) 

20) Ако променимо место цифрама једног двоцифреног БРоЈа, до­
бијамо број за Ј8 мањи од првог броја. Ако пак дати број поделимо 

збиром његових цифа·ра, добијамо 6 за количник и 1 за остатак. Који је 
тај број? (97) . 

2Ј) Ако променимо места цифрама једног двоцифреног броја, до­

бијамо број Ј,75 пута веhи од датог. Производ цифара је 22fвпута веhи 
од.њиховог збира. Који је тај број? (48) 

22) Наhи она два броја чији је производ З3/4 пута веlш од њиховог 
.збира, а тај збир је 4 пута веhи од разлике ·бројева (1 = 10; 1/ = 6) 
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23) Ваhи она два броја чији је збир 16,' ~ разлика њихових' ква­
.Др'ата 32? (9 и 7) 

24) Наhи два двоцифрена броја са оваквим условима: ако први број 
.1Iапишемо испред другог, па тако добивени четвороцифрениброј поде­
.лимо другим бројем, добијамо количцик 121; ако пак други број напи­
шема испред првог и добивени број поделимо првим бројем, онда~добијамо 
.за количник 84 а за остатак L4.(42; 35) , 

25) Једно је юще дало један 'део свога каЩlТала по 5% а други 
.Део по 4"10 и добија годишње интерес 1270 дин. Кад би АЦО t1Р/lИ део п6 
,40/0 а други по 5"/0, онда би добио 70 дин. IJJiше интереса.,#а&и та двц 
дела његовог капитала. (11000; 18000) ,- . . '. ',"'" 

26) Један капитал дат' под интер~с за 10 месеци постаје 83~ ДИН., 
.а за 15 месеци 8450 дин. Колики k био тај капитал и са којим је прсiЦен'::' 
том био дат под интерес? (Капитал 8000 дин.,' проценат 4,5%)' . 

27) У jeд~o предузеhе уложили су А и ВЗilјеДI!ИЧКИ:, 10 000 дин., и '. 
то А за 3 а В за 5 месе.ци. При деоби добити добили/су оБОЈица' nод-' 
једнаке суме., Ваћи њихове уложене капитале. (А = 6250; В == 3750). '" 

. 28) А и В уложили су у некр' предузеће IЗ8ОО дин., и то А за 7',;! 
В за ЈО месеци. Добит износи 2"10 'месечно. ПРi:f деоби ,!\обити В је добио' 
'618 дин. више него А. Наћи. љихове уложене капитаJiе. (А ;". б827,77;' 
В = 6972,23) , '. " , , ,: 

29) Једно лице је било дужна да исплати ЈООО динара после ((ме- . 
. сеци, али се спораз'умео са својим кредитором да му један део да~ф~Jiе' ' 
-4 а други после 9 месеци. Наћи веЛИЧИIiУ сваког дела овог дуга. (600; 400) 

ЗО) Трговац купи за З750 дин. две врсте кафе од 24 и 18 ДИl'нiра~ 
При пржењу прва је кафа изгубила 14% а друга 16"10 од своје тежине • 
. kg прве кафе ПРQДавао је по 30 дин. а друге 'по 25 ,дин. и зарадио је 405 
.дин.· По колико jekg купио од сваке врсте? (100; 75) . 

ЗI) Трговац има две врсте кафе. AKQ помеша:, обе' врсте ПО,раз­

.мери З·: 5, онда 1 kg мешавине стаје 26 '!\ИН.I ако помеща по: размери 
7: 3, онда 1 kg мешавине кошта 31,20 дИн. Штажошта 1 kg сваке врсте? 
(З6; 20) 

З2) Трговац има две врсте шпиритуса. 'Ако помеша: 13 л. од прве 
:врсте са 7 л. од друге, добија шпиритус од 63%' Ако помеша 21 л. од 
'ilpBe са 19 л. од друге врсте,добија шпиритус од '60,5%' Колико проце­
'ната алкохола садржи свака врста шпиритуса? (70"10; 50"/0) , 

ЗЗ) Златар има 14 и 21,5 каратнозлато и жели да начини злато од 
100 gr а од 18 карата. Колико ·gr треба да узме рд сваке врсте злата? 

,(462/. gr; 531/. gr») . 
34) Злата р има две врсте злата. Ако смеши од 136 gr од прве врсте. 

,са 68 gr од друге врсте, добија 14-токаратно злато. Ако пак дода јciщ 
204 gr од друге врсте, добија 16-ТОкараТI:!О зл'!то. Од колико 'карата,'је 
,свака врста злата? (12; 18) . ' 

35) Два тела чија је раздаљина 42 т крећу се једновремено и стал- , 
ном брзином .. Она ће се срести после 6 сек. ако се крећу једно другоме " 
,у сусрет, а стижу се после Ј4 сек. ако се крећуједно за. ДРУГИМ. ~аћи. 
љихове брзине. (5m; 2 т) . 

36) Два тела крећу се изтачака А и В, чије је отстојање· 117 т.,' 
'Тело из В креће се 5 сеК. раније од теда А. Ако се из тела крећу 'jeДH~ за 

Алгебра V и Vl 11 



другим, сустижу се после 27 сек. (од поласка тела из А); ако се крећу јед­
но другоме у сусрет, сретну се после 3 сек. Наћи брзину сваког тела. 

(15 т; 9 т) 
37) Два тела крећу се по обиму круга дужине 380 т из исте тачке. 

Сустижу се сваких 76 сек. ако се крећу једно за другим, а после 20 сек_ 

ако се крећу једно другоме у сусрет. Наhи љихове брзине. (12 т; 7 т)-
38 Два тела крену се по обиму круга дужине .600 т, а почињу 

кретаље из исте Ta'lKe једно за другим. с1рво, које има мању брзину, 
почиње да се креће 6 сек. раније. Ако се првипут СУСТИГНУ после 16 сек. 
од поласка другог тела, а по други пут после 3 мин. и 20 сек., какве 

су љихове брзине? (8 т; 11 т) . 
39) Из места А и В полазе два тела једно другоме у сусрет и 

Kpehy се брзинама од 11 и 7 т у се~унди. Ако тело из В почиње покрет 
неколико секунди раније, онда би се тела срела после 12 сек. од поласка 
тела "IЗ А; напротив, ако тело из В почиље покрет исто толико секунада 

доцније, онда би се срела после 19 секунада. Нађи отстојаље А В и Kd­

лик о секунада би требало тело из В да почне покрет раније или доцније? 

(9 сек.; А В = 279 т) 
40) Један суд који хвата 132 л. 'пуни се са две цеви. Ако се прва. 

цев отвори 4 а друга 3 минута, онда у суд уђе течности 74 л. Ако се пак 
остави отворена прва пев 4,5 а друга 5 минута, онда у суд уђе течности 
93 л. Колико литара те'lНОСТИ пролази кроз· сваку цев за 1 минут и ко--

. лико је минута потребiю да обе це-ви, једновремено отворене, пуне цео-
суд? (14 л; 6 л.; 6,6 мин.) , 

41) Један басен може да се напуни кроз две цеви на два на'lина: 

или ако су отворене обе цеви 6 часова, или ако се остави отворена прва_ 
цев 7 '!асова и друга 4 часа. За које време свака цев сама пуни басен? 

(9 Ч.; 18 ч.) 

42) Два радника могу да сврше известан посао за 7,5 дана. Први је· 
11 

радник радио 2,5 дана, а други 4 дана и извршили су 24 од целог посла. 3а_ 
колико даljа може да сврши сваки радник тај посао? (20 Д.; 12 д.) 

43) Два радника могу да сврше известан посао за 12 дана. После­
заједничког рада од 5 дана, један се радник разболи, те је други сам 
продужио посао и заВРШI:IО га је после 17,5 дана. За колико дана може 
да сврши тај посао сваки радник? (20 Д.; 30 д.) 

44) Ако основу правоугаоника YBehaMo са 2 т а висину смаЊI:IМО 

са 5 т, онда му се површина смањује са 39 m2 ; ако пак основу увећамо .. 
са 5 т а ВI:IСИНУ смањимо са 2 т, онда се површина YBehaBa за 12 m2 • 

Hahl:l стране тога правоугаоника. (9 т; 8 т) 
45) Висина једног трапеза је 6 т и површина му је 96 m2• Једна од. 

паралелних страна је за 4 т Beha од друге. Нађи паралелне стране тога 
трапеза. (18 т, 14 т) 

46) Обим правоуглог троугла је 36 ст, а једна од катета 12 ст._ 
Наhи Хl:Iпотенузу 1:1 другу катету. (15 ст; 9 ст). 

47) Једна од катета правоуглог троугла је 9 ст, а хипотенуза му 
је за 1 ст Beha од друге катете. Наljl:l хипотенузу 1:1 другу катету. (41 
ст; 40 ст) 

48) Две тетиве једног круга дужине 26 и 30 ст секу се тако да је 
збир маљих њихових делова 14 ст. Наћl:l те љихове делове. (6 и 8 ст)-



163 

49) Две тетиве једног круга секу се тако да су им већи делови 12: 
и 8 ст а збир мањих делова 5 ст . . Нађи дужине ових тетива. (14 cт~ 
11 ст) . 

50) Дужине двајуправоугаоника имају се као 7: 9а ширине као 
3 : 4. Површина другога правоугаоника је за 25 т2 већа од површине лр­

вога: Наћи површину сваког правоугаоник.а. (35 т2 ; 60 т2) 

51) Збир трију бројева је 36. Троструки први број је за 4 мањи од 
збира друга два, а други број је за 6веtщ' од разлике трећег и првог 

-броја. Наћи та три броја. (8; 13; 15)' . 
52) Један трговац има три врсте кафе. 2 kg од прве, 5 kg од друге 

и 10 kg од треће стају 230 дин; 3 kg од прве; 4 kg од друге и б kg 
од треће стају 181 дин.; 4 kg од прве, 3 kg од друге и 1 kg од треће 

стају 120 дин.; колико динара стаје један kg од сваке врсте? (15; 16; 12). 
~) Збир трију бројева износи 81. Ако се подели други број првим, до­

бија се 3 за количник и 2: .за остатак; ако се трећи број подели другим~ 
добија се 2 за количник и 8 за остатак. Наћи та три броја. (7; 23-; 54). 

54) Један суд од 3БО л. пуни се кроз три цеви. Ако се остави отво­
рена прва цев 15 мин., друга 12 мин. и трећа 8 мин., онда у суд уljе теч· 
ности 259 ло Ако се остави отворена прва цев 6 мин:, друга 5 Мин. а 
трећа 3 мин., онда уђе течносТи' 103 л. Ако се најзад остави отворена 
прва цев З мин., друга 7 мин. и трећа 4 мид., онд? уђе течности 115 л. 
Колико литара течности прртиче кроз сваку цев за један !"'инут и за ко-. 

лико се минута пуни суд кроз {:ве три цеви заједно? (5 л.; 8 л.; 11 л,; 

15 мин.) 
55) Два курир,! п-утују једањ другоме у сусрет из места А и В. Ку­

рир из В полази 1/2·Ч' раније од КУЈ)ира из А и сретну се после 4 ч 
(од п~ласка курира из А). Ако курир из' В полази 1'/2 ч; доцније (уместо' 
раније), срели би се после 51/. ч. (од. поласка курира из А). Ако би no~ 
шли једновремено, али с тим да. сваки прелази 1,5 Кт више на час, .они би 
се срели после 31/2 ч. Нађи отстојање АБ и часовне брзине курира.· (4,2; 
8,4; АБ = 54,6 Кт) 

56) Три ортака поделили су годишњу добит. тако, да су други и 
треhи добили заједно Зlб од добити qPBOr; разлика делова првог и трећег 
Је за 200 већа од удвојеног дела другога; збир 'делова првог 'и другог је 
за 400 дин. веhи од шестоструког дела трећег. Колико је сваки добио? 

(9000; 3400; 2000) -
57) .збир цифара једног троцифреног броја је 12. Ако томе броју 

додамо 297, добијамо нов троцифрени број од истих цифара али у обрну­
том реду. Наћи тај број, кад се зна да је цифра стотина за 3 'већа од. 

цифре десетица. (417) 
58) Отац, кhи и СЩI имају укупно 78 година. Пре5 година збир го­

дина оца и сина био је 8 пута веhи од година кћери; после 5 година • 
. збир година кћери и {:ина биhе за 9 година мањи од година очевих. Ко.:.. 
лико година' има сваки? (-ј16; 20; )2) 

11* . 
\ -. 
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ЈП. Матурски проблеми из једначина првог степена 
(За домаће вежбање ученика) 

1) Једно лице' купило је ливаду, виноград и њиву. За ливаду је 
2 . . 

платило З. виноградове цене мање 119 динара. Њивина цена је за 500 ди-

нара већа од виноградове. Пщ:ле неког времена прода ливаду и заради 
. 1 . 2 

на ЊОј 7" њене куповне цене; прода, затим и њиву и заради на ЊОј 25 њене ку-

повне цене. Ове две добити су једнаке. Колико вреди сваки комад земље? 

(београд, Н мушка, 1907)' . , 
2) Из два места, која су удаљена 81 Кт,' полазе два пријатеља А 

и В један другом у сусрет. Ако А пође 3 часа раније него В, тада ће се 
,срести после 7 час ова од поласка. лица В. Ако В пође 3 часа ран'ије, они 

. ће се сусрести ПQС,1е 8 часова од поласка лица А. Колико ј{ил~метара пре­
лази на час сваки од њих? (Ниш, 1905) 

3) Три зидара- А, В и С имају да озидају зид У. А и В радећи 

заједно свршили би зид за ј2 дана, В и С заједно би били готови за 20 
дана, и најзад, кад би А и С на њему радили, изидали би га за 15 дана' 
За колико би дана сваки посебице озидао тај зид, и за КОЛИКО у друштву? 
(Крушевац, 1898) 

4) Деца наслеђују по o'leBoj смрти,имовину овако: прво дете узима 
1 . . ,,~ 1 

300 динара и 1 О остатка, друго' узима 600 дина и ЈО новог остатка, треће 
1 . 

узима за овим 900 динара и 10 новог остатка итд. узима свако и добија 
1 

увек по 300 динара више и 10 новог остатка. Сва су. ,деца добила на тај 

начин једнаке делове. Колика је била имови на, колики је број деце. и ко­

лики је део сваког детета? (Београд, 1 мушка, 1908) 
5) Два тела А и В крећу се из тачке М у супротним правцима. 

Тело В прелази за свака три секунда 2 т више но тело А, и ма да се за 
2 минута доцннје почело да креће од тела А, ипак је после 10 минута 
од свог поласка прешло пут за 160 л1 дужи од пута који' је прешло 

тело А. ,с којом се брзином крећу оба тела? (Београд, 1 мушка, 1912) 
6) Базен цилиндричног облика пуни се кроз једну цев за 2 часа. 

Пун базен, кад не протиче' вода; испразни се кроз лулу на дну за 4 часа, 
а до пола би се испразнио за 5'/2 часова кроз лулу која се налази у сре­
дини. За које ће се време напунити празан базен, кад су отворене обе 

лу ле? (Београд, lI1 мушка, 1911) 
7) По периферији једног круга крећу се два тела која се мимои­

лазе сваких 30 секунада ако се крећу у истом смислу, а сретају се 

{;ваких ЈО секунада ако се крећу у супротном смислу. Ако су У друтом 

случају још и 30 т удаљена једно. од другога, то ће после 3 секунде бити. 
поново 30 л1 удаљена. Колике су брзине тих тела,.а колика периферија 

кружна? (Крагујевац, 1895) 
8) Неки је троцифрен број такав да, кад се напише други број 

његовим цифрама обрнутим редом, добија се број за 198 већи од њега, 
а уз то разлика између цифре јединица и десетица чини 2, <1 збир ци­

фара стотина и десетица једнак је цифри јединица. Који је тај број? (Кра­
l'ујевац, 1904)·' ' . 
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9) Збир' цифара једног четвороцифреног броја износи 18. Цифра 
јединица чини половину збира осталих цифара, а цифра хиљада је поло­
вина цифре јединица. Најпосле, кад се томе броју дода 3087 добива се 
број коме су цифре обрцутог реда према цифрама тражецог броја. Који 

, је то број? (КJi1агујевац, 1911) • 
10) Два дечака трче за опкладу од места А ка месту,' В и почињу 

трчање у исто време. Први прелази 2,5 т а други 2,1 т у секунди. Први. 
пошто брже трчи, стигне пре у В и одмах се враЬа, трчеhи ,истом бр­
зином у ком Ье се случају срести:с другим дечак9hi. После КОд ИКО Ье се 
секунди срести оба дечака, кад' се 'време рачуна од поласка из А и кад 

су оба места удаљена 253 метра? (Београд, Реалка, 1905) . 
11) LeAaH ек'оцом спремио је хране' својојс~оци за неко време. Кад 

би продао 75 волова, храна би му трајала 20 дана дуже; а кад би до­

купио 100 волова, храна би нестала 15 дана 'раније. Колико је било грла, 
и за колико је дана била xpaH~ спремљена?(Београд, 1 мушка 1992) 

12) ЈеАпом велосипедисту, коЈи прелази' 96 Кт дневно,' покваРИј се 
точак, те пешице доврши свој пут, прелазеhи по 32 Кт дневно. Да је 
ишао само на точку, прешао би 384 Кт више, а да је само пешачио, 
прешао би 576 Кт мање. Пита се, колико је дана путовао и колико је 
километара прешао? (Београд, 1 мушка 1906) . 

13) Неко се задужи.и купи имање мислеfiи да, Ье га О'дужити за 

4 године приходом ,са самог имања .. Доцније му се учини да му треба' 
,6 година па да приходом одужи fI.yr. Стварни је пак приход 1/5 оба пред­
виhена прихода. За које Ье време одужити дуг (прост интерес по 3"1о)? 

(Београд, 111 мушка, 1907) 
14) Једно лице' узме на зајам 21000 дин. з'а 2 године. Дуг је ис­

платио у два маха по 12]00 дин., на крају прве и на крају друге године. 
, Израчунати проценат. (Београд, 111 женска, 1932) . ' 

, 15) У трошку од ]5ЬОдин. СУДlщују тројица, и то: према платама 
(управно!), према броју деце (Обрнутоi) и према старости (Обрну~о!). Ко­
лико пада трошак на свакога ако је: а) пла,а А = 4000, В = 3000, 
С = 1800; в) деца А = 4. В = 5, С ~ 2; с) године старости А = 35, В = 4(} 
и С = 30. (Карловац, 1933) 

16) 3б,ИР цифара четвороциФреног броја је 20. Цифра јединица 
2 . Ф чини з збира осталих цифара, а цифра десетица ТР~lПут Је веЬа од ци ре 

тисуhице; кад се траженом броју дода 6174, дОбија се број' коме су 
цифре у обрнутом реду. Који је то број? (Загреб, 11 мушка, 1932) 

17) Ако се хоЬе да поређа известан број, сребрних динара један д~ 
другога у облику KBaApartl, онда недостаје 25 KOMaAIl, а ако се страна 
квадратова смањи са два комада, онда претиче 3] комад. Колико је било 

динара? (Београд, 1 женска, 1923) 
18) Места А и В, удаљена су 4в Кт. Из А пође у В један пешак 

у исто време када и један коњаник и, В у А. Они се сретну HIl три часа 

после поласка, а када је коњаНI;IК стигао у А, пешак је имао да путује 
још 8' часова дО В. Колико километара Је прелазио на сат коњаник, а 
колико пешак? (Београд, 111 мушка, 1929) , 

19)')едан 'баштован има имање од 1000 воЬака. 'Ако воЬке 'сади у 
редове тако,да у сва~и ред ,lI;oQe по 37 воЬака, тада му преостаје 8 воЬака; , 
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.ако сади тако да у сваки ред дође по 43 воlже, тада му преостаје 11 
воliака. Колико је воћака имао? (Нови Сад, Мушка, 1929) 

20) Из два места која су једно од другог удаљена 2 Кт крену 
бициклисти А и В истим смислом; ако крену истовремено, А достигне 

В-а након 50 минута, а ако В крене' 5 минута ран'ије, достигне га А те/( 
након 75 минута (рачунајуliи од поласка А). Које' су минутне брзине 'би-
циклиста? (Карловац, IУ30) . 

~. Неједначине ЦРIЩГ степена 

§ 82. Особине неједначина. Под неједначином раз\мемо 
два израза везана знаком > или <. Тако, А > В или В < А 
јесу неједначине. и код неједначине, као и код једначине, 

разликујемо леву и десну Cl'paHY. Изрази који дај у неЈедна­

чину јесу њене стране. Неједначине делимо на условне и 

безусловне. Безусловна је она неједначина која је очевидна 

сама по себи, ,а тачна је за ма коју посебну вред,ност љенИ,х 
.општих бројева. Такве су неједначине: 

1) 8 > 5; 2) З < 7; и З) а2 + Ь2 > а2_ - Ь2. 
Условна (погодбена) нејадначина тачна је само :Ја из­

весне вредности општих бројева~ који се налазе у љој. Тако, 
Зх + 2 > 8 - х је условна неједначина, јер је тачна само' 

тада ако х има' вредност већУ од 11/2' O~a неједначина није 
тачна ако х има вредност 1,5 или мању од 1,5. 

Погодбене неједначине, као и једначине, могу бити, с 

обзиром на број непознатих, са једном, две, три и више 'не­

познатих количина, а с обзиром на степен непознатих, 1-01', 
2-01', З-ег и вишег степена. Две погодбене неједначинебиhе 

еквивалентне, ако имају ИСте непознате количине и иста 

решеља. 

Свака неједначина остаје опет неједначина, ако се на 

.обема љеним странама изврше исте рачунске операције, на 

.основу аксиоме: кад се на неједнаким КОJluчuнама изврше исШе 

.ћромене, биhе и реЗ)'Jliiiаiiiи неједщLКU. 

То значи да неједначина остаје опет неједначина, ако 

обема странама додамо исти број (израз); ако од обеју страна 

одузмемо исти број; ако обе стране помножимо или поделимо 

истим бројем; ако обе стране степенуј~мо или коренујемо јед­
ним истим бројем. При вршењу ових операција у веhини. слу­
чајева наилазимо на неједначину истог смисла неједнакости, 

тј. на еквивалентну неједначи~у. Али, има ~лучаје'ва, осо-' 
бито при операцији с негативним бројевима, када, добијамо 
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неједнакост СУIIРОТНОГ знака неједнакости. Ове особине flе,:­

једначина исказане су овим правилима: 

1) Ако обема странама, једне йеједначине. додамо, или. 

од обеју страна одузмемо, један исти број (щраз), добијаll-fQ 

.еквивалентну неједначину истог знака Неје.Днакосtи. Заиста, 
ако имамо неједначину: . 

А > Њ·· ·(1) 
11 ако њеним странима додамо С, ици, од обеју страна одуз:­

.мемо С, добијемо неједначину: 

А + С > В + С···· (2) 
која је еквивалентна с неједнаЧI1НОМ (1), јер су и н еједн.аЧИl:fa, 

{1) и неједначина (2) е,/iвивалентне с неједнаЧИНОМ,А - В >0'­
Из неједначине (1) ово' јеочевидно; а из Неј'едначине(2)· 0'80 
УВИqамо када ту неједнаЧИffУ наПl1шемо у облику: 

А +с - (В + С) > О или А + С - В +С > О, или А ~ В > О. 
На основу ове особ11не једне неје.l(l-i~чине, МQже сема 

:који њен члан пребацити с једке стране 'на ДРУГУ"кад ,му се 

промени caMQ знак. 

Тако, из неједначине 5:х - 2> х + 4 иМамо 5:х -'Х> 
2 + 4, или 4х > 6. . 

2) Ако обе стране једне неједначине' помножимо Или по­
делимо једним истим uозuiiiUвнuм бројем, добијамо еквива­

.лентну неједначину истог зНака неједнакости. 

Заиста, ако имамо неједначину А > В, или А L В > 0(1), 
ла ако обе њене стране flOМНОЖИМО са т; добијамо: . 

т (А "":"'В) > О·· ·(2), 
која је еквивалентна с дa~OM нејед;;';чином (1), јер су и т и 
А - В позитивни, .те је ':f 'њихов производ позитиван. Тако " 
.исто, ако неједначину (1) поделимолозит.Ивним бројем п, до­
бијамо еквивалентну неједначину 

А-В 
п >0·· .(3), 

јер су и А - В и п позитивни, те је и њихов количник по­

зитиван и као такав већи од нуле. 

3) Ако обе стране једне неједначине помножимо или по­
делимо једним истим негаiЛивнпм' бројем, добијамо неједна­

чину супротног ~HaKa неједнакости. 

Заист~, ако имамо неједначину А> в; или"А - В>0(1), 
ла ако обе њене стране помножимо негатУЈВНИМ бројем р, до­

бијамо неједначину: 
р (А - В) < О· .. (2) 

која је СУПрОТНОГ знака неједнакости из тога разлога што су 

'. 
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чинитељи р и А - В сулротнога знака, па је њихов производ. 

негативан, тј. мањи од нуле. Тако исто, ако обе стране не­

једначине (1) поделимо негативнимбројем р, добијамо нејед-

начину А-В < о· .. (3), јер је А-В позитиван ар негативаНr 
р 

. А-В ." 
па Је њихов количник -- негативан, ТЈ. мањи од нуле. 

р 

На основу друге и треће особине једне неједначинеr 
можемо се ослободити њених разломљених чланова, ако обе­

њене стране помножимо ЊИ,ховим заједн~чким именитељем .. 
Тако исто, можемо се ослободи:ги коефицијента уз непознату 

количину, ако обе :.:.стране неједначине поделимо тим коефИ-

. Т . 5 2 +5 б' ЦИЈентом. ако из неједначине х - З > х -7 ' до Ијамо, 

множењем страна са 21, неједначину: . 
1 Q5x - 14> 21 х + 15, 

која нема разломљених чланова. Тако исто, неједначину 5х>1() 
претварамо у неједначину х>2, ако обе стране поделимо са 5. 

Напомена. О степеновању и кореновању неједначина 
биhе говора у наредном одељку. 

§ 83) Решавање неједначина првог степена с једном непо­
знатом. Да. бисмо решили једну неједначину првог степена с 

једном непознатом, тј. да бисмо одредили границе вредностlt 

непознате количине до које може она доhи, да би била нејед-· 

начина задовољена, поступамо као и код решавања једначина. 

И овде се, на основу правила из претходног параграфа, нај­

пре ослобоЬавамо раЗЛОМЈЬених чланова, затим заграда, потом 

вршимо пребацивање познатих чланова на једну а непознатих 

на другу страну, вршимо своЬење јеДflоимених чланова и нај­

зад ослобоЬавамо се коефицијента уз непознату. 
Разуме се,- еве ове' радље вршимо код најсложенијих слу­

чајева. Код простијих примера број ових радња је мањи. 

Примери: Зх _ 1 3 (х-2) _ 1 > ~ - 3х ~ 
1) Решити неједначину 4 8 2 

Множењем заједничким именитељем 8 добијамо 
2 (3х -'- 1) - 3 (х - 2) - 8 > 4 (5 - 3х). 

Ако на обема странама извршимо означене радње, доби­
јамо неједначину: 

6х -2 -3х + 6-8 > 20-12х. 
Пребацивањем члаНQва добијамо: 

6х -'- Зх + 12х > 20 + 2 - 6 + 8 , 
а свођењем 15х > 24. Дељељем са 15 добијамо: 

24 З 
х > 15' илих> 15' 
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Дакле, неједначина биле само ,тада задовољена, ако ~ има-. 

сваку вредност већУ од Р/б' Ова неједнаЧИН,а биhе нетаЧН<L 
, З-З 

ако је х = 15 илих < 15' 
. " х "ј ,1' х 

2) Решити неједначину 2х - З + 2> Зх - З + б' 
Ослобођавањем именитеља добијамо: 

12x-2х+З> 18х-2+х, 
пребацивањем ч:лановадобијамо: 

, 12x-:-2x-'--1~x-x>-3-2, 
CBoђeЊ~M добијамо: 

-9x>~5. 

Множењем са -1 добијамо: 

'9х<5, 

а ослобођавањем коефицијента, 9 имамо 
_ 5 
X~:>9' 

Напомена. Ако се непозната налази у именитељу и знак:' 
заједничког именитеља је неизвестан; онда не смемо се осло­

бођавати именитеља множењем обеју страна неједначине зct-· 
једничким именитељем, већ у овоме случају доводимо све­

чланове неједначине најпре на заједнички именитељ, а' затим, 
их све пребацујемо на леву страну. Тиме неједначину дово--, 

димо на облик ~ > О, или ~ < О .. " (~). 
Ма какав био знак именитељ а В, његов квадрат (В2), -

биле позитиван. Множењем неједначине (1) са В2, на основу­

другог правила претходн'ог параграфа, ;доБИјамо еквивалентну' 

неје дначину 
АВ> О, или АВ <О. 

3) Р . 2х 2+ 3 -
ешитй неједщЈ.ЧИНУ х + 1 > х + 1 . 

ДOBoђeњe~ свих чланова ()ве неједначине на заједничкИi 

именитељ добијамо . 
2х· '-. 2х+ 2 з 
Х+l./ Х+1 +x-f1' 

АК(Ј све ове чланове пребацимо на леву страну и извр-, 

шимо свођење, добијамо 
2х-2х-2-З . - 5 .' 5 

. . х + 1 > О, или х + 5 > О, или' Х + 1 <О " 
Ако ову неједначину помножимо са (х + 1)2, добијамо. 

еКВИЩlЛентну неједначину 

5(Х+1)<О, или х+l <О,а одавде х<-l; 
" 
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Дакле, дата неједначиоа би!1е тачна само тада, ако х има 

;'Вредност мању од - 1, тј. ако је х = - 2, - З, - 4, итд. 

Примери за вежбщье: 

а) Реши неједначине:' 
1) х+З>2-Зх; 2) 4(х-1»2+7х;' 

х 7х 
З) 5х+З>Зх-7;. 4)2+ 1-r::: з - 8 ; 

5) (X-l)(х-2)«Х+l)(Х+З); 
6) (х - 1) (х- 2) (х - Q)- х2 (х - 6) > О; , 

7)ЗХ_~<4х_з' 8) З7-2Х+ 9 <Зх-8_ х · 
2 5' З 4' 

'9) (х-1)2+7>{Х+4)2; 10) 7 26X+12<8Xil_lOX. 

. 11) Наhи целе вредности х-а које задовољавају једыо­

-времено неједначине: 

5 3 
Зх + 21 < 2х + 1 и 4х + '2 > 2х - 7. 

Наhи вредности х-а које задовољавају једновремено не­

једначине: 
2 2 1 Зх- 14 

12) 5х --'Т > з х + 9 и 2 (х - 4) ~ --2 - ; 

15х 5х 3 1 З) 8х ~ 5 > -- - 4 и 2х - 3 > - ___ о • 

2 2 8' 
5 . З' 

14) 6х + 'i > 4х + 7 и 4х + '2? 2х + 25 ; 

15) 15X-~->2(X+l) и 4(х-4}<Зх-14; 
Ь) За које ће вредности х-а бити позитивни ови изрази: 

16) 2х - 16 ; ] 7) 5 - Зх ; 18) ~x - 4 ; 

1 9) ~-=_x + 3_+ 2х . 12 + х х 
8 4' 20) -4 -- - 5' - 1 ; 

21) 2х 2 з- 4х + 2 ; 22).6х 5.2-~~З. 
с) За које ће вредности х-а бити негативни ови изрази: 

2З)ЗХ+15; 24)7-14х; 25)5--;~X; 

28) ~ 6 5х + ~ з 4х - 5 . 
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§84) Везе између једначина и неједначИна. Ове везе могу 
-бити између двеју неједначина, или између једне једначине .и 
једне неједначине. Као и код ј~дначина, тако и код нејеДЮl­
чина, можемо да вршимо њихово сабираlfе, одузимање, мно:" 

жење и дељење. 

а) Везе I!змёЬу јеl{nачunа u nеједНачunа . . OB~ везе иска­
зане су помоhу следеhа четири . правила, која се оснивају на 

лравилим~ § 82. - . 
1) Ако се странама'/едне н~једначинеДDДаду или оДУЗМУ 

једноимене стране ,једне јед-начине, добијамо неједначину 

.истог смисла неједнакости. 

Тако, сабирањем неједначине a~ Ь с једначин()м с = d; 

добијамо: + >- ь + d а С<;: • ; 

одузимањем једначине с= dод liеједначине. a.-;i Ь, добијамо': 
a-c~b-d. 

ПосеБНI1 примери: 1). Из 1(}> 7'И ;}5= 15 имамо са­
-бирањем: 1 О + 15 > 7 + И, или 25 > 22; одузимажем: 10-
;- 15 > 7 -;- 15, или -.,,- 5> - 8. 2) Из 5 < 8 и 12=12 ИМ;,I.мо 
.сабирањем: 5 + 12 < 8 + 12, или 17 < 20; одузимањем:!)­
- 12 -< 8 ~ 12, или- '7 < - 4. 

2) Ако стране једне неједначине поJtfНОЖ/:fМО. ИЛ/:f поде­

.лимо једноименим странама једне једначшiе, добијамо нејед­
начину истог знака неједнакости. 

Тако, из а ~ Ь и с. = d, имамо множеlЧем: ас ~ bd., а 
. а Ь 

дељењем: c~d' 

Посебни примери: - 1) из 15> 10 и 5 = 5, добијаМQ 

множењем: 75> 50, а дељењем: 8> 2. 2) Из 18 < 24 и 6= 6 
.имамо множењем: 108 < 144, а дељењем: 3< 4. 

Напомена. Ако су обе стране једначине негативне, онда 

:их претходно претварамо у позитивне множењем са - 1. 
3) Ако стране једне једначине саберемо или помножимо 

једноименим странама једне. нејеДl;laчине, добијамо неједна­
чину' истог смисла неједнакости. 

Тако, из а = Ь и с ~ d, имамо сабирањем: а + с ~ Ь + d, 
а множењем: ас ~ bd. 

Посебни примери. - 1) Из 8 = 8 и 18> 12 имамо саби­
рањем: 26> 20, а множењем: 144> 96. 2) Из 10 -:-- 10, и 
·6 < 9, имамо сабирањем: 16 < 19, амножењем:' 60 < 90. 

4) Ако од страна једне једначине. ОДУЗ"1е},fO једноимеifе 
~Tpaнe једне неједначине, или стране "једначине поделиМо јед,. 
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ноименим странама неједначине, добијамо неједначину су­

протног знака неједнакости. 

Тако, из а = Ь и с ~ d, имамо одузимањем: 
- а Ь 

а-с :;b-d, а дељењем: с :;([, 

Посебни примери. - 1) Из 10= 10 и 15> 12, имамо 

одузимањем: 10 - 15 < 10 - 12, или -5 < -2, а дељењем 
10 10 2 5 -
15 < 12' или 5 < 6' 2) Из 10 = 1.0 и 4 < 6, имамо одузи-

10 - 10 
мањем: 10-4>10-6, или 6>4, а дељењем 4>6' или 

2>2. 
2 3 

Ь) Везе из.ме6у са.мих неједначuна. Ове везе можемо ис­
казати помоhу следеhа четири правила: 

1) Сабирањем двеју неједначина истог смисла добијамо' 
неједначину истог смисла неједнакости. 

Тако, из а> Ь и с> d биhе а + с> Ь + d, јер је из 
прве неједначине разлика а -.,- Ь > О (тј. _ позитивна), а из 

друге неједначине такође је с - d > О, па и њихов збир' 

(а - Ь) + (с - d) је позитиван, тј. а -Ь + с - d > О, или 

a+c>b+d. 
Тако исто, из а < Ь и с < d риhе а + с < Ь + d, јер су 

у овом случају разлике а - Ь и с - d негативне, па и њихов 

збир (а + Ь) + (с - d) је негативан, тј. а - Ь + с - d < О,. 
миа+с<Ь+~ -

Посебни примери: 

1) 8> 5} + 
15> 7 
23> 12 

2) 12 < 15 } + . 
4< 7 

16 < 22 

3) - 3>-5}+ 
8> 6 

----::5;-:"> 1 

4) - 8 < -'- 5} + 
-12 <-7 
-20<-12 

2) За сабирање неједначина различитог смисла и за оду­
зимање неједначина истог смисла не постоји одређено пра­

вило, већ то зависи од самих примера. 

Посебни примери 
1) За сабирање: 

1) 8 < 15} + 2) 8 < 12 } + 
4> 23>-1 ----
12<17 11=11 

4) =~~=~}+ 5) =~~+~}+ 
--':9>-10 -9<~б \ 
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11) За одузимање: 

1)8>6}_ 2)12>7}_ з)10>7}_ 
5>3 4>1 ,6>1' 
3.-3 8>6 '4<6 

4) 1~ ~ Ig} ~ 5) 1~; ~,} ~" 
з >~4 '-:"7<.1' \,- . 

3) Множењем jeД'HouмeHиx страна двеју неједначина и-, 
{, .. 

.стог смисла, али чије сустран.е цозитиВ/tе, добuјамо'Нiф!д-, 

llачину истог смисла неједнакости. Тако и'з ,а:> ь ,ис-> d" 
Qиhе ас > bd, а из т <.п и р < q биhеmр « nq, јер су КОд- , 
првих' неједиачина разлике а -'-- Ь и с - d пqзитивнеј а КОД, 

,.п.{'угих су разлике т -л и р - q негативне.;тесу ЊИХQВИ 
производи ПОЗИТИВНИ,, Разлика ас ~bd неједtlачине ас> bd , 
пећа је од нуле, тј. она је позитивна, јер се да нали'сати:' 

ac~M(a""":"'b) с +(с- d) Ь. ' .. ' ,1 

Па како су разлике а - Ьи ' с -д позитивне, а Си'б' 
позитивни бројеви, то је (a~b) с+ (c--:d) Ь> [ј, или ас ~ Ьс+ 
-+ Ьс - bd > О или ас - bd>O, или ac>'bd. 

Разлика· mр -:- nq неједначине mр <nq је нег~тивна, јер 
.се да написати: 

mр - nq = (т -п) р+{р -,-q) п. 
Па како су у .овом случају разлике in ~n 'и ~-"-q нега-

, тивне, а р и п позитивни .бројеви, \то је (т -л) р::;}- (р - q) П, 
< О, или mр -:- пр + 1)Р ,- ng <О; ИЛИ'flJF-,пq <О; или 
mр< nq. ,- , ', 

Напомена. За множење неједначина разлwштог смисла, 
не постоји одреljено правило, већ резултат зависи од самих 

примера. , 
Примери: 

5'> З} 
1) 8 < 12 '. 

40> 46 

5> ,3} 
2)~< 15 . 

, 

4> "2} 
3) 5 < 10 . 

.. 20 ' '20 40 < 45 

8 < _10
8

},. 
4) -3> 

--'----

5) 1~;: _ 1~}. 
-2~ >-80 40>-75 

, 4) Дељењем неједначина супротног смисла, а чије су 

с.тране позџтивне, добијамо· неједначину оног с'мисла нејед­

наи;ости ког је смисла дељеник. Тако дељењем а> Ьи c<d, 
-'. 'а Ь " "". а 'Ь ,. 

доБИЈамо c>.d' а дељеЊ,.ем а<Ь и ,с> d, ДО!?ИЈ амо ' 7 <;:'d' ' 
(Зашто?) \ , . -_., 
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Посебни примери: 

15> 8} 
1) ~<;~ : 

5>2 

15 < 24} 
2). 5>~ : 

3 < 8 
HailOMeliG. За дељење неједначина истог смисла не по­

стоји одређено правило, већ резултат зависи од самих примера. 

Примери: 

8>6} 
1) 4>1 : 

4 < 12} 
2) 2 < 6 : 

2=2 2= 2 

18> 10} 
4) 2> - ~ : 

9>- 2 

12 < 15} 
3)~~ : 

4> 3 

-18 < Ја},. 
5) - 3< 5 . 

б> 2 
§ 85) Графичко решавање неједначина. првог степена са: 

једном и две непознате 

а) Видели смо код § 78 да једначине првог степена било< 
са једном, било са две непознате (ах + с = О, Ьу + с = О И_ 
ах + Ьј + с = О) претстављају у геометрији увек праве ли­

није, и то: 

1) једначина ах + с = О претставља праву паралелну са, 

ординатном ос6вином, а у случају х = Ј саму ординатну осо": 
вину; 2) једначина Ьу + с = О претставља праву паралелну са 
апсцисном осовином, а у случају у = О саму апсцисну осо­
вину; и 3) једначина ах + Ьу + с = О претставља праву која 

сече обе КООР.l\инатНе осовине и пролази кроз три квадранта, 
. осим у случају с = О, када пролази само кроз два квадранта, 

пошто сече координатне осовине у координатном почетку. 

Ь) Неједначине: ах + с ~ О и Ьу + с zo не претстављају 
у геометрији паралелне праве са ординатном, односно .са апсци­

сном осовином, већ једино делове ових. осовина које се на­

лазе с леве или десне стране праве чија је једначина ах + с = о, 

или с горње или с доње стране праве чија је једначина 

Ьу + с = о, о чему се лако уверавамо иЗ следеlшх примера·. 

Пример 1. Неједначина х + 2> о, или х> -2, прет.с. 
ставља део апсцисне осовине с десне стране праве MN (сл. 11), 
чија је једначина х + 2 =0, јер само координате тачака дела 
АХ, осим координате тачке А, задовољавају неједначину х+2> о, 

или х> -2. Координате дела апцисне осовине АХ! не задо­
вољавају ову неједначину, пошто -~y све апсцисе овог дела 

мање а не веће од - 2. 
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lL Б W Т Р lJ 

:х; 12 ј) 
х 

-7 -ft -5 -4 -.Ј -2 -1 2 3 ~ S 6 7 

V F W S R Н 

у, 

Сл. 11 

Пример 2. Неједначина х-з> О" или х> З, прет--' 
" . 1 

ставља део апсцисне осовине опет С деСН,е cTpaHt праве PR' 
(сл. 11), чија је једначина' х~З=О, или х=З; јер само, 
координате тачака дела ВХ, осим координате тачке В,' задо­

вољавају дату неједна:чину, 
• ' 5 

П риме р З. Неједначина 2х + 5 < О, или х < - 2" ' пр,ет-

ставља део апсцисне осовине с леве стране 'праве ЕР; чија је­

једначина 2х + 5 = О, јер само КООРДИflате тачака дела QX 1> 

осим координате тачке Q, задовољавају дату неједначину. 

Пример 4. НеједнаЧИflЗ 2х - З < о, или 1 < ;,' прет--' 
ставља део апсцисне осовине такође с леве стране праве TS 
(сл. 11), чија .је једн,ачина 2х-З =0, јер само координате, 

тачака деЛ,а КХ1 , осим координате тачке К, задовољавају 

дату неједначину, 

Напомена. Ако је дат, један систем одвише неједначина, 

исте непознате х,п,,! се тражи њеГОВО,решење, ОН4а налазимо­
најпре понаособ решења свих неједначина система, а затим 

узимамо за решења система само координате тачака оног дела, 

апсциснеосовине које задовољавају CB~ неједначине си~тема. 

Тако, за систем х + 5 > О и х -:- 5 < О је х> - 5 и х < 5, 
или - 5 < х < 5. Тада координате 'Гачака дела CD, између' 

правих LV и ин (сл. 11), чије СУ једначинех=-5 и х-:--5, 
задовољаваЈУ обе наједначине датог си,стема. ' 

, . 5 
Пример !ј. Неједначина Зу + 5> О, или у > - з- ,прет--

, i / 
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-<Ставља део .ординатне осовине изнад праве PQ (сл. 12), чије 

је једначина Зу + 5 = О, јер само координате тачака дела АУ 
. осим координате тачке А, задовољавају дату неједначину. 

у 

6 

5 
Е 4- F 

х, 

р 

Пример б. 

.в 3 

2 
1 

х 

А -1 

-г Q 
-.1 

-4-

-5 

У, 

Сл. 12 

7 
Неједначина 2у -7.< о, или у < 2' прет-

'ставља део ординатне осовине испод праве БР (сл. 12), чија 

је једначина 2у -7 = О, јер само координате тачака дела ВУ!, . 
осим координате тачке В, задовољавају дату неједначину. 

Координате тачака дела АВ (сл. "12), осим координата 
крајњих тачака А и В, задовољавају обе lIеједначине система: 
Зу + 5> О и 2х - 7 < О, те су те тачке решења овог система. , 

с) Међутим, неједначине првог степена са две непознате 

облика: ах + Ьу + с ~ О, или их + Ьу ~ о 
ни у ком случају не претстављају у геометрији праве линије. 

Непознате х и у у тим неједначинама јесу координате тачака 

једне од двеју области равни не, десне или леве, које ствара 

права ах + Ьу + с = О, односно права ах + Ьу = О, ,о чему 'се 
уверавамо из следеlшх . примера. 

Пример 7. Нека је дата неједначина х - Зу +6> о. Тада 
једначина х - Зу + 6 = О претставља праву АВ (сл. 13) .која 
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у 

М(о, 4) 

л 
В(О,2) , 

.~ х 

1 
У1 N(O,-r,-} 

Сл. 13 

.дели равнину на области 1 и п: Полином ове једначине x-3y+ti 
имаhе вредност једнаку нули, ако, х l! У заменимо координа­
-тама ма које тачке на пра~ој АБ. Вредност овог полинома 

·биhе позитивна, ако х и у заменимо координатама ма које 

тачке у области 1 (пробај за тачку.О или N),.a негативна ако 
х и у замеНИј\;\О крординатама· ма, које тачке -у области 11 
(пробај за тачку М). Па како само координате тачака у обла­

,сти 1 задовољавају дату неј~дначину, а тачке 11 области и 
тачке на правој АБ је не задовољавају, то дата" неједначина 
претставља ма коју тачку 1 области. 

Пример 8. ·Нека је дата Jiеједначина 3х -,- 2у - 6 < О. 
Тада једначина ,3х - 2у - 6 = О . претставља праву CD (сл. 14), 

у 

л 

Сл. 14 

која дели равнину на области 1 и П. 
:или дате неједначине; 3х- 2у - 6 

Алгебра V и УЬ 

х 

Полином ове једначине, _/' 
имаhе вредност jeAHhKY '-

12 
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нули, ако х и у заме~имо координатама ма које тачке на 

правој CD (пробај за тачкуС или D). Вредност овог поли­

нома биhе позитивна, ако х и у з:}.менимо ма које тачке у 

области 1 (пробај за тачку Р), а негативна ако х и у заме­

нимо координатама ма кој.е тачке у области 11 (пробај за 

тачку О). Па како само координате тачака Il области задово­
љавају дату неједначину, то дата неједначина претставља ма 

коју тачку Il оБЛАСТИ. 
Пример 9. Нека је дата неједначина Зх-5у> О. Тада 

једначина . Зх - 5у = О претставља праву MN (сл. 15) која 

дели равнину на области 1 и 11. Њен полином Зх - 5у имаhе 
вредност позитивну, ако х и у заменимо координатама ма 

.У 

л 

х 

Ј)($,О) 

1 

Сл. 15 

које тачке 1 области (ПРDбај за тачку В), а негативну ако х и у 
заменимо Кdординатама ма које тачке 11 области (проб~ј за 
тачку С), а. i?:ДfI.э"JfУ ну,лl1", ако х 11" У ~аМеНИМ9 КQординатама 
ма које тачке на правој NM (пробај за тачку О или А). Па 
кзко само координате тачака 1 области задовољавају дату не­
јtдначину, то дата неједначина претставља ма коју тачку 

1 области. 
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ПЕТИ ОДЕЉАК 

СТЕПЕНОВАЊЕ, КОРЕНОВАЊЕ и ~ОГАРИТМОВАЊЕ 

(. Степеновање 
А) Степеhовање I;:a целим nО3ИТИ811ИМ бројевима .. 
§ 86) Основна и главна правила tтепеновања 
Видели смо раније (§ 7) да под степеном разумемо један 

производ од више једнаких чинитеЈЬа. Тако, 59 значи 5·5·5; 

а4=а. а. а· а; (~)2' !!l. !!l итд. Код једнога, степена разли-
п п п '. . 

кујемо основу и изложиТељ. Основа је један од tJинитеља ~. 
производа који је степеном преrстављен, а изложитељ је део 

степена који нам показује КОЛi1КО ЧИНl1теЉа" '. као што је 
основа, има у томе производу. 'Код, tорњих 'степена основе 

т .. 
су: 5; а и п' а изложитељи: З, 4 и ,2.Степеновати један , 

број (израз) другим бројем значи узети први број (израз) , 
онолико пута КQо''1иниrељ коликодругй"БРОј има јединица. 
Тако ако cT~neflyjeMo 4 са З, добијамо ij,i!.=. 4 . 4 , ~ = 64. 
Под вредношhу једног стеnензрззумемо реЗУJlтатко}J.t се 

'­добl1ва кад се степеновање изврши. Тако, вредност Cte-\А.(l-t", 

( а)з. а8 
• • ( а )8 11 а а а8 

Ь Је Ь8 ,ЈеР'Је Ь =b'b'b=ЬS' 

Найомена. Овакво тумачење .степена има смисла само 
онда, ако је изложитељ по~итиван цео број. Сваки се .број 

или израз сматра као степен чији је изложитељ 1. Так{), 

а =а1 , а + ь - с =(а + ь - с)!, !!l = (!!l)1 итд. 
П .п 

На основу. дефиниције степеновања изводимо следеfia 

правила: 

а) Основна правила: 

1 .. Број I сшеiiенован .ма који.м бројем даје вре/fносЛi 1. 
Тако, 12 = 1·1 == 1; 18= 1·1·1 ,1; 1" = 1·1 ·1 . ; . (п пута) = 1. 

2) Нула сшеiiенована MdttQjUM броје.м ~aje вредносш нулу. 
Тако, 08 = 0·.0·0 = О; О" = 0·0·0·0.,,; (п пута) = О. 

3) Н егашиваll број сшеuенован ћарни.м иалоЖиmеље,.м даје 
iiоаишиВJlУ вредносШ. . 
Тако, (-З)2.=(-З)·(-З)=9;(-5)4=(-5).(-5).{-5),(-5)=б25; 

. уопште: (- a)2n = а211 • ' 

4) Негашиваи број сшеiiено~ан неиарни.м иаложиШеље.м 
даје негашивну вредносШ. 

12* 
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Тако, (-2)5=(-2) .(-2). (-2)=-8; 
(-3)5=(-3)· (-3). (~3)· (-3. (-3)=-243. 

Уопште: (-apn± 1 = -;- a'2n± 1. 

Наиомена. Израз 2п претставља увек иаран, а израз 
2п + 1 или 2п - 1 увек неиаран број, па био п паран или не­
паран број. Тако, за п= 1, "1, 3, 4,' .. биће 2п = 2, 4, 6, 8,' . '. 

Ь) Главна правила ' ,"" 
1) Сшејјене једнаких основа, множuмо, када заједничку 

основу сшејјенујемо збиром изложиiiiеља. 

Тако, 1) ,а5 . а2 = а5 , јер је а8 • а2 = а· а-· а· а· а=а5 ; , 
2) (а-Ь)·(а-Ь)5=(а-Ь)4, јер је (а-Ь)·(а-Ь)5= 

= (а-Ь)(р-Ь)(а-Ь)(а-Ь)= (а-Ь)4; 3)( ~ У . ( ~ у= (~y. 
, ",Уопште је ат. an. aP=am + n + p • 

. На· основу овога правила, један се број (израз) стеиенује 
збиром, кад се C'TeueHljje са сваким сабuрк'Ом, иа се добивене 
вредности помноже. Тако 1) а т + п = аШ • аП ; 2) 57 == 55·54, 
или = 52·55, или =' 52 ·52 .5 З , или = 52·52·52·5 = 78125. 

2) Сшейене једнаких основа I!елимо, када заједничку ~CHOBY 
сшејјенујемо разликом изJiожиiiiеља. Тако, 

1) а5 : аЗ = а2, јер је аО : а8 = а· а· а· а· а : а· а· а = а· а = а2 ; 

2) (а+ Ь)7 :,(0* Ь)4 = (0+ Ь)З; (~y: (~Y= (~y. 
Уопште је: ат: аП = ат-п . 

. Hq основу овога правила, број се степену је рqзликом, 

кад се најпре стеценује умаљеником, затим умалитељем, па 

се добивене вредности поделе. 
Тако, 1) a~q -:- аР: aq ; 2) aX-У = аХ : аУ. ' 

3) Производ сшејјенујемо неким бројем, када му најјјре 

сшејјенујемо шим бројем сваки чuн'!iiiељ, јја заiiiим добивеие 

вредносШи. мно;нсu.ио. 

Тако, 1) (2аЬ)5=8аВЬВ , јер је (2аЬ)5=2аа.2аЬ.2аЬ=8а5ЬЗ ; 

2) [4а(m+п)]4=256а4(m+п)4; 3) [2аЬс(т-п)]5=32а5Ь5с 5(m-п)5. 

Уопште је: (аьс)т=ат Ьт ст. 

На основу овога правила, сшејјене једнаких иЗJlожиiiiеља 

множимо, када ·вм најјјре iiомножи.ио основе, а заiiiим доби­

вени резулiiiаiiiCiiiеiiенујемо зајr!Дничклм изложиiiiељем. Тако, 
1) 23.55=(2.5)8= 108= 1000; 
2) 252·42= (25·4)2= 1002= 10000; 
3) (а + Ь)8. (а -- Ь)8, [(а + Ь) (а - Ь)]В = [а2_ Ь2]З; 

4 (а2 :-::: Ь2)т. (с + d)m. (с -d)m [(а2_ Ь2) (с + d) (с - d)]m 
) c2 -d2 а-Ь а+ Ь (c2 -'-'-d2) (а-Ь) (а+Ь) 

= l т = 1. 
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4) Разломак сшеие"ујемо "еким. бројем, када му сшеие~ 

"ујемо шим бројем и бројишељ и име"ишељ, иа добиве"е вред­

"осши iiоделимо. Тако, 

( а )8 aS
• • ( а .)8 а а а . а8 

1) Ь =Ь9,јер]е Ь =ь'ь'Ь=Ь8 ; 

(
3)4 34 81 

2) 5 =54=625; 

3) (-1 ;У=(_. ~Y=·_( ~Y -~: . _2з~=-7~~. ' 
~, ' . 

Уопште је: 

, На основу овога правила, сшеiiе"е јед"ани~:i/эложишеља 
делимо, када им "ајире iiоделимо 'ос"ове, . а зашим добиве"u 
резулшаш сшеuе"ујемо зајед"ичким изложqШељем. Тако, 

(
6 5 '. 

1) 65:35=,з)=25.32;. 

2) (-3 ~y: (-1 ~y . (~158Y~(_ ~Y=34 '.81; 

3) (х2 _ у2)m : (х _ у)m ' (Х2 

- у2')m = (х + у)m.· 
х-у 

Н а п о м е на.' При степеНОВ~..У.....!!Е..авЬг разломка пози,:, 

тивним целим БРОјем~ доб!!i~,f~.Љ.Р"'М!!Q9..I..уве!f"_~~~ 
разломка, што- се-да увидети И3 ових по'себних примера: 
;.-------:(-1 )2' Ј2 1 . . (1)8 1 8 .. 1 

1) '3' = 32=9;. 2) '3 ""':'38=27; 

( 
1)4 14 1 ( 2 )8 23 8 

3) 3 = 34=81; '4) 5'" = 58=125" 

Вредност правог разл·омка постаје све мања, ако се сте­
пенује све са веhим и веhим позитивним бројем, што увиђамо 

И3 примера под 1), 2) и 3) .. 
Вредност степена разломка, чији су бројитељ и имени­

тељ рt:лативно прости бројеви, увек је разломак чији су бро-, 

јитељ и именитељ такође релативно прости бројеви, јер су 
степени од два релативно проста броја такођ~~релативно про­

сти бројеви. Тако, 

1) (~y f;5; (
8)2 64 

2) 9 =81; 
... 

(
10)8 1000 

3) "7 = '343 ; итд. 

5) Сшеие" сшеiiе"ујемо неким бројем када ос"ову сше­

ие"ујемо iiроизводом изложиШеља. Тако, 
1) (а2)В= а6 , јер је (а2)В=а2 • а2 • а2 =а6 ; 2) (а4)5=а2 ): 
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Уопште је: 
[(аm)п ЈР = аmпр. 

На основу овога правила, број се сшеиенује iiроизводом, 

када се најйре сшеiiенује једним чинишељем, добивени резул­

таш се стеиенује заШи." другим чинишељем иШд. док се не 

сшеiiенује iiрешiiослеДlЬи резулшаш iiослеДlЬим чиниШељем. 

Тако, 1) 26 = (22)3 = 43 = 64; или 26 = (23)2 ,= 82 = 64; 
2) атвр = 1 (аlJl)В]Р, или = [(аВ )m]p , 

Примери за вежбу 

1) (+2)4; 2) (+5)3; 
4) (±100)4; 5) (_1)211; 
7) (5·7·3)2; 8) (аЬс)4; 

10) (: У; 11) (- ~ У; 

43) 

3) (+10)d; 
6) (2·3)3; 
9) (- cd)6; 

12) (-0,2)5; 

41) аБХ : а3Х ; 

хп+Ь+с 

44) ха-Ь+с 
ар+1 Ьч- I 

45) aP-ь- 46) (а4г - 1): (аГ 
- 1); 

а5х -бу. а7х--8у a12x-13y (4ХГ+1)Р (125yS-1)1'. 
47) а~Х-9У.аIОх-liY • aI4x-15y' 48) 5у" . 8хГ--' 

(7 - С)4, (5 - d)6,. 
49) d-5 7-с 

_ (8 - а)4 (х _ у)З. ' 
~O) х-у . а-8 ' 

51) (a2=~~)5. (Х4 _ у4)7. 52 [а+Ь)Х. (d(a-ь»)у. (~_)Z. 
х4 - у4 Ь2 -а2 ' ) \ с е (а+Ь) а-Ь ' 
§ 87) Квадрат полинома и .посебliИХ бројева 

. а) Начин подизања једног полинома на квадрат познат 

нам је и[раније (§ 23 т. 1, 2 и 3). Ради потсеhања наводимо 
примере: \' 



18З 

1) (а + Ь -- с-- d + т)2= а2+Ь2+с2 + d2 + т2 + 2ab-­
-- 2ас -- 2ad + 2ат -- 2Ьс -- 2bd + 2Ьт + 2cd - 2ст - 2dm. 

2) (6хВ 
- 5х2 + 4х -- 3)2 = 36х6 + 25х4 + 16х2+9-60х5+ ' 

+ 48х4 - З6х3 -- 40хВ + ЗОх2 -- 24х~36х6~60х5+1Зх4_76хS+ 
+ 46х2 ~ 24х + 9. ' 

Међутим, ПЩIИноме можемо ПОДИћИ на K'Iia:ApaT и по овом 
упутству: liодижемо на квадрат само Први члdН, йа добивеном 

квадрату додајемо: а:) ДВОСТРУКЙ liРОЙ3ВОД од ир80Г члiiйd 
сабран најйре С другим, а затимf10множе'tf G другим чланом; , 
Ь) дВОСТРУКИ liроизвод од йрва два члана tdбјiан најпр~ с 
треlшм, 'а затим liомножен С треhим чланом; ит'jf,' наСтављамо 

оваЈ йостуйак, док не додамо двоструки liроизвбд од СВИЈУ 
претходних чланова (осиМ liоследњег) сdб ран Hajii:jie С liосле д­
љим, а затим iiомножен' с tidследfьим чJiан6м. ' . . , 

Тако, 

1) (а+ Ь)2 == а2'+ (26+ Ь) Ь.;::.: а2 -t 2аЬ+ Ь2} 
2) (а - Ь)'Ј " . еР + (2а--:-'"' Ь }:'(- б) d::::eP' ~ 2'ЁЉ + Ь2; 

ЗУ (а+ ь' -с -'-'"-d' + м)'/.==а2 +, (2а -"F~:Ь'+ (2a+'2~ -­
- с)· (- с)+ (2а+2Ђ~2с--d')· (-- a)'+~~2a +2Ь -"-"- 2с' ~ 'Ј{ј +' 
+ т) т = а2 + 2аЬ +_Ь2 

-- ~ac'~ Zbt+~.2'"";,,,2ad'-'2b"d+2cd+ 
+ d2 + 2ат + 2ыfl- 2Сl'n-- 2dm + m2 ., 

Ь) Подизање ма- кога целог бfюја:д-еw~дног система оснива 

се на горњем упутству, пошто је ма који' број овога система 

у ствари цолином уређен' по опадајуfi'им степенима основе 1 О, 
Тако, 

1) З56 = 300, + 50+ 6 = 3· 102 + 5'· 10 + 6; 
2) 52378 = 50000+ 2000 + 300 + 70+ 8= 5.104+ 

+ 2· 108 + З· 102 + 7· 10 + 8. 
Да бисмо, дакле, декадни цео број иодигли на квадрат, 

треба да га претходно напишемо у облику полинома, а затим да 
се послужимо упутством'о подизању полиноманаквадр'ат. Тако, 

34172 = (ЗООО + 400 + 1 0+ 7)2 = 30002 + (2·3000+400)·400+ 
+ [2 . (3000 + 400) + )0] . 10 +[2,' (3000+400+10)+ 7] . 7:;:= 
== 9000000 + 2560000 + 68100 + 47789 = 11675889. 

Међутим, овај поступак подизања декадних бројева на 

квадрат је заметан, особито ако је дати број' вишецифрен. 

Да бисмо избегл,И овај КОМПЩ1Кован рад, практично поступамо 

овако: Подижемо најпре прву цифру на квадрат, а испод 

њеног квадрата, за два места удесно, пишемо бројдобивен, 

када се прва цифра помножи са 2, с десне странедопишс 

друга цифра и помножи овом цифром; затим испод' овога 
\ 

.' 
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броја пишемо, опет за два места удесно, број добивен, када 

двоструком производу од првих двеју цифара ДОПl1шемо с 

десне стране трећУ цифру, а затим помножимо овом Цl1фРОМ, 

итд. Овај поступак настављамо док не напишемо испод рани­

јих бројева, за два места удесно, број добивен, када се дво­

струком производу од свију пре.тходних цифара (осим по­
следње) допише последња цифра а затим помножи том по­

следњом цифром. Најзад овако написане бројеве сабирамо. 

Ако горе израђени пример изради мо по овом практичном 

упутству, добијамо: ' 
34172 . 32 = 9· . 
64·4 - 256·· 
681·1 - 681·· 
6827·7 - 47789 

Резултат. 11675889. 
До овога резултата дошли бисмо, када сабирке збира: 

9000000 + 256000+ 68100 +47789 
добивеног подизањем 3417 на квадрат по упутству за поди­

зање полинома на квадрат,' напишемо један испод другога, 

па сабирање извршимо. Тако, овај збир је: ' 
а) с нулама: Ь) без нула: 

9000000 • 9 
2560000 256 

'+681"00 + 681 
47789 47789 

116758i39 11675889 
Из овога примера је јасно да се практично упутство за 

подизање декадних целих бројева на квадрат оснива на пра­

вилу о подизању полинома на квадрат. Овде се само сабирци 

пишу један испод другог, а нуле се изостављају. 

с) Обичне разломке иодижемо на квадрат када им ио­
дигнемо на квадрат и бројитељ и именитељ. 

Примери: 

(
5)2 52 25 

1) б = 62= 36; ( 
72 \2 722 5184 

2) 543) = 5432 = 294849 . 

d) Мешовите ,бројеве иодижемо на квадрат, када их 
претходно иретворимо у неираве разломке, а затим иодижеМQ 

на квадрат и бројитељ и именитељ. 

Примери: 

1) (~2~)2= (_~)2=(~)2=~= 169 = 6 19. 
5 5 5 52 25 25 ' 
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2) (5 ~)2=(~)2= 212 = 441 =27 ~ 
4 4 42 16 16 . 

е) Десетне разломке (децималне бројеве) liодйжемо на 

квадрат као и целе бројеве, само у резултату, с десне стране 

улево, одвајамо десетном заliетом дваиут више децимала 

него шт,о ИХ има у датом разломку. 

ПримеРГ1 : 

1) 3,52 = 9·· 
65.5··= 325 

-(35)2 352 1225 
Доказ. 3,52= 10 =102- _ 100 = 12,25. 

12,25 
2) 0,5232 -

102'2··0.= 

1043·3· 0''''-

25 .. 
204· . 

3129 / 

0,273529-

1 .• 
69-

н,аио.мена. Ако је десетан разломак чисто или нечиста 
liериодичан, подиже ~e на К'вадрат, пошто се преТХОДIfО пре­

твори у обичан разломак. 

Примери: 

. (3 )2 ( 1)2 ( 7 )2 49 -- 4 1) 2,32= 29 = 2з = 3 =9=59; 

2) 0,372 _ (~~y ~~~~~; 
. (235 - 23 )2 (212)2 ( 53)2 2809 

3) 0,2352 = ---000-- = 900 = 225 :;= 50625; 

4) 4 562=(4~)2~~ (4.!2)2< (137)2= 18769 = 20 76~. 
, 90 30 - 30 900 900 

Примери за вежбу 

1) (Х; + :sy; 2) (за2Ь-3~Ь2У; 3) (1 ~ аЬ3с- :3~Y; 
4) (а + 2Ь + 3с)2; 5) (5х2 + 3х - 1)2; 6) (аЗ -2а2 + ; у ;. 
7) (; + ~ + ~ У;. 8) (9Х + ~ у - ~ У; 
9) (2ахЗ + 3а2х2 

- 4а3 х)2; 10) 2an - 3an -1 + аО -2)2; 

11) (1 +2х+3х2 +4хЗ)2; Ј2) (; +2Ь-2с+ -~-y; 
13) (8а4 - 4аЗ + 2а2 - а)2; 

14) (-}-хп - 1 ~ хп + 1 + 2хп + 2 )\ 

15) (4х4 - 2х3 - 3х2 + 5х + 7)2. 
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Подигни на квадрат ове бројеве: 
\ 

16) 89; 69;. У7; 270. 17) 6,5; 0,27; 0,56; 0,032. 
18) 162; 541; 308; 1260. 19) 2,47; 67,3; 0,0312; 0,0504. 

57 417 3 13 7 _.'. -
20) 113; 43; lТ4; 2 506 . 21) 2,37; 0,037; 2,552. 

§ 88) Куб полинома и посебних бројева 
а) Начин подизања бинома на куб показан је раније 

.(§ 23 т. 4 и 5), а остале цолиноме подижемо на куб, када 

их употребом .заграда претходно доведемо на облик бинома, 

а затим ВРШ'1мо подизање на куб, или непосредно на следеhи 

начин: Подиже се на куб први члан, а од сваког следеhег члана 

:стварају се три сабирка, и то: Први је утројен - троструки -
квадрат збира свију чланова Пред њuм Помножен TUМ чланом; 

други је троструки збир свију чланова Пред њим Помножен 
квадратом тога члана; и најзад трећи је сабирак куб дотич­

ног члана. 

Пример 1. Подиhи на ку6. полином (а - Ь + с - d). 
а) ПретваРШtJем у бином: 

[(а - Ь) + (с - d)]3 = (а --- Ь)3 + 3 (а - Ь)2 (с .,...,- d) + 
+ з (а-Ь) (c-d)2 + (с - d)S = а3 ~ За2Ь + ЗаЬ2 - Ь З + За2с­
- 6аЬс + 3Ь2 с - 3a2d +6abd - 3b2d + 3ас2 - 3Ьс2 - 6acd + 

+ БЬсd + 3ad2 - ЗЬd2 + с3 - 3c2d + 3cd2 - d3. 
Ь) Непосредно: 

Са - Ь + c-d)З = a~ + 3а2 (- Ь) + За'(- Ь)2 + (- Ь)3 + 3 (а­
- Ь)2с + 3 (а-Б) с2+с3+3 (а-Ь+с)2 (-d)+~ (а-Ь+с) (-d)2+ 
+ (-d)3 = аЗ 

- За2Ь + ЗаЬ2- ЬЗ+ За2с - 6аЬе + ЗЬ2с + Зас2 -

- 3Ьс2 + с3 - 3a2d-ЗЬ2d-Зс2d + 6abd -6acd+6bcd + 
+ 3ad2 - ЗЬd2 + Зсd2 - dЗ • 

Пример 2. (х2 -3ху + 2у2)3=х6_9х5у +27х4у2_27хЗуS+' 
+ 3 (х2 - Зху)2. 2у2 + 3 (х2 - Зху) . 4у4 + 8у6 = х6 - 9х·у + 
З3х4у2 - 63х3у3 + 66х2у4 - З6ху5 + 8у6. 

Ь) Декадне 'целе бројеве подижемо на куб По горњем 
упутству за Подизаfbе Полинома (непосредни начин), само што' 

добивене сабирке, ради олакшице у раду, f1ишемо један исПод 

другога. Пошто се нуле изостављају, Пишемо поједине сабирке 

тако да ПослеДfbа цифра сваког сабирка заузме једно место 

даље удесно. Децималне бројеве f10дижемо на ,куб као Ц целе 

бројеве, само у реЗJlлтату одвајамо заf1етом с десна улево 
трипут више дец·имала него што их има у датом броју. 

Периодичне десетне разломке подижемо на ку6, када их прет­
ходно претворимо у 06ичне, а затим подижемо па куб и 6ро­

јитељ и именитељ. 
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Примери: 

353 = 42875 
38 = 27. 

1) 3·32.5 = 135. 
3·3·52 = 225. 

59 = 125 

2,313 = 12,326391 
23=8. 

3·22·3 = 36. 
3·2·32 = 54. 

2) 33 =27. 
3 . 232 . 1 = 1587. 
3·23·}2 = 69. 

доказ 

(
231\9 

2,319= 100)' 
2318 , 
1009 
12326391 

1000000 

ЈВ,= 1 1= 12,326391 

( -3)11 ( 1')9 (7)11 343" 'Ј9 2- -= 2- = - =-=12-. 
9 3 3' 27 27 

З) 2,38 = 

4) 3,1378 = (3 127-:-12 )~= (з115)9=(з ~),9='( 563 )'3 ' 
.900 90(')',' 18'С} '" 180, ' 

, 178453547, = 30 3493547 . 
5832000 . 5832000 

,11р:имери за вежliу _ 
Ј) (За + Ыј)8; (а2 + Ь2)3;, (2х -Зу' + 4\z)3; \ 

, 2) (a+b+c)9_(a+b-с)3 ~(a-b-c)B-(b+.c-a)~: / 
3) (а + Ь + с)3 + (а - Ь - с)3 + (Ь - а'- с)В + (с-а":"ь)в . .. 
4) (a+b+c)9-З(аЬ+ас+Ьс} (a+-b+~:); 
5) (a+b+c+d)9; (a-b+c-':'d)3; (х3 +х2 _х_1)а. 
Одреди к.уб бројева: 

6) 43; 125; 2,60; 0,097; 3,756. 
Израчунати: 

7) 60009: 609; 8) 1,81289: 0,45329;. 
9) 1353 - 1352; 10) 1144 - 1189. 

В) Степеновање са ну-лом и негативним целим 

бројевима / 
§ 89) Тумачење 
а) Степеновити један број или' израз који је различит 

од нуле с нулом, значи степеновати га оном разликом код 

које су и умаљеник и умалитељ једнаки. Тако, , 

1) аО = ат-т = ат: ат = 1; Ј.ј (~Y= ~:=+,=1. 
Из ових примера увиђамо да је сваки број llJIU израз, 

који је различит од нуле, на нултом uзложитељу једнак-Ј. 
", 

Примери: 

З) 50 = 5" - п = 5" : 5" =' 1; 4) (аЬс)О= аО ЬО со = 1 . 1 . 1 '1 ; 

5 (~+~)о=(а+Ь)О=(а+ь)q-q=(а+ь)q :(a+b)q=~=I;" 
.) c-d (c+d)O (c-d)Р Р (c+d)P : (c-d)Р 1 . 

.1 
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[ или (а + Ь)О = (а+ Ь)Ш - ш. (а+ Ь)Ш: (а+ Ь)Ш = 1]. 
c-d c-d c-d c-d 

Напомена. Израз ОО је неодређен, јер је оо=ош-m = 

О 
= От : От = О : о, ИЛИО. 

Ь) Степеновати један број или израз негативним бројем, 

значи степеновати га оном разликом код које је умаљеник 

нула, а умалиjfељ апсолутна вредност негативног броја. Тако, 

m' 1 ( 1 )Ш 1) a-Ш=аО-m =аО : аШ = 1: а = аШ= а ; 

2) (~)-P = ~=:= а; = :: =(~y. 
БР 

Из ових примера изводимо правило: да се број или 

израз степену је негативним бројем кад се реципрочна вред­

ност тога броја (израза) степену је истим, али позитивним 

бројем. 

Примери 

3) 5-2=50~2=50 :52=1 :25=2~; 4) a-4 =(+Y=a14 • 

Напомена. Израз 0- m = оо, јер је О - ш . (~)Ш =olm . 

1 
= 0= оо. Стога се нула (о) не узима за основу код степоно-
вања с негативним бројевима. 

с) На основу правила о стеllеновању с негативним бро­

јевима, у стању смо: 1) да сваки израз ослободимо негативних. 
изложитеља; 2) да изразе облика разломака претворимо у целе 
изразе; и 3) да израз у целом облику претворимо у изра.з. 

облика разломака. Ово успевамо само мењањем знака изложи-· 

теља оног чинитеља који се из бројитеља пребацује у име­

нитељ, или обрнуто, из именитеља у бројитељ. 

Примери: 

Ослободи следеhе изразе негативних изложитеља: 

3х8 1 Зх& 
1) ЗхЗу-2 = - Ј·ер Ј·е 3x8y-2=ЗхЗ .-=-. 

у2 ' у2 у2 

2аЗ.~ 2аЗ 

2а2Ь -8 2а2с4 . . 2а2Ь -8 Ь8 Ь8 2а2с4 

2) Зс -4 зБS-' Јер Је зс-=т= 1 з= ЗЬS . 
3·-

с4 с 4 
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Претвори следеhе разломљене изразе у целе: 

5х 3а2х-2 2а8х2 . 
1) _=5ху-l; 2) --= 3a2bx-2. 3) -' --=2a8b-1x2y8z-2. 

у Ь-1 - 'by-Sz2 
Претвори 3аЬс у разломљен израз: 

3аЬ 3а . з.с . 3Ьс 
3аЬс = с-1 ' и.ли b-1 c-I ' .или а-1 Ь-1 ' или а -1 итд. 

Сва правила степеновања са целим и позитивним бро-:­
јевима важе и за степеновање са негативним бројевима. 

. ' 

Примери: 

1) (_3)-2=(- ~Y=-i-;2) (-5)-8=(- ~Y~-li5; '. 

3) 1 - 5 = (+У = }5 = 1 ; . 

(125)-8 (1 )-8 
4) 0,125- s = 1000. = 8 = 88 = 512 ; 

5) а5 ·а-8 =а5+(-Зј - а2 ; 

'б) а-7 : а-9 = d- 7+9 ...:... а2 ; 

с 1 
7) (х-2) 3 = х-б = х6 ; 8) (3х2 - 2х--=)2 .. 9х4 --,-.1 2 + 4х-4 .; 

(
2 )-2 . ( 2 )-2 1 

9) 5 -2'5 = 5'-g- .. =2 -:- 2=4; 

10) 10 -4: 5 -4 = (10)-4= 2-4 = -.!.... 
. 5 . lб 

Примери за вежбу . . Ослободити следеhе И-gразе негативних 
IИзложитеља и нуле: . 

1) х-о; 2) а4 ·ао ; 

5) ОХ • ОХ ; 

21х-4 у-В Z-5 
lб) . 

35х-6 у-5 Z-1 , 

18 (а-1 + Ь-1)-2. (а-2 + ь -2)-З . 
) а-2-с 2 • а-4-Ь-4 ' 

СJlедеће изразе напиши у целом облику: 

19) ~; 20) a~; 21) (~y; 22) ( 4а)з; 23) a~ ·ат ; 24) a~b; 
, 2·· 

27) _ 0,5a(X-l) (I.-X)· 

а4 Ь5 а 25) ___ О 2б) . 
аГ bS ' X-2 (а8_Х)4-П' 

Изврши 0значене радње: 
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28) Ь-8 ·Ь4 ; 29) aO ·a-3 .а5 ; 30) xOy5.x- 3у-4; 

31) хп • х-т. х-211 ; 32) ЬЗ ',ь-за ; 33) (-a)-~; 
34) (_а)-2.(_а)-З; 35) (_Ь)-211. (_b)-2n+l; 
36) (Ь-4 -,-Ь-3 +Ь-2 -Ь-1 + Ь) (-Ь)-4; 
37) (2а+5а-1) (2а-5а-1) 38) (;)-:-3. (_ ;)-5; 
39) (х-1 - 2.х-2 + 3х-3) (хО + Х-1 - х-2) ; 

"40) а-! . Ь-1 ; 41) (0,2а) -1. (0,5Ь)-1 ; 
42) (m2_ n2)-6. (n2 - m2)-О ; 43) (3а4 _4)-5. (4 - 3аЗ)-5; 

(5х-
1 - 3у -2)-3. (4а -8 _ 9b-l~ -3. 

44) 2а 4 + зь ;'; 25х ~_ 9у-4) , 

45) [(5х)2]-2; 46) [(- 1 )-1]-2; 47) (а-1 . Ь2)-2 ; 
48) (х- 3 • у-5)В ; ,49)' (-гХ : S~y)-2X ; 

(a
O b-2)-З. _ (а-1 b~2)-1 

50) :>1) --- • 
сЗd-4 Ј с-з d-4' , 

54) а-9 : а-7 ; 

5а-" 
56) _ 3а-3 ; 

58) (a~4 )-3; (~=-: )-3. 

55) (а+ b)-r-s: (а + b)-r+s; 

57) (а- Ј4 _Ь-8): (а- 7 + Ь-4); 

Израчунај бројне вредности израза: 

52)' (0,25)-2.1000; 
100 

60) (-1)-3; 61) 1 : 0,125-8; - б3) (~)-\ C~)-2 ; 
65) (~ )-2: (~ )-\ 6~ (0,3)-1: (0,3)-4. 

§ 90) Графичио претстављање функција' у = x ll "и У = а ' . 
'Вредност једног степена зависи и од основе и од изло-, 

житеља тога степена. Тако, вредност степена х3 , постаје све 

већа, ако је х > 1, а све мања, ако је х < 1. 
за х = 2, '3, 4, 5, .. вредност постаје 8, 27, 64, 125, .. 

1111 1111 
за х=т' 3' 4" 5'·· " 8' 27' 64' 125"· 

2 2 2 2 8 8 8 8 
за Х=3' 4' 5' 6'·'" "27' 64' 12'5' 216'·' 

Вредност степена 2Х постаје све већа за х> О, а мања 

за х < о. Тако, 



за х = О, 1, 2, 3, 4, . .. вредност постаје 
• 

за х = - 1,-2,-3,-.4:,-5, ... 
" " 

19Ј 

1, 2, 4, 8, 16' .... 
1 1 1 1 1 

T'4'8-tl 6'32" . ',: 
Према овоме вредност једног степена сматрамо као Функ­

цију било основе, би:'lО изложитеља тога степена,riошто се 

она Metьa прОменОМ основе и изложитеља степена. Ако вред­
ност степена означимо са у, онда је 

у = хn (у . - х, у = х2, У = хВ, У = х4 • •• ) рлгебарска функција, .а 
у --:-: аХ (у = 2Х, У = зх, У = 4", .. :.) изложитељна функција. 

Да бuсмо :графички прётставили' било алгебарску функ­

цију у -:- ХN ,- ил~ ИЗЛQжитељну у = аХ, треба за независну про­

менљиву КОЛИ'llfНУ х узети неколико ПРО\1ЗВОЉНИХ вредности 

и за сваку такву вредност х-а наћи из. једначине одговара­

јуЬу вредност функције у-а.' Сматрајуlш одговарqјуhевред-
. .- . \ .' ',':' . - .: 

ности х-а и у-а као координате тачака у равни, онда, кон-

струкцијом и везивањем тих тачака, добијамо геОМ,етр,иски 
претставник (линију) дЬтичне функције. . . 

1 _ --

Прнмери: 

1) Наhигеометрискцпрет-
ставник фун~ција у =х2• . 'у 

Ако независно променљи-

вој' дамо вреДI:I<~С:ГИ х- - 4, '- ,.4.'(4-,16) 

-3, ---:-2, -1, О, Ј ,2, 3, 4, ... . 
добијамо да је функција у = ... . 
16, 9, 4, 1, О, '1, 4, 9, 16, ... . 
Овде су парови решења: .... . 
(-4, 16), (-3, 9), (-2, 4), 
(-1, 1), (О, О), (1, 1), (2, 4), (3, 
9), (4, 16)' ..... 

_Сматрајуhи ове спрегове 
решења као координате тачака, 

онда њиховом конструкцијом и 

спајањем добијамо криву АОА' 

(сл. 16), која је геометриски прет­
ставник једнаЧИiiе у = х2 , а 

која се зове парабола.' ОВа 

крива :;шузима симетричан по­

ложај лрем~ ординатној осови-

ни, пролази кроз координатни 

Сп. 16 

почетак, њене обе гране пружају се до бесконачности, а\уда- . 
љују се поступно од ордина'Ј'не осовине. 
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За вежбу. Конструишифункције: 1)у=-х2 ; 2)у=+2х2 ; 

З) у = + Зх2 ; 4) У = + ХЗ ; 5) У = + 2хЗ ; 6) У = + 3хЗ ; 7) У = 
=2х2 +3; 8) у=3х2 -5. 

2) На/ш геометриски l!ретставник функције У = 2х • 

Ако независно прйменљивој дамо вредности х = - 4, 

-3, -2, -1, 0,.1, 2, 3, 4, добијамо да је функција у = /6' ~ , 

1 l' (. 1)( 1) 4' 2' 1,2,4,8,16. Овде су парови решења:-4, 16' --'--3'8' 

(- 2, ~ ), (- 1, 1), (О, 1») (1, 2), (2, 4), (3, 8), (4, 16), ..... 

Сматрајуlш ове парове решења као координате тачака и кон­

струкцијом И спајањем тих тачака, добијамо криву АК 

(сл. 17), која је геометрисюi претставник изложитељне функ­
ције у = 2'. Ова крива сечеОРДI:1натну осовину у тачки (0,1) 
и све се више приближује негативном смислу апсцисне осо­

вине, али је не сече, пошто не прелази на њену. доњу страну. 

Прелаз на доњу страну апсцисне осовине је HeMoryhaH, 
јер за негативне вредности х-а, добијамо увек позитивне 

вредности за у, које постаје 

у к (~,f6) 

N 

Сл. 17 

све мање, како х по апсолутној 

вредности' расте. Апцисна осо­

вина Х'Х за ову криву <l9B.e ~e 
асимтота. Тако се зове свака 

права коЈој се ;нека крива по­

ступно приближује, али немас 
њом HI:1 једне· заједничке тачке. 

Напомена. Све криве функ­

ције у = аХ, где. основа а мо­

же имати ма коју целу или раз­

ломљену вредност, пролази 

кроз тачку (0,1), јер је за х = О, 

У = аО= 1. Ако је а = 1, онда 
је за M~ коју вредност х-а, 

. у = 1. lеднач~на у = Ј прет­
ставља ПраВу паралелну с апсци­

сном осовином, а на отетојању 

у = + 1 (MN, на сл. 17). Ова 
права зове се "крива првога степена", што се може казати 

и за сваку другу праву. 

За вежбу. Конструиши функције: 

2)" (3)Х а) у = ЗХ ; Ь) У = 4Х 
;. с) У = (з ; d) у = 5 · 
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11. Кореновање 
А. Кореновање са целим позитивним бројевима 

§ 91) Тумачење. Под кореновањем разумемо ону рачун­
<ску радњу којом се од познате' вредности једног степена_ и 

љеговог изложитељатражи непозната основа. Према томе,' 

:кореновање је супротна радња степенtlВања. Дата ~peДHo.CT 

,степена код кореновања 'зове се радиканд, дати излоЖитељ 

Ј<оренов изложит~љ, а тражена основа корен. Код rJ25' '~, 
125 је радиканд, 3 коренов изложитељ, а' 5 корен. К орено­

вати један број другим значи, дакле, наhи-- треhи 'б/ЈОј који 
.степенован с другим, даје за вредност први БРој. Тако, ако 

. .' 4' 

. ,имамо да коренујемо 81 са 4, онда се то оЗна~ава У81, а ре.; 
. , п 

:зултат је 3, јер је 34 = 81. ИСТО тако је Уа она:ј број који, сте-. , , 

.nенован изложите.1Q.ем П, даје за вредност радиканд а. 

Напомена. Други корен некога броја назива', се ква­

дратни корен, а треhи кубни корен .. Изложитељ 2 обично се 

не пише,веh само коренов знак y~ Овај је знак .. увео Хри­
.стифор Рудолф (1525 год.), а ,означава почетно слово латин­
.ске речи radix (корен). 

§ 92) Основна правила кореновања 

1.) Кад се корен степенује својим изложитељем, добија 
п 

.се радиканд. (VU)n = а. 
Нпр. 1)- (У4)2 = 4, јер (У4)2 =22,= 4; 2) (V27)8 = 27. 
2) Кад се степен корену је ,својим изложитељем, добија 

п , 

t:e основа. VаП = а. 
4 5 

Нћр. 1) У32=3, јер У32 = У9= 3; 2) У24 =2; 3) У35 =3. 
3) Први корен неког броја је сам број. Тако; 

] , 

, 'Vli а, јера1 = а. 
4) Број 1 коренован ма којим бројем, даје KopeHJ~TaKOJ' 

п 

Уl--1, јер' 1 П = 1. 
5) Нула, корен.ована ма којим позитивним бројем, даје 

.за резултат О. Тако, 
п , 

Уо=о, јер оп=о; 
Напомена. На основу првог I!, другог основног праВliла 

јасно је, да се број не мен;>а, ако се најпре коренуЈе, а затим 
Алгебра у и УЈ iз 

'. ,. ';-
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степену је, или обрнуто, ако се најпре степену је а затим. 
корену је једним истим бројем. Тако, 

п П 

(Va)n = Va П = а. Па како је на основу овога 
п 

р--

211 3п V п .. . 

а = V а211 = V аВП . аР, то изводимо правило: да' се вредност 
корена не мења, ако се коренов и радикандов изложитељ· 

помноже или поделе истим бројем. 

§ ·93) Ирационални изрази и бррјеви. При извлачењу п-тог 

корена из .једног позитивног целог броја а, могу наступити 

. ова два случаја: а) .lI.а је број а п-ти степен од некога по-
11 11 

зитивног целог броја на пр. а = qn . Тада је га = v q" = . q, 
једнак је, дакле, позитивном целом броју, Ь) да је број а 

такав цео позитиван број који се налази између два n-та. 

степена двају узастопних целих бројева природног а бројнога. 
п 

реда. У овом случају га је број који се налази између она 
п 

узастоiша цела броја бројнога реда, те према томе Va ниј~ 
цео број. Тако, ~ gs = ~ 125 = 5, а v' 68 = ~21 б =6, а 3-ћК 
корен свакога целог броја већег од 125 а мањегод 216, на­

лази се измеhу 5 и 6, те и није цео број. Такви су корени 
. . п 

f150, V'203, ~ThT итд. Међутим, у овом случају va не прет-
. п_ р 

ставља ни разломак, јер ако претпоставимо да је va =Сј ~ 

где су р и q два релати~но проста броја, онда би требало да. 

буде (~ у = а, тј. раван једном целом броју, што се косњ 
с правилом: да је стеПен разломка оПет разломак а не цео 

п • 

број (Види напомену § 86, Ь, 4). Према томе, уа,у овом 

другом случају, нити је цео број, нити је разломак.Он није, 
дакле, рационални број, већ је ирационалан, тј. он је бес­

.крајан децималанброј у коме има бесконачно много деци­

мала, који се не понављају, као код периодичних десетних. 

разломака. Ти се бројеви називају ирационалним., супротно 

целим и разломљеним бројевима, који су рационални бројеви. 

Рачунати с ирационалним бројевима значи· уопште рачунати с 
њиховим приближним вредностима. Резултати биhе утолИl{(} 

тачнији, уколико узимамо више децимала у поступак. Па како 

су ови резултати рационални бројеви, то сва правила за ра­

чунање с рационалним бројевима, вреде и за ирационалне~ 
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За један израз каже се да је ирационалан, .ако је он n~ти 

корен од једнога радиканда који није п-ти степен некога 

рационалног израза. Такви су изрази: V а Ь, v' а2 + Ь2 
-. с2 

И тако даље .. 
НаЙомена. Ваља разлик-овати ирационалан . израз од 

. ирационалног броја. Тако, ирационалан израз ~ ат Ь, за а ~ 5 

и Ь = З, не претставља и ираццоналан број, јер је ~5+ З = 
=r~ = 2, који је рационалан број. ИраЦИОliiщан израз може. 
дакле, да прет'ставља и ирациоНа.щ\Н и рационалан 'број,' што 
зависи једино од бројних вредности општих бројева ~y , ра­
диканду. 

§ 94) Главна правила кореновања 
1) Производ се корену је неким бројем када се сваки чи­

нитељ корену је тим бројем, јја се резултати iiомнОже. 

п п п п 

у аЬс = Га· (Ь. Гс· 

(П п n)n п п )1 

Доказ. - га· (Ь. {с = 1/ аП • fli'l. (сп =аЬс. 
Примери: 

5 

1) VЗ2а5Бб = 2аЬ; 2) ~!9. 25·49 = З· 5 ·7 = 105; 

З) r27a5 b5 = ЗаЬ . 
На основу овога правила, корене једнаких изложитеља . 

множимо када iiроизвоД љихових радиканада коренујемо за­

једничким изложитељем. 
п п п п 

Уа . УЬ. Vc . = V аЬс . 
Примери: 

1) V 8' . \/2= VIб = 4 ; 

2) 6 Vб. 5 У2 == ЗО 1/12= зо V 4 . З = ЗО . 2 VЗ = 60 уз ; 
З) VЗ + V5 ·Vз - V5 =V9-5 =V4=2; 

4) V~~' V~~=V2~~~=V287= ~. 
НаЙомена. - Ако у радиканду има чинитеља из којих 

се корен даје извуhи, онда се ти чинитељи корену ју делимично,: . 
- њихови се резултати стављају као чинитељи пред корен, а 

у радиканду остављају се само чинитеЉЈ1 од којих се корен 

не може извуhи. Тако исто, чинитељ пред кореном даје се· 

увуhи у корен, ако се претходно степену је кореновим изложи-

I ' тељем. а затим напише као чинитељ радиканда. 

13· 
'"ј 
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Примери: 
п п 

1) Van b2n cd=ab2 Vcd; 2) tf 25a2 bc2 d=5acYbd; 
п п 

З) аУЬ=УапЬ'; 4) abVCd=~aSbScd. V 2) Разломак се корену је неким бројем кад се тим бројем 
корену је и бројитеЈЬ и именитеЈЬ, [Га се Први корен дели другим. 

(П)" П Va = (Га)п =!!.-
11 П Ь • 
Vb (УЬ) п 

На основу овога правила, корене једнаких изложитеЈЬа 

делимо када количник из радиканда деЈЬеникова и ради канда 

делитеЈЬева коренујемо заједничким изложитеЈЬем. 

Примери: 

1) Va :.Vb= V~; 2) У75: УЗ=V25=5; 
Х х х 

З) Уа2-Ь2 : Уа.Г--Ь=Уа+Ь; 4) Va3X+2
: Va2X+2 =VaX -.а. 

З) Степен се корену је неким бројем, када се изложи­

теЈЬ степена подели изложитеЈЬем корена. 

п., q q qn 

VaQ = аП , јер (a l1 )n = а" = aq • 

Примери: 
m 5 

1) vamx=aX; 2) Уа85=а7; 
m+п m+п 

З) V хnт+nll = V xatm+l1) = ха ; 4) Уа5 • Уа =Va6 =aS• 

5 

у
а5ХI0 ах2, 

6) Ь5уl0 = ЬуЗ. 5) 
3 3 3 

V а7 • у а5 = V а12 = а4 ; 

4) Корен се корену је неким бројем кад се радиканд коре-
нује производом коренових изложитеЈЬа. 

1) 

m 
rп- тп . (тп)т ПIП п 

V га =vo, јер yq = УаШ = уа: 
Пример.;; : 

3 
./-.. - 311 

V {а=Уа; 
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8 

У5 . 40 Н)' 
З) y-au _ VQl2 ~~V aB~ 

На основу овога правила~број коренујемо производом 
кад се поступно корену је појединим чинитељима' ма којим 
редом. Тако, . 7.' 

VVV<i, иnи = VvVй." 'VVv{'.тд. тпр 

Уа= 
степену је Hel(JfM '~fJоје~?кадамусеили ра-. 

диканд степену је тим бројем, илй с-е изложитељ корена по-
дели THM~ бројем.';:" ":',': 

5) Корен се 

Тако," .>~;",c\o;;!: ':t i 

6 6 ' " " ,,6'. :" ,·,f·:' , 
З) (Va)3 =;= VaS = Уа, или (УаУ Уа' 'уа; 
§ 95) ДовоЈјење корена назајеДНИ'i!tи ИЗЛlIжитеЉ .. На о­

снову правила: да корен. и~ Me1bqcBajy вре,4,!lOст,ако и ко­
ренов и радикандов излОжцте.lbТIOМНОЖИМО 'или:подеЛИМQ 
једним истим - бројем' (наlI<?l\iеН~'-§i 9Ј),';к:dрене;рirэличитиi' , 
изложитеља доводимо на 'зајеДkичкии#()житељ;' кџа прет­
ходно за изложитеље корена, Н,ађемо 'ЊЩСОВ најмањи '. зајед­
нички садржатељ, а затим делимо нађени нај .. зај: садржатељ 
са изложи!ељем свакога' кор'ена -, А' ':добйвени:М': \{ЬЛИЧНИКОМ 
множимо и изложитељ корена и изложитељ сва'Ког' чинитеља. 

радиканда ДОТИЧНОF корена. ТаКО, ако имамо да доводимо ко-
5'" ' : .' 

рене: Уа, V"lј2и ~' сВ на заједниqки изложитељ, ~Hдa је наЈ, 
зај. садржатељ за коренове .ИЗЈ\ожитеље ЗО. Стога изложи­

тељ корена и изложитељ радиканда првог корена множимо 

са 15, другог са 10 и трећег са б, чиме добијамо: " 
30 30 30 

. У а15 , У Ь2О И IТ с 18 • 

Ако имамо да помножимо или да делимо корене разли'­
читих изложитеља, треба Их претходно 'јЏЈвџти на зајед­
нички изложитељ, а затим вршимо мilожење и дељеље по 

r и 2 правилу' из претходног":' параграфа, тј; множимо 
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(делимо) радиканде и добивени производ (количник) корену­

јем о заједничким изложитељем. 

Примери: 

4) 

В. Кореновање са целим негативним бројевима 
§ 96) Тумачење. Број се кореН'ује негативним бројем када 

се његова реципрочна вредност корену је истим али позитив-

ним бројем.: ' 

-'п llV- 1 '. 
Тако, га = ~ = п- 1 јер ако и изложитељ. корена' и 

. , га . 
изложитељ радиканда помножимо са - 1, добијамо: 

Va~l= V ~ = )-. 

га 
Обично се негативни изложитељи корена уклањају, кад 

се негативност пренесе на изложитељ радиканда. Тако: 

-п -3 3 -т m 

1) ~ а = ~Г а-1 ; 2) Va2 =Va-2ј 1)Vb- n =ff. 

С) Степеновање и кореновање са разломљеним бројеВИМI 

§97) Довођење корена на облик степена и обрнуто. Н 

основу правила да се корен неће. променити, ако изложитеЈ 

корена и изложитељ радиканда поделимо једним истим бројеN 
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можемо корен довести на облик степена, ако радиканд сте"". 

nенујемо количником између изложитеља радиканда и изло­

житеља КОРЕна. 

r q 

Тако, Ya<I = а " јер дељењем са r изложитеља корена 
1 

·И изложитеља радиканда, добијамо (a~ = a-'t. Да је правиЈЮ 
-тачно, увиђамо и по томе што_добијамо радиканд a q ,ако 

~ q ~ 

резултат а r степенујемо са r [(ат)г = аГ = aq I~ 

Примери: 
3 

_,1 "V4_1 1.3 4 
1) Va~~Ti 2) ЬТ =ЬТ'Т=ЬК; 

3 1 2 1 

З) ~'a2b = (а2Ь) 11 =а 11 Ь '3.' 
Обрнуто, степен с разломљеним изложитељем доводимо 

на облик корена, aKoocH0l!Y степену јем о бројите.трем .а : крре .. 
нујемо именитељ ем, или најпре коренујемо именитеЈРем,' а 
.затим степену јем о бројитељем .. 

m п . п 

Тако, а" = Уаm ; или = (Га)m. 
Примери: 

3 4 25 1 4 

1) Ь 4" = I ЬЗ ; 2) аО,25 = а тuu = а т = у а i 
3 7 ,7 7 

З) (а2ЬЗс)Т= V (а2ЬВс)В /Ya6b9c~ =Ь I а6Ь2сВ • 
На горњим се правилима оснивају правила '0 степено-

. ВЮрУ И КОреновању са ра:;lЛомљеним изложитељима.' Ако је, 

дакле, коренов изложите.љ разломак, треба само корен пре­

творити у степен, или кореновати бројитељем а сте,пеновати 

ЈlМенитељем. Ако је изложитељ степена разломак, треба сте­

пен довести на облик корена. 

Примери: 
5 б I 

1) аб = I аб; 2) 25Т = У25 =5; 
5 6 6 

З) 64б=У645 =(Уб4)5"':"' 25 =З2. 
3 ' 

Т _ l'.!.. ~ 3_ 3 __ . 3_ 

4) V 5=5 ,·4=53=V54=V5S.5=5Y5; 

I~ ~ 
1,75 4 4, 17 7 ' 

5) У 128 = y~ у 128 . '.У 1284 = (у 128 )4 =24=16; 
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1 
0,25 Т 1 ' 

6) V~ =v ~ = Y(~Y= 116; 
4 2 

0,4 то 5 

7) У9 =У9 = V9 = (у-9)5 = 35 = 243. 
Напомена. Сваки број или израз коренован нулом даје 

степен са бесконачним изложитељем, а основа му је тај број 
(израз). Тако, 

о . 1 О 

1) га = а о-= аОО ; 2) 1(5"= 5 ОО = оо; 

3) УО,5 . (0,5)00= (~)OO = ~ = О; 
о 

4) V(~) , (-~_)~ = (:)00. 

Сва правила, која су 8редела за степеновањеи корено­
вање са целим бројевима, вреде и за степеновање и корено­
вање саразломљеним бројевима. 

Примери: 

~ .!.. ~ ~+2...+~ 12 
1) 5".52.56 =53 6 =56=52=2~; 

1 1 1 

2) аТ. Ь3=(dь)з=rаЬ; 
m п m п т2 _п2 

3) аО:аШ=а П Ш=а~-' 
1 п 

4) (хll)П=Х П=х; 

5) (а-{)-} =a~=a{ =Va ; 
-3 

6) Va i а -{ =-4-1-. 

Va 
1 1 1 

7. (4.25)2 = 4~.252=Y4· V25 = 2·5 = 10. 
§ 98) Корени с алгебарским радикандима. Видели смо код 

степеновања да добијамо позитивну вредност, ако степену­
јемо: а) позитиван број било ларним, било непарним бројем; 

и Ь) када степенујемо негативан број ларним бројем, а да 

добијемо негативну вредност, ако степенујемо негативан број 

непарним изложитељем. Било је, дакле, 

1) (+ аРП = + р; 2) '(+ 6)'1n+1 + q; 3) (_6)2n+l~ - q, 
где р и q претстављају ,доби!Зене вредности степена. Како је 
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кореновање супротна радњастепеновању, онда се' из горњих~ 

трију једначина добија: 
2n 2п+l 

4) V+p=+aj 5) V+q=+b; и 
ИЗ којих једначина изводимо ,закључак: 

2п+1 

6) V -q=-b; 

1) Да сваки паран корен из . позитивног радцканда има 
по две једнаке али супротно означене стварне вредности; 

2) Да сваЈ(И непаран корен из ПОЗИТИВНQГ радик.анда има-' 
само једну позитивну стварну BP~ДHOCT; и 

З) Да сваки непаран корен из негат'ивног радиканда има' 
само јеДf!у стварну негативну вредност. 

, Остаје нам да испитамо случај кад имамо да извлачимо" 
, 2п 

паран корен из негативног радиканда, тј. случај V а. Уовом. 

случају апсолутно је неМОГУће добити једну стварну, позитивну­

ИЈIИ негативну, вредност, јер не постоји ни једна таква вред..., 

ност, било цела, разломљена или ирацио'нална, која, 'степено­
вана са парним изложитељем' 2п, даје за- вредност негативнw. 

2п '-

радиканд - а. Стога израз V. а није стваран. Он Је уобра-

жен (имагинаран). Из свега овога изводимо још правило:, 

4) Сваки паран корен из 'Негативна радиканда нема: 

стварне вредности. 
2п 

Израз V - а је само један алгебарски обележај, који је' 

задржан у алгебри само у ци.тьу геНералисања. Израз га зове­
се уображен (имагинаран) број другог степена. Такви су бро­

јеви V -9, V 25 итд. Па какоподизањем на квадрат 

једног имагинарног броја Н-гог степена, добијамо њег()в 'стварни­

радиканд [(V -а )2 = -:; аЈ,' значи да за све И~а!Ћнарне бројеве­
II степена вреди основно правило из кореновања: да корен ... 
степенован кореновим изложитељем, даје за резултат свој' 

радиканд. 

" § 99) Примери за вежбу 
а) Вапи корене: 

п r п 7 

1) V а2ПХ ; . 2) V(x-b)nr; З) VапхЬ-РfI ;4)V а14 (Ь 1 _с7)1Х; 
п. , 

5) y~~:; 
6 

1/ 
а12 Ь -24 св 

б) 64 п18 х -42 ; 

2П-.с.,3 __ ~_---=-_ 

V а 17п-'-10п
2 -з 

1 {) b(4n-6)2c15t§· 
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Ь) Стави пред корен чинитеље радиканда који се могу 

кореновати: 
4 6 

12) V12; 13) V'72; 14) {r192; 15) V 576; 16) V2l8б; 
4 4 

17) V б х4; 18) V 16x4y2z5; ј9) l' 81а6 Ь2 ; 20) 4 V72rSs4 ; 

3 

:21) VX~z+l; 22) {r4Х~Z-~; 2З).V' ба9Ь2с4; 24) У125Х2 . 
. 216 у4 , 

7 8~~~~ . 
. 25) Va2x2-Ь2хS+с2х4; 2б) l' - a1611b511; 27) V а8Ь24с17 d4Uпh35п ; 

х ___ _ 

У
а1 - 2xb-3Х 

ЗО)· ----. - . 
с -оХ -7 ' 

с) Уведи чинитеље пред кореном .У корен: 
5 

~З4) 5 V7; З5) З {rз; З6) З V2; 37) aV2; 
6 

.З8) с I 6d; З9) - а YS; 40) - r V':-К-; 
4 

5 

-41) ХВ V:Y14 C1S ; 42) !.-1/512а . 8 49' 

-44) (а + Ь) V а2 1 Ь2 ; 

-4б) (V10+Vб) 1/4-[15; 

d) Следеhе корене претвори у степене: 
п 3 5 

·48) V аР; 49) V 5а2 ; 50) VaSb4c5 ; 

15 3 

51) V X Sy5z 12 ; 5З) Va6x-1
• 

е) Следеhе степене претвори У корене: 
х 1 _.Е.. 1 

54) а п ; 55) а q; 56) с 12 ; 57) т-Т; 

.58) (_а_) ~ ; 59) _~_ . 
Х - 1 (а-х)-0,6 ' 

f) Нађи вредност степена: 

~1) (2 ~)+; 125+; 
1 

З2Т; 

рх ·1 
БО) a~n- 411' 

·0,01-0,5 ј 
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2 

-62) 10003; 0,lб1 ,5; 
2 5 1 -1,5 

2430,6 ; (~)-3 ; б4 
-"6 

; С7);, 
3 2 ~ 3 

133) 0,001 б 4; 0,064 3 ;. (- 0,Об4) 3; (- 0,oq032);; . 

,)доведи на најмањи заједнички изложитељ корене: 
4, ~. 9 34' 6 

«4) ут и V 3; б5) v5 и ~ 10;, бб)Vб, vy, и Y15~ 
5, 6 18 3 4 

1 f2 V5 1 f7 б8) lla4 иVаS ;, 
137) V з' б и V s ј 

11 5 3 4r 8 

·б9) у. '~, va , V аВ ј 
Ь2 Ь Ь2 

- 70) V а2, V аВ и V аР • 

ј) Сабери и ОДУЗМИ корене: 

"71) ЗУ-5 + 2(5; 72) 2V"З"- БVЗ + 4VЗ; 
:ј 3 3 5 5 '5 

73)' 5(4+ 2V'32 - V' 108 ; 74) зџ'2 + 4У2.:...с. ~'64; , 

'75) 3~a-' ~ Y~-I: Va;' 7б) {Y"27c4"--~+'125c~; 
"77) 3~/12бхSу2 + У V 20хВ -.--: У500хВу2 ~ Х f 45ху 2; , 

п п ;:z z 

"78) V а"+1 + Va; 79).Yab~+1 + Ь Va<+lb. 
k) ПОМНОЖИ корене: 

.во) y~ VЗ2; 81) {rЗ:-{r9ј' 82)~6· .~ 3бј 
,83) VI0 .У15ј 84) (зVs+vТЈ+V50-2 ~'72). У2ј 
,85) (2У20-7 У8- З VS +з V 18).4 УlО; 

4 4 

.8б) (5 - 2 ~ з) (б + 5 VЗ); 87) (зf5 +{7) (3 (5-(7) ; 

.88) V5+{1S. У5-5УI5; 89) Уб+2(5 . Уб-2V5; 
'90) зуа. 4{Ьј 91) хfБZ·YV'24zS ј . 

z z 4 4" 4, 

'92)Ya2<-s.Уаs-z,; 93) Y(a+b)8.Ya2--Ь2.У(а Ь)З; 

94) (а - Ьус)2 ј 95) (а ГУ + Ь П)4. ј 
>95) (а{Ь + Ь У ај (а {ь - Ь (d) ј .97) уз. V'5:; 

5 3 3 4' '4' 

'98) V~ . Y~j 99) y~ Y~j 100) 3 уГ2Х.5У2х2 ј 

101) Vafa2' V~~Va2{Гar; ( 3' 5 )2 
102) fG5 -Га +yaS • 

1) Подели корене:' 
4 4 

10З) v'6З: УТ; 104) V80: V5j / 

105Ј Vi: V~ ; . З' "у:з 
10б) 15: 5-:; 

',... · 
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3 3 

107) (у24- fi8 + у'12) : уЗ; 

109) V ~ : v: ; 110) ~: Га- V~:: t/~; 
111) (а -с- Ь) : (Га-Vb); 112) (а- 1) : ({а -1) ; 

4 

11З) (х -1): (Ух+ 1); 114) (а2+а+1); (а+ Уа + 1);:, 

4 

115) У72 : V 64; 

4 

117) УЬ: УЬ; 118) хВ : V х; 

119) Vac~4. ila:':\lac~\~; 120) (~: - УН: (y~: - i~). 
т) Изврши означено кореновање са негативним изло-

житељима: 
-2 

121) УТб; 

-2 

122) уа; 

3 -7 

-2 . -3 -5 

V1 . 
16'.- Уб4ј V24З; 

-3 '-~3_ 
ух·' !!..... , Ь' 

. -4 

l~ 
У Ь1О • 

3 -3 -2 
12~) Уа7 УЬ3 ; Уаг : Уа; усз . 

-4 -1 -3 1-3 
124) Ya- 14 

; уа. v аб; \ V 216-2. 

п) Изврши степеновање корена:· 
3 4 

125) (У а5)2; СУ Ь2)9 ј (У сЗ)4. 

VСб: 

126) (V~: (ifг.;)~ (1/ У";'';;'25 ): 
127) (~аь)з . (Y~': ь1сУ· (y~: . ~=;y 

.6 ~ r , 3 3 

128) (";(a2-Ь2)4)З ј (";(Х2_у2)2Г )s; (";12 - ";18)2;. 
3 3 

129) (_f5)6 j (-уЗ аЬ Вс)2; (_Yr2s4)S. 

р) Изврши кореновање корена: 
3 . 6 5 

1ЗО) V.;as; VJx; VJa6 ; VJY:j 
4 6 12 10 

1З1) fб4ј V8I;fiб; vЗ2 а 5 ; 



134) 

135) 

3 

VаЬ2Vа3Б; 
9 3 

У5- У-Ј 5 3 
-{БП . fb19: fb; 
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q) Изврши 0значене Р<tдње са степенима чији су изло-

Ж,итељи разломљени: 

2 2 

136) а -:З+3а"3; 

1 1 

1 ~ " -~ 
-а 3+4а 3, 
2 ' 

2 1 1 "1 1 1 

139) (Ь-С)?:' (6+с)2; (хТ +х3 У Т +у 2) (хТ_у 4); 

D) Преображај ирационаЛIJИХ корена 

§ 1 ОО) Рационаљење именитеља. Често се јавља потреба 

за претварање једнога разломка, чији је именитељ ирацио­

налан, у разломак с"а" рационалним именитељем., а да му ,се 

вредност не промени. Овај се посао назива" рационаље1Ье име­
Itитеља, а врши се на основу особине разломка' да се ње­

гова вредност не мења, ако му и бројитељ и именитељ по­
мнощимо једним истим бројем. Разломак' са ирационалним 

именитељем може имати један од ових облика: 

ь 
а)т-

Van 

Ь)' . с 
mУа + п Vb и 

с 
с) m m 

VaP + V bq , 

од 'којих случајеве под а), и Ь), као најчешhе испитујемо. . ,,':;.> 
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ь 
а) Да бисмо рационалили именитељ расломка n'_, где-

. уа" 

је т > П, треба да помножимо и бројитељ и именитељ. с([ 
m 

Yam - l1
• Тако, 

ш 

.ь ь lаШ =-П: 
--=---
Пl п1 m m 

~ Га;: . V~·-n yam 

Н а п о м е н а. Најчешlш је случај из овога облика, када_ 

је т = 2 а п = 1, тј. кад је -именитељ облика уа. у овом 
. случају' мно'жимо и бројитељ и именитељ са уа. 

Решени примери: 

2 2{2 2{2 
1) (2=СI2)2=-2-={2; 
2) б+vТz (6+уЋ)VЗ БVЗ+VЗБ 6у3з-+6=2VЗ+2; 
7з = (VЗ)2 = 3 

5 5 10 10 . 

у. а = уй·уаз5 а" = уй·п= ya ll =ауа =~~ а; З) 5 5 а а а l' 
уа2 ]fU2.yaв 

4) ~; у2 = (х2 (Я У7У = (х2 - У2+> ух +У = (х-у) ух+ у; 
l' х+у х + у ,Х у 

4 4 4 

5) ~x ~5a = Зх15~ V(2af -Зх 12::2'8аз = Зх ~a5 = 

2 12а 2.(У2а)4 
4 4 

Зах V260a Зх у200а 
4а --4--' 

Ь) Да бисмо рационалили именитељ разломка облика 

с с б б' --:-ГЕ" или ,~ ,{' тре а и рОЈитељ и именитељ да по-
a+vb mva.+ nv Ь . . 
множимо са а + fb, односно mГа + пl Ь. Тада је: 

с с (a+Vb) с (a+ffl 
1) а+:{Ь = (a+Vb) (а+ VЂ)= а2-Ь ; 

2) с _ c(mГa+nVb) _с (mГa+nVb). 
mГа +nfb- (mГа+ пfБ) (mуа+ nfb)- m2 a-п2 Ь' 

Изра~ени примери: 

1) Г~ =_V2(2 +y2)_=i2 \2+V2) = 212+2 =V2+ 1 2-V2 (2-ј/2) (2 + v2> 4-2 2 . 
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2) _~_~=m(аVЬ-Ь{t1). 
aVb"+bГa а2 Ь -Ь2а ' 

3) l-i2+VЗ = (I-V2+V3)(I+V2+V3)= 
1+V2-VЗ (1+f2)2-3' 

(I-V2 +fЗ) (1+V2 +V3) (I-V2 +V3) (I+V2 +fЗ) V2 
= 212 = 4 ' 

4) vтo .=: vтo ·V2 уз = {iO 'V2 -уз. (2=FY35 
]/2 .УЗ 2-V3 4--3 

= Y20-lOV3 (2+vз . 
. § 101) Ирационалне једначине. ИрациоН,алне су једначине­

оне у којима се непозната количина, сама или. са другим: 

количинама, налази у радиканду,-који се не може потпуно· 

кореновати. Такв<Ј, је једначина VI0 + 3 у2х + 1 = 5. При ре:' 
шавању ирационалних јВдначина старамо се најпре да једна-' 
чине ослободимо Kopeiia у 'чијим серадикандима јавља l!~­
позната количина. Ради тога једначину најпре преобража;'" 

вамо тако да чланове~. коренима у чијим се радиканди~а.. 

налази и непозната остављамо. на· једној, а остале чланов~­

пребацујемо на другу њену страну, па затим степенујемо обе·" 

њене CTpaH~ кореновим изложитељем. Тиме .добијамо једна-· 
чину без. корена, коју даље решавамо по ранијим упутствима_ 

Ако степеновањем не успемо да се свију корена под којима. 

се налази . у радиканду ин~поз~ата ослободимо, онда. опе~ 
добивену једначину претходно преображавамо тако да буду­

њени чланови с коренима .под којима је непозната С једне, а. 

све остале чланове с друге стране, па наново вршимо степе-

новање. 11) 
Примери:' РеШИТ1f једна,!ину. V4x2 + 8х- 11 - 2х = 1. 
Најпре ову једначину доводимо. на облик: 

V4x2 +8x-l1 = 1 + 2х, 
а затим степеновањем са 2, добијамо: 

4х2 + 8х - 11 = 1 + 4х + 4х2• 
Одавде је х = 3. . 

2) Решити једначину V 16+3 V 2х+ ( 5. 
Степеновањем са 2 добијамо: 

16 + 3 V2x+i = 25, или З У2х+l = 9, или V2x+1 --:-3_ 
Поновним степеновањем са 2 добијамо: 2х+ 1 . 9, а одавде је х=4_ 

3) Решити једнач'ину V х+а2 - V х 2аЬ - . а. 

,.-
( 
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Степеновањем са 2 добијамо: 

х+а2-2 V (х+а2) (x-2аЬ) + х - 2аЬ = а2, или 2х --..:.. 2аЬ = 
= 2 V (x+a2)(x~2ab), или х - аЬ = \( (х+а2) (x-2аЬ)· 

Поновним степеновањем са 2 добијамо: 
. х2 - 2аЬх + а2Ь2 = (х + а2) (х - 2аЬ), а одавде је х = Ь (Ь+2а). 

Напомена. Често се дешава да неко добивено ре­

шење не задовољава дату једначину, иако смо сасвим пра­

вилно радили. У том случају решење за.ll.овољава једначину 

од истих чланова, само са супротним знаком пред парним· 

кореном у чијем је радиканду непозната.· Ово се оснива на 

. теореми: Једначина Ат=вт(1), где су А и В зависне коли­

чине од х, еквивалентна је с једначином А = В (2), ако је т 
непаран број, а еквивалентна је с једначинама А = В и А =.-В, 
ако је т паран број. Заиста, 

1) Ако је т непаран број, онда А и В имају исте знаке 
-као и Ат и вт, те је за Ат = Вт и А = Вј 2) ако је т паран 
.број, онда за Аш = Вт, јер и А = В и А = - В, јер је (-:-А)т = 
= (_В)т= (+А)m= (+В)Ш= Аm= Вт. 

§ 102) Задаци за вежбу 
а) Рационали имените~е разломака: 

Ь х х т u u .v а 
1) 1Г:;-; S-; ~-; -5-' 2) п-ј -п--; п ; Va' 

r а .уа V а2 V а2 Уа Van - 1 Уа211-m 
х2 . хВ • хЈ!У. Хуху 

.3) V х 'v х/ v ху • ~ zy . 

11· 2 б 

4) 4+УI4; 2+У5·; УЗ-1 ј Y7~2 
1 12 1 vw 

5) V б + V 5 ; V 11 - V 5; У. 7 - V 3 ; 2 V 5 + V 1 О 
а-Ь аГа+Ь Га+уь 

б) га +vъj Гa+fb; Уа-У ь . 
1 +У2а-l Гх+Т+Гх-l Гa+fb 

7) l-У2а - Ь ; vx + l-ух 1; а+Ь+ (iiБ 
Ђ) Решити ове ирационалне једначине: 

9) v'2x = 4ј 2 ух = 3ј 4 У3х- 2,7. 

10) 3V5х-З = 0,2ј у5х- 17=Y3x+iТ 

, rт:::; ,г.;:-;:. • f Ь - ах 
11) а v Ьх = Ь; Ь v х - а = а ; V а + Ь = а - Ь . 

:12) Гх-+ 5 = 12; 13 - гх = 8; 



20) {ffx-fЗY = 3, 
зУ х -+ГУ=7{2. 
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Е) Примена степеновања и кореновања на решавање 
изложитељних једначина 

§ 103) Врста изложитељних једначина које серешавају без 
:употреоелогаритама . .' 

Видели смо раније да је иЗложитељна она једначина . 
чија се непозната, сама или са другим количинама, налази у 

Ј1зложитељу неког степена или корена. Такве су једначине: 
х 

а"= Ь и Vt =d. 
Решавање изложитељних једначина врши се уопште упо­

'требом логаритама. Међутим, постоји једна врста изложи­
тељних једначина које се решавају без употребелогаритама. 

То су оне изложитељне једначине чије стране можемо довести 

.на степене с једнаким. основама, тј. које можемо довести 

.на облик: 
ат =а". 

Па како су тада стране једначине једнаки степени с јед­

наким основама, то је јасно да су им и изложитељи једнаки, 
тј. т = п. Према томе упутство .за решаван;е изложитељних 
једначина које се решавају без употребе логаритама, састоји 

се у овоме: треба најпре обе стране једначиiiе довести' на 
једнаке степене с једнаким основама применом правила из 

.степеновања и кореновања. Затим изостављамо основе, а став.,. 

Ал[ебра V и УЈ \<\ 

\ 
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љамо да су изложитељи једнаки, чиме добијамо обичну алге­

барску једначину коју најзад решавамо по ранијим упутствима .. 

Решени примери: 

1) Решити једначину аХ + 1. а3Х - 4=аХ • а7х - 11. 

Када извршимо означено множење на обема странама,. 

добијамо: 
а4х - s = а8Х - 11. 

Одавде је 4х-З=8х-11,а х=2. 

2) Решити једначину ( 
З5 )зх -11 __ (.з5.)3.-7Х 

Како десну страну ове једначине можемо написати као-

(~)7X -: 3 . (l.-)ЗХ - 11 = (l.-)7X - 3 • 
5 ' то Је 5 5 . 

Стога је Зх - 11 = 7х - З, а х = - 2. 

З) Решити једначину З" + з х - 2 = 270. 
Растављањем на чинитеље леве стране, добијамо: 

з·-2 (З2 + 1) = 270, или ЗХ-2. 10 = 270, или Зх-2 = 27, илИ! 

зх-2 = з3. Одавде је х -:- 2 = З, а х = 5. 
4) Реши ти систем једначина: 

a4X-У: aY-Х = а, аХ+ У: а8х-2у = 1. 
Ако извршимо означено дељење на левим странама, а. 

заменимо са аО, добијамо: . 
1). а5х-2у = а1 , и 2) а3у-7х = аО. 

из (1) имамо: 5х - 2у = 1, а из (2): Зу - 7х = о. Ре­
шењем ових једначина добијамо: х = З, У = 7. 

5) Реши ти једначину V 2 Х+1 = Vo,51-4X. 

Ако коренё на обема· странама доведемо на облик сте-
пена, добијамо: • •. 

х+1 1-4х х-l (1 )1-4Х х+1 4х-l 
2""2 0,5-Г; или 2"2 "2 -г; или i"2'-2---Т: 

. х+ 1 4х-1 • 
Одавде Је -2-= -7-' а х=9.· 

Примери за вежбу: 

6) 4Х = 64; 
1 8) 12х - 1З =_. 

144 ' 

( 4)~ 64 
10) "5 5 = 125; 

12) хХ = х; 

7) 3~-5 = 81 ; 

9) (~)-X= 4096 ; 

11) 1 50,4" = 16. , 81 ) 

1З) 2Х = З" ; 
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2х ,,+2 
14) У64 = 2; 

. -5 

15) l( 5 ~-3x =~. 
v 25 '_ 

а 

16) 42(Х+l) . У16 15 ...:х 17) 100·102"-1 =v 10007; 
18) 43"+1 = 64. 22х+\ ; 

20) (5 Х )3 = 25; 

22) ( ~ У-7 = 64; 

21) (27)l1Х-15 _ (19)7~-:3 
19 - 27 ' 

26) (aX -3)2Х = (а2Х)1+Х; • 
28) 0,2523 = V'45X - 3·O, 1256;; 

19) 2Х = З2; 
1 . 

21) 49~X = З43; 

( 
4 )4Х-7 (З )2-3Х. 

2З) _. - - , . з - 4 

(2a)X-l_(3Ь)2Х-3. 25) ЗЬ - 2а ' 
х+2 х+3 

27) V а4х -17 = V а4(Х - 5); 

,,+2 4 "+3 
29) 648х-5 = VO,5 'V2X+24 ; 

ЗО) 7Х + 7х-1 = 8" ; . Зl) 2"~1 - 2"'-3 = зх-2 - З"-3; 

4 

32) {а"-l. {Уа211+1 . yГa'l-3J< = 1; 
4 6 

ЗЗ) tr а2-х • V а4-х • V а5х + I = 1 ; 

( I)Х 27 
З4) 0,75 = 64; З5) зх+1 - 3" = 2; 

36) 8·ЗХ + З,,+1 = 891; З7)22х ·з" '144; 

38) 5"+1 + 5" = 750; 39) 7 ·3х+1 _ 5"+2 = 3"Н - 5"+3; 

, ~)I аХ+У : а8х - 2у = Ј, 

22>:-3 ·25-3у = 0,5. 

42) I 
{ 

3 { 3х ; 2у 1 . 11 mх4 11 inY-З = 1, -va: п -..: - , 
44) 4 . 3 __ 3 45) х,4 уа 4у 

11 (m"-l? . v m5Y
-

I= 11 m23. fF2 = Ь13уьЗ • V Ь7 • 

& Квадратни и кубни корен из полинома 'и посебних броје!Ш 
§ 104) I{вадратни корен· из полинома. Како је извлачење 

квадраrног корена обрнута радња подизању полинома на 
квадрат, то се поступак за извлачење квадратнога корена 

састоји у овоме: 
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Најпре из Првог члана уреljеног радиканда извлачимо 

квадратни корен, и добивени корен је први члан резултата. 

Квадрат овог Првог члана одузимамо од радиканда, чиме до­

бијамо остатак од осталих чланова радиканда. Затим· Први 

члан остатка делимо двоструким Производом 'й.рвог члана ре­

зултата, и добивени количникдод,ајемо и резултату и дели­
тељу. Овако увеhани делитељ множимо додатим количником, 

и добивени Производ одузимамо од Првог остатка радикандовог. 

Први члан новог остатка оПет делимо Првим чланом двостру­

ког бинома од Првог и другог члана резултата, и нови ко­

личнИI{ додајемо ,и резултату I:l новом делитељу. Овако увеhани 
нови делитељ множимо новим количником и Производ оду зи­

мамо од другог остатка радикандовог. Овако радимо све дотле 

док не добијемо за остатак нулу. 

Ако радимо по горњем упутству, па не добијемо остатак 

нулу веn полином чији први члан није дељив с првим чланом 
двоструког резултата, значи .да дати радиканд ~ије квадрат 

неког' полинома. 

Решени примери,' 

1) Vlба6--24~+25а4--20аS+l0а2--4а +1 = 4аВ -- 3а2 + 2а ~1. 
lба6 

24а5+25а4--20а3 +10а2--4а+ 1 : (8а3 - За2) • (--За2) 
24а5+ 9а4 ' 

+ ~ 1 ба4--20а3+ 1 Оа2--Уа + 1 : (8а3 - ба2 + 2а)· 2а 
1 ба4--12а8+ 4а2 

+ 
-- 8а8 + ба2 -- 4а + r ': (8а8 

- ба2 + 
.. - 8аВ + ба2 -- 4а + 1 + 4а - 1). (- 1) 

+ + 
о 

2) v 9a2--12аЬ+4Ь2+ 18ас+9с2-12Ьс -t 2а+ЗЬ-2с=3а-2Ь+3с. 
-9а2 

~ 12ab+4b2+18ac+9c2--12Ьс+2а+ЗЬ-2с: (ба-
-- 12аЬ+4Ь2 -2Ь) . (-2Ь) 

+ 
18ас+9с~--]2Ьс+2а+ЗЬ-2с : (ба--
18ас+9с2-12Ьс ~4Ь+Зс)·Зс 

+ 
2а + 3Ь - 2с (остатак). 
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Код овога је примера радикаliД раван: (За - 2Ь + 2с)2 + 
+ 2а + ЗЬ ~ 2с. " ' ' 
'--" х' х2 хВ ' ' 

~) {1 +х= 1 +2-8+ 10-;-····' о •• 

,'-1', , (, х) х, 
х: 2+2 '2 

х2 , х+­
.4 

_ ~2 : (2 + х ~ ~2), .' ( _ ~2) 
,х2 хВ х4 

-4-8+64 

+ -+-'---

5х4 х5 .х6 ' 
64 + 64 - 256 ИТД: 

Примери за вежбу: 

1) {81а2 + 72аЬ,+ 15Ь2 ; 2) {81х2у2 _'54xy2z + 9y2z2; 

У 
l' 1 

З) 24' аВ 
- lOаВЬ2 + II"rg---:b4; 

4) {49a4,-42аВЬ+З7а2Ь2-'::"12аЬВ + 4Ь4 ; 

5) {4х2 + ?Оху + 12xz + 25у2 + ЗОуz+ 9z2; 
. уа2 аЬ ,2ас, Ь4 Ьс Ь2 
6) ~'-:-З-15+4-'5+2З ;, 

'7) {16a2 + 4О'аЬ + 25Ь2 + 16а.с + 2О'Ьс + 4с2 ; 
8) {16а4 +216а2Ь2 + 81Ь4 - 96аВЬ "-216аЬВ ; 

4 
9) {2=5::-::6:--:1-=-2-=-8О'=-а-+-;--;2::-:4=О'О-=-а-;:. 2--=-2-=-О'О'=О'О-а-;;-В + 625а4 ; , 

8 

10') {1 - 8а + 28а2 -'- 56аВ + 70а4 - 56а5 + 28а6 - 8а7 + аВ• 
Одреди пет чланова квадратног корена: 

11) {I+а; 12) {1-а; lЗ) {х2+а; 14) {U2--=t; . 
15) {х2 +Х+l; 16) {х2 -х+l; 1]) {х4 +х2+1. 

§ 10'5) Квадратни корен посебних брОјева 
а) Радиканд' је квадрат неког целог броја. ( , 
Упутство. - ДаТlI радиканд најпре се дели, идуhи на-
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лево, на одељке од По две цифре, тако да последљи одељак 

може имати и једну цифру. Затим се из Првог одељка на 

левој страни извлачи квадратни корен, и то приближно мањи, 

ако се не може извуhи' Потпун корен. Наljени корен је прва 
цифра траженог корена. Затим се квадрат ове цифре оду­

зима од првог радикандовог одељка, а добивеном се остатку 

дописује следеhи радикандов одељак. Овоме се броју .привре­

мено издвајаПосщдња цифра, па се остали део овога бррја 

дели двоструком првом цифром траженог к()рена. Добивени 

количник је друга цифра траженог корена. Ова цифра доПи­

сује се траженом корену и делитељу, Па се тако допуљен 
.делитељ множи другом цифром корена, а Производ се oдy~, 

зима од дељеника, коме сада рачунамо и раније издвојену 

цифру. Новодобивеном се остатку дописује следе/ш одељак, 
радикандов (треhи), па се гuрљи поступак продужава све 
дотле док се не употреби и последљи радикандов одељак. 

Примери: 

1) y=53=19=91;:::-3 1=10-:-74 = 7348. 

~919 : 143·3 

703~: 1464·4 

11750li.: 14688·8 

О 

2) У3195185108116 = 19896. 
291~ :29·9 

348ј5 : 388·8 

381018 : 3969·9 

2387116 : 39786 . 6 

. 0-
Ь) Радиканд је квадрат неког децuмалног броја. 
Из децималног броја извлачи се квадратни корен као из 

целог броја само с том разликом' што се децимални број дели 
на одељке, почевши од десетне зап~те. и. Аадесно и налево, 

тако да се може десити да' последњи одељак на левој страни 
бу де једноцифрен, а тако исто и последњи одељак на десној 
страни, у ком се случају попуњава овај на десној страни до­
писивањем једне нуле. (Ово се јавља када радиканд' није 
квадрат неког децималног броја). У резултату (корену) ставља 
се десетна запета пре него што се спусти први одељак из 

децималнога дела радикандовога. 

Примери: 

1) Y:-::l0=17=2--=-,6=218=0101 = 32,751 

1713..: 62·2 

486Е: 647·7 

333810 : 6~45 ·5 

6550~: 65501 . 1 

О 

2) У 47,4721 = 6,89 
11417: 128·8 

" 123211 : 1369·9 

О 
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с) Радиканд је квадрат неког обичног разломка. 
У овоме случају извлачи се KBaдpaTH~ корен и из бро­

јитеља и из именитеља. 

Примери: , 

,У144 1/ 144 12 
1) 169, 1/ 169 = 13 ј У

625 25 
2) 2209= 47' 

d) Из~лачење квадратногкорена, из ,целог или децuмал-
ЈЮГ броја који није квадрат другог броја. I 

У овоме случају И3lIлачимЪква:п'р'атни корен по упут­
<:TB~Ma за целе и децималне бројеве, само што је добивени 
.корен приближно, тачан. о.џај корен џиhе утолико тачнији, у-
.коЛикci '}јма више "Децимала:. :,' ј, о • - :'; о, " ",' 

Примери: 

1) V2,OOl00100 = 1,4142 .. , 
1010:24·4 

2) V 3,70100100 = 1,9235 ... 
2710: 29·9 " 

40]~; 281·1 

119010 : 2824·4 

60401~: 28282·2 

3836 
итд. 

90!0 :382·2 

1 3601~ : 3843·3 

2071010 : 38465·5 

'14775 
итд. 

3) 1/0,00102170= 0,0164: .. 
, 17јО: 26·6 

_==-.. .', \. 

14010 ;'324·4 

104 

итд. 

Напомена. Ако извлачимо квадратни корен из обичнога 

разnомка чији бројитељ или именитељ,ИЛИ оба, нису ква­

драти других бројева, онда је најпрактичније да' се дати 
разломак претходно претвори у десет ан, па да се' приступи 

извлачењу корена. При извлачењу квадратнога корена и~ пе­
риодичних десетих разломака, спуштамо уместо по две нуле 

(пошто исцрпемо спуштање постојеhих одељака радиканда)ј­
ло два од њихових понављајуhих децимала.. о 

'~~;~';' .• j~.Jj . 

Примери: 

1') • (З' _ . (2i = V2Т = 4,5826 ... '- О 65465 ' V 7 - V 72 7 7 -, ..... , или 
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~/; = JfO,(4218517l) = 0,65465 .... 2) 110;00103173=0'0193 .... 

68Е: 125·5 27~:29.9 

607~: 1304·4 127~:383.3 

855412 : 13086·6 124 

70268Е: 130925·5 итд. 

48060 

итд. 

Примери за вежбу: 

Одреди квадратни корен иа бројева: 

196; 576; 729; 841; 916"; 1225; 2304; 3025; 9604; 8100; 
61009; 56169; 90601; 65536; 516976; 207936; 630436; 9084196; 
250109011881. 

Одреди четврти корен иа бројева: 

3418801, 1874161; 30237384321. 
Одреди осми корен иа бројева: 
214358881; 25600000Э00. 
Одреди квадратни корен иа бројева: 

0,1369; 0,2209; 13,69; 0,09; 0,0001; 0,00000324;" 0;66581')6; 
0,00047524; 444,619396. 

Одреди квадратни корен са три деци мала иа: 

5 1 12 1 3 1 15 7 53 
31,8; 0,318; 0,0318; 3,18; т; 6т ; 7Ј! 2173; 849; 8; 121; 

80; 170; 401; 2501; 10004; 1603; 89997. 
§ 1U6) Конструкција израза уп; где је п цео број 
а) Ако је број п такав да се може претставити као збир квадрата од 

два цела броја, онда !Је, према Питагорином правилу, уп претс'гављати 
ХИпотенузу правоуглог троугла КОд ко'га су ти бројеви катете. Тако 

v5 даје се претставити као У4 + 1 или У22 + 12, те је у5" хипотенуза 
ПРавоуг лог троуг ла код кога су катете 2 и 1. Ако су катете 2 ст и 1 ст, 
Онда "ће хипотенуза у5" 'изнети приближно 2;~З ст, о чему се конструк­
ЦИјом т'роугла и M~pёњeM хипотенузе уверавамо. 

Тако исто vlб = У9 + 1 = УЗ2 "+1 претставља хипотенузу право-
Углог троугла чије су катете З и 1. . . 

. Ь) Ако је број' п такав да се може претставити као разлика ква-· 

'драта од два цела броја, онда нам у'п претставља катету правоуглог 
, тр,оуг ла код кога је веhи број хипотенуза а мањи друга катета. Тако, 

У5' даје се пр ет ставити као у9 --=-'4 = VF- 22; Te."jI5. претставља ка­
тету правоуглог троугла чија је хипотенуза З а друга катета 2. Тако.исто 

Vf2 == V 16 4 = V 42 22 претс;авља катету правоуглог троугла чија j~ 
хипотенуза 4 а друга катета 2. .. . 

с) Ако је број п такав да се не може претставити нити као збир 
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квадрата, нити као разлика квадрата од два цела броја, онда опет по-­

стуцамо као у случајевима под а) или Ь), старајући се да број п прет­

ставимо као збир квадрата, или каС? разлику квадрата од једног Ц~ЛQГ 

и једног ирационалног"броја, или од два ирационална број!!, па' је даљи_ 
рад као у претходним случајевима, што се види из следећих примера. 

Пример 1. Број V7даје се претставит~ као V4+З или У2Ч (VЗ)2. 
Па како је уз =р У4-1 = У22-!2, то је VЗ ка:rета правоуглог троугла. 
чија ·је хипотенуза 2 а друга катета' С Конст'рукцијом овог правоу­
глог троугла налазимо ту катету, чију величину означавамо са х. Тада.. 

11 22 + (Vз)2 = У22+х2 претставља хипотенуsу правоуглог ТРQугла чија. . 
је једна катета 2 а друга Х. . 

. Пример 2. Број VТ4 даје се претставити као у 16 2 =' V 42_ (V2)2 :, , 
Међутим, у2 даје се претст~вити као VТ+Т = V\ЧЈ2, те нам прет­
ставља хипотенузу равнокрако-правоуглог троугла чија је каТЕ<та 1. Ако. 
величину ове хипотенузе, коју конструкцијом троугла налазимо, ознаЧИ~(r 

са у, онда V4'-(Y2 )2= У42 . уЗ претставља катету правоуглог троугла.. 
чија је хипотенуза 4 а друга катета у. -

Примери за веж6у: V7; VП; YI7; У27; у'з7; у;ю. 

§ 107) Кубни корен ИЗ полинома. Пошто је ИЗБJlачење 

кубногкорена из полино'ма обрнута радља њиховом подизању:' 
на куб, то се поступак за извлачење I<убног корена- ослања 

на образац: 

(а+ Ь + с + d)B= аВ +За2Ь + ЗаЬ2 + ЬВ +3 (а + Ь)2 с +3 (а + 
+ Ь) с2 + сВ + З (а + ь + с)2 d + 3 (а + Ь + с) d2 +ds а састоји: 

се у овоме: 

. Треба извуhи кубни корен из првог члана р,адиканда аЗ,. 
чиме добијамо први члан а корена; одузимамо - куб првог 
члана корена од радиканда и тиме добијамо први љегов 
остатак; први члан овога остатка делимо са троструким ква-· 

дратом првога члана корена 3а2,чиме., д.об~Iјамо други члан Ь 

корена; одузимамо затим од првьг~ ()CTaT~a радикандовог 
." . • О." • 

. збир: 3д2[г+ 3аЬ2 + ЬВ, чиме доБИЈамо други остатак ради-
канда; први члан овога остатка делимо са З (а + Ь)2 и тиме· 
добијамо треhи члан с Kop~Ha;' .одузимаМо затим од другог 
остатка радикандовог збир: 3 (а + Ь)2 С + 3 (а + Ь) с2 + сВ И 
тиме добијамо треhи остатак радиканда; најзад, први члан. 

овога остатка деЛИМО,аа 3'('«'+ Ь + f!J2: и тиме' добијамо и че­
тврти члан d корена; па се: ЛЬСтуriаковај . наставља све дотле 
док се за остатак не добије нула>" 

Ако дати полином није куб Jt.pyror riолинома, не добија 
се. остатак нула, ма колико да се; продужи извлачење к)'бно • 
корена. 

. -- " 
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Примери: 

1) 1У64а3 
- 240а2Ь + 300аЬ2 -,.125ЬЗ = 4а - 5Ь 

-б4аS 

- 24иа2Ь + 300аЬ2 - 125Ь3 : 3· (4а)2 (= 48а2) 

-240 2Ь+3·00 Ь2-125ЬЗ 3·(4а)2(-5Ь)+3.4а. 
а а 1- .(_ 5Ь)2+ (_ 5Ь)З 

+ + 
о 

V'1 +х= 1+~_x2+ 2) 3 9 .... 

1 
х : 3·12 

х2 х3 

Х+ З + 27 

: 3 (1 + ~ )2 = (3 + 2х + -;-) 

Примери за вежбу. Одреди кубни корен .из полинома: 

~ .5) 8аЗ + 3ба2Ь + 54аЬ2 + 27ЬЗ ; 

'1 6) 27х6 - 108х5 + 171х4 - 136хВ + 57х2 - 12х + 1; 

J::f) 343а3Ь3 
- 441а2ЬВс + 189аЬВс2 - 27ЬВс3 ј 

, ~) 27 аВ 
- 54а2Ь + 39аЬ2 - 8ЬН + 27аВс - ЗбаЬс + 12Ь2с+9аС2-

- БЬс2 +'СЗј 

Одреди 4 члана ·кубног корена из 

Y~ l-х; аЗ +хSјоЗ+lј а9 -1; и а3 -а2 +1. 

§ 108) Иубни корен из посебних бројева. Поступак· за из­

влачење кубног корена из посебних бројева сличан је по­

ступку за извлачење кубног корена из полинома, а узимајуhи 

у обзир подизање на куб посебних бројева (§ 88). Овде ра­
диканде делимо на одељке од по 3 цифре идуhи улево код 

цеЛI1Х бројева, а улево и десно од запете код децималних бројева. 



Решени примери: 

3 

1) v34010681392 = 698 

98 

3 ·692·8 --+ 
3.69 ·82--+ 

- 216; -

124016~: 3·62 или 108 
'912=--Л : 
.1;!~81 
. 729' 

1~i59~192-: З. ~92 или 
114264 

3 

.13248 
512 

о , 

2) . V 4-=-:1"'-:,IQ=6=316=2-=-5 = 3,45 

- 27 

140163: 3·32 или 27 
З ·32 . 4 --+ 108 

144 
64 

1: 

"N '. ' 

14283 

17596125 : 3·342 или 3468 

3·342·5 --+ 17340 
3·34 ·52--+ 2550 

. 58--+ 125 
----;0::--

З) ~2,OOOOOO = .1,25 ... 
1 . 

1OIO(): З· ]2 или 3 

3-. ]2·2 6 
3·1·2212 

28 8 

2720100 : 3 . 122 или 432 

3·122·5 2160 
3·12·52 900 

58 125 

46875 итд. 

Примери за вежбу: 

Нађикубни корен И3 бројева: 

'. 219 
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4) 5832; 5) 3375; 6) 32768; 7) 287496; 
8) 804357; 9) lЗ67631; 10) 32157432; 

11) 438976000000; 12) 2,197; 13) 0,000512; 
14) 0,004913; 15) 24,389; 16) 0,000778688; 
17) 0,000010648. 

Одреди кубни корен са 3 децимала -из бројева: 
4; 3; 13; 565; 0,45; 612;800; 

317, 81; 1.5,41; 1,083. 

ОдреДI1 шести корен И3 бројева: 

10; 100; 1000; 10000; 100000. 
Одреди кУбни коре'н из: 

512 2197 303 1000 2 ( ) з ( ) 
729; 3375; 6ы2 ; 2197; з 3 дец. ; 4 3 дец. ~ 

\r \ Ј) Имагинарни и комплекс"и бројеви 

§ 109) Рачунске радње са· имагинарни м бројевима другог 

степена. Видели смо раније (§ 98) да се израз y-=U зове 
имагинаран број другог степена. Квадрат овог имагинарно г 

броја је стваран негативан број, јер је (у а)2 = - а. Па. 
2п 

како је сваки имагинарни израз V - а у ствари п-ти корен' 
2п п 

имагинарног броја у- а, јер је v-=-a = ~ а , 

(

4 6 3 10 . 5 ) 

v-a=ff- а, v - а = v1f=a, V=a=vv а итд. , 
то ћемо испитати рачунске операције само имагинарних бро­

јева другог степена, које ћемо отсад помињати само као· 

имагинарне бројеве. -
Сваки имагинаран број једнак је ПРОИЗВОДУ од једног ствар­

ног броја и имагинарног броја У'-I, који. се. назива имаги­

нарна јединица, а бележи се са i~ Тако, у - а = уа (- 1) = 
=Га· y=I= Ы, ако је уа=Ь. 

Примери: 

1) y-16=+4i, јер је V=1б=УIб.(-I)=VТ6·FI=+4i;~ 
2) V-25=+5i; 3) y-8=+2iy'"2; 4) у=3=+ју'3;. 

5) у-=й2 = + ai. . 
Пре вршења ма које .операције са имагинарним броје­

вима, доводимо ове бројеве увек на облик Ы, а осим .овога. 

треба увек имати у виду да је ј2 = (-V=-n2 = - 1. 
а) Сабираfbе и одуЗимање. Ако имамо да саберемо или 

одузмемо имагинарне' бројеве ai иЬi, оннда је њихов збир: 

ai + Ы = (а + Ь)ј. 
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.а. разлика: 

ai - ы= (а -:- Ь) i. 
Према овоме, збир од два имагинарна броја је такође 

lIмагинаран, а тако исто је имагинарна и њихова разлика. 

Примери: 

1)Y-4+.у=9+У 16. 2i+3i+4i=9i; 
2) 2 г- З6 -у -100' '12i - 10i = 2ј; 

З) V . а2Ь + V аЬ2"= ајП ~. Ы га = (а {ь + Ь vb Га)ј. 
Ь) Множење. Ако имамо да множимо имагинарни број 

ај са стварним бројем Ь, онда је њихов производ: 

ај·Ь = аЫ 

Ако имамо пак да множимо два имагинарна броја ai и Ы, 
'(јнда је њихов производ: ' 

ај . Ы = аЫ2 = аЬ . (-'- 1) = -,. аЬ . 
Из овога увиђамо да је производ од једног стварног и 

и једног имагинарно г броја. имагинаран, а производ од два 

lIмагинарна бројаЕ!~аран број .. 

Примери: 

1) V . ]б·5-:-4i·5=20i; 2) 7,У~З=7.iVЗ" 7iуЗ; 

З)у 9.У 16=3i·4i=]2i2 =-12; 
4) V х2 • V у2 = хј . уј = хуј2 ~ - ху . 

с) Деље/1Је. Ако имамо да делимо имагинарни број ај са 
стварним бројем Ь, онда је њихов количник: 

. ај а" " а 
ь=ь 1 . ml, заь=m. 

дакле, количник измеђУ једног имагинариог и једног 

стварног броја је имагинаран. Међутим, ако имамо да делимо 

имагинарне бројеве ај и Ы, онда је њихов количник: 
. ai а 

Ы=Ь' 
• ј 

ДоБИЈа~о, дакле, у овом случају реалан количник: 

Примери: 

1) F 25 : 5 = 5i : 5 = i ; 2) y~ 64 : 2 = 8ј : 2 = 4ј ; 

) ,~ 8 4" 2 2ј 2ј 2: 3 8: v -1б= : 1=~=""2=--1=- {; 
1 1 -

4) Г-Зб: Y~9 =6ё: 3i=2. 

d) Степеновање. При степеновању имагинарних бројева 
добијамо или стварне или имаl'инарне вредности. То једино 

зависи од степена имагинарне јединице; јер та јединица сте-
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пенована парним бројем даје стварну, а степенована непарним 

бројем, даје имагинарну ~peДHOCT. 

Тако, i1 =i; i2=({-1)2=_1; iS =i2 ·i=-1·i=-i; 
i4 = iЧ2 =(-1)'(-;1)=+ 1 ;, i7 =i8.i4 =-i·1 = - ј; ј 1В = 
= р2. i = i4 • i4 • i4 • i = 1 . 1 . 1 . i = i итд .. 

Уопште је: 

i4n = + 1 ; i4n + 1 = + i; i 4n + 2 = _ 1; и i4n + 3 = - i . 

дакле, да бисмо сазнали да је неки степен јп једнак 

. ј, - i, + 1, или - 1, треба изложитељ стеиена п да поде­

лимо са 4, Па ако је остатак нула, онда је ји = + 1; ако је 

остатак 1, онда је ј" = ј; ако је остатак 2, онда је јп = -1; 
и најзад, ако је остатак З, онда је iU = ~ ј. Према овоме 

п-ти с-rепен од i слаже се с.а степенима: i4, i9, i2 И ј. 

Ако имамо да степенујемо имагинарни број ai са п. 

онда је:_ 
(ai)n = а" in • 

Да ли је добивенавредност а" in стварна или имагинарна, 
зависи од iП , а сазнајемо по горњем упутству. 

Примери: 

'1)-[(1/ - 9)9 = (3i)3 = 27ј3 = - 27i ; 

2) (y~a2b4)9 = (ab2i)9 = a9b18i9 = а9а18 ј ; 

3) (v= 25)4 = (51)4 = 625ј4 = 625 ; 

4) (V 5)6 = (i У5)6= ј6 . '{5'ii = - 125. 

Напомена. 1) Кад имагинаран број коренујемо ма којим 
стварним бројем, добијамо за резултат имагинаран израз. Тако, 

3 6 4 8 m 2т 

1)Уу 16=у 16; 2)УГ-9=F9; 3)УУ-а=у а: 
2) При множењу, дељењу и подизању на квадрат и куб 

полинома чији су сви или поједини чланови имагинарни при­
др жавамо се ранијих правила о тим радњама с полиномима 

и правила И3 овога параграфа о операцијама са имагинарним 

бројевима. 

Примери: 

1) (1Г-а+у-Ь) ({ а-у-Ь)=(у а)2_(у Ь)2 = 

=-а+Ь; 

2) (у аЬ+{ ас):у а=(ivаЬ+iуас):iVа=Vb+Vё-; 
3) (2 - { 2)2 = (2 - i У2)2 = 22 - 4ј {2 + 2ј2 = 4 -

-4ј V2-2=2-4iV2. ' 
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§ 11 О) Иомпленсни бројеви. Кад се један стваран и један 
имагинаран број, оба различита од нуле, вежу или знаком 

сабирања, или знаком одузимања, онда се добива нов бројни 

израз, који ~o облику није ни стваран ни имагинэран број. Ова-

_ кав се и"раз зове комплексан број. Комплексан је број, дакле,. 

збир или разлика од једног стварног и једног имагинарно г 

броја. Такви су бројеви а + Ы и а - Ы;- Код сваког ком­
плексног броја облика а + Ы разликујемо два дела: стварни 

део а и имагинарни Ы. Два комплексна броја облика а + Ы 

- стваран 

број 

,а!Ы - конплекса.н 
број 

Сл. 18 

и а - bi зову се KOlbyrOBaHO (спрегнуто) комплексни. Израз:. 
а + bi је општи облик 3-&, све стварне и имагинарне бројеве,. 

јер претставља нулу за а =,0 и Ь =-= О; претставља стваран 

број за Ь = О а а Ф О; и најзад, претставља све имагинарне· 

бројеве за а = О а Ь Ф О. Слика 18, звана стабло бројева, 

даје нам јасан преглед. свих врста стварних и имагинарних: 

бројева. 

Комплексни број а + bi претставља: 
1) за Ь = О а а> О позитиван стваран број, који може­

бити цео, разломљен и ирационалан (нпр. 5, 2/8 И VЗ); 
2) За Ь = О а а < О негаТИdан стваран број (цео, раз-

ЛОJ\:iљен и ~рационалан,~пр. - З, :' и - -У2); 
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3) За а = О а Ь > О позитиван имагинаран број (цео; 

,разломљен и ирационалан, нпр. 2ј, ~- i и i vз); 
4) За а = О и Ь < О негативан имагинаран, број (цео, 

,разломљен и ирационалан, нпр.-4ј, - ; i и i у7); и најзад 
5) За а = О и Ь = О претставља нулу, 
Према ОВ.оме, стварна и имагинарна бројна област имају 

·само нулу заједничку. 

При сабирању, одузимању, множењу и дељењу и сте­

пеновању комплексних бројева придржавамо се правила о 

операцијама с ПОJIИНОМИМ~. Пре сваке операције потребно је 
довести имагинарни део комплексног броја на облик Ы, а 
притом треба 'водити рачуна да је i2 = - 1. У свима опера­
цијама с комплексним бројевима добијамо за резултате опет 

,комплексне бројеве облика А + Bi, осим при саБИРа/ЬУ и мно­
жељу два комплексна коњугована броја, када добијамо за ре­
.зултате стварне бројеве 

[(а + Ы) + (а - Ы)=-2а; (а + Ы) . (а - Ы) = а2 + Ь2 ]. 
Примери: 

1) (1 - у-4)+ (3 -V=25) -(2-у-64)= 1-2i+3-5i­
-2+8ј=2+ј; 

2) (3 + 2ј) (3 - 2i) = 32 - (2 i)2 = 9 - 4 ј2 = 9 - 4 . (- 1) = 
=9+4=13; . 

3) (2 - З i)2 = 4 - 12 i + 9 ј 2 = 4 - 12 i - 9 = - 5 - 12 i ; 

4) (5 + 2ђ8= 125 + 150ј + 60Р+ 8i 3 = 125+ 150ј-60-
- 8 i = 65 + 142 i ; 

5) _~ = 5 (3 + 2 ј) = 15 + 10 i _ ~_+ 1 О i 
З - 2 i 32 __ (2 ј):! 9 + 4 - 13 . 

§ 111) Графичко претстављање бројева 
Тумаче/и сл. 19. 1) Права ХХ' зове се стварна бројна 

линија, јер све њене тачке лретстављају све стварне: целе, 
разломљене, ирационалне позитивне и негативне бројеве, и 
то: на делу ОХ налазе се позитивне, а на делу ОХ' нега­
тивне. Тачке на тој правој (управо њихова отстојања од, 
координатног почетка О), које су лодједнако удаљене једна од '. 
друге лретстављају целе бројеве; тачке између ових тачака ~ 
претстављају разломљене бројеве' и најзад тачке између Ta-~ 
чака које претстављају разломљене бројеве а служе за то дa~1 
створе везу тачака ради добивања праве линије, лретстављајУ:~ 
.ирационалне бројеве. 
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2) Права уу' зове се имагинарна бројна линија, јер све 
њене тачке претстављају све имагинарне: целе, раSЛОМЈЪ.ене 

и ирационалне бројеве, и то: на делу ОУ налаsе се позитивни, 

а на делу ОУ' негатl1вни. Тачке на овој правој, које су под­
једнако удаљене једна од друге (на истом отстојању као и 

у 

I 

(-6,5+5,5,':') 
0----------_ I , 
I ј 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

-/0 -Э:-8 -7:-6 -5;-4::-3 -г ~I -.. 2 з .. ; G 1i.7 8:910 
I I I ?;. i : : 

• I " '-Зi- : ' " (-В-Зt-}О- _ -- - _ .L ____ - - 1. 

: -4i I ј I 

1 =-S~-----г--Ь(6-~,.s:i) 
" -6... I 

: -11-: : 
~(:'t.:.8i:1. __ -8i: ' : 

-9i.- I I 

, -10;':.: 1, ________ 0('t--10ij I , 

bt~:!'_"L ____ __ =щ:~-- ---- ---.,- ;'-0(8,5 ~0,5vЈ 

цели стварни бројСIJИ на ~TBapHoj правој), .претстављају цеlIе 

имагинарне бројеве; тачке између ових тачака, претстављају 
имагинарне разломљене (јројевеј и најзад, тачке на овој праВQј 
између тачака које претстављају раsломљене бројеве,. а слуще 

за то да"' створе везу за добивање праве линије, претстаnљају 

ирационалне имагинарне бројеве; . 
З) Тачке у 1 квадранту (.ХОУ)· претстављају комплексне 

бројеве чији су и стварни и имагинарни делови ·позитивни. 

4) Тачке у Il квадранту (УОХ') претстављају комплексне 
бројеве чији су стварни делови негативни а имагинарни делови 
позитивни. 

Аnгебра V и ,VJ 15 
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5) Тачке у III квадранту (Х'ОУ') претстављају комплексне 
бројеве чији су стварни и имагинарни делови негативни; 

6) Тачке у ТУ 'квадранту (У'ОХ) претстављају комплексне 
бројеве чији су стварни делови .позитивни а имагинарни не­

гативни. 

Из свега овога излази да свака тачка у равни прет­

ставља по један број. Пресечна тачка О стварне праве ХХ' 

и имагинарне уу' претставља нулу. Ова је тачка и једина 
заједничка тачка стварних и имагинарних бројних области. 

§ 1 Љ .. ) Задаци за вежбу 
а) Довести на облик Ы: 

444 

1) У'=9; У-16; У-64; У-121; V х4 ; У-16; У-81; V-256; 
4 8 

2) Y-а2Г ; У=а4ЬЗ; У-9а2х; V ~16a8; У-256; 4У-72а4• 
Ь) Колика је вредност степена имагинарне јединице: 

3) (У-l)2; (У_l)2; (У-l)5; (У-1)12; (V-l)43; i51 ; i9 ; i1S• 

с) Изврши означене радње: 
4 4 

4) 8FТ2+5F80-6У 3+3v 405; 

5) У _(а_г)2 - у -(г-2а)"I. + у -4а2 г2 - yГ---4~(a-г=)2-; 

6) у=г-. V Т; 7) i V 28 -:i V -32; 8) i У -.хг; 

9) уа-ь. УЬ-а; 10) (5-бi) (4+3i); 

11) (V -3 + у- 2) . v· -6; 12) (2х + 3i) (3y-8i); 

13) (-&- V"З+2i) (--}VЗ+2i); 14) V5+4i·V5-4i; 

15) (1 + Y"2-3iV5-2i) (1 +V2+3i Y5+2i); 

16) (3 + 2i У"2)2; 

17) (7 + i У5)2 + (7 - i'(5)2 + ( - 7 + i У5)2 + ( - 7 - i V 5)2 ; 
18) У=25: -V-3б; 19) х: у х; 40) V у"Ј.: V у. 

d) Рационалl.k.tkменитељи разломака: 
2 . 46 50 12 

1 + / 7 +2 У - 5; 3 - 4i; V 2 - iV 3 ; 

22) У.а - V. Ь; 23) у-=а + У=Ь. 
Уа +~'-b У-а- V-b 

~) Одредити вредност израза: 

24) 23-21 • 23+2ј ; 25) 55-51: 55-51; 26) (22+2ј)2-ј; 

27) (33ј)-21; 28) (4-51) 1; 29) (23Ј )4Ј. 
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§ 113. Четири рачунеке радње с приliПижним ередностима ирационацних 

ЙРОјева 
Код § 93 казато је за ирационалне бројеве да се могу сматрати 

као децимални бројеви са бесконачно много д~цимала без периодног по~ 

нављања и дарачунске радње са тим бројевима вршимо само са њиховим 

приближним вредностима. Резултати ће бити УТОЛl1Ко тачнији, уколико 

узимамо у поступак више децимала. 3а обичну употребу при рачунању 

са ирационалним бројевима узимамо по 3, а за тачнију по 5 и 6 деци­
мала; а остале децимале изостављамо. При свођењу ирационал~их бројева 
на децималне бројеве од 3, 4 и 5 децимала пазимо увек на први изо­

стављени децимал ирационалног броја. Ако је тај децимал: Ој 1, 2,3.и 4, 
онда се o~' и сви остали даљи децимали изостављају. Ако је тај децимал: 
5, 6, 7, 8 и 9, онда се он и сви остали децимали опет изостављају, али 

се у овом случају последњи децимал добивеног децималног броја повећава 
за 1. Тако, ирационалне бројеве: 

2'35142 ..... ' 3'91562 ..... ' 25'89371 .... ' 
сводимо на љихове приближне децималне бројеве од три деuимала: 

2,351, 3,916 и 25,894. 
Тада је 2,351 приближно мањи, а 3,916' и 25,894 су приближно Behu бро­
јеви од датих ирациоиалних бројева. 

Под грешком при свођењу ирационалног броја. у децималан број 

разумемо разлику између ирационалног и приближно мањег децималног 

броја, или разлику између чриближно већег децималног и ирационалног 

'броја. Ова је разлика увек мања од 0'001'0'0001'0'00001' .... при свођењу 
ирационалних бројева на децималне бројеве од 3, 4, 5' .... децимала. 
Тако, код предњих примера грешка је мања од ~,001, јер је: 

а)_2,35142.... Ь)_3,916 с>_25,894 

.2,351 3,91562. . . . 25,89371 .. '0 

0,00042 . . . . 0,00038 . . . . 0,00029 .•.. 

1) Сабирање ирационалних бројева 

Нека имамо да саберемо ирационалне бројеве: 

8'5938168 .... ' 5'3412834.... и 3'8145419 ...• 
. Тада је њихов приближни збир: 

а) са три децимала: . 
8,594 

+ 5,341 
3,815 

17,750 

с) са пет децимала: 
8,59382 

+ 5,34128 
3,81454 

Ь) са четири децимала: 

8,5938 
. + 5,3413 
3 814g 

}7,7496 

d) са шест децимала: 
8,593817 

+ 5,341283 
3,814542 

17,74964 17,749642 

Из добивених збирова увиђамо да c~ они приближно једнаки, јер 
ако извршимо лоправке код збирова пед Ь), с) и d) и сведемо их на три 

децимала, добијамо збир под а). 

15* 
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ll) Одузимаље ирационалних бројева 

Нека имамо да одузмемо ирационалан број 57,2814521 .... од ира­
ционалног броја 92,5407852 ... Тада је њихова приближна разлика: 

а) са 3 децимала: Ь) са 4 децимала: с) са 5 децимала: 
92,541 _ 92,5408 92,54079 
57,281 57,2815 57,28145 
35,260 35,2593 35,25934 

и овде увиljамо да је грешка у сва три случаја добивених разлика 

мања од 0,001, што није значајно за обичну употребу. ' 

ЈП) Множење ирационалних бројева - Угтредова скраћена метода 

Нека имамо број 25'481752 .... да множимо са бројем 34'819456 .... 
Ако желимо да добијемо приближни производ са четири децимала, онда 

сводимо најпре дате бројеве на децималне са по два Децимала 34,82 и 
25,48, приступамо њиховом множењу, чиме добијамо приближни произ­
вод 887,2136. 

Међутим, овај начин множења је недовољно тачан и дуготрајан, 

те се при множењу ирационалних бројева, или децималних бројева са 

великим бројем децимала, служимо Угтредовом методом (Енглез Уг­
тред 1573-1660), којом се множење у многоме упрошћава. Ова метода 

састоји се у овоме: треба најпре множuтељ, ако већ није, свести на деци- . 
малан број чија је целина једноцифрена делеlш га са 10, 100, 1000" ... 
Због овога, да . се не би променио производ, множенuк множимо са 10, 
100, \000' .... (Код наших бројева множеник 35'481725 .... претварамо у 
254'81725 .... а множитељ 34'819456 .... у 3,4819456 .... ) 

Затим множитељ .пишемо испод множеника тако да његова цифра 

јединица дође испод оне децималне цифре множеника (2-ге, 3-liе, 4-те, .... ) 
са колико децимала желимо да израчунамо тражени производ (са 2, 3, 
4, .... децимцла), а све остале цифре множитеља пишемо испод множе­
ника у Обрнуt6м· реду. Тако, да бисмо добили производ' са 4 децима.l!а. 
наше дате бројеве пишемо: 

254,81725 .... 
65491843 

НајзадriрисtуiIаМо множењу које ~ршимо на следећи начин: мно­
жимо најпре са 3 све цифре множеника, почевши од 5, ·али производ од 

251-,81725 ... , 
65491843 
7644518 
1019269 
203854 

2548 
2293 

102 
13 

= 887,2598 

3 и 5, звани поправка, не пишемо испод 

црте.множења, већ га додајемо производу од 

цифре 3 и цифре изнад ње, 2. Затим на­

стављамо редом множење са осталим ци­

фрама множитеља, множећи најпре цифру 

множеника за једно место удесно од цифре 

множитеља са којом множимо. Овај про­

извод (поправка) додаје се увек производу 
од цифре множитеља и цифре множеника 

изнад ње. Ако је поправка од О до 4, не 
додајемо следећем производу ништа, ако 

је та поправка од 5 до !4, додајемо 1, ако 
је од 15 до 24 додајемо 2, од 25 до 34 до-
дајемо 3 итд. 
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Доби вене делимичне производе од свих цифара множитеља пишемо ' 
један испод другога не померајући их за једно место улево, 'као што 
радимо код множења. Сабирањем најзад свих делимичних производа' до­
бијамо тражени производ, у коме одвајамо запетом с деСНа улево ОНР­
лико децимала са колико и желимо да 1:Iзрачунамо производ. 

Производ датих бројева са 4 деци мала добивен по lfrTpeAQBoj ме­
тоди је 887,2598, а раЗJiliкује се од правог производа Д!јТИХ' бројева: 

887,259002441 БОО " 
тек у шестом децималном месту. 

Пр'имер 2. Нека имамо да миожимо децималнебројеве 0,923415671 
и 151,58415 и желимо да нађемо производ са 3 децимала. Померањем З:l' 

пете за два места добијамо: 

92,3415671 ·1,5158415, 
а пишуlЦi бројеве један испод другога и њиховим множењеAi ПО Угтре­
Довој методи добијамо: 

92,3415(671) 
(51)485151 

92342 
, 46171 

923 
462 

74 
4 

Код овог примера цифре, множеника 

671 и цифре множитеља 51, као из-
лишне, изостављамо. . , ' 

= 139,976 (Потпун: 139,97517958521465). 
Пример q. Нека ИМаМО да МНОЖИМQ децималне бројеве (Џ)Q~174 и 

0,28135 и желимо да нађемо производ са 5 деЩlма~а. Померщрем з~nете 
за ј,едно место' код множеНИ,ка удево, а \<!Јд ~нощ.итељij. удес!'!о, доби~ 

јамо 0,0008174 и 2,8135, а пишући бројеве јемн испод другога", ЈЫЈ/ЩВIIМ 
множењем по Угтредовој методи добијамо: ' 

0,QQ0817(4) 
(53)18Z 

163 
65 

Код овог примера цифру множеиика 4 и цифре 
множитеља 53,к!ю излишне, ~ЗQрављамQ. 

0,00229 (потпун: 0,00229975490) 
Примери за Вежбу. Изврши множење са онолико деци'мала колико 

је означено у загради: 

1) 27,5671·13,45601(3) 5) 0,056234.0,081493(5), 
2) 925,81072·5,381896 (4), 6) 250,35678·0,084562(4), 
3) 25,893456·0,002731(5), 7) 26,89354·56,1234(2), 
4) 519,819435·56,2371(2), 8) 15,48193·897,456(4). 

JV) Дељење ирационалних бројева: - Гијоваскраћена метод'! 
Дељење вишецифрених бројева по Гијовој методи (Ги, ФР<!Нl,\уски 

официр из ХIХ века:) састоји се у овоме: 

а) Ако унапред није условљен број децимала у КО.11ичнику, онда, као 

и у обичном дељењу, делитељ претварамо најпр-е у цео број, а затим 
приступамо оf\ичиом дељењу све док не спустимо последњу дељенuкову, 

цифру. После овога да:љим остацима не додаје се нула (не спуштамо 
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нулу), веli се поступно иЗбацује по једна делитељева цифра с десне 

стране, па се дељење даље врши, узимајуliи у обзир увек и поправку са 

избаченом цифром. 

Пример 1. Нека имамо да делимо број 428,5213456 са 75,89145. 
Тада је: 42852134,56: 7 e.1~ @. ~!i е. = 5,64650346 

49064095 

35292256 

4935676 

382189 

2732 

355 

52 

Објашљеље. Дељеник је дељен до краја и 
тиме добијамо део количника 5,64, а затим оста­
так 4935676 дели се делитељем 758914, јер се ње­
гова цифра 5 избацује, али се узима у обзир 

поправка ове цифре у наступајуliем делимичном > 

производу. Нови остатак 382189 дели се са 75891 
итд. 

Добивени количник разликује се од правог тек у седмом децималном 

месту. 

Пример 2. 0,876: 0,325 =~76 : 313. е. = 2,69 

226 

31 

2 
Код овог примера добивени количник разликује се од правог у треliем 
децималном месту. 

в) Гијова метода нарочито се примењује при дељењу ирационалних 
бројева или де цималних бројева са великим бројем деци мала, када је уна-
пред условљен број децимала у количнику. . 

У овом случају не узимамо у поступак све цифре дељеника и дели­

теља, веli само онолико колико је потребно да се добије количник са 

УТВРђеним бројем ·децимала. Разуме се, врло је важно да се претходно, 

одреди и целина траженог количника. Та се целина 'лакО oдpeђyj~ из 
целина дељеника и делитеља, као што се види из следеliих решених при­

мера. Ако је делитељ десетан разломак, онда га претходно множимо" 

са 10, 100. 1000' .... да бисмо добили децималан број са једноцифреном 
целином, а са толико исто множимо И дељеник да се не би количник 
променио. Ако нађемо да liе целина количника бити на пр. двоцифрена, 
а тражи се количник са три децимала, онда делимо само 5 или 6 првих 
цифара дељеника и 5 цифара делитеља, што зависи од тога да ли је 
прва цифра дељеника веliа или мања од прве цифре делитеља. О шестој 
цифри деJIитеља ипак водимо рачуна ради израчунавања поправке ове 

цифре; та се поправка додаје првом делимичном производу. 

Пример з. 428;5213456 ..... : 75, 89145 ... (3 децимала). 
Код овога примера целина траженог количника биliе једноцифрена, 

јер је она количник измеђУ 428 и 75. Па како је условљено да тражени ко­
личник има три децимала, то по Гијовој методи делимо само од де,ъеника 

42852 са делитељем 7589(1), а остале њихове цифре као излишне зане­

марујемо. Биliе дакле: 

42852 : 7589(1) = 5,646 
4906 

353 

50 
5 

Упореди овај пример са првим! 
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Пример 4. 0,875: 0,325 (4 децимала). 
Множимо најпре и дељеник и делитељ са 10, чиме добијамо 8,75: 3,25, 

"Те увиђамо да ће целина количника бити једноцифрена, а цео количник 
петоцифрен. Да бисмо добили тражени количник, делимо овде: 

87500 : 32500 = 2,6923 

22500 

3000 

75 

10 
О 

Упореди овај ПРИ/liер са другим! 

Прави количник је 2'692307 ..... 

Приме/" 5. 6,8234781 : 58,35126 (4 децимала). -
O~дe увиђамо да ће бити целина траженог количника О. Па како 

.су нам потребна четири његова децимала, то по Гијовој методи делимо 

.само: 

6823: 5835(1) = 0,1169 

988 
404 Обично делећи дате бројеве добијамо 0,11693 .•... 

54 
2 

Пример 6. 0,5817345: 42,53812 (5 децимала). 
Овде увиђамо да је први део количника 0,01. Па како нам је по­

-гребно 5 децнмала, то:децимални део количника, осим О, налазимо делеци 
по Гијовој методи бројеве: 

5817 : 4253(8) = 0,01367 

1563 
287 Обично деле!;и дате бројеве добијамо 0'0136756 ....• 

32 

3 
Примери за вежбу. Поделити са онолико децимала колико је озиа-

чено у загради: 

1) 52,84231 : 8,214561 (3), 6) 35,4281 : 0,098134 (2), 
2) 584,105623: 24,81093 (3), 7) 0,06583 ~ 65,9841 (6), 
3) 8,503794: 2З5,42{)7 (4), 
4) 0,0893145: 0;527134 (5), 

8) 54,782534 : 0,00098356 (4), 
9) 8,9154: 0,6835 (3), 

5) 18,598431 : 0,7562 (3), 10) 0,8: 3,52134 (5). 

III. Логаритмовање 

§ 114) Појам и особине nогоритама. Логоритмовање,к~о. 
и кореновање, је рачунска радња која стоји у тесној В,ези са 
<:тепеновањем. Код ове радње зна се вредност 'степена и 
његова основа, а тражи се' изложитељ. Тако, из 53= 125, 
логаритам од 125 за основу 5 је 3. Код логоритмовањ~ дата 
вредност степена зове се логарuтманд (нумерус или антuло­
гарuтам), дата основа ЛQгаритамска основа, а тражени изло-
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житељ логарuтам. Дакле, uод логарuтмом неког броја за неку 

дату основу разумемо онај изложитељ којим треба стеuено­

вати основу да би се добила вредност једнака датом броју. 

Тако, 
логоритам од 8 за основу 2 је 3, јер 23 = 8; 

" 
1 1_ 

2 " 2' " 22" = V 2; " -{2" " 
" "81,, " 3" 4, " 34 = 81 ; 
" ,,216 " " 6" 3, " 63 = 216. 

Ако је, дакле, bn = а, онда је п ЛQГQритам броја а за 

основу Ь. Ова се означава 

log а(Ь) = п, 

а чита се: "логаритам од а за основу Ь је п". 

Напомена. Да бисмо са сигурнОЈ.irnу одредили логари­
там неког броја за дану основу, замишљамонајпре да је 

тражени логаритам х, а затим стављамо да је х-ти степен 

основе једнак нумерусу. Најзад добивену изложитељну јед­

начину решавамо, ДоврД(,:lщ oQe ff>eH~ стране 1ia f:тепене с 

једнаким основама, тј. доводеhи их на облик Ь" -:- ъn . Одавде 
је х= п. 

Примери: 

1) log 729(3)= х. Тада је 3 Х = 729, или ЗХ = 36. Одавде 

је х = 6, Ц,IЩ log 729(з) = 6; 

625 . (2)Х 625 ( 5 )4 ( 2 )-4 
2) Zog16(-}) =х. Тада Је .5 =16= 2 = 5 . 

Одавде је х = - 4, или log ~~5 (f) = -4. 

На осно,ву Д~финиције ДQгаритма лако је решити једна-

чине: 

1) за Zog Х(4) =-3, је х -:- 43 = 64; 
4 

2) за Zog 256(х) = 4, је х4 = 256, а х = V 256 = 4. 
Примери за вежбу: 

1) Наhи логаритме за основу 2 бројевима: 2,4,64,8, 32.·· 
1 1 1 1 1 1 

128, 16, 4' 2' 16'64' 42' 128 и 1. 

2) Наhи логаритме за основу 3 бројевима: 3, 9, 81, 27. 
1 1 1 1 

1, 243, ЗП , 729, -9' 27' 8т и 243· 

З) Наhи логаритме за осн(шу - 4 бројевима: 16, - 64. 
- 1024 и 256. 
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4) НilЋИ логаритмеза oCl10BY - 5 бројевима: - 5, 25, 
- 125 и 625. 

5) Hanl!: log 36(6); 10g 49(7); lоg21б(6); 1,0S 81 (9);,.zOg 64(-8); 
1 1 ' 

10S 343(7); log 256(4); log729(9); log 512(8); log g( ~); 10S 27(.-i-) ; 

1 1 1 1 
log 24З('{} log 81 (i} log 729 (-~y log 2(4);logS(4);log 27(9); 

16 . 125 27 25 • 121,' 
log 25( :); log 21~( :У log 51 2( :); loS 9( :); log зв( ~I)' 

6) Израчунати х из једначина: 
log Х(9) = 2; log Х(4) = 3; log Х(7) = 1; log Х(2) = 3; 
log 121(х) = 2; log 196(х) = 2; log 34З(х) = 3 и 
log 625(1;.)=4. -

l' п Ь 

7) I1аЋИ: log Tt;); log Гг(г); log a~; и log VOS(8); 
-ь' -1 1 1 

log а (а); log Ща); log а(а!; и loS а2(а) • 

§ 115) Основна џраВИlJ!1 логаIJJfТЈУЈDlщц.а. Правила која се 
ДОКqgyју н.ё!. q,СffЩ~у ca~e деФи.ницијелогаРИТ1\ЈQваff>а јесу: 

1) Кад' се основа степену је логаритмом,добија 'се ло~ 
гqр!1тманд. 

, КЩ<О је log 64(4) =3, то је заис;та 48 -:- 64. 
2) Логцритам неЩЈГ броја за ()СНОВУ једнаку с тим бро-

јем j~ 1. Тако, ~ 

а) log !5(~) = 1, јер је 51 = 5; 
Ь) log а(а) = 1, јер је а1 =а. 

3) Логаритам од ј за ма коју основу је О. 
а) log 1 (аЈ = О, јер аО = 1 ; 
Ь) log 1(10)-:-О' јер 1ОО=). 
4) ЛргаР!1там степена за OCfloBY једнаку са стеПeJf()ВОМ 

основом једнак је изложиreљу степена. 

а) log a8(~) = 3, јер (аР = аВ,; 

Ь) log 104(10) = 4, јер (10)4 --..: 104 = 1.0000. 
5) Логаритам од нуле за основу> 1 је - оо, а за 

основу < 1 је + оо. 
.. 1 1 О ( . > 1)' а) log О(а) = - оо, Јер Је а-ОО = ",= - =. ако Је а ; 

а оо 

Ь) log О(а) = + оо, јер је а"" = О (ако је а < 1). 
6) Једнаким бројевима (изразима) за исту позитивну 

и од нуле разли'читу основу, одговарају једнаки логаритМИ. 

и обрнуто. 
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Доказ. - а), Нека је број М = броју N, а основа а > О. 

Ако претпоставимо да је log М(а) = т и log N(a) = п, онда 
је М = ат и N = аП • Па како је М = N, то је и ат = аП • 

Одавде је т = п или log М(а) = log N(a)' 

Ь) Нека је log М(а) = log N(a), а основа а > О. Ако 

претпоставимо да је log М(а) = т, а log N(a) = П, онда 
ат = М и аП = N. Па како је т = П, то је и ат ' а n , па 

и M=N. 
7) За основу> 1 већем броју одговара већи логаРlfтам, 

и обрнуто. 

Доказ. - Нека је број М веhи од броја N. а основа 

а > 1. Ако претпоставимо да је log М(а) = т и log N(a) = п, 

онда је М = ат и N = аЛ . Па како је по претпоставци М > N, 
то је и ат > аП • Пошто су ови степени неједнаки, а имају 

једнаке основе, и то веће од 1, то је очевидно да је изло­

житељ т степена на левој страни ове неједначине веnи од 

изложитеља П, тј. т > п, или 
log М(а) > log N(a). 

8) За основу < 1, веliемброју одговара мањuлогаритам, 
и обрнуто. 

Доказ. - Нек~је,број М веnи од броја N, а основа 

а < 1. Ако претпоставимо да је log М(а) = т иlоg N(a) , = П, 

то је М = ат и N = аП 
• Па како је М > N, то је и ат >аП 

, 

Степени ове неједначине су неједнаки, а .основе су им једна­

ке, али мање од 1, тј. они су прави разломци. Стога 

изложитељ т мора бити мањи од изложитеља П, пошто је 

разломак вепи кад му је изложитељ мањи. Дакле је: т < п, 
или log М(а) < log N(a). 

9) Логаритам негативног броја за позитивну основу је 

uмагинаран (уображен) број. Тако, log (-8)(2) није ни + З, ни 
- 3, Тј. није стваран број, јер је 23 = 8 и 2-3 ~ + а не - 8. 

Да је ово правило тачно, уверавамо. се и по томе што 

је негативан број мањи од О (нуле), па би требао његов. 

логаrитам, на основу 5 и 7 основ. правила, да буде мањи 

и од - ОО, а то је немогуће. 

10) За основу> 1, log ОО је ОО. 

Заиста је, за а > 1, log ОО(а) = ОО, јер је а'" = оо. 

11) За основу> 1, логаритми позитивних бројева веlzи~; 
од 1 јесу позитивни, а позитивних бројева мањих од 1 jeCy~', 

негативни. 
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Како је за основу> 1, log 0=- оо, а log 1 ~ О, то, 
на основу 1 основног правила, бројеви веhи од 1 имају ло­
гаритме веће од нуле, тј. они су позитивни, а бројеви мањи 

од 1 а веhи од О, им<tjу Jlогаритме мање од О а веЬе од - ОО, 

тј. њихови су логаритми негативни. 

Н а П о м е н а: Број 1, нула (О) и негативни бројеви не 
узимају се При логаритмовању .за основе, Пошто је ма који 
стеПен од 1 једнак 1; што су стеПеnи .ад. О једнаКи пули, ми 
itеодре~еnи, а попе кад и nемогуhnи; а степеии- негативии~ 
бројева нису увек i10зитдвии. Из овога разлога за логаритам­
еке основе узимају се само позитивни цели или разломљени 
бројеви. За овакву основу сваЈ{ОМ IПОЗИТИВНОМ стварном броју 
одговара само једаn стваран логаритам. 

§ 11 б) Главна правила за логаритмовање израза f 

1) Логаритам i1роизвода јед.nак је зб.uру логаритама и0је':" 

диних љегових чинитеља. . 
~ Образац: log MNP = log М + log N + log Р. 

Доказ. - Ако претпостав'имо да је log М(а) = т, log N(a) = п 
и log Р(а) = р, онда је М = а'П, N. = аl\ и Р = аl1 . Множењем 
ових једначина 'добијамо 

MNP=am+ n+р. 
Тада је, на основу б и 4 рсновног правила: 

log MNP(Q} = log aт+lI~)+ r = т + п + р, 
log MNP = log М +.log N +log Р. 

_. . ! 

или 

. Примери: 
э) log 3ab(x2- y2)=log3 + loga+logb+log(x+ у)+ log(x-y); 
Ь) log ЗО=lоg(2.З~5). lQg2+10gЗ+lоg5. 

2) Логаритам разломка (количника) једнак је разлици 
изме~у логаритма бројитеља (дељеника) и логаритма име­

нитеља (делитеља). 

М 
Образац: log N == log М -Iog N. 

Дока, - Ако претпоставимо да је log М(а). т и 
log N(a) = П, онда је М = аl11 и !v = аП • Дељењем ових једна­
чина добијамо 

м 
N =ат - п 

.. 

Тада је, на основу б и 4 осн. правила: 
М т-п 

log - = log а (вј = т - fI, или 
N(aj 

М . 
log N = log М - log N. 
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Примери: 

5аЬ 
а) log 7с(х+у) = log 5аЬ -log 7с(х + у) 

~ (log 5 + Log а + log Ь) - [log 7 + log с + Log (х + у)Ј 
= log 5 + log а + log Ь - log 7 -log с - log (х + у). 

а(х2- у2) 
Ь) log Ьс loga+log(x+y) +log(x-y)_logb-logc. 

З) Логарlfтам . степена једнак је производу од изложи­
теља степена и логаритма основе . 

. Образац: log МЧ = q·log М. 
Доказ. - Ако претпоставимо да је log М{а) = т, онда 

је М = ат. Ако ОВУ једначину CTe~eHyjeMO са q, добијамо:. 
МQ=ачm . 

Тада је, на основу 6 и 4 основног правила: 

log М(;) = lQg а ~~ = qm, IIЛИ 

log МЧ = q·log М. 
ПРl!мери: 

а) log аХ ЬУ = х log а + у log Ь; 
За4Ь2 d 

Ь) log 5csd = Log 3 + 4 log а + 2 log b-log 5 - 3 log c-1og .-

4) Логаритам корена једнак је количнику 1fзмеlJу лога­

ритма радиканда и изложитеља корена. 

Образац: log ум = log М =.i. . log М. 
р р 

Доказ. - Ако претпоставимо да је log М(а) = т, онда је: 
М = ат. Ако ову једнаЧИI-IУ коренујемо са р, добијамо: 

р р 111 

I м = l(aПi = а 11 . 
Тада је, на основу 6 и 4 основног правила? , . 

р ,. m т 

log V М(а) = log а (;,) = р' или 

log V М = log М . 
Р 

Примери: 

V а2ЬВс 1 
а) log -dx =- (2 log а + 3 Log Ь + log с - х log. d -m· q 

-log m)ј 5 

V
-аsЬС2 1 

Ь) log У-=-5 {3Ioga+logb+2Iogc­
х2 __ 

у
2 

1 • - 2(log (х + у) + log (х - у»)}. 
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19). Vab; 
а 4 

22) 7i уех ; 

5 

V'a·Vif· 
4 25) 

" ух 
8 

<.УЬ57 
28) .а' x2y~; 

Х 
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23) (аЬ VXy)6; 

3 

26) 27) V' )fYб; 
Х 

29) 30) VaV~Гc; 
4 

Vv~; 32) 
33) 

m· т' У 
3 

ymn~; 31) 

34) 

37) 

5 

а4уЬ2е 
-3-

X2Vyz4 

аn! -
п 

Vbf е 
m 

35) 
п 

2 v(~х-+-х-)-з 

3 

36) a-ьVх+ у ј . 
c-d Х-У 

'1 38) -111-'-----

~апГъ 
/-,,- 10. __ _ 

V а ~. 40) 4а2 У(й - 2Ь)бе7 

39) п, ЬВ . 5 __ 
.(-'1- , v7х2уЗ 
JI ЬуаХ 

\ 

§ 117) Антиnогаритмовање. Радња којом се тражи израз 

чији је логаритам познат, зове се антилогаритмова1Ье. Њен је' 

, правац рада супротан радњи логаритмовања израза, а ослања 
се на правила из претходног параграфа. Ако су сl3и чланови 
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познатог логаритма позитивни, значи да је тражени израз 

моном у целом облику; ако у том логаритму има и негативних 

чланова,значи да је тражени израз разломљен. 

1) log х = 3 log а + 2log Ь - 5log с -log d; х =? 
. аЗ Ь2 • аЗЬ2 

3 log а + 2 log Ь - 5 log с - log d = log с5(i' те је х = c5d • 

2) log z = 2 log (х - у) - ~ [log (х+у) + log (х2_ху+у2)1; z=? 

2 log (х - у) - ~ [log (х + у) + log (х2 - ху + у 2)} = 

(х - у)2 . (х- у)2 
= log ,( з + В' те је z =,г::::st+ З' 

'у Х У ух-!Гу 

·21 З 
3) log х= 310g а-5 log Ь - 4[ogc - 3 log d +4 log ј; х =? 

21' 3 
~;~lоgа-510gЬ-410gс-з [ogd+ 41og!= 

. 4 4 

аЗ·ff аЗ v/З 

= log 5 .. ' те је х = -5 --4 - • 

v Ь2 • Гс· dЗ dSfb2 {с 
Примери за вежбу. Наlш антилогаритме логаритмима: 

1) log а + log Ь -log С; 2) 5 log а+б log b-21og c-3log d; 
3) log a+log b-log (а+Ь); 4) 5 log а -log Ь + log 5; 

1 
5) 3 log а + zlog b-log С; б) 410g а - (log Ь + log с); 

7) -} log с-З log d-log 4ј 8) -}- [3 log а - (2 log Ь+2 log с)Ј. 
1 2 

9) 5(41og а -Tlog С + log 4); 

10) log а + ~ log С -log Ь - + (log п + log Х)ј 
ЈЈ) ploga+qlogb- ~ (qloga-rlogn)-log,2j 

1 3 
12) 2" [log (а - х) + log (а + х)] -log С -5 log ај 

З 
13) п log (а + Ь) + т log С -log (с + d) - 4 log d; 

n-1 
14) - (log 3+ log а - 210g Ь + -3- log с); 

5 1 
15) -6 [log а + 7 log х + z (log Ь -log z)]; 

16) ~lоgх-~lОgа-(~lоgЬ+~lОg с); 
r х п х 

1 I 5 .' 
17) log а + z [log Ь + Т log (c-d)Ј - 4 (log n-log х) -log 5; 
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1 1. 1 f 
18) 4 [log 3 + 5 log а + 5" log (а-Ь) - 2" (log,x + у)]; . 

1 1 (. 1 
flCS:/19) loga + а {log а + а [log а + а- (Iog а + а loga)]}; 

1 s . h 
20) - (т loga+ -log Ь - (р log c'+-log d)]. 

r п q 
§ 118 Логвритамске системе. Као што је раније казато 

(напомена § 115), сваки позитиван цео илиразломљен број 
може се узети за логаритамску осноЈзу и за сваку такву 'Основу 

одгов'Ора само п'О један стваран логаритам св.аком броју при­

родног БРQјн'Ог реда. Скуп свију' л'Огаритама свијуброј~ва 
природног а бројнога реда за неку позитивну и ОД 1 разли­
читу основу, зове се логарuтамска система. Пошто се сваки 

позитиван и од 1 различити број Ј\}оже узети за л'Огаритамску 
'Осн'Ову. то бисмо имали бескрајно много тих логаритам.ских 

система. Међутим, у математlщи употребљавају се само две; 
и то: обична, Бригава или ДЕцимална система за 'Основу 10,' 
и l1рироДна или Неl1ејюва система за J-;lраци'Оналну осн'Ову 

2,718281828· ... " који се број добија сабираљем чланова 
бескрајног реда:. 

1 1 1 1 1 
.1 +т + т.2 + Г2--:З + 1·2·З~ + \·2 .. 3.4.5 + .... 

а која се бележи словом е. 

Бригова или децимална система је, дакле, C'{Yl1 логарu-
. тама свију бројева l1рироднога бројног реда, израчунdтux за 
основу 10, а Hel1epOBa је CKyl1 логаритама истиХ ~pojeвa из­
рачунатux за основу е = 2,718281828· ..... Таблице у којима 
се налазе израчунати логаритми било БРИI'ове бил'О Непер'Ове 

системе, з'Ову се логаритамске таблице .. У уп'Отреби су у­

г лавн'Оме Бригови логаритми, к'Ојизад'Овоља.вају све.tJ'О;гребе 
у практiщи, а Неперови се л'Огаритми уп'Отребљавају у В.ишој 
математици. Од логаритама БРиrове системе можемо добити 

логаритме Неперове системе, и обрнуто, помоћу теореме 

која гласи: 

Количник .лОl'аритама исто, броја за две различuillе основе 

увек је стадан u једнак рециl1рочној вреДн()СТИ''ЛОl''аритма-једне 
основе израчунат за другу основу. 

доказ. - Ако претпоставимо' да је log N(a) --: п, онда 
је аn = N. Тада је по б основном правилу: log аn (Ь) = log 
N\b), или п .log Щь) = log N 1b), или log N(a}. log "а(ь) = log N(b). 

. log N(Q) 1 .' 1 
Овде Је 1 N = -,_'_' или log N(Q) = log N(b) (1) 

og (Ь) og а(ь} log а(ь} 
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примери: 

logI8(4) [~ = ~ = ~]; 
2 

2) log 64(2) = 
log 64(8) 

_ 1 [~ _ ~-з]. з)lоg 81(91 _ 
- log 2(8) 2 - ~ - , log 81(з) -

1 [2 1 ] 
log 9(з) 4" = 2" . 

Помоhу једначине (1) можемо добити логаритме за 

основу а из. логаритма за основу Ь, ако ове логаритме 

1 1 
ломножимоса . Израз зове се модуо. Модуо 

log а(ь) log Щь) 

Бригове сист~ме према Нелеровој је 1 110 = 0,4342945· .. " 
I og (е) 

Н Б · . 1 
а модуо еперове према РИГОВОј Је 1 -

og e(IO) 

1 1 
log 2,718281828"(Ји) -:- 0,4342945 = 2,302585. 

Дакле, да бисмо добил'и Бригове логаритме из Непе­

рових, треба ове flомножитиса 0'4342945 .... а Неперове до­
бијамо из Бригових, ако ове flомножимо са 2,302585. 

§ 119) Бригови nогаритми. То су логаритми свију бројева 
десетног система израчунати за основу 10. Особине Бриго­
ви~ логаритама исказане су помоhу ова три правила: 1, Сви 
бројеви десетног система који су степени од ЈО, т.ј. бројеви 
Ј, ЈО, ЈОО, 1000, ... 0,1, 0,01, 0,001, ... имају за бригове лога­

ритме целе рационалне бројеве, и то: позитиВНе, ако је изло­

житељ од 10 flозитиван, а негативне ако је тај uзложиtеЈЬ 

негативан. 

Тако, log 1 -== О, 'јер 100 = 1; 
log 10= 1, " 

101= 10; 
log 100=2, 

" 
102= 100; 

log 1000 = 3, 
" 

105 == 1000; 
log 10000= '4, 

" 
104= 10000; 

- - -",-, --:-- -- ---
----- ----

-1 1 
log 0,1 -1, јер 10= 

10 
=0,1 ; 

-2 1 
log 0,01 -2, 

" 
10 ......: 

100 
=0,01 ; 

-:1 1 
log 0,001 -3, 

" 10= 
1000 

= 0,001; 

-4 1 
log 0,0001 -4, 

" 10 = 10000 =0,0001; 
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-5 1 
log 0,00001 = - 5, јер 10 = 100000 = 0,00001; 

п -п 

Уопште је log 10 = п и log 10 = - п. 

2) Сви бројеви (цели или разломљени) који нису сте­

лени од 10, имају за Бригове логаритме ирацuоналне бројеве, 
и то: позитивне, ако су ти .бројеви веhи од 1, а негативне, 

·ако су маfbИ од 1. Заиста, ако је М такав један број, чији је 
логари'гам х, онда је 1ОК = М.Из ове једначине увиђамо да 
х не може бити цео број, јер М није степен од 10. Тако исто 
хне може .бити ни разломљен број, јер ако претпоставимо да 

р' р q 
је х = (ј' онда је 1 ОХ = 10q = V 1 ОР = неком ирационалном 

·броју а не рационалном М. Ови ирационални логаритми пр.ет­

стављају се као децимални бројеви, обично са 5 или 6 деци­
мала.' Код оваК\30га логаритма водимо рачуна и о његовом 
.целом де{IУ и о његовом децималном делу. Цели се део p~oгa 

.логаритма зове карактеристика, а децимални мантиса. Тако, 

ако је на пр. 3,56235 логаритам неког броја, онда је З његова 
карактеристика а 0,56235 мантиса. 

3) ЈЈогаритми од два броја, који се раqликују 10" јЈута, 
Ј'де је п ма који цео број, имају различите караf(теристике, 

·али једнаке мантџсе. 

Заиста 'логаритми бројева М и 10"· М. разликују се само 
у карактеристикама, . јер је log 10п • М = п log 10 + log М = 
= п + lo'g М. Исти је случај и са логаРИТМflма бројева М 1:1 

10-"· М, јер је lQg 1O-П М=-п+lоg M=log М-п. 
. а) ОдређИlJање 'карактеристике. 1) Карактеристика ло­

гаритама СВl1ју бројева веhих од 1 (целих или разломљених) 

једнака је броју цифара целине тих бројева мање 1. Заиста, 
сви логаРf!ТМИ целих и разломљених бојева веhих од 1 а ма­
њих од 10 (једноцифрени и децимални бројеви са једноцифре­
,ном целином) имају за карактеристику нулу (О), јер су ти' лога- . 
ритми, на основу 7 основног правила (§ 115), веhи од О, која 
је логаритам од 1, а мањи ОД'I, који је логаритам од 1 О; 
логаритми целих и разломљених бројева веhих од 10 а мањих 
од 1 ОО (двоцифрени цели бројеви и р.ецимални бројеви са' дво­
цифреном целином) имају карактеристику 1, јер су ти лога­

ритми, на основу истог основног правила, веhи од 1 (log 10) 
.а мањи од 2 (log 100); логаритми целих и разломљених бр 0-

Алгебра V и Уј 16 
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јева веhих од 100 а мањих од 1000 (троцифрени цели и де­

цимални бројеви са троцифреном целином) имају карак.тери­

стику 2, јер су ти логаритми веhи од 2 (log 100) а мањи од 
3 (log 1000); итд. 

2) Позитивни бројеви мањи од 1 имају негативне лога­
ритме, јер су ти бројеви > О а < 1, па се и њихови лога­

ритми налазе између - оо и О [- оо = log О, а О = log 1; 3 
и 5 осн. пр. § 115]. Овакав логаритам,. ради удобности при 

рачунању, претвара се у разлику, чији је умаљени к десетан 

разломак са целином О, а умалитељ један цео брОј, а на основу 

правила: да се број не меља, ако му се најпре дода а затим 

одузме један исти број. Тако, ако је - 2,52347 логаритам 

једног броја < 1, онда се овај логаритам пише: 3'- 2,52347 -

- 3 = 0,47653 - 3. Оваква се разлика пише друкчије: 3,47653, 
а зове се логаритам с позитивном мантисом а негативном 

карактеристиком. Такав логаритам претставља увек нега-

тиван број. Тако, 2,34562 = 0,34562 - .2 = - 1,65438;. 

1.82397 = 0,82397 -1 = - О,С7603; итд: 
Када тражимо логаритам једнога броја < 1, не нала­

зимо његов негативни логаритам веn њему једнак· логаритам 

с позитивном мантисом а негативном :<арактеристиком. Та: 

негативна карактеристика једнака' је б ро ју свију нула испред 

првог децимала (који није нула) датог броја. Тако, каракте­

ристика логаритма броЈа 0,5 је -1, броја 0,025 је -2, броја. 

0,0000156 је - 5, итд. 
Ь) Одређивање мантисе. Одређивање-мантисе л,о.гаритама 

вршимо или елементарним путем који је заметан и неподесан,_ 

или подеснијим методама изложеним у вищој математици, и: 

то само простих, бројева. Тако, да бисмо нашли Бригов лога­

ритам од 2 елементарним путем, поступамо овако: 
Ако ставимо да је log 2(10) = х, онда је 10- = 2 (1). Из ове­

једначине увиђамо да је О < х < 1, јер је 100< 2 < 101. Ло- ., 
гаритам х је, дакле, прав ,раз~омак и нека је његова BpeД~OCT' 

х =~. Заменом у (1) добијамо: 1 О ; = 2, или степенова" 
у 

њем са у имамо 21 = 10 (П). Из ове једначине увиђамо да је-

з < у < 4, јер је 28< 10 < 24 .. Ако ставимо да је у = 3 +L 
z 

. I .. ' 
(где је z> 1), онда, замено~ у (п) имамо: 2'9 + z = 1 О, илИ:; 

28.27= 10, или 2~ = ~ = ~, u~и 2 = (: у (Ш). Из ове јед.ј 
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'(-)$ (5)4 на4ине увиђамо д,.а је 3 < z < 4, јер је f < 2 < 4: . Ако ' 

ставимо да је z = 3 + o~ и <\аменом у (III) добијамо: 2 = 
u 

=(~Y++, или 2=(~Y'(~)+' или (~-)~=~;~, или степе-
новањем са u добијамо : = (~~~U (ЈУ). Из ове једначине уви­
ђамо да је 9 < 11 < 10 итд. 

1 
Ако рда узмемо да је u -= 9,. онда је z = З + "9 = 

28 ' о 1 9 93 о 1 28 'о 
="9' у=З+-z=З+ 28=28' аХ=у=gз = 0,30107 ... 

Дакле, х = log 2 = 0,30107 ... Тачнијим рачунањем доби­
јамо log 2 -:- 0,30103. 

Истим путем могли бисмо израчунати логаритме свију 

'остаЈIИХ простих бројева!), али је овај посао заМетан и непо­
десан. Од ,овога смо рада ослобођени, јер су лог.аритми свију 
бројева природног а бројног реда већ израчунати и скупљени 

у логаритамским таблицама. Остаје нам да о покажемо' само 
руковање с таблицама, тј. да покажемо како ћем() даном 
броју !наhи логаритам у таблицама, и обрнуто, познатом лога- . 
ритму наhи одговарајуhи број (нумерус). 

§ 120) Употреба таблица. За оБИ4НУ употребу врло су 

подесне Давидовиhа таблице, у којима се налазе мантисе лога­
ритама бројева од 1,' до 10009, израчунате са пет децимала, 
и то: од 1 до ,24 стране. За остале целе 'и децималне бројеве 
налазимо њихове логаритме рачунским путем, а помо~у логари­

тама бројева од 1 до 10009. Употреба логаритамских таблица 
.. ,је двојака: или помоhу њих датом броју налаз,I-iМО логаритам 

или познатом логаритму налазимо број (нумеРУс). У овим та­
блицама, налазе се само мантисе, ,ане и карактеристике, које 

претходно одређујемо на основу упутства у § 119 под а). Прве 

цифре бројева чији се логаритми траже налазе се у првој 

колони, а последња њихова цифра налази се у првом хори­
зонталном реду горе. 

1) Догаритме сложених бројева налазимо излогаритама њихових 

простих чинитеља. Тако, lag 6 = lag (2 ·3) = lag 2 + log 3; lag зо = log 
(2·3·5) = log 2 + log З + log 5; log72 = log (8·9) =log (28.32)= 310g 2 + 
+ 210g3j итд. -

11>* 
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А) Логаритми бројева 

1) Мантисе логаритама целих бројева од 4 цифре и де· 
цималних бројева од свега 4 цифре налазе се у таблицама, и 
то наспрам првих трију цифара вертикалне колоне а испод 
четврте цифре, која се налази у ХОРИЗ0нталном реду горе. 
Мантисе једноцифрених и двоцифрених бројева налазе се на 
1 страни наспрам бројева. 

Примери: 

1) log 7 = 0,84510 (стр. 1) 
2) log 25 = 1,39794 (стр. 1) 
3) log 70 = 1,84510 (стр. 1, види правило З § 119) 
4) log 2,5 = 0,39794 (стр. 1, " 
5) log 325 = 2,51188 (стр. 7) " ." ) 

6) log 3,25 = 0,51188 (стр. 7) 
7) log 1257 = 3,09934 (стр. 2) 
8) log 14'/5 = 3,1 6879 (стр. З) 

9) log 5074=3,7.0535 (стр. 12) 
10) log 507,4= 2,70335 (стр. 12; 3 пр. § 119) 
11) log 0,o325=2~51188 (стр. 7) 
12) log 0,5074= Т,70535 (стр. 12) 

13) log 0,001354= ~13162 (стр. 2) 

2) Мантисе логаритама цел~х и децималних бројева од 

5, 6 и више цифара налазимо када претходно. дати број пре­

творимо десетном за петом у децималан број са целином која 

се налази у таблицама, чиме добијамо број који ве по З 

правилу § 119 имати исту мантису с датим бројем. Затим за 
добивену целину налазимо у таблицама мантису. Најзад ову 

мантису увећавамо производом добивеним множењем разлике 

између . следеhе и нађене мантисе (звана таблична диферен­

ција) са десетним разломком у коме су децимали издвојене 

5, б итд. цифре датог броја. Тако, да бисмо нашли лога­

ритам броја 52,3475, чија је карактеристика 1, треба овај 

број да претворимо у децималан 5234,75, затим да нађемо 

мантису log 5234=0,71883 и да ову мантису увећамо про­

изводом 0,00009·0,75 . 0,0000675 = 0,00007, чиме добијамо 
мантису датог број~ 0,71890. Његов логаритам биhе 1,71890, 
Производ од табличне диференције и издвојених децимала 

З0ве се поправка. Ако ову поправку 0значимо са Р, табличну 

диференцију са D, а издвојени децимални део са S,. онда 
је P=D·S. У пракси Р израчунавамо када последње деци": 

мале табличне дИфереiЩИје помножимо са S, па целину доби-
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веног производа додамо последњцм децималима раније нађене 

мантисе. Т'ако, код пређашњег примера је D..:::.. 9, S = 0,75, 
па је Р = D·S = 9·0,75 = б,75 =7, који производ' додајемо 
последњим децималима нађене м:tнтисеО,71883. , 

Напомена. Овакав начин изналаСка fIога'ри;ама бројева, I 

од 5 и, више цифара оснива се на III правилу § 11 9 и на 
сразмерности разлике два узастопна броја' с раЗЈ)ИКdМ њихових 
Логаритама. Тако, ако желимо' да израчунамо логаритам броја, 
5234,75, онда је Њ~ГOB ло'гаритам,' на 'оен6ву7 ос.Н. правила < 

(§ 115) веhи од логарј1тма броја, 5234 ,а мащи од' )iогаРИТМ:l 1 

броја 5235. Па како је 'Zog 5235 = 3,71894 aZog5234 г 3,71883, 
то је разлика њихових' лоrаритама' 0,00009, а разлика тих 
бројева је 1. Па како се број 5234,75 разликује од броја 5234 
за 0,75, то је разлика х логаритама бројева' 52З4~ 75 и '5:234 
још Мања, него што је разлика 0,00009 ЛQГ. бррјева 5234 и 
5235. Тада је по тројном лравил'у: ' 

, AKQ се бројеви разликују 'за· 1, љихови се логар. разли:... 
кују за 0,00009. Ако се броје!3и разликују за 0,75, њИхови се 
логар. разликују за Х. ' 

~Toгa је х: 0,00009 =0,75: 1. ~, 
Одавде јех = Р '-'- 0,00009 . 0,75 = Q,0(}оОб75 ..:- 0,00007 

(шести и ceДM~ децИма.iJи се избацују. При избациваљу пети се 
.децимал повишава за 1 ако је б-ти 5, б, 7, 8 или 9). 

Примери: 

1) log 0,000З25б1 172 =4,40841 (D=17; S=0,72; " 
. " -+ 12 р = 17 ·0,72,-,0 12,24 = 12). 

4,408!;i3 

2) log 1205174,5 = 5,o8099*)(D = 36;S =0,745; Р ~ 36·0,745= 
+ 27 = 26.820 , 27) , 

5,08126 
3) log 0,О1452356=2,16197(D=ЗО;S=0,356;Р=30·0,З5б= 

\- +11 = 10,680= 11} 

2,16208 
I I 

В) Изналазак нумеруса (антилогаритма) 

1) Мантиса датог логаритма налази се у ·габ!шцама. 

у овом случају прве две, односно три, цифре мантисе упућују 

нас да нађемо и њене последње три цифре, па узимамо одго-

r ~арајуhи број прве колоне допуњен цифром у хоризонталном 
реду горе, изнар. последњих цифара мантисе. Најзад Ha~eHOM 

броју одређујемо целину према карактеристици логаритма, а 

по правилу о њеном одређивању (§ 119, а).· 

*) Ако су последње цифре мантисе у таблицама снабдевене зве­

здицама, онда се претходно узимају ниже а не припа)Ј.ајућЕ\ прве две 
цифре мантисе. 

.ј 
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Примери: 

1) log х = 2,30103; х = N2,30103 = 200,0 = 200; (стр. 4) 

2) log х = 1,64316; Х=- Nl,64316 = 43,97; (стр. 10) 

3) log У = 3,13066; У .м'IЗ066 = 0,001351 ; (стр.· 2) 

4) log z = 3,91429; z = N3,91429 = 8209; (стр. 19). 
2) Мантиса датог логаритма не налази се у таблицама. 

у овом случају тражени је број од 5 или више цифара. 
Колики је брОј његових цифара зависи од карактеристике 

логаритма. У овом случају број налавимо на следеhи начин: 
Налазимо најпре ч~твороцифрени, који одговара приближно 
мањој мантиси, а затим ову мантису одузимамо и од мантисе 
датог логаритма и од приближно веће мантисе у таблицама, 
чиме добијамо поправку Р и табличну диференцију D. Најзад 
поправку Р делимо са D, и децимале добивеног количника до­
писујемо наljеном броју наспрам приближно мање мантисе. 
Целину траженог броја налазимо најзад према карактеристици 
лог'аритма. 

Примери: 

1) log х = 4, 40847; X~ N4,40847 = 0,0002561352 (стр. 5) 
~ 841 

6: 17 = 0,352. 
(Р) (D) (8) 

2) Zog У = 5,081255; У = N5:::-,-::-08=t:-:::2=55:;-- 120575 
099 

(Р) 27 : (D) 36 = 0,75 
с) Примери за вежбу 

Нађи логаритме бројевима: 

1) 6; 15; 27; 49; 76 и 93; 
2) 0,6; 1,5; О, ~9 0,72; 0,079 и 9,7; 
3) 304; 5,72; 47,8; 793; 0,241; 0,00974; 
4) 0,5247; 943,4; 7981; 356000; 27400; 913400; 
5) 8173452; 91,4681; 0,027356; 0,0914685; 312,4575; 
6) 0,000434345; 20,0002; 516,891; 0,000052345. 

Наhи бројеве чији су логаритми: 

1) 2,92301; 
2) 6,96345; 
3) 4,63783; 
4) 3,42711; 
5) 0,23388; 
6)~0,З2542; 

7) 0,00995; 

8) 2,85311; 
9) 7,60003; 

10) 2,55114; 
11)-2,52287; 
12) 1,04099 ; 
13)-2,31426; 
14) 0,71088; 

15) 4,21156; 
16) 5,99336; 
17) 0,99002; 
18)-0,30103; 

':; 

19) 0,59945-2; 
20)-3,25. 
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§ 121) Операције с логаритмима 
Операције са логаритмима са ПОЗИТИВИI1М мантисама јесу 

:идентичне с операцијама са децимаJiним бројевима. Међутим, 

операције са логаритмима са негативним карактеристикама 

врше се на особени начин. Најбоље је да претходно ове .ло­
.rаритме претворимо на облик разлике, чији је умаљеник 

мантиса и умалитељ карактеристика, па да . затим вршимо 
,означене оПерације. Радеhи овако искључена је ~BaKa грешка ,. 
при операцијама са о~им .логаритмима, иако је рад комriли-
:кованији. " 

I~ Сабираље. Сабирање логаритама јавља се при логарит-i 
.мовању производа. 

Примери. 

1) 1,25678 + 0,56918 + 3;10562 = 4,93158;, 

2) 2,931С!5 + 3,25671 + 2,94286 = 2,93105 + 0,25671 ~ 
~ 3 + 0,94285 - 2 :...... 4,13052- 5 = 0,13062 ~ 1 = 
= 1,13062. 

Ir. Одузимаље. Одузимање л?гаритама јавља се при ло-
lГаритмовању разломка,' 

Примери; 

1) 2,56712 - ,1,89104 = 0,67608; 
2) 1,45672 - 2,58919 = 3,4567)( - 2 - 2,58919 = 

, 0,86753 - 2 = 2,86753. ') 
н а П () м е н а. Овај случај 'се јавља при логаритм()вању 

;праВог разЛомка. Тада се мањем логаритму додаје и одузима 
'Такав један цео број, да добијемо веtiИ логаритам од ума­
.литеља. 

3) 0,83175 - 2,37145 =,0,83175 - (0,37145 - 2)= 
= 0,83175 - 0,37145 + 2= 2,83175 - 0,37145 = 
= 2,46030; , " 

4) 3,59184 - 2,08540 = 0,59184 - 3 - 0,08540 + 2 = 
= 2,59184 - 3,08540 = 3,59184 ,- 1 - 3,08540 = 
= 0,50644 - 1 = 1,50644. . 

)1, Множеље. Множење логаритма целим бројем јавља се 
при логаритмовању степена. 'Ј 

Примери: 

1) 3 . 1,89045 = 5,67135; 
2) 2.3,94015 = 2· (0,940ј5 - 3) = 1,88030- 6 = 

= 0,88030 - 5 = 5,880430; 
3) - 2 . 3,04621 = - 6,09242 7 - 6,09242 - 7 = 

0,90758 ~ 7 ='1. 90758; 
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4) -3 .1,52739 = - 3 . (0,52739 -1)=- ],58217 + З = 
=3-1,58217 = 1,41783. 

IV. дељење. Дељеље логаритама целим бројем јавља се 
при логаритмовању корена, а дељење логаритама логаритмом" 

при решавању. изложитељних једначина. 

Примери: 

1) 1,5;347 . 0,507823 = 0,50782; 

1,52347 
2) 3 

0,52347 
3 

_ 2,52347 - З = 0,84116 _ ] = 
з 

3) 

= 1,84116; 

1,52347 = _ 0,50782 . 
-3 

- 1 == 1,492]8; 

- 0,50782 - 1 = 0,49218 -

4) 1,52347 = 0,52347 - 1 =1 - 0,52347 0,47653 О 15884 
-3 -3 . 3. 3' ~ 

_ 2,57813 _ 2;7813 _. " . 
:Ј) 0,23174 - 23174 - 11,12 ... (употреби ГИЈОВУ методу), 

б) 3,52734 = 3,527З~_ = 3,52734 
2,69173 0,69173 - 2 - 1,30827 

3bln4 . = _ 130827 = - 2,6 ... (употреби ГИЈову методу); 
_ t . 

7) 3,89845 0,89845 -3 - 2,10155 = ~0155=_6 14 . 
0,34210 0,3421U 0,34210 4210 , .. '> 

8) 2,94510 = 0,94510 - 2 = - 1,05490 = 1054~0 {= 0,37 ... 
3,21659 0,21659 - 3 -- 2,78341 278341' 

'v\"'./ § 1.22) Кологаритми. За ~Ba броја каже се. да су супротни, 
ако су Једнаки по аПСОЛУТНОЈ вредности, а Јесу супротнога 

знака. Такви су бројеви: + 5 и - 5; + 2,563 и - 2,563; 
+ а и - а итд. Збир супротних бројева увек је једнак нули. 

Кологаритам неког броја није ништа друго до супротни лога­

ритам тога броја, а означава се са "colog". Тако, ако је 

log 5 = 0,69897, онда је colog 5 = - 0,69897 = 1 - 0,69897-

- 1 = 0,30103 - 1 = Т;-30103. Како су кологаритам и логар и­
там неког броја два супротна броја, то је њихов збир = о, 

што увиђамо из предњег примера, јер је: 0,69897 + Т;-301 03=0. 
Настаје питање како .ћемо из логаритама бројева наhи 

практич;ю њихове кологаритме. То успевамо на следеhи начин: 

! 
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Ако претпоставимо да је log N = К + М (1), где је К 

карактеристика а М мантиса логаритма броја N, онда је ње-­
гов кологаритам, као супротан број, 

colOg N = - (К + М) = -{К - М) (2). 
Одузимањем и додавањем 1 десној страни једначине. (2)' / 

добијамо једначину: . , 
colog N.== - К - 1 + 1 - М. - (К + 1) + (1 >;-М) (3), 

која нам пружа практично упутство за претварање логаритм'а. 

не!<ог броја у његов кологаритам, а састоји се 'у овоме:' 

Карактеристику коло.Гарит,ма добијамо из каракеРИСТUl{е' 

логаритма, када ову најпре. У8еfщмо за 1 а добивеНОМ~,збиру· 
промеlfИМО знак; мантису кологаритма добијамо, када 1tiантису-

логаритма одузмемо од 1. . 
Тако, из 10g'S = 0,69897 налазимо colog 5-1,30103, јер' 

је - (О + 1) = - 1 и 1 - 0,69897 = 0,з01'03; из log 256 =-=, 

= 2,40824 налазимо colog 256 . 3,59,176, јер је -..,..- (2 + 1) . -'- 3· , 
и 1 - 0,40824 = 0,59) 76. 

Кологаритмекорисно употребљавамо при Jlог.аритмОвању 
једнога раЗJlомка. Тада, уместо да одузимамо од' збиралога-· 

ритама бројитељевих чинитеља логаритме чиниtеља именитеља,. 

можемо додавати њихове кологарит.ме, чиме·замењујемо радњу 

одузимања, која је тежа, радњом' сабирања, која је лакша. 

Тако, уместо: 

аЬ 
log cd = log 0'+ log Ь -log с -log d имамо 

log ~~ = log а + log Ь + colog с + colog d, јер је 
аЬ . 1 1 . 

log са =-log а + log Ь + log·c + log d =log ~+log Ь+ 

+ (-log с) + (-log d) = log а + log Ь + colog; + colog d. 

§ 123) Примена ЛDгаритама. Логаритме корисно примеli;.У­
јемо при израчунавању бројних вредности изра~а, нарочито 

израза до чије вредности не бисмо могли доhи другим опе­
рацијама. 

а) Дuти израз претставља моном у ком(/ су радње ~ 

множење, дељење, степеновањс и кореновање. 

5 7 

, 1,5б2~,V631 'V5б 
Пример 1. Наhи вредност израза -6'blr5' . 0087-' , , 
Ако је његова вредност х, онда је: 

l' 1 . 
log х=3 ·log 1,562+5 lоg6ЗI +7 fog 5б~5 log 6,65-

·,.Ј 
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. 1 + 1 8 -log 0,087=3·0,19368 +5·2,80003 7·1,7419-

- 5.0,82282 - 2,93952 = 0,58104 + 0,56002 + 0,24974-
- 4,11410, - 0,93952+2 = 3,39080 - 5,05362 = 5,39080-

- 2 - 5,05362= 0,33718 -2 = 2,33718, а x~N 2,33718 = 
=0,021736. 
ИСТИ прймер рађен употребом кологоритама изгледа овако: 

1 1 
log x=3·10g 1,5б2+ т lоg631+т lоg 56 + colog б,355 + 
+ colog 0,087 = 0,58104 + 0,56.002 + 0,24974 + 5,88590 + 
+ 1,06048 = 3,33718 -5 = 2,33718, а х = N2,,33718. , 0,021736. 

7 

V;,19S , p~ . 
Пример 2) Наhи вредност израза 'V'" . . , 

. 0,8942. 0,0357 

Ако је његова вредност Х, онда је 

1 1 1 
Jog х = T[310g 3, 19 + "5 (log2-10g3) - 210gO,894-уlоgO,03571 

1 1 ' • 
=7 [3.0,50379+ 1г (0,30103- 0,47712) - 2,·1,95134- . 

1 1 [ . 
-"'3.2,55267] = '7 1,51137 ~ 0,03522 - 2·(0,95134 - 2)-

_1,552:7-3ј = + [1,51137 -0,03522-1,90268 + 4-0,51755+ 1] 

= _1 [6,51137 _ 2,45545] = 4,05592 = 0,57942; . 
7 7 

Х= NO,57942 = 3,796808 ... 
Ь) Дати израз је моноЛ1 у коме има и радње: сабирања. и 

одузuмањџ. 
5 

У6У66+7У27 
Пример З) Наhи вредност израза ,1'11i) ,{ • 

3 v 219- 18 v 0,263 
У овом случају стављамо да је у = б у66, z = 7 У"27, 

u =3 f2i9 и v = 18]10,263, па је: ' 
1 1 81954 

log У = log 6 + 2' log 66 = 0,77815 + '2 = 1,68792; 

У = Nl,68892'= 48,856." 
1 1 43136 . 

log z = log 7 + 2' log 27 =0,84510+ -.!..-2 - = 1,56078; 

z = N 1 ,56078 = 36,373." 
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1 ( 234044 
log и = log 3 + ylog 219 = 0,47712 + '2 = 1,64734; 

и = N 1,64734= 44,395: .. 
, 1 ' ' т 43616 

10g V = 10g18+ ylog 0,273 , 1,2552,1+ ',2 ' = 0,9733:); 

V= NO,97335 ~ 9,405 ... 
, 5 а '. ,,' V48,744+З6,373 У85,117 

Тада Је вредност израза Х = ,44,395---, 9,405 ' ~4;990' 

1 1 ' , ' 
10 g Х = '5 (log 84,117 -log 34,990) =:s (1,93003,- 1,54394) -.:. 

, 0,38609 N'=-==-=-
= 5 " =0,07723; Х= 0,07723= 1,194 ... 

с) Дати израз је моном у коме има негативних чинитеља. 

у овом случају налазимо претходно' знак целог израза. па ако 

је тај знак негативан, логаритмујемо љегову апсолутну вред­

ност, па 'пред добивени нумерус стављамо негативни знак. 
9 

Пример 4). Наtш вредност израза y_----со::О-,':;:-28""7=-' 1""8""'5. 
. 9~~~--= 

Ако је та вредност Х, онда је Х = V -0,287185 ==== , 
9, 9 5 

=- VO,287185, или ~х=УО,28718", alog (-X)=g JogO,28718= 

=~. 1,45815 =5(0,45815-1) 2,29075-5 =, 
9 '" 9 9 

6,290~5 -'9, = 0,69897 _ 1 = 1,69897; 

- х = Nl,69897 = 0,5, а Х / -0,5; 
d) Логаритмова1Ье стеПена с негативним изложитељем 

, 3 

Пример 5) Наhи вредност од 6,263-2. Ако је та вред-' 

ност Х, онда је Jog х = - ; Ibg б,2б3 = -:- . ~ . 0,79678 

= -1,19517 = 2 -1,19517 -2=0,80483':" 2 =;:2,80483; а Х= 

= N2,80483 = 0,06380 . . . . . . • 
е) Логаритмова1Ье логоритма 6. • . 

) Н " у 0,69 А . 
Пример б аhи вредност израда 0,513 . ко Је та 

6 6 

вредност Х, онда је log х = -уо,69 . Jog 0,513 -\/O~69. Т,71012 = \" 
6 " 6 , 

=Vо,б9. (-0,28988)=:-Vo,69. 0,28988, или - log X~ 
б 

= V 0,69 . 0,28988. 
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Тада је log (-Iog х) = б log 0,69 + log 0,28988 = ' 6 + 
+ Т,46222 = 5,838:5 - 6 + 0,46222 _ 1 . 

= 0,97314 - 1 +0,46222 - 1 = 1,43536 - 2 = 0,43536 -

- 1 = Т,43536; - log х = NT,43536 = 0,27250, log х = -

- 0,27250 = 1 - 0,27250 - 1 = Т,72750, х = Nr,72750 = 
= 0,5339' .. , . 

f) ЛоrоритоваltJе полинома. Треба незаВИСtlо ло~аритмовати 
сваки члан полинома и добивене нумерусе свести. 

3 5 

Пример' 7) Наhи вредност израза V2З + у7 - {6. Ако· 
3 5 

је" у = v'2З, z = V7 и u = v6, онда је: 

log у = ~ log 23 = ~ .. 1 ,36173 = 0,680~6; У = NО,бfЮ86 = 

= 4,7958 . log z = ~ log 7 = ~ . 0,84510 -.: 0,28170; 

N---- 1 1 
z = 0,28170 = 1,9129 ·Iog u = '5 log 6 = 5' . 0,77815 = 

=0,15563; u = NO,15563 = 1,4309. Тада је x=V23+V'7--
5 

-V6 = 4,7958 + 1,9129 - 1,4309 = 5,2778. 
Примери за вежбу 

Наhи вредност израза: 

1) 21,562 . 0,7346 . 0,00283; 
3) 7,842.981,9405. 

2) 7,48915 . 0,0083 . 234,527;: 

2,004.0,8916 ' 4) 1,062377; 

6) (15,246.0,0983)5. ) (23 27)9 
8,791 ' 7' 5 479 ; 

9) V' 56,25.3,728. 10) }89145. 
0,0745' у" 

)
321 5 __ 

12 --'1/27443' 752 ' , 

10 

15) 1/ 0,83 VO,8916 . 
~ (2,8fO,74)2 , 

ti 
(7)(-

13) ~_'+0,98~ 

15,7110,-00623 

7 

16) Г-3563; 

5) (2,918·3,45627)5; 

7 

8) V 2::-:5=6-::::,0-;;'Сб2::-; 

11) (0,06723 : )f; 
7 

14) (256{0,84; 

7 

17) (-0,72638) -[)' " 

3 

18) V 8+;- 7; 

5 ____ ----,, __ _ 

19) V 60,893 - 27 (о,0814; 
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3 . 
20) 56,230,2 ~_4J25; 21) 0,62783-0.7 . (2,345)0.06; 

22) 0,0562 ~0,25;. 23) 0,0005 rO,0005. 
Ј § 124. Графичко претстаliљање ФУНКЦИја 10Х, 100 х, пХ и 100 х. ! 

. (10) (Пј 

Линије функција: у . IОХ , у = log х, У = nХ и у = log х 
. (10) , (11) 

.налазимо по истом поступку као и линије осталих функција 

-(§ 78 и 90), само се препоручује да се њихове конструкције" 
врше на' хартији I1шпартаној на квадратне милиметре, ,званој 
милиметарска XapTl1ja. То је стога што се код ових функција 
одговарајућа решеља за х lf У разликују ·АаглО по величини, 
те је на' обичној хартији теже наlш тачке које та реше!ра 
лретстављају. . . 

1) Конструкција функције у = !ОХ . 
3 О 1, 
а х = о, 1, -1, 2, -'2, 3, ~3, ... , имамо у = 1, 1 , то 

1 1 
100, 100' 1О0О, 1000' .... 

Конструкцијом тачака; (0,1.), (1,10), (- 1, 1~), (2,100), 

(- 2, 1~0), (3,1000), (- 3, ldoo),···. и њиховим спајањем до­
. бијамо криву линију МN(сл. 20) коју претставља функцијау=10Х • 

.N 
у 

y=Logr.,r 

р 

УЈ 

Сл. 20 

I 
1. 



254 

2) Конструкција функције у . LOg ЏО)' 
1 1 

За х=l, 10, 10' 100, 100, .. ·.имамоу=0. 1,-1, 2.-2' .... 

Конструкцијом и спајањем тачака: (1,0), (ЈО,I!, C~, - 1), 

(100, 2), C~O' - 2), .... д~бијамо криву линију РС;) (сл. 20) коју 
претставља дата фУl:Iкција. 

Напомена. Из сл. 20 увиђамо да је апсцисна осовина 

асимтота криве MN изложитељне функције у = 10'" а орди­

натна осовиНа је асимтоlfа криве PQ логаритамске функције 

у = log х и да обе криве заузимају симетричан положај пре-
. (10) 

ма правој .V = х. Ова напоменаважи и за све изложитtљне и 

логаритамске функције исте основе, што се види из сл. 21. 
До истог закључка долазимо и посматрањем вредности за х и 

у једне изложитељне и једне лqгаритамске функције исте основе. 

3) Конструкција функц~је у = ЗХ • 

За, х= О, 1, -1, 2,- 2, '3, -3, 4, -4' .... имамо у = 1, 
] 1 1 ] 

3, З' 9, 9' 27, 27' 81, 8]' .... 

Конструкцијом И спајањем тачака: (О,]), (1,3), (-1, ~), 

(2,9), (- 2, ~ ), (3,27), (- 3, ;7)' (4,81), (- 4, 8\)'.... доби-
јамо криву LS (сл. 21) као. геометриски riретставник дате 

функције. 

Конструкција функције у = 2Х извршена је код § 90, сл. 17. 
4) Конструкција функције у = log х. 

(3) 

За х=], 3, 9, 27'81' ..... имамо у=О, ]'2'3'4' .... 
Конструкцијом И спајање'м тачака (1,0), (3,1), (9,2), (27;3), 

(81'4)' .... добијамо кривуЕF(сл. 2]) као геометриски претстав­
ник дате функције.· 

Примери за вежбу. Конструиши функције: 

а) y=logx; Ь) у=4Х ; с) y=logx; d) у=5Х ; 
. оо оо 

§ 125) Логаритамске једначине. Једначина у 

е) у= logx .. 
(5) 

којој се не-

позната, сама или с другим количинама, налази под логари­

тамским знаком, зове се логаритамска. Таква је једначина 
log (х-Ј) = 2. Ове једначине решава~о на следеhи наhин: нај­
пре налазимо антилогаритме на обема странама једначине 

(§ 1] 7), а затим, на основу основ#,ог правила да једнаки ло-
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у, 

Сл. 21 

гаритми одговарају једнаким бројевима (изразима), изостав- . 
љамо логаритамске знаке и на једној и на другој страни јед­

начине, и тиме добијамо алгебарску једначhну коју. најзад 
решавамопо ранијим упутствима. 

Код дате једначинf, за 2 је антилоrаритам 1 ОО, те се она 
може исписати: . . 

log (x-l)=log 100, а затим х-l = 100; Х= 101 . 
. Пример 2. РеI,IIИТИ једначину: logx+ log (х+ 1) = 

2 log (1- х). Како је лева страна лоrар.итам од х (х + 1) и: 
десна од (1 .:...- х)2, то је: . 

logx(x+1)=log(1-x)2, или, 
изостављањем лоrаритамских знакова: х, (х + 1) = (I - x)2~ 

Одавде је х2 + х = 1-2~ +- х2, ИЛИ 3х = 1 ах = ~ . 
ПРимери за вежбу: . 

1) logx=3j 2) 2+1ogx=4· 
2-1og х ' 
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3) log (х + 2) -log (х - 2) = 2 -log 4; 4) 56 logx = 3136; 
5) log 5х + log (2х + 3) = 1 + 2 log (3 - х); 
6) log(x+7)=2 +log(x-ll);, 7) 310gX =9; 
8) 510g 2х = 625; 9) 1610g 3х = 3210g Х; 

-1 О) log х + log 2х + log 4х = - 3; 
11) 7 log х2 - 4 log х,3 = log 25; 
12) log 16х -log 2х + log 3х = log 9 + log 4 -log 6. 

§ 126) Изложитељне једначине. Код § 103 показали см( 
_како се решавају изложитељне једначине које можемо до­

вести на једнаке степене с једнаким основама. Сада решавам( 

изложитељне- једначине чије су стр/ане степени различитю 
основа. Ове једначине решавамо помоhу логаритама. Упутствс 

за Њ~XOBO решавање састоји се у овоме: треба најпре да 

-стране једначине, ако нису, учиниМ,о растављањем на чини­

теље подесним за логаритмовање. Затим, на основу OC1fOBHOF 

.правила да једнаки изрази имају једнаке логаритме, лога­

ритму јем о обе стране једна чине и тиме добијамо алгебарску 

једначину, коју најзад решавамо по ранијим упутствима. 

Примери: 

1) Решити једначину: (aX- 2)3 = Ь" • Ако извршимо најпре 
,означено степеновање на левој страни, добијамо ~x-6 = Ьх • 

Тада је: (3х - 6)log а = х log Ь, или 3х log а - 6 log а = 

= х log Ь. 
. 6 log а 

Одавде је х = 31 l' Ь' 
оаа- оа 

2) Решити једначину: 23>;+4. 22+Х = 5" . Ако најпре изВр':' 

шимо означено множење на левој страни, добијамо 24х+6 = 
= 5Х 

• Тада је: (4х + 6) log 2 = х log 5, или 4х log 2 + 6log 3 = 
= х log 5. 

. б log 2 6·0,30103 
Одавде је: х = lој; 5 -4log 2 0,69897 - 4.0,30103 

1,80612 -
-0,50515 = -3'575 .... 

3) Решити једначину: 2х-2 - 2х-3 = 3х-2 - 3Х-3 • Ако нај­

пре обе стране ове једначине раставимо на чинитеље, добијамо: 

2Х-3 (2 - 1) = 3"-3 (3 - 1), или 2"-3 = З,,-3. 2, или 2х-4 = з,,-s. 
Тада је: (x-4)log 2 = (х-3) log 3, или х log 2-41og 2 = 

= х log 3 - 3 log 3. 
. З log 3 - 4 log 2 

Одавде]е:х= l 3 1 2 1,29 ... og - og 
4) Решити систем једначина: аХ . ЬУ = т и еХ • dY = п. 
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Логаритмовањем обеју једничина добијамо: 

х log а + у log Ь = log т, х log с + У log d = log n. 
Решавајуhи ове једначине ма којом методом добијамо 

да је: 

log т log d - log п log Ь log т log с -log п log а 
х = и у - ~'---=---,,---'''-----:---'''---,,---'='---7-

log а lag d -log Ь log с - log Ь log с -log а log d 
Примери за вежбу: 

1 3х 

1) 5011,89 х = 1 О;. 2) V-'-18-=-,-С-ll~9--=-З _ 25; З) 28.-1 = З2Х+1; 

Је 

'6) З~+~-ЗХ-162=0; 7) VIO=2; 
х _1 x~ 

8) V2154,4=2,1544; 9) }Т =fб; 
10) Зх + зх+l + зх+2 = 5Х + 5х+1 + 5Х+2 ;· 

11) V'зх = 2,478062; 12) З15х-4 = 27Х ; 

1 З) 52х+3 = 0,93Х ; 14) С ~) 5х 7 4Х-3;., 

( З )5Х-2 
15) - . = 5ЗОl х+l. 4 ... , , 

17) 12х+З - 12х = 5х+2 - 5"+1; 

19) З"+4У =27,25, 
З·+2.4у+l = 242. 

:21) 23х ·З4у= 18, 
12х- 6у= 1. 
х 

2З) Vx+ у --:- 2" 
(х + у)·З" = 216. 

• 
25) vaY+1 = т, 

у 

VЪx+1 =n. 

Алгебра V и Уl 

.16) 7(8Х ) = З(5"); 

18) Зх+l + 4Ј"+2 =;= 54, 
ЗХ+~ + 4у+I = ЗО. 

20) 5Х ·2У = 400000, 
2Х • 5У = 2500000. 
5 7 

22) f72X. у'5У+l = 245, 
Зх-2у=З; 

24) р. {УЗУ = 12, 
3 1 

V 4-х 
: V4Y = 64 . 

26) 2х . 5у = 2000, 

ЗХ . 6' = 2916, 
4у· 7' = ЗIЗ6. 

17 
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ШЕСТИ ОДЕЉАК 

Јј ЈЕДНА ЧИНЕ ДРУГОГ СТЕПЕНА 

1) Квадратне једначине с једном непознатом 
§ 127) Врсте квадратних једначина и ЊИХDВD решавањ8' 

Општи облик једне једначинедругог степена, кС)јасе зове 

још и квадратна, јесте: 

Ах2 +Вх+ С =0 (1) 
Ова једначина има, дакле,. три члана: члан с непознатом на. 

I 

другом степену, члан с неп()зна~ом на првом степену и члан 

с непознатом на нултом степену, или· таке звани стални или 

независни члан. Ова се једначина зове потпуна. Једначина (1} 
своди се на неПотПуне: 

(2) Ах2 + Вх = о, ва С= о, 
(3) Ах2 + С = о, за В = О и 
(4) Ах2 =0, за В=О и с=о. 

Једначина (3) зове се још и чиста. Ако је А = О, онда се· 

једначина (1) своди на Вх + С = о, у ком случају не бисмо­

имали једначину другог, Beh првог tтепен~. 

а) Решавање непотпуних квадратних једначина 

1) Једначину Ах2 + Вх = О решавамо кад њену леву 
страну раставамо на чинитеље, тј. доведемо је на облик 

х(Ах+ ВЈ =0, 
а затим, стављајуhи да су поједини чинитељи 

добијамо једначине првог степена: 

х=Ои Ах+В=О. 

равни нули,. 

В 
Из ових једначина добијамо решења Х1 = О И Х2 = - А' 

која оба задовољавају дату једначину. Д~кле, непотпуна 

квадратна једначина облика Ах2 + Вх = О увек има једно, 

решење једнако нули. 

Пример. 5х2 - 8.( = О. Решење: х (5х - 8) = о. Одавде 

је 1)х = О и 2) 5х - 8 = о. Стога су решења: Х1 = О И Х2 = 
8 

=5= 1,6. 

2) Чисту квадратну једначину Ах2 + С = О решавамо, 

када најпре независан члан С пребацимо на десну страну" 

затим добивену једначину поделимо коефицијентом А уз не­

познату и најзад извучемо квадратни корен из обеју страна. 

нове једначине. 
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Тако, из Ах2 + С = О, имамо најпре Ах2 = - С, затим 

С 1/'С' х2 = - А и најзад Х = + ~ - А' Чиста квадратна једна-

чина има, дакле, два једнака али супротно означена корена:' 

Х1 = + у- ~ и Х2 = - v ~. Ти корени,МОГУ бити стварни 
или имагинарни, што зависи од позитивности или негативности 

С ' 
радиканда - А' 

1) Пример: 9х2 -:- 25 = О. Решење: 9x~ = 25, х2 = 
25 1/25 5 2 =9' Х = + ~ 9= ±3' Стога су решења: Х1 = 1з и Х2 = 

2 
=-l з 

Пример. 9х2 + 25 = О. Решење: 9х2 =-25, x2~ 

25 + V-25 + '5 . 'С " 1 '2 . =-9' Х=_ -9= -з1. ~огасурешења:Хl= з1 

1 
2 . 

и Х2 =- 'з1. 

3) Непотпуна једначина Ах2 = О има оба решења Х = О, 

јер је х2 = ~ = О, а Х = + 10 = + 0=0. 

Ь) Решавање квадратних једначина' 

1) Потпуну квадратну једначину Ах2 + Вх + С = О 

решавамо по обрасцу: 

-В±IВ2-4АС 
X(l,2) = 2 А ' (I) тј. 

корени Х1 и Х2 једнаки су: коефицијенту уз непознату на 

првом степену с промењеним знаком,± квадратни корен из, 

квадрата тога коефицијента' смањен за четвороструки про­

извод од коефицијента уз непознату на другом степену и не­

зависног члана, и све то ПfJде.тЬено двоструким коефицијентом 

уз непознату на другом степену. 

Извођење обрасца. Пребацивањем независног члана на 

десну страну добијамо једначину: 

Ax2 +Bx=-С. 
Ако ову једначину помножимо најпре са 4А, а затим Д9-, 

дамо 'обим странама В2, добијамо једначину: 
4А2х2 + 4АВх + В2 = В2 - 4АС, 

чија је лева страна квадрат од 2Ах + В. 
17* 
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Стога се ова једначина даје написати овако: 

(2Ах + В)2 = В2 - 4АС. 

Одавде је 2Ах + В = + 11' В2 - 4АС, или 

2Ах = - в + ,/ В2 - 4АС а х = - в ± Vr-:B=2-_----;-4A
7

C'' 
- у, 2А 

Примери. 1) .5х2 + 7х -'- 24 = о. 

Решење: Овде је В = 7, А = 5, а С = - 24, те је упо­
требом обрасца (1): 

- 7 ± v 47::9'-_-4C-·~5-· (~-~24""') - 7 + V529 - 7 + 23 . 
Х(I,2) = 2.5 = 10 = 10 ' 

. - 7 + 23 - 7 - 23 . 
Одавде ЈеХ1 = 10 = 1,6 и Х2 = 10 = - 3. Код 

овога су примера, дакле, оба решења стварна и неједнака. 

2) х2 +9х+5=О 

Решење: Одавде је А = 1, В = 9, а С = 5, те је: 

-9+11'81-4.1.5 -9+VбТ 
Х(1,2) = 2. 1 = --2---' Одавде је 

-9+ Vб1 . -9-v'бТ 
Х1 = . 2 '" Х2 = 2 . 

Корени су, дакле, стварни и неједнаки, али ирационални. 

З) 5 х2 + 13х -1- 17 = о. 

Решење: Овде је А = 5, В = 13, а С = 17, те је: 

-13 + 11' 169-4·5·17 - 13 + v= 171 
Х(I,2) = 10 =--1<Г--' Одавде је 

_-13+iV171 2_- 13 - i v'17Ј 
Х1 - 10 и х - 10 

Оба су, дакле, решења уображена, и ·~o коњуговани· ком­

плексни бројеви. 

4) х2 - (а + Ь) х + аЬ = о. Решење: Овде је А = 1, В = 

(+Ь) С Ь . () а + ь ± va2+2 аЬ + Ь2-4 цЬ _ = - а а =а, те Је х 1,2 = 2 -

_ а +Ь + 11' а2 -2аЬ + Ь2 а+ ь ±}! (а - Ь)2 a+b+(a-Ь) 
- 2 2 2 

. . а + Ь + а - Ь 2а . а + ь - а + ь _ 
Одавде Је. Х1 = 1 --= 2= а и Х2 = 2 -

_2Ь_ ь -2- . 
н а п о м е н а. а) Ако имамо да решимо једначину 

Ах2 +2В 1 Х+С =0, 
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где је коефицијенат уз непознату на првом степену парам 

број, онда применом обрасца (1) добијамо: 

- 2В1 ± V4B12_4AC -2В1+21"В12_АС 
X(l,2) = 2А = ... 2 А = 

-В + VB 2-АС' 
= 1 А 1 (lI), где је В 1 по~овина коефицијеl;lта уз Х. 

Дакле, ако jf 'коефицијенат уз х пара н број, онда је боље 

употребити за решење једначине образац (II). 
Пример. 12х2 -20х+3 =0. Решење: Овде је В 1 =-10, 

А 12 С '3 . .(') 10+ 11100-12.3 1"100-36 . 
= ,а = , те Је х 1,2. = 12 = . 12 = 
10+Vб4 10+8 . 10+8 18 з" 

= -[2- = ---ТГ' Одавде Је Х1 = 12 = 12 = 2" и Х2 -:-. 

10-8 2 1 
=-12-=12=]f . 

Ь) Ако имамо да решимо једначину 

х2 +2В1 х+С=0, 
где је коефицијенат узх2 јединица, а коефицијенат уа х паран 

број, онда применом обрасца (1) добијамо: \ 
-2В1 +1"4В12_4С -2В1+ЦВ12_С 

Х(I,2) = 2 = 2 = 

=-В1 +VB1Y.-C (III), 

где је В1 половина коефицијента уз х. Овај се 'образац пре­

поручује за употребу само онда, ако је коефицијенат уз х2 

јединица, а коефицијенат уз х паран брОј. 

Примери 1) х2 -6х-7=О. Решеlbе: Овде је В1 =-3, 
а 'с = - 7, те, је, применом трећег обрасца: 
Х(I,2)=3 +у9+7 =З+V1б=З + 4. Одавде је Х1 =7их2 =-1. 
2) х2 + 4х + 4 ;" О. Решеlbе: Овде је В1 = 2, а С = 4. Стога је: 

X(1.2)=-2+1I4-4=~2+VO = ~2+d=-2. qBAe је и 
Х1 = - 2 их2 , - 2, тј. оба су корена стварна и једнака. 

§ 128) Испитивање корена квадратне једначине. Из при­
мера рt:шеНIIХ у претходном параграфу видели, смо да корени 

квадратне једначине Ах2 + Вх + С = О могу бити стварни аед­
наки или неједнаки) и имаl-инарни. Какви ве. бити ти корени, 
једино зависи од поткореног израза В2 - 4АС. Ако је вред­

ност овога израза, који се зове дискриминанта квадратне 

једначине, iiозитивна ($2 - 4АС > О), онда је uзвлачење ква­
дратнога корена могуће, те су корени Х1 и Х2 стварни нејед-

• 
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наки; ако је та вредност равна нули (В2 - 4АС = О), онда је U 

-{о = О, те су оба корена стваР/Ја U једнака ;:; u најзад, ако 
је вредност дUiжримuнанте негативна (В2_ 4АС < О), онда је из­
влачење квадратног корена из негативног радиканда немо­

гуће, те су оба корена Х1 U Х2 имагщюрна. У овом случају су 
.оба корена коњугС1вани комплексни qр"Ајеви. Ако јеХ1 = а + Ы, 
биhе Х2 = а - Ы. 

Примери: 

1) Корени је;lJ;начине 5х2 + 7 х - 24 = О јесу ств"арни не­

једнаки, јер је В2-4АС=72 -4·5·(-24) =49+480-529, тј. 

позитивна; 

2) Корени једначине 5х2 + 1 3х + 17 = О јесу имагинарни, 

јер је вредност дискриминанте В2_4АС= 132- 4·5·17 = 
= 169-340=-171, тј. негативна; 

3) Корени једначине х2 + 4х + 4 = О јесу стварни јед­

iНаки, јер је вредност дискрим~нанте В2 - 4АС = 42 - 4· 1 ·4 = 
= 16 -16 = О. Сви су ови цримери решени у претходном па 

раграфу и можемо проверити њихову тачност. 

§ 129) однос (веза) изме1ју~корена и коеФициЈената квадратн.е 
једначине. -Састав квадратне једначине, ако су познати њеНII 
корени. Ако једначину Ах2 + Вх + С = О поделимо са А и 

. В С б" . 
ставимо да Је А = Р и А = q, до ИЈамо ]едначину: 

x 2 +px+q=0. 
Решењем ове једначине употребом III обрасца добијамо: 

х (i,2) = - ~ + viii--= q. 
Стога су њени Кбр.~НИ: . 

р 1~ р 1/р2 
x1 =-2+V T - q и x 2 =-2"-Vi"".-q. 

Сабирањем 'ових корена .добијамо: 

Х1 +Х2 =(-~ +V~2_q)+(_;'~~V:2 7) =-р, 
тј. збир корена једнак је коефицијенту уз х са промењеним 

знаком. Ко;.једначине Ах2 +Вх+,С=0,биhе Х1 +Х2 . -~. 
Множењем корена Х1 и Х2 добијамо: 

Х1 • Х2 = ( - ~ +V~2 -q) (_ ~_ Y~2 _ q) = ( _ ~)2_ 

( VJj2-)2 р2 (Уро-)2 р?:' р2 . - - ;г-q =4- ;;г-q =4 -;г+q=q, ТЈ. производ 
корена једнак је независном члану q једначине облика 
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9+ + о . . . с. б .x~ рх q = , а -тщ Је производ Једнак А Једна чине о ли-

ка Ах2 +Вх+ с=о. 

На основу ове везе између корена и коефицијенат.а ква­

,дратне једначине, у стању смо .да СКЈЈопиМо јед~~~ii~у, ако' 
знамо њене корене., То пости~емо употребом једнаЧИНq: 

р=-(хј +х2) и q=Xl'X~, 
'1 ~' '" 

.које нам пружају MoгyћHO~T за израчунавање коефицијената 

р и q једначине х2 + рх + q: ОЈ :а који су једино потребни ради С', 
љеног склапања. ' 

Примери: 

1) Наhи једначину чији су корени Хј -:- 1, Р а Х2 = - 3. 
Решење: р =- (Х ј + хЈ = - (1 ,6 - 3) = 1,4 ;q =·1 ,6 . (--' 3)= 
= -.-,- 4, 8. једначина је: х2 + 1 ,4х- 4,8 ---: О, 'или IОх2 + 14х.­
-48 =0, или 5х2 +7х-24= О. 

~9+VБI 
2) Наhи јеJI.начину чиј,ису корени Х1 2 

. -9-v'бТ 
JI Х2 = 2 . 

(-9+v'БТ -9-r-Vбl) -18' , 
Решеfbе: р...:....-.. 2 +---2---" -;--2-=;::;9, 

- 9 + v'БТ - 9 -' v'БТ ,( - 9)2 - (убiУ 81-61 20 
(ј=--2--' 2 ' 4 =-4-=4=5. 

Једначина је: х2 + 9х + 5 = О 
. -13+i{l7Т 

ЧИЈИ су ,корени Х1 = --- 10 i И 3) Наhи једначину ....... " . ..-.... 
, -13 - i {т71 

.х2 = 10 ' 

Р '. - (-16+,J {Т7Т+-13-ј (Т7Т)_ 
:ешеfbе. р - - 10 10-

- 26 13 - 13 + i fЋT - 13 - i уn} 
=-10=5' q= 10, ' 10 

(-13)2-(ј{Т7Т)2 169+f71 340 17 
= 10 =-, -100-'= 100 =5' 

. 13 17 " 
једначина Је: х2 +-g-х+5 =О, или-5х2 + 13х+ 17 =0. 

Напомена 1. једначине.: р = - (Хј + Х2) и q ==; Х1 ' Х2 
пружају нам такође могућност да нађемо један од коефици-. 

јената р иq, ако знамо један од њих и један ,од корена 
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Примери: 

1) Допуни једначину 5х2 + 7х· .. = О, када је један њеli 
корен - 3. 

,РешеНЈе: Из једначине р= - (Хј +Х2), или ~ = -(-3+Х2Ј 
7 8 . 8' 

имамо Х2 = 3 - 5 = 5' Стога је q = Х1 'Х2 = (-3)'5 = ' 
24 С 

=-5=5' 

Одавде је С = - 24, Попуњена једначина је: 

5х2 + 7х -24= О. 
2) Колико је р у једначини х2 + РХ + 5 = О, ако је један 

-:- 9 +УБТ 
корен 2' . 

Решење:' Из једначине q =ё Хј ·Х2 , или 5 = - 9 t vБТ , Х2; , 

ЈО, ·10 (-9 -у(1) -9-Vбr 
имамо х ------= . =-----, Стога 

2--9+VБТ 81-61 .2 

, (-9+ Vбl' -9 -У(1) -18 
Је р = - + ---- = - -- = 9. Једначина 2, . 2 2 
је: Х% + 9х + 5 = О ... 

. 3) Колико је, А У iЏщtчи':{и .Ах2 + 13х + 17 = О, . ако је 
:. ,:" ,- 13 + ilfff 
Један корен Једначине Хј ='. 10 .. 

'. ':', 13 _ (-:- 13 + i V 171 .) 
i', Pet;-!еНЈе: Овде Је'Р=А=- ----ПЈ-·--+Х2 (1), а 

q _ .!2 - =-.!2 + 1./171 . х (2) 
- А - 10 .2' 

',' .' 13 - i ут 13 
Одавде Је, из (1) Х2 = 10 -А' а из (2) Х2 = 

170· .. = ,Стога Је: 
А (-..:. 13 + i Vl71) . 

1 3 ~ i vm . 13 ,"'. 170 
10 -А= А (- 13 + iV171 ) 

Решењем ове једна чине имамо А = 5. 
Ј~дначина је: 5х2 + 13х + 17 = О. 

Напомена IJ. На основу односа Хј + Х2 = - Р и Хј ' Х2 = q 
брже налазимо две непознате количине, ако знамо њихов збир 
и производ. Тада те две непознате количине сматрамо као 
корене оне квадратне једначине код које је познати збир 
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с промењеним знаком f{оефицијенат уз непознату на првом 
степену, а познати производ независан члан. 

... Пример. Наlш она два броја чији је збир 15а про~звод 

50. Ако су ти бројеви Х1 и х2, онда су ОН';Iкорени једначине 

х2 - 15х + 50 = О. _ 
Решењем ,ове једначине добијамо Х1 = 10 и Х2 = 5. 
§ 130) Знаци корена квадратне једначине. Кад је дата јед-

;:::начина било облика Ах2 + ЕЈх +С = о било' х2 + јЈх + q= О, 
у- стању смо да сазнамо пре њеног решаВ<Ј,ња да ли су њени 

стварни корени оба позитивна, или Обане~ативна, или је један 
позитиван а други негативан. За ово испитивање опет се 

, В ' 
служимо једначинама: 1) Х1 + Х2 = - Р = - А и 2) Х1 'Х2 = q = 

с = А' При овом испитивању наИЛЭЗИМО-Нll следеlщ три случаја: , ' 

1) Независан је члан позитиван. У овом случаЈу биhе и 
производ корена Х1 ·х2, на основу друге једначине, позитиван, 

те су корени Х1 и Х2 ооа ПОЗИТИВНИ, :"'Ј!И оба, негативни. Па' 
како је ЊИХОВ:'Iбир,по првој једначини, раван коефицијенту 

уз х с промењеним знаком (=- р ==-'1). то ће они бити оба 
, позитивни, ако је други члан једначине негативан, а оба ко­

рена биhе негативни, ако· је тај члан позитиван. 

ТЩ<О, код једначине х2 - 4х + 3 = О . јесу оба корена 

позититивна, а код једначине х2 + l.5х + 56 = О јесу оба ко­

рена негативна. Тако исуо корени једначине Зх2 -17х + 
+ 10 = О јесу оба позитивна. а једначине 2х2 + 7х + 5 = О 
јесу негативна. 

2) Независан је члан негативан. У овом случају биhе, 

према другој једначини, 11 произ~од Х1 'Х2 негативан, те су 

корени Х1 и Х2 различито означени. Тада, на основу прве 

једначине, веhи корен има супрЬта\i знак знаку другог члана 
једначИне. Тако, код једначине х2 бх - 7 - О већИЈе корен 
позитиван а мањи негативан, а код једначине 18х2 + 3х­

- 10 = О веhи је корен негативан а мањи ПОЗИТИВllН. 

3) Независан је члан нула. У овом случају је и ПРОИ3ВОД 
С 

корена Х1 'Х2 = q = А = О, те један од корена мора бити јед-

нак нули. Ако 

В 
=-А' мора 

је Х1 = О, онда из једначине Х1 + Х2 = - р ..:.­

бити други корен х.2 = - р = - ~, т ј. има 
знак супротан знаку другог члана једначине. Тако, код јед-
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17 
.начине 3х2 + 17х. О, је Х1 = О а Х2 = - з' а код једначиые 

_х2 - 5х = О, је Х1 = О а Х2 = 5. 
§ 131) Примери за вежбу 
Решити непотпуне квадратне једначине: 

1) х2 -7 х = О; 2) 7х2 - 8х = 5х2 - 13х; 

З) (2x+5)2_(X-3)2= 16; 4) Х+5 х+ 1~. 
2х+ 1 3~x' 

-5) хVЗ _2х_; 6) х2 - 25 = О; 
х-2у' 3 х{з -5 
5х2 6 

7) 6= 125; 

9) Х+4+Х ·4=з~. 
х-4 х+4 3' 

х 6 х 4 
8) -6+-=-4'+-; 

х· х 

10) 5 r7 2х = v7 - 4х ; 
V7.- 10х 2 (V7-x) 

] 1) х-а _а_. 12) !!..-х х а, 
а х-а' х a-х'х) 

13) ах2 - ЬВ = аВ _ Ьх2 : 14) !:.-. _ 2х2 = ах
2

+ Ьх2 . 
аЬ Ь' а' 

15) (21а - х)2 + (х - 3а)2 = (7а - 3х)2 + (3х - а)2; 

16) v23x2-70x+81 = 5х-7; 

17) 5+vI9х2+32х+lЗ=4х+9; 

18) V36-Vх2 +4О =5; 19) li VГХ2+З9-:-;2 ,2; 

:20) У2х+8+2=2Ух+5; 21) Va+x+V'a-х . Va; 
22) V'f5 +х+ f V5 --;-=V"5v'5. 

Решење:стщrеновање~ са '3' д6БИјаr.ф: VS + х + 
+ з f (V5 +x)~(Y5 -х)+3V' (у5 +х) (vs - x)2+V5 -х=5V5 

Пребацивањем, свођењем и дељ-ењем са 3 добијамо: 

V'(y5 +х)2(у5 -x)+'f(y5 +x,)(f5 -х)2=V5; 
Растављањем леве стр.анена чинит.еље добијамо:· 

-rtrs +x)O/S - х) (VГ v5 + х +VГ v5 - х) =Vs. 

Заменом израза у загради са f 5vs добијамо: 
V'(V5 +x)(V5 -х) . Гs17s = У5. 

Степеновањем са 3 имамо: 

{у5 +х) (V5 -х). 5V5 =5V5, или 5 - х2 = 1, или х2 =4, 
·а х= +2. 

Решити потпуне квадратне једначине: 
:23) х2 + 12х+20=0; 24) х2 -7х+ 12=0: 
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25) х2 + 3х - 130 =0;26) х2 - 2х+ 10 =0; 
27) (х- 1) (х - 2) = О; 28) 4х2 ---' 3х Ј= 3ј 

29) 2x2 -7х+3=Ој 30) (2х-3)2=8х; 
31) х2 - х + 1 = О; 32) х2 -4ах + Зq2 :-0,; 
33) х2 - 2ах + а2 - Ь2 = О; 34) 2х2 - 3ах -;-,-2а2 ,'О; 
35) ЗЬ2х2 + 10аЬХ+3а2 =0; 36) (mх+п) (пх-m)=О; , 
37) Ьх2- а'-= (а - Ь) хј 38) х2 - 22х + i5 =2х2 ---:- 20х + 1; 
, ~ х '~ , 
39) (3Х-2)2=8(х+ 1)2-·100; 4Q) 2-"'3+ 7 :8, '7~; 

41) х-7 =х-6 0 42)Х+l 1 3 (Х '1) =(х_з)2+ 1; 
2 (х+3), х+24' З ,4 . 

43) (х ' ,~)2 _~+ х(х=-9)='(х-14)2 +5; 
, 6 9 18, 2 

(х':""" 20) (х - 10) (34-х)(40-х) +(30---:-Х) (5-х) _ ОО 
44) 10 , 2 " 3 l' 

1 242 
45) х2-Х-6+х2+х-6 x~ Qj-x2-4; 

х + б ' х2 + 17 _ х + 30 х+ 1 'о 
46) x~ 1-х2 +х+l- х3 -1'-х2+х+l' . 

47) х _~= ~ _ ~; 48) х + а х +: = 1; 
х Ь а х-а х-

1 1 , 1 1 ~+ 1_+~; 
49) -+ + I ,+2 =,0; 50) +'ь+х Ь а а х а ха , "а. х 

51)(а+ Ь) (а - Ь) х2 = аЬ(2ах -аЬ)ј 
сх 2с2 -

~,2) х2 
- ~ + Ь - (а+Ь)2 -= Q; 

~3 х+а х+Ь_ а , ЈЬ,' a+b'~x а-'с+х о 
) х-а+х-Ь-Т+ i!' 54)а_ь_х- а.-'С:'-Х' 

55) а+с,<р+х) +~+ х =~; 
а +с (а - х ) х' «Ј-2сх 

56)3х- ,8 =" 11' 4ЈХ + ~ ;5;;) $х - 2 :у 3JX24x---45 = 1; 

58) У3х - 4 + У8х2-4Х+ll = 6 ј 
59) Гх+2 + УХ-3 'v'З~+4; 
БО) 3У5х+l - 2 ffx = 6 у2х 5; 1. 

61) a2-ЬVх а2 = а' ~-b2; 

62) ух - За2 + У2х + а2 =v'зх + 4а2 ; 
б3) У2х + 1 - 2 V 2х + 3 = 1'; 64) f х - а +~ х а ~ ffi о 

Не решlшајуhи следеhе једначине нађи да ли су им ко­
рени стварни неједнаки, једнаки или уображени (§ 128): 

}, 
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65) х2 -+- 6х + 5 = О; 66) х2 + 4х + 5 = О; 
67) х2 +2х-120=0; б8) 12х2 +7х-12=0; 
69) 25х2 + ЗОх + 9 = О; 70) 2х2 - 18х + 65 = о. 

Не решавајуhи следеhе једначине, одреди знаке њихових 
корена (§ lЗО): 

71) х2 -8х+15.....:...0; 72) х2 -17х-60=0; 

73) х2 -26х+ 169=0; 74) 2х2 +5х+2=0; 

75) 4х2 -+ 2х + 1 = О; 76) 8х2 + 4х - 1 = о. 
Састави квадратне једначине, чији су корени: -

аЬ аЬ 
--и-_· 

а+Ь a-lJ' 
77) 2 и З; - З + Г-13; 

78) - 5 и О; За и -2Ь; а +'vТ; 
1 1 

79) - и - -_. 
2 4 ' 

а а 

-З И "2; -4 и 6; 

80) f6и - уЗ; 
а Ь 
-и_о 

Ь а' 
3 и-З; 

2 З 
81) -зи -"2; 4+VЗ; 

82) 2а- - Ь и а - 2Ь; а+Ь· - , 

1 +јуlО; 

а-Ь 

а+ь и1 ; 
Ь • а 

83) 1 _ а и 1 - Ь ; v7i+ i Гa· 
84) У једначини х2 -7х + q = о да се нађе q, када је 

а) један њен корен 3; Ь) један њен корен - 8; с) Х1 = : ; 

d) Х1 =0. 
Ь5) У једначини х2 - рх + 38 = Ода се одреди р, ако 

је а) Х1 =х2, Ь) Х1 = -х2 ; с) ~+~= 152. 
Х1 Х2 

86) У једначини х2 - 8х + q = О да се одреди q, ако је' 
1 ' 1 

а) Х1 = х2 ; Ь) Х1 = 3х2 ; с) Х1 = -; d) Х1 = - -; е) x1-4х2=З. 
Х2 Х2 

87) Реши јеДНИЧЮIУ х2 - 8х + q = О, кад се зна да је 

збир квадрата њених корена З4. 

88) Реши једначину х2 - рх + 21 = О, кад се зна да је 

збир квадрата њених корена 58. 
89) Реши једначину х2 + рх + 45 = О, кад се зна да је 

квадрат разлике њених корена 144. 
90) Реши једначину х2 - 17х + q = О, кад је квадрат 

разлике њених корена 49. 
91) За које вредности коефицијента Ь једначина 

4х2 + Ьх + 25 = О има једнаке корене? 
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91) Наhи једнаLJИНУ чији су корени: а) једнаки реци­
ПРОLJНИМ вредностима корена једначине 2х2 - 5х + 2 = Ој 

Ь) једнаки квадратима корена једнаLJине 3х2 - 7х + 2 = Ој 
с) п пута веhи од корена једначине' 9х2 - 24х - 20 = Ој 

d) за п веhи (мањи) од KOpeHq једнаLJине х2 - 2х - 35 = Ој 

е) 3 пута веhи од кубова корена једнаLJине х2 - 5х + 6 = О. 

Матурски задаци 

9'\) За које вредности т-а једначина тх2 + 2 (т + 1) х+ 
+ т + 3 = О има једнаке корене? (Београд, 1 мушка, 1903). 

9~) Кад се сваком корену једнаLJине х2 + рх + q = о ./I.ода 
по 1, добијају се бројеви који су корени једнаLJине х2 ---.:. р2х + 
+ pq = О. Одредити р и q и проверити. (Београд, . 11 мушка, 
1933). ( 

96i) Нека су Х1 ~ x~ корени једначине х'-(I+л) х+Л'=О. Написати 

• , , Х1 х.,. 
једначину по непознаТОЈ z ЧИЈИ су корени Z1 = х;- И Z. =х;-; у Једначини 

по цепознотој Z наћи такву вредносt за л да један корен те једначине 
1 ' 

, .(ју де т. За ту вредност л наћи одговарајуће вредности за Х1 и Х.' 
. (Београд, 11 мушка, 1931), 

96-) У једначини 3х' - 7х + т' - т = О одредити за т-такву вред-
б ,37 

ност да 3 ир квадрата корена те Једначине бу де 9' 
(Београд, 11 мушка, 1929) 

9~) У,једначини 2х' + 4 (т - 2) х + 9 -7т = О одредити т тако 
.да а) корени буду једнаки; Ь) један корен буде двапута већи од другога. 

- • (Битољ, 1933) 

9~) Дата је једначина УХ2- 4 ух+ 25 = О. Како гласи она једначина 
'Чији су корени аритметичка и геометриска СРf!дина корена дате једначине? 

(Сарајево, 11 мушка, 1934) 
~) Дата је једначина х2 - (811 - 2) х + 1511' - 7 = О.Одредити 

-Qt тако да збир квадрата корена те јерначине буде једнак 24. 
(Београд, Реалка, 1923) 

1О1P) У једначини 2х2 - 3х + 5с = О одредити с Tal).O да- се корени 
разликују за 1. (Београд, 11 мушка, 1930) 

1!tl) Поставити једначину чији су корени једнаки реципрqчним 
вредностима корена једначине 5х2-5х+9 - 125 = О, 

(Београд, II мушка, 1920) 

§ 132) Системе од двеЈУ једначина од којих је једна првог 
;з друга другог степана 

Општи облик једне једнаLJине другог степена са две не­

познате је 

Ах2 +Мху + Cy2+Dx +Еу +р=о (1), 
.а првог степена са две непознате 

Mx+Ny+P=O (2). 
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Систем једначина (1)' и (2) обично решавамо методом 
заМене када нађемо из једначине првог степена (2) вредност 
х-а или у-а, па заменимо ту непознату у једначини другог 
Степена (1) њеним изразом. Тиме добијамо квадратну jeДH~­
ЧИIiУ с једном непознатом, коју најзад решавамо да бисмо' 
дОбили оба њена корена. Заменом нађених корена у' изразу 
еЛИl\1иноване непознате, налазимо обе њене вредности. 

Пример 1. Решити систем једначина: . 
1) х2 + у2 - 4ху + 5х - 2у - )9 = О, 
2) 2х - Зу =; 5. 

Реш~ње. ИЗ једначине (2) је х = 5 -Ј; Зу. Заменом ,у (1) 

ДОБИ' (5 + зу)2+ 2 4 5 + Зу + 5 (5 + Зу) 2у -)9=(} Јамо --2- у - У'-2- 2 

ИЈЩ l1 у2 ~ ]2у + 1 = О. Одавде је уј = 1 и у2 =~. Taдa~e' 

из (2): Хј = 4 и Х2 = ~. 

Међутим, има система које можемо решити много брже', 
и лакше него методом замене на подесан начин. 

Тако, ако знамо збир и производ двеју непознатих, онда ' 
ЊИХове вредности сматрамо као корене оне квадратне једна­
чине чији је коефицијенат уз непознату на првом степену 
познати збир с промењеним знаком, а независни . члан по­
знати производ. 

Пример 2. 1) х + У = ]2 
2) ху =35 

Решење. х и у јесу корени једначине Z2 - 12z + 35 = о. 
Одавде је Zl = 5, Z2 = 7. Стога је Х2 = 5, У2=7, х1=7, у!=5. 

Пример З. 1) х - У =5 
2) ху=-4. 

Заменимо - у = уl биhе 1) х + уl = 5 и 2) хуl= 4. Тада 
су, х и ~ корени једначине Z2 - 5z + 4 = О. Одавде је Zj = 
= х = 4, Z2 = уl = 1, а у = - 1. 

Пример 4. . 1) х + у = 5 
2) х2 + у2 = 1З . 

Ако прву степенујемо са 2, добијамо: 
1) х2 + 2ху + у2 = 25 . 

Ако одузмемо од ове другу, добијамо ху = 6. 
Тада су х и у корени једначине Z2 - 5z + б = о. 
Одавде је Zl = х = 3, Z2 = У = 2. Тако исто се решава 

и Систем у коме се зна збир квадрата непознатих и њихова. 
раЭЛика. 



Пример 5. 1) х2 - у2 = 24 
2) х-у=4. 

Ако (1) поделимо са (2) добијамо: (3). х + У ,6. 
. Тада сабирањем и одузимањем једначине (2) ~ (3) доби-· 
\амо х = 5 и У = 1. . / 

Тако истq се решава систем, ако се зна разлика квадрата 

. непознатих ~ њихов збир. 
Примери за вежбу 

1 

!
ху .0,5, [- =5 ху , 

- 1) ~ = 2.' 2) t у 
у -=20. 

х 

4) х а+Ь !
х- у =2Ь, 

а-Ь=-у-' 

, 2а 

!
х-у . (12-1 ' 

7) 1 l' 2 
у--.х=й· 

5) [х+у= 120, lx2 + у = 50.~ 

IХ+ У =2а, 
8) х2 -2а2 + у2 

\ 2 = 1. 

!
х+у=а, 

З) 1 + ~='2" а+l а. 

!
(Х_2)(У-З)= 1, 

6) х-2=_I.'. ' 
; у-З 

I х-Зу-l 1 
9) 6х-Ilу-З =2 .. 

Iзху_(Х2+у2) =11 .. 

10) {5х2-ЗУ =II, 11){x.+V2Y+4=9, 12){У-VЗХ-З 6," 
4х+9у=З5. . Зх-2у=З.· 2х+Зу=З5. 

IЗ) {х+ у=21, 14) {х + У .' 2а,. 15) {Х2+. у2_ Зху -59,. 
ху=108. ,ху=а2 -Ь2 • х+у=19. 

16) {Х2 + у2 + 4ху = 286, 17) {(~ + З) (у -:.5) = 24, 
х+у= 14. х+у= 16 .. 

18) {~2:;2 з;.86, 19) {~2 +:2 8.1~0, 
20) {х:! - у2 = 45, 21) {(х + 5)2 - (х + 6)2 =29" 

х+у= I~. х-у=2. 

§ lЗЗ) Проблеми другог степена с једном непознатом. Има. 
велики број проблема који се своде на решавање једначина 
другог степена, а чија решења, иако задовољавају једначину,. 

не задовољавају проблем. Код § 128 видели смо да корени 

квадратне једначине могу бити стварни неједнаки, стварни. 

једнаки и имагинарни, што зависи једино' од дискр»минанте 
В2 - 4АС. Из овога разлога може да c~ )деси да оба, или 

П,оједина решења једначине не задовољавају 'све или поједине 

УСЛQве проблема. У овом случају проблем је немогућан за та. 

решења. Такав ће бити пробл~м, ако су оба решења једначине 
имагинарна, или је тражена количина такве природе, да)не: 
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може бити нити негативна нити разломљена, а корени једна­

чине су негативни или разломљени. Тада решења једначине, 

која не задовољавају услове проблема, као бесмислена, одба, 

цујемо. 

а) Решени Примери: 

1) НаћИ онај двоцифрен број чији је збир цифара 14; а 
љихов ПРQИЗВОД 24. 

Решеље. - Ако су јединице х, онда су десетице 14-х. 

Према другој погодби биhе: 

х(14-х)=24, или 14х-х2 =24, или х2 -14х=-24. 

. Решењем ове једначине добијамо Х1 = 12 и Х2 = 2. Gба 
ова решења, иако су стварна и позитивна не задовољавају 

проблем, јер решење Х1 није једноцифрено, а решење ·х2 , 
иако једноцифрено, ипак не задовољава проблем, пошто би тада 

десетице биле 12, што је немогуће. 
Закључак: овај проблем је немогућан. 

2) Раставити број ЗО на таква два дела да је њихов 

производ 8 пута већИ од њихове разлике. 
Решење. - Ако је један део х, други је, ЗО - х. Тада је 

према другом услову . 
х (За -:- х) = 8· (За - х - х), или 

ЗОх - х2 = 240 - 16х, или х2 - 46х + 240 = О. 

Решењем ове јеДJiачине имамо Х1 = 40 и Х2 = 6. Прво 

решење Х1 не задовољава проблем, јер је веће од самог броја. 
Друго решсње задовољава проблем. . 

Закључак: Први је део 6, а други 24. Заиста је 24·6 = 
= 8·(24-6). 

З) Ученици најстаријег разреда у једној школи измењаше 

узајамно своје фотографије чији је број био 1056. Колико је 
било ученика у разреду? Решење. Ако је било х ученика, 

онда је сваки дао фотографија х-l. Једначина је х (х--l)=1056, 

или х2 - Х = 1056. Решењем ове једначине имамо: 
Х1 = З5 и Х2 = - З2. 

Друго решење Х2 = - З2, као бесмислено, одбацујемо, 

јер број ученика не може бити негативан. Прво решење задо'-:­

вољава проблем. Дакле, број ученика у разреду је био ЗЗ. 

4). Хипотенуза правоуглог троугла је 10 т, а једна је 
катета за 2 т ве/ш од друге. Колико је мања jtaTeTa? . 

Решење: Ако је мања катета х, већа је х + 2. Тада је 
једначина по Питагорином праВИЈIУ 

х2 + (х + 2)2 = 1 ОО, или х2 + 2х = 48. 
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Њеним решењем добијамо Х1 = 6 и Х2 = - 8. Прво решење 

задовољава проблем, а друго, као негативно, одб.iщујемо. 
5) Број 12 раставити на таква два дела да је љихов 

производ 40. 
Решеље. - Ако је један део' х, други је 12 - х. Тада је 

једначина х(12-Х)=40, или х2 -12х=-40. Њеним ре­

шењем добијамо Х1 = б + 2 i и Х2 = б - 2 ё. Пошто су ,оба 
решења имагинарна, то оба не задовољавају проблем. Он је 

неМОГУћан, тј. број 12 не може се раставити на делове чији 
је производ 40. 

).) Примери за вежбу: 
1) Који број постаје 5 пута веliи, ако се С,абере са .својом реци-

прочном вредношliу? ( +1-) 
2) Наliи број чији је производ од н,егове половине и осмине 1. (± 4) 
3) Наliи она два броја чија је размера 5 : 7, а· производ 190. 

(1= + 5т, II = + 7Ущ 
4) Наliп број чија је деветина једнака производу од његове треliине, 

шестине и осмине. ( + 4) 
5) Који број најпре увећан за' 7 а затим смањен за 7 даје бројеве 

чији је производ 5.Ј? (+ 10) 
6) Са КОЮiКО је процената дат капитал под интерес, ако је го­

дишњи интерес 1250 дин., а зна се да је капитал 5000 пута веliи' од 

процента? (5"10) , 
7) Са колико процената треба да се да неки' капитал под прост 

интерес да би се он удвојио за онолико година колики је и проценат? (10"1.) 

8) Трошак неког друштва, у којем је било двапут више људи ,но 

жена, изнео је 176 дин. Кад је сваки човек платио двапут толико колико 
је било људи, а свака жена трипут толико колико је било. жена, пита се 

колико је било људи и колико жена у томе друштву ?(жена 4, људи 8) 
9) Наliи број који трипут помножен самим собом. даје производ 

трипут веliп од тога броја. (± VЗl .. 
, 10) Кад се једном броју најпре дода 5 и затим одузме 5"ј)иliе збир 

квадрата добивеног збира и разлике једнак 178. Који је тај број? (± УВ) 
11) Стране два квадрата стоје ,у размери 5: 7. Површина другога 

је за 1944 т2 веliа од површине првог.' Наliи њихове стране. (45 т, 63 т) 
12) Хипотенуза правоуглог троугла је 10 т, а једна је катета Ј1/а 

пута веliа од друге. Наliи катете. (6 т и 8 т) 
13) Од темена правог угла креliу се једновремено два тела пр 

крацима угла с брзинама од 5 т и 12 т у секунди. После колико секу­

нада оба тела биliе удаљена 52 т јеДIfО од. другог? (после 4 сек.) -
14) Од теме на правог угла креliу се по крацима' два тела једнаком 

брзином. Прво почиње кретање 7 секунада ра-нијео.u; другог тела. После 
15 секунада од поласка првог тела, отстојање између тела је 102 тј 
којом се брзином креliу тела? (6 т) . - , 

Алгебра V-и УЈ 18 
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15) Разлика суседних страна једног правоугаоника је 6 т. Ако се 
мања страна удвоји, а већа смањи за з' т, онда се површина правоугао· 
ника увећава за 25 т2• Наћи стране правоугаоника. (5 т и ]] т) 

16) Два тела крећу се једновремено по крацима правог угла, и то 
прво из тачке А, удаљене ] 17 т од темена, к темену са брзином од 7,5 т 
у секунди; друго подази из тачке В, удаљене од темена 39 т, удаљујући 
се од темена са брзином од 22,5 т у секунди. После колико' секунад;! су 

б . 7 и о а тела удаљена Једно од Af!yroг ] О т? (415 сек) 

]7) Три броја стоје у раЗмери као 3: 2 : 5 а збир њихових квадрата 
износи З42; наћи те бројеве. <± 9, ± 6 и ± ]5)' 

]8) Јещш басен пуни се' за 8 часова кроз две цеви, ако буду једно­
времено отворене. Друга цев сама напунила би басен за 9 часова дуже 

1 . • 
време од 8 времена КОЈе Је потребно да прва цев сама напуни басен. За 

које време свака цев пуни басен? (1 за 24 ч., 11 за 12 ч.) 

19) Наћи број који помножен са 3 ~ даје производ Једнак деветини 
свога квадрата увећаној са 25. (15) 

20) Којим бројем треба поделити 96 да се добије количник који је 
за 4 вепи од тога броја? (& и - ]2). 

2]) Наћи разломак чији је производ бројитеља и именшгеља 120, 
каДе се зна да бројитељ и именитељ поста1у једнаки. ако бројитељу додамо 

(10)' а од именитеља одузмемо ]. 12 

22) Наћи број, чије : увећане за 1, а 3I1ТИМ, помножене са :, тога 

броја које сусмањене за 15, дају производ 16. (20 и -&) 
23) Трговац прода неку робу за З9 динара и на њој заради толико 

на 0/. колико њега роба стаје. Колико њ~гa стаје роба? (ЗО дин.) 
24) Наћи она два узастопна неларна броја чија је разлика ква-

драта 8000. (200] и ]999) , 
25) Траже се она три узастопна цела броја чији је производ 5 пута 

већи од њиховог збира (- 1, Ој 1, или З, 4, 5, или - 5, - 4, - З). 

26) Поделити број ]2 на таква два дела да је већи деосредња 

пропорционала између целог броја и мањег дела. (1 део' 6 (f5 - 1), или 
приближно 7; 4164) 

27) Наћи број који увећан са шестоструким квадратним кореном 

тога броја даје lЗ5, (225 и 81) 
28) 'На!'!и године старост.и· једнога дечака, кад се зна да ће после 

три године' имати онолико година колики је' био квадрат његових година 

лре три године. (6 год.) 
29) Једно лице уложи 110Д. прост интерес 2000.0 дин. лодизвесним 

процентом. После 5 година узме капитал. и интерес за то време'и. уложи 
у други завод који дi\је проценат за 1 мањи од ранијег процеНТll, и тада 
добија годишњи интерес ]ЗОО дин. Наћи, проценат. (6"10) 

ЗО) Друштво од 15, људи и жена ручадо је зајеДIJИЧКИ у н.екој 

гостионици: Тl?ошак људи износи З6 дин. а толико исто и трошак жена. 

Колико је (iило људи а колико жена и колико је трошак сваког учесника, 

ако је сваки човек ЩlaТИО. 2д.ин. више него жена? (људи 6, жена 9; човек 
ллаћа 6 дин.; жена 4 дин.) , 



31) CYM~ од 400 ДЩI .. треба да <;е подели на I:Iз,вщ;тац БР9Ј људи 
подједнако. Пр.~ деобе 4 лиц.а o.n;pe.KHY се примаља, услед Ч.~Г~ је <;в?ки од 
ос.Т<јЛИХ; џри~ио пQ 5 ft.,I:IH. ~ИlUе !Јего ш,\о б\f ЦРI;IIl!и,Q,. Кqлико j.~ QI:IЛО 
лица?" (20.) . 

32) СеЉ<lК је купио и~,вестан број ОВ;Щit·· за 7!?D дин.' У Tq!}y три 
Месеца ИЗI:убио је усле)!; t50Л~<;1fИ 5. оВ<iЦ1il, а осщле. прq.n;<I. и л.обl:lј~ по 
б дин. Вl1ше q)! овде Ilerq што је платио за њу. l;ia OBP~ продаји и;зг~бl:l. 
30. дин. l;iah~ број Qщща I::f њЩ,ОЏУ цену. (2,5, ОВii\ЩI, CBaкa,c,aj~ 30. дин.). 

3З) Дв\!, курира полаЗе ":{ исто B.peM.~, из ИСТог ме,ста за \!!)ку ВџРОШ 
удаљену 90. Кт. Први прелази на ~ac 1 Кт више од ApY\O.r~T~ усле.n. .. 
,Q,Гa cTI:I)J{e у BapoЏl 1 час р,щије IЩ .n;руги. Наtщ Њl:lхqџ,~' Часоiш~~рзине. 
(10 [(m. и 9 Kп:z)' . , 

.34) Два КУРИр<Ј. пол<!~е је;ЏlOвремено leд~1I, другоМе }f суср.е1 I:I~ jЏla, 
1\\џта . уДаЈЫЩа. 3~O «т. д!Ј,ещщ ·брзщщ првог је зд 8 {(!:п Beb~ од, Д~~lще' 
брзине другог, а путују до места' сусрета\ онојllјко дана колик,q, j~ QO.ji,Q," 

вина Кт које д!;!евнС! FlР,елаЗ!f други; КУРИјЈ. Нqliи in~J!Bf;)' Џу,!,tщEi. '(192 Кт, 
]28 Кт) . 

35) ТРQЩ/<.ЩIИ путовања вище лиц{t Щlнеђ;И e~ 43,2,. ди~ П~ како су 

два лица путовала без трошка, то је сваки од ОСТiI:!lИХ /ЏЈ<i,ТИQ, цо 3 .(\I:IН., . 
џище. Код.I;IIЩ j~ би.l/О .l/ИЩI?(I~, лица) " 

Зб) Је"'а!;! !ЈОД војник.џ треба. J.ЏI, ЩЏIР<l,в.i<i ма,рщруту од 24Q.К,щ 1111. W!~, 
вестан број дана. Међутим, у. Ј\10МенТУ по,ла.ЧК<I~ цареЬено ~ је ЈЈ"а ту ј\ЩРЦ!~. 
Р.УТУ ЗЩ!рЏ;ll1 2 да,НЏ раиије. з..БQГ О,щ>.!'а /iQP., ПР~~;I);I, б Кщ ~I;II!I!I;tO ~ИЈI[i. 
него щто је намера,IЩQ. :;3<1 коли.lЩ је д;щ~ б\l;Ла, !1ројеК;ТQ,вщщ Ј:ЩIЏ;lј,ј\ *<Ј.рщ-. 
рута? (]О. д.ана) 

37) Место на коме је сарра.Ьена нека куliа ИМа облик пр.авоугао­

ника дужине 3б т а ширине 20 т. Око целе куће тр,еба и.аЧИНЊТi<i 1'Р9ТЩР 
једнаке ширине. Наћи ту ширину, ако се зна да' j~, fuelioaa tlевршин.а 
1 , ' 
З од ПО.ВРIЏј1\1е коју к.ућа оЏух)!ата. (2 ~>. 

38), ~ коме правилн,ОМ Ј\11.10ГОУ!:'ЛУ <;ваци УНУТР'\LЏI.I>И'-У'I1<10; ПW;"I;аје за 
1.0~ l;Iеliи ако. му се број <;,тр,!на, цовеЏ,а за 3? (у 9"'ТО'»IfЛу'), 

39) Трговац прода неку робу ~a 152,5Q дин. с п,роцеt\1'<М,I. зараде Ji.oja 
ltI.зноеи ИОЛОВИlc\у КУЏОВljе цене. Шта ~:r~je њещ р.qба? (Дин,. 5Р) .. 

40) Неки (5асеlj пуци се цроз ~ae цеви. Прв" цец ЛУIjIИ б·асен' ЩI\ЏL 
за 5 часов~ дуже НеГО ДР~Fа. Обе зај~д~о> jeAljoBpeM~Hoi отворене, (Ју-не 
га за б часова. За колико часов(ј., cIIакџ ЦеВ пуни (i.a,<;eli? (15, ч; 1Q ч.). 

4]) ДВа пРеПЩ<l~а, треба д.а ЏЈЈеlЩЩУ И,звеl;,Т,!Н Q.,QoJ c1ipal;la неког 

руК,ОПI:II;<I. К,ад ~и сваки C~M радио, ДРУГОМ ТРеба д,.а, сврщд прс,щ 4 чцс:~ 
више но првом. Ако први ради б часова, а. други 7 часова, преПI!l~али ~и, 

. 1 . 
страна чији је број за З већи од броја страна коЈи, треба да препишу. За 

које време може свак!! да препише рукоцис, а щ цоје·оQ.ојица? (1 = 8. Ч; 
11 = 12 ч; обојица 4 ч. и 48 мин.) .,... .. 

~2) Из два места А, и в... чије је oTcTc;>iaJi!,e џ!, Кт, џода,зе два 
П~Тl;!ика јМЩI др'.угоме ~. сусрет,. ПРВI:I: И~ А. од~аз.и ~7 МИНУтџ'l?а,l.Iије, q.l/.J:I 
С6.ilКИ Кт пр.ела,ЗI1 ЗIj, 3 Мl;Iнут,а џиwе'вРемена, )10 .цР);!:И, IJО,сле ?1/2 Ч(ј.са 
од поласка првог срели су се. За колико минута прелази св.аЦ,И с;>,ц. 1\>,1:1" 

( 
2 2 } .-

I Кm.? ];15 з; 13 з 
]&* 
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43) Из двеју тачака, чија је раздаљина 340 т, полазе тела А и 1 
једно другоме у сусрет. А почиње кретање 5 секунди раније од В, аш 

сваке секунде прелази 4 т мање него В. Пређени од њих путеви пр~ 

сусрету стоје као 8: 9. Наhи њихове секундне брзине. (8 т и 12 т) 
44) Два путника А и В полазе у 6 часова из два места један дру­

гоме у сусрет и сретну се у 9 часова. При сусрету прорачунали су да је 
А прешао 3 Кт више но В и сваки је продужио пут с истом брзином. 
Најзад А стигне у своје место 1 час и 6 минута раније но В. Наћи от­
стојање полазних места и за које време' сваки од њих прелази 1 Кт. (33 
Кт; IO и 12 мин.) 

45) ПО једном краку правог угла из тачке чије је отстојање до те­
мена 40 т, креће се к темену једно' тело са брзином од 2 т у секунди. 
Једновремено креће се друго тело из темена по другом краку угла са бр­

зином од 16 т у секунди. После колико секунада отстојање оба тела биhе 
100 т? (6) й. -

46) По крацима nPhor угла крећу се ка темену једновремено из. 
тачака А и В, чије је отстојање 187 т, два тела. Разлика њихових брзина 
је 7 т. Ако оба тела стигну у теме после I1 секунада, која је брзина 
сваког тела? (15 и 8 т) 

47) Од темена правог угла почињу кретање по крацима центри два 
круга. Центар првог круга, чији је полупречник 40 ст, креће се брзином 
од 3 ст у секунди, а центар другога круга, чи'ји је полупречник 38 ст, 
почиње кретање 2 секунде раније са бр3l:!НОМ од 6 ст у секунди. После 

колико секунада од поласка првог центра, оба се круга додирују споља? 

(10 сек.) 
48) Неколико радника примили су за неки посао 400 дин. Кад би 

број радника био за 3 мањи, онда би сваки радник примио по 30 дин. 
више. Колики је број радника? (8) 
. 49) Неколико књига купљене су за 60 дин. Цена сваке књиге у 
динарима је за 4 мања од броја књига. Колико је књига купљено?(IO) 

50) Неки је потрошио за неколико дана 900 дин. за храну. Кад би 

дневно трошио по 10 дин. мање, онда би исти новац потрошио за 3 дана· 
више. Ло колико је онда трошио? (60 дин.) 

51) Продато је две врсте кафе: од прве за 1020 дин., а од друге за 
871 дин. Од друге врсте је продато 3 kg више него од прве. По колико 
је kg продато од сваке врсте, кад се зна да kg друге врсте стаје 35 дин. 
мање него kg прве врсте? (10 kg и 13 kg) 

52) Неки човек, продавши свој часовник за 24 дин., изгубио је онолико 
процената колико му је часовник вредео. Колико му вреди часовник? 
(60 дин.) . 

53) Неки је позајмио 5000 дин. од два зајмодавца. Првоме је плаhао 
годишњи интерес од 240 дин., а другом 200 дин. Са колико "10 су били 

зајмови начињени, кад се зна да је другом зајмодавцу плаhаО 2"10 више 

него првом. (80/0 и 100/0) 
54) Један део капитала од 8000 дин. доноси годишњи интерес 90 

дин., а други део 200 дин. Са колико процента је дат сваки део тога ка­
питала, ако је други део дат под интерес за 1"10 веhи проценат но први 
део? (3% и 4"/0) 

55) Два путника полазе једновремено из једног места за друго. 

Први прелази за један час 1 Кт више него други и стиже у друго ме-
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сто 1 час раније. Колико Кт прелази сваки за час, акоје отстојање места 
56 Кт? (8 Кт и 7 Кт) 

56) 1една тачка креће се по обиму једнога круга чији је обим 225 
ст. Ако се брзина тачке смањи за IO ст у секунди, онда би прешла 
обим за 6 секунди доцније. За колико секу нада' обиljе обим круг\ та тачка' 
са првом својом брзином? (9 сек.) , " 

.... 57) Зб(Јр катета правоуглог троугла је 17 т, а хипотенуза му је 13 
т. Наћи катете. (12 т и.5 т) 

58) Површине двају квадрата имају се као 25 : 49. Страна првог је 
. ~a IO т мања од стране другог. Наћи њихове стране. (25 ти '35 щ) 

59) Површине двају равнокрако-правоуглих троуГJlова имају се K~O 
9 : 16. Хипотенуза првог је за 2 т мања рд хипотенузе другог. Ha~:1 

стране тих троуглова. (1 == 3 У 2.6; 11= 4 V2,if) 
60) Од једног троугла, чија је r'iовршина 121 т2, добивен је трапез 

површине 85 т2, правом повученом паралелно основици троугла. Наћи 

висину троугла и њене делове, 'кад се зна да је та висин.а 2 пута већа 

Од основице троугла. (ћ = 22 т; IO и 12) 
61) Кружна тетива од 12 т.ДУЖl:Iне препОловљена Је другом тети­

вом од 15 т дужине~ 'Наћи, отсечке Аругететиве. (З т иl2 т)' ',. 
62) Страна једног квадрата. је 230 т; колике су стране оног пра­

воугаоника чији је обим за 12 т већи од обима квадрата, а површина за 
460_т2 мања од квадратове површине? (276 и 190 т) 

с,Ј Матурски задаци ' 
63) По периферији једног круга одЗБО т дужине крећу се два 

тела А и В. А прелази у секунди 4 т више од В, T~ .му је због тога по-' 
требно једна секунда мање да би прешло целу периферију круга. Колико 
метара прелази' свако од њих у секунди? 

(Крагујевац, '1899) 

64) Yj~ДHOM трапезу је већа паралелна страна :ЈаЗ m дужа ОД ма!!?;; 
паралелне стране, а висина трапеза је средња аритметичка средина обеЈу 

паралелних страна. Кад је површина трапеза за 7,75 т2 мања од дво­

струке површине квадрата над мањом паралелном CTPilHOM, колике су 
паралелне стране трапезове и висина? (Пожаревац; 1910) 

65) Неки .. отац остави своје имање од 84000 дин_ својој. малолеТllој . 
деци тако да се на једнаке делове, подели, са жељом, ако би неко пре 
пунолетства 'умро, да се онима који га преживе и његов део на 

једнаке делове подели. Умрла су .два детета пре него што су пуно.летна 
била ·и зато је од остале деце свако наследило још по 3500 дин. Колико је 
отац деце оставио? (Ужице, 1905) 

,66) Неки трговац купио је х ствари за 6000 дин.,; он је себи задржао 
20 ствари, а остале је продао за 15 динара скупље сваку ствар и тако је 
опет за њих добио 6000 дин. Колико је ствари купио? 

(Нищ Мушка, 1930) 

67) Неко има три шупље коцке разне величине. Прва је 5 см виша 
од друге, а друга 5 см виша од треће. Ако другу празну коцку напунимо 
водом из прве пуне, а затим трећу празну из друге пуне, онда ће у првој 

бити 1350 см' воде више него у другој. Колика је запреминаСВ1!ке коцке? 
, (Нищ 1903). 

~ I 



278 

б8) Збир 'цифара једног двЬцифренаг броја износи 10; ако пак ЦИфРI 
у обрнутом реду пишемо и добивени број помножимо са пређашњи~ 
бројем, производ ће бити 2701. Који је тај број? <Суботица, 1922) 

'69) Трговац прода робу за 5б динара, при чему sаради ТОлике 

процената колико га стаје та роба. Колико је за њу платио'? 
(Београд, 111 ~шка 1928) 

70) једном чоsеку потребно је да чамцем пређе узводно пут од 

240 км два дана више него кад иде низводно, јер прелази "6 км Мање. 

Колико му 'је дана потребilO за }/изводни пут? 
(Београд, JII мушка 1933) 

7Ч Враћајући се ;из једне шетње некибициклиста прелази у једном 

часу 5kM 'мањенего при одласку. Пита се, којом 'се брзином кретао пр!! 
одласку, кад се зна, да је љегов повратак трајао 48 минута више него 

одлазак и 'кад ,се зна да је бициклисТ"а отишао 80 км 'далекоод своје 
полазне тачке. ~БеОI:рад, ЈЈ мушка, 1933) 

,§ 134) IV. ,Графичко претстављање крадратног 'liринома 'и 

испитивање његових промена. да бисмо квадратнитрИН6М 
Ах2 + Ех 4- с преtс'tавйли графичкии да бисмо њеГ(јв-е промене 
графички испитали, т.peO~ најпре да ставимо да је он једнак 
у,а затим да незаВИGна-l1роме!:lљивојх .дајемо произвољне 

вредности, чиме добијамо одговарајуhевредности функције 'у. 
Сматрајуhи одговарајУће вредности х-а и у-а као КОQрдинате 

појединих' тачака у ра~ни, конструишуhи те тачке помоhу 
-правоуглог коор~инатног система 'и најзад њихQвим спајањем 

добијамо 'JiинИlуквадраtног триноМа, која је парабола. Из 

добивене . линије можемо увидети и промене трИfюма које он 

има када х M~њa своју в;редност од" - оо до + оо. 
ПРИМf!РИ: 

1)у = х2 _ 4х + 3. За х = - 3,- 2,-1,0,1,2,3,4,5, 
6, 7 ... БИ'hе у = 24, ) 5, 8, 3, О, - 1, О, 3, 8, 15 .. ,,, Конструкци-

. јом таЧ:iКа: (-3,24), (- 2, 15), (-1,8), (О, 3), (1, О), (2, - 1), 
(3, О), (4;3),(5,8),(6, 15), (7, 24) ... и њиховим слајањем доби­
јамо пара болу (А) слике 22. Из ове линије увиђамо: 1) да трином 
х2 - 4х + З има корене 1 и З, јер је он раван нули за 

х = 1 и х = 3, тј. ова линија сече алсцисну ОСО8ИНУ у та'l­

кама чйје су апцисе 1 и 3; 2) дати трином је позитйван за 

све вредности х-а изван корена, јер су ординате позитивне 

за 1 > х > 3; 3) дати трином је негативан за вредности х-а 

између корена, јер су ординате негативне за 1 < х < 3; 4) за 

х = 2 дати трином има најмању вредност - 1, јер је најмања 

ордината - 1 за х = 2; и 5) да . парабола датог тринома за­
узима симеТРИ'lан положај према правој чија је једна'lИНq х=2. 

2) у=х2 -4х+4. За х=-2,-1,0, 1,2,3,4,5,6 .. 
биhе у = 16, 9, 4, 1, О, 1, 4,9, 16... Конструкцијом та'lака 
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(~.-o 

У • .. 
.Слика -22 . • <;лиКа23 

Х. 

х 

У. 

Слика 24 Слика 25 

(- 2,16), (-1, 9), (0,4), (1, 1), (2, О), (3, 1), (4, 4), (5,9), (6,16) ... 
и љиховим спајањем добијамо параболу (В) слика 23. 'ИЗ-0ве 

линије увиђамо : 1) да триiюм х2 - 4х + 4 има оба Kop'eIta 
једнака, јер крива додирује аПСЦИСl:lУ осовину за х = 2 ; 
2) .дати трином је увек позитиван за све вредности х-а од 

-'- оо до + оо, пошто су све ординате позитивнеј З) за. х = 2 
дати. трином има минималну вреДНQСТ ~, јер је најмања орд,и-

1; • 
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ната О; и 4) да парабола датог тринома заузима симетричан 
положај према правој чија је једначина х = 2. 

3) у=х2 -2х+2. Зах=-2,-1,0, 1,2,3,4, ... биhе 
у = 10, 5, 2, 1, 2, 5, 10, ... Конструкцијом И спајањем тачака 
(-ђ, 10), (- 1,5), (О, 2), (1,1), (2, 2), (3,5), (4; 10), ... добијамо 
пара болу (С) слике 24. Из ове линије увиђамо: 1) трином. 

х2 - 2х + 2 има уображене корене, пошто парабола не сече· 

апсцисну осовину; 2) дати трином је увек позитиван за све· 

могуhевредности х-а од - оо до + оо, јер су' све ординате: 

тачака параболе позитивне; 3) за х = 1 дати трином има 

минималну вредност 1, јер је најмања ординанта 1. 
4) у=-х2 +х+2. За х = - 3, -2, - 1, О, 1,2,3,. 

4, ... биhе у=-10,-4, О, 2, 2, 0,-4, - lQ, ... 
Конструкцијом И спајањем тачака (- 3, - 10) (- 2, - 4),. 

(-1, О), (0,2), (2, О), (3,-4), (4, -10), добијамо параболу 
(О) слике 25. ИЗ ове линије увиђамо: 1) трином - х2 + Х + 2: 
има корене - 1 и 2, јер парабола се'че апсцисну осо-: 

вину у тачкама чије су апсцисе - 1 и 2; 2) за х ~ ~ дати: 

трином има максималну вредност 2} ,. јер је H~jBeћa орди­
ната у = 21/4 ј И 3) дати трином је позитиван само за оне­

вредности х-а које се налазе између корена - 1 и 2, јер су 
ординате позитивне за - 1 < х < 2. 

Напомена. Истим путем дају се конструисати функције 

у = ах2 ·и у = ах 2 + с, у = (х+ т)2 и у = ах2 + Ьх, које све: 

претстављају параболе. 

Примери за вежбу 

Конструисати следеhе функције: 
1) у=3х2;. 2) у=-4Х:!ј 3) у=2х2 ј 

4) у = 3/Б х2 ј 5) у=2,25х2; 6) у=2х2 -3х+4ј 

7) у=3х2 +2х-3; 8) у=3х2 -6х+5: 

9) у = х2 + 2х - 3; 10) У = 5х2 
- 4х + 5; 

11) у=(х+ 1)2; 12) у=(х-2)2; 13) у=-7х2+ 12; 
1 

14) у=4х2 -5; 15) У=2"х2 -3; 16) у=-2х2+4х+3. 

§ 135) ГрафИЧко решење једначина другог степена с јед­

ном непознатом. Најпростији начин графичког решавања једна-­
чина другог степена с једном непознатом састоји се у овоме: 

Треба најпре једначину Ах2 + Вх + С = О свести на 
облик Ах2 = - Вх - С,' а затим, стављамо да су обе стране,' 

као једнаке, равне у. 



Тиме добијамо функцију 

другог степена у = Ах2 И функ- .N 
цију првог стейена у= -Вх - С, 

од којих йрва претставља па­

раболу, а друга Йраву.· Најзад 
Треба.конструисати и пара болу 
у =Ах2 и праву у=-ВХ-.С, 

па аi1сцисе' 1Ьихових пресечних 

, тачака би/ш решења или корени 
дате једначине. 

.. Пример. Решити графички 

једначину х2 + 4х -5 = о. 
Доводеhи ову једначину на 

облик х2 = - 4х + 5 и став­
љајуhи да је свака страна јед­

нака у, добијамо једначине 

у=х2 и у=-4х+5. ' 
Тада из' прве једначине 

имамо: 

за х=-3,-2,-1,0, 1,2,3, ... 
у = 9~ 4, 1, О, 1, 4, 9, ... 

а из друге једначине: 

за х' 1,' 2, ... у = 1, - 3, ... 

Конструкцијом одговарају­

hих тачака и њиховим спаја-

њем, добијамо параболу (А) и 
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праву MN (сл. 26). 'У, 

Ова права сече параболу Сл. 26 
у тачкама Е и Р. Апсцисе пре-
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сечних тачака јесу 1 и - 5, и то су решења дате једначине. 
Примери за вежбу: 

Реши графички једначине: 

1) х2 -36=0; 6) 2х2 -4х-3=0; 
2) х2 - 16 = О ; 7) х2 _ 2х - 4 = О ; 
3) (х+3)(х-3)=16; 8) 4х2 -12х+9=0; 
4) х2 -;-7х=0; 9) (2х-3)2=8х; и 

х-7 х-6 .5) х2 +2х-3=0; 10) _.- = . __ .. 
2х+ 6 .х+24 
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