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Глава 1

Увод

U ovom radu �emo videti xta su to bifurkacije u kontekstu dinamiqkih sistema,

upozna�emo se sa osnovnim tipovima bifurkacija koje se jav	aju u jednodimenzio-

nalnim i dvodimenzionalnim dinamiqkim sistemima i vide�emo �ihovu primenu

na nekoliko konkretnih primera iz razliqitih nauqnih oblasti.

Da bi se moglo govoriti o bifurkacijama, neophodan je odre�eni nivo predzna�a iz

oblasti obiqnih diferencijalnih jednaqina, sa akcentom na linearnim i neline-

arnim dinamiqkim (autonomnim) sistemima. U ovom radu posmatra�emo dinamiqke

sisteme u R, odnosno R2, sa euklidskom metrikom i standardnom diferencijabi-

lnom strukturom. Kako se najve�i deo pojmova sa kojima �emo se susretati i va�nih

tvr�e�a u vezi sa �ima obra�uje na osnovnim kursevima diferencijalnih jednaqina

na Matematiqkom fakultetu, to �e se u ovom radu ti pojmovi i tvr�e�a smatrati

poznatim, uz preporuku da se za podse�a�e i proxiriva�e zna�a iz oblasti dina-

miqkih sistema i obiqnih diferencijalnih jednaqina uopxte pogleda [1], [2], [5],

[6]. U ovoj glavi �emo se upoznati samo sa pojmom graniqnog cikla, budu�i da se na

osnovnim kursevima diferencijalnih jednaqina on qesto ne obra�uje, a bi�e nam

neophodan u nekim delovima ovog rada.

Druga glava ovog rada posve�ena je bifurkacijama u jednodimenzionalnim dinami-

qkim sistemima. Deta	no �emo se upoznati sa najva�nijim tipovima ovih bifur-

kacija: sedlo{qvor, transkritiqnim i vilastim bifurkacijama.

U tre�oj glavi obradi�emo tipove bifurkacija karakteristiqne za dvodimenzio-

nalne dinamiqke sisteme. Najpre �emo razmotriti osnovne tipove lokalnih bifur-

kacija (pri qemu �e najvixe pa��e biti posve�eno Hopfovim bifurkacijama, koje

su specifiqne isk	uqivo za sisteme dimenzije ve�e od 1), a zatim i nekoliko najva-

�nijih tipova globalnih bifurkacija.

Posled�a, qetvrta glava posve�ena je primenama bifurkacija u modelova�u razli-

qitih nauqnih fenomena. Ova glava pode	ena je na dva ode	ka { prvi je posve�en

jednodimenzionalnim dinamiqkim sistemima i tu su obra�ena dva primera, jedan iz

fizike i jedan iz biologije, a drugi deo je posve�en dvodimenzionalnim sistemima,

gde je prikazan primer iz oblasti hemije.
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ГЛАВА 1. УВОД

1.1 Гранични цикл

Dat je nelinearni dvodimenzionalni dinamiqki sistem

dx

dt
= f(x, y),

dy

dt
= g(x, y),

(1.1)

gde je f, g ∈ C1(D), D ⊂ R2 i t ∈ R. Graniqni cikl dinamiqkog sistema (1.1) je

izolovana zatvorena fazna trajektorija tog sistema. Epitet izolovana znaqi da u

�enoj okolini ne postoje druge zatvorene trajektorije, ve� se, kako vreme prolazi,

sve trajektorije sistema (1.1) spiralno pribli�avaju ili uda	avaju od te zatvorene

trajektorije.

Graniqni cikl mo�e da bude stabilan, nestabilan ili polustabilan, u zavisnosti

od toga da li se trajektorije iz �egove okoline pribli�avaju ili uda	avaju od �ega

(slika 1.1).

(i) стабилан (ii) нестабилан (iii) полустабилан

Слика 1.1: Стабилност граничног цикла

Graniqni cikli su veoma va�ni sa nauqnog stanovixta { oni modeluju sisteme u

kojima postoje samoodr�ive oscilacije. Takvi sistemi osciluju qak i u odsustvu

spo	ne periodiqne sile. Neki primeri ovakvih sistema su: otkucaji srca, dnevne

promene temperature tela i luqe�a hormona kod qoveka, hemijske reakcije koje spo-

ntano osciluju, potencijalno opasne vibracije u mostovima i krilima aviona itd.

U svakom od ovih sluqajeva postoji standardna oscilacija za koju je poznat period,

oblik talasa i amplituda. Ako u sistemu do�e do male perturbacije, on �e se napo-

sletku uvek vratiti u svoj standardni ciklus.

Graniqni cikli su isk	uqivo nelinearne pojave { oni se ne mogu pojaviti u linear-

nim dinamiqkim sistemima. Naravno, linearni dinamiqki sistem oblika X ′ = AX

mo�e da ima zatvorene trajektorije, ali one ne�e biti izolovane, jer za linearne

dinamiqke sisteme va�i da ako je X(t) periodiqno rexe�e datog sistema, onda je i

c ·X(t) tako�e periodiqno rexe�e tog sistema, za svaki realan broj c ̸= 0. Stoga je

svaka zatvorena fazna trajektorija linearnog dinamiqkog sistema okru�ena jedno-

parametarskom familijom zatvorenih trajektorija. Posledica ove qi�enice jeste

da je amplituda oscilacija kod linearnih dinamiqkih sistema potpuno odre�ena

poqetnim uslovima; svaka i najma�a promena amplitude je trajna, tj. zadr�ava se
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ГЛАВА 1. УВОД

zauvek. Nasuprot tome, oscilacije graniqnih cikala su odre�ene strukturom samog

sistema.

Za potrebe ovog rada va�no je da vidimo kako mo�e da se doka�e da u datom di-

namiqkom sistemu postoji zatvorena trajektorija. Naredna teorema daje jedan od

malobrojnih rezultata koji se odnose na ovaj problem, a tako�e predstav	a jedan od

k	uqnih teorijskih rezultata nelinearne dinamike, budu�i da implicira da haos

ne mo�e da se javi u faznoj ravni (tj. u dvodimenzionalnim dinamiqkim sistemi-

ma).

Теорема 1 (Поенкаре–Бендиксонова1 теорема). Нека jе R ⊂ R2 затворена и
ограничена област, F ∈ C1(R) и нека област R не садржи положаjе равнотеже
динамичког система X ′ = F (X). Даље, нека постоjи фазна траjекториjа γ тог
динамичког система коjа jе „заробљена" у области R, у смислу да у почетном трену-
тку t0 креће из неке тачке области R и остаjе у тоj области за свако t > t0. Тада
или jе γ затворена траjекториjа датог динамичког система или се она спирално
приближава некоj затвореноj траjекториjи тог система кад t → ∞. У сваком
случаjу, постоjи гранични цикл у области R.

Napomena: Poenkare{Bendiksonova teorema va�i i kad imamo suprotnu vremensku

orjentaciju, tj. kad postoji trajektorija γ koja u poqetnom trenutku t0 kre�e iz neke

taqke oblasti R i ostaje u oblasti R za svako t < t0.

Poenkare{Bendiksonova teorema suxtinski ka�e da je dinamika u faznoj ravni

vrlo ograniqena: ako je fazna trajektorija
”
zarob	ena" u ograniqenoj oblasti u ko-

joj nema polo�aja ravnote�e, onda ta trajektorija u nekom trenutku mora te�iti

nekoj zatvorenoj trajektoriji ili je ona sama zatvorena trajektorija (nije mogu�e

nikakvo komplikovanije ponaxa�e od toga). To, me�utim, va�i isk	uqivo u faznoj

ravni, odnosno u dvodimenzionalnim dinamiqkim sistemima. U sistemima dime-

nzije tri ili vixe Poenkare{Bendiksonova teorema prestaje da va�i, xto stvara

mogu�nost potpuno novog ponaxa�a: trajektorije mogu da
”
lutaju" okolo zauvek unu-

tar ograniqene oblasti, ne pribli�avaju�i se ni u jednom trenutku nekom polo�aju

ravnote�e ili zatvorenoj trajektoriji. U nekim sluqajevima trajektorije privla-

qi slo�en geometrijski objekat koji se naziva strani atraktor. Oset	ivost na

poqetne uslove ima za posledicu da je kreta�e dugoroqno nepredvidivo { ova pojava

naziva se haosom. Za upoznava�e sa osnovama teorije haosa pogledati [1] i [2].

1Henri Poincare (1854− 1912) – француски математичар и физичар
Ivar Otto Bendixson (1861− 1935) – шведски математичар
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Глава 2

Бифуркациjе у jеднодимензионалним
динамичким системима

2.1 Увод

Neka je dat jednodimenzionalni dinamiqki sistem

x′ = f(x, r), (2.1)

gde je x = x(t) nepoznata funkcija, r ∈ Rn parametar i f ∈ C1(D), pri qemu je D ne-

ki otvoren podskup od R2. Ako se kvalitativna struktura toka dinamiqkog sistema

(2.1) me�a sa promenom vrednosti parametra r, ka�emo da dolazi do bifurkaci-

je. Parametar r nazivamo kontrolnim parametrom, a vrednost parametra za koju

dolazi do bufurkacije bifurkacionom taqkom ili bifurkacionom vrednox�u.

U jednodimenzionalnim dinamiqkim sistemima mogu�e su jedino tzv. lokalne bi-

furkacije: to su bifurkacije kod kojih usled promene vrednosti parametra dolazi

do promene broja ili stabilnosti polo�aja ravnote�e. U sluqaju vixedimenziona-

lnih dinamiqkih sistema, pod lokalnim bifurkacijama podrazumevaju se i promene

broja ili stabilnosti graniqnih cikala usled promene vrednosti parametra. Po-

red lokalnih, postoje i globalne bifurkacije { to su bifurkacije kod kojih se ve�i

invarijantni skup (npr. graniqni cikl) sudara sa polo�ajem ravnote�e, dovode�i

do globalnih promena u strukturi toka, a ne samo do promena u okolini samog po-

lo�aja ravnote�e, odnosno graniqnog cikla, ali one se jav	aju samo u sistemima

ve�ih dimenzija.

U nastavku �emo deta	no razmotriti tipove bifurkacija koji su karakteristiqni

za jednodimenzionalne dinamiqke sisteme.

2.2 Седло–чвор бифуркациjа

Prvi i najjednostavniji tip bifurkacije koji mo�e da se javi u jednodimenziona-

lnim dinamiqkim sistemima jeste sedlo{qvor bifurkacija1. Poreklo ovakvog

1saddle–node bifurcation (енг.)
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ГЛАВА 2. БИФУРКАЦИJЕ У JЕДНОДИМЕНЗИОНАЛНИМ ДИНАМИЧКИМ
СИСТЕМИМА

naziva bi�e jasnije kada budemo posmatrali dvodimenzionalne dinamiqke sisteme.

Jedan od osnovnih primera jednodimenzionalnog dinamiqkog sistema u kojem dolazi

do ove bifurkacije je

x′ = r + x2, (2.2)

gde je r realni kontrolni parametar.

Polo�aje ravnote�e jednaqine (2.2) nalazimo rexava�em jednaqine r + x2 = 0. Za

r < 0 postoje dva polo�aja ravnote�e, x∗
1 = −

√
−r i x∗

2 =
√
−r (slika 2.1(i)). �iho-

vu stabilnost mo�emo utvrditi na dva naqina. Prvi naqin podrazumeva razmatra�e

smera toka na x−osi (tok je usmeren nadesno kada je x′ > 0, a nalevo kada je x′ < 0)

i utvr�iva�e da li su trajektorije usmerene ka ili od polo�aja ravnote�e. Drugi

naqin jeste da se ispita znak izraza f ′(x∗
i ), i ∈ {1, 2}, gde je f(x) = r + x2. Isposta-

v	a se da je polo�aj ravnote�e x∗
1 stabilan, a x∗

2 nestabilan. Stabilne polo�aje

ravnote�e predstav	a�emo punim kru�i�ima, nestabilne praznim, a polustabilne

napola ispu�enim kru�i�ima.

Kada r → 0−, parabola f(x) = r + x2 se pomera navixe, a dva polo�aja ravnote�e

se me�usobno pribli�avaju (slika 2.1(ii)).

Za r = 0 imamo samo jedan polo�aj ravnote�e x∗ = 0 i on je polustabilan (slika

2.1(iii)).

Konaqno, kada je r > 0 jednaqina x2 = −r nema realnih rexe�a, odakle sledi da si-

stem (2.2) nema polo�aje ravnote�e. Kako je tada x′ > 0, sve trajektorije su usmerene

sleva nadesno, odnosno te�e ka +∞ (slika 2.1(iv)).

(i) r < 0 (ii) r → 0− (iii) r = 0 (iv) r > 0

Слика 2.1: Фазни портрет jедначине (2.2) за различите вредности параметра r

Dakle, u ovom sluqaju do bifurkacije dolazi za vrednost parametra r = 0, jer su

fazni portreti za r < 0 i r > 0 kvalitativno razliqiti: za r < 0 imamo dva

polo�aja ravnote�e (jedan stabilan, drugi nestabilan), za r = 0 oni se
”
sudaraju" i

stapaju u jedan polustabilan polo�aj ravnote�e, koji potom u potpunosti nestaje

kada r postane ve�e od nule.

Графичко представљање бифуркациjа Postoji vixe razliqitih naqina da se

bifurkacije predstave grafiqki. Ipak, najqex�e se predstav	aju u ravni, tako xto

se kontrolni parametar r uzme za nezavisno promen	ivu, te se nanosi na apscisu,

dok se polo�aji ravnote�e x∗ uzimaju za zavisno promen	ivu i �ihove vrednosti,
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ГЛАВА 2. БИФУРКАЦИJЕ У JЕДНОДИМЕНЗИОНАЛНИМ ДИНАМИЧКИМ
СИСТЕМИМА

u zavisnosti od r, nanose se na ordinatu. Pri tom se isprekidanim linijama ozna-

qavaju nestabilni, a punim linijama stabilni polo�aji ravnote�e. Time se dobija

tzv. bifurkacioni dijagram. Na slici 2.2 prikazan je bifurkacioni dijagram

jednodimenzionalnog dinamiqkog sistema (2.2).

Слика 2.2: Бифуркациони
диjаграм jедначине (2.2)

Слика 2.3: Бифуркациони
диjаграм jедначине (2.3)

Jox jedan primer jednodimenzionalnog dinamiqkog sistema u kojem dolazi do sedlo{

qvor bifurkacije dat je sa

x′ = r − x2. (2.3)

Analizom polo�aja ravnote�e jednaqine (2.3) i �ihove stabilnosti, analogno kao

za jednaqinu (2.2), dolazimo do zak	uqka da za r < 0 nema polo�aja ravnote�e, za

r = 0 postoji jedan polustabilan polo�aj ravnote�e x∗ = 0, dok za r > 0 imamo

dva polo�aja ravnote�e: x∗
1 =

√
r, koji je stabilan i x∗

2 = −
√
r, koji je nestabilan.

Bifurkacioni dijagram jednaqine (2.3) prikazan je na slici 2.3.

Posmatra�em bifurkacionih dijagrama na slikama 2.2 i 2.3 postaje jasno zaxto se

za ovakve pojave koristi termin bifurkacija, koji izvorno znaqi raqva�e, grana�e.

Ispostav	a se da su sistemi dati jednaqinama (2.2) i (2.3) reprezentativni za sve

jednodimenzionalne dinamiqke sisteme kod kojih dolazi do sedlo{qvor bifurka-

cije. Zato se ovi primeri qesto nazivaju prototipskim primerima ili normalnim

formama sedlo{qvor bifurkacije. Pre nego xto damo objax�e�e ovog tvr�e�a u

opxtem sluqaju, razmotrimo jedan primer.

Пример 1. Dat je dinamiqki sistem prvog reda

x′ = r − x− e−x, (2.4)

gde je r realni parametar. Doka�imo da kod ovog sistema dolazi do sedlo{qvor

bifurkacije.

Polo�aje ravnote�e x∗ sistema (2.4) nalazimo kao rexe�a jednaqine r−x−e−x = 0.

Me�utim, u ovom sluqaju ne mo�emo eksplicitno izraziti x∗ u funkciji od r, stoga

6



ГЛАВА 2. БИФУРКАЦИJЕ У JЕДНОДИМЕНЗИОНАЛНИМ ДИНАМИЧКИМ
СИСТЕМИМА

�emo se ovde poslu�iti geometrijskim pristupom, koji �e nam omogu�iti da na mnogo

jednostavniji naqin do�emo do zak	uqaka o broju i stabilnosti polo�aja ravnote�e

sistema (2.4) u zavisnosti od vrednosti parametra r.

Naime, primetimo da je mnogo jednostavnije skicirati grafike funkcija y = r− x

i y = e−x nego funkcije f(x) = r − x − e−x. Ako skiciramo grafike ovih dveju

funkcija u istom koordinatnom sistemu, x−koordinate taqaka �ihovog preseka da�e
nam upravo polo�aje ravnote�e sistema (2.4), budu�i da u tim taqkama va�i da je

r − x − e−x = 0. Tako�e, sa skice mo�emo da vidimo i kako �e biti usmeren tok

sistema (2.4): bi�e usmeren nalevo kada je x′ < 0, odnosno r−x < e−x, xto grafiqki

znaqi da je prava y = r − x ispod grafika krive y = e−x, dok �e tok biti usmeren

nadesno kada je r − x > e−x, odnosno kada je prava y = r − x iznad grafika krive

y = e−x.

Ako, na primer, uzmemo da je za poqetak r > 1, ima�emo dve preseqne taqke, odnosno

dva polo�aja ravnote�e (slika 2.4(i)) { jedan negativan, koji je nestabilan i drugi

pozitivan, koji je stabilan.

Zamislimo sada da postepeno sma�ujemo vrednost parametra r. Tada prava y = r−x

”
klizi" nadole, usled qega se polo�aji ravnote�e pribli�avaju jedan drugom. Za

neku
”
kritiqnu" vrednost parametra (r = rc) prava y = r − x zauze�e taqno ta-

ngentni polo�aj u odnosu na krivu y = e−x (slika 2.4(ii)). Tada imamo samo jedan

polo�aj ravnote�e, koji je polustabilan.

Konaqno, kada r postane ma�e od rc , prava y = r − x i kriva y = e−x vixe ne�e

imati preseqnih taqaka, xto znaqi da sistem (2.4) nema polo�aje ravnote�e (slika

2.4(iii)).

(i) r > 1 (ii) r = 1 (iii) r < 1

Слика 2.4: Графици функциjа y = r − x и y = e−x за различите вредности r

Dakle, za r < rc nema polo�aja ravnote�e, za r = rc pojav	uje se jedan polustabi-

lan polo�aj ravnote�e i konaqno, za r > rc imamo dva polo�aja ravnote�e { jedan

stabilan i drugi nestabilan. Ovakvo ponaxa�e sistema potpuno je u skladu sa po-

naxa�em sistema (2.3). Stoga zak	uqujemo da kod sistema (2.4) dolazi do sedlo{qvor

bifurkacije za vrednost parametra r = rc .

Da bismo odredili bifurkacionu vrednost rc , pretpostavi�emo da se grafici kri-

vih y = r−x i y = e−x dodiruju. Za x−koordinatu dodirne taqke tada mora va�iti
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rc − x = e−x. No, kako prava y = rc − x tangira krivu y = e−x u taqki x∗, a znamo

da vrednost prvog izvoda neke funkcije u nekoj taqki predstav	a upravo koefi-

cijent pravca tangente na grafik te funkcije u toj taqki, to mora va�iti i da

je
d

dx
(e−x)

∣∣∣∣
x=x∗

= −1 (koeficijent pravca prave y = rc − x je −1). Dakle, u taqki

dodira moraju va�iti slede�e jednakosti:

rc − x∗ = e−x∗
, (2.5)

d

dx
(e−x)

∣∣∣∣
x=x∗

= −1. (2.6)

Kako je
d

dx
(e−x) = −e−x, to iz (2.6) nalazimo da je x∗ = 0. Stoga iz (2.5) dobijamo

da je rc = 1, xto je upravo tra�ena bifurkaciona vrednost kontrolnog parametra.

Naravno, do istih zak	uqaka o broju i stabilnosti polo�aja ravnote�e sistema

(2.4) mogli smo do�i i skicira�em grafika funkcije x′(x) = r − x − e−x pomo�u

raqunara za razliqite vrednosti parametra r (slika 2.5). △

(i) r < 1 (ii) r = 1 (iii) r > 1

Слика 2.5: График функциjе x′(x) = r−x− e−x за различите вредности параметра r

Ranije smo rekli da jednaqine (2.2) i (2.3) predstav	aju normalne forme za sve je-

dnodimenzionalne dinamiqke sisteme u kojima dolazi do sedlo{qvor bifurkacije.

Me�utim, sistem (2.4) iz prethodnog primera oqigledno nije takvog oblika (anali-

tiqkog izraza), a ipak smo videli da i kod �ega dolazi do sedlo{qvor bifurkacije.

Sada �elimo da poka�emo kako se pomo�u Tejlorovog razvoja u okolini polo�aja

ravnote�e x∗ = 0 i odre�enih koordinatnih transformacija taj sistem mo�e sve-

sti na jedan od pomenutih prototipskih oblika. Naime, razvojem funkcije e−x u

Tejlorov red u okolini polo�aja ravnote�e x∗ = 0 u kojem dolazi do bifurkacije,

zak	uqno sa kvadratnim qlanom, dobijamo da je

x′ = r − x− e−x = r − x−

(
1− x+

x2

2
+ o(x2)

)
= (r − 1)−

1

2
x2 + o(x2).
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Primenom pogodne koordinatne transformacije izraz x′ = (r − 1) −
1

2
x2 postaje

ekvivalentan izrazu z′ = m−z2, xto jeste normalna forma sedlo{qvor bifurkacije.

Ovu priqu mo�emo i da uopxtimo. Pretpostavimo da je dat jednodimenzionalni

dinamiqki sistem (2.1), kod kojeg dolazi do sedlo{qvor bifurkacije za r = rc i

x = x∗ (x∗ je polo�aj ravnote�e datog sistema). Razvojem u Tejlorov red funkcije

f(x, r), posmatrane kao funkcije od dva argumenta, u okolini taqke (x∗, rc) dobijamo

x′ = f(x, r) = f(x∗, rc) + (x− x∗)
∂f

∂x

∣∣∣∣
(x∗,rc)

+ (r − rc)
∂f

∂r

∣∣∣∣
(x∗,rc)

+
1

2
(x− x∗)2

∂2f

∂x2

∣∣∣∣
(x∗,rc)

+ ... ,

gde smo zanemarili sve qlanove razvoja koji nisu trenutno navedeni (kvadratne

po (r − rc), kubne po (x − x∗) i mexovite qlanove). Kako je x∗ polo�aj ravnote�e

sistema (2.1) za vrednost parametra r = rc , to je f(x∗, rc) = 0. Dodatno, tangentni

uslov sedlo{qvor bifurkacije (kriva f(x, r) mora da tangira x−osu kada je r = rc)

daje da mora va�iti i
∂f

∂x

∣∣∣∣
(x∗,rc)

= 0. Ako uvedemo oznake

a =
∂f

∂r

∣∣∣∣
(x∗,rc)

i b =
1

2

∂2f

∂x2

∣∣∣∣
(x∗,rc)

,

dobijamo da je

x′ ≈ a(r − rc) + b(x− x∗)2. (2.7)

Jednaqina (2.7) se pomo�u pogodno odabranih koordinatnih transformacija mo�e

svesti na normalnu formu (2.2).

2.3 Транскритична бифуркациjа

Postoje odre�eni nauqni ili praktiqni problemi u qijim matematiqkim modelima

polo�aji ravnote�e moraju da postoje za sve vrednosti kontrolnog parametra, tj.

nikad potpuno ne nestanu. Na primer, u logistiqkom modelu i drugim modelima

rasta populacije neke vrste, uvek postoji bar jedan polo�aj ravnote�e, bez obzira

na vrednost stope rasta te populacije, a to je kada je brojnost populacije jednaka

nuli, odnosno kada nema jedinki u populaciji. Me�utim, taj polo�aj ravnote�e

mo�e da promeni svoju stabilnost, odnosno da sa promenom vrednosti parametra

pre�e iz stabilnog u nestabilno sta�e ili obratno. Standardni mehanizam za takve

promene stabilnosti predstav	a transkritiqna bifurkacija.

Osnovni primer jednodimenzionalnog dinamiqkog sistema kod kojeg dolazi do tra-

nskritiqne bifurkacije dat je jednaqinom

x′ = rx− x2, (2.8)

gde je r realni kontrolni parametar.
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Polo�aji ravnote�e jednaqine (2.8) predstav	aju rexe�a jednaqine x(r − x) = 0.

Jasno je da je x∗
1 = 0 polo�aj ravnote�e za sve vrednosti parametra r. Kada je r = 0

to je i jedini polo�aj ravnote�e, dok za r ̸= 0 imamo i drugi polo�aj ravnote�e

x∗
2 = r. Mo�e se pokazati da je za r < 0 polo�aj ravnote�e x∗

1 = 0 stabilan, a x∗
2 = r

nestabilan, dok za r > 0 ova dva polo�aja ravnote�e
”
razme�uju" stabilnost { x∗

1

postaje nestabilan, a x∗
2 stabilan (slika 2.6).

(i) r < 0 (ii) r = 0 (iii) r > 0

Слика 2.6: Фазни портрет jедначине (2.8) за различитe вредности параметра r

Dakle, transkritiqnu bifurkaciju karakterixe slede�e: za r < rc , gde je rc bi-

furkaciona taqka (u ovom sluqaju rc = 0), imamo dva polo�aja ravnote�e { jedan

stabilan, drugi nestabilan; za r = rc ta dva polo�aja ravnote�e se
”
sudaraju" i

stapaju u jedan polustabilni polo�aj ravnote�e, dok za r > rc ponovo imamo dva

polo�aja ravnote�e, samo xto su ovog puta oni promenili stabilnost u odnosu na

sluqaj kada je r < rc { onaj koji je bio nestabilan sada postaje stabilan i obratno.

Слика 2.7: Бифуркациони диjаграм jедначине (2.8)

Sliqno kao kod sedlo{qvor bifurkacije i ovde se ispostav	a da se jednaqine svih

jednodimenzionalnih dinamiqkih sistema kod kojih dolazi do transkritiqne bi-

furkacije pogodnim transformacijama u blizini bifurkacione taqke mogu svesti

na oblik (2.8), koji se stoga naziva normalnom formom transkritiqne bifurkacije.

Istaknimo jox jednom va�nu razliku izme�u sedlo{qvor i transkritiqne bifurka-

cije: za razliku od sedlo{qvor bifurkacije, gde u jednom trenutku polo�aji ravno-
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te�e nestaju, kod transkritiqne se to nikad ne doga�a, ve� polo�aji ravnote�e samo

”
razme�uju" stabilnost.

Пример 2. Dat je dinamiqki sistem prvog reda

x′ = x(1− x2)− a
(
1− e−bx

)
, (2.9)

gde su a i b realni parametri. Pre svega, primetimo da je x∗
1 = 0 polo�aj ravnote�e

sistema (2.9) za sve vrednosti parametara a i b, budu�i da je

0 · (1− 02)− a(1− e0) = 0− a(1− 1) = 0.

Za vrednosti x koje su bliske nuli mo�emo primeniti Tejlorov razvoj za funkciju

e−bx i dobijamo da je

1− e−bx = 1−

(
1− bx+

b2x2

2
+ o(x2)

)
= bx−

1

2
b2x2 + o(x2).

Stoga je

x′ = x− x3 − abx+
1

2
ab2x2 + o(x2) = (1− ab)x+

(
1

2
ab2

)
x2 + o(x2),

xto mo�e da se svede na normalnu formu transkritiqne bifurkacije. Kako je ovde

r =
2(1− ab)

ab2
, zak	uqujemo da do bifurkacije dolazi kada je 1− ab = 0, tj. ab = 1.

Odredimo pribli�no i drugi, netrivijalni polo�aj ravnote�e sistema (2.9). Do-

bi�emo ga rexava�em jednaqine 1− ab+
1

2
ab2x ≈ 0, odakle je

x∗
2 ≈

2(ab− 1)

ab2
.

△

2.4 Виласта бифуркациjа

Jox jedan tip bifurkacije koji mo�e da se javi kod jednodimenzionalnih dinami-

qkih sistema jeste tzv. vilasta bifurkacija2. �ena osnovna karakteristika je

da se usled promene vrednosti parametra polo�aji ravnote�e pojav	uju, odnosno

nestaju u simetriqnim parovima. Zato je ovaj tip bifurkacije tipiqan za fiziqke

sisteme u kojima postoji neki vid simetrije (npr. prostorna simetrija levo{desno).

Postoje dva tipa vilaste bifurkacije: natkritiqna (superkritiqna) i potkri-

tiqna (subkritiqna) vilasta bifurkacija. U nastavku �emo ih zasebno razmotriti.

2pitchfork bifurcation (енг.)
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2.4.1 Наткритична виласта бифуркациjа

Normalna forma natkritiqne vilaste bifurkacije je

x′ = rx− x3, (2.10)

gde je r realni kontrolni parametar.

Pre svega, primetimo da je jednaqina (2.10) invarijantna pri smeni x 7→ −x. Zaista,

imamo da je

(−x)′ = −x′ = r(−x)− (−x)3 = −(rx− x3),

xto nakon mno�e�a obe strane jednakosti sa −1 daje upravo jednaqinu (2.10). Ova

qi�enica predstav	a matematiqki izra�enu simetriju koju smo ranije spomenuli.

Odredimo sada polo�aje ravnote�e jednaqine (2.10). �ih nalazimo kao rexe�a je-

dnaqine rx − x3 = 0, tj. x(r − x2) = 0. Jasno je da je x∗
1 = 0 polo�aj ravnote�e za

sve vrednosti parametra r. Za r < 0 jednaqina x2 = r nema realnih rexe�a, stoga

je x∗
1 = 0 u tom sluqaju jedini polo�aj ravnote�e (i to stabilan). Isto va�i i za

r = 0. Ali, za r > 0 pojav	uju se jox dva polo�aja ravnote�e: x∗
2 =

√
r i x∗

3 = −
√
r,

koji su stabilni, dok je tada x∗
1 = 0 nestabilan polo�aj ravnote�e.

(i) r < 0 (ii) r = 0 (iii) r > 0

Слика 2.8: Фазни портрет jедначине (2.10) за различите вредности параметра r

Poreklo naziva
”
vilasta" jasnije je kada se pogleda bifurkacioni dijagram ove

bifurkacije (slika 2.9). Epitet
”
natkritiqna" (ili

”
superkritiqna") mogao bi se

objasniti time xto do
”
raqva�a" dolazi nakon prolaska kroz bifurkacionu taqku

r = 0, tj. za vrednosti parametra r iznad (odnosno ve�e od) bifurkacione (kritiqne)

vrednosti.
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ГЛАВА 2. БИФУРКАЦИJЕ У JЕДНОДИМЕНЗИОНАЛНИМ ДИНАМИЧКИМ
СИСТЕМИМА

Слика 2.9: Бифуркациони диjаграм jедначине (2.10)

2.4.2 Поткритична виласта бифуркациjа

Normalna forma potkritiqne vilaste bifurkacije je

x′ = rx+ x3, (2.11)

gde je r realni kontrolni parametar.

Polo�aje ravnote�e jednaqine (2.11) nalazimo rexava�em jednaqine x(r + x2) = 0.

Jasno je da za svaku vrednost parametra r imamo bar jedan polo�aj ravnote�e

x∗
1 = 0. Za r < 0 jednaqina r+ x2 = 0 ima dva realna rexe�a, koja predstav	aju dva

dodatna polo�aja ravnote�e: x∗
2 = −

√
−r i x∗

3 =
√
−r. Odre�iva�em znaka f ′(x∗

i ) za

i ∈ {1, 2, 3}, gde je f(x) = rx+ x3, utvr�ujemo stabilnost ovih polo�aja ravnote�e {

ispostavi�e se da je x∗
1 stabilan, dok su preostala dva nestabilna (slika 2.10(i)).

Za r = 0 imamo samo jedan polo�aj ravnote�e x∗
1 = 0, koji je nestabilan (slika

2.10(ii)), a isto va�i i za r > 0 (slika 2.10(iii)), budu�i da jednaqina r + x2 = 0 u

tom sluqaju nema realnih rexe�a.

(i) r < 0 (ii) r = 0 (iii) r > 0

Слика 2.10: Фазни портрет jедначине (2.11) за различите вредности параметра r

Na slici 2.11 prikazan je bifurkacioni dijagram potkritiqne vilaste bifurka-

cije. Netrivijalni polo�aji ravnote�e x∗
2 = −

√
−r i x∗

3 =
√
−r pojav	uju se za

vrednosti parametra ispod (tj. ma�e od ) bifurkacione (kritiqne) vrednosti r = 0,

pa otuda potiqe epitet
”
potkritiqna" (ili

”
subkritiqna").
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Слика 2.11: Бифуркациони диjаграм система (2.11)

Dakle, u sluqaju potkritiqne vilaste bifurkacije, kao i u sluqaju natkritiqne,

x∗
1 = 0 je stabilan polo�aj ravnote�e za r < 0, a nestabilan za r > 0. Me�utim, za

razliku od natkritiqnog sluqaja, ovde �egova nestabilnost za r > 0 nije posledica

kubnog qlana jednaqine (2.10); naprotiv, kubni qlan sada doprinosi da trajektorije

idu u beskonaqnost. Ovaj efekat dovodi do
”
eksplozije": ispostav	a se da x(t) → ±∞

za konaqno vreme, bez obzira na poqetni uslov x(0) = x0 ̸= 0.

Zaista, posmatrajmo Koxijev problem

x′ = rx+ x3, (2.12)

x(0) = x0, (2.13)

gde je r > 0 i x0 ̸= 0. Jednaqina (2.12) je diferencijalna jednaqina koja razdvaja

promen	ive i �eno opxte rexe�e je oblika x(t) = ±

√
Cr

e−2rt − C
, gde je C > 0.

Iz poqetnog uslova (2.13) nalazimo da je C =
x2
0

r + x2
0

, te je rexe�e posmatranog

Koxijevog problema dato sa

x(t) =

√
x2
0r

(x2
0 + r)e−2rt − x2

0

ako je x0 > 0, odnosno

x(t) = −

√
x2
0r

(x2
0 + r)e−2rt − x2

0

ako je x0 < 0. U oba sluqaja dobijeno Koxijevo rexe�e definisano je kada je

(x2
0 + r)e−2rt − x2

0 > 0, odnosno t ∈ (−∞, tc), gde je tc =
ln

x2
0+r

x2
0

2r
. Sada je jasno da

kada t → t−c imamo da (x2
0 + r)e−2rt − x2

0 → 0+, te stoga x(t) → +∞ ako je x0 > 0,

odnosno x(t) → −∞ ako je x0 < 0.

U realnim fiziqkim sistemima ovakvoj eksplozivnoj nestabilnosti se obiqno su-

protstav	a uticaj qlanova vixeg reda. Kako �elimo da sistem ostane invarijantan

u odnosu na smenu x 7→ −x, prvi stabiliziraju�i qlan mora biti x5. Tako dobi-

jamo jedan jednodimenzionalni dinamiqki sistem kod kojeg dolazi do potkritiqne
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vilaste bifurkacije:

x′ = rx+ x3 − x5, (2.14)

gde bez gubitka opxtosti mo�emo da pretpostavimo da su koeficijenti uz x3 i x5

jednaki 1 (ako nisu, odgovaraju�im skalira�em bismo sveli sistem na oblik u kojem

jesu).

Analizirajmo sada polo�aje ravnote�e sistema (2.14) i �ihovu stabilnost u zavi-

snosti od vrednosti parametra r. Kako je

rx+ x3 − x5 = x(r + x2 − x4),

to je x∗
1 = 0 polo�aj ravnote�e za sve vrednosti parametra r. Ako definixemo

funkciju f(x) = rx + x3 − x5, nalazimo da je f ′(x∗
1) = r, pa je za r < 0 polo�aj

ravnote�e x∗
1 stabilan, dok je za r > 0 nestabilan.

Preostali polo�aji ravnote�e predstav	aju rexe�a bikvadratne jednaqine

x4 − x2 − r = 0. (2.15)

Kako je diskriminanta jednaqine (2.15) jednaka 1 + 4r, zak	uqujemo da za r < −
1

4
jednaqina (2.15) nema realnih rexe�a, stoga u tom sluqaju nema drugih polo�aja

ravnote�e osim x∗
1 = 0. Kad je r = −

1

4
, jednaqina (2.15) ima jedno dvostruko rexe�e

x2 =
1

2
, odakle sledi da u tom sluqaju postoje dva dodatna polo�aja ravnote�e

sistema (2.14), x∗
2,3 = ±

1
√
2
. Ispostavi�e se da su oni polustabilni (to se najlakxe

vidi sa skice grafika funkcije f(x) za r = −
1

4
, xto je prikazano na slici 2.12(ii)).

Za r > −
1

4
iz jednaqine (2.15) nalazimo da je

x2 =
1±

√
1 + 4r

2
.

Za r > 0 je 1−
√
1 + 4r < 0, tako da preostaje samo rexe�e x2 =

1 +
√
1 + 4r

2
, odakle

zak	uqujemo da za r > 0 postoje jox dva polo�aja ravnote�e

x∗
2 = −

√
1 +

√
1 + 4r

2
i x∗

3 =

√
1 +

√
1 + 4r

2
.

Za −
1

4
< r < 0 imamo da je 1−

√
1 + 4r > 0, stoga tada, pored x∗

1, x
∗
2 i x∗

3, postoje jox
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dva polo�aja ravnote�e, za koje va�i da je x2 =
1−

√
1 + 4r

2
, tj.

x∗
4 = −

√
1−

√
1 + 4r

2
i x∗

5 =

√
1−

√
1 + 4r

2
.

Ispitajmo sada stabilnost ovih polo�aja ravnote�e. Nalazimo da je

f ′(x∗
2) = f ′(x∗

3) = −(1 + 4r)−
√
1 + 4r < 0

za sve vrednosti r > −
1

4
, odakle sledi da su polo�aji ravnote�e x∗

2 i x∗
3 stabilni.

S druge strane, imamo da je

f ′(x∗
4) = f ′(x∗

5) =
√
1 + 4r − (1 + 4r),

te je f ′(x∗
4) > 0 za −

1

4
< r < 0, za koje polo�aji ravnote�e x∗

4 i x∗
5 postoje, odakle

zak	uqujemo da su ova dva polo�aja ravnote�e nestabilna.

Do zak	uqaka o broju i stabilnosti polo�aja ravnote�e jednaqine (2.14) mogli smo

do�i i na lakxi naqin, skicira�em faznog portreta te jednaqine pomo�u raqunara

za razliqite vrednosti parametra r (slika 2.12).

(i) r < −
1

4
(ii) r = −

1

4

(iii) −
1

4
< r < 0 (iv) r ⩾ 0

Слика 2.12: Фазни портрет jедначине (2.14) за различите вредности параметра r

Na slici 2.13 prikazan je bifurkacioni dijagram jednaqine (2.14). Vrednost rc
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koja je oznaqena na slici je zapravo −
1

4
. Kada je r = 0, u sistemu (2.14) dolazi

do potkritiqne vilaste bifurkacije, xto se vidi i sa prikazanog bifurkacionog

dijagrama.

Слика 2.13: Бифуркациони диjаграм jедначине (2.14)

Za rc < r < 0 postoje dva kvalitativno razliqita stabilna sta�a { jedno je x∗
1 = 0, a

drugo predstav	aju polo�aji ravnote�e x∗
2 i x∗

3. Kojem od ovih stabilnih polo�aja

ravnote�e �e te�iti trajektorije dinamiqkog sistema (2.14) kad t → +∞ zavisi

od poqetnog uslova x(0) = x0 . Odatle mo�emo zak	uqiti da je koordinatni poqetak

stabilan u odnosu na male perturbacije, ali ne i u odnosu na velike { dakle, on je

lokalno stabilan, ali ne i globalno.

Postoja�e razliqitih stabilnih sta�a omogu�ava da sa promenom vrednosti pa-

rametra r dolazi do pojave skokova i histerezisa (odsustva reverzibilnosti pri

promeni vrednosti parametra r).

Primetimo da bifurkacija koja se jav	a za r = rc jeste sedlo{qvor bifurkacija, jer

se stabilni i nestabilni polo�aji ravnote�e pojav	uju
”
kao grom iz vedra neba",

xto je tipiqno za ovaj tip bifurkacije.
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Глава 3

Бифуркациjе у дводимензионалним
динамичким системима

3.1 Увод

U sluqaju dinamiqkih sistema dimenzije ve�e od 1 koji zavise od jednog ili vixe

parametara, usled varijacije vrednosti parametara ne samo da mo�e do�i do promene

broja ili stabilnosti polo�aja ravnote�e, ve� sada to isto mo�e da se desi i sa

zatvorenim trajektorijama { graniqnim ciklima.

Neka je dat dinamiqki sistem

x′ = f(x, µ), (3.1)

pri qemu je x = x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) nepoznata vektorska funkcija, n ⩾ 2, µ ∈ Rk

parametar i f ∈ C1(D), gde je D otvoren podskup od Rn+k. Uobiqajena definici-

ja bifurkacije u vixedimenzionalnom dinamiqkom sistemu (3.1) uk	uquje koncept

topoloxke ekvivalentnosti: ka�emo da u sistemu (3.1) dolazi do bifurkacije za

vrednost parametra µ = µ0 ako postoji parametar µ1 proizvo	no blizu parametra

µ0 takav da dinamiqki sistemi x′ = f(x, µ0) i x′ = f(x, µ1) nisu topoloxki ekviva-

lentni.

U ovom poglav	u �emo se ograniqiti na dvodimenzionalne dinamiqke sisteme. Ra-

zmotri�emo razliqite tipove bifurkacija koji mogu da se jave u �ima (mada se

analogne bifurkacije pojav	uju i u sistemima ve�ih dimenzija). Kao xto je reqeno

u uvodnom delu glave 2, kod dvodimenzionalnih sistema, pored lokalnih, mo�e da

do�e i do globalnih bifurkacija, te �emo �ih tako�e razmotriti u nastavku.

3.2 Седло–чвор бифуркациjа

Bifurkacije koje smo razmatrali u glavi 2, tipiqne za jednodimenzionalne di-

namiqke sisteme, imaju svoje pandane i u sistemima ve�ih dimenzija. Prva od tih

bifurkacija je sedlo{qvor bifurkacija, koja predstav	a osnovni mehanizam za stva-

ra�e, odnosno unixtava�e polo�aja ravnote�e. Prototipski primer dvodimenzio-
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nalnog dinamiqkog sistema u kojem dolazi do ove bifurkacije dat je sa

x′ = µ− x2,

y′ = −y,
(3.2)

gde je µ realni kontrolni parametar. Primetimo da prva jednaqina sistema (3.2)

predstav	a ranije razmatranu normalnu formu sedlo{qvor bifurkacije za jedno-

dimenzionalne dinamiqke sisteme, dok je druga jednaqina linearna i va�i da

y(t) → 0 kad t → +∞. To zapravo znaqi da je dinamika sistema (3.2) suxtinski

odre�ena prvom jednaqinom tog sistema.

Analizirajmo fazni portret dinamiqkog sistema (3.2) u zavisnosti od vrednosti

parametra µ. Za µ > 0 dati sistem ima dva polo�aja ravnote�e, (
√
µ, 0) i (−√

µ, 0).

Jakobijeva matrica sistema (3.2) je

J(x, y) =

[
−2x 0

0 −1

]
.

Kada u matricu J(x, y) uvrstimo koordinate polo�aja ravnote�e (
√
µ, 0) i (−√

µ, 0),

dobijamo matrice

J1 = J(
√
µ, 0) =

[
−2

√
µ 0

0 −1

]
i J2 = J(−√

µ, 0) =

[
2
√
µ 0

0 −1

]
.

Sopstvene vrednosti matrice J1 su −2
√
µ i −1, koje su obe realne i negativne,

odakle na osnovu teoreme �apunova sledi da je polo�aj ravnote�e (
√
µ, 0) asimpto-

tski stabilan i predstav	a stabilan qvor. S druge strane, matrica J2 ima sopstvene

vrednosti 2
√
µ i −1, koje su tako�e realne, ali razliqitog znaka, te je polo�aj

ravnote�e (−√
µ, 0) nestabilan i predstav	a sedlo (slika 3.1(i)). Sma�iva�em vre-

dnosti parametra µ sedlo i qvor se pribli�avaju jedno drugom, stapaju�i se u jedan

polustabilan polo�aj ravnote�e (0, 0) kada je µ = 0 (slika 3.1(ii)) i najzad nestaju

za µ < 0, kada sistem (3.2) nema polo�aje ravnote�e (slika 3.1(iii)).

(i) µ > 0 (ii) µ = 0 (iii) µ < 0

Слика 3.1: Фазни портрет система (3.2) за различите вредности параметра µ

Qak i nakon xto se polo�aji ravnote�e me�usobno
”
ponixte"(za µ < 0), oni na-

stav	aju da utiqu na fazni portret { u okolini mesta �ihovog
”
sudara" dolazi do
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pojave tzv. uskog grla1, koje se naziva i duh 2 i predstav	a uzak region koji
”
uvla-

qi" trajektorije i znaqajno usporava �ihov prolazak kroz taj deo fazne ravni.

Ispostav	a se da su fazni portreti svih dvodimenzionalnih sistema u kojima do-

lazi do sedlo{qvor bifurkacije sliqni onima prikazanim na slici 3.1. Razmotrimo

sada opxtiji sluqaj. Neka je dat dvodimenzionalni dinamiqki sistem

x′ = f(x, y),

y′ = g(x, y),
(3.3)

koji zavisi od realnog parametra µ. Pretpostavimo da se za neku vrednost parame-

tra µ x−nula i y−nula izoklina datog sistema seku kao xto je prikazano na slici
3.2. Svaka preseqna taqka izoklina odgovara jednom polo�aju ravnote�e sistema

(3.3), jer je u �oj istovremeno f(x, y) = 0 i g(x, y) = 0. Stoga, da bismo zak	uqili

kako se pri promeni vrednosti parametra µ me�a broj i stabilnost polo�aja ravno-

te�e sistema (3.3), dovo	no je da posmatramo xta se doga�a sa preseqnim taqkama

izoklina za razliqite vrednosti datog parametra. Pretpostavimo sada da se sa pro-

menom vrednosti parametra µ izokline uda	avaju jedna od druge, dolaze�i u jednom

trenutku, za vrednost parametra µ = µc , u tangentni polo�aj. �ihovim uda	ava-

�em polo�aji ravnote�e, tj. preseqne taqke izoklina, se me�usobno pribli�avaju,

”
sudaraju�i" se i stapaju�i u jedinstven polo�aj ravnote�e kada je µ = µc . Sa da-

	om promenom vrednosti parametra µ izokline se potpuno razdvajaju, tako da vixe

nemaju preseqnih taqaka, te samim tim sistem (3.3) vixe nema polo�aje ravnote-

�e. Svi sistemi koji prolaze kroz sedlo{qvor bifurkaciju lokalno se ponaxaju na

opisani naqin.

Слика 3.2: x−нула и y−нула изоклина динамичког система (3.3)

1bottleneck (енг.)
2ghost (енг.)
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3.3 Транскритичне и виласте бифуркациjе

Prototipski primeri dvodimenzionalnih dinamiqkih sistema kod kojih dolazi

do transkritiqne ili vilaste bifurkacije konstruixu se analogno kao u sluqa-

ju sedlo{qvor bifurkacije. Prema tome, oni su dati sa:

x′ = µx− x2 , y′ = −y (transkritiqna bifurkacija)

x′ = µx+ x3 , y′ = −y (potkritiqna vilasta bifurkacija)

x′ = µx− x3 , y′ = −y (natkritiqna vilasta bifurkacija)

Analiza svakog od navedenih sistema odvija se po istom xablonu, tako da �emo

posebno razmotriti samo natkritiqnu vilastu bifurkaciju.

�elimo, dakle, da skiciramo fazni portret dinamiqkog sistema

x′ = µx− x3,

y′ = −y
(3.4)

za razliqite vrednosti realnog parametra µ. Primetimo da je koordinatni po-

qetak jedan polo�aj ravnote�e datog sistema za sve vrednosti parametra µ, dok

x−koordinate potencijalnih preostalih polo�aja ravnote�e predstav	aju rexe-

�a jednaqine x2 = µ. Odatle zak	uqujemo da kada je µ ⩽ 0 ne postoje drugi polo-

�aji ravnote�e, osim (0, 0), dok za µ > 0 imamo dva dodatna polo�aja ravnote�e,

(−√
µ, 0) i (

√
µ, 0). Jakobijeva matrica sistema (3.4) je

J(x, y) =

[
µ− 3x2 0

0 −1

]
.

Zamenom koordinata polo�aja ravnote�e (0, 0) u matricu J(x, y) dobijamo matricu

J(0, 0) =

[
µ 0

0 −1

]
,

qije sopstvene vrednosti su µ i −1. Prema tome, kad je µ < 0, odgovaraju�a Jakobi-

jeva matrica ima realne i negativne sopstvene vrednosti, odakle na osnovu teoreme

�apunova sledi da je polo�aj ravnote�e (0, 0) u tom sluqaju asimptotski stabilan

i predstav	a stabilan qvor (slika 3.3(i)). S druge strane, kad je µ > 0, sopstvene

vrednosti odgovaraju�e Jakobijeve matrice su realne, ali suprotnog znaka, pa u tom

sluqaju polo�aj ravnote�e (0, 0) je nestabilan i predstav	a sedlo (slika 3.3(iii)).

Za µ = 0 koordinatni poqetak je stabilan qvor, kao i za µ < 0, ali u tom sluqaju

imamo veoma sporo opada�e u pravcu x−ose, umesto dotadax�eg eksponencijalnog
opada�a (ova pojava naziva se kritiqnim usporava�em) (slika 3.3(ii)).

Kada u matricu J(x, y) uvrstimo koordinate preostala dva polo�aja ravnote�e si-

stema (3.4), koja postoje za µ > 0, dobijamo matricu
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J(−√
µ, 0) = J(

√
µ, 0) =

[
−2µ 0

0 −1

]
,

qije sopstvene vrednosti su −2µ i −1, dakle, realne su i negativne, odakle sledi

da polo�aji ravnote�e (−√
µ, 0) i (

√
µ, 0) predstav	aju stabilne qvorove (slika

3.3(iii)).

(i) µ < 0 (ii) µ = 0 (iii) µ > 0

Слика 3.3: Фазни портрет система (3.4) за различите вредности параметра µ

U glavi 2, kad smo govorili o vilastim bifurkacijama u jednodimenzionalnim dina-

miqkim sistemima, rekli smo da su one karakteristiqne za sisteme u kojima postoji

neki vid simetrije. Analogno va�i i za vixedimenzionalne dinamiqke sisteme {

naredni primer to i ilustruje.

Пример 3. Dat je dinamiqki sistem

x′ = µx+ y + sinx,

y′ = x− y.
(3.5)

Pokaza�emo da u sistemu (3.5) dolazi do natkritiqne vilaste bifurkacije u i ski-

cira�emo fazni portret datog sistema u okolini koordinatnog poqetka (za vrednost

parametra µ blisku bifurkacionoj vrednosti µc).

Primetimo najpre da je dati sistem invarijantan pri smeni x 7→ −x, y 7→ −y,

xto znaqi da �e �egov fazni portret biti centralno simetriqan u odnosu na ko-

ordinatni poqetak. Koordinatni poqetak je polo�aj ravnote�e sistema (3.5) za sve

vrednosti parametra µ. Jakobijeva matrica datog sistema je

J(x, y) =

[
µ+ cosx 1

1 −1

]
,

a kad u �u uvrstimo koordinate polo�aja ravnote�e (0, 0) dobijamo matricu

J0 = J(0, 0) =

[
µ+ 1 1

1 −1

]
.

Kako je p = Tr J0 = µ i q = det J0 = −(µ + 2), te je ∆ = p2 − 4q = (µ + 2)2 + 4 > 0,

zak	uqujemo da je polo�aj ravnote�e (0, 0) za µ < −2 stabilan qvor, a za µ > −2
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sedlo. Stoga u sistemu (3.5) dolazi do bifurkacije za vrednost parametra µc = −2.

Da bismo pokazali da je u pita�u vilasta bifurkacija i utvrdili da li je ona

natkritiqna ili potkritiqna, potrebno je da prona�emo par simetriqnih polo�aja

ravnote�e u blizini koordinatnog poqetka i da vidimo da li se oni pojav	uju za

vrednost parametra µ ma�u ili ve�u od µc . Polo�aji ravnote�e (x, y) moraju da

zadovo	avaju jednaqinu x − y = 0, tj. x = y. Kada u jednaqini µx + y + sin x = 0

stavimo da je y = x, dobijamo jednaqinu (µ + 1)x + sinx = 0. Jedno rexe�e ove

jednaqine svakako je x = 0, ali ono nam daje poznat polo�aj ravnote�e (0, 0). Sada

nas interesuju netrivijalna rexe�a ove jednaqine, ali koja su bliska nuli, pa �emo

primeniti Maklorenov razvoj na funkciju sinx. Dobijamo

(µ+ 1)x+ x−
x3

3!
+ o(x3) = 0.

De	e�em posled�e jednaqine sa x i zanemariva�em qlanova vixeg reda dobijamo

µ+ 2−
x2

6
≈ 0,

odakle nalazimo da su x−koordinate tra�enog para simetriqnih polo�aja ravno-
te�e u blizini koordinatnog poqetka pribli�no date sa x∗ ≈ ±

√
6(µ+ 2) za µ

malo ve�e od µc = −2. Stoga zak	uqujemo da je bifurkacija do koje dolazi u siste-

mu (3.5) za vrednost parametra µ = µc = −2 natkritiqna vilasta (da je u pita�u

potkritiqna vilasta bifurkacija, par simetriqnih polo�aja ravnote�e bi posto-

jao za µ < µc). Na osnovu svojstva natkritiqne vilaste bifurkacije, bez posebnog

ispitiva�a, znamo da su dva novonastala polo�aja ravnote�e stabilna.

Da bismo skicirali fazni portret sistema (3.5) u blizini koordinatnog poqetka za

vrednost parametra µ malo ve�u od −2, potra�i�emo sopstvene vektore Jakobijeve

matrice datog sistema u taqki (0, 0). To mo�e da se uradi i precizno, ali mo�emo

i da se poslu�imo jednostavnom aproksimacijom da je µ ≈ −2, odakle sledi da je

pomenuta Jakobijeva matrica pribli�no data sa

J0 =

[
−1 1

1 −1

]
.

Sopstvene vrednosti matrice J0 su 0 i −2, a odgovaraju�i sopstveni vektori su

(1, 1) i (1,−1), redom. Za vrednost parametra µ malo ve�u od −2 koordinatni poqe-

tak postaje sedlo, xto znaqi da nulta sopstvena vrednost postaje pozitivna. Sada

imamo dovo	no informacija za skicu faznog portreta sistema (3.5) (slika 3.4).
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Слика 3.4: Фазни портрет динамичког система (3.5) у близини координатног почетка
за вредност параметра µ мало већу од −2

Primetimo da je zbog aproksimacija koje smo napravili slika 3.4 validna samo

lokalno, kako u parametarskom, tako i u faznom prostoru. Dakle, ako se ne nalazimo

u okolini koordinatnog poqetka ili vrednost parametra µ nije blizu µc = −2,

zak	uqci do kojih smo doxli vixe ne va�e. △

3.4 Хопфове бифуркациjе

U ovom ode	ku bavi�emo se jednim tipom bifurkacija koji je karakteristiqan

isk	uqivo za dinamiqke sisteme dimenzije ve�e od 1. To su tzv. Hopfove3 bifurka-

cije, putem kojih polo�aj ravnote�e mo�e da izgubi svoju stabilnost bez
”
sudara-

�a" sa drugim polo�ajem ravnote�e.

Pretpostavimo da dvodimenzionalni dinamiqki sistem koji zavisi od realnog pa-

rametra µ ima stabilan polo�aj ravnote�e za neku vrednost tog parametra. Razmo-

trimo na koje naqine taj polo�aj ravnote�e mo�e da bude destabilizovan. Odgovor

se krije u sopstvenim vrednostima Jakobijeve matrice tog dinamiqkog sistema u

posmatranom polo�aju ravnote�e. Kako smo pretpostavili da je polo�aj ravnote�e

stabilan, to obe sopstvene vrednosti odgovaraju�e Jakobijeve matrice moraju le-

�ati u levoj poluravni kompleksne ravni (gde je Reλ < 0) ili izuzetno jedna od

�ih mo�e biti jednaka nuli. Prema tome, sopstvene vrednosti moraju biti ili obe

realne i negativne (slika 3.5(i)) ili predstav	ati konjugovano{kompleksne broje-

ve sa negativnim realnim delom (slika 3.5(ii)). Da bi polo�aj ravnote�e izgubio

stabilnost, potrebno je da usled promene vrednosti parametra µ jedna ili obe so-

pstvene vrednosti Jakobijeve matrice
”
pre�u" u desnu poluravan. Kod svih do sada

razmatranih bifurkacija (sedlo{qvor, transkritiqne i vilaste), u trenutku kad se

bifurkacija dexava, bar jedna sopstvena vrednost Jakobijeve matrice bila je jedna-

ka nuli. Drugim reqima, do bifurkacije je dolazilo kad bar jedna realna sopstvena

3Некад се називаjу и Поенкаре–Андронов–Хопфовим бифуркациjама.
Henri Poincare (1854− 1912) – француски математичар и физичар
Александр Александрович Андронов (1901− 1952) – совjетски математичар и физичар
Eberhard Hopf (1902− 1983) – аустриjски математичар и астроном
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vrednost pro�e kroz taqku λ = 0 na realnoj osi. Ovde �emo razmotriti drugi mo-

gu�i scenario, u kojem dve konjugovano{kompleksne sopstvene vrednosti istovremeno

prelaze preko imaginarne ose u desnu poluravan kompleksne ravni.

(i) (ii)

Слика 3.5: Сопствене вредности Jакобиjеве матрице у стабилном положаjу равнотеже
дводимензионалног динамичког система представљене у комплексноj равни

Postoje dva tipa Hopfovih bifurkacija: natkritiqna (superkritiqna) i potkri-

tiqna (subkritiqna) Hopfova bifurkacija.

3.4.1 Наткритична Хопфова бифуркациjа

Do natkritiqne Hopfove bifurkacije dolazi kada stabilan fokus postane nesta-

bilan fokus, okru�en malim, stabilnim graniqnim ciklom.

Primer dvodimenzionalnog dinamiqkog sistema u kojem dolazi do natkritiqne Ho-

pfove bifurkacije dat je u polarnim koordinatama sa

r′ = µr − r3,

θ′ = ω + br2,
(3.6)

gde su µ, ω i b realni parametri.

Da bismo videli kako se me�a tip i stabilnost polo�aja ravnote�e sistema (3.6)

sa promenom vrednosti parametra µ, najpre �emo da odredimo opxte rexe�e datog

sistema. Prva jednaqina sistema (3.6) predstav	a diferencijalnu jednaqinu koja

razdvaja promen	ive i mo�e se pokazati da je �eno opxte rexe�e oblika

r2(t) =
µ

1− Ce−2µt
.

Odavde zak	uqujemo da za µ < 0 va�i da r(t) → 0 kad t → +∞, dok za µ > 0

imamo da r2(t) → µ kad t → +∞, odakle sledi da r(t) → √
µ kad t → +∞ (jer je

r(t) ⩾ 0 za svako t ∈ R), a r(t) → 0 kad t → −∞. Druga jednaqina sistema (3.6),

kad zamenimo izraz koji smo dobili za r2, postaje θ′ = ω+
bµ

1− Ce−2µt
, xto je tako�e

diferencijalna jednaqina koja razdvaja promen	ive, te je i �u lako rexiti. Dobija
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se da je �eno opxte rexe�e oblika

θ(t) = ωt+
b

2
ln |e2µt − C|.

Odavde je jasno da |θ(t)| → +∞ kad t → ±∞. Prema tome, za µ < 0 koordinatni

poqetak je stabilan fokus, qiji smer rotacije zavisi od znaka parametra ω (slika

3.6(i)), dok je za µ > 0 koordinatni poqetak nestabilan fokus, a u r =
√
µ pojav	uje

se stabilan graniqni cikl (slika 3.6(ii)).

Za µ = 0, analognim postupkom dolazi se do zak	uqka da je koordinatni poqetak

stabilan fokus.

(i) µ < 0 (ii) µ > 0

Слика 3.6: Фазни портрет динамичког система (3.6) за различите вредности
параметра µ

Da bismo videli kako se u toku bifurkacije ponaxaju sopstvene vrednosti Jakobi-

jeve matrice, napiximo dinamiqki sistem (3.6) u Dekartovim koordinatama. Ako

uvrstimo da je x = r cos θ i y = r sin θ, dobijamo

x′ = r′ cos θ − r sin θ︸ ︷︷ ︸
=y

·θ′ = (µr − r3) cos θ − y(ω + br2) = (µ− r2) r cos θ︸ ︷︷ ︸
=x

−y(ω + b(x2 + y2))

= (µ− (x2 + y2))x− y(ω + b(x2 + y2)) = µx− ωy + kubni qlanovi

i analogno

y′ = ωx+ µy + kubni qlanovi.

Odavde sledi da je Jakobijeva matrica sistema (3.6) u koordinatnom poqetku data

sa

J =

[
µ ω

−ω µ

]
.

�egove sopstvene vrednosti su λ = µ± iω. Kao xto je i oqekivano, kad se vrednost

parametra µ me�a iz negativne u pozitivnu, sopstvene vrednosti Jakobijeve matri-

ce prelaze iz leve u desnu poluravan kompleksne ravni.

”
Idealizovani" sluqaj natkritiqne Hopfove bifurkacije, predstav	en dinamiqkim

sistemom (3.6), ilustruje dva svojstva koja va�e generalno za svaku natkritiqnu

Hopfovu bifurkaciju. Prvo, veliqina graniqnog cikla raste proporcionalno sa√
µ− µc , za vrednost parametra µ blisku bifurkacionoj vrednosti µc . Drugo svo-
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jstvo je da je frekvencija graniqnog cikla (ugaona (kru�na) frekvencija) pribli-

�no data sa ω = Imλ, za µ = µc . Preciznije, navedena jednakost je taqna u trenutku

nastanka graniqnog cikla, a za vrednost parametra µ blizu µc odstupa�e od jedna-

kosti je reda O(µ−µc). Stoga je period graniqnog cikla dat sa T =
2π

Imλ
+O(µ−µc).

Me�utim, posmatrani
”
idealizovani" sluqaj ima i neka vextaqka svojstva. Pre sve-

ga, u natkritiqnim Hopfovim bifurkacijama koje se sre�u u primenama, graniqni

cikl je elipsast, a ne kru�an i �egov oblik postaje degenerisan kako se vrednost

parametra µ uda	ava od bifurkacione vrednosti µc . Dakle, primer koji smo razma-

trali tipiqan je u topoloxkom, ali ne i u geometrijskom smislu. Drugo, u naxem

idealizovanom sluqaju sopstvene vrednosti Jakobijeve matrice se sa promenom vre-

dnosti parametra µ pomeraju po pravoj liniji u kompleksnoj ravni, zato xto �ihovi

imaginarni delovi ne zavise od parametra µ. Me�utim, u ve�ini realnih situacija

sopstvene vrednosti se kre�u po krivoj puta�i, koja imaginarnu osu preseca pod

nagibom razliqitim od nule (slika 3.7).

Слика 3.7

3.4.2 Поткритична Хопфова бифуркациjа

Kao i kod vilastih bifurkacija, koje tako�e dolaze u natkritiqnom i potkritiqnom

obliku, i ovde je potkritiqni sluqaj slo�eniji, pa qak i potencijalno opasan kad

su u pita�u primene u in�e�erstvu. Naime, nakon xto u nekom dinamiqkom siste-

mu do�e do potkritiqne Hopfove bifurkacije, trajektorije tog sistema
”
skaqu" na

uda	eni atraktor, xto mo�e biti stabilan polo�aj ravnote�e, stabilan graniqni

cikl, beskonaqnost ili { u sluqaju dinamiqkih sistema dimenzije tri ili vixe {

haotiqni atraktor.

Posmatrajmo dvodimenzionalni dinamiqki sistem dat u polarnim koordinatama sa

r′ = µr + r3 − r5,

θ′ = ω + br2,
(3.7)

gde su µ, ω i b realni parametri. Bitna razlika izme�u sistema (3.7) i (3.6) jeste

u tome xto, za razliku od sistema (3.6), u sistemu (3.7) kubni qlan r3 ima destabi-

liziraju�i efekat, tj. on doprinosi odvlaqe�u trajektorija od polo�aja ravnote�e

koji je koordinatni poqetak.

Za µ malo ma�e od nule (preciznije, za −
1

4
< µ < 0, o qemu �e biti reqi malo kasnije,
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kad budemo govorili o sedlo{qvor bifurkacijama cikala) postoje dva atraktora {

stabilan graniqni cikl i stabilan polo�aj ravnote�e koji je koordinatni poqetak.

Izme�u �ih se nalazi nestabilan graniqni cikl, koji je na slici 3.8(i) predsta-

v	en isprekidanom linijom. Kako se vrednost parametra µ pove�ava, nestabilni

cikl
”
ste�e obruq" oko stabilnog polo�aja ravnote�e. Do potkritiqne Hopfove

bifurkacije dolazi za vrednost parametra µ = 0, kada se amplituda nestabilnog

cikla sma�uje na nulu, tj. nestabilni graniqni cikl nestaje,
”
progutavxi" do tada

stabilni polo�aj ravnote�e u koordinatnom poqetku, koji nakon toga postaje ne-

stabilan. Za µ > 0 stabilni graniqni cikl ostaje jedini atraktor u posmatranom

sistemu (slika 3.8(ii)). Trajektorije koje su ranije bile u blizini stabilnog polo-

�aja ravnote�e u koordinatnom poqetku sada su primorane na oscilacije velikih

amplituda.

(i) µ < 0 (ii) µ > 0

Слика 3.8: Фазни портрети динамичког система (3.7) за различите вредности
параметра µ

U sistemu (3.7) sa promenom vrednosti parametra µ mo�e da do�e do histerezisa {

jednom kad oscilacije velikih amplituda poqnu, one se ne mogu prekinuti jedno-

stavnim vra�a�em vrednosti parametra µ na nulu. Zapravo, ispostav	a se da �e se

ove oscilacije nastaviti sve dok ne postane µ = −
1

4
, kada �e se stabilni i nesta-

bilni graniqni cikl
”
sudariti" i anulirati. Proces

”
unixtava�a" oscilacija sa

velikim amplitudama odvija se putem jednog drugaqijeg tipa bifurkacije (u pita�u

je globalna bifurkacija), o kojem �e biti reqi malo kasnije.

Postav	a se pita�e kako da, ukoliko znamo da u nekom dinamiqkom sistemu dolazi

do Hopfove bifurkacije, utvrdimo da li je ta bifurkacija natkritiqna ili po-

tkritiqna. Linearizacija dinamiqkog sistema nam ne bi dala odgovor, budu�i da

u oba sluqaja par konjugovano{kompleksnih sopstvenih vrednosti prelazi iz leve

u desnu poluravan kompleksne ravni. Analitiqki kriterijum koji bi nam pomogao

postoji, ali on je obiqno komplikovan za primenu (videti [1], str. 289). Mnogo br�i

naqin da do�emo do odgovora na ovo pita�e jeste da se poslu�imo raqunarom i ski-

ciramo fazne portrete datog sistema za nekoliko razliqitih vrednosti kontrolnog

parametra, ma�ih i ve�ih od bifurkacione vrednosti. Ukoliko se mali, stabilan

graniqni cikl pojav	uje odmah nakon xto polo�aj ravnote�e postane nestabilan i

ako se �egova amplituda sma�uje do nule kad se vrednost parametra vra�a na pre�a-

x�u, u pita�u je natkritiqna Hopfova bifurkacija. U suprotnom, bifurkacija je
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najverovatnije potkritiqna i u tom sluqaju najbli�i atraktor (stabilan graniqni

cikl) mo�e biti daleko od polo�aja ravnote�e i mo�e do�i do histerezisa pri

vra�a�u vrednosti parametra na pre�ax�u. Raqunarski eksperimenti nisu dokaz,

ali mogu nam poslu�iti da vizualizujemo promene u faznom portretu sistema pri

promeni vrednosti parametra i da na osnovu toga do�emo do odre�enih razumnih

pretpostavki.

Va�no je napomenuti da, pored natkritiqne i potkritiqne, postoji i tzv. degene-

risana Hopfova bifurkacija. Primer dinamiqkog sistema u kojem se jav	a ova

bifurkacija je model priguxenih oscilacija klatna:

x′′ + µx′ + sinx = 0.

Sa promenom vrednosti parametra µ (koji predstav	a koeficijent tre�a) od pozi-

tivne ka negativnoj, polo�aj ravnote�e u koordinatnom poqetku prelazi iz stabi-

lnog u nestabilan fokus. Me�utim, za µ = 0 nemamo pravu Hopfovu bifurkaciju,

jer nema graniqnih cikala ni za µ < 0 ni za µ > 0. Umesto toga, kad je µ = 0, koordi-

natni poqetak je centar, xto znaqi da je okru�en neprekidnom
”
trakom" zatvorenih

trajektorija (a graniqni cikl je izolovana zatvorena trajektorija).

Пример 4. Neka je dat dvodimenzionalni dinamiqki sistem

x′ = µx− y + xy2,

y′ = x+ µy + y3,
(3.8)

gde je µ realni parametar. Oqigledno je da je koordinatni poqetak jedan polo�aj

ravnote�e datog sistema. Jakobijeva matrica datog sistema je

J(x, y) =

[
µ+ y2 −1 + 2xy

1 µ+ 3y2

]
.

Zamenom koordinata polo�aja ravnote�e (0, 0) u matricu J(x, y) dobijamo matricu

J0 = J(0, 0) =

[
µ −1

1 µ

]
.

Imamo da je p = Tr J0 = 2µ, q = det J0 = µ2 + 1 > 0 i ∆ = p2 − 4q = −4 < 0. Odatle

sledi da koordinatni poqetak za µ < 0 predstav	a stabilan fokus, a za µ > 0

nestabilan fokus. Stoga za µ = 0 dolazi do nekog tipa Hopfove bifurkacije. Sada

�elimo da utvrdimo koji je tip u pita�u.

Zapiximo sistem (3.8) u polarnim koordinatama (zapravo, bi�e nam dovo	no da

odredimo samo qemu �e biti jednako r′). Stav	a�em da je x = r cos θ i = r sin θ,

imamo da je r2 = x2 + y2, odakle diferencira�em dobijamo da je rr′ = xx′ + yy′.

Zamenom x′ i y′ izrazima sa desnih strana jednaqina sistema (3.8) nalazimo da je

rr′ = r cos θ
(
µr cos θ − r sin θ + r cos θ · r2 sin2 θ

)
+ r sin θ

(
r cos θ + µr sin θ + r3 sin3 θ

)
,

odnosno
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r′ = µr cos2 θ − r sin θ cos θ + r3 cos2 θ sin2 θ + r sin θ cos θ + µr sin2 θ + r3 sin4 θ

= µr(cos2 θ + sin2 θ) + r3 sin2 θ(1− sin2 θ) + r3 sin4 θ = µr + r3 sin2 θ︸ ︷︷ ︸
⩾0

.

Odavde zak	uqujemo da je r′ ⩾ µr, xto znaqi da za µ > 0 r(t) raste u najma�u ruku

jednako brzo kao r0e
µt, a kako za µ > 0 imamo da r0e

µt → +∞ kad t → +∞, to znaqi

da u tom sluqaju i r(t) → +∞ kad t → +∞, tj. sve trajektorije bivaju
”
odvuqene" u

beskonaqnost. Stoga kad je µ > 0 sigurno ne�e postojati zatvorene trajektorije,

odnosno, preciznije, nestabilni fokus u koordinatnom poqetku ne�e biti okru�en

stabilnim graniqnim ciklom, odakle zak	uqujemo da Hopfova bifurkacija do ko-

je dolazi ne mo�e biti natkritiqna. Tako�e, ne mo�e biti ni degenerisana, jer je

neophodan uslov za to da koordinatni poqetak za µ = 0 bude nelinearni centar. Me-

�utim, ovde imamo da je r′ > 0 van x−ose, tako da postoja�e zatvorenih trajektorija
nije mogu�e. Metodom eliminacije dolazimo do zak	uqka da je Hopfova bifurkaci-

ja koja se jav	a u sistemu (3.8) najverovatnije potkritiqna. Da bismo se uverili u

ovaj zak	uqak, skicira�emo (pomo�u raqunara) fazni portret sistema (3.8) za, npr.,

µ = −0.2 (slika 3.9). Sa slike 3.9 vidimo da nestabilan graniqni cikl okru�uje

stabilan polo�aj ravnote�e, bax kao xto je i oqekivano za potkritiqnu Hopfovu

bifurkaciju, za vrednost parametra malo ma�u od bifurkacione vrednosti. △

Слика 3.9: Фазни портрет динамичког система (3.8) за µ = −0.2

3.5 Глобалне бифуркациjе цикала

U dvodimenzionalnim dinamiqkim sistemima postoje qetiri uobiqajena naqina da

graniqni cikli nastanu ili nestanu. Jedan od �ih jeste putem Hopfove bifurka-

cije, dok su ostala tri naqina nexto te�a za otkriva�e, budu�i da zahtevaju po-

smatra�e ponaxa�a sistema u velikim oblastima fazne ravni, umesto samo u ne-

posrednoj okolini polo�aja ravnote�e. Stoga se oni nazivaju globalnim bifur-

kacijama. U nastavku �emo razmotriti prototipske primere dinamiqkih sistema

u kojima dolazi do svake od tri globalne bifurkacije kojima �emo se baviti.

3.5.1 Седло–чвор бифуркациjа цикала

Bifurkacija kod koje se dva graniqna cikla sudaraju i me�usobno anuliraju naziva

se sedlo{qvor bifurkacija cikala, po analogiji sa sliqnim fenomenom kod
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polo�aja ravnote�e. Primer dinamiqkog sistema u kojem dolazi do ove bifurkacije

ve� smo razmatrali kad smo govorili o potkritiqnoj Hopfovoj bifurkaciji { dakle,

req je o sistemu (3.7), datom u polarnim koordinatama sa

r′ = µr + r3 − r5,

θ′ = ω + br2.

Me�utim, za razliku od ranije analize, gde smo bili fokusirani na potkritiqnu

Hopfovu bifurkaciju koja se doga�a kad je µ = 0, sada �emo se baviti dinamikom

datog sistema za µ < 0.

Jednaqinu r′ = µr+ r3 − r5 mo�emo posmatrati kao jednodimenzionalni dinamiqki

sistem. U tom sistemu dolazi do sedlo{qvor bifurkacije za vrednost parametara

µ = −
1

4
= µc , xto je jasno kad se pogleda skica faznog portreta date jednaqine za

razliqite vrednosti parametra µ (gor�i red na slici 3.11). Polo�ajima ravnote�e

jednodimenzionalnog sistema r′ = µr + r3 − r5 koji su razliqiti od nule odgovaraju

kru�ni graniqni cikli polaznog, dvodimenzionalnog sistema (3.7). Na slici 3.11

prikazani su fazni portreti jednaqine r′ = µr + r3 − r5 i odgovaraju�i fazni por-

treti sistema (3.7) za razliqite vrednosti parametra µ.

Kad je µ = µc , polustabilni graniqni cikl pojav	uje se
”
kao grom iz vedra ne-

ba" (setimo se da je to bilo karakteristiqno i za polo�aje ravnote�e kod lokalnih

sedlo{qvor bifurkacija). Sa pove�a�em vrednosti parametra µ on se
”
raqva" na dva

graniqna cikla, od kojih je jedan stabilan, a drugi nestabilan. Ako bismo posmatra-

li situaciju u obrnutom smeru, polaze�i od µ ∈ (µc, 0), mogli bismo re�i da se dva

graniqna cikla, stabilan i nestabilan, me�usobno pribli�avaju kako se vrednost

parametra µ sma�uje, zatim
”
sudaraju" kad je µ = µc i konaqno nestaju kad vrednost

parametra µ postane ma�a od µc .

(i) µ < µc (ii) µ = µc (iii) µc < µ < 0

Слика 3.11: Фазни портрет jедначине r′ = µr + r3 − r5 и одговараjуће понашање
система (3.7) у фазноj равни за различите вредности параметра µ
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Primetimo jox da u trenutku svog nastanka graniqni cikl ima amplitudu reda

O(1), za razliku od Hopfove bifurkacije, gde graniqni cikl u trenutku nastanka

ima malu amplitudu, proporcionalnu sa
√
µ− µc .

3.5.2 Бифуркациjе са бесконачним периодом

Posmatrajmo dinamiqki sistem dat u polarnim koordinatama sa

r′ = r(1− r2),

θ′ = µ− sin θ,
(3.9)

gde je µ realan nenegativan parametar. Dati sistem je kombinacija dva jednodime-

nzionalna dinamiqka sistema, koja mo�emo odvojeno da analiziramo. Skicira�em

faznog portreta jednodimenzionalnog dinamiqkog sistema r′ = r(1−r2) (slika 3.12)

dolazimo do zak	uqka da je r∗ = 0 nestabilan, a r∗ = 1 stabilan polo�aj ravnote�e

ovog sistema. Za dvodimenzionalni sistem (3.9) to znaqi da sve �egove trajektorije,

osim r∗ = 0, te�e jediniqnom krugu (r∗ = 1) kad t → +∞.

Слика 3.12: Фазни портрет jедначине r′ = r(1− r2)

Na osnovu skice faznog portreta jednaqine θ′ = µ − sin θ (slika 3.13) zak	uqujemo

da za µ > 1 data jednaqina nema polo�aje ravnote�e i sve trajektorije usmerene su

nadesno, kad je µ = 1 postoji jedan polustabilan polo�aj ravnote�e i konaqno, za

0 ⩽ µ < 1 imamo dva polo�aja ravnote�e, jedan stabilan, drugi nestabilan.

(i) µ > 1 (ii) µ = 1 (iii) 0 ⩽ µ < 1

Слика 3.13: Фазни портрет jедначине θ′ = µ− sin θ за различите вредности µ

Za dvodimenzionalni dinamiqki sistem (3.9) to znaqi da su za µ > 1 sve trajektorije

usmerene u matematiqki pozitivnom smeru (suprotno od smera kreta�a kaza	ki na

satu), dok za 0 ⩽ µ < 1 postoje dva mogu�a smera trajektorija. Stoga se sa promenom

vrednosti parametra µ fazni portret dinamiqkog sistema (3.9) me�a kao na slici

3.14.
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(i) µ > 1 (ii) 0 ⩽ µ < 1

Слика 3.14: Фазни портрет динамичког система (3.9) за различите вредности
параметра µ

Kada µ → 1+, na graniqnom ciklu r∗ = 1 pojav	uje se usko grlo za θ =
π

2
, koje sve

vixe usporava trajektorije, odnosno produ�ava period oscilacije. Za µ = 1 = µc

period oscilacija postaje beskonaqan i tada se na krugu pojav	uje polo�aj ravno-

te�e. Stoga se ovaj tip bifurkacije i naziva bifurkacijom sa beskonaqnim

periodom. Kada µ postane ma�e od 1, taj polo�aj ravnote�e raqva se na dva (sedlo

i stabilan qvor).

Kako se pribli�avamo bifurkacionoj taqki, amplituda oscilacija ostaje redaO(1),

ali period se pove�ava proporcionalno sa (µ− µc)
−1/2.

3.5.3 Хомоциклична бифуркациjа

Kod ovog tipa globalnih bifurkacija, deo graniqnog cikla se sve vixe pribli�a-

va sedlu, a u samom trenutku bifurkacije on dodiruje sedlo i dolazi do nastanka

homocikliqne trajektorije. Ovo je tako�e bifurkacija sa beskonaqnim periodom,

ali je suxtinski razliqita od onih koje nose bax takav naziv, pa da ih ne bismo

mexali, ove bifurkacije nazva�emo homocikliqnim bifurkacijama. Za ovaj

tip bifurkacija texko je prona�i primer koji bi bio pogodan za analizu uobiqaje-

nim analitiqkim metodama, pa �emo se poslu�iti raqunarom kako bismo doxli do

odre�enih zak	uqaka. Posmatra�emo dinamiqki sistem

x′ = y,

y′ = µy + x− x2 + xy.
(3.10)

Na slici 3.15 prikazani su fazni portreti sistema (3.10) pre, u toku i nakon bi-

furkacije.
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(i) µ < µc (ii) µ → µ−
c

(iii) µ = µc (iv) µ > µc

Слика 3.15: Фазни портрети динамичког система (3.10) за различите вредности
параметра µ

Numeriqkim metodama dolazi se do zak	uqka da je bifurkaciona vrednost kontro-

lnog parametra µc ≈ −0.8645. Za µ < µc , na primer µ = −0.92, stabilan graniqni

cikl prolazi blizu sedla u koordinatnom poqetku (slika 3.15(i)). Kako se vrednost

parametra µ sve vixe pribli�ava bifurkacionoj vrednosti µc , graniqni cikl se

pove�ava i prilazi sve bli�e sedlu (slika 3.15(ii)). Kada postane µ = µc , on ”
uda-

ra" u sedlo, pri qemu nastaje homocikliqna trajektorija (slika 3.15(iii)). Za µ > µc

veza sa sedlom se prekida i homocikliqna trajektorija nestaje (slika 3.15(iv)).
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Глава 4

Бифуркациjе у применама

4.1 Jеднодимензионални динамички системи

4.1.1 Кретање перле по ротираjућем обручу

U ovom ode	ku �emo na jednom relativno jednostavnom primeru pokazati kako izgle-

da bifurkaciona analiza jednog jednodimenzionalnog dinamiqkog sistema kojim se

modeluje odre�ena fiziqka pojava. Pretpostavimo da se perla (ili neko drugo kruto

telo) mase m nalazi na obruqu polupreqnika r, koji rotira konstantnom ugaonom

brzinom ω oko vertikalne ose koja prolazi kroz centar kruga koji odgovara obruqu.

�elimo da analiziramo kreta�e perle, koja �e kliziti du� obruqa dok se on roti-

ra, ako pretpostavimo da na �u deluju gravitaciona, centrifugalna i sila tre�a.

Pri tom mo�emo da smatramo da je to tre�e suvo tre�e kliza�a ili, pak, xto nam

je pogodnije za da	e razmatra�e, da zamislimo da je ceo nax sistem
”
uro�en" u neku

vrlo viskoznu teqnost (na primer, med), te je to tre�e zapravo viskozno tre�e.

Neka je ϕ ugao izme�u vertikalne ose obruqa i pravca perla{centar obruqa. Sma-

tra�emo da je −π < ϕ ⩽ π, jer tako svakoj poziciji perle na obruqu odgovara taqno

jedan ugao ϕ. Dodatno, oznaqimo sa ρ rastoja�e perle od vertikalne ose (slika 4.1).

Jasno je da je ρ = r sinϕ.

Слика 4.1
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Ci	 nam je da primenimo drugi �utnov zakon na dati sistem, koji �e nam dati

jednaqinu koja modeluje kreta�e perle. Stoga najpre moramo analizirati koje sve

sile deluju na perlu u svakom trenutku �enog kreta�a po obruqu. Pre svega, imamo

gravitacionu silu, intenziteta mg, koja je usmerena nadole. Da	e, tu je i centri-

fugalna sila, koja se jav	a kao posledica rotacije obruqa oko vertikalne ose. �en

pravac je ortogonalan na osu rotacije, a usmerena je od ose rotacije. Intenzitet

centrifugalne sile jednak je
mv2

ρ
, gde v predstav	a linijsku brzinu perle. Me�u-

tim, kako mi �elimo da izrazimo intenzitet ove sile preko ugaone brzine perle,

to �emo iskoristiti vezu izme�u ugaone i linijske brzine (v = ρω), qime dobijamo

da je intenzitet centrifugalne sile koja deluje na perlu jednak mρω2. Konaqno,

posled�a sila koju uk	uqujemo u ovo razmatra�e jeste sila (viskoznog) tre�a, koja

je srazmerna brzini kreta�a perle po obruqu (ϕ′), ima tangentni pravac u odnosu na

obruq, a smera je suprotnog od smera vektora brzine perle. Neka je �en intenzitet

jednak bϕ′, gde je b > 0 koeficijent tre�a.

Pri ovom razmatra�u od interesa su nam samo sile koje deluju du� tangentnog pra-

vca na obruq, tako da �emo sve sile koje deluju na perlu razlo�iti na komponente

koje le�e na odgovaraju�em tangentnom pravcu (slika 4.2).

Слика 4.2: Силе коjе делуjу на перлу дуж тангентног правца

Kako intenzitet tangentnog ubrza�a perle iznosi rϕ′′, primenom drugog �utnovog

zakona dobijamo da va�i

mrϕ′′ = −bϕ′ −mg sinϕ+mρω2 cosϕ,

odnosno, kada iskoristimo da je ρ = r sinϕ, dobija se

mrϕ′′ = −bϕ′ −mg sinϕ+mrω2 sinϕ cosϕ. (4.1)

Jednaqina (4.1) je diferencijalna jednaqina drugog reda. Me�utim, nax ci	 je da

utvrdimo da li i pod kojim uslovima smemo da
”
zanemarimo" qlanmrϕ′′, te da umesto

jednaqine (4.1) posmatramo jednaqinu prvog reda, koja �e biti jednostavnija za da	u

analizu. Naravno, ovo ne�e uvek biti mogu�e, ali za sad �emo samo zanemariti qlan

koji nam
”
smeta", a kasnije �emo deta	no razmotriti koji uslovi moraju da budu

zadovo	eni da bi takav postupak bio validan.
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4.1.1.1 Анализа система првог реда

Dakle, za poqetak �emo u jednaqini (4.1)
”
odbaciti" qlan u kojem se jav	a ϕ′′ i

dobiti jednaqinu

bϕ′ = −mg sinϕ+mrω2 sinϕ cosϕ = mg sinϕ

(
rω2

g
cosϕ− 1

)
. (4.2)

Odredimo polo�aje ravnote�e jednaqine (4.2) (to je dinamiqki sistem prvog reda).

Intuitivno je jasno da �e perla biti u ravnote�nom polo�aju kada se na�e na samom

dnu, odnosno vrhu obruqa { dakle, za ϕ = 0, odnosno ϕ = π. Stoga �e ϕ∗
1 = 0 i ϕ∗

2 = π

biti dva polo�aja ravnote�e, xto se lako vidi i iz jednaqine (4.2), jer je upravo

za te vrednosti sinϕ = 0.

Ostali polo�aji ravnote�e predstav	aju rexe�a jednaqine
rω2

g
cosϕ− 1 = 0, tj.

cosϕ =
g

rω2
. (4.3)

Da bi jednaqina (4.3) imala rexe�a, mora da bude
g

rω2
⩽ 1, odnosno obruq mora da se

rotira dovo	no brzo. Broj rexe�a jednaqine (4.3) odredi�emo pomo�u geometrijskog

pristupa. Uvedimo najpre oznaku γ =
rω2

g
. Jednaqina (4.3) sada postaje

cosϕ =
1

γ
. (4.4)

Skicirajmo u ravni (gde vrednosti ϕ nanosimo na apscisu) grafik funkcije

y = cosϕ (za −π < ϕ ⩽ π) i konstantne funkcije y =
1

γ
za razliqite vrednosti γ

(slika 4.3). Apscise preseqnih taqaka ta dva grafika predstav	a�e tra�ena rexe�a

jednaqine (4.4), odnosno dodatne polo�aje ravnote�e jednaqine (4.2).

Слика 4.3

Kao xto smo i oqekivali, za
1

γ
> 1, tj. γ < 1 nema preseqnih taqaka, pa jednaqina

(4.4) nema rexe�a, xto znaqi da su tada jedini polo�aji ravnote�e jednaqine (4.2)

ϕ∗
1 = 0 i ϕ∗

2 = π.
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Za γ = 1 imamo taqno jednu preseqnu taqku, ali ona nam ne daje novi polo�aj ravno-

te�e (ponovo se dobija ϕ∗
1 = 0).

Konaqno, kad je γ > 1, postoje dve preseqne taqke, koje daju dva dodatna polo�aja

ravnote�e jednaqine (4.2): ϕ∗
3 = − arccos

1

γ
i ϕ∗

4 = arccos
1

γ
. Ove dve taqke su oqi-

gledno simetriqne u odnosu na ϕ∗
1 = 0. Primetimo jox da kad γ → +∞ va�i da

ϕ∗
3 → −

π

2
, a ϕ∗

4 →
π

2
.

Ispitajmo sada stabilnost ovih polo�aja ravnote�e. Neka je

f(ϕ) =
mrω2

b
sinϕ cosϕ−

mg

b
sinϕ,

odnosno, nakon xto zamenimo γ =
rω2

g
,

f(ϕ) =
mgγ

b
sinϕ cosϕ−

mg

b
sinϕ.

Dakle, jednaqina (4.2) sada glasi ϕ′ = f(ϕ). Nalazimo da je

f ′(ϕ) =
mg

b

(
γ(2 cos2 ϕ− 1)− cosϕ

)
.

Kako je

f ′(ϕ∗
1) = f ′(0) =

mg

b
(γ − 1),

sledi da je ϕ∗
1 = 0 (dno obruqa) stabilan polo�aj ravnote�e kad je γ < 1, a nestabi-

lan kad je γ > 1.

Da	e, kako je

f ′(ϕ∗
2) = f ′(π) =

mg

b
(γ + 1) > 0,

to je polo�aj ravnote�e ϕ∗
2 = π (vrh obruqa) uvek nestabilan.

Ostaje jox da ispitamo stabilnost polo�aja ravnote�e ϕ∗
3,4 , za koje va�i da je

cosϕ∗
3,4 =

1

γ
i koji postoje samo za γ > 1. Nalazimo da je

f ′(ϕ∗
3,4) =

mg

b
·
1− γ2

γ
,

odakle je oqigledno da je f ′(ϕ∗
3,4) < 0 za γ > 1, te su ova dva polo�aja ravnote�e

stabilna.
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(i) γ < 1 (ii) γ > 1

Слика 4.4: Положаjи равнотеже на обручу за различите вредности γ

Ako predstavimo u ravni sve polo�aje ravnote�e jednaqine (4.2) u funkciji od

parametra γ, dobi�emo odgovaraju�i bifurkacioni dijagram (slika 4.5).

Слика 4.5: Бифуркациони диjаграм jедначине (4.2)

Sa slike 4.5 se vidi da za γ = 1 dolazi do natkritiqne vilaste bifurkacije: polo-

�aj ravnote�e ϕ∗
1 = 0, koji je do tada bio stabilan,

”
predaje" svoju stabilnost dvama

novonastalim polo�ajima ravnote�e.

Razmotrimo sada fiziqku interpretaciju dosadax�ih zak	uqaka. Kako smo γ de-

finisali tako da se pove�ava ako se ugaona brzina obruqa pove�ava, to uslov γ < 1

zapravo znaqi da se obruq rotira sporo i tada centrifugalna sila nije dovo	no jaka

da izbalansira gravitacionu silu { stoga �e perla pod uticajem gravitacione sile

da sklizne na dno obruqa (stabilan polo�aj ravnote�e) i da ostane tu. Me�utim,

ukoliko je γ > 1, obruq se kre�e dovo	no brzo da dno obruqa postane nestabilno.

Kako intenzitet centrifugalne sile raste sa uda	ava�em perle od dna obruqa (jer

je on srazmeran rastoja�u perle od vertikalne ose obruqa), to �e bilo kakav pomeraj

perle, koliko god mali bio, biti pojaqan, zbog qega perla biva
”
primorana" da se

kre�e uz obruq. To kreta�e �e se dexavati sve dok gravitaciona sila ne izbalansira

centrifugalnu, xto se doga�a kada je ϕ = ϕ∗
3,4 = ± arccos

g

rω2
. U kojem �e se od ova

dva polo�aja ravnote�e perla na�i zavisi od ϕ(0).
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Primetimo da su leva i desna polovina obruqa potpuno simetriqne { ta simetrija

ogleda se u invarijantnosti jednaqina (4.1) i (4.2) u odnosu na smenu ϕ 7→ −ϕ. Dakle,

ovaj primer predstav	a dobru ilustraciju ranije pomenute qi�enice da su vilaste

bifurkacije tipiqne za probleme u kojima postoji neki vid simetrije.

Sada �emo se pozabaviti pita�em pod kojim uslovima je opravdano zanemariva�e

inercionog faktora mrϕ′′ u jednaqini (4.1). Prirodno se name�e ideja da postavimo

uslov da m → 0, me�utim, tada bi i gravitaciona i centrifugalna sila te�ile

nuli, budu�i da su one srazmerne masi perle. Stoga moramo potra�iti neki drugi,

prihvat	iviji uslov.

Kako bismo doxli do tra�enog odgovora, transformisa�emo jednaqinu (4.1) u bezdi-

menzionalni oblik. Prednost bezdimenzionalnog oblika je pre svega u tome xto nam

omogu�ava da jednostavno definixemo pojam
”
malog" {

”
malo" �e biti nexto xto

je mnogo ma�e od 1 (a ve�e od nule). Tako�e, svo�e�em na bezdimenzionalni oblik

sma�i�emo broj parametara koji figurixu u jednaqini (4.1), tako xto �emo ih gru-

pisati u bezdimenzionalne skupine.

Svo�e�e na bezdimenzionalni oblik zapoqe�emo definisa�em bezdimenzionalnog

vremena τ =
t

T
, gde je T karakteristiqna vremenska skala koju �emo naknadno iza-

brati (kada vidimo xta �e biti najpogodnije da uzmemo za T ). Ako T odaberemo na

pravi naqin, izvodi
dϕ

dτ
i

d2ϕ

dτ 2
bi�e reda jedinice, tj O(1).

Na osnovu pravila o diferencira�u slo�ene funkcije nalazimo da je

ϕ′ =
dϕ

dt
=

dϕ

dτ
·
dτ

dt
=

1

T
·
dϕ

dτ

i

ϕ′′ =
d2ϕ

dt2
=

d

dt

(
dϕ

dt

)
=

d

dt

(
1

T
·
dϕ

dτ

)
=

d

dτ

(
1

T
·
dϕ

dτ

)
·
dτ

dt
=

1

T 2
·
d2ϕ

dτ 2
.

Kada ove veze izme�u
”
novih" i

”
starih" izvoda uvrstimo u jednaqinu (4.1), dobijamo

mr

T 2
·
d2ϕ

dτ 2
= −

b

T
·
dϕ

dτ
−mg sinϕ+mrω2 sinϕ cosϕ.

Podelimo sada posled�u jednaqinu sa mg (time �emo eliminisati dimenzije u toj

jednaqini). Dobijamo jednaqinu(
r

gT 2

)
d2ϕ

dτ 2
= −

(
b

mgT

)
dϕ

dτ
− sinϕ+

(
rω2

g

)
sinϕ cosϕ. (4.5)

Jednaqina (4.5) predstav	a bezdimenzionalni oblik jednaqine (4.1) kojem smo te-

�ili { svi izrazi u zagradama predstav	aju bezdimenzionalne skupine (primetimo

da je bezdimenzionalna skupina u posled�em qlanu na desnoj strani jednakosti za-

pravo naxe ranije definisano γ).

Sada �elimo da utvrdimo uslove pod kojima �e leva strana jednaqine (4.5) biti
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zanemar	iva u pore�e�u sa ostalim qlanovima u jednaqini, a svi qlanovi na desnoj

strani jednaqine biti istog reda veliqine. Kako su izvodi, prema pretpostavci,

reda jedinice, tj. O(1) i kako je sinϕ ≈ O(1), potrebno je da va�i

b

mgT
≈ O(1) (4.6)

i
r

gT 2
<< 1. (4.7)

Iz (4.6) zak	uqujemo da je potrebno da uzmemo

T =
b

mg
.

Sada uslov (4.7) postaje

r

g

(
mg

b

)2

<< 1 (4.8)

ili, ekvivalentno,

b2 >> m2gr.

Iz posled�eg uslova zak	uqujemo da je za opravda�e zanemariva�a inercionog qla-

na u jednaqini (4.1) potrebno da tre�e bude veoma jako ili, pak, da masa perle bude

veoma mala (xto smo na poqetku i naslutili).

Uslov (4.8) motivixe nas da uvedemo bezdimenzionalni parametar

ε =
m2gr

b2
.

Jednaqina (4.5) sada postaje

ε
d2ϕ

dτ 2
= −

dϕ

dτ
− sinϕ+ γ sinϕ cosϕ. (4.9)

Jednaqina (4.9) je oqigledno jednostavnija od jednaqine (4.1) { 5 parametara iz je-

dnaqine (4.1) (m, g, r, ω i b) su sada zame�eni sa samo 2 parametra (ε i γ).

Dakle, da zak	uqimo: u uslovima kada je tre�e veliko (tj. kad ε → 0), jednaqina

drugog reda (4.9) mo�e se dobro aproksimirati jednaqinom prvog reda

dϕ

dτ
= − sinϕ+ γ sinϕ cosϕ = sinϕ(γ cosϕ− 1).

4.1.2 Несавршене бифуркациjе и катастрофе

Kao xto smo ve� vixe puta rekli, vilaste bifurkacije su karakteristiqne za siste-

me u kojima postoji neki vid simetrije { u problemu perle koja klizi po rotiraju�em

obruqu postojala je simetrija izme�u leve i desne strane obruqa. Me�utim, u ve�ini
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sluqajeva u realnom �ivotu ova simetrija je samo pribli�na { mala nesavrxenost

naruxava tu simetriju. U nastavku �emo razmotriti primer dinamiqkog sistema u

kojem je prisutna takva nesavrxenost.

Posmatrajmo jednodimenzionalni dinamiqki sistem

x′ = h+ rx− x3, (4.10)

gde su h i r realni parametri.

Za h = 0 jednaqina (4.10) postaje u stvari jednaqina (2.10), koja predstav	a norma-

lnu formu sistema sa natkritiqnom vilastom bifurkacijom. U tom sluqaju, dakle,

imamo savrxenu simetriju izme�u x i −x. Me�utim, kada je h ̸= 0, ova simetrija

se naruxava. Zato se parametar h nekad naziva parametrom naruxava�a simetrije

ili parametrom nesavrxenosti.

Jednaqina (4.10) je komplikovanija za analizu od ostalih jednaqina prvog reda ko-

jima smo se do sad bavili, budu�i da u �oj figurixu dva nezavisna parametra. Da

bismo malo pojednostavili situaciju, mo�emo jedan od parametara, na primer r, da

fiksiramo, a zatim da razmatramo ponaxa�e sistema (4.10) kada se vrednost drugog

parametra (h) me�a.

Odredimo najpre polo�aje ravnote�e sistema (4.10). �ih nalazimo kao rexe�a

jednaqine

h+ rx− x3 = 0. (4.11)

Oni se, naravno, mogu odrediti i eksplicitno, pomo�u Kardanovih formula za ko-

rene kubne jednaqine, xto �emo i uraditi malo kasnije, kako bismo mogli da nacr-

tamo odgovaraju�e bifurkacione dijagrame. Me�utim, za poqetak samo �elimo da

analiziramo �ihov broj i stabilnost u zavisnosti od vrednosti parametara h i r, a

za tu svrhu jednostavnije je da koristimo geometrijski pristup rexava�a jednaqi-

ne (4.11). Najpre �emo u istom koordinatnom sistemu skicirati grafike funkcija

y = rx − x3 i y = −h, a zatim razmatrati broj preseqnih taqaka tih grafika.

x−koordinate preseqnih taqaka predstav	a�e upravo polo�aje ravnote�e sistema
(4.10), budu�i da one zadovo	avaju jednaqinu h+ rx− x3 = 0.

Kada je r ⩽ 0, za sve vrednosti parametra h postoja�e taqno jedna preseqna taqka

prave y = −h i krive y = rx− x3 (slika 4.6(i)). Dakle, u ovom sluqaju postoji samo

jedan polo�aj ravnote�e jednaqine (4.10), koji je stabilan.

Sluqaj r > 0 je nexto slo�eniji za analizu. Tada broj preseqnih taqaka mo�e da

bude 1, 2 ili 3, u zavisnosti od vrednosti parametra h (slika 4.6(ii)). Graniqni

sluqaj je kada prava y = −h zauzima taqno tangentni polo�aj na krivu y = rx− x3

u taqkama �enog lokalnog maksimuma, odnosno minimuma. Da bismo odredili ta-

qne vrednosti parametra h za koje se to dexava, primetimo da u taqkama lokalnih

ekstremuma funkcije y = rx− x3 va�i da je

d

dx
(rx− x3) = 0,
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odakle nalazimo da su odgovaraju�e vrednosti x−koordinata za koje posmatrana

funkcija dosti�e lokalni maksimum, odnosno minimum jednake

xmax =

√
r

3
, odnosno xmin = −

√
r

3
.

Odgovaraju�e vrednosti funkcije y = rx− x3 u tim taqkama su

ymax =
2r

3

√
r

3
, odnosno ymin = −

2r

3

√
r

3
.

Dakle, ako oznaqimo sa

hc(r) =
2r

3

√
r

3
,

mo�emo da zak	uqimo da za |h| < hc(r) postoje tri polo�aja ravnote�e, za |h| = hc(r)

dva, dok za |h| > hc(r) postoji samo jedan polo�aj ravnote�e jednaqine (4.10).

(i) r ⩽ 0 (ii) r > 0

Слика 4.6: Положаjи равнотеже jедначине (4.10) при фиксираноj вредности
параметра r за различите вредности параметра h

Da bismo ispitali stabilnost polo�aja ravnote�e za r > 0, najjednostavnije je da

se ponovo poslu�imo geometrijskim pristupom, te da na osnovu znaka x′ utvrdimo

smer toka du� x−ose. Primetimo da je x′ < 0 ako i samo ako je rx− x3 < −h, odno-

sno, geometrijski, ako se kriva y = rx − x3 nalazi ispod prave y = −h i tada �e

tok biti usmeren nalevo. U suprotnom, tok �e biti usmeren nadesno. Na slede�oj

slici prikazani su svi mogu�i sluqajevi. Standardno, stabilni polo�aji ravno-

te�e oznaqeni su punim kru�i�ima, nestabilni praznim, a polustabilni napola

ispu�enim kru�i�ima.
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(i) −hc(r) < h < 0 (ii) 0 < h < hc(r) (iii) h = −hc(r)

(iv) h = hc(r) (v) h < −hc(r) (vi) h > hc(r)

Слика 4.7: Фазни портрет динамичког система (4.10) при фиксираноj вредности
параметра r > 0 за различите вредности параметра h

Sada �elimo da dosadax�e rezultate predstavimo grafiqki pomo�u bifurkacio-

nog dijagrama. Pri tom, da bismo dobili klasiqan bifurkacioni dijagram, jedan

parametar �emo morati da fiksiramo, a zatim da polo�aje ravnote�e predstavimo

kao funkciju od drugog parametra. Poka�imo, na primer, kako se dolazi do bifur-

kacionog dijagrama koji predstav	a zavisnost polo�aja ravnote�e x∗ sistema (4.10)

od parametra r, za fiksiranu vrednost parametra h.

Pre svega, ve� smo rekli da za h = 0 sistem (4.10) predstav	a normalnu formu

natkritiqne vilaste bifurkacije, pa u tom sluqaju ve� znamo kako �e da izgleda

bifurkacioni dijagram (slika 4.8).

Слика 4.8: Бифуркациони диjаграм jедначинe (4.10) у зависности од вредности
параметра r кад jе h = 0

Neka je sada h ̸= 0 i fiksirajmo ga. Na primer, neka je h = 1. Sistem (4.10) tada

postaje oblika

x′ = 1 + rx− x3, (4.12)
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pa su odgovaraju�i polo�aji ravnote�e rexe�a kubne jednaqine

x3 − rx− 1 = 0. (4.13)

Analizirajmo sada prirodu rexe�a jednaqine (4.13) u zavisnosti od vrednosti pa-

rametra r. Diskriminanta ove jednaqine je

D =
1

4
−

r3

27
=

27− 4r3

108
.

Odatle sledi da je D > 0 ako i samo ako je r <
3
3
√
4
= rc i tada jednaqina (4.13)

ima jedno realno rexe�e, pa sistem (4.12) ima jedan polo�aj ravnote�e x∗. Pomo�u

Kardanovih formula mo�emo eksplicitno da izrazimo to rexe�e u funkciji od r :

x∗ =
3

√
1

2
+
√
D +

3

√
1

2
−
√
D,

xto nam omogu�ava da pomo�u raqunara skiciramo bifurkacioni dijagram za r < rc.

Ispitajmo stabilnost ovog polo�aja ravnote�e. Neka je

f(x) = 1 + rx− x3.

Tada je f ′(x) = r − 3x2, pa je

f ′(x∗) = r − 3

 3

√√√√(1

2
+
√
D

)2

+
3

√√√√(1

2
−
√
D

)2

+ 2
3

√
1

4
−D


= r − 3

 3

√√√√(1

2
+
√
D

)2

+
3

√√√√(1

2
−
√
D

)2

+
2r

3


= −r − 3

3

√√√√(1

2
+
√
D

)2

− 3
3

√√√√(1

2
−
√
D

)2

.

Nakon kra�eg raquna dobija se da va�i

f ′(x∗) < 0 ⇐⇒ 27− r3 +
r2

9

 3

√√√√(1

2
+
√
D

)2

+
3

√√√√(1

2
−
√
D

)2
 > 0.

Kako je r < rc =
3
3
√
4
, to je r3 <

27

4
, te je 27 − r3 > 27 −

27

4
> 0. Prema tome,

nejednakost 27 − r3 +
r2

9

 3

√√√√(1

2
+
√
D

)2

+ 3

√√√√(1

2
−
√
D

)2
 > 0 je taqna, odakle
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sledi da je f ′(x∗) < 0, tj. polo�aj ravnote�e x∗ je stabilan za r < rc .

Kada je r > rc , bi�e D < 0, pa tada jednaqina (4.13) ima tri realna i razliqita

rexe�a, odnosno sistem (4.12) ima tri razliqita polo�aja ravnote�e x∗
i , i = 1, 2, 3.

Ova rexe�a su oblika

x∗
1 = 2

√
r

3
cos

φ

3
, x∗

2 = 2

√
r

3
cos

φ+ 2π

3
i x∗

3 = 2

√
r

3
cos

φ+ 4π

3
,

gde je

φ = arctg

(
−
2
√
−D

−1

)
= arctg 2

√
−D.

Analizirajmo sada stabilnost ovih polo�aja ravnote�e. Kako je

f ′(x∗
1) = r − 3 ·

4r

3
cos2

φ

3
= r

(
1− 4 cos2

φ

3

)
,

imamo da je f ′(x∗
1) < 0 ako i samo ako je cos2

φ

3
>

1

4
, odnosno ako i samo ako je

cos
φ

3
< −

1

2
ili cos

φ

3
>

1

2
. Me�utim, kako je 0 < φ <

π

2
, to je 0 <

φ

3
<

π

6
, odakle

sledi da cos
φ

3
∈

(√
3

2
, 1

)
. Dakle, cos

φ

3
>

1

2
, te je f ′(x∗

1) < 0, tj. polo�aj ravnote�e

x∗
1 je stabilan.

Sliqno se utvr�uje da je polo�aj ravnote�e x∗
2 tako�e stabilan, dok je polo�aj ra-

vnote�e x∗
3 nestabilan.

Na osnovu prethodnog razmatra�a mo�emo da skiciramo bifurkacioni dijagram

jednaqine (4.12), gde je h = 1 fiksirano, a polo�aji ravnote�e su predstav	eni u

zavisnosti od vrednosti parametra r.

Слика 4.9: Бифуркациони диjаграм jедначинe (4.10) у зависности од вредности
параметра r кад jе h = 1

Alternativno, mogli bismo da predstavimo polo�aje ravnote�e sistema (4.10) u

funkciji od parametra h, za fiksiranu vrednost parametra r. Sliqno kao u pre-
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thodnom razmatra�u, dolazi se do bifurkacionih dijagrama prikazanih na slici

4.10.

(i) r ⩽ 0 (ii) r > 0

Слика 4.10: Бифуркациони диjаграми jедначине (4.10) у зависности од вредности
параметра h при фиксираноj вредности параметра r

Jox jedan naqin grafiqkog predstav	a�a dosadax�ih rezultata analize dinami-

qkog sistema (4.10) u zavisnosti od vrednosti parametara r i h jeste da u (r, h)−ravni
skiciramo bifurkacione krive h = ±hc(r). Tako dobijena slika naziva se dijagram

stabilnosti { on pokazuje kako se me�a ponaxa�e trajektorija sistema (4.10) kada

se kre�emo u parametarskom prostoru (r, h) (slika 4.11).

Слика 4.11: Диjаграм стабилности за динамички систем (4.10)

Primetimo da se dve bifurkacione krive na prethodnoj slici dodiruju u taqki

(0, 0) { ova taqka naziva se taqka{xi	ak1. Na slici 4.11 oznaqene su i oblasti na

koje bifurkacione krive dele (r, h)−ravan, a koje se razlikuju po broju polo�aja

ravnote�e. Du� bifurkacionih krivih h = ±hc(r) se jav	aju sedlo{qvor bifurka-

cije, osim u taqki{xi	ku, gde se jav	a tzv. bifurkacija kodimenzije 2 { tako se

naziva zato xto nastaje podexava�em vrednosti dva razliqita parametra, za razli-

ku od ostalih bifurkacija koje smo do sad spomi�ali, koje su bile bifurkacije

kodimenzije 1, jer su se jav	ale kao posledica varira�a samo jednog parametra.

Za kraj ovog ode	ka razmotri�emo jox jedan naqin predstav	a�a rezultata do kojih

1cusp point (енг.)
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smo doxli bifurkacionom analizom sistema (4.10) { u trodimenzionalnom prosto-

ru. Premda je to dosta slo�enije za skicira�e, ukoliko bismo nacrtali polo�aje

ravnote�e sistema (4.10), posmatrane kao funkcije od dva argumenta r i h, dobili

bismo povrx koja se naziva xi	ak{katastrofa2 (slika 4.12).

Слика 4.12: Површ шиљак–катастрофа

Projektova�em prevoja povrxi xi	ak{katastrofa na (r, h)−ravan dobili bismo bi-
furkacione krive prikazane na slici 4.11. Popreqni presek povrxi za fiksiranu

vrednost parametra h daje slike 4.8 i 4.9, dok popreqni presek za fiksiranu vre-

dnost parametra r daje sliku 4.10.

Termin
”
katastrofa" u nazivu ove povrxi odnosi se na qi�enicu da sa prome-

nom vrednosti parametara sta�e sistema (4.10) mo�e u jednom trenutku da
”
pre-

trqi" preko gor�e ivice povrxi, nakon qega ono naglo
”
pada" na do�i deo povrxi

(slika 4.13). Ovaj pad mo�e biti zaista katastrofalan kada se radi o polo�ajima

ravnote�e nekog mosta ili zgrade.

Слика 4.13: Пад стања система са горњег на доњи део површи шиљак–катастрофа

U nastavku �emo razmotriti jedan primer nesavrxene bifurkacije i katastrofe iz

oblasti biologije { najezdu jedne vrste insekata.

2cusp catastrophe surface (енг.)
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4.1.2.1 Наjезда инсеката

U ovom ode	ku bavi�emo se analizom dinamiqkog modela rasta populacije vrste

insekata latinskog naziva Choristoneura fomiferana3 { to je jedan od najve�ih xte-

toqina me�u insektima, koji tipiqno napada vrstu qetinara po imenu Abies balsa-

mea4, a karakteristiqan je za istoqne delove severnoameriqkog kontinenta. Kad

do�e do velikog pove�a�a populacije ovog insekta (koje nazivamo najezdom), xto se

dexava u relativno pravilnim vremenskim periodima, oni mogu da unixte gotovo

qitavu populaciju Abies balsamea u jednoj xumi za oko 4 godine.

Ludvig i dr.5 su predlo�ili jedan od mogu�ih modela interakcije Choristoneura fo-

miferana i Abies balsamea u jednoj xumi. Pre nego xto pre�emo na analizu samog

modela, re�i �emo nexto o osnovnim pretpostavkama kojima su se oni slu�ili pri

konstrukciji ovog modela. Pre svega, svakom od parametara od kojih zavisi ta inte-

rakcija, odnosno promena brojnosti populacije Choristoneura fomiferana, mo�e se

pridru�iti karakteristiqna vremenska skala, tokom koje odre�eni parametar be-

le�i znaqajnije promene. Ludvig i dr. su razdvojili sve parametre koji uqestvuju u

formira�u modela u dve kategorije: one koji se razvijaju na brzoj i one koji se razvi-

jaju na sporoj vremenskoj skali. Populacija Choristoneura fomiferana mo�e uve�ati

svoju gustinu petostruko u roku od godinu dana { zato �e insektima biti pridru�ena

brza vremenska skala u mesecima. S druge strane, stablima Abies balsamea potrebno

je 7 − 10 godina da potpuno zamene svoje qetine, a �ihov proseqan �ivotni vek, u

odsustvu xtetoqina, iznosi 100− 150 godina. Stoga �emo smatrati da se parametri

koji se odnose na Abies balsamea me�aju na sporoj vremenskoj skali u decenijama.

Ovo zapravo znaqi da, kada se govori o dinamici insekata, parametri koji se odno-

se na drve�e mogu da se tretiraju kao konstante (zato xto se na brzoj vremenskoj

skali oni ne�e znaqajno promeniti). Ipak, pred kraj analize dopusti�emo da se i

ovi parametri polako me�aju i vide�emo kako �e te promene uticati na populaciju

Choristoneura fomiferana.

Kao model za rast populacije ovih insekata Ludvig i dr. predlo�ili su pozna-

ti logistiqki model { dakle, ako sa N(t) oznaqimo brojnost populacije insekata

u trenutku t ⩾ 0, sa R stopu rasta ove populacije, a sa K kapacitet populacije,

odgovaraju�i model bi�e dat jednaqinom

N ′ = RN

(
1−

N

K

)
. (4.14)

Kapacitet populacije predstav	a maksimalnu brojnost populacije koju resursi pri-

rodne sredine mogu da izdr�e { u ovom sluqaju on zavisi od broja qetina koje su

preostale na stablima Abies balsamea u xumi (zato xto se Choristoneura fomiferana

hrani upravo �ima), te je K parametar koji se odnosi na drve�e, tj. koji se me�a na

3spruce budworm (енг.)
4balsam fir (енг.)
5D. Ludwig, D. D. Jones, C. S. Holling, Qualitative analysis of insect outbrake systems: the spruce

budworm and forest, Journal of Animal Ecology, 1978
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sporoj vremenskoj skali.

Me�utim, na dinamiku populacije insekata utiqu i grab	ivci, tj. predatori (prve-

nstveno ptice) koji se hrane �ima i tako dovode do opada�a brojnosti �ihove po-

pulacije. Zato �emo u jednaqinu (4.14) uk	uqiti i uticaj predatora, tako xto �emo

od desne strane jednakosti (4.14) oduzeti tzv. stopu smrtnosti koja zavisi od samog

broja insekata u datom trenutku, qime dobijamo slede�i model:

N ′ = RN

(
1−

N

K

)
− p(N). (4.15)

Kako bi otprilike trebalo da izgleda funkcija p(N)? Jasno je da kada insekata ima

vrlo malo, predatora gotovo da ne�e biti { oni �e verovatno hranu za sebe potra�iti

negde drugde, gde je ima vixe, a insekte �e loviti tek sporadiqno. Me�utim, kada

populacija insekata dostigne odre�eni kritiqni nivo N = A, uticaj predatora

�e naglo poqeti da raste, zato xto �e oni, kad shvate da me�u insektima imaju

znaqajan izvor hrane, sve vixe namenski da love bax �ih. Ipak, taj rast se ne�e

nastaviti neograniqeno, tj. stopa smrtnosti usled uticaja predatora ne�e rasti

srazmerno porastu populacije insekata { naime, u jednom trenutku kod predatora

�e do�i do zasi�e�a, odnosno oni �e jesti onoliko brzo koliko mogu, bez obzira

na to xto insekata ima sve vixe. Dakle, stopa smrtnosti Choristoneura fomiferana

usled uticaja predatora bi�e ograniqena odozgo, odnosno pribli�ava�e se nekoj

vrednosti B kad N → +∞. Na osnovu svega navedenog, mo�emo da zak	uqimo da

grafik funkcije p(N) treba da izgleda sliqno kao xto je prikazano na slici 4.14.

Слика 4.14

Ludvig i dr. predlo�ili su slede�i analitiqki oblik funkcije p(N):

p(N) =
BN2

A2 +N2
,

gde su A,B > 0. Zamenom ovog izraza u jednaqinu (4.15) dobijamo jednaqinu

N ′ = RN

(
1−

N

K

)
−

BN2

A2 +N2
. (4.16)

Ranije smo spomenuli pojam najezde insekata { intuitivno, mogli bismo re�i da do

najezde dolazi kada usled promene vrednosti parametara brojnost populacije naglo
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skoqi sa
”
niskog" na

”
visok" nivo. Me�utim, name�e se pita�e kako da interpreti-

ramo xta je to
”
nizak", a xta

”
visok" nivo populacije u ovom kontekstu. Da bismo

odgovorili na ovo pita�e, transformisa�emo jednaqinu (4.16) u bezdimenzionalan

oblik.

U jednaqini (4.16) figurixu 4 parametra: R, K, A i B. Ideja je da svo�e�e na

bezdimenzionalan oblik izvrximo tako da eliminixemo dva parametra, odnosno da

u novonastaloj jednaqini figurixu samo dva bezdimenzionalna parametra, i to da

oba budu u
”
logistiqkom delu" te jednaqine. Dakle, �elimo da potpuno elimini-

xemo parametre iz
”
predatorskog dela" jednaqine (4.16), a razlog takve �e	e bi�e

jasan uskoro.

Primetimo da K i A imaju istu dimeziju { oba parametra odnose se na broj jedinki

populacije insekata. Stoga za bezdimenzionalni nivo populacije insekata mo�emo

da uzmemo bilo koji od izraza
N

K
ili

N

A
. Uzmimo, na primer,

N

A
za bezdimenzio-

nalni nivo populacije.

Da bismo se rexili parametara u
”
predatorskom delu" jednaqine (4.16), podelimo

obe strane ove jednaqine sa B i uvedimo smenu x =
N

A
. Dobija se

A

B

dx

dt
=

R

B
Ax

(
1−

Ax

K

)
−

x2

1 + x2
.

Uvedimo sada bezdimenzionalno vreme τ =
Bt

A
i bezdimenzionalne parametre

r =
RA

B
i k =

K

A
.

Sada posled�a jednaqina postaje

dx

dτ
= rx

(
1−

x

k

)
−

x2

1 + x2
. (4.17)

Jednaqina (4.17) predstav	a konaqan bezdimenzionalni oblik koji smo �eleli da

dobijemo i koji je znatno jednostavniji za da	u analizu od jednaqine (4.16). Pa-

rametri r i k u ovoj jednaqini predstav	aju redom bezdimenzionalnu stopu rasta

populacije insekata i bezdimenzionalni kapacitet populacije i oni su uvek pozi-

tivni.

Analizirajmo sada polo�aje ravnote�e jednaqine (4.17) i �ihovu stabilnost u za-

visnosti od vrednosti parametara r i k. Kako je

x′ = x

(
r

(
1−

x

k

)
−

x

1 + x2

)
,
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to je x∗
1 = 0 uvek jedan polo�aj ravnote�e jednaqine (4.17). Ako oznaqimo sa

f(x) = rx

(
1−

x

k

)
−

x2

1 + x2
,

nalazimo da je

f ′(x) = r −
2r

k
x−

2x

(1 + x2)2
,

te je f ′(0) = r > 0, odakle sledi da je polo�aj ravnote�e x∗
1 = 0 uvek nestabilan.

Ostali polo�aji ravnote�e predstav	aju rexe�a jednaqine

r

(
1−

x

k

)
−

x

1 + x2
= 0,

odnosno

r

(
1−

x

k

)
=

x

1 + x2
. (4.18)

Broj rexe�a jednaqine (4.18) u zavisnosti od vrednosti parametara r i k najjedno-

stavnije �emo odrediti pomo�u geometrijskog pristupa, skicira�em grafika fu-

nkcija koje su zadate analitiqkim izrazima na levoj i desnoj strani te jednaqine

i odre�iva�em broja preseqnih taqaka tih grafika (qije �e x−koordinate upravo
odgovarati tra�enim polo�ajima ravnote�e).

Grafik funkcije koja je zadata analitiqkim izrazom na levoj strani jednaqine

(4.18) predstav	a pravu y = −
r

k
x + r, koja x−osu seqe u taqki k, a y−osu u taqki

r, dok grafik funkcije koja je zadata analitiqkim izrazom na desnoj strani iste

jednaqine predstav	a krivu koja ne zavisi od vrednosti parametara r i k (slika

4.15). Stoga �e se varira�em vrednosti parametara r i k pomerati samo prava, dok

kriva y =
x

1 + x2
ostaje fiksna, xto znatno olakxava diskusiju o broju preseqnih

taqaka. Ovo lepo svojstvo upravo je i bilo motivacija za eliminisa�e parametara

iz
”
predatorskog dela" jednaqine (4.16).

Слика 4.15
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Sa slike 4.15 je jasno da �e za dovo	no malu vrednost parametra k postojati taqno

jedna preseqna taqka, tj. taqno jedan polo�aj ravnote�e jednaqine (4.17) (pored,

naravno, x∗
1 = 0), bez obzira koliko je r. Me�utim, za veliku vrednost parametra k

(kasnije �emo precizirati xta pod velikim podrazumevamo) broj preseqnih taqaka

mo�e biti 1, 2 ili 3, u zavisnosti od vrednosti parametra r (slika 4.16).

Слика 4.16

Da bismo utvrdili koji polo�aji ravnote�e su stabilni, a koji nestabilni, prime-

timo da �e tok na x−osi biti usmeren nadesno kada je x′ > 0, tj. kada

r

(
1−

x

k

)
>

x

1 + x2
,

odnosno, geometrijski, kad se prava y = r

(
1−

x

k

)
nalazi iznad krive y =

x

1 + x2
,

dok �e biti usmeren nalevo kad je prava ispod krive. Utvr�iva�em da li traje-

ktorije te�e ka polo�aju ravnote�e ili
”
izviru" iz �ega, dolazimo do zak	uqaka

o stabilnosti polo�aja ravnote�e. Najpre, ako su vrednosti parametara r i k ta-

kve da postoje 3 preseqne taqke, onda imamo ukupno 4 polo�aja ravnote�e (jedan

jednak nuli i tri pozitivna), qija se stabilnost naizmeniqno me�a: nestabilan

{ stabilan { nestabilan { stabilan. Sa sma�iva�em vrednosti parametra r, 3. i

4. polo�aj ravnote�e se pribli�avaju, sve do trenutka kad prava y = r

(
1−

x

k

)

zauzme taqno tangentni polo�aj u odnosu na krivu y =
x

1 + x2
. Tada se ova dva

polo�aja ravnote�e stapaju u jedan, koji je polustabilan. Sa da	im sma�iva�em

vrednosti parametra r taj polustabilni polo�aj ravnote�e nestaje, pa preostaju

samo dva polo�aja ravnote�e: nestabilni x∗
1 = 0 i jedan pozitivan koji je stabilan.

Dakle, mo�emo primetiti da u trenutku kada prava y = r

(
1−

x

k

)
dodiruje krivu

y =
x

1 + x2
, sistem (4.16) prolazi kroz sedlo{qvor bifurkaciju.

Ukoliko bismo krenuli od vrednosti parametara r i k za koje postoje 3 polo�a-
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ja ravnote�e razliqita od nule, a zatim postepeno pove�avali vrednost parametra

r, analogno bismo doxli do zak	uqka da se pri tom prva dva pozitivna polo�aja

ravnote�e sve vixe pribli�avaju jedan drugom, do trenutka kada prava tangira

krivu, kad se stapaju u jedan kroz sedlo{qvor bifurkaciju, a potom nestaju, kada se

vrednost parametra r jox pove�a.

Za vrednosti parametara za koje postoje 3 pozitivna polo�aja ravnote�e, oznaqi-

mo te polo�aje redom sa a, b, c (a < b < c). Polo�aji ravnote�e a i c su stabi-

lni, dok je b nestabilan. Ma�i stabilni polo�aj ravnote�e a se naziva bezbednim

nivoom polulacije insekata, dok se ve�i stabilni polo�aj ravnote�e c naziva ni-

voom najezde. Sa stanovixta kontrole xtetoqina, bilo bi po�e	no da populacija

Choristoneura fomiferana bude oko a, a xto da	e od c (ulevo). Da li �e do�i do naje-

zde ili �e se populacija odr�avati oko bezbednog nivoa, zavisi od poqetnog uslova

x0 = x(0). Ako je x0 > b, trajektorije sistema (4.17) te�i�e ka c, xto znaqi da �e

posle odre�enog vremena do�i do najezde.

Najezda mo�e nastupiti i kao posledica sedlo{qvor bifurkacije: ako se parametri

r i k tako me�aju da u jednom trenutku polo�aj ravnote�e a nestane, nivo populaci-

je �e naglo skoqiti na nivo najezde c. Ovde je prisutan i efekat histerezisa { qak i

ako se parametri vrate na svoje vrednosti neposredno pre najezde, nivo populacije

ne�e odmah opasti na bezbedan nivo, ve� �e biti potrebno �ihovo dodatno sma�e�e

kako bi se to desilo.

Odredimo sada krive u (k, r) prostoru koje predstav	aju skup vrednosti parametara

k i r za koje sistem (4.17) prolazi kroz sedlo{qvor bifurkaciju. Ispostavi�e se da

ne�emo mo�i eksplicitno da izrazimo r kao funkciju od k ili obrnuto, ve� �emo

dobiti jednaqine tra�enih krivih u parametarskom obliku, tj. kao (k(x), r(x)), gde

je x > 0.

Uslov za sedlo{qvor bifurkaciju jeste da prava y = r

(
1−

x

k

)
tangira krivu

y =
x

1 + x2
. Stoga zahtevamo da va�e slede�i uslovi:

r

(
1−

x

k

)
=

x

1 + x2
(4.19)

i
d

dx

[
r

(
1−

x

k

)]
=

d

dx

[
x

1 + x2

]
. (4.20)

Iz (4.20) nalazimo da je

−
r

k
=

1− x2

(1 + x2)2
. (4.21)

Zamenom (4.21) u (4.19) dobijamo da je

r +
1− x2

(1 + x2)2
x =

x

1 + x2
,
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odakle sledi da je

r =
2x3

(1 + x2)2
. (4.22)

Konaqno, iz (4.22) i (4.21) nalazimo da je

k =
2x3

x2 − 1
. (4.23)

Zbog uslova da je k > 0 zak	uqujemo da mora biti x > 1. Jednaqine (4.22) i (4.23)

definixu tra�ene bifurkacione krive. Na slici 4.17 prikazane su ove bifurka-

cione krive i oznaqene odgovaraju�e oblasti na koje te krive dele (k, r) parame-

tarski prostor, qime je dobijen dijagram stabilnosti dinamiqkog sistema (4.17). U

”
bezbednoj" oblasti (gde je r malo) jedini stabilan polo�aj ravnote�e je bezbedni

nivo (ranije oznaqen sa a), u oblasti
”
najezde" jedini stabilan polo�aj ravnote-

�e je nivo najezde (ranije oznaqen sa c), dok u
”
bistabilnom" regionu postoje oba

stabilna polo�aja ravnote�e.

Слика 4.17: Диjаграм стабилности динамичког система (4.17)

Za kraj ovog ode	ka �elimo da vidimo koje su to verodostojne vrednosti bezdime-

nzionalnih parametara r =
RA

B
i k =

K

A
sa bioloxkog stanovixta. Ovi parametri

se polako me�aju kako se me�aju uslovi u xumi. Prema Ludvigu i dr., vrednost

parametra r se pove�ava kako xuma raste, dok vrednost parametra k ostaje fiksna.

Naime, neka je S proseqna veliqina drveta, shva�ena kao ukupna povrxina obu-

hva�ena granama jednog drveta. Kapacitet populacije insekata K trebalo bi da bude

proporcionalan koliqini qetina na granama drve�a, koja je srazmerna povrxini S,

stoga zak	uqujemo da bi trebalo da va�i da je

K = K ′S. (4.24)

Sliqno va�i i za parametar A iz predatorskog dela jednaqine (4.16). Tra�e�i

insekte, predatori (poput ptica) pretra�uju grane drve�a, a ne qitavu povrxinu

xume, tako da bi A′ trebalo da ima dimenziju broja jedinki insekata po jedinici
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povrxine koju obuhvataju grane drve�a, odakle sledi da je

A = A′S. (4.25)

Iz (4.24) i (4.25) nalazimo da je

r =
RA′

B
S i k =

K ′

A′ .

Eksperimentalnim putem doxlo se do zak	uqka da za mladu xumu Abies balsamea

va�i da je k ≈ 300 i r <
1

2
. Sa slike (4.17) mo�e se zak	uqiti da tada taqka

(k, r) le�i u bistabilnom regionu. Kad je xuma mlada, predatorima je lako da

pretra�e relativno mali broj grana po jedinici povrxine xume, te oni populaciju

Choristoneura fomiferana odr�avaju na niskom nivou. Me�utim, kako xuma raste i

uve�ava se, pove�ava se i S i taqka (k, r) se pomera nagore u parametarskom prostoru,

pribli�avaju�i se oblasti najezde (slika 4.17). Ludvig i dr. pretpostav	aju da za

potpuno zrelu xumu va�i da je r ≈ 1, xto odgovara oblasti najezde. Nakon xto se

najezda desi, stabla Abies balsamea umiru i xumu u potpunosti preuzimaju stabla

breze. Me�utim, breza je ma�e efikasna u korix�e�u hran	ivih materija, tako da

se ipak u nekom trenutku stabla Abies balsamea vra�aju i ponovo preuzimaju xumu.

�ihov oporavak traje 50− 100 godina.

4.2 Дводимензионални динамички системи

4.2.1 Осцилаторнa хемиjскa реакциja

Sve do dvadesetih godina 20. veka se smatralo da u toku hemijske reakcije konce-

ntracije reaktanata mogu jedino da monotono opadaju, koncentracije produkata da

monotono rastu, a ako se hemijska reakcija odvija preko intermedijernih vrsta (he-

mijskih vrsta koje nastaju i nestaju u toku reakcije), qije su koncentracije u poqe-

tnom trenutku jednake nuli, koncentracije tih vrsta �e najpre monotono da rastu,

u nekom trenutku �e da dostignu svoj maksimum, a potom monotono da opadaju. Me-

�utim, poqetkom dvadesetih godina proxlog veka, ameriqki hemiqar Brej6 uoqio

je nemonotono (taqnije kaskadno) nastaja�e gasovitog kiseonika pri tako�e nemo-

notonom (kaskadnom) razlaga�u vodonik{peroksida u kiseloj sredini u prisustvu

jodata, xto se smatra prvom otkrivenom oscilatornom hemijskom reakcijom, jer se

ona odvijala preko intermedijera qija se koncentracija u toku reakcije me�ala

periodiqno (naizmeniqno je rasla i opadala u pravilnim vremenskim razmacima).

Dakle, oscilatorne hemijske reakcije jesu hemijske reakcije u kojima se koncentra-

cije reaktanata i produkata me�aju kaskadno, a koncentracije intermedijernih vr-

sta periodiqno, tj. oscilatorno.

U ovom poglav	u analizira�emo jednu konkretnu takvu hemijsku reakciju, a to je

reakcija nastanka hlor{dioksid{jod{malonske kiseline (ClO2 − J2 − MA). Model

6William C. Bray (1879− 1946)
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ove hemijske reakcije predlo�ili su Lengjel i dr.7 1990. godine i on je dat slede�im

jednaqinama:

MA+ J2 → JMA+ J− +H+ ;
d[J2]

dt
= −

k1a[MA][J2]

k1b + [J2]
;

ClO2 + J− → ClO−
2 +

1

2
J2 ;

d[ClO2]

dt
= −k2[ClO2][J

−] ;

ClO−
2 + 4J− + 4H+ → Cl− + 2J2 + 2H2O ;

d[ClO−
2 ]

dt
= −k3a[ClO−

2 ][J
−][H+]− k3b[ClO−

2 ][J2]
[J−]

u+ [J−]2
.

Tipiqne vrednosti koncentracija (vrednosti zadate u uglastim zagradama) i kine-

tiqkih parametara mogu se prona�i u delima Lengjela i dr. (1990), odnosno Lengje-

la i Epstajna (1991)8. Me�utim, navedeni model nije pogodan za analizu. Da bi ga

pojednostavili, Lengjel i dr. (1990) su iskoristili otkri�e do kojeg su doxli u

svojim simulacijama: koncentracije reaktanata (MA, J2 i ClO2) me�aju se znatno

sporije nego koncentracije intermedijera (J− i ClO−
2 ). Aproksimacijom koncentra-

cija sporih reaktanata konstantama, uz jox neke razumne pretpostavke, uspeli su

da redukuju polazni model na sistem sa dve promen	ive. Posle svo�e�a na pogodan

bezdimenzionalni oblik, dobili su dinamiqki sistem

x′ = a− x−
4xy

1 + x2
,

y′ = bx

(
1−

y

1 + x2

)
,

(4.26)

gde x i y predstav	aju bezdimenzionalne koncentracije J− i ClO−
2 , redom, a para-

metri a, b > 0 odre�uju se empirijski i zavise od pretpostav	enih koncentracija

za spore reaktante.

Najpre �emo da poka�emo da sistem (4.26) ima zatvorenu trajektoriju (za koju �e

se ispostaviti da je stabilan graniqni cikl) u prvom kvadrantu, ukoliko para-

metri a i b zadovo	avaju odre�ene uslove. To �emo dokazati primenom Poenkare{

Bendiksonove teoreme. Stoga je potrebno da konstruixemo zamku za trajektoriju

sistema (4.26), koja �e zadovo	avati uslove ove teoreme. Krenimo od nala�e�a je-

dnaqina izoklina datog sistema. x−nula izoklina zadovo	ava jednaqinu

a− x−
4xy

1 + x2
= 0,

7I. Lengyel, G. Rabai, I. R. Epstein, Experimental and modeling study of oscillations in the chlorine
dioxide–iodine–malonic acid reaction, Journal of American Chemical Society, 1990

8I. Lengyel, I. R. Epstein, Modeling of Turing structures in the chlorite–iodide–malonic acid–starch
reaction, Science 251, 1991
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tj. y =
(a− x)(1 + x2)

4x
, dok y−nula izokline zadovo	avaju jednaqinu

bx

(
1−

y

1 + x2

)
= 0,

odakle sledi da su to y−osa (prava x = 0) i parabola y = 1 + x2. Na slici 4.18

prikazane su x−nula i y−nula izokline sistema (4.26), sa naznaqenim smerovima

trajektorija u svakoj od oblasti (basena) na koje te izokline dele prvi kvadrant.

Слика 4.18: x−нула и y−нула изоклине и смер траjекториjа система (4.26)

Uoqimo pravougaonu oblast oznaqenu isprekidanom linijom na slici 4.19(i). To �e

upravo biti tra�ena zamka za trajektoriju sistema (4.26). Zaista, primetimo da

su svi vektori na rubu ove oblasti usmereni ka �enoj unutrax�osti { stoga �e

sve trajektorije sistema (4.26) koje zapoqi�u u ovoj oblasti ostati sve vreme u �oj

”
zarob	ene".

(i) (ii)

Слика 4.19: Замка за траjекториjе система (4.26)
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Iako smo uspeli da konstruixemo �e	enu zamku, jox uvek ne mo�emo da primeni-

mo Poenkare{Bendiksonovu teoremu, zato xto u unutrax�osti naxe zamke postoji

polo�aj ravnote�e (on se nalazi u preseku x−nula i y−nula izokline). Me�utim,

ukoliko bi se ispostavilo da je taj polo�aj ravnote�e nestabilan, mogli bismo da

primenimo tu teoremu na probuxenu oblast, koja se dobija tako xto iz prvobitne

oblasti, tj. zamke izbacimo polo�aj ravnote�e sa �egovom malom okolinom (osenqe-

na oblast sa slike 4.19(ii)).
”
Rupa" koja nastaje izbaciva�em polo�aja ravnote�e je

infinitezimalna, ali smo je na slici 4.19(ii) nacrtali ve�u zbog preglednosti. Sve

trajektorije iz okoline polo�aja ravnote�e, ako je on nestabilan, bivaju odvuqene u

osenqeni deo oblasti, a zbog smera trajektorija na rubu te oblasti, ne mogu je nikad

napustiti, tj. bi�e
”
zarob	ene" u �oj. Kako u tom osenqenom delu nema polo�aja

ravnote�e, ispu�eni su svi uslovi za primenu Poenkare{Bendiksonove teoreme, ko-

ja nam garantuje postoja�e zatvorene trajektorije sistema (4.26) unutar te oblasti.

Sada �emo da odredimo uslove koje parametri a i b moraju da zadovo	e da bi polo�aj

ravnote�e sistema (4.26) bio nestabilan. Na�imo najpre koordinate tog polo�aja

ravnote�e, koje �emo oznaqiti sa (x∗, y∗). One predstav	aju rexe�e sistema jedna-

qina

a− x−
4xy

1 + x2
= 0, (4.27)

bx

(
1−

y

1 + x2

)
= 0. (4.28)

Iz jednaqine (4.28) nalazimo da je x = 0 ili y = 1+ x2. Kako je a > 0, rexe�e x = 0

odbacujemo, a zamenom y = 1+ x2 u jednaqinu (4.27) dobijamo a− x−
4x(1 + x2)

1 + x2
= 0,

tj. a − 5x = 0, odakle nalazimo da je x−koordinata tra�enog polo�aja ravnote�e

x∗ =
a

5
. Sada lako nalazimo da je odgovaraju�a y−koordinata data sa y∗ = 1+(x∗)2 =

= 1 +
a2

25
, te je tra�eni polo�aj ravnote�e

(x∗, y∗) =

(
a

5
, 1 +

a2

25

)
.

Odredimo sada uslove pod kojima je polo�aj ravnote�e (x∗, y∗) nestabilan. Jakobi-

jeva matrica sistema (4.26) data je sa

J(x, y) =

[
−1− 4y · 1−x2

(1+x2)2
− 4x

1+x2

b− by · 1−x2

(1+x2)2
− bx

1+x2

]
=

1

1 + x2

[
−1− x2 − 4y · 1−x2

1+x2 −4x

b+ bx2 − by · 1−x2

1+x2 −bx

]
.

Zamenom koordinata polo�aja ravnote�e, uz korix�e�e relacije y∗ = 1 + (x∗)2,

dobijamo da je

J(x∗, y∗) =
1

1 + (x∗)2

[
3(x∗)2 − 5 −4x∗

2b(x∗)2 −bx∗

]
.
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Sada nalazimo da su trag i determinanta Jakobijeve matrice u polo�aju ravnote�e

jednaki

p = Tr(J(x∗, y∗)) =
3(x∗)2 − 5− bx∗

1 + (x∗)2
i q = det(J(x∗, y∗)) =

5bx∗

1 + (x∗)2
> 0 .

Kako je q > 0, to polo�aj ravnote�e (x∗, y∗) ne mo�e biti sedlo. Zak	uqujemo da

je �e (x∗, y∗) biti nestabilan polo�aj ravnote�e (nestabilan fokus ili nestabilan

qvor) ukoliko je p > 0, tj. 3(x∗)2 − 5 > bx∗, odakle, kada zamenimo x∗ =
a

5
, dobijamo

uslov koji moraju da zadovo	avaju parametri a i b:

b <
3a

5
−

25

a
= bc. (4.29)

Dakle, kad je ispu�en uslov (4.29), Poenkare{Bendiksonova teorema nam garantuje

postoja�e zatvorene trajektorije unutar probuxene oblasti sa slike 4.19(ii). Ispo-

stavi�e se da ta trajektorija predstav	a stabilan graniqni cikl, xto �e biti jasno

uskoro, kad pomo�u raqunara skiciramo fazni portret sistema (4.26) za odgovara-

ju�e vrednosti parametara a i b.

Ako u (a, b)−ravni skiciramo krivu b = b(a) =
3a

5
−
25

a
, dobijamo dijagram stabilno-

sti prikazan na slici 4.20, na kojem smo naznaqili oblasti kojima parametri a i b

treba da pripadaju kako bi sistem (4.26) imao stabilan polo�aj ravnote�e, odnosno

stabilan graniqni cikl (i nestabilan polo�aj ravnote�e).

Слика 4.20: Диjаграм стабилности за динамички систем (4.26)

Sada �emo pokazati da za vrednost parametra b = bc u sistemu (4.26) dolazi do

Hopfove bifurkacije i utvrditi da li je ta bifurkacija natkritiqna ili potkri-

tiqna. Skicirajmo pomo�u raqunara dva fazna portreta sistema (4.26) za, na pri-

mer, a = 10 i za b ma�e, odnosno ve�e od odgovaraju�e vrednosti bc(a) (dobija se

da je u tom sluqaju bc = 3.5). Ispostav	a se da za b > bc (slika 4.21(i)) stabilni

polo�aj ravnote�e predstav	a stabilan fokus, dok za b < bc (slika 4.21(ii)) po-

lo�aj ravnote�e predstav	a nestabilan fokus, a sve trajektorije te�e stabilnom

graniqnom ciklu. Ovakvo ponaxa�e odgovara Hopfovoj bifurkaciji, i to je u pi-
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ta�u natkritiqna Hopfova bifurkacija { nakon xto polo�aj ravnote�e (stabilan

fokus) postane nestabilan, pojav	uje se stabilan graniqni cikl koji ga okru�uje.

Skicira�em faznih portreta sistema (4.26) kad b → bc odozdo, mo�e se videti da

se amplituda stabilnog graniqnog cikla sve vixe sma�uje, sve dok od �ega ne ostane

samo taqka (kad postane b = bc).

(i) a = 10, b = 4 (ii) a = 10, b = 2

Слика 4.21: Фазни портрети динамичког система (4.26) за различите вредности
параметара a и b
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