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Sa�etak

Poligonalni brojevi su nenegativni celi brojevi konstrui-
sani i predstavǉeni geometrijskim rasporedima jednako raspo-
re�enih taqaka (ili drugih objekata), koje formiraju pravilne
poligone. Poligoni se grade tako xto se identifikuje zajedni-
qka poqetna taqka, od koje se stranice xire pove�aǌem broja
taqaka, a zatim se dodaju potrebne dodatne taqke izme�u ǌih
kako bi se formirao poligon. U radu su opisana prva tri
poligonalna broja. Algebarski su izvedene formule za odre�i-
vaǌe n-tog m-gonalnog broja, a zatim su te formule geometri-
jski interpretirane. Izvedene su veze izme�u poligonalnih
brojeva razliqitog reda.

Poligonalne brojeve je prvobitno prouqavao Pitagora,
a ǌihova duga istorija datira jox iz 570. godine p.n.e. Na
ǌih se qesto pozivaju i grqki matematiqari. Tokom antiqkog
perioda, poligonalni brojevi su bili opisani jedinicama
koje su bile izra�ene taqkama ili kamenqi�ima raspore�enim
tako da formiraju geometrijske poligone. Poligonalni broje-
vi su xiroko primeǌeni i povezani sa razliqitim matemati-
qkim konceptima. Osnovna svrha ovog rada je da definixe
poligonalne brojeve i diskutuje o ǌihovoj primeni u tim
koncepatima. Na primer, izme�u ostalih tema, rad opisuje
xta su trougaoni brojevi i pru�a mnoga zanimǉiva svojstva
i identitete koje oni zadovoǉavaju. Zbirovi kvadrata, ukǉuqu-
ju�i Lagran�ovu teoremu o qetiri kvadrata, i Le�androvu
teoremu o tri kvadrata, tako�e su ukǉuqeni u rad. Rad predsta-
vǉa i dokazuje dve va�ne teoreme, Gausovu Eureka teoremu i
Koxijevu teoremu poligonalnog broja.
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1 Uvod
Poligonalni brojevi su nenegativni celi brojevi predstavǉeni

geometrijski jednako raspore�enim taqkama (ili drugim objektima)
koje formiraju pravilne poligone. Jedna taqka oznaqava jedi-
nicu, dve dvojku, tri slo�ene u trougao trojku itd. Identifikuje
se zajedniqka poqetna taqka od koje se stranice xire pove�aǌem
broja taqaka, a zatim se dodaju taqke izme�u ǌih kako bi se
formirao poligon. Veliqina poligona se pove�ava kako zbir ekvi-
distantnih taqaka, koje se koriste za ǌegovo predstavǉaǌe, raste
po uobiqajenom obrascu. Oni brojevi koji stvaraju pravilne poli-
gone dobili su naziv poligonalni brojevi. Najqex�i i osnovni
tipovi poligonalnih brojeva su trougaoni i kvadratni brojevi.

Trougaoni brojevi broje taqke na takav naqin da se dve taqke
dodaju poqetnoj taqki i formira jednakostraniqni trougao. Doda-
vaǌem tri taqke na prethodne tri taqke mo�emo dobiti ve�i
jednakostraniqni trougao sa xest taqaka. Trougao sa deset taqaka
se mo�e napraviti dodavaǌem qetiri taqke trouglu sa xest taqaka,
itd. Daǉe pove�aǌe niza taqaka, pri qemu su taqke dobro raspore-
�ene formiraju�i proxireni jednakostraniqni trougao sa odgova-
raju�im zbirom taqaka u svakom takvom trouglu, rezultira nizom
brojeva 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, ... koji su poznati kao trougaoni
brojevi.

Sliqno, dodavaǌe brojeva tri, pet, sedam, devet, ... formira
niz kvadratnih brojeva 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, ... sa rastom figure
prema spoǉa.

Za petougaone brojeve 1, 5, 12, 22, 35, 51, 70, 92, ... treba dodati
qetiri, sedam, deset, trinaest, ... taqaka taqki raspore�enoj u
petougaonom obliku.

Nastavkom ovog postupka mo�e se konstruisati vixe poligona-
lnih brojeva. Tako za svaki pozitivan ceo broj k ≥ 3 mo�emo
formirati niz k-gonalnih brojeva koji odgovaraju svakom pravil-
nom poligonu sa brojem strana k.

Ovaj rad temeǉi se na karakterizaciji poligonalnih brojeva,
odre�ivaǌu koji brojevi su poligonalni. Sastoji se od predstavǉa-
ǌa poligonalnih brojeva, opisa i formula pomo�u kojih dobijamo
n-ti m-gonalni broj. Zatim, opisuje veze izme�u razliqitih tipova
poligonalnih brojeva. Konaqno, u radu su dokazane dve glavne
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teoreme vezane za poligonalne brojeve, Gausova Eureka teorema
i Koxijeva teorema poligonalnog broja.

1.1 Kratka istorija poligonalnih brojeva
Prva pojavǉivaǌa poligonalnih brojeva se�u daleko u pitago-

rejsku xkolu (570 - 501. p.n.e), gde su ih Pitagorejci koristili
kako bi povezali geometriju i aritmetiku. Pitagora je bio zaslu-
�an za originalni rad na teoriji poligonalnih brojeva. On je
pokrenuo koncept da su poligonalni brojevi izvedeni iz gnomona
(forma koja, kada se geometrijski doda figuri, daje jox jednu
proxirenu figuru sliqnu originalu). Koriste�i pojam poligo-
nalnih brojeva, Pitagora je doxao do svoje dobro poznate teoreme
poznate kao Pitagorina teorema. Otkrio je da je zbir povrxina
dva kvadrata postavǉena du� susednih stranica pravouglog trou-
gla jednak povrxini kvadrata postavǉenog du� hipotenuze. Tako
je ustanovio svoju poznatu i xiroko korix�enu formulu da je
a2 + b2 = c2, gde su a i b du�ine kateta, a c je du�ina hipotenuze
pravouglog trougla.

Na�alost, ne postoji konkretan izvor za Pitagorine tvrdǌe,
jer svi spisi o Pitagorejcima koji su pre�iveli zub vremena
potiqu iz kasnijih vekova. Mnoge druge matematiqke formulacije
imaju duboke korene u poligonalnim brojevima i nekoliko poznatih
teorema je zasnovano na ovim brojevima. Konkretno, prirodni broje-
vi kao xto su savrxeni brojevi, Mersenovi brojevi, Fermaovi
brojevi, Fibonaqijevi i Lukasovi brojevi, itd. su povezani sa
poligonalnim brojevima.

Xtavixe, moderna primena poligonalnih brojeva vidi se u
Paskalovom trouglu i binomnoj teoremi. Korix�eǌem takvih bro-
jeva, koeficijenti koji nastaju u binomnim razvojima (binomni
koeficijenti) se prikazuju u obliku trougla (poznatog kao Paskal-
ov trougao), u kome se mogu jasno uoqiti trougaoni brojevi.

Jedan od grqkih matematiqara, Hipsikle iz Aleksandrije, dao
je prvu opxtu definiciju pojma k-ugaonog broja 170. godine p.n.e,
koju je potom Diofant citirao u svom delu Poligonalni brojevi,
a glasi: ”Ako postoji mnogo brojeva, poqevxi od 1 i pove�avaju�i
ih za istu razliku, tada, ako je uzastopna razlika 1, zbir svih
brojeva je trougaoni broj, ako je razlika 2, kvadratni broj, kada
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je 3, petougaoni broj, itd”. Tokom svojih studija o poligonalnim
brojevima, Diofant je otkrio formulu za n-ti k-ugaoni broj
Pn = (k−2)n2−(k−4)n

2
.

Drugi poznati matematiqari zainteresovani za poligonalne
brojeve bili su izme�u ostalih i Nikomah iz Gerase (60 - 120),
Teon iz Smirne (70 - 135) i Leonardo Fibonaqi (1170 - 1250).
Nikomah i Teon izneli su iste definicije za poligonalne brojeve
i dobili isti rezultat. Dva uzastopna trougaona broja zajedno
daju kvadratni broj.

Savremeno prouqavaǌe poligonalnih brojeva datira jox od
Pjera de Ferma (1601 - 1665), koji je 1636. godine objavio quvenu
teoremu o poligonalnim brojevima koju su matematiqari u velikoj
meri koristili. U svojoj teoremi, Ferma tvrdi da se za bilo
koji k ≥ 3 svaki ceo broj mo�e izraziti kao zbir najvixe k,
k-ugaonih brojeva. Iako je tvrdio da je dokazao teoremu, niko
nikada nije naxao ǌegov dokaz. Lagran� (1770) je dokazao da je
svaki nenegativni ceo broj zbir qetiri kvadrata. Godine 1796.
Le�andr i Gaus su odredili brojeve koji se mogu predstaviti
kao zbir tri kvadrata, iz qega se lako zakǉuquje da je svaki
pozitivan ceo broj zbir najvixe tri trougaona broja. Ogisten Luj
Koxi je objavio (1813) prvi dokaz teoreme o poligonalnom broju
u celini. Stoga se teorema ponekad naziva Fermaova teorema o
poligonalnom broju, a ponekad i Koxijeva teorema o poligonalnom
broju. Dokaz teoreme o poligonalnom broju predstavi�emo u ovom
radu.

1.2 Formula za k-ugaone brojeve
Poligonalni brojevi se mogu definisati geometrijski prebroja-

vaǌem broja taqaka u pravilnom k-uglu kao xto je prikazano na
slici 1. Za k ≥ 3, k-ugaoni broj je ukupan broj taqaka unutar
jednog od regularnih k-uglova na slici.

Neka je Pn = Pn(k) n-ti k-ugaoni broj. Radi praktiqnosti stavi-
�emo da je P0 = 0, P1 = 1. Kada iz konteksta jasno zakǉuqimo da
radimo sa k-ugaonim brojevima, izbacujemo argument (k) iz naxe
notacije. Za malo k, poligonalni brojevi se nazivaju i trougaoni
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Slika 1: Brojevi Pn(k), za k ∈ {3, 4, 5} i n ∈ {1, 2, 3, 4, 5}

brojevi (k = 3), kvadratni brojevi (k = 4), petougaoni brojevi
(k = 5), xestougaoni brojevi (k = 6), itd.

k-uglovi na slici i, poslediqno, vrednosti Pn konstruisani su
rekurzivno na slede�i naqin. Poqiǌemo oznaqavaǌem taqke vrha,
koja se naziva bazna taqka. Pretpostavimo da je prvih n pravilnih
k-uglova ve� konstruisano, tako da svaka ivica najudaǉenijeg k-
ugla sada ima du�inu n taqaka. Da bismo konstruisali (n+ 1) k-
ugao, prvo moramo da produ�imo dve ivice vezane za osnovnu taqku
za po jednu taqku, a zatim dodamo ivice paralelne prethodnim
ivicama, tako da svaka (spoǉna) ivica sada ima n+1 taqku. Ukupan
broj taqaka koji dodajemo slici je 1 + (k− 2)n. Tako imamo odnos,

Pn+1 = Pn + (k − 2)n+ 1 (1)

Prime�ujemo da prethodna rekurzivna formula va�i za n = 0,
poxto je 1 = P1 = P0 + 0 + 1. Ponavǉaǌe (slika 1) je zadovoǉeno
kvadratnim polinomom Pn = An2 +Bn+ C za neke konstante A,B i
C. Poxto je P0 = 0, moramo imati C = 0. Daǉe, P1 = 1 implicira
da je 1 = A+B, dok P2 = k implicira da je k = 4A+ 2B.
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Rexavaǌem linearnog sistema:

A+B = 1

4A+ 2B = k;

dobija se A = 2k−4
4

, B = 4−k
2
, a samim tim za n ≥ 0,

Pn =
(k − 2)n2 − (k − 4)n

2
. (2)

7



2 Trougaoni brojevi
Trougaoni brojevi (ili trouglasti brojevi) su 1, 3, 6, 10, 15,

21, 36, itd. Mogu biti predstavǉeni taqkama u trouglu kao xto
je prikazano ispod (slika 2).

Razlike izme�u uzastopnih brojeva trougla (ukǉuquju�i 0)
su prirodni brojevi 1, 2, 3, 4, ..., i stoga se n-ti broj trougla
mo�e posmatrati kao zbir prvih n prirodnih brojeva, kao xto je
ilustrovano u nastavku:

S3(n) = 1 + 2 + 3 + 4 + ...+ n,

gde se sa S3(n) oznaqava n-ti trougaoni broj.

Trougaoni brojevi su najjednostavniji poligonalni brojevi,
koje geometrijski u ravni prikazujemo taqkama raspore�enim u
obliku trougla. Ukoliko jednoj taqki dodamo dve taqke dobijamo
jednakostraniqan trougao. Zatim, dodaju�i tri taqke prethodnom
jednakostraniqnom trouglu dobijamo tre�i po redu trougaoni broj
6. Ponavǉaju�i postupak vidimo da se trougaoni brojevi opisuju
formulom pomo�u koje lako odre�ujemo n-ti po redu trougaoni
broj.

Slika 2: Prvih pet trougaonih brojeva

Teorema 2.0.1. Za trougaone brojeve va�i:

S3(n) = 1 + 2 + 3 + ...+ n =
n(n+ 1)

2
.

Dokaz. Matematiqkom indukcijom:

(baza indukcije): Proveravamo formulu koju �elimo da doka�e-
mo za n = 1. Tada va�i:
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S3(1) = 1 =
1(1 + 1)

2

(indukcijska hipoteza): Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za neki
prirodan broj n.

(indukcijski korak): Doka�imo sada da tvr�eǌe va�i za n+ 1.
Imamo

n(n+ 1)

2
+ n+ 1 =

n2 + n+ 2n+ 2

2
=

n2 + 3n+ 2

2

=
(n+ 1)(n+ 2)

2
= S3(n+ 1).

Na osnovu matematiqke indukcije, tvr�eǌe va�i za svaki priro-
dan broj n.

Niz prvih nekoliko trougaonih brojeva: 1, 3, 6, 10, 15, 21,
28, 36, 45, 55, 66, 78, 91, 105, ... Osim gore prikazanog naqina
dobijaǌa formule (ili izraza za odre�ivaǌe n-tog trougaonog
broja), mogli smo navedenu formulu dobiti geometrijskom inter-
pretacijom koju prikazujemo na slici 3 za n = 4. Tada vidimo
da je n-ti trougaoni broj polovina pravougaonika sa stranicama
n i n + 1. Za kvadratne brojeve oqigledno va�i S4(n) = n2, ali
vixe o ǌima re�i �emo kasnije. Sada �emo pokazati vezu izme�u
trougaonih brojeva i kvadrata.

Slika 3
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2.1 Veza izme�u trougaonih brojeva i kvadrata
Slika ispod pokazuje da je zbir dva uzastopna trougaona broja

kvadrat: S3(n− 1) + S3(n) = n2

Slika 4

Na slici 4 prikazano je razbijaǌe kvadrata na dva trougla
koja se preklapaju, xto nam omogu�ava da izvedemo formulu za
S3(n):

n2 = S3(n) + S3(n)− n ⇒ S3(n) =
1
2
(n2 + n) = n(n+1)

2

Direktniji naqin da se dobije formula za S3(n) je da se pravouga-
onik razbije na dva trougla kao xto je ilustrovano ispod:

Slika 5

2S3(n) = n(n+ 1) ⇒ S3(n) =
n(n+ 1)

2
Kombinacija gore navedenih zapa�aǌa zajedno daje dokaz formule
za zbir prvih n prirodnih brojeva:

1 + 2 + 3 + ...+ n = S3(n) =
n(n+ 1)

2
. (3)
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2.2 Kada je broj trougaoni broj
Teorema 2.2.1. Pozitivan ceo broj n je trougaoni akko je 8n + 1
savrxen kvadrat.

Dokaz. Pretpostavimo da je n trougaoni broj. Tada je
n = k(k+1)

2
za neko k ∈ N.

⇒ 2n = k2 + k

⇒ 8n+ 1 = 4k2 + 4k + 1 = (2k + 1)2,

pa je 8n+ 1 savrxen kvadrat.
Obrnuto, pretpostavimo da je 8n + 1 savrxen kvadrat. To znaqi
da je 8n + 1 = m2, za neki neparan pozitivan ceo broj m. Moramo
pokazati da postoji k ∈ N, takvo da je n = S3(k), odnosno n = k(k+1)

2
.

Broj m je neparan, pa je m = 2k + 1, za neko k ∈ N. Tada je

8n = (2k + 1)2 − 1

= 4k2 + 4k + 1− 1

= 4k(k + 1),

xto implicira da je n = k(k+1)
2

. Dakle, n je trougaoni broj.

2.3 Trougaoni brojevi i Paskalov trougao
Trougaoni brojevi 1, 3, 6, 10, 15, ... pojavǉuju se kao tre�a

jugozapadna dijagonala u Paskalovom trouglu, kao xto se mo�e
videti na dijagramu ispod. Podsetimo se da je svaki broj u Paskal-
ovom trouglu jednak zbiru dva broja iznad ǌega.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
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Brojevi na qetvrtoj jugozapadnoj dijagonali, 1, 4, 10, 20, 35, 56,...
nazivaju se tetraedarski brojevi. n-ti tetraedarski broj Hn je
broj taqaka u 3-dimenzionalnoj piramidi koji se dobija poqevxi
od osnove koja je trougao koji sadr�i S(n) taqaka, a zatim slagaǌem
trouglova sa S(n− 1), S(n− 2), ..., S(1) taqaka, ka vrhu. Tako je

H(n) := S(1) + S(2) + ...+ S(n).

Ovaj oblik tako�e ilustruje oblik hokejaxke palice za Paskalov
trougao, koji ka�e da je zbir brojeva niz dijagonalu Paskalovog
trougla (poqevxi od 1) jednak broju u slede�em redu pomerenom
za jedno mesto udesno (za dijagonalu jugozapada).
Podsetimo se da se vrednosti u Paskalovom trouglu tako�e mogu
posmatrati kao binomni koeficijenti. Ako nazovemo [1, 1] prvi
red trougla, [1, 2, 1] drugi red i tako daǉe, elementi u n-tom
redu su koeficijenti u razvoju (x+ y)n.
Da budemo precizni, k-ti element u n-tom redu je

(
n

k−1

)
, broj naqina

izbora k− 1 objekata iz kolekcije od n objekata. Brojevi trougla
su binomni koeficijenti za k = 3, i imamo S(n) =

(
n+1
2

)
= (n+1)n

2
.

Tetraedarski brojevi su binomni koeficijenti za k = 4, i imamo
H(n) =

(
n+2
3

)
= (n+2)(n+1)n

6
.

Teorema 2.3.1. S(1) + ...+ S(n) =
(
n+2
3

)
.

Dokaz. Direktno sledi iz definicije H(n) i qiǌenice da se H(n)
mo�e predstaviti kao binomni koeficijent. Ovde predstavǉamo
direktan dokaz pomo�u indukcije.

(baza indukcije): Za n = 1, identitet je trivijalan

S(1) = 1 =
(
3
3

)
.

(indukcijska hipoteza): Pretpostavimo da je tvr�eǌe taqno za n.

(indukcijski korak): Doka�imo sada da tvr�eǌe va�i za n + 1.
�elimo da poka�emo da je

H(n+ 1) =
(
n+3
3

)
= (n+1)(n+2)(n+3)

6
. Sada,
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H(n+ 1) = S(1) + S(2) + ...+ S(n) + S(n+ 1)

= H(n) + S(n+ 1) =
n(n+ 1)(n+ 2)

6
+

(n+ 1)(n+ 2)

2

=
n(n+ 1)(n+ 2)

6
+

3(n+ 1)(n+ 2)

6

=
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

6
.

Dakle, H(n+ 1) =
(
n+3
3

)
.
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3 Kvadratni brojevi
Kad jednoj taqki dodajemo tri taqke, a ne dve kao u gore opisanom

postupku, dobijamo kvadrat. Kvadratu dodamo pet taqaka, zatim
sedam, i tako redom dobijamo sve kvadratne brojeve, tj. brojeve
koje mo�emo prikazati taqkama raspore�enim u ravni u obliku
kvadrata. Ve� nas sam naziv ”kvadratni“ upu�uje da se n-ti kvadra-
tni broj dobija kao kvadrat broja n.

Teorema 3.0.1. Za n-ti kvadratni broj va�i:

S4(n) = 1 + 3 + 5 + ...+ (2n− 1) = n2

Dokaz. Matematiqkom indukcijom:

(baza indukcije): Proveravamo formulu koju �elimo da
doka�emo za n = 1. Tada va�i:

S4(1) = 1 = 12.

(indukcijska hipoteza): Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za neki
prirodan broj n.
(indukcijski korak): Doka�imo sada da tvr�eǌe va�i za n+ 1.
Imamo

n2 + 2n+ 1 = (n+ 1)2 = S4(n+ 1).

Na osnovu matematiqke indukcije, tvr�eǌe va�i za svaki
prirodan broj n.

Prvih nekoliko kvadratnih brojeva qine niz 1, 4, 9, 16, 25, 36,
49, 64, 81, 100, 121,... xto prikazuje slika 6.

Slika 6: Prvih pet kvadratnih brojeva
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Formulu za odre�ivaǌe n-tog kvadratnog broja dokazali smo
indukcijom, a analogno situaciji sa trougaonim brojevima, postoje
i drugi naqini dokazivaǌa. Spomenuli smo ve� kako suma dva
uzastopna trougaona broja daje kvadratni broj, a sada �emo navesti
jox neka svojstva kvadratnih brojeva.

3.1 Zbir dva kvadrata
Nax ciǉ u ovom odeǉku je da okarakterixemo sve cele brojeve

koji se mogu izraziti kao zbir dva kvadrata celih brojeva.

Pretpostavimo da je n zbir kvadrata, n = a2+b2. Poxto je svaki
kvadrat kongruentan sa 0 ili 1 (mod 4), n ≡ a2 + b2 ≡ 0, 1 ili 2
(mod 4). Tako imamo neophodan uslov da n bude zbir dva kvadrata.
Na�alost, ovo nije dovoǉan uslov. Na primer, 6 ≡ 2 (mod 4), 12 ≡ 0
(mod 4) i 21 ≡ 1 (mod 4), ali 6, 12 i 21 nisu zbirovi dva kvadrata.
Problem je u tome xto 6, 12 i 21 imaju prost faktor 3, koji se ne
mo�e izraziti kao zbir kvadrata. Ako ograniqimo naxu pa�ǌu
na proste brojeve, onda je neophodan uslov i dovoǉan.

Teorema 3.1.1. Neka je p neparan prost broj. Tada je p zbir dva
kvadrata akko p ≡ 1 (mod 4).

Dokaz. Ve� smo videli da je p ≡ 1 (mod 4) neophodan uslov (jer je
p neparan), pa je potrebno samo dokazati obrnuto.
Pretpostavimo da je p ≡ 1 (mod 4). Tada je (−1)

p−1
2 ≡ 1 (mod p), ako

je p = 4k + 1, k ∈ N, pa postoji u ∈ Z tako da je u2 ≡ −1 (mod p).
Razmotrimo skup celih brojeva oblika x+uy, gde su x, y ∈ [0,

√
p]∩Z.

Poxto va�i da je ([
√
p] + 1)2 > p, moraju postojati parovi (x1, y1) ̸=

(x2, y2), takvi da je
x1 + uy1 ≡ x2 + uy2 (mod p), pa je, (x1 − x2) ≡ u(y2 − y1) (mod p)
Stavimo a = (x1 − x2), b = (y2 − y1).
Tada je |a| < √

p, |b| < √
p i a ≡ ub (mod p).

Dakle, a2 + b2 ≡ (1 + u2)b2 ≡ 0 (mod p) i
a2 + b2 < 2p. Daǉe, poxto je (x1, y1) ̸= (x2, y2), a2 + b2 > 0,
to je, a2 + b2 = p.
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3.2 Zbir tri kvadrata
Godine 1797. Le�andr je ustanovio slede�i jednostavan kriteri-

jum kada je pozitivan ceo broj zbir tri kvadrata.

Teorema 3.2.1. Pozitivan ceo broj je zbir tri kvadrata akko nije
oblika 4k(8m+ 7) za neke nenegativne cele brojeve k,m.

Vidimo da se nijedan broj oblika 4k(8m+7) ne mo�e predstaviti
kao zbir tri kvadrata. Ako je x2 + y2 + z2 deǉivo sa 4, tada svaki
od brojeva x, y, z mora biti paran. Odatle sledi da se broj n mo�e
predstaviti kao zbir tri kvadrata akko to isto va�i i za 4n.
Prema tome, dovoǉno je uvideti da se nijedan broj oblika 8m+7 ne
mo�e prikazati kao zbir tri kvadrata. Me�utim, ovo lako sledi
iz qiǌenice da potpun kvadrat mo�e da daje ostatke 0, 1, 4 po
modulu 8.

Znatno te�i deo dokaza (koji ovde ne navodimo) se sastoji u
tome da se poka�e da svaki broj koji nije navedenog oblika zaista
jeste zbir tri kvadrata. Texko�e na koje se nailazi u tom dokazu
delimiqno potiqu i od qiǌenice da skup brojeva koji se mogu
predstaviti kao zbir tri kvadrata nije zatvoren za mno�eǌe: 3 =
12 + 12 + 12 i 5 = 22 + 12 + 01 imaju to svojstvo, ali to ne va�i i za
15 = 8 · 1 + 7.

3.3 Zbir tri trougaona broja
U ovom odeǉku �emo prvo pokazati da je n zbir tri trougaona

broja akko je 8n + 3 zbir tri kvadrata. Zatim, poxto je svaki
pozitivan ceo broj oblika 8n+3 zbir tri kvadrata, prema teoremi
3.2.1 dolazimo do slede�e teoreme, koja se zove Gausova teorema
Eureke.

Teorema 3.3.1 (Gausova teorema Eureke). Svaki pozitivan ceo broj
je zbir tri trougaona broja.

Treba imati na umu da u iskazu teoreme nulu smatramo trouga-
onim brojem. Alternativno, moglo bi se re�i da je svaki pozitivan
ceo broj zbir najvixe tri trougaona broja ako ne �elimo da se
nula smatra trougaonim brojem.
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Lema 3.3.1. Pozitivan ceo broj n je zbir tri trougaona broja akko
je 8n+ 3 zbir tri kvadrata.

Dokaz. Pretpostavimo da je n zbir tri trougaona broja. Tada je

n =
k(k + 1)

2
+

m(m+ 1)

2
+

h(h+ 1)

2
,

gde su k, h i m nenegativni celi brojevi. �elimo da poka�emo da
je 8n+ 3 zbir tri neparna kvadrata.
Sada, n = k2+k+m2+m+h2+h

2
⇔ 2n = k2 + k + m2 + m + h2 + h ⇔ 8n =

4k2+4k+4m2+4m+4h2+4h ⇔ 8n+3 = 4k2+4k+4m2+4m+4h2+4h+3
= (4k2+4k+1)+(4m2+4m+1)+(4h2+4h+1) = (2k+1)2+(2m+1)2+(2h+1)2,
zbir tri kvadrata.
Obrnuto, pretpostavimo da je 8n+3 = x2+y2+z2, za neke nenegativne
cele brojeve x, y i z. Moramo da poka�emo da postoje prirodni
brojevi k,m i h, takvi da je n = k(k+1)

2
+ m(m+1)

2
+ h(h+1)

2
, da bi n

bilo suma tri trougaona broja. Poxto je x2 + y2 + z2 ≡ 3 (mod
8), x, y i z moraju biti neparni, pa je x = 2k + 1, y = 2m + 1 i
z = 2h + 1, za nenegativne cele brojeve k,m i h. Tada je 8n + 3 =
(2k + 1)2 + (2m+ 1)2 + (2h+ 1)2. Koriste�i ekvivalentnost u prvom
pasusu, dobijamo da je n = k(k+1)

2
+ m(m+1)

2
+ h(h+1)

2
, xto smo i �eleli

da doka�emo.

3.4 Zbir qetiri kvadrata
Godine 1770. Lagran� je postavio teoremu o qetiri kvadrata:

Teorema 3.4.1. Svaki pozitivan ceo broj je zbir 4 kvadrata.

Izvo�eǌe Lagran�ove teoreme iz teoreme o tri kvadrata. Neka je
n pozitivan ceo broj. Ako n nije oblika 4k(8m+7) za neke nenegativne
cele brojeve k, m, onda znamo da je n zbir tri kvadrata, a time
i trivijalno zbir qetiri kvadrata koriste�i nulu kao qetvrti
kvadrat. Pretpostavimo daǉe da je n = 4k(8m+7) za neke k, m. Tada
je n− 4k = 4k(8m+ 7)− 4k = 4k(8m+ 6), xto nije oblika 4k1(8m1 + 7)
za bilo koje cele brojeve k1,m1.
Dakle, n− 4k = a2 + b2 + c2 za a, b, c ∈ Z, i n = (2k)2 + a2 + b2 + c2.
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4 Petougaoni brojevi
Analogno dobijaǌu trougaonih i kvadratnih brojeva, ako taqki

dodamo qetiri, zatim sedam, deset, itd. taqaka dobijamo niz petou-
gaonih brojeva. Petougaoni brojevi su brojevi koje mo�emo prika-
zati taqkama raspore�enim u ravni tako da qine pravilne petougl-
ove (slika 7). Prvih nekoliko petougaonih brojeva qine niz 1, 5,
12, 22, 35, 51, 70, 92,...

Slika 7: Prvih pet petougaonih brojeva

Teorema 4.0.1. Za n-ti petougaoni broj va�i:

S5(n) = 1 + 4 + 7 + ...+ (3n− 2) =
1

2
n(3n− 1).

Dokaz. Matematiqkom indukcijom:

(baza indukcije): Proveravamo formulu koju �elimo da
doka�emo za n = 1. Tada va�i:

S5(1) = 1 =
1(3− 1)

2
.

(indukcijska hipoteza): Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za neki
prirodan broj n.
(indukcijski korak): Doka�imo sada da tvr�eǌe va�i za n+ 1.
Imamo

1

2
n(3n−1)+3n+1 =

n(3n− 1) + 6n+ 2

2
=

3n2 − n+ 6n+ 2

2
=

3n2 + 5n+ 2

2

=
(n+ 1)(3n+ 2)

2
= S5(n+ 1).

Na osnovu matematiqke indukcije, tvr�eǌe va�i za svaki
prirodan broj n.
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4.1 Veza izme�u trougaonih i petougaonih brojeva
Teorema 4.1.1. Za n ∈ N va�i:

S5(n) =
1

3
S3(3n− 1).

Dokaz. Matematiqkom indukcijom:

(baza indukcije): Proveravamo formulu koju �elimo da
doka�emo za n = 1. Tada va�i:

S5(1) = 1 =
1

3
S3(3− 1).

(indukcijska hipoteza): Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za neki
prirodan broj n.
(indukcijski korak): Doka�imo sada da tvr�eǌe va�i za n+ 1.
Imamo

S5(n+ 1) =
(n+ 1)(3n+ 2)

2
=

3n2 + 5n+ 2

2
=

9n2 + 15n+ 6

6
=

1

3

9n2 + 15n+ 6

2
=

1

3

(3n+ 2)(3n+ 3)

2
=

1

3
S3(3n+ 2).

Na osnovu matematiqke indukcije, tvr�eǌe va�i za svaki
prirodan broj n.

4.2 Veza izme�u trougaonih, kvadratnih i petougaonih
brojeva

Teorema 4.2.1. Za n ∈ N va�i:

S5(n) = S4(n) + S3(n− 1).

Dokaz. Matematiqkom indukcijom:

(baza indukcije): Proveravamo formulu koju �elimo da
doka�emo za n = 2. Tada va�i:

S5(2) =
1

2
2(6− 1) =

1

2
10 = 5 = 4 + 1 = S4(2) + S3(1).
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(indukcijska hipoteza): Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za neki
prirodan broj n.
(indukcijski korak): Doka�imo sada da tvr�eǌe va�i za n+ 1.
Imamo

S5(n+ 1) =
(n+ 1)(3n+ 2)

2
=

3n2 + 5n+ 2

2
=

2n2 + 4n+ 2

2
+

n2 + n

2
=

2(n+ 1)2

2
+

n(n+ 1)

2
= (n+ 1)2 +

n(n+ 1)

2
= S4(n+ 1) + S3(n).

Na osnovu matematiqke indukcije, tvr�eǌe va�i za svaki
prirodan broj n.
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5 Poligonalni brojevi
Analogno dosad definisanim poligonalnim brojevima, lako mo-

�emo dobiti i ostale poligonalne brojeve: xestougaone, sedmouga-
one, osmougaone, itd. Za ǌih va�e sliqne definicije kao i za
prethodne poligonalne brojeve. Radi lakxeg razumevaǌa, u tablici
(tabela 1) je prikazano prvih 20 poligonalnih brojeva, navedena
su imena poligonalnih brojeva, opxta formula za odre�ivaǌe n-
tog qlana i prvih nekoliko qlanova niza.

Tabela 1: Prvih dvadeset poligonalnih brojeva

Naziv Formula Niz

Trougaoni brojevi n(n+1)
2

1, 3, 6, 10, 15, 21, ...
Kvadratni brojevi n2 1, 4, 9, 16, 25, 36, ...
Petougaoni brojevi 3n2−n

2
1, 5, 12, 22, 35, 51, ...

Xestougaoni brojevi 4n2−2n
2

1, 6, 15, 28, 45, 66, ...
Sedmougaoni brojevi 5n2−3n

2
1, 7, 18, 34, 55, 81, ...

Osmougaoni brojevi 6n2−4n
2

1, 8, 21, 40, 65, 96, ...
Devetougaoni brojevi 7n2−5n

2
1, 9, 24, 46, 75, 111, ...

Desetougaoni brojevi 8n2−6n
2

1, 10, 27, 52, 85, 126, ...
Jedanaestougaoni brojevi 9n2−7n

2
1, 11, 30, 58, 95, 141, ...

Dvanaestougaoni brojevi 10n2−8n
2

1, 12, 33, 64, 105, 156, ...
Trinaestougaoni brojevi 11n2−9n

2
1, 13, 36, 70, 115, 171, ...

Qetrnaestougaoni brojevi 12n2−10n
2

1, 14, 39, 76, 125, 186, ...
Petnaestougaoni brojevi 13n2−11n

2
1, 15, 42, 82, 135, 201, ...

Xesnaestougaoni brojevi 14n2−12n
2

1, 16, 45, 88, 145, 216, ...
Sedamnaestougaoni brojevi 15n2−13n

2
1, 17, 48, 94, 155, 231, ...

Osamnaestougaoni brojevi 16n2−14n
2

1, 18, 51, 100, 165, 246, ...
Devetnaestougaoni brojevi 17n2−15n

2
1, 19, 54, 106, 175, 261, ...

Dvadesetougaoni brojevi 18n2−16n
2

1, 20, 57, 112, 185, 276, ...

21



Teorema 5.0.1. Neka su n i m prirodni brojevi n, m ≥ 2. Definixemo
n-ti m-gonalni broj u oznaci Sm(n) kao sumu prvih n elemenata
aritmetiqkog niza sa poqetnim qlanom 1 i razlikom m − 2: 1, 1 +
(m− 2), 1 + 2(m− 2), 1 + 3(m− 2). Tada va�i:

Sm(n) =
n

2
(n(m− 2)−m+ 4).

Dokaz. Suma aritmetiqkog niza a1, a2, ..., an je n
2
(a1 + an), pa imamo

Sm(n) =
n

2
(1+1+(n−1)(m−2)) =

n

2
(2+nm−2n−m+2) =

n

2
(n(m−2)−m+4)

Vidimo da formule date u tablici odgovaraju ovoj formuli za
date m, n.

Teorema 5.0.2. Svaki poligonalan broj jednak je zbiru prethodnog
poligonalnog broja sa maǌim brojem stranica i istim indeksom i
trougaonog broja prethodnog indeksa, odnosno

Sm(n) = Sm−1(n) + S3(n− 1),

za m, n ≥ 1.

Dokaz. Matematiqkom indukcijom:

(baza indukcije): Proveravamo formulu koju �elimo da
doka�emo za n = 2. Tada va�i:

Sm−1(2) + S3(1) = (m− 1) + 1 = m = Sm(2).

(indukcijska hipoteza): Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za neki
prirodan broj n.
(indukcijski korak): Doka�imo sada da tvr�eǌe va�i za n+ 1.
Imamo

Sm−1(n+ 1) + S3(n) = Sm−1(n) + (1 + (m− 3)n) + S3(n− 1) + n =

Sm(n) + (1 + (m− 2)n) = Sm(n+ 1).

Na osnovu matematiqke indukcije, tvr�eǌe va�i za svaki
prirodan broj n ≥ 1.
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Teorema 5.0.3. Svaki m-gonalni broj mo�e se predstaviti kao
linearna kombinacija dva trougaona broja, odnosno va�i:

Sm(n) = S3(n) + (m− 3)S3(n− 1) = (m− 2)S3(n− 1) + n.

Dokaz. Matematiqkom indukcijom:

(baza indukcije): Proveravamo formulu koju �elimo da
doka�emo za n = 2. Tada va�i:

Sm(2) =
2

2
(2(m− 2)−m+ 4) = 2m− 4−m+ 4 = m = 3 + (m− 3)

= m− 2 + 2 = (m− 2)S3(1) + 2.

(indukcijska hipoteza): Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za neki
prirodan broj n.
(indukcijski korak): Doka�imo sada da tvr�eǌe va�i za n+ 1.
Imamo

Sm(n+ 1) =
n

2
(n(m− 2)−m+ 4) + 1 + n(m− 2)

=
n2(m− 2)− nm+ 4n+ 2 + 2n(m− 2)

2
=

n2m− 2n2 + nm+ 2

2

=
(m− 2)(n2 + n)

2
+

2n+ 2

2
= (m− 2)S3(n) + n+ 1.

Na osnovu matematiqke indukcije, tvr�eǌe va�i za svaki
prirodan broj n.

5.1 Teorema o poligonalnom broju
Ferma (1638) je pretpostavio da za bilo koje k ≥ 3, svaki

pozitivan ceo broj mo�e biti izra�en kao zbir najvixe k, k-
gonalnih brojeva. To je u potpunosti dokazao Koxi (1813). Rezultat
�emo nazvati Teorema poligonalnog broja, iako se qesto naziva
Koxijeva teorema o poligonalnom broju ili Fermaova teorema o
poligonalnom broju.

Teorema 5.1.1. Za svaki pozitivan ceo broj k ≥ 3, svaki pozitivan
ceo broj se mo�e izraziti kao zbir najvixe k pozitivnih k-gonalnih
brojeva.
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Poxto 0 nazivamo k-gonalnim brojem, mogli bismo isto tako
re�i da je svaki pozitivan ceo broj zbir taqno k, k-gonalnih
brojeva. Dokaz koji ovde dajemo prati Natansonov2 rad. Poqiǌemo
sa postavkom teoreme za malo N (broj koji se predstavǉa) u slede-
�em odeǉku, a zatim je utvr�ujemo za veliki N u slede�a dva
odeǉka.

Prime�ujemo da za bilo koji k ≥ 3 postoje vrednosti N koje ne
mogu biti predstavǉene sa maǌe od k, k-gonalnih brojeva, naime
N = 2k − 1 (za k ≥ 3) i N = 5k − 4 (za k ̸= 4), kao xto �emo videti
u nastavku.

5.2 Dokaz teoreme o poligonalnom broju
Podse�aju�i se formule za n-ti k-gonalni broj

Pn = Pn(k) =
(k − 2)n2 − (k − 4)n

2

dobijamo

P1 = 1, P2 = k, P3 = 3k − 3, P4 = 6k − 8, P5 = 10k − 15, ...

Koriste�i ove vrednosti, mo�emo predstaviti male cele brojeve
kao zbir k k-gonalnih brojeva.
Pepin i Dikson napravili su tabele koje utvr�uju da se svaki
pozitivni broj N < 120k − 240 mo�e izraziti kao zbir najvixe
k k-gonalnih brojeva, od kojih je najvixe qetiri razliqito od 0
ili 1. Dokaz Teoreme poligonalnih brojeva �e biti izveden ako
mo�emo utvrditi isto za N ≥ 120k − 240. Zapravo �emo utvrditi
u slede�oj teoremi, da se svako N ≥ 120k − 240 mo�e izraziti
kao zbir od najvixe k − 1, k-gonalnih brojeva, za k ≥ 5. Mo�emo
pretpostaviti da je za k ≥ 5 poxto smo ve� videli da tvr�eǌe
va�i za k = 3 i k = 4. Da bismo formulisali teoremu, zgodno je
staviti m = k− 2, i definisati n-ti (m+2)-gonalni broj da bude:

pn :=
m

2
(n2 − n) + n.

Ve� smo proverili da teorema va�i za trougaone i kvadratne
brojeve, pa mo�emo pretpostaviti da je m ≥ 3.
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Tabele Pepina i Diksona utvr�uju da se svaki pozitivan ceo broj
N < 120m mo�e izraziti kao zbir najvixe m+ 2, (m+ 2)-gonalnih
brojeva. Zatim dokazujemo mnogo jaqi rezultat za N ≥ 120m.

Teorema 5.2.1. Neka je m ≥ 3 i N ≥ 120m. Tada je N zbir m + 1
(m+ 2)-gonalna broja, od kojih se najvixe qetiri razlikuju od 0 ili
1.

Dokaz. Neka je m ≥ 3 i N prirodan broj za koji va�i N ≥ 120m.
Neka su s1 i s2 uzastopni neparni celi brojevi. Skup brojeva
oblika s+r, gde je s ∈ {s1, s2} i r ∈ {0, 1, ...,m−3}, sadr�i kompletan
skup klasa ostataka po modulu m. Tako je N ≡ s+ r(mod m) za neke
s ∈ {s1, s2} i r ∈ {0, 1, ...,m− 3}. Neka je

a := 2(
N − s− r

m
) + s = (1− 2

m
)s+ 2(

N − r

m
).

Tada je a neparan ceo broj, a ma = 2N−2s−2r+sm. Ovo implicira
da je 2N = ma+ 2s+ 2r − sm = m(a− s) + 2(s+ r). Stoga,

N =
m

2
(a− s) + s+ r.

Sada �emo bli�e odrediti s, da bismo dokaz naxe teoreme zavrxili
primenom slede�e leme, koju samo navodimo bez dokaza.

Lema 5.2.1 (Koxijeva lema). Neka su k i s neparni pozitivni celi
brojevi, takvi da je s2 < 4k i 3k < s2+2s+4. Tada postoji nenegativno
celobrojno rexeǌe (t, u, v, w) sistema:

k = t2 + u2 + v2 + w2,

s = t+ u+ v + w.

Iznosimo slede�e tvrdǌe, koje �e nam omogu�iti da primenimo
Koxijevu lemu.

Tvr�eǌe 1: Ako je 0 < s < 2
3
+
√

8N
m
− 8, tada je s2 < 4a.

Tvr�eǌe 2: Ako je s > 1
2
+
√
6N
m
− 3, tada je s2 + 2s+ 4 > 3a.

Definiximo kvadratnu funkciju, kako bismo dokazali prvo tvr�eǌe

f(s) := s2 − 4a = s2 − 4(1− 2

m
)s− 8(

N − r

m
).
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Grafikon f(s) je parabola koja se otvara nagore, pa je f(s) < 0,
odnosno s2 < 4a, pod uslovom da je s izme�u nula funkcije f , koje
su date sa

4(1− 2
m
)±

√
16(1− 2

m
)2 + 32(N−r

m
)

2

=
4(1− 2

m
)± 4

√
(1− 2

m
)2 + 2(N−r

m
)

2

= 2(1− 2

m
)± 2

√
(1− 2

m
)2 + 2(

N − r

m
).

Sada, za m ≥ 3 imamo 2(1− 2
m
) ≥ 2

3
i za m > r,

2

√
(1− 2

m
)2 + 2(

N − r

m
) > 2

√
2(
N − r

m
) >

√
8
N

m
− 8,

samim tim i ako 0 < s < 2
3
+
√
8N
m
− 8, sledi da je s izme�u dve nule

f(s), odakle je f(s) < 0.
Da bismo dokazali drugo tvr�eǌe definiximo

g(s) := s2 + 2s+ 4− 3a = s2 + (−1 +
6

m
)s+ 4− 6(

N − r

m
),

qija je pozitivna nula data sa

(1− 6
m
) +

√
(1− 6

m
)2 − 4(−6(N−r

m
) + 4)

2

<
1

2
+

1

2

√
24(

N − r

m
)− 15 =

1

2
+

√
6(
N − r

m
)− 15

4

<
1

2
+

√
6
N

m
− 3,

za m ≥ 3.
Tako, za s > 1

2
+
√

6N
m
− 3, va�i g(s) > 0, tj. s2 + 2s+ 4 > 3a.

Sada je du�ina intervala I := (1
2
+
√

6N
m
− 3, 2

3
+
√

8N
m
− 8) data sa

l(I) =
2

3
− 1

2
+

√
8
N

m
− 8−

√
6
N

m
− 3 ≥ 1

6
+

√
8
N

m
− 8−

√
6
N

m
− 3 > 4
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za N ≥ 120m. Iz toga sledi da I sadr�i dva uzastopna neparna
pozitivna broja s1 i s2. Neka je s ∈ {s1, s2} neparan ceo broj koji
zadovoǉava N ≡ s+ r(mod m) gde r ∈ {0, 1, ...,m− 3}, tako da imamo
N = m

2
(a− s) + s+ r.

Dakle, postoje neparni pozitivni celi brojevi a i s koji zadovo-
ǉavaju uslov N = m

2
(a− s) + s+ r i nejednaqine s2 < 4a,

3a < s2 +2s+4. Koxijeva lema implicira da postoje t, u, v, w takvi
da je a = t2 + u2 + v2 + w2 i s = t + u + v + w. Dakle, imaju�i na
umu naxu notaciju za n-ti (m+ 2)-gonalni broj pn := m

2
(n2 − n) + n,

imamo

N =
m

2
(a− s)+ s+ r = (

m

2
(t2− t)+ t)+ (

m

2
(u2−u)+u)+ (

m

2
(v2− v)+ v)

+(
m

2
(w2 − w) + w) + r = pt + pu + pv + pw + r,

zbir qetiri (m+2)-gonalna broja i m− 3 nule ili jedinice, qime
je dokaz zavrxen.
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6 Zakǉuqak
Poligonalni brojevi su tema interesovaǌa u matematici jox

od antiqkog vremena Pitagorejaca. Ferma i Koxi sa svojom teore-
mom o poligonalnom broju pioniri su modernog rada sa poligonal-
nim brojevima. Kasnije je Leonard Ojler, koji je razvio posebno
interesovaǌe za ove brojeve, izme�u ostalih otkri�a vezanih za
poligonalne brojeve, doxao do eksplicitne formule za trougaone
brojeve koji su tako�e savrxeni brojevi. Ovi brojevi (poligonalni
brojevi) su bili od velike koristi u teoriji brojeva i drugim
granama matematike, jer se odnose na formulisaǌe razliqitih
vrsta teorema, izraqunavaǌe verovatno�a, itd. U praksi, poligona-
lni brojevi su igrali vitalnu ulogu u brojaǌu i kompjuterskom
programiraǌu, gde se primeǌuju na numerisaǌe iteracija nekih
petǉi kompjuterskog programiraǌa.

Na poqetku ovog rada data je detaǉna definicija poligonalnih
brojeva. Predstavǉeni su osnovni poligonalni brojevi ukǉuquju-
�i trougaone, kvadratne i petougaone brojeve i veze izme�u ǌih.
Rad daǉe istra�uje kako su trougaoni brojevi povezani sa Paskalo-
vim trouglom. Bavimo se zbirovima kvadrata u odgovaraju�im
poglavǉima, kao i Lagran�ovom teoremom o qetiri kvadrata. Da
bi se dobro razumelo xta su poligonalni brojevi, u radu smo
analizirali ǌihova svojstva, me�usobne veze i predstavili odgova-
raju�e teoreme sa dobro razra�enim dokazima. Ceo rad i Koxijeva
lema ukǉuqena u ǌega, postavǉaju konkretnu osnovu za formulaciju
i dokaz glavne teoreme u naxoj raspravi o poligonalnim brojevima,
Koxi-Fermaove teoreme o poligonalnom broju, koja je predstavǉena
u posledǌem poglavǉu.
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