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Casxerar

Tlonuronasnam 6pojeBU Cy HEHETATUBHU IeJIU OPOjeBU KOHCTPYU-
CaHU U TPEACTABJbEHN T€OMETPUjCKUM PACIOPEANMA je THAKO PAaCIO-
pebenux rauaka (nau apyrux oGjekara), Koje GpopMUpPajy IpaBUIHE
noauroHe. [lonmuronu ce rpane Tako MTO ce UACHTUDUKYj€E 3aje THI-
YKa [MOYETHA TadKa, OX KOje ce cTpanuie mupe nosehamem Opoja
Tavaka, a 3aTUM Ce N0Aajy nmorpebHe momarHe Tauke udMebhy mux
KakKo Ou ce ¢opMmpao MOJUIOH. Y pamy Cy ONNCaHA IIPBa TPU
mosuronaJsina 6poja. Anrebapcku cy usBenene Gopmyiie 3a onpebhu-
BaH€ N-TOT M-TOHAJHOT Opoja, a 3aTUM Cy Te (pOpMyJie TeOMETPU-
jcku muaTepuperupane. V3Benene cy Bese m3Meby momuroHasHUX
OpojeBa pazIuuIUTOT pema.

Ilonuronanue 6pojeBe je mpBobuTHO mpoyuasao Iluraropa,
a BUXOBa Oyra mcropuja matupa jom m3 570. romuue m.H.e. Ha
BUX Ce 9yeCTo HOSI/IBajy 1 I'PYEKM MaTeMaTU4Yapu. TOKOM AHTUYKOI"
mepuoaa, MOJUTOHAJIHU OpOjeBU Cy OWM ONMUCAHU jeTUHUIAMA
KOje cy buie uzpaskeHe TaukaMa uiau Kamenunhuma pacmnopebenum
Tako ma GpopMupajy reoMerpujcke moaurone. I[lomuronannu 6poje-
BU Cy HIMPDOKO IIPUMEH€HU 1 ITIOBE3aHU Ca PA3JINYNUTUM MaTeMaTu-
uykuM KoHIenTuMa. OCHOBHA CBPXa OBOr pana je mna aeduHwuie
IOJUTroHAJHE OpojeBe M MUCKYTyje O IHUXOBO] NPUMEHU Y TUM
roHnenaTuMa. Ha mpumep, uamelhy ocranux Tema, pam OOUCY]je
mTa Cy TpOyraoHu OpojeBU M MPYy:Ka MHOIa 3aHUMJLUBA CBOjCTBA
U UOEHTUTETE KOje OHU 33 00BOJLABAjY. 30MPOBY KBaIpaTa, YKILYUY-
jyhu Jlarpam&oBy TeopeMmy O UeTupu KBampata, u JlekamapoBy
TeopeMy O Tpu KBaJapaTa, Takohe cy ykpydenu y pan. Pamg mpencra-
BJbA U JOKa3yje IOBe BaskHe TeopeMe, l'aycoBy Eypeka teopemy u
Komujery teopemy mosmuronananor 6poja.
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1 YBon

[Tonmuronasuu OpojeBU Cy HEHETATUBHU 1€ OPOjeBU MpeACTaBHEHN
reoMeTpurjCcKu jenHako pacnopebhennm raukama (uiau qpyrum objekTrMa)
Koje ¢opMmpajy IpaBUJIHE MNOJUTrOHe. JemHa Tadyka O3HA4YaBa jenu-
HUITY, [B€ ABOJKY, TPU CIOKEHE y Tpoyrao Tpojky ura. nentuduryje
ce 3ajemHUYKA MMOYETHA TAYKa OJ KOje ce CTpaHmie mupe nopehameMm
Opoja Tauyaka, a 3aTuUM ce OOMajy Tauke m3Mehy HBUX KakKo Ou ce
dopmupao nonurod. Beauunna nonurona ce noBehasa Kako 30up eKBU-
AVUCTAHTHUX TaYaKa, KOje Ce KOPUCTE 33 KHEroBO IIPEACTABbAKE, PACTE
o yobuuajenom obpaciy. OHu OpojeBu KOju cTBapajy MpaBUIHE IO JI-
roHe nobunau cy Ha3uB HoJuroHaidHu OpojeBu. Hajuemhw m ocHOBHM
TUMIOBU MOJIMTOHAJIHUX OpOjeBa Cy TPOyraoHW M KBaJIpaTHU OpOjeBU.

Tpoyraonu 6pojeBu Opoje Tauke Ha TakaB HAUWH Oa CE IBE TAUKE
noJajy MOYeTHOj TaYyKU U (popMUpa jeJHAKOCTpaHUYHU Tpoyrao. lona-
BameM TPW TayKe HA MPETXOMHEe TPU Tadke MO:KeMO nobutu Behu
jeMHAKOCTPAHUYHUA TPOYTAO Ca MIeCT Tavyaka. | poyrao ca IeceT Tadyaka
ce MOKe HallPpABUTHU JOAaBameM UEeTUPU TadyKe TPOYTILY Ca IIeCT Tavaka,
ura. llame moBehawme HU3a Tavaka, IPU YeMy Cy Tadyke JOOPO pacrmope-
bene popmupajyhu npomupenn je THAKOCTPAHUYHU TPOYTa0 Ca OArOBa-
pajyhuMm 36upom Tavaka y CBAKOM TAKBOM TPOYTILY, PE3YITUPa HU30M

opojesa 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, ... KOju Cy TO3HATU KAO TPOYTAOHU
OpojeBu.
Cranyno, nmomaBame OpojeBa TpU, IET, cemaM, AEBET, ... hopMupa

HU3 KBaJApaTHUX OpojeBa 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, ... ca pacTtom ¢urype
npeMa CIOJba.

3a meroyraone 6pojese 1, 5, 12, 22, 35, 51, 70, 92, ... Tpeba monmatu
YeTUpHU, cemaM, NeCeT, TPUHAECT, ... Tavaka Tadyku pacmopebhenoj y
IeTOYTA0HOM OOJIUKY.

HacraBkom oBor mocrynka MOKe Ceé KOHCTPYUCATU BUIIE MOJIUTOHA-
aaux OpojeBa. Tako 3a cBaku mosuTuBaH 1Meo Opoj k > 3 MOKEMO
dopMupaTy HM3 k-rOHAJIHUX OpOjeBa KOju OAroBapajy CBaKOM IIPABUII-
HOM TIOJIMTOHY ca OpojeM cTpaHa k.

OBaj pan TeMesnu ce Ha KapaKTepPU3alMjy MOJUTOHAJIHUX OpojeBa,
onpebuBamy koju O6pojeBu cy monuronasuau. CacToju ce o IpeacTaBba-
Ba IOJUTOHAJIHUX OpojeBa, onuca u popmysnia nomohy kojux nobujamo
n-TU M-TOHAJHU OPOj. 3aTuM, onKCyje Be3e uzMehy pazimuaurux TUIOBA
MOJUTOHAJHNUX OpojeBa. KoHadHo, y pany cy MOOKa3aHe IBE TJIaBHE



TeopeMe Be3aHe 3a moJuronaJsine o6pojese, ['aycoBa Eyperka Teopema
u KomwujeBa Teopema MOIUTOHAJIHOT Opoja.

1.1 Kparka mcropuja IMOJUTOHAJIHUX OpojeBa

[IpBa mojaB/muBama TOJUTOHAJHUX OPOjeBa CEXKYy MAJEKO Yy MUTaro-
pejcky mroay (570 - 501. m.u.e), rue cy ux [Iuraropejun kopucTum
KakKo Ou moBe3aju reoMeTpujy u apurMetury. [lutaropa je 6uo 3aciy-
’KaH 3a OPUTUHAJHUA Pajl HA TEOPUjU MOJUTOHAJHUX OpojeBa. OH je
MMOKPEHYO KOHIIENT & Cy MOJUTOHAJHU OpPOjeBU M3BEACHU U3 THOMOHA
(popma koja, Kama ce TeoMeTpUjCKu mona (Gpurypwu, maje joir jemHy
npommpeny ¢Gurypy ciauudy opurusaiy). Kopucrehwm mojam mosuro-
HaJHUX Opojesa, [lutaropa je momao mo cBoje mOOPO MO3HATE TEOpeEMe
no3Hate kao lluraropuna Teopema. OTKpuo je ma je 30up MOBPIIMHA
[Ba KBaApaTa MOCTAaBJ/bEHA MYk CyCeTHUX CTPAHUIA IPABOYTJIOT TPOY-
rja jeqHaK MOBPIIMHU KBaIpaTa IMOCTABJHEHOT MY:K XUIOTeHy3e. Tako
je ycTaHOBMO CBOjy INO3HATY ¥ IMPOKO KopuimheHy (GOpMynIy na je
a’?+ b =c?, roe cy a u b mysuHe KaTeTa, a C je OyAKUHA XUIOTEHY3e
IPaBOYTJIOT TPOYTJIA.

HasxamocT, He mocToju KoHKpeTtaH u3Bop 3a I[luraropune TBpOme,
jep cBu cnucu o Iluraropejmmma kKoju cy npexuBesn 3y0O BpemeHa
IOTUYY U3 KaCHUjUX BekoBa. MHOTe npyre mareMaTmuke (Gpopmyiamnyje
nMajy Ay OOoKe KOpEHE Yy MOJUTOHAJTHUM OPOjeBUMAa M HEKOJIMKO MTO3HATUX
TeopeMa je 3aCHOBAHO Ha OBUM OpojeBuma. KoHKpeTHO, mpupoaau 6poje-
BM KaO IITO Cy caBpimeHu OpojeBu, Mepcenosu OpojeBu, PepmaoBu
opojesu, PubonauujeBu u JlyracoBu OpojeBU, UTHA. Cy MOBE3aHU CAa
MMOJIMTOHAJHIM OpOjeBUMA.

[MIraBume, MomepHa HpUMEHa MOJUTOHAJHUX OpOjeBa BUIU Ce Y
[TackamoBoM Tpoyray u 6mHOMHO] TeopeMu. Ropumhemem TakBux 6po-
jeBa, KOepUUUjEHTU KOjU HAcTajy y OMHOMHUM pa3Bojuma (OMHOMHUN
KoeUIUjeHTH ) ce IPUKa3yjy y ob6auky Tpoyria (mosuaror kao [Tackas-
OB TPOYTao), y KOMe Ce MOTY jaCHO YOUUTHU TPOYTAOHU OPOjeBH.

Jenman on rpuknx MaremMaruvapa, XUICUKIE 13 Aslekcanapuje, 1a0
je mpBy ommTy nepuHUIM]Y nojMa k-yraoHor 6poja 170. romune m.H.€,
kKojy je motoM JImodant nutupao y csoMm meny [lomuronannu 6pojeBn,
a raacu: ” Ako mocroju MHOrO O6pojeBa, moueBmu o 1 u mosehasajyhu
UX 38 UCTY pPa3juKy, Tala, aKO je y3acTOIlHa pa3juka 1, 30up cBUX
OpojeBa je TpoyraoHu OpoOj, aKO je pasiauka 2, KBaApaTHU OPOj, Kama
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je 3, meroyraouu 6poj, uta’ . TOKOM CBOjUX CTyaUja O MOJUTOHAJTHIM
opojeBuma, IuodpaHT je oTKpuO GopMyIy 3a n-TU k-yraoHu 0Opoj

_ (k=2)n?—(k—4)n
P, = ——.

pyru mo3HaTtu mMaTeMaTUdapy 3aUMHTEPECOBAHU 3a MOJUTOHAJHE

6pojese Ounu cy mameby ocramux m Huxomax uz I'epace (60 - 120),
Teon n3 Cuupue (70 - 135) u Jleonapmo Pubonaum (1170 - 1250).
Hurxomax u Teon uznenu cy ucre nepuHUNMIjE 38 MOIUTOHAJIHE OpOjeBe
u mobusm uctu pesynarar. IlBa y3acrTomma Tpoyraona Opoja 3ajemHO
najy KBaIgpaTHU OPOj.

CaBpeMmeHo mpoydaBame MOJUTOHAJHUX OpojeBa maTupa jOIl O
[Mjepa ne Pepma (1601 - 1665), roju je 1636. roaune 06jaBuo dyBeHY
TEOpPEMY O MOJUTOHAJHUM OpOjeBUMa KOjy Cy MATEMATUYAPHU ¥ BEJIUKO)]
Mepu kKopucTuiau. ¥ cBojoj Teopemu, Pepma TBpam ma ce 3a OUIIO
Koju k > 3 cBaku 1Ie0 OpOj MOKe M3pa3uTy Kao 30up HajBume k,
k-yraonux OpojeBa. Mako je TBpamo ma je mOKa3ao TeOpeMmy, HUKO
HUKAJA HUje Hamao meroB noka3. Jlarpamx (1770) je mokazao ma je
CBaKM HEHEraTUBHU Ie0 Opoj 30mup uetupum kBampara. ['omunae 1796.
Jlesxkaunp u ayc cy ompemuau OpojeBe KOju ce MOrY MpeaCcTaBUTH
Kao 30up TpuU KBagpaTa, M3 Yera ce JaKO 3aKJbyuyje na je CBaKu
MO3UTUBAH 11e0 Opoj 30up HajBuine Tpu Tpoyraona 6poja. Orucren Jyj
Komu je o6jasuo (1813) npsBu moka3 Teopeme O MOTUTOHATHOM OpOjy
y nequnu. Crora ce Teopema moHekan Ha3uBa PepmaoBa Teopema o
MIOJIUTOHAJIHOM OPOjy, a moHekan u Komujera TreopemMa 0O MOJIUTOHAIHOM
Oopojy. loka3 TeopeMe O MOJUTOHAJHOM OPOjy HmpencTraBuhieMo y OBOM

pany.

1.2 ®$opwmysna 3a k-yraoHe OpojeBe

[Tonmuronasuu OpojeBuU ce MOTy HePpUHUCATU T€OMETPUjCKU Tpebdpoja-
BameM Opoja Tavaka y MPABUIHOM k-yIJay Kao IITO je MPUKA3aHO HA
cmuin 1. 3a k > 3, k-yraonu Opoj je ykymaH Opoj Tavaka yHYyTap
jemHor onm peryiapHux k-yrioBa Ha CIIUIUA.

Heka je P, = P,(k) n-tu k-yraouu 6poj. Paau npaktuunocTy craBu-
hemo ma je Py =0, P, = 1. Kaga n3 KOHTEKCTa jaCHO 3aKJ/bYUYUMO 1
pamumo ca k-yraonum 6pojeBuma, usbaryjemo apryment (k) u3 Hame
HOTanuje. 3a MaJo k, moJuroHajanu 6pojeBU ce HA3UBAjy U TPOYTaOHU
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Caura 1: Bpojesu P, (k), 3a k € {3,4,5} un € {1,2,3,4,5}

6pojesu (k = 3), kBagpartuu 6pojesu (k = 4), meroyraonu 6pojeBu
(k =5), mecroyraouu 6pojesu (k= 6), ura.

k-yryioBu Ha CaUNM U, TOCJEIUYHO, BpeIHOCTU P, KOHCTpyuCcaHu cy
pexyp3uBHO Ha cienehwn vHauns. [lounmemo o3HauaBameM Tayke BPXa,
KOja ce Ha3uBa 0a3Ha Tauka. [[permoctaBumo na je IpBUX N IPaBUIIHUAX
k-yrimoBa Beh KoHCTpymCcaHO, TAKO na CBaKa MBUIA HajyaJbeHUjer k-
yriaa cama uMma mysKuHy n tadvaka. Jla 6ucmo xouctpyucaau (n+ 1) k-
yrao, IpBO MOPaMO [a MPOAYKUMO [BE UBUIE Be3aHe 38 OCHOBHY TaUKy
3a IO jelHYy TAUKy, a 3aTUM J0JaMO WBUIE NapaJiesiHe MPEeTXOIHUM
VBUIIAMA, TAKO Aa CBaka (CIOJbHA) MBUIA cana nMa n+1 Tadry. Y KyHnaH
6poj Tauaka koju goxajemo cauim je 1+ (k —2)n. Tako umamo omgHOC,

Poii=PFP,+(k—-2n+1 (1)

[Ipumehyjemo nma mperxomua pekypsuBHa (opMmyia Baxku 3a n = 0,
nomro je 1 = P, = Py + 0+ 1. [TonaBmame (cauka 1) je 3a10BOJBEHO
KBaApaTHUM mojuaOMOM P, = An? + Bn + C 3a Heke koHcTanTe A, B u
C. Ilomro je Py =0, mopamo mmatu C' = 0. [lame, P, = 1 nmonaunupa
na je 1 = A+ B, nox P, = k ummiaunupa na je k = 4A + 2B.
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PemaBamem JIMHECAPHOT' CUCTEMaA.

A+B=1

4A+ 2B = k;

2k—4 __ 4—k
I B -

nobuja ce A = = =5+, a camum TuM 3a n > 0,

Pn _ (k — 2)n22_ (k — 4)71 (2)




2 Tpoyraonu OpojeBmu

Tpoyraouu 6pojesu (uau Tpoyraactu 6pojesu) cy 1, 3, 6, 10, 15,
21, 36, ura. Mory OuTu mpencTaB/HEHU TadyKaMa y TPOYIILY KaO IITO
je mpukasano ucnon (ciauka 2).

Pasnuke m3ameby yszacromuux GpojeBa Tpoyraa (ykmyuyjyhwu 0)
cy mpuponHu Opojesu 1, 2, 3, 4, ..., u cTora ce n-Tu OPOj Tpoyria
MOKe IIOCMATpaTH Kao 30up IPBUX N MPUPOTHUX OPOjeBa, Kao IITO je
UIIYCTPOBAHO Y HACTABKY:

Ss(n) =14+2+3+4+...+n,

rae ce ca S3(n) o3HaUaBa N-TU TPOYTAOHU OPOJ.

Tpoyraonu OpojeBU Cy HajjeTHOCTABHUjU TMOJUTOHAJIHU OpPOjeBH,
KOje TeOMETPUjCKM y PaBHU IPUKA3yjeMO TauykaMa pacrnopebenum y
00JUKYy TpoyrJya. Y KOJIMKO jeTHO] TAYKU MOAAMO IBE TAaYKe M00u’jaMo
jeIHAKOCTpaHWYaH TPOyrao. 3aTuM, Aoaajynu Tpu Tavyke MPeTXoIHOM
jeMHAKOCTPAHUYHOM TPOYTIIy noOujaMo Tpehu mo peny TpoyraoHu 0poj
6. [lonapmajyhu mocTynak BUAMMO A& C€ TPOYTAOHU OPOjeBU OMUCY]Y
dopmysom moMohiy koje nmako oxpebyjemo n-Tm mo pemy TpPOyraoHU
Opoj.

Caurka 2: IIpBux mer Tpoyraonux 6pojeBa

Teopema 2.0.1. 3a mpoyzaone bpojese saxncu:

1
Sg(n):1+2+3+...—l—n:@.

Jloxas. MaTeMaTUIKOM WHIYKITA]OM:

(6aza muayknuje): [IpoepaBamo GopMyIy KOjy $KEIUMO & TOKAKe-
Mo 3a n = 1. Tanga Baxu:



1(1+1)
2

(ueaykmujcka xunoresa): IIpermocraBumo na TBpheme Baxku 3a HeKn
npuponaH 6poj n.

S3(1) =1=

(ueaykmujcku kopak): Jlokaskumo cana na tBpbheme Basku 3a n + 1.
Nmamo

n(n+1) n4+n+2n+2 n?>+3n+2
—— tn+1l= =
2 2 2
n+1)(n+2
= )2( ) s+ 1),
Ha ocroBy MaTemMaTmuke MHOyKIje, TBphHewme BaK 3a CBAKU MPUPO-
nmaH 6poj n. ]

Hus mpBux Hexkosmko Tpoyraonux OpojeBa: 1, 3, 6, 10, 15, 21,
28, 36, 45, 55, 66, 78, 91, 105, ... Ocum rope IpuUKA3aHOT HAULIHA
nobujama ¢opmyse (uiam m3pasa 3a oxpebuBame n-TOr TPOYTaOHOT
6poja), MOTJIM CMO HaBeIeHY (POPMYIY HOOUTU reOMETPUjCKOM MHTEP-
IpeTanujoM KOjy mpukalyjeMo Ha caumu 3 3a n = 4. Tanma Buaumo
[a je n-TU TPOyraoHW OpPOj MOJIOBMHA NMPaBOYTAaOHUKA CA CTPAHUIIAMA
n u n+ 1. 3a kBangpaTHe Gpojese oumraenno Basku Sy(n) = n?, amm
Bume o muMa pehu hemo racuumje. Cana hemo mokaszaru Besy musmeby
TpoyraoHux OpojeBa u KBaapaTa.



2.1 Be3a u3amebhy Tpoyraonux 6pojeBa u KBaIpaTa

Cnuka ucnon moka3syje ma je 30up IBa y3acTONHA TPOyraoHa O6poja
kBanpat: S3(n — 1)+ S3(n) = n?

Crauxka 4

Ha caumu 4 npukazano je paszbujame KBaapaTa Ha IBa TPOYTJIa
KOja ce Tpekjalajy, IMTO HaM oMoryhaBa na m3BeneMo (GOpMyIIy 3a

Sz(n):

n? = S3(n) + S3(n) —n = S3(n) = %(n2 +n) = —”(”2+1)
Hupekrauju HauuH na ce qobuje popmyna 3a S3(n) je ma ce mpaBoyra-

OHUK pa30uje Ha ABa TPOYTIJIa KAO IITO je MIYCTPOBAHO WCIO:

Cnura 5

n(n+1)

2
KRomvmburamnuja rope HaBeneHUX 3alaskama 3ajeHO naje NOoKa3 popMye
3a 30Up MPBUX N IPUPOJHUX OpojeBa:

2S53(n) =n(n+1) = S3(n) =

n(n—l—l)'

14243+ ...+n=_5;5n) = 5

(3)
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2.2 KRamnma je 6poj Tpoyraonu Opoj

Teopema 2.2.1. I[oszumusan ueo 6poj n je mpoyzaoHnu akxko je 8n + 1
caspuien xkeadpam.

Zoxas. IlpernocTaBumo na je n Tpoyraonu 6poj. Tana je

n:@Z%aHeKOkEN.

=on=FK+k
= 8n+1=4k" +4k + 1= (2k + 1)?,

na je 8n + 1 caBpmieH KBaIpar.
O6puyTo, mpernocraBuMo na je 8n + 1 caBpmen kBangpatr. To 3Hauwm
ma je 8n+ 1 = m?, 3a Hekm HemapaH HO3UTHUBAH Ieo 6poj m. Mopanmo

nokasatu na nocroju k € N, takBo na je n = S3(k), omHocHO n = @
Bpoj m je memapan, ma je m = 2k + 1, 3a mexo k € N. Tana je
8n = (2k+1)*> -1
=4k +4k+1-1
= 4k(k+ 1),
MITO UMIIUIIPA Oa je N = @ Iakae, n je Tpoyraouu 0Opoj.
[

2.3 Tpoyraonu O0pojeBmu u IlackasoB Tpoyrao

Tpoyraonu 6pojesu 1, 3, 6, 10, 15, ... mojaBmyjy ce rkao Tpeha
jyrozamamua mujaroHaJsa y lIlackamoBoM Tpoyriay, Kao IITO ce MOKe
BUIETH Ha mujarpamy ucnomd. [loacerumo ce na je cBaku 6poj y Ilackad-
OBOM TPOYTJY jemHak 30upy aBa Opoja M3HAI Hera.

1
11
121
1331
14641
15101051
1615201561
172135352171
182856 70 56 28 81
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BpojeBu Ha ueTBpTOj jyrosamamnuoj aujaronasu, 1, 4, 10, 20, 35, 56,...

Ha3WBajy ce TeTpaedapCKu OpojeBu. n-Tu Terpaemapcku Opoj H, je

Opoj Tavaka y 3-IMMEH3MOHAJIHO] MMPaAMUIN KOjU Ce MOoOuja MOYeBIIn

Ol OCHOBE KOja je Tpoyrao Koju canp:ku S(n) radyaka, a 3aTUM CIAramheM
tpoyriosa ca S(n —1),5(n —2),...,9(1) rauaka, ra Bpxy. Tako je

H(n) :=S5(1)+S5(2)+...4+ 5(n).

OBaj 06k Takobhe mirycrpyje obauk xokejarmke nasguie 3a [lackanos
TpOyTrao, Koju Kaske na je 30up OpojeBa Hu3 mujaronasay l[lackasmoBor
tpoyria (mouesmm on 1) jemnak Gpojy y ciaeneliem pemy momepeHOM
3a jeIHO MEeCTO yAeCcHO (3a AujaroHaJy jyrosamana).

[Toncerumo ce ma ce Bpemnoctu y IlackamoBom Tpoyriay takobe mory
nocMarpaT Kao OuHOMHU kKoepunujentu. Axo mazosemo [1, 1] mpsu
pen tpoyraa, [1, 2, 1] apyru pem u Tako najbe, €JIEMEHTU Y N-TOM
peny cy Koepunujentu y passojy (r + y)".

Ila 6y memo nmpenusHu, k-TU €JIEMEHT y N-TOM PELY je (kfl), Opoj HauuHa
un3zbopa k — 1 objerara mu3 Kosekmnuje on n objerkara. bpojeBu Tpoyria
cy GumomuM Koepunmjentn 3a k = 3, u muamo S(n) = (") = (ntln
Terpaenapcku OpojeBu cy OmHOMHU KoedunujeHTy 3a k = 4, m umamo

5 -
H(n) :(n;&) _ (n+2)(6n+1)n.

Teopema 2.3.1. S(1) + ...+ S(n) = (”;2)

Jlokas. NuperrtHo caemu u3 nepununuje H(n) n unmenune na ce H(n)
MOKe IpPEACTABUTH Kao OmHOMHEK Koepumujert. OBme mpencTaBibaMo
OWPEKTaH M0Ka3 MOMONY WHIYKIje.

(6aza unmykmuje): 3a n = 1, UOEHTUTET je TpUBUjaJIaH

Sy =1= ().

3

(uepykmmjcka xunoresa): [IpernocraBuMo na je tBpbheme TadyHo 3a n.

(uemykmujcku kopak): Jlokaskumo cama na tBpbheme Baxku 3a n + 1.
sKeaumo ma moka:kemo ma je

H(n—i— 1) _ (n—?i)-S) _ (n-‘rl)(n—é—2)(n+3)‘ Caﬂa,
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Hn+1)=51)+52)+..+5n)+S(n+1)

— H(n)+S(n+1) = nntDn+2)  (nt+1)n+2)

6 2

_nn+1)(n+2)  3nr+1(n+2)
— ; i -
(n+1)(n+2)(n+3)

5 .

Hakne, H(n+1) = (“33)
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3 KeampaTtHu OpojeBm

KRanm jenmnoj Taukm nomajeMo Tpu Tadke, a He IBE KAaO y TOPE OMUCAHOM
MOCTYIKY, moOujamo kBaapar. KBaapary momamMo mer Ttadvaka, 3aTUM
cemaM, ¥ TaKO pemoM mobujaMo cBe KBaapaTHe OpojeBe, Tj. OpojeBe
KOj€ MOYKEeMO TPHUKA3aTU Tadykama pacnopebheHuM y paBHU y OOJIUKY
kBaapata. Beh mac cam Ha3uB "kBagparHu “ ynyhyje ma ce n-Tu KBaapa-
THU OpOj mobuja Kao KBagpar Opoja n.

Teopema 3.0.1. 3a n-mu xeadpamnu 6poj eaxncu:
Si(n)=14+3+5+...+2n—1)=n?
Jloxas. MareMaTnuKOM WHIYKIjOM:

(6aza muaykuuje): [IpoBepaBamo GopmyIy KOjy sKEIUMO Ia
noraskeMo 3a n = 1. Tana Bayku:

Si(1)=1=1%

(urmykmujcka xumoresa): [IpernmocraBuMo na TBpheme Baxku 3a HEKU
npupogan 6poj n.
(ueayrmujcku kopak): Jlokaskumo cana na tBpbheme Basku 3a n + 1.
Nmamo

n*+2n+1=(n+1)>=8(n+1).

Ha ocmoBy maremarmuke MHIyKIje, TBpDHeme BaKy 3a CBAKU
npupoman 6poj n.
]

[IpBUX HEKOJMKO KBaapaTHUX OpojeBa yumHe HU3 1, 4, 9, 16, 25, 36,
49, 64, 81, 100, 121,... mro npukalyje caura 6.

L I 21T ]

(2 3 J L]

L 1 1 L] L]

L 1 ] L] L] L]

1® 409 9 ] 16 ] 25 L]

Caura 6: IIpBux mer kBagpaTHUX OpOjeBa
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Popmyny 3a onmpebuBame n-Tor KBaApaTHOr Opoja MOKA3aad CMO
WHIYKIXjOM, & aHAJOTHO CUTYAlNjU ca TPOYTaOHNUM OpPOjeBUMa, TOCTOje
U Opyru“ HauwmHU nokasmBama. Crmomenyaum cmo Beh Kako cyma aBa
y3acToIHa TpoyraoHa Opoja maje KBaapaTHU Opoj, a cana hemo HaBeCcTH
joIr HeKa CBOjCTBa KBaIpaTHUX OpojeBa.

3.1 30wmp moBa KBagpara

Ham nmusm y oBOM omesbKy je ma okapaKTepUIIeMO CBe Iejie OpojeBe
KOjU Cce MOT'Y M3pa3uTy Kao 30up aBa KBagpara IeJux OpojeBa.

[IpermocTaBuMoO 12 je n 36up KBagparta, n = a>+b%. IlomTo je cBaxm
kBaapaT kKourpyentan ca 0 wiu 1 (mod 4), n = a®> +b0*> =0, 1 nmm 2
(mod 4). Tako mMamM0O HEONXOIAH YyCIOB ma n Oyme 30up aBa KBaIpaTa.
Hasxamoct, oBo Huje noBosman yciaoB. Ha npumep, 6 = 2 (mod 4), 12 =0
(mod 4) m 21 =1 (mod 4), anu 6, 12 u 21 sHucy 36upoBU aBa KBaAPATA.
[Ipobnewm je y Tome mro 6, 12 m 21 nmajy npoct paxrop 3, KOju ce He
MOK€e M3Pa3uTu Kao 30up KBaapaTa. AKO OrPpaAaHUYMMO HAILY MaKHY
Ha mpocTe OpojeBe, OHIA je HeOMXOMaH yCJOB U JMOBOJbAH.

Teopema 3.1.1. Hexa je p menapan npocm 6poj. Tada je p 36up dsa
keadpama axko p =1 (mod 4).

Jloxas. Beh cmo Bunenu na je p =1 (mod 4) meonxonan ycuos (jep je
p Hemapas), na je moTpeGHO caMo JOKa3aTu OOPHYTO.
[Ipernocrasumo na je p =1 (mod 4). Tana je (—1)1'7_1 =1 (mod p), aro
jep=4k+1, k € N, na nocroju u € Z tako ga je u®> = —1 (mod p).
Pasmorpumo ckyn nenux 6pojesa obmnuka z+uy, rae cy z,y € [0, /p|NZ.
omro Baxu na je ([/p] +1)* > p, Mopajy mocrojaTu naposu (1Y) #
(x2,y2), TakBU ma je

T +uyr = x3 + uyz (mod p), ma je, (x1 — x2) = u(y2 —y1) (mod p)
CraBuMo a = (x1 — x2),b = (y2 — 11)-

Tana je |a| < \/p,|b] < /P u a=ub (mod p).

HMakne, a* +b* = (1 +u?)b* =0 (mod p) n

a’ +b? < 2p. Hame, momro je (x1,y1) # (T2,¥y2), a® +b> > 0,

TO je, a4+ b? = p. ]
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3.2 30wup Tpu KBaapara

lomuue 1797. Jlesxxkanap je yctanoBmo cienehu jenHOCTaBaH KPUTEPU-
jyM KaJma je MO3UTWBAH 11e0 Opoj 30up Tpu KBagparta.

Teopema 3.2.1. [losumusan ueo 6poj je 30up mpu xeadpama aKko Huje
obauka 4%(8m + 7) sa mexe newezamushe yeae bpojese k,m.

Bumuvo na ce mujenan 6poj obamka 4%(8m+7) He Moske mpeacTaBUTH
Kao 36up Tpu EBagpaTa. Axo je x? +y? + 2% memuso ca 4, Tama cBakd
on 6pojeBa x,¥y, z Mmopa outu napan. Onartiae caenu ga ce 6pPoj n MOKe
IpencTaBUTU Kao 30Up TpU KBagpara aKKO TO WCTO BasKU U 3a 4n.
IIpema TOoMe, MOBOJBHO je YBUOETH Oa Ce HUjenaH Opoj oOauka 8m+7 He
MOJKe IPUKa3aTU Kao 30up Tpu kBaapata. Mebhyrum, oBo mako ciaemnu
U3 YMEKHEHUIE na MOTIIYH KBagpaT Moxke na naje octatke 0, 1, 4 mo
MOnyIy 8.

3HATHO TEKU IE0 MOKasa (KOju OBIe HEe HABOIVMO) Ce CACTOJU Yy
TOME Ja Ce MOKasKe M1a CBaKW OPOj KOju HUje HaBeIeHOT ODOJIMKA 3a1CTa
jecte 30up Tpu KBampara. Temrkohe Ha Koje ce HAMIa3U y TOM TOKA3y
ACJAMUAYHO TMOTUYY U OJ YUILEHUIE na CKYI OpojeBa KOju ce MOTY
IPenCTaBUTUA Kao 30Up TpU KBaAparTa HUje 3aTBOPEH 3a MHOKEHmE: 3 =
124 124+12u 5=2%+12+ 0! umajy To cBOjCTBO, AU TO HE Ba:KU U 3a
15=8-1+4T7.

3.3 30up Tpu TpoyraoHa Opoja

Y oBOoM omes/bKy heMo mpPBO MOKa3aTU aa je n 30up Tpu TPOyraoHa
Opoja akko je 8n + 3 30up Tpu KBaapaTa. 3aTUM, IOMTO je CBAKU
MIO3UTUBAH 11€0 OPOj 00auka 8n+3 30up Tpu KBaapaTa, IpeMa TeOPEMU
3.2.1 monaszumo mo ciaemehe Teopeme, Koja ce 30Be ['aycoBa Teopema
Eypexe.

Teopema 3.3.1 (I"aycosa Teopema Eypeke). Ceaku nosumuean yeo 6poj
je 3bup mpu mpoyzaona 6poja.

Tpeba umaTuyt HA yMy [a Y UCKa3y TeOpeMe HyJy cMaTpaMO TPOyTra-
ouuM Opojem. AnrepHaTuBHO, MOTJI0 Ou ce pehu na je cBaku mo3uTuBaH
meo O6poj 30up HajBUIIE TPU TPOyraoHa Opoja aKO HE KeJIUMO 1a Ce
HyJla cMaTpa TPOYTaoHUM OpojeM.
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Jlema 3.3.1. Iloszumusan ueo 6poj n je 30up mpu mpoyzaona 6poja axKo
je 8n + 3 36up mpu xeadpama.

Zloxas. IlpernocTaBuMo nma je n 30up Tpu TpoyraoHa Opoja. Tana je

k(k+1) m(m+1)  h(h+1)
2 * 2 + 2 ’

n =

rae cy k,h u m HeHeraTuBHU Ieau OpojeBuU. yReaUMO Ha MOKAKEMO Oa
je 8n + 3 30up Tpu HemapHa KBaApaTa.

Cana, n—k+k+m2+m+h2+h@2n E24+k+m?>4+m+h*+h < 8n =
4k2 4+ 4k + 4m? —I—4m—|—4h2—|—4h & 8n+3 = 4k* + 4k +4m? +4m+4h* +4h+3
= (42 +4k+1)+(4m>*+4m+1)+(4h*+4h+1) = (2k+1)*+(2m~+1)?+(2h+1)2,
30up Tpu KBagpaTa.

O6pHYTO, IPETIIOCTABUMO 14 je Sn+3 = z2+1y%+22, 3a HeKe HeHeTaTUBHE
nese Opojese z,y m z. MopaMo ma MOKa:KeMO Oa IOCTOje IMPUPOIHU
opojesu k,m u h, TakBu ma je n = k(k;l) + m(”;“) + h(h;l), na 6u n
6uno cyma Tpu Tpoyraona Gpoja. Illomto je z? + y? + 22 = 3 (mod
8), x,y m z Mopajy 6utu Hemapuu, ma je x = 2k + 1, y = 2m + 1 u
z = 2h + 1, 3a meneratuBHe 1esie O6pojese k,m u h. Tama je 8n + 3 =

(2k +1)* + (2m +1)?2 + (2h + 1)%. Kopuctehin €eKBUBAJEHTHOCT y TPBOM
k(k+1) + m(m+1) + h(h+1)
2 2 2

nacycy, nobujaMo ga je n = , IITO CMO U 7KeJIeIN
a TOKasKeMoO. L]

3.4 30up uermpu KBaapara

lomuue 1770. Jlarpamk je mocTaBMO TEOpEeMYy O YETHUPU KBaIpaTa:
Teopema 3.4.1. Csaxu nozumusan yeo bpoj je 36up 4 xeadpama.

Ussohewe Jlazpanxncose meopeme uz meopeme o mpu xeadpama. Heka je
N MO3UTUBAH Tleo 6poj. Ako n Huje o6mka 4% (8m+7) 3a Heke HeHeraTUBHE
nenxe O6pojeBe k, m, oma 3HaAMO Oa je n 30up TpU KBaIgpaTa, a TUME
Y TPUBUjaAJHO 30Up UeTwMpwU KBaapara Kopucrehu HyJIy Kao YeTBPTU
kBaapart. IlpernocTasumo nasme na je n = 48(8m+7) 3a meke k, m. Tana
je n — 4k = 4%(8m + 7) — 4% = 4%(8m + 6), mrTo HUje obmmka 4% (8my + 7)
3a Omio KOje mese opojeBe ki, my.

Haxme, n —4* =a?> +0» + 2 3a a,b,c€ Z,un= 2"+ >+ + 2 O
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4 IleTroyraonu OpojeBu

Amayoraso nobujamy TPOyraoHUX U KBaAPATHUX OpOjeBa, aKO TAUKU
MOJAMO YETUPH, 3aTUM CeIaM, IECET, UTI. Tadaka J0OujaMO HU3 METOY-
raonux O6pojeBa. I[leToyraonu OpojeBu cy 6pojeBU KOje MOKEMO IPUKA-
3aTU TavyKaMa pacrnopebheHuM y paBHU TaKO & YMHE MPaBUIIHE TETOYTJI-
ose (cauka 7). [IpBux HeroNIMKO meTOyraoHWx OpojeBa yuHe HU3 1, 5,

12, 22, 35, 51, 70, 92,...

35

Cauka 7: IIpBux mer meroyraoHux OpojeBa

Teopema 4.0.1. 3a n-mu nemoyzaonu 6poj saxncu:
1
Ss(n) =1+44+7+ ..+ 3Bn—2) = §n(3n— 1).

Zloxasz. MaTeMaTUIKOM WHIYKIIAjOM:

(6aza munykuuje): [IpoBepaBamo Gpopmyay KOjy sKEIUMO aa
noraskeMo 3a n = 1. Tana Bayxu:

1(3—1)

7
(nenykmujcka xumoresa): [IpernocraBumo na tBpheme Baku 3a HEKU
npuponan 6poj n.
(uenykmmjckn Kopak): Jlokaxkumo cana ma tBpbheme Basku 3a n + 1.
Mmamo

S5(1) =1 =

n(Bn—1)+6n+2 3n°—n+6n+2 3n*+5n+2

1
§n(3n—1)+3n+1 =

2 2 2
n+1)(3n 4+ 2
RS TR T
Ha ocmoBy maremarmuke mHIyKIUje, TBpDHEme BaKU 3a CBAKU
npuponan 0poj n. [

18



4.1 Be3a u3amebhy TpoyraoHmx u meToyraoHmx OpojeBa

Teopema 4.1.1. 3a n € N saxcu:
1
S5(7’L) = 55’3(371 — 1)

Joxasz. MaTeMaTUIKOM WHIYKIIAjOM:

(6aza unpykmuje): IIpoBepaBaMo GOPMYILy KOJy KEJIUMO na
nokaskeMo 3a n = 1. Tana Baku:

Sy(1) = 1= %53(3 ~).

(urmykmujcka xumoresa): IIpernmocraBuMo na TBpheme Baku 3a HEKU
npupoman opoj n.

(ueayrmujcku kopak): Jlokaskumo cana na tBpbheme Basku 3a n + 1.
Nmamo

(n+1)(Bn+2) 3n*+5n+2 In*+15m+6

S, 1) =
s(n+1) 2 > 6
1902 415046 1(3n+2)(3n+3) 1
3 2 3 2 330 +2)
Ha ocrHOBY MaTemMaTuuke MHIyKIUje, TBpheme Baku 3a CBaku
npupomas 6poj n. ]

4.2 Besa u3melhy TpoyraoHux, KBaApaTHUX U IMIETOYTAOHUX
opojeBa

Teopema 4.2.1. 3a n € N sancu:
Jloxas. MareMaTnuKOM WHIYKIjOM:

(6aza muaykuuje): [IpoBepaBamo Gopmyay KOjy sKeIUMO aa
noraskeMo 3a n = 2. Tana Bayku:
1

19



(uepykIMjcka xumoresa): [IpernocraBumo na TBpheme Baxku 3a HEKU
npupogan 6poj n.

(neoykmujckn kopak): Jloraskumo cana na tBpbheme Basku 3a n + 1.
Mmamo

(n+1)(3n +2) _3n2+5n—|—2_2n2+4n+2+n2+n
2 B 2 B 2 2

2(n+1)2 n(n+1) n(n+ 1)
2 * 2 2
Ha ocroBy MaTemMaTmuke MHOyKIUje, TBpDHEeme BaKu 3a CBAKU
npupoaan 6poj n.

=(n+1)*+ = Si(n+ 1) + S3(n).
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5 Iloauronasuu O6pojeBU

Amnanorso nocan ne(pUHICAHUM IOJIUTOHATIHUM OpOjeBUMa, JTaKO MO-
’KEeMO JOOUTHU U OCTAJIe MOJUTOHAJHE OpOojeBe: MecTOyraoHe, CeAMOyTa-
OHEe, OCMOyTaoHe, UTH. 3a H’UX BajkKe CJINYHEe NePUHUIMje Kao U 3a
IpeTXogHe MoJuroHasHe oOpojese. Panu nakmer pasymeBama, y TabIunm
(tabena 1) je npurazano npsux 20 mosuroHaJHuXx GpojeBa, HaBeIeHA
Cy MMeHa IOJWUIOHAJHUX OpojeBa, ommra (opMmyia 3a onpebuBame n-
TOT 4YJlaHA U MPBUX HEKOJIMKO YJaHOBA HU3A.

Tabena 1: [IpBux mBameceT MOJUTOHAJIHUX OpoOjeBa

Hazus Popmyna Hus
TpoyraoHu Gpojesu nntl) 1, 3, 6, 10, 15, 21, ...
Ksanpatau 6pojeBnu n? 1, 4,9, 16, 25, 36, ...
[leToyraonu 6pojesu dn'on 1, 5, 12, 22, 35, 51,

I[lecToyraoHu Gpojesn "2 1, 6, 15, 28, 45, 66, ...
Cenmoyraouu O6pojeBu B”ZT_?’" 1, 7, 18, 34, 55, 81, ...
Ocmoyraonu 6pojesn b —dn 1, 8, 21, 40, 65, 96, ...
IleBeToyraounu 6pojeBu 7”27—5” 1,9, 24, 46, 75, 111, ...
JleceToyraoHu Gpojesu Bn’—6n 1, 10, 27, 52, 85, 126, ...
JenanaecToyraonu 6pojesu 90 —7n 1, 11, 30, 58, 95, 141, ...

IIBanaectoyraonu OpojeBu 10"?—8” 1, 12, 33, 64, 105, 156, ...
Tpunaecroyraonu 6pojeBu w 1, 13, 36, 70, 115, 171, ...
YerpraecToyraonu 6pojeBu 12”2% 1, 14, 39, 76, 125, 186, ...
IleTnaecToyraounu OpojeBu 13"2% 1, 15, 42, 82, 135, 201, ...
[Iecunaectoyraouu 6pojeBu 14”2% 1, 16, 45, 88, 145, 216, ...
CenaMHaeCTOYyTAOHA OpOjeBH 15”2% 1, 17, 48, 94, 155, 231, ...
OcamHaecToyraouu 0pojeBu 16"2# 1, 18, 51, 100, 165, 246, ...
IleBeTHAECTOYTAOHU OpPOjEeBU 17”2% 1, 19, 54, 106, 175, 261, ...
JlBaneceToyraoHu 6pojesu  822-16n 1 90 57 112, 185, 276, ...
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Teopema 5.0.1. Hexa cyn um npupodnu bpojesun, m > 2. Jeduruwemo
n-mu m-20HaAHy 6poj y osnayu Sy, (n) Kao cymy npeur m esemenama
APUMMEMUNKO2 HU3A €4 NoYemHum waanom 1 u pazauxom m — 2: 1,1 +
(m—2),14+2(m—2),1+3(m—2). Tada eaxncu:

Spn(n) = g(n(m —2) —m+4).
Loxasz. Cyma apuUTMETUYKOT HU3A A1, A9, ..., A, j€ g(al + a,), ma UMaMo
n n n
Sm(n) = 5(1+1+(n—1)(m—2)) = 5(2+nm—2n—m+2) = §(n(m—2)—m+4)

Bumumo nma ¢opwmyiie mate y Tabiammu oaroBapajy oBoj (GOopMysIH 3a
naTe m, n. []

Teopema 5.0.2. Csaku noauzonanan 6poj jednar je 36upy npemrooHoez
NOAUZOKAAHOZ OPOJG Ca MABUM OPOJEM CMPANUUA U UCTIUM UHOEKCOM U
mpoyzaoroz 6poja NpemrodHoz uHoexca, 00HOCHO

Sm(n) = Spm_1(n) + Ss(n — 1),
sam, n>1.
Jloxas. MaTeMaTUIKOM WHIYKITA]OM:
(6aza unnykmuje): IIpoBepaBaMo GOPMYILy KOjy $KeJIUMO na
nokRaskeMo 3a n = 2. Tana Basku:
Sm-1(2) +535(1)=(m—1)+1=m = 5,(2).

(nenykmujcka xumoresa): [IpernocraBumo na tBpheme Baku 3a HEKU
npuponan 6poj n.

(uenykmmjckn Kopak): Jlokaxkumo canma mna tBpbheme Basku 3a n + 1.
Mmamo

Sm—1(n+1)+ S3(n) =S,—1(n) + (1 + (m —3)n)+ S3(n — 1) +n =

Sm(n) + (14 (m —2)n) = S,(n+1).

Ha ocmoBy MaTemaTmuke mHOyKIUje, TBpDHeme BaKU 3a CBAKU
npuponan 6poj n > 1. [
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Teopema 5.0.3. Ceaxu m-zonasnu 6poj moxce ce npedcmasumu Kao
AUHEAPHA KOMOUNHAUUJA 084 MPOY2a0HaA OPOJa, 00HOCHO 8GNCU:

Sm(n) = S3(n) + (m —3)S3(n—1) = (m —2)S3(n — 1) +n.
Jloxaz. MaTeMaTUIKOM WHIYKITAjOM:

(6aza unpykmuje): IIpoBepaBaMo GOPMYILy KOjy *KeJIUMO na
IoKaskeMoO 3a n = 2. Tana Baku:

Sm(2)—;(2(m—2)—m+4)—2m—4—m+4—m—3+(m—3)

=m—2+2=(m—2)55(1) + 2.

(nenykmujcka xumoresa): [IpernocraBumo na tBpheme Baxku 3a HEKU
npupoaan 6poj n.

(uenykmujcku Kopak): Jlokaxkumo canma ma TBpbheme Basku 3a n + 1.
Nmamo

Sm(n+1):g(n(m—2)—m+4)+1+n(m—2)

n*(m—2) —nm+4n+2+2n(m—2) n?*m—2n*+nm + 2

2 2
m—2)(n?>+n 2n+ 2
:( )2( )—i— 5 =(m—2)S3(n) +n+1.
Ha ocHOBY MaTemMaTuuke MHIyKIUje, TBpheme Baku 3a cBaku
npupomas 0poj n. []

5.1 Teopema o0 moJsIroHAJIHOM OpOjy

depma (1638) je mpermocraBuo ga 3a 6uno koje k > 3, cBaku
MO3UTUBAH 110 OpOj Mo:ke OUTM m3paskeH Kao 30up Hajsume k, k-
rouasiHux OpojeBa. To je y mormynoctu nokazao Komwu (1813). Pesyanrar
hemo masBatu Teopema moauronaJHOTr Opoja, MAKO Ce€ YECTO HA3UBA
KomujeBa Teopema o mosuronaianom 6pojy uiau PepmaoBa Teopema o
MOJIUTOHAJIHOM OPOjy.

Teopema 5.1.1. 3a ceaku nozumusan yeo 6poj k > 3, cearxu nozumuean
ueo 6poj ce Moxce uzpazumu xKao 3oup Hajeuwe k nosumueHur k-20nasHux
bpojeaa.
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[Tomro 0 maszsuBamo k-roHaJHUM OpOjeM, MOTJIX OMCMO UCTO TaKO
pehu na je cBaku mo3uTuBaH 1Meo Opoj 36up Tauvno k, k-TOHAJIHUX
6pojesa. Ilokas koju osae majemo npatu Hararconos? pan. Ilounmemo
ca mocraBroM Teopeme 3a Mano N (6poj Koju ce mpeacraBmba) y ciene-
hem omemky, a 3atum je yrBpbyjemo 3a Bemurkun N y ciemeha nBa
OJleJbKA.

[Ipumehyjemo ma 3a 6usno koju k > 3 moctoje Bpenuoctu N Koje He
MOTY OUTHM TpeacTaB/beHe ca Mame on k, k-roHamnux OpojeBa, HaMMe
N=2k—-1(Bak>3)uN=>5k—4 (3a k#4), kao mro hemo BuneTn
Yy HACTaBKY.

5.2 Jloka3 Teopeme O IIOJMTOHAJIHOM OpPOjy

[Toncehajyhu ce dopmyne 3a n-tu k-roHasHn 6pOj

(k—2)n*— (k—4)n
2

P,=P,(k)=
nobujamo
P=1,P =k Py=3k—3,P, =6k —8, P =10k — 15, ...

Kopucrehu oBe BpemnocTn, MOKeMO NIPENCTABUTHA MaJje Ieje OpojeBe
Kao 30up k k-ronasHmX OpojeBa.

[lenun u lukcon mampaBuiu cy tabeise koje yrBpbhyjy ma ce cBaku
no3utuBHU Opoj N < 120k — 240 mo:ke m3pa3uTu kKao 30Up HajBUIIE
k k-romasHMX OpojeBa, O KOjUX je HAjBUIIE YeTHUPU pas3aumduTo on 0
unu 1. /loka3 Teopeme momuronasamux OpojeBa he OUTU U3BEIEH aKO
MOskeMo yTBpauTu ucto 3a N > 120k — 240. 3anpao hemo yTBpauTu
y canenehoj teopemu, ma ce cBako N > 120k — 240 moske m3pa3uTu
kao 306up onm HajBume k — 1, k-ronasaux OpojeBa, 3a k > 5. Moxkemo
IPEeTHOCTABUTU Ha je 3a k > 5 momTo cMo Beh Bumenu na TBpbheme
Baxku 3a kK = 3 m k = 4. Ila bucmo ¢popMmyaucaan Teopemy, 3rOITHO je
crautu m = k — 2, u nepunucatu n-tu (m+ 2)-ronaasu 6poj ma Oyme:

P = %(rﬁ —n)+n.

Beh cmo mpoBepusnu ma Teopema BaKM 3a TPOYTaoHE W KBaJIpATHE
OpojeBe, mma MOKEMO IPETIOCTAaBUTUA 1a je m > 3.
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Tabeune [lenuna u lukcona yrBphyjy ma ce cBaku MO3UTUBAH I1€0 OPOj
N < 120m moske m3pasurtu kao 36up Hajsume m + 2, (m + 2)-roHaJHuX
O6pojeBa. 3aTUM OOKa3yjeMO MHOTO jauu pesyaratr 3a N > 120m.

Teopema 5.2.1. Hexa je m > 3 u N > 120m. Tada je N 3z6up m + 1
(m + 2)-20naana 6poja, 00 Kojuxr ce wajeuuie wemupy pasauryjy 00 0 uiu
1.

lloxas. Hexa je m > 3 m N npuponman 0poj 3a koju Baxku N > 120m.
Herka cy s; m sy y3acromam Hemapuu mesau OpojeBu. Crym OpojeBa
obnuka s+r, rue je s € {sy, s} ur € {0,1,...,m—3}, canpsxru KomIIeTAH
CKyII KJaca ocTaTaka mo moxyiay m. Tako je N = s+r(mod m) 3a Heke
s € {sy, 82t mre{0,1,...,m—3}. Heka je

N—-—s—r 2 N —r

a::2(T>+S:(1_E)S+2( -

).

Tana je a Hemapau 1eo 6poj, a ma = 2N —2s—2r+sm. OBo uMnaUIUpa
na je 2N =ma+2s+2r — sm =m(a — s) + 2(s +r). Crora,
N = %(a—s)+s+r.

Cana hemo 6amxke onpenuTu S, na OMCMO TOKA3 HAIIIE TEOPEME 3aBPIIUIIN
npuMeHOM cienehie jeMe, KOjy camMO HaBOAMMO 0Oe3 IOKa3a.

JIema 5.2.1 (Komwujesa nema). Hexa cy k u s Henapru nozumusHy yeau
bpojeau, maxeu 0a je s* < 4k u 3k < s*+2s+4. Tada nocmoju nerezamueno
yeaobpojro pewemne (t,u,v,w) cucmema:

k=t +u®+ 0 + w?,

s=t4+u+v+w.

N3zuocumo cnenehe tBpame, koje he HaMm oMOryhuTu ga IPUMEHUMO
KRomujeBy nemy.

Tepbeme 1: Ako je 0 < s < 2+ /8% —8 ranma je s* < 4a.
Tepbeme 2: Ako je s > %—l— \/6% — 3, Tazma je s> +2s+4 > 3a.

IleprHMmIIMO KBagpaTHY QYHKIN]Y, KAKO OMCMO NOKa3aJu IPBO TBpheme
2 N — 7“)

f(s) ::32—4a282—4(1—g)s—8( -
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I'paduron f(s) je mapabona koja ce orBapa Harope, ma je f(s) < 0,
omHOCHO s? < 4a, mox ycaoBoM aa je s mameby myna ¢ymkmmje f, Koje
cy mate ca

)
—%)izxwl—%)?w(ﬁm
2

)12\/(1—3)2+2(N_T).

)+ \/16 )2 4 32(2=

=2(1—

SIM

m m

2 2
l-=)>zsuszam>r,

2\/(1—3)2+2(N_T> > 2\/2(N_T) > 8%—8,

m m m

—~

Capma, 3a m > 3 umaMo 2

2 Jq N .
camum TUM 1 ako 0 < s < $+4/8~ — 8, ciemu na je s uameby nBe mye

f(s), omarie je f(s) <O0.
Ila 6ucMo mokaszanu qpyro TBpbheme medhuHUIIIMO

6 N —
g(s) = s+ 25 +4—3a =2+ (=1 + —)s+4 — 6(—),
m m
yyja je MO3UTWBHA HYyJa IaTa Cca
(1= £)+/(L= £ = 4(=6(2) +4)
2
1 1 N —r 1 N —r 15
—+ —1/24 —15== - —
<gr gL s gD

3a m > 3.
Taxro, 3a s > %4—\/6%—3, Bazku g(s) > 0, Tj. s>+ 2s +4 > 3a.

Cana je myxuna uarepsana [ = (14 /62 —3,24 /8Y —8) nara ca

N 1
I(I)==—=+1/8——-8—4/6——-3>-+ 8——8—\/6——3>4
m 6
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3a N > 120m. V3 Tora caemu ma [ caap:ku OBa y3acTONHA HEMapHA
no3uTuBHA Opoja $1 u Sp. Hera je s € {s1,$2} memapan meo 6poj koju
sanoBosmaBa N = s+ r(mod m) roe r € {0,1,...,m — 3}, Tako na uMamo
N=%(a—s)+s+r.

Ilakne, mocToje HeMapHU TO3UTUBHU 11€JI OPOjeBU a M S KOjU 3a,00BO-
maBajy ycno N = 2(a —s) + s+ r u mejennaunne s° < 4a,
3a < 52+ 25+ 4. Komujesa neMa nMIaunupa aa IocToje t, U, v, W TAKBU
majea=t"+u*+v>’+w*us=t+u+v+w. Harre, umajyhu =Ha
yMy Hally HOTAuujy 3a n-1u (m + 2)-roHansu 6poj p, = 2(n* —n)+n,
MMaMO

N = %(a—s)—l—sjtrz (%(tQ—t)H)+(%(u2—u)+u)~l—(%(02—v)+v)

s

—|—(2 wz—w)—i—w)—i—?“:pt—i-])u—i-])u—i-])w—FT’

36up uverupu (m+ 2)-rouasna 6poja u m — 3 HyJle WIN je AUHUIE, YNME
je MOKa3 3aBpIIEH.

]
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6 3akmyuax

[Tonmuronasuu OpojeBU Cy TeMa MHTEPECOBakha Y MaTEMAaTUIIA jOII
on anTudkor BpeMena lluraropejamna. Pepma u Komu ca cBojom Teope-
MOM O MOJIMTOHAJHOM OPOjy TUOHUPU Cy MOAEPHOT Paaa Ca IMOJIUTOHAII-
uuM OpojeBuma. Kacuuje je Jleomapn Ojaep, koju je pa3suo mocebHO
MHTEpecOBame 3a OBe OpojeBe, maMmehy ocramux oTkprha Be3aHHUX 3a
IOJIMTOHAJIHE OpOjeBe, N0omao A0 eKCINIMIUTHE (GOPMyJie 38 TPOYTraoHe
6pojese koju cy Takobe caBpuienu 6pojesu. OBy GpojeBu (MOIUTOHATHA
6pojeBu) cy Ouam Ol BEJUKE KOPUCTU y TEOpUju OpojeBa U APyruM
rpaHaMa MaTeMaTWKe, jep ce OIHOCEe Ha (OPMYJINCAHE Pa3TUIUTUX
BpCTa TeopeMma, n3pavyHaBambe BepoBaTHONA, UTA. Y TPaKCU, MTOJTUTOHA-
JHU OpOjeBU Cy UTpaJ BUTAJHY YJOTY Yy Opojamy W KOMIIjYTEPCKOM
nporpaMupamy, Tle Ce IPUMEHYjy Ha HYMepUCamhe UTePAIja HEKUX
MeTJ/HY KOMILjyTEPCKOT IPOrpaMUpama.

Ha nmouetky oBor pana mara je nerasbHa Ae(QUHUIM]A TOTUTOHAJIHIX
opojesa. IIpencraB/benu cy OCHOBHU HMOJUTOHAJIHU OPOjEeBU YRIBYUY]y-
hu Tpoyraone, KBagpaTHe U meToyraone 6pojeBe u Bese udMehy mux.
Pan name uctpakyje kaxko cy rpoyraounu 6pojesu nmoesanu ca [lackasto-
BUM TpoyrioMm. bBaBuMo ce 30MpoBMMa KBaApaTa y OAroBapajyhmm
morJjaBJ/buMa, Kao u JlarpamkoBoM TeopeMoM O yeTupu KBanpara. lla
Ou ce mOOpPO pa3yMesio IMTa Cy MOJUTOHAJHU OpPOjeBU, Y PaLy CMO
aHAJIN3UPAJIU BUXOBA CBOjCTBa, MehycobHe Be3e u mpencTaBUIn ONrOBa-
pajyhe Tteopeme ca nobpo paszpabenunm nokaszmuma. lleo pan n Komujera
jleMa yKJbydeHa y Bhera, I0CTaBJ/bajy KOHKPETHY OCHOBY 3a (OpMYyJIalnjy
U IOKa3 IJIaBHE TeOpPEMeE Yy HAIlOj paclpaBu O MOJUTOHAJIHUM OpojeBuMa,
KRomu-PepmaoBe TeopeMe 0 MOTUTOHAIHOM OPOJjy, KOja je mpeacTaB/hbeHa
y HOCJEeqHeM MOTIABIbY.
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