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Ãëàâà 1

Óâîä

Ïåðîí-Ôðîáåíèjóñîâà òåîðåìà òâðäè äà ñâàêà ðåàëíà êâàäðàòíà ìàòðèöà ñà

ïîçèòèâíèì ÷ëàíîâèìà èìà jåäèíñòâåíó íàjâå£ó ðåàëíó ñîïñòâåíó âðåäíîñò, ïðè

÷åìó ñå îäãîâàðàjó£è ñîïñòâåíè âåêòîð ìîæå èçàáðàòè òàêî äà ñó ìó ñâå êîîð-

äèíàòå ïîçèòèâíå. Îâà òåîðåìà èìà ìíîãîñòðóêå ïðèìåíå. Ñ òèì ó âåçè, êàêî jå

Ïåðîí-Ôðîáåíèjóñîâà òåîðåìà jåäíà îä íàjâàæíèjèõ òåîðåìà Ëèíåàðíå àëãåáðå

êîjà ñå íå ïîìè»å íà êóðñó íà Ìàòåìàòè÷êîì ôàêóëòåòó, ïðâè çàäàòàê ðàäà

jå äà ïðåçåíòójå îâó òåîðåìó è âèøå äîêàçà èñòå. Äðóãè öè§ jå äà ïðåçåíòójå

íåêîëèêî »åíèõ ðåïðåçåíòàòèâíèõ ïðèìåíà.

1.1 Âåêòîðñêè ïðîñòîðè

Íà ïî÷åòêó íàâîäèìî îñíîâíå äåôèíèöèjå î âåêòîðñêèì ïðîñòîðèìà êîjå £å

íàì áèòè ïîòðåáíå äà ðàçóìåìî äîêàçå ó íàñòàâêó ðàäà.

Äåôèíèöèjà 1.1.1. [3] Íåêà jå (V,+) êîìóòàòèâíà ãðóïà, à (F,+, ·) ïî§å. V jå

âåêòîðñêè ïðîñòîð íàä ïî§åì F , àêî jå äåôèíèñàíî ïðåñëèêàâà»å F × V → V ,

ïðè ÷åìó, ñëèêó ïàðà (α, a) îçíà÷àâàìî ñà αa, òàêî äà ∀α, β ∈ F è ∀a, b ∈ V

âàæè:

i) α(a+ b) = αa+ αb,

ii) (α + β)a = αa+ βa,

iii) (αβ)a = α(βa),

iv) 1a = a,

1
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ãäå jå ñà 1 îçíà÷åí íåóòðàëíè åëåìåíò çà ìíîæå»å ó ïî§ó F.

Äåôèíèöèjà 1.1.2. Íåêà jå V âåêòîðñêè ïðîñòîð íàä ïî§åì F . Ïîäñêóï W

ñêóïà V jå ïîòïðîñòîð âåêòîðñêîã ïðîñòîðà V , àêî jå W âåêòîðñêè ïðîñòîð

íàä ïî§åì F ó îäíîñó íà ðåñòðèêöèjå ñàáèðà»à âåêòîðà è ìíîæå»à âåêòîðà

ñêàëàðîì íà W .

Äåôèíèöèjà 1.1.3. Ó âåêòîðñêîì ïðîñòîðó V (F ) íèç âåêòîðà (a1, ..., an) jå

ëèíåàðíî çàâèñàí, àêî ïîñòîjå ñêàëàðè α1, ..., αn, îä êîjèõ jå áàð jåäàí ðàçëè÷èò

îä íóëå, òàêâè äà jå

α1a1 + ...+ αnan = 0.

Íèç âåêòîðà êîjè íèjå ëèíåàðíî çàâèñàí jå ëèíåàðíî íåçàâèñàí.

Äåôèíèöèjà 1.1.4. Àêî jå S íåïðàçàí ïîäñêóï âåêòîðñêîã ïðîñòîðà V (F ) îíäà

ñå ñêóï ñâèõ ëèíåàðíèõ êîìáèíàöèjà âåêòîðà èç S íàçèâà ëèíåàë (èëè ëèíåàðíè

îìîòà÷) ñêóïà S è îçíà÷àâà ñå ñà L(S). Äàêëå,

L(S) = {α1a1 + ...+ αnan| n ∈ N, αi ∈ F, ai ∈ S} .

Äåôèíèöèjà 1.1.5. Àêî jå S ïîäñêóï (íèç âåêòîðà) âåêòîðñêîã ïðîñòîðà V (F ),

îíäà êàæåìî äà jå ïîòïðîñòîð L(S) ãåíåðèñàí ñêóïîì (íèçîì) S, à åëåìåíòå S

íàçèâàìî ãåíåðàòîðèìà ïîòïðîñòîðà L(S).

Ó ñïåöèjàëíîì ñëó÷àjó, àêî jå L(S) = V , îíäà S ãåíåðèøå V , à åëåìåíòè

S ñó ãåíåðàòîðè âåêòîðñêîã ïðîñòîðà V . Àêî ïîñòîjè íèç èëè êîíà÷àí ñêóï S

òàêàâ äà jå L(S) = V , êàæåìî äà jå âåêòîðñêè ïðîñòîð V êîíà÷íî ãåíåðèñàí.

Äåôèíèöèjà 1.1.6. Áàçà êîíà÷íî ãåíåðèñàíîã âåêòîðñêîã ïðîñòîðà jå íèç âåê-

òîðà êîjè jå ëèíåàðíî íåçàâèñàí è êîjè ãåíåðèøå âåêòîðñêè ïðîñòîð.

Äåôèíèöèjà 1.1.7. Íåêà ñóW1, ...,Wn ïîòïðîñòîðè âåêòîðñêîã ïðîñòîðà V (F ).

Ñóìà ïîòïðîñòîðà W1, ...,Wn jå ñëåäå£è ñêóï âåêòîðà:

W = W1 + ...+Wn = {w1 + ...+ wn|w1 ∈ W1, ..., wn ∈ Wn}.

Äåôèíèöèjà 1.1.8. Íåêà ñóW1, ...,Wn ïîòïðîñòîðè âåêòîðñêîã ïðîñòîðà V (F ).

Ñóìà ïîòïðîñòîðà W = W1 + ... +Wn íàçèâà ñå äèðåêòíà àêî è ñàìî àêî jå çà

ñâàêî i ∈ N
Wi ∩ (W1 + ...+Wi−1 +Wi+1 + ...+Wn) = {0}

è îçíà÷àâà ñå ñà W = W1 ⊕ ...⊕Wn.
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Äåôèíèöèjà 1.1.9. Íåêà ñó V1 è V2 âåêòîðñêè ïðîñòîðè íàä èñòèì ïî§åì F .

Ïðåñëèêàâà»å A : V1 −→ V2 òàêâî äà jå

(∀a, b ∈ V1)A(a+ b) = A(a) + A(b),

(∀α ∈ F )(∀a ∈ V1)A(αa) = αA(a),

íàçèâà ñå ëèíåàðíà òðàíñôîðìàöèjà èëè ëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å âåêòîðñêîã

ïðîñòîðà V1 ó V2.

Äåôèíèöèjà 1.1.10. Íåêà jå U ïîòïðîñòîð âåêòîðñêîã ïðîñòîðà V è íåêà jå A

ëèíåàðíè îïåðàòîð íà âåêòîðñêîì ïðîñòîðó V . Êàæåìî äà jå U èíâàðèjàíòàí

ó îäíîñó íà îïåðàòîð A, îäíîñíî A−èíâàðèjàíòàí àêî âàæè äà èç u ∈ U ñëåäè

A(u) ∈ U . Äàêëå, èíâàðèjàíòíè ïîòïðîñòîðè ñó îíè âåêòîðñêè ïðîñòîðè êîjè

ñå äåëîâà»åì îïåðàòîðà ñëèêàjó ñàìè ó ñåáå.

Äåôèíèöèjà 1.1.11. Íåêà jå V (F ) âåêòîðñêè ïðîñòîð ñà áàçîì (a1, ..., an). Àêî

jå x ∈ V è

x = α1a1 + ...+ αnan,

îíäà ñå ìàòðèöà ôîðìàòà n× 1 
α1

α2

...

αn


íàçèâà âåêòîð êîëîíà x ó îäíîñó íà áàçó (a1, ..., an) è îçíà÷àâà ñå ñà [x].

Äåôèíèöèjà 1.1.12. Íåêà jå V (F ) âåêòîðñêè ïðîñòîð ñà áàçîì (a1, ..., an) è A

ëèíåàðíà òðàíñôîðìàöèjà òîã âåêòîðñêîã ïðîñòîðà. Àêî jå

A(a1) = α11a1 + α21a2 + ...+ αn1an,

A(a2) = α12a1 + α22a2 + ...+ αn2an,

· · ·

A(an) = α1na1 + α2na2 + ...+ αnnan,

îíäà ñå ìàòðèöà
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α11 α12 · · · α1n

α21 α22 · · · α2n

...
... · · · ...

αn1 αn2 · · · αnn


íàçèâà ìàòðèöà ëèíåàðíå òðàíñôîðìàöèjå A ó îäíîñó íà áàçó (a1, ..., an) è îçíà-

÷àâà ñå ñà [A].

Äåôèíèöèjà 1.1.13. Ëèíåàðíè îìîòà÷ ñêóïà âåêòîðà S, ó îçíàöè span{S} jå
íàjìà»è âåêòîðñêè ïîòïðîñòîð êîjè ñàäðæè òàj ñêóï.

1.2 Ïîçèòèâíå è íåíåãàòèâíå ìàòðèöå

Äåôèíèöèjà 1.2.1. [3] Çà ìàòðèöó A = [aij] ∈ Mm,n(R), m, n ∈ N êàæåìî äà

jå ïîçèòèâíà (íåíåãàòèâíà) àêî ñó jîj ñâè åëåìåíòè ïîçèòèâíè (íåíåãàòèâíè),

îäíîñíî âàæè aij > 0 (aij ≥ 0), çà i = 1, ...,m, j = 1, ..., n.

Ïîçèòèâíå ìàòðèöå £åìî îçíà÷àâàòè ñà A > 0, äîê £å íåjåäíàêîñò A > B

íåêå äâå ïðîèçâî§íå ìàòðèöå èñòèõ äèìåíçèjà çíà÷èòè äà jå ìàòðèöà A − B

ïîçèòèâíà. Àíàëîãíî, äåôèíèøåìî îçíàêó çà íåíåãàòèâíó ìàòèöó A êàî A ≥ 0.

Êàäà jå ìàòðèöà −A ïîçèòèâíà, ïèøåìî A < 0. Íàïîìåíèìî äà ïîçèòèâíà

ìàòðèöà íèjå èñòî øòî è ïîçèòèâíî äåôèíèòíà ìàòðèöà. Ó íàðåäíîì òåêñòó

íàâîäèìî ñëåäå£å äåôèíèöèjå è ïðèìåðå êàêî áè ñå âèäåëà òà ðàçëèêà.

Äåôèíèöèjà 1.2.2. [3] Ìàòðèöà A ∈ Mn(R),∀n ∈ N jå ðåãóëàðíà àêî ïîñòîjè

ìàòðèöà B òàêâà äà jå

AB = BA = E.

Ìàòðèöà B íàçèâà ñå èíâåðçíîì ìàòðèöîì ìàòðèöå A. Êâàäðàòíà ìàòðèöà êîjà

íèjå ðåãóëàðíà, íàçèâà ñå ñèíãóëàðíà.

Äåôèíèöèjà 1.2.3. Ñà AT îçíà÷àâàìî òðàíñïîíîâàíó ìàòðèöó ìàòðèöå À.

Íåêà jå A = [aij] ìàòðèöà è Aij = (−1)i+jMij êîôàêòîð åëåìåíòà aij, ãäå jå Mij

ìèíîð ìàòðèöå À, òj. äåòåðìèíàíòà ïîäìàòðèöå äîáèjåíà áðèñà»åì i−òå âðñòå
è j−òå êîëîíå. Òàäà ñå ìàòðèöà adjA = [Aij]

T íàçèâà àäjóíãîâàíà ìàòðèöà.

Äåôèíèöèjà 1.2.4. Ìàòðèöà A ∈ Mn(C),∀n ∈ N íàçèâà ñå õåðìèòñêà àêî

jå A = A
T
, ãäå jå A êîíjóãîâàíà ìàòðèöà ìàòðèöå À. Ðåàëíà ìàòðèöà À jå

õåðìèòñêà àêî jå ñèìåòðè÷íà, òj. àêî jå A = AT .
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Äåôèíèöèjà 1.2.5. Õåðìèòñêà ìàòðèöà À jå ïîçèòèâíî äåôèíèòíà (ñåìèäå-

ôèíèòíà) àêî jå xTAx > 0 (xTAx ≥ 0), x ∈ Cn \ {0} (x ∈ Cn), ãäå jå Cn

n−äèìåíçèîíè êîìïëåêñíè âåêòîðñêè ïðîñòîð.

Ïîçèòèâíó äåôèíèòíîñò ìàòðèöå íàjëàêøå ïðîâåðàâàìî Ñèëâåñòåðîâèì êðè-

òåðèjóìîì êîjè êàæå äà jå õåðìèòñêà ìàòðèöà ïîçèòèâíî äåôèíèòíà àêî è ñàìî

àêî ñó jîj ñâè âîäå£è ãëàâíè ìèíîðè ïîçèòèâíè.

Ïðèìåð. [3]

à) Íåêà jå äàòà ñëåäå£à ìàòðèöà:

A =

2 4 1

4 3 1

1 1 5


Ìàòðèöà À jå î÷èãëåäíî ïîçèòèâíà jåð ñó jîj ñâè åëåìåíòè ïîçèòèâíè.

Èçðà÷óíàjìî ãëàâíå ìèíîðå:

∇1 = |2| = 2,∇2 =

∣∣∣∣∣2 4

4 3

∣∣∣∣∣ = −10,∇3 =

∣∣∣∣∣∣∣
2 4 1

4 3 1

1 1 5

∣∣∣∣∣∣∣ = −47

Èç Ñèëâåñòåðîâîã êðèòåðèjóìà çàê§ó÷ójåìî äà ìàòðèöà À íèjå ïîçèòèâíî

äåôèíèòíà.

á) Íåêà jå äàòà ñëåäå£à ìàòðèöà:

B =

 2 −2 0

−2 3 0

0 0 5


Ìàòðèöà B íèjå ïîçèòèâíà jåð ñå ó »îj íàëàçå íåãàòèâíè åëåìåíòè. Èçðà-

÷óíàjìî è çà »ó ãëàâíå ìèíîðå:

∇1 = |2| = 2,∇2 =

∣∣∣∣∣ 2 −2

−2 3

∣∣∣∣∣ = 2,∇3 =

∣∣∣∣∣∣∣
2 −2 0

−2 3 0

0 0 5

∣∣∣∣∣∣∣ = 10

Îâà ìàòðèöà jå ïîçèòèâíî äåôèíèòíà.



ÃËÀÂÀ 1. ÓÂÎÄ 6

Äàêëå, îâàj ïðèìåð íàì ïîêàçójå êàêî ïîçèòèâíîñò è ïîçèòèâíà äåôèíèòíîñò

ìàòðèöå íèñó íè ó êàêâîj âåçè, íèòè èç jåäíîã ñâîjñòâà ñëåäè îíî äðóãî.

Ïðîïîçèöèjà 1.2.1. [1] Íåêà ñó A,B ∈ Mn(R), n ∈ N ìàòðèöå è íåêà ñó x, u, v

è z âåêòîðè èç Cn, n ∈ N. Òàäà âàæå ñëåäå£à òâð¢å»à:

i) Íåêà jå À ïîçèòèâíà ìàòðèöà è íåêà jå x íåíåãàòèâàí âåêòîð, êîjè èìà

áàð jåäàí åëåìåíò ðàçëè÷èò îä íóëå. Òàäà jå âåêòîð Ax ïîçèòèâàí, òj.

A > 0, x ≥ 0, x ̸= 0 =⇒ Ax > 0.

ii) Íåêà jå B íåíåãàòèâíà ìàòðèöà, è íåêà ñó u è v íåíåãàòèâíè âåêòîðè,

òàêâè äà ñó åëåìåíòè âåêòîðà u âå£è èëè jåäíàêè îä îäãîâàðàjó£èõ åëå-

ìåíàòà âåêòîðà v. Òàäà ñó åëåìåíòè âåêòîðà Bu âå£è èëè jåäíàêè îä

îäãîâàðàjó£èõ åëåìåíàòà âåêòîðà Bv, òj. B ≥ 0, u ≥ v ≥ 0 =⇒ Bu ≥ Bv.

iii) Íåêà jå B íåíåãàòèâíà ìàòðèöà, è z ïîçèòèâàí âåêòîð, òàêàâ äà jå âåêòîð

Bz íóëà âåêòîð. Òàäà âàæè äà jå ìàòðèöà Â íóëà ìàòèöà, òj. B ≥ 0, z >

0, Bz = 0 =⇒ B = 0.

iv) Íåêà jå B ïîçèòèâíà ìàòðèöà è íåêà ñó u è v íåíåãàòèâíè âåêòîðè, òàêâè

äà ñó åëåìåíòè âåêòîðà u âå£è îä îäãîâàðàjó£èõ åëåìåíàòà âåêòîðà v. Òàäà

ñó åëåìåíòè âåêòîðà Bu âå£è îä îäãîâàðàjó£èõ åëåìåíàòà âåêòîðà Bv, òj.

B > 0, u > v > 0 =⇒ Bu > Bv.

Äîêàç. i) Íåêà jå A = [aij] ìàòðèöà è íåêà jå Ai = (ai1...aij...ain) »åíà i -òà

âðñòà. Êàêî jå x ≥ 0, x ̸= 0 ïîñòîjè íåêî j çà êîjå jå xj > 0. Òàäà jå

i -òè åëåìåíò îä Ax : Aix = ai1x1 + ... + aijxj + ... + ainxn. Òàêî¢å, êàêî jå

aijxj > 0 èìàìî äà jå (Ax)i = ai1x1 + ... + aijxj + ... + ainxn ≥ aijxj > 0 çà

ñâàêî i = 1, 2, ..., n.

ii) Íåêà jå B = [bij]. Íåêà ñó u = (ui)i è v = (vi)i. Êàêî jå u ≥ v èìàìî äà

jå ui ≥ vi çà ñâàêî i = 1, 2, ..., n. Òàäà jå bijui ≥ bijvi øòî èìïëèöèðà äà

jå bi1u1 + bi2u2 + ...+ binun ≥ bi1v1 + bi2v2 + ...+ binvn. Îäàâäå èìàìî äà jå

(Bu)i ≥ (Bv)i çà ñâàêî i = 1, 2, ..., n, øòî çíà÷è äà jå Bu ≥ Bv.

iii) Íåêà jå B = [bij] è z = (zi)i. Êàêî jå Bz = 0, ñëåäè äà jå (Bz)i = 0 çà ñâàêî

i. Çíàìî äà jå (Bz)i = bi1z1+ bi2z2+ ...+ binzn = 0, à êàêî ñó z > 0 è B ≥ 0,

ìîðà áèòè bij = 0 çà ñâàêî j = 1, 2, ..., n. Áóäó£è äà jå bij = 0, ñëåäè äà jå

B = 0.
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iv) Íåêà jå B = [bij]. Íåêà ñó u = (ui)i è v = (vi)i. Àêî jå B > 0 îíäà jå bij > 0.

Êàêî jå ui > vi òàäà èìàìî bi1u1+bi2u2+ ...+binun > bi1v1+bi2v2+ ...+binvn,

îäàêëå ñëåäè äà jå Bu > Bv.

1.3 Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå

Äåôèíèöèjà 1.3.1. [1] Íåêà jå A ∈ Mn(C), n ∈ N ìàòðèöà. Ñîïñòâåíà âðåäíîñò

ìàòðèöå A jå áðîj λ ∈ C êîjè çàäîâî§àâà jåäíà÷èíó Ax = λx, ãäå jå x ̸= 0 âåêòîð

êîëîíà. Âåêòîð êîëîíó x íàçèâàìî ñîïñòâåíè âåêòîð êîjè îäãîâàðà ñîïñòâåíîj

âðåäíîñòè λ.

Äåôèíèöèjà 1.3.2. Ñïåêòàð êâàäðàòíå ìàòðèöå A ∈ Mn(R) îçíà÷åí ñà σ(A)

ïðåäñòàâ§à ñêóï ñâèõ ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè λ ∈ C ìàòðèöå A.

Äåôèíèöèjà 1.3.3. Íåêà jå A ∈ Mn(C) ìàòðèöà. Ñêóï ñâèõ ñîïñòâåíèõ âåê-

òîðà êîjè îäãîâàðàjó jåäíîj ñîïñòâåíîj âðåäíîñòè ìàòðèöå À, λ ∈ σ(A),çàjåäíî

ñà íóëà âåêòîðîì ÷èíè âåêòîðñêè ïîòïðîñòîð ïðîñòîðà Cn, êîjè íàçèâàìî ñîï-

ñòâåíè ïîòïðîñòîð è îçíà÷àâàìî ãà ñà

VA(λ) := {x ∈ Cn : Ax = λx}.

Äèìåíçèjà ñîïñòâåíîã ïîòïðîñòîðà VA(λ) íàçèâà ñå ãåîìåòðèjñêà âèøåñòðóêîñò

ñîïñòâåíå âðåäíîñòè λ è îçíà÷àâà ñå ñà dA(λ).

Äåôèíèöèjà 1.3.4. Íåêà jå A ∈ Mn(C), n ∈ N ìàòðèöà. Ïîëèíîì kA(λ) =

det(A− λI) íàçèâà ñå ñîïñòâåíè ïîëèíîì ìàòðèöå A.

Äåôèíèöèjà 1.3.5. Íåêà jå A ∈ Mn(C), n ∈ N ìàòðèöà è λ0 ∈ σ(A). Íåêà jå

ñîïñòâåíè ïîëèíîì îáëèêà

kA(λ) = (λ− λ0)
lp(λ), p(λ0) ̸= 0, l ∈ N.

Áðîj l íàçèâàìî àëãåáàðñêîì âèøåñòðóêîø£ó ñîïñòâåíå âðåäíîñòè λ0 è îçíà÷à-

âàìî jå ñà lA(λ0).

Äåôèíèöèjà 1.3.6. [3] Íåêà jå A ∈ Mn(C), n ∈ N ìàòðèöà. Jåçãðî ìàòðèöå, ó

îçíàöè Ker(A), ïðåäñòàâ§à ïîòïðîñòîð ñâèõ ðåøå»à õîìîãåíîã ñèñòåìà

AX = 0.
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Ñêóï ñâèõ ëèíåàðíèõ êîìáèíàöèjà êîëîíà ìàòðèöå À ïðåäñòàâ§à ñëèêó ìà-

òðèöå À è îçíà÷àâà ñå ñà Im(A). Äèìåíçèjà ñëèêå ìàòðèöå À íàçèâà ñå ðàíã

ìàòðèöå, òj. dim(Im(A)) = rang(A).

Äåôèíèöèjà 1.3.7. Êâàäðàòíà ìàòðèöà ôîðìàòà n × n jå äèjàãîíàëíà àêî jå

aij = 0 çà ñâàêî i ̸= j. Äèjàãîíàëíà ìàòðèöà, ÷èjà jå äèjàãîíàëà (a11, ..., ann),

îçíà÷àâà ñå ñà diag(a11, ..., ann).

Äåôèíèöèjà 1.3.8. Êâàäðàòíà ìàòðèöà ôîðìàòà n× n jå ãîð»å (äî»å) òðîó-

ãàîíà àêî jå aij = 0 çà ñâàêî i > j (i < j).

Äåôèíèöèjà 1.3.9. Ìàòðèöà A ∈ Mn(C) ñå íàçèâà óíèòàðíîì ìàòðèöîì àêî

jå A
T
A = I.

Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå A ∈ Mn(C) è »åíå ñëè÷íå ìàòðèöå B = S−1AS

ñó jåäíàêå, øòî ñå âèäè èç ñëåäå£åã: Óçìèìî ñîïñòâåíó âðåäíîñò λ è âåêòîð

êîjè jîj îäãîâàðà x ̸= 0 ìàòðèöå B, äàêëå âàæè Bx = λx. Èç îâîãà âàæè äà

jå S−1ASx = λx. Äàêëå, èìàìî ASx = λSx, îäíîñíî λ jå ñîïñòâåíà âðåäíîñò

ìàòðèöå A è îäãîâàðà jîj ñîïñòâåíè âåêòîð Sx ̸= 0. Òî jå ðàçëîã çàøòî æå-

ëèìî äà íà¢åìî øòî jåäíîñòàâíèjó ñëè÷íó ìàòðèöó B èç êîjå áèñìî ëàêî ìîãëè

èçðà÷óíàòè ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå A.

Òåîðåìà 1.3.1. [2] Íåêà jå A ∈ Mn(C) ìàòðèöà è íåêà ñó λ1, ..., λn »åíå ñîï-

ñòâåíå âðåäíîñòè. Ïîñòîjè óíèòàðíà ìàòðèöà U è ãîð»å òðîóãàîíà ìàòðèöà

T = [tij] òàêî äà âàæè A = UTadjU è tii = λi, i = 1, ..., n. Çàïèñ A = UTadjU çî-

âåìî Øóðîâà äåêîìïîçèöèjà ìàòðèöå A, à ìàòðèöà T ñå íàçèâà Øóðîâà ôîðìà

ìàòðèöå A.

Äîêàç. Íåêà jå x1 jåäèíè÷íè ñîïñòâåíè âåêòîð ìàòðèöå A êîjè îäãîâàðà ñîïñòâå-

íîj âðåäíîñòè λ1. Äàêëå, Ax1 = λ1x1. Íåêà jå U1 =
[
x1 u2 · · · un

]
óíèòàðíà

ìàòðèöà ÷èjà jå ïðâà êîëîíà âåêòîð x1. Ñàäà èìàìî

adjU1AU1 = adjU1

[
Ax1 Au2 · · · Aun

]
= adjU1

[
λ1x1 Au2 · · · Aun

]
=


x∗
1

u∗
2
...

u∗
n


[
λ1x1 Au2 · · · Aun

]
=


λ1x

∗
1x1 x∗

1Au2 · · · x∗
1Aun

λ1u
∗
2x1

...

λ1u
∗
nx1

 =

[
λ1 B

0 A1

]



ÃËÀÂÀ 1. ÓÂÎÄ 9

Èç det(A − λIn) = (λ1 − λ)det(A1 − λIn−1) ñëåäè äà ñó λ2, ..., λn ñîïñòâåíå

âðåäíîñòè ïîäìàòðèöå A1 ∈ Mn(R).
Àêî jå n = 2 äîøëè ñìî äî òðàæåíå äåêîìïîçèöèjå.

Àêî jå n > 2 íàñòàâèìî èñòèì ïîñòóïêîì çà ìàòðèöó A1. Äàêëå, íåêà jå x2

jåäèíè÷íè ñîïñòâåíè âåêòîð ìàòðèöå A1 êîjè îäãîâàðà ñîïñòâåíîj âðåäíîñòè λ2.

Îäàáåðèìî óíèòàðíó ìàòðèöó U2 ÷èjà jå ïðâà êîëîíà âåêòîð x2 è òàäà èìàìî

adjU2A1U2 =

[
λ2 C

0 A2

]
.

Íåêà jå V2 =
[
e1 U2

]
, ãäå jå e1 âåêòîð êîjè íà ïðâîì ìåñòó èìà jåäèíèöó. Ñàäà

ðà÷óíàìî:

adj(U1V2)AU1V2 = adjV2adjU1AU1V2 =

λ1 D E

0 λ2 F

0 0 A2

 .

Íàñòàâèìî èñòèì ïîñòóïêîì, îäíîñíî äåôèíèñà»åì óíèòàðíèõ ìàòðèöà Ui ∈
Mn−i+1(R), i = 1, ..., n − 1 è óíèòàðíèõ ìàòðèöà Vi ∈ Mn(R), i = 2, ..., n − 2.

Ìàòðèöà U = U1V2V3...Vn−2 jå óíèòàðíà è ìàòðèöà adjUAU jå ãîð»å òðîóãàîíà

ñà äèjàãîíàëíèì åëåìåíòèìà λ1, ..., λn.

1.4 Íîðìà

Äåôèíèöèjà 1.4.1. [3] Íîðìà ìàòðèöå jå ôóíêöèjà êîjà ñëèêà ñêóï ñâèõ êîì-

ïëåêñíèõ, êâàäðàòíèõ ìàòðèöà ó ñêóï êîìïëåêñíèõ áðîjåâà, ∥∗∥ : Mn(C) −→ C,
n ∈ N, êîjà çàäîâî§àâà ñëåäå£å óñëîâå:

(i) ∥A∥ ≥ 0 çà ñâå A ∈ Mn è ∥A∥ = 0 ⇐⇒ A = 0

(ii) ∥αA∥ = |α|∥A∥ çà ñâå α ∈ C, A ∈ Mn

(iii) ∥A+B∥ ≤ ∥A∥+ ∥B∥

(iv) ∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥

Ïðâî ñâîjñòâî íàçèâà ñå äåôèíèòíîñò, äðóãî õîìîãåíîñò, òðå£å íåjåäíàêîñò

òðîóãëà, à ÷åòâðòî ñóáìóëòèïëèêàòèâíîñò.
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Íàïîìåíà 1.4.1. Çà ñâàêó ìàòðè÷íó íîðìó ∥ · ∥, çáîã ñóáìóëòèïëèêàòèâíîñòè,
ïîñòîjè âåêòîðñêà íîðìà ∥ · ∥v çà êîjó âàæè

∥Ax∥v ≤ ∥A∥∥x∥v.

Íàj÷åø£å ìàòðè÷íå íîðìå ñó:

1. Ìàòðè÷íà 1-íîðìà, òj. ìàêñèìàëíà ñóìà àïñîëóòíèõ âðåäíîñòè ïî êîëî-

íàìà ìàòðèöå À

∥A∥1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij|. (1.1)

2. Ìàòðè÷íà 2-íîðìà, òj. ñïåêòðàëíà1 íîðìà

∥A∥2 =
√

ρ(adjAA).

3. Ìàòðè÷íà ∞−íîðìà, òj. ìàêñèìàëíà ñóìà àïñîëóòíèõ âðåäíîñòè ïî âð-

ñòàìà ìàòðèöå À

∥A∥∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij|. (1.2)

4. Ìàòðè÷íà Ôðîáåíèjóñîâà íîðìà

∥A∥F =

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

|aij|2. (1.3)

Íàïîìåíà 1.4.2. Ñâå íîðìå íà êîíà÷íîäèìåíçèîíàëíîì ïðîñòîðó ñó åêâèâà-

ëåíòíå. Ñòîãà, ñâåjåäíî jå êîjó íîðìó êîðèñòèìî.

1.5 Ãðàôîâè è ìàòðèöå

Äåôèíèöèjà 1.5.1. [4] Óñìåðåí ãðàô G = {G0, G1, r, s} ñàñòîjè ñå îä êîíà÷íîã
ñêóïà ÷âîðîâà, G0 = {v1, v2, ..., vm}, êîíà÷íîã ñêóïà ãðàíà, G1 = {e1, e2, ..., en} è
ïðåñëèêàâà»à r, s : G1 −→ G0, ãäå jå r(ei) äîëàçíè ÷âîð ãðàíå ei, à s(ei) ïîëàçíè

÷âîð ãðàíå ei. Ïóò ó G jå íèç ãðàíà êîä êîjèõ jå êðàj jåäíå jåäíàê ïî÷åòêó

äðóãå, îäíîñíî: e = e1e2...en : r(ei) = s(ei+1),∀1 ≤ i ≤ n è òàäà äóæèíó ïóòà

îçíà÷àâàìî ñà |e| = n. Öèêëóñ jå ïóò e = e1e2...en òàêàâ äà jå r(ei) = s(ei).

Öèêëóñ jå ïðîñò, àêî ñå, ñåì ïðâîã è ïîñëåä»åã ÷âîðà, íèjåäàí äðóãè ÷âîð íå

ïîjàâ§ójå äâà ïóòà.
1Ïîãëåäàòè äåî î ñïåêòðó 1.6
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Äåôèíèöèjà 1.5.2. [4] Íåêà jå G óñìåðåí ãðàô ñà ñêóïîì ÷âîðîâà G0 =

{v1, v2, ..., vm}, è ñêóïîì ãðàíà G1 = {e1, e2, ..., en}. Òàäà jå ìàòðèöà èíöèäåíöèjå
G(A) = [vij] ãðàôà G äàòà ñà vij = 1 àêî jå ÷âîð vi äîëàçíè èëè ïîëàçíè ÷âîð

ãðàíå ej, ó ñóïðîòíîì vij = 0.

Ëåìà 1.5.1. [4] Íåêà jå äàòà ìàòðèöà A ≥ 0, A ∈ Mn(R). Òàäà jå (Ak)ij > 0 àêî

è ñàìî àêî ïîñòîjè ïóò äóæèíå k îä vi äî vj ó G(A).

Äîêàç. Íåêà jå A = [aij] è îçíà÷èìî ñà a
(k)
ij óíîñ (i, j) ó ìàòðèöè Ak. Òàäà jå

a
(k)
ij =

∑
h1,...,hk−1

aih1ah1h2 ...ahk−1j > 0

àêî è ñàìî àêî ïîñòîjè èíäåêñíè ñêóï {h1, ..., hk−1} òàêàâ äà jå aih1 > 0, ah1h2 >

0, ..., ahk−1j > 0. Áóäó£è äà jå ast > 0, çà ïðîèçâî§íå s è t, ñëåäè äà ïîñòîjè

ïóò äóæèíå 1 îä vs äî vt ó G(A). Ïðåòõîäíî çàê§ó÷èâà»å jå åêâèâàëåíòíî

ïðîíàëàæå»ó ïóòà äóæèíå k îä vi äî vj. Äàêëå, ïîñòîjè ïóò äóæèíå k ó G(A)

îä vi äî vj àêî è ñàìî àêî jå a
(k)
ij > 0.

1.6 Ñïåêòàð

Äåôèíèöèjà 1.6.1. Íåêà jå A ∈ Mn(C) êâàäðàòíà ìàòðèöà. Ñïåêòðàëíè ðàäè-
jóñ ìàòðèöå A jå ìàêñèìàëíà àïñîëóòíà âðåäíîñò ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè ìàòðèöå

A, òî jåñò:

ρ(A) = max {|λ| : λ ∈ σ(A)}.

Òåîðåìà 1.6.1. [1] (Ãåëôàíä)

ρ(A) = lim
n→∞

∥An∥
1
n . (1.4)

Ïðîïîçèöèjà 1.6.1. Íåêà jå A ∈ Mn(R) ìàòðèöà è íåêà jå ∥·∥ ìàòðè÷íà íîðìà
íà Mn(R). Òàäà jå

ρ(A) ≤ ∥A∥ .

Äîêàç. Íåêà jå λ íåêà ñîïñòâåíà âðåäíîñò ìàòðèöå A è íåêà jå x ̸= 0 »îj îäãî-

âàðàjó£è ñîïñòâåíè âåêòîð. Íåêà jå X ∈ Mn(R) ìàòðèöà êîjà ó ñâàêîj êîëîíè

èìà âåêòîð x. Êàêî âàæè Ax = λx, îíäà èìàìî äà âàæè è:

AX = λX.
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Ñàäà èìàìî

|λ|∥X∥ = ∥λX∥ = ∥AX∥ ≤ ∥A∥∥X∥.

Äå§å»åì ãîð»åã èçðàçà ñà ∥X∥ äîáèjàìî |λ| ≤ ∥A∥. Êàêî jå λ ïðîèçâî§íà

ñîïñòâåíà âðåäíîñò, âàæè ρ(A) ≤ ∥A∥.

Ïðîïîçèöèjà 1.6.2. Íåêà ñó äàòè ìàòðèöà A ∈ Mn(R) è ϵ > 0. Ïîñòîjè

ìàòðè÷íà íîðìà ∥ · ∥ çà êîjó âàæè ∥A∥ ≤ ρ(A) + ϵ.

Äîêàç. Íåêà jå UAadjU = T Øóðîâà äåêîìïîçèöèjà ìàòðèöå A. Äàêëå, U ∈
Mn(C) jå óíèòàðíà, à T = [tij] ∈ Mn(R) jå ãîð»å òðîóãàîíà ìàòðèöà. Äåôèíè-
øåìî ìàòðèöó Dk := diag(k, k2, ..., kn) è ðà÷óíàìî:

DkTD
−1
k =



λ1 k−1t12 k−2t13 · · · k−(n−1)t1n

0 λ2 k−3t23 · · · k−(n−2)t2n

0 0 λ3 · · · k−(n−3)t3n
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · k−1tn−1,n

0 0 0 · · · λn


.

Çà äîâî§íî âåëèêî k, ñóìà àïñîëóòíèõ âðåäíîñòè ñâèõ åëåìåíàòà ìàòðèöåDkTD
−1
k

êîjè ñå íå íàëàçå íà äèjàãîíàëè jå ìà»à îä ϵ. Îäíîñíî, âàæè ∥DkTD
−1
k ∥1 ≤

ρ(A) + ϵ, çà äîâî§íî âåëèêî k. Äåôèíèøèìî íîðìó ∥ · ∥ êàî

∥B∥ := ∥DkadjUBUD−1
k ∥1 = ∥(DkadjU)B(DkadjU)−1∥1

çà B ∈ Mn(R). Àêî èçàáåðåìî äîâî§íî âåëèêî k, îíäà ñìî êîíñòðóèñàëè ìà-

òðè÷íó íîðìó çà êîjó âàæè ∥A∥ ≤ ρ(A) + ϵ.

Ïðîïîçèöèjà 1.6.3. [1] Íåêà ñó A,B ∈ Mn(R) íåíåãàòèâíå ìàòðèöå òàêâå äà
jå A ≤ B. Òàäà âàæè äà jå ρ(A) ≤ ρ(B).

Äîêàç. Èç A ≤ B èíäóêöèjîì2 ñëåäè äà jå Am ≤ Bm çà ñâå m ∈ N. Áóäó£è
äà ñó A è B íåíåãàòèâíå ìàòðèöå è äà jå ñâåjåäíî êîjó íîðìó óçèìàìî (íà

îñíîâó íàïîìåíå 1.4.2), ó îâîj íåjåäíàêîñòè ìîæåìî óçåòè íà ïðèìåð 1−íîðìó
íà îñíîâó ÷åãà âàæè ∥Am∥1 ≤ ∥Bm∥1 çà ñâå m ∈ N.

2(Áàçà) Âàæè äà jå A ≤ B.
(Èíäóêöèjñêà õèïîòåçà) Ïðåòïîñòàâèìî äà âàæè äà jå An ≤ Bn,∀n ∈ N.
(Èíäóêöèjñêè êîðàê) Æåëèìî äà ïîêàæåìî äà òâð¢å»å âàæè çà n+1. An+1 = AnA ≤ AnB ≤
BnB = Bn+1. Ïðâà íåjåäíàêîñò ñëåäè íà îñíîâó áàçå, à äðóãà íà îñíîâó èíäóêöèjñêå õèïîòåçå.
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Îäàâäå èìàìî äà jå ∥Am∥
1
m
1 ≤ ∥Bm∥

1
m
1 çà ñâå m ∈ N. Êàäà ïóñòèìî ëèìåñ ó

ïîñëåä»îj jåäíàêîñòè, ïî òåîðåìè 1.6.1 äîáèjàìî äà jå ρ(A) ≤ ρ(B).

Òåîðåìà 1.6.2. [1] Íåêà jå A ∈ Mn(R). Òàäà jå

lim
k→∞

∥Ak∥ = 0

àêî è ñàìî àêî jå ρ(A) < 1.

Äîêàç. Ïðåòïîñòàâèìî äà âàæè

lim
k→∞

∥Ak∥ = 0.

Íåêà jå x ̸= 0, x ∈ Cn ñîïñòâåíè âåêòîð òàêàâ äà jå Ax = λx. Íåêà jå X ìàòðèöà

êîjà ó ñâàêîj êîëîíè èìà âåêòîð x. Êàêî âàæè Ax = λx, îíäà èìàìî äà âàæè

è:

AX = λX.

Òàäà âàæè äà jå AkX = λkX, à èç îâîãà ñëåäè:

|λk|∥X∥ = ∥AkX∥ ≤ ∥Ak∥∥X∥ → 0, k → ∞.

Èçðàç |λk|∥X∥ òåæè êà 0 àêî è ñàìî àêî jå

lim
k→∞

|λk| = 0.

Îäàâäå ñëåäè äà jå |λ| < 1. Êàêî îâà íåjåäíàêîñò âàæè çà ñâàêó ñîïñòâåíó

âðåäíîñò ìàòðèöå A, çàê§ó÷ójåìî äà jå ρ(A) < 1.

Ñóïðîòíî, ïðåòïîñòàâèìî äà âàæè ρ(A) < 1. Òàäà ïðîïîçèöèjà 1.6.1 äàjå

ìàòðè÷íó íîðìó ∥ · ∥ òàêâó äà jå ∥A∥ < 1. Îíäà jå ∥Ak∥ ≤ ∥A∥k è

lim
k→∞

∥A∥k = 0.

Òî çíà÷è äà Ak → 0 êàäà k → ∞ ó íîðìè ∥ · ∥ (ïà îíäà è ó ñâàêîj äðóãîj íîðìè
jåð ñó ñâå ìå¢óñîáíî åêâèâàëåíòíå íà êîíà÷íîäèìåíçèîíàëíîì ïðîñòîðó).

Ëåìà 1.6.3. Íåêà jå A ∈ Mn(R) íåíåãàòèâíà ìàòðèöà. Òàäà jå ρ(A) ≤ ∥A∥∞ è

ρ(A) ≤ ∥A∥1. Àêî ñó ñóìå ïî ñâèì âðñòàìà ìàòðèöå A jåäíàêå, îíäà âàæè äà jå

ρ(A) = ∥A∥∞. Àêî ñó ñâå ñóìå ïî êîëîíàìà jåäíàêå, òàäà jå ρ(A) = ∥A∥1.
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Äîêàç. Çíàìî äà âàæè |λ| ≤ ρ(A) ≤ ∥A∥ çà ïðîèçâî§íó ñîïñòâåíó âðåäíîñò λ

ìàòðèöå A è ïðîèçâî§íó ìàòðè÷íó íîðìó ∥ · ∥ (Òî ñëåäè èç äåôèíèöèjå ñïåê-

òðàëíîã ðàäèjóñà è ïðîïîçèöèjå 1.6.1).

Àêî ñó ñóìå ïî ñâèì âðñòàìà ìàòðèöåA jåäíàêå, îíäà jå âåêòîð e =
[
1 · · · 1

]T
ñîïñòâåíè âåêòîð ìàòðèöå A êîjè îäãîâàðà ñîïñòâåíîj âðåäíîñòè λ = ∥A∥∞ ïà

âàæè ∥A∥∞ = λ ≤ ρ(A) ≤ ∥A∥∞.
Àêî ñó ñóìå ïî ñâèì êîëîíàìà ìàòðèöå A jåäíàêå, ïîíàâ§àìî ïîñòóïàê çà

ìàòðèöó AT . Äàêëå, òàäà jå âåêòîð e =
[
1 · · · 1

]T
ñîïñòâåíè âåêòîð ìàòðèöå

AT êîjè îäãîâàðà ñîïñòâåíîj âðåäíîñòè λ = ∥AT∥∞ = ∥A∥1 ïà âàæè: ∥A∥1 =

λ ≤ ρ(AT ) = ρ(A) ≤ ∥A∥1.

Òåîðåìà 1.6.4. Íåêà jå A ∈ Mn(R), n ∈ N íåíåãàòèâíà ìàòðèöà. Òàäà âàæè:

min
1≤i≤n

n∑
j=1

aij ≤ ρ(A) ≤ max
1≤i≤n

n∑
j=1

aij,

min
1≤j≤n

n∑
i=1

aij ≤ ρ(A) ≤ max
1≤j≤n

n∑
i=1

aij.

Äîêàç. Óâåäèìî îçíàêó

α = min
1≤i≤n

n∑
j=1

aij.

Àêî jå α = 0, äåôèíèøåìî B := 0. Àêî jå α > 0, òàäà äåôèíèøåìî B = [bij]

òàêî äà jå

bij := α
aij∑n
k=1 aik

, i, j = 1, ..., n.

Ñàäà èìàìî A ≥ B ≥ 0 è

α =
n∑

j=1

bij

çà ñâå i = 1, ..., n. Èç ëåìå 1.6.3 äîáèjàìî äà jå ρ(B) = α, äîê èç ïðîïîçèöèjå

1.6.3 çàê§ó÷ójåìî äà jå ρ(B) ≤ ρ(A). Äàêëå, äîáèëè ñìî äî»ó ãðàíèöó. Ãîð»à

ãðàíèöà çà ñïåêòðàëíè ðàäèjóñ ñëåäè äèðåêòíî èç ëåìå 1.6.3.

Íàïîìåíà 1.6.1. Ïðåòõîäíà òåîðåìà ñå ìîæå óîïøòèòè. Íàèìå, àêî äåôè-

íèøåìî äèjàãîíàëíó ìàòðèöó S = diag(x1, ..., xn) ≥ 0, òàäà ìàòðèöå S−1AS =

[aijx
−1
i xj] ≥ 0 è A ≥ 0 èìàjó jåäíàêå ñïåêòðàëíå ðàäèjóñå, ρ(S−1AS) = ρ(A).
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Êàäà óâðñòèìî ìàòðèöó S−1AS ó òåîðåìó 1.6.4 äîáèjàìî íîâå ãðàíèöå çà ñïåê-

òðàëíè ðàäèjóñ:

min
1≤i≤n

1

xi

n∑
j=1

aijxj ≤ ρ(A) ≤ max
1≤i≤n

1

xi

n∑
j=1

aijxj,

min
1≤j≤n

1

xj

n∑
i=1

aijxi ≤ ρ(A) ≤ max
1≤j≤n

1

xj

n∑
i=1

aijxi.

Ïðîïîçèöèjà 1.6.4. Íåêà jå A ∈ Mn(R) íåíåãàòèâíà ìàòðèöà è íåêà jå x ∈ Rn

ïîçèòèâàí ðåàëàí âåêòîð. Àêî ∃α, β ≥ 0 ðåàëíè áðîjåâè òàêâè äà âàæè äà jå

αx ≤ Ax ≤ βx, îíäà jå α ≤ ρ(A) ≤ β.

Äîäàòíî, âàæå è ñëåäå£å èìïëèêàöèjå: Çà ñâàêî α > 0 çà êîjå âåæè äà jå αx < Ax

ñëåäè äà jå α < ρ(A) è çà ñâàêî β > 0 çà êîjå âàæè äà jå Ax < βx ñëåäè äà jå

ρ(A) < β.

Äîêàç. Àêî jå αx ≤ Ax, òàäà èìàìî äà jå αxi ≤ (Ax)i è

α ≤ min
1≤i≤n

1

xi

n∑
j=1

aijxj.

Òàäà, íà îñíîâó íàïîìåíå 1.6.1, èìàìî äà jå α ≤ ρ(A).

Àêî jå Ax ≤ βx, òàäà èìàìî äà jå (Ax)i ≤ βxi è

max
1≤i≤n

1

xi

n∑
j=1

aijxj ≤ β.

Òàäà, íà îñíîâó íàïîìåíå 1.6.1, èìàìî äà jå ρ(A) ≤ β.

Àêî âàæè äà jå αx < Ax, îíäà ∃α′ > α òàêâî äà jå αx < α′x ≤ Ax ïà íà

îñíîâó ïðâîã äåëà äîêàçà ñëåäè äà jå ρ(A) ≥ α′ > α. Àêî âàæè äà jå βx > Ax

îíäà ∃β′ < β òàêâî äà jå βx > β′x ≥ Ax ïà íà îñíîâó ïðåòõîäíîã äåëà äîêàçà

ñëåäè äà jå β > β′ ≥ ρ(A).



Ãëàâà 2

Ïeðîí-Ôðîáåíèjóñîâà òåîðåìà çà

ïîçèòèâíå ìàòðèöå

2.1 Collatz-Wielandt ôîðìóëà

Íàïîìåíà 2.1.1. Óâîäèìî îçíàêó [A]i êîjà îçíà÷àâà i−òó âðñòó ìàòðèöå A.

Òåîðåìà 2.1.1. [2](Collatz-Wielandt) Íåêà jå A = [aij] ∈ Mn(R) íåíåãàòèâíà
ìàòðèöà. Àêî ìàòðèöà A èìà ïîçèòèâíå ñîïñòâåíå âåêòîðå, îíäà âàæå ñëåäå£å

jåäíàêîñòè:

ρ(A) = max
x>0

min
1≤i≤n

1

xi

n∑
j=1

aijxj,

ρ(A) = min
x>0

max
1≤i≤n

1

xi

n∑
j=1

aijxj,

ãäå jå

x ∈ {z ∈ Rn|z ≥ 0, z ̸= 0} .

Äîêàç. Óâåäèìî ñëåäå£å îçíàêå:

f(x) = min
1≤i≤n

1

xi

n∑
j=1

aijxj = min
1≤i≤n

[Ax]i
xi

è

g(x) = max
1≤i≤n

1

xi

n∑
j=1

aijxj = max
1≤i≤n

[Ax]i
xi

.

Èç íàïîìåíå 1.6.1 ñëåäè

16
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f(x) = min
1≤i≤n

1

xi

n∑
j=1

aijxj ≤ ρ(A) ≤ max
1≤i≤n

1

xi

n∑
j=1

aijxj = g(x)

çà ñâàêè ïîçèòèâàí âåêòîð x. Èç îâîãà ñëåäè äà jå

max
x>0

f(x) ≤ ρ(A) ≤ min
x>0

g(x).

Íåêà jå v äàò ñîïñòâåíè âåêòîð ìàòðèöå A êîjè îäãîâàðà ñîïñòâåíîj âðåäíî-

ñòè λ = ρ(A). Ðà÷óíàìî:

f(v) = min
1≤i≤n

[Av]i
vi

= min
1≤i≤n

[λv]i
vi

= λ min
1≤i≤n

vi
vi

= λ,

g(v) = max
1≤i≤n

[Av]i
vi

= max
1≤i≤n

[λv]i
vi

= λ max
1≤i≤n

vi
vi

= λ.

Äîáèëè ñìî äà âàæè

λ = f(v) ≤ ρ(A) ≤ g(v) = λ.

Òî çíà÷è äà ñå ó v ïîñòèæå ìàêñèìàëíà, îäíîñíî ìèíèìàëíà âðåäíîñò çà ôóíê-

öèjå f(x) îäíîñíî g(x). Äàêëå, âàæå Collatz − Wielandtove ôîðìóëå çà ñïåê-

òðàëíè ðàäèjóñ.

2.2 Ïîìî£íå ëåìå

Ëåìà 2.2.1. [1] Íåêà jå A ∈ Mn(C), A > 0 ìàòðèöà è íåêà ñó x, y ∈ Rn äâà

ðàçëè÷èòà âåêòîðà òàêâà äà âàæè x ≥ y. Òàäà jå Ax > Ay è ïîñòîjè ϵ > 0 òàêâî

äà jå Ax > (1 + ϵ)Ay.

Äîêàç. Ïî÷íèìî ñà äîêàçîì ïðâå íåjåäíàêîñòè òàêî øòî ïðåáàöèìî Ay íà ëåâó

ñòðàíó:

[Ax− Ay]i = [A(x− y)]i =
n∑

j=1

aij(xj − yj).

Òðåáà äîêàçàòè äà jå ãîð»è èçðàç ïîçèòèâàí. Òî £åìî óðàäèòè òàêî øòî

£åìî îöåíèòè ïðîèçâî§àí åëåìåíò âåêòîð êîëîíå A(x− y) :

[Ax− Ay]i ≥
n∑

j=1

min
i,j

(aij)(xj − yj) = min
i,j

(aij)
n∑

j=1

(xj − yj) > 0.
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Ïîñëåä»è èçðàç jå ïîçèòèâàí çáîã ïîçèòèâíîñòè ìàòðèöå A (aij > 0,∀i, j =

1, ..., n) è çáîã x ̸= y è x ≥ y (xj − yj > 0, çà íåêî j = 1, ..., n). Òî äîêàçójå ïðâî

òâð¢å»å ëåìå.

Àêî ïðîìåíèìî âåêòîð A(x−y) çà íåêó ìàëó âðåäíîñò, òàäà £å òàj âåêòîð è äà§å

áèòè ïîçèòèâàí. Îäíîñíî, èìàìî äà ïîñòîjè ϵ > 0 òàêâî äà jå A(x−y)−ϵAy > 0.

Äàêëå, âàæè Ax > (1 + ϵ)Ay, à òèìå ñìî äîêàçàëè è äðóãî òâð¢å»å ëåìå.

Ëåìà 2.2.2. [1] Àêî ñó z1, z2, ..., zn ∈ C\{0} òàêâè äà jå |z1 + z2 + ... + zn| =
|z1|+ |z2|+ ...+ |zn|, îíäà ïîñòîjè ν ∈ R òàêî äà jå eiνzj > 0, j = 1, ..., n.

Äîêàç. Äîêàæèìî ïðâî äà çà ñâàêî z ∈ C ïîñòîjè θ ∈ R òàêî äà jå e−iθz = |z|.
Àêî jå z ̸= 0, òàäà óçìåìî äà jå θ = arg(z). Àêî jå z = 0, çà θ ìîæåìî óçåòè áèëî

êîjè ðåàëàí áðîj. Ñàäà ìîæåìî óçåòè θ ∈ R òàêî äà âàæè e−iθ(z1 + ... + zn) =

|z1 + ...+ zn|. Ñëåäè:

|z1 + z2 + ...+ zn| = Re(|z1 + z2 + ...+ zn|)

= Re(e−iθ(z1 + ...+ zn))

= Re(e−iθz1) +Re(e−iθz2) + ...+Re(e−iθzn)

≤ |e−iθz1|+ |e−iθz2|+ ...+ |e−iθzn|

= |z1|+ |z2|+ ...+ |zn|.

(2.1)

Ïðåìà ïðåòïîñòàâöè ëåìå, ó ãîð»åì ðàñïèñó âàæè jåäíàêîñò. Äàêëå, âàæè

Re(e−iθzk) = |e−iθzk|,∀k = 1, ..., n. Èç îâîãà ñëåäè zk = eiθ|zk|,∀k = 1, ..., n. Íà

êðàjó óçìèìî ν = −θ è òî jå òðàæåíè áðîj êîjè çàäîâî§àâà òâð¢å»å ëåìå.

Ëåìà 2.2.3. [1] Íåêà jå A ∈ Mn(R), A > 0 ìàòðèöà, x ∈ Cn âåêòîð è xj »åãîâà

ïðîèçâî§íà êîîðäèíàòà. Àêî âàæè

n∑
i=1

aij|xj| = |
n∑

i=1

aijxj|,

îíäà ïîñòîjè ðåàëàí áðîj ν ̸= 0 òàêî äà âàæè eiνx ≥ 0.

Äîêàç. Ïðèìåíèìî ïðåòõîäíó ëåìó íà êîîðäèíàòå aijxj, ∀i = 1, ..., n. Äîáèjàìî

äà ïîñòîjè ν ∈ R òàêàâ äà jå eiνaijxj > 0, ∀i = 1, ..., n. Çíàìî äà jå aij > 0,∀i =
1, ..., n (A > 0) ïà ìîðà äà âàæè eiνxj > 0. Êàêî jå xj ïðîèçâî§íà êîîðäèíàòà

âåêòîðà x ñëåäè äà jå òâð¢å»å òà÷íî.
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2.3 Ïåðîí-Ôðîáåíèjóñîâà òåîðåìà

Òåîðåìà 2.3.1. [1] Íåêà jå A ∈ Mn(R) ïîçèòèâíà ìàòðèöà. Òàäà âàæå ñëåäå£à
òâð¢å»à:

i) ρ(A) > 0,

ii) ρ(A) jå ñîïñòâåíà âðåäíîñò ìàòðèöå A è »îj îäãîâàðà ïîçèòèâàí ñîïñòâåíè

âåêòîð,

iii) ρ(A) jå jåäèíñòâåíà ñîïñòâåíà âðåäíîñò ìàòðèöåA íà êðóæíèöè |λ| = ρ(A),

iv) ρ(A) èìà ãåîìåòðèjñêó âèøåñòðóêîñò 1,

v) ρ(A) èìà àëãåáàðñêó âèøåñòðóêîñò 1.

Äîêàç. i) Ïðèìåíèìî òåîðåìó 1.6.4 íà ïîçèòèâíó ìàòðèöó A è äîáèjàìî:

0 < min
1≤i≤n

n∑
j=1

aij ≤ ρ(A).

ii) Äîêàçójåìî äà ïîñòîjè λ ∈ C ñîïñòâåíà âðåäíîñò ìàòðèöå A êîjîj îäãîâàðà

ïîçèòèâàí ñîïñòâåíè âåêòîð.

Èç äåôèíèöèjå ñïåêòðàëíîã ðàäèjóñà çíàìî äà ïîñòîjè ñîïñòâåíà âðåäíîñò

λ ∈ C ìàòðèöå A è òî òàêâà äà âàæè |λ| = ρ(A). Íåêà jå x ∈ Cn íåêè

»îj îäãîâàðàjó£è ñîïñòâåíè âåêòîð. Äåôèíèøèìî âåêòîð p òàêî äà âàæè

pj = |xj|, j = 1, ..., n. Ñàäà èìàìî:

(Ap)i =
n∑

j=1

aij|xj| ≥ |
n∑

j=1

aijxj| = |(Ax)i| = |λxi| = ρ(A)pi, (2.2)

i = 1, ..., n. Ïðâà íåjåäíàêîñò ñëåäè èç íåjåäíàêîñòè òðîóãëà è ÷è»åíèöå

äà jå À ïîçèòèâíà ìàòðèöà (A > 0 ⇒ A = |A|), òj.

[|A|]i|x| = |ai1||x1|+ |ai2||x2|+ ...+ |ain||xn|

≥ |ai1x1|+ |ai2x2|+ ...+ |ainxn|

≥ |ai1x1 + ai2x2 + ...+ ainxn|

= |(Ax)i|.

(2.3)

Jåäíàêîñò |(Ax)i| = |λxi| âàæè jåð ñìî λ áèðàëè êàî ñîïñòâåíó âðåäíîñò

ìàòðèöå A êîjîj îäãîâàðà ñîïñòâåíè âåêòîð x.
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Îäàâäå ñëåäè äà jå A|x| ≥ ρ(A)|x|. Àêî îâäå èìàìî jåäíàêîñò, îíäà jå äîêàç
ãîòîâ jåð jå òàäà p = |x| òðàæåíè ïîçèòèâàí ñîïñòâåíè âåêòîð.

Íåêà jå z = A|x|. Íà îñíîâó ïðâîã äåëà ïðîïîçèöèjå 1.2.1 çíàìî äà jå

z > 0. Êàêî jå z = A|x| ≥ ρ(A)|x| èìàìî äà jå y = z − ρ(A)|x| ≥ 0. Àêî áè

ó A|x| ≥ ρ(A)|x| âàæèëà ñòðîãà íåjåäíàêîñò, âåêòîð y áè áèî ïîçèòèâàí,

ïà áèñìî íà îñíîâó ïðâîã äåëà ïðîïîçèöèjå 1.2.1 èìàëè ñëåäå£å:

0 < Ay = A(z − ρ(A)|x|) = Az − ρ(A)A|x| = Az − ρ(A)z,

îäàêëå ñëåäè äà jå

Az > ρ(A)z.

Êàêî jå ρ(A) > 0, íà îñíîâó ïðîïîçèöèjå 1.6.4 èìàìî äà jå ρ(A) > ρ(A),øòî

jå íåìîãó£å. Äàêëå, ìîðà äà âàæè A|x| = ρ(A)|x|, îäíîñíî p = |x| = x.

Çàê§ó÷ójåìî äà jå p òàêî¢å ñîïñòâåíè âåêòîð êîjè îäãîâàðà ñîïñòâåíîj

âðåäíîñòè ρ(A).

Îí íèjå ñàìî íåíåãàòèâàí (òàêî ñìî ãà äåôèíèñàëè), íåãî jå è ïîçèòèâàí

jåð âàæè p ̸= 0 è p ≥ 0 ïà ìîæåìî êîðèñòèòè ëåìó 2.2.1 êîjà íàì äàjå äà jå

Ap > 0. Êàêî âàæè Ap = ρ(A)p, îíäà âàæè è äà jå ρ(A)p > 0. Èç ρ(A) > 0

äîáèjàìî äà jå p > 0.

iii) Äîêàçójåìî äà jå ρ(A) jåäèíà ñîïñòâåíà âðåäíîñò ìàòðèöå A íà êðóæíèöè

|λ| = ρ(A).

Ïðåòïîñòàâèìî ñóïðîòíî, îäíîñíî äà ïîñòîjè jîø jåäíà ñîïñòâåíà âðåäíîñò

δ íà êðóæíèöè |λ| = ρ(A) (δ ̸= ρ(A)). Íåêà jå x ∈ Cn íåêè »îj îäãîâàðàjó£è

ñîïñòâåíè âåêòîð. Äåôèíèøèìî âåêòîð p òàêî äà âàæè pj = |xj|, j =

1, ..., n. Ó ïðåòõîäíîì äåëó äîêàçà ñìî ïîêàçàëè äà òàäà âàæè äà jå Ap =

ρ(A)p êàî è1

n∑
i=1

aij|xj| = |
n∑

i=1

aijxj|, ∀1 ≤ j ≤ n.

Êàêî âàæå óñëîâè ëåìå 2.2.3 ñëåäè äà ïîñòîjè c ∈ C (c ̸= 0) òàêâî äà jå

cx ≥ 0. Òî çíà÷è äà âàæè:

δ(cx) = c(δx) = c(Ax) = A(cx) ≥ 0,

1Ïîãëåäàòè íåjåäíàêîñò 2.2.
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ãäå äðóãà jåäíàêîñò âàæè jåð ñìî δ áèðàëè êàî ñîïñòâåíó âðåäíîñò ìà-

òðèöå A êîjîj îäãîâàðà ñîïñòâåíè âåêòîð x, à êðàj»à íåjåäíàêîñò âàæè

çáîã ïîçèòèâíîñòè ìàòðèöå A è ÷è»åíèöå äà jå cx ≥ 0.

Äàêëå, èìàìî äà jå δ(cx) ≥ 0 èç ÷åãà ñëåäè äà jå δ ≥ 0. Îâî jå êîíòðàäèê-

öèjà, áóäó£è äà jå ρ(A) jåäèíè íåíåãàòèâàí áðîj íà êðóæíèöè |λ| = ρ(A).

iv) Ïðåòïîñòàâèìî äà jå x ïîçèòèâàí ñîïñòâåíè âåêòîð êîjè îäãîâàðà ñîïñòâå-

íîj âðåäíîñòè ρ(A) ìàòðèöå A. Ïðåòïîñòàâèìî äà ïîñòîjè è jîø jåäàí

ñîïñòâåíè âåêòîð y êîjè jå ëèíåàðíî íåçàâèñàí ñà x è êîjè òàêî¢å îäãîâàðà

ñîïñòâåíîj âðåäíîñòè ρ(A).

Ìîæåìî ïðåòïîñòàâèòè äà jå y ðåàëàí. Ó ñóïðîòíîì, àêî jå y êîìïëåê-

ñàí, ìîæåìî ïîñìàòðàòè »åãîâ ðåàëàí è èìàãèíàðàí äåî êîjè ñó òàêî¢å

ñîïñòâåíè âåêòîðè ìàòðèöå A jåð ñó è A è ρ(A) ðåàëíè. Jåäàí îä òà äâà

äåëà ìîðà áèòè ëèíåàðíî íåçàâèñàí ñà x.

Íåêà jå c > 0 òàêâî äà jå âåêòîð x−cy íåíåãàòèâàí è òàêî äà ñå áàðåì íà

jåäíîj êîîðäèíàòè ïîjàâ§ójå 0. Òî íèjå íóëà âåêòîð jåð ñó x è y ëèíåàðíî

íåçàâèñíè. Êàêî ñó îáà âåêòîðà ñîïñòâåíè âåêòîðè êîjè îäãîâàðàjó èñòîj

ñîïñòâåíîj âðåäíîñòè ρ(A) èìàìî äà jå:

A(x− cy) = Ax− cAy = ρ(A)x− cρ(A)y = ρ(A)(x− cy).

Äàêëå, âàæè äà jå âåêòîð x−cy ñîïñòâåíè âåêòîð êîjè îäãîâàðà ñîïñòâåíîj

âðåäíîñòè ρ(A).

Íà îñíîâó ïðâîã äåëà äîêàçà çàê§ó÷ójåìî äà òàj âåêòîð ìîðà áèòè ïî-

çèòèâàí. Òèìå ñìî äîøëè ó êîíòðàäèêöèjó ñà èçáîðîì áðîjà c, áóäó£è äà

x− cy ìîðà èìàòè áàð jåäíó êîîðäèíàòó jåäíàêó 0.

Äàêëå, çàê§ó÷ójåìî äà íå ïîñòîjå äâà ëèíåàðíî íåçàâèñíà âåêòîðà ñîï-

ñòâåíå âðåäíîñòè ρ(A), à òèìå è äà ρ(A) èìà ãåîìåòðèjñêó âèøåñòðóêîñò

1.

v) Êàî è äî ñàäà, íåêà jå x ñîïñòâåíè âåêòîð êîjè îäãîâàðà ñîïñòâåíîj âðåä-

íîñòè ρ(A). Íà îñíîâó äî ñàäà äîêàçàíîã çíàìî äà ïîñòîjè ñàìî jåäàí

ïîçèòèâàí ñîïñòâåíè âåêòîð êîjè îäãîâàðà ñîïñòâåíîj âðåäíîñòè ρ(A) òà-

êàâ äà âàæè x1 + x2 + ...+ xn = 1.
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Ïîñìàòðàjìî ìàòðèöó AT . Îíà jå ïîçèòèâíà áóäó£è äà jå ìàòðèöà A

ïîçèòèâíà. Òàêî¢å, îíå èìàjó èñòå ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ïà òèìå è èñòè

ñïåêòðàëíè ðàäèjóñ (ρ(A) = ρ(AT )). Íåêà jå v ñîïñòâåíè âåêòîð ìàòðèöå

AT êîjè îäãîâàðà ñîïñòâåíîj âðåäíîñòè ρ(A). Âåêòîð v, íà îñíîâó ïðâîã

äåëà äîêàçà, ìîæåìî ñêàëèðàòè òàêî äà áóäå ïîçèòèâàí.

Ïðåìà òîìå, äåôèíèøèìî ñîïñòâåíè âåêòîð y ìàòðèöå AT íà ñëåäå£è

íà÷èí:

y :=
v

vTx
.

Äàêëå, âàæè äà jå ATy = ρ(A)y è äà âåêòîð yT çàäîâî§àâà ñëåäå£ó jåäíà-

êîñò:

yTA = ρ(A)yT .

Îâàj ïàð ñîïñòâåíèõ âåêòîðà (x, y) äàjå íàì äåêîìïîçèöèjó ïðîñòîðà Rn

íà äèðåêòíó ñóìó.

Çàèñòà, óî÷èìî ïðâî (n − 1)−äèìåíçèîíàëíè îðòîãîíàëíè êîìïëåìåíò

âåêòîðà y ó îäíîñó íà ñêàëàðíè ïðîèçâîä íà Rn : Π⊥ := {z ∈ Rn : yT z = 0}.
Îí jå èíâàðèjàíòàí çà A, øòî ñå ëàêî âèäè:

Íåêà jå z ∈ Π⊥ è ñàäà èìàìî

yTAz = (yTA)z = ρ(A)yT z = 0.

Èìàìî äà âàæè äà x ̸∈ Π⊥ jåð jå yx = yTx > 0 (jåð ñó âåêòîðè x è y

ïîçèòèâíè). Òèìå ñìî äîêàçàëè äà jå span{x} ∩Π⊥ = {0}, øòî çàjåäíî ñà
÷è»åíèöîì äà jå Π⊥ ïðîñòîð äèìåíçèjå n− 1 äàjå äà jå Rn äèðåêòíà ñóìà

îä span{x} è Π⊥.

Æåëèìî äà ïðîíà¢åìî øòî jåäíîñòàâíèjó ìàòðèöó ïîìî£ó êîjå áèñìî

ëàêî ìîãëè äà òðàíñôîðìèøåìî ìàòðèöó A. Íåêà jå {x2, ..., xn} áàçà ïðî-
ñòîðà Π⊥. Òàäà jå {x, x2, ..., xn} áàçà ïðîñòîðà Rn. Äåôèíèøèìî ìàòðèöó

B =
[
x x2 · · · xn

]
.

Îíà jå ðåãóëàðíà, ïà ìîæåìî îäðåäèòè îáëèê »åíîã èíâåðçà:[
1 0

0 In−1

]
= In = B−1B =

[
γT

ΓT

] [
x X

]
=

[
γTx γTX

ΓTx ΓTX

]
.
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Îäàâäå äîáèjàìî ñëåäå£å èäåíòèòåòå:

γTx = 1, γTX = 0, ΓTx = 0, ΓTX = In−1.

Ìîæåìî óçåòè äà jå γ = y jåð îí çàäîâî§àâà ïðâà äâà èäåíòèòåòà. Îâà-

êâîì ìàòðèöîì ìîæåìî ìàòðèöó À òðàíñôîðìèñàòè ó áëîê äèjàãîíàëíó

ìàòðèöó:

B−1AB =

[
yT

ΓT

]
A
[
x X

]
=

[
yTAx yTAX

ΓTAx ΓTAX

]
=

[
yTρ(A)x yTρ(A)X

ΓTρ(A)x ΓTAX

]

=

[
ρ(A) 0

0 C

]
,

çà íåêó ïðîèçâî§íó ìàòðèöó C ∈ Mn−1(R).

Ìàòðèöà B−1AB jå ñëè÷íà ìàòðèöè A ïà îíå èìàjó èñòå ñîïñòâåíå âðåä-

íîñòè. Ïðåòïîñòàâèìî äà ρ(A) èìà àëãåáàðñêó âèøåñòðóêîñò âå£ó îä 1.

Òàäà ρ(A) ìîðà áèòè è ñîïñòâåíà âðåäíîñò ìàòðèöå C. Àëè òàäà C ìîðà

èìàòè ñîïñòâåíè âåêòîð êîjè îäãîâàðà ñîïñâåíîj âðåäíîñòè ρ(A).

Àêî jå s ñîïñòâåíè âåêòîð ìàòðèöå C êîjè îäãîâàðà ñîïñòâåíîj âðåäíîñòè

ρ(A), îíäà jå Cs = ρ(A)s, ïà èìàìî äà jå:

B−1AB

[
0

s

]
=

[
ρ(A) 0

0 C

][
0

s

]
=

[
0

Cs

]
=

[
0

ρ(A)s

]
= ρ(A)

[
0

s

]
.

Íî, òàêî¢å èìàìî

B−1AB

[
1

0n−1

]
=

[
ρ(A)

0n−1

]
= ρ(A)

[
1

0n−1

]
,

ãäå 0n−1 ïðåäñòàâ§à âåêòîð êîëîíó äèìåíçèjå n−1×1 ÷èjè ñó ñâè åëåìåíòè

íóëå.

Äàêëå, èìàìî äâà íåçàâèñíà ñîïñòâåíà âåêòîðà çà ρ(A), ïà ρ(A) èìà ãåî-

ìåòðèjñêó âèøåñòðóêîñò dA(ρ(A)) ≥ 2. Òèìå äîëàçèìî ó êîíòðàäèêöèjó

ñà ïðåòõîäíèì äåëîì äîêàçà. Äàêëå, ρ(A) èìà àëãåáàðñêó âèøåñòðóêîñò

1.
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Íàïîìåíà 2.3.1. Âåêòîðè x è y, èç ïîñëåä§åã äåëà äîêàçà ïðåòõîäíå òåîðåìå,

íàçèâàjó ñå ðåäîì äåñíè è ëåâè Ïåðîíîâ âåêòîð. Òî ñó jåäèíñòâåíè âåêòîðè çà

êîjå âàæè:

Ax = ρ(A)x, x1 + ...+ xn = 1, x > 0,

yTA = ρ(A)yT , x1y1 + ...+ xnyn = 1, y > 0.

Jåäèíñòâåíîñò Ïåðîíîâèõ âåêòîðà çà ïðîèçâî§íó ìàòðèöó ñëåäè èç òåîðåìå

2.3.1. Ó íàñòàâêó ðàçìîòðèìî øòà jîø ìîæåìî çàê§ó÷èòè èç ïðåòõîäíîã äîêàçà.

Âðàòèìî ñå íà ïîñëåä»è äåî äîêàçà ãäå ñìî ìàòðèöó À òðàíôîðìèñàëè ó

áëîê äèjàãîíàëíó ìàòðèöó. Äàêëå,

B−1AB =

[
ρ(A) 0

0 C

]
.

Äîêàçàëè ñìî äà jå ρ(A) ñîïñòâåíà âðåäíîñò ÷èjà jå àëãåáàðñêà âèøåñòðóêîñò 1

è äà jå îíà ñòðîãî íàjâå£à. Ñàäà çàê§ó÷ójåìî äà jå ρ(C) < ρ(A), à èç òîãà ñëåäè

ρ(ρ(A)−1C) < 1. Êîðèñòå£è òåîðåìó 1.6.2, êàêî jå ρ(ρ(A)−1C) < 1, èìàìî äà

(ρ(A)−1C)m → On−1, m → ∞ (Jåð jå ρ(A)−1C ìàòðèöà ôîðìàòà n− 1× n− 1.).

Òî jåñò, èìàìî ñëåäå£å:

(
A

ρ(A)
)m = B

[
1 0

0 (ρ(A)−1C)m

]
B−1 −→ B

[
1 0

0 0n−1

]
B−1 = xyT ,m −→ ∞.

Îâî ñâîjñòâî íàì jå áèòíî jåð ñå ÷åñòî jàâ§à ó ðàçíèì ïðèìåíàìà. Çàïèøèìî

äîêàçàíî òâð¢å»å ó îáëèêó òåîðåìå.

Òåîðåìà 2.3.2. [2] Íåêà jå A ∈ Mn(R) ïîçèòèâíà ìàòðèöà. Àêî ñó x è y äåñíè

è ëåâè Ïåðîíîâ âåêòîð ìàòðèöå A, îíäà jå

lim
m→∞

(ρ(A)−1A)m = xyT .

Íàïîìåíà 2.3.2. Çà äðóãè äåî Ïåðîíîâå òåîðåìå ìîæå ñå äîêàçàòè è îáðíóòî

òâð¢å»å, óç ïðîøèðå»å äà jå ìàòðèöà A íåíåãàòèâíà, êîjå ãëàñè: Íåêà jå A ∈
Mn(R) íåíåãàòèâíà ìàòðèöà. Àêî jå x ïîçèòèâàí ñîïñòâåíè âåêòîð ìàòðèöå A,

îíäà jå ρ(A) ñîïñòâåíà âðåäíîñò ìàòðèöå A è îäãîâàðà jîj ñîïñòâåíè âåêòîð x.
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Äîêàç. Àêî jå x > 0 è Ax = λx, âàæè äà jå λ ≥ 0 è jåäíàêîñò ìîæåìî çàïèñàòè

êàî

λx ≤ Ax ≤ λx.

Èç íåjåäíàêîñòè λx ≤ Ax ñëåäè äà jå λxi ≤ [Ax]i, i = 1, ..., n, à èç îâîãà ñëåäè

äà jå

λ ≤ min
1≤i≤n

1

xi

n∑
j=1

aijxj.

Íàïîìåíà 1.6.1 íàì äàjå äà jå λ ≤ ρ(A). Àíàëîãíî ñå äîêàçójå äà jå ρ(A) ≤ λ,

ïà èìàìî ñëåäå£ó íåjåäíàêîñò:

λ ≤ ρ(A) ≤ λ.

Äàêëå, äîêàçàëè ñìî äà jå λ = ρ(A).



Ãëàâà 3

Ïeðîí-Ôðîáåíèjóñîâà òåîðåìà çà

íåíåãàòèâíå ìàòðèöå

3.1 Íåíåãàòèâíè ñîïñòâåíè ïàðîâè

×è»åíèöà êîjå ñå òðåáà ïðèñåòèòè î ñïåêòðàëíîì ðàäèjóñó jåñòå Ãåëôàíäîâà

òåîðåìà, ρ(A) = limk→∞ ∥Ak∥ 1
k [2], è »ó £åìî êîðèñòèòè äà äîêàæåìî íàðåäíó

ëåìó.

Ëåìà 3.1.1. [2] Íåêà ñó A,B ∈ Mn(R) ìàòðèöå. Àêî jå |A| ≤ B îíäà jå ρ(A) ≤
ρ(|A|) ≤ ρ(B), ãäå jå |A| ìàòðèöà ñà åëåìåíòèìà |aij|.

Äîêàç. Êîðèñòå£è íåjåäíàêîñò òðîóãëà äîáèjàìî |Ak| ≤ |A|k, çà ñâàêè öåî áðîj

k. Çàòèì, èç |A| ≤ B ñëåäè |A|k ≤ Bk. Òàäà èìàìî: ∥Ak∥∞ = ∥|Ak|∥∞ ≤
∥|A|k∥∞ ≤ ∥Bk∥∞. Òàäà jå,

∥Ak∥
1
k∞ ≤ ∥|A|k∥

1
k∞ ≤ ∥Bk∥

1
k∞,

lim
k→∞

∥Ak∥
1
k∞ ≤ lim

k→∞
∥|A|k∥

1
k∞ ≤ lim

k→∞
∥Bk∥

1
k∞,

ρ(A) ≤ ρ(|A|) ≤ ρ(B).

Ó íàñòàâêó, ïðèêàæèìî jîø jåäàí äîêàç Collatz −Wielandt ôîðìóëå.

Òåîðåìà 3.1.2. [2] Íåêà jå A ∈ Mn(R), n ∈ N, A ≥ 0 ìàòðèöà è íåêà jå r = ρ(A).

Ñëåäå£à òâð¢å»à ñó òà÷íà:

(i) r ∈ σ(A), àëè ìîãó£å jå è r = 0

26
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(ii) Az = rz çà íåêî z ∈ N = {x ∈ Rn|x ≥ 0, x ̸= 0}

(iii)

r = max
x∈N

f(x),

ãäå jå

f(x) = min
1≤i≤n,xi ̸=0

[Ax]i
xi

.

Äîêàç. Íåêà jå Ak = A + ( 1
k
)I > 0, ãäå jå I ìàòðèöà êîjà ñàäðæè ñâå 1 è k =

1, 2, ..., n. Òàäà jå Ak > 0, íà îñíîâó òîãà øòî jå A ≥ 0, k > 0 è I > 0. Íåêà ñó

rk > 0 è pk > 0 Ïåðîí-Ôðîáåíèjóñîâà ñîïñòâåíà âðåäíîñò è Ïåðîí-Ôðîáåíèjóñîâ

ñîïñòâåíè âåêòîð ìàòðèöå Ak, ðåäîì. Çíàìî äà jå {pk}∞k=1 îãðàíè÷åí jåð jå

{pk}∞k=1 ⊆ {x ∈ Rn : ∥x∥1 = 1} .

Áîëöàíî-Âàjåðøòðàñîâà òåîðåìà òâðäè äà ñâàêè îãðàíè÷åí íèç èìà êîíâåðãåí-

òàí ïîäíèç. Äàêëå, êàêî jå {pk}∞k=1 îãðàíè÷åí, ïîñòîjè »åãîâ êîíâåðãåíòàí ïîä-

íèç è íåêà jå z èç Rn »åãîâà ãðàíèöà. Èìàìî äà {pki}
∞
i=1 −→ z çà íåêè ðàñòó£è

íèç ki ãäå jå z ≥ 0 è z ̸= 0, ïîøòî jå pki > 0 è

∥pki∥1 =
n∑

i=1

|pki | = 1.

Ñòîãà, êàêî jå A1 > A2 > ... > A íà îñíîâó ëåìå 3.1.1 jàñíî jå äà jå r1 ≥ r2 ≥
... ≥ r, ïà jå {rk}∞k=1 îïàäàjó£è íèç ïîçèòèâíèõ áðîjåâà, îäîçäî îãðàíè÷åí ñà r.

Äðóãèì ðå÷èìà,

lim
k→∞

rk = r∗

ïîñòîjè è r∗ ≥ r. Ïîñåáíî

lim
i→∞

rki = r∗.

Àëè, èç äåôèíèöèjå Ak èìàìî äà

lim
k→∞

Ak = A

îäàêëå ñëåäè

lim
i→∞

Aki = A,

ïà jå òàêî¢å òà÷íî è äà jå:
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Az = lim
i→∞

Aki lim
i→∞

pki

= lim
i→∞

Akipki

= lim
i→∞

rkipki

= lim
i→∞

rki lim
i→∞

pki

= r∗z.

(3.1)

Êàêî jå Az = r∗z, èìàìî äà r∗ ∈ σ(A) è, òàêî¢å, r∗ ≥ r. Áóäó£è äà jå r = ρ(A),

çíàìî äà £å r∗ óâåê áèòè íå âå£è îä r jåð jå òî ìàêñèìàëíà ñîïñòâåíà âðåäíîñò,

ïà jå r∗ = r.

Íåêà jå qTk ëåâè Ïåðîí-Ôðîáåíèjóñîâ ñîïñòâåíè âåêòîð ìàòðèöå Ak. Çíàìî äà

çà ñâàêî x ∈ N è k > 0 èìàìî äà jå qTk > 0. Òàäà ñëåäè äà jå 0 ≤ f(x)x ≤ Ax ≤
Akx. Çàòèì, êàêî jå f(x)x ≤ Akx èìàìî äà jå

qTk [f(x)x] ≤ qTk (Akx),

f(x)qTk x ≤ (qTk Ak)x,

f(x)qTk x ≤ rkq
T
k x,

f(x) ≤ rk.

Êàêî rk −→ r∗ = r èìàìî äà jå f(x) ≤ r. Áóäó£è äà jå f(z) = r è z ∈ N ,

äèðåêòíî ñëåäè äà jå

max
x∈N

f(x) = r.

Äàêëå, Collatz −Wieldant ôîðìóëà jå çàäîâî§åíà.

Íàêîí øòî jå Ïåðîí îájàâèî ñâîjó òåîðåìó, Ôðîáåíèjóñ jó jå ïðîøèðèî íà

îäðå¢åíó êëàñó íåíåãàòèâíèõ ìàòðèöà è òèìå ñå äîáèëî ìíîøòâî íîâèõ ïðè-

ìåíà, áóäó£è äà ñå âðëî ÷åñòî ó ïðèìåíàìà ïîjàâ§ójó íóëå ó ìàòðèöàìà. Ïðâà

òàêâà êëàñà ìàòðèöà êîjå £åìî îáðàäèòè ñó íåñâîä§èâå ìàòðèöå.
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3.2 Íåñâîä§èâîñò íåíåãàòèâíèõ ìàòðèöà

Äåôèíèöèjà 3.2.1. Ìàòðèöà ïåðìóòàöèjå ïðåäñòàâ§à êâàäðàòíó ìàòðèöó êîjà

èìà òà÷íî jåäàí íåíóëà åëåìåíò ó ñâàêîj âðñòè è ñâàêîj êîëîíè, à íà ñâèì

îñòàëèì ìåñòèìà ñó íóëå.

Äåôèíèöèjà 3.2.2. [2] Êàæåìî äà jå êâàäðàòíà ìàòðèöà A ∈ Mn(R) ñâîä§èâà
àêî ïîñòîjè ìàòðèöà ïåðìóòàöèjå P ∈ Mn(R) òàêâà äà jå,

P TAP =

(
B C

0 D

)
, B ∈ Mr(R), D ∈ Mn−r(R), 1 ≤ r ≤ n− 1.

Ó ñóïðîòíîì, A jå íåñâîä§èâà ìàòðèöà.

Äåôèíèöèjà 3.2.3. [2] Íåíåãàòèâíà êâàäðàòíà ìàòðèöà

A ∈ Mn(R)

íàçèâà ñå ïðèìèòèâíîì àêî ïîñòîjè öåî áðîj k òàêàâ äà jå Ak ïîçèòèâíà ìàòðèöà.

Ïðîïîçèöèjà 3.2.1. Ñâàêà ïðèìèòèâíà ìàòðèöà jå íåñâîä§èâà.

Çàíèì§èâó è âðëî êîðèñíó àíàëîãèjó ñà ìàòðèöàìà ìîæåìî ïðîíà£è ó òå-

îðèjè ãðàôîâà, ïîãîòîâî êàäà jå ðå÷ î íåñâîä§èâèì ìàòðèöàìà. Îíà £å íàì

áèòè êîðèñíà ó ïðèìåíàìà, êàî è çà äîêàç ãëàâíå òåîðåìå. Ãðàô G(A) ìàòðèöå

A = [aij] ∈ Mn(R) äåôèíèøåìî êàî óñìåðåí ãðàô ñà n ÷âîðîâà {v1, v2, ..., vn},
ãäå ïîñòîjè óñìåðåíà ãðàíà îä ÷âîðà vi äî ÷âîðà vj àêî è ñàìî àêî jå aij ̸= 0.

Òàêî¢å âàæè äà jå G(P TAP ) = G(A) çà ïðîèçâî§íó ìàòðèöó ïåðìóòàöèjå P jåð

jå ó ïèòà»ó ñàìî èçìåíà îçíàêà ÷âîðîâà. Óñìåðåí ãðàô G(A) jå jàêî ïîâåçàí

àêî çà ñâàêà äâà ÷âîðà vi è vj ïîñòîjè ïóò êîjè âîäè îä vi äî vj, îäíîñíî ïîñòîjè

íèç ðàçëè÷èòèõ ÷âîðîâà {vi, vk, ..., vj} òàêâèõ äà ñó ñâàêà äâà ñóñåäíà ÷âîðà ó

òîì íèçó ïîâåçàíà óñìåðåíîì ãðàíîì.

Òåîðåìà 3.2.1. [4] Êâàäðàòíà ìàòðèöà A ∈ Mn(R) jå íåñâîä§èâà àêî è ñàìî

àêî jå ãðàô G(A) jàêî ïîâåçàí.

Äîêàç. Äîêàçà£åìî åêâèâàëåíòíî òâð¢å»å: Ìàòðèöà À jå ñâîä§èâà àêî è ñàìî

àêî ãðàô G(A) íèjå jàêî ïîâåçàí.
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Ïðåòïîñòàâèìî äà jå A = [aij] ∈ Mn(R) ñâîä§èâà ìàòðèöà. Òàäà, ïî äåôèíè-
öèjè, ïîñòîjè ìàòðèöà ïåðìóòàöèjå P ∈ Mn(R) òàêâà äà âàæè

P TAP =

(
B C

0 D

)
, B ∈ Mr(R), D ∈ Mn−r(R), 1 ≤ r ≤ n− 1.

Êàêî âàæè G(P TAP ) = G(A), ìîæåìî ïîñìàòðàòè ãðàô ìàòðèöå P TAP . Îçíà-

÷èìî ÷âîðîâå ãðàôà ó ñêëàäó ñà òîì ìàòðèöîì. Óî÷èìî äà èç ñêóïà ÷âîðîâà

V2 = {vr+1, ..., vn} íå ïîñòîjå äèðåêòíå óñìåðåíå ãðàíå ïðåìà ÷âîðîâèìà èç ñêóïà
V1 = {v1, ..., vr}, jåð jå aij = 0 çà r + 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ r .

Íàðàâíî, ñêóïîâè V1 è V2 ñó íåïðàçíè jåð jå 1 ≤ r ≤ n − 1. Óçìèìî ÷âîð

vi ∈ V2 è ÷âîð vj ∈ V1. Èç ÷âîðà vi ìîæåìî äî£è ñàìî ó ÷âîðîâå èç ñêóïà V2 è

íèjåäàí ÷âîð èç V2 íåìà ãðàíó óñìåðåíó ïðåìà ÷âîðó èç V1, ïà íè èç ÷âîðà vi

íåìà ïóò êîjè âîäè äî vj.

Äàêëå, íàøëè ñìî äâà ÷âîðà èçìå£ó êîjèõ íå ïîñòîjè ïóò, ïà ïî äåôèíèöèjè

ãðàô G(A) íèjå jàêî ïîâåçàí.

Îáðàòíî, ïðåòïîñòàâèìî äà ãðàô G(A) íèjå jàêî ïîâåçàí. Òàäà ïîñòîjå ÷âî-

ðîâè vp è vq èçìå¢ó êîjèõ íå ïîñòîjè ïóò.

Äåôèíèøèìî ñêóï ÷âîðîâà V1 = {vi : vi = vq èëè ïîñòîjè ïóò ó G(A) îä vi äî

vq} è íåêà jå V2 ñêóï ñâèõ ÷âîðîâà ãðàôà G(A) êîjè íèñó ó V1. Ïðåìà òîìå êàêî

ñìî äåôèíèñàëè ñêóïîâå âàæè äà jå V1 ∪ V2 = {v1, ..., vn}. Èìàìî äà jå vq ∈ V1 è

äà vp ∈ V2, ïà ñëåäè äà ñó V1 è V2 íåïðàçíè ñêóïîâè.

Àêî áè ïîñòîjàî ïóò îä íåêîã ÷âîðà vi ∈ V2 äî íåêîã ÷âîðà vj ∈ V1, òàäà áè ïî

äåôèíèöèjè ñêóïà V1 ïîñòîjàî ïóò îä vi äî vq, ïà áè vi ∈ V1, à òî íèjå ìîãó£å.

Çáîã òîãà íå ïîñòîjå ïóòåâè èç ñêóïà V2 äî ñêóïà V1.

Îçíà÷èìî ÷âîðîâå íà ñëåäå£è íà÷èí: V1 = {v1, ..., vr}, V2 = {vr+1, ..., vn}.

Íåêà jå P ìàòðèöà ïåðìóòàöèjå êîjà ñå ñëàæå ñà íîâèì îçíàêàìà ÷âîðîâà.

Òàêî äîáèjàìî äà jå

P TAP =

(
B C

0 D

)
, B ∈ Mr, D ∈ Mn−r,
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îäíîñíî, äà jå ìàòðèöà À ñâîä§èâà, øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè.

Íàïîìåíà 3.2.1. Ñàäà êàäà èìàìî àíàëîãèjó ìàòðèöà ñà òåîðèjîì ãðàôîâà,

âðëî jå ëàêî âèäåòè äà ñó ïðèìèòèâíå ìàòðèöå ójåäíî è íåñâîä§èâå. Íàèìå,

àêî jå A ∈ Mn(R) ïðèìèòèâíà ìàòðèöà, òàäà ïîñòîjè m > 0 òàêàâ äà jå Am > 0,

à òî óïðàâî çíà÷è äà ñå ó ìàòðèöè A îä ñâàêîã ÷âîðà äî ñâàêîã äðóãîã ìîæå

äî£è ïóòåì êîjè èìà òà÷íî èëè ìà»å îä m êîðàêà. Ñàäà jå jàñíî äà jå ìàòðèöà

À íåñâîä§èâà ïðåìà êàðàêòåðèçàöèjè íåñâîä§èâîñòè ïðåêî jàêå ïîâåçàíîñòè

ãðàôîâà.

Íàâåäèìî jîø jåäíó êàðàêòåðèçàöèjó íåñâîä§èâîñòè, àëè ñàäà çà íåíåãà-

òèâíå ìàòðèöå.

Ïðîïîçèöèjà 3.2.2. Íåíåãàòèâíà ìàòðèöà A ∈ Mn(R) jå íåñâîä§èâà àêî è

ñàìî àêî jå (I + A)n−1 > 0

Äîêàç. Äîêàçà£åìî åêâèâàëåíòíî òâð¢å»å: À jå ñâîä§èâà àêî è ñàìî àêî ìà-

òðèöà (I + A)n−1 ñàäðæè áàðåì jåäíó íóëó.

Ïðåòïîñòàâèìî äà jå À ñâîä§èâà ìàòðèöà è äà çà íåêó ìàòðèöó ïåðìóòàöèjå

P èìàìî äà jå

P TAP =

(
B C

0 D

)
= Ã, B ∈ Mr, D ∈ Mn−r, 1 ≤ r ≤ n− 1

Óî÷èìî äà ìàòðèöå Ã2, Ã3, ..., Ãn−1 èìàjó íóëå ó äî»åì ëåâîì (n− r)× r áëîêó.

Ðàñïèøèìî:

P T (I + A)n−1P = P T (I + (n− 1)A+

(
n− 1

2

)
A2 + ...+ An−1)P

= P TP + (n− 1)P TAP +

(
n− 1

2

)
P TA2P + ...+ P TAn−1P

= I + (n− 1)Ã+

(
n− 1

2

)
Ã2 + ...+ Ãn−1.

(3.2)

Ïðèìåòèìî äà ñâàêè ñàáèðàê èìà íóëå ó äî»åì ëåâîì (n− r)× r áëîêó. Èç

òîãà çàê§ó÷ójåìî äà jå ìàòðèöà (I + A)n−1 ñâîä§èâà, à òèìå è äà èìà áàðåì

jåäíó êîîðäèíàòó jåäíàêó íóëè.
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Ïðåòïîñòàâèìî äà çà èíäåêñå p, q ìàòðèöà (I+A)n−1 íà ìåñòó (p, q) èìà íóëó.

Èìàìî äà jå

(I + A)n−1 = I + (n− 1)A+

(
n− 1

2

)
A2 + ...+ An−1.

Óî÷èìî äà ñó ñâè ñàáèðöè íåíåãàòèâíè, jåð jå À íåíåãàòèâíà ìàòðèöà, ïà ñâàêè

ñàáèðàê íà ìåñòó (p, q) èìà íóëó.

Çáîã òîãà øòî jå jåäàí ñàáèðàê ìàòðèöà I âàæè äà jå p ̸= q. Ñàäà çàê§ó÷ójåìî

äà ó ãðàôó G(A) íå ïîñòîjè ïóò îä ÷âîðà vp äî ÷âîðà vq, jåð jå apq = 0. Òî ïî

äåôèíèöèjè çíà÷è äà ãðàô G(A) íèjå jàêî ïîâåçàí, ïà jå íà îñíîâó òåîðåìå 3.2.1

ìàòðèöà À ñâîä§èâà.

Íàïîìåíà 3.2.2. Çà ïðîèçâî§íó íåíåãàòèâíó ìàòðèöó À íå ìîðà äà âàæè äà jå

ñïåêòðàëíè ðàäèjóñ ïîçèòèâàí. Òàêî¢å, ñîïñòâåíè âåêòîð ìîæå ñàäðæàòè íóëå

è ãåîìåòðèjñêà è àëãåáàðñêà âèøåñòðóêîñò îä ρ(A) ìîæå áèòè âå£à îä 1.

Ëåìà 3.2.2. Íåêà ñó λ1, ..., λn ∈ C ñîïñòâåíå âðåäíîñòè îä A ∈ Mn(R) êîjèìà
îäãîâàðàjó ñîïñòâåíè âåêòîðè x1, ..., xn, ðåäîì. Òàäà ñó λ1+1, ..., λn+1 ñîïñòâåíå

âðåäíîñòè îä I +A è âàæè ρ(I +A) ≤ ρ(A) + 1. Àêî jå À íåíåãàòèâíà ìàòðèöà,

òàäà âàæè jåäíàêîñò.

Äîêàç. Ðàñïèñójåìî:

(I + A)xk = xk + Axk = xk + λkxk = (1 + λk)xk.

Îäàâäå ñëåäè äà jå 1+λk ñîïñòâåíà âðåäíîñò ìàòðèöå I+A çà ñâå k = 1, 2, ..., n.

Äà§å èìàìî äà jå

ρ(I + A) = max
1≤k≤n

|λk + 1|

≤ max
1≤k≤n

|λk|+ 1

= ρ(A) + 1.

(3.3)

Çàä»å òâð¢å»å ñëåäè èç òåîðåìå 3.1.2. Íàèìå, êàêî jå À íåíåãàòèâíà ìàòðèöà,

òàäà jå ρ(A) ñîïñòâåíà âðåäíîñò îä À ïà jå, ïî ãîðå äîêàçàíîì, ρ(A)+1 ñîïñòâåíà

âðåäíîñò ìàòðèöå I + A. Êîðèñòå£è äîêàçàíó íåjåäíàêîñò è ÷è»åíèöó äà îâà

ñîïñòâåíà âðåäíîñò íå ñìå áèòè âå£à îä ñïåêòðàëíîã ðàäèjóñà äîáèjàìî äà jå

ρ(I + A) = ρ(A) + 1.



ÃËÀÂÀ 3. ÏEÐÎÍ-ÔÐÎÁÅÍÈJÓÑÎÂÀ ÒÅÎÐÅÌÀ ÇÀ ÍÅÍÅÃÀÒÈÂÍÅ

ÌÀÒÐÈÖÅ 33

Òåîðåìà 3.2.3. (Ïåðîí-Ôðîáåíèjóñ) [2] Íåêà jå n ≥ 2 è A ∈ Mn(R) íåñâîä§èâà
è íåíåãàòèâíà ìàòðèöà. Òàäà jå

(i) ρ(A) > 0,

(ii) ρ(A) èìà àëãåáàðñêó âèøåñòðóêîñò 1,

(iii) Ïîñòîjè jåäèíñòâåí äåñíè Ïåðîíîâ âåêòîð,

(iv) Ïîñòîjè jåäèíñòâåí ëåâè Ïåðîíîâ âåêòîð.

Äîêàç. (i) Óî÷èìî äà ìàòðèöà À íåìà íèjåäíó âðñòó èëè êîëîíó ÷èjè ñó ñâè

åëåìåíòè íóëå jåð jå îíà íåñâîä§èâà. Ó ñóïðîòíîì, àêî áè À èìàëà íà

ïðèìåð jåäíó âðñòó ó êîjîj ñó ñâè åëåìåíòè 0 (íåêà jå òî, áåç óìà»å»à

îïøòîñòè, n-òà âðñòà) òàäà èç ÷âîðà vn ãðàôà G(A) íå áèñìî ìîãëè äî£è

íè äî jåäíîã äðóãîã ÷âîðà. Çáîã òîãà ãðàô G(A) íå áè áèî jàêî ïîâåçàí, à

òî jå êîíòðàäèêöèjà ñà òåîðåìîì 3.2.1. Äàêëå, âàæè

n∑
j=1

aij > 0

çà ñâå i = 1, ..., n. Èç òåîðåìå 1.6.4 èìàìî äà âàæè

0 < min
1≤i≤n

n∑
j=1

aij ≤ ρ(A).

(ii) Ïðåòïîñòàâèìî äà ρ(A) èìà àëãåáàðñêó âèøåñòðóêîñò âå£ó îä 1. Ëåìà

3.2.2 íàì äàjå äà 1+ρ(A) = ρ(I+A) èìà àëãåáàðñêó âèøåñòðóêîñò âå£ó îä

1 (êàî ñîïñòâåíà âðåäíîñò ìàòðèöå I+A). Çàòî (1+ρ(A))n−1 = ρ((I+A)n−1)

èìà àëãåáàðñêó âèøåñòðóêîñò âå£ó îä 1 çà ìàòðèöó (I + A)n−1. Îâî jå

ó êîíòðàäèêöèjè ñà òåîðåìîì 2.3.1 jåð jå ïî ïðîïîçèöèjè 3.2.2 ìàòðèöà

(I + A)n−1 ïîçèòèâíà.

(iii) Èç ïðîïîçèöèjå ?? çíàìî äà ïîñòîjè âåêòîð x ≥ 0 òàêàâ äà jå Ax = ρ(A)x.

Êàêî jå À íåñâîä§èâà, îíäà jå ïî ïðîïîçèöèjè 3.2.2 ìàòðèöà (I + A)n−1

ïîçèòèâíà è êîðèñòå£è ëåìó 3.2.2 äîáèjàìî äà jå
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(I + A)n−1x = (I + (n− 1)A+

(
n− 1

2

)
A2 + ...+ An−1)x

= x+ (n− 1)Ax+

(
n− 1

2

)
A2x+ ...+ An−1x

= x+ (n− 1)ρ(A)x+

(
n− 1

2

)
ρ(A)2x+ ...+ ρ(A)n−1x

= (1 + ρ(A))n−1x

= ρ((I + A)n−1)x.

(3.4)

Äàêëå, äîáèëè ñìî äà jå âåêòîð x ñîïñòâåíè âåêòîð ïîçèòèâíå ìàòðèöå

êîjè îäãîâàðà ñïåêòðàëíîì ðàäèjóñó. Íà îñíîâó òåîðåìå 2.3.1 òàj âåêòîð

jå ïîçèòèâàí. Íà êðàjó íîðìèðàìî âåêòîð òàêî äà âàæè x1 + ... + xn = 1.

Jåäèíñòâåíîñò jå òàêî¢å îñèãóðàíà òåîðåìîì 2.3.1.

(iv) Îâàj äåî ñå ïîêàçójå àíàëîãíî äåëó (iii) ñàìî øòî ïîñìàòðàìî ìàòðèöó

AT .

Äàêëå, òåîðåìà 3.1.2 íàì äàjå äà ïîñòîjè âåêòîð y ≥ 0 òàêàâ äà jå ATy =

ρ(A)y. Çàïèøèìî òî íà åêâèâàëåíòàí íà÷èí: yTA = ρ(A)yT . Íà àíàëîãàí

íà÷èí çàê§ó÷ójåìî äà jå âåêòîð y ñîïñòâåíè âåêòîð ïîçèòèâíå ìàòðèöå

êîjè îäãîâàðà ñïåêòðàëíîì ðàäèjóñó. Ïðåìà òåîðåìè 2.3.1 çíàìî äà jå òàj

âåêòîð ïîçèòèâàí. Íà êðàjó íîðìèðàìî âåêòîð òàêî äà óìåñòî y óçìåìî

y∑n
i=1 xiyi

.

Òî íàì ãàðàíòójå èäåíòèòåò x1y1 + ... + xnyn = 1. Jåäèíñòâåíîñò, òàêî¢å,

ñëåäè íà îñíîâó òåîðåìå 2.3.1.

3.3 Ïðèìèòèâíå ìàòðèöå

Ñëåäå£à êëàñà íåíåãàòèâíèõ ìàòðèöà ñó ïðèìèòèâíå ìàòðèöå.

Òåîðåìà 3.3.1. [2] Íåêà jå A ∈ Mn(R) ïðèìèòèâíà ìàòðèöà. Òàäà âàæå òâð-

¢å»à (i)− (v) òåîðåìå 2.3.1.
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Äîêàç. Íåêà ñó λ1, ..., λn ∈ C ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå A. Ïðåòïîñòàâèìî

äà jå λ1 íàjâå£à ïî àïñîëóòíîj âðåäíîñòè. Òàäà ñó ñîïñòâåíå âðåäíîñòè îä Am

óïðàâî λm
1 , ..., λ

m
n , ãäå jå λ

m
1 íàjâå£à ïî àïñîëóòíîj âðåäíîñòè.

Êàêî jå Am ïîçèòèâíà ìàòðèöà, ìîæåìî èñêîðèñòèòè òåîðåìó 2.3.1. Îíà íàì

äàjå äà jå λm
1 > 0 è äà jå îäãîâàðàjó£è ñîïñòâåíè âåêòîð ïîçèòèâàí, x > 0.

Òàêî¢å íàì äàjå äà ñó ñâå îñòàëå ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå Am ìà»å îä λm
1

ïî àïñîëóòíîj âðåäíîñòè.

Àëè, àêî âàæè |λ1|m > |λk|m,∀k ≥ 2, òàäà âàæè è |λ1| > |λk|,∀k ≥ 2. Èç òîãà

âèäèìî äà jå λ1 ïî àïñîëóòíîj âðåäíîñòè íàjâå£à ñîïñòâåíå âðåäíîñò ìàòðèöå À.

Îíà èìà àëãåáàðñêó âèøåñòðóêîñò 1. Íåêà jå y ñîïñòâåíè âåêòîð êîjè îäãîâàðà

ñîïñòâåíîj âðåäíîñòè λ1. Òàäà âàæè Ay = λ1y, îäíîñíî Amy = λm
1 y. Äàêëå,

y = x jå ñîïñòâåíè âåêòîð ñîïñòâåíå âðåäíîñòè λ1 è îí jå ïîçèòèâàí.

Êàêî λ1 èìà àëãåáàðñêó âèøåñòðóêîñò 1, ñëåäè è äà jîj jå ãåîìåòðèjñêà âè-

øåñòðóêîñò òàêî¢å 1 jåð ãåîìåòðèjñêà âèøåñòðóêîñò íå ìîæå áèòè âå£à îä àë-

ãåáàðñêå.

Ïðèìåòèìî jîø äà jå λ1 > 0 áóäó£è äà jå îíà ñîïñòâåíà âðåäíîñò íåíåãàòèâíå

ìàòðèöå êîjîj îäãîâàðà ïîçèòèâàí ñîïñòâåíè âåêòîð. Äàêëå, äîêàçàëè ñìî ñâà

òâð¢å»à.



Ãëàâà 4

Ïðèìåíå Ïåðîí-Ôðîáåíèjóñîâå

òåîðåìå

4.1 Ôàíîâà òåîðåìà

Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè äèjàãîíàëíå èëè ìàòðèöå ìàëå äèìåíçèjå jå ëàêî ëî-

öèðàòè, àëè øòà ðàäèòè êàäà òî íèjå ñëó÷àj? Ó ñòàòèñòèöè èëè íóìåðè÷êîj

àíàëèçè, ÷åñòî jå êîðèñíî äîêàçàòè äà ñó ñâå ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå ïîçè-

òèâíå. Ïðâà ïðèìåíà Ïåðîí-Ôðîáåíèjóñîâå òåîðåìå jå áàø íà÷èí äà ñå ëîöèðàjó

ñîïñòâåíå âðåäíîñòè. Ïðå òîãà, ïîòðåáíî jå äåôèíèñàòè jîø íåêå ïîjìîâå.

Äåôèíèöèjà 4.1.1. [1] Íåêà jå A = [aij] ∈ Mn(R) ìàòðèöà è

Ri(A) =
∑
j ̸=i

|aij|, i = 1, 2, ..., n.

Äåôèíèøåìî n Ãåðøãîðèíîâèõ äèñêîâà êàî

Gi(A) := {z ∈ C : |z − aii| ≤ Ri(A)} , i = 1, 2, ..., n.

Òåîðåìà 4.1.1. [1] Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå A = [aij] ∈ Mn(R) íàëàçå ñå
ó óíèjè Ãåðøãîðèíîâèõ äèñêîâà

G(A) =
n⋃

i=1

Gi(A).

Äîêàç. Íåêà jå λ ∈ C ñîïñòâåíà âðåäíîñò ìàòðèöå A è íåêà jå »îj îäãîâàðàjó£è

ñîïñòâåíè âåêòîð x = [xi] ̸= 0, òî jåñò, âàæè Ax = λx. Íåêà jå p ∈ {1, 2, ..., n}
èíäåêñ òàêàâ äà jå

|xp| = ∥x∥∞ = max
1≤i≤n

|xi|.

36
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Òàäà jå |xi| ≤ |xp| çà ñâå i = 1, 2, ..., n è xp ̸= 0 jåð jå x ̸= 0. Àêî ó jåäíàêîñòè

Ax = λx óçìåìî p-òó êîîðäèíàòó, äîáèjàìî

λxp =
n∑

j=1

apjxj.

Çàïèøèìî òî íà ñëåäå£è íà÷èí:

xp (λ− app) = λxp − xpapp

=
n∑

j=1

apjxj − xpapp

=
∑
j ̸=p

apjxj.

(4.1)

Êîðèñòå£è íåjåäíàêîñò òðîóãëà äîáèjàìî :

|xp||λ− app| = |
∑
j ̸=p

apjxj| ≤
∑
j ̸=p

|apjxj|

=
∑
j ̸=p

|apj||xj| ≤ |xp|
∑
j ̸=p

|apj|

= |xp|Rp(A)

(4.2)

Êàêî jå xp ̸= 0 çàê§ó÷ójåìî äà jå

|λ− app| ≤ Rp(A),

îäíîñíî äà ñå λ íàëàçè ó êðóãó {z ∈ C : |z − aii| ≤ Ri(A)}, à ñàìèì òèì è ó ñêóïó

G(A). Êàêî jå λ áèëà ïðîèçâî§íà ñîïñòâåíà âðåäíîñò ìàòðèöå A, çàê§ó÷ójåìî

äà ñå ñâå ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöåA íàëàçå ó óíèjè Ãåðøãîðèíîâèõ äèñêîâà.

Íàïîìåíà 4.1.1. Íåêà jå D = diag (d1, d2, ..., dn) äèjàãîíàëíà ìàòðèöà ñà îñî-

áèíîì äà jå di > 0 çà ñâàêî i = 1, 2, ..., n. Òàäà ìàòðèöå D−1AD è A èìàjó èñòå

ñîïñòâåíå âðåäíîñòè, ïà ñå íà îñíîâó ïðåòõîäíå òåîðåìå ñâå ñîïñòâåíå âðåäíîñòè

ìàòðèöå A íàëàçå ñå ó

G(D−1AD) =
n⋃

i=1

{
z ∈ C : |z − aii| ≤

1

di

∑
j ̸=i

dj|aij|

}
.

Òåîðåìà 4.1.2. [5] (Ôàíîâà òåîðåìà) Íåêà jå A = [aij] ∈ Mn(R) è íåêà jå

B = [bij] ∈ Mn(R) íåíåãàòèâíà ìàòðèöà òàêâà äà jå bij ≥ |aij| çà ñâå i ̸= j. Òàäà
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ñå ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå A íàëàçå ó óíèjè äèñêîâà:

n⋃
i=1

{z ∈ C : |z − aii| ≤ ρ(B)− bii} .

Äîäàòíî, A jå ðåãóëàðíà àêî jå |aii| > ρ(B)− bii çà ñâå i = 1, 2, ..., n.

Äîêàç. Ïðâî ïðåòïîñòàâèìî äà jå B > 0. Òåîðåìà 2.3.1 (ii) íàì ãàðàíòójå ïî-

ñòîjà»å ïîçèòèâíîã ñîïñòâåíîã âåêòîðà x òàêâîã äà jå Bx = ρ(B)x, ïà ñëåäè äà

jå ∑
j ̸=i

|aij|xj ≤
∑
j ̸=i

bijxj

=
∑

1≤j≤n

bijxj − biixi

= ρ(B)xi − biixi, i = 1, 2, ..., n.

(4.3)

Ñàäà èìàìî
1

xi

∑
j ̸=i

|aij|xj ≤ ρ(B)− bii, i = 1, 2, ..., n.

Êàäà ó íàïîìåíè 4.1.1 ñòàâèìî äà jå di = xi çà ñâå i = 1, ..., n äîáèjàìî òâð¢å»å çà

ïîçèòèâíó ìàòðèöó B, îäíîñíî äîáèjàìî äà ñå ñâå ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå

A íàëàçå ó
n⋃

i=1

{
z ∈ C : |z − aii| ≤

1

xi

∑
j ̸=i

xj|aij|

}
.

Àêî jå íåêè åëåìåíò ìàòðèöå B jåäíàê íóëè, óçìèìî äà jå Bϵ = B + ϵJn çà

ϵ > 0, ãäå jå Jn ìàòðèöà ÷èjè ñó ñâè åëåìåíòè jåäèíèöå. Òàäà jå

bij + ϵ > |aij|

çà ñâå i ̸= j. Ìàòðèöà Bϵ jå ïîçèòèâíà (jåð ñìî jå òàêî äåôèíèñàëè) ïà ñå ñâå

ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå A íàëàçå ó

G(Bϵ) =
n⋃

i=1

{z ∈ C : |z − aii| ≤ ρ(Bϵ)− (bii + ϵ)} .

Òâð¢å»å çà íåíåãàòèâíó ìàòðèöó B äîáèjàìî èç ÷è»åíèöå äà

ρ(Bϵ)− (bii + ϵ) → ρ(B)− bii, ϵ → 0.
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Àêî jå |aii| > ρ(B)− bii çà i = 1, 2, ..., n, òàäà z = 0 íèjå ó óíèjè

n⋃
i=1

{z ∈ C : |z − aii| ≤ ρ(B)− bii} .

Ïðèìåð. Ïîãëåäàjìî ñàäà íà êîíêðåòíîì ïðèìåðó êàêî ôóíêöèîíèøå Ôàíîâà

òåîðåìà. Áåç ðà÷óíà»à ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè ìàòðèöå A îäðåäè£åìî ãäå ñå îíå

íàëàçå.

Íåêà jå äàòà ìàòðèöà

A =

[
−4 −10

1 6

]
.

Íåêà jå

B = |A| =

[
4 10

1 6

]
.

Íà ïî÷åòêó, ïðèìåòèìî äà jå çà îâàêî èçàáðàíå ìàòðèöå A è B óñëîâ Ôàíîâå

òåîðåìå èñïó»åí.

Çàòèì îäðåäèìî ñïåêòðàëíè ðàäèjóñ ìàòðèöå B êàêî áèñìî ëîöèðàëè ñâå ñîï-

ñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå A:

det(B − λI) =

∣∣∣∣∣4− λ 10

1 6− λ

∣∣∣∣∣
= (4− λ) · (6− λ)− 10

= λ2 − 10λ+ 14.

(4.4)

Îäàâäå ñëåäè äà jå

σ(B) = {5 +
√
11, 5−

√
11},

ïà èìàìî äà jå ρ(B) = 5 +
√
11 ≈ 8.32 .

Ñàäà íà îñíîâó Ôàíîâå òåîðåìå çíàìî äà ñå ñâå ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå

A íàëàçå ó óíèjè:

{z ∈ C : |z + 4| ≤ 5 +
√
11− 4}

⋃
{z ∈ C : |z − 6| ≤ 5 +

√
11− 6},

òj.

σ(A) ⊆ {z ∈ C : |z + 4| ≤ 1 +
√
11}

⋃
{z ∈ C : |z − 6| ≤

√
11− 1}.

Êàêî áèñìî ñå óâåðèëè äà Ôàíîâà òåîðåìà äàjå äîáðî ðåøå»å çà ìàòðèöó ìàëèõ

äèìåçèjà, êàî øòî jå äàòà ìàòðèöà A, ìîæåìî è ïðåêî äåôèíèöèjå èçðà÷óíàòè
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»åíå ñîïñòâåíå âðåäíîñòè è âèäåòè äà ëè ñå îíå çàèñòà íàëàçå ó äîáèjåíîj óíèjè.

Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå A ñó ñëåäå£å:

λ1 = 1 +
√
15 ≈ 4.873, λ2 = 1−

√
15 ≈ −2.873,

è âèäèìî äà ñå îíå íàëàçå ó äîáèjåíîj óíèjè.

4.2 Ëàíöè Ìàðêîâà

Ó ìàòåìàòèöè ëàíàö Ìàðêîâà îçíà÷àâà äèñêðåòíè Ìàðêîâ§åâ ñëó÷àjíè ïðî-

öåñ. Èìå jå äîáèî ïî Àíäðåjó Ìàðêîâó, ðóñêîì ìàòåìàòè÷àðó. Èìàòè ñâîjñòâî

Ìàðêîâà çíà÷è äà îïèñ ñàäàø»îñòè ó ïîòïóíîñòè ñàäðæè èíôîðìàöèjó êîjà

ìîæå óòèöàòè íà áóäó£å ñòà»å ïðîöåñà.

Íàâåäèìî êàî ïðèìåð ñëó÷àjíó øåò»ó ïî áðîjåâíîj ïðàâîj, ãäå ñå, ïðè ñâàêîì

êîðàêó, ïîçèöèjà ìå»à çà 1 (ó jåäíîì èëè äðóãîì ñìåðó jåäíàêî âåðîâàòíî). Ñà

ñâàêå ïîçèöèjå ïîñòîjå äâà ìîãó£à ïðåëàçà: íà ñëåäå£è èëè íà ïðåòõîäíè öåî

áðîj. Âåðîâàòíî£å ïðåëàçà òàäà çàâèñå ñàìî îä òðåíóòíîã ñòà»à, à íå îä íà÷èíà

êàêî ñå äî »åãà äîøëî. Íà ïðèìåð, àêî jå òðåíóòíà ïîçèöèjà -3, ïðåëàç ó -2 èìà

âåðîâàòíî£ó 0.5, áåç îáçèðà íà ïðåòõîäíå ïîçèöèjå.

Ó ñâàêîì òðåíóòêó ñèñòåì, íà îñíîâó äàòå ðàñïîäåëå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå,

ìîæå ïðîìåíèòè ñòà»å, èëè îñòàòè ó èñòîì. Ïðîìåíå ñòà»à íàçèâàìî ïðå-

ëàçèìà, à âåðîâàòíî£å, êîjå ñå îäíîñå íà ðàçëè÷èòå ïðîìåíå ñòà»à, íàçèâàìî

âåðîâàòíî£àìà ïðåëàçà.

Ó îâîì ïîãëàâ§ó íàâîäèìî äâà ðåçóëòàòà âåçàíà çà ëàíöå Ìàðêîâà êîjè ñå

äîáèjàjó ïîìî£ó Ïåðîí-Ôðîáåíèjóñîâå òåîðåìå. Ïðâè ðåçóëòàò jå âåçàí çà ïðî-

èçâî§íå íåñâîä§èâå ëàíöå Ìàðêîâà è »èõîâå ñòàöèîíàðíå ðàñïîäåëå, à äðóãè

ïðåäñòàâ§à êîíêðåòàí ïðèìåð, ëàíàö Ìàðêîâà êîjè îïèñójå Google PageRank

àëãîðèòàì.

Äåôèíèöèjà 4.2.1. Íåêà jå S ïðåáðîjèâ ñêóï êîjè íàçèâàìî ñêóï ñòà»à. Ëàíöè

Ìàðêîâà ïðåäñòàâ§àjó êëàñó çàâèñíèõ ñëó÷àjíèõ ïðîìåí§èâèõ. Íèç ñëó÷àjíèõ

ïðîìåí§èâèõ (Xn)n≥0 íàçèâàìî ëàíöåì Ìàðêîâà, àêî çà ñâàêó âðåäíîñòè xi èç

ñêóïà S âàæè ñâîjñòâî Ìàðêîâà, òj.:

Pr(Xn+1 = x|Xn = xn, ..., X1 = x1) = Pr(Xn+1 = x|Xn = xn), ∀n ∈ N.
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Äåôèíèöèjà 4.2.2. Ìàòðèöà ïðåëàñêà P = [pij] ∈ Mm,n(R) jå ñâàêà ìàòðèöà
êîjà çàäîâî§àâà ñëåäå£å óñëîâå:

� pij ≥ 0, ∀i = 1, ...,m, j = 1, ..., n,

�

∑
j pij = 1, ∀i = 1, ...,m.

Äåôèíèöèjà 4.2.3. Äèñêðåòíè õîìîãåíè ëàíàö Ìàðêîâà ïðåäñòàâ§à ëàíàö

Ìàðêîâà ñà ñòàöèîíàðíèì âåðîâàòíî£àìà ñòà»à àêî âåðîâàòíî£å ïðåëàçà íå

çàâèñå îä âðåìåíà, òj:

Pr(Xn+1 = j|Xn = i) = pij, ∀n ∈ N.

Ïðèìåð. Ïðåòïîñòàâèìî äà òî äà ëè £å ñóòðà ïàäàòè êèøà èëè íå, íå çàâèñè

îä ïðåòõîäíèõ óñëîâà, îäíîñíî äà çàâèñè ñàìî îä òîãà äà ëè äàíàñ ïàäà êèøà

èëè íå. Òàêî¢å ïðåòïîñòàâèìî äà àêî äàíàñ ïàäíå êèøà, ïàäà£å è ñóòðà ñà

âåðîâàòíî£îì 0.7, à àêî äàíàñ íå ïàäíå îíäà £å ñóòðà ïàäàòè ñà âåðîâàòíî£îì

0.4 .

Èìàìî ëàíàö Ìàðêîâà ñà äâà ñòà»à: 0-ïàäà êèøà è 1-íå ïàäà êèøà.

Ìàòðèöà ïðåëàñêà èçãëåäà îâàêî:

P =

[
0.7 1− 0.7

0.4 1− 0.4

]
=

[
0.7 0.3

0.4 0.6

]
.

Ñòàöèîíàðíà ðàñïîäåëà

Íåêà jå X = (Xn : n ≥ 0) ëàíàö Ìàðêîâà ñà ñêóïîì ñòà»à S = {s1, s2, ..., sn}
è ìàòðèöîì ïðåëàñêà P = [pij]. Âåëè÷èíà pij îçíà÷àâà âåðîâàòíî£ó ïðåëàñêà

ñòà»à i ó ñòà»å j. Äàêëå, ìàòðèöà P jå íåíåãàòèâíà. Óî÷èìî äà, àêî ñå íàëàçèìî

ó ñòà»ó i, ó ñëåäå£åì êîðàêó ñå ìîðàìî ïîìåðèòè ó íåêî ñòà»å èç S, ïà jå

n∑
j=1

pij = 1, i = 1, 2, ..., n,

îäíîñíî, ñóìà ñâàêå âðñòå ìàòðèöå P jå jåäàí. Òàêâå ìàòðèöå jîø íàçèâàìî

ñòîõàñòè÷êèì ìàòðèöàìà.[1]

Óçìèìî âåêòîð v0 êîìå ñó ñâå êîîðäèíàòå jåäíàêå 1 è óî÷èìî äà jå

Pv0 = v0.
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Äàêëå, ìàòðèöà P jå íåíåãàòèâíà è ïðîíàøëè ñìî jåäàí »åí ïîçèòèâàí ñîï-

ñòâåíè âåêòîð. Íà îñíîâó íàïîìåíå 2.3.2 çíàìî äà jå ρ(P ) ñîïñòâåíà âðåäíîñò

ìàòðèöå P è äà jîj îäãîâàðà ñîïñòâåíè âåêòîð v0. Èç ãîð»å jåäíàêîñòè jîø

ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà jå ρ(P ) = 1, jåð âàæè Pv0 = ρ(P )v0.

Ïðåòïîñòàâèìî äà jå ìàòðèöà P ïîçèòèâíà. Ïåðîíîâà òåîðåìà íàì ãàðàíòójå

äà jå ρ(P ) = 1 jåäèíñòâåíî è äà îäãîâàðà âåêòîðó v0. Øòàâèøå, ïîñìàòðàjìî

ìàòðèöó

P∞ = lim
n→∞

P n,

êîjà ìîðà áèòè ðàíãà 1. Íà îñíîâó íàïîìåíå 2.3.1 çíàìî îáëèê ìàòðèöå P∞,

áóäó£è äà jå

lim
n→∞

P n = lim
n→∞

(
P

ρ(P )
)n = rqT ,

ãäå ñó r è q äåñíè è ëåâè Ïåðîíîâ âåêòîð ìàòðèöå P . Âàæè äà jå r = 1
n
v0, jåð jå

n∑
i=1

ri = 1

è
n∑

i=1

v0i = n,

ïà ìîæåìî ðàñïèñàòè ëèìåñ äà âèäèìî êàêâîã jå îáëèêà ìàòðèöà P∞ :

P∞ = rqT =
1

n
v0q

T =
1

n


1
...

1

[q1 · · · qn

]
=

1

n


q1 q2 · · · qn

q1 q2 · · · qn
...

...
...

...

q1 q2 · · · qn

 .

Àêî îçíà÷èìî äà jå âåêòîð p = 1
n
q èìàìî äà âàæè:

n∑
i=1

pi =
1

n

n∑
i=1

qi =
n∑

i=1

riqi = 1.

Äàêëå, pi ñó âåðîâàòíî£å äà ñå ÷ëàí ó ëèìåñó íàëàçè ó ñòà»ó si. Êàêî jå p

ñêàëèðàíè ëåâè Ïåðîíîâ âåêòîð, çà »åãà âàæè:

pTP = pT .

Íàïîìåíà 4.2.1. [5] Ðàñïîäåëà q íà ïðîñòîðó ñòà»à, çà êîjó âàæè qP = q

íàçèâà ñå ñòàöèîíàðíà ðàñïîäåëà ëàíöà Ìàðêîâà ñà ìàòðèöîì ïðåëàñêà P.
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4.3 Google PageRank

Ïðåòðàæèâà»å èíòåðíåòà äåâåäåñåòèõ ãîäèíà áèëî jå âåîìà íååôèêàñíî.

Yahoo èëè AltaVista áè ñêåíèðàëè ñòðàíèöå ó ïîòðàçè çà òðàæåíèì òåêñòîì

óíåòèì ó ïðåòðàãó è jåäíîñòàâíî áè íàâåëè ðåçóëòàòå ñà íàjâå£èì áðîjåì ïîíà-

â§à»à òèõ ðå÷è.

Ëåðè Ïåj¶ è Ñåðãåj Áðèí èçóìåëè ñó íà÷èí ðàíãèðà»à ñòðàíèöà ïðåìà âàæíî-

ñòè è îñíîâàëè Google íà îñíîâó ñâîã àëãîðèòìà. Ó íàñòàâêó òåêñòà ïðèêàçà-

£åìî êàêî òàj àëãîðèòàì ôóíêöèîíèøå.

Ñâàêà âåá ñòðàíèöà èìà ïðèäðóæåíó âàæíîñò èëè ðàíã, êîjè jå ïîçèòèâàí

áðîj è îäðå¢ójå ñå ñëåäå£èì ïðàâèëîì:

Äåôèíèöèjà 4.3.1. [3]Ïðàâèëî âàæíîñòè: Àêî ñòðàíèöà P âîäè äî n äðó-

ãèõ ñòðàíèöà Q1, ..., Qn, îíäà ñâàêà îä òèõ n ñòðàíèöà íàñëå¢ójå 1
n
âàæíîñòè

ñòðàíèöå P .

Ó ïðàêñè òî çíà÷è ñëåäå£å:

� Àêî íåêà âåîìà âàæíà ñòðàíèöà âîäè äî íàøå ñòðàíèöå (à íå è äî ìíîãî

äðóãèõ), îíäà ñå è íàøà ñòðàíèöà ñìàòðà âàæíîì.

� Àêî ìíîãî íåâàæíèõ ñòðàíèöà âîäå äî íàøå ñòðàíèöå, îíäà jå íàøà ñòðà-

íèöà è äà§å âàæíà.

� Àêî ñàìî ìàëè áðîj íåïîçíàòèõ (íåâàæíèõ) ñòðàíèöà âîäå äî íàøå ñòðà-

íèöå, ó òîì ñëó÷àjó íàøà ñòðàíèöà íèjå âàæíà.

Äðóãà èíòåðïðåòàöèjà jå ïîñòîjà»å íàñóìè÷íîã ñóðôåðà (êîðèñíèêà èíòåð-

íåòà). Íàñóìè÷íè ñóðôåð ñàìî ñåäè çà ñâîjèì ðà÷óíàðîì ïî öåî äàí è íàñó-

ìè÷íî êëèê£å íà ñòðàíèöå.

Ñòðàíèöå íà êîjèìà ïðîâîäè íàjâèøå âðåìåíà òðåáàëî áè äà áóäó íàjâàæíèjå.

Äàêëå, âàæíå (âèñîêî ðàíãèðàíå) ñòðàíèöå ñó îíå íà êîjèìà £å ñëó÷àjíè ñóðôåð

íàj÷åø£å çàâðøèòè.

Èñïîñòàâ§à ñå äà jå îâà ìåðà åêâèâàëåíòíà ðàíãó.

Äåôèíèöèjà 4.3.2. [3]Ìàòðèöà âàæíîñòè: Ïðåòïîñòàâèìî äà èíòåðíåò èìà

n ñòðàíèöà. Ìàòðèöà âàæíîñòè ïðåäñòàâ§à n × n ìàòðèöó A íà ÷èjîj ñå (i, j)

êîîðäèíàòè íàëàçè âàæíîñò êîjó ñòðàíèöà i íàñëå¢ójå îä ñòðàíèöå j.
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Ïðèìåòèìî äà jå ìàòðèöà âàæíîñòè jåäíà ñòîõàñòè÷êà ìàòðèöà, ïîä ïðåò-

ïîñòàâêîì äà ñâàêà ñòðàíèöà ñàäðæè âåçó êà íåêîj äðóãîj ñòðàíèöè:

Àêî ñòðàíèöà i âîäè äî m äðóãèõ ñòðàíèöà, îíäà i−òà êîëîíà ñàäðæè áðîj 1
m
,

m ïóòà, à íà îñòàëèì ìåñòèìà ñó íóëå.

Ïðèìåð. Ïîñìàòðàjìî èíòåðíåò ñà ñàìî ÷åòèðè ñòðàíèöå A, B, C, D, ãäå ñó

âåçå îçíà÷åíå ñòðåëèöàìà.

Ïðàâèëî âàæíîñòè äàjå íàì ñëåäå£å:

� Ñòðàíèöà A èìà 3 âåçå, ïà ñòðàíèöå B, C è D íàñëå¢ójó ïî 1
3
»åíå âàæíî-

ñòè.

� Ñòðàíèöà B èìà 2 âåçå, ïà ñòðàíèöå C è D íàñëå¢ójó ïî 1
2
»åíå âàæíîñòè.

� Ñòðàíèöà C èìà 1 âåçó, ïà ñòðàíèöà A íàñëå¢ójå ñâó »åíó âàæíîñò.

� Ñòðàíèöà D èìà 2 âåçå, ïà ñòðàíèöå A è C íàñëå¢ójó ïî 1
2
»åíå âàæíîñòè.

Àêî áèñìî ñà v = [a, b, c, d] îçíà÷èëè âåêòîð êîjè ñàäðæè âàæíîñòè (ðàíãîâå1)

a, b, c è d, ïðèäðóæåíå ñòðàíèöàìà A, B, C è D, ðåäîì, îíäà áèñìî èìàëè

ñëåäå£å: 
0 0 1 1

2
1
3

0 0 0
1
3

1
2

0 1
2

1
3

1
2

0 0

 ·


a

b

c

d

 =


c+ 1

2
d

1
3
a

1
3
a+ 1

2
b+ 1

2
d

1
3
a+ 1

2
b

 =


a

b

c

d

 .

1Ïîãëåäàòè äåôèíèöèjó 4.3.1.
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Ìàòðèöà ñà ëåâå ñòðàíå ïðåäñòàâ§à ìàòðèöó âàæíîñòè, à êðàj»à jåäíàêîñò

èçðàæàâà ïðàâèëî âàæíîñòè.

Ïðåòõîäíè ïðèìåð èëóñòðójå ê§ó÷íî çàïàæà»å:

Âåêòîð âàæíîñòè (ðàíãà) jå ñîïñòâåíè âåêòîð ìàòðèöå âàæíîñòè êîjè îäãîâàðà

ñîïñòâåíîj âðåäíîñòè 1.

Ó ñâåòëó ê§ó÷íîã çàïàæà»à, æåëèìî äà êîðèñòèìî Ïåðîí-Ôðîáåíèjóñîâó òå-

îðåìó äà ïðîíà¢åìî âåêòîð ðàíãà. Íàæàëîñò, ìàòðèöà âàæíîñòè íèjå óâåê

ïîçèòèâíà ñòîõàñòè÷êà ìàòðèöà. Ïîãëåäàjìî ñëåäå£å ïðèìåðå:

Ïðèìåð. Ñòðàíèöà êîjà íå âîäè íè íà jåäíó äðóãó ñòðàíöó: Ïîñìàòðàjìî

èíòåðíåò ñà òðè ñòðàíèöå:

Ìàòðèöà âàæíîñòè jå: 0 0 0

0 0 0

1 1 0

 ,

à »åí ñîïñòâåíè ïîëèíîì jå −λ3. Âèäèìî äà 1 óîïøòå íèjå ñîïñòâåíà âðåäíîñò

ìàòðèöå âàæíîñòè, ñàìèì òèì íå ïîñòîjè âåêòîð ðàíãà.

Ìàòðèöà âàæíîñòè íèjå ñòîõàñòè÷êà jåð ñòðàíèöà Ñ íå âîäè íè äî jåäíå äðóãå

ñòðàíèöå.

Ïðèìåð. Íåïîâåçàí èíòåðíåò: Ïîñìàòðàjìî ñëåäå£è èíòåðíåò:
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Ìàòðèöà âàæíîñòè jå ñëåäå£à:
0 1 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 1
2

1
2

0 0 1
2

0 1
2

0 0 1
2

1
2

0

 .

Îíà èìà äâà ëèíåàðíî íåçàâèñíà ñîïñòâåíà âåêòîðà:
1

1

0

0

0

 ,


0

0

1

1

1


è îáà îäãîâàðàjó ñîïñòâåíîj âðåäíîñòè 1.

Äàêëå, èìàìî âèøå îä jåäíîã âåêòîðà âàæíîñòè (ðàíãà). Îâäå jå ìàòðèöà âà-

æíîñòè ñòîõàñòè÷êà, àëè íèjå ïîçèòèâíà.

Ó íàñòàâêó ñëåäè ðåøå»å Ïåj¶à è Áðèíà.

Ïðâî ìîäèôèêójåìî ìàòðèöó âàæíîñòè òàêî øòî íóëà êîëîíó çàìåíèìî êî-

ëîíîì ó êîjîj ñó ñâè åëåìåíòè 1
n
, ãäå jå n áðîj ñòðàíèöà. Òàêî ìàòðèöà A ïîñòàjå

ìàòðèöà Ã :

A =

0 0 0

0 0 0

1 1 0

→ Ã =

0 0 1
3

0 0 1
3

1 1 1
3

 .

Ìîäèôèêîâàíà ìàòðèöà âàæíîñòè Ã jå óâåê ñòîõàñòè÷êà.

Çàòèì èçàáåðåìî áðîj p ∈ (0, 1) , êîjè íàçèâàìî ôàêòîð ïðèãóøå»à. (Òèïè÷íà

âðåäíîñò jå p = 0.15.)



ÃËÀÂÀ 4. ÏÐÈÌÅÍÅ ÏÅÐÎÍ-ÔÐÎÁÅÍÈJÓÑÎÂÅ ÒÅÎÐÅÌÅ 47

Äåôèíèöèjà 4.3.3. [3]Google ìàòðèöà: Íåêà jå A ìàòðèöà âàæíîñòè çà èíòåð-

íåò ñà n ñòðàíèöà è íåêà jå Ã »åíà ìîäèôèêàöèjà. Google ìàòðèöà jå ìàòðèöà:

M = (1− p)Ã+ pB,

ãäå jå B :

B =
1

n


1 1 · · · 1

1 1 · · · 1
...

...
. . .

...

1 1 · · · 1

 .

Ó èíòåðïðåòàöèjè íàñóìè÷íîã ñóðôåðà, îâà ìàòðèöàM íàì äàjå ñëåäå£å: Ñà

âåðîâàòíî£îì p, íàø ñóðôåð £å ñóðôîâàòè äî ïîòïóíî íàñóìè÷íå ñòðàíèöå; ó

ñóïðîòíîì, îí £å êëèêíóòè íà íàñóìè÷íó âåçó íà òðåíóòíîj ñòðàíèöè, îñèì àêî

òðåíóòíà ñòðàíèöà íåìà âåçó íè ïðåìà jåäíîj äðóãîj ñòðàíèöè, ó êîì ñëó÷àjó

£å îïåò ñóðôîâàòè äî ïîòïóíî íàñóìè÷íå ñòðàíèöå.

Ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà jå Google ìàòðèöà ïîçèòèâíà ñòîõàñòè÷êà ìàòðèöà.

Àêî ïðîãëàñèìî äà ñå âàæíîñòè (ðàíãîâè) ñâèõ ñòðàíèöà ìîðàjó ñóìèðàòè íà

1, îíäà äîáèjàìî äà jå âåêòîð PageRank−à ñòàáèëíî ñòà»å Google ìàòðèöå.

Ïåðîí-Ôðîáåíèjóñîâà òåîðåìà íàì ãàðàíòójå äà îí ïîñòîjè è äà jå ïîçèòèâàí.

4.4 Îñòàëå ïðèìåíå Ïåðîí-Ôðîáåíèjóñîâå

òåîðåìå

Ïåðîí-Ôðîáåíèjóñîâà òåîðåìà èìà jîø ìíîãî äðóãèõ ïðèìåíà ó ìàòåìàòèöè

êàî øòî ñó êîìïàêòíè îïåðàòîðè è íåíåãàòèâíå ìàòðèöå, ó àëãåáàðñêîj òåî-

ðèjè áðîjåâà (Ïåðîíîâè àëãåáàðñêè áðîjåâè), ó ñïåêòðàëíîj òåîðèjè ãðàôîâà

èòä. Òàêî¢å, èìà ïðèìåíå è ó äðóãèì îáëàñòèìà êàî øòî ñó ìîäåëèðà»å ðàñòà

ñòàíîâíèøòâà (Ëåñëèjåâ ìîäåë), ìîäåëèðà»å ïðîìåíà öåíå ó åêîíîìèjè (Ëåîí-

òèjåâ óëàçíî-èçëàçíè åêîíîìñêè ìîäåë). Çàòèì, çàíèì§èâó ïðèìåíó èìà è ó

ñïîðòó êîä ìîäåëèðà»à ðàíãèðà»à òèìîâà è âåðîâàòíî£å ïîáåäå, èòä.



Ãëàâà 5

Ñàæåòàê

Ó îâîì ðàäó îñíîâíè îájåêòè ñó ïîçèòèâíå è íåíåãàòèâíå ìàòðèöå, äîê ñó

ñðåäèø»è ñîïñòâåíå âðåäíîñòè è »èìà îäãîâàðàjó£è ñîïñòâåíè âåêòîðè. Ó

óâîäíîì äåëó, íàâåäåíå ñó äåôèíèöèjå, òâð¢å»à, íåjåäíàêîñòè è ôîðìóëå êîjè

ïðåäñòàâ§àjó îñíîâ çà äà§ó ïðè÷ó î ñàìîj òåìè îâîã ðàäà.

Äðóãè è òðå£è äåî ïðåäñòàâ§àjó äåòà§àí è ïîñòåïåí äîêàç Ïåðîí-Ôðîáåíèjóñîâå

òåîðåìå çà ïîçèòèâíå è íåíåãàòèâíå ìàòðèöå. Òàêî¢å, äîâîäèìî ó âåçó ìàòðèöå

ñà òåîðèjîì ãðàôîâà è íàâîäèìî êàðàêòåðèçàöèjå íåñâîä§èâîñòè.

×åòâðòè è ïîñëåä»è äåî ïîñâå£åí jå ðàçíèì ïðèìåíàìà îâå òåîðåìå. Ïðâî

jå îáðà¢åíà Ôàíîâà òåîðåìà êîjà äàjå àëàò çà ëîöèðà»å ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè.

Íàêîí òîãà, îáðà¢åíå ñó ïðèìåíå ó ëàíöèìà Ìàðêîâà, òå jå îájàø»åíî êàêî

ôóíêöèîíèøå Google PageRank àëãîðèòàì. Íà ñàìîì êðàjó, íàâåäåíî jå jîø

íåêîëèêî ðåïðåçåíòàòèâíèõ ïðèìåíà Ïåðîí-Ôðîáåíèjóñîâå òåîðåìå.
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