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I'1aBa 1

YBoOZI

[Tepou-®pobennjycoBa TeopeMa TBPAH [la CBaKa peajHa KBaJpaTHA MATPHUIA Ca
MO3UTUBHUM WIAHOBHMA UMa jeJIMHCTBEHY HajBeNy peasiHy CONCTBEHY BPEIHOCT, IPH
qeMy ce oJroBapajyhu concTBeHHm BEKTOD MOXKe M3a0paTu TaKo Ja Cy My CBe KOOp-
juHare nmosutuBHe. OBa TeopeMa uMa MHOrOCTpyKe npumMene. C TUM y Be3H, KAKO je
[Tepoun-Ppobenujycosa TeopeMa jejiHa o HajBaKHUjUX TeopeMa Jluneapue aarebpe
KOja ce He MOMHIbe Ha Kypcy Ha Maremarmdakom akyjaTery, IPBU 3aJaTak pajia
je Jla 1pe3eHTyje OBy TeOpeMy M BHIlle JIOKa3a ucrte. Ipyru 1musb je ja mpeseHryje

HEKOJINKO IhbeHUX pelIpe3eHTaTUBHUX IIPpHUMEHA.

1.1 BekTopcku npocropu

Ha mouerky HaBogmMo OCHOBHE jiebuHUIIM]je 0 BEKTOPCKUM IPOCTOPUMA Koje he

HaM OUTH TOTpedHEe J1a pa3yMeMo J0Ka3e V HACTABKY paJa.

Hedunnnnuja 1.1.1. [3] Heka je (V,+) komyrarusaa rpyna, a (F,+,-) nose. V je
BEKTOPCKH TPOCTOP HAJ ojbeM F', ako je neduHucaHo mpecinkapamwe [ XV — V|
opu demy, CJIuKy napa (o, a) o3Ha4aBaMo ca aa, Tako na Vo, € F u Va,b € V

BaKIL:

i) ala+b) = aa+ ab,

ii) (a+ B)a=aa+ fa,
iii) (af)a = a(fa),

iv) la =a,
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r7e je ca 1 O3Ha4YeH HeyTpaJHU eJIeMeHT 3a MHOXKeHhe Y MoJby [

Hedbunaunnuja 1.1.2. Heka je V Bektopcku mpoctop Hayt nobem F. Ilogckym W
ckyma V' je mormnpocTtop BeKTOpcKor mnpocropa V', ako je W BeKTOpcKH mpocTop
HaJ mojbeM F' y OJHOCY Ha pecTpuKipje cabuparma BEKTOPa U MHOXKEHA BEKTOPa

ckajgapom Ha W.

Hedununumja 1.1.3. Y Bektopckom mpoctopy V(F') um3 Bextopa (ag,...,a,) je
JIMTHEAPHO 3aBUCAH, aKO IIOCTOje CKAJIAPH (i, ..., (y, OJT KOJUX je Oap jeJlaH pas3IuduT

O/ HyJle, TAKBH Ja je
ar1a1 + ... + apa, = 0.
Hwu3 BekTOpa KOju HUje JUHEApPHO 3aBUCAH je JUHEeAPHO HEe3aBHCAH.

Hedunnnnja 1.1.4. Ako je S HempasaH MojCKy BeKTOPCKor npocropa V (F') orya
ce CKYI CBHUX JINHEAPHUX KOMOMHAIM]a BEKTOpa U3 S HA3WBa JIMHeas (UJIn JIHHeApHH

omoTad) ckyna S u o3nadasa ce ca L(S5). Hakuie,
L(S) ={aqa; + ... + apay|n € Ny € Fra; € S}.

Hedunnnnja 1.1.5. Ako je S mogckyn (Hu3 BeKTOpa) BeKTOpCKor mpocropa V (F),
OHJIa KazkeMo Ja je nornpocrop L(S) remepucan ckynom (Huzom) S, a eaemente S

Ha3uBaMO reHeparopuma noriupocropa L(.S).

Y cnenujasHOM caydajy, ako je L(S) = V, ouma S remepuine V', a eneMenTH
S ¢y reHepaTopH BEKTOPCKOT mpoctopa V. AKO MOCTOju HU3 MIM KOHAYAH CKyI S

takaB jia je L(S) =V, KakeMo Jia je BEKTOPCKH MPOCTOP V' KOHAYHO TeHEPUCAH.

Hedbuannnja 1.1.6. baza kona4uHo remeprcanor BEKTOPCKOT IIPOCTOPA je HU3 BEK-

TOpa KOju! je JIMHEeAPHO He3aBNCAaH W KOJU Te€HepHIe BEKTOPCKN MTPOCTOP.

Hedunnnuja 1.1.7. Heka cy Wy, ..., W, nornpocropu BekTopckor mpocropa V (F).

Cywma mormapocropa Wy, ..., W, je caegehu ckyn BekTopa:
W=Wi+ ..+ W, =A{w + ...+ wy,|w; € Wy, ...,w, € W,}.

Hedunununja 1.1.8. Heka cy Wy, ..., W, mornpoctopu BekTopckor mpocropa V (F).
Cywma nornpocropa W = Wy + ... + W,, HaszuBa ce JUpPEKTHA aKO H CaMO aKo je 3a
cBako 1 € N

Win (W + ... + Wisi + Wig + ..+ W,) = {0}

nosHadaBa cecaW =W, @ ... W,,.
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Hedbunaunuja 1.1.9. Heka cy Vi u Vo BeKTOpCKH POCTOPH HAJT UCTUM I10JbeM F.

[IpeciukaBamwe A : Vi, —> V5 TakBo 1a je
(Va,b € V1)A(a + b) = A(a) + A(b),
(Va € F)(Va € V1)A(aa) = aA(a),

Ha3WBa ce JIMHeapHa TpaHcpopMaluja Wik JUHEAPHO IMPEC/IUKABAHE BEKTOPCKOT

npocropa Vi y Vs.

Heduuunnmja 1.1.10. Hexa je U mormpocTop BeKTOpCKOr mpocropa V u Heka je A
JIMHEAPHU OIepaTop Ha BeKTOPCKOM mpoctopy V. Kaxkemo na je U mHBapujaHTaH
y ofHOCY Ha omeparop A, oaHOCHO A—WHBapHjaHTaH ako Baxku jaa u3 u € U ciaenn
A(u) € U. Jlakje, "HBApUjAHTHHU TOTIPOCTOPU CY OHU BEKTOPCKU TPOCTOPH KOjU

ce JIeJIOBameM ollepaTopa CINKajy camu y cebe.

Hedunnnnuja 1.1.11. Heka je V(F') BekTopcku mpoctop ca 6a3om (ay, ..., ). AKO
jexeVu

T =101 + ... + Qpay,
oHa ce marpuia dopmara n X 1

03]

)

an

HA3WBa BEKTOD KOJIOHA T y OJHOCY Ha 6a3y (ay,...,a,) W O3HAYaBa ce ca [r].

Hedunnnuja 1.1.12. Heka je V(F') BekTopcku mpocrop ca 6azom (ag, ..., a,) u A

JIMHeapHa TpaHcdopMalija TOr BEKTOPCKOT TpocTopa. AKO je
Alar) = aq1a; + agias + ... + a1,

A(az) = aq2a1 + ageas + ... + oy,

Alayn) = aqpa1 + agpas + ... + Qppan,

OHJa ce MaTpHIa
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11 Q12 - Ogp
Qa1 Qigg -+ Qgp
Qp1 Qp2 -+ Qpp

Ha3MBa MaTpUIA JiuHeapHe Tpancdopmainje Ay ogaocy Ha 6a3y (ay, ..., a,) 1 03Ha-

JaBa ce ca [A].

Hedununumja 1.1.13. Jluneapuun omorad ckymna BekTopa S, v ozuanu span{S} je

HajMambU BEKTOPCKHU MOTIIPOCTOP KOJU CAJIPKU Taj CKYII.

1.2 Ilo3uTuBHe U HEHeraTUBHE MATPUIIE

Hedununuja 1.2.1. [3] 3a marpuny A = [a;;] € M,,,(R), m,n € N xaxemo na
je mo3uTuBHA (HEHEraTWBHA) aKO CY jOj CBU €JI€MEHTH TO3WUTUBHU (HEHEraTUBHM),

OHOCHO Baxku a;; > 0 (a;; > 0),3ai=1,...m,j=1,..,n.

[TosutuBue marpuie hemo osnagaBatu ca A > 0, nok he mejennakoct A > B
HeKe JIBe TMPOM3BOJbHE MATpHIE MCTUX JUMEH3Mja 3HAUNTH Ha je matpuia A — B
mo3uTuBHA. AHAJIOTHO, AeduHuIeMo 03HaKy 3a HeHerarusHy Matuiy A xkao A > 0.
Kana je marpuma —A mosutmpHa, mumemo A < 0. Hamomennmo 1a mo3wTuUBHA
MaTpHUIla HHje UCTO IITO U IO3UTHUBHO Je(UHUTHA MaTpHUIa. Y HAPEIHOM TEKCTY

HaBOUMO cJesfehe neduHHIMje U TPUMepe Kako On ce BHEA Ta pas3/inKa.

Hedbunnnnuja 1.2.2. [3] Marpuna A € M, (R),Vn € N je perynapua ako mocroju

MarTpuia B Taksa jia je
AB=BA=FE.

Matrpuna B #HasuBa ce maBep3noM marpuiiom marpuie A. KBaaparna marpuma koja

HUje pery/japHa, Ha3UBa Ce CUHIYJIapHA.

Hedununuja 1.2.3. Ca AT ozmawasamo Tpamcmonobany MaTpuiy Marpuie A.
Heka je A = [a;;] marpuna u A;; = (—1)"7 M;; xodaxTop enementa a;j, vae je M,;
MUHOp MaTpuiie A, Tj. JeTepMUHAHTA [IOJIMATPHUIE J00UjeHa OPUCAILEM i —T€ BPCTE

u j—re Kosone. Tazna ce marpuna adjA = [A;;]7 nasupa agjynrosana MaTpuma.

Hedbunnnnuja 1.2.4. Marpuna A € M,(C),Vn € N Hazupa ce XepMHUTCKa aKO
je A = ZT, rae je A xomjyrosama marpuma marpune A. Peanma marpuma A je

XePMHTCKA aKO je CHMeTpHYHa, Tj. ako je A = AT,
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Hedbunnnuja 1.2.5. Xepmurcka marpuna A je nosutusHo JedunutHa (cemue-
bunura) ako je 1Az > 0 (zPAz > 0), x € C*\ {0} (z € C"), rme je C"

N—AIUMEH3NOHU KOMIIJIEKCHN BEKTOPCKU IIPOCTOP.

[To3utuBHY HePUHUTHOCT MATPHUIIE HAjIaKIIe TpoBepaBaMo CHIBECTEPOBUM KPH-

TePUjyMOM KOjU Karke JIa je XepMUTCKa MaTPHIa MO3UTUBHO JIe(DPUHUTHA aKO U CAMO

aKo Ccy joj cBu Bojiehu TJIaBHM MUHOPHU ITO3UTHUBHH.

ITpumep. [3]

a)

Heka je mara cieneha marpumna:

2
A= 1|4
1

— W
(3 G

Marpuma A je ouwriegHo MO3WUTHBHA jep CY jOj CBH €JI€MEHTH TMO3UTHBHHU.

Nszpauynajmo rjiaBHe MUHOPE:

2 4

Vi=12/=2,V, = =—10,V5 = = —47
1 =12 S 3

— e N
W
32 S =

3 CusiBecTepoBOr KPUTEPHjYMa 3aK/by4yjeMo j1a MaTpuna A HHje TO3UTHBHO

nedwHUTHA.

Hexka je jgara caeneha marpuna:

Marpuna B Huje MO3UTUBHA jep ce V H0j HaJla3e HeTaTUBHU ejleMeHTH. 3pa-

YyHAjMO U 3a BY IVIaBHE MUHODeE:

5 5 2 =20
0 0 5

OBa MarpuIa je mo3uTHBHO J1e(DUHUTHA.
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Jlaksie, oBaj mpuMep HaM IOKa3yje KaKO MO3UTUBHOCT M MO3UTHUBHA Je(DUHUTHOCT

MaTpuIle HUCY HU Y KaKBOj Be3W, HUTH U3 jeJTHOT CBOjCTBA CJIEAN OHO JIPYTO.

ITpono3ummja 1.2.1. [1| Heka cy A, B € M,,(R),n € N marpune u Heka cy x,u, v

u z Bekropu u3 C", n € N. Taga Baxke cieneha tsphema:

i)

ii)

iii)

iv)

Heka je A moswTuBHA MaTpHIA M HEKa je T HEHEraTHMBAH BEKTOD, KOJH HMa
Oap jenaH emeMeHT pa3juduT Oj Hy/jae. 1aja je BeKTOop Ar MO3UTHUBAH, Tj.
A>0,x>0,x #0= Ax > 0.

Hexka je B HeHeraTwBHa MaTpuIla, U HEKa CYy U W U HEHETAaTHBHU BEKTOPH,
TaKBU Ja Cy €JIeMEeHTH BEeKTOpa u Behm WM jegHakuW o oiroBapajyhux eje-
MeHaTa BekTopa v. Tlaja cy ejreMenTu BekTopa Bu Behu wmam jennakum o

oarosapajyhux ememenarta Bektopa Bv, 1j. B > 0,u > v > 0 = Bu > Bwv.

Hexka je B mHeneraTnBHa MaTpWIA, W 2 HO3UTHBAH BEKTOP, TaKaB Ja je BEKTOP
Bz nyna Bextop. Tana Baxku ja je marpuna B myna maruna, tj. B > 0,2 >
0,Bz=0=—= B =0.

Hexka je B moswTuBHa MaTpulla W HEKA CY % W ¥ HEHETATUBHHU BEKTOPH, TAKBH
Jla cy eJeMeHTH BeKTopa u Behu o1 ojiroBapajyhux esiemenara Bektopa v. Taja
cy eneMenTHn BekTopa Bu Behu o oxarosapajyhux esiemenara BekTopa Bv, Tj.

B>0,u>v>0=— Bu> Bv.

Joxas. i) Heka je A = [a;;] marpuna u Heka je A; = (a;...ai5...0;,,) HEHA (-T2

ii)

iii)

Bpcra. Kaxko je x > 0,2 # 0 mocroju nHeko j 3a koje je z; > 0. Tazma je
i-tu eneMentT of Ax 1 Ajx = anxy + ... + ajz; + ... + a;nT,. Takobe, xaxo je
QijT; > 0 umamo 1a je (AZE)Z = a;1r1 + ... + Qi T; + ...+ appT, = QijT; > 0 3a

cpako t =1,2,...,n.

Hexka je B = [b;;|. Heka cy u = (uw;); v = (v;);. Kako je u > v numamo na
je u; > v; 3a ceako © = 1,2,...,n. Tazga je bju; > b;jv; mro mMmmmmmupa ga
je bﬂul + biQUQ + ...+ bz-nun Z bﬂvl + bigvg + ...+ bmvn. O,IL&B,ILG HMaMO [Ja je

(Bu); > (Bv); 3a cBako i = 1,2, ..., n, mrro 3ua4u jga je Bu > Bo.

Hexka je B = [b;;] u 2 = (%;);. Kako je Bz =0, crenu ga je (Bz); = 0 3a cBako
i. Buamo jga je (Bz); = bjiz1 +bigzo+ ...+ bz, =0, akakocy 2 >0u B > 0,
Mopa 6utnu b;; = 0 3a csako j = 1,2, ...,n. Byayhu na je b;; = 0, ciaenu na je
B =0.
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iv) Heka je B = [b;;]. Hexa cy u = (u;); m v = (v;);. Ako je B > 0 onza je b;; > 0.
Kaxko je u; > v; TaJla IMaMo biiug +bipus+ ...+ by, > bjjvr +bipva+ ... —|—bmvn,
olakIe ciaean na je Bu > Bu.

O

1.3 ComncrBeHe BpeIHOCTH MaTPUIE

Hedunnnnuja 1.3.1. 1] Heka je A € M,,(C),n € N marpuna. Concrsena BpegHoCT
matpuie A je 6poj A € C koju 3am0Bo/baBa jegnadnny Ax = Az, vie je x # 0 BeKTOp
KOJI0Ha. BeKTOp KOJOHY ¥ Ha3WBAMO COICTBEHH BEKTOP KOjU OJTroBapa COICTBEHO]

BPEJTHOCTH .

Hedunnnnja 1.3.2. Crnekrap ksaaparne matpuie A € M, (R) o3nauen ca o(A)

MpeJICTaB/ha CKYT CBUX concTBernx Bpeanoctu A € C marpure A.

Hedununumja 1.3.3. Heka je A € M,,(C) marpuna. CKym CBHX CONCTBEHUX BEK-
TOpa KOjH OJIr0Bapajy jejHoj CONCTBeHO] BpeaHocTn Marpuie A, A\ € o(A),3ajenHo
ca Hy/la BEKTOPOM YHHHU BEKTOPCKH moTipocTop mnpocropa C") koju HAa3mBaMO COII-

CTBEHU MOTNMPOCTOP W O3HATABAMO Ta Ca
Va(A) :=={x € C": Ax = \z}.

Jumensuja concrBeHor morapoctopa Va(A\) HaszuBa ce reOMeTPHjCKa BHIIECTPYKOCT

COIICTBEHE BPEAHOCTH A U O3HadaBa ce ca da(N).

Hedbununuja 1.3.4. Heka je A € M, (C),n € N marpuna. IlTosurom ka(\) =

det(A — \I) Ha3uBa ce CONCTBEHU MOJIMHOM MaTpure A.

Hedunnnnja 1.3.5. Heka je A € M,,(C),n € N marpuna u \g € 0(A). Hexa je

COIICTBEHU IIOJIMHOM ODJIAKA
kA()‘) = ()\ - )‘O)lp<)‘)7p(>‘0> #0,l € N.

bpoj | nazuBamo ajrebapckom BUIIECTPYKOIIhy CONCTBEHE BPEJIHOCTH Ao U O3HA4Ya-

BaMo je ca l4(Ao).

Hedunnnuja 1.3.6. [3] Heka je A € M,,(C),n € N marpuna. Jesrpo marpurge, y

ozuanu Ker(A), npeacraBba MOTIPOCTOP CBUX PEIIEHa XOMOTEHOT CHCTEMA

AX =0.
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Ckyn cBux JMHeapHHX KOMOWHAIIHMja KOJOHA MaTpuie A mpejacraB/ba CIHKY Ma-
tpurnie A n oznagasa ce ca Im(A). Inmensuja cinke marpuie A Hasupa ce paHr

marpune, Tj. dim(Im(A)) = rang(A).

Hedbuaunnnuja 1.3.7. Kpagparna marpuiia dpopmMara n X n je JujaroHaJHa aKo je
a;; = 0 3a cBako ¢ # j. /mjaromaysna marpuia, 4uja je gujaroHasa (aii, ..., dny),

ozHauaBa ce ca diag(ay, ..., Anp)-

Hedununumja 1.3.8. Ksagparua marpuna dopmara n X n je ropme (I0mbe) Tpoy-

raoHa ako je a;; = 0 3a cBako ¢ > j (i < j).

Hedunnnunja 1.3.9. Marpuna A € M,,(C) ce HasuBa yHUTAPHOM MATPUIIOM AKO
e AT A=1.

Coucrsene ppejnoctu marpuie A € M, (C) u mene cimane marpune B = S~1AS
cy jeaHake, IITO ce BUJAM U3 cjefeher: Y3MHMO COICTBEHY BPEIHOCT A U BEKTOD
koju joj onrosapa xr # 0 marpune B, naxse Baxu Bxr = Ar. U3 oBora Baxkwm ma
je ST'ASy = \x. Jlaxiae, nmamo ASx = ASx, 0HOCHO A je cOICTBEHA BPEIHOCT
MaTpuie A u oarosapa joj comcrBenu BekTop Sx # 0. To je pazjor 3amro xe-
JIMMO J1a Hal)eMo 111To jeIHOCTAaBHU]Y CAWYHY MATpuIly B u3 Koje OMcMO JIaKO MOTJIN

U3padyHATH CONCTBEHE BPe HOCTH MaTpuie A.

Teopema 1.3.1. [2| Heka je A € M, (C) marpuna u Heka cy Mg, ..., A\, beHe COIl-
cTBeHe BpengHocTH. llocTtojm yHmTapHa marpuna U u ropme TpoyraoHa MaTpHIla
T = [t;;] Tako na Baxu A = UTadjU u t; = N;,i =1,...,n. 3anmuc A = UTadjU 30-
Bemo Illyposa gekommosunuja marpuine A, a marpuna 1’ ce nasusa [Ilyposa dhopma

Marpuie A.

Zlokxas. Hexka je rq je JMHHYIHE COIICTBEHU BEKTOP MATPHIlEe A KOjH 0JroBapa COICTBe-
HOj BpeaHocTu \;. Hakme, Axr; = \ixq. Heka je Uy = |27 ug - un] YHHTapHA

MaTpuUIa 49uja je npBa KojoHa BekTop xp. Cajga mmamo

adjU, AU, = adjUy [Axl Auy - Aun]:adel [/\1331 Auy - Aun}:
] Nriry wiAuy - xtAu,

5 o ][ T
Un Alu.;*lxl
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U3 det(A — A,) = (M — N)det(A; — M,,_1) ciaean ga ¢y Ag, ..., \, CONCTBeHE
BpeaHocTH noamarpune A; € M, (R).
AKo je m = 2 JomuIm cMo 10 TparKeHe JTeKOMIIO3HUIIU]e.
Ako je n > 2 HAcTABUMO MCTHM HOCTYOKOM 3a matpuily A;. Jlakie, Heka je o
jeIMHUYIHU COTICTBEHN BeKTOp Marpuiie A; KOju 0JroBapa CONCTBEHOj BPEIHOCTH .

Opabepumo yuurapuy marpuily Us duja je npBa KOJIOHA BEKTOD To U TAJa UMAMO

Ay C

adeQAlUQ == A2

Heka je V5 = [el UQ}, IJie je e; BEKTOp KOju Ha IIPBOM MecTy uMa jeauHuiry. Cama

padyHamo:
M D E
adj(ULVa) AUV = adjVaadjUL AUV, = | 0 Ny F
0 0 A

HacraBiumo ueTuM HOCTYIKOM, OJHOCHO JedUuHACakbeM YHITapHuX Marpuna U; €
M,_i-1(R),i = 1,....,n — 1 u yuurapuux marpuna V; € M,(R),i = 2,...,n — 2.
Matpuna U = U;V5V3...V,,_5 je yuutapua u marpuna adjU AU je ropme TpoyraoHa

ca JINjarOHAJHUM €JIeMEHTHMA Aq, ..., Ay. O

1.4 Hopma

Hedunnnuja 1.4.1. (3] Hopma marpure je GyHKIMja Koja CIMKA CKYIT CBHX KOM-
IJIEKCHUX, KBAIPATHUX MATPHIA Y CKYTI KOMILIEKCHUX Opojesa, || || : M, (C) — C,

n € N, kKoja 3amoBospaBa cienehe ycaose:
(i) |Al| >03acBe Ac M, u||Al|=0<= A=0
(ii) ||aA|l = |a|||A]| 3a cBe a € C, A € M,

(iii) [|A+ B[l < [[All +[|B]|

(iv) [[AB] < [|A[ll|B]

[IpBo cBOjcTBO Ha3uUBa ce JIe(PUHUTHOCT, JIPYTO XOMOI'eHOCT, Tpelie Heje IHaKOCT

TPOyTJIa, & YeTBPTO CYOMYJITHILINKATHUBHOCT.
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Hanomena 1.4.1. 3a cBaky MaTpudny HOpMY || - ||, 3600 cyOMyITHILTHKATHBHOCTH,

HOCTOjH BEKTOPCKa HOpMA || - ||, 38 KOjy BaxKn
[Az[l < [lA] ]Izl
Hajuaenthe maTpuane nopme cy:

1. Marpuuna l-HOpMa, Tj. MaKCHMAJHA CYMa alCOJYTHUX BPEIHOCTH IO KOJIO-
Hama Marpuie A
n
All; = max a;il. 1.1
41 = o 3o (1)
1=

2. Marpuuna 2-Hopma, Tj. cnekrpasina' HopMma

[All2 = \/p(adjAA).

3. Marpuuna co—HOpMa, Tj. MaKCUMaJ/Ha CyMa allCOJYTHUX BPEJIHOCTU 110 BP-

crama Marpuie A

|Aflse = max ) " ayl. (1.2)
7j=1

1<i<n 4

4. Marpuuna @pobeHnjycoBa HOpMa

|Allr = (1.3)

Hamomena 1.4.2. Cpe HOpMe HA KOHAYHOAMMEH3HOHAJIHOM IPOCTOPY Cy €KBHBA-

JgeHTHe. CTora, cBejeTHO je KOJY HOPMY KOPHUCTHMO.

1.5 TI'pacdosBu m marpure

Hedunnmuja 1.5.1. [4] Yemepen rpad G = {G°, G, r, s} cactoju ce on KOHAIHOT
ckyna usoposa, G° = {vy, vy, ..., v, }, KOHaUHOT cKyna rpana, G' = {e1, e,...,¢,} n
npeciukaBama 1, s - G — G, e je r(e;) jonaznu uBop rpame e;, a s(e;) nmonazHu
gBop rpane e;. Ilyr y G je HuU3 rpaHa KOJ KOjUX je Kpaj jeJHe jeJHaK MOYeTKY
JIpyTe, OMHOCHO: € = e1€g...6, : T(€;) = s(ej11),V1 < i < m u Taga AyXKUHY MyTa
o3HavyaBamo ca |e| = n. lukayc je nyT e = ejes...e, TakaB ga je r(e;) = s(e;).
[Tukiyc je mpocT, ako ce, ceM HPBOr U HOC/IeIHer YBOpa, HUjeJaH JpPYyrd 4BOp He

MojaBJbyje JiBa MyTa.

TornenaTn aeo o cuextpy 1.6
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Hedununuja 1.5.2. [4] Heka je G ycmepen rpad ca ckymom usopoBa GO =
{v1, v, ..., U }, 1 ckynom rpana G = {e1, es, ..., e, }. Taja je MaTpuna unnuIEHIIjE
G(A) = [v;j] rpadba G marta ca v;; = 1 aKo je UBOP v; JOJA3HH WM MOJIA3HE YBOD

rpage e;, y cyuporaom v;; = 0.
Jlema 1.5.1. [4] Heka je nara marpuna A > 0, A € M,(R). Taga je (A*);; > 0 ako
U caMoO aKo IOCTOjU LyT Jy2KuHe k o1 v; 1o v; y G(A).

(k)

ij

(k) _ E
a0 = Aihy Qb hy - Qhy_ 15 > 0
hi,.. kg1

Jloxas. Heka je A = [a;;] n o3naunmo ca a,;” yuoc (i,7) y marpunn A¥. Taza je

AKO M CaMO aKO MOCTOju UHIAEKCHU CKYI {hq, ..., hy_1} TakaB na je a;,, > 0,ap,p, >
0,...,an, ,; > 0. bynyhu na je ay > 0, 3a npousso/bHe s U t, caeau Ja IOCTOjU
oyt ayxuae 1 om vg 1o v, y G(A). llpeTxoaHo 3ak/byunBame je eKBUBAJICHTHO
IIpOHATAXKEY IyTa JAyKube k of v; g0 v;. Hakie, nocroju myr ayxune k 'y G(A)
®) > 0. 0

OJ1 V; 0 Uj aKO U CaMO aKo je a,;

1.6 Cuekrtap

Hedunnnnuja 1.6.1. Heka je A € M,,(C) kBagparna marpuna. CrieKTpasHu pajiu-
jyc marpuie A je MaKCMMaJIHa allCOIyTHA, BPEJAHOCT COUCTBEHUX BPEAHOCTH MATPUIIC

A, To jecr:
p(A) =max{|\| : A € o(A)}.

Teopema 1.6.1. [1]| (Teagaro)

: nitk
p(A) = lim [|A"[|w. (1.4)
ITpono3unmja 1.6.1. Heka je A € M, (R) marpuna u Heka je || -|| Mmarpuana Hopma
na M,(R). Tazxa je
p(A) < |IA]l .

Jloxas. Heka je X\ Heka comncrena Bpeanoct marpuiie A u neka je x # 0 10j oro-
Bapajyhu comncreenn Bekrop. Heka je X € M, (R) marpuma koja y ¢Bakoj KOJOHH

nMa BekTop . Kako Baxkn Axr = \x, oHza mMaMO 18 BaXKu H:

AX = )\X.
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Cama umamo
IAX = [IAXT] = JAX < (LA
Hemermem ropmwer m3pasa ca || X|| mobujamo |A| < ||A]|. Kako je A mpoussosbHA

concrsena Bpeaaoct, Baxu p(A) < || Al O

IIponosunmja 1.6.2. Heka cy marn marpunma A € M,(R) u ¢ > 0. Tlocroju

maTpudHa HopMa || - || 3a Kojy Baxku || Al < p(A) + €.

Zoxas. Heka je UAadjU = T lllyposa mekommosunuja marpune A. Hakmie, U €
M, (C) je yunrapua, a T = [t;;] € M, (R) je ropme Tpoyraona marpura. ledumn-

memo marpuity Dy = diag(k, k?, ..., k™) n pagynamo:

_)\1 kﬁiltlz k’iztlg . kﬁi(nil)tln—
0 Ao k_gtgg S k_(n_Q)th
0 A A R
DyTD;" = ? o
0 0 - ki,
I 0 0 . A,

~1
3a J10BOJbHO BeJUKO K, cyMa allcoJly THUX BPEJHOCTHU CBUX ejieMeHaTa MaTpuie DT D,
KOjU Ce He HaJjia3e Ha JujaroHa/y je Marba of €. OIHOCHO, BayKu HDkTD,;lHl <

p(A) + €, 3a moBo/bHO Betuko k. Jledunummumo nopmy || - || xao
IB|l := | DradjUBUD;* ||» = |(DyadjU) B(DyadiU) ! |,

3a B € M,(R). Ako uzabepemMo T0BOJbHO BEJUKO K, OHIA CMO KOHCTDYHCAJTH Ma-

TpuUHY HOpMY 3a Kojy Baxu ||A| < p(A) + e. O

IIpono3unmja 1.6.3. [1] Heka cy A, B € M, (R) nenerarupie MaTpuiie Takpe Ja
je A < B. Taga Baxu na je p(A) < p(B).

2 cnemm ga je A™ < B™ 3a cse m € N. Byayhn

Jokas. Iz A < B wHAyKIHjOM
Ja cy A u B HeHeraTWBHe MAaTpHIE W Jia je CBejeJIHO KOjy HOPMY y3uMamo (Ha
ocHOBY HamoMmene 1.4.2), y 0BOj HejeJIHAKOCTH MOZKEMO Y3eTH Ha mpuMep 1—HOpMY

Ha ocHOBY dera Baxu ||[A™|; < ||B™||y 3a ¢cBe m € N.

?(Baza) Baxu na je A < B.
(Munykuujcka xunoresa) [Ipernocrasumo na Baxu na je A™ < B™ ¥Vn € N.
(Mamyxuumjckn Kopak) 2KemmMo jia mokazeMo f1a Tepheme Bazkn 3a n+ 1. AT = A"A < A"B <
B"B = B"*!. IIpaa HejemHaKoCT CJIeM Ha, OCHOBY 6a3e, a IpyTra Ha OCHOBY MHIYKIIMjCKe XUTIOTE3e.
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1 1
Onasre umamo na je ||[A™||7 < ||B™||i* 3a cee m € N. Kaga nycrtumo jmmec y

Hoc/Ie/Iih0] jeanakocrn, mo reopemu 1.6.1 mobujamo na je p(A) < p(B). H
Teopema 1.6.2. 1] Heka je A € M,,(R). Tazna je
lim ||A*|| =0
k—o00
ako 1 camo ako je p(A) < 1.
/loxas. TlpernocTaBUMO J1a BaxKu
lim || A¥|| = 0.
k—o00

Hexka je x # 0, x € C" conctBenu BeKTOp TakaB 1a je Ar = Ax. Heka je X marpuma
KOja y CBaKo] KOJOHM MMa BeKTOp . Kako Baxku Axr = A\r, OHIA MMaMO 13 BayKu
n:

AX = )X.
Taga Baxknu ga je A¥X = \FX | a u3 osora caemn:
IMIX = ARX] < A5 X = 0,k — oo
Uspas |N*|[| X || Texu ka 0 ako u caMo axo je

lim |\*| = 0.

k—o0

Onasre cienu aa je |A| < 1. Kako oBa HejeIHAKOCT BaXKH 3a CBAKy COICTBEHY

BpeHOCT Martpuie A, 3akpydyjemo aa je p(A) < 1.
Cymporno, mpernoctasumo aa Baxku p(A) < 1. Taga mponosunuja 1.6.1 naje
marpuuny nopmy || - || Takey ga je |A|l < 1. Ouga je || A% < ||A||* u
lim || A" = 0.
k—o0
To snaum ga A¥ — 0 xaga k — oo y mopwmu || - || (ma onza m y ceaxoj Apyroj HOpmu
jep cy cBe MehycobHO eKBUBaJI€HTHE Ha KOHAYHOAMMEH3MOHAJIHOM IpocTopy). [

Jlema 1.6.3. Heka je A € M,(R) neneratusna matpuna. Tamga je p(A) < ||Al|w u
p(A) < |A|l1. Ako cy cyme 1o cBuM BpcTama Marpuiie A jenHake, OHIa BayKu JIa je

p(A) = ||Allo- Axo cy cBe cyme 1o Koonama jeanake, taja je p(A) = || Af];.
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oxas. 3namo ma Baxku || < p(A) < ||A]| 3a mpousBos/bHYy COICTBEHY BpETHOCT A

marpurie A u npoussosbhy Marpudny HopMmy || - || (To caenn u3 nedunnnmje crex-
TpaJHOT pajujyca u nponosunuje 1.6.1).

Axko cy cyme o cBuM BpcTama matpure A jeiHake, OH/A je BEKTOP € = [1 |
COIICTBEHH BEKTOp Marpuie A Koju 0Jropapa coucTBeHoj BpegHoctn A = ||Al| na

B [[Afloo = A < p(A) < Al

Axko cy cyme 1o cBuUM KosioHama Mmatpure A jegnake, MoHaB/baMO MOCTYTIAK 3a

marpuny AT, Jlaxie, Taga je BekTop e = [1 e 1} COIICTBEHHM BEKTOP MaTpHIle
AT koju oxrosapa concrsenoj speanoctu A = ||AT || = ||A|lL na Baxu: [|All; =
A < p(AT) = p(A) < || Al O

Teopema 1.6.4. Hexa je A € M, (R),n € N nenerarupna marpuna. Taja Baxu:

n n

min a;; < p(A) < max Qi
1<i<n i < p(A) < 1<i<n B
=1 =1

n n

min a;; < p(A) < max a;j.
1<j<n 4 T 1<j<n 4 1
1= 1=

Aoxas. YBeIuMo 03HaKYy
n
a = min E ;.
1<i<n
j=1

Axo je o = 0, gedunnmemo B := 0. Axo je a > 0, raga gedbunnmemo B = [b;]

TaKo Ja je

Caga umamo A> B >0un

3a cBe i = 1,...,n. W3 geme 1.6.3 mobujamo na je p(B) = «, I0K U3 IPONO3HUIHje
1.6.3 3akmyuyjemo 1a je p(B) < p(A). Jakie, nobmwin cMo g0y rpanuiy. [opmba

TPpaHUIA 3a CHeKTPAJTHU Panjyc cJieau TUpeKTHO u3 jJeme 1.6.3. O

Hanmomena 1.6.1. Ilperxomna Tteopema ce moxke yomnmrutu. Hawmwme, ako nedu-

nuieMo jujaronany marpuny S = diag(zy, ..., r,) > 0, Taga marpune STAS =

1

laijz; z;] > 0w A > 0 umajy jemnake crekrtpanne pamujyce, p(S~1AS) = p(A).

T
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Kana ysperumo marpuiy S—1AS y reopemy 1.6.4 nobujamo HOBe TpaHHIE 3a CIICK-
TPaJTHU PaInjycC:
1 ¢ 1 ¢
min — Zaijxj < p(A) < max — Zaijxj,

1<i<n x; 4 T I<isn x; 4
J=1 J=1

1<5<n 1’ 1<j<n $

1 n
min — Zaijxi < p(A) < max — Zazﬁr
=1

IIponosunmja 1.6.4. Heka je A € M, (R) neneraTuna mMatpuiia u zHeka je x € R”
MO3UTHUBAH peasiaH BeKTop. Axo Ja, S > 0 peannn OpojeBH TAKBH Ja BaxKH 1 je
ar < Az < fx, ouga je a < p(A) < .
JomarHo, Bazke u caegaehe mmmnkamnmje: 3a cBako « > 0 3a Koje Bexkn Ja je axr < Ax
coesu Ja je oo < p(A) u 3a cBako § > 0 3a koje Baxku ja je Ax < Sz caeau ja je
p(A) < B.
Jlokas. Axo je ax < Az, taga umamo jaa je ax; < (Ax); u
1
a < min — Z ;.

1<i<n x; 4
Jj=1

Tana, na ocuoBy Hamomene 1.6.1, mmamo na je a < p(A).

Ako je Az < Bz, raga nmamo na je (Ax); < fx; u

max — Zawx] < p.

1<i<n Z;

Tama, ma ocuoBy namomerne 1.6.1, mvamo ma je p(A) < .

Ako Baxu sa je ar < Az, onga do’ > o Takso ga je ar < o’r < Ax una na
OCHOBY TIPBOT JleJia JoKas3a ciaenn aa je p(A) > o > a. Axo Baxku na je fr > Ax
ongpa 34" < [ TakBo na je fxr > [f'x > Ax ma Ha OCHOBY IPETXOJHOr JeJja J0Ka3a
crenn jga je B> B > p(A). H
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Ilepon-®pobennjycoBa Teopema 3a

IIOSBUTUBHE MAaTPHUIE

2.1 Collatz-Wielandt dopmysa

Hanomena 2.1.1. YBoxumo o3Haky [A]; koja o3HauaBa i—ry BpcTy mMarpuie A.

Teopema 2.1.1. [2|(Collatz-Wielandt) Heka je A = [a;;] € M,(R) nenerarusma

MaTpuia. Ako marpuna A uMa MO3UTHBHE COIICTBEHE BEKTOPe, OH/IA Baxke ciemehe

JeTHAKOCTH:
n
(A) o1
= max min — E ;T
P @>0 1<i<n g; &= 77
J=1
n
(4) = min max 3"
= min max — ;T
p @0 1<i<n g; 4= 77
Jj=1
rae je

re{zeR"z>0,2+#0}.

Loxas. YBemaumo cienehe o3Haxe:

fla) = s, 2 2 s = uin, =
J:
u n

W3 manomene 1.6.1 ciaenn

16



TVTABA 2. IMEPOH-®POBEHIJYCOBA TEOPEMA 3A TTO3UTHBHE
MATPHIIE 17

f(z) = min _Z%% < p(A) < max —Zazjx] =gz

1<i<n Z; 1<i<n Z;

3a CBaKHM IMO3UTHUBaH BEKTOP X. W3 oBora cjiean oa Je

max f(z) < p(A) < min g(z).

>0 >0

Heka je v mar concrBenm BeKTOp MaTpuie A Koju oarosapa COICTBEHO] BpeITHO-

cru A = p(A). Paaynawmo:

A A
f(v)zmin[v]l— in[v] —)\mlnﬁz)\,
1<i<n V; 1<i<n 1<i<n V;

Av); A
g(vzmax[v]l—max[v = A max — = \
1<i<n V; 1<i<n V; 1<i<n V;

Jlobwau cMo ja BaXKu
A= f(v) < p(A) < gv) = A

To 3Ha4uM 14 ce y v MOCTHKE MAKCHMAJHA, OJHOCHO MEHAMAJIHA BPEIHOCT 3a (DyHK-
muje f(z) omrocuo g(z). laxie, Baxke Collatz — Wielandtove dbopmyne 3a criek-

TpPaJTHU PaInjyC. O

2.2 Tlomohne neme

Jlema 2.2.1. [1| Heka je A € M,(C),A > 0 marpuna u Heka cy x,y € R" asa
pasjimunTa BEKTOpa TakBa ja Baxku x > y. Tana je Ar > Ay u nocroju € > 0 TakBO
na je Az > (14 ¢€)Ay.

/lokas. 1loarmMo ca JOKa30M IIpBe HEjeJHAKOCTH TAaKo IITo npebamumo Ay Ha jieBy

CTpaHy:
n

[Azx — Ayl = [A(z — )i = > _ aij(z; — y5)-

j=1
Tpeba jmokazaru Jia je ropmu u3pa3 Ho3uTwBaH. 10 hemMo ypaauTu Tako IITO

fieMo orneHuTH POM3BObAH €EMEHT BEKTOp Kostone A(z —y) :

[Az — Ayl; = Zﬂgijn(@ij)(iﬁj — ¥) = min(ay;) > (w5 —y) > 0.
j=1 " ’

Jj=1
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Ilocneamu u3pas je mosuruBan 360r mosurusHocTH Marpuie A (a; > 0,Vi,j =
l,.,n)usborz #yux >y (xr; —y; >0, 3anexo j =1,...,n). To nokazyje npso
TBpheme 1eme.

Axo mpomernMo BeKTOp A(x—Yy) 3a HEKY MaJly BPeIHOCT, Tajia ie Taj BEKTOD U Jabe
6utw nozuTuBan. OaHOCHO, MMaMo ja nocroju € > 0 TakBo Ja je A(x—y)—eAy > 0.

Haxue, Baxxu Ax > (14 €)Ay, a Tume ¢MO JI0Ka3aJ1 U JPYro TBpheme Jieme. O]

Jlema 2.2.2. [1] Ao ¢y 21,29, ..., 2, € C\{0} TakBu ma je |21 + 22 + ... + 2,| =

|z1] + |z2| + ... + |2, onna mocroju v € R Tako xa je €”z; > 0,5 =1,...,n.

Joxas. Joxaxkumo 1peo ja 3a ceaxo z € C nmocroju § € R Taxo ja je e ¥z = |z|.
Axo je z # 0, taga y3memo ja je 0 = arg(z). Axo je z = 0, 3a 6 moxkem0 y3eru 610
Koju peasan 6poj. Cama mMoxkemo yzern 6 € R Tako ma Baxku e (2 + ... + 2,) =

|21 + ... + 2|, Crnean:

|21+ 20 + ... + 20| = Re(lz1 + 220+ ... + 20])
= Re(e (2 + ... 4+ 20))
= Re(e™™2) + Re(e™™2) + ... + Re(e ™ 2,) (2.1)

< ez 4 |e 2| + ... + e 2|

= |z1| 4 |z2| + ... + |20]-

[Ipema mpermocraBny Jeme, y TOPHEM PACIUCy BarxKW jeaHAKoCT. Jlakjie, Baxku
Re(e™®2,) = |e72,|,Vk = 1,...,n. U3 osora ciequ z, = €“|2|,Vk = 1,...,n. Ha

Kpajy y3MUMO vV = —f ¥ TO je TpazkKeH: Opoj KOju 3a,10Bo/baBa TBpheme jieme. [

Jlema 2.2.3. [1] Heka je A € M,,(R), A > 0 marpuma, x € C" BeKTOp U T; BHerosa

MPOU3BOJbHA, KOOPAWHATA. AKO BayKu
n n
Y aile| =1 aiagl,
i=1 i=1
OHJIa TOCTOjH peasan 6poj v # 0 Tako ga Baxu e’z > 0.
Jlokas. Ilpumennmo mpeTxoJHy JjeMy Ha KOOpAHHATe a;;%;, Vi = 1,...,n. lodujamo
1a nocroju v € R takas ga je e”a;jx; > 0, Vi = 1,...,n. Bnamo z1a je a;; > 0,Vi =

1,...,n (A > 0) ma mopa aa Baxkn e”z; > 0. Kako je z; mpon3so/pbHa KOOPAMHATA

BEKTOpa X CJIeJIH jia je TBphemwe TavqHo. ]
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2.3 llepon-®pobenujycoBa TeopeMa

Teopema 2.3.1. [1] Heka je A € M,,(R) nosutusna marpuna. Tana Baxke cieselia

TBphema:
i) p(A) >0,

ii) p(A) je concrBena Bpegnoct marpuie A U 1b0j 0AroBapa MO3UTHBAH COLCTBEHH

BEKTOD,
iii) p(A) je jenmucTBena concrBena BpeaHoct Marpuie A Ha Kpyxuumu [N = p(A),
iv) p(A) mMa reoMeTpHjCcKy BHIIECTPYKOCT 1,

v) p(A) nma anrebapcky BuiecTpykoct 1.

Joxas. i) TIpumennmo teopemy 1.6.4 Ha mosuTnBHY MaTpuiy A u mobujamo:

0< Bin 2. ai; < p(A).
ii) okasyjemo na mocroju A € C comncrrena spegnoctT Matpuiie A K0joj oaropapa
MMO3UTUBAH COTIICTBEHU BEKTOP.
U3 nedununmje cueKTpaaHor pajimjyca 3HaMO J1a MOCTOJU COIICTBEHA BPETHOCT
A € C marpunie A u 1o TakBa jna Baxu |A| = p(A). Heka je x € C" neku
10j ojrosapajyhu concrsenn BekTop. Jledpunuimmmo BeKTOp p TaKo Ja BazKu

p; = |$j|7j =1,...,n. Camza umamo:

(Ap)i =Y aglaj] > 1D ar;| = |[(Ax)i| = |Awi| = p(A)pi, (2:2)
P =1

1 = 1,...,n. IIpBa HejeagHAKOCT CJIeAU U3 HEjeJHAKOCTH TPOYIJIa U YHIHCHUILE

na je A mosutusHa mMarpuna (A > 0= A = |A]|), 1j.

HA[lilz] = lai|[e] + |aie||z2] + ... + [@in]|2n]
Z ’a“l'l‘ + ‘CLQZL’Q’ + ...+ ‘Clml'n’ (23)
Z ’CLill’l + ;279 + ...+ amxn|
= [(Az)i].
Jennakocr |(Ax);| = |Az;| Baxku jep cMo A Gupasin Kao COUCTBEHY BPEIHOCT

MaTpuie A Kojoj oaropapa COICTBEHH BEKTOP T.
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iii)

Onasge cienn ja je Alx| > p(A)|z|. Ako oBe UMaMO je THAKOCT, OHJIA je JT0Ka3
rOTOB jep je Taja p = |x| TpazkKeHH MO3UTHBAH CONCTBEHH BEKTOP.

Heka je z = A|z|. Ha ocnoBy mpsor jena mpomosunumje 1.2.1 3mamo ma je
z > 0. Kako je z = Alz| > p(A)|z| umamo na je y = z — p(A)|z| > 0. Axo 6u
y Alz| > p(A)|z| Baxkuna crpora HejeJHAKOCT, BEKTOpP y Ou GHO MO3WTHBAH,

na OucMo Ha OCHOBY HpBOr Jiejia tpouosunuje 1.2.1 umasu ciejehe:
0 <Ay = A(z = p(A)|z]) = Az — p(A)Alz| = Az — p(A)z,

OJIaKJIe CJejn JIa je
Az > p(A)z.

Kaxo je p(A) > 0, Ha ocuoy nponosuiuje 1.6.4 umamo 1a je p(A) > p(A), mro
je memoryhe. [akse, mopa jna Baxku A|x| = p(A)|x|, ogaocuo p = |z| = x.
3akipydyjeMo Ja je p Takohe CONCTBEHW BEKTOP KOjU OJITOBapa COICTBEHO]

BpeaHocTH p(A).

Ow Huje camMo HeHeraTHBaH (TaKO CMO Ta JedUHUCATN), HETO je W MO3UTHBAH
jep Baxku p # 0 u p > 0 ma MozkeM0 KOpuUCTUTH Jemy 2.2.1 Koja HaM fmaje 1a je
Ap > 0. Kako Baxku Ap = p(A)p, ouna Baxu u 1a je p(A)p > 0. U3 p(A) >0
jobujamo ja je p > 0.

Hokazyjemo na je p(A) jeauna concrBeHa BpeJHOCT MaTpuiie A Ha KPyZKHHUIHN
A = p(A).

[IpeTmocTaBUMO CyTIPOTHO, OJTHOCHO /14 MTOCTOJH JOIII jeTHA CONCTBEHA BPETHOCT
0 ma kpyzxuuiu |A| = p(A) (0 # p(A)). Heka je x € C" neku m0j ogrosapajyhn
coICTBeHH BeKTOp. JledMHUMMMO BEKTOp p Tako Ja Baxku p; = |zj|,j =
1,...,n. Y OPeTXOJHOM Jey J0Ka3a CMO IOKa3a/M Ja Taja BaxKu jaa je Ap =

p(A)p kao u'

n

n
Zaiﬂxﬂ = |Zaz‘j%|7 V1i<j<n.

i=1 i=1

Kako Baxke ycioBu qeme 2.2.3 cirequ ma moctoju ¢ € C (¢ # 0) TakBo 1a je

cx > 0. To 3HauM 512 BaxKHu:

d(cx) = ¢(6x) = c(Az) = A(cx) > 0,

Mornenarn nejepnakoct 2.2.
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iv)

rje JApyra jeJHaKOCT BaykKd jep ¢MO 0 OMpaJsii Kao COINCTBEHY BPEJIHOCT Ma-
Tpurie A K0joj oAroBapa CONCTBEHH BEKTOD X, a Kpajibha HEjeTHAKOCT BarKH
300T MO3UTUBHOCTU MATpHUIle A n unmenuie aa je cr > 0.

Hakme, mvmamo 1a je d(cx) > 0 u3 gera cienu ga je 0 > 0. OBo je KOHTpaIUK-

muja, 6yayhu na je p(A) jequrn HeHeraTupan O6poj Ha KpyKHHUIHA [A| = p(A).

[IpeTocTaBuMO J1a je  TO3UTUBAH CONICTBEHU BEKTOP KOJU OATOBapa COTCTBE-
Hoj BpeaHoctu p(A) marpune A. IlpermoctaBuMO ja MOCTOJM W jOII jesaH
COTICTBEHH BEKTOD Y KOjU je JIMHeapHO He3aBUCAH Ca X U KOju TaKkohe ojrosapa

concrBenoj speanocru p(A).

MozkeMO TTPeTIIOCTaBUTH Jia je Yy peajaH. Yy CYIIPOTHOM, aKO je Yy KOMILIeK-
CaH, MOXKEMO TIOCMaTpaTH FHEeroB peajlaH W MMarmHapaH /€0 KOjH Cy Takolhe
comcrBenn Bekropu marpuie A jep cy u A u p(A) peasnu. Jegan o ta jBa

JleJia MOpa OMTH JIMHEeapHO He3aBUCAH ca .

Heka je ¢ > 0 TakBo J1a je BEKTOP & — cy HEHETaTUBAH U TAKO Ja ce DapeM Ha
jesHoj koopauuatu nojassbyje 0. To Huje Hy/1a BEKTOpP jep Cy X U Y JUHEAPHO
HezaBucHu. Kako cy oba BeKTOpa COICTBEHH BEKTOPH KOjJH OJrOBapajy MUCTO]

concTBeHoj Bpeanoctu p(A) mmamo ja je:
Alx — cy) = Az — cAy = p(A)z — cp(A)y = p(A)(x — cy).

Jlaksie, BayKu Jia je BEKTOP T — Y COIICTBEHU BEKTOP KOjU OJI'OBapa COICTBEHO]

Bpeauoctr p(A).

Ha ocHoBy npBor jesa jloka3a 3ak/bydyjeMo Ja Taj BEKTOp MOpa OUTH IO-
3uTuBaH. TuMe cMO JIONLIM Yy KOHTPAIUKIN]y ca u3dopom Opoja ¢, Oyayhu jna

X — cy MOpa uMaTu 6ap jeaHy koopamHaty jeaHaky 0.

Jaxme, 3aK/bydyjeMo J1a He TOCTOje Ba JIMHEAPHO He3aBUCHA BEKTOPA COII-
crBere BpegaocT p(A), a Tume u 1a p(A) UMa reoMeTPUjCKy BHITECTPYKOCT
1.

Kao n 710 cama, HeKa je T CONCTBEHU BEKTOP KOJH OJAroBapa COICTBEHO] Bpel-
woctn p(A). Ha ocHoBy 10 caja JoKazaHOD 3HAMO Ja MOCTOJH CaMoO jejaH
LO3UTUBAH COLICTBEHU BEKTOP KOjU OJroBapa coucrseHoj speguocru p(A) ra-

KaB Ja BaxkKu r1 + xr9 + ... + x, = 1.
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[locmarpajmo marpuny AT, Oma je mosurusna Gynyhu na je marpuma A
nOo3UTHUBHA. Takole, oHe MMajy MCTE CONCTBEHE BPEAHOCTH 114 TUME U UCTH
cnextpaanu paaujyc (p(A) = p(AT)). Heka je v concTBenu BeKTOp MaTpHIIe
AT koju oxrosapa concrsenoj speanoctu p(A). BekTop v, Ha OCHOBY IIPBOT

JeJla JOKa3a, MO2KEMO CKaﬂHpaTHﬁTaKO,HaJ6yﬂ£ IIO3UTHBAH.

[Ipema ToMe, AedUHHIINMO CONCTBeHN BeKTop y Marpuie A’ ma crenehn

Ha4duH:

Y= —.
vy

Haxane, saxu ga je ATy = p(A)y u na sBexrop y! 3amoBosbana ciaenehy jenna-
KOCT:

yT A= p(A)y".

OBaj map comcTBeHuX BeKTOpa (T,y) JMaje HAM JIEKOMIIO3HIHU)Y mpocTopa R”

Ha JUPEKTHY CYMY.

Baucra, youumo 1upso (n — 1)—uMeH3UOHAIHU OPTOrOHAJHU KOMILIEMEHT
BEKTODA ¥ ¥ OJHOCY Ha cKaJdaphu npousso Ha R™ : [+ := {z € R" : yTz = 0}.
O je maBapujanTan 3a A, mMTO ce JIAKO BUIN:

Hexa je z € II* u caga nmamo
y' Az = (y" A)z = p(A)y"z = 0.

Nmamo ma Baxu ga x & I1H jep je yr = y’x > 0 (jep cy Bexkropm = u y
nozurusan). Tume cMo pokazamu ga je span{x} NI+ = {0}, mro 3ajeano ca
qnmbeHnoM 1a je 11+ mpocrop aumensuje n — 1 mgaje ga je R™ nupexTHa cyma

on span{x} u II+.

2Kenumo na mponaheMo mTO jeTHOCTaBHE]Y MATpPHUILy MOMONY Koje ODHCMO
Jako mMoriu Ja Tpancdopmuiemo marpuiy A. Heka je {xo, ..., x,} 6a3a npo-

cropa ITt. Tazna je {x, s, ..., 7, } Gaza mpocropa R™. Jledpunnmmmo MaTpuiy
B = [x To - xn]

Omna je pery/jiapha, ma MOKEMO OAPEeAUTH ODJIMK HEHOT HHBEP3a:

1 T T T){
"lon-B=|" eox| =0 T
0 I, T [Ty TTX
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Opnare modujamo ciejsiehe uaenrurere:
Ve=1,+"X=0TT2=0TTX =1,_,.

Moxkemo y3eTu ga je v = y jep OH 3a70BO/baBa TpBa jJBa uaenturera. OBa-

KBOM MaTPHIIOM MOXKeMO Marpuily A TpaHcdopmucarn y 60K JujaroHaaIHy

MaTpHILY:
T TA TAX T A T A X
B'AB = |7 A[IX}:y x Y _ |y Az YT p(A)
rr ITAz TTAX TTp(A)x  TTAX
_ |p(4) 0
0o C|’

3a HeKy mpousBosbHy Matpury C € M, 1(R).

Marpuna B~1AB je cimuana Marpunu A na oHe MMajy MCTe CONCTBEHe BPeI-
wocru. IIpermocraBumo ga p(A) mma anrebapcky Bumecrpykoct sehy on 1.
Tama p(A) mopa 6utn u concrsena Bpennoct marpurne C. Asm taga C' Mopa

HIMAaTH COICTBEHN BEKTOP KOjH OJroBapa coicseHoj spegaunoctu p(A).

AKko je s concrBenn BekTop MaTpuie C' KOji 0AroBapa COMCTBEHO] BPEIHOCTH

p(A), onna je C's = p(A)s, na umamo 1a je:

A
priap |0 = [P OO0 0]
s 0 Cf|s Cs p(A)s s
Ho, Takohe nmamo
1 A 1
B'AB _ P ,
On—l On—l O'rl—l

re 0,1 IpeacTaB/ba BEKTOP KOJOHY AuMeH3uje n—1 X 1 1nju cy cBU eJleMeHTH

nyJe.

Haxie, mmamo 1Ba He3aBHCHA cOMCTBeHA BeKTOpa 3a p(A), na p(A) uma reo-
MeTpHjcKy BHUIIECTPYKOCT da(p(A)) > 2. Tume 101a3uMO y KOHTPAJIHKIIH]Y
ca mpeTxofHnM Jejom mokasza. Jlaxie, p(A) uma anreGapcky BHIECTPYKOCT
1.

O
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Hanomena 2.3.1. BekTopu x u y, u3 mocjaeajber aea I0Ka3a IPeTXoIHe TeopeMe,
Ha3uBajy ce pegoMm jecuu u jesu [leponos BekTop. To cy jeMHCTBEHN BEKTOPHU 3a

KOje BayKH:

Az = p(A)z, 21+ ...+z, =1, >0,

yTA=p(A)y", ziy+ . 1y, =1, y>0.

JennacTBeHOCT llepOHOBHX BeKTOpa 3a MPOW3BOJPHY MATPHILY CJIEIN U3 TeopeMme

2.3.1. ¥V nacraBKy pa3MOTPUMO IITa jOII MOXKEMO 3aK/by YUTH U3 HPETXO/HOL JOKA3A.

Bparumo ce Ha mocieamu 1e0 jgokasza riae cmo marpuity A tpamdopmucann y

010K gaujaronajny marpuiy. Jlakie,

p(A) 0
0o C

B7'AB =

Jokazanm cmo aa je p(A) concTBena BpegHOCT dnja je anaredbapcka BUIIECTPYKOCT 1
u 1a je ona crporo Hajseha. Cama 3akmyuayjemo na je p(C) < p(A), a u3 Tora cieau
p(p(A)71C) < 1. Kopucrelin teopemy 1.6.2, kaxo je p(p(A)~'C) < 1, mmamo ma
(p(A)C)™ = O,_1, m — oo (Jep je p(A)~*C marpuna gopmara n —1 x n — 1.).

To ject, umamo cienehe:

1 0
0 (p(A)~ o)™

1
0 On—l

B! —B B! = zy",m — .

OBo cBOjcTBO HaM je OMTHO jep Cce YecTOo jaB/ba y pa3sHUM IPHUMeHaMa. SalUIITHMO

JIoKa3aHo TBphewme y 00/IuKy Teopeme.

Teopema 2.3.2. 2] Heka je A € M, (R) nosutusHa Marpuna. AKo ¢y = u y JeCHH
u jeu I[leponos BekTOp Marpuie A, oHza je

lim (p(A) "t A)™ =y’

m—ro0

Hanomena 2.3.2. 3a jpyru jeo [leponose Teopeme MoxkKe ce J0Ka3aTH U OOPHYTO
TBpheme, y3 npomupeme na je marpuna A HenerarwBHA, Koje Tyiacu: Hexka je A €
M, (R) neneratusua mMarpuna. AKo je & MO3UTHBAH CONCTBEHN BEKTOD MaTpure A,

ouza je p(A) comcrBena BpeaHocT MaTpuiie A U oaroBapa joj CONCTBEHH BEKTOP .
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Joxas. Axko je x > 0 u Ax = Az, Baxku 1a je A > 0 u jeTHAKOCT MOYKEMO 3aIllUCATH

Ka0
M < Az < A\z.

U3 nejennakoctu Ar < Ax ciaenu ma je Ar; < [Az];, i = 1,...,n, a u3 oBora cjaean
Ja je
n

o1
A< min — E a;jT;.
1<i<n 1; 4
Jj=1

Hamomena 1.6.1 nam maje na je A < p(A). Ananorno ce jgokasyje na je p(A) < A,

ma mMamo caenehy mejeHAKOCT:
A<p(4) <A

Hakme, nokazanu cmo 1a je A = p(A). O



I'maBa 3

Ilepon-®pobennjycoBa Teopema 3a

HEHEI'aTNBHE MAaTpPHUILE

3.1 HeHeraTuBHU CONCTBEHU MapPOBU

Yumenuna koje ce Tpeba NpuceTuTH O ClieKTpaJHOM pajaujycy jecte [esianiona
Teopema, p(A) = limy_,oo |A*||* [2], 1 my hieMo KOpHCTHTH 2 JOKAZKEMO HAPEIHY

Jemy.

JIema 3.1.1. [2] Heka cy A, B € M,,(R) marpune. Axo je |A| < B onga je p(A) <
p(JA]) < p(B), rae je |A| marpuma ca eremeHTHMA |04 |.

Jokas. Kopucrehu nejeanaxoct Tpoyria pobujamo |A*| < |A|*, 3a caxu meo 6poj
k. Barum, usz |A| < B caeqn |A|F < B*. Taga mvamvo: ||A¥|| = |||A%]|le <
[ A]*]loo < |1B*]|oo- Tana je,

1 1 1
1A% < A& < [1B*)1&,

1 1 1

lim [|A*)|& < lim [||Af"]|% < lim [|B¥&,
k—oo k—o0 k—o0

p(A) < p(JA]) < p(B).

VY macTtaBky, npukazkumo joui jeman jgoka3 Collatz — Wielandt dopmye.

Teopema 3.1.2. 2| Heka je A € M, (R),n € N, A > 0 marpuna u neka je r = p(A).

Cneneha tBphema cy tauna:
(i) r € 0(A), amu moryhe jeu r =0

26
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(i) Az=rz3amnexko z € N ={z € R"|z >0,z # 0}
(iii)
r = max f(z),

rJe je
[Ax];

2

0= B,
Joxas. Heka je A, = A+ (%)I > 0, rme je I marpuma Koja caapxku cse 1 u k =
1,2,...,n. Taga je Ay > 0, nHa ocuoBy tora mro je A >0, k > 0mu [ > 0. Heka cy
rr > 0 u pp > 0 Ilepon-®pobennjycora corncrrena speanoct u lepon-Ppobennjycon

. o0 . .
COIICTBEHN BeKTOp MaTpHie Ay, perom. 3HaMo fa je {pg},., OrpaHudex jep je
{pe}iz S{z e R": [lafh =1}

Bommano-BajepmTpacoBa TeopeMa TBpIM J1a CBAaKH OTPAHUYEH HU3 WMa KOHBEPIreH-
TaH nogau3. /lakne, Kako je {pk}zozl OTPaHWYeH, MOCTOJU HeTr0B KOHBEPreHTaH MOJI-
Hu3 U HeKa je z u3 R™ merosa rpanuna. mamo na {py, }.o;, — # 3a neku pacryhn

uu3 k; e je z > 0 u z # 0, momrro je py, > 0 n

n
i=1

Crora, kako je Ay > Ay > ... > A ua ocuoBy Jsieme 3.1.1 jacHo je ga je rp > ro >

= 1.

Hpki

.. >r, maje {ry} ., omamajyhu Hu3 mosuTuBHUX GpOjeBa, OI0310 OrPAHUYEH Ca T
JIpyrum peunma,

lim r, = r*
k—o00

nocroju u r* > r. Ilocebrno

lim ry, =7r".
1—00

A, w3 gedununuje A, nmamo a

k—o0
OdaKJIe cJjaean
11— 00

ma je takohe TadHo u ja je:
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Az = lim Ay, lim py,
1—00 1—00

12— 00
= lim 7y, py, (3.1)
1— 00

= lim ry, lim py,
11— 00 1—00

=r*z.

Kako je Az = r*z, umamo ga r* € o(A) u, rakolje, r* > r. Byayhu aa je r = p(A),
3namo Ja he r* yBek 6utu He Behu o r jep je TO MaKCHMaJIHA COIICTBEHA BPEIHOCT,

ma je r* =r.

Heka je ¢l nesu [lepon-®pobenujycos comcTBenn BeKTop Marpuie Ag. 3namMo 1a
3a ceako z € N u k > 0 umamo ga je gf > 0. Taga cnienn na je 0 < f(x)r < Az <

Agzx. 3arum, kako je f(z)r < Agz mmamo jJa je

i [f(2)z] < gf (Aga),
f@)giz < (qp Ar)z,
f@)gle < regie,
flz) <.

Kako r, — r* = r umamo ga je f(x) < r. Byayhu na je f(z2) =rm 2z € N,
JIMPEKTHO CJIeJIA J1a, je

max flx)=r.

Haxne, Collatz — Wieldant dopmyia je 3a10Bo/beHA. O

Hakon mto je Ilepon objaBuo cBojy Teopemy, @pobeHujyc jy je TpOIHUPHO HA
ojipeheHy KJacy HeHeraTHBHUX MATPHUIA W THMe ce JOOWJIO0 MHOINTBO HOBUX IPH-
MeHa, Oyayhm 1a ce Bpsio 9ecTo y mpuMeHaMa TOjaB/byjy HyJe y Marpunama. [Ipsa

TaKBa KJaca MaTpHUIa Koje heMo 00paJIuTu Cy HeCBOJI/bUBE MATPHIIE.
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3.2 HecBoa/pbuBOCT HEHEraTUBHUX MATPUIA

Hedbuaunnuja 3.2.1. Marpuna nepMmyTaliyje mpejacTaB/ba KBapaTHy MaTpHUILy Koja
“Ma TAavHO jeJlaH HeHyJIa eJeMeHT y CBaKOj BPCTH W CBAKO] KOJIOHHW, & Ha CBHUM

OCTaJIUM MECTUMa Cy HYJIe.

Hedbunnnnja 3.2.2. [2] Kaxemo na je kBaaparua marpuiia A € M, (R) cBoapusa

ako mocroju Marpuna nepmyranuje P € M, (R) raksa 1a je,
. B C
Prap=|(" ). BEM®), DeM (R). 1<r<n—1

Y cynporHoMm, A je HECBOI/HUBA MATPHIIA.

Hedununnuja 3.2.3. 2| Henerarusua kBagparna marpuia
Ae M,(R)
Ha3MBa e IPIMHTHBHOM aKO IIOCTOjH 11eo 6poj k Takas 1a je AF mosurusma Marpuna.

ITpomo3unmuja 3.2.1. CBaka NpUMUTHBHA MATPHUIA je HECBOI/LUBA.

3aHnM/BUBY W BPJIO KOPUCHY aHAJIOTH]Y Ca MATPHUIaMa MOkemo mnpoHahm y Te-
opuju rpadoBa, MOTOTOBO Kajia je ped o HecBOA/bUBUM Marpuriama. Ouna he nHam
OUTH KOpUCHA y TPHMEHaMa, Kao U 3a Jioka3 riasHe Teopeme. ['pad G(A) marpuie
A = [a;j] € M,(R) nebunumemo kao ycmepen rpad ca n 9BopoBa {v1, Vg, ..., Un},
rjie IOCTOJH yCMepeHa rpaHa O 4BOpa v; [I0 YBOPA U; aKO H CaMo akKo je a;; 7# 0.
Takobe Bazku 1a je G(PTAP) = G(A) 3a npou3sBo/bHY MaTpully nepMyTaiuje P jep
je y muTamy camo m3MeHa o3HaKa dBopoBa. YcmepeH rpad G(A) je jako mosesaH
aKo 3a CBakKa JiBa 4BOpa v; U U; IOCTOJH IIyT KOJU BOJHU OJL V; JO Vj, OJHOCHO IOCTOJU
HU3 PA3IMYUTUX YBOPOBA {v;, U, ...,Vj} TAKBUX Ja Cy CBaKa JBa CycelHa YBOpa y

TOM HH3Y IIOBE€3aHa yCMEPEHOM I'DaHOM.

Teopema 3.2.1. [4] Ksagparna marpuna A € M, (R) je HecBom/bHBa ako U camo

ako je rpad G(A) jako nosesan.

Zoxas. Hokasaliemo ekBuBajaeHTHO TBpheme: Marpuna A je cBOI/BUBA aKO U CaMO

ako rpad G(A) nuje jako moBe3aH.
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IIpernocrasumo aa je A = [a;j] € M, (R) cBogpusa marpuna. Taga, no nedunu-

muju, nocroju Marpura nepmyranuje P € M, (R) taksa na Baxu
T B C
PTYAP = 0 D , Be M,(R), De M, ,(R), 1 <r<n-—1.

Kako paxkn G(PTAP) = G(A), moxemo nocmarparu rpad marpune PTAP. Oszna-
4uMO 4BOpoBe rpada y CKIady ca TOM MaTPUIOM. YOUHMO Ja H3 CKyIa YBOpoBa
Vo = {Ur11, ..., U, } HE TIOCTOje AMPEKTHE yCMepeHe rpaHe mTpeMa TBOPOBAMa W3 CKYTIa

Vi={v,.,v0.},jepjea; =03ar+1<i<n, 1<j<r.

Hapagsno, ckymnosu V| u V5 cy wenpasuu jep je 1 < r < n — 1. ¥Y3mumo 4BOp
v; € Vo muBop v; € V. 13 uBopa v; Moxxemo nohm camo y 4BopoBe n3 cKymna Vo n
HUjelaH 9BOp w3 Vo HeMa I'paHy yCcMepeHY Ipema YBopy U3 Vi, ma HU U3 YBOpa v;

HeMa IyT KOJU BOJM JO V.

Jlakme, HAIILTA CMO JBa YBOpa m3Mehy Kojux He MOCTOjH YT, Ha 1Mo JehUHUIN]H

rpad G(A) umje jako moBe3am.

O6parno, npermnocrasumo ja rpad G(A) muje jako nosesan. Tana mocroje 4Bo-

POBH U, 1 U, u3Mely KOjuX He IHOCTOjHU IIyT.

Hedunumumo ckyn usoposa Vi = {v; : v; = v, win nocroju myr y G(A) ox v; 1o
vy} m Heka je Va ckyn cBux uBoposa rpada G(A) koju mucy y V). IIpema Tome kako
cMo pedunucann ckynose Baxu ga je Vi U Vs = {vy, ..., v, }. lmamo 1a je v, € Vi

na v, € Va, ma ciaenn na cy Vi n Vo HenpasHn CKyTOBH.

Axo 61 mocTojao MyT 0f HEKOT 4Bopa v; € Vo 110 HeKor uBopa v; € Vi, Taja 6u Ho
JedbwHUTAjN CKyTa V) TOCTOjao myT Of v; 110 Uy, Ha 6u v; € Vi, a To Huje Moryhe.

36or Tora He HOCTOje IMyTeBU U3 cKyma Vo 10 ckyma V).
Osnaunmo uBopose Ha caenehn naunu: Vi = {v1,...,70,}, Vo = {0,171, ..., Un }.

Hexka je P marpuma mepmyTannje Koja ce cjazkKe ca HOBUM O3HaKaMa IBOPOBA.

Tako mobujamo ja je

B
PTAP = ¢ , BeM,, DeM,.,
0 D
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OJ/THOCHO, J1a je MaTpuna A CBOJbUBA, IITO je U Tpebaao JOKA3ATH. ]

Hamomena 3.2.1. Cana Kaja nMaMoO aHAJIOTHjy MaTpHIA Ca TeopujoMm rpadoba,
BPJIO je JIAKO BUJIETH Jla Cy IPUMHUTUBHE MAaTPUIE YjeJlHO U HecBoju/bube. Hamwme,
ako je A € M, (R) npumuruBna Marpura, taga nocroju m > 0 takas ga je A™ > 0,
a TO yIpaBO 3HAYM J1a Ce Y MaTpuiu A O CBAKOI YBOPA 0 CBAKOT JPYrOT MOYKE
Johu myTeM KOju MMa TadHO W Mare o1 m Kopaka. Caja je jacHO 1a je Marpuna
A HecBOI/bMBa NpeMa KapaKTepH3alllji HeCBOI/BHUBOCTH IPEKO jaKe MOBE3aHOCTH

rpadoBa.

Hapeanmo jomn jemHy KapaKTeph3alyjy HECBOJJ/bHBOCTH, aji Caja 3a HeHera-

TUBHE MaTpHule.

IIponozunmja 3.2.2. Henerarusna matpuna A € M, (R) je HecBombuBa ako u
camo ako je (I 4+ A)"1 >0

oxas. Jloxkazahemo ekBuBaJsieHTHO TBpheme: A je ¢BOA/bHBA aKO W CaAMO aKO Ma-

tpuna (I + A)"~! caup:ku Gapem jejy Hyry.

[IpermocraBumo 72 je A cBO//bHBA MATPHUIA U JIa 32 HEKY MATPHUILY IIEPMYTAIje

P umamo n1a je
B C ~
PTAP:<O D)zA,BEMT,DEMn_T,lﬁrgn—l

Yoummo na marpuue A2, A3, ... A"! muajy Hyse y 10HeM JIeBOM (n —r) X r 6JIOKY.
Pacnmmmmo:

n—1

PUI+A)"'P=P'(I+(n—-1)A+ ( )

)A2+... + A HP
—1
=PT'P+ (n—1)PTAP + (” ) )PTAQP + ...+ PTA™ P
- 1\ - -
=I+(n-1A+ (n2 )A2+...+A”‘1.
(3.2)

[IpumeTnMO Jia cBaku cabupak uMa HyJe Y J0EbeM JeBoM (n — r) X r 6joky. 113
Tora 3ak/byuyjemo na je marpuna (I + A)"~! combuba, a Tume u ja uma Gapem

jeTHy KOOPJIWHATY jeJIHAKY HYJIH.
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[IpernocTaBumo fa 3a unjexce p, ¢ marpuna (I + A)" ! na mecry (p, q) uma myy.

Nmamo 1a je

n—1

(I+A)”_1:I—l—(n—1)A+( 9

>A2 + .+ AL

Youumo a ¢y CBH cabUpPIM HeHETaTHUBHH, jep je A HeHeraTwBHA MATPHILA, 114 CBAKH

cabupak Ha MecTy (p,q) UMa HYJTY.

36or Tora 1mTo je jejan cabupak marpuna I Baxu ja je p # q. Caja 3aK/byayjemMo
na y rpady G(A) He mOCTOjU YT 07 IBOPA v, IO UBOPA Uy, jep je a,, = 0. To mo
nedurnnmjn 3Ha9n n1a rpad G(A) HEje jako noBesaH, na je Ha OCHOBY Teopeme 3.2.1

MaTpuIa A CBOI/BUBA. O

Hamomena 3.2.2. 3a npou3Bo/bHY HEHEraTUBHY MATPUILy A He Mopa j1a BaxKu Ja je
CHEKTPAJIHU PAJIUjyC MO3UTUBAH. Takohe, CONCTBEHN BEKTOP MOXKE CAJIPZKATU HYJIe

U reoMeTpujcka u ajarebapcka suiectpykocr ox p(A) moxe 6urn Beha of 1.

Jlema 3.2.2. Heka cy Ay, ..., \, € C concrBene Bpemnoctu oq A € M,(R) kojuma
0JITOBAPAjy CONCTBEHU BEKTOPH L1, ..., Tp, PeoM. Tama cy A\i+1, ..., \,+1 concrBene
Bpeqnoct o [ + A n Baxku p(I + A) < p(A) + 1. Ako je A HeHeraTHBHA MATpHIIA,

Ta/la BayKh JeJHAKOCT.

Zloxas. Pacnucyjemo:

Omasre caeau ga je 1+ A, corncrBena Bpeanoct marpuie I + A 3ace k = 1,2, ..., n.
ame nmamo n1a je
p(I+A) = max | Ak + 1

< max |[Ag| +1 (3.3)

1<k<n

=p(A) + 1.

Baame tBpheme cienu u3 Teopeme 3.1.2. Haume, kako je A nenerarusna marpuna,
taja je p(A) comncrBena BpenHocT o A na je, mo rope mpokasanom, p(A)+1 comcrena
Bpennoct marpurie | + A. Kopucrehn nokazany HejeTHAKOCT W 9UEHUILY J1a, OBA

COIICTBEHA BPEJHOCT He cMe OmTu Beha o1 cleKkTpaHOI pajiujyca JIo0ujaMo ja je

p(I+ A)=p(A)+ 1. O
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Teopema 3.2.3. (Ilepou-®pobenujyc) [2] Heka je n > 2 u A € M, (R) HecBom/buBa

¥ HEeHeraTWBHA MaTpuia. laja je
(i) p(A) >0,
(ii) p(A) mma anreGapcky BHIIECTPYKOCT 1,
(iii) Ilocroju jenuucTBeH mecHu IlepoHOB BEKTOD,

(iv) Tocroju jeauncrsen jesu [lepoHoB BeKTOD.

Jlokas. (i) Yoummo ga mMarpuria A HeMa HHjeIHY BPCTY WM KOJOHY YHjU CY CBH

eJIEMEHTH HyJIe jep je OHA HeCBO//bUBA. Y CYNPOTHOM, ako Ou A mmasa Ha

IpUMep jeHy BPCTY y K0joj ¢y ceu ejqementu ( (Heka je 1o, 6e3 ymamerma

ONIIITOCTH, N-Ta BPCTa) Taja u3 4Bopa v, rpada G(A) He Gucmo morau gohu

HE JIO jesHor Apyror uBopa. 36or Tora rpad G(A) ne 6u 6uo jako nosesaH, a

TO je KOHTpaJuKIuja ca TeopemoM 3.2.1. Jlakie, BaxKu
n
Z Qi > 0
Jj=1

3a cBe t = 1,...,n. I3 Teopeme 1.6.4 umamo ja Baku

n
0 < min a;; < p(A).
1<i<n 4= i < p(4)
‘7:

(ii) IIpermocrasumo na p(A) mma anrebapeky sumectpykoct sehy o 1. Jlema

3.2.2 nam nmaje na 14 p(A) = p(I+ A) uma anrebapcky uimecTpykoct sehy o

1 (kao concrrena Bpeanoct marpune I+A). 3aro (1+p(A))"! = p((I+A)" ™)

uma ajirebapcky sumectpykoct sehy ox 1 3a marpuny (I + A)"7L. Oso je

y KOHTPQIUKIUjU ca TeopeMoM 2.3.1 jep je mo mpomno3unuju 3.2.2 marpuiia

(I + A)"! nosuTusHA.

(iii) M3 nponosurmje ?? 3uamo 1a nocroju Bekrop = > 0 takas na je Az = p(A)z.

Kako je A mecsomsbuba, onja je no nponosunuju 3.2.2 marpuna (I + A)"1

MO3UTWBHA 1 KopucTehu jemy 3.2.2 nobujamo 1a je
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(I+A)" e =+ (n-1A+ (" )

>A2 + o+ A

=24 (n—1)Az+ (" ; 1)A2x + .4 Ay

n—1

2

rz+ (n—1p(A)zx+ (

— (14 p(A)" 'z
= p((I + A)" .

)p(A)2[E + o p(A)

JlakJjie, q00ujim CMO Jia je BEKTOpP & COICTBEHH BEKTOP IHO3UTHUBHE MaTpPHUILE
KOJU O/ITOBapa CHeKTpaJHoM paaujycy. Ha ocnoBy Teopeme 2.3.1 Taj BeKTOD
je mosuTuBaH. Ha kpajy HOpMUpaMO BEKTOD TaKo Ja BaxKu ri + ... +x, = 1.

Jejuncrenoct je Takohe ocurypana reopemom 2.3.1.

(iv) OBaj jeo ce mokasyje aHAJOTHO Jeny (iii) caMo IITO HOCMATPAMO MATPHUILY

AT,

Haxe, Teopema 3.1.2 nam gaje qa nocroju sekrop y > 0 takas na je ATy =
p(A)y. 3anumumo To Ha expupasenTan Hauun: yl A = p(A)y’. Ha anamoran
HAYMH 3aKJ/by4yjeMO JIa je BEKTOP Y COICTBEHW BEKTODP TO3WTHBHE MATPHILE
KOju ojiroBapa crektpaanom paaujycy. [Ipema Teopemu 2.3.1 3namo na je Taj

BeKTOp mo3uTuBaH. Ha Kpajy HOpMHpaMo BEKTOP TaKO Jla YMeCTO Y Y3MeMO

Y
.
Zi:l TilYi
To mam rapanryje waeHTuTeT 1Y + ... + Tpy, = 1. Jeamrcrsenoct, Takobe,

cJie/in Ha OCHOBY Teopeme 2.3.1.
[

3.3 IlIpuMuTHUBHE MaTpuiie

Cneneha kjraca HEHErATHBHUX MATPHUIA Cy ITPUMUTHBHE MaTPHUIIE.

Teopema 3.3.1. [2] Heka je A € M,,(R) npumurusra Matpuna. Taga Bazke TBp-
hema (i) — (v) Teopeme 2.3.1.
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Joxas. Heka cy Ay, ..., \, € C concrene Bpeguoctu marpuie A. IlpermocraBumo
na je A\ Hajpeha 1o amcosyTHO] BpemHocTH. Tama cy comcrBene Bpeanoctu om A™

yupaso AlY, ..., A", e je AT* Hajseha mo amcosyTHO] BpeIHOCTH.

Kaxko je A™ nmo3utuBHA MaTpuIia, MOKeMO uckopuctuTu Teopemy 2.3.1. Ona Ham
gaje ga je A\TY > 0 m ga je oarosapajyhu councrsenu BeKTop nozurusan, r > 0.
Takole Ham jaje j1a cy cBe ocrasie concTBeHe BpegHocTH MaTpuiie A™ Mame ox AT

IO aIlCOJIYyTHO] BPEIHOCTH.

Aun, ako Baxku [A\|" > |Ag|™, Vk > 2, taga Baxku u |[\| > |A\g|, Vk > 2. U3 Tora
BHJIMIMO J1a je A1 II0 aIlCOIyTHOj BpeHOCTH HajBeha comcrBeHe BpeHOCT MaTpure A.
Ona uma asrebapcky sumiectpykoct 1. Heka je y concrBeHn BEKTOD KOJH 0JroBapa
COICTBEeHO] BpegHocTn A;. Tama Baxku Ay = Ay, omuocno A™y = A\T'y. lakie,

Y = T je CONCTBEHH BEKTOP COIICTBEHe BPEJIHOCTU A U OH je MO3WTUBAH.

Kako \; numa anrebapcky BHITECTPYKOCT 1, cjienm M Ja joj je TeOMEeTpPHjCKa BU-
mecTpykocT Takohe 1 jep reomerpujcka BUIIECTPYKOCT He MOKe ODHTH Beha oj aJi-

rebapcke.

[Ipumernmo jormr na je Ay > 0 Oyayhu Ja je oHa cOMCTBEHA BPETHOCT HEHETaTHBHE
MaTpHIlEe KOjOj 0JroBapa IMO3UTHBAH CONCTBEHN BeKTOp. [lakse, jokazajam cMO cBa

TBphema. [



I'1aBa 4

IIpumene Ilepon-®pobdbenujycone

TeopeMe

4.1 ®danHOBa Teopema

CormcrBeHe BPeIHOCTH [HjarOHAJIHE WA MATPHIE MaJje JIUMEH3Hje je JaKO JIO-
MUpaTH, aJId MTa PAIUTH KaJa TO HUje caydaj? Y CTaTUCTUNH WU HYMEPHYKO]
aHAJIM3M, 9€CTO je KOPUCHO JIOKA3aTH JIa CY CBE COICTBEHE BPEIHOCTH MATPHUIIE ITO3H-
tupHe. IIpBa npumena Ilepon-®pobennjycope Teopeme je Hal HAYNH J1a Ce JOIMUPAjy

corcTBeHe BpeaHocTu. [Ipe Tora, morpebno je medpuHucaTH jour HeKe MOjMOBE.
Hedununuja 4.1.1. [1] Heka je A = [a;;] € M,(R) marpuna u
Ri(A) =) layl, i=1,2,..,n.
J#i

Hedurumemo n I'epuieoputosuxr duckosa Kao
GZ(A) = {Z e C: ‘Z — (l”'| < Rl(A)}, 1= 1,2, ., n.

Teopema 4.1.1. [1] ConcrBene Bpennoctn Marpune A = [a;;] € M, (R) nanase ce

y yHuju ['epImropnHOBUX TUCKOBA

Jloxas. Heka je A € C concrBena BpennocT Marpuiie A u Heka je #0j ofarosapajyhm
concTBeHH BeKTOp * = [1;] # 0, 1o jecr, Baxxu Ax = Az. Heka je p € {1,2,...,n}
WHIEKC TaKaB Ja je

o] = [l oo = mmas ]

36
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Taga je |z;| < |zp| 3a cBe i = 1,2,...,n uw x, # 0 jep je x # 0. Ako y jenmakoctu

Ax = A\x y3MeMo p-Ty KOODAHHATY, J100MjaMo

n
AT, = E Ap;Tj.
=1

Sanumumo To Ha caegehn HaunH:

Tp (A = app) = Azp — Tpayy
= Z (pjLj — Lplpp (4.1)
j=1 '

= E CijIj.

J#p

Kopucrehn #ejeanakoct Tpoyria 1obujamo :

|2p| [N — app| = ‘Zam’x]" < Z |ap;;]

J#p J#p

= apsllzs] < Japl Y lag] (4.2)
J#p J#p

= ‘xp’Rp(A>

Kako je z, # 0 3ak/pyuyjemo na je
A = ap| < Ry(A),

onHOCHO Ja ce A nasnaszu y kpyry {z € C : |z — a;| < R;(A)}, a camum Tum u y cKyIry
G(A). Kako je \ 6uia 1pou3BoJbHA COICTBEHA BPEIHOCT MaTpuie A, 3aK/bydyjeMo
JIa Ce CBe COICTBEHE BPEJHOCTH MaTpulle A Hatase y YHAju ['epIIropuHOBUX JUCKOBA.

]

Hanomena 4.1.1. Heka je D = diag (dy,ds, ...,d,) nujaroHaana MaTpuIi@a ca oco-
ounom ga je d; > 0 3a csako i = 1,2,...,n. Taga marpune D 1AD u A umajy ucre
COIICTBEHE BPEIHOCTH, 1A CE Ha OCHOBY IIPETXOIHE TEOPEME CBE CONCTBEHE BPEIHOCTH

marpune A Hajaze ce y
G(D™'AD) = !ﬂl {z S j%éi dj|%‘!} :

Teopema 4.1.2. |5| (Panosa meopema) Heka je A = [a;;] € M,(R) u neka je

B = [b;;] € M,,(R) neneraruBHa MaTpHIa Taksa ja je b;; > |a;;| 3a cBe i # j. Tana
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Ce COIICTBeHE BpeJIHOCTH MaTpHUIIe A HaJtaze y yHI/IJI/I JUCKOBa.
n
=1

Honarno, A je perynapra ako je |a;| > p(B) — b 3acse i = 1,2, ....n.

Jloxas. Tlpeo mpernocrasumo ja je B > 0. Teopema 2.3.1 (i7) HaMm rapantyje mo-

CTOjarbe MO3UTHBHOI CONCTBEHOI BEKTOPA & TakBor ja je Bx = p(B)z, na cienn jga
je

E |aij|z; < E bijx;

i i

= Z b”$] — biiflfi (43)

1<j<n

Cazma umamo

%; laijlz; < p(B) — by, i =1,2,...,n.
Kana y manomenn 4.1.1 ctaBumo 1a je d; = x; 3acBe ¢ = 1, ..., n godujamo TBpheme 3a
MO3UTUBHY MaTpuity B, 0MHOCHO 700MjaMo J1a ce CBe COTICTBEHE BPEIHOCTH MATPUIIE
A manase y

O{ZGCZ |Z—CL”| S %Zxﬂazﬂ}

i=1 v

Ako je meku enemeHT marpure B jennax myaum, yamumo ga je Be = B + €J, 3a

e > 0, rae je J, MaTpuIla 9Mju Cy CBU eJeMeHTH jeaunuIe. Tama je
bz’j +€> |(]JZ']'|

3a cBe i # j. Marpuna B, je nosutuBHa (jep cMo je Tako jgeduHuCcaTn) Ha ce CBe

COIICTBEHE BPeJIHOCTH MaTpuie A Hamzaze y

G(B.) =|J{z€C:|z—au| < p(B) — (bii + )}

i=1
Tepheme 3a HeHeraTUBHY MaTpuiy B 100HjaMo U3 YUILEHUIIE 1A

p(Be) — (bii +¢€) — p(B) — by, € —0.
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Axo je |a;| > p(B) — by 3ai=1,2,...,n, tana z = 0 Huje y yHUju

n

J{z € C: |z —aul < p(B) — b}

=1

]

ITpumep. Ilornenajmo cajia Ha KOHKPETHOM TIpUMepy Kako ¢pyukimonuiire Panosa

reopema. be3 pauyHama coucrBenux ppejHoctu marpune A ogpeauhiemo rie ce one

A -4 —10 .
1 6

4 10
1 6]

Ha nouerky, npumernmo ja je 3a oBako u3abpane marpure A u B ycios ®anose

HaJia3e.

Heka je mara marpuna

Hexka je

B=|Al=

TeopeMe UCITYHeH.
3aTuM OpeMO CHEKTPAJTHE PAIUjyc MaTpuie B Kako OHCMO JONMUPAJIA CBE COII-

CTBEHE BPEIHOCTU MaTpuie A:

4—) 1
det(B — \) = 0
66—\
(4.4)
=(@4—=X)-(6-X)—10
=\ — 10\ + 14.

OpnaBre caenu na je

o(B) = {5+ V11, 5 — V11},
ma umamo 1a je p(B) =5+ V11 ~ 8.32.

Cajsia na ocHoBy PaHoBe TeopeMe 3HAMO Jla C€ CBe COICTBEHE BPEJIHOCTH MATPHUIIE

A manaze y yHuju:

{zeC:|z+4 <5+ VI1-4}| J{z€C: |z 6] <5+V11 -6},
Tj.

o(A) C{zeC:|z+4 <1+ Vil} | J{zeC: |z -6 < VIl -1},

Kako 6ucmo ce ysepuin jia Panosa Teopema Jaje J100po peliemnhe 3a MaTPUIy MaJiux

IUMe3nja, Kao IITOo je JaTa MaTpuia A, MoKeMo W IpeKo nedHHUIAje H3padyHaTH
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IbeHe COIICTBEHE BPEIHOCTH M BUJIETH Ja JIM C€ OHE 3aucTa HaJia3e y JI00MjeH0j YHU)H.

Comcreerne BpennocTu marpure A cy ciaegehe:
M =1+V15~4873, \a =1— V15~ —2.873,

U BHJIMMO JIa ce OHe HaJiasze y J00HjeHO] YHU]H.

4.2 Jlanum MapkoBa

Y maTemaTunu JJanali MapKoBa o3HadaBa TUCKpeTHH MapKOBJbeB CayvIajHH TPO-
mec. Nme je mobuo mo Auapejy MapkoBy, pyckom maremarn4apy. Vmartn ¢BojcTBO
MapxkoBa 3HauM J1a OIKC CAJAIIHOCTH Y MOTIIYHOCTH CaJIpyKu HHMOPMAIMjy Koja

MOKe VTHIIATH Ha Oyayhe cTaibe MpoIeca.

Hapeaumo kao mpuMep cIy4dajHy MIETbY 10 OPOjeBHO] IPaBoj, Ie ce, IPpU CBAKOM
KOpaKy, Ho3uIuja Mema 3a 1 (y jeJiHOM Win Apyrom cMepy jeaHako epoBaTho). Ca
CBaKe Mo3uIje nocroje jgsa moryha mpenasza: Ha ciaejgehu wam Ha TPETXOIHU €0
opoj. BeposaTmohe mpesiaza Taja 3aBuce camMo 0T TPEHYTHOT CTamba, a He O/ HauwHa
KaKo ce JI0 mera Jom10. Ha mpuMep, ako je TpeHyTHaA TO3UIHja -3, pesa3 y -2 uMa

BeposatTaohy 0.5, 6e3 063upa Ha HMpeTXo/He MO3UIK]eE.

Y cBaKOM TPEHYTKY CHUCTEM, Ha OCHOBY JlaTe PacIojiese CaydajHe MpOMeH/bUBe,
MOXKe IPOMEHUTH CTarbe, Wan octatu y ucrom. IIpoMene cramba Ha3uBaMo Ipe-
Jla3uMa, a BepoBaTHONe, KOje ce OJHOCE Ha PA3JHYNTe IMPOMEHe CTama, HAa3UBaMO

BepoBaTHOhaMma mpesasa.

Y oBOM TOTJIaB/bY HABOAWMO JIBA Pe3yJiTaTa Be3aHa 3a Janie MapkoBa Koju ce
jnobujajy nomohy Ilepon-®pobennjycose Teopeme. IIpBu pesyirar je Be3aH 3a 1mpo-
N3BOJbHE HECBOI/bHBE JIaHIe MapKoBa U IbUXOBE CTAIlMOHADHE PAcCIojesie, a JIPYru
Ipe/icTaB/ha KOHKpeTaH npumep, Janar Mapkosa koju omnucyje Google PageRank

aJITOPUTAM.

Jedununnuja 4.2.1. Heka je S mpeOpojuB CKyl KOju Ha3WBAMO CKYTI CTama. JIaHim
MapxkoBa npejcraB/bajy KJaacy 3aBUCHUX CJIy4ajHUX IPOMeH/bUBHX. Hus ciaydajnux
upoMen/buBUX (X,,),>0 Ha3uBaMo JaHmeM MapkoBa, ako 3a CBaKy BPeJIHOCTH T; W3

ckyma S BaxKu cBOjcTBO Mapkosa, Tj.:

Pr( X, =z|Xp =20, ... X1 = 11) = Pr(X,y1 = 2| X, = x,), Vn € N.
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Hedunnmnuja 4.2.2. Marpuna npenacka P = [p;;] € M, ,(R) je cBaka marpuna

KOja 3aJ10BOJbaBa Cﬂeﬂehe ycaose:
® Dij > O, Vi = 1, ., m, ] = 1, ey N

[} Z]p” = ]_, VZ = 1, M.

Hedbuannuja 4.2.3. uckpernn xoMmorenu Janai MapkoBa IpejcTaB/ba JaHall
MapxkoBa ca cramumoHapHuM BepoBaTHohaMa cTama ako BepoBaTHOhe mpesasa He

3aBHCe O] BpeMeHa, Tj:
PT(XTL+1 = j‘Xn = ’L) = Dij, Vn € N.

ITpumep. IlpernocraBumo sa 1o ja Jjin he cyTpa najaru Kuiia Wik He, HE 3aBUCH
O/ IPEeTXOTHUX YCJIOBA, OJTHOCHO Jla 3aBHCH CAMO O]l TOTa Ja JIM JaHAC Maja KUIia
win He. Takole mpermocraBUMO Jla akKo JlaHac IaJiHe Kulla, najahe m cyTpa ca
Beposaruohom (.7, a ako janac He majne ouja he cyrpa najgaru ca BepoBarHohom
04 .

Mmamo sanan MapkoBa ca nBa crama: (-maja Kuina n 1-He IIajia KuUIia.

Marpurma nmpenacka u3rje/ia OBaKo:
p_ 0.7 1-07f 107 03
104 1-04] |04 06]°
CranuoHapHa pacnozea

Heka je X = (X, : n > 0) sanan, Mapkosa ca ckynom crama S = {sy, Sa, ..., Sp }
U MaTpHUIOM npenacka P = [p;;]. Bennmumna p;; osnadasa BeposaTHOLy mpesacka
crama iy crame j. /lakie, Mmarpuna P je HeHeraruBHa. YOUHMO Jia, aKO Ce HAJA3UMO

y cramy ¢, y ciaegehem kopaky ce MOpaMo MOMEpHUTH y HEKO cTame u3 S, 1a je

> pp=1,i=12..n,
j=1

OJTHOCHO, cyMa cBake BpcTe maTpuile P je jeman. TakBe Marpuie jour HaswmBaMO

CTOXaCTHYKUM MaTpuiama.|1]

Y3MHUMO BEKTODP Uy KOMe Cy CBe KOOPJUHATE jeJlHaKe 1 U younmmo Ja je

PUOI'U().
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Jakne, marpuria P je HeHeraTWBHA W IIPOHAILIA CMO jeJlaH IbeH IIO3UTHBAH COII-
crBern BekTop. Ha ocHoBy Hamomene 2.3.2 3uamo aa je p(P) concTBeHa BPEIHOCT
MaTpurne P u 1a joj oaroBapa CONCTBEHW BEKTOP vg. V3 ropme jeTHAKOCTH jOTIT

MOZKeMO 3ak/byanTi Ja je p(P) = 1, jep Baxku Pvy = p(P)vy.

[IpermocTaBuMo 1a je maTpuna P mo3uTuHa. [lepoHoBa Teopema HaM rapaHTyje
na je p(P) = 1 jenuHcTBeHO W Ja 0roBapa BeKTOpy vp. lllraBuime, mocMaTpajMo
MaTPHILY

P> = lim P",
n—»00

Koja Mopa Outu panra 1. Ha ocnoBy mamomene 2.3.1 3uamo o0uk marpuie P,
oynyhu na je
lim P" = lim (—)" = r¢’,

rJe cy r u q jgecHu u JjeBu [leporos BekTop maTpure P. Baxun na je r = %vo, jep je

n

anl

=1

n

E ’Uoi =n,

i=1
I1a MOKEMO pacIUCATH JIUMeC Jla BUJIUMO KaKBOT je 00/MKa marpuna P> :

1 91 G2 - Qn

1 1 1l {an @2 - @gn

rq Voq n qQ1 qn ol . . .
1

91 q2 - (n

AKo o3HAYMMO J1a je BEKTOp p = %q UMaMO J1a BarKu:
n n n
1
Epi:_g C]iZE rigi = 1.
i=1 =1 =1
Jlaxne, p; cy BepoBaTHohe ma ce WiaH y JUMecy HaJa3um y cramy S;. Kako je p

CKaJH/IpaHI/I JIEBU HGPOHOB BeKTOp, 3a Bhera BaKU:
Tp
pP=p.

Hamomena 4.2.1. |5| Pacuogena ¢ na npocropy crama, 3a Kojy Baxu ¢P = ¢

Ha3WBa ce CTallMOHApHA paciojena Jianma Mapkosa ca MaTpuroM mpeaacka P.
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4.3 Google PageRank

[IperpakuBame WHTEpHETa JeBeleceTUX TOMWHA OUJIO je BeoMa HeedUKACHO.
Yahoo wmm AltaVista Ou ckeHmpasm CTpaHuie y mOTPa3d 33 TPAKEHUM TEKCTOM
VHETHM y TpeTpary u jeJHOCTaBHO OM HaBeJu pe3y/aTaTe ca HajBehum OpojeM moHa-
B/baHa TUX PEUH.

Jlepu Tlejir u Ceprej Bpun usymenn ¢y HauuH paHrHpamba CTPAHUIA IPEMa BazKHO-
ctu u ocHoBaJsin (Google Ha OCHOBY CBOI' /IrOpUTMA. Y HACTABKY TEKCTa HMPUKA3a-

heMo Kako Taj ajJropuraM (pyHKIIHOHHIIIE.

Csaka BeO cTpaHuila UMa NPUJIPYZKEHY BAyKHOCT WJIU PAHT, KOJU je TMO3UTUBAH

Opoj u oxapehyje ce caenehuM npaBHIOM:

Hedbunnnnja 4.3.1. [3]|IIpasuro saocrocmu: Axko crpanuna P Bogu 10 n apy-
rux crpaHuna (1, ..., Q,, OHIA CBaka OJ THX N CTpPaHUNa Hacaehyje % BayKHOCTH

crpanuiie P.
Y mpakcu TO 3HauM cieaehe:

e AKO Heka BeoMa BayKHa CTPAHWIA BOJM JI0 Hallle cTpaHulle (a4 He U 0 MHOTO

JPYTHUX), OHJA Ce W HAIa CTPAHUIA CMATPA BAsKHOM.

e AKO MHOI0O HEBaXKHUX CTPAHUIA BOJE J0 HaIlle CTPAHUIE, OHJIA je HaIla CTpa-

HUIA U JaJbe BarKHa.

e Ako camo masm 6poj Hemo3HATHX (HEBayKHUX) CTPAHMIA BOJE JIO Hallle CTpa-

HATIE, Y TOM CJIyYajy Hallla CTPAHWTA HUje BayKHA.

JIpyra maTepnpeTanmja je mocrojame HacyMudHOr cypdepa (KOpHCHHKA HHTEP-
Hera). Hacymuunu cypdep caMo ceu 3a CBOJUM DAYYHAPOM TI0 1€O JaH U HACy-
MHYHO KJIHKNe Ha CTpaHUIIE.

Crpanuiie Ha KOjuMa TPOBOJN HAjBUINE BpeMeHa Tpebasio 6u ma Oyay HajBarKHH]e.
Jakuie, BazkHe (BHCOKO paHIHpaHe) CTPAHUIE Cy OHe Ha Kojuma he ciaydajun cypdep
Hajuernihe 3aBPIIUTH.

Ucnocrasiba ce fa je oBa Mepa eKBUBaJeHTHA DAHTY.

Hedbunnnuja 4.3.2. [3|Mampuua sascrocmu: TlpernocraBumo ma WHTEpHET HMa
n crpannma. MaTpuia BaKHOCTH TMpeacTaBba n X n Marpuiy A na wmjoj ce (i, )

KOODJIMHATH HAJIa3W BayKHOCT KOjy CTpaHUIaA ¢ Hacaehyje ox crpanure j.
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[IpumeTnmo /1@ je MaTpUIa BaKHOCTHU je/IHA CTOXACTHIKA MATPHUIIA, MOJ, IIPeT-
ITOCTaBKOM /I3 CBaKa CTPAHUIA CAJP:KH Be3y Ka HEKOj JPYT0j CTPAHUILH:
AKo cTpaHuUIa ¢ BOOM 10 1M APYTHX CTPAHUIIA, OHJIA 1—Ta KOJIOHA CAIPKU OPO] %,

m IyTa, a Ha OCTAJMM MeCTHMa Cy HyJIe.

IMpumep. ITocmarpajmo naTEpHET ca camo derupu crpauune A, B, C, D, rue cy

Be3¢ O3Ha4YeHe CTpeJininaMa.

Oy (®)

L] =

'—l
tal—
b=

ol

_/,':":,\_. 1 :
(c) 2 @
M

[IpaBma0 BazKHOCTH Jaje HAM ciaegehe:

e Crpanuna A uma 3 Bese, na crpanune B, C'u D Hacaelyjy mo % IbeHe BazKHO-

CTH.
e Crpanuna B nma 2 Bese, nma crpanure C' u D wacaehyjy mo % BheHe BaXKHOCTH.
e Crpanuna C' uma 1 Be3y, ma crpanuna A Hacaehyje ¢BYy HeHY BayKHOCT.
e Crpanuna D uma 2 Bese, na crpanunie A u C macaehyjy mo % IheHe BaXKHOCTH.

AKo Guemo ca v = [a, b, ¢, d] 0O3HAYMIM BEKTOP KOJH CAJp:KH BasKHOCTH (panrose')

a, b, ¢ m d, npuapyxene crpannnavma A, B, C u D, pemom, oHma OHCMO HMaJIn

caenehe:
001 3| |a c+id a
100 0| |b| la L
Llog o lel |la+ib+id] e
5 300 30+ 3b d

Tornenatu nedbuanmnujy 4.3.1.
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Matpuma ca JeBe cTpaHe MpeicTaB/ha MATPHUILy BaXKHOCTH, a Kpajiba JeTHAKOCT

U3parkaBa MPaBUJIO BayKHOCTH.

[Iperxo/Hu npuMep WIYCTPYje K/bYUHO 3allarKatbe:
BekTop BayKHOCTH (paHra) je COMCTBEHH BEKTOD MATPUIE BAXKHOCTH KOjH OJrOBapa

COTICTBEHO] BpeHOCTH 1.

VY cBeTsIy KJbYYHOT 3allarkama, XkKeJauMo Ja KopuctuMo [lepor-®pobennjycoBy Te-
opemy nma mpoHahemMo BekTOp paHra. Harkamoct, MaTpuia BaXKHOCTH HUje yBeK

MO3UTUBHA CTOXacTUIKa Marpura. [lorsegajmo ciaenehe npumepe:

IMpumep. Cmpanuya xoja ne 6odu wu Ha jedwy dpyey cmpanuy: Ilocmarpajmo

WHTEPHET ca TPU CTPaHHUIIE:

| VR
L C)
N
) 1
(B)
N
Matpurna BayKHOCTH je:
0 00
0 0 0},
110

a HeH CONCTBeHN MoauHOM je —\3. Buaumo na 1 yonmre Huje cONCTBeHa BPEIHOCT
MaTpHIle BazKHOCTH, CAMUM THUM He MOCTOJU BEKTOP paHTa.
Marpwuiia BayKHOCTH HHUje cTOXacTH4YKa jep crpanura C He BOAW HU JIO jeJHe JpyTe

CTpaHWUIIE.

ITpumep. Henosesan unmepnem: Ilocmarpajmo ciaemehn nHTEpHET:
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Marpurma BaxkunocTu je caejeha:

01000
10000
0001 1
00301l
00 %1 o

Omna uma JABa JIJMHeapHO He3aBHCHa COIICTBEHa BEKTOPa.

o OO = o=

0
0
1
1
1

0

n 06a 0JIroBapajy CONCTBEHO] BpeHOCTH 1.
JlakJjie, uMaMo BHUIIIE OJI jeJIHOI' BEKTOPa BayKHOCTHU (paHFa). OBze je maTpuna Ba-

2KHOCTH CTOXaCTHYKa, aJIu HI/Ije IIO3UTHUBHA.

Y HacTaBKy cJjenn pemnemne [lejiia n bpuna.

[IpBO MOmHMGbUKYjeMO MATPHUILy BayKHOCTH TAKO TITO HYJa KOJOHY 3aMEHUMO KO-

. . l . . .
JIOHOM y KOjOj Cy CBH eJIeMeHTH -, rjie je n 6poj crpanuna. Taxo marpuna A nocraje

MaTpHIa A:
000 00 3
A=10 0 0| »A=|0 0 1
110 114

MouduKroBama MATPUIA BAKHOCTH A je yBeK CTOXACTHUKA.
Barum uzabepemo 6poj p € (0,1), Koju HazuBamo dakrop upurymema. (Tunmana

BpeHoCT je p = 0.15.)
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Hedunnnuja 4.3.3. [3| Google mampuya: Heka je A Marpuia Ba)KHOCTH 33 HHTED-

HET ca 1 CTpaHuIa U Heka je A mena mogudukamuja. Google MaTpura je MaTpua;

M = (1—p)A+pB,

rie je B :
11 1
111 1 1
B=—
n
11 --- 1

Y muaTepnperamnuju HacymMudHOTr cypdepa, opa marpura M wam maje caemehe: Ca
BepoBatHOhOM p, Hamn cypdep he cypdoBaTu 10 HOTIYHO HACYMHYHE CTPAHUIE; Y
CyIpPOTHOM, OH he KJIUKHYTH HA HACYMHYHY Be3y Ha TPEHYTHOj CTPAHUIU, OCUM aKO
TpeHyTHa CTPaHWIA HEMa Be3y HU NpeMa jeJIHO] APYTroj CTPaHWUIM, ¥ KOM CJAydajy

he omer cypdoBaTn 10 MOTIYHO HACYMHYHE CTPAHUIIE.

Mowxkemo 3akspyantu na je Google MaTpura mO3UTHBHA CTOXAaCTHIKA MATPHIIA.
Ako nporsiacumo Jia ce BazkHOCTU (PAHIOBHM) CBHUX CTPAHMIIA MODPajy CyMHUDaTH Ha
1, orma nobmjamo 1a je BekTOop PageRank—a ctabwiHo ctame (Google marpuiie.

[Tepou-®pobenujycosa TeopeMa HaM rapaHTyje jia OH MOCTOjU M Jia je MO3UTHUBAH.

4.4 Ocrane npumeHe Ilepou-®pobdbennjycose

TeopeMe

[Tepou-@pobenujycosa TeopeMa uMa joll MHOTO JAPYIUX HPUMEHA Y MATEeMaTHIIH
Kao IMITO Cy KOMIIAKTHU ONEPATOPH M HEHEraTUBHE MATPHIE, V aarebapckoj Teo-
puju 6pojeBa (IlepoHoBu anrebapcku GpojeBu), y CIEKTPATHO] Teopuju rpadosa
utia. Takohe, uma mpumMene u y JApyrum obiacTUMa Kao IITO Cy MOJAEJHPAILE PACTa
cranoBHumITBa (JlecamjeB Mojies), MoieTupatbe MpoMeHa rere y ekonomuju (Jleon-
THjeB YJIA3HO-U3JA3HA €KOHOMCKH MOJesT). 3aThuM, 3aHUMJBUBY IPUMEHY UMa H Y

CIIOPTY KOJ MOJenpatha paHrmpama THMOBA W BepoBaTHOhe 1obesie, UT/I.



I's1aBa b

CaykeTak

Y oBOM pajly OCHOBHU OOjeKTH Cy IO3UTHUBHE U HEHETaTHBHE MATPHUIE, TOK CYy
CPEeJIMIIILU COICTBEHE BPEIHOCTH W UM OJroBapajyhu COICTBEHH BEKTOPH. Y
YBOJIHOM JIeJ1y, HaBeJieHe cy geduHunmje, Tephema, HejeHakocTn 1 GopMmysie Koju

IIPEJICTaB/bajy OCHOB 3a JIaJby LPUYY O CaMOj TEMHU OBOI' Pa/ia.

Hpyru u Tpehu jeo npejcraBibajy gera/ban u nocrernen gokas [lepou-Opobdennjycose
TeopeMe 3a MO3UTHBHE M HEHEraTuBHe MaTpuiie. Takobhe, 10BOAUMO y Be3y MaTpuUIie

ca TeopujoMm rpagoBa U HABOIUMO KapaKTepH3allije HeCBOI/bHBOCTH.

Yerspru u nocaemu j1eo nocsehen je pa3uum mpumenama ose Teopeme. [IpBo
je obpahena PanoBa TeopeMa Koja Jaje ajaT 3a JONUpaibe COINCTBEHUX BPEIHOCTH.
Hakon Tora, obpahene cy mpumene y Jiannuma MapkoBa, Te je 00jalllbeHO KaKo
dyuxmmonumte Google PageRank anropuram. Ha camom kpajy, mHaBegeHo je jour

HEKOJIMKO pernpe3eHTaruBHux npumMena [lepon-Opobenujycose Teopeme.
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Pobhena cam 10.11.1998. roaune y Pymu. 2Kubuwm y domem ToBapHUKY, MecTy ¥y
KOM CaM 3aBpInuia oCHOBHY 1Koy Cabodan Bajuh Ilaja, kao socuian Bykose ju-
mwiome. ['mmuaszujy Cmesan [ysuh, 3appmmia cam y Pymu, Ha ApYIIITBEHO-j€3MIKOM
cmepy, 2017. rogune. Ucre rogune, ynucasia cam [Ipupogno-maremarnyaku haxysi-
ter y HoBom Cany, cmep [lumnomupanu mpodecop MaTeMaTuKe U JUIIOMUPATIA Y
poky, 2021. romumnHe, ca mpocedHOM orneHoM 8.33. T'peHyTHO caM CTYJIeHT JIpyror
crenena crynuja Marematuukor gakynrera, Yuusep3utera y beorpamy, na cmepy
Teopujcka maremaruka u npumene. lcroBpemeno cam 3amnocjieHa y Cpejmoj Tex-
Hnakoj mroan Munsenrxo Bepxuh Hewa, y Tlehunnnma, kao npodecop maremaruke,
nporpaMupama U MocJoBHe mHpopMaTuke. Takohe, mMaM TpOMeCcedHO HCKYCTBO
pajia y OCHOBHOj ITKOJIU, KOjy caM m cama moxahana. Csoje cJa0007HO BpeMe Tpo-
BOJMM yuehu pas3He MpOrpaMcKe je3WKe W y MUCAY Moesuje, duju caMm jeo, 2020.
roause, objaBmia y 30upnu Boaecmu jedne dywie, y MatbeM THPAXKY, 38 TOPOIHILY
u npujaresbe. 3a OyayhHOCT mMaM aMOUIH]y /1a HACTABUM 13 Ce IITKOJIyjeM u DaBuM
MaTeMaTUKOM Ha JOKTOPCKHM CTY/AHjaMa.
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