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HacsioB macrep paga: Bumennvmensnonn GARCH monenmn ¢ mpumenom y ¢du-

HaHCHjaMa,

Pe3sume: MotuBaruja oBor mMacrep paja Oa3upaHa je Ha IPOOJEMY IIPOMEHE
YCJIOBHE JIUCIIEP3Uje U KOBapujalluje/KopeJialije BpDEMEHCKIX Ceprja TOKOM Bpe-
mena. Bumemumensnonn GARCH mozenn omoryhasajy meroBo perraBame u dnHe
OoCHOB 3a (popmuparbe opTdo/rja, BpelHOBamke (PUHAHCUJCKUX WHCTPYMEHaTa U
IporeHy pusmka. HapounT 3HavYaj mprMeHe OBHX Mojesa IpuMmehyje ce y Kpu-
sauM curyanujama (Cercka ekoHoMcka Kpusa 2008. rojuHe, maHIeMUja BUPYCa
Kosuy - 19, par y Ykpajunan), jep omoryhasajy npenusnuje MojeaoBambe JUHA-
MuKe TpxkuiTa. Pas je momepen y 5 nesmua. Ha caMoM moveTky IMpejicTaB/beH
jé jeTHOMMEH3UOHU MOJIEJT U MPUCTYIIA Ce herOBOM YOIIITey. ¥ TIJiaBu 2 duhe
IIpUKa3aHe OCHOBHE BapHjaHTe CIeNU@UKAIja BUIIEINMEH3NOHUX MOJIe/Ia Kao U
IbUXOBUX CBOjcTaBa. Kako Ou KOHCTpYHCAHU MOJIE/IN OUJIN IPUMEHJ/bUBU Y TTPAKCH
y TJIaBA 3 ce yBOJE yCJIOBU CTAIlMOHAPHOCTH, KOjH YyBaj]y CTATUCTHYIKa CBOjCTBA
BPEMEHCKe cepuje TOKOM BpeMmena. llenTpasau seo paja je pokycupan Ha oneny
mapameTrapa IpUJINKOM (hopMupama MoJiesa, hopMyJicame KPUTEpPUjyMa 3a KBa-
JINTET MOJIeJIa Kao U TpeaBuhameM Oyayhux BpeaHOCTH IITO he OUTHU ONHMCAHO Y
rnaBu 4. Ha camoMm kpajy duhe nmpukasane IpuMeHe OBUX MOJEsa Ha PeajIHe 10-
JaTKe Kopuctehn Mozese m cBOjcTBa KOja Cy IPETXOHO TEOPUjCKU JTeUHUCAHA.

[Ipumepn n cumynanuje Ouhe yHIOTIyEBeHN KOPHUIThemeM IporpaMcKor je3nka R.

Kibyune peun: Bpemencke cepuje, purneumen3nonn GARCH momenu, Bogaruii-

HOCT, (puHAHCH]E
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I'maBa 1

YBOI

Hucniep3uja, jeqan o MEHTPAJHUX II0jMOBa CTATUCTUKE, JeUHUCAHA je Kao
MaTeMaTHYKO OUYeKNBambe KBaJIpaTa OJICTylama CIydajHe BeJIUUNHE O] CBOje CPEe/IHhe
BpenHocT (mro ce dhopMain3yje MOjMOM MAaTeMATHIKOI OYeKnBama). Kama ce
IIOCMAaTPajy BpeMEHCKe CepHje HEeOIIXO/IHO je JUCKYTOBAaTH JUHAMUKY KOJOM Ce Me-

1Hajy BPETHOCTH JIUCIIEP3U]eE.

Hedbunnnmuja 1.1 (Ourrpamuja). Hexa je (2, A, P) tpoctiop eeposaturoha, a
(I, <) wowmuayno ypehen ungexcrnu cxkya (hajuewhe je I € {N, RT}). Hexa je 3a
cearo i € I ca F; gawa cuima anriedpa waxsa ga F; C A. Taga ce F = (F;)ier
Ha3uea Ppuatupayujom yroaurxo Fr C F; 3a cearxo k < l. Quatipayuje 3aUGpaco

Upegeiinas.najy Gamuiuje cuimae artedpu Koje umajy neotagajyhu Gopeqgaxk.

IIpumep 1.1. Hexa je (X,)ier cayuajuu apouec, gepunucar ma Upociiopy 6epo-
sawmoha (2, A, P). Hexa je ca F; = o(Xy|k < t) gedunucana cuima antedbpa
zenepucana cayuajrum seavvunama { X, ..., X}, Taga F = (F)ier upegctiasna
Puatmpayugy, jep cy F; cuima aniedbpe u sasrcu o( Xy |k <t —1) Co(Xi|k < t).

Osa puatiparyuja ce jous Ha3uea u UPUPOGHOM PUATLPAUUJOM.

Heka je {X;|t = 1,2, ...} Bpemencka cepuja u F; = 0{ Xy, Xo, ..., X;} dbuarpanuja

reHepUCaHa JTaTOM BPEMEHCKOM CEPHjOM.

Hedbunnnnmja 1.2 (Xomockemacruanoct). Bpemencka cepuja {X;} je xomocke-
gactiuuna (Tomolene guctepauje) ykoauko je quclep3uja epemencke cepuje Koh-

ctiantina wokom epemena wj. (Vt =1,2,...) D(X;) = 02, o = const.
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Crauka 1.1: XoMocKegacTUIHA BPEMEHCKa CEpUja

I'paduk (Cinuka 1.1) npeacrasba peanmsaiyjy Bpegaoctu [aycosor desor myma
1j. 200 Bpemnoctu u3 nopmasne N (0, 1) pactogene. Y 0BOM ciiydajy JAMCIEp3uja

jé KOHCTaHTHA W M3HOCH 1 IITO o/roBapa JIe(PUHUIINJU XOMOCKEIACTUIHOCTH.

Y Apyrowm ciyd4ajy JUcIep3uja BpeMeHCKe ceprje HIje KOHCTaAHTHA TOKOM BPEMEHA,
IIITO Ce YeCTo JlellaBa KaJjla je ped 0 BpEMEHCKHNM cepujaMa Koje MOJIeTyjy IIpoIiec
U3 peasiHOr cBeTa. Taja ce Jauciiep3uja MpeJcTaB/ba Kao pyHKIUja BpeMeHa t. Y
3aBUCHOCTHU O] TUIIA ITPOMEHE BPEIHOCTHU JIMCIIEP3Hje TOKOM BPEMeHa, Pa3JIuKYyjy

ce JIBE BPCTE:

Hedbunnnnmja 1.3 (Xerepockemacruanocr). Bpemencka cepuja {X;} je (ney-
CA061H0) Telepockegactliuyha (retepoiene quclepauje) ykoauko guciepsuja epe-

MencKke cepuje sasucu og uapametlipa epemena (t) wj. D(X;) = o?.
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Cauka 1.2: XerepockeacTUIHa BPEMEHCKa, CepHja

I'paduk (Ciuka 1.2) npejcrabiba TeMieparypy MepeHy Ha ojapeheHom moapydjy
tokoMm 1000 mana. Ha rpaduky ce moxke jacHO yBUJIETH 3aBUCHOCT JIMCIIEP3Hje O]

BPEMEHCKOT TPEHYTKa t OTHOCHO Y OBOM CJIyYajy T'OJIUIIEET JI00a.

Hedununmja 1.4 (YcioBHa XeTePOCKEIACTUIHOCT ). Bpemencka cepuja je ycaosHo
TeWEPOCKEGACTUUHA YKOANUKO J€ JUCTEP3UJA BPEMEHCKE CEPUJE KOPEAUCAHA Y 8PE-
MEHY OGHOCHO YCAOBHA JUCTEP3UJQ (YCAOBHA Y OGHOCY Ha TPETLTOGHU TOK BPEMEH-

cke cepuje) sasucu og uapameinipa epemena (t) wj. D(X;|Fi_1) = o?.
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Crauka 1.3: YC/IOBHO XeTE€pPOCKEIaCTUIHA BPEMEHCKa Cepuja
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Ipaduk (Cauka 1.3) npeacraBba mpomeny crome mnpuaoca S&P500 Sep3aHckor
nHjekca. Ped je o puHAHCH]CKO] BPEMEHCKO] CEPUjU U Y OBOM CJIyd4ajy npumenyjy
ce repuojiu noBehane wjin cMarbeHe JUCIep3uje, MITO yKa3yje Ha TO Jia je KOpesu-

caHa y BpEMeHy.

3a (uHAHCHjCKE BpEMEHCKEe cepuje Haj3HadajHUja je YCIOBHA XeTePOCKeIACTUY-
HOCT (9eCTo ce Ha3MBA M BOJATHUJIHOCT), KOJOM ce KBaHTUMUKYje Mepa BapHjaluje
onpebhenor obesexja (HOp. mpuHoca) dhunaHCHjcKOr HHCTpyMeHTa. C 003upom Ja
je ped o peaslHOM IPOIEeCy OUYeKyje ce ja he ce aucuep3nja MemaTH TOKOM Bpe-
MeHa, Takohe Ta IIpOMeHa ce He MOKe OJ[BUjaTH MOTIIYHO HE3aBUCHO y OJHOCY Ha
OPETXOJHHU TOK. YTIPABO OBY IIPOMEHJBHUBOCT YCJIOBHE Jucriep3uje (BOJATUTHOCTH)

Bpemencke cepuje onmcyjy (G)ARCH mozenu (mornenarn |9] u [4] y mureparypn).

Hedbuunuuja 1.5 (GARCH(p, q) mogemn). Ipouec {X;} je GARCH(p, q) upo-

Uec YKoOAUKO cY 3ago8oneHU caegehu ycaosu:

e IIpsa gea ycao6na MOMEHTLA TOCTLOJE U KOHAUHU CY.
o B(Xi| Xy, u<t)=0,teZ

o [loctioje Konctwaniie o, A, ..., g, B1, ..., Bp Waxee ga 6anrcu:

q p
ol =D(Xi| Xuu<t)=oo+ Y a; X+ Bio} j, tEL
i=1 j=1
Y nperxonnoj fgedbununujn zuje moryhe ekcrmunutHo u3pasutu GARCH(p, q)
nporiec far ca {X;}. Ykoimko ce npernoctasu ja Baxku ycios: y o o7 ;=0
Tana je ca o7 = ag + oy, o, X7, nar jenan ARCH(q) npouec. Ilo nedunuruju

rperika nporeca X2 je mata ca v; = X2 — o2, Kaya ce 3amenn o2

2
Jca X — v

J
y jeHauYnHU U3 JeUHUII]e 100uja ce:

r p
Xf =qop+ Z(ai + ﬁi)Xthi + v = Zﬂthﬁ# t € Z,
i=1 j=1

rae je 1 = max{p, ¢} u Baxu na je oy = 0,Vi > g u f; = 0,Vj > p. Osaxo
nedbuHncan mojzesn nma JuHeapHy crpykTypy ARMA wmogmena, mro omoryhasa
jemHOCTaBHY MPOrHO3Y Oyayhux Bpeanoctu. Hamernyru yciaoB Koju je omoryhno
OBaKBYy pelnpe3eHTannjy Huje peajnucrudad. OH he cMamuTH CIIOCOOHOCT Ha ce
JIOBOJBHO JIOOPO OTIHIIE IMPOIEC KOju je TTOTPEOHO MOJIeJIOBATH, CTOTa OBaKBa pe-
npe3eHTaIyja HUje 100pa. 3a AMPEKTHO m3pakaBarbe mporeca {X;} morpedno je

yBecTu cjesnehy nedunuiyjy, koja he y3 HEIITO CTPOXKE yCJIOBE TO OMOTYNUTH.
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Hedbununuja 1.6 (Jaku GARCH(p, q) monenn). Hexa je {e;} nu3 nezasuchux
U JEGHAKO PACTOGESEHUT CAYUAJHUT BEAUUNG ca ouekusarem 0 u guctepaujom 1.

IIpouec {X,} je jaxu GARCH(p, q) upouec yxoruro:
o X, =oyeq, 1ge je (Vt)oy >0

o ol =ty X} 430 Biot, wgecyag >0, 1,00 >0, By By >0

36or cBoje crpykrype GARCH momen ce pa3imKyje oI cTaHIapIHIX MOJIENIa Bpe-
MEHCKHX CEpHja, 3aTO IITO HE MOJIEJIYje YCJIOBHO OUYEKUBAHE BPEIHOCTH Y ojpehe-
HOM BPEMEHCKOM TpeHyTKY t, Beh yciaoBHy mucnepsujy. VI3 Tor pasjora ce oHH He
MOT'Y KOPHCTHTHU 3a& MPOTHO3Y caMe BPEJIHOCTH BpEMeEHCKe cepuje, Beh ce KomMOu-
HYjy ca ApyTruM MoJieiuMa. JeTHOIMMEH3UOHN CJIyYaj je KOPUCTaH 3a pa3yMeBakhe
KOHIIeTIaTa W pasMaTparmhe TEOPU)CKUX CBOjCTaBa aJii HHUje IPUMEH/bUB. Y IIPAaKCH,
HIIP. TPUWIKKOM (popMuparma nopTdosnja, HHje MOXKe/HHO Ja ce MOJeyje je/IaH
110 jemgaH puHaHCHjcKH nHCTpyMeHT. Ha Taj Hauyns He Ou Ouite oOyxBaheHe mUXOBE
MehyzaBucHOCTH, TIITO 3a MOCJIEIUILY UMa HEOY3/IaHy IPOIEHY PU3UKA. YOIIIITe-
weMm GARCH wmoziena y Buriie quMensuja, yMeCcTo JUCIEp3u]je jeTHOT (PUHAHCHjCKOT
MHCTPYMEHTa JIO0Mja ce MaTpulla KoBapujaiuje/Kopejanuje. Tume je omorylhieno
Jla ce Topej JUCIep3nje IojeIMHATHUX CepHuja, Koje OIUCYjy KpeTambe IeHe u-
HaHCHjCKUX MHCTPyMeHaTa, ojipejie n muxoBe MehycoOHe Kopesaruje. Ympaso je
TO jemaH oJi riaBHUX pasjora 30or vera je yommrerse GARCH momena y Bumme

,ILI/IMGHSI/Ij a HEOIIXOJHO.
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Tunosun BUIIIE€e INMMEH3NOHUX

GARCH wmognesia

2.1 Kouacrpyknuja suniegumensnonor GARCH

MoOaeJia

Yormreme y Bullle JuMeH3uja JJoOHOCH ca codom ojapehene mpodseme. Hawnwme,
KaJa je ped O CTaHJAp/IHUM MOJETNMAa BPEMEHCKUX CEpHUja, IpeJBUharbe HheHe
BPEJIHOCTU Y TPEHYTKY t ce cBOiM HA oJipeluBambe yCJIOBHOI OUEKUBAA. Y TOM
caydajy ojroBapajyha oueKmBaHa BPEIHOCT BEKTOpa JUMEH3HUje 1M jecTe BEKTOP
ncre gumensuje. Kog GARCH momena HEOIXOIHO je OapeauTH YCIOBHY IUCIIEP-
31jy, 4uje je yOIIITehe y BUIIEe JUMEH31ja YCJIA0BHA KoBapujarnona marpura. Ona
3axTeBa joi u ojpehuBarme mMel)ycOOHMX KOBapujallfja CBUX ejJieMeHaTa BEKTOPA,
Ifa je meHa JJUMeH3uja jeanaka m X m. Kako je KoBapujarmoHa MaTpUIA CUMe-

m(m+1)
“=5— BPEJHOCTH KaKO OU OHa OuJIa MOTIIYHO

TPUYHA TO je HEOIIXOJHO OJPeIUTHU
onpebena. Ilpuposno 6w OmIO MpEICTABUTU CBAKU OJI OBUX e€JIeMeHATa MaTpPHUIe
Kao (DYHKIMjy BPEIHOCTH U3 MPOIIJIOCTH AJIM TO OU 3aXTEBAJIO BEJIUKHA OPO] mapa-
MeTapa 3a OIehUBaIbe. 3aTO je HEOIIXO/IHO YBecTH ojpeheHa orpaHntemna, Koja he

MIOCTYNHAK KOHCTPYKIMje YYMHUTHU TPAKTUIHO U3BO/IJbUBUM.

Hedbununmja 2.1. Buwegumensuornu GARCH mogen y upoctiopy R™ je gedu-
nucan ca Xy = (Xig, o, Xont) T u 6aoice caegehu ycaosu:
o (X} | Xy,u<t)=0,teZ
o cov(X;| X, u<t)=EX; X' | X, u<t)=H;, teZ
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3a neduHICAbE jJaKUX MOJIeJIa HEOIIXOIHO je NCKOPUCTUTHU ofpeheHa cBOjCTBa Ma-
tpunie H;. Ilosmaro je 5a je KoBapujarmoHa MaTpPHUIla YBEK KBaJIpaTHa, CUMe-
TPUYIHA, MO3UTUBHO CeMUICPUHUTHA U JIa CY FHEHH COICTBEHH BEKTOPU PEAJTHO

BPEJIHOCHH U TTO3UTUBHU. Tako Jia je moryhe mpumeHuTu cjiejiehe J1eKOMIIO3UIH]E.

Hedbunnnmja 2.2 (Yomecku aekommosunmja). Hekxa je A cumetipuuna Go3u-
WueHo geunuiting matmpuya. Joaecku gexomtoduvyuja mawpuue A je gata ca:
A = LL", 7ge je L goreetipoyiaona Matlipuya ca peainum t TOSUTAUSHUM 6Deg-
noctiuma na gujaionaru, a LT wpanctiona mamipuye L. Ceaxa cumelipuyna

TO3UTAUBHO GePUHUTTHA MATTLPUUG UM JequHctiseny Horecku gexomTo3uuugy.

Hedununnmja 2.3 (Cuexkrpanna pekomnosunuja). Heka je A xeagpatina cume-
wpuuna mawpuya waksa ga A € R™ ™. Taga je rena CUEKTUPAAHG JEKOMUOZU-
wuja gatia ca: A = PDY2?PT ige je D = diag(\1, ..., \n), A1 > ... > \, colicilieene
epegroctiv mapuye A y otagajyhem aopetiky, a P opotonasna matlpuya wuje

KOA0HE YUHE coOUCWBERU BEKUUOPU MaWPUUE A.

Marpuia H; ce moxe npescrasuru kao H, = H,' 2(Htl/ T (normenaru [24] u [25] y

JIUTEPATYPH ), TJIe je MAaTpuIia Htl/ 2 o/ladpaHa Tako ja OyJe JIOIeTpoyraoHa, CuMe-
TpuvHa U T03UTUBHO JeduauTHa. To je Moryhe yunnuTu jep 3a cBaky MO3UTUBHO
JedUHUTHY MaTpUIly A IOCTOjU jeIMHCTBEHa MMO3UTHBHO JedUHUTHA Marpuia B
tako Ja je A = B2. Taja Ha OCHOBY CIIEKTPaJIHE JIEKOMIIO3UITje MaTpuIe B BaxKu
na je B= PDY?pT,

. . 1/2
Caza je moryhe dopmysncaru jaku mojiest y caefeheM odymky: X; = Ht/ e, TJIe
je e; HU3 HE3ABUCHUX W jEHAKO PACIOJIE/bEHUX PEAJHO BPEIHOCHUX CJIYUajHUX
BeJIMYMHA, JUMeH31je m, ca odeknbameM 0 u mucnepsujom o2. Yecro ce e; HazuBa

KOMIIOHEHTOM I'DEIIIKE.

CsojcTBa Koja H; Tpeda ma 3a10BO/bH TEXKE je OIPETUTH HErO Y jeTHOIUMEH3NOHOM
cay4dajy. OHO MITO je HEOIIXOHO J1a BaxKu jecte na H; Kao KoBapujaimona MaTpuiia
Oy/ile cuMeTpudHa W NO3UTHBHO JiecbuauTHa. [loTpedHOo je ma mocroje ompehena
orpaHmYerha 10/ KOjuMa je Moryhe o/peJIuTu OIleHe MmapameTrapa, ITo he ourtn
JIUCKYTOBaHO JseTasbHUje y ryiaBu 4. Takohe, momen Tpeda sa Oyre onTumalsine
KOMILJIEKCHOCTU KaKO O MOTao Ja youu ojronapajyhe KoBapujaiuje, a Jia IpUTOM

He J0he m0 mpenpuiaarohaparma IOIaIIMAa.
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2.2 Bektopcku GARCH mogmen

Hajupuposanje yomrreme y BHUIIEINMEH3UOHU CJIydaj MIPEJICTaB/ba BEKTOPCKU
GARCH women. Ca vektor(-) je o3Ha4YeH omeparop KOjU MPECIUKaBa MIPOCTOP
KBaJIPaTHUX MATPUIA Y IIPOCTOP BEKTOPa Ha cjieehm HadIuH:

Heka je nara marpuma A*, mpu gemy ce mocMarpa caMo HBeH JIOeTPOYTA0OHU JIe0

Koju he Outm o3HadeH ca A:

aiq 0 0
21  QA22 0

A = . )
Am1 Am2 ... Omm

TaJa ce mpuMeHoM orepartopa vektor(:) ma marpuiy A* moduja: vektor(A*) =
(@11, A1y -ovy Ay U225 A32, <oy A2y +eey Gy )| TITO TIPEJICTABIbA TPAHCIIOHOBAHU BEK-

TOP HAJIOBE3aHUX KOJIOHA JIOFHEeTPOYTAOHOT Jiesia MaTpuie A*.

Hedununmja 2.4. Hexa je (e;) cayuajna komGonenita spemencre cepuje. Ilpoyec

(X:) sagosomasa eexmopcky GARCH(p, q) peupesentiauujy ykoisuko 6aiHcu:
o X, = Ht1/2et, 19e je H; matupuye waxsa ga 6asHcu:

o vektor(H,) = w+ Y1 ADvektor(X, ;X[ ,) + Y1_) BYvektor(H,;), 1ge je w
sextiop gumensuje m(m +1)/2 a AD u BY mampuue gumensuje m(m +1)/2 x
m(m+1)/2

[Tocedno je dutHo JiecbuHUCATA CBOJCTBO CTAOMJIHOCTU PHU I'PYHHUCAIbY KOje je O/

HapounTor 3uadaja 3a npumene GARCH mozena.

Hedbununuja 2.5. Axo je X; suwegqumensuonu GARCH mogen waga je upouec
Xt = PX,, 1ge je P unsepiudbusria x6agpatting Mathpuya, WaKxas §a E(Xt | Xu, U <
t) =0 u cov(X;| Xy,u < t) = H, = PH,PT. Heouzogro je ga xosapujanuone
matipuye H, sagosomasajy uctme ycaose xao u mampuya H, 3a ceaxu ogabup

uneepuduIHE KBagpatine matupuye P.

OBo cBojcTBO MMa puMeHy vy (pUHAHCHjaMa, jep KaJa eJeMeHTH BeKTopa X; Ipe/-
CTaB/bajy MPUHOCE (PUHAHCUJCKUX MHCTPYMEHATa, TaJa Cy €JIEMEHTH BEKTOpa Xt
zamnpaBo nmoptTdosnju ucTux (GUHAHCUjCKUX WHCTpyMeHara. (CBakd O HETOBUX
eJieMeHaTa IIPe/CTaB/ha KOJMYMHE II0je/ITHAYHUX WHCTPpyMeHaTa Koje UhHe Taj

IopTdOJIHO.
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Teopema 2.1 (Craduinoct npu rpynucamy). Heka je (X;) eextmopexu GARCH (p,
q) apouec. Taga 3a ceaky unsepWuUdUANY K6agGPATHY Mmalupuyy P gumensuje
m x m eaorcu ga je X; = PX, sextwopcku GARCH(p, q) upouec.

~——

Aoxas. Ca vektor je nedunucan orepaTop Koju IpecjmKaBa IPOCTOP KB IPATHUX
MaTpHlla y IIPOCTOP BEKTOpa HaJl UCTUM IIOJbeM CKaJjapa, TaKO Ja CBe eJIleMeHTe

MaTpHIle 110 KOJIOHaMa cJjaxke y jegaH BekTop. Heka je mara marpura

ai; ... Qim
A=
aAmi1 -+ Amm
—_———
[Tpumenom onieparopa ce noduja vektor(A) = (11, ooy Amly ooy Qlmy vy Qo) -

—_——

Beza usmebhy omepatopa vektor m vektor mara je npeko gyiummkaione D, u
esmMuHanuone Db marpure Tj. :

e~

vektor(A) = D,,vektor(A)

e~

vektor(A) = Dt vektor(A),

e je A cuMmeTpwYHa MaTpUIla JuMeH3uje m X m. D, je Marpuia JIuMeH3Uje

2 m(m+1) . .
m? X "5 Koja IMa MaKCHMaJIaH panr (6poj meHNX JIMHeapHO HEe3aBUCHUX KO-

1 :
%) u ona Mely cBojum enementuma cajapxku camo 0 u 1. D

m(m+1)
2

JIOHA je jeJTHaK

je MaTpuIa AuMeH3uje x m? takBa na saxu D = (DI D, )"!DT.

[Tpumepu marpuna D,, u D, 3a m = 2:

1 00
010 1 0 00
D, = ., Dfi=10 1 1 9
1o 1 0 2 2 2
0 0 01
0 01
Takobe, 3a noka3 je dbutHa U ciiejeha penamuja:

vektor(ABC) = (CT ® A)vektor(B),

re ® mpejicraB/ba KpoHEKepoB MPOU3BOJM, MATpHUIA JiepUHUCAH KAO MHOYKEHE
CBaKOI' eJleMeHTa Marpuie A JuMeH3uje m X m ca CBaKUM eJIeMeHTOM Marpuie B

JIUMEH3Hje 1 X N, 9uMe ce J0OWja MaTpHIA JTUMEH3HUje mn X mn.
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Heka je cana H, = PH,PT, tazna je X, = ﬁt1/2
q P
vektor Ht = Z Dvektor Xt X Z Dyektor Ht ;)
= D (P ® P)D,,vektor(Hy),

rIe je
&= D P®P)D,w

AY = DH(P® P)D,,AYD}(P~*® P )D,,,
BY = D+ (P® P)D,,BYD} (P~ @ P~)D,,.

TTa 6u ce 106mo 0ok 3a AW nu BY, meonxomuo jé IPUMEHHUTH CBOjCTBa JIepUHU-

CaHa Ha ITOYETKY JOKa3a :

U%(XtXf) = U;_];?;T(P_lj(tj(g(P_l)T) = (P! @ P7Y)D,vektor(X, X]),

—_—

vektor(H,;) = zglc\t;r(P_lfIt(P_l)T) = (P~' ® P~Y)D,,vektor(H,).
[

Jla du marpunia H; dusia mo3uTuBHO ceMuie(pUHUTHA, IOYETHE BPEIHOCTH MOPAjy
ONTH TO3UTUBHO ceMuedUHUTHE, KAa0 U J0HmeTpoyraoHa marpura () Koja je ca-
cTaBJbeHa OJ BPEJHOCTH U3 BeKTopa w (w = vektor(£))). Takobe, marpune A u
B rpeba ma mpecinmKkaBajy BeKTOPH30BaHe MO3UTUBHO ceMUIeDUHITHE MATPHUIIE

y came ceoe.

Heka je ca h, = vektor(H,;) neduHncan BEKTOp CACTaB/beH O] eJIeMeHATa, JOHe-

TpoyraoHOT Jena Marpulle ;. Hexka je ca hy ; o3HadeH onmTH 4iaH BeKTOpa l,
(i)

kl, kTIT
Jla3e y UCTOM PeJly Kao eJIeMeHT Ny ¢ Y MaTpunu H; u UCToj KOJIOHU Kao eJIeMEeHT

acaa " bl(c]l)leT ommrr wranosu mMarpura A u BY) pemom, Tako ma ce na-

hyrr ¢ y Marpunm HI. Cana ce nobuja pernpesenTaliija Koja je eKBUBAJEHTHA

3aIucy y MaTPUIHOM OOJIUKY:

P, = cov(Xie, Xy | Xu, u < t),

Ha OCHOBY 4Y€ra C€ HaKOH PaCIIMCHBalba zgoﬁnja:

hk’l t = Wg + E E akl leTXkT t— zXlT t—i T E E bkl leThleT,t—j'

=1 kT T=1 J=1 kT 1T=1
KT >IT KT >IT

10
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i
3ammc mpBe CymMe ce MOXKe YIPOCTUTH YKOJIUKO CE Ca Aél) O3HAYN CUMETPUIHA

a?
kl eT1T

2
za kT # I (meonxommo je jenauTu ca 2 jep je MaTpuIla cMMeTpH4Ha, Ia he ce

MaTpuIa JuMensmje m X m Taksa ga ce na mecry (k7 [7) manasu enement

IPWJINKOM MHOXKEHa JIOONTH €KBUBAJCHTHU U3PA3U KAO y MPETXOHOM 3aINCy) &

Ha JMjaroHajIn ce HaJjla3e eJeMeHTH al? Cajia je mpeTxoHU U3pa3 je/IHaK:

Kl kTET "

hkl t = W + ZXtT zAl(gl)Xt i+ Z Z bkl leThleT,t—j'

J=1 kT 1T=1

kT >iT
Kako 0u ce oBaj m3pa3 J10JJaTHO YIPOCTHO, MTOTPEOHO je MPUMEHUTHU CHEKTPAJIHY
JIeKOMIO3UIjy Ha Marpuity Hy, Koja (3aTo mTo je KoBapujaroHa MaTPHIA) 3210~
BOJbABA yCJIOBE HABE/IEHE ,ZI;eKOMHOBI/IILI/Ije Hexka je V; = (v,gl), e v,gm)) OPTOTOHAJTHA
MaTPHUIIA COIICTBEHUX BEKTOPA vt , k= 1 ,m Marpuile H; Koju oarosapajy Io-

SUTUBHUM COIICTBEHUM BPEJIHOCTUMA, )\t , k=1,...,m. Tana je:

m

H, = Z )\Ek)v(k)(v(k»T'
k=1
Kana ce nmo amasioruju y ommocy Ha Afjl) JeduHUIle W MaTPUIA B,g) Joduja ce

cirenehe:

q p
hate = wi+ Y XA X+ > > AR (0T BI v

m
=1 ]:1 k=1

Hexka je casia MaTpuia auMensuje m? X m? cacraBibeHa oJ] 0JIOKOBa A; = (A,(;l)) u

Heka je B = (B,(J)) Tasia je IpeTxXoIHO eKBUBAJIEHTHO CA:
Ho= 3 A0
k=1

q p m
Hi= 043 (L@ X )AL 0 X )+ 3 S A (1, @ o)) By(L, @ o),
i=1 j=1 k=1
rze je ) cuMeTpuYHa MATPUIA TaKBa Ja Baxku vektor()) = w.
ITomro cy marpurne A; n B; No3UTHBHO ceMulebHHUTHE a MaTpHIa {) ITO3UTUBHO
JebuHUTHA, ciaequ Ja je mMarpuna [, ; MO3UTUBHO JepUHUTHA Ha CKYILy IIyHe

Mepe, Taja je u marpuna H; mo3uTuBHO geduHUTHA.

11
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2.3 Moaenan KOHCTAaHTHUX YCJIOBHUX KopeJiamuja

OBa KJjaca MoJje/la 3aCHHUBa Ce Ha IIPETIIOCTABIN Jla Cy CBe YCJIOBHE Kopesa-
Ije KOHCTAHTHE U TIPU TOME Ce YCJIOBHE JINCIIEP3Mje MOJIETY]Y jeTHOINMEH3NOHITM
GARCH mogemmma. ako he oBa npermocraBka JOIPUHETH CMAhEHby Opoja apa-
MeTapa, y IIpakcu Hajuenihe HUje 3a10BO/beHA IITO Ce MOXKE OJIPA3UTH Ha KBAJIUTET
CaMOT MOJIEJIA.

Heka je sumemnmenzuorn GARCH wmogen mar y odnauky X; = Htl/ 2et, HEKa, Cy
HMCTOPHUjCKE BPEIHOCTH yCJAOBHE Auciiep3uje Xy, CyMUpaHe Tako Ja UM je cyMa jejI-
naka hyy ¢, ipu Tome je E(hy, ) = F(X?). Heka je ca ép = h,:,;/tQth J1aTa, CJIy-
JajHa KOMIIOHEHTa BpeMeHCKe cepuje. Kako je cirydajHa rperika €, KopeancaHa
y Bpemeny, ca R he dutu o3nauena marpuiia kopenamnuja 1j. R = cov(é;) = (pr),
rzie je ca p Jar KoeUIUjeHT Kopeanuje, a €; = (€14, ..., Eme)-

Ha ocnoBy ép; = h,;kl QQX k¢ MHOYKEIHEM jeTHAKOCTHU Ca h,lft ca JieBe CTpaHe JIo0uja
ce X = hi{jtékt. Kana ce oBaj 3anuc yommrTu tako X He 3aBucu o kt Beh camo
oj t noduja ce:

X; = diag(hil’,, .., hapme. ).

)y 'mm, t

YcnoBHa Jucniep3uja MPEeTXOHOT U3pa3a je JaTa ca:

Hy = diag(hyl’,, ... hipe YR diag(hy), oo o2 ).

) ''mm, t » 'mm, t

Ha ocnoBy koncTpykImje, cieau Jia ycJaoBHe Kopesanuje X; He 3aBUCE OJ] BDEMEHA,

IITO Ce BUJM HAKOH PACIUCHUBaba M3pa3a KoedulnjeHTa Kopeaalmje:

hie E( Xy Xip | Xy, u < 1)

hilcfthzl/f C(B(XEL | Xy, u < )BE(XE| Xy, u < t)1/?

Pkl =

Beh je namomenyTo s1a ce yciaoBHe gucrepsuje Mogeiy]y jesaoaumensuonnm GARCH

mozesiuMa (torsiesaTu [5| y siurepaTypu) 1a Ha OCHOBY TOTa CJIEIH Ja je:

q p
2
hkk,t = Wi + g ak,iXk,t—i + § :bk,jhkk,t—jv
i=1

j=1

3a KoedunmjenTe Baxnu ciaenehe: wy > 0,ax,; > 0,b; ; > 0, a Kako je ca p o3HadeH
KoeduIMjeHT Kopesamyje, Baxku Ja je p = 1 u —1 < py < 1 (3a k # 1).
Marpuna R je cuMmeTpuvHa U MO3UTUBHO CEMUJICPUHUTHA, jepP Cy HEHHU €JIEMEHTHU

KOeUIIjeHTH KOpeIalije.

12



I'VTIABA 2. THIIOBH BUINEJIUMEH3UOHUX GARCH MOJIEJIA

Y BUIIEIMMEH3UOHOM CJIyYajy UHTYUTUBHO YOIIIITEHE IPETXO0/IHE je THATNHE jecTe
HOCTaB/babE yCJI0Ba Ja Nk ; HE 3aBUCH CAMO O]l CBOJUX IPETXOJHHUX BPETHOCTH,
Beh 1 ox cBux Bpennoctu camor mojena X; ;. Kako du duno moryhe dopmaaro
nedbuHICATH MOJIeJl KOHCTAHTHUX YCJIOBHUX Kopesaryja (mornenaru [15] y smre-

patypu) yBoge ce cienehe o3Hake:

hll,t 0o ... 0 5
. : X5
hy = f ; Dy = , ' ' ' ; Xy = :
. . 0

hmm ' .
! 0 oo oo oy

Hedbununnmja 2.6 (CCC - GARCH(p, q) upouec). Heka je (e;) cayuajua xom-

2
th

aonenma epemencke cepuje. Ilpouec Xy ce nasusa GARCH(p, q) upouecom ron-

CWANTHUT YCAOGHUT KOPEAGUU]A YKOAUKO GAIHCU:
o X, = Ht1/2€t
e H, = D,RD,
o hy = w+ >0 AX + > Bjhi_j, 1ge je R xopeaayuona matipuya, © je

sextiop gumensuje m x 1 ca Gosutuenum esementiuma a A; u B; cy matipuye

QUMGHSUjG m X m ca HEHEeIQWUBHUM EAEMEHTUUMG,.

Baxu na je X; = D,é;, upu demy ce Bpiiu TpanchopMalija KOMIIOHEHTE IPEIKe
&, = R'?e, koBapujarmonom matpuriom R. Ejementn marpune X; cy odJsmka
X = hi{jtékt, IpU 9eMy YCJIOBHA Jucnepsuja hyy ¢ 3aBACH O CBUX BPETHOCTHU
X, u3 nponuinx tperyTtaka t. C 0d3upoM Jia yCJIOBHE JUCIIEP3Uje YIJIABHOM HUCY
JimHeapHe (pYHKIje O Xt_iXtT_ ;, U esleMeHaTa MaTpunie H; 3a TpeHyTKe t U3 Ipo-
mtoctr, oBze Huje ped o BekTopckuM GARCH momenmunma. Jeaumnm crienujasian
cJiydaj y KojuMa he OHM mMaTh BEKTOPCKY pelpe3eHTallnjy, jecte kaja je R jeau-
HUYHA MATPUIIA.

[TosuTuBna necdunuTHOCT Marpuie H; je ycaoB/beHa TMO3UTHBHOIINY ejeMeHaTa
marpuna A; n Bj, Kao n 0JadupoM HO3UTHBHO JebuHnTHEe MaTpuie .
[IpegnocT oBUX MOJie/Ia je y TOME IITO C€ CTAIlMOHAPHOCT MOYKE HUCIUTATH Pe-
JatuBHO jegHocraBHO. Ca Jpyre cTpaHe OHM HE 3aJ0BOJbaBajy YCJIOB CTaOMIHO-
CTH TIPU TPYIHUCABY W MPETIOCTaB/hajy KOHCTAHTHY YCJIOBHY KOPEJAIHjy, IITO y

IIPAKCU HUje YEeCTO CJIyvaj.

13
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2.4 Moageau nmpoMeHJbUBUX YCJIOBHUX
KopeJialnuja

Mojiesin TpOMEH/BbUBUX YCJIOBHUX KOpEJaIldja MPeJICTaB/bhajy YOIIITEHhe IPeT-
XOJHO HaBeJIeHe KJlace yBohemeM IMHaMUKe YCJIOBHUX Kopesaruja. 1o ce mocTuxke
zameHoM MaTpuile R ca R;, Koja je Mep/buBa y OHOCY Ha (DUATPAIIN]Y T€HEPUCAHY
ca o{X, |u < t}. 3Bor jemHocraBHOCTH Tpebasio Ou OmAdpPATH JMjarOHATHE Ma-
tpune A; u B; xoje onrosapajy jeanonumensuonuM GARCH moznesnma 3a cBaky
KoMIoHeHTY, Kao y dopmynanuju kog CCC - GARCH monena. Paznuaure perpe-

3eHTallje ce J00njajy y 3aBUCHOCTHU OJ] TOra KOje YCJIOBE 3a/10BO/baBa MaTpuria R;.

Jennocrasua dopmynanuja R, (norsemaru [28] y sureparypu) je mara ca:
R, =0R+ 0%, 1+ 0sR;_1,

rae cy 6,0,,03 > 0 TexxuHe TakBe Ja 2?:1 0; = 1, R je maTpuiia KOHCTAHTHUX
Kopenaluja, R; je Kopejauona MaTpuiia Koja 3aBucu oji t a W;_ | je KopejaluoHa
MATPHUIA 3& BPEIHOCTU X; ; U3 MPOIILIOCTH.

YKOJIMKO ce TIocMaTpa HajjeqHoctaBHuju caydaj jennoaumensnonor GARCH(1, 1)
MOJIeJIa, JI00uja ce:

X = o€y,
2 _ 2 2
o, =ap+ a1 Xy |+ Bioy .

Moryhe je mpuMeTUTH CIUYHOCT M3pa3a 3a JUCIepP3njy ca R; Kaja ce KOHCTAHTE
noucroBere u TO 61 R ca «g, 0 ca ay u 03 ca (.

Jomr jenan maumH penpesenTaruje R; je jar ca:

Ry = (diag(Q:))?Q(diag(Qy)) "2,

rie je ca diag(Qy) O3HAYEHA JMjaroHATHA MATPUIA CACTABJLEHA O] JIMjarOHAJHUX
efleMeHara u3 (), IMITO MPeICTaB/ba HU3 KOBAPUjAIIMOHUX MATPUIA U MEPJbUB je y
omHOCy Ha duaTparujy remepucany ca o{ X, |u < t}.

Y opuruHaHO] KOHCTPYKIWju oBOr Mojeja (morsiegaru [10] y smreparypu) pe-

npesenTanuja (Q; je mara ca:
Qi=1—a—pB)S+ae (e 1) + BQi1,

rye je ef = (X1i/v/Pi1.ts s Xt/ \/Pmm.¢)T BEKTOp cTaHIapIU30BAHUX BPEHOCTH
Mozena, a,3 > 0, a+ [ < 1 a S je nodutusHo jgedunuTHa Marpuia. [Ipodiem

14
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KOjU ce jaBHO y NPBO]j (pOpMyJIallju OBOI' MOJIejIa jecTe Y TOMe IITO Huje mMoryhe
Ha je/IHOCTaBaH HAYWH U3PA3UTUA MATPUILY S. YTJIABHOM je MOTPEOHO YBECTH BUIITE
yCJIOBa, KOjU CMaibyjy YIOTPed/bHUBOCT y MPAKCU. 3aTO je JONLIO 10 KOPEKIuje

uHMIIjaTHOr MoJesia (nornenaru [1] y smreparypu) u @y je dopmysnucano kKao:

Qi=(1—-a-p)S+ a(diag(Qt_l))l/ze;"_l(ef_l)T(diag(Qt_l))l/z + BQ:-1,

rre je € = (X1:/\/hi1.ts s Xt/ \/mm,t)’ BEKTODP cTaHIapIU30BAHUX BPEJHOCTH
mozena, a,3 > 0, a+ S < 1 a S je mozutuBHO jJedpuHUTHA MATPUIA. 3& OBaj
MozIes, oL ojipeleHnM ycIoBrMa cTanuoHApHOCTH (KOjU Cy HABEJEHU Y TJIaBu 3),

BaXK! Jia je:

S = B(Q)) = B((diag(Q:))"*e; (¢;)" (diag(Q))"?).

Muoxkemem Marpuile (J; ca jeBe U JieCHe CTpaHe IMPOU3BO/LHOM ITO3UTHBHO Jle-
dbUHUTHOM MaTPUIIOM JI0OWja ce MCTa MaTpuia ycjaoBHe Kopesanuje R;. Takobe
IOTPEOHO je o/ipeuTH MaTpuily S Ha HEKM HAYWH, HIP. TAKO Jia OHA Oy/e Kope-

JIAITMOHA, MaTPUTIA.

2.5 BEKK monenn

OBa kJ1aca MoJjiesia OJIHOCH Ce Ha ITOCEOHY Pelpe3eHTAIN]Y BUIIEeIMMEH3MOHUX
GARCH wmosena. 3a pa3iuky oJ1 IPETXO/IHO JehUHUCAHNX KJIaca U3 CAMOT UMEHa
HUje Moryhe HUIIITa BUIIE 3aK/byIUTH O CHEINMUKAIIA]U, jep OHO ITOTHYE O] ayTopa

KOjU Cy pa3Bmin oBe Mojeste (mornegaru [11] y smmreparypn).

Hedbunnnnmja 2.7 (BEKK - GARCH(p, q) nporec). Heka je (e;) cayuajna kom-
aonenma epemencke cepuje. Ilpouec Xy ce nasusa jaxum BEKK - GARCH(p, q)
UPOUECOM YKONUKO BAHCU:
[ Xt = Ht1/2et
o Hy = Q+ 30 S A X X AL + 520 S BipH,_;BY, 1ge je K tpu-
pogar 6poj, S, A, Bji keagpatline matipuue gumensuja m X m u eadxtcu ga je €

TO3UTUSHO JePUHUTIA MATLPUUG.

N3 pemnpesenTaliyje ce MUPEKTHO MOXKe YBUIAETHU Ja W3 MO3UTHUBHE JTe(UHUTHO-
cru marpune H; ;, 7 = 1,...,p Ha cKymy IIyHe Mepe cJeau Ja je u MaTpuna H,

IIOBUTUBHO ,ZLGCI)I/IHI/ITHa Ha MCTOM CKYILY.
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Kako ou Besa uamehy BEKK u BekTOpckux Mojesa Omia yodeHa, HEOIIXOJIHO je
zanmcatn H; y BekTopckoMm o00/uKy. Kopucrehu Beh nedwunucane penarmuje 3a

CUMETPpHUYIHE KBa/IpaTHE MaTpUIIE:

—~—

vektor(A) = D, vektor(A),

vektor(A) = D;U%T(A),
%T(ABC) =(C"® A)U%T(B),
noouja ce ciaenehn odnmk BEKK momesa:

q K
vektor(H;) = vektor(Q2) + Z D Z<A’k ® Ag)Dpvektor(X,_; X1 )+
i=1 k=1
P K
+> D} (B @ Bjy,) Dyvektor(Hy_;).

j=1 k=1
Kaza ce ysemy osmake A = DF ZkK:l(Aik ® Agy)D,, u BY) = DF Zszl(Bjk ®
Bjy)D,, 3ai=1,...,quj=1,..,p , moryhe je BEKK moznen 3anucaru mpeko
pernpesenraiuje Bekropckor GARCH(p, q) momena. OBparTHO He BazKu y OIIITEM
ciaydajy. Beh 3a m > 3, moryhe je nmponahu BeKTOpCKM MOJieI KOjU C€ HE MOXKE
npegcrasutu y odyimky BEKK momena. Oge je mpaBo MecTo s1a ce odjacHU 3Ha-
Jerbe napamerpa K. Hedopmastao, on 3ampaso ojpelhyje 1o Kor orcera ce OIiTa
penpeseHTalja BEKTOPCKOr Mojiesia moxke anpokcumupatn BEKK momemom.
Kana cy marpune A;; u Bj, aujaronajse, Taja OBaj MOJIET HMa JIUjarOHAJHY

perpe3eHTalnjy, IMITo ce MOXKe HcKa3aTHu cjejiehoM TeopeMoM:

Teopema 2.2. 3a mogen gepurucar 8eKWOPCKOM PEUPEIEHTLAUUJOM.:

AY = diag{vektor(AD)}, BY = diag{vektor(B")},

e cy AW = (&l(;%) u BY) = (ISZ(;T)) cumetipune TOSUTAUCHO CeMUJEPUHUTINE
matmpuye gumensuje m X m. Taga Goctmioje matipuue Ay, u By Wakee ga 6asicu
AD = DS (A @ Ag) Dy w BY) = D, SO (B, ® Bjy) Dy 3a i = 1,...,q u

j=1,...,p xaga je K =m.

ITpumep 2.1 (Obauk BekTOpCKOr Mojena). Heka cy gaie caegehe spegroctiu
aapametapa y gepunuyuju BEKK mogenra: p =0, q =1, m = 2 u nHexa Komuo-

HeHTa Tpewke e; uma Hegelenepucany pactiogeny. Ilpema gepurunuju matlpuya
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H; uma caegehu obauxk:

4
Ho=Q+> AX X[ A],
k=1
19e je mawpuna ) cumelmpuyHa U To3uWUSHO geunuttina o Ay cy xeagpaitine

MATPUYE gumenauje 2 X 2 gepurucane wa caegehu HavuH:

0 0 0 0 O
A, = aiinl Q121 : Ay = : A3 _ a12;3 : A, = :
a211 A221 Q212 A222 0 a223 0 22 4

apu wemy mopa eadtcutiv ga je airg > 0, a2 > 0, aj23 > 0, a4 > 0 xako du

cam mogen ouo gobpo gedunucan u jegrodnauro ogpehen.

Caga je osaj mogea motyhe 3aTucatu Yy SEKWOPCKOM 00AUKY, OcAarajyhu ce wa

gepununujy sexwopcrkor GARCH mogena sa p=0,g=1,m =2 :
Xt = Htl/zet,
e je Hy matpuya mwaxea ga 6axiHcu:
vektor(H;) = w + AVvektor(X,_ X)),

e je w eexitiop gumensuje 3 a AV mampuya gumensuje 3 x 3.
Iotpebro je ogpeguitiu epegroctiv. eaemenaita maimpue AL :

4

AL = ZD;(AI@ ® Ap)Dy =

k=1
2 2 2
aiq, 1 2a11,1012,1 a7p,1 T Qg3
= a11,1a21,1 a12,1021,1 + 11,1022, 1 Q12,1022,1 + A12,3G22,3

31,1 + a3y 9 2(a21,1022,1 + A21,20922) A3y | + Ady 5 + A3y 5 + 39 4
yCJlOGU 30 UO3UWUBHOCTUU eNeMERHATLA, cy 5UJLU HeO'(_LZUO‘gHU, 3aWO0 WO je caga mMo-
whe jegno3naumno ogpequiiv HUT06e 8PegHOCTIU PEULABAIbEM CUCTLEMA JegHAMUNA,
Kaga ce Matpuua godbujena iy UpetirogHoM KOPAKY U3JEGHAYU CO KOHKDETIHUM 6Peg-
noctmiuma. Osaxo satucan mogen uma jegrax 6poj apametiapa Kao U 6eKuOPCKU
GARCH wmogen, ¢ Wum wio ce iy 060M CAYYAJY TOSUTIUSHA JehUHUTIHOCTEL Ma-

wpuye H; octisapyje y ciapiy.

Teopema 2.3 (Cradunnoct npu rpynucasy). Hexa je (X;) BEKK - GARCH(p,
q) apouec. Taga 3a ceary unsepiubuiny matpuyy P gqumensuje m X m easrcu
ga X; = PX, upegctuasna BEKK - GARCH(p, q) upouec.
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I'VTIABA 2. THIIOBH BUINEJIUMEH3UOHUX GARCH MOJIEJIA

Joxas. Ysonehu osnake: H, = PH,PT, Q = PQPT, Ay = PAyP~' u By, =
PBj,.P~!, noduja ce:
Xt H1/26t7

K K
Ho=Q+> Y AwpX X[ AL+ ZZ B
i=1 k=1 j=1 k=1
[Tomrro je Q) HO3UTHBHO JNedbuHUTHA MATPHIIA, Pellehe ce J00Uja Kao Uy Caydajy

BekTopckor GARCH wmogena. [

Ksagpar Bpemnoctn X; npeacraBiba ARMA penpesenranujy. Heka je v, nedu-

HHCaHO Ca:

v, = vektor(X, XT) — vektor(B(X,XT | Xu, u < t)) = vektor(X, XT) —vektor(H,).

P P e

ITpumenom omeparopa vektor u samenom vektor(H,_;) ca vektor(X,_; X[ ;) —v_;
y nedunumuju BEKK - GARCH wmozesa noduja ce:

vektor(X, X]) = vek:tor )+ Z Z it + Bir) ® (Air. + Bik))m?“(Xt—in_i)+

=1 k=1

p K
+v =Y Y (B @ Bip)vij, t € Z, v = maz(p, q),
j=1 k=1

npu ToMe Baxku na je A = 0, kaga je ¢ < ¢ u Bjy =0, kaga je p < j. Momenre
Japyror peja 3a X; (kaga mocroje) moryhe je oapeauru kKopucrehu:

E(vektor(X, X)) = vektor +Z Z (Aip+Bir)@(Ag+Bir)) E(vektor( X, X])).

=1 k=1

—_——

Kasa ce uspas cpemu tako jga ce E(vektor(X;X!')) nanasu camo ca jenme crpane

jeTHAKOCTH, J00uja ce:

—_—— —_—

r K
E(vektor(X:X]")) Z Z ((Aix + Bix) @ (Aix + Bir)))~ vektor(5),
=1 k=1

IO/, YCJIOBOM Jia je Marpuna [—Y 0, 25:1 ((Aix+Bir) @ ( A+ Byx) ) naBEpTHOUIHA.
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I'maBa 3

CranmoHapHOCT
BuinieauMeH3noHnx GARCH

MoJeJia

Y UHTYUTUBHOM U HEMDOPMAJTHOM CMUCIIY, CTAIIMOHAPHOCT BPEMEHCKE cepuje
00e30ehyje 1a ce meHa CTaTHCTUIKA CBOjCTBa HE Mebajy TOKOM Bpemena. To Ha-
pPaBHO He 3HAYM Jla CE€ CaMa BPEMEHCKA CepHhja He Mema TOKOM BpeMeHa, Beh je
IbeHa IIPOMEHa ITpeIBHUIUBA. OBO CBOjCTBO X YUHU JIAKIIUM 3a aHaJIM3Upalbe,
MOJIeJIOBalbe U huxoBe Oyjyhe BpemHocTH je Moryhe mperusHuje MpOrHO3UPATH.
WNako cranmmoHapHu MO/ BPEMEHCKHX CepHja UhHE CaMO MAJId MOJCKYI CBUX
Moryhux Mojesia, OHA Cy U3Y3€THO KOPUCHU 3& allPOKCUMAIIN]Y ¥ U3TPAJIby CJIO-

KEHUJUX Mo/iea.
Hedbuunumja 3.1. Bexwopeka epemencka cepuja (X;) gumensuje m je (caabo)
CUWAYUOHAPHA YKOAUKO BAHCE YCAOBU!
o BF(Xy) < oo, Vt,i=1,...,m
o E(X;)=p=const., Vt
o cov(Xy, Xin) = E(Xs— ) (Xepn—p)T) =T(h), Vt, h € Z, 1ge T'(h) apegctiasma

aywmokosapujayuony dynrkuujy cepuje (X;), kogomen ose dynkyuje je Upocwop
K6agpAtHUX Malpuya gumenauje m X m. Kaga je h = 0 y auwary je cume-

WPUHA KOBAPUIAUUOHA MATLPUYGE.

Hamomena. /3 ctiauyuornaproctivu, KoMGOHEHTU X1z, ..., Xt BEKTOPCKE GPEMEH-

cKe cepuje He caegu ga je u ueaokyuna cepuja (X;) clWayuonapra y oTWTEM
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I'VTIABA 3. CTAIIHMOHAPHOCT BUIIEJIUMEH3UMOHUX GARCH
MO/EJIA

caywajy. Pasaot 3a o jectie wilio GOCAEGHU YCA08 UPETUTOGHE GePhuHUUUe HE

MOPa OUTIU UCTYTbEH.

IIpumep 3.1. Hajjegrociasruja 6pemencka cepuja Ko0ja 3ag060./6a6a YCA08 CULa-
UUOHAPHOCTIY, jecTie Oeau wym. Y 6eKWOPCKOM 00AUKY GuMEH3UJE M OW je gail

ca

Emt

>, axkok=0
, a2 Upegciias.na
0, axok#0

CUMETLPUYHY TOSUTUUCHO JePUHUTIHY MATLPUYY JUMEHIUJE T X M.

e je E(e;) =0 , cov(ey) = X, Eleel ;) =

3.1 Cramuonapuoct BeKTopckuxXx u BEKK
GARCH moznena

Huje moryhe ekcrmmuTao n3pasutu yciaose Heonxo ue j1a Bekropcku GARCH

Mozies1 Oyjie crarmonapan. To ce MOXKe BHUJIETU ITOCMATpameM ciejieher mpumMepa:
IIpumep 3.2. Hexka je gatws ARCH(1) mogea, on uma caegehy petpesenitiauufy:
X = o€y,

2 2
o; = oo+ o X[ 4,

0gHOCHO Kaga ce 3ameny X; 1 = 0y_1€;_1 goduja ce:
2 2 2 2 292 2
o =g+ ay0; 1€ =...=ao(l+are; | +aje; e 5+ ...),

UOg YCA0BOM GG Peg Y 3aIpagama KOHeepIupa Ha ckyuy tyne mepe. Hexa je caga
gatl uctiu Mmogen Youwitien go gumenduje 2 odbauka X; = Htl/ 26t, waxo ga je
Hy =L+ aX, 1 X!, gowetwpoyiaona matipuya u o Gosuimushu cxaaap. Taga sa

_ _ _ _ 1/2
ENEMEHTE JOHETPOYIAOHE MATLPULUE Ht/ BANHCU:
h =14 ah e2
11,t = 11,t—1€1 t—15

2 2 1/2
h12,t = Oéh12,t—1€1,t,1 + Oé(hn,t—lh22,t—1 - hm,t,l) / €1,t—-1€2,¢-1,

20



I'VTIABA 3. CTAIIHMOHAPHOCT BUIIEJIUMEH3UMOHUX GARCH
MO/EJIA

2 2
his i1 hirt—1hog 1 — iy 4y o
€1,¢-1 €5 4171

h =1+a«
2 hi1,1-1

)1/2

hit,e—1

2

hag ¢—1(hi1,e—1h22, -1 — his 4
« €1,t—1€2,t—1-
hit,i—1

U3z upetizognux gopmyara aaxo je yeugewiu ga 3a Gauwio €;_1 UOCTOJU NUHEAPHA
eeza uamehy iy w hiy—1. Beh usmehy his ¢ w hoo+ me Goctioju auneapra eesa,
uctio he ce gologuitiu U ca HAPeGHUM KOMUOHeHTama matupuye Hy, 1. 360t wWota
ux nuje moryhe uspasutuu kao Pynryuje og o, {€i—1,...,e;—} u Hip 3a k > 1.
Osaj upobaem he ce camo YcaorHcrasattiv ca TOPaAciom JuMeH3uje U UPegciiiasva

UPEupery UpusUKoM ogpehuearsa yYcao6a CuaAUUOHAPHOCTIU.

Hedbunnnmja 3.2 (Cnekrpanau paaujyc). Heka je gawa mampuya A € K"
(K =R usu K = C) ca coucuserum spegroctiuma A, ..., A, € K. Cuextupasru

pagujyc mawpuue A je gepunucar xao:
p(A) = maz{| A\, ..., |\l }-

Crneneha teopema 00e30ehyje ycoBe CTAIMOHAPHOCTH 38 BEKTOPCKE MOjesae U

BEKK wmogesne (nornegaru (6] y sureparypn).

Teopema 3.1 (CranumoHapHOCT U eproauvHoct). IHoctoju cwpoto clWaALUOHAPHO
pewene sexmopckot GARCH(p, q) mogeaa ykoauko:

o Mawmpuuye AW u BY) cy tosutmusho cemugeduruiine o mapuya ) je Gosu-
WUBHO JePUHUTIHA

® ¢, uMa TYCWUHY TO3UTUBHY Y Hexo] oxorunu wavwke 0, y ognocy na Jleberosy
MePY Ha ckyty R™

e p(3°1_(AD + BW)) < 1, r = max(p, q), p(-) Gpegctasna clextmpanu pagujyc
K6agpatihe Matlipue.

Osaxso pewerve je jegunciiBeno, caado CLAUUOHRAPHO U EPTOGUUHO.

Hamomena. Osa weopema ne odesdehyje excuauyuiune ycaose uzmehy X, u e, ;
Koju wpeda ga 6Yygy 3agosomeny (¢ 063Upom ga ux je Yy UPUMEHAME AAKWE TPOSE-

putiu) Kaxo ou moges Huo CUWAUUOHAPAH.

IIpumep 3.3. Hexa je gatw sexmopeku GARCH mogea y c6om 0cHo6HOM 004UKY

ca gapamewpuma p =0,q=1, m = 2:
—1/2
Xt = Ht / €ty
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I'VTIABA 3. CTAIIHMOHAPHOCT BUIIEJIUMEH3UMOHUX GARCH
MO/EJIA

apu wemy je maimpuye H; tosutiuero geunuiling u 8axcyu ga je

vektor(H,) = w + AWVvektor(X,_ X)),

e je w eeximiop gumensuje 3x 1 a AV mampuya gumensuje 3 x 3. Hbux je motyhe

Upegctiasuiiu Ha cregehy Havum:

1 1 1

w1 agl) agz) ag3)
1 1 1

) AW = agl) ‘1&2) a§3)
1 1 1

w3 a§1) a§2) a§3)

W = wWa

Kaxo 6u w duo tosutiuero gepunutlian 8eKWOP, HEOUTOGHO Je ga UMa CUPOTo To-
sutauene esemeniie. Kaxo du matmpuya AV busra Gosutiusno cemugedunuiina,
HEOUTOGHO je ga ce YcUocWase ogpeheru Ycaosy Koje Heru eseMertlit. Mopajy ga
309060.5a6aJY. 3apag jegrociasHUjel PauYHa, HEKA CY JUIATOHAANY EAEMEHTIY Ma-
wpuye AY jegraxu %, oK CY OCTAAU eNEMEHTTU JeGHAKYU HYAU. 36 esemenilie

AW je neotuzogro ga easrcu:

20 0\ (=
(Il D) 133) 0 % 0 ) >0
0 0 % T3
I
3a ceaxu eexiiop v = | xy | € R3. Kaga ce uspauyna Gpoussog 6exiiopa u
I3

matapue, gobuja ce caegeliu ycaos xoju esemeniiv matpuue ANV mopajy ga
3ag060./m€e 30 C8€ 6PegHOCTIU X1, La, T3 € R:

2 2 2
Ty | Ty T3
T i ()
2+2+2_

o je ysex 3agosomero, ua je matmpuya AV Gosuttiuero cemugedunuinma.
Kaxo 6u womuonenitia peuwske €; uMaAG TYCTUHY UOSUTLUSHY Y HEKO] OKONUHU
wmavke nyaa, Yy ogrocy wa Jleberosy mepy na ckyay R™, gosonno je ysetiu ga je e
Taycos desu wym.

Hocaegrou ycaos ce ceogu Ha Wo ga je Hajeeha WO QUCOAYUWHO] BPEGHOCTUU COU-

ctusena spegrocti matapuye AL ctmpoio mara og 1.

det(AY —\I) =0
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I'VTIABA 3. CTAIIHMOHAPHOCT BUIIEJIUMEH3UMOHUX GARCH
MO/EJIA

=X 0 0
0 I-Xx 0 [=0
0 0 1-2A
1 3
(G-2'=0

1
max(|\]) = 5 < 1

U3 wpu apetixogho GposepeHa Ycaosa CAEGu ga je 08akKo GehuHucaH SeKTOPCKU

GARCH mogen (crabo) ctiayuonapar u epioguuan.

Cajia je morpedHO KOHCTPYHCATH aJIrOpUTaM Koju he oMoryhuru mpoBepy craiu-
OHAPHOCTH Ha HAYMH ITOTOJIaH 38 MPAKTUIHY yIOTPEDY.
Hexka Vt, k € 7Z Baxu:

xP =H® =0, k<o,

u 3a k > 0 BaxKu peKyp3uBHA Be3a:

q p
vektor(H") = w+ Y ADvektor (X, (X" + Y BWvektor (H* ;7).

i t—j
i=1 j=1

rie je Xt(k) = (Ht(k))l/zet. Ba k > 1 Baxu ga je:

H® = filesr,...eis), EH® = H®,

re je fi Mepsbusa bynkumja a H® xsaaparna marpuna. ((H)V2) u (X*)

3aJI0BOJbaBA]y YCJIOB CTAIMOHAPHOCTH U FHbUXOBU €JIEMEHTH IIPUIIAJIAJy MPOCTOPY
L? xoju je KoMIIeTaH y ofHOCY Ha ofarosapajyhy mopmy. BuTHo je mamomenyTn na
ce eJIeMEeHTH IIPOCTOPa CMATPajy eKBUBAJEHTHUM YKOJIUKO Ce MOKJIAIAjy Ha CKYITY
nyne mepe. Crporo crammonapro pemewse BekTopckor GARCH(p, q) mozena
nocroju ykosnmko (Vi) Ht(k) KOHBEpPIHUpa, CKOPO CUIypHO Kaja k — +oo. Kama
je limk_,+oo(Ht(k))1/2 = H]tl/2 n X, = Htl/zet, LyIITatbeM JIIMeca ca 00€ CTPaHe y
IIPETXO/THO JIe(DUHUCAHO] jETHAKOCTH:
q P
lim vektor(Ht(k)) = lim w+ A(")vektor(Xt(ﬁ;i)(Xt(ﬁ;i))T)%—Z B(j)vektor(kafj)),

k—4o00 k—+o00 - - —J
=1 7j=1

noouja ce npyru yeios VEC - GARCH(p, q) mozesna:
q p
vektor(H;) = w + Z ADyektor(X,_ XL ,) + Z BYyektor(H,_;).
i=1 j=1
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[Tporec (X;) npejcraB/ba CTPOrO CTAIMOHAPHO PEIIee 3aT0 mTo je X; = Htl/ ’e,

MepsbuBa dyHKIuja o1 {e,|u < t}. Takobe ako marpuna H; mocroju, oHa je
CUMETPUYHA U IO3UTUBHO JAeduHuTHA. 10 BaKMW 3aTO MITO CYy MATPHIE Ht(k)
CUMETPUYHE U BaXKU )\THt(k))\ > ATQMN > 0 kama je A # 0 1ma cy u IIOSUTHBHO
neduHUTHE.

Pemreme he Takohe dutn cj1ado cTalmOHAPHO YKOJIMKO BaXKU J1a Ht(k) KOHBEPIHUpPa,
y HopMu mipocTopa L' xama k — 4-00.

Heka je paznuka wianosa Hu3a (Ht(k))  Jedunmucana ca:
Agk) = vek:tor(|Ht(k) — Ht(k_l) ).

Kako 6u ce 100m1a KOHBEpreHIyja HU3a (Ht(k))k y a/IeKBaTHO] HOPMU HEOIIXOTHO

je OCJIOHUTH ce Ha TBpheme U3 Teopuje Mepe:

Tephemwe. Heka je p € [1,400) u (u,) HU3 PEANHUT CAYUAJHUT BEAUNUHG U3

apoctiopa LP wWako ga easrcu:
n
Elu, —u, 41| < Cp",

3a nexy wosumueny xoncumanwy C u p € (0,1).
Taga saorcu ga wu3 (u,) KOHEEPTUPG CKOPO CUTYPHO U Y HOPMU Upoctuopa LP xa

HEKOJ CAYUAJHO] BEAUNUHY U, KOjJa Tputaga Tpoctiopy LP.

Kana ce mperxonno Tepheme npuMeHn Ha HHA3 Agk) noduja ce na Baxu (Vi) Ht(k)
KOHBEPIUpa CKOPO CUTYPHO Kajia k — +oo. Ogjarie cienu j1a je perieme caado
cranuoHapHo ykosmko noctoju p € (0,1) tako ma je |[E(AM)|| < Cpk ckopo
curypHo kaja k — +o0o 3a C' > 0. Cununo ce noduja yciaos Vi Ht(k) KOHBEPIupa
CKOpO CHIYpHO Kajia k — +oo ykomko ce ymecto ||[E(AM)| mocmarpa [|AM)),

mTo 00e30ehyje cTpory cTarmoHapPHOCT.

Hamomena. Haxo cy upetuirogre tweopeme u3eegene 3a 8eKopcke mogeae one he
saotcuttiu u Yy caywajy BEKK mogena. Haume, eeh je toxadano ga ceaxu BEKK

MOGEN UMA BEKTLOPCKY PEUPE3EHTAUUTY GOK 00PATUHO HE MOPA 6GHCU Y OTULTLEM

CAYUAJY.

ITpumep 3.4. Hexa je gatwi sexmopcku GARCH mogea y c6om 0cro6HoM 00AuKY

ca gapamewpuma p=0,q=1, m = 2:
Xt = Ht_1/2€t7
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I'VTIABA 3. CTAIIHMOHAPHOCT BUIIEJIUMEH3UMOHUX GARCH
MO/EJIA

apu wemy je mamupuya Hy tosutusHno geunutuna a e; Laycos beau wym. Ha

ocHO8Y gedpuruLuje 8axcy ga je
vektor(H;) = w + AWYvektor(X,_ XL ),

e je w eeximop gumensuje 3 X 1 a AV mampuya gumensuje 3 X 3 3agatmu Ha

caegehu Havum:

w1 %O 0
w=|w ;4% = |0 % 0],
w3 00 3

UPU wemy cy 8PegHOCTIU W1, wWs, ws > 0.
Yenos (caabe) cmayuonaproctu he butiu 3agosonen yroauro aocwoju p € (0,1)
wakxo ga:

IBAM)| < opt,

3a C' > 0 cxopo curypro. Ogrocro xaga ce 3aMmeru A,Ek) ca ogrosapajyhum u3pa3om
gobuja ce:
|E(ektor(|H" — HE V)| < CpF,

1B (|wt+ADvektor(X "V (X)) = (w+ AW vektor (X2 (X)) < Cp,
AW E(vektor (| X"V (XE)T = X522 < Cpt,
IAW (|| B(vektor (|H V) e _rel (HE)T)Y2 -
—(H ) ey el (HED)DY)| < Cpt.

Ouexusarbe mootce ga 3aMeHU MeCTLO ca 0UEPATLOpom vektor 3o W0 je oeKu-

6arve MaLTLpuue jegmm‘o Mampuuu OUEeKUBATA CBAKO0T HWEHOT eNeMEHTUG.
k—1 k—1
| AV [[vektor(|E((HSE )2 ((HETD)T)Y?) -

k—2 k—2
—E((HI)2(HID)T) ) Eleel,])]| < Cpt.

Hopma maitipuue AV je xonctmantina u eeha og 0. C obsupom ga je matipuya H,
gepunucana pexypsueno apexo w u AWD | wenu enemenitiu ne 3asuce og k, Ga je
matpuya Hy jegnaxa ceojoj tpanuyunoj epeghoctiv xaga k — +o0o. Kaxo je ceaxu
enementli 6EKTOPA €1 CAYUAIHA BEAUNUKA U3 CTULAHGAPGHE HOPMAAHE PACTOGENE,
MHONHCEIEM, CA CBOJUM TWPAHCTOHATLOM GodUJa ce cyma 3 CAYHajHE BEAUNUHE KOJG

uma Xu-xeagpati pactuogesy ca 3 clietera caodoge, KOju Yjegro Upegciiasna U
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oYexusarbe 0601 sexuwlopa. Hocavy ose c./Ly%ajHe GeAUHUHE je CWPoLo Uo3UWUBAH UQ

ATUCONYTHA BPEGHOCTH, HE YWUNE HA PE3YATA. V3 Upetiroghur Wepgrot CAequ.
1/2 1/2
3| AD | vektor(|E(HS(HE )Y?) — E(H3(HE )Y)))|| < CpF,

3/ AW [[[lvektor(lo])[| < Cp",
3IAVlof < Cp*/ lim
k—4o0
0<0,

wio eascu ysex jep je limy_, o p* = 0 xaga je p € (0,1). Taxo ce na ocrosy
weopeme godbuja ga je gawu eexmopcky GARCH mogen (caabo) ciayuonapar u

eploguuar.

3.2 CranmumoHaApHOCT MO/eJjia KOHCTAaHTHUX

yCJOBHUX KopeJaluja
VBonehn ma je & = R'/?e,, noduja ce:
X, = Tihy,

2

2 1) JWjaroHaJHa, MATPUIlA JTUMEH3Uje m X m

npu uemy je Y; = diag(é?,, ..., e
Kana ce jemmakocr 3a h, u3 nedumnmuje CCC - GARCH(p, q) Mozesa TOMHOXKI

ca Y noduja ce:

q p
Xt - Tt}_lt - Tt(.(_.J —|— Tt Z Ai)_(tfi —|— Tt Z Bjﬁtfj'

i=1 j=1

b je 1odUTH BEKTOPCKY PENpEe3eHTAINjy OBUX MOJIeJa, TaKO Jia Ce€ YMeCTO CY-
MUparba BPIIH MHOXKEHe MaTpuIia u BekTopa. Pedopmynanuja he nmaru cienehn

00JINK:

Z = b+ AZ_1,
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rJIe je:
T,
0 X,
b = ¥ c RMPHo) |z, = Xt e R™P+9),
w hy
0 :
: hi—p-1)
0
YA YAy .. T A1 YA, Y.Bi T.By .. T.B,, T.B,
L, 0 0 0 0 0 0 0
0 L, .. 0 0 0 0 0 0
A 0 0 L, 0 0 0 0 0
t:
A1 A2 Aq,1 Aq Bl B2 Bp,1 Bp
0 0 0 0 L, 0 0 0
0 0 0 0 0 L, .. 0 0
0 0 0 0 0 0 L, 0

Hedunummja 3.3. Hexa je {A|t € Z} uapoussoman, ctuipoto chayuonapar u
eploguyan wu3 mawpuya waxas ga je E(log||A¢l]) < +oo. Taga je:
E(log||AiAi—1...Aq]) f E(log||AiAi—1...Aq])

lim =~v= in ,
t—+o00 t teN/{0} t

19€ Y Upegcitias.na ophu Jhbatynosnes excuonentt a €)' CUeKmupasHy pagujyc Hu3a
= lOgHAtAtfl...Alll
matmipuya {Aq|t € Z}. Baogcu u ga —F==ml

t — 4o00.

— 7Y CKOpPO CUTYpHO, KAJa

Harnomena. Hopma matipuye A = (a;j)};_; je gedpunucana xao || Al = 377, |y
Cureneha Teopema 0de30elhyje (cTpory) crannmoHapHOCT MOJIEIa KOHCTAHTHIX YCJIOB-

HUX KopeJiaiyja (morsegaru [2| y aureparypn):

Teopema 3.2. Cwporo ctiayuonapro pewerwe 3a GARCH mogen xoHclaHTHUT
YCA0BHUL KOPeAayuja Tochoju axo u camo axo je v < 0, ige je v toprwu Jbatynro-
6wes excuonentt nuda matpuua {A; |t € Z}, xoju je upewizogro ogpehen. Osako

gePuUHUCAHO CTLAUUOHAPHO PEULEHHE Je JeUHCTUBEHO U EPTOGUHHO.
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I'VTIABA 3. CTAIIHMOHAPHOCT BUIIEJIUMEH3UMOHUX GARCH
MO/EJIA

ITocnemumna. Hexa je v toprwu Jbatuyroswes exctionent nusa matwpuya { Ay |t €

Z} xoje cy upetuxogro gedunucare. Heka je mMatlpuunu Goaunom gehunucan ca:
B(z) =1, — 2By —...— 2!B,,z € C u:

B, B, By B,
I, 0 0 0
B=|0 I, 0 0
0 0 0
0 0 I, 0

Taga, axo je v < 0, caegeha gea exeusarening c80jc6a BaHCE:
o Kopenu det(B(z)) cy @o nopmu eehu og 1
e p(B) < 1, 1ge je p cuex@pasru pagujyc Malpuye.
Ilocnenuna. Hexa je ioprwu Jbatynosmes excuonent v < 0. Hexa je X; cttipoio

CTWAYUOHAPHO DEWEIE MOGENT KONCTAHTIHUL YCrosrux Kopeaayuja. Taga Go-
cioju s > 0 waxeo ga E|h|* < +o0 u E||X;||* < 4o0.

OBa mocseuiia 3ampaBo TOBOPHU Jia M3 CTPOTE CTAIMOHAPHOCTU MOJIEA CJIe/IH
€r3UCTEHIINja MAPTUHAJIHIX MOMEHATA, IMITO he OUTH 0] KOPUCTU TPUIUKOM OJIpe-

buBama cBojcTaBa OlleHa MapaMeTapa.

28



I'maBa 4

Onena nmapamerapa
BuinieauMeH3noHnx GARCH

MoJeJia

Oriene 3a BuIllleIMMEH3UOHE MO/IeJIe Cy Da3upaHe Ha METO/IM KBA3W MAKCUMAJTHE
BepogocTojuoct - QMLE. Ona ce 3acHuBa Ha MaKCHMH30BaIby JIOrapUTMOBAaHE
dbyuknmje Bepogocrojaoctu (kao ko obmune MLE meroze), ¢ tum mro je jmo-
3BOJbEHO [Ia YCJOBHA PACIOJEsa He OyJ/ie KOPEKTHO IpernocraBibeHa. (OHO IMITO
KapaKTepHIle OBy METOY jecTe Jia je JIorapuTMoBaHa (PyHKIMja BEPOIOCTOjHOCTH
Hajdernhe MojeTHOCTaB/beHA TPETTIOCTABKOM O HE3aBUCHOCTH KOMITOHEHTH T'DETTKH,
MAKO OHA He MOpa OWTH 3aJI0BOJ/beHa (II0J] YCJOBOM JIa HE3aBUCHOCT HUje OJf Cy-
MITHHCKOT 3Hadaja y Mojeny). To he osakimmaru mporec ontuvusanuje pyHKIMje
BEPOJIOCTOJHOCTH, jep he ce mpobiieM padyHama MaplyjaJHuX U3BOJIa ITPOU3BOJIA
CBECTHW Ha padyHame IMapIlijaJHIX U3BO/a CyMe, ITO je 3HAYajHO JeITHOCTABHU]E.
Taxobe, He Moxke J0hU 70 €KCILJIO3Wje OJHOCHO HECTajarhba BPETHOCTU (DYHKIIHje
BEPOJIOCTOJHOCTH, IITO je YeCT CJIydaj MPUIMKOM MHOXKEHha BEJIMKOI Opoja BeJin-
KX OfHOCHO Majunx Bpemanoctu. Oa metona je 3nadajua 3a GARCH wmogere,
3aTO IITO 00e30ehyje mocTojane u aCUMIITOTCKU HOPMAaJIHE OIEHE 33 CTPOI'O CTa-
nnonapie GARCH mnpomece. Hacympor Tome Heke apyre MeToje OIEHE MOTY

3aXTeBAaTH CJIOXKEHIje YCJIOBe, ITO KOMILUINKYje caM Iporec ojipehnBama OreHe.

Hexka je marpuna ycyioBae KoBapujanuje 3ajarta napamerapcku H; = Hy(60y), rue
je Oy Henosuaru nmapamerap numensuje d. Heka je ca © o3naden kommnakra (ca-

MHUM THM OTPAHUYEH M 3aTBOPEH) IPOCTOP Hapamerapa Koju caapxku 0y. Heka
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IJIABA 4. OITEHA ITAPAMETAPA BHIIEJAUMEH3UOHUX GARCH
MOJEJIA

VO = (01,....,0)7 € © Baku na je Hy(0) = H(X;_1, X;_o,...|0) n1006po nedunn-

caHa CUMETPUYHA TMO3UTUBHO JePUHUTHA MATPUIA KOja MIPEJCTaBsba (DYHKIIH]Y

BPEJIHOCTHU U3 MPOIIJIOCTU. 3a MOJEJ KOjU 33/I0BO/baBa OBaj YCJIOB ce KaxKe Jia je
MHBEPTHOMJIAH y TaIKU 6.

Moryhe je npencrasutu H; kKao mMep/buBy (DYHKIIHM]Y YV OJHOCY Ha (DUIATPAIH]Y
renepucany ca o{e,|u < t}, mro 0de3dbehyje ma X; 3amoBospaBa ycioBe crammo-
HapHOCTHU U eprojgudHocT. Kako O6u Omio moryhe BpImimTu mporuose, HEOIIXOTHO
je ma momen ca mapamerpoM 6, Oyie mHBepmOmian y taduku y. Kako dum dumito
moryhe oreHuTH napamerap 6y, HEOIIXOIHO je Jia MOJEs 33/10BO/baBa YCJIOB MHBEP-
tudbmwrHocTu V6 € ©. Pazsor 3a To jecre mro he ce y ToMm nocrtynky ynopehusaru
ecel m Hy(0) 3a cBe e; u VO € O.

Heka je maro I:[t(é?) = H(X; 4, o X1, X0, X1, . |6), toe cy X; BpemaHOCTH TIPO-
1eca y TpeHyTKy ¢ a X;, i < 0 IpOM3BOJbHE KOHCTAHTHE BPEIHOCTH.

Ornena KBa3u MaKCHMAJHOM METOJIOM BEPOJIOCTOJHOCTH mapamerpa 6y je medpuHu-

caHa Kao MepPJbUBO perene f,, TaKBO Ja:

b, = argmingeo > 1(6),

t=1
rIe je :
L.(0) = XPH; (0)X, + log|Hy(0)].

OBaj meroj du ce cBeO Ha OOMYAH METOJ MAKCUMAJIHE BEPOJIOCTOJHOCTH YKOJIUKO
Om ycJI0BHA pacIojiesia mpolieca OnJia HOpMaJiHa ca oueKuBameM () U uCIep3ujoM

Ht Tj. Xt NN(O,Ht>

4.1 AcumMnTorcka CBOjCTBA OIleHE€ MEeTOA0M

QMLE

Ha camom moueTky yBojie ce ciaejiehe o3nake:

L(0) = X/ H;'(0)X, + log|H,(6)],

L(0) = - S L), T.(0) = - S L(6).

Heka je p € [0,1) koHcTanTa , K NO3UTHBHA KOHCTAHTA WM MO3UTHBHA CJIyJajHA

BeJIMYIMHA MEpJbUBa y OJHOCY Ha dbuirparyjy remepucany ca o{e, |u < 0}.
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IJIABA 4. OITEHA ITAPAMETAPA BHIIEJAUMEH3UOHUX GARCH
MOJEJIA

VciioBu KOju He 3aBHCe O/ HOPMe Cy cienehn:

o supgeo || H, 1 (0)|] < K, supgeo ||H; '(0)]| < K cxopo curypro. 3a m =
1 oBaj ycioB 3axTeBa Jla YCJIOBHA JMCIep3uja Oyze ofBojeHa of Hyie (y
oJIHOCY Ha ojroBapajyhy MeTpuky) yHudopMHO Ha cKyty O. 3a cranmap/IHu
GARCH wmozen 3a Koju Baxku Jia je w > 0 u © KOMIIAKTAH CKYII OBaj YCJIOB

j€ 33JI0BOJbEH.

SUDgeco ||I:It_1(9) — H;7'(0)|| < Kp' ckopo curypro. Osaj ycios obesbebyije
MHBEPTUOMJIHOCT U3 Yera CJEIU J1a j€ CTATUCTUKA ﬁt(e) 100pa oreHa 3a
H,(0), kama t — +oo.

E||X?|| < +oo u E||Hi{(0y)||° < 400 3a merko s > 0. Beh je mokazamno
¢ 0

JIa U3 CTPOTe CTAIMOHAPHOCTU CJIEIU er3UCTEHIINja MapruHAJIHIX MOMEHATa,

(Ha OCHOBY MOCJIEJIUIIE TE€OpEMe O CTPOTO CTAIIMOHAPHOM PEIIeHY MOJIea

KOHCTAHTHHUX YCJIOBHUX KODeJIaIuja).

Ba 6 € © uz Hy(0) = Hy(6p) cropo curypuo, cieau ga je 0 = 6y, mro

peZcTaB/ba yCJIOB OJAPEAUBOCTHU.

3a 0mi0 Koju HHU3 BEKTOpA T, Ts,... 13 R™, dyurnuja 6§ — H(xy,xs,...|0)

je HerpekwnjiHa Ha, CKyIy ©.

0y mpunaga yHyTPAIImBOCTH CKyla O, IITO je HEeOIXOJIHO 33 aCUMIITOTCKY

HOPMAJTHOCT.

3a 0mw10 Koju HHU3 BEKTOpA T1,Ts,... u3 R™, dyurnuja 6§ — H(xy,xs,...|0)

nMa HeIlPeKNTHe U3BOJIE JIPYTor pelia.

3a meky okosnny V (6)) Tauke 6y BaxKn:

N LAGAG

=o(1),
0eV (6o) 00 | ( )

IITO je HEOIXOJHO KAaKO OM ce MOKa3aJjo Ja Cy IOYeTHe BPeJIHOCTH 3a X,

ACHMIITOTCKH HEBazKHE.

Ba neky okosuny V(6y) tauke Oy, Vi,j € {1,....m} uzap>1,q¢>2,r>2
TaKBe;Laje%—I—%zln%—f———lBa}KH:
O?H,(0)

E sup ||H, () (H, )T (0)|]P < +o0,

6eV (o) t 8028@
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IJIABA 4. OITEHA ITAPAMETAPA BHIIEJAUMEH3UOHUX GARCH
MOJEJIA

OH,(0)

B sup |[H V(0)=5=(H O] < +oo,
0V (6o) i
E sup HH[l/Q(Q)Htl/Z(QO)HT < +o0.

eV (6o)

o Elles||* < +00. 3ajemno ca MpeTXoHOM NPETIOCTABKOM JIajy er3UCTeHIH]Y
nadopmarmonnx marpurna I u J, Koje ce Kopucrte 3a npejcTaB/bakhe aCUMII-

ToTCKe sucnep3nje oommka J I 7L

OH.(00) | -
e Marpumne {=2> |7 = 1,... Ccy JIMHeapHO HEe3aBHUCHE, ca BepoBaTHOhOM
M ;(0) 1,....,d 0 He3 , 0 oho
K

crporo Behom oj myste. OBaj ycioB 00e30ehyje mHBepTHOMIHOCT MaTpurie J.

Caeneha Teopema 00e30el)yje mocTojaHOCT OIEeHe M00MjeHe METOIOM KBa31l MaKCH-

MaJjHe BepogocTojuoctu (moryegaru [15] y smreparypu):

Teopema 4.1. Hexa je X; ctayuonapru sexwopcku GARCH tpouec gati ciian-
gapghom peupesentuavyujom. Hexa je Hy(0) = H(X;-1, X o,...|0), V0 € ©
gobpo gepunucana cumePUHA TOSUTIUCHO JeGUHUTIHA MATLPUUA, KOja TPEG-
cmasna PyHKUUy epegroctiu, u3 upowaocwiu u Heka je Hy(0) = Hy(0y) mep-
MpUBA Pynkyuja Yy ogrocy wa Puatipayugy tenepucany ca ofe, |u < t}. Heka je

A

(0,) HU3 oueHa KBA3U MAKCUMAANE BEPOGOCTLOJHOCTIL, KOJU 30J060HAEATY YCAO0B
0, = argmingee Y 1, l(0) 7ge je 1,(0) = XTI H; " (0) X, + log|H,(0)|.
Ykoauko je 3ago6omero Gpeur Gelli Ycaosa koju ¢y Upettrogro oty Waga 6axHcy

ga @n — By cxopo cutypro waga n — +00.

Ilog ycaosuma 6-10 xoju cy Upetlixogho HaBegeny TUOCTLOJU KeagpatuiHa MaATuPULa

gumenauje d X d, gattia ca:

dvektor(H,(6y))

J= EA?(Ht_l(HO) X Ht_l(eo))Ata Ay = 90T ’

u mawpuye I gumensuje d x d wuju je obaux gatt ca:
1(i, j) = tr(KE(C;,,CY,)),

g€ je ca tr(-) o3naven Wpar mMawpUYeE a

—~— —~~—T

K = E(vektor(I,, — el )vektor (I, — eel)),

OH,(6y)

Cii = (H;?(6y) @ H;W(eo))vektor(T).
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IJIABA 4. OITEHA ITAPAMETAPA BHIIEJAUMEH3UOHUX GARCH
MOJEJIA

Ilog gogatirom tpetitoctuasrom 11, J je unsepliuduirna Mathpuys U 8GHCU:

~

V0, —0)) = N0, J ' IJ 1), n — +oo.

Taxohe toctioju v Baxagyposa peupesenttiayuja:

" _ 1 n —~— _
0, —0y=J 1% Zl Awektor(eel — I,) + o(n 1/2),

Ay = AT((H )T (00) @ (H, V)T (0y)).

OBa Teopema, Ha OCHOBY ojpeheHux ycjoBa, 00e30ehyje mocTojaHOCT U aCUMIITOT-

CKYy HOPMaJIHOCT OIleHe JIOOMjeHe KBa3u MaKCHMAaJHOM METOIO0M BE€POIOCTOjHOCTH.

4.2 OnemnBame napamerapa GARCH monena

KOHCTAaHTHHUX YCJIOBHUX KOpeJ'IaHI/Ij a

[Ipe npucrymnama orenn nmapamerapa, HEOIIXOIHO je HanpaBuTu yBojd. Heka je

nar GARCH mojies1 KOHCTaHTHHX YCJIOBHUX KOpeJalja;

Xt = Htl/zet,
H, = D,RD,, D? = diag(h,),

q P
hi=w+Y AiXi i+ Bl
i=1 j=1

re je X, = (X2,..,X2 )T, R xopenammona MaTpuna, @ je BEKTOp JNMeH3Hje
m X 1 ca nosuruBHUM esleMenTuMa a A; u B, cy Marpule IuMeH3uje m X m ca
HEHeTaTUBHUM €JIEMEHTUMA, €; IPEeJICTaB/ba KOMIIOHEHTY I'DEIIKe.

ITapamerpn Koje Tpeda OLEHNTH Cy eJleMeHTH MaTpuie w, A;, B; Kao n eJleMeHTH
JOBETPOyTraoHor nesa Marpune R = (p;;), He ykipydayjyhu nujaronarmy. Tako je
Opoj mapamerapa sy Koje je IIOTPedHO OIEHUTH jeTHaK: M (Opoj ejleMeHaTa BEKTOpa
@) + gm? (6poj enemenara marpuna A; 3a i = 1,...,q) + pm? (6poj enemenara

m(m—1
(2 ) (

marpuna B; 3a j =1,...,p) + Opoj esremenara Marpurie R = (p;;) ucmon

nujaronasie). Bekrop mapamerapa je jar ca:

0= (017 'Naeso)T = (@Taa{"'aagaﬁf'“a Z;apT)T = (wTaaT;ﬁTapT)Ta
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rjae je/Z\ﬁT = (P21, -es Prls P325 -5 Pm2s -5 Pmom—1), @ = vektor(A;),i = 1,...,q,

B; = vektor(B,),j =1, ...,p. lIpocTop mapamerapa je normpoctop O ox:

m(m—1)

(0,400)™ x (0, +00) "™ x (~1,1)

CrBapHa BpeIHOCT MapaMeTpa KOju ce OIembyje je jgara ca:
-T T T AT T T\T -T T AT ,T\T
0 = (& 7aOl""O'/Oq7601"'7ﬂ0p7p0) = (W, 9, B,00) -

Caza je HeOIXOAHO yBecTH yciaoBse 3a Marpure A; u B; Kako 01 mapaMeTpu3alija
OmJia jeIMHCTBEHA.

Heka je Ag(2) = D01, Aiz’ u By(z) = L, +3°0_ Bj2/. Hexa je Ay(2) = 0 xana je
q=0u By(z) =1, kama je p=0. Axo je By(z) uaBepTudMIHA MaTpPUIlA, TAIa CE
u3 mzpaza By(B)h; = 0+Ap(B) Xy, maoxemenm unsepzom B, ' (B) ca mecte crpane,
noduja: hy = By (B)w + B, ' (B).Ag(B)X;. Y BeKTOPCKOM CJIy4ajy HHje J0BOJLHO
caMo TIPETIOCTABUTH Jia noJuHoMU Ag, u By, HeMajy neduHnCaHe KOPEHe 3a HEKO
6y, kako He bu mocTojao jorr jeman ypehenn map (Ay, By) ca nctum napamerpuma
(p, q) TakaB na:

By(B) ' Ag(B) = By, (B) ' Ay, (B).

OBaj ycJIoB je eKBUBaJIEHTaH ca mocTojameM oneparopa U(B) TakBor jia BaxKu:
Ag(B) = U(B)Ag,(B); Bo(B) =U(B)By,(B).

[Tosmuom U(B) je yHuMOJyJapaH yKOJIMKO je HheroBa JeTePMUHAHTA KOHCTAHTA
pazimanta o nyine. Kana nz P(B) = U(B)Pi(B) u Q(B) = U(B)Q1(B) caenu
na je nerepmunanTa U(B) KOHCTaHTHA, Taja Cy jeauHa periema nojnHoma P(B)

u Q(B) yuumopynapua u tajga cy P(B) u Q(B) mehycoduo (neBo) xorpocTn.

IIpumep 4.1. Hexa je gatli HajjegHOCTLABHUIU SUULEJUMEHIUOHY CAYUA] 3G M = 2,

waga cy Ag, By u U gedpunucane xao:

CLH(B) a12<B> bll(B) blg(B) 1 0
Ay = ; By = ; U= ;
a921 (B) GQQ(B) b21 (B) bQQ(B) B 1
9e cy cleteny TONUHOMA Ag1 U Ao JEGHAKY ¢ @ CTUETEHU TONUHOMA (11 U (12 MATHU
09 q, CAUNHO CTUETEHU TOAUHOMA boy U bay cy jegnaxu p a cietenu Goauroma by u
b1 maru og p. Caga sadicu ga je Gosurnom A(B) = U(B)Ag,(B) uctior ctueuena
q xao u Ay, a B(B) = U(B)By,(B) je ucwor cueterna p xao u By,. Takode

U(B) uma gemepmunaniiy pasisusuiiy og Hyse Koja je KOHCTAHITHG, T CAMUM
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wum He 3asucu og B, witio osaj otuepatiop wunu yrumogyaaprum. Ha ocrosy
gedunuyuge sasicu ga je A(0) = Ay, (0) = 0 u B(0) = By,(0) = I,,. Iocwoju 0
waxeo ga je A(B) = Ap(B), B(B) = By(B) uw = U(1l)wg. 3a uapametnpe 0 u

0y godujajy ce uctie peupezeniiayuje, Ga moges Huje jegrodnayuro ogpehen. 0Osaj

apumep ToKadyje ga nu Wo wiwmo cy ouepawopu P u Q) xoupociiu nuje gosonah

YCA08 ga Mogen OYyge Jegro3nayar Y UWEGUMEHIUOHOM CAYUATY.

Kako Om ce 00e30emman ycjaoBH 3a jeTHO3HATHOCT IIOTPEOHO je yBecTu ciejiehe
osnake: Heka je 3a cBaky KoJsiony j Marpudnux orneparopa Ay(B) u By(B) nedu-
HucaH MakcuMastHu crerneH ¢;(6) u r;(6). Heka mocroje Makcumaisiie BpeIHOCTH 3a
oBe enemenTe 1o kosoHama: (V6 € ©)(Vj € {1,....,m})q;(0) < g; u p;(8) < p; upn
YeMy Cy OB€ BPEJHOCTH OIpaHu4eHe ¢; < ¢ U p;j < D IJie Cy ¢, p KOHCTAHTHH [1eJIH
opojesu. Heka je ca ag,(j) (by,(j)) o3mauena xonona Bekropa kKoedunujenara B%
(BPi) y j-toj xomouu of Ay, (B) (Bg,(B)). Cana je moryhe nedunmncaru ycios

JETHO3ZHATHOCTH.

Tephemwe. Axo 3a matpuyy Koi0Ha 6aHCU Ga:
M(A907 890) = [ath (1>7 ceey Qg (m)7 bpl (1)7 ey bpm(m)]

UMQ C8E KONOHE AUHEAPHO He3asucHe, Waga cYy Uapamewupu oy U 50 g€¢UHUCCLHU

Kao panuje upu wemy je q; = q;(6o) u p; = p;(6o) 3a ceary epegroct j.

Heka je cama (X7, ..., X,,) oncepBarmmja ay>KuHe 1, jeIMHCTBEHOT ¥ CTPOTO CTAINO-
napHor pemiema (X;) GARCH mozena koHcTaHTHEX yCJIOBHUX Kopesanuja. Kana
cy dare mnoderHe BpeaHocTu Xo, ..., Xi_q, ho, ..., l_zl_p > 0 Taga ce l'aycoBa kBa3m
MakcuMaJjHa (PYHKIHja BEPOJOCTOJHOCTH 3a mapamMerap #, Ha OCHOBY y30pKa JiH-

MeHSI/Ije N, MO2Ke Ce€ 3alluCaTHh KaoO:

n

L(0) = L(0, X1, ... X,) = [ |

=1

T -1
1 _Xi My Xy
2

= €
(27T)m/2|Ht|1/2

Y

rJe je H, JeUHUCAHO Ka0 Y KOHCTPYKIN)U MOJIeJIa KOHCTAHTHUX YCJIOBHUX KOpe-
JIalja OHOCHO:
I:It = DtRDt7 Dt = (dz'ag(fzt))l/Q,

q p
ht = ht(e) = W + Z AiXt—i + Z B]ht_]
i=1 7j=1

A

Cajia je omena mapameTpa MeETOJIOM KBa3W MaKCHUMAaJHE BEPOJIOCTOjHOCTH: O =

arg maxgee L(0) = argmingeo jn(Q)
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IJIABA 4. OITEHA ITAPAMETAPA BHIIEJAUMEH3UOHUX GARCH
MOJEJIA

[ToueTHne BpegHOCTH MOTY ce OfadpaTH Ha BuUIlle HaunHa. Ha mpumep mory outu

dukcupane Tako ja:

X() = ... :Xl—q = ;LO = ... :ﬁl_p:()
I ogadpaHe Tako Aa Oyay dyHKImje o, 0:
XO = ... = Xl—q - ;LO = ... = ;Ll—p =W

WIN TIaK ojlabpaHe TaKo Ja MPeJICTaB/bajy ciaydajHe (DyHKIHje orcepBalija:
2
Xii
hy = X; = : , 1=0,....,1—7r; r=max{p, q}.
2
th
Heka je ca v(Ay) osmauen ropmwu JbamyHoB/beB KoedUIMjeHT HU3a MaTpPUIA
Ay = An nedunncan Ha MCTOBETAH HAYMH KAaO HPUJIUKOM JINCKYCHje CTAIHO-
HapPHOCTH MOjejia KOHCTAHTHUX YCJIOBHUX Kopesaruja kKama je 6 = 6y. Cama je

HEOIIXOJTHO JeDMHUCATH yCJIOBE KOju he 00e30equTH CTPOry IOCTOjaHOCT OIleHe

JI00njeHe MeTOJIOM KBa3U MaKCUMAaJIHE BEPOIOCTOjHOCTH:
e 0y € O, rie je © KOMIIAKTaH CKyTI.

e 3a JbanyHoBber koedunmjent Huza Marpura Baxku Y(Ag) < 0 u (VO €
©)det(B(2)) =0=|z| > 1

o EjleMenTnn KOMIIOHEHTE Irpenike €; Cy HE3aBHCHHU U IbUXOBU KBaJIpaTHU I/IMaJy

HeJIereHEPUCAaHy pacIofesy BepoBaTHoha.

e Axojep > 0ramacy Ay, (2) u By, (2) (1eBo) konpoctu u marpuria M (Ay,, By, )
UMa CBe KOJIOHE JINHEAPHO HE3aBUCHE.
Heka y mpocropy © Baxku ycios (V0 € O)(Vi € {1,...,m})q;(0) < ¢; u
p;(0) < p; upu deMy cy OBe BPEIHOCTH OrpaHUdeHe ¢; < q U p; < p, 1€ Cy
(¢, p KOHCTAHTHU TI€JIM OPOjEBH, OJHOCHO aKO MOCTOjé MAKCUMAJHU PEJIOBU 34
X, u h; y cBaxoj jemnaunnn. Taja ce oBa TBpIa MOYKE YOIIITHTH TAKO JIa
BaXKU:
Axo je p > 0 raga cy Ay, (2) u By, (z) (s1eBo) korrpoctn u marpuria M (Ay,, Bp,)

MMa CBe KOJIOHE JIMHEAPHO He3aBUCHE.
e R je mosuTuBHO JlepUHUTHA KOpesalnona matpuia Vo € ©

36



IJIABA 4. OITEHA ITAPAMETAPA BHIIEJAUMEH3UOHUX GARCH
MOJEJIA

Kaxko 6u crnpopobheme mocTynka Omio m3BOIAJBUBO, HU3 (Zt(G)) Tpeda ampOKCHMHU-

paTh eproJuIHUM U CTAIIMOHAPHUM HU30M, IIITO je MOTyhe YIUHUTH jep je IPOCTOpP
HI30Ba Y KOM ce pajm JoBosbHO ryct. Heka je ca (hy) = (hy(6)) ozmaueno crporo
CTAIMOHAPHO U €ProMYHO pelerhe 3a hy = th(G) =w+y !, AiXt_i+Z§:1 ijzt_j.
Heka je D, = (diag(hy))"/? uw H, = D,RD,. Cana je moryhe nedunucarn:

18
In(g) - In(0|Xn7Xn—1, ) = ﬁ th,
t=1

re je:
Iy = 1,(0) = X H; ' X, + log| Hy|.

[Ipe dopmynaruje Teopeme HEOIXOIHO je jOIl yBecTH ciezehe o3Haxe: Htl/ 2 =
D,R'? u IEItl/ 2 = D,RY 2 rne je RY? cumerpudHy ¥ mO3NTHBHO Je(bUHATHH KBa-
npatHu KopeH Martpure R. Takole Tpeda yBectu m maBepse: H, V2 = gV 2p;t
u f{t_l/z = R'2D; 1.

~

Teopema 4.2 (Jaka nocrojanocr). Heka je (0,) nus ouena x¥6a3u MaKCuUMaAHOM
METOGOM 8EPOJOCTUOJHOCTIY Thaka6 ga 6adtcu = argmaxgeo L(0) = arg mingee I,,(0).
Yrkoauro cy sagosomenu ycaosu cupote uociojanoctiu, waga 0, — Oy, n — 400

CKOPO CUTYPHO.

Casia je moTpedHO BUIETH IO/ KOjUM yCJIOBAMA Ne OUTH MOCTUTHYTA ACUMIITOTCKA
HOPMAJIHOCT OIleHe. 3a cJiejiehy Teopemy, IOpes yCJIOBa CTPOre IOCTOjaHOCTH,

HEOITXO/IHa CY JOIII JBa YCJIOBA 3a aCUMIITOTCKY HOPMAJIHOCT:
e )y mpuIaia YHYTPAIIKBOCTH CKyIia O
o Ellewe/||* < +o0

Teopema 4.3 (Acumurorcka nopmamnoct). Hexa je (6,) nus ouena xeasu mak-
CUMANHOM METLOGOM 6€POJOCTIOJHOCTIL, TaKas ga savicu 0 = argmaxgee L(0) =
argmingee I,(0). Yroauro eaice ycaosu ciipote GOCTLOJaHOCTIN U ACUMTTLOTICKE
HOPMANHOCTIU, TAGa \/ﬁ(én —0y) = N(0,J ' IJ ") y pactiogeau, xaga n — +00,
wge je J wosutiusro gepunuting o I Go3uTUEHO cemugedunuting MaTPUUa, ge-

Punucane ca:

8lt(90) alt(eg) 62115(90))
00 00T 0000T

IIpumep 4.2. Kaxo du ceojctisa Upetlixoghuxr Weopema Ouaa Yyouena, LowPedHo

I=FE(

), J=E(

je cumyaupaiiu ogpehenu GARCH mogea KonmcanHux Ycao8HUL KOpeAauwja
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seauky 6poj tytwa. Taga je mortyhe ouenutliu TYcWuny pactiogere OUEHEHUT Tapa-

MeTapa u Yuopequiiy, uxT ca WEOPUJCKU JePUHUCGHUM 8PEGHOCTIUMA.
Hexa je gawn GARCH moges KOHCTAGHTIHUL YCAOBHUL KOPEAAUUJQ CG TapaMe-

wpuma m =2, p=1,q¢q=1 u caegehum spegnoctiuma rxoehuuujeHatia.:

0_ 0.079 A= 0.145 B 0.833 R= 1 0.668
0.054 0.105 0.875 0.668 1

Kopuctiehu ogrosapajyhu taxet y uporpamckom jesuky R, tenepuwe ce 2000
CAYHATHUT BPEGHOCTIU U3 08GKO JePUHUCAHOT TPOUECH, HG OCHOBY KOJUL Ce 0UEHYTY
epegroctiv Gapametapa. Oeaj Gocyiax ce GoHasma 1000 Gytha xaxo du duao
Mmotyhe gquekyosatiy acuMUOTCKaA C8OJCTBG GoOujenux pe3ystiatia. Haxon

ctposegenol Toctyuka, godujene cy caegehe tpocevwre 8pegrocttiu Koephuuujenatlio:

O 0.086 A= 0.146 B 0.828 R= 1 0.667
0.086 0.105 0.872 0.667 1

IIpumehyje ce ga cy godujene upoceuwne ouerene epegroctiu warxon 1000 wona-
8.a10 OAuUCKe cusapHum epegroctiuma. Ilpeyusnocti tosehasa kaxo pactie dpoj
UOHABHAMA (¢ WUM WO ce Tosehasa U 8peme U3BPULABATLA CAMOT KOG-a), WO
J€ Y CKAGGY Ca TUPETTOGHO GOKA3AHUM TWEOPUJCKUM ACUMTTLOTUCKUM CE0JCTUEUMA

0UENQ.

XucTtorpam oueHe oMmera XucTtorpam oueHe oMera

\T a

20
J

15

lycTnha
10
|
lycTuHa
10
|

. e

[ I I I I I 1 [ I I I I I 1
0.04 0.06 008 010 012 014 0.186 002 0.04 0.06 008 010 012 0.14

BpegHocT cnoBogHer Ynaxa 1 BpegHocT cnoogHor YnaHa 2

Cauka 4.1: Xucrorpam orieHa 3a BEKTOD OMera
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Xuctorpam oueHe matpuue A(1, 1) Xuctorpam oueHe matpuue A(2, 2)
8 - — 8
Y /N
w |
o _| o~
o™
[
o~
w
g 7 g
£ E o
o o
P P
E .
2 .
e
w
o o -
T T T T T T 1 T T T T 1
0.08 010 012 014 016 018 0.20 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14
BpegHocT KoeduUujeHTa BpegHocT KeeduuujeHTa
CJII/IKa 4.2: XI/ICTOI‘paM OIl€Ha 3a MaTpUILly A
Xucrorpam oueHe matpuue B(1, 1) Xuctorpam ouyeHe matpuue B(2, 2)
A &
o~
. A
o~
© © (=T
E "
T 2
El g
= & 2+
@ @
2 2
g o | g
g - £ o |
= g -
@ @
j=1 o
m m
e
w
L= o

[ I I I I I 1
076 078 0.80 082 0.84 086 0.88

BpegHocT KoeduUujeHTa

[
0.80

I I I I I 1
082 084 086 088 090 0292

BpegHocT KeeduuujeHTa

Cruka 4.3: Xucrorpam orena 3a marpuily A
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Xuctorpam oueHe Kopenauuje

25

20

MycTnha
15

10

- o _

[ I I I 1
0.62 0.64 0.66 0.68 0.70

Cauka 4.4: XucrorpaMm oIeHa 3a KOeUINjeHT KOpeJIalije

Ha camum zucmorpamuma (Cauxe 4.1, 4.2, 4.3, 4.4) gatue cy pacuogese 8pegro-
CTU OUEHA GOOUJERUT UPETTOGHO gedunucarum Toctyurom. Llpserom aurujom
UPUKA3AHA je ouena TYcliure, o UAGBOM OUEHA ACUMUTLOUWCKe TYCTUHe pactiogee
ouena. Ilpumehyje ce HOpmaAra PaAciogesenoctli 8PegHOCTiY 0UEHEHOT TAPAME-
wpa. Kog tapametiapa omera GOCTOJU udgystcenu pet ca jegHe cpare, aiu Wo
He TUPegeiiasma 3HAYAjar TPOOAEM Y CTUPYKTYPU MOJEAa, JEP Je PEY O CA0DOGHOM
yaany. Ouene cy yworuko Upeyusnuje, WO ce SUWeE UYWa TOCTUYUAK OUerbU-

8a1ba UWOHOBU, U0 0gIO6aPa WEOPUJCKOM YCA068Y ga N — +00.

4.3 AJnTepHaTuBHe MeTO[e 3a OlleH-MBAIhe

nmapameTrapa

Nako meTo/1a KBa3n MakKCUMaJIHe BEPOIOCTOjHOCTH MPY2Ka ojipeheHe mpeiHocTn
y TOTJIETy TIPUMEHE Y OJTHOCY Ha KJIACUYIHY METO/IY MAKCHMAJIHE BEPOJOCTOjHOCTH,
npodsieMu umak nocroje. OHu cy 3Ha4YajHUje N3PaKEHHU C TIOPACTOM JTMMEH3MOHAJI-
HoCTH (IIPOGJIEM KJIETBE JUMEH3UOHAJHOCTHU), Ma Ce CAMHUM THM OPO]j eJleMeHaTa
yCJIOBHE KOBapujaluone Marpuiie noehasa. To Moxke m3a3zBaTu HECTAOUIHOCT JI0-
OujeHor pesysraTta IPUJIMKOM IIPUMEHE METOJIa 3a OIeHY IIapamMeTapa, HApPOUUTO

KaJla ce HaJl TOM MaTpurioM Bpire Tpancdopmarnuje. Mako je moryhe nymepuuku
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CIpoBecTH ojpeheHn MoCcTymnaK, OUTHO Jia JJOOUjEHO pelierhe Oy/ie CTabUIHO Tj. J1a

ce 3a MaJie IIPOMEHe y ToJIalMa He J00Ujajy 3HAYajHO JIPyTadnja pelremha.

OrnemuBarme nmapamMerapa In/balbeM AUCIIEP3Uje

OnuemuBarbe apaMerapa nusbambeM jgucrepsnuje (norenarn [12] y sureparypn)
ce BpIIN y JBa Kopaka. [IpBo ce maTpuna KoBapujaruje (00udHa a He yCJIOBHA)
BPEIHOCTU BEKTOPCKE BPEMEHCKE CepHje OIeHn MeToa0M MoMmeHaTa. OBa MeTosa je
3acHOBaHa Ha penapamerpusaruju Bekropckor GARCH mozena, npu gemy ce ma-
TpUIa CJI0D0HIX YJIAHOBA Y jeJIHAKOCTHU 3a YCJIOBHY JUCIEP3Ujy 3aMembyje (0dud-

HOM) KOBApHjaIllMOHOM MaTPUIIOM.

Hexka je JaT GARCH MO/ZIeJI KOHCTaAaHTHUX YCJIOBHUX Kopeﬂauuja:
1/2
Xt = Ht/ €¢,

H, = D;RyD;, D? = diag(h),

q p
hy = wo + Z AiXii + Z By;hi—;,

i=1 j=1
e je X; = (X3, ..., X2,)T, Ry je xopenaruona matpuna a Ag; u By; MaTpune ju-
MEeH3Wje m X m ca MO3UTUBHUM ejieMeHTHMa. OBaKo jepUHICAH MOJET UMa CJIad0
CTAI[MOHAPHO pelleme X; Kaja je CHeKTPaIHH paaujyc of » i, Ao + Z?zl Buy;
crporo mamu of 1. Ilox oBuM ycaoBuMa BaxkKu u:

T

EXt = Ef_llt = (Im - Z(A()z ‘|‘ BOi))ile = h(].

=1

N3 mperxoHe jeTHAKOCTHU CJEIN Jia je:

q P q P
ht - CUO‘l‘Z AOithi_*—Z Bthtfj <~ ht_ho - Z AOi(thi_hO)_l_Z BO](htfj_hO)

i=1 Jj=1 i=1 j=1
Cajta ce BpeJHOCT MapaMeTpa CacTOju OJ ejieMeHaTa BeKTopa h, ejeMeHaTa Ma-
tpuria A; u B, (upaBe Bpemmoctu cy mare ca hg, Ay, Boj) U eleMeHaTa IOme-
Tpoyraonor nena (0e3 nujaromase) marpuiie Kopenanuje R = (p;;). Jemma ox
IIPETHOCTH OBe MapaMeTpHu3allfje jecTe y TOMe IITO ce mapamerap hg MoXKe BPJIO

. L s

JIAKO OIEHUTH Y30PadKOM CPeJIMHOM: h, = - Zt:l X;.
Caia je jacHo J1a ce 0Ba METOJ@ KOPUCTHU TAKO IITO C€ Y MIPBOM KOPAaKy €MIIUPHj-

CKU OJIpeJIA OlleHa 3a h, 11a ce MOTOM OCTAaJIM HapaMeTPH OIEHYjy MeTOJIOM KBa3u
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MaKCHMAaJIHE BEPOJIOCTOJHOCTH Y JIpyroM Kopaky. llom oarosapajyhum jpedunuca-

HHUM IIPETIIOCTaBKaMa OB€ OIl€HE CY HOCTOjaHe 1 aCHUMIITOTCKU HOpMaJIHE.

OBakBa MeTO/Ia OTICHUBAbA je PAYYHCKH Op2Ka O/ CTAHap/HE METO/Ie KBAa3! MaK-
CUMAaJTHE BEPOJIOCTOJHOCTH, & IIPU TOME ce He I'yOu Ha KBajuTery oreHe. Takobe,
OUTHO je Jla Cy OBAKO JI00ujeHe oreHe pOOyCHe y MOTJIeTy MAPTUHAJIHUX JIUACIIEP-
3uja KOMIIOHEHTH (Kaja oHe mocroje). OleHa Jucnepsuje OBOM MeTOIOM KOHBEp-
rupa Ka TEOPHUjCKU JOOUjeHO] BPEIHOCTHU KaJIa je BPEMEHCKa CEepHja CTAIlMOHAPHA,
eprogudHa u uMa JepuHrcaHe MoMeHnTe Jpyror pefa. OHO MITO ONEHUBALY Ta-
paMeTapa Iu/bameM JUCIiep3uje Jlaje KJbYUHY IIPETHOCT Ha/l KBa3W MAKCHUMAaJHOM
METO/IOM BEPOJOCTOJHOCTH je TO IITO Cy OIleHe JINCIIeP3uje TOjeIMHATHIX KOMITO-

HEHTU II0CTOjaHe, MITO je OJ] BEJIMKOT 3Hadaja 3a IMPAKTUIHE IIPUMEHE.

OrnemnBame mapaMeTapa jeJHavYnHAa 1o jeJHadYmHa

Jenan on maumHa J1a ce mpeBasubhe mpodJieM BUCOKE JTUMEH3UOHAJHOCTH ITPU-
JukoM orene napamerapa puireaumensnonor GARCH mozena jecre meroma jes-
HauuHa 110 jenHaunHa (morsegaru [14] y sureparypu). OBa MeTosa cactoju ce u3
JIBA Be3aHa KOpaka. ¥ IPBOM Ce OIeY]y MOjeMHaYHe YCJIOBHE JIUCIEP3Hje Ta ce

IIOTOM, Y HapeJIHOM KOPaKy, OIeHY]y OCTAJN ITapaMeTPH.

Heka je mat m-numensuonu nporec (X;) Koju uma yCcJaoBHO ouekuBambe 0 U 1mosu-
TUBHO JIe(PUHUTHY MATPHUILy yCJIOBHE Kopesaruje H;. Penpesenraruja oBor mojesa

je cmenmehas:

Xy = Htl/zem E(e | Fio1) =0, cov(e | Fio1) =1,
Ht = H<Xt—17Xt—27 ) - DthDt,

rze je F,_, durrpanuja renepucana kao F;_y = o{ X, |u < t}, D, = (diag(H,))"/?
u R, = cor(Xy, X¢| Fi_1). Heka je ca o}, nar k-Tu ejqeMeHT qujaroHajHe Ma-
Tpure H; MITO NpeJCTaB/ba YCIOBHY JUCTIep3ujy 3a Xi;. YKOJIHMKO O, 3aBUCH O]

na %) ¢ R S :
pameTpa 0" € 13 KOMIIAKTHOT CKyIla ITapaMeTrapa O, Ta/ia BasKu:
*
Xp=o0 ktCrts

Okt = 0k<Xt—17Xt—2; | eék)),
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e je o), mosuTuBHa bynkmmja. 3a ef = (e, ...,e5,) = D; ' X, = (f—llf, e %)T
Bakn ma je E(e;|Fi—1) = 0 u cov(e; | Fi—1) = Ri. U3 E(ef, | Fim1) = 0 m
D(e;, | Fi—1) = 1 Moxke ce 3aK/by4uTH Ja € NPEJCTaB/ba KOMIIOHEHTY T'DEIIKE.

[IperxoaHo meduHUCAHE MOIE, NaKO MOXK/JIAa JIMYU, HUje OOWYaH jeTHOIMMEH3N-
b Y

oun GARCH wmogzen. YciioBHA AuCIeEp3uja Oy 3aBUCH O CBUX IIPOILINX BPEJ-

HocTu o1 X;, He camo of Xj;. Takobe, rperike e;, HUCY He3aBHUCHE U jeJTHAKO

pacrosieJbeHe, OCUM y CIIETINjaJTHOM CJIydajy KaJa je MaTpHIla yCJIOBHE KOpesaluje

R, = R = const. Ha npumep mapamerapcka perpe3eHTallja oy; KOja JIUIu Ha

crargapaan GARCH(1, 1) momesn uma obiuk:

m
2 2 2
Ope = Wi + ZakJXl,t—l + Br0,1-1, Wk >0, a0 =0, B > 0.
=1

JomaTHo, 3a OBaj MOJE Ce MOXKE OJPEJIUTH U JUHAMHUKA YCJIOBHE KOpEIaIlnoHe
Mmatpurie R;. Y Moje/ly TpoOMEH/bUBUX YCJIOBHUX Kopesjaluja mMarpuiia R; nma

00JIUK:

Ry = (Q)7Qu@Q) ™, Q= (1—a—pB)S+ae;_(ej_,)" + BQi-1,

rnecy o, >0, a+f < 1, S je nozurusHo nedunuTHA MaTpHUIA a () 1ujaroHaIHa
MaTpPUIA ca UCTUM eJIeMeHTUMa Kao (J; Ha jujaronanun. Kako Ou ce yommmrmia pe-
Ipe3eHTaImja moTpedHo je jna marpura R; 3aBucu oj napamerpa pg € R, 3ajemano

Ca ImapaMeTpoM yCJIOBHE ,ZLI/ICHep?)I/Ije 901
Rt - R(thlv thQ; | 907 PO) = R(erfla 6:727 | PO)

3a oncepsarnuje X1, ..., X,, 1 IpOU3BOJ/bHE TOYETHE BPETHOCTU )N(i 3a 1 < 0 medu-
aume ce oy(-) = (X1, Xi—2y ...y X1, X0, X_1,...|-) 3a k = 1,...,m. Ilponeaypa

OleIbUBaba IIapaMeTapa je Jiara y JBa Kopaka:

;o plk)
e Oxapehusame napamerapa ycjIoBHe aucnepsuje 6,
X

oK) — k) gy OF) l 2(9R)) 4 kL __
n = arg min Q ( ) Q Z Og ) 51%t(9(k))

9<k)€®k

U BeKTOpa pesuyana &f = (&5, ...,e5,)" rae je &5, = &5, (0") Xy

o OnpehuBame ycoBHE MaTpUIlEe KOPeIalnje pg, METO/IOM KBa3u MAaKCUMAJTHE

BEPOJIOCTOJHOCTH, PEIIaBabeM jeTHAYNHE:

n

1 - .
in — e R + log| R
a’r‘g%’lel}\an(et) ¢ € +log| Ry,
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rae je A C R” kommakran ckym, Ry = R(&_,, €} o, ..., 5,85, %, ...|p), a &,

IpeJICTaB/bajy MOYeTHE BPETIHOCTH.

4.4 IIposepa KBajgureTra popMHUPaAHOI MoJeJia

Bes 003mpa Ha TO KOju ce MO KOPUCTE, HEOIIXO/THO je OJIPE/INTHU ITapaMeTpe
o1 KojuxX he 3aBHCUTH KOJIMKO J0OpO MOjes onucyje nogarke. HapaBno, 3nadajan
yTuIaj Ha KBajauTeT umahe m caMm ojadup Mojiesia, ¢ 003UPOM Ja ce KOHPUry-
parumjoM mapaMerapa He MOXKe JOCTHNU MOXKeJbaH KBAJUTET YKOJIUKO CaM MOJIEN
nuje oxarosapajyhu. IIpmimkom ontuMmuzalyje napamerapa, Tpeda BOJIUTH padyHa
na ce He 3abe y duwiio Kojy ox sBe kpajHoctu. OJHOCHO Jla MOJIEJI HE O/roBapa
[oJTAlMa YUMe HM3J1a3 MOJIeJia HUje OJi KOPUCTU WM Jia je Impenpuarohen dmme
ce ryom MOryhHOCT TeHepaJn3alldje W Ipe/Buhama HUCY pesleBaHTHA. JelaH o
HadmHa 3a ojipehuBame onrosapajyhux mapamerapa jecre ONTUMU3AIMOHUM AJIr0-
purMuMa ipoHahn MUHEMYM (DYHKIHFje Tpelike u3djasda mojena. C od3upom fa je
ped O BUIITEIMMEH3UOHUM MO/IEJINMA, TTPodJIeM o/ipehnBarba MUHIMYMa, TPEITKe ce
YCJIOXKIHaBa U 3aXTEBa padyHahe XeCHjaHa, IITO MOXKe OUTU BPEMEHCKHU 3aXTEBHO.
Nako je oBa rpajiujeHTHa TE€XHUKA W3BOJJbHBA, mocToju Behu mpodisiem. Hamme
sutieinmen3norn GARCH mozesn majy orneny KoBapwujaliyje u KOpesalmje oape-
bennx duHaHCHjCKUX WHCTPyMeHaTa 3a KOje HUje JIOCTYIIHA CTBapHa BPEIHOCT,
TaKO JIa HUje MO3HATO y OJIHOCY HA KOje BPEIHOCTU Cce padyHa (DYHKIMja TPEIrKe
KOjy je morpedHo ontumm3oBatu. Crora ce mpuderaBa yrnoTpedu jeTHOCTABHUjUX
3a MPUMeEHY a JIOBOJbHO MPENU3HNX MeTOJa 3a ofpehuBame KBaJIUTETA KOje KOPH-

cre nH(MOPMAIMOHE KPUTEPHUjyMe.

Axanke! undopmanuonnu kpurepujym (ckpaheno AIC), 6azupan je na Teopuju uH-
dbopmanuje (morsenaru [26] y mureparypu). Kama ce craTucTudakn Moiesr KOPUCTH
3a ONMCHBAaIbE MOJIaTaKa, J0OUjeHa pelpe3eHTaIja Hukaaa Hehe mepdeKTHO 0JIro-
BapaTH MIPOIIECY U3 KOTra Cy MO HACTaJI!, OJHOCHO opehenn neo nadopmarmje
he dutu m3rybspen npumkom mojenoBama. AlIC mporemyje peraruBHu rydonTak
nndopMaIyje MIPUINKOM ONUCUBaIba oipehenor mporeca Mmoziesaom. (Crora marba
Bpeanoct AIC-a ykasyje ma dospu Mojes1, mro oMmoryhasa mopeheme. Bpemnoct
KpuTepujyma ce JiebuHuIe Ha ciaeaehn HavduH:

A

AIC =2k — 2log(L)
'Hirotugu Akaike (1927 - 2009) - jamamcKu cTaTHCTHIAD
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rie k mpejcTaBiba OpoOj MapamMeTapa KOJjU Cy OIEHEeHU Y MOJENY, L MaKCUMaJIHYy

BpeHOCT (DYHKIIHje BepojiocTojHOCTH Mojena. W3 came dopmysie moryhe je 3a-
KJBYUUTH JIa je BPEJHOCT KPUTEPHjyMa HUXKA YKOJIUKO MOJEJ DOJbe 0roBapa Io-
JIalMa, JI0K Ce IheroBa BPEJIHOCT MoBehaBa J1o7aBameM HOBHUX IapaMeTapa KOju
nosoje qo npenpumiarohaBama. Ocum AlIC-a BaxkuO je mamomenyTtun n Bajecos
uudopmarmonu kpurepujym (ckpaheno BIC) koju je BpJio ciimdas ocum mro uMa
CTPOXKM HaUYMH KaKibaBaiba Ipenpuiarohaparma. Takobhe je Mojesr yTOJIHMKO 00/bU
ykosmmko je Bpemnoct BIC-a mama. Bpemnocr kpurepujyma ce nedwurHHUIe Ha

ciaenehn nagnn:

A

BIC =log(n)k — 2log(L)

rie k npejcTaB/ba OpoOj mapameTrapa KOju Cy OIEHEHU Y MOJEy, N OOUM y30PKa
HA OCHOBY KOTa Ce KPEHMpa MOCH a L MAKCHMAJIHY BpemHocT (yHKIHMje BEpOILO-

CTOJHOCTU MOJIEJIA.

4.5 IIporunozupame BpeaHOCTU

puinieaumeH3nonnx GARCH moznesna

Hakon dopmupama mMojiesna 3a10Bo/baBajyher KBaJuTeTa, IOTPeOHO je pa3Mo-
TPUTH HA KOju Ha4YuH je Mmoryhe npensubartu Oymyhe BpeTHOCTH BPEMEHCKUX Ce-
puja. Takobhe je buTHO OoITUMU30BATHU CaM IPOTIEC Y OJIHOCY Ha I'PEIIKy ITPOTHO3E,
KOja MpeCcTaB/ba Pa3/uKy u3Mely cTBapHUX U MPOrHO3MPAHUX BPEIHOCTU, IUME
ce y oapeheHoj mepu modoJbIIIaBa HEeH KBAJIUTET. Y KOJIUKO je ca X; JaTa BPETHOCT
BPEMEHCKe CepHje, IIPU YeMy Cy Y BpeMeHCKUM Tpenynuma {1,...,t — 1} peanuso-
BaHe BPEHOCTH a ca X; = f (Xs, s € {1,...,t—1}) mporuHosa BpeJIHOCTH BPEMEHCKE
ceprje y TperyTky . Taga ce METOIOM HajMAHX KBALPATa MOXKE OLPEIHTH X,
tako ga mspas E((X; — f(X,, s € {1,...,t — 1}))?) uMa MUHEMAJIHY BPEIHOCT.
DyHKIM]a KOja 33/10B0/baBa 0Baj ONTHMU3AIMONN u3pa3 jecre X; = F(X, | Fi_1),
rae je Fy_1 dunarparnmja resepucana kao JFy;_1 = 0{Xi,..., X;_1}. To je moryhe

[IOKa3aTu Ha cjIegenn HadInH:
E(X, - f)’=E(X, - B(X,| Fi1) + E(X,| Fi1) = f)* =

B(X,—E(X; | Fim1) '+ E(B(X, | Fot) = ) +2E(Xe— B(X, | Fe))(B(X | Fiet) = £)),
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a KaKO 3a IIOCJIEAbU 9JIaH CyM€ BazKU:

E(E((Xt - E<Xt | «Ft—l))(E(Xt | ]:t—l) - f) |]:t—1)) =

E((E(X¢| Fi1) = fIE(X; — BE(X; | Fia) | Fio1)) =
E((BE(X¢| Fi1) = IEX | Fir) — B(B(X | Fi1) [ Fir)) =
E(E(X:|Fi1) = IEX | Fir) — E(Xe | Fiea)) = 0.

Joduja ce na je dyuknuja f 3amcra MUHEMYM J1aTOr m3pa3a. Kako rpemky Huje
Moryhe oJipeuTH EKCILUIUIUTHO, C OO3UPOM JIa CTBAPHE BPEIHOCTU Y TPEHYTKY
npeBuhama HUCY MMO3HATE, HEOMXOJHO je Jla ce OHA OIeHU. Y TOM CIydajy ce
noduja Ja je omeHa rpemke ¢; = X; — X, =X, — E(X;|Fi1)-

OBako odujena orena nma cieehe ocodune:

e Onena X, = E(X;|F;_1) je nenpucrpacsa jep je E(f(t) =FE(EX|Fi-1)) =
E(X,) na u3 rora cieau na je E(&) = 0 jep je E(X,) = E(X,).

e I'pemka é; je Hekopesnucana ca csakuMm X, s € {1,...,t — 1} mro ce jemno-
CTaBHO J100Mja:
cov(ey, Xs) = E(eX)—E(&)E(X;) = E(eX,) = E(Xi—E(X; | Fi1)) X) =
E(Xi X=X E(Xy | Fi1)) = BE(Xi Xs— E(Xs X [ Fi1)) = BE(X X)) —E(B(X: X | Fi1))
= FE(X,X;) — E(X;X;) =0, jep ce uckopuctu cBOjCcTBO jia je Xy MEpPJbUBO Y

oxHocy Ha JF;_q.

Hakon ormirre mpute 0 TpOrHO3UPALY MOJIEINMa BPEMEHCKUX CEPUja, HEOIIXOIHO
je mpuMeHHTH TpeTxoaHo Ha KoHKperHe BuineanMensnone GARCH momene. To
he dutu yuumeno 3a 1 Kopak y HaIpeJl paju jeJTHOCTABHOCTH, C OO3UPOM Jia Ce
OBaKBe IPOIE/Iype OOUIHO CIPOBOJEe Kopuctehu ojrosapajyhu codrBepcku asar.
Tpeda BoauTy padyHa 0 KOPakKy, jep Kajia XOPU30HT IIpeIBU)atba TeXKU OeCKOHAY-
HOCTH yCJIOBHE KOpeJsalifje he TeXKUTH Ka OOMIHUM KopeJsalfdjaMa, duMe ce Iyon

CMHCaO pasMaTpalba OBUX MOJEJIa.

3a MOJIesT MPOMEHJBUBUX YCJIOBHUX KOpeJIallija KOBAPHUjaIlMOHa MATPHUIIA Ce MOKE

IIPOTHO3UPATH Ha cjejiehu HavuwH:

Hity = DiiRey1 D
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npu demy ce marpuiie D m R mopajy orenutn 3acedno. Caja, npumemyjyhn

IIPETXO/IHO JINCKYTOBAHU TIOCTYTIAK OIEHmYje Ce PeTOM:

D1 = E(Dyy1 | Fy) = diag(\/ E(h1, 141 | Fr), .o \/E(hmm,t+1 | F1)),

rue je Fy dunrpanuja renepucana kao Fy = o{ Xy, ..., X; }.

Crenehu Kopak je onemuBambe BPeTHOCTH MATPUIIE KOPeIalja:

Rt+1 = E(Ri ‘ -Ft) ~ dmg(@tﬂ)71/2@t+1dm9(62t+1)71/2-

CaJia ce mpormosmpana BPEIHOCT MAaTPHUIE KOBapHjaluja J100Uja yBPIITaBAHEM
JIOOMjeHnX BPEJIHOCTH y OJroBapajyhm m3pas 3a f[tﬂ = ﬁt+1f3t+1bt+1. Y cay4gajy
MoOJIeJIa ca KOHCTAHTHUM YCJIOBHUM KopeJalnjaMma, Marpura R je KoHCTaHTHa Ia
je TmocTyIaK UCToOBeTaH, OCUM IIITO HHUje MOTPeOHO M3padyHaBaTH oreHy 3a R, Beh
ce oHa JUpeKTHO yBpiiTtaBa y dopmyry. Kako Ou mporuoze Omie mempucrtpa-
CHe, HeOIXOAHO je xa ce npernocrasu E(ef (e ) | Fi) = E(Qu41 | F), 3aTo mTo
je E(diag(Q,)~"?Q,diag(Q;)~'/?) nenosnaro ma muje Moryhe IUPEKTHO BPIIUTH

nporuosy (morsiegaru [23| nmorsasibe 6.1 y aureparypn).

3a BEKK mozen npeasubhama ce BpIle CJIMYIHO, Ta/1a je TPOTHO3a MATPUIE KOpe-
Jaryja JiaTa ca:
Hy = CCT + AE(X,X)A" + BH,B".

Burno je namomenyTu 1a ce 3a GARCH momese He cmaTpa ga UMajy BEJIUKY IIpe-
[IU3HOCT TPUJIUKOM ITPOTHO3UPaha, 300T KBaIpUpama KOje je MPUCYTHO Y CAMEIM
n3pasuma mro he yopsaru akymysupare rperrke. CBakKako, Y OIIITEM CJIydajy
BaxKu Jia he mporuosa rydbuT Ha MPeru3HOCTH C nmoBehamem xopusonTa. Kaja ce
BPEIHOCTH IipeiBubhajy Ha JIy2KU BPEMEHCKU [IePUOJ], KOPUCHO je BPINUTU PEBU3U]Y
MIPOTHO3€E, OJHOCHO KOPUCTUTH IIPUCTUTJIE PEATH30BAHE BPEIHOCTH 38 MTOOOJbIITATHE

IIpeIJUKTUBHUX CIIOCOOHOCTH CaMOT MoJgeJs1a.

IIpumep 4.3. Kopuctiehu tpetirogno gepunucarnu Goctytax oduhe cuposegena
upornosa epeghoctiu GARCH mogena KOHCWAHTHUT YCAOBHUL KOPEAQUUTA 30 je-
gar xKopax y Hatupeg. Hexa cy tapametipu mogena gatwiu ca m =2, p=0,q =1,

Waga Moges uma cregehu ooauk:
1/2 1/2
X = Ht/ ) Xk:,t = h]gé,tek’,ta
. 12 ,1/2
H, = D,RD; Dy = diag(hy’y, hyl’,),
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ikt = wi + are 1 X5 o, k€ {1, 2},

apu wemy cy xoeduyujenttiu wy > 0 u ag1 > 0. Caga je Gotpedro GpoTHosupativ

epegrocti matipuue H; 3a jegan kopax y natupeg na caegehu navum:
I:[tJrl = Dt+1RDt+1-

Kaxo je matipuuya R xoncWaniina ona ce we oueryje, éeh ce camo kopuctiu y

aporhosu. Matupuya Dy q ouervyje ce na caegehu navum:

Dy = E(Dyy1 | F) = diag(\/E(hll,t-&-l | F}), \/E(h22,t+1 | FY)),

1ge je Fy duatipayuja tenepucara xao Fy = o{ X1, ..., X;}. axae, cam apobaem ce

ceogu na ogpehusarve E(hg ¢+1| Fr), k € {1, 2}.
E(wip + a1 X o | Fr) = wi + api 1| E(XE | Fy) =

w + akk,1E(hkk,t€i,t | F}) = wi + akk,lhkk,tE(eét | F}).

Kaxo je tpewra e; nexopeaucana ca ceum Xy, ..., Xy_1, Wo he na ycarosno overu-

8arve 0g Uese cutMa astedpe Yuuyatiy jequro epegroctl X;.

DtH = di@g(\/wl + @11,1h11,tE(€%,t | X¢), \/wz + G22,1h22,tE(€%,t | X4))

Jegroctiasrom zamenom epegroctiu Dyy1 y dopmyary 3a Hyyq goduja ce apoiiosa

3a jegar Kopax y Haupeg.
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I'maBa 5

IIpumene

[Ipe came nmpumene GARCH wmogzena y dbunancujama, moTpedHo je mnpeBa3uhu
npodJIeM THUIIA MAPAMETaPCKOr CKyTa (KOjU IPeCTaB/ba BPEMEHCKH TPEHYTAK ).
Kom oBux Mozesna on je quckperas, JM0K je Ko (DUHAHCHjCKUX BPEMEHCKUX CEPHja
HenpekujaH. Mojiemm ca HepeKUTHUM BPEMEHOM Cy KJbYYHH 3a BpPETHOBAIbE
ommuja u ¢jydepca (IOCMATPAHO ca TEOPUJCKE CTpaHe), JIOK Ce MOJEJU Ca JIUC-
KpEeTHHM BpeMeHOM derihe Kopucre y npumeHama. (Crora je mpupojaH pa3Boj
duHaAHCHjCKe MaTeMaTHKe BOJMO Ka yCIIOCTaB/halby Be3e m3MeDy IoMeHyTa JIBa
rmapamMeTapcka mpocropa. Maeja je ma ce gedunuiry oapehern ycmoBu 1o Kojuma
Om croxacTWyka JUdepeHITHa jeJHAUYNHA y PACIOJEeNN TeXKUa Ka CTOXaCTUYKO]
JudepeHnujaanoj jeqnadnnu. Tako ou pasianke naMehy AUCKPETHUX BPEMEHCKHX
TpPeHyTaKa TeXKWje Ka HyJu, duMe OUM ce ycrocTaBuja Be3a m3Mely Ba mapa-
Merapcka ckymna. Ha Ttaj magmn om npumena GARCH wmojena na dbunancujcke

BpPEMEHCKe cepuje OmJia Moryha.

IIpe npakruwane mpumene GARCH wmogesra HeonxoaHo je JedUHUCATH HEKOJMKO

II0jMOBa KOJU YMHE OCHOBY 3a JIaJbU PaJI;:

Hedbununmja 5.1. Hexa je na apoctuopy eeposatunoha (2, A, P) gedpunucan m-
gumensuony apoyec {Wy|t € [0,400)} ca aapamemapcrum cxytaom uz R. Vro-

AUKO CY 3a§080MEHY CAEGeRU YCA08U:
e Wy =0 ckopo cuiypro

e 3as<t, ste]|0,+00) upupawimaju W, — Wy cy nesasucru og

o{W, |u < s} u umajy pacaogeay N (0, (t — s)I,), wge je I, m-gumensuonra

JeGUHUYNHEA MATLPUUE.
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Taga ce osaj Gpoyec Hazusa cwangapgrum Buneposum apouecom (uru Bpayrosum

KPETArbEM,).

Hedbununuja 5.2. Cwoxactiuvwka gupepervyujarna jegrnarduna y apoctwopy R™

Jectie jegravura 0dbauKxa:
dXt - M(Xt)dt + U(Xt>th7 0 S t < —|—OO, Xo = Xy,

e je o € RP, p: RP — RP o : RP — M, cy mepruse pynxyuge. Ilogpasymesa
ce ga cy 08aK0 gepunucare CUWOTACTWUNKe JUPEPEHUUIAAHE JeGHAUHE BPEMEHCKU

romotene Wj. ga Pynwkyuje (L uw o ne 3asuce og t.

Hedbununmja 5.3. Cayuajnu apouec { X |t € [0,T]} je pewene cuoractuke

gugepenyujaste jegradume U Ha3u6a e UPOUECOM qudyduje YKOAUKO GaANHCU:

t t
Xt:xo—l—/ ,u(XS)ds+/ o(X)dWs.

JegunctiseHoct u emBUCTLERYUIE PEWEHHA 3aXTesa ga PYHKUUJE (L U T 3ag080/Ha-

sajy ogpehene ycaose (wotnegatuu [22] uotraswe 5.2 y sutuepauypu,).

5.1 BpeanoBame pmHAHCHjCKUX OIIHja

JlepuBaTu 1pe/icTaB/bajy BaykKHY KJacy (PUHAHCHUjCKUX UHCTPYyMeHaTa, YUju je
IPUHOC U3BEJIEH W3 OCHOBHOT MHCTPYMeHTa (akiuje, oOBe3HUIe, ...) ¥ jeduHu-
caH y yropopy. JemaH o Haj3HaYajHUjUX JAepuBaTa jecy (PUHAHCH]CKE OIIIIHje.
Ome Kymily j1ajy IpaBo ajid He U 0daBe3y Ja Kyl (KOoJI Oliuje) uiu mpoja (ImyT
omuje) onpeheny kKommumHy ogabpaHor (DUHAHCH)CKOT MHCTPyMeHTa S (akimje,
00Be3HMUIlE, ...) O] MPOJABIA/IPOJABILY OmIyje y geduHUCAaHOM TpeHyTKy 1’ 1mo
yHalpeJ1 yropopeHoj menn K. 3a crunaime 0BOr IpaBa Kymaill maha oapeheny rpe-
MHUjy IPOJIABILY KOja IpeJicTaB/ba Ieny onnuje. Hajuernrhe kopunihene cy EBporicke
OIIIHje KOje ce MOTY aKTHUBHPATU caMo y TpeHyTKY 1’ u Koje he ce mojpazymeBaTu
o1 cajsia ma Hajaske. llopen mwux 3HavajHe cy jomr u AMepudke oOIIuje Koje ce

MOT'Y aKTHUBHPATUA y OUJIO KOM TPEHYTKY KOjU je Marbu WM jeHak 1 .

3a KoJI omIuje Kymall 10 UCTeKy OCTBapyje IpaBo Ha TPOMUT y UBHOCY
mazx{Sy — K, 0}. 3a myT onmumje Kynar o uCTeKy ocTBapyje mpaBo Ha MPOMUT

y msnocy max{K — Sy, 0}. Kynar ne moxke ocTBapuTu ryourtak jep ormiuja nehe
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OUTH aKTUBUPaHa YKOJUKO He JIoHOcU TpoduT. BpeanoBame ommuja ce 0JlHOCH HaA
onpehuBame 1eHe ommuje y TPEHyTKY ¢, /e ¢ Ipuiiajia HeIPeKuHOM CKYIy TaKo
mat<T.

Hexka cy nmara jnBa dpuHaHcHjcKa HHCTPYMEHTA, je/IaH OJI HHTEpeca, a JIPYTu Oe3pu-
3UYAH ca KOHCTAHTHOM KaMaTHoM ctoroM 7. Biek! - Iosc? momen (normemaru [3]
y JInTepaTypu) IPETIIOCTaB/ba /1A je IeHa (DUHAHCU]CKOT HHCTPYMEHTA O] MHTEPeCa

OlliCaHa JVHAMHUKOM I‘eOMeTpI/IjCKOI‘ BpayHOBOF KpeTaiba.:
dSt = ILLStdt + O'Stth,

rje cy p v o Koucranre, a (W;) cranmapano Bpaynoso kperame. Tpancdopmariy-
jOM OBOT' M3pa3a MeTO/IaMa CTOXACTUYKE aHAJIU3€e U MHTEIPAHEIHEM Ha MHTEPBaJIY

on t—1 o t, noduja ce TUCKpPETHU30BaHA BEP3Uja MIPETXOIHE jeIHAKOCTH:

2

):u—%+aet, e ~N(0,1),

St

St

log(

rJle Cy CiIydajHe BeJIMYWHe €; He3aBUCHE U jeTHAaKO pacrojesbeHe. OBakBa mper-
IIOCTaBKa KOHCTAHTHE BOJIATUJIHOCTU HUje MPUMEHJ/bUBa y peasiHocTu. HMmak To
je moryhe yormturu. OHO MITO je K/BYYHO y OBO HPOIEIYyPHU jecTe Jia ce JI00Hja
eKCILUTUIUTHA (popMyJia 3a BpegHOBambe omnnuja. Kako 6w ona Owmjia KOMILIETHA,
HEOITXO/THO je Jia onpehenn ycioBu (U3 Kojux cieau 1a Huje Morylie octBapuTu 6e3-
pusuunu npocdur) oymy 3amoBosbenn. Onu 00e30elyjy ma je pememe jepHaqunse
jeJIMHCTBEHO, OJTHOCHO y OBOM CJiy4ajy 1ieHa onruje. Hakon onpehennx Tpancdop-

Mallfja TeHa OMIlrje je JaTa ca:
C(8,t) = eV E,(g(S1) | S1),

e je ca g(Sr) mara uctiara y Tpenytky T’ ucreka ommuje (maz{Sr— K, 0} y ciy-
qajy Koa onrmje wm max{ K — Sy, 0} y caygajy myT omrmje), a ca p BepoarHoha

Yy OJHOCY Ha KOJy Cce padyHa OYEeKHUBalbe KOje oAarosapa je,ZLHa‘{I/IHI/IZ
dSt = TStdt + O'Stth,

rie je ca W; maro crammapaao BpaynoBo kperame. Beposarnoha p ce na3usa
BepOBAaTHONOM HEyTpaJIHOM OJI PU3UKA, jep je 3a by O4YeKHBarme IpuHoca (u-

HAHCHjCKOT MHCTPYMEHTa 3a KOJU je ONIMja Be3aHa 3allpaBo 0e3pU3nIHa KaMaTHA

'Fischer Black (1938 - 1995), AMepuukyu eKOHOMHUCTA
2Myron Scholes (1941 - ), Kamnasicko- AMepIIKn eKOHOMHICTA
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crora . BuTHO je HATIOMEHYTH Jia OBaKO Jie(pUHUCAHA BepoBaTHONA HUje MCTa KAO
oHa Koja je kopurhena y dopmynu dS; = uS,dt + 0S;dW,, kojom ce odjarmana
npomena 1ene. Kaga ce y Buek-Illosic dopmynu 3amenn uciiara y TPEHYTKY

HCTEeKa OIIHje 3a HIpP. KOJI OMIU]y, J00Uja ce eKCILIUIUTAH U3Pas:

log(5t) + (r + Z)(T —t) log(5) + (r — Z)(T — t)
ovT —1t o1 —t

rae je @ dynknuja pacmogene N(0,1). IlperxomHo pasmaTpame ce MOXKe YOII-

C(8,t) = S,®( )—e "I K®(

IITUTA U aKO (DYHKIIMje (L U 0 HUCY KOHCTAHTHE. YKOJUKO je S; pellere CTOXa-

cTuuke JaudepeHImjaiHe jelHadnte, Taia he oHa UMaTh ciegehn oOJIuK:
dSt = H(t, St)dt + O'(t, St)th,

npu yeMy (QyHKIHje (4 U 0 MOPajy Ja 3aJ0BO/baBajy ojipehene yciiose.

Jenunn mapamerap koju je nenosuar y Buek-Illosic dopmysn jecte BosraTmaHOCT
o. lIlocroje nBa mpucryna 3a Jodujarme IbeHe OIeHe. YKOJMKO Ce 3a OIEHY BO-
JIATUJTHOCTU Yy TPEHyTKYy t Kopucre mene Sy, ..., S;_1, TaJga je ped O UCTOPHjCKO]

BoJIATWJIHOCTU. Kako cy y ciydajy reoMeTpHjcKOTr DBpayHOBOr KpeTama Jora-

St
St—1

2
N(pu— R 0?) pacIojieJioM MOTY ce TIPUMEHUTH CTaHJIAPJ/He METOJIe OleHUBAIba,

puUTMOBaHU TpUHOCH [0g(<>-) HE3aBUCHU U JeJIHAKO PACIOIE/HEHN Ca HOPMAJHOM
Kao0 IITO Cy METOJ MOMEHATa W MeTO/a MaKCHUMAaJHEe BEPOIOCTOJHOCTH. AJjTepHa-
TUBa OBAKBOM METO/y OM OWjia MMILIUIIUPAHa BOJATUITHOCT, KOja OIEIbyje OUeKH-
BaHy BOJIATUJIHOCT Y TPEHYTKY ¢ ocjiamajyhu ce Ha IeHy omlje Ha (PUHAHCU]CKOM
TPKUIITY. YKOJHUKO ce mocmarpa EBporicka Ko omiuja, meHa 1eHa y TPEeHYTKY
t je nara ca (Y, a ca S; je o3HavueHa 1eHa (DUHAHCUjCKOT WHCTPYMEHTA 3a KOju je
omnnuja Be3aHa. Tajia ce UMILIAIMPAaHa BOJATUIHOCT U3PAdyHaBa TAKO IITO Ce U3

jeTHaYnHE:

log(5t) + (r + Z)(T —t) log(5) + (r — Z)(T — t)
ovT —1t oV —t

U3pavdyHa BPEIHOCT 0y, KaJa cy mno3nare Bpegnoctu C; u S;. Beh u3 came jemgna-

C(8,t) = S,®( )—e "I K ®(

KOCTH jée jaCHO Jia He MOCTOjU aHAJUTHYIKHA IPUCTYI KOju he J0BecTu 10 perema,
HEro je HeOITXOJHO KOPUCTUTHU HyMepwdke Meroje. OBO perreme je jeMHCTBEHO,

3aTo mTo je pyHknuja C; MOHOTOHA 10 IIapaMeTpy o.
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MotuBanujy 3a kopumthetbe GARCH wmosesra npuinkoM pajga ca (DUHAHCH]CKAM
BPEMEHCKUM cepHujaMa HajOo/be je YOUMTH Ha jeIHOJIMMEH3MOHOM ciy4dajy. U3
came Biek-1Tlosic opmysie 3a oxpehuBamse 1eHe jacHO ce BUIU Jia je mapamerap
BOJIATHJTHOCTY KOHCTAHTAH U He 3aBUCH OJT BpeMeHCcKe KoMIoHeHTe. To Huje peasn-
CTUYHO, HAPOYINUTO KaJIa je BPEMEHCKHU TIePUO/I JI0 UCTEKA OIIrje Jyradak. lakobe,
oIleHe TTapaMeTpa ¢ J00ujeHe IIOMEHYTUM MeTo/aMa He MOPajy HY2KHO OUTU KBa-
smreTHe. PuHAHCHjCKA BpEMEHCKA Cepuja MOXKe Jla TPOMEHU CBOja CTATHUCTUYIKA
cBOjcTBa y OyayhHOCTH, IITO CMamyje YIOTPeOJHUBOCT OIleHe MCTOPHUjCKEe BOJIA-
tunnoctu. Ca Jipyre cTpaHe, MeTOJI UMILIUITUPAHE BOJIATHUIHOCTU 3aXTEBa IEHY
dunancujcke omruje gocrynny Ha dpunancujckuM tpxkumtuma. GARCH moenn
npyzKajy MoryhHOCT jia ce Ha OCHOBY KPEMPAHOI MOJIeJIa BOJATUIHOCTH (Ha TO/a-
[Ma KOjU Cy JOCTYIHM) mpeasubajy mene Oyayhe BpemnocTH, mro y oapeheHoj
MepH MOXKe JIATH O0Jbe pe3ysTare, Koju ce Mory morom npumenutu y Burek-I1losic
dopmyn.

NmmnemenTanuja Baek-Illosc dpopmyre y mporpamckoM je3uky R BpIu ce Ha

ciaenehn Hayn:

H O H OH OH OH OH

S - cena finansijskog instrumenta za koji je opcija vezana
K - cena prilikom isteka opcije

r - bezrizicna kamatna stopa

T - vreme do isteka opcije

sigma - volatilnost prinosa finansijskog instrumenta
tip_opcije - da 1li je opcija call ili put

8 Black_Scholes <- function(S, K, r, T, sigma, tip_opcije){

if (tip_opcije == "Call"){
dl <- (log(S/K) + (r + (sigma~2)/2)*T) / (sigmax*sqrt(T))
d2 <- d1 - sigmax*sqrt(T)

cena <- S*pnorm(dl) - Kxexp(-r*T)*pnorm(d2)
return (cena)

}
if (tip_opcije == "Put"){
dl <- (log(S/K) + (r + (sigma~2)/2)*T) / (sigmaxsqrt(T))

d2 <- dl - sigmaxsqrt(T)

cena <- (K*exp(-r*T)*pnorm(-d2) - S*pnorm(-d1))

return (cena)
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IIpumep 5.1. Qunancujcku unctipymenili 3a Koju he otuyuja Outliu 6e3aHa CY
axyuje xomuaanuje Apple (cumboa: AAPL). Pasmaitipa ce epegnociti (Eepotucke)
Ko otuuyuje wa gaw 01. atpuaa 2022. ioguwe woja uctiuve 30. aupuna 2022.
T0gquHe, €a Ha3Haverom uenom og 160 goarapa 3a axuujy. I[lpusurxom ogpehusarsa
uene otyuje goctyuru cy Gogayu ca depde y tepuogy og 31. mapta 2021. togure
go 31. maptia 2022. Togune, wio he ce cMapativ UCTLOPUICKU PEACBAHTHUM
uepuogom. Hexa je gattia despusuuna xamatinag ctwiotua og 5%.

Hottpedro je yuutiathiu Gogatlike ca GuHAHCUJCKOT WPAHCUWTTA TYTem OudAUOTLEKE
quantmod®

# ucitava se biblioteka za rad sa finanstijskim podacima

library (quantmod)

# podesava se pocetnt © krajnji datum za ucitavanje podataka sa
finansijskog trzista

pocetni_datum <- as.Date("2021-01-31")

krajnji_datum <- as.Date("2022-03-31")

# preuzimaju se podact za zadatu kompaniju u datom vremenskom
intervalu

getSymbols ("AAPL", from = pocetni_datum, to = krajnji_datum)

# u posebne promenljive smestaju se dnevnti prinosi akcije kao 1t
prosecna dnevna cena

AAPL_returns <- dailyReturn (4A4APL)

AAPL_price <- (AAPL$AAPL.High + AAPL$AAPL.Low)/2

colnames (AAPL_price) <- c("Price")

THowom je totipedro ogpequiiu uapamepe xoju duiypuwy y Baex-Illosc gpop-
MYAU:

Ilena dunancujcror unctupymentua 3a koju je otuyuja eezana (S) na gan 01.
atpusa 2022. togune usnocu 173.41 USD

Hasnavena uena ouyuje (K) usnocu 160 USD

Bespusuuwna xamawna ctwota (1) usnocu 5% ogrocro 0.05

Bpeme go uctuexa ouyuje (T) usnocu 1 mecey ogrocho Gpepauwynatio Y Togure
udrocu 0.0833

30muc makera: https://cran.r-project.org/web/packages/quantmod/quantmod . pdf
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Bosatuaroct purancujckot uncpymentua (cuima) dbuhe uspauynatma xopuwhe-
reM OCTYUHUT UCTLOPUJCKUT TogaThaka, KaKo He Ou duaa Yuotwped.vera 8pegroctl
ouYuja Ha WpdHcuwWnY. Pavwyrareem cthangapgrot ogetiyiarea UpuHoca axuuja uo-
MHOHCENUL € KOPEHOM U3 29/, W0 GPegciias.na Opoj PagHur gana GuHaHCUjCKoT
WpaAHCuW L Y TGepuogy gocWYUHUT TogatiaKra, goouja ce OUEHA BOAATLUNHOCTIL.
Jegnoctiasrum Yepuwiiasarem BPegHOCTIY Y HATPaAs.seny GYHKUUJY, goduja ce
UEHA KOA 0TYUje:
# racuna se standardno odstupanje 1 transformise u prosecnu godisnju
volatilnost mnozenjem sa korenom iz 294, sto predstavlja broj
radnih dana trzista u dostupnom vremenskom intervalu

standardno_odstupanje <- sd(AAPL_returns, na.rm = TRUE)

prosecna_volatilnost <- standardno_odstupanje * sqrt(294)

# racuna ce cena kol opcije na osnovu datih parametara
kol_opcija <- Black_Scholes(S = 173.41, K = 160, » = 0.05, T = 0.0833,

sigma = prosecma_volatilnost, tip = "Call")

Lena xon otyuje godbujere oearo udpavynaiiom eosatliusnowhy je 15.017 USD.
Kakxo cy ceu octiaru Gapametlipu getlepMunuctliuyky, Uodomswaree GOCTLYTKA

8PEGHOBAILA OTUUJE Ce C80GU HA TOOOHLWAIHE OUEHE 30 T .

Antiepratiueny Gpuctiyt je ga ce gocuyunu togayu ykaote y GARCH mogen
u ga ce onga Ha 0cHO8Y 1beta uUpegeuhajy epegrnoctuu Yy bygyhnocwu. Tume ce
YMECTLO 8PeGHOCTIU U3 TPOULAOCTIY UAU KOpuwhera 6eh gocuyTHuT ueHna 0UuUja
ca WPAHCUWTAG, MOGEAUPa TPOOAEM TPOMEHE YCAOBHE guchepauje wume ce goouja
ogpehena uapametipusosana gopma. Taxo je moryhe cmucaerno tpegeubattiv epeg-
Hoctu Y OYgYRHOCTIU, ¢ HATOMEHOM §a TUPEUUSHOCT 0UGYa Ca TOBERAreM TOPU-
sontia apegsubara. 3a pag ca GARCH mogeauma wopuciiu ce taxetd rmgarch?.

# ucitava se biblioteka za rTad sa GARCH modelima

library (rmgarch)

# zadaje se specifikacija jednodimenzionog GARCH modela

# model za opisivanje srednje wvrednosti ce biti ARMA(1, 1), dok ce
model za opisivanje dinamike uslovne disperzije bitt standardni
GARCH(1, 1) model

jednodimenziona_spectifikacija <- ugarchspec(mean.model = list(

armaOrder = c(1,1), include.mean = TRUE), wariance.model = list(

4Ommc naxera: https://cran.r-project.org/web/packages/rmgarch/rmgarch.pdf
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model = "sGARCH", garchOrder = c(1, 1)), distribution.model = "norm

H)

# uklapa se model sa zadatom specifikacijom nad dostupnim podacima
garch_model <- ugarchfit(spec = jednodimenziona_specifikacija, data =
AAPL_returns)

# vrst se predvidjanje modelom za period od mesec dana, odnosno 22
radna dana trzista

predikcija <- ugarchforecast (garch_model, n.ahead = 22)

Caga je neotxogho nauptatliu ipadur 80AATWUAHOCTIY KAKO U CE ugese Pa3iuKe
uamehy gea Upuctyua, WiLo Ce JeHOCTLABHO MOACE YHYUHUTLU HA CAegeRt Ha UM
# iscrtava se graftik wvolatilnosti dostupnih podataka

plot (1:294, sqrt(garch_model@fit$var), type = "1", xzlim = c(1, 316),
ylim = ¢ (0.013, 0.022))

# na glavnt grafik se dodaje predvidjena volatilnost GARCH modelom
oznacena plavom bojom

lines (295:316, predikcija@forecast$sigmaFor, col = "blue")

# na grafik se dodaje © istorijska wvolatilnost oznacena crvenom bojom

lines (295:316, rep(standardno_odstupanje, 22), col = "red")
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Cnuka 5.1: Ilpensuhena BoJIaTUIHOCT BpEMEHCKE CEpHUje

Ha wpagury (Caura 5.1) je uprom 6ojom 03HA%EHA BOAGTUUAHOCTL Y TEPUOGY 34
Koju cy UOgavuy goCTYuru, UpseHom O0JOM je 03HAYUEH TUPOCEK UCTLOPUJCKUT 6Peg-
HOCTUU BOAGTUAHOCTIY GOK j€ TUAABOM O0JOM 03HAMEHA B0AGTUUNHOCTL Upegeuhena
ogiosapajyhum GARCH mogesom. Jacho ce sugu ga ouena mogeaom upegeuha ga
he ce 60AQTUAROCTL CMATUBATU Y HAZHAYEHOM TEPUOGY, UAKO HUJE CABPULEHA 064,
0UEHA je 3HATUHO CMUCAEHUA 0g UPOCEKA KOJU UPEJCULas.nha Koncanwy. Kakxo y
Baex-Lloac popmysu wuje motyhe xkopuciulu o Koje 3a6UcCU 0§ 8PeMeHq, He-
0TUTOgHo je WpaHchopmucatiu exiop og 22 epeghoctiu y camo jeguy. Jegan
jegroctiasar Hawur 6u OUO USPAUYHATIYU HUT08 Upocer U TLOWOM WY 6PegHoCcil
yepctiutiu Yy baex-Lloac jegrnavuny.

# 1zracunava se prosek predvidjenth vrednosti wvolatilnostse

prosecna_volatilnost_garch <- mean(predikcija@forecast$sigmaFor)

# 1zracunava sSe cena kol opcije na osnovu owvako dobijene wvolatilnosti
kol_opcija_garch <- Black_Scholes(S = 173.41, K = 160, » = 0.05, T =
0.0833, sigma = prosecna_wvolatilnost_garch, tip = "Call")

Bpegnoctti xon ouyuje gooujere xopuwhervem uctopujcre goratiusnoctuu je 15.017

USD gox je xopuwherwem GARCH mogena 3a oueny 60AQMUAHOCTIU GodUJEHO
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14.075 USD. Pasauka usmehy gobujenuxr epeguocttiv. Kopuwiherem 06a gea Upur-
YULa TGPegetias.nha gogatliny GPoctiop 3a, 0CWBAPUBSArbe UPOPUTQ, WO je U TAABHU
yun. Jow bowa ouena du ce godbuaa ykoauro je mortyhe yspcliuliv 80AGTUUNHOCT
Koja 3asucu og epemena. To szaxtesa pepopmyravujy Baex-Llosc mogeaa xo-
puwherem coPucUuUUPAHUT MATLEMATLUYKUT MEeTL0ga, Koje ogctuytajy og Weme

paga.

5.2 VYcjgoBHe KopeJaluje (puHaHCHUjCKUX

WHCTPYM€EHaTa

Ba pazmuky on jempnomumensnoHux GARCH wmomena Koju omnwmcyjy ycaoBHY
jucnep3unjy (BoJIaTHIHOCT) (DUHAHCUJCKUX MHCTPYMEHATA, YOIIIITEHeM JUMEeH3H-
OHAJTHOCTH ITIOCTH2KE Ce W BHIle. BuilemMeH3noOHUM MOJEIUMa TIOPeJ] YCJIOBHE
Juciep3nje Moryhe je ommcarn IUHAMUKY KOpeJallfja BHUIIE BPEMEHCKHX CepHuja,
IITO je o) 3Havaja MPUJINKOM BPEIHOBaIba JepuBaTa, KOHCTPYKIMje mopTdonja,
IpolieHe 1 KOHTPoJie pu3uka. Hanme, dect je ciydaj Jia HA BPETHOCT PA3TUIUTHX
(buHAHCH]CKUX MHCTPYMEHATA YTUIY UCTU WU CJAUIHE (DAKTOPHU (IeO-IIOJTUTUIKH,
€KOHOMCKH, ...), TITO he oBecTH 0 MpOMeHe FHIXOBe BpeIHOCTH. Y oapeheHoj
Mepu, 300T cBoje pupojie, Te npomene he dutnu mehycodno 3asucue. Kako nx nuje
moryhe eMnupujcku KBaHTU(UKOBATHU, MOTpeOHO je mpoHahm MexaHM3aM KOJUM
MOT'y Ja C€ OIWIIY OBaKBe Be3e KaOo U jadynHe UCTUX. Tume OM ce MOCTUTIIO Jia
IIPUJINKOM BpEJIHOBama ojpeheHor (puHAHCUjCKOT MHCTPYMEHTA, HUje HEOITXOTHO
ocJamaTH ce caMO Ha peJieBaHTHE IMojlaTKe Beh m Ha Hmerose KopeJalpje ca JIpy-
UM WHCTPyMeHTUMa. 10 MOyKe OUTH KOPUCHO KaKO 3a BPEJHOBAIHE MHCTPYMEHTA,
Tako U 3a peBusnjy Beh oxpehenmx Bpemnoctu. Takobe, jeana o IpuUMeHa jecTe
y KoHCcTpyKInju nmoprdonuja. OapehuBamem melycodHUX KOpesamuja (uHAHCH]-
CKUX WHCTPYMeHaTa KOjU Ta YuHe, MOoryhe je Iperu3Huje OJpPeIUTH BOJATUITHOCT
[EeJIOKYITHOT TOPT(Onja, MITO MPEJACTaB/ha OCHOB 33 KOHTPOJIY U CMaiberhe pH-
3WKa. Y 3aBUCHOCTH OJ] TOTA KOjU BUIIEJIUMEH3UOHU MOJIEJ C€ KOPUCTHU U OIEeHEe
he ce y onpehenoj mepu pas3aukKoBaTH, Kao W HUXOBE mepdopmance. 3arTo ce y
HaCTaBKYy, Ha peaJiHe IoJaTKe, MPUMEbYjy MOJE/N KOjU Cy IIPETXOMHO TEOPHjCKU

OINMCAHU y TJIaBH 2.

3a mojarke, Koju he OuTm ommcaHu MOJEINMA, CY OJA0OpPAHU BAJIYTHU KYPCEBU

3a espo (EUR) u Amepuuxn monap (USD) mspakenu y gunapuma (RSD), mo-
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cmaTpann y nepuomy o 01. mapra 2020. rommue mo 01. mapra 2022. romume.
Bpennoct kypca 3a onpehenn nan je 100mjen ynmpocedaBameM JTHEBHUX BPEJIHOCTH,
TaKO JIa TOJIAIN [IPEJICTaB/bajy JUCKPETHE BPEMEHCKE cepuje. YCJIOBHE KOBapHja-
Ije u KopeJsallije OBUX BPEMEHCKUX CepHuja UMajy YTeMeJbeHhe Y TOME IITO Cy 00a
cpenma Kypca Oasmpana Ha mguHapy. Crora he ce eKOHOMCKM BaxKHH (PaKTOPH
KOju ce Memajy Ha HUBOY Jip:kaBe Cpduje omparkaBaTu Ha KypC Ca €BPOM U JI0JIa-
poMm. To He Mopa Jia 3Ha4YM Jia he oBaKkBe I0jaBe jeIHAKO YTHUIATA Ha 00a Kypca.
Exonommja koja je Be3aHa 3a JUHApP JAaJI€KO je Mamba, MOIJIO Ou ce pehm 4yak u
3aHeMap/bUBa y OJHOCY HA OHY Koja ce ojBuja Kopucrehu eBpo mimm mponap. To
he ce ogpasuTu Ha TPrOBUHCKY Pa3MeHy KOja yTHUYe Ha BaJyTHU Kypc. Tako ma
MMa CMUCJIA TOCMATPATHA M MOJIEJIOBATH OBAKBE Be3e, HAPOUYUTO MPUINKOM AHAJIH-

3upama (PUHAHCU]CKUX MHCTPYMeHaTa ca (DUKCHUM IPUXO/JOM KOjU CY BE3aHH 3a

onpeheny BasyTy.

[Ipe camor mpucrynama MOEIOBaIbY HEOIXO/IHO je YPaJIUTU MPEeJTUMUHAPHY aHa-
Jn3y. 3a MOYeTaK, MOXKEJHbHO je rpaduyuku MpUKa3aTu came MoJIaTKe, KaKo OU ce

JIaKITIe YBUJIEIa eBeHTYAJHA CBOjCTBA KOja OM TIOMOIJIA IIPU MO/IEJIOBAIDLY.

120
1

R ks I & o

—— EUR/RSD
USD/RSD

Cpegtsi kypc
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Cmuka 5.2: Cpemmu kype 3a EUR/RSD u USD/RSD

Ha rpaduky (Ciuka 5.2) je npuKa3aHO JHEBHO KpeTamwe CPEeJIher Kypca espa U
JloJlapa TOKOM JIBe T'OJMHe. JacHO ce yodaBa Jia BPEJIHOCT Jlojlapa U3pakeHa y
JUHApUMa 3HAYAJHO BUINE Bapupa TOKOM BPeMeHa Hero BPeIHOCT eBpa. lakobe,
TOKOM IIepuo/ia IMoCMaTparba, BPEJIHOCT Ce CMambyje ajau ce MoToM Bpaha mpudJim-
JKHO Ha HUBO Ca IOYETKA, IITO jeé U OYeKUBAHO C OO3UPOM Ha IMOK (DUHAHCH]jCKHX

TPKUIITA HACTAJIOT YCJe/[l ITaHJeMuje KOPOHA BUPYCA.
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Cama npupoa GUHAHCHjCKUX TOJAaTaKa JAKO je YOU/bUBA Ca XUCTOIPaMa I'yCTHHA:

Xucrorpam 3a EUR/RSD Xucrorpam 3a EUR/RSD

2.0
|

FycTuHa
lycTuHa

1.0

0.5
I

0.0

[ T T 1 [ T T T T T 1
116.5 117.0 17.5 118.0 96 98 100 102 104 106 108

Cpeatsh kype Cpeatsh kype

Cnuka 5.3: Xucrorpamu 3a EUR/RSD u USD/RSD

Ha rpaduky (Cnuka 5.3) cy maTi XucrorpaMu 3a IojeuHaqne (hUHAHCH]CKE Bpe-
MEHCKe Ccepuje CpeIbuxX JTHEBHUX KypceBa 3a €BpO W J0Jap, IPBEHOM JIMHU]OM
JlaTa je olleHa T'yCTUHE OBHX IojaTaka. Ko cpemmer Kypca 3a eBpo ce npuMmehyje
JIa je TyCTUHa paclojelie YIJIaBHOM CKOHIIEHTpHCaHa OKO BpeaHoctu 116 m 117.5.
Kon cpenmer kypca 3a posiap npumehyje ce jia je ryctuHa Beha 3a BpegHOCTH

u3mehy 96 u 102, 1ok omaja Kako ce BPeIHOCT rmoBehasa.

Kako ©u ce ocTtBapmo yBuJ[ y BOJIATHUJIHOCT, KOPUCHO je T'padUUKHA ITPUKA3ATU

JIOTApUTMOBaHEe TIPUHOCE.
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MpuHocu 3a EUR/RSD MpuHocu 3a USD/RSD
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Cunka 5.4: JlorapurmoBanu guaesnn npuaocu 3a EUR/RSD u USD/RSD

Ha rpaduky (Cinuka 5.4) cy npukasaHu JHEBHU [PUHOCH €BpPO U J0Jap. JacHo
ce yodaBa BeJIMKA BOJIATUJIHOCT, IIPU YeMy je KOJI Jojapa OHa HM3pakeHuja. Y
CIydajy eBpa, MocToju ojpeheHnm mepros Majle BOJATUJIHOCTH HAaKOH IIOJIOBHHE

Imepuo/ia ImocCMaTpakba.

IIpumena Mmomesia MPOMEH/PUBUX YCJIOBHUX KOpeJiaruja

Y3umajyhu y 003up npeuMuHapHy aHAJIU3Y MMOJaTaKa ca KOjUMa Ce PaJiH, J10-
JIa3U ce JI0 3aKJ/bydKa Jjia KoedUInjeHTH Kopesaluje u3mehy j1Ba cpejma Kypca
HeMajy UCTy BPEJIHOCT TOKOM II€pUOjia ImocMaTrpama. V3 Tor pasjiora, KOpucHUje
je ynmorpeduTu Mojiesl ca IIPOMEHJPUBUM YCJIOBHUM Kopesarujama. Ha Taj Ha-
quH Omhe Moryhe ;a ce oHe oOlleHe M3 IOJIaTaKa KOjUu Cy JOCTYIHU, IPU UeMy he
MaTpUIA Kopesaluja 3apucuTu oJi Bpemena. Hakon omadupa mojesna kojum he ce

OIICaTH YyCJIOBHE KOpeJ/Iallije, HEOIXOIHO je IPUCTYIIUTH herOBOj KOH(MUTYPAITHjHU.

30o0r pemnpeseHTalnyje y padyHapy MOCTYIIaK MOJETOBamba he ce He3HATHO pas3Jiv-
KOBATHU OJ TeOPHUjCcKU JeduHUcaHor Mojena. CBe ca mubeM moOobINama mepdop-
MaHCH TPUWINKOM ITpUMeHe Ha peajHe mojgatke. C 003upoM ja mapamerapa MOXKe
OUTH JI0CTa U ILUXOBO OllelhhBarke he Outn padyHckn 3axTeBHO. V3 Tor passora

HEOITXOJTHO je crpoBecTu cJjejiehe Kopake:

e Jla ce oxapemu Mojes Koju he OMMCUBATU CpE/by BPEIHOCT BPEMEHCKE Ce-
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puje. Ilom Tume ce moapasymesa jeduHECAIbE S JI je CPE/Eha BPETHOCT
KOHCTAaHTHA WJIA Ce MeHha TOKOM BpeMeHa W Tpeda je MojeoBaTh. ¥ CJIy-
4yajy IPOMEHJbUBE CPeIihbeé BPEIHOCTH HeOolxXoaHo je oxpeautu pen AR u
MA kommoneatn ARMA wmognesna koju he je onucuBaru. He mocroju merep-
MHUHUCTUYKHU TPUCTYII 33 OJipehuBaibe pesia MoJjesa, alud je IPernopyd/bruBO
KOPUCTUTHU MaJjie BpeaHocTu. Tako he Momen OUTH JTOBOJBHO CJIOXKEH [1a
MOXKe JIa OITWIIe KpeTarhe BpemeHcke cepuje. Ilpurom, He Tpeda mperepun-
BaTHU, jep MoxKe JIohu Jio npenpusiarohaBarma, IMpU YeMy he MOCTOjaTH BUIIE
rmapameTrapa Koje Tpeda OIEHWTH, JOK caM KBaJuTeT Mojesa nehe dutu 3a-

JioBOJbaBajyhu.

e Jla ce oxpenu mojest Koju he onucuBaTu jauciiep3njy Bpemencke cepuje. To
ce oxHocu Ha crueruduranujy jeanomumensuonor GARCH momena 1j. Ha
peroBe p U (. ¥ ciaydajeBUMa KaJla cama pacrojesa IojaTaka UMa Clie-
nuduIHa CBOjCTBa KOPHUCHO je npudehu momuduranujama GARCH mogena.
One mocroje y pa3jauyduTuM OOJIUIIMMA W UMAajy 32 IUJb Ja Ce IITO 00Jbe

ouyBa MH(MOPMaIIFja KOjy IOJAIN HOCE.

e Jla ce oapenu pacrojiesia KOMIIOHEHTE I'pelke Mojeia (CIydajHor Imyma).
VriaBHOM ce KOPHUCTH HOPMAJIHA PACIOesa, MaJia J00pe nepdopMaHce 1o-
ka3yje u CrymenToBa pacrnojena. HapoduuTo Kajga Cy y BPEMEHCKO] cepuju

KOja ce MoJieJTyje MPUCYTHE eKCTPEMHE BPEIHOCTH.

[Torom ce npuctyna nedunncamy crernudukamje 3a MoJIeJ TPOMEH/BUBUX YCIIOB-
HUX KOpeJaluja, ocjamajyhn ce Ha crenuduKalmje moje uHadIHnX jeTHOIMMEH3H-
OHUX MOJIesia. ¥ TOM KOPaKy je HEOIXOJHO Jie(bUHUCATHA PEJIOBE P, ( BUIIEIUMEH-
3UOHOT MOJIeJIa U OJIPEJIUTHU BUIIEINMEH3NOHY PACIO/IENTy 38 KOMIIOHEHTY I'DEIIIKe.

Ha xpajy ce 3a maty KoHMUTrypanmjy u MojaTke KOHCTPYHUIIIe MOIEN.

[Iperxoano neduHMCAHU TMOCTYIIAK jEeHOCTABHO Ce€ IpeBojM y KOJ Ha ciegehun
Ha4dyMH:

# ucitava se biblioteka za rad sa finansijskim podacima

library (quantmod)

# ucitava se biblioteka za rad sa GARCH modelima

library (rmgarch)

# podesava se pocetni i krajnji datum za ucitavanje podataka sa

finansijskog trzista
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pocetni_datum <- as.Date("2020-03-01")
; krajnji_datum <- as.Date("2022-03-01")

# ucitavaju se trzisne vrednosti 1 USD izrazene u RSD za zadati period
getSymbols ("RSD=X", from = pocetni_datum, to = krajnji_datum)
USD_RSD = ‘RSD=X°

# ucitavaju se trzisne vrednosti 1 EUR izrazene u RSD za zadati period
getSymbols ("EURRSD=X", from = pocetni_datum, to = krajnji_datum)
j EUR_RSD = ‘EURRSD=X°

# izracunava se srednja dnevna vrednost odnosno kurs
9 USD_RSD = (USD_RSD$‘RSD=X.High‘ + USD_RSD$‘RSD=X.Low ‘) /2
EUR_RSD = (EUR_RSD$‘EURRSD=X.High‘ + EUR_RSD$ ‘EURRSD=X.Low ‘) /2

# podaci se smestaju u data frame
podaci <- data.frame(EUR_RSD, USD_RSD)
colnames (podaci) <- c("EUR_RSD", "USD_RSD")

j # izracunavaju se prinosi za oba finansijska instrumenta i izrazavaju
se u procentima
returnsl <- c()

returns2 <- c()

for(i in 2:522){
returns1[i] <- log(podaci$EUR_RSD[i]/podaci$EUR_RSD[i-1])*100
returns2[i] <- log(podaci$USD_RSD[i]/podaci$USD_RSD[i-1])*100

# izracunati prinosi se cuvaju kao data frame
; returns <- data.frame(returnsi1[2:522], returns2[2:522])
’ colnames (returns) <- c("EUR_RSD", "USD_RSD")

Hakon mpumnpeme nojiaTaka 3a MO/IeJIOBam€e, TOTPEOHO je Ha OCHOBY aHAJIN3€ II0-
JlaTaKa KOJjU Cy JaTU OJpEeJIUTH MapaMeTpe Koju he dowrtm kopumthenu. IIpso ce
MPUCTYTIA MOJEJIOBaIbY T0jeUHAYHIX BpeMeHcKux cepuja. C od3mpom ja ce Ha
OCHOBY T'pacdudkor npukKasa Hacayhyje jia e BpeMeHCKe cepuje Koje ce MOIEY]Y
HeMajy CJIMYHe KOMIIOHeHTe, Beh J1a ce 3Ha4YajHO pas3/uKyjy, mMa cMUCTIA (HOp-
MUpaTH JiBe ojBojeHe KoHpwuryparnuje. Pemoe kommonent AR u MA moryhe
omadparn popMUpam-EM BUIIIE MOJETA 33 PA3JIMINTE BPEIHOCTU PEJIOBA, & ITOTOM

n3adpaTn HajOO/bE y OJHOCY Ha HEKN O/ MHPOPMAIMOHUX KpuTepujyma. bymyhn
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J1a je oBO cmopenaH Kopak y dopmupamy Bumemumensuonor GARCH wmomena,
HIUje HEeOIIXO/IHO M3BAHPE/IHO IMOKJAlalkhe Bel caMO OKBUPHO OIUCHUBAE CPEIIhe
BpeJIHOCTU BpeMencke cepuje. VI3 Tor paszjora, a u 300r crpedaBarba MPEpUia-
rohapama Oyayhu j1a je mocMaTpaHu IMepuoj] IPaTHO KPU3y y CBETY U Jia IMOCTOjU
JIOCTa KJIACTEPOBAHUX €KCTPEMHUX BpeaHOCTH, KopucTtuhe ce majn pemosu 0 u 1.
Kon mpunoca 3a eBpo Hajdosbe pesyirare jaje moges ARMA(L, 1), 1ok je xox
npunoca 3a goaap To AR(1) mozen. Jodujenu peoBu cy y carJacHOCTH ca peai-
HUM CTambeM, OyJayhu J1a je Tp2KUIITe 3a €BPO J0CTa 3acTyIlbeHuje y Pemybmurm
Cpbuju, camuM TUM U JUKBUIHHUjE Ta j€ TOJJIOXKHO BEIITAYKO] CTAOWIN3AIUjU
oj crpane Haposne danke, 1mto je moryhe yountu Ha rpaduky mpuHOca. 3aTo
UMa CMUCJIa KOPUCTUTU 00€ KOMIIOHEHTE, JOK KOJI IIPUHOCA 33 JI0JIap TO HUje CJIy-
4qaj. Bemmka mgucrepsuja y nIpuHOCHMA OU IPUINKOM Kopuiihema MA KoMmoHeHTe
caMo aKyMyJIMpaJia TPEIIKyY, IIPU YeMy OU ce J0OMO0 MO/IeJ CKPOMHUjUX KBAJIUTETA.
[IIto ce Tuye momena aucnepsuje, Hajsuine cvucia uMa yeru GARCH(1, 1) kon-
durypamnujy. Hamme, uckipyumBamem apyre cyme goouja ce ckpomunju ARCH
MOJIeJI, JIOK roBehaBameM peJioBa KOMIIOHEHTH J0J1a3u 10 rpeaBuhama Behe Bosa-
TUJIHOCTU HETO IITO OHAa 3allpaBO jecTe YCJIe HeJlocTaTKa (hpopMyJianuje MOJIea.
3a pacroesry KOMIIOHEHTe TPEeIKe je HHTYUTUBHO OU OWJIO y3eTH HOPMAJIHY pac-
oJie/Iy. 300T eKCTPEMHUX BPEIHOCTU ITOTPEOHO je Ja PEIOBU HOPMAJIHE PACIIO/Ie e
nmajy Behy ryctuny kako dou one duite odyxsahene, crora ce kopuctu CTyaeHTOBa

pacmoea.

Kako 0u ce mpoBepno KBaJuTEeT jeTHOUMEH3UOHUX MO/IejIa TOTPEOHO je aHaIn3u-
paTu pesmayase JTOOUjeHuX Mojesa. 300r TOra WX je KOPUCHO I'PadUYIKN IMPUKa-
3aTH, 9UMe Ce MOyKe CTeN’ yTHCaK O ’BbUXOBOj KOPEJINCAHOCTH U pacroeau. [lorom
ce Ha OCHOBY IPEJIUMHUHAPHUX 3aKJ/bydaKa JAKIIe IMPUCTYIa TeCTUPAIby, UNMe ce
roctuzke popMaan3alja youeHnX cBojcTaBa. l3BejieHe 3ak/bydKe Moryhe je mc-
KOPHUCTUTHU 33 PEBU3Ujy HAIMPAB/HEHOT MOJIeJIa, KAKO OM KOHATHU PEe3yJITAT OO

KBaJINTETHU]H.
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Pe3nayanu 3a EUR/RSD Pesnayann 3a USD/RSD
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Cauxka 5.5: Pesumyamm 3a EUR/RSD u USD/RSD

Ha rpaduky (Cnuka 5.5) npukasane cy BPeJHOCTU Pe3WLyaJia MPIINKOM MOJIEJIO-
Bama jeqnoaumensuonnx GARCH momena. Moryhe je yBugeTn ja cy BpeIHOCTH
peJIaTUBHO PABHOMEPHO pPaCIO/e/beHe OKO HyJle, IITO yKa3yje Ha TO Jia T'DeIIKe
HHUCY KOpeJUCaHe y BpEMEHY U Jla CY XOMOCKE/IACTUIHE, MaJjia Ce Yy CIydajy eBpa
Hazupy Ojare kopesanuje. IllTo ce Twue pacmnojesne caMux pesujayasa y CiIy-
4ajy eBpa OHU Cy BHUIIIE KOHIIEHTPUCAHU OKO HyJe, JIOK Cy y CJIy4ajy J0Japa OHU

paBHOMEpHHje pacropehenu.

Xuctorpam pesvayana 3a EUR/RSD Xuctorpam pesuayana 3a USD/RSD
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Ciuka 5.6: Xucrorpam pesuayasa 3a EUR/RSD u USD/RSD

Ha rpaduky (Ciuka 5.6) mpukasaH je XHCTOIpaM BPEJIHOCTH pe3ujiyajia IpH-

JIMKOM MojesioBama jennoanMensnonnx GARCH mogena, npu demy je mpBeHOM
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JINHUjOM J1aTa olleHa ryctue. Ha ocHOBY 10OWMjeHNX I'yCTHHA MOYKE Ce 3aKJbYIUTH

Jla Cy y CKJIaJly ca MpeTHocTaBKaMa, INTO yKa3dyje Ha JI00PO YKJAllame MOJEA.

[Torpeduo je jorr hopMaIHO UCIIUTATH KOPEJIaIje CAMUX PE3UIyasia KOpUIhemem

rpaduka ayTokopesanuone GyHKIHje:

ACF 3a EUR/RSD

ACF 3a USD/RSD

1.0

0.6 08
1

Kopenauuje
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I
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Cunka 5.7: Kopenanuje pesuayasna 3a EUR/RSD u USD/RSD

Ha rpaduky (Cauka 5.7) npukasane cy KopeJjalgje ca 3aJaTUM KOpakoM (Jar),

JIOK MCHpEeKHIaHa IJ1aBa JUHUja IIPEJICTaB/ba Ipar 3Ha4ajHOCTH Kopejardja. Y

CJIyvajy JoJiapa CBU PE3UIyaJi Cy HEKOPEJUCAHW, JOK y CJAydajy eBpa I0CToje

onpehene Oitare nmo3utuBHE Kopesaruje 3a kopake 10 u 15. One He MoOpajy Hy2KHO

3HAYUTHU JIOII 0Jadup Mojesa Beh Mory OUTH Hoc/euIa IPUPoJIe MoIaTaKa.

# specifikacija jednodimenzionih GARCH modela

jednodimenziona_specifikacija_1

armaOrder = c(1, 1), include
model = "sGARCH", garchOrder
)

jednodimenziona_specifikacija_2

armaOrder = c(1, 0), include
model = "sGARCH", garchOrder
)

<- ugarchspec(mean.model = list(

.mean = TRUE), variance.model = list(

= c(1, 1)), distribution.model = "std"
<- ugarchspec(mean.model = list(

.mean = TRUE), variance.model = list(

= c(1, 1)), distribution.model = "std"

5 # visestruka specifikacija jednodimenzionih modela

visedimenziona_specifikacija <- multispec(c(jednodimenziona_

specifikacija_1, jednodimenziona_specifikacija_2))
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# fitovanje vise jednodimenzionih GARCH modela

multi_fit <- multifit(visedimenziona_specifikacija, returns)

Ha xpajy ce 3amaje peq DCC GARCH wmogena. Kako ce wrdopmanmonn Kpure-

pHUjyM He Mema 3HavajHO 3a Belie BpegnocTu, Hajupupoauuje je yzern DCC(1, 1)

MOJIeJI, IPU YeMy he OUTH 3a/I0BOJHEHO CBOjCTBO J00pe reHepasim3aruje. Kao mro

je mperxomHo auckyTtoBano u y crenudukarmuju DCC momena dwhe kopumihena

CrynenToBa pacro/ieia.

# specifikacija DCC GARCH

dcc_specifikacija <- dccsp

modela

ec (uspec

= visedimenziona_specifikacija,

dccOrder = c(1, 1), distribution = ’mvt’)

# fitovanje DCC GARCH modela na osnovu zadate specifikacije

dcc_model <- dccfit(spec =

dcc_specifikacija,

list(eval.se = TRUE), fit = multi_fit)

returns,

fit.control

Casa xajia je dhopmupame Mo/iesia 3aBpIIeHo, Moryhe je UMaTw yBUJl y KOHKPETHE

BPEJIHOCTHU OIEIeHUX KoedUImjeHaTa Kao U Mepa KBaJMTeTa OBaKO JI0OUjeHOT

MOJEJIA.

* DCC GARCH Fit

Distribution @ omvt
Model DCC(1,1)
No. Parameters B 7
[VAR GARCH DCC UncQ] : [0+13+3+1]
No. Series : 2
No. Obs. o521
Log-Likelihood : 588.6731
Av.Log-Likelihood 1.13
Optimal Parameters

Estimate Std. Error
[EUR_RSD] .mu -0.000009 0.000501
[EUR_RSD].arl 0.042717 0.103108
[EUR_RSD] .mal -0.375706 0.108743
[EUR_RSD] .omega  0.000321 0.000152
[EUR_RSD].alphal 0.730764 0.086490
[EUR_RSD] .betal  0.268236 0.137098
[EUR_RSD] .shape  2.523390 0.076338
[UusD_RSD] . mu -0.003720 0.018252
[USD_RSD] .arl 0.201916 0.044376
[USD_RSD] .omega  0.003789 0.003308
[USD_RSD] .alphal 0.045843 0.024710
[USD_RSD] .betal  0.921200 0.045596
[USD_RSD] .shape 10.798224 4.015025
[Joint]dccal 0.000000 0.000021
[Joint]dcchl 0.904759 0.130471
[JointImshape 4.000000 0.410289

Information Criteria

Akaike
Bayes
shibata
Hannan-Qui

Cruka 5.8: M3Beriraj Mojiesia MpOMEH/bUBUX YCJIOBHAX KOPeEJAIlnja

-2.1945
-2.0557
-2.1966
nn -2.1401

t value
-0.017933
0.41429%6
-3.454981
2.114034
8.449120
1.956522
33.055685
-0.203832
4.550126
1.145388
1.855234
20.203412
2.689453
0.002766
6.934583
9.749229

Pri>tl)
0.985692
0.678657
0.000550
0.034512
0.000000
0.050404
0.000000
0.838484
0.000005
0.252048
0.063563
0.000000
0.007157
0.997793
0.000000
0.000000

Ha Cymmm 5.8 jar je usBernTaj (popMupaHor Mojiesna, TJIe ce ope KpaTKe CIeI-

dukarmje Mojiesia MOT'y OYUTATH BPEIHOCTU OIEH-EHUX IapamMerapa Kao W CTaH-

Jap/He Tperike, 3Ha4ajHOCTHU MTapaMeTapa U KBaJUTET MOjeia U3ParKeH KPo3 MH-
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dopmarmone kpurepujyme. Ha ocHOBY mHbOpManmoHnnx Kpurepujyma moryhe je
YTBPJIMTH JIa je MOJIeJI PEJIATUBHO J100ap y OJHOCY Ha JpyTe pa3marpane KOH(U-
rypamuje. Mako cy mojiesioBaHe KopeJalije caMo JBe BPEMEHCKe cepuje, yodaBa
ce 7a Mojes mMma 17 mapameTapa, IITO MOYKE OMTH BPEMEHCKHM W PAYYHCKH 3a-
XTEBHO KaJIa Ce MMPUMeEIbyje Ha peasiHe MopTdosirje PpUHAHCH]CKUX THCTPYMEHATA.
Ha ocroBy cdhopmupanor mojena mMorylie je 1oduTtu oneHe KoBapujaryje (MaTpura
H) u kopenanuje (marpuna R) dbuHAHCH]CKUX MHCTPYMEHATA KOJU Cy MOJIEJIOBAHU.
[Tapamerpu mu (ciaodomun wnan), ar (AR xkommonenta), ma (MA kommoneHTa)
OJIHOCE C€ Ha MOJIEJIOBAIbE CPEJIheé BPEIHOCTH BPEMEHCKHUX CepHja U HEMAjy JIH-
pekTaux Be3a ca GARCH monenmmma. Ha ocHoBy P BpesHOCTH TeCTa 3HAYajHOCTH
3aK/bydyje ce Ja CJI0OOJIHU “JIaH HUje 3Ha4YajaH Te ce Moxke m3ocTaButu. Hucky
3HAYAJHOCT IMOKa3yje jorn u kommoHeHTa AR 3a BpeIHOCT eBpa, Ia je MOXKe/bHO
penykoBatn ARMA(1, 1) ma MA(1) mozmesn, mro y oBom ciydajy Hehe monpuaern
KBaJauTeTy aju he modosbliaTi BpeMeHCKY edUKacHOCT Mojesupama (Koja 3601
MaJior opoja mapamerapa npomeHa Hehe dutu ocerna). [lapamerap shape je Be-
3aH 3a CTyJIEHTOBY paclojiesly U IpejcTaB/ba Opoj crenenu ciaodozae. Mako je P
BPEJIHOCT jeJHaKa HYJIU, HA OCHOBY HMH(OPMAIIMOHOI KPUTEPHUjyMa Ce J0JIa3u 10

3aKkJbydKa jJa je CTyaeHToBa pacrojesia aJeKBaTHUja O HOPMAJIHE.

Bamnuc mapamerapa sumeauMen3nonor GARCH mopena y od/mKy Koju je Kopu-

IITEH TPUJINKOM TEOPUjCKe JIe(DUHUIIMjE U KOHCTPYKITUje MoJIesIa je JaT Ha ciaejaehn
Xu,¢\  (0.000321 N 0.730764 X127 -1
Xoo 1 0.003789 0.045843 X227 -1
. 0.268236 hat, i1
0.921200 ) \has¢-1/)

Ha ocnoBy P BpeaHocTH TecTa 3HAYajHOCTU IIapaMeTapa, jeJIMHO ce IapameTap

Ha4MH:

omega 3a JIoJap cMaTpa dDe3HaAYajHUM y OJHOCY Ha CTaHJIap/HEe HUBOE 3HAYAJHOCTH.
C 0b03upoMm Jia je ped 0 CJIODOJHOM WIaHy, TO IITO HUje 3HAYAJAH HE IPEJICTABIbA
BEJIUKH TIpodJieM y crienudukanuju, Beh 3uaun jga ra moxkjaa Tpeda uzyzern. [la-
pamerpu dccal = 0 u deebl = 0.904759 ciyxke 3a cuerudukaujy TpoOMEeH/BUBUX
KOpeJIalyja, KOHKPETHO (DUTYPHIILY Kao mapaMeTpu & u [y J1edUHATIAJT MATPHUIIE
(); TIpeko Koje ce meduWHUIIE MaTPUIA Kopeaarnuja ;. Y pa3MaTpaHOM CIIyd4ajy,
OBH IMapaMeTpH Jajy MHQPOPMAIU]Y J1a yCJIOBHE KOopeJsallije OIajajy TOKOM Bpe-

MeHa U acuMOToTcKu Texe Ka (1 —decbl)/decbl. To oarosapa nmpupou mojaraka,
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¢ 0o03upoM Jia (PUHAHCHjCKE BPEMEHCKE Ceprje He MOT'y OCTBAPHUTH KOpeJallyje
ca BEJIMKUM KOPAKOM Y IPakKcH. PP BPEJIHOCTH TecTa 3a 3HAYajHOCT Koedwuiimje-
HaTa noTBphyjy 3anaxame ja je camo koedurujeaT decbl 3nadajaH, mMTO yjemHO
ompajiaBa Kopulliheme TPOMEH/bUBAX YCIOBHUX KODPeJallja HaclpaM KOHCTaHT-
unx. [lapamerap mshape je Besan 3a CTymeHTOBY pacIoey  IMpeaCcTaB/ba OpOj
crertern cyiodose. Mako je P BpeaHOCT jeHaka HYJIU, HA OCHOBY MH(MDOPMAITMOHOT
KPHUTEPUjyMa Ce JI0JIa3u JI0 3aK/bydka ja je CTymeHToBa pacrojesa aJleKBaTHUja

O/ HOpMAJIHE.

[Tomro cy y oBoM mpumepy KopuiitheHa jaBa (DUHAHCHjCKA MHCTPYMEHTA, HUXOBE

KopeJsiangje je Moryhe npukasaTu rpadpuaku.

Kopenauuja EUR/RSD n USD/RSD

-0.0629950

Kopenauuje

-0.0629954

-0.0629958
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Cauka 5.9: I'paduk Kopesnamnumja y TOKy BpeMeHa

Ha rpaduky (Cmnuka 5.9) npukasase cy Kopesanuje u3Mel)y BpemeHCKUX cepwuja.
Hacynpor nouernoj nueju ga he apa cpeama JHEBHA Kypca OUTH BUCOKO KOPEJIH-
caHa, C 0O3MpPOM JIa Cy 0Da padyHaTa y OIHOCY Ha JIMHAD, U3 IOJAaTaKa TO HUje
Moryhe 3akspyuuTn. 3ampaBo KOpeJalnja He3HATHO Bapupa TOKOM BPEMEHa OKO
speanoctn —0.063 mro npeacrasba KopeaucanocT ox oko 6.3%. Maue Bapuja-
nuje y KopeJjangjaMa cy HOCIeINIa CTAOUIHOCTH BaJIyTa KOje ce MOJEIy]y, Kao U

U3Yy3€THO JIMKBUAHOI' TP2KUIITA.
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BonatunHoct EUR/RSD

0.8
I

CTaHAapfHo oAcTynate
04

0.0
I

0 100 200 300 400 500

Bpeme

BonarunHoct USD/RSD

0.30 040 050

CTaHaapaHo oacTynarbe

0 100 200 300 400 500

Bpeme

Cauka 5.10: Tlojenmuadna BoJaTUIHOCTH cpejer aHeBHOr Kypca 3a EUR/RSD
u USD/RSD

Takohe, Ha 0CHOBY MaTpuIle KOBapujalnje H00ujeHe u3 Mojesa, Moryhe je mpuka-
3arTu nojenuHadne orene BoslatuaHocT (Ciomka 5.10). Kako du nodujenn momamm
OW/IM UHTEPIPETAdU/IHY, YCIOBHY JTUCIEP3Hjy jé KOPUCHO IMPUKA3ATU KAaO YCJIOBHO
cTaHJIap/iHO ojicTyname. Ha ocHOBY oBux mHdopMmalmja, Moryhe je mpaTuTu Ko-
JINKO Bapupajy MPUHOCH TOKOM BpeMeHa 3a 00a cpeiba JHeBHa Kypca. [Ipumehyije
ce Jla eBpo uMma Behe mojeinHavHEe IIPOMEHE y BOJIATUJIHOCT aJii Takohe 3HadajHe
mepuojie y KOojuMa je BOJIATUTHOCT IPHUOJIMKHO jeanaka uHysm. Koj momapa Bosa-
TUJTHOCT jeé KOHCTAHTHO CTPOro Beha oJ1 HyJie aJIi ca Mathe IPACTUIHIM IIPOMEeHAMAa

TOKOM BpeEMeHa.

IIpumena BEKK mogesna

[Tope/r Bestukor Opoja CIAMIHOCTHU Ca MOJEINMA IPOMEHJHUBE YCJIOBHE KOpeJia-
II1je pa3JIiKe UIaK II0CTOje, CTOra NMa CMUCJIA BPIIUTHU aHAJIN3Y OJIBOjeHO. Y BUIIE
HaBpaTa Ce MOCTABJ/bAJIO IIUTAIHE I JIU j€ HEOIIXOTHO Pa3MaTpaTu 00a MOJEIa IPH-
JINKOM TIpUMeHe, ¢ 003UPOM Ha 3ajeIHHYKM IIpodJieM Koju omucyjy. Pazimka je
y nepdopmancamMa M KBaJUTETy caMux HMHMOpMAaIMja Koje MOJes MpyXka, Y 3a-
BHUCHOCTH OJT KapaKTePUCTHKA (PUHAHCH]CKUX TOJ[aTaKa Ha KOJUMa Ce IIPUMEY]y.
CymTuHCKEI KOHIIEIIT KOju pa3/iBaja oBe aBe Bpcre Mojesa jecre mro BEKK mper-
[IOCTaBJ/ba, KOHCTAHTHY YCJOBHY KopeJsalujy n3Mely duHaHcujcKux HHCTpyMeHaTa

(kao ko CCC momena). Tako Ha mpuMep, IpoMeHa KoBapujaruje 1Ba (hUHAHCH]-
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CKa MHCTPYMEHTa Kao y3POK MMa, IIPOMEHY JTUCIIEP3Hje TOjeIMHATHIUX BPEMEHCKUX
cepuja, JOK YCJIOBHA KOpeJalija ocTaje KoHCcTaHTHA. CTaTHCTHYKa CBOjCTBA KOja
Cy OCTBapeHa KOHCTPYKIIMjOM, UMHE MX ITONOJHUJUM 3a IMPAKTHUIHY yIOTpPedy O/1
CTaHJIAPJIHUX MOJIejIa KOHCTaHTHE YCJIOBHE Kopesaluje. Jegan of mpodyema Be3a-
nnx 3a BEKK mogere jecte kierBa pumen3smonaHoctu. bpoj mapamerapa Koje
Tpeda OIEHUTH, ce eKCIIOHEHIINjaTHO ToBehaBa ¢ 1mopacToM Opoja (hUHAHCHjCKUX
WHCTPpyMeHaTa Koju ce Mojiesyjy. OBakBu Mozesu ce Hajuenthe KOpUCTe IPUITKOM
MOJIeJIOBarba HH@JIAINje, BaJIyTHOT Kypca, HHCTPYMeHaTa ca (PUKCHUM ITPUXO0JIOM
Oyayhu ja \BUXOBa KOpesalija Mabhe Bapupa TOKOM BPEeMeHa U He OJICTYTa MHOTO

OJI KOHCTaQHTHE OIICHE.

3a mozaenoBame moataka BEKK momerom duhe kopunthen naker mgarch, y kome
je nMmmieMenTupaHa pyHKIHja 3a ofpehuBame KoeduimjeHaTa OBor Mojesa. 300r
KOMILJIEKCHOCTH CBOje KOHCTPYKIIUje HUje MOXKeJbHO (& y JaT0j MMILJIeMEHTAIUjU HI
moryhe) MozesoBaTu BuIlie O TPy (DUHAHCH]CKA HHCTPYMEHTA. 3a TO Ceé KOPHCTE
onpehene momudukaruje oBor Mojiesia Koje Cy pa3BujaHe MOCJIeIbuX JIereHuja. ¥
oBoM tipumepy ouhe kopumihen crangapaan BEKK(q, p) momen, koju npunasia
KJIaCU MOjlejla KOHCTAHTHUX yCJIOBHUX Kopesjaruja. 3a cuernuduKainujy Mojesra
HaJ[ [IO/IAINMA CPEJIEHer JTHEBHOI KypCa €Bpa U JIoJjapa M3PaKeHUM y JUHAPUMA,
buhie kopumhen pen (¢, p) = (1,1). IocTynak Kpeupama Mojesa CIPOBOJIU Ce Ha
ciaenehy HagmH:

# ucitava se biblioteka za rad sa BEKK - GARCH modelima
library (mgarch)

# na osnovu zadate specifikacije (q, p) = (1, 1) i data frame-a sa
dnevnim prinosima kursa za evro i dolar kreira se model

bekk_model <- mvBEKK.est(returns, order = c(1, 1))

Cajzia ciesiu mpoBepa KBaJuTeTa MOJea, KOja YKJbydyje aHau3y pe3ujiyaja U
nabopMaImonnx kpurepujyma. [Ipearnvmunapry anannsy moryhe je H3BpIIATH HA

OCHOBY I'padHWIKOr TPUKa3a Pe3nIyaa.
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BpepaHocT peangyana

Pesuayanu 3a EUR/RSD

o 100 200 300 400 500

Bpeme

BpepaHocT pesnsyana

Pesuayanu 3a USD/RSD

200 300 400 500

Bpeme

Cmuka 5.11: Pesuayammn 3a EUR/RSD u USD/RSD

Ca rpaduka (Cauka 5.11) moryhe je 3ak/by4uTH HEIITO BUIIE O CAMO] PACIIOIEIIH

U CTATUCTUYKUM CBOjCTBUMA pe3ujyasa. Hawmme, BpegHOCTH Cy paBHOMEPHO pa-

criopehene oko Hysie W PaBHOMEDPHO Bapupajy 0e3 youd/pbHMBOI MpaBuia. Tako ce

MOYKe 3aKJbYUHUTH JIa je pacrojesa pe3nuyassa XOMOCKeJaCTUIHa, ITPU YeMy je KOJI

eBpa Beha r'ycTrHa HaromMmiIaHa OKO HyJIe JIOK je KOJ Jlojlapa OHa paBHOMEDHHUje

pacnopebheHa.

FycTnHa

Cauka 5.12: Xucrorpam pesmuayasa

0.05 010 0.15 0.20 0.25 030  0.35

0.00

Xuctorpam pesugyana sa EUR/RSD

BpeaHocT

lycTrHa

04

03

0.2

0.1

0.0

Xuctorpam pesupgyana sa USD/RSD

BpeaHocT

3a EUR/RSD u USD/RSD

Ha rpacduky (Cinuka 5.12) npukasanu cy XUCTOrPDAMU Pe3UIyasia, IPH 9eMy je Ip-

BEHOM O0jOM IIpejicTaB/beHa oreHa rycrune. Moryhe je 3ak/bydnTu ja pacuojiesie
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pe3uyaJia HUCY Oalll y CKJIaJIy Cca TEOPHjCKH IpeaBuheHuM pesyaratuma. Ko
XUCTOrpaMa 3a €BpO BelimHa I'yCTHHE je CKOHIIEHTpPHCaHa OKO HyJe, JIOK ce KOJ
nosapa npumehyjy cimanoct ca CTy/IeHTOBOM PacIoJiesioM, MaJja U JaJbe IIOCTOje
ojncrymama. CBe ce OBO MOXKe NMPUIIHICATH Heoarosapajyhoj crenudukaimjun Mo-
JieJia U IMPETIIOCTABIN KOHCTAHTHE YCJIOBHE KOpeJialiije, Koja y JaTUM BPEMEHCKUM

cepHrjaMa O4YMIJIE/THO HUjEe UCIYH-eHA.

ACF 3a EUR/RSD ACF 3a USD/RSD

1.0
1.0

08

0.6

Kopenauuje
04
Kopenauuje
04

02

0.2
1

0.0

0.2
0.0

Couka 5.13: Kopenaruje pesunyasna 3a EUR/RSD u USD/RSD

Ca rpaduka (Cruka 5.13) moryhe je 3akspyuurn ma nocroje oapehene Kopesaiuje
meDhy pesuyannma u To ca 3ajpiikom (jar) 1. Kox eBpa nocroje jour ase 3nauajue
ayTOKOpeJialifje, ajd OHe MUHHMAJIHO W3J1a3€ M3BaH Ipara 3Ha4ajHOCTH. ¥Y3POK
OBaKBOTI' pe3y/iTara Moryhe je objacauru camom koucTpykimjom BEKK monena,
KOjU TIOpa3yMeBajy KOHCTAHTHE yCJIOBHE KopeJaliuje, mrTo y3umajyhu y od3up
norabarma y CBeTy Koja Cy yTHIQJIa Ha JIUHAMHUKY ITOCMAaTPAHUX BPEMEHCKHUX Ce-
pHja CUT'ypHO He MOXKe OUTHU HCIyEeHo. Takohe, npucyTHe cy oapehene Kkopekiiuje
BPEIHOCTHU OJ] CTPaHe MEeHTPAJHNX OaHaKa, KAKO OU BPEJIHOCTU OCTaJje CTadUIHE U

4qnje edekTe HUje MOryhe OmmcaT JATHM MOJETUNMA.

Bpennoct AIC kpurepujyma Koja nsnocu -253.36 je M3y3€THO HUCKA U ITPEJICTABIbA
MUHUMAJIHY BPEJIHOCT KOja Ce MOKe JJOOUTH IMPUJIMKOM Bapupamba IrapamMeTapa Mo-
nena. Ha ocHoBy Tora ce 3ak/bydyje jia HHje Moryhe Jiajbe moBehaTw KBaJIUTET

MOZEJIA.
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Ornemene BpeHOCTH KoeduimjeHara Mojeaa Moryhe je sanucaru y oOJUKy KOju je
KopHITheH MpuInKoM Teopujcke naedunurmje. Marpure €2, A, B koje durypurry

kao napamerpu y dopmystanuju BEKK mozena cy onemene na cienehn nagun:

o _ [0-0005048449  —0.04433016
B 0 0.06032616

Y

0.06415272 0.03031463

0.53016655 0.03058548
—0.001153798 —0.97019702

(—0.892765197 0.04404188>

[Tapamerpu BEKK wmogesna nucy wmntepriperadbuinu, crora HeEMa CMHUCTA Pady-
HATHU HUXOBY 3HAYAJHOCT IOjE/IMTHAYHO, & C OO3WPOM Jla MOTY OUTH KODEJIMCAHE,
aHyJmpameM ojpehennx KoeduimjeHaTa He MOpa Jda 3HAYU JI00Ujahe O0Jber MO-
nena. Takobhe, jacHO ce yodaBa BUCOKA JUMEH3UOHAJHOCT, Oy/Iyhu Jia 3a caMo JiBe
duHaHCHjCcKe BpEMEHCKe cepuje mocToju 12 mapamerapa KOju JUPEKTHO yTUIY Ha

MOJIeJI, IIPU YeMy OU Ce OBaj OPOj eKCIIOHEHINjaHo 1moBehaBao.

Cama je moryhe rpacdndky npukasaTi BOJATHUIHOCT OBUX BPEMEHCKHUX CEPHja TO-
KOM BpeMeHa. 3a pa3juKy OJ Mojeja IPOMEH/bUBUX YCJIOBHUX KODeJaluja, y
KOjeM je MaTpuIla KOopeJallfja eKCIIUIMTHO JlaTa, OBJie TO HUje ciaydaj. Hawmme
JUPEKTHO je Moryhe modutu camMo MaTpUIly KOBapujaluja, U3 Koje ce IIOTOM OJII'0-
Bapajyhum TpancdopmalrjamMa MOry JOOUTH KOpeJialuje, Koje HOCe MHTepPIIPeTa-

OmIHMjy UHMOPMAIIH]Y.

BonarunHoct EUR/RSD

CTaHaapAHo ofcTyNnake
0.0 02 04 086

T T T T T T
0 100 200 300 400 500

Bpeme

BonatunHoct USD/RSD

CTaHaapaHo ofcTynarbe
0.31 033 0.35 037

T T T T T T
0 100 200 300 400 500

Bpeme

Cunka 5.14: Tlojeaunadna BOJIATUIITHOCTH Cpejitber jiHeBHOr Kypca 3a EUR/RSD
u USD/RSD
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Ha rpaduky (Cauka 5.14) npukasane cy BOJATHIHOCTH CPeJIEHer JHEBHOI Kypca
y IMOCMATPAHOM IIEPUOJLY U3paKeHe Kao CTAHJIap/IHO OJCTYNaihe, 300T MHTEPIIPe-
tadbunoctu. Ilpumehyje ce BesmKa CIMYHOCT ca BPEIHOCTUMA JIOOMjEHUM KO-
purrhemeM Mojesa MPOMEH/BUBUX YCJIOBHUX KOpeJalluja, IMTO MOTBphyje Te3y o

CJINYHOCTUMa OBUX MOJeEJIa, UIlaK PE3YyJATaTHu Cy daJIEKO O MIACHTHUIHUX.

5.3 WNzpauynaBame VaR-a moprdosuja

Bpennoct npu pusuky (enr. Value at Risk, ckpaheno VaR) npejcrasiba jenny
0J1, TIIUPOKO TIPUMEIHLEHUX Mepa 3a KOHTPOJIY MOTEHINjAJTHUX T'YOUTaKa IMPUIUKOM
naBectupama. OHa 3ampaBo mnporemyje Moryhu rydutak Tokom ogpeheHor Bpe-
MEHCKOT' TIepHojia ca 3ajaToM BepoBaTHohoM. Ha mpumep, yKoJmKo mopTdo/imo
uma jenaonuesnn 99% VaR ox muimmon monapa, To 3Ha4n 1a rydouTak mopTdomja
y jeJIHOM JIaHy MOXKe Jia OyJle MUJIMOH JoJjapa uiau Builie ca BepoBaTHohom (.01
(1%). Hedopmasno, moxke ce pehin na ce y 100 mana Tprosama odekyje jejan
JIaH ca T'yOUTKOM OJI MUJIMOH WJIU BHIIE Jiojapa. llocToju HeKOMKO mpucTyIia 3a
padyHame OBe Mepe, OHa KOja je Y OBOM CJIyUajy O/ MHTEpeca jecTe IapaMeTapcKa

(basupaHa Ha KOBapUjaIlyju/KOPEJIAIHjH).

Hedbunuumja 5.4. Bpegnocw upu pusuky (VaR) je ona epegnocti 3a kojy, ca

nusoom 3navajrocttiu 1 — a, 6asicu jegnakoctu:
p(Rp < —VaR) = «,

19e je Rp upunoc tocmatipanol goptigoauja ca nopmaarom N (up,o%) pactioge-

JSLOM.

3a npeTxoaHo JeduHuCcaHy (POPMYJTY BaxKu Ja:

Rp — ~VaR, —
P(Rp < —VaR,) = a = p(-L 10 <« T Tl
op op
—VaR, —
TP ., = VaR, = —pp — 0pa,
op

rie je (o KBaHTHUJI CTaHJIapAHE HOPpMaJIHE PaCIIOJEJIE.
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OuekmBaHa BpeHOCT IpUHOCA TOPTQOJIHja je 3a1aTa Ha caeaenn HadImH:

k
up = Z Wi fhi s
i=1

e cy wi,t = 1,...,k mexune a p;,t = 1,...,k OYeKUBAHU MPUHOCH TI0jeTUHAYT-
HuX uHAHCH]CKUX uHCTpyMeHaTta y noprtdosnjy. OHEU ce MOry OJpeIuTH KO-
purthemeMm ojroBapajyhux mojesa ajm he ce y HACTaBKY, Paju jeJIHOCTABHOCTH,
IIOJTA3UTHU O/ IIPETIIOCTAaBKE Ja hie BpeJHOCT puHOCa y OyayhHOCTH OUTH jeTHaKa
IIPOCEKY BPEIHOCTH MPUHOCA W3 HpONLIoCcTH. ['pernka jiodujeHa Ha OBaj HAYUH

nehe mMaTy 3HaYajaH yTHUIA] HA MOJE aJi he M0jeITHOCTAaBUTH TOCTYIIaK.

Crangap/ino ojcTymname npunoca moprdosirja GUHAHCHjCKUX HHCTPyMeHaTa 3a-

JIaTo je Ha cJiejehn HaduH:

ko k
op = Zzwiwjpijdmm
i=1 j=1
rae cy w;,t = 1,..,k TexuHe TOjeMHAYHUX (PUHAHCUJCKUX HHCTPYMEHATa Y
noprdonnjy, pi;,t,J = 1,...,k Kopenamuja puHAHCHjCKHX HHCTPyMeHaTa ¢ U j,
0i,t = 1,..., k cranmap/IHO OJCTyNarmke MPUHOCA (PUHAHCU]CKOT UHCTPYMEHTA . ¥

CKJIay ca odpaheHoM TeMoM, KopeJallije U CTaHIapIHO OJICTYyIIame y J1aToj hop-

MyJIH MOTY ce MojiesiupaTu oarosapajyhum surieumersnonuM GARCH momeiom.

IIpumep 5.2. Heka je gaw uopiighoruo og 8 ungexcna donga: SEP 500 (cum-
boa: GSPC), Dow Jones Industrial (cumbon: DJI) uw NASDAQ (cumbon: IXIC)
aocmatmparur y gepuogy og 15. janyapa 2019. togumre go 30. nosemobdpa 2019. 710-
gune. Hexa je wauuttian pasromepro yroocen y ose dongose. Llum je upoueruinu
wotmenyujarny greenu tybutuak ca eeposatinohama 1% v 5%, sza upsuxr 10 gana
y geuemobpy 2021. togune Hesasucho. Taxas tpobaem duhe pewen rkopuwheroem
spegroctiu upu pusuky (VaR). Boaatwuanocts y gopmyau duhe ouervena GARCH
MOGENOM TUPOMEHDUBUL YCAOBHUT Kopeaauuja. I[Ipetirogro gedunucaru wociuy-

UaK ce pagu jegrocthasHOCTIU PAYYHA UPesogu Yy k0g Ha caegehu Havum:
Yuutiasajy ce Gogauu ca GuHaHCUICKOT TWPHCUUWTLAG U PAYYHATY CE GHEBHU TPUHOCU
3a ogadbpane gongose. Ha ocrosy mwux ce oueryje 60AGTUNHOCTL KOja Pulypuuie

Y opmysu epegroctliu UPUu Pu3uKy:
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# ucitava se biblioteka za rad sa finanstijskim podacima

library (quantmod)

# ucitava se biblioteka za rTad sa GARCH modelima

library (rmgarch)

# podesava se pocetnt t krajnji datum za ucitavanje podataka sa
finansijskog trzista

pocetni_datum <- as.Date("2019-01-15")

krajnji_datum <- as.Date("2019-11-30")

# ucitavaju se cene akctija indeksnih fondova S&P500, Dow Jones
Industrial 7 NASDAQ u zadatom periodu

# takodje se %zracunavaju dnevni prinost ovih akcija

getSymbols ("~GSPC", from = pocetni_datum, to = krajnji_datum)

SP500_returns <- datilyReturn(GSPC)

colnames (SP500_returns) <- c("SP500")

7 getSymbols (""DJI", from = pocetni_datum, to = krajnji_datum)
s DJI_returns <- datlyReturn (DJI)

colnames (DJI_returns) <- c("DJI")
getSymbols (""IXIC", from = pocetni_datum, to = krajnji_datum)
NASDAQ_returns <- dailyReturn (IXIC)

colnames (NASDAQ_returns) <- c("NASDAQ")

# podaci se smestaju u data frame

i podact <- data.frame(SP500_returns, DJI_returns, NASDA(_returns)

Caga je GotwpedHo Mogesosatliu, 80AQTUAHOCTL Kopuwhervem ogiosapajyhet GARCH
mogena. Hngexcre dorngose wunu ckyt akyuja kombaruja xoje cy ogadbpane Go He-
xom kputiepujymy. Obununo cy one goMUuHAHTIHE HA WPHCUULTEY U CTAOUNHO
aocayjy. CwWota uMa CMUCAAL MOGEAOBATIU UL UCTLOBETUHUM JEGHOGUMEHUOHUM
MOGeAUMA. 30 OTUUCUBATHE CPEGHE BPEGHOCTIU BPEMEHCKE cepuje UPUHOCA KOPU-
cwiu ce ARMA(1, 1) mogea, gox ce 3a oTuUCuBare Yycioshe qucliepduje Kopuciliv
GARCH(1, 1). Pasaot 3a osako ogadbpane uapameitipe je 6eh quCKyWoOSaH G Ulb
je gosomHo gobpo ouucatiu Uogatke, a §a ce Upu WoMe He UPUJaje BeAUKU 3HAUA]
UOJEGUHOCTIUMA BPEMEHCKUT CEPUJA KOje HUCY 0§ CYWMUHCKOT 3navaja. Kaxo ce
Y Uparcu Hajbome ToKa3a0 mMoges UpoMensusur ycroshur xopeaayuja DCC(1, 1),
uctiu, hie butiu Gpumeroen Yy 06om cayuajy (wotnegatuu [16] y autiepatiypu). U 3a

jegrogumensuone u 3a DCC mogen duhe xopuwhena Chygentiosa pactiogesa, Karxo
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ou Tpewka gqoUYWTANG WUPY CUEKTLAP BPEGHOCTIU, € 0O3UPOM §a je Y 080M TepU-
09y TUPUMEWHaG U0Jasa eKCWPemMHuxr epegroctiy, mehy apunocuma. /la du ce osa
WEPYHa 0UPABYaLa, TOWPEOHO je TUPUKA3ATUU TUCTLOTPAM PE3UJYAATL HOPMUPAHOT

MOgenaq.

Xucrorpam pesuayana

rycTuHa
03 04
I

0.2
1

0.1

0.0

T T T 1
4 -2 0 2

BpeaHocT

Cauka 5.15: XucrorpaMm pesmayasia MOJesIa MTPOMEH/BUBUX YCJIOBHAX KOpPE/Ialiija

Ha wpagury (Cauxa 5.15) apuxasan je ructoipam pe3ugyana Gopmuparor Mmo-
geaa, upseHom Aunujom je gatta wycwuna Ctiygentose pactuogease ca 10 ciueteru
cn0b0ge ok je UPHOM AUHUJOM TPUKa3ana oueha tyctiune. Kaxo je ogctiytaroe
MUHUMANHO YTOWPeda Hasegere KOHPUIYPAyUje MOGeaa je 0upasgana.

Caga je mowyhe tpegsuhalliu 6pegrociiu Kopesauuje u Kosapujauuje 3a ogpeheru
TOPUSOHW, Y 060M cayvajy 10 gana.

# spectifikacija jednodimenzionih GARCH modela

jednodimenziona_specifikacija <- ugarchspec(mean.model = list(
armalOrder = c(1, 1), include.mean = TRUE), wariance.model = list(
model = "sGARCH", garchOrder = c(1, 1)), distribution.model = "std"
)

# visestruka specifikacija jednodimenzionih modela
visedimenziona_spectifikacija <- multispec(replicate(3, jednodimenziona

_spectifikacija))

# fitovanje vise jednodimenzionih GARCH modela

multi_fit <- multifit (visedimenziona_specifikacija, podaci)
# spectifikacija DCC GARCH modela
dcc_specifikacija <- dccspec(uspec = visedimenziona_specifikacija,

dccOrder = c(1, 1), distribution = ’‘mut’)

78



I'JIABA 5. IIPUMEHE

# fitovanje DCC GARCH modela ma osnovu zadate specifikacije
dcc_model <- dccfit(spec = dcc_specifikacija, podaci, fit.control =
list (eval.se = TRUE), fit = multi_fit)

; # definise se horizont predvidjanja h
h = 10

# vrsi se predvidjanje mna osnovu konstruisanog modela % definisanog
horizonta

predvidjanja <- dccforecast(dcc_model, n.ahead = h)

# cuvaju se korelacije 7 kovarijacije dobijene predvidjanjem
korelacije <- list()

kovarijactije <- list()

i for(i 4n 1:h){

korelacije[[i]] <- predvidjanja@mforecast$R[[1]][, , 4]
 kovarijacije[[i1]] <- predvidjanja@mforecast$H[[1]][, , <]
kovarijacije[[i]] <- sapply(kovarijacijel[[<]], sqrt)
kovarijactje[[i1]] <- matriz(kovarijactijel[i]], nrow = 3, mncol = 3)

}

Kaxo ctiangapgusayujy apunoca pagu Gposepe HOPMAAHOCTIU Huje duno moryhe
Ypaguiiu 3007 guctiepauje Koja nuje Uo3natia, KoPUCHO je Yuowupedutiu GopmMupaH
GARCH wmogea. Ctangapgudosany Gpunocy he umattiv, GpubAuACHO HOPMAAHY
pactiogesy Y3 gouycwiusa 0gctliytaroa, U0 UCTUYIABA YCA08 34 UPUMENY MEpPE
pusuka. Caga xaga je GpoTHo3upana (Ycaoena) kKosapujayuja u Kopesayuja @u-
HAHCUJCKUL UHCTAPYMEHATLA Koje “WuHe TOPWPHoIu0, UPUCTLYTG CE USPAHYHABATHY
8pPEgHOCTUY, TUPYU PUSUKY TPeMa JEPHUHUCAHO] HOPMYAU.

# definise se wvektor tezina za kreiranje portfolija
w <- ¢(0.33, 0.33, 0.33)

# prosecni prinost za svaki finansijskt instrument
prinosi_prosek <- c(mean(podaci$SP500), mean(podaci$DJI), mean(podaci$y

NASDAQ))

# racuna se ocekivanje prinosa portfolija

;. ocekivanje <- sum(prinosi_prosek * w)

# racuna se volatilnost portfolija po definisanoj formulz
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11 suma <- rep(0, h)
12 for(k in 1:h){
13 for(i in 1:3){

14 for(j in 1:3){

15 suma[k] <- sumalk] + wli]*w[j]*korelacijel[[k]][%, jl*sqrt(
kovarijactjel[[k]][%1, i])*sqrt(kovarijacijel[k]][j, 71)

16 }

17 }

18 }

[\

0 # korenuje se suma kako bi se dobilo standardno odstupanje portfolija

21 sigma_p <- sapply(suma, sqrt)

[N]
[S]

[\o]
w

# formiraju se vrednosti pri riziku za verovatnocu 5% t 1) za svakt

dan horizonta predvidjanja nezavisno

[\

VaR_95 <- - ocekivanje - sigma_p * gnorm(0.05)

[\v)
ot

VaR_99 <- - ocekivanje - sigma_p * gnorm(0.01)

Ha ocrosy uspawynattior pusdukxa moiyhe je upukadattiv Tyoutlike Koju MOTY ycae-

quiY ca 3a9atum 6eposatliHohama:

Han | VaR 95% | VaR 99%
1 121 % 17.1 %
2 12.3 % 17.4
3 12.5 % 17.7 %
4 12.7 % 18.0 %
5! 128 % 18.2 %
6 13.0 % 18.4 %
7 13.1 % 18.6 %
8 13.3 % 18.8 %
9 13.4 % 18.9 %
10 13.5 % 19.1 %

Tabena 5.1: Bpennocru npu pusuky koncrpyucanor noprdonunja 3a 95% n 99%

Y Tabdenu 5.1 Hamaze ce KOHKpETHE MUHUMAJHE BPEIHOCTH I'youTaka (M3parkeHe
y MPOIEHTHMA) 338 KOHCTPYUCAHH MOPTGOIMO KOje MOIY YCJIEIUTH Ca BEPOBATHO-

hama 5% u 1% pemom.
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3aKJby4vaK

Pan je MmoTuBuCaH Tpod/IEMOM OIUCUBAIHA JIMTHAMUKE BOJIATHIHOCTU (DUHAHCH]-
ckux wHCTpyMeHaTta. [losazna tadka jecte jeaunoanmensnonn GARCH momen koju
IpecTaB/ba IPBY IapaMeTpu30Bany (opMy 3a pelaBaibe OBOT mpodJsema. lako
je moryha npakTuuHa npuMeHa Ha (jeJIHY ) KOHKPETHY BDEMEHCKY CEPH]jY, TO He OJl-
roBapa 3axXTeBUMa MOjepHe (DUHAHCHjCKe MaTeMaTHKe. ¥ IPAKCH Ce YBEK MOCMa-
Tpa mopTdOoINo Koju caJipxKu Behu O0poj (bUHAHCHjCKUX HHCTPYMEHATa, YUjy je Jiu-
HaMUKY BOJIATHJIHOCTH morpedno omucaru. Jlara dopmynanuja GARCH momena
TaJia Huje ojrorapajyha, Te je moTpedHO MOAUMPUKOBATH je OJHOCHO YOUIITUTU. Y
HACTAaBKY je mpejicTaB/beHo yormrekhe auMensnonaanoctu GARCH monena kao u
EroBe BapujaHTe, Koje Cy Ipuarohere crermuduIHuM OJJHOCUMa (PUHAHCH]jCKUX
nHCTpyMeHaTa Koju umHe rnoprdosuno. [Ipegnoct oBakse Mmomudukaiuje jecte y
KOJIMIUHU HHOPMAIja KOjy je MOJIes CIIocodaH ga o0paju. Tako je mopes oreHe
MOjeIMHAYHUX YCJIOBHUX JUCIIEp3Uja MOTyhe OIeHUTH U YCJIOBHE KOBapHjalldje-
/Kopesianuje, oJHOCHO Mehy3aBucHoCTH yHyTap noprdosnja. OBakap MmoMaK uMma
rocedaH 3HA4Yaj y MPAKTHUIHO] TPUMEHH, HAPOYUTO ITPUJIMKOM BpeIHOBama (hu-
HAHCHUjCKUX JIepUBaTa W MPOIeHe pU3nKa. Takohe, HEKe MHBECTUIINOHE CTPATETHje
movynBajy Ha MehycoOHOj Kopesaruju Builie (PUHAHCU]CKUX UHCTPYMEHATA, 3apPa]l
qera GARCH wmozenun mory ciayKutu Kao muxoB Temesb. MoryhaocTtn koju cy
OBaKBHUM IIPUCTYIIOM OCTBapeHe ca COOOM IMOBJjade ojapeheHy MaTeMaTHIKy KOM-
miekcHocT. JluckyToBame CTallmOHApHOCTH je OJ BEJIMKOI' 3Hadaja, jep he ce Ha-
MeTamheM yCJIOBa KOje pelpe3eHTalldja Mojiesia Tpeda Jia 3aJ10BOJbu, oMoryhuTu
cTaOMJIHMje MTOHAIIIabe ITPUJINKOM IIPUMeHe Kao U IPEIU3HUje Pe3yJITaTe TPOrHO3e
oynyhux Bpemnoctu. Came ycjioBe 3a CTaIlMOHAPHOCT HUje JIAKO U3PA3UTH, T€ Ce

HaBO/Y HEKOJIMKO KPUTEPHjyMa 3a UCIUTUBAH-€ OBOI' CBOJCTBA, IIPU YeMy je jeJaH
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I'VIABA 6. 3AK/bYYAK

3a TEOPUjCKU JOK Cy OCTaJIM NMPUMEH/bUBUjU y Tpakcu. [lenTpasnu neo paja Oa-
3UpaH je Ha OIEHW MapaMeTapa MPETXOIHO JeUHUCAHUX MOjiejia. 300T MPUpo/ie
podJiemMa, 3a OIeHY IapaMeTapa KOPUCTHU Ce aJI'OPpUTaM KBa3u MAKCUMAJIHE Be-
porocrojuoctu. llpukazan je mocTymnak oreHe mapamMerapa Mojesa, Kao U yCJI0BU
KOje oreHa Tpeda J1a 3aJI0BO/bU KAKO OU €€ MOCTUIJIE aCUMIITOTCKA HOPMAaJHOCT
U TIOCTOjaHOCT. BHCOKa NUMEH3MOHAHOCT je YecTa MPUJINKOM KOopuihema OBaKO
JedUHICAHUX MOJIeJIa, Te Cy MPEeJICTAB/LEHN U AJTEPHATUBHU HAYNHU OIEHHUBAHA
rmapaMeTapa IUbamkeM JHUCIEP3Uje U MeTO/Ia jeJIHAYUHA 10 jeTHAYNHA KAaKO Ou
JI00njeHn pe3yaTaTu Owianm HyMepudku cradbmianu. [locedny makmy MoTpedHo je
IIOCBETUTH ITPOBEPU KBAJUTETA JOOUjEHOT Mojiesia. Kpurepujymu Koju ce KOpH-
cTe Da3WpaHU Cy Ha TeOpuju MHMOPMAaIlFje U IIPOIEHN PEJIATUBHOT I'YOUTKA HUCTE,
qmMe ce JI00Mja Mepa Koja je ajJleKBaTHa 3a mopebherme poctynuux mogena. llo-
CTU3AkEM YKEeJbEHOI KBAJIMTEeTa OTBapa ce MOTryhHOCT IpOrHo3uparba BPEIHOCTU
Kopesanuje/kKoBapujanuje y oyayhuocru. Mako nobujere BpeHOCTH HUCY BUCOKE
IIPeIu3HOCTH, y3 JiebuHucane ycjaoBe, mMoryhe je m00MTH HENPUCTPACHE U YIIO-
Tped/bUBe MPOrHO3€e, KOje Cce MPUINKOM IIPUMEHe MM0Ka3yjy J0BOJ/bHO j100puM. Ha
caMOM Kpajy, Y3 OCBPT Ha T€OPHjCKa CBOjCTBa, IIPUKa3aHa je MPpaKTUIHA ITPUMeEHa,
oBUX Mojesna. HepeasuctudaHn ycjaoB KoHCTaHTHe BojaTmiHOocTH y Butek-IIlosc
MOJIeJIy 3aMerbeH je Bpeanorihy dpopmupanoMm Ha ocHoBy nporuosza GARCH mo-
JleJia, ycJeJ duera ce OCTBapWJia IPENU3HUja OIeHA BPEIHOCTH (DUHAHCUjCKE OII-
nuje. Y HACTaBKy, y3 YOIIITEHe JINMEH3WOHATHOCTH, MOPeJ] BOJIATHIHOCTU Ha
BaJIyTHUM KypceBuMa 3a EBpo u Honap nspaxkenum y lunapuma, mpukasaHo je u
MOJIeJIOBaIbe YCJIOBHUX Kopesaluja. Tume je npescraB/beHa CyImTUHCKA ITPETHOCT
y OJIHOCY Ha CTAHJAPIHU jeTHOTUMEH3UOHU Mojes. [locaenmu mpumep oHOCH ce
Ha KOHTPOJIY PU3UKA MPUJIUKOM H3TPaJibe mopTdonja, y3 yIrnorpedy Mepe BpeI-
Hoct npu pusuky (VaR), baszupane Ha BOJIATUIHOCTH U YCJIOBHUM KOPEJIAIjaMa
ornemrennmM BumeanmensnoanM GARCH momenuma. Ha Taj maunn ce moduja mpe-
[IU3HO JedWHNCAH MTOCTYIIaK, KOJIM je MOTyhie oapeanTn MaKCHMaJlHe TyOUTKe ca
yHaIpes 3ajatuM BepoBaTHohama (Hajuemmhe 95% wim 99%) y Syayhnocrn. Tlo-
CTOjH IIyHO IPOCTOPA 33 HACTABAK MCTPaKUBaIha y OBOj 00JIACTU. 3a MPAKTHIHY
yrnoTpedy oJI 3Ha4daja OM OMJIO YCIIOCTABUTU YCJIOBE CTAIIMOHAPHOCTU KOJU CY jeJI-
HOCTaBHUJU 3a IIPOBEPY, C OO3UPOM JIa je eKCILIO3Uja KoedUuIljeHaTa JeCT CJIydaj
npunkoM npumene. Takobhe, mpejicraB/beHn Mojiesiu cy Beh Jayro y onTurnajy, 1ok
ce cBer puHaHCHja Memao. CTora mMa cMuc/ia pasmarparu Moryhe moandukanmje

OBHX MOJIejIa Koje OM ojiroBapaJie MOJEPHO] TPYKUIITHO) JTUHAMUIIA.
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MareMaTudku cMmep. Y jyiay 2017. roaune ynucyje Maremarnyaku dpakyarer Y Hu-
Bep3uTera y Beorpaay Ha cmepy Maremarnka - momays : CraTucTuka, akTyapcka
u dbuHancujcka Mmaremaruka. OCHOBHE akaJIeMCKe CTY/IMje 3aBPIIaBa y CenTeMOpy
2021. romuHe W ynmcyje MacTep akKaJieMCKe CTyAuje Ha UCTOM CMepPY W MOJIYJIY.
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" (PUHAHCH)CKA MATEMATUKA.



	Увод
	Типови вишедимензионих GARCH модела
	Конструкција вишедимензионог GARCH модела
	Векторски GARCH модел
	Модели константних условних корелација
	Модели променљивих условних корелација
	BEKK модели

	Стационарност вишедимензионих GARCH модела
	Стационарност векторских и BEKK GARCH модела
	Стационарност модела константних условних корелација

	Оцена параметара вишедимензионих GARCH модела
	Асимптотска својства оцене методом QMLE
	Оцењивање параметара GARCH модела константних условних корелација
	Алтернативне методе за оцењивање параметара
	Провера квалитета формираног модела
	Прогнозирање вредности вишедимензионих GARCH модела

	Примене
	Вредновање финансијских опција
	Условне корелације финансијских инструмената
	Израчунавање VaR-а портфолија

	Закључак
	Литература

