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1 Uvod

Mnoge fiziqke, bioloxke i druxtvene pojave se matematiqki modeliraju par-
cijalnim diferencijalnim jednaqinama, pa je zbog takve xiroke primene, ǌihova
teorija jedna od najva�nijih oblasti matematike. U velikom broju sluqajeva,
analitiqko rexeǌe ovih jednaqina ne mo�emo da odredimo, te se i veliki deo nu-
meriqke analize bavi ǌihovim pribli�nim rexeǌem. Bez obzira na vrstu jedna-
qine koja se razmatra, konstrukciji numeriqke metode za ǌeno pribli�no rexeǌe
qesto prethodi matematiqka analiza problema, kako bismo dobili niz korisnih
informacija o egzistenciji i jedinstvenosti rexeǌa, kao i o osetǉivosti rexeǌa
na glatkost ulaznih podataka. Osnovne alate za rexavaǌe i prouqavaǌe parci-
jalnih diferencijalnih jednaqina daju nam teorija operatora i funkcionalna
analiza, stoga �emo se u ovom poglavǉu osvrnuti na pojmove i rezultate teorije
operatora i funkcionalne analize, koji �e da nam koriste u daǉem radu.

1.1 Teorija operatora

Prvo se upoznajemo sa prostorima u kojima �emo da posmatramo za ovaj rad
znaqajne osobine operatora, koje smo, ukoliko to nije drugaqije naznaqeno, preuze-
li iz [1].

1.1.1 Banach-ovi i Hilbert-ovi prostori

Definicija 1.1. Za dati skup V , funkciju d : V × V → [0,∞) nazivamo metrikom
na V , a (V, d) metriqkim prostorom, ako je

� d(u, v) = 0 akko je u = v,

� d(u, v) = d(v, u) za sve u, v ∈ V ,

� d(u, v) ≤ d(u,w) + d(w, v) za sve u, v, w ∈ V.

Definicija 1.2. Neka je V realan vektorski prostor. Funkciju ∥ · ∥ : V → [0,∞)
koja ima osobine

� ∥u∥ = 0 akko je u = 0,

� ∥λu∥ = |λ|∥u∥ za svako λ ∈ R i svako u ∈ V ,

� ∥u+ v∥ ≤ ∥u∥+ ∥v∥ za sve u, v ∈ V ,

nazivamo normom na V , a prostor V zajedno sa datom normom nazivamo normiran
prostor.

Stav 1.1. Dve norme ∥ · ∥1 i ∥ · ∥2 na vektorskom prostoru V su ekvivalentne akko
postoje konstante 0 < c ≤ C < ∞ takve da je c∥u∥1 < ∥u∥2 < C∥u∥1 za svako u ∈ V .

Napomenimo da je u svakom normiranom prostoru V mogu�e da definixemo metriku
formulom d(u, v) = ∥u− v∥ za sve u, v ∈ V .
Za ovako definisanu metriku, u narednim definicijama i stavovima normiran
prostor mo�emo zameniti metriqkim.
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Definicija 1.3. Za niz {un}∞n=1 u normiranom prostoru V ka�emo da konvergira
elementu u tog prostora, ako za svako ε > 0 postoji n0 ∈ N, takav da je ∥un − u∥ < ε
za svako n > n0.

Definicija 1.4. Niz {un}∞n=1 u normiranom prostoru V je Cauchy-jev, ako za svako
ε > 0 postoji n0 ∈ N, takav da je ∥un − um∥ < ε za sve m,n > n0.

Stav 1.2. Svaki Cauchy-jev niz je ograniqen.

Stav 1.3. Svaki konvergentan niz je Cauchy-jev, a ako Cauchy-jev niz ima konvergen-
tan podniz, onda i sam konvergira.

Definicija 1.5. Normiran prostor V nazivamo kompletnim ukoliko u ǌemu svaki
Cauchy-jev niz konvergira.

Definicija 1.6. Kompletan normiran prostor nazivamo Banach-ovim prostorom.

Definicija 1.7. Skup K u normiranom prostoru V zovemo kompaktnim, ako svaki
niz u K ima podniz koji konvergira elementu iz K.

Definicija 1.8. Za podskup K normiranog prostora V ka�emo da je relativno
kompaktan ako je K̄ kompaktan.

Stav 1.4. Svaki konaqno dimenzionalan normiran prostor je Banach-ov.

Stav 1.5. Sve norme na istom konaqno dimenzionalnom prostoru su me�usobno ekvi-
valentne.

Definicija 1.9. Normiran prostor V nazivamo lokalno kompaktnim ako je svaki
ograniqen zatvoren skup u V kompaktan.

Stav 1.6. Normiran prostor V je lokalno kompaktan akko je konaqno dimenziona-
lan.

Pre�imo na definicije i teoremu bitnu za Hilbert-ove prostore.

Definicija 1.10. Neka je V realan vektorski prostor. Funkciju (·, ·) : V × V → R
koja ima osobine

� (u, u) ≥ 0 za svako u ∈ V , gde je (u, u) = 0 akko je u = 0,

� (u, v) = (v, u) za sve u, v ∈ V ,

� (λu, v) = λ(u, v) za svako λ ∈ R i sve u, v ∈ V ,

� (u+ v, w) = (u,w) + (v, w) za sve u, v, w ∈ V ,

nazivamo skalarni proizvod.

Teorema 1.7. Ako je (·, ·) skalarni proizvod na V , tada sa

∥u∥ =
√

(u, u) za svako u ∈ V,

definixemo skalarnim proizvodom indukovanu normu.
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Definicija 1.11. Hilbert-ovim prostorom nazivamo svaki Banach-ov prostor qija
je norma indukovana nekim skalarnim proizvodom tog prostora.

Definicija 1.12. Za vektore u i v iz Hilbert-ovog prostora V ka�emo da su uzajamno
ortogonalni ukoliko je (u, v) = 0.

1.1.2 Osobine operatora

Definicija 1.13. Funkciju L : V → U izme�u dva vektorska prostora nad istim
poǉem skalara F nazivamo linearnom ako je

L(λuu+ λvv) = λuL(u) + λvL(v) za sve λu, λv ∈ F i sve u, v ∈ V.

Napomenimo da u sluqaju ovakvog linearnog preslikavaǌa, kada su U i V vek-
torski prostori, qesto koristimo oznaku Lu umesto L(u) i izraz linearan opera-
tor umesto linearna funkcija. U sluqaju kada je U = F, govorimo o linearnom
funkcionalu u⋆ : V → F.

Definicija 1.14. Prostor svih ograniqenih linearnih funkcionala u⋆ : V → F
nazivamo konjugovani ili dualni prostor V ⋆ prostora V .

Definicija 1.15. Linearan operator L : V → U je ograniqen ako postoji pozi-
tivna konstanta C takva da za svako u ∈ V va�i ∥Lu∥ ≤ C∥u∥.
Infimum konstanti C, za koje va�i prethodna nejednakost, nazivamo normom opera-
tora L i oznaqavamo ∥L∥.

Stav 1.8. Ako je L linearan operator, tada va�i

∥L∥ = sup
u̸=0

∥Lu∥
∥u∥

= sup
∥u∥≤1

∥Lu∥ = sup
∥u∥=1

∥Lu∥.

Definicija 1.16. Linearan operator L : V → U je neprekidan u taqki u ∈ V , ako
za svaki niz {un}∞n=1 ∈ V gde un → u kada n → ∞, va�i da Lun → Lu kada n → ∞.

Stav 1.9. Ako je L : V → U linearan operator i ako je neprekidan u jednoj taqki,
tada je on neprekidan na qitavom prostoru.

Stav 1.10. Linearan operator L : V → U je neprekidan akko je ograniqen.

Definicija 1.17. Neka je L : V → U linearan operator. Tada sa D(L) oznaqavamo
oblast definisanosti operatora L, sa N (L) = {u ∈ D(L) : Lu = 0} jezgro, a sa R(L) =
{Lu : u ∈ D(L)} sliku operatora L.

Lema 1.11. Linearan operator L je ,,1-1 ”, ukoliko mu je jezgro trivijalno, taqnije
ukoliko je N (L) = 0.

Napomenimo da u tom sluqaju mo�emo da definixemo inverzno preslikavaǌe L−1 :
R(L) → D(L).

Definicija 1.18. Dva normirana prostora V i U su izomorfna, ako postoji line-
aran neprekidan operator L : V → U koji je ,,1-1 ” i ,,na ” i qiji je inverz L−1 : U → V
neprekidan.
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Stavovi koji slede garantuju invertibilnost operatora.

Stav 1.12. [6] Linearan operator L : V → U ima inverzni operator L−1 : U → V
akko je Lu = 0 samo za u = 0.

Definicija 1.19. Za neprekidan linearan operator L : V → U ka�emo da je odozdo
ograniqen, ako za neko c > 0 va�i da je ∥Lu∥ ≥ c∥u∥ za svako u ∈ V .

Stav 1.13. Linearan operator L, koji preslikava normiran prostor V na normi-
ran prostor U , ima inverzni operator koji je linearan i ograniqen akko je odozdo
ograniqen.

Definicija 1.20. Linearan operator L : V → U je

� pozitivno definisan ukoliko je (Lu, u) ≥ c∥u∥2 za c > 0,

� pozitivan ukoliko je (Lu, u) > 0 za u ̸= 0,

� nenegativan ukoliko je (Lu, u) ≥ 0.

Sa B(V ) oznaqimo prostor ograniqenih operatora na Hilbert-ovom prostoru V .

Definicija 1.21. Adjungovaǌe kao operacija na B(V ) opisano je identitetom

(Lu, v) = (u, L∗v), za sve u, v ∈ V,

gde je L∗ adjungovani operator operatora L.

Definicija 1.22. Operator L ∈ B(V ) je samokonjugovan ili simetriqan ukoliko je
L = L∗.

Stav 1.14. Ako su za neki operator L ∈ B(V ) istovremeno i L i L∗ odozdo ograniqeni,
onda su i L i L∗ invertibilni.

Posledica 1.15. [6] Ako je L : V → V pozitivno definisan linearan operator
qija je oblast definisanosti D(L) = V , tada postoji inverzni operator L−1 qija je
oblast definisanosti D(L−1) = V .

U daǉem radu od znaqaja �e nam biti naredna teorema.

Teorema 1.16. [14] (Lax-Milgram). Neka je V Hilbert-ov prostor sa normom ∥ · ∥V i
neka su

a : V × V → R, l : V → R
redom bilinearno i linearno preslikavaǌe. Pretpostavimo da postoje pozitivne
konstante C1, C2 i C3 takve da je

� a(·, ·) neprekidno(ograniqeno): |a(u, v)| ≤ C1∥u∥V ∥v∥V , ∀u, v ∈ V,

� l(·) neprekidno(ograniqeno): |l(v)| ≤ C2∥v∥V , ∀v ∈ V,

� a(·, ·) koercivno(eliptiqno): |a(u, u)| ≥ C3∥u∥2V , ∀u ∈ V.

Tada postoji jedinstveno u ∈ V takvo da je

a(u, v) = l(v), ∀v ∈ V.
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1.1.3 Steklov-ǉevi operatori usredǌeǌa

Definiximo simetriqan oblik jednodimenzionog Steklov-ǉevog operatora kao

Tu(x) =
1

h

∫ x+ 1
2
h

x− 1
2
h

u(t)dt.

Ukoliko uvedemo smenu t = x+ sh, dobijamo

Tu(x) =

∫ 1
2

− 1
2

u(x+ sh)ds.

ǋegove asimetriqe oblike definixemo kao

T+u(x) = Tu(x+
1

2
h) =

1

h

∫ x+ 1
2
h

x− 1
2
h

u(t+
1

2
h)dt =

1

h

∫ x+h

x

u(s)ds,

T−u(x) = Tu(x− 1

2
h) =

1

h

∫ x+ 1
2
h

x− 1
2
h

u(t− 1

2
h)dt =

1

h

∫ x

x−h

u(s)ds,

dok sa smenom s = x+ th imamo

T+u(x) =

∫ 1

0

u(x+ th)dt,

T−u(x) =

∫ 0

−1

u(x+ th)dt.

U ovom radu posebno �e nam biti znaqajan operator T 2 = T+T− = T−T+ = TT , kao
i ǌegovi asimetriqni oblici T 2

+ i T 2
−. Prona�imo ǌihov eksplicitni oblik, pri

qemu koristimo parcijalnu integraciju (videti [13]).

T 2u(x) = T+T−u(x) =
1

h2

∫ x+h

x

∫ t

t−h

u(s)dsdt

=
1

h2

[
t

∫ t

t−h

u(s)ds
∣∣∣x+h

x
−
∫ x+h

x

t
d

dt

∫ t

t−h

u(s)dsdt

]
=

1

h2

[
(x+ h)

∫ x+h

x

u(s)ds− x

∫ x

x−h

u(s)ds−
∫ x+h

x

t(u(t)− u(t− h))dt

]
=

1

h2

[∫ x

x−h

(s+ h)u(s)ds− x

∫ x

x−h

u(s)ds+ (x+ h)

∫ x+h

x

u(s)ds−
∫ x+h

x

su(s)ds

]
=

1

h2

[∫ x

x−h

(s+ h− x)u(s)ds+

∫ x+h

x

(x+ h− s)u(s)ds

]
=

1

h

[∫ x

x−h

h+ s− x

h
u(s)ds+

∫ x+h

x

h− s+ x

h
u(s)ds

]
=

1

h

[∫ x

x−h

(
1 +

s− x

h

)
u(s)ds+

∫ x+h

x

(
1− s− x

h

)
u(s)ds

]
=

1

h

∫ x+h

x−h

(
1− |s− x|

h

)
u(s)ds.
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Dakle,

T 2u(x) =
1

h

∫ x+h

x−h

(
1− |s− x|

h

)
u(s)ds. (1.1)

ǋegove asimetriqne oblike definixemo sa

T 2
+u(x) =

2

h

∫ x+h

x

(
1− s− x

h

)
u(s)ds,

T 2
−u(x) =

2

h

∫ x

x−h

(
1 +

s− x

h

)
u(s)ds.

(1.2)

Smena s = x+ th nam daje

T 2u(x) =

∫ 1

−1

(1− |t|)u(x+ th)dt,

T 2
+u(x) = 2

∫ 1

0

(1− t)u(x+ th)dt, (1.3)

T 2
−u(x) = 2

∫ 0

−1

(1 + t)u(x+ th)dt.

Zbog svojih svojstava, ovi operatori imaju va�nu ulogu pri aproksimaciji ko-
naqnim razlikama. Naime, ako znamo da je uxx̄ = h−2

[
u(x + h) − 2u(x) + u(x − h)

]
,

va�i da je
T 2u′′(x) = uxx̄(x). (1.4)

Poka�imo ovo svojstvo uz pomo� parcijalne integracije.

T 2u′′(x) =
1

h

∫ x+h

x−h

(
1− |t− x|

h

)
u′′(t)dt

=
1

h

∫ x

x−h

(
1 +

t− x

h

)
u′′(t)dt+

1

h

∫ x+h

x

(
1− t− x

h

)
u′′(t)dt

=
1

h

[(
1 +

t− x

h

)
u′(t)

∣∣∣x
x−h

−1

h

∫ x

x−h

u′(t)dt+

(
1− t− x

h

)
u′(t)

∣∣∣x+h

x
+
1

h

∫ x+h

x

u′(t)dt

]

=
1

h

[(
1 +

x− x

h

)
u′(x)−

(
1 +

x− h− x

h

)
u′(x− h)− 1

h
u(t)

∣∣∣x
x−h

+

(
1− x+ h− x

h

)
u′(x+ h)−

(
1− x− x

h

)
u′(x) +

1

h
u(t)

∣∣∣x+h

x

]

=
1

h

[
u′(x)− 1

h
u(x) +

1

h
u(x− h)− u′(x) +

1

h
u(x+ h)− 1

h
u(x)

]
=

1

h2

[
u(x+ h)− 2u(x) + u(x− h)

]
= uxx̄(x).

Oqigledno je i
T+u

′(x) = ux(x) i T−u
′(x) = ux̄(x),

taqnije,

T+u
′(x) =

1

h

∫ x+h

x

u′(t)dt =
1

h
u(t)

∣∣∣x+h

x
=

1

h

[
u(x+ h)− u(x)

]
= ux(x),

T−u
′(x) =

1

h

∫ x

x−h

u′(t)dt =
1

h
u(t)

∣∣∣x
x−h

=
1

h

[
u(x)− u(x− h)

]
= ux̄(x).

6



1.2 Funkcionalni prostori

Kako taqnost aproksimacija konaqnim razlikama i konaqnim elementima kod
parcijalnih diferencijalnih jednaqina u velikoj meri zavisi od glatkosti anali-
tiqkog rexeǌa, koje sa sobom povlaqi i glatkost ulaznih podataka, precizne pret-
postavke o regularnosti rexeǌa i podataka mo�emo dobiti ukoliko posmatramo
klase funkcija sa specifiqnim svojstvima diferencijabilnosti i integrabil-
nosti. Dakle, potrebno je da posmatramo funkcionalne prostore, a u ovom radu
sve funkcije koje u ǌima posmatramo su realnih vrednosti, oblika f : Ω → R.
Materijal za daǉa izlagaǌa preuzeli smo iz [14], [6], [11] i [9].

Otvoren i povezan skup Ω ⊆ Rn nazivamo oblast, dok je skup Γ = ∂Ω = Ω̄ \ Ω
granica te oblasti, n-torku

α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn
0

nazivamo multiindeks, a sa N0 oznaqavamo skup nenegativnih celih brojeva. Nene-
gativan ceo broj |α| = α1 + · · · + αn je du�ina multiindeksa. U sluqaju funkcija
vixe promenǉivih, parcijalne izvode oznaqavamo sa

∂αf =

(
∂

∂x1

)α1

. . .

(
∂

∂xn

)αn

f =
∂|α|f

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n

.

1.2.1 Prostori neprekidnih funkcija

Neka je Ω ograniqena oblast u Rn i neka k ∈ N. Sa Ck(Ω) oznaqavamo pro-
stor koji qine funkcije u, definisane na Ω, koje imaju neprekidne sve parcijalne
izvode reda maǌeg ili jednakog k. Ukoliko ∂αu mo�emo neprekidno da produ�imo
sa Ω na Ω̄ za svaki multiindeks α, gde je |α| ≤ k, govorimo o prostoru Ck(Ω̄). Ck(Ω̄)
je Banach-ov prostor u kome uvodimo normu

∥u∥Ck(Ω̄) =
∑
|α|≤k

sup
x∈Ω

|∂αu(x)|.

Specijalno, kada je k = 0, sa C(Ω̄) oznaqavamo prostor svih neprekidnih funkcija
u kome normu raqunamo po formuli

∥u∥C(Ω̄) = sup
x∈Ω

|u(x)| = max
x∈Ω̄

|u(x)|,

dok je C∞(Ω̄) prostor beskonaqno diferencijabilnih funkcija, koga definixemo
sa

C∞(Ω̄) =
⋂
k≥0

Ck(Ω̄).

Nosaq neprekidne funkcije u definisane na skupu Ω, definixemo kao zatvoreǌe
skupa taqaka u kome je u(x) ̸= 0 i oznaqavamo sa suppu. Taqnije,

suppu = {x ∈ Ω : u(x) ̸= 0}.

Dakle, nosaq funkcije u je najmaǌi zatvoren podskup skupa Ω, takav da je u = 0 u
Ω \ suppu.
Sa Ck

0 (Ω) oznaqavamo prostor svih funkcija koje se nalaze u Ck(Ω), a qiji je nosaq
kompaktan u Ω.
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1.2.2 Prostori integrabilnih funkcija

Neka je Ω ograniqena oblast u Rn i neka p ∈ R, p ≥ 1. Sa Lp(Ω) oznaqavamo
prostor funkcija u definisanih na Ω za koje va�i da je∫

Ω

|u(x)|pdx ≤ ∞.

Lp(Ω) je Banach-ov prostor sa normom

∥u∥Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|pdx
) 1

p

.

Specijalno, L2(Ω) je Hilbert-ov prostor sa skalarnim proizvodom

(u, v)L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx

i normom

∥u∥L2(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|2dx
) 1

2

.

Vidimo da je
∥u∥L2(Ω) = (u, u)

1
2 .

Izdvajamo i prostor L∞(Ω) koji se sastoji od funkcija u, definisanih na Ω,
takvih da |u| ima konaqan esencijalni supremum. Naime, postoji konstanta C,
takva da je |u(x)| ≤ C za skoro svako x ∈ Ω. Najmaǌe takvo C nazivamo esencijalnim
supremumom od |u| i oznaqavamo sa C = ess sup

x∈Ω
|u(x)|. Norma prostora L∞(Ω) je

∥u∥L∞(Ω) = ess sup
x∈Ω

|u(x)|.

Znaqajnu ulogu u mnogim procenama u ovom radu imaju naredne dve nejednakosti.

Lema 1.17. (Cauchy-Schwarz-ova nejednakost). Neka su funkcije u i v iz prostora
L2(Ω). Tada proizvod uv pripada prostoru L1(Ω), pri qemu je

|(u, v)L2(Ω)| ≤ ∥u∥L2(Ω)∥v∥L2(Ω).

Lema 1.18. [4] (ε-nejednakost). Neka a, b ∈ R.Tada za proizvoǉno ε > 0 va�i da je

ab ≤ εa2 +
1

4ε
b2.

Teorema 1.19. [4] (Green-ova formula za n = 2). Neka je Ω ograniqena oblast u
R2, a ǌena granica Γ = ∂Ω klase C1. Tada je za u, v ∈ C2(Ω̄)∫

Ω

(
∂u

∂x
(x, y)

∂v

∂x
(x, y) +

∂u

∂y
(x, y)

∂v

∂y
(x, y)

)
dxdy

= −
∫
Ω

(
∂2u

∂x2
(x, y) +

∂2u

∂y2
(x, y)

)
v(x, y)dxdy +

∫
Γ

∂u

∂ν
(x, y)v(x, y)dΓ,

gde je ν jediniqni spoǉaxǌi vektor normale na krivu Γ.
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1.2.3 Prostori Sobolev-a

Najpre �elimo da uvedemo pojam slabog izvoda, uopxteǌa obiqnog izvoda.
Polazimo od formule parcijalne integracije za funkcije u ∈ Ck(Ω) i v ∈ C∞

0 (Ω)∫
Ω

∂αu(x)v(x)dx = (−1)|α|
∫
Ω

u(x)∂αv(x)dx, |α| ≤ k.

Neka je sada funkcija u lokalno integrabilna na Ω, odnosno, integrabilna na
svakoj ograniqenoj podoblasti oblasti Ω. Pretpostavimo da postoji lokalno
integrabilna funkcija wα na skupu Ω takva da je∫

Ω

wαv(x)dx = (−1)|α|
∫
Ω

u(x)∂αv(x)dx, ∀v ∈ C∞
0 (Ω).

Tada za funkciju wα ka�emo da je slabi izvod funkcije u reda |α| = α1 + · · ·+ αn.
Napomenimo da u nastavku, za ovako uvedeni slabi izvod, zadr�avamo obiqnu
oznaku, taqnije, wα = ∂αu.

Sada mo�emo da definixemo prostore Sobolev-a. Neka je k nenegativan ceo broj
i 1 ≤ p ≤ ∞. Prostor Sobolev-a W k

p (Ω) qine funkcije prostora Lp(Ω) koje imaju
slabe izvode reda maǌeg ili jednakog k, koji isto tako pripadaju prostoru Lp(Ω).
Taqnije,

W k
p (Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : ∂αu ∈ Lp(Ω), |α| ≤ k} .

Prostor W k
p (Ω) je Banach-ov, sa normom

∥u∥Wk
p (Ω) =

∑
|α|≤k

∥∂αu∥pLp(Ω)

 1
p

za 1 ≤ p < ∞

i
∥u∥Wk

∞(Ω) =
∑
|α|≤k

∥∂αu∥L∞(Ω) za p = ∞.

Ukoliko uvedemo oznaku

|u|Wk
p (Ω) =

∑
|α|=k

∥∂αu∥pLp(Ω)

 1
p

za 1 ≤ p < ∞

i
|u|Wk

∞(Ω) =
∑
|α|=k

∥∂αu∥L∞(Ω) za p = ∞,

tada prethodno uvedene norme mo�emo zapisati kao

∥u∥Wk
p (Ω) =

(
k∑

j=0

|u|p
W j

p (Ω)

) 1
p

za 1 ≤ p < ∞

i

∥u∥Wk
∞(Ω) =

k∑
j=0

|u|W j
∞(Ω) za p = ∞.

Kada je k ≥ 1, | · |Wk
p (Ω) nazivamo polunormom Sobolev-a na W k

p (Ω) i ona, u pore�eǌu
sa normom, sumira samo parcijalne izvode najvixeg reda.
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Posmatramo va�an specijalan sluqaj kada je p = 2. Tada je W k
2 (Ω) Hilbert-ov

prostor i oznaqavamo ga jox i sa Hk(Ω). U ǌemu skalarni proizvod definixemo
sa

(u, v)Hk(Ω) =
∑
|α|≤k

∫
Ω

∂αu(x)∂αv(x)dx za k ∈ N0.

Posebno, za k = 1 imamo da je

H1(Ω) =

{
u ∈ L2(Ω) :

∂u

∂xi

∈ L2(Ω), i = 1, . . . , n

}
,

∥u∥H1(Ω) =

(
∥u∥2L2(Ω) +

n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi

∥∥∥∥2
L2(Ω)

) 1
2

,

|u|H1(Ω) =

(
n∑

i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi

∥∥∥∥2
L2(Ω)

) 1
2

,

(u, v)H1(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx+
n∑

i=1

∫
Ω

∂u

∂xi

(x)
∂v

∂xi

(x)dx.

Definicija 1.23. Neprekidan identiqki operator I : V → U normiranog prostora
V u normiran prostor U , za koje va�i relacija V ⊂ U , nazivamo potapaǌem pro-
stora V u prostor U i oznaqavamo sa V ↪→ U .

Dodatno, iz neprekidnosti operatora potapaǌa, sledi da postoji konstanta C
takva da je ∥u∥U ≤ C∥u∥V za svako u ∈ V .

Definicija 1.24. Lipschitz-ova oblast je ograniqen, otvoren skup sa Lipschitz nepre-
kidnom granicom, odnosno, sa granicom koju lokalno mo�emo da opixemo Lipschitz
neprekidnim funkcijama.

Sada mo�emo da formulixemo narednu teoremu.

Teorema 1.20. (Teorema potapaǌa). Neka je Ω Lipschitz-ova oblast u Rn, k > 0 i
1 ≤ p < ∞. Tada va�e naredna potapaǌa

� W k
p (Ω) ↪→ Lq(Ω) za p ≤ q ≤ np

n−kp
, ako je k − n

p
< 0,

� W k
p (Ω) ↪→ Lq(Ω) za p ≤ q < ∞, ako je k − n

p
= 0,

� W k
p (Ω) ↪→ C(Ω̄), ako je k − n

p
> 0,

pri qemu broj sobn(k, p) = k − n
p
, qesto nazivamo Sobolev broj.

Na osnovu prethodne teoreme, primetimo da od dimenzije prostora zavisi da li
�e funkcije istog prostora biti neprekidne, pa tako funkcije prostora H1(Ω)
jesu neprekidne u jednodimenzionom sluqaju, dok su u dvodimenzionom sluqaju
neprekidne funkcije prostora H2(Ω).

Kako u radu posmatramo graniqni problem, znaqajne su nam naredne dve teoreme.
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Teorema 1.21. Neka je Ω Lipschitz-ova oblast u Rn. Tada je prostor C1(Ω̄) gust u
H1(Ω).

Teorema 1.22. (Teorema o tragu). Neka u ∈ W s
p (Ω), s >

1
p
, s ̸= ceo broj+ 1

p
i neka je

granica domena Ω dovoǉno glatka. Tada postoji trag funkcije u na granici Γ, koji

pripada prostoru W
s− 1

p
p i va�i ocena

∥u∥
W

s− 1
p

p (Γ)
≤ C∥u∥W s

p (Ω).

Vixe o prostorima Sobolev-a razlomǉenog reda mo�emo da vidimo u [7].
Kod ocene grexke aproksimacije metodom konaqnih razlika, bitna nam je slede�a
teorema.

Teorema 1.23. [7] Ako sa Ω̂h oznaqimo prigraniqni pojas xirine h oblasti Ω i ako
je granica ∂Ω deo po deo glatka, tada za u ∈ Hk(Ω), 0 ≤ k ≤ 1, va�i da je

∥u∥L2(Ω̂h)
≤ C(h)∥u∥Hk(Ω), (1.5)

gde je

C(h) = C


hk, 0 ≤ k < 1

2
,√

h| lnh|, k = 1
2
,√

h, 1
2
< k ≤ 1,

a konstanta C ne zavisi od funkcije u.

1.3 Linearne parcijalne diferencijalne jednaqine

U ograniqenoj oblasti Ω ⊂ Rn posmatramo linearnu parcijalnu diferencijalnu
jednaqinu drugog reda

−
n∑

i,j=1

∂

∂xj

(
aij (x)

∂u

∂xi

(x)

)
+

n∑
i=1

bi (x)
∂u

∂xi

(x) + c (x)u (x) = f (x) , (1.6)

gde su aij, bi, c, f zadate funkcije promenǉivih xi, i = 1, ..., n, dok je u nepoznata
funkcija. Zadati koeficijenti ispuǌavaju slede�e uslove:

aij (x) ∈ C1
(
Ω̄
)
, i, j = 1, ..., n,

bi (x) ∈ C
(
Ω̄
)
, i,= 1, ..., n,

c (x) ∈ C
(
Ω̄
)
,

f(x) ∈ L2 (Ω) .

Posmatraju�i sopstvene vrednosti matrice A = A (x) = (aij) mo�emo izvrxiti
klasifikaciju jednaqine (1.6). U taqki x = (x1, ..., xn)

T jednaqina je

� eliptiqkog tipa: ako su sve sopstvene vrednosti matrice A pozitivne,

� paraboliqkog tipa: ako je jedna sopstvena vrednost jednaka nuli, a sve
ostale su istog znaka,
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� hiperboliqkog tipa: ako je jedna sopstvena vrednost pozitivna, a sve osta-
le negativne, ili obrnuto.

Jednaqini (1.6) pridru�uju se graniqni (konturni) uslovi i tada govorimo o
graniqnom (konturnom) problemu. Razlikujemo

� Prvi (Dirichlet-ov) graniqni uslov: u (x) = g (x) na ∂Ω,

� Drugi (Neumann-ov) graniqni uslov: ∂u
∂ν

(x) = g (x) na ∂Ω,

� Tre�i (Robin-ov) graniqni uslov: ∂u
∂ν

(x) + σ (x)u (x) = g (x) na ∂Ω,

gde g (x) ∈ L2 (∂Ω), σ (x) ∈ L∞ (∂Ω), σ (x) > 0, a ∂u
∂ν

je izvod funkcije u u pravcu
spoǉaxǌe normale na krivu ∂Ω. Ukoliko je g ≡ 0, graniqni uslovi su homogeni,
inaqe su nehomogeni.
Napomenimo da se drugi i tre�i graniqni uslov mogu uopxteno zapisati kao

n∑
i,j=1

aij (x)
∂u

∂xi

(x) cosαj + σ (x)u (x) = g(x)

gde αj predstavǉa ugao izme�u jediniqnog spoǉaxǌeg vektora normale ν na krivu
∂Ω i ose xj. Za σ ≡ 0 dobijamo drugi graniqni problem.

Jednaqine oblika (1.6) koje zadovoǉavaju uslov

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ C0

n∑
i=1

ξ2i , ∀ξ = (ξ1, ..., ξn) ∈ Rn, x ∈ Ω̄,

su eliptiqke jednaqine, gde je C0 pozitivna konstanta nezavisna od x i ξ.

Za daǉu analizu uzimamo eliptiqku jednaqinu, taqnije, uopxteǌe Poisson-ove
diferencijalne jednaqine sa graniqnim uslovima tre�e vrste:

−△u+ cu = f na Ω,

∂u

∂ν
+ σu = 0 na ∂Ω,

(1.7)

gde je
c ≥ 0, f ∈ C(Ω), σ ∈ C(∂Ω), σ > 0. (1.8)

Poznato je da ovaj problem ima jedinstveno rexeǌe u klase C2(Ω) ∩C1(Ω̄), koje se
naziva klasiqnim rexeǌem.
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2 Varijaciona formulacija problema

�elimo da prevazi�emo ograniqeǌa klasiqne teorije, kako bi uzeli u obzir
parcijalne diferencijalne jednaqine sa ,,ne tako glatkim” funkcijama, te uop-
xtavamo pojam rexeǌa, tako xto slabimo zahtev diferencijabilnosti na u. Otuda
potreba za konstruisaǌem slabe (varijacione) forme problema (1.7).

U naredne dve glave razmatramo jednodimenzioni i dvodimenzioni sluqaj,
taqnije, posmatramo uopxteǌe Poisson-ove jednaqine na du�i i pravougaoniku.

2.1 Jednodimenzioni sluqaj (n = 1)

Zbog jednostavnosti, biramo Ω = (0, 1). Bijekcijom f(x) = (b−a)x+a uvek mo�emo
da preslikamo interval (0, 1) u proizvoǉan interval (a, b).
Navedeni problem (1.7) tada ima oblik

−u′′(x) + c(x)u(x) = f(x) na (0, 1),

−u′(0) + σ0u(0) = 0, σ0 > 0, (2.1)
u′(1) + σ1u(1) = 0, σ1 > 0,

pri qemu c ∈ L∞(Ω), c ≥ 0 skoro svuda na Ω i f ∈ L2(Ω).

Najpre pretpostavimo da funkcija u ∈ H2(Ω), onda uzmimo proizvoǉnu funkciju
v ∈ H1(Ω), ǌom pomno�imo Poisson-ovu jednaqinu, a zatim dati izraz integralimo
po oblasti Ω. Dobijamo

−
∫ 1

0

u′′(x)v(x)dx+

∫ 1

0

c(x)u(x)v(x)dx =

∫ 1

0

f(x)v(x)dx.

Napomenimo da je date proizvode mogu�e integraliti, jer u′′ ∈ L2(Ω), pa kako i
v ∈ L2(Ω), imamo da u′′v ∈ L1(Ω). Tako�e, iz c ∈ L∞(Ω), u ∈ L2(Ω) i v ∈ L2(Ω) sledi
da cuv ∈ L1(Ω), tako i iz f ∈ L2(Ω) sledi da fv ∈ L1(Ω). Parcijalna integracija
nam daje

−u′(1)v(1) + u′(0)v(0) +

∫ 1

0

u′(x)v′(x)dx+

∫ 1

0

c(x)u(x)v(x)dx =

∫ 1

0

f(x)v(x)dx.

Da bi ova jednakost imala smisla, primetimo da vixe ne moramo da pretpostavǉamo
da u ∈ H2(Ω), ve� nam je dovoǉno da u ∈ L2(Ω) i u′ ∈ L2(Ω), taqnije, da u ∈ H1(Ω).
Kada izrazimo izvod funkcije u pomo�u graniqnih uslova, imamo

−(−σ1u(1))v(1) + σ0u(0)v(0) +

∫ 1

0

u′(x)v′(x)dx+

∫ 1

0

c(x)u(x)v(x)dx =

∫ 1

0

f(x)v(x)dx.

Na kraju, varijaciona formulacija problema (2.1) je∫ 1

0

u′(x)v′(x)dx+

∫ 1

0

c(x)u(x)v(x)dx+ σ0u(0)v(0) + σ1u(1)v(1)

=

∫ 1

0

f(x)v(x)dx.

(2.2)

Funkcije tipa funkcije v, koje smo koristili pri konstruisaǌu slabe forme,
nazivamo jox i test-funkcijama (videti [9]).
Ovim smo pokazali da rexeǌe problema (2.1) klase H1(Ω) predstavǉa rexeǌe
varijacionog problema.
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2.1.1 Egzistencija i jedinstvenost rexeǌa

Za dokazivaǌe egzistencije i jedinstvenosti rexeǌa koristimo Lax-Milgram-
ovu teoremu 1.16, stoga slabu formu problema zapisujemo u malo apstraktnijem
obliku. Dakle, varijaciona formulacija problema odre�ena je sa

V = H1(Ω),

a(u, v) =

∫ 1

0

u′(x)v′(x)dx+

∫ 1

0

c(x)u(x)v(x)dx+ σ0u(0)v(0) + σ1u(1)v(1), (2.3)

l(v) =

∫ 1

0

f(x)v(x)dx. (2.4)

Varijacioni problem sada glasi: na�i u ∈ H1(Ω) tako da zadovoǉava

a(u, v) = l(v), ∀v ∈ H1(Ω). (2.5)

Poka�imo prvo da funkcija u zadovoǉava narednu nejednakost.

Stav 2.1. Neka u ∈ H1(Ω). Tada je

∥u∥2L2(Ω) ≤
∫ 1

0

(u′(x))2dx+ u2(0) + u2(1).

Dokaz. Na osnovu teoreme 1.21, dovoǉno je da dokaz izvedemo za u ∈ C1(Ω̄).
Va�i da je

u(x) =

∫ x

0

u′(t)dt+ u(0) = u(1)−
∫ 1

x

u′(t)dt.

Majoriramo desnu stranu prve jednakosti, pri qemu koristimo da je za a, b, c, d ∈ R
(a2+c2)(b2+d2) = (ab+cd)2+(ad−bc)2, odnosno, (a2+c2)(b2+d2) ≥ (ab+cd)2. Dobijamo

u2(x) ≤(12 + 12)

[(∫ x

0

u′(t)dt

)2

+ u2(0)

]
≤ 2

∫ x

0

12dt

∫ x

0

(u′(t))2dt+ 2u2(0)

=2x

∫ x

0

(u′(t))2dt+ 2u2(0).

Analogan postupak primenimo i na drugu jednakost, xto nam daje

u2(x) ≤((−1)2 + 12)

[(∫ 1

x

u′(t)dt

)2

+ u2(1)

]
≤ 2

∫ 1

x

12dt

∫ 1

x

(u′(t))2dt+ 2u2(1)

=2(1− x)

∫ 1

x

(u′(t))2dt+ 2u2(1).

Proxirimo granice integrala i saberemo prethodne dve nejednakosti, nakon qega
imamo da je

u2(x) ≤ 1

2
2(x+ (1− x))

∫ 1

0

(u′(x))2dx+
1

2
(2u2(0) + 2u2(1))

=

∫ 1

0

(u′(x))2dx+ u2(0) + u2(1).
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Kako desna strana posledǌe nejednakosti ne zavisi od x, ona �e va�iti i za

max
[0,1]

u2(x) ≤
∫ 1

0

(u′(x))2dx+ u2(0) + u2(1),

a tim pre �e va�iti i za L2 normu koja je maǌa od C norme, te je

∥u∥2L2(Ω) ≤ ∥u∥2C(Ω̄) ≤
∫ 1

0

(u′(x))2dx+ u2(0) + u2(1).

□
Imaju�i u vidu Lax-Milgram-ovu teoremu 1.16, primetimo da je V Hilbertov pro-
stor, a(u, v) je simetriqna bilinearna forma na V × V , a l(v) je linearna forma
na V .
Kako su polazne pretpostavke teoreme zadovoǉene, slede�e xto treba da poka�emo
je ograniqenost a(·, ·):

|a(u, v)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

u′(x)v′(x)dx+

∫ 1

0

c(x)u(x)v(x)dx+ σ0u(0)v(0) + σ1u(1)v(1)

∣∣∣∣
≤
∫ 1

0

|u′(x)||v′(x)|dx+

∫ 1

0

|c(x)||u(x)||v(x)|dx+ σ0|u(0)||v(0)|+ σ1|u(1)||v(1)|.

Primenom Cauchy-Schwarz-ove nejednakosti 1.17 na prva dva sabirka dobijamo∫ 1

0

|u′(x)||v′(x)|dx+

∫ 1

0

|c(x)||u(x)||v(x)|dx ≤ ∥u′∥L2(Ω) ∥v
′∥L2(Ω) + ∥c∥L∞(Ω) ∥u∥L2(Ω) ∥v∥L2(Ω)

≤ max(1, ∥c∥L∞(Ω))(∥u
′∥L2(Ω) + ∥u∥L2(Ω))(∥v

′∥L2(Ω) + ∥v∥L2(Ω))

≤ max(1, ∥c∥L∞(Ω)) ∥u∥H1(Ω) ∥v∥H1(Ω) ,

dok za druga dva sabirka koristimo teoremu potapaǌa 1.20 (taqnije, neprekidnost
operatora potapaǌa). Za σ = max(σ0, σ1), imamo

σ0|u(0)||v(0)|+ σ1|u(1)||v(1)| ≤ σ(|u(0)||v(0)|+ |u(1)||v(1)|) ≤ 2σmax
[0,1]

|u(x)|max
[0,1]

|v(x)|

= 2σ∥u∥C(Ω̄)∥v∥C(Ω̄) ≤ 2σCuCv∥u∥H1(Ω)∥v∥H1(Ω).

Ukoliko oznaqimo sa C1 = max
(
1, ∥c∥L∞(Ω)

)
+ 2σCuCv dobijamo

|a(u, v)| ≤ C1∥u∥H1(Ω)∥v∥H1(Ω). (2.6)

Zatim pokazujemo ograniqenost l(·):

|l(v)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

f(x)v(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

|f(x)||v(x)|dx

≤∥f∥L2(Ω) ∥v∥L2(Ω) ≤ ∥f∥L2(Ω) ∥v∥H1(Ω) .

Ukoliko oznaqimo sa C2 = ∥f∥L2(Ω), dobijamo

|l(v)| ≤ C2∥v∥H1(Ω). (2.7)

Na kraju, pokazujemo koercivnost (eliptiqnost) a(·, ·):

a(u, u) =

∫ 1

0

(u′(x))2dx+

∫ 1

0

c(x)u2(x)dx+ σ0u
2(0) + σ1u

2(1). (2.8)
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Kako je c(x) ≥ 0, σ0 > 0 i σ1 > 0 skoro svuda na Ω, sigurno je

a(u, u) ≥
∫ 1

0

(u′(x))2dx = ∥u′∥2L2(Ω). (2.9)

Isto tako va�i da je

a(u, u) ≥
∫ 1

0

(u′(x))2dx+ σ0u
2(0) + σ1u

2(1)

≥ min(1, σ0, σ1)

(∫ 1

0

(u′(x))2dx+ u2(0) + u2(1)

)
,

te je na osnovu stava 2.1

a(u, u) ≥ min(1, σ0, σ1)∥u∥2L2(Ω). (2.10)

Kada saberemo nejednakosti (2.9) i (2.10), dobijamo da je

a(u, u) ≥ 1

2
min(1, σ0, σ1)

(
∥u′∥2L2(Ω) + ∥u∥2L2(Ω)

)
.

Taqnije,

a(u, u) ≥ C3∥u∥2H1(Ω), za C3 =
1

2
min(1, σ0, σ1). (2.11)

Dodatno, kako jednakost varijacionog problema (2.5) treba da va�i za svaku
funkciju v ∈ H1(Ω), biramo v ≡ u. Tada iz ograniqenosti linearnog operatora i
koercivnosti bilinearne forme, imamo da je

C3∥u∥2H1(Ω) ≤ a(u, u) = l(u) ≤ C2∥u∥H1(Ω),

odnosno,

∥u∥H1(Ω) ≤
C2

C3

=
1

C3

∥f∥L2(Ω) .

Dakle, upravo smo pokazali naredno tvr�eǌe.

Teorema 2.2. Neka je Ω = (0, 1) otvoren interval u R, c ∈L∞(Ω), c ≥ 0 skoro svuda
na Ω, f ∈ L2(Ω), σ0 > 0, σ1 > 0. Tada problem: na�i u ∈ H1(Ω) takvo da za svako
v ∈ H1(Ω) va�i∫ 1

0

u′v′dx+

∫ 1

0

cuvdx+ σ0u(0)v(0) + σ1u(1)v(1) =

∫ 1

0

fvdx,

ima jedinstveno rexeǌe koje zadovoǉava apriornu ocenu

∥u∥H1(Ω) ≤
1

C3

∥f∥L2(Ω) . (2.12)

16



2.2 Dvodimenzioni sluqaj (n = 2)

Posmatramo oblast Ω = (0, 1) × (0, 1) i ǌenu granicu Γ = ∂Ω, koju mo�emo da
predstavimo kao Γ = Γx0 ∪ Γx1 ∪ Γy0 ∪ Γy1, gde je za i = 0, 1,

Γxi = {(x, y) ∈ Γ : x = i, 0 < y < 1} ,

Γyi = {(x, y) ∈ Γ : y = i, 0 < x < 1} .

Slika 1: Oblast Ω za n = 2

Problem (1.7) sada ima oblik

−∂2u

∂x2
(x, y)− ∂2u

∂y2
(x, y) + c(x, y)u(x, y) = f(x, y), na Ω,

∂u

∂ν
(x, y) + σ(x, y)u(x, y) = 0, na Γ,

(2.13)

pri qemu pretpostavǉamo da u ∈ H2(Ω) rexava Poisson-ovu jednaqinu, c ∈ L∞(Ω),
c ≥ 0 skoro svuda na Ω, f ∈ L2(Ω), σ ∈ L∞(Γ) i σ > 0 skoro svuda na Γ.
Imaju�i u vidu sliku 1, graniqne uslove mo�emo da zapixemo kao

∂u

∂ν
(0, y) + σ(0, y)u(0, y) =

(
∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
· (−1, 0) + σ(0, y)u(0, y)

= −∂u

∂x
(0, y) + σ(0, y)u(0, y) = 0, na Γx0,

∂u

∂ν
(1, y) + σ(1, y)u(1, y) =

(
∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
· (1, 0) + σ(1, y)u(1, y)
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=
∂u

∂x
(1, y) + σ(1, y)u(1, y) = 0, na Γx1,

∂u

∂ν
(x, 0) + σ(x, 0)u(x, 0) =

(
∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
· (0,−1) + σ(x, 0)u(x, 0)

= −∂u

∂y
(x, 0) + σ(x, 0)u(x, 0) = 0, na Γy0,

∂u

∂ν
(x, 1) + σ(x, 1)u(x, 1) =

(
∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
· (0, 1) + σ(x, 1)u(x, 1)

=
∂u

∂y
(x, 1) + σ(x, 1)u(x, 1) = 0, na Γy1.

Analogno jednodimenzionom sluqaju, sada uz pomo� Green-ove formule 1.19, kon-
struixemo slabu formu problema (2.13). Za proizvoǉno v ∈ H1(Ω), imamo

−
∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂2u

∂x2
(x, y) +

∂2u

∂y2
(x, y)

)
v(x, y)dxdy +

∫ 1

0

∫ 1

0

c(x, y)u(x, y)v(x, y)dxdy

=

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)v(x, y)dxdy,

∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂u

∂x
(x, y)

∂v

∂x
(x, y) +

∂u

∂y
(x, y)

∂v

∂y
(x, y)

)
dxdy −

∫ 1

0

(
−∂u

∂x
(0, y)

)
v(0, y)dy

−
∫ 1

0

∂u

∂x
(1, y)v(1, y)dy −

∫ 1

0

(
−∂u

∂y
(x, 0)

)
v(x, 0)dx−

∫ 1

0

∂u

∂y
(x, 1)v(x, 1)dx

+

∫ 1

0

∫ 1

0

c(x, y)u(x, y)v(x, y)dxdy =

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)v(x, y)dxdy.

Napomenimo da v(0, y) predstavǉa trag funkcije v na krivoj Γx0, v(1, y) na Γx1,
v(x, 0) na Γy0, a v(x, 1) na Γy1, kao i da je sada dovoǉno pretpostaviti da u ∈ H1(Ω).
Kada izvode funkcije u izrazimo pomo�u odgovaraju�ih graniqnih uslova, dobi-
jamo varijacionu formulaciju problema (2.13)∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂u

∂x
(x, y)

∂v

∂x
(x, y) +

∂u

∂y
(x, y)

∂v

∂y
(x, y)

)
dxdy +

∫ 1

0

∫ 1

0

c(x, y)u(x, y)v(x, y)dxdy

+

∫ 1

0

σ(0, y)u(0, y)v(0, y)dy +

∫ 1

0

σ(1, y)u(1, y)v(1, y)dy +

∫ 1

0

σ(x, 0)u(x, 0)v(x, 0)dx

+

∫ 1

0

σ(x, 1)u(x, 1)v(x, 1)dx =

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)v(x, y)dxdy.

(2.14)

Dakle, rexeǌe problema (2.1) klase H1(Ω) predstavǉa rexeǌe varijacionog pro-
blema.

2.2.1 Egzistencija i jedinstvenost rexeǌa

Za dokazivaǌe egzistencije i jedinstvenosti rexeǌa i sada koristimo Lax-
Milgram-ovu teoremu 1.16, te slabu formu zapisujemo uz pomo� bilinearne (a(·, ·))
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i linearne forme (l(·)) kao

a(u, v) =

∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂u

∂x
(x, y)

∂v

∂x
(x, y) +

∂u

∂y
(x, y)

∂v

∂y
(x, y)

)
dxdy

+

∫ 1

0

∫ 1

0

c(x, y)u(x, y)v(x, y)dxdy +

∫ 1

0

σ(0, y)u(0, y)v(0, y)dy

+

∫ 1

0

σ(1, y)u(1, y)v(1, y)dy +

∫ 1

0

σ(x, 0)u(x, 0)v(x, 0)dx+

∫ 1

0

σ(x, 1)u(x, 1)v(x, 1)dx,

(2.15)

l(v) =

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)v(x, y)dxdy. (2.16)

Ponovo formulixemo varijacioni problem: na�i u ∈ H1(Ω) tako da zadovoǉava

a(u, v) = l(v), ∀v ∈ H1(Ω). (2.17)

Najpre poka�imo da funkcija u zadovoǉava naredne nejednakosti.

Stav 2.3. Neka u ∈ H1(Ω). Tada je

∥u∥2L2(Ω) ≤
∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂u

∂x
(x, y)

)2

dxdy +

∫ 1

0

u2(0, y)dy +

∫ 1

0

u2(1, y)dy, (2.18)

∥u∥2L2(Ω) ≤
∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂u

∂y
(x, y)

)2

dxdy +

∫ 1

0

u2(x, 0)dx+

∫ 1

0

u2(x, 1)dx. (2.19)

Dokaz. Na osnovu teoreme 1.21, dovoǉno je da dokaz izvedemo za u ∈ C1(Ω̄).
Za dokazivaǌe prve nejednakosti, pratimo korake iz jednodimenzionog sluqaja,
osim xto je sada u funkcija dve promenǉive, te va�i da je

u(x, y) =

∫ x

0

∂u

∂t
(t, y)dt+ u(0, y) = u(1, y)−

∫ 1

x

∂u

∂t
(t, y)dt.

Dati izraz kvadriramo, nakon qega ga integralimo po oblasti Ω, a zatim majori-
ramo desnu stranu prve jednakosti, te dobijamo∫ 1

0

∫ 1

0

u2(x, y)dxdy ≤(12 + 12)

[∫ 1

0

∫ 1

0

(∫ x

0

∂u

∂t
(t, y)dt

)2

dxdy +

∫ 1

0

∫ 1

0

u2(0, y)dxdy

]

≤2

∫ 1

0

∫ 1

0

(∫ x

0

12dt

∫ x

0

(
∂u

∂t
(t, y)

)2

dt

)
dxdy + 2

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

u2(0, y)dy

=2

∫ 1

0

∫ 1

0

(
x

∫ x

0

(
∂u

∂t
(t, y)

)2

dt

)
dxdy + 2

∫ 1

0

u2(0, y)dy.

Analogan postupak primenimo i na drugu jednakost, xto nam daje∫ 1

0

∫ 1

0

u2(x, y)dxdy ≤2

∫ 1

0

∫ 1

0

(
(1− x)

∫ 1

x

(
∂u

∂t
(t, y)

)2

dt

)
dxdy + 2

∫ 1

0

u2(1, y)dy.

Proxirimo granice integrala i saberemo posledǌe dve nejednakosti, nakon qega
imamo da je∫ 1

0

∫ 1

0

u2(x, y)dxdy ≤ 1

2
2

∫ 1

0

∫ 1

0

(x+ (1− x))dx

(∫ 1

0

(
∂u

∂t
(t, y)

)2

dt

)
dy
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+
1

2

(
2

∫ 1

0

u2(0, y)dy + 2

∫ 1

0

u2(1, y)dy

)
=

∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂u

∂x
(x, y)

)2

dxdy +

∫ 1

0

u2(0, y)dy +

∫ 1

0

u2(1, y)dy.

Pokazujemo da va�i i nejednakost (2.19). Kako je

u(x, y) =

∫ y

0

∂u

∂t
(x, t)dt+ u(x, 0) = u(x, 1)−

∫ 1

y

∂u

∂t
(x, t)dt,

prate�i postupak analogan prethodnom, dobijamo nejednakost∫ 1

0

∫ 1

0

u2(x, y)dxdy ≤
∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂u

∂y
(x, y)

)2

dxdy +

∫ 1

0

u2(x, 0)dx+

∫ 1

0

u2(x, 1)dx.

□
Dodatno, ukoliko saberemo nejednakosti iz stava (2.3), imamo da je

2∥u∥2L2(Ω) ≤
∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂u

∂x
(x, y)

)2

dxdy +

∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂u

∂y
(x, y)

)2

dxdy

+

∫ 1

0

u2(0, y)dy +

∫ 1

0

u2(1, y)dy +

∫ 1

0

u2(x, 0)dx+

∫ 1

0

u2(x, 1)dx.

(2.20)

Polazne pretpostavke Lax-Milgram-ove teoreme 1.16 su ispuǌene, te nam ostaje da
poka�emo ograniqenost a(·, ·):

|a(u, v)| ≤
∫ 1

0

∫ 1

0

∣∣∣∣∂u∂x(x, y)∂v∂x(x, y)
∣∣∣∣ dxdy + ∫ 1

0

∫ 1

0

∣∣∣∣∂u∂y (x, y)∂v∂y (x, y)
∣∣∣∣ dxdy

+

∫ 1

0

∫ 1

0

|c(x, y)u(x, y)v(x, y)| dxdy +
∫ 1

0

|σ(0, y)u(0, y)v(0, y)| dy

+

∫ 1

0

|σ(1, y)u(1, y)v(1, y)| dy +
∫ 1

0

|σ(x, 0)u(x, 0)v(x, 0)| dx+

∫ 1

0

|σ(x, 1)u(x, 1)v(x, 1)| dx.

Primena Cauchy-Schwarz-ove nejednakosti na svaki od integrala nam daje

|a(u, v)| ≤
∥∥∥∥∂u∂x

∥∥∥∥
L2(Ω)

∥∥∥∥∂v∂x
∥∥∥∥
L2(Ω)

+

∥∥∥∥∂u∂y
∥∥∥∥
L2(Ω)

∥∥∥∥∂v∂y
∥∥∥∥
L2(Ω)

+ ∥c∥L∞(Ω) ∥u∥L2(Ω) ∥v∥L2(Ω)

+ ∥σ∥L∞(Γx0)
∥u∥L2(Γx0)

∥v∥L2(Γx0)
+ ∥σ∥L∞(Γx1)

∥u∥L2(Γx1)
∥v∥L2(Γx1)

+ ∥σ∥L∞(Γy0)
∥u∥L2(Γy0)

∥v∥L2(Γy0)
+ ∥σ∥L∞(Γy1)

∥u∥L2(Γy1)
∥v∥L2(Γy1)

≤ µ

(∥∥∥∥∂u∂x
∥∥∥∥
L2(Ω)

+

∥∥∥∥∂u∂y
∥∥∥∥
L2(Ω)

+ ∥u∥L2(Ω)

)(∥∥∥∥∂v∂x
∥∥∥∥
L2(Ω)

+

∥∥∥∥∂v∂y
∥∥∥∥
L2(Ω)

+ ∥v∥L2(Ω)

)
+4 ∥σ∥L∞(Γ) ∥u∥L2(Γ) ∥v∥L2(Γ) ,

gde je µ = max
(
1, ∥c∥L∞(Ω)

)
. Ukoliko na drugi sabirak primenimo teoremu o tragu

1.22 i oznaqimo sa C1 = µ+ 4 ∥σ∥L∞(Γ)CuCv, dobijamo

|a(u, v)| ≤ C1∥u∥H1(Ω)∥v∥H1(Ω). (2.21)

Daǉe, pokazujemo ograniqenost l(·):

|l(v)| ≤ ∥f∥L2(Ω) ∥v∥L2(Ω)
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≤∥f∥L2(Ω) ∥v∥H1(Ω) .

Ukoliko oznaqimo sa C2 = ∥f∥L2(Ω), dobijamo

|l(v)| ≤ C2∥v∥H1(Ω). (2.22)

Na kraju, pokazujemo koercivnost (eliptiqost) a(·, ·):

a(u, u) =

∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂u

∂x
(x, y)

)2

dxdy +

∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂u

∂y
(x, y)

)2

dxdy

+

∫ 1

0

∫ 1

0

c(x, y)u2(x, y)dxdy +

∫ 1

0

σ(0, y)u2(0, y)dy

+

∫ 1

0

σ(1, y)u2(1, y)dy +

∫ 1

0

σ(x, 0)u2(x, 0)dx+

∫ 1

0

σ(x, 1)u2(x, 1)dx.

(2.23)

Kako je c ≥ 0 skoro svuda na Ω, a σ > 0 skoro svuda na Γ, sigurno je

a(u, u) ≥
∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂u

∂x
(x, y)

)2

dxdy +

∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂u

∂y
(x, y)

)2

dxdy = |u|2H1(Ω). (2.24)

Daǉe, kako σ ∈ L∞(Γ), ona je ograniqena, te postoji konstanta σmin takva da je
σ ≥ σmin skoro svuda na Γ, te je i

a(u, u) ≥
∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂u

∂x
(x, y)

)2

dxdy +

∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂u

∂y
(x, y)

)2

dxdy

+σmin

(∫ 1

0

u2(0, y)dy +

∫ 1

0

u2(1, y)dy +

∫ 1

0

u2(x, 0)dx+

∫ 1

0

u2(x, 1)dx

)
,

odnosno,

a(u, u) ≥ min
(
1, σmin

)(∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂u

∂x
(x, y)

)2

dxdy +

∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂u

∂y
(x, y)

)2

dxdy

+

∫ 1

0

u2(0, y)dy +

∫ 1

0

u2(1, y)dy +

∫ 1

0

u2(x, 0)dx+

∫ 1

0

u2(x, 1)dx

)
.

Vreme je da iskoristimo stav 2.3, taqnije, nejednakost (2.20). Sada je

a(u, u) ≥ 2min
(
1, σmin

)
∥u∥2L2(Ω). (2.25)

Kada saberemo nejednakosti (2.24) i (2.25), dobijamo da je

a(u, u) ≥ min
(
1, σmin

) (
|u|2H1(Ω) + ∥u∥2L2(Ω)

)
.

Na kraju je
a(u, u) ≥ C3∥u∥2H1(Ω), za C3 = min

(
1, σmin

)
. (2.26)

Dodatno, potpuno analogno kao u jednodimenzionom sluqaju, kako jednakost vari-
jacionog problema (2.5) treba da va�i za svaku funkciju v ∈ H1(Ω), biramo v ≡ u.
Tada, iz ograniqenosti linearnog operatora i koercivnosti bilinearne forme
imamo da je

C3∥u∥2H1(Ω) ≤ a(u, u) = l(u) ≤ C2∥u∥H1(Ω),

odnosno,

∥u∥H1(Ω) ≤
C2

C3

=
1

C3

∥f∥L2(Ω) .

Dakle, upravo smo pokazali i naredno tvr�eǌe za n = 2.
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Teorema 2.4. Neka je Ω = (0, 1) × (0, 1) otvoren pravougaonik u R2, c ∈L∞(Ω), c ≥ 0
skoro svuda na Ω, f ∈L2(Ω), σ ∈ L∞(Γ) i σ > 0 skoro svuda na Γ. Tada problem: na�i
u ∈ H1(Ω) takvo da za svako v ∈ H1(Ω) va�i∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂u

∂x

∂v

∂x
+

∂u

∂y

∂v

∂y

)
dxdy +

∫ 1

0

∫ 1

0

cuvdxdy +

∫ 1

0

σx0ux0vx0dy

+

∫ 1

0

σx1ux1vx1dy +

∫ 1

0

σy0uy0vy0dx+

∫ 1

0

σy1uy1vy1dx =

∫ 1

0

∫ 1

0

fvdxdy,

ima jedinstveno rexeǌe koje zadovoǉava apriornu ocenu

∥u∥H1(Ω) ≤
1

C3

∥f∥L2(Ω) , (2.27)

gde su σij, uij, vij odgovaraju�i tragovi tih funkcija na krivoj i = j, i= x, y, j= 0, 1.
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3 Aproksimacija metodom konaqnih razlika

Metoda konaqnih razlika (metoda mre�a) zasniva se na zameni izvoda koli-
qnicima konaqnih razlika. Prvo izaberemo konaqno mnogo taqaka intervala [0, 1]
koje qine mre�u, a te izabrane taqke nazivamo qvorovima mre�e. Qvorovi su
ravnomerno raspore�eni, te je i naxa mre�a ravnomerna i definisana korakom
h, taqnije, korakom izme�u dva susedna qvora.
Neka je n ≥ 2. Mre�u definixemo kao

ωh = {xi | xi = ih, i = 1, ..., n− 1, h = n−1},

dok je
ω̄h = ωh ∪ {0, 1} .

U jednodimenzionom sluqaju ovo �e biti naxa mre�a, dok u dvodimenzionom
sluqaju mre�u definixemo kao direktni proizvod ω̄h × ω̄h.
Kada bude potrebno, posmatra�emo mre�e

ω−
h = ωh ∪ {0} i ω+

h = ωh ∪ {1} .

Na ravnomernoj mre�i ω̄h prvi izvod funkcije u u taqki xi (u′(xi)) mo�emo
aproksimirati na vixe naqina, u zavisnosti od toga da li koristimo

ux,i =
1

h
[u(xi+1)− u(xi)], konaqnu razliku unapred,

ux̄,i =
1

h
[u(xi)− u(xi−1)], konaqnu razliku unazad, (3.1)

u◦
x,i

=
1

2
(ux,i + ux̄,i) =

1

2h
[u(xi+1)− u(xi−1)], centralnu konaqnu razliku.

Za aproksimaciju drugog izvoda funkcije u u taqki xi (u
′′(xi)) koristimo centralnu

konaqnu razliku, pa imamo

uxx̄,i =
1

h
(ux,i − ux̄,i) =

1

h2
[u(xi+1)− 2u(xi) + u(xi−1)]. (3.2)

Napomenimo da u dvodimenzionom sluqaju date definicije konaqnih razlika osta-
ju na snazi, sa tom razlikom xto posmatramo parcijalne izvode po promenǉivim
x i y, o qemu �e kasnije biti vixe reqi.

Ukoliko je funkcija u(x) dovoǉno glatka, mo�emo je razviti u Taylor-ov red i
oceniti grexku navedenih aproksimacija. Kako je u(xi+1) = u(xi + h), a u(xi−1) =
u(xi − h), za 0 < θ < 1 imamo

u′(xi)− ux,i = u′(xi)−
1

h

[(
u(xi) + hu′(xi) +

h2

2
u′′(xi + θh)

)
− u(xi)

]
= −h

2
u′′(xi + θh),

u′(xi)− ux̄,i = u′(xi)−
1

h

[
u(xi)−

(
u(xi)− hu′(xi) +

h2

2
u′′(xi + θh)

)]
=

h

2
u′′(xi + θh),

u′(xi)− u◦
x,i

= u′(xi)−
1

2h

[
2hu′(xi) + 2

h3

6
u′′′(xi + θh)

]
= −h2

6
u′′′(xi + θh),

u′(xi)− uxx̄,i = u′(xi)−
1

h2

[
u(xi) +

h4

24
u(4)(xi + θh)− 2u(xi) + u(xi) +

h4

24
u(4)(xi + θh)

]
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= −h2

12
u′′(xi + θh).

Tako dobijamo ocene

u′(xi) = ux,i +O(h) = ux̄,i +O(h) = u◦
x,i

+O(h2),

u′′(xi) = uxx̄,i +O(h2).
(3.3)

Prime�ujemo da, kako se mre�a zguxǌava (h → 0), aproksimacije te�e vredno-
stima izvoda funkcije u(x) u qvorovima, pri qemu je konvergencija br�a kod
aproksimacije centralnim koliqnicima razlika.

U qvorovima mre�e vrximo diskretizaciju tre�eg graniqnog problema za-
menom funkcije u i ǌenih izvoda sa odgovaraju�im koliqnicima konaqnih ra-
zlika. Kontinualnu veliqinu u zameǌujemo vektorom v, a graniqni problem za-
meǌujemo sistemom linearnih jednaqina po v koji nazivamo diferencijskom shemom.

Diskretizacija je dobro izvrxena ukoliko diskretni problem ima jedinstveno
rexeǌe. Dakle, prvo dokazujemo egzistenciju i jedinstvenost rexeǌa. Zatim,
neophodno je da rexeǌe diskretnog problema konvergira ka rexeǌu polaznog
problema (drugim reqima, da grexka u − v te�i nuli) kada korak h te�i nuli.
Kako je konvergencija ispuǌena ukoliko je shema konzistentna i stabilna, drugo
xto dokazujemo je konzistentnost i stabilnost sheme.
Ukoliko polazni problem i shemu ovim redom zapixemo u obliku operatorskih
jednaqina kao Lu = f i Lhv = fh, konzistentnost sheme u odnosu na problem znaqi
da

Lhu → Lu, fh → f kada h → 0,

xto za naxu shemu sledi upravo iz ocena (3.3).
Stabilnost sheme svodi se na stabilnost sistema linearnih jednaqina, a kako
relativna grexka sistema raste sa porastom uslovǉenosti matrice koja je defini-
sana kao

cond(Lh) = ∥Lh∥∥L−1
h ∥,

egzistencija i ograniqenost Lh i L−1
h obezbe�uju nam i stabilnost sheme.

Na kraju, kako je shema konzistentna i stabilna, konvergencija neposredno sledi
jer je

Lh(u− v) = Lhu− Lhv = Lhu− fh + f − Lu = (Lhu− Lu) + (f − fh),

te
u− v = L−1

h (Lhu− Lu) + L−1
h (f − fh) → 0 kada h → 0.

Egzistenciju i jedinstvenost rexeǌa kao i konvergenciju diferencijske sheme
analiziramo posebno za svaku shemu (videti [5]).

3.1 Jednodimenzioni sluqaj (n = 1)

Ponovo posmatramo problem (2.1). Mo�emo ga zapisati u obliku operatorske
jednaqine

Lu = f, (3.4)
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gde je

Lu =


−u′′(x) + c(x)u(x), 0 < x < 1,

−u′(0) + σ0u(0), x = 0,

u′(1) + σ1u(1), x = 1,

a

f =


f(x), 0 < x < 1,

0, x = 0,

0, x = 1,

i va�i da c ∈ L∞(Ω), c ≥ 0 skoro svuda na Ω, f ∈ L2(Ω), i σ0, σ1 > 0.
�elimo da diskretizujemo ovaj problem, te kontinualnu veliqinu u(x) zame-
ǌujemo vektorom v = (v0, . . . , vn)

T , pri qemu je vi ≈ u(xi), a graniqni problem za-
meǌujemo diferencijskom shemom

−vxx̄,i + civi = fi, i = 1, . . . , n− 1,

−vx,0 + σ0v0 =0, i = 0, (3.5)
vx̄,n + σnvn =0, i = n,

kod koje je ci = ch(xi), fi = fh(xi), i = 1, . . . , n− 1, gde su ch i fh redom odgovaraju�e
aproksimacije funkcija c i f , a σn= σ1, zbog preglednosti.

Na osnovu 3.3, aproksimacije graniqnih uslova imaju grexku O(h). S obzirom
da je grexka aproksimacije jednaqine O(h2), graniqni uslovi nepotrebno uspo-
ravaju konvergenciju diferencijske sheme.
�elimo da iskoristimo jednaqinu problema −u′′(x) + c(x)u(x) = f(x) da bi i
graniqne uslove aproksimirali sa grexkom O(h2).

Kako je −ux,0 = −h−1(u(h) − u(0)), polazimo od razvoja u(h) u Taylor-ov red oko
taqke 0, te dobijamo

−ux,0 = −1

h

[
u(0) + hu′(0) +

h2

2
u′′(0) +O(h3)− u(0)

]
= −u′(0)− h

2
u′′(0) +O(h2).

Prvi graniqni uslov koristimo da izrazimo u′(0), dok iz diferencijalne jedna-
qine dobijamo izraz za u′′(0). Naime,

u′(0) = σ0u(0),

u′′(0) = c(0)u(0)− f(0).

Sada je

−ux,0 = −σ0u(0)−
h

2
[c(0)u(0)− f(0)] +O(h2), (3.6)

tako da sa grexkom O(h2) graniqni uslov na levom kraju intervala aproksimiramo
sa

−vx,0 +

(
σ0 +

h

2
c0

)
v0 =

h

2
f0.

Analogan postupak primeǌujemo na desni kraj intervala gde je graniqni uslov
ux̄,1 = h−1(u(1)−u(1−h)), pa u Taylor-ov red razvijamo u(1−h) oko taqke 1. Dobijamo

ux̄,1 =
1

h

[
u(1)− u(1) + hu′(1)− h2

2
u′′(1) +O(h3)

]
= u′(1)− h

2
u′′(1) +O(h2),
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u′(1) = −σ1u(1),

u′′(1) = c(1)u(1)− f(1),

ux̄,1 = −σ1u(1)−
h

2
[c(1)u(1)− f(1)] +O(h2), (3.7)

pa je

vx̄,1 +

(
σn +

h

2
cn

)
vn =

h

2
fn.

Dakle, diferencijska shema koja sa grexkom O(h2) aproksimira problem (2.1) je

−vxx̄,i + civi = fi, i = 1, . . . , n− 1,

−vx,0 +

(
σ0 +

h

2
c0

)
v0 =

h

2
f0,

vx̄,n +

(
σn +

h

2
cn

)
vn =

h

2
fn.

(3.8)

3.1.1 Stabilnost diferencijske sheme

Za dokazivaǌe egzistencije i jedinstvenosti rexeǌa lakxe �e nam biti da
shemu posmatramo u obliku operatorske jednaqine

Lhv = fh. (3.9)

Pre nego xto uvedemo operator Lh, transformiximo izraze (3.6) i (3.7). Najpre
pomno�imo jednakosti sa 2

h
, a zatim prvi i drugi sabirak prebacimo na levu

stranu. Imamo da je

2

h
(−ux,0 + σ0u(0)) + c(0)u(0) = f(0) +O(h),

2

h
(ux̄,1 + σ1u(1)) + c(1)u(1) = f(1) +O(h),

te je je sada diferencijska shema oblika

−vxx̄,i + civi = fi, i = 1, . . . , n− 1,

2

h

(
− vx,0 + σ0v0

)
+ c0v0 = f0,

2

h

(
vx̄,n + σnvn

)
+ cnvn = fn.

(3.10)

Primetimo da ponovo imamo smaǌeǌe taqnosti kod graniqnih uslova. Sada mo�emo
da definixemo linearan operator Lh kao

Lhv =


−vxx̄,i + civi za i = 1, . . . , n− 1,
2
h
(−vx,0 + σ0v0) + c0v0 za i = 0,

2
h
(vx̄,n + σnvn) + cnvn za i = n.

(3.11)

Ovaj operator preslikava prostor diskretnih funkcija V = {v : ω̄h → R} u samog
sebe. Dodatno, oznaqimo prostore V− =

{
v : ω−

h → R
}
i V+ =

{
v : ω+

h → R
}
.
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Kako funkcija f ∈ L2(Ω), za ǌenu restrikciju na mre�u ω̄h ne mo�emo da garantu-
jemo da �e biti definisana u svakom qvoru mre�e, te za ǌenu aproksimaciju fh
koristimo Steklov-ǉeve operatore usredǌeǌa (1.1) i (1.2). Taqnije,

fh =


T 2f za i = 1, . . . , n− 1,

T 2
+f za i = 0,

T 2
−f za i = n.

U prostoru V definiximo skalarni proizvod kao

[v, w]h = h
n−1∑
i=1

viwi +
h

2
(v0w0 + vnwn) = (v, w)h +

h

2
(v0w0 + vnwn), (3.12)

a u prostorima V− i V+ redom definiximo skalarne proizvode sa

[v, w)h = h

n−1∑
i=0

viwi, (v, w]h = h

n∑
i=1

viwi.

Sada u prostoru V mo�emo definisati i norme

|[v]|C,h = max
0≤i≤n

|vi|,

|[v]|h = [v, v]
1
2
h = |[v]|L2(ω̄h),

|[v∥h = [v, v)
1
2
h , ∥v]|h = (v, v]

1
2
h ,

|[v]|H1(ω̄h) =
(
|[v]|2h + |[vx∥2h

) 1
2 =

(
|[v]|2h + ∥vx̄]|2h

) 1
2 .

Napomenimo da je u prostoru V norma definisana sa ∥v∥h = (v, v)
1
2
h = ∥v∥L2(ωh).

Imaju�i u vidu 1.14, �elimo da poka�emo samokonjugovanost i pozitivnu defini-
sanost operatora Lh.
Najpre �emo da poka�emo da va�i naredni stav koji je ujedno i diskretni analogon
ocene 2.1.

Stav 3.1. Za svaku funkciju v definisanu na mre�i ω̄h va�i nejednakost

v2i ≤ 1

2
(1 + ε)(v20 + v2n) +

1

2

(
1 +

1

ε

)
∥vx̄]|2h, i = 0, . . . , n. (3.13)

Dokaz. Ocenimo veliqinu v2i . Mo�emo je zapisati kao

v2i = v(xi)
2 =

(
v(x0) +

i∑
j=1

vx̄,jh

)2

= v20 + 2v0

i∑
j=1

vx̄,jh+

(
i∑

j=1

vx̄,jh

)2

.

Na drugi sabirak primenimo ε-nejednakost 1.18 sa ε
2
i dobijamo

v2i ≤ v20 + 2

ε
2
v20 +

1

2ε

(
i∑

j=1

vx̄,jh

)2
+

(
i∑

j=1

vx̄,jh

)2
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= (1 + ε)v20 +

(
1 +

1

ε

)( i∑
j=1

vx̄,jh

)2

.

Na osnovu Cauchy-Schwarz-ove nejednakosti 1.17 je(
i∑

j=1

vx̄,jh

)2

≤
i∑

j=1

12h
i∑

j=1

(vx̄,j)
2h ≤ ih

n∑
j=1

v2x̄,jh,

te kako je ih = xi, imamo da je

v2i ≤ (1 + ε)v20 +

(
1 +

1

ε

)
xi

n∑
j=1

v2x̄,jh. (3.14)

Veliqinu v2i mo�emo zapisati i kao

v2i =

(
n∑

j=i+1

vx̄,jh− v(xn)

)2

≤ v2n + 2vn

n∑
j=i+1

vx̄,jh+

(
n∑

j=i+1

vx̄,jh

)2

.

Analogno prethodnom postupku, kako je nh− ih = 1− xi, dobijamo da je

v2i ≤ (1 + ε)v2n +

(
1 +

1

ε

)
(1− xi)

n∑
j=1

v2x̄,jh. (3.15)

Kada saberemo nejednakosti (3.14) i (3.15), vidimo da je

v2i ≤ 1

2
(1 + ε)(v20 + v2n) +

1

2

(
1 +

1

ε

) n∑
j=1

v2x̄,jh,

odnosno,

v2i ≤ 1

2
(1 + ε)(v20 + v2n) +

1

2

(
1 +

1

ε

)
∥vx̄]|2h.

□
Ono xto �e nam isto tako znaqiti prilikom dokazivaǌa samokonjugovanosti i
pozitivne definisanosti operatora Lh je diskretan analogon parcijalne inte-
gracije. Naime, va�i da je

h

n−1∑
i=1

(−vxx̄,i)wi = h

n∑
i=1

vx̄,iwx̄,i + vx,0w0 − vx̄,nwn. (3.16)

Dakle,

h
n−1∑
i=1

(−vxx̄,i)wi = −1

h

n−1∑
i=1

(vi+1 − 2vi + vi−1)wi = −1

h

n−1∑
i=1

(vi+1 − vi)wi +
1

h

n−1∑
i=1

(vi − vi−1)wi

= −1

h

n∑
i=2

(vi − vi−1)wi−1 +
1

h

n−1∑
i=1

(vi − vi−1)wi

= −1

h

n∑
i=1

(vi − vi−1)wi−1 +
1

h

n∑
i=1

(vi − vi−1)wi +
1

h
(v1 − v0)w0 −

1

h
(vn − vn−1)wn

= h

n∑
i=1

1

h
(vi − vi−1)

1

h
(wi − wi−1) +

1

h
(v1 − v0)w0 −

1

h
(vn − vn−1)wn

= h

n∑
i=1

vx̄,iwx̄,i + vx,0w0 − vx̄,nwn.
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Teorema 3.2. Diferencijska shema odre�ena linearnim operatorom (3.11) ima jedin-
stveno rexeǌe.

Dokaz. Dovoǉno je pokazati da je operator Lh samokonjugovan i pozitivno defi-
nisan u odnosu na skalarni proizvod [·, ·]h definisan sa (3.12).
Posmatramo skalarni proizvod

[Lhv, w]h = h

n−1∑
i=1

(−vxx̄,i + civi)wi +
h

2

(
2

h
(−vx,0 + σ0v0) + c0v0

)
w0+

h

2

(
2

h
(vx̄,n + σnvn) + cnvn

)
wn = h

n−1∑
i=1

(−vxx̄,i)wi + h

n−1∑
i=1

civiwi

+

(
−v1 − v0

h

)
w0 + σ0v0w0 +

h

2
c0v0w0 +

(
vn − vn−1

h

)
wn + σnvnwn +

h

2
cnvnwn.

Ukoliko za prvi sabirak iskoristimo (3.16), vidimo da �e se drugi i tre�i sabi-
rak skratiti sa tre�im i xestim sabirkom skalarnog proizvoda, te nam ostaje

[Lhv, w]h = h

n∑
i=1

vx̄,iwx̄,i + h
n−1∑
i=1

civiwi +
h

2
(c0v0w0 + cnvnwn) + σ0v0w0 + σnvnwn.

Zbog simetriqosti bilinearne forme mo�emo da zakǉuqimo da je

[Lhv, w]h = [v, Lhw]h, a kako je i [Lhv, w]h = [v, L∗
hw]h, sledi da je Lh = L∗

h.

Sada posmatramo skalarni proizvod

[Lhv, v]h = h
n−1∑
i=1

(−vxx̄,i + civi)vi +
h

2

(
2

h
(−vx,0 + σ0v0) + c0v0

)
v0+

h

2

(
2

h
(vx̄,n + σnvn) + cnvn

)
vn = h

n−1∑
i=1

(−vxx̄,i)vi + h
n−1∑
i=1

civ
2
i

+

(
−v1 − v0

h

)
v0 + σ0v

2
0 +

h

2
c0v

2
0 +

(
vn − vn−1

h

)
vn + σnv

2
n +

h

2
cnv

2
n.

Na osnovu (3.16), vidimo da je

h
n−1∑
i=1

(−vxx̄,i)vi = h
n∑

i=1

v2x̄,i + vx,0v0 − vx̄,nvn.

Primetimo da �e se kao u prethodnom sluqaju drugi i tre�i sabirak skratiti
sa tre�im i xestim sabirkom skalarnog proizvoda, a kako je c ≥ 0, imamo da je

[Lhv, v]h = h

n∑
i=1

v2x̄,i + h

n−1∑
i=1

civ
2
i +

h

2
(c0v

2
0 + cnv

2
n) + σ0v

2
0 + σnv

2
n (3.17)

≥ ∥vx̄]|2h + σmin(v
2
0 + v2n) (3.18)

≥ min
(
1, σmin

)(
∥vx̄]|2h + v20 + v2n

)
,

gde je σmin = min(σ0, σn), σmin > 0.
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Iz (3.13) za ε = 1 imamo da je

v2i ≤ 1

2
2(v20 + v2n) +

1

2
2∥vx̄]|2h

= v20 + v2n + ∥vx̄]|2h

=
1

min
(
1, σmin

)min
(
1, σmin

)(
v20 + v2n + ∥vx̄]|2h

)
≤ 1

C
[Lhv, v]h, gde je C = min

(
1, σmin

)
.

Kako desna strana nejednakosti ne zavisi od i, va�i da je

max
0≤i≤n

v2i ≤ 1

C
[Lhv, v]h,

odnosno,
[Lhv, v]h ≥ C|[v]|2C,h.

Daǉe, vidimo da je

|[v]|2h = |[v]|2L2(ω̄h)
= h

n−1∑
i=1

v2i +
h

2
(v20 + v2n) ≤ h(n− 1) max

1≤i≤n−1
v2i +

h

2
2max
0≤i≤n

v2i

≤ (1− h+ h)max
0≤i≤n

v2i = |[v]|2C,h,

pa je

|[v]|2h ≤ |[v]|2C,h ≤ 1

C
[Lhv, v]h, (3.19)

taqnije,
[Lhv, v]h ≥ C|[v]|2h. (3.20)

Iz (3.18), kako je σmin > 0, sledi da je

[Lhv, v]h ≥ ∥vx̄]|2h,

xto nam sabrano sa (3.20) daje(
1 +

1

C

)
[Lhv, v]h ≥ ∥vx̄]|2h + |[v]|2h,

odnosno, imamo da je

[Lhv, v]h ≥ C

1 + C
|[v]|2H1(ω̄h)

, (3.21)

gde je C= min
(
1, σmin

)
.

Dakle, operator Lh je samokonjugovan i pozitivno definisan, pa nam stav (1.14)
garantuje postojaǌe ograniqenog inverza L−1

h , stoga jednaqina (3.9) ima rexeǌe
i ono je jedinstveno. □

Teorema 3.3. Diferencijska shema je stabilna u normama |[·]|h i |[·]|H1(ω̄h), pri qemu
va�e apriorne ocene

|[v]|h ≤ 1

C
|[f ]|h i |[v]|H1(ω̄h) ≤

(
1 +

1

C

)
|[f ]|h, (3.22)

gde je C = min
(
1, σmin

)
.
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Dokaz. Primetimo da iz (3.20), uz primenu Cauchy-Schwarz-ove nejednakosti 1.17,
imamo da je

C|[v]|2h ≤ [Lhv, v]h = [f, v]h ≤ |[f ]|h|[v]|h. (3.23)

Taqnije, dobijamo ocenu

|[v]|h ≤ 1

C
|[f ]|h.

Daǉe, iz (3.21), uz primenu Cauchy-Schwarz-ove nejednakosti 1.17, imamo da je

C

1 + C
|[v]|2H1(ω̄h)

≤ [Lhv, v]h = [f, v]h ≤ |[f ]|h|[v]|h ≤ |[f ]|h|[v]|H1(ω̄h). (3.24)

Dakle, dobijamo ocenu

|[v]|H1(ω̄h) ≤
(
1 +

1

C

)
|[f ]|h,

koja ujedno predstavǉa diskretan analogon ocene (2.12). □

3.1.2 Ocena grexke

Grexka aproksimacije z = u−v, definisana je kao i v samo u qvorovima mre�e
i zadovoǉava istu diferencijsku shemu sa operatorom Lh definisanim sa (3.11),
dok se desna strana sheme razlikuje. Dakle, imamo da je

−zxx̄,i + ch,izi = φi, i = 1, . . . , n− 1,

2

h
(−zx,0 + σ0z0) + ch,0z0 = φ0, i = 0,

2

h
(zx̄,n + σnzn) + ch,nzn = φn, i = n,

(3.25)

gde je

φi = Lh(ui − vi) = Lhui − Lhvi = Lhui − fh,i = −fh,i − uxx̄,i + ch,iui, i = 1, . . . , n− 1,

φ0 = Lh(u0 − v0) = Lhu0 − Lhv0 = Lhu0 − fh,0 = −fh,0 +
2

h
(−ux,0 + σ0u0) + ch,0u0, i = 0,

φn = Lh(un − vn) = Lhun − Lhvn = Lhun − fh,n = −fh,n +
2

h
(ux̄,n + σnun) + ch,nun, i = n.

Kako je diferencijska shema ista, za ǌu mora da va�i i ista apriorna ocena
(3.22) kao za shemu definisanu operatorom Lh, odnosno va�i naredna teorema.

Teorema 3.4. Diferencijska shema (3.25) zadovoǉava apriornu ocenu

|[z]|H1(ω̄h) ≤
(
1 +

1

C

)
|[φh]|h, (3.26)

gde je

φh =


φi, za i = 1, . . . , n− 1,

φ0, za i = 0,

φn, za i = n.

Za ocenu brzine konvergencije koristi�emo i pokazati narednu apriornu ocenu.
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Teorema 3.5. [12] Diferencijska shema (3.25) zadovoǉava apriornu ocenu

|[z]|h ≤ 1√
C

√
1

C
+

1

σmin

(∣∣∣∣h2φ0

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣h2φn

∣∣∣∣+ ∥φ∥h
)
. (3.27)

Dokaz. Diferencijsku shemu (3.25) mo�emo napisati i u obliku operatorske
jednaqine kao

Lhz = φh. (3.28)

Primetimo da je na osnovu (3.12)

[Lhz, z]h = [φh, z]h =
h

2
φ0z0 +

h

2
φnzn + (φ, z)h.

Kada na tre�i sabirak primenimo Cauchy-Schwarz-ovu nejednakost 1.17, a zatim na
svaki od proizvoda u zbiru primenimo ε-nejednakost (1.18), dobijamo

[φh, z]h ≤ ε
(
z20 + z2n + (z, z)h

)
+

1

4ε

((
h

2
φ0

)2

+

(
h

2
φn

)2

+ (φ, φ)h

)
,

te kako je iz (3.20)

(z, z)h ≤ [z, z]h ≤ 1

C
[Lhz, z]h,

a
z20 + z2n ≤ 1

σmin

(σ0z
2
0 + σnz

2
n) ≤

1

σmin

[Lhz, z]h,

imamo da je
z20 + z2n + (z, z)h ≤ C̃[Lhz, z]h,

gde je C̃ = 1
C
+ 1

σmin
.

Sada je

[Lhz, z]h = [φh, z]h ≤ εC̃ [Lhz, z]h +
1

4ε

((
h

2
φ0

)2

+

(
h

2
φn

)2

+ (φ, φ)h

)
,

taqnije (
1− εC̃

)
[Lhz, z]h ≤ 1

4ε

((
h

2
φ0

)2

+

(
h

2
φn

)2

+ (φ, φ)h

)
.

Dakle,

[Lhz, z]h ≤ 1

4 ε
(
1− εC̃

) ((h

2
φ0

)2

+

(
h

2
φn

)2

+ (φ, φ)h

)
.

Neka je
g(ε) = ε

(
1− εC̃

)
.

Imaju�i u vidu da je

g′(ε) = 1− 2εC̃, a g′′(ε) = −2C̃ < 0,

konstanta na desnoj strani posledǌe nejednakosti bi�e minimalna u taqki u kojoj
izraz qije smo izvode tra�ili dosti�e svoj maksimum, odnosno u taqki

ε =
1

2C̃
=

1

2

Cσmin

C + σmin

,
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gde sam izraz ima vrednost

ε

(
1− ε

C + σmin

Cσmin

)
=

1

4

Cσmin

C + σmin

,

te kao rezultat dobijamo nejednakost

C[z, z]h ≤ [Lhz, z]h ≤ C + σmin

Cσmin

((
h

2
φ0

)2

+

(
h

2
φn

)2

+ (φ, φ)h

)
.

Na kraju, zakǉuqujemo da je

|[z]|h ≤ 1√
C

√
1

C
+

1

σmin

(∣∣∣∣h2φ0

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣h2φn

∣∣∣∣+ ∥φ∥h
)
.

□

Teorema 3.6. Neka rexeǌe u graniqnog problema (2.1) pripada prostoru C4(Ω̄) i neka
c ∈ C(Ω̄) i f ∈ C(Ω̄). Tada rexeǌe v diferencijske sheme (3.10) konvergira ka u pri
qemu je ocena brzine konvergencije

|[u− v]|h ≤ O(h2).

Dokaz. Za ocenu grexke, po�imo najpre od pretpostavke da su c i f neprekidne
funkcije na [0, 1]. Tada je ch = c i fh = f , a

φi = φ(xi) = −f(xi)− uxx̄(xi) + c(xi)u(xi) = u′′(xi)− uxx̄(xi), i = 1, . . . , n− 1,

φ0 = φ(x0) = −f(0) +
2

h
(−ux(0) + σ0u(0)) + c(0)u(0) = u′′(0)− 2

h
ux(0) +

2

h
u′(0), i = 0,

φn = φ(xn) = −f(1) +
2

h
(ux̄(1) + σ1u(1)) + c(1)u(1) = u′′(1) +

2

h
ux̄(1)−

2

h
u′(1), i = n.

Napomenimo da smo koristili polaznu jednaqinu problema (2.1), taqnije, qiǌenicu
da je u′′(x) = −f(x) + c(x)u(x), a u posledǌa dva izraza redom i graniqne uslove
u′(0) = σ0u(0) i −u′(1) = σ1u(1).
Kada napixemo izraze za konaqne razlike i u odgovaraju�im taqkama razvijemo
funkciju u u Taylor-ov red, dobijamo

φi = u′′(xi)−
1

h2
[u(xi + h)− 2u(xi) + u(xi − h)]

= u′′(xi)−
1

h2

[
u(xi) + hu′(xi) +

h2

2
u′′(xi) +

h3

6
u′′′(xi) +

h4

24
u(4)(ξ1)− u(xi)

−u(xi) + u(xi)− hu′(xi) +
h2

2
u′′(xi)−

h3

6
u′′′(xi) +

h4

24
u(4)(ξ2)

]
= −h2

12
u(4)(ξ),

gde ξ1 ∈ (xi, xi + h), ξ2 ∈ (xi − h, xi), a ξ ∈ (xi − h, xi + h), i = 1, . . . , n− 1.
Primetimo da je potrebno da u ∈ C4(Ω̄). Daǉe je

φ0 = u′′(0) +
2

h
u′(0)− 2

h

1

h
[u(h)− u(0)]

= u′′(0) +
2

h
u′(0)− 2

h2

[
u(0) + hu′(0) +

h2

2
u′′(0) +

h3

6
u′′′(ξ0)− u(0)

]
=

= −h

3
u′′′(ξ0), ξ0 ∈ (0, h),
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φn = u′′(1)− 2

h
u′(1) +

2

h

1

h
[u(1)− u(1− h)]

= u′′(1)− 2

h
u′(1) +

2

h2

[
u(1)− u(1) + hu′(1)− h2

2
u′′(1) +

h3

6
u′′′(ξ1)

]
=

=
h

3
u′′′(ξ1), ξ1 ∈ (1− h, 1).

Vidimo da je
|φi| = O(h2), |φ0| = O(h) i |φn| = O(h), (3.29)

a kako je

∥φ∥h = (φi, φi)
1
2
h =

(
h

n−1∑
i=1

|φi|2
) 1

2

=

(
1

122
h

n−1∑
i=1

h4∥u(4)∥2C[xi−1,xi+1]

) 1
2

≤
(

1

122
h(n− 1)h4∥u(4)∥2C[0,1]

) 1
2

≤
(

1

122
(nh)h4∥u(4)∥2C[0,1]

) 1
2

=
1

12
h2∥u(4)∥C[0,1] = O(h2),

na osnovu (3.27), va�i da je

|[z]|h = |[u− v]|h ≤ O(h2).

□

�elimo da oslabimo uslov u ∈ C4(Ω̄). Poka�imo da va�i naredna teorema.

Teorema 3.7. Neka rexeǌe u graniqnog problema (2.1) pripada prostoru H4(Ω) i
neka c ∈ C(Ω̄) i f ∈ C(Ω̄). Tada rexeǌe v diferencijske sheme (3.10) konvergira ka u
pri qemu je ocena brzine konvergencije

|[u− v]|h ≤ O(h2).

Dokaz. Dakle, c = ch, f = fh, a na funkciju u primeǌujemo Steklov-ǉev operator
T 2 (1.1), taqnije, �elimo da iskoristimo svojstvo (1.4) T 2u′′(x) = uxx̄(x).
Sada je

φ = −fh − uxx̄ + chu = −f − uxx̄ + cu = u′′ − cu− T 2u′′ + cu = u′′ − T 2u′′.

Ovu veliqinu �elimo da ocenimo koriste�i integralnu reprezentaciju

φ(x) = u′′(x)− T 2u′′(x) = u′′(x)− 1

h

∫ x+h

x−h

(
1− |t− x|

h

)
u′′(t)dt. (3.30)

Kako va�i da je
1

h

∫ x+h

x−h

(
1− |t− x|

h

)
dt = 1,

iskoristimo ovu qiǌenicu i zapiximo φ kao

φ(x) =
1

h

∫ x+h

x−h

(
1− |t− x|

h

)
u′′(x)dt− 1

h

∫ x+h

x−h

(
1− |t− x|

h

)
u′′(t)dt

=
1

h

∫ x+h

x−h

(
1− |t− x|

h

)
(u′′(x)− u′′(t))dt

=
1

h

∫ x+h

x−h

(
1− |t− x|

h

)∫ x

t

u′′′(s)dsdt.
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Daǉe koristimo da je ∫ x+h

x−h

(
1− |t− x|

h

)
(t− x)dt = 0,

te je

φ(x) =
1

h

∫ x+h

x−h

(
1− |t− x|

h

)∫ x

t

u′′′(s)dsdt− 1

h

∫ x+h

x−h

(
1− |t− x|

h

)∫ x

t

u′′′(x)dsdt

= −1

h

∫ x+h

x−h

(
1− |t− x|

h

)∫ x

t

∫ x

s

u(4)(z)dzdsdt.

Sada mo�emo da ocenimo φ. Proxirimo granice integrala i na posledǌi inte-
gral primenimo Cauchy-Schwarz-ovu nejednakost 1.17. Dobijamo da je

|φ(x)| ≤ 1

h

∫ x+h

x−h

(
1− |t− x|

h

)
dt

∫ x+h

x−h

ds

(∫ x+h

x−h

12dz

) 1
2
(∫ x+h

x−h

∣∣u(4)(z)
∣∣2 dz) 1

2

= (2h)
3
2∥u(4)∥L2(x−h,x+h).

Oznaqimo sa ei = (xi − h, xi + h). Sada je

(φi, φi)h ≤ 8h
n−1∑
i=1

h3|u|2H4(ei)
≤ 8h4

n−1∑
i=1

|u|2H4(ei)
≤ C̄h4|u|2H4(0,1),

taqnije,
∥φ∥h ≤ ¯̄Ch2∥u∥H4(0,1),

odnosno,
∥φ∥h ≤ O(h2). (3.31)

Pogledajmo xta se dexava sa φ0.

φ0 = −fh,0 −
2

h
ux,0 +

2

h
σ0u0 + ch,0u0 = −f0 −

2

h
ux,0 +

2

h
σ0u0 + c0u0

= −(−u′′ + cu)0 −
2

h
ux,0 +

2

h
σ0u0 + c0u0 = u′′

0 − c0u0 −
2

h
ux,0 +

2

h
σ0u0 + c0u0

= u′′
0 −

2

h
ux,0 +

2

h
σ0u0.

Primetimo da je

T 2
+u

′′(x) =
2

h

∫ x+h

x

(
1− t− x

h

)
u′′(t)dt

=
2

h

[(
1− t− x

h

)
u′(t)

∣∣∣x+h

x
+
1

h

∫ x+h

x

u′(t)dt

]
=

2

h

[(
1− x+ h− x

h

)
u′(x+ h)−

(
1− x− x

h

)
u′(x) +

1

h

(
u(x+ h)− u(x)

)]
=

2

h
[−u′(x) + ux(x)] ,

odnosno,

(T 2
+u

′′)0 =
2

h

[
− u′(0) + ux,0

]
. (3.32)
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Kako iz graniqnih uslova znamo da je u′(0) = σ0u0, imamo da je

φ0 = u′′
0 −

2

h

[
ux,0 − u′(0)

]
= u′′

0 − T 2
+u

′′
0

= u′′(0)− 2

h

∫ h

0

(
1− t

h

)
u′′(t)dt.

Uoqimo da je ∫ h

0

(
1− t

h

)
dt = h− 1

h

h2

2
=

h

2
.

Sada φ0 mo�emo da zapixemo kao

φ0 =
2

h

∫ h

0

(
1− t

h

)
u′′(0)dt− 2

h

∫ h

0

(
1− t

h

)
u′′(t)dt

=
2

h

∫ h

0

(
1− t

h

)
(u′′(0)− u′′(t))dt

= −2

h

∫ h

0

(
1− t

h

)∫ t

0

u′′′(s)dsdt.

Ocenimo φ0. Proxirimo granice integrala, a onda primenimo Cauchy-Schwarz-ovu
nejednakost 1.17. Dobijamo da je

|φ0| ≤
2

h

∫ h

0

(
1− t

h

)∫ h

0

|u′′′(s)|dsdt = 2

h

h

2

∫ h

0

|u′′′(s)|ds

≤
(∫ h

0

12ds

) 1
2
(∫ h

0

|u′′′(s)|2ds
) 1

2

= h
1
2∥u′′′∥L2(0,h).

Koristimo (1.5), xto bi u naxem sluqaju znaqilo da je

∥u′′′∥L2(0,h) ≤ C0

√
h∥u′′′∥H1(0,1) ≤ C0h

1
2∥u∥H4(0,1),

te je
|φ0| ≤ C0h∥u∥H4(0,1),

odnosno,
|φ0| ≤ O(h). (3.33)

Analogno postupamo sa φn.

φn = −fh,n +
2

h
ux̄,n +

2

h
σnun + ch,nun = −fn +

2

h
ux̄,n +

2

h
σnun + cnun

= −(−u′′ + cu)n +
2

h
ux̄,n +

2

h
σnun + cnun = u′′

n − cnun +
2

h
ux̄,n +

2

h
σnun + cnun

= u′′
n +

2

h
ux̄,n +

2

h
σnun.

Imaju�i u vidu da je

T 2
−u

′′(x) =
2

h

∫ x

x−h

(
1 +

t− x

h

)
u′′(t)dt

=
2

h

[(
1 +

t− x

h

)
u′(t)

∣∣∣x
x−h

−1

h

∫ x

x−h

u′(t)dt

]
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=
2

h

[(
1 +

x− x

h

)
u′(x)−

(
1 +

x− h− x

h

)
u′(x− h)− 1

h

(
u(x)− u(x− h)

)]
=

2

h
[u′(x)− ux̄(x)] ,

odnosno,

(T 2
−u

′′)n =
2

h

[
u′(1)− ux̄,n

]
, (3.34)

i s obzirom da je −u′(1) = σnun, dobijamo da je

φn = u′′
n −

2

h

[
− ux̄,n + u′(1)

]
= u′′

n − T 2
−u

′′
n

= u′′(1)− 2

h

∫ 1

1−h

(
1 +

t− 1

h

)
u′′(t)dt.

Primetimo da je∫ 1

1−h

(
1 +

t− 1

h

)
dt = 1− 1+h+

12

2h
− (1− h)2

2h
− 1

h
+

1− h

h
= h+

1

2h
− 1− 2h+ h2

2h
− 1 =

h

2
.

Sada je

φn =
2

h

∫ 1

1−h

(
1 +

t− 1

h

)
u′′(1)dt− 2

h

∫ 1

1−h

(
1 +

t− 1

h

)
u′′(t)dt

=
2

h

∫ 1

1−h

(
1 +

t− 1

h

)
(u′′(1)− u′′(t))dt

=
2

h

∫ 1

1−h

(
1 +

t− 1

h

)∫ 1

t

u′′′(s)dsdt.

Ocenimo φn. Proxirimo granice integrala, a onda primenimo Cauchy-Schwarz-ovu
nejednakost 1.17. Dobijamo da je

|φn| ≤
2

h

∫ 1

1−h

(
1 +

t− 1

h

)∫ 1

1−h

|u′′′(s)|dsdt = 2

h

h

2

∫ 1

1−h

|u′′′(s)|ds

≤
(∫ 1

1−h

12ds

) 1
2
(∫ 1

1−h

|u′′′(s)|2ds
) 1

2

= h
1
2∥u′′′∥L2(1−h,1).

Koristimo (1.5), pa imamo da je

∥u′′′∥L2(1−h,1) ≤ Cn

√
h∥u′′′∥H1(0,1) ≤ Cnh

1
2∥u∥H4(0,1),

a
|φn| ≤ Cnh∥u∥H4(0,1),

odnosno,
|φn| ≤ O(h). (3.35)

Kada u izrazu (3.27) iskoristimo ocene (3.31), (3.33) i (3.35), mo�emo da za-
kǉuqimo da je

|[z]|h = |[u− v]|h ≤ O(h2).

□

Na kraju, pored uslova da u ∈ H4(Ω), �elimo da oslabimo glatkost funkcija c i
f . Poka�imo da va�i naredna teorema.
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Teorema 3.8. Neka rexeǌe u graniqnog problema (2.1) pripada prostoru H2(Ω) i
neka c ∈ H1(Ω) i f ∈ L2(Ω). Tada rexeǌe v diferencijske sheme (3.10) konvergira ka
u pri qemu je ocena brzine konvergencije

|[u− v]|h ≤ O(h2).

Dokaz. Sada je ch = T 2c, fh = T 2f , a imamo i aproksimaciju T 2(cu) ≈ (T 2c)u.
Posmatramo

φ = −fh − uxx̄ + chu = −T 2f − uxx̄ + (T 2c)u = T 2u′′ − T 2(cu)− uxx̄ + (T 2c)u

= −T 2(cu) + (T 2c)u = (T 2c)u− (T 2c)(T 2u) + (T 2c)(T 2u)− T 2(cu).

Oznaqimo sa

η1 = (T 2c)u− (T 2c)(T 2u) = (T 2c)(u− T 2u),

η2 = (T 2c)(T 2u)− T 2(cu).

Neka je η11 = u− T 2u. Za ǌenu ocenu koristimo integralnu reprezentaciju

η11(x) = u(x)− T 2u(x) = u(x)− 1

h

∫ x+h

x−h

(
1− |t− x|

h

)
u(t)dt.

Primetimo da zamenom funkcije u sa ǌenim drugim izvodom u′′ dobijamo inte-
gralnu reprezentaciju (3.30), te �e postupak dobijaǌa ocene za η11 biti identiqan
onom za φ u sluqaju kada u ∈ H4(Ω). Dakle, dobijamo da je

|η11(x)| ≤ (2h)
3
2∥u′′∥L2(x−h,x+h),

te je

(η11,i, η11,i)h ≤ 8h
n−1∑
i=1

h3|u|2H2(ei)
≤ 8h4

n−1∑
i=1

|u|2H2(ei)
≤ C̄1h

4|u|2H2(0,1),

odnosno,
∥η11∥h ≤

√
C̄1h

2∥u∥H2(0,1),

a samim tim je i

∥η1∥h ≤
√

C̄1h
2∥c∥C,h∥u∥H2(0,1) ≤ ¯̄C1h

2∥u∥H2(0,1). (3.36)

Posmatrajmo integralnu reprezentaciju veliqine η2 i transformiximo je u oblik
koji �emo lakxe da ocenimo. Imamo da je

η2(x) = (T 2c(x))(T 2u(x))− T 2(c(x)u(x))

=
1

h2

∫ x+h

x−h

∫ x+h

x−h

(
1− |t− x|

h

)(
1− |s− x|

h

)
c(t)u(s)dtds

− 1

h

∫ x+h

x−h

(
1− |t− x|

h

)
c(t)u(t)dt

1

h

∫ x+h

x−h

(
1− |s− x|

h

)
ds

= − 1

2h2

∫ x+h

x−h

∫ x+h

x−h

(
1− |t− x|

h

)(
1− |s− x|

h

)
(c(t)− c(s))(u(t)− u(s))dtds

= − 1

2h2

∫ x+h

x−h

∫ x+h

x−h

∫ t

s

∫ t

s

(
1− |t− x|

h

)(
1− |s− x|

h

)
c′(z)u′(z̄)dzdz̄dtds.
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Sada mo�emo da ocenimo η2. Proxirimo granice integrala, a onda primenimo
Cauchy-Schwarz-ovu nejednakost 1.17. Dobijamo da je

|η2(x)| ≤
1

2h2
max

[x−h,x+h]
|c′|
∫ x+h

x−h

∫ x+h

x−h

∫ x+h

x−h

∫ x+h

x−h

(
1− |t− x|

h

)(
1− |s− x|

h

)
u′(z̄)dzdz̄dtds

=
1

2h2
max

[x−h,x+h]
|c′|
∫ x+h

x−h

(
1− |t− x|

h

)
dt

∫ x+h

x−h

(
1− |s− x|

h

)
ds

∫ x+h

x−h

dz

∫ x+h

x−h

u′(z̄)dz̄

≤ 1

2h2
∥c∥C1[x−h,x+h]hh2h

∫ x+h

x−h

u′(z̄)dz̄ ≤ h∥c∥C1[x−h,x+h]

(∫ x+h

x−h

12dz̄

) 1
2
(∫ x+h

x−h

|u′(z̄)|2 dz̄
) 1

2

≤
√
2h

3
2∥c∥C1[x−h,x+h]∥u′∥L2(x−h,x+h),

a onda je

(η2,i, η2,i)h ≤ h

n−1∑
i=1

2∥c∥2C1(ēi)
h3|u|2H1(ei)

≤ 2h4

n−1∑
i=1

∥c∥2C1(ēi)
|u|2H1(ei)

≤ C̄2h
4|u|2H1(0,1),

odnosno,
∥η2∥h ≤

√
C̄2h

2∥u∥H1(0,1) ≤ ¯̄C2h
2∥u∥H2(0,1).

Kako je φ = η1 + η2, a ∥φ∥h ≤ ∥η1∥h + ∥η1∥h, mo�emo da zakǉuqimo da je

∥φ∥h ≤ O(h2). (3.37)

Pogledajmo xta se dexava sa φ0.

φ0 = −fh,0 −
2

h
ux,0 +

2

h
σ0u0 + ch,0u0

= −T 2
+f0 −

2

h
ux,0 +

2

h
σ0u0 + (T 2

+c)0u0

= −T 2
+(−u′′ + cu)0 −

2

h
ux,0 +

2

h
σ0u0 + (T 2

+c)0u0

= T 2
+u

′′
0 − T 2

+(cu)0 −
2

h
ux,0 +

2

h
σ0u0 + (T 2

+c)0u0

= T 2
+u

′′
0 −

2

h
ux,0 +

2

h
σ0u0 + (T 2

+c)0u0 − T 2
+(cu)0.

Oznaqimo sa

ζ0 = T 2
+u

′′
0 −

2

h
ux,0 +

2

h
σ0u0,

ξ0 = (T 2
+c)0u0 − T 2

+(cu)0.

Ukoliko iskoristimo (3.32), dobijamo da je

ζ0 =
2

h
(−u′(0) + ux,0)−

2

h
ux,0 +

2

h
σ0u0 =

2

h
(−u′(0) + σ0u0) = 0.

ξ0 mo�emo zapisati kao

ξ0 = (T 2
+c0)u0 − T 2

+c0T
2
+u0 + T 2

+c0T
2
+u0 − T 2

+(cu)0.

Oznaqimo sada sa

ξ01 = (T 2
+c0)u0 − T 2

+c0T
2
+u0 = (T 2

+c0)(u0 − T 2
+u0),
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ξ02 = T 2
+c0T

2
+u0 − T 2

+(cu)0.

Neka je

ξ011 = u0 − T 2
+u0 = u0 −

2

h

∫ h

0

(
1− t

h

)
u(t)dt.

Primetimo da je ∫ h

0

(
1− t

h

)
dt = h− 1

h

h2

2
=

h

2
,

xto �emo da iskoristimo da ξ011 zapixemo kao

ξ011 =
2

h

∫ h

0

(
1− t

h

)
u(0)dt− 2

h

∫ h

0

(
1− t

h

)
u(t)dt

=
2

h

∫ h

0

(
1− t

h

)
(u(0)− u(t))dt = −2

h

∫ h

0

(
1− t

h

)∫ t

0

u′(s)dsdt.

Kada proxirimo granice integrala i primenimo Cauchy-Schwarz-ovu nejednakost
1.17, dobijamo ocenu

|ξ011| ≤
2

h

∫ h

0

(
1− t

h

)∫ h

0

|u′(s)|dsdt = 2

h

h

2

∫ h

0

|u′(s)|ds

≤
(∫ h

0

12ds

) 1
2
(∫ h

0

|u′(s)|2ds
) 1

2

= h
1
2∥u′∥L2(0,h).

Koristimo (1.5), pa imamo da je

∥u′∥L2(0,h) ≤ C
√
h∥u′∥H1(0,1) ≤ C

√
h∥u∥H2(0,1),

odnosno, imamo da je
|ξ011| ≤ Ch∥u∥H2(0,1),

a onda je
|ξ01 | ≤ Ch∥c∥C,h∥u∥H2(0,1) ≤ C̄h∥u∥H2(0,1).

Pre�imo na integralnu reprezentaciju ξ02.

ξ02 = T 2
+c0T

2
+u0 − T 2

+(cu)0

=

(
2

h

)2∫ h

0

(
1− t

h

)
c(t)dt

∫ h

0

(
1− s

h

)
u(s)ds−

(
2

h

)2∫ h

0

(
1− t

h

)
c(t)u(t)dt

∫ h

0

(
1− s

h

)
ds

= −
(
2

h

)2
1

2

[∫ h

0

∫ h

0

(
1− t

h

)(
1− s

h

)
(c(t)− c(s))(u(t)− u(s))

]
dtds

= − 2

h2

∫ h

0

∫ h

0

(
1− t

h

)(
1− s

h

)∫ t

s

∫ t

s

c′(z)u′(z̄)dzdz̄dtds.

Proxirimo granice integrala, a onda primenimo Cauchy-Schwarz-ovu nejednakost
1.17. Dobijamo da je

|ξ02 | ≤
2

h2

∫ h

0

(
1− t

h

)
dt

∫ h

0

(
1− s

h

)
ds

∫ h

0

|c′(z)|dz
∫ h

0

|u′(z̄)|dz̄

≤ 2

h2

h

2

h

2

(∫ h

0

12dz

) 1
2
(∫ h

0

|c′(z)|2 dz
) 1

2
(∫ h

0

12dz̄

) 1
2
(∫ h

0

|u′(z̄)|2 dz̄
) 1

2
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≤ 1

2
h

1
2∥c′∥L2(0,h)h

1
2∥u′∥L2(0,h) ≤

1

2
h∥c′∥L2(0,h)∥u∥H1(0,h)

≤ ¯̄Ch∥u∥H2(0,1).

Kako je φ0 = ζ0 + ξ01 + ξ02 , a |φ0| ≤ |ξ01 |+ |ξ02 |, zakǉuqujemo da je

|φ0| ≤ O(h). (3.38)

Analogno, posmatramo

φn = −fh,n +
2

h
ux̄,n +

2

h
σnun + ch,nun = −T 2

−fn +
2

h
ux̄,n +

2

h
σnun + (T 2

−c)nun

= −T 2
−(−u′′ + cu)n +

2

h
ux̄,n +

2

h
σnun + (T 2

−c)nun

= T 2
−u

′′
n − T 2

−(cu)n +
2

h
ux̄,n +

2

h
σnun + (T 2

−c)nun

= T 2
−u

′′
n +

2

h
ux̄,n +

2

h
σnun + (T 2

−c)nun − T 2
−(cu)n.

Oznaqimo sa

ζn = T 2
−u

′′
n +

2

h
ux̄,n +

2

h
σnun,

ξn = (T 2
−c)nun − T 2

−(cu)n.

Ukoliko iskoristimo (3.34), dobijamo da je

ζn = T 2
−u

′′
n +

2

h
ux̄,n +

2

h
σnun =

2

h
(u′(1)− ux̄,n) +

2

h
ux̄,n +

2

h
σnun =

2

h
(u′(1) + σnun) = 0.

ξn mo�emo zapisati kao

ξn = (T 2
−cn)un − T 2

−cnT
2
−un + T 2

−cnT
2
−un − T 2

−(cu)n.

Oznaqimo sada sa

ξn1 = (T 2
−cn)un − T 2

−cnT
2
−un = (T 2

−cn)(un − T 2
−un),

ξn2 = T 2
−cnT

2
−un − T 2

−(cu)n.

Neka je

ξn11 = un − T 2
−un = un −

2

h

∫ 1

1−h

(
1 +

t− 1

h

)
u(t)dt.

Primetimo da je∫ 1

1−h

(
1 +

t− 1

h

)
dt = 1− 1+h+

12

2h
− (1− h)2

2h
− 1

h
+

1− h

h
= h+

1

2h
− 1− 2h+ h2

2h
− 1 =

h

2
,

te je sada

ξn11 =
2

h

∫ 1

1−h

(
1 +

t− 1

h

)
u(1)dt− 2

h

∫ 1

1−h

(
1 +

t− 1

h

)
u(t)dt

=
2

h

∫ 1

1−h

(
1 +

t− 1

h

)
(u(1)− u(t))dt =

2

h

∫ 1

1−h

(
1 +

t− 1

h

)∫ 1

t

u′(s)dsdt,
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a ocena

|ξn11| ≤
2

h

∫ 1

1−h

(
1 +

t− 1

h

)∫ 1

1−h

|u′(s)|dsdt = 2

h

h

2

∫ 1

1−h

|u′(s)|ds

≤
(∫ 1

1−h

12ds

) 1
2
(∫ 1

1−h

|u′(s)|2ds
) 1

2

= h
1
2∥u′∥L2(1−h,1).

Koristimo (1.5) i imamo da je

∥u′∥L2(1−h,1) ≤ C
√
h∥u′∥H1(0,1) ≤ C

√
h∥u∥H2(0,1),

odnosno,
|ξn11| ≤ Ch∥u∥H2(0,1),

a
|ξn1 | ≤ Ch∥c∥C,h∥u∥H2(0,1) ≤ C̄h∥u∥H2(0,1).

Integralna reprezentacija ξn2 je

ξn2 = T 2
−cnT

2
−un − T 2

−(cu)n

=

(
2

h

)2∫ 1

1−h

(
1 +

t− 1

h

)
c(t)dt

∫ 1

1−h

(
1 +

s− 1

h

)
u(s)ds

−
(
2

h

)2∫ 1

1−h

(
1 +

t− 1

h

)
c(t)u(t)dt

∫ 1

1−h

(
1 +

s− 1

h

)
ds

= −
(
2

h

)2
1

2

[∫ 1

1−h

∫ 1

1−h

(
1 +

t− 1

h

)(
1 +

s− 1

h

)
(c(t)− c(s))(u(t)− u(s))

]
dtds

= − 2

h2

∫ 1

1−h

∫ 1

1−h

(
1 +

t− 1

h

)(
1 +

s− 1

h

)∫ t

s

∫ t

s

c′(z)u′(z̄)dzdz̄dtds,

a ocena

|ξn2 | ≤
2

h2

∫ 1

1−h

(
1 +

t− 1

h

)
dt

∫ 1

1−h

(
1 +

s− 1

h

)
ds

∫ 1

1−h

|c′(z)|dz
∫ 1

1−h

|u′(z̄)|dz̄

≤ 2

h2

h

2

h

2

(∫ 1

1−h

12dz

) 1
2
(∫ 1

1−h

|c′(z)|2 dz
) 1

2
(∫ 1

1−h

12dz̄

) 1
2
(∫ 1

1−h

|u′(z̄)|2 dz̄
) 1

2

≤ 1

2
h

1
2∥c′∥L2(1−h,1)h

1
2∥u′∥L2(1−h,1) ≤

1

2
h∥c′∥L2(1−h,1)∥u∥H1(1−h,1)

≤ ¯̄Ch∥u∥H2(0,1).

Kako je φn = ζn + ξn1 + ξn2 , a |φn| ≤ |ξn1 |+ |ξn2 |, zakǉuqujemo da je

|φn| ≤ O(h). (3.39)

Kada u izrazu (3.27) iskoristimo ocene (3.37), (3.38) i (3.39), mo�emo da za-
kǉuqimo da je

|[z]|h = |[u− v]|h ≤ O(h2).

□
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3.2 Dvodimenzioni sluqaj (n = 2)

Posmatrajmo problem (2.13) na Ω = (0, 1) × (0, 1). Imaju�i u vidu sliku 1,
mo�emo ga zapisati u obliku operatorske jednaqine

Lu = f, (3.40)

gde je

Lu =



−∂2u
∂x2 (x, y)− ∂2u

∂y2
(x, y) + c(x, y)u(x, y), na Ω,

−∂u
∂x
(0, y) + σ(0, y)u(0, y), na Γx0,

∂u
∂x
(1, y) + σ(1, y)u(1, y), na Γx1,

−∂u
∂y
(x, 0) + σ(x, 0)u(x, 0), na Γy0,

∂u
∂y
(x, 1) + σ(x, 1)u(x, 1), na Γy1,

a

f =

{
f(x, y), na Ω,

0, na Γ = ∂Ω,

i va�i da c ∈ L∞(Ω), c ≥ 0 skoro svuda na Ω, f ∈ L2(Ω), σ ∈ L∞(Γ) i σ > 0 skoro
svuda na Γ.
�elimo da diskretizujemo ovaj problem, te kontinualnu funkciju u zameǌujemo
diskretnom funkcijom v, tako da va�i vij = v(xi, yj) ≈ u(xi, yj), a izvode zameǌujemo
konaqnim razlikama, s tim xto sada razlikujemo da li posmatramo konaqnu ra-
zliku po prvoj ili drugoj promenǉivoj. Dakle, razlikujemo

vx,ij =
1

h
(vi+1,j − vij) = vx̄,i+1,j,

vy,ij =
1

h
(vi,j+1 − vij) = vȳ,i,j+1.

Graniqni problem (2.13) sada posmatramo na mre�i Ω̄h = ω̄h×ω̄h, gde sa Ωh = Ω̄h∩Ω
oznaqavamo unutraxǌe, a sa Γ̄h = Ω̄h∩Γ = Ω̄h\Ωh graniqne qvorove mre�e. Problem
mo�emo da zamenimo diferencijskom shemom

−vxx̄,ij − vyȳ,ij + cijvij = fij, i, j = 1, . . . , n− 1,

−vx,0j + σ0jv0j =0, i = 0, j = 0, . . . , n,

vx̄,nj + σnjvnj =0, i = n, j = 0, . . . , n, (3.41)
−vy,i0 + σi0vi0 =0, j = 0, i = 0, . . . , n,

vȳ,in + σinvin =0, j = n, i = 0, . . . , n,

kod koje je cij = ch(xi, yj), fij = fh(xi, yj), i, j = 1, . . . , n − 1 , gde su ch i fh redom
odgovaraju�e aproksimacije funkcija c i f , xto �emo posebno da naglasimo kod
ocene grexke. Isto tako, posmatramo i aproksimaciju σh funkcije σ na graniqnim
qvorovima mre�e.
Analogno jednodimenzionom sluqaju, aproksimacija graniqnih uslova usporava
konvergenciju diferencijske sheme, te �emo koracima kao za n = 1 pokuxati da je
poboǉxamo.
Polazimo od aproksimacije na ivici Γx0, pa kako je −ux,0j = −h−1

(
u(h, y)− u(0, y)

)
,

polazimo od razvoja u(h, y) u Taylor-ov red oko taqke (0, y) i dobijamo

−ux(0, y) = −1

h

[
u(0, y) + h

∂u

∂x
(0, y) +

h2

2

∂2u

∂x2
(0, y) +O(h3)− u(0, y)

]
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= −∂u

∂x
(0, y)− h

2

∂2u

∂x2
(0, y) +O(h2).

Prvi graniqni uslov koristimo da izrazimo ∂u
∂x
(0, y), dok iz parcijalne diferen-

cijalne jednaqine dobijamo izraz za ∂2u
∂x2 (0, y). Naime,

∂u

∂x
(0, y) = σ(0, y)u(0, y),

∂2u

∂x2
(0, y) = c(0, y)u(0, y)− f(0, y)− ∂2u

∂y2
(0, y).

Sada je

−ux(0, y) = −σ(0, y)u(0, y)− h

2

[
c(0, y)u(0, y)− f(0, y)− ∂2u

∂y2
(0, y)

]
+O(h2), (3.42)

tako da kada i drugi izvod po y aproksimiramo konaqnom razlikom, graniqni
uslov u unutraxǌim taqkama ivice Γx0, sa grexkom O(h2), aproksimiramo sa

−ux(0, y) +

(
σ(0, y) +

h

2
c(0, y)

)
u(0, y)− h

2
uyȳ(0, y) =

h

2
f(0, y). (3.43)

Potpuno analogno, graniqne uslove u unutraxǌim taqkama ivica Γx1, Γy0 i Γy1

redom aproksimiramo sa

ux̄(1, y) +

(
σ(1, y) +

h

2
c(1, y)

)
u(1, y)− h

2
uyȳ(1, y) =

h

2
f(1, y), (3.44)

−uy(x, 0) +

(
σ(x, 0) +

h

2
c(x, 0)

)
u(x, 0)− h

2
uxx̄(x, 0) =

h

2
f(x, 0), (3.45)

uȳ(x, 1) +

(
σ(x, 1) +

h

2
c(x, 1)

)
u(x, 1)− h

2
uxx̄(x, 1) =

h

2
f(x, 1). (3.46)

Dakle, krajǌi oblik aproksimacija u unutraxǌim taqkama ivica oblasti Ω je

2

h

(
− vx,0j + σ0jv0j

)
+ c0jv0j − vyȳ,0j = f0j +O(h), j = 1, . . . , n− 1,

2

h

(
vx̄,nj + σnjvnj

)
+ cnjvnj − vyȳ,nj = fnj +O(h), j = 1, . . . , n− 1,

2

h

(
− vy,i0 + σi0vi0

)
+ ci0vi0 − vxx̄,i0 = fi0 +O(h), i = 1, . . . , n− 1,

2

h

(
vȳ,in + σinvin

)
+ cinvin − vxx̄,in = fin +O(h), i = 1, . . . , n− 1.

Posebno posmatramo xta se dexava u temenima oblasti Ω, taqnije, u taqkama
(0, 0), (0, 1), (1, 0) i (1, 1). Naime, kako se taqka (0, 0) nalazi na preseku ivica Γ̄x0 i
Γ̄y0, za ǌu va�e dva graniqna uslova, odnosno, za ǌu su taqne dve aproksimacije.
Ukoliko posmatramo jednaqinu (3.42) i odgovaraju�u jednaqinu za Γ̄y0, te isko-
ristimo polaznu jednaqinu gde je −∂2u

∂x2 (0, 0)− ∂2u
∂y2

(0, 0) + c(0, 0)u(0, 0) = f(0, 0), imamo
da va�e jednakosti

2

h
(−ux(0, 0) + σ(0, 0)u(0, 0)) = −∂2u

∂x2
(0, 0) +O(h),
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2

h
(−uy(0, 0) + σ(0, 0)u(0, 0)) = −∂2u

∂y2
(0, 0) +O(h).

Nakon xto ih saberemo, dobijamo da je

2

h
(−ux(0, 0)− uy(0, 0) + 2σ(0, 0)u(0, 0)) = −∂2u

∂x2
(0, 0)− ∂2u

∂y2
(0, 0) +O(h),

= f(0, 0)− c(0, 0)u(0, 0) +O(h),

odnosno, aproksimacija u taqki (0, 0) je

2

h
(−vx,00 − vy,00 + 2σ00v00) + c00v00 = f00 +O(h).

Analogno, za taqke (0, 1), (1, 0) i (1, 1) va�e redom aproksimacije

2

h
(−vx,0n + vȳ,0n + 2σ0nv0n) + c0nv0n = f0n +O(h),

2

h
(vx̄,n0 − vy,n0 + 2σn0vn0) + cn0vn0 = fn0 +O(h),

2

h
(vx̄,nn + vȳ,nn + 2σnnvnn) + cnnvnn = fnn +O(h).

3.2.1 Stabilnost diferencijske sheme

Za dokazivaǌe egzistencije i jedinstvenosti rexeǌa, kao i stabilnosti dife-
rencijske sheme i sada �e nam lakxe biti ukoliko shemu posmatramo u obliku
operatorske jednaqine

Lhv = fh. (3.47)

Linearan operator Lh mo�emo da definixemo kao

Lhv =



−vxx̄,ij − vyȳ,ij + cijvij za i, j = 1, . . . , n− 1,
2
h

(
− vx,0j + σ0jv0j

)
+ c0jv0j − vyȳ,0j za i = 0, j = 1, . . . , n− 1,

2
h

(
vx̄,nj + σnjvnj

)
+ cnjvnj − vyȳ,nj za i = n, j = 1, . . . , n− 1,

2
h

(
− vy,i0 + σi0vi0

)
+ ci0vi0 − vxx̄,i0 za j = 0, i = 1, . . . , n− 1,

2
h

(
vȳ,in + σinvin

)
+ cinvin − vxx̄,in za j = n, i = 1, . . . , n− 1,

2
h
(−vx,00 − vy,00 + 2σ00v00) + c00v00 za i = 0, j = 0,

2
h
(−vx,0n + vȳ,0n + 2σ0nv0n) + c0nv0n za i = 0, j = n,

2
h
(vx̄,n0 − vy,n0 + 2σn0vn0) + cn0vn0 za i = n, j = 0,

2
h
(vx̄,nn + vȳ,nn + 2σnnvnn) + cnnvnn za i = n, j = n.

(3.48)

Ovaj operator preslikava prostor diskretnih funkcija V =
{
v : Ω̄h → Rn+1

}
u

samog sebe.
Kako funkcija f ∈ L2(Ω), za ǌenu restrikciju na mre�u Ω̄h ne mo�emo da garantu-
jemo da �e biti definisana u svakom qvoru mre�e, te za ǌenu aproksimaciju fh
koristimo Steklov-ǉeve operatore usredǌeǌa (1.1) i (1.2), s tim xto razlikujemo
da li operator primeǌujemo na prvu ili na drugu promenǉivu. Taqnije,
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fh =



T 2
xT

2
y f za i, j = 1, . . . , n− 1,

T 2
+xT

2
y f za i = 0, j = 1, . . . , n− 1,

T 2
−xT

2
y f za i = n, j = 1, . . . , n− 1,

T 2
xT

2
+yf za j = 0, i = 1, . . . , n− 1,

T 2
xT

2
−yf za j = n, i = 1, . . . , n− 1,

T 2
+xT

2
+yf za i = 0, j = 0,

T 2
+xT

2
−yf za i = 0, j = n,

T 2
−xT

2
+yf za i = n, j = 0,

T 2
−xT

2
−yf za i = n, j = n.

U prostoru V definiximo skalarni proizvod kao

[v, w]h = h2

n−1∑
i=1

n−1∑
j=1

vijwij +
h2

2

n−1∑
i=1

(v0iw0i + vniwni + vi0wi0 + vinwin)

+
h2

4
(v00w00 + v0nw0n + vn0wn0 + vnnwnn) ,

(3.49)

a odgovaraju�u normu kao

|[v]|h = [v, v]
1
2
h = |[v]|L2(Ω̄h). (3.50)

Dodatno,
|[v]|C,h = max

0≤i,j≤n
|vij|.

�elimo da uspostavimo vezu izme�u skalarnih proizvoda u obe dimenzije, te
(3.49) mo�emo da zapixemo kao

[v, w]h = h
n−1∑
i=1

[v(xi, ·), w(xi, ·)]h +
h

2

(
[v(x0, ·), w(x0, ·)]h + [v(xn, ·), w(xn, ·)]h

)
, (3.51)

gde je

[v(xi, ·), w(xi, ·)]h = h

n−1∑
j=1

vijwij +
h

2

(
vi0wi0 + vinwin

)
, i = 0, . . . , n,

skalarni proizvod na sloju x = ih. Analogno,

[v, w]h = h
n−1∑
j=1

[v(·, yj), w(·, yj)]h +
h

2

(
[v(·, y0), w(·, y0)]h + [v(·, yn), w(·, yn)]h

)
, (3.52)

gde je

[v(·, yj), w(·, yj)]h = h
n−1∑
i=1

vijwij +
h

2

(
v0jw0j + vnjwnj

)
, j = 0, . . . , n,

skalarni proizvod na sloju y = jh (videti [10]).
Zatim �elimo da uvedemo diskretnu H1-normu u dvodimenzionom sluqaju. Prvo,
za polunormu nam treba

[v, w)h,x = h

n−1∑
i=0

[v(xi, ·), w(xi, ·)]h = h

n−1∑
i=0

(
h

n−1∑
j=1

vijwij +
h

2

(
vi0wi0 + vinwin

))
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= h2

n−1∑
i=0

n−1∑
j=1

vijwij +
h2

2

n−1∑
i=0

(
vi0wi0 + vinwin

)
,

[v, w)h,y = h
n−1∑
j=0

[v(·, yj), w(·, yj)]h = h2

n−1∑
i=1

n−1∑
j=0

vijwij +
h2

2

n−1∑
j=0

(
v0jw0j + vnjwnj

)
,

(v, w]h,x = h

n∑
i=1

[v(xi, ·), w(xi, ·)]h = h2

n∑
i=1

n−1∑
j=1

vijwij +
h2

2

n∑
i=1

(
vi0wi0 + vinwin

)
,

(v, w]h,y = h
n∑

j=1

[v(·, yj), w(·, yj)]h = h2

n−1∑
i=1

n∑
j=1

vijwij +
h2

2

n∑
j=1

(
v0jw0j + vnjwnj

)
.

Sada je

∥vx̄]|2h,x = h2

n∑
i=1

n−1∑
j=1

v2x̄,ij +
h2

2

n∑
i=1

(
v2x̄,i0 + v2x̄,in

)
,

∥vȳ]|2h,y = h2

n−1∑
i=1

n∑
j=1

v2ȳ,ij +
h2

2

n∑
j=1

(
v2ȳ,0j + v2ȳ,nj

)
,

a norma je
|[v]|H1(Ω̄h) =

(
|[v]|2h + ∥vx̄]|2h,x + ∥vȳ]|2h,y

) 1
2 .

Najpre �elimo da poka�emo samokonjugovanost i pozitivnu definisanost opera-
tora Lh, stoga, po ugledu na jednodimenzioni sluqaj, pokazujemo da va�i naredni
stav.

Stav 3.9. Za svaku funkciju v definisanu na mre�i Ω̄h va�e nejednakosti

v2ij ≤
1

2
(1 + ε)(v20j + v2nj) +

1

2

(
1 +

1

ε

) n∑
k=1

v2x̄,kjh, (3.53)

za i = 1, . . . , n− 1, j = 0, . . . , n i ε > 0, kao i

v2ij ≤
1

2
(1 + ε)(v2i0 + v2in) +

1

2

(
1 +

1

ε

) n∑
k=1

v2ȳ,ikh, (3.54)

za i = 0, . . . , n, j = 1, . . . , n− 1 i ε > 0.

Dokaz. Primetimo da veliqinu v2ij mo�emo da zapixemo kao

v2ij =
(
v(xi, yj)

)2
=

(
v(x0, yj) +

i∑
k=1

vx̄,kjh

)2

=

(
n∑

k=i+1

vx̄,kjh− v(xn, yj)

)2

=

(
v(xi, y0) +

j∑
k=1

vȳ,ikh

)2

=

(
n∑

k=j+1

vȳ,ikh− v(xi, yn)

)2

.
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Daǉe, dokaz bi ixao potpuno analogno kao u jednodimenzionom sluqaju. □
Ono xto �e nam isto tako znaqiti prilikom dokazivaǌa samokonjugovanosti i
pozitivne definisanosti operatora Lh je diskretan analogon parcijalne inte-
gracije u dvodimenzionom sluqaju. Naime, va�i da je

h2

n−1∑
i=1

n−1∑
j=1

(−vxx̄,ij)wij = h2

n∑
i=1

n−1∑
j=1

vx̄,ijwx̄,ij + h

n−1∑
j=1

vx,0jw0j − h

n−1∑
j=1

vx̄,njwnj, (3.55)

h2

n−1∑
i=1

n−1∑
j=1

(−vyȳ,ij)wij = h2

n−1∑
i=1

n∑
j=1

vȳ,ijwȳ,ij + h

n−1∑
i=1

vy,i0wi0 − h

n−1∑
i=1

vȳ,inwin. (3.56)

Napomenimo da bi dokaz bio identiqan onom u jednodimenzionom sluqaju, s tim
xto bi sada u izrazu imali jox jednu sumu.

Teorema 3.10. Diferencijska shema odre�ena linearnim operatorom (3.48) ima jedin-
stveno rexeǌe.

Dokaz. Dovoǉno je da poka�emo da je operator Lh samokonjugovan i pozitivno
definisan u odnosu na skalarni proizvod [·, ·]h definisan sa (3.49).
Posmatramo skalarni proizvod

[Lhv, w]h = h2
∑
Ωh

Lhv w +
h2

2

∑
Γh

Lhv w +
h2

4

∑
Γ∗

Lhv w, (3.57)

gde je Γh = Γ̄h\Γ∗, a sa Γ∗ smo oznaqili skup temena oblasti Ω. Najpre izraqunajmo
prvi sabirak

h2
∑
Ωh

Lhv w = h2

n−1∑
i=1

n−1∑
j=1

(
− vxx̄,ij − vyȳ,ij + cijvij

)
wij

= −h2

n−1∑
i=1

n−1∑
j=1

vxx̄,ijwij − h2

n−1∑
i=1

n−1∑
j=1

vyȳ,ijwij + h2

n−1∑
i=1

n−1∑
j=1

cijvijwij.

Za prva dva sabirka iskoristimo (3.55) i (3.56) i imamo da je

h2
∑
Ωh

Lhv w = h2

n∑
i=1

n−1∑
j=1

vx̄,ijwx̄,ij + h2

n−1∑
i=1

n∑
j=1

vȳ,ijwȳ,ij + h2

n−1∑
i=1

n−1∑
j=1

cijvijwij

+h

n−1∑
j=1

vx,0jw0j − h

n−1∑
j=1

vx̄,njwnj + h

n−1∑
i=1

vy,i0wi0 − h

n−1∑
i=1

vȳ,inwin.

(3.58)

Za drugi sabirak skalarnog proizvoda (3.57) sumu razdvajamo u odnosu na ivice
kojima unutraxǌi graniqni qvorovi pripadaju, pa tako imamo da je

h2

2

∑
Γh

Lhv w =
h2

2

∑
Γh,x0

Lhv w +
h2

2

∑
Γh,x1

Lhv w +
h2

2

∑
Γh,y0

Lhv w +
h2

2

∑
Γh,y1

Lhv w.
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Daǉe je

h2

2

∑
Γh,x0

Lhv w =
h2

2

n−1∑
j=1

[
2

h

(
− vx,0j + σ0jv0j

)
+ c0jv0j − vyȳ,0j

]
w0j

= −h

n−1∑
j=1

vx,0jw0j + h

n−1∑
j=1

σ0jv0jw0j +
h2

2

n−1∑
j=1

c0jv0jw0j −
h2

2

n−1∑
j=1

vyȳ,0jw0j

= −h

n−1∑
j=1

vx,0jw0j + h

n−1∑
j=1

σ0jv0jw0j +
h2

2

n−1∑
j=1

c0jv0jw0j +
h2

2

n∑
j=1

vȳ,0jwȳ,0j +
h

2
vy,00w00 −

h

2
vȳ,0nw0n.

Analogno, za preostale tri ivice dobijamo

h2

2

∑
Γh,x1

Lhv w = h

n−1∑
j=1

vx̄,njwnj + h

n−1∑
j=1

σnjvnjwnj +
h2

2

n−1∑
j=1

cnjvnjwnj

+
h2

2

n∑
j=1

vȳ,njwȳ,nj +
h

2
vy,n0wn0 −

h

2
vȳ,nnwnn,

h2

2

∑
Γh,y0

Lhv w = −h
n−1∑
i=1

vy,i0wi0 + h
n−1∑
i=1

σi0vi0wi0 +
h2

2

n−1∑
i=1

ci0vi0wi0

+
h2

2

n∑
i=1

vx̄,i0wx̄,i0 +
h

2
vx,00w00 −

h

2
vx̄,n0wn0,

h2

2

∑
Γh,y1

Lhv w = h
n−1∑
i=1

vȳ,inwin + h
n−1∑
i=1

σinvinwin +
h2

2

n−1∑
i=1

cinvinwin

+
h2

2

n∑
i=1

vx̄,inwx̄,in +
h

2
vx,0nw0n −

h

2
vx̄,nnwnn.

Primetimo da �e se prvi sabirci u prethodna qetiri izraza skratiti sa posledǌa
qetiri sabirka jednaqine (3.58).
Prelazimo na tre�i sabirak skalarnog proizvoda (3.57), gde delovaǌe operatora
Lh razdvajamo na qetiri temena, te u taqki (0, 0) imamo da je

h2

4
(Lhv w)(0, 0) =

h2

4

[
2

h
(−vx,00 − vy,00 + 2σ00u00) + c00v00

]
w00

= −h

2
vx,00w00 −

h

2
vy,00w00 + hσ00u00w00 +

h2

4
c00v00w00,

dok za preostale tri taqke va�i da je

h2

4
(Lhv w)(0, 1) = −h

2
vx,0nw0n +

h

2
vȳ,0nw0n + hσ0nu0nw0n +

h2

4
c0nv0nw0n,

h2

4
(Lhv w)(1, 0) =

h

2
vx̄,n0wn0 −

h

2
vy,n0wn0 + hσn0un0wn0 +

h2

4
cn0vn0wn0,

h2

4
(Lhv w)(1, 1) =

h

2
vx̄,nnwnn +

h

2
vȳ,nnwnn + hσnnunnwnn +

h2

4
cnnvnnwnn.
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Mo�emo videti da �e se prva dva sabirka ova qetiri izraza skratiti sa posledǌa
dva sabirka prethodne qetiri jednaqine. Na kraju nam ostaje

[Lhv, w]h = (vx̄, wx̄]h,x + (vȳ, wȳ]h,y + [cv, w]h + h
∑
Γ̄h

σvw.

Zbog simetriqosti bilinearne forme mo�emo da zakǉuqimo da je

[Lhv, w]h = [v, Lhw]h, a kako je i [Lhv, w]h = [v, L∗
hw]h, sledi da je Lh = L∗

h.

Sada posmatramo skalarni proizvod

[Lhv, v]h = (vx̄, vx̄]h,x + (vȳ, vȳ]h,y + [cv, v]h + h
∑
Γ̄h

σv2.

Kako je c ≥ 0, a σmin = min
Γ̄h

σ > 0, vidimo da je

[Lhv, v]h ≥ ∥vx̄]|2h,x + ∥vȳ]|2h,y + σminh
∑
Γ̄h

v2 (3.59)

≥ min
(
1, σmin

)∥vx̄]|2h,x + ∥vȳ]|2h,y + h
∑
Γ̄h

v2

 . (3.60)

Iz (3.53) za ε = 1 imamo da je

v2ij ≤ v20j + v2nj +
n∑

k=1

v2x̄,kjh.

Ukoliko datu nejednakost pomno�imo sa h za j = 1, . . . , n−1, a sa h
2
za j = 0 i j = n,

a zatim ih sumiramo, dobijamo da je

h
n−1∑
j=1

v2ij +
h

2

(
v2i0 + v2in

)
≤ h

n−1∑
j=1

(
v20j + v2nj

)
+

h

2

(
v200 + v2n0 + v20n + v2nn

)
+ h2

n∑
k=1

n−1∑
j=1

v2x̄,kj +
h2

2

n∑
k=1

(
v2x̄,k0 + v2x̄,kn

)
,

odnosno,
|[v(xi, ·)]|2h ≤ |[v(x0, ·)]|2h + |[v(xn, ·)]|2h + ∥vx̄]|2h,x. (3.61)

Ukoliko ovu nejednakost pomno�imo sa h za i = 1, . . . , n− 1, a sa h
2
za i = 0 i i = n,

a zatim ih sumiramo, imaju�i u vidu (3.51), dobijamo da je

|[v]|2h ≤
(
|[v(x0, ·)]|2h + |[v(xn, ·)]|2h + ∥vx̄]|2h,x

)(
h(n− 1) + h

)
= |[v(x0, ·)]|2h + |[v(xn, ·)]|2h + ∥vx̄]|2h,x. (3.62)

Analogno, iz (3.54) za ε = 1 imamo da je

|[v(·, yj)]|2h ≤ |[v(·, y0)]|2h + |[v(·, yn)]|2h + ∥vȳ]|2h,y, (3.63)

kao i da je
|[v]|2h ≤ |[v(·, y0)]|2h + |[v(·, yn)]|2h + ∥vȳ]|2h,y. (3.64)
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Iskoristimo sada (3.62) i (3.64) u (3.60). Dakle, va�i da je

[Lhv, v]h ≥ C
(
∥vx̄]|2h,x + ∥vȳ]|2h,y + |[v(x0, ·)]|2h + |[v(xn, ·)]|2h + |[v(·, y0)]|2h + |[v(·, yn)]|2h

)
,

odnosno,
[Lhv, v]h ≥ 2C|[v]|2h, (3.65)

gde je C = min
(
1, σmin

)
.

Daǉe, iz (3.59), kako je σmin > 0, sledi da je

[Lhv, v]h ≥ ∥vx̄]|2h,x + ∥vȳ]|2h,y,

xto nam sabrano sa (3.65) daje(
1 +

1

2C

)
[Lhv, v]h ≥ ∥vx̄]|2h,x + ∥vȳ]|2h,y + |[v]|2h,

odnosno, imamo da je

[Lhv, v]h ≥ 2C

1 + 2C
|[v]|2H1(Ω̄h)

, (3.66)

gde je C= min
(
1, σmin

)
.

Dakle, operator Lh je samokonjugovan i pozitivno definisan, pa nam stav (1.14)
garantuje postojaǌe ograniqenog inverza L−1

h , stoga jednaqina (3.47) ima rexeǌe
i ono je jedinstveno. □

Teorema 3.11. Diferencijska shema je stabilna u normama |[·]|h i |[·]|H1(Ω̄h), pri qemu
va�e apriorne ocene

|[v]|h ≤ 1

2C
|[f ]|h i |[v]|H1(Ω̄h) ≤

(
1 +

1

2C

)
|[f ]|h, (3.67)

gde je C = min
(
1, σmin

)
.

Dokaz. Primetimo da iz (3.65), uz primenu Cauchy-Schwarz-ove nejednakosti 1.17,
imamo da je

2C|[v]|2h ≤ [Lhv, v]h = [f, v]h ≤ |[f ]|h|[v]|h. (3.68)

Taqnije, dobijamo ocenu

|[v]|h ≤ 1

2C
|[f ]|h.

Daǉe, iz (3.66), uz primenu Cauchy-Schwarz-ove nejednakosti 1.17, imamo da je

2C

1 + 2C
|[v]|2H1(Ω̄h)

≤ [Lhv, v]h = [f, v]h ≤ |[f ]|h|[v]|h ≤ |[f ]|h|[v]|H1(Ω̄h). (3.69)

Dakle, dobijamo ocenu

|[v]|H1(Ω̄h) ≤
(
1 +

1

2C

)
|[f ]|h,

koja ujedno predstavǉa diskretan analogon ocene (2.27). □
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3.2.2 Ocena grexke

Analogno jednodimenzionom sluqaju, grexka aproksimacije z = u − v, defini-
sana je kao i v samo u qvorovima mre�e i zadovoǉava istu diferencijsku shemu
sa operatorom Lh definisanim sa (3.48), dok se desna strana sheme razlikuje.
Dakle, imamo da je

− zxx̄,ij − zyȳ,ij + ch,ijzij = φij, i, j = 1, . . . ,n− 1,

2

h
(−zx,0j + σh,0jz0j) + ch,0jz0j − zyȳ,0j = φ0j, i = 0, j = 1, . . . ,n− 1,

2

h

(
zx̄,nj + σh,njznj

)
+ ch,njznj − zyȳ,nj = φnj, i = n, j = 1, . . . ,n− 1,

2

h

(
− zy,i0 + σh,i0zi0

)
+ ch,i0zi0 − zxx̄,i0 = φi0, j = 0, i = 1, . . . ,n− 1,

2

h

(
zȳ,in + σh,inzin

)
+ ch,inzin − zxx̄,in = φin, j = n, i = 1, . . . ,n− 1, (3.70)

2

h

(
− zx,00 − zy,00 + 2σh,00z00

)
+ ch,00z00 = φ00, i = 0,j = 0,

2

h

(
− zx,0n + zȳ,0n + 2σh,0nz0n

)
+ ch,0nz0n = φ0n, i = 0,j = n,

2

h

(
zx̄,n0 − zy,n0 + 2σh,n0zn0

)
+ ch,n0zn0 = φn0, i = n,j = 0,

2

h

(
zx̄,nn + zȳ,nn + 2σh,nnznn

)
+ ch,nnznn = φnn, i = n,j = n.

gde je

φij = Lh(uij − vij) = Lhuij − Lhvij = Lhuij − fh,ij

= −fh,ij − uxx̄,ij − uyȳ,ij + ch,ijuij, i, j = 1, . . . ,n− 1,

φ0j = Lh(u0j − v0j) = Lhu0j − Lhv0j = Lhu0j − fh,0j

= −fh,0j +
2

h
(−ux,0j + σh,0ju0j) + ch,0ju0j − uyȳ,0j, i = 0, j = 1, . . . ,n− 1,

φnj = −fh,nj +
2

h

(
ux̄,nj + σh,njunj

)
+ ch,njunj − uyȳ,nj, i = n, j = 1, . . . ,n− 1,

φi0 = −fh,i0 +
2

h

(
− uy,i0 + σh,i0ui0

)
+ ch,i0ui0 − uxx̄,i0, j = 0, i = 1, . . . ,n− 1,

φin = −fh,in +
2

h

(
uȳ,in + σh,inuin

)
+ ch,inuin − uxx̄,in, j = n, i = 1, . . . ,n− 1,

φ00 = Lh(u00 − v00) = Lhu00 − Lhv00 = Lhu00 − fh,00

= −fh,00 +
2

h
(−ux,00 − uy,00 + 2σh,00u00) + ch,00u00 i = 0,j = 0,

φ0n = −fh,0n +
2

h
(−ux,0n + uȳ,0n + 2σh,0nu0n) + ch,0nu0n, i = 0,j = n,

φn0 = −fh,n0 +
2

h
(ux̄,n0 − uy,n0 + 2σh,n0un0) + ch,n0un0, i = n,j = 0,

φnn = −fh,nn +
2

h
(ux̄,nn + uȳ,nn + 2σh,nnunn) + ch,nnunn, i = n,j = n.

Kako je diferencijska shema ista, za ǌu mora da va�i i ista apriorna ocena
(3.67) kao za shemu definisanu operatorom Lh, odnosno va�i naredna teorema.
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Teorema 3.12. Diferencijska shema (3.70) zadovoǉava apriornu ocenu

|[z]|H1(Ω̄h) ≤
(
1 +

1

2C

)
|[φh]|h, (3.71)

gde je

φh =



φij za i, j = 1, . . . , n− 1,

φ0j za i = 0, j = 1, . . . , n− 1,

φnj za i = n, j = 1, . . . , n− 1,

φi0 za j = 0, i = 1, . . . , n− 1,

φin za j = n, i = 1, . . . , n− 1,

φ00 za i = 0, j = 0,

φ0n za i = 0, j = n,

φn0 za i = n, j = 0,

φnn za i = n, j = n.

Za ocenu brzine konvergencije prvo �emo da poka�emo, a zatim i da koristimo
narednu apriornu ocenu.

Teorema 3.13. [12] Diferencijska shema (3.70) zadovoǉava apriornu ocenu

|[z]|h ≤ ¯̄C

(
h

2

(
|φ00|+ |φ0n|+ |φn0|+ |φnn|

)
+

h√
2

(
|φ0j|+ |φnj|+ |φi0|+ |φin|

)
+ ∥φ∥h

)
,

(3.72)
za i, j = 1, . . . , n− 1, gde je

¯̄C =
1√
2C

√
1

2C
+

1

σmin

.

Dokaz. Diferencijsku shemu (3.70) mo�emo napisati i u obliku operatorske
jednaqine kao

Lhz = φh. (3.73)

Primetimo da je na osnovu (3.49)

[Lhz, z]h = [φh, z]h =
h2

4
(φ00z00 + φ0nz0n + φn0zn0 + φnnznn)

+
h2

2

n−1∑
i=1

(φ0iz0i + φnizni + φi0zi0 + φinzin) + (φ, z)h.

Kada na tre�i sabirak primenimo Cauchy-Schwarz-ovu nejednakost 1.17, a zatim na
svaki od proizvoda u zbiru primenimo ε-nejednakost (1.18), dobijamo

[φh, z]h ≤ ε

(
z200 + z20n + z2n0 + z2nn +

n−1∑
i=1

(
z20i + z2ni + z2i0 + z2in

)
+ (z, z)h

)

+
1

4ε

(
h2

4

(
φ2
00 + φ2

0n + φ2
n0 + φ2

nn

)
+

h2

2

n−1∑
i=1

(
φ2
0i + φ2

ni + φ2
i0 + φ2

in

)
+ (φ, φ)h

)
,

te kako je

(z, z)h ≤ [z, z]h ≤ 1

2C
[Lhz, z]h,
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a

z200 + z20n + z2n0 + z2nn +
n−1∑
i=1

(
z20i + z2ni + z2i0 + z2in

)
≤ 1

σmin

(
σ00z

2
00 + σ0nz

2
0n + σn0z

2
n0 + σnnz

2
nn +

n−1∑
i=1

(
σ0iz

2
0i + σniz

2
ni + σi0z

2
i0 + σinz

2
in

))
≤ 1

σmin

[Lhz, z]h,

imamo da je

z200 + z20n + z2n0 + z2nn +
n−1∑
i=1

(
z20i + z2ni + z2i0 + z2in

)
+ (z, z)h2 ≤ C̄[Lhz, z]h,

gde je C̄ =
(

1
2C

+ 1
σmin

)
.

Sada je

[Lhz, z]h = [φh, z]h ≤ εC̄ [Lhz, z]h +
1

4ε

(
h2

4

(
φ2
00 + φ2

0n + φ2
n0 + φ2

nn

)
+

h2

2

n−1∑
i=1

(
φ2
0i + φ2

ni + φ2
i0 + φ2

in

)
+ (φ, φ)h

)
.

Dakle,

[Lhz, z]h ≤ 1

4 ε
(
1− εC̄

)(h2

4

(
φ2
00 + φ2

0n + φ2
n0 + φ2

nn

)
+

h2

2

n−1∑
i=1

(
φ2
0i + φ2

ni + φ2
i0 + φ2

in

)
+ (φ, φ)h

)
.

Na isti naqin kao u jednodimenzionom sluqaju, pronalazimo gde konstanta na
desnoj strani posledǌe nejednakosti dosti�e svoj minimum, te kao rezultat do-
bijamo nejednakost

2C[z, z]h ≤ [Lhz, z]h ≤ 2C + σmin

2Cσmin

(
h2

4

(
φ2
00 + φ2

0n + φ2
n0 + φ2

nn

)
+
h2

2

n−1∑
i=1

(
φ2
0i + φ2

ni + φ2
i0 + φ2

in

)
+ (φ, φ)h

)
.

Na kraju, zakǉuqujemo da je za i, j = 1, . . . , n− 1,

|[z]|h ≤ 1√
2C

√
1

2C
+

1

σmin

(
h

2

(
|φ00|+ |φ0n|+ |φn0|+ |φnn|

)
+

h√
2

(
|φ0j|+ |φnj|+ |φi0|+ |φin|

)
+ ∥φ∥h

)
.

□
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Naglasimo da �emo u dokazima narednih teorema detaǉnu procenu da izvrximo
u unutraxǌosti oblasti (odnosno, u unutraxǌim qvorovima mre�e), na jednoj
ivici (Γh,x0, odnosno za i = 0, j = 1, . . . , n − 1) i u jednom temenu ((0,0), odnosno za
i = 0, j = 0 ), s obzirom na to da se ocene na preostale tri ivice i tri temena
izvode analogno.

Teorema 3.14. Neka rexeǌe u graniqnog problema (2.13) pripada prostoru C4(Ω̄) i
neka c ∈ C(Ω̄), f ∈ C(Ω̄) i σ ∈ C(∂Ω). Tada rexeǌe v diferencijske sheme odre�ene
operatorom (3.48) konvergira ka u pri qemu je ocena brzine konvergencije

|[u− v]|h ≤ O(h2).

Dokaz. Za ocenu grexke, po�imo najpre od pretpostavke da su c i f neprekidne
funkcije na Ω̄, a funkcija σ neprekidna na ∂Ω. Tada je ch = c, fh = f i σh = σ, a

φij = φ(xi, yj) = −f(xi, yj)− uxx̄(xi, yj)− uyȳ(xi, yj) + c(xi, yj)u(xi, yj)

=
∂2u

∂x2
(xi, yj) +

∂2u

∂y2
(xi, yj)− uxx̄(xi, yj)− uyȳ(xi, yj), i, j = 1, . . . , n− 1,

φ0j = φ(0, yj) = −f(0, yj) +
2

h

(
− ux(0, yj) + σ(0, yj)u(0, yj)

)
+ c(0, yj)u(0, yj)− uyȳ(0, yj)

=
∂2u

∂x2
(0, yj) +

∂2u

∂y2
(0, yj) +

2

h

∂u

∂x
(0, yj)−

2

h
ux(0, yj)− uyȳ(0, yj), i = 0, j = 1, . . . , n− 1,

φ00 = φ(0, 0) = −f(0, 0) +
2

h
(−ux(0, 0)− uy(0, 0) + 2σ(0, 0)u(0, 0)) + c(0, 0)u(0, 0)

=
∂2u

∂x2
(0, 0) +

∂2u

∂y2
(0, 0) +

2

h

∂u

∂x
(0, 0)− 2

h
ux(0, 0) +

2

h

∂u

∂y
(0, 0)− 2

h
uy(0, 0), i = 0, j = 0.

Napomenimo da smo koristili polaznu jednaqinu problema (2.13), taqnije, qiǌe-
nicu da je ∂2u

∂x2 (x, y) +
∂2u
∂y2

(x, y) = −f(x, y) + c(x, y)u(x, y), kao i graniqne uslove na
Γx0 gde je ∂u

∂x
(0, y) = σ(0, y)u(0, y), posebno i za y = 0, kao i na Γy0, gde je za x = 0,

∂u
∂y
(0, 0) = σ(0, 0)u(0, 0).

Kada napixemo izraze za konaqne razlike i u odgovaraju�im taqkama razvijemo
funkciju u u Taylor-ov red, dobijamo

φ(xi, yj) =
∂2u

∂x2
(xi, yj) +

∂2u

∂y2
(xi, yj)

− 1

h2

[
u(xi + h, yj)− 2u(xi, yj) + u(xi − h, yj)

]
− 1

h2

[
u(xi, yj + h)− 2u(xi, yj) + u(xi, yj − h)

]
=

∂2u

∂x2
(xi, yj)−

1

h2

[
u(xi, yj) + h

∂u

∂x
(xi, yj) +

h2

2

∂2u

∂x2
(xi, yj) +

h3

6

∂3u

∂x3
(xi, yj) +

h4

24

∂4u

∂x4
(ξ1, yj)

−u(xi, yj)− u(xi, yj) + u(xi, yj)− h
∂u

∂x
(xi, yj) +

h2

2

∂2u

∂x2
(xi, yj)−

h3

6

∂3u

∂x3
(xi, yj) +

h4

24

∂4u

∂x4
(ξ2, yj)

]

+
∂2u

∂y2
(xi, yj)−

1

h2

[
u(xi, yj) + h

∂u

∂y
(xi, yj) +

h2

2

∂2u

∂y2
(xi, yj) +

h3

6

∂3u

∂y3
(xi, yj) +

h4

24

∂4u

∂y4
(xi, ξ3)

−u(xi, yj)− u(xi, yj) + u(xi, yj)− h
∂u

∂y
(xi, yj) +

h2

2

∂2u

∂y2
(xi, yj)−

h3

6

∂3u

∂y3
(xi, yj) +

h4

24

∂4u

∂y4
(xi, ξ4)

]
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= −h2

12

(
∂4u

∂x4
(ξx, yj) +

∂4u

∂y4
(xi, ξy)

)
,

gde ξ1 ∈ (xi, xi + h), ξ2 ∈ (xi − h, xi) , ξ3 ∈ (yj, yj + h), ξ4 ∈ (yj − h, yj),
a ξx ∈ (xi − h, xi + h), ξy ∈ (yj − h, yj + h), i, j = 1, . . . , n− 1.
Primetimo da je potrebno da u ∈ C4(Ω̄). Daǉe je

φ0j = φ(0, yj) =
∂2u

∂x2
(0, yj) +

∂2u

∂y2
(0, yj) +

2

h

∂u

∂x
(0, yj)

−2

h

1

h

[
u(h, yj)− u(0, yj)

]
− 1

h2

[
u(0, yj + h)− 2u(0, yj) + u(0, yj − h)

]
=

∂2u

∂x2
(0, yj) +

2

h

∂u

∂x
(0, yj)−

2

h2

[
u(0, yj) + h

∂u

∂x
(0, yj) +

h2

2

∂2u

∂x2
(0, yj) +

h3

6

∂3u

∂x3
(ξ0x, yj)− u(0, yj)

]

+
∂2u

∂y2
(0, yj)−

1

h2

[
u(0, yj) + h

∂u

∂y
(0, yj) +

h2

2

∂2u

∂y2
(0, yj) +

h3

6

∂3u

∂y3
(0, yj) +

h4

24

∂4u

∂y4
(0, ξ3)

−u(0, yj)− u(0, yj) + u(0, yj)− h
∂u

∂y
(0, yj) +

h2

2

∂2u

∂y2
(0, yj)−

h3

6

∂3u

∂y3
(0, yj) +

h4

24

∂4u

∂y4
(0, ξ4)

]

= −h

3

∂3u

∂x3
(ξ0x, yj)−

h2

12

∂4u

∂y4
(0, ξy),

φ00 = φ(0, 0) =
∂2u

∂x2
(0, 0) +

∂2u

∂y2
(0, 0)

+
2

h

∂u

∂x
(0, 0)− 2

h

1

h

[
u(h, 0)− u(0, 0)

]
+

2

h

∂u

∂y
(0, 0)− 2

h

1

h

[
u(0, h)− u(0, 0)

]
=

∂2u

∂x2
(0, 0) +

2

h

∂u

∂x
(0, 0)− 2

h2

[
u(0, 0) + h

∂u

∂x
(0, 0) +

h2

2

∂2u

∂x2
(0, 0) +

h3

6

∂3u

∂x3
(ξ0x, 0)− u(0, 0)

]

+
∂2u

∂y2
(0, 0) +

2

h

∂u

∂y
(0, 0)− 2

h2

[
u(0, 0) + h

∂u

∂y
(0, 0) +

h2

2

∂2u

∂y2
(0, 0) +

h3

6

∂3u

∂y3
(0, ξ0y)− u(0, 0)

]

= −h

3

(
∂3u

∂x3
(ξ0x, 0) +

∂3u

∂y3
(0, ξ0y)

)
,

gde ξ0k ∈ (0, h), k = x, y.
Vidimo da je

|φij| = O(h2), |φ0j| = O(h) i |φ00| = O(h). (3.74)

Analogno su i

|φnj| = O(h), |φi0| = O(h), |φin| = O(h) i |φ0n| = O(h), |φn0| = O(h), |φnn| = O(h).

Kako je

∥φ∥h = (φ, φ)
1
2
h =

 1

122
h2

n−1∑
i=1

n−1∑
j=1

h4

(∥∥∥∥∂4u

∂x4

∥∥∥∥
C(Ω̂2h,i)

+

∥∥∥∥∂4u

∂y4

∥∥∥∥
C(Ω̂2h,j)

)2
 1

2

≤

 1

122
h(n− 1)h(n− 1)h4

(∥∥∥∥∂4u

∂x4

∥∥∥∥
C(Ω̄)

+

∥∥∥∥∂4u

∂y4

∥∥∥∥
C(Ω̄)

)2
 1

2
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≤

 1

122
(nh)2h4

(∥∥∥∥∂4u

∂x4

∥∥∥∥
C(Ω̄)

+

∥∥∥∥∂4u

∂y4

∥∥∥∥
C(Ω̄)

)2
 1

2

=
1

12
h2

(∥∥∥∥∂4u

∂x4

∥∥∥∥
C(Ω̄)

+

∥∥∥∥∂4u

∂y4

∥∥∥∥
C(Ω̄)

)
= O(h2),

gde su
Ω̂2h,i = {(x, y) : xi − h < x < xi + h, 0 < y < 1} , i = 1, . . . , n− 1,

Ω̂2h,j = {(x, y) : 0 < x < 1, yj − h < y < yj + h} , j = 1, . . . , n− 1,

na osnovu (3.72), va�i da je

|[z]|h = |[u− v]|h ≤ O(h2).

□

�elimo da oslabimo uslov u ∈ C4(Ω̄). Poka�imo da va�i naredna teorema.

Teorema 3.15. Neka rexeǌe u graniqnog problema (2.13) pripada prostoru H4(Ω), a
trag tog rexeǌa neka pripada prostoru H4(∂Ω). Neka c ∈ C(Ω̄), f ∈ C(Ω̄) i σ ∈ C(∂Ω).
Tada rexeǌe v diferencijske sheme odre�ene operatorom (3.48) konvergira ka u pri
qemu je ocena brzine konvergencije

|[u− v]|h ≤ O(h2).

Dokaz. Dakle, c = ch, f = fh, σ = σh, a na funkciju u primeǌujemo Steklov-
ǉev operator T 2 (1.1), taqnije, �elimo da iskoristimo svojstvo (1.4), koje bi u
dvodimenzionom sluqaju bilo

T 2
x

∂2u

∂x2
(x, y) = uxx̄(x, y), T 2

y

∂2u

∂y2
(x, y) = uyȳ(x, y).

Sada je

φ = −fh − uxx̄ − uyȳ + chu = −f − uxx̄ − uyȳ + cu =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
− T 2

x

∂2u

∂x2
− T 2

y

∂2u

∂y2
.

Oznaqimo sa

φ1 =
∂2u

∂x2
− T 2

x

∂2u

∂x2
,

φ2 =
∂2u

∂y2
− T 2

y

∂2u

∂y2
.

Daǉe je

φ1 = T 2
y

(
∂2u

∂x2
− T 2

x

∂2u

∂x2

)
+

(
∂2u

∂x2
− T 2

x

∂2u

∂x2
− T 2

y

(
∂2u

∂x2
− T 2

x

∂2u

∂x2

))
.

Oznaqimo sada sa

φ11 = T 2
y

(
∂2u

∂x2
− T 2

x

∂2u

∂x2

)
,

φ12 =
∂2u

∂x2
− T 2

x

∂2u

∂x2
− T 2

y

(
∂2u

∂x2
− T 2

x

∂2u

∂x2

)
.

Koristimo rezultate koje smo dobili u jednodimenzionom sluqaju, te za veliqinu
φ11 imamo da je

φ11(x, y) =
1

h

∫ y+h

y−h

(
1− |ξ − y|

h

)(
∂2u

∂x2
− T 2

x

∂2u

∂x2

)
(x, ξ)dξ
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=
1

h

∫ y+h

y−h

(
1− |ξ − y|

h

)
(−1)

h

∫ x+h

x−h

(
1− |t− x|

h

)∫ x

t

∫ x

s

∂4u

∂x4
(z, ξ)dzdsdtdξ.

Ocenimo φ11. Proxirimo granice integrala, a onda primetimo da je prva podinte-
gralna funkcija maǌa od 1, dok drugi integral ima vrednost h, a zatim primenimo
Cauchy-Schwarz-ovu nejednakost 1.17. Dobijamo da je

|φ11(x, y)| ≤
1

h2

∫ y+h

y−h

(
1− |ξ − y|

h

)∫ x+h

x−h

(
1− |t− x|

h

)∫ x+h

x−h

∫ x+h

x−h

∣∣∣∣∂4u

∂x4
(z, ξ)

∣∣∣∣ dzdsdtdξ
≤ 1

h2

∫ y+h

y−h

∫ x+h

x−h

(
1− |t− x|

h

)
dt

∫ x+h

x−h

ds

∫ x+h

x−h

∣∣∣∣∂4u

∂x4
(z, ξ)

∣∣∣∣ dzdξ
=

1

h2
h 2h

∫ y+h

y−h

∫ x+h

x−h

∣∣∣∣∂4u

∂x4
(z, ξ)

∣∣∣∣ dzdξ
≤ 2

(∫ y+h

y−h

∫ x+h

x−h

12dzdξ

) 1
2

(∫ y+h

y−h

∫ x+h

x−h

∣∣∣∣∂4u

∂x4
(z, ξ)

∣∣∣∣2 dzdξ
) 1

2

≤ 2
√
4h2

∥∥∥∥∂4u

∂x4

∥∥∥∥
L2((x−h,x+h)×(y−h,y+h))

.

Ukoliko oznaqimo sa Ω̂2h,ij = {(x, y) : xi − h < x < xi + h, yj − h < y < yj + h} , za
i, j = 1, . . . , n− 1,, va�i da je

|φ11(xi, yj)| ≤ 4h

∥∥∥∥∂4u

∂x4

∥∥∥∥
L2(Ω̂2h,ij)

,

a

(φ11,ij, φ11,ij)h = h2

n−1∑
i=1

n−1∑
j=1

|φ11(xi, yj)|2 ≤ 16h4

n−1∑
i=1

n−1∑
j=1

∥∥∥∥∂4u

∂x4

∥∥∥∥2
L2(Ω̂2h,ij)

≤ 16h4 4

∥∥∥∥∂4u

∂x4

∥∥∥∥2
L2(Ω)

.

Dakle,

∥φ11∥h ≤ 8h2

∥∥∥∥∂4u

∂x4

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ 8h2 ∥u∥H4(Ω) .

Za veliqinu φ12 imamo da je

φ12(x, y) =
1

h

∫ x+h

x−h

(
1− |t− x|

h

)∫ x

t

∂3u

∂x3
(s, y)dsdt

1

h
h

− 1

h

∫ y+h

y−h

(
1− |ξ − y|

h

)
1

h

∫ x+h

x−h

(
1− |t− x|

h

)∫ x

t

∂3u

∂x3
(s, ξ)dsdtdξ

=
1

h2

∫ x+h

x−h

(
1− |t− x|

h

)∫ x

t

∂3u

∂x3
(s, y)dsdt

∫ y+h

y−h

(
1− |ξ − y|

h

)
dξ

− 1

h2

∫ x+h

x−h

(
1− |t− x|

h

)∫ x

t

∫ y+h

y−h

(
1− |ξ − y|

h

)
∂3u

∂x3
(s, ξ)dξdsdt

=
1

h2

∫ x+h

x−h

(
1− |t− x|

h

)∫ x

t

∫ y+h

y−h

(
1− |ξ − y|

h

)(
∂3u

∂x3
(s, y)− ∂3u

∂x3
(s, ξ)

)
dξdsdt

=
1

h2

∫ x+h

x−h

(
1− |t− x|

h

)∫ x

t

∫ y+h

y−h

(
1− |ξ − y|

h

)∫ y

ξ

∂4u

∂x3∂y
(s, η)dηdξdsdt.
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Ocenimo i φ12. Proxirimo granice integrala, a onda primetimo da prvi i tre�i
integral imaju vrednost h, a zatim primenimo Cauchy-Schwarz-ovu nejednakost 1.17.
Dobijamo da je

|φ12(x, y)| ≤
1

h2

∫ x+h

x−h

(
1− |t− x|

h

)
dt

∫ x+h

x−h

∫ y+h

y−h

(
1− |ξ − y|

h

)
dξ

∫ y+h

y−h

∣∣∣∣ ∂4u

∂x3∂y
(s, η)

∣∣∣∣ dηds
=

∫ x+h

x−h

∫ y+h

y−h

∣∣∣∣ ∂4u

∂x3∂y
(s, η)

∣∣∣∣ dηds
≤
(∫ x+h

x−h

∫ y+h

y−h

12dηds

) 1
2

(∫ x+h

x−h

∫ y+h

y−h

∣∣∣∣ ∂4u

∂x3∂y
(s, η)

∣∣∣∣2 dηds
) 1

2

= 2h

∥∥∥∥ ∂4u

∂x3∂y

∥∥∥∥
L2((x−h,x+h)×(y−h,y+h))

,

a

(φ12,ij, φ12,ij)h = h2

n−1∑
i=1

n−1∑
j=1

|φ12(xi, yj)|2 ≤ 4h4

n−1∑
i=1

n−1∑
j=1

∥∥∥∥ ∂4u

∂x3∂y

∥∥∥∥2
L2(Ω̂2h,ij)

≤ 4h4 4

∥∥∥∥ ∂4u

∂x3∂y

∥∥∥∥2
L2(Ω)

.

Dakle,

∥φ12∥h ≤ 4h2

∥∥∥∥ ∂4u

∂x3∂y

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ 4h2 ∥u∥H4(Ω) .

Analogno bismo ocenili i φ2, te kako je φ = φ1 +φ2, a ∥φ∥h ≤ ∥φ1∥h + ∥φ2∥h, imamo
da je

∥φ∥h ≤ Ch2∥u∥H4(Ω),

odnosno,
∥φ∥h ≤ O(h2). (3.75)

Pogledajmo xta se dexava sa φ0j, j = 0, . . . , n.

φ0j = −fh,0j −
2

h
ux,0j +

2

h
σh,0ju0j + ch,0ju0j − uyȳ,0j = −f0j −

2

h
ux,0j +

2

h
σ0ju0j + c0ju0j − uyȳ,0j

= −
(
−∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
+ cu

)
0j

− 2

h
ux,0j +

2

h
σ0ju0j + c0ju0j − uyȳ,0j

=
∂2u

∂x2
(0, yj) +

∂2u

∂y2
(0, yj)−

2

h
ux(0, yj) +

2

h
σ(0, yj)u(0, yj)− uyȳ(0, yj).

Primetimo da je

T 2
+x

∂2u

∂x2
(x, y) =

2

h

∫ x+h

x

(
1− t− x

h

)
∂2u

∂x2
(t, y)dt

=
2

h

[(
1− t− x

h

)
∂u

∂x
(t, y)

∣∣∣x+h

x
+
1

h

∫ x+h

x

∂u

∂x
(t, y)dt

]
=

2

h

[(
1− x+ h− x

h

)
∂u

∂x
(x+ h, y)−

(
1− x− x

h

)
∂u

∂x
(x, y)

+
1

h

(
u(x+ h, y)− u(x, y)

)]
=

2

h

[
−∂u

∂x
(x, y) + ux(x, y)

]
,
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odnosno,

T 2
+x

∂2u

∂x2
(0, yj) =

2

h

[
−∂u

∂x
(0, yj) + ux(0, yj)

]
. (3.76)

Kako iz graniqnih uslova znamo da je ∂u
∂x
(0, yj) = σ(0, yj)u(0, yj), imamo da je

φ0j =
∂2u

∂x2
(0, yj) +

∂2u

∂y2
(0, yj)−

2

h

[
ux(0, yj)−

∂u

∂x
(0, yj)

]
− uyȳ(0, yj)

=
∂2u

∂x2
(0, yj)− T 2

+x

∂2u

∂x2
(0, yj) +

∂2u

∂y2
(0, yj)− T 2

y

∂2u

∂y2
(0, yj).

Oznaqimo sa

φ0j,1 =
∂2u

∂x2
(0, yj)− T 2

+x

∂2u

∂x2
(0, yj),

φ0j,2 =
∂2u

∂y2
(0, yj)− T 2

y

∂2u

∂y2
(0, yj).

Veliqinu φ0j,1 oceǌujemo koriste�i integralnu reprezentaciju

φ0j,1 =
∂2u

∂x2
(0, yj)−

2

h

∫ h

0

(
1− t

h

)
∂2u

∂x2
(t, yj)dt.

Analogno kao u jednodimenzionom sluqaju, φ0j,1 mo�emo da zapixemo kao

φ0j,1 =
2

h

∫ h

0

(
1− t

h

)(
∂2u

∂x2
(0, yj)−

∂2u

∂x2
(t, yj)

)
dt

= −2

h

∫ h

0

(
1− t

h

)∫ t

0

∂3u

∂x3
(s, yj)dsdt.

Ocenimo φ0j,1. Proxirimo granice integrala, a onda primenimo Cauchy-Schwarz-
ovu nejednakost 1.17. Dobijamo da je

∣∣φ0j,1

∣∣ ≤ 2

h

∫ h

0

(
1− t

h

)∫ h

0

∣∣∣∣∂3u

∂x3
(s, yj)

∣∣∣∣ dsdt = 2

h

h

2

∫ h

0

∣∣∣∣∂3u

∂x3
(s, yj)

∣∣∣∣ ds
≤
(∫ h

0

12ds

) 1
2

(∫ h

0

∣∣∣∣∂3u

∂x3
(s, yj)

∣∣∣∣2 ds
) 1

2

= h
1
2

∥∥∥∥∂3u

∂x3
( · , yj)

∥∥∥∥
L2(0,h)

.

Koristimo (1.5), xto bi u naxem sluqaju znaqilo da je∥∥∥∥∂3u

∂x3
( · , yj)

∥∥∥∥
L2(0,h)

≤ C0j,1

√
h

∥∥∥∥∂3u

∂x3
( · , yj)

∥∥∥∥
H1(0,1)

≤ C0j,1 h
1
2∥u( · , yj)∥H4(0,1),

te je ∣∣φ0j,1

∣∣ ≤ C0j,1 h∥u( · , yj)∥H4(0,1).

Dakle, ∣∣φ0j,1

∣∣ ≤ O(h).

Veliqinu φ0j,2 oceǌujemo koriste�i integralnu reprezentaciju

φ0j,2 =
∂2u

∂y2
(0, yj)−

1

h

∫ yj+h

yj−h

(
1− |t− yj|

h

)
∂2u

∂y2
(0, yj)dt,
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te analogno jednodimenzionom sluqaju, φ0j,2 mo�emo da zapixemo kao

φ0j,2 =
1

h

∫ yj+h

yj−h

(
1− |t− yj|

h

)∫ yj

t

∂3u

∂y3
(0, s)dsdt.

Ocenimo sada φ0j,2. Proxirimo granice integrala, a onda primenimo Cauchy-
Schwarz-ovu nejednakost 1.17. Dobijamo da je∣∣φ0j,2

∣∣ ≤ 1

h

∫ yj+h

yj−h

(
1− |t− yj|

h

)∫ yj+h

yj−h

∣∣∣∣∂3u

∂y3
(0, s)

∣∣∣∣ dsdt = 1

h
h

∫ yj+h

yj−h

∣∣∣∣∂3u

∂y3
(0, s)

∣∣∣∣ ds
≤

(∫ yj+h

yj−h

12ds

) 1
2
(∫ yj+h

yj−h

∣∣∣∣∂3u

∂y3
(0, s)

∣∣∣∣2 ds
) 1

2

= (2h)
1
2

∥∥∥∥∂3u

∂y3
(0, · )

∥∥∥∥
L2(yj−h,yj+h)

.

Na osnovu (1.5), imamo da je∥∥∥∥∂3u

∂y3
(0, · )

∥∥∥∥
L2(yj−h,yj+h)

≤ C0j,2

√
2h

∥∥∥∥∂3u

∂y3

∥∥∥∥
H1(0,1)

≤ C0j,2(2h)
1
2∥u(0, · )∥H4(0,1),

te je i ∣∣φ0j,2

∣∣ ≤ C0j,2 2h∥u(0, · )∥H4(0,1),∣∣φ0j,2

∣∣ ≤ C h∥u∥H5(Ω),

odnosno, ∣∣φ0j,2

∣∣ ≤ O(h).

Zakǉuqujemo da je ∣∣φ0j

∣∣ ≤ ∣∣φ0j,1

∣∣+ ∣∣φ0j,2

∣∣ ≤ O(h). (3.77)

Analogno su

|φnj| ≤ O(h), |φi0| ≤ O(h) i |φin| ≤ O(h) za i, j = 1, . . . , n− 1.

Procenimo φ00.

φ00 = −fh,00 +
2

h
(−ux,00 − uy,00 + 2σh,00u00) + ch,00u00

= −f00 +
2

h
(−ux,00 + σ00u00 − uy,00 + σ00u00) + c00u00

=
∂2u

∂x2
(0, 0)− 2

h

(
ux(0, 0)− σ(0, 0)u(0, 0)

)
+

∂2u

∂y2
(0, 0)− 2

h

(
uy(0, 0)− σ(0, 0)u(0, 0)

)
.

Primetimo da je na osnovu (3.76)

T 2
+x

∂2u

∂x2
(0, 0) =

2

h

[
−∂u

∂x
(0, 0) + ux(0, 0)

]
,

a analogno je

T 2
+y

∂2u

∂y2
(0, 0) =

2

h

[
−∂u

∂y
(0, 0) + uy(0, 0)

]
.

Uz graniqne uslove na Γx0 i Γy0, gde su redom

∂u

∂x
(0, 0) = σ(0, 0)u(0, 0) i

∂u

∂y
(0, 0) = σ(0, 0)u(0, 0),
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φ00 mo�emo da zapixemo kao

φ00 =
∂2u

∂x2
(0, 0)− T 2

+x

∂2u

∂x2
(0, 0) +

∂2u

∂y2
(0, 0)− T 2

+y

∂2u

∂y2
(0, 0).

Ukoliko oznaqimo sa

φ00,1 =
∂2u

∂x2
(0, 0)− T 2

+x

∂2u

∂x2
(0, 0),

φ00,2 =
∂2u

∂y2
(0, 0)− T 2

+y

∂2u

∂y2
(0, 0),

mo�emo da vidimo da je φ00,1 = φ0j,1 za yj = 0, dok analogno, samo za promenǉivu y
mo�emo da procenimo i φ00,2, te je∣∣φ00

∣∣ ≤ ∣∣φ00,1

∣∣+ ∣∣φ00,2

∣∣ ≤ O(h) +O(h),

taqnije, ∣∣φ00

∣∣ ≤ O(h). (3.78)

Analogno su
|φ0n| ≤ O(h), |φn0| ≤ O(h) i |φnn| ≤ O(h).

Kada u izrazu (3.72) iskoristimo ocene (3.75), (3.77) i (3.78), uz analogne ocene
za preostale tri ivice i tri temena, mo�emo da zakǉuqimo da je

|[z]|h = |[u− v]|h ≤ O(h2).

□
Dodatno, u [13], koriste�i Bramble-Hilbert-ovu lemu, pokazali su da va�i naredna
teorema.

Teorema 3.16. Neka rexeǌe u graniqnog problema (2.13) pripada prostoru Hm(Ω),
1.5 ≤ m ≤ 4. Neka je c = 0, f ∈ L2(Ω) i σ = const ≥ 0. Tada rexeǌe v diferen-
cijske sheme odre�ene operatorom (3.48) konvergira ka u pri qemu je ocena brzine
konvergencije u normi |[·]|Hs(Ω̄h)

|[u− v]|Hs(Ω̄h) ≤ Chm−s∥u∥Hm(Ω), gde je max(0,m− 2) ≤ s ≤ 2.

Specijalno, za rexeǌe u iz prostora H2(Ω), shema je reda konvergencije dva u
normi |[·]|L2(Ω̄h). Dakle, va�i da je

|[u− v]|L2(Ω̄h) ≤ Ch2∥u∥H2(Ω),

odnosno,
|[u− v]|h ≤ O(h2).

62



4 Aproksimacija metodom konaqnih elemenata

Sistematiqna konstrukcija metode konaqnih elemenata sastoji se iz dva koraka.
U prvom koraku potrebno je da zamenimo polazni problem (1.7) ǌegovom vari-
jacionom formulacijom (2.5) u jednodimenzionom, ili (2.17) u dvodimenzionom
sluqaju.
U drugom koraku potrebno je da zamenimo prostor V , odnosno H1(Ω), konaqno-
dimenzionim vektorskim potprostorom Vh ⊂ V koji se sastoji od deo po deo glatkih
polinomijalnih funkcija. Ove funkcije su unapred odre�enog stepena koji je u
direktnoj vezi sa domenom posmatranog problema. Zatim, treba da razmatramo
aproksimaciju: na�i uh ∈ Vh tako da zadovoǉava

a(uh, vh) = l(vh), ∀vh ∈ Vh. (4.1)

U ovom radu, za daǉu analizu, za Vh biramo prostor neprekidnih deo po deo
linearnih funkcija, pa tako, neka je

dimVh = n+ 1 i Vh = Lin{ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn},

gde su ϕi, i = 0, . . . , n, linearno nezavisne bazne funkcije sa malim nosaqem.
Ukoliko rexeǌe aproksimacije uh izrazimo pomo�u baznih funkcija ϕi, dobijamo
da je

uh(x) =
n∑

i=0

Uiϕi(x), (4.2)

gde su Ui, i = 0, . . . , n, koeficijenti koje treba da odredimo. Sada problem (4.1)
mo�e da glasi: na�i (U0, . . . , Un) ∈ Rn+1 tako da zadovoǉava

n∑
i=0

a(ϕi, ϕj)Ui = l(ϕj), j = 0, . . . , n. (4.3)

Ovo je sistem linearnih jednaqina za U = (U0, . . . , Un)
T , sa matricom A = (aji)

dimenzije (n+ 1)× (n+ 1), gde je aji = a(ϕi, ϕj). Kako funkcije ϕi imaju mali nosaq,
a(ϕi, ϕj) = 0 za ve�inu parova i i j, tako da je matrica A retka, taqnije, veliki
broj ǌenih elemenata je jednak nuli. Ova osobina matrice znaqajno doprinosi
efikasnom pronala�eǌu rexeǌa sistema. Kada reximo problem (4.3) i dobijemo
U , veza (4.2) nam daje tra�enu aproksimaciju rexeǌa u.

4.1 Jednodimenzioni sluqaj (n = 1)

Posmatramo problem (2.5), odnosno, ǌegovu varijacionu formulaciju (2.2).
Dakle, tra�imo funkciju u ∈ H1(Ω) koja zadovoǉava∫ 1

0

u′(x)v′(x)dx+

∫ 1

0

c(x)u(x)v(x)dx+ σ0u(0)v(0) + σ1u(1)v(1)

=

∫ 1

0

f(x)v(x)dx, ∀v ∈ H1(Ω),

(4.4)

gde c ∈ L∞(Ω), c ≥ 0 skoro svuda na Ω i f ∈ L2(Ω).
�elimo da konstruixemo aproksimaciju ovog problema konaqnim elementima,
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stoga �emo na intervalu Ω̄ = [0, 1] da uvedemo ravnomernu mre�u ω̄h sa korakom
h = n−1. Odnosno, kao i kod konaqnih razlika imamo

ωh = {xi | xi = ih, i = 1, ..., n− 1, h = n−1},

dok je
ω̄h = ωh ∪ {0, 1} .

Qvorovima xi interval je podeǉen na n podintervala [xi−1, xi], i = 1, . . . , n. Upravo
ti podintervali su konaqni elementi.
Za prostor Vh biramo prostor ,,krov” funkcija, taqnije, prostor neprekidnih
funkcija koje su na dva susedna elementa linearne, a na ostalim identiqki jednake
nuli, kao xto je prikazano na narednoj slici.

Slika 2: Bazna funkcija konaqnog elementa ϕi(x)

Dakle, za i = 1, . . . , n− 1,

ϕi(x) =


1 + x−xi

h
, x ∈ [xi−1, xi],

1− x−xi

h
, x ∈ [xi, xi+1],

0, x /∈ [xi−1, xi+1],

(4.5)

dok su ϕ0(x) =

{
1− x

h
, x ∈ [x0, x1],

0, x /∈ [x0, x1],
ϕn(x) =

{
1 + x−1

h
, x ∈ [xn−1, xn],

0, x /∈ [xn−1, xn].

Primetimo da ϕi ∈ H1(Ω), suppϕi = [xi−1, xi+1] i funkcije ϕi, i = 0, . . . , n, su linearno
nezavisne, te je Vh = Lin{ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn} potprostor od H1(Ω) dimenzije n+ 1.
Aproksimacija konaqnim elementima za problem (4.4) bi glasila: na�i uh ∈ Vh

tako da zadovoǉava∫ 1

0

u′
h(x)v

′
h(x)dx+

∫ 1

0

c(x)uh(x)vh(x)dx+ σ0uh(0)vh(0) + σ1uh(1)vh(1)

=

∫ 1

0

f(x)vh(x)dx, ∀vh ∈ Vh.

(4.6)

64



Kako uh ∈ Vh, pribli�no rexeǌe mo�emo da zapixemo kao linearnu kombinaciju
baznih funkcija konaqnih elemenata. Naime,

uh(x) =
n∑

i=0

Uiϕi(x),

a kako je ϕi(xj) = δij, i, j = 0, . . . , n, gde je δij Kronecker-ov delta simbol za koji va�i
da je

δij =

{
1, i = j,

0, i ̸= j,

koeficijenti Ui predstavǉaju pribli�ne vrednosti rexeǌa graniqnog problema
u qvorovima mre�e ω̄h, odnosno Ui = uh(xi) = uh,i, i = 0, . . . , n.
Ukoliko je (4.6) zadovoǉeno za sve funkcije ϕi, i = 0, . . . , n, bi�e zadovoǉeno i za
sve ǌihove linearne kombinacije, pa je za vh najjednostavnije da izaberemo same
funkcije ϕi.
Sada problem (4.6) mo�emo formulisati kao: na�i U = (U0, . . . , Un)

T ∈ Rn+1 tako
da zadovoǉava

n∑
i=0

Ui

∫ 1

0

[
ϕ′
i(x)ϕ

′
j(x) + c(x)ϕi(x)ϕj(x)

]
dx+ σ0U0ϕ0(0)ϕj(0) + σ1Unϕn(1)ϕj(1)

=

∫ 1

0

f(x)ϕj(x)dx, za j = 0, . . . , n,

a kako je ϕ0(0) = 1 i ϕn(1) = 1, to je

n∑
i=0

Ui

∫ 1

0

[
ϕ′
i(x)ϕ

′
j(x) + c(x)ϕi(x)ϕj(x)

]
dx+ σ0U0ϕj(0) + σ1Unϕj(1)

=

∫ 1

0

f(x)ϕj(x)dx za j = 0, . . . , n.

(4.7)

Ako oznaqimo sa

aji =

∫ 1

0

[
ϕ′
i(x)ϕ

′
j(x) + c(x)ϕi(x)ϕj(x)

]
dx, i, j = 0, . . . , n,

rji = σ0 ϕi(0)ϕj(0) + σ1 ϕi(1)ϕj(1), i, j = 0, . . . , n,

Fj =

∫ 1

0

f(x)ϕj(x)dx, j = 0, . . . , n,

problem (4.7) mo�emo da zapixemo kao sistem linearnih jednaqina

(A+R)U = F, (4.8)

gde su A = (aji) i R = (rji) simetriqne matrice dimenzija (n + 1) × (n + 1), dok su
F = (F0, . . . , Fn)

T i U = (U0, . . . , Un)
T vektori dimenzije (n+1), pri qemu je U vektor

koji treba da odredimo.
Kada je |i− j| > 1, suppϕi ∩ suppϕj ima praznu unutraxǌost, xto bi znaqilo da je
matrica A trodijagonalna, jer je aji = 0, osim kada je |i− j| ≤ 1.
Osim u posebnim sluqajevima, kada je mogu�e da ih taqno izraqunamo, elemente
matrice A i vektora F raqunamo pribli�no pomo�u numeriqke integracije, pre
svega kvadraturnih pravila (videti [8]).
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4.1.1 Ocena grexke

Po uzoru na metodu konaqnih razlika mogli bismo sistem (4.8) da transfor-
mixemo u diferencijsku shemu, a zatim ǌu da oceǌujemo, ali nam poznati teorij-
ski rezultati iz ove oblasti omogu�avaju da do ocena do�emo na lakxi naqin.

Stav 4.1. [2] (Galerkin-ova ortogonalnost). Neka su u i uh redom rexeǌa problema
(2.5) i (4.1). Tada je

a(u− uh, vh) = 0, ∀vh ∈ Vh.

Dokaz. Kako jednakost (2.5) va�i za svako v ∈ V = H1(Ω), posebno �e va�iti za
v = vh ∈ Vh, jer je Vh ⊂ V . Naime, imamo da je

a(u, vh) = l(vh), ∀vh ∈ Vh.

Kada od ovog izraza oduzmemo (4.1), dobijamo tra�eno tvr�eǌe, odnosno, dobijamo
da je

a(u− uh, vh) = 0, ∀vh ∈ Vh.

□
U nastavku �emo se uveriti da ova osobina ima va�nu ulogu u oceni grexke.
Izuzetno nam je bitna i naredna lema.

Lema 4.2. [14] (Lema Céa). Aproksimacija konaqnim elementima uh ∈ Vh je ele-
ment skoro najboǉe aproksimacije funkcije u ∈ H1(Ω), koja je slabo rexeǌe problema
(2.1), u odnosu na normu ∥ · ∥H1(Ω), odnosno, va�i da je

∥u− uh∥H1(Ω) ≤
C1

C3

min
vh∈Vh

∥u− vh∥H1(Ω),

gde su C1 i C3 odgovaraju�i koeficijenti iz teoreme 1.16.

Dokaz. Imaju�i u vidu koercivnost bilinearne forme (2.11) za u− uh ∈ H1(Ω),
uz Galerkin-ovu ortogonalnost 4.1 i ograniqenost bilinearne forme (2.6), dobi-
jamo da je

C3∥u− uh∥2H1(Ω) ≤ a(u− uh, u− uh) = a(u− uh, u− vh + vh − uh)

= a(u− uh, u− vh) + a(u− uh, vh)− a(u− uh, uh)

= a(u− uh, u− vh) ≤ C1∥u− uh∥H1(Ω)∥u− vh∥H1(Ω).

Dakle, mo�emo da zakǉuqimo da je

∥u− uh∥H1(Ω) ≤
C1

C3

∥u− vh∥H1(Ω), ∀vh ∈ Vh. (4.9)

□
Daǉe, �elimo da poka�emo da va�i jox boǉi rezultat, taqnije, da je u naxem
sluqaju, kada je bilinearna forma (2.3) simetriqna, funkcija uh element najboǉe
aproksimacije za funkciju u ∈ Vh.
Posmatrajmo formu

a(u, v) =

∫ 1

0

u′(x)v′(x)dx+

∫ 1

0

c(x)u(x)v(x)dx+ σ0u(0)v(0) + σ1u(1)v(1).
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U odeǉku 2.1.1 smo videli da je ona simetriqna, bilinearna i koercivna, te kada
definixemo preslikavaǌe (·, ·)a sa

(u, v)a = a(u, v), za u, v ∈ H1(Ω),

ono zadovoǉava sve aksiome skalarnog proizvoda. ǋemu mo�emo da pridru�imo
energetsku normu definisanu sa

∥u∥a = (u, u)
1
2
a =

(
a(u, u)

) 1
2 .

Kao xto smo nagovestili, �elimo da poka�emo da va�i slede�a lema.

Lema 4.3. [14] Aproksimacija konaqnim elementima uh ∈ Vh je element najboǉe
aproksimacije funkcije u ∈ H1(Ω) u odnosu na energetsku normu ∥ · ∥a, odnosno, va�i
da je

∥u− uh∥a = min
vh∈Vh

∥u− vh∥a.

Dokaz. Galerkin-ova ortogonalnost (4.1) ostaje na snazi, a s obzirom na upravo
definisani skalarni proizvod, ovu osobinu mo�emo zapisati i kao

(u− uh, vh)a = 0, ∀vh ∈ Vh. (4.10)

Dakle, grexka u−uh je ortogonalna na prostor Vh u odnosu na skalarni proizvod
(·, ·)a. Koriste�i ovu ortogonalnost i Cauchy-Schwarz-ovu nejednakost 1.17, dobi-
jamo da je

∥u− uh∥2a = (u− uh, u− uh)a = (u− uh, u)a − (u− uh, uh)a

= (u− uh, u)a − (u− uh, vh)a = (u− uh, u− vh)a

≤ ∥u− uh∥a∥u− vh∥a, ∀vh ∈ Vh.

Stoga je
∥u− uh∥2a ≤ ∥u− uh∥a∥u− vh∥a, ∀vh ∈ Vh,

pa mo�emo da zakǉuqimo da je

∥u− uh∥a = min
vh∈Vh

∥u− vh∥a.

□
Ukoliko je u rexeǌe problema (2.5), interpolant funkcije u u Vh je definisan sa

Ihu(x) =
n∑

i=0

u(xi)ϕi(x), (4.11)

gde su ϕi bazne funkcije prostora konaqnih elemenata Vh definisane sa (4.5).
Vidimo da je i interpolant neprekidna, deo po deo linearna funkcija na mre�i
ω̄h, qije se vrednosti poklapaju sa vrednostima funkcije u u qvorovima mre�e
xi, i = 0, . . . , n.
Kada u nejednakosti (4.9) za vh izaberemo Ihu, dobijamo da je

∥u− uh∥H1(Ω) ≤
C1

C3

∥u− Ihu∥H1(Ω), (4.12)

te je dovoǉno da ocenimo grexku interpolanta u−Ihu u normi ∥·∥H1(Ω), kako bismo
dobili ocenu grexke u− uh u istoj toj normi.
Najpre, pokazujemo da va�i naredno tvr�eǌe.
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Teorema 4.4. Neka u ∈ H2(Ω). Tada je

∥u− Ihu∥H1(Ω) ≤ Ch∥u∥H2(Ω).

Dokaz. Iz (2.11) vidimo da je

∥u− Ihu∥2H1(Ω) ≤
1

C3

∥u− Ihu∥2a =
1

C3

[∫ 1

0

(
(u− Ihu)

′(x)
)2
dx+

∫ 1

0

c(x)(u− Ihu)
2(x)dx

+σ0(u− Ihu)
2(0) + σ1(u− Ihu)

2(1)

]
≤ 1

C3

[∫ 1

0

(
(u− Ihu)

′(x)
)2
dx

+∥c∥L∞(Ω)

∫ 1

0

(u− Ihu)
2(x)dx+ σ0(u− Ihu)

2(0) + σ1(u− Ihu)
2(1)

]
.

Prvo, kako u− Ihu ∈ H2(xi, xi+1) ⊂ H1(xi, xi+1), na osnovu stava 2.1, imamo da je∫ xi+1

xi

(u− Ihu)
2(x)dx ≤

∫ xi+1

xi

(
(u− Ihu)

′(x)
)2
dx+ (u− Ihu)

2(xi) + (u− Ihu)
2(xi+1).

Drugo, kako su xi i xi+1 qvorovi mre�e ω̄h, va�i da je za svako i = 0, . . . , n − 1,
(u− Ihu)

2(xi) = 0 i (u− Ihu)
2(xi+1) = 0, pa je nakon sumiraǌa nejednakosti po i

∥u− Ihu∥2H1(Ω) ≤ C̄

∫ 1

0

(
(u− Ihu)

′(x)
)2
dx, za C̄ =

1

C3

(
1 + ∥c∥L∞(Ω)

)
.

Dakle,

∥u− Ihu∥2H1(Ω) ≤ C̄

∫ 1

0

(
(u− Ihu)

′(x)
)2
dx = C̄

n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

(
(u− Ihu)

′(x)
)2
dx

= C̄
n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

((
u(x)−

n∑
j=0

u(xj)ϕj(x)

)′)2

dx

= C̄

n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

((
u(x)−

n∑
j=0

ujϕj(x)

)′)2

dx

= C̄
n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

(
(u(x)− uiϕi(x)− ui+1ϕi+1(x))

′ )2dx
= C̄

n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

(
u′(x)− ui

(
−1

h

)
− ui+1

1

h

)2

dx

= C̄

n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

(
u′(x)− 1

h
(ui+1 − ui)

)2

dx

= C̄
n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

(
u′(x)− 1

h

∫ xi+1

xi

u′(t)dt

)2

dx

= C̄
n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

(
1

h

∫ xi+1

xi

(
u′(x)− u′(t)

)
dt

)2

dx

= C̄

n−1∑
i=0

1

h2

∫ xi+1

xi

(∫ xi+1

xi

(∫ x

t

u′′(s)ds

)
dt

)2

dx
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≤ C̄
n−1∑
i=0

1

h2

∫ xi+1

xi

(∫ xi+1

xi

(∫ xi+1

xi

|u′′(s)|ds
)
dt

)2

dx

≤ C̄h
n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

12ds

∫ xi+1

xi

|u′′(s)|2ds = C̄h2

n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

|u′′(s)|2ds

= C̄h2∥u′′∥2L2(Ω) = C̄h2|u|2H2(Ω) ≤ C̄h2∥u∥2H2(Ω),

xto nam daje tra�enu ocenu

∥u− Ihu∥H1(Ω) ≤ Ch∥u′′∥L2(Ω) ≤ Ch∥u∥H2(Ω), za C =
√

C̄. □

Napomenimo da iz dokaza mo�emo da izdvojimo i ocenu u energetskoj normi ∥ · ∥a.
Naime, va�i da je

∥u− Ihu∥a ≤ Cah∥u′′∥L2(Ω) ≤ Cah∥u∥H2(Ω), za Ca =
√

1 + ∥c∥L∞(Ω). (4.13)

Isto tako, na osnovu leme 4.3, vidimo da grexka u − uh zadovoǉava istu ocenu,
taqnije

∥u− uh∥a ≤ Cah∥u′′∥L2(Ω) ≤ Cah∥u∥H2(Ω), za Ca =
√

1 + ∥c∥L∞(Ω). (4.14)

Sada mo�emo da poka�emo da va�i naredna ocena.

Teorema 4.5. Neka rexeǌe u graniqnog problema (2.1) pripada prostoru H2(Ω) i
neka c ∈ L∞(Ω) i f ∈ L2(Ω). Tada rexeǌe uh aproksimacije (4.1) konvergira ka u pri
qemu je ocena brzine konvergencije u normi ∥ · ∥H1(Ω)

∥u− uh∥H1(Ω) ≤ O(h).

Dokaz. Imaju�i u vidu (4.12) i teoremu 4.4, dobijamo da je

∥u− uh∥H1(Ω) ≤
C1

C3

C h∥u′′∥L2(Ω) ≤
C1

C3

C h∥u∥H2(Ω) = O(h). (4.15)

Mo�emo da zakǉuqimo da ukoliko u ∈ H2(Ω), odnosno u′′ ∈ L2(Ω), grexka metode
konaqnih elemenata, merena u normi ∥ · ∥H1(Ω), konvergira ka 0 brzinom O(h), kada
h → 0. □

Primetimo da naxa polazna pretpostavka da f ∈ L2(Ω) implicira da u ∈ H2(Ω), a
pritom va�i i ocena eliptiqke regularnosti. Odnosno, u prethodnoj teoremi
rexeǌe u mo�e da pripada prostoru H1(Ω), a va�i i slede�a teorema.

Teorema 4.6. Neka u ∈ H1(Ω) i f ∈ L2(Ω) . Tada je

∥u− uh∥H1(Ω) ≤ Cerh∥f∥L2(Ω).

Dokaz. Posmatrajmo varijacionu formulaciju problema (2.1) za v = u

a(u, u) = l(u),

odnosno, ∫ 1

0

(u′(x))2dx+

∫ 1

0

c(x)u2(x)dx+ σ0u
2(0) + σ1u

2(1) =

∫ 1

0

f(x)u(x)dx.
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Kada na desnu stranu primenimo Cauchy-Schwarz-ovu nejednakost 1.17, imamo da je∫ 1

0

|u′(x)|2dx+

∫ 1

0

c(x)|u(x)|2dx+ σ0u
2(0) + σ1u

2(1) ≤
(∫ 1

0

|f(x)|2dx
) 1

2
(∫ 1

0

|u(x)|2dx
) 1

2

.

(4.16)
Kako je c ≥ 0, va�i da je∫ 1

0

|u′(x)|2dx+ σ0u
2(0) + σ1u

2(1) ≤
(∫ 1

0

|f(x)|2dx
) 1

2
(∫ 1

0

|u(x)|2dx
) 1

2

,

a svakako je i

min(1, σ0, σ1)

(∫ 1

0

|u′(x)|2dx+ u2(0) + u2(1)

)
≤
(∫ 1

0

|f(x)|2dx
) 1

2
(∫ 1

0

|u(x)|2dx
) 1

2

.

Na osnovu stava 2.1, tada je i

min(1, σ0, σ1)

(∫ 1

0

|u(x)|2dx
)

≤
(∫ 1

0

|f(x)|2dx
) 1

2
(∫ 1

0

|u(x)|2dx
) 1

2

,

taqnije, (∫ 1

0

|u(x)|2dx
) 1

2

≤ (min(1, σ0, σ1))
−1

(∫ 1

0

|f(x)|2dx
) 1

2

.

Kako su i σ0, σ1 > 0, iz (4.16) je sada∫ 1

0

|u′(x)|2dx ≤ (min(1, σ0, σ1))
−1

∫ 1

0

|f(x)|2dx.

Dakle,
∥u∥L2(Ω) ≤ C̄∥f∥L2(Ω),

i
∥u′∥L2(Ω) ≤

√
C̄∥f∥L2(Ω),

za C̄ = (min(1, σ0, σ1))
−1.

Iz polazne diferencijalne jednaqine imamo da je u′′ = cu− f , te je

∥u′′∥L2(Ω) = ∥cu− f∥L2(Ω) ≤ ∥c∥L∞(Ω)∥u∥L2(Ω) + ∥f∥L2(Ω) ≤
(
1 + C̄∥c∥L∞(Ω)

)
∥f∥L2(Ω). (4.17)

Upravo smo pokazali da u′′ ∈ L2(Ω), a s obzirom da iz prethodne dve nejednakosti
vidimo da u ∈ L2(Ω) i u′ ∈ L2(Ω), pokazali smo i da u ∈ H2(Ω) (videti [14]).
Kada ocenu za ∥u′′∥L2(Ω) zamenimo u (4.15), dobijamo da je

∥u− uh∥H1(Ω) ≤
C1

C3

C
(
1 + C̄∥c∥L∞(Ω)

)
h∥f∥L2(Ω) = Cerh∥f∥L2(Ω), (4.18)

gde je Cer =
C1

C3
C
(
1+C̄∥c∥L∞(Ω)

)
, xto je i trebalo da poka�emo. □

Kako je f poznata funkcija, prethodna teorema nam zapravo daje gorǌu granicu
za grexku u−uh u normi ∥ · ∥H1(Ω) koju mo�emo da izraqunamo, za bilo koju podelu
Ω̄ = [0, 1].
Dodatno, pogledajmo xta se dexava sa grexkom u−uh u normi ∥ · ∥L2(Ω). Prvo �emo
pokazati da va�i naredna ocena.
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Teorema 4.7. Neka rexeǌe u graniqnog problema (2.1) pripada prostoru H1(Ω) i
neka c ∈ L∞(Ω) i f ∈ L2(Ω). Tada rexeǌe uh aproksimacije (4.1) konvergira ka u pri
qemu je ocena brzine konvergencije u normi ∥ · ∥L2(Ω)

∥u− uh∥L2(Ω) ≤ O(h).

Dokaz. Za u− uh ∈ H1(Ω) svakako va�i da je

∥u− uh∥2L2(Ω) ≤ ∥u− uh∥2H1(Ω).

Kada ovim ograniqimo levu stranu nejednakosti (4.15), dobijamo da je

∥u− uh∥L2(Ω) ≤
C1

C3

C h∥u∥H2(Ω) = O(h). (4.19)

□
Ukoliko iskoristimo Aubin-Nitsche-ov argument dualnosti, mo�emo pokazati da
va�i boǉa ocena brzine konvergencije.

Teorema 4.8. Neka rexeǌe u graniqnog problema (2.1) pripada prostoru H1(Ω) i
neka c ∈ L∞(Ω) i f ∈ L2(Ω). Tada rexeǌe uh aproksimacije (4.1) konvergira ka u pri
qemu je ocena brzine konvergencije u normi ∥ · ∥L2(Ω)

∥u− uh∥L2(Ω) ≤ O(h2).

Dokaz. Neka su c ∈ L∞(Ω) i g ∈ L2(Ω) date funkcije, a w ∈ H1(Ω) slabo rexeǌe
graniqnog problema

−w′′(x) + c(x)w(x) = g(x) na (0, 1),

−w′(0) + σ0w(0) = 0, σ0 > 0, (4.20)
w′(1) + σ1w(1) = 0, σ1 > 0.

Tada w ∈ H2(Ω) i na osnovu (4.17) je

|w|H2(Ω) = ∥w′′∥L2(Ω) ≤
(
1 + C̄∥c∥L∞(Ω)

)
∥g∥L2(Ω). (4.21)

Daǉe, prema Cauchy-Schwarz-ovoj nejednakosti 1.17 za L2-skalarni proizvod (·, ·),
va�i da je

(u− uh, g) ≤ ∥u− uh∥L2(Ω)∥g∥L2(Ω), ∀g ∈ L2(Ω).

Odatle je

∥u− uh∥L2(Ω) = sup
g∈L2(Ω)

(u− uh, g)

∥g∥L2(Ω)

. (4.22)

Kako je w slabo rexeǌe problema (4.20), ono zadovoǉava i varijacioni problem

a(w, v) = lg(v), ∀v ∈ H1(Ω), (4.23)

gde su

a(w, v) =

∫ 1

0

w′(x)v′(x)dx+

∫ 1

0

c(x)w(x)v(x)dx+ σ0w(0)v(0) + σ1w(1)v(1), (4.24)

lg(v) =

∫ 1

0

g(x)v(x)dx. (4.25)
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Aproksimacija konaqnim elementima problema (4.23) glasi: na�i wh ∈ Vh tako da
zadovoǉava

a(wh, vh) = lg(vh), ∀vh ∈ Vh. (4.26)

Iz (4.23), (4.26), kao i ocene (4.14), va�i da je

∥w − wh∥a ≤ Cah∥w′′∥L2(Ω),

te iz (4.21), imamo da je

∥w − wh∥a ≤ C̄ah∥g∥L2(Ω), za C̄a =
(√

1 + ∥c∥L∞(Ω)

) (
1 + C̄∥c∥L∞(Ω)

)
. (4.27)

Sada je

(u− uh, g) = (g, u− uh) = lg(u− uh) = a(w, u− uh) = a(u− uh, w). (4.28)

Imaju�i u vidu da wh ∈ Vh, iz stava 4.1 sledi da je

a(u− uh, wh) = 0.

Iskoristimo ovo i bilinearnost forme a(·, ·) u (4.28) i vidimo da je

(u− uh, g) = a(u− uh, w)− a(u− uh, wh)

= a(u− uh, w − wh)

= (u− uh, w − wh)a.

Primenimo Cauchy-Schwarz-ovu nejednakost 1.17 na desnu stranu ovog izraza, a
zatim i ocene (4.14) i (4.27) i imamo da je

(u− uh, g) ≤ ∥u− uh∥a∥w − wh∥a
≤ CaC̄a h

2∥u∥H2(Ω)∥g∥L2(Ω) (4.29)

=
(
1 + ∥c∥L∞(Ω)

)(
1 + C̄∥c∥L∞(Ω)

)
h2∥u∥H2(Ω)∥g∥L2(Ω).

Kada zamenimo (4.29) u (4.22), dobijamo da je

∥u− uh∥L2(Ω) ≤ sup
g∈L2(Ω)

CaC̄a h
2∥u∥H2(Ω)∥g∥L2(Ω)

∥g∥L2(Ω)

= CaC̄a h
2∥u∥H2(Ω) = O(h2).

□
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4.2 Dvodimenzioni sluqaj (n = 2)

Posmatramo problem (2.17), odnosno, ǌegovu varijacionu formulaciju (2.14).
Dakle, tra�imo funkciju u ∈ H1(Ω) koja zadovoǉava∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂u

∂x
(x, y)

∂v

∂x
(x, y) +

∂u

∂y
(x, y)

∂v

∂y
(x, y)

)
dxdy +

∫ 1

0

∫ 1

0

c(x, y)u(x, y)v(x, y)dxdy

+

∫ 1

0

σ(0, y)u(0, y)v(0, y)dy +

∫ 1

0

σ(1, y)u(1, y)v(1, y)dy +

∫ 1

0

σ(x, 0)u(x, 0)v(x, 0)dx

+

∫ 1

0

σ(x, 1)u(x, 1)v(x, 1)dx =

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)v(x, y)dxdy, ∀v ∈ H1(Ω),

(4.30)

pri qemu c ∈ L∞(Ω), c ≥ 0 skoro svuda na Ω, f ∈ L2(Ω), σ ∈ L∞(Γ) i σ > 0 skoro
svuda na Γ.
�elimo da konstruixemo aproksimaciju ovog problema konaqnim elementima,
stoga �emo na intervalu Ω̄ = [0, 1] × [0, 1] da uvedemo ravnomernu mre�u Ω̄h sa
korakom h = n−1. Odnosno, kao i kod konaqnih razlika imamo da je Ω̄h = ω̄h × ω̄h,
gde sa Ωh = Ω̄h ∩ Ω oznaqavamo unutraxǌe, a sa Γ̄h = Ω̄h ∩ Γ = Ω̄h \ Ωh graniqne
qvorove mre�e.
Qvorovima (xi, yj) oblast je podeǉena na n× n elementarnih kvadrata. Podelimo
svaki elementarni kvadrat mre�e Ω̄h dijagonalom koja spaja ǌegovo doǌe desno i
gorǌe levo teme. Na ovaj naqin, kao xto je prikazano na narednoj slici, dobijamo
podelu mre�e Ω̄h na elementarne trouglove koje nazivamo konaqnim elementima.

Slika 3: Triangulacija oblasti Ω̄ = [0, 1]× [0, 1]

Svaki unutraxǌi qvor (xi, yj), i, j = 1 . . . , n − 1, mre�e Ωh predstavǉa zajedniqko
teme za xest elementarnih trouglova koje �emo da oznaqimo sa Kk,ij, k = 1, . . . 6,
kao xto je prikazano na slici ispod.
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Slika 4: Trouglovi koji okru�uju qvor (xi, yj)

Za prostor Vh biramo prostor funkcija ϕij, koje vezujemo za svaki unutraxǌi qvor
(xi, yj), koja je linearna na svakom od trouglova K1,ij, . . . , K6,ij, jednaka jedinici u
samom qvoru, jednaka nuli u temenima xestougla sastavǉenog iz ovih trouglova,
a isto tako je jednaka nuli van ovog xestougla, xto mo�emo da vidimo na narednoj
slici.

Slika 5: Bazna funkcija konaqnog elementa ϕij
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Dakle, za i, j = 1, . . . , n− 1,

ϕij(x, y) =



1− x−xi

h
− y−yj

h
, (x, y) ∈ K1,ij,

1− y−yj
h

, (x, y) ∈ K2,ij,

1− xi−x
h

, (x, y) ∈ K3,ij,

1− xi−x
h

− yj−y

h
, (x, y) ∈ K4,ij,

1− yj−y

h
, (x, y) ∈ K5,ij,

1− x−xi

h
, (x, y) ∈ K6,ij,

0, inaqe,

(4.31)

dok su za j = 1, . . . n− 1,

ϕ0j(x, y) =


1− x

h
− y−yj

h
, (x, y) ∈ K1,0j,

1− yj−y

h
, (x, y) ∈ K5,0j,

1− x
h
, (x, y) ∈ K6,0j,

0, inaqe,

ϕnj(x, y) =


1− y−yj

h
, (x, y) ∈ K2,nj,

1− 1−x
h
, (x, y) ∈ K3,nj,

1− 1−x
h

− yj−y

h
, (x, y) ∈ K4,nj,

0, inaqe,

a za i = 1, . . . n− 1,

ϕi0(x, y) =


1− x−xi

h
− y

h
, (x, y) ∈ K1,i0,

1− y
h
, (x, y) ∈ K2,i0,

1− xi−x
h

, (x, y) ∈ K3,i0,

0, inaqe,

ϕin(x, y) =


1− xi−x

h
− 1−y

h
, (x, y) ∈ K4,in,

1− 1−y
h
, (x, y) ∈ K5,in,

1− x−xi

h
, (x, y) ∈ K6,in,

0, inaqe.
Posebno su

ϕ0n(x, y) =


1− 1−y

h
, (x, y) ∈ K5,0n,

1− x
h
, (x, y) ∈ K6,0n,

0, inaqe,

ϕn0(x, y) =


1− y

h
, (x, y) ∈ K2,n0,

1− 1−x
h
, (x, y) ∈ K3,n0,

0, inaqe,

ϕ00(x, y) =

{
1− x

h
− y

h
, (x, y) ∈ K1,00,

0, inaqe,
ϕnn(x, y) =

{
1− 1−y

h
, (x, y) ∈ K5,nn,

0, inaqe.

Primetimo da ϕij ∈ H1(Ω), suppϕij = {K1,ij, . . . , K6,ij} i funkcije ϕij, i, j = 0, . . . , n,
su linearno nezavisne, te je Vh = Lin{ϕij : i, j = 0, . . . , n} potprostor od H1(Ω)
dimenzije (n+ 1)× (n+ 1).
Aproksimacija konaqnim elementima za problem (4.30) bi glasila: na�i uh ∈ Vh

tako da zadovoǉava

∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂uh

∂x
(x, y)

∂vh
∂x

(x, y) +
∂uh

∂y
(x, y)

∂vh
∂y

(x, y)

)
dxdy +

∫ 1

0

∫ 1

0

c(x, y)uh(x, y)vh(x, y)dxdy

+

∫ 1

0

σ(0, y)uh(0, y)vh(0, y)dy +

∫ 1

0

σ(1, y)uh(1, y)vh(1, y)dy +

∫ 1

0

σ(x, 0)uh(x, 0)vh(x, 0)dx

+

∫ 1

0

σ(x, 1)uh(x, 1)vh(x, 1)dx =

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)vh(x, y)dxdy, ∀vh ∈ Vh.

(4.32)
Kako uh ∈ Vh, pribli�no rexeǌe mo�emo da zapixemo kao linearnu kombinaciju
baznih funkcija konaqnih elemenata. Naime,

uh(x, y) =
n∑

i=0

n∑
j=0

Uijϕij(x, y),
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a kako je ϕij(xk, yl) = δij,kl, i, j, k, l = 0, . . . , n, gde je δij,kl Kronecker-ov delta simbol za
koji va�i da je

δij,kl =

{
1, i = k, j = l,

0, inaqe,

koeficijenti Uij predstavǉaju pribli�ne vrednosti rexeǌa graniqnog problema
u qvorovima mre�e Ω̄h, odnosno Uij = uh(xi, yj) = uh,ij, i, j = 0, . . . , n.
Ukoliko je (4.32) zadovoǉeno za sve funkcije ϕij, i, j = 0, . . . , n, bi�e zadovoǉeno i
za sve ǌihove linearne kombinacije, te i sada za vh biramo funkcije ϕij.
Sada problem (4.32) mo�emo formulisati kao: na�i
U = (U00, U01, . . . , U0n, U10, . . . , Ui0, . . . , Uin, . . . , Un0, . . . , Unn)

T ∈ R(n+1)2 tako da zadovoǉava

n∑
i=0

n∑
j=0

Uij

∫ 1

0

∫ 1

0

[
∂ϕij

∂x
(x, y)

∂ϕkl

∂x
(x, y) +

∂ϕij

∂y
(x, y)

∂ϕkl

∂y
(x, y) + c(x, y)ϕij(x, y)ϕkl(x, y)

]
dxdy

+
n∑

j=0

[
U0j

∫ 1

0

σ(0, y)ϕ0j(0, y)ϕkl(0, y)dy + Unj

∫ 1

0

σ(1, y)ϕnj(1, y)ϕkl(1, y)dy

]

+
n∑

i=0

[
Ui0

∫ 1

0

σ(x, 0)ϕi0(x, 0)ϕkl(x, 0)dx+ Uin

∫ 1

0

σ(x, 1)ϕin(x, 1)ϕkl(x, 1)dx

]
=

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)ϕkl(x, y)dxdy, za k, l = 0, . . . , n.

(4.33)
Ako oznaqimo sa

akl,ij =

∫ 1

0

∫ 1

0

[
∂ϕij

∂x
(x, y)

∂ϕkl

∂x
(x, y) +

∂ϕij

∂y
(x, y)

∂ϕkl

∂y
(x, y) + c(x, y)ϕij(x, y)ϕkl(x, y)

]
dxdy,

rkl,ij =

∫ 1

0

σ(0, y)ϕij(0, y)ϕkl(0, y)dy +

∫ 1

0

σ(1, y)ϕij(1, y)ϕkl(1, y)dy

+

∫ 1

0

σ(x, 0)ϕij(x, 0)ϕkl(x, 0)dx+

∫ 1

0

σ(x, 1)ϕij(x, 1)ϕkl(x, 1)dx,

za i, j, k, l = 0, . . . , n,

Fkl =

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)ϕkl(x, y)dxdy, za k, l = 0, . . . , n.

problem (4.33) mo�emo da zapixemo kao sistem linearnih jednaqina

(A+R)U = F, (4.34)

gde su A = (akl,ij) i R = (rkl,ij) simetriqne matrice dimenzija (n+1)2×(n+1)2, dok su
F = (F00, F01, . . . , F0n, F10, . . . , Fn0, . . . , Fnn)

T i U = (U00, U01, . . . , U0n, U10, . . . , Un0, . . . , Unn)
T

vektori dimenzije (n+ 1)2, pri qemu je U vektor koji treba da odredimo.
Kada su |i− k| > 1 i |j − l| > 1, suppϕij ∩ suppϕkl ima praznu unutraxǌost, xto bi
znaqilo da je matrica A petodijagonalna, jer je akl,ij = 0, osim kada je |i − k| ≤ 1
ili |j − l| ≤ 1.
Osim u posebnim sluqajevima, kada je mogu�e da ih taqno izraqunamo, elemente
matrice A i vektora F raqunamo pribli�no pomo�u numeriqke integracije, pre
svega kvadraturnih pravila.
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4.2.1 Ocena grexke

Primetimo da i u dvodimenzionom sluqaju na snazi ostaju i Galerkin-ova orto-
gonalnost i Lema Céa, pri qemu sada posmatramo jednakost (2.17) i formu (2.15).
U odeǉku 2.2.1 smo videli da je ona simetriqna, bilinearna i koercivna, te
ukoliko definixemo skalarni proizvod (·, ·)a i energetsku normu ∥ · ∥a kao i u
jednodimenzionom sluqaju, mo�emo da zakǉuqimo da �e i sada da va�i lema 4.3.
Ukoliko je u rexeǌe problema (2.17), interpolant funkcije u u Vh je definisan
sa

Ihu(x, y) =
n∑

i=0

n∑
j=0

u(xi, yj)ϕij(x, y), (4.35)

gde su ϕij bazne funkcije prostora konaqnih elemenata Vh definisane sa (4.31).
Vidimo da je i interpolant neprekidna, deo po deo linearna funkcija na mre�i
Ω̄h, qije se vrednosti poklapaju sa vrednostima funkcije u u qvorovima mre�e
(xi, yj), i, j = 0, . . . , n.
Po uzoru na jednodimenzioni sluqaj, kako je

∥u− uh∥H1(Ω) ≤
C1

C3

∥u− Ihu∥H1(Ω), (4.36)

i sada je dovoǉno da ocenimo grexku interpolanta u− Ihu u normi ∥ · ∥H1(Ω), kako
bismo dobili ocenu grexke u− uh u istoj toj normi.
Najpre, pokazujemo da va�i naredno tvr�eǌe.

Teorema 4.9. Neka u ∈ H3(Ω). Tada je

∥u− Ihu∥H1(Ω) ≤ Ch∥u∥H3(Ω).

Dokaz. Iz (2.26) vidimo da je

∥u− Ihu∥2H1(Ω) ≤
1

C3

∥u− Ihu∥2a

=
1

C3

[∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂(u− Ihu)

∂x
(x, y)

)2

dxdy +

∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂(u− Ihu)

∂y
(x, y)

)2

dxdy

+

∫ 1

0

∫ 1

0

c(x, y)(u− Ihu)
2(x, y)dxdy +

∫ 1

0

σ(0, y)(u− Ihu)
2(0, y)dy

+

∫ 1

0

σ(1, y)(u− Ihu)
2(1, y)dy +

∫ 1

0

σ(x, 0)(u− Ihu)
2(x, 0)dx+

∫ 1

0

σ(x, 1)(u− Ihu)
2(x, 1)dx

]
.

Kako u − Ihu ∈ H2(Ωij) ⊂ H1(Ωij), gde je Ωij = {(x, y) : xi < x < xi+1, yj < y < yj+1},
na osnovu stava 2.3, taqnije izraza 2.20 imamo da je∫ xi+1

xi

∫ yj+1

yj

(u− Ihu)
2(x, y)dxdy ≤ 1

2

[∫ xi+1

xi

∫ yj+1

yj

(
∂(u− Ihu)

∂x
(x, y)

)2

dxdy

+

∫ xi+1

xi

∫ yj+1

yj

(
∂(u− Ihu)

∂y
(x, y)

)2

dxdy +

∫ yj+1

yj

(u− Ihu)
2(0, y)dy

+

∫ yj+1

yj

(u− Ihu)
2(1, y)dy +

∫ xi+1

xi

(u− Ihu)
2(x, 0)dx+

∫ xi+1

xi

(u− Ihu)
2(x, 1)dx

]
.
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Sumiraǌem ove nejednakosti po i i po j, a zatim i odgovaraju�oj zameni u
prethodnoj nejednakosti, dobijamo da je

∥u− Ihu∥2H1(Ω) ≤
1

C3

[(
1 +

1

2
∥c∥L∞(Ω)

)(∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂(u− Ihu)

∂x
(x, y)

)2

dxdy

+

∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂(u− Ihu)

∂y
(x, y)

)2

dxdy

)
+

(
∥σ∥L∞(Γ) +

1

2
∥c∥L∞(Ω)

)(∫ 1

0

(u− Ihu)
2(0, y)dy

+

∫ 1

0

(u− Ihu)
2(1, y)dy +

∫ 1

0

(u− Ihu)
2(x, 0)dx+

∫ 1

0

(u− Ihu)
2(x, 1)dx

)]
.

(4.37)
Ukoliko posmatramo integrale po ivici oblasti Ω, mo�emo da primetimo da
se trag graniqnih baznih funkcija svodi na jednodimenzione ,,krov” funkcije,
pa s obzirom da u − Ihu ∈ H2(Ωij), sledi da (u − Ihu)(0, y) ∈ H1(Γx0j), gde je
Γx0j = {(x, y) ∈ Γ : x = 0, yj < y < yj+1} , j = 0, . . . , n− 1.
Dakle, mo�emo da iskoristimo stav 2.1, xto nam daje∫ 1

0

(u− Ihu)
2(0, y)dy =

n−1∑
j=0

∫ yj+1

yj

(u− Ihu)
2(0, y)dy ≤

n−1∑
j=0

∫ yj+1

yj

∂(u− Ihu)

∂y

2

(0, y)dy

+
n−1∑
j=0

(
(u− Ihu)

2(0, yj) + (u− Ihu)
2(0, yj+1)

)
.

Kako su (0, yj) i (0, yj+1) qvorovi mre�e Ω̄h, za svako j = 0, . . . , n, va�i da je
(u− Ihu)

2(0, yj) = 0 i (u− Ihu)
2(0, yj+1) = 0 , te imamo da je∫ 1

0

(u− Ihu)
2(0, y)dy =

n−1∑
j=0

∫ yj+1

yj

(u− Ihu)
2(0, y)dy ≤

n−1∑
j=0

∫ yj+1

yj

∂(u− Ihu)

∂y

2

(0, y)dy

=
n−1∑
j=0

∫ yj+1

yj

(
∂

∂y

(
u(0, y)−

n∑
k=0

u(0, yk)ϕ0k(0, y)

))2

dy

=
n−1∑
j=0

∫ yj+1

yj

(
∂

∂y

(
u(0, y)−

n∑
k=0

u0kϕ0k(0, y)

))2

dy

=
n−1∑
j=0

∫ yj+1

yj

(
∂

∂y

(
u(0, y)− u0jϕ0j(0, y)− u0,j+1ϕ0,j+1(0, y)

))2

dy

=
n−1∑
j=0

∫ yj+1

yj

(
∂u

∂y
(0, y)− u0j

(
−1

h

)
− u0,j+1

1

h

)2

dy

=
n−1∑
j=0

∫ yj+1

yj

(
∂u

∂y
(0, y)− 1

h
(u0,j+1 − u0j)

)2

dy

=
n−1∑
j=0

∫ yj+1

yj

(
∂u

∂y
(0, y)− 1

h

∫ yj+1

yj

∂u

∂y
(0, t)dt

)2

dy

=
n−1∑
j=0

∫ yj+1

yj

(
1

h

∫ yj+1

yj

(
∂u

∂y
(0, y)− ∂u

∂y
(0, t)

)
dt

)2

dy
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=
n−1∑
j=0

1

h2

∫ yj+1

yj

(∫ yj+1

yj

(∫ y

t

∂2u

∂y2
(0, s)ds

)
dt

)2

dy

≤
n−1∑
j=0

1

h2

∫ yj+1

yj

(∫ yj+1

yj

(∫ yj+1

yj

∣∣∣∣∂2u

∂y2
(0, s)

∣∣∣∣ ds
)
dt

)2

dy

≤ h

n−1∑
j=0

∫ yj+1

yj

12ds

∫ yj+1

yj

∣∣∣∣∂2u

∂y2
(0, s)

∣∣∣∣2ds = h2

n−1∑
j=0

∫ yj+1

yj

∣∣∣∣∂2u

∂y2
(0, s)

∣∣∣∣2ds
= h2

∥∥∥∥∂2u

∂y2
(0, · )

∥∥∥∥2
L2(Γx0)

≤ h2 ∥u(0, · )∥2H2(Γx0)
.

Na osnovu teoreme o tragu 1.22, mo�emo da zakǉuqimo da je∫ 1

0

(u− Ihu)
2(0, y)dy ≤ h2 ∥u(0, · )∥2H2(Γx0)

≤ C̄h2 ∥u∥2H3(Ω) . (4.38)

Analogno bismo ocenili i preostala tri graniqna integrala, gde bi se kod
posledǌa dva u proceni pojavio parcijalni izvod po x.
Vratimo se na prva dva sabirka, odnosno posmatrajmo∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂(u− Ihu)

∂x
(x, y)

)2

dxdy +

∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂(u− Ihu)

∂y
(x, y)

)2

dxdy

=
n∑

i=0

n∑
j=0

2

(∫
Kij

(
∂(u− Ihu)

∂x
(x, y)

)2

dxdy +

∫
Kij

(
∂(u− Ihu)

∂y
(x, y)

)2

dxdy

)
,

(4.39)

gde je Kij trougao u podeli oblasti Ω̄. Taqnije,

Kij = {(x, y) : xi ≤ x ≤ xi+1, yj ≤ y ≤ yj+1 + xi − x}.

Da bismo ih procenili, definiximo kanonski trougao (videti [14])

K = {(ξ, η) : 0 ≤ ξ ≤ 1, 0 ≤ η ≤ 1− ξ},

kao i afino preslikavaǌe iz Kij u K sa

x = xi + ξh, 0 ≤ ξ ≤ 1,

y = yj + ηh, 0 ≤ η ≤ 1.

Primetimo da je dx = hdξ i dy = hdη.
Neka je ū(ξ, η) = u(x, y). Tada je

∂u

∂x
=

∂ū

∂ξ

∂ξ

∂x
+

∂ū

∂η

∂η

∂x
=

1

h

∂ū

∂ξ
,

∂u

∂y
=

∂ū

∂ξ

∂ξ

∂y
+

∂ū

∂η

∂η

∂y
=

1

h

∂ū

∂η
,

a Ihū mo�emo da napixemo kao linearnu kombinaciju qvornih baznih funkcija,
odnosno,

Ihū = ū(0, 0)(1− ξ − η) + ū(1, 0)ξ + ū(0, 1)η.
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Sada je prvi sabirak∫
Kij

(
∂(u− Ihu)

∂x
(x, y)

)2

dxdy =

∫
K

(
1

h

∂(ū− Ihū)

∂ξ
(ξ, η)

)2

hdξhdη

=

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

1

h2

(
∂

∂ξ

(
ū(ξ, η)−

(
ū(0, 0)(1− ξ − η) + ū(1, 0)ξ + ū(0, 1)η

)))2

h2dξdη

=

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

(
∂ū

∂ξ
(ξ, η)−

(
ū(1, 0)− ū(0, 0)

))2

dξdη =

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

(
∂ū

∂ξ
(ξ, η)−

∫ 1

0

∂ū

∂ξ
(t, 0)dt

)2

dξdη

=

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

(
∂ū

∂ξ
(ξ, η)−

∫ 1

0

∂ū

∂ξ
(s, η)ds+

∫ 1

0

∂ū

∂ξ
(s, η)ds−

∫ 1

0

∂ū

∂ξ
(t, 0)dt

)2

dξdη

=

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

(∫ 1

0

(
∂ū

∂ξ
(ξ, η)− ∂ū

∂ξ
(s, η)

)
ds+

∫ 1

0

(
∂ū

∂ξ
(s, η)− ∂ū

∂ξ
(s, 0)

)
ds

)2

dξdη

=

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

(∫ 1

0

∫ ξ

s

∂2ū

∂ξ2
(z, η)dzds+

∫ 1

0

∫ η

0

∂2ū

∂ξ∂η
(s, ζ)dζds

)2

dξdη

≤ 2

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

∫ 1

0

∫ ξ

s

(
∂2ū

∂ξ2
(z, η)

)2

dzdsdξdη + 2

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

∫ 1

0

∫ η

0

(
∂2ū

∂ξ∂η
(s, ζ)

)2

dζdsdξdη

≤ 2

∫ 1

0

dξ

∫ 1−ξ

0

∫ 1

0

ds

∫ 1

0

(
∂2ū

∂ξ2
(z, η)

)2

dzdη + 2

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

dηdξ

∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂2ū

∂ξ∂η
(s, ζ)

)2

dζds

≤ 2

∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂2ū

∂ξ2
(z, η)

)2

dzdη +

∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂2ū

∂ξ∂η
(s, ζ)

)2

dsdζ

= 2

∫ xi+1

xi

∫ yj+1

yj

(
h2 ∂

2u

∂x2
(x, y)

)2
1

h
dx

1

h
dy +

∫ xi+1

xi

∫ yj+1

yj

(
h2 ∂2u

∂x∂y
(x, y)

)2
1

h
dx

1

h
dy.

Dakle,∫
Kij

(
∂(u− Ihu)

∂x
(x, y)

)2

dxdy ≤ 2h2

∫ xi+1

xi

∫ yj+1

yj

((
∂2u

∂x2
(x, y)

)2

+
1

2

(
∂2u

∂x∂y
(x, y)

)2
)
dxdy.

Analogno je∫
Kij

(
∂(u− Ihu)

∂y
(x, y)

)2

dxdy ≤ 2h2

∫ xi+1

xi

∫ yj+1

yj

((
∂2u

∂y2
(x, y)

)2

+
1

2

(
∂2u

∂x∂y
(x, y)

)2
)
dxdy.

Kada posledǌe dve nejednakosti zamenimo u (4.39), dobijamo da je∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂(u− Ihu)

∂x
(x, y)

)2

dxdy +

∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂(u− Ihu)

∂y
(x, y)

)2

dxdy

≤ 4h2

∫ 1

0

∫ 1

0

(∣∣∣∣∂2u

∂x2
(x, y)

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣ ∂2u

∂x∂y
(x, y)

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣∂2u

∂y2
(x, y)

∣∣∣∣2
)
dxdy

= 4h2

(∥∥∥∥∂2u

∂x2

∥∥∥∥2
L2(Ω)

+

∥∥∥∥ ∂2u

∂x∂y

∥∥∥∥2
L2(Ω)

+

∥∥∥∥∂2u

∂y2

∥∥∥∥2
L2(Ω)

)
≤ 4h2|u|2H2(Ω).

Na kraju, ako dobijene rezultate iskoristimo u (4.37), imamo da je

∥u− Ihu∥2H1(Ω) ≤
1

C3

[
4h2

(
1 +

1

2
∥c∥L∞(Ω)

)
|u|2H2(Ω) +

¯̄Ch2

(
∥σ∥L∞(Γ) +

1

2
∥c∥L∞(Ω)

)
∥u∥2H3(Ω)

]
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≤ 1

C3

h2

[
4

(
1 +

1

2
∥c∥L∞(Ω)

)
∥u∥2H3(Ω) +

¯̄C

(
∥σ∥L∞(Γ) +

1

2
∥c∥L∞(Ω)

)
∥u∥2H3(Ω)

]
,

(4.40)

odnosno,
∥u− Ihu∥H1(Ω) ≤ Ch∥u∥H3(Ω), (4.41)

gde je C = 1√
C3

((
4 + 2∥c∥L∞(Ω)

)
+ ¯̄C

(
∥σ∥L∞(Γ) +

1
2
∥c∥L∞(Ω)

)) 1
2
. □

Napomenimo da iz dokaza mo�emo da izdvojimo i ocenu u energetskoj normi ∥ · ∥a.
Naime, va�i da je

∥u− Ihu∥a ≤ Cah∥u∥H3(Ω), za Ca =

((
4 + 2∥c∥L∞(Ω)

)
+ ¯̄C

(
∥σ∥L∞(Γ) +

1

2
∥c∥L∞(Ω)

)) 1
2

.

(4.42)
Isto tako, na osnovu leme 4.3, vidimo da grexka u − uh zadovoǉava istu ocenu,
taqnije

∥u− uh∥a ≤ Cah∥u∥H3(Ω), za Ca =

((
4 + 2∥c∥L∞(Ω)

)
+ ¯̄C

(
∥σ∥L∞(Γ) +

1

2
∥c∥L∞(Ω)

)) 1
2

.

(4.43)
Sada mo�emo da poka�emo da va�i naredna ocena.

Teorema 4.10. Neka rexeǌe u graniqnog problema (2.13) pripada prostoru H3(Ω)
i neka c ∈ L∞(Ω), f ∈ L2(Ω) i σ ∈ L∞(Γ). Tada rexeǌe uh aproksimacije (4.1)
konvergira ka u pri qemu je ocena brzine konvergencije u normi ∥ · ∥H1(Ω)

∥u− uh∥H1(Ω) ≤ O(h).

Dokaz. Imaju�i u vidu (4.36) i teoremu 4.9, dobijamo da je

∥u− uh∥H1(Ω) ≤
C1

C3

C h∥u∥H3(Ω) = O(h). (4.44)

Mo�emo da zakǉuqimo da ukoliko u ∈ H3(Ω), grexka metode konaqnih elemenata,
merena u normi ∥ · ∥H1(Ω), konvergira ka 0 brzinom O(h), kada h → 0. □

Podsetimo se da smo u jednodimenzionom sluqaju pokazali da polazna pretpostavka
da f ∈ L2(Ω) implicira da u ∈ H2(Ω) i da pritom va�i ocena eliptiqke regu-
larnosti, dok u dvodimenzionom sluqaju nije jednostavno izvesti procenu oblika
|u|H2(Ω) ≤ C̄er∥f∥L2(Ω) (videti [3] i [14]).

Daǉe, ocena za grexku u− uh u normi ∥ · ∥L2(Ω), kao i ǌen dokaz, identiqan je kao
i u jednodimenzionom sluqaju. Naime, va�i naredna ocena.

Teorema 4.11. Neka rexeǌe u graniqnog problema (2.13) pripada prostoru H3(Ω)
i neka c ∈ L∞(Ω), f ∈ L2(Ω) i σ ∈ L∞(Γ). Tada rexeǌe uh aproksimacije (4.1)
konvergira ka u pri qemu je ocena brzine konvergencije u normi ∥ · ∥L2(Ω)

∥u− uh∥L2(Ω) ≤ O(h).
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5 Numeriqki eksperimenti

U ovom poglavǉu �elimo da test primerima i numeriqkim rezultatima potvr-
dimo prethodno dobijene ocene brzine konvergencije u zavisnosti od glatkosti
ulaznih podataka. Na istim problemima posmatramo ponaxaǌe metode konaqnih
razlika i metode konaqnih elemenata, kako bismo mogli da analiziramo ǌihove
prednosti i mane.

Grexke metoda raqunamo u tri norme: uniformnoj C-normi ∥ · ∥C(·), L2-normi
∥ · ∥L2(·), H1-normi ∥ · ∥H1(·), te u zavisnosti od primeǌene metode, one su u diskret-
nom ili kontinualnom obliku.

Numeriqki red konvergencije raqunamo u odnosu na sve tri norme, po formuli

RN = log2
∥e(h)∥N
∥e(h

2
)∥N

,

gde je kod metode konaqnih razlika

e(h) = z = u− v,

a kod metode konaqnih elemenata

e(h) = u− uh,

na ω̄h, u jednodimenzionom, ili na Ω̄h, u dvodimenzionom sluqaju, za taqno rexeǌe
u i odgovaraju�e aproksimacije v i uh, dok je N = C(·), L2(·) ili H1(·).

5.1 Jednodimenzioni sluqaj (n = 1)

Posmatramo problem

−u′′(x) + c(x)u(x) = f(x) na Ω,

−u′(0) + σ0u(0) = 0, σ0 > 0, (5.1)
u′(1) + σ1u(1) = 0, σ1 > 0,

gde je Ω = (0, 1).
Podsetimo se da za n = 1, kod primene metode konaqnih razlika, diskretne norme
raqunamo po formulama

|[z]|C,h = max
0≤i≤n

|zi|,

|[z]|L2(ω̄h) = |[z]|h = [z, z]
1
2
h ,

|[z]|H1(ω̄h) =
(
|[z]|2h + |[zx∥2h

) 1
2 =

(
|[z]|2h + ∥zx̄]|2h

) 1
2 ,

gde je

[z, z]h = h
n−1∑
i=1

z2i +
h

2
(z20 + z2n),

82



dok kod primene metode konaqnih elemenata, kontinualne norme raqunamo po for-
mulama

∥u− uh∥C(Ω̄) = max
x∈Ω̄

|u(x)− uh(x)|,

∥u− uh∥L2(Ω) =

(∫ 1

0

|u(x)− uh(x)|2dx
) 1

2

,

∥u− uh∥H1(Ω) =

(∫ 1

0

|u(x)− uh(x)|2dx+

∫ 1

0

|u′(x)− u′
h(x)|2dx

) 1
2

.

Napomenimo da smo integrale koji se pojavǉuju u datim normama u MATLAB-u
raqunali pomo�u ugra�ene funkcije integral.

Polazimo od najjaqeg uslova, taqnije prostora beskonaqno diferencijabilnih
funkcija C∞(Ω̄), a one svakako pripadaju prostoru C4(Ω̄).
Za test problem smo izabrali funkcije

c(x) = x− 2,

f(x) = (x+ 2) cos2(x) + (x− 1) sin(x)− 2,

konstante

σ0 = 1 > 0, σ1 =
sin(2)− cos(1)

cos2(1) + sin(1)
> 0,

tako da je taqno rexeǌe problema (5.1)

u(x) = cos2(x) + sin(x).

Prvo slabǉeǌe uslova glatkosti dovodi nas do prostora H4(Ω) u kome posmatramo
test problem gde su

c(x) = x+ 25,

f(x) =
1

9
e−5x

(
9x

16
3 + 390x

10
3 − 130x

7
3

)
,

konstante
σ0 = 3 > 0, σ1 =

2

3
> 0,

a taqno rexeǌe problema (5.1)

u(x) = e−5xx
13
3 .

Zatim jox vixe slabimo uslov glatkosti i posmatramo prostor H3(Ω), a u ǌemu
test problem sa funkcijama

c(x) = x− 4π2,

f(x) =

(
x

9
2 + 14πx

5
2 − 35

4
x

3
2

)
cos(2πx) +

(
−x

9
2 + 14πx

5
2 +

35

4
x

3
2

)
sin(2πx),

konstantama
σ0 = 7 > 0, σ1 = 2π − 7

2
> 0,

gde je taqno rexeǌe problema (5.1)

u(x) = x
7
2 (cos(2πx)− sin(2πx)) .
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Slede�i je prostor H2(Ω), gde smo za test problem uzeli funkcije

c(x) = x+ 9,

f(x) =
1

4
e−3x

(
4x

7
2 + 60x

3
2 − 15x

1
2

)
,

konstante
σ0 = 1 > 0, σ1 =

1

2
> 0,

da bi taqno rexeǌe problema (5.1) bilo

u(x) = e−3xx
5
2 .

U ovom i svakom narednom posmatranom prostoru, klasiqna metoda konaqnih ra-
zlika nam ne daje brzinu konvergencije koju bismo oqekivali, stoga na funkcije
u, c i f delujemo Steklov-ǉevim operatorom usredǌeǌa

T 2u(xi) =
1

h

∫ xi+h

xi−h

(
1− |s− xi|

h

)
u(s)ds, i = 1, . . . , n− 1

a na granicama ǌegovim asimetriqnim oblicima

T 2
+u(x0) =

2

h

∫ h

0

(
1− s

h

)
u(s)ds,

T 2
−u(xn) =

2

h

∫ 1

1−h

(
1 +

s− 1

h

)
u(s)ds.

U Tabeli 1 su dati eksperimentalni rezultati za razliqite vrednosti koraka h,
pri rexavaǌu test problema u odgovaraju�im prostorima, metodom konaqnih ra-
zlika, dok u Tabeli 2 posmatramo eksperimentalne rezultate za metodu konaqnih
elemenata. Dakle, pogledajmo xta se dexava sa grexkom i redom konvergencije.

Tabela 1: Eksperimentalni rezultati za grexku ∥e(h)∥N i red konvergencije RN , kod
metode konaqnih razlika, u diskretnim oblicima normi N = C(·), L2(·) i H1(·)

u h ∥e(h)∥C,h RC,h ∥e(h)∥L2(ω̄h) RL2(ω̄h) ∥e(h)∥H1(ω̄h) RH1(ω̄h)

2−5 9.6445e-4 2.00 8.8765e-4 2.00 1.0232e-3 2.00
C∞(Ω̄) 2−6 2.4103e-2 2.00 2.2183e-4 2.00 2.5571e-4 2.00

2−7 6.0251e-5 2.00 5.5451e-5 2.00 6.3922e-5 2.00
2−5 3.0065e-6 2.00 1.5094e-6 2.01 1.3976e-5 1.99

H4(Ω) 2−6 7.5122e-7 2.00 3.7491e-7 2.00 3.5077e-6 2.00
2−7 1.8722e-7 2.00 9.3505e-8 2.00 8.7822e-7 2.00
2−5 1.0163e-2 2.01 4.9829e-3 2.01 3.6645e-2 2.01

H3(Ω) 2−6 2.5227e-3 2.00 1.2375e-3 2.00 9.1168e-3 2.00
2−7 6.2952e-4 2.00 3.0886e-4 2.00 2.2764e-3 2.00
2−5 1.0375e-3 1.47 4.1689e-4 1.47 1.3646e-3 1.48

H2(Ω) 2−6 3.7380e-4 1.49 1.5015e-4 1.48 4.9016e-4 1.49
2−7 1.3326e-4 1.49 5.3657e-5 1.49 1.7401e-4 1.50
2−5 1.1959e-5 1.99 6.1129e-6 2.00 2.8401e-5 2.00

H2(Ω) 2−6 3.0045e-6 2.00 1.5323e-6 2.00 7.1143e-6 2.00
2−7 7.5229e-7 2.00 3.8345e-7 2.00 1.7798e-6 2.00
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Primetimo da smo za prostor H2(Ω) dva puta raqunali grexku i red konvergen-
cije, te da smo usled loxijih rezultata pri primeni klasiqne metode konaqnih
razlika, nakon primene operatora usredǌeǌa dobili numeriqke rezultate koji
potvr�uju teorijski izvedene redove konvergencije.

Tabela 2: Eksperimentalni rezultati za grexku ∥e(h)∥N i red konvergencije RN , kod
metode konaqnih elemenata, u kontinualnim oblicima normi N = C(·), L2(·) i H1(·)

u h ∥e(h)∥C(Ω̄) RC(Ω̄) ∥e(h)∥L2(Ω) RL2(Ω) ∥e(h)∥H1(Ω) RH1(Ω)

2−5 5.4071e-4 2.00 4.0553e-4 2.00 1.3693e-2 1.00
C∞(Ω̄) 2−6 1.3516e-4 2.00 1.0114e-4 2.01 6.8438e-3 1.00

2−7 3.3787e-5 2.00 2.5107e-5 1.95 3.4215e-3 1.00
2−5 2.5851e-6 2.00 2.1203e-6 2.10 3.4881e-4 1.00

H4(Ω) 2−6 6.4628e-7 2.00 4.9547e-7 1.86 1.7445e-7 1.00
2−7 1.6159e-7 2.00 1.3669e-7 2.17 8.7229e-5 1.00
2−5 4.0509e-3 1.99 4.1214e-3 1.99 1.8886e-1 1.00

H3(Ω) 2−6 1.0196e-3 2.00 1.0393e-3 2.00 9.4231e-2 1.00
2−7 2.5553e-4 2.00 2.6043e-4 1.98 4.7089e-2 1.00
2−5 1.0447e-5 2.00 1.8534e-5 2.04 2.4847e-3 1.00

H2(Ω) 2−6 2.6052e-6 2.00 4.5167e-6 2.03 1.2420e-3 1.00
2−7 6.5018e-7 2.00 1.1056e-6 2.00 6.2105e-4 1.00

Vidimo da, osim u sluqaju H1-norme ∥·∥H1(·), kada je kod metode konaqnih elemenata
red konvergencije 1 (xto smo i oqekivali na osnovu teoreme 4.5), ukoliko posma-
tramo vrednost funkcije u taqki, rezultati metoda konaqnih razlika i konaqnih
elemenata se zanemarǉivo razlikuju.

Na Slikama 6-11 prikazani su grafici taqnog rexeǌa u i aproksimacije v kod
metode konaqnih razlika, ili uh kod metode konaqnih elemenata, redom, za pro-
store C∞(Ω̄), H3(Ω) i H2(Ω), kada je h = 2−2, h = 2−4 i h = 2−6. Za prostor H2(Ω)
prikazana je metoda konaqnih razlika sa operatorom usredǌeǌa T 2.
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Slika 6: Grafik taqnog rexeǌa u i aproksimacije v, metoda konaqnih razlika, u ∈ C∞(Ω̄)
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Slika 7: Grafik taqnog rexeǌa u i aproksimacije uh, metoda konaqnih elemenata, u ∈ C∞(Ω̄)
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Slika 8: Grafik taqnog rexeǌa u i aproksimacije v, metoda konaqnih razlika, u ∈ H3(Ω)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

(a) h = 2−2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

(b) h = 2−4

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

(c) h = 2−6

Slika 9: Grafik taqnog rexeǌa u i aproksimacije uh, metoda konaqnih elemenata, u ∈ H3(Ω)
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Slika 10: Grafik taqnog rexeǌa u i aproksimacije v, metoda konaqnih razlika sa T 2, u ∈ H2(Ω)
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Slika 11: Grafik taqnog rexeǌa u i aproksimacije uh, metoda konaqnih elemenata, u ∈ H2(Ω)

Mo�emo da potvrdimo da kako korak h te�i nuli, aproksimacije v i uh konvergi-
raju ka taqnom rexeǌu u, pri qemu se primetna odstupaǌa (h = 2−2), javǉaju na
krajevima intervala.

5.2 Dvodimenzioni sluqaj (n = 2)

Posmatramo problem

−∂2u

∂x2
(x, y)− ∂2u

∂y2
(x, y) + c(x, y)u(x, y) = f(x, y), na Ω,

∂u

∂ν
(x, y) + σ(x, y)u(x, y) = 0, na Γ,

(5.2)

gde je Ω = (0, 1)× (0, 1), a Γ = ∂Ω.
Podsetimo se da za n = 2, kod primene metode konaqnih razlika, diskretne norme
raqunamo po formulama

|[z]|C,h = max
0≤i,j≤n

|zij|,

|[z]|L2(Ω̄h) = |[z]|h = [z, z]
1
2
h ,

|[z]|H1(Ω̄h) =
(
|[z]|2h + |[zx∥2h,x + |[zy∥2h,y

) 1
2 =

(
|[z]|2h + ∥zx̄]|2h,x + ∥zȳ]|2h,y

) 1
2 ,

gde je

[z, z]h = h2

n−1∑
i=1

n−1∑
j=1

z2ij +
h2

2

n−1∑
i=1

(
z20i + z2ni + z2i0 + z2in

)
+

h2

4

(
z200 + z20n + z2n0 + z2nn

)
,

dok kod primene metode konaqnih elemenata, u dvodimenzionom sluqaju, posma-
tramo jedino uniformnu normu

∥u− uh∥C(Ω̄) = max
x,y∈Ω̄

|u(x, y)− uh(x, y)|.

Polazimo od najjaqeg uslova, taqnije prostora beskonaqno diferencijabilnih
funkcija C∞(Ω̄).
Za test problem smo izabrali funkcije

c(x, y) = 40x− 4π2,

f(x, y) = 40x sin2(πx) sin2(πy)− 2π2 sin2(πx) cos2(πy)− 2π2 cos2(πx) sin2(πy),
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σ(x, y) = x+ y + 1 > 0,

tako da je taqno rexeǌe problema (5.2)

u(x, y) = sin2(πx) sin2(πy).

Prvo slabǉeǌe uslova glatkosti u dvodimenzionom sluqaju dovodi nas do prosto-
ra H3(Ω) u kome posmatramo test problem gde su

c(x, y) = x− 4π2,

f(x, y) =

[(
x

9
2 + 14πx

5
2 − 35

4
x

3
2

)
cos(2πx) +

(
−x

9
2 + 14πx

5
2 +

35

4
x

3
2

)
sin(2πx)

]
sin2(πy)

+2π2x
7
2

(
cos(2πx)− sin(2πx)

)
cos(2πy),

σ(x, y) = 2π − 7

2
x > 0,

gde je taqno rexeǌe problema (5.2)

u(x, y) = x
7
2

(
cos(2πx)− sin(2πx)

)
sin2(πy).

Slede�i je prostor H2(Ω), gde smo za test problem uzeli funkcije

c(x, y) = y + 9,

f(x, y) =
1

4
sin2(πx)e−3y

(
4y

7
2 + 60y

3
2 − 15y

1
2

)
− 2π2 cos(2πx)e−3yy

5
2 ,

σ(x, y) =
1

4
y +

1

4
> 0,

da bi taqno rexeǌe problema (5.2) bilo

u(x, y) = sin2(πx)e−3yy
5
2 .

U ovom prostoru, klasiqna metoda konaqnih razlika nam ne daje brzinu konver-
gencije koju bismo oqekivali, te analogno jednodimenzionom sluqaju, na funkcije
u, c, f i σ uvek mo�emo da delujemo Steklov-ǉevim operatorima usredǌeǌa.

U Tabeli 3 su dati eksperimentalni rezultati za razliqite vrednosti koraka
h, pri rexavaǌu test problema u odgovaraju�im prostorima, metodom konaqnih
razlika, dok u Tabeli 4 posmatramo eksperimentalne rezultate za metodu ko-
naqnih elemenata. Dakle, pogledajmo xta se dexava sa grexkom i redom konver-
gencije.

Tabela 3: Eksperimentalni rezultati za grexku ∥e(h)∥N i red konvergencije RN , kod
metode konaqnih razlika, u diskretnim oblicima normi N = C(·), L2(·) i H1(·)

u h ∥e(h)∥C,h RC,h ∥e(h)∥L2(Ω̄h)
RL2(Ω̄h)

∥e(h)∥H1(Ω̄h)
RH1(Ω̄h)

2−4 3.2313e-2 2.03 1.7138e-2 2.04 1.7795e-2 2.08
C∞(Ω̄) 2−5 7.9097e-3 2.01 4.1582e-3 2.01 4.1990e-3 2.02

2−6 1.9684e-3 2.00 1.0319e-3 2.00 1.0345e-3 2.01
2−4 3.6682e-2 2.03 1.0857e-2 2.03 1.2004e-2 2.13

H3(Ω) 2−5 8.9929e-3 2.01 2.6641e-3 2.01 2.7378e-3 2.04
2−6 2.2373e-3 2.00 6.6298e-4 2.00 6.6762e-4 2.01
2−4 2.5338e-3 1.44 7.1983e-4 1.47 7.3982e-4 1.50

H2(Ω) 2−5 9.3471e-4 1.48 2.5960e-4 1.48 2.6143e-4 1.49
2−6 3.3557e-4 1.49 9.2771e-5 1.49 9.2932e-5 1.49
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Tabela 4: Eksperimentalni rezultati za grexku ∥e(h)∥C(Ω̄) i red konvergencije RC(Ω̄),
kod metode konaqnih elemenata

u h ∥e(h)∥C(Ω̄) RC(Ω̄)

2−4 2.9363e-2 1.94
C∞(Ω̄) 2−5 7.6719e-3 1.99

2−6 1.9361e-3 2.00
2−4 2.9368e-2 1.87

H3(Ω) 2−5 8.0234e-3 1.96
2−6 2.0611e-3 1.99
2−4 4.6678e-4 1.61

H2(Ω) 2−5 1.5265e-4 1.70
2−6 4.6988e-5 1.75

Kao i u jednodimenzionom sluqaju, vidimo da se u sluqaju uniformne C-norme
∥·∥C(·), ukoliko posmatramo vrednost funkcije u taqki, rezultati metoda konaqnih
razlika i konaqnih elemenata zanemarǉivo razlikuju.
Na Slikama 12-17 najpre je prikazan grafik aproksimacije u tri dimenzije za
h = 2−4, a zatim je ura�en presek na sloju y = 4h, gde su prikazani grafici taqnog
rexeǌa u i aproksimacije v kod metode konaqnih razlika, ili uh kod metode
konaqnih elemenata, redom, za prostore C∞(Ω̄), H3(Ω) i H2(Ω), kada je h = 2−3 i
h = 2−5.
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Slika 12: Metoda konaqnih razlika, u ∈ C∞(Ω̄)
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Slika 13: Metoda konaqnih elemenata, u ∈ C∞(Ω̄)

89



-0.5

1

0

1

0.5

0.8

1

0.5
0.6

1.5

0.4

0.2
0 0

(a) aproksimacija v

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

(b) h = 2−3

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

-0.01

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

(c) h = 2−5

Slika 14: Metoda konaqnih razlika, u ∈ H3(Ω)
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Slika 15: Metoda konaqnih elemenata, u ∈ H3(Ω)
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Slika 16: Metoda konaqnih razlika, u ∈ H2(Ω)
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Slika 17: Metoda konaqnih elemenata, u ∈ H2(Ω)
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