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IIpearosop

MaTreMaTu4dKe KOHCTAHTE Cy BeoMa MohaH ajaT, He caMo KaJa je MaTeMaTHKa, y TuTamy. Hbuxos
MDY 3HAYA] PUCYTAH je y Pa3inynTUM HaydIHuM jucimiinaama. Heke of mux, nomyT 6poja
7 [1], Ojneposor 6poja e [2] u 3marHOr mpeceka ¢ [3,4], cy Beoma nosnare. Mehyrum, mocroje
¥ MHOTE JIPyre KOHCTAHTe, WTEKAKO 3HAYAjHE, aJU HE TAKO MPUCYTHE Yy JIATEPATYPHU WIHA Yy
CBAKOJHEBHOM KuBOTY. [5] 360r dWera mareMaTHUKe KOHCTAHTE YOIIITE MOCTOje? 3amro cy
BakHe M Kako HacTajy?! OBO Ccy miiaBHa muTamka Ha KOja Ou 0Baj paj, TpebaJio Jia, g OJIroBop.

Pa1 je monesbeH y HEKOJIMKO TEJMHA, & Y CBAKOM IIOTJIABJBY je OIUCAHA, jeJIHA OJT KOHCTAHTH.
Y yBOJHOM Jlefy pajia JIaT je KpaTak MperJie/i OCHOBHUX TMOjMOBA, JIeMa, TeopeMa U TOCTIeTUTIA,
KOje e KOPUCTEe MPUJINKOM JI0OKA3a TPUKAAHUX Y DAy .

Hakon yBoja, y JpyroM IOIJIAB/BY je TIPEJCTaB/beHa I1IuTaropuaa KoHcTanTa /2 [6]. IIpm-
Ka3aH je Jioka3 mparmonanHoctd /2 [7], anpokcumarmja ose Komcranre FbyTHOBHM mTEpa-
THBHUM TOCTYIKOM # TejnopoBuM pesiom [8], Kao W WeHe Penpe3eHTAIMje MPEKO OeCKOHATHE
CyMe, IPOM3BO/IA, BEPUKHUX Pa3jioMaka [5].

Y tpehem morsnasiby je obpabena Apxumenosa KoucTanTa, 6poj 7 [1]. OBa KOHCTaHTA je
npukazana npeko Bujerosor [9] Geckonaunor npomssoja. Jlokazana je mpanmonasnoct [10]
6poja 7 u mpUKa3aHa je HmeHa MpPUMeHa y HeKuM 3akoHuMa dbusuke [11].

Y 4erBpTOM TIOTJIABIBY je JeUHUCAH 3JIaTHU IPECEK U JATE Cy IHErOBE Pa3JIUYdnuTe pPerpe-
senTaryje [12], Kao ¥ MPUKA3 HEroBe reOMETPHjCKe KOHCTPYKIHje [4], ’heropa mpuMeHa y apXu-
TEeKTYPH, YMETHOCTH U y ONKMCY NPUpomHux (penoMena. llpukazana je Beza ca OPuboHAUN]EBUM
6pojeBuMa 1 JoKa3 merose upannonaanocra [13].

Y Hape HOM NOraBiby je onucan Ojrepos 6poj e (6a3a mpupoaHor Joraputma). IIpukazana
je ekcriorennujanna pynknuja f(x) = e* [1]. Ilopes nokaza npanuoHaJIHOCTH, OBJIE Cy IIPUKA3AHE
u npumene Ojieposor 6poja u eKCHOHeHNMjaJiHe (DYHKIMje IPU OIUCY TOPACTA UJIU ONAJIAHA
HEeKe MOIyJIalyje, Ka0 U IpUMeHe y onucy dhu3ndknx 3akoHa [1].

VY 1ecToM MOTJIaBIBY NPECTABHEHE CYy HEKE 3HAUAjHE KOHCTAHTE KOje HUCY TO3HATE Y UCTOj
Mepu Kao mperxogre. Jledbunucana je AnepujeBa kKoHcTaHTa Tpeko Pumanose 3era dyHKImje
[14], mprka3aHu Cy HAYMHEM W3padyHABAEA W IMOKa3aHA je meHa uparmonasHoct [15]. Ilpen-
crasibene cy u Ojuep-Mackeponujesa u KarajaHoBa KOHCTAHTA.

Ha kpajy, 3axBajpyjeMm ce CBUM HACTABHUIIUMA U TPOdEcOpUMa HA TPYIY, CABETUMA, TIOJIPIIITH
¥ TIPEHETOM 3HAaHY TOKOM CBHX TOJIMHA MKOJIOBama. 1locebHy 3axBaHOCT JIyTyjeM MEHTOPY Jip
He6ojmm Mkonumnosunhy Ha n3aBojeHOM BpeMEHY, CyTeCTH]aMa, U CTPYYHUM CABETHUMA, IPHIAKOM
MHCaha Pajia. 3axBajbyjeM e M KOMHUCHJU Ha CYyreCTHjaMa.

Hajsume ce 3axBaJbyjeM OJUCKHAM JbyIMMa Ha HEM3MEPHO] MOAPIIIHT, ToMOhM 1 pa3yMeBamy
TOKOM Tpajama CTy/Auja.
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1 VBoxg

IlojaMm ckyma je OCHOBHH II0jaM MaTeMaTHKe, He aedUHUIEe Ce, Tj. He CBOIH CE Ha, JOII jeIHOC-
TaBHUje mojMoBe. UBAaKM CKYIl UWHE HETOBU €JIEMEHTH W CKyT je muMa ojapehen. Usjasy ,,x je
esleMeHT cKyma S” GesrexkumMo cuMboJInIKE & € S, a Heranujy Te u3jape Gesexumo x ¢ S. Meby
ckymoBe ybpajamMo m T3B. mpa3aH ckymn &, Koju je 6e3 eqemenara. Y pasay he 6urtu kopumihene
CTaHIap/He O3HAKe 33 OCHOBHE CKYIOBe OpojeBa:

-ckyn npupogaaux 6pojesa N = {1,2,3,.n,n+1,...} ;

-ckyn neaux 6pojesa Z = {...,—3,—-2,—1,0,1,2,3,...} ;

m
-CKy1 parnuonaJHux opojeea Q =¢ — | meZ,ne N ;
n

-ckyn peasuux 6pojera R ;

-cKyI mparnuoHaaaux 6pojesa I ;

-ckyn Komitexkcux 6pojesa C = {x + iy|r,y € R},i = /—1.

YecTo ckymy peasanx 6pojeBa mpuaoaajeMo jorr 1Ba (GUKTUBHA €JIEMEHTa, —00 B 400, KOju
cy Ha cienehm HauMH MOBE3aHN Ca peaJTHHM OpOjeBUMA:

1. —oo < x < 400 3a cBaku peajnu 6poj x;

2. 3a x > —o0 Baxkm: T+ (+00) =x — (—00) = 00,
3a x < 400 Baxu: = + (—o0) =z — (+00) = —00,
3a x > 0 Baxm: x(400) = 400, x(—00) = —00,
3a x < 0 Baxm: x(+00) = —00,x(—00) = 400,

1/(+00) =0mu 1/(—00) =

Ckyn peanuaux 6pojeBa KoMe Cy MPUIAOIATH (DUKTUBHM €JIEMEHTH 30BEMO MPOIIUPEHH CKYII
peanHnX 6pojeBa W O3HAUABAMO Ta ca R.
Tlojam mpupommor, 1mesor w paruonasaor 6poja je y mo6poj mepu mo3nar Beh ydeHurmma, OC-
HOBHHX IKoJia. Ilpm kpajy ocHOBHOI 0Opa3oBamba YIeHHIH ce cycpehy ca 6pojeBmMa Kao IITO
cy V2, V3, ma omma ca 6pojeM T, Kao pa3sMepoM Jy)KHHE KDPyXKHUIE ¥ Ipednuka. Jlaxie,
cycpehy ce Beh m ca mpamuoHasHHM OpOjeBHMA, YHME C€ YIO3HA]y W €4 PeaJHUM OpojeBmMa
HA UHTYUTHUBHO MPUXBATILUBOM HUBOY. ¥ CPEIIHh0] IITKOJIN C& MAHUIIYIUIIE PEAJTHUM OPOjeBUMAa,
M Ha TOM HHMBOY 3a MHOre Hajuernhe mpectajy Omiio KakBa MUTAmha O TOME IITA CEe 3aIlpPaBo
JeIaBa y TeOPHUjH W KOJHKO A00po 6m TpebaJsio MO3HABATH aKCHOMATHKY peaJHux Opojesa, a
caMWUM THUM W IPUPOJHUX, MEJIuX W parumoHajuux Opojesa. U y MomepHO] MaTreMaTuiy mojam
peasHor 6poja MMa BeoMa 3HaYajHy yiaory. llpumpomam, mein v pamuoHaHE OPOjeBH, KAKO CYy
nperxoauo AedwHMCaHN, HE UCIPILULY]y ¢Be Opojee. Ha mpumep, He moctoju parmonasian 6poj
r, Takap ga > = 2. Ty unmenuny cy seh I03HABAIN CTAPOIPYKH MATEMATHUAPU U TYMAUMLIA
je y cMuCily Jia AujaroHaJia jeIMHUYIHOT KB3JAPATA HUj€ CAMEPJ/bMBA €A CTPAHUIOM KBAIPATA.
[Tox, mpeTmocTaBKOM Jia YUTAJAIL UM OCHOBHO 3HAME U3 €JIEMEHTAPHE MATEMATUKe KaJa Cy y
nuTamy pesarmje, pyHKIwmje, 1a 100po mo3Haje ajarebapcke CTPYKTYyPe OCHOBHUX CKYIIOBa, OpO-
jeBa, maspe he 6uTn HaBeneHe jeUHUIMjE U TEOPEME KOje Cy HEOIXOIHEe 3a pa3yMeBaibe OBOT

paa.

Hedununumja 1.1 Ceu peasru 6GpojeBH KOjU HUCY PAIMOHAJIHU HA3UBAJY C€ MPAIMOHAJIHU
6pojeBu. Ckyn cBux mpanpoHanux Opojesa o3uavana ce ca [. Jlakae, [ =R\ Q.

Npanumonasnm OpojeBu KOju Cy peInerma jeHavnHe 00InKa

ant™ 4 an_12" '+ ...+ aiz +ag =0,



a; €Q,i=0,1,....n

Ha3uBajy ce ajarebapcku. Tpancrementan Opoj je mojaM KojuM ce y MaTeMaTuiid 03Ha4aBa 6poj
KOju HHje pelreibe HHjeaHe aarebapcke jeJHadWHe ca paluOHAJHUM Koedwuiumjentuma. Tpan-
cresienTan OpOjeBu Cy IMOJCKYIl MPAMOHAJHUX OpPOjeBa, Tj. CBU TPAHCIEIEeHTHH OpOjeBu Cy
WPAIMOHAJIHY, AJM HUCY CBYW WPAIMOHAJIHU OpOjeBW TpaHCIeldeHTHH. Ha mpumep, e u m Cy
TpaHCIEIeHTHH (M UPANMOHATHE) NOK je \/2 MpaIMOHAJTAH aji HEe U TPAHCIECICHTAH, jep je
pememe jennaunne x> — 2 = 0.

Hedbunanuuja 1.2 Peanna dyHKOHUja jegHe peasiHe NPOMEHJ/BUBE je CBaka (DYHKIIU]aA,
frA—=R tmeje ACR. Y cayuajy A CR" f je peamna dbyHKIMja n PEATHUX TPOMEH/LUBHX.

Tlojam dbyukimja y mabem TEKCTY OIHOCH Ce Ha peany (DyHKIN]y jedHne peajiHe TPOMEHIbUBE,
OCUM aKO HHUje JApyraduje HarJIalreHo.

Hedununuja 1.3 Oyuxnuja y = f(r) je anrebapcka ako 3a/10B0sbaBa ajrebapeKy jeiHaunHy
an ()Y 4 an_1(2)y" "t + ...+ a1(z)y + ap(x) = 0, (1.1)
rie cy a;(x),i=0,1,...,n,n € N Ho1mHOMYU 10 T NPOM3BOJHHOT CTEIEHA.
IloauaoMm n-tor crenena, n € Ny je dyHkmnuja obsuka:
Po(z) = apnz™ + ap 12" 1 4+ ... + a1 + ao, (1.2)

an 70, neNUO0,a; €R,i=0,1,...,n.

[Mpupoauu nomen mogmHOMa je Tieo ckym R. Crermjaano, MOJIHHOM HYJITOT CTEMEHA je KOH-
cTaHTHA (DYHKIUjA, [MOJUHOM IPBOT CTEleHa JinHeapHa (QYHKIH]a, TOJUHOM JPYTrOr CTEIeHA,
KBaJipaTHA (QyHKIHja, UTA. OUurienHo, ¥ caMu MOJUHOMEU Cy aarebapcke (PyHKIH]E, jep cy
KoeUIUJEHTH TOJIMHOMA KOHCTAHTHE (DYHKITUjE Tj. IMOJIMHOMU HYJITOI' CTEIleHa.

Cre dyHKIEje IpOMeH/bUBE X KOje HUCY aJirebapcKe HA3WBajy ce TpaHCcHeAeHTHe. Takse
cy peruMo GyHKIT]E:

f(x) =sinz, f(x) =logz, f(z)=arctgx urm.

Tauka ¢ € R je Tauka marommimasama ckyma A, A C R, ako cBaka OKOJMHA TadKe C
caypxku 6ap jeaHy TauKy CKymna A pasiwanmTy OJ € , Tj. 38 CBaAKO € > () Baxwu:

AN((c—ec+e)\c) #9.

ITojam rpanudHe BpeHOCTH YBEJEH je Y [UJbY NCINTHBATHA MTOHAINAHA (DYHKIHjE Y OKOJIMHA
Heke Tadke 6e3 063mupa 12 J1a je pyHKIHEja ¥y To] Taukn AepUHUCAHA UIN He.

Jdedburnmuja 1.4 Hexaje f: A - R, A C Rua € R tauka narommnasama ckyna A. Kasxemo
na je b € R rpanuvna Bpeguoct (numec) dyHKmje f y TAYKH @ ¥ OUIIEMO

lim f(z)=5

r—a,rEA

1j. f(x) = b, x — a x € A aKo 3a cBaKy OKOJIMHY V KOja MPHUMAJA CKYIy CBUX OKOJINHA TAUKE
b, mro 3anucyjemo V' € v(b), mocroju U € v(a) Taksa na je

F(UN\{a) N A) C V. (1.3)



Hamowmena: IlomTo Tadka HATOMHUIaBama HEKOT CKYyTa HE MOpa Ja MPHUIAJIa TOM CKYIIY,
dyukmmja f #e Mmopa 6utn gedurrcana y taukm a. Ako je byuknmja f u gedmHncana y Taukm
a, BpeHOCT f(a) HE yTWdYe HA TPAHUYHY BPEIHOCT (QYHKIWje Al 3aTO OUHUIJIEJHO YTUUIE CKYII
A Ha KOME ce OHA TPAaXKHU.

Heka je f: X - R, X C R u 9 € X Tauka maromujaBama ckymna X. Ilomro je gpyukimja
cayia JIepVHUCAHA W § TAYKH Ty UCIUTalieMO heHa MOHAIMAKA Y HEKO] OKOJUHU T TadKe Y
oxpocy Ha BpeaHocT f(x0).

Hedbunnumja 1.5 Oyakuuja [ : X — R je Henmpekuaua y Tadkm rg € X K0ja je TadKa,
HArOMWJIaBama, cKyna X ako je

lim _f(x) = f(0). (L4)

T—x9,2€X
OBaj ycoB, 1o JehUHUIHU TPAHUYIHE BPETHOCTH HA ¢ — 07 je3nKy, 3HATH &
(Ve > 0)(30 > 0)(Vx € X)(Jx —x0| < 0 = |f(z) — f(zo)| < €).

dednanuuja 1.6 OcHoBHe enemeHTapHe (PYHKIHjE Cy KOHCTAHTHE (PYHKIIH]E, CTEIIEHE
dyHKIMje, ekcroneHjaane GyHKIHMje, JorapuTaMcke QyHKIMje, TPUroHOMeTpujcke (pyHKImje
¥ HHBEpP3HE TPUTOHOMETPHjCKe (DyHKIIHjE.

Hedbunanuuja 1.7 Enementapae dyHKIuje cy OHE KOje €€ W3 OCHOBHUX €JIEMEHTAPHUX
dyukimja 106vjajy KOHAYHOM IPUMEHOM aJIredapCcKuxX oneparumja +, «, —, : ¥ OIePaIije CAarama
(kommo3HIIHje) DYHKIH]A.

Teopema 1.1 Cege esiementaphe pyHKIFje Cy HEMPEKUIHE HA CBOM MPUPOIHOM JIOMEHY.

Jedununuja 1.8 Bpojuu Hu3 (Hu3) je dyskmmja a: N — R.

Ymecro a(n) majuemhe numemo a,. Ilpu Tome ce a, HasuBa omIITH YjaH Hu3a. Hus uuju
je OIIIITH YIaH Gy, 3AINUCYjeMO Y OBIUKY a1, a2, ..., Gy, ... nau Kpahe ca {a, }nen . 1Ta Bume,
JoMeH (yHKIHje a He Mopa 6uTw 11eo ckyt N npupogamx 6pojeBa, Hero u HeKU BberoB 6eCKOHATAH
MOJICKYTI.

IIpumepu:

l.ap,=a1+ (n—1)d, n €N, a1,d € R (apurmernuku au3)

2. b, =b1-¢" ', n €N, by, q € R, (reomerpujcku au3)

3. ¢n = ¢, n € N (cranmonapan Hu3)

Hedununuja 1.9 Bpoj a je rpannyHa BpegHOCT (rpaHuna, JuMec) HU3a {a,}neN KO 32
cBako € > 0 mocrToju npuponan 6poj ny KOju 3aBUCH O] € TAKAB Ja 33 CBe MpUPOIHE DpojeBe
n > ng BaXn

lan, —a| < e. (1.5)

Mumemo limy, o0 ap, = @ wiu a,, — a,n — oo. Y ciaydajy mga a € R xaxemo ga #Hu3 {ap fnen
KOHBEPIHUpa. 33 HU3 KOjU HE KOHBEPIUPA KAXKEMO J1a JIUBEPIUPA.

Hedununuja 1.10 Heka je {a, }nen HU3 peamnux 6pojesa. 3pas obiuka

a1 +ag +...+ay + ...



mwin kpahe

(o]

> an

n=1

. n
Ha3wWBa ce GPOJHM pesn (pex) ca ONIITHM HWIAHOM Gp. S, = » .y ag, 1 € N, nasupa ce n—ra
HApIUjaIHa CyMa PeSa » oo 4 A, & PeJ
Up+1 + apt2 + oo + Apag + ..

OCTATAK N—TOr PEA U 03HAUABA C4 Tn. Jlakie, rp =Y 72 | aj.

Hedbnaunuja 1.11 Pex > 7 | a, KOHBeprupa ako KOHBeprupa HU3 {Sp }neN HAPIMjATHEX
cyMa Tor pefia. 3a peJi KOju He KOHBeprupa Kaxkemo Ja auBeprupa. Axo je lim, .o S, = S,
6poj s ce Ha3MBA CyMa PEJa y o, Ap ¥ IHINE S = » >~ | dy. OBaj HA3UB U 3aIKC KOPUCTH CE U
y cay4dajy s = 4+00(—00).

Teopema 1.2 Komujes norpeban m JOBO/FAH YyCJIOB 3a KOHBEPreHIUjy penoBa: Pen
o
> poq Gy KOHBEPIHPA aKO U CAMO aKO

(Ve > 0)(Ing = no(e) € N)(Vn,p € N)(n = ng = |ant1 + ... + anyp| <€).
ITocaeaguna 1.2.1 Ako Zzozl an, KOHBEPTHUpa, Taja je lim, . a, = 0.
TTocnenuma 1.2.2 Ako a, /4 0,n — 00, pes AuBeprupa.

Hus uuju cy enementu dynkuuje, nedpunucane Ha nekom ckyiy X C R, nazupa ce GyHKIIMOHAJIHNT
HU3 U 3amucyje y obmky

fi(x), fa(x), .oy fr(x), ...t € X, (1.6)

nim Kpahe, {fn}neN-
Cimuno, pej

> un(z),x € X, (1.7)
n=1

e ¢y Un,n € N dyuknuje nepuaucane na X C R mazupa ce (pyHKIIMOHAJIHUA PES.

Hedunanmuja 1.12 Ckyn F C X cBUX BPeJHOCTH ITPOMEHJbUBE & 33 KOjy (DYKIMOHAJIHU HU3
1.6 (ommocHo dynkmmonasnu pey, 1.7) konBeprupa Ha3usa ce 00JIACT KOHBEPreHIUje HU3a
(pesa). Y ToM ciydajy mmrmemo

falx) = f(x),z € E,

rie je f(z) = limy, o0 fr(z),x € E
(sp(z) = s(x) = Zun(:p),x € E,sy(x) = Zun(:p),$ €FE).
n=1 k=1

Oyukmuja f HAa3WBa ce TPAHHUIA HU3A, a QYHKIK]a s cyMa peaa.

Hedbunnumja 1.13 OyHKIuOHAIHH peJ1, 0OIHKA,
o
> an(w — )" (1.8)
n=0

xo € R,a, € R,n € Ny, nasusa ce crenesnn (MOTEHIUJAJIHU) PEL,.



CMeHoM CBaKHU CTEIeHn pea MOZKe Ce CBECTHU Ha CTEIICHU PEI 00JINKa

Z anz". (1.9)
n=0

OuurieHo, CBAKK CTEIEHU peJl TOT 00JNKa, KOHBeprupa 3a © = () MITO 3HAYHN 73 HEeroBa 00acT
koHpepreunuje F Huka i HUje 1pa3aH CKYyIL.

3a caku crenenn pex 1.9 mocroju 0 < P > 400 tako ma ako je P € (0,+00) 3a cee x ca
ocobunom |z| < P pen amconyTHo Komseprupa a 3a X ca ocobunoMm |z| > P museprupa. 3a
P = 0 pen koueeprupa camo 3a X = 0 a 3a P = 400 KOHBEPTrUPa HA IEJOM CKYIy PEaTHUX
6pojesa . ¥ cayuajy P > 0 unrepsas (—P,+P) nHa3upa ce MHTEpBaJ KOHBepreHuuje a P
MOJIyIPEYHNK KOHBEPTEHIHJE CTEIEHOT PEJIA.

Hedbunannmja 1.14 Oyuximja f je peajHa aHAIUTAYKA y TAUKW Xy AKO MOCTOje OPojeBr
r>0u ay,n € Ny, TakBu ja 3a cBe « € (xg — 7,20 + ) BaxKu Ja je

fl@) =" an(z — z0)". (1.10)
n=0

Csaku crenenu pey f(z) = > 07 an(x — z0)" 3a P > 0 je peanna anammrudka QyHKmja y
TAYKU T(o. J0Mp M PA3JIUKa JBE PeasiHe aHATUTHIKE (DYHKIHU)E y TAYKHA T( j€ PEATHA AHAJTATHIKA,
dyHKIMja y TAYKU T(.

Hedunnnuja 1.15 Heka je dyukmmja f medunncana y HeKOj OKOJUHA TaUKe Tg U HEKA Y X
UMa, W3BOJIC TPOU3BOJHHOT pejsia (Tj. HEOrpaHWYeHO IyTa je audepennujabuina y xp), Tamga ce
pen

51

" (x — x0)" (1.11)

n=0
masuBa ce Tejaopos pea gyskimje f y tauku xg. Cnenwmjasao 3a xg = 0 qo6mja ce Mak-
JopeHoB pex byukimje f.

Teopema 1.3 Ako ce dynkumja [ MOXKe IPEICTABUTH CTEIEHUM PEIOM » - o an(xz — )" ¥y
unrepsaiy (ro—r, ro+7),r > 0, Tama ce TO MOXKE yPaIUTH CAMO Ha jeJIJaH HAYMH 1 TO (POPMYIIOM

0 £(n) (g
fay =310 gy, (112)

n!
n=0

Tabmuia crenenux peaosa:

1ix:i:1+x+x2+x3+...
n=0
ex:gi:1+i+i+§+...
Sinx—i(—l)nﬁ—x—i—l—ﬁ—iﬁ-m
cosng(—l)”é:;'— 1—§+i—2(;+...



1 9] x2n+1 {L‘3 35‘5 $7

e 2V i s s

o0 n 2 3 4

_ n—1 _ Z €T x
ln(l—i-a:)—g(—l) —=e- et oo+t

> [k k(k—1 k(k—1)(k—2
(1+x)kzz< >x”:1+ka}+ ( )a:2+ ( I )x3+...

n=0 n 2! 3!

[Mosena wnrepBasa [a,b],a < b, je cBakmM KOHaYaH CKyl Tadaka z; € [a,b],7 = 0,1,...,k, rakas
Ja je
a=xp<x1 < ..<Tp_1=>=.

YBOANMO 03HAKY
k
P ={zi}izo-

Tauke x; Ha3UBajy ce JeobHE TavKe, CBAKM UHTEPBAJ 0OJIUKA [T, Tit1],7 = 1,2, ..., k uHTEpBaJ
moJieJsie, a HeroBa JyKUHA 03Ha49aBa, ce ca Ax;, Tj.

A.%'Z' = X; — l’i_l,i = 1, 2, ceey k.

OzHauaBaMo ca

dp = max{Ax; rako ga i =1,2,....,k}.
Hexka je name dynknuja f nedbwnucana na unrepsany [a,b], P = {x;}F_, neka mopena unrep-
BaJa [a,b] u HeKa Cy ¢; HIPOM3BOJLHO M3aOpaHe TAYKe U3 MHTEPBaJa [T;_1, ;| Tj. HeKa

c; € [xi,1,$i],i =1,2, ,]C

Cywma
k

op(f) = op(fict, ) =Y fe) - D

i=1

HasuBa ce PuMmaHoBa mHTErpasHa cyma GbyHKIMje Ha MHTEpBaJy [a, b].

Hedununuja 1.16 Bpoj [ je rpanwuna spempoct (qumec) PUMaHOBMX WHTErpaJHUX CyMa
dyskmuje f : [a,b] - R ram p — 0, ako 3a cBako € > 0 mocroju § = d&(€) Tako Ja
sa ceaky mogerry P = {z;}f_ wmreppana [a,b] 3a xojy je dp = § m cBakm m3bop Tadgaxa
¢i € [xi—1,mi],i = 1,..., k Baxu na je

k

> flei) - ba— T

i=1

< €.

Y ToMm caydajy mumewmo lims,_,oop(f) = I u xaxemo ja je f Puman maTerpabusna Ha
unrepsasy [a,b]. Bpoj I nasusa ce ompehenu murerpas pynkumje f u o3HauaBa ca

= /abf(m)dx.

IIpu Tome ce a u b HA3UBAjy JOMKOM M FOPI-OM IDAHUIIOM HHTErPaJia, PECHEKTUBHO, (OYHKII]a
f nasmsa ce nojgunTerpasna GyHkmja, a u3pad f(x)dr noamHTErpaAIHA H3Pa3.



Bepurxau passomax je u3pa3s Koju je j1o0ujeH HTEPATUBHUM IOCTYIIKOM U OH IIPEJICTABIbA
meku 6POj Kao cymy 1esior 6poja u pa3sIoMKa YMju C€ MMEHWJIAIT KCTO MOXKE MPEJICTABUTH Kao je
cyMa 1eJior 6poja u HEKOT JPYTOr pa3JjoMKa, utj. Bepuxkuu paszsiomiiu Beh crormHama rojuHa
MMajy MUPOKy npuMeny. Bp3o KOHBeprupajy na ce KOpucTe u 33 aIPOKCUMAIK]y peajHux Opo-
jeBa pazjaomkroM. CBaku panpuoHaJaH OPOj ce MOMKe 3aIMCATH KA0 KOHAYAH BEPUKHU PA3JIOMAaK.
Baxwu u o0pHYTO, KOHAYAH BEPUKHU PA3JIOMAK OJrOBapa PAIOHAJIHOM 6pojy. beckonatnu Bep-
VKHU PA3JIOMIU NPEJICTaBbajy upanuonaane 6pojese. Ceaku 6poj obmmka y/n, n € N moxe ce
MPUKA3aTH KAa0 OGECKOHAYAH MEPUOJINYHY BEPUKHU PA3IOMAK.

TToznaro je ma 3a ceaku peasan 6poj T mocToju jeawHCTBEH 11e0 6p0j a Tako ma a < x < a+ 1.
Heka je x upamnmonanan 6poj u Heka je a = |x| , rjme ca |z] o3ragaBamo 1neo jieo 6poja x, Tj.
majeehin 1eo 6poj koju Huje Behu ox x. Bpoj n = x — a 3amoBomasa 0 < n < 1. Oso je npsBu
KOpaK y pa3Bojy 6poja T y BEPUKHHE Pa3JioMaK. AKO ce IIPETIOCTABY Ja je & HpalroHaJIal 6poj,
TaKaB J1a

ap<x<ag+1, ag,ap+1€Z (1.13)

Taja je ag = | x| u Mmoxemo 3anucaru

1 1
r=a+—, 0<— <1 (1.14)
I Z1

W3 penammje % < 1, ciesm jia je 1 > 1 m ako ce y3me jaa je a; = [21], Tajga Baxu

1 1
r=a1+—, 0<—<1.
T2 Z2
Awnasiorno 3a ag = |x2], Baxn:
1 1
To=ar+—, 0<—<1
3 L3

(1.15)

1 1
Tp1=ap1+—, 0<—<1
Tk Tk

e ¢y ag, a1, ...,ak_1,..- € Z, a 6pojeBu xg,x1,...,Tk_1,..- € I. YBpmraameM u3pasa 1.15 y
n3pa3 1.14 mobuja ce makon k Kopaka jeagHOCTABAH OECKOHAYUAH BEPHUKHU PA3IOMAK

1 1 1
l':ao—*—;:aO_FT:ao—‘-ﬁ:... (].16)
a - a
1 1 za 1 az-l—%
KOjI/I ce MOXKe Kpahe 3alImucaT Kao r = [ao; Ay eeey Qfe—1, ak} Axo ce n3 GeCKOHAYHOT BEPHUZKHOT

paszyomka 1.16 ojabepe KOHAUHO MHOTO WIAHOBA [a0; A1, A2, A3, .., A)|, OHJA CEe TAKAB U3Pa3 30Be
k-Ta KOHBEPreHTa DECKOHATHOr PA3JIOMKA, X.
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2 IIuraropmHa KOHCTaHTA, \/2

V2 je BpJIO CTapa MaTeMaTHUKa KOHCTAHTA, IPBA MPAIMOHAJIHA KOja Ce yUM y IIKOJCKIAM KJIy-
mama. ¥ HCTOPHjU MATEMATUKE, BEOMA j€ PAHO 3allaXKeH OJIHOC OJIHOC u3Mely JmjaroHaje u
crpanure kBajgpata. OTkpulie came KOHCTAHTE TMPUMHCYje C€ TPUKOM MATEMATHYIAPY U (DHITo-
30y Muraropu (328. m.u.e). [6]

2.1 JIoka3 MpaIHOHAJHOCTH \/2

ITutaropa u ®WeroBu ciaeAOEHUNM BEPOBAJU CY Ja CE JIYKUHA CBaKe JYXKU MOXKE W3PA3UTH
pammoramauUM Opojem. Jlpyrmm peumma, 1a ce pazMepa CBaKe JiBe KW MOXKe W3PA3UTH Kao
KOJUYIHMK JIBa IpupoaHa 6poja. To 6m 3HaumIo ma je meaobpojHH yMHOXKAK IUjaroHAJE JeTHAK
HEKOM JPYTOM TeJ00POJHOM YMHOIIKY CTPAHWIE KB3ApaTa. 10 yBepeme je HAPYIIEHO Kasa je
JIOKa3aHO 12 je /2 upanpoHaian 6poj, OJHOCHO [a ce He MOxe 3ammcard Kao a/b.rue cy a u b
upuposu 6pojesu. Orkpuhe ja je /2 mpanmonanan 6poj npunmcyje ce Xunacy. [6] TTocroju
BHIIIE JIOKA33 13 je v/2 mpalmonaan 6poj, a y HACTaBKy he 6uTH u3mBojena aBa Jokaza. 1lpsu
JI0Ka3 3aCHOBAH j€ HA CBOjCTBMMA, JE/bUBOCTH IeJimX OpojeBa, a Jpyru Ha OCHOBY ypehema.
-IIpBu goka3: IIpermocTaBEMO CympoTHO, A2 je v/2 pammonanan 6poj. To 3uaun ma je

e cy p g y3ajaMHO TIPOCTH 6pOJeBI/I Axo KBaJIpUpaMo W JIEBY W JIECHY CTpaHy, jo6HjamMo
2— = 2, mTo jgasme 3Haum 14 je p° = 2¢%. Baximydyjemo ga je 6poj p nemus 6pojem 2, jep je meros
KBaJIpaT Jie/buB GpojeM 2, Ima ra MoxkeMo 3anmcary Kao p = 2r. Cana umamo 4r2 = 2¢%, ogaocHO
212 = 2. Jlobmam cMO J1a je U g JeJbuB €2 2, KA0 U P, IITO je KOHTPAIUKIIN]A Ca IPETIOCTABKOM
Jla Cy y3ajaMHO IpOCTH. 1losia3Ha MpeTmocTaBKa HEje TadHa, \/2 HUje PalHOHAJIAH 6DOj.
-Jpyru nokas: IIpermocraBumo CympoTHO, ma je /2 pammonasan 6poj. Tama mocroju Haj-
MaFh1 TIO3UTHBAH 110 6poj s, Takas 1a je sv/2 meo 6poj. Homro je 1 < 2 cieqm n 1 < /2 n Tako
je t = s(v/2 — 1) meo 6poj. ITommOKUMO jemraxoct ca v/2, tv/2 = s(v/2 — 1)v/2. HoGuhiemo na
tV2 = 25 — 5v/2 je eo 6poj m t < s. Asu TO je KOHTPAIAKIW}a €A TOJAZHOM TIPETIIOCTABKOM,
IIa je s HajMambU Takap 1eo 6poj. /2 Huje paruonasan 6poj. O

2.2 Hauywmau npexacrasmpama Ilutaropuae koHCcTaHTe

2.2.1 Amnpokcumarnuja Ilurtaropute koucrante IbyTHOBUM MTEepATMBHUM MOCTYII-
KOM

KBa/ipaThu KOpPeH MO3UTHBHOT Gpoja ¢ MOXKe Ja ce m3padyHa Kao Hyaa dynxuuje f(r) = 2 —c.

Anporcumarnuja Te HyJIe MOXKe ce 1o0uTr FbyTHOBUM UTEpPATUBHUM MOCTYIIKOM. ¥ OBOM CJIyUajy
HyrHOB MTEpaTHBHU OCTYHAK IJIACH:
2
Ty —c 1

Cc
== — k> 0. 2.1

Th+1 = T —

11



2

2.’I}k

Ako je c=2 ramacy f(r) =22 — 2, u 2py1 = T — , [8] omHoCHO:

(2.2)

byrHOB MeTOn pemaBama jedHAUMHA Jaje PEKypPEeHTHH aJropuTaM 3a aobumjame lluraropume
KOHCTaHTe, KOju Beh y moyeTHuM mrepanujamMa JAOHOCH BPJIO TIPEIU3HO PEIeHe:

Th—

o =1, =), = e ,3a k>1 lim x5, = V2. (2.3)
2 Th—1 k—o0

Kaja je y muTamy penumpovHa BPeIHOCT v/ 2, HMAMO:

1 3 9 1
- R E>1 lim = —. 2.4
Yo = 9’ Yk = Yk—1 <2 yk_1) y 3a kl Yk \/5 ( )

2.2.2 IImraropuHa KOHCTAaHTA KA0o OeCKOHaAYHA CyMa

BunomHM passoj,

k k(k—1)2?  k(k—1)(k—2)2®
(1+a:)’f:1+1—gf+ ( o )z + ( >§‘ )z + .

koju je Takohe mao FbyrH, upyxa jpe unrepecantae cyme 3a k= 1/2 u x =1 [5]:

= (=)™t /on 11 1-3
1 —— =14+-—— — . =2 2.5
+;2Qn.(2n—1) n Ty aTae T V2 (25)

(o]
(=1)" (2n 1 13 1-3-5 1
1 —1—-4 - = 2.6
+; 22\ n 291 246" V2 (26)

2.2.3 IImraropmHa KOHCTAHTA KA0 ODECKOHAYHU IIPOU3BOJ,

HI/ITaI‘OpI/IHa KOHCTaHTa Ce MOXKe IMpeACTaBUTHU 1 OCCKOHATHIM IPOMU3BOJAOM:

00 _1\k
(G2 -0obo-dachobooe e

k=1

Ogo caean u3 Ojaep-Bajeprrrpacose dakropusalyje 3a CHHYC. 3a CBaKHW peajaH 0poj T Baku

51 | 2
Slzx =11 (1 - ;5]2) . (2.8)

j>1

12



Ouspajajyhu napHe u HENapHe YUHUOIE, IPOU3BOJL CE JIAJhe MOXKE PACITHUCATH:
k
P =
(- 52)

II( ‘M—1>GAUM11>

- II 1222-—1

i

k>1 <1 ) (1)2/k2> (2.9)
B éw)

1 1

o Singm [singm
l’ﬂ' l’ﬂ'
2 4
1

—92.

V2

_ a3,

Jowr jepan paseoj 3a [Turaropuny KoHCTaHTy HPEKO GECKOHAYHOr POM3BOJAA je jar Kao [5]:

o0
1 1-3 5.7 9-11 13-1 1
HO— J: 5. : e o1 (2.10)
a4 4(2n — 1) 2.2 6-6 10-10 14.14 V2

2.2.4 IInmtaropuHa KOHCTAHTA y ODJIMKY BEPUXKHOT PA3JIOMKA

IIuraropuaa KOHCTAHTA, \/2 MOKe GHTH HpeICTAB/HEHA U y OOJIHKY BEPHAKHOT PA3jIoMKa. llpn-
MeHOM ajropurma 1.14 - 1.16 Ha © = /2, nobuja ce:

1
1+————T——:¢i (2.11)
2+
2+ !
2+ ..
VKOJWKO ce ¥ JIeBOj W JIECHOj CTPaHU jemHakocTu nosaa o6poj 1, mobuja ce coemehn n3paa:
1
2+4444T47:1+¢§ (2.12)
2+
2+ !
2+ ..
Koju je moBe3aH ca IlemoBuM HU30M:
ag=0,a1 =1, an =20p—1+ ap_233an =2 (2.13)
MPEKo rpanudne hopMyIe
lim 2+ — 142, (2.14)

n—00 QA

13



2.2.5 IImraropuna koncranta npeko TejiopoBor pesa

TejnopoB pex MoXke 3 ce KOPUCTH 33 ATPOKCUMAIIN]Y HEKOT OpOja MPEeKO TMOJMHOMA KOJU Iaje
MPUOJMKHY BPEITHOCT TPasKEeHOT Opoja:

f'(a) f"(a) f"(a)
T (r—a)+ 51 (x —a)* + i

f(z) = f(a) + (x —a)® + ... (2.15)
TejnopoB pexn je Beoma mohaH ajar 3a ampOKCHMHpPahe BPedHOCTH (PYHKIIMja KOje ce HHade
Temko oyipehyjy, a MoXKe ce KOPUCTUTHU U 33 U3padyHaBambe OECKOHAUHUX CyMa U mHTerpata. Jla
6u ce uckopuctuo Tejiopos obpazarr 2.15 norpebuo je vahu noromuy GyHKIK]Y. Y OBOM CIIydajy
HOINTO Ce TPaKU AIMPOKCHMANH]a 3a /2 HOTIVHO je JormdHo na he ce xKopuctutd (ByHKIH]a,
vV, a 3a x ce ysuma 6poj 2. Tlorpebuo je omabparn m BpeaHOCT 32 a KOja 6u Tpebaso ma je
npubJsIMKHA TpazkeHoM 6pojy 2, a ma npu Trome dyukiuja f(a) Oyme gaka 3a u3padyHapame. [8]
VY oBowMm cayuajy majmoroanuje je omabparu a = 1.

Ba f(z) = Va cnemn: f'(a) = %a‘l/Q, f(a) = —%a=32, f"(z) = 2a=5/2, ...

Yepmrasamem u3Boa dbynkmuje 1/r y Tejnopos pazsoj 2.15 caemu:

1,-1/2 1,-3/2 3,-5/2
f:ﬁﬂu (x—a)—42! (:zr—a)Q—i-ST(x—a)?’—... (2.16)
Opabupom x = 2 u a = 1 nobuja ce:
1 1 1 15 7
V2=1+4-—c+————+ (2.17)

2 8 16 384 256

Hamac je moryhe, 3axBasbyjyhu edpukacHuM aaropuTMuMa U BeOMa Op3UM KOMILjyTEPHUMA, H3Pa-
JyHaBame OBOT Gpoja ca BesmkuM 6pojem mudapa. Bpemmoct /2 6uia je mapadynara 1997.
roguae fo 137 438 953 444 nenmmasiaux mecta. OBo je 06jaBHO TUM JAIIAHCKOI HAYYHUKA
Jacymaca Kamage. ®ebpyapa 2006. rtommme pekopx 3a /2 obopen je xopumliemem jesHor
kyhuor pauynapa. Jamancku uuxemep cucrema Koo je uzpauynao koucrauty ca 200 000 000
000 mudapa 3a Hermrro Mamwe o 13 gana u 14 gacosa pajia kopucrehu jenan 3.6 Hz PC ca 16
G B memopuje.

2.3 Jlormuka 3aHUMJBUBOCT

OuuriieIHO J1a MOCTOjE PAIMOHAJIHY OPOjeBH T W Y TaKBH Ja je x¥ mparuoHayaH (HA MpUMED
x =2muy = 1/2). TlocraBba ce nUTAKE Ja JU TIOCTOj€ MPAMOHAJHU T U Y TaKBu ja je ¥
PAIMOHAJIHO.
. V2 . V2

Hexka je 2 = /2" ". Ako y3memo ma je 2 = 2z = v/2' ~ u y = /2, uspadyHaBameM BPEIHOCTH
6poja x¥ ce mobuja pesyarar x¥ = 2. [lakise, mobuaum cMO HOTBP/JAH OACOBOP HA, IIOCTaBJHEHO
nurame, 6e3 yaybipuBama y apuTMeTndKy upupoiy 6poja z. 3ampaso, z je o lendong [Haa-
jmepoBoj Teopemu u3 1934. TpamncuemenTan 6poj, a omaTiie CAEAM JA je z W UPAIMOHAJIAH.
[TocToje MmHOTH HepeleHr TPObJIEMH Y OBOj MaTeMaTH4Ko] obaactu. Ha mpumep, He 3HA ce 1a
o je

V2
V7 =32

WPAIMOHAJIHO, a KAMOJIH J13 JIX je TPACIEIEHTHO.
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3 bBbpojr

Bpoj 7 je upanmonanan 6poj Koju je jeaHak oaHOCy obnuma u mpeunuka Kpyra m = O/d. Takobe,
Opoj M ce MOXKe M3PA3UTH W TMPEKO OJHOCA MOBPINUHE KPYra W KBaJApaTa HEroBOT MOJIyTpe-
uynnka, T = P/r?. OBaj omHOC je jemHax 3a CBe KPyToBe, IMTO je EyKJIHI M JOKA3ao y CBOjOj
Kiu3n y 3. Beky m.H.e. OBje ce Hamehe nmurame 3601 dera je 6poj 7 3aCTymbeH ¥ GOpMyTamMa
noMmohy Kojux ce padyHa obuM W mOBpIIWHA Kpyra. Ha caunm 1 je mpukasaH Kpyr HOJIyIIpe-
gauka r. CuBom 6ojom je obojer mpcreH, pagujyca x u nebipube dr, KOJU TPUNAAA KPYTY.
Axo je mebmpuHa 0BOT TIpCTeHa GECKOHAYHO MAJIa, T3 THeroBa MOBPIMHHA MOXKE J1a e M3PadyHa,
upeko dopmysie 27z - dx, tae je 2mx obum kpyxkuune upcrena. [1] Uarerpamemenm ose dop-
MyJie MpPEKO CBUX mojynpednuka oj 0 jio r jgobuja ce u3pa3 KOju ONUCYje HOBPIIMHY Kpyra:
P = [ 2nx dx = 2.

Crnuka 1. Besa uzmehy dopmysia 3a 06uM u TOBPITUHY KPYyTa,

3.1 MWcropujcku ocBpT Ha O6poj T

Mrore jmpeBHe TMBUIN3AIK]E Cy yCIeae J1a MPUOINAKHO OJIPeie BPETHOCTH TOBPIIHHA U 0OUMA,
KPyra Mako HUCY 3HAJIHM 334 mocTojame Opoja m. Mecomoramim Cy CBOje MATEMATHYKE KAJKY-
JIaTje TUCAJIA Ha BOIITAHUM TabJIWIAMa M KOPUCTUIN Cy HYMEPUUYKH CHCTEM 3aCHOBAH Ha,
6pojy 60. Ilpomabenu cy muxoBum mpopadyHu y Kojuma je oxpeheH ojHOC 00MMa MPaBUJIHOT
MEeCTOYTIIa U 0OMMa, IberOBOT OMMUCAHOT Kpyra. AKO je MOJyIpPEeTHruK OMUCAHOT KPYTa T, TaJIa, Cy
CTPAHUIE TPABUIIHOT MIECTOYTIIA, OKO KOjer je OomucaH Kpyr, Takohe r. OpHOC BUXOBUX 0OUMA
MecomnoTamiu Cy IpUKa3aJu cekcaresumaguuM | 6pojem 0;57,36, omaoCHO:

6r 57 36

— =4 = N
2mr 60 * 3600 (3-1)

Opasne cienn na je w = 3% = 3,125. Oma mponena 6poja m ce pasamkyje 3a Mame o 1% ox

IEroBe CTBapHE BpeaHOCTH. Krumhanu cy ampoKCHMWPAJIU TOBPIMUHY KPYTra MPEYHUKA d TAKO

MTO Cy YMAmbWINA IIPEYHUK 33 % IEroBe JyKWHe, HAKOH Yera Cy Ty HOBOMOOMjeHYy BPEIHOCT

KBaJIpUPAJIN:
1\? 8 \? 64
<d 9d> <9d> ot (3.2)

! Cexcaresumanmm 6pojesnn cucrenm je cucrenm ca 6asom 60. Hactao je y apesnom Cymepy y Tpeliem Muenu-
jymy mu.e. Kacauje cy ra maciemmam Basumionmm, a m manac je y ymorpebu 3a Meperbe BpEMEHA, yIJIOBa U
reorpad)CKUX KOOPINHATA.
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Hemozrato je kako cy oTkpunm 0Baj MeToi. llocToje pas3iimunTe TeopHje, a Kao HAJBEPOBAT-
Huje o0jaurmeme ce HaMmehe jia cy oBy dopmysiy OTKpusm yreM mckycrsa. 3 osor merona
cieyu Ja je m = 3,16 u oBa BpeMHOCT ce OJi CTBapHe Takohe paziimkyje 3a Mambe OJi jeJTHOT
nporenTa. Ocrajie arpoKCcuMaIje Koje ¢y KOPUCTUIIN JIPEBHU HAPOJU HUCY OuIIe TIperus3He Kao
anpokcumanyje Erumhana u Meconoramamna. Y Bubauju ce 6pojy m nomesmyje Bpeanoct 3. Ora
AIIPOKCHMAIIHM]a HUje JTOBOJHHO IMPEIU3Ha Kao OCTaje, aju je Jiaka 3a Kopuirheme. WHaujmu cy
KOPUCTHUJIN JBe pasjuunte anpokcumarmje 6poja 7. [la 6u ce nmpubmumkuo ompesania mOBPII-
WHA Kpyra MOXKe C€ Y3€TH % IErOBOT TIPEYHUKA U KOHCTPYHUCATH KBAJIPAT YUja je CTPAHUIA
jennaka oBoj BpeanocTu. OBa ampoKCUMAIM]a He jiaje HAjOO/be pe3ysrare jep u3 me eI Ja
je m = 3,004. Ilo npyroj ampoKCHMAITHju HOBPIMWHA JATOT KBaJIpaTa je jeJHaKa TOBPIIMHI
Kpyra 4Yuju je noJylnpevyHuK jejHak 30Mpy IOJOBUHE CTPAHUIE KBaJipaTa W TPENUHE Pa3JuKe
IOJIy/IMjaroHaje u mojycrpanuiie Ksajpara. OBa anpokcuMmarnuja jaje Bpejgnoct m = 3,088.

JenHocraBHuja anpokcumanuja koja ce kopuctuia y Kunu je m = /10 = 3.162. [1]

3.2 Pagumjan

bpoj m omoryhaga yBoheme joIr jeaHOr MHTYUTHBHOI HAUYWHA 33 Mepeime yriosa. Ha commum 2
je TpUKa3aH KPYT U Y HETOBOM IEHTPY jé KOHCTPYHCaH yrao 6 Koju je jeqHak jeIHOM pajiujaHy
(oxo 57,3°). VYrao je jemHak jeHOM paJijaHy KaJa je KPYKHU JIyK, KOjU C€ BHIM HAJ THM
YIJIOM, UCT€ Jy’KWHE KA0 M IHOJYyIPEYHMK Kpyra. ¥ OIIITEM CJIy4ajy CBAaKH yrao Ce MOXKE
orncat OpojeM pajjaHa jeJIHAKUM OJIHOCY JIy>KWHE KPY>KHOT' JIyKa, KOjU Ce BHJHM TOJL JIATUM
yIJIOM, W TIOJYIPEYHWKa Kpyra. 1o 3HaUM Ha je MOJIyKpYT KPYKHHU JIYK KOJU Ce BHUIH TIOJ,
YyIJIOM O, T pajujaHa. 3acjayre 3a yBoheme oBe Mepe je mobmo enryiecku maremarudaap Porep
Korec. Pamujan je gecTo MOroaHMju HAYKWH 33 ONUCHBAILE Mepe yIvia jep je aedHHUCAH IIPEKO
OJTHOCA, KPY2KHOT JIyKa W TIOJIyIIPEIHUKA KPyTa, MoK je 6poj cremenu 360, mpon3BospHO 0mabpaH.
OBO ce MOXKe NMPUMETUTH U Y MHOTUM MATEMATUYKUM PE3YJITATHMA KOJU CYy T0jeIHOCTABILEHU
U eJIEeTAaHTHUJU YKOJIMKO Cy YIVIOBHM IIPUKA3aHU y pajujaHuma. [1]

(o]

~_

Cauka 2. Jledununuja paarjana Kao Mepe yriia

3.3 DBeckonauynu u3pas3u Opoja 7
3.3.1 BmujeroB 6ecKOHAYHU MTPOU3BO/,

Behwnna naguna koju ¢y Kopuirheru 3a onucuBame 6poja 7 cy 6uie rpybe anpokcumanuje. HoBu
npuctyn je yBeo @pancoa Bujer. M3eeo je Tauanm m3pas, Koju ce cacToju 0o OEKOHATHO MHOTO
IHHAIAIR, ToMohy Kojer ce moxke ompeauTu 6poj 7. o moMeHyTOr mpoOM3BOAA JOIIAO je TAKO
IITO je yrnopehuBao HOBpIIIMHE MHOIOYIJIOBA KOjU Cy yluCaHu y Kpyr pasaujyca r. llospiimna
CBAKOT' TPOYIJIa Ce MOXKe IIPEJICTABUTH m3pa3oM P = %ab sinf, roe cy a u b cTpaHuiie TpPoyrIa,
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Cmmka 3. Muoroyrao ymnucan y Kpyr

a 0 je yrao m3mehy mux. Cmemu ja je nospmuaa Tpoyria AOB ma ciunm 3 je jennaka P =
1.2
1< sin 20.

2
Hexa je ca A(n) o3HaveHa MOBPINHHA MHOTOYIJIA €A 1 CTPAHUIA, TAJA je:

1
A(n)=n-Psop=n- 57“2 sin 20 = nr? sin 6 cos 6. (3.3)

Tlospmuaa MHoroyrsia ca 2n CTPaHUIA Ca CIAWKE 3 ce MOXKEe M3PATYHATH KAO:
A(2n) =2n - Pyoc = 2n - %7’2 sin @ = nr?sin 6. (3.4)
Hememem oBe siBe moppinuae mobuja ce:
A(n)/A(2n) = cosb. (3.5)

Awnasorso ce Mmoxe nokazaru 1a je: A(2n)/A(4n) = cosf/2u A(4n)/A(8n) = cos /4. Muoxemem
oBHX OJIHOCA j00uja ce:

A(n)/A(8n) = [A(n)/A(2n)] - [A(2n)/A(4n)] - [A(4n)/A(8n)] = cos @ - cos0/2 - cos0/4. (3.6)

Tlocne k oBakBux KOpaka ao0umja ce OIHOC:

A(n)/A(2"n) = cos - cos0/2 - cos /4 ... cos /2 . (3.7)
3a y10B0/bHO Besmuko k mopprmmna A(28n) Texxm mospumma kpyra 712, ma je:
A(n) = 7r? - cosf - cos0/2 - cosf/4-cosf/8 - ... (3.8)
Axo je n =4 u yrao 0 = 7 /4 Tana je:
2r? = 7r? - cos /4 - cos /8 - cos /16 - cos /32 - ... (3.9)
OJIABJIE CJIeIU 1A je
2/m =cosm/4-cosm/8 cosm/16 - cosm/32 - ... (3.10)
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umajyhu ma yMmy ma je: cosm/4 =+/2/2, cosm/8 = /2 4+ V/2/2... nobuja ce:

i:;ﬂ.;mﬁ.;\/u— \M-Mﬂm-m (3.11)

Vaumamem cse Beher 6poja wiamoBa 0BOT mpom3Boma a00uja ce cBe 6OJba AMPOKCUMAIN]a 33
6poj ™. BujeTos mpousBo, nako maje mobpy alpOKCHMAIA]Y, je He3roJaH 3a Kopuinheme jep ce
cacToju U3 BeJMKOr Opoja KBaJpaTHuX KopeHa 6poja jsa. [1,9]

3.3.2 Amnpokcumanuje 6poja m nomohy dbyuknuje arctgx

YV 18. u 19. Beky OTKpUBEH je HOBM MeTO 3a onapehuBame 6poja m y3 momoh dpyuknmje arctg x,
KOja je mHBep3Ha pyHKImja o tg x. Ha caumnu 4. je mpukasan ksagpar ABC D uuja je cTpaHATIA,
nyxmume 2. Heka cy AC w DB jmjaromase 0BOT KBaJIpaTa M HEKa je Tadyka F TadKa HHXOBOT
mpeceka. Heka kpos Tauky F mponasu qyx EF koja je mapasenna ca crpanunama AB u DC u
koja moJtoBu crpanutie kBaapata AD u BC. Tpoyrao CDE je mpaBoyriu TpOyrao ca KaTeTaMa,
ED =1uCD = 2. Yrao ZECD osor Tpoyria je o3HaueH ca «. Tama je tga = 1/2, a onarie
crnemu nma je o = arctg1/2. U3 mpasoyrior tpoyrna HFC cnenn na je = arctg ;HC: FCu
DF cy nojioBuHe qujaroHaJia, KBajpaTa u cTora cy jeanare. U3 tpoyrna ADC cnemm ma cy DF
u EC mweroBe TexXWIHE JUHUjE U OHe ce ceKy y Tauku H. To suaum ma je HF : DF = 1/3
tvj. HF : FC = 1/3. Onasne caemn ja je § = arctg 1/3. Tlomro aujaronana KBajpara m0J0BU
opaB yrao, ciaenu Ja je a + = 7/4, mro ce apyraddje MOXKe 3aIHuCATH Kao:

arctg1/2 + arctg1/3 = /4. (3.12)

W3 agumuone dopmyite 3a GyHkumjy tgr:

tg(z+y) = m (3.13)
cTey jeslaH MHTepecanTaH n3pa3. AKo ce mckopucTe cMene u = tgx m v = tgy aobuja ce:
arctg u + arctg v = arctg 1 ——i_uvv' (3.14)
Axo ce y3me ja je u =1/2 u v = 1/3 mobuja ce:
arctg1/2 + arctg1/3 = arctgl = w/4. (3.15)

Msmore ¢yHKIHje ce MOTY pa3BUTH y OECKOHAYAH PEJi, T€ ce U arctg xr MOXKe IMpeJCTABUTU KAO:

1 1 1 1
arctgr = x — §$3 + g:c‘r’ - ?x7 + §x9 — . (3.16)
3a x =1 caenu:
1 1 1 1
4d=1—--4+-—=-+-—.. 3.17
™/ 3757770 (3.17)

Ha cnraan HaumH ce apKycTaHTeHCH U3 jeaHadnHe 3.12 MOTy pa3BUTH y peJl M HA Taj HAUUH ce
snobuja HOBA penpesenTanmja /4 :

ORI OB GRS R ORIORIORS

1 1 . 1 1 Sl 1 1 . 1 1 .
T )2 23.3725.5 27.7 " 3 33.3"3.5 37T.7 (-
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Cauka 4. 36up JBa apKyCTaHTEHCA,

OsBa jiBa pa3Boja y peJi KOHBeprupajy 6p3o 36or pactyhux cremena 6pojeBa 2 u 3 Koju ce Hajga3e y
MMEHUOIMMA, 4JIaHOBA OBUX pa3soja. [lomohy oBux passoja cy Jleman u ITorcmam 1861. romwae
oape i 6poj 7 Ha 261 merumaity. [1]

3.4 Wpamnuonaauoct 6poja 7

TTocroje paznmuunTu joka3u fAa je m upanuonasan 6poj. OBje je MpuKasaH J0Ka3 KOjU je U3BEO
MBan HuBen m Koju MOKe JIa cTaHe Ha CBera IoJia crpaHure. Mako je HuBeHOB JT0Ka3 KpaTak,
OH U Huje balll TAKO jeHOCTABAH KAKO I'a jé OH MPEACTABUO. Y OPUTMHAJHOM JIOKA3y Cy MHOI'H
MelyKopaim mpecKOdYeH WIu OCTaBJ/HEHNU YUTAOILY Ja CAM TOKaXKe.

HupeH momnrao o1 IpeTIOCTaBKe Jia je 7 paluoHaaH U JIONA0 je J0 KOHTPAJAUKIHje U3 Koje
ciiesm a T Mopa 6T mparponaTat. YKOJIUKO je T panoHaiaH OH Ce MOYKe 3aIiCaTi Kao T =
IIPH 9eMY Cy a ¥ b y3ajaMHO TpOCTH IeJd OpojeBn pa3juduTH onx nyie. lame je medumncana
dyuknuja crenena 2n Koja 3aBucu of a u b:

™ (a — bx)"
fx) = (m) TER, (3.19)
npu uemy je n mneo 6poj. Osa umaTepecanTHa (byHKIuja uma ojpeherne ocobune koje he buru
BEOMa, KOPHCHE y JlajbeM JIoKa3y. 3a by Baxwu na je f(0) = 0, a Takolje ce moxke u nmokazaru Ja

je f(x) = f(m —x):

f(m—a) = fla/b—x)
(a/b—2x)"(a —bla/b—x))"

n!
 (a/b—2)"(bx)" (3.20)
B n!
_ 2" (a — bx)" ~ )

n!

Jom jenna ocobwna ose dyHkmmje je ma je f (k)(()) eo 6poj. Osa TBpheme Ha NpBU TOTIIET W
auje ounrieaao. Uz 3.19 crequ n!f(z) = 2" (a — bx)™. Ilo 6mrOMHO] Teopemu, wian (a — bx)”
Ce MOXKe Pa3BUTH Yy MOJUHOM Ca mMejo0pojunM KoeduimjenTnMa, ca cTenennMa Koju ce kpehy os
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0 10 n. CBakM 0O MOJMHOMHUX WIAHOBA ce Taja MHOXKHY ca x”. To 3Haunm na je mosmuoM n! f(x)
JEIHAK CyMM WIAHOBA 4Mju ce cremeHu Kpehy ox n o 2n. Yamumo k-t uzsoj, dbyunkuje f(x)
u meka je 1 < k < n, tama f®)(z) mema xoncranran wian te je f*)(0) = 0. Mcro axu u 3a
k > 2n. Yxosuko ce f(z) pudepennupa k nyra u saxu n < k < 2n raua he f)(z) umaru
jesian anan Koju Huje oMHoXKeH ca x. Osaj wian he 6urn obavka (k!/n!) - c rue je ¢ nesobpojua
kouctauTa. llomrro je k > n oeaj wian he mpunagaru ckymny neaux 6pojesa, Tj. f (k)(O) IpUTIAIA
ckymy 1enanx 6pojesa.

[Momrro je f(x) = f(m — x) C.JIG,Z[I/I fl(z) = —f'(m —z), fO) = fO(r —2)... u y ommrem
obmaky Baxu fK)(z) = (—1)kfC (7r — ). Takobe u3 wmmenure na f*)(0) mpumamga cxymy
nesux Gpojesa u ga je fF)(0) = (=1)¥f*)(7) cnemu ma f*) () npunaja ckyny memux 6pojesa.

Cana hemo medbwnncaTn jorn jeany byHKIH]Y:

g(@) = f(2) = fP (@) + fD(2) + ... + (-1)" ) (2) (3.21)

W oBa ¢pyHKIMja WMa HEKOJUKO KOPUCHUX W WHTEPECAHTHUX ocobmHa. AKO ce mocMarpa
dbyukmmja g(x) y Tauku 0 moxke ce yountu na je g(0) meo 6poj, na he u g(m) takohe 6uru 1neo.
Osge ocobune ciene u3 ocobune dynkuuje f(x) rue cy 3a ¢ = 0 u £ = T HOjeJIMHU W3BOJIH
dbyuknmje jemnaku 0, a ocTagu NpUNaaajy cKymy neaux 6pojepa. Oyukuumja g(z) 3a z = 0 u
T = T je CyMa yIpaBO TUX IEJIAX 6pojeBa 114 ¥ CaMa IPUIAIA TOM CKYITy Y TIOMEHY TUM TAIKAMA.

ITopen Tora Baxu u g(z) + g( (x) = f( ), MITO HUje TEMKO MOKa3aTu. JIpyru m3Bo
byuxmmje g(z) je je jemmax ¢ (z) = fA(z) — fW(z) + ... + (=1)"fC+2(z). Moxemo
npuMeTnTH jga nocaenmu wian (—1)" f2"2)(z) Mopa 6ury jesHak Hyam, jep CMO PeKa: ja
je cBakm u3Bog dbyukuumje f(x) peaa sehier o 2n jepaax nynam. Ocranu wianosu Gyuknmja g(r)
u g(¥) () cy meTn, amy cy cympoTHOr 3HAKA Te Ce HAKOH CabHpaba MOKPATe ¥ JeMHI WIAH KOjH
mpeoctaje je jenmak f(x). Crora cremu g(z) + ¢®(z) = f(x). Hocmarpajmo caga IpBE H3BOL
dbyukmmje ¢'(x) sinx — g(x) cos x:

d

d—(g’(:c) sinz — g(z) cosz) = ¢ (z)sinz + ¢ (x) cosz — ¢'(z) cosx + g(z) sinx
x

= g@(x)sinz + g(z) sinx (3.22)

- (9(2)(x) + g(x))sinx = f(z)sinx,

npr wemy cmo kopucrmn ma je g(z) + g (z) = f(z). Iomrro je (¢'(z)sinz — g(z)cosz) =
f(z)sinz cnemu ma je u [ f(z)sinadr = ¢'(z)sinz — g(x) cosz. Ilocmarpajmo cana HOMeHYTH
uHTerpaJ Ha uHTepBaiy [0, 7l:

/07r f(x)sinzdr = ¢'(x) sinx — g(x) cos []
= g'(m)sinm — g(7) cosm — (¢'(0)sin 0 — g(0) cos 0)
=g(m) +9(0).

(3.23)

[Tomro cmo Beh mokasasm ma ako je 7 1meo 6poj Baxu ga cy g(w) m g(0) Takobe memam Gpo-
jeBu, caenm na je m wrrerpad f(z)sinx va waTepnasy ox 0 10 T jeHAK 1EAOM OPOjy. YKOJIMKO
MOKaKeMO JIa 0Baj MHTerpaJl HUje YBeK MeJa06pojan Ha ToM uHTepBaay gohuheMo 10 KOHTpauK-
nuje m TuMe hemo mokazaTtu 1a je w wpammonasan 0poj. I[locmarpajmo = koje je mamehy 0 u
m. 3Hamo Ja je taga dbyrkumja f(z)sinz mosutusHa, jep cy sinx u f(x) HO3UTHBHE HA TOM
unreppasy. [lomro je m = a/b cnenu na je a—bx > a—br = 0, a onarie caeau ja je u f(x) nos-
uruBHO. llomro je 0 < sinz < 13a 0 < z < m MOXKEMO 3aKJbyInTH Ja Baxu f(z)sinz < f(x).
Toacernmo ce caga ma je f(x) = z"(a — bx)™/n!. Moxemo npumerntn na je a — br < a kaja
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je z mamely 0 u m caequ na je u (a — bx)™ < a”. Comuno Baxku u 0 < 2" < 7" 3a 0 < z < 7.
Kasa cBe oBo y3amemo y o63up mobujamo:

aTL n
0< f(z)sinz < n7'T (3.24)
HMurerpanujom nperxomgHe HejeTIHAKOCTH T00MjaMO:
™ anﬂ.nJrl
0< / f(z)(sinz)dr < ' (3.25)
0 n:

YKOJIUKO MycTUMO Ja 1 Texxu GeckoHauHOCTH J00ujamo ja he cpejmu WiaH TEXXKUTH K3 HEKO]
KOHAYHO] BPEJIHOCTH KOja je OrpaHMuYeHa YJaHOM ca JiecHe crTpaHe. UyiaH ca jecHe crTpaxe
HEejeJIHAKOCTH he TEeXWTH HYJIU Kajia N TeXu OeCKOHAYHOCTH. Je’aH oJ HAYMHA JIa Ce OBO
MOKaXke je 7a ce mocMmaTpa BpeaHocT me®™ koja ce moxke pa3putu y Tejiopos pen. Ynanosu
oBOT pa3Boja cy obmmka a7t /n!. [lomTo pes KomBeprupa Ka me”", HeroBH WIAHOBH MODajy
TEXKUTH HYJIM KaJla 1 Texku 6eckonaunoctu. Jpyrum peunuma a7 ! /n! mMopa 6urn mame o
1. TlomTo je muTErpas MO3UTUBAH, & MOXKE 13 Oy/e W MPOU3BOJHPHO MAJIM, UHTETPAJI e y HeKoj
TaYKu OWTH jeTHAK HEKOj BpegHocTu m3mehy 0 u 1 unme cMo Jommu 0 KOHTpaaukiumje. [16]

21



4 3ygaTHHU npecek

JHK, nper cyHIOKpeTa, IMHAIIAPKa, aHAHAC W JOII IITOIITa W3 TPHPOJIe TOBE3yje jeTHa MaTeM-
armuka HuT. Haj3mauajauju caukapu penecance (15. BEK) m KOMIO3UTOPH KJIACHIM3MA U PO-
maaTu3Ma (18. u 19. Bek) HMOBE3aHU Cy jeJJHOM MATeMATHIKOM KOHCTaHTOM. Ped je o ”3maTHOM
peceKy” - CaBPINEHOj TPOIOPIHjU KOja Ce HAJA3M CBYJA OKO HAC. JOII O CTApOT BeKa (Puiio-
30cu cy Tparasm 3a maeagaHoMm gopmom. Maeanne dopme Cy HpaTHIM U apXUTEKTEe, MaTeMa-
TUYAPHU, €CTETUYAPHU, CIUKAPHU - CBU OHU KOjuMa je Omsa morpebHa caBpiieHa IPOUOpIuja u3
Koje he HacTaTu BUXOBO Jiejio. I'piu cy cMmarpasu Jia je Kpyr caBpiieHa (hopma, HEMAYKU €c-
TeTndap BUHKeJIMaH 13 je ”eaurica JUHMja JIENOoTe” , eHIIeCKN CIMKAp XOrapT 13 je HajJIeIs,
3MujacTa JuHuja, a apxurekra Bosd na je majupujarauja nponoprmja 1:1. Ilopen wux n Be-
JuKE Opoj ecTeTMYapa je CMaTpao I ce uaeasHa (popMa HAJA3H Yy T€OMETPHjCKUM OOJIMITAMA,
Kao TMITO je jeTHAKOCTPAHWTHU TPOYTao, AUjarOHAJA KOIKE, MEeHTATOH WTI. JJIATHU MPECceK je
JaKJie KPO3 UYATABY JbYJICKY UCTOPHU]Y NPUBJIAYAO MAXKBY CBUM YMETHUIIUMA, & IIITa, OH 3aIPABO
npemcrasiba? Tocmarpajyhn omysek obmke y Ipupou, TOBEK je CXBATHO Ja TOCTOje oapehenn
[PABUJIHA OJHOCHU JIEJIOBA U CKJIaJI ODJIMKA U JIa Ce OHU HaJja3e y HPUPOJIHOM, OJHOCHO Borom
JIAHOM CABPITICHOM - HJICAJTHOM OJTHOCY W TPOTIOPITHjaMa, KOju €y 300T Tora Ha3BaHu OOXKAHCKH.
Jleonapyio 13 Bunum ra je HazBao "3saTHEU OJHOC”, A IPECEK KOjU OJIBAja IEJIMHY HA, UJIEAJTHE
sieiose 7 3arHu npecek” . 3uiarHu (60XKAHCKM) NPECEK NPEJCTABIbA HAJCABPUICHU]Y TPOIIOPIH]Y
pactyhux obsuKa y NPUpOH, & IHUXOB OIHOC Ce JI00HMja aKo ce jeaHa JIyzK IOeJ M TaKO J1a je
onuoc Belier fena mpema MesioM MCTU Kao W OJHOC Mamer gena mpema Behem. Taj omHoc uznocu
1,6180339887... Ozmaka 3/IaTHOT TIpECceKa je TPYIKO CJIOBO dbu (@), TAKO HA3BAH 10 IPUYKOM Ba-
japy u apxurektn Quamju. [17] Jlakie, y 3aBHCHOCTH OJi KOHTEKCTA, MOjaM 3JATHOT TPECEKa,
MOXKe 03HATABATH TAYKY, KOja [N JIyK Tako Ja ce Behin s1e0 ogHock mpeMa MameM Kao Tesra,
Oy upema Behem neny, miim Moxke 03HAYABATH YIPABO OMUCAHU OJHOC, TPOIOPIIH]Y, TOJETY
unu nak 6poj. [13]

4.1 3JgaTHU Tpecek KPO3 MCTOPUjY

IlocToje onn Koju TBpIEe Ha cy join crapu Ermmhanu 3HAIN 33 3JaTHHA IPECEK U J1a Cy T'a KOPHUC-
THUJIU TIPUJIMKOM M3Tpajimhe mupaMuia. He mocroje mucanm TparoBu KOjH JI0Ka3yjy OBY TBPIY,
MaJia je OJHOC JyKWHe cTpaHulle Besuke nupaMmujie W heHe BUCHHE NTPUOJIMKHO jeTHAK 3J1aT-
HOM 1peceky. ['puwm cy jomr y merom Beky upe HOBe epe Komiuieran usries, [laprenona 3zac-

Cruka 5. Opsoc Bucuue u crpanuie Benvke nupavuge y ['uzu

HOBaJiK HA 00XKAHCKO]j mpomopiuju. ['paku ckyamrop Puayja je mpoydaBao 3JaTHH IPECEK U
MPUMEHUBA0 Ta MPUIUKOM M3paje YKPACHUX CKyanTypa. [lutaropa u meroBu ciieIOEHUIH CY
Ha OCHOBY 3HAFha O 3JIATHOM TMPECEKY KOHCTPYWCAJIW TEHTATPAM KOjU CY KOPUCTHJIA KAO CHM-
6os cBor OGparcrBa. HMmak, mpBy jacHy medHHHUNH]Y OHOTa ITO je KACHUje HA3BAHO 3JIATHHU
npecek a0 je Byrmma, oko 300 roguna mpe HOBe epe y cBOM Jeny ,, Faementu®. OH je medur-
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Crmmka 6. Xpawm [Taprenon y I'pukoj AB: AS = AS : SB

KMCa0 MPOIOPIHjy KOja NMPOM3MWIA3W W3 JeTHOCTABHE Moese Jayxku. Ty Tojesy JyKu HA3WBA
“IosiesIoM y CpeJibo] U Kpajiboj pasmepu“. 3axpasbyjyhu oBoj mojenn Eykmun je y uerBproj
KIBU3H ,, KiieMeHaTa “, yceo 13 KOHCTPYHUIIIE ,,3JIaTHH TPOYTrao“ Kao jeTHAKOKPAKH TPOYTao UHju
je cBakW yrao Ha OCHOBH, jBa miyTa Behw omx Tpeher yria. ®@ubonauu objaBpuBamem ,, Kmure

reclarillimns liber chomentoram Eachds peripe
cacillimi:in griom & comerrie ncipis quifocliclime: D prsapiis p l< narss. 1 fina of odl
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{ |0 | epreminates luge wrdqyeos rea -
A picne. €| Gughcica oginadind tlar

nadind e Bseus"erm qawdi (e inee.
0 2ophcics plana & ab vialnca ad a3

lud entiiio | cymemitatcs fuasrecipiés [ [T
B 0 Hnguleo planes ¢ taard lncard o / !
J T vpdilio & fp fup. Y r
fict applicanogs i oireces. € 22030 adt angslum snct due / \ : 1
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& & buvino weermio om0 iroal € Agura plana woa dde b

Crnuka 7. /leo crpane u3 npsor uzjamwa Eyknumosux ”Eiemenara” u3 1482. rojune

o abakycy“ 1202. roj. 3HATHO TPOIIHMpYje OICEr IPHUMEHe 3JaTHOr mpeceka. [18] Penecancuu
maremarudap, ¢ppa Jlyka [Tagomn (oxo 1445-1517), pobhen je y Tockanu. Muoru ra merosa gena
He cMaTpajy Oalll OpUTMHAJHUM, aJIM W IIOPEeS TOTa, OCTABHO je 3HAadYajaH Tpar m3a cebe HaI-
aBIIIK ce Ha IPaBOM MecTy y mpaBo Bpeme. Kako je Iladonu kKuBeo y 106a MpoHAIACKA IIITAMIIE,
HEroBa, Jiejia ¢y HebpPOojaHo myTa TTOHOBO MITAMTIAHA W JIyTO CY CIIYKUJIA KAa0 OCHOBHH YTIOCHUK.
IIpBa mwerosa kmura, moxa HazupoM ~(CyMa 3HAMHA U3 APUTMETHUKE, TEOMETpHje, YUIeHme O Mpo-
MOPIMjaMa U MPOMOPIHOHAIHOCTH , orrTamiiana je 1494. romuue. Tlucana je Ha mTasujanckom
jesuky u objaBibeHa je y Beneruju. ¥ mwoj je dbpa Jlyka Ilagonu ormcao norajaiima 3HAKA U3
apuT™meruke, ajrebpe u tpuronomerpuje. Oso IlauonmjeBo mesio 6uso je 3ampaso npepalerno
mzname Oubonaunjese "Kmure o abakycy”. [13] Ilo cBemy cymehn, HajsepoBaTHHje je 1Ojam
3JIATHU TIPECEK, TEK y IIPBOj IMOJIOBUHM JIEBETHAECTOT BEKa, yBeo mnpodecop bBepismuckor ymu-
Bep3utera Maprun OM y Apyrom u3jamy CBOI yiIOEHUKA ,, UucTa ejleMeHTapHA MaTeMaTUKa .
Maprtur OM y €BOjOj KIbW3HU jJACHO OCTaB/hA YTHUCAK Ja HUje OH M3MUCJINO TEPMUH 3JIATHH TIPE-
cek, Beh 7a je mpuxBaTHO ominTe Kopuinheno uMe. UWbEHHUIA Ja 0Baj IOjaM HHUje KOPHUCTUO Y
IPBOM M3/IaFhy CBOje Kibure objaBihene 1826, ykazyje HA TO Ja je HA3WB 3JIATHU MPECEK CTEKAO
cBojy momysapaoct oko 1830. rommme. Moryhe je ma ce, mpe Tora, OBO mMe KOPHCTHJIO yC-
MEHO, HAJBEPOBATHHU]jE ¥ HEMATEMATHIKUM Kpyropuma. Ha moueTky JiBajieceTor BEKa aMEPUIKU
maremaTnaap Mapk Bap 3a o3nauaBame 3J1aTHOT mpeceka yBoau cuMOOJ ¢ O MPBOT CJIOBA
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AMeHa, TPUYKOT cKyJmTopa Pumuje.

4.2 JeduHumuja 3JaTHOT mMpeceka

Kaxemo ma cy sBe Besmuawmue u W v, 3a KOje BaXKu Ja je u > v u aa je u,v > 0, y omHocy
3JIATHOT IIPEeceKa KaJja ce 30mp OBe JBe BeJIWdMHe OJHOCH IpeMa Behoj BeJIWYMHH, KO IITO CE
Beha BejmYWHA OJIHOCH TIPpEMa Mam0j. Maremarnyku m3pakeHo:

u—+v U
U v

Axo ce y3me ja je ¢ = u/v m aKo ce TO yBPCTH y IPETXOJHM U3pa3 jioduja ce:
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Cnuka 8. Tajna 37aTHOT TTPECEKa

1_
5=

Ilo3uTUBHEE KOpeH KBajapaTHe jemHaunne ¢ — ¢ — 1 =0 je:

1+g:u+vzg
U U v

1+ =0

= 1.6180339887...

1+5
6= 5

¥ HA3WBA Ce 3JIATHU WU DOXAHCKM Tpecex.

4.3 3uatHu npecek u PudbonauujeBu 6pojeBuU

Bbpoj ¢ mosHaT je y maremaruim Kao 3jaaTHH Opoj. JlOK 3JaTHM mpecek MMa, 3arOHeTHY WC-
TOpHjy, omiTe je mo3uaro jaa je Pubonaumjes au3 otkpuo Jleonapmo u3 Iuze, 3sanu Oubonawau
(Fibonacci, 1170-1240). OBaj cpemOBEKOBHE MaTeMaTHIAp je y cBoM Jesy ” Kmura o abakycy”
(1202) nomao mo cuemudmanor 6pojuanor mmsa: 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233... Onaj
nu3 HasuBa ce Pubonaumjen ums3. llomazehm ox GpojeBa 1 u 2 cBakm caemehm 6poj je jeamax
30upy nperxoina jpa. [18]

o oBor nm3a PuboHauM je HABOAHO AomIao pemasajyhu ,,mpobirem 3euena“.IlpermocTaBiba
ce Jia 3€Y€BU 3AI0YUbY PA3MHOXKABAKE KaJl| JIOCTUTHY CTAPOCT O] JIBA MECEIa U UMajy Mpu-
HOBE jeJIHOM MecedHO. YBeK j00ujy Guim3aHie KOju HUKAJ, He YMUDPY M KOjU HACTABIHA]Y Jia Ce
Pa3MHOXKABaJy HA UCTH HAYWH. Bpoj mapoBa 3edeBa HAKOH 71 MECEIW M3HOCH fj,.
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Jo=0, fi=1, fo=fo1+ fn23an=>2.

Bpojesu nmaposa 3edeBa umne mm3: 1,1,2,3,5,8,13,...Jlako je 3aksmyunTtu ma je 6miio koju
Opoj oBOrI HKM3A jeJIHAK CyMHU MPETXOJHA JiBa wiaHa. llpema Tome, ciiefiehu “wiaHOBU HU3A CY:
21,34,55,89,144,233,... Bwie o 1iecT BeKOBa 0Baj TPoOJIEM U HErOBO PEITEHhe YOIIITe HUCY
NPUBJIAYMIA TaXmy. llodeTkoMm jaeBeTHaecTor Beka (bpammycku maremarwdap Fayap Jluka
(Edouard Lucas, 1842 — 1891.) modveo je ca m3ydaBameM 0coOWHA TOpmer Hu3a GpojeBa Koje
je masBao ,,Pubonaunjesu 6pojesu”. Ilocse oBux mpBmx mcrpaxwmBama 6poj pamosa o Du-
ObonaunjepuM OpOjeBUMa MIOYEO je Ja PacTe BEJHKOM Op3wHOM. YakK je MOKPEHYT W YaCOIHC
,Fibonacci Quarterly“ (1963. rogune) koju o6jaBbyje HajaoBHja Hocturayha o PuGonaumjeBuM
OpojeBMMa W BUMa CPOTHAM TeMaMa. PuboHaYMjeB HU3 je CPOJAH Ca 3JIATHHUM IIPECEKOM, jep
ce JileJbemheM CBAKOT mherosor Opoja ca cienehum 6pojem mHu3za, mobuja ormnpusauke 0,618...; 1ok
ce JieJbeeM cBakor Opoja ca mperxojgauM jgobuja npubiuxkuo 1,618... Konuunuiu y3acTomHux
Pubonauujesux 6pojesa Hazupajy ce PuboHaUIMjEeBU PABIIOMITH:

1

T

1

2

Z_9

1

3*15

5 =1

5

3 = 1.6666666667
8—16
F=1

13 1.625
g =L

21 1.6153846154
13

o 1.619047619
ﬁ — .

Huz OubonaunjeBux paziomMaka Texu (IpubinKapa ce) 3aaTHoM 6pojy ¢ (1,6180339887499...).

4.4 PemnpesenTamnuje 3JIaTHOT mpeceka
4.4.1 3aaTHU HpPECEK KAO BEPUIKHU PA3JIOMAaK

Ha 6u ce mornuto g0 pempesenTaruje Opoja ¢ MPeKO BEPUIKHOT PA3JIOMKA MOTPEOHO je KPEHYTH
o/l peJalyje:

P —¢p—1=0 (4.1)
OJTHOCHO,
¢ =¢+1. (4.2)
Hespemem oBor mzpasa ca ¢ mobuja ce:
=1+ ! (4.3)
= 5 .
Ykoamko ce u3pas 4.3 ysperu y camor cebe mnobuja ce:
o=1+ ! 1+ ! (4.4)
: ¢ 1+ ! |
¢
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OBaj mocTynak ce MOKe IOHAB/hATH JI0 OECKOHAYHOCTH W HA OB3j HAUMH ce JI0OUja BEPUKHU

pazmomax 3a 6poj ¢:

p=1+ ! (4.5)

1+

14
14
1
L+ 1+ ..
Mozxke ce pehu ma uzpas 4.5 koHBeprupa 6pojy ¢ aKo OH MOXKE J1a, Ce 3alIUIle y KOHAYHOM ODJIUKY,
ca JIOBOJHHO BEJIMKUM OpOjeM WIAHOBA, TAKO 73 j€ HEroBa BPEIHOCT IMPOMU3BOJHHO OJIMCKA ca .
OBae nehe 6uTu JI0Ka3aHa KOHBepreHnuja u3pasa 4.5, ajgu he OuTu 1MOKa3aHO KAKO Ce HErOBA

1

BpeaHOCT npubiimkaBa 6pojy ¢ J101aBakHEeM HEKOJIMKO HOBUX YJIAHOBA.

1 ! 1.0
==L

1+

Moxke ce mpuUMeTUTH 7 Ce CBAKW HAPEIHW ODJIMK BEPUKHOT PA3JIOMKA MOXKE 3aMUCATH MPEKO
CBOT' IPETXOJHOT OOJIHNKA, Tj.

=1+ (4.6)
Cn—1
5)
3 8
5 13
1+§:§:1.625

1 8 _2 1.615
+13_13_'

Jlaibe ce MOXKe TMPUMETHUTH I €€ CBaKW Hapeannm obimk m3pasa 4.5, HAam3MeHWYIHO OJT TOpe TIa,
oJ1, 1oJte, CBe BHUIle IpubamKkasa 6pojy ¢ .
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4.4.2 3aaTHU Hpecek NpeACcTaB/beH npeko Tejimoposor u GuHOMHOr pega

Ha 6u ce 6poj ¢ = @ MPEACTABHO TPEKO OECKOHAYHOT pefa, HOTPeOHO je KPEeHYTH O
Tejnopose dhopmyse 3a pa3Boj y pex:

fla)y=2 ———(z—a)". (4.7)
n=0
Axo ce y3me ga je ¢ = % MOXKE C€ OJIPEJNTH PEIpPEe3eHTAINja 3JIATHOT Mpeceka moMohy

bynxmgje f(z) = /z = z'/? koja ce passuja y Tejmopos pex 3a x = 5. Obaj mpucrym mo-
Jpasymesa passujambe pyukuuje f(x) y Tejmopos pex oko tauke a = 4. OupehuBamenm cykie-
cuBHUX M3BOAA (yHkumje f(z) y Taukm a = 4, PeKypP3UBHUM TIPUCTYIIOM CE€ MOXKE OJ[PEIUTH
OIIIITHU M3Pa3 3a N-TU U3BOJ IPU YeMy je n > 2 y Tauku a = 4:

(=)t (2n-3) 1
2n  2n=2(p — 2)122n-1"

f(a) = (4.8)

1
Ba n = 0 ce nobuja: fO(a) = f(a) = V4 = 2, ananorno 3a n = 1 cuemu fl(a) = 3(4)72 = .
Tejmopos pa3soj 3a f(x) = v/x y Tauku a = 4 caepn u3 uspasa 4.7:

r—4 (-1t @2n-3)! 1 1

fa)y=2+——+> o5 R (4.9)

n=2

Jlo pa3Boja 3a 3naTHuU npecek ce Moxe Johu m3pauynasamwem pynknmje f(x) 3a x = 5 y uspasy

4.9:
11 11 LIS (=)t 2n=3) 11
¢—2+2f($)—2+2(2+4)+2n§2

1
2n 2n=2(n — 2)122n=1pl’ (4.10)

IMocae xpaher cpeljuBama u noemaBamem nHAEKCA, Kako 6u pes 3anogeo o n = 0 (n ce 3amenn
ca n + 2 JyX 1eJ0r pa3Boja), KOHAYHO caend [12]:

13 & (=) @2n+ 1)

- §+Z (EDYR (4.11)
n=0

Ho passoja 4.11 ce moxke gohum m Manumysnamujom OmHOMHOTr pasBoja. Kopewm u3 5 ce moxe

1
ﬁ:,4<z>:2\/1+i:2<1+i>2. (4.12)

3alliCaTl U Kao:

VBpIITaBameM OBOT M3pa3a 3a \/5 y m3pa3 ¢ = @ Jobuja ce:
1
VE+1 1+42(1+hH2 1 1
== (2 1) :§+(1+%)2. (4.13)

Bunomna cepuja 3a peasne 6pojese m rje je || < 1 ce mMoxe 3amnmcaru Kao:

(14+2)" =1+mz+ m(W;!_ 1)902 + mim = g(m — 2)1"3 + ... (4.14)

Axo ce y3me ga je m = 1/2, tayja ce uzpas 4.14 moxke 3anucaTy Kao:

1 (—D)H (2n 4+ 1) 2nt?
S S ) . (4.15)
2 2 22n+1 n! (n+2)!

n=0

(1+2)2 =1+
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YsumameMm ma je x = 1/4 u yppiraBameM pa3soja 4.15 y uzpas 4.13 mobuja ce:

1 D (2n + 1)1 (5)"2
=_+(1+13 —+1 4 4.16
p=5+1+3) 2+ i) + Z 22n+1 al (nt2) (4.16)

N[

KOjH ce JIaKO cBoH Ha, [12]:

13 & (=) @2n+ 1)

¢:§+n:0 (n + 2)!n!42nt+3 -~

(4.17)

4.5 KoHcTpyKIija 3JIaATHOT Mpeceka

Y [4] cy npukazanu Eykmumosu Enementu reomerpuje. Opze he 6utn pazmarpad mpemior
6 m3 jgpyror moriasiba oBe pedpepenne: Heka je mata qyxk AB mpenonobibeHa Taukom C u
Heka je mpomayxkena kpo3d B mo tauke D. Tana je 36up moBpiinHa MPaBOyTraOHUKA, KOME jeTHa
CTpaHuIa oarosapa ayxu AD, a nyxKuHa apyre je jegHaka OyKUHA Ayxku BD, 1 KBajapaTa KoMe
¢y cranure jeanare ca C'B, oaroapa nospiuau kBagparta #Hag CD, tj. "TAKMD + LEGH =
CEFD” (cmuka 9).

Jla 6u ce oBa TBpAEHA J0Ka3asa noTpebHO je mpBo KoHCcTpyucaru kBajapatr CEF D uan CD.
Heka je nyx BG koHcTpyucana u3 Tauke B mnopjiademeM mapaJesie ca DF u Heka je mpecek
nyxu BG u DFE oznauen ca H. Heka je kpos H noByuena mapasena KM ca AD tako ma cy
KM = AD u AK = DM. llomro je AC = CB Tana cy nogynapuu npasoyraoaumia ACLK
u CBHL. Tlomro je npapoyraoauk C'BH L noxynapan ca npasoyraoaukom H M FG, tana u3
TPaH3UTUBHOCTH e Ja je u mpasoyraouuk AC LK momynapan ca mpasoyraonukom H M FG.
Jonmapamem mpasoyraouuka C' DM L npapoyraonuky HM FG nobuja ce raomon? NOP, a ao-
JaBamheM WCTOT TOT MpaBoyTaoHuka npasoyraounky AC LK mobuja ce mpasoyraonmk AKMD.
Iomrro ¢y npasoyraounmu ACLK u CBH L nonynapuu, a npasoyraouuk C' DM L npunana u
raomory NOP u mpasoyraounky AK M D taga reomon NOP u npaBoyraonuk AK M D nwmajy
jennake nospinuue. Jomasamem kBajpara LHGE, cakoMm of wux jobujajy ce durype jem-
makux mopprmaa. ['Homorm NOP u xsagpar LHGE rpane xsagpar CEFD. Cnemu na je
"AKMD + LEGH = CEFD”.

A C B D
~]o
J‘r‘, H "l
K L M
P_ -

E G F

Cuauxka 9.

Y npeagory 2.11 u3 [4] je upukasana EykimnioBa KOHCTPYKIMja TauKe KOja JATy Jly2K JIeJIU
Ha, JIBE JyKW TAKO Ja je omuoc Behe myxu mpema Mamo]j AyKU jeaHaK OJHOCY JIaTe AyKU MPeMa
selioj. Eykimz je oBaj mpobsieM IMOCTABUO TAKO IITO je gary ay:xK ADB momeano TaukoMm H Tako

2 . . .
I'aomon je dburypa y obauky jJaTuHUYHOr caoBa JI kKoja ce mobuja Kaza ce M3 yIyia HEKOT HapaJieorpaMa
YKJIOHM MarbU I1apajesorpaM KOjUu My IPHIIaLA.
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Ia je MOBPIIHHA KBaJpaTa KOHCTpyucanor Haj AH jennaka IOBPIIMHM NMPABOYTAOHHKA KOJU
je xoucrpyucan vayg, BH, npu yemy je apyra CTPaHUIA OBOT IPABOYTAOHWKA, JETHAKA, Iy KUHU
noderre ayxku AB (ciaumka 10). V3 jeHAKOCTH HOBPIIHHA KBAAPATA U IPABOYTAOHUKA, CJIC/TH:

AH-AH = HB - AB Tj.

AH : HB = AB: AH .

YKOJIMKO ce KOHCTpyuIlie Tadka H Tako jia MOBPIINHE IOMEHYTUX YETBOPOYIJIOBa Oy/ly je/iHaKe,
Ttasia he u mara nyx AB OuTy Tofe/beHa y OJTHOCY 3JIATHOT MPECeKa.

Koncrpykiuja: Heka je gara nyx AB u Heka je Haj BoM KoHCTpyHcaH kpajapar ABDC.
Heka je koncTpymcana tadka FE koja mosiosu crpamuny AC u Heka cy Tauke B m E cuojene.
Heka je ayxx C'A upouyxena kpo3 tauky A jio tauke F rtako ga je BE = EF. Han FA ce
kouctpywutne kBagapar AFGH. Hexka je crpamunia osor kBajpara GH mponyxena kpo3 H o
Tauke K koja ce Hasmasu Ha ayxu CD. Tama je mara nyx AB mnpeceuena y Tauku H Tako 1a
je mosprnuHa, ipasoyraoHuka H BDK jemnaka nospmuan KBagapara AFGH wa ciumu 10.

F G

C K D

Cnuka 10.

Hoxka3z: Tlo npemrory 2.6 xoju je Beh merasbHO ONMMCAH Y OBOM TOTJIABJGY 30MD TOBPITTUHA
KkBajpaTa Hax ayxku AE u nosprmuaa npasoyraonnka FGKC je jeqHaka MOBPITAHA KBAIPATA,
man EF. Tlomro je EF jenmako ca EB, cmenu na je m noBprmuHa KBaapara uag FB jennaka
36uUpy TOBpIIMHA KBaapaTa Has ayxu AFE u npasoyraounka FGKC'. Tlomro je Tpoyrao ABE
MIPaBOYIJIN, TOBPIMTAHA KBAAPATAa KOHCTPYMCAHUX HAJT IheTOBUM KATETAMA j€ je/IHAKa TOBPITUHT
KBaJ[paTa KOHCTPYUCAHOT HAJ HeroBoM xunoreny3oM. OjmocHo, 36up kBagpata Hag AE u AB
(ABDC) jennax kBajpary najg EB. Opasue caemm ja je nospmunaa npasoyraonuka FGKC
jemuaka mospimuau kBajgpata ABDC. llpasoyraonuk AH KC npunanma ksagpary ABDC, kao
u npaBoyraouuky FGKC. Fberopum omysumamem o obe ¢urype mnobuja ce Jia je MOBPITHHA
kBajsipata AFGH jennaka mosprman npasoyraoauka HBDK. Keaapar AFGH je xkeajapar
rkoucrpyucan nan AH, a npasoyraouuk HBDK je koucrpyucan Han H B u muxoBe HOBPINKMHE
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cy jennake. Onapne ciaend aa je 3amaTa Ay AB mopeibeHa Ha ape Iy:KK TaukoM H Tako ga je
nospirHa Kajapara Ha) AH jepnaka nupasoyraonuky Hag H B o je u tpebasio nokazaru. [4]

IIpengior 13.5 u3 [4] rmacu: Ako je jara JyXK MOAE/HEHA ¥ PA3MEPH 3JIATHOT MPECeKa U
aKo joj ce moja meH Behu jieo, taga he HOBa sy Takohe Ouru 10/€/bEHA Y PA3MEDPHU 3JIATHOT
mpeceka, a MoJa3Ha, ayk he butu mwen Behu 1eo.

Koucrpykmuumja: Axo je gata qyx AB mogemena tadrkoM C' y pa3Mepd 3JATHOT TPeCceKa,
u ako je AC Behu jmeo ayxu AB tana saxu ognoc AC : CB = AB : AC. Hexa je nyxx AB
npojyeHa mpeko A jio Taure D tako ja je AD = AC. Tana je nyx DB nogemsena tagkom A
y pa3Mmepu 3JaTHOT mpeceka u ay) AB je Behwn meo ayxu DB

Hoxkasz: U3 npomopiuje AC : CB = AB : AC caenu:

AC? =CB*+ AC-CB (4.18)

Hecua crpana jequauupe 4.18 ce MoXe IOIYHUTH 10 KBIapaTa buuoMa momasameM AC - CB u
AC?:

2AC + AC-CB = CB%*+2AC - CB + AC?, (4.19)
AC(2AC + CB) = (AC + CB)?. (4.20)
OjaBjie ciieiu IpOTIOPIIK]a.;
(2AC + CB) : (AC + CB) = (AC + CB) : AC, (4.21)
Tj.
DB : AB = AB : DA. (4.22)

OBuM je gokazano ma je nyxk AD paszmoxkena taukom B Ha npe nyxku AB u BD, Tako ma ce
neaa qyx (AD) oguocu upema sehem jieay (AB) onako kako ce pehu jieo (AB) oppocu npema
MameM Jiesty BD. OsakBy nogsesy jyxku Eykmw je HazuBao "nodesa y cpednwoj u xpajrof
pazmepu”.

OjuiepoB opurvHasan JI0Ka3 je CI0KeHuju u Moxe ce Hahn y [4].

4.6 bpoj ¢ y EykaunmoBoj KOHCTPYKIIHju

Omwucom Eykimmose KOHCTPYKIHje TIPECEKa y CPEAho] U KPAjiho] pa3Mepr, MOXKEMO 3aIla3uTH
¥ HAYWH Ha KOJU 3a 337aTy Jy*K AC MOXKeMO KOHCTpyHCATH Tauky H, TakBY ja je pasJjarame
ayxu HC taakom A snarau npecek. 3a 3ajgary ayx AC, onucany Tauky H moxkemo mporahun
TAKO IITO KOHCTPYHIIEMO Tadyky B koja mpumaja HopMmasan Ha AC kpo3 Taury A, u 3a Kojy
Baxku 1a je AB = AC. Heka ce tauka E wmanaszu #a nyxu AC u neka je mosioBu. Hexka je
KOHCTPYHUCAH KPYK Ca TEHTPOM y Tadyku F W HeKa KPYKHUIA O0BOT Kpyra campxu B. Ilpecek
oBe Kpy kHwuIEe u mpoayxkerka ayxu AC mpeko tauke A faje Tpaxeny taduky H.
Hoxkas: llomrro je Tpoyrao ABE mpaBoyrim Ciaeiu:

AB? 4 AE? = BE?. (4.23)

[Tomrro je E cpemumre nyxu AC, a tauke B u H ce Hajaze Ha KPYKHUIK Ca MEHTPoM y E.
MOXKe C€ 3alINCATH:

AC

> )2 — EH?. (4.24)

aB*+ (
Haspe cnemnm:

AC? (%)2 - <AE n AH)2

AC\2 [ AC 2
2 A — (==
AC +( 5 ) ( > +AH> (4.25)
2 2
AC2+%:%+2~%-AH+AH2.
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IIpebanuBameM CBUX BPEIHOCTH HA JIEBY CTpaHy aobuja ce:
AC? — AC - AH — AH* =0. (4.26)

JememeM sieBe u jecHe cTpane n3pasa 4.26 ca AH? nobuja ce KBajpaTHa jeTHAUMHA:

ACN\2 AC
—) ——-1=0. 4.2
(AH ) AH 0 (4.27)
TlozuTnuBHYE KOpeH OBE KBaJpaTHE jeIHAYMHHE je:
AC  1++5
= = =1,61 4.2
Ve 5 ,6180 (4.28)

W3 um3paza 4.28 ce jacHo Buaum ja je nyx HC TadakoM a Mojie/beHa ¥ OJHOCY Y CPEJiibe U KPajibe
pasmepe.

4.7 3JlaTHU TPABOYTAOHUWK U 3JIaTHA CIIUPAJIa

3a mpaBOyraoHWK 4YHje Cy CTpaHuie y ojgHocy 1 : ¢ ce Kaxe Jia je 3JaTHU MPABOYTaOHUK.
Tlodwermm on jegHOT 3JATHOT MPABOYTAOHWKA, MOCTOJU TPUPOIAH HHU3 3JIATHUX MPABOYTAOHUKA
KOJU Cy CMENITeHH jefaH JI0 JPYror YHyTap MOYETHOT MpaBOyraoHWKa. JlememeM 3IaTHOT
MPaBOYTaOHWKA HA KBAJAPAT W HOBH HPABOYTAOHWK, CTPAHUIE HOBOIOOMjEHOr MPABOYTAOHUKA
he 6utu y ommocy (¢ — 1) : 1. Kao mro je Beh panuje pedeno, ¢ 3a710Bo/baBa jeIHAUAHY:

¢ —¢p—1=0, (4.29)
oJaKJIe cIIeTu Jia, je
1
p—1—-—=0, 4.30
5 (4.30)
Tj.
o—1= ! (4.31)
¢’ '
OHOCHO
o-t1_1 4.32
-3 (432)

OJIAKJIE CJIeu Ja je W HOBOAOOWjeHW MPABOYTAOHUK 3JIATHU TPABOYTA0HUK, jep Cy MOMEHYTH
[IPABOYTAOHUIN CIUYIHU, OJIHOCHO, Jep CY U CTPaHUIlEe HOBOJOOUjEHOT IIPABOYTAOHUKA Y OJIHOCY
1: ¢. Kao mro je panuje peueno, Eykims je jorn oko 300 roguua mpe HoBe epe, 1a0 aAehUuHUIIH]y
3JIATHOT IIpeceka KopucTehy TepMuH Iojesa y Cpelamoj U Kpajibo] pa3MepH, Tj. TOBOPHO je O
1IOJIEJIN JIY2KM TaKBO] Jia je: ”1paBoyraoHuk o0yxsaheH I1eJ0M Jly>KU U JeJIHUM OJICEYKOM jeIHaK
KBa/IpaTy Ha JPYTOM OJICEUYKY”’ , MUCIUBIIKA HA IIOJEJY 33 KOjy BarKu:

GB-AB = AG?, (4.33)
Tj,
AG  AB 134
GB~ AG (4.34)
Axo je GB = 1(AG = ¢) oHJa u3 UpeTXOHE JeTHAKOCTH CIETN Ja je
+1
¢:¢¢. (4.35)
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C D

Cnwuka 11. JloraputaMcka CiMpaJia youcaHa y 3JaTHE TMPABOYTaOHUKE

Te ce mocye Kpaxer cpehupama no6mja ucTa jeqEaunHA Kao panuje: ¢° — ¢ — 1 = 0. YKOIHKO
ce y EykinioBoj KOHCTPYKIUju 3J1aTHOT Ipeceka Taukama H, C' v D npuapyxu Tadka L Takea
na je HC DL mpaBoyraoHHK, MOXKe ¢e TPUMETHUTH [ je:

HC HC (4.36)
CD AC ’
a Kako je jokazano jga tauka A menw nyxk HC' y pa3mepu 3J1aTHOT peceka, Taa je u
"o 4.37

Tj. oaHOC Behe MBHUITE OBOT TPABOYTAOHUKAIIPEMA MAThoj je ¢, ma je mpaBoyraouuk HC DL 3natwau
npaBoyraouuk. Jlyx AB paziazke 37aTHU TPaBOyraoHuWk Ha KBagapar ABC D u mpaBOyTaoHUK
ABLH xojem je omaoc Behie uBHUIE TTpeMa MAm0] je/THAK:

AB AB

A~ 4G~
ma je u mpaBoyraoHuk ABLH 3narHu npasoyraonuk. Cawmuno, ayxk GF pasnaxe ABLH
ma kBagpar ABFH wu 3matau mpasoyraonuk GBLF, a myx M N npasoyraonuk GBLF na
kBajgpar M NFL n 3naraun upasoyraouuk GBM N, nru. [13] ITlupuna u jry>xuna n-ror 3jaTHor

[IPaBOYTaOHHUKA Ce MOXKE 3aIlIMCATH IIOMONY JuHeapHOr um3pa3a a + b, rae cy KoedUujeHTa a
u b yBek OuboHaunjesn 6POjeBU.

(4.38)

Y oBe 3y1aTHE TPABOYTAaOHUKE CE MOYKE YITMCATHU JIOTapUTaAMCKa crimpasa. JlorapuraMcke criv-
paJje ce decto Mory Hahu y mpupoju, HA IPUMED MIKOJbKE HAYTUIIYCA CY ODJIUKA, JIOTAPUTAMCKE
crupaJie, 3aCTYIJbEHE Cy M HA KJbOBAMA CJIOHOBA, Y MAOJOHUMA CYHIIOKPETA.
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4.8 UWpanmonasHocT 6poja ¢
4.8.1 Kparak anarebapckm A0Ka3 UPAMUOHAITHOCTHA ¢

TIOCTABUM j K TOJleJbeHa 3JATHUM I KOM, Tj. TakK KU npeMm
IIpernocraBumo 1a je 0JIeJhEHA, 3J1a €CEKOM, aKo Jia ce €0 IpeMa
[EJIMHY OJIHOCH Ha MCTH Ha4YWH Kao kpahu npema myxxem. [lomenyrn ojHoOC je jeank

1+5
2

. (4.39)

m
IIpernocraBumo za je oBaj Opoj panmoOHAJAH, TE JIa C€ MOXKE MPEJICTABUTH PA3JIOMKOM P e

cy m u n y3ajamuo upoctu neswm 0pojesu.Heka je n jpyxuna nesmmue, a m jy2kuHa Beher gesa.
Tama je nyxmuna kpaher gema n —m. Cieau ma je taga

n m
== . (4.40)
m n—m

OBo 3Haum fa je moryhe MojeJIHOCTABUTHU PA3JIOMAK KOjH, IO IIPETIOCTABIM, HUje MOrao OuTu
[10j€THOCTABJHEH, INTO je KOHTPAAMKIMja. TuMe CMO IMOKA3aJu Jia HPETIOCTABKA, J1a je ¢
paronasiat 6poj, Huje TadHa. [13]

4.8.2 T'eomerpujcku A0Ka3 HECAMEPJHUBOCTU

MoxxkeMO TeOMETPHUJCKUM TyTeM JIOKA3ATH 3 HEKA JIyXK, U OWJIO KOjU HeH €0, JOOMjeH mheHuM
pasjarameM 3JATHUM ITPECEKOM, HUCY CaMEepJhUBE, OJIHOCHO HUX0BA Pa3Mepa HUje PAIMOHAJIAH
6poj.

Heka je Tauka G 3matau mpecek jayxu AB. Axko je AG Beha ayx y Toj mojenu, youumo
tauky H menTpamsocumerpudHy Tadku Gy omuocy Ha tauky A.Kako je

AB? = AB - (AG +GB) = AB- AG + AB -GB, (4.41)

a ¢ 003upoM Ha TO A3 je (G Tauka 3JATHOT Mpeceka, ayxku AB, u j1a BaXu

AG? = AG - GB, (4.42)
6wuhe u
AB? = AB - AG + AG? = (AB + AG) - AG. (4.43)
Kaxo je
AG = AH
6uhe n
AB?> = (AB+ AH)- AH = BH - AH , (4.44)

OJIaKJIe CJIeIN JIa je pasnarame ayxu H B taukoMm A 3JIaTHU TIPECeK.

o

L ir

Cauka 12. Teomerpujcku JI0Ka3 HECAMEDPJLUBOCTH
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Ha uctu nauun, ako je L Taduka neHTpaJHOCUMETpUYHA TaukKu B y onHocy Ha (G, pa3jarame
nyxu AG taukom L 6whe 3matam mpecek. Kako je G 3maram mpecek nyxwu AB Baxn

AG? = AB-GB
(AL + LG)* = (AG + LG) - LG
AL? +2-AL- LG + LG?* = AG - LG + LG?
AL - (AL + LG)+ AL - LG = AG - LG
AL - AG = LG - (AG — AL)
AL - AG = LG?

(4.45)

OJTAKJIE CJIESH 13 je Tadka L 3maTHU mpecek ayxu AG.

OBaj mocTymnak MOXKeMO HacTaBuTH y Hegorieq jep je Behia jgyx, Belia oy mojoune mese
JIY2KH, & Mamba 0J1 JIBOCTPYKE Mame JjiyKu. Kako je olnmrcaHu MOCTYIAK MCTH KAO IPU TPAXKEHY
HajBehie 3ajeHUIKE MEDE JBEJY Ly KU, MOXKEMO 3aK/byInTH j1a cy ayxu AB u AG Hecamepsbuse.

4.9 3JgaTHU TpeceK y MPUupOaun

3utatau npecek u PubonaumjeBu 6pojeBu cy cBe Jjio 19. Beka OmiiM MOCMATPAHU HUCKJBYIUBO
Kao reomerpujcku u maremaruiku npobsemu. Taga je Apond [ajsunr (1810-1876, nemauku
MICUXOJIOT, Yhja Cy TJIABHA WHTEPECOBakha Be3aHa 3a MaTeMaTuky u hpusio30hujy) Hay IHUM aHAJI-
“3aMa MOYeo JIa UCTPAXKYje UCIObaBAE TUX (DEHOMEHA Y PA3IUIUTUM OOJACTHMA TPUPOJE U
ymerHoctd. Jlomasim 0 3aKIbydKa Ja Cy T1oje/inHe OMIbKe, JIeJIOBH JbYJICKE aHATOMUjE, Ka0 U
onpebenn mpuMepu KJACHIHE CKYJIITYpe 3aIpaBo ypeheHe mpemMa MPWHITAIY 3JIATHOT IIPECceKa,
[Tajsunr je y cBojuM cTyamMjaMa MOCTABUO TEOPHUjy O TOME Jia je YuTaB yHUBEP3yM m3rpabeH y
CKJIaJy C TOM IporopiujoM. llom meroBuMm yTumajeMm je Tesa o 3JaTHOM IIPEeCceKy Kao OOoKaH-
CKOM, KOCMUYKOM " MeTa(bI/I3I/ILIKOM 3aKOHY IMOCTaJia TOTOBO OHH_ITerI/IXBaheHa.

YumerHocT 6u0 Kor jioba ce mpe CBera yBeK yIUIeJaJia Ha [MPUPOJLY, CTOTA 3JIATHU IIPEceK
PeCTaB/ba MOXKIA U HAjOOIBY Be3y m3mely mpupose u yMEeTHOCTH.

[TocmaTpamo 1BeT CyHIIOKpeTa. BpojeBu cemMeHuX ILIONOBA MOpeJaHWX 10 CIUPAJIHO YBU-
jeHuM JIMHMjaMa o/roBapajy BuiiuM wiaHosuma Pubonauujesor Huza.y 1y1aBU CyHUOKDETa Ce-
MeHA Cy pa3MeIITeHa y JBa HU3a, CIupaJia. ¥ jeJIHOM HU3Y, CEMEHA Cy Y CMepYy KPeTama Ka3aJbKe
HA caTy, a y APyroMm y cympotHoM cmepy. OHO 1ITO je mocebHO 3aHMMIBUBO jecTe ciernehe: ko-
JINKO TOJI JIa Cy CEeMeHa BeJnKa, pa3mMak m3Mely mux je yBeK MCTH, TakO /@ JeJiHU Jpyre He
OMeTajy y YyIHjalky CYHUYEBE CBETJIOCTH.

Uctwm je coyuaj m ca mmmapkaMa. AKO yamMo crmpadie, BUIUMO 113 HUXOB Op0j ofrosapa
wianoBuMa PuboHavIMjeBOr HU3A.

JlucrtoBu Ha rpanu pacty y mehycobmoj yramenocTu koja omrosapa @ubomadmjeBom HH3y.
Y KOIIHUITYA je yBeK Mambu Opoj My»Kjaka 0J XKEHKU I19eJia; KaJia 6u mojgeaunu 6poj KeHKU ca
6pojem MyXKjaka, yBek ou j10buiin 6poj ¢. Ilkosska nyxxa Hayruiryc y €B0joj KOHCTPpYKIMju uMa
cuupaJie, KaJjla 6UCMO M3PAUYHAJU OJIHOC CBAKOT CIMPAJIHOr OjiHOCA mpema ciejgehem, mobuiu
bucmMo O6poj ¢. 3naTHU MPECceK Ce HAJA3W W KOJ YOBEKa W TO y IPOIOPIHUjAMa JIUIA, PUTMY
OTKyTIaja CpIia, mMa 4yak u y crpykrypu JIHK.

4.10 3JyaTHU TpPeceK y yMEeTHOCTH

[Maj3unr je ciaoxenu cucreMm 3J/aTHOT mpeceka Gpopmysucao cBogehn ra wa apxurektypy. Tako
puMepe 3JIaTHOT mpeceka Hasiazumo Beh y crapom Erunty u o y Keoncooj mupamuan. Kpos
UCTOPHjy TpaBoyTraoHWK crpamuma 1 : 1,6180339887... cMmaTpaH je HajUpWjaTHUjUM 33 OUW.
I'puku Bajap Puanja marpasmo je [laprenon, u mHOTE (bUrype HA HEMY, TAKO 13 je MPOMOPIHja
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3JATHOT Tpeceka MpoHaljeHa Ha CBAM HETOBUM pPajoBUMa y ATWHHU. Y TOTCKO] apXUTEKTYpPH
je 6uo HAImWPOKO 3aCTYIJheH, a (acaga 3rpaje 3rpadpuro OAroBapa MPaBOyTaOHUKY KOHCTPY-
HMCAHOM IIO 3JaTHOM IIpeceKy, Divina proportione, KAKO JOII HA3WBAJy 3JIATHU IIPECEeK, IoceOHy
YJIOI'Y MMa Yy JIMKOBHOM crBapaJairrsy. Hasa3zumo ra y HajlO3HATHJUM JIEJIMMa JINKOBHE yMeT-
noctu. YMmerHutwm crape I'puke cy 6uim qo0po yio3HATH €A 3JIATHUM ITPECEKOM T€ Cy CTOTa CTBO-
pUIn Jiesia CaBpIlieHe KJIACHYHE JIeTIoTe Ha KOjy Cy ce KACHHUje YIJIEIAJN PEHECAHCHU CIUKAPH.
CBakako HaJIO3HATHjW TIPUMEpPH Cy y genamma Jleomapma na Bumamja ”Mona Jluza”, " Tajua
Bedepa”, " Boropoauna Ha creHama’ Koja cy Hactajga kpajeMm 15 u moderkom 16. Beka. Y 20.
BEKY 3JIATHU IIPECEK je IMperno3Har u y my3uru. HajrnosHarujn nrajamjaHcku rpajuresb BUO-
muaa Anrorno CTpaJuBaph KOPUCTHO je 3JIATHH TPeceK MPU H3PaJIM CBOJUX MHCTPYMEHATA.
Pycku kommosurop CebareB je pekao Jia ce TEHUjATHA JIEJIa BEJTUKUX KOMIIO3UTOPA PA3JIUKY]Y
[I0 HAJBUIIEM MPOIEHTY 3aCTYIJLEHOCTH 3JIaTHOT mpeceka. llocmarpajyhm oBy mojaBy y KOM-
MO3UIKjaMa 3aKJbYIHO je ja ce majehm O6poj kommosmimja 0a3upaHmx HA 3JIATHOM IIPECEKY
Haja3u Kox ciaemehnx kommosuropa: bBerosen m Xajan Apcencku, Illomen, Moumapr u Illy-
6epr. Ilo yzopy ma Llajsunara m jgpyre reopermuape, nayauunm 20. m 21. Beka HacraBmiu
Cy ca W3ydJaBameM 3JaTHOT mnpeceka n PuboHaUMjeBOT HU3A, T€ Cy YTBPIUIN Ja TPWHIUAI T
MPOTIOPIIK]je, OMHOCHO HYMEPUIKOT HW3a, PEryJIuIle U3y3eTHO BeJIUKU OpPOj Pa3IudauThX OTHOCA
y cBeTy Koju Hac OKpyxkyje. llocioenmux aermennja pa3MaTpana je U y OKBUPY YKUX HAYITHUX
0o6JIACTH KAO IIITO CY IICHXOJ0THja Mehy/byICKHX OAHOCA, TEOPH]ja Xaoca, anaan3a JAHK, kBanTHa
MEeXaHuKa | JIpP.
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5 Dbaza mpupoaHor jorapurma e

Y nurepaTypu ce decTo cycpeheMo ca TEPMUHOM ,,€KCIOHEHIMJAJHHA PACT’ KOJU UMILTUIUDA JIA
HemTo pacre Beoma 6p3o. Mehyrtum, byau Hajuernthe HEMAjy TPeACTaBY KOJWKO OP30 HEIITO
pacTe aKo pacTe eKCIOHEHIH)ATHAM PACTOM.

,, Hajeehu nedocmamar wnydcke epcme je nawa HecnocobHocm 0a pasymemo erkcnoHeHyu-
jasny Pynxuujy” Tlpod. Anbepr Baprier Yuupepsurer Kosopamo y Boanepy

Kao ciukoBuT npuMep eKCIIOHEHIIH)AJTHOT pacTa Ou ce MOTJIa HABECTH JIETEHJA O HACTAHKY
urpe max. [llax je usymeo myzmapalr y ApeBHa BpeMeHa Ja OU MOKa3a0 CBOM KPaJby Jia Cy HEerOBH
TIOJIAHUIIN TJIABHU PAa3Jjor 33 eroBy Moh u ciiaBy u ja Ou Tpebajio BUIIE Ja WX YBaXKaBa.
Kpasm je 6uo mMmmpecrnonnpan UTPOM M XTEO je /1a HArpaId MYAPala TAKO MTo he My WCIyHUTH
6mmo Kojy xkeby. MehyruMm, meropa xespa je 6mma Hemoryha 4ak u 3a jeqHor o HajMOhHUJUX
BJagapa Tor Bpemena. Mympall je o Kpajba TPakuo 13 MY Ja jeIHO 3PHO YKHUTA 34 IPBO TOJHE
Ha IIAXOBCKO] TabJHd, IBa 33 APYro mojhe, YeTHpH 3a Tpehe n Tako nabe. Kpasb je y mogerky
6mo 3a0e3eKHyT 3aIlITO MYAPAl] WMa TAKO MAaJly W TPUBHjAJIHY XKe€J/by, aJiM, KaJIa Cy HHErOBU
MaTeMAaTHIAPU M3PAUYHAJIU YKYIHY KOJUYUHY KWATA KOjJy Ou Tpebao ja MOKJIOHU MYJIPAILY,
CXBaTHO j€ Jia je HeroBy xkeJjpby Hemoryhe ucnynuru. YKynan O0poj 3pua xkurta 6u 6uo:

1+2+22 423 194+ 4263 — 964 _ 1 — 18446744073709551615.

OsBaj 6poj je orpomaH, aju W Jajbe je jJaKO TEIIKO 3aMUCITUTH KOJWKO je OH 3alpaBO BEJIHUK.
YKoiuKO 61 HEKO IOCEJ0BAO OBOJHUKY KOJUUYUHY KHUTA MOTao OW J1a HAIIpABU OpIO OJI KUTA
sucuae Mout Epepecra, koje 6u ce nporezano no 3sezge Alpha Centauri n nazan. Urade oBa
3Be3J1a je 3emibn Hajbsmka 3Be3a nocsie CyHIa.

s aa

+ e

256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096 | 8128

263

Cummka 13. 3pHa XKuTa HA MAXOBCKO] TAOIH

Bpso je waTepecanTan HaumH Ha KoOju je O6poj e oTkpuBeH. CpeIMHOM CEIaMHAECTOT BEKA
MIBAjIIAPCKU MaTeMaTndap Jakod BepHysu ce 3amHTEPECOBAO 32 OPOUEHY IITEAHY y ODaHKaMa u
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KOJIMKY CBOTY HOBIA 6W MOTAO Jia 3apajid TOKOM TOJIMHA. Y KOJMKO 06U mocrojasia HaHKa KOja
6m nasasa kamaray cromy oz 100% ma rogumy opodere mreame, oHga 6u Beprynn 3a roguny
JIAHA 3aPaJI0 JeJIaH JIMHAD 3a CBAKHM JUHAD KOju OM 0podmo. YKOJHMKO O6m Kamara 6uma 50% n
ako 6u ce obpauyHaBaJja HaA ImecT mecenu, bepHysm O6u 33 rojauHy jaHa 3apajmo 2.25 auHapa
3a CBaKM OPOYEH JMHAD. YKOJUKO Om Gawnka monyamia 8.3% (1/12 ox 100%) Ha ceakux Mmecerr
Jana, beprymu 6u 3apaguo 2.61 quHapa Ha CBaKW JUHADP KOjU OM YIOXKHUO 3a TOAUHY JaHa. AKO
6u Ganka obpadyHaBaJia KaMaTy Ha HEJEHHOM HUBOY M ako Ou ona msHocuia 1.9% (1/52 on
100%) Tama 6u 3apasa 6usa 2.69 myTa Beha 0J1 yJI02KEHOT HOBIIA 32 TOJMHY JaHa. AHAJIU3UPAmHEM

Ynor [pun]| | Kamara [%)] | Bpemencku nepuoy ucmialinsama 3apaja [gum]
1 100 TOJIATITEDE Ix(1+1)l=2
1 50 HOJIYT'OJIAIIIbE 1 x (1+1)2=225
1 8.3 MECETHO x (14 —12)12 =2.61
1 1.9 HEIeIbHO x (14 55)% = 2.69

Tabesia 1. Opouena mreamna,

Tabese 1. moxe ce yountn mabJioH 0 KojeM ce 00padyHaBa 3apasa 3a pa3jindauTe KaMaTHEe CTOIE
Koje ce mciuiahyjy y pa3jMuuTuM BPEMEHCKUM WHTEpPBAaJIUMa. 3apajia ce MOxKe obpadyHaTH
A3PaA3OM:
n
(1+ n) . (5.1)
W3 Tabeme 1 ce moxe younTu na hie ce 3apama ysehaBaru ykoauko ce KamaTa Oyme 1mTo derrhe
obpauynasasa. Kamara Koja ce o6padyHaBa y CBAKOM OECKOHAYMHO MAJOM TPEHYTKY W3HOCH:

1
lim (1+ —)" = 2.718281828459045235360... (5.2)
n

n—oo

Bpoj xoju ce mobuja je mparmmonasian u HErOBE IEMUMAJIE CE TTOHABIHA]Y 0 OECKOHAYHOCTH.

5.1 Ocobune 6poja e

Hajsehu pompumoc y umcouTuBamuMa JOTAPATAMCKE W €KCIIOHEHIM]aJIHe (DYHKIHjE U HHUXOBE
Bese je mao Jleonapa Ojmep mouerkom 18. Beka. Ojuep je mcnmrao riapHe ocobure Hpoja e,
M3PaYyHAO je IPBUX OCAMHAECT Imppa OBOT Opoja M J0KA3a0 je IHEeroBy MPAIlHOHAJIHOCT. Hhemy
y gact je oBaj 6poj mazsaun Ojmepor 6poj u obesexara ce ca e. Ilopen Tora Ojuep je meramHO
uctiutao u ocobune ¢yuknuje y = e*. Bpoj e je Beh 3anucan npeko jgumeca y uzpasy 5.2, a
CJIMYHO Ce IIPEKO JIMMeca MoXKe 3anucaru u pyHknmja y = e*:

e = lim (1 + %)” (5.3)

n—oo

Ncak FbyTn je takobe mao cBoj monpwaoc 6pojy e Tako IITo je moKa3ao J1a ce OH MOXKE 3aMuCaTH
Kao cyMa OECKOHAYHOT pela:

11 1 1
e=l+qtgtgtyt- (5.4)

AnasioTHO ce MOXKe npecTaBuT U QyHKIHIja €7
1 1 1 1
—1+Fx+§x +§I +5x+ (5.5)
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Besa uzmeby uspaza 5.3 u 5.5 ce MOXKe peJIATUBHO jeJIHOCTABHO NMPUKA3ATH OMOhYy GHMHOMHOT
passoja 3a (1 + a)™
nn—1) 5 nn—1)(n—2) 4

(I+a)" —l—i—ﬁa—i— T + 3 a’ + ... (5.6)

Axo ce y3me 5a je a = k/n , nobuja ce:

T\, n, nn—1) x nn—1)(n—-2) x
(1+5) = 1+1!(n)+(2!)(n)2+ ( 3)‘( >(n)3+ (57)
IIITO Ce MOXKEe JOIIT 3aITUCATH Kao:
1 1 1 2 3
(1+ ) =1+ ot 51— E)x + 3,(1 )= ﬁ)x?* + e (5.8)

YKOJIUKO ce y3Me Jia n TeXu OecKoHaYHOCTH J100uja ce Jia JieBa CTpaHa TeXH e”, JIOK Ha JIECHO]
CTpaHu CBaKa BpeJHOCT y 3arpaju obsiuka (1 — k/n) rexu 1. Jobuja ce:

1 1 1
—1+—m+5x +§x+ (5.9)

5.1.1 TI'pacduk u ocobmne dbyHkImuje y = e*

I'paduk dbyukmmje y = e” je npumkazan Ha curd 14. ExcnoHennujaHa (byHKIHjA je peaTHa
dyukmja jesne npomensbuse, jgeduHUCAHA 33 CBE peasHe Gpojese, KOja je YBEK MO3UTHUBHA U
pacryha. Hukana me momupyje z-ocy, Maja joj je x-oca jeaInHa acCHMITOTa. IbeHa mHBEp3HA
dbyHKIMja, TPUPOAHA JOTaPUTaM, je medUHUCAHA CAMO 33 ITO3UTUBHE BPEIHOCTH ITPOMEHJHUBE
x. Jemna o HajBaXKHUjuUX ocobuHa (yHkIuje y = €* je na je meH Harub y 6miio KOjoj TauKu & je
jennak €. OyuHKUHja ¥ ce MOXKe PA3BUTH Y PeJT Kao IITO je puka3ano y 5.9. udepennupamem
OBOT Pa3Boja mo T ce jobuja:

de® 1

=0+ ()

1
. —(2z) +

1 1 1
51 ‘(495) —1+—x—|——:1: + a3+ =¢"  (5.10)

|<3$ )+ ol 30

3! 4!

Opasne caenm jna je narub y cBakoj Tauku pyakmmje y = e* jennak e”. Ha jesuky audepen-
ujasHoT padyHa Moxe ce pehin ma je y = e” pememe audepennujanne jeauaanne dy/dx = y.
Pememe oBe jenmaumme y ommrrem obusimky je y = Ce”, tne je C xoucranTa. To 3maum ma cy
dbyukmja y = € U BeHu YMHOIIIY jeJrHa pelemna qudepenujatne jeqaaanne dy/dr = y.

VA

Haru6 = ¢*

/

0

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
: > x
X

Cnuka 14 . 'paduk dyuknuje y = e*
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5.1.2 HWpamuonamauoct 6poja e

Ojnep je 1737. romwHe ycreo Ja JOKa)Ke WPAIMOHAJIHOCT Opoja e Tj. Ja OH He MOXKe Ja ce
3ammire y BUjay pasiaomka a/b, rae ¢y a u b npupognu 6pojesu. Parmonasanu 6pojesu Mory Ja,
ce 3alWIy y BUJy KOHAUYHWX, BEPUKHUX pasjiomaka. Ojep je Hajupe mokaszao ma ce momohy
OEeCKOHAYHUX BEPUKHUX PA3JIOMAKA MOTY MPEJCTABUTH UPAIMOHAJIHYU OPOjeBHU, & HAKOH TOTA W
Ja ce TMPEeKo mHUX MOXKe mpeacrasutu 6poj e.

e=2+ (5.11)
1+

2+

1+

1+
4+
1+
1
1+ 6 .

IlomTo je oBaj BepwKHE pa3jaoMaK jegHaK € U 6eCKOHAYAH je caedd A je Opoj e HpalnoHaIaH.
Jomr jemam moka3 wmparmoHasHOCTH Opoja e mao je m dpaHmycku maremMarudap u usmgap
Kozed Dypuje. [lokas je GasupaH Ha TPETHOCTABIU Ja je e = a/b, mpu demy cy a u b
npupogHu Opojesu u nobujarmy KOHTDPAIUKII]E.

®ypujeoB goka3: Heka je e panmonasian O6poj KOju MOXKe J1a ce pa3Buje y pe:

1 1 1 1 1 1 1 1

=1 5.12
ettty tatat et at ey T ory T ors T (5.12)

Hexka je N 6poj koju ce moxe 3ammcaru Kao:

1 1 1 1 1
—pl.
N_b.{ (1+1,+2|+3|+4,+ +b,>}

1 1 1 1 1
—b'-{a/b—<1+1'+ ot te +b,>} (5.13)

Bl bl bl b !
:(b—l)!a—<b'+1'+ to Tt +b,>

Craku wiaH HE3a y JApYyroj 3arpaiu je npupojgan 6poj te je u N npupogan 6poj. N je crporo
BeheOILOjepjee>1+%+%+%+%+...+%. [Torrro je

1+1+1+1+1+ JEET N I S
2! ' 3! b)) (b+1)! (b+2)  (b+3) T

cileiy 11, je

1 1 1
N =0l ((b+1)! T oro T ) +>

1 1 1
B B (S ) () R (S § g Y gy (5.14)
1 1 1

...=1/b.
SpriTorE oY

TMomro e uuje npupogan 6poj, Moxe ce y3ern ja je b > 1, te je 1/b < 1. Onasae caeu jga je N
npupogan 6poj koju je crporo uamehy 0 u 1, mro je Hemoryhe. 3 oBe KOHTpaJUKIIK]e CJIe/H
Ja je e npanuoHajgan opoj.
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5.2 EkconoHeHIujaJTHu pPacT M OIMAIA€

Excrionenmujasna dpynkimja u 6poj e ce mory Hahm y MaTeMaTuIKOM OITUCY TPUPOHUX T10jaBa U
pazamunTUX GU3NIKAX 3aKoHa. OBa UMIHLEHUIA YKa3yje Ja e HUje CAMO MAaTEMATHIKA KOHCTAHTA,
HEro JIa Urpa BeoMa OMTHY YJIOTY y KPEalyju YHUBEP3YyMa U PeaHOCTH.

5.2.1 Pact nonyaamnuje

Heka je marta ogpehena momynanuja jeunky u HEKa, je HUXOBA OPOJHOCT y TPEHYTKY t jeIHAKA
N(t). Axo ce 6poj jenmuru ypehapa koncTanTHOM cromoM k M ako je mopact 6poja jeMHKH
cpa3MepaH BUXOBUM TPEHYTHUM OpojeM, TaJa ce MOXKe MOCTABUTH MU(PEPEHITN]AJTHA, jeTHATHHA,

dN/dt = kN (5.15)

KOja ommucyje mpomeny 6poja jemmnru TOKOM Bpemena. Pemasamem qudepenmujasime jeqnadante
no0mja ce perreme 0DIHKA:

N(t) = Cert, (5.16)

e je C xoncranta. Axo je Ny 6poj jeaunku y modernoM TpenyTky t = 0 tama je No = CelF,
Opasae cnenu ja je C' = Ny u 6poj jeIMHKH y TPEHYTKY § C& MOXKe 3alUCATH KAO:

N(t) = Noe. (5.17)

Ha coumu 15. je mpukazan rpadwuk npomene 6poja jeauuku oapehene nmormysamuje y 3aBUCHOCTH
0JI, BpeMeHa..

N4

No

Cnuka 15. Eckmonennujaaam mopacT MOMyIaIdje jeTuHKn

5.2.2 IbyrtHOB 3ako0oH xuaabhema

EbyrroB 3ak0on xnahema onucyje xaaleme resa koja ¢y okpyxkena dburymnom (Ba3yxom) y rpa-
BUTAIMOHOM TIOJbY 3eMjbe. Kao mpuMmep MOMXKe e HABECTH IMIOJHUIA TOIJIOT Yaja KOjU Ce XJIaJiu
y Bazayxy. Temmeparypa daja je BUIA O TEMIEPATYPE BAa3yXa W W3 TOT PA3JIOra OTIIYIIITA
onpebeny kosimuuHY TOIUIOTE ycJjen dera Ji0Ja3u JI0 ONajiamha Hherope TeMmieparype. YcJen
OBE€ pa3MeHe TOIIOTE YCIOCTAB/bA CE€ TPAIUJEHT TEMIEPATYpPe KAKO Yy Yajy KOjU TOCMAaTPaMo
TAKO W y Ba3ayxy Koju ra okpyxyje. Temmeparypa uaja je HAjBUINA Yy HETOBOM IEHTPY, &
HAJHUKA y MOBPIMMHCKUM ciiojeBuMa. OBaj maJ TeMIEPAType je MaJM U MOXKE Ce CMAaTPATH A
cBM cJiojeBn yaja umajy ucry remueparypy 1. Temueparypa Ba3jyxa je HajBUINA Y CJIOjeBUMA
KOjH Cy V HEIOCPEJTHOM KOHTAaKTy Ca IMOJAHIIOM dYaja W OHa, OIaJia IITO je MOCMATPAHU CJIOj
Ba3/yxa JaJbe OJl MOJpbWIE Yaja. Ha [JOBOBHO JAJEKOM PACTOjamby TeMIeparypa Ba3iiyxa je
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jemnaka temmneparypu okoaune 1y. Ilo FbyrHoBoMm 3akony xmahema, 6psuna xiahema Tena je
MPOTIOPIIMOHAJIHA PA3IUIH TeMrepaType Tesa 1 u TemmepaType okosume 1.

drl

— = —k(T - 1T; 5.18
)] (5.18)
rme je k ¢akTop IPONOPIUOHAJHOCTH KOJH Ce€ Ha3WBa KOHCTaHTa xJabhema. PemasameMm oBe
mudepennujaane jegaaunne 10omja ce:

T(t) =Ty + Ce ¥, (5.19)

re je C' KOHCTAHTa KOja Ce MOXKEe OJIDEJINTH aKO je TO3HATA MOYeTHA TeMimepaTypa 4daja. OBe
je morpebHO HamoMeHyTH Ja FbyTHOB 3akoH xsahema BaxKH 33 TeMIepaType OKOJIUHE Koje Cy
npubnuzkHe cCOOHMM TEMIIEpATypaMa U 33 MaJjie Pa3JiMKe y TeMIEPATYPH IOCMaTpPaHOr Teja H
okonuue. Ha csmnm 16 je mpukazaHa npomeHa temueparype 4aja y MyHKIUjH O/l BpeMeHa.

Ta

Crnuka 16. FbyTHOB 3akoH xiahema

5.2.3 3akoH paauMOaAKTHBHOr pacrmaiga

PannoaxTusnu pacnan je cnorTaHa TpancgopMaIija je3srapa HeCTAOMIHOT H30TOIIA je THOT XeMU-
JCKOT eJIeMEHTa, y M30TOIIE JIDYTOT €JIEMEHTA Y3 eMUCHUjy DAJMOAKTUBHOT 3padema (-dectura,
[-decTuna win y-KBaHaTa). PajumoakTHBHOCT Koja ce cycpehe y mpuposau, Hajuenrhe Ko HajTe-
KMX €JIEMEHATA, C€ HA3UBA, IPUPOHOM pamoakTusHonihy. He3zaBucuo o1 Mmexanu3ma pacuajia,
pamroaKTUBHA je3rpa ce TpancdopMuiry y cTabuIHHja je3rpa HE3aBUCHO jedHa O JAPYTUX U
HE3aBUCHO OJI CIIOJBAITHLUX YTUIIAja. PaIloaKTUBHU PACIaId UMAjy CIAyUIajHU KapaKTep jep 3a-
BHCE O] KBAHTHO-MEXaHUIKWUX ITPOIECa KOjU Ce OIUTPABA]Y YHYTAp CAMOT je3rpa. ¥Y30pakK pau-
AKTHBHOT eJIEMEHTa, ce cacToju oA N HecTabHIHUX je3rapa, Koja ce Hehe pacmacTr HCTOBPEMEHO.
Hewmoryhe je npeasumerw Ttauam TpemyTak pacuaia omapeheHor je3rpa, ajaum ce Pacral BeJIuKOT
6poja jesrapa MOXKe MOCMATPATH KA0 CTATUCTUYKH TPOIEC U HA Taj HAUUH CE OIMUCATU IIPOMEHA,
6poja jesrapa TokoM Bpemena. [Ipema 3akOHY pasmakTHUBHOT pacnana 6psmHa pacnaga dN/dt
je cpasmepHa 6pojy HepaCHa HYyTHX je3rapas:

dN
— =—-AN. 2
7 (5.20)

3HaK MHUHYC YKa3yje Ha YUREHUIly 12 ce Op0j PaJiMOaKTUBHHAX je3rapa MOCMATPAHOT eJIEMEHTa,
CcMambyje TOKOM BpeMeHa. ['pYKuM CJIOBOM A je 03HAYeHa, KOHCTAHTA PACIIaIa U OHA IPEeICTaB/ba
BepoBaTHONY pacmajia je3rpa y jeaunauin Bpemera. CBaKM XEMUJCKHU €JIEMEHT IOCEyje CBOJY

41



KApPAKTEPUCTHIHY KOHCTAHTY PACIa/Ia KOja HE MOXKE Ja Ce TPOMEHU HHU MOJ KOJUM YCJIOBHMA.
Pemasamem mudepennujasue jequaanne 5.20 mobuja ce:

N(t) = Noe ™, (5.21)

rje je Ny 6poj jesrapa y mnoduernoMm tpeHytky t = 0, a N(t) je 6poj npeocrasux jesrapa y
TperyTKy t. ['pacduk dyukuje 5.21 je npukazan Ha ciaunu 17.

N(t) 4

N

N,
2

Cruka 17. Excrnonennujagna 3aBUCHOCT Opoja HEPACTAIHYTUX je3rapa Of BpeMeHa

5.2.4 Bapowmerapcka ¢dpopmysaa

ATtMocdepckn TpUTHCAK WM TPUTHCAK Ba3/IyXa je MPUTHCAK Ha OWIO KojeM jeny 3eMIbuHe
armocoepe. ArmocdhepcKku MPUTHCAK 3aBUCH O/ BUCHHE HA, KOjOj C& MEPH M OH ITOTUYE O] TEXKWHE
ciojeBa arMocdepe M3HA OBe BUCHHE. bapoMeTapcka (popMysia IpHKa3yje eKCIIOHEHIIN]AJIHy
3aBUCHOCT aTMOC(EPCKOT mpuTuCKa O Bucuue. llpum m3Bohemy ose dopmysie 3aHeMapena je
IIPOMEHA, jJaYrHE T'PABUTAIIMOHOT T10Jha, €3, BUCHHOM, CMATPa, Ce Ja je Ba3/IyX WUJeaJIaH rac u jJa je
BEroBa TEMIIEPATYPA KOHCTAHTHA JIy2K CBHUX CJiojeBa armocdepe. Armocdepa ce Moxe u3ienru
Ha GeCKOHAYHO MHOTO TAHKWX CJI0jeBa. ¥ CBAKOM JIeJIy jeJHOr cJjioja je mctu armocdepckn
NPUTHCAK, AJHA je OH PA3JIHYUT y CcBakoM cjojy. Taxkohe ce cmaTpa ma ce y CBAKOM CJOjy
BAa3/IyX HAJA3W y CTakhy TEPMOAWHAMHUYKE PaBHOTEeXke. Ha Bucwmum h W3HA MOBPIIUHE 3€MJbHE
aTMoc(epcKu MPUTHUCAK je JeTHAK p. YKOJIHUKO ce IMOCMAaTpa cjioj arMmocdepe Koju je 3a dh Ha
BUIIIOj BUCUHU OJ IPBOOMTHOT CJI0ja, MOYKE C€ yOUNTH IIPOMEHA IIPUTHUCKA Y OJHOCY HA MOYETHH
cJI0j:

dp = —pgdh. (5.22)

3HaK MUHYC O3HAYaBa HETATUBHY IPOMEHY IIPUTHCKA, Tj. IPUTHCAK Ba3/yXa OllaJa ca BUCHHOM.
Y uzpazy 5.22. p o3HauaBa I'yCTHHY Ba3/yXa, a g I'paBuTainoHo yop3ame. ['ycruna Basiyxa ce
Meha y 3aBUCHOCTH O] BUCHHE U MOXKe Ce U3PAa3UTU ¥y QYHKIMU O IPUTHCKA IOMONY jeJHaInHe
CTamba UICAJIHOr Iaca:

m
V = —RT. 5.23
PV =47 (5.23)
Momro je p = m/V u3 jenpaquwne crama ce n00uja 13 je TyCTUHA jeHAKA!
pM
=— 5.24
P="Tr (5.24)
VepIinTaBameM U3pasa 3a rycTuHy 5.24 y uzpas 5.22 jmobuja ce u3pas:
pMg
dp = ——=—dh. 5.25
p =T (5.25)
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Wurerpasbemem 0BOT u3pasa q00mja ce m3pas3 KOJU OMKCYje eCKIOHEHITN]aTHO Oa,Iahe IPUTUCKS,
ca BUCHHOM, Tj. Oapomerapcka popmya.

P Mg [
/ @I g, (5.26)
Po p RT 0
p= poff%- (5.27)

Y m3pazy 5.27. je armocdepcku TPUTHCAK HA TOBPIIVHEU 3€MJb€ TIPEJICTABILEH Ca Po, KA Ce
3a BUCHHY y3uMa Ja je h = 0. 3aBUCHOCT aTMOChEPCKOT MPUTHCKA OJf BUCHHE je rpaduukm
IpuKa3aHa Ha cauny 18.

Curnuka 18. Excrionennujaana 3aBUCHOCT aTMOCHEPCKOT IPUTUCKA 0] BUCUHE
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6 Joimr Heke 3aHUMJbUBE KOHCTAHTE

6.1 AmnepujeBa KOHCTAHTA

Pumanosa 3era dynkupmja ((s), naszsana no Bepuapuy Pumany, je dpyHKImja KOMIJIEKCHE TPOMEHIbUBE
s 1 JedUHUCAHA je¢ BECKOHATHOM CYMOM:

1

n=1
3a Re(s) > 1. Ima kspyuny ysory y teopuju 6pojesa 360r Bese ca qucTpubynujoM mpOCTHX
OpojeBa u uma npumeHe y (UMUK, TEOPUjU BEPOBATHONE U TPUMEHEHO] CTATUCTHUIN. JeJlaH O
HAjIIO3HATHUJUX PEJIOBA je XapMOHHUJCKU PEJ,

oS
n=1

MebhyTumM, Kako ce Teopuja 6pojeBa 6a3upa Ha IPpUPOIHEM OpOjeBHMa, HUje HU IYTHO I3 j€ OBaj
pen jako 3aHMMJBbUB MHOTEM Teopermuapuma. OBaj pen ampeprupa. Jla Ou xapMOHHUjCKE pef
KOHBEPTrupao, 6e3 rybipema OUTHUX CBOjCTaBa 3a TeOpHjy OpojeBa, CTaB/ba, CE % YMEeCTO % To
nam saje PumanoBy 3erta ¢dpyukumjy medbwvauncany ua ciaemehu Hadaws:

—1+1/2+1/3.. (6.2)

SN

Hedununuja: Ako s € C, u ako je meroe peaynu jieo Re(s) > 1, onma ce gedunuire dbyHKIHja
¢(s) xao pex,

> 1 1 1
((s) = E:I—l-?—&-?—i—... (6.3)
n=1
Teopema : Pen ((s) = > 07, — KOHBeprupa 3a CBe peajHe s > 1 W JuBeprupa 3a CBe peasiHe

n=1 ns
s < 1.
Hoxka3z: ['pynucamem wnanosa y 6sokose Besimamue 1,2, 4,8, ... nobuja ce

_ 1 1 1 1 1 1 .
C(s) =1+ ¥+§ + E+"'+% + §+...+15s + ... (6.4)

1 1 1 1 2

Cagma coenmn

1-s

ptySata=y7?2
1 1 1 1 4
_ _ 1—s\2 R
1 1 1 8 )
_ _ 1-5\3
§+"+155—§+"'+§_§_( S)

7 TaKo Jasbe. PeJ ce caa MOXKe YIOPEJIUTH €a TeOMETPHjCKUM PeoM
T+2175 (21792 4 (2179)3 + . (6.6)

Oso komseprupa jep 0 < 2175 < 1. Cremm ma je 1 < ((s) < f(s) 3a caku s > 1, rjie je

F) = D@ = (6.7
n=0
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Axo s Texxu 400 Tama 27 Texu 0 m f(s) Texu 1, naje

Slggo C(s) =1. (6.8)
. . 1

Mozxe ce mokasaru ja 6.3 nueeprupa 3a s < 1. Oso je ounto axo je s < 0, 6ynyhm ja — 4 0
n

KaJga n — 00, Cjieay mpeTrnoctaBka ga je s > (. I'pymumcamem wnanoBa pema 6.3 y GiiokoBe
Beauunue 1,1,2,4,... nobuja ce:

1 1 1 1 1
g(s):1+2—s+(§+ 47)+(§+"'+87)+"" (6.9)
Axo s <1 Tana
1 1
>
25 7 2
1 1 1 1 1
4y >4 (6.10)
38 + 45— 4 + 4 2
1 1 1 1 1
PR TR R
U Tako Jabe. Buay ce ma pej uBeprupa KaJl ce yrnopem Ca JIMBEPreHTHAM PEJIOM
1 L1 6.11
+§+§+§—|—.... ( )
Cuenumjanno, 3a s = 1 nobuja ce xapMonujcku pej, » | 1/n koju rakohe puBeprupa. O

Nako je oBa dyHKIMja Ha3BaHA 0 PuMaHy, Koju je u onucao meHa cBojcTBa 1859, oTkpuo
jy je Ojnep, 120 roguna panuje. Ojaep je mMoKazao u Ja ¢ MOYXKe MPEJCTABATH KA MTPOU3BOJL

) =1] (1_1p_> : (6.12)

rjie p OpoJIa3u 1O CKymy mpoctux Opojesa m Re(s) > 1. Osaj pesysrar omoryhasa amas-
UTUYKW MPUCTYT poydasamwy Teopuje Opojea. Ojnep je cmarpao ga je ((s) dynkumja pe-
aJlHe TIPOMEH/bUBE S, JOK je PuMan myHO MONpWHEO TUME IITO je § CMATPao KOMILIEKCHOM
HPOMEHIbUBOM. [14]

Caenn mokas dopmyse 6.12 3a s € R. Cpaku dakTop ¢ jieCHE CTpaHe jeJHAYMHE MOXKE Ce
[POIIMPHUTHA KAO FeOMETPHJCKH Pl

1 [e.e]
_ —s —2s _ —es
e=0
Osaj pen kouseprupa 6yayhu ma je [p~%| = p~° < 1 3a cBako s > 0. Kommjesa Teopema o

KOHBEPIEHIUjU IPOU3BOAA PELOBa Iylacu: AKO PEUOBH Y 0\ an B » - | b, KOHBEPrupajy Ka a
1 b PECIEKTHBHO M IIPH TOMe 6ap jeJaH OJ1 BUX U AlICOJIyTHO KOHBEPTHPA, OHJA ¥ PEJL o | Cn,
KOjH je IPOU3BOJ, OBA JBA PEAd, KOHBEPIHPA U LPH TOME je » |
TeopeMe 3HAMO JIa TPou3Boj u3 6.12 KouBeprupa. AKO MOMHOXKAMO CBE (hAKTOPE 33jETHO Ta1a,

je muxoB npon3Boj 00JMKa,

¢, = a-b. Ha ocuoBy oBe

1
pl_els .. -p;eks = 57 (614)
e cy pl;g"’pl’“ pazsimdauTH mpoctu 6pojesu, cBako ¢; > 0 uwn = pi' - - - pZ’“. N3 Tora ciemu
€(8) = 2onzi s .
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6.1.1 MWM3pauynaBame AnepujeBe koHcTtanre ((3)

Anepwujesa koucranta, ((3) je nedmnuucana kao BpegrocT Pumanose 3erta dynkimje

i : (6.15)

KaJa je s = 3.
Tlosmmporapuramcka pyHKIEja

o0 n ZE2 3

, x
Lig(x) = =7 _{_7_’_ §—I— s, €C|z] <1 (6.16)
n=1
UMa, 3HAYAJHY YJIOTY y MHOTHM O0JacTHMa Teopuje 6pojeBa; MOPEKIO BOIU OJ JUJIOTAPATAMCKE
dynkuuje Lis(x) koja marupe jorr ox Abesa, Ojuepa, Kymepa ura,
3a 0 <z < 1, quiorapuramcka (yHKIuja geduHUCAHA, je

o) 2"
Lig(x) =) — (6.17)
n=1
Ilocebno, 3a £ = 1 umamo
) <1 2
Lis(1) = )" — = ¢2) = T

n=1

Hwunorapuramcka GyHKIMja 1eUHACAHA je W MPEKO HHTErPAJIA;
z In(1 —
Lis(z) = —/ Gt (6.18)
0 Y

Paszsujamem sorapuramcke dynkiumje y Tejsiopos pes Moxe ce jobutu uspas 6.17.
Tpunorapuramcka dbyukmnmja, 3a 0 < x < 1, nedburucana je

Lig(x) =) — (6.19)
n=1
Axo je z = 1, mmamo
1
Lig(1) =) —=((3)

Lig(a) =Y % (6.20)

rae je 0 < x < 1. Yroauko juepeHnupamo Mo & 1 JeBy | JIECHY CTpaHy, J00ujamMo

¢ In(1 —
n( y)dy
y

mCZ:Lig(x) = Lis(x) = —/0 (6.21)

Wurerpasbemem JjieBe u gecHe cTpaHe ce 1obmja 1a je:

¢(3) = Lis(1 /1 da /I =9 (6.22)
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Jlaipe je:
Ldx (= In(1 — In(1
/ / ﬂ Y g dy . (6.23)

rJie je JoMeH JBojMMeH3uoHaHe narerpamuje tpoyrao D = {(z,y) : 0 <z <1,y >0, y < z}.
3aMeHOM pejiociesa uHTerpaimje y u3pasy 6.23, nobuja ce:

1 n _ 1 T
4(3)2—/0 1(1yy)dy i. (6.24)
Yy

Ogaj uspas ce Moxke TpaHCHOPMUCATH y:

((3):/01h1(1_yy)lmgdy=—/ollnydy/o 1_xy:—ﬂl_xydxdy, (6.25)

rJie je JloMeH jiBoJMMen3uoHasHe uurerpanuje ksaapar Dy = {(xz,y): 1 >2>0,1 >y > 0}.
Moxke ce IIOKa3aTH /I3 BaXKHU:

ks iz, ke 2D gy = 2 H Oy (6.26)
In(zy) In(zy) 1
y : 7xyydxdy —g ijdxdy _ !

k

(6.27)

npu yemy 6.27 cuemy ns:

2y In 1 o In(a2y?
H ) gy 4gmd 4H 1_xy . (6.28)

Cabupamem uspasa 6.26 u 6.27 ce nobuja:

4 ¢ In(zy)
k
VBohemem cmene © = 2101:; y= S)I;Z, nobuja, ce jakobujan:

cosu sin v sinu 2 202

Az, y)

— | . cosv cos?u | =1 — Smousim v =1— 3322/2 . (630)
(u,v) R i o cos2 v cosZu

Hakon yBohema cmene uzpas 6.29 ce Moxke 3ammcarTv Kao:

4 8
¢(3) = —% Dj In(tgutgv) dudv = —7£ In(tgu) dudv, (6.31)
t

rJie je JOMeH JBOJMMEH3HOHe uHTerpanydje Tpoyrao Dy = {(u,v) : u > 0,v > 0, u +v < 7/2}

careTu:
8 [m/2 T/2—u 8 [m/2
¢(3) = —7/0 duln(tg u)/o dv = —7/0 (g - u) In(tgu) du, (6.32)

Haxon ysobhema HOBe cmene x = 5 — u jobuja ce:

8 [m/2 8 [m/2
¢(3) = —7/ xzIn(ctgx) de = 7/ zln(tgz)dx . (6.33)
0 0
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ITomTo je:

w/2 0 w/2
/ zln(tgz)dx = —/ In(ctg u)du = —/ In(tgu)du =0, (6.34)
0 /2 0
ciean Ja ce m3pas 6.33 Moxke 3amucaT Kao:
8 [m/2 T 8 [7/2 d (> =«
¢(3) = 7/0 (a: - Z) In(tgx) der = 7/0 ln(tgw)% (2 ~2 ) dx . (6.35)
Hakon mapuujaiiHe mHTErparmje ce KoHavHo nobuja [19]:
1 [™x(r—x)
)= ——dx. 6.36
B 7/0 sinx * ( )

6.1.2 Wpamuonaauoct AnepujeBe KOHCTAHTE

Y oBom mormasiby he Gutym jgat AmepumjeB JOKa3 UpAMOHATHOCTH PumanoBe 3era (byHKIHT)A,
3a memapad neo 6poj 3. Ilpe sokaza wmpammonasnoctu OGuhe HaBejeHA HEKA HPEJIUMHUHAPHA
M3paUyHABAHA HEOMXOIHA, 33 CAM JOKa3.

Ilouumemo ca HaBohemEM HIEHTHTETA KOjH YK/bYUyje HAJMAbU 3ajeIHUYKHA CaIPIKAJIALL
NPBUX N MPUPOAHUX Opojesa.
Jlema 6.1

= I bl (6.37)

p<n, p jeprost

rJe je d, HAJMAamb¥ 3ajeJHUUKH cajpxkaJall 3a 6pojese 1,2, ...,n, y osganmu NZS{1,2,....,.n} .

logn
logp?

Hoxkaz: IlpernocraBumo ma je p npoct u x peasan 6poj. Iz n = p* caemu na je v = ma je

[z] = Hgg m najsehin menoGpojau crenen oz p 3a koju je pl@l < n.
Hexa je {A1, A, ..., Ay} cKyn o3uTHBHEX 1esnx 6pojesa, rje je

Yi| Yi i
A; =p1'py”..pa®

3a ¢ =1,2,...,n u p; IpocT, J0K y; Moxke buTu 0, 32 MHOTE 1.
_mi, mso m
NZS{A1, Az, ..., Ap} = p{"' D500,
rae je m; = max{y;,7 = 1,2, ...,n}. Coenujanno, 3a A; =i umamo m; = [lfgg;l, quMe je JemMa,
J
JIOKA3aHA. 0

JIema 6.2 3a gaTo n Baxkn

I 2=l =11 (6.38)

p<n,pjeprost neN

Hoxka3z: Jla 6ucMo HoKa3aJm JieMy, JOBOJHHO je MOKA3ATU 1 BAXKH

logn

[T v =]]n

p<n,pjeprost neN

logn
Heka je plogp = y. Jlame ciean

ﬁiz logp =logy = logn = logy = n = y. Haxkue,

logn
plOgP =n.

O
Hedunnnmja: Bpoj npocrux 6pojesa koju cy mMamu win jeguakn n je pedunucan ca m(n).
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JIlema 6.3 3a D0BOJLHO BEJIMKO 7 BaXKH:
n™" < 3", (6.39)
r7e je n O3UTUBAH 1e0 Opoj.

Joxka3s: Ha ocroBy Teopeme o mpoctum 6pojepuma 3HaMO Ja ce byHKImja 7(n) MOXKe alpOKCAMHE-
n
logn*

paru Ha caegehn wauun 7(n) ~ Crnenm ma 3a mato € > 0 mocToju mosuTuBan 11€0 6poj N,

TaKaB Ja 3a CBaKO N > N Baxu:

n En

n(n) < (6.40)

logn  logn
Onabupom € = log 3 — 1 Tajga nocroje nosurusHu teau 6pojesu N’ Taksu na 3a n > N’ paxu:

n nlog3 n nlog3
_ = . 6.41
m(n) < logn + logn logn logn ( )

Jame cioemm:

QI T (6.42)
nlog 3
Ako je X =n Tog n , Tagia log X = Mlogn. Opasne caemu log X = log3™, 1j. X = 3™.

logn
OfaBae KOHAYHO UMAMO I1a je:

n " < 3" (6.43)
33 JOBOJbHO BEJIUKO 7. O
TTocnenuma 6.3.1 3a gat neo 6poj n Baxu: d, < 3"

Y cnenehoj nemu ((3) je m3parkena npeko 6nHoMHEX Koedunmjenarta. Kopumhemem oBor n3pasa
Jiobuja ce JIBOCTPYKHU HU3 KOjU KOHBEprupa Ka ((3).

Jlema 6.4 o 1 522 ( 1)n_1
=2 5=32 e

n=1 n=

(6.44)

Hoxka3z: Jlemy hemo mokazaru kopak mo kopak. Kopak 1: Tlokazahemo ma Baxku jeHAKOCT

K
ai1as...0_1 1 ai1as...0K

(x + a1)(x + a2)...(x + ax) T z(x +a1)(z+ az)...(x + ak)’ (6.45)

k=1

rje cy ay nesu 6pojesu, k € {1,2,..., K}, K € N. Heka je

airag...ag
A = :
(x4 a1)(x+az)...(x + ax_1)
Tajta je
a1a9...ak_1
A1 — A = .
(x4 a1)(z + a2)...(x + ak)
Jlambe mmamo
K K

a1a...ap—1
(x +a1)(z + ag)...(x + ai)

=) Ap1—Ap = (Ao— A1)+ (A1—Ag)+(Ag—Az)+.. (A1 - Ap) =
P i=1
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a1ay...aKg

= Ay — A, = — — .
0 P z(z+ a1)(x + a2)...(x + ag)
Kopax 2: ¥V u3pa3 KOju CMO IPeTXOIHO moKazaJju, ybamyjemo x = n? u a = —k?, 1 < K <
n — 1. Tana je
ZK: —12.(=2) - (—(k—1)?) i 1)k 11222 (k—1)2
(n?2 —12)...(n? — o (n? — k?)

=1

n—1 (—1)k_1(k‘ _ 1)[2 1 (_1)"_1(n — 1)'2’/L2n
"~ (n2 — 12)...(n2 — k?) o n2(2n)!2 N

1 (=)™ 1'2nln! 1 (=112

n2  n2@2n) n2  p2 (M

1 (k)2 (n—Fk)!

RS (nthyl OBHATHAMO Ca €y, &, CKBUBAICHTHIM TpaHcdopMaIjama 100ujamo

YKOJIUKO u3pa3 2
Ja BaXKM jeTHAKOCT

Haipe
n—1

S5

n=1 k:l k=1

N
_sz3 N+k )2 Zl k:3

IITO CMO JOOWMIN YBPIITABALEM IIPETXO/IHE cbopMyﬂe. VKOJIUKO MPUMETUMO J3 j& JIeBa,
CTPaHA JeJHAKOCTH 3AIPABO je/IHAKA MPBOj (POPMYJIH Ca MOYETKA JPYror KOPaKa, CJICIU 18 je
JIECHA, CTPAaHa Takohe jeaHakas:

N N e
ZLS_2Z (_1)2n :
k=1 n n=1 ng(n)
Crora N N X N . N -
1 (=)~ (—1) 1l (1)
—a 2 - + =
2w P A T ) 2 B

1 5 (—1)FE

L G

n=1 k=1
O
Cayia MOXKeMO J1a depUHAIIEMO IBOCTPYKH HU3:
"1 EL (D™
Z m3 + Z 2m3 n+m) (646)

m=1

Jlema 6.5 Bpennocr:

Zdicmk. < " —]: K )

npunajia cKymny nesaux opojesa, upu uemy d, = NZS(1,2,3...n).
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doxka3z: J[oBoJbHO je TTOKa3aTH JIa, je:

QCn’k<nzk>

panpoHasan 6poj, dnju uMenman geau do. Jla 61 ce 0BO MOKa3aJso, JOBO/BHO je HOKA3ATH Ja
n+k
k

nero mro geqmn do. Hexa je ord,(z) najsehu crenen p koju gesm x. Iocmarpajmo:

(") _ G5

3a OMJIO0 KOjU JaTH IpocT 6poj p BaxKu Ja JeJd UMEeHUIall O 2C, k < > Mamu 6poj myTa

= ) 6.47
GO o
Cauna,
n n(n w(n—m n!
ord, (m) = ordp[ (nt1) 77(1! 1 < ordp(m)
= ordpy(n!) — ord,(m!) < ordy(d,) — ord,(m) (6.48)
_ [ logm) _ ord,(m
N [logzj Bim)-

n+k .
Wszpas 2¢;, i, 3 zanucyjemo y obnmky 36upa asa cabupka, u HAKOH TOTa, IIPOBEPABAMO

3
Ja ¥ MMeHUJIAl, CBaKOI' cabupKa Jenu d,.

2C”k<nzk>_2<n2k>;%+2<n2k>im (6.49)

Kaxo je

n+k\ w— 1 (n+k)! 1 1
2< N >Zm3:2n!k! (I1+ 5+t ),

m=1

3aKJbydyjemMo Jla MMeRuIal, mpBor cabupka gesw do. Vero mpoBepaBaMo W 3a JIpyTH cabupak

YUjHU je UMEHUJIAIL;
2m* () (") _ 2m° () (1)

(") (i)
Cnenn
or 77713(:1) (”;m) =or Lg(:l) (’i) ordy(m logn — ordy(m
o (P o () <ttt [155] ro

+ “ziﬂ — ordy(m) — ord, <<£j T’;)) (6.50)

logn log k
: [logpw " [ w Fordpm)

Ilomro je m < k <n

ordy(m) < ord,(dp) < ordy(d) < ordy(dy), (6.51)
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IaJbe CIIeIH:

“Z:ﬂ + Fog k} + ordy(m) < Fogﬂ + Fog lﬂ + ordy(dy,). (6.52)

Ha xpajy ce nobuja:

W = ordy(d3). (6.53)

2
IMocneauua 6.5.1 Nmenunar a, an = Y p_g (2)2("#) C ke, Jlean do.

Hoxas: U3 nebununyju a, #u ¢, U U3 IPETXOJHE JIEMe CICIU /13 UMEHUJIAI Cy, i JEJIH d%, a
OJIATIIE CJIEAN JIa, MMEHWJIATL ), SN di. U

Jlema 6.6 Jegnauuna
3y + (0 — 13 up_o = (34n® — 51n% 4+ 270 — 5)u,_1, n > 2, (6.54)
je eKBMBaJIEHTHA, je/[HAYNHA
(n + 1)3upy1 — (340> + 5102 + 270 + 5)u, + nup_1 =0, n > 1, (6.55)

Hoxkas: Pekypenrna penanuja 6.55, ce mobuja 3amenoMm n ca n + 1 y jennadnnau 6.54. U

n\?/n+k\? n\?/n+k\?
Jlema 6.7 a, =) | _, <k> ( " ) Cok by = 1 4 (k) ( . > 3a/10BOJbBAjy PEKYPEHTHY
penanujy:
n3u, + (n— 1)3un,2 = (34n3 —51n% +27n — 5)tp—1, n>2.

Hoxka3z: Jla 6bucmo mokazanu 1a a, 33/10BO/baBA PEKYPEHTHY Pesalujy, mpBo hemo meduHucaTH
HU3:

Bk = 420+ 1)[k(2k + 1) — (20 + 1)2) (Z)2 (" _l: k) } (6.56)

Kopax 1: Ilpumernmo na je:

1\? 1+ k\? 2 K\
Bn,k—Bn,k_lz(nH)?’(”Z ) ("+k+ ) —(34n3+51n2+27n+5)<z> (”Z >+

4 n—1\*/n—-1+k\?
k k ‘

(6.57)
Kopax 2: Tpeba nmokazaru jia je:
(—DFE2(n — k —1)!
Cn,k - Cn—l,k — nz(n + k)' (658)
[ogesmu o nedununyje 3a c, j, uspadynahemo ¢,y — ¢, p—1 Ha ciaefehn madwm:
n 1 k (_1)m71 n—1 1 k (_l)mfl
S 2 X ) e 2 () )
- - - B (6.59)

1 L (=)™ (m =12 —m—1)!
:$+Z:: (n+m)!

m=1
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(=)™ (m—1)12(n—m—1)!
(n+m)!

Pazmomak ce MOXKe TIPE/ICTABUTH:

(=)™ (m = DB —m -1 _ (=1)"(m ~ 1)(n - m — D(m? + n* —m?)

(n+m)! B n?(n+ m)!
(=D)mm!2(n —m — D! = (=1)™ (m — 1)12(n — m)!(n + m)
- n?(n+m)!
(=D)mm2(n—m -1 (=)™ (m —1)1?(n —m)!
- n?(n +m)! B n?(n+m—1)!
(6.60)
Cuemu:
1 & ymmi2n —m— 1) 1 (=)™ (m — D12(n —m)!
kT oLk n3+mZ:1 n?(n+m)! mzzl n?(n+m—1)! (6.61)
I (n=1" (=D (n—k-1)! (—1)kk!2(n—k— 1)!
R n?(n + k) n?(n+k)!

Kopax 3: Axo je by = (1) ("1%)? sedbummmmvo B,y = 4(2n — 1)(k(2k + 1) — (20 + 1)2)b,
TaIa je:

(Bn.k_Bn,k—l)Cn,k+(n+1)3bn—1,k(Cn—l,k_Cn,k)_ngbn—l,k(cn,k_cn—l,k) = An,k_An,k:—h (662)

e je: .
5(2n + 1) (= 1)1k /0 [0+ k

Kopax 4: KopumhemeMm nedunnnuja 3a a, u ¢, Hokazahemo ja a, 3a10Bo/baBa u3pas 6.54.
N3 Jleme 6.6 caenm ja je nperxognu w3pa3 ekBuBaJCHTAH ca 6.55. YKOJIHMKO U, 3aMEHHMO Ca
Gy, TO0OHjAMO:

n n n
(n+1)3 Z b1 kCnt1k — P(n) Z by kCn.k + n? Z b1 k-1, =0, n>1, (6.64)
k=1 k=1 k=1
2
rae cy by = (2)2(":]“) u P(n) = 34n3 +51n? +27n + 5. 3ar > n, (Z) = (0, UpeTxo/H1 U3pa3
ce MOXKe 3aIllUCaTH Kao:

n+1

> {(n+1bug1knrre — P()bngcn + nby1 k16t =0, n> 1. (6.65)
k=0

Ogo je norpebno u jgokazaru. M3 kopaka 1 umamo ja je:
Bn,k - Bn,k—l = (TL + 1)3bn+1,k - P(n)bn,k + ngbn—l,k-
Crora caemn:

—P(n)by kcnk = (Buk — Bujg—1)cnk — (0 + 1)3bpi1 kCnk — 13bp—1 kCn - (6.66)
3amenom y 6.65 umamo:

n+1
Z {(n+1)’bpi1pcnsik + (Bug — Bug—1)cnk — (1 + 1) byt kCnk — n°bn—1.6Cnk + nbp_1kCn1k }

n+1

- Z{(n + 1>3bn+1,k(0n+1,k - Cn,k) + (Bn,k - Bn,kfl)cn,k + ngbnfl,k(cnfl,k - Cn,k)}-
k=0
(6.67)
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IIpnvenom neme 6.6 0Baj m3pa3 MOXKeEMO 3aIUCATH Kao:

n+1

Z(An,k - An,kfl) (668)
k=0
Cama mmamo 1a je:
n+1
Z(An,k - An,k—l) = An,n+l - An,—l- (669)
k=0

aJii UMaMO M JIa je:
5(2n +1)(=1)"(n +1)(,5,) i)
n(n+1)

upu yemy B p+1 uMa Gakrop (nil) Cumano ce moxe nokasaru u ga je A, 1 = 0. Onasge
CIIeTN 113, G, 33J0BOJHABA PEKYPEHTHY peaanyjy 6.54.
Kopax 5: Konaaro mokaldyjemo ma

b, = Zn: <k> <”+ k) ank (6.71)

k=0

An,n—i—l = Bn,n+lcn,n+1 + =0, (670)

3aJ10BOJbaBa peKypeHTHY pesanujy 6.54. Ox panuje umamo ja je

2 2
Bpg = 4(2n+ 1)(k(2k + 1) — (2n + 1)2) <Z> <” Z k) = 4(2n 4 1)(k(2k + 1) — (2n + 1)*)box

U3 kopaxka (1) umamo na je

Buk — Bug-1=(n+1)2bp1 5 — P(n)byg —n’b,_14 = Gn, k. (6.72)
mna je:
Bn,k = Gn,k + Bn,k—l = Gn,k + Gn,k—l + Bn,k—? = Gn,k + Gn,k—l + Gn,k—? + .. (673)
Axo HacTaBMMO OBaj MOCTYINAK W MCKOPHUCTUMO YHieHuIly 1a je By, = 0, 3a r < 0 gobujamo:
k
Bug =Y Gni. (6.74)
i=0
Cnenn:
n+1 n+1
B, n+l = Z Gn i = Z n+ 1)3bn+1,i - P(n)bn,z - n3bn—1,i)
=0
n+1 n+1 n+1
= (n+ 1)3 Z bn+17i - P(n) Z bmi - n3 Z bn—l,i (675)
i=0 i=0 i=0
n+1 n nll
=(n+1)* Z bnt1, — P(n) Z bn,i — n? Z bp—1,i-
i=0 i=0 i=0
[Torrro je bn7n+1 = 0, bn717n+1 = 0, bnfl,n = 0,
Bunt1 = (n+1)%bpi1 — P(n)by, — nby_1. (6.76)
Ay nomro je By, =0, 3a r > n umamo:
(n+1)3b,41 — P(n)by, —n3by_y =0 (6.77)
Opasne cienu ja by, 33710BO/baBA, PEKYDPEHTHY PEJIAIH]Y . U
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Jlema 6.8 Ilomrro a, u b, 3310B0/baBa]y PEKYPEHTHY PEJIAIA]Y
n3u, — (n— 1)3un_2 = P(n)up—1,m > 2
e je P(n) = 34n3 — 51n? + 27n — 5 ciemn

6

anbp—1 — ap—1b, = -3
n

Hoka3z: [lomrro je y mpeTxomHo] JJeMu ITOKA3aHO 1A dy, 1 b, 330B0/baBAJy PEKYPEHTHY PEJIAIH]Y
MOXKEMO Y By YBPCTUTHU Gy U by, Tajsa j1obujamo

n3ay + (n —1)%an_9 = P(n)an_1, (6.78)
% + (n = 1)%by—p = P(n)bp_1, (6.79)
Ako momuouUMO jemuaauny 6.78 ca b, 1 u jennaumny 6.79 ca a,_1 ¥ OAy3MeMO HX, JOOH]aMO:
13 (anbn—1 — bpan_1) = —(n — 1) (an_2bp_1 — bp_2a,_1). (6.80)
n—1)3
anbp—1 — bpan_1 = (n3)(an1bn2 - bnflan72)

(n—1)°(n—2)°

= n3 (n — 1)3(an72bn73 - an73bn72)

U b -
= T(an,(n,l) n—n — Un—n nf(nfl))

1
= ﬁ(albo - a0b1)

1

nd

W3 nedurnnmje umamo 1a je ap = 6, bg = 1, ag = 0, by = 5 ma je a1bg — agby = 6. Omasne
ciieiu

6

anbn_l — an_lbn = ﬁ (6.82)
(]
Jlema 6.9 Axo
Cnk = —+ Tk <n
otz emt () ()
Tajga cn ) — ((3) 32 n — oo yuudopmuo y k.
Joxkaz:
ek = CO3) = |— = D oy S —| + | D |-
m=n+1 m m=1 2m3 (77711) (nmm) m=n+1 m m=1 2m3 (:’L) (nmm)
(6.83)
oo je > 07, # KOHBEPTEHTHO, CJIeJH Jia 3a gato € > 0, Vn > N,
=1
Y o —l<e (6.84)
m=n+1




Jape cuemm

Zk: -yt | __n 1 1 . (6.85)
= = = <€V > — .
“=2m3()) ("™ T 2n(n+1) T 2n(n+1)  2(n+ 1) 2n €
Heka je Ny = 26, npu uemy je N = max(Ny, No). Tama 3a n > N umamo
len e — C(3)] < 26+ € = 3e. (6.86)

IlomTo je oBa KOHBEpreHIMja HE3ABHCHA 0/, k, KOHBEPIeHIH]a, je YHH(MOPMHA. L.
ITocaeauna 6.9.1

Qn

— ((3),n — oo.

bn,

JIoka3: AKO MCKOPHCTUMO YUECHHUILY A CY G = Y p_y b kCnk, bn = D p_y bpp U uumemHny

Ja Ty oy Ynk € R 1 yp p — L ako N — oo(yuudopMuo y n) tama:

n
Zk:l wn,kyn,k

- — L,n — oo. (6.87)
k=1 Tn k
Hobujamo ma
Zi 5 ¢(3),n — oo, (6.88)
O

Jlema 6.10 Ako je anbp—1 — an_1bp, = %, TaIA:

Qn
CB) == Z 3
bn = kbR
Hoxkaz: Nmamo na je
an  QAp—1 6
- = . 6.89
by, bn—1 n3bnbn71 ( )
Hexa ((3) — 3% = z,, Tama je
An+1  Qp 6
n—Tpp] = —— — = ————————————, 6.90
o L T by (n+ 1)3bns1bn (6.90)
Caenn
an 6
- Tpa1. 91
4(3) bn (1’L + 1)3bn+1bn T a1 (6 ! )
AKo HacTaBUMO 0Baj MOCTYIIAK JI0OK]aMO
(3) - o 0 + 0 - 0 -
- —= Trtn
by (TL + 1)3bn+1bn (’I’L + 2)3bn+2bn+l (TL + m)gbn+mbn+mfl *
m 6 (6.92)
= > + Tnsm
3
k=n-+1 kbrbr—1
Cana, 3a ((3) — ¢= — 0 Kaga n — 0O UMaMo Jia je
an ad 6
(B) == > (6.93)
bn| S, Kobibr—1
O
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Teopema 6.11 Axo je gar peasan 6poj w K aKo Cy AaTH Uead OpOjeBr P, U ¢ TAKBH I3 je 3a,
IIPOU3BOJHHO £ > 0:
0 < |wgn —pn| <ce€ (6.94)

TAJIA je W UPAIMOHAJIHO.

Joxka3: IIpernocTaBuMo Jia je w panmoHAJHO, TaJa TOCToje a W b Koju cy TakBW Jia je w = .
Taja umamo 1a je:
a
0< ‘gqn . pn‘ <e (6.95)

MHuoxemewm ca |b| pobujamo:
0 < |agn — pnl| < €b] (6.96)

IMomro je & npousBosbHO, MOXKeMO ra opabparu pako aa saxu |b| < 1. Tlomro cy a,b, g, u gy
nesid 6pOjeBu U Baxku |aq, — pp| > 0, Taga je |ag, — pp| > 1, mIT0 je KOHTpa UKIH]a. O

Teopema 6.12 ((3) je upanuoHaJIHO.

Hoka3z: Jlema 6.10 naje pemamnmujy:

an, 6
€B) =57 > T (6.97)
k=n+1
Hasme cnemn
0<¢(3)— —= i 6
N
. - (6.98)
1 6 1
< 5 < T
M k=n+1 n
rie je T = 6¢(3). YKOJIUKO TIOMHOXKHUMO €4 by, *MaMO
T

ITomrro 3HaMO M2 MMaHUIIALL A, OEJIA df’l, rie je dp, = NZS(1,2,...,n), a, MOXKEMO 3aIUCATH KAO

ap = bn U TpQn = df’m TIe CY Pn, Gn, Ty Teau 6pojesu. Cama 6.98 mocTaje

dn

DPnTn T

0<b,((3) — —(—< —.

" a3 by,

Kana nmogenumo cse ca di Jo0mjamMo
Td3
0 < d3b,C(3) — ppin < ; . (6.100)
n

U3 6.3.1 mmamo ma je d> < 27" u d,, je meo 6poj, cama mejemnaxoct 6.100 mocTaje

727"
by

0<X,((3)—Y, <
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. . n .
rae cy X, u Y, nemu 6pojesu. Kopucrehu yumenuny na je b, > 27%, 3a n > 2, Koja ce MOXKe
MOKA3ATH MATEMATHIKOM WHIYKIIHjOM, TPETX0/HA HEJETHAKOCT CE CaJia MOXKEe 3aIUCATH

T27"n3

0<X,((3)—-Y, < “ogn

IIITO 33 JIOBOJHHO BEJIMKO N J1aje

0< X,((3) =Y, <e

U3 Teopeme 6.11 caenn na je ¢(3) mpammonanan 6poj. O
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6.2 Ojnep-MackepoHujeBa KOHCTAaHTA

Ojnep-MackeponujeBa KOHCTaHTa, Y je HepUHUCAHA JIUMECOM

L
v = lim (Z T ln(n)> = 0,5772156649... (6.101)

Jpyrum peunma 7y Mepu 3a KOJHMKO CE TapIlrjajHe CyMe XapMOHUjCKUX HU30BA PA3JIMKY]y O/
JIoTapuTaMCcKe (DYHKIHje, Tj OJ, MHTErpaja KOjU MPEACTABba AMPOKCHMAIM]Y JIOTAPUTAMCKE
dbynkumje [5]. Jomr yBek Huje HO3HATO Ja JIM je 7y MPAIMOHAJAH, & KAMOJM Ja JU je TpaH-
criegenTan 6poj. Ilpupona 6poja v mpencras/ba jeqHy o HajBehnx MaTeMATHIKHX MHCTEPH]A.
TTozuaTu enrneckn maremaruyap 1. X. Xapan je yak moryamo ¢Bojy nosunujy Ha Okcdopackom
VHHABEp3UTETy OHJI0 KOMe, KO YCIIe Jia MOKaXKe Ja je -y mpammonajan 0poj. Bpoj v je npsu y
meremaTuky yBeo Ojaep tpumecetux rogwna 18. Bexa y pajy mom HazwBoM ,,OmicepBarmje xap-
MOHUJCKHX P€JIOBa” KOjU je TOKOM TI'OJIMHA IPUKa3aH y Buille nybsukanuja. ¥ csoMm pajy Ojsep
je ToKa3ao Jia, JIUMecC:

lim (14 % + ...+ % —In(n)) (6.102)

n—oo

moCTOju U 03Ha4Ino Ta je ca C, u ofpeano ta je jo mecte germumadte C' = 0,577218. Mackeporn
ce HaoBe3ao Ha OjiepoB paj U MOCBETHO Ce MCIUTUBAKY (DYHKIUjE f Mdﬁ, KOjy je Ha3Bao
XUTIepJIOTapuTaMcka (pyHximja. Y CBOM pajy OAPEIUO KOHCTAHTY 7y HA 32 HCIMMAJIHA, MECTA.
Kacuuje my je I'ayc mponarmao rpemnky ua 29. menmvanu. Jlanac ce y3 nmomoli KoMIjyTepa MoxKe
onpeautu Buiie o1 7000 mudapa kouncranre v [20].

Y Teopuju 6pojeBa MOCTOJU MHOIITBO MPUMEpPa y KOJUMA Ce IOjaB/byje KOHCTAHTA Y Kao
pettieme npobsema. OBu ipobiieMu ce yriiaBHOM OaBe aCHMIITOTCKUM ampoKCuMaIinjaMa (hyHKITHja
KOje mMajy IpHMeHy y Teopuju bpojesa.

6.3 KaramanoBa koucranta GG

Karamanosa koHCcTaHTa, KOja HOcH 03HaKy (G, HA3BaHA je MO Maremarudapy Jyuuny Yapscy
Karamany, nako ce mpBuM BaXXKHUM UCTPAKUBAILUMA KOja Cy BE3aHA 3& OBY KOHCTAHTY OaBHUO
Ilejmc Lmajumep. Hemosuaro je na Jyin je G upalnuoHAJAH WX TPaHCIEAeHTaH 6poj, uako ce
cyMmba Ja jecre. OBa KOHCTAHTA CE YECTO MOjaBJbYje Y KOMOMHATOPUIIA W Y W3BOIUMA TIOJIUTAMA,
bynkimmje®. Karananosa KoHcTanTa ce jeduHnie Kao:

< (=1 1 1 1 1 1

G:ﬂ(2):nz:%(2n+1) TopEtm Tt (6.103)

e je O JlupuxmeoBa Gera dyukmumja . Yobudajeno je ma ce JlmpuximeoBa Gera dyHKIHT)jA
JeduHAIIE ce KAo:

X (-D®*H 1 111
b4 — 104
; 2k—1 TR TR TR Far (6.104)

rie je Re(s) > 0. Opa KOHCTaHTa MMa MPUMEHY y TOMOJIOTHjH, Tjie je jeaHaka 1/4 zampemune

HJIeAJIHOT XuIepOOIMYKOr OKTaxXeapoHat,

KOMOMHATOPUIIM U CTATUCTUYIKO] Mexauuiu. llopes
TOTa OBa, KOHCTAHTA C€ jaB/ha WM y TeopHuju OpojeBa, a MojaBibyje ce W y KaJKyJIalnjaMa MaceHe

JIUCTPUOYIYje COUPATHAX TAJIAKCH]A.

}Monurama dbymxmmja pesa m je bynkuuja KoMIIeKcHIX Gpojera Koja je nedunucana xao (m + 1)-Bu usnosm
jorapuTMa rama QyHkImje.

4Xunep6osmuku oKTaxenpoH je xuiepbomuka Bepauja EyK/mickor okraxeapoHa, KOju je ClenjasaH Cy4aj
ACTPOMIAJIHOT EeJIMIICOVIA KO KoTa je a = b =c = 1.
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7 3akipyvak

Cse MaTeMaTHUYKe KOHCTAHTE KOje Cy NMPUKA3aHe ¥ PAJly UMA]y KIJbYUHY YJIOTY V OIUCY IPUPOJ-
HUX HOjaBa. n y peniaBamkby KOMIIJICKCHUX MATEMATHYIKUX MTPOPAYIyHA. MHOI‘I/I MaTeMaTu4dapu Cy
X OTPKHUBAJHU IOCTENEHO MOKYyIaBajyhu Jjia peiie npobjieMe KaAKO MATEMATHYKE, TAKO U KUB-
OTHE.

Koncranra 7 ce maremaruyapuMa HAMETHYJIA MPEBACXO/HO ITPUIUKOM H3yUaBaHa KPYTa.
Meuoru cy naJm €cBOje ampoKCHMAalldje OBOr TpaHcieaeHTHOr Opoja. Koncramrty e, Koja ce mo-
jaBipyje y pasHuM 3akKoHHMa (u3uKe, je oTKpuo beprynu mokymasajyhu na o 6amke n3Byde
HajOosBy 3apajy Ha opoueHy mTeamy. OBo je OMO jesaH O MPBUX MOKA3aTe/ha 3HATA]A MATEM-
ATUYKUX KOHCTAHTH y JbyJICKOM KuBOTy. Heku ayropm cmarpajy ja cy Hacrajie ca HACTAHKOM
YHUBEP3yMa, Jia, Cy OAyBeK O6umie Ty u ja he yBek u 6uTH Ty, a Ja je Ha HAMA JIa UX OTKPHjEMO.

Y oBoM pajiy cy IpHKa3aHe caMO HeKe 0Ji MHOrOODOjHMX KOHCTAHTH, KOjeé MMajy OIPOMHY
npuMeny. llpukazanu cy HauMHM BUXOBOr OTKpuha M pas3HW ajroputTmu, momnyT TejiaopoBor
pa3Boja u BepMKHUX pa3aoMaka, nomohy kojux nx je moryhe oapemuru. Komcranre cy yriapaom
APAIMOHAJIHA TPAHCIEIEHTHH 6POjeBr, Tj. UMajy OEeCKOHAYHO MHOro Iudapa, Te je J10 HbHUXOBE
npase BpejHocTn Hemoryhe jiohu. J/lanac nocroje pa3Hu KOMILYyTEPCKH [IPOIPAMH KOjU OMOLY-
hasajy smako u 6p3o ojipehuBame OBUX KOHCTAHTH Ca BeJUKUM OpojeM mudapa. Y OBOM paiy
Cy IPHMKA3aHU JOKA3W O MPAIMOHAJIHOCTU U TPAHCIEACHTHOCTH 33 HEKE KOHCTAHTE IIOIYT KOH-
CTAHTH € U T, & 33 HeKe KOHCTAHTe Kao mTO je KaTaJaHOBa KOHCTAHTA HPAITMOHAJIHOCT jOIIT YBEK
Huje jgokazaHa. [lopes MaTeMaTHIKUX JI0KA3a y pajy je TpUKA3aHa U (bUXOBA TPUMEHA Y OIUCY
bUBMIKUX 3aKOHA, TIOTYT 3aKOHA PAIMOAKTUBHOT pacmana u FbyrHosor 3akona xaahema.
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