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Naslov master rada:

RAZLICITI PRISTUPI ZA RESAVANJE KOSIJEVIH PROBLEMA OBICNIH DIFE-
RENCIJALNIH JEDNACINA

Sazetak:

Diferencijalne jednacine su jedna od najprimenjenijih grana matematike. Mnoge od njih
se ne mogu reSiti analiticki ili je njihovo resavanje veoma teSko, stoga su neophodne
alternativne metode kojima se moze ispitati postojanje i jedinstvenost reSenja, skicirati
grafik reSenja ili odrediti njihovo priblizno reSenje. U ovom radu ¢e biti posmatrani razlic¢iti
pristupi u reSavanju Kogijevih problema obi¢nih diferencijalnih jednacina, uglavnom prvog
reda, mada se veéina metoda o kojima ¢e biti re¢i moze koristiti i za jednacine viseg reda,

kao i za sisteme diferencijalnih jednacina.

U radu ¢e najpre biti objasnjeni osnovni pojmovi vezani za diferencijalne jednac¢ine. Nakon
toga ¢e biti formulisani osnovni pojmovi i teoreme kvalitativne analize, na osnovu kojih ¢e
biti ispitana egzistencija i jedinstvenost reSenja, ali i biti reSeno nekoliko primera Kosijevih
problema. Zatim ¢e na nekoliko primera biti ilustrovan znacaj geometrijskog pristupa, gde
se skiciranjem polja pravaca moze, u nekim sluc¢ajevima, sasvim dobro proceniti izgled
integralne krive, odnosno skicirati grafik resenja. Najveéi deo rada je posveéen aproksi-
mativnim metodama, koje se u praksi najcesce i koriste. Prvo ¢e biti obradene analiticke
aproksimativne metode i to: Pikarova metoda, Tejlorova metoda i metoda stepenih redo-
va. Ovim metodama dobijamo priblizna, a u nekim slu¢ajevima i ta¢na reSenja Kogijevih
problema. Medutim, zbog njihove nepogodnosti za realizaciju na rac¢unaru, prednost se
uglavnom daje numerickim metodama. Prva numericka metoda koju ¢emo ovde opisati
je Ojlerova metoda, koja je najstarija i najjednostavnija numericka metoda za reSavanje
Kosijevih problema. Nakon toga bi¢e opisane metode tipa Runge-Kuta, koje su zapravo
generalizacija Ojlerove metode i koje su nesto efikasnije. Bi¢e obradene i metode konac¢nih
razlika, koje su najefikasnije od pomenutih. Na kraju ¢e biti reci i o stabilnosti navede-
nih numerickih metoda. Sve opisane metode bi¢e proprac¢ene odgovarajué¢im primerima i
ilustracijama, a neki primeri Kosijevih problema bice reSeni razli¢itim metoda, da bi na

njima bila uporedena njihova efikasnost.

Kljuéne reci:

diferencijalne jednacine, Kosijev problem, analiticke metode, numericke metode
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Title:

DIFFERENT APPROACHES FOR SOLVING INITIAL VALUE PROBLEMS OF OR-
DINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS

Summary:

Differential equations are one of the most applicable fields of mathematics. Many of them
cannot be solved analytically, or their solution is very difficult to get, therefore alternative
methods are needed, which could be used to determine existance and uniqueness of the
solution, to sketch the graph of the solution or to find the approximate solution. In this
thesis, we will observe different approaches for solving initial value problems of ordinary
differential equations, mostly of first order, although most of the methods discussed in
this thesis can be used for higher order differential equations and systems of differential

equations.

At the beginning of this thesis we will explain basic notions of differential equations.
After that we will formulate basic notions and theorems of qualitative analysis and use
them to determine the existance and uniqueness of solutions, and also to solve several
examples of initial value problems. Then, through several examples we will ilustrate the
significance of the geometric approach, where by sketching the slope field we can, in
some cases, very well assess the integral curve, or sketch the graph of the solution. The
largest part of this thesis will be dedicated to approximative methods, which are the most
comonly used in practice. First we will describe analytical approximative methods, such
are Picard’s method, Taylor’s method and power series method. These methods give us
approximate, and in some cases exact solutions. However, because they are unsuited for
computer calculation, advantage is mostly given to numerical methods. First numerical
method described here is Euler’s method, which is the oldest and the simplest numerical
method for solving initial value problems. Then we will move on to Runge-Kutta methods,
wich are a generalization of Euler’s method, and are somewhat more efficient. After that we
will describe finite diffrences methods, the most efficient methods of the ones mentioned.
Lastly, we will discuss the stability of these numerical methods. All described methods
will be accompanied by adequate examples and illustrations, and some examples of initial

value problems will be solved by different methods, in order to compare their effectiveness.

Key words:

differential equations, initial value problems, analytical methods, numerical methods
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1 Uvod

Diferencijalne jednacine su jedna od grana matematike sa najSirom primenom koja se
ogleda u gotovo svim sferama svakodnevnog zivota. Mnoge diferencijalne jednacine se ne
mogu resiti analiticki, stoga se javila potreba da se odredi priblizno reSenje ili priblizno
skicira grafik reSenja. Cak i kada se mogu resiti analiticki, mogu imati reenje u obliku
koje je toliko racunski zahtevno da se i u tom slucaju pribegava ra¢unanju pribliznog
reSenja. U ovom radu ¢e biti posmatrani razli¢iti pristupi u reSavanju Kosijevih problema:
analiticki, geometrijski, kvalitativnom i numerickom analizom. Pre toga, uvedimo neke

osnovne pojmove. Sledeée definicije mogu se naci u |1, 2|.

Definicija 1.1. Neka je D C R, D otvoren skup i neka je data funkcija f : D — R.

Jednacina:
F(z, 9,9, ...;y™) =0, (1.1)

gde je y = y(x) nepoznata funkcija i u kojoj figurise bar jedan izvod nepoznate funkcije v,
jeste obi¢na diferencijalna jednacina. Red diferencijalne jednacine odreden je redom

najviseg izvoda nepoznate funkcije koji se u njoj pojavljuje.

[ako se neke od metoda o kojima ¢e biti re¢i u ovom radu mogu primeniti i na diferencijalne
jednacine viseg reda, kao i na sisteme diferencijalnih jednacina, ovde éemo se uglavnom

baviti diferencijalnim jednacinama prvog reda, a mozemo ih videti u dva oblika:

e opsti oblik diferencijalne jednacine prvog reda

F(z,y,y') = 0; (1.2)

e normalni oblik diferencijalne jednacine prvog reda

y' = flz,y). (1.3)

Definicija 1.2. Funkcija y = p(x) jeste reSenje diferencijalne jednacine (1.3) na in-
tervalu (a, b) ako je diferencijabilna na (a, b) i zadovoljava jedna¢inu (1.3) na tom intervalu.

Kriva u ravni zOy koja je grafik reSenja jednacine (1.3) jeste njena integralna kriva.
Definicija 1.3. Neka su S i T otvoreni intervali u R. Familija funkcija

y = ¢(z,c),

gde je ¢ € C C R, jeste opSte reSenje diferencijalne jednacine (1.3) u oblasti S x T ako
za svaku tacku (xg,y0) € S X T postoji jedinstveno ¢q € C takvo da je y = ¢(x, ¢g) reSenje

diferencijalne jedna¢ine (1.3) koje zadovoljava uslov y(zg) = yo.

Definicija 1.4. Partikularno reSenje diferencijalne jednacine (1.3) jeste njeno reSenje

koje se dobija iz opsteg reSenja za neku fiksiranu (dopustivu) vrednost parametra c.

1



Definicija 1.5. Resenje diferencijalne jednacine (1.3) je singularno reSenje ako je na-
rusena jedinstvenost resenja u svakoj njegovoj tacki. Singularna tacka je tacka u kojoj

je narusSena jedinstvenost reSenja.

Definicija 1.6. Kosijev problem (zadatak)

y = f(z,y),

y(zo) = wo
predstavlja zadatak u kojem treba odrediti ono reSenje diferencijalne jednacine (1.3) koje
zadovoljava uslov y(zg) = yo. Odnosno, naéi integralnu krivu koja prolazi kroz tacku
(70, Yo)-

Primer 1.1. Jednacina
Y =2y
je jedna diferencijalna jednacina prvog reda u normalnom obliku. Ako njoj pridodamo i

uslov da njeno reSenje prolazi kroz zadatu tacku, recimo (1,0), dobijamo Kosijev problem
Yy =2y,

y(1) =0.
Ovde vidimo da imamo trivijalno reSenje, y(x) = 0. Ono zadovoljava i diferencijalnu

jednacinu i uslov. Treba videti da li postoji joS neko reSenje, stoga reSavamo jednacinu:

Y = 2\/y,

t.

Kada integralimo obe strane, dobijamo

y1/2
m =2x+c, c € R,
odnosno
y1/2 =T+, €= 0/27

y(@) = (z + 1),
Sto je opSte reSenje ove diferencijalne jednacine, uz uslov da x mora biti vece ili jednako
—c1, jer y/? mora biti nenegativno. Ubacivanjem koordinata tacke (1,0) umesto z i y
dobijamo da je 0 = (1 + ¢1)?, stoga je ¢; = —1. Zamenom ove vrednosti umesto c¢; u opste

reSenje, dobijamo jedno partikularno resenje
y(x) = (IL‘ - 1)27 x> 17

koje je resenje ovog Kosijevog problema. Resenje y(x) = 0, koje smo uocili na pocetku je

takode Kosijevo resenje, te zakljucujemo da posmatrani Kosijev problem nema jedinstveno



reSenje. Posmatrano reSenje je i singularno reSenje diferencijalne jednacine, jer je narusena
jedinstvenost reSenja u svakoj njegovoj tacki. Naime, posmatrajmo proizvoljnu tacku (zg, 0)
integralne krive y(z) = 0. Ako zamenimo njene koordinate u opste reSenje, dobijamo da
je 0 = (zg — ¢)?, odakle sledi da je ¢ = zg, pa kroz tacku (xg,0) integralne krive y(x) = 0
prolazi integralna kriva y(z) = (x — z¢)?, gde je z > =z, ¢ime je naruSena jedinstvenost
reSenja u tacki (xg,0) integralne krive y(x) = 0. Osim toga, svaku od integralnih krivih iz
opsteg resenja mozemo lepljenjem produziti sa leve strane duz prave y(z) = 0, pa tako kroz

tacku (g, 0) prolazi beskona¢no mnogo integralnih krivih ove diferencijalne jednacine.

-2

Slika 1.1: Singularno i partikularno reSenje jednacine 3’ = 2,/y

Na slici 1.1 prikazano je singularno reSenje, prava y(z) = 0, kao i jedno od partikularnih

reSenja ovog Kosijevog problema, kriva y(z) = (z — 1)%, = > 1.



2 Kvalitativna analiza

Posmatrajmo sledeé¢i Kogijev problem:

y = f(x,y),
y(z0) = Yo-

Za reSavanje ovog problema znacajna su nam sledeca tri pitanja:
e Egzistencija reSenja: da li postoji reSenje Kosijevog problema?
e Jedinstvenost reSenja: ako reSenje postoji, da li je jedinstveno?
e Interval egzistencije: na kom maksimalnom intervalu je definisano resenje?

U potrazi za odgovorima na ova pitanja pomoc¢i ¢e nam sledec¢a tvrdenja, koja su preuzeta
iz 1, 3].

Lema 2.1. (O ekvivalenciji) Neka je funkcija f definisana na otvorenom skupu D, gde je
D C R? i neka (xg,y0) € D. Funkcija y = p(z), gde je ¢ € C'(a,b), jeste resenje Kogijevog
problema ako i samo ako je funkcija y = ¢(z), gde je ¢ € C(a,b), resenje integralne
jednacine

y(@) = o + / " f(t (). (2.2)

Neka je G otvoren skup i (zg, ) € G proizvoljna tacka. Tada postoje a,b > 0 takvi da je
P ={(z,y) € R*: |z —zo| < a,]ly —y| <b} CG.

Teorema 2.1. (Peanova teorema) Neka je f € C(P). Tada za svako (zg,y) € P,
postoji reSenje y = ¢(x) Kosijevog problema (2.1) koje je definisano u nekoj okolini tacke

ZIg.

Definicija 2.1. Neka je f : D — R, D C R?. Funkcija f zadovoljava Lipgicov uslov na D
u odnosu na promenljivu y ako postoji konstanta L > 0 takva da za sve (z, 1), (x,y2) € D
vazi

’f(xayl) - f(xayQ)’ <L- |y1 - y2|'
Tada pisemo f € Lip(D; L).

Teorema 2.2. Neka su f, f, € C'(D). Tada funkcija f zadovoljava Lipsicov uslov u odnosu

na promenljivu y na svakom konveksnom kompaktu u D.

Teorema 2.3. (Pikarova teorema) Neka je f € C(P) i neka je f LipSicova u odnosu
na y, tj. f € Lip(P; L). Tada za svako (xg,%0) € P postoji jedinstveno resenje Kosijevog
problema (2.1) na intervalu I = [xq — h, 29 + h], gde je 0 < h < min {a, &, +},

MO L
M = max z,Y)|.
(32D | f (2, y)]



Dokaz: Posmatrajmo ovakav prostor:
Xn={y € Clxg— h,zo+ h] : |z — x| < h, |y(x) — y(zo)| < b};

d(y1,y2) = max [y (x) — y2(2)]5 y1,y2 € Xp.
z€[zo—h,z0+h]

Prostor (X, d) je kompletan metricki prostor, jer je X zatvoren podskup kompletnog
metrickog prostora neprekidnih funkcija na intervalu [zg — h, 2o + h|. Definisimo operator

A: X, — X},. Za svako y iz skupa X, i svako z iz intervala [xg — h,xo + h] :

A(y)(@) == yo + / " Fty(t)dt

Za svako y iz X}, sledi da i A(y) pripada X}, jer je za svako x €

[A()(2) = ol =

/ xf(t,y(t))dt' < [\t vy < Mz ) < an <,

iz ¢ega sledi da A(y) pripada X,. Za Yy, 9. € X}, :

z€[zo—h,xo+h]

A(AG), Ays)) =  max / " F(t () de / xf(t,yz(t))dt‘

= e (f(t,yl(t))—f(t,yz(t)))dt'

z€lro—h,z0+h] | J

x€[xo—h,xo+h]

< max /zlf(t,yl(t))—f(t,yz(t))|dt‘

<m0 -

z€[zo—h.o+h] | J 4,

<L-h- max |y(t) — y2(t)]
z€[xo—h,z0+h]

=L -h- d(yl,yz) =q- d(y1,yz)~

Kako je ¢ = L - h < 1, preslikavanje A je kontrakcija, pa po Banahovoj teoremi o fiksnoj
tacki sledi da postoji ta¢no jedna fiksna tacka tog preslikavanja. Ta tacka je jedino reSenje
integralne jednacine (2.2), pa na osnovu Leme o ekvivalenciji sledi da je to i jedinstveno
reSenje Kosijevog problema (2.1). Ipak, nije o¢igledno da je svako resenje Kosijevog proble-
ma (2.1) koje je definisano na [zq — h, g + h] sadrzano u (yo — b, yo + b). Neka je y; reSenje
Kosijevog problema (2.1) koje je definisano na [xq — h, z¢ + h]. Pretpostavimo da ne vazi
y1 € (Yo — b, yo + b) za svako x (bez umanjenja opStosti pretpostavicemo da to ne vazi za
neko x € (zg,xo + h)). Neka je x1 € (xg,zo + h) prvi trenutak takav da y;(z1) ne pripada
(yo—b, yo+0b). Kako veé znamo da je y = y(z) jedinstveno resenje Kogijevog problema (2.1),
takvo da x € [xg — h,xo + h], y € (yo — b, yo + b), to je y(z) = y1(z), za svako = € [z, x1],
a iz neprekidnosti reSenja sledi da je y;(z1) = y(z1) = yo + b (ili je jednako yo — b, ali bez
naruSavanja opstosti mozemo uzeti yo+0b). Medutim, kako y(x;) € (yo—b, yo+b), dolazimo

do kontradikcije.

Posmatrajmo sada neke primere KoSijevih problema, jer Zelimo da koris¢enjem navedenih

teorema dodemo do odgovora na pitanje egzistencije i jedinstvenosti reSenja.
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Primer 2.1. Neka je dat KoSijev problem
y =lyl,

y(1) = 0.
Funkcija y(x) = 0 je ocigledno reSenje, pa moZemo proveriti da i je funkcija f lokalno

LipSicova u odnosu na promenljivu y:

|f($7y2) - f(xayl)’ <L- ’yQ _y1’

lyo| = lsnll < L~ [y = vl

Sto vazi za L = 1 za svako yi,y» € R, stoga funkcija f(z,y) = |y| zadovoljava Lipsicov
uslov u odnosu na promenljivu y, a kako je i neprekidna, na osnovu Pikarove teoreme sledi

da ovaj Kosijev problem ima jedinstveno resenje.

Primer 2.2. Neka je dat KoSijev problem

Ponovo imamo y(z) = 0 kao oc¢igledno resenje, pa proveravamo da li je jedinstveno:

2> —1*| < L+ |y — w1l

tj. da li postoji L > 0 takvo da
|y2 + y1| < L;

Sto ¢e vaziti u okolini tacke (1,0), recimo na pravougaoniku [0, 2] x [-1, 1], za L = 2. Prema
tome, na osnovu Pikarove teoreme, postoji jedinstveno resenje ovog Kosijevog problema.
Mozemo pokazati da funkcija f(z,y) = y? lokalno zadovoljava Lipgicov uslov po y i na
drugi nacin, tako $to ¢emo na¢i njen parcijalni izvod po promenljivoj y, f,(z,y) = 2y,
i videti da su i on i funkcija f neprekidni u R2, pa na osnovu teoreme 2.2. ta funkcija
zadovoljava Lipsicov uslov u odnosu na promenljivu y na svakom konveksnom kompaktu
u R2.

Primer 2.3. Neka je dat KoSijev problem

/

Y =3y§,

y(1) = 0.
I ovde imamo trivijalno resenje y(x) = 0, medutim, ovde ne mozemo da dokazemo da
funkcija f(x,y) = By% zadovoljava LipSicov uslov u odnosu na promenljivu y u okolini tacke
(1,0). Ako to pokusamo da uradimo po definiciji, treba da postoji pozitivna konstanta L

tako da vazi nejednakost
2/3 2/3
362" = 3| < Lo — .

6



a ovde ne mozemo naci takvo L koje bi obezbedilo da nejednakost vazi u nekoj okolini

tacke (1,0). Takode, parcijalni izvod funkcije f po y
’ 2
2/3 _ =
tezi beskonacnosti kada y — 0, stoga nije neprekidan u y = 0, pa ne mozemo iskoristiti

teoremu 2.2. te ¢emo jednacinu resSiti analiticki:

y(z)=(z+c) ceR

Za (z,y) = (1,0), ¢ = —1, te dobijamo partikularno resenje

y(x) = (.CL‘ - 1)37

koje zadovoljava pocetni uslov. Zaklju¢ujemo da posmatrani KoSijev problem ima vise
reSenja. Uzmimo sada proizvoljnu tacku (z¢,0) na pravoj y(z) = 0. Ako koordinate te
tacke zamenimo u opste resenje, imamo da je 0 = (z+c), odnosno ¢ = —x, pa kroz tacku

(x0,0) prolazi i integralna kriva partikularnog resenja y(z) = (z — xo)>.

Slika 2.1: Singularno i partikularna resenja diferencijalne jednad¢ine 3y’ = 3y§

Na slici 2.1 prikazano je singularno reSenje y(x) =0, kao i partikularna reSenja
y(z) = (z+ 1) y(z) = 2% i y(z) = (x — 1)*. Sli¢no kao u primeru 1.1. od svake integralne
krive iz opSteg reSenja lepljenjem mozemo praviti beskona¢no mnogo novih integralnih kri-

vih. Prema tome, reSenje y(x) = 0 nije jedinstveno, ve¢ jedno singularno resenje Kosijevog
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problema, jer kroz svaku njegovu tacku prolazi beskona¢no mnogo razli¢itih integralnih

krivih. Na primer, kroz tacku (1,0) prolazi integralna kriva resenja y(z) = (z — 1)3, ali i

y(x):{ (z—1)° ,z<1

integralna kriva reSenja

0 , x> 1,
kao i
x3 ,x <0
y(x) =4 0 ,x € (0,1)

(x—1)2 ,z>1
i sva tri reSenja zadovoljavaju uslov y(1) = 0. Jasno je da na taj na¢in mozemo ,napraviti”
beskona¢no mnogo reSenja ¢ije integralne krive prolaze kroz istu tacku, tj. posmatrani

Kosijev problem ima beskona¢no mnogo resenja.



3 Geometrijski pristup

U nekim slucajevima kada je diferencijalnu jednacinu tesko reSiti analiticki, moZzemo kori-
stiti i geometrijski pristup. Recimo da imamo diferencijalnu jedna¢inu prvog reda zadatu
u normalnom obliku
y' = f(=zy).

Primetimo da je vrednost funkcije f(xo, v0) = ¥/ (o) nagib tangente integralne krive u tacki
(z0,Y0). Uredenu trojku (zo, yo, f(xo, yo)) nazivamo linijski element i predstavljamo ga
na crtezu kao mali deo tangente krive reSenja u tacki (xg,yo). Duzi koje predstavljaju
linijske elemente ne mogu da se seku, jer je nagib tangente u svakoj tacki jedinstveno
odreden. Skup svih linijskih elemenata zovemo polje pravaca. Krivu na kojoj svi linijski
elementi imaju isti nagib zovemo izoklina. Na crtezu sa dovoljno linijskih elemenata, u
nekim slucajevima, mozemo sasvim dobro proceniti izgled integralne krive i na osnovu

toga skicirati integralnu krivu reSenja jednacine, odnosno Kosijevog problema.

Slike sa poljima pravaca u ovom poglavlju izradene su u GeoGebri, u programu [4]. O
primeni ovog softvera u skiciranju polja pravaca i reSavanju diferencijalnih jednacina ge-

neralno moze se procitati ovde [5, 6.

Primer 3.1. Neka je data diferencijalna jednacina

y ==
y

Jednacine izoklina ¢e u ovom slucaju biti % = ¢, c € R. Fiksiranjem parametra ¢ dobijamo
geometrijska mesta tac¢aka (u ovom sluc¢aju prave) u kojima polje pravaca ima datu vred-
nost: ¢=0,2=0; c=1,y=2;, c=—-1,y=—x;, c—oo, y—0; c=2, yzéx;

c=—-2,9y= —%w.
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Slika 3.1: Polje pravaca za primer 3.1.

Sa slike 3.1 se na osnovu linijskih elemenata vidi da ¢e reSenja ove diferencijalne jednacine

2

biti hiperbole &ija je jednacina y?> — 22 = ¢, ¢ # 0 i poluprave y = £z, za x > 0i x < 0.
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Na slici su prikazane i integralne krive Kosijevih problema koje dobijamo ako posmatranoj
diferencijalnoj jedna¢ini dodamo pocetni uslov y(1) = 1, odnosno y(0) = 2. I zaista, ako

jednacinu resimo analiticki, vide¢emo da je skup reSenja:

y ==
Yy
/
yy =x
2 2
%:?—Fc, ceR
2

Ako je (z,y) = (1,1), onda je ¢; = 0, pa je reSenje poluprava y(z) = z, x > 0. Ako je
(z,y) = (0,2), onda je ¢; = —4, pa je reSenje kriva y(z) = vx? + 4. Vidimo na slici da obe

integralne krive prate linijske elemente.

Primer 3.2. Neka je data diferencijalna jednacina

—
Yy
Jednacine izoklina su —§ = ¢, ¢ € R. Fiksiranjem vrednosti parametra ¢ dobijamo:

c=0,z2=0, c=1ly=—-x c=-1,y=u; c:2,y:—%:1:; c:—2,y:%m;

c— o0, y—0.
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Slika 3.2: Polje pravaca za primer 3.2.

Na slici 3.2 linijski elementi daju obrise kruznica. Dakle, zaklju¢ujemo da ¢e integralne
krive biti polukruznice &je su jednadine y = £v/c — 22, ¢ € R*, §to se lako moZe pokazati
i analiticki, sli¢no kao u prethodnom primeru. Ako ovoj diferencijalnoj jednacini dodamo
pocetni uslov y(1) = 1, onda imamo da je ¢ = 2, pa je reSenje tog Kosijevog problema
polukruznica y(z) = /2 — 22, z € [—\/5, \/5] . Za pocetni uslov y(0) = —2, imamo da
je ¢ = 4, pa je reSenje polukruznica y(z) = —v4 — 22, = € [-2,2]. Kao i u prethodnom

primeru, vidimo da obe integralne krive prate linijske elemente.
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Primer 3.3. Neka je data diferencijalna jednacina
y =y -1

Jednadine izoklina su y?> — 1 = c. Fiksiranjem vrednosti parametra ¢ dobijamo:
c=0,y==+1; c=1,y=4v2;, ¢c=-1,y=0; c=2, y==+/3.

Za ¢ < —1 jednadina ¢ = y*> — 1 nema realnih reSenja. U sluc¢aju kada u funkciji f(zx,y)
figuriSe samo jedna promenljiva, ponekad je lakSe umesto zamene vrednosti za konstantu
¢, zameniti vrednosti za tu promenljivu, pa racunati c. Zamenom odredenih vrednosti za
y, vide¢emo koji nagib imaju integralne krive na odredenoj horizontalnoj pravoj, t;j.
y==x1,¢c=0;, y==£2, ¢c=3; y==24, c=15; y:i%, c:—%.
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mrorr Tt [ U I R L B |

Slika 3.3: Polje pravaca za primer 3.3.

Na slici 3.3 na osnovu linijskih elemenata zaklju¢ujemo da su u poluravnimay > liy < —1,
integralne krive rastuce funkcije, ¢ije su asimptote prave y = 11 y = —1 respektivno, koje
su i same reSenja. U delu izmedu te dve prave, integralne krive su opadajuce funkcije ¢ije su
asimptote iste prave. Znamo da nijedna integralna kriva ne preseca prave y =11y = —1,
jer je funkcija f(z,y) = y* — 1 lokalno Lipgicova u odnosu na y, pa na osnovu Pikarove
teoreme, kroz svaku tacku moze proéi samo jedno reSenje, te prave y = —1 i y = 1 moraju
biti asimptote (jer se integralne krive ne mogu ni seé¢i ni dodirivati). Na slici su prikazane

i integralne krive koje prolaze kroz tacke (0,0), (1,2) i (—1,—1).
Primer 3.4. Posmatrajmo sada diferencijalnu jednac¢inu

Y =y’ +3)(y—2).

Ovde su jednacine izoklina ¢ = y(y*+3)(y—2) i vrlo je tesko zamenom vrednosti konstante
c racunati y, pa ¢emo menjati y i racunati c.

y=—-2,¢c=56; y=-1,c=12; y=0,¢c=0; y=05,c~-24; y=1 c=—4
y=195,¢c~-39 y=2¢=0;, y=3, c=36.
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Slika 3.4: Polje pravaca za primer 3.4.

Na osnovu jednacine izokline imamo da je nagib ¢ jednak nuli kada je y = 0 ili y = 2,
pa ¢e te prave biti integralne krive resenja jednacine. Za y € (0,2), ¢ je negativno, pa ¢e
integralne krive izmedu pravih y = 0 i y = 2 biti opadajuée funkcije. Sto je y koordinata
neke tacke bliza pomenutim pravama, to ¢e nagib integralne krive u toj tacki biti blizi nuli,
pa ¢e te prave biti asimptote integralnih krivih. Za y € (—00,0) U (2,4+00), ¢ je pozitivno,
pa su integralne krive u tom delu rastuce i takode se smanjuje nagib u blizini pravih y = 0
iy = 2, a dalje od njih se povecava. Sve ovo se moze zakljuciti i posmatranjem linijskih
elemenata na slici 3.4. Na slici su prikazane i integralne krive koje prolaze kroz tacke (0, 1),
(1,2) 1 (—1,-1).

Kao i u prethodnom primeru, funkcija f(z,y) = y(y* + 3)(y — 2) i njen parcijalni izvod
fi(x,y) = 4y — 6y 4 6y — 6 su neprekidni u R?, pa na osnovu Pikarove teoreme u okolini
svake tacke u R? postoji jedinstveno reSenje, tako da se integralne krive ne seku i zato smo

znali da su prave y = 01 y = 2 asimptote.
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4 Analiticke metode

Za Kosijeve probleme koji se ne mogu reSiti analiticki, ili je za prakti¢ne svrhe njihovo re-
Savanje previse komplikovano, koristimo aproksimativne metode, kojima nalazimo njihova
pribliZzna reSenja. U pojedinim slu¢ajevima, one mogu dati i ta¢na resenja Kosijevog pro-
blema. Aproksimativne metode mogu biti analiticke i numericke. Analitickim metodama
reSenje KogSijevog problema, ukoliko je to moguce, dobijamo kao grani¢nu vrednost niza
funkcija y,(x), pri ¢emu se funkcije y,(x) izrazavaju elementarnim funkcijama i njihovim
integralima. Ako se zadrzimo na nekom kona¢nom n, dobijamo pribliznu vrednost resenja
u nekoj okolini tacke iz poc¢etnog uslova. U nastavku ¢emo navesti neke od njih i primeniti

ih na nekim primerima. Teorijski deo ovog poglavlja najve¢im delom je preuzet iz [7].

4.1 Metoda uzastopnih aproksimacija (Pikarova metoda)

Neka je dat Kosijev problem

/

Y = f(x,y),

4.1
y(7o) = Yo- *1)

Ako je funkcija f neprekidna i ako je y reSenje Kosijevog problema, onda na osnovu leme

o ekvivalenciji vazi
y(x) = yo +/ St y(t))dt.
zo

Na osnovu ove jednacine, definisemo niz funkcija y,(z) rekurentnom formulom
Yo(z) = Yo,

Y (2) = 90 + / " F(tya(t)dt, n e Ny

Ukoliko funkcija f zadovoljava LipSicov uslov po promenljivoj y, na osnovu Pikarove teo-
reme sledi da niz funkcija y,, konvergira ka ta¢nom reSenju Kosijevog problema u dovoljno
malom intervalu oko tacke xy. Zaustavljanjem na nekom n dobijamo priblizno reSenje u
nekoj okolini tacke xy. Greska tog pribliznog reSenja na trazenom intervalu [a,b] (gde se
obi¢no uzima da je a = zy) odredena je sa

[Yn(2) —y(z)] < max Yn(T) — Yn1()].

Naravno, ovu metodu ima smisla koristiti samo ako se integrali u rekurentnoj formuli mogu
resiti analiticki. Cak i tada, problem nastaje zbog toga §to sa porastom n, podintegralne
funkcije postaju sve slozenije. Zbog toga se u praksi ova metoda uglavnom koristi za na-
laZzenje pribliznih vrednosti u prvih nekoliko ¢vorova potrebnih za neke numericke metode

o kojima ¢e biti rec¢i kasnije.
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Primer 4.1. Neka je dat KoSijev problem
y' =2x(y+1),

y(0) = 0.

Ovde su funkcije f(z,y) = 2x(y+1) i f,(x,y) = 2z neprekidne u R?, pa funkcija f lokalno
zadovoljava LipSicov uslov i mozemo primeniti Pikarovu metodu. Niz funkcija dobijenih

rekurentnom formulom ée biti sledeéi:

yo(x):O,
yl(m):/ 2tdt = 22,
0 y
yz(-r)z/ 2 (L+17) dt = + o,
0
z t 4 6
yg(:c)z/ Qt(l—l—t2+—>dt:x2+x—+x—,
0 2 6
n_ ok
yn(x) = %, Vn € N.

B
Il

1

Znamo da je Maklorenov razvoj funkcije e*

x?  x
=1 — + — 4 ...
e +:1:+2+6+
stoga je
4 6
A I ST A
2 6
odnosno
1= Ty
= 5 5 T

pa ¢e niz funkcija y,(x) u okolini tacke zo = 0 konvergirati ka funkciji

Sto je reSenje ovog problema.

Primer 4.2. Vratimo se na primer 1.1.
Yy =2\,

y(1) =0.
Prvo treba proveriti da li funkcija f(x,y) = 2,/y zadovoljava Lipsicov uslov u okolini tacke

(1,0). Vidimo da izvod f,(z,y) = \/ig nije neprekidan u okolini tacke (1,0), pa ne mozemo

primeniti teoremu 2.2. Ako probamo po definiciji, tada treba da vazi

2v1 — 2v/a| < L+ |y — v

14



2lvyr = Vil < L-[(Vyr — Vi) (Vi + Vi)

a ovde ne postoji takva konstanta L za koju ¢e ova nejednakost vaziti za svako y; i yo u
okolini nule, pa funkcija ne zadovoljava LipSicov uslov. Dakle, ovde ne znamo da li ¢emo
ovom metodom dobiti niz funkcija koji konvergira ka ta¢nom reSenju, ali pogledajmo ipak
Sta ¢e se desiti ako pokuSsamo da je primenimo. Prva funkcija u nizu je yo(z) = 0. Ostale

dobijamo po rekurentnoj formuli:

yl(ac):()—f—/ 0-dt=0
1

i odmah vidimo da ¢e svaka funkcija u nizu imati oblik y,(x) = 0, Vn € Ny, pa je reSenje
upravo funkcija y(z) = 0. Kao §to smo videli ranije, ovo jeste reSenje ovog Kosijevog
problema, ali singularno, te postoji i beskona¢no mnogo drugih resSenja koja zadovoljavaju
pocetni uslov, Sto iz ovog postupka ne bismo saznali, tako da primena ove metode na ovom

konkretnom primeru nema smisla.

Primer 4.3. Neka je dat KoSijev problem
y =’y —1,

y(0) = 1.
Vidimo da su funkcije f(x,y) i f)(z,y) = * neprekidne u R?, pa primenjujemo Pikarovu

metodu. Niz funkcija ée biti slededi:

yO(x) = 17
3

yl(ac)zl—i—/ (t2—1)dt:1—x+%,
0

x t3 (133 (E4 :L‘G
=1 t(1l—t+—=|—-1)dt=1— S
y2(x) +/0 ( ( + 3) ) T+ 5 1 +18’

Ovde ne mozemo ta¢no odrediti analiti¢ki izraz funkcije kojoj ovaj niz funkcija konvergira,
ali zaustavljanjem na nekom n, u zavisnosti od toga koja nam tac¢nost odgovara, mozemo
dobiti priblizno resenje problema u nekoj okolini tacke iz pocetnog uslova. Na primer,
recimo da se trazi priblizno resenje na intervalu [0, 1], sa ta¢noséu e = 0.2. Zaustavljanjem
na prvoj iteraciji, dobijamo ocenu greske

23
max 1—1’+——1' ~ 0.67,
z€[0,1] 3

dok je posle druge iteracije ocena greske

3 $4 $6 3

1—x+———+——1+x—%

~ 0.1
3 4 18 019,

max
z€(0,1]

tako da nam priblizno reSenje y»(z) u ovom sluc¢aju odgovara.
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4.2 Metoda Tejlorovog razvoja

Ideja ove metode je da resenje Kosijevog problema (4.1) trazimo u vidu Tejlorovog razvoja

funkcije y. Ovu metodu koristimo ukoliko je funkcija f(z,y) analiticka u tacki (zq, yo)-

Definicija 4.1. Funkcija f(z,y) je analiticka u tacki (zo, yo) ako se u nekoj njenoj okolini

moze predstaviti konvergentnim stepenim redom.

Teorema 4.1. Ako je funkcija f(z,y) analiticka u tacki (zo,yo), tada Kosijev problem

(4.1) ima jedinstveno reSenje koje je analiticka funkcija u nekoj okolini tacke x.

Pretpostavimo da je funkcija f(x,y) analiticka u tacki (xo,yo). Tada moZzemo naéi sve

izvode funkcije y u okolini tacke xg:

y'(z0) = f(w0,%0),
y"(20) = folzo,v0) + f, (20, Y0)y (w0),
y"(z0) = frz(20,90) + 2fzgy(x07 Y0)y' (o) + fg///g;(:I:07 yo)(?/(ﬂco))2 + f{,(ﬂcoa Y0)y" (o),

Te izvode moZemo iskoristiti da nademo priblizno resenje y, (oblika Tejlorovog razvoja

funkcije y)
" k)
y"™ (2o)
() =S i o ),
k=0 )

za |x — x| < R, gde je R polupre¢nik konvergencije reda

(k)
y\") (z
/<:<! 0) (z — x0).

2

k=0

Na osnovu teoreme 4.1. ovo ¢e biti jedinstveno resenje Kosijevog problema (4.1). Greska

kod ove metode se ocenjuje greskom odsecanja Tejlorovog razvoja.

Primer 4.4. Neka je dat KoSijev problem

Funkcija f(z,y) = y? je analiticka u R?, dakle ovde je opravdano koristiti ovu metodu.

Trazimo vrednosti izvoda funkcije y u tacki xq = 0:
y =y = y0)=1,
y// — 2yy/ :> y//(o) — 27
y/// _ 2y/2 + ny// = y///(o) — 6,
y W =6yy +2yy" =  y¥(0) =24,
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Kada ove vrednosti uvrstimo u Tejlorov razvoj funkcije y, dobijamo
y(x)=1+z+22 +2° + 2+ ... :Zaz".
n=0

Kako je ovo geometrijski red, koji konvergira za |z| < 1, dobi¢emo i analiti¢ki oblik resenja

Kosijevog problema

Primer 4.5. Posmatrajmo ponovo KoSijev problem ilustrovan u primeru 4.3.
y =’y -1,

y(0) = 1.

Funkcija f(z,y) = 2%y — 1 je analiticka u R?, stoga moZemo koristiti metodu Tejlorovog

razvoja. Trazimo vrednosti izvoda funkcije y u tacki xq = 0.

y=2y—-1 = ¢(0)=-1,
y"(0) =0,

y" =2y +dxy + 2% =  3"(0) =2,

Yy =6y + 6y + 2%y =  yP(0) = -6,

Y =2zy + 2%y =

Kada uvrstimo ove vrednosti u Tejlorov razvoj funkcije y, dobijamo

3 1‘4

=l — T
y(z) x+3 4+

Dakle, zaustavljanjem na ovom koraku, dobijamo isto priblizno resenje u okolini tacke
xo = 0 kao i Pikarovom metodom. Recimo da ¢ée kriterijum zaustavljanja biti kada je
maksimum poslednjeg elementa u razvoju na posmatranom segmentu manji od €. Ako se
zaustavimo na Cetvrtom koraku, poslednji element u razvoju je % a njegov maksimum na
[0,1] je 0.25. U slucaju da je 0.25 < ¢, bilo bi opravdano da se zaustavimo na ovom koraku.

U protivnom, pokusali bismo sa slede¢im korakom.

Primer 4.6. Vratimo se na Kosijev problem iz primera 2.3.
y =3y,

y(1) =0.

Kako funkcija f(z,y) = 3y?/® nije analiticka u tacki (1,0), na osnovu teoreme 4.1. ne mo-
zemo nisSta zakljuc¢iti metodom Tejlorovog razvoja na ovom primeru. U takvim situacijama
kada god je moguée treba pokusati analiticki resiti jednacinu ili skicirati polje pravaca i

integralne krive geometrijskom metodom.
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4.3 Metoda stepenih redova

Ovu metodu koristimo za reSavanje Kosijevih problema koji su definisani linearnom di-
ferencijalnom jednacinom, kada se koeficijenti jednaCine mogu razviti u stepene redove.
Najcesée se primenjuje na linearne diferencijalne jednacine drugog reda, pa zato posma-

tramo sledeé¢i Kosijev problem:
y' +p(@)y +q(x)y = f(2), (4.2)

y(xo) =0, Y (w0) = y1. (4.3)

Navedimo prvo jednu teoremu koja nam garantuje da reSenje mozemo da trazimo u obliku

stepenog reda.

Teorema 4.2. Ako su funkcije p(z), ¢(z) i f(x) analiticke u oblasti |z — 2| < R, onda ¢e

svako reSenje diferencijalne jednacine (4.2) biti analiticka funkcija u oblasti |z — 2| < R.

Pod pretpostavkama teoreme funkcije p(x), g(z) i f(z) mozemo razviti u stepene redove
na posmatranom intervalu. Pretpostavimo, bez umanjenja opstosti, da je o = 0. Tada

funkcije p(z), q(z) i f(z) moZzemo predstaviti u obliku

p@) =Y pua” q@) =D ", flz)= fur"
n=0 n=0 n=0

Resenje diferencijalne jednacine trazimo u intervalu u kojem konvergiraju prethodna tri

stepena reda i trazimo ga u obliku

y(z) = Z anx"
n=0
Tada je
y'(z) = Znanx” !
n=1

Ako je xy # 0, problem mozemo svesti na prethodni uvodenjem smene x — xq = t.

Kada sve ove razvoje uvrstimo u jedna¢inu (4.2), dobijamo
Z n(n — 1)anac”_2 + (Z}%@”) (Z nanx”_1> + <Z qnm”) (Z anx”> = Z fnz".
n=2 n=0 n=1 n=0 n=0 n=0

Kada izjedna¢imo koeficijente uz odgovarajuce stepene x na obe strane, dobijamo rekurent-
ne veze za koeficijente a,, pa tako mozemo do¢i do (pribliznog) opsteg reSenja diferencijalne

jednacine.
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Primer 4.7. Neka je dat KoSijev problem
(1 —a?)y" — 6zy’ — 4y = 0,

y(0)=1, 4(0)=0.
Prvo transformisimo diferencijalnu jednac¢inu u oblik u kojem prepoznajemo analiticki
izraz funkcija p(z) i q(x), tj.

' — 6x y — 4
1— 22 1—

x2y:0

Funkcije p(z) = =% i ¢(z) = =% su analiti¢ke u oblasti || < 1, dakle ispunjeni su uslovi

teoreme 4.2. Kada funkcije 3", v/ i y u diferencijalnoj jedna¢ini zamenimo odgovaraju¢im

stepenim redovima, dobijamo

1—56 inn—lan —6xinanx”_1—4ianm":0
n=2 n=1 n=0
in(n—l)an inn—l Yanz" —ZGnan iélanz”:()

n=2 n=2 n=1 n=0

Z(n +2)(n+ 1)ay0z™ — Z (n—1)a,z" — ZGnanx — Z4anac =0
n=0 n=2
2ay + 6azz + Z(n +2)(n + 1)ay 22" — Z n(n —1)a,z" — 6a;z—
n=2 n=2
— Z 6na,x" — 4a¢g — 4dayx — Z 4a,x" =0
n=2 n=2

2a5 — 4ag + 6asx — 6a1x — da1x+

+ Z((n +2)(n+ 1)ayo — n(n — 1)a, — 6na, — 4a,)x" = 0.

n=2

Kada izjedna¢imo koeficijente kod odgovarajucih stepena sa nulom, dobijamo
2&2—4CL0:O <~ a2:2a0, CL()ER

6as — 6a; —4a; =0 <— agzgal, a; €R
(n+2)(n+ 1ayy2 — n(n — 1)a, — 6na, —4a, =0, Yn € N\ {1}
n+2)(n+1)apy2 — (n(n— 1)+ 6n+4)a, =0, Vn € N\ {1}
(n+2)(n+ 1an = (n* +5n+4)a, = (n+4)(n+ 1)a,, ¥n € N\ {1}
(n+2)aps2 = (n+4)a,, Vn € N\ {1}

n+4
Uny2 =~ ln, Vn e N\ {1},
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Sto ¢e biti rekurentna formula za odredivanje svih ostalih koeficijenata.

n+4

Qn, An+2 = ;550n
a9 — 2@0 ag = 3@0

_ 5 _ 7
as = 3Qa1 | A5 = gal

3
ay = 3ag | ag = 4ag

—_7 — 9
as = 301 | A7 = 301

ol i w3

Kada uvrstimo ove koeficijente u resenje, dobijamo
2, 9 3 4, T s 6,9 7
Yy = ag+ a1x + 2a9x” + galx + 3apz™ + galw + 4dagx” + galx +..=

3 5) 7 9
=ao(l+ 222 4+ 3x* + 425 + )t a (gx + gx?’ 4+ §x5 + §x7 + ) =

o0 o0

2 3
=ag - Z(n + Dz +ay - Z ix%ﬂ.

Kada uvrstimo pocetne uslove, dobijamo da je ay = 1 i a; = 0, pa je reSenje Kosijevog

problema
y(z) = Z(n + 1)z,
n=0
Radijus konvergencije ovog reda je
1
R:mn"+':L

Red ocigledno divergira za = = £1, dakle konvergira za = € (—1,1), §to smo ve¢ znali na
osnovu teoreme 4.2. Na ovom intervalu mozemo diferencirati red ¢lan po ¢lan, pa éemo to

iskoristiti da nademo sumu reda:

y(x) = Z(n + 1z (1= 22)%

n=0

Sto ¢e biti analiticki oblik resenja ovog Kosijevog problema.

Primer 4.8. Primenimo ovu metodu na primeru linearne diferencijalne jednacine prvog

reda koju smo veé¢ posmatrali u primerima 4.3. i 4.5. Neka je dat Kogijev problem
y =2’y —1,

y(0) =1.

Funkcije ¢(x) = —2? i f(z) = —1 su analititke u R, dakle uslovi teoreme 4.2. su ispunjeni,

stoga reSenje diferencijalne jednacine trazimo u obliku

y(z) = Z anx”.
n=0
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Tada je

[o.¢]
y'(z) = Znan:c” !
n=1
Kada to uvrstimo u jednacinu, dobijamo
[ee) o0
Z na,z" 1t — Z a "+ 1=
n=1 n=0
o oo
Znanx" - Z a,x" 2 +1=0
n=1 n=0
[o.¢]
Z(n—I—?) Apyzx™t Zan 2 41=0
n=—2

a; + 2asx + Z(n + 3)ap sz — Z a, " +1=0

n=0 n=0

1+ ay + 2axx + Z (n+3)ani3 —ay) " = 0.
n=0

Posto koeficijent ag ne postoji u ovoj jednacini, on moze biti proizvoljan, pa ¢emo reéi da
je ag = ¢, ¢ € R. Kada izjednac¢imo ostale koeficijente kod odgovarajuceg stepena x sa

nulom, dobijamo

a1+1=0 = a; =—1,
az =0,
(n+3)ans —a, =0, Vn € Ny,

odnosno
an

n+3’
Sto ¢e biti rekurentna formula za ra¢unanje svih ostalih koeficijenata.

Apt3 = Vn € No,

. _a
n | an nt3 = 03
0 lay=c az =3
[Tar=—1]as=1
2ay=0 as =0
—c — <
3 az — 3 . ag — 18 .
4 ay = — a7 = 33
Kada uvrstimo ove koeficijente u resenje, dobijamo
@ . o B N
y(x)=c—x+c—— —+ ...
3 4

Ako primenimo pocetne uslove, dobijamo da je ¢ = 1, stoga je priblizno reSenje, u nekoj
okolini tacke iz pocetnog uslova, ponovo funkcija
3 4
x x
r)=1—-oz+———.
y(z) 3 1
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Primer 4.9. Neka je data diferencijalna jednacina

2y//+y: 0‘

Prvo transformisimo jedna¢inu u Zeljeni oblik (pri uslovu x # 0)

1
y//+_2y:()
T

Funkcija ¢(z) = x% nije analiticka u zy = 0, tako da nisu ispunjeni uslovi teoreme 4.2.

Pogledajmo ipak sta ¢ée se desiti ako primenimo ovu metodu. Kada odgovarajuce stepene

redove uvrstimo u jednacinu, dobijamo

n(n —1)a,z" 2 + Z apx" =0
n=0

M 1M

n(n —1)a,z" + Zanx" =0

3
U
N

Znn—l a,x" +Zana: +ax+ay=0
n=2 n=2

Z(n(n — Da, + ap)x"™ + a1z + ag = 0.

n=2
Ovde vidimo da ¢e svi koeficijenti biti jednaki nuli, pa dobijamo samo trivijalno resenje
y(x) = 0, iako bi trebalo da dobijemo beskona¢no mnogo resenja, jer nismo fiksirali pocetne

uslove.

22



5 Numericke metode

U prakti¢noj primeni trazenja resenja Kosijevih problema, najcesée se koriste upravo nu-
mericke metode. Kada je problem nemoguce resiti analiticki, neophodno je naéi priblizno
reSenje, a za razliku od analitickih aproksimativnih metoda, numericke su pogodne za reali-
zaciju na racunaru, jer problem svode na osnovne racunske operacije i evaluacije vrednosti
nekih funkcija u odredenim tackama. Cak i kada je moguée odrediti ta¢no resenje, u praksi
se Cesto daje prednost numerickim metodama zbog lakoée njihove primene i velike tacnosti
koja se njima postize. Numericke metode se koriste za rac¢unanje pribliznih vrednosti reSe-
nja y = y(x) Kosijevog problema na nekoj unapred zadatoj mrezi tacaka x,, pri ¢emu se
reSenje dobija u obliku tabele. Za primenu ovih metoda neophodno je da KoSijev problem
ima jedinstveno reSenje i da bude dobro uslovljen. Dobra uslovljenost podrazumeva da
male promene ulaznih parametara treba da dovode do malih promena resSenja. U protiv-
nom, rac¢unske greske koje se neminovno javljaju u realizaciji numerickog algoritma, koje
mogu da budu tretirane kao male promene ulaznih parametara, mogu znatno da izmene
pribliZzno reSenje. U slede¢em primeru prikazac¢emo jedan loSe uslovljen KoSijev problem

koji je preuzet iz |7].
Primer 5.1. Neka je dat KoSijev problem
y=y-u,

y(0) = 1.
Opste reSenje diferencijalne jednacine je y(z) = 1 4+ = + ce®, ¢ € R, dok je Kosijevo
reSenje y(zr) = 1 4+ x. Za = = 100, vrednost tog reSenja je y(100) = 101. Ako pocetni
uslov zamenimo sa y(0) = 1.000001, reSenje ¢e biti funkcija y(x) = 1+ x + 107%7, &ija je
vrednost u tacki z = 100 jednaka 2.7 - 10%". Dakle, za vrlo malu promenu poéetnog uslova,

dobijamo drasti¢énu promenu reSenja u odredenoj tacki.

Teorijski deo ovog poglavlja uglavnom je preuzet iz [7], a koriS¢eni su i izvori [8, 9, 10, 11,
12, 13

5.1 Qjlerova metoda

Ojlerova metoda je najstarija i najjednostavnija numericka metoda za resavanje Kosijevih
problema. Osmislio ju je Svajcarski matematic¢ar Leonard Ojler i opisao u svojoj knjizi
[14] davne 1768. godine. Njom se odreduju priblizne vrednosti resenja y = y(x) Kosijevog
problema u kona¢nom nizu ekvidistantnih tacaka x,, n € Ny, sa korakom h izmedu dve
tacke. Cvorove definiSemo sa x; = xo + ih, i = 1,2,... Ova metoda se moZe primeniti i
na Kosijeve probleme za diferencijalne jednacine viseg reda, medutim ovde ¢emo se baviti

samo diferencijalnim jednac¢inama prvog reda, odnosno Kog$ijevim problemom
y' (@) = f2,9), (@) =wo.
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Kako je h mali broj, izvod funkcije y = y(z) moZemo da aproksimiramo sa

(z +h) —y(z)
- :

y(@) = fla,y) ~ 2

Ako promenljivu  zamenimo sa nekim od ¢vorova x;, a x + h sa x; 1, dobijamo

. y(@ig1) — y(z:)
f(xi, y(x)) = h .

Sa y; ¢emo oznaditi pribliznu vrednost resenja u ¢voru x;. Kada to uvrstimo umesto y(x;)

u prethodnoj jednaéini, dobijamo formulu za eksplicitnu Ojlerovu metodu

Yir1 = Yi + hf(zi, y). (5.1)

Na sledecoj slici mozemo videti geometrijsku interpretaciju Ojlerove metode. Strelice pred-
stavljaju tangente pribliznog reSenja redom u tackama xg, x; i x2. Nagib tangente u tacki
(0, Y0), koja prolazi i kroz tacku (z1,y1), je

_ Y1 — Yo :y1—y0
1 — Xo h

y' (o)

Y

na osnovu ¢ega dobijamo
Y1 = Yo + hf(wo,%0),

Sto upravo predstavlja formulu Ojlerove metode na prvom koraku.

y:a R

',{H T :
‘U1 — Yo

o Iy T2 T3

Slika 5.1: Geometrijska interpretacija Ojlerove metode

Pronadimo sada gresku metode u &voru x;. Pretpostavimo da je funkcija f(x, y) neprekidno
diferencijabilna. Iz Tejlorovog razvoja
2

y(x1) = y(xo + ) = y(xo) + hy'(z0) + 73/”(61)7 c1 € (zo, o + h),
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sledi da je razlika izmedu tacne i priblizne vrednosti na prvom koraku

y(1) — 1 = y(er) = O(),

jer je y”(c;) ograniceno za c; € (xg,xo + h). Dakle, greska Ojlerove metode na jednom

koraku je reda O(h?). Za drugi korak potrebno je da koristimo razvoj

/ h2 /!
y(z2) = y(z1) + hy'(z1) + >V (c2), 2 € (w1, 22).

Primenom Lagranzove teoreme o srednjoj vrednosti dobijamo
h2
y(x2) =y = ylar) =y + h(f (21, y(21)) = fler,90) + Sy (e2)
h?

=y(z1) =y + hfy (21, 00)(y(z1) — 1) + ?y”(@)

h2
= (1 + hfy(z1,01))(y(z1) —v1) + E?J"(@)
h2 " g " 3 2,1 3
=Sy () + 5y(e2) + O(7) = h7y"(c) + O(17),
gde ¢ pripada najmanjem intervalu kojem pripadaju c; i co. U opstem sluc¢aju imac¢emo

h2
y(zi) —yi = (1+ hf;(xi—b @i1))(Y(@ic1) — yio1) + gy"(cz-), ci € (i1, 7).

Neka je M = maXefs; .0, ) |¥'(®)] 1 N = maxees, o |f,(7)]- Iz prethodne jednakosti

dobijamo
Mh?

[y(xi) —yil < (1 + Nh)|y(zi—1) — yia| + 5

Rekurzijom dobijamo
2

2h (14+ Q4+ Nh)+---+(1+Nh)"

(14+ (1 +Nh)+---+ (1+Nh)").

ly(x:) — yi| < (1+ Nh)y(xo) — ol +
_ MA?
2

Na ovaj nacin, pri fiksiranom koraku h, ne mozemo da garantujemo ograni¢enost greske
kada i — oco. Neka je sada x, fiksirana tacka razli¢ita od xo i neka je korak h = h; =
(. — x0)/i. Ocenimo gresku y(x.) — y;, gde je y; priblizna vrednost reSenja u ¢voru

x; = x9 + th; = x,. Na osnovu prethodnog vazi

Mhn? (14 Nh;))' =1 _ Mh;
2 (1+Nhj)—1 2N

[y(2.) — il < (1+ Nh;)" —1)

| L —z)NY'
(1+Nh;)' = <1 + M) < el® 20N — const,
i
iz ¢ega sledi da je

Mh; (., ,
ly(zs) — yi| < We( N = O(h;) = O(1/i).
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Ojlerovu metodu moZemo dobiti i integraljenjem diferencijalne jednaé¢ine y'(x) = f(z,y) u

granicama od x do x + h, ¢ime dobijamo

z+h
v+t =y(@)+ [ Sy
Ako integral aproksimiramo kvadraturnom formulom levog pravougaonika, dobijamo
y(@ +h) = y(@) + hf(z,y) + O(R?).

Ta¢nost metode mozemo da povecamo ako integral aproksimiramo nekom preciznijom
kvadraturnom formulom. Recimo, ako primenimo trapeznu formulu dobijamo
h
y(e+h) = y(@) + 5/ (@,9) + @+ hy(@+ )] + OF).
Ako zamenimo z sa x; i izostavimo ostatak O(h?®) dobijamo modifikaciju Ojlerove metode
h .
Yit1 = Yi + §[f($m Yi) + f(@ir1, i), 1=0,1,2, ...

Ova formula je implicitna, jer se vrednost y;,; nalazi i sa desne strane jednakosti, tako
da njom ne mozemo direktno da racunamo vrednosti y; za svako ¢. Medutim, ako y; ;1 na

desnoj strani jednakosti zamenimo originalnom formulom Ojlerove metode (5.1), dobijamo

yio =i+ hf(@i,y),

h . .
Yit1 = Yi + §[f(l'z', vi) + f(Tiv1,¥50)), i=0,1,2,...

Ako primenimo formulu centralnog pravougaonika za aproksimaciju integrala, dobijamo

y(xr + h) =y(x) + hf <x+g,y (w+g)) + O(R?).

Zamenama x = z;, y(z;) = v, ZC—l-% =xip12 1 y(r+ %) = ¥i+1/2 dobijamo drugu implicitnu

modifikaciju Ojlerove metode

Yie1 = Yi + hf (iy1/2,Yit1/2), 1=0,1,2,...

Sli¢cno kao u prethodnoj modifikaciji, u paru sa Ojlerovom metodom (5.1) dobijamo

prediktor-korektor metodu

h
Yit1/2 = Yi + §f($i,yz’)7
Yirr = Yi + hf(Tiya/2, Yirr/2)-

Gregka na jednom koraku ovih metoda je reda O(h?), a numericki napor je otprilike duplo
veéi nego kod Ojlerove metode, jer se na svakom koraku vrednost funkcije f rac¢una dva
puta. Ova formula spada u grupu prediktor-korektor metoda, koje se sastoje od po dve
formule. Prvom (prediktor) se dobija gruba aproksimacija reSenja, a drugom (korektor) se
ta aproskimacija popravlja.

Modifikacije Ojlerove metode ilustrovane su primerima u narednom poglavlju, a u nastavn-

ku su primeri sa primenom obi¢ne Ojlerove metode (5.1).
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Primer 5.2. Neka je dat KoSijev problem
y' =2x(y+1),

y(0) = 0.
Primetimo da smo ovakav Kosijev problem ve¢ posmatrali u primeru 4.1. Potrazimo pri-
bliznu vrednost Kosijevog problema Ojlerovom metodom na segmentu [0, 0.5] sa korakom
h = 0.1. Pocetnim uslovima je dato da je xg = 0 i yo = 0. Ostali ¢vorovi su x; = 0.1,
xo = 0.2, 23 =0.3, x4 = 0.4 i x5 = 0.5. Vrednost pribliznog resenja u tacki x; trazimo po
formuli
Y1 =yo + h - f(z0,y0),

odnosno
yy=0+0.1-2-0-(0+1)=0.

Na isti na¢in odredujemo:

Yp=0-40.1-2-0.1-(0+1)=0.02

ys =0.0240.1-2-0.2- (0,02 4 1) = 0.0608

ys = 0.0608 4 0.1-2-0.3 - (0.0608 + 1) = 0.1244
ys = 0.1244 4+ 0.1-2-0.4 - (0.1244 + 1) = 0.2144.

Uporedimo ove vrednosti sa vrednostima tac¢nog reSenja ovog KoSijevog problema
y(x) = e*” —1 u istim tackama, zaokruZenim na cetiri decimale. U sledecoj tabeli prikazane
su vrednosti pribliznih reSenja i ta¢nih reSenja u ¢vorovima, kao i apsolutna i relativna
greska za svaki ¢vor. Apsolutna greska je apsolutna vrednost razlike tacnog i pribliznog

reSenja, dok je relativna greska koli¢nik apsolutne greske i tacnog resenja.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0 0.0200 | 0.0608 | 0.1244 | 0.2144
0.0101 | 0.0408 | 0.0942 | 0.1735 | 0.2840
0.0101 | 0.0208 | 0.0334 | 0.0491 | 0.0696
100% | 51% | 35.5% | 28.3% | 24.5%

T,

Priblizno resenje
Tacno reSenje
Apsolutna greska
Relativna greska | 0

jen] Nen) Han) New}

X

Iz tabele vidimo da se apsolutna greska uvecava sa svakim korakom, dok se relativna greska
smanjuje, jer zavisi od veli¢ine tacne vrednosti funkcije, a funkcija je rastuca. Sa slike 5.2
vidimo da aproksimacija prati grafik funkcije, a da li je zadovoljavajuca, zavisi od toga
kolika tacnost nam je trazena. Kada nemamo tac¢no reSenje, $to je najcescée slucaj, gresku
Ojlerove metode ocenjujemo kao razliku dobijenih pribliznih reSenja i pribliznih reSenja
dobijenih sa duplo veé¢im korakom (videcemo da je to specijalan slu¢aj Rungeove ocene
greske, o kojoj ¢e biti re¢i kasnije). Ra¢unanjem sa korakom h = 0.2, u tackama z = 0,
xr = 0.21z = 0.4 dobijamo redom reSenja 0, 0 i 0.08. Dakle, najveé¢a razlika pribliznih
reSenja u ovim ¢vorovima je 0.02 i u slucaju da je ona veéa od zadate ta¢nosti, ta¢nost

mozemo da poboljSamo smanjivanjem koraka.
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Slika 5.2: Integralna kriva i aproksimacije reSenja za primer 5.2. za h = 0.1

Pokusajmo sada da dobijemo bolju aproksimaciju sa korakom h = 0.01. U tabeli ¢emo

prikazati samo ¢vorove iz prethodne tabele, da bismo uporedili gresku.

T, 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Priblizno resenje | 0 | 0.0090 | 0.0387 | 0.0907 | 0.1683 | 0.2766
Tacno reSenje 0 | 0.0101 | 0.0408 | 0.0942 | 0.1735 | 0.2840
Apsolutna greska | 0 | 0.0011 | 0.0021 | 0.0035 | 0.0052 | 0.0074
Relativna greska | 0% | 10.9% | 5.1% | 3.7% 3% 2.6%

Ovde su apsolutne i relativne greske u svim ¢vorovima otprilike deset puta manje, tako da

je aproksimacija znatno bolja, Sto se vidi i sa slike 5.3.

0.3

0.25

02

015

01r

0.051

. 1 1 1 1 1 1 1
0 0os o041 015 02 025 03 035 04 045 05

Slika 5.3: Integralna kriva i aproksimacije reSenja za primer 5.2. za h = 0.01
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Primer 5.3. Pogledajmo sta ¢e se desiti kada pokusamo ovu metodu da primenimo na
Kosijev problem koji nema jedinstveno reSenje, a koji smo ve¢ posmatrali u primerima 1.1.
i4.2.

Yy =2/,

y(1) = 0.
Funkcija f(z,y) = 2,/y nije neprekidno diferencijabilna te nam nije zagarantovana uspe-
Snost ove metode, $to ne znaci obavezno da se ona ne moze primeniti. Nadimo aproksi-
macije reSenja na segmentu [1, 2] sa korakom h = 0.1. Vrednost pribliZnog reSenja za prvi

¢vor o = 1 nam je data pocetnim uslovom i to je yo = 0. Priblizne vrednosti reSenja za

ostale ¢vorove trazimo po formuli

Yir1 = yz—i—O,l -2 Yi, 1= 0,1,...,10,

medutim, lako vidimo da je priblizno reSenje jednako nuli u svim izabranim tackama
segmenta. Jasno je da bi se isto desilo za bilo koji drugi korak ili interval. Dakle, Ojlerova
metoda nam ovde ,daje samo singularno resenje“, iako znamo da ima beskona¢no mnogo

reSenja ovog Kosijevog problema, te je u ovom slu¢aju nema smisla koristiti.

Primer 5.4. Neka je dat Kosijev problem koji smo ve¢ posmatrali u primerima 4.3, 4.5.
i4.8.
y =’y —1,
y(0) = 1.
Ojlerovom metodom odredi¢emo vrednost pribliZznog reSenja u tackama segmenta [0, 2] sa

koracima h = 0.1, h = 0.05 1 h = 0.01 i uporediti ih sa vrednostima pribliZznog resenja tog

Kosijevog problema
2z
yp(x)ZI—x—Fg—Z,

koje smo prethodno nagli analitickim metodama.

Tn 0] 04 | 08 1.2 1.6 2
h=01 |1]0.6104]0.2659 | —0.0916 | —0.7197 | —2.7483
h =005 | 1] 06127 | 0.2708 | —0.0918 | —0.7711 | —3.2309
h =001 | 1] 0.6146 | 0.2748 | —0.0926 | —0.8221 | —3.7697
yp(zn) | 10.6149 | 0.2683 | —0.1424 | —0.8731 | —2.3333

Na slici 5.4. vidimo da su sve aproksimacije koje smo dobili Ojlerovom metodom jako
bliske pribliznom reSenju y, na intervalu [0, 1], jer na tom intervalu veéi stepeni koji
nedostaju u pribliZnom reSenju y, ne uticu puno na rezultat. Za x > 1 razlika se postepeno
povecava. Posto znamo da Ojlerova metoda sa manjim korakom daje aproksimacije blize
tacnom reSenju, a vidimo da se smanjivanjem koraka aproksimacija udaljava od reSenja y,,
mozemo da zaklju¢imo da smo Ojlerovom metodom dobili bolju aproksimaciju na ovom

intervalu.
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Slika 5.4: Aproksimacije reSenja za primer 5.4.

Primer 5.5. Posmatrajmo ponovo Kosijev problem iz primera 5.1.
y=y-u,

y(0) = 1.

Ve¢ smo objasnili zasto je ovaj problem loSe uslovljen, a sada ¢emo to ilustrovati tako

Sto ¢emo na njega da primenimo jednu numeric¢ku metodu. Primenom Ojlerove metode sa

korakom A = 0.1 na segmentu [0, 100] dobijamo niz pribliznih vrednosti resenja koja posle

nekog koraka poc¢inju veoma brzo da rastu, Sto se vidi na slici 5.5.

x10%

4.5

35

25¢)

151

05 j-

0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 100

Slika 5.5: Aproksimacije reSenja sa korakom h = 0.1
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Ako ra¢unamo sa korakom h = 0.01 na istom segmentu, dobijamo niz pribliznih vrednosti
reSenja koja posle nekog koraka pocinju veoma brzo da opadaju, $to je prikazano na slici
5.6.

; /1023|

Slika 5.6: Aproksimacije resenja sa korakom h = 0.01

U oba slu¢aja, niz aproksimacija znatno odstupa od ta¢nog resenja y(z) =1 + x.

5.2 Metode tipa Runge-Kuta

Ovim metodama, kao i Ojlerovom metodom, na osnovu poznatih vrednosti resenja Kosi-
jevog problema u tacki z, odredujemo pribliznu vrednost resenja u tacki = + h. Stavise,

pokazacemo i da su ove metode uopstenje Ojlerove metode. ReSavamo Kosijev problem
y'(z) = f(z,9),

y(zo0) = Yo-
Pod uslovom da je funkcija f(x,y) neprekidna, mozemo da integralimo diferencijalnu

jednacinu u granicama od x do x + h, te dobijamo

y(o+h) = yla / £t y(t)

Ako zamenimo integral nekom kvadraturnom formulom, dobijamo aproksimaciju

y(a +h) ~ y(z +hch i y(%));

=1

gde su ¢; koeficijentii~y; € (x,z+h) évorovi kvadraturne formule. Posto vrednosti y(+;) nisu
poznate, aproksimira¢emo ih pomocu veé¢ odredenih aproksimacija reSenja u prethodnim

¢vorovima, te dobijamo

y(x + h) ~ y(x +z:cZ :
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gdejezay=y(x)ix;=x+ah, 0=a; < <---<a, <1,

kl(h) hf(.%’, y>7
kg(h) = hf(.’L' + Oézh, Y + ﬁQlkl(h)),
k3(h) = hf(x + ash,y + Baiki(h) + Ba2k2(h)),

kn(h) = hf(x 4+ anh,y + Buiki(h) + - - + Bun-1kn-1(h)).

Razli¢itim izborom parametara o, 3;; i ¢;, 4,7 € N, dobijamo razli¢ite metode tipa Runge-
Kuta. Broj n predstavlja red metode. Sto je veée n, to ée biti bolja aproksimacija resenja.
Kada je n = 1, onda je

y(x + h) = y(x) + ethf(x,y).

Pod pretpostavkom da je funkcija f neprekidno diferencijabilna, na osnovu Tejlorove
formule vazi )

y(x + h) =y(x) + hy'(x) + %y”(@), 0 € (z,x+h),

odnosno

y(z +h) = y(z) + hf(z,y) + O(h?),

na osnovu ¢ega mora biti ¢; = 1, da bismo dobili aproksimaciju sa greskom O(h?), pa tako,
ako x zamenimo sa x;, y(x) sa y; i zanemarimo ostatak, dobijamo Ojlerovu metodu.

Za n = 2, imamo da je
y(x + h) = y(x) + c1k1(h) + coko(h),

odnosno
y(x +h) = y(x) +cihf(z,y) + cohf(x 4 azh,y + Barhf(z,y)).

Iz Tejlorovog razvoja

f(@+ ash,y + Barhf(z,y)) = f(x,y) + b fo(z,y) + Bahf(z,y) f)(x,y) + O(h?)

i grupisanjem uz odgovarajuci stepen koraka h dobijamo da je

y(@ +h) =y(@) + (e + e)hf(z,y) + b (o fr(@,y) + Bu f (2, y) f (2, y)) + O(h?).

Iz prethodnog izraza i Tejlorovog razvoja

a + ) = y(a) + by () + o/ ) + O,
tj.

(o h) = y(a) + () + o (L) + ) 1y ) + O,

izjednacavanjem odgovarajucih koeficijenata dobijamo sledeée uslove za koeficijente ¢, co, o

1 5211 ]
-1 = — B — =
1+ ¢ , C2- Qg 5’ o - Par 5
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Odabirom koeficijenata koji ispunjavaju ove uslove, dobijamo razli¢ite metode tipa Runge-
Kuta drugog reda. Na primer, za ¢; = co = 1/21 apg = 891 = 1, to je modifikovana Ojlerova
metoda sa trapeznom formulom. Ako je ¢; = 0, ¢co = 11 az = (21 = 1/2, onda je to
modifikovana Ojlerova metoda sa formulom centralnog pravougaonika. Kod ovih metoda
numericki napor je duplo veéi nego kod Ojlerove metode, jer se vrednost funkcije f racuna
dva puta na svakom koraku, ali se bolja preciznost postize sa manjim brojem koraka. Za
metode viSeg reda se uslovi za parametre pronalaze na slican nac¢in, medutim postupak je
znatno duzi pa ¢emo ovde samo prikazati najcescée koriséene formule.

Najcesée koris¢ena formula tipa Runge-Kuta treceg reda je

ki(h) = hf(z,y),
kao(h) = hf(z+h/2,y + ki(Rh)/2),
hf(x + h, ?J ki(h) + 2ka(h)),
y(x +h) = y(x) + g(lﬁ(h) + 4ka(h) + k3(h)).

Najcesce koris¢ena formula ¢etvrtog reda je

ki(h) = hf(z,y),

ka(h) = hf(x 4+ h/2,y + ki(h)/2),
ks(h) = hf(x 4+ h/2,y + ko(h)/2),
ka(h) = hf(z + h,y + ks(h)),

(o b) 5 y(@) + S () + 2Ha() + k() + (1)

i ova metoda je u literaturi obi¢no podrazumevana pod metodom Runge-Kuta. Ta¢nost
ove metode je O(h®), a numericki napor &etiri puta veéi nego kod Ojlerove metode. U
slucaju kada funkcija f ne zavisi od promenljive y, pomenute formule treceg i ¢etvrtog

reda svode se na Simpsonovu kvadraturnu formulu:

ﬁ[f(x) +4f(x 4+ h/2) + f(z+ h))].

ya+h) ~yla) +

U ovom radu se ne¢emo baviti metodama tipa Runge-Kuta viSeg reda, a o njima se moze

procitati ovde [15].

Gresku kod metoda tipa Runge-Kuta ocenjujemo Rungeovim kriterijumom

Yz + 2h) — y3,(x + 2h)

gde su y(z+2h) tacne vrednosti reSenja u svakom drugom &évoru, y; (x+2h) priblizne vred-
nosti reSenja u svakom drugom ¢voru dobijene sa korakom h, y5, (+2h) priblizne vrednosti
u svakom drugom ¢voru dobijene sa korakom 2h, a p je red metode. Dakle, moZemo da
ocenimo gresku u svakoj drugoj tacki, tako Sto uporedimo te vrednosti sa vrednostima

koje dobijemo ra¢unanjem sa duplo veéim korakom. Ako je vrednost u zadovoljavajué¢im
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granicama, mozemo da izvrsimo popravku po formuli

y(x + 2h) ~ y;(x + 2h) + Yl + h;p _yih(x + h)

U tackama u kojima ne postoji ocena greske, pribliZznom reSenju dodaje se aritmeticka
sredina greSaka u susednim tackama. Ako greska prelazi dozvoljene granice, treba smanjiti
korak h. Korak se obi¢no smanjuje za polovinu, jer se tako ponovo mogu koristiti vrednosti

iz prethodnog rac¢una za svaki drugi korak.
Primer 5.6. Neka je dat Kosijev problem koji smo ve¢ posmatrali u primerima 4.1. i 5.2.
y' =2z(y+1),

y(0) = 0.

Na¢i ¢emo priblizne vrednosti reSenja ovog problema na segmentu [0,0.5] primenom mo-
difikovane Ojlerove metode sa trapeznom formulom, sa korakom h = 0.1 i uporediti to sa
vrednostima ta¢nog reSenja. Iz pocetnog uslova imamo da je y, = 0. Tada y; rac¢unamo po

formuli .
Y1 ="Yo + §(k1(h) + ka(h)).

Prvo ra¢unamo ki i ko:

Dakle,
1
y =0+ (0+0,02) =0.0L

Vrednosti u ostalim ¢vorovima su date u tabeli.

T Y k1 ko Tac¢no res. | Aps. greska | Rel. greska
0 0 0 0.0200 0 0 0%
0.1 | 0.0100 | 0.0202 | 0.0412 0.0101 0.0001 1%
0.2 | 0.0407 | 0.0416 | 0.0649 0.0408 0.0001 0.2%
0.3 | 0.0940 | 0.0656 | 0.0928 0.0942 0.0002 0.2%
0.4 | 0.1732 | 0.0939 | 0.1267 0.1735 0.0003 0.2%
0.5 | 0.2835 0.2840 0.0005 0.2%

Vidimo da je aproksimacija koju smo sada dobili znatno bolja od aproskimacije Ojlerovom
metodom, §to je ilustrovano i na slici 5.7. Cak i sa deset puta manjim korakom, ona da je
vecéu tac¢nost, Sto znaci da je ,ekonomicnija”’, bez obzira na duplo veé¢i numericki napor na
jednom koraku. Kada ne bismo znali tacno reSenje problema, $to je najcesée slucaj, tacnost
pribliznih reSenja bismo proverili Rungeovim kriterijjumom. Kontrolnim ra¢unanjem sa
dvostrukim korakom, dobijamo da su priblizne vrednosti u ¢vorovima x = 0, x = 0.2 i
x = 0.4 redom jednake 0, 0.0400 i 0,1715. Kako je ovde koris¢ena metoda reda 2, razlike
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vrednosti iz tabele u istim tackama i ovih vrednosti delimo sa 22 — 1 = 3, te dobijamo
da su ocene greske redom 0, 0.0002 i 0.0006. U sluc¢aju da su te vrednosti vece od zadate

tacnosti, prepolovili bismo korak A i rac¢unali ponovo.

0.3

0.25

02r

o1r

0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

Slika 5.7: Integralna kriva i aproksimacije reSenja za primer 5.6.

Primenimo sada na isti problem metodu Runge-Kuta ¢etvrtog reda.

T Y kq ko ks k4 Tac¢na vrednost
0 0 0 0.1000 | 0.0101 | 0.0202 0

0.1 | 0.0101 | 0.0202 | 0.0306 | 0.0308 | 0.0416 0.0101

0.2 | 0.0408 | 0.0416 | 0.0531 | 0.0534 | 0.0657 0.0408

0.3 | 0.0942 | 0.0657 | 0.0789 | 0.0794 | 0.0939 0.0942

0.4 | 0.1735 | 0.0939 | 0.1098 | 0.1106 | 0.1284 0.1735

0.5 | 0.2840 0.2840

Vidimo da se na cetiri decimale priblizna i ta¢na reSenja potpuno poklapaju, tako da je

tacnost ovog pribliznog resenja najmanje 10~%.

Primer 5.7. Neka je dat Kosijev problem koji smo veé¢ posmatrali u primeru 3.3.

y =y -1,
y(0) = 0.
Resenje ovog problema je
@)= 1=
P =1 e

Sada ¢emo odrediti njegova priblizna reSenja na segmentu [0, 2] modifikovanom Ojlerovom
metodom sa formulom centralnog pravougaonika, sa korakom h = 0.5, a zatim oceniti

greSsku Rungeovim kriterijumom i izvrSiti korekciju pribliznih reSenja, pa to sve uporediti
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sa taCnim reSenjem. Kako ova metoda drugog reda, ocenu greske dobijamo tako Sto razliku

pribliznih vrednosti za korak A = 0.5 i duplo veéi korak h = 1 delimo sa 3.

x h=1 h = 0.5 | Ocena greske | Nova vrednost | Ta¢na vrednost
0 0 0 0 0 0
0.5 —0.4688 —0.4686 —0.4621

1 | —0.7500 | —0.7484 0.0005 —0.7479 —0.7160

1.5 —0.8800 —0.9229 —0.9051

2 | —0.8115 | —0.9416 —0.0434 —0.9850 —0.9640

Vidimo na osnovu vrednosti iz tabele, da su korigovane vrednosti nesto blize ta¢nim

vrednostima nego priblizne vrednosti za korak A = 0.5.
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Slika 5.8: Integralna kriva i aproksimacije reSenja za primer 5.7.

Na slici 5.8 plavom bojom su prikazane priblizne vrednosti dobijene sa korakom h = 0.5,

a crvenom bojom vrednosti korigovane pomoc¢u Rungeovog kriterijuma.

5.3 Metode konac¢nih razlika

Metode tipa Runge-Kuta spadaju u grupu dvoslojnih metoda, jer njima na osnovu vred-
nosti reSenja u tacki z odredujemo reSenje u tacki x + h. Osim njih postoje i viseslojne
metode, kod kojih koristimo vrednosti resenja u vise prethodnih ¢vorova da bismo odredili

vrednost reSenja u narednom ¢voru. Viseslojne metode su oblika
n n
E aiYj+1-i — h E bif (Tj1-i,Yjr1-i) = 0,
i=0 =0

gde su a; i b;, i = 0,...,n, konstante. Ako je ay # 0 i by = 0 metode su ekstrapolacione

(eksplicitne), a ako je ag # 0 1 by # 0 one su interpolacione (implicitne). Najpopularnije
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viSeslojne metode se dobijaju pomoc¢u kvadraturnih formula. Pod uslovom da je funk-
cija f(z,y) neprekidna, moZemo da integralimo diferencijalnu jednacinu y' = f(z,y) u

granicama od x; 41—, do x;41, te dobijamo
Tit1
Vi) =vla)+ [ Sy (5:2)
Titl—k

Aproksimacijom podintegralne funkcije interpolacionim polinomom odredenim ¢vorovima

ZTit1-n, - Tir1, dobijamo priblizno reSenje u tacki x;,

Yir1 = Yit1—k + D Z ¢ fivi—j,

J=0

gde su ¢; koeficijenti i fir1—; = f(xip1-5, Yiv1—5)-

5.3.1 Milnova metoda

Pretpostavimo da su nam poznate priblizne vrednosti reSenja Kosijevog problema u prva
Cetiri ¢vora: 1, koje je dato pocetnim uslovom i ¥y, ys i y3, koje mozemo odrediti nekom
od analitickih metoda ili metoda tipa Runge-Kuta. Na osnovu jednacine (5.2), uzevsi da

je y(z;) = y;, imamo da je
zo+4h
w=wm+ [ Sy
To

Ako funkciju f(z,y) aproksimiramo I Njutnovim interpolacionim polinomom trecéeg ste-

pena sa kona¢nim razlikama na ¢vorovima xg, 1, €2 i x3, dobijamo

zo+4h _ _ _
Ya = Yo + / <fo +qAfo+ %Azfo + alg 13)!((1 2)A3f0> dz,

gde je ¢ = (z — x0)/h a konacne razlike definiSemo kao
Afi= fir1— fis
AFfi= A iy = AR fi = ),

te dobijamo

Afo= f1— fo,
A’ fo = fo—2f1+ fo,
A?’fo = fs—3fa+3fi — fo.

Uvodimo slede¢u smenu x = zy + gh = dx = hdq. Tada se menjaju i granice integracije,

paje Zam:xmq:O,azam:xo+4h,q:4, tedobijamo

4 _ _ _
Ya = Yo + h/ (fo +qAfo+ MAQJCO + alq 1()5((1 2>A3fo) dg.
0
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Resavanjem integrala dobijamo eksplicitnu prediktor formulu

4h
Vi = Yo + ?(Qfl — fo+2f3).

Korektor formulu dobijamo tako $to integral u formuli (5.2) aproksimiramo Simpsonovom

kvadraturnom formulom i dobija se

h
Ya =Yz + g(f4 +4f3+ f2),
gde f; nalazimo uz pomo¢ prediktor formule, tako $to je
f4 = fz = f($4,y2)

Ako zamenimo yq sa y;_3, odnosno fy sa f;_3 i ostale indekse respektivno, lako se moze

pokazati da ove formule vaze i u opsStem slucaju, Sto nam daje Milnovu metodu
. 4h
Yiy1 = Yi-3 + ?(zfi — fi-1 +2fi—2),

h *
Yier = Yio1 + 5 (fin F4fi + fizr).

3
Greska prediktor formule je
Y(Tiv1) — Yiy1 = %h Y7 (6), 0 € (wi3,Tit1),
dok je greska korektor formule
1
Y(@it1) = Yir1 = —%h5y(5)(6), € € (Ti-1,Tit1)-

Na osnovu Rungeove ocene greske dobijamo da je priblizna ocena greske metode

y(iﬂiﬂ) —Yit1 = —2—9(yi+1 - yfﬂ)'

Primer 5.8. Primenimo Milnovu metodu na Kosijev problem koji smo ve¢ posmatrali u

primerima 4.1, 5.2 1 5.6.
y'(z) =22(y + 1),
y(0) =0,
na segmentu [0,1] sa korakom h = 0,1. Mozemo da iskoristimo priblizne vrednosti u
tackama 1, xo 1 x3 koje smo ve¢ odredili metodom Runge-Kuta za n = 4: y; = 0.0101,
yo = 0.0408 i y3 = 0.0942. Nakon toga trazimo vrednosti funkcije f u tim tackama:
fo= f(0,0) =0, fi = f(x1,y1) = 0.202, fo = 0.4163 i f3 = 0.6565. Koristimo prediktor

formulu da odredimo y; :

4.0.1
yi =0+ —5—(2-0.202 ~ 0.4163 + 2 0.6565) = 0.1734.

Zatim, imamo da je ff = £(0.4,0.1734) = 0.9387, pa to ubacujemo u korektor formulu

0.1
ys = 0.0408 + ?(0.9387 +4-0.6565 + 0.4163) = 0.1735.
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Ostale vrednosti su prikazane u tabeli.

T y* Y Ta¢na vrednost | Aps. greska | Rel. greska
0.5 | 0.2839 | 0.2840 0.2840 0.0000 0.00%
0.6 | 0.4331 | 0.4333 0.4333 0.0000 0.00%
0.7 1 0.6319 | 0.6323 0.6323 0.0000 0.00%
0.8 | 0.8958 | 0.8964 0.8965 0.0001 0.01%
0.9 | 1.2469 | 1.2477 1.2479 0.0002 0.02%
1 | 1.7166 | 1.7178 1.7183 0.0005 0.03%
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Slika 5.9: Integralna kriva i aproksimacije reSenja za primer 5.8.

5.3.2 Adamsove formule

Recimo da analitickim metodama, ili metodama tipa Runge-Kuta, mozemo odrediti pri-
blizne vrednosti reSenja y_3 = y(x_3) = y(zo — 3h), y_o = y(r_2) = ylxog — 2h) i
y_1 = y(x_1) = y(xg — h) Kosijevog problema, dok je yo = y(zy) dato pocetnim uslo-
vom. Na osnovu jednacine (5.2), zamenom odgovarajucih koeficijenata, pribliznu vrednost

u ¢voru z; = xg + h dobijamo po formuli

Y1 = Yo +/ [z, y)dx.
zo

Ako funkciju f(z,y) aproksimiramo II Njutnovim interpolacionim polinomom trecéeg ste-

pena sa kona¢nim razlikama u ¢vorovima xg, z_1, _5 i x_3 dobijamo

Y1 :3/04-/961 <f0+qu1+@A2f2+qw+lé(q+2)

A3f3) dZL’,
gde je ¢ = (z — xo)/h, a konac¢ne razlike su

Af 1= fo— [,
A2f72 = fo—2f_1+ f-o,
APfg=fo—3f1+3fa—fs [i=[(ziu).

39



Uvodimo smenu z = xg + gh = dx = hdq. Tada se menjaju i granice integracije, tako da
za T = x sledi da je ¢ =0, a za x = xy + h, ¢ = 1, te dobijamo

(¢q+1) q(q+1)(q+2)
2 6

1
Y1 =y + h/ <f0 bgAf + DI A2p A3f_3) dq,
0

odnosno

h
24(55f0 —59f 1 +37f2—9f3),

Sto ¢e biti prediktor formula za odredivanje priblizne vrednosti reSenja y,. Korektor formulu

Y1 =Y =Y+

nalazimo tako $to podintegralnu funkciju f(z,y) aproksimiramo ponovo II Njutnovim

interpolacionim polinomom, ali ovoga puta u ¢vorovima x, xo, x_1 i x_s, te dobijamo

Y1 = Yo + /xl <f1 + qAfo + MAfol + Q(q + 1)((] + 2) A5f2> dr,

2 6
gdejeq=(z —x1)/hi
Afo= f1— fo,
A’f = f1—2fo+ [,
A°f o= fi—3fo+3f1— fo
Uvodimo smenu x = x1 + gh = dx = hdgq. Menjaju se granice integracije, pa je za x = x,
qg=—1,azax=u1x9+h, ¢ =0, te dobijamo

q(g+1)
2

0
Y1 :?Jo+/ <f1+CIAf0

1

A0 di
odnosno h

n=y+5; (9f1+19f0—5f 1+ fo2),
gde f; nalazimo uz pomo¢ prediktor formule, tako Sto je

h=f= f(xl,yik).

Ako zamenimo y; sa y;11, Yo sa y; i dalje redom, dobijamo metodu tipa prediktor-korektor

h
ﬂ(55fi —59fi 1 +37fia—9fi_3),

h *
Yivr = Yi + ﬂ(gfzﬂ +19f; = 5fi-1 + fi2).

Prediktor formula ove metode naziva se Adams-Basfortova formula, dok se korektor

Yigr = Yi +

formula naziva Adams-Multonova formula.
Greska Adams-Basfortove formule je

251
y(z;) —yi = %h“% 1(8), 0 € (T3, Tit1),

dok je greska Adams-Multonove formule

19
720 y (6>7 € (x 2 x +1)
Primenom Rungeove ocene greske dobijamo da je priblizna ocena greske metode

1
270

y(@i) =y = —

Y(Tit1) — Yip1 ® (Yit1 — Z/:H)-

40



Primer 5.9. Ako na isti problem iz primera 5.7. primenimo Adamsove formule, a pret-

hodno iskoristimo iste aproksimacije za prva tri ¢vora, dobijamo nesto preciznije priblizne

vrednosti.
x y* Y Tac¢na vrednost | Aps. greska | Rel. greska
0.4 10.1734 | 0.1735 0.1735 0.0000 0.00%
0.5 | 0.2839 | 0.2840 0.2840 0.0000 0.00%
0.6 | 0.4331 | 0.4333 0.4333 0.0000 0.00%
0.7 | 0.6319 | 0.6323 0.6323 0.0000 0.00%
0.8 | 0.8959 | 0.8965 0.8965 0.0000 0.00%
0.9 | 1.2469 | 1.2479 1.2479 0.0000 0.00%
1 | 1.7167 | 1.7181 1.7183 0.0002 0.01%

Vige primera Kosijevih problema reSenih numeri¢kim metodama, moZe se naéi ovde [11].

5.4 Stabilnost numerickih algoritama

Da bismo koristili numericke metode za resavanje KoSijevog problema, ve¢ smo pomenuli
da on mora biti korektno postavljen i dobro uslovljen. Medutim, i tada se desava da,
usled neminovnih numerickih gresaka na svakom koraku, dolazi do velikog nagomilavanja
greske, tako da dobijeno priblizno reSenje znatno odstupa od ta¢nog. Takvi numericki
algoritmi nazivaju se nestabilni algoritmi. Kod nestabilnih algoritama korak h mora da

bude dovoljno mali, da bi greska ostala u dozvoljenim granicama.

Primer 5.10. Neka je dat Kosijev problem

vy =ay, a €R,
y(0) =1
Njegovo reSenje je
y(z) = e™. (5.3)

Ojlerovom metodom, priblizno reSenje y; u tacki x; dobijamo iz jednacine
Yi = Yi—1 + h(ayi—1) = (1 4+ ah)y;_1,

odnosno
yi = (14+ah)’, i=0,1,..

Ako je a < 0, resenje (5.3) opada i tez nuli kada x — oo, dok pribliZzno reSenje moze

neograniceno da raste i osciluje u znaku ako je korak h takav da je
1+ah < —1,

odnosno



Dakle, ako je |a| veliko, neophodno je da korak A bude vrlo mali.
Ako primenimo modifikaciju Ojlerove metode sa trapeznom formulom na isti problem,

priblizno resenje dobijamo po formuli

ah
Yi = Yi—1 + 7(%‘—1 +vi),

1+ AN
yZ: aghyl_l = ( a2h ”Z:O, 1,

odnosno

2

2
Ako je a < 0, priblizno reSenje y; opada i tezi nuli kada ¢ — oo, kao i ta¢no resenje. Dakle,
pribliZzno reSenje se ponaSa isto kao i ta¢no reSenje bez obzira na veli¢inu koraka h, Sto
znaci da je ova metoda stabilna.

Ako na isti problem primenimo metodu Runge-Kuta, priblizno reSenje dobijamo formulama

h
s =an (145 ) o,
ah  a’h?
k'g_l(h) = (Ih (1 7 + A ) Yi—1,
2h2 3h3
kffl(h) = ah (1 + ah + 5 CLT) Yi—1,
0/2 2 a3h3 a4h4
yZ:(l-i—CLh—l— 5 + 5 + 24>y11,

pa je priblizno reSenje u tacki x;

27,2 adh3 atht {
2 6 + 24) '

yi=(1+ah+a +

Ako je a = =100, a h = 0.03, onda je y; = (lg—l)i, pa je u tacki z = 3 priblizna vrednost
reSenja y(3) = 6.8-10'3. Ako je h = 0.02, u istoj tacki dobijamo pribliZznu vrednost resenja
y(3) = 2.7-107™, 8to odgovara ponasanju ta¢nog resenja. Dakle, i kod ove metode je neop-
hodno izabrati odgovarajuéi korak h, ako se primenjuje na probleme sa brzo opadajué¢im

reSenjima.
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6 Zakljucak

U ovom radu su opisane neke alternativne metode za reSavanje Kogijevih problema obi¢nih
diferencijalnih jednacina, koje se koriste kada se ne moze analiticki do¢i do reSenja ili je

njihovo resavanje tim putem dosta komplikovano.

Kvalitativnom analizom mozemo utvrditi da li reSenje nekog Kosijevog problema postoji
i ukoliko postoji, da li je jedinstveno i na kom intervalu je definisano. Videli smo kroz
primere da je taj pristup koristan u problemima u kojima je neko resSenje ocigledno,
ali treba dokazati njegovu jedinstvenost. Rezultati kvalitativne analize koriste se i pre
primene numerickih metoda, koje zatim primenjujemo tek ako postoji jedinstveno resenje
Kogijevog problema. Geometrijskim pristupom, tj. skiciranjem polja pravaca sa dovoljno
gustim linijskim elementima, moze se, u nekim slu¢ajevima, sasvim dobro proceniti izgled
integralne krive, odnosno skicirati grafik resenja. I kod ovog pristupa mozemo Kkoristiti
teoreme o egzistenciji i jedinstvenosti reSenja, da bismo bolje razumeli prirodu reSenja
koje naslué¢ujemo. Naravno, nedostaci ova dva pristupa su u tome $to se njima reSenje
Kosijevog problema samo pogada, odnosno procenjuje, ili se utvrduje njegovo postojanje i

jedinstvenost, a ne moze se izra¢unati, niti aproksimirati.

Analitickim aproksimativnim metodama mozemo odrediti priblizno, a u nekim slucaje-
vima i tacno reSenje Kosijevog problema. Problem ovih metoda je $to nisu pogodne za
realizaciju na ra¢unaru, zbog komplikovanosti njihovih algoritama. Na primer, kod Pikaro-
ve metode, potrebno je reSavati integrale koji iz koraka u korak postaju sve kompleksniji.
Takode, lakoéa i uopste moguénost reSavanja KoSijevog problema ovim metodama, dosta
zavisi i od kompleksnosti diferencijalne jednacine. Sa druge strane, numerickim metodama
problem svodimo samo na osnovne rac¢unske operacije i evaluacije vrednosti funkcija u ne-
kim tackama, Sto je vrlo jednostavno realizovati na rac¢unaru. Videli smo kroz primere da
se njima moze postiéi izuzetna tacnost, gde su nam se priblizna resenja gotovo poklapala
sa ta¢nim reSenjima problema. Ojlerova metoda je najstarija i najjednostavnija numericka
metoda, a takode je i najgrublja. Metode tipa Runge-Kuta, koje su generalizacija Ojlerove
metode, su malo komplikovanije i iziskuju veéi numericki napor, ali i daju dosta bolju
tacnost pribliznog reSenja. Sto je veéi red metode, veéi je numericki napor, ali je veéa i
tacnost. Najefikasnije metode koje su ovde obradene su metode kona¢nih razlika, tj. Mil-
nova i Adamsova metoda. One spadaju u grupu viseslojnih metoda, gde koristimo poznate
priblizne vrednosti u prvih nekoliko ¢vorova da izracunamo pribliznu vrednost u narednom
¢voru. Za izra¢unavanje tog poc¢etnog odsecka koristimo metode tipa Runge-Kuta ili neku

od analitickih metoda, u ¢emu se najvise i ogleda njihova korist.
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