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1 Uvod

Gradivo matematike koje se prelazi u osnovnim i sred�im xkolama sva-
kako predstav	a izazov uqenicima. Jedna od oblasti koje mogu biti zahtev-
nije je geometrija, taqnije stereometrija. Osnovni objekti u geometriji su
intuitivno jednostavni, ali kompletnije razumeva�e i manipulisa�e geo-
metrijskih objekta, naroqito u prostoru, mo�e biti zahtevno za uqenike.
Dodatno potexko�a mo�e biti vizuelizacija zadatog problema u zadatku,
koja zahteva odre�eni nivo apstrakcije od uqenika.

Zbog preobimnosti nastavnog plana i programa iz matematike i nedo-
vo	nog fonda qasova za stereometriju, uqenici nemaju dovo	no mogu�nosti
za vizuelizaciju geometrijskih tela. Tehnoloxka dostignu�a omogu�avaju
i me�aju naqin komunikacije, poslova�a i uqe�a. Svakoj novoj generaciji
mladih lakxe je pristupiti jezikom tehnologije, aplikacija i tehnolox-
kim inovacijama. Zato bi takav naqin rada i uqe�a mogao biti efikasniji
i produktivniji, sve u ci	u unapre�e�a zna�a i vextina uqenika. Prime-
na savremenih obrazovnih tehnologija u nastavi stereometrije bi znaqajno
pojaqala vizualizaciju nastavnih sadr�aja kod uqenika, a samim tim i
motivaciju za uqe�e.

Ovaj rad se bavi stereometrijom koja se obra�uje u osnovnim i sred�im
xkolama, taqnije bavi se poliedrima. Pre svega je predstav	ena poliedar-
ska povrx, zatim �eni primeri kao xto su prizma, piramida i zarub	ena
piramida. Bavi se osobinama poliedara, presecima, povrxinama i zapre-
minama. Dodatno, ima reqi i o pravilnim poliedrima, kao poliedri sa
posebnim osobinama, i o polupravilnim poliedrima koji mogu biti za-
htevniji za xkolsko gradivo ali zanim	ivi za zainteresovane uqenike.

Programski paketi koji omoguqavaju napredak nastave kojima se bavi-
mo su GeoGebra i SketchUp. Predstav	en je dinamiqki softverski paket
GeoGebra za poduqava�e matematike. Mo�emo ga posmatrati kao belu ta-
blu gde se mogu predstaviti matematiqki materijali, kako preko slika
tako i pomo�u slajdova i animacija.

Jox jedan jednostavan programski paket koji omogu�ava prav	e�e mate-
matiqkog sadr�aja je SketchUp. SketchUp je program pre svega name�en za
arhitekturu xto omogu�ava jednostavnije kreta�e i rad u prostoru, tako
da je neke matematiqke objekte lakxe predstaviti u ovom programu.

Ve�ina slika u radu je odra�eno u programskim paketima GeoGebra i
SketchUp. Ci	 rada je da se popularizuje upotreba raqunara u nastavi ma-
tematike, pre svega za korix�e�e obrazovnih raqunarskih softvera. Time
bi doxlo do podiza�a kvaliteta nastave, pove�a�a motivacije kod dece i
efikasnijeg usvaja�a zna�a.
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2 Poliedar

U ovom poglav	u su definisane poliedarska i rog	asta povrx. Poseb-
na pa��a posve�ena je geometrijskim telima - poliedrima. Analizirana
je prizma, piramida i zarub	ena piramida, �ihove osobine, povrxine i
zapremine. Zatim i komplikovaniji objekti kao sto su pravilni poliedri
ili Platonova tela i polupravilni poliedri ili Arhimedova tela.

2.1 Poliedarska povrx

Poligonska linija A1:::AnAn+1 je unija nadovezanih du�i A1A2;
A2A3 ... ; AnAn+1 koje nazivamo ivice poligonske linije. Taqke A1; :::; An+1

nazivaju se temena poligonske linije. Ako je An+1 = A1 ka�emo da je po-
ligonska linija zatvorena i nazivamo je poligonom A1:::An. Ako nikoje
dve ivice poligonske linije nemaju zajedniqkih taqaka, osim xto svake dve
susedne ivice imaju zajedniqko teme, poligonsku liniju nazivamo prostom.

Za taqku O u ravni poligona p, O 62 p, ka�emo da pripada unutrax�o-
sti poligona p ako je paran broj preseqnih taqaka poligona i proizvo	ne
poluprave a sa temenom O koja ne sadr�i ni jedno teme poligona. Ako je
neparan broj preseqnih taqaka poligona i poluprave a iz temena O, taqka
O pripada spo	ax�osti poligona.

Slika 1: Taqka O pripada unutrax�osti poligona (levo). Taqka O pripada
spo	axnosti poligona (desno)

Unutrax�ost poligona zovemo jox i poligonska povrx. Qesto se po-
istove�uje pojam poligona i poligonske povrxi koju on ograniqava. Za
poligon ka�emo da je konveksni, ako svaka du� koja povezuje bilo koje dve
taqke unutar �ega le�i u �emu potpuno.
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Neka je u prostoru zadat konaqan niz polupravih a1; a2; :::; an sa za-
jedniqkim temenom O. Lik koji se sastoji iz uglova ∠[a1; a2], ∠[a2; a3],...,
∠[an�1; an], ∠[an; a1], pri qemu svaka dva uzastopna ugla u ovom cikliq-
nom nizu ne pripadaju jednoj ravni, nazivamo rog	astom povrxi i obe-
le�avamo je sa Oa1a2:::an. Poluprave a1; a2; :::; an nazivamo ivicama, taqku
O temenom, a uglove ∠[a1; a2], ∠[a2; a3], ..., ∠[an�1; an], ∠[an; a1], ∠[an; a1]
p	osnima, iviqnim uglovima ili stranama rog	aste povrxi Oa1a2:::an.

Slika 2: Roga	 Oa1a2a3a4a5a6

Za dve poligonske povrxi ka�emo da su susedne ako imaju jednu za-
jedniqku ivicu i sem taqaka te ivice nemaju vixe zajedniqkih taqaka.
Konaqan niz poligonskih povrxi povezanih tako da su svake dve uzastopne
poligonske povrxi susedne u tom nizu, qine lanac poligonskih povrxi.
Skup poligonskih porxi je povezan ako se bilo koje dve povrxi iz tog
skupa mogu povezati lancem poligonskih povrxi.

Konaqan, povezani skup zatvorenih poligonskih povrxi (mnogouglova)
nazivamo poliedarskom povrxi ako zadovo	ava slede�e uslove:

a) ako povrxi zadatog skupa imaju jedno zajedniqko teme, tada unutrax-
�i uglovi tih povrxi koji imaju zajedniqko teme pripadaju p	osnima jed-
ne rog	aste povrxi koja sem p	osni koje sadr�e pomenute uglove nema
vixe p	osni,

b) svaka du� koja pripada ivici neke od poligonskih povrxi zadatog
skupa, pripada najvixe jox jednoj od ivica neke druge povrxi tog skupa.

Kako susedne p	osni rog	aste povrxi nikada ne pripadaju jednoj rav-
ni, tada ni susedne p	osni poliedarske povrxi ne�e pripadati jednoj ravni.

Mnogouglovi koji qine poliedarsku povrx nazivaju se strane ili p	o-
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sni, a stanice i temena tih mnogouglova nazivaju se ivice i temena po-
liedarske povrxi. Du�i koje povezuju temena poliedarske povrxi koja
pripadaju raznim p	osnima te povrxi nazivamo �enim dijagonalama.

Primedba Ovakva definicija poliedarske povrxi je previxe strikt-
na i ne dozvo	ava opcije otvorenih poliedara, niti da je poliedar slo�en.
Zato �emo koristiti neformalnu definiciju koja je jednostavnija i pogod-
nija za primene u raqunarskoj grafici i 3D modelova�u.

Poliedarska povrx je objekat prostora koji je unija konaqno mnogo p	o-
sni i zadovo	ava slede�e uslove:

a) p	osni su konveksni poligoni;
b) svaka ivica pripada najvixe dvema p	osnima. Ivica koja pripada

samo jednoj p	osni zove se rubna ivica, dok se ivica koja pripada dvema
p	osnima zove unutrax�a ivica;

v) presek dve p	osni mo�e biti samo ivica.
Ako sve stranice mnogouglova pripadaju po dvema povrxima, tada je

poliedarska povrx zatvorena, a ako neka od stranica mnogougla pripada
samo jednoj povrxi, poliedarska povrx je otvorena.

Slika 3: Otvorena (levo) i zatvorena (desno) poliedarska porvx

Poligonsku povrx nazivamo prostom ako ne postoje dve p	osni te po-
vrxi koje imaju zajedniqkih taqaka, osim xto susedne p	osni imaju zajed-
niqku ivicu i p	osni jednog rog	a, imaju zajedniqko teme. Ako, u protiv-
nom, takve dve p	osni postoje, tu povrx nazivamo slo�enom.

Slika 4: Slo�ene poliedarske porvxi
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Na Slici 4 prva poliedarska povrx je slo�ena jer postoji ivica koja
je zajedniqka za qetiri p	osni, dok je druga poliedarska povrx slo�ena
jer postoji teme zajedniqko za dva rog	a. Poliedarske povrxi na Slici 3
su proste.

Neka je data prosta, zatvorena poliedarska povrx i taqka O koja joj ne
pripada. Ako svaka poluprava iz temena O koja ne sadr�i ni jedno teme i
ne seqe ivice povrxi, sa �ome ima neparan broj zajedniqkih taqaka, tada
je taqka O unutar poliedarske povrxi. Ako svaka poluprava iz temena
O sa �ome ima paran broj zajedniqkih taqaka, tada je taqka O izvan po-
liedarkse povrxi. Skup svih taqaka unutar poliedarske povrxi naziva
se �enom unutrax�ox�u, a skup svih taqaka izvan, �enom spo	ax�ox-
�u. Dakle, prosta zatvorena poliedarska povrx razla�e prostor na dve
oblasti: unutrax�ost i spo	ax�ost.

Unija proste zatvorene poliedarske povrxi i �ene unutrax�osti na-
ziva se poliedar.

2.2 Prizma

Poliedar qije su dve podudarne p	osni u dvema paralelnim ravnima,
i sve ostale p	osni paralelogrami koji spajaju ta dva mnogougla naziva se
prizma. Dva mnogougla u paralelnim ravnima nazivaju se osnove prizme
ili baza, dok se ostali paralelogrami nazivaju boqne strane koje zajedno
qine omotaq prizme. Ako je u osnovi n-tougao, onda se prizma naziva n-
tostrana prizma. Stranice n-tougaonih osnova prizme su osnovne ivice
prizme, a stranice boqnih strana su boqne ivice. Temena osnove prizme
su temena prizme. Prizme qije su boqne ivice normalne na ravni osnove
nazivaju se prave prizme, a ako boqne ivice nisu normalne na ravni osnova,
prizma je kosa. Du� koja spaja ravni osnova prizme i normalna je na obe
ravni osnova je visina prizme.

Slika 5: Pravilna xestostrana prizma (levo) i petostrana prizma (desno)

Prava prizma qije su osnove pravilni n-touglovi naziva se pravil-
na n-strana prizma. Prizme qije su sve p	osni pravilni mnogouglovi je
primer polupravilnih polidara, ali prizme u opxtijem smislu za svoje
p	osni mogu imati proizvo	ne mnogouglove.

Prizma qije su osnove paralelogrami naziva se paralelopiped, dok se
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prizma sa pravougaonicima za osnove naziva kvadar. Kvadar qije su sve
p	osni kvadrati je pravilni poliedar, kocka.

Slika 6: Prava (levo) i kosa (desno) trostrana prizma

Razmotrimo Sliku 6. Podudarni trouglovi 4ABC i 4A1B1C1 qine
osnove trostrane prizme, dok paralelogrami ABB1A1, BCC1B1 i ACC1A1

qine boqne strane ili omotaq prizme. Du�i AB, BC, AC, A1B1, B1C1 i
A1C1 qine osnovne ivice, dok AA1, BB1 i CC1 qine boqne ivice i mogu
predstav	ati visine prizme jer su du�i koje spajaju osnove i normalne su
na �ih, dok kod kose prizme boqne ivice i visina nisu jednake. Visina
kose prizme je du� MN koja je normalna na obe osnove.

Primer Izraqunati du�inu dijagonale kvadra D, ako su poznate �e-
gove dimenzije a; b i c.

Slika 7: Kvadar

Pravilna prizma qije su sve strane pravougaonici je kvadar. Ako su
du�ine ivica osnove a i b, dijagonala osnove AC = d se lako mo�e iz-
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raqunati pomo�u Pitagorine teoreme d2 = a2 + b2. Prostorna dijagonala
AC1 = D se sliqno dobija D2 = d2 + CC2

1 , odakle je D2 = a2 + b2 + c2. �
Presek prizme i ravni daju poligonsku povrx, qiji oblik zavisi od

toga kako je postav	ena ravan. Ako je ravan paralelna osnovama prizme,
presek je poligonska povrx identiqna osnovi, ili jednostavnije, prizma
je pode	ena na dve ma�e prizme. Ravan kojom se seqe prizma mo�e biti
postav	ena tako da je paralelna sa boqnim ivicama, u kom sluqaju je presek
paralelogram. Specijalno, ako ta ravan sadr�i dve nesusedne boqne ivice,
onda se presek naziva dijagonalni presek.

Preseci prizme i ravni koja nije paralelna ni osnovama ni boqnim
ivicama mogu biti razliqite poligonske povrxi. Na Slici 8 prikazani
su takvi preseci kocke i ravni, gde su poligonske povrxi redom trougao,
qetvorougao, petougao i xestougao.

Slika 8: Preseci kocke i ravni

2.2.1 Povrxina prizme

Kao jedno od najbitnijih svojstava, izraqunava�e povrxine prizme se
svodi na zbir povrxina svih p	osni ili poligonskih povrxi koji qine
prizmu. Prizmu saqi�avaju dve osnove u paralelnim ravnima i paralelo-
grami koji qine boqne strane ili omotaq. Prema tome, opxta formula za
povrxinu prizme predstav	a zbir dve baze i omotaqa

P = 2 �B + M;

gde je B povrxina jedne osnove, a M povrxina omotaqa.
Povrxina omotaqa prizme se mo�e posmatrati kao proizvod obima osno-

ve i boqne ivice ili visine M = O �H, gde je H visina prizme.
Ako je primer prave trostrane prizme sa osnovnim ivicama a; b i c,

povrxina osnove se raquna kao

B =
1

2
a � ha =

1

2
b � hb =

1

2
c � hc;

gde su ha; hb i hc odgovaraju�e visine trougla. Omotaq qine tri pravouga-
onika qija je jedna stranica odgovaraju�a stranica trougla tj. osnove, a
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druga stranica visina prizme H , tada je

M = a � H + b� H + c � H = ( a + b+ c)H = O � H:

Povrxina prizme je

P = 2 � B + M = 2 � B + O � H:

Slika 9: Trostrana prizma i �ena mre�a

Ako je primer prave pravilne xestostrane prizme, osnova se raquna kao

B =
3a2

p
3

2
;

gde jea stranica pravilnog xestougla osnove. Omotaq qine xest podudar-
nih pravougaonika qija je jedna stranica visina H , a druga stranica a
osnove. Tada je

M = 6a � H:

Povrxina prizme je

P = 2 � B + M = 3a2
p

3 + 6aH:

Slika 10: Xestostrana prizma i �ena mre�a
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Slika 11: Qaj

Primer Data je kutija qaja dimezija 4; 6 i 13cm.
Kolika povrxina kartona je potrebna za prav	e�e te
kutije?
Kutija qaja je oblika kvadra. Povrxina potrebnog kar-
tona je povrxina kvadra, tj. P = 2B + M: Osnovu qine
pravougaonik B = 4 � 6, dok omotaq qine dva pravougaoni-
ka 4 � 13 i dva 6 � 13. Konaqno povrxina je

P = 2 � 4 � 6 + 2(4 � 13 + 6 � 13) = 308cm2:

Zadatak Koliko platna je potrebno da se napravi xator (Slika 12
levo), ako je xator dug 5 m. Poqetni, ulazni deo je u obliku jednakostra-
niqnog trougla i xtap pri ulazu u xator je du�ine

p
3 m.

Slika 12: Xator (levo) i prizma oblika xatora (desno)

Xator se mo�e posmatrati kao prizma qije su osnove jednakostraniqni
trouglovi a omotaq je sastav	en od pravougaonika. (vidi Sliku 12 desno).
Povrxina ove prizme predstav	a odgovor koliko je potrebno platna kako
bi se napravio xator.

Xtap pri ulazu predstav	a visinu osnove, tj. jednakostraniqnog trou-
gla, h =

p
3. Kako je

Slika 13: Mre�a prizme

p
3 = h =

a
p

3
2

;

stranicu trougla a lako dobijamo a = 2 .
Povrxina osnove je

B =
a2

p
3

4
=

p
3:

Omotaq prizme predstav	aju 3 pravougao-
nika dimenzija a i H . Visina prizme H je
koliko je xator dug, tj H = 5 . Povrxina
omotaqa je

M = 3a � H = 3 � 2 � 5 = 30:

Konaqno povrxina prizme je

P = 2B + M = 2
p

3 + 30 � 33:46:

Potrebno je 33:46 m2 platna da bi se napravio xator.
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2.2.2 Zapremina prizme

Odre�iva�e zapremine nekog tela znaqi odrediti broj koji pokazuje
koliko se puta neko odre�eno telo koje po definiciji ima zapreminu 1
sadr�i u tom telu. Za telo, qija je zapremina 1, uzima se jediniqna kocka ,
tj. kocka ivice 1.

Zapremina je preslikava�e koje nekom telu dode	uje broj, pri qemu je
taj broj ve�i ili jednak nuli, i jediniqnoj kocki dode	uje broj 1.

Tako�e se mogu podrazumevati slede�e intuitivne osobine zapremine.
Ako su dva dela podudarna, onda su im zapremine jednake. Ako se telo mo�e
raslo�iti na dva disjunktna tela, onda je zapremina poqetnog tela jednaka
zbiru zapremina razlo�enih delova.

Zapremina kvadra jednaka je proizvodu �egovih dimenzija. Pretposta-
vimo da su du�ine ivica kvadra a; b i c merene istom jedinicom du�ine m
(1 cm na Slici 14) Du�ina a je 3 cm, xirina b je 2 cm i visina c kvadra
je 5 cm. Povlaqe�em ravni kroz kvadar, koje su paralelne �egovim stra-
nicama BCB 0C0; ABA 0B 0 i osnovi (Slika 14) dobija se kvadar pode	en na
odgovaraju�e kocke. Dakle, zapremina paralelopipeda je predstav	ena po-
mo�u jediniqnih kocki ivice 1 cm. Kako je kvadar razlo�en na disjunktne
jediniqne kocke, onda je zapremina jednaka zbiru �egovih kocki. Raquna�e
zapremine kvadra se svodi na prebrojava�e jediniqnih kocki.

Slika 14: Kvadar

Kako u prvom sloju ima 6 kocki, a u
celom kvadru ima 5 takvih slojeva, to je
zapremina paralelopipeda 5 � 6 = 30 tj.
30m3, 30dm3, 30cm3 itd. u zavisnosti od
odabira mernih jedinica jediniqne kocke.
Do rezultata zapremine mo�e se do�i ka-
da merne brojeve dimenzija pomno�imo, tj.
3 � 2 � 5 = 30.

Zapremina V pravouglog kvadra du�ine
a, xirine b i visine c jednaka je

V = abc:

Kako je kod ovog paralelopipeda ab = B
osnova prizme i c = H visina prizme, to
je

V = BH;

tj. zapremina jednaka je proizvodu osnove
i visine prizme .
Mo�e se pokazati da ova formula va�i i za proizvo	nu prizmu, tj. zapre-
mina ma koje prizme jednaka je proizvodu povrxine osnove i �ene visine.
Kako je kod kocke a = b = c, to je zapremina kocke V = a3: Svaki kosi para-
lelopiped ima jednaku zapreminu s pravim pravouglim paralelopipedom
iste osnove i visine.
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Slika 15: Prizme jednakih osnova

Odnos zapremina dve prizme
jednakih osnova, a razliqitih vi-
sina, odnosi se kao �ihove visi-
ne. Ako je zapremina prve prizme
V = BH , a druge V 0 = BH 0, onda
�ihovom deobom dobijamo

V : V 0 = H : H 0:

Primer Zapremina prizme i
zapremina vode koja je unutar pri-
zme je u odnosu2 : 3, dok je visina
prizme za 2 ve�a od visine vode u
prizmi. Izraqunati visinu vode u prizmi.

Voda u datoj prizmi se mo�e posmatrati kao ma�a prizma sa istom
osnovom. Kako je �ihov odnos 2 : 3, onda sledi

Vv

Vp
=

2
3

=
H v

Hp
;

gde jeVv ; H v zapremina i visina vode, a Vp; Hp zapremina i visina prizme.
Kako je visina prizme za 2 ve�a od visine vode, onda je Hp = 2 + H v .
Koriste�i ovu jednaqinu i odnos visina dobija se

2
3

=
H v

2 + H v
:

Konaqno, visina vode u prizmi je H v = 4 .
Primer Povrxina osnove prave trostrane prizme je 4, a povrxina

boqnih strana su 9, 10 i 17. Na�i zapreminu prizme.
Osnova prizme je trougao stranica a; bi c, povrxine B = 4 , dok su boqne

strane M 1 = aH , M 2 = bH i M 3 = cH, gde jeH visina prizme (Slika 9).
Zapremina prizme se raquna kao V = BH , tako da je samo potrebno na�i
visinu H . Povrxina osnve se mo�e predstaviti pomo�u Heronovog obrazca
B =

p
s(s � a)(s � b)(s � c), gde jes poluobim koji se mo�e izraziti kao

s =
1
2

(a + b+ c) =
1
2

�
9
H

+
10
H

+
17
H

�
=

18
H

:

Dakle povrxina osnove je 4 =

r
18� 9 � 8 � 1

H � H � H � H
, tj. H = 3 . Konaqno, zapre-

mina prizme je
V = BH = 4 � 3 = 12:
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2.3 Piramida

Piramida je poliedar sastav	en od dela rog	aste povrxi i mnogoula
koji qini osnovu. Za prirodni broj n � 3, poliedar koji ima n + 1 p	osni
od kojih je jedna p	osan n� tougao, a sve ostale su trouglovi, naziva se
n� tostrana piramida . Osnovu ili bazupiramide qini n� strana p	osan,
ostale p	osni nazivaju se boqne strane piramide. Unija boqnih strana
qine omotaq piramide.

Osnova petostrane piramide (Slika 16) je petougao ABCDE , dok su tro-
uglovi boqne strane SAB; SBC; SCD; SDE i SEA koji qine omotaq. Stra-
nice n� touglaone osnove piramide su osnovne ivice piramide, a stranice
boqnih strana piramide su boqne ivice . Osnovne ivice petostrane pirami-
de suAB; BC; CD; DE i EA , dok su boqne ivice SA; SB; SC; SD i SE. Sve
boqne ivice imaju zajedniqku taqku S, koja se naziva vrh piramide. Temena
osnove piramide i vrh su temena piramide. Du� koja spaja vrh piramide
i ravan osnove i nomalna je na osnovu qini visinu piramide. Du� SO je
visina petostrane piramide. Ako je osnova prave piramide pravilan mno-
gougao, piramida je pravilna . Ako je podno�je visine pravilne piramide
istovremeno i centar kru�nice opisane oko osnove, onda se naziva pravom
piramidom. Ako to nije sluqaj, piramida je kosa. Visina boqne strane pi-
ramide tj. visina trougla iz vrha piramide naziva se apotema . Du� SN
je apotema petostrane piramide.

Slika 16: Prava pravilna petostrana piramida

U zavisnosti od mnogougla u osnovi piramide, postoje trostrane, qe-
tvorostrane i mnogostrane piramide. Trostrana piramida je najprostiji
poliedar i pravilni poliedar koji se naziva tetraedar . Takva piramida
za sve p	osne ima trouglove od kojih se svaka mo�e uzeti za osnovu.
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Slika 17: Tetraedar (levo) i kosa qetvorostrana piramida (desno)

Presek piramide i ravni daju poliedarsku povrx, qiji oblik zavisi
od toga kako je postav	ena ravan. Ako je ravan paralelna osnovi piramide,
presek je poliedarska povrx sliqna osnovi. Ili jednostavnije, piramida
je pode	ena na ma�u piramidu i zarub	enu piramidu. Na Slici 18 (de-
sno) presek ABCD je paralelan osnovi. Ako preseqna ravan sadr�i vrh
piramide i seqe ravan osnove, onda je u preseku trougao. Na Slici 18 (de-
sno) presek EFS je trougao koji sadr�i vrh piramide. Preseci piramide
ravni koja nije paralelna ni osnovi i ne sadr�i vrh piramide, mogu biti
razliqite poliedarske povrxi. Jedan takav presek je qetvorougao MNLK
na Slici 18 (levo).

Slika 18: Presek ravni i qetvorostrane piramide
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Primer Pravilna qetvorostrana piramida je preseqena sa ravni koja
sadr�i podno�je visine piramide i paralelna je jednoj boqnoj strani. Iz-
raqunati povrxinu preseka ako je osnovna ivica du�ine 28 cm i visina
piramide 48 cm.

Presek piramide i ravni koja prolazi kroz podno�je visine i paralel-
na je boqnoj strani, je jednakokraki trapez sa osnovicama a i

a
2

(Slika 19

levo).

Slika 19: Presek piramide i ravni

Visina trapeza h, koja se dobija u preseku, se mo�e izraqunati pomo�u
Talesove teoreme prime�ene na trougao ABV (Slika 19 desno). Trougao
ABV predstav	a presek piramide i ravni koja sadr�i vrh i normalna je
na osnovu piramide. Primenom Talesove teoreme dobija se h : BV =

a
2

: a.

Du� BV se lako mo�e dobiti kao BV 2 = H 2 + SB2 = 482 + 142, dakle
BV = 50. Iz proporcije h : BV =

a
2

: a se dobija da je h = 25. Konaqno,

povrxina preseka je povrxina trapeza sa osnovica a i
a
2

P =
(a + a

2 )h
2

=
(28 + 14)25

2
= 525cm2:
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2.3.1 Povrxina piramide

Povrxina piramide se svodi na zbir povrxina svih p	osni ili poli-
gonskih povrxi koji qine piramidu. Piramidu saqi�ava osnova i trou-
glovi koji qine boqne strane ili omotaq. Prema tome, opxta formula za
povrxinu piramide predstav	a zbir baze i omotaqa

P = B + M;

gde jeB povrxina osnove, a M povrxina omotaqa.
Omotaq piramide se mo�e posmatrati kao zbir povrxina trouglova.

Kod n-strane pravilne piramide povrxina omotaqa M = n � Pt , gde jePt

povrxina jednog trougla omotaqa.
Ako je primer pravilne trostrane piramide osnova je pravilan trou-

gao, povrxina osnove raquna se kao B =
a2

p
3

4
, gde jea stranica osnove.

Omotaq qine tri podudarna trougla qija je jedna stranica odgovaraju�a
stranica trougla tj. osnove, a visina trougla h boqna visina piramide.

Dakle, omotaq se raquna kao M = 3
a � h

2
. Povrxina pravilne trostrane

piramide je

P = B + M =
a2

p
3

4
+ 3

a � h
2

:

Slika 20: Tetraedar i �egova mre�a

Tetraedar je pravilan ako su mu sve p	osni jednakostraniqni trouglovi
stranice a. Povrxina pravilnog tetraedra je

P = 4 � B = 4 �
a2

p
3

4
= a2

p
3:
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Ako je primer prave pravilne xestostrane piramide, povrxina osnove

se raquna kao B =
3a2

p
3

2
; gde jea stranica pravilnog xestougla osnove.

Omotaq qine xest podudarnih trouglova qija je jedna stranica stranica
a osnove, a visina trougla h boqna visina piramide. Tada je povrxina

omotaqa M = 6
a � h

2
= 3a � h: Povrxina xestostrane pravilne piramide je

P = B + M =
3a2

p
3

2
+ 3a � h:

Slika 21: Xestostrana pravilna piramida i �ena mre�a

Primer Pakova�e ambala�e Tetra Pak

Slika 22: Pakova�e

Tetra Pak je xvedsko-xvajcarska kompanija za pakova�e i preradu hra-
ne koja je izgra�ena na inovaciji, plastiqno oblo�enom papirnom kartonu
u obliku tetraedra, iz kojeg je i ime kompanije. Ovakva ambala�a je veoma
pogodna za proizvod�u zbog svoje jednostavne mre�e pakova�a (Slika 22).
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2.3.2 Zapremina piramide

Svake dve piramide jednakih osnova i visina imaju jednake zapremine.
Svaka trostrana piramida je tre�ina trostrane prizme iste osnove i

visine.
Kada trostranu prizmu ABCDEF preseqemo ravni koja prolazi kroz

dijagonale AE i CE i kroz osnovnu ivicu AC , dobijamo trostranu pira-
midu qija je osnova ABC i vrh E , i qetvorostranu piramidu qija je osnova
ACFD , a vrh E . Dijagonalnim presekom DCE , ova se qetvorostrana pira-
mida deli na dve trostrane piramide, ACD osnova i E vrh i DCF osnova
i E vrh. Ove dve piramide su jednakih zapremina jer imaju jednake osnove
i istu visinu.

Piramide AEDC i ABEC su jednakih zapremina, na isti naqin. Ka-
ko su piramide AEDC i ACDE jednakih zapremina, a ABEC i ABCE
jednakih zapremina, onda su piramide: ABCE; ACDE i DCFE jednakih
zapremina. Kako unija ovih piramida daje prizmu ABCDEF , to znaqi da
je ma koja od ovih piramida tre�ina prizme.

Slika 23: Trostrana piramida sastav	ena od tri piramide

Zapremina ma koje mnogostrane piramide, prave ili kose, je jednaka
tre�ini proizvoda od povrxine osnove i visine piramide. Dakle, zapre-
mina piramide je

V =
BH

3
;

gde jeB osnova, aH visina piramide.
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Slika 24: Pravilna trostrana, qestvorostrana i xestostrana piramida

Ako je primer pravilne trostrane piramide, osnovu joj qini pravilni

ili jednakostraniqni trougao. Povrxina osnove je B =
a2

p
3

4
, gde je a

stranica trougla. Zapremina pravilne trostrane piramide je

V =
1
3

BH =
1
3

a2
p

3
4

� H:

Ako je primer pravilne qetvorostrane piramide, osnovu joj qini pra-
vilni qetvorougao. Povrxina osnove je B = a2, gde jea stranica qetvoro-
ugla. Zapremina pravilne qetvorostrane piramide je

V =
1
3

BH =
1
3

a2 � H:

Ako je primer pravilne xestostrane piramide, osnovu joj qini pravil-

ni xestougao. Povrxina osnove je B = 6
a2

p
3

4
, gde jea stranica xestougla.

Zapremina pravilne xestostrane piramide je

V =
1
3

BH =
a2

p
3

2
� H:

Primer Izraqunati zapreminu prave pravilne xestostrane pirami-
de osnovne stranice a = 2 i visine H = 5 .

Zapremina xestostrane piramide je V=
1
3

BH =
22

p
3

2
5=10

p
3 � 17:32:

Slika 25: Muzej Luvr

Primer Pravilna qetvorostrana pi-
ramida na ulazu u muzeja Luvr u Pa-
rizu xiroka je 35:42 metra i visoka
21:64 metra. Na�i zapreminu piramide
Luvra.

Povrxina osnove piramide je B =35:42�
35:42=1; 254:5764m2. Koriste�i formulu
za zapreminu piramide

V =
1
3

B � H = 9 ; 049:677m3:
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2.4 Zarub	ena piramida

Neka je n � 3 prirodan broj. Poliedar koji ima n + 2 p	osni, od kojih
su dve homotetiqni n� touglovi u odnosu na neku taqku S u dve paralelne
ravni, a sve ostale p	osni su trapezi, naziva se n� tostrana zarub	ena
piramida .

Jednostavnije, ako se n� strana piramida preseqe sa ravni koja je para-
lelna ravni osnove, dobija se ma�a piramida i zarub	ena piramida.

Homotetiqni mnogouglovi nazivaju se osnovezarub	ene piramide, dok
omotaq qine trapezi. Na Slici 26 osnove qetvorostrane zarub	ene pi-
ramide su ABCD i A0B 0C0D 0, dok omotaq qine trapezi ABA 0B 0, BCB 0C0,
CDC 0D 0 i DAD 0A0. Du� koja spaja osnove zarub	ene piramide i normalna
je na obe osnove jevisina zarub	ene piramide. Visina na Slici 26 je OO0.
Visine odgovaraju�ih trapeza nazivaju se apoteme zarub	ene piramide.
Na Slici 26 du� NM je apotema zarub	ene piramide.

Dijagonale osnova su dijagonale n� touglova. Na Slici 26, dijagonala
ve�e osnove je AC ili DB , dok je dijagonala ma�e osnove A0C0 ili D 0B 0.
Dijagonalni presek zarub	ene piramide je presek ravni koja sadr�i od-
govaraju�i par dijagonala osnova. Na Slici 26, dijagonalni presek je jed-
nakostraniqni trapez ACA 0C0 ili BDB 0D 0.

Zarub	ena piramida je prava ako je nastala od prave piramide, dok je
pravilna ako je nastala od pravilne piramide.

Slika 26: Zarub	ena piramida
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2.4.1 Povrxina i zapremina zarub	ene piramide

Povrxina zarub	ene piramide predstav	a zbir povrxina ma�a i ve�e
osnove i povrxine omotaqa. Prema tome povrxinu raqunamo kao

P = B + B 0+ M;

gde jeB ve�a osnova, B 0 ma�a, a M omotaq.
Povrxina prave pravilne trostrane zarub	ene piramide je

P = B + B 0+ M =
a2

p
3

4
+

a1
2
p

3
4

+ 3
a + a1

2
h;

gde jea stranica ve�e osnove, a1 stanica ma�e osnove i h apotema.
Povrxina prave pravilne qetvorostrane zarub	ene piramide je

P = B + B 0+ M = a2 + a1
2 + 4

a + a1

2
h:

Povrxina prave pravilne xestostrane zarub	ene piramide je

P =
6a2

p
3

4
+

6a1
2
p

3
4

+ 6
a + a1

2
h:

Zapremina zarub	ene piramide se mo�e predstaviti kao razlika za-
premine piramide i zapremine ma�e, odseqene piramide. Zapremina zaru-
b	ene piramide ABCA 0B 0C0 jednaka je razlici zapremina cele piramide
SABC i dopune SA0B 0C0. Ako je B povrxina ve�e osnove, B1 povrxina
ma�e osnove (preseka), H visina zarub	ene piramide, a x visina dopune,
onda je zapremina zarub	ena piramide

V =
B (H + x)

3
�

B1x
3

=
BH

3
�

(B � B1)x
3

:

Visinu dopune x odre�ujemo iz proporcije B : B1 = ( H + x)2 : x2, odakle

je x =
H

p
B1(

p
B +

p
B1)

B � B1
i zamenom u prvobitnu jednaqinu zapremine

V =
BH

3
�

(B � B1) H
p

B 1 (
p

B +
p

B 1 )
B � B 1

3
:

Konaqno, zapremina zarub	ene piramide je

V =
H
3

(B +
p

BB 1 + B1):
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Slika 27: Zarub	ena piramida

Zapremina prave pravilne trostrane zarub	ene piramide je

V =
H
3

(B +
p

BB 1 + B1) =

p
3H
12

(a2 + aa1 + a1
2);

gde jea stranica ve�e osnove, a1 stanica ma�e osnove i H visina.
Zapremina prave pravilne qetvorostrane zarub	ene piramide je

V =
H
3

(B +
p

BB 1 + B1) =
H
3

(a2 + aa1 + a1
2):

Primer Stranica prave pravilne qetvorostrane piramide je 6cm, a
visina je 18cm. U piramidu je nasuta voda koja dose�e do polovine visine
piramide. Dokle �e dosezati ako se piramida okrene vrhom nani�e?

Slika 28: Piramida nasuta
vodom

Zapremina vode u piramidi predstav	a
zapreminu zarub	ene piramide osnove 6 i
visine 9. Iz proporcije 18 : 6 = 9 : a1

mo�emo na�i stranicu druge osnove zaru-
b	ene piramide a1 = 3 . Zapremina zaru-
b	e�e piramide je

V =
9
3

(62 + 6 � 3 + 32)=189cm3:

Zapremina vode ostaje ista i kada se okre-
ne piramida. Kod okrenute piramide za-
premina vode predstav	a zapreminu ma�e
piramide qija visina se tra�i u zadatku.
Iz proporcije h : x = 18 : 6 dobija se da
je h = 3x, gde je x stranica osnove ma�e

piramide, a h �ena visina. Zapremina ma�e piramide je V =
1
3

�
h
3

� 2

h,

odakle je h = 9 3
p

7 � 17:216cm:
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2.5 Pravilni poliedri

Konveksni poliedar koji zadovo	ava uslove:
a) sve p	osni su pravilne i me�usobno podudarne poligonske povrxi
b) sve rog	aste povrxi su me�usobno podudarne i u istom broju naziva

se pravilni poliedar.
Pravilni poliedri se jox nazivaju i Platonova tela i postoje taqno

pet takvih poliedara: tetraedar, heksaedar (kocka), oktaedar, dodekaedar,
ikosaedar. Platon je pisao o pravilnim poliedrima u svom delu Timej (360
god pne), osla�aju�i se na istra�iva�a svog uqenika Teeteta. U antiqko
vreme smatralo se da tetraedar predstav	a vatru, oktaedar vazduh, heksa-
edar zem	u, ikosaedar vodu a da dodekaedar simbolizuje harmoniju celog
kosmosa. �ihova lepota dolazi iz �ihove simetrije i jednakosti odnosa.
Oko 2000 godina kasnije, Johan Kepler 1 se bavi Platonovim i Arhime-
dovih telima i povezuje ih sa �egovim istra�iva�ima zakona kreta�a
planeta u svemiru, sa �egovom koncepcijom "harmonije svemira".

Slika 29: Platonova tela

S obzirom da su kod pravilnih poliedara sve p	osni pravilne i isto-
strane a tako�e i rog	evi i da je isti broj p	osni kod svakog temena, svaki
pravilni poliedar mo�emo oznaqiti simbolom f p; qg. Broj p predstav	a
broj uglova jedne p	osni ili p - tougla, dok q predstav	a broj uglova kod
svakog temena. Ovaj simbol se zove Xlefijev simbol 2.

Slika 30: Kocka, Xlefijev
simbol f 4; 3g

Kocka za p	osne ima pravilne qetvoro-
uglove, dakle p = 4 . Oko svakog temena ima
tri ugla pa je q = 3 .

Neka je pravilan poliedar dat Xle-
fijevim simbolom f p; qg, tada je zbir zbir
uglova svake p	osni takvog poliedra biti

(p � 2) � 180� :

S obzirom da su p	osni pravilnog po-
liedra pravilni mnogouglovi, svi uglovi
p	osni su jednaki. Dakle, svaki unutrax-
�i ugao p	osni takvog poliedra je

(p � 2)180�

p
:

1Johannes Kepler (1571 � 1630)
2Ludwig Schl  af li (1814 � 1895)
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Kako je kod poliedra kome susedne p	osni ne pripadaju jednoj ravni, suma
q takvih uglova, tj. suma uglova jednog rog	a, mora biti ma�a od 2 � 180� .

q(p � 2)180�

p
< 2 � 180�

q(p � 2) < 2p

qp� 2q � 2p < 0

p(q � 2) � 2q + 4 � 4 < 0

p(q � 2) � 2(q � 2) � 4 < 0

(q � 2)(p � 2) < 4

gde su(p � 2) i (q � 2) prirodni brojevi qiji je proizvod ma�i od 4, pa su
time odre�ene jedine mogu�nosti:

1 � 1 < 4; 1 � 2 < 4; 2 � 1 < 4; 1 � 3 < 4; 3 � 1 < 4:

(3 � 2) � (3 � 2) < 4 f p; qg = f 3; 3g tetraedar

(3 � 2) � (4 � 2) < 4 f p; qg = f 4; 3g heksaedar

(4 � 2) � (3 � 2) < 4 f p; qg = f 3; 4g oktaedar

(3 � 2) � (5 � 2) < 4 f p; qg = f 5; 3g dodekaedar

(5 � 2) � (3 � 2) < 4 f p; qg = f 3; 5g ikosaedar

Ovim smo dokazali da su tetraedar, heksaedar (kocka), oktaedar, dode-
kaedar i ikosaedar jedini pravilni poliedri.
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S obzirom da suma uglova jednog rog	a, mora biti ma�a od 360� , i
sve p	osni pravilnog poliedra su pravilni mnogouglovi, Platonova tela
mo�emo predstaviti i na slede�i naqin.

ˆ Pravilni poliedri qije su p	osni trouglovi , taqnije jednakostra-
niqni trouglovi sa jednakim unutrax�im uglovima od 60� .

{ 3 trougla oko jednog temena (3 � 60� = 180� ) tetraedar

{ 4 trougla oko jednog temena (4 � 60� = 240� ) oktaedar

{ 5 trougla oko jednog temena (5 � 60� = 300� ) ikosaedar

Sluqaj 6 trouglova oko jednog temena ( 6�60� = 360� ) ne qini poliedar
jer susedne p	osni tog rog	a pripadaju jednoj ravni.

ˆ Pravilni poliedri qije su p	osni qetvorouglovi , taqnije kvadrati
sa jednakim unutrax�im uglovima od 90� .

{ 3 qetvorougla oko jednog temena (3 � 90� = 270� ) heksaedar

ˆ Pravilni poliedri qije su p	osni petouglovi sa jednakim unutrax-
�im uglovima od 108� .

{ 3 petougla oko jednog temena (3 � 108� = 324� ) dodekaedar

Sluqaj pravilnih poliedara qije su p	osni xestouglovi sa jednakim unu-
trax�im uglovima od 120� (3 � 120� = 360� ) ne qini poliedar jer susedne
p	osni tog rog	a pripadaju jednoj ravni.

Slika 31: Mre�a p	osni pravilnih poliedara oko jednog temena rog	a
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Simetrije Platonovih tela daju zanim	ivo svojstvo dualnost . Dva
poliedra su dualna ako postoji bijekcija kojom se incidenta temena, ivice
i p	osni jednog od �ih preslikavaju, redom, na incidentne p	osni, ivice
i temena drugog.

Za neki poliedar �emo re�i da su mu incidentni :

1. teme i ivica ako je teme, kraj ivice;

2. teme i p	osan ako je teme, teme te p	osni;

3. ivica i p	osan ako je ivica, stranica te p	osni.

Kocka i oktaedar imaju po 12 ivica, ali broj �ihovih p	osni i te-
mena su zame�ena. Kocka: 6 p	osni i 8 temena, a oktaedar: 8 p	osni i 6
temena. Xlefijev simbol se tako�e zameni. Kocka f p; qg = f 4; 3g, oktaedar
f p; qg = f 3; 4g.

Sliqno, dodekaedar i ikosaedar imaju po 30 ivica, ali dodekaedar 12
p	osni i 20 temena, dok iskosaedar 20 p	osni i 12 temena. Xlefijev sim-
bol se tako�e zameni. Dodekaedar f p; qg = f 5; 3g, ikosaedar f p; qg = f 3; 5g:
Ovo omogu�ava da jedno telo bude preslikano u svoj dual.

Ako spojimo centre p	osni kocke dobi�emo oktaedar i ako spojimo cen-
tre p	osni oktaedra, dobi�emo kocku. Ista procedura se mo�e primeniti
da bi se ikosaedar preslikao u dodekaedar i obrnuto.

Tetraedar je dualan sam sebi. Spajaju�i 4 centra �egovih p	osni do-
bija se drugi, tetraedar.

Slika 32: Dualnost Platonovih tela
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Slika 33: Kocka

Pomo�no tvr�e�e : Zbir S svih iviqnih uglo-
va konveksnog poliedra koji ima T temena iznosi

S = ( T � 2) � 2 � 180� :

Primer kocke S=(8 � 2) � 2� 180� =2160� (Slika 33).

Ojlerova teorema : Ako je T broj temena, I
broj ivica, a P broj p	osni konveksnog poliedra,
tada va�i jednakost:

T + P = I + 2 :

Dokaz. Neka poliedar ima P p	osni. Neka prva p	osan ima m1 ivica,
druga m2,... do mP ivica. Prema tome, zbir svih iviqnih uglova poliedra
iznosi:

S = ( m1 � 2)180� + ( m2 � 2)180� + ::: + ( mP � 2)180�

= ( m1 + m2 + ::: + mP )180� � 2P � 180�

= 2 I � 180� � 2P � 180� :

S druge strane, prema prethodnom tvr�e�u je S = ( T � 2)2 � 180� , pa je

(T � 2)2 � 180� = 2 I � 180� � 2P � 180�

T + P = I + 2 :

ime poliedara izgled p	osni T I P f p; qg
TETRAEDAR trougao 4 6 4 f 3,3g
HEKSAEDAR kvadrat 8 12 6 f 4,3g
OKTAEDAR trougao 6 12 8 f 3,4g

DODEKAEDAR petougao 20 30 12 f 5,3g
IKOSAEDAR trougao 12 30 20 f 3,5g

Tabela 1: Karakteristike pravilnih poliedara
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2.6 Arhimedovi poliedri

Pored pet pravilnih poliedara qije su p	osni pravilni i me�usobno
podudarni mnogouglovi, postoji jox zanim	ivih poliedara za razmatra�e.
Uvo�e�em uslova da p	osni budu pravilni mnogouglovi, ali i ne nu�no
podudarni, dobijaju se novi poliedri. Konveksni poliedri qije su sve ro-
g	aste povrxi me�usobno podudarne, i sve p	osni pravilni mnogouglovi,
ne nu�no me�usobno podudarni, se nazivaju polupravilni poliedri .

Papus iz Aleksandrije (3. vek p.n.e.) je u svojem delu Sinagoga naveo
trinaest takvih tela koja se zovu polupravilni ili Arhimedovi polie-
dri . Johan Kepler je pisao o takvim poliedrima u svojoj k�izi Harmonices
mundi.

Za poqetak se lako mogu na�i primeri polupravilnih poliedara. Pri-
zme qije su dve baze pravilni mnogouglovi a boqne p	osni kvadarti su
primer polupravilnih poliedara.

Slika 34: Xestostrana prizma (levo) i antiprizma (desno)

Poliedri qije su dve podudarne p	osni u paralelnim ravnima, a jedna
od tih p	osni zarotirana za odgovaraju�i ugao oko �egovog sredixta, i
sve ostale p	osni jednakostraniqni trouglovi koji spajaju ta dva pravilna
mnogougla i qine omotaq, nazivaju se jox antiprizmama .

Na slici 34 (levo) vidimo primer xestostrane prizme qije baze qine
dva pravilna xestougla, a omotaq je sastav	en od xest kvadrata stranice
iste du�ine kao i stranice xestougla, i (desno) primer xestostrane an-
tiprizme qije baze qine dva pravilna xestougla, a omotaq je sastav	en od
dvanaest jednakostraniqnih trouglova stranice iste du�ine kao i stra-
nice xestougla.

Polupravilni poliedri se mogu jedinstveno oznaqiti kofiguracijom
svojih rog	eva koji oznaqava redosled i vrstu p	osni poliedra koje se
sastaju u jednom rog	u. Primer ove oznake za prizmu sa Slike 34 je f 4; 4; 6g,
dok je antiprizma f 3; 3; 3; 6g. U svakom temenu prizme se sastaju po dva
kvadrata i jedan xestougao, dok se u svakom temenu antiprizme sastaju po
tri trougla i jedan xestougao.

Pored prizme i antiprizme u polupravilne poliedre ubrajaju se i tri-
naest Arhimedovih tela.

Ako se rog	evi tetraedra zarube ravnima paralelnim �egovim p	osni-
ma tako da odgovaraju�e ivice koje seku ravan dele u razmeri 1 : 2, dobija
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sezarub	eni tetraedar . Oznaka za ovaj polupravilni poliedar je f 3; 6; 6g.
Sliqan postupak se mo�e primeniti i na sve pravilne poliedre, pa se tako
dobija prva grupa Arhimedovih tela:

1. zarub	eni tetraedar f 3; 6; 6g,

2. zarub	eni heksaedar f 3; 8; 8g,

3. zarub	eni oktaedar f 4; 6; 6g,

4. zarub	eni ikosaedar f 5; 6; 6g,

5. zarub	eni dodekaedar f 3; 10; 10g.

Slika 35: Prva grupa Arhimedovih tela

Druga grupa polupravilnih poliedara jednostavno se mo�e povezati sa
kockom i oktaedrom pa se nazivaju grupa kubokta poliedara.

6. Kuboktaedar f 3; 4; 3; 4g,

7. Rombokuboktaedar f 3; 4; 4; 4g,

8. Veliki rombokuboktaedar f 4; 6; 8g,

9. Skoxena kocka f 3; 3; 3; 3; 4g.

Slika 36: Druga grupa Arhimedovih tela

Tre�a grupa polupravilnih poliedara jednostavno se mo�e povezati sa
dodekaedrom i ikosaedrom pa se nazivaju grupa ikosadodekapoliedara.
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10. Ikosadodekaedar f 3; 5; 3; 5g,

11. Rombikosadodekaedarf 3; 4; 5; 4g,

12. Veliki rombikosadodekaedar f 4; 6; 10g,

13. Skoxeni dodekaedar f 3; 3; 3; 3; 5g.

Slika 37: Tre�a grupa Arhimedovih tela
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3 Programski paketi

3.1 GeoGebra

GeoGebraje dinamiqki softverski paket za matematiku dizajniran za
uqe�e i poduqava�e matematiqkih sadr�aja na svim nivoima obrazova�a.
�egov tvorac, Markus Hoenvorter 3, zapoqeo je projekat 2001. godine na
Univerzitetu u Salcburgu, a sa timom programera iz celog sveta i da-
	e radi na �egovom unapre�iva�u. U Geogebri se mogu kreirati dinami-
qki sadr�aji za sve oblasti matematike, a naroqito za oblasti geometrije
(planimetrija, stereometrija, analitiqka geometrija). Pored geometrije,
GeoGebraomogu�ava rad, kreira�e sadr�aja i poveziva�e oblasti geome-
trije, algebre, analize i verovatno�e. Objekti koji se kreiraju su dina-
miqki povezani xto omogu�ava naqine za lakxe usvaja�e zna�a, koncepata
i odnosa objekata koji se na tradicionilni naqin predava�a ne mogu lako
ostvariti. Dinamiqna povezanost objekata znaqi da pomera�em jednog od
objekata (taqka, du�, prava..) me�aju automacki svi elementi objekta.

Nastava geometrije mo�e biti dosta dinamiqija i preciznija. Uqeni-
ci dobijaju precizne matematiqke sadr�aje i vizuelizacija postaje lako
usvojiva i intuitivna.

GeoGebra, kao spoj geometrije i algebre omogu�ava unos podataka na oba
naqina, tj.objekti se mogu nacrtati uz pomo� ve� postoje�ih funkcija, ali
isto tako ih i algebarski zadati.

Geogebraima qetiri razliqita prikaza matematiqkih objekata: alge-
barski prikaz, grafiqki prikaz u ravni i u prostoru (3D Graphics), CAS
(Computer Algebra System) prikaz i tabelarni prikaz (Slika 38).

Slika 38: Poqetna strana (levo) i razliqiti prikazi (desno)

Povrxina za crta�e 3D je jedan od prikaza u GeoGebri koji je name�en
za predstav	a�e geometrijskih objekata u prostoru. Pogodan je za rad sa
zadacima iz stereometrije.

3Markus Hohenwarter
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Slika 39: 3D grafiqki prikaz

Alati koji mogu da se koriste za 3D crta�e i olakxaju rad se mogu
na�i kao padaju�i meni (Slika 40). Alati su grupisani kao operacije sa
taqkama, sa pravama, du�ima, operacije sa ravnima, mere�e rastoja�a,
ugla, povrxina, zapremina, operacije za kontrolu prikaza slike, operacije
za kreira�e objekata, prizme, piramide, kupe, va	ka, operacije sa krivama
drugog reda, kru�nica, elipsa, hiperbola.

Slika 40: Alati za 3D grafiqko crta�e
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Primer Konstrukcija petostrane prizme i trostrane piramide.
Potrebno je pre svega konstruisati petougao i trougao pomo�u opcije 'Pra-
vilni mnogougao'. Dovo	no je odrediti dve taqke (Slika 41 levo) u koordi-
natnom poqetku koje odre�uju stranicu pravilnog mnogougla i uneti broj
n, za n-tougao koji se konstruixe (Slika 41 desno).

Slika 41: Pravilni mnogougao

Na sliqan naqin se konstruixe pravilni trougao. Da bi smo konstru-
isali prizmu ili piramidu moramo pre�i u 3D Grafiqko crta�e kako bi
se sami objekti videli u prostoru (Slika 42). U prostoru se mogu uoqiti
objekti iz dvodimenzionog crta�a.

Slika 42: Opcija 'Izvuci prizmu ili cilindar'

Pomo�u opcije 'Izvuci prizmu ili cilindar' se mo�e konstruisati
prizma. Dovo	no je izabrati mnogougao koji predstav	a osnovu prizme i
uneti broj koji predstav	a �enu visinu. Na isti naqin se konstruixe
piramida pomo�u opcije 'Izvuci piramidu ili kupu'.

Slika 43: Prizma i piramida
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3.2 SKETCHUP

SketchUpje program za 3D modelira�e koji se mo�e koristiti za krei-
ra�e 3D objekata u 2D okru�e�u. Bilo da je req o modelira�u za 3D xtam-
pa�e ili u o korix�e�u u druge svrhe, SketchUp nudi sve alate potrebne
za postiza�e profesionalnih i kvalitetnih rezultata qak i za poqetnike.
Okru�e�e je veoma intuitivno i vizuelno dopad	ivo. Sam sadr�aj ikona
govori qemu slu�e.

Kada je program otvoren, omogu�en je izbor xablona u kojem se radi
u zavisnosti od vrste projekta. Obiqno se koristi jednostavan xablon -
metri. Svaki put kada se otvori novi xablon modela u SketchUp-u vidi se
figura osobe na skali qija je svrha da da ose�aj veliqine objekta u modelu
(Slika 44).

Slika 44: Izbor xablona za rad (levo) i poqetna strana (desno)

Jedna od najkorisnijih stvari u 3D modelira�u je kako se kretati u
prozoru izabranog modela. Alati za orbitu omogu�avaju svu navigaciju

Slika 45: Alati

kroz prostor i jasniju vid	ivost svih objekta.
Osnovni alati koji se obiqno koriste su:

ˆ Strelica ili alat za izbor se koristi za odabir
p	osni, linija ili objekata

ˆ Alat za brisa�e

ˆ Alat za linije koji stvara ravne linije. Poveziva-
�e vixe linija �e napraviti p	osan

ˆ Alat koji omogu�ava crta�e linije slobodnom ru-
kom

ˆ Alati za kreira�e lukova i krugova

ˆ Alat za pravougaonik za prav	e�e pravougaonika
i kvadrata

ˆ Poligon alat stvara poligonalne p	osni
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ˆ Alat za pomera�e pomera objekte, linije ili ravni

ˆ Alat za rotira�e linija, ravni ili izabranih objekata pomo�u uglo-
mera

ˆ Gurnite/povucite ( Push=Pull) alat proxiruje ravni u 3D objekte.

ˆ Alat za mere�e koristi se za mere�e du�ine bilo kog objekta

ˆ Alat za tekst

ˆ Alat za farba�e za farba�e bilo koje povrxine ili ravni.

Jedan od osnovnih alata je Gurnite/povucite ( Push=Pull) i on omo-
gu�ava da skoro svakoj ravni koju nacrtamo dodamo tre�u dimenziju jedno-
stavnim povlaqe�em ili gura�em. Ovaj naqin rada znatno olakxava rad
u prostoru. Na slici 46 nacrtan je pravougaonik i kvadar dobijen ko-
rix�e�em ovog alata.

Slika 46: Pravougaonik i kvadar
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Konstrukcija xestostrane antiprizme

Za konstrukciju xestostrane antiprizme potrebno je pre svega konstri-
sati xestougao, tj, �enu osnovu. Pomo�u alata za kreira�e poligona, na-
crta�emo xestougao. Klikom na koordinatni poqetak biramo centar xe-
stougla. Ponovnim klikom na neku drugu taqku biramo veliqinu naxeg
poligona (Slika 47).

Slika 47: Crta�e xetougla

Koriste�i alat Push=Pull nacrta�emo xestostranu prizmu. Prvo oda-
birom odgovaraju�e p	osni tj., klikom na ve� naprav	eni xestougao a za-
tim jednostavnim odabirom �e	ene visine prizme.

Slika 48: Xestostrana prizma

Koriste�i alat za brisa�e obrisa�emo sve boqne strane prizme tj. �en
omotaq. Klikom na boqne ivice same p	osni nestaju. Ostaju osnove xesto-
strane prizme (Slika 49).
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Slika 49: Brisa�e boqnih stranina

Selektujemo gor�u osnovu prizme i grupixemo objekat, desnim klikom
Make Group. Pomo�u alata za rotaciju i uglomera rotiramo xestougao za
30� (Slika 50).

Slika 50: Rotacija xestougla

Koriste�i alat za kreira�e linije spajamo odgovaraju�a temena osnova
i samim tim kreiramo p	osni, tj. trouglove koji qine omotaq xestostrane
antiprizme (Slika 51).

Slika 51: Kreira�e boqnih strana
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Konstrukcija ikosaedra

Za konstrukciju ikosaedra prvo je potrebno konstrisati pravougaonik
pomo�u alata za crta�e pravougaonika. Klikom na koordinatni poqetak i
povlaqe�em kursora tako da pojavi poruka Golden Section, nastaje pravo-
ugaonik qije su stranice u zlatnom preseku (Slika 52).

Slika 52: Pravougaonik

Dobijeni pravougaonik je potrebno postaviti kao grupu kako bi se lakxe
manipulisalo �ime. Desnim klikom na selektovani pravougaonik, a zatim
na opciju Make Group.

Slika 53: Pravouganik i opcija Make Group

Pravougaonik je potrebno centrirati na koordinatni poqetak. Pomo�u
alata za pomera�e ( Move), ceo objekat mo�emo pomeriti. Klikom na sre-
dixte gor�e stranice pravougaonika (Slika 54 levo), uz dr�a�e Shif t
tastera koji omogu�ava lakxu koordinaciju uz zelenu osu, premestimo obje-
kat u levo. A kasnije na sliqan naqin spustimo objekat na dole (Slika 54
desno).

Potrebne su nekoliko kopija ovog pravougaonika u razliqitim polo�ajima.
Kako bi doxli do �ih po�e	no je koristiti alate za rotaciju ( Rotate).
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Slika 54: Pomera�e praougaonika ulevo (levo) na dole (desno)

Prvo �emo rotirati kopiju objekta u odnosu na zelenu osu (Slika 55 levo),
a zatim taj dobijeni pravougaonik rotirati u odnosu na crvenu osu (Slka
55 desno). Za kopira�e i rotira�e objekta potrebno je dr�ati taster Ctrl .

Slika 55: Rotacija u odnosu na zelenu (levo) i crvenu (denso) osu

Posled�i dobijeni pravougaonik je potrebno dodatno rotirati u odnosu
na plavu osu (Slika 56 levo), a nakon rotacije vixe nije potreban i mo�e
se izbrisati (Slika 56 desno).

Slika 56: Rotacija u odnosu na plavu osu (levo) i brisa�e (desno)

Konaqno ikosaedar dobijamo ako spojimo svako teme ovih pravougaoni-
ka. Alat za linije nam ovde koristi. Spaja�em ovih temena nastaju p	osni
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iskosaedra, tj. trouglovi (Slika 57).

Slika 57: Spaja�e temena (levo) i ikosaedar (desno)

Konstrukcija zarub	enog ikosaedra

Za konstrukciju zarub	enog ikosaedra potreban je pre svega iskosaedar
qija je konstrukcija ve� objax�ena. Pre svega sve ivice ikosaedra moraju
biti pode	e�e na 3 dela. De	e�e du�i se lako vrxi, tako xto desnim
klikom na ivicu biramo opciju Devide i podelimo na �e	eni broj delova
(Slika 58).

Slika 58: De	e�e ivice

Pode	ene stranice nam omogu�avaju da lakxe prona�emo taqke petougla
koji pomo�u alata za crta�e poligona, crtamo pri svakom rog	u iskosaedra
(Slika 59 levo). Dobijeni petougao, tj. roga	 se obrixe (Slika 59 desno).
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Slika 59: Crta�e petougla (levo) i brisa�e (desno)

Isti postupak je potreban i za ostale rog	eve ikosaedra. Konaqno, po-
trebno je popuniti xup	e delove petouglovima.

Slika 60: Zarub	eni ikosaedar

Dobija se zanim	iv poliedar koji dosta podse�a na fudbalsku loptu,
gde su petouglovi crni delovi lopte, a xestouglovi beli. Ovo je Arhimedo-
vo telo ili polupravilni poliedar koji je predstav	en pomo�u pravilnih
petouglova i xestouglova.
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4 Razni zadaci

Zadatak Dat je tetraedar ABCD stranice a. Izraqunati zapreminu
oktaedra, qija su temena sredixta ivica datog tetraedra.

Slika 61: Oktaedar unutar tetraedra

Ozraqimo sa M; N; P; Q; R; S redom sredixta ivica tetraedra AB , BC ,
CD, DA , AC i DE (Slika 61). Kako su taqke M; N; P; Q; R; S sredixta
ivica, jednake du�i su

AM = RA = AQ =
a
2

:

Poxto du� MQ predstav	a sred�u liniju trougla ABD , onda jeMQ =
a
2

.

Redom du�i QR, MR su sred�e linije trouglova ACD , ABC , tj.

MQ = QR = MR =
a
2

:

Dakle, poliedar AMRQ je tetraedar stranice
a
2

. Sliqno se mogu uoqiti

tetraedri MBNS , NCRP i QSPD.
Zapremina oktaedra se mo�e predstaviti kao razlika velikog tetra-

edra ABCD stranice a i qetiri ma�a tetraedra stranice
a
2

, taqnije

MBNS , NCRP i QSPD.

V = Vv � 4Vm ;

gde jeVv zapremina velikog tetraedra, a Vm zapremina malog.
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Slika 62: Visina tetraedra

Zapremina tetraedra se raquna

kao zapremina piramide V =
BH

3
.

Osnova B je jednakostaniqni trou-
gao stranice a qija je povrxina

B =
a2

p
3

4
:

Visina tetraedra H predstav	a

H 2 = h2 � r u
2;

gde je h apotema ili visina jedna-
kostaniqnog trougla i r u polupreq-
nik upisane kru�nice osnove.

H 2 =

 
a
p

3
2

! 2

�

 
a
p

3
6

! 2

=
2a2

3
:

Konaqno, zapremina tetraedra je

V =
BH

3
=

1
3

a
p

2
p

3

a2
p

3
4

=
a3

p
2

12
:

Zapremina velikog tetraedra stranice a je Vv =
a3

p
2

12
, dok je zapremina

ma�eg tetraedra stranice
a
2

, Vm =
a3

p
2

8 � 12
. Zapremina oktaedra je

V = Vv � 4Vm =
a3

p
2

12
� 4

a3
p

2
8 � 12

;

V =
a3

p
2

24
:
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Zadatak Oko pravilnog oktaedra je opisana kocka, tako da su temena
oktaedra sredixta p	osni kocke. U isti oktaedar je upisana kocka, tako
da su temena kocke sredixta p	osni oktaedra. Koliki je odnos zapremina
ove dve kocke?

Slika 63: Kocka upisana i opisana oko oktaedra

Da bismo izraqunali odnos zapremina upisane i opisane kocke Vu : Vo

potrebno je na�i �ihove zapremine, taqnije �ihove stranice.

Slika 64: Posmatrano sa strane (levo) i sa ivice (desno)

Neka je a stranica oktaedra i bstranica upisane kocke (Slika 64 levo).
Stranica opisane kocke se lako mo�e na�i. Polovina stranice opisane

kocke x je pomo�u Pitagorine teoreme 2x2 = a2. Dakle, stranica opisane
kocke je a

p
2, a �ena zapremeni je Vo = ( a

p
2)3 = 2

p
2a3.

Trougao AOB i trougao APQ sa slike 64 (desno) su sliqni, pa sledi

OB
PQ

=
OA
AP

:

Du� OB predstav	a polovinu ivice oktaedra, tj.
a
2

, OP =
b
2

je polo-

vina unutrax�e kocke, PQ =

p
2b
2

je polovina dijagonalne strane upisane

kocke, dok je OA =
a
p

2
2

visina piramide koja qini oktaedar.
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Du� AP predstav	a AP = OA � OP =
a
p

2
2

�
b
2

. Zamenom u prethodnu

relaciju koja sledi iz sliqnosti, dobija se ivica upisane kocke

b =
a
p

2
3

:

Zapremina upisane kocke je Vu = b3 =
2
p

2a3

27
: Odnos zapremina upisane i

opisane kocke je

Vu : Vo =
2
p

2a3

27
: 2

p
2a3 = 1 : 27:

U Geogebripostoji funkcija za izaqunava�e zapremine tela, pa se mo�e
proveriti da li je odnos zapremina kocki taqan za neke konkretne vredno-
sti.

Slika 65: Odnos zapremina

U pirmeru sa Slike 65 opisana kocka je stranice 2, tj. zapremine Vo = 8 ,
dok je zapremina upisane Vu = 0 :296. Ovaj primer potvr�uje odnos zapre-
mina jer je 8 : 27� 0:296:
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Zadatak Konstruisati model Rubikove kocke u SketchUp-u. Kolika
povrxina je obojena plavom bojom, ako je stranica obojenih kvadrata 1:8 m?

Na poqetku je potrebno konstruisati kocku. Na slici 66 konstruisan
je kvadrat, a zatim kocka, koriste�i funkciju Push=Pull.

Slika 66: Kocka

Opcijom O�set se lako mo�e upisati ma�i kvadrat na svakoj od stra-
na kocke. Kako bi odstoja�e od ivica kocke bilo isto na svim stranama,
dovo	no je kliknuti dvostrukim klikom mixa na sve strane kocke. Na sli-
ci 67 su upisani kvadrati i obojene ivice crnom bojom pomo�u funkcije
PaintBucket .

Slika 67: Kocka sa obojenim ivicama

Dobijeni objekat je potrebno postaviti kao grupu kako bi se lakxe ma-
nipulisalo �ime. Desnim klikom na selektovani objekat, a zatim na op-
ciju Make Group. Jednostavno kopiramo kocku dva puta i takav objekat
postavimo kao grupu za da	e lakxe kopira�e.

Slika 68: Kopira�e kocke
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Nakon odgovaraju�ih kopira�a dobija se Rubikova kocka (Slika 69).
Iako je ve� konstruisana kocka, jednostavnim korix�e�em funkcije Rotate
se mo�e rotirati deo kocke i time ceo objekat vixe liqi na Rubikovu koc-
ku.

Slika 69: Rubikova kocka

Kako bi se obojila Rubikova kocka potrebno je prvo selektovati ceo
objekat i desnim klikom odabrati opciju Explode. Time objekat nije vixe
grupa i pojedinaqni kvadrati se lako mogu obojiti bojama po izboru.

Slika 70: Boje�e Rubikove kocke

Svaka Rubikova kocka u poqetnom obliku ima obojene strane u xest
razliqitih boja. Raznim kreta�em kocke ma�i, upisani kvadrati pomexaju
svoja mesta ali i da	e postoji devet takvih kvadrata obojenih plavom bo-
jom. Kako je stranica obojenih kvadrata 1:8m, onda je povrxina koja je
obojena plavom bojom

9 � (1:8m)2 = 29:16m2:
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