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Dissertation title: Development of visuaspatial skills and geometric thinking pfe-service
primary elucation teachetsased on the directed observation method and van Hiele's theory

Abstract:

Future primary education teachers should acquire appropriate mathematical knowledge, skills, and
abilities to provide a suitable environment for developing thessective students' responding
knowledge, skills, and abilities. Various studies in education show that students of all ages have
difficulties mastering geometric concepts and making functional connections between them,
especially at the transition frongtgool to university level.

Therefore, a quasxperimental study was conducted with +emjuivalent groups of future primary
education teachers. The study aimed to determine a particular teaching method's effectiveness for
developing visualization skills,epmetric thinking, and optimizing geometry learning outcomes.
Three tests were used before and after teaching to collect data on the characteristics of the research
participants. The tests were: the VH test to measure the level of geometric thinkingQhessto

gain insight into geometric knowledge and visual skills, and the SPAC test to measure the unique
visualspatial ability to establish connections between 3D figures and their networks. In the
experimental group, a specific teaching approach wpkeal. The teaching approach is based on the
visuatanalytical method and directed observation and balancing of three ways of expression:
linguistic, visual, and symbolic. Van Hiele's five stages of learning were used in the structuring and
selecting oféaching activities.

The pretest results confirmed the relatively weak prior knowledge, visualization skills, and level of
geometric thinking of all participants, and the possession of appropriate-sisigl abilities that
predict possible success. &lttest confirmed no statistically significant difference between the
participants at the beginning of the teaching. The Spearman correlation coefficient determined a
positive, statistically significant correlation between all three tests, indicatirgs@dity for mutual
development.

The posttest results confirmed the effectiveness of the applied strategies and teaching methods in
achieving better geometry learning outcomes, developing visual literacy, and progress in the levels
of geometric thinkingof the participants in the experimental group. The experimental group
participants had statistically significantly better results on thetpssthan the results they achieved

on the preest compared to the results achieved by the control group panisiwho were taught

more traditionally. Participants in the control group also improved, but these improvements were not
statistically significant.

The above confirmed that it is possible to develop geometry and visual literacy through systematic
learnng and teaching at different levels of the educational system.

Keywords: axiomatic method, defining, proving, geometric construction, geometric thinking,
teaching strategies, van Hiele theory, visualization, vispatial abilities, problem solving
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Uvod
Neka ne ulazi onaj tko ne zna geometriju

Prvi tragovi matematike, urezaniu stje pel i na u obli ku geometri]j ¢
geometrije kao privilegiranog sredstva razvec
komuniciranja. Zahvaljujuli Euklidu, geometr.i
kaotakvautjecalasuna r az v o] cjel okupne matemat i kwi gkeao
oddviet i sui e godi na, dao je naslutiti da ul enje

jer nema kraljevskih put@ u geometrii Zbog epgmnbgninsti vrodrzg ok ug
odust anu, ni atrpliivie kstramichapeedju.

Za savladavanje deduktivno ustrojene euklids
potrebno je vjegto Ageomet r isyrisowtion raavibjeniivizkalog e s
pi smenost. u strogo kontroliranom geometrij sl
figura, njezinih apstraktnih i konkretnih svo
s razumij evan] eefikasine prmjegey pomebr® fei unammno razvijati i vizualne i
analitil]l ke metode, bez dominacije jedne nad d
figurama koje treba vjegto tumalit] ne dokako
razvija se pri korigtenju razlilitih sustava
nji ma, b eundraivagagpstrakimgmae omet ri j skog mi gl jenja.
Djeca svoje prve matemati | ke k,aupnkmemdazerpat| iilnk iur
poi manj i ma, argumenti ma [ l ogil kim zakl jul ci
pri marnog obrazovanja imaju veliku odgovornos
daimosigurmokrugenj e u kojem liiet imag emaz u thikjae warajng r
aktivnosti razvijat. razlilite oblie&kebimiig!usepnj
prvonastavnic sami trebaju i mat:. i zgijeelieana potrebna
| stragivanj aolir amadeamjtu | komt i nui rano ukazuju r
svihuzrastsa uo| ovaj wl enj u matemat i ke, ppravopristeoanu naj v
geometrijskih znanja, posebno na, kada sgigkdrsaz u s
poul avanj a znlazt ntoe gnkiojieen juakngjzuu.j e se i na mogul e
Cil j i s kojeaejopisujp n gvamrado,i o j e osmi sl igeommeatlriinj ep, o ul
budulim uliteljima pri natavakolazadjpa zovada al@ ojme g
predznanja I RadziMpaumivgldj ¢mj al iakovitost kori
u svrhu razvojajihovog geometrijskogni gl j enj a i vi zual ne pi smenosH
geometije.

U svrhu planiranja poulavanja, bilo je potreb
aksi omat ski ustrojenog sustava, razlilite st

primarnog, preko sekundarnog do tercijarnog obrag@i s t rtearifki dkviir prikladan za razvoj
geometrijskog migljenjjaltda koogralnnd eingvtargangoistuia

vizualnopr ost orni h sposobnosti u predvilanju i ost
Teknakon toga ®3$ miosljiet moigup reo v eStdga je qvdj rachpodijejiemo |1 S
na teorijski i istragival ki dio.

U teorijskom dijelu se kroz | etiri pogl avl ja
a u istrapevalkemkdoz dva di | el a dajupezutaiijze me't

raspravu zasnovanu n atesajnavadeno ig uobgar aannialleinzjia .p oNdaal
izvedeni su zogkl pultagi epeae| aklpjpaddamial poi, | dadl ez

1



k or i btdragure e testovi te tablickoriggenih pojmova( t r oj 2ai bngg i |l akge
| i t avograda

U prvom poglavlju, dan je kratki prikaz nastanka i razvoja euklidske geometrije te karakteristike
njezinog deuktivnog ustroja i aksiomatske metofeo s e bno su opi sanikogyv agni
ustroja definiranje i klasificiranje mat emat i | ki h poj mo vy apitivaecist a v |
ut vr Li v anigtigtostrkijoz direkiniei indirektni dokaz. Uz to so pi sane speci
geometrijskih figura, disekcija, konstrukcija i posebnosti geometrijskih dokaza.

Udrugom poglavliijper spekti va se mijenja sa onoga Agto
od deduktivnog ustroja. U ovom dijelu, ggemarezultatma i st ragi vanj a mat e me
predstavljaju tegkoie s kojima se u:l etnéghkoliseri
usvajanja I definiranjarigerojmedav g rsjkuzangespasdi,tmeoky aa
a posebnd e ¢ kokoirazvoja koncest a mj er e n jukmajie knoan ar| anabkazh u t e u
nastavi . sebgisujtmogludiie uzr oci [ obrazlogenja te p

U tr el e meuplidsgd gaometijause sagledava iz perspektive razvoja prgeeseetrijskog

mi gl j en jsastavaupridtup mu gur ava ¢i r ok eoviearijskhokva.U evami v a n
dijelu opisujuse karakteristike petodijelnog van Higlev 0 g model a r,&ajivieoj a n
hijerarhijski ustrojen,s primjenom narazvgjeomet ri j skog mi gl jenja te
kroz pet faza.

U | et vr t orpoglaog kuklidsky geometriju ostvaruje se kroz okular vizualizacije i
vizualnopr ost orni h sposobnost. koje su neielmedvoj i
post oj ijedingvgnit ®loan j s ki okvir za ulenje i poul av

i stragivanje kognitivnih znan gdinsteeneitdogeu gvono st or
dijelu se najprije r ajibdveakarakternsiike mkomntdkstu ggometrijead i z ¢
zatim se izdvajaju bitni procesi vizuahpor o st or ni h sposobnost.i Koj |
poul avanju geometrije. Poglavlje se zavr gava

koji doprino®,0 d n 0 s n 0 0 n steyewizwwmmespjsmenosti k or i st ul.enj a n

Nakonovh r azmatr anj a n ahnsvdkenassvekt miebam kakad SVj e:
pogl eda na eukli’dsku geometriju teazineami gimp
Vj egt i n eopisanekroi t¢ podleaatiien e g o uAidlvealjl ifoni c u.

Upetom poglavl ju, opi suje se metodologija ptr
Posebno se opisuju karakteristike odabranih instrumenata kejiasg n i za tumal enj ¢
posebnondav ne strategije i akt i v n &getpiate deduktivng usteojn et
geometrije Poseban osvrt dan je na vizuabm al i t i | ku met odu us mj er e
progi mala sveviajkdnanjpstiza @ormebe ovog istra

pismenosti i fleksibilne misli u kontekstu geometrgese u svr hu stjecanja bo

U gestom poglavl ju iprwrdgpitavad s @l aveasceo rigpeuadkaer

posl i j e ,pzasndvamana anpliai podataka kombiniranjern a ztih ikvalitativnih i
kvantitativnihmetoda Na samom kraju raspravijase t at i st i | pkomjenamasdjeasp sei m
dogodil e kao posljedica odgovarajuleg poul ava
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1. Euklidska geometrija

Za razumijevanje euklidske geometrije, koj a s
svijeta, potrebno je ipak malo osvrnuti se i na njezin povijesni razvoj: kako je i gdje nastala te tko je
svezabugan za njezino stvaranje i obli kovanje.
godina, u ovom radu mogule je napraviti tek kr
Kako mnogi i zvorni tekstoviul majolse ylae i niis kr oal
i tumalenja, koja osim izvornih ideja i znanj
Tako bi se, prema mnogim povijesnim zapi si ma,
u staroj babilonskoj i egipas k o j civilizaciji prije vige od -
Egiplani rjegavalii probl eme premjeravanja ze
oznal ene mele. MelLut i m, tek pol et komtedele st ol

danagnj e geo menerenajosz akhavoa | d eud wktii novim spoznaj
prakti |l nih probl e maubabilokskeggipatskon @ ® ldBeekiar@l998)bTkoi k u j
postavljena znanja dodatno steukturiraju kroz5.i4st ol j el e prije Kri st a,
njegove gkole strogog | ogilkog zakljulivanj a

Zatim, krajem 4. st obeqmentivaj,e rEoujkaltindo spvoodj iunm jdejcealj
i Aristotela, postavlja aksiontsku metodu za strukturiranje i izgradnju dotada sakupljenih

geometrijskih znanja. Euklido&lementis t o | j e | i ra&oristead wtam oblikige  skdou ¢ e
mod el za izgradnju drugih deduktivni h matemat
stoljeia, zahvaljujuli razvoju i drugi h grana

aksiomatsksustawkojeg je postavio Euklitke oblikuje suvremeni aksiomatski sustav za geometriju,
kojisek or i sti sve do dan aanEpklideka geanretijgSlikal).dal j e pod

prakticni Pitagorin poucak strogo logicko prvi aksiomatski sustav: neeuklidska suvremena

problemi pravilni poliedri zakljucivanje euklidska geometrija geometrija euklidska geometrija
Babilon 570. 496. 427. 347. 340. 287. 1792. 1856. 1862. 1943.
Egipat [ Ppitagora | [ Paton | [ Eudia | | pocetak | Lobacevski | [ Hibert |
& mu " nove ere =
205, [ Tales iz Mileta | Awson | | | mous | 2.5t
634. 546. 384. 322. 1802.  1860.
prvi formalna neeuklidska
dokaz logika geometrija

Slika 1. Razvoj geometrije kroz povijest

I mn o g i drugi mat emati | ari tog razdoblja dal
cjelokupne matematike, poput Talesa iz Mileta, Pitagoregaviiéa sljedbenika, Arhimeda, Apolonija

i drugih, ali Euklidovi Elementii ma | i su prililno snagan utjec
vjerojatno kao najcjelovitiiji saluvani matem
zasluge za postavljanje geetrije kao aksiomatske znanosti pripisuju Euklidu i njegovom djelu
Element{ Lul i [, 2009) . rabpravas v @gma gmajvejd eqe@gmetri ji z
S matemati | ar om Elementinahtekonda suvieraanapukiidsikoj georatriji,
njezinim karakteristi kama i znal aj u, kako za

1.1.Euklid i njegovi Elementi

Grl kemmat | ar EuklIl i d, .godwdpdje Krigta, wAdeksandirgi,kulturrbmi 2 8 7

znanstvenom sredi gt u nanvisokdjdteksgndriskomp € € ma t iKlaloo ju |

Museioni mao j e snagan utjecalij na ul enje i poul a
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dijelom pod utjecajem Aristotelove formalne logike, uspio je sistematizirati i aksiomatizirati velika
ma t e mamnanjd skkapljena do njegovog doba.

Nai me, preokret se dogodio kada je Euklid uc
Sspoznaja treba sastojati od niza |l ogil kih zak
u tom nizua bakblLerzvedeba nizom logil kih zak
istinitosine moge i [ i u nedogl ed, on mora i mat. sSVvVo
prihvalaju kao istinite i za kojej adokade ngt @
da one budu jednostavne, jasne i vjerodostojne. Odabir polaznih tvrdnji, koje Euklid naziva
postulatima i aksiomima, zapravo je u velikoj
njihova istinitasttealeilgluedra.h Toade Llsen,i m | ogi |
ostale tvrdnje. Upravo t aj postupak i zgradnj e
broja osnovnih tvrdnji (aksi oma) naziva se al

dedukivno izvedeno (Courant et al, 1996, str. 214).

Pri t akvo]j i zgradnj i nekog matemati |l kog podr
melLusobno tnpezadvai ssned ,ni t i jedan od aksioma ne
podr ul j a. té@va ged Haesustav adabranih aksioma bude potpun, tj. da se sve tvrdnje
izvedene iz njih unutar promatranog podrul j a
Konalno, zahtjeva se da odabr ani a kzsjihoemogub ud u
izvesti dvije kontradiktorne tvrdnje (na primjer, da istodobno vrijedi neka tvrdnja i njezina negacija).

Upravo na taj nalin Euklid je sabr ao Elen@ebte mat i
koje se sastoji b kahjigal(Bd 1k do j6.i) gdaasi sePmavgeometriu ea/nine

(planimetrija), sljedeie | etiri knjige (od 7.
a posljednje tri (od 11. do 13.) geometrijom prostora (stereometrija). Postoje 14. i 15. knjiga
Elemenata al i one Anisu nastale iz Euklidovog per

Za aksiomatsko zasnivanje geometrije najvagni
postulate i aksiome, a zatim dokazuje propozicije. Postavlj | i 23 definicije,
elementarne geometrijske pojmove. Na primjer, prvih sedam Euklidovih definicija glasi (Gleizer,
2003, str. 221):

D1.Toljka ono ¢gto nema dijelova.

D2. Linija jest dugina bez ¢girine.

D3. Kraj evi l'inije su tol ke.

D4.Pravacj est takva |inija koja je jednako ras
D5. Povrgina je ono gto ima samo duginu i
D6. Granice povrgine su |inije.

D7.Ravningg e povrgina koja je jednako rasporele

Premadanimdei ni ci jama vidljivo je da ideja osnovn
nije prisutna, iako je on slilnim razmigljanj
da neki pojmovi trebaju biti osnovni, a da sve ostale pojmove treba izrnadémelju njih i precizno

definirati. Drugim rijeli ma, Eukl i d-Dd, pravacn i ci j
D4, ravnina D7 ) , pri tome su neke definicije prilil
(npr. dugintakgkani tagbmnpud®leizerj 203ZapfavonEukiidove i

definicije se ne mogu smatrati strogim mat ema

svrhu stvaranja intuitivne slike opisanog pojma. Osim toga, opisivanjem osngewoihetrijskih



pojmova, Euklid zapravo ne ostavlja mogulnost

bilo moguie (Lulil, 2009, str. 41).

Nakon definicija, Euklid uvodi osmoe tvrdnje geometrije, koje mat ra ol i gl edni m
dijeinapostul at e i aksi ome, vjerojatno prema kar
opisuje neke geometrijske Aistinef, a aksiom
koristiti i gire. U r Blamenathnavodisme prra z leipli isti mlar &
aksioma, vjerojatno jer su neke dodavali sami

pet postulata i osam aksioma.

Postulati (Gleizer, 203, str. 222):

P1. Moge se povuli pravacjodoskake tol ke p
P2. Moge se neogranileno produljiti svaki
P3. Moge se nacrtati krugnica sa svakom to
P4 . Svi pravi kut ovi melLusobno su jednaki
P5 Dva pravca presj eslee n(ab etsrkeolnianh npr apvrcoedmn §:

treleg pravca na kojoj je zbroj unutarnjih

Slika 2. Prikaz petog Euklidovog postulata (P5)

Aksiomi (Gleizer, 203, str. 223):

Al.Stvarigdnake i stoj stvar.i melLusobno su jedna
A2. Ako jednako dodamo jednakom, onda su i cjeline jednake.

A3. Ako jednak oduzmemo od jednakog, dobivamo jednako.

A4. Ako jednako dodamo nejednakom, dobivamo nejednako.

A5. Ako udv o s dabivamo jemakoj ednak o,

A6. Ako raspolovimo jednakajobivamo jednako.

AT7. Ono gto se podudara melusobno je jedna
A8. Cj el iadavogdgelav el a

Posebnu pozornost mnogi h mat e ma(8likal2pkojige spojorn v u k a
formulacijom oddarao odo st al i h ol i gl).eldhnpostulatanmv bavinsy se mhdyis

matematil|lari, ali 1 1l jubitelji geometrije got ¢
Uu sustavu aksi oma I postul at a. ePRapravo mgiatvrdnji s u [
koja je izvedena iz ostalih aksi oma i postul a
naj |l egle indirektnim putem, krajem19 . madtar sh
INi kol aj Ilvanoviill856.obal evski , 1793.
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mat e mat i 4 reovisr® edaygdadiugoga, pokazali su da peti postulat ipak ne ovisi od ostalih
aksioma geometrije. Gtovige, u pokugajima opo
i stinitost:i negacije postul at a, | z ganascpozhata s e
pod nazivom neeuklidska geometrifaa k o Evedene siirazne ekvivalentne forme postulata.

Danas se pet.i Eukl i dov pZastazddaninaproadvacu isltjce
ravnini njima odrelenkpji psadtof dsjuikenjdasndanon & o |
pravcem( S| i ka 3), napPlayligoveksipood nazi vom

T q

.

Slika 3. Prikaz Playfairovog aksioma

Svakako da postulate i aksiome treba razmatrati u vremenu u kojem su nastali kakmdyglo

govoriti o njihovoj smislenost. i oliglednost
Tako na primjer, moge se razmotriti osmi aksi
| skaz aksioma se na jednostavan nalin moge v

MelLutim, kada bi se aksiom pri miN,#¢Hkojijedorpsavis k up

podskup, Slika 4b) skupa svih prirodnih brojew&)(, onda ne samo da tvrdn
istinita.

a+b>a a+b>b ,
(@) (b) (c)

Slika 4. Odnos cjeline i njezinog dijela
Nai me, u vrijeme kada je Euklid postavio ovu
skupoviNi N, subeskoKakoi se i zmelu skupad)isskupahsvinpr i r c
parnih prirodnih brojeval{.,,) moge uspostavitdi obostrano | ec
prirodnom broju mo gdea ns ep ap mii d rburgoijt ii s@lnmoatjneo)
jednakobrojni (ekvipotentni). U tom sl ul aj u,
od svog di | & Ak biprdnsaralidv,i j2¢0 1ddugi ne razlilitih d
jednakobo j ne kao sk Wkpkwi stuo!reakze[,i!a’ltiih dul jina, K r
dulje davizualnoizgledala j e cjelina vela od dijela.
Nakondef i ni ci | a, postul ata i aksi oma, EukI,id i Z
| ogoij|l kzavi snosti tako da se svaka sl jedela tv!

postulataiaksiom& s ebno znal ajno za proces uzsadmpmdess anj
dokazivanja izdvaja i ukazujeman o g@gtaad ajn® , ba otadititehackrajudragj e z ak |l j u
kojim ponatwebdoa doptkaz asti . Sve zavr gaQud esakr al e
demonstrandunmt o j e ono gto),jemjeshal aogdekasratkhkanas o

2J"nos Boliysad., 1802.
3 John Playfair, 1748. 1819.



Na opisani n asomrdjeluEEmektlaikd i pemauskom metodom iz

geometriju toga doba i ti me postavio temel]
Me L u t svojim dakazima, Euklid se koristidavalnim prikazimaioslanaoa i nt ui ci j u
i mal o i pozitivnih i negativni h strana. Nai m

izlaganje dokaza, a oslanjanjem na prikaz mogli su se otkriti i neki novi rezultati. No, u tom procesu
neke je tvrdnje Eukl| oddd g@reime |t vrod rsjaimog tnoai oul a st e
naj vige zamjg et ak atnijost avihizvmnjik o j e | ®aknip magig utediti

na temelju postavljenog sustava aksiomine je ukazano nanepotpunost njegove aksiomatike
(Lulil, 2005) .

Prema nekim izvorima, Euklidovo djelo je prvi
gto je engl eski“*iznBathge maut Gjaul iAded aoddagnjem ar
latinski prijevodElemenatas ar apskog | ezKd&mal(nPoaujge , nj2dm@al) ki
Hilbert®, pod utjecajem formalne logike suvremene matematike, radio na preciznijoj aksiomatskoj

nadogradnj i euklidske geometrije te proveo I
pot punosti t aavaUsvangiel®inhevegegmetsije siti j e je prvo izd
1899. godi ne, Hi l bert je dao cjeloviti sust av
koji se koristi i dan danas, nakon vige od 10

1.2.Hilbertova nadogradnja aksiomatskog sustava

U novom aksiomatskom sustavu Hil bert polazi o]
t ol kamaciravninat e tr i vr st e prigabaajeporiedak podutdamostOsnovmia :

apstraktni objektie mogu povezat.i s objektima realnog s
objekti ma i njihovim svojstvima vige slugi d
primjer,t olskea moge predstavit.i veoma mal om oQf ebt
predmeta, dok seravacmo ge predstavi t i nekom tankom zateg
tumal enj a su mat e matl kdxkci ravniralsiut na stNaiampes,tr aktn
mat emati | ka svoj st vapat pduendouskttii vchaonm srueslt aacviuj aum
aksiomima, koji sluge kao indirektne definici
Aksi ome euklidske geometrije Hilbert dijeldi |

iz nueodnovnih objekata u ravnini i prostoru:

Grupa I. Aksiomi pripadanja (incidencije)

Grupa |1 . Aksi omi poretka (urelaja)
Grupa lll. Aksiomi podudarnosti (kongruencije)

Grupa IV. Aksiom paralelnosti

Grupa V. Aksiom neprekidnosti

Prvom grupom aksiomapisanasu svojstva relacije pripadanjasetvrdid a j e pravac odr

razl il it e,ataminkse trraiv nnenkeo | iPrevaar me utpal ksemdr gi os
Al'l: Za svake dvije razlilite tolke postoji t
Al 2: Svaki pravac sadrgi barem dvije tol ke.
Al 3: Za svake tri tol ke postoji bar jedna rav
Al 4: Za svake tri nekolinearne tol ke postoji

4 Adelard iz Batha, 1075. 1160.
5David Hilbert, 18627 1943.



Al 5: Svaka ravnina sadrggi barem tri tol ke.

Al6: Akodvieraz | i | ite tol ke pravca pripadaju nekoj r
toj ravnini.
Al 7: Ako dvije razlilite ravnine imaju jednu
zajednil ku tol ku.
Al 8: Postoje bar | et nojravniniol ke koj e ne pripada
(o] A‘ g (o] O0
All, Al2 Al3, Al4, Al5 Al6 Al7 Al8

Slika 5. Aksiomi pripadanja

Drugom grupom aksiomapi sana sSu SVvoj st veaPascheV aksiomjo eomelda i t'i
pravac koji ne prol anzei jwrdmam ittloilddganiegoverstagice. vsejl e
Druga grupa sadrgi l et i ri aksioma (Slika 6):

All1: Ako kagie moned a AjtBptj. A-&Ma-B,aondasA, BiTt r i razl il
tol ke jednog pravca.

All2: Zasvakedv | e r az |IAiBpratcap, t oo K te ©tpkva da jeA- K aB.

Al'l 3: Od tri razli]lite tolke jednog pravca na
A-T -Bili T- A -Bili A-B -T.

All4 (Paschov aksiomA ko pravac sijele jednu stranicu tr
vrhom, onda on sijele jog jednu od preostalinh
/
T
A
Alll, All2, AlI3 All4

Slika 6. Aksiomi poretka

Trela grupmi sa&kmsa osna svojstva r el,aatenjelu kgjtosé udar
temel je konstrukcijeppedadanj e hpdoddguidnaeran i k rkault
pr enog e tejkanstrikkadja teokuta koemuguo znat e dvi je njegove st
( k r ashowna konstrukcijatrokutaSKS Tr el a grupa saitdikg®: pet ak:

Allll (Aksiomopr enogenj: u Neek@i 1 eABdneka @Add piil red nupravceo | k a
pp Tada post oj Bo jpeodiunpset bveecndaa AjBHp lodabiuyd anranAB. d u g i n i

Alll2: Ako je AB@AB i AB@A'B',ondajeAB @A'B.Svaka dugina podu
samom sobom.

AllI3 (Aksiom o0 drajanjudu gi na) :A- B kCoi A-®&' -C' te ako je AB@A B i
B_C@B' C', onda jeA_C @A C'.
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—_— P 4 ———— P e P
4 B’ B a4 B" A B’ P
Y~~~
Allll Alll2 Alll3
Slka7.Aksi omi podudarnosti dugina

Alll4 (Aksiomop r e n 0 g e):r\eka je Ham kubaVvbinekajeV® ol et na t olakda pol
Tada postoji jedinstveni polupraved s polVeét gomcdvaj ul e s t'takomae pol
je:l a'VvV'h @ lavt.

AllI5: Akoje TA@Bil A@IC,ondajel B @LC.

Alll6 (Aksiom o pdudarnos8KS: Ako su dvije stranice nekog trokutaikate Lu nj i ma pod

dvjema stranicama zadanog trokuta i kut u mel
podudarna.

b bf y
a' ‘; A
a V
Vv
v w__ ¥

B c

Alll4 AlllS Alll6
Slika 8. Aksiomi podudarnosti kutova i trokuta

AlV (Playfair-ov postulat): Aksim o paralelnosti predstavlja jednostavnu formu Euklidovog petog
postulata (Slika 3str. §.

Aksiom o neprekidnosti utvrlLuje da je dugina

AV (Dedekindofa k si om) : Ako s @B,s vuek [tjoullkuegj udiuigiinenj ez i n
u dva skupa tako da:
1. Svaka tolka dugine pripada jednom i Aamo |
pripada pr vomBdrsghnusiupy; a t ol ka
2. Svaka tol ka pr v Agaaieu p a merLaix laiklei t ® | «@ dr ug

onda postoji je@€dagABteaknoa jda nsav dlod ktao|l ka koj a
AiCpri pada prvom skupu, a sV akCaBprigpaflaldagok gsigua s e
Tol|®jae granilna tolka iprerR2gdpbivadova tol ka.

Skup 1 Skup IT
[e, @ O

A R C S B

Slika 9. Dedekindov aksiom

Hilbertov aksiomatski ustroj izgradnje euklidske geometrije koristi se i u drugim granama
matematike teorija skupova, alpm, teorija vjerojatnosti, itdTako izgradanja svaksuvremene

6 Julius Wilhelm Richard Dedekind, 18311916.
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mat e mateorijd zkeepo|l i nj e od popisa osnovnih poj mova
indirektnih aksioma, pri | emu je njihawvuhuzbor
mat emati ke ( Gl dpravenapreddtvileBim aksiammaterBelilégeo ul av anj e
euklidske geometrije tijekom intervencij;utare k s per i ment al nog i stragi v
ovom radu.

Negto kasni j e od njaHgrupa aksioma raoggomeirg@gitsd v li jj & Kk i ma t
Goeddbkazao je da unutar dovoljno slogene mater
teoriji ne mogu ni dokazati niti opovrgnuti pa sustav aksioma tako aksiomatizirane teorijejmije po

i ne moge se upotpuniti doda%3)puWtpkeimsitmaocijamatkada k s i
unutar nekog sustava postoje teoremi koji se urgttag sustava ne mogu ni dokazati, ni opovrgnuti,
njihova istinitost s sustamo(dobivepom izenmomrnimaresikavanjem). d r u

Ako se teorem dokage wu dirsutgionm tsousstt apvrui,h voanidaa is

Za razumijevanje nekog deduktivnog sustava t
poul avanj eva osimosgmog priactpa aksiomatske izgradnje, potrebno je poznavanje i
razlilitih vrsta procesa koji su bitni pri a k
dodatno opisuje u nastavku, s primjerima iz euklidske geometrije.

1.3.Procesi aksiomaske izgradnje

Nakon odabira osnovnih pojmova i aksioma pri deduktivnoj izgradnji geometrije potrebno je uvesti

nove poj move i njih precizno definirati. Uu tu
zahtjeve koje definicija treba ispunjavétie gt o j e | i ni (ne)korektnoi
postavljale tvrdnje o svojstvima izvedenih p
naline formuliranja tvrdnji, osnovne |l ogil ke
postoj¢ i h te procese ispitivanja njihove istinit
dokazom pa je potrebno razumjet:i vagnost [ S
njihove karakteristike, taodetri az &kirjoat ir awriijl &t
se stekne uvid u pozadinu procesa definiranja, postavljanja tvrdnji i dokazivemja,e mat i | ki s
se udelismzumi jevanjem, stjele se trajnije zne

us pj e g ravanpjagpmpblempkér gadatakdgmmiil © f a wQD9. |

131. Definiranje matemati |l ki h poj mova

Pr i definiranju pojmova postoji odgovarajuli
ispunjeni kako bi definicija bila korektna i poticala valjanusaa o pojmu koji se definira. Prije
svega, vagno je da opis pojma sadr gi nugne
nedvosmisleno moge utvrditi znal enje novog po
Jedan od nalina definmaanfange¢kepgiocesgiuapeaph
neko bitno obiljegje po kojem se taj pojam r a.
konkretnih objekata i njihovih karakteristika. Zatim se izdvajaju oni objekti u grupi koji imaju
zaj &kkniklarakteristi ke te se melLu njima izdvoji
te proces zavrgava defidnicijom novog poj ma (J
Napri mjer, ako se promatraju geometrijski [0 Kk«
zatmme Lu | etverokutima samo oni koj i .INalagjugse n a s L
Kurt Friedriid9v8.G°del, 1906.
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postavi definicijaParalelogramje et v er o k ut sufpraing stramice manalelne @koji ima
dva para paralelnih stranica)

X2, X
Co4_ e
Qp 28 2's 28

geometrijski likovi | et ver okut paralelogrami

Slika 10. Proces definiranja pojma paralelogra

llina primjer, ako se promatraj u ¢ge ocsanwtijefaikgjas k a t
suo mena ravnim plohamauglata tijela zatim melLu njima samo o0neé
terokuti) melLusobno sukl adne i paNaklajedposeayi a o0
definicija: Prizmaje uglato geometrijsko tijelo kojemusudviesane sukl adni i mel

n-terokuti, a ostale strane su paralelogrami

® .1 @4 84 @ @
A.
‘SV ﬁ'@“ Vs ol e

geometrljska tijela uglata tljela prizme

Slika 11. Proces definiranja pojma prizma

Kada se dfinicija pojma postavlja na opisanial i n,j ej aadmdd ji vo u koju ¢
pripada (latgenus proximupb | i §i praadal el ogr ami pripadaj u sku,
rij esgpeciedvisty . par al el ogrami su jedna vrsta | etve
pokojima se razl i kuj u (atddifedentia gpectical stpe e 6;nadsupmdtner a z | |
stranice su paralelne). U tom slulaju kage se
pri definiranju, rodni pojam ili neka bitna karakteristik k oj a odr eluj e speci f
definicija post alosd,srnd®.orektna (Kl agnj a,

Naprimjer( Jozi ),iskaz80métrala dugine je okomitanhjena d
korektna definicija jer je izostavljen rodni pojammgpac). Iskas5i met r al a dugi ne | e
dugi nu na dvanijjednlkdkrae kdinjaelcef i ni ci ja |Jer ] €

(specifilna razlika; Svojstvo okomitost.i n a
raspolavlijpgjud §i nu (Sl i ka 12a) ne moge jednoznalno o
iskazSi metrala dugine jenpjaevhorekotomatdehi hucdypag
karakteristika (specifilna)r @al iska;mesiwo jbsetsvkoo
pravaca koji su okomiti na duginu (Slika 12b)
Konal noSi mestkraazijepravdck j hej e okomit na tu dgestgi nu
korektna definicijaje j ednoznal no odreluje promatrani poj
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(@) (b) (c)

Slikalz2Def i niranje pojma simetrala du

Mat emat i | ki poj movi se |l esto definiraju uprav
| e mu | e ristitonbarjob | kioj i jer @ dnmia potpelonp mimmalno karakteristika za opis
specifilni.Norakojkaroedsi epojam e se koristiti
namijenjenk (Jozil, 2014

Na primjer, za pojanrkockamogu se pdsa v i t i s | j eSlke 13p(1) HaeKaijer(uglate) j e
geometrijsko tijelo koje | (@)Kakagelugoravna gizma gopjst s
je baza kvadrat, a duljina visine jednaka duljini stranice b§2eKocka | e pr @awma | na
prizma kojoj su svi bridovi jednakih duljingt) Kocka je kvadar kojemu su susjetindovi jednakih

duljina.

Geometrijska tijela

< N\

Uglata tijela Obla tijela
Prizme Piramide

i

Trostrane |—» ‘

Cetverostrane |—» T |_» Pravilne ——
J | )
.4'-.-"-___\:’

.,

Peterostrane _.w ' J

Slikal3Definiranje pojma kocka pomoilu r

Sve definicije su kor ek tamanje bitaih karakterisfika jerljejadad n j o |
naj bl igi r kodkn i Tpmdkjodmr z a sv e diekbristau praksj avisnee Vv j e
kontekstu i uzrastu. Na pri mjer, kada se radi
koristiti prvu definiciju.

Osim formuliranja iskaza, pri definiranju mat
(jednom il vige njih) kojima se izragava poj
kojima se definicij asebnooajwzualdim grikdzima kojs se karistad za t e
predstavljanje geometrijskih koncepat a. Nai me
znal enja (homoni mi), al i i razlilite rijeld]l i
Takoldean tje i sti vizual ni pr i(hpalze tmoereo ssttrag me iy
slici 13), a razli|iti vizual ni pr i k@p.ipriznmeong slici 8y ed st
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Posebno je korisno kada se svi elementi koji se koriste pd ef i ni ranj u melLusob

vizual ni prikaz i simbol il kikrzuag(slikecldg. Na pr i mj e
Iskaz Nosioci pojma Vizualni prikaz Si mbol i |

Skup svih tol k

su od zaStane Krugni k(S 1)

ravnineudaljeneza pozitivan obodnica

brojr.

Slikal4dDef i ni ranje pojma krugnica

Pri definiranju nekih pojmova potrebno je ukl
u potpunostiobuhvati,m d nosno kako bi se ispitalo na g¢gto s
1992, str. 30). Na primjer, pri definiranju pojjmae d na k o k rpad tnrie kmoo kjueg r az mo
obli ke: giljastokutni, pr av o kvizdalne prikaze predstdvljatt n i ,
urazlilitim po)l oigapa maajl Shakianmglldu vtaos @ tMnagep © & [p tu
nejasnole pri definiranju poj ma mogu se 1zbj
simbol il kog nal tpouna viuzinogdredstagljanja.a i

AN S A

Slikal5. Vi zual ni kazi jednakokralnog
Korektnostd e f i ni ci j e postige se ispunjavanjem razl
biti iskazana jasno i precizno, jedn@zh n o i nedvosmisl eno, ni pregi
ekvivalentni h svojstava uiskaauk oAriik ot o nee nboig utl ree bb:
da se koriste suvremeni irzpdmnbD, pdahbatdej)jeail
Osim definiranja pojma pomolu roda i vrste, u
novi pojam ne wuvodi Il sticanjem bitnih karakte
nastanka objekta tog pojma. Za te vrste definicijaskiose nazivg e n e tdeéfihidjaa lako se
geneti|l ka definicije ne smatra matematil|l kom d
u odrelenim situacijama, posebno u nastavi ma
Na primjer @ zi | ) ,2@kheti | kodspeadeifi stojpomje geo
nastaje rotacijom pravokutnog trokuta oko jedne njegove kate® @@md e st vor it i
predodgba poj ma, al i se ne saznaj(@®ikal.gt a o bi

Slkal6.Rot aci jom do predodgbe pojma uspr
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U matemati ci postoje razl i |dogowrnedefinicjeekojichd® o v or
odreleni pojam opisuj e dogov oNampmnjet, z pgagrazam j mo Vv
skupdogovorno je uzeto da to budkup koji nema niti jedan elemefitme je osigurano da prazan

skup bude podskup svakog drugog skupa, kao i sebe samoga.

Jedna od gregaka koja se pot kneatkozvapeirkulardee f i n i
definicije (lat.circulus vitiosusz a| ar ani krug) . ToAdsed idad gaal g okreod a
B, koj i jog nije deafdierdiimanm ap 3 A iheekog drggagj ppjmg a m
izvedenog iz pojm& ( K| a §9i4j, sir.,16).

Na primjer), ( Jiokzo Peeci RiDzaatylraju pravi kut nazivaju se okomiti prayei

Kut | i i su kraci ,oridampe definiramaaiokomitost gravacgm @maviikut. kK u t
Korektno bi bilo najprije definirati pravi kug zatim okomitost pravacBravi kut jekut koji jejednak
svomsukutui Okomiti pravcisu pravci koji zatvaraju pravj kuili najprije definiratiokomitost dvaju

pravaca, a zatim koristeli taj pojam, definir
Prema svemu navedenom vidljivo je daopgretesac
znanj a, uol avanje suptilnih razl i ka, al i i

zapisivanja i vVvizualnog predstavljanja. Svaka
slobodak oj e od nj egovi h sdowljneskarakieristikeipojma, koje sBkazivatiu g n e
kroz tvrdnjetepovezi vat i s drugim poj movi ma. No, bez
njegova definicija e biti Uu potpunosti kor ek
opisanomkooept u, na jednoznal an i nedvosmislen nal

1.3.2. Postavljanje tvrdniji i ispitivanje istinitosti

Nakon proulavanja razlilitih svojstavgmapekodg
kojima se taj pojam bitno razlikuje od ostalih pojmova, radi @dginja smislene definicije

promatranog poj ma, zapolinje proces uspostavl
se mogu stvarati i1 zmelLu svojstava jednog pojm
veze iskazati tvrdnjama. Potrdnjom s e podrazumijeva smislena
mat emati | ki lzraz koji je il I stertium non datuf i | a
i skljulenje tredegltr(B@8randwi [znadldl5da pbstav
i spitivanje njezine istinitosti, a posebno ka

Ako se pri i spitivanju i1stinitosti tvrdnje pi
vrij ed kontapgcimje)] oada se natemelijutogprj er a moge zakl juliti
ni je i1 stinita. MeLut i m, na temelju jednog il
se stvoriti samo slutnja da je tvrdnjap | eni t o i stinita, al i se t a]
ut vr Bnezimengt i ni t ost i dokazom (Jozil, 2014

Za izvedene tvrdnje u praksikeo r i st e i razl i | iti nazivi, oOoVi s
koje su istinite nazivaju georemi(lat. theorein gledati). Naime, prve postavljene tvrdnje izvedene
suna temel ju proul avalmglai koad rted. end |lha gaeemjmem rd rj as\k
skl adu s tim dobil e i i me ( L uprdpdzicije Ienteiokérolari. Uz t
Naziv propozicijakoristi se za tvrdnju za koju postojrdtki, jednostavni dokaz, a nazdiemaza
pomolinu tvrdnju koja se najlegie korilomlar u dc
(posljedica) koristi se za tvrdnju koja slijedi neposredno iz nekog teorema te se njegova istinitost
jednostavnoutdruj e iz i stinitosti tog teor ema. U gkol
koristinazivpou |l akpr . Pitagorin poulak, Talesov poul a
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Formuliranje tvrdnji . Za razliku od definicija koje se iskazuju prirodnim govornirnikem, za

postavljanje matematil|l ki h tvrdnji, uz govorn
l ogi |l ki h principa I zakl julivanja koji se na
di jelove tvrdnje dr ge oz azjnead neon jie ofsHagmwnraacjku, n2j0e
princiopi [ zakl jul ci Ssu zapravo sistematil an
informacije iz danih informacija te ragllanji
svakodnevnm ¢gi vot u, u matemati ci su oni formalizir
ne samo izvolenje korektnog zakljulka, vel i
2013, str. 33).

Tako, | o g i hekaeija kopunkci@ disjynkeijg implikacija i ekvivalencijaosiguravaju
izvolLenje slogenih tvrdnji kKombiniranjem dvij
utvrLlLuje iz istinitost polaznih tvrdnji [ SVo
de Morgamvih zakonanegacije implikacije dr ., omogulavaju sagl eda
kroz dvije razlilite perspektive, gto ponekad
tvrdnje se | est ounkezalni(s)t egzisencijrlvi (&) nkakd i se kstaknumo ohbim
objekata za koje tvrdnjatwvrijpoe@di {TB&r amakwinl ,
operacij a, principa I pravila zakl julivanj a,
mat emati | ki mowibj ekt gmaay &j u: (1) razumi jevanj
ondain, td.; (2) efikasno mijenjanje formul a

izvolLenje novi h i Hammackn20t3, str.é&2).i z poznati h (

lako seiskaz tvrdnjemo g e f or mul i r at i n a riskaza gotévo svake twdnje i n e,
uvijek se bitno razlikuju dva dijelgretpostavka kr al a Plozakekjgklr ak a Qo z nak
Pretpostavkom se iskazuju uvjeti koji vrijede za promatrani objekt, na teknajy i h posl j e
slijedi zakl julak o tom obj ekt uAkb eriedi®),ondaa k a t
(slijedi Q) A, si MY@QLMélkutim, ni je wuvijek jednostavi
zakl jul ka rwna poaebno Hadanse iskaas/formulira u skladu s govornim jezikom, pri

|l emu pretpostavka niti ne mora biti na pol etk
pretpostavkeod a k| j ul ka unutar zadane tvrddchnpjeama g@ho 3
2014).

Naprimer Tal esov poul ak o obodni m kut oSvakiml@odno bi | r
kut nad pr omj er o mUnudtar avg mrdne eretpastavid)(se vdnosikaiposeban

obodni kut ,Q ra meratkol g ul watka .( Nakon ragllanjivanj]
kl asi | ndo fjoe mdan obodni Kkut nad promjerom Kkr

Postavljanje obrata tvrdnje. Kada se u tvrdnjipretpostavkaR) z a mi j e n i @phl jull
z a k Ikj(Q) pratpostavkom(P), dobiva se novi iskaz koji se naziebrat tvrdnje( si mbol i | |
QY P), aistinitost obratase treba ispitati te potvrditi ili odbaciti. Obrat tvrdnje je sasvim nova

tvrdnja |ija istipmiltaasaite ne rawijsei te iomtai motgest i

Na primjer neka je dana tvrdnj®ijagonale romba su okomit®reformulirano, tvrdnja glasfko

je |l etverokut r omb, 0 n d.d ta wrdnjafejisengao Obeat tahje glasig o n a |
Ako su dijagonal e | et ver okut /Mo, owktwdnja nijeistinitajerd a |
na primjer i deltoidkoji nije romb(kontraprimjer)ima okomite dijagonale

U odabiru kontraprimjera treba biti oprezan, posebno kada poswjg ui nost odabi r a
j e poseban sl ul aj promatrane klase objekat a,
kao neistinite. Na primjer, ako bi se umj est ¢
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okomite, tvrdnjasenenjoe kor ekt no opovrgnuti j(eBrarjaen okviad ri
2020,str. 1S druge strane, postoje tvrdnje |iji e

Naprimer,mka je dana tyPIldmgtai (a ogrndkoiRetlmMabuna se
p:%’, gdje sua i bduljine kateta tog trokutaPreformulirano, tvrdnja glasiAko je trokut

pravokutan, onda se njegaeié@a piIr o g d idowhaljinekatétas n a p

tog trokutal ta tvrdnja je istinita. Obrattvrdnjeglagitk o s e pl ogtina trokut a

p:%”,gdjesuaibduljinedvijustranica tog trokuta, ondaa je t
I bduljinekatetatogtrokutaNova tvrdnja je takolLer istinita,
istinitost se moge provjeritdi kroz nekoli ko konkre
koje se ne moge izvesti zakljulak da je tvrdn
Kadaza tvrdnju vrijedi i njezinobrapnda se kage da tvrdnja ,,vri
postviti tvrdnja u oblikuekvivalencije  koj a naj | eagklce ik osra nsa iakkdozor a(zs
[ Aonda | osamo uormpada&fi.hoBOalom primjeru tvrdnj e

ekvivalencije:Trokut je pravokutan, s katetama dulinea b akko se njegova pl

po formuli p = 32,

2

Korisno je steli navi ku provjeravanja istinit
bi se one mogle valjano pr i mnjydeugihtvrdnji. Brijesvegag a v a
ako je obrat tvrdnje istinit, onda je to jog
2013, str. 61) . TakolLer, i skustvom u radu s
uzimanje obrata zaistimit t vr dnj u s amo z aZatm, gsimaskazieanjatwdnjdin j a
njezinog obrata u oblikekvivalencijgp ot r ebno j e znati ragllaniti i
na tvrdnju i njezin obrat, poa& eiuddavietzpmesinbe s u
dokazivanje

Postavljanje negacije tvrdnje S obzirom da svaka tvrdnjaimadvadij@aQ) , moge se r a.
kako se mijenja istinitost tvrdnje pri negiranju nekog od njezinih dijelgWilf xQ) . MelLut i m,
posebnog jeznal aja postavljanje negacije <cijele t
x(PYQ)*P @Q@jer su iskazi s lijeve i desskezizstr ar

oblikaimplikacieAAk o é, ondaodo negi r anblie konjpnkcgelu&agemseu n o\
v e z niikfmvezujdpretpostavka)inegaci j a xQak INowlik ai s(kaz se mc
obl i ku: AReTadaviedikQerdii [(i A Re Rretpostavirng sepiine Q) i ,

gt o j e pr aktokativagafla mmpmac&kes 20d 3) . Ukol i ko su wu
kvantifikatori, prinegiranju ni ver zal ni kvantifikgtor prel azi
negiranju nekog iskaza ne mora sd20d.gno dobit

Postavljanje kontrapozicije. Kada se za iskaz u obliku implikacijP ¥ Q) postavi tvrdnja tako da

senegira pretpostavkaP ) iz a@®))ajzatih poktavi(obrat tih negaqjjeQ Y xP), dobiva
setvrdp a koja je logilKki ekvi val ekontrapazicipmlazae n o |
i mplikacije. Ove dvije tvrdnje zapravo na raz

procesu dokazivanja jer je ponekad puno jednostavnije dokamamju iskazanu u obliku
kontrapozicije nego u obliku implikacijgiaémmack, 2013, str. 102).

Poznavanje predstavljenih procesa u radu s tv
procesa ut vr pastavgenihterdnji sai poslopadvbpa matemat i |
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1.3.3. Dokazivanije istinitosti tvrdnji

U radu s matematil kim konceptima do ot kda vanj
nekih otkrilsisne shad eijaha helke hstajeose mogu izvesti iftiuno,

tj . promatranjem nekih posebnih slulajeva te
izvode ciljanim sustnmzvankiln uilsitvraangjievna.njNeom iu |sovgii
tvrdnje se ne prihval ajosti poavebnoeldodatnpi he
valjanim argumentom petditi ili odbaciti. Ukratko, izvedene tvrdnje potrebno je dokazati.

Vel ina matemat iddkdeenpbdt azamujevaokonal an niz n
kojima se natemelja k si o ma, definicija 119 ranije dokaz
postavljene tvrdnjPY Q)t e se takva vr st éormdunk dokazomtbm | n o
smislu, dokazati tvrdnjuz nal i | o bi p r o n alh koraka &kajiraal se medvojberno | o ¢
potvr Luje i stinit preces dgkazivanjietsamapostupak etkrichmg valjanoca
argument a. Proces dokazivanja istinitosti t v
direktnom ili indirektnom dokaz

Direktno (izravno) dokazati i sti ni R)tegrimetomr dnj
aksi oma, definicija il:@i ranije dokazanih tvr
z a k| jQypostakljer(e tvrdnje.

Naime,svakatvrdnja u obliku implikacijg PY Q)pol azi od | i nj e nP)istigta,da | €
Prema svojstvu operacijenplikacije, ako je pretpostavka istinita, mp | i kaci ja [ e bi't
ako | e i Q)astnik.lDpkle] akdk se ene od istinitosti pretpostavké®)(te na temelju
korektnog logilkog zakl juQ)i,vamrda iizes eidepr smatn

implikacija (PY Q) biti istinita(Hammack, 2013, str. 92).

Na primjer, neka je dara | j e d e | Ako su\aii lildwg peavca jedne ravnine koji su okomiti na
neki pravac ¢, ondasuairhe L u s o b n o. Prptgostavkéf® dve tvrdne jest da su zadana dva

pravcaaibteda su oni o k o mg, 4. a® @ b” ct(Slikail?), odnosmoswaki od
prava@aibspravcentz at var a ,tk H(,ae@®, ¥@KH=90.Treba izvest:i
dasupravcaibme LusobnoQparalelni (

a b

- ] c

Slika 17. Direktni dokaz

Sada mamo sl jedel e: (1) svi pravicjlkupoweis mé¢ hu £ @
a i bte s pravcima zatvara jednake kutove, (3) promatrani kutovi imaju jedan krak na istom pravcu

na pravcw, (4) kutoviuzpr esj el ni cu koj i su jednaki [ I ma j
imati i drugi par krakova paralelan, a to su upravo krakovi koji pripadaju praedimdakle, pravci

aibsu takolLer paralelni jalgbrT os ajde guep rpaawca | ¢etl on ej ek
tj. zakljulak je isti«ait pa je istinita i pol
S druge strane, indirektno (nei zr avgadatvrdghgk az a

neistinajed e u t om s | ustva ¢peracije megaciie apolaznvadvidnja biti istileema
| ogil kom principu neg=a(iYjQp=P i@®@p pai hegacija jtvednjev r i j
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podrazumijeva da se uz istinitost zadane pretpostaekérdba pretpostaviti i istinitost negacije

zakl j xQ)kodnosfio poces i ndirektnog d o k mtnitosti adaijp a t r
pretpostavki (P@ xQ).Ak o se dal je, nizom Kk oizved&istinitoshindkeo gi | |
tvrdnje (T) i njezine negacij¢xT),ondaj e proces zakl pemogainj de.idbdwv & «
reductio ad absurdum sv ol enj e na kbneasliktijuskada jepracési a Kirjad lei v a
svede na kontradikcijunegacija tvrdnjge mora odbacitikaoneistira t o0 z na| i vrdhja | e |
istna( Hammack, 2013, str. 1 1 dokaz kddtvadikcijom o st upak se

Na primjer, prethodna tvrdnja se moge Pdpkazat
neka su zadana dva prav@abk o j i su ok omicti a®ncab”tcr(Stika 1. fekaa v a c

pravacas i j e| ecuprtadakpravacboneka si j el et @tjlase] A,

bAc :{ B} i vrijedi @ = xaAc 90 , b=xbBc 90 . Sada pretpostavimo suprotro): pravci
aibnisupar al el ni, odnosno, Caojedne srane wavgatg RADb <1C n e k o ]
(Slika 18).

Slika 18. Dokaz kontradikcijom

Sada i mamo sl jedel eaibf ) vl irkduta,itj hOatigy g®r,(3) pravci a

a, bi ¢ zatvaraju trokutDACB, (3) zbroj kutova u trokuttDACBi z nosi at 806 AE0 1t |

(4) uvrgtavanj em airbdobivd seggs O | t8) kmapiv(@Pwsh ci u
kontradi kt o kuhgbijtiisjodobnaul-k u mo §j e b i tkita,(6) 2bbgi kontadikcijeu |

s e z a kdh negakija fideje nijeistina gt o znal i da j<¢ polazna tv

U procesu indirektnog dokazivanja mogulie je u
pretpostavkeXP) , gt o j e opet kontradi kci | &).Nogimesepe po
pot vr L ukpneapariaija imgikacije kQ Y xP) I stinita, a kako je ¢
polaznojtvrdnjiPY Q) , onda se moge zakljuliti da je pol
se 0 dokazu p&ontrapoziciji kao posebnom obliku dokaza kontradikcijom (Stefanowicz, 2014, str.

30).

1.3.4. Klasifikacija pojmova

Kada se proulavaju pojmovi i njihova svojstva
poj ma. Za odr e taodgovajase na mtaikekgvie pbgekt,mdnpsnopala dr gaj e m
pomapodrazumi jevaju se sve bitne karakteristik
predodgba o tom poj mu. Za odr el i kaisyteobjekt,s e g a
odnosno podopsegom pojmgodrazumijevaju se svi konkretni objekti koji ispunjavaju bitne
karakteristike poj ma o pdossgap@madgavim seanq pitani@likZz a o d
imaobjk at a u opsegu )pojma (Jozil, 2014
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Iz procesa definiranja poma , kojim se zapravo odreluje sadr

karakteristika pojma nije jednoznalan, tj. de-
No, kada se karakteristike odaberu i definicija pojma postavi, opseg igosggma s u j edno
odreleni . Dal je se definirani poj movi mogu r .
proces se nazivdasifikacijom pojma

Pri kl asi fikaci]ji pojma trebaju bit.i I svprugnij en
prema jednom odabranom kriteriju koji je nepromijenjen tijekom Klasifikacije; (2) objekti iz opsega
poj ma koji SuUu razvrstani u razlilite grupe t
preklapanja; (3) unija svih objekata koji su razamétu grupe treba biti jednaka opsegu polaznog
pojma; (4) klasifikacija treba biti stupnjevi
2003, str. 171).

Na primjer, ako se g¢geli klasificimsatrianpacjedm P
kriteriju Ie se svi trokuti razvr sitratzinos ttrmini
trokuti; (2) dvije stranice jednakih duljinig ednakokr al ni trokuti; (3) s
iTj ednakosokutiani | ni t

MeLut i m, kako definicija pojma nije jedinstve
nalinu kako se pojam definira (De Villiers, 2
nalinu stvaranja vezenmelLpojpmamodemanipci | a emd
inkl uzivna. Prema ekskluzivnoj definiciiji, p

di sjunktne pa s e paricislkmrklasfikagijanaajPremagnlvzivnojidefimiciji,
pojmoviserazv st avaj u u klase koje nisu melLusobno ¢
podkl ase (specijal ni sl uHijesarhgskim Klasifikacijamaosefssano m s |
2016 ; De Villiers, 1994) . U sbeej admnakekral nij
definira kao trokut kojiima ol no dvi j e st r astmaraseparficgskdarklasigicijh d u |
(Slika 1%), a ako se definira kao trokut koji ilbarem dvije stranice jednakih duljirgtvara se
hijerarhijska klasifikacija(Slika 19D).

Raznostraniéni Jednakokra&ni trokuti
trokuti

Raznostrani¢ni Jednakokraénmi Jednakostrani¢ni
trokuti trokuti trokuti
D‘J V Jednakostraniéni trokuti

>

(a) particijska (b) hijerarhijska
Slika 19. Klasifikacija pojma trokut
Na pol etku matematil kog obrazovanja ekskluziwv
nedovol jno znanja i vyemgédaiobj ekenakaMelLuouadm, s|
ul eni ci se trebaju postupno wuvoditi u inkluzi

hijerarhijsku klasifikaciju, koja je daleko funkcionalnija od particijske (De Villiers, 1994).

Nai me, s@kodrgtena svojstva odaberu za formul

Ssvojstva tog poj ma se |,aigtnitbskturdnjipzovt ovar e, u j oflpei dsolkjalk

Villiers, 2009) | nkl uzi vne su defini ci | enjewd e¢kskloziviphyf @ c e s L
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hijerarhijska klasifikacija koja se na njima zasniva funkcionalnija je od particijske (De Villiers, 1994;

Josefsson, 2016, Ul ger i Broutin, 2017). Nai m
postave i a@b&kmigupajaam,dirona dauevspedldpalne, sp
korigtenju ekskluzivnih definicija, te tvrdn]j

Naprimjerpr i kor i gt eefipicja, akosk taparalelogramb k a igirga da se njegove
dijagonale raspolavljaju, onda ta tvrdnja vrijedisljednoi za kvadrat, pravokutnik i romkao
posebne sl ul aj.evio,paprail ekogrgmanj u ekskluzi v
dokazati za svaki od | etverokut a.

1.4.Geometijske figure

Geometrijase kao grana matemati ke, bavi proul avanj
tol¥aki neprazni podskup pr ost ogeamejrijgkonfgyama v o
(eng.geometric figurg To | k a , p r re\kaowsnovni geametrijski objekti su geometrijske
figure( Lul i I, 1997, str. 9).

Uzgeometrijske figure kao apstraktne entitete
su geometrijske figure. Dr ugi m podrazunaijévajun ae, p o
geometrijski objekti kao apstraktni entiteti, ali i vizualni prikazi koji predstavljaju te objekte. Uz
vizualne prikaze koriste se razne oznake (slova, znakovi i simboli) kako bi se figure mogle imenovati
te simbolil ki zapisati

Takosed ol ke i menuju velABiCI métiskwaintmakhovpmadst a
(ili krigilem), pravci alc i rernwej wimalailmopipsear
crtama, a ravnine se i nae h,ugj u € miaublnonpredgtavljajui m s
paral el ogramom (i1l pravokutni kom) . Prostor :
Geometrijske figure se najl egl e dikdnsigsnijefenj@:i r aj 1
objekti bez di menzinizé oplat aie (&Pp/ ej dadhodidme d

trodimenzion a | n i (krali)e 3D) (Slika 20

o
A
4 a
Tol ka Pravac Ravnina Prostor

0D 1D 2D 3D
Slika 20. Osnovne geometrijske figure

Ako neka figura pri pdgearnagigua(vrcpur .o nddwag isrea)j ,0 ga kha .
naziva seavninska figura(npr. trokut), a ako ne pripada ni jednoj ravnini onda se ngzstorna

figura( npr . pirami da) . Omel en geometriyskim likavik@pr.frokgt,u r e s
mnogokut, krug itd. ) geometrgskadijelgnprpkockas diramida, galjak,i g u r

itd.). Nadal j e, z aistavjetng) ea ko gav &#k &k atge| ke Kaj &
figura pripada i drugoj figuri, u suprotnom sua zté. i lA’Ik o neka tol ka ne pr
figuri, ondeantsee fkiagjuer ed.a ZJae f i gur e | isijeku( pukbB| gk

1997, str. 10).
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Geometrijska figura u pravilu ne preadBkoanal j a
primjer,trokutu neki m situacijama moge predstavlja sV
trokute. O tome treba voditi raluna kada se Kkc
se koriste def iinviarngnej,e ,r jtevgralveannjjee, pdrookbal ze ma , |
cjelini o ulenju i poul avanju geometrije.

1.5.Geometrijske disekcije

Pod geometrijskom disekciopodr azumi jeva se dijeljenje geo
dijelovatakodaseonimogupresgiti u neki drugi geometrijski
geometrijske disekgie o p | e n ipaodigelitis dvijernyumeu

Prva grupa obuhvaia dijeljenje geometrijskog

mo ge obl i k@ dragth igeometrijskih likova. Primjer takve vrste disekcije je dijeljenje
kvadrata na sedam dijelova dolk2j)i &z lsiel iztaith mk
likova (Slika21 ) , al i [ na tisule raznih aragpidva obl i
geometrijska disekcija poznata je pod imen@amgram a koristi se vige od
svrhe.

Slika 21. Konveksni tangram likovi

Druga grupa obuhvalia samo dva geipadehjdnggdikaa | i
S namjerom da se preslagivanjem tih dijelova
geometrijskih |Iikova. Kada su dwasulekvikakentnipod n a k
disekciji. Prema BolyaiGerwienovom teoremuglva su lika ekvivalentna po disekciji ako i samo ako

su jednakihp | o g(Hartsharne, 2000, str. 215). Jedan posebno istaknut primjer druge grupe
disekcije, poznat pod nazivobudeneyjev Haberdasherov problepostavljen je 1902yoding a

interes za njega traje sve dodapaGr u b i | i B &Originalro prablem glagit0@rli)s t e | i
s tri reza podijelite jednakostranilni trokut
oblikovati kvadrat, bez preokretanja dijelovdn at o | razni m p o ksdanajednoa, [

tol neBonstouktivnd®.rjegenje (Slika 2
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Slika22zKonstruktivno rjegenje probl en

Disekcije druge grupe | esto se koriste u nas
poznavanjem plhargzaer degagvwagnijl e probl ema il i dc
povrégtd. ne

Na primjer, svaki paral el ogram 3 pa senforgnela zar e s |

odreli varmjaeg adled (ptgirmeana mo g e oidz e & $ tv datrpgaméulmida. f o r m
S obzirom da su trokutbAED i DBFCs a sl i ke s u k3SK ¢podudarpost stiaraca | k u
paralelograma, visina i prdvkutova), paralelogramABCDi pravokutnikEFCDjednakihnsyp | o gt i n a
pavrijedi:

PABCD = PAED +PEBCD EBFC PEBCD EFcp AV
D C
v
O Il
A E a B F

Slika 23. Reorganiziranje paralelograma u pravokutnik

Pog oje brojni dokazi dobro poznatog Pitagorina
disekcije Na primjer,ud anagnj ami mdi emudgbeni ci ma, za doka
koristi geometrijska disekcija druger up e i met oda) poMr gvom ¢6BLI| &R

kvadrata se ne pr epsrleamjuepgiarsalladdagkuagrataakd di formieaju s e
novu figuru S obzirom da su | et iprio gkbd coj@igire; hjihogimt r o k
odbacivanjem i pr e o ptl olgd iifaziag uergea bemmjabigimidiial i ezdvnoac

Slika 24. DisekcijazadokaP i t agori na poul ka

8Met oda pastejiseuitame da se,izodnasper a povr gqierkda h( dli kétviana)dobi j u oc
velilinama tih |ikova.
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Svakako, uz samo preslagivanje potrebno je i
prvog kvadrata takoler kvadrat, gto nije ol
podudarne jer su pravokutni trokuti podudarnipowp! ku o SK& | BHddabkje, zbr
kutova pravokutnog trokuta 1iznosi 90A, a kak
i sprugenog kut a, to je mjera kuta wunutarnjeg
stranice jednaki duljina i sve kutove prave pa jekweadrat,nad hipotenuzom pravokutnog trokuta.

Povijest geometrijske disekcije izrazito je b
Pl atona i Pitagore pa sve do awanedngko jzaokupljaia n a .
profesionalne matematil are i rekreativce amat
promovira i kroz rekreacijsku matemati ku ( Gru

1.6.Geametrijske konstrukcije

Vagan di o g e o medometrijske kondtrukaje) kojihju aastavumatematike posebno u
primarnom i sekundarnom obrazovanguu d e | i prema sadrgajima novi
matematikyima sve manje.

Pod geometrijskom konstrukcijorpodrazumijeva se vizualni prikaz odgojama | e geomet r
figure koji je kreiran korigtenjem samo ravna
se jog kaoadhstdaksij e r,adaljadteksu za njilg s Kdrist sanm naziv

konstrukcije Pri tome,ravnalojeal at pomol u kojeg se dug jednog
i staknuta nikakva jedinigeceasjtmjral et mpodge| uar tkat ie

tol ke moge crtati krugnica sa po volji sanomdani r
ravnal om i1l i samo g@gestar om, za neke je potre
figure koje se ne mogu izvesti konstruktivno.
Konstrukcije koje se mogu izvest.i S a psoovnina v n a |
konstrukgiama, a sve ostale konstrukcije se izvode
jednostavne i slogene. Jednostavne konstrukci
osnovnim konstrukcijama (npr. Kurnik, 2005), dok neki drugi za njihsk®mazivelementarne
konstrukciigb udul i se izvode nizom od nekoliko osnov
Prema Mitrovil i sur., osnovne konstrukcije Kk
1. Konstrukcijapravcak o j i sadrgi edvije zadane tol k

2. Konstrukcijapolupravcas a danom pol|l etnom tol kom i jog

3. Konstrukcijad u gli injee su krajnje tolke dvije zadane
a osnovne konstrukcije koje se mogu i zvest.i S
4. Konstrukcijak r u g(nkrccega) | i jaen g et os|rkead,i gat ep ozlaudmj er :
5. Konstrukcijak r u g n okgo jleunkua su zadane | etiri tol ke:

jedna tol ka.
Prema Pavkovil i Veljan, korigtenjem osnovnih
dajet olkkoenst rui rana ako se dobiva kao kaopeesjgke k d\
pravca i krugnice te k&o presjek dviju krugni

—

Sika25. Konstrukcija tol ke
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TakolLer, pravac se smaaja konstruirani mbiako |
krugnica se smatra konstruiranom ako se zna Kk
Trokut se smatra konstruiranim ako se znaju konstruirati njegova tri vrha, itd. Ukratko, geometrijska
figjura se smatra konstruiranom ako je mogule ko
Veljan, 2004).

Naj | egl e eldmentaing korsmukcijgednostavne konstrukcije) koje se izvode ravnalom i
gestarom su:

Konstrukcija duogi ndeu gsiunkil apdnneem bzgaadiasne @da gi ne
Konstrukcija kuta sukl adpognegédmanemk ktua u (
Konstrukcija simetrale dugine
Konstrukcija polovigta dugine

Konstrukcija simetrale kuta

Konstrukcija okomice na zadani pravac (pouprac, duginu) zadanom t
Konstrukcija paralele zadanom pravcu (polu
Konstruktivno dijeljenje dugine na jednake
Letiri osnovne konstrukci jSBSSKSKSKkS®K R (pozna

©CoNoOhswNE

Osim gto su podijele konstrukcija kod razli/l
pojedinih el ementarnih konstr’ukcija. Tako se
zadanipravapk r 0 z z a dTeorbu dtaglek updstupald(8lika 26

- oko fThkhkesredi gta opi Kkeojsae hiijpen] ¢k opAaB vkacu g ni c
- oko Akhkesredi gt akarpziT,gea seiBk atoglsh € di gt a opi g
ko kroz T,

- krughkikoes i m dOst pkkiu STe i u tol ki

pravacTT'j e tragena oKoapracaw. kr oz t ol ku

T
T \:‘( /1\
g ° k k / N
k / \ // |4 \\ ] \ // |4
» \ / p A B . B
T4 — B \
kN Ky kNl

-
Slika2z6.Konstrukcija okomice zadanom tol ko

Opi sani postupak | e TVpupagagpravcy. U oledehigmadoditebd a t
se naglagava da je opisani postupak TuwjoéTidseo i
obzirom na pravap.

Usustavuv eds ke matemati ke, moge se pronal.i [ j e
okomice, z a kasTlpuphda pravégpa d K otnelft r ukci ja se temel ji
obodni kut nad promjerom krugnice pravi kut (

- odaber e se pSiavanpravod, teko da ptava®Thig okomit nap,

- opi ge se kruéﬁmniumjeras_éf.a Maka ijgee edm uga tol ka u Kk
pt o|Rk a

- nacrta se ol upr avacRkfopS okmppir Erpugheckjug
Neka je druga krajmja tolka promjera tolk

- PravacPTj e tragena 20komi ca (Sl i ka

I €

=

P
u

Q
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S)

Slika27.Konstrukcija okomice kroz zadanu

Zanimljivo je da se za elementarnu konstrukci

koristi vige ramrdjilléedlien kwnstrukgiijmj,emom el e
(2) konstrukcijom | etvrtog vrha paral el ogr ama
paral el ograma simetrilno nasuprotnom vrhu s

simetril| nSe ofTmlak «krkuigni ci
Opis konstrukcije paralele (1) primjenom konstrukcije okomice:

- kr oz Titkengtrkina se okomicgna prava,
- kr oz Titkanstrkina se okomicana pravaa,
- pravacrj e tragena par al pHroat sldkewadanim pravcem

Konstrukcija se temelji na |injenici da su dv
paralelngSlika 17, str. 2h

Opis konstrukcije (2) primjenom | etvrtog vrha
- napravcypodaberusudviemal i | | AEB, t 0] ke

- konstruira se | eSkojentuiseA\Bi Tt rpiarvarlheal :o0 gkraatisap r € s |
sr edBpgotumjeraATi kr Ukemi ce ddoludjeraAB,
- pravacTS] e t paaalple sazadanim pravegk r o z  Tt(Sika RS

T
°

ks :
T \}\S T ﬂs
Y Y
—_— P 14 P
4 B A B A B

Slika 28. Konstrukcija paralele (2)

Pri OV oOj konstrukci jikitkrseibjae knua gul adsviitjie dtao |skee ,Kk
tol ka koja sawepraaplkaaza isT(Slikale&a st

Opis konstrukcije (3) primjenom |etvrtog vrh
obzirom na polovigte dijagonale (Malil, 2019,

- napravcpodaber u su dvAiB.elrokusDABTpdlovida g paratelodgkaena,
- konstruira seBTgdijdganaldBi)t.e Sekanjiedpol ovi gte to

- nacrta se polupravédPt e s e opikigkRk ko ugme d:iagE’a Pekarmsj er &0
pr esj ekkikolupravecehAPc e
- pravacSTj e tragena par al pdrao s at(QikaBBarni m pravcem
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Slika 29. Konstrukcija paralele (3)
Pri ovoj k o §jsjedmstveec igpriema | &kkasi omu o prenogenju
Opis konstrukcije (4) primjenom simetrilne to

- napravcpodabere se pAoizvoljna tol ka

- iz tAklaloe sredi gt a kpopinjéreAT sNekabLlE iuFg roil k& u ko o]
ksi jel e, pravac

- iz tFklaloe sredi gt a kpgumigraETs MekakiesSughk aasj e ki gt a
ki (s one stranpravcapg dj e jTgp t ol k a

- pravacST] e t r alglesa aadamien pravcepk r o z Tt(SJiKa BQ).

Slika 30. Konstrukcija paralele (4)

Nakon gto se predstave osnovne | el ementarne
sl ogeni m kpaond gemdge svgsa mana konal an niz el ement
izvolenju slogenih konstrukcija, elementarne

objagnjavaju.

1.7.Geometrijski dokazi

Geometrijski dokazi sprava riznica primjera pravilnog dokazivanjadjbdja prilika da se stekne
iskustvostrogogz a k | j u(Polya, d96p abog dualnosti geometrijskih figura, prirodno je u
procesu dokazivanja kor i spredstavljd siteaeijaapisanuwiirdm: v i z u
uvjete zadane pretpostavkom,relent e koj e tr eba (@ Blikal7tfstr.2be mo
Vizualni prikazi mogu biti bez ikakvih oznaka, @unaj | egh @v ni obj ekt 0z
pravci, kutovi,itd)u svr hu wuspostavljanja veze sa simbol

Tako su iEuklidovi Elementiobilovali raznim vrstama vizualnih prikaza, posebno u procesu

dokazivanja,jerjens mat r ao da vi zual ni pri kaz mogthiti ol ak
i nove odnosene L u e | e me rkojiinisueopidani ipji ez prikaza neikbili vidljivi. No, s

druge strane, upravo zbog svoje konkretnosti,
koje se smatra da su ol it iztograzogagEuklidu senprigowaralo a m

da mu dokazi obiluju nepremiostima te da zbog toga nisorektni.

Kadaseza utvrLlLivanje istinitosti neke tvrdnje ko
bez dodatnih objagnjenja, o0 n d\dzuadniedokdzb Hokaz bep 0 st a
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r i j(eng.proofs without wrds Nelson, 1993)Me Lu br ojnim dokazi,ma Pi
danas ih je poznato prel00,nalazese raznd o k a z i bez rijeld]i

Smatra se da su svojstvo Pitagorina poul ka 2z
poznavaliis ari Egi pl ani 2000 godina prije Krista,
kutaaNai me, ako se na ugetu napravi 13 | vorova |
tako da formira trokut BtrapraaokutannaU3matde
ta vrsta trokuta nazivagipatski trokutNadalle Pi t a g o r ijerpozpabwHKinakarend 50@

godina prije Pitagorea poznavali su ga i u staroj IndijPr ema jednom sal uvano
st ol j ekidokaz se odnosima posebegipatskitrokut, a prema djelu Bhaskare, indijski dokaz

j e zapr av kineskay vizudlmaq dol@z®leizer, 2003, str. 200). U literaturi se spominje
posebanndijski trokutsa stranicama duljine 5, 12 i 13.

Kod kineskogvizualnog dokaz&Slika 31a) u kojem ¢ pravokutni trokut satranicama duljina 3, 4

i5s mj ey tkwadr a fednastaminsepjebrg a v a n | edreditmolgoegt i na kvadi
katetama i nad hipoten@z&mb.t eMa lzaz siantcg trokuta kel | u |
mogu uzet.i proizvoljne velvielsitne ztatkd g mid lackk@ pir @& v
Ako se u pravokutnom trokutDABC za duljine stranica uzmaa je a=|BC|, b=|AC i c=|AB

(Slika3lb)sa vi zual nog pri kaza s e CHF®&kvaddi stranieelddljipeu | a k
b-at e da | e ABDE kvadmatrnadkhipdtenuzom polaznog trokutalj® se,metodom
p ov rigvodnjednakostPegor i na poul ka

. ab .
C=Pae #* R Fidrc 45 @ 9% & B

D S E
(b) Indijski dokaz (c) Euklidov dokaz
Slika3lL Vi zual ni dokazi Pitagorina pou

Euklidov dokaz koji se nalaziElementimaak o L er se temel j na ;metuddil ,|
2009, str. 7% Naime, trokutiDADCi DABPs u s u k|l admKS p®&I| pguDADEjet r o0 k
dvostrukoma n j a o dprapokuinigadADSiTe a p | o g DABR dvostrukoonknjatod
p | o gkvadrat®\CHP, jer imaju zajednil ku stranicu i vV
p | o gpravokueikaADST i kvadrataACHP jednake, jer ako su im polovice jednake, osda
cjeline jednake. Analognose zak ul uj e dpmavakuinikgisEBTikvadrataBFGCjednake

9 Slika kineskog akaza, poznatogod nazivomGougu teorenf z a s | u | ag trokuta duljina ktrariica 8, i46).
Preuzeto sahttp://www.maa.org/press/periodicals/eengence/mathematictieasureszhoubisuanjing
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Konal nopl| ozghtrionja dkatetantarmpraviolaitnag &rokuta, jednak jeploi n i kvadr a
hipotenuzom

No, unutar mat e ma tviek kodi ragzpeyae dome: gedi viualrg prilkaz samo
pomoino sredstvo koje slugi za otkrivanje gl a
dokaz.Nai me , formal ni dokaz i ma svoj pol et ak, I
zaw get ak kada se dol azi do potrebnog zakl jul ka
t aj slijed, verbalizirati ga | simbol il ki zap
up or Prgtomee, eki vizualni dokazibudu nepotpun p a ploak, edékirzlbog suptilnih
nepreciznostautora n e K i zbog s | ulnazhamja, gn ekri o pruEEyieila®o ziadani
pogregodrelenom svrhom

Tako na primjerprema Dudeneyjevorkonstruktivnomr j e gHalejdasherova problem@lika
22,str. 29, na osnovici jednakostranilnog trokuta oc
podjelu trokuwptoanod ar . PresiagivanEmdadbiveaih dijelova, bez preokretanja,
oblikuje se trageni kvadeatt (Ségé&mj B2apok ®gen
tol ke osnovicu txX0482:0.98(¢irji dll @ gmeomjréejewdnost. i

Me L u tui mr, j eHalemasherova problemk oj eg |je Steinhaus pred
Mathemattal Snapshotsk a o vi zual ni dokaz b ecstajemensdgakorda j e | i
osnovicu trokuta dijele u omjer:2:1. Ti me se konstrukcija kIl jul
preslagivanje je analogno kao p r et h o dunlozaista svizualhi @rjkazi izgledaju gotovo

i de n,tsbithamaazliikongt o j e Dudeneyjevo rjegenje tolno
Dudeneyjevpaonkage geeajdia j e | et v enastakhdijelovakeathrat,v e n
akodSteinhasa ni j e pkaadkat ni&li (Grubil i Baranovil,

@ Dudeneyjevo r | e (b) Steinhausovo | e denj e

Slika32Dva rjegenja Haberdasherova pro

No, nije uvijek jednostavno napraviti dobar vizualni prikazzdrjyu koj a j e dana r i |j

biti pouzdan temel ] za otkrivanje kdIljwll ajeeviidn
izrade pogregmnogkpmiokazaest.i niz zakl julivanj
umi jlekoem k|l i d obiGlemwmad rig¢lai j e umijeie ispravn:
slikama.

Na pri mjer, nekABCPljeraugetAd|r|B(] el tARE prawikut, &i DCB tupi

kutte trebadoaz at i da s|Spciegptseabi mMmedwval a ,satednasai,ca
sukladnim stranicamb e t v e,roadk wetidlgdoe trokuteOpi sano j e mogul e ¢
razlilite vizual n suviualhakpakazdanannd 8lice8.r i mj er , dv a
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D J c

]

A ) B

(b)
Slika33Raz !l i |l iti vizualni prikazi i st e
U oba ,stotapeakol i ko koraka se izvodi za#vwj ul al
simetr al e $jedgakonjeeydaljgna ddkrajnjihltoa keed u g pae se zakl jul u
ISD=|Sqi|SA=|SB, a kako je treli par stranica troku

DASCiDBSCs uk | adni $S89Skkea @Bdwal)k u Me L u(8likarB3b)nd 1j g imogylud
jer bi se iz dobivene sukl abDE®moglaizvesti daje tupilaut v a
pri vrhu C jednak pravom kutu pri vrhD: XKADC=xADS -£ CDS % SCBx- SCDx =D(, gt o
jenemogul e

Ukratko, lijepe slikesu pri vl al ne, mogu biti korisno peda
kreativnih ideja, ali I zabluda. No, na.U itat
suprotnomslikazal i t at elbgza i pstdape jednako kao i si mbo
kojeg ne zna dosl|l jednMepdhbijterdd tjie idgraaeivinoud
stimuliraju matematil| ke mi sl [ znatigel ju t
geonmet r i j i su i gotovo nezaobilazni. Stoga bi
uzajamnosti te istodobnom razvijanju vizuaino o st or ni h sposobnosti i
geometrijskih figura v j egtina simbolil kogkzapnegvahijaed
koraka utemeljenog na aksiomima, definicijama i dokazanim tvrdnjama.

Sve u svemu, euklidska geometrija je nepobitn
izgradnju aksiomatskog sustava, a time i za razvoj cjelokopatematike Aksiomatski pristup u

mat ematici postao je prirodan nalin stvaranja
struktur a prililno ol akgava pronal agenj e gen
intuitivnog pristupa. No,sakako da ne treba zaboraviti ni
mat emati | ke i stine tijekom povijesti mat e mat

(Courant et al, 1996, str. 216).

S druge stranggeometrijajeod vi talne je daga®sjer zaessahhgr

geometrijskim znanji ma [ vjegtinama pri sna
profesionalnom radu, it d. U vrijeme brzog te
geometrijskim znanjima stalno je u psta i s teorijskog aspekta i s aspekta primjefao je

geometrija vagna jezgra matemati| ki h kurikulu
Ukratko, geometrija je moino sredstvo intelektual
pomage oblikovarj w va&lajlamen predddg u kojem ¢
i funkcionalnom savladavanju mnogih zanima#ji. geometrija spada pod zahtjevniji dio nastavnih

sadrgaja matemati ke, gt o s e daéma kraljevskih putovat i | o
geometrii i1, kojom oBgeswvajyma ha opkt | akgi put za u
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Eukl i dska eometrija je zapravo Amal s dvije
vjegtina trebnih za snal agevofueradu, afzhog &ogi o n i
karaktera i apstraktnosti, geomet

o daje opravdane razloge za nova
i s h o dse raspradjay nastavko ovdgeateu

Sve naved

g
p o
deduktivnog
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2. Ul enj e i poul avanje Euklidske geometrije

Nema kraljevskih pute u geometriji.

Iz teorijske perspektive, nastava geometrije bi se trebala baviti pojmovima, njihovim svojstvima i
melLusobnim vezamakrmuagemglei nmndid aasikgpyreag d e sud

koncepte s razumijevanjem i razvijat. geometr
geometrie poput vizuwualizacije, a zatim ta znanj a
|z perspektive praksgeomeé r i j a j e vrl o kompleksna i za ul en
mnogi ul eni ci ne vmoilkea ukajtii ,j e nemav al en apsa ualva \
zanemaruje u gkolskom kurikul umu i mar ginal i z

Uvagaveqruiljiskte aspekte aksi omat skoggeomettijgw | a i
nastavkuse dajepr e gl ed v agmi jpirhe map o zernzaujl a uadbrazovanjud st r a
tegkolama s kojima se suolavaju uleenimcal ipriim

nadi |l &dgskjadu s tim spoznajama planirano | e i
se opisuje u ovom radu kao i tumalenje rezult
i stragivanjem obuhv alsepmipremajwza vall U primar®m abvanovanjii, Kk ¢
rezul tati obrazovni h i stragi vhastg¢canjauvida ucielovitia n i

procesu |l enj a i p o u |, advpanmjn@y olgazavanja tlortercjjame razine

2.1.Usvajanje geometrjskih pojmova

Usvajanje geometrijskih pojmovar i | i | no | e Hualnoptlpreoklesfigue, podea g
definiranjakumulativne priroder | e nj a, i tne.moak m,oszkogspostavl |
apstraktnih i konkretnih svojstva nastaju peshl s razumijevanjem samog koncepta. Zatim, proces
definiranja pojma ima svoje zakonitosti, a pr

definicije s razumijevanjem $¢kumulativan proces koji u pravilu traje cijelo obrazovno razdoblje.
Abezmzumijevanja koncepta t memapnd ¢fipasne erimpneendw d g b
ryiegavanju probl ema, ni u hd otkeagzkioviaan j iu . n &Jika au
nerazumijevanje dualne svojstvenagometrijskh figura

211. Tegkol e zb agalefigweal ne pr

Kako je vel opi stra2g geometrijski popnovi (engg¢ométric cofceptimaju i
apstraktna i konkretna svojstva. S jedne strane geometrijski pojmovi su apstraktni misaoni entiteti

koji se opisuju definicijamaisticanjem litnih, nugni h karakrstka dvgjstveéni tom

pojmu (svojstva apstraktnog prostora). S druge stane, geometrijski pojmovi se mogu predstaviti
vizualnim prikazimay az |l i | i ti m model i ma, realnim il art
oblici (eng. shape} i koji su konkretni. Konkretni oblice t i mul i raju predodghb

obj ekt u, gepnbetijgki pojmayia o d | i Karakfpustikama koje su svojstveablicima:

obl i k, v e liid.l(svojsta realpay pros@a | |,

Za objete koji posjeduju ovu vrstu dualnosti, Fischbein (1993) uvodi neancept figurglengl.

figural concept i stiluli time da se pri radu s geom

karakteristikama koje su svojstvene i apstraktnoj i konkretnoj figuirij njihovoj uzajamnosti
(Fischbein i Nachlieli, 1998).

Naime, konkretna figura, odnosno vizualni prikianodeli,0 mo g uji cperimnje u perceptivnom

smi sl u: mijenjanje oblika, pol ogaj a, velilin
apstraktna figura osigurava |logilko operiran
operacij a S konkretnim figurama. Naj vi gi ob
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geometrijskog poj ma u melLlus obn enaharmonij&me adstojij | i
a |l esto je narugenfigurekon lar estoazgkmmideh Eegjasja vizalmoa

prikaza (onome Akako izgledaf).

| stragivanja potvrLlLuju da se balans wuspostavl
na dob, u suprotnom vjegtine s godinama opadaj
razl oga, trebalo bi osigurati takvu nastavu n
figura, stvarati b al a n geometrijgkeglpojmaate konkretadsti oblika z a |

kojima su predstavljeni.

2.1.2. T e g k o &da s kenkretnim figurama

Vizualni prikazi i modeli kojima se predstavljaju geometrijski pojmovi, upravo zbog svoje
konkretnosti, mogu pr il ikbnoepataoitlemkNg,a truge sirang, algba n |
vjegtine vizualizacije mogu biti uzrok mnogi h

Proulavajuli rad srednjogkolskih ulenika pri
toroi vr st e svieuplhkno prigazinna geometrijskih pojmova: (1) posebnosti prikaza; (2)
standardni prikazi kao modeli (engototypes pr ot ot i povi ) ; (3) nemogu
razlilite naline (Yerushalmy i Chazan, 1990)

Posebnost prikaza:Geometrijske figure kao vizca | n i prikazi sluge kao 1
cijelu klasu objekata i sadrge bitne karakter
perceptivne karakteristike koje nisu reprezentativne za klasu objekata koju predstavljaju. Onaj tko
nemte vjegtinu rada s vizualnim prikazima moge

karakteristika ili nebitnih detalja (koji mog
ili uople ne moii i zvest havizumhkomjpikaza kdi daNwlinijp r i mj
paral el ne, on moge zakljuliti da te |inije za
toj pretpostavci (Yerushalmy i Chazan, 1990, str. 199).

Standardni prikazi kao modeli: Ako se neki geometrijskp oj am uvodi korigt
standardnog vizualnog prikaza kao model a, t aj
stvara drugu vrstu tegkol dazvathaeifmeek sp rbo tl otoi pns
onemoguliti pretpog nhoaoé¢ et &8 ogada |j e predstav
standar da. Na primjer, prototip za pravokutr
horizontalnom i Wkoltikal semt apl pgajotip ul est

troku t p rsi khaigpeot enuzom u horulzempit@il hngmopoBuglgaj u
(Fischbein i Nachlieli, 1998, str. 1200).

Kroz rezultate istragivanja obrazovanja prep
koncepat a: y veadlnearkjoek rppd jnmeg trokuta crtanjem gi
horizontalnom pologaju, uvolenje visine troku
u horizontalnom pologaju, uvolenje p®ijma pane
paralelnih stranica u horizontalnom pologaj u,
horizontalnom pol ogaj u, obrada pojmova | etver
Nemogulinost Avilenjafi pr iOkaz dthadzvainahkpnkatuinijee n a
odrelLeno samo kolilinom prethodnog znanja koj
se vrgi opaganje, jer u razlilitim kontekstim
za strul nj alBestr.232 Arcavi , 20
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Lesto isticani primjer za ovu vrstu tegkole |j
bijelu figuru koja se nalazi na crnoj podl ozi
prikazanom crnom bojom s bijelobojom u podlozi, onda se vide dva lica okrenuta jedan prema

drugome. U prikazu geometrijski pojmova ta pojavnost je gotovo stalna i nezaobilazna. Na primjer,

u pravokutnom trokutuDABC (Slika 34b), ako je trokuDABC u fokusu, onda seé u ¢ jasno

vidi kao njegova VvisinaCsat ahviip ou efnoukzws,, adn d a ke
kao zajednil|l ka str BADCicDBCDpr avokutni h trokut a

c
4 D

(a) (b)

Slika34.Gl edanj e prikaza na razlilite
Vjiegtina promjene pozornosti naizmjenilno s r
mnogim ulenicima moge predsdlajvddialtno pzandliil nu
efi kasnog rada s geometrijskim figurama. Jer,
sva tri trokut a, mogu se razmatrat. karakt e
usporelivati. Tekzwnakboin zga)lglaj moaile ®enji hovoj
izvest.i proporcije koje |l e dovesti do Eukl i di
njegovu Visinu, zapeo je vel na pragu otkriva
Jog prije vige od 1mMj0lamjoa i p@z ororvas tvij eggtd jnaul imm
geometrijskih svojstava Godfey (1903) nazgeometrijskim okorfeng.geometricaleye pod | i n
podrazumijeva sposobnost uol avanj a, ident i fi
sl ogdnenecj €lTak ol er ,geamstrijgkceokesanpe riaot rdeabas et r eni r a
geometrijska snaga pojedinca, koju | e potom
dokazivanjuZa razvojgeometrijskogok&o d f ey p r e dVrsteGadatdaka eksperiindanthlnet e
prirode, al i nugno povezanih s deduktivnim k
vagnost zadataka u kojima treba najprije ste
mjerenjem, crtanjem, itd., a zatipostavj at i tvrdnj e nia ktoenmaellnou duool
postavljene tvrdnje, povezivames Vv e | poznatim definicijama, a

Jones, 2002).

U tu grupu zadataka spadaij zadaci slaganja novih figuied onih koje su zadane. Na mpijer,
zadataKFujita, Jones and Yammamoto, 20080 s u dana dva sukl adna r a
trokut a, i spi tati koje se sve nove figure mog

N-A TR

— T~ 1

Slika 35. Oblikovanje novih figura
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U zadaci ma ovog tipa, kroz aktivnost.i sl agan]

obli kovati, a za to je potrebno raditd. odr e
preokretanje) gtogutzjaemieg|lnanrjazyv s ipr dotgar, n o a
kako bi se ispitale sve mogulnost.i sl aganj a:
| etverokute, itd., ili slaganje vrgiti p® str
druge stranice itd. Ako se u zadatak uklIl juli
uoliti svojstva nastalih oblika i povezat.i i h
veza i1 zmelu praktilnog i deduktivnog aspekt a.
Neizmgr ne mogul nosti ovih vrsta zadataka mogu s

tangram, jer se od njezinih sedam dijelova (5
figura, a za geometriju su posebno korisne konveksne figuiig, jkaggamo trinaest. Neke od njih se

mo g u obl i kovati na Vvi ge razl il itih nal i na,
usporelivanjem tangram figura mogu se postav
Lehman, 2017 2018; KavajiniBarano | , 2019a i 2019b) .

2.1.3. T e g kus\ajanja formalnih definicija

Mnoga obrazovna i stragivanj a potvr Luju da u
razumi jevanjem definicija geometrijskih poj mo
Nai me, oulgeojmetri j skim poj movima ne moge se SV
koje su pri tome dane u Agotovojd formi, |jer
tako naulene definicije se brsboraljeragsévaraa
bilo je polazigte aksiomatske izgradnje eukl:]
naporima ulenja | st | ewdnarazinanadgrazovang (npriVingek 1981; z n a
de Villiers, 1994; Usiskin Griffin, 2008; Alonso, 2009; Ndlovu, 2014).

Tako, de Villiers (2009) naglagava da ul enici
pa makar i pogregne, slugeli se svojim jeziko
toga, p oces definiranja u kojem su sudjelovali t
koju Ile u daljnjem radu koristiti svi, a ostal

2009). Osim odabira jedinstvene definicije nekog pojmagwm o j e dosl jedno koc
definicije, npr. ili ekskluzivne ili inkluzivne, nikako malo jednu, malo drugu. Jer, akovadrat
uvede kao ppoasokunkan o h d & a steaperdee frmnge at i ekskl uzi
sl ul aj u oj praksi @osefssan,|2@16). Naime, ni za jednu definiciju koja nije u kontradikciji

sa nekom drugom definicijom il: teor emom, ne
drugih. Na primjerinkluzivne definicijesuk r @ ee k o n o mi | aiinih @e \dlldkrs,d994; k | u
Ulger & Broutin, 2017.

Posebno, ulenike bi trebalo nauliti razlikova
i vj egbom ( Kaprimigr, lako se2pfoddraju pardlelogrami i opisuju njihova svojstva,
posebno ako se koristi vizual ni pri kaz dan u Kk
uoliti sljedele:

- Nasuprotne stranice su paralelne.

- Nasuprotne stranice su sukladne.

- Nasuprotni kutovi su sukladni.

- Kutovi uz istu stranicu su suplementarni.
- Dijagonale se raspolavljaju. Itd.
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Slika 36. Prepoznavanje svojstava paralelograma

Nakon toga slijedi formuliranje definicije i iskazatvrdnji Odabi rom pri mj erene |
dodatno poboljgati r agfuim ij eivjiaenjie trtwarzdmjke: i a mE
koristiti izraz Akagemo da jendn ili Anaziva se
€ 0 n d a fiotom i u duhu jezikdNa primjer, definicija paralelograma, koja je najprimjerenija u
skladi s nosiocem phgmaer mbdge kKbpemui su nasuprot
se paralelograma tvrdnja u standardnom obliku glasik o j e | et verokut par :
njegove dijagonale raspolavljaj(Kurnik, 2009)te u duhu jezikaDijagonale paralelograma se
melLusobno raspolavljaju

214. Tegkol e zbog dual npacésausiajaggk umul ati vnost.i

Proulavajul.i Kkognitivni proces izgradnje konc
j e dogao do zakl!l j ul k asvaap uzejemnimaljele/anjgr dvdjkparaldndn c e
procesatijekom cijelog obrazovnog razdobljg,t o opi suj e jednostavnim
primijeniti i na geometrijske koncep(®inner, 1983; Slika 37).

Definicija |———| Slika
koncepta p koncepta

Slika 37. Model procea usvajanja koncepta

Prema Vinner, pri ul enj u i poul av a rslikwkontepta e ma t
(egl. concept image te definiciju koncepta(eng. concept definition Pod slikom koncepta
podrazumi jeva sve (gemnj ¢gm metkk@amolomae ptaznag ai u\
zapisi, razna svojstva koncepta, sva iskustva u radu s tim konceptom, itd. Ukratko, to je neka vrsta
predodgbe koju je osoba izgradila o tom konc
radom.Poddefinicijom konceptg@odrazumijeva formalna definiciju, tj. korektnu definiciju, kojom

se kroz nugne i dovoljne uvjete jednoznalno o
pravilu, da bi se neki koncept usvojio s razumijevanjem te mofjlkaseo primijeniti, osoba bi
trebala i mat.i i zgralene obje forme koncept a,

Nadal j e, Vi nslilarkonce@akel y pravilu,j geadi kontinuirano, kroz cijeli period

mat emati | kog obdmizrovlantjeam it itjoe kpom rw| enj a o kol
pamti, a pri riegavanju pr obl e mdefinicljeikonceptdZa z i v a
definiciju konceptagrirodno bi bilo da se gradi na temeljima i u suodnossiikam koneptajer u

supr ot nom, ako se nametne kao got oslikekangegtad e nj e
ona nije ulinkovita u sligakonoeptaengradi pod kontlom ferrealneg a b o
definicije, gto nije prirodan proces.

T a keo, ko jedefinicija konceptgpr evi ge sl ogena za primjenu il
primjera koji predstavljaju na gt o slikackoneepte de f
nepotpuna i kao takva neefikasna za primjenu. Osim togapjpdsincepti za koje sdefinicija
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konceptauvodi s odgodom (npr. formalna definicidpodnog kuth |, a za neke se u
tijekom primarnog i sekundarnog obrazovanja (npr. formalna defificijecij@ pa u tim sl u
razumijevanje koncepta wvii i skl jul i voslikekoncgdtar nu i zgradnj e

No, bez obzira hole 1| i sdefinicijakorcapteueolpe neo ju vreasztiin
nastavnik je taj koji bi trebao znati formalnu definiciju koncepta, kada i kako se uvodi, kako stvarati

g tpotpunijusliku konceptaotkriti kakve swslike koncepata | eni ka te u skl adu s
osigurati okrugenje unutar koj eg slikekonedptakoji ci p
e moli povezati s def i e uvadg. ko je hasawik gvjestan ovel  t |
dual ne prirode usvajanja koncepta kao preduv]j
pobol jgat. svoje poulavanje tako da na svojo
izgradnji bogateslike loncepata e i st odobno sprijeli dike@innerdnj u
1983, str. 297).

Pogr egn aslkekogeealong aala se npr. u situacijama kad
predstavl ja samo | edni malnihprikaza kakodbsa koncgpeobuhvatppe r
u potpunosti. Na primjer, da bi se stvorila korektna misao o bitnim karakteristikamaqgrtpeentar

trokuta( TolOka SI i ka 38) potrebno je koristiti Vi g
ortocentram j enj a ovisno o vrsti trokuta (Jozil, 20
giljastokutnom trokutu (Slika 38a), stvara se
da nastaje u sjecigtu visitmagtdg otkualayt ao.r t del
visina, al i tolka nije unutar trokuta vel u
trokuta, ortocentar nije ni sjecigte visina,

pravaca vima (Slika 38c).

@Giljastoku (b) Pravokutni trokut (c) Tupokutni trokut
Slika 38. Usvajanje koncepta ortocentar trokuta

Ukrat ko, ako s eortpcentark ovr olseénj sapnoj ga |l j ast okut ni
slikakonceptala se visine uvijek sijeku u jednoj toll
koncepta biti nekorektn®r t ocent ar trokuta je t ol.kNa,ukolikk oj o]
se na primjeren nahinpkokiagie oadlai | etbsl vkaub:«
koncepta se modgQr tiozcveensttair ktorroekkuttnao:j e t ol ka u
trokuta.

Izgradnja nepotpunslike konceptano § e s e npppjaviuwviblenjuokboatbtappa
trokut a korigtenjem samo trokuta s osnovico

giljastokutni . To nije pogr eeemmn,akjokmr adbji ag mjoe
kojemu su dvije stranice jednakih duljireli slika ostajes u g e n a a vizual ni pri
za prikazivanje jednakokralnog trokuta (proto
trokuta u drugim pol ogaj i mastrild. i proi korigtenj
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2.2.Mjerenje u geometriji

Konceptmjerenja(eng.measuremeit od vitalne je vagnosti ne sal
tehnol ogku praksu, al i [ za ¢givot oplienito, Z
mjeritifA vel i Agto znal.i mj e raigti ivia.n j Me ldwtkiume n
razlilite brojne tegkoie na koje ulenici nai l
Nai me, Uu nastavi g e o malfine (emgeengthbp lad g{gngarea i k onc
volumengeng.volumen, odnosnomjerenjg ul j i na | i nearnih objekat a,
|l i kova te mjerenje volumena prostornih tijela
bal ans izmelLu apstraktnih i konkretnih swvoj st
pl ogtina i vol umena =zadanih geometrijskih fi
formul a, vige numeri |l ki nego al gebarski, dok
plan.

Naime, konceptiuljina, p | o g volumeaspadaju u koncepuinkcije(apstraktno svojstvo) po kojoj

se svakom objektu iz odgovar aj nehegajvnigdtnubpppao b e
se moge duwlvjoirniit dufinipgyaniceeekog likap | ogt i ni | popt ggheni
nekog tijéa te ovolumenu tijeldli zapremini tijela Te funkcije imaju i svoja svojstvan@negativni

realni brojevi u tom kontekstu zapravo su vrijednosti promatranih funkcija. No, usvajanje koncepta
funkcije u primarnom i sekundarnom obrazovanju uglavnom rselfienaslici koncepta koja je

najl egle nepotpuna, pa uvolenje ovih koncepat
zbrku.

S druge strane, geometrijski se pojmovi predstavljaju konkretnim geometrijskim figurama, pa se
usvajanje konceptamjerenja s v o d i na odgeltavapjpke veliline
(konkretno svojstvo). Mj erenje se vVvrgi mj er i
nenegativnint eal ni m br oj em i mjernom jedinicom, proi
ali i proizvoljno odabrandNa kon gt o se mjerenje svede na num
proceduralno izralunavanje, pa rad s apstrakt

2.21. Te g k o iImgremurlD i 2D figura

Mnoge tegkole pri mjerenju pprtaiazitanzoeg ikzo nnceerpat za
mjerenja ili nerazumi jevanja formule za izral
izmelLu formul e i objekta, gto je najlegle po:
Aksu, 2015 Mi | i nya@02).c i Ge

Ul enje koncepta mjerenja zapolinje s mjerenje.l

linearmeasuremeft, a ta vjegtina predst awpll joa vdumema | | z
geometrijskih objekata. Standardna (dogoma)emjerna jedinica za duljinu jaetar(oznakam), a

mjerni instrumentravnalo ( i | i neka druga 1inalica) S mjerno
l inearnim objekti ma: dugini |, visini, tegi gni
zakrv | j enim | inijama koje su obilno granice nek
Rezul tati i stragivanja pokazuju da wulenici p
savladavanju koncepta | inearnog mj er e ninjar; nep

odrelivanje tol ke od kergpeint z a psohloidnijget emj, e roel nijtea
temelju mjerne strukture ravnala i dr. Poseban problem nastaje kad trebaju odrediti duljinu granice

nekog ravninskog |li kau @ardodaponeeteghkhoje geapn
Razumijevanje konceptimearnog mjerenjgreduvjet je za usvajanje koncepta mjergmia o gt i ne
ravninskih likova b u d u Ipil ojgika weedena mjerna velil:i m’é) a

standardna mjerna jedmia . Najl egle se istilu sljedele tec¢
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mjerenjedulineodr e Luj e | ediprdiooju inzeamongjuel rneonsjte pr epozna.
ostaje olconsavatoh (gmig.r ekonstruiranj ekojukzaganmae, S
2D figura, a najvekonfusmjobhkbrmepeabpkagienéengo,]
kao i njihovih formula.

primjer, Tan Sisman i Aksu utvrdi
[ ' ph zadani h u kvadratnoj t
u: jedni su za opseg preb
ugi prebr oj amw adredili dpsedekaezatima b i
i plogtine trebaju biti jednake

Zadat ak: Betty je nacrtala dva oblika u k
(a) Ona misli da oba oblikaimajue dnak opseg. Da | i it
(b)Ona misli da oba oblika imaju jednaku

Slika39.Usporelivanje opsega i ©plogtina :

Neka eksperimégnal na i stragivanja pokazuju da se teg
razne vrste poplolavanja zadani h povrgina. Ta
i stragivanje s ulenicima treleg njaamrpapiuai nao s n o
ralunalu, pokazali da wulenici kroz ciljane ak
vizualne i analitil ke strategije, stvore o0sj e
prostornog zamigljanja i dr .

k
|
!
|

Nai me, tijekom istragivanja ulenici Ssu treba
tetromina( | i k sastavljen od |etiri sukladna kvadra
oblika duljine 12 i giriwmtenillD, dmukogn dhlgiak ao,b |
ponoviti popl ol avanje novog oblika (Slika 40
postupaka, wusporelivanje rjegenja i strategi]

Kroz opisane aktivnosmenalpmpmedglii su mafkommalerk®m
Asl ogi ovdjeid, Astavi naopakof, €) na precizn
s u razvijal. razli|lite strategij e popl ol avar
popl oltasvamgal i | itim nalinima mnogenj a, | i me s
plogtine uz odrelivanje prikladne mjerne jed
konceptom broja povezal.| Su prostiolrknee me t nounee
i sprepletenost je dovela do napredovanja i Vi

1
Tetromino Nove mjerne jedinice Popl ol avan]j

Slika40.Popl ol avanje povrgine | i kovima t
40



222. Tegkol e pri mperenju 3D figur

Razumijevanjek oncept a mj er enj a dul jusvajanjeikongeptaongerenjam e p

vol umena i opl ogja trodi menzi ovolarnenzvedenagngeonme t r i
velilina, a ment’)astandeékdneb mjérna jedinicilla & @i C i koj i I maj
prethodnim mjerenjima, prelaskom na mjerevgdumenaio p | &dj & i gur a, tegkol
nagomil avaj u. pNaojblleegn ez asnei ¢ilsjtaimlgéaj B Dn jfii pauwr e mre
uo|l avanje samojei dwlmeilwijhu @BIDoha gkio u, sl abe vj
figure, nemogul nost prepoznavanja oluvanja Vo
brkanje konceptaolumenas konceptono p | pkggi mjihovih formula.

Tako su na primjer, Tan Sisman Aksu utvrdil i da tek oko 28%
odreluje volumen prizme zadane mregom, odnosn
kockama (Slika 41), dok su ostali I mal i silni
ko e su uglavnom bile orijentirane na plogtinu

Na slici je prikazano kako se pravokutna prizna
popunj ava | edndredlitavolomek o c
prizme. Obrazlogiti svc

Odredi volumen pravokutne prizme zadan
mregom sa slike. Ob

Slika4l. Odrelivanje volumena pravokutn

ko ulenici od 5. do 9. razreda

i iuspjsaugam rfad s 3D figurama pot
di |l no i | etiri vrste geometrijskog migl
ostorno strukturiranje; ( Bugim phijektimay @n av ar
elLivanje volumena i oplogj a.

=—umn o~

i me, predstavljanje 3D figura je posebna vj
ebaju zami gl jati kao prostorni. Proces Vi zu
posebnu konvenciiju, koja nije trivijalna i
ral el ne | okomitejufinipeo3d 2DPBprekdne (PgV

-~ O NO N’

Q

D figurama poseban igzazowebsu fojimhaowa
i se 3D figura treba razlogit:.i u mregu. Os
usiranja na sastavne dijelove i mrege i 3L
ryefgemnaj prkl paskaasvdijelova na c¢
rama posebnu tegkoliu |ine obla ti
od procesa zamigljanja jajuugue pol
kakve su bile i kao granice 3D o
pl ohe 3D objekta potpuno drugalij
st andcar dnnjiihh oovbel inkrae gjee rmouglue miau | i t i
savijanj a [ razl aganj e ni su u mo g u
nostima s razlilitim vrstama 3D figura (

-~
QD
o
c
(7]
w

X T"TOo0OQ »n oY d— O —

Proces strukturiranja 3D figure preduvjetggezr azumi j evanj e koncepta mj
se pod prostorninstrukturiranjem geometrijske figure (Slika 42) podrazumijeva identificiranje
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osnovnih jedinica, njihovo kombiniranje u no\
figure (Pitalis i Christou, 210, str. 193).

Osnovna jedinica Nova jedinica Nova jedinica Nova jedinica
Jedinil ni Niz kocaka Ploha kocaka Tijelo kocaka

Slika 42. Proces strukturiranja 3D figure

Rezultat.i i stdea gs w awmlj en ipwik agruij uodr eli vanj u vol
gotovih formula i numeril ko izralunavanje vri |
dobil i kao gotovo pravilo. No, kada nignea sd or mu

osigurava usvajanje koncepta mjerenja volumena 3D figure s razumijevanjens paj egan r ad
figuramapotrebno je razvijati vizualnprostorne sposobnostio u kontekstu geometrije jer siene
uzajamna azvi j a 1 ge o me tfigurej(Fsttalis i Christqul 21 strj 183).z a 3 D

23.Rjegavanje geometrijskih probl ema

Najlegia aktivnost koju ulenici provode U nas
zapravog | avni Anositelji znanjafi. Razvijanjem umi
razlilite sl ogenostchatiodrdd enaciznampdqdrieplreimlzivkwj aetg
umi j el a. Suvremena nastava matematriokeszadnij il
ri eggvamjleemski h zadat aka. Pod izrazom Aprobl e
se ne mogetodmaegedijedili metoda kojom bi se ¢
se i izraz Aproblemski zadatakf. Problem je g

Nadal je, Arjegenje zadatkafi podr aspunavajuewee s ku
zadatka. S obzirom da broj el emenata skupa mo
nijedan objekt ne udovoljava uvjjedinstveray jzeag)kdai k a
kada tol no | edawyv joebtjietha zuaddoavtok g;av(@3) zadaci S
ri egenjmadaktraaki es )vi det)r jzeagearciia s beskonalno r

beskonal an. Za proces tragenja odgovarajuleg
proces odrelivanja skupa rjegenj a, u radu se
Konal no, Arijegiti zadatakn znal.i odredi ti S
zadat ka (il reli da thkupihjehbe¢ejkata nema), t
S obzirom da je nastavnik izbornik, kreator i realizator nastavnih aktivnosti, pred njim je zapravo
izazov da primjerenim odabirom razlilitih wvr.
unutar kojeg e svatka parematisvppitmemoguknas
(Antuno v-Pi t on i B a) Stoga biislaki nagt@viilo trebgoznavati karakteristike

razlilitih vrsta zadataka, razlilite strategi

[
ul eni ke.

2.3.1. Vrste zadataka

Ovisno o odabranom kriteriiju, zadaci se mogu
klasifikacijama zasigurno ima razlika, ali i preklapanja (Foster, 2013; Jones & Pepin, 2016). U ovom
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radu navode se one klasifikacije koje sumatir al e i usmjeravale odabi:
geometrije, posebno tijekom eksperimentalnog

PremaciluuJedna od najpoznatijih klasifikacija, k
70 godina je klasifikacija koju je postavi malL ar s K i ma't Rolya sve kaaatke P o |
razvrstava nadredbened dokaznes obzirom na glavne dijelove od kojih su sastavljeni i cilj koji
treba postili, a kkenstrukpvoezadatke.@dredbensse radasastoje adj a
poznatih é&menata, nepoznatih elemenata i uvjeta te je potrebno odrediti nepoznati element uz
korigtenje zadani h el emenat ®okazni seszpdachastagevan | e
pretpostavke i tvrdnje te je potrebno utvrditi istinitost tvrdnje uz dartpgstavku (Polya, 1966). U
konstruktivnim zadacimaahtjeva se konstrukcija geometrijske figure koja ispunja sve zadane
el ement e i postavljene uvjete, gto je odlika
zahtjeva i provjera korektnostkonstt k ci j e, gt o zm&laiz ndbag izma ad Klai, k
ovisi 0 uzrastu s kojim se radi.

Prema zahtjevnost: Pr ema kognitivnim zahtjevima koji S
klasificiraju na zadatkes i i m kogni t inagadateseia @it mekogmai ti vnin
(Smit & Stein, 1998, Hsu, 2013).

Zadaci s nigim kognitivnim zahtjevima su oni

| i nj eravilacf@mule ili definicijg z ad a c i me mor i r anj aalgoriteamsk,ad a c i
primjenom tolno odrelenih postupaka (zadaci s
veli kogni tivni napor jer se ne trage nikakva
se nalaze u pozadini provedenih postupaki,| | j e brzo i tolno doli d
kage da oni sluge razvijanju odgovarajulih

proceduralnim znanjenteng. procedural knowledgde podr azumi jeva sp
0

obn
radnjjusviii  posti zanj a ci | j-d3ohnéanjSchndidern281s,istr. k14%) (R

0s
fi)

Proceduralne vjegtine koje se stjelu rjedgaval

ryegavaju jer im je jasno ¢mnaxamka Mame,panjitovomi t i |,
viednovanju od ulenika se obilno tragi samo t
ryegenje nego SsSam procesa [rrjegavanja. No, k
matematike i nastavhommaterja)] ul eni ci vrl o brzo razviju na\
konal an <cilj pa za njih proces rjegavanja za
nemaj u potrebu provjeravat. tol nost [ ssmi s | €
provedenog postupka.

Zadaci s vigim kognitivnim zahtjevima su oni
temel jnim matemati| kim idejama I koncepti ma
Obil no su predstavlivjieznuial ma, r &2 Imbloil tid knal| ikroen:t
uspostaviti i veze melLu razlilitim pri Kedzi ma.
njih je puno vagniij. proces rjegavanja od kon
konceptualnih znanja. Pokionceptualnim znanjeifeng.conceptual knowledgeodrazumijeva se

znanje o konceptima (Ritdd o hnson i Schneider, 2015, str. 11
veza melu nji ma.

| u ovim zadacima su ponekad potrebna produm e znanj a i vjegtine, a
izgradnje konceptualnih znanja koja se nalaze u pozadini procedura, pravila i algfzdada@ s
procedurama i vezama), a postoje i zadaci u Kkt
logi | ke veze primjenom odgovarajulih definici)]j
zaklju!Naja,hja'g?nQa.ge mogu rjegavati razlilitim |

razvijanja umijela r | egav aang @ovepvargelzhapejarta stjecanjg pr

0 George Polya, 1887.1985.
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potrebnog razumijevanja I mat emati |l kog promig
str. 348; Boonen et al., 2013), a ponekad | e
| zmelLu procedualahoggznakpacppstoji snagan dvo:
tijekom vremena pa poboljgavanje jedne vrste
odnos je i iterativan, gto znali da ipriladocompt ual
i zvolLenju postupaka pri riegavanju probl ema,
doprinijeti razvijanju i dubljem razumijevanju koncepata, posebno ako se u tom postupku koncepti
|l i ne ol i tim. No, odnoskmidj «k omvciejpe ku ad inmme zmialna re
podupire proceduralno znanje, nego obratno. Z
sama sebi (puko uvjedgbavanje) vel ciljano osn

primjer, argme nt i ranjem provedenog post upKKaemnsoniizvol
Schneider, 2015).

Prema svrhovitosti Me Lu svim vrstama zadataka vagno | e

svisi, Tako na primjer, postoje teagkolveupiijghaz
nemogul nost i savladavanja matemati | ki h kol egi
mogulih uzroka su i bitne razlike u vrstama z
Na gkol skoj razini naglasak igevainge Jgtudv! jse n
ne i zagto se radi ono ¢gto se radi) i od nj i h
formul ama, memoriranje, brzo izralunavanj e, S
od drugida pedmralzjlalodgtaju nepovezana, ul enje u
nastavni k, domalu zadalu zadaje nastavnik, it
zahtjeva racionalno razumi | e \w&aomgemualfozazwamijevanjgt o
(razumijevanje koncepatp,r i nci pa i procesa, vezaol avamjos ai
njih), nalin ulenja i vrijeme organizira sam
potrebne informacije, itd. §r avo iz ti h razl oga, potreban j e
na novi, sveuliligni di skur s ul eitzhe 2016 dhomanat i k
Nardi, 2018.

Za ol akgavanje prijelaza sa ghkolkolge obhaanizome amg ¢
predlagu korigtenje Aneuobilajenih zadatakaf
definiciji zapravo vrsta zadataka s vigim kog
Nai me, s jednpesheaobil|l ajegakazadataka zahtje
tragenje i uspostavljanje odnosa izmelLu pret hc
i ustrajnost, gto za ©posljedica dajtjemdticlklsao
razmigljanja i zakl julivanj a. S druge strane,
tegkol a | nerazumijevanja jer pri njihovom rj
tragi, do izragaj andoklaaz ejttoi ppirlin ee spkolsoengonsuttii uz
se moge iz zadani h podat aka, rezul tat nemaj u
2013).

232.Proces rjegavanja zadat aka

Kako bi se osigurao ulinkovi Polpyoacesedltkge v
odredbeni h zadat aka, s Vvi gi m(Slikaod®:n(1) tazumifevame z a h |
zadatka, (2) stvaranje plana rjegavanja, (3)
Proces rjegawamjian Xaodgatidkansm zahtjevima naj
potrebna stalna izmjena aktivnosti: | i tanj e,
pl aniranje, zapisivanj e, ralunanj e, ponovno
pok ugavanje, sve dok se ne ostvari jasan put d
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Zadatak

Razumjeti
40

Skica
Planirati
Zapis :
Realizirati
Rezultat

4 )Osvrnuti se

Slika4d3Pr oces rjegavanja zadatka

Faza razumijevanja zapolinje s |itanjem zadat
simbolil kim zgpi skocombiamaahilnaazlilitih zapis
el emenata. Paralelno s |itanjem gradi se skic
uvode se oznake radi | akgeg =zapi si vanmnemanogao!| e n |
gto se radi. Paralelnim proulavanjem zadatka
tragenom rjegenju i zapisati u formalnom obl i
na skici, ali opet pr kojeseuspostadjajw Priireplieacijaptapaesvakis v i
korak bi trebalo provoditi s razumijevame konal no razumj et gto dob
rijelima, faza razumijevanja bi trebala traja
kada se dolLe wu priliku da se taj i st zadat
razumi jevanje svega navedenog potrebna je |
tekstual ni opi s, Vvizualni p & Lidclaeweski, 2G10; Wem@dl Li, | K i

2016), ali [ razliliti oblici mi gl jenja: vizu
Faza planiranja takolLer zapolinje s |itanjem,
i povezivanjemsdgovaraj ulim definicijama, tvrdnj ama,
Pri izradi skice trebalo bi planirati efikasnu organizaciju zadanih elemenata i oznake koje se uvode
kako bi se | akge uolil e veze iplasiratedagzmakemaskia a p i
[ zapi su budu wuskl alene kako Dbiiuskdadusadpoléznim e n i

el ementi ma zadat ka. Pri real i zaciji pl ana tr
zapisivanju svih koraka kako biseppos mogao kontrolirati. Konal n
konalni regubtpé pakofieridi o procesa planiranj
trajati cijelo vrijeme dok se bavimo zadatkom, pa i nakon toga.

Faza realizacije planaipdi i | no j e jednostavna nakon dobrog
izralLene skima shnadgswi mdasdmakma h procedura te o
preostajesamo b or ugat i seroveptiij emlj @ami taklmp post upak

Faza osvrta takolLer traje cijelo vrijeme ako

ryiegavanja wiadlajdi wa orceaepmr.i jKedda se npr . pri reeé
gregka, uvij ek -dveenatra g pomoahodt pokaogaki . No, pr
zavrgava odrelivanjem rjegenja vel upravo O0SV
ryegenje u skladu sa zadanim el ementi ma I p o :
r j e gjesualjse koraci procesa korektni, bi li neka druga metoda optimizirala proces, itd. Osvrtom

na <cijel:i postupak rjegavanja te raspravom i
zadatka stvaraju se preduvijeti prepoznavanja irazvojaodggvari i h strategi ja rj
j e i usvajanje novog zhanj a. Puno je korisni|j
melLusobno i h usporeditd:i nego rjegavati slilne
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Polya istile da wulhemiadiunabi [ ndekr eogrodu redbmag r
i kakvog plana il i dej e, rezultat obilno ne Kk
| udi da je njihova uspjegnost rjegavarkg.a zaht

233. Tegkole u procesu rjegavanj a

Tegkolie u procesu rjegavanja zadataka s Vvigi
izostavi neki od prethodno opisanih dijelova procesa.

U svrhu ispitivanja kako ul eni cinju geonetnjakinn o g
zadat aka, Bar aPniotvoinl dialAn tswn ouvieln i c itrijski zadataku 8 .
tri varijante(Slika 44 prva varijanta preuzeta iz DM 2012 k o j i spada u katego

kognitivnim zahtjevimg B a r a rAm\ iu inRiton 2021 i 2022):

Z1  Zadan je trokutDABC. Mjera kuta u vrhiA je 46, a mjera kuta u vrh@ je 60 . Simetrala kuta t
(66) vrhuCsi jele trokut u o piCshKolkaje mjergkutd CBD2u t ol k

Odgovori: (a0bLO0OBAOA(Cc) 134A

Z2  Zadan je trokuDABC. Mjera kuta u vrhiA je 46, a mjera kuta u vrh@
(63) je60. Simetralakutauvrh@Gs i j el e trokutu opiCs
i D. Kolika je mjera kutd CBD?

Z3 Mladi astronomi pl ani nar San§ promatfad planiaskee

(53) vtha( oz nal e n A B/CoD)kagas@nalaze na rubu njegovog
obzora kako je prikazano na slici.
PopeenmpivrhAs pomoi u astronomskih gr
A zami gl pévniadidupgoidnakut om od 46A
Popeo se i na vr@. Izmjerio je daseizvih@z a mi g | j eondeidi d
pod kutom od 60A) padkatamiBdIAj. e na
Sanjin vige nije provodio mjerel
na slici) te primijenio znanja iz matematike i odredio pod kojim kutom s
tolBwe di zami @0 ena dugi na
Objasnite kako je SanjineBJdircgidia
0Qe koliko iznosi dsadikel i na tog

Slika 44. Geometrijski problem u tri varijante

Prema korektnost.i cijelog procesa rjegavanj a
rjaevgal i treflu varijantu (2Z3; 28,3 %). Mogul e d
dana slika koja je bila potpuna, usmjerila nj
oni koj i su rjegavaldi @of egnu nv arei jpandtou n(i Z2p;0onk
putokaza, ni zanimljivoga konteksta koji bi ih motivirao, a ni slika nije pomogla jer na njoj nije bio

i staknut trageni kut . Od oni h koji Su rjegava
jeimalok or ekt no opravdanje svoga tolnog odgovor a,
procjeni il pogalanju. |l z predstavljenih rez
proces rjegavanja (Boonen, 2014).
Analizom ul edielnkei mur sdqwaled® tegkole tijekom

- U nedostatku odgova[ajuieg znanja skl oni s u
izgledafi na slici, AgtimajufAi ralun, posebno
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- Imaju velikih tegk mbgarikaza te jetka uwvode azmakej anog Vvi z L
- Il maju sl abe vjegtine uspostavljanja .veza ko]

- Mnogi za pol azni trokut wuzimaju jednakost
situacija znalajno olakgava
- Mnoginisuumogul nost i prepoznat.i kut. na sl ici

- Brkaju pojam simetrale kuta sa simetralom stranice
- Koncept obodnog kuta im nije blizak
- Brzo prelaze na ral un, kojeg | esto svode sa
oznakamana slici ukoliko ih ima
- Zapis je kod mnogih neuredan, nesi stematil a
procedura pa nemaju mogulinost kontrole nad
- Nema pisanog traga po kojem bi se mocgsuo zakl

l z svega navedenog vidljivo je nekoli ko kIl jul
neeki el ementarni geometrijski koncept.i ni su u
riegavanja geonfeMirliijnskkoiahi2022)adBGak @, ul eni ci n
sustavnog otkrivanja puta do rjegenja te sust:
rijelima, ni su razvili kul turu sustavnog rjeg
vremenu pioswalliemom pr @v plrercjews an jrij hemjvamdaonanja . K a
znanja nastavi c i vige vnreaayggwa, ia pmreoceadmo ukocemalcn omar
poslala jasnapokagt ov ajgeno pwai e ici pieme | p o zlipmocewrsjte gpaovsavrejt
( Ant u-RitorviBAr anov)i.d , Trediled, ul|l ¢einei viemaij,mieu &z viu
stvaranju vizualnog prikaza, ni ti u | itanju mw
j e zadan. Drugiumraziveljiema, Agemmetrijsko okoif.

Obrazovna istrd@giVeanjra egatvvamljwej uzadataka s vi
vigestruke koristi: razvija se matematil|l ko mi
se i razvija kreativndas ( Kl avi r [ Gorodet sky, 2011) , osig
uleni ka tijekom nastave (Klavir i Herskovitz,
2009), omogulava se identificiranje daazdaitos
se komuni kacija i pozitivno matematil ko/razre
i Messner, 2012) itd. Ali, vrednovanje ovih z
vrlo kompleksno (Bingolbali, 2011)pak, na svakom nastavnikie da odabere i procjeni u kojoj

mjeri i k ak o mo greblemskeogeomdtiijske zadatke k or i st svoji h ul en

2.4.Smisao dokaza u nastavi

Prema opl e nprgiljveahéumaams | ugi za utvrLi Wamg e i s
kada matematilar u procesu razvijanja matemat |
tu tvrdnju opravdati valjanim argumentom kako bi se ona prihvatila kao istinita. No, u nastavi se
najlegie koriste samoednepravdmjna Idiojka zjoen pst

utvrLlivati njihovu i mtlogmagoet ul Bpravonj sut omojt e
za tvrdnje kojjernsnat vwei zglokda abesmi sl eno. Pos
naj |pergilkej egavaju ulenju danih dokaza napamet,
smisao dokaza u nastavi mora biti negto drugo
Kroz razlilite rasprtavei oi umat e maltodzia&sa mvo mrad 2
mi gl j endolazipig eswsvega nositel]ji mat emati| kog =z
asortiman mat emati | ki h koncepat a, strategi |
sistematizacija rezultata, itd. dok | e sama
Ukratko, dokazi su kao Amrege cesta u ¢Slkat avu

45, mj esto prikladnog zaustavljanjan (de Villi
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Slikad5.Dokaz kao mrega povezani h znan

Tajpristupjepuno bl i gi smislu dokaza u nastavi mat e
koje su vel dokazane, prije svega uli se proce
nalina dokazivanja 1iste tvr dni netodeaakazivasj®e a us v .
mat emati | ka znanja se povezuju u funkcional nu
zasigurno trajnija i primjenjivija gto je pri

Prema opisanonvjdljivo je davrijednost dokazaadilazi samu mvjerurezultata. Tako de Villiers,
koristeldi program dinamil ke geometrije pri [
razmatrau z odgovar ajeidte madidlmjleirteih ul oga koje dok:
matematike (de Villiers2003, str. 8).

|.  Dokaz kaauvjerenje ut vr Livanje istinitosti tvrdnje,
ll.  Dokazkaoo b j ag:njsetnjjeecanj e uvida zagto je negto
[ll. Dokaz kaoo t k :rstvaraeje novih rezultata,

IV. Dokaz kaosistematizacija or gani ziranje razl ithvaksioma, r ezu
teorema i definicija,

V. Dokaz kackomunikacija r azmj ena matematil kog znanj a,

VI.  Dokaz kaantelektualniizazov i spunj enje kao posljedica sa

Nekoli ko godina kasnije, He mmi i iLloifgwnail hl , n aksrtc

mat emati ke i zvode zakl j utraadtera ananjadlagnmep lroz précesz i d

dokazivanj a student. i mo g u razvijati: l ogi | k

argumentiranja, razne metode i strategije, otkrivati tkoveepte, itd., a zatimsvatazpaa i v j e gt

mogu prenijetingr oces rjegavanja razlilitih vrsta pr

(Hemmi i Lofwall, 2009).

Nai me, slil no kao i kod procesa rgee graavzamg tar aptr

etape.

Prva etapadokazv anj a zasigurno podr azumi jteevamoriaiz urng zel

glavne dijelove: pretpostavk®) | z a@®.|Ukolikd se kadi 0 geometrijskom dokakarisno

je kreirativizualn prikaz, nakag m | e bi t i i staknuti S Vi zadani

dokazati te potrebne veze. Zatim treba osvijestiti, primjenom definicija, aksioma ili teorema, na koji
nalin se moge dokazati zakl jul ak, Q@ adhoegmse ko]
mogao izvesti kpd.Blbjpdnmjerakbakaol areba dokazat
onda treba utvrditdi i ma sve | etiri stranice p
proces i zvolemjkd jnuilz av alng gaP)lbkdi fprr eed paodsn(@elgaez 4 k |
krajuj og j edmpotr kloma@a| an zakl jul ak o tome gto | e

Opi sani proces dokazivanja zeaedi gurhtqg envisfee vij edq
nastavnika.
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3. Razvo] geometrijskog miglaj!enja prema teori

VanHieleova teorija ¢giroko je prihvaiena kao teo
mi gl jenja kroz hijerarhijske r azgu.meéusvrheikonsti| i n
se i u eksperimentalnom istragivanju koje se
geometrijskog migljenja sudionika istragivanj
za istragivanjed,e wbowamhagatriadyezin nastanak
samo one karakteristike teorije koje su kori
eksperi ment al mangliziprikuplferdhjpodataka.j a t e

Prije daljnjeg opisa kara&tistika van Hieleove teorije daje se pregled neke terminologije koja se

kori st u radu, a vezana je za geometrijsko
podrazumi jeva, posebno jer se u | it empgnousi o0
razlilitim znalenjima il i st procesi pod r a
Prvo, u cilju stjecanja znanja potrebno je |
mi g | j (eng.ihiaking ovdje se podrazumijevaju umne aktivnosti kojima se @tkii spoznaje

ono gto do tada nije bilo poznato, na temel ju
dio iskustva te se stvara sud o pojavama i objektima te njihovim svojstvima (Kurnik 2013).
Drugo, kako procese tmirgl jiengmi proa i azlrialzintie f|
mi saone aktivnost. i procese, uobil|l ajeno e Kk
stimulirano. Tako se pri ul enj u g e geomdtrijskoj e i
mi onje(ergg.geometricthinking. Mi gl jenj e koje je potaknuto v
vizualni h zapisa i wimnual s 0Giaiandq2@® \fameles1886n a z i \
str. 1). Itd.

Trel e, razlilita zmzanjateoobdz kmi jmawdjjueni ay a
geometrijskog mi ¢pobimaaje(gng. conceptualization -ssgecanje( zhgnja o

poj movi ma kroz proces stvar armpjrasiulf@myadgmead nj a
-otkrivanjey¥ 0j st ava pojmova kroz proces analize i p
(3 zakl j u(kng.veasoning-uspostavl janje veza melLu poj m
korigtenjem razlilitih pr ocesa faamgijevhnkdegyg. z a k |
comprehensionunderstandiny) - stjecanje dubljeg uvidarazumijevanje koncepta kroz procese
identifikaciije, razli kovanj a, pooplavanja te
cjelinu (Sierpinska, 1992, str. 28). Postogei u g i procesi i njihove i na
ovog rada.

Karakteristike Van Hielmve t eori je, koje su se koristile wu
na tri aspekta teorije: (a) p

r o c ezspet raamayv(o)j a a
karakteristike petodijelnog modela; (c) proce
na drugu razinu migljenja (Van Hiele, 1986 ; C
od tih aspekata, s primjenom narazgop o met r i j stkog mi gl j enj a

"Vvagno je istakoviai tears¢avae Hidabesi samo nha razvoj ge
|l ako moge steli jer jepmnajvoi getiosnt sangievanj Melismj exr esam
svom originalnom djelu naglagava da je teorija primjert

poul avanj e (Van Ndprimerem s t1®j8eé , z rsdprimjgni®#®) Hielaopvoer it eor i j e na pi
razvoja f unkcnprjNsdwa §018ni B @m@ai i(, 2019

12 prikaz karakteristika van Hieleve teorijeu ovom radunastaoje integracijom dvaju objavljenih radove@ razvoju
geomet r i jjsfpreng vamHiglbvpjeeoriji( Bar anoviol ul2®]1 &) ii poul avanju ge
Hiele-ovoj teoriji( Bar ano®.i |, 2019
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3.1.VanHieleov model razvoja migljenja

Proces razvoja migljenja Van Hiele razmatra
aktivnostima koje su karakteristilne mavpdt u r a
van Hieleu ( Van Hiele, 1986, str. 53) te naziv koj

(1) Razina 1 se naziva vizualna razina ili razina prepoznavanja\(sagl levelili recognitior) jer
se objekti prepoznaju na temelju izvanjskog izgleda, a ne ngjtemjibbvih svojstava;

(2) Razina 2 se naziva opisna razina ili razina analize (Esgriptive leveli analysig jer se objekti
proul avaju, analiziraju i opi suju na temel ]

BRazina 3 se naziva teor i j snaaeformalrne idedakcijes(eng.o gi |
theoretical level with logical relationsi informal deductiohjer se na toj razini uspostavljaju

l ogi | ki odnosi i zmelu svojstava odrelenog ot

(4) Razina 4 se naziva razina formalogike ili formalne dedukcije (endormal logicili formal
deduction j er se na toj razini proulavaju |l ogil
teorema i dokaza unutar deduktivhog aksiomatskog sustava kao cjeline;

(5) Razina 5 se nazivarazinapr ode | ogi | ki h 2z ak omatre oflogicaltaasz i n a
ilirigor) jer se na to] razini proul avaju i me L
slugeliim smatleinsatt i | ki m jezi kom (Slika 46

0‘036\9 K} Strogost
]
¥ —
“01- Formalna 5
1 dedukcija
?gixe\"’ /, D ’
— Neformalna 4
R dedukcija
3 @
i oY
<> Analiza {({{c}\e
2 N
Prepoznavanje QR
o
Slika46.Van Hi el e model razvoja miglije

Van Hiele razine u poletku oznalava brojevi mi

brg eva od 1 do 5, gto se koristi [ u ovom radu
doli do mmespNar ®7u mj er, razina broj 2 pri nume
gto u kontekstu analize podataka moge biti zb
NeKki i stragi val irazinR aizualipanijeudravonzhag ivizualpog prepoznavanja

geometrijskih objekatagli taj naziv nije korektan. Naime&jzualizacijaje pojam koji se odnosi na

puno vige aktivnost.i od pukog prepoznavanja o
ako se bag ¢geli i staknut. kar akt ditr nagvirazikea pr e

percepcilg er se r adi O prepoznasw.&8fju objekta Ana p

Razina 1: Prepoznavare geometrijskih objekataPrema van Hielal , proces ul enj a
geometrije trebao bi zapol eti znever alonipm dir az
se geometrijski objekti prepoznaju na temel ju
Onaj tko e sa i
alk

r
] adao prvu razinu, svaki | e g
pologaj, a n

v
bpeRtepbenawvédmnj aazvrstati u gr
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izgleda. Na primjema Slici46 Razina 1, prikazana su dva kvac
kvadrat, a za drugi da nije (il i Xxnagsusatladalij e di

Za uspjegno savladavanje prve razine migljen
sredstvima (razni modeli, realni ili artefakti): slaganje, bojgmjebrojavanje, crtanje na papiru ili u

mr e g ama, prepoznmnavamndred lidreinit i flii kiowan unut ar f
ryiegavanje probl ema, rantsthgalicoha(Slikargv,mj welre niuc ir andaug
odgovarajuie!btkevek@@eokpééerokute,ukvgdfaeoierok
tol kast oj mr e g i Bavel. se tim aktivnosti ma,
promijenio ili da se isti |ik moge dobiti sl a
mogu prebr oj avat unutes jedng likeotppkute,e |leitkvoevreo k ut e 1t d.
p | o gprebrojazzanjem mjernih jedinica (bez uporabe formutd) Sve ove aktivnosti mogu se
provodit.i [ na ralunalu u nekom od programa ¢

sl.), a postoje razne mobilne aplikacije za slaganje.

‘.

Tangram slagalica Tangram likovi

Slika 47. Rad s tangram slagalicom na perceptivnoj razini
Opi sivanjem onoga ¢gto rade, ulenici polkdva pno
koja do tada nisu poznavali, a jalanjem geome
a posljedil no S$iewuGhengijAbdullghe20)8et r i j e (

Razina 2: Analiza i opisivang svojstava Prema van Hielel, nakon prepoznavanja rupiranja

objekat a, potrebno je analizirat:. promatrane
uol avati i opisivati njihova svojstava i u sk
melLu njima. Tako natpridmj ¢redmla&kmikecial mogu rwdluit
duljina i dva kuta jednakih velilina, ali jog

nalaze podudarni kutovi.

Za uspjegno savliadavanj e dr ug e iti daaszojstmaelikovaiilig | j er
kl asa otkrivaju mjerenjem (il:9 olitavanjem iz
zatim da ta svojstva opisuju i na temekjiu seo
l i kovi ma u48mr egli eniSdii krmogu uol i ti da prvi ik
sva | etiri kuta prava, dijagonale jednakih d
postupno stvaraju Svoj e definicije t@waomatr al
razlikujuli jog uvijek melDeViejsi2abp ona koj a su

Slika48Uo| avanje svojstava | ikova dani h u
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Nakon dovol jno iskustva sa svoj skovenapr eurhee nu @
svojstvima te ih klasificirati na temelju odabranog kriterija, empirijski izvoditi pravila i stvarati

generalizacije za konkretne slul ajeve, wunutar
dal i mregu par alRalzogrmamy , ( 8hikdidmakon istical
veliline) mogli wuspjegno utvrditi da su i nas

jog uvijek odnosi na tu grupu Kkoj ueVvilerg208)t r aj u

Rad s raznim vrstama mredga omogulava korigter

paralelnim kraci ma, susjedni h i supl ementarni
gto AvidefA opisuju psrviojtiome imoedea nkagr iagiurlattieltje
nadopunjavat.i strulnim izrazima. iUlpericdiznou u

I iskazuju svojstva objekata.

Razina 3: Neformalra dedukcija Prema van Hielal , t ek nakodajgu ov jseegt
prepoznavanja objekat a, uol|l avanja i opi sivan
|l ogil ke veze melu svojstvima jednog objekta
smislene definicije, postavljati tvrdnjeteargume i r ano opr avdavat.i Svoj a
postupno nugne i dovoljne uvj ete postojanj a
postavljanjem tvrdnji, potrebno | e postupno
vizualizacije uspostadjnj em kvalitetnih veza i zmelLu govVvo
simbolil|l kog zapisa jer je to preduvjet razumi
Tako na primjer, proulavanjem koja svojstava
supi kazani u nekSbkp48t,0| Kklaesmntiogi mmegu wuol iti da Kk

i ma pravokutni k, par al edvakikvadrahpravokutrglavdki kvadrat jg a kK | |
paralelogrami svaki kvadratjeromb Dal j nj i empswiulh aolbasgtrani h od

moge se postaviti klasifikacija paralelograma
dolaze do izragaja uspostavljene veze. I st
formalne definige, a mogu se postupno uvoditi i obrati tvrdnji. Vizualni prikazi objekata i
preslagivanje njihovih dijelova radi formira
odgovarajulih formula za plogtinu. Aldo mouwgel i
zapoleti s konkretnim velilinama i str@kturir
P=s & _ y
> 8 v=b p=2 &Y
P=ah P=a « 2
Slika49.1 zvolLenj e f omamklogtamaa pl ogti nu

Za uspjegno savladavanje treie razine miglijen

definicije objekata RParalelogram jeé . ) , a zatim odreluju minimal
objekta i tako postupno grade formalne definjc e . Treba im omoguliti d a
odnose melu |ikovima slugel.i se uolenim svoj s
za plogtinu, odnos kutova i sl ., a svoja obja
raznmvi zualnim prikazima te simbolil kim zapisin
objagnjavaju na razlilite naline, da postavl |
kojima mogu primijenit.i svoj gvel@Gowley 1987).su pr ou
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Prema van Hiela , izravno poul avanje formalnih defini
rezultat nekih prethodnih aktivnosti, unapri|j
t emel j u svog niHigle, r1286; iDe ¥ilejs,a2010)VRroces definiranja pojma nije
jednostavan te je nerazumno od ulenika ol eki
definicije. Osim toga, samo poznavanje definicija pojmova ne garantira i razumijevanje koncepata i
veza, a bez razumijevanja nije mogula ni pr
par al el ogr ami | et verokut. kojima su nasuprot |
razmatrati pravokutnike, kvadrate i rombove (De Villiers, 1998).

Konalnulenici su savladali trelu razinu ako s
hijerarhijske klasifikacije, postavljaju ople
ul eni ci mogu pratitd.i p r o c @/aljnocdamostamiida Iai samiagradilia | i
svoj dokaz. Uolavaju postojanje sustava defi ni

razumjeti njihovu ulogu i funkcionalnost.

Razina 4:Formalna dedukcijaPremavan Hielet, t ek nak ome g@drov e ut rsiavil a:
se napredovat.i do samostalnog izvolLenja form
aksiomatske izgradnje matemati |l ke teorije.

Za uspjegno savladavanje | etvrte razinelimi gl j
prikaza postavljaju vliastite tvrdnje u obl ikt

zadano (pretpostavikd) , a gto se Qzvadi pozsdakivjigylagku obr at
razli ke i zmelLu osnovni h osnoviite(aksiamna)n izvedemho fvnonpi v a
(teor emi, | e me, korolari), da nasluluju isti
razlilite naline il da je opovrgavaju postayv

Na pr i mj e repkutapisan ukwadrdt (SlikavdRazina 4) treba dokazati da je kvadrat, onda
ni

ul e Ci koj i su savladal. |l etvrtu razinu zna
dul jina i da su sva | etiri k utoak apzr asvlau § ednii  sbei
teoremima (0o sukl adnost. trokut a, O srednjici
upi sanog kvadrata nisu u polovigtu stranice \
dokazati da upisanikvadratdwo vi ma u pol ovi gtu i ma naj manju p
negai maj u phpgeiou. Oni koji su savladal:i | et v
uspjegno uspostavljaju vezu i zmelLu gpsaornog |
Razina 5: Apstrakcija i strogosP r e ma van Hi el e, najvigi oblik &
razumijevanja I usporelivanja razlilitih aksi
dokaza za i sti obj ekta wvrogz lrialziitniim ud lesti a&v i nuas.|
indirektnog dokazivanja po kontradikciji [ p
konzistentnosti, nezavi snost. [ pot punost. od
Ul eni ci koj i f wamik g staojm su shagtituda poatojeo @ragj geometrijski sustavi

osim euklidskog, mogu vidjeti slilnosti [ raz
iako vizualni prikaz paralelnih pravaca u euklidskogeuklidskoj ravnini (Slika &, Razina 5)
i zgl edat i kao da se radi O r azlpravacnmhad gru otby neak|tii
razumi jevanjem u razlilitim geometrijskim sus
Nastava matemati he omavebvenolisighajevazprovodi
pratiti oni koj i su savl adal i -gvamvnedelu,etbilorbii ra
pogel jno da imaju izgralene neke el ementij i p
i sekundarnoj razini to uglavhom ne osigurava, osim u nekim iznimnim situacijama (npu | e ni c
mat emati | ke e imnmzbije®j em sat.i mat emati ke) , gt

diskursa, na sekundarnoj i tercijarnoj razini, postoji jaz ka&iko mora popuniti kako bi se
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mat emati |l ko obrazovanje ulenika uspjegno nast
postoj i onda ga nekako trebal o premost:i Prwvi
studenata upisanih na mata t i | ki kol egi j, a zati m, uzaj amni
potragit. neko efikasno rjegenje.

3.2.Karakteristike van Hiele-ovogmodela

Van Hieleov model razvoja migljenja, koj i j e post
karakteristika( 1) hi j erarhijski 1 sekvencijalan ustro
melusobno (ne)razumijevanje; (4) princip dual
(1) Hijerarhijski i sekvencijalan ustroj .Op i s ani mo d ehja je hgezarhigski @iz raninag | |

redoslijednog karaktera, ¢gto znali da se razi
(osim iznimno talentiranih ulenika). Da bi ne
preduvjeanja, steégtizne i jezik prethodnih razi
van Hiele na samom poletku, vel je moguie bi
Usiskin, 1982). Osim toga, razirnaz Imilgltjee nsjaad rig
nekim sadrgajima bave vige i detaljnije nego
primjer, wulenici jako dobro znaju klasificira
2)Speci fil|l noanjapkrawimumaBeaka razina podrazumij eve
SVO]j viastiti nalin izragavanja i jezi k komu
razinama jezik je vige neformal an | er gjee sie v
razvija formalni jezik i bogatij i vokabul ar .

osnovni preduvjet je steli znanja, vjegtine i
Tako na primjer, na 2. razini d o,@lura B.gazioi zaj e r
kvadrat se moge koristiti i mnaziv pravokutnik
specijalni slulaj svih tih vrsta |etverokuta.

B)MelLusobno (ne)Ulagnuimiij elw@ajnij ese nal azeanjpee r azl

mogu se razumjet. jer se koriste razlilitim
razlilito tumale iste rijeld.@ [ situacij e.

dosegli, oni se ne mapguedakumjeltenjte sel gepoije
jezikom (govornim, vizualnim ili simbolil ki m)
njegovih ulenika, nj egovi ul eni ci ne mogu usp
uenju napamet, a takve sadrgaje brzo zaboravl
frustrirajule i obeshrabrujule.

Stoga Van Hiele posebinud eméigkimagawanodmos dauliet
sadrgaje injnalusklpadi @aivas razinama mi gl jenja
prikladnih vjegbi i prilagolavanjem materije
ul enju i poul avanju geometrije. N @i, onesavladavwad n 0 m
i sadrgaje koji su bili potrebni za postizanj
ostvarena razina migljenjiadOne opada (Van Hi el

@DPrincip dualnosti o Namekdavamjeas jmeed med er aw ign g emij (g
razinu zasniva se na principu dualnosti obj el
objekt (ono o | emu mislimo) i met odu (nalin n
mi gl jenja) seaulleobpeknempgljenja (predmet pr
se o|lituje u sposobnosti Oprelaska s metode na
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Ul eni ci naj prije prepoznaju odrelLene obli ke (
izgledarazvrstayau u grupe (proizvod migljenja Razine
Razine 2) analiziraju i uol avaju njihova svoj
svojstvima (predmet mi gl jenj a aRazne 3).eOpisane veze v a r
melLu svojstvima (predmet mi gl jenja Razine 4)
dobro urelen sustav (proizvod migljenja Razin
usporeluju sa (plriolizivmdsunstgdyiema a Razine 5).

5 Analiza i
usporedba
deduktivnih
sustava
4 Deduktivni
sustavi
s
2 Svojstva
oblika
1 bk
Oblici
pojedinaéno
Slika50.Pri kaz razina prema predmeti ma i p
(5) Starosna dob Napredovanje (ild@ i zostanak napredov:
razinu ne ovisi o starosnojdobingiazr i j evanj u vel vige o nalinu
poul avanj a. Neke metode ubrzavaju napredak, a
ulenika tragi da memoriraju gotove for muti u il
bez razumijevanja i brzo zaboraviti (Abdullah i Zakaria, 2013; Usiskin, 1982, Van Hiele, 1986). Ova
karakteristika, osim gto daje obrazlogenje sl
da za ulenje nikada nije kasno.
3.3.VanHieleove faze wulenja i poul avanj a

Za uspjegno napredovanje s jedneovazieer miaglyp
proces ulenja u pet faza: (1) faza informiran
(4) faza aktivnosti otvoreng tipa, (5) faza povezivanja (Van Hiele, 1986 i 1999).

|l ako se opis karakteristika pojedine faze ul e
nije |linearan proces vel se prolagenje dbaoz f
prilagodit]i di nami ci rada ul eni ka i nNji hovim
neeki nejasan odnos, nego Agutkef preli nadaj u
Faza 1:Informiranje (eng.inquiry/informatior). Prirodno je nas a v n i sat zapol et

istragivanjem il:i raspravom, a vezano za temtl

kratki upitnik (u pisanom obliku ili kao elne kviz) za brzo prikupljanje informacija o znanjima
ul eni ka, jneka@esrhetgreiniska figura sa koje treba

neke pod figur e, [ koja | e biti podl oga za r a
| dok ulitel] kroz uvodnu raspravu saznaje gt
znanjaijezikul eni ci se uvode u raspravu i aktivnost i
i otkrivaju smjer daljnjeg rada. Na t aj nal i
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uol eno predznanje

[ tako i zbjjeul ii Ipionpaovplujnaintjie f
prazninu, a rjelnik ulen

i ka korigirati il na

Faza 2:Usmjerenov o L eleng.directed orientaton Na k on uvodne rasprave Kk
samostalno istraguju kroz pamjl¢ieo iszrakbtmava
itd. kako bi otkril]i I1li razjasnili odrelLene
Cilj je uvesti neki novi pojam, postaviti neku novu tvrdnju ili pripremiti podlogu za dokazivanje,
ovisnootemikpa se obraluje.

Za ovu fazu korisno je pripremitd. krale, j ed
odgovori. Zadaci mogu biti pripremljeni u obl/
i zvest.i [ neke swo s amalslt jadinlog. rAalda til eeak ci

potpitanjem, na koje bi mogli dati odgovor.

Faza 3:Ob j a g ng(emg.eapiicitaton.Nak on svakog samostalnog rad

ul eni ci svojim rijelimajiolpigu »pDakl jguloa ksau droagdl
razmijene | argumentiraju svoje zakljul ke, b
komuni kaci ju ulenika te i h usmjeravat:i na kor
da se radi o vebl nom opi su, vizualnom prikazu i s i mi
prirodnim putem razvijaju matemati /| ki rjielnik

rjelnik.

Faza 4: Aktivnosti otvorenog tipgeng. free orientation. Nakon pve tri faze ili nekoliko ciklusa

njihovih izmjena, ul eni ci b i trebaldi rjiegavat
onih koji su bili u prethodnim fazama, a pose
kKoj i se tmognua rviijgeegirazl il itih nalina il:/| Koj i
slogenijim situacijama, wmepbsedng maj erebaafpr vmlop
kojoj mjeri se uvedeno razumijelo.

Korisnije je kgadaaauleniadiat alami berepomoli ul i
naj primjereniji. Dok su ulenici okupirani sam
upoznaje pralenjem njihovog procesa rjdrgbavani

ih usmjerava.

Faza 5:Povezivarg (eng.integration.Kor i sno j e povremeno se O0SvVrnu

opi sat. provedene aktivnosti, i staknut. naj v
funkcionalnu cjelinu objekata i relaaij i saget. koliko je mogule.

obralenih sadrgaja mogu se provoditi na razl:.
a bil o bi dobro da to naprave najprijetal aos:
izragavanja ulenika te nalin strukturiranja,

istaknuti ili su istaknuli pogregno.

Na primjer, ako su se kroz ove aktivnosti ul e
mogao biti uspostavljanje inkluzivnih odnosa i izgradnja hijerarhijske klasifikacije. lzgradnjom

mrega odnosa melu svojstvima | etverokuta ul
deduktivno zakl julivanje, koripeénjemi obhaanl d
njihov jezik postupno poprima apstraktni karakter. Ako bi pri tome koristili i vizualni gr{iGiika

51) strukturiranje svilbdn o s a b i bil o pregledno, a odgovar aj
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Slika51lLKlasifi kaci ja | etverokut a
Zavrgavanjem svih faza u radu s | etverokuti ma
razinu migljenja koja se temel]ji na konceptim
te aktivnosti i mavlainjbai smodguwlgneo snta naperleudor azi nt
se obraluje i pripremljenom materiegmmljednom sve
nastavnom satu.

Prema van Hielal , naj vel. doprinos u poul avanagldnizgeome
aktivnosti, koje trebaju zapol et Ai stragival
jezik te zavrgiti sagimanjem koje ulenicima p

(Van Hiele, 1999, str. 311).

Br oj na nijsat rnaagsitvaave geometrije potvrlLluju da st
Hieleovi m f az ama ul enj a pobol jgava geometrij sk

geometrijskih koncepata zbog | ega se oifgtvar.:
(Crowley, 1987; Teppo, 1991; Van Hiele, 1999; Abdullah i Zakaria, 2011, 2012 i 2013, Siew, Chong
i Abdul | ah, 2013; Dongawi , 20V4) fakek awld eern,j as i
djelotvoran okvir za jasno strukturiranje nastavnih jedinicad aj u j asna obj agnjer
voditi ulenike s jedne na drugu razinu (npr.
Ul enjem geometrijskih sadrgaja kroz pet k1l j ul
materijal a, o/lejna ¢ghn jraevzaunljteatdagbir j egavanj e zada
rezultata u funkcionalnu <c¢cjelinu, ul eni ci S L
objagnj avaj sistemaizirajymj iethg uj Opi sanom str atcenggi j om
procesa ul enj a, a ulitelji t aj proces koordi

poboljganja jezika ulenika od neformalnog do f
razumi jevanje geometrij@ekjid Kountciegparnjae ii klbndd
i do jalanja samopouzdanja i vjere u viliastite
(Van Hiele, 1999; Siew, Chong i Abdullah, 2013; Armah, Cofie i Okpoti, 2018).

Ukratko, opisana strategija gomvanj a u pet faza predstavl | a
predlogak za planiranje i predstavljanje nast
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aktivnosti, do ol ekivanog dol aze brge n3go i
Dongawi, 2014).

Neosporno je da ulenju i poul avanju geometri ]
posebnu pozornost jer je geometrija vagna kal
tako i za pri mj enuedincagNo,s driiga strane, nastdvmna psaksa pokaguje gao j
ul eni ci diljem svijeta imaju dosta tegkola |
konceptima i terminologijom, mnogi imaju problema s definiranjem pojmova te uspostavljanjem veza
melLu pmmg moalii i u provolLenju jednostavnijih dc
j e taj koj i odabire nastavni materij al i pl al
ostvarivanju ishoda ulenja (Van Hiele, 1999).
No, oOosigumrmatdia klrenri oijpmi ran i zahtjevan nastayv
mi gl jenje nije nimalo jednostavan posao, ali |
Da je to mogulie uspjegno provestmelenpavanrHiele | u r
ovoj teoriji, koja zasigurno u tom s nra:s |AK aodhar

pagljivo njegujete geometrijsko migljenje ule
mat emati keid (V&8W). Hiele, 1999, str.
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4. Razvoj vjegtina v-prastoraill spasabrostij e i vizual no

Jedna od bitnih osobina |ovjeka je Avidjetihf,
gleda ol i ma, promatr al Uu svoji m mninerilodgovarajst v ar
onome gto promatra. l sto tako, prema onome gt
uliniti vidljivom i dir upgriinkaa zpuaj § eo dogilisistasioaej wieirn
na papiru ili nekom drugom mediju.

Mnoge matemati |l ke ideje stvarane su upravo na
situacij a, njihovim zamigljanjem te predstavl
nalin i putem otpgpovataepjuegamebkihiihdejaa epr ol .
gledanjem i proul avanj eDnli 3Dipdkazp,s vmigo lzialpk s @) (g te
odgovarajule zamisl. na temelju kojih se pror
poul avanj uemathi liksitiihderjaaga, pob| aamitel | 8820bae metlk
ili3Dprikaz,si mbol il ki) kako bi svojim ulenicima pr.i
koje e ih dovesti do razumijevanja promatran
U pozadini opisanog jerpoces prenogenja informacija i k on
odgovarajulih zamisli ili vidljivih zapisa. U

ili koristi, bilo kroz zamisli ili kroz vidljivi zapis naziva sézualizacijom(Slika 52.

VIZUALIZACIJA

PROCESI
Stvaranje / koriStenje

Slika 52. Pojamvizualizacija

S obzirom na | ovjekove biologke karakteristik
i lovjeka te ona @mkenram & Cunpirgham,e @@t 2) No, S olazirom

na njezin potencijal i mo g uaizacjese riekoristi zafjedinstvenn e |
nal i n. Definicija pojma obilno se prilagolLava
namijeni s kojom se koristi. |l ne samo da se
vizualizacijavel je to prisutno i wunutar istog podr ul

obrazovanja pod tim pojmom podrazumijevaju r a
razlike.

Osim samog pojma vizualizacije, u njezinoj primjeni nastali sazni drugi pojmovi iz potrebe

prenogenja i komuniciranja odgovarajulih poru
|l ije znalenje nije jedinstveno definirano, i
vagno, r atdnja i razarsijevanja,eorijd same upotrebe bilo kojeg od tih pojrrabjasniti

gto se pod kojim pojmom podrazumijeva.

U tu svrhu, u ovom dijelu rada detaljnije Ie
znal enje u kontaekstpommbemakokee &e uz njega V¢
i razumijevanje dal jnjeg rada. Gdje to bude p
slil nosti i razl i ke rTaazk g thevaki pbjant kajirskolise, istpkaut i st o

e se definicija pod kojom se taj pojam koris
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Konal no, prirddemu jvae zaagdiitzatcii jsae:u mat efhat i ci

Mogul i [ pri hvatl jipviot achg lrard ag dug orvaozrn an ae kts@ e r
vizualizaciji u matematil kom obrazovanju, ko]
Rezultati tih istragivanja ukazuju na poziti\
progeual ivziazci j om na odgovarajul.i nalin te na
neprimjereno il se uople ne koristi. Nai me,
pogoduj e biologkim karakteristi kraankat niolvj rm&tae m:
koncepata te apstraktnom jezilnom i si mbol i
posebno u eri naprednog razvoja ralunalne tel
kojemu ona pripada ima veliki potencijal akoe ci | j ano i spretno kori
apstraktnih sustava. Stoga je prirodno zapitati kKako iskoristiti potencijal vizualizacije za

ulinkovito ulenje?eMpoel laivasijet amateimawnalkrei h 2z
matemat | kog obrazovanja uz apstraktni jezilni i

Doprinos odgovorima na postavijena pitanja daju i rezultati provedenog eksperimentalnog
istragivanja koje |le biti opi sano u ovom radu

41.0pl eni t ovizoalizagjg mu

Pojamvizualizacijaz nad a1l irl i te stwvar.i razlilitim skupina
vizualizacijapodrazumijevaa t var anj e odrelene sli ke u svrhu i
Vizuali zacijom se, kroz razne zapiigeiapstraktreemi s |
i konkretne ideje od samih poletaka | ovjelans
pronali prve slike u svrhu prenogenja odrele]
komunikacijske svrhe bila su slikovna pismaput egi patski h hijeroglif
|l uval a su se | prenosila slikovnim porukama.

drevnom gradu u Mezopotamijj d a n a ¢trajnemimkuccek o 3500 godine pr
sadrgavao | e znikdane mkoz aprstmag$likavb8 pZrahval j uj ul
vizuali zaciji, odnosno uwleijmak av iptrem okjeemy rui iorrai
druge zapise, nar odi diljem svijeta uspjeldi S
Svoja znanja iz generacije u generaciju.

Slika 53. Najstariji poznati slikovni naiis'®

Vi zuali zacija se u tom smislu kontinuirano kol
No, da bi se razumjelo gto odreleni pojam zna
gt o se sve ta def i M2, sti 30a Osondaga, s obzironSda ser vizualizacikaa |,
danas nagiroko koristi u razlilitim podrulji
Bs|lika preu9d.a iz Dadil (
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| ovjeka, definicija tog pojma nije i ne moge I
definicija te ono gto im je zajednil ko kao i

l ako ne postoji | edi nsvzvabzachg Aweliliafia drejfiimi po
podrazumijevgrikaz nekog objekta ili situacijeli i proces stvaranja tog prikazéeke definicije

nagl asak stavljaju na procCambridgag egnhokgype p@r k

vizualizacijaA i n stvaranja sli ke u n akeamgedefinicijepporade | e m
procesa razmatraju i rezultat procesa, kao npmidgh uMer r i am Webster jerjeln
vizualizacja (1) Aformiranje umnih vizualnih slikah
ili stavljanje u vidljivi oblikd. 1td.

Prema Duvalu, francuskom filozofu i psihologu, koji se od 19fdg ne bavi mat e
obrazovanjem i daje veliki dizualizacijg ces Atpu feddree rsjvie
odtemeljnh kognitivnihproceau mafi ( Duval , 2014, str. 168. ). T
definicijama koje govore amnimprocesima/sliikama al i i de i korak dal j e,
vagnost tog poj ma. Dr uwguahzacilad n e |lpiomda ,az p omd ] ewg
sposobnost koju pojedinac moge koristiti u s
osmvnog prenogenja poruke i komuni kaci je neke
obrazovanje.

Kako bi znal i na gto se tolno taj kognitivni
potrebno je obuhvatema Piuemmopizmakejn] €l P2 mast P.
i mat i mnogo razlilitih znalenja, owizwlzasijaw Kk on
mat emati ci razli kuje od wuobil ajene wupotrebe
z n al pjmavieualizacjau kont ekstu matemati ke puno je gi.l
[ mani puliranja umnim sl ikamahf. Da bi tu raz
pomom:mat emati | ka vizuali zaci]j a

S obzirom da se daljnji rad baviu mal|l enj em poj ma i njegovom pl
mat emati ke, nije nugno potrebno isticati da s
koristiti samo u svrhu preuzimanja opisa i tu

4.2.Zn a| e nj evizyalzgcimaa kontekstu matematike

Kao gto je vel releno, ne samo da se pojam Vi
vel niti u kontekstu matemati ke ne postoji nj
istraji val a matematil kog obrazovanja zadnjih nekc¢
podrulja kao gto je matemati ka, definicije po
manje nego razli ke melLu ddfii nsitcriulanmaack ojiez pro
(Dreyfus, 2014, str. 179) . Dal je se bavimo t1
mat emati ke te slilnosti ma i razli kama post oj e

i zdvaj a o koastitkuagljgemiragu. s e

U raspravi o pitanju AGt o jZmemanneQuminghdmk(EPOv i z u
u uvodnom dijelu knjigeVisualization in teaching and learning mathematias kojoj sabiru

znal ajnije r adov ematwi nadodplonaskoj razaic nayode kako aniapbdetim
pojmom podrazumijevaju Aproces stvaranja il:.@i

mate[nati!kih koncepat a, principa il./ probl em;
pomolralunala. A (Zi mer mannlfaikoCemni roggham,maljl A9 X
i staknut. da se t aj pogled na vizualizaciju r
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psihologiji, gdje je znal enijablikoAbaltii g emesnvtoanh nu
(Zimermann i Cunningham, 1991, str.B)ak | e, oni se udaljavaju od
na stvaranje umnih slika te naglasak stavljaj
geometrijskih prikaza i drugih prika koji predstavljaju osim geometrijskih i neke druge koncepte,

principe il:i probl eme. Osim toga, jasno nazn
razlilitih medija, u slulaju matemati kpojamr ul n«
Areprezentacijafi, mislel.i pri tome na ono gto

Proul avajuli ul ogu i razlilite vrste vizuali z
vizualizaciju vidi kao korisno sredstvo u konkretnom prikazivanju apsirekh  mat emat i | ki |
te navodi da se pod matematil kom vizualizaci|j
pozornoglu na mogule konkretne prikaze objek
ulinkovitiji pristupe apbtalkjtumi m Gunmmam ma2 K2

|l z danog opisa vidljivo je da se naglasak sta
vizualizacije, opisujuli vizwualizaciju kao sr
boliegrazumg vanj a Aobjekata kojima se manipuliraf.
proces stvaranja vel se u tom procesu stvaranj
vi zualizacije. Ukazivanj em n aailiwbjakataousstrhu baljegk r e t
razumi jevanja, za njega SsSu zapravo vagni k onk
stavlja u drugi plan.

Proul avajuli ramhiviteabhspektpepbhjoz obrazovna
0d1988. do 2006. , Presmeg (2006) wukazuje na va
i srodni h pojmova pojasni barem na nivou rada
pod pojmom vizualizaci j e tpaostbrmaanjaimmniheizuaninslka o c e
i svih zapisa prostorne prirode, koji se mogu

Iz danog opisa, vidljivo je dBresmeg a z mat r a i proces stvaranja, .
Zanjusutipocesi nei zostavni temelji melLuigre i zme
umnim sli kama koje osoba zami gl j a disienatizitanjear a
teorije koja se stvara oko pojma vizualizacije, Presmeg uvodaije razmatra srodne pojmove te
razlilite vrste umnih slika koje sudjeluju u

Nekol i ko godi na kasnij e, promi gl jajuli O Vi
matematike, u istoimenommnad Pr esmeg (2014) izdvaja definic
Amnogi autori prihvalaju upravo tu definiciiju
vizuali zaciju kao artefakt (npr . njekogjkamstroira cr t
svaki pojedini ul eni k. A (ARaviensemedga,j ed @Alsévnoij sutfif u ,
predlage definiciju koja objedinjuje vige raz

Avizualizacija jesposobnost, proces i proizvod stvaranja, intergratij a , korigtenja i
sl i kama, crtegi ma, dijagrami ma, u nagim mi s/l
prikazivanja i komuniciranja informacij a, raz
idej a i unapewdn Areavn O str. 86, Arcavi, 2003, str. 26).

Na temelju dane definicije vidljivo je da se pojam vizualizacija prije svega odnagias®abnost
stvaranja I korigtenja proizvoda, gto znali
odgov arajuli nalin. Razvijanjem sposobnpoostdrrie vi z
viegtine. Nadal j e, p 0 | @aces stvamnjad ldir 2zd ®injoy @4 o ¢
odrelLenom mjestu (u misli ma, na \JVanj siloi m | me
tehnol ogki h al at a) [ S odrelLenom svrhom (pri
TakolLer, poj am vi zpuraolciezsa ckiajdai ejitdenm@spi ps ®i z& od a
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kojom je nastao (interpretiranje prikazanog iaymr el i vanj e razumij eva

komuni kacija), bilo u svrhu dubljeg promiglja
Konal no, poj am v i z usam prazeodkojj nastaje d procesu stvaranjaiili jen a
nosteljprocesa&@r i gt enjla (Sli ka 54
VIZUALIZACIJA
SPOSOBNOST
PROCES stvaranja “1 PROIZVODI ™ PROCES koristenja
— na odredenom mjestu _s Slike —> Interpretiranje
— na odredeni nacin T s Crte T — Komuniciranje
— s odredenom svrhom —» Dijagrami — Razvijanje nove ideje

Slika 54. Pojam vizualizacija prema Arcaviju

S obzirom da se u ovom radu bavimo ulenjem i
razvojem vizualngprostornih sposobnosti te primjenom procesa vizualieaay smislu stvaranja
odrelenog vizualnog prikaza i u smislu efikas!
pokriva sve potrebne aspekte, upravo se ova definicija pojma vizualizacije koristi i u ovom radu.

Kako bi se stekao dublji uvid pojamvizualizacijei razumj el o nj akmtekstu puno
matematike potrebno je detaljnije razmotriti elemente vizualizacije i njihove karakteristike. Drugim
rijelima, potrebno je razmotriti na gto se sV

4.3.Elementi vizualizacije i njihove karakteristike

Kada se stvara neki vanj ski zapis koji ukl ju
odgovarajula vizualna slika. Presmeg (2006) p
procesavizualizacije, jednostavno nazivayizualne slikgeng.visual imagesli mental images a

sve ostalo (posredstvom | ega vizualne slike p

zapis (eng. inscription). U tom kontekstu, vizualne slike su uarmji prikazi €ng. internal
representations a vidljivi zapisi su vanjski prikaziefig. external representatign pod kojima
Presmeg podr azumi jemgygraphidabrepaesentdtidniPrespey, 2006 gtrii207).

lako mnogi autori, zasveoqpo sr edstvom | ega vizualne umne sl
izrazreprezentacijgeng.representatiojy odnosngrikaz Pr e s meg smatra da i zr :
nije dobar jer se koristi nagiroko dio pracdget| i
tumal enj a, a ti me | do melLusobnog nerazumijev

U ovom radu, za sve vrste (usuomruomuhkoprskat
umna slikaili umna vizualna slikea zasve vrste vanjgki pr i k az a k ozapisi vanjski | e s
zapis Ri j el Arkemprriesteintt aice jsagi u sl ul aju kada se ¢
se sluge tim nazivom.

Dakl e, el ementi vizwualizacij e, koj i e se raz
zapisikaoppi zvodi vizuali zaci | eatihmoizpodadSlila®ds st var an
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VIZUALIZACIJA

PROIZVODI

Umne

slike \%
PROCESI é PROCESI
stvaranja N /ﬂ koriStenja

Vanjski
[ zapisi ‘

Y

Slika 55. Elementi vizualizacije

|l ako je procese tegko odvojiti od samih proiz
njjhove karak er i sti ke i pak i h je potrebno proul avat:i
proizvodi vizualizacije jer su oni temeljni nositelji procesa, a zatim i sami procesi koji sudjeluju u
melLui gr.i stvaranja i efi kaisnpagu lkeowad mjt e nmat gma
geometrije.

4.3.1. Proizvodi vizualizacije

Kako je vel opisano, proizvodi vizualizaci]je
su vanjskim zapisima, kao i r az | tikbm, & putena kojtht e  z
i umne slike postaju dijelom vidljive. Nedvoj |

zapisa i stimuliranih umnih slika te se niti umne slike mogu promatrati odvojeno od vanjskih zapisa,
niti se vanjski zapisi mogu iziohti od umnih slika. No, upravo radi te uzajamnosti potrebno je
sagledati posebno karakteristike i umnih slika i vanjskih zapisa jer karakteristike vanjskih zapisa
ut j el u n a&e umaih slika t obratmo ¢Papd choshanov, 2001, str. 120).

4.3.1.1.Umne dike
Prema Presmeg (1986)nnaslikg e Asvaka umna tvorevinandgkes hema

drugepr ost orne informacije (Presmeg, 1986, str.
stvara i bez prisustviamojpagmondog pbjakt @arj eu:
mogul e i mat:i i analognu sliku u umu.

Dana definicija je dovoljno giroka da moge u
oblike (eng.shape}y obrasce €ng. patterng f or me bezendfdrmg, lalei ragne u mu
Abr oj ev n eeng.fnombenefdrms pod kojim Paivio (1971) podrazumijeva prostorno
organi zirane jezilne, numer i | ke i mat emat i | k¢
definicija podrazumijeva da su te slike, prioslidavj u odr eleni h vi zualnih
Provodel i trogodi gnje empirijsko istragivanj e
njihovih 54 wulenika, Presmeg (1986) uol ava Kkc
( shike uumui) ; (2) obrasci/uzorci (sli ke koje prika:
shemat ske slike); (3) slike zapamienih formul
prethodno bila negdje zapiozxamane (f4)kilkikmens petk
dinami| ke slike (slike kretanj-44).il i transform
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(1) Konkretne slike (eng.concrete imagetyKada se razmatraju realist
njima razmigljaodagowaroay wimu kdamnkarret nu sl i ku k
pa i onda kada ta situacija nije dostupna oku te osobe. Tu sliku&yesmiva konkretna slika uma
(eng.picture in the ming

O
Slikab6.Re al i st ijelpmkazang fotoguafijam

Na primjer, moge se razmatrat. neka @a,kaogi na
treba odrediti kol i ku povrginu zauzima il ne
56b), kojoj treba odreditiMei | i nu prostora kojeg zauzi ma. Os
zaista moge zamislit.i konkretne slike povrgi |
stvarnu realnu situaciju ne moge Vvi dj ezapis N a
koj i e predstaviti opisanu situaciju, sa SVi
Dakl e, konkretne umne slike su slike koje nas
situacijama.

(2) Obrasci/uzorci (eng.pattern imagry). Pod obrascima ili uzorcima podrazumijevaju se one slike
koje prikazuju vizualngpr ost orne odnose odgovarajulih elem
u obrascimaodnosno uzorcimazuzeti su nepotrebni konkretni detalji.

Na primjer, pri obradieorema o sukladnosti trokuta mogu se Kkoristiti slike trokuta te na njima
istaknuti elementi trokuta koji se uzimaju u obzir,aswead o0 su nevagnOvakdet al

obli kovane slike mogu slugiti.i k a o kladhostetrekata. z a
SKS SSS KSK SSK*
Slika 57. Obrasci za teoreme o sukladnosti trokuta
1 na primjer, uzorak moge biktaiz usjlui knae kkio jraa
(Slika 58 . Na'temelju t og uzonkae meget&ei wamji g
odgovarajuleg niza. Tako se na pri mptafigura pr em

sastavljenaodin- 1d u g i n a2n-il malih tmklta.

VANRVAVANRVAVAVAN

Slika 58. Uzorak niza zadan s prve tri figure
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(3)S1 i ke z apami(engmemoryimagesoflfoam)lZa osobu koja s | a

obli ku slika ono gto je bilo zapisano na pl ol
pamli enj emat iUcimattteakve osobe s | akoiom pamte f
prisjetiti kroz slike u umu I reproducirat.i
razumi ju stvarno znalenje formul e a Osimfoormla,ak a
takve osobe u obliku slika mogu pamtit.i [ ra
probl ema il procese dokazivanja te ih se pri

Tako na primjer, pri dokazivanju neke tvrdnje kontkajom, osoba mogda uopi e n
dokazivanja kontradikcijom a | i moge zapambynakojojel ij edasn plol a
zapoleo s APr et kadasé dokazivalokorgradikaijamandato § j e | iskarigtite

k a o takmdvey dokaza kojeg trebaproveati da uop i etakotebazna zagt o

,B‘I'."?-S‘)(‘D-b'.mqp G.,"ﬂw.,}w: Prove a 1 b Mifw ﬂawablu;, ‘6‘_ adl b

79 tuwaci Jdeo A o g]c)a.... “ utlaj ozl cC, ,b anb:{C}’
' ¥a£6=J,¢ , JA_Z_O'.

Slika 59. Dio zapisa procesa dokazivanja kontradikcijom

Umne slike koje nastaju na ovaj nalin mogu b
znaj a, ali i prepreka ukoli kspsgregpamiepiodadr
e biti rijeli kasnije.

4)Ki nest et (eng.kirmesthdtic irkageryMnogi ul eni ci dok zamigl |
pokretima svojihrukuilidrugid i j el ovi ma ti jela oblikuju ono ¢
u svom umu sli ke koje odgovaraju situaciij.i k o
tekst ili sliku, prstom prelaze rpag udikjlglud nsel ie
koje potom evociraju i slike u umu.

(5) Di nami | k(eng.dydami& @oving) imageflyPr i mj enom kar akteri st
ralunalni h programa mogu se kreirati di nami |
svoomd nami kom potilu i slike kretanja u umu o0SO
moge zamislit.i u svome umu i primjenom stati
Na primjer, ako j e pot r eb nnatar pravoketoika {Slika @&.epfvd | i nu
sepovez vanjem dvaju istaknuti h pol ovnnmptdajednaka ge U
dijela (Slika 6® ) . Zati m, i sticanjem dugine odrelene t
uol i ti da j e obojani di o p ookutajteedh puepreostaliadijedw a s
pravokutnika njima sukl adni trokuti . Dal j e se
na mjesto neobojanog trokuta | i me 60e.Kpko suk r i v &
polazni i dobiveni obojani gklovi pravokutnika sastavljeni od jednakih dijelova, oni zauzimaju
jednake povrgine. Dakl e, na temelju izvrgeno

povrgina zauzima polovicu povrgine polaznog p

/ <V
/
(a) (b) (c)

Slika 60. Slike kretanja i transformiranja
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Prema Dorfleru (1991), u procesu vVvizualizaci|j
imaju svoje konkretne vanjske nositelje (npradij r ame) 1 melu koji ma post
No, za razli ku od Presmeg, Dorfler (1991) raz
vizualizacije, a koje nazivamnim shematskim slikantang. mental image shemagta kr al e um
sheme): (Lfigurativne slike( s| i ke koj a nast apperativne slikgslikegkager c e p t
nastaju pri operiranju na/sa nosiocima); (8lacijske slike(slike koje nastaju pri transformaciji
konkretnog nosioca); (4 i mb o | i(lsklei kse ikkogoleiprestothe agirsesnpr. formula).

Ov aj nalin interpretiranja vizualizacije tem
polovici 20. stoljeia potiskuje eru biheviori

lako Dorfler razmatra i podjel koj u daj e Presmeg, on melLu da
uspostavlja odnos jer na primjer uzorci koj e
generalizacij a, mogu biti sli ke koje i maju i
transformiranja) i elemente relacijske slike (uzorak sam po svojoj prirodi oslikava odnose), ali mogu
biti i dinami| ke slike (transformiranjem sl ik

U ovom radu podimnim skamapodrazumijevaju se slike koje ispje Presmeg, ali se one dalje ne
razmatraju zasebno, odvojeno od vanjskih zapi
koji se stvaraju ili koriste u procesu vizualizacije i njihovim karakteristikama, svjesni toga da svaki
zapis u tom procesuevwc i r a i odgovarajulu sliku u umu or
(Bishop 1980; Presmeg, 1986).

Vanj ski zapisi, pomolu kojih osoba svoje mig
' iteraturi o matemati!'konh ojbarr aozl o vkeon. ] W mpaisst aanvik
neke znalajnije i |l egl e korigtene vrste te nj

4.3.1.2 Vanijski zapisi

Oplenito, vanjski zapisi su Anegto ¢gto stoji
znak, ali i kombinacija znakv a, si mbol a, sl i ka, dijagrama, gr
umjetno stvoreni.

Kako | e vel sPpaogmemutl ot drsdatrur i6 se za vanj ske
Areprezentacijaf, a znal en gavisiokonteksju enutar koeggee |
kori sti (Presmeg, 2006 ; Nakahar a, 2007; Mai n
obuhvaia razlilite vrste vanjskih prikaza, a
melusobno i s piumeng bliketnastaju u radu s danjskim prikazima, a vanjski prikazi
omoguluju da umne slike postanu vidlijive. No,
sli ka, a umne slike je vrlo tegko i clkehmptikazai ci r

(Mainali, 2021, str. %6).

S obzirom da r &z lzialpiitsa wnin $tue maedemgsEithjer onutar diikeo j 1 v

mogu nal azit.i i simbol i [ rijeli, pod nalinom
dominanthaU nastavku | e se prvo razmotrit nekol ik
predstav!ljanja koji su opisani u i teraturi

klasifikacija koja se koristi u daljnjem radu.

Amer i | ki kognitmem, Ipasvéiil ogeBproulavanjem ka
ryegavanju problema (al:. i g i mastavlja EISkpankip(Slikav o0 | e
61). Naziv EIS dolazi kao kratica od prvih slova triju vrsta reprezentacija: (E)naepvesentation;

(Dconic (pictorial) representation te (S)ymbolic representation. Poepizentacijom (aktivha
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reprezentacija) Bruner podrazumijeva aktivno
postupak s fizil kimj wlblakoi ma ede h-pmmezentdcpon!|zearkd
(slikovna reprezentacija) podrazumijeva sve vrste slika koje vjerno oslikavaju zadanu situaciju ili
obj ekt. Tu posebno dol azi do izragaja prikaz
objektuu Konal no;repodzéntacijom (simbolil ka repre:
apstraktnih oblika i simbola koji nastaju dogovorno te oni zadanu situaciju ili objekt ne opisuju
izravno (Bruner, 1996).

S SIMBOLICKO

Zapisivanje

!

SLIKOVNO
prikazivanje

1

AKTIVNO
djelovanje

I

E

Slika 61. Brunerov repreentacijski sustav

Bruner je smatrao da se ulenje treba razvijat

do apstraktnog (odozdo prema gore; Afrom bott
proces kojeg je smatrao izuzetno konsni u pri marnom obrazovanju
mat emati | ki h koncepata, ali i kao dopuna ul en
kKoj i i maju tegkola pri ul enju matemati ke ( Nak
Amer i | ki mat emat i | amimbrejevima kraz aastavli matesnatiker pastavlija n a |
reprezentacijski sustav koji se sastojienggd pe

real world situation}, nastavna sredstvar(g. manipulative aidg govorni simboli éng. spoken
symbolg, pisani simboli €ng. written symbols i slike (eng. pictureg (Slika 63. Pod realnim

situacijama podrazumijeva primjere iz realno
i ri egavanje nekog dr ugog susvaododtuprma aastavivhasredsivali | a
pomol u koji se mogu stvarati odnosi [ provodi
sli kama podrazumi jeva sve vrste slikovnih pril
verbalni opis,alil ogi | no zakl julivanje, dok pisani s i mk
i formula ukljuluje i pi sani obl i k govornog |
Gl avna karakteristika ovog reprezenimaamiajldkndgr
predstavljanja ni u kom slulaju nije |linearan
je istodoban rad s razlilitim prikazi ma i nj
razmatra neka real i setidmias astiit uraicji glai, mao n ap rsiek e
odgovarajuli nalin, itd. Korigtenjem razlil:i
prevolLenjem iz jednog oblika prikaza u drugi
promatranoj situacj i |, gto povratno moge utjecat:i na po
ryegenja problema (Behr, Lesh, Post & Silver,
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Slike p . Govorni simboli
T
Pisani simboli Nastavna
: F sredstva
p \‘ ’!
1 ] ——
1 7
A I
A /
[ [
\ I}
‘\ !’
v
Realisti¢ne
sitnacije
¥

Slika 62. Leshov reprezentacijski sustav

Proulavajuli razlinjiateavnjskehi zmaalisme khakiogt e
Nakahara (2007) izdvaja upravo Brunerov i Les
njegove karakteristike, proi |l emu zadr gava nek

prikazivanja Vvigge uskl alLuj e S karakteristikeze
Aeprezentacija(eng.reprezentaton @ podr azumijeva razne vrste s

jezilne izraze, nastavna snrjeedgsat vsau iv afnijzsiklik ez aof
reprezentacije koje su povezane s matemati kon
tj. 1z svog sustava reprezent-gcija iskljuluje
Nakaharin reprezentacijski sustav sastojid pet razlilitih vrsta |
reprezentacijagng.realistic representation reprezentacija nastavnim sredstvimag.manipulative
representatioly ilustrativna reprezentacijargg. illustrative representation, | ez i | nija r ep!
(eng. linguistic representation i si mbol i | kmrg.symegica representatign&aoji a  (
uzajamni odnosi melLu r azl i | artste mprazentpaijec(8likancB a c i |

Nakahara, 2007, str. 5).

s2 SIMBOLICKE
reprezentacije
e
t
i s1 JEZICNE
1 . i e reprezentacije
ILLSTRATI\?\*E S === -
reprezentacije I
T \i\
i
I
i E2
: Reprezentacije
1 NASTAVNIM SREDSTAVIMA
i -~
1
I

El  REALISTICNE
reprezentacije

e

Slika 63. Nakaharin reprezentacijski sustav
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Gl edaj ul i iz perspektive reprezentacijskog su
smatra Nakahara, zapol| et]i primjenom realisti]
a za posrednikeme Lu ta dva prikaza koniesti tiezmamiep yplr:
64).

Proces

Hustrativne
reprezentacije

Pocetak / I \ Kraj
El E2

Realisticne Reprezentacije 52 Simbolicke
reprezentacije — nastavnim sredstvima — reprezentacije

N+ /

S1

Jeziéne
reprezentacije

Slika64Kor i gt enje Nakaharinog reprezenta

Nai me, mnogi mat emat i | ki poj movi [ nvanjuoid e p
riegavanju raznih realnih problema. Kada se n
sredstava, odgovarajulim ilustracijama | ] ez
odrelenog matemati| kog kdmgeapt &,a indajl e niel imame
[ met ode mogu se s | akoliom uvesti odgovar a
simbolil kim zapisom.

Posebno je vagno korigtenje gto vige razlili.it
reprezentacija. Naime, kroz razlilite reprezent
prenose (Aline vidljivimi) drugi ma, a me L u ¢
produbl juju razumijevanj e gnajtwe magdd &b rho Kto ncreipr
| upravu se tu, prema rijelima Nakahare, ral a

Osnovne karakteristike pojedinih reprezentaci

-

odgovar aj ul eajapjedvajujperadeih brogva ¢Thblica 1).

Prema danoj tablici (Tablica 1), moge se uol i
Brunerovu Er epr ezent aci ju dij el na realistilnu r
sredstvima (B),aSr eprezentaci ju na simbolil ku reprezei
pri | emu za razliku od Behr I dr . , Nakahara r
2007, str. 3).
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Tablica 1. Karakteristke pojedinih reprezentacija prema Nakahara (s#). 3

Reprezentacije (vanjski zapisi)

Vrsta Od | ega se sas Karakteristike zapisa
S2 Koriste se brojevi, slova, simbolii |- Regulirani su pralima
. razni posebni znakovi. Primjer: - Ekstremno su sa
Si mbol . .
3+2=5 - Nedvosmisleni
Koristi se govorni jezik (poput - Regulirani su pravilima
hrvatskog, engleskogisl.):slovai |- Ni su saget.
S1 ) . g . . L
Jezil brojke te interpunkcijski znakovi. - Kroz opis govornim jezi@m stvara
" | Primjer: se osjel aj bl i s
Zbrajanjem 3 i 2 dobiva se 5. razmatra.
Koriste se razne slike, grafovi, - Vizualnoiintuitivno bogati
| ilustracije (dijagrami). Primjer: - Prikazuju analogan odnos s onim

gt o se odnose

llustrativna @D @ - Prikazuju cjelovitost situacije,
odnos ili strukture
Koriste se razna nastavna sredstava
dinamil ko operir|- Dinamil ni
E2 Primjer: - Donekle konkretni

Manipulativna - Umijetno stvoreni (artefakti)

(e 0o ® (@ @)

Koriste se stvarna stanja, pojave i

El predmeti. Primjer: - Dinami|l ni
Real i s - Ekstremno konkretni

O O O O Q_ - Prirodni

Posebnu pozornost Nakahara pridaje ilustratiyv
i poul avanje matemati ke budul i one prikazuju
strukturu situacije koja se razima Vrste, karakteristike i primjena ilustrativnih reprezentacija uz

odgovarajule primjere iz aritmetike dane su u
je da se Nakahar a s alunigije ne navaaizdefinicijuitagippjaa gv @ imf s e
prilogenog moge zakljuliti da su to razlilite

lako Nakahara u svom radu ne govori direktno o procesu vizualizacije, on taj proces ipak indirektno
opisuje govorelienpaaveponenahiaoci kekogtsustav
vrsta ilustrativne reprezentacije treba koristiti tako da potpuno odgovara njezinoj ulozi. Time se
sugerira da je potrebno poznavat.i razémoglet e v
koristiti u procesu vizualizacije.
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Tablica 2. Vrste, karakteristike i primjena ilustrativnih reprezentacija prema Nakahari-gfr. 6

llustrativne reprezentacije

(npr. aritmetika).

Vrsta Opis i primjer Uloga
Situacijski |Dijlagr am neke r1 e o .
dijagram | situacije ili stanja koje je na Situacijski i scenski
neki nalin po\ duagraml_povezyju
matematikom. realistilne
odrelenim s
Dijagram koji prikazuje koji se pou
. odrelenu sesecen ., (
Scenski - % P
dijagram temel ji na od J
mat emati | ki m e e

Proceduralni

Dijagram koji prikazuje } eoe oo

dijagram 0d Ir eLen 4 proc - Proceduralni i strukturni
ralunanje, op T dijagrami i
elemente i njihove veze
; . - Pl a dnetedl @in
Sdtf“kt”m' Dijagram koji prikazuje rjegavanj u
agram 1 strukturu nekog problema. ;
e
Konceptualni o
dijagram | Dijagram koji prikazuje - al Sluge za ob
odgovarajuli n wan | slike koja odgovara
koncept. odrelenom Kk
. principu ili odnosu pri
Dijagram ) o _ — — obradi nekog
principa ili | Dijagram koji prikazuje 77/ s |Mmatematil ko
odnosa |odgovarajuli m -
princip ili promatrani odnos. me-ss
Graf Dijagram koji koristi bilo koju vrstu grafa.
Sluge za pr
[—[— odr e Ii_e nog o
Figura | Dijagram koji koristi bilo koju ~~ «| | (funkcije, lika, tijela i sl.)
vrstu figure (npr. geometrijski ] 1
||k) .I;u;_:‘*r 2]
Razvojem ral unatline ¢goedcinmd 00 j est9dl j el a dol azi
zapisa koji Ssu grafmaltkde kpmi robdeazpa asn¢ ui suema
upravo tim nalinima prikazivanj a. Za njih se
Agrafilka reprezentacijafi kako Dbi se nagl asi l
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nazv Adijagrami. No, i pod tim pojmovima se koc
1990, str. 553).

Razmatrajuli teorijski okvir za ulenje eng@ gr al
graphig podrazumijeva sve one zapisejikmformaciju prikazuju kroz prostornu povezanost
pojedinih elemenata, tj. sve prikaze koji opisuju cjelokupan proces ili strukturu. Za njega su to karte

( ¢ r tgeafgvi i dijagrami éng.charts graphsanddiagramg, ali ne i slikeeng.(picture9, niti tekst

(eng.tex) iako grafil ki prikazi mogu sadr gavat.

smatra da je komunikacija pomoiu grafilkih pr
podlijege gramati | kikm (Kkroanuinliikma, jdokimgesygpaimi
smislenu povezanost slilnih simbola. Upravo z

prikaza omogul ava velikafcligks ipmimon austj erzd kaa k o m

llustrativne reprezentacije koje opjsiNakahara (2007) donekle odgovaraju vanjskim zapisima koje

Winn (1990) naziva grafilkim prikazi ma, uz od
kao grafil ki prikaz funkcije, ali Winnijimad:i r
prikazat.i odnos dviju promjenjivih velilina)
strukturu), dok Nakahara graf promatra kao posebnu vrstu dijagrama. Nadalje, za razliku od Winna
koji ne razmatra sl i ke aunsutiare gurvarfgitlakviah up riil kuas
i scenske dijagrame jer je vidljiv odnos melu
real i stilne situa e8Wiml1l09WNsirk583).ar a, 2007, str . 6

Proul avajuli vi zuladgkziacal at kaa elpéesjtemo poul
geometrij e, Duval sve vanj ske Zapeng.evisuahazi v
represenatios t e pod tim pojmom podrazumijeva Asve
mat emati | kwanjoubrseaz odrelenom funkcij om: Zza mq
i stragivanje pri ryiegavanju probl ema, kao obi
koncepatan (Duval, 2014, str. 159) . S zwabizi r or
Adijagramimafin te istile da melu njima treba

mat emati | ki tielmatmné ki Po dl i A@apuval podraziimijévs dve vizaalned 5
reprezentacije koje su dir &dnteptam ilpaterisnora pakaos n €

takvi ovise 0o svojstvima matematil kog koncept
mat emati | ki dib)agme mndir gjSU i kiagrbdd bi t i povezan
algoritmom, oni nastaju spain i m or gani ziranjem prostornih reé
prikazuju te ne podlijegu nikakvim ogranil enj

2014, str. 162).

(x+2)-(x+3)=x"+5x+6 2-(x+2)-(x+3)=2x"+10x+12
X 2
2 (x+2) (x+43)
X s 2% \ /
(2x+4)

3 =N 6 \

2% +10x +12

(a) (b)
Slika65.Pri mj er mat-mmbemhkbbkogndi jagr ama
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|l z svega prethodno relenog vidljivo je da se

na dosta razlilitih nalina (zapisa il istakepr ez
teorijskog okvira, kl asi fikaciju vanjskih =zap
onoga | ime se bavi. lz istih razloga, u ovom
kategorije. Nai me, gl edraglud o ggtwb |jiek ad o nzirnaagnatv
mi gl jenja, mogu se promatrati tri razlilita z

da se ta klasifikacija koristi u daljnjem radu, slijedi njezin opis.

4.3.1.3.Tri sustava znakova vanjskih zapisa

Budd i da kao | judska bila ¢givimo u realnom svi
O njima oblikuje anal ogne misaone strukture
mat emati |l kog migljenja koji e samenatemnatike,yasno ggrda k o r
grafil ki oblik izragavanja ne moge uvijek bit
analognu sliku, niti se situacija uvijek moge
Grafilki obliKei savaogavanjastiimat znakove i nal

(realistilnih s
cjelovitost odr
kojima se osl ik

ituacija), crtega (koji vjerno
elLene strukture, s a sgasradstval e me
ava odr edhjadaje se kbrestjti aazivizdadni pokaza | ob
A

Rijel Avizual ni uzeta je vige kao asocijaci|
da se mogu Aviduesl ikobvnapi i jkbdbj Apni kazi uze:
nalin prikazuje kompletna struktur a: SVi K1 j L
mogulnosti prepoznat iDakle, pedaizualnimepkikazimaddvaurdijpveje i i i
se svi oni nalini predstavljanja koji na bilo
prostornu povezanost el emenata neke cjeline,
Nakahara ilustrativnereprezentacihe, | o da se kroz analogni pri kaz
il ona oblikovana nastavnim sredstvima kao
reprezentacije, ili su to jednostavno aktithear ne
sudjelujemo kako opisuje Bruner.
Nadal je, kao | judi melLusobno komuniciramo gov
svoja gramatil ka pravila i strukturu, pa je pt
Kako ijeablnk izragavanja nije saget vel je pi
pisanom obl i ku,vanaaaljose kojistitimdzive ki |.ar agpi s
Konal no, S obzirom na specifilnosti anajeznimat i k
sadr gaji opi suju sagetim simbolilkim jezikom,
izragavanja matemati | kggveanphjdaj pei @Rolbivlakis b
I

jer je pri i | no s aryeastven( komasti u pismamem dblikkk r at ak) te s

Prema opisanome, pri ulenju i poulavanju mate
tri obl i k aizuamf legraivanglai: r azl iopishd(es | wigeld al se p r
govoru i pismu)tes i mb o(lkiolrkiist el i si mb o IVOS skseavi(3likap6b)sRri) ; S
tome,j ezi | ni opi si [ simbol il ki zapi si i maju j e
vizualni prikazi:linearnosts t var anj a i i nterpratitimbahnijidki Naiam

slijeva na desno ili s desna na lijevo (npr. kod Arapa) ili od gore prema dolje (npr. kod Kineza), dok
vizualni prikazi tvore sustav sa sasvim drugim karakteristikama stvaranja i interpretiraga | e mu ¢
vVvige govvau i u nasta
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SIMBOLICKI
zapisi

Slika 66. Tri znakovna sustava vanjskih zapisg#OS sustavi

Ukratko, vizualni prikazz n a | i ul i ni ti AvidljivimA odrelenu
obli kovana artefaktima il:/ wmij e¢enad daveeerma,
nedvosmisleno Al itati fiPrutomeo nti ekisatlniu pkdjkemis a
@Realistilne situacije (direktno promatranj
(b) Nastavna sredstva (aktivan rad s manipulativima)

(c) Slikovniprikazina bil o kojem mediju (na papiru il:@

o slike (fotografije, video zapisi i sl.)

ocrtegi i dijagr ami (situacijski, scenski,

o grafovi (grafil ki pri kaz funkcij a)

o grafikoni a@Egmrafaitliliti pkiikh podat aka)

o karte (prikaz stvarnog stanja u odrelenor
Podj ezi | nipno drpazswm j eva se korigtenje govornog

ili pismu (koji je formalniji), u svrhu detaljnjeg pi sa odrelLenog matemat i |
situacije. Pri tome se podrazumijeva da je opis jasan, korektan i nedvosmislen u kontekstu u kojem
se koristi.

Pods i mbol i | kpodnazumgepajuss® svi zapisi koji koriste slova, brojke, simbole ierazn
viste znakova u cilju sagetog zapisa odrelen
utvrblenim znalenjima pojedinog znaka u zapisu
jednoznalan u kontekstu u kojem se koristi

Jasnojedasvakipi sani obli k izragavanja ima svoj vi a
promatrati izolirano jedno od drugoga jer se svaki od njiéings na preostala dva (Slika)6@ko se

ponekad ima smisla tim naliniema pglek@i tjie zliil me
simbolil|l kog zapisa, stvarno matematil ko migl ]
u stalnoj i sprepletenosti i melLusobnom progi m
jedna misao megeakkrhietth nalvhng i pri t ome f
drugi moge se govoriti o vjegtini (fluentnost
Nai me, iako izragavanje govornim jezikom stv:
2007, str. 4)jezik je po svojoj prirodi bogat sinonimimahomonimima,gt o pr i preds:
mat emati |l kog mi gl jenja, mo g e dovesti do raz
nerazumijevanj a, posebno ako se Kkori snbsiocei zol
poj mova obilno se biraju rijeld]@ koje vige odg
kada se koriste razlilit:i konteksti, a posebn
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Slilno, lesto se |luje Wiafisl akia Agovwirzuali gie p!

Ssimbol om il znakom te se ne moge suvislo of
nedorelen pored sve svoje | jepote ild@i potenci
Konal no, simbol il ki zapi s,mauniatzobl o gt othoeg ag tnoe djve
biti nerazumljiv i nelitak zbog svoje sagetos:
olakgati jezilni opi si i vizual ni prikazi: vi
jezikompribligi ti odgovarajuloj situaciij.i

Preostal. el ement i vizualizacij e, odnosno pr
karakteristike, razmatraju se kroz tri opi sat
naglaskom na vizualne prikagee r s u oni izuzetno vagni U pr oce

4.3.2. Procesi vizualizacije

Kako je vel )prama deénitippojma, tva su biti@ procesa vizualizacije: (1) proces
stvaranja proizvoda i ( 2 ) sipermogu segazrkatrati s gorirenmrja:a p
(1) mjesto; (2) nalin te (3) svrhu stvaranja

S obzirom namjestos t var anj a il i kori gtenja proizvoda, p
umne slike ilinanekomodvans ki h medi ja kroz vanjske zapi se
realistilne situacije ili Wkopigtesjpem| enajna pu
mat emati ke naj | egsitevasreanijsev id h ¢gksolr a ggnt eesni ies & i ir ok @
rasprostranjena ideja (nphrcavi, 2003; Duval, 2000, dok je istragivanje
manje zastupljeno jer nikada nismigweni kakvesu one zaistaKfutetski, 1976; Clement, 1982;
Presmeg, 2006 No, procese s vanjskim zapisima trébdai razlikovati od onih s umnim slikama jer

nije isto koristiti neku reprezentaciju na papiru ili u mislima (Duval, 1995, str. 142), i treba biti
svjestan da rad s vanjskim zapisima postaje u potpunosti funkcionalan tek u koordinaciji i skladu s
umnim skemama (Dorfler, 1991).

Nadalje, procesi vizualizacije mogu se razlikovati i s obziromalsitnv ar anj a te nal
proizvoda. Tako naprimjersit r agi vanj a pokazuju da postoje zr

crtega te pri njihovom interpretiranju jer se
163).Naimeyv anj ski zapi si mogu se stvarati rulno il
razni ralunal ni programi, kamere i sl .), a sv
crtanje nema nikakvih i nstprounmoelnut ag enoi nie torgirjasnki o ¢
ralunalu ima svoje zakonitost:i i ograni | enja
146) . TakolLer, ovisno o nalinu stvaranj a, Mo ¢
interpretiranju i b . Na pri mjer, nije isto koristiti St e
mi sl i ma kao i proul avat. odgovarajuldi di nami
ral unal u.

Procesi vizualizacije mogu se razmatratii s obziroravitaus t var anj a i | | kori gt e
proizvodi se mogu stvarat. radi prikazivanj a
| i me se umanjuje njihova apstraktnosti te ol a
mat emanahke. zZati m, procesi stvar anj ajiovdarng lae nt
ot krivanj anjpatm@r odol ermae giel i otkrivanja kljulno
mat emat i | k elakb warpidmey, ae koristessk isti procesi gkocrta geometrijska figura
(kvadrat, krug, trokut , e i nji hove kombinaci
problema ili se neki fizi]Kki obj ekt gel. pred
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neke velilimeogenmpr.edlsuifaavi $é& kvadratom i trok
odreditip | o gfta snaad e ) . Jer , geometrijska figura, k o]
unutarnja ogranilenja koja utjelu iranai heepgan
postoje kada geometrijska figura samo Pmecesidst a
korigtenja odrelLenog proizvoda mogu Se Pprovoo

razumi jevanje, issra)yjvahiei dokazhwvadylkl jeg
nepoznati h matematil ki h ideja.

TakolLer, procesi vizualizacije mogu slugit.i [
zakonitosti. Kao takvi bitel dmeenmmstmj egietnuacn g
predstaviti i njihovih melLusobnih veza, dok |
odvlalili pozornost 1ili komunikaciju nepotreb
S obzirom da se u ovom radu posebnomavi ul enj em i poul avanjem geo
vige Dbiti usmjerena na proulavanje procesa st

njihovu koordinaciju s iodgombeorlaijluiiinm.zjaepz islomi n

VIZUALIZACIJA
S Umne
/ slike
Vanjski zapisi
Simbolicki
zapis
¢
PROCESI i¢ni
OCES ‘ Jezitni PROCESI
stvaranja opis koriStenja
$
Vizualni
prikaz

Slika 67. Procesi vizualizacije, vanjski zapisi i umne slike

Matemati | ka aktivnost wuvijek ukljuluje paralel
reprezentacija, melLu koj i-maaad@oas 2004} str. 1684) iadranco Kk r
SuUu procesi prevolLenja jednog oblika proizvod.
stvaranje i razvao,j] mat emati |l kog migljenja ( Na
korigtenja prcaoijzvoudastvalznuogl i m@alLusobnoj I Nt er ¢
odvojeno kako bi se wuolile i Il zdvojile njihi
i stragivanja proulavanje procesa vVvizuablimacij
odrelenog proizvoda, ovisno o kontekstu unut a
Prema Duval u, kroz procese vizualizacije zapr
mat emati | ki vagno bez obzira o koj ementKkogi zv o
pojedinac moge br z onapzualizaciez Duwat nazivimdmicama faguretergo d i

figural unity te smatra da se maksimalna iskorigte
prepoznaju sve jediniceajfniegurae dlamjie ps w brhatme ma |
prikazu, unutar odrelenog konteksta (Duval, 2
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procese Vi zual i z a cgegmetrijgkim figuransgang.ge@ng@trical figuresSliked u s
68), pod kojima podr azumijeva posebne vrste vizual nih

ul ogu, odnosno koje su kljulne u procesu rjeg:
str.143).
D c Cc
Vo P
A 3 B E
a
() (b)

Slika 68. Geometrijskdigure

Tako su, ngrimjer,na Slici68dane dvije geometrijske figur
Prva figura se moge koristiti u izvolLenju for
za povrginu trokut a, tti aa pumjenugfamule zagpsegd | vLektuganqie k
i kvadrata pri mmldo gobbjamalikaf u opsega il i

e
(0]

Upravo ove vrste vizualnih prikaza u geometr.i
spoznajnom smislu vwiviod | sbogamed udyleit i nigjte @c

obrada figure) vel i ¢gto predstavljaju (matem
steli dublji uvid koji vodi prema rjegenju (C
ulng em i poul avanj em. lz tog razloga, u ovom

procesima vizualizacije i njihovim karakteristikama.

4.3.2.1.Procesi vizualizacije u radu s geometrijskim figurama

Kroz svoja istragivanj a osehndgeamgetije, Duvagh ppkazuje kakon j u

ul eni ci za i1 stu matematil ku situaciju koja |
ostvaruju razlilite rezultate, ali razlilite
naistojfiguriza razlilite elemente te figure. Takole
zakl jul ke u odnosu na one koje izvode u radu
velil.i nNeamapr i mj er , Duval r a s platakaddnih maSica 69rig@ ul t a
(Duval, 1995, str. 144).

Dakl e, proi odrelivanju da su obojane povrgine
su ulenici-la godiina ouslh) egni j i u radu s pravol
strapezom (11% ul Reautst au, dalekd slakijakadd prbbjem trebaju razmatrati
poopleno: uspjegnost u slugaju pravokutpi ka |
izvolLenju zakl jul ka da oboj amagpobps/d vrug inn ae gwnviet
ul eni ci su bil uspjegniji u slulaju kada | e

[
ul enSlika89¢ nego kada se njezin pologaj mi j enj ao
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U pravokutnikuABCD istaknuta Ak o s eSktr @li lea d u ¢
G s " je dijagonalaBD. dijagonaleBD, holi e 1 i
Usporedi pl ogt i bitijednak kao i u prethodnom
) pravokutnikeAESGi CFSH pitanju?
¢ E B
Uspj e@nost 60% 24%
v i U trapezuABCDt o | Skea Ako u proizvoljnom trapezu sa
. . — . == nepoznatim duljinama stranica
C sjecigteAdiiBDago

ist akneg osjenl a

Usporedi plogti gygovor bitijednak kao i u
; 3 trokuta DASDi DBCS. prethodnom pitanju?
Uspjegnost 11% 0%
b ¢ u paral el ogr amu )
ie poloviABt e st Ako se§ktrce!|letaardcag‘
) Usporedi pl ogti AD, hol e | odg
osjenlani h di | e kaoiuprethodnom pitanju?
neosjen| anim di
A B
Uspjegnost 56% 34%
Slika69.Variranje figure i uspjegnost r
Slilno, u primjepropal e s on eabna giranicdtiolgiia Shken70a
ulenici su bili wuspjegniji kada su koristil:@
su koristildi paral el ne stranice tr ok anijenla( 49 %
polazna slikakako je prikazano na SliciB0: pr i kori gtenju dugina duc¢
60. 5% ulenika, a pri korigtenju paralelnih du

Odredite duljinux. 70.5% 60.5%
Odredite duljinuy. 49% 35%
(a) (b)

Slika70.Pr i mj ena Tal esovog poul ka 0o proporc

Uzrok razlilite uspjegnost. Duval (1995) wvidi
pri radu s vizualnim prikazima, posebno priradge omet r i j skim f i gur ama,
ulogu.

Nai me, na vizualne prikaze svatko gleda na svc
na svoj nalin. No, dva su bitno razli]iidteae nal
(1) | i sto perceptivno prepoznavanje el emenat
matemati | ki vagni kao i njihova interpretaci]j
je jako vagan verbal nikoopisg:i wvmakwamevini| ajew
formal ni mat emat i | ki jezi k. No, pr vi proces |
zajedni | koj koordinaciji ova dva procesa dov
deskriptivan opismda se mogu kori stiti razni tehnil ki
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njihovu definiciiju, al i kada se izvode f or ma
definicije svih korigtenih pojmomea zlka@ri mpijinl
2014, str. 166).

4322Li st o perceptivno prepoznavanje el emenat .

Pri radu s vizualnim prikazi ma, svat ko od nas
Ono gto se vidi Ana prvuf odualeong pri bagan( Al
al i i svim korigtenim slikovnim znakovima od
Podorganizacijskim pravilima figuréeng.figural organisation lowspodrazumijeva se je li kontura

figure otvorenailiat vor ena, | esu | i njezine | inije pune
bojama ili jednobojne, jesu li pojedini dijelovi figure u blizini jedan drugoga ili su udaljeni, itd. Pod
slikovnim znakoviméeng.pictorial cue$ podrazumijevasenjio obl i k (t ol ka, dug
Ptd. ), velilina, nagib (horizontal no, koso,
odvojenost (jedno izvan drugog ili unutar drugog), postoji li linearnost ili ne, jesu li konveksni ili ne,
njihova dmenzija (ODi t o| ke, dufybD ne, p ol upirgeeametrijski likpvi, BDIc i , 2
geometrijska tijela), itd.

Ono gto se opaga Ana prvuid moge se imenovati (
pologaj, €). Takolaerp,r vauMie rietzaul s eatudleawmae sAhrj esr
i ntegracija uo|lenog pa je zato najleglie Aprv
razlilito. Sv e poepri cseapntoi vDnuov a@hg\wealemiualjsepretiensighy r e

odnose opadganje elemenata figure Ana prvui (Duv

MeLut i m, da bi geometrijska figura os'tvarila
figure nijg-: dovoljno. Potrebno je st eobstvarigeubl j i
odgovarajule zakljulivanje te interpretacija

Nai me, Ana prvufi se najlegie wuolavaju samo

geometrijska figurfa gmoadgee skaod reg beveavigsre doradegdade u o |
figure. Jer, geometrijska fifgiugwur abndgmow gtma jv
njezinom oblikovanju.

Na primjer, gemetrijska figura na Slici 71(apblikovana je od kvadrata i dviju dijagonala, koje su
kvadr at podijelile na |etiri manja trokut a. Po
jedinice figure koje se obilno vi d-eigurdumablikppr v uf
pravokutnog trokuta, koji su sastavliesd dva manjarokuta (Slika 7b), ali i nekonvekse pod

figure (Slika 7).
(€)

Slika 71. Geometrijska figura i neke pdtyure

(@) (b)

14 Prema Marriam Webstey re | n i lapprehepsiosei z me L u podsaruenijevelgiinl i moli opaganj a
s hv al an |, HtpsWvenrvengrdgarrwebster.com/dictionary/apprehension
80



https://www.merriam-webster.com/dictionary/apprehension

Pri riegavanju probleméaigageotgee meiiatinjpmap od
do eanjedq. MeLuti m, postoje odgovarajuli fakto
odgovarafjuffuhapod najlegie su to: dominantnos
prepoznaj oekohveknosppodiiguré te ne komplementarnasifelova podfigure (Duval,

1998, str. 42).

Na primjer,Du v a | r a z marobtem (Dw/dl, j1998, stf. 150) Us poredite pov
obojanih dijelova pravokutnika sa slike (Slik2a).

X

S

(@) (b) (c)
Slika 72. Pravolutnik i neke poeigure
Zadani problem je moguie brzo rij ediguteidvauk ol i
pravokutna trokuta (Slika B2 i dvanekonveksa dijela (Slika 72). S obzirom da se pdyure
mogu dovesti do preklapanja, oduzimanjem ggdnod dr uge, preostal.i di
pl ogMelhwmt i m, prepoZmnguamdj g eovitlegpod zbog domi
i zbognekonveks o st i f i g ur aekontekaefigwa sgstavljgne ad nejednakih dijelova.

Osim to@ , potrebno je znada bi oslgonvjae @¢ nj gnpisoo¢ls
dijagonala dijeli pravokutnik na dva sukladna traatokuti u nekonveksnom dijelu su suklaqra
to dalje zahtjeva matemat 48.ku obradu figure (

Prepoznavanje upravo onih elemenata figure, odnosnd pody u r a , koje se ne \
njihova interpretacija u skladu s mat emat i | k
vizualizacije pri ulenju i peoluproaegi aahtjjevaju svgesne ma t
mat emati |l ku obradu, koja se moge i treba ul it
4323Mat emati | ko prepoznavanje i obrada el emer
Pod matemati |l kim mpoeapazmavarjvam s e uo|l avanj e €
mat emat iviagni te njihova interpretacija u sklI
svrhu odrelivanja rjegenja probl ema, unutar z
prepoznavanje figure, potrebno je poznavati i spretno koristiti defikioger i gt eni h poj mo
svojstva jer bez njih nije mogulie izvest:i for
nakon |istog perceptivnog shvalanja figure tr
prepoznala i ostvarilagei na heuri sti | ka ul oga, bilo u svr
tvrdnje.

Duval (1995) razli kuj e tri Vvrste mat emat i | k

sekvencijalnodiskurzivnote operativnho prepoznavanje i obrada figu'?er. e ma obedle] za u
di skurzivno bi se | edgdukinmadbradafigere.i da j e anal it
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Sekvencijalno prepoznavanje i obrada figureMe Lu j ako vagne procese u
figurama spadaju crtanje i konstruiranje te prepoznavanje i opisivanjeippka crtanja i

konstruiranja zadani h figura. U tim procesi ma
figura sastavljena te shvalanje slijeda stvar

Crtanjegeometri j ske f i gailirbezgeomdirigskodpriboia, ai up amoi s r a:
ralunal nih softvera. Za nacrtane geometrijske
korigtenja: o b ic r nemgydsaavingkilo skicageng. sketchp aliii dijagram (eng.

diagram). Glavna karakteristikarte gjae u pri kazi vanju kljulnih el

nugno u stvarnoj [ proporci onarlunlonjo vcerltial nijne
ni kakvih instrumentalnih ogranilenja (ibamaal,
figure unutar crtega ne moraju nugno odgovar af
ni ti biti proporcionalne s nji ma, opi sivanje

njegovog stvaranja.

Pri konstruiranjuodgovarajll e g vi zual nog prikaza situacija s

ogranilenja alata koji ma nsae epnractvi o dkia ksovnosjtsrtuvkac i
U suprotnom, gel jena se figur a n airheekonstwiranje r e a |
geometrijske figure moge se provodit:. geomet
(vidjeti str. 291 | i nekim ralunal ni m s of(Popu CabrmCirldarglai pr
Geogebre, Sketchpada, itdGlavna karaktéstika konstrukcije(eng.construction j e u pogt i
zadanih wvelilina (bilo da se prikazuju u st~
mat emati |l ki h svojstava, posebno pri uspostavl
konstrur anj u neke =zadane situaci|j e, za razliku ¢
pogtivanje tehnil kih ogranilenja i mat emat i | k

Opi sano promotrimo na sl jedel BABCsastranicjpeeduline Zad
a=4cmi b=7cmikutomprivchuBvel i | i ne 120A. Zadanom trokut

Pri stvaranju vizualnog prikaza dane situacdje t anj e m mouwlenose nacrtat.i
DABC s tupim kutom privihBt e krugnica koja prolazi njegov
nacrtati krugni DABCpavithpokmannadkokgni ci (S i

® i
(a) (b)
Slika 73. Crtanjei konstruiranje geometrijske figure

Pri opisivanj adrtenpadesaseSlriek e BABCetupim&katamt an t
privchuBt e krugnica kroz njegove vrhove DABC,sda |
tupim kutom pri vrhuB, tako da njegovi vr hovi pripadaju

opisivanja danog crtega ne mora nugno odgovar
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Osim toga, crtanje r ulemdnosinpojedieih elemenatafigure nexmagu ue c i
pot punost i us kilsvostvima. Taks narBecit78(apiajt ¢ | kst aknut o s e
a ne moge se ni razaznat. gdje se nal azi u od
trokuta, nasuprot tupog kuta).

Ako bi se opisana situacijgonstruirala (Slika 73), ondaseprvmacr t aj u dvije du
dul jina i kut zadane velpiogtmeul ZabmismosBakhkoas
potomtom trokutu opisank r u g mizc p,r et hodno odrelivanje njez
simetrala stranica tog trokuta polumjera P r | i zvolLenju slogene konce
osnovne konstrukcij¢str. 23 j er se na temel ju njih i zvode sl
MeLut i m, pri opisivanju slogenih konstrukciija
unutar sl i jUdjekge korigng mafjoenenptiada tijekom konstruiranja nema mjerenja jer

se podavnalompodrazumijevaalat a p o v | a | dand kejent ngevistakniita rojerna skala.

Tako bi pri opisivanjukonstrukcijesa Slike 78) naveli da se prvo konstruira trokidABC
kori gtenjem 2z ad aknriuhg neilceameknoajtaa , p rzaalta zm kroz sv
trokuta DABC spada podelementarnikonstrukciju pa nju nije potrebno opisivati, ali je potrebno

znati njezi tijek izvolenja. Za konstrukciju
njezi pol umj er :t oslrkead i Sjjteec ikgrtuag nsicme tjreal a str an
stranica trokuta (barem dvije), a pol umjer | e
t ome, simetrala dugi n ekcijsipaa se ne optbuje cusuteol vongue nle o

konstrukcije. K u g rkiomas t rui rana sa tako dobivenim sred
preostala dva vrha trokuta prema svojstvu si
trokutu.

Ako bi se opisivala konstrukcii®ABCu nekom i zdvojenom dijelu, on
konstrukcije trokutaSSK al i se ne opisuju el ementarne kon
kuta ili konstrukcija kuta d 1 Ra@rmijer, konstrukciju trokut®ABC, sa zadanim elementima,

mogl i bi opisati na sl jedeppir emalsienBCe(ljHégm a ap r
(2)izvrthaB se konstruira (il:9 prenese) kkatswve&di ¢t @
radjusa m (radijus odgovara duljini stranice‘\_C) ; (4) u prleidjugod karake&k r u g r

konstruiranog kuta dobivget r e | AtrokutaDABC; ( 5)A Bi€kske vr hovDABG r ag e

Upravo pri opisivanju koraka konstruiranja d
povezivanja razlilitih zapisa: od vizualnog p
(u veloj ili manjoj mjeri).

Iz svega opisanog vidljivo je dase p c e s | stvaranja I opi sivanj a
prepoznavanju odgovarajulih jedinica figure k
odgovarajuli funkcional ni slijed i zvolLenj a.
geonetrijske figure, kao i opisivanje slijeda njezinog stvaranja, Duval nagekvencijalnim
shval anj e(eg. $egugntial eapprehensipn, odnosno shvalanjem
geometrijske figure (Duval, 1995, str. 146).

Osim crtanja na bijelom papiruir a z n o | podl ozi ekrana, crtanje
viste mrege il. koordinatnog sustava, kKoj i [

procesi vizualizacije. Za crtanje geometrijskih likova i figura mogu se Kkoristiti razneadtaad
tol kaste mreige ke@or(dgirmatorkiutsqrustav u ravnini,
njihovim predznanjima i svrsi korigtenj a.
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Tako na primjer, ukoliko se oblikuje konveksna figura od tangram slag8like 72 ) , ona s e

prikazatu kvadratnoj tol kastoj mregi tako da vrhov
u tolke mrege. Pri crtanju u mr(8iki7d)iliumakjvatii s e
(Sika7£) , a samo crtanje seogmdgdd npr qarlgici ituidéptn reeagtuna

primjer, pol etnici obi |l no z aAkolnnauzaticacrthja tikove o d v
unuter konturei | i zapolnu s bilo kojim I|Iikom proizvol
Nijedannidr u g i nalin se ne preporuluju jer ako se
crteg tangram |ika obilno ne bude uspjegno za
i ka 111 od kvadrata pa do njae pgogedanh okdkavapnt& u
Baranovil, 2019b. str. 24).

(b) ()
Slika 74. Slaganje i crtanje tangram likova

(

Opis® u ovom sl ul ajiuz gwoaycen jpu o fakle figwe, kacsikza dértanje i
oblikovane figureukvadrt noj t ol kast mjpinr enpig.e RPrakodapdzmga sod a
karakteristike pojedinih likova slagalidgd va par a sukl adni h jedaiakokr
jedan nji ma s/l i | iaehte kvadmtki paralelogsamjezion jg episati eblikioManu
figurutako danetko drugimo gnea i ssi ogatinfiguru samo na t e me
slaganjaOvi sno o0 uzr as tokabulapopisal agolLava se i v

Na primjer, oblikovanjgravdkutnog tangram trapeza (Slikaajds lijeva nadesno, mogli loipisati

na sl jeddl)i Praloi me polegne najveli t mspravimt, s
kutom s desne stran@) Do njegas® ol 0 @ i naj manji trokut, zrcaln
(3) Dodaje se paralelogram tako da semadjegl j a
trokutg akral a stranicaugakal elt @g @aDbdejese sredojikirokutap.

velilini tako da se kateta pologi dug ptodunonge
druge stranice paralel ograma. (5) Dug sl obodr
kvadrata se dodaj e naj ma nranice kvadratk a trugesm katetamnuo m
produgetku gornje stranice kvadrat a. (7) Kone
kvadrata I manj eg trokut a, a drugom katetom d
Pri opisivanju crtanja oblikovae f i gur e u kvadratnoj tol kastoj
melLu | i kovima: katete malog trokuta, stranica
katete najveleg trokut a, kateta sr edogjamaga t r ok
hipotenuza srednjeg trokuta s katetomjnv e | e g t r o k uBtaar,a niotvdi.l ,( K2aOvia9 ai .
temelju ovih opisa vagno je uoliti da kateta
kako bi svi vrhovi svih likovaslagaliggcal i u t ol ke mrege. Crtanje mo
[ od kvadrata tako da se najprije njegovi v
l' i kovi , pazel. na odnose melLu nji ma. Omalnca nj e m
uel avati [ umaao)j i vat i (Sl'i ke 74b i 74
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Za razliku od kvadratnih tolkastih mrega, k o

zahtjeva poznavanje pravila <c¢crtanja tol aka
koor di naptrae ntao |paokzai ci ji tol ke u koordinatnom s
se koristiti u razne svrhe: ryegavanje al geba
riegavanje geometrijskih probl emg apr ivnajgeanmo nj e:
crtanja u koordinathom sustavu, kao i rekonstrukcija slijeda nacrtanog.
Na primjer, promotri mo probl em u kojem su Z
koordinathom sustavu, bezil sa i st aknut o)nbilomjihev@ndonrdir@a&ma(B}d)a 75
(L4),(-12), te treba odrediti poziciju letvrte to
odreluju vrhove paralelograma.
i+ e
® 2
+ °
+ + | +
0 1

Slika 75. T o | pamlelograma u koordinatnom sustavu

Problem se moge rjegavati na Vv iparalelogranhaidijelatay Ko r
paralelogram na dva sukladna trokukao i da su dva nasuprotna vrha paralelograma centralno
simetril na spodmaiirgdm m | eKgpdkwe tdiij azgaodnaanl ekojit ol k e
| i jednu polovicu paralelograma pr eost aj e nal i l et vriti vrh pa
No, svaka stranica trokuta moge pontaelnicidgal no
razmatrati tri slulaja.

Ako se uzme da je stranicAC dijagonala(Slika 76a) onda | @icleenttvrratlinov rshi m
vihuBs obzirom na polovigte pr oméabcenralne jedmetialgaoom a |

vthuCs obzirom na p @B @hka fh)tee d|i ¢ tdDgeoénmatinealhno | e s
vthuAs obzirom na pBG(8likai7éc)lee tdvirjtagovmrahl epar al el ogr

kond r ukti vno, al i i na druge nalin, npr . prepo
na temelju toga rekonstruirati mogul u pozici|j
|l etvrtog vrha, u sva tri slulaja.

ParalelogranABCD ParalelogranAD, BC ParalelogranABD,C
(a) (b) (c)

Slika76.Rj egenj a probl ema s paralelogr:
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Pri radu s geometrijskim tijelima prikladneislz o me t r i (éng.isometric grigiel i | SO mr e
koje se sastoje od tri skupa paralelnih prave
skup pravaca pod kutom od 12 Orddimerziondlmom grostorus k u g
predstavljaju okomite pravce (D€l er k , 2007) . Kori gtenj emkh SO n
geometrijskih tijela u ravnini te stvaranje etf@krodimenzionalnosti (Slika J.7Zbog jednostavnosti

u prikazivanju 3D objekat a, i zometri jebnbse cr t :
koristi pri kreiranju testova za provjeru vizualpoostornih sposobnosti. Najpoznatiji takav test je

The Purdue Visualization of Rotatioest s kr al eno PSVT test (Yue, 2

<1200 . .
20"-<1207_~ : {/l\v :

Slika77.1 SO mr e § e oicrtanjez omet r i | n
Crtanjem geometrijskih tijela wu i z o-pnastornel | s K
sposobnosti kroz razlilite poglede na tijela,
(Yue, 2006) . Za rad u glitShemriezgoomevtagnoni jhe proad
razlilitih perspektiva te vjegtinu rekonstruk
Diskurzivno (an a | i itdedukkivino) prepoznavanjeiobradafigureZa ono gt o se vi
kod nekog vizualog pri kaza, bez svjesne anali ze, mo ¢
pokazuje(eng. show$ . U tom sl ul aju, znal enje wuol eni h |
izvodi se na temelju |iste percepd&iojnd.e kMd Luu toib
stvara s odrelLenom svrhom, kako bi predstavl ]
odnosno, vizualni prikaz je Anegto ¢gto stoji

odredil o gt o odpredita/lfa{engvepreserh | nznplt ekpe uo-l eni h
jedinica vizualnog prikaza potrebno je tumal:.
tvrdnjama (aksiomima i teoremima).

Promotri mo s kDuwldl®d8;str. g1 Slikal 78@afiadan je paralelogral’ABCDte su
t olEkepol ovi ¢tCDi 2B redom.iDokazati da jAP|=|PQ $QG.

D E c
>
A F B ;
(a) (b) (c)
Slika 78. Paralelogram i neke pefecjure
Upol aznoj figur.i mdigure, alsnee kueo |siut ik Irjauzlnnee pkoodi € Vv O
78bi78& ) . No, s a mof iugod raav amij jee pd)cdvo,ljno za odr el
potrebno primijenit.i od Prgesavreagjay | a4 rmmdtad-BEDY ii It kK a

a kako on ima dvije nasuprotne stranice paralelne i jednakih dukBH,ED i |FB| :|ED| , radi se
86



o paralelogramu. Dalje skod istaknutih podigura (Slika78b i 789 m o ¢pemijeniti obrat teorema
o srednjici trokuta(jer supr av c i Koj i sadrge odgovarajule s

paralelni)te izvesti jednakost duljind u ¢ i|APle}PQ i |PQ=|QJ, a zatim primjenom aksioma

orealnimboj evi ma (ako su dva objekta jednaka trel
zakl juliti da su svHBofrjodugirekajednakih dulj

Promigljanje o vizualnom pri kazu-jednze pnmjdné n d
odgovar@a¢gméwi mka svojstva (definicije, aksi omi
i uvjetima, Duval nazivadiskurzivnim odnosnoa n a | idteidlukkd i vni m s fengai anj
discursive apprehensipiiDuval, 1995, str. 146).

Ukratko, da bise odredipt o vi zual ni pri kaz predstavlja, a
perceptivno wuo|l avanje jedinica figure stavit
povezat.i [ tumal i ti s odgovarajul i mcjanavtdgimat i |

svakog uolenog el ement a.

Duval (1998) razlikuje dvije vrste diskurzivnih procesa: pri@dnteorijske Pod prirodnim
di skurzivnim procesom podrazumijeva opisivanj
svr hu objagnjavamjna a i Iri e gearijgkinanviskutzivninp g@rdcesom

podrazumijeva |isti deduktivni slijed zaklIl jul
str. 46). Naime, teorijski diskurzivni proces se bitno razlikuje od argumentacije govorrionjger

je u deduktivnom procesu nugno potrebno uol iti
a zatim gradit.@ l ogi | ki slijed i skaza od pr
di skurzivnom procesu govorapmsyuypepei @om gtopser
Duval u, upravo t aj prijelaz s prirodnog na t

savladaju (Duval, 1998, str. 47).

Gto odreleni vizualni prikaz pr edsetggval jia onmlogdoev
kontekst, a da pri tome njegov izgled ostane nepromijenjen. Na primjer, sva tri troksiiai "®

jednakog su oblika, al i oznake dul jnipredatavigat r ani
Tako, na Slici 7€) vizualniprika mo ge predstavl jati bil o koju
gil jast ok-ujten Atrokat i zgl eda@b) dp&dnoeznahnoSlI
jednakostrani | ni t r dranicejedpakilt dulgna, a salSlciiyjedrsozei |sntoa k n |

predstavlja jednakokralni trokut jer su sl ovi
a
a
a
(a) (b) (©)
Slika79Razl i |l ita znalenja vizualnog prika

Drugim rijelima, ako je vizudlrigjmariikaodhdmilb
tvrdnj i, razli|lite osobe na njemu mogu vVvidjet
kada se vizual ni prikaz upotpuni jezilnim obi
odrelujeugtt mit pjri kiaz predstavlja u odrelenom

Operativno prepoznavanje i obrada figure U pr et hodno opi sanom proce
promjene nad geometrijskom f i gur o-figure nakdje ss u s ¢
moglo primijeniti nekomat emati | ko svojstvo (definicija,
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ryegenj a. No, nije uvijek -mbgufe,utbjei ssveat
kako bi se odredilo gto odrelena fenjgprablamajir ed s
pronagao kIl julni korak za tvrdnju koja se do
dodatno preoblikovat:i (bilo u mislima, bilo s
Promjene nad geometrijskom figurom, u svrhu dobivanja nove figure kojavodjde g e nj a, mo
vrgiti na razlilite naline: (1) cijepanjem fi
translacijom i dr.) poput dijelova slagalicenétoda rekonfiguriranjgp (2) dodavanjem novih

elemenata rietoda nadopung (3) mijenjanjemoblika ( sugavanjem,) , i aveed il
(proporcionalno umanjiyvamologajel @uvibmjpnatija diojma
(zrcalleng . U kompl eksnijim situacijama obilno je
Naprimer , neke od ti h metoda mogu :pevokutndm t®kutu pr i

vrijedi a®>+b® =%, gdje suai b duljine kateta, & duljina hipotenuze pravokutnog trokuta.

a

a a
b C
b|\° b
|
@
a b )
Polazna figura Nadopuna figure Rekonfiguriranje
(a) (b) (©)

Slika 80. Promjene nad figurom

U svrhu utvrlLlivanja istinitostut(Slka8®enadopmena k os
do kvadrata stranice duljine+ b, s unutarnjim kvadratom stranice duljin¢Slika 8), a zatim su
unutragnj i di(tjarslatioanifako deasa formisugatdve@ manja kvadrata stranice duljine
aib(Slka 8@ ) . Tragena jednakomstpadwvzivgeednadsae ynuarp ayri enl
dvaju kvadrata stranice duljire+ b(Duval, 1998, str. 43).

Uol avanj e i provolLenje opisanih promjena nad
heuristil ke ul aperaivi mD usvhav a | raa(gnig.\operdtive cappreleension
(Duval, 1995, str. 147).

Operativno shvalanje geometrijske figure je n

mat emati |l ko prepoznavanje i obrada mndriskome up
figurom osigurava dublji wuvid, a time i odgov
No, s obzirom da se vizual ni prikaz moge tran

odgovarajulu promjeandag, ba tse jdegdoprdavad vjeg
1995, str. 154).

Ukrat ko, kako bi se odredilo gto odrelen viz
poruku prikazuje, potrebna | e inmt araakeanajta |rkaaz
(sekvenci | adeduktainval d tii |kper ati vno shvalanje f

ryegava te ovisno o kontekstu unutar kojeg se
za tumal enj e matammmat iviikzeu ag cmrogk epr i kaza e | i:
njegovih jedinicapodj edi ni ca Ang prvuf (Slika 81
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Cisto perceptivno prepoznavanje ,,na prvu“

v
_ Cl"tan].e - VIZUALNI <« Analiti¢ko-deduktivno zakljucivanje
I&onstl'u.nan]'e - prikaz < Izvodenje promjena nad figurom
Opisivanje — (diskurzivno i operativno)
(sekvencijalno)

Matemati¢ko prepoznavanje i heuristi¢ka obrada

Slika 81. Prepoznavanje poruke koju predstavlja vizualni prikaz

Mogul i potencijalni k art fi | iukptr akveod i wim@miak ao mm@de
mat emati |l kog tumal enja uol|l enog. Ul eni ci zapr a
prepoznavanja na prepoznavanje onoga gto | e
mat emat i | ke penirviauale prikaa predstavi.r e L

Kako bi savliadal.i prijelaz s perceptivnog na
trebaju poznavati [ razvijat. razli|lite proce
koordinaciji (Duval, 195, str. 1541 55) . Pri tome su posebno vag
rekonstruiranja figure (operativno shvalanje)
|l ako opisani procesi u radu s geomevwiitjoskiomi §§
vizualizacije pri ul enju i poul avanju geometr
kKoj i SuUu spremni za upotrebu. Jer, ulitelj e
praksu na ulinkmaliitn,i aprosmn&ktnovapol azi gte |
ovladavanje vjegtinama vizualizacije te pozn:;

(Gagatsis et al, 2015).

4.4.Vizualno i prostorne sposobnosti

| stragivanje matematjilviomg eobrmrarvoy anjpa oist osni |

razlilita smjera sa potpuno razli]litim met ooc
uzajamnom vezom (Pittalis i Christou, 2010).

sposobnas i i mat emati ka povezani jer su kroz svoj
viga razina prostornih sposobnosti predvi La u
matematiket a k pitedvi La odabir i u ;@ @li euspjeb u psofesiomalnBnT E M
radu ( Wai i sur ., 20009; Mi x i Cheng, 2012; To
matemati | kih postignuia sve vige potvrLuju i

Bishop, 1980; Clementsur, 1997 Saads i Davis, 1997; Cohen, 2003; Bruce i Hawes, 2015; Gagatsis
i sur. 2022).

U novije vrijemenaglasalsev i §teavl ja na i stragivanja o nalint
te koje tolno vrste prostomnimat emas obkrAmt iv] e
korigtenje rezultata istragivanja kognitivnih
stoljela girokog spektra i stragivanj a prost
sveobuhvatne teodbjeazveli haprotsta rasl ojava
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Kognitivni znanstveni k Gardner, prvi j e post 8
[ judski um prililno modul arno dizajniran te d
informacija. Pema Gardnerovoj teoriji, svaka inteligencija ima svoje-pade i svaka od njih vlastite
procese, negto poput razlilitih mentalnih Aor
svaki | ovj ek i ma svoj v | a «dtviat il opvrj eefkial si ,mteedlniac
razlilita zanimanja obilno zahtijevaju vige Vv
obrazovnom bi sustavu trebalo koristiti razl:i
kakobiseosiguralo k r ugenj e u kojem I e svaki pojedini u]
kapacitete te biti pripremljen za svijet ra@zardner i Hatch]1989).

MelLu istaknutim vrstama intel i genc spatalabiltgar dne
pod |im podrazumi jeva Asposobnost opaganja Vi
mjeri), njihovo transformiranje i mi jenjanj e
izvornih podragajafi (lGraldmjervaniof@ntistAspd#ab
vizualnopr ost ornog svijeta te izvolLenje transfornm
koristi i naziv vizualneprostorna sposobnost.

|l ako je Grdnerova teorijaaktgyelshnaukzadnijnitte!| gc
koristi CatteltHorn-Carrollova (CHC) teorija kognitivnih sposobnosti, koja trenutno predstavlja

najopsegniji strukturni mo d e | i nt el i(8yednosnoj e .
devet(9) vrsta inteigencija, CHC teorija predstavlja model gde s na ersa z I(ill6i)t i h Kk o
sposobnosti, koje su raslojene na prekamdeset8Q)r az | i | i ti h komponent.
CHC teorija je u dinamilnost.i m o wkterrlraana terogjjui s e
provedenih empirijskih istragivanja te preds

faktorske analize u psii8haume0ld.jsir8k oj tradiciji

Prema CHC modelu inteligencije, prostorna sposobnost s&linaed imenonvizualna obraddeng.

visual processing s oznakom Gv) , pod | im se podr azumi
analize, sinteze, pohranjivanj a, ponovnog doh
vizualnim obrascima i podgaa j i Flanégan(i Shauna2014., str.7 ) , odnosno sk
Asposobnost korigtenja simuliranih umnih sl
(2012,str. 129). Unutar CHC modelprostorna sposobnost, odnosno vizualna obrada raslojava se na
jedanaesfll)r az |l i | i t i h v r sRaaagansSkauf@0l4.pstw. 8)ddlhw sdEvi i vr s
kognitivnih procesa, prostorna sposobnost se

S obzirom da je geometrija po svojoj prirodi vizualne naravi jer se njezini koncepti eideu v e [ i
slul ajeva predstavljaju kroz razlilite vizual
oblici ma, geometrija je neosporno povezana s
plodno tlo za i st I1Gad@ivv @ eij®tmnadody avpaornvjemoatnwistiti jaa o
efikasno ulenje geometrije treba podrgku pros
se efikasno mogu razvijati kroz odgovaraeu ul e
2010; Bruce i Hawes, 2015).

Daljnje razmatranje razlilitih definicija kac
fokusu ovog rada, jer bi se time pozornost mc
sam r ad, rpeo spedosntoo jgit ousugl agenost niti oko rasl
pogled iz perspektive pradisj¢lavitost sagledavapaiaizacieo s t i
u svrhu ulenja i poul avanj a gleoowmeertjra jtei.j d@kad mMme
zasnivale su se velikim dijelom na vizualaon a |l i t i | k 0] met odi usmj eren
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kol egija bavi geometrijom prostora odnosno pl
korisno Azavi orihtspoBobriostiu svij et prost

441. Procesi obuhvaleni prostornim sposobnost.
| mati osjelaj za prostor, grubo govorelii, znal
koj i se U njemu nal aze. U kont ekst uzaprastomunat i K

orijentaciju i prostornu vizualizaciju (McGee, 1979).

Pod prostornom orijentacijom(eng. spatial perceptioh podrazumijeva se razvijanje intuitivhog
osjelaja za objekte u prostoru, nji hovetu kar a
geometrije, to podrazumijeva rad s geometrijskim figurama, njihovim svojstvima i vezama. Pod
prostornom vizualizacijorfeng.spatial visualisatioh podrazumijeva se manipuliranje objektima u
prostoru prije svega kroz umne aktivnosti: pomicanje, okretanj pr eokr et anj e,
smanjivanje, reorgani ziranje, kao i uol avanj e
geometrije, to su razne vrste preslikavanja i njihova svojstva: translacija, rotacija, zrcaljenje,
homotetija jie dgvojtset aawd akwajna ostaju saluvana |

Dakl e, i dalje je vidljiva dualnost geometri)|j
aktivnostima koji maprsestponnilke smaeayobhbnvs &ia,al a 0
stimulaciju tih aktivnosti. Nai me, obl i ke, u .
olima, ali sve se procesuira u mislima, pri I
(Del Gr ande, 1990) . Uperuaayamnosk o r t genjaa | aga azh

vizualnoprostornih sposobnostikontekstu geometrije i stiecamgalgor ar aj ul eg znanj a
i sur, 1997).

Dakle, pod prostornim sposobnostima podrazumijevaju se procesi koji se provode s vizualnim

informada j ama u prostornom kontekstu, pri | emu se
na temel ju vizualnih podragaja, a manje na Vi
Melu tim procesima najl egl e generatiol st iolpiagshij ed
perception, identificiranje (eng.identificatior), z a d r § a v aret¢ngor), (manipglacija (eng.

manipulatior), transformacija (engransformatior), pohranjivanje (engtore , ponovno doh
(eng.retrieval). Nekiodth procesa stimulirani su statil]ni
stvaraju pri izvolLenju razlilitih manipulaci|
pri radu s fizil|lkim objektima ili oboje.

Veli di o tih procehsoad nvae ip ojgel aovplijsaa n Merlouzt i pnr, e tk .
prostornih sposobnosti, nevolja je u tome gto
za razli]lite skupove procesa.

4.4.1.10tkrivanje figura

Usporedbe radi, j e dn a s &ahkretnim ggaométrijskinj feggrama est u
prepoznavanife gkulrjau lunish opgoedn o j figur.i te dal jnj
U kontekstu vizualizacij e, Duval tu sk, uvnost
kontekstu geometrije Godfey zmatra pod pojmorgeometrijsko okoNo, u teoriji prostornih

sposobnosti, ta se sposobnost promatra s Vi ge
tragi zadan il i ne te kojom brzinom asekoristo| av a
postoj ana. Koristelid u p rim dag i gosebna imgné te ih rmematrap z | i

kao posebne prostorne sposobnosti.

91



Na primjerunut ar vizualne obrade CHC teorije, ova
(Schneder a i McGrewa; 2012), a-gkod ndr ypgirlc egu ti oornai
1990, str. 15), Adisembeddingf (Kimura, 1999
SIl'il no tome, sposobnost vizualzowogai d&wofi fijein
sakriven unutar slogenog vizualnog kontekst a,
se izdvaja pod imenom Aclosure speedin ( Lochm

Sposobnost izdvajtamjiaz odlredemda hg ed menerniaj ske fi
i smisleni, jedan je od f akt ometie.WNaprimjerzna@litiaj no
82@)fi guru koja se nal azi s lijeva tr eigma kojeonal
se nalaze s desna (Del Gde, 1990, str. 16). Na Slici 89 treba prepoznati sve trokutd.] e ni c i

koj i brzo i vjiegto mogu izdvojiti odrelene Kk
okrugenj a fnfaizeilvda jiun dseepie na@reintsud eas mjee Gmi j i u ul
strane,onik 0 j i ni su vjegt.i u izdvajanju smislenih

utjele okrugenje, odnosno slogenost figure, n
dosa tegkola pri wul enj u ri$, 1998 str.u®.iNp 8livi 8rtreba odredito me t r
koje su sve mogulnosti oblikovanja 3D objekat
obl i ku pravokutni ka ( vamblileovanih tijela. Kakd bkse ppisdlassvostpai s a 1
tijela nastalih savijanjem zadani h | ikova, tor
figure) te elemente oblikovanih tijela (obl ik
odrdenim el ementima |ika (ASaads & Davis, 1997

1| '”

A G H C D

(a) Otkrivanje zadane figuru | (b) Prebrojavanje trokuta (c) Savijanje lista u mislima
Slika 82. Otkrivanje figura
Postoje mnogi geometrijski koncepti i njihove veze koji se ne magpognati ili razumjeti, ako ova
sposobnost nije razvijena: vrste kutova, sukl

4.4.1.2Umna rotacija

Sposobnost umnog rotiranja kognitivni znanstvenici izdvajaju kao centralnu mjeru prostornih
sposobnosti,odnosn pr ost ornog migljenja i zakl julivanj
uvijek ne zauzima posebno mjesto (Bruce i Hawes, 2015).

BruceiHawes,n@etme |l j u i ntervenuhegicsmaagdvdnpgda 8 gor
mjeseca, pokazaiiu da |j e umna rotacija sposobnost k o]
ciljlano odabrane aktivnosti.

Prije svega, prog¢dimag w| &kt ic vwekanstrignbtiagzne krstd 2® ¢ 3Dt i i

figura, korigtengemavaznahi di daketnl ki rarenaln
vrste aktivnosti. U tim aktivnostima vagna |
obogalivanja matemati|l kog vokabul ara i razvij
jestrategko sl aganj e, al i i razvijanje razlil
prikazivanje oblikovanih figura na papiru il:/|

nekog prikaza obl i kuj e blakgaaaalaganje.uPbsabnd, iirgdus 3D o d
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figjurama kori sna vjegiba 1 &zIlgil leidtainh epaengrpelati va t e

na tijelo, ali i obratno, izgradnja 3D figure
Zarazvoj prostomg zami gl janja posebno su vagni zadac
razli ke melLu danim figurama. T a-prestorme sposabraostii ma

Tako na primjer u WSAT testu (en@Vheatley spatial ability tesiWheatley, 197) ispituje se
sposobnost prepoznavanja figura koje se mogu dobiti od zadane figure samo o&rédtam, i

preokretom (Slika 83 . Dakl e, melLu pet figura s desne st
nastaju odgovarajul oem srtotaancei,j oam ifsi kglujruel ist il iojn
zrcaljenjem.

TERY-E-E

Slika 83. Primjer iz WSAT testa

Osim dvodi menzionalnih figura mogu se koristi

PSVTtestove (str. 86 Naime,j edan od sl ogenijih oblika umne
neku 3D figuru misaono zarotirat. na odrelLeni
neko drugo tijelo te izvesti zakl jul ak.

Na primjer, u PSVT testu zadaci (Slika)83u postavljeni tako da najprije treba prepoznati na koji
nalin je zarotirana 3D figura, =zatim anal ogan
ponulenim tijelima prepoznat. ono koje je na
nepres ana i zmjena vizualnih podragaja koji do!l a:
rotiranje, pa ponovno |itanje prikaza s papirtr
Na t aj nalin se koriste ruaodmivamijecesidemnodt ar
transformac, ponovno prisjelanje itd.

2 @ 15 ROTATED TO @
BE % 1s ROTATED TO

SO @ DS

Slika 84. Zadatak za vizualizaciju rotacije

Ovakvi h i slilnih pgeometnai jimappost ol an pooe¢h
vista geometrijskih tijela iz mrege i obratno.
Na primjer, ako se gdi tijelo od 12 jednakih kocki moge se i spi t vadmtsd k ol
moge obl i ko, kakaiigledajshjinokea md = § e, kojih su velilin
mogu melLusobno usporelivat:. po volumenu i opl
za promatrani slulaj, a zatim i oplenito. Kon
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O, =50 O, =40 O, =38 0O, =32
Slika 85. Slaganje 3D figura

Kroz ove vrste aktivnosti &vaaz vkiojjaa soesitmhjiaji esiael u
se mijenjaju. Raspravom o dobivenim figur ame
podudarne, na temelju | ega se otkriva da podu
temel jiti na konkretni mabrzajtew ma ghuen2 nk o mriaqt e
zapisima velilina te poopiavanjem opisane si't

4.4.2. Individualne razlike i mjerenje prostornih sposobnosti

Prema Lohmanu, individualne razlike u prostor
transfomaci | a, posebno rotaciije, zatim u vjegtin
vizualnepr ost or ni h i nformacij a koj e osoba mo g e

sofisticiranosti i fleksibilnosti dostupnih steay i j a z ao d rj eelgeaataikehilplzewn, 1993,
str. 9).

U pravilu, zadaci koji se koriste za vjegbu i
za mjerenj e o wstoenih sposobnosti. aaka spoasanogii mogu razvijati i mjeriti
kr oz r azl iZadatkee(engperfarbndnceltedte p o p Im@ploasrw &n jnee  inh i ob

nove 2D figure ekim zadanim figurama, izgradnjo®@ D f i gur e Kkori gtenjem
savijanjen papira(Golan, 2011) dr.

Nadal j e, kroz razl il i tjeatvii zwjad (ntei me i Kraezpo 2w
prebrojavanja nekih zadani h figura, zatim otk
sukladnih ili slilnih figura, i1itd. S druge st
obliku (eng. paper and pencil test za mj erenje razni h sposobno
usporelivanja itd. Za faktorsko istragivanje

pi sanom obl i ku, me Lu koj i mpripremili Eliot i SnSitR (Lghmam,s t o r
1993).

Prostorne sposobnosti se mogu razvijati i mjeriti kroz verbalne testovevérbgl tes), u kojima
i spitanici slugaju probl em, zatim na temel ju
odgovaraju na pénje.

Konal no, prostorne sposobnost. se mogu razvij
o kr u g e ndgynami¢ ecompgtei based test . Nai me, uo|l avanje di nami
zahtjeva drugaliju Ssposobmnaccsitj eodstamnéniriot abi
dinami | kom okrugenju dodatno treba predvilati
Osim navedenog, pri mjerenju prostornih sposo
koji se osim po obliku mogu razlikovat i prema nalinu davanja odgo
pi sanog oblika, zadaci mogu biti takvi da se
prikazati cijeld@ proces rjegavanj a. I jedni i
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Sve usvemu, vizualngpr ost orne sposobnost.i su brojne i m (
a posebno je korisno kada se razvijaju vuzaja
prostorne sposobnosti mogu razvijati kroz ciljano odabrane geomeizgdi¢ke i obratno, oni koji
postignu Vi guprroasztionruni Yi zsupaolsnoob no st i bi ti i e
geometrijskih znanja.

45Pot enci j al [ ogranilenja rada s vizuali zac
Unat ol domi nantnom analitilkommaptilke upwahvV a
tehnologkom napretku, sve vel i m, ploitrezatatimana z &
i st r ag obvazomanjk o j i ukazuju na pozitivan utjecaj
matematike, primjena vizualizacije u matematicmiat emat i | kom obrazovan,
povel ava -akgodimajko,kakd®k @ r i g1 emje@ata vi zualizaciije
u ulenju i poul avanju kada se ispravno koris

posebno kada se kaiiseprimjereno.

4.5.1. Potencijal vizualizacije

Potencijal vizualizacije u radu s matematikomvegik i raznovrstan (Giaqui n-
razmatrat.i S obzirom na odrelLeno matematil ko
mat emat ielske kpjocbi se trebali njegovati ul| enj
Vizual ni pri kazi mogu privuli pozornost ul eni
motivirati na aktivan rad i sudjelovanje u raspravi. Kroz neke vizualne prikaze, npr.afg@gr
videozapise i sl ., moge se omoguliti uvid u
osigurati smislenost onoga gto se uli, a time
odgovarajulih vizual nnohgeprsiek awsai giuzr arte a ldnoobgr ag i
neki h matematil ki h ideja: od samostalnog wuol
izvolenja oplih zakljulaka, odnosMatetjeealno
Svetlik, 2013. TakolLlLer , odgovarajul.i vizual ni pri kaz
povezivanje razlilitih matematil|l ki h sadrgaj a,
(npr. Jozil, 2012a i 2012b), a ci |kpvisipadpisadeabr ar
[ izgovorene rijel.i (Hi I [ Roberts, 2002).
Korigtenjem vigestruki h reprezentacija u ulen
bolje razumijevanje matemati| ki h koncespani a, a
razvoj mat emati |l kog migljenja (npr. PazbE), i Tc
a samo jedan geometrij ski zadatak s vigim ko
osigurat. razvoj razlidnjta hprsabblagmai ja | z@ra
mat emati | kih koncepata i funkcionalnih veza (
Ant u nRitonj2021).

Kona, nwi zual ni pri kazi zbog svoje konkvaget nost
pa potil wjragzvma zakljulivanja te naprednih
1976;Yakimanskaya 1991; Presmeg 2D01

Ukratko, vizualizacija moge biti vrlo moian A
posebnoakosei | j ano i svrhovito koristi jer doprin
mat emati |l kog znanj a t e razvoju mat emat i | ki h
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vizualizacije, puno toga se u prkomunikagje, memde e nj
ryiegavanja pr @&h20tbma, itd. (Whitel

Mnogi suvremeni mat emat i | ki kuri kul umi diljem
ukl juluju vizualizaciju kao standard ko@)i troe
istile da bi S Vi ul eni ci trebaldi mol i : (1) k
zapisivanja i Kkomuniciranjm@r imaitjeemaittiil kiial me 1
reprezentaciije radi rj e g@ezentagijla u svrhw modeliraga, i (3
interpretiranja fizikalnih drugtveni h i mat er
nalin to r ad¢gnpr.Qslukm2@®i drugi

Melutimr iAjsédikavi g@kwd stei swir thitowii g eF ii 8 i j nk ovu |
vrijediti maloilini gt a. Zapravo, Vvizualizacija se ne Dbi
je jednostavno Astvar s mnogo | icaf: u nekim
dok e u drugitma kot ewori usmjeriti migljenje u
452. Ograni |l enja vizualizacije

Postoje mnogi faktori kojimongougizivdi tiedphkelpa efpce

obradi: neke tegkol"e momgiuk aas ttae injuivibdemineme wli
dokdr uge mogu proi zili upr eemenata, posebnoikaddgu potyebm a nj
Svaki bi nastavni k matemati ke, nakon nekol ik
napravitiIis}uproblemaiil grupe problema u kojima njegovi
tegkol a, posebno kada je u pitanju primjena

zaogtse te tegkole javlijfajpage arj bbhadavuajapnd ez @ |
(Eisenberg i Dreyfusl991, str. 27).

Analizirajuli mogule razloge zagto studenti,
fakulteta, odbijaju koristiti metodu vizualizacije pa i kadacse a pr i r o cEisemberg & me | e
Dreyfusu o la v t r i mogul a uzroka: uvjepeo¢esa Poul @

tegkole povezane sa €isenbemi Dveyfusi®%l)son.@% obr adom (

4521Tegkoi e koje proizlaze iz uvjerenja
Tegkole u radu s vi zu a lenjaposjédicaosmuvierenjae vradmowanja | a :
pojedinca o tome gto je matemati ka i gvorma znal
mat emat i k Wrcaviom vt ¢ emikjod e jog naziva i Akulturo
Naime,& | onost studenata daradignsegoezuanoatl eétda knaijl adg
zanevi zualnim argument i ma, | ak i kada su usmj
i st r a gisenmbergijDeeyfus 1 99 1) , ni jeposlisdicaustawoyarkaie swrazlili u radu

sa svojim nastavnici ma. Jer , uvrijegena je ptr
vizualnih okvira bez obzira na prisutnost vizualnog argumenta u osnovi neke ideje.

Melu matematil arimaal imaaoinjilhh jkeodmogtaawmno kagu
1998, str. 454, prema Arcavi, 1999, str. 74) ,
putu do Apraveid matemati ke iako svi oni u svo
otkrivanju puta do rjegenja. Posebno su nepo
dovol jni da bi bil i dokaz, i ako ne Bidenbéryiaj u
Dreyfus 1991, str. 30). U n u t viadavatsteogi formnglizamkstvareiejan j a ,

uvjerenje da je i sama matematika po svojoj prirodi ne vizualna te iako postoje mnogi zagovornici
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vizualizacije u radu s matemati kom, mnogi | e

nerado koristiiumateat i | kom obrazovanju.

Ako nastavnici mat emati ke smatraju da su Vi zu
mogu poslugiti samo kao usputna pomol , al i n
vi zual ne aspekte unpashavi,knotinksbavpeul| matn
u kojem nemaju moguli nost i skusi ti potencij al
vizualne metode nisu dovoljno vrijedne te das
Poslnjedtidme, ulenici izbjegavaju koristiti vi:
a posebno kod onih nastavnika koji ih ne vrednijgsénberg i Dreyfusl991, Presmeg, 2006).

No, Jjog jueviojtevkoroesntoa pi t anj gizualak® Imat ea@it Vvadmjeé
u svom radu, zagto vizualne metode arpastgvnognos e
rada? Bsebno ¢gto rezultati raznih iweéiragekanjyvai
ukazujuda pretjerani naglasak a apstraktnim i analitil|l kim mi
mat emati ke moge i mati gtetan wul i nak ikigenberghode

i Dreyfus 1991, str. 32)

Ukratko, stav o tom da je matematika po svojoj prirodi ne vizuarndatse ona kao takva treba
komunicirati unutar ne vizualnih okvira duboko je ukorijenjeno uvjerenje koje je razvila sama

mat emati |l ka zajednica, unat ol postojanju zagoc¢
aspekti u nastaviimajuslab statas, pos | j edi | no tome ulenici |1 maj
posebno kada | e pomol nwai z weaelri,z aw évigdallzgaijel gi nvoa n |
mat emat nj kzi nagptencij al ne moge ni dol i do i
na gtetu same matemati ke (Presmeg, 1997, str.
Dakl e, matematilari su sami kelemente gtboo gu |l eengiac ii
i nji hov uspj eh Eigenberg eDneyfusl o9 astr. 8Gystvarivamge boljih ishaal

ul elneg@i , nej wlaimoanu wkvi zual i zacije u nuasetna vkua 1
njezinom ulinkovitom korigtenju (Gal & Linche

2017; Sinclair, Moss, Hawes & Stephenson, 2018).

4522Tegkol emskmjjsy ebog prirode procesa poul av

Ne samo da matemati | ari vizualizaciju ne kor
izmelu vizualne obrade koju koriste u svom pr
(kada je koriste), a uzrdle razlike nalazi se u teorijidhktike matematike (Eisenberdreyfus,

1991, str. 32).

S jedne strane, akademsko znanje je prililno
veza I vanj skih poveznica. S wWanmjgaf,stpadeaz
preobrazbu akademskog znanja od znanstvenog karaktera na znanje koje je linearno strukturirano i
najlegile odvojeno od konteksta kako bi se mo
pripreme znanja U svehkzwmi peulmatanijkao,ncmpd geapd
uni gtene i1l i spugtene pa to nije vige ono i
znanje koje se gel.i prezentirat.i treba Dbiti g
znanja kojese prezentira ne smije biti visok. Kako bi se svi postavljeni uvjeti zadovoljili, novo znanje

se obilno postige kroz izgradnju algoritama
sekvencijalno uvolLenje.

Ukratko, gkolsko znanjempeswmaofgnpobekaknci kaaj
anal itilka obrada koja korist.i jezilno preds
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odgovarajulih izraza, a ne vizualna obrada

kompleksnast r ukt ura razni h el emenata I njihovih m
znanje, koje je kompleksno znanje s mnogtvom \
poul avanglai,naaloibriadre pkoodrig atvua .| iBnaesherinfoesjter js@ kv e
nastavnoj Ssituaciji [ ul eni ci radije odabrat
mat emati | ki uspj eh, u gto kralem v IEicemiEmgs k om
Dreyfusn a z i v asjouc ijoolgo g kai(1891,6tra32). o z i m

MeLut i m, s druge strane, ul eni ci u razredu ot
koji ma i ma I onih s bogatom vizualnom kul turo
a ulenik dolazi tiuzr ev,i zounaline thiotgiat za Kiudu't za \
odgovara, odnosniozuzad itzaakovi g aull een pbl e ti v zZAadteif ijca ¢ f
od mogulieg (Arcavi, 1999).

Rjegenje prilagodbe kompleksvwegcakattemgkpoutfta
proi tome ostane saluvano gto vige veza SVO]
kombiniranju analitil kih [ vizual nih met oda.
konceptual ne veze, a isjneagoas tnvaatreunaet is|lek es avmoz ukaal d
zakljulivanjem i simbolilkim zapisima (Presme
4523Tegkoil e koje nastaju pri vizualnoj obradi
U radu s vizualnim prikazi ma, pored opisanih
postojerazn@ gr ani | enja koja je potrebno osvijestit
tegkol a i tako bila prepreka ulinkovitosti. T

nazivas poz naj ni nfArdaw, 4991 btra ) a one mogusteti i u procesu stvaranja i u
procesu korigtenja vizualnih prikaza.

Tegkol e u radu sa sAlgewi muasltmiukpuor @ama. pred
konceptual nu struktur u, nj egova obrada pol i
interpretiranjebogate konceptualne slike zahtjeva stalno napnpehd preusmjeravanje pozornosti,

a za to ne postoje Asigurnefi proceduralne rut
zapisima pa takve sieudskj e s kaifu bdiijpjedloeimaiikdenpr

mo gda i ,uailskorste (Aicdviel999, str. 74).

Nadal j e, unut ar vizualnih prikaza odrelene s
pretpostavke te proces ryegavanijmilighpotpudoo k a z i
o n e mo gvidjeti gtri 39 (. Posebno, ako se koriste konkre
stvaraju vizual ni pri kazi realistilnih situac
mi sao usmjeritiruu Nagmpegmmrsmjako se ¢geli odr
je valjkastog oblika, onda pri c¢crtanju nije p
cisternu. Svi ostali nepotrebni detajid v al e pozor no s(Presmegldi6zsirdfhaj u \
Tegkole u radu s razli Ratdism patkakimami ptiekatt
na visokim kognitivnim zahtjevima |jer, ako se
situacije, vizualnog prikaza si mbol i | kog zapisa te iste sitau
naprijedi nazad prijelamme Lu nj i ma, gt o jJ e pr i lkojlzahgevaldosiav u d a
viemena, a moge biti i kontekstual no ovisan (
Osimuspogtvl janja veza melu razlilitim prikazi ma
prikaza koji u odrelenoj situaciji vi ge odgo
nekog mat emat i | k ajgdndroprikezénfotmad j i mogej bBi t i eksp
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dok je u driungpolm csiatdroj.anZaati m, ako je potrebno
ono gto se na Vi zualtnoo nmopgrei kbaiztui vdiudgio tAdagaapnr vpur
znanjaakojat e b a =z n at EiseAberg ikDoepfusliodl fstr. 33).

Razlilite osoBedmadenaha) nhitegkoia u radu s
obrazovanju jest i to gto nastavnici i méenici
prema Duvalu mnogi nastavnici istobeo gtopielsin d@tda
mi sle da bi wulenici trebali vidjeti (Duval,k 2

i pogregnih shvalanja.

Prototipne slike.U| eedto kori gtenje istih vizualnih priksa
standardnom padlaogaaj ful, e kosn ebmad gnuo s t mprépbznagamjp a g !
predstavljenog koncepta kr oz v videt strl 3)iTakp na k a z

primjer, ako se za kvadrat ul estalo koristi
pologaju, onda je vrlo vjerojatno da ul enici
postavljena vertikalno.

Konalswa,ko nekwaktnokaaklilijulivanje bez argumen
pogregni h zakl jul aka.

Ako nastavnici nisu svjesni ogranilenja i teg|
ul eni ke ne mogu poul i ti k ak ogu eo ptteignkaoll neo niasdk d
spektar potencijala vizualizacije pri ul enj u

4.6Vizualna pismenost

Prirodno je da se osoba u svom svakodnevnom
bi ol tgkakteristika pa bi prirodno bilo da se

geometrijskih koncepata I i dej a, Zzbog njihovi
ul enj e i poul avanje apstraktpnaitha ii kiodmepjlae k sma d
ol akgat.i i pospjegiti intui tivni uvid uzaj ami
vizualizacije s apstraktnim jezilnim opisima
(npr. Krutetskii, 196, Usiskin 1987; Kundema, 20)6

Osim toga, eksperimentalna istragivanja potuvr
progeta el ementima vizualizacije nego kada se
i u maloj mjeri (npr. Presmeg9&6, 2006; Pape i Tchoshanov, 2001). No, primjena vizualizacije u

ul enju i poul avanju matemati ke moge, al i [ ne
0 poznavanju opisanih karakteristika proizvoda i procesa vizualizacije, njihovih piliednost
ogranil| enj a, o cilju s kojim se koristi, o ko
korigtenja elementa vizualizacije, itd.

Prema Duval u, net ko | mathematicalynaadficiehglt,i aska ev jaerg t(a
matemat | ke procese s odrelenom svr hom. Nagan j e,
proficency ako vjegto kori sti vizualne prikaze ka
odnosno ako vjegto stvara iekhomi g§gbntekemente
svr hom, na i spravan nalin. S obzirom da spret
i razvij a, ulinkovito korigtenje elemenata vi
mat emati ke. Koosnta | in oy, ] eog tsipmaeman kori gtenja el em
vizual ne pismenost.i neke osobe moge se govor.i
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U Iiteratur. postoje razlilite dememikaieksta v i z
primjene, ali one se uvijek odnose na nalin Kk
prikaz nosi odrelLenu poruku, a na svakom poje
razumi je i t umagliugtie sNealnjngmrdaal jna i l akol a

vizual nog prikaza u nekom kontekstu predstavl
prikazima, odnosno, mjeru njezine vizualne pismenosti. Prema svemu navedé@noaina
pismenostu kont ek st u matemati ke predstavlja skup ki
razumij e, koristi, stvara i vrednuje elueument e
(Stokes, 2002; Kundema, 2016

Stoga je na svakom nastavniku matematike izazovodgov or nost da ciljani
metoda i aktivnosti razvija vizualp@mr o st or ne sposobnosti svojih ul
stjecanjem geometrijskog znanj a, kako bi oni
tomebiiul i nkoviti, nastavnici sami u odrelenoj m
Zadnjih desetljela nastavnici su zaista Abom
poul avanja. Ali, ni gta se nel e pr aadepvehavitoti i do
ulinkovito koriste razliliti stilovi ul enj a,
kada se koristi interdisciplinarni pristup t
strategije poul avsatnijiai, ionelsat estes kmogiu opbor az ov ni

Arcavi, 1995, str. 472).
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5. Met odol ogija istragivanj a

| stragivanj e, koje se opisuje u ovom radu, p
2015°sastudeni ma i ntegriranog diplomskog studija pr
Kratica projekta KRIUGS dolazi od nazivao gni t i vni razvao,j i I shodi
primarnog obrazovanja gt o u krat ki m crtama noogvd md fpae: | i m
i stragivanjem znanja studenata wuliteljskog st
nal i nu povezivanja tih -gppostepathah te] edtjienca |
geometrije. Samo i ntdrawerrit ndo oi sitsrtargaigviavnajng ,a , k g
vizualnepr ost orni h vjegtina i geometrijskog migl)]
opaganja i fHearisjvir hwampoHditelzeanj a boljih ishoda
51.Predmet istragivanja

Studeni, koji se pripremaju za rad u primarnom obrazovanju, unutar planiranog programa
(kurikuluma) na integriranom diplomskom studiju, trebaju savladati i znanja iz euklidske geometrije:
geometrije ravnine i geometrije prostora (dalje se u tekstu koristi gmamgeometrijg. Primarno
obrazovanje (ilirazrednanastdva podr azumi j eva obrazovanje ul er

gkol e, a ulitelji Koj i rade na to]j razini naz
nastave jer jedan ulitel] predaj e vikd imiu wplrietd
razredne nastave uspjegno poulaval.l geometri|j

razinu geometrijskog miggdresntar,nealvj eigtraevipj
geometrijskim konceptiuwmai suMeul uali imt elsjtsukdieng ti u

nastavkom ul enja matemati ke, a posebno geomet
Gtovige, brojna obrazovna istragivanja dil e
mat emati |l kog obrazovanja najvi §de (npe BI89 2042; i ma |

GTnhan, 2014; W™i MM8k@@0il)7, ip oGeevban o 2p0r2il uspost :
geometrijskim konceptima (npr. de Villiers, 1994; Erez i Yerushalmy, 2006; Fujita & Jones, 2007,
Kozakli Ulger i Tapan Broutin; 2017). Tajpronte posebno do i zragaja dol

sa sekundarne na tercijarnu r b)zodnoamo pfi priglazu saGi | k
gkol ske na visokogkol sku nastavu matemati ke.
sveulirlaizgmaoj prililno se razlikuju: od empiri
proceduralne fluentnosti i zadataka ni gih ko
formalisti]|] kog i apstraktnog pirjiesvtaunpjaa, rtaec i zoan
kognitivnih razina, koji dominirajma sveul i |l i gnoj razini (npr . L
2016; Thoma i Nardi, 20188ar anovi | |, Bar as i Bl agevski, 2
sveulilignoj raminiegkofwdénmniemdnposebnjegeni

tijekom osnovnogkol skog i srednjogkol skog obr
i Blagevski, 2020, str. 15).

S aspekta Van Hieleove t etrgsayladali plashieani program iz u d e n
geometrije na sveulilignoj razini, koji zaht ]
razini geometrijskog migljenja. No, nastavna
njetako(nprusi skin; 1982; Crowley 1987; De Villier:

BGifra pr oj dNST-2015; OpB projdktBaBpE://pdb.irb.hr/project/irb:006654rojekt je dijelom financiran iz programskih sredstava
Filozofskog fakulteta u Splitu, abilopartheedaprojekiv.z sredstava Sveuliligta
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Nadal je, za ulenje geometrijskih koncepata i
ryegavanju probl ema I d o k a z i wvaualjzaciji povebndju yadu, st
S geometrijski objektima, t. u vizualppr ost or nom pri kazivanju i
mani puliranju, zadrgavanju te transfor mderanju
(Bishop, 1986; Idris, 1998; Duval, 28), jer sama percepcija vizualnih prikaza nije olgnva (Duval

1995, 1998, 2002, 20} 4. No, Vvizwualizaci]j se u matemati |
niti se ona sustavno razvijala buduli veli di
pol et ni I ntui tivni uvid u matematil ke i deje i
j ezi kom matemat i | ko d99(; Whetteya PO0F ek se Zadnjth ynkkoliko
desetl jeia, zahvaljujuli upr aintervencijpmaaw wastavi m |
matematike, vizualizacijai vizualp@r o st or ne sposobnosti polinju
da se stvaraju zahtjevi za kontinuiranim pr
Nai me, sve se Vi gekomrtd maiz maajnée mp dt rseubsat azvani m
vizualnoprostornih sposobnosti, kroz cijelu oboanu vertikalu (npr. Presmeg 2006, 2p14 No, | C
uvijek ne postoji sveobuhvatni teorijski okvi
istra § i v a nj eprostornih spadobmasti nije dovelo do kohezivnog faktora (Lohd288 iako

se ulagu veliki napori u tom smjeru (Shneider

Ukr at ko, za ul enje i poul avanje geometrije,
potrebre su jake vizuainpr ost orne vjegtine i to na svimr
a ne samo na razini prepoznavanja (prva ra
kuri kul umi obilno ne osiguravaju. sRosWHrjezai DK
matemati ku u velikoj mj er.i savladavaju proce
pravila i formula bez konceptualnog razumijevampr(Hoffer, 181; Bishop, 1986; Idris, 199§,

pa ul enici najl egl el enjsa geomennr i jza masswaewlki |

a .
Z

52.Probl em istragivanj a

Sagledavajuli sve prethodno rel eno, prirodno
koj i ni su spremni za deduktivni pristup? Dru
poul avanje geometrije u primarnom obrazovanj.
prema planiranom planu i programu rada, tj. p

deduktivnom pristupu, ako ga studenti nisu u stanju pratizumgeti? A, ako treba mijenjati pristup,
koja je alternativa?

Posebno, ako studenti nemaju razvijenevizu@lnoo st or ne sposobnosti, bi
geometrije kada bi im se omogulilo da janp r az
vizualnopr ost orni h sposobnost. na tercijarnoj ra
okrugenje unutar kojeg -prestomespodobrogti? razviti sv

S obzirom da se geometrija ne mepgavsdwl adatrioc:
je nugno potrebno razvijati i razlilite proce
te objagnjavaju koncept ual nuisup b99Japbstanlja sepitagev i | a
je likasno zarazvijagnjgeomet ri j skog migljenja na tercijar

omogul i ti studenti ma da na tercijarnoj razin
Dakl e, gl avni problem istragivanja | ag&akobpri pr
se dali odgovori na postavljena pitanja. Budul
prikazivanj) em, u procesu pripreme alternativn

razvoj vizualneprostornih sposobnosti studet a kr oz met odu usmj eren
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geometrijsko migljenje vagan f akt oplaniranojedast i z ¢
nastavne aktivnost. budu uskl al evarHiedea pr ocesom

5.3.Ciljevii zadaciistr agi vanj a

Svrha ovog istragivanja jest vrednovati odabr
posebno geometrije, kojim bi s e o mo gows$tamiho st |
sposobnosti i geometempskeg)mzgl gemepla pket esgae
mat emati ke te posljedilno ostvare bolje ishod
bi se bolje pripremili za rad u primarnom obrazovaniju.

Kako bi se intervencija provela bez dodatnoggnggana st udenata i zvan red
interventno istragivanje provest:. unutar obv:¢
nastave. U skladu s tim, odabrane su dvije gr
geometr j e sl il nog nastavnog plana i programa s
alternativni pristup poul avanja u svrhu ispi
kojom se radi na uobil| ajeni nal i n.

U svrhu provolenjaeistdreBrnci ma, pnugper ¢e is
mi gl jenja koje su sudionici razvi |l tijekom
razdoblja kako bi se poulavanje prilagodil o 1
geometris ka predznanja sudionika te kroz njih don
radu s geometrijskim koncepti ma, mogul e konfl
prije same intervencije va@gnio 1j&zizmatge am&«tarkiv
geometrijska predznanja sudionika te njihove vizugdrastorne sposobnosti.

Konal no, gl avni cilj j e i1 spitati ] e -plostornia |l t er
sposobnosti i napretka u geometrijskongrhij enu, vel oj sklonosti vizu
i shodi ma ulenja geometrije. U skladu s opisani
i stragival ki zadaci

1. Utvrditi na koj o] se razi niprema vameélielovom mddalugnalane g | | e
sudioni ci neposredno prije ulenja geometri]j e
2. Utvrditi koja znanjas udi oni ci vel i maj u o t e meulkpjojsem ge
mj er i [ k o Kkoiiste vizualngpprjoesgtnoor ni mp rvij ergjt e @awnanj u g

problemanposredno prije ulenja geometrije.

3. Utvrditi u kakvom su odnostizualncpr ost orne sposobnosti, razi |l
geometrijska predznanja sudionika, posebno

4. Nakon semestra po uldanciaunutaasvaketguuped iat iaj n®s m alpir e 9
geometrijskom migljenju, akumuliranom geome
vizualno-prostornim sposobnostima.

5. Nakon semestra poul avanja utvr diivnimpjiseugom, | i S
znal aj no mapakeudnoulailrianom geometrijskom znan
vizualnopr ost ornim sposobnostima u odnosu na su
nal i n.
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54.Nacrt istragivanja

Ov o i stragivanjdea metbadbéggkijusplrvazi eksperin
ekvivalentnom skupinom (Cohen, Manion i Morrison, 2007, str. 214). Naime, u obrazovanju nije
mogul e provest:i pravi eksperi ment u smislu Kk
intervencijaobavj a u real nom vremenu, tijekom redovit
moge odabrati nasumi | no, niti se nastavni sat
okol nosti ma, a to znal. da se ne nmoweat iifimatNa
i st r agijeshemptskimgrikazom (Slika)8g pr i | emu i sprekidana ¢
grupe nisu ekvivalentne (Cohen i s@007, str. 215).
Pred testiranje (1)| Nastava Post testiranje (2)
Eksperimentalna grupa (E) Testirang 1E Alternativni pristup | Testiranje 2E
Kontrolna grupa (K) Testiranje 1K Kl asi | no p Testranje 2K
Slika86.Nacrt istragivanja
Grupe obuhvalaju sve studente koji suiupiggani
zbog razlilitog broja wupisanih grupe nisu ekyv
sveuliligta i oni Ssu poul avani odabranim alte
drugog sveuliligta, rkiojnalsiun.poul avani na uobi

Pred i post testiranje podrazumijeva mjerenje istim testovima u svrhu prikupljanja podataka o

sudionicima prije poletka poulavanja te u svr
Mj erenje se vrgi kroz kog miegljaenijta,st pirsaan an
geometrije i vizuali zgaiojsgloirmiwvj es@toismad ntoes tties
1EA podrazumijeva pred testiranje (1) sudion
ATest i rpadrgzumijeRakpdst testiranje (2) sudionika kontrolne grupe (K) sa sva tri testa.

Al ternativni pristup se razlikuje od tradicio
na sustavno korigtenje e | e me-pragbriaih sposabnosti| & z a c |
poul avanje se prilagolLava predznanjima sudi ol

prema van Hiel®@vommodelu.

55.Met oda istragivanj a

U svrhu dobivanja odgovora na postavl jnema pi
kvantitativnih [ kvalitativnih met oda. Nai m
met odol ogije u istragivanju obrazovanja jer
odgovoriti integriranjem metoda nego kada se kvalitativne i kvéimtiea analize koriste odvojeno

(Lund, 2012).

S ciljem opisa distribucije prikupljenih pode
statistike: (relativne) frekvencije, postotci, srednje vrijednosti, standardne devijacije, izgled

distribucije Dio deskriptivne statistike korigten | e
sudioni ka na pisanoj provjeri znanja 1z geon
inferencijalne statistike -fiest, Spearmanov koeficijent koralag e ) korigteni su k
statistil] ka znal ajnost povezanost.i [ i spital
Statistilka analiza provedena je korigtenjem
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5.5.1. Sudionici

| stragi ohoheml sni S Vi studentii uliteljskog st
Zadru, koji su u ljethom semest2015 2 0 1 6 . godine pohalal: nast
sudjelovalo 90 studenat a: 52 studentua | kaoijiil i
eksperimentalnu grupu, a 38 studenata koji su
grupu. Razlika u broju ovih dviju grupa bil a
realnoj situaciji, tijekom nastave redtog kolegija.

O sudionicima istragivanja evidentirani su i

obradi jer je naglasak bio na samoj i ntervenc
vige kao spoznajgaupekaflakberisstrbama dob sudi
20 i 23 godine (srednja vrijednost je 21.8),
19. 4) . Dobna razlika i1 zmelLu eksperimentw@wlne i
nastava geometrije odrgavala u 6. semestru, i
sudionici dolaze iz 10 razlilitih gupanija (o
velina iz jugne Hrvat sk estafih8régija) S obzrompna geogafskul i

rasprgenost i brojlanu neujednal enost, rezul t
razli ke pojedinih sredina. Posebna karakter:i
postignul a atmaés obargruna spa.z m

U fazi planiranja i pripreme istragivanja, su
pristali na sudjelovanje, a samo istragivanje
fakultetau Splitutp r ol el ni ka Odj el a za izobrazbu ulitel
Na poletku istragivanja svaki sudioni k je oda
koristio u svim pisanim oblicima prirnambglianj a
udrugiti za svakog sudionika i melLusobno uspo
jedinstveni kod, a istragival nije imao uvid
aspekti anoni mn owarfai(Coleebirs@20@vstn. 61g. i str ag

55.2.Pri prema instrumenta I alternativnog poul
Kako bi se odabrald@i odgovarajul.i testovi za d

alternativno poul avanje u svr huspogtavhgenina Eilleviimas n i |

i stragivanj a, u akademskoj godi ni 2014./ 2015
susrelu ulenici I student. razli|litih uzrasta
nNjihovih znamtjraatteegirjaazna |paulmvanj a. Usporedn
pratilo se koje od opisanih tegkola imaju st
kognitivne konfli kte koje ne mogu samosesual no
i stragivanja tegkola s kojima se student. suo
melu njima, posebno su do izragaja dogle njih
2D i 3D geometrijskih objekata zbog nedovoljno ligenih vizualneprostornih sposobnosti te slabih
vjegtina vizualizaci]je.

Prema prikupljenim podacima o tegkolama ul eni
testa, od kojih je jedan posebno talsdplakiranazan 2z a
korigtenje kao pred test, kako bi se u skl adu
post test, kako bi se ispitalo je [|i [ u Kk
geometrijskog miglpséeneaanyuenj egygeometvi zjual i z
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Takoler, s obzirom na uolene tegkol e, pl anir a

posebna pozornost posveti razvoju vizugino o st or ni h sposobnosti te s]
koje su potrebne uprcesu ul enj a i poul avanja geometri)]
usmjerenog opaganj a koj 8likas66, stt. @pnkakojbi se metodoxhOS s
obuhvatil:] razl il iti aspekti vizual i z agcamj e, P
aktivnosti crtanja na papiru bez crta te unu
aktivnosti konstruiranja te korigtenyla)lraadov
Gl avna svr ha met ode us nieksperimentgine@mppe ustavhoaaz\ijsgu d a
sposobnost vizualizacije u kontekstu geometr.
razumijevanjem te napreduju u geometrijskom
koristiusvimnast vni m f az ama: Uu procesu uvolLenja poj mc
veza, uUu procesu rjegavanja geometrijskih prol
postavljenih tvrdnji.

Osim toga, planirano je aagsemetonil javlkong emipgli jl ¢
napredovanje na vige razine da se nastavni sa
van Hielea . Drugim rijelima, pl anirani nastavni p |
razlihetg@geometrijskog migljenja, od prve nadal
eksperimentalne grupe. U nastavku e se detal]

tijekom intervencije.

5.5.3. Instrument testiranja

Usvrhuprikupllanp podataka o znanjima i Vvjegtinama S ud(
i nakon semestra ulenja geometrije korigtena
mi gl jenja, pi sani i spit za provgjteirnua ztnea ntjeas ti z
posebnog faktora prostornih sposobnosti. Pod
ispitivanja u pisanoj formikroz koje se otkrivaju skriveni fenomeni i principi tako da se rezultati

mogu izraziti kvantitativnoinatapnl i n st ati sti | ki obralivat.i ( Kr

5531Mj erenje razina ge-O/meed$tri j skog migljenja

Za mjerenje razina geometrijskog migljenja Kk
di zajniran unutar CDAS S&u,R objayljena radunpeofesdra gsiskina,l i g
1982. pod nazivom Van Hiele Levels and Achievemnt in Secondary School Geometry. VH test je
di zajniran prema van Hieleovom modelu razvoj a
mi gl j enj a ishr eud rejna gkkao, | sak proveden je na uzorku

Od tada pa sve do danas, VH test se korist:i l
pri hvalen u svrhu brze Asni mke st amnlgVHitestua po
pot punosti odgovara potrebama ovog istragivan
njegovod o p u gt eRg dei pune funkcional nost. korigten

hrvatski j ezi k, prinkemekstanabbg!| emkriatshog v a @ n
jezika (Prilog D.

Karakteristike VH testa: VH t es't sastoji se od 25 pitanja
odgovorom melLu ponuleni h pet. Pitanj a-oeom r as|
teorj o m, a zadaci svake razine su razlilite slo
bar neko jednostavno pitanje. Sva pitanja su |

pukim reproduciranjem naudleinma, vliedk jie matmiedinn
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1982, S

t 19). VH test se pige u zadanom vre
autora t

Igvo @ prilogg tesda (Rrilog v |

aﬁ

Prvih pet pitanja odgovargapr Wwojnjriama njie gpeootm
prepoznat.i l i kove (trokuti, kvadrati, pravok:
Sljedeiih pet pitanja (od 6. do 10.) temel]ji
| et ver ok ut aokutnik,wvamd r deltoid) i ooz @jih se testira druga razina geometrijskog

mi gl jenja. Trela grupa od pet pitanja (od 11.
zadanim tvrdnjama o trokuti ma i lreramerpkiut | enn
dijelom Kkorist.i [ formal ni jezik logil kih or¢f
geometrijskog mi gl jenja. Letvrta grupa od pec¢
geometrijskog mi gl j enjea Kklojzul wuljag exv gjes ttvvar dtn
(dijagonale kvadrata I pravokutnika), par al el
formalni jezik logilkih operacija. Posl jednji
geometriskogng | j enj a Njima se ispituje znanje 0 sm
istog poj ma, snal agenje u okrugenju drugalii]j
zakl julivanju koje ukljuluje implikacije i nj
Vrednovanje VHtesta:Svaki tol an odgovor na pitanja prve
druge razine svaki tolan odgovor vrednuje se
|l etvrte razine po 8 bodova t ednpvanjegijelogaestalarisiget e
se dva kriterija: blagi i strogi. Prema bl age
odgovorila tolno na barem 3 od 5 pitanja koji
terazine. Premasfijoe m kr i t eri ju, osoba je savladala odr
barem 4 od 5 pitanja koji se odnose na tu razi

bodova dobiva se zbrajanjem bodowtvarenih po razinama (Tablica.3

Na temel ju ukupnog broja bodova odreluje se r
kriterij uzastopnostiosoba se nalazi na razimako je ostvarila kriterij za sve prethodne razine. Na
primjer, ako osoba ima ukupno 15 bodova ona se ina¢éarazini 4 jer je zadovoljila kriterij za sve

|l etiri razine, redom (1 + 2 + 4 + 8 = 15). Mel
kriteri] za 1., 2. [ 5. razinu, ali ne ina za 3
nije u potpunost. odrelena jer nije ispunjen
nal azi ti na prijelazu melLu razinama (Usiskin,
kl asilna skala prema vihaBiéwkanmdldell ,0va chnosarr
(krale C model). U statistilkoj obradi, bodov
se pod oznakom C3, a ako su ostvareni po stro

Tablica 3. Ostvareni bodovi i VH razine

Razina Bodovi Bodovi Bodovi za C model Bodovi

mi gl j |porazini | zaC3iC4 bez odreli vizaM3iM4

0 0 0 2(0+2) 0ili 16

1 1 1 4(0+0+4) 1ili 17

2 2 3(1+2) 51+0+4) 3ili 19

3 4 7(1+2+4) 9(1+0+0+8) 7ili 23

4 8 15(1+2+4+8) 11(1+2+0+8) 15 ili 31

5 16 31(1+2+4+8+16)|13(1L+0+4+8)Itd |.

Ukol i ko mal i broj sudionika ostvari bodove 5.
ter@i ne tako da se bodovi 5. razine pribroje p



razinu ukoliko ima 1 ili 17 bodova, 2. razinu sa 3 ili 19 bodova, 3. razinu sa 7 ili 23 boda i 4. razinu

sa 15 il 31 bodom. U madificirasom unbdeljvan Hieleogiterazmae g o\
mi gl jenja (krale M model ), pa se bodovi ostva
bodovi ostvareni po strogem kriteriju, pod o0z

Analogno, za ukupan broj bodova ostvarenih na VH testu ovisniteaijk koristi se oznaka VH3 ili

VHA4. Ukoli ko je testiranje provedeno na pol et
provedeno na kraju semestra oznaka je 2VH3 il
se U svrhu admgelbimeamiji § skkaogi mi gl jenja sudioniKk

razine sudionika eksperimental ne | kontrol ne
rezultatima dodatno prilagodil o poulesanakmjuye ge
semestra (2VH) provodi se U svrhu odrelivanj a

dovel o do napretka geometrijskog migljenja u

5.5.3.2.Pisana provjera znanja iz geometrijei GEO test
Radiprikup j anja podataka o geometrijskim znanji ma

koriste u radu s geometrijskim objekti ma, di z
Pri obli kovanju ovog testa, boadiul sl sé ni alzama
koriste u gkolskim ispitima znanja iz geomet
gkol sku nastavu geometrije. S druge strane, Vv
mogul eg dugeg v awekoemss sudianici nisubavibdednjetrijom, posebno da oni

sa slabijim predznanjem ne budu obeshrabreni
grupu prema njihovom srednjogkol skom mat emat. i
strukov ni h gkol a i gi mnazije), pitanji ma su 0 b
sudionicima istragivanja trebali biti poznat.i
srednje gkol e).

Opl e karakt er i 6EOitdstese sadopod®panpa razl i |litih vrs
formirana u grupe prema nalinu postavljanja i
da i spituju razlilite aspekte geometrijskog

ispitivanja sklom s t i i vjegtina korigtenja vizuali zaci ]
s ami crtati skice, a u drugom dijelu zadat aka
riegavanja. S obzirom da | &r@BO0 vtamgta,o lbiukhoad r
sadr gaji [ tragene vjegtine vizualizacije bi:
pitanja.

S prvom varijantom GEO testa provedeno je pilot testiranje na grupi studenata zadnje (5.) godine
ul i t e luglijs &daogno &.1godine diplomskog studija. Svi studenti koji su sudjelovali u probnom

testiranju, redovni I spit iz geometrije polog
(ocjene od 2 do 5). Nak on prpoirbjedibaga dtudesdta meld n j a
zadaci Su I spugteni il dodatno oblikovani . S
motiviralo na rjegavanje. TakolLer, u procesu
izvrgene omsmaaspauli megagko] ustanovi . Nakon sv
utvrlLeno je da vrijeme potrebno za pisanje GE

prvu moge izgledati da je to mal o v (l1898eckada z a

prevliadavaju jednostavnija pitanja, Vvrijeme p
Konstrukcija GEO testa:. GEO t est se sastoji od | etiri r e
(pre)poznavanje definicija odabranih geometrijskih pojmovad(b)u gi  di o i spi t uj e
mat emati |l ke poruke prikazane na slici; (c) tr
ryegavanje jednostavnijih =zadataka, ugl avnom
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rjegavialnijtai maedsta zadataka, posebno koriste |
da ih sami stvaraju ili su zadane) u tom procesu. U pravilu, grupe zadataka nisu disjunktne jer se
njima propituju raznoliki aspekti isprepletenih mentalnih procesa,a nj a i vjegtina,
i ma svoju posebnu svrhu pa su zadaci wunutar g

(a) Definicije geometrijskih pojmova. U prvom dijelu testa dano je osam iskaza za koje treba
utvrditi jesu li korektne definicije navedih pojmova te ih vizualno prikazati: pravac i paralelni
pravci, dugina i simetrala dugine, kut, ortoc
tako da ukljuluju tipilne gregke koje wudareni ci
iskaz ne predstavlja korektnu definiciju navedenognao(Tablica 4 Glavna svrha ovih pitanja je

i spitati u kojoj mjer.i [ kol i ko uspjegno sudi
nalin usvajaju geometirlijskz kjointepeé@u Iisawmioz o®
Svi odabrani geometrijski koncepti ule se u pi

srednjogkol sko obrazovanje pa je olekivano da
za vizualnim prikazna imaju dvostruku ulogu: prvo, crtanjem zadanog pojma sudionici mogu,
neovisno o danom i skazu, osvijestiti koncept,
istinitost iskaza. Osim toga, radi primjenevizualnm a |l i t i | ke me atigesudi vizuana g n o
prikazi za sudionike sastavni dio definicija geometrijskih koncepata ili ne.

Tablica4. Ti pi |l ne gregke u definiranju pojmova i ol
Zadano Tipilne gregke u definingOl eki vanirikaz
U kontekstu definiranja
gregka definiranja i 0 S I
pravac osnovni geometrijski pojam koji se definira,
Gl.1 ulenici (pa i neki udghbe
Pravacjeravna |Pravac j e r avna .neMane Lpernav i
crta. intuitivno poimati i z a mi ¢khojraartaicrta kojase |U! eni ci obi

beskonal n predstaviti taskgmenapetem niti.| Favnu crtu, horizontalno.
Ali, ravna crta ili napeta nit vizualno predstavljaju sal
dio pravca.

Pri obradi geometrije ravnine za paralelne pravce se

. . . . . e _———‘——__—_-_-
obi | no k appeikdliae ne sijek(li se
G1.2 : : . -_
: . | preklapaju) pri | emu se obiln
Paralelni pravci S . )
su pravei koji se pravcimaisteravine, al i ta praksa Ul eni ci obi
- kontekst progiri. MelLuti "’ .
ne sijeku. . Lo . - . | pravce crtaju
korektan jer postoje mimoilazni pravci koji se ne sijek .
A : horizontalno.
ali oni nisu paralelni.
Dugina se kao i zvedendo f
pravca omelen dvj elnaristhspiec ,_ __—— ili
opisunutarravninekanaj kr al a spojn
ravnine U praksi se dogala| e—m "
G1.3 iskazau j ednu definiciju pa
Dugi na | |pitanju. i
ravnine lako ul enici k or e kavno ortu p ¢ /
dvije tokoja je omelLe n(oezabzirpievodali sd ili
iz pravca ili ravnine), |[Treli slul a
ravnini postajten rkajlei |siufo]l eki van i a
dvjema tol kama: dugina, |[korigten po
crta i dr.
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Gl.'4 Pri definiranju simetrdd dugi ne wul eni

Simetr al . : : L

raspolaVglavnl rodni p oj pravag(ilis i me
. i spuste jedno od draspoladja t

Eogprawm duginu, okomitn@j idujge nu) . Dugina obi
o nacrtana horlzontalno.

Ul eni ci ugl avnom kor ekt n
GLS koj i s e niasltaazkin utzinhe Lpuo | u
Kut je dio ravnine| . . : . o

\ iskazuju kaco me L e n i di 0 akkav fien
ome L eama d . . . Ob
olupravcima Osim toga, wulenici |estd il no c
Poip ' odreluj uisgzaljweprnmavc om po|U Prikazano

Naj |l egla gr egk aortacentratrokitan i
je u razmatranju samar ¢i
kojih se visine zhadtecénau ¢

trokuta. Problem korektnosti zadanog iskaza nastupg D\

G1.6

Ortocentar trokutg
je tol ka
visina tog trokuta.

tupokutnog trokuta jer se njegove visine ne sijeku, al
sijeku pravci Kk oravcivisirgd r (¢
Za ispravno poimanjedefiniranje pojma ortocentra,

potrebno je razmatrati sve vrste trokuta s obzirom na| -

kutove. Ob| | no c
giljast okut
Gl1.7
Romb je Dani iskaz lorektno opisuje svojstva romba, alirisu
| et v er ok|njegove bitne karakteristikeoje se koriste u definiranjy
kojemu su i to ulenici obilno ne 1 :
nasuprotne navedeno svojstvo povl alObilnm se c
stranice paralelnd ne sadr gi ekvival ent na o paralelogramili zarotiran
i jednakih duljina. kvadrat.
G1.8 Ul enici obilno ne uol aveé
Krugnicali spugteni kada je sve 035
tol aka r l ul aj u r & pvif téesddntgoe ak a
jednako udaljenihf r i j e | i "svi h' mogu Se I &
od neke |samo konal an s k 8vpkako,oazimak & ili
ravnine. strogosti ovisi i 0 uzrastu s kojim se radi.
U svrhu statisti] ke obrsldedom zmprapozanavgnje hedonekteostiv r e
i skaza I S 1 bodom za vrednovanje korektno

vrednovao se s 0 bodova, a ako odgovora nije bilo stavljao se mjrilip(azno. Maksimalan broj
bodova u prvom dijelu tés je 16 (8 za iskaze i 8 za prikaze).

(b)Mat emati | ka por ukaU vdrzuugaol nm odgi jperliuk atzeast a dano
koje nose odgovarajulu matemati|l ku poruku. N e
otkrivanje drugih porukaggt r ebno wuspostaviti funkci ¢gTakidanu v
5).

Gl avna svrha ovih pitanja je ispitati u kojoj
poruku sa zadanog Vvizualnog pr i kcaz at.u ntad neo spnroi,
Alitaju slikuf): koje sve detalje uolavaju te
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koja Jje predstavljena. U procesu | itanja slik
uol avanje (onmo)gtiol ij emapreinkaazazd ka svojstava Vv
predstavljeno).
Tablica5.0t kri vanje matematil|l ke poruke sa vizual nc
Zadano Mat emati | |[Ol eki vano prepozna
G2.1. _ _
Jednakois t Perceptivno: razno
a a . trokut
trokut stranice . . _ .
.. Di skurzivno: jedna
duljinea . .
p stranice duljinex.
G2.2 Perceptivno: krugn
' Presjek k|(jednom zajednil kom
giljastog|Diskurzivno: kKrugn
kuta jejedha zajedni |l ka to
kuta.
G2.3 . . Perceptivno: dva pravokutna
Slilni pr .
raznostranilna tro
raznOStraDiskurzivnlarf.:ivokdtn,(sta S
Sem [ |4em 8 cm ¢em | s koeficijientom 2 prawvox
(ili 0.5) raznost r apstranicgadnagr o
3em 10 om ' dvostruko J)oeldruged a
G2.4. Perceptivno: tupi
Tupi kutb je sukut | Diskurzivno: tupi kutb nadopunjava
o B giljasaom|gil | adtoi ilyptr & (pasjednig
kutovi)
G25
‘ Kvadar duljine Zm, | Perceptivno: kocka
3 4om g i r icmievisir®e | Diskurzivno: kvadar s poznatim bridovim
7 4cm duljine 2cm g i amii visiee 48m
2cm
G2.6 Dijagonalni presjek | Perceptivno: pravokutnik (2D objekt)
(dug di j a/{unutarprizme (3D objekt)
duljine d) pravilne Diskurzivno: pravokutnik duljinel (duljina
' gesterpozné¢ ([naj dul j e dij ag@ujad
= brida duljineai visine prizme) kao dijagonalni presjek
= visinev pravilne g¢estramne.st
U svrhu statistil ke obrade, za sli ke koje su
odgovor se vrednovao s 1 bodom bez obzira na
Na preostalim slikama trebalo je uspostavitivezme Lu el ement i ma Vvi zual nc
korektno uspostavljena, viednoval o se s 2 bo
korektno prepoznati, ali veza nije uspostavlj
pogr egpniosga el emenata sli ke vrednovalo se s 0 |

stavljao se minug | ili prazno. Maksimalan broj bodova u drugom dijelu testa je 10.
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(c) Zadaci objektivnog tipa. Ut r el em di j el u

t e st a ogltipanudkojiae

su pitanja velim dijelom dana kroz vizual
MelLu odgovorima postavljeni su distraktori
dobiva kada se naapgrébablkas§.i pi | na ul eni | k
Zadacima objektivnog tipa ispituje se u
odgovarajule rjegenje te |e [ postot ak
dijelova testa.
Tablica 6. Zadaci objektivnog tipa i njihove karakteristike
Zadano Karakteristike pitanja Distraktori u odgovorima
G3.1 Povrgina t !Z)uljinahipotenuzetrokutas_a_slikeZa one koji f
na slici iznosi: je element Vvigkipgyr gi aeaboraveo K
njegove ovr gi n| gialiti < 2
(a) 6cnt J _97 5 P gl dijeliti s 2:
formulio —. Premarezultatimal p=4 g 12
(b) 12cnt PISA testiranjalpP=5% 15
(c) 15cn? kgri;te_sve ﬁade_metelebrn_ente bez| p=4 & 26
obzira jesu li oni potrebni za 7 Koii
d) 20cnt . . . a one oj i 1
@ odrelivanje Tj €|, a4aneelemente:
(e) 60cn? ‘ _ .. | P=4 ®306C
Mnogenje dul jin

trokuta 0 O3 ukazuje na

4 cm 3 cm o .
nerazumi jevanje
gto se moge vid

Sem . . . . ..
jedinici povrgi

Za one koji brkaju koncept
povrgine i 0 |
odreluju zhaaea
stranica:P=4 6 3 12

G3.2 Opseg paralelogramBCD

trokutte je a © 53 13" Duljina
stranice ABiznosi:

primjenom Pitag
i st ak n ukutinjegova j a

(a) 8cm. vel?!ina su elg

(b) 10cm d'uljl'r?a odreluj

(c) 12cm ) trlgonpmetr_ue pravokutnog trokutg

(d) 14cm i on_da_je duljina jedne katete elemg
(e) 18cm vigka. _

8 cm O!eklvano ] € d a

Pitagorin poul a

el ement vigka o

B 6 cin C

iznosi: Visina i njezina duljina te istaknuti
(@) 21cm. g1 l'jasti kut € ! Za one koji zbrajaju zadane
(b) 25¢cm. ni su potrebni Zlyelilina bez
(c) 36cm. paralelograma sa slike. '
(d) 42cm. o | ~ lo=154% 21
(e) 46cm. Kori gtenje duljin
4 15 em D ralunanju opseg 0_15__'*6425
] brkanje poj ma 00:21_3_5 6*'3@"
4 om zadanog lika. 0=215 26 @ 4
B 5 c
G3.3 Na slici je dan pravokutni Ako se duljina

primjenu.

Mjere su zadane redom, s
razlikom po 2 cm za one Koj
na temelju slike (umjesto
ral unanj em)
mogul u duljinrf
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G3.4 Na @8JCiki ,
pripadaju istom pravcu te je Za one koji procjenjuju sa
|AB|:|Bq. Vel i kina sl i ke: 5VAelii |6i
iznosi: ) Jednakokralni t|Za one koji
(@) 40A nestandar dnom p|pauzimajuda su kutovi pri
(b) 45 A moguie da dio u|lvrhu B i C | ¢
(c)60A karakteristike [ili wvxelailluinmy
d70A trokuta, jer trokut tako 'ne izgleda'| suplementarni kut kutu od
(e)80A. unatol| zadanim [110A: wvelilir
A tekstu.
Velilina 80A
oe prirodan slijed prethodnih
x vel il ina.
B C D
G3.5 Na slici je dam  k r ukg | Ispitivanje razumijevanja pojmova
pravacp. Njihov presjek je: kroz vizualni prikaz: pravac,
@t olAk a krugnica i njih
(b))t o lAk & Zaodgovorsp o nu L e
©0t o lAK R Ukl julivanje tolmogulinost.i k ¢
(d)t o |AkS2 B. ukazuje na nerazumijevanje | i tati sa sli
(e)dugiA_SS.a _konc_eptg kr_ugni to!kg A U.k|j'L
v i skl julivanje timogulnosti | ¢
B ukazuje da prik|pripada i pr ¢
Zzami sao pravca
A crte. Odabir du
- ukazuje na nerazumijevanje
koncepte i prav
G3.6 Pravchi msu paralelni.
Vel i | ixjea kut a
(@30A. Primjeri s kwtuo|Za one koji
(b)y40A. dvaju paralelni|slike: velili
()50A. koriste za prepoznavanje jednakili
(d60A. kutova. Za one koji brzopleto
(e)120A. U ovom slulaju |zakjiule da su
/ i tupi kut pa opregje!nicu j
y z suplementarni. 120A
U svrhu statistil ke obrade, svi tol ni odgovor
odgovaranje se stavljao minuy (i | i prazno. Maksi mal an br o] bo
(d) ProcesU rzedmjveamjdci.j el u testa dano j e osam
prikazati proces rjegavanja. Nalin na koji wul

vizualnoprostornih sposobnosti (Tillsan, 1985 Pittalis i Christoy12010; Lohman, 1997). Stoga je

glavna svrha
i odabir

Naime, u jednom zadatku zahtjeva se crtanjei s a n e

moge koristitdi

nei zbjegan u

prikazivanj a
strategije

procesu

pro

sudi oni ka

S i
skl onost
ri egavan

pr ema
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uspjegno sudionici s ami ostvaraju vizualne p
odrelivanja rjegenja. No, prije svega, cilj |
odabrane geometrijske probleme. U nastavku sdjmgtapisuje svaki od osam zadataka.

G4.1 (Zadatak 9.) Nacrtajte tupokutan trokdEFGs tupim kutom pri vrhi@. Zatim nacrtajte
visine v,, v, i v, tog trokuta.

Ovim se zadatkom ispituje u kojoj mj er i sudi
trokut a, pogtujuli pri tome orijentaciju (smj
koli ko uspjegno crtaju okomgtta.zNalindarsanma
geometrijskog pribora. Ukoli ko je netko pogre
nal azi unutar trokuta), pri crtanju, volLen ti
'‘padne’'untr trokuta, iako se vizualno moge wuol i ti
U vrhu statistil|l ke obrade, korektno nacrtan

S
s 1 bodom. Pogregno cr t arggevonse kerstmious @ iligaznos 0 b

G4.2 (Zadatak 10.) Ops e gdcm.edredaekdoljine sadnioadogg t|r o k u
trokuta, ako je duljina jedne stranitdcm.

G4.3 (Zadatak 11.) Jedoagn turnoukiurtaag njje 4k uptu tj pe dvneal

preostala dva kuta. Odredite veliline unutrag
Ovim zadacima se ispituje hole |Ii sudionici [
riegenja, ili I e podredesjpdidoni kpegauj gitOskmi
| isto analitil ki, bez korigtenja vizualnih pr
ti m, ovim zadacima se ispituje Kkoju duprliategi
vizualncanal i ti | ki pristup. TakolLer, S obzirom de
vizualncanal i t i | ki pristup, zadatkom se 1ispituje
koriste: samo giljastokutnbzmgtoaje@ wobubakenm
(pa i jednakostranilne). Konal no, oba zadatka
i spitalo utjele |i sadr gaj zadatka na razmat
koriste nekom uhodanom rutinom.

U svrhu statistil|l ke obrade, svako tolno rjege

Za neodgovor se koristi minus)(ili prazno.

G4.4 (Zadat ak 1 2AirnosP4er r Sirancaskvadrated jeé dvastrukov e | a| o d
stranice kvadratA. Odr edi te pBvrginu kvadrata

Zadatak se moge rijegiti | i sto anaanaliiltkiil,kil.i
se ovim zadatkom i spituje lwmikmj jpaji ksaez onm ekraid as u ¢
i zbora te na Kkoji nalin koriste prikaz: uspos
kvadrata il crtaju dva odvojena kvadrata. !
odr eli vanj) e nta kivadlaja,i ati @& algebtarska bez znanja duljina stranica kvadrata,

zadatkom se ispituje i u koj oj mj er i sudioni
(i maju potrebu znati dul jine strani cmeo gkuv andorsat ti
uspostavl!l jati veze melu povrginama I bez toge:e
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povrgine pa prema nalinu mijenjanja duljina s

tako mijenja i velilisatnmegove mpeaadagit kem UYe
sudionici skl oni brkanju opsega i povrgine na
U svrhu statistil|l ke obrade, vrednovanje se Vv

korektno ralunanje straningje spoVr podemli b&odo
odrelivanje povrgine be z-odgavbrgekaristjmenusyili praazne.i c e s

G4.5 (Zadatak 13.) Pod hodémiika ijsen. nce® Il o [kiac|@ r aw
kvadrata duljine stranicescm. Kol i ko j e plolica potrebno| da

|l ako je ovaj zadatak stavljen u realan kontek

jer je situacija opisma i deal no: di menzije hodnika i pl ol i
nema ni Vvi gka, -oniaknoatnnjak ao.k oJlendoisnta snue razl i | it e
Probl emi ovog tipa su zapravo 'cdhuwl| ennaimepreo brlje
odrelLenog matematil|l kog problema, a realistil n;
prione rjegavanju probl ema ( Sch-Ritog20lpw i sur.
Ol eki vano | e da sdatkagudionicrkpristgigiauannm pukazom pa ge zadatkom

ispituje u kojoj mjeri 1 na koji nalin sudion
uspostavljaju |i veze izmelLu povr gi vo@nodsimanj e
toga, problem poplolavanja postavljen je bez
proces rjegavanja te zadatkom ispitatdi kori s
ukupnog broja pl o]l struktariranje unpaoceguqielbrojavaajad: jednu po egne

plolicu (jedinica mjerenja), red po red ploli
dul jini i po girini (koncept mnogenj a). Takol
moge izvest. bez praznina, bez vigkova i mar
dijeljenjem plogtina hodnika i ©plolice, dok wu
U svrhu statistil ke obrade, 0 V iprecesa, vredndvanje sek t n C
vr gi od 0 do 3 boda: pogregan proces s 0O bodo
djelomil no korektan ral un s -adgowoosdninoss|ili prazmoe k't an
G4.6 (Zadatak 14.) Odreditevohhe n i opl ogj e t i | : k e.

Crtanje 3D objekata pomoiiu @dr ptékiaz akamhe pneiv
Na primjer, bridovi koji se vide iz perspektive gledanja crtaju se punom linijjom, a ostali
isprekidanom; kvadrati i pravokutn se crtaju u projekciji kao paralelogrami, itd. Sve to zapravo

omogul ava da se nacrtani objekt zaista vidi k
i zragaja dol az rostorng spasdbmostiijer je zadatak aadah vizoalnikazom.

Prije svega, potrebna@gposobnost izdvajanja oegovVvamnaj wpioitl
odrelivanje povrgine: naj prije u prikazanom t
zatim duljine odgovar atjoulliihnisttir amaicamj(elnD | mtj.
sposobnost postojanosti percepcije j er i ako su na sl ici | et i ri p
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i h prepoznat. (Avidjetid) kao pravokutnike. K

znanjeo opl ogju, volumenu i pripadnim mjernim je
Za odrelLivanje oplogj a, nije potrebno korist.i
prepoznat.i sa sli ke pa je dovohjka) odredaluna
povrgine i zbrojiti O=dbkiacl #ick op oster ekbonroi sjtel  of dogr omwu

korektno uvrstiti u formulu s obzirom da na slici ne postoje oznake koje se koriste u formuli. Za
odreli vanijmogwo lstem&mali=ahci tadl if oir mud amor a jer | e
tri i staknute veliline bez pozivanja na bil o |
povrgine pravokutnog tr ockiutkaoj(iG3s.almo, pnoemnzonjael i
zapravo i razumiju da se radi o formuli za volumen prikazanog tijela. S obzirom da su na danoj slici

veliline istaknute s mjernim jedinicama, od
i zr al unatvoogl uonpelnoag,j agtio j e dodatni pokazatelj r
Prema svemu navedenom, zadatkom se ispituje
slikom pri odrelivanju oplogja i vtod uwpedchea,!l ip or
0 mjernim jedinicama.

U svrhu statistilke obrade, tolno odrelivanj
korektno isticanje mjernih jedinica s jog 1 I
bodova, a n@dgovorsninus¢) i li prazno. U ovom zadatku mog.

G4.7 (Zadatak 15.) Od 12 kocakednakih kocki prikazanoj na slickastavljen je :

kvadar . Bridovi kvadra koji se sast| ;| Ju jed
volumen t&o nastalog kvadra. EP
Dio teksta zadat ka, Koj i ni j e Badovi kvadra koji gea o d

sastaju u jednom vyhuabu sazmhmbbhet &odubkjine,
umetnuti dio koristi, sudioniciseusenf avaj u na crtanje odgovarajul
di menzija potrebnih za ralunanje tragenog vol
procesu do Spasobaogtatijulkdurirdnednalizei

No, onaj tko ima potrebnogee t ri j sko znanj e, umet nut i di o m
objekata jednaki bez obzira na oblik (postojanostvol@nenk ada su i zgraleni od
el emenat a. U tom sl ul aju, za odrelivarkpcke tr ac¢
(strukturni el ement) te rezultat pomnogit.i S
Ovim zadatkom se ispituje koju od opisanih st
da | i sudionici pod svaku cijenu koristejtisve ¢
samo one el emente koji su potrebni za odreliv
U svrhu statistil|l ke obrade, tolno odrelivanj
odrelivanje volumena kvadra s jog 1 bodom. AKk:«¢
njegovih dimenzija, onda se djelomi|lno tol an
ralun s 2 boda. Pogr eg an -odgevorrs mihus-fili prazne.d nuj e s
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1%

G4.8 (Zadatak 16.) Imate na raspolaganju dva pafara jednakih ithenzija te od njih oblikujete
gupl ji val jak kako je prikazano na slici. K
Argumentirajte svoj odgovor.

- A

G' 2 dm

4 dm

2 dm

<

4 dm

O O

lako je zadatak mogao biti zadan samo tekstom, uz tekst su dani vizualni prikakiorasfretne

veliline lista papira iz nekoliko razloga. Pr
opsega i povrgine nekog lika (2D objekta), doc
i volumena nekog tijela (3D objekta): keb br zopl et o moge zakl juliti

jednaki jer su plohe, od kojih su tijela izve:t
moge doli odrelivanjem volumena nastal ivdmhti j e
vol umena. U tom slulaju, treba provesti algeb
ol akgao, na sl ici su ipak istaknute konkretne
samo uvjet jednakih dimenzija listova, alinee | i | i ne. No, wunat ol namj e
za korektan ralun treba prepoznat. odgovaraju
mjera papira. Pri tome do izragaja dolaze razl

sposobnost mentalne rotacife sposobnost izdvajanjapsega baze valjka kao elementa koji se
podudara s jednom duljinom lista papira.

Kako bi se izbjeglo da sudionici daju samo kratki odgovor o odnosima volumena (jednaki su ili prvi

i ma vel i vugdg)upostanljengeddoddtni zahtjev da se odgovor argumentira. Naime, kada
se na temelju procesa rjegavanja izvedu zakl]
tom procesu smatra vagnim te na lkiojkiojnehl iorbliiz
argument. Osim toga, netko argumentom moge sm
vol umena, a drugi argumentom mogu smatrat.i k o
procesa.

Konal no, ovim zadatlogm sali spistudji®ni ci UsSpos:
pl ohe koja se rotira i volumena nastalog tije
na temel ju kojih odreluju volumene i eriisptuede z
se gto za sudionike znali '"argumentirati odgo\
opisan rijelima, koji se temelji na provedeno
U svrhu statistil|l ke obrade, tol an oaggmoentcl s e
boda. Djelomil no korektan argument vrednuje s
argument s 0 b adgoverakoristUuse mihus)( aij lui nper azno. U | et
testa maksimalan broj bodova je 19.

SveusvemuGEO t est u ovom istragivanju ima dvoj ak
1GEO) slugi za prikupljanje podataka o predzn:
te odgovar ajpuioismovhzmaivnegti nama; GRQ) nal Kkia]
utvrLlivanje postoji [ [ u koj oj mj er i napr e

prostornim vjegtinama unutar svake grupe te r
GEO testu je 51.
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5.5.3.3.Test mjerenja prostornih sposobnos 1 SPAC test

Za mjerenje prostornih sposobnosti odabran j e
Whetton, u prijevodu Nakl ade Sl ap, Jastrebars
odabran u svrhu testiranja prostorneuatizacije kao posebnog faktora prostornih sposobnosti, koji

je vagan prediktor za uspjegno savladavanje g
proveo psiholog prema strogo odrelenim pravil

Karakteristike SPAC testa: SPAC test sastoji se od 20 pitanja. Neposredno prije samostalnog
pisanja sudionici riegavaju dva zadatka za vVvj
j esu | dobro razumjeld] pitanj a. M s8vioj® adgovoreg a ,
sudionici daju na poseban list za odgovore.

U svakom pitanju zadana je mredga nekurgzdeaedmdti
o0gaj i m.aPotriethd je ZamislitB geometrijsko tijelo nastalo savijanjem zadane @ e , a
im za svako od | etiri ponulLena geometrij sk:
ne. Slogenost pitanja je utoliko vela gtc
ane mrege, a neermsa nmoi jmeellas ddeabirrat ipojneudin o Kk
gom slulaju moge se koristiti i metoda el ir
b
e

"D ——~ —

Q

N

=

c

o
Q0 — o

provesti za svako ponulLeno tij eltgskih Nadal
a gto dodatno otegava proces savijanja
testova u kojima se koristi samo jedna vrsta tijela (npr. kocka). Osim toga, test je
ruiran tako da | e | mel u emikti éhnjziama t ppklaqg v ian
| agane, odnosno vrlo tegke zadat ke.

Slika 87. Primjer testnog pitanja

Ov aj

t e odabran iz vige razloga. Prije s
uglai h t

J

|l a (od trostranih do osmerostranih p
rotaci | a tijela (valjkasta i stogasta), gt o
Nadal je, s obzirom da sdawi GE®j it eclh whweil d jmu d:
ravnine, cilj je bio dodatno ispitati vizuakpyostorne sposobnosti sudionika vezano uz geometriju
prostora.

st
j e
s k

SPAC test u ovom istragivanju ima dvojaku ul o
sekaom g ul i predi ktor wuspjegnost.i ul en j-paostgre o me t
sposobnosti sudioni ka mogu predvidjeti uspjeg
(2) na kraju semestra (oznaka 2SPAC) koristi se za mjerenje rapretkzualneprostornim

vjegtinama, t ] . i spituje u kojoj mj er i ul enj e
utj el e na ¥rpazwdjorwiizhuaslpmsobnosti sudioni ka, U
U svrhu stat i sotdiglokveo ro bvrraedden,u jteolsaen s 1 bodom,
s | u | eoggovora gavlja se minus {li prazno. Maksimalan broj bodova na SPAC testu je 80.
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554. Poul avanje geometrije tijekom intervenci|j

Nastava na VIS kogkol skiinms kuis tia nlojveatrmai osdevniegj sat asr
se regulira Kalendarom nastave na poletku sva
studija Sveul. igta u Splitu i Zadr u, Eukl i ds
2uljethomsme st r u, koj i traje od ogujka do Ilipnja.
sata predavanja i 2 sata vjegbi po svakom tje
viegbe se dijele u dvij e gruagstavnim gldanenei pregramome ma

0
I
I

U skladu s organizacijom nastave na Vvisokogk:
redovne nastave geometrije u realnom vremenu i prema zadanom rasporedu sati, sa svim studentima

kojisuu ljetnomsemestru20152 01 6. godine bili wupisani na kol
u Splitu, koj i su |Linili eksperimental nu grup
imali nikakvih posebnih obveza prema kolegiju osim redovnih, koje su propisanenraspganom

i programom: redovito pohalLanje nastave i i zv
S obzirom da se intervencija odvijala wunutra
alternativni pristup poul avanj aimaogdnakwgecagjerdi o n
to dijelom ovisi [ o redovitosti nji hovog poh
mogl o pratiti kol i ko oni redovito sudjeluju n
domal e zadalee,nitsiu rmozgulit autsipos eli vati s rezul't

post testove pisali pod kodom koji je u svrhu identifikacije bio poznat samo njima. Ipak, taj pristup
je odabran kako bi podaci prikupljeni testiranjem bili neutralni u odnosuot@venciju.

Zbog svega opisanog, tijekom intervencije sud
odrelLenim karakteristikama. O neposrednom r ad
evidencija, a uolenertag@hlnoljevamdiaoni pagrrejgintao
koncepata koristila su se kao podloga za rasp
opi suju nastavni planovi i programi rada, str:
intervencije.

5.5.4.1 Nastavni planovi i programi za geometriju

Uvidom u nastavne planove i programe za matem
su obuhvaleni sadrgaji euklidske geometriije r;
uZadru najblige odgovara programu na Sveuliliq
u lletnom semestru pod nazivom Matematika 2. 1z tog razloga, dogovoreno je da svi studenti koji su
u ljethom semestru 2015./2016. godine bili upisani na KolegMat emat i ka 2 ul i t e
Zadru | ine kontrolnu grupu (38 studenata). J
Splitu se kol egi]j izvodi o na 3. godini ul i tel
je kontronagrppa 1 mala manju stanku u kontinuitetu
eksperimentalne grupe. U nastavku se detaljni

Nastavni plan i program rada po kojemu su radili sudionici iz eksperimentalne (Jiaipeca 7)
razralen je detaljno po temama koje su se o0b
posljednjem tjednu planirano i testiranje opisanim testovima. Nastavni plan i program rada po kojemu
su radili sudionici iz kontrolne grupe (TabliBapreuze je iz Elaborata o studijskom programu, koji

je bio dostupan on |ine na poletku akademske
slulaju detaljno razralen po temama, al i nNi j e
navedeno 20 tematskthj el i na redom nji hovog i zvolLenja. Se

je testiranje opisanim testovima u prvom i posljednjem tjednu, ali bez zadiranja u njihov redovni plan
i progr am. Usporeli vanj) alca Dpir§evdipvod @ dd Juesveiteme pr o
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programa eksperimentalne gr
grupe postoje dvije teme Vi

pe sadr gane i
e

u
g izometrij e

Tablica 7. Okvirni plan i program rada u eksperimentalnoj grupi

Tjedan

Plan i program rada

Testiranje prije ulenja geometrije: VH, S

Uvodno upoznavanja:

- plan i program rada, vrednovanje, obveze prema predmetu, potreban pribor

- izrada i osnovne karakteristike tangram slagalice: slaganje i crtanjartatigova na praznom
papiru i u kvadratnoj tol kastoj mr egi

Osnovni geometrijski pojmovi: tol ka, prav
Odnosi melLu osnovnim pojmovima: ©pripadnos
Aksiomi: pripadanja, urelaja, podudarnost
Osneb. ne geometrijsk konstrukcije: prenogen
okomice i par al el , dijeljenje dugine u ™

e

e
Dugina: definicija, dul jrienla vdaungien ed uig iundaa, |
sukl adne dugine simetrala dugine, konvek
Povrgina: odrel anje veliline, popl ol ava

i v
Opsezi i povr gine odabranih Ilikova: mj er e

Polupravac, poluravnina

Kut: definicija, vrste kutova i njihove mjere (u stupnjevima i radijanima), sukladni kutovi, susje
supl ementarni kutovi, kompl ement ar ni kut o
kutovi uz presjelnicu

Trokut: definicija, osnovnélementi i odnogfstranica, kutova) vr st e trokut a
karakteristilne tolke trokuta i njihova s

Sukladni trokuti i teoremi o sukladnim trokutima: SSS, SKS, KSK,’SSK
Primjena teorema o sukladniostdokazivanju izvedenih tvrdniji

ugi nama

d
m trokut

Tal esov poul ak o proporcionalni
Slilni trokuti i teoremi o0”>slil
I

m
n
[

i
Opsezi, Vvisine i povrgine sli nih trokut a
Letverokhutc:i jcaef osnovni el ementi i i odnosi,
trapezi i paralelogrami), odnosi melu | et
|l etverokuti

Mnogokuti: dijagonale i kutovi, pravilni mnogokuti, ®pe z i i povrgine

Krugnica: definicija, osnovni el ement. i
i krugnice, odnos dviju krugnica

Krug: definicija, osnovni el ement. i i dij e
vienac), opseg i povrgina kruga te dijelov
|l etverokuti

10

Uvod u geometriju prostora: pravci i ravnine u prostoru, klasifikacija geometrijskih tijela, izgra
geometrijskih tijela od kocaka te njiov opl ogj e i volumen, crt al
razlilite perspektive

11

Prizme (letverostrane, trostrane, gestero
uspravne, pravilne), crtanje, sdijmedaunalinie

12

Piramide (letverostrane, trostrane, dgeste
uspravne, pravilne), crtanje, dijagonal ni

13

Obla tijela (vailhake mitedac,okmuagVmi) el efe
jednakostrani|ni), crtanje, osni presjeci

14

Rotacijska tijela: crtanje, opisivanje, o

15

Zavr gni sauspjudtva Lii vaaklej ul i vanj e
Testiranje nakon ulenja geometrije: VH, S
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Tablica 8. Okvirni plan i program rada u kontrolnoj grupi

Tema | Sadr §aj predmeta detaljno razralen prema
1 Aksiomi o pripadnosti incidenciji (iskazi; ilustracija: posljedice).

2 Aksiomioporedkuur el aj u (linearni urelaj na prave
trokut; Paschov aksiom)

3 Aksiomi o mjerenju (metrika; posliedice).

4 AKsi omi 0 si mimdtrija). | nost i (osna

5 Temel jni poul ci (posl jedice prihvalenih a

6 l zometrije (osnovna svojstva,; fiksne tolKk
rotacija; centralna simetrija).

7 Kut (definicija; wurelaj; mjerenje; kut ovi

8 Li kovi (trokut ; trokutna nejednakost; mn o

i krugnicom; presjek dviju krugnica).
9 Aksiom o usporednicama paralelama (Euklidov peti postulat; aksiom o paralelama; ekvivg

petogapostulatdn i per bol il ka i el iptilka geometri]
10 Poul ci 0 SHKEKIKRBKEK-S( Si zometril nost; kons¢g
11 Letiri osobite trokutove tol ke (paralelogit
sjecigte kutni h-centarinetral a; visine i orto
12 Poul ci 0 slilnosti (paralelna projekciija;
poulci o slilnim trokutima; homotetija).
13 Pitagorin poulak (Pitagomwmiuh kpoulodk atelPvit\a
14 Obodni i sredi gnj i kut (tetiva; promjer ;
15 Tangencijalni [ tetivni |l etverokut (tange
potencijasbzi rom na krugnicu).
16 Vektori (usmjerena dugina; vektor; zbraja

17 Algebarski prikaz (pravokutni koordinatni sustav; algebarski zapis ravninskoga vektora; alge
operacije na vektorima).
18 Translacija (definicija; svojsty izometrija kao kompozicija rotacije i translacije).

19 Stereometrijski aksi omi i posljedice (isk
ravninama u prostoru.
20 Geometrijska tijela (prizme; HKkvadar; kock

Prema st i Itamgn anajlee nsjae uprogramut i e kdsaper i ment al ne g
poj movi koj i e se obralivati, a , dakkesl prognareut s k a
kontrolnegrupdb ag nagl agena akKaadloemra,t skrao zs ttreurkd@tuskai o p
programu eksperimental ne gr up(et apnl garna nmoanm, riaadk os

nekodrugo) crtanje u razlilitim mregama te konstr.!
skupine. Noj ako se kroz tematski opis ne moge vVvid)]
programa dinami| ke geometrije (Sketchpad i Ge

obje grupe.

5.5.4.2 Nastavne strategije tijekom intervencije

Tijekom intervencig dominirale su dvije glavne nastavne strategije: (1) strukturiranje nastavnih tema
premavan Hielwvi ma fazama ulenja te (2)anmdultayJ&mjje
usmjerenog opaganj a.

U okviru predavanja, naisrtaanven ek rtoezmep enta jkllejgu|en ist
Hieleovi m f azama ul enj a: uvodna rasprava (F1),
(F2), objagnjavanje dobivenih rezultata (F3),
integracija rezulta u funkcionalnu cjelinu (F5). Opisane se aktivnosti nisu provodile linearno niti
jednakog obi ma, vel naizmjenilno | u obi mu Kkc
(pred)znanjima sudioni ka. | z t oglizirathtgekommgamp p o n
jednog sata, a neke od njih i vige puta, dok
U okviru vjeghbi, koristild@ su se zadaci razl
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ponavljanje, provjeru razumijavn j a i primjenu obralenih sadrg
uspostavljanje funkcionalne mrege razlilitih |
cjeline svi zadaci su razvrstani u tri kategorije: odredbeni, konstruktivni i dokazni.

Strukturne aktivnost.i pl anirane su tako da se

vizuancanal i ti | ka metoda usmjerenog opaganja: od

strukturiranog materijal aene oibjagujguanjiantdg

cjelokupno poulavanje progimalo el ementi ma vi
e

sudionici mogli razvijati vjegtin vizuali zaci
S vel i mvamjzemi jue podr gku vizuali zacij e. U

strukturiranja tematskih cjelina (nastavnih t
intervencije.

AQ)Strukturiranje nastavni h tema .pijelommamterveacije, Hi e |

nastavni je sat najlegle zapolinjao fazom pi't
vel znaju o temi koja se gel.i obraditi. Uvol
tegkol e, nerazumigleamjng ak dj g oqgrmie ginmajsth o0 ge o me

osvjegtavanja sudionika o nepotpunom razumi|j e
kognitivhog konflikta: prema njihovom opisu postavljao se kontra primjer kako bi im se ukazalo u

| engqu i j ege i1ili gdje su manj kavost:i

Na primjer, u tematskoj cjelini o krugnici i
njihovim osnovnim elementima i dijelovima (polumjer, promjer, tetiva, itd.). lako je svim
sudioni ci ma pojoanpokzrnuagtn i cnej iphroivl idpni s obi |l no |

Krugnica skup tol aka ravnimreddg eidmpaskeit Siia&d) j en i |
j er nedossih ajUk ol i k®Krkuaggnui cdaa sjkeup svi h toheka |
t oldndaims e moge ponwdi tjierSinralmesd 8k @! ir k Keluau cda
skup svih tolaka ravnine | eadmd&kosedalnpjeinmd ma

nekorektnostecik ul arne defi)ntdcije (Jozil, 2014
-/__ j
.\ S |
L
(a) (b)
Slika88 Nepot puna krugnica i sfera
Nakon uvodne rasprave 0 pojmovima, sudionici
aktivnost. crtanja, mj erenj a, prebr oj(ewishao | a,
t emi koja se obraluje), a aktivnosti se pagl]j
njihovih odnosa, posebno onih koji su im do tada bili nepoznati ili nedovoljno jasni. Usmjereno
volLenje se moge k oo erakéijusasuionicim& a magu kitii pripeekljem u - i T

programirani materijali za samostalni rad sudionika (individualno, u paru ili grupi).

Na primjer, nakon rasprave o pojmovirnhodnii s r e d i @ sudianici &euntogu usmijeriti da
crtanj em i e abpdaihketava nadristim iulkgpm (Slika 89 ili sukladnim lukovima iste

krugnice (ili sukladnih krugnica) izvedu zaklI ]
da nacrtaju obodni kut nad lukom (tetivompbd anog sr e di g roj88cyte rkjerégnjam ( S| |
i usporelivanjem njihovih velil idwsirukaranji bdz v e d u

pripadnog sredignjeg kut a.
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(b) (©)
Slika89. Obodni i sredignji kutovi

Nakon provedbe akt i vpnootsrte b nvoo Ljeen onga pirsavriatgii vkarnagt
zakl jul ke (F3) Ukoli ko se usmjereno volenje
onda se aktivnost. F2 i F3 zapravo ispreplei
mogu provesti koriguénjemsgobowvimhodpnamjkhkiahkoc
rada na njima te postavljanjem zakl jul aka koj
samostalno kroz programirani materijal, onda je korisnodaj pr i j e oni opi gu SV
da usmjerenim volLenjem nastavnika izvedu na j
terminologiju, nove pojmove i njihove definicije, tvrdnje i njihove obrate, itd.

Na primjer, kao rezultat prethodnih akth o s t i v agn opripadnogiitvee sz a k Ipjoy laimt
nad jedni m k pripgdnomme tl iuk@m moge pr omatprigadnih bes|
obodnih kutova, ali samo jedamipadnisr edi gnj i kut . TakolLer, da s
kutupripadas amo j edan krugni l uk (tetiva). Nakon ti
Tvrdnja 1: Svi obodni kut ovee njagddmnakiim 34 wkwen
Tvrdnja 2: Svi obodni Kkutovi nad s uitel(sakthdnihm | u
krugnica) jednakih su velilina.

Tvrdnja 3: dvostudos g hj ripadog ghodnog kuta
Tvrdnja 4. Svaki obodni kut nad promjero kr ugni ce j e pravi kut

Nakon postavljanja tvrdnji prikladno je povesti raspravu (F1) o istinitpst r az | oz i ma i
opravdavanja istinitosti: syvatediumnendatur)rigiinitgsta 1 s
tvrdnje se moge opovrgnut. na temelju jednog
se njezinaistinitost e moge opravdati na temelju nekoliko
je potrebno provesti dokaz. Prije procesa dokazivanja korisno je povremeno povesti raspravu o
vrstama dokazivanja: direktno te indirektno, kontrapozicijom ili kontradikcigim,o strategijama

dokazivanj a. Na primjer, opravdavanj erangnt i ni t
triju slad0ajeva (SIik
Sl ul aj 1: Slulaj 2:

b =2 avanjski kut DASC b= b+'b 2z '2+" R2:

Slika90. Dokazivanje tvrdnje 3 kroz tri
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Umjesto da se sudionicima postave gotovi sl ul
sami otkriju put dokazivanja (F2)donos no potrebu razmatranja tri]

je uputiti na razmaanje obodnih kutova na Slici80.e tr agi t i da opigu nji
Kr ugS(iFse . Dal je, mogu razmatrati podekstovav | j a
pripadnog sredignjeg kuta il:@ postoji ] og nek
i stinitost opravdat. na i sti nalin za svaki p
istinitost potrebno opravdati za & K | sl ul aj posebno (F2 i F3).
ispitati je li svima jasno da je potrebno opravdati istinitost za svaki od sl ul arkalo bi( S1 i k
se izveo zakljulak o istinitost:i tzvradg ev Br ajf
aktivnosti, kombiniranjem F1 (ponavljanje), F
Na primjer, za sl uDASCteda,su npegoveodvijs ftraniceopolumjeti pacsé& u t
zakljuli da je trsdketdij exddbn alao lsrua lkain otve m@asupr
Zatim se uol ibvdngskikueprokatranoguirekuta, b Zzatimese ponovi odnos vanjskog
kut a i unutragnjih kutova u trokutu tesvegalaber
prethodnog, bz2a¢k | Pueostdal aedva slulaja su pove
se to uolilo potrebnopoleuprsava&kauCy jdedasait ek
radi o zbroju, odnosnoraziic dvaj u kutova, na koje se moge pr
konalno, kako za sva tri slulaja tvrdnja vri|j
Kroz prethodno opisano dan je wujedno iristipri mj
vizualncanal i ti | ka metoda u svrhu otkivanja put a
dokazivanj a. Zahtjev za dokazom se moge ponek
svrhu primjene i provjere razumijevanja (F4).

Na primge r nakon gto se ustanovi da istinitost t
korisno je razmotriti mogezkloir i gd eingtai ntivtdadsant] et
tom se slulaju novi sadrigmyi spopeeuhodmo fomka
s e uspostavlja mrega poj mova i njihovih vez

geometrijskog migljenja.
Nalin 1: Nalin 2: Nalin 3:

c c c
* VAL Y
s A fale, o\ A
g- obodni kut nad promjeromﬁ
Y trokutuDABCopis ana kr u

b-sredi gnjAB k u|at+b-obodnikutnadAB

a - pripadni obaini kut Zbroj kutova u trokutABC | = " gte S u polo
b 180 2a+2 b =80 .
a=— =—— 80 _ Y trokut DABCpravokutan
2 2 a+ b =90 Y g=90"
Slika9l.Dokazi vanje tvrdnje 4 na tri n

Nakon osvrta o provedenim aktivnostima i izvedenimlizgku | ci ma te nji hovim

osigurati primjere kroz koje se moge provjeri
trebald. biti kognitivno zahtjevniji od oni h Kk
sl ogekhonptenk st u uol ava (ne)razumijevanje. Prir
izvedeni h tvrdnji i njihovih dokaza, vel nap
i stragivanja, otkrivanja i p o sdbkazwénjera twrgnga (F4),v r d n
uz barem kratki osvrt O provedenom, uvolLenje
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Upravo, kombiniranjem razlilitih
se izgradnj a e UrFkso)i amallnd imriehg geometrij skih
na razlilite naline: tekst om, vizual nim r
kori tgnjem sva tri oblika (Slika 92
Primjer 1: Primjer 2: Primjer 3:
C D c
\ E
B
s s -
A
A B
. StranicaﬁBje promjeArgumentirati
DugiA g e promjea t®&pakoviggta ) , :
Co .| simetrala kuta pri vrhu E, kada j
£SBAX CSB=7? Odrediti_sredi) scpyadrat
stranicama trokutaAC i BC.

Slika92 Primjeri za
Ponekad je dobro isti zadat ak
vjiegtine pri riegavanju zadat aka
iz primjera 2(Slika 92 umj esto Kkroz

pravokutnog

trokut a
pol ovi gt alliRzadgak tz ermjera &Slika 92

provjeru

mo g e

zadat i
t e

S e

dokazati:Nad stranicomAD kvadrata ABCD, prema vani konstruiran je pravokutni trok4tDE .

Ako | e

Ponekad
u drugomruhu, a
nismo nikada radili

tol ka
sudi
ras

Provjera
funkcional

razu
nu

oni

S sredigte
Ci budu

pravom O t ome

mi j evanj a
mr egu

obralenih
poj mova oMmpinenomi@Jsustavh.jNa

kol i ko

poj mova

aktivnost i,

p
prik

obralenil

naevi ge
povezival
vizualni Jepdakagi Imoae
i z otava pod KBjim/AseE Katete togQrdkute vide ize v
postaviti

k a

di jagonalla#EDk Dokatatiat a,
i znenaleni s
umanj uQve vrguezadatlkag u |l n

i st

(F4
s e

primjer, naSlici 93.prikazano je kako se unutar istog primjera mogu koristiti sva tri sustava u svrhu

provjere

razumi jevanj a

koncepta

krugnice

Odnos kkikutgkisace|Nacrt at ikikitKwgni c/|Nacr t at i kikutk
slikeop s at i r i j el | opisanom odnosu, a zatim odnos | odnosu koji je dan zapisom,
simbol il ki : zapisati si mbol i|azatimodnos opisati
rijelima:
(@) Kr u ¢ kdirackatK u jednoj
tol ki kraka t°(a)kﬁEK={D}
(b)yJedna pol ukrkig
pripada kutK. (b) k EK =AB
(c) Kr u ¢ k(hegpapada kuti. (c) kAEK =K ili
kAEK = /
IzVuOS IzOuVS IzSuVO

Slika 93. Razumijevanje i povezivanje koncepata kroz VOS sustav
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TakolLer, korisno je stelena znanja primjenjiyv

ryiegavanjem sudionici i maju priliku amooeknai vat
(F5), ali i stodobno prepoznat. i svrhovitost
Na primjer, umjesto da se sudionicima zadaje
i skoristiti fotografija nprr.sanmiedlaelpe od ekFijrae
rekonstruiraju nacrt koji su arhitekti trebahati prije izgradnje (Slika94. Osim gt o | j ep
moge biti motivirajula za konstruiranje geom
riegavanjahtpreovba eprovzezi vanja mnogtva definici
sredigta kljulnih krugnica potrebno je iskori

jednake dijelove, Pitagorin poul gl dnlada@diir asn
jednakosti, procese konstruiranja, opisivanje, itdalped obrada primjera sa Slike PAedstavljena
jeuradil| enj e usmj er(ednazm bp,p ay0alnz e m

Slika9d Rekonstrukcija dijela prolel]

No,probemi iz realnog ¢givota mogu slugiti i kao

za istragivanje, uo|l avanje zakonitosti [ pos
postignutom (F3) TakolLer, przakwiidgeit egmatbd keimh
razlilite naline i tako povezivati razl i | iti

Na primjer, moge se postavit.i problem savijan
i stragivanje moge zapol ettriokaitlai,k oavanateimmradi
najvele povrgine Slilno istragivanje se moge
o krugnici i krugu. Konalno se, na tengsévihu svi

likovajehakog opsega najvel uDedowdl giamu opaszi ma akr a
predstavlienojeuradus t r agi vanj em do mprimermom metode usmjeremmk s i |

opaganja (Mateljevil, Jozil , itbiugebnhetrijkprost®a) 13 ) .
Konal no, na kraju svake tematske <cjeline Kkor
uvedenu terminologiju, znalajnije izvedene za
se moge brusigtaivamijeaci amksatziivamge formal ni h d
opi sivat.i izvedene formul e, kl asi ficiratd.i poj

kroz vizualne prikaze mogu se obuhwami korsgte
tih prikaza ponoviti njihove definicije i svojstva.

UraduO wul enj u i poul avanj u-owjeeorim@e¢ r alj en@rjeemapvad
jedan primjer strukturiranja nastavne idtleme k
tijekom intervencij e, a vezano g.e za kIl asi fi
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(2) Poul avanj e geometri j-a&nadriitmj|l &kmnreo mmeviozdwreal momj e

Gl avno uporamalei tviilzkuea | meot adje je w ¥OBj sastaa(dlikagdy. o p
Ukoli ko je polazigte vizualni prikaz (V), on
obliku) te sagima kroz odgovarajuli simbolilKk!
jezikom (0O), ona S e m pizua@nirs prikazdmj ta dodathg @psteahira j u |
simbolil kim zapisom. Ukoli ko je polazigte sim
jezikom te dodatno pojagnjava vVvizualnim prika
konceptj t d. pri kazuju istodobno kroz sva tri sust
=
=P
'S B L L
g g Opisivanje govornim jezikom
= i simbolicko zapisivanje onoga
> Sto je vizual ika .
o @“0% S §to je vizualno prikazano
s
&%?‘ ,\c_"\ 10{0
) 3 Y
5 *0‘1’10@ X O Jezicni
k\\"&\oo\\u'é’@ 7"’ opis
SRS
+® ,i)&o ) Opisivanje govornim jezikom i
¥ q}*“ predstavljanje vizualnim prikazom
45\9' _&‘9’ onoga 3to je simboli¢ki zapisano.
&
Slika 95. VOS sustav
Opis korigtenja VOS sustava i me t o thregh prav@cap er e n
ravnini (Slika96) . Ci | j j e wunutar jednog koncepta funk:
pg={4]
S

Pravci p 1 g sijeku se u tocki 4.
O 1l tocka 4 je zajednicka tocka

% pravacapigq.

>é<
[ q

Slika96.Ukr gt eni pravci u VOS sustavu

zZVuOS: Ako se kreie od vizualnog prikaza (V) u

gvornim jezikom (0O) i simbol il ki zapisat. (S)
Vizual ni prikaz se |ita metodom usmjerenog o0p
K1 (globalno): Na slici su prikazani pravci

K2 (lokalno): Na slici su prikazanadva praygaqt e j edA&a t ol k a

K3 (veza): Td kAepripada i pravcy i pravcug;

K4 (poruka): Naslici su prikazanipraygigk oj i se SAl jeku prithkhkana s
pravca.
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Kroz postupni govorni opi s videkada gedajudipualmi grikaaig a | a
kakoto interpretiraju te znaju li se kretati od osnovnih elemenata na globalni prikaz i obratno. Nakon

gto je vizualni prikaz precizno opisan, si mbo
da se znaju odgovarajulili zsa nprodsij eku io vsokmu ps)l.u |l
zapisivanja korisno je ponuditd.i razlilite zap
presjeka dvaju skupova. Nai me, vagno je rasp.

p/Aq =Ai pﬁqu{A}te zagto prvi zapis nije korektan.

IZzOuVS:Ako bi krenul i od p&ama vk rpgtaeviciah j perdanvea o
su ukrgtena (ili da se si | e koodatrebdnat kako@avjzualne a mo
prikazat. (V) te kako sageto simbolil ki zapis
U ovom sl ulaju, potrebno je znat.i da se pravece
da se imenuju malim pisanim slovima te da se vizualpo prikazuje samo dic @a Nadal j e,
predstavlja malim krugilem | Il menuj e velikim
el emenata vizualnog prikaza, uvodi se simboli.i
IZSuOV:Ako bi krenuli dsdpEBEIAsi omboaij&ogagme zn:
sve gto je zapisano i glavnu poruku (0O), a za
U ovom sl ul aju, treba prepoznath , jednhakast e ( z
skup ({ }), mala pisana slova zapravgs ) , vel i ko tiskano slovo za
uol enog interpretira se u kontekstu: na | ijev
na desnoj strami kogijei jeda nkd $Keaokjois Koed nteolluk enj i ma
moge se zakl juliti da skupovi s |ijeve SAtrane
S obzirom da se simbolilki zapi si obi |l nazmbbu
mogul nosti te istaknuti onu koja je najpovol ]

dajepresj ek dvaju pransno@da sgreadvncoil |sain eskkdamavcijpe d n o |
i q imaju zajedni Zaktui nm esden umotgoal kuuvje sétoiizkiapispAiajvaana
odnos dvaju pravaca u ravnini. Nakon interpre
analogno kao u prethodnom sl ul| aju.

l ako na prvu simbol il ki zapiocsgepriezsgleedaa tdiv ab aur
litljiv, za one koji ne poznaju sve el emente
zapis neile moii interpretirati nhHrtga olpudmioh =
bez znStdg®jevja@gno ne zanemariti poletnilke tegko
tri sustava znakova (Van Hiele, 1986).

Upravo primjenom troslojnog nal i na poul avan
sposobnost vizualizactcmpe] i $kjogl zapnanjyanijavie
(geometrijski) vokabul ar. I ono gto je najvag
sustava u drugi te geoméim fakemspevgapemel Os
razvg mat ematn]) Bog magl jaliVvanjAa j(eNlaakna hoadr ac, i |2j0eC
obrazovanja | est razviti mat emati |l ku pi smeno:
studenat a. No, | i njenica | e davatnom ragqur stfamrgui o n a
matematike koriste elementima vizualizacije, ali oni izostagiluu g b e n 0 | komuni k ac
1991;Whiteley, 200% . Drugim rijelima, u matemati| kom ot
u vel oj mjeri @3astuspayenpijie bamo ©Oe jezilno i

manje verbalno.
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Upravo zbog takve nastavne prakse, u kojoj j

simbol il ki zaanpail s )t,i | kiaz ureeltmood a s e avanmzO$isys@avaa u
elementima vizualizacije te radi stvaranja baktroz sva tri sustava (Slika R0sim toga, kako je
vige zastupljen pisani oblik izragavanja, a m
think aloudpo preporuci Krutetskyp (Krutetski, 1976). Naime, u radu s vanjskim zapisima evociraju

se odgovarajule umne slike te je vagno verbal

mogle upoznati/osvijestiti i do neke mjere kontrolirati.

Vizualni
prikazi

Simbolicki
zapisi

Didakticka
sredstva

Jezicni
opisi

Realne
situacije

Slika97.VOS poul avanj e

U skladu s opisananml ipallazi gneet owdiez uuaslnmjoer e n o g
vizual ni prikazi (didakti|l ka sredstva, realne
poruka: koncept, svojstvo, odnos, idejal. il bez obzira je li se vizualni prikaz analizirao i
interpretirao ili se stvarao, proces vizualizacije se verbalizirao.

Pri |l itanju vizuahaotgtpltk@ametodazuaimperenog
koraka:

Korak 1 (globalno): Globalm opi sati skupove tolaka prikaza
Korak 2 (lokalno): Precizno opisati sve elemente (jedinice) prikaza;

Korak 3 (veze): Uspostaviti veze melu el emer
Korak 4 (poruka): Prema uolenim vezama odr ec

Pri stvaranju vizualnih prikaza radi predstav
ideje,vizualneanal i ti | ka metoda usmjerenog opaganja Kk

Korak 1 (elementi): I1zdvojiti elemente koje treba vizualno prikazati;
Korak 2 (prikaz i imenovanje): Za svaki element (jedinicu) odabrati prikaz i imenovanje;

Korak 3 (veze): Uspostaviti odgovarajule vez
Korak 4 (poruka): |l sticanjem svih veza melu
Vizualnoanalt i | ka met oda usmjerenog opaganja tijeko
ulenja (F1 do F5) i sve nastavne aktivnost.i
definiranje izvedenih pojmova, iskazivanje osnovnih i izvedenih tvrdnji, dokaa n j e, rjeg
probl ema. S obzirom da u ovom radu nije mogul

metoda demonstrira kroz nekoliko primjera.

Nastava geometrije tijekom intervencije zapol
rami n a, prostor) [ opi som odnosa melLu nji ma
geometrije (aksi omi pripadnosti, poretka, kK o

(gotovo) wuvijek vizual ni pr iilkosatekstynutar kojegpse prikag k o
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koristi, u ovom slulaju: opisivanje odnosa i

s e bogatstvo jezika i uvode razlilite termin
Vizualni prikazis e obi |l no mogu vigestruko koristiti, ¢
kontekstu u kojem se korist.i te s kojom svr hc
opis odnosa i wuvolLenj e t eavmjivinuari milgazi (Sika98aoapy s e |
dok se u svrhu ponavljanja ili provjere znanjamoguskoiit i sl ogeniaq).i prikazi
C)C p
04 ’ /
. D
2 E
(a) (b)

Slika98.Opi si vanje odnosa izmelu tol aka
Primjenom met ode wisuali prikag saoSjke @8p a gnomjjea ,se | i t at
nal i n:

Korak 1 (globalno): Na slici su prikazane tol
Korak 2 (lokalno): NaAB,CiDcEiiFtpmavagpgst aknut o gest
Korak 3 (veze) Ne knekeheo | ke pripadaju pravcu,

- To | KRiF pripadaju (su elementi) pravey s i miE®|Fi Ip;Kliippravacps adr gi t ol
(prol azigEDib;| kama)

- To| k 8iCne pripadaju (nisu elementi) pravpy s i mbAMB| Al |pkili pravacp ne
sadrgi tol ke (MRICprolazi tol kama)

- Tol ki€susaistestranepravga a AiB$ k e

tl

sa razlilpgtih strana
- TolKki#gnal aze se razlil|lDbtih strana tol ke pravec
- To|l|Kki®nal aze se s isteFstrane u odnosu na tol
- TolBiFnal aze se s iste Estrane u odnosu na t ol
Korak 4 (poruke): Ovisno o kontekstu mogu se
- TolkPBiFsu kolinearne t okokneanpsfvodi se definici

- TolBmal azi se EiFmediumilEel idlKleodiserelacij i t i )i z me L u
- Aksioml Ako kagemoDidame¢BuEiDFd k &k alp-iDy-E nondasiE,Di

Ftori razlilite tolke jednog pravca.
- Aksiom2Za svake dvi Eidg pnawap,lpostoji tteD takesldkjeE- D -F.
- Aksiom3:0d t r i razli]ite tolke jednog pravca naj
E-D -Fili D-F -Eili F-E -D.
- Aksiom4: AkosiAiBs razl il it pthe stBaCslnea agnl avad pondastr an
S u tAdC&kiste strane pravga
Aliistotako,pr | i t anj u vi zual rkaragi KP (ogislodnasa) i ki fpredstavljdna 9 8
poruka) mogu se Koristitieni z mj eni | no, gto je zapravo prirod
U poglavlju o vizualizacijip ol et ak Y)napstsmanab59e vagnost [ mo g
geometrijskih figura, a najlegie se mogu Vvig
| itanj e wpagmjkearzaav g efrokus na tragenje odgovar aj
prikaz slugi u svrhu ponavljanja 1il:i ot kri va

global nih el emenata (ono gt o se Vlexdehatanrgihoph v u) ,
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veza |itati odgovarajule poruke koje su tim v

met ode usmjerenog opaganj a, | i tanje i stvar a
ol akgati . Na pr i mj &ijska figwra)rma Slcil Bhmo gper iskea zv i (ggeesot meu
ovisno o kontekstu u kojem se koristi i s ko
Euklidovog poul ka, postavljanju il] dokazivan
piuspostavljanju veze melLu | i kovi ma, bil o ko
geometrijske sredine itd. Oznake nisu postavl
odnosa sa slike, a ne na pravidaj el anje nekih za

Slika99.Li t anj e matematil|l ki h poruka sa

Korak 1 (gl obalno): Na slici je prikazana Kkru
Korak 2 (lokalno): Na slici je prikazan pravokutni trokDACD s katetama djina ei f , visina
trokuta BD duljinec,  d uACi podiieliena na dva dijela duljin®B=ai [BC|=bt e krugni
koja je opisana trokutu.
Korak 3 (veze):
- n o ¢ iBgisine BD dijeli hipotenuzuAC trokuta DACD na dva dijela zadanih duljina:
|AB| = a, |BC| = b, pa je hipotenuza polaznog trokuta duljiae b, |AC|=a +b ;

- ista visina dijeli trokutDACD na dva manja pravokutna trokuf@ABD s katetama duljina
i cte hipotenuzom duljing DBCD s katetama duljinb i ¢ te hipotenuzom duljine;

- manji trokutdi i maju jedan gil jasti kut zaj
i drugi gil jasti kut jednake veliline.

- krugnica je opisana trokutu pa ARiragijuedi gt

‘ .JAC| a+b

krugnn:—g—:p—g—;

- visinaBDmoge biti mpavijedigotr,dudrii nleemu jednakos
trokut DACDj ednakokr al| dajee=b;ichosno ka

Korak 4 (poruke u kontekstu): Postavl janje t

- Sva tri pravokutna trokuta se podudaraju wu
njihove stranice su proporcionalne.

- Prema proporcional nosti s & = abnef cbai ff Zzac.o d i s e

- Ako je dan pr aPypkiFami knapltcegrteilnes dane sl i ke

kvadratt ednake pl ogtine, a mF@.ova stranica |e

- Na temel ju dane sli ke moge se ced2l saf7r3ui rat i
- Melu pravokutnicima jednakih pl ®dnatvdga n aj
izoperimetrijskog problema) jer iz ¢ r slijedi 4¢c ¢ 2a +2b.
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Vij e
s u
N a
vrh

Ni j e

dul jine

mogul e konstruirat.i pravokutni trokut

gt r ad
one obi
primjer,
u C j e

s
|

6 cm jer 6[¢%Ot.ltd.m slulaju nije is

tina

geometrijskim figurama posebno | e

No nugno potrebne, a primjena
pri Utrokuw@aBCaenppuapkabhbhemai vr hu

60A. Simetrala kuta pri vrhu C
kuta/ CBD?potrebno je najprije izgraditi geometrijsku figuru kojaextipjuje sve zadane elemente,

a zatim postupnim uolavanjem veza melLu ngel emen
nepoznatog elementa (Slika 300

Skica Opis
K1(elementi): Prije samog crtanja potrebno je izdvojiti elemente te osvije
nakg i ih nalin prikazati: trokut

vrhovima, simetrala dijeli kut na dva jednaka dijela.

K2 (prikaz i imenovanje):
Pri crtanju zadanih elemenata korisno je odmabh istaknuti zadane oznak

vel il ine, Kkkalkzadatkee dano u t e

K3 (veze): otkrivanje puta do rj

- simetrala je podijelila kut pri vrh@ na dva jednaka dijela, pa se umje
veliline 60A moge pisati dva p

- krugnica je opisana pa je njez

vjerojatno izvan simetrale kuta;

- simetrala kuta sﬂa,e!ta)!ikastEr;ani
- za tr alyEBDitreb& dodati kraBD te lukom istaknuti koji kut s¢

tragi ( KBuetkralovimeBCh BDp || CBD| =d

- tradgeni kut se DBGDpaazis eu mmeoblgiel ion
iz zbroja kutova u trokutuf =180 ~ (30  §;

- utrokutaDBCDt r eba odredi ti D, [ \B®C/i=y,ia
ona se moge odrediti [iBDCjlcBAE ak
istim lukom BC, g=46 ;i

- tragedsiaskwfi se odb=VCGBDk a'chIARDE
pa se dneolgiel iondar edi ti zbd=ajpahjen

- vel iblsienanoge odrediti iDABG W=d4 a

- velidseamoge odrediti iz I|JACD
I ABD nad istim lukomAD, £'=30

K4 (poruka)egedjeaelivanje rj

met o
A
sij e

Ve'c'/_!|!|.C”B;| "Clprvi =B W80 Y+180=( 30 -4§ 16
Drugi drFab+ w7 30+ 104.
Slikal0OPr i mj ena metode usmjerenog opaganj a
|l ako su u procesu rjegavanja pr prbblemanplanirage) n e

realzacija plana, osvrt; Polya, 185 na temelju prikazanog (Slika 100 uol ava
uspostavljanja veza zapravo dominira pri

put

a do

ri egenjoam jien tkd rjvwe nmtan gg
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Pri obradi geometrije prostora tijekom intervencije, dijelom je pozornost bila usmjerena i na crtanje
rotacijskih tijela koja nastaju rotiprimenpmrem 2z a
met ode usmjerenog opaganja pri stvaranju vVviz
zadatak:Zadan je pravokutni trapez duljina osnovica 7cm i 4cm te duljine kraka koji nije okomit na
osnovicu 5cm. Trapez sog ir optriorlaazda v¥toAn aqkd | mr
osnovice. Odrediti opNjegayy er jie gedrujj ea nd goragerigme onga |
met ode usmjerenog opaganj a.

Skica Opis
Ki(elementi): Crtanje zapg
te analizom elemenata trapeza:

Osnovice trapezaa=7cm c &4 cn

Visina trapezaV = 4cm
Dijelovi na osnovici:c =4cm X =3c¢cn
Krakovi trapezab=5cm d =v Zcn

K2 (prikaz i imenovanje)Nakon analize crta se nova skica
zrcaljenje trapeza s obzirom na dani pravac te isticanjem
kl julnih el emenata na zrca4
Ovisno o etapi poul avanj a,
zadane veliline, al i S aciuk s
oplim oznakama el emenat a.
veliline, a u opisu i ople

ze): Najprije se ist
i kavaju jedna u drugu
pol ukrrajgenk cciej iu: kiozsm
h tol aka, i zmelu van
donjih vanjskih tol aka. Pq
gledanja crta se isprekidano.
Zatim se vrgi sjenlanje pl
rotaci j oot adcuigjionm:duge osno
(donja baza valjka), rotac
vijenac (gornja baza valijk
okomitog na osnovice nastaje vanjska zakrivljena ploha
(valjkasta ploha) te rotacijom drugdraka nastaje unutarnja

zakrivljena ploha (stogast
Isticanjem osnovnih elemenata nastalog tijela (polumjeri,
visine, izvodnice) ol akgay

usvthuodr eli vanja oplogja i

K4 (poruka): Opisanom rotacijom nastalo je trodimenziona
tijelo: wvaljak s unutarnji
- Visina valvfFttadcm st ogca:
- Polumjer valika:R=a = cm;
- Polumjer=x8umgca:
- lzvodni sabshcmgc a:
Op!l ongajset al og tijela je vel
nastalo tijelo; odrelLuje g
Otij%la '\*/Eljkaz'BstoJ?Ea ga omeluj u.
Volumennastalog tijelajevdlii na pr ost or a

_ Zzauzi ma; odreluje se oduzi
Vi sVa ey volumena valjka. J

Slikal0OLPri mjena metode usmjerenog opaga
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Uspostavljanje odnosa i zmelLu obj avkast&ojarzahggevai | 1 t
posebnu pozornost u nastavi geometrije. To po
tijela (3D) iz zadane mrege tijela (2D) i ob
geometrijskog ttanja @ ktearafjadvidualnog prikazaaucpravild nisu linearni (od

K1 do K4) vel se stalno ispreplilu, posebno u

U nastavku se detaljnije opisuju nastavne ak
tjekomintervencg , a kr oz nji h se dodatno objagnjpava |
anal itilka metoda usmjerenog opaganj a.

5.5.4.3.Nastavne aktivnosti tijekom intervencije

Kako je opisano u dijelu o ulenju i pnovnia,a v a n j
njihovim svojstvima i melLusobnim vezama. Geomi
vrste vizualnih prikaza i model a; obl i ci razl
velilinama (dul jine),, opswede mdlowtanlei,civmd uimer
se aksiomi ma i teor emi ma, pri | emu se i stini
geometrije bavi se oblicima, njihovim velilin
Oblike (razliliedhbt avimeajzi j ajigdkwar ajpui e geomi

predstaviti vizualnim prikazom ili modelom (realnim, artefaktom), ali i kroz dane oblike treba znati
prepoznati predstavljeni geometrijski koncept. Za opisane aktivnosti potrebne su sposobnosti
vizualizacije, a posebno vizuakpwostorne sposobnosti u radu s 3D oblicima.

Mjerljiva svojstva odreluju se razlilitim mj
brojlanom vrijednoglu i mj ernom | edi rmetar@an. Mj
dul jinu), al i i proizvoljno odabrana (npr. p
Ukoli ko su osnovne veliline nekih oblika zat¢
odrelivati izralunavanjenstpor eprmae borpoljianv apnrjaevn |jie
plogtina pravokutnika se izralunava mnogenjer
potrebno je savladati vjegtine mjerenja struk
opet dodolazevizaalngjraa st orne vjegtine, ali i razl il
Za uspostavljanje odnosa melLu oblicima potrel
bitnih karakteristika tako i odgmarajuihbsl\/
razli kama. Razl i | iti odnosi zahtijevaju razl:.
sl il nih obl i ka korisno j e poznavanje t eor e me
transformiranje (translacija, rotacija,r cal j enj e) jer su oblici naj |
uspostavljanje i nkl uzivnih odnosa p oeskupae te n o ]
postavljanja | ogilkih odnosa. Kroz sve opisan
pr ostorni h sposobnosti t e odgovarajuie razine
Nastavne aktivnosti birane su tako da kroz njih sudionici mogu razvijati sposobnosti vizualizacije,

procese migljenja, a geometrijske komsaoebilpte I
izolirane vel su se melLusobno isprepletale i

Tangram aktivnosti. Aktivnost.i S didakti | kim sredstvo
nastavnog sata i provlalile krozivaieesl&ghnjedigumema
prema danoj sl ici [ popl ol avanje figure za
mregi, opisivanje nalina sl aganja i nalina cr
koraci ma, pr e bpodfjiagriarng eumuwatzdri |daneh fi gur e, mj ¢
podf i gura kori gtenjem mrege, -figura pojagjefiguveaanzadani s u k |
nal i n, argumentiranje uol enog, itd.
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Tangram aktivnosti provodile su se tako da razwijaji perceptivni i mat e mat

(str.80) . Na primjer: Od tanova se mogu sl agat:. k
tangram kvadrat nastagel svih sedam dijelova (Slika 182 Kada se oblikuje tangram kvadrat, on

semgge konstruirati, a ktignesztirlunkociij as ipio) ak aTlakddo lhie
tangram kvadrat se moge nacrtati pr opweabeduonal

u tol kama mrcege Z@Sliink as el, 0 2udhauvt aatri  mrr aezglei, | intoeg umj
al gebarski) te na temelju nji R iigavaadi(tsiuka aldlr

likovi). ltd.

(a) ©® (©

Slika 102 Tangram aktivnosti

k;

( gk P’ . .
n Pl F cl k J2

\|/ 1

Det al j an pr i ktangranr akterostilkojetse imogw progadith u nastavi matematike s

razlilitim uzrastima, a koje su razvijene ti]
godina, predstavljen je u |etiri r adnaformahog ukt L
slaganja do otkrivanja i dokazivanja razlilit
Tangram u nastavi matematike 1. dioi 2. ikavaj i n i Bar anoviRazvoj 2019
geometrijskog migljenhBar &mowzi it,any0 M akre dntos
svih 13 konveksnih tangram likova primjenom vizualnm al i t i | ke met ode usmj
radu Matematika u tangramu, tangram u matematicBar anovi | [ Lehman,
rekonstrukcija i detatja razrada starog problema o konveksnim tangram likovima, koji je bio osnova

za primjenu metode usmjerenog opaganja pri ot
Tangram aktivnosti pokazale su se posebno kc
odgova aj ul i h geometrijskih koncepata: trokuti |
strukturiranje prije izvolLenja formul a, itd. ,
vokabulara tijekom opisivanja provedenih aktivhostidRas f i zi | ki m model om
osigurao je okrugenje u kojem su sudionici bi
angagman, a povezivanje s odgovarajulim geomi
onoga fdtngulaem ni j e uni ver zdmnogpdragih&oi sutdastopni. v e |
Crtanje. Kroz velinu aktivnosti posebna pozornos
prikazivanja geometrijskih objekat akoristesdmogeni
prototipni vizual ni prikazi, standardni pol og
geometrijskog pribora, na papiru bez pomol ni

odabranoj temi.

Na primjer, u radu s 3D objektia: crtanje trosémeprizme unutar kocke (Slika 188 crtanje dvij
piramida unutar kocke (Slika 1B3 crtanje pravilg gerostrane piramide (Slika 163 Pri crtanju
se vodilo raluna o vidljivost.i b r kog sevide, tanke p er
crte su pomolne crte, Il sprekidane crte su bri
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N
e

(1) crtanje kocke (1) crtanje kocke, (1) crtanje prayv
(2) crtanje brid(2) crtanje sjnaa baze uprojekciji
(3) sjen]anje pl (3)crtanje baze piramida (2) wvisina iz sj
(4) isticanje ve(4) crtanje pobo(3) crtanje pobo

(a) (b) (c)

Slika 103 Crtanje 3D objekata

Aktivnost i crtanja koje su bile stalne tijekom i
kvalitetnih vizualnih prikaza, ¢gto se posebno
za |ije rjegavanje je vizuathnepcrkanj i oenuk
samopouzdanjem sudionika te u konal ni ci i v
postavljenih zadal a.
Konstruiranje. Kroz sve teme geometrije ravnine koristile su se aktivnosti konstruiranja
geometrijskih figurarava l om i gestarom te opisivanje kons
simbol il ki. Na poletku je trebalo savladat:i C
razlilitim situacij ama: od samog sstruk@e kajaje a i
sastavni dio rjegavanja probl em.
Na primjer, kroz tangram aktivnost. se moge
konstruira (Slika 10 . Pri tome | e vagno raditi usporedr
jezilmobolii |kii )(SlITiakkaeo L0 4 j e vagn napomenut i
konstrukcij a, osnovne konstrukC|Je ne opi suj
dugi ne, konstrukcija simetrale du ¢gi nstrykcijao k o mi
geometrijskim priborom (ravnalom i gestar om)
intervencije doprinijelo je razvoju sekvencijalnog i diskurzivnog razumijevanja geometrijskih figura,
al i i obogalivanju oeaocemettriiljksek g ewad kzanbowsltar a zir
TakolLer, konstrukcija moge zhdatkai Nagpranget, ma\Shcid0 d i o
dan je primjer u kojem se, umj esto obilnog nu
lika, najprijet eba i zvest. konstrukciju |Iika sa slike,
S ovim vrstama zadat aka, korisno je radit.i S
obzirom da su i u zadaci ma kondulrjuiimanp @j edidn
umjesto da i h odrede konstruiranjem, korisno
(npr . d u g7i3maumjesto Bcin)i Wpeavo u tim situacijama, kada je potrebno pedii
duginu na jednake dijelove il] u zadanom omj e
TakolLer, vrijednost Kkonsutlripgrkacp rj eemlvjierdijh vua greo g
geometrijeSketchpadjer se nakon crtanjai konsrua nj a i ste figur e, obi |
moge wuoliti razlika izmelu crtega i konstrukc

138



Koraci konstrukcije

Opis koraka

( iABI

A s 1) Napravelps e i stakne pre
P’ 2) Kr oz B se kokstruira okomicgl na pravag,
- p'~ p, ili se pri vrhuB konstruira pravi kut.

3) Od t Bralpravag' prenesﬁB,se du
k(B,r=|AIﬂ). Druga krajnja go
je tolkap €C .NgrtamoBEuUJI

i - Vrijedi: |[BC|=| AB.
kz. v
" D) .k 4) 1z tAilCalpa gu s diiksmadiugar F|AB|,
tako da se njihovimTIpres
k,/Ek, 5{D}. I | iDsenmtodjlek &k onst r u
kao iCtol ka
5 I st aknu ADd CO.u gli eéte\ABAD®EK Ut
3 S g kvadrat.
i \ s 6)SimetralaBTﬁai@lk@inBaruiraj
2 ety EiFredom,s £BC 5{ B, s, £CD ={ F} . Istakne

s e dlE_E.i na
Simetral Efmkduongineir d, se
s, /EEF H{ T}.

Napomena: pr k 0 n s trebno krtati
v

. simetralu e samo mal i
8) | staknu AJé BOue i tB&do kresjek tih
& dugiATEBDHg.
/6 k R
el 9) Tol®sme konstruira BPSiikapol
presj ek pr aRparaeln&grs pravcewt | k
- |l st akne GFe dugi na
10)To| hsae konstruira KSBibkap ol
= ) presj ek pr alyaraelnégrs pravce®@ | k

Ist akne
Ti me | e

$H. dugina

zavrgena konABECDO u

Slika 104. Konstrukcija tangram kvadrata po koracima
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Prikaz

Opis

ZadatakTo| ka S pol oABj gaet pEkeé
pol ovi gAS du g i|ABeBom. Nae
dobivenim dijelovima konstruirareu p ol ukr ug

Slici. Konstruirajte danu sl
izvedite izraergaaiogltelft v
i ka i na kraju odredite

Analiza slike: Neka j¢AB| = a Bcrr.
Radijus kﬁ:j@:mi:'%%' % adgtm

Radijus kA_@IjQZﬂli:LA—\Zg .J-n%gdg lom.

8
Radijus k@_BJjg@t%% %msp %a 3em.

b
£
-
“»
Q
]

Opis konstrukcije:

1) Na proizvoljni pravappr enese ABe dug

2) Si metr al Nﬁﬂoaﬂlu@din e s & te pemacnx
pol ukrBAg nis@aa s rSeadijusgR;e m u

3) Si metr al (A_&ocdiru@dines@; pol o

4) Si metr al A_®noddedigeipm ® \Pi tesk macrt:
pol ukrAGCynisca s rPeadijuspat;e m u

5 Si metr al GBno dlugd in es @te gemdcrty
pol ukrBGynisca s rQuatlijugat,;e m u

6) Sjenl anjem se dobiva | iK
Osjenl ani |l i k omelLenRje p
pol ukrugnirgtoemn paldu krussgEn i c
1 1 1 Opseg os jadabivase pbrpjarjeimikduljina tih
Ow=50 +£Q 3Q #® 8T |polukrugnica.
1 1 1 Osjenlana povrgina sasto]j
P.=-P, =P *P -=dp 4pm |pol ukruga, a unutar veliKk
2 2 2¢ srednjeg Pl ogt

pol ukruga.
pl ogtina veliko@diuzmanlaaog e

srednjeg polukruga.

Slikal0O5Konstrukcija kao sastavni di o rje
Svakako, konstrukcije imaju veliki potendija nastavi geometrije te lilo korisnokoristiti je od
primarnog obrazovanjaaddie, a to znal./ [ u procesu obrazo

pred metne nastave.
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Definiranje. | ako je pretpostavka da mnoge definici]
kol egija, sudionici vel Znaj u | zazinpprepdzravanja),o g o0
kroz razlilite vrste aktivnost:i tijekom inter
procesu izvolLenja formalnih definicija poj mo
definicije pojmova koje su sudionicipoznaval odnosno nji hove do tada
pojmova, koje su se zatimmusilei nadopunj avale razdriilmjtdrm ma iunj

nepotpunost. [ pogregni h shval anj a. Raa | i | i
korektnosti definicija, razlilitim vrstama de
na postavljanju formalnih definicija korigten
dogala s opisom Kkaidaj. j e rodni pojam bligi i

Na pri mjer Slkekl66r i o ®tngaelmj ene su sl j edivadeatj¢ et i r
|l etverokut kojemu su sve stranice (2) kvadraajki h d
paralelogram kojemu su susjedne stranice jednduifina, a jedan unutarnji kut prav(3) Kvadrat

je romb, kojemu je jedan unutarnji kut prafd) Kvadrat je pravokutnik kojemu su susjedne stranice
jednakih duljina.

CETVEROKUT

PARALELOGRAM

7

o

\' KVADRAT

Slika 106. Definiranje pojma kvadrat

Sve | etiru KkKerfealktirce, ealsi u posljednje dvije |j
ostalih dviju definicija jer supravokutniki romb b | i §i rodni poj movi Za
paralelogrami | e t v e Ipak,kzadhja definicija je prihvatljivija od predzadnje jepravokutnik
prirodniji p o akwvadratad pojmammbeND] kada geoadi m aajmanjim uzrastom

ul eni ka, prirodno je koristit.i prvu definici]|j
UvolLenjem pojmova na ovaj nal i n i mogul nost
definic j a i mal o je vigestruku korist. Prije sveg
mogulnostima definiranja istog poj ma, sudi oni
unaprijed zadano te je oni set imw pottelynenb taeputku u s p
reproducirati. TakolLer, sudjelovanjem u pr oc
sudionici su postupno gradili svoju konceptualnu sliku pojma te je povezivali s formalnom
definicijom, gt o jesdowvgloadoi mazumil a&kgaig] o ao
i znenalenje bila je moguinost slobodnog opi sz
rodnog pojma i bitnih karakteristika. U takvor
koji opisy u i njegove karakteristike, a manje na
Korigtenjem razl i|a, kakohe odisarfoipmemacSlig Hudiosidi sugmalp o j m
mogul nost uspostavljanja i nkl uziguwliiihl ov elkzvaa |l me

savladavanje trele razine geometrijskog migl)]
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Nadal j e, uol avanjem razlilitih karakteristiKke
dovol jni za definiranje poj ma, omogul i(lga oj & er
opisueumsst avku) te pripremu za savliadavanje | etyv
proces definiranja pojmova koji | e Hoonuliragdg en t
matemati | ki h definickrjiat iil k csgk apzrao mie@l} jeaniajl au i3 @2
Postavljanje tvrdnji. Ti j ekom i ntervencije posebna pozorno
postavljanje tvrdnji kr oz i stragivanj e, I spi
postaVjanje obrata, kontrapozicije i negacije polazne tvrdnje te ispitivanje istinitosti tako postavljenih

tvrdnji . Pri i stragivanju i uol avanj u upriaviiclen

pripremljene u programwe dikndminlokd i g samedtsrniojvea.
dokaza.

Na primjer, pr

[ struiranju trokut USimet@ale s ane
svih stranica tr

k o
o k Stj ee cdigjteek wls i smee t v ajl ead n cafe; str celdk
Sredi gte opisane krugnice mijenja pologaj u
pol ovigtu hipotenuze |je pr avok Dbposjgdnjdtvrdnjk set a |
jednostavno dol azi i nt ehauadkutaiunutan Im (Plikatdja| enj em

K(S,n k(S,n

Srédigte opi sa Sredigte opisa Sredi gte opisa
gil jastokut nog pravokutnog trokuta je u tupokutnog trokuta je izvan
trokuta. pol ovi gtu hi po- trokuta.

Slikal07Z7Krugnica opisana trokutu

S obzirom da iskazuju wduhl rezika (Ha b0ij,Itijekom intervencije dodatno se
radil o na post avAkpj@npndajé it P QjRpretposmk i k@ Aakl j
jer je iz tog oblika jednostavnije postavljanje obra@aY( P), kontrapozicije «Q Y xP) i obrata
kontrapozicije &P Y xQ), kao i negacije polazne tvrdnjP@ >Q). Tako se tvrdnjesSr edi gt e
opi sane krugnice pravokutnmggéeriokkaanatiicAkm g
je trokut pravokut an, onda | e s, azhtingnjean olrgd:i s an
Ako je sredipdgtsankr ugmoikaweg u u polovigtu nj ego\
pravokutan, a ta stranica je hipotenuza trokutao i negacijaPostoji pravokutni trokut kojemu
sredi gte opisane krugnice nije u sredigtu hip

Rad s tvrdnjama posebno se polmaerisnim u stvaranju i razumijevanju iskaza u obliku

ekvivalencije te ekvivalentnost. tvrdnj e i k
i skustveno wulili da istinitost obrata twadnje
potrebu ispitivanja istinitosti, a posljediln
opi sanoj pravokutnom trokut u rdn@gabratssenitPproesd iagti &

krugnice opisane tr emhajddljastrgniee akko jp tookud pravakutami, unj e g «

slulaju veze susjednih i S u p | atunanje nija rstmit (Blikak u t o\
108 . Rad s obratima koji ni su 1 stiniti I maj u
primjera.
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Susjedni kutovi Suplementarni kutovi Kutovi koji nisu Kutovi l.(OJ' nisu
suplementarni susjedni
PY Q QY P xQY xP xPY xQ
Ako su kutovi susjedni, AkoI su kutow_ . AkoI kutovi nisu i Ako_ k(;.JtQVI n(ljsu _ _
onda su i suementarni suplementarni, onda su| suplementarni, onda nisu susjedni, onda nisu ni
‘| susjedni. ni susjedni. suplementarni.
Istina Nije istina Istina Nije istina

Slika 108 Tvrdnje o ssjednim i suplementarnim kutovim:

Aktivnost.i vezane uz postavljanje tvrdnji n
aksiomatskog sustava te savladavanje | etvrte
tvrdnjama predstavljen jetaduFor mul i ranj e matemati | ki h defin
kriti|lkog promi g(Jamijla, i20z1a4k)l,j ud i vealne at egkol e
tijekom intervencije predstavijenesuurdfl@ k o pr emost i t i razintipkvege i zm
godine znaju i onoga gi{®amianmivsl i mBadasbi B8BI a
Dokazivanjee. S obzirom na wuol eni problem da sudioni
znanj i ma i vjegtinama ijd toknalzi dokaa sejueodio postupn® kkcom i n
razlilite oblike: od neformalnog obrazl aganj a
argumentirano opravdavanje i simbolil ko zapi:
dokazi va ntvrdnji dokaeMala seadirektnim dokazima jer je za indirektno dokazivanje

potrebno savladat:i |l etvrtu razinu geometrij s
aksiomatskog strukturiranjal i , 1 i ndirektan dokaz se ukl juli
Usvthupe ezi vanja razlilitih geometrijskih sadrga
na vilgiel ir taiSlka 9),a bdnekad je(skaz tvrdnje variran u svrhu otkrivanja i postavljanja

novih tvrdnji, a time i novih nalina dokaziva
Na primj er , neka je zaMaka jsdé jfB@Dakvaddatia:a t ol

njegovi h stranica redom. D o k (8likaall0%R). Iskaa tvrnge sd et v ¢
moge varirwadainintakomjdat, F65i K djglestranice kvhdkag (Slika 169

al i moge se varirat.i i pol az niABQDaizme pravokiatig,t t a k
paralelogram,omb (Slika108 ) , i td., a mo@eolse( ajarsta pdapnega Ji 0
| et vear ok ug v a jki,aobivassé novadvrdnja koja se posebno dokazuje.

D G C
| O D G c
H
H F 'F
<,—| [_a A E B
A E B
(@) (b) ()

Slika 109. Variranje iskaza tvrdnje

143



U procesu dokazivanja, prvo bi trebal o osvij e:
dokazatidabs e dokazao zakljul ak Q. U dABCD(@)ipeba mj er

dokazat.i d aEFGHeK v]aedtrvae r o(kQu)t, a to znali da treb
jednaki h duljina i svi kut ovi q@rombaABCD(R)akojon v a
i ma razna svojstva I ERGel pravokdtrokk(@) zodnbsno treékma utyrditi | e t

da su nasuprotne stranice jednakih duljina, a susjedne okomite.

Nakon variranja nije uvijek mNagptnhjer, pdlapna ivrdnjai t i

se moge dokazat.i korigtenjem Pitagorina poul
pravokutnih trokuta (za veliline kutova) il
kvadrata (za duljine stranica ieM i | i ne kutova), al i i SVOj Sty

povlalenjem dijagonal e kvtadly at b ¢@ragdmlip,l okagp
svojstvo srednjice trokuta se ne mogekutady i st
trelelmajsd (S), kRi tldPorin poul ak se ne moge kc
svojstva srednjice trokuta.

Pol azna tvrdnja se moge varirati i EFBFAU ora | i n

slul aj u, prvo kobppbp vsstagpripada, postaviti

proces i zahtjeva vige vjegtine u radu s tvrd
Rjegavanj el apkroo bjleemaj.egavanje zadataka naj| egl e
matematike, nasavno I skustvo pokazuje da se U nastayv
koje se razvijaju najlegie samo procedural na

su za rad tijekom intervenci jnmkognitivnianzahtjevirmz | i | i
koj i Ssu postavljani na razlilite naline: t ek
vodel i raluna da melu njima ima onih koji se
i maju vige rjenpgujl @, Kadaphe bul o zadaci iz r
popl ol avanja, smjegtanja, pakiranja, omatanja
S obzirom da je kroz prethodnih nekoli ko cjel

se daj e | oiggeprecttijewstoparSlikajllpr koji su sudionici tr
za domalu zadal u.

Sliku isprintaijt @
otvorenu kocku i piramidu.

(a) Koju vrstu piramide ste dobili?
(b)Moge |1 i se dob
smijestiti u kocku? Objasnite

Svojejerjeg

(c) Ako je odgovor pod (bjla,
ri egenje vVvizua @
odredite koliki dio kocke
piramida zauzima?

Slika je na raspolaganju u pdf
formatu.

Slikall0OPr obl em smjegtanja piramide u |

lako je samotroje sudionikaiz eksperimentalne grupe s pj el o samostal no ri
problema(Slika 119, zadatak se pokazao vrlo intrigantnim i korisnim za raspravu na satu.
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/\@ e

Tetraedar se mog(
a pri tome zauzim

SlikalllRj egenj e problema smjegtanja

Di o problemskih zadataka korigtenih tijekom i
predstavljen je u nekoliko radovlt] enj e usmj er @ho mi lo,Fady@ffaika)n,

inovativno nastavneredstvd Jozi | | s20 Bfgbhv.anj em do nfiMaitnedmae vii
Jozil i SWétehijlk 2@m2) j eno na (2014t Rotencial jesinog a z ur
zadatka izveden na temelju Tal eqdwxdgsbtkakdroedma
premostit.i razli ku i zmelLu onoga gto student.
znatil Bar anovi i, Baras i Kogul Blagevski, 2020).

O tegkoiama u procesu rjegavanja probl ema i
probl ema provedeno | edathom predstavheninm sali& 100 Rezudtatij e s
i stragivanj a pr e dDfferenvPReijspectives GnuSuccessdnvSalving Sadimake:
Problems by 14 to $earold Student§ Bar an o v i |-Piton, 2021} teiFactors iAffecting
Success in Solving a StaAtbne Geometrical Problem by Students aged 14 to 25n t u-Ritorv i |

i Baranovil, 2021).

Prema vrstama opisanih nastavnih aktivnosti,
vidivojena koj i nalin se tijekom intervencije u
vizualnopr ost orni h sposobnosti, akumuliranju i iz
vokabulara, definicija, tvrdniji, iskustva dokazivanja te razvojugeomstrk o g mi gl j enj a.
Ukratko, sudionici su poulavani tako da im se
|itanju vizualnih prikaza, argumentiranju uo
takvom okrugenju sadrzgaapamlsiev amg eu d i mg paameta |
znanje kumulativno izgraluje kroz iskustvo.

U kratkom osvrtu na wulenje geometrije tijekc
poulavanja istaknula je srg poulavanja geomet

WX8 Yyl &FHY dilidkdids I al Yl Uad@drNriu at20Syraes F2
¢lF2 LINAadGdzZd AyT A&30ANF NITyYAaOtalyeS A dzSyeS &
LINBR26F @l £t 2 @Al dzrfyz2s OG2 as | tanyhand dija hibilo dNB Ol «
TFHO0G2 G2tA12 ONBYSYIl LINRB@2RAY2 1 NBSOI@FyasS i
R2 1 NIX2F 12ft83Aa2lF o6FTANIr2 &S yI G2Y GFy3aIN> Ydz=
L2 aGdzRI © woX62~G2ft5FA@tAa@0B8 YNyaS OGNBYSyl YA 2F¢
agS oAf2 f23A6y2 A Y23t2 aS AO06AGEGA dzydzil NJ &t
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6. Rezultati i rasprava

S obzirom da su se podaci o sudionicima istr
namj ene, u ovom radu vr gi se mjegovita obrada
razlilite aspekte.

Na samom pol|l et ku, analiza rezultata poletnog
provedeni test u svrhu stjecanjauvida iakrt er i sti ke sudioni ka prije
analizom rezultata VH testa otkriva se doseg
rezultata GEO testa stjele se uvid u geomet
vzual i zacije te (3) anali zom SP A@ostorailsdpasobsostiy e | e
u trodi menzionalnom okrugenju. Nadalje, unuta
se za sve sudioni ke zajedabko bel saspmorsidnad
karakteristikama prilagodil o poulavanj e geome
[ vidjelo postoji | i neka razlika melLu grup
znal ajnosti r mazidpiiujk se-test@rl, a s opzirampda se koeist t r i razl il |
Spearmaovi m testom korelacije ispituje se i post
Chronbahovog alfa koeficijenta ispituje se po
Nakontogaanal i za rezul tata zavrgnog testiranja i I
uvida u eventualne promjene nakon 15 tjedana
(1) analizom rezultata VH testgeomejel gslk@eg ur
sudioni ka; (2) analizom rezultata GEO testa

primjenu geometrijskih koncepata te vele sklo
SPAC testa stj el eapredak vizualngiostomih sposghndsti sudionika u

trodi menzionalnom geometrijskom okrugenju. Ui
svake grupe i meldt wsgompama dword@it nae obj agnj enj
kvalitatvnmw i dom u radove sudionika. Posebno, vragi

testa,t est om po svakom zadatku na GEO testu uzaj ¢
distribucija i usporedna analiza napretka kod SPAC testa. Nacrt obradakazodatje shematskim
prikazom ($ika 112).

Rezultati i rasprava

Poletno testiral Zavrgno testirart
1VH, 1GEO, 1SPAC 2VH, 2GEO, 2SPAC
1. Karakteristike sudionika 1. Znal ajnost razlike

Obrada: deskriptivna statistika uzajamno Obrada: itest )
kvalitativnom analizom radova, peredno | 2. Usporedbapet i gnul a na V

po grupama Obrada: usporedna analiza raspodjele po
2. Znal ajnost razlike razinama na VH testu;
Obrada: ttest 3. Usporedba postignul
3. Korelacija melLu te;{ Obrada: ttest za svaki zadatak, uzajamno
Obrada:Spearmaov koeficijentkorelacije kvalitativnom analizom radova
4. Pouzdanost testova 4. Usporedba postignul
Obrada: Chronbachov alfa koeficijent Obr ada: gr afibudijgkpp pr
razredima
5. Znal ajnost razlike
Obrada: itest, usporedna analiza napretk:
na SPAC testu

Slika 112 Nacrt obrade podataka
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6.1Karakteristi ke sudionika na poletku prema

Prema van Hiela , poul avtarnijjee grewgmeo |j e potrebno pril e
mi gl jenja sudionika, jer u protivnom napredak
ulenja geometrije proveden VH test sa svim
geomeé r i j skog migljenja koje su ostvaril:] kr oz
u skladu s tim tijekom intervencije poul avanj
Prikaz i analiza rezultata dobiven{(hl ¥§itessbDI
se primjenjuju na oba VH modela (klasilni i

razinama prikazuju se graklidsiil mpir evwth rheddlr ip &
CVH4i k1l asi | ni VH rkiteatija, MVHBOmae d ir oigeimr ani VH model

i MVH4 7T modi ficirani VH model po strogem Kkriter
kriterijima otkrivaju se dodatne karakterist.i
svakomgraf | kom pri kazu, wusporedno se prikazuju re

po grupama (E eksperimentalna grupa; Kkontrolna grupa) kako bi se dodatno ispitalo jesu li
njihove razine midgljenja uj edentaklue npeo sptroijjie npeokla
razli ka melLu nji ma.

Na grafilkom prikazu u obliku histograma, ver
a horizontalna os prikazuje udio (postotak zapisan u decimalnom obliku s dvije decimale) sudionika
na svabj od istaknutih razina. Osim oznaka za razine od 1 do 5, na vertikalnoj osi nalazi se i oznaka
0 za one koji nisu ostvarili niti jednu razinu te oznaka 'nerazvrstani' za one koji su ostvarili barem
jednu razinu, ali nisu ispunili kriterij uzastopnostiggane mogu svrstati po razinama. Ovom analizom
ukupno je obuhvaleno 80 sudionika (46 eksper.
pisalo 6 od 52 (11.54%) sudionika eksperimentalne grupe te 4 od 38 (10.53%) sudionika kontrolne

grupe.

Krozupor edni gr afi | k)i dpirsitkraizb u(cSljiak ar ellla3t i vni h f r ¢
(tolno odgovoreno 3 od 5 pitanja po razinama
(CVHa3 kriterij) dobiva se grublja snimka stanja o razinamageonjets k o g mi gl j enj a s
grupe. Prema podacimailgzanima na ovom grafu (Slika D13 vi dl ji vo j e da s
sudionika nalazi na prve dvije razine: 11 sudionika na prvoj (4 u E; 7 u K) i 39 sudionika na drugoj
razini (26 u E; 13 u K),odnosn 50 od 80 sudionika (62.5%) k o
(srednjoj) razini nalazi se tek petina sudionika (8 u E; 8 u K), a napredne razine ostvarila su samo 3
sudionika (po 1 na | etvrtoj razini GUEISuUK), E na
odnosno 13.75% od onih koji su pisali 1VH test.

Razine po kriteriju CVH3

Nerazvrstani 0.13 | 0,15 |

5 E.OE 0,00

4 E@ 0,03

Razine

1 009 | 021 |

0,00 0.10 0,20 0,30 0.40 0,50 0,60 0.70 0,80 0,90 1.00

Relativne frekvencije

OEksperimentalna grupa O Kontrolna grupa

Slika 113 Distribucija po kriteriju CVH3
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Prema ovoj prvo,j sni mci stanj a, moge se refl.i
razinu geormgtermijjaskoag gmiog je neophodno za nast
razini.

Kada se na klasil ni van Hieleov model razvoj
(tolno odgovoreno 4 od 5 pitanj ajapserazi hama)
(Slika 114 . Nai me, po strogem kriteriju na nekim
bodove gto moge rezultirati razlilitim ishodi
prel azi Uu grupu sniye maz2.ner dnianwp)y. mprrugo, mo
pa sudionik iz grupe nerazvrstanih prelazi u grupu neke razine (na primjer ako otpadne 4. razina u
ostvarenju 1 + 2 + 0 + 8, sudionik preprijgzi u
zadnje ostvarene u nizu, narugava se kriteri]
U svakom sl ul aj u, i skl juluju se razine koje 1

jasnija, odnosno realnija.

Razine po kriteriju CVH4

Nerazvrstani 0.20 | 0.12 |

5 -6,00— 0,00

4 —0,00— 0,00

30,07 b.OS

2 0,33 | 0,50

Razine

1 0.35 | 0,29

0 0.07-

0,00 0,20 0.40 0.60 0.80 1.00
Relativne frekvencije

OEksperimentalna grupa  OKontrolna grupa

Slika 114. Distribucija po kriteriju CVH4

Krozuspr edni gr afi | k)i dpirsitkraizb u(cSiljiak ar ellladt i vni h f r ¢

za klasilni van Hieleov model razvoja migljenj
uobjegr upe zapravo prililno slabije u odnosu na
realno ne pripada naprednim razinama, da se p
E; 4 u K; ukupno 16.25%), ali i onih koji nisu u potpunastvladali niti jednu razinu (5 sudionika, 3

u E; 2 u K; ukupno 6. 25%) . TakolLer, moge se |
zapravo vrl o nestabilni jer i1 h je sada samo |
sudionika (59 d 80) realno na 1. razini (26 sudionika, 16 u E; 10 u K; ukupno 32.5%) i 2. razini (33

sudioni ka, 15 u E; 17 u K; ukupno 41.25%) . Pr
Spremni za nastavak ulenja geometrije na sveu
Sobzion da j e vrl o mal. br oj sudioni ka ostvario
prema modi ficiranom van Hiele modelu (M model
Ukol i ko se kori sti M model , mg gklahjamja 5 wazine:a z | i
nerazvrstani prelaze na odgovarajulu razinu i
razini prelaze u grupu 4. razine.

Na Slici 115.danj e uspor edni grafil ki prikaz distrib
kriteriju za modificirani van Hi el eov model r

ovoggrah (Slika1l% vi dl jivo je da se vige promjena dog
se brojna 1., 2. i 4. razini u odnosu na CVH3 kritefijer j e vi ge sudioni ka
razini, a oni se sada preraspodjeljuju, ovi s
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geometrijsko migljenje sudionika eksperiment a
upravo zbog ot koji su dijelom dosegli i petu razinu, nakon preraspodjele zbog uklanjanja 5. razine,

ostaje manje nerazvrstanih. No, to su oni sud
konceptualnih veza u svr hu Ilkjvualliiviaentjna.j eg i st
Razine po kriteriju MVH3

Nerazvrstani 0,0
4 0.03

g 3 0,17 ‘ 0.24 ‘
y
~ 2 0,61 0.38
1 0,11 ‘ 0,24 ‘
0 6,00 0,00
0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00
Relativne frekvencije
OEksperimentalna grupa O Kontrolna grupa
Slika 115 Distribucija po kriteriju MVH3
Zanimljivo je wuoliti da je broj sudioni ka ko]
kao i po kriteriju CVH3, gt o zn aétdrazoha Droganll u  n
rijelima, S Vi oni koj i su bili neraspodijel]je

upravo razina uspostavljanja mrega konceptual

Konal no, ako se sudionici s agl edarijuprimpeajendtv H4 Kk
na modificirani VH node | razvoja mi)gl jdeorbjiav a( Slei kdai sltlr6 b uc |
CVH4 kriteriju(Slikall9g . To pokazuje da se Vvige promjena
uklanjanja 5. razine, odnosno, postejet di oni c i koj i ostvare prve ra
sigurni u svom promi gl janju. Posl jedilno, %
zakl julivanj) a tkejvae ze&e mrsiamoglyiregnetatinpescepeaijskigproces

Razine po kriteriju MVH4
Nerazvrstani 0,17 | 0,09 ‘
4 0,00 0,00
» 3 0,07 Q.03
g
g
e 2 0,35 ‘ 0,50
1 0,35 ‘ 0,32

0 0.07.

0,00 0,10 0.20 030 040 0,50 060 070 0380 090

Relativne frekvencije

OEksperimentalna grupa  OKontrolna grupa

Slika 116. Distribucija po kriteriju MVH4
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Zanimljivo je vidjeti da melLu sudionicima i ma

prva razina nestabilnija od drugi h azvstaneiisu p a
ostald]i bez te jedine razine. Il gto je prililn
kriterijima ima stabilnu 2, 3, i 5. razinu ia
nNnjegovo geometunatsklo zmaynjenkej e i ma. To ©pot
vizuali zacijskih vjegtina u kontekstu geometr
koriste uzajamno s matemati |l kom obradom vi zua
Odgovor na 1. pitanje:Kr oz pr etihogdnaaf ill &ktai rpri kaza, anal i z
odgovor na pr vo nias tkrog goijv aslek or apziitnaiprgngaevanrhleele r i | s
ovom model u nal aze sudionici neposredno prije
mi gnljjee sudi oni ka ovog i stragivanj a, koj e su
obrazovanja prije tercijarne razine, nije dos-

Ostvarene razine geometrijskogalmeme | ehpd peg
karakteristike idu u korist sudionika kontrolne skupine.

|l ako bi se na prvu moglo reli da melu | etir]i
nepotrebno proul avat. sva | etiri ostojii koasmoat, u
usporelivanja rezultata po razlilitim kriter.]
dogalaju izmjenom kriterija jer do izragaja d

geometrijskog miglkkepphneudaoprkhaggtdbuj poul a

Rezultati dobiveni prethodnom analizom ukazuju da se za vrijeme intervencije treba baviti
elementima svihrazinapremavanHiele om model u razvoja migljenja
kakoh se sudionicima omogulilo da napreduju pr
deduktivni pristup nema smisla jer ovi sudionici za njega nisu spremni.

6.2Karakteristike sudionika na poletku prema

Prije svakog poullawjamjan&mjrd shwdijenizaniatvel i m
zna student. uliteljskog studija dolaze s ra
mat emati | ko obrazovanje. Nai me, SVi se oni ot
obrazovaj a (prvih osam godina), al i na sekundar
razli kuje i po sadrgaju i po broju sati i ZV (
obrazovanje prestaje nakon 2. rpakupljgudcEO ®stoemd nj e
O geometrijskom predznanju sudionika i njihov
vagnost.i prije poletka ulenja radi pl aniranja
Analiza rezultata i rasprava o podacimaikoj su pr i kupl j eni GEO test
geometrije vrgi se najprije odvojeno kroz | et

o definicijama odabrani h geometrijskih poj mov
Buwspjegnost rjegavanja zadataka objektivnog ti

Nakon toga se da je zbirni odgovor na 2. pit
kvantitativnom anal i zom: d aukkarziug tei vinaa nsotgautiias ti
potencijalne (tipilne) tegkole, a kvalitativn
(ne)mogulnostii [ (ne)znanj a.

Ovom analizom ukupno je obuhvalieno 86 o@&)90 s
eksperimentalne grupe pisalo prvi GEO test, ali 4 od 38 (10,53%) sudionika kontrolne grupe nije
pi sal o. U opisu rezultata, iz praktilnih razl

oznaka E, a za kontrolnu grupu samo K.
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6.2.1. Predznanja o defincijama odabranih geometrijskih pojmova

Prema van Hiel® v o | teoriji, razumi jevanje formalnih
prve tri razine geometrijskog migljenja. S ol
ol e ki v a nutatij ureovoflgaupi zaglataka budu slabiji.

UTablici9dane su distribucije frekvencija i rel at
za definicije odabranih geometrijskih poj movz:
prepoznalid i skaz ne predstavlja korektnu definic
smatraju da je ponuleni iskaz korektna defini
()" su sudionici koji ni su dwdli iodtgomkmout mau pop

nijedan iskaz ne predstavlja korektnu definiciju odabranog geometrijskog pojma.

Tablica 9. Prepoznavanje (ne)korektnosti definicije

Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34)

Korektnost Tol no Pogreg Prazno{) |Tol no Pogr eg Praznoy)

definicije N % N % N % N % N % N %
G1.1 Pravac 13 25,00 36 69,23 3 577 |5 1471 27 79,41 2 5,88
G1.2 Paralelni pravci 9 17,31 43 82,69 0O 0,00 |3 882 29 85,29 2 5,88
G13 Du @i n 6 11,54 46 88,46 0O 0,00 |2 588 30 88,24 2 5,88
Gl4 Si metral 13 25,00 38 73,08 1 192 |5 14,71 25 73,53 4 11,76
G1l.5 Kut 7 13,46 43 82,69 2 385 |8 2353 23 67,65 3 882
G1.6 Ortocentar 11 21,15 33 63,46 8 1538|5 14,71 19 55,88 10 2941
G1.7 Romb 13 25,00 39 75,00 0O 0,00 |9 2647 22 64,71 3 8,82
G18 Krugni ca?20 3846 30 57,69 2 385 |7 20,59 21 61,76 6 17,65
Na temelju prikazanih podatakBablica9mo §e se wuol iti da su sudioni
na sva postavljena pitanja, tj.lorje mali postotak onih koji nisu dali nikakav odgovor (kolona
'"Prazno'). Pri tome se moge uoliti da je u kot
biti zbog ne znanj a, al i [ Il z oprezar jednda ni
odskale frekvencija odgovora na g¢gesto pitanj e
Mogulie je da oni uopie ne poznaju definiciju

Prema frekvencijama tol nih odgovora ( k ohiona
eksperi mentalne grupe u gest od osam pitanja

dugine, ortocentar i krugnica), dok su na pre:q
grupe (poj movi: k ut grupermamiipgstotak Neeohilu koji su,prepoznati b j e
nekorektnost definicije, odnosno puno vel. p
predstavljaju korektne definicije odabranih g
mogu ukazivat na Vvi ge stvari (1) nepoznavanje ili
(2) dominantnost osobnih konceptwualnih slika,
(3) brzopleto i nekritilko |itanje ponulenih

Ukratko, natemeljppr i kazani h podataka mogl o bi se reli
definicijama odabranih poj mova te slabu Kkrit
razmatranjem vizualnih prikaza koje su sudionici stvarali uz opisane geometrijskavpajiobiva

se drugalija sl inagu. $tomgvihdme v dablici (@ameesd Wigtribucije
frekvencija I relativnih frekvencija sudionik
iskazima o odabranim geometrijskim pojmovima.

Na temdju rezultata prikazanihu TablilOmoge se wuol i ti da je broj or
(tj . vizual ni prikaz) puno veld nego gto | e
(kolona "Prazno') t e | e dipnicima kotralne grdpg.dJvidsoma b i |
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radove sudionika uolava se da velina njih uoplil
zahtjeve zadatka, dok je tek manji dio njih z
koj i odsekale drekvencija vizualnih prikaza n
(36,54% u E i 58,82% u K). No, ono Qgto posebr

skupine u osmom pitanju (G1. 8) n intare pojam kojisel n o
kontinuirano koristi u nastavi geometrije prije tercijarne razine.

Tablica 10. Stvaranje vizualnog prikaza opisanog pojma

Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34)
: A Tol no Pogr egr Prazno{) Tol no Pogr eg Praznoy

Vizualni prikaz % N % N %! N % N % N %
G1.1 Pravac 41 78,85 0O 0,00 11 21,15/ 21 61,76 O 0,00 13 38,24
G1.2 Paralelnipravci 39 75,00 2 385 11 21,15 22 64,71 O 0,00 12 35,29
Gl13 Dugi na 35 67,31 5 962 12 23B| 19 5588 3 8,82 12 35,29
Gl4 Si metr al25 4808 14 26,92 13 2500, 8 2353 10 29,41 16 47,06
G115 Kut 35 67,31 5 9,62 12 23,08] 18 5294 1 294 15 44,12
G1.6 Ortocentar 2 385 31 59,62 19 3654 1 294 13 38,24 20 58,82
G1.7 Romb 24 46,15 17 3269 11 21,15| 16 47,06 3 8,82 15 44,12
G1l.8 Krugni ce¢38 73,08 1 1,92 13 25,00f 16 47,06 O 0,00 18 52,94

Prema frekvencijama tolnih odgovora (kolona
eksperimentalne grupe u svim pitanjima osim jednogo@am romba), ali su oni istodobno dali i
vige pogregnih odgovora u svim pitanjima osin
posljedica iodgeiveg abmejla medi oni ci ma kontrol |
raspodjele odgovora uymm dijelu pitanja (korektnost definicije), u drugom dijelu pitanja u obje
grupe je daleko veli postotak onih |liji je vi

I
(kolona "Tolno'), dok j e manj.i poksoloba& oRoO b
Odnos je obratan kod obje grupe u slulaju crt
crtanja simetrale dugine. Opi sani rezul tat.i n
trajnije se pamte od opisapop r i j el i ma; (2) sudionici se Vi ¢
manje formalnom definicijom koncepta; (3) dio
MeLut i m, kada se odgovori sudioni ka u mbha di
supt il ni jnghovih odgavdrae U Jablici 1lprikazana je distribucija triju kombinacija od
mogulih devet: (tolno, tolno), (pogregdeori tol
|l emu se prvi | | an uepdzmawa npjaer ak ocordenkotsnio snta pdre
stvaranje vizualnog prikaza.
Tablica 11. Distribucija odgovora za prvu grupu pitanja u cijelosti
Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34)
(Korektnost definicije (1, 1) (0, 1) -, -) (1, 1) (0, 1) -, -)
vizualni prikaz) N % N % N % | N % N % N %

G1.1 Pravac 11 21,15 28 5385 1 1,92 2 588 19 5588 2 5,88

G1.2 Paralelni pravci 4 769 35 67,31 O 0,00 0 0,00 22 64,71 2 5,88

Gl13 Dugi na 4 769 31 5962 O 0,00 1 294 18 5294 2 5,88

Gl4 Si metr al 2 385 23 4423 1 1,92 0 0,00 8 2353 4 11,76

G1l.5 Kut 3 577 31 5962 1 1,92 3 8,82 15 44,12 3 8,82

G1.6 Ortocentar 0 0,00 2 385 7 1346| O 0,00 1 294 9 26,47

G1.7 Romb 4 769 20 3846 O 0,00 3 8,82 12 3529 2 5,88

G18 Krugnica 14 26,92 23 4423 1 1,92 4 11,76 11 3235 5 14,71
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Konal no, pzaltata wikazahij wTablici 1l moge se refl i da sudic
kvalitetna predznanja o istaknutim geometrijskim pojmovima (kolona (1, 1)) te ub mjiih j e v e ¢
vizualne prikaze nego formalne opise (kolona (0, 1)), a samo manji postotak sudionika nije dao
nikakav odgovor, posebno u kontrolnoj grupi (kolona)( ) . U svemu odskalu re
trokuta te je mogulerdatse. t@yapopma xapagaalij
razmatraju i nadopunjuju na temelju kvalitativne analize njihovih radova.

Pravac (G1.1) Visoki postotak (69,23% E; 79,41% u K; Tablicad pogregni h odgov
koji smatraju da je iskaPravac p ravna crtakorektna definicija, ukazuje na nerazumijevanje

aksiomatskog sustava u kojem se osnovni pojt
odgovarajul.i nalin. S druge st r aTad#icalQkorekinik i p o
vizuain h pri kaza potvrLuje da sudionici korektno
crta prikazana je horizontalno.

Paralelni pravci (G1.2). Prililno visok post Jdblck9 j€ dhiR kop 9 % u

smatraju da je iskaParalelni prawi su pravci koji se ne sijekkorektna definicija. Taj rezultat

ukazuje na sugeno polje razmatranja koncepata
pravci' vezuju uz ravninu te ne r az marbmalaguu | e
unutra prostora. To potwE; B471% u K; Tablicas)6kkrektnggo st o
crtanja paralelnih pravaca u ravnini. Samo dva sudionika iz eksperimentalne grupe vizualno prikazuju

mimosmjerne pravce kao kordpaimjer za nekorekt o s t definicije. Vel in
prikazana je u horizontalnom pologaju.

Dugina: (Saj8el.i post ot akK; TaBliBa,94 6wm qur eEg n i 8h8 , 02d4g%
upravokodiskazBu gi na je di o reaehkeeg ogmeéepalpjidliejbkog
s obzirom da se pojam dugine u nastavi mat e ma
obrazovanja pa sve do tercijarne razine. Mo g u

i skaza ('dio rdwinjienet olike''omelteen ssugenog r azme
polovice sudionika u obje grupe/81% u E; 55,88% u K; Tablical0 kor ekt no crta d

di o pravca izmelu njegovih dviju tol akaypea ne
crtaju dugi nu korektno unut ar ravnine, al i
konceptualne slike dugine prililno su sugene

[ izl omljena crta u ravainiVetakalemrikapanj
horizontalnom pologaj u.

Simetrala dugUnevanmslpidt)anju korigtena je tip
i spugtanje glavnog rodnog pojma (simetrala je
simg ralu prikazala kao pravac, ipak pri | it anj
nedostaje. Mogule je da su pri | itanju iskaza
pravim kutom' pa su i avedeno.dlaje rezlgraldvielikim postotkom gt o
pogregni h odgovor auK(Ta8ica®,&dosno olh kojis@atrgu3dje iskaz

Simetrala dugine r aspol koreking definitija.¢gSanmowvoje sudionigar a v i
(3,85%) iz eksperimeaalne grupe je prepoznalo nekorektnost definicije i dalo korektan vizualni

prikaz (kolona (1, 1), Tablica}l, gto je =zapravo vrlo | og rezul
dugine | inild@ Ssu brojne gregkeipdvauukangoemea
pravac okomit na duginu izvan polovigta il:i |
sijele stranicu trokuta il:i samo pol ovigte

horizontalnom pologaj u.

Kut (G1.5): Sl no kao i kod prethodnog poj magd%ulk;s ok

67,65% u K; Tablica®, vjerojatno je posljedica fokusira
melLu dvama polupravci ma' pkat jesli obr aompmli @eteo omalk
polupravcimak or ekt na def i ni ci j a. MelLut i m, u i skazu

varijantama definicije kuta ('omelLen' dio), a

153



kuta mnogi pagrSegdorou gie ustwaajniel,i iz vizualni h p

njih koncept kuta zamiglja kao dio izmelLu dva
ne stoji), ali bilo je i onih koji snravkimd. i st
Velina sudionika crtala je giljasti kut s jed

Ortocentar trokuta (G1.6): DaniiskazOr t ocent ar trokuta | e Hliogd ka s
pravi 'kamen spoticanja':(lRe®4ukdfl7% ukK; ddblcabh odg
naj manje tol ni (3850iuEWwRdIYnuiKhTalpicalllk amnaj vi ge bez od
grupe i niti jedan odgovor u potpunosti korektan (Tablldh Od manjeg broja onih koji su
prepoznali nekorektnost iskaznitko nije dao korektan vizualni prikaz, a tri sudionika (2 u E; 1 u K)

koji su smatralida je iskaz korektan (Tablica 111 vizualno su prikazal!/
giljastokutnom trokutu. Svi ostallinokmjuikeswkaor
doLu do tol ke wunutar giljastokutnog trokuta Kk
su crtali simetrale kutova ili samo dio simetrala kutova, a bilo je i raznih okomica na stranice, ali ne
iz vrha troakdtjau.l| iMdcgelaseuzdi oni ci i maju povrgn
samo na ¢giljastokutne trokute, gto je mogule
koncepta.

Romb (G1.7) U ovom pitanju kori gt en gnojaepidgvane svihna ¢
svojstava toga poj ma, bez razmatranja samo n
ekvivalentnih svojstava melLu nji ma. Mogul e d:
odgovora (75,0% u E; 64,71&&K; Tablica 9, tj. onih koji smatrajuiskaRo mb j e | et ver ok
su nasuprotne stranice paralelne i jednakih duljpradstavlja korektnu definiciju pa su u skladu s

tim velikim dijelom crtali opl:i paral el ogram
je iskaz korektna definicija, dio njihovih vizualnih prikaza je korekte8148% u E; 35,29% u K;
Tablica 1) . Jog veldi problem pri crtanju je bio Kk

(25,00% u E; 26,47 u K; Tablica),9er ih je samo sedmero laktno nacrtalo romi§7,69% u E;
8,82% u K; Tablica 11

Krugnica $iGAb8)pezultat u ovom pitanju zaista :
se kontinuirano kori sti U nastavi geometrije
smatrali da iskaKr ugni ca je skup tolaka ravni nenig edna
korektna definicija (8,46% u E; 20,59% u K; Tablica),9vizualni prikaz nisu dali pa je vrlo mali
postotak tol ni h o06D20WEDIl ZA6%w Kalida pudsiondoga, njirhahije
bilo sporno gto jesihspuakana veljelm peibio(skgk

od neke tol ke ravnine', pa su taj dio neki pre
uol gwamuptil nost. koje definiciju |ine nekor e
definicije.

Konal no, na temelju svega opisanog moge se z
poj mova, al i su prilil mogunésiogainikrokol kjihidi
formal ne definicije pojmova ulil:@ napamet k a
geometrijski pojam sudionici vezuju Vvizual ni
koncepata,nekeswma st avni di o formalnih definicija jer
kod sudionika ©prililno dominira slika koncep
formalnom definicijom.

TakolLer, sudionici ne ipjouz nlaijnue pkroarvel kltnnoosnt,i kkaooj
definiranja istog pojma te ne poznaju razl:i/
gl avnog roda i specifilnih razlika vrste u 1is
elemenad manj ka koj i definiciju | i-eakwvaleptniresvgska m, r
odnosnonemaju s j ehapugne i dovoljne karakteristike |

Ne razlikuju osnovne i izvedene pojmove. Svi navedene karakteriskdzuje na to da se tijekom
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intervencije sudionici trebaju baviti i procesom definiranja geometrijskih pojmova te povezivanjem
formalnih definicija s njihovom konceptualnom slikom.

6.22. Uspjegnost | itanja matematil|l ke poruke sa
Prema Duval u,i tzaasnjles pjagemmt i | ke poruke na dan
perceptivna | mat emati |l ka obrada. Kroz percep
prikaza Ana prvui i time se opaga gtoodgavlipka p
se veza melu detaljima u svrhu otkrivanja gto
Druga grupa pitanja sastoji se od gest vizual
dok na preostala | etkoji manat rve e wdbp ektad\ai tne

dodatnim bodom. Stoga se ove dvije vrste pitagganatraju odvojeno. U Tablici 1prikazuje se
distribucija odgovora na prvo i peto pitanje2(G i G2.5), a u Tablici 13istribucija odgovora na

preosttalra |pitanja (G2.2, G2.3, G2.4 i G2.6),
sudioni ci bil i uspjegni u |itanju matematil ke
Tablical2Di stri bucija odgovora u |itanju poruke p
Eksperimerdlna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34)
Poruka Tolno Pogreg Prazno{) | Tol no Pogr eg Prazno¥
% N % N %| N % N % N %

G2.1 Trokut 28 5385 23 4423 1 192| 14 41,18 19 55,88 1 294
G2.5 Kvadar 19 3654 31 5962 2 385 10 2941 22 64,71 2 5,88

Prema rezitatima prikazanima u Tablici 1idljivo je da su sudionici eksperimentalne grupi bili
negto uspjegniji u |itanju poruke u 1. [ 5.
uspjegniji u \ninski abjekt (trokptl a nuakjeeza pra@storni abjekt (kvadar).

Jednakostrani |l ni ta(@X1y Priotkrsvanju kakav je bk prikazénjna sticd u

pitanju G2.1, bilo je dosta razlilitiBujasnsta
jednakostranilan trokut (53,85% u E; 41, 18% u
vrednovani s 0 bodova (44,23% u E; 55,88% u K) bilo jeraznihitlejfan k ut , r aznostr a
raznostranilan trokut magmegthoanozinnail etni &k ustt r
oznalene slovom a, prema oznakama jednakost
raznostranil an gil jastokut an trokut , pravok

jednakostrani| nup@kuwutvark utt mok utr ojkewdnaki h strani

Kvadar duljine 2cm, g i r RriroterivaBje kakvo je tijelo prikazano Mac m  (

slici u pitanju G2.5, tek oko treline sudioni
Mellt i m, melLu preostalim odgovori ma (58%8ckda2% u
kockica, kocka sa stranicama duljine 2cm, 3cm
raznostranilan kvadrat, p r a v enkianalma slika,prayokutnikae k c i
volumen tijela, geometrijsko tijelo, trapezoid.

Vel na temelju odgovora u ova dva pitanja m
perceptivno |itanje vizualnih pri k&aza, koj e |
Prema rezilatima prikazanimau Tablicil3 za drugu grupu zadataka ( C
se uoliti da sudionici ni su bili uspjegni proi
u svrhu otkrivanja pr edsujadao grupimfaimemaglavemomaokd | k e
pol ovice sudionika uolava el emente slike (kol
uspjegno uspostavlja vezu (kolona "Tolno'). )
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uople ne vaaj u( poesg ek, prizma) ¢gto dijelom
uspostavljanja veza melLu el ementi ma.

Tablical3 Di stri bucija odgovora u |itanju poruke u
Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grya (N = 34)

Tol | Djelom Pogr ¢ Prazno Tol | Djelom Pogr ¢ Prazno

Poruka 2 1) (0) Q) 2 1) (0) )

N % N % N % N % | N % N % N % N %

G2.2 Presigk 0 0,00 29 5577 17 3269 6 1154 0 0,00 22 6471 7 2059 5 14,71

G23 Sl il 3 577 37 71,15 12 23,08 0 0,00( 5 14,71 18 5294 10 2941 1 294

G2.4 Sukuti 4 7,69 24 46,15 21 40,38 3 577 6 1765 20 58,82 4 11,76 4 11,76

G2.6 Prizma 3 577 7 1346 31 5962 11 21,15| 1 294 4 1176 16 47,06 13 38,24
| u ovoj grupi zadataka vidljivo je dails sudi oni ci najvige tegkola i
prikaza. Prethodna opla zapaganja u nastavku

kvalitativne analize njihovih radova.

Presjek krugdgnice i g¢i |l:jUadgotwouga dvaipitanje nitkowd shdionikau t a

nije uspostavio korektnu vezu melu el ementi ma
MelLutim, vige od polovice sudionika u obje gr

uspostaviti vezu, lai im je nedostajao odgovarajuld@ V 0Kk ¢
izmelLu prikazanog i opi sanog (kolona ' Dijelom
opisuju da se r1adi o krugnici I i kmat w K ejdinus
zajednil ku, ne wuvi Lajulita aiaskjakom kutaj(Slika LHJ;lilidg mo g
se radi o kutu kojemu je vrh na kr ugamaaiu, ne
sjeli krugnicNopSmekamallidim odgovorima (kolona
nerazumijevanja. Tako na primjer neki opisojlb o d n i k ut koj i se nal azi
krugnici, kut koji (ne)pts.,pada krugnici, kut

&

(a) (b)
SlikallZKrugnica i kut

Dva sli|l na pravokutna trokut &, odoumgipi ¢ akng aaf ii @
odgovora, iako vrlo malo (5,77% u E; 14, 71% u
gt ovo nije bilo onih bez odgovora. Visok je p
dva pravokutna raznostranil|lna trokuta, ali ni
puta vele od odgovaraj utiiih, smelanicmi ma vka it rsod
vezu wuolljiva je i jedna tipilna grdugikrekutpr i |
dvostrukov e [ i o,d ¢(ptrovomi j e korektno | edvostmkoegioe e @It
povr gueliaa jleetiri put a.
Tupi kut b i gi | jamsatdioplkimt avaj u se do:Uwwerjapjaejnhlg kut
najvige tolnih odgovora iako je postotak vrlo
temeljiliuglavhomna i | j ast out U Kajpiom iklhjei 3§ prpr gareini k ktut p c
gi | j as t,idokisu pojampsusjedniuktitovi koristila samo tri sudionika eksperimentalne grupe.
MelLu onima koji su pokugali wuspostavi aseradiez u
o @i | j assitupom kutub, alidodaju da se radi o suplementarnim kutovima, odnosno da im
j e zbr o] 180A. l ako u ovom slulaju to jest is
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moraju biti sukuti. eNamallgze uumeKal omii maP &k@r e
konceptual na nerazumi jevanja te pogregna sh\
komplementarnim kutovima, vanjskom i unutarnjem kutu, obodnim kutovima, sukladnim kutovima,
dasimetralaraspolayla dugi nu piodd tupim kut om

Najveli dijagonalni presj ekaiygi®neu(@2r6pGvosepitange pr i
odnosi se na tijelo u prostoru wunutar kojeg
Generalno gl edarke, sw loivtearsjlu kpp bi l i su najneu

postotak djelomilno tolnih (Tabica h3aj Weliliu mpogtr et
odgovorima mnogtvo nerazunpljoegvnaan j fat ria np ocgar, e gne
gesterokuta, ravnina koja raspolavlja gestero
jednaka dijela, geometrijsko tijelo podijelije
osni presjek tetraedra, kvadardr. Ukratko, sudionicimaju slaba znanja o 3D geometrijskim
objektima.

Konalno, na temelju svega opisanog za drugu g
vrl o slabe vjegtine |itanja matematil| ke poruk
posebnok ada se r adi o prikazu 3D objekta. Kod s
detaljima, a poseban problem imaju pri uspost:
slike. Odgovarajule pojmove kaoi daopmiue kmirs st |
obodni kut, slilnost trokuta, susjedni kut ovi
Ukr at ko, pri |l itanju vizualnih prikaza sudion
zakl juliti da onininkakoslstavmo mpaoemaval ku p
rezul tat.i upuluju na to da se za vrijeme int
procesima vizualizacije.
6.23. Uspjegnost r | aapekiwogjipm zadat ak
Razna obraaoymapioswvréddgijw da ponuleni odgovor.i
a ciljano odabrani di straktor. i h usmjeravaju
matura 2012, BaP@m2021l).I i Antunovi i
U svrhu prepoznavanja u kojoj mjer su sudi oni ci bil i uspj egni
objektivnogtipa (G3.1i G3.6), u Tablici 14prikazana je distribucija njihovih odgovora u skladu s
kriterijima vrednovanja (Tol no, Pogregno, Pr a
Tablica 14. Distribucija odgovora u zadacima objektivnog tipa (ZOT)
Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34)
Tol n Pogr e Prazno Tol n Pogr e Prazno
ZoT 1) (0) ) 1) (0) ¢
N % N % N % | N % N % N %
G3.1 Povr gina 12 23,08 40 7692 0 0,00 14 41,18 17 50,00 3 8,82
G3.2 Opseg 40 76,92 12 23,08 0O 0,00 24 7059 7 2059 3 8,82
G3.3 Duljina stranice 33 63,46 18 3462 1 192| 26 76,47 7 2059 1 294
G3.4 Kut trokuta 25 48,08 24 46,15 3 5,77 18 52,94 15 44,12 1 2,94
G3.5 Presjek 5 962 46 8846 1 192| 7 2059 27 79,41 0 0,00
G36 Kut wuz p1! 47 9038 5 962 0 0,00] 26 76,47 7 2059 1 294

Prema realtatima prikazanima u Tablici 14idljiv je mali postotak sudionika bez odgovora, za
razli ku od veline prethodndoa rsaz madmwlhe mi pod @a
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sudioni ke da odgovore na pitanje, gto je u sk
tol ni h i pogregni h odgovora uolava se da su s
G35 uobg grupe, mogulie zato jer se radi o koncep
koje su wusvojili povrgno i bez razumijevanj a
ukl juluju njihove tipilne gr eafnkptanjima G, &3.37, v aj u
G3. 4 i G3.6) bili su daleko uspjegniij.i u obj e
pa su ih bolje i savladali (opseg paralelograma, duljina stranice trokuta, unutarnji kut trokuta te kut
uz presjermlow) gl @emno, u | etiri pitanja (G3.
i sl abije rijegene zadat ke, uspjegniji su bi

odgovor a, dok su sudionici ek spm@tanja (G822t G3l6R e g1
posebno u zadnjem. U nastavku se, uz kvalitativnhu analizu njihovih radova, detaljnije razmatra utjecaj
ponulenih odgovora po svakom zadat ku.

Povrgina pravokutnﬁgemaok__ap'as(ma.Il))je avaise s u d i
da su povrginu ra!unalWz%g)(k@rehtao,Ls(h)jocégmi\/ertli)gizraEi'for mu

(distraktor u (b) odgovoru)p = a B c(distraktor u (e) odgovoru) te nitko nije koristio Heronovu

formu | u . MelLu pogregnim odgovori ma, kojih je v
najulestalije su birali odgovor pod (e), | ak
koristiliformulu P=a ®c. Za njrbkisedmofencept povrgine ne
provjeravaju nit.i kroz mjernu jedinicu, gt o
jedinica, koja se ne dobiva mnogenjem triju
odgowr i ma ul|l estalije su birali dva om=gaohyapoda: pcC
(e) njih 32,35p=kihaisteli formulu

Opseg paralelograma (G3.2)Pr ema zapi sima uz slikkorisgdemwje
formule O =2a +2b (korektno u (d) odgovoru}p = a +b (distraktor u (a) odgovoru)=a 4 v
(distraktor u (b) odgovoru). Za trelindpasudi o
nNi su u potpunost. razumjeodi i komdiepni logosvanglai. &
odgovori ma. |l pak, u eksperimentalnoj grupi na

a u kontrolnoj grupi hoddovdes. (dp, zatadij eabi ra
el ement vigka.

Duljina stranice pravokutnog trokuta (G3.3). Prema zapisima uz sliku, sudionici su duljinu

strani ce ral unal i primjen@Zmazi-fhﬂ.el\ﬁtkoim'jeekosistioPita‘
trigonometriju pravokutnog trokuta, gto znal.
uz Pitagorin poul ak. l ako su pogregni odgovor
eksperi mental ne gr gopoepoc(d)bez|vidljsd jashogjazogabi r ao od

Unutarnji kut | ednak ofema kapisinga uz dliko,ksudtoraici s( Gaorijel )

odredill i velilinu unutarnjeg susjednog trokut
trokutu odredilivel | i nu nepoznatog kuta, gto je uobil aje
j e i netko i1 pak koristio |injenicu da je van
susjedna. Zanimljivo je da su obje grupe u ovom zadatku bile gotevd mja | ene | u to
rasprgenost. p o pogregnim odgovori ma. Me L u |
odgovori pod (b) vjerojatno jer je "izgledao'

(d) jer su kut and x70A ji.zjzead roas|niolvii csu K wetdn ak o k |

ﬁ)koj a je u horizontalnom pologaju (TgStpoemae uo
uvjetima zadatka (23,08% u E; 17,65% u K).

Presjekpr avca i kr Oyoi pet adBe5unijelo je najvige
j e u OV oOj grupi ovo jedini zadat ak Koj i ni
razumi jevanje koncepta pravca i ekk Osinjtoga, pravac al i
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je s namjerom nacrtan tako da sijele krugnicu
sudionici percipiraju vizualni prikaz praveca.
analzu pa se u tu svrhu u Tatilil5. daje distribucija svih odgovora na ovo pitanje.

Tablica 15. Distribucija svih odgovora u pitanju G3.5

Presjek pravcai E grupa (N =52)| Kgrupa (N =34)
krugni c N % N %
(a) Aol ka 15 28,85 17 50,00
(b) AIGl ke 4 7,69 2 5,88
(©t o |ALR 5 9,62 7 20,59
(d) ASiBke 7 13,46 4 11,76
(e) &®Bgin 20 38,46 4 11,76
prazno {) 1 1,92 0 0,00
Sudionici koji u svoBzondbbvda nesuvamlmjpbi kdn
viiosr emno i zgovorit.i da je to ravna crta koj a
omeo njihovu zamisao beskonalnog pravca. Takyv
Sudioni ci koj i u s v3ne razurdijg kormcept kr urkil g eu | jug ru  jt e | dkru:
definiranje krugnice, ali nije tolka krugnice
oni Koj i i Bk | julkll y juuS mdp@ao kawazumiju ni koncept pravca, ni koncept
krugnice: 465P6% K.E Kionlad no, oni Kkoji biraju
koncept pravca i krugnice, vel ne razumiju ni

pod krugnicom razmatraju krug.

Rezultati dobiveni kroz odgovore u ovom pitanjloyasno pokazuju da su sudionici ove elementarne

poj move koristili zapravo vrl o povrgno i bez

Kut wuz presjkRrlenma uz dpa3siéma na sl ici, sudionic
kojisenadopnj avaju do isprugenog kuta te prepozna
Mnogi su to napravili u mislima, napamet, i st
postotak onih koji su birald@ p ojegrajatng msa pravadid o v o r
ralun vel su procjenu vrgili sa slike.

Konal no, nakon razmatranja rezultata u treloj
slabije rjegavaju konceptual ni zadat adnskio)d pr
zadataka dominira formula, |iju korektnu prim
pol ogaj prikaza jednakokralnog trokut a. Nada
odgovore na pitanje, k awjaprocjenssaslileejagmamiema posiavijeni e g ¢
di straktori ometaju one koji koncepte koriste
u skladu sa dodatnim istragivanjem jednog ge

rezultati su pedstavljeni u radDifferent Perspectives on Success in Solving Sédade Problems

by 14 to 15YearOld Student§ Bar anovi [-Piit &dmt ud®@21). Predstavl
na to da se za vVvrijeme intervewmoi hezahéepavhak
promatrane koncepte.

6.24. Uspjegnost rjegavanja problemskih zadat ak

Prema Polya, problemski zadaci se rjegavaju u
posebno vagne kako bi sbkapapyehazade]ja {aszsar {
vrsta kontrole provedenog. No, razna ol@uwzovn
samo treflu f6azAn¢miontowm i 1B&r anovi i, 2021b) .
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U skladu s tim r az ma tnrzadatakae(G4.1eG48)r koja segsastojpa o d
standardni h geometrijskih zadataka iz nastave
kako bi se ispitalo na koji nalin sudionici p
tomes|l uge vizualnim prikazom. Prvih pet zadat ak
dane i slike. Prvi zadatak odstupa od drugih
mogu rijegiti [ crtanj enmnzadatda dana stika je aadgnapa glkaok e .
takva sastavni di o procesa rjegavanj a.

U Tabici 16. dane su distribucije odgovora sudionika u pitanju G4.1 i to posebno za crtanje
tupokutnog trokut, a posebno za crtanje njegovih triju visina, posebno za trtdmita i posebno za
crtanje visina. l z praktilnih razloga, ne daj
kroz dodatnu kvalitativhu analizu.

Tablica 16. Distribucija odgovora pri crtanju tupokutnog trokutasina

Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34)
Ga1 Tol nc Pogreg Prazno{)| Tol noc Pogr eg Praznoy)
N % N % N % | N % N % N %
Trokut 39 7500 11 21,15 2 3,85/22 64,71 7 2059 5 1471
Visine 5 962 43 8269 4 769 2 583 27 7941 5 1471

Crtanje tupokutnog trokuta i njegovih visina (G4.1): Prema prikazanim rezultatima vidljivo je da

su sudioni ci puno uspjegniij.i bil i u crtanju t
njegovih visina (9,62% u E; 5,88% K) . Problem sa crtanjem visi
i teratur.i o matematil kom obrazovanju, al i n
mogao biti problem za vige od | etvrtine gdgwmdi o]

(3.85% u E; 14,71% u K).

Pri crtanju tupokutnog trokuta trebalo je ispuniti tri uvjeta: nacrtati trokut s tupim kutom, vrh tupog
kuta imenovati s G, a preostale vrhove E i F imenovati u smjeru suprotnom gibanju kazaljki sat
Premarezultatimau Tabiit6( k ol ona ' Pogregno') vidljivo je d
sve te zahtjeve: neki od njih nisu nacrtali trokut s tupim kutom, neki nisu vrh pri tupom kutu imenovali
s G, a neki ni s u v dikomlimenovaajd vthovéSlike11® r i j ent aci j i

Pri crtanju visina potrebno je znati da se r a
nasuprotne stranice) pod pravim kutom. Takole
jedna visina nalazi unutar trokuta, riépstale dvije su izvan trokuta pa je za njihovo crtanje potrebno

produl jiti odgovarajule stranice trokut a. Me L
je jako mali postotak sudionika (7.69% u E; 5.88% u K). Kod preostalih sudionikatgmjucvisina
uol eno Jje nekoli ko probl ema: nerazumi jevanje

pogregno usvojen koncept sjecigta visina unut
crtali pravce (umjesto duna) iz vrhova trokutaSlika 11&), mnogi su uporno crtali visine unutar
trokuta ne vodel. ral una o o k onasuprotns gtranicey @likan a s u
11 ), a bil o je i oni h koji Ssu pokugraneabjekte post
okomitosti (Slika 118), itd.

(b)

Slika 118 Crtanje tupokutnog trokuta i njegovih visina
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|l ako na prvu ovaj zadatak moge izgledati bana
i pogregna shvddwelja,dkogleabe uspjegnost. rj et
da se visine sijeku unutar trokuta (gto vrije:
okomite visine jer su pod sv akrakuta Zgprave,unndgima e | i
je bio problem ispuniti sve zahtjeve zadatka unutar jednog vizualnog prikaza.

Sljedeia dva zadatka prema procesu rjegavanj a

| i st o anal tatniallkiit iil kviizadaltkhoad eirmajobadva rjegenj
vel je u procesu rjegdaivlaint@a modgulenopkaiana ptha T a
di stribucija odgovora za ackdalehogyanhjrekudwuad,i aa
distribucjaodgovora za odrelivanje velilina kutova
posebno. U kvalitativnoj analizi njihovih radova dodatno se analiziraju i kombinacije odgovora.
Tablical7.Di st ri buci j a odgoljwestramicapr i odrelivanju d
Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34)
G4.2 Tol nc Pogr eg Praznoy) Tol naPogr eg Prazno¥)
' N % N % N % N % N % N %

(14, 15,15) 30 57,69 2 3,85 20 38,46| 20 58,82 O 0,00 14 41,18
(16,14,14) 18 3462 1 192 33 6346/ 11 32,35 3 8,82 20 58,82
Slika 39 75,00 0 0,00 13 25,00/ 30 88,24 1 2,94 13 38,24
Odrelivanje duljina strani c @&remaepddaciakuolkblical7n o g t
vidljivo je da su sudionnaistbridni aias pgielgjna gtio kuu
u E; 58,82% u K), nego pri odrelivanju duljin
K) . MeLu njima je bilo vige onih koji Ssu se
5294% u K),alisveu crt al i gil jastokutni ajbeldn aMeolkurtail nm

nekima je skica sl ugo=laagbidalje e aisutkaristili, pok je dragimba o r mt
slugila za provjeru rjedgesnjoa.an@rdii tkdjkii qw®1dad &

ralun su zapodesedtb PHPoimilleomm su neki vaadrugidnost
umjestab. Prvi su ol ito bil ijedmastranecaduljine ®dlcrmli ngerjesna a d a t
zagto su drugi bag za krakove trokuta uzel:| p
odredi |l i oba rjegenja (5.77% u E; 14, 71% u K)
a, a zatim umjestd, dok su svi ophakavpgotesnakegawovodr el
(gto je vidljivo iz kolone '"Prazno'). S obzi
zadat ku odrelivanja opsega, oni h koji ni su da
manji posotak (13,46% u E; 23,53% u K).

Gotovo analognu strategiju sudionici su kor i :
trokut a, al i u ovom e@miatkDalslui da li8 j og manj e
Tablica 18. Distribucija odgovoa p r i odrelivanju velilina kutov

Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34)
G4.3 Tol noPogreg Prazno{)| Tol noc Pogr eg Praznoy

N % N % N % N % N % N %
(80A, 8C 6 1154 11 21,15 35 67,31 2 5,88 1 294 31 91,18
0
5

(30A, 3(14 2692 7 1346 31 59,62 8 23,53 0,00 26 76,47

Slika 26 50,00 18 34,62 8 15,38| 14 41,18 14,71 15 44,12

Odrelivanje velilina kut ovaU joevdonna ksol kurlaal jnuo,g utsrj
u odrelivanjupo&Uut hpgetkokava (@6, 92% u E; 23
veliline kutova g¢giljastokutnog trokuta (11,54
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zadatkadajpedan kut | etiri puta.vel pr ode ppetjmbiog g a d a

vige onih koji su posegnuli za slikom, ali naj]
pa im je ona wunijela vige pomutnje nego kori
26,92% sudionika u E i 23,53% sudionkka K, a bez slike, | i sto anal
5,88% sudionika u K. Velina kojataswt0jiedgadw allii
da postoje dva jednaka kuta, al:i mn origte zatdjav s e
dajej edan kut | etiri put a .Bezirom dadse jad o elemgntarmain p r
konceptu i uobil|l ajenom zadatku odrelivanja ku
postotak pogregni h r gree(d281P4 uaE; 67,8586 uiK), dok je Jamdjeddan o d
sudioni k u eksperimentalnoj grupi odredio oba
Konal no, na temelju ova dva zadatka moge se z
rj egavaadmjtuaka s vige od jednog rjegenj a, u r a
obl ik giljastokutnog trokuta s osnovicom u h
konceptualnu sliku, a time I ucgkEmmmosni h|lkdjai
druge mogulnosti. Neosporno je da se tijekom
ryegenja te pri i spitivanju slul ajeva koristi
osobna slika koncepatadss oni ka 1 nji hovo iskustvo rjegavan
Utablicil9dana j e distribucija odgovora pri odreli
su izdvojeni rezul tat.i pri odrelivanj wnodbul jin
ralunanju plogtine slilnog kvadrata (' Plogtin
procesu rjegavanja ("Slika'"). Kroz dodatnu kv
Tablica 19. Distribucija odgovora pri odrelivanju plogtine
Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34)
Ga.4 Tol nc Pogreg Prazno{)| Tol nao Pogr eg Praznoy

N % N % N % | N % N % N %
Stranicaod A 31 59,62 10 19,23 11 21,15| 17 50,00 2 5,88 15 44,12
6
7

Pl ogtin 33 6346 15 28,85 4 7,69|18 52,94 17,65 10 29,41
Slika 9 17,31 19 36,54 24 46,15 4 11,76 20,59 23 67,65

Odrelivanju pl ogt i ne Prararefultatneg izkKablicel j19amag € Gste 44 a |
j e neegtwd vpagl ovine sudionika (63,46% u E,; 52,

kvadrata B. U procesu odrelivanja tragene plo
(40,38% U E; 41,18% u K)ilivizualrRean al i t i | ki (5@, Bp%uuolrjje3@r B3P
u oba pristupa bilo je raznih tegkola. Nitko

Od oni h koji su koristild@ | isto analitil ki pI
ryegenja 61667®wdu2; i11 &d 14 ili 78,57% u K),

|l etvrtina uglavnom j e koris&iZh,ﬁ’A:karﬁA:/aé,PAf:%%muIe

P=a2 &) ili krivi zakl j uldedsrukdvae [jae opdl opd toignta nkev akd
prvih je vidljivo konceptualno nerazumijevanj
i zmelu plogtina slilnih kvadrata.

Oni koji su koristili vizualnea na l i t i1 | ki pristup, i skoristivost
ryegenja bio je vrlo mali, u obje grupe. Uu el
prikaz (28 od 52 il 518 199d )i 67,86% sudioaikanab kpristrofd e g e
slike imalo je samo 6 od 19 ili 31,58% sudion
sudioni ka uspjegno se slugi vizual nim prikazc«
tome, ukontw | n o | grupi , od onih koji su koristildi
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ryegenja je doglo 7 od 11 il 63,64% sudioni k
sudioni ka. Drugim rijeli ma, atspl ielginlboe s@o lsd wigr
prikazom, odnosno 11, 76% svih sudionika u gr u|
se kako sudionici zapravo crtaju dva odvojena

njihovih stranicasaib,az at i m ul aze u ralun neovisno o nji
za duljine stranica nacrtanih kvadrata naznal

Konal no, sudioni ci su skl oni kor i gelemanpta, alif or m
mnogi od njih nemaju konceptualno razumijevan
uspostaviti vezu melu objekti ma. Dio njih sl
uspostavl janja veze mdtdiwkazmijunakpareba da tijPkone idtearvierije!l | e
sudioni ci i skuse izgradnju odgovarajulih for
dodatno porade na uspostavljanju veze melu sl
U Tablici 20prikaz ana j e distri bucija odgovora pri rj
popl ol avanje povrgine (G4.5). Odgovori sudi on
mjernih jedinica ('M. jedinice') driedn alawmn &v alrk
broja plolica potrebnih za popl ol av augroeesu( ' Br
rji egavanj pakfoZ dothatnu kvaditatignd analizu razmatraju se i njihove veze.
Tablica20.Distribud j a odgovora pri popl ol avanju povrgi |
Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34)
GA5 Tol ncPogr eg Praznoy Tol no Pogr eg Praznoy
N % N % N % N % N % N %
Slika 28 53,85 17 32,69 7 13,46| 15 44,12 10 29,41 9 26,47

M. jedinice 22 4231 15 28,85 15 28,85 7 20,59 14 41,18 13 38,24
MelLure: 17 32,69 19 36,54 16 30,77 7 2059 10 29,41 17 50,00
Br o] pl 6 1154 20 3846 26 50,000 3 8,82 8 23,53 23 67,65

Popl ol avanj e povr gbsudienici ldba d nui kgar u(p@4 . Ibi) I: i su pr
odrelivanju ukupnog broja plolica potrebnih z
"Br o] plolica'"). U eksperimental noj grupi , 0 C
probl emom, bilo &2p/y% (§ ndod7), odnosno na razini grupe tek je 11,54% (6 od 52)

odredil o tolan broj pl olica. U kontrolnoj grt
ovim probl emom, uspjegno je bilo 11, 1%®od 3 od
34) odredilo tolan broj plolica. Analizom pr
tako sl abe rijegenost:i ove Vvrste probl ema: (
vjegtine vizuali zaci | e mjfermi@ jedirkcama)('M. fedinice)r (B) bakae m
pl aniranja kao da ne postoji s obzirom da vel
do izragaja dolaze brojni probl emi operiranja
osvrta gotovikk a 0 i da ne postoji jer oni prihvalaju

(1) Faza razumijevanja problema Vi sok postotak sudionika proc
(45 od 52, 86,54% u E; 25 od 34, 73,53% u K) te isticanjem zadanih mjengsuave skice bile

svrhovite (kolona 'Pogregno') ni ti su sve do
riegenju. Nai me, kod nekih je skica bila jed
uspostavili vezu ipmelucel (R8 bdddAdbkabti, 22 %k @
desetak posto i h je uspjegno doglo do krajnje:
njih je stao odmah nakon crtanja skice, dio ih je imalo problema s pretvaranjem mjernih j&pnica (

15cm=1,5m; 15cm=0,015r; 1,5m=100,%m i dr.), a veli di o njih |j
povrginu pravokutni ka i kvadr at eP=(am)e2lPu=2dp,0j i ma

P=a B;P=a #°; P=4a’idr).
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(2) Faza planiranja: Prema nalinu rjegavanja ovog probl
i skustva s probl emi ma p o gefnalazaforsmnnlgmavjerojateors idgjoen v e |
I
[

da broj pl olica potrebnih za poplolavanje odr
Nai me, pr popl ol avanju povrgine kljulno je s
strukturnih elemeat a unut ar cjeline. Al i, u ovom sl u
dijeljenjem pl ogtina&,.mPQ dieootomt :235cm spid)o jeri see (
popl ol avanjem zadanog hodni ka plolicama zadan
me L pyi ma. MelLut i m, metoda dijeljenjem plogtina
ispunjeni.

BFaza r a:l ukiramz aoperiranje s formulama i broj e\
i proceduralni i konceptualni. Naime, dio sudionikkjer ekt no odredi |l o pl ogti
al i su i mal i probl ema s us k IPa, L. EFama 90eim mj e
Pu i &225cnf =2250nfi  dr . ), posebno gto su neki za mj
jedinicu duljine (pr.P,, ; =225cm =0,225mi dr . ). No, di o sudioni ka n

zbog probl ema s mneddesstj6ca.mn €0M5CG6) @vialr.),(amppblem se
povel avao jiu pbrriojdeiviaeluy esnvr hu o doooeokoosy wompj @1 bcaj

900:125= ¢p | olag:x28=7¢6pl ol 1 ca i dr . ) . Osim navedenih
uol i ti i mnogi k o n cla.pRrije avegaj odapir kritel f@rmule gmvaridoi o n i
nerazumijevanju koncepta povrgine i pravokutn
formule za plogtinu koeoe2as#b) ogtor mbbhbraupgpa abpsasag
tih dvaju koncepata, a neki su plogtine oduze

koncepta dijeljenja (npr. pl9onmy015me 60pld dnili ka d
plogtinu hodni ka @nj:&dnF 15@plia si ei girg 8likapll9o.l | MeL u oni
koji su ralunali melLurezultate (36 od 52, 69,

odredio plogtinu hodnika (10 od 36, 27, 78% u
dijeljenjenoprieolgttno odredi o trageni broj .ploli

(5|

Y \ D
100
12
Slikall9Pr i mj er i nekorektnog procesa r|j
Bilo je i sudionika koji su brojemplplaolciacadp @
i girini hodni ka (9 od 52, 17,31% u E; 14 od
razni h prepreka. Nai me, n d0¢ 10 =56plol | medkivsu Boojdi | t at
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