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Uvod 

Neka ne ulazi onaj tko ne zna geometriju. 

Prvi tragovi matematike, urezani u stijene peĺina u obliku geometrijskih crteģa neizbrisiv su znak 

geometrije kao privilegiranog sredstva razvoja apstraktnog miġljenja, ali i vizualnog oblika 

komuniciranja. Zahvaljujuĺi Euklidu, geometrijska znanja su prva sistematizirana i aksiomatizirana i 

kao takva utjecala su na razvoj cjelokupne matematike kao znanosti. No, sam Euklid, joġ prije viġe 

od dvije tisuĺe godina, dao je naslutiti da uļenje i pouļavanje geometrije nije niti malo jednostavno 

jer nema kraljevskih puteva u geometriji. Zbog toga ļini se, mnogi niti ne pokuġaju, mnogi vrlo brzo 

odustanu, a tek odvaģni, strpljivi i ustrajni napreduju. 

Za savladavanje deduktivno ustrojene euklidske geometrije, izgraĽene aksiomatskom metodom, 

potrebno je vjeġto Ăgeometrijsko okoñ koje se Ăoġtriñ sustavnim i svrhovitim razvojem vizualne 

pismenosti u strogo kontroliranom geometrijskom okruģenju. Zbog dualne prirode geometrijskih 

figura, njezinih apstraktnih i konkretnih svojstava, u svrhu uspjeġnog stjecanja geometrijskih znanja 

s razumijevanjem i moguĺnostima efikasne primjene, potrebno je uzajamno razvijati i vizualne i 

analitiļke metode, bez dominacije jedne nad drugom, a posebno u radu sa sloģenim geometrijskim 

figurama koje treba vjeġto tumaļiti ne Ăkako izgledajuñ veĺ  Ăġto predstavljajuñ. Fleksibilna misao 

razvija se pri koriġtenju razliļitih sustava izraģavanja te uspostavljanjem funkcionalnih veza meĽu 

njima, bez ļega nema ni razvoja apstraktnog geometrijskog miġljenja.  

Djeca svoje prve matematiļke korake zapoļinju u primarnom obrazovanju, a u prvim matematiļkim 

poimanjima, argumentima i logiļkim zakljuļcima trebaju pomoĺ svog uļitelja. Zato uļitelji 

primarnog obrazovanja imaju veliku odgovornost i izazov odgovoriti na potrebe svojih uļenika tako 

da im osiguraju okruģenje u kojem ĺe matematiļka znanja uļiti s razumijevanjem, kroz raznovrsne 

aktivnosti razvijati razliļite oblike miġljenja i vjeġtine koriġtenja nauļenog. Da bi u tome bili uspjeġni, 

prvo nastavnici sami trebaju imati izgraĽena potrebna znanja, vjeġtine i umijeĺa. 

Istraģivanja u matematiļkom obrazovanju kontinuirano ukazuju na mnoge teġkoĺe s kojima se uļenici 

svih uzrasta suoļavaju pri uļenju matematike, pri ļemu najviġe problema imaju upravo pri stjecanju 

geometrijskih znanja, posebno na prijelazu sa ġkolske na sveuļiliġnu razinu, kada se diskursi 

pouļavanja znatno mijenjanju. Uz teġkoĺe ukazuje se i na moguĺe uzroke te naļine savladavanja, 

Cilj istraģivanja, koje se opisuje u ovom radu, bio je osmisliti naļin pouļavanja geometrije, koji ĺe 

buduĺim uļiteljima primarnog obrazovanja omoguĺiti nastavak obrazovanja uz uvaģavanje njihovih 

predznanja i razina miġljenja, a zatim, utvrditi uļinkovitost koriġtenih metoda i strategija pouļavanja 

u svrhu razvoja njihovog geometrijskog miġljenja i vizualne pismenosti te optimiziranja ishoda uļenja 

geometrije.  

U svrhu planiranja pouļavanja, bilo je potrebno istraģiti bitne karakteristike euklidske geometrije kao 

aksiomatski ustrojenog sustava, razliļite strategije uļenja i pouļavanja na svim razinama: od 

primarnog, preko sekundarnog do tercijarnog obrazovanja, istraģiti teorijski okvir prikladan za razvoj 

geometrijskog miġljenja te konaļno istraģiti potencijal i ograniļenja vizualizacije, kao i vaģnost 

vizualno-prostornih sposobnosti u predviĽanju i ostvarivanju boljih postignuĺa pri uļenju geometrije. 

Tek nakon toga bilo je moguĺe osmisliti i provesti planirano istraģivanje. Stoga je ovaj rad podijeljen 

na teorijski i istraģivaļki dio. 

U teorijskom dijelu se kroz ļetiri poglavlja opisuju ļetiri razliļita pogleda na euklidsku geometriju, 

a u istraģivaļkom dijelu se kroz dva dijela opisuje metodologija istraģivanja i daju rezultati uz 

raspravu zasnovanu na mjeġovitoj analizi podataka te se navode moguĺa ograniļenja. Nakon svega 

izvedeni su zakljuļci cjelokupnog istraģivanja te dani prijedlozi za daljnji rad. Konaļno, daje se popis 
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koriġtene literature i testovi te tablica koriġtenih pojmova (trojeziļno) za brģe i lakġe snalaģenje pri 

ļitanju ovog rada. 

U prvom poglavlju, dan je kratki prikaz nastanka i razvoja euklidske geometrije te karakteristike 

njezinog deduktivnog ustroja i aksiomatske metode. Posebno su opisani vaģni procesi aksiomatskog 

ustroja: definiranje i klasificiranje matematiļkih pojmova, postavljanje tvrdnji, ispitivanje i 

utvrĽivanje njihove istinitost kroz direktni i indirektni dokaz. Uz to su opisane specifiļnosti 

geometrijskih figura, disekcija, konstrukcija i posebnosti geometrijskih dokaza.  

U drugom poglavlju perspektiva se mijenja sa onoga Ăġtoñ na Ăkakoñ pouļavati, ali bez odmicanja 

od deduktivnog ustroja. U ovom dijelu se, prema rezultatima istraģivanja matematiļkog obrazovanja, 

predstavljaju teġkoĺe s kojima se uļenici svih uzrasta suoļavaju pri uļenju geometrije: teġkoĺe oko 

usvajanja i definiranja geometrijskih pojmova, teġkoĺe pri rjeġavanju zadataka razliļite zahtjevnosti, 

a posebno teġkoĺe oko razvoja koncepata mjerenja i konaļno ukazuje na razliļite uloge dokaza u 

nastavi. Uz teġkoĺe se opisuju moguĺi uzroci i obrazloģenja te prijedlozi nadilaģenja.  

U treĺem poglavlju euklidska geometrija se sagledava iz perspektive razvoja procesa geometrijskog 

miġljenja, u ļemu sustavan pristup osigurava ġiroko prihvaĺeni van Hiele-ov teorijski okvir. U ovom 

dijelu opisuju se karakteristike petodijelnog van Hiele-ovog modela razvoja miġljenja, koji je 

hijerarhijski ustrojen, s primjenom na razvoj geometrijskog miġljenja te naļin strukturiranja uļenja 

kroz pet faza. 

U ļetvrtom poglavlju pogled na euklidsku geometriju ostvaruje se kroz okular vizualizacije i 

vizualno-prostornih sposobnosti koje su nerazdvojive od uļenja geometrije. Kako joġ uvijek ne 

postoji izgraĽen jedinstveni teorijski okvir za uļenje i pouļavanje vizualizacije, niti je dugogodiġnje 

istraģivanje kognitivnih znanstvenika prostornih sposobnosti dovelo do jedinstvene teorije, u ovom 

dijelu se najprije razlaģu elementi vizualizacije i njihove karakteristike u kontekstu geometrije, a 

zatim se izdvajaju bitni procesi vizualno-prostornih sposobnosti koji su kljuļni pri uļenju i 

pouļavanju geometrije. Poglavlje se zavrġava razmatranjem potencijala i ograniļenja vizualizacije 

koji doprinose, odnosno onemoguĺavaju stjecanje vizualne pismenosti u korist uļenja matematike.  

Nakon ovih razmatranja nameĺe se misao kako bi svaki nastavnik trebao biti svjestan razliļitih 

pogleda na euklidsku geometriju te i sam imati izgraĽena odgovarajuĺa znanja, razine miġljenja, 

vjeġtine i umijeĺa, opisane kroz te poglede, prije nego uĽe u Ăsvojuñ uļionicu. 

U petom poglavlju, opisuje se metodologija pripreme i provedbe eksperimentalnog istraģivanja. 

Posebno se opisuju karakteristike odabranih instrumenata koji su vaģni za tumaļenje rezultata, a 

posebno nastavne strategije i aktivnosti koriġtene tijekom intervencije, koje prate deduktivni ustroj 

geometrije. Poseban osvrt dan je na vizualno-analitiļku metodu usmjerenog opaģanja koja je 

proģimala sve aktivnosti, a razvijena je za potrebe ovog istraģivanja u svrhu razvoja vizualne 

pismenosti i fleksibilne misli u kontekstu geometrije, a sve u svrhu stjecanja boljih ishoda uļenja. 

U ġestom poglavlju predstavljaju se rezultati i vrġi rasprava o karakteristikama sudionika prije i 

poslije pouļavanja, zasnovana na analizi podataka kombiniranjem razliļitih kvalitativnih i 

kvantitativnih metoda. Na samom kraju raspravlja se o statistiļki znaļajnim promjenama koje su se 

dogodile kao posljedica odgovarajuĺeg pouļavanja.  
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1. Euklidska geometrija 

Za razumijevanje euklidske geometrije, koja se danas uļi i pouļava u nastavi matematike diljem 

svijeta, potrebno je ipak malo osvrnuti se i na njezin povijesni razvoj: kako je i gdje nastala te tko je 

sve zasluģan za njezino stvaranje i oblikovanje. S obzirom da se radi o periodu dugom preko 4000 

godina, u ovom radu moguĺe je napraviti tek kraĺi osvrt kroz glavne toļke preokreta tijekom povijesti. 

Kako mnogi izvorni tekstovi najļeġĺe nisu saļuvani, uvid je moguĺe ostvariti kroz naknadne zapise 

i tumaļenja, koja osim izvornih ideja i znanja ļesto sadrģe nadopune i osobna tumaļenja autora.  

Tako bi se, prema mnogim povijesnim zapisima, moglo reĺi da su prva geometrijska znanja nastala 

u staroj babilonskoj i egipatskoj civilizaciji prije viġe od 4. tisuĺe godina, u vrijeme kada su stari 

Egipĺani rjeġavali probleme premjeravanja zemljiġta nakon ġto su im nabujale rijeke prebrisale 

oznaļene meĽe. MeĽutim, tek poļetkom 6. stoljeĺa prije Krista, stari Grci postavljaju temelje 

danaġnje geometrije kao deduktivne znanosti zahvaljujuĺi novim spoznajama kojima se odmiļu od 

praktiļnih problema i kojima dodatno oblikuju babilonsko-egipatsko nasljeĽe (Becker, 1998). Tako 

postavljena znanja dodatno se strukturiraju kroz 5. i 4. stoljeĺe prije Krista, pod utjecajem Platona i 

njegove ġkole strogog logiļkog zakljuļivanja te Aristotelove formalne logike.  

Zatim, krajem 4. stoljeĺa, Euklid svojim djelom Elementi, vjerojatno pod utjecajem Platonove ġkole 

i Aristotela, postavlja aksiomatsku metodu za strukturiranje i izgradnju dotada sakupljenih 

geometrijskih znanja. Euklidovi Elementi stoljeĺima nakon toga koriste se u tom obliku te sluģe kao 

model za izgradnju drugih deduktivnih matematiļkih sustava (Courant et al, 1996). Tek krajem 19. 

stoljeĺa, zahvaljujuĺi razvoju i drugih grana matematike, njemaļki matematiļar Hilbert upotpunjuje 

aksiomatski sustav kojeg je postavio Euklid te oblikuje suvremeni aksiomatski sustav za geometriju, 

koji se koristi sve do danaġnjih dana, i dalje pod nazivom Euklidska geometrija (Slika 1). 

 

Slika 1. Razvoj geometrije kroz povijest 

I mnogi drugi matematiļari tog razdoblja dali su znaļajan doprinos razvoju geometrije kao i 

cjelokupne matematike, poput Talesa iz Mileta, Pitagore i njegovih sljedbenika, Arhimeda, Apolonija 

i drugih, ali Euklidovi Elementi imali su priliļno snaģan utjecaj kroz dugi vremenski period, 

vjerojatno kao najcjelovitiji saļuvani matematiļki zapisi iz pretkrġĺanskog doba, pa se najveĺe 

zasluge za postavljanje geometrije kao aksiomatske znanosti pripisuju Euklidu i njegovom djelu 

Elementi (Luļiĺ, 2009). Iz svega navedenog, rasprava o danaġnjoj geometriji zasigurno treba zapoļeti 

s matematiļarom Euklidom i njegovim Elementima, a tek onda o suvremenoj euklidskoj geometriji, 

njezinim karakteristikama i znaļaju, kako za matematiku tako i ġire. 

 

1.1. Euklid i njegovi Elementi 

Grļki matematiļar Euklid, ģivio je oko 340. do 287. godine prije Krista, u Aleksandriji, kulturnom i 

znanstvenom srediġtu antiļkog svijeta. Kao uļitelj na visokoj aleksandrijskoj matematiļkoj ġkoli 

Museion imao je snaģan utjecaj na uļenje i pouļavanje, a kao sljedbenik Platonove filozofije te 
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dijelom pod utjecajem Aristotelove formalne logike, uspio je sistematizirati i aksiomatizirati velika 

matematiļka znanja sakupljena do njegovog doba.  

Naime, preokret se dogodio kada je Euklid uoļio da se izvoĽenje i dokazivanje matematiļkih 

spoznaja treba sastojati od niza logiļkih zakljuļaka, pri ļemu istinitost svakog argumenta, koriġtenog 

u tom nizu, takoĽer treba biti izvedena nizom logiļkih zakljuļaka. Kako taj proces utvrĽivanja 

istinitosti ne moģe iĺi u nedogled, on mora imati svoj poļetak, tj. moraju postojati spoznaje koje se 

prihvaĺaju kao istinite i za koje dokaz nije potreban. Poģeljno je da takvih spoznaja bude ġto manje, 

da one budu jednostavne, jasne i vjerodostojne. Odabir polaznih tvrdnji, koje Euklid naziva 

postulatima i aksiomima, zapravo je u velikoj mjeri proizvoljan, ali je vaģno da ih je mali broj i da je 

njihova istinitost oļigledna. Tada se, na temelju njih odreĽenim logiļkim slijedom mogu izvoditi sve 

ostale tvrdnje. Upravo taj postupak izgradnje svih ļinjenica nekog podruļja na temelju odabranog 

broja osnovnih tvrdnji (aksioma) naziva se aksiomatskom metodom, a za podruļje se kaģe da je 

deduktivno izvedeno (Courant et al, 1996, str. 214). 

Pri takvoj izgradnji nekog matematiļkog podruļja, joġ se zahtjeva da odabrani aksiomi budu 

meĽusobno nezavisni, tj. da se niti jedan od aksioma ne moģe izvesti iz preostalih aksioma tog 

podruļja. TakoĽer, zahtjeva se i da sustav odabranih aksioma bude potpun, tj. da se sve tvrdnje 

izvedene iz njih unutar promatranog podruļja mogu dokazati ili opovrgnuti unutar tog podruļja. 

Konaļno, zahtjeva se da odabrani aksiomi budu neproturjeļni (konzistentni), tj. da se iz njih ne mogu 

izvesti dvije kontradiktorne tvrdnje (na primjer, da istodobno vrijedi neka tvrdnja i njezina negacija).  

Upravo na taj naļin Euklid je sabrao matematiļko znanje toga doba u djelo pod nazivom Elementi, 

koje se sastoji od 13 knjiga. Prvih ġest knjiga (od 1. do 6.) odnosi se na geometriju ravnine 

(planimetrija), sljedeĺe ļetiri knjige (od 7. do 10.) bave se aritmetikom i problemima teorije brojeva, 

a posljednje tri (od 11. do 13.) geometrijom prostora (stereometrija). Postoje 14. i 15. knjiga 

Elemenata, ali one Ănisu nastale iz Euklidovog perañ, veĺ su dodane kasnije (Luļiĺ, 2009, str. 34).  

Za aksiomatsko zasnivanje geometrije najvaģnija je prva knjiga u kojoj Euklid navodi definicije, 

postulate i aksiome, a zatim dokazuje propozicije. Postavljajuĺi 23 definicije, Euklid uvodi prve 

elementarne geometrijske pojmove. Na primjer, prvih sedam Euklidovih definicija glasi (Gleizer, 

2003, str. 221): 

D1. Toļka je ono ġto nema dijelova. 

D2. Linija jest duģina bez ġirine. 

D3. Krajevi linije su toļke. 

D4. Pravac jest takva linija koja je jednako rasporeĽena prema svim svojim toļkama. 

D5. Povrġina je ono ġto ima samo duģinu i ġirinu. 

D6. Granice povrġine su linije. 

D7. Ravnina je povrġina koja je jednako rasporeĽena prema svim svojim pravcima. 

Prema danim definicijama vidljivo je da ideja osnovnih pojmova u danaġnjem smislu kod Euklida 

nije prisutna, iako je on sliļnim razmiġljanjem kao i kod dokazivanja vjerojatno doġao do zakljuļka 

da neki pojmovi trebaju biti osnovni, a da sve ostale pojmove treba izvoditi na temelju njih i precizno 

definirati. Drugim rijeļima, Euklid definicijama opisuje i osnove pojmove (npr. toļka - D1, pravac - 

D4, ravnina - D7), pri tome su neke definicije priliļno nejasne, a u njihovom opisu koristi pojmove 

(npr. duģina, granica) koje takoĽer trebaju biti definirani, a nisu (Gleizer, 203). Zapravo, Euklidove 

definicije se ne mogu smatrati strogim matematiļkim definicijama, veĺ viġe kratkim objaġnjenjima u 

svrhu stvaranja intuitivne slike opisanog pojma. Osim toga, opisivanjem osnovnih geometrijskih 
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pojmova, Euklid zapravo ne ostavlja moguĺnost razliļitih tumaļenja tih pojmova, ġto bi u suprotnom 

bilo moguĺe (Luļiĺ, 2009, str. 41).  

Nakon definicija, Euklid uvodi osnovne tvrdnje geometrije, koje smatra oļiglednim istinama te ih 

dijeli na postulate i aksiome, vjerojatno prema karakteru onoga ġto opisuju. Tako postulatima viġe 

opisuje neke geometrijske Ăistineñ, a aksiomi nisu vezani iskljuļivo za geometriju veĺ se mogu 

koristiti i ġire. U razliļitim prijepisima Euklidovih Elemenata navodi se razliļit broj postulata i  

aksioma, vjerojatno jer su neke dodavali sami komentatori (Luļiĺ, 2009, str. 45). Ovdje se prikazuje 

pet postulata i osam aksioma. 

Postulati (Gleizer, 203, str. 222): 

P1. Moģe se povuĺi pravac od svake toļke prema svakoj drugoj toļki. 

P2. Moģe se neograniļeno produljiti svaki pravac (s obje njegove strane). 

P3. Moģe se nacrtati kruģnica sa svakom toļkom kao srediġtem i svakim polumjerom. 

P4. Svi pravi kutovi meĽusobno su jednaki. 

P5. Dva pravca presjeļena treĺim pravcem sijeku se (beskonaļno produģena) s one strane 

treĺeg pravca na kojoj je zbroj unutarnjih kutova koje oni ļine s njim manji od dva prava kuta. 

 

Slika 2. Prikaz petog Euklidovog postulata (P5) 

Aksiomi (Gleizer, 203, str. 223): 

A1. Stvari jednake istoj stvari meĽusobno su jednake. 

A2. Ako jednako dodamo jednakom, onda su i cjeline jednake.   

A3. Ako jednak oduzmemo od jednakog, dobivamo jednako.   

A4. Ako jednako dodamo nejednakom, dobivamo nejednako. 

A5. Ako udvostruļimo jednako, dobivamo jednako.   

A6. Ako raspolovimo jednako, dobivamo jednako.   

A7. Ono ġto se podudara meĽusobno je jednako. 

A8. Cjelina je veĺa od svog dijela. 

 

Posebnu pozornost mnogih matematiļara privukao je peti Euklidov postulat (Slika 2), koji je svojom 

formulacijom odudarao od ostalih oļiglednih tvrdnji (P5). Tim postulatom bavili su se mnogi 

matematiļari, ali i ljubitelji geometrije gotovo dvadeset stoljeĺa, smatrajuĺi ga ozbiljnim nedostatkom 

u sustavu aksioma i postulata. Postojali su brojni pokuġaji utvrĽivanja da se zapravo radi o tvrdnji 

koja je izvedena iz ostalih aksioma i postulata i koju treba dokazati. U pokuġajima izvoĽenja dokaza  

najļeġĺe indirektnim putem, krajem 19. st. naġe ere, ruski matematiļari Lobaļevski1 i maĽarski 

                                                           
1 Nikolaj Ivanoviĺ Lobaļevski, 1793. ï 1856.  
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matematiļar Bolyai2, neovisno jedan od drugoga, pokazali su da peti postulat ipak ne ovisi od ostalih 

aksioma geometrije. Ġtoviġe, u pokuġajima opovrgavanja istinitosti postulata, odnosno u dokazivanju 

istinitosti negacije postulata, izgradila se sasvim jedna nova matematiļka disciplina, danas poznata 

pod nazivom neeuklidska geometrija. TakoĽer, izvedene su i razne ekvivalentne forme postulata. 

Danas se peti Euklidov postulat navodi u sljedeĺoj formi: Za zadani pravac i toļku izvan njega, u 

ravnini njima odreĽenoj, postoji jedinstven pravac koji sadrģi danu toļku i disjunktan je s danim 

pravcem (Slika 3), najļeġĺe pod nazivom Playfair-ov3 aksiom: 

 

Slika 3. Prikaz Playfair-ovog aksioma 

Svakako da postulate i aksiome treba razmatrati u vremenu u kojem su nastali kako bi se moglo 

govoriti o njihovoj smislenosti i oļiglednosti.  

Tako na primjer, moģe se razmotriti osmi aksiom (A8) koji govori o odnosu cjeline i njezinog dijela. 

Iskaz aksioma se na jednostavan naļin moģe vizualno prikazati i algebarski zapisati (Slika 4a). 

MeĽutim, kada bi se aksiom primijenio na skup svih parnih prirodnih brojeva (2n ) koji je dio (pravi 

podskup, Slika 4b) skupa svih prirodnih brojeva (), onda ne samo da tvrdnja nije oļita, veĺ nije ni 

istinita.  

   
(a) (b) (c) 

Slika 4. Odnos cjeline i njezinog dijela 

Naime, u vrijeme kada je Euklid postavio ovu tvrdnju, razmatrali su se najļeġĺe konaļni skupovi, a 

skupovi i  2n  su beskonaļni. Kako se izmeĽu skupa svih prirodnih brojeva () i skupa svih 

parnih prirodnih brojeva ( 2n) moģe uspostaviti obostrano jednoznaļno pridruģivanje (svakom 

prirodnom broju moģe se pridruģiti samo jedan parni broj i obratno) za njih se kaģe da su 

jednakobrojni (ekvipotentni). U tom sluļaju, ne moģe se reĺi da je skup svih prirodnih brojeva veĺi 

od svog dijela (Joziĺ, 2014). Ako bi promatrali dvije duģine razliļitih duljina (Slika 4c). One su 

jednakobrojne kao skupovi toļaka, ali kako su razliļitih duljina, kraĺa bi se mogla Ăsmjestitiñ kao dio 

dulje da vizualno izgleda da je cjelina veĺa od dijela. 

Nakon definicija, postulata i aksioma, Euklid izlaģe i dokazuje tvrdnje (propozicije) po odreĽenoj 

logiļkoj zavisnosti tako da se svaka sljedeĺa tvrdnja moģe dokazati koriġtenjem prethodnih tvrdnji, 

postulata i aksioma. Posebno znaļajno za proces dokazivanja kod Euklida je to ġto on uz sam proces 

dokazivanja izdvaja i ukazuje na ono ġto je zadano, ono ġto treba utvrditi te na kraju daje zakljuļak, 

kojim ponavlja ġto se trebalo dokazati. Sve zavrġava skraĺenicom Q.E.D. (lat. Quod erat 

demonstrandum, to je ono ġto je trebalo dokazati.), umjesto koje se danas obiļno koristi oznaka <. 

                                                           
2 J¨nos Bolyai, 1802. ï 1860.  
3 John Playfair, 1748. ï 1819.  
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Na opisani naļin, Euklid je u svom djelu Elementi aksiomatskom metodom izloģio elementarnu 

geometriju toga doba i time postavio temelj danaġnje aksiomatske izgradnje matematiļke teorije. 

MeĽutim, u svojim dokazima, Euklid se koristio vizualnim prikazima i oslanjao na intuiciju, ġto je 

imalo i pozitivnih i negativnih strana. Naime, kroz vizualne prikaza lakġe se i brģe moglo pratiti 

izlaganje dokaza, a oslanjanjem na prikaz mogli su se otkriti i neki novi rezultati. No, u tom procesu 

neke je tvrdnje Euklid temeljio samo na oļitosti odreĽenih tvrdnji i vizualnoj spoznaji ġto mu se 

najviġe zamjeralo jer se na takav naļin istinitost svih tvrdnji koje je izloģio ipak nije mogla utvrditi 

na temelju postavljenog sustava aksioma. Time je ukazano na nepotpunost njegove aksiomatike 

(Luļiĺ, 2005). 

Prema nekim izvorima, Euklidovo djelo je prvi put u Europu doneseno poļetkom 12 st. naġe ere tako 

ġto je engleski matematiļar Adelard4 iz Batha, putujuĺi po ondaġnjem arapskom teritoriju, donio 

latinski prijevod Elemenata s arapskog jezika (Pauġe, 2007). Konaļno je njemaļki matematiļar 

Hilbert5, pod utjecajem formalne logike suvremene matematike, radio na preciznijoj aksiomatskoj 

nadogradnji euklidske geometrije te proveo iscrpno istraģivanje o neovisnosti, konzistentnosti i 

potpunosti tako izgraĽenog sustava. U svom djelu Osnove geometrije, ļije je prvo izdanje bilo krajem 

1899. godine, Hilbert je dao cjeloviti sustav aksioma euklidske geometrije, koji je opĺeprihvaĺen i 

koji se koristi i dan danas, nakon viġe od 100 godina (Luļiĺ, 2005, str. 56). 

1.2. Hi lbertova nadogradnja aksiomatskog sustava 

U novom aksiomatskom sustavu Hilbert polazi od ġest osnovnih pojmova, koje dijeli na tri objekta: 

toļka, pravac i ravnina te tri vrste relacija meĽu njima: pripadanje, poredak i podudarnost. Osnovni 

apstraktni objekti se mogu povezati s objektima realnog svijeta, ali njihovo povezivanje s fiziļkim 

objektima i njihovim svojstvima viġe sluģi da bi se steklo neko konkretno iskustvo o njima. Na 

primjer, toļka se moģe predstaviti veoma malim objektom poput vrha olovke ili nekog oġtrog 

predmeta, dok se pravac moģe predstaviti nekom tankom zategnutom niti ili zrakom svjetlosti, ali ta 

tumaļenja su matematiļki nebitna. Naime, toļka, pravac i ravnina  su ļisti apstraktni objekti ļija su 

matematiļka svojstva u deduktivnom sustavu u potpunosti dana relacijama meĽu njima i opisana 

aksiomima, koji sluģe kao indirektne definicije (Courant et al, 1996, str. 217; Gleizer, 2003. str. 224).  

Aksiome euklidske geometrije Hilbert dijeli u pet grupa, kojima se u potpunosti ureĽuju odnosi 

izmeĽu osnovnih objekata u ravnini i prostoru: 

Grupa I. Aksiomi pripadanja (incidencije) 

Grupa II. Aksiomi poretka (ureĽaja) 

Grupa III. Aksiomi podudarnosti (kongruencije) 

Grupa IV. Aksiom paralelnosti 

Grupa V. Aksiom neprekidnosti 

 

Prvom grupom aksioma opisana su svojstva relacije pripadanja te se tvrdi da je pravac odreĽen s dvije 

razliļite toļke ravnine, a ravnina sa tri nekolinearne toļke. Prva grupa sadrģi osam aksioma (Slika 5): 

AI1: Za svake dvije razliļite toļke postoji toļno jedan pravac koji ih sadrģi.  

AI2: Svaki pravac sadrģi barem dvije toļke. 

AI3: Za svake tri toļke postoji bar jedna ravnina koja ih sadrģi.   

AI4: Za svake tri nekolinearne toļke postoji toļno jedna ravnina koja ih sadrģi.  

                                                           
4 Adelard iz Batha, 1075. ï 1160. 
5 David Hilbert, 1862. ï 1943.  
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AI5: Svaka ravnina sadrģi barem tri toļke. 

AI6: Ako dvije razliļite toļke pravca pripadaju nekoj ravnini, onda sve toļke tog pravca pripadaju 

toj ravnini. 

AI7: Ako dvije razliļite ravnine imaju jednu zajedniļku toļku onda one imaju joġ bar jednu 

zajedniļku toļku.  

AI8: Postoje bar ļetiri toļke koje ne pripadaju jednoj ravnini.  

 

   
 

 

AI1, AI2 AI3, AI4, AI5 AI6 AI7 AI8 

Slika 5. Aksiomi pripadanja 

Drugom grupom aksioma opisana su svojstva relacije Ăbiti izmeĽuñ, te Paschov aksiom o tome da 

pravac koji ne prolazi vrhom trokuta moģe sjeĺi ne jednu ili sve tri, veĺ toļno dvije njegove stranice. 

Druga grupa sadrģi ļetiri aksioma (Slika 6): 

AII1: Ako kaģemo da je toļka T izmeĽu toļaka A i B, tj. A T B- -, onda su A, B i T tri razliļite 

toļke jednog pravca.   

AII2: Za svake dvije razliļite toļke A i B pravca p, postoji toļka T takva da je A T B- -.  

AII3: Od tri razliļite toļke jednog pravca najviġe je jedna izmeĽu preostalih dviju, tj. vrijedi: 

A T B- - ili T A B- - ili A B T- -. 

AII4 (Paschov aksiom): Ako pravac sijeļe jednu stranicu trokuta i ne prolazi niti jednim njegovim 

vrhom, onda on sijeļe joġ jednu od preostalih dviju stranica trokuta.  

 

 
AII1, AII2, AII3  AII4  

Slika 6. Aksiomi poretka 

Treĺa grupa aksioma opisana su svojstva relacije podudarnosti parova toļaka, na temelju kojih se 

temelje konstrukcije podudarnih duģina (kraĺe: prenoġenje duģine), podudarnih kutova (kraĺe: 

prenoġenje kuta) te konstrukcija trokuta kojemu su poznate dvije njegove stranice i kut meĽu njima 

(kraĺe: osnovna konstrukcija trokuta SKS). Treĺa grupa sadrģi pet aksioma (Slika 7 i Slika 8): 

AIII1 (Aksiom o prenoġenju duģine): Neka je dana duģina AB i neka je Aô poļetna toļka polupravca 

p. Tada postoji jedinstvena toļka Bô polupravca p tako da je duģina ' 'A B  podudarna duģini AB. 

AIII2: Ako je ' 'AB A B@  i  '' ''AB A B@  , onda je ' ' '' ''A B A B@ . Svaka duģina podudarna je sa 

samom sobom. 

AIII3  (Aksiom o zbrajanju duģina): Ako je A B C- - i ' ' 'A B C- -  te ako je ' 'AB A B@  i 

' 'BC B C@ , onda je ' 'AC A C@ . 
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AIII1  AIII2  AIII3  

Slika 7. Aksiomi podudarnosti duģina 

AIII4 (Aksiom o prenoġenju kuta): Neka je dan kut aVbÏ  i neka je Vô poļetna toļka polupravca aô. 

Tada postoji jedinstveni polupravac bô s poļetkom u Vô s odgovarajuĺe strane polupravca a' tako da 

je: ' ' 'a V b aVbÏ @Ï .  

AIII5: Ako je A BÏ @Ï i A CÏ @Ï, onda je B CÏ @Ï. 

AIII6 ( Aksiom o podudarnost SKS): Ako su dvije stranice nekog trokuta i kut meĽu njima podudarne 

dvjema stranicama zadanog trokuta i kutu meĽu njima, respektivno, onda su i ta dva trokuta 

podudarna. 

 
 

 

AIII4  AIII5  AIII6  

Slika 8. Aksiomi podudarnosti kutova i trokuta 

AIV (Playfair-ov postulat): Aksiom o paralelnosti predstavlja jednostavnu formu Euklidovog petog 

postulata (Slika 3, str. 8). 

Aksiom o neprekidnosti utvrĽuje da je duģina (pravac) neprekidan i ureĽen skup toļaka (Slika 9). 

AV (Dedekindov6 aksiom): Ako su sve toļke duģine AB, ukljuļujuĺi i njezine krajeve, rasporeĽene 

u dva skupa tako da: 

1. Svaka toļka duģine pripada jednom i samo jednom od tih dvaju skupova, pri ļemu toļka A 

pripada prvom skupu, a toļka B drugom skupu; 

2. Svaka toļka prvog skupa, razliļita od A, nalazi se izmeĽu A i svake toļke drugog skupa; 

onda postoji jedna i samo jedna toļka C duģine AB takva da svaka toļka koja se nalazi izmeĽu toļaka 

A i C pripada prvom skupu, a svaka toļka koja se nalazi izmeĽu toļaka C i B pripada drugom skupu. 

Toļka C je graniļna toļka tih skupova, toļka prereza ili Dedekindova toļka. 

 

Slika 9. Dedekindov aksiom 

Hilbertov aksiomatski ustroj izgradnje euklidske geometrije koristi se i u drugim granama 

matematike: teorija skupova, algebra, teorija vjerojatnosti, itd. Tako izgradanja svake suvremene 

                                                           
6 Julius Wilhelm Richard Dedekind, 1831. ï 1916.  
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matematiļke teorije zapoļinje od popisa osnovnih pojmova (objekata i relacija) te direktnih ili 

indirektnih aksioma, pri ļemu je njihov izbor priliļno slobodan i ovisi iskljuļivo o Ăkreativnom duhu 

matematikeñ (Gleizer, 2003, str. 228). Upravo na predstavljenim aksiomima temeljilo se i pouļavanje 

euklidske geometrije tijekom intervencije unutar eksperimentalnog istraģivanja, koje se opisuje u 

ovom radu.  

Neġto kasnije od Hilbertovog postavljanja grupa aksioma za geometriju, austrijski matematiļar 

Gºdel7 dokazao je da unutar dovoljno sloģene matematiļke teorije ipak postoje tvrdnje koje se u danoj 

teoriji ne mogu ni dokazati niti opovrgnuti pa sustav aksioma tako aksiomatizirane teorije nije potpun 

i ne moģe se upotpuniti dodavanjem novih aksioma (Pauġe, 2007, str. 90). U takvim situacijama, kada 

unutar nekog sustava postoje teoremi koji se unutar istog sustava ne mogu ni dokazati, ni opovrgnuti, 

njihova istinitost se moģe provjeravati u drugom sustavu (dobivenom izomorfnim preslikavanjem). 

Ako se teorem dokaģe u drugom sustavu, onda se njegova istinitost prihvaĺa i u polaznom sustavu.  

Za razumijevanje nekog deduktivnog sustava te razvijanje matematiļkog miġljenja uļenjem i 

pouļavanjem tog sustava, osim samog principa aksiomatske izgradnje, potrebno je poznavanje i 

razliļitih vrsta procesa koji su bitni pri aksiomatskoj izgradnji neke matematiļke teorije, pa se oni 

dodatno opisuje u nastavku, s primjerima iz euklidske geometrije. 

1.3. Procesi aksiomatske izgradnje  

Nakon odabira osnovnih pojmova i aksioma pri deduktivnoj izgradnji geometrije potrebno je uvesti 

nove pojmove i njih precizno definirati. U tu svrhu vaģno je poznavati razliļite naļine definiranja, 

zahtjeve koje definicija treba ispunjavati te ġto je ļini (ne)korektnom. Nadalje, kako bi se vjeġto 

postavljale tvrdnje o svojstvima izvedenih pojmova i vezama meĽu njima potrebno je poznavati 

naļine formuliranja tvrdnji, osnovne logiļke principe i pravila za izgradnju novih tvrdnji iz veĺ 

postojeĺih te procese ispitivanja njihove istinitosti. Konaļno, istinitost izvedenih tvrdnji utvrĽuje se 

dokazom pa je potrebno razumjeti vaģnost i smisao dokaza, znati razliļite procese dokazivanja i 

njihove karakteristike, a zatim kroz razliļite strategije i metode razvijati umijeĺe dokazivanja. Kada 

se stekne uvid u pozadinu procesa definiranja, postavljanja tvrdnji i dokazivanja, matematiļki sadrģaji 

se uļe s veĺim razumijevanjem, stjeļe se trajnije znanje, a na temelju takvog znanja i umijeĺe 

uspjeġnijeg rjeġavanja problemskih zadataka (Hemmi i Lºfawall, 2009). 

1.3.1. Definiranje matematiļkih pojmova 

Pri definiranju pojmova postoji odgovarajuĺi stupanj slobode, ali i razliļiti zahtjevi koji trebaju biti 

ispunjeni kako bi definicija bila korektna i poticala valjanu misao o pojmu koji se definira. Prije 

svega, vaģno je da opis pojma sadrģi nuģne i dovoljne karakteristike na temelju kojih se 

nedvosmisleno moģe utvrditi znaļenje novog pojma, pomoĺu veĺ poznatih pojmova. 

Jedan od naļina definiranja je proces izdvajanja pojma iz neke ġire grupe objekata koristeĺi upravo 

neko bitno obiljeģje po kojem se taj pojam razlikuje od ostalih. U tom procesu, krene se od ġire grupe 

konkretnih objekata i njihovih karakteristika. Zatim se izdvajaju oni objekti u grupi koji imaju 

zajedniļke karakteristike te se meĽu njima izdvoji bitna karakteristika koja ĺe obiljeģiti novi pojam 

te proces zavrġava definicijom novog pojma (Joziĺ, 2014). 

Na primjer, ako se promatraju geometrijski likovi, meĽu njima se mogu izdvojiti samo ļetverokuti, 

zatim meĽu ļetverokutima samo oni koji imaju nasuprotne stranice paralelne (Slika 10). Na kraju se 

                                                           
7 Kurt Friedrich Gºdel, 1906. ï 1978. 
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postavi definicija: Paralelogram je ļetverokut kojemu su nasuprotne stranice paralelne (ili koji ima 

dva para paralelnih stranica). 

 

 

Ili  na primjer, ako se promatraju geometrijska tijela, meĽu njima se mogu izdvojiti samo tijela koja 

su omeĽena ravnim plohama (uglata tijela), zatim meĽu njima samo ona kojima su dvije plohe (n-

terokuti) meĽusobno sukladne i paralelne, a ostale plohe paralelogrami (Slika 11). Na kraju se postavi 

definicija: Prizma je uglato geometrijsko tijelo kojemu su dvije strane sukladni i meĽusobno paralelni 

n-terokuti, a ostale strane su paralelogrami. 

   

geometrijska tijela uglata tijela prizme 

Slika 11. Proces definiranja pojma prizma 

Kada se definicija pojma postavlja na opisani naļin, jasno je vidljivo u koju ġiru skupinu pojam 

pripada (lat. genus proximum, bliģi rod; paralelogrami pripadaju skupu ļetverokuta), o kojoj vrsti je 

rijeļ (lat. species, vrsta; paralelogrami su jedna vrsta ļetverokuta) i koje su specifiļne odlike te vrste 

po kojima se razlikuju od drugih ļetverokuta (lat. diferentia specifica, specifiļna razlika; nasuprotne 

stranice su paralelne). U tom sluļaju kaģe se da je definicija postavljena pomoĺu roda i vrste. Ako se 

pri definiranju, rodni pojam ili neka bitna karakteristika koja odreĽuje specifiļnu razliku izostavi, 

definicija postaje nekorektna (Klaġnja, 1974, str. 17). 

Na primjer (Joziĺ, 2014), iskaz Simetrala duģine je okomita na duģinu i sadrģi njezino poloviġte nije 

korektna definicija jer je izostavljen rodni pojam (pravac). Iskaz Simetrala duģine je pravac koji dijeli 

duģinu na dva jednaka dijela nije korektna definicija jer je izostavljena nuģna karakteristika 

(specifiļna razlika; svojstvo okomitosti na duģinu) pa se meĽu beskonaļno mnogo pravaca koji 

raspolavljaju duģinu (Slika 12a) ne moģe jednoznaļno odrediti koji od njih je simetrala. TakoĽer, ni 

iskaz Simetrala duģine je pravac okomit na tu duģinu nije korektna definicija jer je izostavljena nuģna 

karakteristika (specifiļna razlika; svojstvo raspolavljanja duģine) pa se meĽu beskonaļno mnogo 

pravaca koji su okomiti na duģinu (Slika 12b) ne moģe jednoznaļno odrediti koji od njih je simetrala. 

Konaļno, iskaz Simetrala duģine je pravac koji je okomit na tu duģinu i sadrģi njezino poloviġte jest 

korektna definicija jer jednoznaļno odreĽuje promatrani pojam (Slika 12c). 

 
 

 
geometrijski likovi ļetverokuti paralelogrami 

Slika 10. Proces definiranja pojma paralelogram 
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(a) (b) (c) 

Slika 12. Definiranje pojma simetrala duģine 

Matematiļki pojmovi se ļesto definiraju upravo isticanjem rodnog pojma i specifiļnih razlika, pri 

ļemu je dobro koristiti najbliģi rodni pojam jer je onda potrebno minimalno karakteristika za opis 

specifiļnih razlika vrste. No, koji rodni pojam ĺe se koristiti moģe ovisiti i o tome za koga je definicija 

namijenjena (Joziĺ, 2014). 

Na primjer, za pojam kocka mogu se postaviti sljedeĺe definicije (Slika 13): (1) Kocka je (uglato) 

geometrijsko tijelo koje je omeĽeno sa ġest sukladnih kvadrata. (2) Kocka je uspravna prizma kojoj 

je baza kvadrat, a duljina visine jednaka duljini stranice baze. (3) Kocka je pravilna ļetverostrana 

prizma kojoj su svi bridovi jednakih duljina. (4) Kocka je kvadar kojemu su susjedni bridovi jednakih 

duljina. 

 

Slika 13. Definiranje pojma kocka pomoĺu roda i vrste 

Sve definicije su korektne, ali u posljednjoj je koriġteno najmanje bitnih karakteristika jer je kvadar 

najbliģi rodni pojam za kocku. TakoĽer, sve definicije se vjerojatno i koriste u praksi, ovisno o 

kontekstu i uzrastu. Na primjer, kada se radi s najmanjim uzrastom uļenika, prirodno je i primjereno 

koristiti prvu definiciju. 

Osim formuliranja iskaza, pri definiranju matematiļkih pojmova potrebno je voditi raļuna o rijeļima 

(jednom ili viġe njih) kojima se izraģava pojam (ime ili nosioci pojma), o simboliļkim oznakama 

kojima se definicija moģe dodatno saģeti te posebno o vizualnim prikazima koji se koriste za 

predstavljanje geometrijskih koncepata. Naime, jedna rijeļ ili simboliļka oznaka moģe imati viġe 

znaļenja (homonimi), ali i razliļite rijeļi i simboliļke oznake mogu imati isto znaļenje (sinonimi). 

TakoĽer, jedan te isti vizualni prikaz moģe stajati za razliļite objekte (npr. ļetverostrane prizme na 

slici 13), a razliļiti vizualni prikazi mogu predstavljati jednu vrstu objekta (npr. prizme na slici 13). 
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Posebno je korisno kada se svi elementi koji se koriste pri definiranju meĽusobno poveģu: iskaz, 

vizualni prikaz i simboliļki zapis. Na primjer, pri definiranju pojma kruģnica (Slika 14). 

 

Iskaz Nosioci pojma Vizualni prikaz Simboliļki zapis 

Skup svih toļaka ravnine koje 

su od zadane toļke S te 

ravnine udaljene za pozitivan 

broj r. 

Kruģnica,  

obodnica 

 

( ),k S r  

Slika 14. Definiranje pojma kruģnica 

Pri definiranju nekih pojmova potrebno je ukljuļiti viġe vizualnih prikaza kako bi se koncept pojma 

u potpunosti obuhvatio, odnosno kako bi se ispitalo na ġto se sve definirani pojam odnosi (Sierpinska, 

1992, str. 30). Na primjer, pri definiranju pojma jednakokraļni trokut potrebno je razmotriti razliļite 

oblike: ġiljastokutni, pravokutni, tupokutni, jednakostraniļni, a njihove vizualne prikaze predstavljati 

u razliļitim poloģajima (Slika 15) i na taj naļin stvarati potpunu predodģbu tog koncepta. Mnoge 

nejasnoĺe pri definiranju pojma mogu se izbjeĺi jasnim uvoĽenjem nosioca pojma, poznavanjem 

simboliļkog naļina oznaļavanja i potpunog vizualnog predstavljanja. 

 
 

  

Slika 15. Vizualni prikazi jednakokraļnog trokuta 

Korektnost definicije postiģe se ispunjavanjem razliļitih zahtjeva. Tako bi svaka definicija trebala 

biti iskazana jasno i precizno, jednoznaļno i nedvosmisleno, ni preġiroko ni preusko, bez navoĽenja 

ekvivalentnih svojstava i ukoliko je moguĺe bez negacije u iskazu. Pri tome bi trebalo voditi raļuna 

da se koriste suvremeni izrazi, da bude jeziļno korektna i prirodno prihvatljiva (Joziĺ, 2014).  

Osim definiranja pojma pomoĺu roda i vrste, u matematici se ponekad koriste i definicije u kojima se 

novi pojam ne uvodi isticanjem bitnih karakteristika promatranog objekta, veĺ opisivanjem procesa 

nastanka objekta tog pojma. Za te vrste definicija koristi se naziv genetiļka definicija. Iako se 

genetiļka definicije ne smatra matematiļkom definicijom u pravom smislu rijeļi, ona se ipak koristi 

u odreĽenim situacijama, posebno u nastavi matematike kada formalnu definiciju nije moguĺe uvesti. 

Na primjer (Joziĺ, 2014), genetiļkom se definicijom Uspravni stoģac je geometrijsko tijelo koje 

nastaje rotacijom pravokutnog trokuta oko jedne njegove katete za 360Á moģe stvoriti odreĽena 

predodģba pojma, ali se ne saznaje niġta o bitnim karakteristikama samog pojma (Slika 16). 

 

Slika 16. Rotacijom do predodģbe pojma uspravni stoģac 
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U matematici postoje razliļite vrste dogovora pa tako postoje i dogovorne definicije, kojima se 

odreĽeni pojam opisuje dogovorno te se pojmovi kao takvi prihvaĺaju. Na primjer, za pojam prazan 

skup dogovorno je uzeto da to bude skup koji nema niti jedan element. Time je osigurano da prazan 

skup bude podskup svakog drugog skupa, kao i sebe samoga. 

Jedna od greġaka koja se potkrada pri definiranju pojmova je postavljanje takozvane cirkularne 

definicije (lat. circulus vitiosus, zaļarani krug). To se dogaĽa kada se pojam A definira pomoĺu pojma 

B, koji joġ nije definiran pa se onda pojam B definira pomoĺu pojma A ili nekog drugog pojma 

izvedenog iz pojma A (Klaġnja, 1974, str. 16). 

Na primjer (Joziĺ, 2014), Ako se kaģe: Pravci koji zatvaraju pravi kut nazivaju se okomiti pravci, a 

Kut ļiji su kraci okomiti naziva se pravi kut, onda nije definirana ni okomitost pravaca ni pravi kut. 

Korektno bi bilo najprije definirati pravi kut, a zatim okomitost pravaca: Pravi kut je kut koji je jednak 

svom sukutu i Okomiti pravci su pravci koji zatvaraju pravi kut; ili najprije definirati okomitost dvaju 

pravaca, a zatim koristeĺi taj pojam, definirati pravi kut. 

Prema svemu navedenom vidljivo je da proces definiranja matematiļkog pojma zahtjeva odreĽena 

znanja, uoļavanje suptilnih razlika, ali i vjeġtine preciznog i jasnog opisivanja, simboliļkog 

zapisivanja i vizualnog predstavljanja. Svakako, pri definiranju izvedenih pojmova postoji odreĽena 

sloboda: koje od njegovih svojstava uzeti za nuģne i dovoljne karakteristike pojma, a koje iskazivati 

kroz tvrdnje te povezivati s drugim pojmovima. No, bez obzira na koji se naļin novi pojam uvede, 

njegova definicija ĺe biti u potpunosti korektna ukoliko omoguĺava stvaranje potpune predodģbe o 

opisanom konceptu, na jednoznaļan i nedvosmislen naļin. 

1.3.2. Postavljanje tvrdnji i ispitivanje istinitosti  

Nakon prouļavanja razliļitih svojstava nekog pojma te izdvajanja odreĽenih karakteristike pojma, po 

kojima se taj pojam bitno razlikuje od ostalih pojmova, radi postavljanja smislene definicije 

promatranog pojma, zapoļinje proces uspostavljanja logiļkih veza meĽu svojstvima. Logiļke veze 

se mogu stvarati izmeĽu svojstava jednog pojma, ali i izmeĽu svojstava razliļitih pojmova, a uoļene 

veze iskazati tvrdnjama. Pod tvrdnjom se podrazumijeva smislena deklarativna reļenica ili 

matematiļki izraz koji je ili istinit ili laģan te neġto treĺe nije moguĺe (lat. tertium non datur, 

iskljuļenje treĺeg) (Baranoviĺ, 2015a, str. 3). To znaļi da postavljanje tvrdnji za sobom povlaļi i 

ispitivanje njezine istinitosti, a posebno kada se postavljaju izvedene tvrdnje koje nisu oļite. 

Ako se pri ispitivanju istinitosti tvrdnje pronaĽe barem jedan primjer koji pokazuje da tvrdnja ne 

vrijedi (kraĺe: kontraprimjer), onda se na temelju tog primjera moģe zakljuļiti da tvrdnja opĺenito 

nije istinita. MeĽutim, na temelju jednog ili viġe primjera za koje se ustanovi da tvrdnja vrijedi, moģe 

se stvoriti samo slutnja da je tvrdnja opĺenito istinita, ali se taj zakljuļak ne moģe izvesti bez 

utvrĽivanja njezine istinitosti dokazom (Joziĺ, 2014). 

Za izvedene tvrdnje u praksi se koriste i razliļiti nazivi, ovisno o njihovoj ulozi. Znaļajnije tvrdnje 

koje su istinite nazivaju se teoremi (lat. theorein, gledati). Naime, prve postavljene tvrdnje izvedene 

su na temelju prouļavanja odreĽenih geometrijskih slika te uoļavanjem pravilnosti na njima pa su u 

skladu s tim dobile i ime (Luļiĺ, 2009). Uz teoreme se koriste i nazivi: propozicije, leme i korolari. 

Naziv propozicija koristi se za tvrdnju za koju postoji kratki, jednostavni dokaz, a naziv lema za 

pomoĺnu tvrdnju koja se najļeġĺe koristi u dokazima drugih tvrdnji (npr. teorema). Naziv korolar 

(posljedica) koristi se za tvrdnju koja slijedi neposredno iz nekog teorema te se njegova istinitost 

jednostavno utvrĽuje iz istinitosti tog teorema. U ġkolskoj nastavi matematike, za tvrdnje se najļeġĺe 

koristi naziv pouļak (npr. Pitagorin pouļak, Talesov pouļak, Euklidov pouļak, itd.) 
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Formuliranje tvrdnji . Za razliku od definicija koje se iskazuju prirodnim govornim jezikom, za 

postavljanje matematiļkih tvrdnji, uz govorni jezik, potrebno je dodatno poznavanje osnovnih 

logiļkih principa i zakljuļivanja koji se nalaze u pozadini, a koji zapravo sluģe kao Ăljepiloñ da 

dijelove tvrdnje drģe zajedno i osiguraju njezino toļno znaļenje (Hammack, 2013, str. 62). Logiļki 

principi i zakljuļci su zapravo sistematiļan naļin miġljenja koji omoguĺavaju izvoĽenje nove 

informacije iz danih informacija te raġļlanjivanje znaļenja reļenice. Iako se ti isti principi koriste i u 

svakodnevnom ģivotu, u matematici su oni formalizirani tako da se njihovim koriġtenjem osigurava 

ne samo izvoĽenje korektnog zakljuļka, veĺ i korektno izvoĽenje potrebnog zakljuļaka (Hammack, 

2013, str. 33). 

Tako, logiļke operacije negacija, konjunkcija, disjunkcija, implikacija i ekvivalencija osiguravaju 

izvoĽenje sloģenih tvrdnji kombiniranjem dvije ili viġe jednostavnih, ļija se istinitost jednoznaļno 

utvrĽuje iz istinitost polaznih tvrdnji i svojstva primijenjene operacije. Zatim, logiļki principi poput 

de Morganovih zakona, negacije implikacije i dr., omoguĺavaju sagledavanje iste sloģene tvrdnje 

kroz dvije razliļite perspektive, ġto ponekad osigurava jednostavniji put do zakljuļka. Osim toga, uz 

tvrdnje se ļesto koriste i kvantifikatori, univerzalni (") i egzistencijalni ($), kako bi se istaknuo obim 

objekata za koje tvrdnja vrijedi (Baranoviĺ, 2015a, str. 12). Tek nakon savladavanja logiļkih 

operacija, principa i pravila zakljuļivanja, moguĺe je upustiti se u efikasan rad s tvrdnjama o 

matematiļkim objektima jer oni osiguravaju: (1) razumijevanje veznika Ăiñ, Ăiliñ, Ăneñ, Ăakoé, 

ondañ, itd.; (2) efikasno mijenjanje formulacije tvrdnje u drugu tvrdnju s istim znaļenjem te (3) 

izvoĽenje novih informacija iz poznatih  (Hammack, 2013, str. 62). 

Iako se iskaz tvrdnje moģe formulirati na razliļite naļine, u formulaciji iskaza gotovo svake tvrdnje 

uvijek se bitno razlikuju dva dijela: pretpostavka (kraĺa oznaka P) i zakljuļak (kraĺa oznaka Q). 

Pretpostavkom se iskazuju uvjeti koji vrijede za promatrani objekt, na temelju kojih posljediļno 

slijedi zakljuļak o tom objektu te se svaka tvrdnja moģe iskazati u obliku: ĂAko (vrijedi P), onda 

(slijedi Q)ñ, simboliļki P QÝ . MeĽutim, nije uvijek jednostavno razlikovati pretpostavku od 

zakljuļka unutar dane tvrdnje, posebno kada se iskaz formulira u skladu s govornim jezikom, pri 

ļemu pretpostavka niti ne mora biti na poļetku reļenice. No, vjeġto prepoznavanje i raġļlanjivanje 

pretpostavke od zakljuļka unutar zadane tvrdnje nuģan je preduvjet za daljnji rad s tvrdnjama (Joziĺ, 

2014). 

Na primjer, Talesov pouļak o obodnim kutovima obiļno se iskazuje na sljedeĺi naļin: Svaki obodni 

kut nad promjerom kruģnice je pravi kut. Unutar ove tvrdnje, pretpostavka (P) se odnosi na poseban 

obodni kut, a zakljuļak (Q) na mjeru tog kuta. Nakon raġļlanjivanja, pouļak se moģe iskazati u 

klasiļnoj formi: Ako je dan obodni kut nad promjerom kruģnice (P), onda je taj kut pravi kut (Q). 

Postavljanje obrata tvrdnje. Kada se u tvrdnji pretpostavka (P) zamijeni zakljuļkom (Q), a 

zakljuļak (Q) pretpostavkom (P), dobiva se novi iskaz koji se naziva obrat tvrdnje (simboliļki 

Q PÝ ), a istinitost obrata se treba ispitati te potvrditi ili odbaciti. Obrat tvrdnje je sasvim nova 

tvrdnja ļija istinitost ne ovisi o istinitosti polazne tvrdnje te ona moģe, ali i ne mora biti istinita tvrdnja.  

Na primjer, neka je dana tvrdnja: Dijagonale romba su okomite. Preformulirano, tvrdnja glasi: Ako 

je ļetverokut romb, onda su njegove dijagonale okomite. I ta tvrdnja je istinita. Obrat tvrdnje glasi: 

Ako su dijagonale ļetverokuta okomite, onda je taj ļetverokut romb. No, ova tvrdnja nije istinita jer 

na primjer i deltoid koji nije romb (kontraprimjer) ima okomite dijagonale. 

U odabiru kontraprimjera treba biti oprezan, posebno kada postoji moguĺnost odabira primjera koji 

je poseban sluļaj promatrane klase objekata, koji u tom sluļaju nije podloga za odbacivanje tvrdnje 

kao neistinite. Na primjer, ako bi se umjesto deltoida uzeo kvadrat, kojemu su dijagonale takoĽer 
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okomite, tvrdnja se ne moģe korektno opovrgnuti jer je kvadrat posebna vrsta romba (Baranoviĺ i sur, 

2020, str. 19). S druge strane, postoje tvrdnje ļiji je obrat istinita tvrdnja.  

Na primjer, neka je dana tvrdnja (Joziĺ, 2014): Ploġtina pravokutnog trokuta raļuna se po formuli

2

a b
P

Ö
= , gdje su a  i b duljine kateta tog trokuta. Preformulirano, tvrdnja glasi: Ako je trokut 

pravokutan, onda se njegova ploġtina raļuna po formuli 
2

a b
P

Ö
= , pri ļemu su a  i b duljine kateta 

tog trokuta. I ta tvrdnja je istinita. Obrat tvrdnje glasi: Ako se ploġtina trokuta moģe odrediti po formuli

2

a b
P

Ö
= , gdje su a  i b duljinedviju stranica tog trokuta, onda je taj trokut pravokutan, pri ļemu su a  

i b duljine kateta tog trokuta. Nova tvrdnja je takoĽer istinita, ali to nije oļigledno na prvu. Njezina 

istinitost se moģe provjeriti kroz nekoliko konkretnih primjera, ali to stvara samo slutnju na temelju 

koje se ne moģe izvesti zakljuļak da je tvrdnja istinita. 

Kada za tvrdnju vrijedi i njezin obrat, onda se kaģe da tvrdnja ,,vrijedi u oba smjeraò te se moģe 

postaviti tvrdnja u obliku ekvivalencije, koja najļeġĺe koristi izraz ,,ako i samo akoò (skraĺeno akko) 

ili Ăonda i samo ondañ. Tako se u prethodnom primjeru tvrdnja i njezin obrat mogu izreĺi u obliku 

ekvivalencije: Trokut je pravokutan, s katetama duljine a i b akko se njegova ploġtina moģe odrediti 

po formuli 
2

a b
P

Ö
= . 

Korisno je steĺi naviku provjeravanja istinitosti obrata tvrdnje te razlikovanje tih dviju tvrdnji kako 

bi se one mogle valjano primijeniti u rjeġavanju problema ili dokazivanju drugih tvrdnji. Prije svega, 

ako je obrat tvrdnje istinit, onda je to joġ jedna tvrdnja koja se moģe koristiti u primjeni (Kurnik, 

2013, str. 61). TakoĽer, iskustvom u radu s tvrdnjom i njezinim obratom izbjegava se brzopleto 

uzimanje obrata za istinitu tvrdnju samo zato ġto je tvrdnja istinita. Zatim, osim iskazivanja tvrdnje i 

njezinog obrata u obliku ekvivalencije potrebno je znati raġļlaniti iskaz zadan u obliku ekvivalencije 

na tvrdnju i njezin obrat, posebno u procesu dokazivanja jer je ta vjeġtina nuģan preduvjet za njezino 

dokazivanje. 

Postavljanje negacije tvrdnje. S obzirom da svaka tvrdnja ima dva dijela (P i Q), moģe se razmatrati 

kako se mijenja istinitost tvrdnje pri negiranju nekog od njezinih dijelova (×P ili ×Q). MeĽutim, od 

posebnog je znaļaja postavljanje negacije cijele tvrdnje, koja se postiģe primjenom formule 

( )P Q P Q× Ý ¹ Ø× jer su iskazi s lijeve i desne strane logiļki ekvivalentni. To znaļi da iskaz iz 

oblika implikacije ĂAko é, ondaò negiranjem prelazi u novi iskaz u obliku konjunkcije, u kojem se 

veznikom Ăiñ povezuje pretpostavka (P) i negacija zakljuļka (×Q). Novi iskaz se moģe postaviti i u 

obliku: ĂNeka vrijedi (P). Tada vrijedi (×Q)ñ ili ĂNeka vrijedi (P). Pretpostavimo suprotno (×Q)ñ, 

ġto je praktiļno u procesu dokazivanja (Hammack, 2013). Ukoliko su u iskazu tvrdnje ukljuļeni i 

kvantifikatori, pri negiranju univerzalni kvantifikator prelazi u egzistencijalni i obratno. TakoĽer, pri 

negiranju nekog iskaza ne mora se nuģno dobiti iskaz koji koristi rijeļ Ăneñ (Joziĺ, 2014). 

Postavljanje kontrapozicije. Kada se za iskaz u obliku implikacije (P QÝ ) postavi tvrdnja tako da 

se negira pretpostavka (×P) i zakljuļak (×Q), a zatim postavi obrat tih negacija ( Q P× Ý× ), dobiva 

se tvrdnja koja je logiļki ekvivalentna polaznoj tvrdnji i koja se naziva kontrapozicija polazne 

implikacije. Ove dvije tvrdnje zapravo na razliļit naļin iskazuju istu stvar, ġto je posebno korisno u 

procesu dokazivanja jer je ponekad puno jednostavnije dokazati tvrdnju iskazanu u obliku 

kontrapozicije nego u obliku implikacije (Hammack, 2013, str. 102). 

Poznavanje predstavljenih procesa u radu s tvrdnjama nuģno je potrebno za efikasno savladavanje 

procesa utvrĽivanje istinitosti postavljenih tvrdnji, a posljediļno i razvoja matematiļkog miġljenja. 
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1.3.3. Dokazivanje istinitosti tvrdnji  

U radu s matematiļkim konceptima do otkrivanja novih tvrdnji moģe se doĺi na razliļite naļine: do 

nekih otkriĺa se moģe doĺi sasvim sluļajno i neoļekivano, neke tvrdnje se mogu izvesti induktivno, 

tj. promatranjem nekih posebnih sluļajeva te izvoĽenjem opĺih zakljuļaka, dok se neke tvrdnje 

izvode ciljanim sustavnim istraģivanjem i logiļkim zakljuļivanjem. No, u svim sluļajevima, izvedene 

tvrdnje se ne prihvaĺaju izravno veĺ je njihovu istinitost potrebno dodatno ispitati te odgovarajuĺim 

valjanim argumentom potvrditi ili odbaciti. Ukratko, izvedene tvrdnje potrebno je dokazati. 

Veĺina matematiļke literature pod dokazom podrazumijeva konaļan niz neoborivih logiļkih koraka 

kojima se na temelju aksioma, definicija ili ranije dokazanih tvrdnji, nepobitno utvrĽuje istinitost 

postavljene tvrdnje ( P QÝ ) te se takva vrsta dokaza obiļno naziva formalnim dokazom. U tom 

smislu, dokazati tvrdnju znaļilo bi pronaĺi konaļan niz logiļkih koraka kojima se nedvojbeno 

potvrĽuje istinitost promatrane tvrdnje, a proces dokazivanja je sam postupak otkrivanja valjanog 

argumenta. Proces dokazivanja istinitosti tvrdnje moģe biti direktan i indirektan pa se govori o 

direktnom ili indirektnom dokazu.  

Direktno (izravno) dokazati istinitost tvrdnje znaļi zapoļeti od zadane pretpostavke (P) te primjenom 

aksioma, definicija ili ranije dokazanih tvrdnji, nizom korektnih logiļkih zakljuļivanja izvesti 

zakljuļak (Q) postavljene tvrdnje.  

Naime, svaka tvrdnja u obliku implikacije ( P QÝ ) polazi od ļinjenice da je pretpostavka (P) istinita, 

Prema svojstvu operacije implikacije, ako je pretpostavka istinita, implikacija ĺe biti istinita samo 

ako je i zakljuļak (Q) istinit. Dakle, ako se krene od istinitosti pretpostavke (P) te na temelju 

korektnog logiļkog zakljuļivanja izvede istinitost zakljuļka (Q), onda ĺe i promatrana tvrdnja kao 

implikacija (P QÝ ) biti istinita (Hammack, 2013, str. 92). 

Na primjer, neka je dana sljedeĺa tvrdnja: Ako su a i b dva pravca jedne ravnine koji su okomiti na 

neki pravac c, onda su a i b meĽusobno paralelni. Pretpostavka (P) ove tvrdnje jest da su zadana dva 

pravca a i b te da su oni okomiti na treĺi pravac c, tj. a ĉ, b ĉ (Slika 17), odnosno svaki od 

pravaca a i b s pravcem c zatvara kut od 90Á, tj. ( , ) 90c a = ,̄ ( , ) 90c b = .̄ Treba izvesti zakljuļak 

da su pravci a i b meĽusobno paralelni (Q). 

 

Slika 17. Direktni dokaz 

Sada imamo sljedeĺe: (1) svi pravi kutovi meĽusobno su jednaki, (2) pravac c je presjeļnica pravaca 

a i b te s pravcima zatvara jednake kutove, (3) promatrani kutovi imaju jedan krak na istom pravcu, 

na pravcu c, (4) kutovi uz presjeļnicu koji su jednaki i imaju jedan par paralelnih krakova, moraju 

imati i drugi par krakova paralelan, a to su upravo krakovi koji pripadaju pravcima a i b. Dakle, pravci 

a i b su takoĽer paralelni jer sadrģe paralelne krakove, tj. ||a b. To je upravo ġto je trebalo dokazati, 

tj. zakljuļak je istinit pa je istinita i polazna tvrdnja.< 

S druge strane, indirektno (neizravno) dokazati istinitost tvrdnje znaļi pokazati da je negacija tvrdnje 

neistina jer ĺe u tom sluļaju, prema svojstvu operacije negacije, polazna tvrdnja biti istina. Prema 

logiļkom principu negacije implikacije vrijedi: ( )P Q P Q× Ý = Ø×, pa negacija tvrdnje 
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podrazumijeva da se uz istinitost zadane pretpostavke (P) treba pretpostaviti i istinitost negacije 

zakljuļka (×Q), odnosno proces indirektnog dokazivanja treba zapoļeti od istinitosti dviju 

pretpostavki,  ( P QØ× ). Ako se dalje, nizom korektnih logiļkih zakljuļivanja, izvede istinitost i neke 

tvrdnje (T) i njezine negacije (×T), onda je proces zakljuļivanja doveden u nemoguĺu situaciju (lat. 

reductio ad absurdum, svoĽenje na besmisao) ili kraĺe kontradikciju. Kada se proces zakljuļivanja 

svede na kontradikciju, negacija tvrdnje se mora odbaciti kao neistina, a to znaļi da je polazna tvrdnja 

istina (Hammack, 2013, str. 111). Ovaj postupak se joġ naziva i dokaz kontradikcijom. 

Na primjer, prethodna tvrdnja se moģe dokazati kontradikcijom. Neka vrijedi pretpostavka (P), tj. 

neka su zadana dva pravca a i b koji su okomiti na treĺi pravac c, tj. a ĉ, b ĉ (Slika 18). Neka 

pravac a sijeļe pravac c u toļki A, a pravac b neka sijeļe pravac c u toļki B, tj. {}a c AÆ = , 

{}b c BÆ =  i vrijedi 90aAca= = ¯, 90bBcb= = ¯. Sada pretpostavimo suprotno (×Q): pravci 

a i b nisu paralelni, odnosno, oni se sijeku u nekoj toļki C, s jedne strane pravca c, tj. {}a b CÆ =

(Slika 18). 

  

Slika 18. Dokaz kontradikcijom 

Sada imamo sljedeĺe: (1) kut izmeĽu pravaca a i b je veĺi od nul-kuta, tj. , 0bCa g g= > ¯, (2) pravci 

a, b i c zatvaraju trokut ACBD , (3) zbroj kutova u trokuta ACBD  iznosi 180Á, tj. 180a b g+ + = ¯, 

(4) uvrġtavanjem vrijednosti za kutove a i b dobiva se 0g= ,̄ (5) zakljuļci u (1) i (4) su 

kontradiktorni, jer ne moģe kut  g  biti istodobno nul-kut i biti veĺi od nul-kuta, (6) zbog kontradikcije 

se zakljuļuje da negacija tvrdnje nije istina, ġto znaļi da je polazna tvrdnja istina. <  

U procesu indirektnog dokazivanja moguĺe je u nekim situacijama izvesti i istinitost negacije polazne 

pretpostavke (×P), ġto je opet kontradikcija jer je polaziġte bila istinita pretpostavka (P). No, time se 

potvrĽuje da je kontrapozicija implikacije ( Q P× Ý×) istinita, a kako je ona logiļki ekvivalentna 

polaznoj tvrdnji (P QÝ ), onda se moģe zakljuļiti da je polazna tvrdnja istinita. U tom sluļaju govori 

se o dokazu po kontrapoziciji, kao posebnom obliku dokaza kontradikcijom (Stefanowicz, 2014, str. 

30). 

1.3.4. Klasifikacija pojmova  

Kada se prouļavaju pojmovi i njihova svojstva, moģe se govoriti o sadrģaju pojma, opsegu i dosegu 

pojma. Za odreĽivanje sadrģaja pojma odgovara se na pitanje kakav je objekt, odnosno pod sadrģajem  

pojma podrazumijevaju se sve bitne karakteristike na temelju kojih se moģe stvoriti jednoznaļna 

predodģba o tom pojmu. Za odreĽivanje opsega pojma odgovara se na pitanje koji su to objekti, 

odnosno pod opsegom pojma podrazumijevaju se svi konkretni objekti koji ispunjavaju bitne 

karakteristike pojma opisane sadrģajem. Za odreĽivanje dosega pojma odgovara se na pitanje koliko 

ima objekata u opsegu pojma (Joziĺ, 2014). 
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Iz procesa definiranja pojma, kojim se zapravo odreĽuje sadrģaj pojma, vidljivo je da odabir bitnih 

karakteristika pojma nije jednoznaļan, tj. definicija pojma nije jedinstvena veĺ je viġe stvar dogovora. 

No, kada se karakteristike odaberu i definicija pojma postavi, opseg i doseg pojma su jednoznaļno 

odreĽeni. Dalje se definirani pojmovi mogu razvrstavati u grupe prema odreĽenom kriteriju i taj 

proces se naziva klasifikacijom pojma. 

Pri klasifikaciji pojma trebaju biti ispunjeni odreĽeni zahtjevi: (1) klasifikacija pojma se uvijek vrġi 

prema jednom odabranom kriteriju koji je nepromijenjen tijekom klasifikacije; (2) objekti iz opsega 

pojma koji su razvrstani u razliļite grupe trebaju biti nezavisni, tj. meĽu grupama ne smije biti 

preklapanja; (3) unija svih objekata koji su razvrstani u grupe treba biti jednaka opsegu polaznog 

pojma; (4) klasifikacija treba biti stupnjevita, tj. primjenjuje se uvijek na najbliģi rodni pojam (Jakiĺ, 

2003, str. 171). 

Na primjer, ako se ģeli klasificirati pojam trokut moģe se odabrati kriterij Ăduljina straniceñ. Po tom 

kriteriju ĺe se svi trokuti razvrstati u tri grupe: (1) sve tri stranice razliļitih duljina ï raznostraniļni 

trokuti; (2) dvije stranice jednakih duljina ï jednakokraļni trokuti; (3) sve tri stranice jednakih duljina 

ï jednakostraniļni trokuti.  

MeĽutim, kako definicija pojma nije jedinstvena, veĺ je viġe stvar dogovora, klasifikacija ovisi i o 

naļinu kako se pojam definira (De Villiers, 2009; Kozakli Ulger & Tapan Broutin, 2017). Ovisno o 

naļinu stvaranja veze meĽu pojmovima pri definiranju pojma, definicija moģe biti ekskluzivna ili 

inkluzivna. Prema ekskluzivnoj definiciji, pojmovi se razvrstavaju u klase koje su meĽusobno 

disjunktne pa se u tom sluļaju govori o particijskim klasifikacijama. Prema inkluzivnoj definiciji, 

pojmovi se razvrstavaju u klase koje nisu meĽusobno disjunktne te pojedine klase mogu imati i 

podklase (specijalni sluļajevi) pa se u tom sluļaju govori o hijerarhijskim klasifikacijama (Josefsson, 

2016; De Villiers, 1994). U sluļaju definicije predstavljenih trokuta, ako se jednakokraļni trokut 

definira kao trokut koji ima toļno dvije stranice jednakih duljina stvara se particijska klasifikacija 

(Slika 19a),  a ako se definira kao trokut koji ima barem dvije stranice jednakih duljina stvara se 

hijerarhijska klasifikacija (Slika 19b).  

 

 
(a) particijska (b) hijerarhijska 

Slika 19. Klasifikacija pojma trokut 

Na poļetku matematiļkog obrazovanja ekskluzivne definicije su primjerenije od inkluzivnih zbog 

nedovoljno znanja i vjeġtina uļenika u radu sa svojstvima objekata. MeĽutim, kroz proces definiranja 

uļenici se trebaju postupno uvoditi u inkluzivne odnose, na temelju kojih onda mogu razumjeti i 

hijerarhijsku klasifikaciju, koja je daleko funkcionalnija od particijske (De Villiers, 1994). 

Naime, nakon ġto se odreĽena svojstva odaberu za formuliranje definicije izvedenog pojma, sva ostala 

svojstva tog pojma se logiļki izvode, opisuju tvrdnjama, a istinitost tvrdnji potvrĽuje dokazom (De 

Villiers, 2009). Inkluzivne su definicije u tom procesu kraĺe i ekonomiļnije od ekskluzivnih, a 
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hijerarhijska klasifikacija koja se na njima zasniva funkcionalnija je od particijske (De Villiers, 1994; 

Josefsson, 2016; Ulger i Broutin, 2017). Naime, pri koriġtenju inkluzivnih definicija, tvrdnje koje se 

postave i dokaģu za odreĽeni pojam, one da vrijede i za sve specijalne sluļajeve. MeĽutim, pri 

koriġtenju ekskluzivnih definicija, te tvrdnje treba formulirati i dokazati posebno za svaki pojam. 

 

Na primjer, pri koriġtenju inkluzivnih definicija, ako se za paralelogram dokaģe tvrdnja da se njegove 

dijagonale raspolavljaju, onda ta tvrdnja vrijedi nasljedno i za kvadrat, pravokutnik i romb kao 

posebne sluļajeve paralelograma. No, pri koriġtenju ekskluzivnih definicija, tvrdnju bi trebalo 

dokazati za svaki od ļetverokuta.  

 

1.4. Geometrijske figure  

Geometrija se, kao grana matematike, bavi prouļavanjem prostora, a osnovni elementi prostora su 

toļke. Svaki neprazni podskup prostora je zapravo skup toļaka, koji se naziva geometrijskom figurom 

(eng. geometric figure). Toļka, pravac i ravnina, kao osnovni geometrijski objekti su geometrijske 

figure (Luļiĺ, 1997, str. 9).  

Uz geometrijske figure kao apstraktne entitete koriste se i vizualni prikazi, za koje se takoĽer kaģe da 

su geometrijske figure. Drugim rijeļima, pod geometrijskom figurom podrazumijevaju se 

geometrijski objekti kao apstraktni entiteti, ali i vizualni prikazi koji predstavljaju te objekte. Uz 

vizualne prikaze koriste se razne oznake (slova, znakovi i simboli) kako bi se figure mogle imenovati 

te simboliļki zapisati. 

Tako se toļke imenuju velikim tiskanim slovima A, B, C, é te vizualno predstavljaju malim kruģiĺem 

(ili kriģiĺem), pravci se imenuju malim pisanim slovima a, b, c, é te vizualno predstavljaju ravnim 

crtama, a ravnine se imenuju malim grļkim slovima a, b, g, é te vizualno predstavljaju 

paralelogramom (ili pravokutnikom). Prostor se moģe vizualno predstaviti kockom ili kvadrom. 

Geometrijske figure se najļeġĺe klasificiraju prema njihovoj dimenziji (lat. dimensio, mjerenje): 

objekti bez dimenzije (kraĺe 0D), jednodimenzionalni (kraĺe 1D), dvodimenzionalni (kraĺe 2D) i 

trodimenzionalni (kraĺe 3D) (Slika 20). 

  
  

Toļka Pravac Ravnina Prostor 

0D 1D 2D 3D 

Slika 20. Osnovne geometrijske figure 

Ako neka figura pripada pravcu onda se joġ naziva linearna figura (npr. duģina), ako pripada ravnini, 

naziva se ravninska figura (npr. trokut), a ako ne pripada ni jednoj ravnini onda se naziva prostorna 

figura (npr. piramida). OmeĽene ravninske figure se joġ nazivaju geometrijskim likovima (npr. trokut, 

mnogokut, krug itd.), a omeĽe prostorne figure su geometrijska tijela (npr. kocka, piramida, valjak, 

itd.). Nadalje, za dvije figure kaģe se da su istovjetne, ako svaka toļka koja pripada jednoj od tih 

figura pripada i drugoj figuri, u suprotnom su razliļite. Ako neka toļka ne pripada geometrijskoj 

figuri, onda se kaģe da je izvan te figure. Za figure ļiji presjek nije prazan kaģe se da se sijeku (Luļiĺ, 

1997, str. 10). 

A
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Geometrijska figura u pravilu ne predstavlja samo jedan objekt, veĺ cijelu klasu objekata. Tako na 

primjer, trokut u nekim situacijama moģe predstavlja sve vrste trokuta ili npr. sve jednakostraniļne 

trokute. O tome treba voditi raļuna kada se koriste njihovi vizualni predstavnici, posebno u koju svrhe 

se koriste: definiranje, tvrĽenje, dokazivanje, rjeġavanje problema, itd., o ļemu ĺe biti viġe rijeļi u 

cjelini o uļenju i pouļavanju geometrije. 

 

1.5. Geometrijske disekcije 

Pod geometrijskom disekcijom podrazumijeva se dijeljenje geometrijskog lika na konaļan broj 

dijelova tako da se oni mogu presloģiti u neki drugi geometrijski lik (Frederickson, 2002). Problemi 

geometrijske disekcije opĺenito se mogu podijeliti u dvije grupe.  

Prva grupa obuhvaĺa dijeljenje geometrijskog lika na dijelove s namjerom da se od nastalih dijelova 

moģe oblikovati veĺi broj drugih geometrijskih likova. Primjer takve vrste disekcije je dijeljenje 

kvadrata na sedam dijelova od kojih se zatim moģe oblikovati joġ toļno 12 razliļitih konveksnih 

likova (Slika 21), ali i na tisuĺe raznih drugih oblika (Kavajin i Baranoviĺ, 2019a, 2019b). Ova 

geometrijska disekcija poznata je pod imenom tangram, a koristi se viġe od 200 godina u razliļite 

svrhe. 

 

Slika 21. Konveksni tangram likovi 

Druga grupa obuhvaĺa samo dva geometrijska lika pri ļemu je potrebno pronaĺi podjelu jednog lika 

s namjerom da se preslagivanjem tih dijelova oblikuje drugi lik, odnosno traģi se jednaki rastav dvaju 

geometrijskih likova. Kada su dva lika jednako rastavljiva za njih se joġ kaģe da su ekvivalentni po 

disekciji. Prema Bolyai-Gerwienovom teoremu, dva su lika  ekvivalentna po disekciji ako i samo ako 

su jednakih ploġtina (Hartshorne, 2000, str. 215). Jedan posebno istaknut primjer druge grupe 

disekcije, poznat pod nazivom Dudeneyjev Haberdasherov problem, postavljen je 1902. godine, a 

interes za njega traje sve do danas (Grubiĺ i Baranoviĺ, 2021). Originalni problem glasi: Koristeĺi se 

s tri reza podijelite jednakostraniļni trokut na ļetiri dijela, tako da se njihovim preslagivanjem moģe 

oblikovati kvadrat, bez preokretanja dijelova. Unatoļ raznim pokuġajima, postavljeno je samo jedno 

toļno i to konstruktivno rjeġenje (Slika 22). 
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Slika 22. Konstruktivno rjeġenje problema 

Disekcije druge grupe ļesto se koriste u nastavi geometrije: za odreĽivanje povrġine jednog lika 

poznavanjem povrġine drugog lika, za rjeġavanje problema ili dokazivanje tvrdnje primjenom metode 

povrġine8, itd.  

Na primjer, svaki paralelogram se moģe presloģiti u pravokutnik (Slika 23) pa se formula za 

odreĽivanje ploġtine paralelograma moģe izvesti preko formule za odreĽivanje ploġtine pravokutnika. 

S obzirom da su trokuti AEDD  i BFCD  sa slike sukladni po pouļku SSK> (podudarnost stranica 

paralelograma, visina i pravih kutova), paralelogram ABCD i pravokutnik EFCD jednakih su ploġtina 

pa vrijedi: 

.ABCD AED EBCD BFC EBCD EFCDP P P P P P a v= + = + = = Ö 

 

Slika 23. Reorganiziranje paralelograma u pravokutnik 

Postoje brojni dokazi dobro poznatog Pitagorina pouļka u kojima je primjenjena metoda geometrijske 

disekcije. Na primjer, u danaġnjim matematiļkim udģbenicima, za dokaz Pitagorina pouļka ļesto se 

koristi geometrijska disekcija druge grupe i metoda povrġine (Slika 24). U ovom sluļaju, dijelovi 

kvadrata se ne preslaguju u drugi lik veĺ se premjeġtaju unutar sukladnog kvadrata tako da formiraju 

novu figuru. S obzirom da su ļetiri pravokutna trokuta jednakih ploġtina kod obje figure, njihovim 

odbacivanjem i preostale figure ĺe biti jednakih ploġtina, iz ļega se onda izvodi tvrdnja iz pouļka. 

  

Slika 24. Disekcija za dokaz Pitagorina pouļka 

                                                           
8 Metoda povrġine sastoji se u tome da se, iz odnosa mjera povrġina (ploġtina) nekih likova, dobiju odnosi meĽu drugim 

veliļinama tih likova. 
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Svakako, uz samo preslagivanje potrebno je i matematiļki obrazloģiti zaġto je ļetverokut unutar 

prvog kvadrata takoĽer kvadrat, ġto nije oļigledno. Naime, stranice upisanog ļetverokuta su 

podudarne jer su pravokutni trokuti podudarni po pouļku o sukladnosti SKS. Nadalje, zbroj ġiljastih 

kutova pravokutnog trokuta iznosi 90Á, a kako oni nadopunjavaju kut unutarnjeg ļetverokuta do 

ispruģenog kuta, to je mjera kuta unutarnjeg ļetverokuta 90Á. Dakle, upisani ļetverokut ima sve 

stranice jednakih duljina i sve kutove prave pa je to kvadrat, nad hipotenuzom pravokutnog trokuta. 

Povijest geometrijske disekcije izrazito je bogata, a proteģe se od vremena starogrļkih matematiļara 

Platona i Pitagore pa sve do danaġnjih dana. Geometrijska disekcija gotovo jednako zaokuplja i 

profesionalne matematiļare i rekreativce amatere pa se osim kroz razvoj matematike, ona ļesto 

promovira i kroz rekreacijsku matematiku (Grubiĺ i Baranoviĺ, 2021, str. 75). 

1.6. Geometrijske konstrukcije  

Vaģan dio geometrijskih znanja su geometrijske konstrukcije, kojih u nastavi matematike posebno u 

primarnom i sekundarnom obrazovanju, sudeĺi prema sadrģajima novih generacija udģbenika za 

matematiku, ima sve manje. 

Pod geometrijskom konstrukcijom podrazumijeva se vizualni prikaz odgovarajuĺe geometrijske 

figure koji je kreiran koriġtenjem samo ravnala i ġestara. U skladu s tim, za geometrijske konstrukcije 

se joġ kaģe da su konstrukcije ravnalom i ġestarom, a dalje u tekstu za njih se koristi samo naziv 

konstrukcije. Pri tome, ravnalo je alat pomoĺu kojeg se duģ jednog njegovog brida, na kojem nije 

istaknuta nikakva jedinica mjere, moģe crtati ravna crta, a ġestar je alat pomoĺu kojeg se oko svake 

toļke moģe crtati kruģnica sa po volji zadanim polumjerom. Neke konstrukcije se mogu izvoditi samo 

ravnalom ili samo ġestarom, za neke je potrebno koristiti ravnalo i ġestar, a postoje geometrijske 

figure koje se ne mogu izvesti konstruktivno. 

Konstrukcije koje se mogu izvesti samo ravnalom ili samo ġestarom obiļno se nazivaju  osnovnim 

konstrukcijama, a sve ostale konstrukcije se izvode ravnalom i ġestarom, meĽu kojima mogu biti 

jednostavne i sloģene. Jednostavne konstrukcije neki autori matematiļkih udģbenika takoĽer nazivaju 

osnovnim konstrukcijama (npr. Kurnik, 2005), dok neki drugi za njih koriste naziv elementarne 

konstrukcije buduĺi se izvode nizom od nekoliko osnovnih konstrukcija (npr. Mitroviĺ i sur., 2006). 

Prema Mitroviĺ i sur., osnovne konstrukcije koje se mogu izvesti samo ravnalom su:  

1. Konstrukcija pravca koji sadrģi dvije zadane toļke. 

2. Konstrukcija polupravca sa danom poļetnom toļkom i joġ  jednom svojom toļkom. 

3. Konstrukcija duģine ļije su krajnje toļke dvije zadane toļke. 

a osnovne konstrukcije koje se mogu izvesti samo ġestarom su:  

4. Konstrukcija kruģnice (kruga) ļije je srediġte zadana toļka, a polumjer zadana duģina. 

5. Konstrukcija kruģnog luka kojemu su zadane ļetiri toļke: srediġte, dvije krajnje toļke i joġ 

jedna toļka. 

Prema Pavkoviĺ i Veljan, koriġtenjem osnovnih konstrukcija moģe se konstruirati toļka, tj. smatra se 

da je toļka konstruirana ako se dobiva kao presjek dvaju pravaca (polupravaca, duģina), kao presjek 

pravca i kruģnice te kao presjek dviju kruģnica (Slika 25).  

   

Slika 25. Konstrukcija toļke 
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TakoĽer, pravac se smatra konstruiranim ako se znaju konstruirati bilo koje dvije njegove toļke, 

kruģnica se smatra konstruiranom ako se zna konstruirati njezino srediġte i bilo koja njezina toļka. 

Trokut se smatra konstruiranim ako se znaju konstruirati njegova tri vrha, itd. Ukratko, geometrijska 

figura se smatra konstruiranom ako je moguĺe konstruirati toļke koje odreĽuju tu figuru (Pavkoviĺ i 

Veljan, 2004). 

Najļeġĺe koriġtene elementarne konstrukcije (jednostavne konstrukcije) koje se izvode ravnalom i 

ġestarom su: 

1. Konstrukcija duģine sukladne zadanoj duģini (naziva se joġ i prenoġenje duģine)  

2. Konstrukcija kuta sukladnog zadanom kutu (naziva se joġ i prenoġenje kuta)  

3. Konstrukcija simetrale duģine 

4. Konstrukcija poloviġta duģine 

5. Konstrukcija simetrale kuta 

6. Konstrukcija okomice na zadani pravac (polupravac, duģinu) zadanom toļkom 

7. Konstrukcija paralele zadanom pravcu (polupravcu, duģini) zadanom toļkom 

8. Konstruktivno dijeljenje duģine na jednake dijelove (ili u zadanom omjeru) 

9. Ļetiri osnovne konstrukcije trokuta (poznate po skraĺenicama: SSS, SKS, KSK, SSK>). 

Osim ġto su podijele konstrukcija kod razliļitih autora razliļite, razliļiti su i naļini izvoĽenja 

pojedinih elementarnih konstrukcija. Tako se na primjer u udģbenicima za konstrukciju okomice na 

zadani pravac p kroz zadanu toļku T obiļno daje sljedeĺi postupak (Slika 26): 

- oko toļke T kao srediġta opiġe se bilo koja kruģnica k koja sijeļe pravac p u toļkama A i B, 

- oko toļke A kao srediġta opiġe se kruģnica k1 kroz T, a oko toļke B kao srediġta opiġe se kruģnica 

k2 kroz T, 

- kruģnice k1 i k2 osim u toļki T sijeku se i u toļki T', 

- pravac TT' je traģena okomica kroz toļku T na pravac p. 

  

  

Slika 26. Konstrukcija okomice zadanom toļkom izvan pravca 

Opisani postupak je valjan i u sluļaju kada toļka T pripada pravcu p. U nekim udģbenicima dodatno 

se naglaġava da je opisani postupak ujedno i elementarna konstrukcija simetriļne slike T' toļke T s 

obzirom na pravac p. 

U sustavu vedske matematike, moģe se pronaĺi i jedan sasvim drugaļiji postupak konstrukcije 

okomice, za sluļaj kada toļka T pripada pravcu p. Konstrukcija se temelji na ļinjenici da je svaki 

obodni kut nad promjerom kruģnice pravi kut (Glover, 2003, str.170): 

- odabere se proizvoljna toļka S izvan pravca p, tako da pravac ST nije okomit na p, 

- opiġe se kruģnica sa srediġtem S polumjera ST. Neka je druga toļka u kojoj kruģnica sijeļe pravac 

p toļka R, 

- nacrta se polupravac (promjer kruģnice) iz toļke R kroz S, koji sijeļe kruģnicu u joġ jednoj toļki. 

Neka je druga krajnja toļka promjera toļka P.  

- Pravac PT je traģena okomica (Slika 27). 
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Slika 27. Konstrukcija okomice kroz zadanu toļku pravca 

Zanimljivo je da se za elementarnu konstrukciju paralele sa zadanim pravcem kroz zadanu toļku 

koristi viġe razliļitih konstrukcija, a najļeġĺe su: (1) primjenom elementarne konstrukcije okomice, 

(2) konstrukcijom ļetvrtog vrha paralelograma sjeciġtem kruģnica, (3) konstrukcijom ļetvrtog vrha 

paralelograma simetriļno nasuprotnom vrhu s obzirom na poloviġte dijagonale, (4) konstrukcija 

simetriļne toļke S toļki T na kruģnici k. 

Opis konstrukcije paralele (1) primjenom konstrukcije okomice: 

- kroz toļku T konstruira se okomica q na pravac p, 

- kroz toļku T konstruira se okomica r na pravac q, 

- pravac r je traģena paralela sa zadanim pravcem p kroz toļku T. 

Konstrukcija se temelji na ļinjenici da su dva pravca, koja su okomita na isti pravaca, meĽusobno 

paralelna (Slika 17, str. 25). 

Opis konstrukcije (2) primjenom ļetvrtog vrha paralelograma (Kurnik, 2005, str. 150). 

- na pravcu p odaberu su dvije razliļite toļke A i B, 

- konstruira se ļetvrti vrh paralelograma S kojemu se A, B i T tri vrha: kao presjek kruģnice k1 sa 

srediġtem B polumjera AT  i kruģnice k2 sa srediġtem T polumjera AB, 

- pravac TS je traģena paralela sa zadanim pravcem p kroz toļku T (Slika 28). 

    

Slika 28. Konstrukcija paralele (2) 

Pri ovoj konstrukciji treba naglasiti da se kruģnice k1 i k2 sijeku u dvije toļke, ali se promatra ona 

toļka koja se nalazi s iste strane pravca p kao i toļka T (Slika 28). 

Opis konstrukcije (3) primjenom ļetvrtog vrha paralelograma simetriļnog nasuprotnom vrhu s 

obzirom na poloviġte dijagonale (Maliĺ, 2019, str. 193). 

- na pravcu p odaberu su dvije razliļite toļke A i B. Trokut ABTD polovica je paralelograma, 

- konstruira se poloviġte stranice BT (dijagonala BT). Neka je poloviġte toļka P. 

- nacrta se polupravac AP te se opiġe kruģnica k iz P kao srediġta polumjera AP. Neka je toļka S 

presjek kruģnice k i polupravca AP. 

- pravac ST je traģena paralela sa zadanim pravcem p kroz toļku T (Slika 29). 
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Slika 29. Konstrukcija paralele (3) 

Pri ovoj konstrukciji toļka S je jedinstvena prema aksiomu o prenoġenju duģine (AIII1, str. 14). 

Opis konstrukcije (4) primjenom simetriļne toļke na kruģnici (Glover, 2003, str.177): 

- na pravcu p odabere se proizvoljna toļka A, 

- iz toļke A kao srediġta opiġe se kruģnica k polumjera AT . Neka su E i F toļke u kojoj kruģnica 

k sijeļe pravac p, 

- iz toļke F kao srediġta opiġe se kruģnica k1 polumjera ET . Neka je S toļka sjeciġta kruģnica k i 

k1 (s one strane pravca p gdje je toļka T), 

- pravac ST je traģena paralela sa zadanim pravcem p kroz toļku T (Slika 30). 

   

Slika 30. Konstrukcija paralele (4) 

Nakon ġto se predstave osnovne i elementarne konstrukcije, sve ostale konstrukcije smatraju se 

sloģenim konstrukcijama, a one se mogu svesti na konaļan niz elementarnih konstrukcija. Pri 

izvoĽenju sloģenih konstrukcija, elementarne konstrukcije se smatraju poznatima te se dodatno ne 

objaġnjavaju. 

1.7. Geometrijski dokazi 

Geometrijski dokazi su prava riznica primjera pravilnog dokazivanja i najbolja prilika da se stekne 

iskustvo strogog zakljuļivanja (Polya, 1966). Zbog dualnosti geometrijskih figura, prirodno je u 

procesu dokazivanja koristi odgovarajuĺi vizualni prikaz koji predstavlja situaciju opisanu tvrdnjom: 

uvjete zadane pretpostavkom, elemente koje treba utvrditi te moguĺe veze (npr. Slika 17., str. 25). 

Vizualni prikazi mogu biti bez ikakvih oznaka, ali su najļeġĺe osnovni objekti oznaļeni (toļke, 

pravci, kutovi, itd.) u svrhu uspostavljanja veze sa simboliļkim zapisom.   

Tako su i Euklidovi Elementi obilovali raznim vrstama vizualnih prikaza, posebno u procesu 

dokazivanja, jer je on smatrao da vizualni prikaz moģe olakġati proces dokazivanja, a ponekad otkriti 

i nove odnose meĽu elementima figure, koji nisu opisani i koji bez prikaza ne bi bili vidljivi.  No, s 

druge strane, upravo zbog svoje konkretnosti, vizualni prikazi mogu biti izvor mnogih zakljuļaka za 

koje se smatra da su oļiti, iako to nisu, a mogu biti i pogreġni. Iz tog razloga, Euklidu se prigovaralo 

da mu dokazi obiluju nepreciznostima te da zbog toga nisu korektni. 

Kada se za utvrĽivanje istinitosti neke tvrdnje koriste iskljuļivo odgovarajuĺe vrste vizualnih prikaza 

bez dodatnih objaġnjenja, onda se dokaz postavljen na taj naļin naziva vizualni dokaz ili dokaz bez 
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rijeļi (eng. proofs without words; Nelson, 1993). MeĽu brojnim dokazima Pitagorinog pouļka, a 

danas ih je poznato preko 300, nalaze se razni dokazi bez rijeļi. 

Smatra se da su svojstvo Pitagorina pouļka za pravokutni trokut sa stranicama duljina 3, 4 i 5 

poznavali i stari Egipĺani 2000 godina prije Krista, jer su tu ļinjenicu koristili za konstrukciju pravog 

kuta. Naime, ako se na uģetu napravi 13 ļvorova jednako udaljenih, prvi i zadnji spoje te uģe zategne 

tako da formira trokut stranica duljina 3, 4 i 5, trokut ĺe biti pravokutan. U matematiļkoj literaturi se 

ta vrsta trokuta naziva egipatski trokut. Nadalje, Pitagorin pouļak bio je poznat u Kini barem 500 

godina prije Pitagore, a poznavali su ga i u staroj Indiji. Prema jednom saļuvanom izvoru iz 17. 

stoljeĺa, kineski dokaz se odnosi na poseban egipatski trokut, a prema djelu Bhaskare, indijski dokaz 

je zapravo poopĺenje kineskog vizualnog dokaza (Gleizer, 2003, str. 200). U literaturi se spominje 

poseban indijski trokut sa stranicama duljine 5, 12 i 13. 

Kod kineskog vizualnog dokaza (Slika 31a), u kojem je pravokutni trokut sa stranicama duljina 3, 4 

i 5 smjeġten u kvadratnu mreģu, jednostavnim se prebrojavanjem moģe odrediti ploġtina kvadrata nad 

katetama i nad hipotenuzom te izvesti zakljuļak da je 2 2 23 4 5+ =. MeĽutim, za stranice trokuta se 

mogu uzeti proizvoljne veliļine te analognim postupkom izvesti zakljuļak, ġto su napravili Indijci. 

Ako se u pravokutnom trokutu ABCD  za duljine stranica uzme da je: a BC= , b AC=  i c AB=  

(Slika 31b), sa vizualnog prikaza se izvodi zakljuļak da je ļetverokut CHFG kvadrat stranice duljine 

b a-  te da je ļetverokut ABDE kvadrat nad hipotenuzom polaznog trokuta. Dalje se, metodom 

povrġine izvodi jednakost Pitagorina pouļka: 

( )
22 2 24 4

2
ABDE ABC CHFG

ab
c P P P b a a b= = Ö + = Ö + - = +. 

 
 

 
(a) Kineski dokaz9 (b) Indijski dokaz (c) Euklidov dokaz 

Slika 31. Vizualni dokazi Pitagorina pouļka 

Euklidov dokaz koji se nalazi u Elementima takoĽer se temelj na metodi povrġine (Slika 31c; Luļiĺ, 

2009, str. 75). Naime, trokuti ADCD i ABPD su sukladni po pouļku SKS. Ploġtina trokutaADCD je 

dvostruko manja od ploġtine pravokutnika ADST, a ploġtina trokutaABPD  dvostruko manja od 

ploġtine kvadrata ACHP, jer imaju zajedniļku stranicu i visinu na tu stranicu. Iz toga slijedi da su 

ploġtine pravokutnika ADST  i kvadrata ACHP jednake, jer ako su im polovice jednake, onda su i 

cjeline jednake. Analogno se zakljuļuje da su ploġtine pravokutnika SEBT i kvadrata BFGC jednake. 

                                                           
9 Slika kineskog dokaza, poznatog pod nazivom Gougu teorem (za sluļaj pravokutnog trokuta duljina stranica 3, 4 i 5). 

Preuzeto sa: http://www.maa.org/press/periodicals/convergence/mathematical-treasures-zhoubi-suanjing.  

 

http://www.maa.org/press/periodicals/convergence/mathematical-treasures-zhoubi-suanjing
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Konaļno, zbroj ploġtina kvadrata nad katetama pravokutnog trokuta, jednak je ploġtini kvadrata nad 

hipotenuzom. 

No, unutar matematiļke zajednice joġ se uvijek vodi rasprava o tome: je li vizualni prikaz samo 

pomoĺno sredstvo koje sluģi za otkrivanje glavne ideje dokaza, sastavni dio dokaza ili je sam za sebe 

dokaz. Naime, formalni dokaz ima svoj poļetak, logiļki slijed konaļnog niza zakljuļaka te svoj 

zavrġetak kada se dolazi do potrebnog zakljuļka, dok kod vizualnog dokaza ļitatelj treba sam otkriti 

taj slijed, verbalizirati ga i simboliļki zapisati, vodeĺi raļuna pri tome da svaki korak ima teorijsko 

uporiġte. Pri tome, neki vizualni dokazi budu nepotpuni pa ļak i pogreġni, neki zbog suptilnih 

nepreciznosti autora, neki zbog sluļajnog propusta ili neznanja, a neki moģda i namjerno zadani 

pogreġno s odreĽenom svrhom. 

Tako na primjer, prema Dudeneyjevom konstruktivnom rjeġenju Haberdasherova problema (Slika 

22, str. 29),  na osnovici jednakostraniļnog trokuta odrede se dvije toļke, koje zatim omoguĺavaju 

podjelu trokuta na ļetiri dijela pomoĺu tri reza. Preslagivanjem dobivenih dijelova, bez preokretanja, 

oblikuje se traģeni kvadrat (Slika 32a). Prema Dudeneyjevu rjeġenju, pokaģe se da te dvije kljuļne 

toļke osnovicu trokuta dijele u omjeru 1.018:2:0.982 (pribliģne vrijednosti iracionalnih brojeva). 

MeĽutim, u rjeġenju Haberdasherova problema kojeg je Steinhaus predloģio u svojoj knjizi 

Mathematical Snapshots  kao vizualni dokaz bez puno rijeļi, kljuļne toļke postavljene su tako da 

osnovicu  trokuta dijele u omjeru 1:2:1. Time se konstrukcija kljuļnih toļaka pojednostavljuje, a 

preslagivanje je analogno kao u prethodnom sluļaju. I zaista vizualni prikazi izgledaju gotovo 

identiļno, s bitnom razlikom ġto je Dudeneyjevo rjeġenje toļno, a Steinhausovo pogreġno. Naime, u 

Dudeneyjevom rjeġenju pokaģe se da je ļetverokut dobiven preslagivanjem nastalih dijelova kvadrat, 

a kod Steinhausa nije kvadrat veĺ pravokutnik (Grubiĺ i Baranoviĺ, 2021, str. 75).  

  
(a) Dudeneyjevo rjeġenje (b) Steinhausovo rjeġenje 

Slika 32. Dva rjeġenja Haberdasherova problema 

No, nije uvijek jednostavno napraviti dobar vizualni prikaz za tvrdnju koja je dana rijeļima, a koji ĺe 

biti pouzdan temelj za otkrivanje kljuļne ideje dokaza, odnosno puta do rjeġenja. U sluļajevima 

izrade pogreġnog prikaza, korektno izvesti niz zakljuļivanja do kraja zahtjeva priliļno znanja, ali i  

umijeĺa, kako je Euklid obiļavao reĺi: Geometrija je umijeĺe ispravnog zakljuļivanja na pogreġnim 

slikama. 

Na primjer, neka je zadan ļetverokut ABCD kojemu je AD BC= , ADCÏ  pravi kut, a DCBÏ  tupi 

kut te treba dokazati da sjeciġte simetrala S preostalih dviju stranica tog ļetverokuta, zajedno sa 

sukladnim stranicama ļetverokuta, odreĽuju sukladne trokute. Opisano je moguĺe prikazati kroz 

razliļite vizualne prikaze. Na primjer, dva su vizualna prikaza dana na Slici 33. 
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(a) (b) 

Slika 33. Razliļiti vizualni prikazi iste situacije 

U oba sluļaja, kroz nekoliko koraka se izvodi zakljuļak o sukladnosti trokuta. Naime, prema svojstvu 

simetrale duģine, toļka S jednako je udaljena od krajnjih toļaka te duģine pa se zakljuļuje da je 

SD SC=  i SA SB= , a kako je treĺi par stranica trokuta podudaran prema zadanom uvjetu, trokuti 

ASCD i BSCD sukladni su po pouļku SSS (Slika 33a). MeĽutim, drugi sluļaj (Slika 33b) nije moguĺ 

jer bi se iz dobivene sukladnosti i svojstva jednakokraļnog trokutaDCSD moglo izvesti da je tupi kut 

pri vrhu C jednak pravom kutu pri vrhu D: ADC ADS CDS SCB SCD DCB= - = - = , ġto 

je nemoguĺe. 

Ukratko, lijepe slike su privlaļne, mogu biti korisno pedagoġko sredstvo, poticati razvoj dobrih i 

kreativnih ideja, ali i zabluda. No, na ļitatelju je da svu tu ljepotu i korisnost otkrije i interpretira. U 

suprotnom, slika za ļitatelja ostaje bezvrijedna, jednako kao i simboliļki zapis formalnog dokaza 

kojeg ne zna dosljedno slijediti i pravilno tumaļiti. Nepobitno je da se vizualni prikazi lakġe pamte, 

stimuliraju matematiļke misli i znatiģelju te doprinose boljem razumijevanju koncepata, a u 

geometriji su i gotovo nezaobilazni. Stoga bi se odgovor na otvorene dileme mogao potraģiti u 

uzajamnosti te istodobnom razvijanju vizualno-prostornih sposobnosti i umijeĺa interpretiranja 

geometrijskih figura, vjeġtina simboliļkog zapisivanja te izvoĽenja deduktivnog slijeda logiļkih 

koraka utemeljenog na aksiomima, definicijama i dokazanim tvrdnjama.  

Sve u svemu, euklidska geometrija je nepobitno vaģna grana matematike. Prije svega, zasluģna je za 

izgradnju aksiomatskog sustava, a time i za razvoj cjelokupne matematike. Aksiomatski pristup u 

matematici postao je prirodan naļin stvaranja mreģe poveznica izmeĽu razliļitih ļinjenica, a formalna 

struktura priliļno olakġava pronalaģenje generalizacija i primjena, puno viġe nego primjena 

intuitivnog pristupa. No, svakako da ne treba zaboraviti ni da su znaļajna otkriĺa i uvidi u 

matematiļke istine tijekom povijesti matematiļari obiļno postizali konstruktivnom intuicijom 

(Courant et al, 1996, str. 216). 

S druge strane, geometrija je od vitalne je vaģnosti za svakog od nas jer se svakodnevno sluģimo 

geometrijskim znanjima i vjeġtinama pri snalaģenju u prostoru, obavljanju raznih poslova, 

profesionalnom radu, itd. U vrijeme brzog tehnoloġkog napretka i razvoja raļunala, potreba za 

geometrijskim znanjima stalno je u porastu i s teorijskog aspekta i s aspekta primjene. Zato je  

geometrija vaģna jezgra matematiļkih kurikuluma diljem svijeta. 

Ukratko, geometrija je moĺno sredstvo intelektualnog razvoja ļovjeka i njegovih umnih sposobnosti, 

pomaģe oblikovanju valjane predodģbe o realnom prostoru u kojem ģivimo te doprinosi kvalitetnom 

i funkcionalnom savladavanju mnogih zanimanja. Ali, geometrija spada pod zahtjevniji dio nastavnih 

sadrģaja matematike, ġto se dalo naslutiti joġ iz Euklidove reļenice Ăé Nema kraljevskih putova u 

geometriji.ñ, kojom odgovara na upit Postoji li neki lakġi put za uļenje geometrije?.  
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Euklidska geometrija je zapravo Ămaļ s dvije oġtriceñ: neophodna je za stjecanje znanja i razvoja 

vjeġtina potrebnih za snalaģenje i funkcioniranje u profesionalnom ģivotu i radu, a zbog svog 

deduktivnog karaktera i apstraktnosti, geometrijskim Ămoremñ teġko brode i uļenici i nastavnici.  

Sve navedeno daje opravdane razloge za nova istraģivanja geometrijskog obrazovanja u svrhu 

ostvarivanja boljih ishoda uļenja, o ļemu se raspravlja u nastavku ovog rada. 
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2. Uļenje i pouļavanje Euklidske geometrije 

Nema kraljevskih puteva u geometriji. 

Iz teorijske perspektive, nastava geometrije bi se trebala baviti pojmovima, njihovim svojstvima i 

meĽusobnim vezama, na naļin da osigura okruģenje unutar kojeg ĺe sudionici moĺi uļiti geometrijske 

koncepte s razumijevanjem i razvijati geometrijsko miġljenje, ali i druge sposobnosti u kontekstu 

geometrije, poput vizualizacije, a zatim ta znanja moĺi i primijeniti. 

Iz perspektive prakse, geometrija je vrlo kompleksna i za uļenje i za pouļavanje zbog ļega je moguĺe 

mnogi uļenici ne vole uļiti, a ima i nastavnika koji je ne vole pouļavati pa se ponekad Ăġutkeñ 

zanemaruje u ġkolskom kurikulumu i marginalizira kroz nastavu matematike. 

Uvaģavajuĺi teorijske aspekte aksiomatskog ustroja i aspekte kompleksnosti uļenja geometrije, u 

nastavku se daje pregled vaģnijih spoznaja, a prema rezultatima istraģivanja u obrazovanju, o 

teġkoĺama s kojima se suoļavaju uļenici pri uļenju, njihovim moguĺim uzrocima te naļinima 

nadilaģenja. U skladu s tim spoznajama planirano je i provedeno eksperimentalno istraģivanje koje 

se opisuje u ovom radu kao i tumaļenje rezultata dobivenih istraģivanjem. Iako su eksperimentalnim 

istraģivanjem obuhvaĺeni buduĺi nastavnici koji se pripremaju za rad u primarnom obrazovanju, 

rezultati obrazovnih istraģivanja razmatrani su za razliļite uzraste u svrhu stjecanja uvida u cjeloviti 

proces uļenja i pouļavanja geometrije, od primarnog obrazovanja do tercijarne razine. 

2.1. Usvajanje geometrijskih pojmova  

Usvajanje geometrijskih pojmova priliļno je kompleksno zbog dualnosti prirode figure, procesa 

definiranja, kumulativne prirode uļenja, itd. Tako, zbog nemoguĺnosti uspostavljanja balansa izmeĽu 

apstraktnih i konkretnih svojstva nastaju problemi s razumijevanjem samog koncepta. Zatim, proces 

definiranja pojma ima svoje zakonitosti, a proces usvajanja potpune predodģbe o pojmu i formalne 

definicije s razumijevanjem jest kumulativan proces koji u pravilu traje cijelo obrazovno razdoblje. 

A bez razumijevanja koncepta te potpune predodģbe o njemu nema ni efikasne primjene, ni u 

rjeġavanju problema, ni u dokazivanju. Ukratko, kljuļ mnogih teġkoĺa i nerazumijevanja jest 

nerazumijevanje dualne svojstvenosti geometrijskih figura. 

2.1.1. Teġkoĺe zbog dualne prirode figure 

Kako je veĺ opisano u prvom dijelu (str. 22), geometrijski pojmovi (eng. geometric concept), imaju i 

apstraktna i konkretna svojstva. S jedne strane geometrijski pojmovi su apstraktni misaoni entiteti 

koji se opisuju definicijama, isticanjem bitnih, nuģnih i dovoljnih, karakteristika svojstvenih tom 

pojmu (svojstva apstraktnog prostora). S druge stane, geometrijski pojmovi se mogu predstaviti 

vizualnim prikazima, razliļitim modelima, realnim ili artefaktima, koji se jednim imenom nazivaju 

oblici (eng. shapes) i koji su konkretni. Konkretni oblici stimuliraju predodģbu o apstraktnom 

objektu, zbog ļega geometrijski pojmovi podlijeģu i karakteristikama koje su svojstvene oblicima: 

oblik, veliļina, poloģaj, itd. (svojstva realnog prostora).  

Za objekte koji posjeduju ovu vrstu dualnosti, Fischbein (1993) uvodi naziv koncept figure (engl. 

figural concept) istiļuĺi time da se pri radu s geometrijskim pojmovima treba voditi raļuna o 

karakteristikama koje su svojstvene i apstraktnoj i konkretnoj figuri, ali i njihovoj uzajamnosti 

(Fischbein i Nachlieli, 1998).  

Naime, konkretna figura, odnosno vizualni prikazi i modeli, omoguĺavaju operiranje u perceptivnom 

smislu: mijenjanje oblika, poloģaja, veliļine, mjerenje, rezanje, stavljanje ispred/iza, itd., dok 

apstraktna figura osigurava logiļko operiranje i zakljuļivanje te strogu kontrolu i postojanost 

operacija s konkretnim figurama. Najviġi oblik miġljenja postiģe se kada su oba aspekta 
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geometrijskog pojma u meĽusobnoj interakciji i harmoniji. MeĽutim, savrġena harmonija ne postoji, 

a ļesto je naruġena konkretnim svojstvima figure koja su podloģna zakonima stvaranja vizualnog 

prikaza (onome Ăkako izgledañ).  

Istraģivanja potvrĽuju da se balans uspostavlja razvijanjem matematiļkih sposobnosti i to bez obzira 

na dob, u suprotnom vjeġtine s godinama opadaju (Fischbein i Nachlieli, 1998, str. 1210). Iz opisanih 

razloga, trebalo bi osigurati takvu nastavu na kojoj ĺe uļenici, kroz sustavnu i kontroliranu obradu 

figura, stvarati balans izmeĽu apstraktne zahtjevnosti geometrijskog pojma te konkretnosti oblika 

kojima su predstavljeni. 

2.1.2. Teġkoĺe u radu s konkretnim figurama 

Vizualni prikazi i modeli, kojima se predstavljaju geometrijski pojmovi, upravo zbog svoje 

konkretnosti, mogu priliļno olakġati usvajanje apstraktnih koncepata i ideja. No, s druge strane, slabe 

vjeġtine vizualizacije mogu biti uzrok mnogih teġkoĺa i pogreġnih shvaĺanja.  

Prouļavajuĺi rad srednjoġkolskih uļenika pri uļenju geometrije, Yerushalmy i Chazan (1990) opisuju 

tri vrste teġkoĺa u radu s vizualnim prikazima geometrijskih pojmova: (1) posebnosti prikaza; (2) 

standardni prikazi kao modeli (eng. prototypes, prototipovi); (3) nemoguĺnost ĂviĽenjañ prikaza na 

razliļite naļine (Yerushalmy i Chazan, 1990).  

Posebnost prikaza: Geometrijske figure kao vizualni prikazi sluģe kao modeli koji predstavljaju 

cijelu klasu objekata i sadrģe bitne karakteristike tih objekata. MeĽutim, vizualni prikaz ima i svoje 

perceptivne karakteristike koje nisu reprezentativne za klasu objekata koju predstavljaju. Onaj tko 

nema vjeġtinu rada s vizualnim prikazima moģe lako pasti pod utjecaj pojedinaļnih perceptivnih 

karakteristika ili nebitnih detalja (koji mogu biti i pogreġni) te posljediļno izvesti pogreġne zakljuļke 

ili uopĺe ne moĺi izvesti zakljuļak. Na primjer, ako netko na vizualnom prikazu vidi da su linije 

paralelne, on moģe zakljuļiti da te linije zaista jesu paralelne te nastavak zakljuļivanja temeljiti na 

toj pretpostavci (Yerushalmy i Chazan, 1990, str. 199).  

Standardni prikazi kao modeli: Ako se neki geometrijski pojam uvodi koriġtenjem nekog 

standardnog vizualnog prikaza kao modela, taj prikaz postaje prototipski prikaz za taj koncept ġto 

stvara drugu vrstu teġkoĺe. Naime, prototipski prikaz moģe izazvati nefleksibilno miġljenje te 

onemoguĺiti prepoznavanje tog istog koncepta kada je predstavljen prikazom koji odskaļe od 

standarda. Na primjer, prototip za pravokutni trokut najļeġĺe je prikaz trokuta s katetama u 

horizontalnom i vertikalnom poloģaju. Ukoliko se taj prototip uļestalo koristi, kada se pravokutni 

trokut prikaģe s hipotenuzom u horizontalnom poloģaju, uļenici ga priliļno teġko identificiraju 

(Fischbein i Nachlieli, 1998, str. 1200). 

Kroz rezultate istraģivanja obrazovanja prepoznati su i opisani razni prototipovi geometrijskih 

koncepata: uvoĽenje pojma jednakokraļnog trokuta crtanjem ġiljastokutnog trokuta s osnovicom u 

horizontalnom poloģaju, uvoĽenje visine trokuta njezinim crtanjem na stranicu ġiljastokutnog trokuta 

u horizontalnom poloģaju, uvoĽenje pojma pravokutnika i paralelograma koji su duģi i uģi s parom 

paralelnih stranica u horizontalnom poloģaju, uvoĽenje pojma trapeza s paralelnim stranicama u 

horizontalnom poloģaju, obrada pojmova ļetverokuta samo na konveksnim oblicima, itd.  

Nemoguĺnost ĂviĽenjañ prikaza na razliļite naļine: Ono ġto vidimo na vizualnom prikazu nije 

odreĽeno samo koliļinom prethodnog znanja koje usmjerava naġe oļi, veĺ i kontekstom unutar kojeg 

se vrġi opaģanje, jer u razliļitim kontekstima isti vizualni prikaz moģe imati razliļito znaļenje ļak i 

za struļnjake ñ (Arcavi, 2003, str. 232). 
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Ļesto isticani primjer za ovu vrstu teġkoĺe je Ăgrļka vazañ (Slika 34a). Naime, kada se fokus stavi na 

bijelu figuru koja se nalazi na crnoj podlozi, onda se uoļava vaza, ali ako se fokus stavi na ono ġto je 

prikazanom crnom bojom s bijelom bojom u podlozi, onda se vide dva lica okrenuta jedan prema 

drugome. U prikazu geometrijski pojmova ta pojavnost je gotovo stalna i nezaobilazna. Na primjer, 

u pravokutnom trokutu ABCD  (Slika 34b), ako je trokut ABCD  u fokusu, onda se duģina CD jasno 

vidi kao njegova visina na hipotenuzu, ali ako se duģina CD stavi u fokus, onda se ona moģe vidjeti 

kao zajedniļka stranica pravokutnih trokuta ADCD i BCDD . 

  

(a) (b) 

Slika 34. Gledanje prikaza na razliļite naļine 

Vjeġtina promjene pozornosti naizmjeniļno s razliļitih dijelova vizualnog prikaza na cjelinu i obratno 

mnogim uļenicima moģe predstavljati priliļnu teġkoĺu, ġto posljediļno znaļi i nemoguĺnost 

efikasnog rada s geometrijskim figurama. Jer, u prethodnom primjeru (Slika 34b), tek kada se uoļe 

sva tri trokuta, mogu se razmatrati karakteristike svakog od njih, a potom ih i meĽusobno 

usporeĽivati. Tek nakon toga moģe se izvesti zakljuļak o njihovoj sliļnost, a na temelju sliļnosti 

izvesti proporcije koje ĺe dovesti do Euklidovog pouļka. Onaj tko vidi samo pravokutni trokut i 

njegovu visinu, zapeo je veĺ na pragu otkrivanja.  

Joġ prije viġe od 100 godina, ovu vjeġtinu mijenjanja pozornosti s cjeline na dijelove radi uoļavanja 

geometrijskih svojstava Godfey (1903) naziva geometrijskim okom (eng. geometrical eye) pod ļim 

podrazumijeva sposobnost uoļavanja, identificiranja te usporeĽivanja smislenih dijelova unutar 

sloģene cjeline. TakoĽer, on je smatrao da se geometrijsko oko moģe i treba trenirati kako bi se razvila 

geometrijska snaga pojedinca, koju ĺe potom moĺi primijeniti pri rjeġavanju problema ili pri 

dokazivanju. Za razvoj geometrijskog oka Godfey predlaģe i razliļite vrste zadataka eksperimentalne 

prirode, ali nuģno povezanih s deduktivnim karakteristikama geometrije. Naime, on je zastupao 

vaģnost zadataka u kojima treba najprije steĺi odreĽena praktiļna iskustva: eksperimentiranjem, 

mjerenjem, crtanjem, itd., a zatim postavljati tvrdnje na temelju uoļenog i konaļno dokazati 

postavljene tvrdnje, povezivanjem s veĺ poznatim definicijama, aksiomima i teoremima (Fujita i 

Jones, 2002). 

U tu grupu zadataka spadaju i zadaci slaganja novih figura od onih koje su zadane. Na primjer, 

zadatak (Fujita, Jones and Yammamoto, 2004): Ako su dana dva sukladna raznostraniļna pravokutna 

trokuta, ispitati koje se sve nove figure mogu oblikovati njihovim spajanjem duģ podudarnih stranica 

(Slika 35). 

 

Slika 35. Oblikovanje novih figura 
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U zadacima ovog tipa, kroz aktivnosti slaganja potrebno je unaprijed zamiġljati figure koje treba 

oblikovati, a za to je potrebno raditi odreĽene transformacije u umu (pomicanje, okretanje i 

preokretanje) ġto utjeļe na razvoj prostornog zamiġljanja. Osim toga, vaģno je slaganje vrġiti strateġki 

kako bi se ispitale sve moguĺnosti slaganja: npr. kreirati najprije sve moguĺe trokute, zatim 

ļetverokute, itd., ili slaganje vrġiti po stranicama, najprije sve figure duģ jedne stranice, zatim duģ 

druge stranice itd. Ako se u zadatak ukljuļi i zahtjev imenovanja nastalih figura, onda je potrebno 

uoļiti svojstva nastalih oblika i povezati ih s odgovarajuĺom definicijom ļime se uspostavlja ļvrsta 

veza izmeĽu praktiļnog i deduktivnog aspekta. 

Neizmjerne moguĺnosti ovih vrsta zadataka mogu se osmiġljavati koriġtenjem spomenute slagalice 

tangram, jer se od njezinih sedam dijelova (5 trokuta i 2 ļetverokuta) moģe oblikovati na tisuĺe novih 

figura, a za geometriju su posebno korisne konveksne figure, kojih je samo trinaest. Neke od njih se 

mogu oblikovati na viġe razliļitih naļina, a istraģivanjem njihovih svojstava meĽusobnim 

usporeĽivanjem tangram figura mogu se postavljati razne tvrdnje i dokazivati ih (Baranoviĺ i 

Lehman, 2017 i 2018; Kavajin i Baranoviĺ, 2019a i 2019b). 

2.1.3. Teġkoĺe usvajanja formalnih definicija 

Mnoga obrazovna istraģivanja potvrĽuju da uļenici svih uzrasta imaju problema upravo s 

razumijevanjem definicija geometrijskih pojmova, a posljediļno i njihovom efikasnom primjenom.  

Naime, uļenje o geometrijskim pojmovima ne moģe se svesti samo na uļenje formalnih definicija, 

koje su pri tome dane u Ăgotovojñ formi, jer takav naļin uļenja ne podrazumijeva i razumijevanje, a 

tako nauļene definicije se brzo zaborave i ne znaju efikasno primijeniti. Ġtoviġe, stvaranje definicija 

bilo je polaziġte aksiomatske izgradnje euklidske geometrije pa je prirodno da taj proces bude i u 

naporima uļenja i stjecanja geometrijskih znanja, na svim razinama obrazovanja (npr. Vinner, 1991; 

de Villiers, 1994; Usiskin i Griffin, 2008; Alonso, 2009; Ndlovu, 2014). 

Tako, de Villiers (2009) naglaġava da uļenicima treba dopustiti da najprije kreiraju vlastite definicije 

pa makar i pogreġne, sluģeĺi se svojim jezikom, primjereno razini miġljenja koju su dosegli. Nakon 

toga, proces definiranja u kojem su sudjelovali treba dogovorno zavrġiti jedinstvenom definicijom,  

koju ĺe u daljnjem radu koristiti svi, a ostala svojstva pojma opisati teoremima i dokazati (De Villiers, 

2009). Osim odabira jedinstvene definicije nekog pojma, vaģno je dosljedno koristiti istu vrstu 

definicije, npr. ili ekskluzivne ili inkluzivne, nikako malo jednu, malo drugu. Jer, ako se kvadrat 

uvede kao poseban sluļaj pravokutnika, onda se ne moģe trapez definirati ekskluzivno, ġto je ļest 

sluļaj u matematiļkoj praksi (Josefsson, 2016). Naime, ni za jednu definiciju koja nije u kontradikciji 

sa nekom drugom definicijom ili teoremom, ne moģe se reĺi da je loġa, ali neke su ipak bolje od 

drugih. Na primjer, inkluzivne definicije su kraĺe i ekonomiļnije od ekskluzivnih (De Villiers, 1994; 

Ulger & Broutin, 2017).  

Posebno, uļenike bi trebalo nauļiti razlikovati definiciju od tvrdnje, a to je moguĺe jedino iskustveno 

i vjeģbom (Kurnik, 2009). Na primjer, ako se promatraju paralelogrami i opisuju njihova svojstva, 

posebno ako se koristi vizualni prikaz dan u kvadratnoj toļkastoj mreģi (Slika 36), moguĺe je lako 

uoļiti sljedeĺe: 

- Nasuprotne stranice su paralelne. 

- Nasuprotne stranice su sukladne. 

- Nasuprotni kutovi su sukladni. 

- Kutovi uz istu stranicu su suplementarni. 

- Dijagonale se raspolavljaju. Itd. 
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Slika 36. Prepoznavanje svojstava paralelograma 

Nakon toga slijedi formuliranje definicije i iskaza tvrdnji. Odabirom primjerene formulacije moģe se 

dodatno poboljġati razumijevanje razlike izmeĽu definicije i tvrdnje: u iskazu definicije moģe se 

koristiti izraz Ăkaģemo da jeñ ili Ănaziva señ, a tvrdnju najprije iskazivati u standardnom obliku Ăako, 

éondañ, a potom i u duhu jezika. Na primjer, definicija paralelograma, koja je najprimjerenija u 

skladu s nosiocem pojma, moģe glasiti: Ļetverokut kojemu su nasuprotne stranice paralelne naziva 

se paralelogram, a tvrdnja u standardnom obliku glasi: Ako je ļetverokut paralelogram, onda se 

njegove dijagonale raspolavljaju (Kurnik, 2009) te u duhu jezika: Dijagonale paralelograma se 

meĽusobno raspolavljaju. 

2.1.4. Teġkoĺe zbog dualnosti i akumulativnosti procesa usvajanja 

Prouļavajuĺi kognitivni proces izgradnje koncepta funkcije te korisnost izgraĽenog, Vinner (1983) 

je doġao do zakljuļka da se matematiļki koncepti usvajaju uzajamnim djelovanjem dvaju paralelnih 

procesa, tijekom cijelog obrazovnog razdoblja, ġto opisuje jednostavnim modelom koji se moģe 

primijeniti i na geometrijske koncepte (Vinner, 1983; Slika 37). 

 

Slika 37. Model procesa usvajanja koncepta 

Prema Vinner, pri uļenju i pouļavanju matematiļkog koncepta trebalo bi razlikovati sliku koncepta 

(egl. concept image) te definiciju koncepta (eng. concept definition). Pod slikom koncepta 

podrazumijeva sve ġto je neka osoba saznala uļenjem o tom konceptu: svi vizualni prikazi, simboliļki 

zapisi, razna svojstva koncepta, sva iskustva u radu s tim konceptom, itd. Ukratko, to je neka vrsta 

predodģbe koju je osoba izgradila o tom konceptu direktnim opaģanjem, uļenjem te iskustvenim 

radom. Pod definicijom koncepta podrazumijeva formalna definiciju, tj. korektnu definiciju, kojom 

se kroz nuģne i dovoljne uvjete jednoznaļno opisuje promatrani koncept (Vinner, 1983, str. 293). U 

pravilu, da bi se neki koncept usvojio s razumijevanjem te mogao efikasno primijeniti, osoba bi 

trebala imati izgraĽene obje forme koncepta, koje su potpune i meĽusobno povezane (Slika 37).  

Nadalje, Vinner zakljuļuje: slika koncepta se u pravilu, gradi kontinuirano, kroz cijeli period 

matematiļkog obrazovanja i to prirodnim putem tijekom uļenja o konceptu i radu s njim, trajnije se 

pamti, a pri rjeġavanju problema ili dokazivanju, brģe se doziva u sjeĺanje od definicije koncepta. Za 

definiciju koncepta prirodno bi bilo da se gradi na temeljima i u suodnosu sa slikom koncepta jer u 

suprotnom, ako se nametne kao gotovo rjeġenje ili uvede prije izgradnje bilo kakve slike koncepta, 

ona nije uļinkovita u primjeni i brzo se zaboravlja, a slika koncepta se gradi pod kontrolom formalne 

definicije, ġto nije prirodan proces.  

TakoĽer, ako je definicija koncepta previġe sloģena za primjenu ili se koristi premalo konkretnih 

primjera koji predstavljaju na ġto se sve definicija odnosi, ona postaje beskorisna, a slika koncepta 

nepotpuna i kao takva neefikasna za primjenu. Osim toga, postoje koncepti za koje se definicija 

Slika

koncepta

Definicija

koncepta
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koncepta uvodi s odgodom (npr. formalna definicija obodnog kuta), a za neke se uopĺe ne uvede 

tijekom primarnog i sekundarnog obrazovanja (npr. formalna definicija funkcije) pa u tim sluļajevima 

razumijevanje koncepta ovisi iskljuļivo o naļinu izgradnje slike koncepta.  

No, bez obzira hoĺe li se na odreĽenoj razini pouļavanja definicija koncepta uopĺe uvesti ili ne, 

nastavnik je taj koji bi trebao znati formalnu definiciju koncepta, kada i kako se uvodi, kako stvarati 

ġto potpuniju sliku koncepta, otkriti kakve su slike koncepata uļenika te u skladu sa svim saznanjima, 

osigurati okruģenje unutar kojeg ĺe uļenici postupno i primjereno graditi bogatu sliku koncepta, koju 

ĺe moĺi povezati s definicijom koncepta, u trenutku kad se uvede. Ako je nastavnik svjestan ove 

dualne prirode usvajanja koncepta kao preduvjeta za njegovo razumijevanje, onda zasigurno moģe 

poboljġati svoje pouļavanje tako da na svojoj Ădioniciñ vertikale obrazovanja svjesno doprinosi 

izgradnji bogate slike koncepata te istodobno sprijeļi izgradnju nepotpune ili pogreġne slike (Vinner, 

1983, str. 297). 

Pogreġna izgradnja slike koncepta dogaĽa se npr. u situacijama kada se geometrijski koncept vizualno 

predstavlja samo jednim, a potrebno je viġe razliļitih vizualnih prikaza kako bi se koncept obuhvatio 

u potpunosti. Na primjer, da bi se stvorila korektna misao o bitnim karakteristikama pojma ortocentar 

trokuta (Toļka O, Slika 38) potrebno je koristiti viġe razliļitih vizualnih prikaza jer se poloģaj 

ortocentra mijenja ovisno o vrsti trokuta (Joziĺ, 2011, str. 4). Ukoliko se ortocentar prikaģe samo na 

ġiljastokutnom trokutu (Slika 38a), stvara se kriva predodģba da je ortocentar uvijek unutar trokuta i 

da nastaje u sjeciġtu visina tog trokuta. MeĽutim, kod pravokutnog trokuta, ortocentar jest sjeciġte 

visina, ali toļka nije unutar trokuta veĺ u vrhu pravog kuta (Slika 38b). TakoĽer, kod tupokutnog 

trokuta, ortocentar nije ni sjeciġte visina, niti se nalazi unutar trokuta, veĺ je izvan trokuta u sjeciġtu 

pravaca visina (Slika 38c).  

   

(a) Ġiljastokutni trokut (b) Pravokutni trokut (c) Tupokutni trokut 

Slika 38. Usvajanje koncepta ortocentar trokuta 

Ukratko, ako se pri uvoĽenju pojma ortocentar koristi samo ġiljastokutni trokut, stvara se pogreġna 

slika koncepta da se visine uvijek sijeku u jednoj toļki i to unutar trokuta, pa ĺe vjerojatno i definicija 

koncepta biti nekorektna: Ortocentar trokuta je toļka u kojoj se sijeku visine tog trokuta.  No, ukoliko 

se na primjeren naļin koriste razliļiti vizualni prikazi, onda ĺe slika koncepta biti potpuna, a definicija 

koncepta se moģe izvesti korektno: Ortocentar trokuta je toļka u kojoj se sijeku pravci visina tog 

trokuta. 

Izgradnja nepotpune slike koncepta moģe se pojaviti npr. pri uvoĽenju koncepta jednakokraļnog 

trokuta koriġtenjem samo trokuta s osnovicom u horizontalnom poloģaju, koji je najļeġĺe 

ġiljastokutni. To nije pogreġno, jer objaġnjava formalnu definiciju: Jednakokraļni trokut je trokut 

kojemu su dvije stranice jednakih duljina, ali slika ostaje suģena, a vizualni prikaz postaje standard 

za prikazivanje jednakokraļnog trokuta (prototip) te onemoguĺava prepoznavanje jednakokraļnog 

trokuta u drugim poloģajima ili pri koriġtenju druge vrste trokuta (str. 15). 
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2.2. Mjerenje u geometriji  

Koncept mjerenja (eng. measurement) od vitalne je vaģnosti ne samo za matematiku veĺ i za znanost, 

tehnoloġku praksu, ali i za ģivot opĺenito, zbog ļega bi svaki uļenik trebao nauļiti ne samo Ăkako 

mjeritiñ veĺ i Ăġto znaļi mjeritiñ. MeĽutim, kroz rezultate obrazovnih istraģivanja dokumentirane su 

razliļite brojne teġkoĺe na koje uļenici nailaze pri mjerenju (npr. Tan Sisman i Aksu, 2015). 

Naime, u nastavi geometrije obraĽuje se koncept duljine (eng. length), ploġtine (eng. area ) i 

volumena (eng. volumen), odnosno mjerenje duljina linearnih objekata, mjerenje ploġtina ravninskih 

likova te mjerenje volumena prostornih tijela. Pri usvajanju ovih koncepata takoĽer bi trebalo raditi 

balans izmeĽu apstraktnih i konkretnih svojstva. MeĽutim, nastavna praksa pokazuje da se duljina, 

ploġtina i volumena zadanih geometrijskih figura najļeġĺe odreĽuje koriġtenjem odgovarajuĺi 

formula, viġe numeriļki nego algebarski, dok rad na razumijevanju samog koncepta pada u drugi 

plan. 

Naime, koncepti duljina, ploġtina i volumen spadaju u koncept funkcije (apstraktno svojstvo) po kojoj 

se svakom objektu iz odgovarajuĺeg skupa objekata pridruģuje jedinstveni nenegativni realni broj, pa 

se moģe govoriti o duljini duģine ili duljini granice nekog lika, ploġtini povrġine ili ploġtini granice 

nekog tijela te o volumenu tijela ili zapremini tijela. Te funkcije imaju i svoja svojstva, a nenegativni 

realni brojevi u tom kontekstu zapravo su vrijednosti promatranih funkcija. No, usvajanje koncepta 

funkcije u primarnom i sekundarnom obrazovanju uglavnom se temelji na slici koncepta, koja je 

najļeġĺe nepotpuna, pa uvoĽenje ovih koncepata preko koncepta funkcije lako moģe uvesti dodatnu 

zbrku. 

S druge strane, geometrijski se pojmovi predstavljaju konkretnim geometrijskim figurama, pa se 

usvajanje koncepta mjerenja svodi na odreĽivanje odgovarajuĺe veliļine (mjere) tih figura 

(konkretno svojstvo). Mjerenje se vrġi mjernim instrumentom, a izmjerena veliļina iskazuje 

nenegativnim realnim brojem i mjernom jedinicom, pri ļemu mjerna jedinica moģe biti standardna, 

ali i proizvoljno odabrana. Nakon ġto se mjerenje svede na numeriļku vrijednost, do izraģaja dolazi 

proceduralno izraļunavanje, pa rad s apstraktnim konceptom brzo pada u drugi plan.  

2.2.1. Teġkoĺe pri mjerenju 1D i 2D figura 

Mnoge teġkoĺe pri mjerenju proizlaze iz nerazumijevanja samog apstraktnog koncepta, slabe vjeġtine 

mjerenja ili nerazumijevanja formule za izraļunavanje mjere te nemoguĺnosti uspostavljanja odnosa 

izmeĽu formule i objekta, ġto je najļeġĺe posljedica odreĽenog naļina pouļavanja (Tan Sisman i 

Aksu, 2015; Milinkovic i Ġeva, 2021).  

Uļenje koncepta mjerenja zapoļinje s mjerenjem duljine nekog objekta, tj. linearnim mjerenjem (eng. 

linear measurement), a ta vjeġtina predstavlja temelj za razumijevanje mjerenja ploġtine i volumena 

geometrijskih objekata. Standardna (dogovorena) mjerna jedinica za duljinu je metar (oznaka m), a 

mjerni instrument ravnalo (ili neka druga inaļica) s mjernom skalom. Najprije se duljina mjeri 

linearnim objektima: duģini, visini, teģiġnici, dijagonali, bridu tijela, itd., a zatim izlomljenim i 

zakrivljenim linijama koje su obiļno granice nekih geometrijskih likova. 

Rezultati istraģivanja pokazuju da uļenici primarnog obrazovanja imaju priliļan broj teġkoĺa u 

savladavanju koncepta linearnog mjerenja: nepravilno prislanjanje ravnala duģ objekta koji se mjeri, 

odreĽivanje toļke od koje zapoļinje mjerenje (eng. zero-point, ishodiġte), oļitavanje veliļine na 

temelju mjerne strukture ravnala i dr. Poseban problem nastaje kad trebaju odrediti duljinu granice 

nekog ravninskog lika, a dodatne teġkoĺe se javljaju pri usporeĽivanju granica dvaju likova. 

Razumijevanje koncepta linearnog mjerenja preduvjet je za usvajanje koncepta mjerenja ploġtine 

ravninskih likova, buduĺi je ploġtina izvedena mjerna veliļina, a metar kvadratni (oznaka m2) 

standardna mjerna jedinica. Najļeġĺe se istiļu sljedeĺe teġkoĺe: nerazumijevanje kako jedinica za 
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mjerenje duljine odreĽuje jedinicu za mjerenje ploġtine, nemoguĺnost prepoznavanja ploġtine koja 

ostaje oļuvana (eng. conservation) pri rekonstruiranju figure, strukturiranje povrġine koju zauzima 

2D figura, a najveĺi problem je brkanje (eng. confusing) koncepta ploġtine s opsegom ravninskog lika 

kao i njihovih formula. 

Tako su na primjer, Tan Sisman i Aksu utvrdili da tek oko 35% uļenika ġestog razreda uspjeġno 

usporeĽuje opsege i ploġtine figura zadanih u kvadratnoj toļkastoj mreģi (Slika 39), dok ostali imaju 

silnih teġkoĺa u radu: jedni su za opseg prebrojavali jediniļne kvadrate, a za ploġtinu linije kojima je 

lik omeĽen, drugi su prebrojavali toļke, a bilo je i onih koji su korektno odredili opsege, a zatim 

zakljuļili da i ploġtine trebaju biti jednake jer su opsezi jednaki (Tan Sisman i Aksu, 2015, str. 11). 

Zadatak: Betty je nacrtala dva oblika u kvadratnu toļkastu mreģu kako je prikazano na slici.  

(a) Ona misli da oba oblika imaju jednak opseg. Da li i ti tako misliġ? Objasni svoj odgovor  

(b) Ona misli da oba oblika imaju jednaku ploġtinu. Da li i ti tako misliġ? Objasni svoj odgovor 

  

Slika 39. UsporeĽivanje opsega i ploġtina zadanih figura 

Neka eksperimentalna istraģivanja pokazuju da se teġkoĺe pri mjerenju ploġtine mogu nadiĺi kroz 

razne vrste poploļavanja zadanih povrġina. Tako su Clement i sur. (1997), provodeĺi eksperimentalno 

istraģivanje s uļenicima treĺeg razreda osnovne ġkole sa zadacima poploļavanja, na papiru i na 

raļunalu, pokazali da uļenici kroz ciljane aktivnosti nakon nekog vremena obogate vokabular, razviju 

vizualne i analitiļke strategije, stvore osjeĺaj za sukladnost i oļuvanje ploġtine, poboljġaju sposobnost 

prostornog zamiġljanja i dr. 

Naime, tijekom istraģivanja uļenici su trebali najprije od sukladnih kvadrata izgraditi ploļice 

tetromina (lik sastavljen od ļetiri sukladna kvadrata), a zatim njima poploļati povrġinu pravokutnog 

oblika duljine 12 i ġirine 10, nakon toga oblikovati pravokutnik drugog oblika, ali iste ploġtine te 

ponoviti poploļavanje novog oblika (Slika 40). U svim aktivnostima traģilo se objaġnjavanje 

postupaka, usporeĽivanje rjeġenja i strategija te izvoĽenje zakljuļaka. 

Kroz opisane aktivnosti uļenici su nakon nekog vremena preġli s neformalnog jezika (Ăstavi prekoñ, 

Ăsloģi ovdjeñ, Ăstavi naopakoñ, é) na precizniji opis (Ăpomakniñ, Ăokreniñ, Ăpreokreniñ), postupno 

su razvijali razliļite strategije poploļavanja koje su rezultirale izgradnjom i novih jedinica 

poploļavanja te razliļitim naļinima mnoģenja, ļime su na prirodan naļin razvili koncept mjerenja 

ploġtine uz odreĽivanje prikladne mjerne jedinice (Slika 40). Povezivanjem koncepta povrġine s 

konceptom broja povezali su prostorne i numeriļke domene te vizualne i analitiļke metode, ļija 

isprepletenost je dovela do napredovanja i vizualnog i analitiļkog zakljuļivanja. 

 
 

 
Tetromino Nove mjerne jedinice Poploļavanje 

Slika 40. Poploļavanje povrġine likovima tetromina 
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2.2.2. Teġkoĺe pri mjerenju 3D figura 

Razumijevanje koncepta mjerenja duljine i ploġtine preduvjet je za usvajanje koncepta mjerenja 

volumena i oploġja trodimenzionalnih geometrijskih objekata, buduĺi je volumen izvedena mjerna 

veliļina, a metar kubni (oznaka m3) standardna mjerna jedinica. Uļenici koji imaju teġkoĺa u 

prethodnim mjerenjima, prelaskom na mjerenje volumena i oploġja 3D figura, teġkoĺe se dodatno 

nagomilavaju. Najļeġĺe se istiļe: problem zamiġljanja 3D figura na temelju njihove mreģe i obratno, 

uoļavanje samo vidljivih ploha koje omeĽuju 3D figuru, slabe vjeġtine strukturiranja unutar 3D 

figure, nemoguĺnost prepoznavanja oļuvanja volumena pri rekonstruiranu 3D figure te posebno 

brkanje koncepta volumena s konceptom oploġja, kao i njihovih formula. 

Tako su na primjer, Tan Sisman i Aksu utvrdili da tek oko 28% uļenika ġestog razreda uspjeġno 

odreĽuje volumen prizme zadane mreģom, odnosno volumen prizme koja se popunjava jediniļnim 

kockama (Slika 41), dok su ostali imali silnih teġkoĺa u radu: sluģili su se raznim vrstama formula 

koje su uglavnom bile orijentirane na ploġtinu, a ne volumen. (Tan Sisman i Aksu, 2015, str. 16). 

Odredi volumen pravokutne prizme zadane 

mreģom sa slike. Obrazloģi svoj postupak. 

Na slici je prikazano kako se pravokutna prizna 

popunjava jedniļnim kockama. Odredite volumen 

prizme. Obrazloģiti svoj postupak. 

 
 

 

Slika 41. OdreĽivanje volumena pravokutne prizme 

Istraģujuĺi kako uļenici od 5. do 9. razreda rjeġavaju zadatke s 3D objektima, Pittalis i Christou 

(2010) zakljuļili su da je za uspjeġan rad s 3D figurama potrebno razvijati ļetiri vrste aktivnosti, a 

posljediļno i ļetiri vrste geometrijskog miġljenja: (1) predstavljanje, prepoznavanje i manipulacija; 

(2) prostorno strukturiranje; (3) prepoznavanje svojstava i usporeĽivanje s drugim objektima; (4) 

odreĽivanje volumena i oploġja. 

Naime, predstavljanje 3D figura je posebna vjeġtina jer se crtaju ravninski likovi, koji se u mislima 

trebaju zamiġljati kao prostorni. Proces vizualnog prikazivanja 3D figura pomoĺu 2D figure zahtjeva 

i posebnu konvenciju, koja nije trivijalna i koju bi u ġkoli trebalo uļiti i pouļavati. Na primjer,  

paralelne i okomite linije 3D figure Ăne izgledajuñ tako u 2D prikazu (Duval 1998). 

U radu s 3D figurama poseban izazov su njihove mreģe, bilo da se iz mreģe treba formirati 3D figura 

ili se 3D figura treba razloģiti u mreģu. Osim sposobnosti zamiġljanja, potrebna je i sposobnost 

fokusiranja na sastavne dijelove i mreģe i 3D objekta te uspostavljanje veza izmeĽu odgovarajuĺih 

elemenata, pri ļemu je kljuļna vjeġtina prelaska s dijelova na cjelinu i obratno (Saads i Davis, 1997). 

MeĽu 3D figurama posebnu teġkoĺu ļine obla tijela. Naime, procesi zamiġljanja mreģe oblih tijela 

razlikuje se od procesa zamiġljanja mreģe poliedara jer se u mreģama poliedara plohe pojavljuju u 

istom obliku kakve su bile i kao granice 3D objekta, dok su kod oblih tijela (npr. kod valjka i stoġca), 

zakrivljene plohe 3D objekta potpuno drugaļije kada se polegnu u ravninu. Zamka se krije i u stalnom 

koriġtenju standardnih oblika jer uļenici njihove mreģe mogu nauļiti napamet, a da pri tome stvarni 

proces savijanja ili razlaganje nisu u moguĺnosti zamisliti. Rjeġenje se nameĺe u brojnim 

aktivnostima s razliļitim vrstama 3D figura (Cohen, 2003). 

Proces strukturiranja 3D figure preduvjet je za razumijevanje koncepta mjerenja volumena, pri ļemu 

se pod prostornim strukturiranjem geometrijske figure (Slika 42) podrazumijeva identificiranje 
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osnovnih jedinica, njihovo kombiniranje u nove jedinice te uspostavljanje veza izmeĽu jedinica i 

figure (Pittalis i Christou, 210, str. 193). 

     
Osnovna jedinica 

Jediniļna kocka 

Nova jedinica 

Niz kocaka 

Nova jedinica 

Ploha kocaka 

Nova jedinica 

Tijelo kocaka 

Slika 42. Proces strukturiranja 3D figure 

Rezultati istraģivanja pokazuju da su uļenici pri odreĽivanju volumena viġe fokusirani na koriġtenje 

gotovih formula i numeriļko izraļunavanje vrijednosti, ali ni u tome nisu uspjeġni ukoliko su formulu 

dobili kao gotovo pravilo. No, kada se formula izvodi kroz proces strukturiranja, uļenicima se 

osigurava usvajanje koncepta mjerenja volumena 3D figure s razumijevanjem. Za uspjeġan rad s 3D 

figurama potrebno je razvijati vizualno-prostorne sposobnosti i to u kontekstu geometrije jer se time 

uzajamno razvija i geometrijsko miġljenje za 3D figure (Pittalis i Christou, 210, str. 193). 

2.3. Rjeġavanje geometrijskih problema 

Najļeġĺa aktivnost koju uļenici provode u nastavi matematike je rjeġavanje zadataka pa su zadaci 

zapravo glavni Ănositelji znanjañ. Razvijanjem umijeĺa rjeġavanja razliļitih vrsta zadataka i zadataka 

razliļite sloģenosti uļenici imaju priliku stjecati odreĽena znanja i razvijati odreĽene vjeġtine i 

umijeĺa. Suvremena nastava matematike zadnjih nekoliko dekada kao poseban proces istiļe proces 

rjeġavanja problemskih zadataka. Pod izrazom Ăproblemñ podrazumijeva se svaki zadatak u kojem 

se ne moģe odmah odrediti rjeġenje ili metoda kojom bi se doġlo do rjeġenja (Erickson, 1999), a koristi 

se i izraz Ăproblemski zadatakñ. Problem je geometrijski ako se bavi geometrijskim sadrģajima. 

Nadalje, Ărjeġenje zadatkañ podrazumijeva skup svih matematiļkih objekata koji ispunjavaju uvjete 

zadatka. S obzirom da broj elemenata skupa moģe varirati, razlikuju se: (1) zadaci bez rjeġenja, kada 

nijedan objekt ne udovoljava uvjetima zadatka; (2) zadaci s jednim rjeġenjem (jedinstveno rjeġenje), 

kada toļno jedan objekt udovoljava uvjetima zadatka; (3) zadaci s dva ili viġe, ali konaļno mnogo 

rjeġenja (kraĺe, zadatak s viġe rjeġenja); (4) zadaci s beskonaļno rjeġenja, kada je skup rjeġenja 

beskonaļan. Za proces traģenja odgovarajuĺeg objekta koji udovoljava uvjetima zadatka, odnosno 

proces odreĽivanja skupa rjeġenja, u radu se koristi naziv Ănaļin rjeġavanjañ ili Ăproces rjeġavanjañ. 

Konaļno, Ărijeġiti zadatakñ znaļi odrediti sve matematiļke objekte koji udovoljavaju uvjetima 

zadatka (ili reĺi da takvih objekata nema), tj. odrediti skup rjeġenja. 

S obzirom da je nastavnik izbornik, kreator i realizator nastavnih aktivnosti, pred njim je zapravo 

izazov da primjerenim odabirom razliļitih vrsta zadataka osigura uļenicima prikladno okruģenje 

unutar kojeg ĺe svatko prema svojim moguĺnostima razviti potrebna znanja, vjeġtine i umijeĺa 

(Antunoviĺ-Piton i Baranoviĺ, 2019). Stoga bi svaki nastavnik trebao poznavati karakteristike 

razliļitih vrsta zadataka, razliļite strategije i vjeġtine rjeġavanja kako bi tome mogao pouļiti i svoje 

uļenike. 

2.3.1. Vr ste zadataka 

Ovisno o odabranom kriteriju, zadaci se mogu razvrstavati na razliļite naļine, a meĽu razliļitim 

klasifikacijama zasigurno ima razlika, ali i preklapanja (Foster, 2013; Jones & Pepin, 2016). U ovom 
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radu navode se one klasifikacije koje su motivirale i usmjeravale odabir i naļin realizacije nastave 

geometrije, posebno tijekom eksperimentalnog istraģivanja. 

Prema cilju:  Jedna od najpoznatijih klasifikacija, koja se u pouļavanju matematike koristi viġe od 

70 godina je klasifikacija koju je postavio maĽarski matematiļar Polya10. Polya sve zadatke 

razvrstava na odredbene i dokazne, s obzirom na glavne dijelove od kojih su sastavljeni i cilj koji 

treba postiĺi, a kao posebnu vrstu izdvaja konstruktivne zadatke. Odredbeni se zadaci sastoje od 

poznatih elemenata, nepoznatih elemenata i uvjeta te je potrebno odrediti nepoznati element uz 

koriġtenje zadanih elemenata i ispunjavanje postavljenog uvjeta. Dokazni se zadaci sastoje od 

pretpostavke i tvrdnje te je potrebno utvrditi istinitost tvrdnje uz danu pretpostavku (Polya, 1966). U 

konstruktivnim zadacima zahtjeva se konstrukcija geometrijske figure koja ispunja sve zadane 

elemente i postavljene uvjete, ġto je odlika odredbenih zadataka. Ali, u konstruktivnim zadacima se 

zahtjeva i provjera korektnost konstrukcije, ġto znaļi da ima odlike i dokaznog zadatka, ġto svakako 

ovisi o uzrastu s kojim se radi. 

Prema zahtjevnosti: Prema kognitivnim zahtjevima koji se stavljaju pred uļenika, zadaci se 

klasificiraju na zadatke s niģim kognitivnim zahtjevima i na zadatke s viġim kognitivnim zahtjevima 

(Smit & Stein, 1998, Hsu, 2013). 

Zadaci s niģim kognitivnim zahtjevima su oni zadaci u kojima uļenik reproducira prethodno nauļene 

ļinjenice, pravila, formule ili definicije (zadaci memoriranja) te zadaci koji se rjeġavaju algoritamski, 

primjenom toļno odreĽenih postupaka (zadaci s procedurama bez veza). U njima nije potrebno uloģiti 

veĺi kognitivni napor jer se ne traģe nikakva objaġnjenja niti razumijevanje pojmova i znaļenja koja 

se nalaze u pozadini provedenih postupaka, cilj je brzo i toļno doĺi do konaļnog rjeġenja. Obiļno se 

kaģe da oni sluģe razvijanju odgovarajuĺih proceduralnih znanja i vjeġtina, pri ļemu se pod 

proceduralnim znanjem (eng. procedural knowledge) podrazumijeva sposobnost izvrġavanja niza 

radnji u svrhu postizanja cilja (tj. Ăznati kakoñ) (Rittle-Johnson i Schneider, 2015, str. 1119.). 

Proceduralne vjeġtine koje se stjeļu rjeġavanjem ovih vrsta zadataka korisne su i uļenici ih rado 

rjeġavaju jer im je jasno ġto trebaju ļiniti, ali u njima se krije i jedna zamka. Naime, pri njihovom 

vrednovanju od uļenika se obiļno traģi samo toļno rjeġenje, ļime se daje poruka da je vaģnije otkriti 

rjeġenje nego sam procesa rjeġavanja. No, kako su ovi zadaci priliļno zastupljeni u nastavi 

matematike i nastavnom materijalu, uļenici vrlo brzo razviju naviku da je otkrivanje rjeġenja jedini i 

konaļan cilj pa za njih proces rjeġavanja zavrġava kada do doĽu rjeġenja. U takvim okolnostima 

nemaju potrebu provjeravati toļnost i smislenost dobivenog rjeġenja, a joġ manje korektnost 

provedenog postupka. 

Zadaci s viġim kognitivnim zahtjevima su oni zadaci u kojima treba otkriti i uspostaviti veze meĽu 

temeljnim matematiļkim idejama i konceptima te steĺi odreĽeno konceptualno razumijevanje. 

Obiļno su predstavljeni na razliļite naļine: vizualno, simboliļki, kontekstualno te je potrebno 

uspostaviti i veze meĽu razliļitim prikazima. Takav proces zahtjeva priliļan kognitivni napor. Kod 

njih je puno vaģniji proces rjeġavanja od konaļnog rjeġenja i za njih se kaģe da sluģe za razvijanje 

konceptualnih znanja. Pod konceptualnim znanjem (eng. conceptual knowledge) podrazumijeva se 

znanje o konceptima (Rittle-Johnson i Schneider, 2015, str. 1119.), a posljediļno i o stvaranju bogatih 

veza meĽu njima. 

I u ovim zadacima su ponekad potrebna proceduralne znanja i vjeġtine, ali u svrhu razumijevanja i 

izgradnje konceptualnih znanja koja se nalaze u pozadini procedura, pravila i algoritama (zadaci s 

procedurama i vezama), a postoje i zadaci u kojima nije potrebno niġta izraļunati veĺ izvesti odreĽene 

logiļke veze primjenom odgovarajuĺih definicija, aksioma i teorema (zadaci s ļistim deduktivnim 

zakljuļivanjem). Najļeġĺe se mogu rjeġavati razliļitim metodama i strategijama pa su korisni u svrhu 

razvijanja umijeĺa rjeġavanja problema, za primjenu i funkcionalno povezivanje znanja te stjecanje 

                                                           
10 George Polya, 1887. ï 1985.  
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potrebnog razumijevanja i matematiļkog promiġljanja  (npr. Schoenfeld 1992; Smit & Stein, 1998, 

str. 348; Boonen et al., 2013), a ponekad je moguĺe otkriti i neka nova znanja i koncepte.  

IzmeĽu proceduralnog i konceptualnog znanja postoji snaģan dvosmjerno uzroļan odnos, koji opstaje 

tijekom vremena pa poboljġavanje jedne vrste znanja dovodi do poboljġanja i druge vrste znanja. Taj 

odnos je i iterativan, ġto znaļi da konceptualno znanje moģe pomoĺi u stvaranju, odabiru i prikladnom 

izvoĽenju postupaka pri rjeġavanju problema, te istodobno, uvjeģbavanjem procedura moģe se 

doprinijeti razvijanju i dubljem razumijevanju koncepata, posebno ako se u tom postupku koncepti 

ļine oļitim. No, odnos nije uvijek simetriļan, jer ponekad konceptualno znanje dosljednije i snaģnije 

podupire proceduralno znanje, nego obratno. Zapravo, provoĽenje postupaka ne bi smjelo biti svrha 

sama sebi (puko uvjeģbavanje) veĺ ciljano osmiġljeno da razvija odreĽena konceptualna znanja, na 

primjer, argumentiranjem provedenog postupka, izvoĽenjem formule, itd. (Rittle-Johnson i 

Schneider, 2015). 

Prema svrhovitosti: MeĽu svim vrstama zadataka vaģno je odabrati zadatke koji sluģe odreĽenoj 

svrsi. Tako na primjer, postoje teġkoĺe prijelaza uļenika sa ġkolske na sveuļiliġnu razinu te 

nemoguĺnosti savladavanja matematiļkih kolegija, posebno na prvoj godini studija, a jedan od 

moguĺih uzroka su i bitne razlike u vrstama zadatka koje se koriste.  

Na ġkolskoj razini naglasak se viġe stavlja na instrumentalno razumijevanje (uļi se samo postupak, 

ne i zaġto se radi ono ġto se radi) i od njih se najļeġĺe traģi proceduralna fluentnost (vjeġtina rada s 

formulama, memoriranje, brzo izraļunavanje, sreĽivanje i sl.), pojmovi se obraĽuju odvojeno jedni 

od drugih te razliļita podruļja ostaju nepovezana, uļenje usmjerava nastavnik, zadatke na satu rjeġava 

nastavnik, domaĺu zadaĺu zadaje nastavnik, itd. Za razliku od toga, na sveuļiliġnoj razini viġe se 

zahtjeva racionalno razumijevanje (znati ġto treba raditi i zaġto baġ to) te konceptualno razumijevanje 

(razumijevanje koncepata, principa i procesa, te uoļavanje i argumentiranje veza i odnosa izmeĽu 

njih), naļin uļenja i vrijeme organizira sam student, sam osmiġljava i rjeġava zadatke, sam pronalazi 

potrebne informacije, itd. Upravo iz tih razloga, potreban je period prilagodbe sa ġkolskog diskursa 

na novi, sveuļiliġni diskurs uļenja matematike (Liston i O'Donoghue, 2007; Witzke, 2016; Thoma i 

Nardi, 2018). 

Za olakġavanje prijelaza sa ġkolske razine na sveuļiliġnu razinu matematiļkog obrazovanja istraģivaļi 

predlaģu koriġtenje Ăneuobiļajenih zadatakañ (Breen, O'Shea, Pfeiffer, 2013, str. 2317), koji su prema 

definiciji zapravo vrsta zadataka s viġim kognitivnim zahtjevima, odnosno problemski zadaci. 

Naime, s jedne strane, rjeġavanje neuobiļajenih zadataka zahtjeva oslanjanje na prethodno iskustvo, 

traģenje i uspostavljanje odnosa izmeĽu prethodno nauļenih koncepata, viġi umni rad, viġe strpljivosti 

i ustrajnost, ġto za posljedica daje fleksibilnost u procesu miġljenja te razvoj matematiļkog 

razmiġljanja i zakljuļivanja. S druge strane, neuobiļajeni zadaci mogu posluģiti kao pravi detektor 

teġkoĺa i nerazumijevanja jer pri njihovom rjeġavanju, a posebno kada ne razumiju ġto se u zadatku 

traģi, do izraģaja dolaze tipiļne sklonosti uļenika: ġto prije posegnuti za formulom, izraļunati sve ġto 

se moģe iz zadanih podataka, rezultat nemaju potrebe provjeravati, itd. (Breen, O'Shea, Pfeiffer, 

2013). 

2.3.2. Proces rjeġavanja zadataka 

Kako bi se osigurao uļinkovit proces otkrivanja puta do rjeġenja, Polya predlaģe rjeġavanje 

odredbenih zadataka, s viġim kognitivnim zahtjevima, u ļetiri faze (Slika 43): (1) razumijevanje 

zadatka, (2) stvaranje plana rjeġavanja, (3) realizacija plana i (4) osvrt na provedeno (Polya, 1966).  

Proces rjeġavanja zadataka s viġim kognitivnim zahtjevima najļeġĺe nije linearan proces jer je 

potrebna stalna izmjena aktivnosti: ļitanje, izrada skice (posebno u geometrijskom zadatku), 

planiranje, zapisivanje, raļunanje, ponovno vraĺanje na zadatak i skicu, ponovno planiranje i 

pokuġavanje, sve dok se ne ostvari jasan put do traģenog rjeġenja. 
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Slika 43. Proces rjeġavanja zadatka 

Faza razumijevanja zapoļinje s ļitanjem zadatka, koji moģe biti zadan tekstom, vizualnim prikazom, 

simboliļkim zapisom, a obiļno je kombinacija razliļitih zapisa, u svrhu prepoznavanja zadanih 

elemenata. Paralelno s ļitanjem gradi se skica u kojoj se predstavljaju glavni elementi i uoļene veze, 

uvode se oznake radi lakġeg zapisivanja uoļenih veza, a sve treba biti praĺeno razumijevanjem onoga 

ġto se radi. Paralelnim prouļavanjem zadatka i skice vaģno je stvoriti odreĽenu putanju prema 

traģenom rjeġenju i zapisati u formalnom obliku kroz jednadģbu, formulu i dr., u skladu sa oznakama 

na skici, ali opet praĺeno razumijevanjem svih veza koje se uspostavljaju. Pri realizaciji plana, svaki 

korak bi trebalo provoditi s razumijevanjem i konaļno razumjeti ġto dobiveni rezultat znaļi. Drugim 

rijeļima, faza razumijevanja bi trebala trajati cijelo vrijeme dok se bavimo zadatkom, pa i nakon toga, 

kada se doĽe u priliku da se taj isti zadatak iskoristi u nekoj drugoj situaciji. Konaļno, za 

razumijevanje svega navedenog potrebna je ļitalaļka pismenost uļenika za sve oblike zapisa: 

tekstualni opis, vizualni prikaz, simboliļki zapis (Polya, 1966; Gal & Linchevski, 2010; Yang & Li, 

2016), ali i razliļiti oblici miġljenja: vizualno, geometrijsko itd. (Duval, 1999; Boonen et al, 2014).  

Faza planiranja takoĽer zapoļinje s ļitanjem, jer se odmah zapoļinje s analiziranjem zadane situacije 

i povezivanjem s odgovarajuĺim definicijama, tvrdnjama, pravilima, nekim sliļnim zadatkom, itd. 

Pri izradi skice trebalo bi planirati efikasnu organizaciju zadanih elemenata i oznake koje se uvode 

kako bi se lakġe uoļile veze i sve jasno zapisalo. Pri zapisivanju bi trebalo planirati da oznake na skici 

i zapisu budu usklaĽene kako bi se dobiveni rezultat mogao interpretirati u skladu sa polaznim 

elementima zadatka. Pri realizaciji plana trebalo bi voditi raļuna o jasnom i sistematiļnom 

zapisivanju svih koraka kako bi se proces mogao kontrolirati. Konaļno, treba imati na umu da se i 

konaļni rezultat provjeri ġto je takoĽer dio procesa planiranja. Sve u svemu, i faza planiranja bi trebala 

trajati cijelo vrijeme dok se bavimo zadatkom, pa i nakon toga.  

Faza realizacije plana priliļno je jednostavna nakon dobrog razumijevanja problemske situacije, 

izraĽene skice sa svim oznakama, mudro odabranih procedura te osmiġljenog plana rjeġavanja jer joġ 

preostaje samo oboruģati se strpljenjem te provesti planirani postupak i raļun do kraja. 

Faza osvrta takoĽer traje cijelo vrijeme ako se prve dvije faze provode na opisani naļin jer je proces 

rjeġavanja vidljivo naprijed-nazad proces. Kada se npr. pri realizaciji plana negdje zapne ili se uoļi 

greġka, uvijek se moģe vratiti korak-dva natrag i ponovno pokuġati. No, proces rjeġavanja zadatka ne 

zavrġava odreĽivanjem rjeġenja veĺ upravo osvrtom na sve provedeno: ima li rjeġenje smisla, je li 

rjeġenje u skladu sa zadanim elementima i postavljenim uvjetima, moģe li zadatak imati joġ neko 

rjeġenje, jesu li svi koraci procesa korektni, bi li neka druga metoda optimizirala proces, itd. Osvrtom 

na cijeli postupak rjeġavanja te raspravom i usporeĽivanjem razliļitih pristupa rjeġavanja istog 

zadatka stvaraju se preduvjeti prepoznavanja i razvoja odgovarajuĺih strategija rjeġavanja, a moguĺe 

je i usvajanje novog znanja. Puno je korisnije jedan te isti zadatak rijeġiti na viġe razliļitih naļina i 

meĽusobno ih usporediti nego rjeġavati sliļne zadatke istom metodom.  
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Polya istiļe da uļenici obiļno krenu odmah raļunati, bez potrebnog razumijevanja i bez stvaranja 

ikakvog plana ili ideje, rezultat obiļno ne kontroliraju, a na vlastiti proces se rijetko vraĺaju, pa ne 

ļudi da je njihova uspjeġnost rjeġavanja zahtjevnijih zadataka obiļno niska (Polya, 1966, str. 58).   

2.3.3. Teġkoĺe u procesu rjeġavanja  

Teġkoĺe u procesu rjeġavanja zadataka s viġim kognitivnim zahtjevima obiļno nastaju kada se 

izostavi neki od prethodno opisanih dijelova procesa. 

U svrhu ispitivanja kako uļenici primarnog obrazovanja pristupaju rjeġavanju geometrijskih 

zadataka, Baranoviĺ i Antunoviĺ-Piton dali su uļenicima 7. i 8. razreda jedan geometrijski zadatak u 

tri varijante (Slika 44, prva varijanta preuzeta iz DM 2012), koji spada u kategoriju zadatka s viġim 

kognitivnim zahtjevima (Baranoviĺ i Antunoviĺ-Piton, 2021 i 2022): 

 

Z1 

(66) 
Zadan je trokut ABCD . Mjera kuta u vrhu A je 46̄ , a mjera kuta u vrhu C je 60̄ . Simetrala kuta u 

vrhu C sijeļe trokutu opisanu kruģnicu u toļkama C i D. Kolika je mjera kuta CBDÏ ?  

 

Odgovori:  (a) 104Á  (b) 120Á      (c) 134Á            (d) 150Á  

Z2 

(63) 
Zadan je trokut ABCD . Mjera kuta u vrhu A je 46̄ , a mjera kuta u vrhu C 

je 60̄ . Simetrala kuta u vrhu C sijeļe trokutu opisanu kruģnicu u toļkama C 

i D. Kolika je mjera kuta CBDÏ ?  

 

 
Z3 

(53) 

Mladi astronom  i planinar Sanjin (oznaļen toļkom S) promatra  4 planinska 

vrha  (oznaļena toļkama A, B, C i D), koja se nalaze na rubu njegovog 

obzora kako je prikazano na slici.  

Popevġi se na vrh A, pomoĺu astronomskih grablji izmjerio je da se iz toļke 

A, zamiġljena duģina ὄὅ vidi pod kutom od 46Á.  

Popeo se i na vrh C. Izmjerio je da se iz vrha C zamiġljena duģina ὃὄ vidi 

pod kutom od 60Á, a zamiġljena duģina ὄὈ pod kutom od 30Á. 

Sanjin viġe nije provodio mjerenja nego je nacrtao skicu (kako je prikazano 

na slici) te primijenio znanja iz matematike i odredio pod kojim kutom se iz 

toļke B vidi zamiġljena duģina ὅὈ. 
Objasnite kako je Sanjin odredio pod kojim kutom se iz toļke B vidi duģina 

ὅὈ te koliko iznosi veliļina tog kuta, tj. kuta d sa slike. 

 

Slika 44. Geometrijski problem u tri varijante 

Prema korektnosti cijelog procesa rjeġavanja i toļnog odgovora, najuspjeġniji su bili oni koji su 

rjeġavali treĺu varijantu (Z3; 28,3 %). Moguĺe da je realni kontekst u Z1 pridonio veĺoj motivaciji, a 

dana slika koja je bila potpuna, usmjerila njihovu pozornost u pravom smjeru. Najneuspjeġniji su bili 

oni koji su rjeġavali drugu varijantu (Z2; 12,7 %), u kojem nije bilo ni ponuĽenih odgovora kao 

putokaza, ni zanimljivoga konteksta koji bi ih motivirao, a ni slika nije pomogla jer na njoj nije bio 

istaknut traģeni kut. Od onih koji su rjeġavali prvu varijantu zadatka (Z1), tek petina njih (21,21 %) 

je imalo korektno opravdanje svoga toļnog odgovora, dok je 28,79 % njih svoj odgovor temeljilo na 

procjeni ili pogaĽanju. Iz predstavljenih rezultata vidljivo je da naļin postavljanja zadatka usmjerava 

proces rjeġavanja (Boonen, 2014).  

Analizom uļeniļkih radova uoļene su sljedeĺe teġkoĺe tijekom procesa: 

- U nedostatku odgovarajuĺeg znanja skloni su pisanju bilo ļega, oslanjaju se na to Ăkako neġto 
izgledañ na slici, Ăġtimajuñ raļun, posebno kada imaju ponuĽene odgovore. 
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- Imaju velikih teġkoĺa u izradi valjanog vizualnog prikaza te rijetko uvode oznake. 

- Imaju slabe vjeġtine uspostavljanja veza koje treba temeljiti na matematiļkim svojstvima. 

- Mnogi za polazni trokut uzimaju jednakostraniļni ili jednakokraļni, ļime se problemska 
situacija znaļajno olakġava. 

- Mnogi nisu u moguĺnosti prepoznati kut na slici koji predstavlja traģeni kut. 

- Brkaju pojam simetrale kuta sa simetralom stranice. 

- Koncept obodnog kuta im nije blizak. 

- Brzo prelaze na raļun, kojeg ļesto svode samo na numeriļki zapis i najļeġĺe nije usklaĽen sa 
oznakama na slici, ukoliko ih ima. 

- Zapis je kod mnogih neuredan, nesistematiļan, Ăzbrda zdolañ, s dosta greġaka i nekorektnih 
procedura pa nemaju moguĺnost kontrole nad procesom. 

- Nema pisanog traga po kojem bi se moglo zakljuļiti da rade osvrt na bilo ġto u svom procesu.  

Iz svega navedenog vidljivo je nekoliko kljuļnih faktora slabe uspjeġnosti rjeġavanja. Prije svega, 

neki elementarni geometrijski koncepti nisu usvojeni s razumijevanjem bez ļega nema ni uspjeġnog 

rjeġavanja geometrijskih zadataka (Milinkoviĺ i Ġeva, 2021). Drugo, uļenici nemaju naviku 

sustavnog otkrivanja puta do rjeġenja te sustavnog povezivanja elemenata procesa rjeġavanja. Drugim 

rijeļima, nisu razvili kulturu sustavnog rjeġavanja problemskih zadataka, a uzrok vjerojatno leģi u 

vremenu i naļinu posveĺenom provoĽenju njihovog procesa rjeġavanja. Kada bi pri vrednovanju 

znanja nastavnici viġe vrednovali proces rjeġavanja, a ne samo konaļno rjeġenje, uļenicima bi se 

poslala jasna poruka ġto je vaģno pa bi i oni viġe cijenili i viġe pozornost posvetili procesu rjeġavanja 

(Antunoviĺ-Piton i Baranoviĺ, 2019). Treĺe, uļenici nemaju razvijene vjeġtine vizualizacije, niti u 

stvaranju vizualnog prikaza, niti u ļitanju matematiļkih svojstava s prikaza, bilo da ga sami rade ili 

je zadan. Drugim rijeļima, nemaju razvijeno Ăgeometrijsko okoñ. Itd. 

Obrazovna istraģivanja potvrĽuju da je rjeġavanje zadataka s viġim kognitivnim zahtjevima od 

viġestruke koristi: razvija se matematiļko miġljenje uļenika (Foong, 2002; Leikin i Lev 2007), potiļe 

se i razvija kreativnost (Klavir i Gorodetsky, 2011), osigurava se moguĺnost angaģmana veĺine 

uļenika tijekom nastave (Klavir i Herskovitz, 2014) te na njima primjerenim razinama (Sullivan, 

2009), omoguĺava se identificiranje darovitosti uļenika za matematiku (Leikin i Lev, 2007), razvija 

se komunikacija i pozitivno matematiļko/razredno ozraļje (Schukajlow, Leiss, Pekrun, Blum, M¿ller 

i Messner, 2012) itd. Ali, vrednovanje ovih zadataka, posebno kada se rjeġavaju na razliļite naļine je 

vrlo kompleksno (Bingolbali, 2011). Ipak, na svakom nastavniku je da odabere i procjeni u kojoj 

mjeri i kako moģe provoditi problemske geometrijske zadatke u korist svojih uļenika. 

2.4. Smisao dokaza u nastavi 

Prema opĺe prihvaĺenom miġljenju, dokaz sluģi za utvrĽivanje istinitosti postavljene tvrdnje. Naime, 

kada matematiļar u procesu razvijanja matematiļkih znanja otkrije neku novu tvrdnju, on ima obvezu 

tu tvrdnju opravdati valjanim argumentom kako bi se ona prihvatila kao istinita. No, u nastavi se 

najļeġĺe koriste samo one tvrdnje ļija je istinitost veĺ opravdana dokazom pa nema smisla ponovno 

utvrĽivati njihovu istinitost. Upravo je to jedan od razloga zaġto uļenici nisu motivirani izvoditi dokaz 

za tvrdnje koje su veĺ dokazane, jer njima to izgleda besmisleno. Posljedica toga je da uļenici 

najļeġĺe pribjegavaju uļenju danih dokaza napamet, od ļega tek nemaju nikakve koristi. Zasigurno 

smisao dokaza u nastavi mora biti neġto drugo. 

Kroz razliļite rasprave o ulozi dokaza u matematici i matematiļkom obrazovanja razvija se novo 

miġljenje da su dokazi prije svega nositelji matematiļkog znanja. Naime, u dokaz je utkan cijeli 

asortiman matematiļkih koncepata, strategija i metoda rjeġavanja, uspostavljenih veza, 

sistematizacija rezultata, itd. dok je sama tvrdnja tek jedan kratki saģetak svih tih informacija. 

Ukratko, dokazi su kao Ămreģe cesta u sustavu javnog prijevoza, a tvrdnje su autobusne stanice (Slika 

45), mjesto prikladnog zaustavljanjañ (de Villiers, 2003, str. 1).  
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Slika 45. Dokaz kao mreģa povezanih znanja 

 Taj pristup je puno bliģi smislu dokaza u nastavi matematike. Jer, prouļavanjem dokaza za tvrdnje 

koje su veĺ dokazane, prije svega uļi se proces i koraci dokazivanja. Posebno, prouļavanjem razliļitih 

naļina dokazivanja iste tvrdnje mogu se usvajati razliļite strategije i metode dokazivanja, a 

matematiļka znanja se povezuju u funkcionalnu mreģu koncepata i njihovih veza. Takva znanja su 

zasigurno trajnija i primjenjivija ġto je priliļno smisleno za uļenje. 

Prema opisanom, vidljivo je da vrijednost dokaza nadilazi samu provjeru rezultata. Tako de Villiers, 

koristeĺi program dinamiļke geometrije pri istraģivanju raznih aspekata pouļavanja geometrije, 

razmatra, uz odgovarajuĺe primjere, ġest razliļitih uloga koje dokaz moģe imati posebno za  nastavu 

matematike (de Villiers, 2003, str. 8).  

I. Dokaz kao uvjerenje: utvrĽivanje istinitosti tvrdnje, 

II.  Dokaz kao objaġnjenje: stjecanje uvida zaġto je neġto istina, 

III.  Dokaz kao otkriĺe: stvaranje novih rezultata, 

IV.  Dokaz kao sistematizacija: organiziranje razliļitih rezultata u deduktivni sustav aksioma, 

teorema i definicija, 

V. Dokaz kao komunikacija: razmjena matematiļkog znanja, 

VI.  Dokaz kao intelektualni izazov: ispunjenje kao posljedica samostalnog izvoĽenja dokaza. 

Nekoliko godina kasnije, Hemmi i Lofwall, kroz pilot istraģivanje s deset sveuļiliġnih nastavnika 

matematike izvode zakljuļak o vaģnoj ulozi dokaza kao transfera znanja. Naime, kroz proces 

dokazivanja studenti mogu razvijati: logiļko zakljuļivanje, matematiļki vokabular, naļin 

argumentiranja, razne metode i strategije, otkrivati nove koncepte, itd., a zatim sva ta znanja i vjeġtine 

mogu prenijeti na proces rjeġavanja razliļitih vrsta problema, jer su u pravilu to vrlo sliļni procesi 

(Hemmi i Lofwall, 2009). 

Naime, sliļno kao i kod procesa rjeġavanja problema i proces dokazivanja se moģe razmatrati kroz 

etape. 

Prva etapa dokazivanja zasigurno podrazumijeva razumjeti o ļemu tvrdnja govori te moĺi razluļiti 

glavne dijelove: pretpostavku (P) i zakljuļak (Q). Ukoliko se radi o geometrijskom dokazu korisno 

je kreirati vizualni prikaz, na kojem ĺe biti istaknuti svi zadani elementi pretpostavke, ono ġto treba 

dokazati te potrebne veze. Zatim treba osvijestiti, primjenom definicija, aksioma ili teorema, na koji 

naļin se moģe dokazati zakljuļak, odnosno koji bi trebao biti predzadnji zakljuļak (Q') iz kojeg bi se 

mogao izvesti posljednji zakljuļak (Q). Na primjer, ako treba dokazati da je neki ļetverokut kvadrat, 

onda treba utvrditi ima sve ļetiri stranice podudarne i sva ļetiri kuta prava. Tek nakon toga zapoļinje 

proces izvoĽenja niza logiļkih zakljuļivanja od pretpostavke (P) do predzadnjeg zakljuļka (Q'). I na 

kraju, joġ je potrebno dati konaļan zakljuļak o tome ġto je provedenim procesom dokazano. 

Opisani proces dokazivanja zasigurno nije neġto ġto se spontano uļi veĺ zahtjevna vjeġtinu i vodstvo 

nastavnika. 
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3. Razvoj geometrijskog miġljenja prema teoriji Van Hiele-a 11 

Van Hiele-ova teorija ġiroko je prihvaĺena kao teorijski okvir unutar kojeg se moģe pratiti razvoj 

miġljenja kroz hijerarhijske razine te naļin napredovanja s jedne razine na drugu. U tu svrhu koristi 

se i u eksperimentalnom istraģivanju koje se opisuje u ovom radu, s primjenom na praĺenje razvoja 

geometrijskog miġljenja sudionika istraģivanja. S obzirom da se van Hieleova teorija koristi kao alat 

za istraģivanje, u ovom se radu neĺe obrazlagati njezin nastanak i razvoj, veĺ se izdvajaju i opisuju 

samo one karakteristike teorije koje su koriġtene u pripremi alternativnog pouļavanja tijekom 

eksperimentalnog istraģivanja te u analizi prikupljenih podataka. 

Prije daljnjeg opisa karakteristika van Hiele-ove teorije daje se pregled neke terminologije koja se 

koristi u radu, a vezana je za geometrijsko miġljenje. Cilj je pojasniti ġto se pod kojim pojmom 

podrazumijeva, posebno jer se u literaturi o matematiļkom obrazovanju mogu pronaĺi isti pojmovi s 

razliļitim znaļenjima ili isti procesi pod razliļitim nazivima. 

Prvo, u cilju stjecanja znanja potrebno je proĺi kroz razliļite procese i oblike miġljenja. Pod 

miġljenjem (eng. thinking) ovdje se podrazumijevaju umne aktivnosti kojima se otkriva i spoznaje 

ono ġto do tada nije bilo poznato, na temelju ļega se procjenjuje ispravnost onoga ġto se uoļava ili je 

dio iskustva te se stvara sud o pojavama i objektima te njihovim svojstvima (Kurnik 2013).  

Drugo, kako procese miġljenja potiļu razni faktori i oni na razliļite naļine stimuliraju razliļite 

misaone aktivnosti i procese, uobiļajeno je kroz naziv oblika miġljenja istaknuti ļime je miġljenje 

stimulirano. Tako se pri uļenju geometrije i stjecanju geometrijskih znanja razvija geometrijsko 

miġljenje (eng. geometric thinking). Miġljenje koje je potaknuto vizualnim podraģajima pri koriġtenju 

vizualnih zapisa i umnih slika obiļno se naziva vizualno miġljenje (Giaquinto, 2015; Van Hiele, 1986, 

str. 1). Itd. 

Treĺe, razliļita znanja podrazumijevaju i razliļite oblike miġljenja, a meĽu vaģnijim oblicima 

geometrijskog miġljenja istiļu se: (1) poimanje (eng. conceptualization) - stjecanje znanja o 

pojmovima kroz proces stvaranja i formiranja predodģbe o pojmu; (2) prosuĽivanje (eng. judgment) 

- otkrivanje svojstava pojmova kroz proces analize i prosudbe te donoġenje suda o uoļenom svojstvu; 

(3) zakljuļivanje (eng. reasoning) - uspostavljanje veza meĽu pojmovima i njihovim svojstvima 

koriġtenjem razliļitih procesa logiļkog zakljuļivanja (Kurnik 2013); (4) razumijevanje (eng. 

comprehension, understanding) -  stjecanje dubljeg uvida i razumijevanje koncepta kroz procese 

identifikacije, razlikovanja, poopĺavanja te povezivanja svih izoliranih ļinjenica u funkcionalnu 

cjelinu (Sierpinska, 1992, str. 28). Postoje i drugi procesi i njihove inaļice naziva, ali nisu u fokusu 

ovog rada.  

Karakteristike Van Hiele-ove teorije, koje su se koristile u eksperimentalnom istraģivanju, odnose se 

na tri aspekta teorije: (a) proces razvoja apstraktnog miġljenja, hijerarhijski kroz pet razina; (b) 

karakteristike petodijelnog modela; (c) proces uļenja u pet faza koje doprinose napredovanju s jedne 

na drugu razinu miġljenja (Van Hiele, 1986; Crowley, 1987). U nastavku se detaljnije opisuje svaki 

od tih aspekata, s primjenom na razvoj geometrijskog miġljenja12.  

                                                           
11 Vaģno je istaknuti da se van Hiele-ova teorija ne odnosi samo na razvoj geometrijskog miġljenja, iako se taj Ădojamñ 

lako moģe steĺi jer je najviġe istraģivanja usmjereno upravo u tom smjeru. MeĽutim, sam van Hiele na nekoliko mjesta u 

svom originalnom djelu naglaġava da je teorija primjenjiva, ne samo na geometriju, veĺ na sve znanosti, pa ļak i na 

pouļavanje (Van Hiele, 1986, str. 86). Na primjer, postoje znaļajni napori u primjeni van Hiele-ove teorije na prouļavanje 

razvoja funkcijskog miġljenja (npr. Nisawa, 2018, Baranoviĺ, 2019c). 

 
12 Prikaz karakteristika van Hiele-ove teorije u ovom radu nastao je integracijom dvaju objavljenih radova: O razvoju 

geometrijskog miġljenja prema van Hiele-ovoj teoriji (Baranoviĺ, 2016) i O uļenju i pouļavanju geometrije prema van 

Hiele-ovoj teoriji (Baranoviĺ, 2019a). 
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3.1. Van Hiele-ov model razvoja miġljenja 

Proces razvoja miġljenja Van Hiele razmatra hijerarhijski kroz pet razina, a razine imenuje prema 

aktivnostima koje su karakteristiļne za tu razinu. Uz svaku razinu daje se njezin originalni naziv po 

van Hiele-u (Van Hiele, 1986, str. 53) te naziv koji se danas najļeġĺe koristi: 

(1) Razina 1 se naziva vizualna razina ili razina prepoznavanja (eng. visual level ili recognition) jer 

se objekti prepoznaju na temelju izvanjskog izgleda, a ne na temelju njihovih svojstava;  

(2) Razina 2 se naziva opisna razina ili razina analize (eng. descriptive level ili analysis) jer se objekti 

prouļavaju, analiziraju i opisuju na temelju njihovih svojstava; 

(3) Razina 3 se naziva teorijska razina s logiļkim vezama ili razina neformalne dedukcije (eng. 

theoretical level with logical relations ili informal deduction) jer se na toj razini uspostavljaju 

logiļki odnosi izmeĽu svojstava odreĽenog objekta ili izmeĽu svojstva razliļitih objekata;  

(4) Razina 4 se naziva razina formalne logike ili formalne dedukcije (eng. formal logic ili formal 

deduction) jer se na toj razini prouļavaju logiļki zakoni i principi, uloga definicija, aksioma, 

teorema i dokaza unutar deduktivnog aksiomatskog sustava kao cjeline; 

(5) Razina 5 se naziva razina prirode logiļkih zakona ili razina strogosti  (eng. nature of logical laws 

ili rigor) jer se na toj razini prouļavaju i meĽusobno usporeĽuju razliļiti aksiomatski sustavi, 

sluģeĺi se ļistim matematiļkim jezikom (Slika 46). 

 

Slika 46. Van Hiele model razvoja miġljenja 

Van Hiele razine u poļetku oznaļava brojevima od 0 do 4, ali se pokazalo praktiļnije koriġtenje 

brojeva od 1 do 5, ġto se koristi i u ovom radu, jer kad se priļa o razini, a pri tome se koristi broj moģe 

doĺi do nesporazuma. Na primjer, razina broj 2 pri numeraciji od 0 do 4 znaļi treĺu razinu miġljenja, 

ġto u kontekstu analize podataka moģe biti zbunjujuĺe.  

Neki istraģivaļi Razinu 1 nazivaju razina vizualizacije upravo zbog vizualnog prepoznavanja 

geometrijskih objekata, ali taj naziv nije korektan. Naime, vizualizacija je pojam koji se odnosi na 

puno viġe aktivnosti od pukog prepoznavanja objekata, ġto ĺe biti opisano u sljedeĺem poglavlju. No, 

ako se baġ ģeli istaknuti karakteristika prepoznavanja onda bi se mogao koristiti naziv razina 

percepcije jer se radi o prepoznavanju objekta Ăna prvuñ (vidjeti str. 85). 

Razina 1: Prepoznavanje geometrijskih objekata. Prema van Hiele-u, proces uļenja euklidske 

geometrije trebao bi zapoļeti neverbalnim razmiġljanjem na vizualnoj razini, ġto podrazumijeva da 

se geometrijski objekti prepoznaju na temelju njihovog izvanjskog izgleda i na taj naļin se imenuju. 

Onaj tko je savladao prvu razinu, svaki ĺe geometrijski lik prepoznati prema obliku bez obzira na 

poloģaj, a nakon prepoznavanja objekte ĺe moĺi razvrstati u grupe, takoĽer na temelju izvanjskog 
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izgleda. Na primjer, na Slici 46, Razina 1, prikazana su dva kvadrata. Ako uļenici za prvi kaģu da je 

kvadrat, a za drugi da nije (ili kaģu da je dijamant), onda je to pokazatelj da prvu razinu nisu savladali. 

Za uspjeġno savladavanje prve razine miġljenja, uļenicima treba omoguĺiti rad s didaktiļkim 

sredstvima (razni modeli, realni ili artefakti): slaganje, bojanje, prebrojavanje, crtanje na papiru ili u 

mreģama, prepoznavanje/identificiranje odreĽenih likova unutar sloģenijeg lika, opisivanje, 

rjeġavanje problema, itd. Na primjer, u radu s tangram slagalicom (Slika 47), uļenici mogu slagati 

odgovarajuĺe likove (trokute, ļetverokute, peterokute, ġesterokute i sl.), a zatim ih crtati u kvadratnoj 

toļkastoj mreģi. Baveĺi se tim aktivnostima, mogu uoļiti da se mijenjanjem poloģaja oblik lika nije 

promijenio ili da se isti lik moģe dobiti slaganjem razliļitih dijelova, itd. Kada lik smjeste u mreģu, 

mogu prebrojavati sve moguĺe likove unutar jednog lika (trokute, ļetverokute itd.), odreĽivati im 

ploġtine prebrojavanjem mjernih jedinica (bez uporabe formule), itd. Sve ove aktivnosti mogu se 

provoditi i na raļunalu u nekom od programa dinamiļke geometrije (GeoGebra, Skethpad, Cabri i 

sl.), a postoje i razne mobilne aplikacije za slaganje. 

 
 

Tangram slagalica Tangram likovi 

Slika 47. Rad s tangram slagalicom na perceptivnoj razini 

Opisivanjem onoga ġto rade, uļenici postupno razvijaju geometrijski rjeļnik i imena pojedinih likova 

koja do tada nisu poznavali, a jaļanjem geometrijskog vokabulara olakġava se daljnja komunikacija, 

a posljediļno i uļenje geometrije (Siew, Chong i Abdullah, 2013). 

Razina 2: Analiza i opisivanje svojstava. Prema van Hiele-u, nakon prepoznavanja i grupiranja 

objekata, potrebno je analizirati promatrane objekte (pojedinaļno ili cijelu grupu) te postupno 

uoļavati i opisivati njihova svojstava i u skladu s tim ih imenovati, joġ uvijek bez uspostavljanja veza 

meĽu njima. Tako na primjer uļenici mogu uoļiti da jednakokraļni trokut ima dvije stranice jednakih 

duljina i dva kuta jednakih veliļina, ali joġ uvijek ne stvaraju vezu da se nasuprot podudarnih stranica 

nalaze podudarni kutovi.  

Za uspjeġno savladavanje druge razine miġljenja uļenicima treba omoguĺiti da svojstva likova ili 

klasa otkrivaju mjerenjem (ili oļitavanjem iz mreģe), bojanjem, savijanjem papira, slaganjem i sl., 

zatim da ta svojstva opisuju i na temelju svojstva da identificiraju likove. Tako na primjer, sluģeĺi se 

likovima u mreģi (Slika 48), uļenici mogu uoļiti da prvi lik ima sve ļetiri stranice jednakih duljina, 

sva ļetiri kuta prava, dijagonale jednakih duljina, itd. Na taj naļin se uļenicima omoguĺava da 

postupno stvaraju svoje definicije promatranih objekata nabrajanjem uoļenih svojstava, ne 

razlikujuĺi joġ uvijek meĽu njima ona koja su nuģna i dovoljna (De Villers, 2010). 

 

Slika 48. Uoļavanje svojstava likova danih u kvadratnoj mreģi 
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Nakon dovoljno iskustva sa svojstvima, uļenici mogu postupno usporeĽivati likove prema uoļenim 

svojstvima te ih klasificirati na temelju odabranog kriterija, empirijski izvoditi pravila i stvarati 

generalizacije za konkretne sluļajeve, unutar odreĽene grupe objekata. Na primjer, ako bi uļenicima 

dali mreģu paralelograma (Slika 46, Razina 2), oni bi nakon isticanja vrġnih kutova (koji su jednake 

veliļine) mogli uspjeġno utvrditi da su i nasuprotni kutovi paralelograma jednake veliļine. No, to se 

joġ uvijek odnosi na tu grupu koju promatraju, a ne opĺenito za sve paralelograme (De Villers, 2010).  

Rad s raznim vrstama mreģa omoguĺava koriġtenje pojma paralelnosti i uvoĽenje pojma kutova s 

paralelnim kracima, susjednih i suplementarnih kutova itd. Vaģno je uļenike stalno poticati da ono 

ġto Ăvideñ opisuju svojim rijeļima, a uļitelj ih pri tome moģe korigirati te njihov vokabular postupno 

nadopunjavati struļnim izrazima. Uļenici su savladali drugu razinu kada vjeġto i precizno uoļavaju 

i iskazuju svojstva objekata. 

Razina 3: Neformalna dedukcija. Prema van Hiele-u, tek nakon ġto se savladaju vjeġtine 

prepoznavanja objekata, uoļavanja i opisivanja njihovih svojstava, moguĺe je zapoļeti stvarati 

logiļke veze meĽu svojstvima jednog objekta ili izmeĽu svojstava razliļitih objekata, oblikovati 

smislene definicije, postavljati tvrdnje te argumentirano opravdavati svoja zakljuļivanja, uoļavajuĺi 

postupno nuģne i dovoljne uvjete postojanja odreĽenog koncepta. UvoĽenjem definicija i 

postavljanjem tvrdnji, potrebno je postupno uvoditi i simboliļki zapis te razvijati vjeġtine 

vizualizacije uspostavljanjem kvalitetnih veza izmeĽu govornog jezika, vizualnog prikaza i 

simboliļkog zapisa jer je to preduvjet razumijevanja geometrijskih koncepata i veza.  

Tako na primjer, prouļavanjem koja svojstava imaju kvadrat, pravokutnik, paralelogram i romb, koji 

su prikazani u nekoj toļkastoj mreģi (Slika 48), uļenici mogu uoļiti da kvadrat ima sva svojstva koja 

ima pravokutnik, paralelogram i romb te zakljuļiti da je svaki kvadrat pravokutnik, svaki kvadrat je 

paralelogram i svaki kvadrat je romb. Daljnjim prouļavanjem svih obostranih odnosa meĽu njima 

moģe se postaviti klasifikacija paralelograma, pri ļemu je vrlo koristan i vizualni prikaz, jer na njemu 

dolaze do izraģaja uspostavljene veze. Isti vizualni prikaz moģe se koristiti i za Ăbruġenjeñ do 

formalne definicije, a mogu se postupno uvoditi i obrati tvrdnji. Vizualni prikazi objekata i 

preslagivanje njihovih dijelova radi formiranja novog objekta mogu se koristiti za izvoĽenje 

odgovarajuĺih formula za ploġtinu. Ako su likovi prikazani u nekoj toļkastoj mreģi, rad moģe 

zapoļeti s konkretnim veliļinama i strukturiranjem, a zavrġiti izvoĽenjem opĺeg izraza (Slika 49).  
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Slika 49. IzvoĽenje formule za ploġtinu paralelograma 

Za uspjeġno savladavanje treĺe razine miġljenja uļenicima treba omoguĺiti da sami stvaraju vlastite 

definicije objekata (Paralelogram je é.), a zatim odreĽuju minimalni broj svojstava za opis tog 

objekta i tako postupno grade formalne definicije. Treba im omoguĺiti da sami stvaraju inkluzivne 

odnose meĽu likovima sluģeĺi se uoļenim svojstvima i definicijama, da samostalno izvode formule 

za ploġtinu, odnos kutova i sl., a svoja objaġnjenja da potkrepljuju argumentima, sluģeĺi se pritom i 

raznim vizualnim prikazima te simboliļkim zapisima. Treba im omoguĺiti da odreĽene zakonitosti 

objaġnjavaju na razliļite naļine, da postavljaju obrate tvrdnji i konaļno da rjeġavaju probleme u 

kojima mogu primijeniti svojstva koja su prouļavali i tvrdnje koje su izveli (Crowley, 1987). 
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Prema van Hiele-u, izravno pouļavanje formalnih definicija prije 3. razine, a da nisu izvedene kao 

rezultat nekih prethodnih aktivnosti, unaprijed je osuĽeno na neuspjeh, ġto potvrĽuje i de Villiers na 

temelju svog istraģivanja (Van Hiele, 1986; De Villers, 2010). Proces definiranja pojma nije 

jednostavan te je nerazumno od uļenika oļekivati da ĺe pukim zapamĺivanjem usvojiti formalne 

definicije. Osim toga, samo poznavanje definicija pojmova ne garantira i razumijevanje koncepata i 

veza, a bez razumijevanja nije moguĺa ni primjena. Na primjer, ako uļenik zna reĺi da su 

paralelogrami ļetverokuti kojima su nasuprotne stranice paralelne, to ne znaļi da ĺe pod njima 

razmatrati pravokutnike, kvadrate i rombove (De Villiers, 1998).  

Konaļno, uļenici su savladali treĺu razinu ako samostalno definiraju pojmove, na temelju njih rade 

hijerarhijske klasifikacije, postavljaju opĺe tvrdnje i odnose sa drugim svojstvima. Na ovoj razini, 

uļenici mogu pratiti proces dokazivanja, ali joġ uvijek nisu dovoljno samostalni da bi sami gradili 

svoj dokaz. Uoļavaju postojanje sustava definicija, aksioma, teorema i dokaza, ali joġ uvijek ne mogu 

razumjeti njihovu ulogu i funkcionalnost.  

Razina 4: Formalna dedukcija. Prema van Hiele-u, tek nakon ġto su savladane prve tri razine, moģe 

se napredovati do samostalnog izvoĽenja formalnih dokaza te razumjeti potreba i opravdanost 

aksiomatske izgradnje matematiļke teorije. 

Za uspjeġno savladavanje ļetvrte razine miġljenja, uļenicima treba omoguĺiti da na temelju vizualnih 

prikaza postavljaju vlastite tvrdnje u obliku Ăako, é ondañ, da prepoznaju ġto je u nekoj tvrdnji 

zadano (pretpostavka P), a ġto se izvodi (zakljuļak Q), da postavljaju obrate tvrdnji, da uoļavaju 

razlike izmeĽu osnovnih i izvedenih pojmova te izmeĽu osnovnih (aksioma) i izvedenih  tvrdnji 

(teoremi, leme, korolari), da nasluĺuju istinitost postavljenih tvrdnji i dokazuju istu tvrdnju na 

razliļite naļine ili da je opovrgavaju postavljanjem kontra primjera, itd. (Crowley, 1987).  

Na primjer, ako za ļetverokut upisan u kvadrat (Slika 46, Razina 4) treba dokazati da je kvadrat, onda 

uļenici koji su savladali ļetvrtu razinu znaju da treba dokazati da su sve ļetiri stranice jednakih 

duljina i da su sva ļetiri kuta prava. Oni bi bili u moguĺnosti izvesti taj dokaz sluģeĺi se razliļitim 

teoremima (o sukladnosti trokuta, o srednjici trokuta, koristeĺi Pitagorin pouļak, itd.). Ako vrhovi 

upisanog kvadrata nisu u poloviġtu stranice veĺ dijele stranicu u nekom drugom omjeru, mogli bi 

dokazati da upisani kvadrat s vrhovima u poloviġtu ima najmanju ploġtinu jer pravokutni trokuti izvan 

njega imaju najveĺu ploġtinu. Oni koji su savladali ļetvrtu razinu miġljenja, u procesu dokazivanja 

uspjeġno uspostavljaju vezu izmeĽu govornog jezika, vizualnog prikaza i simboliļkog zapisa. 

Razina 5: Apstrakcija i strogost. Prema van Hiele, najviġi oblik apstraktnog miġljenja je moguĺnost 

razumijevanja i usporeĽivanja razliļitih aksiomatskih sustava te razmatranje definicija, teorema i 

dokaza za isti objekt u razliļitim sustavima. Tek na ovoj razini uļenici uspjeġnoj razvijaju vjeġtinu 

indirektnog dokazivanja po kontradikciji i po kontrapoziciji te mogu jasnije razumjeti znaļenje 

konzistentnosti, nezavisnosti i potpunosti odreĽenog aksiomatskog sustava. 

Uļenici koji funkcioniraju na ovoj razini u stanju su shvatiti da postoje i drugi geometrijski sustavi 

osim euklidskog, mogu vidjeti sliļnosti i razlike tih sustava i meĽusobno ih usporeĽivati. Na primjer, 

iako vizualni prikaz paralelnih pravaca u euklidskoj i neeuklidskoj ravnini (Slika 46, Razina 5) moģe 

izgledati kao da se radi o razliļitim objektima, na ovoj razini uļenici pojam pravac mogu tumaļiti s 

razumijevanjem u razliļitim geometrijskim sustavima te izvoditi odgovarajuĺe jednadģbe i odnose.  

Nastava matematike na sveuļiliġnoj razini u veĺini sluļajeva provodi se na razini koju mogu uspjeġno 

pratiti oni koji su savladali prve ļetiri razine miġljenja prema van Hiele-ovom modelu, a bilo bi 

poģeljno da imaju izgraĽene neke elemente i pete razine. MeĽutim, sustav obrazovanja na primarnoj 

i sekundarnoj razini to uglavnom ne osigurava, osim u nekim iznimnim situacijama (npr. uļenici 

matematiļke gimnazije s veĺim brojem sati matematike), ġto znaļi da izmeĽu ta dva matematiļka 

diskursa, na sekundarnoj i tercijarnoj razini, postoji jaz koji netko mora popuniti kako bi se 



54 
 

matematiļko obrazovanje uļenika uspjeġno nastavilo. Idealno bi bilo da jaz ne postoji, ali ako veĺ 

postoji onda ga nekako trebalo premosti. Prvi korak bi, zasigurno, bio steĺi uvid u razine miġljenja 

studenata upisanih na matematiļki kolegij, a zatim, uzajamnim nastojanjem uļenika i nastavnika, 

potraģiti neko efikasno rjeġenje.  

3.2. Karakteristike van Hiele-ovog modela 

Van Hiele-ov model razvoja miġljenja, koji je postavljen na opisani naļin, ima nekoliko kljuļnih 

karakteristika: (1) hijerarhijski i sekvencijalan ustroj; (2) specifiļnost komuniciranja po razinama; (3) 

meĽusobno (ne)razumijevanje; (4) princip dualnosti objekta i metode miġljenja; (5) starosna dob. 

(1) Hijerarhijski i sekvencijalan ustroj . Opisani model razvoja miġljenja je hijerarhijski niz razina 

redoslijednog karaktera, ġto znaļi da se razine moraju savladavati od prve pa nadalje bez preskakanja 

(osim iznimno talentiranih uļenika). Da bi netko uspjeġno funkcionirao na odreĽenoj razini, osnovni 

preduvjet je steĺi znanja, vjeġtine i jezik prethodnih razina. Razine nisu diskretne, kako ih je razmatrao 

van Hiele na samom poļetku, veĺ je moguĺe biti na prijelazu izmeĽu razina (De Villers, 2010, 

Usiskin, 1982). Osim toga, razine miġljenja iste osobe mogu biti razliļite za razliļite sadrģaje, ako se 

nekim sadrģajima bave viġe i detaljnije nego drugima (De Villers, 2010; Van Hiele, 1986). Tako na 

primjer, uļenici jako dobro znaju klasificirati trokute, ali obiļno ne znaju klasificirati ļetverokute. 

(2) Specifiļnost komuniciranja po razinama. Svaka razina podrazumijeva odreĽena znanja i ima 

svoj vlastiti naļin izraģavanja i jezik komuniciranja,  verbalno, vizualno i simboliļki. Na niģim 

razinama jezik je viġe neformalan jer je i vokabular siromaġniji, a prema viġim razinama viġe se 

razvija formalni jezik i bogatiji vokabular.  Da bi netko uspjeġno funkcionirao na odreĽenoj razini, 

osnovni preduvjet je steĺi znanja, vjeġtine i jezik prethodnih razina. 

Tako na primjer, na 2. razini dopuġteno je razlikovati kvadrate i pravokutnike, ali na 3. razini za 

kvadrat se moģe koristiti i naziv pravokutnik, romb, paralelogram, trapez ili deltoid jer je kvadrat 

specijalni sluļaj svih tih vrsta ļetverokuta.  

(3) MeĽusobno (ne)razumijevanje. Uļenici koji se nalaze na razliļitim razinama razmiġljanja ne 

mogu se razumjeti jer se koriste razliļitim jezikom i razliļitim naļinima rjeġavanja problema te 

razliļito tumaļe iste rijeļi ili situacije. Isto tako, ako uļitelj pouļava na razini koju uļenici nisu 

dosegli, oni se ne mogu razumjeti te se ģeljeni napredak u uļenju neĺe pojavit. Kada se uļitelj sluģi 

jezikom (govornim, vizualnim ili simboliļkim), primjerima i sadrģajem koji nadilazi razinu miġljenja 

njegovih uļenika, njegovi uļenici ne mogu uspjeġno pratiti takav proces pouļavanja te pribjegavaju 

uļenju napamet, a takve sadrģaje brzo zaboravljaju i nisu ih u stanju primijeniti, ġto moģe biti priliļno 

frustrirajuĺe i obeshrabrujuĺe. 

Stoga Van Hiele posebno naglaġava odnos: uļitelj ï uļenik ï tema, odnosno da je nuģno potrebno 

sadrģaje i naļin pouļavanja uskladiti s razinama miġljenja koja su uļenici dosegli te da se odabirom 

prikladnih vjeģbi i prilagoĽavanjem materije razini miġljenja uļenika mogu otkloniti sve teġkoĺe pri 

uļenju i pouļavanju geometrije. Naime, jednom kad uļenik postigne odreĽenu razinu, on savladava 

i sadrģaje koji su bili potrebni za postizanje te razine, a ako nakon nekog vremena sadrģaje i zaboravi, 

ostvarena razina miġljenja ne opada (Van Hiele, 1986, str. 37 ï 40). 

(4) Princip dualnosti objekta i metode miġljenja. Napredovanje sa jedne razine miġljenja na drugu 

razinu zasniva se na principu dualnosti objekta i metode miġljenja. Naime, svaka razina ima svoj 

objekt (ono o ļemu mislimo) i metodu (naļin na koji mislimo) te ishodi metode miġljenja (proizvod 

miġljenja) tekuĺe razine postaju objekt miġljenja (predmet prouļavanja) sljedeĺe razine, a napredak 

se oļituje u sposobnosti prelaska s metode na objekt (Slika 50). 
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Uļenici najprije prepoznaju odreĽene oblike (predmet miġljenja Razine 1) te ih na temelju globalnog 

izgleda razvrstavaju u grupe (proizvod miġljenja Razine 1). Zatim formirane grupe (predmet miġljenja 

Razine 2) analiziraju i uoļavaju njihova svojstva (proizvod miġljenja Razine 2), a tek onda meĽu tim 

svojstvima (predmet miġljenja Razine 3) stvaraju veze (proizvod miġljenja Razine 3). Opisane veze 

meĽu svojstvima (predmet miġljenja Razine 4) istog objekta ili veze izmeĽu objekata strukturiraju u 

dobro ureĽen sustav (proizvod miġljenja Razine 4), a zatim taj sustav (predmet miġljenja Razine 5) 

usporeĽuju sa sliļnim sustavima (proizvod miġljenja Razine 5).  

 

Slika 50. Prikaz razina prema predmetima i proizvodima miġljenja 

 (5) Starosna dob. Napredovanje (ili izostanak napredovanja) s jedne razine miġljenja na drugu 

razinu ne ovisi o starosnoj dobi niti sazrijevanju veĺ viġe o naļinu uļenja, o sadrģaju i metodama 

pouļavanja. Neke metode ubrzavaju napredak, a neke ga koļe ili spreļavaju. Na primjer, ako se od 

uļenika traģi da memoriraju gotove formulu ili odnose (ĂSvaki kvadrat je trapezñ) oni ĺe to napraviti 

bez razumijevanja i brzo zaboraviti (Abdullah i Zakaria, 2013; Usiskin, 1982, Van Hiele, 1986). Ova 

karakteristika, osim ġto daje obrazloģenje slabijih ishoda uļenja, istodobno je i ohrabrujuĺa jer znaļi 

da za uļenje nikada nije kasno. 

3.3.  Van Hiele-ove faze uļenja i pouļavanja 

Za uspjeġno napredovanje s jedne razine miġljenja na drugu razinu, van Hiele-ova teorija predlaģe 

proces uļenja u pet faza: (1) faza informiranja, (2) faza usmjerenog voĽenja, (3) faza objaġnjavanja, 

(4) faza aktivnosti otvorenog tipa, (5) faza povezivanja (Van Hiele, 1986 i 1999).  

Iako se opis karakteristika pojedine faze uļenja u nastavku daje sekvencijalno, samo provoĽenje faza 

nije linearan proces veĺ se prolaģenje kroz faze i ponovno vraĺanje na neku od prijeĽenih faza treba 

prilagoditi dinamici rada uļenika i njihovim (pred)znanjima. Bolje je zastati i vratiti se na pojam ili 

neki nejasan odnos, nego Ăġutkeñ preĺi nadajuĺi se da ĺe to oni ipak nauļiti sami.  

Faza 1: Informiranje (eng. inquiry/information). Prirodno je nastavni sat zapoļeti pitanjima, kraĺim 

istraģivanjem ili raspravom, a vezano za temu koja se ģeli obraditi. U tu svrhu se moģe pripremiti 

kratki upitnik (u pisanom obliku ili kao on-line kviz) za brzo prikupljanje informacija o znanjima 

uļenika, neka sloģenija geometrijska figura sa koje treba proļitati odreĽenu poruku ili prepoznati 

neke pod figure, i koja ĺe biti podloga za raspravu, itd.  

I dok uļitelj kroz uvodnu raspravu saznaje ġto uļenici o temi veĺ znaju te na koji naļin koriste svoja 

znanja i jezik, uļenici se uvode u raspravu i aktivnosti te se postupno zbliģavaju s odabranom temom 

i otkrivaju smjer daljnjeg rada. Na taj naļin, daljnje uļenje i pouļavanje uļitelj moģe oslanjati na 
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uoļeno predznanje i tako izbjeĺi ponavljanje onoga ġto uļenici veĺ znaju ili popuniti pokoju uoļenu 

prazninu, a rjeļnik uļenika korigirati ili nadopuniti.  

Faza 2: Usmjereno voĽenje (eng. directed orientation). Nakon uvodne rasprave korisno je da uļenici 

samostalno istraģuju kroz paģljivo strukturirane zadatke: sami crtaju, mjere, izraļunavaju, povezuju, 

itd. kako bi otkrili ili razjasnili odreĽene odnose koji im do tada nisu bili poznati ili su im bili nejasni. 

Cilj je uvesti neki novi pojam, postaviti neku novu tvrdnju ili pripremiti podlogu za dokazivanje, 

ovisno o temi koja se obraĽuje. 

Za ovu fazu korisno je pripremiti kraĺe, jednostavnije zadatke tako da se dobiju toļno odreĽeni 

odgovori. Zadaci mogu biti pripremljeni u obliku programiranog materijala, ali tako da uļenici trebaju 

izvesti i neke svoje zakljuļke. Ako tijekom samostalnog rada uļenici zapnu, moģe ih se potaknuti 

potpitanjem, na koje bi mogli dati odgovor.  

Faza 3:  Objaġnjavanje (eng. explicitation). Nakon svakog samostalnog rada uļenika jako je vaģno da 

uļenici svojim rijeļima opiġu ono ġto su radili i do kojih su zakljuļaka doġli te da meĽusobno 

razmijene i argumentiraju svoje zakljuļke, bez utjecaja uļitelja. Uļitelj bi trebao pozorno pratiti 

komunikaciju uļenika te ih usmjeravati na koriġtenje toļnog i primjerenog naļina izraģavanja, bilo 

da se radi o verbalnom opisu, vizualnom prikazu i simboliļkom zapisu. Na taj naļin, uļenici 

prirodnim putem razvijaju matematiļki rjeļnik, a uļitelj ih ima priliku korigirati i unaprijediti njihov 

rjeļnik.  

Faza 4: Aktivnosti otvorenog tipa (eng. free orientation). Nakon prve tri faze ili nekoliko ciklusa 

njihovih izmjena, uļenici bi trebali rjeġavati sloģenije zadatke, s viġim kognitivnim zahtjevima od 

onih koji su bili u prethodnim fazama, a posebno bi bili korisni zadaci s viġe kljuļnih koraka, zadaci 

koji se mogu rijeġiti na viġe razliļitih naļina ili koji imaju viġe rjeġenja. Naļin snalaģenja u novim i 

sloģenijim situacijama, u kojima treba primijeniti ono ġto se neposredno prije obraĽivalo, pokazuje u 

kojoj mjeri se uvedeno razumjelo. 

Korisnije je kada uļenici sami rjeġavaju zadatak, bez pomoĺi uļitelja, na naļin koji je njima 

najprimjereniji. Dok su uļenici okupirani samostalnim istraģivanjem i rjeġavanjem, uļitelj ih dodatno 

upoznaje praĺenjem njihovog procesa rjeġavanja, otkriva ima li joġ kakvih nejasnoĺa i prema potrebi 

ih usmjerava.  

Faza 5: Povezivanje (eng. integration). Korisno je povremeno se osvrnuti na ono ġto se radilo, ukratko 

opisati provedene aktivnosti, istaknuti najvaģnije zakljuļke, a zatim sve objediniti u jednu 

funkcionalnu cjelinu objekata i relacija i saģeti koliko je moguĺe. Sistematizacija i strukturiranje 

obraĽenih sadrģaja mogu se provoditi na razliļite naļine, ġto svakako ovisi i o temi koja se obraĽuje, 

a bilo bi dobro da to naprave najprije uļenici sami. Uloga uļitelja je da prati preciznost i toļnost 

izraģavanja uļenika te naļin strukturiranja, a prema potrebi da intervenira ukoliko su neġto zaboravili 

istaknuti ili su istaknuli pogreġno. 

Na primjer, ako su se kroz ove aktivnosti uļenici bavili istraģivanjem svojstava ļetverokuta, cilj je 

mogao biti uspostavljanje inkluzivnih odnosa i izgradnja hijerarhijske klasifikacije. Izgradnjom 

mreģa odnosa meĽu svojstvima ļetverokuta uļenici su mogli postupno razvijati neformalno 

deduktivno zakljuļivanje, koriġtenjem obrazloģenja oblika Ăto vrijedi jer jeéñ ili Ăako é, ondañ 

njihov jezik postupno poprima apstraktni karakter. Ako bi pri tome koristili i vizualni prikazi (Slika 

51) strukturiranje svih odnosa bi bilo pregledno, a odgovarajuĺe veze lako uoļljive. 
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Slika 51. Klasifikacija ļetverokuta 

Zavrġavanjem svih faza u radu s ļetverokutima na opisani naļin uļenici zasigurno mogu doseĺi novu 

razinu miġljenja koja se temelji na konceptima i vezama meĽu ļetverokutima. Drugim rijeļima, kroz 

te aktivnosti imali bi moguĺnost napredovanja s druge na treĺu razinu miġljenja. Ovisno o temi koja 

se obraĽuje i pripremljenom materijalu, sve faze ne moraju nuģno biti provedene na jednom 

nastavnom satu. 

Prema van Hiele-u, najveĺi doprinos u pouļavanju geometrije su paģljivo osmiġljeni materijali i niz 

aktivnosti, koje trebaju zapoļeti Ăistraģivaļkom fazom, postupno gradeĺi koncepte i odgovarajuĺi 

jezik te zavrġiti saģimanjem koje uļenicima pomaģe integrirati ono ġto su nauļili u ono ġto veĺ znajuñ 

(Van Hiele, 1999, str. 311).  

Brojna istraģivanja nastave geometrije potvrĽuju da strategija pouļavanja koja se temelji na van 

Hiele-ovim fazama uļenja poboljġava geometrijsko miġljenje uļenika, kao i razumijevanje 

geometrijskih koncepata zbog ļega se ostvaruje pozitivan uļinak na postignuĺa u geometriji 

(Crowley, 1987; Teppo, 1991; Van Hiele, 1999; Abdullah i Zakaria, 2011, 2012 i 2013, Siew, Chong 

i Abdullah, 2013; Dongawi, 2014). TakoĽer, smatra se da van Hiele-ove faze uļenja osiguravaju 

djelotvoran okvir za jasno strukturiranje nastavnih jedinica i daju jasna objaġnjenja kako uļitelj moģe 

voditi uļenike s jedne na drugu razinu (npr. Abdullah i Zakaria, 2013, Dongawi, 2014). 

Uļenjem geometrijskih sadrģaja kroz pet kljuļnih aktivnosti: raspravu, rjeġavanje programiranog 

materijala, objaġnjavanje dobivenih rezultata, rjeġavanje zadataka otvorenog tipa te integraciju 

rezultata u funkcionalnu cjelinu, uļenici su kontinuirano aktivni, istraģuju, izvode zakljuļke, 

objaġnjavaju, primjenjuju, sistematiziraju, itd. Opisanom strategijom uļenici se stavljaju u centar 

procesa uļenja, a uļitelji taj proces koordiniraju i vode. Stalni suradniļki angaģman dovodi do 

poboljġanja jezika uļenika od neformalnog do formalnog, podiģe razinu njihovog miġljenja, poveĺava 

razumijevanje geometrijskih koncepata i konaļno pospjeġuje postizanje ishoda uļenja. Sve to dovodi 

i do jaļanja samopouzdanja i vjere u vlastite matematiļke sposobnosti, ġto dodatno motivira na uļenje 

(Van Hiele, 1999; Siew, Chong i Abdullah, 2013; Armah, Cofie i Okpoti, 2018). 

Ukratko, opisana strategija pouļavanja u pet faza predstavlja dobar pedagoġki alat, odnosno 

predloģak za planiranje i predstavljanje nastavnih jedinica, a uļenici, slijedeĺi tako organizirani niz 
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aktivnosti, do oļekivanog dolaze brģe nego inaļe (npr. Abdullah i Zakaria, 2011, 2012 i 2013; 

Dongawi, 2014).  

Neosporno je da uļenju i pouļavanju geometrije te razvoju geometrijskog miġljenja treba pridati 

posebnu pozornost jer je geometrija vaģna kako za razvoj i razumijevanje cjelokupne matematike 

tako i za primjenu u ģivotu i radu svakog pojedinca. No, s druge strane, nastavna praksa pokazuje da 

uļenici diljem svijeta imaju dosta teġkoĺa pri uļenju geometrije: mnogi se bore s osnovnim 

konceptima i terminologijom, mnogi imaju problema s definiranjem pojmova te uspostavljanjem veza 

meĽu pojmovima, ali i u provoĽenju jednostavnijih dokaza (Dongawi, 2014). Jedno je sigurno: uļitelj 

je taj koji odabire nastavni materijal i plan izvoĽenja te on ponajviġe moģe doprinijeti uspjeġnom 

ostvarivanju ishoda uļenja (Van Hiele, 1999).  

No, osigurati uļenicima da kroz opġiran i zahtjevan nastavni plan i program razvijaju i geometrijsko 

miġljenje nije nimalo jednostavan posao, ali jest obveza i odgovornost svakog nastavnika matematike. 

Da je to moguĺe uspjeġno provesti potvrĽuju razna obrazovna istraģivanja utemeljena na van Hiele-

ovoj teoriji, koja zasigurno u tom smislu ohrabruju i olakġavaju. Prema rijeļima van Hiele-a: ĂKada 

paģljivo njegujete geometrijsko miġljenje uļenika, oni ĺe biti uspjeġniji u savladavanju i Euklidove 

matematikeñ (Van Hiele, 1999, str. 316). 
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4. Razvoj vjeġtina vizualizacije i vizualno-prostornih sposobnosti 

Jedna od bitnih osobina ļovjeka je Ăvidjetiñ, vidjeti oļima, ali vidjeti i mislima. Na temelju onoga ġto 

gleda oļima, promatraļ u svojim mislima stvara zamisli, koje u veĺoj ili manjoj mjeri odgovaraju 

onome ġto promatra. Isto tako, prema onome ġto stvara u mislima, osoba ima potrebu svoju kreaciju 

uļiniti vidljivom i drugima pa je opisuje verbalno ili prikazuje odgovarajuĺim prikazom ili simbolom 

na papiru ili nekom drugom mediju. 

Mnoge matematiļke ideje stvarane su upravo na opisani naļin: gledanjem i prouļavanjem odreĽenih 

situacija, njihovim zamiġljanjem te predstavljanjem konkretnim vidljivim prikazom na odgovarajuĺi 

naļin i putem odgovarajuĺeg medija. I pri uļenju postojeĺih matematiļkih ideja prolazi se sliļan put: 

gledanjem i prouļavanjem vidljivog zapisa (jeziļnog, 2D ili 3D prikaza, simboliļkog) stvaraju se 

odgovarajuĺe zamisli na temelju kojih se promatrana ideja razumije i postaje bliska. TakoĽer, pri 

pouļavanju tih istih matematiļki ideja, pouļavatelj na temelju svojih zamisli stvara zapis (jeziļni, 2D 

ili 3D prikaz, simboliļki) kako bi svojim uļenicima pribliģio promatranu ideju da i oni stvore zamisli 

koje ĺe ih dovesti do razumijevanja promatranog. 

U pozadini opisanog je proces prenoġenja informacija i komuniciranja raznih ideja posredstvom 

odgovarajuĺih zamisli ili vidljivih zapisa. Upravo taj proces kao i ono ġto se tijekom procesa stvara 

ili koristi, bilo kroz zamisli ili kroz vidljivi zapis naziva se vizualizacijom (Slika 52). 

 

Slika 52. Pojam vizualizacija 

S obzirom na ļovjekove bioloġke karakteristike, jasno je da se vizualizacija koristi od kada je svijeta 

i ļovjeka te ona nikako nije nedavni izum (Zimmermann & Cunningham, 1990, str. 2). No, s obzirom 

na njezin potencijal i moguĺnosti raznovrsne primjene, pojam vizualizacije se ne koristi na jedinstven 

naļin. Definicija pojma obiļno se prilagoĽava kontekstu unutar kojeg se pojam koristi kao i prema 

namijeni s kojom se koristi.  I ne samo da se u razliļitim podruļjima koriste razliļite definicije pojma 

vizualizacija, veĺ je to prisutno i unutar istog podruļja. Tako se i unutar matematike i matematiļkog 

obrazovanja pod tim pojmom podrazumijevaju razliļite stvari, meĽu kojima postoje sliļnosti, ali i 

razlike. 

Osim samog pojma vizualizacije, u njezinoj primjeni nastali su i razni drugi pojmovi iz potrebe 

prenoġenja i komuniciranja odgovarajuĺih poruka i ideja. Kako se novi pojmovi vezuju uz isti pojam 

ļije znaļenje nije jedinstveno definirano, i novi pojmovi se po svojim znaļenjima razlikuju. Zato je 

vaģno, radi jasnoĺe ļitanja i razumijevanja, prije same upotrebe bilo kojeg od tih pojmova, objasniti 

ġto se pod kojim pojmom podrazumijeva. 

U tu svrhu, u ovom dijelu rada detaljnije ĺe se razmotrit razliļiti opisi pojma vizualizacije i njegovo 

znaļenje u kontekstu matematike kao i pojmovi koji se uz njega vezuju, a koji su potrebni za praĺenje 

i razumijevanje daljnjeg rada. Gdje to bude potrebno, a radi jasnoĺe i razumijevanja, istaknut ĺe se 

sliļnosti i razlike razliļitih tumaļenja istog pojma. TakoĽer, za svaki pojam koji se koristi, istaknut 

ĺe se definicija pod kojom se taj pojam koristi u daljnjem radu i na ġto se sve ta definicija odnosi. 
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Konaļno, prirodno je zapitati se: Ļemu vizualizacija u matematici i matematiļkom obrazovanju?  

Moguĺi i prihvatljivo dobar odgovor na to pitanje daju razna eksperimentalna istraģivanja o 

vizualizaciji u matematiļkom obrazovanju, koja se intenzivno provode zadnjih tridesetak godina. 

Rezultati tih istraģivanja ukazuju na pozitivan uļinak pri uļenju i pouļavanju matematike koje je 

proģeto vizualizacijom na odgovarajuĺi naļin te na moguĺu ġtetu kada se vizualizacija koristi 

neprimjereno ili se uopĺe ne koristi. Naime, vizualizacija je moĺna zbog svoje konkretnosti pa 

pogoduje bioloġkim karakteristikama ļovjeka da se dobro snalazi u sustavu apstraktnih matematiļkih 

koncepata te apstraktnom jeziļnom i simboliļkom sustavu, kojima se ti koncepti predstavljaju, 

posebno u eri naprednog razvoja raļunalne tehnologije. Kao takva, vizualizacija i sustav znakova 

kojemu ona pripada ima veliki potencijal ako se ciljano i spretno koristi u meĽuigri spomenutih 

apstraktnih sustava. Stoga je prirodno zapitati se: Kako iskoristiti potencijal vizualizacije za 

uļinkovito uļenje i pouļavanje matematike? te Moģe li sustav vizualnih znakova biti punopravni ļlan 

matematiļkog obrazovanja uz apstraktni jeziļni i simboliļki sustav?  

Doprinos odgovorima na postavljena pitanja daju i rezultati provedenog eksperimentalnog 

istraģivanja koje ĺe biti opisano u ovom radu. 

4.1. Opĺenito o pojmu vizualizacija 

Pojam vizualizacija znaļi razliļite stvari razliļitim skupinama struļnjaka. U najġirem smislu, pojam 

vizualizacija podrazumijeva stvaranje odreĽene slike u svrhu prenoġenja ili komuniciranja poruke.  

Vizualizacijom se, kroz razne zapise i zamisli na uļinkovit naļin prenose i komuniciraju i apstraktne 

i konkretne ideje od samih poļetaka ļovjeļanstva. Tako se veĺ u peĺinama prapovijesnog doba mogu 

pronaĺi prve slike u svrhu prenoġenja odreĽenih poruka. Neka od prvih pisama koja su sluģila u 

komunikacijske svrhe bila su slikovna pisma poput egipatskih hijeroglifa. Prva matematiļka znanja 

ļuvala su se i prenosila slikovnim porukama. Najstariji poznati slikovni natpis, pronaĽen u Kiġu, 

drevnom gradu u Mezopotamiji, danaġnjem centralnom Iraku, oko 3500 godine prije naġe ere, 

sadrģavao je znakove za brojeve prikazane rukom i prstima (Slika 53). Zahvaljujuĺi upravo 

vizualizaciji, odnosno uļinkovitom komuniciranju raznih ideja i prenoġenju poruka kroz slike i razne 

druge zapise, narodi diljem svijeta uspjeli su saļuvati veliki dio svoje kulturne baġtine te prenositi 

svoja znanja iz generacije u generaciju.  

 

Slika 53. Najstariji poznati slikovni natpis13 

Vizualizacija se u tom smislu kontinuirano koristi od samih svojih poļetaka pa sve do danaġnjih dana. 

No, da bi se razumjelo ġto odreĽeni pojam znaļi, potrebno je znati definiciju tog pojma, a zatim i na 

ġto se sve ta definicija odnosi (Sierpinska, 1992, str. 30). Osim toga, s obzirom da se vizualizacija 

danas naġiroko koristi u razliļitim podruļjima druġtvenog i profesionalnog ģivota i djelovanja 

                                                           
13 Slika preuzeta iz Dadiĺ (1992).  

https://sh.wikipedia.org/wiki/Sumer
https://sh.wikipedia.org/wiki/Irak


61 
 

ļovjeka, definicija tog pojma nije i ne moģe biti jedinstvena. Stoga je korisno razmatrati razliļite vrste 

definicija te ono ġto im je zajedniļko kao i ono po ļemu se razlikuju.  

Iako ne postoji jedinstvena Ăopĺañ definicija pojma vizualizacija, veĺina njih pod tim pojmom 

podrazumijeva prikaz nekog objekta ili situacije, ali i proces stvaranja tog prikaza. Neke definicije 

naglasak stavljaju na proces kao ġto je npr. definicija prema Cambridge rjeļniku, po kojem je 

vizualizacija Ăļin stvaranja slike u naġem umu o neļemu ili nekomuñ. Neke druge definicije, pored 

procesa razmatraju i rezultat procesa, kao npr. definicija u Merriam Webster rjeļniku, po kojem je 

vizualizacija: (1) Ăformiranje umnih vizualnih slikañ; (2) Ă ļin ili postupak interpretacije vizualnog 

ili stavljanje u vidljivi oblikñ. Itd.  

Prema Duvalu, francuskom filozofu i psihologu, koji se od 1970. godine bavi matematiļkim 

obrazovanjem i daje veliki doprinos tumaļenju pojma vizualizacije, vizualizacija je Ăprije svega jedan 

od temeljnih kognitivnih procesa umañ (Duval, 2014, str. 168.). To je u skladu i s prethodnim dvjema 

definicijama koje govore o umnim procesima/slikama, ali ide i korak dalje, naglaġavajuĺi spoznajnu 

vaģnost tog pojma. Drugim rijeļima, pod pojmom vizualizacija on podrazumijeva odreĽenu 

sposobnost koju pojedinac moģe koristiti u svrhu uļenja. Time se znaļaj vizualizacije pomiļe s 

osnovnog prenoġenja poruke i komunikacije neke ideje na vaģan segment svakog pojedinca, a to je 

obrazovanje.  

Kako bi znali na ġto se toļno taj kognitivni proces odnosi i na koji naļin ga koristiti u svrhu uļenja 

potrebno je obuhvatiti puno znaļenje pojma. Prema Sierpinskoj (1992, str. 29), definicija pojma moģe 

imati mnogo razliļitih znaļenja, ovisno o kontekstu, pa se oļekivano znaļenje pojma vizualizacija u  

matematici razlikuje od uobiļajene upotrebe u svakodnevnom govoru ili psihologiji. Zapravo, 

znaļenje pojma vizualizacija u kontekstu matematike puno je ġire od osnovnog znaļenja Ăformiranja 

i manipuliranja umnim slikamañ. Da bi tu razliku posebno naglasili, neki autori se sluģe i novim 

pojmom: matematiļka vizualizacija.  

S obzirom da se daljnji rad bavi tumaļenjem pojma i njegovom primjenom unutar konteksta 

matematike, nije nuģno potrebno isticati da se radi o matematiļkoj vizualizaciji te ĺe se taj pojam 

koristiti samo u svrhu preuzimanja opisa i tumaļenja drugih autora, kada se oni sluģe tim nazivom. 

4.2. Znaļenje pojma vizualizacija u kontekstu matematike 

Kao ġto je veĺ reļeno, ne samo da se pojam vizualizacije razliļito definira u razliļitim podruļjima, 

veĺ niti u kontekstu matematike ne postoji njegova jedinstvena definicija, unatoļ naporima brojnih 

istraģivaļa matematiļkog obrazovanja zadnjih nekoliko desetljeĺa (Nardi, 2014). Ipak, unutar jednog 

podruļja kao ġto je matematika, definicije postavljaju matematiļari pa su razlike meĽu definicijama 

manje nego razlike meĽu definicijama koje postavljaju razliļiti struļnjaci iz razliļitih podruļja 

(Dreyfus, 2014, str. 179). Dalje se bavimo tumaļenjem pojma vizualizacije samo unutar konteksta 

matematike te sliļnostima i razlikama postojeĺih definicija koje se uļestalije koriste. Na kraju se  

izdvaja ona koja ĺe se koristiti u daljnjem radu. 

U raspravi o pitanju ĂĠto je matematiļka vizualizacija?ñ, urednici Zimermann i Cunningham (1990) 

u uvodnom dijelu knjige Visualization in teaching and learning mathematics, u kojoj sabiru 

znaļajnije radove o vizualizaciji u matematici na dodiplomskoj razini, navode kako oni pod tim 

pojmom podrazumijevaju Ăproces stvaranja ili koriġtenja geometrijskih ili grafiļkih reprezentacija 

matematiļkih koncepata, principa ili problema, bez obzira jesu li nacrtani ruļno ili su stvoreni 

pomoĺu raļunala.ñ (Zimermann i Cunningham, 1991, str. 1). TakoĽer, oni imaju potrebu posebno 

istaknuti da se taj pogled na vizualizaciju razlikuje od uobiļajene upotrebe i znaļenja tog pojma u 
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psihologiji, gdje je znaļenje Ăbliģe svom temeljnom znaļenju ï oblikovati mentalnu slikuñ 

(Zimermann i Cunningham, 1991, str. 3). Dakle, oni se udaljavaju od znaļenja koje se odnosi samo 

na stvaranje umnih slika te naglasak stavljaju na vanjske zapise pri ļemu rade razliku izmeĽu ļistih 

geometrijskih prikaza i drugih prikaza koji predstavljaju osim geometrijskih i neke druge koncepte, 

principe ili probleme. Osim toga, jasno naznaļuju da taj prikaz moģe biti napravljen primjenom 

razliļitih medija, u sluļaju matematike: ruļno ili raļunalom. Unutar definicije, oni uvode i novi pojam 

Ăreprezentacijañ, misleĺi pri tome na ono ġto je prikazano na vidljiv naļin. 

Prouļavajuĺi ulogu i razliļite vrste vizualizacije u kontekstu matematiļke analize, Guzman (2002) 

vizualizaciju vidi kao korisno sredstvo u konkretnom prikazivanju apstraktnih matematiļkih objekata 

te navodi da se pod matematiļkom vizualizacijom podrazumijeva Ănaļin djelovanja s eksplicitnom 

pozornoġĺu na moguĺe konkretne prikaze objekata kojima se manipulira kako bi se postigao 

uļinkovitiji pristup apstraktnim odnosima koji se obraĽujuñ (Guzman, 2002, str. 1).  

Iz danog opisa vidljivo je da se naglasak stavlja viġe na opis uloge nego samih bitnih karakteristika 

vizualizacije, opisujuĺi vizualizaciju kao sredstvo meĽuigre izmeĽu apstraktnog i konkretnog u svrhu 

boljeg razumijevanja Ăobjekata kojima se manipulirañ. Dakle, za Guzmana, vizualizacija nije samo 

proces stvaranja veĺ se u tom procesu stvaranja izmeĽu ostalog koristi i konkretni prikaz kao sredstvo 

vizualizacije. Ukazivanjem na vaģnost konkretiziranja apstraktnih ideja ili objekata u svrhu boljeg 

razumijevanja, za njega su zapravo vaģni konkretni prikazi, ļime vizualizaciju kao proces indirektno 

stavlja u drugi plan. 

Prouļavajuĺi razliļite aspekte pojma vizualizacije kroz obrazovna istraģivanja u vremenskom periodu 

od 1988. do 2006., Presmeg (2006) ukazuje na vaģnost potrebe da se terminologija oko vizualizacije 

i srodnih pojmova pojasni barem na nivou rada koji se piġe buduĺi ne postoji jedinstveni pristup te 

pod pojmom vizualizacije podrazumijeva Ăprocese stvaranja i transformiranja i umnih vizualnih slika 

i svih zapisa prostorne prirode, koji se mogu ukljuļiti u rad matematikeñ (Presmeg, 2006, str. 3). 

Iz danog opisa, vidljivo je da Presmeg razmatra i proces stvaranja, ali i proces koriġtenja stvorenog. 

Za nju su ti procesi neizostavni temelji meĽuigre izmeĽu umnih slika i vanjskih zapisa, voĽeni upravo 

umnim slikama koje osoba zamiġlja dok stvara svoju vidljivu kreaciju. Zalaģuĺi se za sistematiziranje 

teorije koja se stvara oko pojma vizualizacije, Presmeg uvodi i detaljno razmatra srodne pojmove te 

razliļite vrste umnih slika koje sudjeluju u procesu vizualizacije, o ļemu ĺe biti viġe rijeļi kasnije. 

Nekoliko godina kasnije, promiġljajuĺi o vizualizaciji kao epistemoloġkom alatu za uļenje 

matematike, u istoimenom radu Presmeg (2014) izdvaja definiciju koju daje Arcavi te istiļe kako 

Ămnogi autori prihvaĺaju upravo tu definiciju [é] jer je dovoljno ġiroka da ukljuļi i proizvod i proces, 

vizualizaciju kao artefakt (npr. brojevna crta kao alat za uļenje), ali i kao znaļenje koje konstruira 

svaki pojedini uļenik.ñ (Presmeg, 2014. str. 152). Zapravo, Arcavi ne daje Ăsvojuñ definiciju, veĺ  

predlaģe definiciju koja objedinjuje viġe razliļitih definicija:  

ĂVizualizacija je sposobnost, proces i proizvod stvaranja, interpretiranja, koriġtenja i promiġljanja o 

slikama, crteģima, dijagramima, u naġim mislima, na papiru ili s tehnoloġkim alatima, s ciljem 

prikazivanja i komuniciranja informacija, razmiġljanja o idejama te razvijanja do tada nepoznatih 

ideja i unapreĽivanje razumijevanja.ñ (Arcavi 1999, str. 56; Arcavi, 2003, str. 26).  

Na temelju dane definicije vidljivo je da se pojam vizualizacija prije svega odnosi na sposobnost 

stvaranja i koriġtenja proizvoda, ġto znaļi da se ta sposobnost moģe razvijati ako se koristi na 

odgovarajuĺi naļin. Razvijanjem sposobnosti vizualizacije stjeļu se odgovarajuĺe vizualno-prostorne 

vjeġtine. Nadalje, pojam vizualizacija odnosi se na proces stvaranja odreĽenog proizvoda na 

odreĽenom mjestu (u mislima, na vanjskim medijima), na odreĽeni naļin (ruļno ili pomoĺu 

tehnoloġkih alata) i s odreĽenom svrhom (prikazivanje, unapreĽivanje znanja, komuniciranje). 

TakoĽer, pojam vizualizacija odnosi se na proces koriġtenja odreĽenog proizvoda bilo u svrhu s 
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kojom je nastao (interpretiranje prikazanog i unapreĽivanje razumijevanja ili uzajamna 

komunikacija), bilo u svrhu dubljeg promiġljanja te razvijanja do tada nepoznatih matematiļkih ideja. 

Konaļno, pojam vizualizacija odnosi se i na sam proizvod koji nastaje u procesu stvaranja ili je 

nositelj procesa koriġtenja (Slika 54). 

 

Slika 54. Pojam vizualizacija prema Arcaviju 

S obzirom da se u ovom radu bavimo uļenjem i pouļavanjem matematike, posebno geometrije, 

razvojem vizualno-prostornih sposobnosti te primjenom procesa vizualizacije i u smislu stvaranja 

odreĽenog vizualnog prikaza i u smislu efikasnog koriġtenja tog prikaza, a definicija koju daje Arcavi 

pokriva sve potrebne aspekte, upravo se ova definicija pojma vizualizacije koristi i u ovom radu.  

Kako bi se stekao dublji uvid u pojam vizualizacije i razumjelo njegovo puno znaļenje u kontekstu 

matematike, potrebno je detaljnije razmotriti elemente vizualizacije i njihove karakteristike. Drugim 

rijeļima, potrebno je razmotriti na ġto se sve odnose procesi i proizvodi vizualizacije.  

4.3. Elementi vizualizacije i njihove karakteristike 

Kada se stvara neki vanjski zapis koji ukljuļuje i prostorne odnose, tada se u umu osobe stvara  

odgovarajuĺa vizualna slika. Presmeg (2006) predlaģe da se slike, koje osoba zamiġlja u umu tijekom 

procesa vizualizacije, jednostavno nazivaju vizualne slike (eng. visual images ili mental images), a 

sve ostalo (posredstvom ļega vizualne slike postaju vidljive drugima) da se naziva jednim imenom 

zapis (eng. inscription). U tom kontekstu, vizualne slike su unutarnji prikazi (eng. internal 

representations), a vidljivi zapisi su vanjski prikazi (eng. external representation), pod kojima 

Presmeg podrazumijeva Ăgrafiļki prikazñ (eng. graphical representation) (Presmeg, 2006, str. 207).  

Iako mnogi autori, za sve ono posredstvom ļega vizualne umne slike postaju vidljive, radije koriste 

izraz reprezentacija (eng. representation), odnosno prikaz, Presmeg smatra da izraz Ăreprezentacijañ 

nije dobar jer se koristi naġiroko i proģet je razliļitim znaļenjima pa moģe dovesti do razliļitih 

tumaļenja, a time i do meĽusobnog nerazumijevanja.  

U ovom radu, za sve vrste (unutarnjih) prikaza koje netko zamiġlja u svom umu koristit ĺe se naziv 

umna slika, ili umna vizualna slika, a za sve vrste vanjskih prikaza koristit ĺe se naziv zapis ili vanjski 

zapis. Rijeļ Ăreprezentacijañ koristit ĺe se u sluļaju kada se odreĽena misao preuzima od autora koji 

se sluģe tim nazivom. 

Dakle, elementi vizualizacije, koji ĺe se razmatrati u kontekstu matematike, su umne slike i vanjski 

zapisi kao proizvodi vizualizacije te procesi stvaranja i koriġtenja tih proizvoda (Slika 55). 
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Slika 55. Elementi vizualizacije 

Iako je procese teġko odvojiti od samih proizvoda koji su rezultat tih procesa, kako bi se razmotrile 

njihove karakteristike ipak ih je potrebno prouļavati i odvojeno. U tu svrhu, najprije ĺe se razmotriti 

proizvodi vizualizacije jer su oni temeljni nositelji procesa, a zatim i sami procesi koji sudjeluju u 

meĽuigri stvaranja i efikasnog koriġtenja proizvoda pri uļenju i pouļavanju matematike, posebno 

geometrije. 

4.3.1. Proizvodi vizualizacije 

Kako je veĺ opisano, proizvodi vizualizacije su razliļite vrste slika koje nastaju u umu, a stimulirane 

su vanjskim zapisima, kao i razliļite vrste zapisa koji se koriste u radu s matematikom, a putem kojih  

i umne slike postaju dijelom vidljive. Nedvojbeno je da postoji stalna uzajamna veza izmeĽu vanjskih 

zapisa i stimuliranih umnih slika te se niti umne slike mogu promatrati odvojeno od vanjskih zapisa, 

niti se vanjski zapisi mogu izolirati od umnih slika. No, upravo radi te uzajamnosti potrebno je 

sagledati posebno karakteristike i umnih slika i vanjskih zapisa jer karakteristike vanjskih zapisa 

utjeļu na karakteristike umnih slika i obratno (Pape i Tchoshanov, 2001, str. 120). 

4.3.1.1. Umne slike 

Prema Presmeg (1986), umna slika je Ăsvaka umna tvorevina (shema) koja oslikava vizualne ili neke 

druge prostorne informacije (Presmeg, 1986, str. 42). Uz definiciju je naglaġeno da se ta umna slika 

stvara i bez prisustva opaģajnog objekta jer je sasvim jasno da je uz prisustvo opaģajnog objekta 

moguĺe imati i analognu sliku u umu.  

Dana definicija je dovoljno ġiroka da moģe ukljuļivati razliļite vrste slika koje oslikavaju razne 

oblike (eng. shapes), obrasce (eng. patterns), forme bez Ăslike u umuñ (eng. forms), ali i razne 

Ăbrojevne formeñ (eng. number forms) pod kojim Paivio (1971) podrazumijeva prostorno 

organizirane jeziļne, numeriļke i matematiļke simbole koji oblikuju neku vrstu slike. TakoĽer, 

definicija podrazumijeva da su te slike, pri oslikavanju odreĽenih vizualnih informacija, ģive i jasne. 

Provodeĺi trogodiġnje empirijsko istraģivanje, u kojem sudjeluje 13 srednjoġkolskih nastavnika i 

njihovih 54 uļenika, Presmeg (1986) uoļava koriġtenje pet vrsta umnih slika: (1) konkretne slike 

(Ăslike u umuñ); (2) obrasci/uzorci (slike koje prikazuju ļiste odnose, oļiġĺene od konkretnih detalja, 

shematske slike); (3) slike zapamĺenih formula (netko Ăvidiñ formulu u svom umu na naļin kako je 

prethodno bila negdje zapisana); (4) kinestetiļke slike (slike evocirane fiziļkim pokretima tijela); (5) 

dinamiļke slike (slike kretanja ili transformiranja) (Presmeg, 1986, str. 43-44). 
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(1) Konkretne slike (eng. concrete imagery). Kada se razmatraju realistiļne situacije, onaj tko o 

njima razmiġlja, u svom umu stvara odgovarajuĺu konkretnu sliku koja odgovara opisanoj situaciji 

pa i onda kada ta situacija nije dostupna oku te osobe. Tu sliku Presmeg naziva konkretna slika uma 

(eng. picture in the mind). 

  
(a) (b) 

Slika 56. Realistiļne situacije prikazane fotografijom 

Na primjer, moģe se razmatrati neka povrġina u obliku trokuta zasaĽena cvijeĺem (Slika 56a), kojoj 

treba odrediti koliku povrġinu zauzima ili neka kuĺa za stanovanje u obliku trokutaste prizme (Slika 

56b), kojoj treba odrediti veliļinu prostora kojeg zauzima. Osoba koja se bavi time, u svom umu 

zaista moģe zamisliti konkretne slike povrġine s cvijeĺem, odnosno kuĺe za stanovanje pa i kad 

stvarnu realnu situaciju ne moģe vidjeti. Na temelju umnih slika, osoba ĺe oblikovati vanjski zapis 

koji ĺe predstaviti opisanu situaciju, sa svim elementima potrebnima za odreĽivanje traģenih mjera. 

Dakle, konkretne umne slike su slike koje nastaju u umu, a nalikuju stvarnim ģivotnim objektima ili 

situacijama. 

(2) Obrasci/uzorci (eng. pattern imagery). Pod obrascima ili uzorcima podrazumijevaju se one slike 

koje prikazuju vizualno-prostorne odnose odgovarajuĺih elemenata. Za razliku od konkretnih slika, 

u obrascima, odnosno uzorcima, izuzeti su nepotrebni konkretni detalji.  

Na primjer, pri obradi teorema o sukladnosti trokuta mogu se koristiti slike trokuta te na njima 

istaknuti elementi trokuta koji se uzimaju u obzir, a sve ostalo su nevaģni detalji (Slika 57). Ovako 

oblikovane slike mogu sluģiti kao obrasci za pamĺenje odgovarajuĺih teorema o sukladnosti trokuta. 

 

Slika 57. Obrasci za teoreme o sukladnosti trokuta 

Ili, na primjer, uzorak moģe biti slika koja se sastoji od viġe figura koje prikazuju neki rastuĺi niz 

(Slika 58). Na temelju tog uzorka moģe se vrġiti poopĺavanje te otkrivanje opĺeg pravila 

odgovarajuĺeg niza. Tako se na primjer, prema uzorku sa slike moģe odrediti da je n-ta figura 

sastavljena od 4 1n-  duģina ili od 2 1n-  malih trokuta. 

 

Slika 58. Uzorak niza zadan s prve tri figure 
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(3) Slike zapamĺenih formula (eng. memory images of formula). Za osobu koja s lakoĺom pamti u 

obliku slika ono ġto je bilo zapisano na ploļi, u biljeģnici ili knjizi i sl. kaģemo da ima Ăfotografsko 

pamĺenjeñ. U matematici, takve osobe s lakoĺom pamte formule u obliku slika te ih se brzo mogu 

prisjetiti kroz slike u umu i reproducirati ih gotovo u identiļnom obliku, iako moģda uopĺe ne 

razumiju stvarno znaļenje formule ili oznaka i simbola od kojih je formula izgraĽena. Osim formule, 

takve osobe u obliku slika mogu pamtiti i razna pravila, procedure pa ļak i procese rjeġavanja 

problema ili procese dokazivanja te ih se prisjetiti kada se naĽu u sliļnim situacijama.  

Tako na primjer, pri dokazivanju neke tvrdnje kontradikcijom, osoba moģda uopĺe ne razumije proces 

dokazivanja kontradikcijom, ali moģe zapamtiti sliku s ploļe (Slika 59) na kojoj je jedan sliļan dokaz 

zapoļeo s ĂPretpostavimo suprotnoñ kada se dokazivalo kontradikcijom i onda to sjeĺanje iskoristiti 

kao poļetak novog dokaza kojeg treba provesti, a da uopĺe ne zna zaġto tako treba. 

 

Slika 59. Dio zapisa procesa dokazivanja kontradikcijom 

Umne slike koje nastaju na ovaj naļin mogu biti prednost zbog brzog prisjeĺanja odgovarajuĺih 

znanja, ali i prepreka ukoliko se zapamĺeni sadrģaji ne razumiju ili se pogreġno reproduciraju, o ļemu 

ĺe biti rijeļi kasnije. 

(4) Kinestetiļke slike (eng. kinaesthetic imagery). Mnogi uļenici dok zamiġljaju odreĽene situacije, 

pokretima svojih ruku ili drugim dijelovima tijela oblikuju ono ġto zamiġljaju i time dodatno evociraju 

u svom umu slike koje odgovaraju situaciji koja se razmatra. Ponekad uļenici, dok ļitaju odreĽeni 

tekst ili sliku, prstom prelaze po dijelu slike ili po zraku i na taj naļin identificiraju kljuļne elemente, 

koje potom evociraju i slike u umu. 

(5) Dinamiļke slike (eng. dynamic (moving) imagery). Primjenom karakteristika razliļitih vrsta 

raļunalnih programa mogu se kreirati dinamiļke slike koje prikazuju odreĽeno kretanje, a koje 

svojom dinamikom potiļu i slike kretanja u umu osobe koja ih promatra. Ali, odreĽeno kretanje osoba 

moģe zamisliti u svome umu i primjenom statiļnih slika. 

Na primjer, ako je potrebno odrediti veliļinu povrġine zadane unutar pravokutnika (Slika 60a), prvo 

se povezivanjem dvaju istaknutih poloviġta, moģe uoļiti da je pravokutnik podijeljen na dva jednaka 

dijela (Slika 60b). Zatim, isticanjem duģine odreĽene toļkama poloviġta unutar dane slike, moģe se 

uoļiti da je obojani dio podijeljen na dva sukladna pravokutna trokuta te da su preostali dijelovi 

pravokutnika njima sukladni trokuti. Dalje se moģe zamisliti premjeġtanje jednog obojanog trokuta 

na mjesto neobojanog trokuta ļime se prekriva toļno polovica pravokutnika (Slika 60c). Kako su 

polazni i dobiveni obojani dijelovi pravokutnika sastavljeni od jednakih dijelova, oni zauzimaju 

jednake povrġine. Dakle, na temelju izvrġenog kretanja (u umu) moģe se zakljuļiti da obojena 

povrġina zauzima polovicu povrġine polaznog pravokutnika.   

 
(a)                             (b)                                        (c) 

Slika 60. Slike kretanja i transformiranja 
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Prema Dorfleru (1991), u procesu vizualizacije znaļenje se postiģe posredstvom umnih slika, koje 

imaju svoje konkretne vanjske nositelje (npr. dijagrame) i meĽu kojima postoje protokoli djelovanja. 

No, za razliku od Presmeg, Dorfler (1991) razmatra ļetiri vrste umnih slika koje sudjeluju u procesu 

vizualizacije, a koje naziva umnim shematskim slikama (eng. mental image shemata; kraĺe umne 

sheme): (1) figurativne slike (slike koja nastaju ļisto perceptivno); (2) operativne slike (slike koje 

nastaju pri operiranju na/sa nosiocima); (3) relacijske slike (slike koje nastaju pri transformaciji 

konkretnog nosioca); (4) simboliļke slike (slike koje sadrģe simbole i prostorne odnose, npr. formula). 

Ovaj naļin interpretiranja vizualizacije temelji se na konstruktivistiļkom pristupu koji u drugoj 

polovici 20. stoljeĺa potiskuje eru biheviorizma (opisano u Presmeg 2006, str. 209).  

Iako Dorfler razmatra i podjelu koju daje Presmeg, on meĽu danim podjelama umnih slika ne 

uspostavlja odnos jer na primjer uzorci koje opisuje Presmeg, a koji su snaģan temelj za stvaranje 

generalizacija, mogu biti slike koje imaju i karakteristike figurativne slike (ļisto opaģajno, bez 

transformiranja) i elemente relacijske slike (uzorak sam po svojoj prirodi oslikava odnose), ali mogu 

biti i dinamiļke slike (transformiranjem slike moģe se lakġe uoļiti obrazac ponavljanja). 

U ovom radu pod umnim slikama podrazumijevaju se slike koje opisuje Presmeg, ali se one dalje ne 

razmatraju zasebno, odvojeno od vanjskih zapisa. Naime, ovdje se viġe bavimo vanjskim zapisima 

koji se stvaraju ili koriste u procesu vizualizacije i njihovim karakteristikama, svjesni toga da svaki 

zapis u tom procesu evocira i odgovarajuĺu sliku u umu onoga tko provodi proces vizualizacije 

(Bishop 1980; Presmeg, 1986).  

Vanjski zapisi, pomoĺu kojih osoba svoje miġljenje moģe uļiniti vidljivim drugim osobama, u 

literaturi o matematiļkom obrazovanju opisani su vrlo ġiroko i ġaroliko. U nastavku se izdvajaju samo 

neke znaļajnije i ļeġĺe koriġtene vrste te njihov sustav koriġtenja. 

4.3.1.2. Vanjski zapisi  

Opĺenito, vanjski zapisi su Ăneġto ġto stoji za neġto drugoñ (Duval, 1995, str. 143) i oni mogu biti 

znak, ali i kombinacija znakova, simbola, slika, dijagrama, grafova, kao i fiziļki objekti, prirodni ili 

umjetno stvoreni.  

 

Kako je veĺ spomenuto (str. 63), u literaturi se za vanjske zapise najļeġĺe koristi rijeļ 

Ăreprezentacijañ, a znaļenje te rijeļi nije jedinstveno jer prije svega ovisi o kontekstu unutar kojeg se 

koristi (Presmeg, 2006; Nakahara, 2007; Mainali, 2021). Za neke autore, rijeļ Ăreprezentacijañ 

obuhvaĺa razliļite vrste vanjskih prikaza, a za neke i vanjske prikaze i umne slike jer su oni 

meĽusobno isprepleteni, buduĺi umne slike nastaju u radu s vanjskim prikazima, a vanjski prikazi 

omoguĺuju da umne slike postanu vidljive. No, kako vanjski prikazi nikada nisu puke kopije umnih 

slika, a umne slike je vrlo teġko identificirati, najļeġĺa rasprava se vodi upravo oko vanjskih prikaza 

(Mainali, 2021, str. 4-5).  

 

S obzirom da razliļite vrste vanjskih zapisa nisu meĽusobno odvojive, jer se na primjer unutar slike 

mogu nalaziti i simboli i rijeļi, pod naļinom prikazivanja podrazumijeva se ona vrsta prikaza koja je 

dominantna. U nastavku ĺe se prvo razmotrit nekoliko znaļajnijih klasifikacija vanjskih naļina 

predstavljanja koji su opisani u literaturi o matematiļkom obrazovanju, a zatim ĺe se opisati 

klasifikacija koja se koristi u daljnjem radu. 

 

Ameriļki kognitivni psiholog Bruner, baveĺi se prouļavanjem kako djeca spoznaju matematiku pri 

rjeġavanju problema (ali i ġire) i kako svoje miġljenje prikazuju drugima, postavlja EIS princip (Slika 

61). Naziv EIS dolazi kao kratica od prvih slova triju vrsta reprezentacija: (E)nactive representation; 

(I)conic (pictorial) representation te (S)ymbolic representation. Pod E-reprezentacijom (aktivna 
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reprezentacija) Bruner podrazumijeva aktivno djelovanje, odnosno on smatra da djeca kroz odreĽeni 

postupak s fiziļkim objektima dolaze do zakljuļka o rjeġenju problema. Pod I-reprezentacijom 

(slikovna reprezentacija) podrazumijeva sve vrste slika koje vjerno oslikavaju zadanu situaciju ili 

objekt. Tu posebno dolazi do izraģaja prikazana struktura koja je analogna opisanoj situaciji ili 

objektu. Konaļno, pod S-reprezentacijom (simboliļka reprezentacija) podrazumijeva koriġtenje 

apstraktnih oblika i simbola koji nastaju dogovorno te oni zadanu situaciju ili objekt ne opisuju 

izravno (Bruner, 1996). 

 

Slika 61. Brunerov reprezentacijski sustav 

Bruner je smatrao da se uļenje treba razvijati od konkretnog (aktivno djelovanje), preko slikovnog 

do apstraktnog (odozdo prema gore; Ăfrom bottom to topñ). Za njega je to (u poļetku) bio linearan 

proces kojeg je smatrao izuzetno korisnim u primarnom obrazovanju posebno pri uvoĽenju 

matematiļkih koncepata, ali i kao dopuna uļenicima koji Ăzaglaveñ, odnosno pomoĺ onim uļenicima 

koji imaju teġkoĺa pri uļenju matematike (Nakahara, 2007, str. 5).  

Ameriļki matematiļar Lesh, baveĺi se racionalnim brojevima kroz nastavu matematike, postavlja 

reprezentacijski sustav koji se sastoji od pet razliļitih naļina predstavljanja: realistiļne situacije (eng. 

real world situations), nastavna sredstva (eng. manipulative aids), govorni simboli (eng. spoken 

symbols), pisani simboli (eng. written symbols) i slike (eng. pictures) (Slika 62). Pod realnim 

situacijama podrazumijeva  primjere iz realnog svijeta koji sluģe kao opĺi kontekst za interpretiranje 

i rjeġavanje nekog drugog problema. Manipulativna sredstva su sva dostupna nastavna sredstva 

pomoĺu koji se mogu stvarati odnosi i provoditi operacije koje odgovaraju odreĽenoj situaciji. Pod 

slikama podrazumijeva sve vrste slikovnih prikaza, dijagrame, grafove i sl. Govorni simboli ukljuļuju 

verbalni opis, ali i logiļno zakljuļivanje, dok pisani simboli, pored matematiļkih simbola, jednadģbi 

i formula ukljuļuje i pisani oblik govornog jezika (Behr, Lesh, Post & Silver, 1983, str. 13). 

Glavna karakteristika ovog reprezentacijskog sustava je u tome ġto rad s vanjskim naļinima 

predstavljanja ni u kom sluļaju nije linearan veĺ naprotiv, za uļenje i pouļavanje matematike kljuļan 

je istodoban rad s razliļitim prikazima i njihovim meĽusobnim vezama. Jer, na primjer, kada se 

razmatra neka realistiļna situacija, ona se moģe opisati rijeļima, prikazati slikom i zapisati na 

odgovarajuĺi naļin, itd. Koriġtenjem razliļitih naļina prikazivanja jedne te iste situacije te 

prevoĽenjem iz jednog oblika prikaza u drugi, utjeļe se na stvaranje jasnijih umnih slika o 

promatranoj situaciji, ġto povratno moģe utjecati na poboljġanje vanjskih prikaza i u konaļnici do 

rjeġenja problema (Behr, Lesh, Post & Silver, 1983, str. 15). 
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Slika 62. Leshov reprezentacijski sustav 

Prouļavajuĺi razliļite vrste i naļine koriġtenja vanjskih zapisa, nakon opġirnog prouļavanja literature 

Nakahara (2007) izdvaja upravo Brunerov i Leshov reprezentacijski sustav te predlaģe novi sustav i 

njegove karakteristike, pri ļemu zadrģava neke karakteristike prethodno opisanih sustava, ali naļine 

prikazivanja viġe usklaĽuje s karakteristikama matematiļkog obrazovanja. On pod pojmom 

Ăreprezentacija (eng. reprezentation)ñ podrazumijeva razne vrste simbola i izraza, figure i grafove, 

jeziļne izraze, nastavna sredstva i fiziļke objekte. Odnosno, za njega su vanjski zapisi sve Ăvizualne 

reprezentacije koje su povezane s matematikomñ (Ăvisual representations related to mathematicsñ), 

tj. iz svog sustava reprezentacija iskljuļuje glas (Nakahara, 2007, str. 1-2). 

Nakaharin reprezentacijski sustav sastoji od pet razliļitih vrsta reprezentacija: realistiļna 

reprezentacija (eng. realistic representation), reprezentacija nastavnim sredstvima (eng. manipulative 

representation), ilustrativna reprezentacija (eng. illustrative representation), jeziļna reprezentacija 

(eng. linguistic representation) i simboliļka reprezentacija (eng. symbolic representation), kao i 

uzajamni odnosi meĽu razliļitim reprezentacijama te odnosi unutar iste reprezentacije (Slika 63; 

Nakahara, 2007, str. 5).  

 

Slika 63. Nakaharin reprezentacijski sustav 
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Gledajuĺi iz perspektive reprezentacijskog sustava, pri uļenju i pouļavanju matematike trebalo bi, 

smatra Nakahara, zapoļeti primjenom realistiļnih prikaza i zavrġiti primjenom simboliļkih prikaza, 

a za posrednike izmeĽu ta dva prikaza koristiti manipulativne, ilustrativne i jeziļne prikaze  (Slika 

64).  

 

Slika 64. Koriġtenje Nakaharinog reprezentacijskog sustava 

Naime, mnogi matematiļki pojmovi i metode proiziġli su upravo zahvaljujuĺi prouļavanju i 

rjeġavanju raznih realnih problema. Kada se neka realna situacija prikaģe primjenom manipulativnih 

sredstava, odgovarajuĺim ilustracijama i jeziļnim opisom, doprinosi se boljem razumijevanju 

odreĽenog matematiļkog koncepta, ideje ili metode. Nakon toga, za nauļene matematiļke pojmove 

ili metode mogu se s lakoĺom uvesti odgovarajuĺi matematiļki simboli i tako proces zakljuļiti 

simboliļkim zapisom.  

Posebno je vaģno koriġtenje ġto viġe razliļitih vrsta reprezentacija kao i meĽusobno povezivanje tih 

reprezentacija. Naime, kroz razliļite reprezentacije uļenici bolje prikazuju svoje ideje i na taj ih naļin 

prenose (Ăļine vidljivimñ) drugima, a meĽusobnim povezivanjem razliļitih reprezentacija 

produbljuju razumijevanje matematiļkih koncepata i ideja te njeguju sposobnost primjene nauļenog. 

I upravu se tu, prema rijeļima Nakahare, raĽa matematiļko miġljenje (Nakahara, 2007, str. 8). 

Osnovne karakteristike pojedinih reprezentacija Nakahara opisuje kroz artmetiļke operacije te daje  

odgovarajuĺe primjere za zbrajanje dvaju prirodnih brojeva (Tablica 1). 

Prema danoj tablici (Tablica 1), moģe se uoļiti da je i dalje prisutan Brunerov EIS princip, pri ļemu 

Brunerovu E-reprezentaciju dijeli na realistiļnu reprezentaciju (E1) i reprezentaciju nastavnim 

sredstvima (E2), a S-reprezentaciju na simboliļku reprezentaciju (S1) i jeziļnu reprezentaciju (S2), 

pri ļemu za razliku od Behr i dr., Nakahara razmatra samo pisani oblik govornog jezika (Nakahara, 

2007, str. 3). 
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Tablica 1. Karakteristike pojedinih reprezentacija prema Nakahara (str. 3-4) 

Reprezentacije (vanjski zapisi) 

Vrsta Od ļega se sastoji i primjer Karakteristike zapisa 

S2 

Simboliļka 

Koriste se brojevi, slova, simboli i 

razni posebni znakovi. Primjer: 

3 + 2 = 5 

- Regulirani su pravilima 

- Ekstremno su saģeti 

- Nedvosmisleni 

S1 

Jeziļna 

Koristi se govorni jezik (poput 

hrvatskog, engleskog i sl.): slova i 

brojke te interpunkcijski znakovi. 

Primjer: 

Zbrajanjem 3 i 2 dobiva se 5.  

- Regulirani su pravilima 

- Nisu saģeti 

- Kroz opis govornim jezikom stvara 

se osjeĺaj bliskosti s onim ġto se 

razmatra. 

I  

Ilustrativna 

Koriste se razne slike, grafovi, 

ilustracije (dijagrami). Primjer: 

 

- Vizualno i intuitivno bogati 

- Prikazuju analogan odnos s onim na 

ġto se odnose 

- Prikazuju cjelovitost situacije, 

odnosa ili strukture 

E2 

Manipulativna 

Koriste se razna nastavna sredstava te 

dinamiļko operiranje objektima. 

Primjer: 

 

- Dinamiļni 

- Donekle konkretni 

- Umjetno stvoreni (artefakti) 

E1 

Realistiļna 

 

Koriste se stvarna stanja, pojave i 

predmeti. Primjer: 

 

- Dinamiļni 

- Ekstremno konkretni 

- Prirodni 

 

Posebnu pozornost Nakahara pridaje ilustrativnim reprezentacijama jer ih smatra vaģnima za uļenje 

i pouļavanje matematike buduĺi one prikazuju cjelovitost situacije i odnosa, odnosno potpunu 

strukturu situacije koja se razmatra. Vrste, karakteristike i primjena ilustrativnih reprezentacija uz 

odgovarajuĺe primjere iz aritmetike dane su u Tablici 2. Iz klasifikacije opisane u Tablici 2 vidljivo 

je da se Nakahara sluģi izrazom Ădijagramñ, ali nigdje ne navodi definiciju tog pojma veĺ se iz 

priloģenog moģe zakljuļiti da su to razliļite vrste ilustracija s odreĽenim karakteristikama i ulogama. 

Iako Nakahara u svom radu ne govori direktno o procesu vizualizacije, on taj proces ipak indirektno 

opisuje govoreĺi upravo o naļinu koriġtenja reprezentacijskog sustava, posebno istiļuĺi da se svaka 

vrsta ilustrativne reprezentacije treba koristiti tako da potpuno odgovara njezinoj ulozi. Time se 

sugerira da je potrebno poznavati razliļite vrste ilustracija i njihove uloge kako bi se efikasno mogle 

koristiti u procesu vizualizacije. 
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Tablica 2. Vrste, karakteristike i primjena ilustrativnih reprezentacija prema Nakahari (str. 6-8) 

Ilustrativne reprezentacije 

Vrsta Opis i primjer  Uloga 

Situacijski 

dijagram 

 

Dijagram neke realistiļne 

situacije ili stanja koje je na 

neki naļin povezano s 

matematikom. 

Situacijski i scenski 

dijagrami povezuju 

realistiļne situacije s 

odreĽenim sadrģajima 

koji se pouļavaju. 

 Scenski 

dijagram 

Dijagram koji prikazuje 

odreĽenu scenu koja se 

temelji na odreĽenim 

matematiļkim zakonitostima 

(npr. aritmetika). 

Proceduralni 

dijagram 

Dijagram koji prikazuje 

odreĽenu proceduru za 

raļunanje, operiranje i sl. 
Proceduralni i strukturni 

dijagrami istiļu kljuļne 

elemente i njihove veze 

ili odreĽenu metodu pri 

rjeġavanju problema. 
Strukturni 

dijagram 

 

Dijagram koji prikazuje 

strukturu nekog problema. 

Konceptualni 

dijagram 

 

 

Dijagram koji prikazuje 

odgovarajuĺi matematiļki 

koncept. 

Sluģe za oblikovanje 

slike koja odgovara 

odreĽenom konceptu, 

principu ili odnosu pri 

obradi nekog 

matematiļkog sadrģaja. 

Dijagram 

principa ili 

odnosa 

 

Dijagram koji prikazuje 

odgovarajuĺi matematiļki 

princip ili promatrani odnos. 

Graf Dijagram koji koristi bilo koju vrstu grafa. 

Sluģe za prikaz 

odreĽenog objekta 

(funkcije, lika, tijela i sl.) 
Figura 

 

Dijagram koji koristi bilo koju 

vrstu figure (npr. geometrijski 

lik). 

 

Razvojem raļunalne tehnologije 90-tih godina 20. stoljeĺa dolazi do sve veĺeg koriġtenja vanjskih 

zapisa koji su grafiļke prirode pa se i u matematiļkom obrazovanju sve viġe pozornosti posveĺuje 

upravo tim naļinima prikazivanja. Za njih se pored naziva Ăreprezentacijañ sve viġe koristi naziv 

Ăgrafiļka reprezentacijañ kako bi se naglasila upravo grafiļka priroda zapisa, a neki autori koriste i 
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naziv Ădijagramñ. No, i pod tim pojmovima se kod razliļitih autora javljaju razliļita znaļenja (Winn, 

1990, str. 553). 

Razmatrajuĺi teorijski okvir za uļenje iz grafiļkih prikaza, Winn (1990) pod pojmom Ăgrafiļkiñ (eng. 

graphic) podrazumijeva sve one zapise koji informaciju prikazuju kroz prostornu povezanost 

pojedinih elemenata, tj. sve prikaze koji opisuju cjelokupan proces ili strukturu. Za njega su to karte 

(crteģi), grafovi i dijagrami (eng. charts, graphs and diagrams), ali ne i slike eng. (pictures), niti tekst 

(eng. text), iako grafiļki prikazi mogu sadrģavati i slike i tekst (Winn, 1990, str. 553). Naime, Winn 

smatra da je komunikacija pomoĺu grafiļkih prikaza drugaļija od one koja se vrġi jeziļno jer jezik 

podlijeģe gramatiļkim pravilima, dok se grafiļka komunikacija umjesto na pravila viġe svodi na 

smislenu povezanost sliļnih simbola. Upravo zbog te karakteristike, komunikacija pomoĺu grafiļkih 

prikaza omoguĺava veĺu fleksibilnost nego komunikacija pomoĺu jezika.  

Ilustrativne reprezentacije koje opisuje Nakahara (2007) donekle odgovaraju vanjskim zapisima koje 

Winn (1990) naziva grafiļkim prikazima, uz odreĽene razlike. Tako, i jedan i drugi Ăgrafñ opisuju 

kao grafiļki prikaz funkcije, ali Winn radi razliku izmeĽu grafova (grafiļki prikaz funkcije za cilj ima 

prikazati odnos dviju promjenjivih veliļina) i dijagrama (grafiļki opisuje cjelokupan proces i 

strukturu), dok Nakahara graf promatra kao posebnu vrstu dijagrama. Nadalje, za razliku od Winna 

koji ne razmatra slike unutar grafiļkih prikaza, Nakahara slike uvrġtava u ilustracije kroz situacijske 

i scenske dijagrame jer je vidljiv odnos meĽu kljuļnim elementima, buduĺi ti dijagrami oslikavaju 

realistiļne situacije (Nakahara, 2007, str. 6-8; Winn 1990, str. 553). 

Prouļavajuĺi vizualizaciju kao epistemoloġki alat za uļenje i pouļavanje matematike, posebno 

geometrije, Duval sve vanjske zapise naziva Ăvizualnim reprezentacijamañ (eng. visual 

represenations) te pod tim pojmom podrazumijeva Ăsve vrste prikaza koji se koriste u matematici i 

matematiļkom obrazovanju s odreĽenom funkcijom: za matematiļku obradu, za heuristiļko 

istraģivanje pri rjeġavanju problema, kao obrazovni alat koji pomaģe pri usvajanju matematiļkih 

koncepatañ (Duval, 2014, str. 159). S obzirom da ih smatra Ăalatimañ vizualizacije, on ih naziva i 

Ădijagramimañ te istiļe da meĽu njima treba raditi razliku samo po tome je li neki dijagram 

matematiļki ili ne. Pod Ămatematiļkim dijagramomñ (Slika 65a) Duval podrazumijeva sve vizualne 

reprezentacije koje su direktno povezane s nekim matematiļkim konceptom ili algoritmom pa kao 

takvi ovise o svojstvima matematiļkog koncepta ili algoritma koji se prikazuje.  S druge strane, Ăne-

matematiļki dijagramiñ (Slika 65b) ne moraju nuģno biti povezani s matematiļkim konceptom ili 

algoritmom, oni nastaju spontanim organiziranjem prostornih rasporeda meĽu elementima koji se 

prikazuju te ne podlijeģu nikakvim ograniļenjima koja se odnose na matematiļka svojstva (Duval, 

2014, str. 162). 

 
(a)                                            (b) 

Slika 65. Primjer matematiļkog i ne-matematiļkog dijagrama 
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Iz svega prethodno reļenog vidljivo je da se misao ļovjeka moģe izraziti, odnosno Ăuļiniti vidljivomñ 

na dosta razliļitih naļina (zapisa ili reprezentacija). TakoĽer, vidljivo je da svaki autor, u nedostatku 

teorijskog okvira, klasifikaciju vanjskih zapisa radi onako kako mu najviġe odgovara u kontekstu 

onoga ļime se bavi. Iz istih razloga, u ovom radu vrġi se klasifikacija svih vanjskih zapisa u tri 

kategorije. Naime, gledajuĺi ġto je dominantno kod odreĽenog oblika izraģavanja matematiļkog 

miġljenja, mogu se promatrati tri razliļita znakovna sustava: jeziļni, grafiļki i simboliļki. S obzirom 

da se ta klasifikacija koristi u daljnjem radu, slijedi njezin opis. 

 

4.3.1.3. Tri sustava znakova vanjskih zapisa  

Buduĺi da kao ljudska biĺa ģivimo u realnom svijetu, okruģeni raznim vrstama prizora, promiġljanje 

o njima oblikuje analogne misaone strukture pa je prirodno koristiti grafiļki oblik prikazivanja 

matematiļkog miġljenja koji nastaje u tom kontekstu. Zbog prirode same matematike, jasno je da 

grafiļki oblik izraģavanja ne moģe uvijek biti realistiļna slika, niti se sve moģe doslovno pretoļiti u 

analognu sliku, niti se situacija uvijek moģe prikazati koriġtenjem nastavnih sredstava.  

Grafiļki oblik izraģavanja imat ĺe svoje vlastite znakove i naļine zapisivanja: razne vrste slika 

(realistiļnih situacija), crteģa (koji vjerno predoļavaju odreĽenu situaciju), dijagrama (koji prenose 

cjelovitost odreĽene strukture, sa svim elementima i njihovim vezama), kao i razna druga sredstva 

kojima se oslikava odreĽena ideja. Za ovaj oblik izraģavanja dalje se koristiti naziv vizualni prikaz. 

Rijeļ Ăvizualniñ uzeta je viġe kao asocijacija na sliku, a ne na ono ġto se moģe Ăvidjetiñ jer je jasno 

da se mogu Ăvidjetiñ i zapisi koji nisu slikovni. Rijeļ Ăprikazñ uzeta je jer se ovim oblikom na slikovit 

naļin prikazuje kompletna struktura: svi kljuļni elementi i njihove veze, bez obzira jesmo li ih u 

moguĺnosti prepoznati i kao takve Ăvidjetiñ ili ne. Dakle, pod vizualnim prikazima podrazumijevaju 

se svi oni naļini predstavljanja koji na bilo koji naļin oslikavaju cjelovitu strukturu, bilo da prikazuju 

prostornu povezanost elemenata neke cjeline, kako Winn opisuje grafiļke prikaze (1990, str. 553), a 

Nakahara ilustrativne reprezentacije, bilo da se kroz analogni prikaz oslikava neka realistiļna situacija 

ili ona oblikovana nastavnim sredstvima kao ġto su Nakaharine realistiļne i manipulativne 

reprezentacije, ili su to jednostavno stvarne realistiļne situacije ili nastavna sredstva u kojima aktivno 

sudjelujemo kako opisuje Bruner.  

Nadalje, kao ljudi meĽusobno komuniciramo govornim jezikom (izgovorena i pisana rijeļ), koji ima 

svoja gramatiļka pravila i strukturu, pa je prirodno na taj naļin razmjenjivati i matematiļko miġljenje. 

Kako jeziļni oblik izraģavanja nije saģet veĺ je priliļno deskriptivan, bilo da se radi o govoru ili 

pisanom obliku, za ovaj oblik izraģavanja dalje se koristiti naziv jeziļni opis. 

Konaļno, s obzirom na specifiļnosti matematike kao predmeta u kojem se po prirodi stvari njezini 

sadrģaji opisuju saģetim simboliļkim jezikom, prirodno je posebno razmatrati i simboliļki oblik 

izraģavanja matematiļkog miġljenja. Za ovaj oblik izraģavanja dalje se koristi naziv simboliļki zapis 

jer je priliļno saģet (pa time i kratak) te se prvenstveno koristi u pisanom obliku. 

Prema opisanome, pri uļenju i pouļavanju matematike, miġljenje bi trebalo moĺi predstaviti kroz sva 

tri oblika izraģavanja: vizualno (koristeĺi razliļite vizualne prikaze), opisno (sluģeĺi se jezikom u 

govoru i pismu) te simboliļki (koristeĺi simboliļke zapise); skraĺeno VOS sustavi (Slika 66). Pri 

tome, jeziļni opisi i simboliļki zapisi imaju jednu zajedniļku suġtinsku karakteristiku, koju nemaju 

vizualni prikazi: linearnost stvaranja i interpretiranja. Naime, jeziļni i simboliļki zapisi ļitaju se 

slijeva na desno ili s desna na lijevo (npr. kod Arapa) ili od gore prema dolje (npr. kod Kineza), dok 

vizualni prikazi tvore sustav sa sasvim drugim karakteristikama stvaranja i interpretiranja, o ļemu se 

viġe govori u nastavku. 
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Slika 66. Tri znakovna sustava vanjskih zapisa ï VOS sustavi 

Ukratko, vizualni prikaz znaļi uļiniti Ăvidljivimñ odreĽenu misao kroz sliku, bilo da je ona realna, 

oblikovana artefaktima ili umjetno stvorena, pri ļemu se podrazumijeva da je prikaz moguĺe 

nedvosmisleno Ăļitatiñ u kontekstu u kojem se koristi. Pri tome, vizualni prikazi ukljuļuju: 

(a) Realistiļne situacije (direktno promatranje ili aktivno sudjelovanje) 

(b) Nastavna sredstva (aktivan rad s manipulativima) 

(c) Slikovni prikazi na bilo kojem mediju (na papiru ili ekranu, statiļki ili dinamiļki) 

o slike (fotografije, video zapisi i sl.) 

o crteģi i dijagrami (situacijski, scenski, proceduralni, strukturni, konceptualni i dr.) 

o grafovi (grafiļki prikaz funkcija) 

o grafikoni (grafiļki prikaz statistiļkih podataka) 

o karte (prikaz stvarnog stanja u odreĽenom omjeru bez konkretnih detalja) itd. 

Pod jeziļnim opisom podrazumijeva se koriġtenje govornog jezika, bilo u govoru (koji je slobodniji) 

ili pismu (koji je formalniji), u svrhu detaljnijeg opisa odreĽenog matematiļkog koncepta, ideje ili 

situacije. Pri tome se podrazumijeva da je opis jasan, korektan i nedvosmislen u kontekstu u kojem 

se koristi. 

Pod simboliļkim zapisom podrazumijevaju se svi zapisi koji koriste slova, brojke, simbole i razne 

vrste znakova u cilju saģetog zapisa odreĽenog matematiļkog koncepta, ideje ili situacije prema 

utvrĽenim znaļenjima pojedinog znaka u zapisu. Pri tome se podrazumijeva da je zapis korektan i 

jednoznaļan u kontekstu u kojem se koristi. 

Jasno je da svaki opisani oblik izraģavanja ima svoj vlastiti sustav znakova, kao i da se oni ne mogu 

promatrati izolirano jedno od drugoga jer se svaki od njih oslanja na preostala dva (Slika 66). Iako se 

ponekad ima smisla tim naļinima sluģiti linearno: na primjer od slike, preko jeziļnog opisa do 

simboliļkog zapisa, stvarno matematiļko miġljenje, njegova dubina i razumijevanje ostvaruju se tek 

u stalnoj isprepletenosti i meĽusobnom proģimanju svih triju naļina (Duval, 1998). Upravo kada se 

jedna misao moģe izraziti na viġe razliļitih naļina i pri tome fleksibilno prelaziti iz jednog oblika u 

drugi moģe se govoriti o vjeġtini (fluentnosti) izraģavanja (Duval, 2014). 

Naime, iako izraģavanje govornim jezikom stvara osjeĺaj bliskosti s realnim ģivotom (Nakahara, 

2007, str. 4), jezik je po svojoj prirodi bogat sinonimima i homonimima, ġto pri predstavljanju 

matematiļkog miġljenja, moģe dovesti do razliļitih tumaļenja, a time i do meĽusobnog 

nerazumijevanja, posebno ako se koristi izolirano od slike i simboliļkog zapisa. Jer, za nosioce 

pojmova obiļno se biraju rijeļi koje viġe odgovaraju odreĽenom kontekstu, ġto moģe izazvati zbrku 

kada se koriste razliļiti konteksti, a posebno kada znaļenja pojmova nisu eksplicitno dana. 
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Sliļno, ļesto se ļuje da slika Ăgovori viġe od tisuĺu rijeļiñ, ali ako vizualni prikaz nije proģet pokojim 

simbolom ili znakom te se ne moģe suvislo opisati rijeļima u odreĽenom kontekstu, on ostaje 

nedoreļen pored sve svoje ljepote ili potencijala.  

Konaļno, simboliļki zapis, unatoļ tome ġto je reguliran pravilima i zbog toga nedvosmislen, moģe 

biti nerazumljiv i neļitak zbog svoje saģetosti. Stvaranje i koriġtenje simboliļkih zapisa uvelike mogu 

olakġati jeziļni opisi i vizualni prikazi: vizualna podrġka ĺe ga intuitivno obogatiti, a opis govornim 

jezikom pribliģiti odgovarajuĺoj situaciji. 

Preostali elementi vizualizacije, odnosno procesi stvaranja i koriġtenja proizvoda te njihove 

karakteristike, razmatraju se kroz tri opisana oblika izraģavanja (vizualni, jeziļni i simboliļki), s 

naglaskom na vizualne prikaze jer su oni izuzetno vaģni u procesu uļenja i pouļavanja geometrije. 

4.3.2. Procesi vizualizacije 

Kako je veĺ navedeno (str. 62), prema definiciji pojma, dva su bitna procesa vizualizacije: (1) proces 

stvaranja proizvoda i (2) proces koriġtenja proizvoda. Ti procesi se mogu se razmatrati s obzirom na: 

(1) mjesto; (2) naļin te (3) svrhu stvaranja ili koriġtenja proizvoda vizualizacije. 

S obzirom na mjesto stvaranja ili koriġtenja proizvoda, procesi se mogu odvijati u naġim mislima kroz 

umne slike ili na nekom od vanjskih medija kroz vanjske zapise: na papiru, ploļi ili ekranu, kroz 

realistiļne situacije ili koriġtenjem manipulativnih sredstava. U procesu uļenja i pouļavanja 

matematike najļeġĺe se istiļe vaģnost te stvaranje i koriġtenje vanjskih zapisa i to je priliļno ġiroko 

rasprostranjena ideja (npr. Arcavi, 2003; Duval, 2000), dok je istraģivanje rada s umnim slikama 

manje zastupljeno jer nikada nismo sigurni kakve su one zaista (Krutetski, 1976; Clement, 1982; 

Presmeg, 2006). No, procese s vanjskim zapisima trebalo bi razlikovati od onih s umnim slikama jer 

nije isto koristiti neku reprezentaciju na papiru ili u mislima (Duval, 1995, str. 142), i treba biti 

svjestan da rad s vanjskim zapisima postaje u potpunosti funkcionalan tek u koordinaciji i skladu s 

umnim shemama (Dorfler, 1991).  

Nadalje, procesi vizualizacije mogu se razlikovati i s obzirom na naļin stvaranja te naļin koriġtenja 

proizvoda. Tako na primjer, istraģivanja pokazuju da postoje znaļajne razlike kod djece pri stvaranju 

crteģa te pri njihovom interpretiranju jer se radi o razliļitim kognitivnim procesima (Duval, 2014, str. 

163). Naime, vanjski zapisi mogu se stvarati ruļno ili pomoĺu tehnoloġkih alata (geometrijski pribor, 

razni raļunalni programi, kamere i sl.), a svi oni na svoj naļin evociraju i umne slike. Pri tome, ruļno 

crtanje nema nikakvih instrumentalnih ograniļenja, dok crtanje pomoĺu geometrijskog pribora ili na 

raļunalu ima svoje zakonitosti i ograniļenja koja ovise o matematiļkim svojstvima (Duval, 1995, str. 

146). TakoĽer, ovisno o naļinu stvaranja, moģe se razlikovati i njihovo koriġtenje pri opisivanju, 

interpretiranju i sl. Na primjer, nije isto koristiti statiļki dijagram i njegovu transformaciju vrġiti u 

mislima kao i prouļavati odgovarajuĺi dinamiļki dijagram ili koristiti interaktivni dijagram na 

raļunalu.  

Procesi vizualizacije mogu se razmatrati i s obzirom na svrhu stvaranja ili koriġtenja proizvoda. Neki 

proizvodi se mogu stvarati radi prikazivanja odreĽenog matematiļkog koncepta, algoritma, ideje i sl., 

ļime se umanjuje njihova apstraktnosti te olakġava razumijevanje, a posljediļno se  unapreĽuje samo 

matematiļko znanje. Zatim, procesi stvaranja odreĽenog proizvoda mogu biti u svrhu istraģivanja te 

otkrivanja puta do rjeġenja problema ili otkrivanja kljuļnog elementa u procesu dokazivanja neke 

matematiļke tvrdnje i sl. Tako na primjer, ne koriste se isti procesi ako se crta geometrijska figura 

(kvadrat, krug, trokut, é i njihove kombinacije) koja ĺe sluģiti u svrhu rjeġavanja geometrijskog 

problema ili se neki fiziļki objekt ģeli predstaviti nekom geometrijskom figurom u svrhu odreĽivanja 
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neke veliļine (npr. kuĺa se moģe predstaviti kvadratom i trokutom nad njim, pomoĺu kojih ĺe se 

odrediti ploġtina fasade). Jer, geometrijska figura, koja ĺe sluģiti u istraģivaļke svrhe ima svoja 

unutarnja ograniļenja koja utjeļu i na njezino stvaranje i na njezino koriġtenje, a ta ograniļenja ne 

postoje kada geometrijska figura samo predstavlja neki fiziļki objekt (Duval, 1995, str. 142). Procesi 

koriġtenja odreĽenog proizvoda mogu se provoditi u svrhu s kojom je taj proizvod i nastao (bolje 

razumijevanje, istraģivanje, dokazivanje i sl.), ali i u svrhu dubljeg promiġljanja te razvijanja do tada 

nepoznatih matematiļkih ideja. 

TakoĽer, procesi vizualizacije mogu sluģiti i u svrhu komuniciranja odreĽenih matematiļkih ideja i 

zakonitosti. Kao takvi biti ĺe usmjereni na isticanje kljuļnih elemenata situacije koja se ģeli 

predstaviti i njihovih meĽusobnih veza, dok ĺe se konkretni detalji nastojati iskljuļiti kako ne bi 

odvlaļili pozornost ili komunikaciju nepotrebno preusmjeravali u pogreġnom smjeru. 

S obzirom da se u ovom radu posebno bavimo uļenjem i pouļavanjem geometrije, naġa pozornost ĺe 

viġe biti usmjerena na prouļavanje procesa stvaranja i koriġtenja vizualnih prikaza u geometriji te 

njihovu koordinaciju s odgovarajuĺim jeziļnim opisom i simboliļkim zapisom (Slika 67).  

  

Slika 67. Procesi vizualizacije, vanjski zapisi i umne slike 

Matematiļka aktivnost uvijek ukljuļuje paralelan rad, implicitno ili eksplicitno, s dva ili viġe razliļitih 

reprezentacija, meĽu kojima postoji stalno kretanje naprijed - nazad (Duval, 2014, str. 164) i upravo 

su procesi prevoĽenja jednog oblika proizvoda u drugi, bilo unutarnjih bilo vanjskih, kljuļni za 

stvaranje i razvoj matematiļkog miġljenja (Nakahara, 2007, str. 8). No, iako su procesi stvaranja i 

koriġtenja proizvoda vizualizacije u stalnoj meĽusobnoj interakciji, potrebno ih je razmatrati i 

odvojeno kako bi se uoļile i izdvojile njihove bitne karakteristike. Tako je i kroz obrazovna 

istraģivanja prouļavanje procesa vizualizacije najļeġĺe usmjereno na stvaranje ili koriġtenje toļno 

odreĽenog proizvoda, ovisno o kontekstu unutar kojeg se koristi. 

Prema Duvalu, kroz procese vizualizacije zapravo je kljuļno, spontano i brzo, prepoznati ono ġto je 

matematiļki vaģno bez obzira o kojem proizvodu vizualizacije se radilo. Razliļite elemente koje 

pojedinac moģe brzo prepoznati na proizvodima vizualizacije, Duval naziva jedinicama figure (eng. 

figural units) te smatra da se maksimalna iskoriġtenost vizualizacije postiģe upravo kada se 

prepoznaju sve jedinice figure koje su matematiļki znaļajne za dani problem u odreĽenom vizualnom 

prikazu, unutar odreĽenog konteksta (Duval, 2014, str. 160).  U skladu s tim, on posebno razmatra 
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procese vizualizacije koji su vaģni u radu s geometrijskim figurama (eng. geometrical figures; Slika 

68), pod kojima podrazumijeva posebne vrste vizualnih prikaza u geometriji koje imaju heuristiļku 

ulogu, odnosno koje su kljuļne u procesu rjeġavanja problema ili u procesu dokazivanja (Duval, 1995, 

str.143). 

  
(a) (b) 

Slika 68. Geometrijske figure 

Tako su, na primjer, na Slici 68. dane dvije geometrijske figure s razliļitim heuristiļkim ulogama. 

Prva figura se moģe koristiti u izvoĽenju formule za povrġinu trapeza na temelju poznavanja formule 

za povrġinu trokuta, a druga figura se moģe koristiti za primjenu formule za opseg ili ploġtinu kruga 

i kvadrata pri odreĽivanju opsega ili ploġtine obojanog lika. 

Upravo ove vrste vizualnih prikaza u geometriji mnogim uļenicima predstavljaju teġkoĺe jer su u 

spoznajnom smislu vrlo sloģene buduĺi nije dovoljno samo vidjeti ġto one prikazuju (perceptivna 

obrada figure) veĺ i ġto predstavljaju (matematiļka obrada figure). Mnogi uļenici su u nemoguĺnosti 

steĺi dublji uvid koji vodi prema rjeġenju (Duval, 1995, str. 143), a ta sposobnost se moģe razvijati 

uļenjem i pouļavanjem. Iz tog razloga, u ovom se radu posebna pozornost pridaje upravo tim 

procesima vizualizacije i njihovim karakteristikama. 

 

4.3.2.1. Procesi vizualizacije u radu s geometrijskim figurama 

Kroz svoja istraģivanja o uļenju i pouļavanju matematike, posebno geometrije, Duval pokazuje kako 

uļenici za istu matematiļku situaciju koja je predstavljena razliļitim geometrijskim figurama 

ostvaruju razliļite rezultate, ali razliļite rezultate ostvaruju i kada primjenjuju isti matematiļki proces 

na istoj figuri za razliļite elemente te figure. TakoĽer, rezultati su slabiji kada trebaju izvesti opĺe 

zakljuļke u odnosu na one koje izvode u radu s konkretnim geometrijskim figurama ili s konkretnim 

veliļinama. Na primjer, Duval raspravlja o rezultatima rjeġavanja zadataka danih na Slici 69. i 70. 

(Duval, 1995, str. 144). 

Dakle, pri odreĽivanju da su obojane povrġine unutar danog lika meĽusobno jednake, pokazalo se da 

su uļenici u dobi do 15-16 godina uspjeġniji u radu s pravokutnikom (60% uļenika; Slika 69a) nego 

s trapezom (11% uļenika; Slika 69b). Rezultati su daleko slabiji kada problem trebaju razmatrati 

poopĺeno: uspjeġnost u sluġaju pravokutnika je bila 34%, a u sluļaju trapeza 0%. Sliļno tome, pri 

izvoĽenju zakljuļka da obojana povrġina unutar paralelograma zauzima polovicu njegove povrġine, 

uļenici su bili uspjeġniji u sluļaju kada je kljuļna toļka postavljena u poloviġtu stranice (56% 

uļenika; Slika 69c) nego kada se njezin poloģaj mijenjao duģ stranice paralelograma (34% uļenika).  
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U pravokutniku ABCD  istaknuta 

je dijagonala BD. 

Usporedi ploġtine osjenļanih 

pravokutnika AESG i CFSH.  

Ako se toļka S kreĺe duģ 

dijagonale BD, hoĺe li odgovor 
biti jednak kao i u prethodnom 

pitanju? 

Uspjeġnost (a) 60% 24% 

 

U trapezu ABCD toļka S je 

sjeciġte dijagonala AC  i BD. 

Usporedi ploġtine osjenļanih 

trokuta ASDD  i BCSD . 

Ako u proizvoljnom trapezu sa 

nepoznatim duljinama stranica 

istakneġ osjenļane trokute, hoĺe li 

odgovor biti jednak kao i u 

prethodnom pitanju? 

Uspjeġnost (b) 11% 0% 

 

U paralelogramu ABCD, toļka S 

je poloviġte straniceAD .  

Usporedi ploġtine dvaju 

osjenļanih dijelova sa 

neosjenļanim dijelom. 

Ako se toļka S kreĺe duģ stranice 

AD, hoĺe li odgovor biti jednak 
kao i u prethodnom pitanju? 

Uspjeġnost (c) 56% 34% 

Slika 69. Variranje figure i uspjeġnost rjeġavanja 

Sliļno, u primjeni Talesovog pouļka o proporcionalnim duģinama na stranice trokuta (Slika 70a), 

uļenici su bili uspjeġniji kada su koristili duģine duģ iste stranice trokuta (70.5% uļenika), nego kada 

su koristili paralelne stranice trokuta (49% uļenika). Rezultat je bio joġ slabiji kad se promijenila  

polazna slika, kako je prikazano na  Slici 70b: pri koriġtenju duģina duģ istog pravca uspjeġno je bilo 

60.5% uļenika, a pri koriġtenju paralelnih duģina uspjeġno je bilo 35% uļenika.  

 

  
Odredite duljinu x. 70.5% 60.5% 

Odredite duljinu y. 49% 35% 

 (a) (b) 

Slika 70. Primjena Talesovog pouļka o proporcionalnim duģinama 

Uzrok razliļite uspjeġnosti Duval (1995) vidi upravo u procesima vizualizacije koje uļenici koriste 

pri radu s vizualnim prikazima, posebno pri radu s geometrijskim figurama, koje imaju heuristiļku 

ulogu.  

Naime, na vizualne prikaze svatko gleda na svoj naļin jer vizualne stimulanse svatko slijedi i obraĽuje 

na svoj naļin. No, dva su bitno razliļita naļina, odnosno kognitivna procesa koja se pri tome koriste: 

(1) ļisto perceptivno prepoznavanje elemenata figure te (2) uoļavanje elemenata figure koji su 

matematiļki vaģni kao i njihova interpretacija kroz matematiļka svojstva, za danu situaciju. Pri tome 

je jako vaģan verbalni opis: u prvom sluļaju viġe se koristi svakodnevni jezik, a u drugom sluļaju 

formalni matematiļki jezik. No, prvi proces i pripadni verbalni opis preduvjet je drugoga i tek u 

zajedniļkoj koordinaciji ova dva procesa dovode do oļekivanog rezultata. Naime, kada se vrġi 

deskriptivan opis onda se mogu koristiti razni tehniļki izrazi i pri tome nije nuģno osvrtati se na 
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njihovu definiciju, ali kada se izvode formalni zakljuļci ili opravdanja, onda je jako vaģno znati 

definicije svih koriġtenih pojmova kao i njihove karakteristike koje su kljuļne za primjenu (Duval, 

2014, str. 166). 

 

4.3.2.2. Ļisto perceptivno prepoznavanje elemenata figure 

Pri radu s vizualnim prikazima, svatko od nas neġto vidi Ăna prvuñ, bez svjesne analize uoļenoga. 

Ono ġto se vidi Ăna prvuñ odreĽeno je organizacijskim pravilima vizualnog prikaza (Ăkako izgledañ), 

ali i svim koriġtenim slikovnim znakovima od kojih je vizualni prikaz sastavljen (Ăsastoji se odñ). 

Pod organizacijskim pravilima figure (eng. figural organisation lows) podrazumijeva se je li kontura 

figure otvorena ili zatvorena, jesu li njezine linije pune ili isprekidane, tanje ili deblje, u razliļitim 

bojama ili jednobojne, jesu li pojedini dijelovi figure u blizini jedan drugoga ili su udaljeni, itd. Pod 

slikovnim znakovima (eng. pictorial cues) podrazumijeva se njihov oblik (toļka, duģina, trokut, krug, 

itd.), veliļina, nagib (horizontalno, koso, vertikalno), preklapanja (toļke dodira, toļke presjeka), 

odvojenost (jedno izvan drugog ili unutar drugog), postoji li linearnost ili ne, jesu li konveksni ili ne, 

njihova dimenzija (0D ï toļke, 1D ï duģine, polupravci, pravci, 2D ï geometrijski likovi, 3D ï 

geometrijska tijela), itd. 

Ono ġto se opaģa Ăna prvuñ moģe se imenovati (toļka, duģina, é) i moģe se mijenjati (oblik, veliļina, 

poloģaj, é). TakoĽer, sve ġto se uoļava Ăna prvuñ rezultat je nesvjesne aktivnosti kao i meĽusobna 

integracija uoļenog pa je zato najļeġĺe Ăprvoñ opaģanje vizualnog prikaza kod razliļitih osoba 

razliļito. Sve opisano Duval naziva perceptivno shvaĺanje figure (eng. perceptual apprehension14), 

odnosno opaģanje elemenata figure Ăna prvuñ (Duval, 1995, str. 145).  

MeĽutim, da bi geometrijska figura ostvarila svoju heuristiļku ulogu, samo perceptivno shvaĺanje 

figure nije dovoljno. Potrebno je steĺi dublji uvid, a za to su potrebni drugi procesi kojima se ostvaruje 

odgovarajuĺe zakljuļivanje te interpretacija u skladu s matematiļkim svojstvima.  

Naime, Ăna prvuñ se najļeġĺe uoļavaju samo osnovni oblici i jedinice figure, a pored njih 

geometrijska figura moģe sadrģavati i pod-figure, koje se ne mogu uoļiti bez svjesne obrade dane 

figure. Jer, geometrijska figura obiļno ima viġe jedinica figure i pod-figura nego ġto je koriġteno pri 

njezinom oblikovanju. 

Na primjer, geometrijska figura na Slici 71(a), oblikovana je od kvadrata i dviju dijagonala, koje su 

kvadrat podijelile na ļetiri manja trokuta. Polazni kvadrat i dijagonale te nastali trokuti su oblici i 

jedinice figure koje se obiļno vide Ăna prvuñ. Pored njih se mogu uoļiti i ļetiri pod-figure u obliku 

pravokutnog trokuta, koji su sastavljeni od dva manja trokuta (Slika 71b), ali i nekonveksne pod-

figure (Slika 71c). 

 
(a) (b) (c) 

Slika 71. Geometrijska figura i neke pod-figure 

                                                           
14 Prema Marriam Webster rjeļniku, pod apprehension se izmeĽu ostalog podrazumijeva 'ļin ili moĺ opaģanja ili 

shvaĺanja neļega', https://www.merriam-webster.com/dictionary/apprehension  

https://www.merriam-webster.com/dictionary/apprehension
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Pri rjeġavanju problema vaģno je znati prepoznati pod-figure te meĽu njima odabrati onu koja vodi 

do rjeġenja. MeĽutim, postoje odgovarajuĺi faktori koji oteģavaju prepoznavanje i izdvajanje 

odgovarajuĺih pod-figura, a najļeġĺe su to: dominantnost osnovnih oblika i jedinica figure koje se 

prepoznaju Ăna prvuñ, nekonveksnost pod-figure te ne komplementarnost dijelova pod-figure (Duval, 

1998, str. 42). 

Na primjer, Duval razmatra sljedeĺi problem (Duval, 1995, str. 150): Usporedite povrġine dvaju 

obojanih dijelova pravokutnika sa slike (Slika 72a). 

        
(a) (b)  (c)  

Slika 72. Pravokutnik i neke pod-figure 

Zadani problem je moguĺe brzo rijeġiti ukoliko se mogu uoļiti odgovarajuĺe pod-figure: dva 

pravokutna trokuta (Slika 72b) i dva nekonveksna dijela (Slika 72c). S obzirom da se pod-figure 

mogu dovesti do preklapanja, oduzimanjem jedne od druge, preostali dijelovi ĺe biti jednakih 

ploġtina. MeĽutim, prepoznavanje ovih pod-figura je oteģano zbog dominacije obojanih dijelova, ali 

i zbog nekonveksnosti figura, tim viġe ġto su nekonveksne figure sastavljene od nejednakih dijelova. 

Osim toga, potrebno je znati i odgovarajuĺa svojstva da bi se rjeġenje korektno argumentiralo (npr. 

dijagonala dijeli pravokutnik na dva sukladna trokuta, trokuti u nekonveksnom dijelu su sukladni), a 

to dalje zahtjeva matematiļku obradu figure (Duval, 1998, str. 46). 

Prepoznavanje upravo onih elemenata figure, odnosno pod-figura, koje se ne vide Ăna prvuñ te 

njihova interpretacija u skladu s matematiļkim svojstvima, kljuļno je za efikasno koriġtenje 

vizualizacije pri uļenju i pouļavanju matematike, posebno geometrije. Ti procesi zahtijevaju svjesnu 

matematiļku obradu, koja se moģe i treba uļiti i razvijati (Duval, 2014). 

 

4.3.2.3.Matematiļko prepoznavanje i obrada elemenata figure 

Pod matematiļkim prepoznavanjem podrazumijeva se uoļavanje elemenata figure koji su 

matematiļki vaģni te njihova interpretacija u skladu s odgovarajuĺim matematiļkim svojstvima u 

svrhu odreĽivanja rjeġenja problema, unutar zadanog konteksta. Kako bi se ostvarilo matematiļko 

prepoznavanje figure, potrebno je poznavati i spretno koristiti definicije koriġtenih pojmova i njihova 

svojstva jer bez njih nije moguĺe izvesti formalne zakljuļke ili opravdanja. Ukratko, moģe se reĺi da 

nakon ļistog perceptivnog shvaĺanja figure treba preĺi na matematiļku obradu te figure kako bi se 

prepoznala i ostvarila njezina heuristiļka uloga, bilo u svrhu rjeġavanja problema ili dokazivanja 

tvrdnje. 

Duval (1995) razlikuje tri vrste matematiļkog prepoznavanja i heuristiļke obrade figure:  

sekvencijalno, diskurzivno te operativno prepoznavanje i obrada figure. Prema naļinu obrade, za 

diskurzivno bi se joġ moglo reĺi da je analitiļko-deduktivna obrada figure. 
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Sekvencijalno prepoznavanje i obrada figure. MeĽu jako vaģne procese u radu s geometrijskim 

figurama spadaju crtanje i konstruiranje te prepoznavanje i opisivanje postupaka crtanja i 

konstruiranja zadanih figura. U tim procesima posebno je vaģno prepoznavanje jedinica od kojih je 

figura sastavljena te shvaĺanje slijeda stvaranja figure. 

 

Crtanje geometrijske figure moģe biti ruļno, sa ili bez geometrijskog pribora, ali i pomoĺu raznih 

raļunalnih softvera. Za nacrtane geometrijske figure koriste se razliļiti nazivi, ovisno o kontekstu 

koriġtenja: obiļno se koristi naziv crteģ (eng. drawing) ili skica (eng. sketch), ali i dijagram (eng. 

diagram). Glavna karakteristika crteģa je u prikazivanju kljuļnih elemenata i njihovih odnosa, ali ne 

nuģno u stvarnoj ili proporcionalnoj veliļini. Upravo zbog te karakteristike, ruļno crtanje nema 

nikakvih instrumentalnih ograniļenja (Duval, 1995, str. 146). S obzirom da odnosi meĽu jedinicama 

figure unutar crteģa ne moraju nuģno odgovarati stvarnim veliļinama zadane situacije koju prikazuju, 

niti biti proporcionalne s njima, opisivanje postupka stvaranja crteģa ne mora nuģno pratiti slijed 

njegovog stvaranja.  

Pri konstruiranju odgovarajuĺeg vizualnog prikaza situacija se mijenja jer treba poġtivati i tehniļka 

ograniļenja alata kojima se provodi konstrukcija, ali i zadana matematiļka svojstva te njihove odnose. 

U suprotnom, ģeljena se figura neĺe moĺi realizirati (Duval, 1995, str. 146). Naime, konstruiranje 

geometrijske figure moģe se provoditi geometrijskim priborom i to jednim ravnalom i ġestarom 

(vidjeti str. 25) ili nekim raļunalnim softverom koji pruģa te moguĺnosti (Poput Cabri, Cindarela, 

Geogebre, Sketchpada, itd.). Glavna karakteristika konstrukcije (eng. construction) je u poġtivanju 

zadanih veliļina (bilo da se prikazuju u stvarnoj ili proporcionalnoj veliļini), kao i primjena 

matematiļkih svojstava, posebno pri uspostavljanju odnosa meĽu pojedinim elementima figure. Pri 

konstruiranju neke zadane situacije, za razliku od crtanja, vaģno je pratiti slijed izvoĽenja, uz 

poġtivanje tehniļkih ograniļenja i matematiļkih svojstava. 
 

Opisano promotrimo na sljedeĺem primjeru: Zadan je tupokutni trokut ABCD  sa stranicama duljine 

4a cm=  i 7b cm=  i kutom pri vrhu B veliļine 120Á. Zadanom trokutu treba opisati kruģnicu. 

Pri stvaranju vizualnog prikaza dane situacije crtanjem ruļno, moģe se nacrtati tupokutni trokut 

ABCD  s tupim kutom pri vrhu B te kruģnica koja prolazi njegovim vrhovima. Ali, moģe se i prvo 

nacrtati kruģnica pa tupokutni trokut ABCD  s vrhovima na kruģnici (Slika 73a).  

   
(a)       (b) 

Slika 73. Crtanje i konstruiranje geometrijske figure 

Pri opisivanju crteģa sa Slike 73(a), moģe se reĺi da je nacrtan tupokutni trokut ABCD  s tupim kutom 

pri vrhu B te kruģnica kroz njegove vrhove ili da je nacrtana kruģnica te tupokutni trokut ABCD , s 

tupim kutom pri vrhu B, tako da njegovi vrhovi pripadaju kruģnici. Drugim rijeļima, redoslijed 

opisivanja danog crteģa ne mora nuģno odgovarati redoslijedu njegovog stvaranja.  

S
A

CB
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Osim toga, crtanje ruļno nije ni sasvim precizno jer se odnosi pojedinih elemenata figure ne mogu u 

potpunosti uskladiti  s matematiļkim svojstvima. Tako, na Slici 73(a) nije istaknuto srediġte kruģnice, 

a ne moģe se ni razaznati gdje se nalazi u odnosu na trokut (u ovom sluļaju srediġte treba biti izvan 

trokuta, nasuprot tupog kuta). 

Ako bi se opisana situacija konstruirala (Slika 73b), onda se prvo nacrtaju dvije duģine zadanih 

duljina i kut zadane veliļine. Zatim se konstruira trokut poġtujuĺi osnovnu konstrukciju SSK>, a 

potom tom trokutu opisanu kruģnicu, uz prethodno odreĽivanje njezinog srediġta, konstruiranjem 

simetrala stranica tog trokuta te polumjera. Pri izvoĽenju sloģene konstrukcije, vaģno je poznavati 

osnovne konstrukcije (str. 25) jer se na temelju njih izvode sloģene konstrukcije (Kurnik, 2007). 

MeĽutim, pri opisivanju sloģenih konstrukcija, osnovne konstrukcije se samo navode (a ne opisuju) 

unutar slijeda izvoĽenja. Uvijek je korisno napomenuti da tijekom konstruiranja nema mjerenja jer 

se pod ravnalom podrazumijeva alat za povlaļenje ravnih crta na kojem nije istaknuta mjerna skala. 

Tako bi pri opisivanju konstrukcije sa Slike 73(b) naveli da se prvo konstruira trokut ABCD  

koriġtenjem zadanih elemenata, zatim kruģnica koja prolazi kroz sva tri vrha trokuta. Konstrukcija 

trokuta ABCD  spada pod elementarnu konstrukciju pa nju nije potrebno opisivati, ali je potrebno 

znati njezi tijek izvoĽenja. Za konstrukciju kruģnice treba opisati kako se odreĽuje njezino srediġte i 

njezi polumjer: srediġte kruģnice je toļka sjeciġta simetrala stranica pa treba konstruirati simetrale 

stranica trokuta (barem dvije), a polumjer je odreĽen toļkom srediġta i jednim vrhom trokuta. Pri 

tome, simetrala duģine spada pod osnovnu konstrukciju i ona se ne opisuje unutar sloģene 

konstrukcije. Kruģnica konstruirana sa tako dobivenim srediġtem i polumjerom prolazit ĺe i kroz 

preostala dva vrha trokuta prema svojstvu simetrale duģine. U tom sluļaju, kruģnica je opisana 

trokutu. 

Ako bi se opisivala konstrukcija ABCD  u nekom izdvojenom dijelu, onda se opisuje tijek izvoĽenja 

konstrukcije trokuta SSK>, ali se ne opisuju elementarne konstrukcije: prenoġenje duģine, prenoġenje 

kuta ili konstrukcija kuta od 120Á. Na primjer, konstrukciju trokuta ABCD , sa zadanim elementima, 

mogli bi opisati na sljedeĺi naļin: (1) na proizvoljni polupravac p prenese se duģina BC duljine 4cm; 

(2) iz vrha B  se konstruira (ili prenese) kut veliļine 120Á; (3) opiġe se kruģnica k sa srediġtem C 

radijusa 7cm (radijus odgovara duljini stranice AC); (4) u presjeku kruģnice k i drugog kraka 

konstruiranog kuta dobiva se treĺi vrh A trokuta ABCD ; (5) Toļke A, B i C su vrhovi traģenogABCD  

Upravo pri opisivanju koraka konstruiranja dolazi do izraģaja vaģnost i nuģnost meĽusobnog 

povezivanja razliļitih zapisa: od vizualnog prikaza do jeziļnog opisa, proģetog simboliļkim zapisima 

(u veĺoj ili manjoj mjeri). 

Iz svega opisanog vidljivo je da se procesi stvaranja i opisivanja crteģa i konstrukcija temelje na 

prepoznavanju odgovarajuĺih jedinica figure koje su matematiļki vaģne te njihovim povezivanjem u 

odgovarajuĺi funkcionalni slijed izvoĽenja. Prepoznavanje i razumijevanje procesa stvaranja 

geometrijske figure, kao i opisivanje slijeda njezinog stvaranja, Duval naziva sekvencijalnim 

shvaĺanjem figure (eng. sequential apprehension), odnosno shvaĺanjem slijeda izvoĽenja 

geometrijske figure (Duval, 1995, str. 146). 

Osim crtanja na bijelom papiru ili praznoj podlozi ekrana, crtanje se moģe vrġiti i unutar odreĽene 

vrste mreģe ili koordinatnog sustava, koji imaju svoj slijed izvoĽenja, ļime se dodatno razvijaju 

procesi vizualizacije. Za crtanje geometrijskih likova i figura mogu se koristiti razne kvadratne 

toļkaste mreģe te (pravokutni) koordinatni sustav u ravnini, a mreģa se odabire ovisno o uzrastu, 

njihovim predznanjima i svrsi koriġtenja. 
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Tako na primjer, ukoliko se oblikuje konveksna figura od tangram slagalice (Slika 74a), ona se moģe 

prikazati u kvadratnoj toļkastoj mreģi tako da vrhovi svih likova, od kojih je figura oblikovana, padnu 

u toļke mreģe. Pri crtanju u mreģi, likovi se mogu proporcionalno uveĺavati (Slika 74b) ili umanjivati 

(Slika 74c), a samo crtanje se moģe provoditi nasumiļno, ġto obiļno nije uspjeġno, ali i strateġki. Na 

primjer, poļetnici obiļno zapoļnu crtati od vanjskog ruba figure (Ăkonturañ), a zatim crtaju likove 

unutar konture ili zapoļnu s bilo kojim likom proizvoljne veliļine pa na njega dodaju ostale likove. 

Ni jedan ni drugi naļin se ne preporuļuju jer ako se ne vodi raļuna o odnosima meĽu likovima, onda 

crteģ tangram lika obiļno ne bude uspjeġno zavrġen. Strateġki bi se npr. moglo krenuti od najmanjeg 

lika ili od kvadrata pa do njega dodavati u odgovarajuĺem odnosu jedan po jedan lik (Kavajin & 

Baranoviĺ, 2019b. str. 24). 

           
(a)                                              (b)                           (c) 

Slika 74. Slaganje i crtanje tangram likova 

Opis se u ovom sluļaju moģe provoditi za izgradnju (Ăkonstrukcijuñ) same figure, kao i za crtanje 

oblikovane figure u kvadratnoj toļkastoj mreģi. Pri tome se opis moģe priliļno olakġati ako se poznaju 

karakteristike pojedinih likova slagalice (dva para sukladnih jednakokraļnih pravokutnih trokuta i 

jedan njima sliļan trokut (srednje veliļine) te kvadrat i paralelogram). Izazov je opisati oblikovanu  

figuru tako da netko drugi  moģe na isti naļin sloģiti figuru samo na temelju opisa, bez da vidi naļin 

slaganja. Ovisno o uzrastu, prilagoĽava se i vokabular opisa. 

Na primjer, oblikovanje pravokutnog tangram trapeza (Slika 74a), s lijeva nadesno, mogli bi opisati 

na sljedeĺi naļin: (1) Prvo se polegne najveĺi trokut, s katetama horizontalno i vertikalno, s pravim 

kutom s desne strane. (2) Do njega se poloģi najmanji trokut, zrcalno u odnosu na postavljeni trokut. 

(3) Dodaje se paralelogram tako da se dulja stranica paralelograma poloģi duģ hipotenuze manjeg 

trokuta, a kraĺa stranica paralelograma duģ katete veĺeg trokuta. (4) Dodaje se srednji trokut po 

veliļini tako da se kateta poloģi duģ stranice paralelograma, a hipotenuza vertikalno, u produģetku 

druge stranice paralelograma. (5) Duģ slobodne stranice paralelograma dodaje se kvadrat. (6) Do 

kvadrata se dodaje najmanji trokut s jednom katetom duģ stranice kvadrata, a drugom katetom u 

produģetku gornje stranice kvadrata. (7) Konaļno, dodaje se najveĺi trokut s jednom katetom duģ 

kvadrata i manjeg trokuta, a drugom katetom duģ hipotenuze srednjeg trokuta (Kavajin, 2016). 

Pri opisivanju crtanja oblikovane figure u kvadratnoj toļkastoj mreģi, korisno je poznavati i odnose 

meĽu likovima: katete malog trokuta, stranica kvadrata i kraĺa stranica paralelograma zauzimaju pola 

katete najveĺeg trokuta, kateta srednjeg trokuta podudara se s duljom stranicom paralelograma, a 

hipotenuza srednjeg trokuta s katetom najveĺeg trokuta, itd. (Kavajin i Baranoviĺ, 2019a. str. 6). Na 

temelju ovih opisa vaģno je uoļiti da kateta najveĺeg trokuta treba zauzeti paran broj kvadrata mreģe 

kako bi svi vrhovi svih likova slagalice pali u toļke mreģe. Crtanje moģe zapoļeti od najveĺeg trokuta 

ili od kvadrata tako da se najprije njegovi vrhovi smjeste u toļke mreģe, a zatim se crtaju preostali 

likovi, pazeĺi na odnose meĽu njima. Crtanjem na taj naļin, likovi se po ģelji mogu proporcionalno 

uveĺavati ili umanjivati (Slike 74b i 74c). 
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Za razliku od kvadratnih toļkastih mreģa, koriġtenje pravokutnog koordinatnog sustava u ravnini 

zahtjeva poznavanje pravila crtanja toļaka prema njihovim koordinatama, ali i odreĽivanje 

koordinata toļaka prema poziciji toļke u koordinatnom sustavu. Koordinatni sustav u ravnini moģe 

se koristiti u razne svrhe: rjeġavanje algebarskih problema primjenom geometrijskih koncepata, ali i 

rjeġavanje geometrijskih problema primjenom analitiļkih procesa. U oba sluļaja, vaģan je slijed 

crtanja u koordinatnom sustavu, kao i rekonstrukcija slijeda nacrtanog. 

Na primjer, promotrimo problem u kojem su zadane tri toļke, bilo vizualnim prikazom u 

koordinatnom sustavu, bez ili sa istaknutom mreģom (Slika 75), bilo njihovim koordinatama ( )3,1 , 

( )1,4 , ( )1,2- , te treba odrediti poziciju ļetvrte toļke i njezine koordinate, tako da te ļetiri toļke 

odreĽuju vrhove paralelograma. 

 

Slika 75. Toļke paralelograma u koordinatnom sustavu 

Problem se moģe rjeġavati na viġe naļina. Koristi prisjetiti se da dijagonala paralelograma dijeli taj 

paralelogram na dva sukladna trokuta, kao i da su dva nasuprotna vrha paralelograma centralno 

simetriļna s obzirom na poloviġte njegove dijagonale. Kako tri zadane toļke odreĽuju trokut, koji 

ļini jednu polovicu paralelograma, preostaje naĺi ļetvrti vrh paralelograma centralnom simetrijom. 

No, svaka stranica trokuta moģe potencijalno biti dijagonala paralelograma, ġto znaļi da treba 

razmatrati tri sluļaja. 

Ako se uzme da je stranica AC  dijagonala (Slika 76a), onda je ļetvrti vrh D1 centralno simetriļan 

vrhu B s obzirom na poloviġte promatrane dijagonale. Analogno, ļetvrti vrh D2 centralno je simetriļan 

vrhu C s obzirom na poloviġte dijagonale AB (Slika 76b) te ļetvrti vrh D3 centralno je simetriļan 

vrhu A s obzirom na poloviġte dijagonale BC (Slika 76c). Ļetvrti vrh paralelograma se moģe odrediti 

konstruktivno, ali i na druge naļin, npr. prepoznati putanju od jedne do druge zadane toļke, a zatim 

na temelju toga rekonstruirati moguĺu poziciju ļetvrte toļke. I na kraju preostaje oļitati koordinate 

ļetvrtog vrha, u sva tri sluļaja. 

    
Paralelogram 1ABCD  Paralelogram

2AD BC Paralelogram
3ABD C 

(a)  (b) (c) 

Slika 76. Rjeġenja problema s paralelogramom 
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Pri radu s geometrijskim tijelima prikladne su izometriļne mreģe (eng. isometric grid ili ISO mreģe), 

koje se sastoje od tri skupa paralelnih pravaca (ili toļaka duģ paralelnih pravaca), tako da je svaki 

skup pravaca pod kutom od 120Á sa drugim skupom pravaca, a koji u trodimenzionalnom prostoru 

predstavljaju okomite pravce (De Klerk, 2007). Koriġtenjem ISO mreģa olakġava se crtanje nekih 

geometrijskih tijela u ravnini te stvaranje efekta trodimenzionalnosti (Slika 77). Zbog jednostavnosti 

u prikazivanju 3D objekata, izometrijsko crtanje dosta koriste inģenjeri i dizajneri, a posebno se 

koristi pri kreiranju testova za provjeru vizualno-prostornih sposobnosti. Najpoznatiji takav test je 

The Purdue Visualization of Rotations test, skraĺeno PSVT test (Yue, 2006, str. 3). 

    

Slika 77. ISO mreģe i izometriļno crtanje 

Crtanjem geometrijskih tijela u izometrijskoj mreģi dodatno se razvijaju vizualno-prostorne 

sposobnosti kroz razliļite poglede na tijela, posebno crtanjem zadanog tijela nakon odreĽene rotacije 

(Yue, 2006). Za rad u ISO mreģi vaģno je razviti vjeġtine izometriļnih pogleda na 3D objekte iz 

razliļitih perspektiva te vjeġtinu rekonstrukcije objekta na temelju zadanih razliļitih pogleda. 

 

Diskurzivno (analitiļki ï deduktivno) prepoznavanje i obrada figure. Za ono ġto se vidi Ăna prvuñ 

kod nekog vizualnog prikaza, bez svjesne analize, moģe se reĺi da je to ono ġto vizualni prikaz 

pokazuje (eng. shows). U tom sluļaju, znaļenje uoļenih jedinica promatranog vizualnog prikaza 

izvodi se na temelju ļiste percepcije. MeĽutim, vizualni prikaz se u matematiļkom kontekstu obiļno 

stvara s odreĽenom svrhom, kako bi predstavljao odreĽeni matematiļki koncept, algoritam, ideju i sl. 

odnosno, vizualni prikaz je Ăneġto ġto stoji za neġto drugoñ (Duval, 1995, str. 143). Kako bi se 

odredilo ġto odreĽeni vizualni prikaz predstavlja (eng. represent), znaļenje uoļenih jedinica i pod-

jedinica vizualnog prikaza potrebno je tumaļiti kroz matematiļka svojstva opisana definicijama i 

tvrdnjama (aksiomima i teoremima). 

Promotrimo sljedeĺi problem (Duval, 1998, str. 41; Slika 78a): Zadan je paralelogram ABCD te su 

toļke E i F poloviġta stranica CD i AB redom. Dokazati da je AP PQ QC= = . 

   
(a) (b) (c) 

Slika 78. Paralelogram i neke pod-figure 

U polaznoj figuri mogu se uoļiti razne pod-figure, ali neke su kljuļne koje vode do rjeġenja (Slika 

78b i 78c). No, samo uoļavanje pod-figura nije dovoljno za odreĽivanje rjeġenja veĺ je na figuru 

potrebno primijeniti odgovarajuĺa matematiļka svojstva. Prije svega, treba uoļiti ļetverokut FBED, 

a kako on ima dvije nasuprotne stranice paralelne i jednakih duljina, ||FB ED i FB ED= , radi se 
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o paralelogramu. Dalje se, kod istaknutih pod-figura (Slika 78b i 78c) moģe primijeniti obrat teorema 

o srednjici trokuta (jer su pravci koji sadrģe odgovarajuĺe stranice promatranog paralelograma 

paralelni) te izvesti jednakost duljina duģina: AP PQ=  i PQ QC= , a zatim primjenom aksioma 

o realnim brojevima (ako su dva objekta jednaka treĺem objektu, onda su i oni meĽusobno jednaki) 

zakljuļiti da su sve tri duģine jednakih duljina. No, joġ treba  

Promiġljanje o vizualnom prikazu na naļin da se na uoļene jedinica i pod-jedinice primjene 

odgovarajuĺa matematiļka svojstva (definicije, aksiomi ili teoremi), u skladu sa zadanim elementima 

i uvjetima, Duval naziva diskurzivnim, odnosno analitiļko-deduktivnim shvaĺanjem figure (eng. 

discursive apprehension) (Duval, 1995, str. 146).  

Ukratko, da bi se odredilo ġto vizualni prikaz predstavlja, a ne samo ġto on pokazuje, potrebno je ļisto 

perceptivno uoļavanje jedinica figure staviti pod kontrolu deduktivnog promiġljanja, odnosno 

povezati i tumaļiti s odgovarajuĺim matematiļkim svojstvima koja proizlaze iz definicija i tvrdnji 

svakog uoļenog elementa. 

Duval (1998) razlikuje dvije vrste diskurzivnih procesa: prirodne i teorijske. Pod prirodnim 

diskurzivnim procesom podrazumijeva opisivanje uoļenih elemenata figure govornim jezikom u 

svrhu objaġnjavanja ili argumentiranja rjeġenja, a pod teorijskim diskurzivnim procesom 

podrazumijeva ļisti deduktivni slijed zakljuļivanja, koji se oslanja i na simboliļki zapis (Duval, 1998, 

str. 46). Naime, teorijski diskurzivni proces se bitno razlikuje od argumentacije govornim jezikom jer 

je u deduktivnom procesu nuģno potrebno uoļiti ġto je pretpostavka, a ġto zakljuļak koji treba utvrditi, 

a zatim graditi logiļki slijed iskaza od pretpostavke prema zakljuļku, dok se u prirodnom 

diskurzivnom procesu govornim jezikom na prirodan naļin opisuje ono ġto se gleda i uoļava. Prema 

Duvalu, upravo taj prijelaz s prirodnog na teorijski diskurzivni proces mnogi uļenici nikada ne 

savladaju (Duval, 1998, str. 47). 

Ġto odreĽeni vizualni prikaz predstavlja moģe se mijenjati kroz razna jeziļna obiljeģja i odgovarajuĺi 

kontekst, a da pri tome njegov izgled ostane nepromijenjen. Na primjer, sva tri trokuta na Slici 79 

jednakog su oblika, ali oznake duljina stranica i veliļina kutova mijenjaju ono ġto on predstavlja. 

Tako, na Slici 79(a) vizualni prikaz moģe predstavljati bilo koju vrstu trokuta, npr. raznostraniļni 

ġiljastokutni trokut - jer Ătako izgledañ, dok je na Slici 79(b) jednoznaļno predstavljen 

jednakostraniļni trokut jer su slovima istaknute stranice jednakih duljina, a na Slici 79(c) jednoznaļno 

predstavlja jednakokraļni trokut jer su slovima istaknuti kutovi jednakih veliļina. 

 
(a)  (b) (c) 

Slika 79. Razliļita znaļenja vizualnog prikaza jednakog izgleda 

Drugim rijeļima, ako je vizualni prikaz dan bez ikakvih jeziļnih obiljeģja i dodatnih objaġnjenja ili 

tvrdnji, razliļite osobe na njemu mogu vidjeti razliļite stvari ili razliļita matematiļka svojstva. No, 

kada se vizualni prikaz upotpuni jeziļnim obiljeģjima ili dodatnim tvrdnjama, onda to jednoznaļno 

odreĽuje ġto taj vizualni prikaz predstavlja u odreĽenom kontekstu. 

Operativno prepoznavanje i obrada figure. U prethodno opisanom procesu nisu vrġene nikakve 

promjene nad geometrijskom figurom, veĺ su samo izdvojene odgovarajuĺe pod-figure na koje se 

moglo primijeniti neko matematiļko svojstvo (definicija, aksiom, teorem) u svrhu odreĽivanja 
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rjeġenja. No, nije uvijek moguĺe uoļiti sve jedinice figure i pod-figure, koje su matematiļki vaģne, 

kako bi se odredilo ġto odreĽena figura predstavlja, odnosno kako bi se odredilo rjeġenje problema ili 

pronaġao kljuļni korak za tvrdnju koja se dokazuje. U tom sluļaju, vizualni prikaz je potrebno 

dodatno preoblikovati (bilo u mislima, bilo stvarno, fiziļki).  

Promjene nad geometrijskom figurom, u svrhu dobivanja nove figure koja vodi do rjeġenja, mogu se 

vrġiti na razliļite naļine: (1) cijepanjem figure na dijelove te njihovim premjeġtanjem (rotacijom, 

translacijom i dr.) poput dijelova slagalice (metoda rekonfiguriranja); (2) dodavanjem novih 

elemenata (metoda nadopune); (3) mijenjanjem oblika (suģavanjem, izduģivanjem), veliļine 

(proporcionalno umanjivanje, uveĺavanje; homotetija), poloģaja (translacija, rotacija) ili orijentacije 

(zrcaljenje). U kompleksnijim situacijama obiļno je potrebno kombinirati razliļite vrste promjena.  

Na primjer, neke od tih metoda mogu se vidjeti pri dokazu Pitagorina pouļka: U pravokutnom trokutu 

vrijedi 2 2 2a b c+ = , gdje su a i b duljine kateta, a c duljina hipotenuze pravokutnog trokuta.  

   
Polazna figura Nadopuna figure Rekonfiguriranje  

(a) (b) (c) 

Slika 80. Promjene nad figurom 

U svrhu utvrĽivanja istinitosti dane jednakosti, najprije je pravokutni trokut (Slika 80a) nadopunjen 

do kvadrata stranice duljine a b+ , s unutarnjim kvadratom stranice duljine c (Slika 80b), a zatim su 

unutraġnji dijelovi razmjeġteni (translatirani) tako da su formirana dva manja kvadrata stranice duljine 

a i b (Slika 80c). Traģena jednakost izvodi se usporeĽivanjem povrġina (metoda povrġine) unutar 

dvaju kvadrata stranice duljine a b+ (Duval, 1998, str. 43).  

Uoļavanje i provoĽenje opisanih promjena nad geometrijskom figurom u svrhu ostvarivanja njezine 

heuristiļke uloge, Duval naziva operativnim shvaĺanjem figure (eng. operative apprehension) 

(Duval, 1995, str. 147).  

Operativno shvaĺanje geometrijske figure je najkompleksniji, ali i nuģan proces kojim se ostvaruje 

matematiļko prepoznavanje i obrada jer se upravo kroz izvoĽenje promjena nad geometrijskom 

figurom osigurava dublji uvid, a time i odgovarajuĺi put do rjeġenja ili do kljuļnog koraka u dokazu. 

No, s obzirom da se vizualni prikaz moģe transformirati na razliļite naļine, pitanje je kako odabrati 

odgovarajuĺu promjenu da bi se doġlo do traģenog, a to je zapravo vjeġtina koja se uļi i razvija (Duval, 

1995, str. 154).  

Ukratko, kako bi se odredilo ġto odreĽen vizualni prikaz predstavlja, odnosno koju matematiļku 

poruku prikazuje, potrebna je interakcija razliļitih procesa koji se oslanjaju na matematiļka svojstva 

(sekvencijalno, analitiļko-deduktivno i operativno shvaĺanje figure), ovisno o vrsti problema koji se 

rjeġava te ovisno o kontekstu unutar kojeg se problem razmatra. Preduvjet, odnosno nuģno polaziġte 

za tumaļenje matematiļke poruke danog vizualnog prikaza je ļisto perceptivno prepoznavanje 

njegovih jedinica i pod-jedinica Ăna prvuñ (Slika 81).  
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Slika 81. Prepoznavanje poruke koju predstavlja vizualni prikaz 

Moguĺi potencijalni konflikt kod uļenika moģe nastati upravo izmeĽu onoga ġto vidi Ăna prvuñ i 

matematiļkog tumaļenja uoļenog. Uļenici zapravo imaju teġkoĺa u prelasku s ļistog perceptivnog 

prepoznavanja na prepoznavanje onoga ġto je matematiļki vaģno, a time i na odreĽivanje 

matematiļke poruke koju odreĽeni vizualni prikaz predstavlja.  

Kako bi savladali prijelaz s perceptivnog na matematiļko tumaļenje vizualnog prikaza, uļenici 

trebaju poznavati i razvijati razliļite procese vizualizacije, najprije odvojeno, a zatim i u meĽusobnoj 

koordinaciji (Duval, 1995, str. 154-155). Pri tome su posebno vaģni procesi dekonstruiranja i 

rekonstruiranja figure (operativno shvaĺanje), koji nisu neovisni veĺ ovise o svim drugim procesima. 

Iako opisani procesi u radu s geometrijskim figurama daju korisne smjernice za uļinkovito koriġtenje 

vizualizacije pri uļenju i pouļavanju geometrije, oni se ne bi trebali shvatiti poput gotovih recepata 

koji su spremni za upotrebu. Jer, uļitelj je taj pred kojim je izazov i odgovornost povezati teoriju i 

praksu na uļinkovit i produktivan naļin, a osnovno polaziġte je osvjeġtavanje i samostalno 

ovladavanje vjeġtinama vizualizacije te poznavanje predznanja i razina miġljenja svojih uļenika 

(Gagatsis et al, 2015). 

4.4. Vizualno ï prostorne sposobnosti 

Istraģivanje matematiļkog obrazovanja i istraģivanje razvoja prostornih sposobnosti dva su bitno 

razliļita smjera sa potpuno razliļitim metodologijama i teorijskim pristupom, ali i snaģnom 

uzajamnom vezom (Pittalis i Christou, 2010). Naime, viġe nitko ne postavlja pitanje jesu li prostorne 

sposobnosti i matematika povezani jer su kroz svoja istraģivanja kognitivni znanstvenici pokazali da 

viġa razina prostornih sposobnosti predviĽa uspjeġnije uļenje i bolja postignuĺa u svim podruļjima 

matematike, takoĽer predviĽa odabir i uspjeh u svim STEM podruļjima, ali i uspjeh u profesionalnom 

radu (Wai i sur., 2009; Mix i Cheng, 2012; Tosto i sur., 2014). Snaģnu vezu prostornih sposobnosti i 

matematiļkih postignuĺa sve viġe potvrĽuju i rezultati istraģivanja matematiļkog obrazovanja (npr. 

Bishop, 1980; Clements i sur, 1997; Saads i Davis, 1997; Cohen, 2003; Bruce i Hawes, 2015; Gagatsis 

i sur. 2022). 

U novije vrijeme, naglasak se viġe stavlja na istraģivanja o naļinu na koji su povezana ta dva podruļja 

te koje toļno vrste prostornih sposobnosti su povezane s kojom matematiļkom vjeġtinom. Ali, 

koriġtenje rezultata istraģivanja kognitivnih znanstvenika priliļno je kompleksno jer, nakon gotovo 

stoljeĺa ġirokog spektra istraģivanja prostornih sposobnosti, nije doġlo do stvaranja jedne 

sveobuhvatne teorije, veĺ naprotiv do razliļitih vrsta raslojavanja.  
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Kognitivni znanstvenik Gardner, prvi je postavio teoriju viġestrukih inteligencija, smatrajuĺi da je 

ljudski um priliļno modularno dizajniran te da razliļiti umni procesi koriste razliļite sustave obrade 

informacija. Prema Gardnerovoj teoriji, svaka inteligencija ima svoje pod-vrste i svaka od njih vlastite 

procese, neġto poput razliļitih mentalnih Ăorganañ s vlastitim kognitivnim sposobnostima. TakoĽer, 

svaki ļovjek ima svoj vlastiti profil inteligencije te ne postoje dva ļovjeka s jednakim profilom, a 

razliļita zanimanja obiļno zahtijevaju viġe vrsta inteligencija. Upravo zbog toga, smatra Gardner, u 

obrazovnom bi sustavu trebalo koristiti razliļite pristupe, metode pouļavanja i naļine ocjenjivanja 

kako bi se osiguralo okruģenje u kojem ĺe svaki pojedini uļenik imati moguĺnost razviti svoje vlastite 

kapacitete te biti pripremljen za svijet rada (Gardner i Hatch, 1989).   

MeĽu istaknutim vrstama inteligencije, Gardner navodi i prostornu sposobnost (eng. spatial ability), 

pod ļim podrazumijeva Ăsposobnost opaģanja vizualnih ili prostornih informacija (u veĺoj ili manjoj 

mjeri), njihovo transformiranje i mijenjanje te ponovno koriġtenje vizualnih slika ļak i bez stvarnih 

izvornih podraģajañ (Gardner, 1999, str. 143.). Ili u kraĺoj varijanti Ăsposobnost preciznog opaģanja 

vizualno-prostornog svijeta te izvoĽenje transformacija na poļetnim opaģanjimañ (1989, str. 6) te 

koristi i naziv vizualno-prostorna sposobnost. 

Iako je Grdnerova teorija viġestrukih inteligencija joġ uvijek aktuelna, zadnjih godina se sve viġe 

koristi Cattell-Horn-Carroll-ova (CHC) teorija kognitivnih sposobnosti, koja trenutno predstavlja 

najopseģniji strukturni model inteligencije. Za razliku od Gardnerovog modela od osam (8), odnosno 

devet (9) vrsta inteligencija, CHC teorija predstavlja model od ġesnaest (16) razliļitih kognitivnih 

sposobnosti, koje su raslojene na preko osamdeset (80) razliļitih komponenti. Najvaģnija znaļajka 

CHC teorija je u dinamiļnosti modela koji se kontinuirano reorganizira i restrukturira na temelju 

provedenih empirijskih istraģivanja te predstavlja Ăkulminaciju preko 60 godina istraģivanja 

faktorske analize u psihometrijskoj tradicijiñ (Flanagan i Shauna, 2014., str. 3).  

Prema CHC modelu inteligencije, prostorna sposobnost se navodi pod imenom vizualna obrada (eng. 

visual processing, s oznakom Gv), pod ļim se podrazumijeva Ăsposobnost stvaranja, opaģanja, 

analize, sinteze, pohranjivanja, ponovnog dohvaĺanja, manipulacije, transformacije i razmiġljanja s 

vizualnim obrascima i podraģajimañ (Flanagan i Shauna, 2014., str. 7), odnosno skraĺeno, 

Ăsposobnost koriġtenja simuliranih umnih slika za rjeġavanje problemañ (Schneidera i McGrewa 

(2012, str. 129). Unutar CHC modela, prostorna sposobnost, odnosno vizualna obrada raslojava se na 

jedanaest (11) razliļitih vrsta uskih sposobnosti (Flanagan i Shauna, 2014., str. 8). MeĽu svim vrstama 

kognitivnih procesa, prostorna sposobnost se najviġe istraģuje. 

S obzirom da je geometrija po svojoj prirodi vizualne naravi jer se njezini koncepti i ideje u veĺini 

sluļajeva predstavljaju kroz razliļite vizualne prikaze, a dio geometrije se bavi i trodimenzionalnim 

oblicima, geometrija je neosporno povezana s razliļitim faktorima prostornih sposobnosti i vrlo je 

plodno tlo za istraģivanje tih povezanosti. Ġtoviġe, mnoga istraģivanja u obrazovanju potvrĽuju da 

efikasno uļenje geometrije treba podrġku prostornih sposobnosti, ali i obratno, prostorne sposobnosti 

se efikasno mogu razvijati kroz odgovarajuĺe aktivnosti u kontekstu geometrije ( Pittalis i Christou, 

2010; Bruce i Hawes, 2015). 

Daljnje razmatranje razliļitih definicija kao i razliļitih klasifikacija prostornih sposobnosti nije u 

fokusu ovog rada, jer bi se time pozornost mogla rasprġiti na mnoge detalje koji nisu relevantni za 

sam rad, posebno ġto ne postoji usuglaġenost niti oko raslojavanja niti oko njihovih definicija. Kratki 

pogled iz perspektive prostornih sposobnosti uzet je viġe radi cjelovitosti sagledavanja vizualizacije 

u svrhu uļenja i pouļavanja geometrije. Naime, strategije i metode pouļavanja tijekom intervencije 

zasnivale su se velikim dijelom na vizualno-analitiļkoj metodi usmjerenog opaģanja, a kako se dio 
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kolegija bavi geometrijom prostora odnosno prouļavanjem svojstava i odnosa 3D figura, bilo je 

korisno Ăzaviritiñ i u svijet prostornih sposobnosti. 

4.4.1. Procesi obuhvaĺeni prostornim sposobnostima 

Imati osjeĺaj za prostor, grubo govoreĺi, znaļilo bi imati intuitivni osjeĺaj za svoje okruģenje i objekte 

koji se u njemu nalaze. U kontekstu matematike, to bi znaļilo imati intuitivni osjeĺaj za prostornu 

orijentaciju i prostornu vizualizaciju (McGee, 1979). 

Pod prostornom orijentacijom (eng. spatial perception) podrazumijeva se razvijanje intuitivnog 

osjeĺaja za objekte u prostoru, njihove karakteristike i odnose s drugim objektima. U kontekstu 

geometrije, to podrazumijeva rad s geometrijskim figurama, njihovim svojstvima i vezama. Pod 

prostornom vizualizacijom (eng. spatial visualisation) podrazumijeva se manipuliranje objektima u 

prostoru prije svega kroz umne aktivnosti: pomicanje, okretanje, preokretanje, poveĺavanje, 

smanjivanje, reorganiziranje, kao i uoļavanje invarijanti unutar promjenjive situacije. U kontekstu 

geometrije, to su razne vrste preslikavanja i njihova svojstva: translacija, rotacija, zrcaljenje, 

homotetija i dr. te uoļavanje svojstava koja ostaju saļuvana pri tim transformacijama. 

Dakle, i dalje je vidljiva dualnost geometrijskih figura, s tim da je ovdje veĺi naglasak na umnim 

aktivnostima kojima se potiļe razvoj vizualno-prostornih sposobnosti, a vanjski prikazi viġe sluģe za 

stimulaciju tih aktivnosti. Naime, oblike, uzorke, strukturu, poloģaj i kretanje objekata opaģamo 

oļima, ali sve se procesuira u mislima, pri ļemu se koriste i sva dotadaġnja iskustva i steļena znanja 

(Del Grande, 1990). Upravo iz tog razloga, vaģna je uzajamnost koriġtenja i razvoja razliļitih 

vizualno-prostornih sposobnosti u kontekstu geometrije i stjecanja odgovarajuĺeg znanja (Clements 

i sur, 1997). 

Dakle, pod prostornim sposobnostima podrazumijevaju se procesi koji se provode s vizualnim 

informacijama u prostornom kontekstu, pri ļemu se ļeġĺe misli na procese koje osoba provodi u umu 

na temelju vizualnih podraģaja, a manje na vizualne prikaze koji se na temelju tih procesa stvaraju. 

MeĽu tim procesima najļeġĺe se istiļu sljedeĺi: stvaranje (eng. generation), opaģanje (eng. 

perception), identificiranje (eng. identification), zadrģavanje (eng. retention), manipulacija (eng. 

manipulation), transformacija (eng. transformation), pohranjivanje (eng. store), ponovno dohvaĺanje 

(eng. retrieval). Neki od tih procesa stimulirani su statiļnim vizualnim prikazima, dok se drugi 

stvaraju pri izvoĽenju razliļitih manipulacija i transformacija s vizualnim objektima, bilo u umu ili 

pri radu s fiziļkim objektima ili oboje. 

Veĺi dio tih procesa veĺ je opisan kroz prethodna poglavlja. MeĽutim, kada se gleda iz perspektive 

prostornih sposobnosti, nevolja je u tome ġto se koriste razliļita imena za iste procese, ali i ista imena 

za razliļite skupove procesa. 

4.4.1.1.Otkrivanje figura  

Usporedbe radi, jedna od vaģnih vjeġtina u radu s konkretnim geometrijskim figurama jest 

prepoznavanje kljuļnih pod-figura u sloģenoj figuri te daljnja matematiļka obrada. 

U kontekstu vizualizacije, Duval tu aktivnost razmatra kroz ļetiri vrste obrade figure (str. 78), u 

kontekstu geometrije Godfey je razmatra pod pojmom geometrijsko oko. No, u teoriji prostornih 

sposobnosti, ta se sposobnost promatra s viġe aspekata, ovisno o tome je li vizualni uzorak koji se 

traģi zadan ili ne te kojom brzinom se uoļava i identificira, ali i koliko je percepcija koja se koristi 

postojana. Koristeĺi upravo te suptilne razlike, neki autori im daju i posebna imena te ih razmatraju 

kao posebne prostorne sposobnosti.  
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Na primjer, unutar vizualne obrade CHC teorije, ova sposobnost se naziva Ăflexibility of closureñ 

(Schneidera i McGrewa; 2012), a kod drugih autora se javlja Ăfigure-ground perceptionñ (Del Grande, 

1990, str. 15), Ădisembeddingñ (Kimura, 1999), Ăfield dependence/indenpendenceñ (Idris 1998). 

Sliļno tome, sposobnost vizualnog identificiranja odreĽene figure ili uzorka, koji je na neki naļin 

sakriven unutar sloģenog vizualnog konteksta, a da se unaprijed ne zna kakav uzorak se traģi, obiļno 

se izdvaja pod imenom Ăclosure speedñ ( Lochman, 1993; Schneidera i McGrewa; 2012).  

Sposobnost izdvajanja odreĽenih elemenata iz sloģene geometrijske figure, koji su matematiļki vaģni 

i smisleni, jedan je od faktora koji znaļajno utjeļu na savladavanje geometrije. Na primjer, na Slici 

82(a) figuru koja se nalazi s lijeva treba pronaĺi i istaknuti (podebljati) unutar sloģenih figura, koje 

se nalaze s desna (Del Grande, 1990, str. 16). Na Slici 82(b) treba prepoznati sve trokute. Uļenici 

koji brzo i vjeġto mogu izdvojiti odreĽene komponente iz sloģene figure te nisu pod utjecajem 

okruģenja nazivaju se ñfield independent learnersñ i oni su uspjeġniji u uļenju geometrije. S druge 

strane, oni koji nisu vjeġti u izdvajanju smislenih komponenti iz sloģene figure jer na njih snaģno 

utjeļe okruģenje, odnosno sloģenost figure, nazivaju se ñfield dependent learnersñ i oni obiļno imaju 

dosta teġkoĺa pri uļenju i razumijevanju geometrije (Idris, 1998, str. 19). Na Slici 82(c) treba odrediti 

koje su sve moguĺnosti oblikovanja 3D objekata koriġtenjem lista u obliku kvadrata, odnosno lista u 

obliku pravokutnika (umno i fiziļki) te opisati svojstva oblikovanih tijela. Kako bi se opisala svojstva 

tijela nastalih savijanjem zadanih likova, treba uoļiti duljine rubova danih listova papira (zadane 

figure) te elemente oblikovanih tijela (oblikovane figure), a zatim elemente tijela povezati s toļno 

odreĽenim elementima lika (ĂSaads & Davis, 1997, str. 3). 

 
 

 

(a) Otkrivanje zadane figuru (b) Prebrojavanje trokuta (c) Savijanje lista u mislima 

Slika 82. Otkrivanje figura 

Postoje mnogi geometrijski koncepti i njihove veze koji se ne mogu prepoznati ili razumjeti, ako ova 

sposobnost nije razvijena: vrste kutova, sukladni/sliļni trokuti, poliedri, rotacijska tijela itd. 

4.4.1.2.Umna rotacija 

Sposobnost umnog rotiranja kognitivni znanstvenici izdvajaju kao centralnu mjeru prostornih 

sposobnosti, odnosno prostornog miġljenja i zakljuļivanja. No, u matematiļkim kurikulumima to joġ 

uvijek ne zauzima posebno  mjesto (Bruce i Hawes, 2015). 

Bruce i Hawes, na temelju interventnog istraģivanja s uļenicima od 4 do 8 godina, u periodu od ļetiri 

mjeseca, pokazali su da je umna rotacija sposobnost koja se moģe uļiti i razvijati treniranjem kroz 

ciljano odabrane aktivnosti.  

Prije svega, predlaģu aktivnosti u kojima uļenici trebaju slagati i rekonstruirati razne vrste 2D i 3D 

figura, koriġtenjem raznih didaktiļki sredstava, ali i raznih raļunalnih programa koji omoguĺavaju te 

vrste aktivnosti. U tim aktivnostima vaģna je rasprava i obrazlaganje provedenih aktivnosti radi 

obogaĺivanja matematiļkog vokabulara i razvijanja formalnog matematiļkog jezika. TakoĽer, vaģno 

je strateġko slaganje, ali i razvijanje razliļitih strategija slaganja. Nakon slaganja vaģno je i 

prikazivanje oblikovanih figura na papiru ili nekoj mreģi, a moģe biti i obratno, tj. da se na temelju 

nekog prikaza oblikuje odgovarajuĺa figura od likova ili blokova za slaganje. Posebno, u radu s 3D 
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figurama korisna vjeģba je gledanje tijela iz razliļitih perspektiva te prikazivanje razliļitih pogleda 

na tijelo, ali i obratno, izgradnja 3D figure na temelju prikaza iz razliļitih perspektiva. 

Za razvoj prostornog zamiġljanja posebno su vaģni zadaci u kojima se trebaju odrediti sliļnosti i 

razlike meĽu danim figurama. Takvim zadacima se ļesto i testiraju vizualno-prostorne sposobnosti. 

Tako na primjer u WSAT testu (eng. Wheatley spatial ability test, Wheatley, 1997) ispituje se 

sposobnost prepoznavanja figura koje se mogu dobiti od zadane figure samo okretom, a li ne i 

preokretom (Slika 83). Dakle, meĽu pet figura s desne strane vertikalne crte treba odabrati one koje 

nastaju odgovarajuĺom rotacijom figure s lijeve strane, a iskljuļiti one koje nastaju rotacijom i 

zrcaljenjem.  

 

Slika 83. Primjer iz WSAT testa 

Osim dvodimenzionalnih figura mogu se koristiti i trodimenzionalne figure, ġto je karakteristiļno za 

PSVT testove (str. 86). Naime, jedan od sloģenijih oblika umne rotacije je aktivnost u kojoj treba 

neku 3D figuru misaono zarotirati na odreĽeni naļin, a zatim na analogan naļin ponoviti rotiranje za 

neko drugo tijelo te izvesti zakljuļak.  

Na primjer, u PSVT testu zadaci (Slika 84) su postavljeni tako da najprije treba prepoznati na koji 

naļin je zarotirana 3D figura, zatim analogan postupak rotacije treba ponoviti za drugo tijelo te meĽu 

ponuĽenim tijelima prepoznati ono koje je nastalo upravo tom rotacijom. Ovdje se moģe uoļiti 

neprestana izmjena vizualnih podraģaja koji dolaze s papira, zatim zamiġljanje slike u umu i njezino 

rotiranje, pa ponovno ļitanje prikaza s papira i tako naizmjeniļno dok se ne odredi toļan odgovor. 

Na taj naļin se koriste razni procesi prostornih sposobnosti: uoļavanje, identificiranje, zadrģavanje, 

transformacija, ponovno prisjeĺanje itd.  

 

Slika 84. Zadatak za vizualizaciju rotacije 

Ovakvih i sliļnih primjera ima priliļan broj u geometriji prostora, posebno pri izgradnji razliļitih 

vrsta geometrijskih tijela iz mreģe i obratno. Vaģno ih je paģljivo birati te vjeġto i svrhovito koristiti. 

Na primjer, ako se gradi tijelo od 12 jednakih kocki, moģe se ispitivati koliko razliļitih kvadara se 

moģe oblikovati (Slika 85), kako izgledaju njihove mreģe, kojih su veliļina njihovi bridovi. Zatim se 

mogu meĽusobno usporeĽivati po volumenu i oploġju te zakljuļke postaviti u obliku tvrdnji, najprije 

za promatrani sluļaj, a zatim i opĺenito. Konaļno, ovisno o uzrastu, tvrdnja se moģe i  dokazati. 
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Slika 85. Slaganje 3D figura 

Kroz ove vrste aktivnosti razvija se umijeĺe prepoznavanja svojstava koja ostaju saļuvana i onih koja 

se mijenjaju. Raspravom o dobivenim figurama izdvajaju se one figure koje su meĽusobno 

podudarne, na temelju ļega se otkriva da podudarnost figura ne ovisi o poloģaju. Usporedba se moģe 

temeljiti na konkretnim brojevima bez koriġtenja formula, a zatim argumentiranje temeljiti i na opĺim 

zapisima veliļina te poopĺavanjem opisane situacije. 

4.4.2. Individualne razlike i mjerenje prostornih sposobnosti 

Prema Lohmanu, individualne razlike u prostornim sposobnostima ostvaruju se u brzini izvoĽenja 

transformacija, posebno rotacije, zatim u vjeġtini stvaranja i zadrģavanja umnih slika, koliļini 

vizualno-prostornih informacija koje osoba moģe odrģati u aktivnom stanju i konaļno u 

sofisticiranosti i fleksibilnosti dostupnih strategija za rjeġavanje odreĽenih zadataka (Lohman, 1993, 

str. 9). 

U pravilu, zadaci koji se koriste za vjeģbu i razvoj prostornih sposobnosti ujedno mogu biti i zadaci 

za mjerenje odreĽenih faktora prostornih sposobnosti. Tako se sposobnosti mogu razvijati i mjeriti 

kroz razliļite praktiļne zadatke (eng. performance test): poploļavanjem povrġine ili oblikovanjem 

nove 2D figure nekim zadanim figurama, izgradnjom 3D figure koriġtenjem zadanih blokova, 

savijanjem papira (Golan, 2011) i dr.  

Nadalje, kroz razliļite vizualne prikaze mogu se razvijati vjeġtine prepoznavanja odreĽene figure ili 

prebrojavanja nekih zadanih figura, zatim otkrivanje sliļnosti i razlika meĽu figurama te izdvajanje 

sukladnih ili sliļnih figura, itd. S druge strane, sliļni zadaci se mogu koristiti kroz testove u pisanom 

obliku (eng. paper and pencil test) za mjerenje raznih sposobnosti uoļavanja, identificiranja, 

usporeĽivanja itd. Za faktorsko istraģivanje prostornih sposobnosti danas postoji na stotine testova u 

pisanom obliku, meĽu kojima su i 392 prostorna testa koje su pripremili Eliot i Smith (Lohman, 

1993). 

Prostorne sposobnosti se mogu razvijati i mjeriti kroz verbalne testove (eng. verbal test), u kojima 

ispitanici sluġaju problem, zatim na temelju jeziļnih uputa grade umnu sliku te u skladu s tim 

odgovaraju na pitanje.  

Konaļno, prostorne sposobnosti se mogu razvijati i testirati kroz raļunalne testove u dinamiļkom 

okruģenju (eng. dynamic computer ï based test). Naime, uoļavanje dinamiļkih prostornih odnosa 

zahtjeva drugaļiju sposobnost od umne rotacije i transformacije statiļnih objekata jer se u 

dinamiļkom okruģenju dodatno treba predviĽati i putanja objekta (Lohman, 1993). 

Osim navedenog, pri mjerenju prostornih sposobnosti preporuļa se za isti faktor koristiti viġe testova, 

koji se osim po obliku mogu razlikovati i prema naļinu davanja odgovora. Na primjer, kod testova 

pisanog oblika, zadaci mogu biti takvi da se odgovor bira izmeĽu viġe ponuĽenih odgovora ili se treba 

prikazati cijeli proces rjeġavanja. I jedni i drugi imaju svojih prednosti i nedostataka. 
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Sve u svemu, vizualno-prostorne sposobnosti su brojne i mogu se razvijati uļenjem i pouļavanjem, 

a posebno je korisno kada se razvijaju uzajamno u odgovarajuĺem kontekstu. Tako se vizualno-

prostorne sposobnosti mogu razvijati kroz ciljano odabrane geometrijske zadatke i obratno, oni koji 

postignu viġu razinu vizualno-prostornih sposobnosti biti ĺe uspjeġniji u stjecanju i primjeni 

geometrijskih znanja. 

4.5.Potencijal i ograniļenja rada s vizualizacijom 

Unatoļ dominantnom analitiļkom pristupu uļenja i pouļavanja matematike, zahvaljujuĺi 

tehnoloġkom napretku, sve veĺim potrebama za matematiļkom pismenoġĺu, ali i rezultatima 

istraģivanja u obrazovanju koji ukazuju na pozitivan utjecaj vizualizacije na uļenje i pouļavanje 

matematike, primjena vizualizacije u matematici i matematiļkom obrazovanju intenzivno se 

poveĺava zadnjih 20-ak godina. Ako, kako koriġtenje elemenata vizualizacije moģe osigurati prednost 

u uļenju i pouļavanju kada se ispravno koristi, jednako tako moģe biti uzrok i mnogih teġkoĺa, 

posebno kada se koristi neprimjereno.  

4.5.1. Potencijal vizualizacije  

Potencijal vizualizacije u radu s matematikom je velik i raznovrstan (Giaquinto, 2015), a moģe se 

razmatrati s obzirom na odreĽeno matematiļko podruļje te pojedine teme i koncepte, ali i na vaģne 

matematiļke procese koji bi se trebali njegovati uļenjem i pouļavanjem matematike.  

Vizualni prikazi mogu privuĺi pozornost uļenika te potaknuti mnoġtvo umnih slika i ideja te ih  

motivirati na aktivan rad i sudjelovanje u raspravi. Kroz neke vizualne prikaze, npr. fotografije, 

videozapise i sl., moģe se omoguĺiti uvid u primjenjivost matematiļkih sadrģaja i na taj naļin 

osigurati smislenost onoga ġto se uļi, a time i veĺi interes za uļenje matematike. Ciljanim koriġtenjem 

odgovarajuĺih vizualnih prikaza iz realnog ģivota moģe se osigurati dobra podloga za istraģivanje 

nekih matematiļkih ideja: od samostalnog uoļavanja pravilnosti, preko postavljanja tvrdnji do 

izvoĽenja opĺih zakljuļaka, odnosno od realnog problema do Ăļisteñ matematike (Mateljeviĺ, Joziĺ, 

Svetlik, 2013). TakoĽer, odgovarajuĺi vizualni prikazi mogu biti podloga za funkcionalno 

povezivanje razliļitih matematiļkih sadrģaja, ali i rjeġavanje nezaobilaznih suhoparnih procedura 

(npr. Joziĺ, 2012a i 2012b), a ciljano odabrana slika moģe prenijeti neke poruke uļinkovitije od pisane 

ili izgovorene rijeļi (Hill i Roberts, 2002). 

Koriġtenjem viġestrukih reprezentacija u uļenju i pouļavanju matematike postiģe se dublji uvid te 

bolje razumijevanje matematiļkih koncepata, a posebno fleksibilnost misli, ļime se osigurava stvarni 

razvoj matematiļkog miġljenja (npr. Pape i Tchoshanov, 2001; Nakahara, 2007; Duval, 2014, 2017), 

a samo jedan geometrijski zadatak s viġim kognitivnim zahtjevima, ili postavljen vizualno, moģe 

osigurati razvoj razliļitih strategija i procesa rjeġavanja problema te izgradnju bogate mreģe 

matematiļkih koncepata i funkcionalnih veza (Hershkowitz, Arcavi i Brucheimer, 2001; Baranoviĺ, 

Antunoviĺ-Piton, 2021). 

Konaļno, vizualni prikazi zbog svoje konkretnosti pospjeġuju intuitivni uvid i bolje razumijevanje, 

pa potiļu razvoj vjeġtina zakljuļivanja te naprednih vjeġtina rjeġavanja problema (npr. Krutetskii, 

1976; Yakimanskaya 1991; Presmeg 2001). 

Ukratko, vizualizacija moģe biti vrlo moĺan Ăalatñ u rukama matematiļara i nastavnika matematike, 

posebno ako se ciljano i svrhovito koristi jer doprinosi lakġem i kvalitetnijem usvajanju i izgradnji 

matematiļkog znanja te razvoju matematiļkih procesa i oblika miġljenja. No, primjenom 
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vizualizacije, puno toga se u pristupu mijenja: pitanja koja se postavljaju, naļin komunikacije, metode 

rjeġavanja problema, itd. (Whiteley, 2005). 

Mnogi suvremeni matematiļki kurikulumi diljem svijeta, prepoznajuĺi vaģnost i potencijal, postupno 

ukljuļuju vizualizaciju kao standard koji treba doseĺi. Tako na primjer, dokument NCTM (2000) 

istiļe da bi svi uļenici trebali moĺi: (1) kreirati i koristiti reprezentacije u svrhu organiziranja, 

zapisivanja i komuniciranja matematiļkih ideja, (2) odabrati, primijeniti i meĽusobno povezati 

reprezentacije radi rjeġavanja problema, (3) koristiti reprezentaciju u svrhu modeliranja i 

interpretiranja fizikalnih druġtvenih i matematiļkih fenomena. (NCTM, 2000, str 67), a na sliļan 

naļin to rade i mnogi drugi (npr. Osluka, 2019). 

MeĽutim, Ăslika vrijedi viġe od tisuĺu rijeļiñ ako se svrhovito i uļinkovito koristi, u suprotnom moģe 

vrijediti malo ili niġta. Zapravo, vizualizacija se ne bi smjela shvatiti kao lijek za sve probleme. Ona 

je jednostavno Ăstvar s mnogo licañ: u nekim situacijama moģe biti od koristi i osigurati prednost, 

dok ĺe u drugima stvoriti teġkoĺe i usmjeriti miġljenje u pogreġnom smjeru (Arcavi 1999, str. 77). 

4.5.2. Ograniļenja vizualizacije 

Postoje mnogi faktori koji mogu biti prepreka i ograniļenje te moguĺi izvor teġkoĺa pri vizualnoj 

obradi: neke teġkoĺe mogu nastati uvoĽenjem vizualnih prikaza te njihovom neuļinkovitom obradom, 

dok druge mogu proiziĺi upravo zbog izbjegavanja vizualnih elemenata, posebno kada su potrebni.  

Svaki bi nastavnik matematike, nakon nekoliko godina pouļavanja odreĽenog predmeta, mogao 

napraviti listu problema ili grupe problema u kojima njegovi uļenici ili studenti imaju znaļajnih 

teġkoĺa, posebno kada je u pitanju primjena vizualizacije. MeĽutim, malo je onih koji analiziraju 

zaġto se te teġkoĺe javljaju, a joġ manje je onih koji traģe prikladan put za njihovo savladavanje 

(Eisenberg i Dreyfus, 1991, str. 27).  

Analizirajuĺi moguĺe razloge zaġto studenti, koji upiġu matematiļke kolegije na prvoj godini 

fakulteta, odbijaju koristiti metodu vizualizacije pa i kada se ona prirodno nameĺe, Eisenberg i 

Dreyfus uoļavaju tri moguĺa uzroka: uvjerenje o prirodi matematike, prirodu procesa pouļavanja i 

teġkoĺe povezane sa samom vizualnom obradom (Eisenberg i Dreyfus, 1991, str. 29).  

4.5.2.1.Teġkoĺe koje proizlaze iz uvjerenja 

Teġkoĺe u radu s vizualizacijom koje proizlaze iz uvjerenja posljedica su uvjerenja i vrednovanja 

pojedinca o tome ġto je matematika i ġto znaļi raditi matematiku, ġto je legitimno i prihvatljivo za 

matematiku, a ġto nije. Arcavi ove teġkoĺe joġ naziva i Ăkulturoloġkeñ teġkoĺe (Arcavi, 1999, str. 74). 

Naime, sklonost studenata da misle analitiļki i algebarski, radije nego vizualno, te da najļeġĺe poseģu 

za ne-vizualnim argumentima, ļak i kada su usmjereni na vizualnu obradu, prema rezultatima 

istraģivanja  Eisenberg i Dreyfus (1991), nije sluļajna veĺ je posljedica stavova koje su razvili u radu 

sa svojim nastavnicima. Jer, uvrijeģena je praksa da se matematiļke ideje komuniciraju unutar ne 

vizualnih okvira bez obzira na prisutnost vizualnog argumenta u osnovi neke ideje.  

MeĽu matematiļarima ima onih koji za vizualizaciju jednostavno kaģu: Ăto nije matematikañ (Sfard, 

1998, str. 454, prema Arcavi, 1999, str. 74), dok ĺe veĺina reĺi da je vizualizacija samo pomoĺ na 

putu do Ăpraveñ matematike iako svi oni u svom radu koriste vizualizaciju kao koristan oslonac pri 

otkrivanju puta do rjeġenja. Posebno su nepokolebljivi u svom stavu da vizualni argumenti nisu 

dovoljni da bi bili dokaz, iako ne skrivaju da ih ļesto koriste u procesu dokazivanja (Eisenberg i 

Dreyfus, 1991, str. 30). Unutar takvog okruģenja, u kojem prevladava strogi formalizam, stvoreno je 

uvjerenje da je i sama matematika po svojoj prirodi ne vizualna te iako postoje mnogi zagovornici 
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vizualizacije u radu s matematikom, mnogi je smatraju drugorazrednom aktivnoġĺu te se kao takva 

nerado koristi i u matematiļkom obrazovanju.  

Ako nastavnici matematike smatraju da su vizualne metode manje vrijedne, u najboljem sluļaju da 

mogu posluģiti samo kao usputna pomoĺ, ali ne i kao punopravni argument, oni neĺe njegovati 

vizualne aspekte u nastavi, niti kroz pouļavanje niti kroz nastavne  materijale. U takvom okruģenju, 

u kojem nemaju moguĺnost iskusiti potencijal vizualizacije, i sami uļenici razvijaju uvjerenje da 

vizualne metode nisu dovoljno vrijedne te da oni koji se njima sluģe nisu dovoljno uspjeġni. 

Posljediļno tome, uļenici izbjegavaju koristiti vizualne metode pa ļak i kada su one nuģno potrebne, 

a posebno kod onih nastavnika koji ih ne vrednuju (Eisenberg i Dreyfus, 1991, Presmeg, 2006).  

No, joġ uvijek ostaje otvoreno pitanje: ako matematiļari koriste vizualno istraģivanje i argumentaciju 

u svom radu, zaġto vizualne metode ne prenose na svoje uļenike i ne vrednuju ih unutar nastavnog 

rada? Posebno ġto rezultati raznih istraģivanja u matematiļkom obrazovanju, veĺ neko vrijeme, 

ukazuju da pretjerani naglasak na apstraktnim i analitiļkim mislima kroz uļenje i pouļavanje 

matematike moģe imati ġtetan uļinak na ishode uļenja, a posljediļno i na samu profesiju (Eisenberg 

i Dreyfus, 1991, str. 32). 

Ukratko, stav o tom da je matematika po svojoj prirodi ne vizualna te da se ona kao takva treba 

komunicirati unutar ne vizualnih okvira duboko je ukorijenjeno uvjerenje koje je razvila sama 

matematiļka zajednica, unatoļ postojanju zagovornika vizualizacije. Zbog tih uvjerenja, vizualni 

aspekti u nastavi imaju slab status, a posljediļno tome uļenici imaju slab uspjeh u uļenju matematike, 

posebno kada je pomoĺ vizualizacije nuģno potrebna. Jer, neukljuļivanjem vizualizacije u 

matematiļki rad, njezin potencijal ne moģe ni doĺi do izraģaja te se vrġi Ădevalvacijañ vizualizacije 

na ġtetu same matematike (Presmeg, 1997, str. 310).  

Dakle, matematiļari su sami krivi ġto uļenici odbijaju koristiti vizualne elemente, zbog ļega izostaje 

i njihov uspjeh u uļenju matematike (Eisenberg i Dreyfus, 1991, str. 30). Ostvarivanje boljih ishoda 

uļenja leģi, ne samo u ukljuļivanju vizualizacije u nastavu matematike, veĺ i u pouļavanju uļenika 

njezinom uļinkovitom koriġtenju (Gal & Linchevski, 2010; Rellensmann, Schukajlow & Leopold, 

2017; Sinclair, Moss, Hawes & Stephenson, 2018). 

4.5.2.2.Teġkoĺe koje nastaju zbog prirode procesa pouļavanja 

Ne samo da matematiļari vizualizaciju ne koriste ļesto u svom pouļavanju, veĺ postoji razlika 

izmeĽu vizualne obrade koju koriste u svom profesionalnom radu od one koju koriste u pouļavanju, 

(kada je koriste), a uzrok te razlike nalazi se u teoriji didaktike matematike (Eisenberg i Dreyfus, 

1991, str. 32).  

S jedne strane, akademsko znanje je priliļno kompleksno i zamrġeno te sadrģi mnoġtvo unutarnjih 

veza i vanjskih poveznica. S druge strane, Ădidaktiļko oblikovanje znanjañ, podrazumijeva 

preobrazbu akademskog znanja od znanstvenog karaktera na znanje koje je linearno strukturirano i 

najļeġĺe odvojeno od konteksta kako bi se moglo pouļavati u ġkoli. U tom procesu didaktiļke 

pripreme znanja u svrhu pouļavanja, mnoge poveznice meĽu konceptima i procedurama budu 

uniġtene ili ispuġtene pa to nije viġe ono isto znanje koje Ăsjedi u umu matematiļarañ. Osim toga, 

znanje koje se ģeli prezentirati treba biti ġto sliļnije znanju koje uļenici veĺ imaju, a stupanj novog 

znanja koje se prezentira ne smije biti visok. Kako bi se svi postavljeni uvjeti zadovoljili, novo znanje 

se obiļno postiģe kroz izgradnju algoritama i procedura jer one na prirodan naļin dopuġtaju 

sekvencijalno uvoĽenje.  

Ukratko, ġkolsko znanje je nuģno sekvencijalno, ima svoj poļetak i kraj i kao takvo viġe mu odgovara 

analitiļka obrada koja koristi jeziļno predstavljanje (jeziļni opis i simboliļki zapis) kroz niz 
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odgovarajuĺih izraza, a ne vizualna obrada kojoj nije svojstvena linearna ġablona, veĺ viġe 

kompleksna struktura raznih elemenata i njihovih meĽusobnih veza. Na taj naļin se akademsko 

znanje, koje je kompleksno znanje s mnoġtvom veza, pojednostavnjuje radi linearnosti samog procesa 

pouļavanja, ali i naļina obrade koji tu linearnost podrģava. Sasvim je jasno da ĺe u sekvencijalnoj 

nastavnoj situaciji i uļenici radije odabrati analitiļki pristup, posebno ako ģele ostvariti veĺi 

matematiļki uspjeh, u ġto kraĺem vremenskom periodu. Uzroke opisanih teġkoĺa, Eisenberg i 

Dreyfus nazivaju joġ i socioloġkim razlozima (1991, str. 32). 

MeĽutim, s druge strane, uļenici u razredu obiļno dolaze iz razliļitih kulturoloġkih sredina, meĽu 

kojima ima i onih s bogatom vizualnom kulturom. Ukoliko nastavnik primjenjuje analitiļki pristup,   

a uļenik dolazi iz vizualno bogate kulture, on ĺe biti zakinut za vizualni pristup koji njemu viġe 

odgovara, odnosno za takve uļenike vizualizacija ĺe biti Ădeficitñ pa ĺe postizati joġ slabiji rezultat 

od moguĺeg (Arcavi, 1999). 

Rjeġenje prilagodbe kompleksnog akademskog znanja za potrebe sekvencijalnog pouļavanja, a da 

pri tome ostane saļuvano ġto viġe veza svojstvenih samom znanju nalazi se u neprestanom 

kombiniranju analitiļkih i vizualnih metoda. Jer, kroz vizualne metode do izraģaja dolaze 

konceptualne veze, a snaga matematiļke vizualizacije ostvaruje se samo kada je povezana s logiļkim 

zakljuļivanjem i simboliļkim zapisima (Presmeg, 2006). 

4.5.2.3.Teġkoĺe koje nastaju pri vizualnoj obradi  

U radu s vizualnim prikazima, pored opisanih faktora koji potiļu uļinkovitost vizualne obrade, 

postoje razna ograniļenja koja je potrebno osvijestiti i poznavati kako ne bi izazvala niz razliļitih 

teġkoĺa i tako bila prepreka uļinkovitosti. Teġkoĺe koje nastaju pri koriġtenju vizualizacije Arcavi 

naziva spoznajnim teġkoĺama (Arcavi, 1991, str. 74), a one mogu nastati i u procesu stvaranja i u 

procesu koriġtenja vizualnih prikaza. 

Teġkoĺe u radu sa sloģenim strukturama. Ako vizualni prikaz predstavlja neku sloģenu 

konceptualnu strukturu, njegova obrada poļiva na visokim kognitivnim zahtjevima. Jer, 

interpretiranje bogate konceptualne slike zahtjeva stalno naprijed-nazad preusmjeravanje pozornosti, 

a za to ne postoje Ăsigurneñ proceduralne rutine, kao ġto postoje u radu s formalnim simboliļkim 

zapisima pa takve situacije mogu djelovati previġe Ăskliskeñ ili Ăriziļneñ ļime odbijaju uļenike, a 

moģda i nastavnike, da ih koriste (Arcavi, 1999, str. 74). 

Nadalje, unutar vizualnih prikaza odreĽene situacije neki konkretni detalji mogu stvoriti laģne 

pretpostavke te proces rjeġavanja ili dokazivanja odvesti u pogreġnom smjeru ili ga potpuno 

onemoguĺiti (vidjeti str. 34). Posebno, ako se koriste konkretne slike realistiļnih situacija ili se 

stvaraju vizualni prikazi realistiļnih situacija, konkretni detalji na njima mogu odvlaļiti pozornost ili 

misao usmjeriti u pogreġnom smjeru. Na primjer, ako se ģeli odrediti kapacitet cisterne za gorivo koja 

je valjkastog oblika, onda pri crtanju nije potrebno prikazivati cisternu veĺ valjak koji ĺe predstavljati 

cisternu. Svi ostali nepotrebni detalji odvlaļe pozornost i oduzimaju vrijeme (Presmeg, 1986, str. 44). 

Teġkoĺe u radu s razliļitim prikazima iste situacije. Rad s razliļitim prikazima iste situacije poļiva 

na visokim kognitivnim zahtjevima jer, ako se ģeli uspostaviti veza izmeĽu tekstualnog opisa neke 

situacije, vizualnog prikaza i simboliļkog zapisa te iste situacije, onda je potreban stalan i vjeġt 

naprijed ï nazad prijelaz meĽu njima, ġto je priliļno krivudav proces za uļenike, koji zahtjeva dosta 

vremena, a moģe biti i kontekstualno ovisan (Arcavi, 1999, str. 74).  

Osim uspostavljanja veza meĽu razliļitim prikazima iste situacije, potrebna je vjeġtina odabira onog 

prikaza koji u odreĽenoj situaciji viġe odgovara. Jer, iako razliļiti prikazi sadrģe iste informacije 

nekog matematiļkog koncepta ili ideje, u jednom prikazu informacija moģe biti eksplicitno vidljiva, 
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dok je u drugom sadrģana implicitno. Zatim, ako je potrebno potvrditi i argumentirati u jeziļnoj formi 

ono ġto se na vizualnom prikazu vidi Ăna prvuñ, to moģe biti dugotrajan proces, koji zahtijeva druga 

znanja, a koja treba znati Ăiskopatiñ  (Eisenberg i Dreyfus, 1991, str. 33).  

Razliļite osobe vide razliļito. Jedna znaļajna teġkoĺa u radu s vizualizacijom u matematiļkom 

obrazovanju jest i to ġto nastavnici i uļenici najļeġĺe ne vide isto na istom vizualnom prikazu. Naime, 

prema Duvalu mnogi nastavnici nisu svjesni da uļenici najļeġĺe ne vide isto ono ġto vide oni ili ġto 

misle da bi uļenici trebali vidjeti (Duval, 2014, str. 160), a to moģe biti uzrok mnogih nerazumijevanja 

i pogreġnih shvaĺanja. 

Prototipne slike. Uļestalo koriġtenje istih vizualnih prikaza za odgovarajuĺe koncepte u ustaljenom, 

standardnom poloģaju, onemoguĺava fleksibilnost miġljenja ġto stvara teġkoĺu prepoznavanja 

predstavljenog koncepta kroz vizualni prikaz u nekom drugom poloģaju (vidjeti str. 34). Tako na 

primjer, ako se za kvadrat uļestalo koristi prikaz sa stranicama u horizontalnom i vertikalnom 

poloģaju, onda je vrlo vjerojatno da uļenici neĺe prepoznati kvadrat ukoliko su dva nasuprotna vrha 

postavljena vertikalno. 

Konaļno, svako nekritiļko vizualno zakljuļivanje bez argumentirane podloge moģe dovesti do 

pogreġnih zakljuļaka.  

Ako nastavnici nisu svjesni ograniļenja i teġkoĺa pri koriġtenju elemenata vizualizacije, onda ni svoje 

uļenike ne mogu pouļiti kako te teġkoĺe nadiĺi, ġto znaļi da ne mogu optimalno iskoristiti ġiroki 

spektar potencijala vizualizacije pri uļenju i pouļavanju geometrije (Presmeg, 1986a, 1986b, 2006). 

4.6.Vizualna pismenost 

Prirodno je da se osoba u svom svakodnevnom radu i djelovanju sluģi vizualizacijom, zbog svojih 

bioloġkih karakteristika pa bi prirodno bilo da se elementima vizualizacije potpomaģe i pri uļenju 

geometrijskih koncepata i ideja, zbog njihovih svojstvenih karakteristika. Jer, kako je veĺ opisano, 

uļenje i pouļavanje apstraktnih i kompleksnih geometrijskih koncepata i ideja, moģe se priliļno 

olakġati i pospjeġiti intuitivni uvid uzajamnim koriġtenjem i balansiranjem konkretnih elemenata 

vizualizacije s apstraktnim jeziļnim opisima i simboliļkim zapisima, pri njihovom predstavljanju 

(npr. Krutetskii, 1976, Usiskin, 1987; Kundema, 2016). 

Osim toga, eksperimentalna istraģivanja potvrĽuju da je nastava matematike uļinkovitija kada je 

proģeta elementima vizualizacije nego kada se vizualni prikazi uopĺe ne koriste ili se koriste nevjeġto 

i u maloj mjeri (npr. Presmeg, 1986, 2006; Pape i Tchoshanov, 2001). No, primjena vizualizacije u 

uļenju i pouļavanju matematike moģe, ali i ne mora biti uļinkovita jer to ovisi o brojnim faktorima: 

o poznavanju opisanih karakteristika proizvoda i procesa vizualizacije, njihovih prednosti i 

ograniļenja, o cilju s kojim se koristi, o kontekstu unutar kojeg se koristi, ali i o vjeġtini i spretnosti 

koriġtenja elementa vizualizacije, itd. 

Prema Duvalu, netko je matematiļki spretan (eng. mathematically proficiency), ako vjeġto koristi 

matematiļke procese s odreĽenom svrhom. Nadalje, netko Ăspretno koristi dijagrameñ (eng. diagram 

proficiency) ako vjeġto koristi vizualne prikaze kao Ăalate vizualizacijeñ (Duval, 2014, str. 162), 

odnosno ako vjeġto stvara i koristi elemente vizualizacije u odreĽenom kontekstu s odreĽenom 

svrhom, na ispravan naļin. S obzirom da spretnost nije uroĽena sposobnost, veĺ vjeġtina koja se uļi 

i razvija, uļinkovito koriġtenje elemenata vizualizacije treba biti ukljuļeno u uļenje i pouļavanje 

matematike. Konaļno, o spretnost i vjeġtinama koriġtenja elemenata vizualizacije, odnosno o mjeri 

vizualne pismenosti neke osobe moģe se govoriti tek iz perspektive procjene (Duval, 2014, str. 147). 
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U literaturi postoje razliļite definicije vizualne pismenosti, ġto najļeġĺe ovisi o namjeni i kontekstu 

primjene, ali one se uvijek odnose na naļin koriġtenja elemenata vizualizacije. Naime, svaki vizualni 

prikaz nosi odreĽenu poruku, a na svakom pojedincu je da tu poruku korektno interpretira, analizira, 

razumije i tumaļi te se njom dalje sluģi. Naļin, razina i lakoĺa kojom osoba odreĽuje znaļenje 

vizualnog prikaza u nekom kontekstu predstavlja njezinu vjeġtinu i spretnost u radu s vizualnim 

prikazima, odnosno, mjeru njezine vizualne pismenosti. Prema svemu navedenom, vizualna 

pismenost u kontekstu matematike predstavlja skup kompetencija koje pojedincu omoguĺuju da 

razumije, koristi, stvara i vrednuje elemente vizualizacije, koji nose odreĽenu matematiļku poruku 

(Stokes, 2002; Kundema, 2016). 

Stoga je na svakom nastavniku matematike izazov i odgovornost da ciljanim odabirom razliļitih 

metoda i aktivnosti razvija vizualno-prostorne sposobnosti svojih uļenika, uzajamno i u harmoniji sa 

stjecanjem geometrijskog znanja, kako bi oni u ġto veĺoj mjeri postali vizualno pismeni. Kako bi u 

tome bili uļinkoviti, nastavnici sami u odreĽenoj mjeri trebaju biti vizualno pismeni.  

Zadnjih desetljeĺa nastavnici su zaista Ăbombardiraniñ s mnogim razliļitim pristupima uļenja i 

pouļavanja. Ali, niġta se neĺe promijeniti dok sve to ne zaģivi u uļionici na naļin da se svrhovito i 

uļinkovito koriste razliļiti stilovi uļenja, meĽu kojima je i vizualizacija (Hill i Roberts, 2002). A 

kada se koristi interdisciplinarni pristup te se na jednom mjestu okupe razliļite teme, metode i 

strategije pouļavanja, onda se mogu postiĺi i estetski i obrazovni ishodi uļenja (Bruckheimer i 

Arcavi, 1995, str. 472). 
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5. Metodologija istraģivanja 

Istraģivanje, koje se opisuje u ovom radu, provedeno je u okviru institucijskog projekta KRIUGS 

201515 sa studentima integriranog diplomskog studija primarnog obrazovanja (kraĺe uļiteljski studij). 

Kratica projekta KRIUGS dolazi od naziva Kognitivni razvoj i ishodi uļenja geometrije studenata 

primarnog obrazovanja, ġto u kratkim crtama opisuje ļime se projekt, odnosno ovaj rad bavi: 

istraģivanjem znanja studenata uļiteljskog studija o geometrijskim konceptima, o razumijevanju i 

naļinu povezivanja tih koncepata te utjecaju vizualno-prostornih vjeġtina na ishode uļenja 

geometrije. Samo interventno istraģivanje, kao sastavni dio istraģivanja, posebno se bavi razvojem 

vizualno-prostornih vjeġtina i geometrijskog miġljenja studenta zasnovanog na metodi usmjerenog 

opaģanja i teoriji van Hiele-a u svrhu postizanja boljih ishoda uļenja geometrije. 

5.1. Predmet istraģivanja 

Studenti, koji se pripremaju za rad u primarnom obrazovanju, unutar planiranog programa 

(kurikuluma) na integriranom diplomskom studiju, trebaju savladati i znanja iz euklidske geometrije:  

geometrije ravnine i geometrije prostora (dalje se u tekstu koristi samo izraz geometrija). Primarno 

obrazovanje (ili razredna nastava) podrazumijeva obrazovanje uļenika od 1. do 4. razreda osnovne 

ġkole, a uļitelji koji rade na toj razini nazivaju se uļitelji primarnog obrazovanja (ili uļitelji razredne 

nastave jer jedan uļitelj predaje veĺinu predmeta u jednom razrednom odjeljenju). Kako bi uļitelji 

razredne nastave uspjeġno pouļavali geometriju, prvo oni sami trebaju imati odgovarajuĺa znanja i 

razinu geometrijskog miġljenja, ali i razvijene vizualno-prostorne vjeġtine potrebne u radu s 

geometrijskim konceptima. MeĽutim, studenti koji upisuju uļiteljski studij imaju problema s 

nastavkom uļenja matematike, a posebno geometrije. 

Ġtoviġe, brojna obrazovna istraģivanja diljem svijeta ukazuju da uļenici na svim razinama 

matematiļkog obrazovanja najviġe teġkoĺa imaju upravo pri uļenju geometrije (npr. PISA, 2012; 

GŤnhan, 2014; TIMMS 2017; Milinkoviĺ i Ġeva, 2021), posebno pri uspostavljanju veza meĽu 

geometrijskim konceptima (npr. de Villiers, 1994; Erez i Yerushalmy, 2006; Fujita & Jones, 2007; 

Kozakli Ulger i Tapan Broutin; 2017). Taj problem posebno do izraģaja dolazi pri prijelazu uļenika 

sa sekundarne na tercijarnu razinu (npr. Ģilkov§, 2015; Baranoviĺ, 2019b), odnosno pri prijelazu sa 

ġkolske na visokoġkolsku nastavu matematike. Naime, diskursi uļenja matematike u ġkoli i na 

sveuļiliġnoj razini priliļno se razlikuju: od empirijskog pristupa, instrumentalnog razumijevanja, 

proceduralne fluentnosti i zadataka niģih kognitivnih razina koji prevladavaju u ġkoli, do ļistog 

formalistiļkog i apstraktnog pristupa, racionalnog i konceptualnog razumijevanja  te zadataka viġih 

kognitivnih razina, koji dominiraju na sveuļiliġnoj razini  (npr. Liston i O'Donoghue, 2007; Witzke, 

2016; Thoma i Nardi, 2018; Baranoviĺ, Baras i Blaģevski, 2020). Pri uļenju matematike na 

sveuļiliġnoj razini, studentima posebnu teġkoĺu ļine Ănerazrijeġeni kognitivni konflikti koje razvijaju 

tijekom osnovnoġkolskog i srednjoġkolskog obrazovanja, a kojih nisu niti svjesniñ (Baranoviĺ, Baras 

i Blaģevski, 2020, str. 15). 

S aspekta Van Hieleove teorije, da bi studenti uspjeġno pratili i savladali planirani program iz 

geometrije na sveuļiliġnoj razini, koji zahtjeva deduktivni pristup, oni bi trebali biti barem na ļetvrtoj 

razini geometrijskog miġljenja. No, nastavna praksa i razna obrazovna istraģivanja pokazuju da to 

nije tako (npr. Usiskin; 1982; Crowley 1987; De Villiers, 2010; Baranoviĺ, Baras i Blaģevski, 2020). 

                                                           
15 Ġifra projekta: ID: FFST-INST-2015; Opis projekta: https://pdb.irb.hr/project/irb:006654. Projekt je dijelom financiran iz programskih sredstava 

Filozofskog fakulteta u Splitu, a dijelom iz sredstava Sveuļiliġta u Zadru, koje je bilo partner na projektu. 

https://pdb.irb.hr/project/irb:006654
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Nadalje, za uļenje geometrijskih koncepata i ideja s razumijevanjem te njihovu efikasnu primjenu u 

rjeġavanju problema i dokazivanju tvrdnji, studenti trebaju biti vjeġti u vizualizaciji potrebnoj u radu 

s geometrijski objektima, tj. u vizualno-prostornom prikazivanju i tumaļenju prikazanog, 

manipuliranju, zadrģavanju te transformiranju geometrijskih objekata u svrhu matematiļke obrade 

(Bishop, 1986; Idris, 1998; Duval, 2014), jer sama percepcija vizualnih prikaza nije dovoljna (Duval 

1995, 1998, 2002, 2014). No, vizualizaciji se u matematiļkom obrazovanju nije pridavala vaģnost 

niti se ona sustavno razvijala buduĺi veĺi dio matematiļke zajednice smatra da ona sluģi samo kao 

poļetni intuitivni uvid u matematiļke ideje i koncepte, koje ġto prije treba zamijeniti simboliļkim 

jezikom matematiļkog formalizma (Drayfus, 1990; Whetley, 2005). Tek se zadnjih nekoliko 

desetljeĺa, zahvaljujuĺi upravo obrazovnim istraģivanjima i raznim intervencijama u nastavi 

matematike, vizualizacija i vizualno-prostorne sposobnosti poļinju smatrati vaģnima u tolikoj mjeri 

da se stvaraju zahtjevi za kontinuiranim proģimanjem cjelokupnog matematiļkog kurikuluma. 

Naime, sve se viġe prepoznaje potreba za kontinuiranim i sustavnim razvijanjem i koriġtenjem 

vizualno-prostornih sposobnosti, kroz cijelu obrazovnu vertikalu (npr. Presmeg 2006, 2014). No, joġ 

uvijek ne postoji sveobuhvatni teorijski okvir za uļenje i pouļavanje vizualizacije, a stogodiġnje 

istraģivanje vizualno-prostornih sposobnosti nije dovelo do kohezivnog faktora (Lohman, 1993) iako 

se ulaģu veliki napori u tom smjeru (Shneider i McGew 2012). 

Ukratko, za uļenje i pouļavanje geometrije, osim rada na geometrijskim konceptima i idejama, 

potrebne su jake vizualno-prostorne vjeġtine i to na svim razinama razvoja geometrijskog miġljenja, 

a ne samo na razini prepoznavanja (prva razina prema van Hiele), ġto postojeĺi matematiļki 

kurikulumi obiļno ne osiguravaju. Posljediļno tome, geometrijski koncepti se kroz ġkolsku 

matematiku u velikoj mjeri savladavaju proceduralno, zapamĺivanjem odgovarajuĺih definicija, 

pravila i formula bez konceptualnog razumijevanja (npr. Hoffer, 1981; Bishop, 1986; Idris, 1998, ) 

pa uļenici najļeġĺe nisu spremni za nastavak uļenja geometrije na sveuļiliġnoj razini. 

5.2. Problem istraģivanja 

Sagledavajuĺi sve prethodno reļeno, prirodno je zapitati se: kako pouļavati geometriju studentima 

koji nisu spremni za deduktivni pristup? Drugim rijeļima, kako pripremiti studente za efikasno 

pouļavanje geometrije u primarnom obrazovanju, ako oni sami nisu spremni za nastavak uļenja 

prema planiranom planu i programu rada, tj. prema sveuļiliġnom diskursu? Ima li smisla ustrajati na 

deduktivnom pristupu, ako ga studenti nisu u stanju pratiti i razumjeti? A, ako treba mijenjati pristup, 

koja je alternativa?  

Posebno, ako studenti nemaju razvijene vizualno-prostorne sposobnosti, bi li oni napredovali u uļenju 

geometrije kada bi im se omoguĺilo da ih razvijaju tijekom uļenja? No, je li kasno za razvijanje 

vizualno-prostornih sposobnosti na tercijarnoj razini? Ako nije kasno, na koji naļin osigurati 

okruģenje unutar kojeg ĺe studenti razviti svoje vizualno-prostorne sposobnosti?  

S obzirom da se geometrija ne moģe savladati samo pukim uļenjem pojmova, pravila i procedura veĺ 

je nuģno potrebno razvijati i razliļite procese miġljenja koji osiguravaju poimanje (De Villiers, 2009)  

te objaġnjavaju konceptualnu pozadinu pravila i procedura (Clement i sur, 1997), postavlja se pitanje 

je li kasno za razvijanje geometrijskog miġljenja na tercijarnoj razini? Ako nije kasno, na koji naļin 

omoguĺiti studentima da  na tercijarnoj razini razviju svoje geometrijsko miġljenje?  

Dakle, glavni problem istraģivanja jest pripremiti i provesti alternativni pristup pouļavanja kako bi 

se dali odgovori na postavljena pitanja. Buduĺi da su geometrijski koncepti usko povezani s vizualnim 

prikazivanjem, u procesu pripreme alternativnog pristupa pouļavanja poseban naglasak stavljen je na 

razvoj vizualno-prostornih sposobnosti studenata kroz metodu usmjerenog opaģanja. Kako je 
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geometrijsko miġljenje vaģan faktor u postizanju boljih ishoda uļenja geometrije, planirano je da 

nastavne aktivnosti budu usklaĽene s procesom razvoja miġljenja prema teoriji van Hiele-a. 

5.3. Ciljevi i zadaci istraģivanja 

Svrha ovog istraģivanja jest vrednovati odabrani alternativni pristup uļenja i pouļavanja matematike, 

posebno geometrije, kojim bi se omoguĺilo studentima da kroz razvoj svojih vizualno-prostornih 

sposobnosti i geometrijskog miġljenja postupno premoste jaz izmeĽu ġkolske i visokoġkolske nastave 

matematike te posljediļno ostvare bolje ishode uļenja geometrije na tercijarnoj razini. Na taj naļin 

bi se bolje pripremili za rad u primarnom obrazovanju.  

Kako bi se intervencija provela bez dodatnog angaģmana studenata izvan redovitih obveza, cilj je bio 

interventno istraģivanje provesti unutar obveznog kolegija, u realnom vremenu tijekom redovite 

nastave. U skladu s tim, odabrane su dvije grupe sudionika koji su upisani na redoviti kolegij uļenja 

geometrije sliļnog nastavnog plana i programa s ciljem da se u jednoj od tih grupa primjeni 

alternativni pristup pouļavanja u svrhu ispitivanja njegove uļinkovitosti naspram druge grupe s 

kojom se radi na uobiļajeni naļin. 

U svrhu provoĽenja intervencije primjerene sudionicima, nuģno je ispitati razine geometrijskog 

miġljenja koje su sudionici razvili tijekom prethodnog (primarnog i sekundarnog) obrazovnog 

razdoblja kako bi se pouļavanje prilagodilo njihovoj razini miġljenja. TakoĽer, vaģno je ispitati i 

geometrijska predznanja sudionika te kroz njih donekle identificirati i osvijestiti njihove teġkoĺe u 

radu s geometrijskim konceptima, moguĺe konflikte te vizualizacijske sklonosti i vjeġtine. Posebno, 

prije same intervencije vaģno je znati u kakvoj su meĽusobnoj vezi razine geometrijskog miġljenja i 

geometrijska predznanja sudionika te njihove vizualno-prostorne sposobnosti. 

Konaļno, glavni cilj je ispitati je li alternativni pristup doveo do poboljġanja vizualno-prostornih 

sposobnosti i napretka u geometrijskom miġljenu, veĺoj sklonosti vizualizaciji, a posljediļno i boljim 

ishodima uļenja geometrije. U skladu s opisanim problemom i glavnim ciljem, postavljeni su sljedeĺi 

istraģivaļki zadaci: 

1. Utvrditi na kojoj se razini geometrijskog miġljenja prema van Hiele-ovom modelu nalaze 

sudionici neposredno prije uļenja geometrije. 

 

2. Utvrditi koja znanja sudionici veĺ imaju o temeljnim geometrijskim konceptima te u kojoj se 

mjeri i koliko uspjeġno koriste vizualno-prostornim vjeġtinama pri rjeġavanju geometrijskih 

problema neposredno prije uļenja geometrije.  

 

3. Utvrditi u kakvom su odnosu vizualno-prostorne sposobnosti, razine geometrijskog miġljenja i 

geometrijska predznanja sudionika, posebno u smislu moguĺeg prediktora napretka. 

 

4. Nakon semestra pouļavanja utvrditi jesu li sudionici unutar svake grupe znaļajno napredovali u 

geometrijskom miġljenju, akumuliranom geometrijskom znanju i vjeġtinama vizualizacije te 

vizualno-prostornim sposobnostima.  

 

5. Nakon semestra pouļavanja utvrditi jesu li sudionici, koji su pouļavani alternativnim pristupom, 

znaļajno napredovali u akumuliranom geometrijskom znanju i vjeġtinama vizualizacije te 

vizualno-prostornim sposobnostima u odnosu na sudionike koji su pouļavani na tradicionalan 

naļin.  
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5.4. Nacrt istraģivanja  

Ovo istraģivanje metodoloġki spada u kategoriju kvazieksperimentalnog istraģivanja s ne 

ekvivalentnom skupinom (Cohen, Manion i Morrison, 2007, str. 214). Naime, u obrazovanju nije 

moguĺe provesti pravi eksperiment u smislu kontrole nad svim varijablama, posebno kada se 

intervencija obavlja u realnom vremenu, tijekom redovite nastave. Drugim rijeļima, uzorak se ne 

moģe odabrati nasumiļno, niti se nastavni sat moģe odabrati nasumiļno, buduĺi je to zadano realnim 

okolnostima, a to znaļi da se ne moģe imati kontrola nad tim Ăkada i kome pouļavatiñ. Nacrt 

istraģivanja dan je shematskim prikazom (Slika 86), pri ļemu isprekidana crta izmeĽu grupa istiļe da 

grupe nisu ekvivalentne (Cohen i sur, 2007, str. 215).  

 Pred testiranje (1) Nastava Post testiranje (2) 

Eksperimentalna grupa (E) Testiranje 1E Alternativni pristup Testiranje 2E 

Kontrolna grupa (K) Testiranje 1K Klasiļno pouļavanje Testiranje 2K 

Slika 86. Nacrt istraģivanja 

Grupe obuhvaĺaju sve studente koji su upisani na kolegij iz geometrije na dva razliļita sveuļiliġta, a 

zbog razliļitog broja upisanih grupe nisu ekvivalentne. Eksperimentalnu grupu ļine studenti jednog 

sveuļiliġta i oni su pouļavani odabranim alternativnim pristupom, a kontrolnu grupu ļine studenti 

drugog sveuļiliġta, koji su pouļavani na uobiļajeni naļin.  

Pred i post testiranje podrazumijeva mjerenje istim testovima u svrhu prikupljanja podataka o 

sudionicima prije poļetka pouļavanja te u svrhu ispitivanja promjena nakon semestra pouļavanja. 

Mjerenje se vrġi kroz tri testa: test razina geometrijskog miġljenja, pisana provjera znanja iz 

geometrije i vizualizacijskih vjeġtina te test vizualno-prostornih sposobnosti. Na primjer, ĂTestiranje 

1Eñ podrazumijeva pred testiranje (1) sudionika eksperimentalne grupe (E) sa sva tri testa, dok 

ĂTestiranje 2Kñ podrazumijeva post testiranje (2) sudionika kontrolne grupe (K) sa sva tri testa.  

Alternativni pristup se razlikuje od tradicionalnog pouļavanja utoliko ġto se viġe pozornosti stavlja 

na sustavno koriġtenje elemenata vizualizacije te razvoj vizualno-prostornih sposobnosti, a 

pouļavanje se prilagoĽava predznanjima sudionika i njihovim razinama geometrijskog miġljenja 

prema van Hiele-ovom modelu. 

5.5. Metoda istraģivanja 

U svrhu dobivanja odgovora na postavljena pitanja, prikupljeni podaci obraĽeni su integriranjem 

kvantitativnih i kvalitativnih metoda. Naime, mnogi autori podupiru koriġtenje mjeġovite 

metodologije u istraģivanju obrazovanja jer se na sloģena istraģivaļka pitanja moģe potpunije 

odgovoriti integriranjem metoda nego kada se kvalitativne i kvantitativne analize koriste odvojeno 

(Lund, 2012). 

S ciljem opisa distribucije prikupljenih podataka, u istraģivanju su koriġteni postupci deskriptivne 

statistike: (relativne) frekvencije, postotci, srednje vrijednosti, standardne devijacije, izgled 

distribucije. Dio deskriptivne statistike koriġten je u svrhu upotpunjavanja kvalitativne analize radova 

sudionika na pisanoj provjeri znanja iz geometrije te analizi vizualizacijskih vjeġtina. Postupci 

inferencijalne statistike (t-test, Spearmanov koeficijent korelacije) koriġteni su kako bi se utvrdila 

statistiļka znaļajnost povezanosti i ispitala statistiļka znaļajnost razlika meĽu varijablama. 

Statistiļka analiza provedena je koriġtenjem programa za statistiļku obradu podataka SPSS 24.0.  
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5.5.1. Sudionici 

Istraģivanjem su obuhvaĺeni svi studenti uļiteljskog studija na Sveuļiliġtu u Splitu i Sveuļiliġtu u 

Zadru, koji su u ljetnom semestru 2015/2016. godine pohaĽali nastavu geometrije. Ukupno je 

sudjelovalo 90 studenata: 52 studenta koji su pohaĽali nastavu geometrije u Splitu ļinili su 

eksperimentalnu grupu, a 38 studenata koji su pohaĽali nastavu geometrije u Zadru ļinili su kontrolnu 

grupu. Razlika u broju ovih dviju grupa bila je neizbjeģna jer se interventno istraģivanje provodilo u 

realnoj situaciji, tijekom nastave redovitog kolegija. 

O sudionicima istraģivanja evidentirani su i neki opĺi podaci, ali se oni nisu koristili u statistiļkoj 

obradi jer je naglasak bio na samoj intervenciji i postignuĺima po grupama. Opĺi podaci su sluģili 

viġe kao spoznaja o karakteristikama grupe. Tako, starosna dob sudionika u Splitu kreĺe se izmeĽu 

20 i 23 godine (srednja vrijednost je 21.8), a u Zadru izmeĽu 19 i 23 godine (srednja vrijednost je 

19.4). Dobna razlika izmeĽu eksperimentalne i kontrolne grupe bila je neizbjeģna jer se u Splitu 

nastava geometrije odrģavala u 6. semestru, a u Zadru u 2. semestru uļiteljskog studija. Nadalje, 

sudionici dolaze iz 10 razliļitih ģupanija (od 21 ģupanije) Republike Hrvatske od koji je oļekivano 

veĺina iz juģne Hrvatske (89%), a preostali (11%) su iz ostalih regija. S obzirom na geografsku 

rasprġenost i brojļanu neujednaļenost, rezultate nema smisla razmatrati s obzirom na kulturoloġke 

razlike pojedinih sredina. Posebna karakteristika je da su svi sudionici ģene pa se ostvarena 

postignuĺa ne mogu razmatrati s obzirom na spol.   

U fazi planiranja i pripreme istraģivanja, sudionici su upoznati s ciljevima i planom istraģivanja te su 

pristali na sudjelovanje, a samo istraģivanje provodilo se uz suglasnost aktualnog dekana Filozofskog 

fakulteta u Splitu te proļelnika Odjela za izobrazbu uļitelja i odgojitelja u Zadru. 

Na poļetku istraģivanja svaki sudionik je odabrao ġifru prema dogovorenom pravilu te je istu ġifru 

koristio u svim pisanim oblicima prikupljanja podataka, kako bi se rezultati razliļitih testiranja mogli 

udruģiti za svakog sudionika i meĽusobno usporeĽivati. Na taj naļin je svakom sudioniku dodijeljen 

jedinstveni kod, a istraģivaļ nije imao uvid u stvarni identitet ispitanika, ļime su zadovoljeni etiļki 

aspekti anonimnosti obrazovnog istraģivanja (Cohen i sur, 2007, str. 61). 

 

5.5.2. Priprema instrumenta i alternativnog pouļavanja 

Kako bi se odabrali odgovarajuĺi testovi za dobivanje odgovora na postavljena pitanja te osmislilo 

alternativno pouļavanje u svrhu ġto efikasnijeg uļenja geometrije u skladu s postavljenim ciljevima 

istraģivanja, u akademskoj godini 2014./2015. prouļavala se literatura o teġkoĺama s kojima se 

susreĺu uļenici i studenti razliļitih uzrasta diljem svijeta pri uļenju geometrije, o naļinima testiranja 

njihovih znanja te razliļitim strategijama pouļavanja. Usporedno s tim, tijekom nastave geometrije 

pratilo se koje od opisanih teġkoĺa imaju studenti uļiteljskog studija, kao i prepreke te moguĺe 

kognitivne konflikte koje ne mogu samostalno nadiĺi u procesu uļenja geometrije. U tom procesu 

istraģivanja teġkoĺa s kojima se studenti suoļavaju pri savladavanju geometrijskih koncepata i veza 

meĽu njima, posebno su do izraģaja doġle njihove teġkoĺe u stvaranju i koriġtenju vizualnih prikaza 

2D i 3D geometrijskih objekata zbog nedovoljno razvijenih vizualno-prostornih sposobnosti te slabih 

vjeġtina vizualizacije.  

Prema prikupljenim podacima o teġkoĺama uļenika i studenata pri uļenju geometrije odabrana su tri 

testa, od kojih je jedan posebno oblikovan za potrebe ovog istraģivanja. Sva tri testa su planirana za 

koriġtenje kao pred test, kako bi se u skladu s dobivenim podacima organiziralo pouļavanje, te kao 

post test, kako bi se ispitalo je li i u kojoj mjeri pouļavanje dovelo do napretka u razvoju 

geometrijskog miġljenja, uļenju geometrije i stjecanju vjeġtina vizualizacije.  
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TakoĽer, s obzirom na uoļene teġkoĺe, planirano je da se u procesu uļenja i pouļavanja geometrije 

posebna pozornost posveti razvoju vizualno-prostornih sposobnosti te sjecanju vjeġtina vizualizacija, 

koje su potrebne u procesu uļenja i pouļavanja geometrije. U tu svrhu osmiġljena je metoda 

usmjerenog opaģanja koja se temelji na VOS sustavu (Slika 66, str. 75). Kako bi se metodom 

obuhvatili razliļiti aspekti vizualizacije, planirane su aktivnosti s didaktiļkim sredstvom tangram, 

aktivnosti crtanja na papiru bez crta te unutar mreģa (kvadratne i izometriļne) sa i bez pribora, 

aktivnosti konstruiranja te  koriġtenja radova unutar programa dinamiļke geometrije (kraĺe uļila). 

Glavna svrha metode usmjerenog opaģanja je da sudionici eksperimentalne grupe sustavno razvijaju 

sposobnost vizualizacije u kontekstu geometrije i na taj naļin geometrijske koncepte i ideje uļe s 

razumijevanjem te napreduju u geometrijskom miġljenju. U tu svrhu, planirano je da se metoda  

koristi u svim nastavnim fazama: u procesu uvoĽenja pojmova te pri opisivanju njihovih svojstava i 

veza, u procesu rjeġavanja geometrijskih problema kao i u procesu argumentiranja i dokazivanja 

postavljenih tvrdnji.  

Osim toga, planirano je da se pouļavanje prilagodi razinama geometrijskog miġljenja sudionika, a za 

napredovanje na viġe razine da se nastavni sati strukturiraju prema fazama uļenja u skladu s teorijom 

van Hiele-a. Drugim rijeļima, planirani nastavni plan i program bi se realizirao prolaģenjem kroz 

razliļite razine geometrijskog miġljenja, od prve nadalje, koliko je to moguĺe ostvariti sa sudionicima 

eksperimentalne grupe. U nastavku ĺe se detaljnije opisati odabrani testovi te alternativno pouļavanje 

tijekom intervencije. 

5.5.3. Instrument testiranja  

U svrhu prikupljanja podataka o znanjima i vjeġtinama sudionika neposredno prije uļenja geometrije 

i nakon semestra uļenja geometrije koriġtena su tri testa: test za mjerenje razina geometrijskog 

miġljenja, pisani ispit za provjeru znanja iz geometrije i vizualizacijskih vjeġtina te test za mjerenje 

posebnog faktora prostornih sposobnosti. Pod pojmom Ătestñ podrazumijeva se kratki naļin 

ispitivanja, u pisanoj formi, kroz koje se otkrivaju skriveni fenomeni i principi tako da se rezultati 

mogu izraziti kvantitativno i na taj naļin statistiļki obraĽivati (Krutetskii, 1976, str. 99). 

 

5.5.3.1. Mjerenje razina geometrijskog miġljenja - VH test 

Za mjerenje razina geometrijskog miġljenja koriġten je Van Hiele test (kraĺe VH test) koji je 

dizajniran unutar CDASSG Project na Sveuļiliġtu u Chicagu, a objavljen u radu profesora Usiskina, 

1982. pod nazivom Van Hiele Levels and Achievemnt in Secondary School Geometry. VH test je 

dizajniran prema van Hieleovom modelu razvoja miġljenja u svrhu utvrĽivanja razina geometrijskog 

miġljenja srednjoġkolskih uļenika, a proveden je na uzorku od 2361 uļenika (Usiskin, 1982, str. 18).  

Od tada pa sve do danas, VH test se koristi u raznim obrazovnim istraģivanjima te je gotovo opĺe 

prihvaĺen u svrhu brze Ăsnimke stanjañ, a postoje i njegove prilagodbe. S obzirom da VH test u 

potpunosti odgovara potrebama ovog istraģivanja, preuzet je iz rada profesora Usiskina i koriġten uz 

njegovo dopuġtenje. Radi pune funkcionalnosti koriġtenja, VH test je preveden s engleskog na 

hrvatski jezik, pri ļemu su nastale manje izmjene teksta zbog usklaĽivanja s pojmovima hrvatskog 

jezika (Prilog D). 

Karakteristike VH testa: VH test sastoji se od 25 pitanja objektivnog tipa s jednim toļnim 

odgovorom meĽu ponuĽenih pet. Pitanja su rasporeĽena po razinama u skladu s van Hiele-ovom 

teorijom, a zadaci svake razine su razliļite sloģenosti, tj. meĽu zadacima za svaku razinu nalazi se 

bar neko jednostavno pitanje. Sva pitanja su konceptualnog tipa, ġto znaļi da se odgovor ne moģe dati 

pukim reproduciranjem nauļenog veĺ je potrebna odreĽena analiza, ļak i na niģim razinama (Usiskin, 
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1982, str. 19). VH test se piġe u zadanom vremenu od 35 minuta prema strogo odreĽenim pravilima 

autora testa, ġto je vidljivo u prilogu testa (Prilog D). 

Prvih pet pitanja odgovara prvoj razini geometrijskog miġljenja. U njima je potrebno na crteģu 

prepoznati likove (trokuti, kvadrati, pravokutnici i paralelogrami) koji pripadaju odreĽenoj klasi. 

Sljedeĺih pet pitanja (od 6. do 10.) temelji se na jednostavnim tvrdnjama o svojstvima trokuta i 

ļetverokuta (kvadrat, pravokutnik, romb i deltoid) i kroz njih se testira druga razina geometrijskog 

miġljenja. Treĺa grupa od pet pitanja (od 11. do 15.) zahtjeva uspostavljanje jednostavnih veza meĽu 

zadanim tvrdnjama o trokutima i ļetverokutima (kvadrat, pravokutnik i paralelogram) pri ļemu se 

dijelom koristi i formalni jezik logiļkih operacija. Ova grupa zadataka odgovara treĺoj razini 

geometrijskog miġljenja. Ļetvrta grupa od pet pitanja (od 16. do 20.) testira ļetvrtu razinu 

geometrijskog miġljenja kroz sloģenije tvrdnje, koje ukljuļuju svojstva trokuta i ļetverokuta 

(dijagonale kvadrata i pravokutnika), paralelnost i okomitost, znaļenje aksiomatske izgradnje te 

formalni jezik logiļkih operacija. Posljednjih pet pitanja (od 21. do 25.) odnosi se na petu razinu 

geometrijskog miġljenja. Njima se ispituje znanje o smislu tvrdnji i dokaza te razliļitim definicijama 

istog pojma, snalaģenje u okruģenju drugaļijem od euklidske geometrije te ļistom logiļkom 

zakljuļivanju koje ukljuļuje implikacije i njihove negacije.  

Vrednovanje VH testa: Svaki toļan odgovor na pitanja prve razine vrednuje s 1 bodom, za pitanja 

druge razine svaki toļan odgovor vrednuje se po 2 boda, za pitanja iz treĺe razine po 4 boda, za pitanja 

ļetvrte razine po 8 bodova te za pitanja pete razine po 16 bodova. Za vrednovanje cijelog testa koriste 

se dva kriterija: blaģi i stroģi. Prema blaģem kriteriju, osoba je savladala odreĽenu razinu ukoliko je 

odgovorila toļno na barem 3 od 5 pitanja koji se odnose na tu razinu i u tom sluļaju dobiva bodove 

te razine. Prema stroģem kriteriju, osoba je savladala odreĽenu razinu ukoliko je odgovorila toļno na 

barem 4 od 5 pitanja koji se odnose na tu razinu i u tom sluļaju dobiva bodove te razine. Ukupan broj 

bodova dobiva se zbrajanjem bodova ostvarenih po razinama (Tablica 3).  

Na temelju ukupnog broja bodova odreĽuje se razina miġljenja osobe, pri ļemu treba biti zadovoljen 

kriterij uzastopnosti: osoba se nalazi na razini n ako je ostvarila kriterij za sve prethodne razine. Na 

primjer, ako osoba ima ukupno 15 bodova ona se nalazi na razini 4 jer je zadovoljila kriterij za sve 

ļetiri razine, redom (1 + 2 + 4 + 8 = 15). MeĽutim, ako osoba ima npr. 19 bodova znaļi da je ispunjen 

kriterij za 1., 2. i 5. razinu, ali ne i za 3. i 4. (1 + 2 + 0 + 0 + 16 = 19). U tom sluļaju, njezina razina 

nije u potpunosti odreĽena jer nije ispunjen kriterij uzastopnosti. To je moguĺe jer se osoba moģe 

nalaziti na prijelazu meĽu razinama (Usiskin, 1982, str. 25). Ovaj naļin vrednovanja naziva se joġ i 

klasiļna skala prema van Hiele modelu, odnosno kraĺe klasiļan model van Hieleovih razina miġljenja 

(kraĺe C model). U statistiļkoj obradi, bodovi ostvareni po blaģem kriteriju klasiļnog modela koriste 

se pod oznakom C3, a ako su ostvareni po stroģem kriteriju, pod oznakom su C4. 

Tablica 3. Ostvareni bodovi i VH razine 

Razina 

miġljenja 

Bodovi 

po razini 

Bodovi 

za C3 i C4 

Bodovi za C model 

bez odreĽivanja razine 

Bodovi 

za M3 i M4 

0 0 0 2 (0 + 2)  

4 (0 + 0 + 4) 

5 (1 + 0 + 4) 

9 (1 + 0 + 0 + 8)  

11 (1 + 2 + 0 + 8)  

13 (1 + 0 + 4 + 8) Itd. 

0 ili 16 

1 1 1 1 ili 17 

2 2 3 (1 + 2) 3 ili 19 

3 4 7 (1 + 2 + 4) 7 ili 23 

4 8 15 (1 + 2 + 4 + 8) 15 ili 31 

5 16 31 (1 + 2 + 4 + 8 + 16) - 

 

Ukoliko mali broj sudionika ostvari bodove 5. razine, vrednovanje se moģe modificirati uklanjanjem 

te razine tako da se bodovi 5. razine pribroje prethodnim razinama. To znaļi da je netko ostvario 1. 
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razinu ukoliko ima 1 ili 17 bodova, 2. razinu sa 3 ili 19 bodova, 3. razinu sa 7 ili 23 boda i 4. razinu 

sa 15 ili 31 bodom. U tom sluļaju moģe se govoriti o modificiranom modelu van Hieleovih razina 

miġljenja (kraĺe M model), pa se bodovi ostvareni po blaģem kriteriju koriste pod oznakom M3, a 

bodovi ostvareni po stroģem kriteriju, pod oznakom M4. 

Analogno, za ukupan broj bodova ostvarenih na VH testu ovisno o kriteriju koristi se oznaka VH3 ili 

VH4. Ukoliko je testiranje provedeno na poļetku semestra oznaka je 1VH3 ili 1VH4, a za testiranje 

provedeno na kraju semestra oznaka je 2VH3 ili 2VH4. VH test na poļetku semestra (1VH) provodi 

se u svrhu odreĽivanja razina geometrijskog miġljenja sudionika istraģivanja kako bi se (1) usporedile 

razine sudionika eksperimentalne i kontrolne grupe na poļetku semestra te (2) u skladu s dobivenim 

rezultatima dodatno prilagodilo pouļavanje geometrije u eksperimentalnoj grupi. VH test na kraju 

semestra (2VH) provodi se u svrhu odreĽivanja je li i u kojoj mjeri provedeno uļenje i pouļavanje 

dovelo do napretka geometrijskog miġljenja u svakoj od skupina te meĽu skupinama. 

 

5.5.3.2. Pisana provjera znanja iz geometrije ï GEO test 

Radi prikupljanja podataka o geometrijskim znanjima sudionika te vizualizacijskim vjeġtinama koje 

koriste u radu s geometrijskim objektima, dizajnirana je posebna pisana provjera (kraĺe GEO test). 

Pri oblikovanju ovog testa, vodilo se raļuna s jedne strane da zadaci budu sliļni zadacima koji se 

koriste u ġkolskim ispitima znanja iz geometrije i da obuhvati temeljne sadrģaje obraĽene kroz 

ġkolsku nastavu geometrije. S druge strane, vodilo se raļuna da zadaci ne budu (vrlo) sloģeni zbog 

moguĺeg duģeg vremenskog razdoblja u kojem se sudionici nisu bavili geometrijom, posebno da oni 

sa slabijim predznanjem ne budu obeshrabreni. TakoĽer, s obzirom da sudionici ļine heterogenu 

grupu prema njihovom srednjoġkolskom matematiļkom obrazovanju (razliļite vrste umjetniļkih i 

strukovnih ġkola i gimnazije), pitanjima su obuhvaĺeni sadrģaji iz geometrije koji bi svim 

sudionicima istraģivanja trebali biti poznati iz prethodnog matematiļkog obrazovanja (osnovne i 

srednje ġkole). 

Opĺe karakteristike GEO testa: GEO test se sastoji od 28 pitanja razliļitih vrsta, od kojih su neka 

formirana u grupe prema naļinu postavljanja i mjerenja odreĽenih ishoda. Pitanja su oblikovana tako 

da ispituju razliļite aspekte geometrijskog znanja kao i razliļite aspekte vizualizacije. U svrhu 

ispitivanja sklonosti i vjeġtina koriġtenja vizualizacije, u jednom dijelu zadataka sudionici su trebali 

sami crtati skice, a u drugom dijelu zadataka trebali su ļitati i tumaļiti dane slike u svrhu njihovog 

rjeġavanja. S obzirom da je GEO test oblikovan za potrebe ovog istraģivanja, obuhvaĺeni geometrijski 

sadrģaji i traģene vjeġtine vizualizacije biti ĺe detaljno opisani u nastavku kroz prikaz pojedinih 

pitanja. 

S prvom varijantom GEO testa provedeno je pilot testiranje na grupi studenata zadnje (5.) godine 

uļiteljskog studija, odnosno 2. godine diplomskog studija. Svi studenti koji su sudjelovali u probnom 

testiranju, redovni ispit iz geometrije poloģili su godinu dana prije ili viġe i sa razliļitim uspjehom 

(ocjene od 2 do 5). Nakon probnog testiranja, prema zapaģanjima i primjedbama studenata, neki 

zadaci su ispuġteni ili dodatno oblikovani. Studenti su ispit ocijenili zanimljivim ġto ih je dodatno 

motiviralo na rjeġavanje. TakoĽer, u procesu izrade testa i nakon probnog testiranja konzultacije su 

izvrġene i sa struļnjakom na partnerskoj ustanovi. Nakon svega, formirana je konaļna verzija testa i 

utvrĽeno je da vrijeme potrebno za pisanje GEO testa bude maksimalno 35 minuta. Naime, iako na 

prvu moģe izgledati da je to malo vremena za 16 (odnosno 28) pitanja, prema Lohmanu (1993), kada 

prevladavaju jednostavnija pitanja, vrijeme pisanja treba biti kraĺe (Lohman, 1993). 

Konstrukcija GEO testa: GEO test se sastoji od ļetiri razliļita dijela: (a) prvi dio ispituje 

(pre)poznavanje definicija odabranih geometrijskih pojmova; (b) drugi dio ispituje vjeġtine otkrivanja 

matematiļke poruke prikazane na slici; (c) treĺi dio ispituje u kojoj mjeri ponuĽena rjeġenja utjeļu na 

rjeġavanje jednostavnijih zadataka, uglavnom zadanih vizualno te (d) ļetvrti dio ispituje proces 
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rjeġavanja razliļitih vrsta zadataka, posebno koriste li sudionici i na koji naļin vizualne prikaze (bilo 

da ih sami stvaraju ili su zadane) u tom procesu. U pravilu, grupe zadataka nisu disjunktne jer se 

njima propituju raznoliki aspekti isprepletenih mentalnih procesa, znanja i vjeġtina, ali svaka grupa 

ima svoju posebnu svrhu pa su zadaci unutar grupe kreirani upravo voĽeni tom svrhom. 

(a) Definicije geometrijskih pojmova. U prvom dijelu testa dano je osam iskaza za koje treba 

utvrditi jesu li korektne definicije navedenih pojmova te ih vizualno prikazati: pravac i paralelni 

pravci, duģina i simetrala duģine, kut, ortocentar trokuta, romb i kruģnica. Svi iskazi su oblikovani 

tako da ukljuļuju tipiļne greġke koje uļenici rade pri definiranju geometrijskih pojmova te nijedan 

iskaz ne predstavlja korektnu definiciju navedenog pojma (Tablica 4). Glavna svrha ovih pitanja je 

ispitati u kojoj mjeri i koliko uspjeġno sudionici (pre)poznaju definicije odabranih pojmova te na koji 

naļin usvajaju geometrijske koncepte: samo opisno ili uz njih veģu i vizualne prikaze. 

Svi odabrani geometrijski koncepti uļe se u primarnom obrazovanju, ali se koriste i nadograĽuju kroz 

srednjoġkolsko obrazovanje pa je oļekivano da sudionici imaju dobra predznanja o njima. Zahtjevi 

za vizualnim prikazima imaju dvostruku ulogu: prvo, crtanjem zadanog pojma sudionici mogu, 

neovisno o danom iskazu, osvijestiti koncept, a zatim na temelju prikaza i onoga ġto znaju ispitati 

istinitost iskaza. Osim toga, radi primjene vizualno-analitiļke metode, vaģno je saznati jesu li vizualni 

prikazi za sudionike sastavni dio definicija geometrijskih koncepata ili ne. 

Tablica 4. Tipiļne greġke u definiranju pojmova i oļekivani vizualni prikaz 

Zadano Tipiļne greġke u definiranju Oļekivani vizualni prikaz 

G1.1  

Pravac je ravna 

crta. 

U kontekstu definiranja pojmova ļesto se potkrade 

greġka definiranja i osnovnih pojmova. Tako, iako je 

pravac osnovni geometrijski pojam koji se ne definira, 

uļenici (pa i neki udģbenici) obiļno iskazuju definiciju: 

Pravac je ravna neomeĽena crta. No, pravac se moģe 

intuitivno poimati i zamiġljati kao ravna crta koja se 

beskonaļno proteģe te predstaviti tankom napetom niti. 

Ali, ravna crta ili napeta nit  vizualno predstavljaju samo 

dio pravca. 

 
Uļenici obiļno crtaju 

ravnu crtu, horizontalno.  

G1.2  

Paralelni pravci 

su pravci koji se 

ne sijeku. 

Pri obradi geometrije ravnine za paralelne pravce se 

obiļno kaģe da su to pravci koji se ne sijeku (ili se 

preklapaju), pri ļemu se obiļno ne istiļe da se radi o 

pravcima iste ravnine, ali ta praksa ļesto ostaje i kada se 

kontekst proġiri. MeĽutim, dani iskaz u prostoru nije 

korektan jer postoje mimoilazni pravci koji se ne sijeku, 

ali oni nisu paralelni. 

  
 

Uļenici obiļno paralelne 

pravce crtaju  

horizontalno. 

G1.3  

Duģina je dio 

ravnine omeĽen s 

dvije toļke. 

Duģina se kao izvedeni pojam najļeġĺe opisuje kao dio 

pravca omeĽen dvjema njegovim toļkama, ali koristi se i 

opis unutar ravnine kao najkraĺa spojnica dviju toļaka 

ravnine. U praksi se dogaĽa da uļenici 'stope' ta dva 

iskaza u jednu definiciju pa se dobije iskaz sliļan ovom 

pitanju. 

Iako uļenici korektno poimaju duģinu kao ravnu crtu 

koja je omeĽena dvjema toļkama (bez obzira izvodi li se 

iz pravca ili ravnine), zadani iskaz je preġirok jer u 

ravnini postoje razliļite vrste crta koje su omeĽene 

dvjema toļkama: duģina, izlomljena crta, zakrivljena 

crta i dr. 

  ili  

 

ili  

Treĺi sluļaj je manje 

oļekivan iako je u pitanju 

koriġten pojam ravnine. 
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G1.4  

Simetrala duģine 

raspolavlja duģinu 

pod pravim 

kutom. 

Pri definiranju simetrale duģine uļenici obiļno ispuste 

glavni rodni pojam (simetrala duģine je pravac) ili 

ispuste jedno od dva bitna svojstva (é koji raspolavlja 

duģinu, é koji je okomit na duģinu). 
 

Duģina obiļno bude 

nacrtana horizontalno. 

G1.5  

Kut je dio ravnine 

omeĽen dvama 

polupravcima. 

Uļenici uglavnom korektno poimaju kut kao dio ravnine 

koji se nalazi izmeĽu istaknutih polupravaca, ali to ļesto 

iskazuju kao omeĽeni dio ravnine, iako je kut neomeĽen. 

Osim toga, uļenici ļesto ispuste i svojstvo da kut 

odreĽuju polupravci sa zajedniļkom poļetnom toļkom. 

 
Obiļno se crta ġiljasti kut 

u prikazanom poloģaju. 

G1.6  

Ortocentar trokuta 

je toļka sjeciġta 

visina tog trokuta. 

Najļeġĺa greġka u definiranju poima ortocentra trokuta 

je u razmatranju samo ġiljastokutnih trokuta, unutar 

kojih se visine zaista sijeku u jednoj toļki ï ortocentru 

trokuta. Problem korektnosti zadanog iskaza nastupa kod 

tupokutnog trokuta jer se njegove visine ne sijeku, ali se 

sijeku pravci koji sadrģe visine (kraĺe pravci visina).  

Za ispravno poimanje i definiranje pojma ortocentra, 

potrebno je razmatrati sve vrste trokuta s obzirom na 

kutove. 

ili  

 
Obiļno se crta samo 

ġiljastokutni trokut. 

G1.7  

Romb je 

ļetverokut 

kojemu su 

nasuprotne 

stranice paralelne 

i jednakih duljina. 

Dani iskaz korektno opisuje svojstva romba, ali to nisu 

njegove bitne karakteristike koje se koriste u definiranju 

i to uļenici obiļno ne razlikuju. Osim toga, jedno 

navedeno svojstvo povlaļi drugo, a korektna definicija 

ne sadrģi ekvivalentna svojstva.  

 
Obiļno se crta 

paralelogram ili zarotirani 

kvadrat. 

G1.8  

Kruģnica je skup 

toļaka ravnine 

jednako udaljenih 

od neke toļke te 

ravnine.  

Uļenici obiļno ne uoļavaju dijelove definicije koji su 

ispuġteni kada je sve ostalo korektno napisano. U ovom 

sluļaju ispuġtena je rijeļ svih: éskup svih toļakaé Bez 

rijeļi 'svih' mogu se razmatrati samo dijelovi kruģnice ili 

samo konaļan skup toļaka kruģnice. Svakako, razina 

strogosti ovisi i o uzrastu s kojim se radi. 

 ili  

 

U svrhu statistiļke obrade, svako pitanje vrednovano je s 1 bodom za prepoznavanje nekorektnosti 

iskaza i s 1 bodom za vrednovanje korektno nacrtanog vizualnog prikaza. Pogreġan odgovor 

vrednovao se s 0 bodova, a ako odgovora nije bilo stavljao se minus (ï) ili prazno. Maksimalan broj 

bodova u prvom dijelu testa je 16 (8 za iskaze i 8 za prikaze). 

 

(b) Matematiļka poruka vizualnog prikaza. U drugom dijelu testa dano je ġest vizualnih prikaza 

koje nose odgovarajuĺu matematiļku poruku. Neke poruke mogu se prepoznati Ăna prvuñ, dok je za 

otkrivanje drugih poruka potrebno uspostaviti funkcionalnu vezu meĽu elementima prikaza (Tablica 

5).  

Glavna svrha ovih pitanja je ispitati u kojoj mjeri i koliko uspjeġno sudionici prepoznaju  matematiļku 

poruku sa zadanog vizualnog prikaza. Odnosno, ispitati na koji naļin sudionici tumaļe prikaz (tj. 

Ăļitaju slikuñ): koje sve detalje uoļavaju te kako ih povezuju u svrhu otkrivanja matematiļke poruke 
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koja je predstavljena. U procesu ļitanja slike ģeljelo se ispitati ġto je dominantno: ļisto perceptivno 

uoļavanje (ono ġto je prikazano) ili matematiļka svojstava vaģna za taj prikaz (ono ġto je 

predstavljeno). 

Tablica 5. Otkrivanje matematiļke poruke sa vizualnog prikaza 

Zadano Matematiļka poruka Oļekivano prepoznavanje 

G2.1. 

 

Jednakostraniļni 

trokut stranice 

duljine a 

Perceptivno: raznostraniļan (tupokutan) 

trokut 

Diskurzivno: jednakostraniļan trokut, 

stranice duljine a. 

 

G2.2 

 
Presjek kruģnice i 

ġiljastog kuta u vrhu 

kuta 

Perceptivno: kruģnica i ġiljasti kut (s 

jednom zajedniļkom toļkom) 

Diskurzivno: kruģnica i ġiljasti kut kojima 

je jedna zajedniļka toļka (presjek) vrh 

kuta. 

G2.3

 

Sliļni pravokutni 

raznostraniļni trokuti 

s koeficijentom 2  

(ili 0.5) 

Perceptivno: dva pravokutna 

raznostraniļna trokuta 

Diskurzivno: dva sliļna pravokutna 

raznostraniļna trokuta, stranica jednog 

dvostruko je veĺa (manja) od drugog 

G2.4. 

  

Tupi kut b je sukut  

ġiljastom kutu a 

Perceptivno: tupi i ġiljasti kut 

Diskurzivno: tupi kut b nadopunjava 

ġiljasti kut a do ispruģenog kuta (susjedni 

kutovi) 

G2.5 

 

Kvadar duljine 2 cm, 

ġirine 3 cm i visine  

4 cm 

Perceptivno: kocka 

Diskurzivno: kvadar s poznatim bridovima, 

duljine 2 cm, ġirine 3 cm i visine 4 cm. 

G2.6 

 

Dijagonalni presjek 

(duģ dijagonale 

duljine d) pravilne 

ġesterostrane prizme 

brida duljine a i 

visine v 

Perceptivno: pravokutnik (2D objekt) 

unutar prizme (3D objekt) 

Diskurzivno: pravokutnik duljine d (duljina 

najdulje dijagonale baze) i ġirine v (duljina 

visine prizme) kao dijagonalni presjek 

pravilne ġesterostrane prizme i ravnine. 

 

U svrhu statistiļke obrade, za slike koje su se ļitale jednoznaļno Ăna prvuñ (prva i peta), toļan 

odgovor se vrednovao s 1 bodom bez obzira na naļin opisa, a s 0 bodova ako je opis bio pogreġan. 

Na preostalim slikama trebalo je uspostaviti vezu meĽu elementima vizualnog prikaza. Ako je veza 

korektno uspostavljena, vrednovalo se s 2 boda, bez obzira na naļin opisa. Ukoliko su elementi 

korektno prepoznati, ali veza nije uspostavljena vrednovalo se s 1 bodom, a u sluļaju djelomiļnog ili 

pogreġnog opisa elemenata slike vrednovalo se s 0 bodova. Za ne davanje odgovora, u oba sluļaja, 

stavljao se minus (ï) ili prazno. Maksimalan broj bodova u drugom dijelu testa je 10. 
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(c) Zadaci objektivnog tipa. U treĺem dijelu testa dano je ġest zadataka objektivnog tipa u kojima 

su pitanja veĺim dijelom dana kroz vizualni prikaz, a od ponuĽenih pet odgovora samo je jedan toļan. 

MeĽu odgovorima postavljeni su distraktori (gdje je to bilo moguĺe) na naļin da se odreĽeni odgovor 

dobiva kada se napravi tipiļna uļeniļka greġka (Tablica 6). 

Zadacima objektivnog tipa ispituje se u kojoj mjeri ponuĽeni odgovori potiļu sudionike da odaberu 

odgovarajuĺe rjeġenje te je li postotak neodgovorenih pitanja manji u odnosu na pitanja iz drugih 

dijelova testa.  

Tablica 6. Zadaci objektivnog tipa i njihove karakteristike 

Zadano Karakteristike pitanja Distraktori u odgovorima 

 

G3.1 Povrġina trokuta prikazanog 

na slici iznosi: 

(a) 
26cm  

(b) 
212cm  

(c) 
215cm  

(d) 
220cm  

(e) 
260cm  

 

Duljina hipotenuze trokuta sa slike 

je element viġka ukoliko se mjera 

njegove povrġine odreĽuje po 

formuli ὖ
Ͻ

. Prema rezultatima 

PISA testiranja, uļenici obiļno 

koriste sve zadane elemente bez 

obzira jesu li oni potrebni za 

odreĽivanje rjeġenja ili ne.  

 

Mnoģenje duljina svih stranica 

trokuta (ὖ ὥϽὦϽὧ) ukazuje na 

nerazumijevanje koncepta povrġine, 

ġto se moģe vidjeti i po mjernoj 

jedinici povrġine. 

Za one koji pri odreĽivanju 

povrġine trokuta zaborave 

dijeliti s 2:  

4 3 12P= Ö = 

5 3 15P= Ö = 

4 5 20P= Ö =. 

Za one koji mnoģe sve 

zadane elemente: 

4 5 3 60P= Ö Ö =. 
Za one koji brkaju koncept 

povrġine i opsega te povrġinu 

odreĽuju zbrajanjem duljina 

stranica: 4 5 3 12P= + + =. 

G3.2 Opseg paralelograma ABCD 

iznosi: 

(a) 21 cm. 

(b) 25 cm.  

(c) 36 cm. 

(d) 42 cm. 

(e) 46 cm. 

 

Visina i njezina duljina te istaknuti 

ġiljasti kut elementi su viġka jer 

nisu potrebni za odreĽivanje opsega 

paralelograma sa slike. 

 

Koriġtenje duljine visine pri 

raļunanju opsega ukazuje na 

brkanje pojma opsega i povrġine 

zadanog lika. 

 

Za one koji zbrajaju zadane 

veliļina bez razumijevanja: 

 

15 6 21o= + = 

15 6 4 25o= + + = 

2 15 6 36o= Ö + = 

2 15 2 6 4 46o= Ö + Ö + = 

G3.3 Na slici je dan pravokutni 

trokut te je 53 13'aº ¯ . Duljina 

stranice AB iznosi:  

(a) 8 cm. 

(b) 10 cm. 

(c) 12 cm. 

(d) 14 cm.  

(e) 18 cm. 

 

Ako se duljina hipotenuze odreĽuje  

primjenom Pitagorina pouļka, 

istaknuti ġiljasti kut i njegova 

veliļina su elementi viġka. Ako se 

duljina odreĽuje primjenom 

trigonometrije pravokutnog trokuta, 

onda je duljina jedne katete element 

viġka. 

Oļekivano je da sudionici koriste 

Pitagorin pouļak, ali moguĺe je da 

element viġka ometa njegovu 

primjenu.   

 

Mjere su zadane redom, s 

razlikom po 2 cm za one koji 

na temelju slike (umjesto 

raļunanjem) procjenjuju 

moguĺu duljinu. 
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G3.4 Na slici, toļke B, C i D 

pripadaju istom pravcu te je 

AB BC= . Veliļina kuta x 

iznosi: 

(a) 40Á 

(b) 45Á 

(c) 60Á 

(d) 70Á 

(e) 80Á. 

Jednakokraļni trokut je prikazan u 

nestandardnom poloģaju pa je 

moguĺe da dio uļenika ne uvaģi 

karakteristike jednakokraļnog 

trokuta, jer trokut tako 'ne izgleda', 

unatoļ zadanim elementima u 

tekstu.  

Za one koji procjenjuju sa 

slike: veliļine 45Á i 60Á  

 

Za one koji brzopleto ļitaju 

pa uzimaju da su kutovi pri 

vrhu B i C jednakih veliļina 

ili veliļinu x raļunaju kao 

suplementarni kut kutu od 

110Á: veliļina 70Á   

 

Veliļina 80Á je dana kao 

prirodan slijed prethodnih 

veliļina. 

G3.5 Na slici je dana kruģnica k i 

pravac p. Njihov presjek je:  

(a) toļka A. 

(b) toļke A i S. 

(c) toļke A i B. 

(d) toļke A, S i B. 

(e) duģina AS. 

 

Ispitivanje razumijevanja pojmova 

kroz vizualni prikaz: pravac, 

kruģnica i njihov presjek. 

 

Ukljuļivanje toļke S u odgovor 

ukazuje na nerazumijevanje 

koncepta kruģnice, dok 

iskljuļivanje toļke B iz razmatranja 

ukazuje da prikaz kraĺe crte ometa 

zamisao pravca kao beskonaļne 

crte. Odabir duģine kao presjeka 

ukazuje na nerazumijevanje 

koncepte i pravca i kruģnice. 

Za odgovor su ponuĽene sve 

moguĺnosti koje se mogu 

ļitati sa slike, pri ļemu je 

toļka A ukljuļena u sve 

moguĺnosti jer 'vidljivo' 

pripada i pravcu i kruģnici. 

 

G3.6 Pravci n i m su paralelni. 

Veliļina kuta x je: 

(a) 30Á. 

(b) 40Á. 

(c) 50Á. 

(d) 60Á. 

(e) 120Á. 

Primjeri s kutovima uz presjeļnicu 

dvaju paralelnih pravaca ļesto se 

koriste za prepoznavanje jednakih 

kutova. 

U ovom sluļaju istaknuti su ġiljasti 

i tupi kut pa oni nisu jednaki veĺ 

suplementarni. 

Za one koji procjenu vrġe sa 

slike: veliļine 30Á, 40Á i 50Á. 

 

Za one koji brzopleto 

zakljuļe da su kutovi uz 

presjeļnicu jednaki: veliļina 

120Á  

 

U svrhu statistiļke obrade, svi toļni odgovori vrednovani su s 1 bodom, netoļni s 0 bodova, a za ne 

odgovaranje se stavljao minus (-) ili prazno. Maksimalan broj bodova u treĺem dijelu testa je 6. 

 

(d) Proces rjeġavanja. U zadnjem dijelu testa dano je osam razliļitih vrsta zadataka u kojima treba 

prikazati proces rjeġavanja. Naļin na koji uļenici odabiru strategiju i rjeġavaju zadatke ovisi i o razini 

vizualno-prostornih sposobnosti (Tillotson, 1985; Pittalis i Christou, 2010; Lohman, 1997). Stoga je 

glavna svrha prikazivanja procesa rjeġavanja stjecanje uvida u naļin povezivanja zadanih elemenata 

i odabir strategije sudionika u svrhu odreĽivanja rjeġenja. 

Naime, u jednom zadatku zahtjeva se crtanje opisane situacije, u ļetiri zadatka vizualni prikaz se 

moģe koristiti prema sklonostima sudionika, ali nije uvjet, a u tri zadatka zadani vizualni prikaz je 

neizbjeģan u procesu rjeġavanja. Zato se kroz ove vrste zadataka moģe ispitati u kojoj mjeri i koliko 
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uspjeġno sudionici sami ostvaraju vizualne prikaze, odnosno zakljuļuju sa zadane slike u svrhu 

odreĽivanja rjeġenja. No, prije svega, cilj je ispitati u kojoj mjeri i koliko uspjeġno sudionici rjeġavaju 

odabrane geometrijske probleme. U nastavku se detaljnije opisuje svaki od osam zadataka. 

 

G4.1 (Zadatak 9.) Nacrtajte tupokutan trokut EFGD s tupim kutom pri vrhu G. Zatim nacrtajte 

visine ev , fv  i gv  tog trokuta. 

Ovim se zadatkom ispituje u kojoj mjeri sudionici vode raļuna o zadanom oznaļavanju vrhova 

trokuta, poġtujuĺi pri tome orijentaciju (smjer suprotan gibanju kazaljki sata), a zatim na koji naļin i 

koliko uspjeġno crtaju okomicu. Naļin crtanja nije uvjetovan, ġto znaļi da se moģe provesti sa ili bez 

geometrijskog pribora. Ukoliko je netko pogreġno usvojio koncept visine (npr. da se visina uvijek 

nalazi unutar trokuta), pri crtanju, voĽen time, obiļno okomicu crta ukoso na stranicu tako da visina 

'padne' unutar trokuta, iako se vizualno moģe uoļiti da visina nije okomita na stranicu. 

U svrhu statistiļke obrade, korektno nacrtan trokut vrednuje se s 1 bodom i korektno nacrtane visine 

s 1 bodom. Pogreġno crtanje vrednuje se s 0 bodova, a za ne-odgovor se koristi minus (-) ili prazno. 

 

G4.2 (Zadatak 10.) Opseg jednakokraļnog trokuta iznosi 44cm. Odredite duljine stranica tog 

trokuta, ako je duljina jedne stranice 14cm. 

G4.3 (Zadatak 11.) Jedan unutraġnji kut jednakokraļnog trokuta je 4 puta veĺi od jednog od 

preostala dva kuta. Odredite veliļine unutraġnjih kutova tog trokuta. 

Ovim zadacima se ispituje hoĺe li sudionici ispitivati sve moguĺnosti, jer oba zadatka imaju po dva 

rjeġenja, ili ĺe proces sudionika zavrġiti kada odrede jedno rjeġenje. Osim toga, zadaci se mogu rijeġiti 

ļisto analitiļki, bez koriġtenja vizualnih prikaza, ali i crtanjem trokuta u procesu analize. U skladu s 

tim, ovim zadacima se ispituje koju strategiju sudionici viġe koriste: ļisto analitiļki pristup ili 

vizualno-analitiļki pristup. TakoĽer, s obzirom da zadaci imaju dva rjeġenja, za one koji koriste 

vizualno-analitiļki pristup, zadatkom se ispituje i koju vrstu jednakokraļnog trokuta sudionici 

koriste: samo ġiljastokutni (ġto je uobiļajena praksa) ili razmatraju i tupokutne jednakokraļne trokute 

(pa i jednakostraniļne). Konaļno, oba zadatka ukljuļuju jednakokraļni trokut s namjerom kako bi se 

ispitalo utjeļe li sadrģaj zadatka na razmatranje razliļitih jednakokraļnih trokuta ili se sudionici 

koriste nekom uhodanom rutinom.  

U svrhu statistiļke obrade, svako toļno rjeġenje vrednuje se s 1 bodom, a svako pogreġno s 0 bodova. 

Za ne-odgovor se koristi minus (-) ili prazno. 

 

G4.4 (Zadatak 12.) Povrġina kvadrata A iznosi 
24cm . Stranica kvadrata B je dvostruko veĺa od 

stranice kvadrata A. Odredite povrġinu kvadrata B. 

 

Zadatak se moģe rijeġiti ļisto analitiļki, ļisto vizualno, ali i kombinirano, vizualno-analitiļki. Stoga 

se ovim zadatkom ispituje u kojoj se mjeri sudionici sluģe vizualnim prikazom kada imaju moguĺnost 

izbora te na koji naļin koriste prikaz: uspostavljaju li veze izmeĽu povrġina crtanjem kvadrata unutar 

kvadrata ili crtaju dva odvojena kvadrata. S obzirom da se do rjeġenja moģe doĺi raļunski, 

odreĽivanjem duljina stranica kvadrata, ali i algebarski, bez znanja duljina stranica kvadrata, 

zadatkom se ispituje i u kojoj mjeri sudionici ovise o konkretnim veliļinama polaznih elemenata 

(imaju potrebu znati duljine stranica kvadrata kako bi odredili njihove povrġine) ili su u moguĺnosti 

uspostavljati veze meĽu povrġinama i bez toga. Osim toga, uļenici ļesto brkaju koncept opsega i 
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povrġine pa prema naļinu mijenjanja duljina stranica nekog lika brzopleto zakljuļuju da se jednako 

tako mijenja i veliļina njegove povrġine. U skladu s tim, ovim zadatkom se moģe ispitati jesu li 

sudionici skloni brkanju opsega i povrġine na takav naļin. 

U svrhu statistiļke obrade, vrednovanje se vrġi na sljedeĺi naļin: pogreġan proces s 0 bodova, 

korektno raļunanje stranice s 1 bodom i korektno raļunanje povrġine 1 bodom ili korektno 

odreĽivanje povrġine bez raļunanja stranice s 2 boda. Za ne-odgovor se koristi minus (-) ili prazno. 

 

G4.5 (Zadatak 13.) Pod hodnika je oblika pravokutnika duģine 6m i ġirine 1.5m. Ploļice su oblika 

kvadrata duljine stranice 15cm. Koliko je ploļica potrebno da bi se poploļao cijeli pod? 

 

Iako je ovaj zadatak stavljen u realan kontekst, ne moģe se smatrati pravim realistiļnim problemom 

jer je situacija opisana idealno: dimenzije hodnika i ploļica su takve da pri poploļavanju hodnika 

nema ni viġka, ni manjka. Jedina ne-olakotna okolnost su razliļite mjerne jedinice koje treba uskladiti. 

Problemi ovog tipa su zapravo 'obuļeni problemi' jer se kroz opisanu situaciju nameĺe rjeġavanje 

odreĽenog matematiļkog problema, a realistiļna situacija je odreĽeni faktor motivacije da se aktivnije 

prione rjeġavanju problema (Schukajlow i sur., 2012; Baranoviĺ i Antunoviĺ-Piton, 2021). 

Oļekivano je da se pri rjeġavanju ovog zadatka sudionici koriste i vizualnim prikazom pa se zadatkom 

ispituje u kojoj mjeri i na koji naļin sudionici koriste vizualni prikaz u procesu odreĽivanja rjeġenja:  

uspostavljaju li veze izmeĽu povrġina crtanjem 'ploļice' unutar 'hodnika' ili ih crtaju odvojeno. Osim 

toga, problem poploļavanja postavljen je bez 'viġkova i rezanja ploļica' jer je namjera bila olakġati 

proces rjeġavanja te zadatkom ispitati koriste li sudionici vizualni prikaz u svrhu prebrojavanja 

ukupnog broja ploļica i na koji naļin vrġe strukturiranje u procesu prebrojavanja: jednu po jednu 

ploļicu (jedinica mjerenja), red po red ploļica (nova jedinica mjerenja) ili umnoģak broja ploļica po 

duljini i po ġirini (koncept mnoģenja). TakoĽer, s obzirom da se poploļavanje u opisanoj situaciji 

moģe izvesti bez praznina, bez viġkova i manjkova, broj potrebnih ploļica moģe se odrediti i 

dijeljenjem ploġtina hodnika i ploļice, dok u drugim situacijama ta metoda nije korektna. 

U svrhu statistiļke obrade, ovisno o korektnosti etapa unutar cjelokupnog procesa, vrednovanje se 

vrġi od 0 do 3 boda: pogreġan proces s 0 bodova, korektno pretvaranje mjernih jedinica s 1 bodom, 

djelomiļno korektan raļun s 1 bodom, korektan raļun s 2 boda, a ne-odgovor s minus (-) ili prazno. 

 

G4.6 (Zadatak 14.) Odredite volumen i oploġje tijela sa slike.  

 

 

 

Crtanje 3D objekata pomoĺu 2D prikaza zahtjeva poznavanje i odreĽenih konvencija (Duval, 1998). 

Na primjer, bridovi koji se vide iz perspektive gledanja crtaju se punom linijom, a ostali 

isprekidanom; kvadrati i pravokutnici se crtaju u projekciji kao paralelogrami, itd. Sve to zapravo 

omoguĺava da se nacrtani objekt zaista vidi kao 3D objekt. Nadalje, pri rjeġavanju ovog zadatka do 

izraģaja dolaze i razliļite vizualno-prostorne sposobnosti jer je zadatak zadan vizualnim prikazom. 

Prije svega, potrebna je sposobnost izdvajanja odgovarajuĺih elemenata i veliļina potrebnih za 

odreĽivanje povrġine: najprije u prikazanom tijelu (3D objekt) treba izdvojiti plohe (2D objekti), a 

zatim duljine odgovarajuĺih stranica (1D objekti) i to ļiniti naizmjeniļno. Uz to, potrebna je i 

sposobnost postojanosti percepcije, jer iako su na slici ļetiri plohe nacrtane kao paralelogrami, treba 
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ih prepoznati (Ăvidjetiñ) kao pravokutnike. Konaļno, uz sve to, potrebno je i odreĽeno geometrijsko 

znanje o oploġju, volumenu i pripadnim mjernim jedinicama u svrhu odreĽivanja rjeġenja. 

Za odreĽivanje oploġja, nije potrebno koristiti formulu jer se sve plohe i njihove dimenzije mogu 

prepoznati sa slike pa je dovoljno odrediti duljinu i ġirinu ploha (pravokutnika), izraļunati njihove 

povrġine i zbrojiti. Ukoliko se koristi formula O ab ac bc= + +, potrebno je odgovarajuĺe veliļine 

korektno uvrstiti u formulu s obzirom da na slici ne postoje oznake koje se koriste u formuli. Za 

odreĽivanje volumena, moģe se koristiti formula V abc= , ali i ne mora jer je dovoljno pomnoģiti sve 

tri istaknute veliļine bez pozivanja na bilo kakvu formulu. MeĽutim, sliļno kao u zadatku odreĽivanja 

povrġine pravokutnog trokuta (G3.1), ne znaļi da sudionici koji samo pomnoģe istaknute veliļine 

zapravo i razumiju da se radi o formuli za volumen prikazanog tijela. S obzirom da su na danoj slici 

veliļine istaknute s mjernim jedinicama, od sudionika se oļekuje da istaknu i mjerne jedinice 

izraļunatog oploġja i volumena, ġto je dodatni pokazatelj razumijevanja koncepta oploġja i volumena. 

Prema svemu navedenom, zadatkom se ispituje u kojoj se mjeri i koliko uspjeġno sudionici sluģe 

slikom pri odreĽivanju oploġja i volumena, poseģu li za formulom pod svaku cijenu te vode li raļuna 

o mjernim jedinicama. 

U svrhu statistiļke obrade, toļno odreĽivanje oploġja i volumena vrednuje se sa po 1 bodom, a 

korektno isticanje mjernih jedinica s joġ 1 bodom. Pogreġan raļun ili mjerna jedinica vrednuje s 0 

bodova, a ne-odgovor s minus (-) ili prazno. U ovom zadatku moguĺe je ostvariti maksimalno 3 boda. 

 

G4.7 (Zadatak 15.) Od 12 kocaka, jednakih kocki prikazanoj na slici, sastavljen je 

kvadar. Bridovi kvadra koji se sastaju u jednom vrhu su razliļite duljine. Odredite 

volumen tako nastalog kvadra.  

 

Dio teksta zadatka, koji nije potreban za odreĽivanje traģenog volumena (Bridovi kvadra koji se 

sastaju u jednom vrhu su razliļite duljine.), ali se moģe koristiti, ima dvojaku ulogu. Ukoliko se 

umetnuti dio koristi, sudionici se usmjeravaju na crtanje odgovarajuĺeg kvadra i odreĽivanje njegovih 

dimenzija potrebnih za raļunanje traģenog volumena, ali i razmatranje razliļitih moguĺnosti. U tom 

procesu do izraģaja dolazi sposobnost strukturiranja i analize.  

No, onaj tko ima potrebno geometrijsko znanje, umetnuti dio moģe zanemariti jer su volumeni 3D 

objekata jednaki bez obzira na oblik (postojanost volumena) kada su izgraĽeni od jednakih strukturnih 

elemenata. U tom sluļaju, za odreĽivanje traģenog volumena, potrebno je odrediti volumen kocke 

(strukturni element) te rezultat pomnoģiti s 12.  

Ovim zadatkom se ispituje koju od opisanih strategija sudionici koriste i koliko uspjeġno, odnosno 

da li sudionici pod svaku cijenu koriste sve ġto je tekstom zadatka opisano ili su u moguĺnosti izdvojiti 

samo one elemente koji su potrebni za odreĽivanje rjeġenja. 

U svrhu statistiļke obrade, toļno odreĽivanje volumena kocke vrednuje se s 1 bodom i toļno 

odreĽivanje volumena kvadra s joġ 1 bodom. Ako se kvadar crta i pri tome volumen raļuna na temelju 

njegovih dimenzija, onda se djelomiļno toļan raļun vrednuje s 1 bodom, a u potpunosti korektan 

raļun s 2 boda. Pogreġan se raļun vrednuje s 0 bodova, a ne-odgovor s minus (-) ili prazno. 
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G4.8 (Zadatak 16.) Imate na raspolaganju dva lista papira jednakih dimenzija te od njih oblikujete 

ġuplji valjak kako je prikazano na slici. Kakvi su volumeni tih valjaka, jednaki ili razliļiti? 

Argumentirajte svoj odgovor. 

 
 

  
    

 

 

 

Iako je zadatak mogao biti zadan samo tekstom, uz tekst su dani vizualni prikazi, ali i konkretne 

veliļine lista papira iz nekoliko razloga. Prije svega, sliļno kao i kod uspostavljanja odnosa izmeĽu 

opsega i povrġine nekog lika (2D objekta), dogaĽa se zbrka i pri uspostavljanju odnosa izmeĽu oploġja 

i volumena nekog tijela (3D objekta): netko brzopleto moģe zakljuļiti da su volumeni nastalih valjaka 

jednaki jer su plohe, od kojih su tijela izvedena, jednakih povrġina. Nadalje, do odgovora se elegantno 

moģe doĺi odreĽivanjem volumena nastalih tijela te izvoĽenjem zakljuļka usporeĽivanjem dobivenih 

volumena. U tom sluļaju, treba provesti algebarsku proceduru i usporeĽivanje. Kako bi se taj proces 

olakġao, na slici su ipak istaknute konkretne veliļine lista papira, unatoļ teksta zadatka koji istiļe 

samo uvjet jednakih dimenzija listova, ali ne i veliļine. No, unatoļ namjernom olakġavanju procesa, 

za korektan raļun treba prepoznati odgovarajuĺe mjere valjka (radijus i visina) na temelju zadanih 

mjera papira. Pri tome do izraģaja dolaze razliļite prostorne sposobnosti: potrebno je dodatno koristiti 

sposobnost mentalne rotacije te sposobnost izdvajanja opsega baze valjka kao elementa koji se 

podudara s jednom duljinom lista papira. 

Kako bi se izbjeglo da sudionici daju samo kratki odgovor o odnosima volumena (jednaki su ili prvi 

ima veĺi volumen od drugog), postavljen je dodatni zahtjev da se odgovor argumentira. Naime, kada 

se na temelju procesa rjeġavanja izvedu zakljuļci i opiġu rijeļima, do izraģaja dolazi ġto sudionik u 

tom procesu smatra vaģnim te na koji naļin izdvaja bitne karakteristike, pomoĺu kojih oblikuje svoj 

argument. Osim toga, netko argumentom moģe smatrati prikazani proces odreĽivanja i usporeĽivanja 

volumena, a drugi argumentom mogu smatrati konaļni zakljuļak koji se izvodi nakon provedenog 

procesa. 

Konaļno, ovim zadatkom se ispituje na koji naļin sudionici uspostavljaju odnos izmeĽu povrġine 

plohe koja se rotira i volumena nastalog tijela: zakljuļuju li na preļac ili uporiġte traģe u elementima 

na temelju kojih odreĽuju volumene i izvode zakljuļak, bilo algebarski ili raļunski. TakoĽer, ispituje 

se ġto za sudionike znaļi 'argumentirati odgovor': prikazani proces rjeġavanja ili zakljuļak o odnosima 

opisan rijeļima, koji se temelji na provedenom procesu. 

U svrhu statistiļke obrade, toļan odgovor se vrednuje s 1 bodom, a korektno izveden argument s 2 

boda. Djelomiļno korektan argument vrednuje se s 1 bodom, a pogreġan odgovor kao i nekorektan 

argument s 0 bodova. U sluļaju ne-odgovora koristi se minus (-) ili prazno. U ļetvrtom dijelu GEO 

testa maksimalan broj bodova je 19.  

Sve u svemu, GEO test u ovom istraģivanju ima dvojaku ulogu: (1) na poļetku semestra (oznaka 

1GEO) sluģi za prikupljanje podataka o predznanju sudionika o temeljnim geometrijskim pojmovima 

te odgovarajuĺim vizualno-prostornim vjeġtinama; (2) na kraju semestra (oznaka 2GEO) sluģi za 

utvrĽivanje postoji li i u kojoj mjeri napredak u znanju iz geometrije te odgovarajuĺim vizualno-

prostornim vjeġtinama unutar svake grupe te meĽu grupama. Maksimalan broj bodova na cijelom 

GEO testu je 51. 

 



120 
 

5.5.3.3. Test mjerenja prostornih sposobnosti ï SPAC test 

Za mjerenje prostornih sposobnosti odabran je spacijalni test (kraĺe SPAC test) autora P. Smith i C. 

Whetton, u prijevodu Naklade Slap, Jastrebarsko 1998, naruļen za potrebe ovog istraģivanja. Test je 

odabran u svrhu testiranja prostorne vizualizacije kao posebnog faktora prostornih sposobnosti, koji 

je vaģan prediktor za uspjeġno savladavanje geometrije, posebno prostorne geometrije. Testiranje je 

proveo psiholog prema strogo odreĽenim pravilima psiholoġkog testiranja.  

 

Karakteristike SPAC testa: SPAC test sastoji se od 20 pitanja. Neposredno prije samostalnog 

pisanja sudionici rjeġavaju dva zadatka za vjeģbu, koji se nalaze u sklopu testa, kako bi se utvrdilo 

jesu li dobro razumjeli pitanja. Nakon toga, test se rjeġava maksimalno 20 minuta, a svoje odgovore 

sudionici daju na poseban list za odgovore. 

U svakom pitanju zadana je mreģa nekog geometrijskog tijela i ļetiri geometrijska tijela u razliļitim 

poloģajima (Slika 87). Potrebno je zamisliti geometrijsko tijelo nastalo savijanjem zadane mreģe, a 

zatim za svako od ļetiri ponuĽena geometrijska tijela utvrditi mogu li nastati savijanjem zadane mreģe 

ili ne. Sloģenost pitanja je utoliko veĺa ġto za svako tijelo treba utvrditi moģe li nastati savijanjem 

zadane mreģe, a ne samo meĽu ļetiri ponuĽena tijela odabrati jedno koje odgovara mreģi. Naime, u 

drugom sluļaju moģe se koristiti i metoda eliminacije, dok u prvom sluļaju proces savijanja i rotiranja 

treba provesti za svako ponuĽeno tijelo. Nadalje, u pitanjima su koriġtene razliļite vrste geometrijskih 

tijela ġto dodatno oteģava proces savijanja jer postoji stalna potreba za stvaranjem predodģbi, za 

razliku od testova u kojima se koristi samo jedna vrsta tijela (npr. kocka). Osim toga, test je 

konstruiran tako da je meĽu pitanjima polovina prosjeļno teġkih zadataka, a po ļetvrtina otpada na 

vrlo lagane, odnosno vrlo teġke zadatke.  

 

Slika 87. Primjer testnog pitanja 

Ovaj test je odabran iz viġe razloga. Prije svega, pitanjima ovog testa obuhvaĺene su razliļite vrste 

uglatih tijela (od trostranih do osmerostranih prizmi te ļetverostrana i peterostrana piramida) kao i 

rotacijska tijela (valjkasta i stoģasta), ġto odgovara dijelu kolegija koji se bavi geometrijom prostora. 

Nadalje, s obzirom da su u GEO testu veĺim dijelom zadaci koji obuhvaĺaju sadrģaje geometrije 

ravnine, cilj je bio dodatno ispitati vizualno-prostorne sposobnosti sudionika vezano uz geometriju 

prostora.  

SPAC test u ovom istraģivanju ima dvojaku ulogu: (1) na poļetku semestra (oznaka 1SPAC) koristi 

se kao moguĺi prediktor uspjeġnosti uļenja geometrije, tj. ispituje u kojoj mjeri vizualno-prostorne 

sposobnosti sudionika mogu predvidjeti uspjeġnost savladavanja geometrije obuhvaĺene kolegijem; 

(2) na kraju semestra (oznaka 2SPAC) koristi se za mjerenje napretka u vizualno-prostornim 

vjeġtinama, tj. ispituje u kojoj mjeri uļenje geometrije i razvijanje osnovnih vjeġtina vizualizacije 

utjeļe na razvoj vizualno-prostornih sposobnosti sudionika, unutar svake grupe i meĽu grupama.  

U svrhu statistiļke obrade, toļan odgovor vrednuje se s 1 bodom, a netoļan odgovor s 0 bodova. U 

sluļaju ne-odgovora stavlja se minus (-) ili prazno. Maksimalan broj bodova na SPAC testu je 80. 
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5.5.4. Pouļavanje geometrije tijekom intervencije 

Nastava na visokoġkolskim ustanovama odvija se kroz zimski i ljetni semestar unutar 15 tjedana, ġto 

se regulira Kalendarom nastave na poļetku svake akademske godine. Prema programima uļiteljskih 

studija Sveuļiliġta u Splitu i Zadru, Euklidska geometrija obraĽuje se u okviru kolegija Matematika 

2 u ljetnom semestru, koji traje od oģujka do lipnja. Prema redu predavanja, nastava se izvodi kroz 2 

sata predavanja i 2 sata vjeģbi po svakom tjednu, pri ļemu predavanja prate svi studenti zajedno, a za 

vjeģbe se dijele u dvije grupe. Obveze prema kolegiju propisane su nastavnim planom i programom.  

U skladu s organizacijom nastave na visokoġkolskim ustanovama, intervencija se odvijala unutar 

redovne nastave geometrije u realnom vremenu i prema zadanom rasporedu sati, sa svim studentima 

koji su u ljetnom semestru 2015./2016. godine bili upisani na kolegij Matematika 2 uļiteljskog studija 

u Splitu, koji su ļinili eksperimentalnu grupu (52 studenata). Sudionici eksperimentalne grupe nisu 

imali nikakvih posebnih obveza prema kolegiju osim redovnih, koje su propisane nastavnim planom 

i programom: redovito pohaĽanje nastave i izvrġavanje postavljenih zadaĺa.  

S obzirom da se intervencija odvijala unutra redovite nastave u realnom vremenu, moguĺe je da 

alternativni pristup pouļavanja na sve sudionike eksperimentalne grupe nije imao jednak utjecaj, jer  

to dijelom ovisi i o redovitosti njihovog pohaĽanja nastave te izvrġavanja domaĺih zadaĺa. Iako se 

moglo pratiti koliko oni redovito sudjeluju na nastavi te u kojoj mjeri i koliko uspjeġno izvrġavaju 

domaĺe zadaĺe, ti rezultati se nisu mogli usporeĽivati s rezultatima testiranja, jer su sudionici pred i 

post testove pisali pod kodom koji je u svrhu identifikacije bio poznat samo njima. Ipak, taj pristup 

je odabran kako bi podaci prikupljeni testiranjem bili neutralni u odnosu na intervenciju. 

Zbog svega opisanog, tijekom intervencije sudionici se nisu promatrali pojedinaļno veĺ kao grupa s 

odreĽenim karakteristikama. O neposrednom radu sa sudionicima eksperimentalne grupe vodila se 

evidencija, a uoļene teġkoĺe sudionika, njihova nerazumijevanja i pogreġna shvaĺanja geometrijskih 

koncepata koristila su se kao podloga za raspravu unutar odgovarajuĺe teme. U nastavku se detaljnije 

opisuju nastavni planovi i programi rada, strategija pouļavanja i nastavne aktivnosti koriġtene tijekom 

intervencije. 

 

5.5.4.1. Nastavni planovi i programi za geometriju 

Uvidom u nastavne planove i programe za matematiku na uļiteljskim studijima, posebno one kojima 

su obuhvaĺeni sadrģaji euklidske geometrije ravnine i prostora, utvrĽeno je da program na Sveuļiliġtu 

u Zadru najbliģe odgovara programu na Sveuļiliġtu u Splitu. Osim toga, oba su se programa izvodila 

u ljetnom semestru pod nazivom Matematika 2. Iz tog razloga, dogovoreno je da svi studenti koji su 

u ljetnom semestru 2015./2016. godine bili upisani na kolegij Matematika 2 uļiteljskog studija u 

Zadru ļine kontrolnu grupu (38 studenata). Jedino je postojala razlika izvoĽenja po godinama: u 

Splitu se kolegij izvodio na 3. godini uļiteljskog studija, a u Zadru na 2. godini. Iz toga je vidljivo da 

je kontrolna grupa imala manju stanku u kontinuitetu matematiļkog obrazovanja od sudionika 

eksperimentalne grupe. U nastavku se detaljnije predstavljaju i usporeĽuju oba programa. 

Nastavni plan i program rada po kojemu su radili sudionici iz eksperimentalne grupe (Tablica 7) 

razraĽen je detaljno po temama koje su se obraĽivale unutar 15 tjedana, pri ļemu je u prvom i 

posljednjem tjednu planirano i testiranje opisanim testovima. Nastavni plan i program rada po kojemu 

su radili sudionici iz kontrolne grupe (Tablica 8) preuzet je iz Elaborata o studijskom programu, koji 

je bio dostupan on line na poļetku akademske godine 2015/2016. Sadrģaj je predmeta i u ovom 

sluļaju detaljno razraĽen po temama, ali nije naznaļeno koje teme se rade u kojem tjednu, veĺ je 

navedeno 20 tematskih cjelina redom njihovog izvoĽenja. Sa sudionicima kontrolne grupe planirano 

je testiranje opisanim testovima u prvom i posljednjem tjednu, ali bez zadiranja u njihov redovni plan 

i program. UsporeĽivanjem predstavljenih programa (Tablica 7 i 8) vidljivo je da su sve teme 
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programa eksperimentalne grupe sadrģane i u programu kontrolne grupe te da u programu kontrolne 

grupe postoje dvije teme viġe: izometrije i vektori.  

Tablica 7. Okvirni plan i program rada u eksperimentalnoj grupi 

Tjedan Plan i program rada 

1 

Testiranje prije uļenja geometrije: VH, SPAC i GEO test 

Uvodno upoznavanja:  

- plan i program rada, vrednovanje, obveze prema predmetu, potreban pribor  

- izrada i osnovne karakteristike tangram slagalice: slaganje i crtanje tangram likova na praznom 

papiru i u kvadratnoj toļkastoj mreģi 

2 

Osnovni geometrijski pojmovi: toļka, pravac, ravnina i prostor  

Odnosi meĽu osnovnim pojmovima: pripadnost i poredak 

Aksiomi: pripadanja, ureĽaja, podudarnosti, neprekidnosti i paralelnosti 

Osnovne geometrijske konstrukcije: prenoġenje duģine i kuta, simetrala duģine i kuta, konstrukcija 

okomice i paralele, dijeljenje duģine u omjeru, osnovne konstrukcije trokuta: SSS, SKS, KSK, SSK> 

3 

Duģina: definicija, duljina duģine i udaljenost toļaka, usporeĽivanje duģina, poloviġte duģine, 

sukladne duģine, simetrala duģine, konveksni skup 

Povrġina: odreĽivanje veliļine, poploļavanje, crtanje u kvadratnoj toļkastoj mreģi 

Opsezi i povrġine odabranih likova: mjerenje, usporeĽivanje 

4 

Polupravac, poluravnina 

Kut: definicija, vrste kutova i njihove mjere (u stupnjevima i radijanima), sukladni kutovi, susjedni i 

suplementarni kutovi, komplementarni kutovi, vrġni kutovi, kutovi s paralelnim i okomitim kracima, 

kutovi uz presjeļnicu 

5 
Trokut: definicija, osnovni elementi i odnosi (stranica, kutova), vrste trokuta i njihova svojstva, ļetiri 

karakteristiļne toļke trokuta i njihova svojstva, opseg i povrġina trokuta 

6 
Sukladni trokuti i teoremi o sukladnim trokutima: SSS, SKS, KSK, SSK> 

Primjena teorema o sukladnosti u dokazivanju izvedenih tvrdnji 

7 

Talesov pouļak o proporcionalnim duģinama (ļetiri proporcije) i njegov obrat 

Sliļni trokuti i teoremi o sliļnim trokutima: KK, SSS, SKS, SSK> 

Opsezi, visine i povrġine sliļnih trokuta, Euklidov teorem 

8 

Ļetverokut: definicija, osnovni elementi i odnosi, vrste ļetverokuta i njihova svojstva (trapezoidi, 

trapezi i paralelogrami), odnosi meĽu ļetverokutima, opsezi i povrġine ļetverokuta, sukladni i sliļni 

ļetverokuti.  

Mnogokuti: dijagonale i kutovi, pravilni mnogokuti, opsezi i povrġine 

9 

Kruģnica: definicija, osnovni elementi i dijelovi (polumjer, promjer, tetiva, kruģni luk), odnos pravca 

i kruģnice, odnos dviju kruģnica 

Krug: definicija, osnovni elementi i dijelovi (polukrug, kruģni isjeļak, kruģni odsjeļak, kruģni 

vijenac), opseg i povrġina kruga te dijelova kruga, obodni i srediġnji kut, tetivni i tangencijalni 

ļetverokuti 

10 

Uvod u geometriju prostora: pravci i ravnine u prostoru, klasifikacija geometrijskih tijela, izgradnja 

geometrijskih tijela od kocaka te njihovo oploġje i volumen, crtanje tijela u izometriļnoj mreģi, 

razliļite perspektive 

11 
Prizme (ļetverostrane, trostrane, ġesterostrane) i njihove mreģe: osnovni elementi, vrste (kose, 

uspravne, pravilne), crtanje, dijagonalni presjeci, oploġje i volumen, odnosi meĽu tijelima 

12 
Piramide (ļetverostrane, trostrane, ġesterostrane) i njihove mreģe: osnovni elementi, vrste (kose, 

uspravne, pravilne), crtanje, dijagonalni presjeci, oploġje i volumen, odnosi meĽu tijelima 

13 
Obla tijela (valjak, stoģac, kugla) i njihove mreģe: osnovni elementi, vrste (kosi, uspravni, 

jednakostraniļni), crtanje, osni presjeci, oploġje i volumen, odnosi meĽu tijelima 

14 Rotacijska tijela: crtanje, opisivanje, odreĽivanje oploġja i volumena nastalih tijela 

15 
Zavrġni sat: utvrĽivanje uspjeha i zakljuļivanje 

Testiranje nakon uļenja geometrije: VH, SPAC i GEO test 
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Tablica 8. Okvirni plan i program rada u kontrolnoj grupi 

Tema  Sadrģaj predmeta detaljno razraĽen prema satnici nastave 

1 Aksiomi o pripadnosti - incidenciji (iskazi; ilustracija: posljedice).  

2 Aksiomi o poredku - ureĽaju (linearni ureĽaj na pravcu; ilustracija; konveksan skup; konveksna ljuska; 

trokut; Paschov aksiom) 

3 Aksiomi o mjerenju (metrika; posljedice). 

4 Aksiomi o simetriļnosti (osna simetrija). 

5 Temeljni pouļci (posljedice prihvaĺenih aksioma). 

6 Izometrije (osnovna svojstva; fiksne toļke; simetrala; okomitost; osnovni pouļak o izometrijama; 

rotacija; centralna simetrija). 

7 Kut (definicija; ureĽaj; mjerenje; kutovi u trokutu). 

8 Likovi (trokut; trokutna nejednakost; mnogokut; udaljenost toļke od pravca; kruģnica; presjek pravca 

i kruģnicom; presjek dviju kruģnica). 

9 Aksiom o usporednicama - paralelama (Euklidov peti postulat; aksiom o paralelama; ekvivalenti 

petoga postulata; hiperboliļka i eliptiļka geometrija; realizacijski modeli). 

10 Pouļci o sukladnosti (S-S-S; S-K-S; K-S-K; S-K-S; izometriļnost; konstrukcije). 

11 Ļetiri osobite trokutove toļke (paralelogram; srednjica; teģiġnice i teģiġte; sjeciġte straniļnih simetrala; 

sjeciġte kutnih simetrala; visine i orto-centar) 

12 Pouļci o sliļnosti (paralelna projekcija; Talesov pouļak o proporcionalnosti; pouļci o kutovima; 

pouļci o sliļnim trokutima; homotetija). 

13 Pitagorin pouļak (Pitagorin pouļak; ekvivalenti Pitagorina pouļka; obrat Pitagorina pouļka). 

14 Obodni i srediġnji kut (tetiva; promjer; luk; pouļak o obodnomu i srediġnjemu kutu; Talesov pouļak). 

15 Tangencijalni i tetivni ļetverokut (tangencijalni ļetverokut; tetivni ļetverokut; Ptolomejev pouļak; 

potencija s obzirom na kruģnicu). 

16 Vektori (usmjerena duģina; vektor; zbrajanje i mnoģenje skalarom). 

17 Algebarski prikaz (pravokutni koordinatni sustav; algebarski zapis ravninskoga vektora; algebarske 

operacije na vektorima). 

18 Translacija (definicija; svojstva; izometrija kao kompozicija rotacije i translacije). 

19 Stereometrijski aksiomi i posljedice (iskaz; ilustracija; osnovni odnosi meĽu toļkama, pravcima i 

ravninama u prostoru. 

20 Geometrijska tijela (prizme; kvadar; kocka; piramide; valjak; stoģac; kugla). 

 

Prema stilu navoĽenja tema, moģe se uoļiti da se u programu eksperimentalne grupe viġe istiļu 

pojmovi koji ĺe se obraĽivati, a aksiomatska struktura je Ăskrivenañ u pozadini, dok je u programu 

kontrolne grupe baġ naglaġena aksiomatska struktura. TakoĽer, kroz tematski opis uoļava se da je u 

programu eksperimentalne grupe planiran rad s didaktiļkim sredstvom (tangramom, iako moģe biti i 

neko drugo), crtanje u razliļitim mreģama te konstruiranje, ġto se ne moģe reĺi i za program kontrolne 

skupine. No, iako se kroz tematski opis ne moģe vidjeti je li u pouļavanju planirano koriġtenje 

programa dinamiļke geometrije (Sketchpad i Geogebra), on se ipak koristio u radu sa sudionicima iz 

obje grupe.  

5.5.4.2. Nastavne strategije tijekom intervencije 

Tijekom intervencije dominirale su dvije glavne nastavne strategije: (1) strukturiranje nastavnih tema 

prema van Hiele-ovima fazama uļenja te (2) pouļavanje temeljeno na vizualno-analitiļkoj metodi 

usmjerenog opaģanja.  

U okviru predavanja, nastavne teme najļeġĺe su strukturirane kroz pet kljuļnih aktivnosti prema van 

Hiele-ovim fazama uļenja: uvodna rasprava (F1), samostalni rad sudionika uz usmjereno voĽenje 

(F2), objaġnjavanje dobivenih rezultata (F3), primjena obraĽenog kroz razliļite primjere (F4) te 

integracija rezultata u funkcionalnu cjelinu (F5). Opisane se aktivnosti nisu provodile linearno niti 

jednakog obima, veĺ naizmjeniļno i u obimu koji je zahtijevala odreĽena tema, uz prilagoĽavanje 

(pred)znanjima sudionika. Iz tog razloga, ponekad je moguĺe sve aktivnosti realizirati tijekom samo 

jednog sata, a neke od njih i viġe puta, dok se ponekad realizacija svih aktivnosti proteģe na viġe sati. 

U okviru vjeģbi, koristili su se zadaci razliļitih kognitivnih zahtjeva, s razliļitom svrhom: za 
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ponavljanje, provjeru razumijevanja i primjenu obraĽenih sadrģaji, za istraģivanje, otkrivanje i 

uspostavljanje funkcionalne mreģe razliļitih koncepata. Prema cilju rjeġavanja, unutar svake tematske 

cjeline svi zadaci su razvrstani u tri kategorije: odredbeni, konstruktivni i dokazni. 

Strukturne aktivnosti planirane su tako da se kroz sve navedene faze uļenja moģe ġto viġe koristiti 

vizualno-analitiļka metoda usmjerenog opaģanja: od uvodne rasprave, preko samostalnog rada unutar 

strukturiranog materijala i objaġnjavanja do primjera primjene i zavrġne integracije. Time se 

cjelokupno pouļavanje proģimalo elementima vizualizacije te osiguravalo okruģenje unutar kojeg su 

sudionici mogli razvijati vjeġtine vizualizacije u kontekstu geometrije, ali i geometrijske sadrģaje uļiti 

s veĺim razumijevanjem uz podrġku vizualizacije. U nastavku se detaljnije opisuje naļin 

strukturiranja tematskih cjelina (nastavnih tema) te primjena metode usmjerenog opaģanja tijekom 

intervencije. 

 

(1) Strukturiranje nastavnih tema prema van Hieleovima fazama uļenja. Tijekom intervencije, 

nastavni je sat najļeġĺe zapoļinjao fazom pitanja i raspravom (F1), kako bi se ispitalo ġto sudionici 

veĺ znaju o temi koja se ģeli obraditi. UvoĽenjem sudionika u raspravu do izraģaja dolaze razne 

teġkoĺe, nerazumijevanja i pogreġna shvaĺanja koja oni imaju o geometrijskim konceptima. U svrhu 

osvjeġtavanja sudionika o nepotpunom razumijevanju ili pogreġnom shvaĺanju koristila se metoda 

kognitivnog konflikta: prema njihovom opisu postavljao se kontra primjer kako bi im se ukazalo u 

ļemu grijeġe ili gdje su manjkavosti.  

Na primjer, u tematskoj cjelini o kruģnici i krugu prirodno je zapoļeti definicijama tih pojmova, 

njihovim osnovnim elementima i dijelovima (polumjer, promjer, tetiva, itd.). Iako je svim 

sudionicima pojam kruģnice priliļno poznat, njihov opis obiļno je nepotpun. Ukoliko kaģu da je 

Kruģnica skup toļaka ravnine jednako udaljenih od jedne toļke, onda im se moģe ponuditi Slika 88(a) 

jer nedostaje rijeļ svih. Ukoliko kaģu da je Kruģnica skup svih toļaka jednako udaljenih od jedne 

toļke, onda im se moģe ponuditi Slika 88(b) jer nedostaje rijeļ ravnine. Ukoliko kaģu da je Kruģnica 

skup svih toļaka ravnine jednako udaljenih od srediġta kruģnice, onda se s njima moģe razmotriti 

nekorektnost cirkularne definicije (Joziĺ, 2014). Itd. 

  
(a)  (b)  

Slika 88. Nepotpuna kruģnica i sfera 

Nakon uvodne rasprave o pojmovima, sudionici se usmjerenim voĽenjem (F2) provode kroz razliļite 

aktivnosti crtanja, mjerenja, prebrojavanja, izraļunavanja, povezivanja, zakljuļivanja, itd. (ovisno o 

temi koja se obraĽuje), a aktivnosti se paģljivo strukturiraju u svrhu otkrivanja svojstava pojmova i 

njihovih odnosa, posebno onih koji su im do tada bili nepoznati ili nedovoljno jasni. Usmjereno 

voĽenje se moģe koordinirati kroz direktnu interakciju sa sudionicima, a mogu biti pripremljeni i 

programirani materijali za samostalni rad sudionika (individualno, u paru ili grupi). 

Na primjer, nakon rasprave o pojmovima obodni i srediġnji kut, sudionici se mogu usmjeriti da 

crtanjem i mjerenjem viġe obodnih kutova nad istim lukom (Slika 89a) ili sukladnim lukovima iste 

kruģnice (ili sukladnih kruģnica) izvedu zakljuļak o jednakosti tih kutova. TakoĽer, mogu se usmjeriti 

da nacrtaju obodni kut nad lukom (tetivom) odabranog srediġnjeg kuta (Slika 89b i 89c) te mjerenjem 

i usporeĽivanjem njihovih veliļina da izvedu zakljuļak da je obodni kut dvostruko manji od 

pripadnog srediġnjeg kuta. 
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(a)  (b)  (c)  

Slika 89. Obodni i srediġnji kutovi 

Nakon provedbe aktivnosti voĽenog istraģivanja potrebno je napraviti kratki osvrt te izdvojiti vaģnije 

zakljuļke (F3). Ukoliko se usmjereno voĽenje odvija kroz direktnu interakciju nastavnika i sudionika, 

onda se aktivnosti F2 i F3 zapravo isprepleĺu i nadopunjuju. Na primjer, prethodne aktivnosti se 

mogu provesti koriġtenjem gotovih dinamiļkih uļila, raspravom o promjena koje se dogaĽaju tijekom 

rada na njima te postavljanjem zakljuļaka koji proizlaze direktno iz uoļenog. Ukoliko sudionici rade 

samostalno kroz programirani materijal, onda je korisno da najprije oni opiġu svoje rezultate, a zatim 

da usmjerenim voĽenjem nastavnika izvedu najvaģnije rezultate provedenih aktivnosti: novu 

terminologiju, nove pojmove i njihove definicije, tvrdnje i njihove obrate, itd. 

Na primjer, kao rezultat prethodnih aktivnosti vaģno je uvesti pojam pripadnosti te zakljuļiti da se 

nad jednim kruģnim lukom i pripadnom tetivom moģe promatrati beskonaļno mnogo pripadnih 

obodnih kutova, ali samo jedan pripadni srediġnji kut. TakoĽer, da svakom obodnom i srediġnjem 

kutu pripada samo jedan kruģni luk (tetiva). Nakon tih razmatranja mogu se postaviti tvrdnje: 

Tvrdnja 1: Svi obodni kutovi nad istim lukom (tetivom) iste kruģnice jednakih su veliļina. 

Tvrdnja 2: Svi obodni kutovi nad sukladnim lukovima (sukladnim tetivama) iste kruģnice (sukladnih 

kruģnica) jednakih su veliļina. 

Tvrdnja 3: Srediġnji kut je dvostruko veĺi od pripadnog obodnog kuta. 

Tvrdnja 4. Svaki obodni kut nad promjerom kruģnice je pravi kut. 

Nakon postavljanja tvrdnji prikladno je povesti raspravu (F1) o istinitosti, razlozima i naļinima 

opravdavanja istinitosti: svaka je tvrdnja istinita ili laģna (nema treĺeg ï tertium non datur), istinitost 

tvrdnje se moģe opovrgnuti na temelju jednog kontra primjera koji pokazuje da tvrdnja ne vrijedi, ali 

se njezina istinitost ne moģe opravdati na temelju nekoliko primjera koji pokazuju da ona vrijedi, veĺ 

je potrebno provesti dokaz. Prije procesa dokazivanja korisno je povremeno povesti raspravu o 

vrstama dokazivanja: direktno te indirektno, kontrapozicijom ili kontradikcijom, ali i o strategijama 

dokazivanja. Na primjer, opravdavanje istinitost tvrdnje 3 moģe se izvesti direktno, razmatranjem 

triju sluļajeva (Slika 90). 

Sluļaj 1: Sluļaj 2: Sluļaj 3: 

   

2b a= vanjski kut ASCD  ' '' 2 ' 2 '' 2b b b a a a= + = + = ( ) ( )' ' 2 ' 2 ' 2b b b b a a a a= + - = + - = 

Slika 90.  Dokazivanje tvrdnje 3 kroz tri sluļaja 
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Umjesto da se sudionicima postave gotovi sluļajevi bez njihovog promiġljanja, korisno bi bilo da 

sami otkriju put dokazivanja (F2), odnosno potrebu razmatranja triju sluļajeva. U tu svrhu korisno ih 

je uputiti na razmatranje obodnih kutova na Slici 89. te traģiti da opiġu njihov odnos sa srediġtem 

kruģnice S (F3).  Dalje, mogu razmatrati predstavljaju li ta tri obodna kuta sve moguĺe obodne kutove 

pripadnog srediġnjeg kuta ili postoji joġ neki sluļaj koji nije prikazan (F2 i F3). Zatim, moģe li se 

istinitost opravdati na isti naļin za svaki prikazani obodni kut ili su to ipak tri razliļita sluļaja te je 

istinitost potrebno opravdati za svaki sluļaj posebno (F2 i F3). TakoĽer, kroz raspravu (F1) treba 

ispitati je li svima jasno da je potrebno opravdati istinitost za svaki od tri sluļaja (Slika 90), kako bi 

se izveo zakljuļak o istinitosti tvrdnje 3 opĺenito. Konaļno, provodi se i dokaz kroz odgovarajuĺe 

aktivnosti, kombiniranjem F1 (ponavljanje), F2 (uoļavanje) i F3 (zakljuļivanje). 

Na primjer, za sluļaj 1, prvo se uoļi trokut ASCD te da su njegove dvije stranice polumjeri pa se 

zakljuļi da je trokut jednakokraļan te posljediļno da su kutovi nasuprot krakova jednaki, veliļine a. 

Zatim se uoļi da je kut veliļine b vanjski kut promatranog trokuta, a zatim se ponovi odnos vanjskog 

kuta i unutraġnjih kutova u trokutu te odabere onaj koji je povoljniji. Konaļno se, na temelju svega 

prethodnog, zakljuļi da je 2b a= . Preostala dva sluļaja su povezana s prvim sluļajem, ali kako bi 

se to uoļilo potrebno je istaknuti dodatni element ï polupravac CS jer se tek onda moģe uoļiti da se 

radi o zbroju, odnosno razlici dvaju kutova, na koje se moģe primijeniti zakljuļak iz prvog sluļaja. I 

konaļno, kako za sva tri sluļaja tvrdnja vrijedi, moģe se zakljuļiti da je tvrdnja 3 istinita.  

Kroz prethodno opisano dan je ujedno i primjer kako se kroz usmjereno opaģanje moģe koristi 

vizualno-analitiļka metoda u svrhu otkivanja puta dokazivanja postavljene tvrdnje, ali i sam proces 

dokazivanja. Zahtjev za dokazom se moģe ponekad dati i kao zadatak pa kao takav moģe sluģiti u 

svrhu primjene i provjere razumijevanja (F4).  

Na primjer, nakon ġto se ustanovi da istinitost tvrdnje 4 proizlazi neposredno iz istinitosti tvrdnje 3, 

korisno je razmotriti moģe li se istinitost tvrdnje 4 opravdati bez koriġtenja tvrdnje 3 (Slika 91). U 

tom se sluļaju novi sadrģaji povezuju u funkcionalnu cjelinu sa prethodno obraĽenim sadrģajima te 

se uspostavlja mreģa pojmova i njihovih veza (F5) koja osigurava prijelaz na viġu razinu 

geometrijskog miġljenja. 

Naļin 1: Naļin 2: Naļin 3: 

   

b - srediġnji kut nad AB  

a - pripadni obodni kut  

 
180

90
2 2

b
a

¯
= = = ¯ 

a+b - obodni kut nad AB  

Zbroj kutova u trokutu ABCD  

2 2 180

90

a b

a b

+ = ¯

+ = ¯
 

g - obodni kut nad promjerom AB  

Ý trokutu ABCD  opisana kruģnica i 

srediġte S u poloviġtu stranice trokuta 

Ý trokut ABCD pravokutan 

Ý 90g=  ̄

Slika 91. Dokazivanje tvrdnje 4 na tri naļina 

Nakon osvrta o provedenim aktivnostima i izvedenim zakljuļcima te njihovim dokazima vaģno je 

osigurati primjere kroz koje se moģe provjeriti razumijevanje obraĽenog (F4). Primjeri bi u pravilu 

trebali biti kognitivno zahtjevniji od onih koji su se koristili kroz aktivnosti, jer se kroz snalaģenje u 

sloģenijem kontekstu uoļava (ne)razumijevanje. Primjeri ne moraju nuģno slijediti nakon svih 

izvedenih tvrdnji i njihovih dokaza, veĺ naprotiv, korisno je naizmjeniļno isprepletati aktivnosti 

istraģivanja, otkrivanja i postavljanja tvrdnji (F2) s primjerima primjene i dokazivanjem tvrdnji (F4), 

uz barem kratki osvrt o provedenom, uvoĽenjem nove terminologije, novih zakljuļaka (F3) itd. 
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Upravo, kombiniranjem razliļitih aktivnosti, tj. kroz nelinearno strukturiranje nastavne teme, postiģe 

se izgradnja funkcionalne mreģe (F5) razliļitih geometrijskih pojmova. Primjere je korisno postavljati 

na razliļite naļine: tekstom, vizualnim prikazom, simboliļkim zapisom, odnosno kombinirano, 

koriġtenjem sva tri oblika (Slika 92). 

Primjer 1: Primjer 2: Primjer 3: 

   

Duģina AC  je promjer kruģnice. 

, ?SBA CSD=  

StranicaAB  je promjer kruģnice, 

a toļak P poloviġta stranice. 

Odrediti srediġnje kutove nad 

stranicama trokuta AC  i BC. 

Argumentirati zaġto je ES 

simetrala kuta pri vrhu E, kada je 

ABCD kvadrat. 

Slika 92. Primjeri za provjeru obraĽenih sadrģaja 

Ponekad je dobro isti zadatak zadati na viġe razliļitih naļina kako bi sudionici razvijali razliļite 

vjeġtine pri rjeġavanju zadataka te povezivali razliļite sadrģaje i terminologiju. Na primjer, zadatak 

iz primjera 2 (Slika 92) umjesto kroz vizualni prikaz moģe se zadati tekstom: Jedan ġiljasti kut 

pravokutnog trokuta iznosi 27Á30'. Odredite veliļine kutova pod kojim se katete tog trokuta vide iz 

poloviġta hipotenuze. Ili, zadatak iz primjera 3 (Slika 92) moģe se postaviti kao tvrdnja koju treba 

dokazati: Nad stranicom AD  kvadrata ABCD, prema vani konstruiran je pravokutni trokut ADED . 

Ako je toļka S srediġte dijagonala kvadrata, onda je pravac ES simetrala kuta AEDÏ . Dokazati. 

Ponekad sudionici budu iznenaĽeni koliko isti zadatak moģe izgledati sasvim drugaļije kada se zada 

u drugom ruhu, a raspravom o tome umanjuje se moguĺnost njihovih komentara: Ovu vrstu zadatka 

nismo nikada radili. 

Provjera razumijevanja obraĽenih pojmova (F4) te njihovo povezivanje s drugim pojmovima u 

funkcionalnu mreģu pojmova (F5), najbolje se ostvaruje istodobnom primjenom VOS sustava. Na 

primjer, na Slici 93. prikazano je kako se unutar istog primjera mogu koristiti sva tri sustava u svrhu 

provjere razumijevanja koncepta kruģnice unutar konteksta kuta te njihovog presjeka. 

 
Odnos kruģnice k i kuta K sa 

slike opisati rijeļima i zapisati 

simboliļki: 

 
 

Nacrtati kruģnicu k i kut K u 

opisanom odnosu, a zatim odnos 

zapisati simboliļki: 

 

(a) Kruģnica k dira kut K u jednoj 

toļki kraka tog kuta. 

(b) Jedna polukruģnica kruģnice k 

pripada kutu K. 

(c) Kruģnica k (ne)pripada kutu K. 

Nacrtati kruģnicu k i kut K u 

odnosu koji je dan zapisom, 

a zatim odnos opisati 

rijeļima: 

 

(a) {}k K DÆ =  

(b) k K ABÆ =  

(c) k K kÆ =  ili 

k KÆ =Å 

Iz V u OS Iz O u VS Iz S u VO 

Slika 93. Razumijevanje i povezivanje koncepata kroz VOS sustav 
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TakoĽer, korisno je steļena znanja primjenjivati (F4) i na probleme iz realnog konteksta jer njihovim 

rjeġavanjem sudionici imaju priliku povezivati razliļite matematiļke sadrģaje u funkcionalnu cjelinu 

(F5), ali istodobno prepoznati i svrhovitost uļenja odreĽenih sadrģaja.  

Na primjer, umjesto da se sudionicima zadaje geometrijska figura koju trebaju konstruirati, moģe se 

iskoristiti fotografija npr. dijela proļelja Crkve iz 13. stoljeĺa u Orsanmichele u Firenci i traģiti da 

rekonstruiraju nacrt koji su arhitekti trebali imati prije izgradnje (Slika 94). Osim ġto ljepota proļelja 

moģe biti motivirajuĺa za konstruiranje geometrijske figure pomoĺu kruģnica i kruģnih lukova, 

rjeġavanje problem zahtjeva povezivanja mnoġtva definicija i pravila. Za odreĽivanje radijusa i 

srediġta kljuļnih kruģnica potrebno je iskoristiti uvjet dodira dviju kruģnica, dijeljenje duģine na 

jednake dijelove, Pitagorin pouļak, kvadriranje razlomaka i binoma, rjeġavanje jednadģbi, svojstva 

jednakosti, procese konstruiranja, opisivanje, itd. Detaljna obrada primjera sa Slike 94 predstavljena 

je u radu Uļenje usmjerenim opaģanjem (Joziĺ, 2012b).  

 

 

Slika 94. Rekonstrukcija dijela proļelja 

No, problemi iz realnog ģivota mogu sluģiti i kao podloga za uvodnu raspravu (F1), ali i kao prilika 

za istraģivanje, uoļavanje zakonitosti i postavljanje tvrdnje (F2) te kao podloga za raspravu o 

postignutom (F3). TakoĽer, praktiļni problemi se mogu provlaļiti kroz viġe tematskih cjelina, na 

razliļite naļine i tako povezivati razliļiti geometrijski koncepti. 

Na primjer, moģe se postaviti problem savijanja ģice zadane duljine. Unutar tematske cjeline trokut,  

istraģivanje moģe zapoļeti oblikovanjem razliļitih vrsta trokuta, a zatim odreĽivanjem trokuta 

najveĺe povrġine. Sliļno istraģivanje se moģe ponoviti u radu s ļetverokutima itd. te na kraju u cjelini 

o kruģnici i krugu. Konaļno se, na temelju svih postavljenih tvrdnji moģe izvesti zakljuļak da od svih 

likova jednakog opsega najveĺu povrġinu zauzima krug. Detaljan opis i razrada ove vrste istraģivanja 

predstavljeno je u radu Istraģivanjem do minimuma ili maksimuma, primjenom metode usmjerenog 

opaģanja (Mateljeviĺ, Joziĺ, Svetlik, 2013). Istraģivanje se moģe nastaviti i u geometriji prostora. 

Konaļno, na kraju svake tematske cjeline korisno je ukratko sistematizirati obraĽene pojmove i 

uvedenu terminologiju, znaļajnije izvedene zakljuļke te uspostavljene veze (F5). U ovoj fazi dodatno 

se moģe brusiti preciznost izraģavanja, iskazivanje formalnih definicija, vrġiti razna strukturiranja, 

opisivati izvedene formule, klasificirati pojmove itd., ovisno o temi koja se obraĽuje. Na primjer, 

kroz vizualne prikaze mogu se obuhvatiti svi pojmovi vezani uz kruģnicu i krug, a zatim koriġtenjem 

tih prikaza ponoviti njihove definicije i svojstva.  

U radu O uļenju i pouļavanju geometrije prema van Hiele-ovoj teoriji detaljno je predstavljen joġ 

jedan primjer strukturiranja nastavne teme kroz pet van Hieleovih faza uļenja kako se koristilo 

tijekom intervencije,  a vezano je za klasifikaciju ļetverokuta (Baranoviĺ, 2019a). 
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(2) Pouļavanje geometrije primjenom vizualno-analitiļke metode usmjerenog opaģanja. 

Glavno uporiġte vizualno-analitiļke metode usmjerenog opaģanja je u VOS sustavu (Slika 95). 

Ukoliko je polaziġte vizualni prikaz (V), on se opisuje govornim jezikom (verbalno ili u pisanom 

obliku) te saģima kroz odgovarajuĺi simboliļki zapis. Ukoliko je polaziġte situacija opisana govornim 

jezikom (O), ona se predstavlja odgovarajuĺim vizualnim prikazom te dodatno apstrahira 

simboliļkim zapisom. Ukoliko je polaziġte simboliļki zapis (S), on se interpretira i opisuje govornim 

jezikom te dodatno pojaġnjava vizualnim prikazom. Na taj se naļin, ista matematiļka situacija, ideja, 

koncept, itd. prikazuju istodobno kroz sva tri sustava: vizualni, jeziļni i simboliļki, tj. u VOS sustavu. 

 
Slika 95. VOS sustav 

Opis koriġtenja VOS sustava i metode usmjerenog opaģanja daje se na primjeru ukrġtenih pravaca u 

ravnini (Slika 96). Cilj je unutar jednog koncepta funkcionalno povezati sva tri sustava izraģavanja. 

 

Slika 96. Ukrġteni pravci u VOS sustavu 

Iz V u OS: Ako se kreĺe od vizualnog prikaza (V) ukrġtenih pravaca, onda prikaz treba znati opisati 

govornim jezikom (O) i simboliļki zapisati (S).  

Vizualni prikaz se ļita metodom usmjerenog opaģanja kroz ļetiri koraka: 

K1 (globalno): Na slici su prikazani pravci i toļka; 

K2 (lokalno): Na slici su prikazana dva pravca p i q te jedna toļka A; 

K3 (veza): Toļka A pripada i pravcu p i pravcu q; 

K4 (poruka): Na slici su prikazani pravci p i q koji se sijeku u toļki A, tj. prikazana su dva ukrġtena 

pravca. 
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Kroz postupni govorni opis dolazi do izraģaja ġto sudionici zaista vide kada gledaju vizualni prikaz i 

kako to interpretiraju te znaju li se kretati od osnovnih elemenata na globalni prikaz i obratno. Nakon 

ġto je vizualni prikaz precizno opisan, simboliļki prikaz se postavlja na prirodan naļin, pod uvjetom 

da se znaju odgovarajuĺi simboli (u ovom sluļaju simbol za presjek i skup). U trenutku simboliļkog 

zapisivanja korisno je ponuditi razliļite zapise kako bi se provjerilo jesu li studenti usvojili pojam 

presjeka dvaju skupova. Naime, vaģno je raspraviti u ļemu je razlika izmeĽu simboliļkih zapisa 

p q AÆ =  i  {}p q AÆ =  te zaġto prvi zapis nije korektan.  

Iz O u VS: Ako bi krenuli od pojma ukrġtenih pravaca (O): Za dva pravca jedne ravnine kaģemo da 

su ukrġtena (ili da se sijeku) ako imaju samo jednu zajedniļku toļku, onda treba znati kako to vizualno 

prikazati (V) te kako saģeto simboliļki zapisati (S).  

U ovom sluļaju, potrebno je znati da se pravci predstavljaju ravnom crtom (bez istaknutih krajeva) i 

da se imenuju malim pisanim slovima te da se vizualno prikazuje samo dio pravca. Nadalje, toļka se 

predstavlja malim kruģiĺem i imenuje velikim tiskanim slovima. Nakon odreĽivanja i imenovanja 

elemenata vizualnog prikaza, uvodi se simboliļki zapis, analogno kao u prethodnom sluļaju. 

Iz S u OV: Ako bi krenuli od (S) simboliļkog zapisa {}p q AÆ = , onda je vaģno znati interpretirati 

sve ġto je zapisano i glavnu poruku (O), a zatim tu poruku i vizualno predstaviti (V).  

U ovom sluļaju, treba prepoznati jednakost (=), znak za presjek skupova (Æ), vitiļaste zagrade za 

skup ({}), mala pisana slova za pravce (p i q), veliko tiskano slovo za toļku (A). Nadalje, znaļenje 

uoļenog interpretira se u kontekstu: na lijevoj strani je presjek skupova toļaka (presjek pravaca), a 

na desnoj strani je jednoļlan skup koji se sastoji od toļke A. Kako je meĽu njima znak jednakosti 

moģe se zakljuļiti da skupovi s lijeve strane jednakosti imaju samo jednu zajedniļku toļku, toļku A. 

S obzirom da se simboliļki zapisi obiļno mogu ļitati na viġe naļina, korisno je razmotriti razliļite 

moguĺnosti te istaknuti onu koja je najpovoljnija u danom kontekstu. U ovom sluļaju moģe se reĺi 

da je presjek dvaju pravaca jednoļlan skup, odnosno da se pravci sijeku u jednoj toļki ili da pravci p 

i q imaju zajedniļku jednu toļku, toļku A. Zatim se moģe uvesti i pojam ukrġtenih pravaca za opisani 

odnos dvaju pravaca u ravnini. Nakon interpretacije simboliļkog zapisa, stvara se vizualni prikaz, 

analogno kao u prethodnom sluļaju. 

Iako na prvu simboliļki zapis presjeka dvaju pravaca nastavniku moģe izgledati banalno i jasno 

ļitljiv, za one koji ne poznaju sve elemente ili nisu vjeġti u povezivanju tih elemenata, simboliļki 

zapis neĺe moĺi interpretirati niti opisno, niti vizualno. Za njih ĺe to biti samo hrpa ļudnih znakova 

bez znaļenja. Stoga je vaģno ne zanemariti poļetniļke teġkoĺe u savladavanju bilo kojeg od opisana 

tri sustava znakova (Van Hiele, 1986). 

Upravo primjenom troslojnog naļina pouļavanja geometrije, sudionici istodobno razvijaju 

sposobnost vizualizacije, stjeļu znanja i vjeġtine simboliļkog zapisivanja te obogaĺuju matematiļki 

(geometrijski) vokabular. I ono ġto je najvaģnije, razvijaju vjeġtinu fleksibilnog prijelaza iz jednog 

sustava u drugi te geometrijske sadrģaje uļe s veĺim razumijevanjem (Duval, 2014), ġto je osnova za 

razvoj matematiļkog miġljenja i zakljuļivanja (Nakahara, 2007). A jedan od ciljeva matematiļkog 

obrazovanja jest razviti matematiļku pismenost te apstraktno miġljenje i zakljuļivanje uļenika i 

studenata. No, ļinjenica je da se profesionalni matematiļari u svom privatnom radu i stvaranju 

matematike koriste elementima vizualizacije, ali oni izostaju u sluģbenoj komunikaciji (Dreyfus, 

1991; Whiteley, 2005). Drugim rijeļima, u matematiļkom obrazovanju, gotovo kroz cijelu vertikalu, 

u veĺoj mjeri zastupljen je samo OS sustav, pri ļemu je jeziļno izraģavanje viġe u pisanom obliku, a 

manje verbalno.  
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Upravo zbog takve nastavne prakse, u kojoj je u veĺoj mjeri zastupljen OS sustav (jeziļni opis i 

simboliļki zapis), vizualno-analitiļka metoda se razvijala u svrhu nadopunjavanja OS sustava 

elementima vizualizacije te radi stvaranja balansa kroz sva tri sustava (Slika 97). Osim toga, kako je 

viġe zastupljen pisani oblik izraģavanja, a manje usmeni, kad god je bilo moguĺe koriġtena je metoda 

think aloud po preporuci Krutetskog (Krutetski, 1976). Naime, u radu s vanjskim zapisima evociraju 

se odgovarajuĺe umne slike te je vaģno verbalizirati ono ġto se radi kako bi se umne slike sudionika 

mogle upoznati/osvijestiti i do neke mjere kontrolirati. 

 

Slika 97. VOS pouļavanje 

U skladu s opisanim, polaziġte vizualno-analitiļke metode usmjerenog opaģanja najļeġĺe su bili 

vizualni prikazi (didaktiļka sredstva, realne situacije) na kojima se otkrivala odreĽena matematiļka 

poruka: koncept, svojstvo, odnos, ideja, itd. I bez obzira je li se vizualni prikaz analizirao i 

interpretirao ili se stvarao, proces vizualizacije se verbalizirao. 

Pri ļitanju vizualnog prikaza, vizualno-analitiļka metoda usmjerenog opaģanja koristi se u ļetiri 

koraka: 

Korak 1 (globalno): Globalno opisati skupove toļaka prikazanih na slici; 

Korak 2 (lokalno): Precizno opisati sve elemente (jedinice) prikaza;  

Korak 3 (veze): Uspostaviti veze meĽu elementima; 

Korak 4 (poruka): Prema uoļenim vezama odrediti ġto slika predstavlja u danom kontekstu. 

Pri stvaranju vizualnih prikaza radi predstavljanja odreĽene (geometrijske) situacije, strukture ili 

ideje, vizualno-analitiļka metoda usmjerenog opaģanja koristi se gotovo analogno: 

Korak 1 (elementi): Izdvojiti elemente koje treba vizualno prikazati; 

Korak 2 (prikaz i imenovanje): Za svaki element (jedinicu) odabrati prikaz i imenovanje;  

Korak 3 (veze): Uspostaviti odgovarajuĺe veze meĽu elementima; 

Korak 4 (poruka): Isticanjem svih veza meĽu elementima prikazati poruku u zadanom kontekstu. 

Vizualno-analitiļka metoda usmjerenog opaģanja tijekom intervencije proģimala je sve opisane faze 

uļenja (F1 do F5) i sve nastavne aktivnosti: opisivanje osnovnih pojmova i odnosa meĽu njima, 

definiranje izvedenih pojmova, iskazivanje osnovnih i izvedenih tvrdnji, dokazivanje, rjeġavanje 

problema. S obzirom da u ovom radu nije moguĺe obuhvatiti sve aktivnosti, u nastavku se opisana 

metoda demonstrira kroz nekoliko primjera. 

Nastava geometrije tijekom intervencije zapoļela je uvoĽenjem osnovnih pojmova (toļka, pravac, 

ravnina, prostor) i opisom odnosa meĽu njima te iskazivanjem pet grupa aksioma euklidske 

geometrije (aksiomi pripadnosti, poretka, kongruencije, neprekidnosti, paralelnosti). Polaziġte su 

(gotovo) uvijek vizualni prikazi, no prije koriġtenja vaģno je istaknuti kontekst unutar kojeg se prikaz 
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koristi, u ovom sluļaju: opisivanje odnosa i postavljanje aksioma. Pri jeziļnom opisu odnosa koristi 

se  bogatstvo jezika i uvode razliļite terminologije, a odnosi se razmatraju iz razliļitih perspektiva. 

Vizualni prikazi se obiļno mogu viġestruko koristiti, ġto svakako ovisi o sloģenosti prikaza, ali i o 

kontekstu u kojem se koristi te s kojom svrhom se koristi. Tako na primjer, na samom poļetku za 

opis odnosa i uvoĽenje terminologije mogu se koristiti jednostavniji vizualni prikazi (Slika 98a i 98b), 

dok se u svrhu ponavljanja ili provjere znanja mogu koristiti sloģeniji prikazi (Slika 98c).  

  
 

(a) (b) (c) 

Slika 98. Opisivanje odnosa izmeĽu toļaka i pravca 

Primjenom metode usmjerenog opaģanja, vizualni prikaz sa Slike 98c, moģe se ļitati na sljedeĺi 

naļin:  

Korak 1 (globalno): Na slici su prikazane toļke i pravac.  

Korak 2 (lokalno): Na slici je istaknuto ġest toļaka: A, B, C, D, E i F te pravac p.  

Korak 3 (veze): Neke toļke pripadaju pravcu, neke ne. 

- Toļke E, D i F pripadaju (su elementi) pravcu p, simboliļki , ,E D F pÍ ; ili pravac p sadrģi toļke 

(prolazi toļkama) E, D i F; 

- Toļke A, B i C ne pripadaju (nisu elementi) pravcu p, simboliļki , ,A B C pÎ ; ili pravac p ne 

sadrģi toļke (ne prolazi toļkama) A, B i C; 

- Toļke A i C su sa iste strane pravca p, a toļke A i B su sa razliļitih strana pravca p; 

- Toļke E i F nalaze se razliļitih strana toļke pravca D; 

- Toļke E i D nalaze se s iste strane u odnosu na toļku F; 

- Toļke D i F nalaze se s iste strane u odnosu na toļku E; 

 

Korak 4 (poruke): Ovisno o kontekstu mogu se ļitati razliļite poruke. 

- Toļke E, D i F su kolinearne toļke (uvodi se definicija kolinearnosti). 

- Toļka D nalazi se izmeĽu toļaka E i F, simboliļki E D F- -  (uvodi se relacija biti izmeĽu). 

- Aksiom 1: Ako kaģemo da je toļka D izmeĽu toļaka E i F, te piġemo E D F- - , onda su E, D i 

F tri razliļite toļke jednog pravca. 

- Aksiom 2: Za svake dvije razliļite toļke E i F pravca p, postoji toļka D takva da je E D F- - .  

- Aksiom 3: Od tri razliļite toļke jednog pravca najviġe je jedna izmeĽu preostalih dviju, tj. vrijedi: 

E D F- - ili D F E- - ili F E D- - . 

- Aksiom 4: Ako su A i B s razliļitih strana pravca p te toļke B i C s razliļitih strana pravca p, onda 

su toļke A i C s iste strane pravca p. 

Ali isto tako, pri ļitanju vizualnog prikaza sa Slike 98c, koraci K3 (opis odnosa) i K4 (predstavljena 

poruka) mogu se koristiti naizmjeniļno, ġto je zapravo prirodnije. 

U poglavlju o vizualizaciji (poļetak na str. 59) opisana je vaģnost i moguĺnost koriġtenja sloģenih 

geometrijskih figura, a najļeġĺe se mogu viġestruko koristiti. Odabir konteksta daleko olakġava 

ļitanje prikaza jer usmjerava fokus na traģenje odgovarajuĺih elemenata i njihovih veza, ali kada 

prikaz sluģi u svrhu ponavljanja ili otkrivanja svih moguĺih poruka, onda je korisno krenuti od 

globalnih elemenata (ono ġto se vidi na prvu), pa postupnim otkrivanjem lokalnih elemenata i njihovih 
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veza ļitati odgovarajuĺe poruke koje su tim vizualnim prikazom predstavljene. Tako se, primjenom 

metode usmjerenog opaģanja, ļitanje i stvaranje sloģenih geometrijskih figura moģe se priliļno 

olakġati. Na primjer, vizualni prikaz (geometrijska figura) na Slici 99 moģe se viġestruko koristiti, 

ovisno o kontekstu u kojem se koristi i s kojom svrhom se koristi: pri izvoĽenju ili dokazivanju 

Euklidovog pouļka, postavljanju ili dokazivanju tvrdnje koja pripada izoperimetrijskom problemu, 

pri uspostavljanju veze meĽu likovima, bilo konstruktivno, bilo raļunski, odnos aritmetiļke i 

geometrijske sredine itd. Oznake nisu postavljene uobiļajeno kako bi se fokus usmjerio na ļitanje 

odnosa sa slike, a ne na prisjeĺanje nekih zapamĺenih ļinjenica i pravila. 

 

Slika 99. Ļitanje matematiļkih poruka sa slike 

Korak 1 (globalno): Na slici je prikazana kruģnica, trokut i visina trokuta.  

Korak 2 (lokalno): Na slici je prikazan pravokutni trokut ACDD  s katetama duljina e i f , visina 

trokuta BD duljine c, duģina AC  podijeljena na dva dijela duljine AB a=  i  BC b=  te kruģnica 

koja je opisana trokutu. 

Korak 3 (veze):  

- noģiġte B visine BD dijeli hipotenuzu AC  trokuta ACDD  na dva dijela zadanih duljina: 

AB a= , BC b= , pa je hipotenuza polaznog trokuta duljine a b+ , AC a b= + ; 

- ista visina dijeli trokut ACDD  na dva manja pravokutna trokuta: ABDD  s katetama duljine a 

i c te hipotenuzom duljine f, BCDD  s katetama duljine b i c te hipotenuzom duljine e; 

- manji trokuti imaju jedan ġiljasti kut zajedniļki s polaznim trokutom pa sva tri trokuta imaju 
i drugi ġiljasti kut jednake veliļine. 

- kruģnica je opisana trokutu pa je srediġte kruģnice u poloviġtu hipotenuze AC  i radijus 

kruģnice je 
2 2

AC a b
r

+
= = ; 

- visina BD moģe biti najviġe duljine r pa vrijedi: c r¢ , pri ļemu jednakost vrijedi kada je 

trokut ACDD  jednakokraļan, odnosno kada je e f= ; Itd. 

Korak 4 (poruke u kontekstu): Postavljanje tvrdnje ili dokazivanje, rjeġavanje problema 

- Sva tri pravokutna trokuta se podudaraju u paru ġiljastih kutova pa su oni meĽusobno sliļni i 
njihove stranice su proporcionalne. 

- Prema proporcionalnosti stranica izvodi se Euklidov pouļak: 2c ab= , 2e bc=  i 
2f ac= . 

- Ako je dan pravokutnik ploġtine pravokutnikaP ab= , na temelju dane slike moģe se konstruirati 

kvadrat jednake ploġtine, a njegova stranica ĺe biti duljine c ab= . 

- Na temelju dane slike moģe se konstruirati kvadrat ploġtine npr. 21 jer je 21 7 3c= = Ö. 

- MeĽu pravokutnicima jednakih ploġtina najmanji opseg zauzima kvadrat (jedna tvrdnja 

izoperimetrijskog problema) jer iz c r¢  slijedi 4 2 2c a b¢ + . 
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- Nije moguĺe konstruirati pravokutni trokut hipotenuze duljine 10cm i visine na hipotenuzu 

duljine 6 cm jer u tom sluļaju nije istina 
10

6
2

¢ . Itd. 

Vjeġt rad s geometrijskim figurama posebno je vaģan pri rjeġavanju geometrijskih problema, u kojima 

su one obiļno nuģno potrebne, a primjena metode usmjerenog opaģanja je pri tome priliļno korisna. 

Na primjer, pri rjeġavanju problema: U trokutu ABCD  mjera kuta pri vrhu A je 46Á, a mjera kuta pri 

vrhu C je 60Á. Simetrala kuta pri vrhu C sijeļe kruģnicu opisanu trokutu u toļki D. Odredite veliļinu 

kuta ÏCBD? potrebno je najprije izgraditi geometrijsku figuru koja objedinjuje sve zadane elemente, 

a zatim postupnim uoļavanjem veza meĽu elementima odrediti onu koja je kljuļna za odreĽivanje 

nepoznatog elementa (Slika 100). 

Skica Opis 

 

K1(elementi): Prije samog crtanja potrebno je izdvojiti elemente te osvijestiti 

na koji ih naļin prikazati: trokut je raznostraniļan, kruģnica prolazi njegovim 

vrhovima, simetrala dijeli kut na dva jednaka dijela. 

 

K2 (prikaz i imenovanje): 

Pri crtanju zadanih elemenata korisno je odmah istaknuti zadane oznake i 

veliļine, kako je dano u tekstu zadatka. 

 

K3 (veze): otkrivanje puta do rjeġenja 

- simetrala je podijelila kut pri vrhu C na dva jednaka dijela, pa se umjesto 

veliļine 60Á moģe pisati dva puta po 30Á; 

- kruģnica je opisana pa je njezino srediġte S u sjeciġtu simetrala stranica, 
vjerojatno izvan simetrale kuta; 

- simetrala kuta sijeļe i stranicu trokuta AB, toļka E; 

- za traģeni kut CBDÏ  treba dodati krak BD te lukom istaknuti koji kut se 

traģi (kut s vrhom B te krakovima BC i BD); CBD dÏ =  

- traģeni kut se nalazi unutar trokuta BCDD  pa se veliļina d moģe odrediti 

iz zbroja kutova u trokutu, ( )180 30d g= ¯- ¯+ ; 

- u trokuta BCDD  treba odrediti i veliļinu kuta pri vrhu D, BDC gÏ = , a 

ona se moģe odrediti iz jednakosti obodnih kutova BDCÏ  i BACÏ  nad 

istim lukom BC , 46g= ;̄Ili,  

- traģeni kut d sastoji se od dva kuta veliļine: CBDb= Ï  i ' ABDb= Ï  

pa se veliļina d moģe odrediti zbrajanjem tih veliļina: 'd b b= + ; 

- veliļina b se moģe odrediti iz zbroja kutova u trokutu ABCD , 74b=  ̄

- veliļina b' se moģe odrediti iz jednakosti obodnih kutova ACDÏ  i 

ABDÏ  nad istim lukom AD , ' 30b= ;̄  

Veliļina nepoznatog kuta: 

CBDd= Ï  

K4 (poruka): odreĽivanje rjeġenja 

Prvi naļin: ( ) ( )180 30 180 30 46 104d g= ¯- ¯+ = ¯- ¯+ ¯ = ¯; 

Drugi naļin: ' 74 30 104d b b= + = ¯+ ¯= ¯. 

Slika 100. Primjena metode usmjerenog opaģanja u radu s 2D figurom 

Iako su u procesu rjeġavanja problema vaģne sve ļetiri faze: (razumijevanje problema, planiranje, 

realizacija plana, osvrt; Polya, 1966), na temelju prikazanog (Slika 100)  uoļava se da proces 

uspostavljanja veza zapravo dominira pri rjeġavanju problema, odnosno, faza planiranja i otkrivanja 

puta do rjeġenja je kljuļna pa je tijekom interventnog  pouļavanja njoj posveĺena posebnu pozornost.  
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Pri obradi geometrije prostora tijekom intervencije, dijelom je pozornost bila usmjerena i na crtanje 

rotacijskih tijela koja nastaju rotiranjem zadanog lika u ravnini, ġto se priliļno olakġava primjenom 

metode usmjerenog opaģanja pri stvaranju vizualnog prikaza. Na primjer, neka je dan sljedeĺi 

zadatak:  Zadan je pravokutni trapez duljina osnovica 7cm i 4cm te duljine kraka koji nije okomit na 

osnovicu 5cm. Trapez se rotira za 360Á oko pravca koji prolazi vrhom ġiljastog kuta i okomit je na 

osnovice. Odrediti oploġje i obujam nastalog tijela. Njegovo rjeġenje dano je na Slici 101, primjenom 

metode usmjerenog opaģanja. 

Skica Opis 

  

K1(elementi): Crtanje zapoļinje skicom trapeza i osi rotacije 

te analizom elemenata trapeza: 

Osnovice trapeza: 7 , 4a cm c cm= =  

Visina trapeza: 4v cm=  

Dijelovi na osnovici: 4 , 3c cm x cm= =  

Krakovi trapeza: 5 , 4b cm d v cm= = =  

 

K2 (prikaz i imenovanje): Nakon analize crta se nova skica i 

zrcaljenje trapeza s obzirom na dani pravac te isticanjem 

kljuļnih elemenata na zrcalnoj slici trapeza. 

Ovisno o etapi pouļavanja, na skici se mogu isticati samo 

zadane veliļine, ali svakako je potrebno analizirati situaciju i s 

opĺim oznakama elemenata. Ovdje se na slici koriste zadane 

veliļine, a u opisu i opĺe oznake. 

 

 

K3 (veze): Najprije se istaknu kljuļne toļke koje se 

preslikavaju jedna u drugu tijekom rotacije za 180Á, a zatim se 

crtaju polukruģnice u kosoj projekciji: izmeĽu unutarnjih 

gornjih toļaka, izmeĽu vanjskih gornjih toļaka te izmeĽu 

donjih vanjskih toļaka. Polukruģnica koja se ne vidi iz toļke 

gledanja crta se isprekidano. 

Zatim se vrġi sjenļanje ploha (ne nuģno svih) koje nastaju 

rotacijom duģina: rotacijom duģe osnovice nastaje donji krug 

(donja baza valjka), rotacijom kraĺe osnovice nastaje kruģni 

vijenac (gornja baza valjka bez baze stoġca), rotacijom kraka 

okomitog na osnovice nastaje vanjska zakrivljena ploha 

(valjkasta ploha) te rotacijom drugog kraka nastaje unutarnja 

zakrivljena ploha (stoģasta ploha). 

Isticanjem osnovnih elemenata nastalog tijela (polumjeri, 

visine, izvodnice) olakġava se ļitanje njihovih veliļina sa slike 

u svrhu odreĽivanja oploġja i volumena. 

 
 

2tijela valjka stoġca valjka stoġcaO P P B B= + + -  

 

tijela valjka stoġcaV V V= -  

K4 (poruka): Opisanom rotacijom nastalo je trodimenzionalno 

tijelo: valjak s unutarnjim otvorom u obliku stoġca. 

- Visina valjka i stoġca: 4v d cm= = ; 

- Polumjer valjka: 7R a cm= = ; 

- Polumjer stoġca: 3r x cm= = ; 

- Izvodnica stoġca: 5s b cm= = . 

Oploġje nastalog tijela je veliļina povrġine koja omeĽuje 

nastalo tijelo; odreĽuje se zbrajanjem ploġtina svih ploha koje 

ga omeĽuju. 

Volumen nastalog tijela je veliļina prostora koje to tijelo 

zauzima; odreĽuje se oduzimanjem volumena stoġca od 

volumena valjka. 

Slika 101. Primjena metode usmjerenog opaģanja u 3D 
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Uspostavljanje odnosa izmeĽu objekta razliļitih dimenzija priliļno je sloģena aktivnost koja zahtjeva 

posebnu pozornost u nastavi geometrije. To posebno do izraģaja dolazi pri oblikovanju geometrijskih 

tijela (3D) iz zadane mreģe tijela (2D) i obratno, otkrivanje mreģe tijela (2D) na temelju zadanog 

geometrijskog tijela (3D). Koraci ļitanja ili stvaranja vizualnog prikaza u pravilu nisu linearni (od 

K1 do K4) veĺ se stalno isprepliĺu, posebno u interakciji sa sudionicima.  

U nastavku se detaljnije opisuju nastavne aktivnosti, koje su koriġtene u pouļavanju geometrije 

tijekom intervencije, a kroz njih se dodatno objaġnjava koriġtena strategija strukturiranja i vizualno-

analitiļka metoda usmjerenog opaģanja. 

 

5.5.4.3. Nastavne aktivnosti tijekom intervencije 

 

Kako je opisano u dijelu o uļenju i pouļavanju geometrije, nastava geometrije bavi se pojmovima, 

njihovim svojstvima i meĽusobnim vezama. Geometrijski pojmovi se predstavljaju vizualno (razliļite 

vrste vizualnih prikaza i modela; oblici razliļitih dimenzija), njihova mjerljiva svojstva opisuju se 

veliļinama (duljine, opsezi, ploġtine, volumeni), a veze meĽu oblicima i njihovim svojstvima opisuju 

se aksiomima i teoremima, pri ļemu se istinitost teorema utvrĽuje dokazom. Ukratko, nastava 

geometrije bavi se oblicima, njihovim veliļinama i meĽusobnim odnosima.  

Oblike (razliļitih dimenzija) koji predstavljaju odgovarajuĺe geometrijske koncepte treba znati 

predstaviti vizualnim prikazom ili modelom (realnim, artefaktom), ali i kroz dane oblike treba znati 

prepoznati predstavljeni geometrijski koncept. Za opisane aktivnosti potrebne su sposobnosti 

vizualizacije, a posebno vizualno-prostorne sposobnosti u radu s 3D oblicima. 

Mjerljiva svojstva odreĽuju se razliļitim mjernim instrumentima, a izmjerene veliļine iskazuju 

brojļanom vrijednoġĺu i mjernom jedinicom. Mjerna jedinica moģe biti standardna (npr. metar za 

duljinu), ali i proizvoljno odabrana (npr. pravokutnici umjesto jediniļnih kvadrata za ploġtinu). 

Ukoliko su osnovne veliļine nekih oblika zadane, njihova ostala mjerljiva svojstva mogu se 

odreĽivati izraļunavanjem prema opĺim pravilima (npr. umjesto prebrojavanjem jediniļnih kvadrata, 

ploġtina pravokutnika se izraļunava mnoģenjem duljina njegovih stranica). Za opisane aktivnosti 

potrebno je savladati vjeġtine mjerenja strukturiranjem, ali i koriġtenjem odgovarajuĺih formula, gdje 

opet do izraģaja dolaze vizualno-prostorne vjeġtine, ali i razliļite razine geometrijskog miġljenja. 

Za uspostavljanje odnosa meĽu oblicima potrebno je dobro poznavanje njihovih svojstava, kako 

bitnih karakteristika tako i odgovarajuĺih veliļina, te vjeġto usporeĽivanje prema sliļnostima i 

razlikama. Razliļiti odnosi zahtijevaju razliļita znanja i vjeġtine. Tako za identificiranje sukladnih i 

sliļnih oblika korisno je poznavanje teorema o sliļnosti i sukladnosti, ali i vjeġto misaono 

transformiranje (translacija, rotacija, zrcaljenje) jer su oblici najļeġĺe u razliļitim poloģajima. Za 

uspostavljanje inkluzivnih odnosa potrebno je poznavanje znaļenja podskupa i nad-skupa te 

postavljanja logiļkih odnosa. Kroz sve opisane aktivnosti do izraģaja dolaze razliļite vrste vizualno-

prostornih sposobnosti te odgovarajuĺe razine geometrijskog miġljenja. 

Nastavne aktivnosti birane su tako da kroz njih sudionici mogu razvijati sposobnosti vizualizacije, 

procese miġljenja, a geometrijske koncepte i ideje uļiti s razumijevanjem. Aktivnosti nisu bile 

izolirane veĺ su se meĽusobno isprepletale i nadograĽivale kroz razliļite teme. 

Tangram aktivnosti. Aktivnosti s didaktiļkim sredstvom tangram provodile su se od prvog 

nastavnog sata i provlaļile kroz veĺinu tema geometrije ravnine. One su ukljuļivale slaganje figure 

prema danoj slici ili poploļavanje figure zadane konturom, crtanje figure u kvadratnoj toļkastoj 

mreģi, opisivanje naļina slaganja i naļina crtanja, konstruiranje figure i opisivanje konstrukcije po 

koracima, prebrojavanje razliļitih pod-figura unutar dane figure, mjerenje opsega i povrġine figure i 

pod-figura koriġtenjem mreģe, prepoznavanje sukladnih i sliļnih pod-figura, bojanje figure na zadani 

naļin, argumentiranje uoļenog, itd.  
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Tangram aktivnosti provodile su se tako da razvijaju i perceptivni i matematiļki naļin obrade figure 

(str. 80). Na primjer: Od tanova se mogu slagati kvadrati razliļitih veliļina i na razliļite naļine, a 

tangram kvadrat nastaje od svih sedam dijelova (Slika 102a). Kada se oblikuje tangram kvadrat, on 

se moģe konstruirati, a konstrukcija po koracima opisati jeziļno i simboliļki (Slika 102b). TakoĽer, 

tangram kvadrat se moģe nacrtati proporcionalno u kvadratnoj mreģi tako da vrhovi svih tanova budu 

u toļkama mreģe (Slika 102c). Zatim se, unutar mreģe, mogu zadavati razliļite mjere (numeriļki i 

algebarski) te na temelju njih izvoditi zakljuļci o karakteristikama pod-figura (sukladni i sliļni 

likovi). Itd. 

 
  

(a) (b) (c) 

Slika 102. Tangram aktivnosti 

Detaljan prikaz razliļitih vrsta tangram aktivnosti koje se mogu provoditi u nastavi matematike s 

razliļitim uzrastima, a koje su razvijene tijekom intervencije i nadograĽene kroz narednih nekoliko 

godina, predstavljen je u ļetiri rada. Strukturirani naļin koriġtenja tangram aktivnosti, od neformalnog 

slaganja do otkrivanja i dokazivanja razliļitih geometrijskih koncepata predstavljeno je u radovima: 

Tangram u nastavi matematike 1. dio i 2. dio (Kavajin i Baranoviĺ, 2019a, 2019b). U radu Razvoj 

geometrijskog miġljenja kroz tangram aktivnosti (Baranoviĺ, 2017) predstavljen je naļin otkrivanja  

svih 13 konveksnih tangram likova primjenom vizualno-analitiļke metode usmjerenog opaģanja. U 

radu Matematika u tangramu, tangram u matematici (Baranoviĺ i Lehman, 2020) dana je 

rekonstrukcija i detaljna razrada starog problema o konveksnim tangram likovima, koji je bio osnova 

za primjenu metode usmjerenog opaģanja pri otkrivanju konveksnih tangram likova.  

Tangram aktivnosti pokazale su se posebno korisne za uļenje s viġe jasnoĺe i razumijevanja 

odgovarajuĺih geometrijskih koncepata:  trokuti i ļetverokuti, sukladnost i sliļnost, opsezi i povrġine, 

strukturiranje prije izvoĽenja formula, itd., a posebno su se bile uļinkovite u razvoju geometrijskog 

vokabulara tijekom opisivanja provedenih aktivnosti. Rad s fiziļkim modelom tangram slagalice 

osigurao je okruģenje u kojem su sudionici bili glavi akteri aktivnosti ġto ih je motiviralo na dodatni 

angaģman, a povezivanje s odgovarajuĺim geometrijskim konceptima osiguralo im je smislenost 

onoga ġto uļe. No, tangram nije univerzalno sredstvo, veĺ jedno od mnogo drugih koji su dostupni. 

Crtanje. Kroz veĺinu aktivnosti posebna pozornost bila je usmjerena na pouļavanje vizualnog 

prikazivanja geometrijskih objekata i sloģenih figura, vodeĺi pri tome raļuna da se ne koriste samo 

prototipni vizualni prikazi, standardni poloģaji te uobiļajene oznake. Crtanje se provodilo sa i bez 

geometrijskog pribora, na papiru bez pomoĺnih crta te unutar razliļitih vrsta mreģa, ovisno o 

odabranoj temi.  

Na primjer, u radu s 3D objektima: crtanje trostrane prizme unutar kocke (Slika 103a); crtanje dviju 

piramida unutar kocke (Slika 103b); crtanje pravile ġesterostrane piramide (Slika 103c). Pri crtanju 

se vodilo raļuna o vidljivosti bridova iz perspektive gledanja: pune crte su bridovi koji se vide, tanke 

crte su pomoĺne crte, isprekidane crte su bridovi koji se ne vide. 
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(1) crtanje kocke 

(2) crtanje bridova pod kutom od 30Á 

(3) sjenļanje ploha 

(4) isticanje veliļina bridova  

(1) crtanje kocke,  

(2) crtanje sjeciġta ploġnih dijagonala 

(3) crtanje baze piramida  

(4) crtanje poboļnih bridova  

(1) crtanje pravilnog ġesterokuta 

baze u projekciji 

(2) visina iz sjeciġta dijagonala  

(3) crtanje poboļnih bridova  

(a) (b) (c) 

Slika 103. Crtanje 3D objekata 

Aktivnosti crtanja koje su bile stalne tijekom intervencije, omoguĺilo je sudionicima stvaranje 

kvalitetnih vizualnih prikaza, ġto se posebno pokazalo korisnim pri rjeġavanju problemskih zadataka 

za ļije rjeġavanje je vizualni prikaz bio nuģno potreban. Bolje vjeġtine crtanja rezultirale su veĺim  

samopouzdanjem sudionika te u konaļnici i veĺom uspjeġnoġĺu pri samostalnom rjeġavanju 

postavljenih zadaĺa. 

Konstruiranje.  Kroz sve teme geometrije ravnine koristile su se aktivnosti konstruiranja 

geometrijskih figura ravnalom i ġestarom te opisivanje konstruiranih figura po koracima, jeziļno i 

simboliļki. Na poļetku je trebalo savladati osnovne konstrukcije, a zatim i sloģene konstrukcije u 

razliļitim situacijama: od samog stvaranja i opisivanja sloģene konstrukcije do konstrukcije koja je 

sastavni dio rjeġavanja problem. 

Na primjer, kroz tangram aktivnosti se moģe traģiti da se neka tangram figura nakon slaganja i 

konstruira (Slika 102). Pri tome je vaģno raditi usporedno sa sudionicima te svaki korak opisati 

jeziļno i simboliļki (Slika 104). TakoĽer je vaģno napomenuti da se pri opisivanju sloģenih 

konstrukcija, osnovne konstrukcije ne opisuju. U ovom sluļaju, ne opisuje se naļin prenoġenja 

duģine, konstrukcija simetrale duģine, okomice i paralele. IzvoĽenjem sloģenih konstrukcija 

geometrijskim priborom (ravnalom i ġestarom) i njezinim opisivanjem po kljuļnim koracima tijekom 

intervencije doprinijelo je razvoju sekvencijalnog i diskurzivnog razumijevanja geometrijskih figura, 

ali i obogaĺivanju geometrijskog vokabulara i matematiļke preciznosti izraģavanja sudionika. 

TakoĽer, konstrukcija moģe biti sastavni dio nekog problemskog zadatka. Na primjer, na Slici 105 

dan je primjer u kojem se, umjesto obiļnog numeriļkog izraļunavanja opsega i ploġtine osjenļanog 

lika, najprije treba izvesti konstrukciju lika sa slike, a zatim odrediti njegov opseg i ploġtinu. U radu 

s ovim vrstama zadataka, korisno je raditi s konkretnim veliļinama, ali i s opĺim oznakama. S 

obzirom da su i u zadacima konstruiranja sudionici skloni izraļunavanju duljina pojedinih duģina 

umjesto da ih odrede konstruiranjem, korisno je da veliļine objekata ne budu uvijek cijeli brojevi 

(npr. duģina duljine 7.3cm umjesto 8cm). Upravo u tim situacijama, kada je potrebno podijeliti 

duģinu na jednake dijelove ili u zadanom omjeru, vrijednost konstrukcije dolazi do izraģaja. 

TakoĽer, vrijednost konstrukcije vidljiva je i pri koriġtenju uļila pripremljenih u programu dinamiļke 

geometrije Sketchpad, jer se nakon crtanja i konstruiranja iste figure, obiļnim povlaļenjem figure 

moģe uoļiti razlika izmeĽu crteģa i konstrukcije. 
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Koraci konstrukcije Opis koraka 

 
1) Na pravcu p se istakne (ili prenese) duģina AB . 

 

2) Kroz toļku B se konstruira okomica p' na pravac p, 

'p p^ , ili se pri vrhu B konstruira pravi kut. 

3) Od toļke B na pravac p' prenese se duģina AB , 

( ),k B r AB= . Druga krajnja toļka duģine na pravcu p' 

je toļka C, tj. {}'k p CÆ = . Nacrtamo duģinu BC. 

Vrijedi: BC AB= . 

 

4) Iz toļaka A i C opiġu se kruģnice k1 i k2 radijusa r AB= , 

tako da se njihovim presjekom dobije ļetvrti vrh D, 

{}1 2k k DÆ = . Ili, toļka D se moģe konstruirati analogno 

kao i toļka C. 

5) Istaknu se duģine AD  i CD. Ļetverokut ABCD je 

kvadrat. 

 

6) Simetralama duģina BC  i CD konstruiraju se poloviġta 

E i F redom, {}1s BC EÆ = , {}2s CD FÆ =  . Istakne 

se duģina EF . 

7) Simetralom duģine EF  konstruira se poloviġte T, 

{}3s EF TÆ = .  

Napomena: pri konstrukciji poloviġta nije potrebno crtati 

simetralu veĺ samo mali dio koji sijeļe duģinu. 

 

8) Istaknu se duģine AT  i BD te toļka S kao presjek tih 

duģina, {}AT BD SÆ = .  

9) Toļka G se konstruira kao poloviġte duģine DS  ili kao 

presjek pravca kroz toļku F paralelnog s pravcem AT. 

Istakne se duģina GF . 

10) Toļka H se konstruira kao poloviġte duģine SB ili kao 

presjek pravca kroz toļku T paralelnog s pravcem BC. 

Istakne se duģina TH .  
Time je zavrġena konstrukcija tangram kvadrata ABCD. 

Slika 104. Konstrukcija tangram kvadrata po koracima 
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Prikaz Opis 

 

Zadatak: Toļka S poloviġte je duģine AB, a toļka C 

poloviġte duģine AS, pri ļemu je8AB cm= . Nad 

dobivenim dijelovima konstruirane su polukruģnice kao na 

Slici. Konstruirajte danu sliku, opiġite proces konstruiranja, 

izvedite izraz za odreĽivanje opsega i ploġtine osjenļanog 

lika i na kraju odredite vrijednost za opseg i ploġtinu. 

 

Analiza slike: Neka je 8AB a cm= = . 

Radijus kruģnice nad AB je: 4
2 2

AB a
R cm= = =  

Radijus kruģnice nad AC  je: 
1 1

2 8 8

AC AB a
r cm= = = =. 

Radijus kruģnice nad CB je: 
2

3 3
3

2 8 8

BC
r AB a cm= = = = . 

 

Opis konstrukcije: 

1) Na proizvoljni pravac p prenese se duģina AB ; 

2) Simetralom duģine AB  odredi se poloviġte S, te se nacrta 

polukruģnica BA, sa srediġtem u S radijusa R ; 

3) Simetralom duģine AS odredi se poloviġte C; 

4) Simetralom duģine AC  odredi se poloviġte P, te se nacrta 

polukruģnica AC, sa srediġtem u P radijusa 
1r ; 

5) Simetralom duģine CB odredi se poloviġte Q te se nacrta 

polukruģnica BC, sa srediġtem u Q radijusa 
2r ; 

6) Sjenļanjem se dobiva lik sa slike. 

1 2

1 1 1
8

2 2 2
lika r r RO O O O a cmp p= + + = =  

2 1

2 21 1 1 1
4

2 2 2 16
lika R r rP P P P a cmp p= - + = =  

Osjenļani lik omeĽen je polukruģnicom radijusa R, 

polukruģnicom radijusa r1 te polukruģnicom radijusa r2.  

Opseg osjenļanog lika dobiva se zbrajanjem duljina tih 

polukruģnica. 

Osjenļana povrġina sastoji se od povrġine velikog i malog 

polukruga, a unutar velikog polukruga nedostaje povrġina 

srednjeg polukruga. Ploġtina lika se dobiva zbrajanjem 

ploġtina velikog i malog polukruga te oduzimanjem ploġtine 

srednjeg polukruga. 

Slika 105. Konstrukcija kao sastavni dio rjeġavanja problema 

Svakako, konstrukcije imaju veliki potencijal u nastavi geometrije te bi bilo korisno koristiti je od 

primarnog obrazovanja nadalje, a to znaļi i u procesu obrazovanja buduĺih uļitelja razredne i 

predmetne nastave. 
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Definiranje. Iako je pretpostavka da mnoge definicije pojmova, koji su obuhvaĺeni programom 

kolegija, sudionici veĺ znaju iz prethodnog obrazovnog razdoblja (barem na razini prepoznavanja), 

kroz razliļite vrste aktivnosti tijekom intervencije sudionicima je ipak omoguĺeno da sudjeluju u 

procesu izvoĽenja formalnih definicija pojmova, u skladu s VOS sustavom. Polaziġte su bile 

definicije pojmova koje su sudionici poznavali, odnosno njihove do tada izgraĽene konceptualne slike 

pojmova, koje su se zatim brusile i nadopunjavale razliļitim primjerima i kontra-primjerima u sluļaju 

nepotpunosti ili pogreġnih shvaĺanja. Razliļite definicije istog pojma bile su polaziġte za raspravu o 

korektnosti definicija, razliļitim vrstama definicija i njihovoj primjenjivosti. Poseban naglasak bio je 

na postavljanju formalnih definicija koriġtenjem glavnog rodnog pojma i specifiļnih razlika te ġto se 

dogaĽa s opisom kada je rodni pojam bliģi ili dalji. 

Na primjer, koriġtenjem Slike 106, postavljene su sljedeĺe ļetiri definicije kvadrata: (1) Kvadrat je 

ļetverokut kojemu su sve stranice jednakih duljina i svi unutarnji kutovi pravi. (2) Kvadrat je 

paralelogram kojemu su susjedne stranice jednakih duljina, a jedan unutarnji kut pravi. (3) Kvadrat 

je romb, kojemu je jedan unutarnji kut pravi. (4) Kvadrat je pravokutnik kojemu su susjedne stranice 

jednakih duljina. 

 

Slika 106. Definiranje pojma kvadrat 

Sve ļetiri definicije su korektne, ali u posljednje dvije je koriġteno manje bitnih karakteristika od 

ostalih dviju definicija jer su pravokutnik i romb bliģi rodni pojmovi za kvadrat od pojma 

paralelogram i ļetverokut. Ipak, zadnja definicija je prihvatljivija od predzadnje jer je pravokutnik 

prirodniji pojam za uvoĽenje pojma kvadrat od pojma romb. No, kada se radi s najmanjim uzrastom 

uļenika, prirodno je koristiti prvu definiciju. 

UvoĽenjem pojmova na ovaj naļin i moguĺnost sudjelovanja sudionika u izgradnji formalnih 

definicija imalo je viġestruku korist. Prije svega, aktivnim sudjelovanjem i raspravom o razliļitim 

moguĺnostima definiranja istog pojma, sudionici su razbili predrasudu da je definicija pojma neġto 

unaprijed zadano te je oni samo trebaju uspjeġno zapamtiti napamet i u potrebnom trenutku 

reproducirati. TakoĽer, sudjelovanjem u procesu definiranja i izvoĽenju formalne definicije, 

sudionici su postupno gradili svoju konceptualnu sliku pojma te je povezivali s formalnom 

definicijom, ġto je dovelo do razumijevanja opisanog, a time i lakġeg pamĺenja definicije. Posebno 

iznenaĽenje bila je moguĺnost slobodnog opisa pojma ukoliko vode raļuna o navoĽenju glavnog 

rodnog pojma i bitnih karakteristika. U takvom su se okruģenju sudionici viġe fokusirali na sam pojam 

koji opisuju i njegove karakteristike, a manje na definiciju koju su pokuġavali zapamtiti napamet. 

Koriġtenjem razliļitih definicija istog pojma, kako je opisano prema Slici 106, sudionici su imali 

moguĺnost uspostavljanja inkluzivnih veza meĽu pojmovima, ġto je omoguĺilo kvalitetnije 

savladavanje treĺe razine geometrijskog miġljenja.  
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Nadalje, uoļavanjem razliļitih karakteristika pojmova te izdvajanjem samo onih koji su nuģni i 

dovoljni za definiranje pojma, omoguĺilo je postavljanje tvrdnji o razmatranim pojmovima (ġto se 

opisuje u nastavku) te pripremu za savladavanje ļetvrte razine geometrijskog miġljenja. Cjelokupan 

proces definiranja pojmova koji je koriġten tijekom intervencije predstavljen je u radu Formuliranje 

matematiļkih definicija i iskaza teorema u svrhu kritiļkog promiġljanja i zakljuļivanja (Joziĺ, 2014). 

Postavljanje tvrdnji. Tijekom intervencije posebna pozornost bila je posveĺena radu s tvrdnjama: 

postavljanje tvrdnji kroz istraģivanje, ispitivanje njihove istinitost te argumentiranje uoļenog, 

postavljanje obrata, kontrapozicije i negacije polazne tvrdnje te ispitivanje istinitosti tako postavljenih 

tvrdnji. Pri istraģivanju i uoļavanju pravilnosti te formuliranju iskaza, posebno su uļinkovite uļilice 

pripremljene u programu dinamiļke geometrije. Sve te aktivnosti su osnova za uvoĽenje formalnog 

dokaza. 

Na primjer, pri konstruiranju trokutu opisane kruģnice, moģe se postaviti nekoliko tvrdnji: Simetrale 

svih stranica trokuta sijeku se u jednoj toļka; Sjeciġte simetrala je srediġte trokutu opisane kruģnice; 

Srediġte opisane kruģnice mijenja poloģaj u odnosu na trokut: unutar je ġiljastokutnog trokuta, u 

poloviġtu hipotenuze je pravokutnog trokuta i izvan je tupokutnog trokuta. Do posljednje tvrdnje se 

jednostavno dolazi interaktivnim povlaļenjem jednog vrha trokuta unutar uļilice (Slika 107). 

   

Srediġte opisane kruģnice 

ġiljastokutnog trokuta je unutar 

trokuta. 

Srediġte opisane kruģnice 

pravokutnog trokuta je u 

poloviġtu hipotenuze. 

Srediġte opisane kruģnice 

tupokutnog trokuta je izvan  

trokuta. 

Slika 107. Kruģnica opisana trokutu 

S obzirom da se tvrdnje obiļno iskazuju u duhu jezika (Slika 107), tijekom intervencije dodatno se 

radilo na postavljanju tvrdnji u obliku ĂAko jeé, onda jeéñ (P QÝ , P pretpostavka, Q zakljuļak) 

jer je iz tog oblika jednostavnije postavljanje obrata (Q PÝ ), kontrapozicije ( Q P× Ý× ) i obrata 

kontrapozicije ( P Q× Ý× ), kao i negacije polazne tvrdnje (P QØ× ). Tako se tvrdnja Srediġte 

opisane kruģnice pravokutnog trokuta je u poloviġtu hipotenuze  moģe iskazati u drugom obliku: Ako 

je trokut pravokutan, onda je srediġte opisane kruģnice u poloviġtu hipotenuze, a zatim njezin obrat: 

Ako je srediġte kruģnice opisane trokutu u poloviġtu njegove najdulje stranice, onda je trokut 

pravokutan, a ta stranica je hipotenuza trokuta, kao i negacija: Postoji pravokutni trokut kojemu 

srediġte opisane kruģnice nije u srediġtu hipotenuze. 

Rad s tvrdnjama posebno se pokazao korisnim u stvaranju i razumijevanju iskaza u obliku 

ekvivalencije te ekvivalentnosti tvrdnje i kontrapozicije. TakoĽer, sudionici su kroz takav rad 

iskustveno uļili da istinitost obrata tvrdnje ne ovisi o istinitosti polazne tvrdnje te stvarali osjeĺaj za 

potrebu ispitivanja istinitosti, a posljediļno i potrebu  dokazivanja. Na primjer, u primjeru o kruģnici 

opisanoj pravokutnom trokutu moģe se postaviti ekvivalencija jer su tvrdnja i obrat istinit: Srediġte 

kruģnice opisane trokutu je u poloviġtu njegove najdulje stranice akko je trokut pravokutan, ali u 

sluļaju veze susjednih i suplementarnih kutova to nije moguĺe jer obrat tvrdnje nije istinit (Slika 

108). Rad s obratima koji nisu istiniti imaju posebnu vaģnost zbog pronalaģenja prikladnog kontra 

primjera. 
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Aktivnosti vezane uz postavljanje tvrdnji nuģan su preduvjet za izgradnju i razumijevanje 

aksiomatskog sustava te savladavanje ļetvrte razine geometrijskog miġljenja. Detaljniji prikaz rada s 

tvrdnjama predstavljen je u radu Formuliranje matematiļkih definicija i iskaza teorema u svrhu 

kritiļkog promiġljanja i zakljuļivanja (Joziĺ, 2014), a neke teġkoĺe sudionika u radu s tvrdnjama 

tijekom intervencije predstavljene su u radu Kako premostiti razliku izmeĽu onoga ġto studenti prve 

godine znaju i onoga ġto mi mislimo da bi trebali znati (Baranoviĺ, Baras i Blaģevski 2020). 

Dokazivanje. S obzirom na uoļeni problem da sudionici koji upisuju uļiteljski studij dolaze sa slabim 

znanjima i vjeġtinama dokazivanja, tijekom intervencije, formalni dokaz se uvodio postupno i kroz 

razliļite oblike: od neformalnog obrazlaganja uoļenih pravilnosti koje su iskazane tvrdnjama, kroz 

argumentirano opravdavanje i simboliļko zapisivanje uoļenog do prouļavanja formalnih oblika 

dokazivanja. Veĺina tvrdnji dokazivala se direktnim dokazima jer je za indirektno dokazivanje 

potrebno savladati ļetvrtu razinu geometrijskog miġljenja, odnosno razumjeti naļin i vaģnost 

aksiomatskog strukturiranja. Ali, i indirektan dokaz se ukljuļivao povremeno. 

U svrhu povezivanja razliļitih geometrijskih sadrģaja, kad god je bilo moguĺe,  tvrdnje su dokazivane 

na viġe razliļitih naļina (Slika 91), a ponekad je iskaz tvrdnje variran u svrhu otkrivanja i postavljanja 

novih tvrdnji, a time i novih naļina dokazivanja. 

Na primjer, neka je zadana sljedeĺa tvrdnja: Neka je ABCD kvadrat, a toļke E, F, G i H poloviġta 

njegovih stranica redom. Dokazati da je ļetverokut EFGH kvadrat (Slika 109a). Iskaz tvrdnje se 

moģe varirati tako da se varira omjer u kojem toļke E, F, G i H dijele stranice kvadrata (Slika 109b), 

ali moģe se varirati i polazni ļetverokut tako da se umjesto kvadrata, za ABCD uzme pravokutnik, 

paralelogram, romb (Slika 109c), itd., a moģe se varirati i omjer (poloģaj vrhova) i vrsta polaznog 

ļetverokuta. U svakom sluļaju, dobiva se nova tvrdnja koja se posebno dokazuje. 

  
 

(a) (b) (c) 

Slika 109. Variranje iskaza tvrdnje 

 

Susjedni kutovi Suplementarni kutovi 
Kutovi koji nisu 

suplementarni 

Kutovi koji nisu 

susjedni 

    

P QÝ  Q PÝ  Q P× Ý×  P Q× Ý×  

Ako su kutovi susjedni, 

onda su i suplementarni. 

Ako su kutovi 

suplementarni, onda su i 

susjedni. 

Ako kutovi nisu 

suplementarni, onda nisu 

ni susjedni. 

Ako kutovi nisu 

susjedni, onda nisu ni 

suplementarni. 

Istina Nije istina Istina Nije istina 

Slika 108. Tvrdnje o susjednim i suplementarnim kutovima 
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U procesu dokazivanja, prvo bi trebalo osvijestiti ġto je pretpostavka (P), ġto zakljuļak (Q) te ġto treba 

dokazati da bi se dokazao zakljuļak Q. U danom primjeru, polazi se od kvadrata ABCD (P) i treba 

dokazati da je ļetverokut EFGH kvadrat (Q), a to znaļi da treba utvrditi da su sve ļetiri stranice 

jednakih duljina i svi kutovi pravi. Nakon variranja ļetverokuta, polazi se od romba ABCD (P), koji 

ima razna svojstva i treba dokazati da je ļetverokut EFGH pravokutnik (Q), odnosno treba utvrditi 

da su nasuprotne stranice jednakih duljina, a susjedne okomite. 

Nakon variranja nije uvijek moguĺe koristiti jednak naļin dokazivanja. Na primjer, polazna tvrdnja 

se moģe dokazati koriġtenjem Pitagorina pouļka (za duljine stranica) i svojstva jednakokraļnih 

pravokutnih trokuta (za veliļine kutova) ili koriġtenjem sukladnosti trokuta pri vrhovima polaznog 

kvadrata (za duljine stranica i veliļine kutova), ali i svojstvo srednjice trokuta koji nastaju 

povlaļenjem dijagonale kvadrata (za duljine stranica i okomitost). U drugom sluļaju (Slika 109b), 

svojstvo srednjice trokuta se ne moģe koristiti, a najprikladnije je koriġtenje sukladnosti trokuta. U 

treĺem sluļaju (Slika 109c), Pitagorin pouļak se ne moģe koristiti, a najprikladnije je koriġtenje 

svojstva srednjice trokuta. 

Polazna tvrdnja se moģe varirati i na naļin da se ne kaģe koje je vrste ļetverokut EFGH. U tom 

sluļaju, prvo treba istraģiti kojoj vrsti pripada, postaviti tvrdnju i onda je dokazati, ġto je sloģeniji 

proces i zahtjeva viġe vjeġtine u radu s tvrdnjama i dokazima. 

Rjeġavanje problema. Iako je rjeġavanje zadataka najļeġĺa aktivnost, posebno kroz ġkolsku nastavu 

matematike, nastavno iskustvo pokazuje da se u nastavi koriste meĽusobno vrlo sliļni zadaci kroz 

koje se razvijaju najļeġĺe samo proceduralna znanja i vjeġtine raļunanja te primjena formula. Stoga 

su za rad tijekom intervencije birani razliļiti konceptualni zadaci s viġim kognitivnim zahtjevima i 

koji su postavljani na razliļite naļine: tekstom, vizualnim prikazom, modelom ili kombinirano, 

vodeĺi raļuna da meĽu njima ima onih koji se mogu rijeġiti na viġe razliļitih naļina, ali i onih koji 

imaju viġe rjeġenja. Kad je bilo moguĺe, birani su i zadaci iz realnog konteksta, poput problema 

poploļavanja, smjeġtanja, pakiranja, omatanja, itd. 

S obzirom da je kroz prethodnih nekoliko cjelina obuhvaĺeno dijelom i rjeġavanje problema, ovdje 

se daje joġ jedan primjer iz geometrije prostora (Slika 110), koji su sudionici trebali rijeġiti samostalno 

za domaĺu zadaĺu.  

 

Sliku isprintajte, izreģite i zalijepite u 

otvorenu kocku i piramidu. 

(a) Koju vrstu piramide ste dobili? 

(b) Moģe li se dobivena piramida 
smjestiti u kocku? Objasnite 

svoje rjeġenje. 

(c) Ako je odgovor pod (b) da, 

rjeġenje vizualno prikaģite te 

odredite koliki dio kocke 

piramida zauzima? 

 

Slika je na raspolaganju u pdf 

formatu. 

  

Slika 110. Problem smjeġtanja piramide u kocku 

Iako je samo troje sudionika iz eksperimentalne grupe uspjelo samostalno rijeġiti sve dijelove 

problema (Slika 111), zadatak se pokazao vrlo intrigantnim i korisnim za raspravu na satu. 
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Tetraedar se moģe smjestiti u kocku i 

pri tome zauzima treĺinu kocke. 

 

 

Slika 111. Rjeġenje problema smjeġtanja 

Dio problemskih zadataka koriġtenih tijekom intervencije, posebno naļin obrade i primjene u nastavi, 

predstavljen je u nekoliko radova: Uļenje usmjerenim opaģanjem (Joziĺ, 2012a), Fotografija kao 

inovativno nastavno sredstvo (Joziĺ, 2012b). Istraģivanjem do minimuma ili maksimuma (Mateljeviĺ, 

Joziĺ i Svetlik 2012), Uļenje temeljeno na ļitanju s razumijevanjem (2014), Potencijal jednog 

zadatka izveden na temelju Talesovog teorema o proporcionalnim duģinama (Joziĺ, 2015b), Kako 

premostiti razliku izmeĽu onoga ġto studenti prve godine znaju i onoga ġto mi mislimo da bi trebali 

znati (Baranoviĺ, Baras i Koģul Blaģevski, 2020).  

O teġkoĺama u procesu rjeġavanja problema i faktorima koji utjeļu na (ne)uspjeġnost rjeġavanja 

problema provedeno je posebno istraģivanje sa zadatkom predstavljenim na Slici 100, Rezultati 

istraģivanja predstavljeni su u dva rada: Different Perspectives On Success In Solving Stand-alone 

Problems by 14 to 15-year-old Students (Baranoviĺ i Antunoviĺ-Piton, 2021) te  Factors Affecting 

Success in Solving a Stand-Alone Geometrical Problem by Students aged 14 to 15 (Antunoviĺ-Piton 

i Baranoviĺ, 2021). 

Prema vrstama opisanih nastavnih aktivnosti, naļinom strukturiranja tema i naļinom pouļavanja 

vidljivo je na koji naļin se tijekom intervencije u nastavi geometrije poticalo sudionike u razvoju 

vizualno-prostornih sposobnosti, akumuliranju i izgradnji matematiļkog (posebno geometrijskog) 

vokabulara, definicija, tvrdnji, iskustva dokazivanja te razvoju geometrijskog miġljenja.  

Ukratko, sudionici su pouļavani tako da im se omoguĺi aktivno sudjelovanje u raspravi, stvaranju i 

ļitanju vizualnih prikaza, argumentiranju uoļenog, zakljuļivanju, tvrĽenju, dokazivanju, itd. U 

takvom okruģenju sadrģaji se ne uļe napamet, zapamĺivanjem ļinjenica bez razumijevanja, veĺ se 

znanje kumulativno izgraĽuje kroz iskustvo. 

U kratkom osvrtu na uļenje geometrije tijekom intervencije jedna sudionica eksperimentalnog 

pouļavanja istaknula je srģ pouļavanja geometrije: 

ώΧϐ ƴŀ ŦŀƪǳƭǘŜǘǳ ǎŀƳ ƴŀǳőƛƭŀ ǎŀƳŀ ϥǎǘǾŀǊŀǘϥ ǎƭƻȌŜƴƛƧŜ ŦƻǊƳǳƭŜ ƴŀ ǘŜƳŜƭƧǳ ǇƻȊƴŀǾŀƴƧŀ ǎŀƳƻ ƻǎƴƻǾƴƛƘΦ 

¢ŀƧ ǇǊƛǎǘǳǇ ƛƴȊƛǎǘƛǊŀ ǊŀȊƳƛǑƭƧŀƴƧŜ ƛ ǳőŜƴƧŜ ǎ ǊŀȊǳƳƛƧŜǾŀƴƧŜƳ ώΧϐ tƻǎŜōƴƻ Ƴƛ ǎŜ ǎǾƛŘƧŜƭƻ Ǒǘƻ ǎŜ ǎǾŜ 

ǇǊŜŘƻőŀǾŀƭƻ ǾƛȊǳŀƭƴƻΣ Ǒǘƻ ǎŜ ƪƻǊƛǎǘƛƭŀ ƳǊŜȌŀ ώΧϐ tǊƛȊƴŀƧŜƳΣ Řƻƪ ǎƳƻ ǊŀŘƛƭƛ tangram, nije mi bilo jasno 

ȊŀǑǘƻ ǘƻƭƛƪƻ ǾǊŜƳŜƴŀ ǇǊƻǾƻŘƛƳƻ Ȋŀ ǊƧŜǑŀǾŀƴƧŜ ǘŀƪƻǊŜŏƛ ƛǎǘƻƎ ȊŀŘŀǘƪŀΦ bƻΣ ƳŜŚǳǘƛƳΣ ǎŀǾ ƻǎǘŀǘŀƪ ǊŀŘŀ 

Řƻ ƪǊŀƧŀ ƪƻƭŜƎƛƧŀ ōŀȊƛǊŀƻ ǎŜ ƴŀ ǘƻƳ ǘŀƴƎǊŀƳǳΣ ǇǊŜƎǊǑǘǳ ǇǊŀǾƻƪǳǘƴƛƘΣ ƧŜŘƴŀƪƻƪǊŀőƴƛƘ ǘǊƻƪǳǘŀΣ ƪƻƧƛ ǎǳ 

ǇƻǎǾǳŘŀΦ ώΧϐ ~ǘƻ ǎŜ ōƭƛȌƛƻ ƪǊŀƧ ƪƻƭŜƎƛƧŀ ǎǾŜ ƳŀƴƧŜ ǾǊŜƳŜƴŀ Ƴƛ ƧŜ ǘǊŜōŀƭƻ Ȋŀ ǊƧŜǑŀǾŀƴƧŜ ȊŀŘŀǘŀƪŀ ƧŜǊ ƧŜ 

ǎǾŜ ōƛƭƻ ƭƻƎƛőƴƻ ƛ ƳƻƎƭƻ ǎŜ ƛǑőƛǘŀǘƛ ǳƴǳǘŀǊ ǎŀƳƻƎ ȊŀŘŀǘƪŀΦ  
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6. Rezultati i rasprava 

S obzirom da su se podaci o sudionicima istraģivanja prikupljali kroz tri testa razliļitog oblika i 

namjene, u ovom radu vrġi se mjeġovita obrada podataka te se analiza rezultata i rasprava vrġi kroz 

razliļite aspekte.  

Na samom poļetku, analiza rezultata poļetnog testiranja i rasprava vrġi se odvojeno za svaki 

provedeni test u svrhu stjecanja uvida u karakteristike sudionika prije poļetka uļenja geometrije: (1) 

analizom rezultata VH testa otkriva se doseg razina geometrijskog miġljenja sudionika; (2) analizom 

rezultata GEO testa stjeļe se uvid u geometrijsko predznanje, sklonosti i vjeġtine koriġtenja 

vizualizacije te (3) analizom SPAC testa stjeļe se uvid u razvijenost vizualno-prostornih sposobnosti 

u trodimenzionalnom okruģenju. Nadalje, unutar svakog testa, analiza rezultata i rasprava ne razmatra 

se za sve sudionike zajedno, veĺ usporedno po grupama kako bi se u skladu s uoļenim 

karakteristikama prilagodilo pouļavanje geometrije tijekom intervenciji u eksperimentalnoj grupi, ali 

i vidjelo postoji li neka razlika meĽu grupama prije uļenja geometrije. Postojanje statistiļke 

znaļajnosti razlike meĽu grupama ispituje se t-testom, a s obzirom da se koriste tri razliļita testa, 

Spearmanovim testom korelacije ispituje se i postojanje korelacija meĽu njima. TakoĽer, primjenom 

Chronbahovog alfa koeficijenta ispituje se pouzdanost koriġtenih testova. 

Nakon toga, analiza rezultata zavrġnog testiranja i rasprava vrġi se po svim testovima u svrhu stjecanja 

uvida u eventualne promjene nakon 15 tjedana pouļavanja geometrije, po grupama i meĽu grupama: 

(1) analizom rezultata VH testa stjeļe se uvid u eventualni napredak geometrijskog miġljenja 

sudionika; (2) analizom rezultata GEO testa stjeļe se uvid u eventualno bolje razumijevanje i 

primjenu geometrijskih koncepata te veĺe sklonosti i vjeġtine koriġtenja vizualizacije te (3) analizom 

SPAC testa stjeļe se uvid u moguĺi napredak vizualno-prostornih sposobnosti sudionika u 

trodimenzionalnom geometrijskom okruģenju. UtvrĽivanje statistiļke znaļajnosti razlika unutar 

svake grupe i meĽu grupama vrġi se t-testom, a dodatna objaġnjenja rezultata potkrepljuju se 

kvalitativnim uvidom u radove sudionika. Posebno, vrġi se usporedna analiza po razinama kod VH 

testa, t-testom po svakom zadatku na GEO testu uzajamno s kvalitativnom analizom te grafiļki prikaz 

distribucija i usporedna analiza napretka kod SPAC testa. Nacrt obrade podataka dan je shematskim 

prikazom (Slika 112). 

Rezultati i rasprava 

Poļetno testiranje u E i K 

1VH, 1GEO, 1SPAC 

Zavrġno testiranje u E i K 

2VH, 2GEO, 2SPAC 

1. Karakteristike sudionika 

Obrada: deskriptivna statistika uzajamno s 

kvalitativnom analizom radova, usporedno 

po grupama 

2. Znaļajnost razlike meĽu grupama 

Obrada: t-test 

3. Korelacija meĽu testovima  

Obrada: Spearmanov koeficijent korelacije 

4. Pouzdanost testova 

Obrada: Chronbachov alfa koeficijent 

1. Znaļajnost razlike unutar svake grupe 

Obrada: t-test 

2. Usporedba postignuĺa na VH testu  

Obrada: usporedna analiza raspodjele po 

razinama na VH testu; 

3. Usporedba postignuĺa na GEO testu 
Obrada: t-test za svaki zadatak, uzajamno s 

kvalitativnom analizom radova 

4. Usporedba postignuĺa na SPAC testu  

Obrada: grafiļki prikaz distribucije po 

razredima  

5. Znaļajnost razlike meĽu grupama 

Obrada: t-test, usporedna analiza napretka 

na SPAC testu 

Slika 112. Nacrt obrade podataka 



147 
 

6.1.Karakteristike sudionika na poļetku prema VH testu 

Prema van Hiele-u, pouļavanje geometrije nuģno je potrebno prilagoditi razinama geometrijskog 

miġljenja sudionika, jer u protivnom napredak moģe izostati (Van Hiele, 1986). Stoga je prije poļetka 

uļenja geometrije proveden VH test sa svim sudionicima kako bi se ispitale njihove razine 

geometrijskog miġljenja koje su ostvarili kroz matematiļko obrazovanje prije tercijarne razine te se 

u skladu s tim tijekom intervencije pouļavanje prilagodilo njihovim razinama.  

Prikaz i analiza rezultata dobivenih VH testom vrġi se prema oba opisana kriterija (blaģi i stroģi), koja 

se primjenjuju na oba VH modela (klasiļni i modificirani). U skladu s tim, podaci o ostvarenim 

razinama prikazuju se grafiļki prema ļetiri kriterija: CVH3 ï klasiļni VH model po blaģem kriteriju, 

CVH4 ï klasiļni VH model po stroģem kriteriju, MVH3 ï modificirani VH model po blaģem kriteriju 

i MVH4 ï modificirani VH model po stroģem kriteriju. Usporednom analizom po razliļitim 

kriterijima otkrivaju se dodatne karakteristike geometrijskog miġljenja sudionika. Osim toga, na 

svakom grafiļkom prikazu, usporedno se prikazuju relativne frekvencije ostvarenih razina sudionika 

po grupama (E ï eksperimentalna grupa; K ï kontrolna grupa) kako bi se dodatno ispitalo jesu li 

njihove razine miġljenja ujednaļene prije poļetka nastave ili veĺ na poļetku postoji neka (znaļajnija) 

razlika meĽu njima.  

Na grafiļkom prikazu u obliku histograma, vertikalna os sadrģi informaciju o ostvarenim razinama, 

a horizontalna os prikazuje udio (postotak zapisan u decimalnom obliku s dvije decimale) sudionika 

na svakoj od istaknutih razina. Osim oznaka za razine od 1 do 5, na vertikalnoj osi nalazi se i oznaka 

0 za one koji nisu ostvarili niti jednu razinu te oznaka 'nerazvrstani' za one koji su ostvarili barem 

jednu razinu, ali nisu ispunili kriterij uzastopnosti pa se ne mogu svrstati po razinama. Ovom analizom 

ukupno je obuhvaĺeno 80 sudionika (46 eksperimentalne i 34 kontrolne grupe) jer prvi VH test nije 

pisalo 6 od 52 (11.54%) sudionika eksperimentalne grupe te 4 od 38 (10.53%) sudionika kontrolne 

grupe.  

Kroz usporedni grafiļki prikaz (Slika 113) distribucija relativnih frekvencija prema blaģem kriteriju, 

(toļno odgovoreno 3 od 5 pitanja po razinama) za klasiļni van Hieleov model razvoja miġljenja 

(CVH3 kriterij) dobiva se grublja snimka stanja o razinama geometrijskog miġljenja sudionika u obje 

grupe. Prema podacima prikazanima na ovom grafu (Slika 113) vidljivo je da se viġe od 50% 

sudionika nalazi na prve dvije razine: 11 sudionika na prvoj (4 u E; 7 u K) i 39 sudionika na drugoj 

razini (26 u E; 13 u K), odnosno 50 od 80 sudionika (62.5%) koji su pisali 1VH test. Na treĺoj 

(srednjoj) razini nalazi se tek petina sudionika (8 u E; 8 u K), a napredne razine ostvarila su samo 3 

sudionika (po 1 na ļetvrtoj razini i 1 u E na petoj razini; 3.75%). Nerazvrstanih je 11 (6 u E; 5 u K), 

odnosno 13.75% od onih koji su pisali 1VH test. 

 

Slika 113. Distribucija po kriteriju CVH3 
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Prema ovoj prvoj snimci stanja, moģe se reĺi da viġe od polovice sudionika nije ostvarilo niti treĺu 

razinu geometrijskog miġljenja, a ġto je neophodno za nastavak uļenja geometrije na tercijarnoj 

razini. 

Kada se na klasiļni van Hieleov model razvoja miġljenja (C model) primijeni malo stroģi kriterij 

(toļno odgovoreno 4 od 5 pitanja po razinama), distribucija relativnih frekvencija se priliļno mijenja 

(Slika 114). Naime, po stroģem kriteriju na nekim razinama sudionici ne ostvaruju odgovarajuĺe 

bodove ġto moģe rezultirati razliļitim ishodima. Prvo, ako otpadne zadnja razina u nizu, sudionik 

prelazi u grupu niģe razine (na primjer s 3. na 2. razinu). Drugo, moguĺe je da se anuliraju praznine 

pa sudionik iz grupe nerazvrstanih prelazi u grupu neke razine (na primjer ako otpadne 4. razina u 

ostvarenju 1 + 2 + 0 + 8, sudionik prelazi u grupu 2. razine). Treĺe, ako otpadne neka razina prije 

zadnje ostvarene u nizu, naruġava se kriterij uzastopnosti pa sudionik prelazi u grupu nerazvrstanih. 

U svakom sluļaju, iskljuļuju se razine koje nisu dovoljno stabilne pa slika o sudionicima postaje 

jasnija, odnosno realnija. 

 

Slika 114. Distribucija po kriteriju CVH4 

Kroz usporedni grafiļki prikaz (Slika 114) distribucija relativnih frekvencija prema stroģem kriteriju 

za klasiļni van Hieleov model razvoja miġljenja (CVH4 kriterij) uoļava da su karakteristike sudionika 

u obje grupe zapravo priliļno slabije u odnosu na blaģi kriterij. Sada je vidljivo da nitko od sudionika 

realno ne pripada naprednim razinama, da se poveĺao broj nerazvrstanih (s 11 na 13 sudionika, 9 u 

E; 4 u K; ukupno 16.25%), ali i onih koji nisu u potpunosti savladali niti jednu razinu (5 sudionika, 3 

u E; 2 u K; ukupno 6.25%). TakoĽer, moģe se uoļiti da je veliki broj onih koji su bili na 3. razini 

zapravo vrlo nestabilni jer ih je sada samo ļetvero (3 u E; 1 u K; ukupno 5%), dok je preko 70% 

sudionika (59 od 80) realno na 1. razini (26 sudionika, 16 u E; 10 u K; ukupno 32.5%) i 2. razini (33 

sudionika, 15 u E; 17 u K; ukupno 41.25%). Prema ovim podacima priliļno je jasno da sudionici nisu 

spremni za nastavak uļenja geometrije na sveuļiliġnoj razini. 

S obzirom da je vrlo mali broj sudionika ostvario naprednu razinu, skupina se moģe sagledavati i 

prema modificiranom van Hiele modelu (M model), uz blaģi i stroģi kriterij (Usiskin, 1982., str. 25). 

Ukoliko se koristi M model, moguĺe su razliļite vrste promjena zbog uklanjanja 5. razine: 

nerazvrstani prelaze na odgovarajuĺu razinu ili su i dalje meĽu nerazvrstanima, a oni koji su na 5. 

razini prelaze u grupu 4. razine.  

Na Slici 115. dan je usporedni grafiļki prikaz distribucija relativnih frekvencija prema blaģem 

kriteriju za modificirani van Hieleov model razvoja miġljenja (MVH3 kriterij). Prema rezultatima s 

ovog grafa (Slika 115) vidljivo je da se viġe promjena dogaĽa unutar eksperimentalne grupe (poveĺao 

se broj na 1., 2. i 4. razini u odnosu na CVH3 kriterij)  jer je viġe sudionika ostvarilo bodove na 5. 

razini, a oni se sada preraspodjeljuju, ovisno o bodovima prethodnih razina. Drugim rijeļima, 
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geometrijsko miġljenje sudionika eksperimentalne grupe je nestabilnije od onog u kontrolnoj grupi. I 

upravo zbog onih koji su dijelom dosegli i petu razinu, nakon preraspodjele zbog uklanjanja 5. razine, 

ostaje manje nerazvrstanih. No, to su oni sudionici s kojima treba joġ malo poraditi na uļvrġĺivanju 

konceptualnih veza u svrhu kvalitetnijeg i stabilnijeg logiļkog zakljuļivanja. 

 

Slika 115. Distribucija po kriteriju MVH3 

Zanimljivo je uoļiti da je broj sudionika koji su na 3. razini po kriteriju MVH3 ostao jednak broju 

kao i po kriteriju CVH3, ġto znaļi da meĽu njima nema onih koji su dosegli petu razinu. Drugim 

rijeļima, svi oni koji su bili neraspodijeljeni i dosegli 5. razinu, imaju nestabilnu 3. razinu, a to je 

upravo razina uspostavljanja mreģa konceptualnih veza. 

Konaļno, ako se sudionici sagledaju po MVH4 kriteriju, tj. prema stroģem kriteriju primijenjenom 

na modificirani VH model razvoja miġljenja (Slika 116), dobiva se distribucija vrlo sliļna onoj po 

CVH4 kriteriju (Slika 114). To pokazuje da se viġe promjena dogaĽa zbog kriterija 4 od 5 nego zbog 

uklanjanja 5. razine, odnosno, postoje sudionici koji ostvare prve razine miġljenja, ali joġ uvijek nisu 

sigurni u svom promiġljanju. Posljediļno, veze koje oni uspostavljaju meĽu konceptima i 

zakljuļivanja koja se oslanjaju na te veze priliļno su slabe, a mogu ih ometati i percepcijski procesi.  

 

Slika 116. Distribucija po kriteriju MVH4 



150 
 

Zanimljivo je vidjeti da meĽu sudionicima ima ļak 12 (9 u E; 3 u K; ukupno 15%) onih kojima je 

prva razina nestabilnija od drugih razina pa su, nakon uklanjanja 5. razine, preġli u nerazvrstane ili su 

ostali bez te jedine razine. I ġto je priliļno iznenaĽujuĺe, jedan sudionik iz kontrolne grupe po svim 

kriterijima ima stabilnu 2, 3, i 5. razinu iako 1. nije zadovoljio, ġto znaļi da percepcija moģe omesti 

njegovo geometrijsko miġljenje, unatoļ znanju koje ima. To potencijalno znaļi da jaļanjem 

vizualizacijskih vjeġtina u kontekstu geometrije moģe pomoĺi sudionicima da percepcijsku obradu 

koriste uzajamno s matematiļkom obradom vizualnih prikaza. 

Odgovor na 1. pitanje: Kroz prethodna ļetiri grafiļka prikaza, analizu rezultata i raspravu dan je 

odgovor na prvo istraģivaļko pitanje: na kojoj se razini geometrijskog miġljenja prema van Hiele-

ovom modelu nalaze sudionici neposredno prije uļenja geometrije. Generalno gledano, geometrijsko 

miġljenje sudionika ovog istraģivanja, koje su ostvarili kumulativno tijekom matematiļkog 

obrazovanja prije tercijarne razine, nije dostatno za nastavak uļenja geometrije na sveuļiliġnoj razini. 

Ostvarene razine geometrijskog miġljenja po grupama gotovo su ujednaļene, tek neġto bolje 

karakteristike idu u korist sudionika kontrolne skupine. 

Iako bi se na prvu moglo reĺi da meĽu ļetiri dana grafiļka prikaza nema neke veĺe razlike, pa je 

nepotrebno prouļavati sva ļetiri prikaza, u kvalitativnom smislu razlika ipak postoji. Korisnost 

usporeĽivanja rezultata po razliļitim kriterijima ostvaruje se upravo u ļitanju promjena koje se 

dogaĽaju izmjenom kriterija jer do izraģaja dolaze 'slabe toļke' grupe, odnosno mjesta nestabilnosti 

geometrijskog miġljenja sudionika, ġto je kljuļno za prilagodbu pouļavanja karakteristikama grupe.  

Rezultati dobiveni prethodnom analizom ukazuju da se za vrijeme intervencije treba baviti 

elementima svih razina prema van Hiele-ovom modelu razvoja miġljenja, a posebno prvih triju razina, 

kako bi se sudionicima omoguĺilo da napreduju prema viġim razinama. Drugim rijeļima, iskljuļivo 

deduktivni pristup nema smisla jer ovi sudionici za njega nisu spremni. 

 

6.2. Karakteristike sudionika na poļetku prema GEO testu 

Prije svakog pouļavanja korisno je znati koja znanja sudionici veĺ imaju o tome, posebno kada se 

zna studenti uļiteljskog studija dolaze s razliļitim predznanjima koje akumuliraju kroz razliļito 

matematiļko obrazovanje. Naime, svi se oni obrazuju prema istim kurikulumu tijekom primarnog 

obrazovanja (prvih osam godina), ali na sekundarnoj razini, matematiļki kurikulum se priliļno 

razlikuje i po sadrģaju i po broju sati izvoĽenja, a u nekim strukovnim ġkolama, matematiļko 

obrazovanje prestaje nakon 2. razreda srednje ġkole. Stoga su podaci koji se prikupljaju GEO testom 

o geometrijskom predznanju sudionika i njihovim sklonostima i vjeġtinama vizualizacije od iznimne 

vaģnosti prije poļetka uļenja radi planiranja i prilagodbe pouļavanja tijekom intervencije. 

Analiza rezultata i rasprava o podacima koji su prikupljeni GEO testom prije poļetka uļenja 

geometrije vrġi se najprije odvojeno kroz ļetiri segmenta prema ļetiri grupe zadataka: (1) predznanja 

o definicijama odabranih geometrijskih pojmova; (2) uspjeġnost ļitanja matematiļke poruke sa slike; 

(3) uspjeġnost rjeġavanja zadataka objektivnog tipa te (4) uspjeġnost rjeġavanja problemskih zadataka. 

Nakon toga se da je zbirni odgovor na 2. pitanje. Podaci se obraĽuju uzajamno kvalitativnom i 

kvantitativnom analizom: deskriptivna statistiļka analiza obiļno ukazuje na moguĺa raslojavanja i 

potencijalne (tipiļne) teġkoĺe, a kvalitativno prouļavanje njihovih radova omoguĺava uvid u stvarne 

(ne)moguĺnosti i (ne)znanja.  

Ovom analizom ukupno je obuhvaĺeno 86 od 90 sudionika (95,56%) jer je svih 52 sudionika (100%) 

eksperimentalne grupe pisalo prvi GEO test, ali 4 od 38 (10,53%) sudionika kontrolne grupe nije 

pisalo. U opisu rezultata, iz praktiļnih razloga, ponekad se za eksperimentalnu grupu koristi samo 

oznaka E, a za kontrolnu grupu samo K. 

 



151 
 

6.2.1. Predznanja o definicijama odabranih geometrijskih pojmova  

Prema van Hiele-ovoj teoriji, razumijevanje formalnih definicija moguĺe je tek kada se savladaju 

prve tri razine geometrijskog miġljenja. S obzirom na rezultate predstavljene u prethodnoj cjelini 

oļekivano je da rezultati i u ovoj grupi zadataka budu slabiji. 

U Tablici 9 dane su distribucije frekvencija i relativnih frekvencija u odreĽivanju korektnosti iskaza 

za definicije odabranih geometrijskih pojmova. U stupcu 'Toļno (1)' nalaze se sudionici koji su 

prepoznali da iskaz ne predstavlja korektnu definiciju; u stupcu 'Pogreġno (0)' su sudionici koji 

smatraju da je ponuĽeni iskaz korektna definicija istaknutog geometrijskog pojma, a u stupcu 'Prazno 

(-)' su sudionici koji nisu dali odgovor na ponuĽeno pitanje. Kako je veĺ istaknuto u opisu GEO testa, 

nijedan iskaz ne predstavlja korektnu definiciju odabranog geometrijskog pojma. 

Tablica 9. Prepoznavanje (ne)korektnosti definicije 

  Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34) 

 Korektnost 

definicije 

Toļno (1) Pogreġno (0) Prazno (-) Toļno (1) Pogreġno (0) Prazno (-) 

 N % N % N % N % N % N % 

G1.1 Pravac 13 25,00 36 69,23 3 5,77 5 14,71 27 79,41 2 5,88 

G1.2 Paralelni pravci 9 17,31 43 82,69 0 0,00 3 8,82 29 85,29 2 5,88 

G1.3 Duģina 6 11,54 46 88,46 0 0,00 2 5,88 30 88,24 2 5,88 

G1.4 Simetrala duģine 13 25,00 38 73,08 1 1,92 5 14,71 25 73,53 4 11,76 

G1.5 Kut 7 13,46 43 82,69 2 3,85 8 23,53 23 67,65 3 8,82 

G1.6 Ortocentar 11 21,15 33 63,46 8 15,38 5 14,71 19 55,88 10 29,41 

G1.7 Romb 13 25,00 39 75,00 0 0,00 9 26,47 22 64,71 3 8,82 

G1.8 Kruģnica 20 38,46 30 57,69 2 3,85 7 20,59 21 61,76 6 17,65 

 

Na temelju prikazanih podataka (Tablica 9) moģe se uoļiti da su sudionici nastojali odgovoriti gotovo 

na sva postavljena pitanja, tj. vrlo je mali postotak onih koji nisu dali nikakav odgovor (kolona 

'Prazno'). Pri tome se moģe uoļiti da je u kontrolnoj grupi bilo neġto viġe onih bez odgovora, ġto moģe 

biti zbog ne znanja, ali i iz opreza kada nisu sigurni. MeĽu onima koji nisu dali odgovor, jedino 

odskaļe frekvencija odgovora na ġesto pitanje o ortocentru trokuta (15,38% u E i 29,41% u K). 

Moguĺe je da oni uopĺe ne poznaju definiciju tog pojma. 

Prema frekvencijama toļnih odgovora (kolona 'Toļno') vidljivo je da su neġto uspjeġniji bili sudionici 

eksperimentalne grupe u ġest od osam pitanja (pojmovi: pravac, paralelni pravci, duģina, simetrala 

duģine, ortocentar i kruģnica), dok su na preostala dva pitanja neġto uspjeġniji bili sudionici kontrolne 

grupe (pojmovi: kut i romb). MeĽutim, u obje grupe manji postotak je onih koji su prepoznali 

nekorektnost definicije, odnosno puno veĺi postotak je onih koji smatraju da ponuĽeni iskazi 

predstavljaju korektne definicije odabranih geometrijskih pojmova (kolona 'Pogreġno'). Ovi rezultati 

mogu ukazivati na viġe stvari: (1) nepoznavanje ili nedovoljno razumijevanje formalnih definicija; 

(2) dominantnost osobnih konceptualnih slika, meĽu kojima ima nepotpunih, a moguĺe i pogreġnih;  

(3) brzopleto i nekritiļko ļitanje ponuĽenih iskaza.  

Ukratko, na temelju prikazanih podataka moglo bi se reĺi da sudionici imaju vrlo slaba znanja o 

definicijama odabranih pojmova te slabu kritiļnost pri ļitanju postavljenih iskaza. MeĽutim, 

razmatranjem vizualnih prikaza koje su sudionici stvarali uz opisane geometrijske pojmove dobiva 

se drugaļija slika o njihovom (pred)znanju. S tom svrhom, u Tablici 10. dane su distribucije 

frekvencija i relativnih frekvencija sudionika pri stvaranju odgovarajuĺih vizualnih prikaza prema 

iskazima o odabranim geometrijskim pojmovima. 

Na temelju rezultata prikazanih u Tablici 10. moģe se uoļiti da je broj onih koji nisu dali svoj odgovor 

(tj. vizualni prikaz) puno veĺi nego ġto je bio u sluļaju prepoznavanja (ne)korektnosti definicije 

(kolona 'Prazno') te je opet bez odgovora bilo viġe meĽu sudionicima kontrolne grupe. Uvidom u 



152 
 

radove sudionika uoļava se da veĺina njih uopĺe nije niġta crtala, moguĺe zato ġto je povrġno proļitala 

zahtjeve zadatka, dok je tek manji dio njih zapoļeo crtati te stao nakon prvih nekoliko pitanja. Broj 

koji odskaļe opet je frekvencija vizualnih prikaza na ġesto pitanje (G1.6) o ortocentru trokuta 

(36,54% u E i 58,82% u K). No, ono ġto posebno iznenaĽuje je to ġto 52,94% sudionika kontrolne 

skupine u osmom pitanju (G1.8) nije vizualno prikazalo kruģnicu, a ġto je elementarni pojam koji se 

kontinuirano koristi u nastavi geometrije prije tercijarne razine. 

Tablica 10. Stvaranje vizualnog prikaza opisanog pojma 

  Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34) 

 
Vizualni prikaz 

Toļno (1) Pogreġno (0) Prazno (-) Toļno (1) Pogreġno (0) Prazno (-) 

 N % N % N % N % N % N % 

G1.1 Pravac 41 78,85 0 0,00 11 21,15 21 61,76 0 0,00 13 38,24 

G1.2 Paralelni pravci 39 75,00 2 3,85 11 21,15 22 64,71 0 0,00 12 35,29 

G1.3 Duģina 35 67,31 5 9,62 12 23,08 19 55,88 3 8,82 12 35,29 

G1.4 Simetrala duģine 25 48,08 14 26,92 13 25,00 8 23,53 10 29,41 16 47,06 

G1.5 Kut 35 67,31 5 9,62 12 23,08 18 52,94 1 2,94 15 44,12 

G1.6 Ortocentar 2 3,85 31 59,62 19 36,54 1 2,94 13 38,24 20 58,82 

G1.7 Romb 24 46,15 17 32,69 11 21,15 16 47,06 3 8,82 15 44,12 

G1.8 Kruģnica 38 73,08 1 1,92 13 25,00 16 47,06 0 0,00 18 52,94 

 

Prema frekvencijama toļnih odgovora (kolona 'Toļno') vidljivo je da su uspjeġniji bili sudionici 

eksperimentalne grupe u svim pitanjima osim jednog (za pojam romba), ali su oni istodobno dali i 

viġe pogreġnih odgovora u svim pitanjima osim u jednom (pojam simetrale duģine), ġto je dijelom 

posljedica i veĺeg broja ne-odgovora meĽu sudionicima kontrolne grupe. MeĽutim, za razliku od 

raspodjele odgovora u prvom dijelu pitanja (korektnost definicije), u drugom dijelu pitanja u obje 

grupe je daleko veĺi postotak onih ļiji je vizualni prikaz istaknutih geometrijskih pojmova korektan 

(kolona 'Toļno'), dok je manji postotak onih ļiji vizualni prikazi nisu korektni (kolona 'Pogreġno'). 

Odnos je obratan kod obje grupe u sluļaju crtanja ortocentra trokuta, te u kontrolnoj grupi u sluļaju 

crtanja simetrale duģine. Opisani rezultati mogu ukazivati na viġe stvari: (1) vizualni prikazi pojma 

trajnije se pamte od opisa pojma rijeļima; (2) sudionici se viġe sluģe osobnom slikom koncepta, a 

manje formalnom definicijom koncepta; (3) dio njih, unatoļ zahtjevu ne koristi vizualni prikaz. 

MeĽutim, kada se odgovori sudionika u oba dijela pitanja razmatraju zajedno, postiģe se finije i 

suptilnije tumaļenje njihovih odgovora. U Tablici 11. prikazana je distribucija triju kombinacija od 

moguĺih devet: (toļno, toļno), (pogreġno, toļno) i (prazno, prazno), odnosno (1, 1), (0, 1) i (-, -), pri 

ļemu se prvi ļlan ureĽenog para odnosi na prepoznavanje korektnosti definicije, a drugi ļlan na 

stvaranje vizualnog prikaza. 

Tablica 11. Distribucija odgovora za prvu grupu pitanja u cijelosti 

  
Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34) 

(Korektnost definicije,  

vizualni prikaz) 

(1, 1) (0, 1) (-, -) (1, 1) (0, 1) (-, -) 

N % N % N % N % N % N % 

G1.1 Pravac 11 21,15 28 53,85 1 1,92 2 5,88 19 55,88 2 5,88 

G1.2 Paralelni pravci 4 7,69 35 67,31 0 0,00 0 0,00 22 64,71 2 5,88 

G1.3 Duģina 4 7,69 31 59,62 0 0,00 1 2,94 18 52,94 2 5,88 

G1.4 Simetrala duģine 2 3,85 23 44,23 1 1,92 0 0,00 8 23,53 4 11,76 

G1.5 Kut 3 5,77 31 59,62 1 1,92 3 8,82 15 44,12 3 8,82 

G1.6 Ortocentar 0 0,00 2 3,85 7 13,46 0 0,00 1 2,94 9 26,47 

G1.7 Romb 4 7,69 20 38,46 0 0,00 3 8,82 12 35,29 2 5,88 

G1.8 Kruģnica 14 26,92 23 44,23 1 1,92 4 11,76 11 32,35 5 14,71 
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Konaļno, na temelju rezultata prikazanih u Tablici 11, moģe se reĺi da sudionici nemaju dovoljno 

kvalitetna predznanja o istaknutim geometrijskim pojmovima (kolona (1, 1)) te uz njih bolje veģu 

vizualne prikaze nego formalne opise (kolona (0, 1)), a samo manji postotak sudionika nije dao 

nikakav odgovor, posebno u kontrolnoj grupi (kolona (-, -)). U svemu odskaļu rezultati o ortocentru 

trokuta te je moguĺe da se taj pojma vrlo malo koristio. Ova opĺa zapaģanja u nastavku se detaljnije 

razmatraju i nadopunjuju na temelju kvalitativne analize njihovih radova. 

Pravac (G1.1): Visoki postotak (69,23% u E; 79,41% u K; Tablica 9) pogreġnih odgovora, tj. onih 

koji smatraju da je iskaz Pravac je ravna crta korektna definicija, ukazuje na nerazumijevanje 

aksiomatskog sustava u kojem se osnovni pojmovi ne definiraju, veĺ se samo zamiġljaju na 

odgovarajuĺi naļin. S druge strane, visoki postotak (78,85% u E; 61,76% u K; Tablica 10) korektnih 

vizualnih prikaza potvrĽuje da sudionici korektno zamiġljaju pravac kao ravnu crtu. Veĺina ravnih 

crta prikazana je horizontalno. 

Paralelni pravci (G1.2): Priliļno visok postotak (82,69% u E; 85,29% u K; Tablica 9) je onih koji 

smatraju da je iskaz Paralelni pravci su pravci koji se ne sijeku korektna definicija. Taj rezultat 

ukazuje na suģeno polje razmatranja koncepata paralelnih pravaca. Naime, sudionici pojam 'paralelni 

pravci' vezuju uz ravninu te ne razmatraju je li ponuĽeni iskaz korektan kada se dva pravca promatraju 

unutra prostora. To potvrĽuju i visoki postoci (75,00% u E; 64,71% u K; Tablica 10) korektnog 

crtanja paralelnih pravaca u ravnini. Samo dva sudionika iz eksperimentalne grupe vizualno prikazuju 

mimosmjerne pravce kao kontra-primjer za nekorektnost definicije. Veĺina paralelnih pravaca 

prikazana je u horizontalnom poloģaju. 

Duģina (G1.3): Najveĺi postotak (88,46% u E; 88,24% u K; Tablica 9) pogreġnih odgovora bio je 

upravo kod iskaza Duģina je dio ravnine omeĽen s dvije toļke, ġto je priliļno iznenaĽujuĺe loġ rezultat 

s obzirom da se pojam duģine u nastavi matematike kontinuirano koristi od prvih razreda primarnog 

obrazovanja pa sve do tercijarne razine. Moguĺi razlog vjerojatno je u ļitanju samo kljuļnih rijeļi 

iskaza ('dio ravnine' i 'omeĽen s dvije toļke'), te suģenog razmatranja koncepta. Naime, viġe od 

polovice sudionika u obje grupe (67,31% u E; 55,88% u K; Tablica 10) korektno crta duģinu i to kao 

dio pravca izmeĽu njegovih dviju toļaka, a ne kao dio ravnine. Samo dva sudionika kontrolne grupe 

crtaju duģinu korektno unutar ravnine, ali oni i iskaz smatraju korektnim. Dakle, njihove 

konceptualne slike duģine priliļno su suģene jer ne razmatraju druge moguĺnost, npr. da zakrivljena 

ili izlomljena crta u ravnini takoĽer ispunjavaju uvjete iskaza. Veĺina prikazanih duģina je u 

horizontalnom poloģaju. 

Simetrala duģine (G1.4): U ovom pitanju koriġtena je tipiļna greġka pri definiranju pojmova: 

ispuġtanje glavnog rodnog pojma (simetrala je 'pravac'). Iako je veĺina sudionika u vizualnom prikazu 

simetralu prikazala kao pravac, ipak pri ļitanju iskaza mnogi nisu prepoznali da upravo rijeļ 'pravac' 

nedostaje. Moguĺe je da su pri ļitanju iskaza bili viġe fokusirani na kljuļne rijeļi 'raspolavlja' i 'pod 

pravim kutom' pa su iz vida izgubili ono ġto nije navedeno. To je rezultiralo velikim postotkom 

pogreġnih odgovora (73,08% u E; 73,53% u K; Tablica 9), odnosno onih koji smatraju da je iskaz 

Simetrala duģine raspolavlja duģinu pod pravim kutom korektna definicija. Samo dvoje sudionika 

(3,85%) iz eksperimentalne grupe je prepoznalo nekorektnost definicije i dalo korektan vizualni 

prikaz (kolona (1, 1), Tablica 11), ġto je zapravo vrlo loġ rezultat. Naime, oni koji su crtali simetralu 

duģine ļinili su brojne greġke pa su tako neki crtali dva okomita pravca ili dva ukrġtena pravca ili 

pravac okomit na duģinu izvan poloviġta ili pravac kroz poloviġte koji nije okomit ili pravac koji 

sijeļe stranicu trokuta ili samo poloviġte duģine i dr. Kod veĺine prikaza duģina je bila u 

horizontalnom poloģaju. 

Kut (G1.5): Sliļno kao i kod prethodnog pojma, visok postotak pogreġnih odgovora (82,69% u E; 

67,65% u K; Tablica 9), vjerojatno je posljedica fokusiranost na ļitanje kljuļnih rijeļi 'dio ravnine' i 

'meĽu dvama polupravcima' pa su brzopleto zakljuļili da je iskaz Kut je dio ravnine omeĽen dvama 

polupravcima korektna definicija. MeĽutim, u iskazu je tipiļna pogreġka koja se potkrada u raznim 

varijantama definicije kuta ('omeĽen' dio), a kako mnogi na to nisu reagirali, moguĺe je da su koncept 
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kuta mnogi pogreġno i usvojili. S druge strane, iz vizualnih prikaza sudionika uoļava se da veĺina 

njih koncept kuta zamiġlja kao dio izmeĽu dvaju polupravaca s poļetnom toļkom (iako to u iskazu 

ne stoji), ali bilo je i onih koji su kut isticali kruģnim lukom meĽu ukrġtenim ili okomitim pravcima. 

Veĺina sudionika crtala je ġiljasti kut s jednim krakom u horizontalnom poloģaju.  

Ortocentar trokuta (G1.6): Dani iskaz Ortocentar trokuta je toļka sjeciġta visina tog trokuta bio je 

pravi 'kamen spoticanja': najmanje toļnih odgovora za iskaz (21,25% u E; 14,17% u K; Tablica 9), 

najmanje toļnih vizualnih prikaza (3,85% u E; 2,94% u K; Tablica 10), najviġe bez odgovora u obje 

grupe i niti jedan odgovor u potpunosti korektan (Tablica 11). Od manjeg broja onih koji su 

prepoznali nekorektnost iskaza, nitko nije dao korektan vizualni prikaz, a tri sudionika (2 u E; 1 u K) 

koji su smatrali da je iskaz korektan (Tablica 11), vizualno su prikazali upravo sjeciġte visina u 

ġiljastokutnom trokutu. Svi ostali koji su crtali koncept ortocentra imali su priliļno muke oko toga da 

doĽu do toļke unutar ġiljastokutnog trokuta koja je sjeciġte raznih vrsta pravaca ili duģina. Najļeġĺe 

su crtali simetrale kutova ili samo dio simetrala kutova, a bilo je i raznih okomica na stranice, ali ne 

iz vrha trokuta. Moģe se zakljuļiti da sudionici imaju povrġnu i nepotpunu sliku koncepta usmjerenu 

samo na ġiljastokutne trokute, ġto je moguĺe posljedica i rada s nepotpunom formalnom definicijom 

koncepta. 

Romb (G1.7): U ovom pitanju koriġtena je tipiļna greġka pri definiranju pojmova: opisivanje svih 

svojstava toga pojma, bez razmatranja samo nuģnih i dovoljnih te bez iskljuļivanja meĽusobno 

ekvivalentnih svojstava meĽu njima. Moguĺe da je upravo to razlog visokog postotka pogreġnih 

odgovora (75,0% u E; 64,71% u K; Tablica 9), tj. onih koji smatraju iskaz Romb je ļetverokut kojemu 

su nasuprotne stranice paralelne i jednakih duljina predstavlja korektnu definiciju pa su u skladu s 

tim velikim dijelom crtali opĺi paralelogram umjesto romba. Naime, meĽu onima koji su smatrali da 

je iskaz korektna definicija, dio njihovih vizualnih prikaza je korektan (38,46% u E; 35,29% u K; 

Tablica 11). Joġ veĺi problem pri crtanju je bio kod onih koji su prepoznali da iskaz nije korektan 

(25,00% u E; 26,47 u K; Tablica 9), jer ih je samo sedmero korektno nacrtalo romb (7,69% u E; 

8,82% u K; Tablica 11).  

Kruģnica (G1.8): Slab rezultat u ovom pitanju zaista zaļuĽuje jer se radi o elementarnom pojmu koji 

se kontinuirano koristi u nastavi geometrije kroz cijelu vertikalu. Naime, veĺina sudionika koji su 

smatrali da iskaz Kruģnica je skup toļaka ravnine jednako udaljenih od neke toļke ravnine nije 

korektna definicija (38,46% u E; 20,59% u K; Tablica 9), vizualni prikaz nisu dali pa je vrlo mali 

postotak toļnih odgovora u potpunosti (26,92% u E; 11,76% u K; Tablica 11). Osim toga, njima nije 

bilo sporno ġto je ispuġtena rijeļ 'svih' (skup svih toļaka), veĺ im je bio sporan dio iskaza 'udaljenih 

od neke toļke ravnine', pa su taj dio neki prekriģili i dopisali 'od srediġta'. To ukazuje na nemoguĺnosti 

uoļavanja suptilnosti koje definiciju ļine nekorektnom (nepotpunom), ali i na koriġtenje cirkularne 

definicije.  

Konaļno, na temelju svega opisanog moģe se zakljuļiti da sudionici poznaju odreĽene definicije 

pojmova, ali su priliļno nesigurni oko njih i nisu ih u moguĺnosti kritiļki ļitati. Moguĺe je da su 

formalne definicije pojmova uļili napamet kao gotove formulacije. Nadalje, uz svaki istaknuti 

geometrijski pojam sudionici vezuju vizualni prikaz, ali to je viġe rezultat njihovih osobnih slika 

koncepata, ne kao sastavni dio formalnih definicija jer se slika ipak pamti trajnije od rijeļi. Zapravo, 

kod sudionika priliļno dominira slika koncepta, koja je nepotpuna i neadekvatno povezana s 

formalnom definicijom. 

TakoĽer, sudionici ne poznaju pravilnosti koje definiciju ļine korektnom, kao ni razliļite moguĺnosti 

definiranja istog pojma te ne poznaju razliļite vrste definicija. Ne snalaze se u prepoznavanju: 

glavnog roda i specifiļnih razlika vrste u iskazu, elemenata viġka koji definiciju ļine preopġirnom te 

elemenata manjka koji definiciju ļine preuskom, niti u prepoznavanju ne-ekvivalentnih svojstva, 

odnosno nemaju osjeĺaj za nuģne i dovoljne karakteristike koji osiguravaju jednoznaļnost definicije. 

Ne razlikuju osnovne i izvedene pojmove. Svi navedene karakteristike ukazuje na to da se tijekom 
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intervencije sudionici trebaju baviti i procesom definiranja geometrijskih pojmova te povezivanjem 

formalnih definicija s njihovom konceptualnom slikom. 

6.2.2. Uspjeġnost ļitanja matematiļke poruke sa slike 

Prema Duvalu, za uspjeġno ļitanje matematiļke poruke na danom vizualnom prikazu potrebna je 

perceptivna i matematiļka obrada. Kroz perceptivnu (nesvjesno) obradu  zapaģaju se odreĽeni detalji 

prikaza Ăna prvuñ i time se opaģa ġto slika prikazuje, a daljnjom matematiļkom obradom uspostavlja 

se veza meĽu detaljima u svrhu otkrivanja ġto dani vizualni prikaz predstavlja (Duval, 1995). 

Druga grupa pitanja sastoji se od ġest vizualnih prikaza od kojih prvi i peti predstavljaju jedan objekt, 

dok na preostala ļetiri ima viġe objekata meĽu kojima treba uspostaviti vezu, ġto se vrednuje 

dodatnim bodom. Stoga se ove dvije vrste pitanja razmatraju odvojeno. U Tablici 12. prikazuje se 

distribucija odgovora na prvo i peto pitanje (G2.1 i G2.5), a u Tablici 13. distribucija odgovora na 

preostala ļetiri pitanja (G2.2, G2.3, G2.4 i G2.6), na temelju ļega se moģe vidjeti u kojoj mjeri su 

sudionici bili uspjeġni u ļitanju matematiļke poruke. 

Tablica 12. Distribucija odgovora u ļitanju poruke prvog i petog pitanja 

  Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34)   

 
Poruka 

Toļno (1) Pogreġno (0) Prazno (-) Toļno (1) Pogreġno (0) Prazno (-) 

  N % N % N % N % N % N % 

G2.1 Trokut 28 53,85 23 44,23 1 1,92 14 41,18 19 55,88 1 2,94 

G2.5 Kvadar 19 36,54 31 59,62 2 3,85 10 29,41 22 64,71 2 5,88 

 

Prema rezultatima prikazanima u Tablici 12, vidljivo je da su sudionici eksperimentalne grupi bili 

neġto uspjeġniji u ļitanju poruke u 1. i 5. pitanju, ali ne znaļajno. TakoĽer, u obje grupe su bili 

uspjeġniji u ļitanju poruke za ravninski objekt (trokut), a manje za prostorni objekt (kvadar).  

Jednakostraniļni trokut, stranice duljine a (G2.1): Pri otkrivanju kakav je lik prikazan na slici u 

pitanju G2.1, bilo je dosta razliļitih vrsta odgovora. Odgovori vrednovani jednim bodom bili su jasni: 

jednakostraniļan trokut (53,85% u E; 41,18% u K). MeĽutim, meĽu preostalim odgovorima koji su 

vrednovani s 0 bodova (44,23% u E; 55,88% u K) bilo je raznih ideja: trokut, raznostraniļan trokut, 

raznostraniļan trokut pogreġno oznaļenih stranica, raznostraniļni trokut iako su sve stranice 

oznaļene slovom a, prema oznakama jednakostraniļan iako prema izgledu raznostraniļan, 

raznostraniļan ġiljastokutan trokut, pravokutni trokut, pravokutan raznostraniļan trokut, 

jednakostraniļni pravokutni trokut, tupokutan trokut jednakih stranica (i sliļne varijante). 

Kvadar duljine 2cm, ġirine 3cm i visine 4cm (G2.5): Pri otkrivanju kakvo je tijelo prikazano na 

slici u pitanju G2.5, tek oko treĺine sudionika bilo je bez dileme: kvadar (36,54% u E; 29,41% u K). 

MeĽutim, meĽu preostalim odgovorima (59,62% u E; 64,71% u K) bilo je raznih ideja: kocka, 

kockica, kocka sa stranicama duljine 2cm, 3cm i 4cm, kocka s razliļitim duljinama stranica, kvadrat, 

raznostraniļan kvadrat, pravokutnik, projekcija pravokutnika, trodimenzionalna slika pravokutnika, 

volumen tijela, geometrijsko tijelo, trapezoid. 

Veĺ na temelju odgovora u ova dva pitanja moģe se uoļiti da je kod sudionika dominantno 

perceptivno ļitanje vizualnih prikaza, koje je izraģenije pri ļitanju prostornih (3D) prikaza. 

Prema rezultatima prikazanima u Tablici 13, za drugu grupu zadataka (G2.2, G2.3, G2.4, G2.6) moģe 

se uoļiti da sudionici nisu bili uspjeġni pri uspostavljanju funkcionalnih veza meĽu elementima slike 

u svrhu otkrivanja predstavljene matematiļke poruke, ni u jednoj grupi. Naime, uglavnom oko 

polovice sudionika uoļava elemente slike (kolona 'Dijelom'), ali samo manji broj njih meĽu njima 

uspjeġno uspostavlja vezu (kolona 'Toļno'). TakoĽer, kod ļitanja sloģenije slike viġe je onih koji 
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uopĺe ne daju odgovor (presjek, prizma) ġto dijelom moģe proizlaziti i iz nemoguĺnosti 

uspostavljanja veza meĽu elementima. 

Tablica 13. Distribucija odgovora u ļitanju poruke u preostala ļetiri pitanja 

  Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34)   

 Poruka 

Toļno 

(2) 

Djelom 

(1) 

Pogreġno 

(0) 

Prazno  

(-) 

Toļno  

(2) 

Djelom  

(1) 

Pogreġno  

(0) 

Prazno  

(-) 

  N % N % N % N % N % N % N % N % 

G2.2 Presjek 0 0,00 29 55,77 17 32,69 6 11,54 0 0,00 22 64,71 7 20,59 5 14,71 

G2.3 Sliļnost 3 5,77 37 71,15 12 23,08 0 0,00 5 14,71 18 52,94 10 29,41 1 2,94 

G2.4 Sukuti 4 7,69 24 46,15 21 40,38 3 5,77 6 17,65 20 58,82 4 11,76 4 11,76 

G2.6 Prizma 3 5,77 7 13,46 31 59,62 11 21,15 1 2,94 4 11,76 16 47,06 13 38,24 

 

I u ovoj grupi zadataka vidljivo je da su sudionici najviġe teġkoĺa imali pri ļitanju prostornog (3D) 

prikaza. Prethodna opĺa zapaģanja u nastavku se detaljnije razmatraju i nadopunjuju na temelju 

kvalitativne analize njihovih radova. 

Presjek kruģnice i ġiljastog kuta u vrhu kuta (G2.2): U odgovoru na ovo pitanje nitko od sudionika 

nije uspostavio korektnu vezu meĽu elementima slike, tj. izmeĽu kruģnice i kuta (kolona 'Toļno'). 

MeĽutim, viġe od polovice sudionika u obje grupe prepoznalo je kruģnicu i (ġiljasti) kut te pokuġalo 

uspostaviti vezu, ali im je nedostajao odgovarajuĺi vokabular te prepoznavanje suptilnih razlika 

izmeĽu prikazanog i opisanog (kolona 'Dijelom'). Tako na primjer, mnogi od njih na razliļite naļine 

opisuju da se radi o kruģnici i kutu koji se dodiruju u jednoj toļki, ili koji imaju jednu toļku 

zajedniļku, ne uviĽajuĺi da je taj sluļaj moguĺ s vrhom kuta, ali i s krakom kuta (Slika 117a); ili da 

se radi o kutu kojemu je vrh na kruģnici, ne uviĽajuĺi da u tom sluļaju krakovi mogu i ne moraju 

sjeĺi kruģnicu (Slika 117). No, meĽu preostalim odgovorima (kolona 'Pogreġno') ima i konceptualnih 

nerazumijevanja. Tako na primjer neki opisuju obodni kut koji se nalazi na kruģnici, odsjeļak na 

kruģnici, kut koji (ne)pripada kruģnici, kut nad polumjerom i sl. 

                          

(a) (b) 

Slika 117. Kruģnica i kut 

Dva sliļna pravokutna trokuta, drugi s koeficijentom 2 (G2.3): U ovom pitanju ipak je bilo toļnih 

odgovora, iako vrlo malo (5,77% u E; 14,71% u K), ali takoĽer i puno manje pogreġnih odgovora te 

gotovo nije bilo onih bez odgovora. Visok je postotak (71,15% u E; 52,94% u K) onih koji su uoļili 

dva pravokutna raznostraniļna trokuta, ali nisu uspostavili vezu, tj. da su stranice drugog trokuta dva 

puta veĺe od odgovarajuĺih stranica prvog trokuta. MeĽutim, meĽu onima koji su pokuġali uspostaviti 

vezu uoļljiva je i jedna tipiļna greġka pri opisivanju sliļnih trokuta. Oni istiļu da je drugi trokut 

dvostruko veĺi od prvog, ġto nije korektno jer njegove stranice i visina jesu dvostruko veĺe, ali 

povrġina je veĺa ļetiri puta. 

Tupi kut b i ġiljasti kut a nadopunjavaju se do ispruģenog kuta (G2.4): U ovom je pitanju bilo 

najviġe toļnih odgovora iako je postotak vrlo slab (7,69% u E; 17,65% u K). Svoje opise sudionici su 

temeljili uglavnom na ġiljastom i tupom kutu koji ļine ispruģeni kut ili je ispruģeni kut podijeljen na 

ġiljasti i tupi kut, dok su pojam susjedni kutovi koristila samo tri sudionika eksperimentalne grupe. 

MeĽu onima koji su pokuġali uspostaviti vezu uoļava se jedna tipiļna greġka: oni uoļavaju da se radi 

o ġiljastom kutu a i tupom kutu b, ali dodaju da se radi o suplementarnim kutovima, odnosno da im 

je zbroj 180Á. Iako u ovom sluļaju to jest istina jer se radi o sukutima, ali suplementarni kutovi ne 
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moraju biti sukuti. Nadalje, meĽu onima koji se nalaze u koloni 'Pogreġno' uoļavaju se razna 

konceptualna  nerazumijevanja te pogreġna shvaĺanja. Tako na primjer, neki navode da se radi o 

komplementarnim kutovima, vanjskom i unutarnjem kutu, obodnim kutovima, sukladnim kutovima, 

da simetrala raspolavlja duģinu pod tupim kutom i dr. 

Najveĺi dijagonalni presjek ġesterostrane prizme brida duljine a i visine v (G2.6): Ovo se pitanje 

odnosi se na tijelo u prostoru unutar kojeg treba uspostaviti vezu meĽu istaknutim elementima. 

Generalno gledano, u ļitanju poruke sa ove slike bili su najneuspjeġniji: slab postotak toļnih, najniģi 

postotak djelomiļno toļnih te najveĺi postotak bez odgovora (Tablica 13). MeĽu pogreġnim 

odgovorima mnoġtvo nerazumijevanja i pogreġnih shvaĺanja: ploġna stranica, ġesterokut, visina 

ġesterokuta, ravnina koja raspolavlja ġesterokut na dva jednaka dijela, mnogokut podijeljen na dva 

jednaka dijela, geometrijsko tijelo podijeljeno na dva jednaka trapeza, valjak sa srediġnjom plohom, 

osni presjek tetraedra, kvadar i dr. Ukratko, sudionici imaju slaba znanja o 3D geometrijskim 

objektima. 

Konaļno, na temelju svega opisanog za drugu grupu zadataka, moģe se zakljuļiti da sudionici imaju 

vrlo slabe vjeġtine ļitanja matematiļke poruke sa slike, pri ļemu dominira perceptivna obrada slike, 

posebno kada se radi o prikazu 3D objekta. Kod sloģenijih prikaza ne pridaju pozornost svim 

detaljima, a poseban problem imaju pri uspostavljanju funkcionalnih veza meĽu uoļenim elementima 

slike. Odgovarajuĺe pojmove kao da su koristili u manjoj mjeri, povrġno ili uopĺe nisu koristili: 

obodni kut, sliļnost trokuta, susjedni kutovi, ġesterostrana prizma, dijagonalni presjek.  

Ukratko, pri ļitanju vizualnih prikaza sudionici su se snalazili svatko na svoj naļin, pa bi se moglo 

zakljuļiti da oni nisu sustavno pouļavani kako ļitati matematiļku poruku sa slike. Predstavljeni 

rezultati upuĺuju na to da se za vrijeme intervencije treba baviti, detaljno i sustavno, razliļitim 

procesima vizualizacije. 

 

6.2.3. Uspjeġnost rjeġavanja zadataka objektivnog tipa 

Razna obrazovna istraģivanja potvrĽuju da ponuĽeni odgovori ipak potiļu uļenike da daju odgovor, 

a ciljano odabrani distraktori ih usmjeravaju na odabir odgovarajuĺeg rjeġenja (PISA 2012, Drģavna 

matura 2012, Baranoviĺ i Antunoviĺ-Piton, 2021).  

U svrhu prepoznavanja u kojoj mjeri su sudionici bili uspjeġni pri rjeġavanju ġest zadataka 

objektivnog tipa (G3.1 ï G3.6), u Tablici 14. prikazana je distribucija njihovih odgovora u skladu s 

kriterijima vrednovanja (Toļno, Pogreġno, Prazno). 

Tablica 14. Distribucija odgovora u zadacima objektivnog tipa (ZOT) 

  Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34) 

 ZOT 

Toļno  

(1) 

Pogreġno  

(0) 

Prazno  

(-) 

Toļno  

(1) 

Pogreġno  

(0) 

Prazno  

(-) 

  N % N % N % N % N % N % 

G3.1 Povrġina 12 23,08 40 76,92 0 0,00 14 41,18 17 50,00 3 8,82 

G3.2 Opseg 40 76,92 12 23,08 0 0,00 24 70,59 7 20,59 3 8,82 

G3.3 Duljina stranice 33 63,46 18 34,62 1 1,92 26 76,47 7 20,59 1 2,94 

G3.4 Kut trokuta 25 48,08 24 46,15 3 5,77 18 52,94 15 44,12 1 2,94 

G3.5 Presjek  5 9,62 46 88,46 1 1,92 7 20,59 27 79,41 0 0,00 

G3.6 Kut uz presjeļnicu 47 90,38 5 9,62 0 0,00 26 76,47 7 20,59 1 2,94 

 

Prema rezultatima prikazanima u Tablici 14. vidljiv je mali postotak sudionika bez odgovora, za 

razliku od veĺine prethodno razmatranih pitanja. To znaļi da su ponuĽeni odgovori ipak potakli 
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sudionike da odgovore na pitanje, ġto je u skladu s rezultatima drugih istraģivanja. Prema distribuciji 

toļnih i pogreġnih odgovora uoļava se da su sudionici najslabije rijeġili prvi i peti zadatak (G3.1 i 

G3.5) u obje grupe, moguĺe zato jer se radi o konceptima (povrġina trokuta, presjek pravca i kruģnice) 

koje su usvojili povrġno i bez razumijevanja. U situacijama kada su nesigurni, distraktori koji 

ukljuļuju njihove tipiļne greġke, usmjeravaju njihove odgovore. U ostalim pitanjima (G3.2, G3.3., 

G3.4 i G3.6) bili su daleko uspjeġniji u obje grupe, moguĺe zato jer su se tim konceptima viġe bavili 

pa su ih bolje i savladali (opseg paralelograma, duljina stranice trokuta, unutarnji kut trokuta te kut 

uz presjeļnicu). Generalno gledano, u ļetiri pitanja (G3.1, G3.3, G3.4 i G3.5), koja obuhvaĺaju i bolje 

i slabije rijeġene zadatke, uspjeġniji su bili sudionici kontrolne grupe, ļak i uz veĺi postotak ne-

odgovora, dok su sudionici eksperimentalne grupe bili su uspjeġniji u dva pitanja (G3.2 i G3.6), 

posebno u zadnjem. U nastavku se, uz kvalitativnu analizu njihovih radova, detaljnije razmatra utjecaj 

ponuĽenih odgovora po svakom zadatku. 

Povrġina pravokutnog trokuta (G3.1): Prema zapisima koje su sudionici radili uz sliku, uoļava se 

da su povrġinu raļunali prema sljedeĺim formulama: 
2

a b
P

Ö
= (korektno, u (a) odgovoru), P a b= Ö

(distraktor u (b) odgovoru), P a b c= Ö Ö(distraktor u (e) odgovoru) te nitko nije koristio Heronovu 

formulu. MeĽu pogreġnim odgovorima, kojih je visok postotak, sudionici eksperimentalne grupe 

najuļestalije su birali odgovor pod (e), ļak njih 67,31%, ġto znaļi da ih je 'zaveo' element viġka pa su 

koristili formulu P a b c= Ö Ö. Za njih se moģe reĺi da koncept povrġine ne razumiju, a svoj rezultat ne 

provjeravaju niti kroz mjernu jedinicu, ġto su mogli jer je u rjeġenju istaknuta kvadratna mjerna 

jedinica, koja se ne dobiva mnoģenjem triju veliļina. Sudionici kontrolne grupe meĽu pogreġnim 

odgovorima uļestalije su birali dva odgovora: pod (b) njih 14,71% koristeĺi formulu P a b= Ö, a pod 

(e) njih 32,35% koristeĺi formulu P a b c= Ö Ö.  

Opseg paralelograma (G3.2): Prema zapisima uz sliku, sudionici su opseg raļunali koriġtenjem 

formule 2 2O a b= +  (korektno u (d) odgovoru), O a b= + (distraktor u (a) odgovoru) i O a b v= + + 

(distraktor u (b) odgovoru). Za treĺinu sudionika (ļiji je odgovor bio pogreġan) moģe se reĺi da ipak 

nisu u potpunosti razumjeli koncept opsega. Pogreġni odgovori sudionika bili su rasprġeni po svim 

odgovorima. Ipak, u eksperimentalnoj grupi najuļestaliji odgovor bio je (b), ġto je biralo njih 9,62%, 

a u kontrolnoj grupi odgovor (a), ġto je biralo njih 14,71%. To znaļi da je manji dio njih ipak 'zaveo' 

element viġka.  

Duljina stranice pravokutnog trokuta (G3.3). Prema zapisima uz sliku, sudionici su duljinu 

stranice raļunali primjenom identiteta Pitagorina pouļka: 
2 2 2c a b= + . Nitko nije koristio 

trigonometriju pravokutnog trokuta, ġto znaļi da sudionici ipak pravokutni trokut dominantno vezuju 

uz Pitagorin pouļak. Iako su pogreġni odgovori bili rasprġeni u obje grupe, ipak je 23,08% sudionika 

eksperimentalne grupe najuļestalije birao odgovor pod (d), bez vidljivo jasnog razloga.  

Unutarnji kut jednakokraļnog trokuta (G3.4): Prema zapisima uz sliku, sudionici su najprije 

odredili veliļinu unutarnjeg susjednog trokuta, a zatim su po formuli za zbroj unutarnjih kutova u 

trokutu odredili veliļinu nepoznatog kuta, ġto je uobiļajena ġkolska procedura. MeĽutim, nije vidljivo 

je li netko ipak koristio ļinjenicu da je vanjski kut trokuta jednak zbroju unutarnja dva koja mu nisu 

susjedna. Zanimljivo je da su obje grupe u ovom zadatku bile gotovo ujednaļene i u toļnosti i u 

rasprġenosti po pogreġnim odgovorima. MeĽu pogreġnim odgovorima, najuļestalije su birali 

odgovori pod (b) vjerojatno jer je 'izgledao' kao kut od 45Á (17,31% u E; 17,65% u K) te odgovor pod 

(d) jer su kut od 70Á izjednaļili s kutom x, tj. za osnovicu jednakokraļnog trokuta uzeli su stranicu 

BC koja je u horizontalnom poloģaju (ġto je uobiļajena ġkolska praksa), a ne stranicu AC  prema 

uvjetima zadatka (23,08% u E; 17,65% u K). 

Presjek pravca i kruģnice (G3.5): Ovo pitanje unijelo je najviġe pomutnje, pomalo i oļekivano jer 

je u ovoj grupi ovo jedini zadatak koji nije raļunski, veĺ konceptualni. Odgovor zahtjeva 

razumijevanje koncepta pravca i kruģnice, ali i razumijevanje koncepta presjeka. Osim toga, pravac 
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je s namjerom nacrtan tako da sijeļe kruģnicu samo u jednoj toļki kako bi se vidjelo na koji naļin 

sudionici percipiraju vizualni prikaz pravca. S obzirom na sve reļeno, ovaj zadatak zahtijeva posebnu 

analizu pa se u tu svrhu u Tablici 15. daje distribucija svih odgovora na ovo pitanje. 

Tablica 15. Distribucija svih odgovora u pitanju G3.5 

Presjek pravca i 

kruģnice 

E grupa (N = 52) K grupa (N = 34) 

N % N % 

(a) toļka A 15 28,85 17 50,00 

(b) toļke A i S 4 7,69 2 5,88 

(c) toļke A i B   5 9,62 7 20,59 

(d) toļke A, S i B 7 13,46 4 11,76 

(e) duģina AS 20 38,46 4 11,76 

      prazno (-)  1 1,92 0 0,00 

 

Sudionici koji u svoj odgovor nisu ukljuļili toļku B znaļi da ne razumiju koncept pravca iako ĺe svi 

vrlo spremno izgovoriti da je to ravna crta koja se proteģe beskonaļno. MeĽutim vizualni prikaz je 

omeo njihovu zamisao beskonaļnog pravca. Takvih je vrlo visok postotak: 75% u E i 67,65% u K. 

Sudionici koji u svoj odgovor ukljuļuju toļku S ne razumiju koncept kruģnice jer je ona potrebna za 

definiranje kruģnice, ali nije toļka kruģnice. I takvih je priliļan postotak: 59,62% u E i 29,41% u K. 

Oni koji iskljuļuju toļku B i ukljuļuju toļku S zapravo ne razumiju ni koncept pravca, ni koncept 

kruģnice: 46,15% u E i 17,65% u K. Konaļno, oni koji biraju odgovor pod (e) ne samo da ne razumiju  

koncept pravca i kruģnice, veĺ ne razumiju ni koncept presjeka: 38% u E i 11,76% u K ili eventualno 

pod kruģnicom razmatraju krug. 

Rezultati dobiveni kroz odgovore u ovom pitanju vrlo jasno pokazuju da su sudionici ove elementarne 

pojmove koristili zapravo vrlo povrġno i bez razumijevanja, a moguĺe i konceptualno pogreġno. 

Kut uz presjeļnicu (G3.6): Prema zapisima na slici, sudionici vrlo vjeġto raļunaju veliļine kutova 

koji se nadopunjavaju do ispruģenog kuta te prepoznaju kutove jednakih veliļina uz presjeļnicu. 

Mnogi su to napravili u mislima, napamet, istiļuĺi samo rjeġenje (90,38% u E; 76,47% u K). Manji 

postotak onih koji su birali pogreġne odgovore (kutovi od 30Á, 40Á ili 50Á) vjerojatno nisu provodili 

raļun veĺ su procjenu vrġili sa slike. 

Konaļno, nakon razmatranja rezultata u treĺoj grupi zadataka, moģe se zakljuļiti sljedeĺe: sudionici 

slabije rjeġavaju konceptualni zadatak od proceduralnih, pri rjeġavanju proceduralnih (raļunskih) 

zadataka dominira formula, ļiju korektnu primjenu ometaju elementi viġka i vezuju se uz standardni 

poloģaj prikaza jednakokraļnog trokuta. Nadalje, ponuĽeni ih odgovori dodatno motiviraju da 

odgovore na pitanje, kada nisu sigurni u rjeġenje pribjegavaju procjeni sa slike, a namjerno postavljeni 

distraktori ometaju one koji koncepte koriste samo povrġno, bez razumijevanja. Opisani rezultati su 

u skladu sa dodatnim istraģivanjem jednog geometrijskog zadatka s ponuĽenim odgovorima, ļiji 

rezultati su predstavljeni u radu Different Perspectives on Success in Solving Stand-Alone Problems  

by 14 to 15-Year-Old Students (Baranoviĺ i Antunoviĺ-Piton, 2021). Predstavljeni rezultati upuĺuju 

na to da se za vrijeme intervencije treba baviti i zadacima viġih kognitivnih zahtjeva koji ukljuļuju 

promatrane koncepte. 

 

6.2.4. Uspjeġnost rjeġavanja problemskih zadataka 

Prema Polya, problemski zadaci se rjeġavaju u ļetiri faze, te su prve dvije (razumijevanje i planiranje) 

posebno vaģne kako bi se provela treĺa faza (provedba plana), a zadnja (osvrt) sluģi kao odreĽena 

vrsta kontrole provedenog. No, razna obrazovna istraģivanja pokazuju da uļenici najļeġĺe rjeġavaju 

samo treĺu fazu (Polya, 1966; Antunoviĺ-Piton i Baranoviĺ, 2021b). 
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U skladu s tim razmatra se ļetvrta grupa od osam zadataka (G4.1 ï G4.8), koja se sastoji od 

standardnih geometrijskih zadataka iz nastave geometrije u kojima treba prikazati proces rjeġavanja, 

kako bi se ispitalo na koji naļin sudionici provode taj proces te u kojoj mjeri i koliko uspjeġno se pri 

tome sluģe vizualnim prikazom. Prvih pet zadataka zadano je tekstualno, a u posljednja tri su uz tekst 

dane i slike. Prvi zadatak odstupa od drugih jer ima zahtjev crtanja, dok se sljedeĺa ļetiri zadatka 

mogu rijeġiti i crtanjem i bez crtanja slike. U posljednja tri zadatka dana slika je zadana pa je kao 

takva sastavni dio procesa rjeġavanja. 

U Tablici 16. dane su distribucije odgovora sudionika u pitanju G4.1 i to posebno za crtanje 

tupokutnog trokut, a posebno za crtanje njegovih triju visina, posebno za crtanje trokuta i posebno za 

crtanje visina. Iz praktiļnih razloga, ne daje se distribucija raznih kombinacija, ali se one razmatraju 

kroz dodatnu kvalitativnu analizu. 

Tablica 16. Distribucija odgovora pri crtanju tupokutnog trokuta i visina 

 Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34) 

G4.1 
Toļno (1) Pogreġno (0) Prazno (-) Toļno (1) Pogreġno (0) Prazno (-) 

N % N % N % N % N % N % 

Trokut 39 75,00 11 21,15 2 3,85 22 64,71 7 20,59 5 14,71 

Visine 5 9,62 43 82,69 4 7,69 2 5,88 27 79,41 5 14,71 

 

Crtanje tupokutnog trokuta i njegovih visina (G4.1): Prema prikazanim rezultatima vidljivo je da 

su sudionici puno uspjeġniji bili u crtanju tupokutnog trokuta (75% u E; 64,71% u K), nego u crtanju 

njegovih visina (9,62% u E; 5,88% u K). Problem sa crtanjem visina je veĺ prepoznat i opisan u 

literaturi o matematiļkom obrazovanju, ali nije bilo oļekivano da bi crtanje tupokutnog trokuta 

mogao biti problem za viġe od ļetvrtine sudionika. Posebno iznenaĽenje su oni koji nisu nacrtali niġta 

(3.85% u E; 14,71% u K). 

Pri crtanju tupokutnog trokuta trebalo je ispuniti tri uvjeta: nacrtati trokut s tupim kutom, vrh tupog 

kuta imenovati s G, a preostale vrhove E i F imenovati u smjeru suprotnom gibanju kazaljki sata. 

Prema rezultatima u Tablici 16 (kolona 'Pogreġno') vidljivo je da viġe od petine sudionika nije ispunilo 

sve te zahtjeve: neki od njih nisu nacrtali trokut s tupim kutom, neki nisu vrh pri tupom kutu imenovali 

s G, a neki nisu vodili raļuna o orijentaciji prili kom imenovanja vrhova (Slika 118). 

Pri crtanju visina potrebno je znati da se radi o duģini koja povezuje vrh i nasuprotnu stranicu (pravac 

nasuprotne stranice) pod pravim kutom. TakoĽer, potrebno je znati da se u tupokutnom trokutu samo 

jedna visina nalazi unutar trokuta, a preostale dvije su izvan trokuta pa je za njihovo crtanje potrebno 

produljiti odgovarajuĺe stranice trokuta. MeĽu onima koji su nacrtali trokut, sve ove zahtjeve ispunio 

je jako mali postotak sudionika (7.69% u E; 5.88% u K). Kod preostalih sudionika, pri crtanju visina 

uoļeno je nekoliko problema: nerazumijevanje koncepta visine, slaba vjeġtina crtanja okomice, 

pogreġno usvojen koncept sjeciġta visina unutar trokuta i dr. Naime, mnogi su sudionici za visine 

crtali pravce (umjesto duģina) iz vrhova trokuta (Slika 118a), mnogi su uporno crtali visine unutar 

trokuta ne vodeĺi raļuna o okomitosti na nasuprotnu stranicu (na pravac nasuprotne stranice; Slika 

118b), a bilo je i onih koji su pokuġavali postiĺi okomitost, ali nisu mogli odrediti referentne objekte 

okomitosti (Slika 118c), itd. 

    
(a) (b) (c) 

Slika 118. Crtanje tupokutnog trokuta i njegovih visina 
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Iako na prvu ovaj zadatak moģe izgledati banalno, kroz proces rjeġavanja otkrivaju su mnoge teġkoĺe 

i pogreġna shvaĺanja, koje su dovele do slabe uspjeġnosti rjeġavanja. Zbog krivo usvojenog koncepta 

da se visine sijeku unutar trokuta (ġto vrijedi samo za ġiljastokutni trokut), mnogi nisu uspjeli nacrtati 

okomite visine jer su pod svaku cijenu htjeli postiĺi sjeciġte visina unutar trokuta. Zapravo, mnogima 

je bio problem ispuniti sve zahtjeve zadatka unutar jednog vizualnog prikaza.  

Sljedeĺa dva zadatka prema procesu rjeġavanja spadaju u istu grupu po tome ġto se mogu rijeġiti i 

ļisto analitiļki i vizualno-analitiļki. TakoĽer, oba zadatka imaju dva rjeġenja, ġto se ne vidi na prvu, 

veĺ je u procesu rjeġavanja potrebno razmatrati razliļite moguĺnosti. U Tablici 17. prikazana je 

distribucija odgovora za odreĽivanje duljina stranica jednakokraļnog trokuta, a u Tablici 18. 

distribucija odgovora za odreĽivanje veliļina kutova jednakokraļnog trokuta, za svako rjeġenje 

posebno. U kvalitativnoj analizi njihovih radova dodatno se analiziraju i kombinacije odgovora. 

Tablica 17. Distribucija odgovora pri odreĽivanju duljina stranica 

 Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34) 

G4.2 
Toļno (1) Pogreġno (0) Prazno (-) Toļno (1) Pogreġno (0) Prazno (-) 

N % N % N % N % N % N % 

(14, 15, 15) 30 57,69 2 3,85 20 38,46 20 58,82 0 0,00 14 41,18 

(16, 14, 14) 18 34,62 1 1,92 33 63,46 11 32,35 3 8,82 20 58,82 

Slika 39 75,00 0 0,00 13 25,00 30 88,24 1 2,94 13 38,24 

 

OdreĽivanje duljina stranica jednakokraļnog trokuta (G4.2): Prema podacima u Tablici 17. 

vidljivo je da su sudionici bili uspjeġniji u odreĽivanju duljina stranica ġiljastokutnog trokuta (57,69% 

u E; 58,82% u K), nego pri odreĽivanju duljina stranica tupokutnog trokuta (34,62% u E; 32,35% u 

K). MeĽu njima je bilo viġe onih koji su se sluģili skicom jednakokraļnog trokuta (71,15% u E; 

52,94% u K), ali svi su crtali ġiljastokutni jednakokraļni trokut sa stranicama a, b i b. MeĽutim, 

nekima je skica sluģila za postavljanje formule 2O a b= +  i dalje je nisu koristili, dok je drugima 

sluģila za provjeru rjeġenja. Oni koji su do rjeġenja doġli ļisto analitiļki (21,15% u E; 38,24% u K), 

raļun su zapoļeli formulom 2O a b= + , pri ļemu su neki vrijednost 14 uvrstili umjesto a, a drugi 

umjesto b. Prvi su oļito bili voĽeni tekstom zadatka da je jedna stranica duljine 14 cm, ali nije jasno 

zaġto su drugi baġ za krakove trokuta uzeli po 14cm. No, meĽu njima je mali postotak onih koji su 

odredili oba rjeġenja (5.77% u E; 14,71% u K): oni su jednostavno broj 14 uvrstili najprije umjesto 

a, a zatim umjesto b, dok su svi ostali proces rjeġavanja zavrġili nakon odreĽivanja jednog rjeġenja 

(ġto je vidljivo iz kolone 'Prazno'). S obzirom da se radi o elementarnom konceptu i uobiļajenom 

zadatku odreĽivanja opsega, onih koji nisu dali odgovor ili nisu odredili niti jedno rjeġenje ipak je 

manji postotak (13,46% u E; 23,53% u K).  

Gotovo analognu strategiju sudionici su koristili pri odreĽivanju veliļine kutova jednakokraļnog 

trokuta, ali u ovom zadatku su bili joġ manje uspjeġni (Tablica 18). 

Tablica 18. Distribucija odgovora pri odreĽivanju veliļina kutova 

 Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34) 

G4.3 
Toļno (1) Pogreġno (0) Prazno (-) Toļno (1) Pogreġno (0) Prazno (-) 

N % N % N % N % N % N % 

(80Á, 80Á, 20Á) 6 11,54 11 21,15 35 67,31 2 5,88 1 2,94 31 91,18 

(30Á, 30Á, 120Á) 14 26,92 7 13,46 31 59,62 8 23,53 0 0,00 26 76,47 

Slika 26 50,00 18 34,62 8 15,38 14 41,18 5 14,71 15 44,12 

 

OdreĽivanje veliļina kutova jednakokraļnog trokuta (G4.3): U ovom sluļaju, uspjeġniji su bili 

u odreĽivanju veliļine kutova tupokutnog trokuta (26,92% u E; 23,53% u K), nego pri odreĽivanju 

veliļine kutova ġiljastokutnog trokuta (11,54% u E; 5,88% u K), opet iz istog razloga: voĽeni tekstom 
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zadatka da je jedan kut ļetiri puta veĺi od jednog od preostala dva. U procesu rjeġavanja, opet je bilo 

viġe onih koji su posegnuli za slikom, ali najļeġĺe su (opet) crtali ġiljastokutne jednakokraļne trokute 

pa im je ona unijela viġe pomutnje nego koristi. Koriġtenjem slike uspjeġno je doġlo do rjeġenja 

26,92% sudionika u E i 23,53% sudionika u K, a bez slike, ļisto analitiļki 13,46% sudionika u E i 

5,88% sudionika u K. Veĺina koji su rjeġavali zadatak krenuli su od izraza 180a a b+ + = ¯ istiļuĺi 

da postoje dva jednaka kuta, ali mnogi su se nakon toga pogubili ne znajuĺi kako da iskoriste zahtjev 

da je jedan kut ļetiri puta veĺi od jednog od preostala dva. S obzirom da se radi o elementarnom 

konceptu i uobiļajenom zadatku odreĽivanja kutova jednakokraļnog trokuta, iznenaĽujuĺe je visok 

postotak pogreġnih rjeġenja kao i onih bez odgovora (42,31% u E; 67,65% u K), dok je samo jedan 

sudionik u eksperimentalnoj grupi odredio oba rjeġenja (imao je oba rjeġenja i u prethodnom zadatku). 

Konaļno, na temelju ova dva zadatka moģe se zakljuļiti da sudionici uglavnom nemaju iskustva u 

rjeġavanju zadataka s viġe od jednog rjeġenja, u radu s jednakokraļnim trokutom crtaju standardni 

oblik ġiljastokutnog trokuta s osnovicom u horizontalnom poloģaju, ġto priliļno suģava njihovu 

konceptualnu sliku, a time i uspjeġnost rjeġavanja problemskih zadataka, posebno onih koji ukljuļuju 

druge moguĺnosti. Neosporno je da se tijekom intervencije treba posvetiti pozornost zadacima s viġe 

rjeġenja te pri ispitivanju sluļajeva koristiti razliļite vrste i poloģaje vizualnih prikaza kako bi se 

osobna slika koncepata sudionika i njihovo iskustvo rjeġavanja problema upotpunili. 

U tablici 19 dana je distribucija odgovora pri odreĽivanju ploġtine sliļnog kvadrata (G4.4). Posebno 

su izdvojeni rezultati pri odreĽivanju duljine stranice zadanog kvadrata ('Stranica od A'), posebno pri 

raļunanju ploġtine sliļnog kvadrata ('Ploġtina od B') te posebno za koriġtenje vizualnog prikaza u 

procesu rjeġavanja ('Slika'). Kroz dodatnu kvalitativnu analizu ukljuļene su i njihove kombinacije. 

Tablica 19. Distribucija odgovora pri odreĽivanju ploġtine sliļnog kvadrata 

 Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34) 

G4.4 
Toļno (1) Pogreġno (0) Prazno (-) Toļno (1) Pogreġno (0) Prazno (-) 

N % N % N % N % N % N % 

Stranica od A 31 59,62 10 19,23 11 21,15 17 50,00 2 5,88 15 44,12 

Ploġtina od B 33 63,46 15 28,85 4 7,69 18 52,94 6 17,65 10 29,41 

Slika 9 17,31 19 36,54 24 46,15 4 11,76 7 20,59 23 67,65 

 

OdreĽivanju ploġtine sliļnog kvadrata (G4.4): Prema rezultatima iz Tablice 19, moģe se uoļiti da 

je neġto viġe od polovine sudionika (63,46% u E; 52,94% u K) korektno odredilo ploġtinu sliļnog 

kvadrata B. U procesu odreĽivanja traģene ploġtine, sudionici su koristili ili ļisto analitiļki pristup 

(40,38% u E; 41,18% u K) ili vizualno-analitiļki (53,85% u E; 32,35% u K) u obje grupe. MeĽutim, 

u oba pristupa bilo je raznih teġkoĺa. Nitko nije koristio moguĺnost samo vizualnog zakljuļivanja.  

Od onih koji su koristili ļisto analitiļki pristup, oko tri ļetvrtine njih uspjeġno je doġlo do toļnog 

rjeġenja (14 od 21 ili 66,67% u E; 11 od 14 ili 78,57% u K), provodeĺi ļisto ġkolsku proceduru. Ostala 

ļetvrtina uglavnom je koristila krive formule za ploġtinu kvadrata (2AP a= , 4AP a= , 4

AP a= , 
2

A

a b
P

Ö
=

, 2 2

BP a a= Ö) ili krivi zakljuļak da je ploġtina kvadrata B dvostruko veĺa od ploġtine kvadrata A. Kod 

prvih je vidljivo konceptualno nerazumijevanje povrġine, a kod drugih pogreġno uspostavljanje veze 

izmeĽu ploġtina sliļnih kvadrata. 

Oni koji su koristili vizualno-analitiļki pristup, iskoristivost vizualnog prikaza za dobivanje toļnog 

rjeġenja bio je vrlo mali, u obje grupe. U eksperimentalnoj grupi, od onih koji su koristili vizualni 

prikaz (28 od 52 ili 53,85%), do toļnog rjeġenja je doġlo 19 od 28 ili 67,86% sudionika, ali korist od 

slike imalo je samo 6 od 19 ili 31,58% sudionika. Drugim rijeļima, tek otprilike treĺina od polovine 

sudionika uspjeġno se sluģi vizualnim prikazom, odnosno 17,31% svih sudionika u grupi. Sliļno 

tome, u kontrolnoj grupi, od onih koji su koristili vizualni prikaz (11 od 34 ili 32,35%), do toļnog 
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rjeġenja je doġlo 7 od 11 ili 63,64% sudionika, ali korist od slike imalo je samo 4 od 7 ili 57,14% 

sudionika. Drugim rijeļima, otprilike polovina od treĺine sudionika uspjeġno se sluģi vizualnim 

prikazom, odnosno 11,76% svih sudionika u grupi. Uvidom u proces rjeġavanja ovog zadatka, uoļava 

se kako sudionici zapravo crtaju dva odvojena kvadrata, gotovo jednakih veliļina te naznaļuju duljine 

njihovih stranica sa a i b, a zatim ulaze u raļun neovisno o njima. Oni koji su uspjeġno koristili slike, 

za duljine stranica nacrtanih kvadrata naznaļili su 2cm i 4cm pa je raļun direktno slijedio sliku. 

Konaļno, sudionici su skloni koriġtenju formula i numeriļkog izraļunavanja svih elemenata, ali 

mnogi od njih nemaju konceptualno razumijevanje koriġtenih formula zbog ļega nisu u moguĺnosti 

uspostaviti vezu meĽu objektima. Dio njih sluģi se vizualnim prikazom, ali vrlo povrġno i bez 

uspostavljanja veze meĽu slikama. Predstavljeni rezultati ukazuju na potrebu da tijekom intervencije 

sudionici iskuse izgradnju odgovarajuĺih formula radi jaļanja konceptualnog razumijevanja te 

dodatno porade na uspostavljanju veze meĽu sliļnim likovima: vizualno, analitiļki i algebarski. 

U Tablici 20 prikazana je distribucija odgovora pri rjeġavanju problemskog zadatka vezanog za 

poploļavanje povrġine (G4.5). Odgovori sudionika razmatrani su kroz ļetiri kategorije: koriġtenje 

mjernih jedinica ('M. jedinice'), izraļunavanje meĽurezultata ('MeĽurezultati'), odreĽivanje ukupnog 

broja ploļica potrebnih za poploļavanje ('Broj ploļica') te koriġtenje vizualnog prikaza u procesu 

rjeġavanja (Tablica 20), a kroz dodatnu kvalitativnu analizu razmatraju se i njihove veze. 

Tablica 20. Distribucija odgovora pri poploļavanju povrġine hodnika 

 Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34) 

G4.5 
Toļno (1) Pogreġno (0) Prazno (-) Toļno (1) Pogreġno (0) Prazno (-) 

N % N % N % N % N % N % 

Slika 28 53,85 17 32,69 7 13,46 15 44,12 10 29,41 9 26,47 

M. jedinice 22 42,31 15 28,85 15 28,85 7 20,59 14 41,18 13 38,24 

MeĽurezultati 17 32,69 19 36,54 16 30,77 7 20,59 10 29,41 17 50,00 

Broj ploļica 6 11,54 20 38,46 26 50,00 3 8,82 8 23,53 23 67,65 

 

Poploļavanje povrġine hodnika (G4.5): Sudionici obiju grupa bili su priliļno neuspjeġni u 

odreĽivanju ukupnog broja ploļica potrebnih za poploļavanje hodnika pravokutnog oblika (kolona 

'Broj ploļica'). U eksperimentalnoj grupi, od 90,38% (47 od 52) sudionika koji su se bavili ovim 

problemom, uspjeġno je bilo 12,77% (6 od 47), odnosno na razini grupe tek je 11,54% (6 od 52) 

odredilo toļan broj ploļica. U kontrolnoj grupi, od 79,41% (27 od 34) sudionika koji su se bavili 

ovim problemom, uspjeġno je bilo 11,11% (3 od 27), odnosno na razini grupe samo je 8,82% (3 od 

34) odredilo toļan broj ploļica. Analizom procesa rjeġavanja sudionika otkrivaju su brojni uzroci 

tako slabe rijeġenosti ove vrste problema: (1) u fazi razumijevanja problema uoļavaju su slabe 

vjeġtine vizualizacije ('Slika') te problem operiranja s mjernim jedinicama ('M. jedinice'); (2) faza 

planiranja kao da ne postoji s obzirom da veĺina odmah poseģe za formulama; (3) u fazi raļunanja 

do izraģaja dolaze brojni problemi operiranja s decimalnim brojevima ('MeĽurezultati'); (4) a faza 

osvrta gotovo kao i da ne postoji jer oni prihvaĺaju sve moguĺe (meĽu)rezultate dobivene raļunom. 

(1) Faza razumijevanja problema: Visok postotak sudionika proces rjeġavanja zapoļeo je skicom 

(45 od 52, 86,54% u E; 25 od 34, 73,53% u K) te isticanjem zadanih mjera, ali nisu sve skice bile 

svrhovite (kolona 'Pogreġno') niti su sve dobro oblikovane skice (kolona 'Toļno') vodile prema 

rjeġenju. Naime, kod nekih je skica bila jedina ili svrha sama sebi. Kod onih koji su na skici 

uspostavili vezu izmeĽu slike hodnika i slike ploļice (28 od 45, 62,22% u E; 15 od 25, 60% u K), tek 

desetak posto ih je uspjeġno doġlo do krajnjeg rezultata (6 od 45, 13,33% u E; 3 od 25, 12% u K). Dio 

njih je stao odmah nakon crtanja skice, dio ih je imalo problema s pretvaranjem mjernih jedinica (Npr. 

15 1,5cm m= ;  15 0,015cm m= ; 1,5 100,5m cm=  i dr.), a veĺi dio njih je posegnuo za formulom za 

povrġinu pravokutnika i kvadrata, meĽu kojima je bilo dosta pogreġnih (Npr. ( ): 2P a b= Ö ; 2P ab= ;

2 2P a b= Ö; 2 2P a b= + ; 24P a=  i dr.). 



164 
 

(2) Faza planiranja: Prema naļinu rjeġavanja ovog problema, sudionici vjerojatno nemaju veĺeg 

iskustva s problemima poploļavanja, jer je veĺina odmah posegnula za formulom, vjerojatno s idejom 

da broj ploļica potrebnih za poploļavanje odrede dijeljenjem ploġtine hodnika s ploġtinom ploļice. 

Naime, pri poploļavanju povrġine kljuļno je strukturiranje povrġine te prebrojavanje ukupnog broja 

strukturnih elemenata unutar cjeline. Ali, u ovom sluļaju, do toļnog rjeġenja se moģe doĺi i 

dijeljenjem ploġtina hodnika i ploļice (2 2: 90000 : 225 400hodnika ploļiceP P cm cm= = ) jer se 

poploļavanjem zadanog hodnika ploļicama zadanog oblika ne stvara ni manjak ni viġak, niti praznine 

meĽu njima. MeĽutim, metoda dijeljenjem ploġtina nije korektna u sluļajevima kada ti uvjeti nisu 

ispunjeni. 

(3) Faza raļunanja: Kroz operiranje s formulama i brojevima uoļavaju su brojni problemi sudionika: 

i proceduralni i konceptualni. Naime, dio sudionika je korektno odredilo ploġtinu hodnika i/ili ploļice, 

ali su imali problema s usklaĽivanjem mjernih jedinica (npr. 2 29 900hodnikaP m cm= = ;
2 2225 22500ploļiceP cm m= = i dr.), posebno ġto su neki za mjernu jedinicu ploġtine koristili mjernu 

jedinicu duljine (npr. 225 0,225ploļiceP cm m= =  i dr.). No, dio sudionika nije uspjeġno odredilo ploġtine 

zbog problema s mnoģenjem brojeva (npr. 6 1.5 6.5Ö = ; 6 1.5 8Ö =, 15 15 905Ö =  i dr.), a problem se 

poveĺavao i pri dijeljenju brojeva u svrhu odreĽivanja broja ploļica (npr. 90000:905 101=  ploļica; 

900:125 8=  ploļica; 9:2.25 7.8=  ploļica i dr.). Osim navedenih proceduralnih problem, mogu se 

uoļiti i mnogi konceptualni problemi sudionika. Prije svega, odabir krive formule govori o 

nerazumijevanju koncepta povrġine i pravokutnika i kvadrata. Pored toga, dio sudionika je umjesto 

formule za ploġtinu koristio formulu za opseg (npr. 2 2P a b= + ) ġto ukazuje i na problem brkanja 

tih dvaju koncepata, a neki su ploġtine oduzeli umjesto dijelili. Nadalje, uoļava se nerazumijevanje 

koncepta dijeljenja (npr. ploġtinu hodnika dijeli duljinom ploļice, 29 :0,15 60m cm ploļica= ; ili 

ploġtinu hodnika dijeli opsegom ploļice, 290 :0,6 150m m ploļica=  i dr.; Slika 119). MeĽu onima 

koji su raļunali meĽurezultate (36 od 52, 69,23% u E; 17 od 34, 50% u K) tek manji broj je korektno 

odredio ploġtinu hodnika (10 od 36, 27,78% u E i 3 od 17, 17,65% u K), ali nitko od njih nije 

dijeljenjem ploġtina korektno odredio traģeni broj ploļica, upravo zbog prethodno opisanih problema. 

 

  

 
 

 

Slika 119. Primjeri nekorektnog procesa rjeġavanja 

 

Bilo je i sudionika koji su broj ploļica odreĽivali strukturiranjem i prebrojavanjem ploļica po duljini 

i ġirini hodnika (9 od 52, 17,31% u E; 14 od 34, 41,18% u K), ali su i oni do konaļnog rezultata imali 

raznih prepreka. Naime, neki su meĽurezultate zbrojili (npr. 40 10 50ploļica+ = ), neki su zbrojili 




















































































































