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3axBaJiHUIIa

Kao cTynenT ocHOBHUX CTyIMja HUCAM ce HaJjaJa Ja hy Hekajga outu gokTopan. Jlanac
nmaMm Ty cpehy ma, He camo 1mto caMm joktopan; Maremarnyakor dgakysnrera y Beorpamy, Beh
caMm u ucrpaxkubad-capaaauk Maremarnakor wacturyra CAHY. MaremMaTudku WHCTUTYT je
M3y3€THO MECTO TJIe CE PA3BUjajy MHOTe IPaHe MATEMATHKE, & TOCEOHO Ta jeTHA - MATEeMATHIKA,
qgoruka. VI3pasa oBe mucepralyje AyTryje MHOTHMA 3aXBAJTHOCT, 1A Ja KPEHEMO PEJIOM.

ITpe cBera, 3axBasbyjem ce MoM npodecopy Asekcanapy Josanosuhy (Asbornm), Koju BuIle
HUje Mehy Hama, Ha TOJIPIIIY U CABETUMA O YIIHCY JIOKTOPCKUX CTYIHja.

BaxBaspyjeM ce aupekTopy Marematudkor nHctuTyTa, 3opany OrmanoBuhy, 3a cBe Mo-
ryhHOCTH KOje je mojp2Kao Kako OMX CTeKJia INTO BUIlle MCKycTBa u BaH rpanuna Cpouje.
BaxBaJjbyjeM ce Ha YJIOXKEHOM TPY/y U BpeMeHYy KOje je yBeK HaJla3uo 3a pajl Ca MHOM.

3a Moj npBu HayuHU paJl 3axBasbyjeMm ce 3opany llerpuhy koju je MoTUBHCAO 3ajeTHIYIKE
pazoBe ca Miagenom 3ekmheMm. 3axBaJbyjeM ce Takohe m Ha TOMe IITO je ox MaTeMaTudkor
WHCTUTYTa HAIPABUO JPYTHU JOM 3a MEHe T/le YBEK MOTY Jia padyHaM Ha IPUjaTe/bCTBO, CaBeTe,
00jalllbemhe U CTPIJbEHHE.

Ba mocebny armocdepy kabuuera 502 3axBasbyjeM ce MJIAJIOM JIOKTOPY MaTeMaTuke, Oy-
nyhem oy m mom mpujaressy Mianeny 3ekwhy. Bua cam Te cpehe na 3amouneM paj y
MaremTuukom uHCTUTYTY Kajia u Mirajen. 3axBajiHa caM My HA HECEOMYIHOM JI€/berhy 3Ha-
Iba U UCKYCTBa, a MOCEOHO HA CTPIBEIbY Ja YUTa W UCIPABU MHOTE I'PEITke MOT Op30ILIeTOr
KyIKarba JrcepTanyje. 3axBajHa caM My Ha CBUM KOPaIMMa KOjé je MCKOPaduo Mpe MeHe W
caBeTHMa KaKoO J]a U ja HACTaBUM JaJbe.

Benuky 3axBaJiHOCT 3a MOje TIPBO paJIHO MECTO, Ka0 MCTpaKMBad-mpunpaBHuk Marema-
TUYKOI MHCTUTYTa JIyryjeM MOM mpBoM MeHTOpY, Hebojmu UkommHoBrhy, Koju me je mpe-
JIJIOYKUO 33 OBO MeCTO. XBaJia 3a CBaKy KOHCYJITAIU]y, a OMJIO UX je MHOrO, M3 IIPeIMeTa
MaremaTndka JIOTUKa Y padyHApPCTBY, Ha KOjJUMa CaM HAY4YHJIa OCHOBE MAaTEMaTUYKe JIOTUKE
KOje caM KOPHUCTHUJIa TOKOM IIeJIOT MCTPaKWBama. 3axBasbyjeM ce Takohe W Ha CBUM KOMEH-
TapuMa M CaBeTHMa TOKOM IIHCAamha OBE Te3e.

W na xpajy, 9OBeK KOju je KHJOMeTpuMa OMO JajeKo OJ MeHe, a WUIIaK yBeK Ouo Ty,
3axBaJbyjeM ce MoMm jpyrom Mmentopy, paramy lomepy. 3axBajna caM 3a MHOTe Hjieje
U HaydIHE PaJIOBE KOje CMO 3ajeHO MPOU3BEJM, aJd W BUIIE OJ TOra. J3axXBajHa CaM Ha
TOME IIITO M€ je Hay4Ino W KaKO OMTHU MUCTparKuUBad y HAYIU, KAKO OJIPXKATH IIpeIaBatbe 3a
15 MuHyTaA, KAKO HAITPABUTHU CABPIIEHY ITPE3EHTAIN]y, KAKO MOIMPABUTH CAMOIIOY3/1amke U Ha
MHOTHM JIPYTHM CTBapuMa Koje Cy YTHIAJIE /1A JaHaC TMUIIEeM JUCEPTAIN]y. 3axBaIHa CaM Ha
BEJINKOM CTPIBEHY KOj€ je UMaO CBE BPEMeE Y pajly ca MHOM.

3axBaJsbyjeM ce MOjUM IPUjaTe/bUMa Ha IMOPIIIIN U TO3UTUBHOj €HEPIUjU TOKOM CBUX OBUX
roguHa. IlocebHo ce 3axBabyjem Emeny KameranoBuhy Koju je BuIle myTa InTa0 MOje PaIoBe
KaKoO OM MpOBEpUO J1a He HeJlocTaje HeKOo the. XBaJia T Ha pa3yMeBaiby MOJUX UPAITMOHATHUX
cTpaxoBa U Ha ybOehemy J1a 3HAM €HIJIECKU.

W mapasno, He Oux mucaJja oBy Te3y 0e3 IMOJPIIKE CBOjUX PoauTe/ha Koju Beh rybe cTp-



IUbEIbE 3a JaH oji0paHe. XBaJjia BaM Ha CBEMY IITO CT€ MU OMOTYNMJIH Jia JlaHac OyJieM OBO
mTo jecam. XBaJjia MoM Opaty Papucy KOju OJp:KaBa HAIIETOCT y TAKMUYEHbY- KO UMa BUIIE
JuIioMa. XBaJjia MOjoj cecTpu Puasiim 3a MOTHMBAIM]y TOKOM cTyaupama. Hajsurne xBaJia
M0joj cectpu Mepjem Ha HeceOU4IHO] JbyOaBU KOjy MU MPy2Ka ca xpomo3omoM Buite. U 1a,
XBaJla MOM /JIe[I1 Ha CBUM OJIMT'PAHUM MMapTHjaMa PeMuja y KOjJuMa caM ce Hay4dusia CTPIJbEmY.
Boauwm Bac.

3a kpaj, 3aXBaJbyjeM ce WIaHOBUMA KOMUCHjE KOjU Cy JIOPIUHEH A Ce TEKCT JIUCEePTaIje
yHaIpe I U yIOTILYHHU.



3a Mepjem



HacaoB mucepranmje: Jloruuko mojesoBaibe Dajecujancke Teopuje MoTBphuBamba

Pe3ume: Ilump oBe auceprainuje je m3rpa/iiba JIOTUKa ca MUbeM Ja ce dopmansyje Oa-
jecujancka Teopuja norBphuBama. Kao TakBa, cama TeMa OBe JUCEpPTAllje je U3 00JIACTH
BEPOBATHOCHUX JIOTUKA.

V bGajecujaHCcKO] TEOpUjU PA3JIMKYjy Ce KBAJUTATUBHU U KBAHTUTATUBHU I10jaM TOTBphu-
Bama. [Ipema mpBoM o7 oBa sBa mojma, norahaj £ BepoBarHOCHO TOTBPhYje apyru norabaj F
akKo je ycsoBHa BepoBaTHOha morabaja F' (ca ycaoBom E) Beha on 6e3yciioBre BepoBarnohe.
Ca npyre crpaHe, KBAaHTHUTATHBHU MPUCTYI U3ydaBa y KoM cremeHy F morsphyje F', mro
ce dopMau3yje Mepama pese8aHHOCTLY TIOTBphuBama, OuHapHuM (yHKIHjaMa ca apry-
MmeanTuMa F u F'. Kapuan je kopucTtuo 1mojaM crereHa IOTBphuUBama Kao OCHOBHHU TI0jaM 3a
dbopmasHu anapaTr WHIyKTUBHE JIOTHKE.

['ytaBam pe3ynraTtu OBe JmcepTallfdje Cy BEPOBATHOCHE JIOTHKE Ca OlePaTOPUMa IMOTBP-
buBama Koju oJjiroBapajy moctojehmM Mepama peIeBaHTHOCTHU U3 JIMTEPATYPe, U TEOPHUjCKa
TBphemwa Be3aHa 3a Te JIOTHKe, MOIYT TeopeMa JIeAyKIje U MOTIYHOCTH, Ka0 U Pe3yJTaTh
OJJTyYMBOCTH. 3HAaYaj pa3BOja OBUX JIOTUYKHX CHUCTEMA, CEM Y JUPEKTHOj (popMan3aIuju
BasKHUX 0ajeCHjaHCKUX IOjMOBA, JIEXKW W Y FHbUXOBO] M3PAXKAJHOCTHU: 3a CBAKY MeEpy peJie-
BaAHTHOCTH KOja he ce jjorudku (popmMaan3oBaTu, JOOUjeHU JIOTUYKH je3WK je JTOBOJHHO OoraT
Jla ce€ Y HBeMY MOTrY MU3Pa3uTU MHOTH OCHOBHU OIEPATOPU BEPOBATHOCHUX JIOTUKA W3 JIUTE-
paType, Kao IITO Cy ONEPATOPU CTaHapJHE BepoBaTHOhe, KBAJUTATUBHE KOH(MUPMAIje H
HE3aBUCHOCTH. Pe3y/Taru MOTIYyHOCTU OBUX JIOTUYKHUX CHCTEMAa CYy M3BEIEHU Y OIHOCY Ha
CTaHJAP/HY KJIaCy MEPJbUBUX MOJEsa, KOju ce cacToje oi KpunkeoBux cTpyKTypa y KOjuMa
je penanuja JTOCTUKHOCTUA 3aMEEHA BEPOBATHOCHUM IIPOCTOPUMA KOJUMA je CBAKU MOryhu
cBeT CHaO/IEBEH.

Hpyru neo guceprtaligje mocBeheH je JUHAMHYKOM ACIEKTY MOTBPhHUBaa y CMUCITY 14
IpaTUMO KOJIMKO peaJjiu3alinja HeKor jorahaja yTude Ha peasjusaiujy Japyror jgorabhaja y Oy-
nyhaoctu. YV ckjamy ca THM, Yy OBOj JAUCEPTAIUjH PA3BUJIA CMO JIOTUKY Ca pa3rpPaHaThM
BPEMEHOM Ca BEPOBATHOCHUM OllepaTopuMa MnorBphuBama. Pesyaratu nmpBor jesa yCIerHo
cy MoaudUKOBaHU JIa ce JI00uje pe3y/ITaT MOTIYHOCTH OBE JIOTHUKE.

Kibyune peun: Beposarnocue joruke, Temmnopadiae jioruke, Omiayausoct, [lormynoct, Cre-
ern noTBphuBama, VHpuHNTApHA aKCHOMATH3AIIH]a.
Hayuana objsiacT: Maremaruka

VYxka HaydHa obJjiacT: MaremaTndka JOTUKA,



Dissertation title: Logical formalization of Bayesian concepts of confirmation

Abstract:

The goal of this dissertation is to develop logics with the aim of formalizing Bayesian
confirmation theory. As such, the very topic of this dissertation is in the field of probabilistic
logic.

In Bayesian theory there are qualitative and quantitative concepts of confirmation. Ac-
cording to the first of these two terms, the event E probabilistically confirms the second
event F' if the conditional probability of the event F' (with the condition E) is greater than
unconditional probabilities. On the other hand, the quantitative approach studies the degree
to which E confirms F', which is formalized by relevance measures of confirmation, binary
functions with arguments E and F'. Carnap used the notion of the degree of confirmation as
the basic term for the formal apparatus of inductive logic.

The main results of the dissertation are probabilistic logics with operators of confirma-
tion that correspond to existing measures of relevance from the literature, and theoretical
predictions related to these logics, such as deduction and completeness theorems, as well as
decision results. The importance of the development of such logical systems, except in the
direct formalization of important Bayesian concepts, lies in their expressiveness: for each
measure of relevance that will be logically formalized, the resulting logical language is rich
enough to express many basic operators of probabilistic logic from the literature, which are
the operators of standard probability, qualitative confirmation and independence. The com-
pleteness of these logical systems is proven in relation to the standard class of measurable
models, which consist of Kripke’s structures in which the accessibility relation is replaced by
a probabilistic measure defined over all possible worlds.

The second part of the dissertation is about dynamic aspect of confirmation in the sense
that we monitor how much the realization of an event affects the realization of another event
in the future.

Accordingly, in this dissertation we constructed a branching-time temporal logic with ac-
tions and probabilistic confirmation operators. The results of the first part were successfully
modified to obtain the completeness result of this logic.

Keywords: Probabilistic logic, Temporal logic, Decidability, Completeness, Degree of con-
firmation, Infinitary axiomatization.

Research area: Mathematics

Research sub-area: Mathematical Logic
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YBOI

Tema oBe JIOKTOpPCKe ucepTaliyje jecTe JOTHYKa (popMaJin3aliija KBAHTUTATUBHUX I10j-
MOBa DajecujaHCcKe TeopHje MOTBphuBama IPUMEHOM TEXHUKA MaTeMaTUJIKe JIOTUKe. 3a CaMmy
Ty dpopMaIn3aIinjy KOpUuCTUMO HEKJTaCUIHEe BEPOBATHOCHE JIOTUKE KOje CY yTeMeJbeHe Ha Teo-
pujaMa KJjacU4IHe MaTeMaTudke Jioruke u BepoBaTnohe. [IpmrarohaBarme TexHUKa KIaCUTHE
JIOTUKE 3a PEe30HOBalh€ MCKa3a ca BepoBaTHOhama 3ajaje morerrkohe y dgpopMmupaiby je3uka
" aKCHOMATCKOI' CUCTEeMa, U JOKA3UBaby I'JIABHUX TpreH)a Kao mTO Cy HOTIIYHOCT W OJJIy-
YUBOCT. Y OBOM pajly, HpejicTaBuheMo BUIlE BEPOBATHOCHUX JIOTUKA, W 3a CBAKYy OJ HHUX
peacTaBuNEMO pe3ysTaTe MOTIYHOCTH U OJIJIY IUBOCTH.

Kpo3 ucropujy, Teopuje MmaremaTndke JOTHKE W BEPOBATHONE Cy Ce YeCTO IMPEILIUTAJIE.
3ammpaBo, OKYIIaBaJjo ce Ja ce Teopuja BepoBaTHohe 3acHyje Ha JIOTMIKAM OCHOBaMa, a Ta-
KoDhe cy mcTpazKuBaHe M JIOTHKE Yy KOjUMa e MCTUHUTOCHE BPEIHOCTU (POPMYJIa HM3ParKaBajy
BepoOBaTHOCHUM Mepama. MehyTum, cam movuerak crBapama BEPOBATHOCHUX JIOTUKA HACTAO
je cpeaunoM 80-TUX rojuHa paJioBUMa n3 00JIACTH BelTadke nHTeaurennuje. [Ipobem u3-
goherva 3aKLYUKa MG 0CHOBY HEUOTLUYHOZ 3HAHA je YjeHO OMO M MHCIIUPAInja HACTAHKA OBE
HEKJIACHYIHE JIOTHKE.

BepoBatnocue Jsiornke unak mMajy m HemTo panuje Kopene. Jorn je Busxesm Jlajomwy
(Gottfried Wilhelm Leibnitz 1646—1716) nokymiaBao ja JIOTUYKUA 3aCHOBAH IMOCTYTAK IIPHU-
MeHHn y Bepudukanuju TBphema u3 Teopuje BepoatHolie [63]. Hakon Jlaj6numa, camaanm
npobsieMuMa GaBHIIM Cy Ce W jOIll MHOTH Ipyru Maremarundapu, Jakob Bepuymm (Jacob Ber-
noulli 1654—1705), Ayrycryc e Moprau (Augustus De Morgan 1806-1871), Tomac Bajec
(Thomas Bayes 1701-1761) u npyru, a noce6uo Ilopy Byn (George Boole 1815-1864) (32,
63]. V [5] Byxn npoydasa oHOC JIOTHUKOr padyHa U padyHa jgorahaja koju cy jgaHac cxpahnu
Kao JIe0 Teopuje BepoBaTHONE.

Axcunomarcku npuctyn BepoBarHohu npsu je yBeo Aujpej Kosmoropos (Andrei Niko-
laevich Kolmogorov 19053-1987) [45]. IlpeacraBuo je axcmomaTcKe CHCTEME 33 KOHATHO-
aJMTUBHY BepoBaTHONY W 3a o-aauTueHy BepoBarHohy. ®Puiozod, Pynond Kapuan (Ru-
dolf Carnap 1891-1970), Teopujy BepoBaTHOhe je mocMaTpao Kao IPOIIUpere Joruke |7, 8.
[Tokymasao je ma BepoBaTHONY 3aK/bydKa, KA0 OOMYHO 3aKJbyYUBAIbe, CBEJIe HA U3BODEme u3
cHHTaKCHe (DOpMe apryMeHaTa 3ak/byunBamwa. Hberos paj nacrasuo je Xanm [andmvan (Haim
Gaifman 1934) xoju y [30] omucyje jeJHy BHIIEBPEIHOCHY JIOTUKY y 9HjeM je3WKY ce TOja-
BJbYjy BEPOBATHOCHU OIEPATOPU. ¥ BUIIEBPEJTHOCHUM JIOTUKAMA, IMOCTOj€ MCKA3U KOjU HUCY
HU Ta9HW, & HA HeTadHu, Beh nMajy Heku apyru craryc. Vneja qa ncruHUTOCHA BPEIHOCT UC-
Ka3a IMPeJICTaB/ba U caMy BEPOBATHONY MCKa3a oMOryhumiia je HaCTaHAK MHOTUX HEKJIACHIHUX
joruka Mehy kojuma je Hajnomnysiapuuja ¢ha3u JIOTUKa IJ1e Ce MHTEPIPETAINja NCKA3HUX CJI0BA
neduHuIe Ipeko peasHe dyHKIUje duje BpenHocTH jecy y maTepBaiy [0, 1]. Osa joruka je
BeOMa, 3aCTyIUbeHA y BerTadkoj uaresureniyju [19, 66]. Melyum, ucruaurocue BpegaocTn
MCKa3a He Mopajy OuTu u BepoBaTHOha MCKa3za.

HajBaxkauju nampemgak y BepoBaTHOCHOj Jiorniim HakoH Jlajonuria m Byna, 6uo je pan
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Kucnepa (Howard Jerome Keisler 1936) [44]. On yBoau BepoBaTHOCHE KBaHTU(hUKATODE
obmuka Px > r, rue dopmyisa obsuka (Px > r)®(x) nma 3uademe Ja je BepoBarHoha cKyma
{z : ®(x)} Beha ox r. Morusucan Kuciaeposom norukom, Xysep (Douglas Hoover) y [41]
YBOJI BEPOBATHOCHE CTPYKTYpe U J0Kasyje pedynrar normynoctu. Comanoct usmely Bepo-
BATHOCHUX JIOTUKA U MojajHux joruka ysuba Xamouuu (Charles Leonard Hamblin) koju y
pajy [37] yBomu BepoBaTHOCHM MOmaJHU oneparop P.

Y [31] Xawmnepun ( Theodore Hailperin 1916-201/4) n3Bonu edukacas MocTyNak, 3aCHO-
BaH Ha MeTOoJaMa JIMHAPHOI IpOorpaMHpamba, 3a Jo0ujame Hajoo/bnx Moryhmx rpanuma 3a
BepoBaTHOhe nckasuux dopmyna ¢(Xi, ..., X,) ako cy nosnare seposarHolie 1mojeMHATHIX
nordopmyna Xq,..., X,.

Cpenunom 80-THX pacTe MHTEPECOBAI-e 32 BEPOBATHOCHE JIOTHUKE 300r BeJIMKE IPUMEHE Y
pemasamy IpobJeMa O 3aKJbydyBalby y IPUCYCTBY HEM3BeCHOCTH. Vlcraxkmpaduu u3 06JacTh
JIOTHKE, BelTade WHTeJHUreHnuje u MH(OpMaTUKe pa3Bujajy pasHe (OpMaJiHe CUCTEMe 3a
pe3oHOBame BepoBaTHohe [2, 26, 34, 40, 54].

BepoBartnocue joruke Koje Jlanac mpoydaBaMoO 0aBe ce MCKa3uMa KOjU CaJIp:Ke I0jaM Be-
poBaTHOhE JMOK MCTHHUTOCT (POpMyse ocTaje OMBAJIEHTHA, OTHOCHO WaYHA WIH HEWAYHA.
OBakBe JIOTHKE Cy 3aIllpaBO jeHa BPCTA MOJAJHUAX JIOTHUKA, T/Ie C€ BEPOBATHOCHU OMEPATOPU
MOHAINA]y CJAWYHO Kao M MOJIAJTHU, aJIU je Y CEMAHTHUIIA peslalfja JTOCTUXKHOCTU 3aMerheHa
BEPOBATHOCHOM MePOM HaJl CBETOBUMA, IIITO NeMO MPEIU3HO OIMUCATH KPO3 PaI.

Cama nmcepralidja je mojie/beHa y TpPU IVIaBHA TOIJIAB/bA U je/laH JI0JaTaK. ¥ MPBOM IIO-
[JIaBJbY OBE JucepTanmje mpejacraBuhieMo UCKa3He BepoBaTHOCHE joruke LPP, u LP P [54],

kao u joruky LPP; [10]. Jesuk oBux Joruka je uctu u momohy mera ce Mozke (hopMaan30Ba-
2

TH pedenuiie obsmka "BeposaTrnoha o « je 6ap %” y3 nomoh BepoBaTHOCHUX oneparopa Fx,.

Paznuke mehy muma jecy Te /1a BOIUMO padyHa KaJga MOXKEMO IPUMEHUTH BEPOBATHOCHE OIIe-
partope, IITO BUXOBY CEMAHTUKY YMHU pa3andauToM. [{usb oBe qucepraliyje jecTe mpoIupemne
OBUX MCKa3HUX BEPOBATHOCHUX JIOTMKA KaKO Ou ce popmasim3oBaja Teopuja MOTBphHUBAIbHA.
306or Tora, y MpBOM IIOIVIABJBY, JAETA/HHO Cy MTOKA3aHU PE3yJITATH KOPEKTHOCTH W jaKe TOT-
IIYHOCTU 3a CB€ TPH JIOTUKE, KA0 U PE3yJITATU OJIyIMBOCTHU, jep Cy TO W JIEJIOBU TJIABHUX
pe3yaTara oBe Te3e. KapaKTepuCTUYHO 3a BEPOBATHOCHE JIOTUKE j€ TO IITO 3a HUX HE BaXKHU
TeopeMa KOMITAKTHOCTH (aKO je CBaKM KOHAYaH IOJCKYIT HEKOr CKyma (GopMya 3a0BOJbUB,
OHJIA je W 1e0 CKyII 3a710Bo/buB). Ilocienuia HEKOMIAKTHOCTH je Ta Jia AKCHOMATCKH CHCTEM
He MOXKe OUTH KOHAYaH M jaKo MOTIYH (CBAKM KOH3UCTEHTAH CKYIl (OpMyJsia UMa MOJE).
Kako 6ucmo npeBazumnum taj mpobJieM, aKCUOMATCKUA CUCTEM, KOjU je UCTU 3a CBE TPH JIO-
ruKe, caJpKu nHUHUTAPHA [IpaBUjIa U3BOhema Koja omoryhasajy JI0Ka3 jake MOTIIYHOCTH.
Ilocneamu 1eo oBor moras/ba MOCBeheH je mpoIupemhy N3KACHUX BEPOBATHOCHUX JIOTUKA HA
BEPOBATHOCHE JIOTUKE MPBOT pejia, U 3a TaKBe JIOTUKE JIeTa/bHO Cy JI0Ka3aHa TBpDema jake
MIOTITYHOCTH

[Tojam wowephusarva Be3syje ce 3a oaHOC U3Mehy HeKe Xuiorese n ycjaoBa. Kaxkemo jia
ycaoB norBphyje xumore3y ako je ycjaoBHa BepoBaTHOha xumnorese (y3 ycios) Beha oj Ge3y-
cyioBHe BepoBarHohe came xumoresde. Y Kmusn |7] Kapuan pasimukyje HEKOINKO CEMaHTUIKN
pasimunTa 1nojMa morBphuBama. Mehy muma je npenactaB/beH U KGAHWUWAWIUSHY TTOjaM
norBphuBama Koju je dopmammzosan dyukmujom ¢ rue je ¢(A, B) = r, r € [—=1,1], rue je A
xurore3a a B yciioB. Jpyro morsiasibe oBe Te3e je mocseheno dpopmainzainjun OBOr KBAHTATA-
THBHOT TI0jMa OTBphUBamba TJie je cTeneH MoTBphuBamba MpeJICTaB/bLEH TOMONY Mmepe pasauke,
1j. Baxku c(A, B) = u(A|B) — u(A). Bampaso, y 0BOM eIy IPEJICTAB/bAMO CBa IPOIIHPEHHA,
JIOTMKa W3 IPBOT MOIVIaB/ba HOBUM BEPOBATHOCHUM OIlepATOPUMa MOTBphUBama OOJMKA Cs)
" cg,. Kao m mpe, mokasyjemo mcra TBphema Koja cy 3HaUajHA 32 BEPOBATHOCHE JIOTHWKE,
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VBOJ

KOPEKTHOCT, jaKy MOTIyHOCT u ojuryanBocT. OBe JIoruKe cy npukasaHe y pagosuma |13, 12].
Ha kpajy oBor noriyiaBsba mpejictaBuheMo peCTpPUKIIHjy JIOTUKA Ca OllepaTOpuMa IOTBphuBama
rJie ce OrpaHrvaBaMo Jia Cy BEPOBATHOCHE MEPE y CEMAaHTHIU ITOMEHYTHX JIOTMKA KOHATHOT
KogoMmeHa. To ce Moke mocMaTpaTH M Kao NPOIINDEE JIOTHKE LPPQF ")y [54]. 3a ose
JIOTKE TIOKa3yjeMO MOTIIYHOCT KOHAaYHEe aKCMOMaTHU3alIlHje.

Tpehe nornasspe pucepraiyje ce 6aBu MPoOOIEMOM TOTBPHUBAGA Y IUHAMUIKOM ACIIEKTY,
rIe oMoryhasamo jia mpaTuMoO KOJIMKO HEeKH jorahaj yTude Ha UCIyHeme JApyror jiorahaja y
BpeMeHy. ¥ Ty CBPXY KOPUCTUMO IIPETXO/THO JIOOMjeHy BEPOBATHOCHY JIOTUKY Ca& OIepaTOpUMa
oTBphUBama y KOMOMHAIMU ca TEMIIOPAJTHUM JIOTUKaMa. TeMIopaJiHe JIOTUKE Cy JIOTUKE 3a
IIPEJICTaB/babe UCKA3a Ca IIOjJMOM BpeMeHa. JeaHy BPCTY TEMIIOPAJJHUX JIOTUKA YHHE TEMITO-
paJiHe JIOTUKe ca Pa3rpaHaTUM BPEMEHOM y KOjuMa CMaTpPaMo Jia CBAKM BPEMEHCKU TPEHYTAK
MOYKE BOJIUTHU JI0 PA3JUIUTUX NOTeHnujaHux Oyayhuoctu. Barm oBy Bpery TemmopaHux
JIOTUKa KOPUCTUMO 33 CTBapaikheé HOBE BEPOBATHOCHO-TEMIIOPAJIHE JIOTUKE Ca OlepaTopuMa
norBphuBama. MehyTum, y oBoM Jesry ce He 6GABUMO CTAHIAPIHOM TEMIIOPAJIHOM JIOTUKOM
ca pa3rpaHaTHM BpPeMeHOM, Beh HeHUM IPOIIUPEHeM Y KOjeM akipjama obesiezkaBaMo aK-
TUBHOCTU Koje ce morabhajy msmely aBa BpeMmeHcKa TpeHyTKa. Vmeja 3a HacTaHak OBaKBe
TeMITOpJIaHe JIOTHKE ca aKIijaMa IPOu3nia3u u3 pajosa (69, 68|. Y osum pagoBuma ayTopn
Cy Pa3BHJIU JIOTUKY Ca aKIMjaMa U MPeIyCJIOBUMA 3a UCIYIHEIhe aKInja y pa3rpaHaToM Bpe-
MeHY, KOja je CEeMaHTUIKH CJIUIHA JIOTUIM KOjy MU KOPUCTUMO. Ta JIOTHKa ce TOKa3aJia BeoMa
KOPHCHOM Y BeIIITAYKO] NHTEJUTEHIIN]U 32 aKypHUpame INIAHNPAaHnuX akiuja y oOymayhaocTn Ha
OCHOBY TPEHYTHO JOCTYIHUX Iojartaka. MehyTum, moganu Ha OCHOBY KOjUX Ce BPIIU axKy-
puparbe y TOj JIOTUIM MOTY OUTH TAYHU WJIU HETAYHU. Y IPABO KOMOMHAIMja OBAKBUX JIOTUKA
ca BEpPOBATHOCHHMM JIOTHKaMa OMOryhaBa MPUCYCTBO HEM3BECHOCTH MeDy mogamuMa. y OBOM
MIOTJIABJBY PAa3BUjaMO JIOTUKY KOja HaM OMOryhaBa Ja MpaTUMO KOJIMKO UCITYH-€HE HEKe aK-
nuje moeehasa BepoBaTHONY 1a Cy IIPELYyCTIOBU 38 HEKY JNPYTY aKIWjy UCIYEeHn y cieehem
TPEHYTKY.

[IpBu Ham pe3ynrar BEPOBATHOCHO-TEMIIOPAJIHE JIOTHKE Ca aKIMjaMa IPEICTABIHEH je y
pazay [11]. VY tpehem moriassby oBe Te3e HPONIMPYjEMO JIOTHKY OBOT PaJia Ca HOBHM OIlepa-
TOpUMa TOTBphUBama M3 JIPyror Mmorjaas/ba, U Kao U Ipe J0Ka3yjeMo TBphema KOPEKTHOCTH
U jaKe TOTILYHOCTH, Ka0 U Pe3YJITaT O/IyYMBOCTHU 3a jeJlaH bparMeHT oBe Haille Jjioruke. Me-
hyTum, y oBoMm Jiesty hemo nipesicTaBuTH caMmo jeJHy JOTUKY Koja je y ayxy LP P, BepoBaTHO-
CHE JIOTUKE, OJIHOCHO, IIPEJICTAB/HAMO JIOTUKY YV KOjOj HHUje JIO3BOJHEHO MEIIAhe TEMIIOPAJTHUX
dopmyna ca akiujama U BepoBaTHOCHUX (dopmysia. Kao m mpe, TeopeMa KOMIAKTHOCTU HE
BaXKM 3a TEMIIOpAJIHE JIOTHKE, ITO NeMO MJIyCTPOBATU IIPUMEPOM Yy OBOM IIOTJIABJBY, Ha U Y
AKCHOMATU3AIIMjU 3a TEMIIOPAJIHHU JIe0 nMaheMo WH(PUHUTAPHO ITPABUIIO.

Pezystar ofgmyunBocT 3a BEPOBATHOCHO-TEMIIOPAJIHY JIOTUKY Ca OIepaTopuMa MOTBphHu-
Balba jOIIl yBeK Huje ypaheH, 1ma je Ha Kpajy Tpeher nmorjas/ba OCTaB/HEH KA0 OTBOPEH ITPOOJIEM.

Crerten nmorBphuBama y JApyroM MOIVIAB/bY je TPEJCTaB/heH OMONY Mepe pasjiuke Tjie je
c(A, B) = u(A|B) — u(A). Mehyrum, mocroje u apyre Mepe 3a JedUHUCAKE CTENEHa TOTBD-
buama. Mwu cMo ce y pajy 6a3upasiv Ha HAjCTAHJIAPHU]Y, &JIU Y JIOJATKY OBE JIMCEPTAIllje
KOMEHTAPUIIIEMO KaKO Ce Hallle aKCMOMATCKEe TEeXHUKE MOTY aJalTUPATUA y CIyYajy JIpyror
n360pa 3a Mepy NnoTBphuBama. ¥ TaKBUM CJIydajeBUMa JUCKYTyjeMO O MOryhmm 3amenama
aKCHOMa M pe3yJITaTuMa KOju Taja Cleje.

CBa morJias/ba cajipKe HOBE pe3yJiTaTe KOju Cy 3alpaBo IJI0J] 3ajeIHUYKOT PaJia ca Ipo-
decopuma dparanom lomepom u 3opanom OrmanoBuhem.






I'maBa 1

Heke BepoBaTHOCHE JiOTUKE

Y oBoM moryiaB/by mpejicTaBuiieMo Tpu UCKa3He BepoBaTHOCHe Jjoruke. [IpBo hemo merasb-
HO IIPEJICTABUTH BEPOBATHOCHY Jioruky L PP, Koja je jeJIHO TpOIUpPehe KJIACUIHE MCKA3ZHE
JIOTWKE BEPOBATHOCHUM oneparopuma P-,.. ¥ oBoj joruru hemo pa3iankoBaTu JiBe BpcTe Ghop-
MyJa: uckadme opmyie Koje He cajprke BEPOBATHOCHE OTIEPATOPE, U 8EPOGATUHOCHE (POPMYAe
KOje caJip:Ke BepoBaTHOCHE oreparope. ¥ LP P, jorunu Huje JT03BOJHEHO MEIIahe BepoBaT-
HOCHUX U MCKa3HuX dopMmysaa. Ha mpumep KOHjyHKIMja MCKa3HE W BepOBATHOCHE (POPMYJie
uuje moryha. Takobhe, Huje M03BO/beHA HWTEpallMja BEPOBATHOCHUX OIEPATOPa, OJHOCHO 3a
Jobujame BepoBaTHOCHE (hopMysie onepaTop Fs, ce IpuMemyje caMo Ha MCKa3He BEPOBATHO-
cue ¢dopmyse. 3a OBy JIOTHKY JIeTAa/bHO NEMO TPEICTAaBUTH JI0OKA3 jaKe MOTIyHOCTH. Takohe,
nokaszahemo j1a je mpobJiem ojuryduBocTu KJace NP.

Hasme hemo mpejsicraButu mnporupewa L PP, moruke. IIpBo, muckyroBahemo o jorurim
LPPs y kojoj hemMo JI03BOJINTH MeIllamke UCKA3HUX W BEPOBATHOCHUX (POpMYyJia, TAaKO Jia he
CKYTI 2(bopMyJIaL ouTu HaICKyT cKytia ¢popmysta jgjoruke L P P;. Tlokazahemo j1a u y Tom ciydajy
BasKM jaKa IMOTIIYHOCT, U JIa IIPOOJIEM OJIJIyYMBOCTHU ocTaje y Kjaacu NP.

[IITo ce Tude cieneher nporupema, npeacraBuhemo joruky LPP; Koja je mporupeme
L PP, noruke, a u JIOTUKe LPP%. Y noruru L PP, 6uhe n0o3BO/beHA UTEPAINja BEPOBATHOCHUX
olrlepaTopa, OJHOCHO, Y OBOj JIOTMIIM oneparop P, MoxKe ce NPUMEHUTH KaKO Ha HCKa3He
Tako 1 Ha BepoBaTHOCHE hopmysie. Pesynrar jake moTiyHnocT Baxkuhe u 3a OBY JIOTHKY, JTOK
pobJieM OJUIyIMBOCTHU Bullle Hehe Outu y Kjaacu NP.

Ha kpajy hemo mnpejcTaBuT u MpOIIHPEHE JIOTUKE IPBOT Pejia BEPOBATHOCHUM OIEPaTO-
pUMa, CJIUYHO KAO MITO CMO YPAIMIA Ca KJIACUIHOM MCKA3HOM JIOTUKOM.

1.1 Jloruka LPP,

Y oBoM ofiesbKy TipejicTaBuheMo popMasHu je3uK u Kjacy mojena joruke LPP. Iloka-
zahiemo J1a TeopeMa KOMIIAKTHOTU HE BaKU 3a OBY JIOTHKY, U TUME OIpPaBIATH HEMOTyhHOCT
KOHAYHE aKCHOMATH3alldje. 3aTuM NeMo MPeaCTaBUTH WHPUHATAPHY AKCHOMATH3AIU]Y U J1e-
TaJbHO JJOKA3aTH TEOPEMY jaKe MOTIYHOCTH Y OJTHOCY Ha oJroBapajylie MepsprBe BEPOBATHOCHE
Mojiesie. Takobhe, mokazahemo J1a je npobsieM ojyuuBocTu joruke LP P, y kmacu NP.

1.1.1 CuHTakca m ceMaHTHUKa

Jesuk noruxke LP P, je jenHo pedbpojuBo MPOIIUPEHhe je3nKa KJIaCHIHe NCKa3He JIOTUKE U
cacToju ce oJ1 MpedPOJUBOT CKyIIa NCKa3HUX caoBa P = {p,q,r, ... }, ICKA3HUX BE3HUKA — U A\ U
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1.1. JIOT'MKA LPP,

BEPOBATHCOHUX omepaTropa Ps,., rje je r panmonanau 6poj uz uarepsada [0, 1]. dedunuremo
JiBe BpcTe (hOpMyJia OBE JIOTHKE:

Hedununnmja 1.1 (Uckasue dbopmyse). Ckyua gopmyaa y osnayu Forc(LPPy) je ckyu ceux
uckasnur popmyaa xoje ce dopmupajy jeduxom LPPy nozuke. (0O3nauasamo Gpouseonmy
uckasny dopmyay ca o,y (Y3 ungerce ykoauko cy aowpeoru).

Hedunununmja 1.2 (Beposaruocue dbopmyie). Ckyia Forp(LPPs) seposatunochux Gopmyaa
je HaJMary CKYU KOju 3ag060/606a:

e Axo je a uckazna dopmyaa, dopmyaa obauka Ps,. je seposatinocna dopmyaa.
o Axo cy ¢ u ) seposatinocre gopmyae, onga cy u —d u ¢ A1) eeposatuinocre hopmyne.

IIpoussonmny eeposatlinochy Gopmyay o3nauasamo ca ¢,V (Y3 ungexce ykosuko cy Gowpeo-
nu). Beposatinocne dopmyae obauka Ps.a nazusamo 6asuane BepoBaTHOCHE (DOPMYIIE.

Ckym cux dopmyna y osuanu For(LPP,) je yauja ckynosa Forg(LPP,) u Forp(LPP;),
U [IPO3UBOJbHY (DOPMYJTy JIOTHKe O3HAYaBaMo ca p u o (y3 MHIEKce).

Mozke ce puMeTHTH Jla KOHjYHKIIM]Y W HeTaI]y KOPUCTUMO Kao HpUMapHE BE3HUKE.
Ocrasie KjlacuyvHe UCKa3He Be3HUKE, V, — U <>, YBOAMMO Kao ckpaheHuiie Ha yobudajan
HA4YMH, IITO NeMO KOPUCTUTH U Y OCTAJIUM JIOTUKaMa OBOI' PaJa.

IToper moMeHYyTHX BEPOBATHOCHUX OIl€PATOPA YBOJAMMO M jOIII HEKE BEPOBATHOCHE OIlepa-
Tope ciaenaehum geduHAIT]jaMa:

P..aje =P, a,

Po.aje Poy_,—a,

P..a je " Poamn

P_.aje Ps,a N P a.

Ba Mozesne y KojuMma JeUHHUIIEMO 3Ha4deme (hpopMysia, OJHOCHO HUXOBY 3a10BOJBHBOCT,
KOpucTHMO mocebne KpunkeoBe Moziesnie KOju €y CJIMYHU MOJEIMMa MOJaJTHe Joruke (43, 42
46, 47|. Pasznuka je y TOMe IITO Ce yMeCTO pejialija JOCTUKHOCTU Yy MOJIEJUMa MOJIATHE
JIOTWKe KOPHUCTH BEPOBATHOCHA Mepa IMPOCTOPa Koja je j10/ie/beHa CBaKOM CBeTy Mojena. ako
dopmysie oBe JIOTMKe rOBOpe O BepoBaTHOhH, neduHHUCAIbEM OBAKBUX MOjesa, (popMyse u
Jlajbe UMajy CTaHIap/He UCTHHUTOCHE BPEIHOCTH, TadHO (true) n merauno (false).

Hedununmja 1.3. Beposatirocnu mogen je ciipyxwypa M = (W, H, p,v) zge:
o W je neupasan ckyu ceetwosa,
e H je anzebpa togckyuosa og W waxo ga
1. WedH,
2. ako A€ H, onga W\ A€ H, u
3. axko A,B€ H, onga AUB € H.

o u: H—|0,1] je xonauno aguiiuena mepa 2ge 6asicu

1. p(W) =1,



1.1. JIOT'MKA LPP,

2. (AU B) = u(A) + u(B), xaga 209 je AN B = 0.

o v: WXP — {true, false} je uckazna 8aryayuja K0ja c6aKOM CEETWY U CEBAKOM UCKAZHOM
CA08Y TUPUGPYHCYTE WAHHY UAU HETUAYHY UCTUUHUTLOCHY BDEGHOCT.

Penanuja 3amoBosbuBocTu ce nedunuine namehy monena u dopmyna LPP, noruke Ha
ciaenehun HavyuH:

Hedbunnnmuja 1.4. Hexa je M uapousdsomar LPPs-mogen. DPopmynsa p je 3agosonusa Yy
mogeay M, y osnayu M = p axo sasrcu:

o Axo je p uckasno caoso p onga M = p axko v(w,p) = true 3a cee w mogeaa M,
o Axo je p obauka Ps.a, onga M = p axko up({w e W | w ¢ a}) >,

e Axo je p obauxa —o, onga M = p axko M [~ o,

e Axo je p obauxa py A pa, onga M = p axko M = p1 u M = ps.

Ca ¢ osnauaBaliemo pesanujy 3a/10BOJbUBOCTH 3a KJIACHYHY MCKA3HY JIOTHKY. Basya-
[IFja y CBETY ce MPOIIUpyje Ha cBe uckasHe opMyse Ha yoOwdajaH HadWH. Y IIAJBY I10j€]I-
HOCTaBJbUBama HOTaIMje, o3Haunhemo ckyn ceeroBa {w € W | v(w, a) = true}, jeqrocTaBHO
ca [a]y. Momen M kaxkemo na je mepaué ako [aly € H 3a cBe a € Forg(LPP,;). Takobe,
nuiemMo [« ymecro ]y Kaga rog je M jacHO U3 KOHTEKCTA.

Hedbununuja 1.5. Popmyaa p je 3a710BoJbUBA aKko Uocioju mogea M y xojem je p 3agoso-
nmusa. Dopmyasa p je BajbaHa aKo je 3a4g06osusa Y c8um mogeauma. Ckya dopmyaa T je
3ag080HUE AKO UOCTLOJU MOGen Y Kojem cy cee dopmyae ckyua T 3agosonuse.

Ca Meas(LPP,;) o3naanhemMo CKyn CBUX MEDJBHBHX MOJEJA Uy JIAJbeM H3JIaramy OaBu-
hemo ce camo Kj1acoM MEPJBUBAX MOJETA.

1.1.2 KoMmmoakTHOCT

3a JIOTUKY Ka)KeMo Ja je KOMUAKWHG aKO 3a CBAKU CKyIl (opMysa je3mka Te JIOTUKE
BaKM J1a aKO je CBAKW OB KOHAYAH IMOJCKYI 3aI0BOJbUB, OHJIA j€ U I1e0 CKYII 33 0BOJHUB.
OBze hemo mokazaTu Jia MOMEHyTa TeOpeMa KOMIIAKTHOCTH He Baku 3a Harry LP P, JloTuky.
OnanocHo, uznokuhemo mpuMep KOju MOKa3yje Jia KOMIAKTHOCT He Baxku 3a LP P, a ucrtu
MPUMEP Ce MOYKE KOPUCTUTHU U 33 OCTaJIa MPOIIUPEHa OBE JIOTUKE.

IIpumep 1.1. Hexa je T cxyu
{~P-op} U{P_1p | n € N},

2ge je p uckasdno cao6o. 3a ceaku xonwavan togekyu T og T Goctioju najeehie k € N waxeo
ga P<%p € T'. Baucwa, aaxo je xoucwupyuca@v meprus LP Py-mogen My = (W' H' 1/ v")
y xojem je T' 3agosomus. Hewxa W' cagpotcu gsa ceettia, w u w', u nexa je H = P(W’),
gox mepa og w' usHocu k+r1, a mepa 3a ceewl w je kiﬂ, u mexa easicu v(w,p) = false,
v(w',p) = true. Caegu, p([p]) = k+r1 u My = T'. Mehywium, ne tocwioju LP Py mogea M
waras ga M,w =T, jep 3a cee m > 0 axo p([p]) = m, Gocwioju k € N @Waro ga < m u
M = P<%p. Axo je aax pu([p]) = 0 onga M = —P—op. Ha 06aj navwun 3auctia 36 cée KonauHe
aogekytose T og T saotcu ga cy 3agosonrusu, aru yeo ckyta T nuje. laxae, caegeha weopema
He sagrcy 3a nozuxy LPP;.



1.1. JIOT'MKA LPP,

Jenna o mocseauiia HEKOMITAKTHOCTH JIOTHKE jecTe Ta Jia aKCHOMATHU3alldja He MOXKe
HMCTOBPEMEHO OUTH KOHAYHA M KOPEKTHA U JIa BaXKM jaKa IMOTIIYHOCT. 3aMCTa, MPETTIOCTABUMO
Jla TIOCTOjU KOHaYHA akcruomaTu3alyja jJoruke L PP, 3a Kojy Baxku jaka notiryrnocT. Heka je T’
O6eckoHadaH CKyIl (hOpMyJIa IJIe je CBAKU HeroB KOHAYaH I10JICKYI 3a/JI0BOJBUB, JIOK caM CKy 1’
Huje. 300T jake TMOTIYHOCTH aKCHOMAaTH3allhje 3HaMOo Ja ckym 1’ Huje konsucrentan. Jlakie
3 ckymna 1" MoxKeMO u3BecTH KOHTpaukIiujy. Kako je akcmomaruzaruja KOHA4YHA, OHJIA je
T0 u3Boherme KoHauHo. Cremu ma mocroju KoHadaH mojckyn 17 ckyna T u3 Kojer MOKeMo
Jla M3BEJIeMO KOHTPAMKIIM]Y, 11a HU CKyTl 1’ HHUje KOH3UCTEeHTaH. 300I TeopeMe TOTIIYHOCTH,
KOjy CMO IPETIIOCTABUJIN JIa BaXKM, CJIeju Ja cKyln 1" Huje 3aJ10BOJbUB, IITO je Hemoryhe.

1.1.3 Ilormyna akcmomMarm3aliija

Cana hemo nmpencrasuT akcnomarcku cucreM Jjoruke LP P, y osnaiu Az(LPP,).

Czeme axcuoma:

A1) Cse uncranie KJIaCHIHUX UCKA3HUX TAYTOJIOIH]A.
A2 P)()CK

A3) Po,aa —» Posakamajer < s

A5
A6

(Pera A PogBA Poy(maV 2B)) = Popys(aV B)

(
(
(
(
(
(A6) (PgaAPeyf) = Pois(aV )

)
)
)
A4) P_,a — P«
)
)

IIpasusa uzsohera:

(R1) Uz {p,p — o} 3armyuurn o.
(R2) Uz « zakmyunru Psia.
(R3) U3 ckyna npemuca {¢ — P, 1o | k€ N,k > 1} sakmyuantn ¢ — P,

[Ipumerumo npBo jia y npasuiny R1 dopmyne p u o mopajy 6utu ucror tuma. JIpyro,
npumehyjemo mga Al mw R1 06e36ebhyjy ma je kyacudna mcKas3Ha Jorwka mojjoruka LPP,
goruke. Axcmoma 2 06e30ehyje ma je cBaka ¢opmysia 3aJ0BOJBHBA y CKYIy CBETOBa Oap
mepe 0. Akcmome 3 u 4 06e36ehyjy monoronocr mro hemo Bumern y reopemu 1.3.(h). Hok
akcuome 5 u 6 00e30ehyjy komauny agutuHOCT Mepe. IIlTo ce Tmue mpaBuiaa u3Bohema,
R1 je xknmacuuno npasuiio modus ponens. IIpasuiio R2 urpa yiory npauia Heliecutaiuje y
MmogasauM Jjiorukama [42]. U npasmwio R3 je jenno mHMUHATADHO MPABUIIO KOJUM Ce KayKe:
akKo je BepoBaTHOha opMmysie v MPOU3BOJHLHO OJIM3Y HEKOM PaIlMOHAJIHOM OpPOjy 1, OHJIA je
OHa yIIpaBO jeJHaKa T.

Hdedbunnnuja 1.6 (Toepema, noxas). Popmyaa o je Teopema, o03naveno ca Fayrpp,) o,
aKo WOCWOjU HU3 POPMYAIQ O, (1, . ..,y (A je KoHawan usu GUpebpojus opguHai), WaKas ga
ayx = Q U 3G €8 PopmMynse HuU3a «y, t < A, 8AINHCU GG CY UAU GKCUOMG, UAU gobujeHe U3
UPEWTOGHUL POPMYAG HEKUM TUPABUNOM U3BONHEIA.

Dopmysra o je uszsognrusa us ckytua T C Forppp, (T F Az(LPPy) Q) aKo ToCWoju Hu3
Popmyaa g, v, ...,y (A je Konawar uau Gpebpojue opgunas), WAKA8 ga je vy = o U 34
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1.1. JIOT'MKA LPP,

cee Popmyse Hu3a ; BANCU GG CY UAU aKCUOMeE, Uy dopmyse ckyua T uau cy gobujene us
UPEWTOGHUT POPMYAG HEKUM TPABUAOM u3dsoherva. Hus g, aq,...,« je noka3 gopmyae o
u3 cxyua 1.

Tuwemo = ymectio = a.(Lpp,) Kaga je jacro u3 KOHUWEKCA.

Hedunnnmja 1.7 (Kousucrenrnocr). Ckya gopmyaa T je Heronsucrentan ako T F L, y
CYUPOUWHOM je KOH3UCTEHTAH.

T je MaKCUMAaJIHO KOH3UCTEHTAH CKYI (MKC) Bopmyaa axo je KoH3ucteHnlar U 3ago60-
Sa6a:

e 3a ceaky Popmyary o € Forc(LPP,), ako TH a onga a €T u Psya € T
e 3a ceaky Popmyay ¢ € Forp(LPP;) eaocu ¢ € T uau —¢ € T.
Cama hemo mokazaTu J1a je HaIll CHCTEM KOPEKTAaH.

Teopema 1.1 (KopekrHocr). Axcuomaticku cuctiem Ax(LPPy) je xopexiian y ognocy Ha
kaacy mogeaa Meas(LPPy).

Jloxas. Heka je M € Meas(LPP,). Jloka3 KOpEKTHOCTH Ce CIPOBOJM TAKO IITO Ce MOKaXKe
Jla je cBaKa WHCTAHIA aKCHOME BaJhaHa (popMysia U jia mpaBuia n3Bohema dyBajy BajbaHOCT.

A1l Csaku cBeT Mojie/ia ce ca CTAHOBUINTA KJIACHUIHUX MCKA3HUX (POPMYJIa MOYKE CXBATH-
TH Kao je/laH KJIaCUYaH HCKa3HU MOJEJ, TaKO Ja y CBAKOM CBETY BaKe CBe KJIAaCU4He
TayTOJIOTH]E.

A2-4 OBo cy ocobune BepoBarHOla Koje Bazke y CBAKOM CBETY.

A5 Ilpermocrasumo jga M | Ps,a A P A Psy(—a VvV =), Hdakme umamo ga je p(la]) > r,
w([B]) = s, mok je mepa ckymoBa y kKojuma mctoBpemeHo Baxke « u (3 mepe 0. Ilo-
cMarpajyhn camMo CKymoBe ca IIO3UTHBHOM MEpPOM MOxKeMoO pelim na cy ckymnosu [a] u
(8] mucjyukrau. Ilpema nedununuju xonauno ajurusHe Mepe Baxku u([a] U [f]) =

p(lad) + u([8]) = min{l, s +r}.

A6 TIpermocrasumo na M | Po.a A P-gf. Haxue Baxu p(lo]) < r, p([5]) < s 1j. p(jaV
Bl) < plled) + pu((B]) <7+ s.

R1 IIpermocrasumo ja Baxu M = pu M = p — o amm we Baxu, M fEo. UB M =p— o
u M = o nobujamo ma M [~ p, ITO je KOHTPaAUKIH]A.

R2 IIpernocraBumo ma M | «, omHOCHO « BaxKkm y cBakom ceery mogesna M. Crenn
p(la]) = 1.

R3 Tlpernocrasmvo ga M = {¢ = P, 1o | k € Nk > 1}, Ako M £ ¢, Baxku M = ¢ —
P..a. Cana npermnocrasumo ja Baxu M | ¢. Tana je M |= P>T_%a 3a cBe k > %
Kopucrehin ocobune ckyna peajnux 6pojesa 3aucra Baxu M = Ps,.q.

]

Jormn yBek JiyryjemMo o0pas3iioKeme 3aIlTO aKCHOMATH3aIinja He MOXKe OUTH KOHAYTHA aKO
IM/baMO Ka jaKoj moTImyHocTH. lIpeTmocraBuMo 1a mocToju KOHAYHA KOPEKTHA aKCUOMAaTH3a-
nuja jgoruke L PP, 3a Kojy ce MoxKe Toka3aTu jaka norinyHoct. Heka je 1" GeckoHadaH CKyTI
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1.1. JIOT'MKA LPP,

KOjU HHUje 33J0BOJbUB, JOK jeé CBAKH FHErOB KOHAYAH TOJCKYI 3aJ0BO/bUB. 300T KOHAYHE aK-
cuomarTusaiyje, ckym 1’ HUje KOH3UCTEeHTaH CKyT 1a ce u3 1’ moxe m3Bectu L. 360r KkoHadHe
aKcroMaTu3salmje Mopa OUTH Jia je TAKBO M3BODEme KOHAYHO, OJHOCHO JIa ITOCTOjU KOHAYAH
nojicky of, 1" koju u3Bomu L, mro je nemoryhe.

3a moka3 jake moTmyHOCTH KopucTmhemo Momudukanujy KoHcTpykiuje Jleon Xenkuna
KOjy je mpemgtoxkuo y [39]. IIpso ce nokasyjy meke momohue Teopeme Mehy Kojuma, je u Teopema,
JIEJIyKITHje. 3aTHM Ce OIHCYje TMOCTYIaK KaKO Ce KOH3UCTEHTAH CKYIl MOXKE MPOIIUPUTH [0
MaKCUMAaJIHOT KOH3UCTEHTHOT CKYyTIa U KaKO ce Kopucrehn MakCuMaJsiHO KOH3UCTEHTHE CKYTIOBE
rpaju T3B. KaHOHCKE Mogesi. [lokasyje ce ma je Taj kaHoHCKE Mozen u3 Kiaace Meas(LPP;).
Kopucrehu cBe To Ha Kpajy nmoka3yjemMo J1a CBaKW KOH3UCTEHTAH CKYIl MMa MOJIEJI, U TO Oarr
Taj] KAHOHCKH MOJIEJI, TIITO je 3aIpaBo jaKa MOTIIYHOCT.

Teopema 1.2 (Teopema nenyknuje). Axo je T ckya dpopmyaa u p u o dopmyase ucioz TGuaa
OHGa BaNHCU
T.pFoakkoTF p— o,

zge T, p apegctiasna ckyu T'U {p}.

Jokas. Cmep mokasa 3/iecHa Ha JIEBO JUPEKTO BayKW NMPUMEHOM IpaBmiia m3Bohema R1. 3a
cMep JI0Ka3a CJIeBa Ha JIECHO KOPpUCTUNheMO TPaHCHUHUTHY MH/YKIIA]Y IO JIY?KWHH JI0Ka3a 3
0. Axo je myxkwHa J10Ka3a 3a ¢ 1, OHJA je wim o akcuoMa wian Baxu o € T uwiun o = p. U3
npBa jiBa ciay4daja kopucrehu Al mobujamo o — (p — o), 1j, T+ p — 0. Ako je p = 0 Baxku
TEp—p.

[IpernocraBumo cajia 1a je ayxkuna Jjiokasa k > 0 3a ¢popmyny o. Kao u npe moxke outu
Ja je o aKkcmoMa, UM je m3 cKyna I’ OJTHOCHO 0 = p, TIa ce y TUM CJIy9ajeBUMa, JI0OKa3 CITPOBO/IN
kao u npe. IIpermocraBumo j1a je popmysia o go0ujeHAa HEKUM ITPABUIOM U3BOheEHA.

(R1) ¥V cayuajy na je o nobujena npumenom npasuia Rl saxu T U {p} F p) — o nu
T U{p} F p. U3 nanykumjcke xunorese mobujamo I' F p — (o) = o) u T F p — /.
[Tpumenom Al saxu b (p — (p/ — o)) = ((p — p') — (p = o)), Tj. npumerom npasmra R1
nobujamo T' = p — o.

(R2) Pasmorpumo caja ciayuaj rue je 0 = Psia u nobujena je uz ckyna T'U{p} npumerom
npasmwia R2. ¥V Tom ciyuajy Baxku T, p F «. Kako je p u3 mpernocraBke TeopeMe Takohe
BepoBaTHOCHA (hOpMyJia I1a CAMUM TUM (¢ HE MOXKE€ HU Ha KOjU HAYUH OUTH U3BeJeHA W3
BepoBaTHOCHE hopmyite, oua Baxku 1" F a. OprocHo mpumenom npasmia R2 mobujamo

TF P)lOé,
TFp— Py (mpumenom Al u R1).

(R3) Pasmarpajmo caja ciaydaj Kaja je dpopmysina o nobujeHa npumeHoM npasuia R3.
IIpernocraBumo na je o obimuka ¢ — Pspa, nobujena u3 ckyna npemuca {¢ — P, 1o | ke

1 e :

N,k > -} Ilpema mHIYyKIMjCKOj XUIIOTE3H BazKM:
THp—(p— P>r_%a), sa cee k> 1.

Onya, TpUMEHOM KJIACHYHE UCKa3He JIOTUKE JT00MjaMo
TH((pAN@) — P, 1azacsek > 1.

IIpumenom mpasusia R3 3akibyayjemo

T+ (pAd) = Psa.
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Kopucrehu A1 u R1 nobujamo

TEp— (¢ — Psra)
TEHp—o.
O]

Teopema 1.3. 3a apoussonmne uckasne gopmyae o, B € Forc(LPP,) u 3a cee r u s sastcu:

(a) - Pspao — Psp(aV L).

(6) F P}r(OZ V J_) — P}r_‘_‘@.

(6) F P>TOJ — P>,ﬁ—|0¢.

(2) F Por(a = B) = (Pora = P, 3).

(9) Axo je a <> [ onga = Ps,a < P[5

(h) F Psyao — Psgar, axo r > s.

Jlokas. (a) 3uamo ga je b —a VvV =L, na npumenom npasuia R2 pobujamo F Psq(—aV —L).

(0)

(D)

U3 akcnoma Al u Ab Baku - Pogn Ll ub (Po,aAPsgm LAPs (maV—L1)) = P (aV.l).
Cana nmpumenom npasuia R1 gobujavo + P, — Psp(aV L).

Nucranne akcnoma A6 u Al cy - (P<i—(maA=L)APo——a) = Poy((maA—L)V—-a)
u b (ma A —=L)V ——a. [Ipumenom npasuiaa R2 pobujamo F Psq((—ma A —L) V =—a), 1j,
F =P ((maA—Ll)V-ma). Crora Baxku - (P (ma A —L) A Popmma) = (Poy((mae A
—1)V-==a) A =Py ((maA—Ll)V--a)), omgrocHo F (P (mae A= L) A Popm—ar) — L.
Bampaso, npumerom akcroma Al mmamo - Poy_.(maA—Ll) — = P,——a, 1j. F Ps(aV
1) — P—a.

U3 (a) u (6) mpumenom npasuia R1 nobujamo na Baku Ps.a — Ps,.—a.

U3 A6 Baxu b (P<y_,—~a A P.,.f) = Po(—aVB), 1j. = Psi_,—aV P,V Po(—aVp).
[Tpumenom uckasue Jjoruke jobujamo + Po.a V Ps,.fV —Psi(a — (). Kopucrehn
neduHMnMjy BepoBaTHOCHOT omeparopa P, u akcmome Al 3akspyuyjemo F Psq(a —
B) = (Pora — PspB).

Ono je mocsemuna kopaka (r). 3ampaBo, KakKo Baxku « <> S Baxu u a« — S u f — a.
ITa mobujamo Psi(ov — (), u npumenoMm kopaka (r) Baxu (Ps,.a — Ps,(3). Ciaudno u

3a dopmyiy S — a.

Cnemn nmupexktHoM mpumenoM akcuoma A3 u A4 u nedpurUIMja 38 BEPOBATHOCHE OIIe-
paTtope.
O

[Tokaxkumo cajia Kako 0be30ehyjeMo mpomupermne TPOU3BO/FHOT KOH3UCTEHTOT CKYyTa JI0
MaKCUMAaJTHO KOH3UCTEHTHOI' CKYTIA.

Teopema 1.4 (JIungenbaymosa teopema). Ceaku koHaucenmar ckya gopmyaa T ce moorce
UPOWUPUUU GO MAKCUMANHO KOH3UCTUEHTUHOZ CKYUA.
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1.1. JIOT'MKA LPP,

Jlokas. Hekaje {¢; | i =0,1,2,...} Habpajame cBux BepoBaTHOCHUX (hbopmyJia u3 Forp(LPP;)
u Heka je T CKyn CBUX KJIACHYHHMX CHHTAKCHHX rocJemuna ckyna 1. Koncrpyumemo Hu3
ckymnyosa 1,1 =0,1,2,... pekyp3uBHO Ha cJiejiehn navyum:

1. Tiy=TUTCU{Ps1a | « € T}.
2. 3acset =0

(a) Ako je ¢; xousucrenran ca T;, ouma Ty 1 = T; U {¢;}, y cynpornom
(6) Ako je ¢; obmuka ¢ — Ps,o, onma Tipy = T; U {—¢;,¢p — P.

IMO3UTHUBAH 110 OPOj TakaB Ja 1 — % > 0 u T;;1 je KOHBUCTEHTAH, Y CYIIPOTHOM

(8) Tixa = Ti U {~¢;}.
3. T = J°, T

%oz} rue je k

r—

[IpBo, kopucTehu Teopemy 1.2 mokasyjemo ma je ckyn 1™ mobpo peduHMCaH, Tj. MTOCTOjU
k m3 xopaka 2.0 HaBeJicHE KOHCTPYKIIHU]E.

Hexka je ¢; dopmyna ¥ — P.,a u Heka je ¢; HeKoH3ucTteHTHO ca 1;. Tama cieam ma
T, ¢; = L, ans Teopeme 1.2 nobujamo 7; = —¢;, oqaocuo 1; = YA-Ps,a. [laBaxu T; - =P ,a.

Cana mpermocrasumo na je T; U {¢p — P_._ 1 ('} HEKOH3WUCTEHTHO 3a CBe k, Tj. BaxKwu
T, U{y — P<,,_%Oz} - L. Ilonoso, npumenom Teopeme 1.2 nobujamo T; + ((¢p — P<r_%04) —
1), omHocuo Baxku T; ¢ A ﬂP<T,_%oz 3a cBe k. Jlakie moounu cmo na je T; P2T_%oz 3a CBe
k. Cnequ T; - T — P>T_%a 3a cBe k. Cazna kopurehu npasuiio R3 nobujamo 7; = T — P.,q,
onuocHo 1; = Ps,.a. KonTpaaukmuja.

Caenehe hemo nokazaru j1a je T MakcuMaJIHO KOH3UCTEHTHAH CKyTl. Jlako je mpumeruTn
JIa Cy CBH CKYIIOBU 1; KOH3UCTEHTHH, IIITO CJEIN U3 caMe KOHCTpyKIwuje. MehyTum, oBo He
UMIIMIUpa Ynmenniy ga je u 7% = |J) T, KOH3UCTeHTaH 360T HPUCYCTBa NHDUHATAPHIX
npaBmwia y akcuomaruzanuju. [lokaxkumo na je damn ckyn 7 MakKCHMAaJIHO KOH3UCTEHTAH.

N3 xkoucTpykiuje Beh ckym Ty 3a/10Bo/baBa IPBU yCJI0B U3 JeDUHUIN]e KOH3UTEHTHOCTH.
Kaxo je Ty C T™, npBu ycJioB JeduHuIM]je je UcnymeH u 3a ckyn 1. 13 ycioa Teopeme 1’ je
KOH3WCTEHTHAH CKYII, [1a, CAMUM THUM HE CaJPXKU CBe UCKa3He (OpMyJIe, a U3 KOHCTPYKIIH]je
BUJIMMO Jia HUA 1™ He caJpKu cBe (hopMy.Ie.

[Tokaxkumo cajia ja je T meIyKTUBHO 3aTBOPEH 3a CBE BEpOBATHOCHE (opMmysie, Tj Jia
CaJp:KM CBe CBOje BepoBaTHOCHE mocjeaure. To ce Moxke moKa3aTu KOpHUIINemeM WHLYKIIAje
10 Jy>KUHM JoKa3za. Jlakiie, mokaxkumo ako 1* F ¢ ouga ¢ € T*. Axo je ¢ uHCTaHIA aKCHOME
oHza ¢ € 1™ npema KoHCTpyKIuju 1.

R1 IIpernocraBumo ma cmo dopmysry ¢ mobuin npumenoMm npaswia R1. Heka je ¢ = ¢,
3a HEKO i, ) = ¢p u ¢ — ¢ = ¢, 3a weke k u [. Heka je cama m = max{k,l},
OHJIa, W3 WHIYKIUjCKE Xurore3e BaxKu Y, — ¢ € T,,1. Hakne, umamo T, 1 F ¢.
[Tpermocrasumo ma ¢ ¢ T*. Y Tom cmuciy, Heka je n = max{i,m}, taga 1,1 - ¢.
Axo je ¢ & T}, 1, TO 3HAYM J1a ¢ HUje H0/1aTO ¥ Kopaky ¢y ckym T;, IIITto 3naqu, mpema
koHCTpyKimju, ckyn T; U {¢} uuje kousucrentnan, tj. T; U {¢} F L. U3 reopeme 1.2
nooujamo 1T; - —¢. Takobhe Baxku T),11 F —¢ , ITO je y KOHTPAJIUKIMU CA IUFHEHUIIOM
na je 1,11 KOH3UCTEHTAaH.

R2 IlpernocraBumo sa cmo dopmyity ¢ mobuan npuMmenoM rnpasusia R2, onna je ¢ dbopmysia
obimuka Psia. IlpernmocraBumo ja Baxku 1 = ¢, na mopa outun 17" + «a. Kako je
« ucKasHa (popmysia, a IpUIAJare NUCKAa3HuX (hopMmysa je JedUHHCAHO Y KOpaky 1
HaBeJIeHe KOHCTPYKIHje, Mopa outn na Psia € T, oqaocHO Py € T™.
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1.1. JIOT'MKA LPP,

R3 IlpermocraBumo canma nma je ¢ = ¢; = ¥ — P.,a nobumjena nmpasmiom R3. Ilpema

MHJIyKIIMjCKOj XUIIOTe3U Baxku ¢ — P, 1€ T* 3a cBe k > % Axko ¢; & T, ouna

nmpeMa, Kopaky 2.0 mocToje mesu OpojeBu j u | TakBu Ja je j > % ny =P, o€l
J

u (¢ — Ps,a) € T). Hakae, nobujamo na je 1 A =P, € T}, 1j. ¢ € T). A 10 3HaYM
na 3a Heko ! > | mmamo

Y eTy
P, 1a €Ty (R1 mag ¢ — -P.,_1a € T)

P.._ia €Ty (Rl nan ¢ — P, 1o €T 3a cpe k>1)
J
Kourpaaukiuja ca yumenunom ja je 1y konsuctentan ckyil. Jlakie Baxu ¢ € T™.

W3 nenykTuBHE 3aTBOPEHOCTH CKyIla 1" MOXKeMO IOKa3aTu Ja je CKyIl KOH3UCTEHTAaH.
Bancra, ako je T* HeKOH3UCTEHTHaH, OHJa mocToju dhopmyiaa ¢ € Forp(LPP,) tako na T* -
¢ N\ ~¢. CamuM TUM TTOCTOjU 11€0 OPOj ¢ TaKaB Ja BaxKu ¢ A ¢ € T;, MITO je KOHTPAIUKIIH]A.

O

Y cnenehoj Teopemu dopmynucahemMo Heke OCOOMHE MAKCUMAJIHO KOH3WCTEHTOI CKYyIIa
Koje eMO KOpPUCTUTHU TOKOM IIEJIOT Pa/ia.

Teopema 1.5. Hexa je T* maxcumairno xonauctienwar ckyu. laga eastcu:
1. Axo p € T* onga —p & T*.

T* je gegykmiusro 3ameopen ckya, wj. axo 1™ = p onga p € T*.

pNANoeT* akkopeT* uoeT™.

AkopeT* up—o €T* ongauo €T

Cse weopeme upuuagajy ckyay T*.

Axo Ps,a €T ur > s, onga Pssa € T™.

NS St o e

Axo jer € QN [0,1] ur =sup{s: Pssa € T*} onga Ps,ac € T*.

Zlokas. 1. IlpernocraBuMoO cynmpoTHO, HEKa p € 1™ u —p € T™, Tama Baxku 1" = pu T
—p, ogHOCHO 1™ = L 11TO je y KOHTPaIMKIIUjU Ca IPETIOCTABKOM Ja je 1™ KOH3UCTEeHTaH
CKYTI.

2. Axko je p uckasna ¢opmysa, oHga TBpheme BaKu n3 came JepUHUIN]e MAKCAMAJHO
KOH3UCTEHTHOT ckymna. Heka je p Heka BepoBaTHOCHA (popmysia ¢. lIpermnocraBumo Jia
T F ¢u ¢ g T*. Tama nz nedpuHUIM]e MAKCUMAJIHO KOH3UTEHTHOT CKYIIa OHJA BaXKU
—¢ € T*, omaocuo T* F —¢, Hemoryhe mpema Kopaky 1.

3. Heka p Ao € T*. Taga T* F pu T* + 0. Axo cy o u p u3 ckyna Forg(LPP;)
oHJIa, U3 JeduHUIje MKC, BaxKu p € T* u o € T*. IlpernocraBumo caja Jjia Cy 0 #
p BepoBaTHOCHE (hopmysie u npernocraBuMo fga o € T*. Taga, moHoBO U3 meduHuUIM]je
MKC Baxku —o € T™*. OmHocHO, mpeMa KOpaky 2. oBe TeopeMme, Baxku 1™ ¥ o, mrto je
memoryhe. CynmaHO Baxku ako mpermoctaBumo ja p € T*. 3a cymporan cMmep JI0Ka3
CJIeJIN JTUPEKTHO.
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1.1. JIOT'MKA LPP,

4. AkopeT* up o €T oumaT* "+ puT*F p— o. lIpumenom npasmwia R1 Baxn
T* + o omaocHo o € T™.

5. Ako je p Teopema, oHIA BaxKku - p, ma Baxku u 1* - p. 360r e yKTUBHE 3aTBOPEHOCTHU
BaxKU p € T™.

6. 3 reopeme 1.3.(1)) u kopaka 5. oBe teopeme, Baxku 1* F Po,a — P.sa. Axko je
P.,.a € T, n3 ocobune neTyKTUBHE 3aTBOpeHOCTH M npasuia R1 Baxkn Po,a € T™.

7. Heka je r = sup{s : P>sa € T*}. Ilpumenom npasuia R3 u ocobune nemayKTuBHE
3aTBOpeHoCTH Baxu FPs,a € T™.

]

Uckopuctumo cajia MAaKCUMAJIHO KOH3UCTEHTHE CKYTIOBE 3a JePUHUIN]Y KAHOHCKOT MOJIe-
Ja:

Heka je T' konzucTenTan cKyi, 1 leroBo MaKCUMAJIHO KOH3UCTEHTHO IIPOIIUPEHE U HEKA
je crpykrypa M* = (W, H, i, v) nedunucana na ciaenehin nadu:

e IV je CKyIl CBEX KJIACHYHUX MHTEPIPETAIrja Koje 3370B0/baBajy cKyi 1,

® v je IpecIKaBame KOje CBAKOM CBETY MPHUIAPYIKYyje Oall Ty MHTepIpeTaryjy Kojy cam
CBeT IIPeJICTaB/ba,

e H je xiaca ckymosa obiuka (o) = {w € W | w ¢ a},
o u([a]) =sup{r | P>,a € T*}, 3a cBaku ckynu [a] € H.
Teopema 1.6. Hexa je M* yupaso gepunucana cupykiypa. Baostcu M* € Meas(LPPy).

Zloxas. TlokaxkmMo j1a KAHOHCKHU MOJIeN, JebrnHuCcaH Ha HAYWH IIPe, 3a/10BOJhaBa CBE OCOOMHE
MepsbuBHX Mojesra. OIHOCHO, y KaHOHCKOM Mozeny M™* nmokazahemo ma je H anrebpa mam W
7 J1a je [t KOHAYHA aINTUBHA Mepa.

(1) H je anzebpa togckyaosa og W.

Jlako je npumerutu ja je W = [aV -, na u3 nedununmje 3a H 0 KAHOHCKOM MOJIEITY
Baxku W € H. Takobe, ako [a], [] € H onzma 3a KoMIIEMEHT cKyma [, y o3Hamm [,
Baxku [~a| € H u [o)U[f] = [aV 8] € H. Bancra, H je anrebpa moackymnosa oz W.

CaJta ToKazKuMo 12 je (1 KOHAIHO aauTuBHa Mepa. [lokazahemo na cy ycmoBu u3 gedunmUImje
1.3 3ag0BOHEHH.

(2) Awo [a] = [B] onga u([a]) = p((B]).

HososbHo je nokazaru na axko [ C [8] onma p([a]) < w([8]). Us [a] C [5] Baxu
F =(aA=p) ut Poy(a — (). Ilorpebro je mokasaru ma ako je Ps,a € T* onpa
P..6 € T, 1j, p([a]) < w([B]). Ipumenom reopeme 1.3(r) u teopeme 1.5(2,4) Baxku

p(lal) < p((B]).
(3) n(la]) = 0.

Kako je Psoa akcnoma, onjia Baxku fu([a]) = 0.
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1.1.

JIOI'MKA LPP,

p(la]) =1 = p([=a]).

Heka je r = u([a]) = sup{s € [0,1]NQ | Pssa € T*}. Tlpernocrasumo ga je r = 1, na je
P.1a € T* (mpumenom teopeme 1.5(7)) u « je Baspana y mogesry M*. Ilpema ocobunama
KJIACHYIHE MHTEPIIpeTaluje Caeu ~« HUje 3a70BosbuBa y Momery M*, 1j. u([—-al) = 0.
Cnemn —Pog—a € T* . Axo 3a HEeKO s > 0, Po,—a € T, mopa outu Psg—a € T mrro je
nemoryhe. akme saxu p([—a]) = 0.

[Tpermocrasumo caga ma je r < 1. Onma, 3a cBakm pamnmonanad 6poj v’ u3 (r,1] je
—P.a = Py € T*. U3 akcuome A4 cnemn Pepa € T* u Poy_(—a) € T*. Takobe,
aKo 1ocToju panmonasan 6poj r’ € [0,7) N Q TakaB ga Psy_»(—a) € T onna —~Ps v €
T™, KOHTPA/IUKITA]a.

Caemu sup{r € [0,1] N Q |Ps.(—a) € T*} = 1 —sup{r € [0,1] N Q |Ps,ax € T*}, 71j.
p(la]) =1 = p([=al).

pla] U [A]) = ulled) + u((B]) sa cee gucjynrane [o] u [5].

Heka je [a]| N [B] = 0, pu([a]) = r u p([f]) = s. Kaxko je [8] C [-a], U3 nperxomuor
Kopaka Baxku r + s < r+ (1 —r) = 1. IlpernocraBumo ma je r > 0 u s > 0, Taga 3a cBe
e [0,7]NQucse s €0,s]NQ Baxku na cy Pspau PsyfBy ckymy T*. Crnequ uz A
naje Poyg(aV p) € T*. Hakme, r+ s < tg =sup{t € [0,1]NQ | Ps(aV B) € T*}.

Ako je r + s = 1, Taga joka3 gupekTHO ciemu. lIpermocraBumo na je r + s < 1.
Axo je r 4+ s < t, omma 3a cBe t' € (r + s,t9) N Q Baxku Pop(aV ) € T*. Moxkemo
n3abpaTu paruoHaJHe OpojeBe 17 > r m s > s TakBe Ja Baxu —FPs.»a, Popa € T
—PogfB,P.gf € T* u 1"+ 5" =t < 1. Kopucrehu A4 mobujamo Pc-a € T*. U3 A6
caegnt Peoprygo(aV p) € T, 2Pspyg(aV B) € T u =Py (aV B) € T*, mro je Hemoryhe.
Haxne r+ s = to u p([a] U [B]) = p(le]) + u([5])-

Konagno, npernocraBumo ga je r = 0 u s = 0, Taja MOXKeMO YPaJauTHA UCTO IITO U IIPe
caMo ca u3meHnoMm Jia je r’ =0 wam s’ = 0.

U3 (4) u (5) jacuo caemu ga je p(W) = 1, ma cMo TUMe MOKA3aIH Ja je KAHOHCKH MOJEJ
M* nobpo nmedpunncan, ogHOCHO ja jecte momaen LP P, noruke. Ocobuna ma je M* mep/bus
MOJIEJ CJIeU JUPEKTHO U3 AeMUHUIN]e KAHOHCKOT MOIEJIA. O

Cama cmo y moryhHOCTH Jla TTOKayKeMO HAj3HAYAjHUjU PE3YJITAT OBOI IOIVIaBJ/ba, & TO je
pe3yaTaT jake MOTIYyHOCTH.

Teopema 1.7 (Jaka mormynocr). Csaku konsucueniian ckya T uma Meas(LP Py)-mogen.

/loxas. 1IpBO KOHCTPYHIINMO KAHOHCKH MOJIEJI HA OCHOBY KOH3MCTEHTHOTr cKyma 1. U3 mpet-
XOJ[HEe TeopeMe 3HaMO Ja je KaHOHCKU Mojest u3 kiace Meas(LPP;). Ilokaxkumo na je Ga
KAHOHCKH MOJIEJT 3aIlPaBO MO/ KOH3UCTEHTHOr ckymna 1. 3ampaBo, kopuctehn mHIyKImjy
no ciaoxkenoctu gopmysie nokazahemo na 3a cse p € For(LPP;) Baxu p € T* akko M* |= p.

e IIpermocraBumo 5@ je p MCKA3HO CJIOBO. Y TOM ciydajy Baxu p € T* akko M* = p u3

nedunuimje ceeroBa y mojeny M*.

e YV caydajy KajJa je p BepoBaTHOCHa opMmyna obnuka P, Baxu: ako je Ps,a € T

oupa sup{Pssa € T*} = p([a]) = r mw M* | p. Ilpermocrasumo na je M* = p, tajga
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1.1. JIOT'MKA LPP,

sup,{Pssav € T*} > r. Axo je r < pu([a]) onma u3 ocobuna cynpemyma U MOHOTOHO-
cru dyukmuje u cnegu Ps,a € T*. Axo je r = p([o]) Tama npumenom npasmira R3
nenykyjemo Ps, € T™.

e IIpermocraBumo caja na je p obnmka p' Ao. Heka je M* = p' Ao, a npema nedununmjn
1.4, umamo na je M* =0 u M* |= p'. Tlpema unaykiujckoj xunoresu paxu p € T* u
o € T*. Onga, mopa outu p' A o € T* (ocobute MKC).

e IIpermocrasumo jorr ga je p obimka —o. Tana je mo € T* akko 0 € T* akko (MHIYK-
mujcka xunoresa) M* (= o, vj. M* = —o.

O

Ha oBaj maumu cmo jeTa/bHO M3BEJM IMOCTYIAK JIOKA3WBAFhA jaKe MOTIYHOCTH JIOTHKE
LPP,. Ha ciwyan Ha4dH ce TOKa3yje jaKa MOTIYHOCTU MHOTUX IPOIIUpemha Jioruke LP P,
y3 ozpehene u3zMene. Y HACTaBKy U3Jararmba OBOI OJleJbKa IIPEJICTABHNEMO HEKa IPOIINPEHa
LPP, jloruke u HUXOBE pe3yJiTarTe MOTIYHOCTH y3 3aHEMapUBaIbe JleTa/ba KOjU Cy y IOT-
IIYHOCTH JI0Ka3yjy Kao koj joruke LPP,. Takobhe, pe3yarare Koje CMO OBJie IPEJICTaBUIN
Kopuctuhemo 3a 100ujare TJIABHUX PE3yJITaTa OBe Te3e y cJyiefeheM IMOrIaBby.

1.1.4 OpsgxyduBocCT

[Tope pe3ynTara jake IMMOTIIYHOCTH, JPYTU PE3YJITAT KOjHU je OMTaH 3a CBAKYy JIOTHKY KOjy
[PEJICTaB/baMO y OBOj JUCEPTAIMjU jecTe pesysarar ojjrydauBoctu. ¥ [54] mokasano je ma cy
npobsieMu 3aJI0BOJbUBOCTH U BasbaHOCTH 3a Kiacy Meas(LPP,) monena omryunsu. Kako
hemo oBaj pe3y/aTaT KOPUCTUTH y HACTABKY pPaJjia, OB/e NeMO JeTabHO NMPUKA3ATU TOCTYTIAK.

[Ipso hemo nedbunucaru mojam mgyxune popmyiie.

Hedbuuunmja 1.8. /lyorcuna dopmyae p, y osnavyu |p|, je pyrnryuja geunucana na caegehu
HAYUH:

e aKo je p uckazno cao6o, onga |p| =1,

e axo je p obauxa —p', onga |p| =1+ |/,

e axo je p obauka p' Ao, onga |p| =1+ || + |o],
e axo je p obauka Ps,a, onga |p| =1+ |af.

Teopema 1.8. Bpoj uotugopmynsa nexe LP Py opmynse je marou uiu jegrar qyacuru gop-
myane, @j. |Subf(p)| < |p|. Crya Subf(p) je ckya ceux Gotwudopmyaa Popmy.ae p.

/oxas. lokazahemo Teopemy WMHIYKITIjOM TIO CJIOXKEHOCTH (DOPMYJIE p.
e AKko je p uckaszuo cjoBo, ouga Subf(p) =1 u |p| =1, na Baxwu |Subf(p)| < |p|.

e Axo je p BepoBaTHOCHA bopmyna Ps,.a ouma [Subf(p)] = 1+ [Subf(a)] < 1+ |a| = |p|
(mpema UX).

e Axko je p dopmyna obmuka —p’ ouga [Subf(p)| =1+ |Subf(p')| < 14 |p'| = |p| (upema
1X).
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1.1. JIOT'MKA LPP,

e Axo je p bopmyna obsuka p' Ao, ouga |Subf(p)| < 14 |Subf(p')|+|Subf(o)|, oBo Baxkn
jep moxe ce mecutu ga je Subf(p') N Subf(c) # 0. Ocrarak mokasa BaXKm HA UCTH
HAYMH Kao U IIpe.

O

3 Teopuje KyracuvuHe JOTWKe 3HAMO Ja Cy MPOOJIeMU BajbaHOCTU M 33J0BOJHMBOCTH WC-
Kas3Hux ¢opmyna omryamBu. (Crora, oBiae hemo mpukaszaTu mMpodeM YKOJIUKO MOCMATPAMO
IPOM3BOJbHY BepoBaTHOCHY (opmyiy ¢ € Forp(LPP;).

Teopema 1.9. IIpobaem 3ag060.pu80CTYU 6ePOSATIHOCHUT Bopmyaa u3 ckyta Forp(LPPy) je
NP-xomunetwian.

Jloxas. Heka je ¢ € Forp(LPP,) u HeKa cy pi, ..., P, CBa UCKa3HA CJIOBA KOja Ce MOjaBIbYjy
y dopmymu ¢. Awom a dopmyse ¢ je KoHjyHKIMjA P A - - - A £p,, TIe je £p; Wi uCKa3HO
cJIoB p; wim —p;. Popmysia ¢ je eKBUBAJEHTHA ca (POPMYJIOM

koL
DNF(¢) = \/ /\ Xi %P1, Pn),

i=1j=1

rae X;; je BepoBaTHOCHH omepaTop P, . WIHM merosa Heramuja, U ¥i;(pi,...,Pn) UCKa3HA
dopmyna y DNF dopmu. Ca X; ;v ;(p1,-..,Pn) CMO JaKiie O3HAUUIA UCKA3HY (OPMYILY y
JIACjyHKTUBHO] HOPMAJIHO] (pOPMH HaJl, KOjo] je IPUMeeH BepOBATHOCHH onepaTop X; j ¥ Kao
TaKBa je y MOTIYHO] JUCjYHKTUBHO] HOPMAJIHO] hOpMH, Tj. McKa3Ha (pOpMyIa je TujCyHKITIja
aToMa dopmyse ¢. DPopmysa je ¢ je 3aJ0BO/bUBA aKKO je O6ap jeslaH TUCjYHKT HopMmyJie
DNF(¢) 3anoBosbuB. O3HauaBamMo Mepy atoma a; ca y;. Takobe ca a; € Xvy(p1,...,0n)
osHadaBahemo J1a ce aToMm a; mojaBsbyje y uckazHoM jieiny y Xy(pi, ..., Pn)-

Jucjyakr D = /\;?:1 X;vj(p1,...,pn) u3 DNF(¢) je 3am0Bo/buB akKkKO ciaemehn cucrem
JIMHEAPHUX jeJIHAYMHA U HEjeHAYNHA UM PEIeHhe

271,
Zi:1 yi =1
yp=>03acBei=1,...,2"
ZatGth(Pl,m,Pn) Yo 2 51 aK0 Xy = Poy

Zat6X171(1)17---7pn) Yr < s1 aKo Xy = Peyy

Zatexk%(ph---»pn) Yo = Sk aKO Xy = P>5k

ZatEXm(ph...,pn) Yr < S ako X = p<8k

Kaxko je mpobsiem 3a10Bo/bUBOCTIA (POPMYJIE ¢ CBEIEH Ha pellaBarbe CUCTEMa, JIMHeAPHUX
jeTHaYMHA U HejeJIHAYNHA, 3aKJ/by4dyjeMO Ja je Mpo0JIieM 3aI0BO/bUBOCTH OJJTY YHB.

Casta hemo kopuctu pesynrat ciaoxkenoctu Parnna, Xasmepaa u Meruaa o JIMHEApHUM Te-
x)unckuM (opmysnama u3 [26]. Te dbopmyiie cy OyioBcke KOMOUHAIIMjE JTMHEAPHUX jeTHAYNHA,
U HejeJ[HAYMHA, Ca IeJUM KoeUIMjeHTMa U TPOMEeH/bUBUM 00Jsinka w(a), Tie je a € Forg
u w o3HadaBa TexwuHy (weight), omrocHO BepoBarHOhy. 3a/10BO/BMBOCT OBUX (DOpPMYyJsa Ce
takohe nedwunuire Ha KpunkeoBuMm cTpyKTypama ca BEPOBATHOCHOM MEPOM JIe(DUHUCAHOM
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1.2. JIOTHKA LPP%

HaJT MOryhuM CBETOBUMA, CJIMYHO KAO M Yy HAIOj JIOTUIM. Y HUXOBOM PaJIy pa3BUjeHA je
Iporie/ypa 3a oJipehuBame 3a0BO/bUBOCTH JIMHEAPHUX TEXKUHCKHUX (PopMyJia Koja je y Kaacu
NP cnoxenocru.

Hake, »KeJITuMO J1a HaIll IpobJIeM CBeJIeMO Ha JIMHeapHe TeXKUHCKe (popMyJie, OIHOCHO Jia
HaIlle BepOBATHOCHE (DOPMYJIe TIPEBEIEMO Y JTUHeapHe TeXKUHCKe (hopMysie, a OH/Ia TPUMEHIMO
nporeaypy u3 paga [26]. Hama jeasocraBHa TpaHCciaanuja je neduHUCAHA PEKYP3UBHO Ha
ciaenehun HagyuH:

o f(P>%a) = row(a) = 11,

o flony)=[flp) A f(¥),
o f(=p)=—f(p).

r7e Cy 71,79 MO3UTHUBHU Teu OpojeBu u 1o # 0.

Ha npumep, ako je p dopmyia P>%p Vv Pgéq ouga f(p) je 3w(p) = 2V dbw(q) < 4.

Ounrnenno, dopmyna ¢ € Forp je 3amoBosbuBa akko je f(¢) 3a70Bo/bUBa JIMHEADHA
TexKuHCKa dpopmysia. Harr pe3yarar cjaeiu u3 MIOMEHYTOT.

]

1.2 Jloruka LPP%

Kao mro 3namo, y LPP, joruiiu ¢cMO uMaJin JiBe BpcTe (popMmy/ia, UCKa3HE U BEPOBAT-
HocHe popMyJsie, U 3HAMO Jla Memame Mehy muma Huje Omyio Moryhe, Kao HH UTEPHUPAIHE
BEpPOBATHOCHUX oreparopa. Takohe cmo nokaszasu ja Jjioruka LPP, jecte ojjiydauBa u mpo-
67eM ofyTyunBOCTH npunaia Kiaacu N P. Y OBOM 0Jie/bKYy IPeJICTaBUNEMO jeTHO MPOITUPEHE
jgoruke LPP, y mu/by Ja J03BOJUMO MEIama UCKA3HUX U BEPOBATHOCHUX (opMmysia, a Jia
IIPUTOM CJIO?KEHOCT JIOTUKE OCTaje HeIpOMeHeHa. 10 MpOIMpeme, OJIHOCHO HOBY JIOTHKY,
ozaaunliemo ca LPPs u ona je y normynoctu npejcrasbena y [10]. Cauna fiemo dopmuparn
je3uK JIOTHKE LPP% ,2a OHJIA YKPATKO IPEJICTABUTH IMOTIYHY AKCHOMATHU3AIN]Yy W PE3YJITAT
OJIUTyYMBOCTH JIOTUKE LPP% .

1.2.1 CunHTakca u ceMaHTHUKA

Je3uk oBe JiorWKe je y MOTIYHOCTH UCTU Kao U je3ukK Jjoruke LPP,. @opmyre, nckasue
1 BepPOBATHOCHE, je(UHUIIEMO Ha WCTH HAYMH Kao u npe. MehyTtum, y oBoj Jorumm cy
JI03BOJbeHE OyJIOBCKE KOMOMHAIMje BEPOBATHOCHUX M UCKA3HUX (opMmysa. Y TOM CMUCTY
uMamMo ciaenaehu mpumep.

IIpumep 1.2. Dopmyra
(pVa) A Psra

je jegna opmyaa LPP% aozuke, aru Huje dopmyaa sozuxe LPP;.

[ITo ce Tnye cemanTuke, OMHOCHO neduHUIje Mojesia jJoruke LPPs y nmornyHocTu je
. 2 .
ucra Kao y aedunurumju 1.3. Mehyrum, 3a10B0/6uBOCT ce fedunuiine gapyraduje.

Hedunnunuja 1.9 (3amoossusocr). Heka je M jegan LPP% -MOGeN U HEKA Je W jegan ceell
u3 M. Penanuja 3a10BO/BUBOCTH, Y 03HAUU =, ce gepuruwe pexyp3usto Ha caegehu navum:
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1.2. JIOTHKA LPP%

1. Axo je a« € P onga M,w = a axko v(w, ) = true,
2. M,w k= Psra axo p({w' € W | v(w', ) = true}) > r,
3. M,w = —p axko M,w F p,

4. MiwEpAo akko M,w = puM,wl=o.

Kao u npe, kopuctumo cBe ckpahenurie y HOTaruju Koje ce Jie(DUHUITY HA UCTU HAYWH.
Takobhe, KopucTuMO KJIacy Mep/bUBUX MOJIENIA KAO U TIPeE.

[Ipumerumo na y jpeduHUNMjU 33 I0BOJBUBOCTH, 330BOJHUBOCT je JeUHUCAHA Y CBETY,
IITO 3HAYU JIa HeKa hopmysia MOKe OUTHU 33/I0BO/bUBA Y jEJIHOM CBETY a Y JPYrOM HE, HEKOT
ucror mojena. MehyTum, To He BaxKu 3a cBe dopmysie. 3aI0BO/BUBOCT UCKa3HE (hopMmysie
3aBHUCHU O] CBeTa, MehyTuM 3aJI0BO/bUBOCT BEPOBATHOCHUX (pOpMyJia HE 3aBHUCH, IITO CE Jia
npuMeTuT u3 jeduHUIMje. 3ancTa, ako je HeKa BepoBAaTHOCHA (hopMy/ia 3a0BOJHUBA Y
HEKOM CBETY MOJIejIa, OHA je 3aJI0BO/bUBAa y CBUM CBETOBHMa TOT MOJeEsa, jep Y MOJIeJTnMa
“MaMO jeJHy Mepy Koja je medmHHCaHA HaJ cBeToBUMa Kao y Jjoruiu LPP,. Camum Tum
OCHOBHH TIOJMOBH O 33JI0BOJBUBOCTH Ce JE(PUHUIITY HEIITO JPyTraduje:

Hedbununuja 1.10. Popmy.aa p je 3ago8onusa axo Uoctwoju LPP% -mogen M v ceetwi w y M
waro ga M,w = p. Qopmysa p je sanana y mogeay M axo je 3agosonusa y ceakom ceeiy
w mogena M. Dopmyasa p je 8abama KO je 6aHGHA Y CEAKOM LPP% -MOgeny.

Crya gopmyaa T je 3a10BOJBUB, aK0 UOCTLOJU LPP% -mogen M u ceews w u3 M waxo ga
M,wl=psaceepeT,yosnayu M,wET.

1.2.2 IlormmyHa akcuoMaTu3anuja

Kaxko je LPP; nomyioruka oBe Joruke, a 3HaMo Ja L PP, Huje KOMIIaKTHA, UCTU IIPUMED
HEKOMITKATHOCTHU BaXK! U 34 JIOTUKY LPP% , Tj LPP% takohe Huje KoMmmakTHa. CTora, u oBaj
AKMOMATCKU cucTeM he cajip:KaTh WHPUHUPATHA TTPABUJIA.

3ampaBo, aKCHOMATCKHU CHCTEM JIOTHKE LPP% je ucrtu kao u Ax(LPP,) ocuMm mTo ce ak-
cuoma Al MoOXKe MpUMEHHUTH Ha CBe (POpMYyJIe LPP% JIOTUKE, U y TPaBUJIUMa HUje TOTPEeOHO
Ja cy bopmysie uCTor THIa.

[Tojam Teopeme ce medunUIIEe UCTO KAO U IIPE JIOK 3a JI0KA3 UMaMO MaJie IIPOMEHE.

Hdedbunnmnuja 1.11 ([doxaz). Popmyaa p je ussogrusa us ckyta T C Forppp, (T Fazpp,)
2 2
p) aKxo UOCTWOJU HU3 HOPMYAG P, P1y - - - 5 P ()\ Jj€ KOHauam uil Upedbpojus opguHan ), waxo ga
Px = P U CBAKO p; je arcuoma uiu gopmysa us T, uiu je ussegena ud Upemwrogrur GopmMya
HEKUM UPABUAOM U3B80hera, ca U3Yy3ewrom ga ce upasunso R2 moowce Upumenuiuy camo Ha
uckaszne weopeme. Husz pg, p1,...,p je nokasz gopmyae p uz T'. HHuwemo = ymecito '_A:vap3

Kaga je o jacHo u3 KorieKxciua.

[Tpumernmo ja je ayKuHA JI0Ka3a MOXKe OUTH OUI0 KOju TTpeOpOjuB OpAUuHAJ HACIETHUK.
WnycrpoBaheMo OBy YHIbEHUILY jeTHOCTABHUM IPUMEPOM y KOjeM heMO TPUMEHUTH ITPABUIIO
R3. Akoje T = {p — PZ%_;Oé | k € N,k > 2} onja moxkeMmo npebpojaTu cBe esemente u3 Tt
po=p— Pooo, pr =p— L1 pn:p—>P>%7n%204,...

Axko o3HaumMo ca p,, (rae w o3nadaBa HajMarbu 6eCKOHAYHE OpAuHa) popMmyty p — P, 1,
oH1a DECKOHAYHU HU3

P05 PLy -5 Py - -+ Pw
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1.2. JIOTHKA LPP%

je mokas 3a p — P%a u3 ckyna T (mobujen mpumenom npasmia R3). Moxemo nmpumernTu
J1a je JIy»KuHa J0Ka3a CJAeJI0CHUK OpJInHAJ, w + 1.

[Ipumerumo j1a ako u3bpuiemMo p, U3 HU3a, JI0OUjAMO HU3 Po, P1, - - -, Prs - - - JYKUAHE W,
Koju je rpanmvyHu opauHasg. OBaj HU3 HEMAa MOCJEIHbU €JIEMEHT U CAMUM TUM HHUje JT0Ka3
npema gedbunuimjun 1.11 (ucro Baxku u 3a jpedununujy 1.6).

Kao mrro ecmo peksu, mpasuio R2 ce Mmoxke mpuMeHUTH caMO Ha UCKa3HE TeopeMe. 3ancTa,
YKOJIUKO OW TIpaBUJIO OWJIO IPUMEIHbUBO Ha CBE MCKa3He (hopMyJsie uMaJjm OucMo ciegaehy cu-
Tyanujy: u3 p - p npumenom npasumia R2 Baxkuhe p = P>qp mITO He BaXKM y ONIITEM CMUCTY
36or cemantuke Jjioruke LPPs;. Wckazue dhopmysie u BepoBaTHOCHE (POPMYJIE Cy HE3aBUCHE
MmehycobHO, Ha mpumep MOKe ce JIECUTH J1a UCK3HA (opMmyJsia p je 3aJl0BOJbUBA Y CBETY W
mozena M u mcroBpemeno na Baxku M, w = P_gp.

Cagma hemo yBectn neduHUIM]y MAKCHMAJIHO KOH3UCTEHTHOT CKyIa KOju he HaM U OBaj
IyT OUTH OJ1 CYIITHHCKE Ba’KHOCTH 34 JOKAa3 jaKe MOTIyHOCTH.

Hedbunnnnmja 1.12 (Konsucrentrocr). Ckya gopmysa T je HEKOH3UCTEHTHA aKO TOCTOJU
popmyaa p € F or(LPP%) waxo ga T = p A\ —p, y cyupotlinom je KOH3UCTEHTAH.
T je MaKCUMAJHO KOH3UCTEHTAH CKYTl (MKC) ako eascu caegehe:

® 3a cee p € For(LPP%) uau je p €T uau —p €T

Teopema KOPEKTHOCTH BaxKW W JIOKa3yje ce Ha WCTU HAYWH KaO y IIPETXOHOM IOTJIaBJbY,
JIOK he mcka3 TeopeMe JeJyKIlje OUTH JIPYTaduju jep HEMaMO CBa CHUHTAKCHA OI'DAHUYEHa
Kao | IIpe.

Teopema 1.10 (Teopema neaykumje). Heka cy p u o apoudsomne gopmynre aozuke LPP% u
nexa je T cxyu dopmynaa. Taga sasrcu

T,pFoakkoTFp—o.

Kao mro Bumumo, caji HemaMo orpanudene jga opMyse p U ¢ MOpajy OUTH UCTOT TUIIa,
jep je cajia 103BOJbEHO Mellame Mehy MCKa3HUM U BEPOBATHOCHUM (hOPMYJIaMa.

Jloka3 TeopeMe ce mokasyje Ha UCTH HAYUH Kao U IIpeE.

XeHKNHOBa KOHCTPYKIIAja JI0Ka3a jake MOTIIYHOCTH 3a ciefaehn kopak Tpaku JInamaenOa-
YMOBY TeOopeMy, KOja HapaBHO BaXKU U 34 LPP% JIOTHKY.

Teopema 1.11 (JIHH;:LeH6ayMOBa TeopeMa). Csaku KOH3UCTUEHTAH CKYTU C€ MOHCE UPOUU-
PUUU GO MAKCUMAAHO KOH3UCTUEHTUHOZ CKRYUQ.

Zlokxas. Kako je medpunuimja MakKCUMaJIHO KOH3UCTEHTOTI CKyIia japyraduja Hero y LP P, jo-
TUIIN, JIOKA3 OBE TeopeMe MMa W3MeHe y OJIHOCY Ha J0Ka3 Teopeme 1.4.

Heka je T npousBo/baH KOH3UCTEeHTaH CKyl dopmysa. IlpernocraBumo ma je {p; | i =
0,1,2,...} nabpajame csux dopmyna u3 F or(LPP%). Koncrpynmemo T* pekyp3uBHO Ha
caenehn HadmH:

1. TOIT
2. 3acset =0

(a) Ako je p; kousucrenran ca T;, onna Ty = T, U {p;}, y cynporaHOM
(6) Ako je p; obmuka p' — Ps.o, ouma Tipp = T; U {—p;,p — P<T_%oz} rae je k

ITO3UTHBAH I1e0 OPOj TakaB Jia 1 — % > 0 u 141 je KOH3UCTEHTAH, Y CyIIPOTHOM
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1.2. JIOTHKA LPP%

(B) Tiv1 =T U{-pi}.
3. T =%, T

Kao mro BumuMmo, kpenysin cMo oJ1 Habpajama cBux dopmysia, a He cCaMO BEPOBATHOCHUX
dopmya, jep ja 6ucMo J00MJIM MAKCHUMJIAHO MPOIIUPEHhe, HEOIXO/IHO je Ja 3aJ0BOJHIMO
nepununmjy 1.12. Ilpumerumo ma y ommocy Ha Teopemy 1.4, mparehu nedununujy 1.12,
MaKCUMAaJIHO TpOoIupeme 1 je TeyKTUBHO 3aTBOPEHO 3a CBe (OpMYyJIe, a He CaMO 3a BEpO-
BaTHOCHE (hopMyJIe MITO je mpe 6mo caydaj. Jlokas jaelyKTuBHE 3aTBOPEHOCTH, Kao U JI00pe
nedunncanocTu ckyma 1™ ce ociama Ha Teopemy 1.10, u cau4dHo Kao u y Joka3y teopeme 1.4
cieau fa je 1™ MakCcuMaJIHO KOH3UCTEHTHAH CKYITI.

]

Cama hemo neduHICATH KAHOHCKU MO/IEJ.

Hedununnmja 1.13 (Kanoucku momen). Hexa je T* marxcumanro konsuctientuna cxya. Ka-
nonexu mogea M* = (W, H, i, v) ce gepunuwe xao:

W =A{w | w je kaacuuna uckasna uniepupetiayujal,

H ={[a] | o € Forc(LPPs)}, 2ge je [o] ={w e W | w |=c o},

p: H —[0,1] @axo ga p(la]) =sup{r € [0,1]NQ | T* F Ps,a},
e 34 c6e C8eWn8e W U CBAKO UCKAZHO CA080 P € P sasrcu, v(w,p) = w(p).

OBne mozxkemo HerrrTo Buitie pehu o morpedbu paziuke mehy medunuImjamMa 0 MaKCUMIIAHO
KOH3UCTEHTHUM CKymnoBuMa Joruka LP P, u LPP%. Hawnwme, y nmedununmju 1.7 3axTeBamo
caMoO 3a BepoBaTHOCHE (POpPMYJIe YCJIOB Jia WU ¢ WA —¢ MPUTALA CKYILy, jep y CIydajy aa
3aXTEeBaMO UCTO U 3a MCKa3He, KAHOHCKU Mojien L PP, jioruke cajip:kao OU caMo jeJIaH CBeT.
Mebhytum, caja y KaHOHCKOM MOJIEJIy CBETOBE IIPEJICTaB/bajy CBe MHTEpIpeTalyje, ma je y
nebununyju 1.12 ycjaoB mpommpen u Ha uckazue opmyiie.

Ha wnctu mayun kao y jorunm LPP, moxke ce mokasaru jia je M* mMep/buB MOAEN, Tj.
M* € Meas(LPPs).

Ha xpajy oBor moryas/ba MO2KeMO (POPMYJIUCATA TEOPEMY MOTIIYHOCTH 33 HAIIY JIOTUKY.

Teopema 1.12 (Jaka nornyuoct). Ckya gopmysa T je KoH3ucenTar akko GOCTLOJU MOGen
M e Meas(LPP%) u ceel w y wemy, wako ga M,w = T.

Jlokas. JacHo je na 10Ka3 y cMepy 3/1eCHa Ha JIEBO je y CTBAPU TeopeMa KOPEKTHOCTU. 3a CMEP
cJeBa Ha JIECHO PAJIMMO CJINYIHO Kao u npe. Kopucrehu kousucrentan ckyn 1’ koHcTyncahemo
MaKCUMaJIHO KOH3uCTeHTaH ckyn 1™ u kanoucku mogzen M*. Cana, nzabepumo cset w u3 M*
3a Koju Baxku w(p) = true ako p € T*, y cynporaom w(p) = false. Moxe ce, Ha ucru
HAYMH Kao y Teopemu 1.7, mokazaru na p € T* akko M*, w |= p MHIYKIUJOM IO CJIOKEHOCTH

dopmyie p. [
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1.2. JIOTHKA LPP%

1.2.3 OpasayumBoCT

Y oBoM 1010/1€/bKY hemMo mokasaTu ja mpodJieM 3a10BOJBUBOCTH U BaJbaHOCTH (DOPMYJIa
qgoruke LPPs ocraje y knacu cioxkenoctu NP-mormyrocT. 3HaAMO J1a je KJacWvHa MCKA3HA
JIOTHKA HO,HJI%FI/IK& OBe JIOTUKe, TIa je HajHU2Ka I'PAHUIA CJI0XKEHOCTH JIOTUKE LPP% oam NP-
notiynocT. [lokaxkumo 7@ je To yjeano u HajBeha rpaHuiia CJIOKEHOCTH HAIle JIOTHUKE.

Csaka dopmysia p ce MOXKe HAIUCATU Y OOJIUKY

k

(1.1) p= V(aiA¢i)

=1

r7e je o; KOHjyHKIIja NCKAa3HUX CJIOBA W IbUXOBHUX HETAllWja, & ¢; KOHjYHKIja 0a3nIHUX Be-
poBaTHOCHUX (OpMyJIa U HUXOBUX Heranuja. VI3 Teopeme 1.8 3akasbydyjeMo jia Opoj wiaHoBa
koujyuknuje u3 (1.1) je Mmamwu win jeqHax Jayzkuau dhopmyse p. [lpumeruMo To ga y HEKUM
JIUCjyHKTUBHUM pOpMaMa MOKEMO UMATH CaMO UCKA3HU JI€0, OJJHOCHO BEPOBATHOCHH J1€0 (Y
ciaydajy sa je dopmysia p uckasua Gpopmysia, OJHOCHO BEPOBATHOCHA (POPMYJIA).

Axko je dopmya p 3a70Bo/bUBA Y HEKOM CcBeTy w Mojena M, onmga 6ap jegaH JIUCjYHKT je
3a/I0BOJBUB y CBETY W, Tj. 3a HEKO 2, (; U (; Cy 33/I0BOJbUBHU y cBeTy w Mojesia M. Ilpumerumo
Ja u3 JiepuHuIrje 33 10BOJbUBOCTH 1.9 BaKu ako je BEpOBATHOCHU JI€0 3aJI0BOJHUB Y CBETY W
Mojiesia M omJia je Taj BEpOBATHOCHH JI€0 33/I0BOJbUB Y CBUM cBeToBUMa Mojiesia M. Mehyruwm,
OBO He BayKM 3a MCKa3HU €0 POpMyIIe p.

Kako cy moryhie ase Bpcre nordopmyia dopmyiie p (o u ¢), paagumo ciejehe:

e [IpBO mpoBEepUMO 3a/I0BOJHUBOCT BEPOBATHOCHOT jejia, (POpMyJIy ¢, Kopuctehu Teopemy
1.9.

e Axo je ¢ 3a510B0/buBO y MOJiey M (cBer Huje GUTaH y OBOM JIEJIY 33/I0BOJBUBOCTH ), OHJIA
hemo momesry M j1omaTi HOBe CBETOBE Mepe HyJIa KOju he Mpe/cTaB/baTi CBe KJIACHIHE
WHTepHpeTanuje Gopmyie q.

e IIposepuhemo 3a10B0/bUBOCT bOPMYIIE (v HAJL ToJIaTUM cBeToBUMa (TO je y crBapu SAT
npobiiem). AKo je o 33J10BO/bUBA Y HEKOM CBETY OHJIA je U caMa (DOpMyJIa ) 3a0BOJbUBA.

Baucra, u3 Teopeme 1.9 moxkemo mponahu mogen M, perraBameM CHCTEMa JTUHEAPHUX
jelHaYMHA U HejeHadMHA, Y KOjeM je ¢; 3a70BosbuBo. Caja je moTpeOHO MPOBEPUTH Ja JIN
je uckazum Jjieo popMmysie p 3aJI0BOJbUB, OJIHOCHO ITPOBEPUTH 33 I0BOJBUBOCT (hopmyste «;. U3
nobujenor mojiesia M Tpeno3HajeMo camMo OHe aToMe (POpPMYJie p ca IMO3UTUBHOM BEPOBATHO-
hom. OHOCHO, MOXKEMO UMATH CUTYAIU]y T1e aroMu (popmyse «; Hucy aedwurucanu y M,
Tj. MOXKe ce JIECUTH Jla ce HeKa MCKa3Ha CJI0Ba I0jaB/bYjy y «; ajld Ja ce He TOjaBJbY]y Y
dopmyu ¢;, 1 U3 KOHCTPYKIje Mojena M Mu Hemamo nHdoOpMalje y KOjuM CBETOBAMA Ta
MCKA3Ha CJI0BA BaKe, OJIHOCHO He Bazke. Taj mpobsieM MOKeMO IpeBa3uhu TaKo MITO MOIEY
nonamo HoBe cBeroBe. Heka je m Opoj CBUX MCKa3HUX CJIOBA KOjU Ce MOjaBsby]y Y dopmysn
a;. Moxkemo jfosatu HajBuine 2" HOBUX CBeTOBa y Mojies M ca BEpOBATHOCHOM MEPOM HY-
Ja. ¥ TOM CMWUCIY, ¢; OCTaje 33JJ0BOJHUBO Y MOJIENY, OJTHOCHO Y CBUM HOBUM CBETOBHUMA, jep
JlofaTu cBeToBU mMajy mepy (0, ma ce OHUM MOTy 3aHEMApUTH Y JIeMDUHUIUjUA 33I0BOJbBUBOCTU
BepoBaTHOCHUX popMmysa. Takobhe, momaBameM HOBUX cBeTOBa 00e30ehyjemMo mpucycTBo cBUX
Moryhux KJracuaHux BaJstyaruja dpopmyre «; y moaeay M. Caga MOXKEMO MPOBEPUTH 3310~
BOJBUBOCT (hopMyJie o; y OBUM JogaTuM cBeToBuMa. 10 je 3ampaBo SAT mpobaem. Cama, ako
[OCTOjU CBET w y KOjeM «; BaxKu, oHja je M, w = p.
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1.3. JIOT'MKA LPP,

Teopema 1.13. [Ipobaem 3agosonusoci LPP% aozuke je NP-uyityn.

Zlokxas. N3 Teopeme 1.9 3nHamo ja je mpobJieM 3aJ10BO/bUBOCTH BEPOBATHOCHUX (DOPMYyJIa, OJI-

HOCHO JIMHEAPHUX TeKMHCKUX dopmyaa u3 [26], NP-cioxenoctun. U rtakobe 3mamo ma je

po0JIeM 3aJ10BoJbUBOCTH MCKa3HUX (popmysia NP-tmormyn. lakite, 3amoBossuBoct LP Ps jio-
2

ruke je NP-mormyna.
O

1.3 Jloruka LPP;

38a Kpaj MCKa3HUX BEPOBATHOCHMX JIOrHKa IpeacraBuhemo joruky LPP;. Jloruka LPP;
ce MOKe IMOCMAaTpaTH Kao HOBO Ipommperme joruke LP P, T/ie cy cBe PEecTPUKIIAje y CUH-
takcu L PP, jioruke OBJie JT03BOJbEHE. Y jeHO, OBa JIOTUKA je W MPOIIUPEHE JOTUKE LPP%.
[Tokazahemo ma 103BO/bABALEM HTEPAIIHje€ BEPOBATHOCHUX OIllepaTopa MpodIeM 0Ty IUBOCTH
3a/10BOJHUBOCTH (DOPMYJIA je CIOKEHU]HU.

1.3.1 CunHTakca u ceMaHTHUKA

[IITto ce Tuue jesuka Jioruke LPP; y MOTIyHOCTH je UCTU Kao W je3uk Jjoruke LPP,.
Paznuka je y ckymy dopmyna. Ckyn cBux dpopmya joruke L PP, je moackym ckymna popmyia
snoruke LP P, onaocHo y joruru L PP, je 103BOJAEHO Mellarke BEPOBATHOCHUX M MCKA3HUX
dopmysia, Kao U WTEpuparbe BepoBaTHOCHUX orneparopa. [lakise, ckyn LPP, dopmyna, je
HajMabU CKYI KOJU CaIPIKU:

e cBe uckasue dopmysie, yribyayjyhin u kourpamukiujy (L);

e ako cy o u B LPP, dopmyne, onna cy u —a, o — 5 u P>, Takohe LPP; dopmyie.

Mozkemo TpuMeTHTH JIa Y nHucamy (popMysia BUIE HE BOJAMMO padyHa KOje CJIOBO O3HAYABA
HCKAa3HYy a KOje BEpOBATHOCHY (OPMYILy, jep cy cBe pectpukiyje jioruke L P P, necrane. Cana
pou3BOJbHY hopmysy obesnekaBahemo ca o3,y y3 UHIEKCE YKOJUKO Cy MOTPEOHU.

[Ipuua mocraje cimoxkenuja dopMupameM ceMaHTuKe. Hawmme, Kako je y CHHTAKCU MO-
ryhe mermame cBuX Gopmysia U UTEpaAIlja OlepaTopa, CEeMAaHTHKa OWBa CJIOXKEHUja KAKO Ou
CIIPOBEJIa PeJl Y JIOTHUIIH.

Hedununmja 1.14. LPP;-mogen je ypehena wpojra (W, Prob,v) 2ge je
e W weupasan cxyu ceetiosa,
e v sasyayuja waxea ga v : W x P — {true, false},

e Prob je upecaukasare Koje c8aKoOM CEeWY W GOGEMYJE Jegar 8epo8atHOCHU UPOCULOP
(W (w), H(w), p(w)), zge:
— W(w) je aogexya og W,
— H(w) je anzebpa togerytosa og W(w),

— p(w) je xKonauno-agu@uena mepa gedpurucana na H(w).

Hamomenumo jga ce Basyanuja npuopaHo npommupyje Ha ckyn W x Forge. Penanuja 3am10-
BOJBUBOCTH je pesaruja usamelhy cBeroBa L P Pj-mozerna u gpopmyiia.
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1.3. JIOT'MKA LPP,

Hedbunnnuja 1.15. Hexa je M upousdsomar LPPi-moges u w Upousdsomah C6etl Woz Mo-
geaa. Popmysa a je 3agosonusa y ceey w, y oznauu M, w = o axo sasrcu:

e Axo je a uckasna gopmyaa onga M, w = a axko v(w, ) = true,

Axo je o obauka Ps,.[3, onga M, w | a axxo p(w)({w € W(w) | M,w' = B}) =,

Axo je a obaura -, onga M, w = o axxo w = B,

Axo je o obauka 5Ny, onga M, w | a axko M,w = 5 u M,w | 7.

[Ipumerumo fa y mperxo/iHoj JieduHANju 33/ I0BOJLUBOCT CBUX (hopMyJia je JeduHucana
y cBery. ¥ LPP, jioruinu 3aJ10BOJBUBOCT je OumJia HaJ| MOJEJIOM, OJHOCHO akKo je (opmysia
3aJI0BOJbUBA OHJIA je 33JI0BOJbUBA Yy CBUM CBETOBUMA. ¥ LPP% UMAaJI CMO 3aJI0BOJBUBOCT Y
OJTHOCY Ha CBeT, cJu9HO Kao y L PP, jsorumu, mehytum u3 came jepuHUIAje ce MOTJIO 3a-
KJBYUIUTH JIa 33JI0BOJbUBOCT BEPOBATHOCHUX (DOPMYJIa HE 3aBUCH O] n3aOPAHOT CBETa MOJIEIIA.
Hox y norurtu LPP; 3a cBe popMysie 3aJ0BO/bUBOCT 3aBUCH O] n3aOPAHOT CBETA.

Kopucruhemo oznaky w = o ymecro M, w = a kaza je mogen M jacaH M3 KOHTEKCTA.

Kao u y norunm LPP% neduHUIE ce Ba/baHOCT U KOPEKTHOCT (POPMYJia U KOPUCTHU CE
KJIaCca MEPJHUBUX MOJIEJIA.

1.3.2 IlormyHa akcuomMaTu3anuja

Kao u 3a joruxky LPP% BaxKu YnibeHunia jia je L PP, nojpyioruka u joruke L P P, na caMmum
TUM TPUMEP HEKOMIIAKTHOCTHU je BaJuIaH U 3a OBy JIOrukKy. OIHOCHO, 3HAMO Ja HU JIOTHKA
L PP, Huje KOMIIaKTHA, 1 JIa Ka0 IIOCJIEIUIy TTOMEHYTOI KopucTuheMo OeCKOHAYHY aKCHOMAa-
tusanujy, y osuanu Ax(LPP), Koja je y IOTYHOCTH MCTa KAO U y MPETXOJHUM JIOTUKAMa Y3
jacHO orpaHWYebe JIa WHCTAHIE aKCHOMa MOpajy OUTH y CKJIaJLy ca MpaBUINMa (POPMUPAHA
dopwmyia.

[TojmoBu Teopeme ce meduHMIIEe HA UCTH HAIHH KAa0 U JI0 CaJa, JOK Ce IojaM J0Ka3a YBOIN
CJIUYIHO KaO0 y JIOTUITA LPP% .

Hdedbununuja 1.16 (doxas). Popmyaa p je ussognuea us ckyta T C Forppp, (T Fazwpp,)
p) axo UOCoju HU3 GOPMYAL Poy P1y - - - 5 PAsl (/\ J€ KOHauar Uy upedbpojus opguua./L), wWaxo
ga pri1 = p U CBAKO p; je arcuoma uau gopmyaa ud T, uasu je useegera u3 UPemwTrogHUT
Popmyaa HEKUM TUPABUNOM U3B0Dera, ca u3ysewrom ga ce upasunso R2 moorce upumenuiuu
camo na weopeme. Hus pg, p1,...,p je nokaz gopmyase p uz T. Iuwemo F ymectio I—Aprpl
Kaga je Wo jacHo u3 KOHWeKCa.

[Tpumernmo na y nedunurmju 1.11 nmpasuio R2 ce moxke mpuMeHUTH HA CBE UCKA3HE
TeopeMe, JIOK y OBOj JAedUHUINjH, 300T 103BOJbeHUX urepanuja y joruru L PP, npasuiao R2
ce TIpUMelbyje Ha CBe TeopeMe.

[Tojam MakcuMaIHO KOH3UCTEHTHOT CKYIIa Ce€ YBOIU MCTO Kao u y jgedbununuju 1.12.

Kako je akcmomaTcku cucTteM HMCTH Kao W JIO Cajla, T€OPeMa KOPEKTHOCTH C€ IOKa3yje
MIOTIIYHO MCTO KA0O M y MPETXOIHUM BEPOBATHOCHUM Jiormkama. I kao um 10 cajia, 3a J0Ka3
MIOTIIYHOCTH TpaTuheMo XeHKUHOBY KOHCTPYKITU]Y JTOKa3a.

e Teopema nenyknuje ce popmysiuiie u JoKasyje ucto kao y reopemu 1.10.

o JlmanenbaymoBa TeopeMa ce hOPMYJIHIIE U JOKa3yje UCTO Kao 1y Teopemu 1.11.
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Kako je cemanTuka Jpyraduja Hero y mpeTXOJHUM JIOTUKaMa, KAHOHCKU MOJIEJI ce Jiepu-
HUIIIE JIpyTadnje.

Hedbunnnnmja 1.17 (Kanouncku mogen). Kanoncku mogea M* = (W, Prob,v) ce gedunuwe
Kao:

o W je ckyl c6uT MAKCUMANHO KOHBUCTLEHTHUL CKYTOBA.
e 3a cearxo w € W, Prob(w) = (W(w), H(w), u(w)) @waxo ga

- W(w) =W,
— H(w) je xaaca ckytaosa obauka o] = {w € W | o € w} 3a ceary dopmyary «,

— p(w) : H(w) — [0, 1] @waxo ga p(w)([a]) = sup{r € [0,1]q | Psra € w}.

e U je upecauxasare koje ceaxom ceetiy w € W u ceaxom uckadnom caosy p € P
apugpydHcyje 8asyauufy WaKo ga 34 C6GAKO UCKA3HO cA060 p € P eascu v(w,p) = true
axo u camo aKo p € w.

[Tpumernmo @ y 0B0Oj JedbUHUIUjU yBOAMMO HOBY O3HaKy [a] jep KopucTumo apyradaujy
nedbunnnmjy eaemenara ckyna H. Ckyn [a] upezgcraBba cBe oHE CBETOBE, y OBOM CIIydajy
MAKCHMAJITHO KOH3UCTEHTHE CKYTIOBE, KOjU CaIpKe GOPMYJLY (v, JIOK CKYII (] IIPe/ICTaB/ba CKYII
CBeTOBa y KOjuUMa je hopMysa « 33J0BOJbHBA. 3alpaBo, ucrocrasuhe ce na Baxu [a] = [af.

Cuomano Kao u 1pe, nokasyje ce na M* € Meas(LPPy).

Teopema 1.14 (Jaka normnysocr). Ceaku konsuctienian ckya gopmyaa T uma mogea M €
Meas(LPP).

/loxas. Heka je M* xanoHcku Mojes jeduHucan kKao u mpe. IlokaKumo, MHIYKIIMjOM TI0
ciioxkeHocTr opMyJie, Jia 32 CBAKU CBET W KAHOHCKOT Mojesia M* Baxku: M* w = a ako u
caMO akKo & € w.

e AKo je o mCKa3HO CJIOBO, TBpheme Baxku U3 came JIe(UHUAIIje KAHOHCKOD MOJIeJIa.

e Axo je o obmmka —f Tama Baxku: M* w | —f akko M* w = [ akko f € w aKKO
-0 € w.

e Ako je o obsmka B Ay Baxku: M* w = SN~y akko M*,w = fu M*,w | v akko 5 € w
uy € wakxko Ay € w.

e Hexka je a obmuka Ps,[. Ako a € w ouna sup{s € [0,1]q | P>s8 € w} = p(w)([F]) =
r, ma M*,w | Ps.p. llpermocraBumo cama ma M* w = Ps,.f, ogHocHo sup{s €
0,1]q | PssB € w} = r. Axo je p(w)([f]) > r omma 360r ocobune cynpemyma u
MOHOTOHOCTH BepoBarHohe u(w) Baxku Ps,.f € w. Ako je mak p(w)([f]) = r onma
npema Moudukarmju Teopeme 1.5.(7) npuiarohena sorunu LP P, Baxu P, € w.

I[Ipumenom JIuagenbaymoBe Teopeme cKyr 7' MOXKEMO TPOIIUPHUTH JO0 MAKCUMAJIHO KOH3U-

crenTHOr cKyna 1™. V3 neduHUIMje KAHOHCKOT MOJeJIa IPUMeTuMo j1a he T 6utu jeman o
moryhux cserosa. Ila 3aucra 3a cse dopmyise a € T Baku M*, T = . [
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1.3.3 OpaayumBocT

Ba mokasz ojgryuusoctu Jjoruke LPP; kopuctuhemo meron dbunrpanuje [42] u csoheme
Ha TPOOJIEM PEIUBOCTHU CHUCTEMa JUHEAPHUX jeJIHAYNHA U HejegHadnna. Meton dpuarparuje
je buTtaH Kopak y KOjeM orpaHmdaBaMO Mojiejie Ha KOoHadaH Opoj cBeroBa. Kako je cama
dopMmysia 3aJI0BOJBUBA Y CBETY, Jla OMCMO NPOHAILIM Taj CBET MokazaheMo Jia je JIOBOJHHO
TpaxXuTu Mehy MojiesimMa ca KOHAYHUM OpOjeM CBETOBA.

Teopema 1.15. Qopmyaa v je 3ago8osuUBH Y HEKOM MEPHUBOM MOGEAY GKKO je 3ag080HUBH
Y HEKOM MOGeAY € KOHAUHUM Opojem Cc8eto8a.

Jloxas. Heka je M = (W, Prob,v) jenan mepspus mogen LPP, noruke u Heka je w € W
takas 1a M, w = a. Cana hemo dopmuparu jejan HOBU Takolje MEPJbUB MOJIEJT Ca KOHATHUM
O6pojeM cBeTOBa y KojeM he o 1 J1a/be J1a BaXKu.

Heka je Subf(a) ckyn cBux nordopmyrna dopmyrne o u k = |[Subf(a)|. Hedurummmo
pestanujy ekuBaseniuja ~ nan W x W na crenehn naunn: w ~ w' akko 3a ce € Subf(«),
M,w = 8 akko M,w' |= 8. Cxyn W)., je konauan u saxu |W,.| < 2*. Cana, 3a caky kiacy
C; n3abepuMo eJIeMeHT U 03HAYUMO ra ca w;. Paszmorpumo momen M* = (W*, Prob*,v*), rue:

o W*=A{w,; | C; € W/N},
o Prob*(w;) = (W*(w;), H*(w;), u*(w;)) Tako na:

- W*(w;) = {w; e W* | (3u € Cj)u e W(w,)},
— H*(w;) je maprurusam ckyn ox W*(w;),

— p(w;)({w;}) = p(w;)(C;) n3a6uno koju D € H*(w;) Baxu jennaxoct p*(w;)(D) =

> wsep W (wi) ({w;}),
i U*(wi7p> = U(wiap>'

U3 nedununmje momena M* moxe ce jako 3akmpyantu Ja Baxu M* € Meas(LPP;). Ilpu-
MEHOM jeJTHOCTaBHE MHJYKIMje 1Mo cjokeHoctu dbopmyiie [ € Subf(a) mMoxke ce mokaszaTu Ja
Baxku M, w = [ akko M*, w; |=  tioe w; npencrasiba C,, y M*. CiydajeBu Kaja je [§ BCKa3HO
CJIOBO WJIM HeKa KJIacM4YHa MCKa3Ha dopmysa cy Tpusnjasnu. Heka je f = P.,7. Kako je
v € Subf(«) Baxku ciezehe:

M, w = 8 ako u camo ako M, w; = 8 ako u camo ako pu(w;)([y]) = r ako u camo ako
Z p(w;)(Cy) = r ako u camo ako Z w(w;)({u}) > r ako u camo axo
Cu:Mul=y Cu:M* ul=y

w(w;)([v]) = r ako u camo ako M™ w; = p.

O

Moxke ce mpuMeTuTH J1a GUITPUPaAHE HUje JI0BOJHHO 3a MOKA3UBAHE OTYIUBOCTH jep U
Jlajbe MOYKe IM0CTOojaTh DECKOHAYHO MHOTO MOryhux n3dopa mepa jiedduHICaHuX HAJl KOHATHIM
opojem cseroBa. Jlakie, caga ciumdHO Kao u 3a L PP, JOruky CBOAMMO HpPOOJIEeM Ha CHUCTEM
JIMTHEAPHUX jeHaYNHA W HejeHadIrHA.
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Teopema 1.16. [Ipobaemu ogaywusoc@u u sawanoc@u 3a Meas(LPPy) cy ogaywueu.

Jloxas. Heka je M € Meas(LPP,) n Heka je w cBer momena M y KojeM Baxku hopmyJia
a. Heka je, kao u mpe, Subf(«) ckyn cBux mordgopmysia of «. Y CBAKOM CBETY MOJIEJa
M Baxu tauHo jemHa dopmyisa odmura [Si A - A By Aoy Ao A Yy, THe ¢y [ |
u3 ckyma Subf(a) za i € {1,...,n} uj € {l,...,m}, u Baxxku k = n + m. Hassahemo
Ty dopmysty KapakTepucTudHa dopMmysia 3a cBeT w. IlperxogHa Teopema HaAM rapaHTyje
Jla TIOCTOju MepJbHMB MOJeN ca Hajsumie 2F cBerToBa TAe o Basku y 6ap jemHOM cBeTy. 3a
cBaxu pupojan 6poj | < 2F pasmorpuliemo Moznene ca [ cBeToBa. Y CBaKOM OJ THX CBETOBA
Baxkuhe TadHO jemHa KapakrTepuctudHa dopmyraa. Jlakie, 3a cBako | pasmorpuhemMo cpe
CKYTIOBe O] | KapaKTepUCTHIHUX (popMyJsia KOje Cy MCKA3HO HEKOHTPAJIUKTOPHE U OJ KOjUX
bap jemna dopmyrta cagapKu QOpMysTy «. 3ampaBo, OBJE je ped O MYJITHCKYIIOBUMA jep ce
MCTa KapaKTepucTudHa (HOpMyJia MOXKe IOjaBUTU BUINE IIyTa. 1TU CKYyNOBU Y IOTILYHOCTH
OTHCYjy MOJeJ. 3a CBaKM TakaB M300p M 3a CBaKW cBeT w; rnocMarpahemo ciesehu cucrem
JIMHEAPHUX jeTHaYNHa U HejeTHaInHA!

(1) p(wi)({w;}) = 0, 3a ce j = 1,1
(2) Zu(wi)({wj}) =1

(3) Y plw)({w;}) >, sacse Poff € ay,

wj:,BEij

(4) Z p(w;)({w;}) <r, 3a cBe 7P, € ay,

wj:,BEQw].

[IpBa jemnadwmHa o3HavaBa Jia Cy BepoBaTHOhe cBeroBa HeHerartuBHe. JIpyra jeanadmna
3HAYU JIa 38 CBAKU CBeT w; BepoBaTHONA cKyTa cBux cBeToBa je 1. Tpehowm (uerBprom) rpymnom
HejeIHAYMHA TBPJIM Ce JIa Cy CBe BepoBaTHOCHE hopmyiie obsmka Ps,.[ (P, ) Koje ce jaBbajy
Ka0 KOHjYHKTH Y KapaKTEePUCTUIHO] (POPMYJIN (v; 33JI0BOJbUBE. PernaBame OBAKBOT CHCTEMA
JIMHAPHUX je/ITHAYNHA W HejeTHAaInHA je o/rydnB mpobseM. AKo je cucreMm 3a pukcupano | u
n300p KapaKTEePUCTUIHUX (PopMyJia 3aI0BO/bUB, OHJIA Y CBAKOM O/I [ CBETOBA ce MOry Jiedu-
HUCATU BEPOBATHOCHM IIPOCTOPHU My 6ap jeTHOM cBeTy Barkuhe mojiasua gopmyria a. AKo 3a
Heke pukcupane | 1 n300p KapakTepuUCTUIHUX (DOpMyJia OJroBapajyhu cucreMm HUje PEIuB,
TaJa He TIOCTOjU MOJIEI Ca HajBUIIe | CBETOBA TAKAB A Y (-TOM CBETY BayKU KapPAKTEPUCTUIHA
dopmyna a;. Ako HE 3a Koje purcupano | 1 n300p KAPAKTEPUCTUIHUX (DOPMYJIa CUCTEM HUje

peIlyB OHJIa IpeMa MPeTXoaHo] Teopemu dopmysa a uwuje Meas(LP P;)-3am0BosbuBa.
]

1.4 IlpeaukarckKka BepoBaTHOCHAa JIOTUKAa IIPBOT peaa

Cana hemo mpejcTaBuTH BEPOBATHOCHE JIOTMKE KOj€ Cy 3alPaBO IPOIIUPEHE KJIACHIHE
peIuKaTCKe JIoTuKe MpBor peaa. Camdano kao u nmpe paziaukyjemo LFOP,, LFOPs u LEFOP,;.
2

ITpsa u Tpeha Jsioruka cy onucane y [54] mok hemo opme npeacrasuru camo jgoruky LF OP% .

Jesuk name soruke, y osuanu L(LF OP%), je jeaHo npebpojuBoO MPOIIUPEHE KJIACUIHOT
je3mKa TPBOT PeJia W CAIPIKU:
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e GeckoHauaH CKyIl npoMensbusux Var = {z,y, z,...},

e yHEBep3aJHN KBaHTUMUKATOD V, U KIACHYHE NCKA3He BE3HUKE,

e 3a cBakm 11eo 6poj k > 0, GecKOHATHO MHOTO k-apHUX dbyHKIMjcKnx cumboma Fy, FF ...
e 3a cBaku 11e0 6poj k > 1, 6eckoHavHO MHOTO k-apHuX penamujckux cumbona By, PF ...
e JINCTY yHAPHHUX BEPOBATHOCHUX omeparopa P, 3a cse r € [0, 1]q.

Oyukiujcku cuMmbosu apuoctu () Ha3UBAjy ce KOHCTAHTHH CHMOOJIN.
Ckyn Term(LFOP3) Tepama OBOI je3uKa je HajMarby CKYIl KOjU CaJIPXKU IIPOMEH/bUBE U
2 .
cuMO0JIe KOHCTAHTU U 3aTBOPEH je 3a MPaBUJIO:

e Axocyty,...,t, Tepmu n F* bynxnujeku cumbon aproctn k, (k > 0), onmaje FF(ty, ... ;)
Takohe TepmM.

Tepm koju He caJp:Ku MPOMEHJ/bUBE HA3WBA Ce OCHOBHU TepM. AKo cy ti,...,t, TepMu u
P* penanujcku cumbon aproctu k, (k > 0), onna je PF(ty,...,t;) atomcka dopmyna. Caza,
CJIMYHO KAa0 M Y UCKA3HOM Jienty, fAedunuriemo ase spcre dopmysia. Cryn Foro(LF OP%) je
HajMalbU CKYI KOjU CaJIPKUA aTOMCKe (pbopMmyJie U 3aTBOPEH je 3a IpaBUja:

e Axo cy a u f kimacuane dpopMmysie oHsia ¢y U~ U « A [§ Takohe KiacuuHe hopmyie.
e Axo je a xiacmuna dopmysia u r npomensbuBa, (Vz)a je rakobhe kiaacudana dopmyIia.

Knacuane dpopmyste hemo xkao u mipe obenexkapatu ca o, 3, . . . .

Ca npyre crpane, ckyn Forp(LF OP% ) je ckyn BepoBaTHOCHUX (hopMyIia Koju ce jaeduHu-
IIIe UCTO Kao U y JIOTUIHA LPP% r7e cajla BEPOBATHOCHU OIEPATOP NMPUMEY)jEMO Ha KJIaCHIHe
dopmyne LF OP% qoruke. BepoBaTHocHe dpomysie Kao u mpe obsekaBaMo ca ¢, (y3 uH-
JIEKCE).

Ckyn dopmyna jgoruke LF OP% IIpeJICTaB/ba YHU]Y IIOMEHYTa JBa CKyIla U oDejiezKaBa ce
ca For(LF OP%). [TpousBosbHy opmyity obenekaBamo ca p,o (y3 UHIEKCe).

Jlpyre KjacudHe W BEPOBATHOCHE OIeparope JeWHHIIEMO WCTO KA0 W Y MPETXOIHOM
OZIeJbKY, JOK Ce er3sucTeHnujaanu ouneparop gedunuie ca (Iz)a =q.5 —(Vr)-a.

Kao u y kmacu4noj Jiorumu mpBor pejia Jiepunule ce mojaM CJIOOOJHUX ITPOMEH/HbUBUX.
Y dopmyau obsuka (Vr)a dopmyna a je y gocery kpantudukaropa (Vr). IlojaBa mpomen-
muBe r y GopMyu « je BesaHa ako je y ey dopmyine « obsmka (Vz)S3, y cynporHoM je
mojaBa cjoboHa. Pedenurie cy dopmyse 6e3 caoboHux mTpoMeH/buBux. AKO je t TepMm U «
KJacu4aHa hopmysia, KaxkeMo ja je t cJiobogaH 3a IMPOMEHJ/bUBY T Y (v @KO HU JEJIHO CJIOOOTHO
[0jaB/bUBAE OJl T HEje y jocery Omiro Kor kantudukaropa (Vy), rme je y mpoMeH/bUBa y
t. Ako je a(z) xmacuuna dbopmysia u ¢ TepMm cJ060aH 3a Ty «, ca «(t/r) hiemo o3HavaBaTn
pPe3y/ITAT 3aMEHe CBUX CJI0DOIHUX IMM0jaBa MPOMEHJ/BUBUAX I Y (v TEPMOM .

Hedbunnnuja 1.18. LFOP% -mogen je M = (W, D, I, H, pn) zge:
e W je meupasdar ckyu ceetiosa,
e D je upecaukasare koje cearxom ceewiy w € W upugpyorcyje neupasan gomer D(w),

e [ je upecaurasarve Koje ceaxom ceetiy w € W apugpyoicyje KaacuwHy uHGepupetiayu)y
apeoz pega I(w) wako ga:

28



1.4. HIIPEJ/IMUKATCKA BEPOBATHOCHA JIOI'UKA IIPBOI' PEJIA

— 3a ceaxo i u ceaxu cumbon xoncwmaniie FL, I(w)(FY) je enements ckyta D(w),
— 3a ceaxu i u k, I(w)(FF) je pynruyuja us D(w)* y D(w),
— 3a ceaxui uk, I(w)(PF) je k-apna peaavuja nag D(w), ogrocho togekyt og D(w)k,
e H je anzebpa togckyuosa og W,
e u: H—|0,1] je xonauno agutiusna mepa.
Heka je M = (W,D,I,H, ;) jenan LFOP%—MO,H,GH. Baayauuja tupomensusur v mpu-
IpyKyje CBAaKOM Tapy KOjU Ce CacTOju OJ CBETa W W MPOMEHJbUBE X €JEMEHT JIOMeHa, Tj.

v(w)(z) € D(w). Ako w € W, d € D(w), u v Banyanuja, ouja v|[d/x] je rakohe Basyaruja u
UCTa je Kao U v ca u3y3eTKoM Ja je v[d/x](w )( ) =d.

(), ]

Bpegroct tepma t, y o3narm I(w)
e axo je t mpomerspuBa T, oHgA [ (W)

Jo = v(w)(x), n
Jo = L(w)(F")(L(w)(t1)v, -y (W) (Em))-

Cagma hemo yBecTH mmojaM MCTHHHUTOCHUX BPEIHOCTH (DOPMYIIA.

(
(t

e ako je t = F™(ty,...,t,,), onna I(w)

Hedbunnunuja 1.19. Bpeghocii gpopmyse p y ceetiy w € W jegrnoz LFOP% -mogena M =
(W,D,1,H, ), o saryayuju v (o3naueno ca I(w)(p),) je:

o axojep = PM(ty,....tm), onga I(w)(p), = true, axo (I(w)(t1)y, .o, I(w)(tm)y) € I(w)(P™),
y cyapownom I(w)(p), = false,

e axo je p = Ps.a, onga I(w)(p), = true, axo p(w)({u € W(w) | I(u)(a), = true}) > r,
y cyapownom I(w)(p), = false,

e axo p = —o, onga I(w)(p), = true, axo I(w)(c), = false, y cyupowrom I(w)(p), =
false,

e axo je p=p1 A py , onga I(w)(p), = true, axo I(w)(p1), = true, u I(w)(pa), = true, y
cyupotmnom 1(w)(p), = false, u

e axo je p = (Vr)o, onga I(w)(p), = true axo 3a cee d € D(w), I(w)()ya/a) = true, y
cyapotwinom I(w)(p), = false.

Dopmyna Baxu y ceery w Hexor LFOPs-monena M = (W,D,I,H,u) (y osnamu (M, w) |=
p) ako 3a cee Badyammje v, I(w)(p), = true. Popmyna je BabaHa y LFOP%—MO,HeHy M =
(W,D,I,H,u) (y osnaiu M = p), ako je 3az0BosbuBa y cBakoM cery w uz W. Dopmyia
p je BaJjbaHa aKo 3a cBe LI OP% -monesie M Baxu M |= p. Pedyenuna « je 3aJ10BojbUBa aKo
roctoju ceer w u3 LF OPg -mozesia M rtako ga (M, w) = «a. Ckyn peuenuna T' je 3a/10BOJbUB

ako mocroju cser w u3 LFO Ps-monena M rako ga Baxu (M, w) =« 3ace a € T.
2
Kao u y uckaznom neny, pazmarpahemo camo LF'OPs-mepsbuse monene: LFO Ps-monen
. . 2 2
M je mep/bUB aKo 3a CBe pedeHHUIle (v, CBe BaJIyalluje v U cBe cBeToBe w u3 M, cKym

[y ={u €W | I(u)(a), = true}

npunaga H. Axo je o pedenuna, nzocrasbahemo nHpekcupame ca vy [aly, . O3nagaBamo

ckyn cBux mepspuBux LEF'OPs-monena ca Meas(LFOPs). Ocranm MOjMOBH CeMaHTHKE Ce
2 2

Je(OUHAIITY UCTO Ka0 U y MCKA3HOM ey .

29



1.4. HIIPEJ/IMUKATCKA BEPOBATHOCHA JIOI'UKA IIPBOI' PEJIA

Hamm akcuomarcku cucrem 3a LFOPs JOTUKY CaJpKU CBe aKCHOMe U IIPaBU/Ia n3Bohema
2
sgoruke LPPs tyc ciienehe:
2

(A7) (Vx)(a — B) = (o — (Vx)B) tae x Huje ca060HO TPOMEHIBUBA Y &

(A8) (Vz)a(x) — a(t/x), tae je at/z) mobujeHo 3aMeHOM CBHUX CJIOOOIHUX ITI0jAB/bUBAHA, T
y a(x) ca TepmoM t Koju je ciaoboian 3a x y o(x)

(R4) U3 « usBectu (Vz)a.

[TojmoBu nokasza, TeopeMe, CUHTAKCHE TIOCJIEIUIE CKyTa GOpMYyIa UTI. ce JeUHUITY Ko
U Y UCKA3HOM CJIYYajy.

Teopema 1.17 (Kopekrrocr). Axcuomaticku cuctiem Ax(LF OP% ) je kopexkwan y ogrocy
Ha KAGCY Meas(LFOP:%)—Moge./La.

Jlokas. OBne hemo pazmorputn caMo ciaydaj 3a akcuomy A7 10K ce joka3 3a akcuoMmy A8
moxke Hahu y [54], mok npasuio R4 mupkerno ciemu. Heka je M = (W, D, I, H, 1) jenan
LFOP;-meprbus mozen. Ipernocrasumo ja 3a Heku cser w € W saxu M, w B (Vo) (a —
B) = (o — (Vx)B). To 3maum ma 3a meky Basmyammjy v, I(w)((Vz)(a — B)), = true,
I(w)(a), = true u I(w)((Vx)B), = false. Ilakne, 3a Hexy Basyanujy v, u cse d € D(w),
I{(w)(a = B)ufajg = true, I(w)(a), = true u 3a neko d' € D(w), I(w)(B)va/s) = false. 3a
cee d' Taxkohe umamo 12 je I(w)(a)yjg/a) = true, mro ummmmnupa I(w)(a = ). = false,
IIITO je KOHTPATUKIIA]a. 0

Y mokaszy TeopeMe MOTILYHOCTH IpaTuheMo ujejy NCKa3Hor ciaydaja. V3ocraBuhemo mokas
TeopeMe JIeIyKIFje KOju ce JJako Moxke ajantupaTtu u3 Teopeme 1.10.

YV KOHCTPYKIMjU KAHOHCKOT MO/IeJia KopucTuheMo crenujaane MaKCUMAaJIHO KOH3UCTEHTHE
CKYTIOBE 3BaHe 3acuhenu CKyIOBU.

Hedununmja 1.20. Cryu T jesuxa L(LF OP% ) je Kouzucrentan axo je T ¥ L, y cyupotuirom
je nexonaucwenwar. Ckya T je MaKCUMIAHO KOH3UCTEHTAH AKO 3G CEAKY POPMYAY v Je3UKA
ﬁ(LFOP%) saostcu v € T uau - € T'. Cryu T je 3acuhien axo je MAKCUMAAHO KOH3UCTLEHTLAH
U 8adHCU:

o axo ~(Vzr)a € T, onga 3a nexu wepm t, —a(t) € T, zge je t Wepm jesura E(LFOP%).

CaJia MOKaKMUMO J1a, MOZKEMO IIPOIIUPUTU OUJIO KOju KOH3UCTEHTAH CKYII PEYEHUIIA J10 3a-
cuhenor ckymna. la 6ucmo To mokazanau nmorpebHo je ma upormupumo jesuk LFOPs joruke
2

ca 6ecKOHAYHUM TIPeOPOjUBUM CKYTIOM HOBUX cuMbosia Konctautu C' (ejgementn u3 C' He pu-

najajy pasmarpaHom je3uky Haie jioruke). Ca L(LF OP% ) O3HAYUMO TPOIINPEHE je3UKA

L(LF OP% ) ckymom HOBHX cuMmbosia. Kopuctuhemo momudukanmjy Jnunenbaymose Teopeme
Ha cjenehn Haymm:

Teopema 1.18 (JIunnenbaymosa reopema). Ceaku KOH3UCTLEHTAH CKYT PENEHUYA R JESUKY
,C(LFOP%) MoOdtCe Ce UPOWUPUWY go 3acuhenoz cKyua peuenuya je3uxa E(LFOP%).

Jlokas. Heka je T xomsucrenran ckyn pedenuna jesuka L(LF OP% ) u Heka je {o; | i =
0,1,2,...} mabpajame ceux pedennna jesuka L(LF OP% ). Ca T* 03HAYMMO CKyI DEYEHHIIA
nobujen koparuma (1) — (3) u3 mokasza reopeme 1.11 ca momarkom y Kopaky (2):
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e ako je ckyn Tj,q mobujen nomasamem dbopmyite obsmka —(Va)S(x) y ckyn T;, oHma 3a
neko ¢ € C, =f(c) je rakobhe momara ckyny Tj,1, Tako Ja je ckym Tjy1 KOH3UCTEHTAH.

ITokaxkuMo Jia y HOBOM KOPaKy CBU CKYIIOBU KOjU HACTa]y Cy KOH3MCTEHTHHU y ojrosapajyhem
jesuky. IlpermocraBumo na 3a Heko @ > 0, dopmyna obmuka —(Vx)F(x) je KOH3UCTEHTHO
monara ckyny T;. Ako mocroju cumbosn korcrante ¢ € C tako na —f(c) € T;, ouna T; U
{=(Vz)B(x),—p(c)} je kousucrenran. Ilpernocrasumo ja He mocroju takso c. Kako je T; U
{=(Vx)B(x)} nobujeno nomasamem koHauHo MHOTO popmysna y T, u T He caap:Ku KOHCTAHTe
u3 C, onma nocroju 6ap jenna koucranta ¢ € C koja ce He nojasmyje y T;U{=(Vz)5(z)}. Ako
T, U{=(Vzx)5(z), ~p(c)} F L, onma npumerom Teopeme geaykimje nobujamo T;U{—(Vx)5(x)}
B(c), u xako ce ¢ me mojasyje y T; U {=(Vz)B(x)}, nmamo na T; U {~(Vz)B(x)} - (Vx)5(z).
Haxne, T; = (Vx)p(x). Cuemu na ckyn T; nuje konsucrenTan mro je Hemoryhe. [lakie,
CKYIOBHU JI0OUjeHr HABEJIEHUM KOPAIUMa Cy KOH3UCTEHTHHU.

Konauno, kako 6ucmo mokazaju Jia je 1™ KOH3uCTeHTaH, MOpaMo Ja MoKaxkeMo Jia je T
neaykTuBHO 3aTBopeH (17 - p ummuunupa na p € 7). Jenunu ciydaj Koju ce He pazMarpa
y moka3y teopeme 1.11 je Taj xama Baxku 1™ b (Vz)S(z) mro cmo mobumm uz T* + [(x)
npumenom npasuia R4. Kako B(z) numa jeany ciobonny npomersbuBy, u T; u T cy ckymoBu
peuennna, [(z) we npunaga ckymny 17*. IIpumeHom KiacudHe JIOTMKe MPBOT pejia UMaMo Ja,
T* F B(c) 3a cBe koucranre ¢ € C, u u3 nHAYKI@jcKe npernocraBke Baxku J(c) € T*. Ako
(Vx)B(x) ¢ T, koucrpykimja ckymna 1™ rapantyje ga mocroju Heko i > 0 u ¢ € C tako na
B(c),~58(c) € T; 3a meko ¢ € C'; KOHTPAIUKIIH]A.

U3 neaykTuBHE 3aTBOpEHOCTH CKynia 1™, Kao u npe, cieau jaa je T* kouzucrenran. CiaudHO
Kao U y J0Ka3zy Teopeme 1.4 mokasyje ce MaKCUMAJHOCT CKyIma 1™ JIoK 3acuheHOCT JupeTHO
cJIeIM U3 HaBeJeHe KOHCTYPKIHje. N

Cagna nedpuHATIIMO KAHOHCKY MOJIEJT 33, HAIILY BEPOBATHOCHY MPEIUKATCKY JIOTUKY ITPBOT
pena.

Heka je T" kou3uctenTan ckyi u 1™ H€eroBo HpoIIuperne /10 3acuheHor ckymna. KaHnoncku
mogen je Mo = (W, D, I, H, i) Tako na:

e IV je ckyIll CBUX KJIACUYHUX WHTEPIIPETAINja MIPBOT PeJia ca KOHAYHUM JIOMEHUMA,

e 3a cBaku cBeT w, D(w) je CKyIl Tepama y KOjUMa HeMa MPOMEHJbUBHX,

e 3a ce w € W, I(w) je unrepnperanuja Takpa Ja:

— 3a cBaku dyHKuujcku cumodosn F™ , I(w)(EF™) : D(w)™ — D(w) Tako na 3a cBe
OCHOBHE TepMe 1, ..., by T(W)(E™) 2 (t1, ooy tin) = (E"(t1, ..y tm)), 1

{<t1>-'-atm> | Pim(tlw'"tM) S w}v

— 3a cBaky pesarjcku cumbon P I(w)(P™)
3a CBE OCHOBHE Te€pME i1, ..., Ly,

e H je xmaca ckymosa [a] = {w’ € W |M¢,w' = a}, 3a cBe peuennrie a, u
e 3a cBaku ckyn o] € H, u([a]) =sup{s € [0,1]NQ | T* F Psa}.

CangaHO Kao M MCKA3HOM eIy, MOXKE Ce IMOKa3aTH [1a je KAHOHCKH MOJIEJ 3auCTa jeaHa
MepJbUBa CTPYKTYPa, U Jia BaxKu cjejiehu pesysrrar.

Teopema 1.19 (Jaka normynoct jioruke LF OP% ). Cxyu peuenuuya T je xonaucenmar axkKko
T je 3ag060/U6 Y HEKOM MOGENY U3 Meas(LFOP%).
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1.4. HIIPEJ/IMUKATCKA BEPOBATHOCHA JIOI'UKA IIPBOI' PEJIA

[IITo ce Tuue OIyaMBOCTH, CBe TIOMEHYTE JIOTHKE CaJprKe Kao MOJIOTUKY KJIACUIHY JIO-
UKy TPBOT pejia 3a KOjy ce 3Ha Jia MpodJeMr 33/ J0BOJbUBOCTH 1 BaJbaHOCTU HUCY OJI/Ty IUBH.
CaMuM THM 3aKJbYydyjeMO Jia TPOOJIeME 38/ I0BO/bUBOCTH M Ba/baHOCTU BEPOBATHOCHUX JIOTUKA,
npBor pena Takobe Hucy omayuausu. MebhyTtum, y [54] je mokazaHo ma MoHaICcKu GparMeHT
sgoruke LFOP, jecte onjyaus.
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I'maBa 2

BepoBaTHOCHE JIoTHKE ca
orepaTopuMa norBphuBama

Y 0BOM 0JIeJbKY IpeJicTaBUNEMO TojaM TMOTBphuBama, Ka0 U BEPOBATHOCHE JIOTHKE, KAKO
MCKa3He, TaKO M JIOTHKE IIPBOT pejia, Koje (popMan3yjy mojaM MmoTBphuBatba.

2.1 bBajecujancka Teopuja norBphuBama

Y dunoszoduju nojam uowiephusarsa ce OIHOCU Ha OJHOC U3Mehy Heke XUIIOTe3e U yCJIo-
Ba. KaxkeMo j1a ycj0oB 1oTBphyje Xuoresy yKOJHUKO je UCIYHEheM yCIoBa BepoBaTHOhA 3a
Ta4HOCT Xunore3e Beha. YKOJIMKO je Mama, KaXKeMo Jla yCJIOB OIoBprasa xumoredy. Jlakie
TeopHuja MOTBphUBama MpoyvaBa MOTBPHUBAILE Y CMUCIY: KAKO Cy XUIOTE3€ IMOJpXKaHe WJIN
OIIOBPTHYTE€ HEKUM YyCJIOBHUMaA..

Pynond Kapuan y cBojoj kmbu3u 7] yBoau mojam moTBphuBama Ha Tpr CeMaHTHYIKH PA3JIU-
quTa HaduHA: Kaacugpurayuonu (“mokas B norephyje xunoresy A”), xomtapatmiuenu (“noka3
B norephyje xunoresy A 6ap ucro kosmko u C norsphyje D”) u k6aHTGUTATUEHY TTOJaM O
TBphuBama. Tpehu mojam, 0HOCHO KBAaHTUTATUBHU TT0jaM TOTBphuBama, je (hopMam30BaH
HYMEpPHIKOM (DYHKIIMJOM € KOja IIPec/InKaBa mapoBe pedeHuria y peasane 6pojese. Ca c(A, B)
O3HAYBAMO clietueH uowephusara Kojum B nmorsphyje xunoresy A. BajecoBa emmcremosiorn-
ja mpesurazke pasue KaHaumare QyHKIMja 3a Mepy crenena norBphusama c¢(A, B). Cse one
CYIITUHCKHU Tofp:kaBajy na Baxku: c¢(A, B) > 0 ako u camMo ako arocTepropHa BepoBaTHONA
xunorese A 6asupana naz B je Behia oz anpuopre BepoBarHolie xunorese A (1(A|B) > u(A)),
mIro npunaia Kiacudukauonom nojmy (“B norephyje A”) [27]. Kiacudukanuonu mojam mo-
TBphuBama je oruuku dpopmasusosan y [15]. YV oBom ozxesbky soruaku hemo dopmasmzoBaTu
HojaM KBaHTUTATHBHOI NOTBphuBama, mro je ypabeno y [13, 12].

®okycupahiemo ce Ha, npema Ency u @uresicony [20], HajcTangapHujy Mepy CTEleHa T0-
TBphUBamba, 3BaHy Mepa Pa3NUuKe:

(A, B) = W(A|B) — u(A).

Omucaliemo dbopmasinu je3uk Koju je Nmpolmpeme KiaacudHe (MCKasHe/TIPBOr pejia) JIOTHMKe
ca yHapHUM BEPOBATHOCHUM olleparopuma P, n OMHAPDHUM BEPOBATHOCHUM OIEPATOPUMA
Cs>r U C<p, KOj€ CEMAHTHYKHM TyMaduMo noMohy mepe paziuke. Oparosapajyha cemanTuka ce
cactoju o1 moceOHuX BpcTa KpunkeoBux mMozesna ca BEpOBATHOCHOM MepOM J1e(DUHUCAHOM HaT,
CBeETOBUMA.
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2.2. JIOTHUKA LPP™

Kao mrro cmo Beh peksu, mHOTE Mepe noTBphuBamba cy npejyiarane rogunama npe. Ore
cMo ce (hoKycupaJd Ha HajcTaHJIAPAHU]Yy, He Oupajyhu je Kao Haj3HadyajHUjy Beh Kao Hajmo-
nysapuujy mepy norsphusama. Mehytum, y omepky 4 KpaTko heMo JAUCKYyTOBATH O TOME
Jla ce Hallle AaKCMOMATCKe TeXHUKE MOTY JIAKO MOJIUMUKOBATH Y 3aBUCHOCTH M300pa Mepe 3a
cTeneH MoTBphuBama.

['raBHU pesynararu Kao u npe Ouhe KOPEKTHOCT U jaKka MOTIYHOCT akcruomaTusanuje. Ta-
Kobe, 3a JTOKa3 jake MOTIYHOCTU KOPUCTUMO X€EHKWHOBY KOHCTPYKIUjy. Kako Hu oBa joruka
HUje KOMITaKTHA, akcmoMmaruzanuja nehe outu konadna. Takobhe, mokazahemo opjryuuBocT
OBaKBUX JIOTUKA.

2.2 Jloruka LPP(ionf

V oBoj cekmmju hemo npeacTasuTu cKyn dbopmyna goruke LPP™, i kracy cemanTmakmx
CTPYKTypa y KOjUMa J1ajeMo 3Ha4deme hopmyiaMa.

2.2.1 Cunrakca

Heka je P = {p,q,r,...} upebpojus ckyn uckazuumx ciosa. Ca Q o3HaUaBaMO CKyII
panuoHaIHEX OpojeBa. 3a JBa parponasnana 6poja a u b Taksu na a < b, [a,b]q npencrasiba
ckyt [a,b] N Q. Jesux joruke LPPS™ je carpaben o

e cjemeHara ckymna P,

® KJIaCUYHUX MCKA3HUX BE3HUKa — U /\7

e JIMCTe YHADHHUX BEPOBATHOCHUX omeparopa obsmka P, 3a cse 1 € [0, 1]q,
e JcTe OMHAPHUX BEPOBATHOCHUX OLEPATOPA Csy, 33 cBe 1 € [—1,1]|q, n

e JcTe OMHAPHUX BEPOBATHOCHUX OLIEPATOPA C<,, 3a cBe 1 € [—1,1]q.

Hedunumuja 2.1 (LPPC™ dopmyna). Cryi ceux dopmyaa For(LPPE™) nozuke LPPM
je HaJMary CKYU Waxas ga:

1. P C For(LPP);

2. Axo a € For(LPP™) ur € [0,1]q onga Ps,a € For(LPP™).

3. Axo cya u B LPPC™ -opmyae ur € [—1,1]q onga cs,(a, 8), c<r(a, B) € For(LPP™)
4. Axo cy a u 8 LPPf™ -popmyae onga ~a, a0 A 8 € For(LPP™).

Osnanasahemo apouseonmne opmyne ca o, 3,7, ..., ca ungexcuma ykoasuxo je wowpebro. Dop-
myae obauka Ps,or, cs.(a, B) u cep(a, B) Hasusamo bazuwne seposatinocte opmyaie.

Kao mpe P.,a o3magaBa na je BepoBaTHOha dopmysie « je Beha miau jemHaka 7, JIOK
csr(a, B) (cer(a, B)) oznauaBa ga dopmyna [ norephyje dbopmyiy « ca CTeneHOM MOTBD-
buBama najmame r (HajBuie r, peaom). Kako cmo Beh mcrakim y mpeTrxomHoM MOrjaBiby,
dokycupaaum CMO ce Ha HAjCTAHIAP/HU]Y MepPYy 3a CTEIleH MOTBPhUBama, Mepa pasJiunke, Ia
uaTeprnperarmja dbopmyie cs.(a, ) je “yeaosra Bepoaraoha o1 o y3 ycsioB [§ MuHyc 6e3y-
c0BHA BepoBaTHOha o1 «v jemuaka je 6ap r”. Omeparopu P-, cy cTangap/iHu BepOBATHOCHH
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2.2. JIOTHUKA LPP™

omiepaTopu m3 ofiesbKa 1 1 jesux soruke LPP{Y MoxkeMo mocMaTpaTi Kao ITpOIHIperhe je3nKa
noruke LPP) ca nsa OuHapHa oneparopa OTBphUBama, s, U C<p.
OcraJjte BepoBaTHOCHE orepaTope yBoauMo ciegehum medwrunmjama:

o P_.a, Po,a, Psyor, Popov medpuHMIIEMO KA0 Uy OJEJbKY 1.
o cr(a, B) je czr(, B) A ecr(a, B),

o c.(a,B) je csp(ar, B) N —eer(ar, B) m

o c.(a,f) je cepr(av, B) N —esp(av, B).

Takobe, ciienehe yobuuajue Be3nuke yBoaumo Kao: o A -« je L u oV —« mpesictasiba | .
[Tpupo/HO je mpeTnocTaBuTH J1a OIEePATOp C, (v, 3) MOXKe GUTH IIPEICTAB/LEH KAao —Cs, (v, (),

CJIMYHO Kao u onepatop P-; Koju cmo mperxoano aedunucaiu. Mehyrum, Bugehemo KacHu-

je ma je oBakBa JeduHHIKja HeMOryha 1o/ HAIIOM JIedUHUIIIjOM pesaluje 3a10BO/bUBOCTH

dopwmyia.
Crenehu nmpumep uaycrpyje 3HaUEH€ OlepaTopa MOTBphuBama.

IIpumep 2.1. Cumyayuja y xojoj ycros Kuima ouospzasa xutotwedy IIukuuk ca ciueternom
—0.8 mootce ce upegctiasutmu HoPMYAOM

c<—0s(p,7),

2ge uckaszno cao60 p osnavasa IInkauk a r Kumry. [

2.2.2 CemaHnTuka

Cana hemo mpescrasuti ceManTuKy Hamre joruke LPPSY, TTouehemo ca gedbunncamem
LPPﬁonf—CprKType Koja je yctBapu L P Pj-monen koju cmo npejactapuin y aebuaunuju 1.14.

Jlakje, ceMaHTUKa BEPOBATHOCHUX JIOTHKA KOPUCTHU CTPYKType JedprHUCAHE HAL MOT'yhuM
CBETOBMMA, Ca UCKA3HOM BaJIyalijoM 3a cBaku cBeT. Kao u nipe pokycupahemo ce Ha MepsbuBe
CTPYKType Koje heMo oBJie JleTaJbHO JedUHUCATH.

IIpe Tora mpeacrasuhemo npumep jeane LPPY-cTpykType.

IIpumep 2.2. Hexka je A = {p, q,r} xonauwan ckya uckasnuz crosa u nexa je M = (W, Prob, v)
CWPYKWYpa maxea ga:

o W =A{w,t, u}
e Prob(w) = (W(w), H(w), p(w))
- W(w)=W
— H(w) je aapmuimuenu ckya P(W)

— p(w) wapaxtgiepuwe p(w)({w}) = p(w)({t}) = 3, p(w)({u}) = 5 (ocwane epegno-
ciiu, ce M2y AaKo uspauynaiiu us ocobuna mepe: p(w)(0) =0, p(w)({w,t}) = 3,

plw)({w,u}) = p(w)({t,u}) = 3 u pw)(W) =1)
e Prob(t) = (W(t), H(t), pu(t))
~ W) =W
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2.2. JIOTHUKA LPP™

— H(t) je uapmuvtmusru ckyu P(W)
— p(t) wapaxtgiepuwe p(t)({w}) = p(t)({u}) = I, p(t)({t}) = 3
e Prob(u) = (W(u), H(u), p(u))

— W) =W

— H(u) je gapmivimuenu ckya P(W)

~ lu) wapaniziepuuie pu)({w}) = Lu(w)({1)) = L, plu)({u}) = 1
)

e v(w,p) = v(w,q) = v(w,—r) = true, v(t,p) = v(t,~q) = v(t,r) = true, u v(u,p) =
v(u,q) = v(u,r) = true. O

Cnenehe hemo medbunucarn 3am0B0/puBOCT dopmyna y csery LPPY-ctpykrype. UnTyn-
TUBHO, aKO MPETIOCTABUMO JIa je 3a70BO/bUBOCT (hopMmyiie « Beli nedbuHucana y CBAKOM CBeTy,
ouma P, 6u TpebaJsio /ia BayKu y CBAKOM CBETY W aKO 3a CBaKHU CKYyI S CBHUX CBETOBA W3
W(w) y kojuma Baxku « Baxku pu(w)(S) = r.

[Tpobaem ca osakBoM gedurHIEjOM je Taj mTo je moryhe na ckyn S Huje uz H(w), u'y
TOM CJIy4Yajy MU HE MOXKeMO jia puMeHuMo Mepy f(w). Ca ToM HAMEPOM CJIEMMO TPUCTYIL
Xagmepua [25]. TIpso hemo medunucaTu pesanujy 3a0B0/bUBOCTH = Kopuctehn yHyTpalime
U CIOJBAIGE Mepe. 3aTuM NeMo yCMepuTH HaXKiby CaMo Ha MepJbUBe CTPYKTYpPe Y KOjuma
3HAMO J1a GOpMyJIe OIroBapajy Mep/bUBUM CKYTIOBHMa CBETOBA.

Yny@pawrea mepa Hekor ckyma S je 3ampaBo Mepa HajBeher Mep/bUBOI CKyIa KOjU je
cajipKaH y S U o3HaUaBaMo je ca (.. 1o MoxkeMmo 3amucaTu U Kao i, (S) = sup{u(S’) | S' C
SuS € H}. Cuomawry mepy oberexkaBaMo ca p* ¥ OHA MPEJCTAB/bA Mepy HajMarber
MepJLUBOT CKYyTIa Koju cajap:ku ckym S. Baxu p*(S) = 1 — . (S).

Hedbununuja 2.2. Hexa je M jegna LPP-ctipyxitypa u nexa je w nexu ceetll clipykiiype
M. Penanmja 3a10BOJBHBOCTH = je gedhunucana wWaxo ga:

1. Axo a € P onga M,w = « axko v(w,«) = true,
2. M,w | Ps,a axo p.(w)({w € W(w) | M,w' |=a}) >,
8. M,w = csnla, B) ano p(w)({w € W(w) | M,/ = 5}) > 0 u

«(w){w' eW (w Mauw'E=a *
e Tty — o (W) ({w € W(w) | Mow' | a}) >,

4. M,w = cer(a, ) avo p(w)({w" € W(w) | M,w' |=5}) >0 u

* 'eW (w) | Maw'Ea
) (ool ) | MaEerB) — p(w)({uw' € W(w) | Mow' | a}) <7,

5. M,wE —a axko M,w [~ «,
6. M,wE=aNp akko M,w = a ang M,w = 5.

Kaxko 6ucMo moje1HOCTaBUIN HOTAIH]Y, Ca [a s, O3HAYABAMO CKYII CBUX cBeTOBa u3 W (w)
y KOjUMa (¢ BaxKu, Tj,

[ pw = {w' € W(w) | M,w' = a}.

[Tumemo [a] ymecto [a]pr . Kama ce M n w mogpasymMeBajy U3 KOHTEKCTA.
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2.2. JIOTHUKA LPP™

Jedbununuja 2.3 (LPP{- mepsusa crpykTypa). LPP{-capyxiiypa M je LPP{M-meppusa

akxo o, € H(w) sa cearu céew w us M u 3a céaky gpopmyay o € Forpppens. Ca LpPpeut

osnauasamo ckyt ceux LPPYY-ueppueuz LP P -cilipyxiypa.

Hamomena 2.1. Pectipuxkuyuja Ha KAACY MEPDHUSUT CUPYKTYPG je Yoouuajar Upuctiyd y wo-
MY 6ePosatuHOCHUT AoZuka [26, 54]. IIpumedumo ga A0ZuKe Ca Pa3AUNUTIUM JEZUKOM UMATY
pasauvutie Kaace meprusux clupykype. Ha apumep, ckya S = [cs-(5,7)] je mepous ckya
Y ceakom ceetiy w ceake cupyxwmype M € LPPif’l{?Ifeas. Huax, S nuje nyotcno meppus y upo-
u380pH0] cpykwypu sozuke LP P, u3 jegnocitiaroz pas.noza wiio C>T(ﬁ,7) Huje Popmysa
UOMERYWE No2UKE.

Y oBowm pajty, Mu hemo ce doxycuparn ra LPPS aepspuse cTpyKType u caMmM THM, TO-
KazaheMOo TOTIIYHOCT U Pe3yJITaTe OJJIyYUBOCTH 3a KJIaCy MepPJbUBHUX CTPYKTypa. [Ipumermmo
na y kinacu LPPSmeprpuBux cTpyKTypa HACY HaM TIOTpeOHe YHYTPAIIhe U CIOJbAITHE Me-
pe u3 jmedununuje |=. 3aucra, KaKO ce [, 4 U [i, TOKJIANAJYy HA MEDP/bUBUM CKYHOBUMA, Y
JedpuHUNAjA 2.2 MOKEMO 3aMEeHUTHU ycjioBe 2—4 ca:

2" M,w £ Psra axo p(w)([a]arw) =7,
3" Mw = ez, B) ako p(w)([Blarw) > 0 m p(w)([a]arwl [Blarw) — p(w)([rrw)
4 M,w = cep(o, B) axo pu(w)([Blarw) > 0 1 p(w)([arw! [Blarw) — pm(w)([]are) < r-

WnycroBahemo nmpumepoM Kako ce JieuHHIIe 33 J0BO/bUBOCT HEKE (pOPMYJIe Y CTPYKTYPH.

WV

T,

ITpumep 2.3. Pasmotipumo 3ago806u0ctli Hopmyaa

ce02(PANq, ) ucco2(pAq, Pooor)

y ceewry w mogeaa M u3 upettizogroz upumepa.

[Tpea dopmyna: 3namo ga M, w = c<_g2(pAq, ) ako p(w)([r]w) > 0w w(w)([pAGlw|[r]w) —
(w)([p A qlw) < —0.2.

3a ceewwi w umamo ga je [r], = {t,u}, gaxae u( )([r]w) = plw)({t,u}) = 2 > 0. Cavuno
umano ga je p(w)([p A q Arlw) = p(w)({u}) = 5 v pw)((p A glo) = pw)({w,u}) = 3.V
o cayragy cae p(w)((p A dhllrh) — AP A gla) = 2§ = < 0.3, Lunac

M,w = cc_o2(pNg,r).

Hpyra dopmymna: 3namo ga M, w = c<_g2(pAg, Pso2r) ako p(w)([Pso2r]w) > 0 u p(w)([pA
qJw|[Pz0.27]w) — p(w)([p A glw) < —0.2.

Jlaxo je aposeputiu ga [Psoor]y = {w,t,u}, @j, p(w)([Pso2r]w) =1 . Hobujamo ga je
p(w)([p A glu|[Poo2r]w) — p(w)([p A glw) = % —2=0>-02. Ognocro, M,w = c<_a2(p A
q, P>o.r). O

Kopucrehu nedununujy 3a710BO/bUBOCTU U CBOjCTBA peaJIHUX OpOjeBa, JIaKO je JI0OUTH
JebUHAUIje 3aJ0BOJBUBOCTH 3a OCTaJe TUIOBE orneparopa. Ha mpumep,

M, w = (e, B) axxo p(w)([A]) > 0 m p(w)([[[F]) — p(w)([a]) < 7.

CaJia je OYMIJIEIHO 3AIITO ONEePATOp C. HUje eKBUBAJEHTaH ca “Herarmjom cs”; Tj, M, w -
csr(a, B) e mmmmnnupa na M, w = co.(a, 5). Pazmor je taj mro c¢([a], [8]) Moxke jeaHocTaBHO
outn menedunucan y M (ako je p(w)([B]mw) = 0).

Ha kpajy oBor onesbka nmedpunucahemo Heke ocHOBHe ceMaHTH4Ke mojmoBe. llouehemo ca
II0JMOM MOJI€eJa.
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2.2. JIOTHUKA LPP™

Hedbununuja 2.4 (Mogen). 3a M = (W, Prob,v) € LPP3., w € W u cxya dopmyaa T,
kaostcemo ga je M,w mopen 3a T, u auwemo M,w =T, axko M, w = o 3a cee a € T. Ckya
T je LPPi?f\l,Ifeas-Ba,ZLOBOJLI/IB, axo uoctwoju M € LPPE?I{}[feaS u ceewi w u3 M @waxo ga M,w=T.
Dopmyaa o je 6a/aMa AKO T HUjJe 3GGO60HUBA.

Y nameM TEeKCTy jeaHocTaBHO hemo pehu j1a je ckymn 3agosonué mTo he ce OJHOCUTH Ha

T0 1a je LPPSE  _3agosonus, axo je To jacHO U3 KOHTEKCTA.

Cana hemo jgeduHMICATH TI0jaM CEMaHTUYKE ITOC/IETHUIIE.

Hedununmja 2.5 (Cemanruuka nocieauna). Kaotcemo ga je  ceMaHTHIKA MOCTIEIUIA CKY-
aa gopmyaa T u auwemo T = «, axo 3a cee M = (W, Prob,v) € LPPi?l{}[feas uceew e W
saorcu M, w =T onga M,w = «.
2.2.3 Axcuomaruzanuja

Y oBom ofesbKy hemo mpejicTaBUTH aCKUOMATCKU CUCTEM HAIlle JIOTUKE, KOjiu O3HAYaABaA-
Mo ca Az(LPP™). Akcuomarcku cucrem Az (LPPS™) cagpku gecer cxema akcmoma 1 et
npasmiia u3Bohema. [logpaszymeBamo na cBe dopmyiie 3a10BosbaBajy jgedununujy 2.1. Ha
npuMep, y3uMamo y o63up camo uHcTanie akcuoma A9 u A10 xoz kojux Baxku s(r +t) < 1.

Cxeme axcuoma:

A8) cer(a, B) — Psof
A9) (Pora A PosB A cp(, B)) = P (A )
(A10) (P<a A Peyff A cer(a, ) = Pesryny(a A )

(A1) Cse unCTaHIE KJIACHYHUX UCKA3HUX TAyTOJIOIH]A.
(A2) P
(A3) P, — Posavkamajer < s
(A4) Poa — P«
(A5) (Pora A Posff A Poy(maeV =) = Porys(aV §)
(A6) (Po,aNP_yff) = Popys(aV PB)
(A7) cop(a, ) = Psofs
(A8)
(A9)
)

IIpasusa uzsoherva:

R1) U3 {a,a — [} 3akmyunrn

(R1)

(R2) Uz « zakmyantn Psia

(R3) U3 ckyna mpemuca {y — P, 1o | k € N,k > 1} sakmyantn v — Ps,o.
(R4)

R4) U3z ckyna mpemuca

{v = PooBYU{y = (Pora A PoyfB) = Pogiriny (A B))|E, s € [0,1]q}

3aKJBYIUTH Y — Csp(Q, ).
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2.2. JIOTHUKA LPP™

(R5) U3 ckyna npemuca

{7 — P>OB} U {7 - ((Péta/\PSS/B) — Pés(rth)(a/\B)) | t,S € [07 1]Q}

3aKJBYIUTH Y — C<r(, 3).

Komenrtapucahemo kpatko axcmomarmsanujy Az(LPP™). Axcmome A1-A6 u mpasmia
uzBohema R1-R3 cy 3anpaBo u3 akcmomarckor cucreMa 3a jgoruky LPP;. Axkcuome AT u A9,
3ajeaHo ca mpaBmwioMm R4 obyxsarajy Ttpehm yemo medununumje 2.2. Camano, A8, A10 u R5
0JITOBapajy 4eTBPTOM yCJOBY Jedunuiiuje 2.2.

[IpaBuna u3Bohemwa R3-RH cy mndunutaprna npasusa nssohema. [lorpeda 3a yBohemem
OBaKBUX IIPABUJIA JIOJIa3U U3 HEKOMIIAKTHOCTU O YeMy heMO TOBOPHUTH HEIITO KacCHU]e.

[lojmoBHU wWeopema, gokas U KOH3UCTWEHTHOCT ce NeMUHUITY HA UCTU HAYUH KAaO Uy
jgoruttu LPP;.

3a Kpaj oBor morJiap/ba mokazahemo Jia je akCHOMATCKUA CUCTEM A:):(LPP‘fonf) KOpEKTaH.

Teopema 2.1 (Kopekrnoct). Axcuomaiicku cuctiem Ax(LPPS™) je xopexiuan y ognocy na
conf

kaacy cpyriwypa LPP{Y .-

/loxas. Moxke ce moka3zaTu Jia cBaKa WHCTaHIIA OUJIO KOje CXeMe aKCUOMe BayK! y CTPYKTYPH,
U Jia IpaBuJia u3Bohema dyBajy BasbaHocT. OBrie hemo mokazaru KOPEKTHOCT 3a akcuome A7
u A9 kao u 3a mpasuio R5, 10k moka3 3a A8, A10 u R6 je ciuuan .

(A7) TIpernocrasumo ja je M € LPP{%Y, u w cser momena M, takas ga M, w = ¢z (a, B).
Tana je p(w)([8]) > 0, nakne M,w = Psof.

(A9) IlpernocraBumo ga Baxku M,w = (Psia A Psif) A eso(,8). Hakie Baxu na je
p(w)(al) > t, pw)(8) = s, p@)(F) > 0 1 p()[ll8) — pw)(a)) > r,
plw)(fee A Bl) = p(w)((BN)(r + p(w)([e])). Oso snauu xa je p(w)(la A Sl) = s(r +1).
Haxne, M, w = Psgiin (o A B).

(R5) Cama hemo nokasaru ja npasuwio R5 dyBa BabaHOCT, OJHOCHO, MOKasaheMmo ja Kaja
roJl IpeMuce IpPaBUjIa BaXke y CBETY, OHJIA M 3aKJbydaK IIPABUJIA MOPA Ja BAXKU Y
ucrom csery. IlpermocraBumo ma M,w = {7y — Pso8} U {y — ((Pwa A P<8) —
Pesripy(a N B)) | t,s € [0,1]q}. Axo M,w [= v, umamo na M, w = v = c< (o, B).
Cana mpermocrasumo ga M, w | v. Hakne M,w = Psof, 1j. p(w)([8]) > 0, u
M,w = (P<o A Pef) = Pegpgn(a A B) 3a cBe t,s € [0,1]q. Axro cy t,s € [0,1]q
6pojesu raksu na t > pu(w)([a]) u s = pw(w)([f]), onma M,w | Pga A P, naxie
M, w = Pegpin(anB), 13, p(w)([aAp]) < s(r+t). Kopucrehu ocobume panmonassnx
u peanHux 6pojesa, Moxkemo 3aksbyuntu na je u(w)([a A f]) < pw(w)([B])(r + p(w)([a]))
7j, p(w)([e]][8]) — w(w)([a]) < r. Hpernocrasmajyhn na je p(w)([8]) > 0 mamo 1a je
M,w | ce, (e, B). Coenu, M, w = v — cer(a, B).

]

2.2.3.1 IIpobsemu akcumomaTmu3alimje

Kao mrro Beh 3namo, goruxka LPPY je mpommuperme soruke L PPy 3a Kojy CMO IOKa3aJIn 114,
uuje komnakTaa. Caja hemo gaTu jormn jejan npuMep HEKOMIIAKTHOCTH Y KOjeM Cy TPUCYTHe
dopMysie ca HOBUM OIE€paTOpUMa MOTBPhUBambA.
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2.2. JIOTHUKA LPP™

Hexa je T' ckyn
{eso(p, @)} U{cor(pg) [ n € N},

rjie Cy p U ¢ UCKa3Ha CJIoBa. 3a cBaku KoHadaH mojckyn 1’ ckyna T umamo Hajsehe k € N

TAKBO Ja C_1 (p,q) € T'. Jlako je nmpuMmeTwTH Jia IIOCTOjU LPPfjf’f\‘,lfeaS-MepJLI/IBa CTPYKTYpa

My = (W', Prob,v') w w'" € W' axo na u(w')([q]) > 0, u(w)([pllla]) — p(w)([p]) = 77
Mz, w' = T'. Mebyrum, He mocroju LPPi?ﬁfeas—MepJBI/IBa crpykrypa M = (W, Prob,v) u cBer
w e W raxo ga M,w =T jep 3a cse m > 0 axo u(w)([q]) > 0w pu(w)([p]|[g]) — () ([p]) = m,
nocroju k € N rako na je + < mu M,w - cc1(p,q). Axo je p(w)([q]) > 0 m p(w)([p]l[q]) —
w(w)([p]) = 0 ouma M, w F~ cso(p,q). Y cayqajy na je pu(w)([q]) = 0 onna T' Huje 3a10BObUB.
Jakie, cBaku koHadaH mojckyn 17 ckyma T je LPPﬁ?l{fIfeas—sa;LOBOJLHB, JIoK je cam ckyn 1T’
HE3a/I0BOJHUB.

OBaj nmpuMep HAC MHCIIMPHUINE HA TO JIa Y aKCHOMATU3AIN]U YBEINMO HOBA WH(MOUHUTAPHA
IpaBuJia Kako 6u 00yxBaTuIn JeUHUCAHOCT orepaTopa norephuBama. Kao mro 3uHamo, u3
YUHEHUIIE J1a JIOTUKA HUje KOMIIAKTHA, He TIOCTOjU KOHAYMHA AKCMOMaTH3allija Koja ou ouia u
jako mormyHa. lakie, y ciaenehem omespbky Mmu hemMo KOpUCTUTH Tpu MHMUHUTAPHA TTPABUIIA,
ommmcana y Az(LPP{™), kako 6ucMo 106umm jaky TOTIYHOCT JIOTHKE.

JenHa anTepHaTrBa MH(MUHAUTAPHE aKCHOMATHU3AIMje je Pa3BOj KOHAYHE aKCUOMAaTU3AIII]je
u obujame ciaabe normyHocta (“dopMmyria je TeopeMa ako u camo ako je asbana”). Mehyrum,
y by popmasm3aliuje crerena moTBphuBama, Joruka ou Tpebdasa j1a JT03BOJIM PE30HOBAHE
JMHeApHUX KoMOuHarmja ycioBaux Bepoaruoha. @arun, Xanneps u Meruio y pauy [26] cy
ce CyOUmJIn ca MpobIeMOM KaJia Cy MOKYIIAJN JIa YBE/Yy YCJIOBHY BEPOBATHONY V je3WK HUXOBE
JIOTUKE Ca TOJTUHOMHUjAJTHUM TEXKUHCKUM (hOpMYJIaMa TaKO IITO Cy JI03BO/bABAJIU MHOXKEHHE
TepaMa, Ha IIpUMEP

w(pr A pz2) - (w(p1) +w(pz)) = w(p1) - w(pz).

Popmy/ia U3HA, TIPEJICTaB/ha UCKA3 ‘BepoBaTHONA OJ1 po IO YCJIOBOM pp ILIYC BepoBaTHOhA
0/ p1 TIOJT YCJIOBOM P je HajBuiie 1“. Ayropu cy mpumeTniv jia je 4ak u 3a morpebe caabe
MOTIIYHOCTH TOTPeOHa jada m3parkajHocT jesuka. C MOMEHYTUM IMUJ/bEM, OHU Cy YBEJIU je3UK
IPBOT PeJia TaKo Jia ce IPOMeHJbUBEe MOTy nojasutu y dopmynama. Ha npumep (V) (Jy)[(3 +
r)w(p)w()+2w(eVip) = z| je jenna dopmyna Koja ucnymwasa yciaose gedununmje hbopmyJia.
Opnrosapajyhu akCHOMaTCKU CUCTEM CaJIPYKU CTAHJIAD/IHY aKCHOMATHU3AIMjy TPBOT pPejia Kao
U aKCHOME 33 PeaHO 3aTBOPEHA IO0JbA.

Kao anrepnaruBy, ncrpakmupBadyu U3 I0/ba BEPOBATHOCHUX JIOTWMKA KOPHUCTE MPUCTYI Ca
naduHauTapauM npasuauma [17] kao u daszu npucryn [51]. Y [51], Mapuuonu u T'ogo pas-
MaTpajy BepoBaTHONY ycjioBHOr jorahaja obiuka “o 1o yejIoBOM (37 Ka0 UCTHHUTOCT (has3u
uckaza P(a|f) xoju ce anra “P(a|f) je BepoBaran.”

VY ciydajy BepoBaTHOCHE JIOTHMKE IPBOT peja, CUTyallja je JYaK u ropa, oyayhu ma ckyir
BaJbaHUX (OpMysIa pa3MaTpaHe JIOTMKe HUje peKyp3uBHO Habpojus [1, 36]. Kao mocaenura
rope IMOMeHyTOr- KOHAUYHa aKCHOMaTHU3alnja Koja Ou Ouia yak u cjaabo MOTIyHa Huje Moryha.

2.2.4 Teopema jake HOTIIyHOCTH

V oBoM oie/bKy TIoKazahemo Ja je akcmomarckn cucrem Az (LPPS™) jako mormyn 3a soru-
Ky LPP{™ 1j, mokazahemo 1a cBakKm KOH3MCTEHTaH cKymn (opMysIa mMa Momed. IloTmyroct
je IoKazaHa y HEKOJIMKO KOpakKa XEeHKMHOBe KOHCTPYKIHje Joka3a. IIpBo cmo jmokazanm na
TeopeMma sieyKimje paxu 3a Ax(LPP{™), kopucrehn nmmimkarusie hopme nHGUHATAPHIX
mpaBuja. 3aTuM, Kopucrehn TeopeMmy Jie/IyKIiinje MOKa3aJi CMO Jia C€ CBAKM KOH3UCTEHTAH
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2.2. JIOTHUKA LPP™

ckyt dopmysia T’ MOXKe IPOIMPUTH JI0 MAKCUMAJIHO KOH3ucTeHTHOr cKyna (JInnnenbaymosa
teopema). Tpehe, KOpHCTMO MaKCHMMAaIHO KOH3MCTEHTAH CKYII 338 KOHCTPYKIIU]y KAHOHCKOT
Mozesta. Ha Kpajy, mokasyjeMo fa je KaHOHCKHM MOJIesI 3aiCTa MOJIes 3a cKyIr 1.
2.2.4.1 JluunenbaymoBa TeopemMa
3a moduerak mokazahemo j1a Teopema JIeIyKIHje BayKy 3a HAIl aKCHOMATCKU CUCTEM.
Teopema 2.2 (Teopema nenykimje). Hexa cy a u  gpopmyae u T cxya gopmyaa. Taga je
TuUu{a}lt paxko T Fa— 5.

oxas. Opne hieMo pasmaTparu caMO HEeTPUBHUjAJIHH CMEp JOKa3a- CJIeBa Ha JECHO, Tj, IIO-
kaxkumo jia w3 T U {a} F f ciemn T F o — (. Haxie, npermocrasumo na je T'U {a} F S.
JokazaheMo MHIYKIIMjOM 1O MyKUHHA J0Ka3a. OBre heMo mpeacTaBUTH I0Ka3 3a CIydajeBe
kaja je dopmyna [ ussemena npasmwioM R4 (camuno Baxkm m 3a npasmwio Rb5), mok ocra-
JII CJIy4ajeBH CJIele U3 JI0Ka3a TeopeMe JeAyKInje BePOBATHOCHUX JIOTMKA U3 IIPETXOLHOT
oJIeJbKA.

Paszmorpumo ciryuaj kaga je 8 uspegena npasusiom R4. IlpernocraBumo ma je § dopmysta
v = s (d/,f'), m3Benena u3z ckyna upemuca {y — Psof'} U{y — ((Ps:d/ A Pssf) —
Peosiryn(@ NF')) | t,s €[0,1]q}. IIpema MHIYKITMjCKO] XUIIOTE3N BazKN

ThHa— (y— Psof), un

Tha—=(y—= (P ANPoyff') = Pogryn (o ANJ3))), 3a cBe t, s € [0,1]q.
Cana, 13 MCKa3He JIOTHKE, OAHOCHO akcroMe Al mmamo

TH(aNy) = Psof',mn

TE(aNy) = ((Psia! NPsyff') = Pogriny(a' A B')) 3ace t, s € [0, 1]q.
[Ipumenom R4 nobujamo

TH(any) = e, 5).
Kopucrehu omer A1l u R1 ciean

ThHa— (y—ces(d,5))

THaoa— .

O

Canenehe mro hemo mokasartu je Teopema Koja je BeoMma 3HAYAjHA 32 JTOKA3 CaMe TeopeMe
MIOTITYHOCTH.

Teopema 2.3 (J/Iunnenbaymosa Teopema). Ceaku konauctenii ckyt dopmyaa T ce moorce
UPOWUPUUU GO MAKCUMANHO KOH3UCTUEHTUHOZ CKYUA.

Jlokxas. Heka je T' mpomsBosban Kou3ucreHTan cKyn dopmyna. Heka je {v; | i =0,1,2,...}
jeaHo Habpajame cBux dopmyiia F' O ppeont - Koncrpywumemo ckym 1™ pekyp3uBHO, Ha cjegehn
HAYUH:
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2.2. JIOTHUKA LPP™

1. T, =T.
2. Axo je 7; kousucrentna ca T;, ouna je Ty = T; U {v;}.
3. Ako dopmysa 7; HEje KOH3UCTEHTHA ca Tj, OHJa UMaMO YeTUPH CJIydaja:
(a) Axo je v; =+ — Ps,.«, oHlIa
Tipn=TiU{y — P<rf%a}7

rie je k mo3uTuBaH 1e0 Opoj Takas Jia 1 — % > 0u T;;1 je KOH3UCTEHTAH.

(6) Ako je i =19" = czr(av, B), ouna Tiyy =T; U {7} rae je

,_ 7 = P, T,U{y = PSS} L
' ’}/ — (P>ta A\ P}sﬁ A P<s(r+t)<a76))a frz U {7/ — P=Oﬁ} FL

utu S Cy aIBa palmoHaHA Opoja U3 je IMHUIHOT UHTEPBAJIA U IIPUTOM je CKyTl 11
KOH3HUCTEHTAaH.

(8) Ako je v =19 — cr(av, B), onna Tiyy =T; U {7} rae je

o = v = P_of, T,U{y = P}t/ L
' v = (Pga N P B A P>8(T+t)<a75))u T,U{y = Pt F L

utu S cy aBa palimoHaHa Opoja U3 je IMHUIHOT UHTEPBAJIA U IPUTOM je cKyn T;,q
KOH3UCTEHTAH.

(r) ¥ cymporuom, 111 = T;.
4. T ==, T

[IpBo, xopucrehu Teopemy 2.2 Moxke ce mokazaTu jia je cKyn 1™ mobpo nedwHucaH, Tj,
nocroje k, t u s u3 kopaka 3(a)-3(B) koucrpykiuje. Opue hiemo pasmorpuru camo Kopaxk 3(B),
JIOK C€ OCTAJIA KOPAIA MOTI'Y IIOKA3aTH CJIMYIHO.

[Tpermocrasumo ma je TU{y — c<,(«, )} nekonsucrenran. Tana je ckyn T'U{c<,(a, §)}
takohe Hekonsucrenrtan. IIpema reopemu 2.2 Baxku T + —ce.(a, 5). Cana npermocraBumMo
na je u ckyn T'U {v — P_¢f} nmekomsucrenran u na je ckyn T'U {7 — (P A P<sff A
P-4 (o, 8))} mexomsucrenTan 3a cse t u s. IIpema Teopemn 2.2, Baxku na je T = Poof u
T F ~(Pga A P8 N\ Psogiriny(a, 3)), 3a cBe t u 5. Kao nmocrenuiy nobujamo na je

THT = (Pga A PefB) = Pesryny (v, B)),

3a cBe t u s. Kopucrehu nmpasuino RS cieqn
THET = cer(a, f).

[Ipumernmo fa je 0BO y KOHTPAUKIIUjU Ca HAIIOM TIpeTnocTaBkoM Ja je ckyn 1T'U{ce, (o, 5)}
HEKOH3UCTeHTaH. Jlakie, mocToje paruoHaanu OpojeBu t U s TAKBU JIa je CKYII

Ty {7/ — (PétOé A Pésﬁ A P>s(r+t)(a7 6»}
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KOH3WCTEHTAH.

Cnenehe hemo nokazatu sa je 1T MakCHMaJIHO KOH3UCTEHTaH CKyl. Moxke ce mpuMeTuTn
Jia je cBaku CcKyll 1; KOH3UCTEHTAH npeMa jedduHuIju Koucrpykimje. Mehyrum, oBo u nasme
He 3Haun ja je u ckyn 1% = J 7, T,,, kousucrenTan 360r 1pucycTBa HHGUHATAPHAX IPABHIIA.
Jla 6bucMo moKazaaum KOH3UCTEHTHOCT cKyma 1™, mpBo hemo mokazatu Jia je 1™ JieIyKTHUBHO
zaTBopeH. AKko je popMmysia y mHCTAHIA akcuoMme, OHJa Yy € 1™ mpeMa KOHCTPYKIIMjU CKYyIIa
T*. Tlokaxkumo cajzia 1a je T™ 3aTBOpeH 3a mnpaBuia u3Bohema. Opme hemo mokazartu ja je
T™ 3arBOpEH 3a mpaBuao RH, /10K ce ocTanm ciaydajeBu MOKa3yjy Ha CJIMYAH HAYMH.

IIpso nokasyjemo na sa ce 7' € Forpppe Baxu ga 7' € T" nm = € T*. Hexka cy
i ¥ j HEHeraTUBHU Lesn OpojeBH TakBu Ja 7y, = 7 u v; = —y'. Onga, nm je v mwim —/
KOH3UCTEHTHO Ca Lingq(ij}- AKO Tgq(i ;) HUje KOH3UCTEHTHO HE ca 7 HHUTH ca —v) OHJA
npema Teopemu 2.2, Tpaqqij) je Hexonsucrenran. akme v € Ty wm =" € Tjy4, ogHOoCHO
wm v € T nm —y' € T*.

Cagma hemo mokasaTu 3aTBOpeHOCT cKytma 1™ 3a mpasuiio u3Bohema R5. IlpermocraBumo
Ja je

v = PsoB,y — ((P<yax N Peyf3) — P<s(r+t)< ,B)) eT”

zacser,s € [0,1]q. ITorpebuo je ma nokaxkemo na je v — c<.(a, B) € T*. IlpernocraBumo na
v = cer(a, B) & T*. Onpa, n3 makcumanasoctu ckyna 1™ je, (v — ce, (o, B)) € T™. ,ZLaKJIe
7' € T*, na nocroju ¢ TakBo na 7' € T;. Heka je j nHemerarusan 1eo 6poj Takas 1a v; = 7' —
cer( ﬁ) [Tpema kopaxy 3( ) KoHCTpYKImje ckymna 1™ unn je v — P—of € T4, mau mocroje
t',s" € [0,1]q maxBu na v — (Peya A PeyfS N Psgriy(a,B)) € Tj41. Ilpermocrasumo ja
v — P_of € Tj;1 u Heka je k HeHeraTmsaH 11eo Opoj Takas ma v =7 — P>of. Ouna je

Tmax{z’,k—i—l} = P>OB~

[Ipumerumo na Takohe Baxku Tmax{mﬂ} = P_ofB. Cnenu Thaxgijv1,k+13 F L, mTO je HeMoryhe.
Casia ipernoctaBumo Ja v — (PepaA Pey ,8/\P>S ity (e, B)) € Tjpa, tmecy ', s" € [0,1]q
Hexka je k' memerarumpan 1eo 6poj takas ga vy = 7 — ((P<ya A PcyS) — Py (T+t/)(a, B)).

Onpna je Thaxgik+1) F (P<ya A PegB) = Py iy (a, B). Ca npyre crpane numamo,

Tmax{i,jJrl} H Pét’a A Pés’ﬁ A P>s’(r+t’) (O{, B)

Cremn, Taxfij+1,0+1y F L, XouTpaguknuja. axne, ckyn T je neyKTUBHO 3aTBODEH.

W3 aumenunrie j1a je T /1€ [yKTUBHO 3aTBOPEH MOXKEMO J0Ka3aTh Ja je 1™ m KOH3UCTEeHTaH.
Baucra, ako je T* HEKOH3MCTEHTaH, OHja 1ocroju dopmyna v € F OTpppeont TAKBA 1A T F
~" A —'. Anwm oHma mocToju w HeHeraTWBHH Ie0 Opoj ¢ Takap ma je ¥ A =y € T;, mro je
HeMoryhe. [

2.2.4.2 KaHOHCKH MOIeJI

CaJta cMO CIIpEeMHU 32 TVIaBHE pesynTaT: akcuomatckn cuctem Az (LPPY) je jako moTmyn
conf

3a kiacy LPP{%.-cTpyKTypa. KopucTnMo MakcnMasno KOH3UCTEHTHE CKYIOBe Kako GUCMO

carpaJu/iv CIelujaiHy MEPJ/bUBY CTPYKTYPY 3BaHY KGHOHCKU MOGEA. 3a TATU KOH3UCTEHTAH

ckyn T, moka3zyjeMo Ja MOCTOju CBET KaHOHCKOI MOJIeJIa Y KOjeM cy cBe (bopMyJie HeroBor

MaKCUMAJHO KOH3UCTEHTOT Tpomupema 1™ 3asoBosbuBe. Ilogcernmo ce na je mocrojamme

TaKBOT IIPOIINPEHa 3arapaHTOBAHO TEOPEMOM 2.3.

Hedbunnnnmja 2.6 (Kanoncku momen). Kanoncku mogea Mo = (W, Prob,v) je gedurucan
Ha caegehu navum:
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o W je ckyt céux MaKcCuMaAHO KOHSUCTUEHTUHUL CKRYTUOGA,
® 34 ceaKu C8EW W U C6AKO UCKA3HO CA060 p € P v(w,p) = true axko p € w.
e Prob(w) = (W(w), H(w), u(w)) @axo ga:

- W(w) =W,
— Hw)={{v' e W |acw'} | a € Forpppe},

— pu(w) : Hw) — [0,1] @axo ga p(w)({w € W | a € w'}) = sup{r € [0,1]q |Psrcx €

w}.

Kopucrtumo cienehy noramujy 3a o3naky esemenara H (w) KaHOHCKOT MOesa;
[a] ={w' e W | a € w'}.

Curenehe mTo 2KeamMO jecTe Ja mokaxkeMo 1a je Mo € LPPﬁ?ﬁfeas. ITogehemo ca mokasmBamem
na je M jenna LPP{"-cTpykTypa.

Jlema 2.1. Kanoncku mogea M je LPPS™M-capyxiypa.
Jloka3z oBe Jjieme je mcTu Kao u J0ka3 Jjieme 1.6.

Jlema 2.2. Hexa je Mo kanoncku mogea u nexa je y € Foerpﬁonf. Taga 3a ceaxu ceews W U3
Mo saorcu
v € w ako u camo axo Mo, w = 7.

/loxas. 3a moka3 kopuctuheMo WHIYKIN]y 10 CJIOXKeHOCTH dopmyste . AKo je v mCKasHO
CJIOBO, UCKA3 JIeMe BayKu U3 KOHCTPYKIMje Kanouckor monena Me. CiydajeBu kKaja je dop-
MyJIa Y KOHjYHKIIMja WJIM HeTralyja, JeMa jaCHO CJIEJIU.

Heka je v dopmyrna obmuka Ps,a. Axo Ps,a € w, onga sup{s € [0,1]q | P>sa € w} =
pww)([of) = ru Meo,w = Ps,a. Ilpernocrasumo ga Mo, w = Psya. Croenm ma sup{s €
0,1]q | Pssav € w} > 7, 1j, p(w)([e]) = r. Axo p(w)([e]) > r taga npema gedunnmjn
KaHOHCKOT Mojiesa, P, € w. Ako je p(w)([a]) = r onma npema npaswiry R3 n unsenunm
Jla je w NeTyKTUBHO 3aTBOPEH MMaMo Ja je P, € w.

Hexka je cama v dopmysa obsuka ¢, (v, 5).

(=) IIpermocraBumo na cs,(«, B) € w. Heka cy {t, | n € N} u {s,, | n € N} asa crporo
pacryha muza 6pojesa u3 [0, 1|q, TakBu ga lim, o t, = p(w)([o]) u lim, e s, = p(w)([B])-
Heka je n 6umo xoju 6poj uz N. Tama w F P, a A P, . Kopucrehun mpermnoctaBky 1a
je csr(a, B) € w, npumenom akcuoma A7 u A9 kao u uckasHe Jsioruke, gobujamo w = Psof
uw b Py vy (a A f). Konauno, npema neduannujn 2.6 nmamo ma je pu(w)([3]) > 0 n

p(w)([or A BL) Z limy o0 80 (r 4 tn) = p(w)([B])(r + p(w)([e])), i,

p(w)([8]) >0

p(w)([a[[8]) — p(w)(a]) = r.

(<) Cama mpernocrasmo xa je p(w)([8]) > 0 1 p(w)([]|[8]) — u(w)(la]) > r, 1
p(w)(Ta A B) = p(w)([B])(r + p(w)([a])). Moxanmso s sancn
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wk (P A PoyfB) = Pogryny (e A B) 32 cBe t, s € [0, 1]q.

ITpernocrasumo na je w t/ Psof. 3 makcumasnnoctu caenu w = Poof, 1j. p(w)([5]) =0,
mTo je Kourpagukimja. laxie Baxu w = Pogf.

Axo je t > p(w)([o]) wmm s > p(w)([A]), ovma w ¥ Psya A Psgf. VI3 makcumaasocTH
ceeta w umamo w F (P, A Pogf3), omaocro w F (Psya A Poyff) = Psgryny(a A ). Ako
je t < p(w)([of) m s < pw)([B]), onma s(r +t) < p(w)(Ja A f]) mro crenn u3 mame
IIpeTIocTaBKe, na je w = Psyriy) (A ) npema nedunnimjn 2.6. Cajia pesyaTaTu IpousuIase
U3 YUILEHUIE Ja je W JeJAYKTUBHO 3aTBOPEH.

Ciyuaj kaza je v obuka ce,(a, f) MOXKe ce MoKa3aTu Ha CJAMYAH HAUUH. ]

Bancra, moKas3aan ¢MO Ha 3a CBaKy (popMyiry & € For| ppent U cBaku cBeT w u3 Mo BaxKu
) pis y YLy LPP$ c
jennaunua [o)n,.w = [ Crora, cBaku ckyn [y, ., npunaga amredbpun H(w) KaHOHCKOL
mozesa. OBa unmbeHHIA y KOMOMHaNuju ca jgemoM 2.1 maje cienehy mocieaniry.

IMocaenuna 2.1. Kanoncku mogea Mc je LPPSM-mepwusa ctipyxiliypa xoju je mogen cearoz
Konauctenwmoz cxyua 1 .

Cama GpopMyUIIIIMO TEOpEeMy MOTIIYHOCTHU 38 HAIY JIOTHKY.

Teopema 2.4 (Jaxa normynoct jgoruxke LPPY). Ckya dopmyaa T je wonsuctieniian axko
; conf
T je LPP{\|..s-3ag060.0U6.

/oxas. llpumernmo ma je cMmep J0Ka3a ca JeCHO Ha JIeBO 3ampaBo Teopema 2.1. 3a cymnporan
CMep JI0Ka3a, IPeTIoCTaBUMO J1a je T’ Kouauctentan ckKyn dopmyra. [Ipumenom reopeme 2.3,
MTOCTOjW MAaKCHUMAaJTHO KOH3UCTeHTaH HaJAcKyn 1™ ckyma 1. V3 mpeTxomaHe mocseauiie mMamMmo
na je Mo € LPPif’l{}[feas, a ocTaje caMo Ja IokazkeMmo Ja je Mg mojen ckyna 1*. U3 jeme
2.2 numaMo, ako je T KOH3WCTEHTaH CKYIl OHJIa 3HAMO Jia je 1™ 3ampaBo jeJlaH CBET KaHOHCKOT
mogena Me, nakie Baxu Mo, T* = T. O

Ha kpajy, nojicerumo ce kopuche opMyiaiuje jake MOTIyHOCTH:
THa akko T | a.

Jlobpo je mo3HATO 1 je oBa cTaHmapmHa (opMmy/alnja eKBuBaeHTa (hOpMy/Ialiiju TeopemMe
2.4.

2.2.5 Opgay4uyuBoCT

V oBoM oj1esbKy TIoKazyjemo ma je LPPSY joruka ommyamsa. Y 10Ka3y KOPUCTAMO METO
durTpanuje u peayKIiijy Ha KOHATHU CUCTEM jeTHaUYNHA U HejeHadnHa, Kao 3a JIoruky LPP;.
IIpso hemo mokazatu ma je LPPS-cbopmyna 3a10B0/pMBa aKKO je 3a/10BOJLHBA y MOJETY Ca
KOHAYHUM OpOjeM CBETOBA.

Teopema 2.5. Axo je LPP"-hopmy.aa o sagosonuea y nexom mogeay M € LPPﬁ?l{}[feas, onga

e aagosonusa u y nexom mogeay M* € LPPSEE  ca xonaunum 6pojem ceettiosa

Jloxas. Heka je w cser mozmena M rtakas na M,w = a. Ucro kao y Teopemu 1.15 moxke ce
yBecTu pesanuja eksuBasiernuje Hag W x W, tne w ~ w' akko 3a cse § € Subf(a), w |
akko w' = [ u kopucrehu kiace eksusasennuja C; U BUXOBE NPEJICTABHUKE S;, CJMIHO KAO
u mpe, MoxkeMo nedunucatu mogen M* = (W*, Prob*, v*) rue:
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2.2. JIOTHUKA LPP™

o W*= {wl ’ Cl S W/N},
o Prob*(w;) = (W*(w;), H*(w;), u*(w;)) Tako na:

= W) = {uwy € W | (Ju € Cpu € W)},
- H*( i) ]
ot Z;E{w]}) = p(w;)(C;) u 3a 6uno xoju ckyn D € H*(w;) Baxu jemmaxoct

pr(wi)(D) = 3 ep 1 (wi) ({w; }),

o v*(w;, p) = v(w;, p).

e mapTuTuBHU CKym ox W*(w;),

Mozxe ce nokazatu ga je M* € LPPS%E . Cagna, skemmmo jokazaTu jia 3a 6uso xoje 3 €

Subf(a), M,w =  akko M* w; = [ toe w; npencrasmwa Cy,, y M*. okas hemo usBectu
kopucrehn MHIYKIM]y 10 ciaoxkenoctu dopmyste. Pazmorpumo ciydaj kama je 5 = cs.(o/, ),
JIOK ce ciaydaj = c<,(a/, ) mokazyje CJOUIHO, & OCTAJHU CJIYUajeBU Cy OOPA3JIOKEHN Y JIOKA3Y
Teopeme 1.15.

Mow = B
akko M, w; =

axko p(w)([F]) > 0 m p(w;)([o/ A BT) = pu(wi) ([B])(r + p(w:)([a]))
AKKO Z w(w;)(Cy) >0 m

Cu:Mufp'
S @)= (Y pw) @) (r+ Y uw)(C)
Cu:MukE=a/ NG Cu:MukE=p’ Cu:MulE=ao!
akko > p(w)({u}) >0 m
Cu:M* u=p
> w0 Y weeh)(rr Y ww){uh)
Cu:M* ul=a/ N3B! Cu:M* ulE=p’ Cy:M* uE=a’

axxo i (w)([8]) > 0
pr(wi) ([0 A BT) Z e (wi) ([B)(r + p* (wi)([e]))
akko M™ w; = p.
O

Kao m mpe Moxke ce IpPUMETHTH Ja IIOCTOjU OECKOHAYHO MHOTO KOHAYHUX MOJesa W3
LPPifﬁfeas ca majsume 215" cperopa, 3aro mTo mMa Geckomauno mmoro moryhmocTn 3a
peaJiHO-BpeJHOCHE Jioruke. Jlakie, 3a omjydmBocT, Kao u 3a Jjoruky LP P, npesemntheMo
pobJieM 3a10BOJBUBOCTHU (DOpMYyJsia y TPOoOJIeM 38/ 10BOJbUBOCTH KOHAYHUX CKYIIOBA jeIHATHU-
Ha U Heje HAYNHA.

Teopema 2.6. [Ipobaem sagosonusociiu sa LPP™M jnozuky je ogayue.

Jloxas. Onummmo mporeaypy Koja mpoBepasa 3aJ0Bo/bUBOCT dopMmye «. Kako je mporery-
pa cauuna pesyirary Jjioruke L PP opne hemo rpy6o npehu na cucreMm JuHEAPHUX jeIHAYNHA
u Hejennaunna. Kao u mnpe, moxkemo j1a TpanchopMuiuMo popMyny oy JUCjyHKIHjy (op-
MyJia 0DJIIKa /\',CS:ulb 1B, e

P € Subf(a) U{=f | B € Subf(a)},
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2.2. JIOTHUKA LPP™

u cBaka modopMyJia o ce MmojaBjbyje Tav4HO jeTHOM (ca miu 6e3 Heralyje, U IPETIOCTABKOM

na ——f3 je mero mro u ). Y cBakoM cBery w € W* tauno jemana dopmysia obimka /\Lszuf f(@)] 57
BazKH 1 TY (GOPMYJIY O3HAUIMO Ca (. 3a cBe | < 299F(@) pazmorpuhiemo | dopmymna o rope
HaBejeHe opme Tako Jia cieseha aBa ycmoBa Oyay 3a10BOJbEHA:

e Uzabpane popMmysie HUCY HYKHO Pa3/IUUINTe, Al CBaKa (v, HE cajap:ku obe dhopmyste [
u - y KOHjyHKIIH]jH.

e bap jenna o, mopa cajp:katu GOPMYJIY ¢ Y KOHjyHKITUjH.
Kao mrro 3namo 3a cBaku cBeT w;, ¢ < [, pa3mMoTpuheMmo cuenududHe jeJHadnHe U Heje -

nauure. I[Ipomensbuse 06IMKa Yy, ., TPeAcTaBbajy Bpeanoct f(w;)({w;}). Tomcerumo ce na
nuiemo 3 € au, Kao 03HAKY Ja je [ KOHJYHKT Y (.

(1) Yuw,w; = 0, 3a cBaKH cBET W

(2) Z Yuw;w; = 1

wi €W (w;)

g Ywsw; =T, 38 cBe Porff € uy,

w; Ban

E Ywiw; < T, 32 cBe P50 € ay,

w]':,BGO(wj
Z Ywiw; > 017
wj:Banj
Z ywi,wj P ( Z ywi,wj> <7’ + Z ywi,wj>>
wjzy/\ﬁeawj wjzﬁeawj Wj Y €W ;

3a cBe C5r(7, ) € Qy,

Z Ywiw; > 01

wj:fEQw;
> e (X ) (P X mw){wi)),
wj:'y/\ﬁanj wjzﬁeawj Wy EQuw

3a CBe C@"(’Yv ﬁ) € Qu,

Z Ywiw; = 0 mm

wj:BEchj
Z ywi,wj < ( Z yw,-,ug) <T + Z ywi,wj> 9
wj:'y/\,BEOzwj wj:,Banj wjyEw,;

3a cBe s (7, ) € ay,

Z Ywiw; = 0 mm

wj:BEij
E ywi,wj ( E yw“w]> <T + E ywz,wj>
wj:'y/\ﬁeawj an w; 7604w

3a cBe C<, (7, ) € ay,
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2.3. JIOTUKE LPPY™ 1 LPP™
2

Jennauune n uejegnaunne (1)—(4) cy u3 cucrema y nokady rteopeme 1.16. Jaswe, cBaka
Hejeqaaunna (3)-(8) omHocu ce Ha cnenudUIHy KOHJYHKIU]Y U3 (v,. Jlako je sujgern na (3),
(5) u (6) omrosapajy apyrom, rpehem u 9eTBPTOM YCJIOBY 3aI0BOJBUBOCTH U3 jeduHummje 2.2.
Ciomano, (4), (7) u (8) GaBe ce HEraTUBHUM JIMTEPAJIUMA U OJNOBAPAjy KOMOWHAIIUJU HETOT
ycJioBa ca JIpyrum, Tpehum m yeTBpTuUM yciaoBoMm u3 jgedunuiuje 2.2.

Jennaunne n vejennaunne (1)-(8) dopmupajy He jeman, Beh KoHauaH 6poj cucTema JIHE-
apHUX jeTHAYMHA U HejeaHaunHa. [Ipumernmo na nomasamem (7) um (8) y 6uiio Koju cucrem
Sys jenqnaunHa m HejeHAUMHA JOOMjaMO JIUCjYHKIU]y O JIBA Pa3IUYUUTa IPOIIUPEHa SYsS.
Y CBpXy OBOI' JIOKa3a, YNEH-EHUIA 8 YBEK MMaMO KOHAYHO MHOTO CHCTEMA je JOBOJbHA, U TO
je TOBOJbHO 1A je jesiaH oji wux pemwuB. [I[pumerumMo ja cy cBU cHCTEMU Y je3UKY pPeasTHUX
3aTBOPEHUX M0Jba, W MO3HATO je Jia je Teophja PeaHWX 3aTBOPEHMX IM0Jba OryunBa [64].
Kako mmamo koHaqso MHOro MoryhuocTu 3a u36op [, u (3a cBako [) KOHAYHO MHOTO MOryhux
n360pa 3a u360p | bopmyna ., Hama jgoruka LPPY je ommyausa. 0

2.3 Jloruke LPP{" w LPP{"
2

Qopmuparse je3uka, geduHUCAHOCT opMyJia U Mojesa, popMUpPame aKCUMATCKUX CHU-
conf conf
cTeMa M JOKa3W TeopeMa IMOTIyHOCTH 3a Jioruke LPP;"' u LPP, Cy 3allpaBO CJIUYHU

2
MTOCTYTIIIAMA 38 JIOTHKE LPP% u L PP, y3 MeTojie Koje cy KopuiitheHe y IpeTX0IHOM OJE/bKY.

Kao u npe soruxe LPP{™ u LP P e nossosbasajy urepaiujy BepoBATHOCHUX OIIEpa-
2

TOpa, y OBOM CJIydajy He camo omeparopa Ps Beli u omeparopa ¢s u ¢<, 10K y LPP™ nuje
JIO3BOJHEHO HU MeIllalbe NCKA3HUX M BepOBATHOCHUX (hopmysia. V3 mpeTxomHor ojie/bKa, JIaKo
je HACJIYyTUTH JIa ce CTPYKType BEPOBATHOCHUX JIOTHKA, LPP% u L PP, xopucrte Kao TakBe U y
ojiroBapajyhuM BepOBATHOCHUM JIOTHKAaMa Ca OlepaTopuMa MoTBphuBama. AKcnoMaTu3armja
OBUX JIOTMKa ce ToKJjarna ca akcuomarckum cuctemom Az(LPP™) y3 Bobeme pauyna ma ce
He kpiie geduauimje GopMmysia JOTuKa.

[IITo ce Tudve MEJIOKYITHOT JOKa3a TeOpeMe MOTIIYHOCTH, TOCTYIAaK je Y MOTIIYHOCTA UCTU
Kao U 3a ojArosapajyhe BepOBATHOCHE JIOTHKE Y3 JOJATKE CJIydajeBa 3a HOBE BEPOBATHOCHE
oriepaTope KOju Ce y MOTIYHOCTHA UCTO JIOKA3Yjy KaO U y MPETXO/IHOM ITIOTJIABIBY .

[Ipobaem 3a0BO/BUBOCTY U BasbaHOCTU (popMysia 3a obe Jjioruke je oxmyuus. Onmucahemo
YKPATKO J10Ka3 3a joruky LPPY™ | ok 3a moruky LPP™ nokas cieay na mern naumn Kao

2

y ojsiespKy 1.2.3.

Teopema 2.7. IIpobaem 3a4g060.6UBOCTIY 8EPOBATLHOCHUL POPMYAQ JE3UKA NOSUKE LPPQCO"f
je PSPACE-komunretan.

Joras. Kako y norurmu LP P umamo nse Bpere dhopMyiia, 3a HCKA3HI CIIyda] PE3yITaT je
uctu Kao u 3a Jioruky LPP,. OBrie hemo nuckyToBaTu camo CJIy4daj BEPOBATHOCHUX (POPMYJIA.
U1 oae hemo kopuctu pesynrar cioxkenoctu Paruna, Xanmnepra u Meruga us [26] o nosu-
HOMUjAJIHUM TeXKUHCKUM (opmynama. 3a LPP, joruky 6uje cy HaM MOTpeOHE JIMHeapHe
TexXuHCKe hopMmysie, MehyTum cajia 300r yc/ioBHE BepoBaTHONE TIpeIa3suMo Ha TTOJIMHOMU]jAJI-
e popmyite. Jlakiie, keumo J1a Hallle BEpOBATHOCHE (DOPMYJIE IIPEBEIEMO y TTOJIMHOMU]AJTHE
TexXuHCKe GopMyIIe, a OHJIa TIPUMEHUMO TIPOIeLypy U3 paja [26] y kojeM je mokasaHo ja je
oBaj pobsem u3 Kjaace ciokenocru PSPACE. Hama Tpanciamnuja je neduHucana pekyp3uB-
HO Ha cjejehu HAYUH:

(1) f(P>%04) = row(a) = 11,
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2.4. IIPEJIUKATCKA JIOI'MKA IIPBOI' PEJIA CA OIIEPATOPHMA
IIOTBPBHUBAKBA

(2) flesm(a, B)) = 2(8) 2 0 Araw(a A f) = raw(a)w(fB) = rw(B),
(3) flecn (@, B)) = z(B) = 0 Arqw(a A B) — raw(a)w(B) < rw(p),

T2

(4) flony)=fle) N f),
(5) f(=p) = ~f(p).

rJe Cy 71,72 MO3UTUBHHE Ieau OpojeBu y caydajy (1), nok y caydajy (2) u (3) mory 6uru u
HEraTHBHU CBE JIOK Baxu ;1 € [—1,1] u y oba cayuaja je ro # 0.

Oumnrsenno, BeposaTHOCcHA bopmyia ¢ soruke LPPP™ je 3am0Bo/puBa akko je 3a-
9 2
JI0BOJbUBA TIOJIMHOMUjaIHA TexKUHCKa popMmysa. Haln pesyaraT cieau U3 IOMEHyTOr.

]

2.4 IlIpeanukarcka JioTHUKa IIPBOT peJa ca olepaTropuma
noTBphuBama

Y 0BOM 0J1€JbKY TIpecTaBHheMO LFOP‘1zonf JIOTUKY TIPBOT PeJia, MTPOITUPERHE JIOTUKE LPPi"“f.

360r CIMYHOCTH y IpejicTaBibaiby oBjle Heliemo npudaru o jorukama LEOPY™Y u LFOPS™,
2

Takobhe, 300r CIMIHOCTH Y CAHTAKCHA U CEMAHTHUIIA IIPECKOINNEMO IIPEICTAaB/bahe HEKUX TeX-
HUYKUX JIeTa/ba KOju Cy Bel IeT/haHO MPeICTaB/beHU Y MCKA3HOM JIeJIy OBOT IIOIJIABJbA.
Jesux LFOPS™ jioruke, y osnamu L£(LFOP{™), canpaxu:

e GeckoHavaH CKyH IpoMensbusux Var = {x,y, 2, ...},

e yHEBep3aJHn KBaHTUMUKATOP V, U KIACHYHe NCKA3HE BE3HUKE,

e 3a cBaxu 11eo 6poj k > 0, GecKOHaTHO MHOTO k-apHUX dbyHKIHjcKux cumboma Fy, FF ...
e 3a cBaku 11e0 6poj k > 1, 6eckoHavHO MHOTO k-apHuX penamujckux cumbona By, PF ...
® JINCTy YHADHHUX BEPOBATHOCHUX omeparopa P, 3a cse r € [0,1]q u

e JCcTy OMHAPHUX BEPOBATHOCHHX OILEPATOPA Csy,C<r, 33 CBe T € [—1,1]q.

Kao u npe dyukmujcku cumbon apaoctu ) Ha3UBajy ce KOHCTaHTHU cuMOosu. Tepmu u
dopwmysie cy neduHUCaHEe HA yoOMYajaH HAYWH, & TaKohe U ImmojaM CJIO0OHUX TPOMEH/bUBHUX.
Peuenurie cy dopmyse 6e3 crodboHuX MPOMEH/bUBUX.

IIpumep 2.4. Pazmotipumo peveruyy:

“Illanca ga cee sawe KoaeZe 3Hajy sawy WajHy Gosehana 6u ce (3a 1) axo 6u bap jegan
buo ceectwiar woza.”

Axo ca upequratickum cumb0A0M S 03HAMUMO UCKA3 “3HATUU TAJHY ; OHGA PEUEHULY MOHCE-
MO POPMaANUZ0BATTU KAO

e ((V2)S(2), (F2)S(2)).
LFOP{-ctpykTypa je M = (W, D, I, Prob) rae:

e IV je mempasaH CKyIl CBETOBA,
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2.4. IIPEJIUKATCKA JIOI'MKA IIPBOI' PEJIA CA OIIEPATOPHMA
IIOTBPBHUBAKBA

e [ je Hempa3aH JloMeH 3a cBe w € W,

e ] je mpecimMKaBame KOje CBAKOM CBeTy w € W mpuapy»Kyje KJIaCHIHY WHTePIPETAIn]y
I(w) Tako ma 3a cBe i u k:

— I(w)(FF) je dynxuuja uz D¥ y D,
— zacee w € W, I(w)(FF) = I[(w)(FF),
— I(w)(PF) je penanuja nax D*

e Prob(w) = (W(w), H(w), p(w)) je BEpDOBATHOCHH TIPOCTOP TJIE:

)=
W (w) je mempazan noackym ox W,
— H(w) je anrebpa moackynosa ox W(w),

— p(w) : H(w) — [0, 1] je koHAYHO aUTUBHA MePA.

[Ipumernmo 1a cMO HAIIPpABWJIHM JIBE PETIIOCTABKE KOje cy yoOudajHe 3a MOJAJIHE JIOTUKE
npsor peaa. Ilpsa je ta 1a je Mojest ca hpUKCHpAHUM JOMEHOM (JIOMEH je UCTH 3a CBE CBETOBE
pasmarpaHor Mojesia). VIHTyuTHBHO TO 3HAYM J1a CMO CUTYPHH y TIOCTOjame o0jekara. Ipyra
MIPETTIOCTaBKA je Ta Jla Cy TEPMU Pu2ugHnu, Tj, 3a CBAKU MOJEJI HbUXOBO 3HAYEHE je MCTO 3a
CBAaKM CBET Pa3MaTpPAHOI MOJIeJIA.

Heka je M = (W, D, I, Prob) jenna LFOP{*_crpyxTypa. Baayayuja Gpomenmusur v
IPUJIPY2KYyje CBAKOM Tapy KOJHU C€ CacTOjU OJT CBeTa W W IMMPOMEHJ/bUBE T €JIEMEHT JIOMEHA,T].
v(w)(x) € D. Ako w € W, d € D, u v Basyanmja, onja v|d/x] je takohe Basyalmja u ucra je
Kao u v ca usyserkom Ja je v[d/x](w)(z) = d.

Bpegroctu repma t, y ozuamu I(w)(t),, je:

e ako je t mpomensbuBa z, ona I (w)(x), = v(w)(x), n

e ako je t = F™(ty,...,ty), ornga [(w)(t), = [(w)(F™)(L(w)(t1), .., L(w)(tm)y)-
Cama hemo yBecTr mojam UCTUHMUTOCHUX BPEIHOCTH (HOPMYJIA.

Hedbununuja 2.7. Bpegrociti dopmyse o y ceetiy w € W jegne LFOPSM-ciupyrimype
M = (W, D, I, Prob), to saryauuju v (0o3navwerno ca I(w)(a),) je:
o axojea = P"(t1,...,tm), onga I(w)(a), = true, axo (I(w)(t1)y, ..., [(w)(tm)s) € I(w)(P™),
y cyupowinom I(w)(a), = false,
e axo je « = P53, onga I[(w)(a), = true, axo p(w)({u € W(w) | I(u)(B), = true}) > r,
y cyapownom I(w)(a), = false,
e axo je o = c5,(B,7), onga I(w)(ex), = true, axo p(w)({u € W(w) | I(u)(y), = true}) >
0w p(w)({u € W(w) | I{(u)(B)y = true}l{u € W(w) | I(u)(7), = true}) — p(w)({u €

W(w) | I(u)(B), = true}) > r, y cyapoinom I(w)(a), = false,
(

e axo je a = c<.(3,7), onga I(w)(a), = true, axo p(w)({u € W(w) | I(u)(y), = true}) >
0 u p(w)({u € W(w) | I(u)(8), = true}{u € W(w) | [(u)(7), = true}) — u(w)({u €
W(w) | I(u)(B), = true}) < r, y cyapowinom I(w)(a), = false,

e axo a = 3, onga I(w)(a), = true, axo I(w)(5), = false, y cyapomnom I(w)(a), =
false,
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2.4. IIPEJIUKATCKA JIOI'MKA IIPBOI' PEJIA CA OIIEPATOPHMA
IIOTBPBHUBAKBA
e axo je « = B A~ , onga I(w)(a), = true, axo I(w)(B), = true, u I(w)(y), = true, y
cyupotinom I(w)(a), = false, u

e axo je o = (Vx)B, onga I(w)(a), = true axo 3a ceée d € D, I(w)(B)ya/z) = true, y
cyupotinom I(w)(a), = false.

CuHTaKkCHU TIOJMOBH Ce JIe(DUHMUIITY CJAUIHO KAo y moryaBby 1.4.

Ham akcmomaTcku cucrem 3a LFOP‘{Onf JIOTUKY CaJIP2KU CBE aKCUOMeE U ITpaBujia n3Bohema
noruxe LPPS xao u moBe akcuome u3 normasiba 1.4:

(A11l) (Vx)(a — B) — (o — (Vz)B) tae x Huje ciob0oIHO y o

(A12) (Vx)a(x) — aft/x), toe je a(t/x) mobujeHo 3aMEHOM CBUX CJIOOOTHUX IOjaB/bUBAIGA T
y a(x) ca TepmoM t Koju je ciaobogaH 3a x y «o(x)

(R6) U3 « uzBectu (Vz)a.

ITonceTnmo ce 1a KOPUCTUMO (PUKCHPAH JTOMEH LFOPi?l{}Ifeas—MepJLHBHX MoJIeJIa Ca PUTH/I-
HUM TepMUMa, KOjU je cindaH 06jeKTUBHOM TyMavery JIOTHKa pBor peja [28]. Axko onbanumo
MPETIIOCTABKY O PUTUIHUM TEPMHMA, OHJIa CTaHJAapHA aKCrOMa MpBOr pema Al2 He BaxKw.

ITojmoBe Teopema m m3Bohema yBOAMMO Kao U y oe/bKy 1.4.

Teopema 2.8 (KopexTroct). Axcuomaiicku cuctiem Az(LFOPS™M) je xopexiuan y ogrocy
Ha KAACY LFOP‘{?&&IfeaS—cwpynmypa.

Jloxas je cimaan KoMOUHATIMjH TeopeMa KopekTaocTH joruka LPPS™ u LFOP, us [54].

V nokaszy TeopeMe MOTILYHOCTH IIpaTuheMo ujiejy NCKa3Hor ciaydaja. V3ocraBuhemo mokas
TeopeMe JIe/IyKIje KOJU ce JIaKO MOKe aJalTupaTu U3 Teopeme 2.2.

Y KOHCTPYKIMjU KAHOHCKOT MOJIesia KopucTuheMo crenujaane MaKCUMAaJIHO KOH3UCTEHTHE
CKYIIOBE 3BaHe 3acuhenu CKYIoOBU KOju Cy JeUHUCAHU Yy TOrIaBiby 1.4.

CaJia TOKaXKMMO JIa MOXKEMO IPOIIUPUTH OUJIO KOjU KOH3UCTEHTAH CKYIl PEYCHUIA 0
3acuheHor ckylia, 3a mra hemo KopuctuTu Mojuduranujy JIungenbaymose Teopeme.

Teopema 2.9 (Jlunnenbaymosa Teopema). Ceaku KOM3UCTENTAN CKYT PEMEHUYA HA, Je3UKY
L(LFOP™) wmoorce ce apowupuitiv go sacuhenoz ckytia peuenuya jesuxa L(LFOPM) =
L(LFOP™) U C, 2ge je C' beckonauno Upebpojus eyt KONCWAaniu Koje ce He Tojacsyjy Y

jesury L(LFOPM).

Joxas. Heka je T xomsucrentan ckyn pedenmna jesuka L(LFOPS™) u meka je ag,aq, ...
Habpajame cBux pedenuna jesuka L(LFOPS™). Ca T* ozmaumMmo CKyHI pedeHHIa J00H]jeH
kopanuma (1) — (4) u3 gokaza Teopeme 2.3 ca gomarkom y Kopaky (3):

e ako je ckyn Tjyq jobujen ponasamem dbopmyiie obsmka —(Va)S(x) y ckyn T;, oHma 3a
neko ¢ € C, =f(c) je rakohe monara ckyny Tji1, u Tj11 je KOH3UCTEHTAH.

Hokaz ja je T 3acuhen ckyn ce moka3yje CJIMYHO Kao y JIOKa3y Teopeme 1.18.

Kanouncku mozen je Mo = (W, D, I, Prob) Tako na:

e W je ckym cBux 3acmheHUX CKynoBa (popMyIa,
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2.5. PECTPUKIIUJE JIOTUKA CA OIIEPATOPUMA IIOTBPBUBAKBA

e [ je cKym CBUX TepaMa je3WKa y KOjeM HeMa ITPOMEHJbUBUX,
e 3a cee w € W, I(w) je maTepmperanuja Takpa Ja:
— 3a cBaku dyuknujcku cumboa F" | [(w)(F™) : D™ — D Tako Ja 3a CBe OCHOBHE
TepPME b1, ooy b, L(W)(F™) 1 (t1, ooy tim) — (F™M(t1, .y tm)), 1
— 3a caku pesarujcku cumbon P I(w)(P") = {{t1,....,tm) | P (t1, ..., tm) € w},
3a CBE OCHOBHE TepME t1, ..., Ly,

e 3a cee w € W, Prob(w) = (W(w), H(w), u(w)) Tako na:
- W(w) =W,
— H(w) je xmaca ckynosa [o] = {w' € W | o € w'}, 3a cBe peuenurne «, u
— 3a cBaku ckyl [a] € H(w), p(w)([a]) = sup{s € [0,1]q | Pssa € w}.

Mozke ce okasaTu Jia je KAaHOHCKH MOJIEJI 3aUCTa jeHa MePJbUBa CTPYKTYPa, U 18 BaXKN
cienehu pesysrart.

Teopema 2.10 (Jaka mormynoct LFOPS™ noruke). Ckyu peuenuua T je wonsuciieniian
axo u camo axo T je LFOPSE  _sagosonus.

2.5 Pecrpuknuje jiormka ca omnepaTopumMma
noTBphuBama

s oBOT OflesbKA jecTe Jla MIPeICTaABUMO HEKE PECTPUKITje TTIOMEHYTHX JIOTUKA OBOT PAJIa,
LPP{" 1 LEFOPSY, ca mpeTmocTaBKOM Jia Cy BEpOBATHOCHE Mepe Y CeMAHTHI MOMEHYTHX
JIOTUKa KOHAYHOT KojioMeHa. [lokazahemo 1a ce y TaKBMM OKOJTHOCTHMa MOYKE CTPYKTYUCATH
KOHa4YHA aknoMaru3anuja. OBe pecTpUKIEje Ha BEPOBATHOCHE Mepe KOHATHOI KOJIOMEHa, Cy

Fr(n) ..
3ampaBo mpoinupema Jjoruke L PP, KOja je mpenctaBibeHa y [54].
3a cee n € N M0keMO pa3MOTPUTH BEPOBATHOCHY MepPY Ca KOJIOMEHOM

Range(n) = {0, %,. (n—1)

1},

e, ,
n

. . . Fr(n),conf
CaMHUM THM IIOCTOju IPeOOjUBO MHOT'O Pa3/IMYUTHX JIOTHKA Koje o3HauaBaMo ca LPP;
Fr(n),conf . Fr(n),conf
n LFOP, (n),conf [Tpouec mobujarma ceMaHTHKE M aKCMOMATCKOI cucreMa 3a LPP, @ u3

. : Fr(n),conf
LPP je sanpaso uetu xao u mponec us LEOP y LFOP!™ ™™ ITIro ce tuue came
aKCHOMAaTU3allrje, TPOIeC ce CacToju y 3aMeHu Tpu mHuUHUTapHA npaBuia, R3-R5, ca Tpu

HOBE aKCHOMe. 300I' CJIMYHOCTH Y IPOIECY CTBaparba JOTUKE OB/e heMO MPeJICTaBUTU CaAMO

. Fr(n),conf
NCKa3HU JI€0, Tj Ipesa3ak nckasue joruke y LPP; JIOTUKY.

Fr(n),conf .
Cunraxca LPPll( ) Joruke je ucra Kao u cunrakca LPP{" jioruke. YV cemanTuum

LPPfr(n)’Conf pasMaTpamo notkiacy LPP{-cTpykTypa re BepoBaTHOCHE Mepe MMajy KOmo-
Men Range(n), Tj, 3a cBaku cer jemne LPP{™crpykType

pu(w) : H(w) — Range(n).
PFr(n),conf

Hedburnmenmo kracy LPP, ;.. ' -Mojejia Ha UCTU HAYMH Kao W IIpe.

Y akcmoMaTH3aIlUju IMaMO TPU HOBE aKCHOME, U TO:
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2.5. PECTPUKIIUJE JIOTUKA CA OIIEPATOPUMA IIOTBPBUBAKBA

(F1) 210P>koz%P La, rae je l € [1,n]y

(F2) ((PooB) A Ngymo(Poxa AP, 15) = Pory iy (@A B))) = cor(a, B)

(F3) (P>oB) A Agimo((Per @ A P B) = Peiyiy(a A B))) = car(e, B).

[Ipernocraspamo ja popmysie moITyjy ,ZLed)I/IHI/II]‘I/ij 2.1. Ha npumep, pasmarpaMo camo oHe
nacTaHie akcnoma F2 n F3 koje 3azioBosmasajy 0 < = ( + ) <1

Fr(n),confy .
[Tpumernmo ma akcuomarcku cucrem Ax(LPPy ) je ounryielHO KOPEKTaH 3a KJIACY
crpykrypa LPP, ﬁgfonf . OBo mosasu gupekTHo n3 Teopeme 2.1. ITokaxkumo Ja cy u HOBE

aKCHOME Taxobe KOpEKTHE.

Teopema 2.11 (Kopekrtnocr). Axcuome F1, F2 u F3 cy kopexiine y ogrhocy Ha Kaacy
PFr(n) conf.

capykwypa LPP; yjoqt
Jloxas. (F1) Heka je M € LPPIF rmeonf y mexa je w cer Momena M taxas na saxu M, w =
2_:10 P, £Q 38 HEKO dbukcupano | € [1,n]y, ogaocno Baxku M,w |= P, £Q 38 CBe k €
{0,1,...,1—1}. Heka je t = p(w)([a]). To snaun najet > £ sacee k € {0,1,...,1—1}.
Kako je pu(w) : H(w) — Range(n) To 3Haun ja je t obMKa pasjioMKa Ca UMEHUOIEM 1,
1a, Mopa oburtu t > % Bancra, M,w = P, 1.

(F3) Heka je M € LPPlF rmeonf -y pexa je w ceer mMozena M takaB ma Baxu M,w |

(Ps0B) A Njoy—o((P L AP, zﬁ) (T+§)(a A ). Onma Baxku M,w | P.of n
M,w = ( Pora AP, zﬁ)—>P> Lk (oz/\ﬁ) 3a ce k,l =0,...,n. Crean ga nmamo

(2.1) p(w)([B]) > 0.
Heka je t = p(w)([a]) n s = p(w)([p]). Kako je u(w) : H(w) — Range(n), nocroje k n
ltako mat=Enps=1 ~. Hakne, M,w = (P s P, zﬁ) peMa KOPEKTHOCTHU IIPaBUIIa

n

R1 Baxu M,w = P, (a A B). Cama TaKolje IMaMo J1a

L
n

(2.2) ww)(faABl) 2 —(r + =) = u(w)([B])(r + n(w)((ad)),

mro u3 (2.1) u (2.2) cremqu M, w = cs.(a, B).

(F3) okasyje ce Ha uctu HaUYMH Kao akcuoma F2.

Caza npescTaBIMO KOHAYHU AKCUOMATCKH CUCTEM Ax(LPPfr(n)’conf). Oxn canpxn
e cxeme akcuoma A1-A10 u F1-F3 u
e npaBmia u3Bohema R1 u R2.

HOKa}KI/IMO Jaa je HaBeJIEeHa aKCHOMaTHSaHHja jaKO IIOTIIyHa Yy OJHOCY Ha KJIaCy MoIeJia
Fr(n),conf
LPPI ,Meas :

Teopema 2.12 (Jaka nornyuocr). Ckyu gopmyaa T je kon3uctenan y 0gHOCY HA GKCUO-

_ _ Fi(n),conf . F
matcru cuctiem Az(LPPY ™M) axo 4 camo axo T je LPP) ;\"/[(Zisconf -3ag060HUG.

93



2.5. PECTPUKIIUJE JIOTUKA CA OIIEPATOPUMA IIOTBPBUBAKBA

/loxas. TloTmynocT je mokasana y JiBa Kopaka. [IpBo moka3yjemo jia je akCMOMATCKUA CUCTEM
Jobujen noiaBameM nHGUHUTApHUX TTpaBuiia R3-Rb5 Ha A.Q:(LPPfr(n)’Conf) norayH. /lok y apy-
roM JleJly TToKa3dyjeMo Jia ce n3bdbanupameM npasuia R3-Rb5 n3 akcnomaTusarmje m3B01/bUBOCT
M3 OCTATKa aCKMOMATCKOI CHCTeMa He Mema. 10 3a pe3yirar Jiaje IOTIyHOCT aKCHOMATCKOT
cncrema Az (LPPFT oty

[IpBu 1eo je CKOpO Ta WieHTWYaH mokazy normyHoctu LPPS™ jpormke. Pasmuka je y
KOHCTPYKIIMjU KAHOHCKOT MoJiesia. Kako je Range KoHa9aH CKyII, Mepe KAaHOHCKOT MOJesa Cy
neduHUCAHE Ca

p(w)([a]) = max{r | r € Range, P>, € w}.

Kopucrehu akcnomy F'1, Moxke ce mokazaTu ja HOBOKOHCTPYUCAHU KAHOHCKH MOJIEJT ITPUITA/IA

Fr(n),conf
kinacu LPPy .-

CaJta KeJTmMO J1a TIOKAXKEeMO J1a MOYKeMO 3a00uhu mH(pUHUTAPHA TPABUIA U3 AKCUOMATHU-
3arnmje.

e IIpBo, mokaxknumo ja npasuiao R3 Moxkemo 3aHemMapuTu y3 npucycrBo akcuome F1. 3a-
npaBo, mokaxkemo Ja R3 je mzsogypuBo u3 F1 u nckazuor nema (Al u R1).

Opnmocuo, 3a nare dopmyre o u 7y, u dbuxcupano r € [0, 1]q, mpeTnocraBuMo aa je CKyI

1
P:{7—>P2T_%oz | kEN,k};}
3alpaBo CKYII IpemMuca npasuia R3, u jga cMO U3BeIn 3aK/bydak
v — P«

kopucrehn akcuomy F1. Pasmorpumo komauan ckyn S = {y — P.,._ 1o | k€ [0,n]n, k>
%} Ouurnenno saxu S C P.

[Tpumenom mckasme JIOTUKE BazKu (POpMYyJIa
/\S — [y —=( /\ ((P>%0‘ N Pg%ﬂ) - P)%(wr%)(a A B))]-
k k,1=0

Kopucrehu F2 (kao u Al u R1) Baxu dopmyia

/\S—> (’Y—)P>TO[).
k

Cnemu, uz S C P moxkemo uszsectu ¥ — P>« kKopucrehn F2.

e Crenehe mro moka3dyjemo jga akcuoma F2 moxke zamenutu mpasuio R4. Waeja je ma
nokazkeMo jia R4 je usBombuso u3 F2 u uckasuor geqaa (Al u R1). OxHocno, 3a nare
a, B u v, u duxcupano r € [0, 1]q, mpermnocTaBuMoO 1a je CKyI

P={y—= PsoBtU{y = (Psra A PosBB) = Pospryny(a A B))|t,s € 0,1]q}
3ampaBo CKYyIl CBUX Ipemmuca caja npasmia R4. Heka Baxku 1a cMO m3Besn 3aK/bydaK

7= (@, )

npumenom F2. Pasmorpumo konauan ckyn S = {y — Psof}U{y = ((Poxa AP, 3) —
P k(@A B)) | k1 €0,1], Lir+£)€0,1]}. Ounrnenno u cama S C P.
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2.5. PECTPUKIIUJE JIOTUKA CA OIIEPATOPUMA IIOTBPBUBAKBA

Takobhe, mpuMeHOM UCKA3HE JIOTUKE BaxKu (POPMYJIa

n

NS == (PeoB) A\ (Pora APL1B) = P,

k.l k,1=0

(r+§)(0¢ A B))].

N
[Tpumenom F2 (kao u A1l u R1) Baxuhe u dopmysia

/\S = (v = ez, B)).

k,l
ITa 3ancra u3 S C P Moxke ce u3BeCTH y — (@, ) kopucrehn F2.

e Ha cimuan naumn ce nmokazyje ja akcuoma F3 Moxke 3amenuTn npasmiio R5.

]

: : Fr(n),confy
OBuUM je moKa3aHo JIa je HaBeIeHN KOHAYHH CHCTEM Ax(LPPlr(n) “") jaxo normyn. Iocie-

. . LPPFr(n),conf
JIMIIA OBE YUELEHMIIE je Ta Ja je JIOIMKA, 1 KOMIIAKTHA.

Teopema 2.13 (Komnakrthoct). Hexa je T ckya dopmyaa. Axo je céaku konauar Gogekya

og T LPPf X/}Zifonf -3ag060mU6, 0HGa je U ueo ckyd T LPPf }(}ng"”f -3a§060.HUE.

Zlokas. IlpernocraBuMmo na ckyn 1 Huje LPPf X}Zg;conf -3aJI0BOJbUB, JIOK Cy CBU HHET'OBH KO-
HaYHU TOJCKYTIOBU 3a/10BOJbUBHU. Tasa Baxku 1’ 1. Kako je akcmoMaTCKu cuCTeM KOHAYaH,
OHJIa TIOCTOju KOHavaH mojgckyn 1”7 ox T takas na je T' F L, mTo je cynmpoTHO MpPETIOCTAB-
II7. ]

Moxke ce IpUMETHUTH Jia je Y JI0Ka3y OJJIYUYMBOCTH ITPobJIieMa 3a/I0BOJBUBOCTU Y OJHOCY
Fr(n),conf .

Ha Kjacy mozgena LPP, .-~ IOBOJbHO KOPDHUCTUTU caMo MeTon duiaTparuje. 3aucra, ca

BEPOBATHOCHOM MEPOM KOHAYHOI' KOJIOMEHa Opoj Mojiesia ca KOHAYHHM OpojeM CBeTOBa je

KOHa4aH.
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I'maBa 3

TemmopaJjiHe Joruke ca
BEpPOBATHOCHUM oOIlepaTopuMa
norsphuBama

o cajma je 6mio peun camo 0 BEPOBATHOCHUM JIOTHKaMa TTOMONy KOjuX ¢MO (pOMaJTN30Ba-
Jm creredH norephuBama. Ilpe Hero mro npehemMo Ha KOMOMHOBaME€ BEPOBATHOCHUX JIOTHKA
ca TeMIOPAJJHUM JIOTMKaMa, IPBU JI€0 OBOT IOIJIaB/ha MOCBETUNEMO CaMOM IIPEJICTABIbAIbLY
TeMIopaJHuX Joruka. Ilpuaahemo o HacTaHKy M mojeamMa TEMIIOPAJHUX JOTHKA, TJIABHUM
pe3yaTaTuMa U HajuenrhuM KOMOWHAIMjaMa ca JIPYTUM JIOTUKaMa.

3.1 Heke TemMmmnopaJjiHe JIOTUKE

TemmopasHe JIorHKe Cy JIOTHKE 3a IIPEJICTaB/barkhe NCKa3a KOju y cebu caaprKe mojam Bpe-
MeHa. Panum pasBoj TemmopaJsite joruke cpehe ce jomr y meauma Apucroresna. Apucroren
ce 6aBMO TPOOJIEMOM UCTHHUTOCTH Oy iyNnX KOHTUHIE€HATA, NCKA3a KOJU HUCY HY?KHO TAYHH,
HUTU HYKHO Heradrau. OH HHUje MOTrao Jla TPUXBATH Ja Ce MPUHIIUI OUBAJEHTHOCTU TIPUME-
Bbyje Ha uckaze o Oyayhum gorahajuma, OJHOCHO Jia TPEHYTHO MOXKEMO Jia OJJIYIUMO Jia JIU
je ucka3 o oyayhem gorabajy TadaH wm JiaykaH.

[ToroBUHOM TIPOIILIOT BEKa MOYUHHE MOJIEPHU PAa3B0Oj TEMIIOPAJIHIX JOTUKa pasiom [Ipajopa
[67]. TnaBHa uzeja TEMIIOPATHUX JIOTUKA jeCTe JI0JABAE BPEMEHCKE KOMIIOHEHTE KAO OJHOC
Mehy moryhum cBeToBuMa, rje y3 1moMoh mojMoBa HPONLIOCTH U OyayhHOCTH M3pazkaBamo
penanujy goctuxkHOCTA. Ha Taj HaYMH CBETOBU UM JTa/be 3a/Ip:KaBajy MHMOPMAaIje H3ParKeHe
nmoMohy KJjacuvHe JIOTHKe, JIOK TEeMIIOPAJIHU OIepaTOpU T'OBOpe O Be3aMa u3Mely cBeToBa.
Jlanac, TeMmmopaJiHe JIOTMKE WMajy BEJUKH Opoj mpuMeHa, MoceOHO y 00JIacTU TeOPHjCKOT
paayHnapcTBa [21].

[Tocroje nBe moOjIE/IE TEMIIOPATHUX JIOTUKA KOje Ce THIY MOJEJIOBamha IIPOTOKA BpPEMeHa.
Bpewme koje MojiesryjeMo MOZKeMO TPeJICTaB/baTH JITHEAPHO WJIM PA3TPAHATO, KAO M HEITPEKU/I-
HO Wiu JuckpeTHo. pyra nozgena je Buiire (huyio30pCKOr KapakTepa, 1 BeNWHA UCTPaKUBaIba
y 0BOj 00JIaCTH MPUTIAJIa IPYIH JUCKPETHOT OIINCA BpeMeHa (BpeMe ce TIOCMAaTpa Kao JIUCKpeT-
Ha npoMensbuBa). Ko mpBe mojiese, JIMHEAPHO BpeMe ce TpeTupa Kao Hu3 “norahaja’ koju
Bosu HeueMy. MehyTum, moHekasr je 3roJiHuje TPETIOCTABUTU JIa jé BpeMe Pa3rpaHaTo, y
CMUCJTY Jla BPEMEHCKHM TPEHYyTaK MOXKE Ja MMa BUIIE MOTEHINjATHUX HACIEIHUKA.

Y moueTKy, je3WK MCKa3He JIOrWKe OWo je MpOoImupeH yHapHUM omepartopuma P (past) u
F (future), u 3a TakBy JIOrMKY IpeJICTaBJbEHA je TOTIyHA akcnomaTusanuja y [4]. Sarum je
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3.1. HEKE TEMIIOPAJIHE JIOTUKE

jesuk mocTao m3paxajuuju y3 oreparope S (since) u U (until), u mormyHOoCT OBe n3pazxkajHuje
noruke nokasana je y [6]. Jdanac ce najuemnhe kopucre yuapuu oneparopu () (next) u Uy
TAKO3BAHUM JIMHEADHUM TEeMIIOPAJHUM Jiorukama. 1IpBa moTmyHa akCuoMaTu3alyja nCKa3He
JIOTWKe ca JIMHeapHUM BpemeHoM, y3 omeparope () u U, npencrasibena je y |29, 48|, nok je
IPOIIUPErhe Ha TpeauKkaTcKy joruky nato y [50]. Teopema jake moTmyHOCTH 38 JIOTHKY IIPBOT
pena nata je y [55], 10K je BEHO BEPOBATHOCHO MPOIIUpEe 1aTo y [56].

Temmopana JIoruka ca pasrpaHaTUM BPEMEHOM, Kao MPONIUPEHEe UCKA3HEe JIOTUKE YHap-
auM oneparopuma (), U u A, omnucana je y [29, 48]. Hosu remnopasnnu omeparop A, 3a
pazmuky ox () m U koju cy jmHeapHu, omoryhaBa MpOMeHy IyTa, OJHOCHO TpyKa m300p
oyayher cera. Hema myHO moTmyHMX akcrmoMaTH3allja WCKa3HE JIOTUKE Ca Pa3rpaHATHUM
BpemenoM [60, 62]. TIpsa Teopema MOTIIYHOCTH 3a MPEIUKATCKU CIy4aj OBAKBE TEMIIOPAJTHE
Joruke Jokazana je y [16].

Jenan oj1 HAjIIOBHATUjUX TIPEICTAaBHUKA TEMIIOPAJHUX JIOTHKA Ca pa3rpaHaTUM BPEMEHOM
je noruka CTL (Computation Tree Logic), uuju jeauk cajpku orneparope mpomene myra, A
u E. Mogaen Bpemena y C'I'L jorutu je cTpyKTypa HaJUK JPBETY y K0joj OymayhHOCT HuUje
oapebheHa, Tj. MOCTOje PA3IUINTH IIyTeBr y OyayhHOCTH, 1 CBM OHU TOTEHIMjaTHO MOTY OUTH
peasmsosan myT. OBy Joruky cy npsu npezacrapuan Kiaapk u Emepcon y [9].

Hemrro kacuuje, Emepcon n Xasmepu [22] onucyjy woBy Jsoruky CTL*. Oso je Takobhe
TEMIIOPAJIHA JIOTUKA ca pa3rpanaruM BpemenoM Koja cajapxku u C'T'L u LT L (Linear Temporal
Logic), rye ca0601HO0 MOKEMO j1a KOMOUHY]jEMO TEMIIOPAJIHE OlepaTope JIMHEAPHUX JIOIMKA
ca omeparopuma npomere myta Jsoruke CT'L. Osa joruka je jejiHa OJ1 HAjIOMYJIAPHU)UX
TEMIIOPAJIHUX JIOTUKA Ca IIPUMEHAMa y PAdyHapCTBY.

Mebhycobno KoMOMHOBaH€ HEKJIACUYIHUX JIOTHKA j€ Y TMPOILJIOCTH jJaKO ncTpazkuBaHo. Kao
mro cMo Beh momenynn, KoMOMHAIMja BEPOBATHOCHUX U TEMIIOPAJIHUX JIOTUKA OITUCAHA je
y pamosuma upe [38, 56, 54|. Mehyrum, nmopes komOuHanuje ca BEPOBATHOCHUM JIOTHKaMa,
TEMIIOPAJIHE JIOTUKE Cy TOIyJIapHe U y KOMOMHAIM]H ca enucTeMudKuM jiorukama [35, 33|, ca
UHTYUIIMOHUCTUIKUM JioTuKama [24] nr.

VY [67, 18] HaBesena je 3HAUAJHOCT MHTEPAKIIAjE BPDEMEHA U aKIuja (AaKTUBHOCTH) y PA3BOjy
WHTEJIMTEHTHUX CHCTEMa Kao ITO Cy POOOTCKE AIlIMKAIje, ayTOHOMHH CHCTEMHU, CEPBUCHU
arenTu u Apyru. PacyhuBame BpemeHa W akiigja je TeMa KOja ce pa3Buja y 3aibuxX He-
KOJINKO JIECETHHA TOJMHA HAPOYMUTO y KOMI[jyTepcKuM Haykama [58, 53|, mama cy, Takobe,
HCTpasKUBarba BPIeHa U ca durosodcekor acnekta [49]. 360r Besmke mpuMeHe, ypaBo OBY
KOMOMHAII]Y TEMIIOPAJTHIX JIOTUKA Ca aKIjaMa KOPUCTUNEMO 3a JaJbe NCTPaKUBAIbe HAIIe
TeMe.

Haxmne, y oBom geny hemo ce dokycuparu vHa CTL* oruky KOMOMHOBAHY Ca aKIMjaMma
¥ BEPOBATHOCHUM JIOTHKaMa ca omeparopuMa mnorBphusama. HMieja 3a komOuHOBambe Oarr
noruke CTL* ca aknmjama mpouctekya je u3 pauaosa [68, 69] y kojuma je msrpaliena PAL
(Parameterized-time Action Logic) sloruka koja uma jako camdny cemaHTuky Kao u CTL*.
Ayropu cy y PAL jiiorury yMmecTo yoOU4IajHUX MOJIATHIX BPEMEHCKUX OIEPATOPa KOPUCTHIIH
eKCILJIUIUTHE BPEMEHCKE TadKe.

IIpe wero mrro npehemo Ha MOMEHYTYy KOMOMHAIIN]Y, YKPATKO NEMO IIPEJICTaBUTH CHHTAKCY
U CeMaHTHUKY, Kao 1 OCHOBHe pe3ysrare joruke CTL*. 3arum hemo mera/bHO MpeaCcTaBUTH
HAIIy HOBY TEMIIOPAJIHY JIOTUKY Ca pa3rPaHATHM BPEMEHOM Ca aKIijaMa U BEPOBATHOCHUM
omnepaTopuMa OTBphuBamba.
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3.2. BEPOBATHOCHA TEMIIOPAJIHA JIOIT'MKA CTL} ...

3.1.1 Jloruka CTL*

Kao mro cmo peksm, CT'L* je pasrpanarta TeMropaJjHa JOrukKa Koja caapxku joruke CT'L
u LTL. Jesuk C'TL* joruke mpommpyje je3auk MCKa3He JIOTMKE TEeMIIOPAJHUM OMePaTOPUMa,
U, (), a Takobhe cagpxu u mytau oneparop A. Jlakie dopmysia oe jjoruke Moxke OUTH:

¢:==T|plO¢|oUy | Ag,

rjie je p uckasuo cjaoBo. Popmysny ()¢ uaTeppeTupamo ca ,, Popmyaa he aarcutin y HapegHoMm
BPEMEHCKOM WPEHYKY Ha Hexom uywy . Popmyna ¢U) dopmanusyje uckas ,,Lopmyaa ¢
BADICU Y COUM CWAHUMA HEKOZ UYWL oK (POPMYAG P He TOCTLaHe WAYHA Y HEKOM CULAHY
uctwoz uywa’. A¢ ozHavuaBa ma ,,Popmysa ¢ 6axicu Ha C8AKOM UYWY CG TOUETUKOM Y GaATLOM
cwarey’.

Hedbuunumja 3.1. CTL*-capyraypa je M = (S, R,v) 2ge:
o S je Heupadan CKyl CWara;
e v: S — 28T je gaayayuona dynryuia usd ciliara y ckyl 6aAYaUIA;

e R je womanna bunapra pesavyuja na S, Wj. 3a ceaxo s € S wocwoju s € S wWaxo ga
sRs'.

Ha oBakBum cTpykTypama jgeduHuIe ce 3aJ10Bo/buBOCT dpopmyiia. [lornyna akcrnomaTn-
sanumja je npeacraBbeHa y [22]. ITokazano je y [23]| ma je noruka ojjyduBa, JOK je 10Ka3 Ja
je mpobiem 3amoBosbuBocTr u3 kinace PSPACE npencrasiben y [3].

*
3.2 BepoBaTtHocHa tTemmnopaJsiHa jijoruka CTL A conf

Y oBoM fesy pajia mpejicTaBuheMo MOTIYyHY WHPUHATAPHY aKCUOMATH3AIIN]Yy Pa3TPaHaTe
TEeMIIOpaJIHEe UCKA3He JIOTUKE Ca aKIijaMa U CTEIIEHOM IOTBphUBamba, MITO Y CTBAPU IIPEJICTa~
BJba j€JIHY BEPOBATHOCHY TEMIIOPAJIHY JIOTHKY.

3.2.1 CuHTakca m ceMaHTUuKa

3 *
Cana hemo npegcraBuTu cKyn cBux (opMmyiia Hale Joruke kojy osnadasamo ca CTLY
Ka0 U KJIaCy CEMaHTUYKUX CTPYKTypa.

Cuntuaxca

Heka je P = {p,q,r,...} HempaszaH cKyl MCKa3HUX cJoBa , u Heka je Act = {a,b,c,...}
KOHAYaH CKYII JIETEDMUHUCTUIKUX AKIMja, IITO 3HAYU JIa je UCXOJ aKIhja ojipeher u yBek
ucru. Ca pre(a) u post(a) o3HAYABAMO TPEYCJIOBE KOjU MOpajy OUTU WCIyHeHU ja Ou ce
u3Besia aKiyja a, Kao M MOCTYCJIOBU KOjU BaykKe HAKOH W3BpIlema akiuje a. O3naka do(a)
[peJicTaB/ba caMo u3Boheme akiuje a. Kopuctumo A m — Kao ocHOBHe Be3nmke. Ocraym
WCKa3HU Be3HUIM, \V, — U <>, Kao u cuMmbosim | u L, mpexcraBsbajy oapehene ckpahenurie
Kao ¥ OOUIHO.
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3.2. BEPOBATHOCHA TEMIIOPAJIHA JIOIT'MKA CTL} ...

Hedununuja 3.2 (CTL} —dopmyna). Cryu ceur CTL) —dpopmyaa, y osnavyu Forcryr, ca-
gpotcu ckya ceuxr ocnosnux uckaza Prop =P U {pre(a),post(a) | a € Act} u ungyx@usro je
gepurucar Ha cregehu Havum:

az=x|do(a) | Qa|Aa | aUB | aAp | -«

2ge je x € Prop u a € Act. Osnauasahemo popmyne us cxyta Forcry; ca o, B u vy (y3
ungexce).

Temnopasan oneparopu () (next), U (until) u A (universal path operator) cy cranmapau
oneparopu CTL* noruke [60]. Takohe hemo KopucTuT u ocrase remmnopasse oneparope F
(sometimes), G (always) u E (existential path quantifier) xoju cy nedunucanu kao cienelie
ckpahenune: Fa = TUa, Ga = - F-au Fa = -A-a.

[pumernmo sia dbopmyste 3 ckyna Forgry: He capze BepOBATHOCHE onepaTope, na hemo
UX YECTO HA3WBATHU Kao TeMmropasne (hopmysie ca aknujama.

Hedununnmja 3.3 (Beposarnocue dopmyne). Crkya Forp ungykiiusto je gedpunucan ca

¢ = Posa | cxp(a, B) | car(a, B) | 9 A | 2

2ge cy a u B us ckyua Forcuy, s € [0,1]q ur € [~1,1]q. IIpoussonny eeposattiriocny
Popmyay o3nauasamo ca G, (Y3 ungerce Yykoauko cy GowupeoHu).

[Tpumerumo na ce ckyn dhopmyia Forp cauano neduHUIIE KA0 CKYII BEPOBATHOCHUX (POP-
mysia soruke LPPY™ | pasmuka je y ToMe ITO ce HABEIEHH BEPOBATHOCHH OICPATOPH MOTY
npuMeHuTH cana Ha cBe CTL} — dopwmyire.

Ha ucrn vaunn kao uy LPP, o1l oeramm BEPOBATHOCHU OlIEPATOPH Ce YBOJE Kao IIOMEHYTe
ckpahenwurie.

Hedbununuja 3.4 (Popmyna). Cryu ceux dopmyaa, y osnayu For(CTLY o), je ynuja to-
MEHYTA §8a CKYUG POPMYAQ, 0GHOCHO 8axcy, F' OT(CTLKCOM) = Forcryy UForp. IIpoussonny
Popmyay o3nauasamo ca p u o (Y3 ungexce Kaga cy GOWPEOHU,).

Mermrarse TemnopasaHux (opmysia ca akijamMa U BEPOBATHOCHUX (opMyJia y OBOM JIeJry
HUje JI03BOJHEHO.

Cemanuura

Canma nedunuimumo Mozese Harre Jjioruke. Vmahemo JiBe BpcTe CTPYKTypa y KOjuMa uc-
HUTYjeMO 33JI0BOJBUBOCT (bOpMyJIa Hallle Joruke, jenny camo 3a CTL}-dbopmyne u apyry 3a
cBe opMyJie HaIlle JIOTUKE.

Hedunnnnuja 3.5 (CTL}-crpykrypa). CTL} -caipyx@ypa je TS = (S, R,v) 2ge:
o S je Heupadar cKyu cWara;
e v: S — 2P je dynkyuja xoja cearom ciliarey UPUGPYHCYE GAAYAUUTY;
e R=JR,, a € Act, R, CS xS, @wako ga sasice caegehu ycrosu:
(a) 3a ceaxo c@are s € S Gocwoju cwarwe ' € S u a € Act waxo ga je sR,S';

(6) 3a cee axuyuje a € Act: axo sR,s" u sR,s" onga s’ = s";
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3.2. BEPOBATHOCHA TEMIIOPAJIHA JIOIT'MKA CTL} ...

(8) Axo pre(a) € v(s), a € Act, s € S onga Goc@oju s' € S, sR,s';
(z) Axo sR,s" onga post(a) € v(s") u pre(a) € v(s).

Ha coaumu 3.1 je rpacduukn npesgcrasben jeman npumep CTL}-cTpykType ox modeTHor
TperyTka () 10 TpeHyTKa 2, TJie je MOYeTHO cTame Sy a akmuje cy a,b u c. Ca ciauke BUIIMO
Jla je cTame Sy y pesalliju ca CaMUM COOOM aKIIMjOM @ JOK je, PEIMMO, CTahe S3 Ca CTAhEM
S4 Y penaluju W MPEeKo akimje a u akmuje c. /Jlakie, u3 jeHOr cTamba MOXKEMO pa3/ndu-
THM akKIyjama cruhum 70 ucror crama. lIpumernmo Takohe ma crame Sy y Bpemeny 1 mma
HUCTO TpaHame Kao M y BpeMeHy (), OJIHOCHO, M3 jeJHOT CTamba UCTUM aKIjaMa JI0Ja3UMO
10 Beh oxpeherux crama y Omja0 KojeM BpemeHy. 300T JeTEPMUHUCTUIKUX AKIUja Y HAIIIM
CTPYKTypaMa He MOXKEeMO UMAaTH JIBa CTarmba Koja cjiejie y ciaejieheM TpeHyTKY U3 HEKOT CTarba
U3BPIIABAKHEM UCTE AKIIHjeE.

T

(9]

(o
(9] (9]

Cimka 3.1: Wiycrpanuja CTL}-cTrpykType

Y cnenehoj neduuunmju npeacrasuhemo nojam myrta. To je ycrBapu jeman moryhu nHus
norahaja y 6yayhuoctu Koju je medunucan n300poM axiidje y CBAKOM TPEHYTKY.

Hedbununmja 3.6 (Ilyr). ITyw, m, y TS je beckonavarn nus cwara uz TS u axyuja, m =
(S0, ag, $1, a1, ...), Waxo ga 3a cee i, $;R, s;v1. 3a wyw © = (sg, ag, 51,01, -..), GUWEMO T (G
03HAYUMO CTAAME Sk, Ts; 30 GYW (S, Ay Sit1, Qix1, ) U act(m, k) = ap (wuamo- axyuja Ha
uywy ™ y wpenywry k je ay).

[Tpumep nyra ca cauke 3.1 je m = (s, a, So, @, Sq, - - - )-

[Mummemo p € v(s) Kao O3HAKY J1a Y TMPUIPYKEHO] BAJIyAIMjH 38 CTAE S BPEIHOCT UCKA3A
p je tauna. CaumvdHO U 3a ocTaje dpopmyse u3 cKymna Prop.

Canma MoxeMo Ja JedbuHAIIEMO 3310BO/BUBOCT hopmyste o Ha myTy 7y CTL} -crpykTypn
TS, mro oznagasamo ca TS, 7w =, «, Ha cienehu Haunn:
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3.2. BEPOBATHOCHA TEMIIOPAJIHA JIOIT'MKA CTL} ...

1. TS, 7 |=. x akko x € v(my), x € Prop;

2. TS, 7 =, do(a) akko act(m,0) = a;

3. TS, 7 . ~a akko TS, 7 [~. «;

4. TS, 7 =, a A akko TS, 7 =, au TS, 7 =, ;

5. TS, 7 E. Oa akko TS, 51 .«

6. TS, 7 =, aUf akko 3a mexo ¢ > 0, TS, 7>, = fuszacse j, 0<j<i, TS, ms; = o

7. TS, 7 A« akko 3a cBe 7', mg = 7w, TS. 7’ Q.
) c s 10 0 ) c

JIOormaku 1mojMOBU 3aI0BOJbMBOCTH, BAJ/bAHOCTH U CEMAHTHYKE TOCTEIUIE Ce JTeDUHUIILY
Ha yoOmdajan HaunH. Mu hemo ozrauasaTu ofrosapajyhy speasoct o « Ha myTy my CTL}-
crpykrypu TS ca v(a, TS, 7) =1 ako TS, 7 =, a, y cynporaom v(c, TS, 7) = 0.

Casa MoxkeMo JtepuHICATH CTPYKTYPE ¥ KOjUMa ce JTeUHHUIITE 38/ I0BOJBUBOCT CBUX FOTCTLZ,conf
dopmya.

Hedbununuja 3.7 (CTL;COHf—CprKTypa). CTL} . on— clpyrtuypa je ypehena welisopka
M= (W,H, u,o) zge:

o W je neupaszan ckyu ceewosa,
o (W, H, ) je 6eposaitinochu Gpoctiop, j.
— H je anzebpa uogcxyuosa og W,

— u: H—10,1] je xonauno agutiusra mepa.

o 0 je pynryuja Koja ceaxom ceetwry w € W obesbehyje CTL} -cupyxiwypy v uyw y woj
capykaypu, wj. o(w) = (TS, m,). 3a gsa paszauvwuiia ceetwia CTLY -ctupyximype xoje
UM gogetllbyjemo Mo2y OUU Pa3suvutiie, Kao U TYUesy Y ruMa.

Cimmano xao u npe 3a CTL} . —cTpykTypy M u 3a csaky dopmyry a nedunumemo

ckynose [a]y = {w € W | v(a, TSy, ™) = 1}. Kaxkemo na je M mepaus axo [y € H 3a

cBe a € Forerr;. Osnavasamo kiacy csux mepsbusux CTL} | —cTpykrypa ca CTL?ggﬁ

Jedbunnmmmo caga 3a10B0bMBOCT dopMysta y crpykTypaMa ckyma CTLMe:,

HMedununuja 3.8 (3amosomusocr). Hewa je M € CTLY. Permarmja 3aosomusocta, y
osnauu =, je gedunucana pexypaueto na caegehu Havum:

1. M = « axxo v(a, TSy, mp) =1 3a cée w € W,

M |= Psra axo p([a]) >,

M = cxr(, B) aro p([5]) > 0 w p([al[[B]) — u(la])
M = cop(e, B) amo u([8]) > 0 u pu([al|[8]) — u(la]) <,
M k= —¢ axro M - ¢,

ME¢Ab avko M = ¢ u M = 1.

\%

r,

S v e
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3.2. BEPOBATHOCHA TEMIIOPAJIHA JIOIT'MKA CTL} ...

CanvdHO Kao W y TMPETXOTHOM eIy, MOKEMO JOOUTH M YCJIOBE 33I0BOJBUBOCTU 3a OCTAJIe
BEpOBaTHOCHE omeparope Kopuctehu JeduHUIN]Y 3a/I0BOJbUBOCTU U OCOOUHE peaiHuX Opoje-
Ba.

Ha xpajy oBor mesa HAIIOMUEEMO 18 C€ OCHOBHU CEMAHTUYKN TIOjMOBU KAO IITO Cy MOJIEN
dopMyIa 1 ceMaHTHYKE TOCIeIuIe NepUHUITY UCTO Kao U OHEbKY 2.

3.2.2 Axcuomaruzanuja

Y 0oBOM TOTJIaBJbY TpEJCTaBUNEMO aKCHMOMATHU3AIIN]y HAIllle JIOTUKE KOjy O3HAadYaBaMoO Ca
Az(CTL} ). Ipe mero mcrnmmmemo akcmome n mpaBuia n3Bohema, MOTPeOHO je yBECTH Heke
mojMoBe Koje hemo kopuctuTu y akcuomarusanuju. [IpBu mojam je k-yriexkjaeHa MMILIAKA-
IMja Koja je MmoXKeJjbHa KakKo OM ce IoKa3aJja TeopeMa jake HellecuTalje. Y TOM IUJby, HEKa
IpaBWJia U3BOhema Mopajy caJipKaTu IPEeMUuce U 3aKJ/bydKe Y OBOj k-YIHEeXKJIEHO] UILIUKa-
TuBHOj bopmu (BuIeTH J0Ka3 Teopeme 3.4).

Hedununmja 3.9 (k-yrmexena nmminkanmja). Popma k-y2roeorcgene umtiukayuje 3a me-
Ky opmysy T, y 3aaucy ¢ (T,7), 6aszupana na Hudy Gopmyaay = (Yo, ..., Vi) U UeMTOPANHOZ
otepatiopa X € {O), A}, je gepunucana pexypauero na caegehu nauun:

(T, %) =7 — T
or(7,7) = M = X(Dr—1(7, (905 -+ Tr-1))-

Ha mpumep, 3a X = A, ¢a(a, (70,71,72)) je dopmyna v — A(y — A(v — «)).

Hedununmja 3.10 (Popmysie crama). Popmyaa je GopMysia cTama ako je 6Yyao6cka KoMm-
bunayuja esemenatia u3 Prop u gopmyasa obauxa Ac. Osnauwasamo ckyid ceuxr Bopmyara
cwarea ca St.

Takohe yBogumo omrepatop U,, Ha ciaenehun HaqwmH:
n—1
al,p = (/\ OFa) A OB,
k=0

rae OFla je ckpahenmma za O(OFa).

Kao mTo ce MoxKe IpPeTIIOCTaBUTH, Hallla aKCHOMaTH3alnja 300T BEpOBATHOCHE JIOTHKE
caJIp:Ku MH(PUHATAPHA MPABUIA, jep TeopeMa KOMIIAKTHOCTH He Baku 3a wmux. MehyTuwm,
TeoOpeMa KOMIIaKTHOCTH HE€ BazKM HH 3a TEMIIOPpaJIHE JIOTHUKE. CTaHILapHI/I IpuMep He3aJ10BO-
JBUBOT, a KOHAYHO 33JI0BOJLUBOT CKyTia (hOPMyJIa TeMIIOpaJsHe JOTHKe je

T={F-a}U{Oa, 00 a, 00 Oa,...}.

36or ncTUx pasJiora Kao u mnpe uMahemMo 1 "HOUHUTAPHO IPABUJIO U Y JIe/Iy aKCHOMATU3aIIN]je
3a TEMIIOPAJTHE JIOTHKE.
Ham akcmomaTcku cucTem cajp:ku ciiefgehe cxeme akcruoma W IIpaBuJia n3Bohema.

Creme axcuoma u Upasusa u3eoherva 3a UCKa3Hy A0ZUKY

(A1) Cse mucramme KJIaCHYHUX HCKa3HuUX Tayrojoruja kako 3a CTLY —dopmyre tako u 3a
BepOBAaTHOCHE (DOPMYIIE.
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3.2. BEPOBATHOCHA TEMIIOPAJIHA JIOIT'MKA CTL} ...

(R1) Us {p,p — o} 3akmyuurn o

Czreme akxcuoma u Upasuaa u3eohera 3a WeMUOPAAHY AOZUKY

Aa — o

N3 a zakmyanta O

N3 a 3akmpyunt A

R4) U3 ckyna npemuca {¢(—=(al,f),

Ol = B) = (Oa — OB)
A3) aUB — BV (a AO(aUB))
a — Aa tae a € Prop

Fa — arne a € Prop

(A2)
(A3)
(A4)
(A3)
(A6)
(A7) Al — B) = (Aa — Ap)
(A8)
(A9)
(R2)
(R3)
(R4)

) | n € N} zakmyuauru ¢r(—(alUp)

Czeme arxcuome 3a axuyuje, Upe u GOCUW YcA08€

Czreme arxcuoma u upasuaa u3eoheroa 3a 8epo8ATLHOCHY AOZUKY

A17

A18) P.,a — P«

>

20
A2]_ C ( ) — P>()/8
A22 Cg ( ) — P>OB

<P>tOé A P>3B N C>T(

Poa— P.sa3ar<s

(A16)
(A17)
(A18)
(A19) (Pora A Psyff A Por(maV =8)) = Pomingi,r+s3 (a0 V B)
(A20)
(A21)
(A22)
(A23)

(PoaNPoyf) = Popys(aVv ), 3ar+s<1

1B)) = Posri (@ A B)
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3.2. BEPOBATHOCHA TEMIIOPAJIHA JIOIT'MKA CTL} ...

) (P A PoyB A c<p(e, B)) = Pesrrny (@ A B)

) U3 a 3akmyanrn Pso.

(R6) U3 ckyna mpemuca {¢ — P, 1a | k€ N,k > 1} sakmyantn ¢ — Ps,av.
)

N3 ckyna npemuca
{o = Poofy U{o = (Pora A PosBB) = Posieiny(a A B))JE s € 0,1]q}
3aKJBYIUTH @ — Csr(Q, 5).

(R8) U3 ckyna mpemuca
{0 = PooBtU{¢ = (P A PesB) = Pesirin(@ A B)) | £,5 € [0,1]q}

3aKJbYUUTH @ — C<r(@, 3).

JlaTe cxeme akcrmoMa M MpaBuUJa M3BODema Cy Moje/beHe y 4 rpyle, mpeMa TUITY JIOTUKA
Koje mpezcraBbajy. Akcuome A10-Alb cy ajantupane m3 akCcMOMATCKOr cucrema u3 [68].
Axcrome A16-A23 cy sanpaso axcnome soruke LP P . TIpasuio ussoliema R4 je renepa-
mu3oBano npasmwio u3 [52]; [Ipasura R6-R8 cy Beh mama can mo6po mosuarta wruHUTADHA
npasmiia n3Bohema. Kao u npe, nmorpeda 3a OBAKBUM IIPABUINMA MTPOU3UIA3U U3 (PEeHOMEHA
HEKOMIKATHOCTH BepoBarHocHe joruke LP P | koja je mogmornka name noruke.

[TojmoBu Teopema, oKa3a u u3Boheme ce yBoje Kao u y gebunuimju 1.11 y3 mogatak jia
ce niopen npasuia RH, nmpasuia R2 u R3 mory npumenutn camo Ha Teopeme. Makcmmaano
KOH3UCTEHTHU CKYTOBU ce Jie(bUHUITYy UCTO Kao u y gecdunurmju 1.12.

Kako mama goruka y cebu canpxu LPP™ joruky, y mokasuma Teopema Koje ciee
mokazahemo camo ciiydajeBe TEMIIOPAJTHOT JIEJIA.

3.2.3 Teopema KOpeKTHOCTU

Teopema 3.1 (Kopekrnocr). Axcuomaticku cuctiem Ax(CTLY . ¢) je wopext@an y ogrocy
*Meas

na xaacy cupyrsype CTLY S

/loxa3. KopeKTHOCT TIpBe U TOCJIE (e TPYIle aKCHOMATCKOD CUCTEMAa Ce TIOKa3yje Ha CAUIaH

HAYWH KAo IIITO je TTOKA3aHO y TMPETXOJHUM MTOTJIAB/BUMA, TAKO J1a NeMO OB/Ie TOKA3aTH KOH3U-

CTEHTHOCT JIpyTre u Tpehe rpyie ackuoMa u npaBuJia u3Bohema. Kako cy y cBuM TuM rpynama

aKCHoOMe Be3aHe 3a TeMriopasHe dhopmylie ca akiujama, kopucruhemo camo CTL} -crpykType.
. . .

Hexka je T'S jemna CTL}-ctpykrypa u m myt y 1T'S.

(A2) Heka Baxxu T'S,m =, O(a — ) u T'S, 7 = Qa. Ilpema nedunnimju 3a10B0/bHBOCTH
CTL} dopmyna Baxkn TS, 7> =, o« — f u TS, 7> =, o. Ilpumenom mpasmia Rl
Baxku TS, =1 . 8, onnocuo T'S, m =, Op.

(A3) Heka Baxu TS, 7 . aUp. Ilpema nedununmju 3aJ0Bo/bUBOCTH BaXKW JIa MOCTOjU
i > 0 TakBo ga TS, 71>, = f n3a cse j, 0 < j <iBaxku 'S, 7> =. . Ako T'S, 7 =,
ouma TS,m . BV (a A O(aUpB)). Ipernocrasumo na T'S,m [~. . To 3naum na [
He MOxKe OuTu dopmysia cTama, OgHOCHO ja je ¢ > 0. IIpema mpermnocraBiu 3a cBe
J, 0 < j < iBaxu TS 75 = . Baxu TSm0 =, a. OmHOCHO BasKu & IIOCTOjH
i > 1 takBo ga T'S,ms; =, B u3acee j, 1 < j < i Baxu TS, 75 =, «, mro y
crBapu npezcraBba 1S, 11 . aUpB, ogpocuo T'S, 7w |=. O(aUp). Ila 3amcra mopa
outu T'S,m . BV (a A O(aUp)).
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(A4-A6)

(A7)

(A8)

(A10-A14)

(A15)

Crene qupekTHO u3 AedUHUIT]E 33 J0BOJHUBOCTH.

[Tpermocrasumo na je TS, 7 . A(e — ) u T'S, 7 |=. Aa. 3nauu 3a cBe myTese 7' 3a
Koje je mg = my Baxku TS, 7' =, a — fu TS, 7’ =, a. Ilpumenom npapuia R1 Baxu

TS, 7" =, B, omocuo T'S, 7 =, AS.

Heka je T'S, 7 = Aa. To 3nauwm na 3a ce myrese 7’ 3a Koje je my = m(, Baxku 1'S, ' |=. a.
Heka je 6amr myT 7’ jeman Taka myT. Kako cy cBuM IyTeBrMa IIOYETHA CTamba UCTA OHJIA
BaXKM YMILEHUIIA J1a CBe myTeBe m” 3a Koje je my = my Baxku 1'S, 7" |=. a, ojmHOCHO BaxKu
TS,7" =. Aa 3a cBe myTeBe 7' 3a Koje je my = 7). IIpema meduHuUju 3a10BOBUBOCTH
crequn TS, 7 =, AAa.

ITokasyje ce Ha MCTH HAYMH Kao U akcuoma AS8.

Ako Baxku jga je dopmyna « BajbaHa (opMyJia, OHIA je OHA 3aJ0BOJHUBA HA CBAKOM
myTy u cBakoM mogeny 1S, m =, v, 1a u Ha yTy 71, Tj. Baxku 1T'S, T~ =, «, OIHOCHO

TS, 7. Oa.
[Tokasyje ce CJIMIHO KAO W IPETXOIHO TPABUIIO.

Heka cy dopmyne uz ckyna {¢p(—(alU,5),7) | n € N} Bamane. Omuocuo dopmyiie
e — A(or_1(—(aU,B), (70, -.-,k—1)) cy Baspane 3a cee n € N. Kako cy dopmyie
BaJ/baHe, OHE Cy 3a/I0BO/bUBE HA CBUM IIyTEBUMA Y CBUM MOJEIUMA, IIITO 3HAYNA 1A HU
y jemHoMm myTy He Baxku dopmysna alU,[, 0JHOCHO, HU Ha jeJIHOM IIyTy He TOCTOju
BPEMEHCKHU TPeHyTaK JI0 Kojer je dhopmysa « Omra TadHa, a oHaa (gopMysiaa [ mocrasia
rauna (u3 nedununmje oneparopa U, ).

[IpernoctaBuMo caji Jia MPaBWJIO HE YyBa Ba/baHOCT, OJHOCHO Baxu ja je T'S,7 -,
or(—(UpB),7), tj. TS, 7 Ee ~(1 = Al(dp_1(—(aUB), (0, ---s7k-1))). pumenom Al u
Rl ciemn TS, 7 |=e v u TS, m =0 2 A(Gk—1(—=(aUPB), (Yo, ey Ve—1)). W3 nedunuimje 3a-
JIOBOJBUBOCTH cJieu jia ocroju myT 7t takas qa T'S, m =, —dp_1(=(aUB), (Yo, - Vh1))-
[TonoBuMoO cajia ucTH noctynax k — 1 myTa u gobuhemo T'S, 7% =, vo u T'S, 7% =, aU 3,
3a HEKM IyT 7F 3a KOJU BayKW Ty = 7, IMTO je y KOHTPAUKIHH Ca TMOCIIeIEHOM pede-

HUIIOM IPETXOTHOT Iacyca.

Haxkie u dbopmyna ¢r(—(alUf),7) je BabaHna.
HupekTHO ciiee u3 AepUHUCAHOCTH aKIUja y je3UKY JIOTHUKE.

ITpernocraBumo na Baxku 1'S, 7 |=. E(do(a) A O«), To 3Ha4M Ja moCTOju myT 7', IpH
deMy BaxKu T, = Ty, y Kojem Baxu 1'S, 7" |=. do(a) u T'S, " = Oa, 1j. T'S, 7, = a.

[Tpermocrasumo caga ma Baxku 1S, 7w (. A(do(a) — Qa). To 3maum ga mocroju myT
7", npu "emy je my = mo, u Baxku 1S, 7" |=. —(do(a) — Qa), 1j. TS, " =, do(a) n
TS, 7" e ~Oa, oguocuo T'S, 72, £, a mTo je memoryhe jep 7 = 7, u3Boheme axmuje
b Bomu 110 oxpebhenor cBerta (aknuje cy IeTepMUHUCTHYKE) U dopmysia « je dhopmyia
cTamA.

66



3.2. BEPOBATHOCHA TEMIIOPAJIHA JIOIT'MKA CTL} ...

3.2.4 Teopema moTmyHOCTU

Casa hemo npehm Ha Teopeme Koje Cy HEOIIXO/IHE 3a J0Ka3 jake MoTimyHocTu. Jlakie, mpBo
. . .
hemo mokasaru na Teopema Aenykuuje Bazkn y Hamoj jgoruuun CTLY |,

Teopema 3.2 (Teopema nenykuuje). Hexa je T ckya dopmyaa u neka cy p u o gee gopmyae
ucwoz wuua. Taga easrcu T, p = o axo u camo axo T'F p — 0.

Zloxas. [loka3 oBe Teopeme ce M3BOJAM Ha MCTU HAYUH Kao W J0 CaJia, TPAaHC(HOUHUTHOM HH-
JyKIIHjoM 110 jy2kunn jnokasa. Opje hemo mokaszaru camo ciy4aj nmpasusia R4, ok cy ocraim
cJlydajeBUd TPUBU)AJTHU.

(R4) Heka je o dopmya obsuka ¢p(—(alUS),7) n usemena je npasuiom R4 u3 ckyma T U p.
Onna mopa ga Baxu T, p F ¢p(—(aU,B),7) 3a cee n € N. IlpumeHnom mHmyKnmjcke
xunoreze ciequ T F p — (i — dp_1(—=(aU,B),7)) 3a cBe n € N, oJHOCHO HpU-
meHoMm akcuome Al Baxku T F (p A ) — dp—1(—(aU,fB),7), mMTO MOXKEMO 3aluCaTH
kao T+ ¢p(—(aU,pB), (7,p A k), 3a cBe n € N. Caza npumenom npasusia R4 Baxku
T+ ¢p(—(aUB), (7, p AN )). Caga npuMeHHMO OIIET MCTE OCOOUHE KIACHIHE JIOTUKE W
nobuhemo ma Baxxu T+ p — ¢p(=(alUp),7).

]

Cneneha teopema koja je morpebHa 3a J0Ka3 jake MOTIyHOCTH jecte JImmmenbaymosa
TeopeMa.

Teopema 3.3 (J/Iungenbaymosa Teopema). Ceaku KOH3UCTUEHTUAH CKYT CE€ MOAHCE UPOULUPU-
WU go MAKCUMAAHO KOH3UCUEHWHO02 CKYUQ.

oxas. Heka je pg, p1, ... jenno Habpajame cBux dopmysia. 3a JaTh KOH3UCTEHTAH CKym T,
nedunumemo uu3 ckynosa 1;, ¢ = 0,1,2,... kao u ckyn 1™ Ha ciaenehu nadwmn:
1. Ty =T,

2. 3acBet = 0,
(a) axo je T; U {p;} xomsucrenran, ouna T;11 = T; U {p;}, y cynporHom
(6) axo je pi obmua ¢ (~(al/B),7) , oma je
Tiv1 =T U {~¢x(—(aUnB),7)},

rJie je n HajMamhu HeHeraTUBaH 11e0 Opoj Takas Ja 1,1 je KOH3UCTEHTaH, Y CYyIpPOT-
HOM

(B) ako je p; obnmka ¢ — Ps.a, oHzA je
E+1 =T U {(b — P<T_%Oé},

rie je k HajMamu HEHeraTuUBaH Ie0 OPOj TakaB Ja je r — % > 0wu T;,1 je KOH3U-
CTEHTaH, y CyIIPOTHOM

67



3.2. BEPOBATHOCHA TEMIIOPAJIHA JIOIT'MKA CTL} ...

(r) Axo je pi = 6 — csp(a, B), omaje Tiay = T3 U {0} tae je

o [0 Ps, T,U{¢— Pof} i L
¢ - <P>ta A P}sﬁ A P<s(r+t)(a76))a T‘Z U {¢ — P:OB} FL

3a HEKe pallMoHaJIHe OpojeBe t M S U3 jeIMHUYHOI WHTepBaja Tako jga i,y je

KOH3WCTEHTAH.
(m) Axko je p; = ¢ — c<(a, B), onma Ty = T; U {9} roe
»— ¢ — P_of, T,U{¢p = PoB} /L
925 — (Péta A\ Pésﬁ A P>s(r+t)<0575)>7 E U {¢ — P=05} Ll
3a HeKe palloHaJIHe OpojeBe t M § U3 jeMHUIHOT WHTEpBaja Tako jga 1Tj,q je
KOH3UCTEHTAH.
(b) Tiy1 =T
3. T* = U;’io T.

Ha je ckyn T* nobpo nedunncan, mokazaliemo camo ma mocroju n u3 kopaka (6) HaBeJeHe
KOHCTPYKIIHje, TOK 3a OCTaJie KOpake BayKM MCTHU JIOKa3 Kao y 0Ka3y Teopeme 2.3.

ITpernocraBumo Ja je 3a ueko i ckyn 1; U {¢r(—(aUp),7)} nekonsucrenran. Ilpumenom
teopeme geaykimje Baxu 1; F —¢r(—=(alUp),7). Cama upermocraBumo u ga je ckym 1; U
{=¢r(—=(aU,pB),7)} nexonsucrenran 3a cee n € N. Ilpumenom omer Teopeme 3.2 Baxu T;
or(=(aUpB),7) 3a cee n € N. Ilpumenom mpasuna R4 Baxu T; F ¢r(—(aUpB),7) mro je
HeMoryhe.

[Tokazkumo jomr ma je ckyn 1T neaykTuBHO 3aTBOopeH. Kao um mpe, mokaszahemo camo
ciydaj ca nmpasmwioM R4, mok cy ocrasia mpasusia n3Bohema Kao M OCTATaK JI0Ka3a MOKA3aHa
y NPETXOJHUM JIEJIOBUMA.

Bancra, Hera Baxku 1T* F ¢p(—=(alUf),7) npumenom npasuiaa R4. V3 uaaykuumjcke mpet-
nocraeke Baxxu ¢r(—(al,),7) € T* 3a ce n € N. IlpernocraBumo na ¢ (—(alUpS),7) & T*.
Heka je j mosurusas 1ieo 6poj Takas fa Baxu p; = ¢ (—(alUp),7). Mopa 6uru ma je T; U{p,}
HekoH3ucTeHTan. Taja u3 koHcrpykiuje Baxku —¢x(—(al,f),7) € Tiy 3a neko n' € N.
U3 uaumenune ga je op(—(al,B),7) € T* 3a cBe n € N, Heka je i 1meo 6poj Takas Ja
ou(—(aUppB),7) € T;. Tana je Tiaxfij) HEKOH3UCTEHTAH, INTO je KOHTpajukiwmja. Jlakie,
ckyt 1™ je nelyKTUBHO 3aTBOPEH.

Haxkite, T* je MakCUMaJIHO KOH3UCTEHTAH CKYII KOjU CaJIp:KU KOH3UCTEHTaH cKyI 1.

]

IIpe Hero mokazkeMo Haj3HAYAJHUJU PE3YJITAT HaIle JIOTUKE, IMOTPEOHO je Ja MOKaXKeMO
JOIII jesTHy Teopemy:

Teopema 3.4 (Jaka menecuramnuja). Axo je T ckya gopmyura u easrcu T F a, onga eastcu
OTFQa u AT F Aa, zge je OT ={Qa | a € T} u AT ={Aa | a € T}.

Jloxas. 3a jpoka3 fieMO KOpUCTUTH WHIYKIHM]y IO JIy?KUHU J0Ka3a (GOpMyJie v U3BEJIEHE U3
T. Ilpernocrasumo ma Baxku 1T F @p(=(alUp),7) xoje je mobujerno mpasmiom R4 uz T +
O (—(aU,B),7) 3a cee n € N. Baxu cienehe:

OT F O®k(—-(aU,p),v) 3a ce n € N (1X)
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OTF T = QO®4(~(al,f),7) 3a cse n € N

OT F @1 (~(al,B),7) sacee n € Nraeje v/ = (v, T) u X = O
OT F @p1(=(alUB),7') (R4)

OT' =T = OP(~(alUB),7)

OT F O®k(=(alUB), 7).

Camano ce nokasyje u ja Baxku AT F A®y(—(alUp), ), nok ce ciaydajeBu 3a npapuia R2
n R3 nmako mokasyjy.
O

Y 0BOM OIeJbKY, Kao IIITO CMO PEKJIM, IoKasahiemo Hair riaBHu pesyiarar: AKcumomaTu-
sanuja Az(CTL} ..¢) je jaxko mormyna y ommocy Ha kiaacy mozerna CTLM  Kao neo osor

JI0Ka3a, NpBo hemo noxazaru normyHoct jtoruke CTLY.

3.2.4.1 Ilornynoct jgoruke CTL}

PazmMoTpuMO HEBEPOBATHOCHU [0 Halle IejoKynHe joruke, neo ca CTL} —dopmymama
u CTL}-cTpykrypama. Osmasmhemo ca Az(CTL}) mogcucrem cucrema Ax(CTLY ) Kojum
caapxku akcuome A1-Al14 u npapuna usBohemwa R1-R4. Hapapno, oBze je Al npumemnBo Ha
CTL}-dbopmyzre.

[Toyehemo yBohememMm pesaluje eKBHBAJEHIIAje HAJ MAKCUMAJJIHO KOH3UCTEHTHUM CKYIIO-
BUMA, a 3aTUM heMo moKa3aTu HeKa IMoMOhHa TBphema.

Hedununmja 3.11. 3a gea makcumarro xkonducientna ckyua T u T' xoju cagporce camo
CTL} —dopmyae, kascemo ga cy exsusarneinu v Guwemo I =T', axo saorcu: T =T" axo
u camo axko T'N St =T N St. 3a maxcumanro xonsuc@entunarn ckya T, [T] je ckya ceux
MAKCUMAAHO KOHZUCTUEHTHUL CKYT08a Koju cy exeusaneniiny ca T, w@j, [T] ={T" | T' = T}.

Jlema 3.1. 3a ceaxu ckyu dopmyara T, easrcu caegehe

1. Axo je T makcumarno xonzuctien@an cxyts CTLY —dopmyaa onga je T' = {a | Qa €
T} waxohe MAKCUMAAHO KOHZUCTUEHTAH CKYTU.

2. Axo je T maxcumarro xonauctientwan ckya u Aa & T onga woctwioju T" € [T], wmaxas

ga je a € T".
3. Axo je T maxcumanro konzuctieniiarn ckyt u Fa € T onga tocoju T" € [T, wakas
ga jea €T,
Zoxas. 1. IIpernocraBumo na 1" HUje MaKCHMAJIHO KOH3UCTEHTAH CKYII, TO 3HAYU JIa 34

Heky opmyny a Baxn o« € 7' u ~a € T, wm o € T" u ~a € T'. TlpernocraBumo aa
BaK! MPBU CIy4aj, JTOK ce apyru nokasyje camauo. Taga Baxu Oa € T'u O—a € T.
Kako je O—a — = () a Teopema, Baxku — () o € T' mITO je KOHTPATUKITH]A.

2. Heka je 7" = T'N St. Axo je T' U {—a} KOH3UCTEHTAaH OHJA 3HAMO Jla I'd MOXKEMO
HPOIIUPUTH JI0 MaKCUMJIAHO KoH3ucTeHTHOr ckyma 17*. Kako je T* N St = T', ouja
T* € [T]. Axo je T"U{—a} mexomsucrenran ouga 1" - . Ilpumenom reopeme 3.4 Baxku
AT+ Aa. Kako je T" C St, npumenom akcuoma A4, A8 u A9, T" + Aa. Ciien A € T
IITO je Y KOHTPAIUKIUJU Ca IPETIOCTABKOM.
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3. okazyje ce cJIMYHO Kao MO 2.

Kopucrehn penanujy exsusannenuje =, gebunncahemo kanoncky CTL}-cTpykTypy.

Hedbunnnnnja 3.12 (Kanoncka CTL}-crpykrypa). Jedurnuwemo ypeheny wpojry T'Span =
(S, R,v) 2ge je:

1. S=A{[T]|T je maxcumanrro Kon3ucenar cCKyd }

2. R= U R,, a € Act, waxo ga sR,s' axxo tioctioje MAKCUMAGHO KOHZUCTLEHTHU CRYTOGU
T"esuT"es, warko gado(a) €T uT" ={a| OQaecT'}

3. pev([T]) axo u camo axop € T.

O cama Kajga rOBOPUMO O CTamy § € S, KaHOHCKOT Mojesta T'S.,,, moapasymMmeBahemo ma
je obmuka [T, tae je T MAKCHMAJIHO KOH3UCTEHTAH CKYII.

Teopema 3.5. TS, je CTL} -ctpyxiypa.

oxas. 1lpso, npumernmo na je TS, moopo nebunncana CTL}-crpykrypa. IloTpebno je
nokazaru na penaruja R uz TS, 3amoBosbasa yeiose (a) — (d) nedununuje 3.5.

(a) Heka je s € S, u Heka je 1] MaKCHMMAJIHO KOH3UCTEHTaH CKyl Takas ja 1) € s. IIpema
A10, 3a meko a € Act, do(a) € Ty. U3 neme 3.1(1) Baxu 7] = {a | O o € T1} je rakobe
MaKCUMAaJIHO KOH3uCTeHTHaH cKyn. [laxkse 7] npunana HekoM cramy s € S, 1ma Baxku
ocobuna (a) uz gedunucuje CTL}-crpykrype u3 neduHuIje KAHOHCKOD MOJIEIA.

(6) Heka je a € Act u mexa sR,s' u sR,S". N3 nedununuje TS, nocroju T € s Tako ja
do(a) € TuT" € s TakBo ma Baxxu 7" = {a | O« € T}, 1j. mocroju T} € s, Takas 1a
do(a) e Ty mT] € s, mBaxku T] = {a | Qa € T1}. N3 A15 ciequ T" = T7, ogaoCcHO
s =4g".

(B) Axo je pre(a) € v(s), s uz TSy, OHIA TOCTOjU MAKCUMAJIHO KOH3UCTEHTAH cKyn 1’ € s
takaB ja pre(a) € T. u3 Al2 Baxu Edo(a) € T, a upumenom jeme 3.1.5, mocrojn
T" € [T], rako na do(a) € T'. w3 nedunumje KAHOHCKOT MOfeIa BaxXu SR, s’ .

(r) Ako je sR,s onga npema nebunuimju 1'S.,, nocroju T € s, tako ma do(a)
T € s, T ={a| Qa € T}. Ipumenom cama Al3 u Al4 saxxu Opost(a)
pre(a) € T w3 uera cienu post(a) € T'. Jlakne Baxku post(a) € v(s') u pre(a) € v(s)

eT
e’T

]

Yeomumo woBu oneparop ()~ " Haz ckymom dopmyra kao: () "1 = {a | O"a € T}. Ilpume-
THMO JIa BaXku Jia ako je T MakcUMJIaHO KOH3UCTeHTaH cKym oHja je u ()" MakcuMaJjHO
KOH3MCTeHTaH mpeMa jremu 3.1(1).

Hedbununmja 3.13. 3a gatiu marxcumasro xon3ucuenwmar ckya T gepunuwemo ayw mp =
(80, aq, 1, a1, ... ) Ha caegehu HaWUH:

® 5= [OilTL
e a; = a waxo ga O'do(a) € T.
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Jlako je mpoBeputu ma je mp m06po nedwunucan. IlltaBuie, Moxke ce mokasaTu Ja je
IpecanKaBaibe U3 MaKCUMaJHO KO3SHUCTEHTHUX cKyroBa y nyTeBe TS, Oujexiuja.

Jlema 3.2. Hexa je X ckyu ceuxr uywesa Yy TS u MCS ckyt c8uxr MaKCUMAGHO KOH3U-
cmenmnux ckytosa CTLL —dopmysa. Pynxuyuja f: MCS — X, warsa ga eaorcu f(T) = mr,
je bujexyuja.

Jloxas. 3aucra, ako cy T u T aBa MakcMMaJHO KOH3MCTEHTHA CKyTa 3a Koje Baxu 1T = T,
u3 caMe KOHCTDYKIWje IyTeBa mp U Ty Baxku mp = 7, onuocHo f(T) = f(1"). Takobe,
JIAKO je TPUMETUTH JIa 32 CBAKM IIyT 7T IIOCTOjU MAKCUMAJIHO KOH3UCTEHTAH CKYIl KOjU Ta
necdunmIIE. [

Hupkerno ciaenu ciaeneha jema.

JIema 3.3. (a) 3a gea marxcumanrno xousuc@entina ckyta, T uw T" eaocu T = T' axko
(77)o = (717)o;

(6) 3a marcumarno vonsucwentian cxyt T 6asicu T(-rry = (T7)>k-
Cajia MOXKEMO TIOKA3aTU PEe3yJITAT MOTIYHOCTH.

Teopema 3.6 (Jaxka mormynocr CTL}). Crkyua CTL} —dopmyra je xonsuctienar axo u
camo axo je 3agosonues na tywy newe CTL -ctupyxiuype.

Jloxas. Cmep (<) MoOxKe ce JIAaKO MPOBepuTH. Y IHU/BY Ja MOKAXKeMO CMep (=) KOpHCTHU-
hemo JlunmenbaymMoBy TeopemMy Kako OMCMO MPONIUPHUJIA IIPOU3BO/bAH KOH3UCTEHTAH CKYTI
JI0O MAKCUMaJIHO KOH3MCTEHTHOT CcKymna ', Koju heMo KOpUCTUTH 33 KOHCTPYKIIU]Y KAHOHCKE
CTL}-crykrype TS 4. IloTpebro je ma mokazkemo na 3a cBaky dopMyity « Baxku € 1" ako
u camo ako TS, 7r . a. Jlokas ce cBOIM Ha MHIYKIM]Y MO CJIOXKEHOCTH (bOpMYyJIe (.

Y ciayuajy ako je o € Prop u a = do(a) moKa3 JupeKkTHO cjeau u3 jedununmje. Y
cilydajeBuMa Kaja je opMysia Heralyja WM KOHjYHKIIMja JOKa3 TeopeMe IoKasyje ce Ha
yobnvajaH HaTIHH.

Axo je a = Of onga Baxu a € T akko f € O7'T akko (UX) TS, mo-17) = [ akko
TS, mr = Opf (nema 3.3(6)) akko TS, 7r =, a.

Axo je a = fU~, rana je TS, mr . fU~ akko 3a weko i > 0, TS, (77)>; E. v u 3a cBe
7, 0<j <14, TS, (nr)s; e B akxo 3a mexo 1 > 0, TS, m-ir =c vy m3acee j, 0 < j < 4,
TS, O~'T |=. B (nema 3.3(6)) akko sameko i > 0,y € O™ T'uszacee j,0< j<i, € O7'T
(UX) akxo U~ € T' (A2,A3 u R4).

Heka je o = AB. Ilpernocrasumo na je TS, 7 =. AS. Tama 3a cBe 7’ Takse ja je
7y = (mr)o Baxku TS, 7' =, (. IIpema siemu 3.3, 3a cBe mxc 1" raksu ja 1" =T, TS, 7 =, f5.
Uz UX mobujamo ja 3a cee 17" rake ma 1" = T, f € T'. Ounpa, npema jiemu 3.1(2) Baxku
Ap € T. 3a cynporan cmep npernocrasumo ga TS, 7w £, AS. Tanma mocroju 7' takas ja
7y = (mr)o m TS, 7’ . 5. U3 meme 3.2, nocroju mxc T', rakas na 17" =T u ' = mp. Ilpema
X, 8 ¢ 7T’, npumenom A6, AB ¢ T', na je xkonauno A & T, jepT' =1T. O

3.2.4.2 lloTrnyHoCT JioTUKe CTL*A7CUnf

Cama y3mMumo y 063up 11€0 je3uk Harre joruke. Ciauano Kao un mpe, kpehyhu ox makcu-
MaJIHO KOH3UCTEHTHOI' CKYIIa ,Z[e(bHHHC&heMO KaHOHCKH MOJEJI.

Hedbunnnnmja 3.14 (Kanoucku mogen). 3a maxcumanro konductieniar ckyt T gedpuru-
wemo My« = (W, H, u, o), @ako ga:
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1. W={(TS,n) | v(a, TS, 7) =1 3a cee o € T* N Forcvs },
2. H={la] | a € Forcri: }, 2ge [a] = {(TS,7) e W | v(a, TS, 7) = 1},
3. w(la]) =sup{r € Q | T* F Ps,a}, sa cée a € ForcrLs,
4. o(w) =w 3a cee w € W.
Ha camaan madus Kao u npe Baxku cienehia jgema.
JIlema 3.4. My« je mepnus mogen.

Teopema 3.7 (Jaka nmormynocr). Ckya gopmyaa T C For je xonsuc@eniian akko je 3ago-
80/HUB.

/oxas. Cmep 311ecHa HA JIeBO cjenn u3 TeopeMe 3.1. 3a cynporaH cMep OTPeOHO je ToKa3aTu
Jia KOH3UCTeHTaH ckyt popmya 1 uma mogaen. IIpBo, kao u npe, kopuctumo JIunieab6ayMoBy
TeopeMy Kako OMCMO Mpomupuin ckyn 1’ 10 MaKCMMAaJIHO KOH3UCTEHTHOr ckKymna 1™, a oHja
KOHCTpyucaan KaHouncku mojena Mrp«. Ilokazahemo na je Mp« momen 3a 1™, ogHOCHO 114 je
mogest u 3a 1. JloBosbHO je mokazaru jia 3a cBe p € For, T* = p ako u camo ako Mrps = p.
Heka je p = a € Forcrry. Axko je a € T", onnia npema nedunnnuju sa W us Mr. Baxu
My = a. 3a cynporan cmep Baxku, ako je Mrps = «, npema Teopemu 3.6, o € T*.
Axko je p € Forp, noka3 mokasyjemMo ITpuMeHOM WH/IYKIIHje 110 CJI0KEHOCTH POPMYJIe p CAUTHO
kao y gormmu LPP{e,

O

3.2.5 Opgay4usoct jeaguor dparmenta joruxke CTL} .

Pesynrar ommyansocrn 3a Hanty soruky CTL} | jorn yBek Huje nobujen, o uemy hemo kao
0 OTBOpeHOM IpobsieMmy Buiiie pehu y napeanom one/bKy. Mehyrtum, oBie hemo mpejcraButu
pPe3yJITAT OJUIYYMBOCTH 32 jeJiaH (bparMeHT JIOTUKe CTL*AmIlf y 4dHjeM je3uKy He KOPUCTHMO
onepatop U.

Kao 1mrro 3namo, mpobsieM oJjTy IMBOCTU 3aCHUBA CE HA OJIFOBOPY HA IMUTAIHE 1A JIU je HeKa
dopmysa 3a0BospuBa WK He. [0 cajia cMo ce 6aBUJIM OBUM IPOOJIEMOM KPO3 BEPOBATHOCHE
JIoTuKe, MeDyTUM cajia y JOTUIM UMaMO U TEMIOPAJIHE 1e0. KapaKTeprucTUIHO 3a TeMIIOPaJI-
He JIOTUKE je TO IIITO BpeMe, KOjU je TJIABHU MOTHUB OBUX JIOTUKA, jecTe OECKOHAYHO, jep YBEK
nmaMmo ciesiehn Tpenyrak. TemmnopaJiHu orlepaTopu 3aXTeBajy HUCIUTHBAE 3310BOJHUBOCTH
dopmyna y oyayhuoctu. Ilomcerumo ce ma je dopmyna al S 3a/10BO/bUBA aKO (v BaXKU CBE
JI0 HEKOI' TpeHyTKa kaja ¢gopmyrna [ Baxku. Kama je Ttaj Tpenyrak Kaja [ BaxKu HE MOXKe
ce 3akspyunTn u3 came dopwmyse. Jlok, ca apyre crpaune, dpopmyna ()a Baxkud aKO v BaXKM
y caeneheM BpeMEHCKOM TPEHYTKY. & TOM CJIy4ajy, JOBOJHPHO je TMPOBEPUTH Y MOJIENTY IO
caegehez spemenckoz wpeHywika na i popMysia o BayKu, U Ty Ce IPOIeIypa MPOBEPaBabha
3a/I0BOJHUBOCTH 3aBpIlIaBa, He MopaMo uhu masbe y oyayhuocr. Uneja koja ce jaBiba jecte Ta
J1a ako dhopMysia He caJipKu TemuopasiaHu oneparop U, meHa 3aJ0BOJBHBOCT CE MOXKE IIPO-
BEpPUTH y KOHAYHOM BPEMEHY, 0 HEKOr ojipeheHor TpenyTka. V3riesn cTpykType HAKOH TOT
BpemeHa Hehe yTuraTu Ha 33 0BOJBUBOCT came (hopMmyiie.

Hexka je CTL*A@OMJ/ dparment soruke CTL} ¢ 6e3 oneparopa U, a F orgTLZ HOJICKYTI
ckyna Forerr: y KojeM cy cse dopmyste 6e3 oneparopa U. Kako nmamo ase Bpere dopmyia
rokazahemo npBo cienehe TBpheme.

Teopewma 3.8. [Ipobarem 3agosorusoctiu hopmyaa ForéVTLK 3a N02UKY CTL;COHEUje 0gAYHUB.
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/loxas. Heka je o meka dopmysia u3 ckyna F orgTLZ. Kako y dopmynmu o muje moryhe mo-
jaBipuBame oneparopa U, jeqmHN TeMIOpaJIHA ONEPATOP KOjU 3aXTeBa MCIUTUBAME CTAmHA Y
oynyhem Bpemeny jecte omeparop (). Heka je t, makcumaaan O6poj TOHaB/bakba OEPATOPA
O y dopmymu «. Kao mro 3aamo, Mmakcumasan 6poj rpana u3 jeHor crama je |Act|. da 6u
UCIIATAJIA 33JI0BOJBUBOCT (POPMYJie (v JIOBOJHHO j€ UCIIUTATHU 3aJI0BOJbUBOCT (hOPMYJIE Y CBUM
CTPYKTypaMa JI0 BpeMeHa t,, jep ocTaTak CTPYKType Hehe yTuiiaTu Ha 3a/I0BOJbUBOCT.

3namo ga CTL}-cTpykType mMmajy obsuk Haauk apseTuMa. Heka gpeo npejcrasiba ckeieT
CTL, crykType rie 40BOPBH U IpaHe He caJpxke nHdopMaluje 0 aKIyjaMa 1 BajIyalldjaMa.
HonaBamem Tux mHdopmanuja apso noctaje norennujaana CTL}-crpykrypa. Ako TakBo
JIPBO 3a10BOJbH yciIoBe Jedurnnuje 3.1, orma cmo ox apseta noomnn jengy CTLY -cTpykTypy.

Koncrpyumumo caja csa moryha gpsera oJi KOjUX IPaBUMO CBe MOTryhe MOTEHIHjaTHe
CTL}-crpykType Ha cienehn HaunH:

e Hexka je sy mouerHo crame. U3 mera Mmoxkemo nmarn najsuiie |Act| rpana g0 ciegehux
crama. 3a cBaku Opoj rpana g, g < |Act|, mpaBumo HOBO IpBO ca 6pojem rpana g jayouHe
1 (mo Bpemenckor TpenyTka 1). Ha oBaj Haums HampaBuin cMO cBe MOIYNHOCTH KakKo
JIPBO MOXKe J1a u3riiejia 10 TperyTka 1. Caja, 3 cBakor HOBOT CTalba MOYKEMO ITOHOBUTH
MOCTYIIAK KAO 3a CTalbe Sy U JOOUTH CKYIl CBUX PA3JIMIUTHX JpBeTa Jaybune 2. OBaj
IMOCTYTAK ITOHAB/HAMO JI0 TPeHyTKa t, + 1. Cajga mMaMo KoHadaH Opoj ApBeTa 4uja je
CBaka rpaHa JyKuHe t, + 1.

e Heka je P, CcKyn CBHX HMCKa3HUX CJIOBA KOjU Ce II0jaB/byjy yV POPMYJIM (v U HEKa je
Prop, = P, U {pre(a),post(a)|a € Act}. Tama umamo 2/F7Pa| yoryhux Basyammja xoje
MOXKEMO JIOJEJIUTH CTalbuMa W KOHadaH Opoj akmnuja u3 Act Koje MOXKeMO HOJeTUTH
rpanama. Ha oBaj maumn mobujamo xonadan Opoj morenrujamaumx CTL}-cTpykTypa
ayouse t,.

Cana xana cMo KoHcTyucan cse Moryhe norernujanune CTLY -ctpykType mybune t,, cie-
Jehn Kopak jecTe Ja OJICTPaHUMO OHEe Koje He 33]10BosbaBajy ycsose nedununmje CTLY-
crpykrype (medunnmuja 3.1). Ilorenmujamme CTL}-crpykrype mybuie f, Koje 3a10BOJba-
Bajy yciose nedununuje cy sampaso cse mMoryhe CTL}-crpykrype nybure t, Koje ce Mory
npoxyxutu 10 CTLj-cTtpykrype, a y kojuma je moryhe y KOHaYHOM BpEMEHY IPOBEPUTHU
3a/10BOJbUBOCT hopmyste «. M3ryesn cTpyKType HAKOH BpemeHa t,, Kao IMTO CMO 00jaCHUIIH,
nehe yTunaT Ha 3aJ10BOJBUBOCT (POPMYIIE.

Ha oBaj maumu cmo nokazasnu ja nmamo konadno Muoro CTLj-crpykrypa mybune t, y
KOjUMa, MOYKEMO IIPOBEPUTH 33JI0BOJHUBOCT popmysie «. CamMuM TUM, UCIUTHBAE 33/I0BO-
JbUBOCTU (POPMYJIE (v MOYKE C€ U3BPIIMUTUA Y KOHATHOM BPEMEHY.

O

IlomenyTy KoncTpyKImjy oz apsa g0 CTL} | ~CTPyKTypa n3 J0Kasa MPETXOJHe TeopeMe
nemonctpupahemo npumepom 3a dopmyiny o = (O)A(do(a) V do(b)).

[Tpumerumo na je t, = 1 u Prop, = {pre(a),pre(b), post(a), post(b)}, ma je ykyman 6poj
Basyanuja 16, mok je Act = {a,b}. Heka je sy mouerHo crame. 13 sy MOxKe mocTojaTn jeIHa
rpaHa WM JBe I'paHe KOje BOJIE JI0 CTamba S1, OJHOCHO S U Sg y cjejieheM TPEeHYTKY, TPEHYTKY
1. ¥V npBoM city4ajy pa3zmaTpamMo HOBe JiBe MOT'YNHOCTH 3a CcTarbe S, IMaMO jeHY HOBY I'DaHy
win aBe HoBe rpaHe. Ha Taj Haumu mobujamo 2 obymKa JIpBeTa 10 TPeHyTKa 2. Y JIpyrom
CIIyvajy pasMmarpamo CIydajeBe rpaHarba Cajla U3 CTamba S; U So. ¥ OBOM JEJIy 10 TPEHYTKa
2 mmahemo 4 paszimaura apBa. Ha caunm mcmom mpecTaB/beHN Cy CBU OOJIMITU JIPBETa 0
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TPEeHyTKa 2 y KOjuMa Ha KOHadaH OpOoj HAYMHA MOXKEMO JOJCJUTU akKIfje U Bajyalidje, u
IPOBEPHUTH KOju 0J1 bux 3aucta jecy CTL}-cTpykType.

Canma mmamo konagan 6poj CTL}-cTpykTypa 1 KoHadaH 6poj IIyTeBa y IUMa JI0 BpeMeHa
2. To 3maum 1a 3a70BOJBUBOCT (HOPMYJIE (v MOKEMO MTPOBEPUTH Y KOHAYHOM BPEMEHY.

()]
N,
N

(]
N,

D)
%
D)
x:

e dp
[&)]
mn
o

Crnuka 3.2: Obymmru apBeTa 10 TPEHYTKa 2

Pasmorpumo cajta mpobieM 3a10BO/BUBOCTH BEPOBATHOCHUX (POPMYJIa Hallle JIOTHKE.

_ _ . _ « T
Teopema 3.9. IIpobaem 3ag0o6opusoctiu, 6epo8atHOCHUT Popmyaa jesuka aozuke CTL Aconf
je o0gay“ue.

/loxas. 3a mokas oBe TeopeMe kKopucTtrhemo MoaudUKAINjy J0Ka3a OIYINBOCTH U3 PAJIa
[14], y xojem je Takolje pa3BujeHa je/iHa BEPOBATHOCHA-TEMIIOPAJIHA JIOTUKA aJIH Ca JIMHEAPHUM
BPEMEHOM.

Hexka je ¢ € Forp. Kao mro 3namo, dopmyna ¢ je BymoBa KombuHaIja Oa3UTIHUX BEPO-
BaTHOCHUX (pOpMYyJIa, jep uTepallrja BEPOBATHOCHUX OllepaTopa Huje J103BoJ/beHa. lloaceTumo
ce na cy basuuane dpopmysie BepoBaTHOCHe dhopmyre obsmka Ps,.«, cs,(«, ) u ce,(a, B). Heka
je Forg(¢) ckyn cBux 6a3udHuX BepoBAaTHOCHUX (OpMysa Koje ce mojasibyjy y dopmynu ¢.
Kao mrro 3aamo, popmysny ¢ MOkeMO TpPeJICTAaBUTUA Y KOMILJIETHO] JINCjYHKTUBHO] HOPMAJIHO]
dbopmu, ¢ =\, ¢;, tue cy ¢; xonjyuxuuje dopmyna u3 ckyna Forg(¢) nim mUXOBEX Hera-
muja. Jlyzkunaa cBakor KoHjyHKTa je |Forg(¢)|. 3uamo ma je dopmysna ¢ 3a10BOJbUBA AKO je
6ap jeman aucjyHkT mweHe KJ/IH® zamososbus. [lakie, dpokycupahemo ce Ha 3a/10BOJbUBOCT
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dopmysie obuKa
|Forp(¢)|

N
k=1

rze je ¢) 6asmuyna BepoBarHOCHA dopmysaa. Cala yKeauMo [a CBaKy TEMIIOPAIHY (hopMyILy
KOja ce HaJla3u yHyTap OBHX Oa3mvHUX (pOpMy/ia HAIUIIEMO y OJiroBapajyheM oO/IuKY.
Hexka je F' ckyn cBux Temmopajnux mordopmyra dopmyrie ¢. Ilocmarpajmo caga dop-
MyJLy OOJIMKa
|F|

(3.1) N\ o

rie je ap € FU{—a | o € F'}, u cBaka mordopmyJia o1 ¢ ce 1mojasibyje camo jeTHOM (Herupasa,
i He). Ouursiesno, KOHjyHKIMja 6mio koje jBe dpopmysie obiuka 3.1 dnHe KOHTPaUKIM]Y,
JIOK JHUCjyHKIMja cBux dopmysia dnau Taytosorujy. OBo mHam omoryhasa ma Harn mnpobsem
3a/I0BOJBUBOCTHU IIPEBEJEMO HA TTPOOJIEM PENIUBOCTU CHCTEMA TMOJMHOMUjATHUX HEjeTHATUHA.
IIpumernmo ma dbopmyna obmmka 3.1 mva 2171, Mehyrum, oBe He 3HAMO Ja Jm Cy CBe OHe
3aJI0BOJbUBE. ¥ Ty CBPXY EJUMHUHUIIEMO CBe OHe (pOpMyJie KOje HUCY 3a0BO/bUBE HU HA jeI-
HoM 1myTy Hujeare CTL}-crpykrype kopuctehu mpoueaypy u3 nokasa teopeme 3.8. Heka je
1 < 2IF1 6poj dbopmyiia koje cy 3a0BO/BUBE U O3HAUUMO UX €A O, . ... Cajia CBAKy TEMIIO-
pasiry nordopmyity o dhopmyiie ¢ Moxkemo Hanucatu y ooy \/, ., o raeje I, € {1,...,1}.
Heka nmpomensbuBa 1; mpeacrapiba BepoBaTHohy dopmyrte «;. Cama, Ha caIUYaH HAYUH Kao
n y JA0Ka3y Teopeme 2.6 MOXKeMO KOHCTPYWCATH CHUCTEM IIOJTMHOMUjAJTHUX jeTHAYNHA W He-
jennaunHa. Jlakse, 3a70BO/bUBOCT (DOPMYyJe ¢ CBOAUMO Ha IPOOJIEM pelaBamba CUCTEMA
TOJIMTHOMUjAJTHUX je/ITHAYNHA U HejeJIHAYNHA KOjU je Oy 'uB.

O

3.2.6 Opgyuyusoct joruke CTL} OTBopeH mpobiieM

.
,conf*

Kao mro cmo Buzmenn, 6e3 oneparopa U nama Jjioruka jecre ojgryuuna. lllTa ce memnrasa
kata oneparop U ocraje Kao neo jesuka? Beh cmo nmomenynu mga dopmysia obsmka U He
yKasyje Kaga oum dopmyna [ Tpebasa ga Baxku. 300r TOra, IpoBepaBarmbe 3aI0BOJBUBOCTH
OBakKBUX (OPMYyJIa MOXKe TpajaTu OECKOHAYHO, 14, MIPETXOIHN MOCTYIAK 38 OIyIUBOCT Ce He
MOYKe MCKOPUCTHUTH.

Ono mTo 3namo jectre ma je jioruka CT'L* omrydnBa U Taj pe3y/aTaT je MOKa3aH Ha BUIIE
HaurHa. Kao mTo cMO HATIOMEHYJ/IU Tpe, JT0Ka3 3a OJJIyYUBOCT IIPBO je MPEJICTABIHEH Y DALY
[23]. ¥V Tom pajy ayropm cy KOpUCTHIN MeTOn Tabsoa 3a mpobsem samoBosbuBoctu CT L*
dopMysia Kao 1 KOHAYHE ayToMaTe KaKO Ou IMoKa3aJu oJryauBocT. U neja kopurrhema MeToe
tabioa je HacTaB/beHa U jJasbe. Y pagouma [60, 61, 59| ommcyjy ce pasnumaure MeToze
Tabs0a 3a npoBepy 3ajoBosbuBocTr CT'L* dopmyna. Mehyrum, kpeupare Tabsoa 3a CT'L*
dopwmyiie ca akijama jor yBek uuje ypaherno. Meroje Tab/ioa Ha KOjuMa Cy I'DaHe O3HAYEHE
(y oBOM ciiydajy akigjamMa) joIl yBeK Huje mo3Har. Taj mpobJeM 3ampaBo jecTe OTBOPEH, ajiu
¥ HACTABaK paJia TeMe OBe JucepTaIiije Ka HOBUM 00/IaCTIMA MATEMATHIKE JIOTHKE KOje OBJIe
jOIT YBEK HHCY KOpHIIIheHe.

[Ipobsiem Koju ce jaBiba jecTe Taj Jla cTamba KOja Cy IIOBe3aHa HEKOM aKIMjoOM He 1ajy
JIOBOJbHO MHGOpMAIIFja O CaMOj aKIUju Koja je u3Bpiiena. Hanme, MOXKe ce IecCuTn Ja BazKe
PEJIyCJIOBY 32 aKiyje a u by cramy So, 1 Ja post(a) u post(b) Baxke y cramuma $; U Sg, AJIU
Ia BaxKu Solqs1 m sqRpss. OBHe BHAUMO 1a cMO n3 mHQPOPMAIAja KOje BaXKe y CTAUMA Sq,
§1 M S y HeMOryhHOCTH /a ca3HaMO KOjOM aKIFjOM CMO y KOjeM CTaly 3aBPIIHJIN.

75






I'maBa 4

Jomarak

Kao mrro cmo pekin y ojiesbKy 2, 3a Mepy CTeleHa MoTBphuBamba KOPUCTUIN CMO HAjCTaH-
napauujy mepy pasiuke e je ¢(A, B) = p(A|B) — pu(B). Y oBoM ojiesbKy TOKazaheMo Kako
ce Hallle akCUMAaTCKe TexXHUKe 3a Joruky LPP{Y momudukyjy y saBucHocTn m36opa Mepe 3a
CTeIleH MOTBPhUBabA.

Y [65] mpencraBipene cy Mepe 3a creneH morBphuBama, Mehy KojuMma je u Mepa pasiuKe
KO]y CMO KOPUCTUJIH.

Ha npumep, ako uzabepemo 3a mpejicTaB/baibe CTereHa nmorsphuBama KapuamnoBy me

)

P(AN B) = p(A)p(B)

Taga y akcnomarusanujn Ax(LPP™) akcmome A7-A10 u mpasuna nzsohema R4 u R5 Mopajy
OuTH 3aMermeHa ciegennM akcruoMaMa U IIPaBUINMa U3BOhermba:

(A7) (Pora A PosB A czi(e, B)) = Porisi(a A )
(A8") (Pear A PeyfB A c<r(av, B)) = Pepisi(ae A )
(R4’) U3 ckyma npemuca
{v = (Pora A PosB8) = Poria(a A B)) | 1, s € [0,1]g}
3aKJBYUUTH Y — Csp(@, 3).

(R5’) U3 ckyma npemuca

{v = (P«a A PesBB) = Perra(a A B)) [ £,5 €0,1]o}
3aKJBYIUTH 7 — C<r(, ).

3a akcnmarnsanujy KapHamoBe Mepe moTpeOHO HaM je caMo ocaM cxema akcumoma. lIpmme-
THUMO Ja CJIMYHEe TEXHUKE 3a aKCHOMaTH3aHij MO2KEMO IMIPUMEHHNTHU 1 Ha JIOTapUTaMCKe Mepe

Kao IITO je
P (QW)}
P(a) &
MehyTuM pe3ysTaTé oIMINBOCTH HUCY Y TOTIYHOCTH YUCTU. ¥ TOM CJIy4Yajy, Kao IITO BUIU-

MO, HE MOYKEMO MCKOPUCTHUTHU TPAHCJIAIN]y HOpMyJIa Kao MITO CMO yPAJIUIn y ceKnuju 2.2.5.
HakJie, He MOKEMO KOPUCTUTHU IIPOIEypy u3 [26].

c(a, ) =log |
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moBuh 3maj” 3apmmia je y Hosom Ilazapy 2007. romuue, a ,I'mvmuasujy” y Hosom Ilazapy
2011. romuue. Kao cpemmorikosika 6uia je moja3HuK ceMuHapa actponomuje y Vcerpazxku-
Baukoj cranuru lletnura. /lumiomupara je na Maremaruukom dakynrery Ha Jlp:KkaBHOM
yauBepsuTeTy v HoBom Ilazapy 2015. rommne ca mpocednom ortenom 9.83. Mactep pat o,
HacJaoBoM Hgentiugpurayuornu wotosowry upocwopu ogopanuia je 2016. romuae HA UCTOM
dakynrery. Ucre rogune, 2016, ynucyje mokropcke cryauje Ha MarematnakoM hakyaTeTy
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Mpunor 1.

UsjaBa o ayTopcTBY

MNoTnuncanu-a

Opoj nHpekca

UsjaBrbyjem

[a je OKTopCcKa avcepTauuja nog HacrnoBoM

e pesynTaT COMNCTBEHOr UCTPaXMBaYKor paaa,

e [a npeanioxeHa gucepraumja y LeNuHM HU y Aenosuma Huje buna npegnoxeHa
3a gobujakbe OwMNo Koje gunnome npema CTyaujCkuM nporpamuma gpyrux
BMCOKOLLIKOJICKMX YCTaHOBaA,

e [acy pe3ynTtaTi KOPEKTHO HaBeaEeHU U

e [a HMCaM KpLuMo/ria ayTopcka npaBa U KOPWUCTMO WHTENEKTyarHy CBOjUHY
APYrux nuua.

MoTnuc pokropaHaa

Y Beorpagay,




Mpwunor 2.

U3jaBa 0 MICTOBETHOCTU LUTaMMaHe U eNIeKTPOHCKe
Bep3uje AOKTOPCKOr paaa

Mme n npesnme aytopa

Bbpoj nHaekca

Ctyavjcku nporpam

Hacnos paga

MeHTOp

MoTnucanwn/a

U3sjaBrbyjem Oa je witamnaHa Beps3nja MOr OOKTOPCKOr paja UCTOBETHA eNeKTPOHCKO]
Bep3uju Kojy cam npegao/na 3a o6jaBrbuBarke Ha noptany AdurutanHor
penosutopujyma YHuBep3uteTa y beorpaay.

[osBorbaBam ga ce obGjaBe MOjU NUYHWM nogaum Be3aHu 3a gobujarbe akagemckor
3Baka JOKTOpa Hayka, Kao LUTO Cy MMe U npe3ume, rogMHa u Mecto pohera 1 gatym
ogbpaHe paga.

OBu nuyHM nogaum Mory ce o06jaBuTm Ha MpEXHMM CTpaHuMuama aurntanHe
BubnroTeke, y eNeKTPOHCKOM KaTanory uy nybnukaumjama YHuBep3uteta y beorpaay.

MoTnuc pokropaHpa

Y Beorpagay,




Mpwnor 3.
UsjaBa o kopuwhemwy
Osnawhyjem YHuBep3auteTcky 6ubnuoteky ,CBeTtosap Mapkosuh® aa y [Aurutantyu

penosnTopujym YHusepauTeTa y beorpagy yHece MOjy OOKTOPCKY AucepTauujy noA
HacnoBoM:

Koja je Moje ayTopcKo Aeno.

HduncepTauunjy ca caum npunosmMma npegao/na cam y enekTpoHckom opmaTty norogHom
3a TpajHO apxuBUpaH-e.

Mojy AoKTOpCKy ancepTaumjy noxpakweHy y JurntanHm penosntopujym YHmeepauTeTa y
Beorpagy mory na kopucte CBUW Koju nowTyjy oapenbe cagpxaHe y ogabpaHom Tuny
nunueHue KpeaTtusHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce ogny4ymo/na.

1. AyTopcTBO

2. AyTOpCTBO - HEKOMEpPLINjanHo

3. AyTopCTBO — HEkOMepuujanHo — 6e3 npepage

4. AyTOpCTBO — HEKOMEpPUUjanHo — AennTn nog UCTUM ycrosmMma
5. AytopctBo — 6e3 npepage

6. AyTOopCcTBO — AenuTn No4 UCTUM YCroBUMa

(Monumo Jga 3aokpyxuTe camo jedHy of LecT NOHyheHWx nuueHun, kpatak onuc
nuuUeHuu gat je Ha nonefuHm nucta).

MoTnuc pokrtopaHaa

Y Bbeorpagy,
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