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PREFACE

This book consists of 48 selected mathematical papers of Professor Duro
Kurepa taken from the list of 189 of his papers published in the Volume 57 (71),
1995 of the Publications de I'Institut Mathématique dedicated to him. They are
divided into six separate sections each representing a subfield of Set Theory, Discrete
Mathematics, General Topology, or Number Theory, where most (but not alll)
of his mathematical achievement can be found. FEach section is preceded by a
commentary by one (or two) members of the Editorial Committee which may help
the reader in placing Kurepa’s work inside the particular area. All papers have
been retypeset, and so we have used this opportunity to correct many typographical
errors found in the original published papers. More serious corrections are marked
with an asterisk and followed by an editorial footnote. It should also be noted that
in the original papers Kurepa's first name appears in several different variations
such as Georges, Georg, Gjuro, Djuro, etc. In this edition his name is written
uniformly as Puro.

We have received a considerable help in preparing this book from many of
our colleagues either in the form of proofreading or in the form of some useful
comments. Among them we are especially grateful to Dragan Blagojevi¢, Kosta
Dosen, Ilijas Farah, Slobodanka Jankovié¢, Aleksandar Lipkovski, Mila Mrsevié,
Tanja Ostrogorski, Predrag Tanovié and Slobodan VujoSevié.

Editorial Committee




DURO KUREPA

Duro Kurepa was born on August 16, 1907 in Majske Poljane near Gli-
na in Srpska Krajina as the fourteenth and last child of Rade and Andelija
Kurepa. He went to elementary and high school in Majske Poljane, Glina
and KriZevci. He got his diploma in theoretical mathematics and physics at
the Faculty of Philosophy of the University of Zagreb in 1931. Kurepa spent
the years 1932-1935 in Paris at the Faculté des Sciences and the College de
France. He obtained his doctoral diploma at the Sorbonne in 1935 before a
committee whose members were Paul Montel (president), Maurice Fréchet
(supervisor), and Arnaud Denjoy. He received his post-doctoral education
at some of the world’s best institutions: the University of Warsaw and the
University of Paris (1937), and after the Second World War he visited Cam-
bridge (Massachusetts), the mathematical departments of the Universities
of Chicago, Berkeley and Los Angeles, and the Institute of Advanced Studies
in Princeton.

Kurepa’s first employment was at the University of Zagreb in 1931,
as an assistant in mathematics. He became an assistant professor at the
same institution in 1937, associate professor in 1938, and full professor in
1948. He stayed in Zagreb until 1965 when he moved to Belgrade where he
was invited to be full professor at the Faculty of Science of the University
of Belgrade. He remained there until his retirement in 1977. Meanwhile,
he was a visiting professor at Columbia University in New York (Summer
School 1959), and Boulder, Colorado, in 1960. Besides the university teach-
ing, Kurepa also worked successfully in organizing scientific work, too, and
was very active in administrative matters. Thus, Kurepa was the chairman
of the Mathematical Department of the Faculty of Philosophy in Zagreb;
then since 1970 till 1980 chairman of the Mathematical Seminar of the In-
stitute of Mathematics of SANU (the Serbian Academy of Sciences and
Arts). Professor Kurepa was the founder and president of the Society of
Mathematicians and Physicists of Croatia, and president of the Union of
Yugoslav Societies of Mathematicians, Physicists and Astronomers. He was
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also president of the Yugoslav National Committee for Mathematics, as well’
as president of the Balkan Mathematical Society. Furthermore, he was the
founder and for many years the main editor of the scientific mathematical
journal Mathematica Balkanica, now published in Sofia. Kurepa was al-
so a member of the editorial board of Belgrade’s Publications de I’Institut
Mathématique, and the German journal Zeitschrift fir mathematische Logik
und Grundlagen der Mathematik.

Professor Kurepa earned many awards, honors and distinctions. He re-
ceived the highest prize of former Yugoslavia, the Award of AVNQOJ (1976).
He was a full member of SANU, the Academy of Science of Bosnia and
Herzegovina, and a corresponding member of JAZU (Yugoslav Academy of
Sciences and Arts) in Zagreb. Also, he was a member of the Tesla Memorial
Society of the U.S.A. and Canada (1982), the Bernhard Bolzano Charter,
and the Gramata Marin Drinov of the Bulgarian Academy of Science (Sofia
1987).

The scientific output of Professor Kurepa was tremendous. He pub-
lished more than 200 scientific papers, and more than 700 writings: books,
articles, reviews. His papers were published in journals all around the
world, and some of them in the most recognized mathematical journals
such as: Mathematische Annalen, Izvestiya Akademii Nauk SSSR, Funda-
mente Mathematicae, Acta Mathematica, Comptes Rendus de I’Académie
des Sciences, Bulletin de la Société Mathématique de France, Zeitschrift fur
mathematische Logik und Grundlagen der Mathematik, Journal of Symbolic
Logtc, Pacific Journal of Mathematics. Many of his manuscripts were trans-
lated into English, French, Italian, and other languages. Kurepa also wrote
about 1000 scientific reviews. He delivered scientific talks at many universi-
ties of Europe, America and Asia; for example, at Warsaw, Paris, Moscow,
Jerusalem, Istanbul, Cambridge, Boston, Chicago, Berkeley, Princeton and
Peking. As Kurepa himself told once: “I lectured at almost each of nineteen
universities of (former) Yugoslavia, then in almost every European country,
then in Canada, Cuba, Israel and Iraq, and I gave at least ten lectures in
each of the following countries: France, Italy, Germany, the Soviet Union
and the United States.” He participated at dozens of international scien-
tific symposia, and many of them were organized by himself (for example,
the international conferences in topology in Herceg Novi 1968, Budva-Betic¢i
1972, Belgrade 1977). '

The influence of Professor Kurepa on the development of mathematics
in Yugoslavia was immense. As a professor of the University of Zagreb he
introduced several mathematical disciplines, mainly concerning the founda-
tions of mathematics and set theory. This is best witnessed by the following
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words of Sibe Mardesié, a professor of at the University of Zagreb: “With
his work and influence at the University of Zagreb, particularly introducing
modern aspects into mathematics, he gained great benefits for our commu-
nity.”!

His arrival to Belgrade in the mid-sixties, and the subsequent influ-
ence he had on the mathematical community there, may be described with
almost the same words. Professor Kurepa exposed the newest results in
diverse mathematical disciplines through many seminars, courses and talks
which he delivered at the Faculty of Sciences and the Mathematical Insti-
tute. The topics of his lectures were among others: the construction of
Cohen forcing, some questions concerning independence results in cardinal
and ordinal arithmetic, ordered sets and general topology. But he was at-
tracted to other mathematical topics, too. He gave valuable contributions
to analysis, algebra, number theory, and even to those mathematical dis-
ciplines which were just appearing, as computer science, for example. The
universality of his spirit is portrayed by the list of university courses he
taught: Algebra, Analysis and Topology.

By publishing his doctoral dissertation in eztenso in Belgrade's Pub-
lications de UInstitut Mathématigque in 1935, Kurepa made a first contact
with the Belgrade mathematical community. In the beginning of the fifties
these contacts became deeper and more frequent. So, from a work? of Pro-
fessor Zlatko Mamuzié¢ we learn that Kurepa was invited already in 1952 to
visit the University of Belgrade. On this occasion he gave talks on the the-
ory of matrices, and held a seminar with topics in set theory, topology and
algebra. In the same text we find the names of attendants of the seminar:
Professor Mamuzié¢ himself, Caslav Stanojevié (who later became Professor
of the University of Rolla, Missouri), Simon Cetkovi¢ (later Professor of the
Faculty of Electric Engineering in Belgrade), Mirko Stojakovi¢ (Professor
of Algebra of the University of Novi Sad) and others. By attending these
seminars, many mathematicians gained ideas for their mathematical papers,
while graduate students obtained themes for their master and doctoral the-
ses. Many of these themes were formulated or initiated by Kurepa. These
works include virtually all doctoral theses of the older generation of topol-
ogists, and many algebraists from all over Yugoslavia: Svetozar Kurepa,
Zlatko Mamuzié¢, Sibe Mardes§i¢, Pavle Papié, Viktor Sedmak, and a few

! Professor Duro Kurepa, Glasnik Mat. 28(48) (1993), 333-343.

2 Povodom 35 godina knjige ,, Teorija skupova” profesora dr Dure Kurepe (On the
occasion of 35 years of the book “Set theory” of Duro Kurepa), Istorijski spisi iz matema-
tike i mehanike, Istorija matematickih i mehanickih nauka, knj. 2, Matematicki institut,
Beograd, 1989.
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years later, Ljubomir Ciri¢, Rade Daci¢, Milosav Marjanovié, Veljko Peri¢,
Milan Popadié, Ernest Stipanié and Mirko Stojakovi¢. Professor Kurepa was
supervisor (altogether 42 times) or member of examination boards for doc-
toral dissertations for many other mathematicians: Miroslav Asi¢, Natasa
Bozovié, Dusan Ciri¢, Nada Mili¢i¢, Aleksandar Ivi¢, Milena Jeli¢, Gojko
Kalajdzi¢, Ljubisa Koéinac, Zarko Mijajlovié, Marica Presié, Zoran Sami,
Stevo Todorcevi¢, Ratko ToSié, and others. Many of these mathematicians
continued and developed further Kurepa’s work.

Professor Kurepa had contacts with many mathematicians from all
around the world. Thanks to him some of these mathematicians visited
Belgrade: A. Tarski, P. Alexandroff, M. Krasner, N.A. Shanin, K. Devlin
and others. Professor Kurepa was especially proud of his encounter with
Nikola Tesla, the great Serbian scientist and engineer, with whom Kurepa
was fascinated.

Kurepa was attracted to many areas in mathematics. He was especial-
ly interested in Set Theory, General Topology, Foundations of Mathematics,
Number Theory and Algebra. His work includes themes on partially ordered
sets, particularly trees, the Continuum Hypothesis, the Principle of Math-
ematical Induction, cardinal functions in topology, the general theory of
uniform and metric spaces, fixed point theorems, the so-called left factori-
al function, and some problems in matrix theory. However, we shall not
discuss here his mathematical achievements, since this will be done in the
articles which precede various parts of this selection of his mathematical
papers.




A. THEORY OF PARTIALLY ORDERED SETS

A[35] Bnsembles ordonnés et ramifiés, Publ. Math. Univ. Belgrade 4 (1935), 1-
138.

A[37] Ensembles linéaires et une classe de tableaux ramifiés (Tableeuz ramifies de
M. Aronszajn), Publ. Math. Univ. Belgrade 6/7 (1937/38), 129-160.

A[37a] Transformations monotones des ensembles partiellement ordonnés, C.R. Acad.
Seci. Paris 205 (1937), 1033-1035.

A[40] Une propriété des femilles d’ensembles bien ordonnés linéaires, Studia Math.
9 (1940), 2342.

Al40a] Transformations monotones des ensembles partz'ellementvordonnés, Revista
de Ciencias (Lima) 42 No 434 (1940}, 827-846;43 No 437 (1941), 483-500.

A[42] A propos d’une généralisation de la notion d’ensembles bien ordonnés, Acta
Math. 75 (1942), 139-150.

A[48] Sur les ensembles ordonnés dénombrables, Glasnik Mat. Fiz. Astr. (2) 3
(1948), 145-150.

A[48a] L’hypothése du continu et le probléme de Souslin, Publ. Inst. Math. Belgrade
2 (1948), 26-36.

A[50] Ensembles partiellement ordonnés et ensembles partiellement bien ordonnés
Publ. Inst. Math. Belgrade 3 (1950), 119-125.

A[52] On a characteristic property of finite sets, Pacific J. Math. 2 (1952), 323-326.

A[54] Sur les fonctions réelles dans la faomille des ensembles bien ordonnés des
nombres rationnels, Bull. Internat. Acad. Yugosl. ClL. Math. Phys. Tech.
(N.S.), 12 (1954), 35-42.

A[56] Ensembles ordonnés et leur sous-ensembles bien ordonnés, C.R. Acad. Sci.
Paris 242 (1956), 2202-2203.

A[57] Partitive sets and ordered chains, Rad JAZU 302 (1957), 197-235.

A[57a] On a new reciprocity, distribution and duality law, Pacific J. Math. 7 (1957),
1125-1145.
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The most important publication in this group is Kurepa’s thesis A[35] written
under the direction of M. Fréchet. It was the first systematic study of trees and
ramified partially ordered sets and of their close relationship to linear orderings.
It was the source of many crucial notions and problems in this area such as, for
example, the notions of Aronszajn and Souslin tree. It is the source of the problem
whether inaccessible cardinals have the tree property i.e., whether they satisfy the
analogue of Konig’s infinity lemma, which was later proved by Hanf, Tarski and
others ({12]) to be equivalent to the large cardinal property of weak compactness.
Trees are classified in §8 A 11 as “large”, “étroit” and “ambigu” according to their
heights and widths. The very thin and tall trees (“étroit”) always have cofinal
branches i.e., chains intersecting every level (Theorem 5%¢). This is a fine result
representing a recurring theme in applications of trees, especially in the partition
calculus. This result was also a source of the problem whether the same fact is true
about the class of slightly wider trees (“ambigu”) i.e., the trees of height equal to
some cardinal 8 and whose levels are now only assumed to be of size < 4 (rather
than < X for some cardinal A < 8 as it was the case with the trees in Theorem 5b%).
This is the problem known today as the problem whether 8 has the tree property.
For # = w; the problem was solved in June 1934 by N. Aronszajn and appeared
(with an acknowledgement) as Theorem 6 of A[35]. According to the footnote on
the same page, Aronszajn constructed his tree as a subtree of the tree of all 1 — 1
sequences from Q<“!, while Kurepa’s version of the proof presented in A[35] (and
also in A[37]) was to build such a tree inside the tree cQ (denoted by p) of all
(nonempty bounded) well-ordered subsets of rationals. This is the construction
most frequently used in subsequent expositions of this result. In the sequel A[37;
§27] he modified his construction in order to produce an Aronszajn tree with the
surprising property that it is a union of countably many antichains, thus introducing
yet another remarkable notion, the notion of a special Aronszajn tree. (It is known
today that some care is needed to get such a tree, as it is possible to have nonspecial
Aronszajn subtrees of both ¢Q and the set of all 1 — 1 sequences from Q<¥1; see
(1] and [6].) The problem whether inaccessible cardinals have the tree property
appears in §10.3. In the same place there is a remark that cardinals 8 of the form
wpg+1 carry 6-Aronszajn trees. Kurepa mentions neither that some form of GCH was
used nor that wg is assumed to be a regular cardinal, since this is really the context
in which the proof from the case § = w; generalizes without much difficulty. The
first full description of this generalization is given by Specker {25]. That some form
of GCH is needed for such a construction was proved much later by Mitchell and
Silver {18]. Immediately after this in §10.4 one finds another remarkable problem
asking whether every Aronszajn tree is a subtree of 0Q, a problem which he would
later frequently restate in even clearer form: Is every Aronszajn tree special? (At
the end of §1 in A[40a] there is a remark which says that it was this problem which
originally prompted Kurepa's extensive work on strictly increasing mappings from
trees Into the reals.) In fact, in A[40a; 2.44] one finds an even more far-sighted
version of the problem: Is every tree with no uncountable branches and with levels
of size < ¢ special? He repeated this problem on several occasions and this is what
he had to say about it in A[35; §10.4]: “Le probleme précédent est trés intéressant et
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important; en voild un autre, plus difficile encore, qui occupe, & notre avis, une place
particuliere dans I'’ensemble des problémes mathematiques concernant la théorie
des ensembles.” The problem was solved more than 30 years later, first in the
context of non-CH by Baumgartner-Malitz-Reinhardt ([4]) and then in the context
of CH by Jensen ([7]) requiring one of the deepest applications of the method of
forcing since its original invention. In the same 10.4 one finds yet another beautiful
problem, “probléme miraculeux I”: Are every two uniformly branching Aronszajn
trees isomorphic? He also mentions the related question: Is there a homogeneous
Aronszajn tree? Kurepa was fascinated by the problem because in Theorem 1 of
§10.5 he proved that every two countable infinitely branching trees of the same
height are isomorphic. So if T and T” are two uniformly branching trees of height
w; and with countable levels, then for all @ < w1, T [ @ and 77 | & are isomorphic,
but from this we cannot conclude that T and T” are isomorphic (let T be Aronszajn
and 7" be non-Aronszajn). This phenomena has reappeared much later in the field
of Model Theory: there exist two nonisomorphic L., -equivalent models of size X;
(see [5, p. 45]). The “probleme miraculeux I” was solved by Gaifman-Specker [10]:
There exist nonisomorphic Aronszajn trees. The “These” A[35] also contains the
description of various operations on trees corresponding to the product and sum of
linear orderings.

The paper A[42] is one of Kurepa’s best written and most frequently cited
papers. It is an exposition of the classification of trees which he started in his
“These” but now with particular emphasis on trees of height w;. He, of course,
mentions Aronszajn trees and the “premier probléme miraculeux” about them. But
now he turns his attention to the class of w;-trees (“Suites (S)”) with countable
levels which are in some sense orthogonal to Aronszajn’s: every node of T is a
member of an w;-branch. It was there that Kurepa pointed out the crucial problem
about these trees which he couldn’t solve: evaluate the number of all wi-branches
of such T. The possibility that this number (“pUpT") is of size > R; is known
today as Kurepa’s Hypothesis which has been a subject of considerable interest
among mathematicians since the publication of A[42] and especially since Silver
[24] showed that its negation is equiconsistent with the existence of an inaccessible
cardinal. The paper A[42] also introduces (under an equivalent description) the
tree “u” of all sequences s:a = w (@ < w;) which are nonzero on at most finitely
many places and proves its remarkable minimality properties.

The Appendix C of A[35] contains the discussion of linearly ordered sets
obtained by lexicographically ordering trees and especially Aronszajn trees. For
example, Lemma 1 shows that the density of a subset S of T corresponds to the
size of the initial part S generates. Lemma 2 says that the cellularity of the lexi-
cographically ordered Aronszajn tree T corresponds to the size of antichains of 7'.
The Appendix also contains the “probléme miraculeux III"’": let S; and S; be two
Aronszajn trees and let S;(n) and S2(n) be the lexicographical orderings of S; and
S, generated by ordering successors of every node in order type 7. Are Si(n) and
Sa(n) isomorphic? In the footnote 5 he mentions that this is related to the existence
of a homogeneous Aronszajn line S(n), whose existence would give an affirmative
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answer to a question of Hausdorff [14; p. 156]: Is there a homogeneous linear order-
ing E such that E has neither uncountable well-ordered nor conversely well-ordered
subset, while the density of E (and of every uncountable subset of E) is uncount-
able. This discovery of Aronszajn lines by itself stands as one of the finest in the
whole theory of partially ordered sets as they have proved to be extremely deep and
useful mathematical objects frequently occuring in seemingly unrelated problems
([8; footnote 7] or [20]). It is known today that the answer to the “probléme mirac-
uleux III” is negative and that indeed there exist many homogeneous Aronszajn
lines but the version of the problem where we replace “isomorphic” by “containing
uncountable isomorphic or conversely isomorphic subsets” is still open and in fact
it is one of the central problems in the whole area (see {3]).

The “Thése” A[35] contains another important notion; oE for a linearly (or
partially) ordered set E, we define 0 F to be a tree of all nonempty bounded and
well-ordered subsets of E with the end-extension as the tree ordering. The paper
A[37] ends with the crucial question: Is there a strictly increasing function from oQ
into Q"? The negative answer to this question came many years later in A[54] and
A[56]. In fact Kurepa’s first proof of this appearing in A[54] is not quite correct
so we had to make a slight correction for the purpose of including it in this book.
We conjecture that the difficulties were in the notion of ¢Q i.e., that cQ should
have been the slightly bigger set wQ of all well-ordered subsets of Q. The problems
are clearly equivalent since oQ and wQ differ in only two antichains which can be
mapped to the —co and +oo respectively and since QU {—o0, +o0} is isomorphic
to QN [0,1]. In the paper A[56] Kurepa finally realizes this and shows that for no
partially ordered set E is there a strictly increasing mapping from wE into E. The
proof is extremely short, identical to Hartog’s proof ([13]) that there is no 1 — 1
map from R(A) into A, where R(A) is the set of all ordinals a which can be injected
into A. But A[56a; Theoreme 1] is a fine interpretation of the Hartogs phenomenon
in the category of partially ordered sets. A similar but weaker phenomenon in the
same theory was later found by Dilworth and Gleason [11].

In footnote 17 of the Appendix of A[35] one finds the question whether every
uncountable subset of Q) contains an uncountable antichain in connection with the
celebrated problem of Souslin ([26]). The question is stated immediately after a
proof that Souslin’s problem is equivalent to the statement that every uncountable
tree contains an uncountable chain or antichain i.e., that there are no Souslin
trees. (This equivalence was later rediscovered by E. W. Miller [15] and Sierpinski
[23]). The positive answer to this question about ¢Q was given in A[40] while
A[40a)] contains some far reaching generalizations of this fact. The paper A[40a]
contains many other interesting results among which is the fact that a poset E
can be decomposed into countably many antichains iff there is a strictly increasing
function from F into Q. In the footnote 28 of A[42] one also finds the first explicit
occurrence of the poset known today under the name of “Sierpinski poset” obtained
by intersecting a well-ordering of the reals with the usual ordering.

In A[48] it is proved that among countable order types scattered ones are
characterized by the fact that they do not contain a copy of some countable ordinal.
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(This fact was later independently discovered by J. C. Shepherdson [21]; see also
[19; p. 84].) Similar characterization is given involving the conversely well-ordered
sets.

The extensive paper A[57] is a detailed study of the inter-embeddability of
lexicographical powers 2“=, 3“=, ... as well as the study of the well-known dense-
set problem of Knaster about the size of linearly ordered sets with given density.
For example, it is shown in Theorem 8.1 (2) that the problem is equivalent to
the problem about the size of chains in a given power-set algebra. The dense-
set problem of Knaster was solved by Baumgartner [2] and Mitchell [18] after the
invention of Forcing.

The paper A[48a], which appeared after almost 10 years of delay, contains the
proof of the result announced in D{37; V]: Every uncountable well-founded poset
having finite levels must have an uncountable chain. This result is frequently used
today, especially in the theory of well-quasi orderings (see e.g. [9]). The paper
A[50] might be the first paper in the cofinality theory of partial orderings, which
has been recently a subject of considerable interest (see [16], [17]). The papers
A[52] and A[57a] deal with the phenomenon when every (some) maximal chain
intersects every maximal antichain. The subsequent paper of Shepherdson [22] is
a nice supplement to A[52]. This has since then become a quite active area of
research which can be seen, for example, from the recent survey [27].

Stevo Todoréevié
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ENSEMBLES ORDONNES ET RAMIFIES

I. Introduction

La théorie des ensembles ordonnés s’est heurtée, dés son début, a
des problémes présentant de sérieuses difficultés d’ordre plutét logique que
technique; tels sont: le probléme de 'ordonnance ou de la bien-ordonnance
d'un ensemble donné quelconque!, le probléme de l'existence d’un nom-
bre cardinal entre k et 25, k étant un nombre cardinal infini quelconque?.
Ensuite, Michel Souslin®, un des premiers éléves de M. Lusin, a posé, deés
1917, le probléme de savoir si tout ensemble ordonné continu E tel que
p2E = Ry est nécessairement identique, au point de vue de 'ordre, au con-
tinu mathématique?, ou, ce qui revient au méme 3 suite d’un théoréme de
Cantor, si un tel ensemble E est tel que p1 E = RNy.

Malgré des efforts continuels d’'un grand nombre de mathématiciens,
aucun des trois problémes fondamentaux précédents n’est complément
résolu. Dans le présent travail, on a traité un ensemble de problémes se rat-
tachant au probléme de Souslin. Bien que celui-ci ne soit pas définitivement
résolu, on verra quelle est sa nature et quelles sont les difficultés qui
s’opposent & sa solution. Voici le véritable aspect du probléme de Souslin:
E étant un ensemble ordonné continu, on se donne la donnée cellulaire

1Ce probleéme est partiellément résolu par Paffirmative par M. Zermelo (en formu-
lant “I'Axiome de Zermelo”) et M. Fraenkel (en prouvant I'indépendance de ’axiome de
Zermelo des autres axiomes de la théorie des ensembles); cependant, on est loin de prou-
ver que 'axiome de Zermelo est indépendant d’un systéme non-contradictoire d’axiomes
de la théorie des ensembles.

2La réponse présumée négative & ce probléme est appelée Hypothése de Cantor.

3C’est lui qui, avec M. Lusin, a inventé, en 1917, en généralisant les ensembles
boreliens, les ensembles analytiques dont la théorie nous jette un peu de lumiére sur la
structure du Continu mathématique.

4L'ensemble des nombres réels = tels que 0 < z < 1 est appelé Continu
mathématique.
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p2E = Xy, et on se demande quelle est la valeur du nombre p, E dont le car-
actére est ponctuel®. Au sein de tableaux ramifiés (= arbres généalogiques),
le probleme de Souslin est revétu d’un caractére ponctuel. En effet, la
réponse affirmative au probleme de Souslin est une conséquence de l'une
quelconque des deux hypothéses suivantes: 1) Toute suite ramifiée distin-
guée contient un sous-ensemble disjonctif non-dénombrable; 2) T étant un
tableau ramifié quelconque, la borne supérieure b T' des puissances des sous-
ensembles dégénérés® de T est, dans T, atteinte; c’est-a-dire, T' contient un
sous-ensemble dégénéré ayant la puissance b T' (Postulat de ramification).

Une fois qu’on se trouve dans le domaine de tableaux ramifiés, un
grand nombre de problémes se posent d’eux-mémes; notons celui-ci qui,
par sa structure logique, occupe une place & part’: Deux suites distin-
guées quelconques de rang w; sont-elles nécessairement semblables? (Pre-
mier probléme miraculeux3.)

La réponse affirmative au probléme précédent entraine la réponse af-
firmative au probléme de Souslin; celle-ci, de sa part, entraine cette proposi-
tion que nous ne savons pas prouver: Tout sous-ensemble non-dénombrable
de 0¢? contient une famille non-dénombrable d’ensembles dont aucun n’est
contenu dans aucun autre. Pour que, inversemént, la proposition précédente
entraine la réponse affirmative au probleme de Souslin, on devrait, ce que
nous ne savons pas faire, démontrer que toute suite distinguée de rang wq
est semblable & un sous-ensemble de oy.

5C’est par P'analyse précédente que nous avons pu formuler le Probleme de la
structure cellulaire des espaces abstraits (voir la note (11) du “Complément”).

6Un arbre généalogique A est dégénéré si aucun couple de ses éléments, sauf ceux
appartenant i la premitre génération de A, n’ont, dans A, les mémes prédécesseurs.

"Tout en croyant que la réponse & ce probléme ne soit pas négative, il n'y a
aucun éspoir d’en pouvoir donner une affirmative parce que celle-ci exige un passage a
la limite non-dénombrable d’homéomorphies partielles non-dénombrables mutuellement
enchevétrées (c’est surtout M. Lusin qui a insisté sur la possibilité de tels phénoménes).

8Dans le langage courant, le Premier probléme miraculeux s’exprime ainsi: Soient
Al, A? deux arbres généalogiques infinis non-dénombrables quelconques vérifiant ces
conditions: a) Toute génération de A%, (i = 1,2) est inifinie et dénombrable, b) A tout
élément a de A* correspond une infinité d’autres éléments de Af, (i = 1, 2) ayant les
mémes prédécesseurs que a, c) Tout élément de A* a au moins un parent direct dans
toute génération de A%, (i = 1,2), d) Tout sous-ensemble d'individus de A%, (i = 1,2)
deux & deux en parenté directe, est au plus dénombrable (I'existence de tels A a été
prouvée, pour la premiére fois, par M.N. Aronszajn, cf. Note 9-3); peut-on, alors, établir
une correspondance biunivoque entre les éléments de A! et ceux de A? conservant leur
degré de parenté.

999 désigne la famille des sous-ensembles bien-ordonnés non-vides et bornés de
I’ensemble des nombres rationnels. Si 'on considére les éléments de ¢ comme complexes
de points, og devient un tableau ramifié jouissant d’intéressantes propriétés. (V. Lemme
10-4).
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Il est remarquable que, en attaquant, en liaison avec le probléme de
Souslin, différents problémes concernant des tableaux ramifiés — tels que
lexistence d’une descente disjonctive dans toute suite distinguée —, on se
heurte & des difficultés qui, par un certain dualisme logique, nous rappellent
des difficultés qu’on rencontre en voulant prouver I'Hypothése de Cantor
(pour le dualisme des mots “au moins un” et “tout” {sans exception, voir
la note (17) du “Complément”).

Quant 4 d’autres problémes liés aux précédents, voir le Théoréme
fondamental du “Complément”.

Enfin, dans un travail particulier, nous reviendrons sur une catégorie
de problémes liés au probléme de Souslin, et chez lesquels c’est une certaine

notion d’uniformité qui domine'C.

Le présent travail se compose de trois parties:

Le Chapitre I traite des E'!. Aprés avoir posé, dans le §1, un certain
nombre de définitions, on démontre, dans le §2, quelques propriétés utiles
des nombres transfinis, pour passer, dans le §3, & I'étude des E: on préte
une attention particuli¢re i la distinction entre différentes espéces de por-
tions de F a la suite de quoi on formule trois principes de 'induction; le §3
se termine par la considération de certains sous-ensembles et sur-ensembles
d’'un E donné [V. la signification de fE en (f = [,L,s,S,u.v,w)]. Le §4
contient une étude assez détaillée de familles monotones d’ensembles (com-
mencée par M.M. Zermelo et Kuratowski), et leur application 4 la définition
des ensembles ordonnés (cf, le théoréme 3 du §4). Dans le §5, on esquisse la
notion de complexes de points (due & M. Hausdorff) et on éiudie différentes
opérations avec ceux-ci. Le §5 rend compte de la liaison entre les espaces
ordonnés et plusieurs catégories d’espaces édudiés par M. Fréchet; on y
démontre que le continu mathématique est caractérisé, au point de vue de
I'ordre, par la propriété d’étre un espace ordonné continu distanciable. Le
dernier § du Chap. I contient les notions importantes des familles disjonc-
tives d’ensembles et des puissances p;F, (i = 0,1,...5) attachées & un E,
et différents théorémes concernant celles-ci.

Le Chapitre II traite des T et E . Le §8 contient la définition des
ensembles, tableaux et suites ramifiés, la notion de différents sous-ensembles

10 A ce propos, cf. le Postulate of Uniformity de M. Veblen (Trans. Amer. Math.
Soc. 9(1908), p. 166) aussi bien que le critére de M. Alexandroff-Urysohn sur la distan-
ciabilité des espaces accessibles (pour son énoncé, voir p. 220 des Espaces abstraits de
M. Fréchet); voir aussi les hypothéses Ps, P; du “Complément” chez lesquelles c’est la
notion d’'une certaine unicité qui intervient.

I1E T désigneront respectivement un ensemble ordonné et un tableau ramifié
quelconques. .
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d’un T (portion, noeud etc.), classification des T en larges, étroits et ambi-
gus; on introduit la notion de familles et de tableaux ramifiés d’ensembles,
on donne, en généralisant une idée due & M. Lebesgue, la représentation
de ceux-ci au moyen de complexes de points dont un cas particulier sera
utilisé, dans le §12 B, pour résoudre un probleme de M. Sierpinski; on
reprend P’étude de complexes en définissant leur ordonnance naturelle dont
on fait, par la suite, usage & plusieurs reprises (Existence de suites distin-
guées, Second probléme miraculeux. Hypothéses Ps et P; du Complément,
etc.). Le §9 contient 1'étude de quelques questions se rattachant & la notion
importante de Traversées monotones et disjonctives d'un T. Dans le §10,
on introduit la notion de types de ramification et, en établissant quelques
théoremes, on arrive au Premier probléme miraculeur. Dans le §11, on at-
tache & tout 7' deux puissances bT, b'T, on définit des T normauz et on
pose la question de Pexistence des 7" anormaux. Enfin, dans le §12, on re-
vient aux FE, on introduit la notion de développement complet d’un E et en
particulier celle d’une 9-partition compléte des E continus; on redonne la
solution d’un probleme de Sierpinski et on arrive au probléme de Souslin et
4 la notion de E normauz.

Quant au “Complément”, sa lecture est particuliérement recomman-
dée.

L’origine de ce travail était I'idée de généraliser les espaces distanciés
de M. Fréchet en faisant jouer le réle de nombres réels aux éléments d’un
ensemble ordonné quelconque (Cf. la définition des espaces pseudo-distanciés
dans les C.R. Acad. Sci. Paris, 30 avril 1934); quelques résultats ont paru
dans les C.R. Acad. Sci. Paris (19 Février, 5 Mars et 9 Juillet 1934).

Pour terminer, j’exprime ma plus vive reconnaissance & M.V. Varicak,
Professeur & 1'Université de Zagreb, pour ses encouragements et I’intérét
qu'il a bien voulu accorder 4 mes travaux. Qu’il me soit permis d’adresser
Pexpression de ma profonde gratitude envers MM. Borel et Hadamard. Je
remercie infiniment: M. Montel de ces conseils et des innombrables ser-
vices qu’il a bien voulu me rendre, M. Fréchet de ses précieux conseils et de
Pintérét constant qu’il a porté & mes travaux, et M. Denjoy de ces conver-
sations, instructives et encourageantes & la fois.



Attt 8- e bbbt b e e

16 A. Theory of Partially Ordered Sets

CHAPITRE 1
ENSEMBLES ORDONNES DE POINTS

§1. Définitions générales

1. z, y, étant deux objets!, la lettre R, dans un symbole de la forme
TRy, est une relation binaire dont z est le premier et y le second terme.

Si la relation binaire R subsiste entre tout couple de points d’un en-
semble E, on dira que E est domaine de R.

Si 2Rz est vraie pour tout z, la relation R sera dite réflezive. Si xRz
n'est vraie pour aucun z, R sera dite anti-réflezive.

Si zRy, yRz subsistent simultanément pour tout z et tout y, R sera
dite syméirique; si cela n’a lieu pour aucun couple z, y, R sera dite anti-
symétrigue.

Si zRz subsiste toutes les fois que zRy, yRz, R sera dite transitive.
Si cela n’arrive pour aucun triple de points, la relation R sera dite anti-
transitive.

2. Une relation réflexive, symétrique et transitive sera appelée relation
de classification ou simplement classification, et designée par le symbole
particulier ~ qu’on pourra lire “équivalent”, “congruent”, etc.

L’identité est une relation de classification. Soient F le domaine d'une
classification ~ et a un élément de E; en appelant faisceau a de E 'ensemble
E, de tous les points z de E tels que £ ~ a, on a ce

LEMME I: E =Y, E.?, a € E; les E, sont tels que E, = E, si
a~b, et BE,E, =0 sia~=b.

1Le mot “objet” est le nom commun pour “élément” et “ensemble” tels qu’il sont
axiomatisés, par ex. par M.E. Zermelo (Fund. Math. 16(1930), p. 29 et suiv.). Si a est
un élément d’un ensemble E, on écrira a € E ou E 3 a; dans le cas contraire, on écrira
a ¢ E; E, F étant deux ensembles, on écrira F C E ou E D F si tout élément de F est
un élément de E: F sera dit alors un sous-ensemble de E, et E un sur-ensemble de F.
Si F C E sans que E D F, on ecrira F C E et dira que F(E) est un vrai sous-ensemble
(sur-ensemble) de E(F). En désignant Pensemble vide par 0, le symbole 0 C E voudra
dire que E n’est pas vide, c’est & dire pE > 1, pE désignant la puissance de E; a étant
un objet quelconque, on désignera, en cas d'ambiguité, par {a} ensemble (ou la famille)
composé de 1'élément a.

2% étant une classe de familles F d’ensembles E de points a, le signe 3 @ désignera
la réunion de tous les points a. Le signe 3’ & désignera la famille de tous les E appar-
tenant & au moins une famille 7. D’une facon analogue, on définit [[® et []'®. En
particulier, deux ensembles E, F, tels que EF = 0 seront dits disjoints.
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3. Une relation d’ordre est une relation binaire qui est anti-réflexive,
anti-symétrique et transitive; elle sera désignée par le symbole < qu’on

A W

pourra lire “précéde”, “inférieure 4" “avant”, etc.
Le signe a < b sera écrit aussi sous la forme b > a.

On voit que le signe > est aussi une relation d’ordre ayant le méme
domaine que la relation <. La relation > sera dite relation inverse de < et
lue “succede &” “plus grand que”, “aprés” etc.

4. Un ensemble de points, F, sera dit ordonné si I'on peut établir, entre
ses points, une relation d’ordre <; autrement dit®, un ensemble ordonné E
est une paire d'un ensemble de points, P, et d’une relation d’ordre < ayant
P pour domaine. On écrira E = (P, <). De plus, 'ensemble vide et tout
ensemble composé d’un seul élément seront considérés comme d’ensembles
ordonnés. (cf. relation de comparabilité dans le §8).

L’ensemble ordonné (P,>) sera designé par E* et appélé inverse de
E.

Dorénavant, sauf mention expresse du contraire, F désignera un en-
semble ordonné. F étant un sous-ensemble de E, F sera considéré comme
ordonné par la méme relation d’ordre par laquelle E est ordonné. En par-
tieulier, F étant une famille de sous-ensembles de E, I'ensemble 3 F sera
toujours considéré comme un sous-ensemble ordonné de E. A, B, étant
deux ensembles non-vides de E, le signe A < B voudra dire que tout point
de A précede tout point de B.

Convention 1. L’ensemble vide pourra, dans le cas général, précéder
et succéder, a la fois, & tout point de chaque ensemble ordonné. En partic-
ulier, si A < B, on aura aussi A < 0 < B.

5. G, H étant deux sous-ensembles de FE, les symboles (.,G)y et
(G,.)u désigneront respectivement ’ensemble de tous les points de H qui
précédent les points de G et ’ensemble de tous les points de H qui succédent
aux points de G. En particulier, a étant un point de E, 'ensemble (.,a)g
ou simplement (.,a) sera appelé intervalle de E & gauche de a ou, ce qui est
plus commode, intervalle gauche o de E.

L’ensemble (.,a)g + a sera appelé segment gauche a de E et designé
par (.,a]g ou (,,a]. D’une fagon analogue*, on définit le segment droit a
de E qu'on désignera par [a,.)g ou [a,.). Le point a sera dit extrémité de

3Cette définition est due & M.M. Fréchet.

40n remarquera, une fois pour toutes, que les expressions telles que: gauche-
droit, premier-dernier, etc. sont dans une certaine dépendance dualistique, parce que,
par exemble, “gauche” dans E veut dire “droit” dans E*. C’est ainsi que par exemple le
segment droit a de E veut dire “le segment gauche a de E*”.
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(,a), (-, a], (a,.) et de [a.,). a, bétant deux points différents d’un E tel que
pE > 1, 'ensemble ordonné

(a,.)(.,8) + (b,.)(-, a)

sera appelé intervalle a b ou b a de E et désigné par (a,b)g ou (a,b) ou
(b,a)g ou (b,a); autrement dit (a,b) est ’ensemble de tous les points z de
Etelsquea<z<bsia<boub<z<asib<a;

L’ensemble a+(a, b) +b sera appelé segment a b oub a de E et designé
par [a,b]g ou [a,b] ou [b,a]g ou [b,a]. Le signe z € (a,b)g sera lu aussi: z
est entre a et b ou entre b et a.

On posera [a,b)g = a + (a,b), (a,b]g = b+ (a,b).

Les points a, b seront appelés extrémités de {a,b], (a,b], [a,b) et (a,bd).

Les intervalles (segments), les intervalles (segmentes) gauches et droits
de E, seront appelés, tout court, intervalles (segments) de E®.

6. L’ensemble vide, tout ensemble composé d’un seul point de E, les
segments, les intervalles et les ensembles [a, b) g et (a, b]g seront appelés, en
commun, portions élémentaires de E. Tout sous-ensemble F' de E tel que
fa,0)g C Fsia+bCF, a, bétant quelconques, sera dit portion de E. Par
conséquent, tout point de E est une portion de E. Tout sous-ensemble F
de E tel que (.,alp C F si a € F, a étant quelconque, sera appelé portion
gauche de E.

L’ensemble vide sera considéré comme une portion, portion gauche et
portion droite de E.

7. Un sous-ensemble non-vide F de E sera dit borné inférieurement
dans E s'il est contenu dans un segment droit de E. On dira que F est limité
inférieurement §’il contient un point a tel que [a,.)g 2 F. Le point a sera
dit alors le premier point de F. On dira que F est borné dans E, s'il est
borné, dans E, inférieurement et supérierement, c’est & dire s’il appartient
4 un segment de E. F sera dit limité s'il a un premier et un dernier point.

Si E n’a ni un premier ni un dernier point, il sera dit anti-limité. Par
conséquent, un ensemble non-limité, n’est pas nécessairement anti-limité.
L’ensemble vide sera considéré comme anti-limité.

On dira que la borne supérieure® relativement & F, d’un sous-ensemble
non-vide F' de E existe et qu’elle est égale & a si a est ou bien le dernier

5Cf. A. Denjoy, J. Math. 1(1915), 106.
SCf. R. Baire, Lecons sur les théories générales de I’Analyse, t. I Paris, 1907, p. 7
et suiv.
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point de F ou bien, si F' n’a pas un dernier point, alors a est le premier
point de (F, .)g.

8. Si tout sous-ensemble non-vide de E est limité, E sera dit fini;
dans le cas contraire, E sera dit infini. Si tout sous-ensemble non-vide
de E a un premier (dernier) point, F sera dit bien ordonné (inversement
bien ordonné). L’ensemble vide sera considéré comme fini, bien-ordonné et
inversement bien-ordonné. On s’appercoit que cette définition de ensembles
finis est équivalente & la définition courante’.

9. Espaces ordonnés. F étant un sous-ensemble de E, la fermeture
F de F relativement 4 E est ’ensemble de tous les points a de E tels que
dans tout intervalle de E contenant a, il y ait au moins un point de F3.
Tout point ¢ de E appartenant a la fermeture de F' — a sera appelé point
d’accumulation de F? (relativement & E). En particulier, si a appartient a
la fermeture de (., a]g, a sera dit point d’accumulation de F du c6té gauche.
Si a est un point d’accumulation de F du c6té gauche et du cété droit, a
sera dit point d’accumulation bilatérale de F. L’ensemble dérivé F' de F,
relativement & E, sera l'ensemble de tous les points d’accumulation de F'.
Tout point de F' qui n’est pas un point d’accumulation de F, sera dit point
isolé de F. Si F! C F, F sera dit fermé. Si F' D F, F sera dit dense en soi.
F ayant au moins deux points sera dit dense (au sens absolu) si tout point
a de F est un point d’accumulation aussi bien de (.,a)g si {.,a)r D 0 que
de (a, )F si (a,.) DO.

G, H étant deux sous-ensembles de E, on dira que G est partout
dense sur H si G D H3. Sous la méme hypothése, on dira que G, H sont
mutuellement connezes® si GH + GH D 0.

Un sous-ensemble F' de E sera dit conneze si, en le décomposant

d’une maniere quelconque en deux sous-ensembles, ceux-ci sont mutuelle-

ment connezes®.

Convention 2. Sauf mention expresse du contraire, tout ensemble
8

ordonné composé d’un seul point sera considéré comme non-connexe®.
Remarque. D’apres ce qui précede, on doit distinguer les espaces or-
donnés des ensembles ordonnés ou, comme on les appellera dans le second

"Sur la théorie des ensembles finis, voir A. Tarski, Fund. Math. 6(1922), p. 45-95.

8Pour la terminologie, voir M. Fréchet, Espaces abstraits, Paris, 1928, p. 173 et 288;
W. Sierpinski, Nombres transfinis, Paris, 1926, chap. VII; et F. Hausdorff, Grundzige der
Mengenlehre, Leipzig, 1914, p. 474. Ces trois livres seront désignés, dans ce qui va suivre,
respectivement, E.A., N.T. et G.M.
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chapitre, ensembles monotones, un espace ordonné étant un ensemble or-
donné dans lequel 'opération de dérivation, qu’on vient de définir, des sous-
ensembles de F est donnée (ou ce qui revient au méme, si I’on se donne
'opération de faire correspondre & tout F C E un F C E). Cette remarque
sera utile dans la suite®.

10. Chaque décomposition de E en deuz portions disjointes sera ap-
pelée coupure de E. Excepté le cas ol l'une des portions en question est
vide, on voit que 'une d’elle est & gauche de I'autre. Sil'une d’elles est vide,
on aura deuz coupures différentes suivant qu’on prend la portion vide pour
la portion gauche ou droite et alors I’ensemble E lui-méme pour portion
droite ou gauche. Alors la portion qui est & gauche de 'autre, sera appelée
composant inférieur de la coupure en question, ou (portion & gauche de la
coupure).

P étant une portion de E, la coupure P de E signifiera la décompo-
sition E = A+ P+ B, A < P < B c’est A dire la décomposition E =
(,P)e+P+(P,)E.

On dira qu’une coupure de F ouvre une lacune de E (ou dans F) sila
portion & gauche de la coupure n’a pas un dernier élément et si sa portion
droite n’a pas un premier élément; si, de plus, les deux portions sont non-
vides, la lacune correspondante sera dite intérieure. Si E a au moins une
lacune, il sera dit lacunaire; dans le cas contraire, F sera dit non-lacunaire.
L’ensemble vide sera considéré comme lacunaire. On dira que la coupure
AB de E est engendrée par le saut AB ou ab de E si a est le dernier point
de A et b le premier point de B.

11. D’une maniére générale, tout couple de points différents a, b de E
entre lesquels il n’y a aucun point de E c’est & dire qui sont tels que (a,b)g =
0, sera appelé un saut de E; les deux points seront appelés extrémités du
saut. Si les extrémités d'un saut de E sont points d’accumulation de E,
le saut sera dit de seconde espéce. Tout saut qui n’est pas de seconde
espéce, sera dit de premiére espéce (Cf. la définition des nombres ordinaux
de premiere et de seconde espéce dans le §2).

12. Un ensemble ordonné dense et non-lacunaire sera dit continu.

P étant une propriété quelconque d’intervalles, on dira que E posséde
partout la propriété P ou que E posséde totalement la propriété P, si tout in-
tervalle non-vide de E possede la propriété P. On saura alors la signification
des notions: partout lacunaire, totalement non-connexe, etc.

9Cette remarque est due & M. Fréchet.
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13. G, H étant deux sous-ensembles non-vides d’un ensemble ordonné
E, on dira que G, H sont confinaur (coinitiaux) si ou bien ils ont le méme
dernier (premier) élément ou bien aprés (avant) tout point de G il y a un
point de H et aprés (avant) tout point de H il y a un point de G.

Si G, H sont coinitiaux et confinaux, ils seront dits coextensifs'C.

14. Deux ensembles ordonnés sont dits semblables si, entre leurs
points, on peut établir une correspondance bi-univoque conservant l'ordre
relatif des points.

A chaque F on fera correspondre un et un seul signe tE appelé type
ordinal de E. Le symbole tG < tH ou tH > tG voudra dire que G est
semblable & un sous-ensemble de H. On écrira tG = tH si tG < tH et
tG > tH. Enfin, le symbole tG||tH signifiera qu’aucun des signes tG < tH
et tH < tG n’ait lieu. Dans le dernier cas, on dira que tG et tH sont
incomparables'!.

Convention 3. Dans une certaine phrase, on dira, par abréviation,
type ordinal a au lieu de: tout type ordinal & qui substitué & o dans P ne
change pas le sens de cette phrase.

15. F étant un ensemble ordonné, soient E,, a parcourant F, les
éléments d'une famille d’ensembles ordonnés qui sont, pour des a différents,
deux & deux disjoints; alors l’ensemble-somme E = ) p E, signifiera la
réunion des points des F, ordonnée de maniére que les points d’'un méme
E conservent leur ordre primitif et E, < E, dans F suivant que ¢ £ b dans
F.

On posera tE = ) o tE,. A, B étant deux ensembles ordonnés le
produit (combinatoire) A X B de A et B est l'ensemble de tous les couples
(b,a), a € A, b € B ordonnés alphabétiquement (d’aprés le principe de
premiéres différences): ,

On posera (b',a') = (b,a) sib=b' et a = a’; on posera (V',a') < (b, a)
dans A x B suivant que ou bien b’ < b dans B ou bien b’ = b et ¢’ < a dans
A (cf. §8 5 et 13).

10G.M. p. 130.
L1Cf. G. Cantor, Gesammelte Abhandlungen, Berlin-Leipzig 1932 p. 282; et E.A.
p- 31 et suiv.
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§2. Sur les nombres transfinis
A. Nombres ordinaux.

1. Les types ordinaux des ensembles bien ordonnés s’appellent nom-
bres ordinauz ou simplement ordinauz'?. Tout nombre ordinal qui est un
point d’accumulation d’autres nombres ordinaux sera dit de seconde espéce.
Tout ordinal qui n’est pas de seconde espéce sera dit de premiére espéce. On
désignera par pa et on appellera puissance du nombre ordinal a la puissance
de ensemble de type ordinal a.

2. Un ordinal o étant donné, le type-limite T de a est défini comme
il suit!®: si o est de premilre espéce, alors Ta = a; si a est de seconde
espéce, 7o est la borne inférieure, relativement & ’ensemble des ordinaux,
des nombres ordinaux ¢ tels que o soit la borne supérieure d’une £-suite
d’ordinaux < o*. Si Ta = @, a sera dit régulier; si Ta < a, a sera dit
singulier. Si « est régulier et de seconde espéce, il sera appelé inaccessible!S.

Tout ordinal infini dont la puissance est supérieure 4 celle d’un ordinal
quelconque qui le précede, sera dit initial. Les nombres initiaux seront
désignés par:

wo, Wy, .- . Wa, ... pour tout ordinal « >0,

w = wy signifiant le plus petit ordinal initial et w, pour a > 0, désignant la
borne inférieure des ordinaux 3 tel que pf > pwe, € < c.

On posera pw, = R, et lira aleph a.

Pour la suite, il faut retenir qu’on posera:

TRy = TWA.

On parlera d’alephs R,, réguliers, inaccessibles, etc., suivant que le sont
les w, correspondants. Les alephs seront appelés aussi nombres cordinauz
transfinis (ou infinis).

12Pour la théorie axiomatique des nombres ordinaux, voir A. Fraenkel, J. Math.
155(1926), p. 129-158; J. von. Neumann, Math. Ann. 99(1928), p. 373-391.

131,a notion de T interviendra trés fréquemment dans le chap. II.

14Tout ensemble bien ordonné de type ordinal ¢ s’appellera aussi une g-suite.
Il est & remarquer que, a étant un ordinal, 'ensemble (., @) des ordinaux précédant o
forment une a-suite (voir N.T. p. 171).

15Concernant la théorie des nombres inaccessbles, voir A. Tarski, W. Sierpinski,
Fund. Math. 15(1930), p. 292-300; quant & leur existance et interprétation, voir E.
Zermelo, loc. cit. §§ 2 et 5.
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LEMME 1. Le type-limite Ta de tout ordinal o est un ordinal régulier
bien déterminé et tel que Ta < a.

COROLLAIRE 1. Tout nombre ordinal est ou bien singulier ou bien
régqulier.

LEMME 2. La borne inférieure de tout ensemble E d’ordinauz ap-
partient ¢ E. St pE < pry, 7 désignant la borne supérieure de E, alors
vye€E.

S’il s’agit des nombres cardinaux, le lemme précédent s’éconce comme
suit:

LEMME 2'. Soient E un ensemble quelconque de nombres cardinauz
et ¢ la somme de ceuz-ci; si pE < prc, alors le nombre cardinal ¢ appartient
a E.

Le lemme précédent interviendra assez fréquemment dans le chapitre
II.

3. E étant un ensemble d’ordinaux et -y sa borne inférieure, on dira
que @(a) est une fonction rétractante dans E si pour tout a € E, ¢(a) est
un nombre ordinal tel que ¢{yo) < 7o et (B) < B pour tout 8 € E — 0.

En rappelant que (., o) désigne ensemble des ordinaux < «, on a ce

THEOREME 1. Soient v un nombre ordinal de seconde espéce tel que
Ty > wy et p(a) une fonction rétractante définie dans (.,7); alors, i existe
un ensemble E C (.,7) avant v pour borne supérieure et tel que p(a) < E
pour tout o € E.

En effet, ou bien pour tout o < 7 il existe un nombre ordinal v(a) tel
que a < v(a) < v et que, pour tout 3 entre v(a) et v, on ait a < ¢(8) ou
bien il y a un ordinal o < 7 pour lequel un tel nombre v(a) n'existe pas.
Si le premier cas avait lieu, on poserait Sy =1, B,y1 = v(Ba), n =0,1,...
et fB,, = borne sup. f,; on voit quon aurait ¢(8.,) = Bu, €t Bue < 71,
contrairement & la définition de la fonction p{a).

Il y a donc un nombre, et soit oy le premier nombre ordinal £ < 7 tel
que, pour tout 3 entre £ et «y il y ait un nombre «a entre g et v tel p(a) < £.
En désignant par E 'ensemble de tous les o € (ap,7) tels que o) < ay,
on voit que E satisfait aux conditions du théréme.

COROLLAIRE 2. 7y étant un nombre initial régulier non-dénombrable et
p(a) une fonction rétractante définie pour tout o < 7, il existe un nombre
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ay < 7 et un ensemble E C (.,7) ayant vy pour borne supérieure tel que
o(a) = ap pour tout o € ES.

Ce corollaire exprime une propriété intéressante des nombres ordinaux,
4 savoir que la fonction inverse de chaque fonction rétractante définie pour
tout a < v, v étant initial, régulier et non-dénombrable, posséde une infinité
de puissance pry de déterminations différentes.

THEOREME 2.  Tout ensemble ordonné non-vide n’ayant pas un
dernier point est confinal avec un et un seul nombre initial régulier (voir la
convention 1.3)'7.

COROLLAIRE 3. Le type-limite T d’un nombre ordinal de seconde
espéce est le nombre régulier avec lequel l'intervalle gauche a est confinal®®.

B. Nombres cardinaux.

On sait que, en admettant le fameux axiome de M. Zermelo, on peut
démontrer que toute puissance infinie est égale & un seul aleph'®. En parti-
culier ¢, 8 étant deux ordinaux quelconques, on peut écrire:

1) Nh? =R,

-« étant un ordinal déterminé, d’une maniére unique.

Cependant, on ne connait aucun triple d’ordinauzr vérifiant U’équation
1). Tout ce qu’on peut dire dans P’état actuel des Mathématiques c’est ce:
q

18Ce corollaire est dii, pour ¥ = w1 & M.P. Alexandroff et P. Urysohn (voir Proc.
Ac. Si., Amsterdam, Eerste secttie, Deel XIV n® I, 1929 p. 95).
Une fonction rétractante est le pendant logique aux fonctions telles que ¢(a) > a pour
tout ordinal a. Si on appelle fonction normale chaque fonction uniforme ¢(o) définie
pour tout a et telle que w(a) < ¢(B) si a < B et ¢ (borne sup. E) = borne sup. ¢(a) E
étant un ensemble quelconque d’ordinaux, on démontre qu’il y a de “valeurs critiques”
de p(a) telles que @(a) = a (voir O. Veblen, Trans. Amer. Math. Soc. 9(1908), p. 280;
et G.M. p. 114). Par exemple, la fonction ¢(a) = we est une fonction normale et tout
nombre ordinal inaccessible est une valeur critique de wq; la réciproque n’a pas lieu (N.T.
p. 226). Cependant, M.E. Zermelo a construit une fonction normale dont 'ensemble des
valeurs critiques coincide avec ’ensemble des ordinaux inaccessibles (loc. cit. p. 34).

17Ce théoréme est di a M. Hausdorff (G.M. p. 142).

18 A peine faut il rappeler que cela veut dire 'ensemble des ordinaux < a. De
méme, (a, ) voudra dire V'intervalle a8 de 'ensemble des nombres ordinaux, etc.

9N.T. chap. XII. La réciproque est aussi vraie: si toute puissance est un aleph,
I'axiome de Zermelo est démontrable. Rappelons aussi ce théoréme de Hartogs: la compa-
rabilité de deux puissances quelconques est une proposition logique équivalente & 'axiome
de Zermelo (N.T. chap. XII),
Pour la théorie axiomatique des puissances, voir E. Zermello, Math. Ann. 65(1908), p.
261-281.
Cf. aussi la notion axiomatique de tE dans la définition 1.14.
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THEOREME 3. Si Ny? = Ry, alorsa <, B<yetTB#T17y.
On se contentera de prouver que 73 # 7v. Pour cella, il suffit de
démontrer ce:

LEMME 3. Pour tout ordinal a, on a Rym= > R,.

Rrp

En effet, si dans (1), on avait 78 = 7y on aurait (Nzﬁ) = N,}:"’ et

par conséquent, Na? serait égal 3 la fois & R, et Nf{,’“’ ce qui est, d’aprés le
lemme 3. Distinguons deux cas:

1° o est régulier: 7a = a. Puisque R} = 2% si u, v sont deux
ordinaux quelconques tels que p < 1?9, l’megahte 4 démontrer se réduit 3
I'inégalité classique de Cantor, & savoir que 2% > R, pour tout ordinal v.

2° « est singulier. Soit

a = borne sup. og, ¢ < o,§ < Ta les o étant croissants.

On a donc Ree < R, et d’aprés le théoreme de Konig-Zermelo-
Jourdain®!, on a 3 Rye < RET,

Puisque Zg <ra ot = Ro et pTa < R.4, le lemme est démontré.

alaT

L’hypothése que 2% = R; étant Ihypothése du continu?? 'hypothése
que, m étant une puissance quelconque infinie, il n’y ait aucune puissance
n telle que m < n < 2™ s'apelle I’hypothése du continu généralisée®® ou

Uhypothése de Cantor; elle sera désignée par (G). Sous cette hypothese, on
peut démontrer ce

THEOREME 4. 1° Si a < B, alors Ra® = Ngy;.
2° sia > fB,7a > 70, alors RN = RNyt

3° sia+1< B, aors o8, = Rops.

20N.T. p. 220.

21N.T. §55.

22Voir le livre récent de H. W. Sierpirski, Hypothése du Continu, Warszawa, 1934,
qui commence par cette phrase: “La question si I'ainsi dite I’hypothése du continu est vraie
ou non appartient aux problémes les plus difficiles de la mathématique contemporaine”.
M. D. Hilbert a donné une esquisse de démonstration de ’hypothese du continu, mais nous
ne savons pas si, ni,ng... étant une suite d’entiers, le procédé itératoire de M. Hilbert
finit par engendrer la suite n1,ng ... Cest & ce point de vue que sa démonstration reste
inachevée (voir Math. Ann. 95(1925), p. 161 et suiv. en particulier p. 186 et suiv.; aussi
W. Ackermann, Math. Ann. 99(1928), p. 118). Voir V'opinion de M. N. Lusin dans le
livre de M. Sierpinski p. 3 et 4.

23Voir le livre précité de M. Sierpinski.
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4° sia > B,7a =ws, B < 5, alors RY® = R,.
5 sia>B,7a=uwsB >0, aors Na® = Rop12d.
THEOREME 5. Si 2% =Ry, alors, RRo < R, .., pour tout o>,
Dans la suite, on aura besoin de ce:
THEOREME 6. Pour tout nombre ordinal o, on a
(2) > 2% = 2Pu,
{<wat1
Sous Uhypothése généralisée du continu, on a ZK% 278 = puw,.
En effet, pour tout £ < wqy1, on a 2P¢ < 2P¥a: par conséquent,

< Y <o Ry

E<wa+t

Puisque 2% > R, 126, 'égalité (2) devient évidente. Sous ’hypothese (@),
on a 2%e = R,y et, par conséquent, aussi ZK% 278 = puw,.

§3. Propriétés élémentaires des espaces et des ensembles ordonnés
Dans ce §, F désignera un espace ordonné, F,G,... des ensembles,
a,b,... des points de E.
L

LeMME 1. Si F R G signifie que F et G sont coeztensifs, le signe R
est une relation classifiante (Déf. 1.2, 1.13).

LEMME 2. F étant une famille finie d’ensembles de E, la somme
S F est confinale avec un élément de F.

IL.

LEMME 3. P étant une portion de E, on a
(1) E=(,P)+P+(P,),(,P)<P<(P.).

24Le théoréme est di 2 M.A. Tarski, Fund. Math. 6(1925), p. 1-14, en particulier
p- 9 et 10. Aussi le chap. VII du livre précité de M. Sierpinski.

25Voir la Note des C.R. Acad. Sci. Paris 198(1934), p. 703 o1 une généralisation
est donnée. La démonstration paraitra ailleurs.

26 Bien entendu en admettant 'axiome de Zermelo.
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Si P D 0, cette décomposition est déterminée d’une maniére unique;
si P = 0, toute coupure de E peut étre mise sous la forme (1) (voir déf. 1.5,
1.6, 1.10 et la convention 1.1).

LEMME 4. Chague famille de portions droitres de E est une famille
monotone d’ensembles (voir la déf. 1.4),

LEMME 5. La partie commune de chaque famille de portion de E est
une portion de E (qui est en général vide). ’

LEMME 6. F étant une famille de portion de E deuz 4 deuz non-
disjointes, la somme 3, F est une portion de E.

LEMME 7. F étant une famille finie de portions de E telles que
11F D0, F contient deuz éléments My, My tels que My + My =5 F.

En effet, d’aprés le lemme 2, F contient un élément M;(M,) qui est
coinitial (confinal) avec } F. Puisque, par hytpothese, [[F D 0, soit
z € MjM,. Alors, en posant F = 3 F, il est clair que (., z)F DO My,
(z,.)r D M et, par conséquent, F' = M; + M, c.q.fd.

Il est & remarquer que le lemme 7 ne subsiste pas nécessairement si F
est infinie®?.

111

LEMME 8. $i F C G, alors F' C G' et F C G. Si F est fini, alors
F'=0.

LEMME 9. Les ensembles F', F' sont fermés et par suite F = F?8,

LEMME 10. F étant fermé et F D H, alors F D H.

LEMME 11. Si F R G signifie que F' est partout dense sur G, R est
une relation réflexive et transitive; en général, elle n’est pas symétrigue.

LEMME 12. F étant partout dense sur G, tout point isolé de G ap-
partient ¢ F.

LEMME 13. P étant une portion de E, ’ensemble P — P est composé
au plus de deuzx points de E: de la borne inférieure et de la borne supérieure
de P relativement & E.

27Le lemme 7 est dG & M. A. Denjoy qui s'en est servi dans la théorie de la mesure
des ensembles (Cf. la notion de "couvertures strictes d'intervalles”, loc. cit. p. 223-232).

287} est clair que F' veut dire G en posant G = F. Par conséquent, les espaces
ordonnés appartiennt & la classe des espaces (V) de M. Fréchet verifiant la condition
de M. Appert (voir, Appert, Actualités Sci. Indust. 145(1934), p. 12).
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LEMME 14. Pour qu’un espace ordonné ayant au moins deuz points
soit dense, i faut et il suffit qu’il n’ait aucun saut.

LEMME 15. Tout ensemble ordonné dense est dense en soi.

LEMME 16. Toute ensemble ordonné partout dense sur un ensemble
ordonné dense est dense en sot.

Iv. Principes d’inductions.

Dans cette section, T'(z) désignera une proposition logique qui est,
en y remplacant x par un point quelconque de E, ou bien vraie ou bien
non vraie; on dira pour abréger, que T'(z) est vraie ou non vraie pour un
X € E®.

1. On dira qu’un ensemble ordonné non-vide E admet le principe de
Vinduction linéaire, si la conclusion suivante a lieu:

HYPOTHESE. Soit T(z) une proposition logique quelconque vérifiant
les deuz conditions:

Ci: Il y a une portion gauche non vide Py de E telle que T(x) soit
yraie pour tout point x de Fy.

Cy: Si T(z) est vraie pour tout point ¢ € P, P étant une portion
gauche non-vide de E, il y a, si P C E, une portion gauche Q de E telle
que P C Q et que T(z) soit vrate pour tout = de Q.

CONSEQUENCE. La proposition T'(z) est vraie pour tout z de E.

2. On dira qu’un ensemble ordonné non-vide F posséde la propriété
Lebesgue-Khintchine®?, si la conclusion suivante a lieu:

HypoTHESE. Soit T(x) une proposition logique quelconque vérifiant
les conditions:

C1: Il y a une portion gauche élémentaire Py de E telle que T'(z) soit
vraie pour tout point de Py.

29voir N.T. p. 164. On peut dire que T(x) est une fonction univoque définie pour
tout z € E et ne pouvant admettre dans E que deux valeurs différentes au plus. Clest
donc la fonction caractéristique d'un sous-ensemble de E.

30Cf. H. Lebesque, Legons sur l'intégration, Paris, 1904, 105 et A. Khintchine,
Fund. Math. 4(1923), 164-166. Voir aussi T.H. Hildebrandt, Bull. Amer. Math. Soc.
32(1926), p. 430, qui au lieu des conditions C, C} pose ces deux conditions:

K;: 11y a un point pour lequel T(z) est vraie;

Kj: Si T(z) est vraie pour tout point de E précédant un point ' de F, il y a
un point y de E tel que ¢’ < y et que T(y) soit vraie. D’aprés M. Hildebrandt, cette
définition serait équivalente avec la définition 2, ce qui n’est pas exact (voir la note 5).
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Ch: Si T(z) est vraie pour tout point z de P, P étant une portion
gauche élémentaire non-vide de E, il y a, st P C E, une portion gauche
élémentaire Q de E telle que P C @ et que T(z) soit vraie pour tout = de

Q.
CONSEQUENCE. La proposition T(z) est vraie pour tout point de E.

3. On dira qu'un ensemble ordonné non-vide E admet le principe de
Pinduction compléte?, si F a un premier élément et si la conclusion suivante
a liew:

HYPOTHESE. Soit T(z) une proposition logique quelconque vérifiant
ces conditions:

C?: a désignant le premier point de E, T(a) est vraie;

C3: b étant un point de E tel que T(zx) soit vraie pour tout point de
Uintervalle gauche a de E, T(z) est encore vraie pour le point a de E;

CONSEQUENCE. T'(z) est vraie pour tout z € E.

Convention 1. L’ensemble vide posséde la propriété de Lebesgue-
Khintchine et admet le principe de V'induction linéaire ainsi que celui de
Pinduction compléte.

THEOREME 1. Toute ensemble ordonné admet le principe de linduc-
tion linéare.

Soient: E un ensemble ordonné non-vide, T'{x) une proposition logique
quelconque vérifiant les conditions C;, Cq, et F la famille de toutes les
portions gauches de FE pour tout point desquelles T'(z) est vraie. Il s’agit
deprouver que E€ F. Si E ¢ F, soit P=3_F. Wl est clair que P € F et
d’apres la condition Cs, il existerait une portion gauche @ de E telle que
P C @, Q € F ce qui est absurde a cause de la définition de P. On a donc
E e F. cq.fd

THEOREME 2. Pour qu'un ensemble ordonné admette le principe de
Dinduction compléte, il faut est il suffit qu’il soit bien ordonné.

Nous nous contentons de prouver que la condition est nécessaire. De
plus, a cause de la convention précédente, on peut supposer que £ D 0.
Soit done E un ensemble ordonné ayant un premier point a et admettant le
principe de I'induction compléte. Si E n’etait pas bien ordonné, il existerait
un sous-ensemble non-vide F de E n’ayant pas un premier point. z étant
un point de E, désignons par T(z) la phrase “z précéde tout point de F”.
11 est manifeste que la condition C? est remplie; d’autre part, si T'(z) c=t
vraie pour tout z de FE précédant un certain point b de E, il est clair
T'(b) est encore vraie, sans quoi b serait le premier point F, contrairem




30 A. Theory of Partially Ordered Sets

la supposition. Bref, la condition CJ est aussi vérifiée. En admettant, par
hypotheése, le principe de l'induction complete, la proposition T'(z) serait
vrale pour tout € & ce qui est absurde. Done E est bien ordonné.

THEOREME 3. Les quatre hypothéses suivantes sur un ensemble or-
donné non-vide E sont logiquement équivalentes:

a. F posséde la propriété de Lebesgue-Khintchine;
B. E est sans aucune lacune intérieure (définition 1.10);

v. Tout F non-vide borné inférieurement dans F a une borne inférieure
dans E (définition 1.7);

8. Tout F non-vide borné supérieurement dans E a une borne supérie-
ure relativement & E (définition 1.7).

11 suffira de prouver cette chaine de conclusions logiques:3!

a—+f—-7-26—>a

a — (3. Supposons qu'il existe une lacune intérieure AB de E c’est-a-
direque A< B,AD0,BD>0,et A+ B=FE.

Désignons par T'(z), z étant un point de F, la phrase “z appartient &
A”. Puisque A D 0, la condition C} est satisfaite; puisque, par supposition,
A n’a pas un dernier élément, T'(z) vérifie aussi la condition C et & la suite
de 'hypothése a, la proposition T'(z) serait vraie pour tout z € E donc en
particulier pour tout point de B, ce qui est absurde.

B — v. F étant borné inférieurement dans E, on a A D 0, A désignant
Pensemble de tous les points a € F tels que F C (a,.)g. L’inclusion 8 —
étant évidente si F' a un premier point, supposons que F' n’a pas un premier
point et que F D 0. Par conséquent, ’ensemble B = E — A est aussi non-
vide et n’a pas un premier point. A cause de 'hypothése 3, ’ensemble A a
un dernier point, soit a € E; et alors, on voit sans peine que a est la borne
inférieure de F relativement a E.

v — 6. F D 0 étant borné supérieurement dans F, soit B I'ensemble
de tous les a € E tels que F C (.,,a)g. 1l est évident que B est une portion
droite de E. Le dernier point éventuel de F étant sa borne supérieure,
supposons que F' n’a pas un dernier point. L’ensemble B étant non-vide et
borné inférieurement dans F, soit b la borne inférieure de B relativement &

31X, Y étant deux hypothéses ou deux propositions logiques, le symbole X — Y
voudra dire que Y est une conséquence logique de X ou “si X alors Y. Si X — VY et
Y — X, on dira que X, Y sont équivalentes.

Le signe X — Y voudra dire “prouver que X — Y.
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E dont 'existence est assurée par I’hypothése 4. On prouve facilement que
b est alors la borne supérieure de F relativement & E.

d = a. T(r) désignant une proposition logique quelconque vérifiant
les conditions C}, C} désignons par P l’ensemble de tous les points z de E
pour lesquels T'(z) est vraie. A cause des conditions C}, G}, I'ensemble P
est une portion gauche non-vide de E*2. Si P = F, il n’y a rien & démontrer.
Supposons donc que G =F—P 50. Onaalors P< G, PO 0, G DO0.
Autrement dit, la portion P serait bornée supérieurement et, a la suite de
Ihypothése 6, aurait une borne supérieure relativement & F, soit a E. A
cause de la condition C} on a a non € P, on aurait donc a € G. On voit
que P = (,a)g et & la suite de la condition C}, il existerait une portion
gauche élémentaire Q de E telle que P D Q et que T'(z) soit vraie pour tout
point de Q. Puisque b € @, on aurait b € P, ce qui est incompatible avec
la supposition que b € @ et P < G. Ainsi le théoréme 3 est complétement
démontré.

V. Ensembles et espaces ordonnés non-lacunaires.
THEOREME 4. Pour tout ensemble ordonné non-lacunaire, les hy-
pothéses a, B, v, § du théoréme 3 sont verifiées.
C’est une conséquence immédiate du théoréme précedent.
THEOREME 5. Les cing hypothéses suivantes sur un ensemble ordonné
non-vide E sont logiquement équivalentes:
a. F est non-lacunaire;

8. Tout sous-ensemble non-vide de E a une borne inférieure et une
borne supérieure relativement a E;

v. 1° E est limité, 2° chaque portion de E est une portion élémentaire
de F;

§. 1° E est limité, 2° F étant une famille quelconque de portions
(élémentaires) de F deux & deux non-disjointes, l’ensemble > F est une
portion élémentaire de E;

€. F étant une famille monotone®® non-vide quelconque de segments
de E, l'ensemble II F est un point ou un segment de E.

La démonstration du théoréme consistera 4 prouver cette chaine de
conclusionsa = 8 > v—4d =2 e— a.

32(’est cette conclusion qui est fondamentale dans tout le raisonnement; or il est
clair qu’elle n’est pas une conséquence des conditions ki, k2 de la note (4).
33voir la définition 4.1.
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a — . Prouvons, par exemple, P’existence de la borne supérieure de
F relativement 4 E. En désignant par A la portion gauche de E confinale
avec F, considérons la coupure A de E (voir la définition 1.10). Si A a
un dernier point, 'ensemble B = E — A a un premier point b, sans quoi
on aurait la lacune AB de F contrairement & ’hypothése. Or, on prouve
facilement que le point b de F est alors la borne supérieure de E.

D’une fagon analogue, on démontre que F a une borne inférieure rela-
tivement & E.

B — ~y. P étant une portion non-vide de E, soient ap, bp la borne
inférieure et la borne supérieure de P relativement & F; on s’apercoit que P
admet une (et une seule) des représentations: [ap, bp), [ap, bp), (ap, bp]
et (ap, bp). Si, en particulier, P = E, on a E = [ag, bg| et ag, br sont
respectivement la premier et la dernier point de E.

~v — 4. Voir le lemme 6.

d = ¢ H désignant la famille des segments droits z de F, z par-
courant ’ensemble des extrémités droites des éléments de F (F ayant la
méme signification que dans ’hypothése €), posons H = 3" H.

La famille H étant monotone (lemme 4) et non-vide (parce que d’aprés
Ihypothése 8§, E est limité), Pensemble H est, d’aprés I’hypothése §2, une
portion élémentaire de E. En désignant alors par h l'extrémité gauche de
H, on s'apercoit que h est le dernier point de [[F. De la méme facon,
on prouve que [[F a un premier point g. On a alors [[F =g = h ou

[IF=1g, Al

€ = a. A, B, étant respectivement le composant inférieur et le com-
posant supérieur d’une coupure 0 de F, au moins 'un d’eux est non-vide,
soit A D 0. En désignant par F la famille des segments droits = de E, z
parcourant A, soit g le premier pont de [[F. Si g € A, g est le dernier
point de A, si g € B, g est le premier point de B. L’existence de g étant
assurée par ’hypothése ¢, 'ensemble E est donc non-lacunaire.

Ainsi le théoréme 1 est completement démontré.

LEMME 16. Tout ensemble fermé non-vide F' d’un espace non-
lacunaire E est non-lacunaire.

En effet, considérons une coupure XY de F'. Puisque, par hypothése,
F D 0, au moins un des ensembles X, Y est non-vide, soit X. Si X a un
dernier point, il n’y a rien & démontrer. Si X n’a pas un dernier point,
la portion gauche A de E confinale avec X n’en a pas non plus et, par
conséquent, 'ensemble B = F — A a un premier point, soit b. Le point b
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est, on le voit, un point d’accumulation de X et par conséquent, F' étant
fermé, b € F donc b € Y. On s’apergoit aisément que b est alors le premier
point de Y. Autrement dit, F' est non-lacunaire.

COROLLAIRE 1. Tout ensemble fermé non-vide d’un espace non-
lacunaire est limité.

LEMME 17. F étant une famille quelconque d’intervalles d’un espace
non-lacunaire E telle que Y, F = E, la famille F contient une famille finie
Fy telle que Y. F, = E. Qu, dans la terminologie de M. Fréchet: tout
espace ordonné non-lacunaire posséde la propriété de Borel-Lebesgue (voir
le théoréme 6.2).

F étant une famille d’intervalles de E telle que ) F = E, disons,
avec M. Lebesgue, qu'un point £ de E est atteint s’il existe une famille
finte fz telle que f, C F et > fr D (., 5]g. Désignons par T'(z), = étant
un point de E, la proposition logique “z peut étre atteint”. On s’apergoit
immédiatemment que T(z) vérifie les conditions C} et C3 de la définition 2;
I’ensemble F, étant non-lacunaire, posséde la propriété Lebesgue-Khintchine
et, par conséquent, la proposition T'(z) est vraie pour tout z € E. En
particulier, le dernier point b est atteint par les éléments de f,: on a donc
o CF, Y fo = E puiss. f. < Rq.

A la suite des lemmes 16 et 17, on a ce

THEOREME 6. Tout ensemble fermé non-vide d’un espace ordonné
non lacunaire, posséde la propriété Borel-Lebesgue (voir le théoréme 6.2).

VI. Ensembles connezes.

LEMME 18. Tout ensemble ordonné conneze est dense.

En effet, E étant connexe, supposons qu'il ne soit pas dense; cela
voudrait dire, d’aprés le lemme 13, Pexistence de deux points consécutifs a,
b de E. Si par exemple a < b, posons G = (.,a], H =[b,.).

On s’apercoit que E =G+ H,G >0, H >0, GH + GH =0 ce qui
est contraire & la supposition que E est connexe.

THEOREME 7. Pour qu’un ensemble ordonné E soit continu, il faut
et il suffit qu’il soit limité et conneze.

On se contentera de prouver que la condition est nécessaire. E étant
continu, E est limité, sans quoi, si E n’avait pas un premier point par
exemple, E aurait la lacune OFE; démontrons de plus qu'il est connexe.
Supposons, par impossible que E ne soit pas connexe, donc

(1) E=G+H, G>0, H>0, GH+GH =0.
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Il s’en suit que
(2) GH=0, ¢ =G, H =H

Supposons que c’est G qui contient le premier point a de E, donc a
non € H. L'ensemble H étant, par suppositions (1) et (2), fermé, posséde,
d’apres le corollaire 1, un premier point, soit 6. Il est évident que a < b,
(a,b) C G. Or, E étant continu, donc en particulier dense, le point b serait
un point d’accumulation de (a,b) donc aussi de G et a la suite de (2), on
aurait b € G. On aurait donc b € GH, contrairement & (2).

THEOREME 8. Pour qu’un ensemble ordonné soit conneze, il faut et
il suffit qu’il soit dense et sans aucune lacune inférieure.

THEOREME 9. E étant un ensemble conneze, les hypothéses a, 8, v,
& du théoréme 8 sont vérifides.

THEOREME 10. Pour qu’un sous-ensemble F d’un ensemble conneze
E soit conneze il faut et il suffit ¢’ soit une portion de puissance > 1 de E
(voir la convention 1.2).

Nous nous contenterons de prouver que la condition est nécessaire. En
effet, soit F' un sous-ensemble connexe de F; il s’agit de prouver que F est
une portion de E. Si F n’étant pas une portion de F, on aurait deux points
a, bde F tels que ¢ € (a,b), ¢ ¢ F. En posant alors G = (,,¢)r, H = (¢, .)F,
on voit que F = G+ H, G20, H D 0et GH + GH = 0; par conséquent,
F ne serait pas connexe, contrairement a la supposition.

VII. Prolongements et réduction d’ensembles et d’espaces ordonnés.

5) E étant donné, |F désignera 'ensemble ordonné déduit de E en
comblant chaque lacune de F par un élément (Remplissage de lacunes3* de

34Voici un procédé concret de remplissage de lacunes de E. Une famille non-vide
C d'intervalles non-vide de E sera dite chaine fondamentale d’intervalles de E si ces trois
conditions sont vérifiées: 1° vivz D 0 pour tout v1 € C, v2 € C; 2° [[C =TIC, C
désignant la famille des fermetures , v € C. 3° p[[C =0o0ul. Sip[][C =1, on dira
que C converge vers le point [JC. Si p]]C = 0, C sera dite divergente.

Deux chaines fondamentales C*, (i = 1, 2) sont dites équivalentes, en signes C! ~
C?, si pour tout v! € C! et tout v? € C?, on ait v'v2 D 0. On démontre que le signe ~
est une relation de classification et que deux chaines fondamentales équivalentes sont 4 la
fois ou bien divergentes ou bien convergentes et que, dans le dernier cas elles convergent
vers le méme point de E. A la suite du lemme 1.1, ensemble des chaines fondamentales
peut étre partagé en faisceaux de chaines fondamentales. Si l'on pose, ¢!, ¢? étant deux
faisceaux différents, ¢! < ¢? si 3’ ¢! contient un élément précédant un élément de 3°’ ¢?
(voir la note 1.2) et si 'on substitue a au lieu de ¢ si 5’ ¢ converge vers a, on s'assure que
I’ensemble ainsi obtenu est ordonné et ”coincide” avec I’ensemble IE. (Cf. La Note des C.
R. 198, 1934; p. 882). On prouve facilement ce théoréme: Pour que E soit non-lacunaire,
il faut et il suffit que chaine fondamentale d’intervalles de E soit convergente.
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LE désignera un ensemble qu’on obtient de E en y supprimant un
sous-ensemble quelconque de points ne remplissant aucune portion de puis-
sance > 1 de E.

sE désignera ’ensemble ordonné obtenu en plagant dans chaque saut
de E un ensemble ordonné ayant le type A de I’ensemble des nombres réels
(Remplissage de sauts de E).

SE désignera un ensemble ordonné qu’on obtient de E en lui enlevant
une certaine famille d’intervalles deux 4 deux disjoints et ayant, tous, le
type ordinal A.

6) uE désignera l'ensemble ordonné qu’on obtient en comblant chaque
lacune AB de F soit par deux points soit par un seul point, suivant que la
lacune est intérieure ou non-intérieure.

a parcourant I’ensemble de points d’accumulation bilatérale de E, v E
désignera ’ensemble ordonné qu’on déduit de E en intercalant un point, soit
entre a et (.,a)g, soit entre a et (a,.)p. Le signe V E désignera un ensemble

qu’on obtient en supprimant une extrémité de chaque saut de seconde espéce
de E.

wE désignera le sur-ensemble ordonné de E qu’on obtient en inter-
calant un point entre les composants de chaque coupure AB de E telle que
ou bien A a un dernier point qui est alors non-isolé du c6té droit ou bien B
a un premier point qui est alors non-isolé du c6té gauche.

LEMME 19. E étant non-vide, l’ensemble |E est non-lacunaire. Si
p E > 1, 'ensemble sE est dense.

LEMME 19'. Pour que lE soit continu, il faut et il suffit que E soit
dense.

LEMME 19”. Sip E > 1, les ensembles s(LE) et l(sE) sont continus et
semblables. Par conséquent, tout ensemble ordonné est continu dans un en-
semble ordonné continu. Ainsi, la théorie des ensembles ordonnés continus
peut se déduire de la théorie des ensembles ordonnés continus.

LEMME 20. Si E est dense (conneze), I’ensemble vE est dense en
soi (et totalement non-conneze). Si E est dense en soi, 'ensemble VE est
dense.

LEMME 21. L’ensemble E est partout dense sur lE, uE, vE et wE.
Soit j une des lettres [, u, v, w, considérons jE. Si E = jE, il n'y a
rien & démontrer; supposons donc que E C §E. Soient alors m un point de
jE - E et J un intervalle de jE contenant le point m; il s’agit de prouver
que EJ D 0. Nous nous contenterons de le prouver dans le cas oll j = w.
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Considérons seulement le cas ou m n’est pas une extrémité de wE. En
posant A = (,m)g, B = (m,.)g,onaura E = A+ B, A< B, ADJ,
B D 0. Par conséquent, ou bien A aura un dernier point, a, non-isolé du
coté droit, ou bien B aura un premier point, soit b, non-isolé du c6té gauche.
Examinons le premier cas. Désignons par d extrémité droite de 'intervalle
J. Si d n’existe pas, cela veut dire que J est un intervalle droit de wE
et par conséquent EJ DO B. Si d existe et appartient & E, on voit que
O C (a,d)g C J; sid € wE - E, on posera A; = (.,d)g, By = (d,.)g- On
obtient ainsi une nouvelle coupure de E différente de la précédente et on
voit que O C A; — A, C J.

Le second cas ou B a un premier point pouvant &étre traité d’une
maniére analogue, on a bien démontré que E est partout dense sur wE.

COROLLAIRE. L’ensemble jE-E, (j = l,u,v,w), est ou bien vide ou
bien composé de points d’accumulation de jE (voir le lemme 11).

LEMME 22. Pour qu’un point a € E soit un point d’accumulation,
relativement d jE, (7 = l,u), d’'un F C jE, il faut et il suffit que a soit un
point d’accumulation, relativement ¢ E, de l’ensemble EF.%

LEMME 23. Tout ensemble ordonné partout dense sur E est encore
partout dense sur l’ensemble ordonné uE + vE.36

LEMME 24. Tout point a de E est un point isolé de Uensemble wE.

La démonstration des lemmes 22, 23 et 24 ne présentant, aucune espéce
de difficulté, on va prouver ce

THEOREME II. a) lE est le plus petit sur-ensemble non-lacunaire de
E s’est-da-dire il n’y a aucun ensemble non-lacunaire M tel que E C M CIE.

B) uE +vE est le plus grand ensemble ordonné H contenant E, avec
son organisation respective de points, comme une partie de H partout dense
sur H.

v) uE+wE est le plus grand ensemble ordonné sur lequel E est partout
dense.

Nous nous contenterons de prouver la partie 8 du théoréme IL

Tout d’abord, d’aprés le lemme 22, Pensemble uE + vE contient E
avec son organisation respective de points; de plus, & la suite du lemme 21,
Pensemble E est partout dense sur uE + vE.

350n dira, pour abréger, que J E contient E avec son organisation relative de
points.
364 E + vE désigne V'ensemble ordonné de la réunion des ensembles uE et vE.
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Supposons, d’autre part, 'existence d’un ensemble ordonné M tel que
1° M CuE +vE, 2° E est partout dense sur M, 3° M contient E avec son
organisation respective. m étant alors un élément de M — uFE — vE, posons
A= (,m)g, B={(m,.)g. On voit que A, B sont portions d’une lacune
intérieure de E. On a les quatre cas:

I) A a un dernier point a, B a un premier point b. Ce cas n’est pas
possible parce que (a,b)as contiendrait au moins le point m de M sans
contenir aucun point de E, contrairement & ’hypothése que E est partout
dense sur M.

IT} A a un dernier point ¢, B n’a pas un premier point bien que B C 0.
Autrement dit, le point a serait un point d’accumulation, relativement a E,
de 'ensemble B sans qu’il soit un point d’accumulation, relativement & M,
du segment droit m de M bien que E. [m,.)y = B, ce qui est contraire
a T'hypotheése que M contient E avec son organisation respective de points
(voir ?) et le lemme 22).

I} A n’a pas un dernier point bien que A 2 0, B a un premier point
b. Ce cas est traité comme le cas précédent.

IV) A n’a pas un dernier point bien que A C 0, B n’a pas un premier
point bien que B C 0. En vertu de sa définition, ’ensemble uE contient
deux points p, g entre A et B. En considérant alors I’ensemble composé des
points m, p, g, on s’apergoit qu’au moins un de ceux-ci serait isolé dans M,
ce qui est absurde.

Ainsi le Théoréme II est complétement démontré.

Remarque. On peut prouver sans peine que tout ensemble ordonné
peut étre déduit & partir d’une paire ordonnée P par des combinaisons (finies
ou transfinies) des procédés {, L, s, S, u, v, V et w. Par exemple, 1 + A+ 1
est le type ordinal de s P; n étant le type ordinal des nombres rationnels,
on an = SsP, etc.

§4. Familles monotones d’ensembles

La relation d’inclusion C (ou D) entre ensembles étant une relation
d’ordre, le but de ce § sera de comparer les relations C et <.

1. Une famille d’ensembles sera dite monotone si ses élémentes sont
deux & deux toujours en relation D [ce qui revient au méme toujours en
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relation CJ, la famille vide sera, aussi bien que chaque famille composée

d’'un seul ensemble, considérée comme monotone®”.

Dans ce § la lettre F désignera une famille monotone d’ensembles
ordonnés par rapport d la relation D qu’on lira "contient au sens strict”
et c'est sous cette convention qu’on emploiera le langage, établi dans les
§ précédents, des ensembles ordonnés. Toutefois, remarquons que, dans le
cas actuel, I’ensemble vide jouera un réle concret et s’il appartient & F,
succédera & tout autre élément de F.3¥

2. L’ensemble Y F sera désigné par Mz ou M et appelé base de F.
La famille de tous les sous-ensembles de M ('ensemble vide y compris) sera
désigné par U M.

Sia€e Mz, be Mg,

(P) lesigne a < b voudra dire Pexistence d’'un X € F tel que a ¢ X,
be X,

(Q) le signe a ~ b voudra dire que tout élément de F contenant a
contient b et tout élément de F contenant b contient aussi a; alors on a aussi
b~ a.

On observe qu’on a dans tous lescas a <boub<aoua~b.

F sera dit un ordre de M si a ~ b n’est vrai pour aucun couple de
points différents de M. Sip M =0 ou 1, F sera dit encore ordre de M.

3. F étant une famille monotone, le signe F désignera la famille des
ensembles > f, [ f, f parcourant la classe de sous-familles non-vides de
F.

Un saut de F sera dit large si ’ensemble-différence de I'extrémité
gauche et de 'extrémuité droite du saut est composé d’au moins deux points.
De plus, si F a un dernier élément B de puissance > 1, le couple B0 sera
encore appelé un saut large de F.

On désignera par ¢F une famille d’ensembles qu’on obtient en ad-
joignant & la famille F une famille d’ensembles non vides X tels que: 1°

37 Autrement dit, pour qu’une famille d’ensembles soit monotone, il faut et il suffit
qu’elle soit ordonnée par rapport a l'un des signes D ou C. On voit maintenent pourquoi
on convient que C signifie " contenu au sens strict dans” au lieu de "contenu dans” parce
que dans le dernier cas, C ne serait pas une relation d’ordre, (Voir la notion de familles
ramifiées d’ensembles dans le § 8 B). Pour la théorie des familles monotones, voir C.
Kuratowski, Fund. Math. 2(1921), p. 161-172 et Fraenkel loc. cit.

38(Cette remarque aura, dans la suite, une grande importance. En parculier, si
F contient I'ensemble vide {0} comme un élément, on aura F + {0} = F. (On écrira
quelquefois {0} au lieu de 0 pour marquer que {0} est obtenu par de certaines construc-
tions et joue, par conséquent, un réle qui différe du réle joué par 0 qui est le type abstrait
de tous les ensembles vides).
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tout X est entre les extrémités d’un saut large de F, et 2° pour tout saut -
large de F, il y a un seul X entre ses extrémités ( Remplissage de sauts larges
de F. Voir la déf. 3.5).

4. Une famille monotone F sera dite saturée s’il n’existe aucune famille
monotone & telleque 8 D Fet ) & =) F.

LEMME 1. @ étant une classe de familles monotones d’ensembles
dont les bases forment une famille monotone, la famille Z' d est monotone
(voir la note 1.2).

THEOREME 1. F étant donnée, F est une famille monotone non-
lacunaire contenant F comme une partie partout dense. On a F = F.3°

Le théoréme 1 sera démontré quand on aura fait la démonstration des
lemmes 2-6.

LEMME 2. F est une sur-famille monotone de F.

Que F C F, c’est manifeste; prouvons que F est monotone c’est-a-
dire que, A, B étant deux éléments différents de F, on ait ou bien A C B
ou bien A D B.

Logiquement, quatre cas sont & envisager:

1°A=3f, B=>g, f, g étant deux sous-familles non-vides de F.

En désignant par F, G un élément variable respectivement de f, g,
on a cette disjonction: ou bien pour chaque F il y a un G tel que F C G et
alors AC Boubienily a un F tel que FF € G donc F D G pour chaque
G, et alors A D B.

22 A=3f,B=]]g- Oubienilyaun F et un G telsque F 2 G
et alors A D B ou bien pour chaque G on a F 2 G donc F C G et alors
ACB.

3° A=]1f, B=>_g. Voir le cas précédent.

4 A=]1f, B=]]g.

Tout d’abord, on s’apercoit que pour F quelconque, on a ou bien
F C B ou bien F O B. Cect étant, ou bien pour chaque F,on a F D B et
alors A D Boubienily aun F tel que FF C B et alors A C B.

LEMME 3. F est partout dense sur F.

Si F = F, il n’y a rien & démontrer. Supposons 'existence d’'un A € F
- F. On voit qu’au moins un des deux cas a lieu:

A=T[(,A)x, A=3(4,.)r (voir la definition 1.5).

39Par définition, F = H, H = F.
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On voit aussi que dans le premier cas par exemple, tout intervalle
de F contenant A contient au moins un élément de la famille (., A)r; par
conséquent, A est alors un point d’accumulation de F, etc.

LEMME 4. F est non-lacunaire.

Tout d’abord, on voit que F est limité. D’autre part, supposons 'exi-
stence d’une lacune intérieure AB de F. En posant Ag = AF, By = BF,
Ay est (puisque F est partout dense sur F) une sous-famille non-vide de
F; donc A =[JAp, A€ F. On aou bien A € A ou bien A € B. On voit
que si A € A (A € B), A sera le dernier (premier) élément de A(B) et, par
conséquent, la coupure A B n’ouvrirait pas une lacune de F, contrairement
& la supposition.

LEMME 5. La famille F est la plus grande sous-famille monotone de
UMz sur laquelle F est partout dense.

Supposons Vexistence d’une famille monotone & telle que F C & C
U M et sur laquelle F serait partout dense. Si G € &-F, on voit que G ne
peut pas étre une extrémité de &. Par conséquent, en posant A = [](.,G)r,
B=3(G,.)r,ona A€ F, B € F. Ainsi, l'intervalle A B de & contiendrait
au moins 'élément G de & sans contenir aucun élément de F contrairement
a I’hypothése que F est partout dense sur &.

LEMME 6. F =F

Tout d’abord, d’apres les lemmes 3 et 4, F est une sur-famille mono-
tone de F sur laquelle F est partout dense; F étant partout dense sur 7, F
est partout dense sur F, F est partout dense sur 7 aussi. Alors, & la suite
de lemme 6, on ne peut pas avoir F D F.

THEOREME 2. Les quatre hypothéses suvantes sur une famille mono-
tone F sont logiqguement équivalentes:

a) F est saturée;

B) 1° {0} € F, 2° F n’a aucun saut large, 3°) F = F;

) Pour chaque coupure AB de F, ona: 1° [[A € F, 2° 3. B€ F,
3 p([TA-XB)=0oul;

8) 1° F est un ordre de Mz, 2° pour chaque coupure AB de F, on a
[JAeFetd BeF.

On va prouver cette chaine de conclusions: ¢ - 8 —> v > ¢ = a.

a — . L’ensemble vide étant contenu (voir la note 1.1) dans tout
ensemble, la conclusion @ — (1 est évidente; il en est de méme, vu le

théoréme précédent, de la conclusion o — $3. Pour prouver que a — 32,
on voit qu'il suffit de montrer ce
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LEMME 7. Pour chaque famille monotone F, o F est une sur-famille
monotone de F. Pour que F = oF, il faut et il suffit que F n’ait aucun
saut large.

B — . A étant une portion gauche quelconque de F, on a ou bien
A =0 et alors [JTA = F & cause de I'hypothése f1 ou bien 0 D A D F
et alors [TA = F & cause de §3. On a donc § — 1. De la méme facon,
on prouve que # — v2. Il nous reste & prouver que § — v3. En posant
A=T[A, B=3(F—A), on voit que A, B sont deux éléments consécutifs
de F et, par conséquent, sila condition 3 n’était pas réalisée, A, B, seraient
les extrémités d’un saut larg’e de F contrairement a 52.

v — 4. 1l s’agit de montrer que v — §1. Le cas ol pMr < 1 étant
évident, supposons que pMx > 1. 1l s’agit donc de prouver que, q, b, étant
deux points différents quelconques de M, on ait ou bien a < bou biena > b
(voir le définition (P)}). En supposant que b < a n’est pas vrai prouvons que

(1) a<b

Remarquons, tout d’abord, que sous I'hypotheése v, on peut démontrer
sans peine que

(2) {0yeF, F=F.

Ceci étant, soit ® la famille de tous les X € F contenant le point b. Si
& contient un élément ne contenant pas le point a, la relation (1) serait -
vérifiée. Supposons donc que a € G =[] 6. En posant

(3) G,=G—a, onauraa & G, be G,.

En posant B = Y (G, .)r, on a, & cause de (2), B € F et B C G, + a, donc
B C G,. SiVon avait B C G, on aurait p(G — B) > 1 ce qui est impossible
a cause de I'hypothése v3 et du fait que B = Y B et G = [[(F — B),
B = (G,.)r. On a donc B = G, et, par conséquent, G, € F, ce qui,
d’aprés (P), ensemble avec (3), veut dire que a a < b.

& — &. Supposons, par impossible, 'existence d’une famille monotone
G telleque & D Fet ). & =3 F (voir la définition 4). G étant un élément

de &-F, posons
A=][(.6)r, B= (G, )F

D’apres la condition 62, on a A € F, B € F. D’autre part, il est clair
que A D G D B et par suite p(A — B) > l. Autrement dit A, B, seraient
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les extrémités d’un saut large de F ce qui est en la contradiction avec la
condition 41 et le -

LEMME 8. Aucune famille monotone F qui est un ordre de sa base
ne contient aucun saut large.

Soient, en effet, m, n deux points différents de A-B. Par hypothése,
on a ou bien m < n ou bien n < m. Supposons que m < n. Cela voudrait
dire P’existence d’'un ensemble D € F tel que m ¢ D, n € D. Or, on
voit, que D serait entre A et B et par conséquent, A, B ne seraient pas
consécutifs dans F, contrairement & la supposition. Ainsi le théoréme 2 est
complétement démontré.

LEMME 9. Si F est un ordre de sa base Mz, F est une famille de
portions droites de Mz ordonnée par le procédé {P).

En effet, s’il n’en était pas ainsi, on aurait deux points a, b de M et
un X € Ftelsque: a < b,a € X et b ¢ X. Le signe a < b voulant dire
Pexistence d'un ¥ € F tel que a ¢ Y, b € Y, les ensembles X, Y seraient
deux éléments distincts de F pour lesquelsonn’ani X C Y niY C X
contrairement 3 la monotonie de F.

THEOREME 3. La condition nécessaire et suffisante pour qu’une
famille monotone F soit un ordre de sa base, est que la famille F + {0}
soit saturée.3®

La condition est nécessaire. F étant un ordre de Mx, on voit que, &
la suite des lemmes 6 et 9, la famille monotone F + {0} vérifie 'hypothése
B du théoreme 2, et l'inclusion 8 — a du méme théoréme veut dire que
F + {0} est saturée.

La condition est suffisante: F + {0} étant une famille monotone satu-
rée, prouver que F est un ordre de Mz = Mx. En employant les notations
de la démonstration de I'inclusion y — § ci-dessus, on s’assure, sans peine,
que G et G, sont deux éléments consécutifs de F. On a alors deux cas:

1° G, € F,donc a & G,, b € G, et d’aprés (P), on aurait a < b.

2° G, € F. Nous savons (voir le lemme 3) que G, est un élément
d’accumulation de F et cela du coté droit parce que entre G et G, il n'y
a aucun élément de F. Autrement dit, il existe une famille f C F telle
que Y. f = G, donc aussi un X € f tel que b € X € F. Cela veut dire
précisément que a < b.

Comme une conséquence facile du lemme 9 et du théoréme précédent,
on a ce

THEOREME 4.4° Chague famille monotone saturée F est le plus grand

40Ce théoreme est dit & M. C. Kuratowski, loc. cit.
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ordre de sa base et coincide avec la famille des portions droites de l’ensemble
Mz ordonné par le procédé (P); et vice versa: la famille des portions droites
d’un ensemble ordonné quelconque est monotone et saturée.

5. F étant une famille monotone donnée, on désignera par F*! la
famille des My — X, X parcourant F. Le signe F; désignera la famille de
tous les éléments non-vides X € F vérifiant cette conditioin: il y a un point
a € My — X tel que l'ensemble X + a € F*!. Le signe F; x F} désignera
la famille des X X! non-vides, X, X' parcourant respectivement Fy, F1.
Enfin, la famille-réunion F; + F; x F} + F* sera désignée par Jr.

On prouve facilement ce

THEOREME 5. F étant une famille monotone (et saturée), la famille
F! Dest aussi.

Si F est monotone et saturée, la famille F; (F}) coincide avec la
famille des intervalles droits (gauches) non-vide de 'ensemble Mx ordonné
par le procédé (P) tandis que la famille Jr coincide avec la famille des
intervalles non-vides de M ordonné par (P).

En rappelant que tE désigne le type ordinal de F, on peut prouver ce

THEOREME 6. F étant un ordre saturé de M2, on o tMr +1 < tF.
Pour que les deuzr ensembles ordonnés F et Mx + 1 soient semblables, il
faut et il suffit que F soit bien ordonnée (par rapport d la relation C*3).

En définitive, on peut dire que la théorie de familles monotones
d’ensembles se raméne a la théorie des ensembles ordonnés de points; et
réciproquement*4.

6. La question se pose: M étant un ensemble de points, existe-t-il
une famille monotone saturée de sous-ensembles de M? ou ce qui revient
au méme: peut on indiquer une relation d’ordre entre les points de M?
ou encore: F étant une famille monotone d’ensembles, peut-on indiquer un
procédé de construire une famille monotone et saturée F, telle que F C F;

et Y F =3 F?

410n voit facilement que, si a existe, il est unique

4213 terminologie s’entend d’elle méme.

43Voir la définition 1.14. Plus tard, on dira ”... que JF soit un table monotone
saturé” (voir le chap. II). I} est facile d’exprimer tMz en fonction de tF au moyen des
procédés, v, V, S et w (voir la section VI du précédent).

44En particulier, la relation < est exprimable en termes de la relation C. 1l en est
de méme de la relation d’ordre cyclique, de celle définissant le mot "entre”, aussi bien
que de la ”"relation de séparation de couples”, chacune de ces trois rellations étant, en
vertu d’un théoréme récent de M. Huntington (Voir: Trans. Amer. Math. Soc. 38(1935),
pp. 1-9), définissable en termes de la relation <.
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F étant une famille monotone d’ensembles, posons
(1) Fo=F+{0}*®

Supposons que, a étant un nombre ordinal donné, les F; sont définis pour
tout ordinal £ < @. On posera

() Fo =Hy_1,Hy_1 = 0F,_; si a est de premiére espéce et

() Fo = Hy, Hy = Zlg <a Fe si a est de seconde espéce
(voir la note 1.2). Ainsi, en vertu du principe de I'induction compléte, F,
est défini pour fout ordinal @. On voit que Fo CF, C...F*C... et que
Fa = Fate pour tout £ si Fo = Foq1.

En admettant le principe de M. Zermelo, il est clair qu’il existe un
nombre -y tel que F, = F,1;. En posant alors

(V) Fo=7F

o étant le premier nombre ordinal £ tel que F; = F¢y1, on a ce

THEOREME 7. La famille F définie par (I)-(IV) est une famille
monotone saturée telle que F C F, et 3. F = > F,. Pour que F = F,, il
faut et il suffit que F soit saturée.

Eu égard des lemmes 1, 2, 3, 4, et 7, la famille F, est monotone,
contient F et a la méme base que la famille 7. D’autre part, on voit que
Fs vérifie ’hypothése § du théoréme 2, et, en vertu du méme théoréme, F,
est saturée.

Que I'égalité F = F, soit caractéristique pour les F saturées, c’est
bien manifeste.

Si, en particulier, M étant un ensemble de points, on pose {M} = F 45
le procédé précédent permet de construire une famille monotone saturée
ayant M pour base, et en vertu du théoréme 3 ou 4, Pensemble M peut étre
ordonné.

En regardant comme légitime la construction de la famille*®
7
Fs = E Fo (voir la note 1.2)
(a2

45{ M} veut dire la famille composée de ’ensemble M.

46('¢tait M.E. Zermelo qui, en 1905, a, le premier, démontré que, en postulant
Paxiome de choix, toute ensemble peut étre bien ordonnée. Trois ans aprés, il a démontré
le méme théordéme en se servant d’un procédé qui est l'origine de la théorie de familles
monotones d’ensembles. Voir E. Zermelo, Math. An. 59(1905), pp. 514-516 et Math. An.
65(1908), pp. 107-128.
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la. sommation s’étendant sur tous les ordinaux o*’, on pourrait encore

démontrer sans axiome de M. Zermelo, le théoréme précédent. On en
déduirait, en particulier que tout ensemble peut étre bien ordonné.

Vu Vimportance de la notion d’ordre d’une part et Vidée tres claire
que nous en avons d’autre part, résultat de notre acquisition héréditaire, on
peut poser ce

Probléme. L’hypothése que chaque ensemble peut étre ordonné, en-
traine-t-elle I'axiome de choix de Zermelo?*®

La réponse affirmative attenuerait un assez grand nombre d’objections
qu'on fait & I’axiome de choix, bien que, étant donné l'indépendance?® de
celui-ci des autres axiomes (de Zermelo) de la théorie des ensembles, elles
n’ont pas, au point de vue logique, une importance décisive.

Remarquons que la réponse serait affirmative si 'on pouvait prouver,
sans 1'aide de Paxiome de choix, cette proposition:

E étant un ensemble ordonné infini quelconque on a (pE)? = pE®°
§5. Systémes de complexes de points

Dans ce §, on concretisera encore davantage la théorie des ensembles
ordonnés.

Les notions introduites dans ce § joueront un réle considérable dans
la suite de Vexposé.

Les signes, a, E désigneront respectivement un nombre ordinal et un
ensemble ordonné quelconques.

1. a étant donné, tout signe A de la forme (ag, a1,...0¢...), £ < o,
sera appelé compleze de rang o dont le rang & est occupé par a¢, ag étant
un point (élément) quelconque; on écrira aussi A = (ag,...a¢.-. Je<a-

47Ce "pasage 3 la limite générale” peut étre consiréré comme une adjonction utile
aussi bien que V'est le passage & la limite classique (I'infini potentiel); il est justiifé, au
point de vue logique, dans la méme mesure que l'est le dernier parce qu’ils sont, les
deux, un résultat du méme principe de I'induction compléte. Au point de vue pratique,
ou méme de constructions effectives, il y a méme des entiers qui n'existent pas, étant
donné 'évolution sans grand sauts de 'humanité d’une part et la durée bornée de tous
phénoménes et objets naturels d’autre part, donc de I'Univers lui méme.

480n sait que, si 'on remplace, dans le texte, le mot ”ordonné” par "bien ordonne”
le probléme admet une réponse affirmative (voir la note 2.8).

49Voir A. Fraenkel Sitz. Ber. Akad. Berlin. 1922, pp. 253-257.

50En effet, d’aprés M. A. Tarski, axiome de choix est équivalent 2 P'hypothese:
"Pour tout ensemble infini E, on a (pE)? = pE” (voir. Fund. Math. 5(1924), pp. 147~
154). Noter que, pour tout ¢, on a R2 = Rg.
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L’ensemble vide sera considéré comme le seul complexe de rang 0.%!

Deux complexes A' = (af,...af-- Je<at, 42 = (af,...aF ... )eca2
seront dits différents, en signe Al # A2, si 'on n’a pas en général a = ag
quel que soit &.

Alors, on voit qu'il existe un indice v tel que a; = a7 pour tout ¢ < v
et al # a2. Le premier nombre v jouissant de cette propriété sera désigné
par

o(AY, 42) ou (42, A7)

En particulier, deux complexes de rangs différents seront différents.

Convention 1. Tout complexe A = (ag,...a¢...)¢<q Sera considéré
comme un ensemble ordonné par ce procédé

(1) On posera a¢ S ag, dans A suivant que { S ¢'.
Par conséquent, on pourra employer, ici encore, la terminologie des

ensembles ordonnés; en particulier, le complexe {ag,...an...)n<e, & < @,
sera appelé intervalle gauche € de A et désigné par (.,£€) 4. Les égalités

A=((~8aae...a¢...)cca = ((-€alé, )a), et

s’entendront alors d’elles mémes. (Juztapositions de complezes).

2. E, o étant donnés, on désignera, avec M. Hausdorff,2 par B>
I'ensemble de tous les complexes A = (ag,...a¢...)¢<qa les ag parcourant
indépendamment 'ensemble E, les A étant ordonnés alphabétiquement (par
le principe de premiéres différences): A’ (aé,...ag.‘.)5<a;, (i = 1,2),
étant deux éléments différents de E, on posera, ¢ désignant le nombre
p(A, A?),

(2) A' S A? dans E°” suivant que ol < a2 dans E.

On s’assure aisément que £ est ordonné par la procédé (2), son type
sera désigné par u® si celui de E est u. On posera, par convention, p® = 1
sip>0.

LEMME 1. A, B, C étant trois éléments différents de E* , on a
w(A,C) > min(p(B, A), ¢(C,B)). Si, de plus, A < B < C, le nombre
w(A, C) est le plus petit des ordinauz (B, A), ©(C, B).

51 Quelquefois, il est avantageux de considérer un ensemble de puissance quelconque
d’éléments jouant le role du zéro dans le cas courant.

52(G.M. 150. Noter que o* est le type inverse de a. Voir encore F. Hausdorff, Ber.
Math. Phys. Kl. d. Wiss. zu Leipzig, 58, 1906, p. 106 et suiv.
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3. B = (bg,...b¢...)e<a étant un complexe donné, on désignera par
{B}g lensemble de tous les complexes A = (ag...a¢...)¢<q tels qu'il
existe un indice v (variable avec A) tel que les ag, £ < v, parcourent
indépendammant P’ensemble E tandis que a; = b pour v < § < a.

G étant un complexe de rang v, v < @, on désignera par [G]ga* ou
simplement [G] 'ensemble de tous les complexes (Gay ...a¢ ... )y<e<as les
a parcourant independamment P’ensemble E (il est évident que [G] = G si
v =a).

Remarquons, une fois pour toutes, que {B}g ou [G]ga+ seront con-

sidérés toujours comme déja ordonnés par le procédé (2) s’ils sont suscepti-
bles de 1’atre®3.

LEMME 2. B étant un élément quelconque de E*", I’ensemble {B}g
est partout dense sur E* .

Tout d’abord, si o est de premiére espéce, en voit que {B}g = E*.
Supposons donc que « est de seconde espéce; on voit que {B}g C E* .
Il s'agit alors de montrer que toute intervalle non-vide (A!, A%) de E*
contient un point de {B}, ¢’est-a-dire qu'il existe un complexe C tel que

C € {B}5.(A!, A% -

En posant A* = (a},0}...)ecais (¢ = 1,2), on peut supposer A} < A?
c’est-a-dire a}, < a2, ¢ = (A", A?). Ceci étant, on a deux cas:

L Ilyaun point a € (al,a2)g; si alors C désigne le complexe
((.,0) a1 a(p,.)az), on voit que la relation (3) est vérifice.

IL a}, o2 sont deux éléments consécutifs de E. En désignant par A%
Pensemble [(a} ... ,a},)]gax, (i = 1,2), on a ces éventualités:>*

1°. AL}, n’a pas un dernier point. Sialors X est un point de A; tel que
Al < X, il suffit de considérer le complexe ((.,¢1]x (¢1,.)B), ¢1 = P(X A?)
pour voir (qu'il vérifie la relation (3).

2°. Ai n’a pas un premier point. Ce cas est traité comme le cas
précédent.

3°. A,}o a un dernier point P, Ai a un premier point Q.

53En effet, si ensemble-réunion be + E n'est pas ordonné par exemple, il est clair
que l'ensemble [B] ne peut pas étre ordonné par le procédé (2).

54Bien entendu, 'ensemble A}p précéde 'ensemble Ag, parce qu'on a supposé que
Al < A%,
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Tout d’abord, on voit facilement qu’alors I'ensemble E est limité et
que P, Q sont deux éléments consécutifs de E“ et de la forme

P=(a5...a5...5...), Q=(a§...air...r...),

r, s désignant respectivement le premier et le dernier point de E.

Si au moins un des intervalles (Al, P), (Q, A®) n’est pas vide, on
construit trés facilement un complexe C vérifiant la relations (3). Le cas olt
Al = P, Q = A? étant inadmissible & cause de la supposition que A!, A2
ne sont pas consécutifs, il nous reste encore deux possibilités:

a) A, P sont deux éléments consécutifs de F° . En posant p; =
@(AL, P), on voit que A' = ((.,,1)pag, s...s), al étant le prédécesseur
immédiat de s dans E; en posant alors X = ((.,¢1)psr...7...}, on voit
que X est entre A et P, contrairement & la supposition.

b) Q, A? sont deux éléments consécutifs de E. En répétant le raison-
nement de tout a ’heure, on s’assure que cette supposition aboutit aussi a
une contradiction. Ainsi le lemme 2 est démontré.

COROLLAIRE 1. Si E fini ou dénombrable, ’ensemble ordonné E*
est séparable®s.
En effet, si B € E“", on voit que [B]g est dénombrable.

4. On désignera par kE® l'ensemble ordonné alphabétigement des
éléments de la réunion E*" + Y p{B}p, la sommation s'étendant sur les
complexes de rang @ B = (b,...b...), les b parcourant les éléments de
l'ensemble | E (voir la definition 3.5).

Ceci étant, on va prouver ce

THEOREME 1.

a. L’ensemble E®" est partout dense sur Uensemble kE* .
b. L’ensemble kE®" est non-lacunaire.

c. Si E est dense, on a kE® = [E*".

Dans ce qui suit, r, s, désigneront respectivement le premier et le
dernier élément de [E; pour abréger, on posera kE® = &

Le théoréme la se démontre en imitant la démonstration du lemme 2;
prouvons la partie b du théoréme. On voit tout d’abord que € est limité par
R=(r...r...) et S = (s...s...). Supposons, d’autre part, l'existence
d’une lacune intérieure MN de €. £ étant un ordinal < «, on voit qu'il

53C’est-a dire E“ a un sous-ensemble dénombrable partout dense. E.A. p. 186).
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existe au plus un complexe de rang &, Mg = (mg...my)q<c tel que [Mele
ait un élément en commun avec M et un élement en commun avec N.

De plus, on voit que M, = (.,{1)M€2 si &1 < & dans le cas ol Mg,
existe.

On a deux cas:
l-er cas: M existe pour tout £ < e. Silon pose

97l=(m0,...mg...)5<a,

on s’apercoit aisément que pour tout £, mg € E et, par conséquent, 9 €
E*". Autrement dit, le complexe 9 appartiendrait ou bien & M o il serait
alors le dernier élément, ou bien & N ou il serait alors le premier élément,
ce qui est incompatible avec la supposition que M, N sont les composants
d’une lacune intérieure de €.

2-me cas: il y a un nombre 3, et soit 3 le plus petit nombre tel que
Mp n'existe pas. On a deux éventualités:

a) B est de premiére espéce. Puisque [Molg = € ona > 0. En
désignant par A 'ensemble des points a € E tels que [Mg_1a]g C M et en
posant B=FE — A, on voit que A< B, AD0et BDO0. Si Aa un dernier
élément e, le complexe (Mg_jes...s) est le dernier point de M; si B a un
premier point f, le complexe (Mg_;1fn...n...) est le premier élément de
N; si aucun des derniers cas n’a lieu, soit g 'élément unique de IE entre A
et B. On voit que le complexe M = (Mpg-19...¢...) appartient & € et est
ou bien le dernier point de M ou bien le premier point de N.

b) B est de seconde espéce. En considérant 'ensemble [Mp] e, on voit
qu'il appartient ou bien & M et alors le complexe (Mpgs. .. s) serait le dernier
point de M, ou bien & N et alors (Mgn...n...) serait le premier point de
N, contrairement a 1’hypothese.

On a donc démontré que € est non-lacunaire.

Passons a la démonstration du théoreme 1c. E étant dense, on prouve,
en répétant le raisonnement précédent, que chaque lacune (éventuelle) de
E°" est comblée par un et un seul élément de kE® -E°". 1l s’agit alors de
prouver la réciproque: G = (go ... ,9¢ - -- Je<o étant un élément de kE* -
E*, enposant M = E*(,,G)g, N = E* (G, )¢, la coupure MN de E*
ouvre une lacune de E*".

Supposons, par impossible, que M ait un dernier point,

m=(m0...m§...)§<a.
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En posant ¢ = ¢{9, G), considérons les points m,,, g,. Si g, € F, il suffit
de prendre un point quelconque de I'intervalle (m,,g,) de E, le substituer
a la place de my, dans 9, pour obtenir un point de M entre M et G, ce
qui est absurde.

Si g, ¢ E, il est clair que g = g, pour tout ¢ < £ < a. On a trois
cas:

1° g, est le premier point r de (E. On aurait m, < r, ce qui est
absurde.

2° g, est le dernier point s de [E. Il suffit de remplacer, dans 971, le
point m,, par un point de (m,,.)g pour obtenir un complexe succédant a
.

3° g, est un élément de [E-F entre r et s. Ce cas est traité comme
le cas précédent. Ainsi, le théoréme 1 est complétement démontré. —

D’ailleurs, on voit que [E®" C kE°’; voila un cas ou [E*” C kE*".

LEMME 3. [, A désignant respectivement le type ordinal de l’ensemble
des nombres irationnels et de ’ensemble des nombres réels, on a ces identités

1° (W +w)¥ =1

2° (W +w) =1+A+1

P k(W +w) = (W Hw =0=2

© désignant le type ordinal de 1’ensemble ordonné qu’on obtient du
segment [0, 1] des nombres réels en remplagant tout nombre rationnel de
Uintervalle (0,1) par une paire ordonnée de points (voir la définition 3.6).

Pour faciliter le langage, E désignera I’ensemble des entiers rationnels
(le zéro compris).

Pour démontrer le lemme 3;, il suffit, d’aprés le théoréme de Cantor
du § 12 D’, de prouver que E“ est anti-limité, dense, partout lacunaire et
séparable, ce qu'on vérifie immédiatement. D’aprés le méme théoréme, on
voit que le type de [E*" est 1+ A+ 1.

Si, enfin, r, s désignent respectivement le premier et le dernier élément
de lE, et si l'on pose R = {r,r...), S = (s,s,...}, on voit que les types de
{R}Eg, {S}E sont respectivement 1 + 7 et -+ 1,  désignant le type ordinal
de I'ensemble des nombres rationnels. 1l est clair que kE¥" = E¥" +{R}g+
{Ste. Or,si{ag...an,ane17r...) est un élément de {R}z—R, on voit que
Pélément (ag . ..an,ane1 —1,8,5...) de {S} -5 le précéde immédiatement
dans kE¥" ce qui prouve que kE¥" = 0O = uE“".

De plus, on prouve sans peine que 2" = ©.

LEMME 4. p étant un type continu, le type p® , a > 0, l’est aussi.
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LEMME 5. Pour les a différents, les types da*, 9 =1+ A+ 1, sont
différents deuz & deuz’®.

5. E étant I’ensemble ordonné composé de trois éléments I, m, n tels
que ! < m < n, on posera, pour a quelconque (I + m +n)*" = {M}g, M
désignant le complexe de rang «, (m,...m...).

En particulier, { étant régulier, on posera He = (I + m + n)¥¢ (Voir
la remarque 8 B 1)%7. ‘

¢ étant régulier, on a ce

THEOREME 2.a. L’ensemble Hg est confinal (coinitial) avec we (wg)
et semblable avec chacun de ses intervalles. On o pHe = EC@,E 2p¢

b. Tout ensemble ordonné ayant la puissance < N, est semblable avec
un sous-ensemble de H¢58.

COROLLAIRE 1. Pour tout nombre ordinal o, on a
pHyyy = 28 (voir le théoréme 2.6).

Le théoréme 2b nous montre que, en admettant aziome de M. Zermelo®®, la
théorie des ensembles ordonnés se réduit d la théorie des ensembles Hy, Hy,
«..Hg ..., & parcourant les ordinauz réquliers, et de leurs sous-ensembles,
résultat qui, en vue de simplicité, ne laisse rien d désirer.

§6. Espaces abstraits et ensembles ordonnés

Dans ce §, on confrontera la classe des ensembles ordonnés avec
différentes classes d’espaces abstraits considérés dans le livre cité de M.M.
Fréchet.

La terminologie est celle du méme livre de M.M. Fréchet®°.

THEOREME 1. En considérant chaque intervalle d’un ensemble or-
donné E comme voisinage de tout point qut lui appartient, on obtient, par
définition, lespace ordonné E, qui est un espace accessible et complétement
normal®®.

56Voir le chap. I du Mémoire précité de M. Hausdorff.

57Voir G. M. p. 179. Noter que (I+m+n)°" et E*" sont deux ensembles différents.

58Ce théordme est dit 2 M. Hausdorff (G.M. p. 172-185). On voit que Hp est
semblable avec ’ensemble des nombres rationnels.

59Pour assurer que pour toute puissance k, il existe un aleph R,, tel que k < Rq.

S0F.A. p. 289.

81Pour la terminologie, voir E. A. p. 289. Le théoréme I est di 3 M. H. Tietze
(Math. Ann. 88, p. 312).
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Remarque. Deux espaces ordonnés semblables sont toujours homéo-
morphes; mais, deux ensembles ordonnés semblables ne sont pas nécessai-
rement homéomorphes. Si, par exemple, E désigne l’ensemble des nom-
bres réels, on sait (voir la déf. 3.6) que E coincide avec l'ensemble F' des
points isolés de ensemble w E et, par conséquent, bien que semblable 4 lui,
Pensemble F ne peut pas étre homéomorphe avec F.

D’autre part, deux ensembles ordonnés homéomorphes ne sont pas
nécessairement semblables; exemple: les types w+ 1 et w + 2.

Cependant, on peut prouver sans peine ceci:

Chaque homéomorphie entre deux ensembles ordonnés connezes, G,
H, est une transformation par similitude de G soit sur H soit sur I’ensemble
ordonné A sens inverse de celui-ci; autrement dit: la correspondance trans-
formant G en H est constamment soit croissante soit décroissante.

La théoréme 1 permet d’énoncer un grand nombre de théordmes établis
pour les espaces accessibles. On ne mentionnera que ce

THEOREME 2. Les quatre hypothéses suivantes sur un ensemble or-
donné non-vide E sont logiguement équivalentes:

a) E est non-lacunaire;

B) Tout sous-ensemble infini de E a un point d’accumulation mazimée
dans E;

v) F étant une famille monotone non-vide quelconque de sous-ensem-
bles fermés non-vides de E, on a [[F D 0 (voir le théoréme 3.5);

d). E posséde la propriété de Borel-Lebesgue (voir le théoréme 3.6).52

En combinant linclusion § — «a du théoréme précédent avec le
théoreme 3.4 on obtient ce

THEOREME 3. Pour qu’un ensemble ordonné non-vide posséde la
propriété de Borel-Lebesgue, il faut et il suffit qu’il posséde la propriété de
Lebesgue-Khintchine et qu’il soit limité (Déf. 1.7 et 3.2).

THEOREME 4. Pour qu’un espace (V) de M. Fréchet E, puisse étre
considéré comme un ensemble ordonné sans altérer opération de dérivation
des sous-ensembles de E, il faut et il suffit qu’il existe une famille monotone
saturée d’ensembles F, telle que 3 F = E est jouissant de la propriété que
la famille Jr soit une famille de voisinages définissant E, en considérant
tout élément de Jr comme voisinage de tout point qui lui appartient®3.

62Le théoréme 2 est dit 3 M. P. Alexandroff et Urysohn (loc. cit. (2.5) p. 8 et suiv.).
83Pour la terminologie, consulter le §4.
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Ce théoréme est une conséquence immédiate des définitions 1.9 et des
théorémes 4.4 et 4.5).

THEOREME 5. Pour qu’un espace ordonné E soit homéomorphe d’une
classe (L) de M. Fréchet, il faut et il suffit que tout point de E ait un
caractére au plus dénombrable®. Tout ensemble ordonné qui est une classe
(L) est aussi une classe (S).

En omettant la démonstration du théoréme 5 parce qu’elle ne présente
aucune espéce de difficultés, remarquons que c’était justement & partir de
la notion de grandeur qu’a pris naissance la notion de limite qui peut étre
considérée comme fondamentale en Analyse. D’autre part, le théoréme 5
nous montre que la classe des ensembles ordonnés qui sont une classe (L)
de M. Fréchet est bien restreinte, et alors, il serait trés naturel d’envisager
des classes (L) généralisées ol la puissance de suites de points déclarées
comme divergentes ou convergentes ne jouerait aucun réle. On verrait alors
que tout ensemble ordonné serait une classe (S) généralisée, celles-ci étant
définies commes des classes (L) généralisées dont tout ensemble dérivé est
fermé®s.

A désignant le type ordinal de I’ensemble des nombres réels, on a ce

THEOREME 6. Les quatre types ordinauz X, 1+, A+1 et ¥ = 14+2+1,
sont les seuls types ordinauz connezes distanciables®®.

Si E est connexe, distanciable et limité, il est, d’apres 'inclusion o —
B du théoréme 2, compact en soi, donc aussi séparable®7.

Alors, d’aprés le théoréme de Cantor (voir §12D}, le type de E est ¢.
De méme, on voit que si E est anti-limité connexe et distanciable, son type
ordinal est A; etc.

LEMME 1. pu étant un type ordinal quelcongue, le type My est distan-
ciable.

Par définition, Au est le type ordinal de 'ensemble E des comple-
xes (m,z) ordonnés alphabétiquement (définition 1.15), m, = parcourant
respectivement un ensemble M de type p et l'intervalle (0,1) des nombres
réels. Alors, C* = (m*, %), (i = 1,2), étant deux complexes différents de E
on s’apergoit qu'il suffit de poser

o(C1,C?) =1 si m* # m? et o(C*,C?) = |z! — £?| si m! = m?2,

64Un point a de E sera dit avoir un caractére au plus dénombrable, s'il existe une
famille au plus dénombrable F d’intervalles de E telle que [[F = a.

85yoir E. A. p. 164.

86 Une classe distanciable veut dire une classe (D) de M. Fréchet.

67 Tout ensemble distanciable compact est séparable (E. A. p. 72).
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pour obtenir un ensemble ordonné distancié®® de type ordinal Au.~
a étant un ordinal quelconque, on va prouver ce

LEMME 2. Pour qu’un type ordinal de la forme \*" soit distanciable,
i faut et il suffit que o soit ou bien de premiére espéce ou bien tel que
Ta =w (voir la déf. 2.2 et 5.2).

Tout d’abord, « étant de seconde espeéce et tel que 7a > w, on prouve
sans peine que chaque intervalle gauche de A®” est confinal avec le nombre
régulier T, et par conséquent, aucun point de A\® ne serait & un cara-
ctére au plus dénombrable. Or, \*™ étant supposé distanciable, aucun point
de A" n’a un caractére non dénombrable comme on le vérifie sans peine.
Autrement dit, si A®" est distanciable, a n’est pas un nombre de seconde
espéce tel que Ta > w.

Prouvons la réciproque: si a est de premiére espéce, ou de seconde
espece tel que 7a = w, le type A* est distanciable. On se contentera de la
prouver pour le cas oll Ta = w. Soit

(1) Bi<Ba<...<B<... >

une suite d’ordinaux croissants < o et ayant o pour borne supérieure.

Il s’agit alors de distancier I’ensemble E des complexes

(ao,...ag...)§<a,

les a¢ parcourant Pintervalle (0,1). On posera, pour tout A € E*",
o(A, A) = 0. Ensuite, A!, A2 étant deux élément différents de E, on posera
o(A', A%) = 1/n, n étant le premier indice v tel que p(A', 4%) < B, (voir
la définition 5.1).

On voit aisément que l’ensemble ordonné E** devient un espace dis-
tancié, E,, et que de plus la condition triangulaire de M. Fréchet, prend
cette forme particuliére:

(o) o(A!, A?) < max(p(A?, A%),0(A%, AY));

(voir le lemme 5.1)

Il s’agit de prouver que E®" et E, sont homéomorphes; pour cela, il
suffit de prouver ces deux points:®°

685 (A, B) veut dire “distance A B".
S9E. A. p. 173.
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l-er. A= (agp...a¢-...)¢<ca étant un point quelconque de E* | tout
intervalle (A1 A2%) de E®" contient une sphére S(A,r) de E,™.

n étant un entier tel que le nombre ordinal B, de la suite (1)
soit supérieure au plus grand des nombres ordinaux ¢(A*A?), p(AA?) et
w(AA?), considérons la sphere S(A,1/(n+1)); on voit qu'elle coincide avec
I'ensemble [ag . ..ag, |pa- et qu'elle fait partie de I'intervalle (A A2%) de E<
(voir la déf. 5.3).

2-éme. A = (ag...q¢...)e<a étant un point quelconque de E,, la
sphére S(A4,1/(n + 1)) de E« contient un intervalle de E*" contenant le
point A.

En effet, a;',n“, (z = 1,2), étant deux nombres réels entre 0 et 1 tels
que aénﬂ <ag,,, < a%n“, désignons par A%, (i = 1,2), les complexes qu'on
obtient en remplagant dans le complexe A, le nombre ag, ,, par les nombres
agnﬂ respectivement. Il est clair que A! < A < A? et que lintervalle
(Al A?) de E*” fait partie de la sphére S(4,1/(n + 1)) de E,.

Remarquons, enfin, que, par un raisonnement analogue, on peut prou-
ver que le type (w* + w)¥” (voir le lemme 5.3) est celui d’un ensemble
ordonné E qui peut étre distancié en posant respectivement p{AA) = 0,
o(A}, A%) = 1/(p(A*A?) + 1), pour tout point A de E et tout couple de
points différents A, A% de E. C’est la définition de la distance déja connue
dans le cas de l'espace d zéro dimensions Gy de R. Baire™.

Celui-ci est semblable au type (w* + w)“" un résultat qui se déduit
aussi du lemme 5.3 et du fait que 'espace Gg de Baire est homéomorphe de
I’ensemble des nombres irrationnels.

Remarquons que le type w*” n’est pas homéomorphe de 'espace Gy.
En effet, on prouve aisément que w*™ =1+ .72

70La sphére S(A,r) de Eq ayant A pour centre et r pour rayon est 'ensemble de
tous les points X de E, tels que p(4,X) <r.

"1Voil3 la définition de l'espace Gp de Baire. M étant un ensemble dénombrable
guelcongue (ordonné ou non-ordonné), soit I ’ensemble des suites (ou compexes de rang
w) m1,mg...m;..., les m; parcourant indépendamment M. On posera, M!, M? étant
deux points différents de M: p(M1M?) = I/p(M1M?) et p(N,N) = 0, pour tout N €
N (voir R. Baire, Acta. Math. 32, p. 97-175 et M. Fréchet E. A, p. 118). C’est dans
I'espace Gp (ou dans un modele de Gg) et non dans I'ensemble des nombres réels que M.
N. Lusin expose ses recherches sur les ensembles analytiques, projectifs etc. (N. Lusin,
Ensembles Analytiques, Paris, 1930).

"2Voir G. M. p. 151,
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Enfin, on prouve facilement que le type (1 + A),+1 est connexe, lo-
calement distanciable” (donc aussi un espace (E) de M. Fréchet) sans étre
distanciable.

Probléme. Caractériser la classe des types ordinaux distanciables.
Dimension des ensembles ordonnées.

Les symboles dim E, dE désigneront respectivement la dimension
d’Urysohn-Menger’® de E et le type de dimension de M. Fréchet ou le type
topologique de E.”> De méme, r étant un point de F, on désignera par
dim, F la dimension d'Urysohn-Menger de E dans le point z.7®

E étant un ensemble non-vide, on a ce

THEOREME 6. a. dimE =0 ou 1 c’est-d-dire dim F < 2.

b. Pour que dim E = 0, il faut et il suffit que E soit totalement non-
conneze (voir la déf. 1.12).

¢. Pour que dim, E =1 pour tout z € E, il fout et il suffit qu’aucun
intervalle non-vide de E ne soit totalement non-conneze.

La partie ¢ du théoréme 6 est une conséquence immédiate de la
définition de dim F et du lemme 3.12; pour montrer les parties b, ¢ du
théoréme, il est clair qu'il faut et il suffit de prouver ce

LEMME 4. 2z étant un point de E, pour que dim, E = 1, il faut et il
suffit que x soit contenu dans une portion conneze de E (voir la convention
1.2).

Prouvons le lemme 4. On peut, évidemment, supposer que z ne soit
pas une extrémité de E. La supposition que ’ensemble (., z]g ne soit confinal
avec aucune portion conneze de E bien que, par hypothese, dim, F = 1,
veut dire que (voir le théoréme 3.8) pour tout point a € (.,7)g, il existe
une portion droite P; de [a, z]g telle qu’elle soit le composant supérieur soit
d’une lacune soit d’un saut de [, z]g.

De méme, sous la supposition qu’il n’existe aucune portion connexe de
E coinitiale avec {z,.), on démontre, pour tout b € (z,.), 'existence d’une
portion P; C [z, b] telle qu’elle serait le composant inférieur soit d’une lacune
soit d’un saut de {z,b]g. Autrement dit, 'ensemble P, + P> C (a,b) serait
une portion & la fois fermée et ouverte de £ contenant le point z. L’intervalle

73Un espace abstrait est dit localement distancié si pour tout son point a il y a un
voisinage de a qui est un espace distancié.

74Pour la telminologie, voir C. Kuratowski, Topologie I, Warszawa,, 1933 p. 116 et
suiv.

75Voir E. A. p. 30 et suiv. aussi: Kuratowski, Ibid. p. 72.

76Kuratowski, ibid. p. 116.
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(ab) de E étant quelconque, cela voudrait dire exactement que dim, F = 0,
contrairement a 'hypothese.

Pour montrer que la condition de lemme 4 est suffisante, il est mani-
feste qu’il suffit de prouver le

LEMME 5. Pour tout point x d’un ensemble ordonné conneze E, on
adimzFE=1.

Ce lemme est évident parce que, A étant un intervalle quelconque de
E tel que z € A, il est manifeste que I'ensemble A — A est composé soit d’un
point soit de deux points de E (voir le lemme 3.12).

Remarquons que dim A*" = 0 pour tout ordinal a de seconde espéce.
En effet, on prouve facilement que les A* |, a étant de seconde espéce, sont
partout lacunaire.””

Que dim\®" = 0 pour les « tels que Ta = w, C'est également une
conséquence de la forme particuliére (g) de la condition triangulaire de M.
Fréchet.”®

D’aprés le théoréme précédent, le symbole dim FE, F étant un ensemble
ordonné quelconque, ne pourrait avoir qu'une des trois valeurs: -1,0 et 1. Tl
en est tout autrement du symbole dE. En effet, I désignant le segment [0, 1]
des nombres réels, on sait (voir le lemme 5.5) que les dI®", a parcourant
des ordinaux, sont deux & deux différents. Malheureusement, ils sont, en
général, incomparables entre eux. Si 'on désigne par dE,||dE; le fait que
dE,, dE; sont incomparables, on voit, par exemple, que dI||dI*" .~

Considérons, enfin, le symbole tE (voir la définition 1.14). On prouve
facilement que tI®" < tI®" si o < @ sont deux ordinaux quelconques et,
par conséquent, on pourrait poser tI' o® — . Mais pour les ¢ finis, les tE®"
ne coincident aucunement avec la dimension dR, de I'espace euclidien a «
dimension (voir E. A. p. 56 et suiv.)

Par conséquent, 'ensemble des tE différents est extrémement riche.
Il y en a qui sont incomparables, par exemple fw;, et A. On voit aussi

7TEn effet, on a ce théordme: E, o étant respectivement un ensemble ordonné
anti-limité non-vide et un nombre ordinal de seconde espéce, 'ensemble E*" est partout
lacunaire.

78D’aileurs, on peut prouver ce théoréme: Si pour tout triple de points A* (i =
1,2,3) d'un espace distancié E, 'ensemble des distances p(A!A?), p(A%2A3), p(4A3AY),
ne se compose qu’au plus de deux nombres différents, alors dim E = 0. Cela a lieu, en
particulier, si I’équation triangulaire de M. Fréchet est de la forme

p(A! A?) < max(p(A2A®), p(A3AY)).
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que tA = t(1 + A + 1) sans qu’ils soient semblables c’est-a-dire tels que
tA =t(1+ A+ 1). Mais, d’aprés M. Banach™, si G, H sont deux ensembles
ordonnés tels que tG = tH, alors G = G, + G3, G1G5 =0, H = H; + H,,
H\Hy, =0ettG; =tH;, (1= 1,2) (VOiI‘ la définition 1.14).

Probléme: Soient G, G2, H;, H2 quatre sous-ensembles d’un en-
semble ordonné jouissant des propriétés suivantes: G1Gs = 0, HiHy = 0
et tG; = tH;, (i = 1,2); en posant G = G; + Gy et H = H| + Hy, est-ce
que les types ordinaux tG et tH sont comparables? et en particulier sont-ils
égaux?80

§7. Sur quelques puissances se rattachant & un ensemble ordonné

Pour la commodité du raisonnement, on admettra, dans ce §, 'axiome
de Zermelo, ou ce qui revient au méme, I'hypothése qu’il n’y ait pas de puis-
sances incomparables. E désignera, comme toujours, un ensemble ordonné
et pF sa puissance.

Il est commode de poser cette définition: Une famille d’ensembles sera
dite disjonctive®! siles ensembles dont elle est composée, sont, deux a deux,
disjoints; de plus, la famille vide aussi bien que chaque famille composée d’un
seul élément sera dite disjonctive.

1. Le signe poE désignera la borne supérieure des pF', F parcourant
la famille des sous-ensembles bien ordonnés ou inversement bien ordonnés
de E. (voir la définition 18); p; F' désignera la borne inférieure des pF, F
parcourant la famille des sous-ensembles de E partout denses sur F.

psE (p2E) désignera la borne supérieure des pF, F parcourant la
classe des familles disjonctives de segments (d’intervalles non vides) de E.

psE désignera la borne supérieure des pF, F parcourant la classe
des familles de segments de F n’impiétant pas les uns sur les autres; psE
désignera la borne inférieure des pF, F parcourant la classe des familles
d’intervalles déterminant ’espace ordonné E.

LEMME 1. Les nombres p;E, (i = 0,1,...5), sont parfaitement
déterminés et tels que p;F < pE.

79Fund. Math. 6, p. 236.

80],e méme probléme se pose en considérant les types dimensionnels de M. Fréchet
des ensembles appartenant a une certaine classe d’espaces abstraits (par example espaces
distanciés, accessibles, etc). Le probléme semble assez difficile (cf. ’énoncé original du
lemme de M. Banach et le probléme: si la réciproque du lemme de Banach lui-méme est
vrate?)

81Cette expression si suggestive est due 4 M. Fréchet. Dans la suite, on en déduira
d’autres.
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Que les p; E solent bien déterminés, c’est la conséquence du fait que
"’ensemble” des nombres cardinaux est bien ordonné.

THEOREME 1.82 a. plE =p'E, (i =0,1,...5)
b. PiUE =PiE7 ('L = 07 11 2)1 PJ'UE = pE1 (.7 = 3747 5)7
c. powE = poE, p;wE = pE, (i =1,2,...5).

Démonsiration. L'égalité poE = pojE (j = u,l,w), étant évidente,
considérons les autres cas. Le théoréme étant banal pour les E finis, on
supposera que E est infini.

L’égalité p1lE = py E est une conséquence immédiate du lemme 3.21.
Que p;wE = pE, (j = 1,...5), c’est une conséquence de ce que E coincide
avec I’ensemble des points isolés de I'ensemble wE (voir le théoréme 3.11).
Les égalités p;7E = p;E, (1 = 1,2; j = l,v), proviennent de ce que, A
étant un intervalle nonvide quelconque de jE, on a AE D 0 comme on le
vérifie sans aucune peine. Il nous reste encore & prouver que p;lE = pE et
p;vE = pE, pour 1 = 3,4, 5.

A ce but, prouvons tout d’abord ces deux lemmes:
LEMME 2. E étant infini, on a psE = psE.

LEMME 3. Si FE n’a aucun point d’accumulation bilatérale, on a p4E
=pE.

Le dernier lemme étant évident, démontrons le premier. Soit alors
F une famille infinie de segments S de E n’impiétant pas les uns sur les
autres. S étant un élément de F, soient S* I'élément (éventuel) de F con-
tenant 'extrémité gauche de S, et S? 1’élément (eventuel) de F contenant
P'extrémité droite de S. Ceci étant, soient

(1) : SOa Sl,--~SLp"'-‘P<wﬁ7Pw,9=p.7:,

les éléments de F. Désignons par Fq la famille des sy déterminés de la fagon
suivante: on posera so = Sp; les s; étant déterminés pour lout £ < a, s,
désignera le terme du plus faible indice dans la suite (1) ne coincidant avec
aucun des sg, sé, s%, & < a. 1l est clair que Fg est une famille de F telle
que pF < 3. pFo = Fo.

Donc pF = pFy. Oz, les éléments de Fy sont de segments deux a
deux disjoints de £. On en tire, 'inégalite ps £ > psF étant absurde, que
p3E =psE.

82Pour la terminologie et les notations, voir la section VI du §3.
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A la suite du lemme 3, on a py,vE = pE parce que, d’une part, pvE =
pE, et d’autre part, vE n’a aucun point d’accumulation bilatérale. A la suite
du lemme 2, on a psvE = psvE, ou, 3 la suite de psvE = pE, p3vE = pE.

Prouvons que pswE = pE. Tout d’abord, les points de E étant isolés
dans wE; on a pE < pswE < pwE. Or, on voit que pwE = pE, et, par
conséquent, pswE = pE.

Ii s’agit encore de montrer que pslE = psE. Rappelons ce résultat
qu’on vérifie aisément: F étant une famille d’intervalles déterminant F,
la famille & de tous les intervalles non-vides de !E dont ’ensemble des
extrémités est égal a celui des éléments de F, est une famille d’intervalles
déterminant V'espace {E. Or on voit que p® = pF. Si, en particulier,
pF = pi E (une telle famille existe, comme on s’en appergoit), on en conclut
que pslE < psE, donc pslE = psE.

Ainsi, le théoréme 1 est complétement démontré.

LEMME 4. p désignant la puissance de l’ensemble des sauts de E, on
ap;sE =pE+Ro. p, (1 =0,...5). (voir la déf. 3.5).

COROLLAIRE. a. Pour que posE > poFE, il faut et il suffit que
1 < pE < Ry.

b. Pour que p;sE > p,E, il faut et i suffit que p;E < p, (i =
1,2,...5).

LEMME 4'. FE étant infini et sans aucun saut de seconde espéce, on
apisE=pFE, (1=0,1,...5).
On se contentera de prouver que p1sE =p, E.

p étant la puissance de ’ensemble des sauts de E, il suffit de prouver,
d’aprés le lemme précédent, que p1E > p. 1l est clair que, g désignant
la puissance de ’ensemble @ de points de E qui ne sont pas de points
d’accumulation bilatérale de E, on a p < g. Prouvons que p; E > ¢q. Soient
donc, F un sous-ensemble de F partout dense sur lui et ayant la puissance
D1 E et a un point quelconque de ’ensemble Q. Si a est isolé, posons a' = a;
il est clair que a’ € F. Si a n’est pas isolé dans E, et s'il n’est pas une
extrémité de E, soit @’ le point de E qui précéde immédiatement le point a
si @ n’est pas isolé du c6té droit, et qui succéde immédiatement & a si a est
un point d’accumulation de E du c6té gauche. L’ensemble E étant supposé
sans aucun saut de seconde espéce, on voit que le point a’ est isolé et par
conséquent appartient & F. Autrement dit, & tout point a de @ correspond
un seul point de F, un point de F pouvant correspondre au plus a trois
points différents de Q. On a donc 3pF > g c'est-a-dire p1 F > q.
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LEMME 5. On a p;SE < p;E. Si SE est infini, alors p;SE = p;E,
(t=0,1,...5). (voir la définition 3.5)

On se contentera de prouver que si pSE > R, alors p4SE = pyE.

Tout d’abord, on voit qu'on peut supposer que psE > Xy. De plus, &
cause de 1'égalité pslE = psF, on peut supposer que E donc aussi SE est
non-lacunaire.

Ceci étant, soit F une famille non-dénombrable des segments [a, b] de
E n’impiétant pas les uns sur les autres. En supposant que a < b, désignons
par Fg la famille des segments [a’,b'] de SE construits de la fagon suiv-
ante: o’ est le dernier point de (.,a]sg%%, b’ est le premier point de [b,.)sE.
L’ensemble E étant non-lacunaire, SE l'est encore et par conséquent, les
points a’, b’ existent (sauf, peut-étre, dans le cas ol a ou b sont des ex-
trémités de F). Puisque psA = Wy, tout élément de Fy correspond a une
famille au plus dénombrable d’éléments de F; autrement dit, pF < Rq. pFo
donc pF = pFy. Or, les éléments de Fq sont des segments de SE n’impiétant
pas les uns sur les autres. On en conclut que psSE = p4E.

LEMME 6. poE < pE.

C’est bien évident parce que, pour tout ensemble F' bien ordonné ou
inversement bien ordonné, on a poF = p; E = pE (voir le lemme 3).

LEMME 7. Pour chaque E infini n’ayant aucun saut de seconde
espéce, on a po E = p3E.

Tout d’abord, il est clair que po E < psF donc, 4 la suite du lemme
2, aussi poE < p3E. Prouvons que poF > p3E. Soit F une famille infinie
quelconque de segments [a, b]g deux & deux disjoints. S = [a,b], a < b, étant
un élément de F, désignons par S! ’élément (éventuel) de F contenant
le dernier point (éventuel) de (.,a)g, et par S? ’élément (éventuel) de F
contenant le premier point (éventuel) de (a,.)g-

Si alors

(2) S0, S1y.+-Sp. {9 < wg, pwg = pF),

sont les éléments de F, soit Fy la famille des s; construits comme suit:

Si au moins un des segments Sy = [a,b], a < b, S§, SZ n’est pas un
saut de E, soit sg I’ensemble des points entre ses extrémités; s’ils sont, tous,
de sauts de E, sy sera l'intervalle composé du point a si b n’est pas isolé

831 sigue (., a}sk représente P'ensemble de tous le points de SE qui ne sucr
pas, dans E, au point a.
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(évidemment du cote droit), du point b si a n’est pas isolé (évidemment du
c6té gauche et égal & S si a, b sont isolés.

Les s¢, £ < a, étant construits, soit S, le premier terme de la suite
(2) qui n’était pas pris en considération lors de la construction des s¢, pour
les¢ < a.

Alors, s, sera construit, & partir de S, exactement de la méme fagon
que l'on a défini sq & partir de Sp.

On s’assure que les s; ainsi construits sont d’intervalles non-vides de
E, deux & deux disjoints, et que leur famille Fy a la méme puissance que la
famille F.

On en conclut que poE > p3 E et finalement po E = p3 E.

LEMME 8. Pour tout ensemble ordonné infini, on a po E < p3E. Pour
que po E < p3F, il faut et il suffit que ’ensemble A des sauts de seconde
espéce de E soit tel que pA > poE. On a alors pA = po E.

a. Par hypotheése, on a pE > Rg, p2F < paFE. Supposons que pA <
p2E.

En désignant par M ’ensemble ordonné qu’on obtient en intercalant
dans tout saut de seconde espéce de E un ensemble de type ordinal A,
on-a, d’aprés le lemme précédent, poM = p3M. D’autre part, poM =
p2E + RopA = p2 E, parce que par supposition pA < poF. Ensuite, psM =
psE + Ro pA =p3E.

On aurait alors psE = p3M = poF et finalement p3F = poF con-
trairement 3 ’hypothése. On a donc non pas pA < pE mais pA > p, B84

b. Par hypotheése, pA < po E, pE > Ny.
M ayant la méme signification que tout a Pheure, on a

poM = p2E +Ro - pA = pA; p3M = Nop3E = p3E.

A cause de po M = psM, on en tire I’égalité voulue ps E = pA.

LEMME 9. Pour tout E infini, on a psE =p1 F + p E.

D désignant ’ensemble des sauts de seconde espéce de E, on va prou-
ver tout d’abord que psE = p1 E + pD. En effet, soient F un sous-ensemble
de E partout dense sur lui et de puissance p; F, G 'ensemble des extrémités
de D, H la réunion de F et G, F la famille de tous les intervalles non-vides
de E dont les extrémités appartiennent & H, alors il est facile de prouver

845} on n’admettait pas l'axiome de Zermelo, la derniére conclusion ne serait pas
permise (voir la note 2.8).
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que F est telle que, o étant un point et J un intervalle quelconque de E
contenant a, il existe un intervalle [ de E telque IC Jeta€ I € F. Or,
pF = pF +pD.

Donc pF = p; E+pD. On en conclut que psE < py E+pD. Or, il est
évident que psE > p1 E et psE > pD. Finalement, psF = p1 E + pD.

D’autre part, il est clair que pD < pyE. Par conséquent psE <
pE +pyF donc psE =p1 E + poE.

2. 1l nous reste encore & trouver une relation plus étroite entre poE et
pE, d’une part, et entre p; F, po E d’autre part ce qu’on fera dans le chapitre
I1.

Toutefois, on va démontrer ce

LEMME 10. SipiE = poFE pour tout ensemble ordonné continu E,
alors p1 E = po E pour chagque ensemble ordonné E.

1l s’agit donc de prouver que 1'égalité
1) nE =pFE

est vraie pour tout ensemble ordonné F si elle est vraie pour tout E continu.

L’égalité (1) étant évidente pour des F finis, supposons que E est
infini. De plus, & cause des égalités p;lVE = p;E pour i = 1,23% d'une
part, et du fait que Pensemble [V E est non-lacunaire et sans aucun saut de
seconde espéce, d’autre part, on peut se borner 3 I'étude des E infinis, non-
lacunaires et sans aucun saut de seconde espéce. Soit donc F un ensemble
ordonné infini, non lacunaire et sans aucun saut de seconde espéce. A la
suite des lemmes 2 et 7, on aura p2 F = psF et posE = pysE.

L’ensemble F étant sans aucun saut de seconde espéce, on a, d’apres
le lemme 4’, ces égalités:

(2) p1E = pisE et puE = pysE

On en conclut que po F = pysE. D’autre part, sE étant continu, on a, par
hypothése, p1sE = psE. A la suite des relations précédentes, on a donc
p1SE = pysE = pysE = pyE = p, et en particulier p1sE = po E.

La derniére relation, vu la relation (2), nous donne finalement 1'égalité
cherchée.

LEMME 10’. Si la borne supérieure poE est atteinte pour tout E
continu, elle est atteinte pour tout ensemble ordonné E.

8511 va sans dire que le signe IV E veut dire [(VE).
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Soit E un ensemble quelconque; en désignant par I ’ensemble des
points isolé de E, on a deux cas:

Premier cas. pI > p2E; il est clair alors que la borne po F est atteinte
parce qu'il suffit de considérer les éléments de I comme intervalles non-vides
de E.

Second cas. pI < poE. En posant F = E—I[, on voit que 'ensemble SF
est dense, et par conséquent, ’ensemble [V (F) est continu. Par hypothése,
il y a une famille F d’intervalles non-vides de IV F telle que polVF = pF.
D’autre part, on conclut de proche en proche, que polVF = poVF = p F =
p2E.

Or, chaque intervalle M de [V F contient un intervalle non-vide M,
de l'ensemble F; si on désigne par M, l'intervalle de F ayant les mémes
extrémités que l'intervalle My de F et si 'on désigne par Fy la famille
des M,, M parcourant les éléments de F, on voit que F, est une famille
disjonctive d’intervalles non-vides de E telle que pF2 = pF et 3 la suite des
égalités précédentes: pF, = poE.

Les deux lemmes précédents donnent ce

THEOREME 2. Si, quel que soit ’ensemble ordonné continu E, il
eziste une famille disjonctive F d’intervalles extraits de E tels que pF =
piE, il en est de méme quel que soit l'ensemble ordonné.

Le probléme si, pour des E continus, la borne supérieure po E est
atteinte et si elle est égale & p; F, se réduit, comme on le voit, & cette ques-
tion: soient E un ensemble ordonné continu et F une famille d’intervalles
déterminant F; existe-t-il nécessairement une sous-famille disjonctive de F
ayant la puissance py E? (Probléme sur la structure cellulaire de continus.
Cf. la note 11 du Complément).

Cette épineuse question nous occupera dans la suite de ce travail.



Ensembles ordonnés et ramifiés 65

CHAPITRE I1
ENSEMBLES ET TABLEAUX RAMIFIES

En généralisant la notion de relation d’ordre introduite par G. Cantor,
on va définir la notion de relation de ramification en s’inspirant de 'idée de
subdivision (bipartition, tripartition, etc.) qui intervient dans un grand
nombre de démonstrations classiques. On en déduira la notion d’ensembles
et tableaux ramifiés.

§8. Généralités

A. DEFINIFION DES ENSEMBLES ET TABLEAUX RAMIFIES.

1. Relation de comparabilité =~. Soient < une relation d’ordre quel-
conque! et > la relation d’ordre inverse de <; comme d’habitude, = sera le
symbole pour la relation de 'identité. Par conséquent, si a = b, les éléments
a, b joueront partout le méme réle et chacun d’eux sera toujours remplagable
par Pautre; si, par exemple a = b, b < ¢, alors on aura a S c.

Remarquons que les relations <, >, = sont deux & deux incompatibles.?

Ceci étant, la relationt de comparabilité — qu’on désignera par = —
sera la somme logique® des relations <, >, =; autrement dit, le signe a ~ b
voudra dire que ou bien a < b ou bien @ > b ou bien a = b; on écrira:
r= (< + >+ =).

On voit que la relation ~ est symétrique c’est-a-dire: si a = b alors
b = a. Par conséquent, le signe a = b pourra étre lu “a et b sont comparables
(entre euz)”.

On voit aussi que = est une relation réflexive; seulement elie n’est pas
nécessairement transitive (Cf. le lemme 2).

Cela posé, on voit que le chapitre précédent était consacré, au fond,
non pas 3 1’étude de la relation d’ordre <, mais a la relation de comparabilité
et aux ensembles ordonnés, ceux-ci étant définis comme des ensembles F
dont tout couple de points était comparable c’est-a-dire tels que: si a € E,
b€ E, alors a = b.

LPour la terminologie, voir le § 1.

2Deux relations binaires R;, Ry sont dites incompatibles si 'on n’a jamais aR1b
et aRgb.

380it F une famille de relations binaires; la somme logique des relations appar-
tenant a F sera la relation R définie comme suit: le signe aRb voudra dire qu'il y a au
moins une relation p appartenant 3 F telle que a pb. On voit que si F est composée des
relations deux 3 deux incompatibles, les mots “au moins une” dans la phrase précédente
sont remplacés par “une et une seule”.
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2. Relation de disjonction ||. Une relation binaire symétrique et
anti-réflexive sera appelée relation de disjonction ou relation disjonctive et
désignée par le symbole || (deux traits verticaux). A cause de sa symétrie, le
signe a||b pourra étre lu “a et b sont disjoints”, “séparés”, “incomparables”
etc.

Par exemple, la négation de la relation d’identité est une relation dis-
jonctive. Si A, B sont deux ensembles et si la phrase “AB = 0 sans que
A = B = 0" est désignée par A]|B, on obtient de nouveau une relation de
disjonction®.

Remarquons que les relations = et || sont entre elles incompatibles.

3. Relation de ramification *. Soient == (< + > + =) une relation
de comparabilité et || une relation de disjonction quelconques satisfaisant &
la condition d’étre incompatibles entre soi; cela veut dire que les relations <
et || sont, entre elles, incompatibles. Alors la somme logique des relations
= et || sera dite relation de ramification et désignée par * si la condition
suivante est vérifiée: C: Sia < cet b < c alors a = b c’est-a-dire: sia < ¢
et b < ¢, alors ou bien a = b ou bien a < b ou bien a > b; ou en paroles:
deux éléments, ou points, précédant un méme point sont comparables entre
eux.

Pour marquer la dépendance de la relation de ramification * des rela-
tions élémentaires =, <, >, || dont elle est composée, on écrira * = (=, <, >,

Une relation de ramification sera dite relation de ramification dégéné-
rée si la condition suivante est verifiée:

C: Sic < a, ¢ < balors a = b; c’est-a-dire: deux points succédant &
un méme point sont comparables.

Par exemple, chacune des relations =, <, > et || est une relation de
ramification dégénérée .

Remarque 1. Si 'on désigne par ~ une relation de classification
quelconque (voir le § 1) et si Pon considére la somme logique des relations
~, <, > et ||, celles-ci étant supposées deux & deux incompatibles et liées
entre elles par des conditions simples et naturelles, on obtient la notion
de la relation de ramification générale. Dans un travail particulier, on en
montrera la structure logique.

4. Ensembles ramifiés. Un ensemble de points, F, sera dit ramifié
relativement & une relation de ramification * = (=, <, >, [|) ou rangé par

4D’ot1 'expression "relation disjonctive” (voir la note 7.1).
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rapport & la méme relation de ramification #, si, quel que soit le couple
d’éléments a, b de E, on a a * b. Dans la suite, on dira simplement que F
est ramifié et on sous-entendra toujours qu'il est ramifié par rapport d la
relation = définie si-dessus (cf. la Note 1 du Complément).

Exemple: A étant un arbre généalogique, sia € A et b € A, désignons,
respectivement, par a = b et al|b les faits que a, b sont respectivement en
parenté directe ou collatérale; on voit qu’alors A est un ensemble (et méme
un tableau [voir ci-aprés]) ramifié; toutefois, on convient que, dans A, il n’y
pas de relation “étre époux” c’est-a-dire que tout élément de A peut, de
lui-méme, avoir des descendants.

Dans la suite de ce § lettre E désignera un ensemble ramifié quel-
conque.

On dira que E est un ensemble ramifié dégénéré si la relation * par
rapport 4 laquelle 'ensemble F est ramifié est dégénérée; par exemple, tout
ensemble ordonné est un ensemble ramifié dégénéré. En particulier, on
pourra parler des sous-ensembles ramifiés et des sous-ensembles ramifiés
dégénérés d’un ensemble ramifié E: ceux-ci sont des sous-ensembles F' de
E pour les points a, b, ¢, d, desquels la relation * vérifie aussi la condition
C. Les sous-ensembles F' de E ne contenant aucun couple de points incom-
parables seront dits monotones (ou ordonnés). Un sous-ensemble F' de E
sera dit disjonctif (voir la note 7.1) si pour aucun couple de points a, b de
Fonnaa<b(oua>b): on a, par conséquent, soit a = b soit a||b; en
particulier, un ensemble de points sera dit disjonctif si pour chaque couple
de ses points a, b on a ou bien a = b ou bien al|b.

1l s’en suit que chaque ensemble monotone ou disjonctif est ramifié et
dégenéré; en particulier, '’ensemble vide et chaque ensemble composé d’un
seul point sont monotones, disjonctifs et ramifiés et dégénérés.

La notion de sous-ensembles dégénérés d’un E jouera, dans la suite,
un réle important.

LEMME 1. Siallb, a <¢, b<d, alors cl|d.®

11 est évident qu’on peut se contenter de prouver que: si a||b, a < ¢,
b < d, alors c||d. Supposons qu'il n’en soit pas ainsi. On aura ¢ *d donc soit
¢ = d soit ¢ < d soit ¢ > d.

A cause de la condition C, chacun de ces trois cas ameéne & une con-
tradiction comme on le voit aisément.

5Remarquons que a < ¢ veut dire soit @ < ¢ soit @ = ¢. Dans la définition
primitive de la relation de ramification *, le lemme 1 était une condition imposée i *; la
simplification précédente est due & M. J. Karamata.
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LEMME 2. Pour qu’un E soit dégénéré, il faut et il suffit que la
relation de comparabilité = soit transitive.

5. Définition fundamentale. o étant un point d'un ensemble ramifié
E, la portion a de E sera 'ensemble de tous les points = de F tels que z} q,
autrement dit c’est Pensemble de tous les points b, ¢ de E tels que b < a < ¢;
la portion a de E sera désignée par [a]g ou [a]. Il sen suit que a € [a]g.

LEMME 3. Pour qu’un ensemble ramifié E soil dégénéré, il faut et il
suffit que, quel que soit le point a de E, la portion [a] de E soit monotone.

E étant dégénéré, supposons qu'il existe un point a de E tel que [a]
n’est pas monotone c’est-a-dire qu’il existe deux points m, n appartenant 3
[a] et tels que m|in. 11 est clair que a ne peut coincider ni avec m ni avec n.
Alors, quatre éventualités sont i envisager:

1° m < a, n < a donc m}fn & cause de la condition C,

2° a < m, a < n donc m}{n & cause de la condition C,

3° m < a,a<ndoncm < n i cause de la transitivité de <,

4° n < a, a < m donc n < m & cause de la transitivité de <.

On n’a donc jamais m|n contrairement & la supposition.

D’autre part, E étant ramifié et tel que [a]p soit monotone pour tout
point a de E, on voit aisément que la condition C est vérifiée.

LEMME 4. a, b étant deuz points d'un E dégénéré, alors [a]g = [blg
ou [a)pl|[b]e suivant que a}fb ou a||b.5

On en déduit ce lemme qui nous montre la structure des E dégénérés:

LEMME 5. Chaque ensemble ramifié dégénéré est composé d’une
famille d’ensembles monotones deuz & deuz incomparables.

6. Intervalles, segments, portions, noeuds.

a étant un point de E, les symboles (.,a)g, (.,alg, (a,.)E, €t [¢,.)E
sont définis exactement comme dans le §1; ils porteront le méme nom
qu’auparavant. En particulier, lintervalle gauche a de E c’est-a-dire
Pensemble (.,a)g est 'ensemble de tous les points z de E tels que z < g; le
segment droit a de E est ’ensemble de tous les points b de F tels que a < b.

On voit que [a]g = (., 8)5 + [a,.)E.

La notion de portions droites et gauches de E est définie comme dans
le §1.

8Deux sous-ensembles M, N d’un ensemble ramitié E sont dits incomparables, ce
qu'on peut désigner par M||N, si, quel que soit le point m de M et quel que soit le point
n de N, on a mijn.
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Toutefois, il faut préciser le champ de validité de la notion d’intervalles
de F et, par conséquent, aussi celle de portions de E. L’intervalle ab ou ba
de E qu'on désignera par (a, b)g ou (b, a) g sera 'ensemble de tous les points
zde Etelsquea<zr<bsia<beta>z>bsia>h

On voit alors que la notion d’intervalle de E ne sera définie que pour
des points éventuels a, b de E tels que soit a < b soit a > b.

La notion de portion de E, les symboles [a,b) g, [6,b]E, et (a,b]g sont
définis comme dans le §1.

Les intervalles gauches et droits de E et les intervalles proprement dits
de E peuvent étre appelés, en commun, intervalles de E.

On aura fréqguemment besoin de la notion d’un noeud de E: soit a un
point de E: Pensemble de tous les points z de E tels que (., z)g = (.,a)E
sera appelé noeud a de E et désigné par {a|g.

LEMME 6. a. Chaque intervalle (segment) de E est un sous-ensemble
monotone de E,

b. Chaque noeud de E est un sous-ensemble disjonctif de E.

7. FEspaces ramifiés. Nous nous contentons de définir seulement
des espaces-tableauzr ramifiés: la définition des espaces ramifiés parraitra
ailleurs. Soit T' un tableau ramifié quelconque (voir ci-dessous); & tout
point @ de T on fera correspondre la famille F, de ses voisinages ceux-ci
étant des ensembles > .[z,.)r — (a,.)r, z parcourant (z,alr, £ étant un
point quelconque de T tel que z < q; en particulier, si {.,a)r = 0, la famille
F. sera composée du seul point a. La détermination des 7, pourlesa de T
implique la définition des points d’accumulation des sous-ensembles de T;
on obtient ainsi un espace bien déterminé qu’on désignera par eT.”

8. La notion de premiére rangée de E. On dira que E a une premiére
rangée de points si, quel que soit le point a de E, Pensemble ordonné (.,alg
a un premier point; alors, la premiére rangée de E, qu'on désignera tou-
jours par RoFE, sera 'ensemble des premiers points des segments (.,alg, a
parcourant les points de E.

LEMME 7. Si E a une premiére rangée RoE d’éléments, celle-ci est
caractérisée comme un sous-ensemble disjonctif F de E tel que tout point

"Pour la définition exacte de la dérivation des ensembles & partir de voisinages,
voir E. A,, p. 172. Quant 3 la définition de eT" cf: la définition originelle de Baire de son
espace Gg (voir la note 6.12), aussi bien que la définition des espaces bien ordonnés.
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de U'ensemble E — F soit précédé par un (et par conséquent un seul) point
de F8.

D’une fagon analogue, on introduit la notion de derniére rangée de E:
on dira que F a une derniére rangée de points s’il existe un sous-ensemble
disjonctif F de E tel que tout point éventuel de E — F' précéde au moins un
point de F. Cependant, on n’en aura pas besoin dans ce qui suit: nous la
mentionnons uniquement parce qu’elle nous permet d’introduire la notion
des bornes supérieure et inférieure d’un sous-ensemble non-vide de E et, 4
partir de celle-ci, la notion de lacune de E; etc. (la definition d’une coupure

de E est la méme que dans le cas des ensembles ordonnés)?.

9. Tableuz ramifiés. Rang. Un ensemble ramifié ou rangé sera dit
tableau ramifié ou ensemble bien rangé si chacun de ses sous-ensembles
non-vides a une premiére rangée d’éléments; 'ensemble vide sera considéré
aussi comme un tableau ramifié.

Exemple: tout arbre généalogique est un tableau ramifié (voir la sec-
tion 4).

LEMME 8. Pour qu’un ensemble ramifié soit un tableau ramifié, il faut
et il suffit que chacun de ses sous-ensembles ordonnés soit bien ordonné®.

Dorénavant, on ne s’occupera que des tableaux ramifiés; la lettre T'
designera un tableau ramifié quelconque.

Remarquons que RyT désigne, d’aprés la définition, la premiére rangée
d’éléments de 7. Voici un procédé pour bien ranger un tableau ramifié T':

La rangé O de T, qu’on désignera par RyT, sera la premiére rangée de
T'; supposons que les ensembles BT sont détérminés pour tout £ < a et que
T contient au moins un point qui n’est contenu dans aucun des ensembles
R,T, ¢ < a; alors la rangé a de T qu’on désignera par R,7 sera la premitre
rangée de T-3 ., ReT c'est-d-dire RoT = Ro(T — 3 ., ReT).

8('était notre définition primitive de RoE; la définition du texte est due & M.
Fréchet.

9Voici par ex., la définition de la borne supérieure relativement & E d’un sous-
ensemble non-vide F de E; soit tout d’abord G; I’ensemble de tous les points de F qui ne
sont suivis par aucun point de F'; soit ensuite G I'ensemble de tous les points a € E~-F
tels que (,,a)F D 0: et que, quel que soit le point z de (.,a)g, on ait (x,a)p D 0; alors,
la premiére rangée G de la réunion G1 + G2 sera dite borne supérieure de F; celle-ci sera
dite compléte si F C 3 .(.,alg, a parcourant les points de G. Il est clair qu'on peut
avoir G = 0, et alors, E sera lacunaire. Il est & remarquer qu’un sous-ensemble, méme
monotone, de E, peut avoir une borne supérieure ayant une puissance quelconque. Au
contraire, la borne infériure de tout sous-ensemble monotone de E est composée d’au plus
un point de E.

1013 seconde moitié de ce lemme est due & M. Fréchet qui I'emploie comme
définition des tableux ramifiés.
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Le type ordinal (et non pas la borne supérieure) de l'ensemble des
nombres ordinauz o tels que R,T C 0, sera dit rang de T' et désigné par 4T
ou 7.

Noter que tout sous-ensemble monotone de T est bien ordonné; par
conséquent, les phrases “tableau monotone de rang o” et “ensemble bien-
ordonné dont le type ordinal est a” veulent dire la méme chose.

LEMME 9. Chacune des rangées de T' est un sous-ensemble disjonctif
de T; si a est un point de R, T, a < 4T, Uintervalle (.,a)r est un ensemble
bien-ordonné de type ordinal o ayant avec chacune des rangées R, T, £ < a,
un et un seul point en commun. Tous les points d’un noeud quelconque de
T appartiennent ¢ une méme rangée de points de T'.

10. Longueur et largeur de T. Les nombres cardinaux pyT et pryT
(voir le §2) seront appelés respectivement longueur et longueur réduite de
T. Pour abréger, on désignera pR,T par m,T ou méme par m,. La borne
supérieure des puissances m,T sera appelée largeur de T et désignée par mT
ou m. Exemple: Désignons par T' 'ensemble des types ordinaux des sous-
ensembles proprement dits de ’ensemble des entiers (positifs et négatifs),
les signes =, <, >, ayant la signification habituelle (voir la déf. 1.14); on a
YT =w+ 1, m,T = 1 pour tout a < w; la rangée R, T est composée de w
et w*. (Cet exemple est dit & M. Fréchet; voir son Arithmetigue de linfini,
Actual. Sci. Industr. 144(1934), p. 25.).

Il est & peine nécessaire de rappeler que pT' désignera la puissance de
T; on a donc pT = ZaqT meT'. SipT > Vg. T sera dit infini; autrement,
il sera fini.

LEMME 10. Quel que soit le nombre ordinal a < 7, le rang 4T est la

borne supérieure des rangs des portions [a]T, a parcourant les éléments de
R, T.

LEMME 11. Quel que soit le tableau ramifié infini T', on a pT =
mT - pyT.

11. Classification des T. Le plus grand nombre ordinal de seconde
espéce ne dépassant pas le rang v de T sera appelé pseudorang de T et
désigné par v'T ou +'. Autrement dit, le nombre 4’ est défini par 1'équation
vy =wy +mn, nétant < w.

Si, en particulier, vy est de seconde espéce, on aura 7' = v.

T sera dit large s’il y a un o < v tel que mq > p7y.

T sera dit étroit si mT < pr7y’ et si, de plus, mT' < Rg, dans le cas ol
7Y = wgy1, P étant un ordinal quelconque.
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Si T n’est ni étroit ni large, il sera dit ambigu.

Le tableau vide peut étre considéré comme large. Du reste, ce para-
doxe ne nous occupera pas dans la suite. (Avec l'ensemble vide on peut
faire, d’ailleurs, tout ce qu’on veut). On vérifie que tout tableau fini est
large; de méme, si vT < w, T est large.

LEMME 12. Pour tout tableau infini non-large T on a pT = pyT
(voir le lemme précédent).

LEMME 13. T étant un tableau étroit, il y a un a < T tel que
mT < pa.

THEOREME 1. Pour qu’un tableau ramifié T soit ambigu, il faut et
il suffit que mT = Rg si 77 = wpy1 et mT = p77y’, mx,T < mT pour tout
a < T si 79 est un nombre inaccessible (voir le §2).

Que la condition soit suffisante c’est évident; prouvons donc qu’elle
est nécessaire.

Autant que T est non-large, on a m,T < pry, pour tout a < v donc
mT < pry’; d’autre part, T étant non-étroit, on a mT > pry’. Si 7y’ est
innaceessible, on en conclut que m, < m et m = pry’. Si 7' n'est pas
inaccessible c'est-a-dire si 7y’ = wgy1, (B 2 0), on voit que m > Ng et par
suite m = Ng, sans quoi on aurait m > N donc aussi moT > Ngyy pour
au moins un « < v, ce qui est absurde, T" étant non-large.

La classification des tableaux ramifiés en tableaux larges, étroits et
ambigus se montrera trés utile et naturelle.

12. Suites ramifiés. Un tableau ramifié T sera dit suite ramifiée si
quel que soit le point @ de T, la portion [a] de T" a le méme rang que le
tableau T lui méme; c’est-a-dire si y[a]r = vT pour tout a € T'.

LEMME 14. Pour qu’un tableau ramifié T soit une suite ramifiée, il
faut et il suffit que, quelle que soit la rangée R de T, on ait T =3 [a]T, @
parcourant tous les points de R.

Dans la suite, on aura besoin de ce

THEOREME 2. T étant non large, T contient une suite ramifiée non
large S ayant le méme rang que le tableau T' lui-méme; si, en particulier, T
est étroit, la suite S l'est aussi.

11 est clair qu’on peut supposer que le rang « de T soit un ordinal de
seconde espéce c’est-2-dire qu’on ait 4’ = . Chaque rangée R de T contient
un point g tel que y[a]r = 7. En effet, d’aprés le lemme 5, on a yT = borne
sup y[a]r, @ parcourant les points de R. D’autre part, T étant non-large,
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on a pR < prvy; par conséquent, on ne peut pas avoir v[alr < 4T pour tout
point a de R, parce qu’alors 4T serait la borne supérieure d’une suite de
type < 777 de nombres ordinaux < -y ce qui est absurde.

Ceci étant, soit S 'ensemble des points a de T tels que y[a]r = 4T'; on
vient de prouver que 0 C R,S C R,T pour tout a < 4T; par conséquent,
7S =~T.

11 s’en suit que S est un tableau non-large et, en particulier, étroit si
T est étroit. Il s’agit encore de voir que S est une suite ramifiée c’est-a-dire
que 7[a]s = vS pour tout point, a de S.

Supposons, par impossible, qu’il existe un point @ de S tel que v[a]s <
vS = ~T; cela voudrait dire qu’il existe un nombre o < 4T tel que R, T
ne contient aucun point de [a]s bien que 7[a]lr = 4T. Or, il est clair que,
de plus, le tableau [a]r est non-large et, par conséquent, Rq[a]T contient
au moins un point b de {a]r, tel que y[b]p = 7D, D = [a]r; le point b
appartiendrait & S donc b € R,[a]s contrairement a la supposition que
R,lals =0 c.q.f.d. '

13. Noeuds de premiére et de seconde espéce. Suites totalement et
complétement ramifiées. On sait qu'un noeud quelconque de T appartient
4 une méme rangée de T il est alors commode de poser cette définition: Soit
N un noeud quelconque de T'; on dira qu’il est de premiére ou de seconde
espéce suivant que le nombre ordinal « tel que N C R,T est de premiére
ou de seconde espece.

Une suite ramifiée sera dite complétement (totalement) ramifiée si cha-
cun de ses noeuds (de premiére espéce) est composée d’au moins deux points
distincts®?

Remargue 2. Les points de T peuvent, par la méme convention, étre
déclarés comme étant soit de premiére, soit de seconde espéce.

On voit que pour qu’un T O 0 soit totalement ramifié, il faut et il
suffit que quel que soit le point a de T, on ait ou bien Rg{a,.)r = 0 ou bien
pRo(a, )r > 1.

118i chaque noeud de seconde espéce de T est composé d'un seul point, on voit que
la borne supérieure de chaque sous-ensembles monotone non-vide de T est composée d’un
point de T au plus. D’ailleurs, on peut prouver cette proposition: E étant un ensemble
ramifié, il existe un ensemble ramifié non-lacunaire E contenant E comme une partie
partout dense sur E et jouissant de la propriété que la borne supérieure de chaque sous-
ensemble monotone non-vide de E est composée d’au plus un point de E. Par exemple,
tout continu cyclique plan, cas réduit, de M. A. Denjoy est un ensemble ramifié dense et
non-lacunaire et tel que la borne supérieure de chacun de ses sous-ensembles ordonnés
non-vides est un point bien déterminé (voir C. R. 197, 1933, p. 570).
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LEMME 15. Quelle que soit la suite totalement ramifiée T, on a
pR,T > pa pour tout o < ~T.

En effet, a étant un point de R,T, designons par a; le point (unique)
de R¢T tel que a¢ < a pour tout £ < ; soit ag;; un point quelconque
de R T, tel que ag < apy; et afyllagsr. 11 clair que ag 4, flag, o si
a> & S & < a. Or, T est une suite ramifiée, et par conséquent, pour tout
£ < a, il y a un point bgy1 de R,T tel que a;,; < bey1. Puisque les af
sont, deux & deux, incomparables, les b.,1 le sont aussi.

Si « est infini, il est clair que la puissance de ’ensemble B des points
bey1, € < a, est égale & pa; étant donné que B C R,T, on en conclut que
pa < R,T. La derniére relation étant évidente si « est fini, le lemme est
complétement démontré.

THEOREME 3. a. Chaque suite (totalement) ramifiée dont le rang
est fini est large; en particulier, chaque suite finie (totalement) ramifiée est
large.

b. Il n'eziste aucune suite étroite totalement ramifiée.

c. Quelle que soit la suite ambigué totalement ramifiée S, le rang v
de S est un nombre régulier c’est-a-dire tel que 7y = y.

Les trois cas a, b et ¢ peuvent étre énoncés de la maniére suivante:

Quelle que soit la suite totalement ramifiée S dont le rang est un
nombre de seconde espéce, elle est ou bien large ou bien ambigué; dans le
second cas, le rang de S est un nombre initial régulier. Le cas a étant
évident, le cas b étant une conséquence immédiate des lemmes 8 et 11,
prouvons le cas ¢ du théoréme c’est-a-dire que, S étant une suite ambigué
totalement ramifiée telle que v = 7, le rang <y est régulier.

Supposons que 7y < +; on aurait pR.,S > pTv, ce qui est impossible,
la suite S étant non-large.

On aura besoin de ce

THEOREME 4. Quelle que soit la suite étroite ramifiée S dont le rang
v est un nombre de seconde espéce, il y a un nombre a < v tel que, pour tout
point a de R, S, la portion [a] de S soit monotone; ce qu’on peut ezprimer
encore en disant que la suite donnée S ne se ramifie plus du tout 4 partir
de la rangée R, S.

Soit S une suite étroite ayant pour rang un nombre ordinal v de se-
conde espéce.

Pour aboutir & une contradiction, supposons que pour tout a < 7, il
y a un point a € R,S tel que la portion {a]s ne soit monotone c’est-a-dire
telle que mla]s > 1.
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Premier cas: < est regulier: Désignons par R¢T l’ensemble de tous
les points a de RyS tels que m[a]s > 1. Supposons que les ensembles RT
sont déterminés pour tout £ < a, o étant un ordinal quelconque < 7. On
va déterminer l'ensemble R,T de la fagon suivante: si o est de premiére
espéce, on posera R,T = ), Ry, [a]s. a parcourant les points de Rn-17,
@, désignant, pour un a donné, le plus petit nombre éventuel £ tel que
melals > 1.

Si a est de seconde espeéce, soit o' la borne supérieure des nombres 7
tels que R,S contient au moins un point de I’ensemble EE <o BeT. Puisque
S est une suite étroite et -y régulier, il est clair que o’ < v. Alors, R,T
désignera l’ensemble de tous les points a de Ry S tels que m[a]s > 1.

1l est clair que, dans les deux cas, pour tout @ < <, on a R, T D 0.
En posant T = 3 <y RaT, on voit que T est un tableau ramifié dont la
rangée o est R,T pour tout @ < . De plus, on voit que, a étant un point
quelconque de T', on a ou bien {a,.)r = 0 ou bien mg(a,.)r > 1. On voit
aussi que T est étroit parce que, d'une part, vT = 7.5 et, de I'autre, pour
tout a < v, il y a un nombre ag tel que & < ap < v et meT < Mg, S.

Or, soit § un nombre quelconque tel que mS < pf < py; on peut
supposer que 3 est de seconde espéce (voir le lemme 8.8); b étant un point
quelconque de RgT, soit, pour tout £ < B, a¢ le point (déterminé d'une
maniére unique) de RT tel que ag < b. Il est clair que a; < a¢4; c’est-a-
dire (ag,.) D 0 et, par conséquent, mq(ag,.)7 > 1.

Soit, alors, pour tout £ < 8 donné, b un point de Ro(a.,)r, distinct
de ag41. 11 est claire que 'ensemble E des points b, £ < a, est disjonctif et
que pE = pff > mS. Soit « la borne supérieure des nombres 7 tels que R, S
contient au moins un point de E; puisque pE < mS < py, on aura o < 7y
(v étant régulier). Or, § étant une suite ramifiée, il est clair que, quel que
soit le point b; de E il y a un point d¢ de Ry415 tel que b < d;. Les points
be étant deux & deux incomparables, les points d¢ le sont aussi et on aurait
Mey41S > pE donc my1S > mS ce qui est absurde.

Autrement dit, la supposition que pour tout a < 7, il y ait un point
a € R, S tel que m[a]s > 1 est impossible.

Second cas. v est singulier c’est-a-dire tel que 7y < . Si alors ap <
op... < og <...,& < 77, est une suite de nombres ordinaux croissants
< v ayant v pour borne supérieure, on considére tout d’abord la suite S° =
2 e<ry RagS qui vérifie les conditions du cas précédent.

Si alors oy, est un des nombres o tels que {a]so est monotone pour
tout point a de Ry, S?, il est clair qu'on a aussi m[a]s = 1 pour tout point
a de Ry, S.
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THEOREME 5. Chagque suite ramifiée étroite a la méme puissance
qu’un de ses sous-ensembles ordonnés (monotones).

S étant une suite étroite, on a, tout d’abord, pS = pyS (voir le lemme
8.12). D’autre part, il y a un a € S, tel que la portion [a]s soit monotone.
En effet, si 7.5 est un ordinal de premiére espéce, a peut étre n’importe quel
point de la rangée R,_,S; si le rang de S est de seconde espece, l'existence
de a résulte du théoréme précédent.

Ceci étant, il est clair que p[a]s = pS et le sous-ensemble ordonné [a]s
répond aux conditions du théoréme.

THEOREME 5.  Chaque tableau ramifié étroit a la méme puis-
sance qu’un de ses sous-ensembles ordonnés. (C’est une conséquence des
théorémes 2 et 5).

B. FAMILLES ET TABLEAUX RAMIFIES D’ENSEMBLES.

Dans ce qui précéde, on a défini les ensembles et tableaux ramifiés
d’éléments quelconques. Si les éléments d’un ensemble ramifié sont eux-
mémes des ensembles, et si alors les relations <, > et || veulent dire re-
spectivement D (“contient au sens strict”), C (“contenu au sens strict”),
et “étre deux ensembles disjoints sans étre vide tous les deux”, on obtient
la définition de familles ramifiées d’ensembles et, ensuite, celle de tableaux
ramifiés d’ensembles. En méme temps, on voit que la condition C est, dans
ce cas, remplie automatiquement. Voici la définition précise:

1. Une famille d’ensembles sera dite ramifiée si les éléments dont elle
est composée sont ou bien deux a deux disjoints ou bien tels que 'un d’eux
contiendra l'autre comme sous-ensemble proprement dit; ensuite, chaque
famille d’ensembles composée d’un élément au plus, sera dite ramifiée.

On voit que les familles monotones el disjonctives d’ensembles sont
deux cas particuliers des familles ramifiées d’ensembles.

Pour arriver 3 la notion de tableauz ramifiés d’ensembles, il faut définir
la notion de premiére rangée d’ensembles: on dira qu’une famille ramifiée
F d’ensembles a une premiére rangée d’ensembles s'il existe une (et par
conséquent une seule) sous-famille disjonctive f de F telle que tout élément
éventuel de F — f est contenu dans un (et donc un seul) ensemble appar-
tenant & f.

Alors, la définition d'un tableau ramifié d’ensembles est exactement
la méme que celle des tableaux ramifiés quelconques. Si, par exemple, T
désigne un tableau ramifié de points, la famille des ensembles (a,.)r et
le, )T, a parcourant T est un tableau ramifié d’ensembles. Si 7 désigne
un tableau ramifié d’ensembles, les signes vT, R,T, (4,.)7 si A € T,
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S Ro(A,.)7 si A € T, etc. sont bien définis; par exemple A étant un
ensemble appartenant & 7T, le signe (A,.) représente la famille de tous les
éléments X de 7 tels que A D X. Alors, il est clair que, quel que soit
Vélément A de 7, on a A 2 Y (A4, .)7 et, en particulier A 2 3 Ro(4, )7}
de méme J](., A)r 2 A.

2. Définition des tableauz ramifiés complets d’ensembles:

Un tableau ramifié 7 d’ensembles sera dit complet si ces trois condi-
tions sont verifiées:

I. La réunion des ensembles de 7 est un élément de T c’est-a-dire
>TET;

I1. Quel que soit ’ensemble A appartenant 3 7 et ayant au moins deux
points, on a A =3 Ro(4,.)7;

III. Quelle que soit la sous-famille monotone f de 7, la partie com-

mune des ensembles de f est un élément de T c’est-3-dire [[f € T (sauf
éventuellement si [] f = 0).

Remarque 3. On voit que dans la condition II, on peut supprimer la
lettre Rg.

T étant complet, on voit que la premiére rangée de 7 est constituée
d’un seul ensemble, & savoir ) T; I'ensemble vide est en général, un élément
de 7 on voit aussi que, quel que soit 1’élément A de seconde espéce de T
c’est-a-dire tel que le nombre o vérifiant A € R, T et a > 0 est de seconde
espéce, on a [[(., A)7 = A; c’est une propriété utile parce qu'il s'en suit
I'unicité de la borne supérieure (éventuelle) des sous-familles monotones de
T (voir 1a note 11)*2,

LEMME 16. T étant un tableau ramifié complet d’ensembles chaque
point de l’ensemble 3, T est un élément de T .

11 est clair qu’on peut supposer que 'ensemble > T est composé d’au
moins deux points; alors a étant un point de > 7, il est clair que la famille
F des éléments X de F tels que ¢ € X est non-vide et monotone, et que,
4 la suite de la condition III, ensemble F' = []F est un élément de T tel
que a € F. Si pF = 1, cela veut dire que a € T et tout serait démontré.
Supposons que pF' > 1; alors, a la suite de la condition II, la sous-famille
disjonctive Ro(F,.)T de T contiendrait un ensemble A tel que a € A et

12Voir N. Lusin (Travaux de I'Institut Stekloff, tome V pp. 139-147 oi1 un tableau
d’ensembles, ou mieux encore, un tableau ramifié de cribles est donné (cf. “le probléme
des cribles” ibid. p. 147).
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A C F. Par conséquent, A serait un élément de la famille F définie ci-
dessus et on aurait F' C A ce qui est absurde. On a donc pF = 1 et par
conséquent ¢ € 7.

Le lemme précédent nous donne un moyen simple de construire un
tableau ramifié complet contenant un tableau ramifié donné. En effet, soit
7 un tableau ramifié d’ensembles quelconque; désignons par 7 la famille-
réunion d’ensembles obtenus de la fagon suivante:

a) Quelle que soit la sous-famille monotone f de T, I'ensemble [] f
sera un élément de 7 (il s’en suit que 7 C T);

B) L'ensemble Y 7 sera un élément de 7.

Alors, on vérifie facilement que T est un tableau ramifié complet
d’ensembles tel que 7 C 7T; en particulier, si 7 est déja complet, alors

T=7%,

3. Voila un procédé pour avoir un tableau ramifié complet d’ensembles.
Soit M un ensemble donné quelconque de points; A étant un sous-ensemble
quelconque de M tel que pA > 1, on désignera par f(A) une famille disjonc-
tive quelconque de wrais sous-ensembles de A tels que ) f(A4) = A. Ceci
étant, désignons par Ro7 la famille composée du seul ensemble M comme
élément. Supposons que les familles disjonctives R, 7 sont définies pour tout
¢ < a et qu’il y ait au moins un point a de M qui n’est un élément d’aucun
R:T, £ < o il s’agit de définir la famille R, 7. Si « est de premiére espéce,
R, T sera la famille-réunion des familles f{A), A parcourant les éléments
de R,-1T tels que pA > 1. Si « est de seconde espéce, R, 7T désignera la
famille des ensembles non-vides de la forme [, ., Ao, .. A¢, les A¢ appar-
tenant & R 7 et étant tels que A¢ C [], ¢ Ao, - .. Ay, quel que soit 'ordinal
{<a.

Alors, en désignant par 7 la famille-réunion de toutes les familles
disjonctives non-vides R, 7T construites par le procédé précédent, on s’assure
treés facilement que 7 est un tableau ramifié complet d’ensembles extraits
de M.

Remarque 4. Dans le cas ou la famille f(A), pour tout A C M tel que
pA > 1, est composée de deux éléments dont I'un se réduit & un point de
M, on voit que le tableau 70 contenant 'ensemble vide et tous les A € T

13Dans le procédé a), on reconnait le procédé bien connu d’adjonction d’éléments
idéaux & une collection d’objets donnés; il était employé aussi dans la note 4.7 pour
combler les lacunes d’un ensemble ordonné lacunaire; dans la théorie des espaces et
ensembles distanciés, le méme procédé fournit un moyen de compléter respectivement
un espace ou un ensemble distancié (voir G. M. p. 318 et M. Fréchet, Amer. J. Math.
50(1928), p. 66).
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tels que pA > 1, est une famille monotone saturée de sous-ensembles de
M considérée par M.E. Zermelo dans sa célébre démonstration que tout
ensemble de points peut étre bien ordonné (voir le §4 et E. Zermelo, J.
Math. 65(1908), p. 107).

C. SYSTEMES DE COMPLEXES. REPRESENTATION DE TABLEAUX
RAMIFIES D’ENSEMBLES.

On sait que (cf. le §5), o étant un ordinal, tout symbole de la forme
(@0, - @g)e<a est appelé compleze de rang o (o sont des éléments quelcon-
ques); soient A* = (af,...a} ... )ecass (i = 1,2), deux complexes différents
c’est-a-dire tels que soit ot # o, soit que o' = o mais on n’a pas a} = af
pour tout £ < a' = a®. Si A! est une partie intiale de A sans que A*
soit une partie initiale de A, on écrira A’ C A? ou encore A% D Al; sil'on
n’a ni A' = A% ni A! C A% ni A? C A%, on écrira A!||A2. Alors, la somme
logique des relations =, C, D et || vérifie la condition C et est une relation de
ramification; autrement dit, tout systéme S de complexes est un ensemble,
ramifié et méme un tebleau ramifié; on voit que la premiére rangée de S est
constituée de tous les complexes de S ne contenant, comme partie initiale,

aucun autre complexe de S.

1. Ceci étant, soit 7 un tableau ramifié d’ensembles; pour des raisons
de simplicité, on supposera que 7 ne contient pas ’ensemble vide et que
T est complet (ou tout au moins qu’il n'y ait pas d’ensembles disjoints
X, Y appartenant i une rangée R,7, o étant de seconde espéce, tels que
(. X)7 = (,Y)7); on va donner, généralisant un procédé de M. Lebesgue,!*
une représentation des ensembles de 7 qui se montrera trés utile. On peut
supposer que 7 a au moins deux points; autrement, une représentation serait
inutile, celle-ci ayant pour but de distinguer les éléments les uns des autres
et de les rendre, si possible, plus accessibles aux recherches poursuivies.

~ désignera le rang de 7"; a étant un ordinal quelconque < -, désignons
par A, un ensemble de points quelcongue ayant la méme puissance que la
famille Ry417T; s0it @441 une correspondance biunivoque entre les éléments
de A, et ceux de R,.1T. Si les familles R,117, (a0 < 4T), ont toutes, la
méme puissance, on peut prendre Ag = 4; =... = A, = pour tout a < 7.

Pour commencer, Pensemble G = 3 T - qui est, d’aprés la condition
I de la définition B2, un élément de T et par conséquent ’élément unique de

14yoir J. Math. 1(1905), p. 200. La "méthode de cortéges d’indices” de M.
Lebesgue a fourni des résultats trés précieux dans la théorie des fonctions réelles et des
ensembles analytiques de Souslin-Lusin (voir R. Baire, loc. cit. 6.13) et sourtout le livre
cité de M. Lusin. Voir aussi un mémoire de M. M. L. Kantorovitch-E. Livenson, Fund.
Math. 18(1932), pp. 214-279 et la littérature qui y est citée; cf. la notion des fonctions-4,
et fonctions-od de M. M. Sierpinski-Hausdorff (ibidem).
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Ry T - ne sera affecté d’aucun indice, ou, pour employer un autre langage "le
complexe de rang 0 sera l'indice de 'ensemble G = 37 de 7. Supposons
que les éléments de R, 7T sont représentés par la notation Go,...ay..., (1 < &),
pour tout £ < o et cela de fagon que (a,...a}... ) <e S(ad,...a2.. )(<§2
suivant que Goi, o1 SGaz,. a? 5 (n < €4,¢ < €%), pour tout a > &'
2 <a.

Si a = «, Papplication du procédé est terminé; supposons que a < 7y
et soit X un élément de R,7. On a deux cas:

I. a = ap+1. L'ensemble X sera désigné par Gao,~--a§,-~aao7 Gq, étant
le point de ’ensemble A, qui, en raison de la correspodance ¢, entre Ag,,
R,T, correspond a 'ensemble envisagé X, et Go,. a..., (£ < ag), désignant
I’ensemble umque de R,,7 contenant 'ensemble X. Alors, on voit que a4,
parcourant les points de A,,, le signe Gao,---aos a4, Parcourant les éléments
de R,T; et vice versa.

II. a est de seconde espéce. On posera X = G (€ <a)le

signe Gag,...ag étant 1'ensemble (unique) de Rey1 7T tel que Gag,...a§ O X

ag,...a‘r...’

pour tout § = a.
On voit que ag = af,’ pour tout £ <& <n<a.

Ainsi les éléments de 7 sont mis sous la forme G,,,. q,..., E<aa<
7v); en particulier, G = Gyige = Y, T. Désignons par S(7) le systéme des
complexes (c’est-a-dire des indices) (ag...a¢...)¢<a, (@ < 7), qu'on vient
de construire. On voit que chaque partie initiale, méme la “partie initiale
vide”, de chaque élément de S(7) est un élément de S(T) et que les éléments
de S(T) et ceux de 7 sont dans une correspodance biunivoque vérifiant ces
conditions:

Soient X* = Ga;‘,...ag...: (¢ < o), deux ensembles différentes quelcon-
ques de T; alors

SiX'SX? ona(af...af ... )ecar 2(a5 ... 62)e<a; et vice versalS.

Si X'X?=0,0na (aj.. af)ecarll(@d ... 62...)ecar; et vice versa.

La réciproque est encore vraie: si I'on a une famille F d’ensembles
qu’on peut mettre dans une correspodance biunivoque avec les éléments
d’un systéme de complexes et cela de fagon que les conditions écrites ci-

dessus soient vérifiées, on prouve facilement que F est un tableau ramifié
d’ensembles.

15Bjen entendu, on convient que le complexe vide 0 est une portion initiale de tout
complexe non-vide A et par conséquent 0 C A.
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Le procédé le plus simple de faire correspondre 3 un systéme S de com-
plexes A un tableau ramifié 7 (S) d’ensembles est le suivant: En désignant
par (A,.)s 'ensemble de tous les complexes K de S tels que A C K et par
[4,.)s Pensemble (A,.)s augmenté de I’élément A, on voit que la famille
T(S) des ensembles (A,.)s et [4,.)s, A parcourant les éléments de S, est
un tableau ramifié d’ensembles.

Soit enfin 7' un tableau ramifié de points (donc d’éléments quelcon-
ques) tel qu’il fut défini dans la premiére partie de ce §; désignons par S(T')
I'ensemble des (., a)T et (.,alr, a parcourant les points de T'; alors on voit
que S(T') est un systéme de complexes jouissant de la propriété que, quel que
soit le complexe (ag ... a¢ ... )¢<cq de S(T), le complexe (ag ... ay ... )y<e €st
aussi un élément de S(T') pour tout ¢ < ¢.

D’autre part, désignons par 7(T') la famille des ensembles (a,.)r et
[a,.)T; on voit que T(T') est un tableau ramifié d’ensembles qui est en rap-
port trés simple avec le systeme S(T').

En somme, on peut dire que la théorie des systémes de complexes et ‘

la théorie des tableaux ramifiés d’éléments quelconques, et, en particulier,
des tableaux d’ensembles, sont dans une liaison trés étroite; dans la suite,
les raisonnements sur des systémes de complexes se montreront, quelques
fois, avantageux parce que ceux-ci sont facilement maniables.

2. Ordonnance naturelle de compleres. Soit S un systéme de com-
plexes; & cause de la simplicité on considérera seulement les systémes S tels
que chaque partie initiale de tout élément de S appartient encore &4 S. Il s’en
suit que tout noeud de seconde espéce de S est composé d’un seul élément,
tandis que les complexes constituant un noeud de premiére espéce de S ont,
pour partie commune, un élément bien détérminé de S. On voit alors, ce
qui n’influe aucunement la structure de S, que les éléments de chaque noeud
de S, peuvent étre supposés ordonnés alphabétiquement (voir le §5); c’est ce
qu’on supposera dans ce qui va suivre.

On prouve facilement que S devient un ensemble ordonné en convenant
que, A = (af...a;. .. Je<ass (i = 1,2), étant deux éléments distincts quel-
conques de S, on pose A! < A2? ou A? > A! si ou bien A' C A? ou bien
AY||A? et al, < a2,  étant le premier indice ¢ tel que aj # af.

On voit que la relation d’ordre ainsi obtenue (tout en dépendant de

Pordre choisi dans chaque noeud) est une extension de la relation d’ordre
C.
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Ce mode d’ordonnance de S sera appelé ordonnance naturelle de S
parce que, par exemple, les nombres réels, dans leur développement décimal,
sont ordonnés de la méme facon.'®

On n’envisagera que des S tels que Ro{A4,.)s est infini pour tout
élément A de S et on supposera que les éléments de Ry(A4,.)s sont ordonnés
de telle maniére que le noeud Ry(4,.)s n'ait pas un premier élément.

Ceci étant, soit  un nombre ordinal quelconque de seconde espéce
entre O et vS5; on va démontrer ce

LEMME 17. a) Les ensembles ordonnés (.,a)s et (.,als sont denses
et anti-limités'”

b) L’intervale ordonné (.,a)s est partout dense sur R,S donc aussi
sur le segment (.,0)s.

Prouvons par exemple, que (., @) s est dense: il s’agit de prouver que,
At = (d).. - Je<ass (1 = 1,2), étant deux éléments distincts quelcon-
ques de (., a)s, 11 y a, entre A et A2, au moins un élément de (.,a)s. On
a ou bien A! < A? ou bien 4% < Al Supposons que Al < A? cela veut
dire que ou bien A! C A? ou bien A'||A? et a < a2,  étant le premier ¢
tel que a; # af. Si A' C A?, désignons par A un element quelconque du
noeud Ro(A!,.)s précédant I’élément (A'a? ),'® donc aussi I'élément A%
si Al||A?, al < a2, désignons par A un élément quelconque de Ro(A?,.)s-
Dans les deux cas, on voit que A' < A < A? et A € (,,a)s. c.q.fd.

Notre but est de prouver ce

THEOREME 6. Pour que, quel que soit l'ordinal o de seconde espéce
entre O et vS, les ensembles ordonnés (.,a)s et R,S soient partout denses
Uun sur Uautre, il faut et il suffit que S soit une suite ramifiée de complezes.

On se contentera de prouver que la condition est nécessaire; il s’agit
donc de prouver que, S satisfaisant aux conditions énoncées dans le théoréme
précédent, S est une suite ramifiée. Supposons qu’il n’en soit pas ainsi; il
existe alors un complexe A de rang o de S et un ordinal oy entre o et v5
tel qu’il n'y ait aucun complexe de rang ag appartenant & S et prolongeant

18]ci ordre dans chaque noeud est naturellement supposé 1'ordre naturel des nom-
bres 0,1,...9. Pour les nombres rationnels, on doit prendre quelques précautions 4 cause
de ’ambiguité de leur développement décimal. S’il s’agit seulement du type ordinal
de 'ensemble des nombres rationnels, il est représentable, par exemple, par le type du
systéme Hg qu’on définira dans la remarque 9.1.

17 ’ensemble (., a)s = 2 e<a FES est appelé Vinterval gauche a de S; le segment
gauche a de S est par définition (., a]s = (., as) + RaS.

18Ra.ppelons que (Ala?) est le complexe de rang a1 + 1 commengant, par A* et
finissant par a2 (voir le §5).
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le complexe A. On peut admettre que o soit le premier nombre ordinal
jouissant de cette propriété. On s’apergoit aisément que ¢g ne peut pas étre
de premiére espéce; il s’en suit, par hypothése, que I'ensemble ordonné R,, S
est partout dense sur 'ensemble ordonné (., ag)s lequel est, d’aprés le lemme
précédent, dense. Désignons par A* = (Aal), (i = 1,2) deux éléments
distincts quelconques de ’ensemble Ry(A,.)s; on a donc ou bien A! < A2,
Cest-a-dire al < a2 ou bien A% < A! cest-d-dire a2 < al. L’intervalle
(Al, A?) de (., 09)s ne pouvant pas étre vide, on en conclut qu’entre A et
A% il y a un élément, A°, de R,,S. Si, par exemple, A’ < A2, on aura
Al < A® < A? clest-a-dire (Aal) < A% < (Aa2). On en déduit que A est
une portion initiale de A°. D’autre part, A° appartenant & R,,S, A% est
un complexe de rang ag. On a donc construit un complexe, A%, de rang o
et tel que A C A°, contrairement & la supposition.

§89. Descentes monotones et disjonctives

Dans ce §, on étudiera des sous-ensembles F' d’une suite ramifiée quel-
conque S ayant avec chacune des rangées de S des points en commun. En
particulier, si F' a un seul point en commun avec chaque rangée de S, on dira
que F traverse S ou que S est traversée par F. Si S peut étre traversée par
un sous-ensemble monotone (disjonctif), on dira que S admet une descente
monotone (disjonctive). Si S n’admet aucune descente monotone, on dira
aussi que le rang de S n’est pas atteint (cf. la note 10.5).

THEOREME 1. Chaque suite ramifiée S peut étre traversée par une
suite ramifiée T ayant le méme rang que la suite S elle-méme.

Si S admet une descente monotone, il n’y a rien & démontrer; ce cas
a lieu, en particulier, si le rang v de S est de premiére espéce. En effet,
a étant un point quelconque de R,_,S, il est clair que [a]s est monotone,
traverse S et a le méme rang que S.

Reste le cas ol y est de seconde espece et ot S n’admet aucune descente
monotone.

Premier cas: 7 est régulier donc aussi initial régulier.

La suite T dont on parle dans le théoréme sera construite comme suit:
On prendra n’importe quel point ag de RyS. Supposons que les points a;
sont définis pour tout £ < @, a étant un ordinal quelconque < <; on va alors
déterminer le point a,: si @ est de premiére espéce, a, sera n’importe quel
point de R, S tel que ap—1 < aq. Supposons que a est de seconde espece;
soit T, le tableau des points ag, (£ < a). Désignons par § le plus petit des
rangs 7laglT,, (£ < a); soit alors a® le point a¢ de T, ayant le plus faible
indice et tel que y[a¢]r, = B. Il est clair que le point a* est déterminé d’une
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maniére unique. Soient ensuite oy n'importe quel nombre ordinal tel que
a+ 79Ty < op < ¥S et aq, un point quelconque de R, S tel que aq < Ggy-
Ceci étant, le segment [a,,aq,] de S (cest-a-dire I'ensemble de tous les
points a de S tels que a® < a < aq,) sera considéré comme appartenant 3
Pensemble & définir T'; on voit, en particulier, que les points a, prolongeant
les points ag, (§ < ), sont définis pour tout 7 tel que a < 1 < ag, de
maniére que a, € RS et oy < aq,. Alors, en désignant par Ty, le tableau
des points ag, (£ < ap), on voit que le rang de Ty, est supérieur & celui
de To. En posant 7' = 3, . To, on vérifie aisément que T est une suite
traversant S et ayant le méme rang que S.

Deuziéme cas: -y est singulier et initial; par conséquent 7y < 7. Soit
alors 0=y < By < ... < Be < ..., (£ < 77), une suite d’ordinaux < 7 et
ayant v pour la borne supérieure. En posant S° = ZE <r Bag S, on voit que
S9 est une suite ramifiée dont le rang est 77y et, par conséquent, on se trouve
dans les conditions du cas précédent. Soit alors T une suite ramifiée de rang
T+ traversant la suite S°; on va déterminer une suite T dont on parle dans
le théoréme: en désignant par ag, les éléments de T tels que ag, € RS°
c’est-a-dire ag, € Rg S pour tout £ < 77, on obtiendra la suite cherchée T
en complétant la suite T° de la facon suivante: soit & un nombre quelconque
< 7; alors il y a un et un seul ordinal § < 77 tel que B¢ < & < Be4q; si
a = [, tout est fait parce que le point ag, est déji déterminé; supposons
donc que B; < a < f¢41; alors le point a, sera déterminé de telle facon que
6o € R, S et aq < ag,,,. En désignant par T 'ensemble des points a, ainsi
construits, on voit que T est une suite ramifiée traversant S et ayant le rang
.

En modifiant légérement le raisonnement précédent, on prouve ce

THEOREME 2. Chaque suite complétement ramifiée S n’admettant
aucune descente monotone peut étre traversée par une suite complétement
ramifiée ayant le méme rang que la suite S elle-méme.

2. Passons 4 la considération de descente monotone d’une suite rami-
fiée S.

THEOREME 3. Pour qu’une suite ramifiée S admette une descente
monotone, il faut et il suffit qu’elle contienne un tableau étroit ayant le
méme rang que la suite S elle-méme.

Que la condition soit nécessaire, c'est manifeste; il s’agit de prouver
qu'elle est encore suffisante. Soit donc S une suite ramifiée contenant un
tableau étroit T de rang «S; il s’agit de prouver 'existence d’une descente
monotone de S.
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D’apres le théoreme 8.2, le tableau étroit T contient une suite étroite
50 ayant le rang vT donc le méme rang que la suite S elleméme. Or,
d’apres le théoréme 8.4, la suite S° contient un point a tel que la portion
[a]so est monotone; par conséquent, I'ensemble D% = [a]go effectue une
descente monotone dans S°. En désignant par D le plus grand sous-ensemble
monotone de S contenant I'ensemble D?, on voit que D est une descente
monotone de S (on voit que D est la réunion Y _(.,als, a parcourant D).

Le théoréme précédent justifie la notion des suites et tableaux étroits.

THEOREME 4. Pour qu'une suite ramifiée S admette une de-
scente monotone,il suffit qu’une au moins des trois conditions sutvantes soit
réalisée: a) S est étroite; b) vS est de premiére espéce; ¢) 7vS = w.

Prouvons le cas c¢). S étant une suite ramifiée telle que 795 = w,
soient: fg < f1 < ... < fBp < ..., (n < w), une suite d’ordinaux < vS ayant
7S pour borne supérieure, et ag, une suite de points tels que ag, € Rg, S
et ag, < ag,,, pour tout n < w. En posant D = 3 _ (.,ag,]s, on voit
que D est une descente monotone de S.

3. Suites prototypes. Une suite ramifiée, S, sera dite prototype (c’est-
a-dire suite prototype de ramification) si tout noeud de S est composé exa-
ctement de deux points distincts.

THEOREME DE RECIPROCITE: Pour qu’une suite prototype S admette
une descente monotone (disjonctive), il faut et il suffit qu’elle admette une
descente disjonctive (monotone); plus précisément: si D est une descente
monotone (disjonctive) de S, l’ensemble D composé des points a = la|s —a,
a parcourant D, est une descente disjonctive (monotone) de S*°.

Supposons que D est une descente disjonctive de S et soient az € R, S,
(& < 49), les éléments de D; il s’agit de prouver que P'ensemble des points
Ge = lagls — ag, (£ < S), est une descente monotone de S. Pour le voir, il
suffit de montrer que les points a¢, (£ < 7S), sont deux & deux comparables
ce qui résulte immédiatement de ce que, quel que soit o < 5, 'ensemble
Ro(S — Y ¢cqlae, -)s) est composé du seul point aq.

D’autre part, S admettant une descente monotone, S admet aussi une

descente disjonctive parce que, tout d’abord, S est complétement ramifiée
et, puis, on a ce

LEMME 1. Toute suite complétement ramifiée admettant une descente
monotone admet une descente disjonctive. ’

19Remarquons qu’on peut construire une suite-prototype n’admettant aucune de-
scente monotone, et, par conséquent, aucune descente disjonctive non plus.
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En effet, ag...aq..., (@ < %), étant les éléments d’une descente
monotone de S tels que a, € R,S pour tout a < S, désignons par a/,
un point quelconque de {aq|s — aq; on vérifie que 'ensemble des points al,,
(a < vS), est une descente disjonctive de S.

4. Si S admet une descente disjonctive, cela veut dire que S contient
un ensemble disjonctif de puissance pyS dont les points sont distribués,
dans S, d’une maniére trés particuliére; & savoir de maniére & traverser S.
D’autre part, on a ceci:

Sous I’hypothése que chaque suite complétement ramifiée T contient
un sous ensemble disjonctif de puissance pyT?°, on va prouver ce

THREOREME 5: Chaque suite complétement ramifiée ayant un noeud
composé d’au moins trois points distincts, admet une descente disjonctive.
(Théoréme sur la descente disjonctive).

Soient donc S une suite complétement ramifiée et a, b, ¢ trois points
distincts de S tels que (.,a)s = (., b)s = (.,¢)s; on a donc allb, bljc et aflc.

D’apres le lemme précédent, on peut admettre que le rang v de S n’est
pas atteint et est, par conséquent, de seconde espéce.

Ceci étant, il s’agit de déterminer un ensemble des points a, deux a
deux incomparables tels que d, € R,.S pour tout a < 7.

~ Soit ¢ le nombre ordinal tel que les points a, b, ¢ soient des éléments
de R, S; soit ensuite b un point quelconque de R, ,[b]s; on posera d, = a,
dptw = b et pour tout autre nombre ¢ inférieur & ¢ + w, d¢ sera un point
quelconque de I’ensemble |b¢|s — be, be étant le point de RS tel que be < b.
On a ainsi déterminé dy,...dg ... dy4w; il nous reste & déterminer des d,
pour tout « tel que p +w < a < ¥S.

¢ étant un point de Ry4,[c]s, soit v le rang de (¢,.)s. Alors, par
hypothése, la suite complétement ramifiée (¢,.)s contient un sous-ensemble
disjonctif de puissance p7; soient

(1) €0,C15---Cay---, (@ <7),
les points de celui-ci.

20Cette hypothése est, logiquement équivalente & chacune des hypothéses P;,
(: =1,...12) du “Complément”. Puisque nous ne savons ni démontrer ni réfuter aucune
de celles-ci, on pourrait croire qu’il serait plus logique de reporter les raisonnements de
cette section au Complément (d’ailleurs on ne s’en servira plus au cours de ce Chapitre).

Qu'’il soit remarqué que nous ne savons pas prouver ceci: Soit S une suite com-
plétement ramifiée ayant un noeud composé, d’au moins trois points distincts; si S
contient un sous-ensemble disjonctif de puissance pyS, la suite S admet une descente
disjonctive.
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Pour tout @ < %, on définira v(c) par la relation ¢y € Ry()S; on a
donc ¢ + w < v(a) < 7. Soit vy la borne supérieure des ordinaux v(a),
(a < 7); il est clair que 7y < 7.

Premier cas: -y = 7. Dans ce cas, on peut extraire de la suite (1)
une suite de points

CagyCay - -+ Cag + -+

tels que v(a¢) < v(ag41) pour tout &€ < 40, 4% étant un ordinal < 7 tel que
les v(ag) ont, pour ¢ < +%, le nombre y pour borne supérieure. Ceci étant,
soient u un point de R, 1. [c|s tel que u||€ et uo un point de Ry(qq)[u]s. Si
alors u" est le point de R,[u] tel que u” < ug, d, sera, pour tout 7 entre
% +w et v(ap) un point quelconque de |u?|s — u”; on posera dy(qa,) = Uo-

D’une facon générale, soient ¢ un nombre quelconque < 7° et ugyy
un point quelconque de Ry(q,,,)[Cacls; si alors u”, pour un 7 entre v(cg)
et v(aey1), est le point de R, S tel que u” < ug4y, on désignera par d, un
point quelconque de |u”|s — u”; on posera dy(a,,,) = Ue+1- Les nombres
v(ag), (€ < 7°), ayant v pour borne supérieure, on voit que les points dq
sont définis pour tout a < 7y et qu’ils constituent une descente disjonctive
de S.

Second cas: vp <<. On a donc p+w < v < 7.

Soient » un point de Ry4[c]s tel que ul|c et ug un point de R, [uls.
Si u? est le point de R,.S tel que u” < ug, on désignera, pour tout n entre
¢ + w et -y, par d, un point quelconque de ju?|s — %"; on posera d.,, = uo.
Enfin, si o est entre 7y et 7, on désignera par d, un point quelconque de
Ra [ca]s.

On voit sans peine que les points d,, (@ < 7), qu'on vient de définir,
effectuent une descente disjonctive de S.

5. Suite ramifiée 0q. Soit Hy un ensemble ordonné quelconque ayant
le méme type ordinal que l'ensemble des nombres rationnels, par exemple
P’ensemble des nombres rationnels lui-méme; désignons par og la famille des
sous-ensembles bien ordonnés, bornés et non-vides de Hy. Les éléments de
o9 pouvant étre considérés comme des complexes, on a, en employant le
langage du § précédent, ce

LEMME 2. oq est une suite ramifiée de rang non atteint ws.

Tout d’abord, rappelons que, d’aprés un théoréme classique de Cantor,
quel que soit 'ordinal @ < wy, chaque portion de Hy ayant au moins deux
points contient un sous-ensemble ordonné de type «; il s’en suit que g
est une suite ramifiée de rang wy. Si g9 admettait une descente monotone
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c’est-a-dire si I’on avait une suite d’éléments A, € R0y tels que A, C Ay
pour tout a < @ < wi, on aurait, puisque pour des ¢ infinis, A, est de la
forme (af ...af ... )¢<a, un sous-ensemble non-dénombrable bien ordonné

de Hy, a:jﬁ < agii < ..., (W < @ < wi1), contrairement & ce que tout
sous-ensemble bien ordonné de Hy est au plus dénombrable (on a, en effet,
poHo = No).

Remarquons, en passant, que mog = 2PHo,

THEOREME 6. Il existe une suite ambigué de rang non-atteint w;.?!

En effet, considérons la suite ramifiée o et faisons le procédé suivant:
désignons par RySy la rangée Ryoo; supposons que les sous-ensembles RSy
de gq sont construits pour tout £ < ¢, a étant < wq, et cela de fagon que:

1° pR¢So = Rg pour tout £ < a;

2° £ + 1 étant un ordinal quelconque < o et A un élément quelconque
de RSy, 'ensemble Ro(A,.)s, des éléments B de R115, tels que A C B est
un ensemble de puissance Rg, ordonné et n’ayant pas un premier élément.

On déterminera R,S; comme suit: si o est de premiére espeéce,
R, Sy sera la réunion des éléments des noeuds Ry(A4,.)s,, A parcourant
les éléments de R,_1S0; si a est de seconde espéce, R,Sy sera n’importe
quel sous-ensemble F' de R,0p jouissant de ces propriétés: 1° pF = Rg; 2°
Les ensembles ordonnés F et (., a)s, = 3 ;. ReSo sont partout denses 'un
sur Pautre. La puissance de 'ensemble (., a)s, étant Ry, I'ensemble ordonné
Ryop étant, d’aprés la seconde moitié du théoréme 8.6, partout dense sur
I’ensemble ordonné (., )4, donc aussi sur (.,a)g,, 'ensemble R, Sy existe.

Ainsi, de proche en proche, on détermine des ensembles R.Sy pour
tout £ < wy;. En posant Sy = 25 <w, F¢So, prouvons que Sy est une suite

21Ce théoréme est dit & M.N. Aronszajn qui a bien voulu me communiquer, vers
la fin du mois de juin 1934, un exemple d’une suite ramifiée ambigué de complexes
construite par des considérations suivantes: ry,72,...7,,... étant la suite de I'’ensemble
R de tous les nombres rationnels entre 0 et 1, posons (rn) = 1/n pour tout n entre 0
et w. On considére un systéme A de complexes (ao,... a¢ ... )¢<a, (@ < w1), satisfaisant
aux conditions suivantes:

a) pour tout complexe (ao,...a¢..-)¢<a de A, les a¢ appartiennent & R, sont
deux & deux distincts et tels que Z€<a plag) < oo;

b) a, a' étant deux ordinaux quelconques tels que 0 < & < o' < w1, pour chaque
élément (ag,...q¢...)g<ca de A et si petit que soit le nombre réel € > 0 il existe un
complexe (af), ... a’e o )ecar de A tel que a'E = a¢ pour tout £ < a et Za$n<a’ w(ay) <
&

¢) pour tout 0 < a < w1, 'ensemble des complexes (ag,...ag...) de rang a de A
est dénombrable.

Par le procédé de 'induction compléte, on s’assure que la construction de A est
possible. 11 est clair que A n'admet aucune descente monotone.
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ramifiée ambigué de rang non-atteint w;. On se contentera de prouver que
Sp est une suite ramifiée. Or, Sy est un systéme de complexes ordonnables
naturellement et jouissant de la propriété que, quel que soit l'ordinal a de
seconde espéce entre 0 et wy, les ensembles ordonnés R,Sp et (.,a)s, sont
partout denses 'un sur 'autre; d’aprés le théoreme 8.6, Sy est bien une suite
ramifiée. c.q.f.d.

Remarque 1. Soient I, m, n trois points quelconques ordonnés de telle
fagon que I < m < n; désignons par Hg, § étant un ordinal quelconque,
Vensemble, ordonné alphabétiquement, des complexes de rang wg définis
comme suit: les éléments de Hp sont de la forme (ag...a¢ ... )e<wy, les ag
parcourant les trois points {, m, n sous la seule condition qu’a partir d’un
indice (variable) ¢ on a ag; = m pour tout ¢ tel que ¢ < ¢ < wg (voir la fin
du §5); en particulier, le complexe de rang wgs et de la forme (m,...m...)
appartient & Hg.

Comme on a construit og, Sp & partir de Hy, on construit, a partir de
Hpg, les suites ramifiées o3, Sg. Nous ne le ferons pas.

Remarque 2. Par des raisonnements analogues 3 ceux qui nous ont
servi & la construction de Sy & partir de o, on démontre ceci: Chaque suite
ramifiée S dont tout noeud de premiére espéce est infini contient une suite
ambigué s dont tout noeud de premiére espece est infini et telle que vs = 5.

En particulier, on construit ainsi, & partir de la suite (.,wy),, une
suite ambigué s; de rang w; qui est uniformément atteint ce qui veut dire
que, quel que soit ’élément A de s1, la suite (A,.);, admet une descente
monotone.

§10. Types de ramification. Suites distinguées. Premier
probléme miraculeux

1. Deux tableaux T3, T5 sont dits semblables, en signe Ty ~ Ts, si
entre les points de T; et ceux de 73 on peut établir une correspodance
biunivoque conservant les relations respectives entre les points de T3 et de
T>; la derniere phrase veut dire ceci: a1, b; étant deux points quelconques
de T} et aq, by les points de T, correspondant respectivement a ap, by, alors,
on aura as = by, ay < bz, ay > by ou ayl|by suivant que respectivement
a1 = by, a1 < by, a1 > by ou ay||by; et réciproquement.

SiTy ~ T et si h est une similitude quelconque transformant les points
de T en points de T5, alors, quel que soit le point a de T3, on désignera
par h(a) le point correspondant de To; de méme, F' étant un sous-ensemble
de T1, on désignera par h(F) le sous-ensemble de T transformé de F'; en
particulier on aura h(Ty) = Ts.
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T étant un tableau ramifié, la propriété commune des tableaux sem-
blables avec T, sera appelée type de ramification et désignée par rT.

Si alors T3, 7> sont deux tableaux quelconques, on comprendra la
signification des symboles Ty < rT% (qui veut dire la méme chose que
rTy > vTy), rTy 2 rTa, rTh = v ou rT||rT% (voir la déf. 1.14 et la note

(1.11)).

Remargque. Si T est un tableau disjonctif, on voit que rT coincide
“avec pT'; si T est monotone {c’est-a-dire bien ordonné), le type de ramifica-
tion T coincide avec le nombre ordinal ¢7'; par conséquent, la théorie des
types de ramification contient, comme cas particulier, la théorie des nombres
ordinauz et cardinauz, d la fois.

LEMME 1. a. Deuz tableauz ramifiés semblables ont méme rang.

b. Soit h une similitude transformant Ty en T5; si alors N est un
noeud quelcongue de Ty et si N C R, Ty, alors h(N) est un noeud de T» tel
que h(N) C R,T>. Par conséquent, quel que soit l'ordinal oo < 4T}, on aura
h(RaTl) = RQTQ.

LEMME 2. Soient Ty, Ty deuz tableauz réguliers®® quelcongues; alors:

a. S'il existe une similitude h transformant Uintervalle (., a)r, en
intervalle (.,a)T,, a étant un ordinal de seconde espée inférieur ¢ vIy et
Ty, la similitude h peut étre prolongée d’une facon au plus jusqu’é une
similitude des segments (.,a]r, et (., olT,.

b. Soit a un ordinal quelconque inférieur a v et 4Ty; s'il existe une
similitude entre R,Ty et RyTs, celle-ci peut étre élargie d’une facon au plus
& une similitude entre les segments (., a]r, et (., alr,.

Le lemme précédent est une conséquence facile de cette proposition:
Soit h une similitude entre Ty et Tp: a étant un point quelconque de T, la
transformation h coincide, dans (.,a]r,, avec la similitude des deuz ensem-
bles bien ordonnés (.,alr, et (.,h{a)lr,.

2. Procédé o. E étant un ensemble ordonné, le signe o F représentera
le tableau ramifié de tous les sous-ensembles bien ordonnés bornés non-vides
de E, ceux-ci étant interprétés comme complexes. On démontre facilement
ce

LEMME 3. E, F étant deux ensembles ordonnés semblables, les
tableauz ramifiés o E, oF sont ausst semblables.

22(est-3-dire tels que chacun de leurs noeuds de seconde espéce n’a qu'un seul
point.
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Puisque '’ensemble des nombres rationnels est semblable avec chacune
de ses portions droites, on en déduit ce '

LEMME 4. La suite ramifiée og = oR, R désignant l’ensemble des
nombres rationnels,?® est homogéne.?*

3. Suites ramifiées distinguées. Une suite ramifiée S sera dite distin-
guée si ces quatre conditions sont simultanément vérifiées:

1° S est un ordinal initial et régulier;
2° § est ambigué et n’admet aucune descente monotone;
3° Chaque noeud de S est infini;

4° Borne sup,cg. plals = bornesup,.,s- pR.S; en particulier, si
7S = wg41. tout noeud de S a la puissance Ng.

Ezample: Sy désignant la suite ambigué considérée 4 la fin du §

précédent, on voit que ) <w, Ra+150 est une suite distinguée de rang w;.

Nous ne savons pas s’il existe une suite distinguée dont le rang serait
un nombre inaccessible. Au contraire, quel que soit l'ordinal B, on peut
démontrer lezistence d’une suite distinguée de rang wgy1. On rencontrera
a plusieurs reprises des suites distinguées.

4. Nous ne savons pas si toute suite distinguée de rang w; est
nécessairement semblable d@ un sous ensemble de og.

Le probléeme précédent est trés intéressant et important; en voild un
autre, plus difficile encore, qui occupe, & notre avis, une place particuliére
dans l’ensemble des problémes mathématiques concernant la théorie des
ensembles.

Probléme miraculeuz 1:  Deux suites distinguées quelconques de
rang w; sont-elles nécessairement semblables? (cf. les notes (7) et (8) de
I'Introduction et la fin de ce §).2°

Comme on le démontre facilement, le probléme précédent est équiva-
lent & celui-ci: Une suite distinguée quelconque de rang wy étant donnée,
est-elle nécessairement homogéne?2°

23Dans ce qui suit, gy aura constamment la méme signification.

240n dira qu'un tableau (ou méme un ensemble) ramifié T est homogéne si, quel
que soit le point a de T, on a T ~ (a, .)7.

25Voici le Second probléme miraculeuz: Sy, Sz étant deuz suites distinguées quel-
congues de rang w1, est-ce que les espaces-tableaur eS1, eSy est homéomorphes? (cf. le
§ 8.A7). Remarquons que la réponse affirmative au Pr. miraculeux I en entraine une au
Pr. miraculeux II.

26Voila encore un probléme: Démontrer I'existance d’une suite distinguée ho-
mogene.
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Prouvons ceci: La réponse affirmative au probléme miraculeux 1 en-
traine la proposition que toute suite distinguée de rang wy admet une de-
scente disjonctive.

En effet, en se servant de la proposition évidente:

Si un tableau admet une descente disjonctive (monotone), tout tableau
qui lui est semblable en admet encore une, il suffit de construire une suite
distinguée particuliére de rang w; admettant une descente disjonctive.

Par un procédé, nommé l'intercalation latérale (voir plus loin la notion
d’intercalation longitudinale), on va démontrer que:

Quelle que soit la suite distinguée S, il existe une suite distinguée S;
ayant le rang vS associée @ S d’une maniére trés simple et admettant une
descente disjonctive.

En effet, soit F une famille de puissance pS de suites distinguées, deux
4 deux disjointes, de rang .S et dont aucune n’a un élément en commun avec
la suite proposée S; entre les éléments de F et ceux de S, on peut établir
une correspodance biunivoque qu'on désignera par S,, voulant indiquer par
ceci qu’a S, de F correspond le point a de T' et au point a de S, I'élément
S, de F. Ceci étant, soit a un point quelconque de S; désignons par T,
le tableau qu’on cobtient en ajoutant a la suite S la suite distinguée S, de
F de la facon que, quel soit le point s, de S, on a a < s, et s,llb, pour
tout point b de S—(., a],, ce qu’on peut écrire encore: (., al; < Sgl|S-(.,als-
On désignera par S? le tableau-réunion ) T,, a parcourant les points de
S, Pensemble SP étant rangé d’une fagon naturelle c’est-a-dire: les S, aussi
bien que S conservant leur relation de ramification primitive, ensuite, a, &
étant deux points quelconques de S? tels que @ < b, on devra avoir aussi
a<ib.) s9; en particulier, a, a’ étant deux points distincts de S, les deux
sous-tableaux S,, S de S seront incomparables: quels que soient les points
b, b’ respectivement de S,, S,, on aura b||b'.

En posant S; = S — S, on prouve trés facilement que S; est une suite
distinguée de rang vS.

Or, la suite S; admet une descente disjonctive. En effet, soient: F
un sous-ensemble de S traversant la suite donnée S, et D un sous-ensemble
quelconque de Y., RoS, ayant avec chacun des ensembles RyS,, (a par-
courant F'), un seul point en commun. On prouve facilement que 'ensemble
D constitue une descente disjonctive de la suite distinguée S. c. q. f. d.
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5. Cas de suites ramifiées dénombrables.

LEMME 5. Quelle que soit la suite ramifiée dénombrable S, il existe
une suite ramifiée dénombrable S° de rang vS +1 telle que S = (.,75)50.27

Le cas ol 7S serait de premiére espéce étant trivial, supposons que
~S est de seconde espece. Prenons, tout d’abord, un cas trés particulier ou
il ’agit de 'ensemble o des complexes (ay,...a,), n étant un entier posi-
tif quelconque, les a, parcourant les entiers positifs et négatifs. On voit
que o est une suite ramifiée de rang w dont chaque noeud a la puissance Rg.
Désignons par s 'ensemble des complexes (a1a5...ay ... ), a, parcourant les
entiers. On démontre facilement que les ensembles o, s sont ordonnables na-
turellement, chacun partout dense sur l'autre et chacun séparable. Soit donc,
en particulier, R un sous-ensemble dénombrable quelconque de s partout
dense sur s donc aussi sur g. En désignant par 0° I’ensemble des complexes
de 0+ R, on conclut, & la suite du théoréme 8.6, que o° est une suite ramifiée
de rang w+ 1 et que R,0° = R. Ainsi, le lemme est démontré pour la suite
o et, comme on le voit, pout toute suite semblable & un sous-ensemble de o,
en particulier pour des suites dénombrables de rang w, parce qu’on prouve
aisément que toute suite ramifiée dénombrable de rang < w est semblable 4
un sous-ensemble des suites ramifiées o considérées ci-dessus.

Reste le cas ou S est de seconde espéce et entre w et w;. ap <
a; < ... étant une suite d’ordinaux < 7S tendant vers vS, posons Sy =
Y in<w o, S; on se trouve dans les conditions du cas précédent et il existe
une suite Sy de rang w + 1 telle que (- w)ss = So. En posant Sy = S + S8,
on prouve aisément que Sy répond aux conditions du lemme.

THEOREME 1. Quelles que soient les deuz suites ramifiées dénom-
brables Sy, Sy telles que vS1 = S, plajs; = pS: = Vo pour tout a € S,
(t=1,2), ona Sy = S,.

Le cas ou les ordinaux S, 45, seraient de premiére espéce pouvant
étre réduit & celui ou ils sont de seconde espéce, considérons le dernier cas.
D’aprés le lemme précédent, il existe une suite ramifiée dénombrable S?

273 I'on dit que le rang d’un tableau T est prolongeable s'il existe un tableau Ty
tel que ¥To > 4T et T = (.,7T)7,, le lemme dit, en particulier, que le rang de tout
tableau dénombrable est prolongeable. On peut démontrer ceci: Pour que le rang d’un
tableau soit prolongeable, il faut et il suffit qu’il soit atteint. Par conséquent, le rang de
g n'est pas prolongeable: celui d’une suite distinguée quelconque non plus.
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telle que vS? =vS; + 1, (.,7Si) so = S, (2 = 1,2); en particulier, en posant
R; = R,s5,5?, on aura pR; = 8.2

Soient:
(1) a%al,...a"... les points de S; numerotés une fois pour toutes;
(2) BO, b, .07 ... ,, ., ., S2 ., ’s yre ys .
(1) @0,G1,---Qn--- 55 55 5 B1 0y 0 5 s s
(2) bo,b1,. bt L, s s R2o, L, s,

En posant A¢9 = ag, £y = (.,Ao)sl, By = by, Fp = (.,Bo)52 et
en faisant correspondre les noeuds Aq avec By, on obtient une similitude,
qu’on désignera par hg, entre les points de Ey et ceux de Fy: on aura
ho(Fo) = Fy. Supposons que Ag, ... A, sont des points de (1°) et By,... B,
des points de (2’) tels que, en posant E; = (., Ag)s, + ...+ (, Ai)s,, F; =
(-.»Bo)s, + ...+ (., Bi)s,, la correspodance biunivoque A; 2 B;, pour tout
1 < n, entraine une similitude A; transformant E; en F; et que h; se réduit,
sur E;_1, a la similitude A;_1; on va alors construire les points A, +1, Bny1
et définir un prolongement de h,,.

Premier cas: n est un entier pair ou 0: Soit A,4; ’élément du plus
faible indice de la suite (1’) distinct des éléments Ay, ... , A,; désignons par
m le point a’ du plus faible indice j dans (1) tel que a? € (., Ant1)s, — En
et |a’|s, - En, D 0. Il est essentiel de remarquer que m eziste et est déterminé
d’une maniére unique. Alors, m’ désignant n’importe quel point de |m/|g, .
E,, Bpy1 sera le premier élément de {2°) tel que h,(m') < By, le signe
hn(m') représentant le point de F,, correspondant, en vertu de la similitude
hn, au point m’ de E,. En faisant correspondre les éléments A,.; avec
Bp+1, on voit qu’on obtient une similitude A, 4, entre les ensembles E,, 11 =
B, + (., Ant1)sys Fav1 + Fn + (., Bny1)s,, prolongeant la similitude h,.

Second cas: n est impair; la construction est analogue a la précédente
avec la différence que les lettres A, B changent leur réle.
Dans les deux cas, les ensembles E, 1, F,41 sont donc déterminés.

On aura ainsi:

EyCcE,C...CE,C..., XE,=65],
FRCcF Cc...C F,C..., _2F=Sg,
hoChy C...C hpnC...,

280n peut toujours supposer, et c’est ce que nous ferons, que plalgo = 1, pour
1
tout e € Ry, (1 = 1,2).
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le signe h,, C hnp4y voulant dire que la similitude Ay 4; est une exten-
sion de la similitude h,. Par conséquent, z étant un point de S;, on aura
un indice k; tel que h,(z) représente un méme point de S, quel que soit
lentier n > k;. En posant h(z) = h,(z) si n > k;, on s’apergoit aisément
que la transformation h = h(z) est une similitude entre les suites ramifiées
Sl, Sz. c. q. f d.

Comme conséquence facile du théoréme précédent, on a ceci:

a) Quel que soit P'ordinal @ < w;, toute suite ramifiée S telle que
1S = w?, plals = pS = Ny, est homogeéne. (cf. la note (4)).

b) Quelles que soient deux suites distinguées de rang w;, S, Ss, et
quel que soit lordinal o < wy, on a (., a)s, = (.,a)s, (cf. le probléme
miraculeux I).

§ 11. Nombres bT, b’T. Tableau normaux.

Dans ce §, on étudiera le rapport entre un tableau ramifié T et la classe
de ces sous-tableaux dégénérés; on définira deux nombres bT et V'T qui,
dans la suite, interviendront fréquemment. Dans ce qui suit, sauf mention
expresse du contraire, T désignera un tableau infini quelconque.

1. 0T désignera la borne supérieure des pF, F parcourant la classe
des sous-ensembles dégénérés de T.

Les deux probléemes nous intéresseront:

Probléme A: La borne supérieure bT est-elle, dans T, atteinte, c’est-
a-dire, existe-t-il un sous-tableau dégénéré de T ayant la puissance bT'?

Probléme B: A-t-on nécessairement bT = pT'?
On dira que T est normal s’il admet une réponse affirmative aux problémes
A et B, autrement dit s’il a la méme puissance qu’un de ses sous-tableauz
dégénérés.

LEMME 1. Quel que soit le nombre cardinal k < pT', T contient un
sous-ensemble dégénéré Ty, ayant la puissance k.

En effet, d’apres le lemme 8.11, 'une au moins des égalités a lieu:
pT = mT, pT = pyT. Si, par exemple, pyT = pT, on aura k < pyT et il
existe un a < 4T tel que pa = k; alors, a désignant un point quelconque
de R,T, il suffit de poser Ty = (.,a]p. SipT = mT, on voit qu'il existe
une rangée R de T telle que pR > k, et T} peut désigner n’importe quel
sous-ensemble de puissance k de R.

THEOREME 1. Entre les nombres cardinauz bT et pT il n’y a aucun
nombre cardinal; on a ou bien bT = pT ou bien bT, pT sont deuz nombres
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cardinauz consécutifs tels que bT < pT. En particulier, si pT est de seconde
espéce, on aura bT = pT. (cf. le probléme B ci-dessus).

Le théoréme est une conséquence facile du lemme précédent.

2. Avant d’aborder les problémes A, B dans leurs généralités, con-
sidérons deux cas particuliers ol pT' = Rg ou N;.

a) Si pT = Ro, T est normal: T contient un sous-ensemble dégénéré
infini Td.

Si T a une rangée infinie R (ce cas aura lieu, en particulier, si 7T < w),
il suffira de poser R = 7. On peut donc supposer que toute rangée de T est
finie. Il existe alors un point ag de RoT tel que plag, .)r = pT’; supposons
qu'on a démontré 1'existence des points ag < a1 < ... < a, telsque a; € R,T
et pla;,.)r = Rg pour tout i < n; on désignera alors par a,4+; un point
quelconque de Ry(a,,.)r tel que playy1,.) = pT.

L’existence de ap4; étant évidente pour tout n < w, il suffit de
désigner par Ty P’ensemble des points ag,a;,...ay,... (on voit que Ty est
une traversée monotone de T').

b) pT = N;. Le probléme de savoir si tout T ayant la puissance N,
est normal est d'une importance considérable parce que, comime on le verra
plus loin, il est intimement lié au probléme bien connu de Souslin. 11 s’agit
donc de voir si T est normal, c’est-a-dire s’ contient un ensemble dégénéré
non-dénombrable T,.

On peut supposer que 4T = wy: si vT < wy, il y a une rangée non
dénombrable de T, si vT > wy, il suffirait de poser Ty = (.,a)r, a étant un
point de R, T', pour se convaincre que T" est normal. Considérons la largeur
mT de T: On a soit mT = Ry soit mT = Vg soit mT < Ng. SimT = Ny,
T a une rangée non-dénombrable R et on poserait R = Ty; si mT < Ro, T
serait étroit et, & la suite du théoréme 8.5%%, T serait normal. Reste enfin le
cas o mT = Ry. On peut aussi supposer que T n’admet aucune descente
monotone parce qu'il est évident que tout tableau ambigu admettant une
descente monotone est normal.

En désignant par T l’ensemble de tous les éléments a de T tels que
pla,.)T < pT, on a ou bien pTy = pT ou bien pTy < pT'. Si pTy = pT, on
voit que RyTy est non-dénombrable et alors il suffit de poser Ty = RoTp; si
9Ty < pT, on aura, en posant T} = T — Ty, pT; = pT et méme pla, )7, = pT
pour tout point a de T'.

Puisqu’on a supposé que mT = Ry et que 4T n’était pas atteint, on
voit que T} est une suite ambigué de rang non atteint wy.
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On prouve facilement ceci: Quel que soit le point a de T, 1l y a une
rangée infinie (et forcément dénombrable) de la suite (a,.)T, .

Ceci étant, on va prouver que:
La suite Ty contient une suite distinguée S de rang w;.

Pour commencer, on désignera par RySp la premiére rangée infinie
de T}; soit a un ordinal w; et supposons que les sous-ensembles disjonc-
tifs et dénombrables R;S; de 77 sont déterminés pour tout ¢ < o; on
va déterminer R,Sy comme suit: si. a est de premiére espeéce, on posera
R,So = 3, Ro.f6,.)1,, a parcourant R,—1S5, a, désignant I'indice de la
premiére rangée infinie de la suite ambigué [a,.}),. Si o est de seconde
espéce, on posera R,Sy = RgTh, B désignant la borne supérieure des nom-
bres 7 tels que R,T contient au moins un point de 3, , ReSo; le dernier
ensemble étant dénombrable, 'ordinal g est bien déterminé et < w;. En-
fin, on posera S =3 <w, Ba+150; on vérifie aisément que S est une suite
distinguée de rang wy (voir le § 10.3). ’

11 s’agit de savoir si la suite distinguée S est normale ou non, c’est-a-
dire s1 bS = Ny ou N;.

Pour que bS = Ry, il faut et i suffit que tout sous-ensemble non-
dénombrable de S soit, @ un sous-ensemble au plus dénombrable prés, une
suite distinguée de rang <S.

Nous prouverons seulement que la condition est nécessaire. Par hy-
pothése, S = Rg. Soit E un sous-ensemble non dénombrable quelconque
de S; en particulier, E peut traverser S; il s’agit de prouver que, en retran-
chant de £ un sous-ensemble au plus dénombrable de E, le reste est une
suite distinguée de rang vS. On se contentera de prouver seulement que la
famille des noeuds finis de £ est au plus dénombrable. Pour cela, soit M la
réunion des ensembles lals — la|g, a parcourant les points des noeuds finis
de E. Soit, ensuite F' un sous-ensemble quelconque de M ayant avec chacun
des ensembles |a|s — |a|g, a parcourant les points de F tels que pla|g < R,
un seul point en commun. On démontre que F est un sous-ensemble dis-
jonctif de S et que pF = pS si pM = pS; on aurait donc 5 = N, ce qui est
incomatible avec notre hypothese.

En somme, nous ne pouvons pas décider s'il y a une suite distinguée
anormale.

Par un raisonnement analogue a celui par lequel on a prouvé que T
contenait une suite distinguée, on prouve ce
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LEMME 2. Toute suite ramifiée ambigué S n’admettant aucune de-
scente monotone contient une suite distinguée de rang 7vS.%

3. Considérons maintenant un T' quelconque et demandons-nous s’il
contient un sous-ensemble dégénéré T, ayant la puissance pT. On sera plus
concis.

Désignons par Tp 'ensemble de tous les points a de T tels que pla, .)r <
pT. SipTy = pT, on aura pR¢Ty > prpT. Si pT est régulier, on pourra
poser T, = RyTp parce que, comme on s’en apercoit sans peine, mgTy =
pT. Si pT est singulier et en plus, pRyTy < pT, il existe un ensemble de
points a¢ € RoTp tels que p[a®,.)r, < plal,.)r, < ... < plas,)r, < ...,
plaé, )1, < pT, (€ < 7pT), les plat,.)r, ayant pT pour borne supérieure.

Soit k% < k' < ... < k¢ < ..., (¢ < 7pT), une suite de nombres
cardinaux < pT ayant pT" pour borne supérieure. Déterminons les tableaux
E¢ comme suit: 3 étant le premier indice tel que p[a®,.)r, > k%, désignons
par E° un sous-tableau dégénéré quelconque de {a®,.)r, ayant la puissance
k? (voir le lemme 1); ¢ étant un ordinal < 7pT, supposons que les ensembles
dégénérés E" C [aPn,.)7, sont déterminés pour tout n < ¢ et que pE" = k7;
alors, en désignant par §B¢ le premier indice tel que paf¢,.)y, > k%, on
prendra n’importe quel sous-ensemble dégénéré E¢ de [a’¢,.)7, ayant la
puissance k¢. En posant Ty = ZE <rpT E£, on voit que Ty est un sous-
ensemble dégénéré de Ty ayant la puisance pTy = pT.

C’était dans le cas ol pTy = pT'. SipTy < pT, en posant Ty = T — Ty,
on aura pT3 = pT et pla,.)7, = pTi pour tout ¢ € T;. On a deux cas,
suivant que p7y = pyT ou pT; > pyT7.

Supposons, tout d’abord, que pT} > pyT;. Puisque pT1 =3, <y Ma
Ti, en posant y; = 771, il existera un ag < 7y tel que my, > pry; (voir
le lemme 2 - 2'); en particulier, si p7; est régulier, T} aura une rangée
de puissance pT;. En raisonnant sur une suite des [a¢,.)r;, (¢ < 7pT1)
les o appartenant & R,, T3, on construit, comme dans le cas précédent,
un sous-ensemble dégénéré de 77 ayant la puissance pT;. Reste le cas ou
pTy = pyT1. Si Ty est large, on raisonne comme tout a I’heure; le cas ou T
est étroit ne présentant aucune difficulté (voir le théoréme 8 - 5%%), reste le
cas ou T} est ambigu. On peut supposer que y77 est initial et non-atteint
parce que, dans les deux cas, T} contiendrait un sous-ensemble monotone de
puisance pyTy = pT; et tout serait démontré. Puisque, quel que soit a € Ty
pla, Y, = pT et pT1 = pyTy, on démontre que T} est une suite ramifiée.
En tenant compte des hypothéses précédentes, T) est une suite ramifiée

290n prouve aussi que le mot "ambigué” peut étre barré.
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ambigué n'admettant aucune descente monotone et ayant, pour reng, un
nombre initial.

En tenant compte du lemme 2, on peut démontrer ce

THEOREME 2. Tout T anormal contient une suite distinguée anor-
male S telle que pyS = prpT.

Ainsi, Pexistence de tableaur anormauz se réduit & celle de suites dis-
tinguées anormales. La question concernant lewr existence reste ouverte (cf.
le § 12 et le complément).

4. Nombre bT. Sia € T, b € T, le signe (¢ < b)r ou simplement
(a < b) sera appelé direction-élément de T si ou biena < b, (a,b) = 0 ou bien
a =b, (a,.)7 = 0; c’est-a-dire si ou bien b est un des succésseurs immédiats
de a ou, si a est un des derniers points de T' {c’est-4-dire (¢, .)7 = 0). Deux
directions-éléments (a < b), (@’ < ') sont dites distinctes si 'on n’a pas a
la fois @ = @', b = V'; et non-radiales si elles sont, tout d’abord, distinctes,
et puis telles que ou bien alla’ ou bien, & la fois, anonl|a’ et bnonl|¥'; il s’en
suit qu’on n’a pas alors a = @’.3% Autrement dit, deux directions-éléments
(@ £b), (a’ < V) sont non-radiales si ou bien af|a’ ou bien a < o/, b < o
ou bien o’ < a, ¥ < a. Ceci étant, ¥T sera la borne supérieure des pF, F
parcourant la classe des familles de directions-éléments de T' celles-ct étant
deuz @ deuz non-radiales.

La notion de directions-éléments de T s’impose d’elle-méme: elle nous
indique un certain passage d’un point de T & un seul de ses succésseurs
immédiates (éventuels). C’est ainsi qu'on généralise la notion de passage de
n d n+ 1 qui nous est familier des les premiers éléments de Mathématiques
(cf. I'hypothése P; du Complément).

Dans le cas de tableaux d’ensembles 7 (voir le § 8B), ¥'T admet une
autre définition, plus concréte d’ailleurs.

T étant un tableau d’ensembles, 7¢ sera la famille-réunion qu’on ob-
tient en adjoignant & T tous les ensembles A-B, les A, B parcourant 7.

On va prouver que b’ T coincide avec la borne supérieure des pF, F
parcourant la classe des sous-familles disjonctives de la famille T¢.

La proposition sera démontrée en deux pas:
1° Faisons correspondre & une direction-élément (A < B) l'ensemble
E 45, celui-ci étant soit A-B soit A suivant que A D B ou A = B. On voit

que, ainsi, & deux directions-éléments non-radiales de T correspondent deux
ensembles disjoints de 7¢ (qui ne sont pas vides tous les deux).

30Dot1 Pexpression " non-radiales”.
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2° D’autre part, & un élément non vide M de 7 faisons correspondre
la direction-élément (A,, < Bjs) de T construit comme suit: si M € T¢—T,
By sera tel que X — Byy = M, X € T (on voit que X, Bjs et Aps sont
déterminés sans aucune ambiguité); si M € T, Ay sera M, et By sera soit
M soit un élément de la famille Ro(M,.)T suivant que celle-ci est vide ou
non. Alors, & deux éléments disjoints non-vides de 7¢ correspondent, ainsi,
deux directions-éléments non-radiales de 7.

La notion de b’ T interviendra effectivement dans le § suivant.

A propos de H'T, on peut poser deux problémes analogues aux
problémes A, B en y remplagant bT par b'T.

LEMME 3. bT < V'T < pT. On ne sait pas si le signe d’inégalité peut
intervenir. Si T est normal, on aura bT = VT = pT.

On aura besoin de ce

THEOREME 3. Abstraction faite des T dont le rang est un ordinal
inaccessible, la borne supérieure b'T est atteinte.

D’aprés ce qui précéde, on se bornera au cas ol T est une suite ambigué
quelconque ayant, pour rang, un ordinal initial singulier. Désignons pas E
I’ensemble de tous les points a de T tels que le nombre o > 0 vérifiant

a € R,T soit de premiére espéce et que pla|p = 1.

a) pE = pT.
En effet, si pE < pT, en posant S = T — E, on démontre que S serait

une suite ambigué totalement ramifiée dont le rang est un nombre singulier
(= ~T) ce qui est incompatible avec le théoréme 8 - 2.

b) Désignons par F la famille des directions-éléments (a > b) de T, b
parcourant les points de E (par conséquent, a est le prédécesseur immédiat
de b); on voit que pF = pE donc pF = pT et que les éléments de F sont
deux & deux non-radiales.

5. Nous ne savons pas si, dans ’énoncé du théoréme précédent, le
signe b'T peut étre remplacé par bT: pour qu’il en soit ainsi, il faut et il
suffit que tout T soit normal.

Prouvons que la condition est nécessaire; on se bronera au cas de suites
ramifiées ambigués S de rang non-atteint qui est un nombre regulier initial
quelconque. On emploiera un procédé appelé intercalation longitudinale.

a étant un point de S et a l'ordinal tel que a € R, S, désignons par
S le tableau qu’'on obtient de S en y intercalant, entre le point a et le
noeud Ry(a,.)s, un ensemble bien ordonné E° de rang w,: tout point de
E°® précédera tout point succédant & un point au moins de Ry(a,.)s et
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suivra & tout point de (.,a}]s. Les E* étant, pour des a distincts, deux a
deux disjoints, on posera S; = > 5%, (a € S), les points de S; étant rangés
naturellement. On prouve facilement ceci:

a) Apreés tout point de S;, il y a un point de S. Il s’en suit qu’a tout
sous-ensemble disjonctif de S; on peut faire correspondre un sous-ensemble
disjonctif de S ayant la méme puissance que lui-méme.

B) S; est une suite ambigué n’admettant aucune descente monotone;
on a ’mSz = mS’, "ySz = W~g, pSl = Nqs = bSl.

Le rang de S; est donc singulier. A la suite de Phypotheése, S; contient
un sous-ensemble dégénéré E ayant la puissance bS; = R,s.

Or on a pRoE = pyS. En effet, le rang S étant, par suppo-
sition, régulier, on a TpE = <S; puisque, d’autre part pla,.)g < pE,
PE =3, cr,eld, )E, on aura pRoE > pyS. L’ensemble RoS étant disjonc-
tif, la suite S contient, d’aprés «), un sous-ensemble disjonctif de puissance
RoE; on a donc puissance pRyS = pyS, et la suite E est normale. c. q. . d.

6. Pour terminer, démontrons que

Lindentité (eventuelle) ¥T = pT entraine lidentité bT' = pT (la
réciproque est évidente).

On peut supposer que T est une suite distinguée. Alors, en faisant
correspondre & une direction-élément (a < b) de T un point quelconque de
|blT — b, on voit qu’d deuz directions-éléments non-radiales de T' correspon-
dent, ainsi, deuz points incomparables de T. c. q. f. d.

§ 12. Retour aux ensembles ordonnés.

A. Notion de développement complet d’un ensemble or-
donné.

1. Dans la section B du § 8, on a défini des tableaux ramifiés com-
plets d’ensembles comme des tableaux ramifiés 7 d’ensembles vérifiant ces
conditions:

1° L’ensernble 3 7 est un élément de T;

2° X étant un élément quelconque de T tel que pX > 1, alors
L Ro(X, )7 =X;

3° La partie commune de chaque sous-tableau monotone non-vide de
T appartient & T (sauf éventuellement si celle-ci est vide).

Dans le cas qui nous occupe actuellement, on considérera des tableaux
ramifiés de portions (et non pas de sous-ensembles quelcongues), d'un en-
semble ordonné E.
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Notation. F étant une famille d’ensembles quelconques, la famille de
tous les éléments de F ayant au moins deuz points sera désinée par YF.

Dans la suite, sauf mention expresse du countraire, £ désignera un
ensemble ordonné quelcongue. '

Chaque tableau ramifié complet D de portions de F tel que F soit un
élément de F sera appelé développement complet de ’ensemble ordonné E.

Prouvons tout d’abord ce

LEMME 1. Quel que soit I’ensemble ordonné E tel que poE < Rg,3!
le rang v de chagque développement complet de E est tel que v < wg41.

En effet, supposons qu'il existe un développement complet D de E tel
- que YD > wp41 bien que poF < Ng. En désignant par F' un élément quel-
conque de R, , D, soit, pour tout £ < wgy1, E¢ I'élément (unique) de ReD
tel que E¢D tel que E; D F. Il est clair que E; D E¢y; et que I'ensemble
E¢— E¢4, est composé, pour tout £ < wg,1, de deux portions disjointes Pé,
P¢’ (dont I'une peut d’ailleurs étre vide).  Soient alors ay, af deux points
quelconques appartenant respectivement a P, Py’ (si, par exemple, P; =0,
il est clair que a; = 0); en désignant par P’ et P” I'ensemble des points
différents cz’E et a.g respectivement, pour tout ¢ < wgy il est clair qu'au
moins 'un des ensembles P’ et P” aura la puissance Rg4;. Si, par exemple,
PP’ = Rgt1, cela voudrait dire que P’ est un sous-ensemble bien ordonné
de E et de puissance Ng,1; par conséquent, poE > Ngy; contrairement a
I’hypothese.- ‘

2. D étant un développement complet de E, on a donc 3. D = E. De
plus, X étant un élement quelconque de D, il y a une famille disjontive
f(X) de portions non-vides de X telle que

1°pf(X)>1et ) f(X)=X.

2° Quel que soit 'élément Y de f(X), il n’y aucun élément Z de D
tel que X D Z D Y. On voit que f{X) = Ro(X,.)p.

Dans la suite, on emploiera constamment la notation f{X) dans le
sens qu’on vient d’indiquer.

Or, la famille disjonctive f(X) peut étre ordonnée de la maniére sui-
vante: A, B étant deux éléments distincts de f{X), on posera A < B dans
F{X) suivant que la portion A de E est, dans E, & gauche ou a droite de la
portion B de E.

Dans la suite, on sous-entendra toujours que f(X) est ordonné de la
fagon indiquée et, par conséquent, la notation ¢tf(X) pour le type ordinal

31Pour la terminologie, voir le § 7.
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de f(X) s’explique d’elle méme. On voit alors que, quel que soit I'élément
X de ¥D, on al < tf(X) < tX (le symbole tX désignant le type ordinal
de l'ensemble ordonné X; celui-ci est, d’ailleurs, une portion de E).

v étant un type ordinal et F un ensemble ordonné, une famille F
d’ensembles sera dite v-partition compléte de E ou encore développement
complet de E suivant le type v, si F est un développement complet de F
satisfaisant & la condition que, quel que soit I'élément X de ¥ F, le type
ordinal tf(X) est identique avec le type v; si, par exemple, v = 2,3, on
parlera d'une bipartition ou d’une iripartition complétes de E.

B. Tripartition compléte d’un ensemble ordonné dense. So-
lution d’un probléme de M. Sierpinski.

Soient F un ensemble ordonné dense quelconque et D une tripartition
compléte de E.32 On va spécialiser la représentation, indiquée dans le § 8
B, des éléments de D.

1. Soit {l,m,n} un ensemble ordonné composé de trois points abso-
lument quelconques I, m,n tels que Il < m < n (par exemple [ =1, m = 2,
n = 3); on va construire un systéme, S(D), de complexes (ag...ag...) de
la fagon suivante:

Le complexe vide sera l'indice de 1’élément E qui est, comme on sait,
Pélément unique de RyD; autrement dit, E ne portera aucun indice dans la
représentation qu’on va construire. Le complexe vide (c’est-a-dire, U'indice
de E) sera un élément de S(D) ol il constituera “la premiére rangée” RyS
du systéme & construire S(D).

Supposons que les éléments33 de la famille R¢ D sont mis sous la forme
Elag...an... )n<e>r 168 (@0 ... aq...)n<e constituant un systéme RS de comple-
xes tels que a, soit [, m ou n pour tout 7 < € et tout £ < o, o étant un
ordinal inférieur au rang yD du tableau ramifié D, et cela de fagcon que les
conditions suivantes soient vérifiées:33

B = E(ag...aé...)5<ai<a)
Pintervalle (., a)p tels que

(¢ = 1,2) étant deux éléments quelconques de

E' = E?, alors (a§...af ... )g<a; = (63...a%...)¢<a,; Par conséqu-
ent, a; = ag;
() E'SE? alors (aj...a}.. . Jeca, 2 (... 62 e<ars

E'E? =0, alors (ag-.-a} .. )e<a 1(0F - 0% .. )gcar *®

32 A propos de l'existence de D, voir le § 8 B et la section C qui va suivre.
33Pour la terminologie et les notations, voir le § 8.
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On va désigner les éléments de la famille R, D; les indices ainsi obtenus
constitueront le systéme R, S. Soit donc X un élément quelconque de R, D;
on a deux cas:

1° « est de premiére espéce. Sialors Egy. o, )cc,., €St 'élément
de Rq—_1D contenant 'ensemble considéré X, on posera X = E,;. ac..aa_;s
a,_1 étant ou bien le point [ ou bien le point m ou bien le point n suivant que
X est le premier, le second ou le troisiéme élément de I’ensemble ordonné

f(E(ao...a.E...)5<a_1)'
2° o est de seconde espéce. On posera X = E(a1 a1 e est
3.afth

Pélément Y de R,D tel que Y D X pour tout n < £ Dans les deux
cas, le systéme des complexes construits (ag ... a¢ ... )¢<qo sera désigné par
R,S.

La construction précédente étant possible pour tout o < vD, on voit
que les éléments de D sont représentés sous la forme Elag...ac... Yecar (a <
D), les indices (ag...a¢...)ecqa, (@ < ¥D), parcourant le systeme S(D)
défini par la réunion des complexes des systémes partiels R, S, (o < vD).
De plus, on voit que la correspondance entre les éléments de D et ceux

de S(D) est biunivoque et satisfait aux conditions (I) quels que soient les
éléments E! et E? de D.

Remargue 1. Le systéme S(D) qu'on vient de construire ne contient
aucun compleze de rang vD, autrement dit, le rang du tableau ramifié S(D)
de complexes construits est non pas vD + 1 mais vD.3*

Notons encore une fois, que les éléments du systéme S(D) sont de la
forme (ag...a¢...)¢<a, (@ <yD), les a; étant I, m ou n.

Or, D étant un tableua ramifié complet d’ensermbles, d’aprés le lemme
8.17, tout point de l’ensemble 3 D qui est, dans notre cas, identique avec
E, est un élément de D. Par conséquent, aux points de I’ensemble ordonné
E correspond par les transformations (I) un systéme partiel du systéme
construit S(D); en le désignant par S°(D), on voit que S°(D) est parfaite-
ment déterminé et caractérisé par cette condition: S(D) est le systéme de
tous les complexes (ag ... a¢ ...) extraits du systéme S(D) qui ne sont une
partie (portion) initiale d’aucun autre compleze de S(D). En particulier,
A = (af...a}.. )e<air (1 = 1,2), étant deux complexes appartenant 3
S°(D), on voit qu'il existe un nombre ordinal = (A A?) tel que af = o
pour tout £ < ¢ tandis que ai, et ai sont deux points distincts de ensemble

34Rappelons que la rang 7D d’un tableau ramifié D est le type ordinal (et non pas
la borne supérieure) des nombres a tels que RoD > 0.
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ordonné {l,m,n} des points I, m, n. On a donc ou bien ai, < ai ou bien
a2 < al
¢ S Qo
2. Le systéme S°(D) peut étre ordonné alphabétiquement; autrement
dit, A* = (a{)...a‘g .o Je<as, (i = 1,2) étant deux éléments distincts quel-
conques de S°(D), si 'on convient que le signe A < A% ou A% > A! voudra
dire que a}, < a? dans {l,m,n}, ¢ désignant le nombre ordinal ¢(A*, A?),
on s’assure que S°(D) devient un ensemble ordonné.

Résumons: b étant un point quelconque de E, désignons par k(b) le
complexe du systéme S°(D) défini par b = Ey(); alors, k(b) établit une cor-
respondance biunivoque entre les ensembles E et S°(D); de plus, le systéme
S%(D) peut étre ordonné alphabétiquement. Or, on voit que la correspon-
dance k(b) est une similitude des ensembles ordonnés E et S°(D) c’est-a-dire
que, si b S ¢ dans E, alors k(b) S k(c) dans S°(D). Ceci est bien évident si
Pon regarde la fagon dont on a construit les complexes du systéme S°(D).

Ceci étant, supposons que 'ensemble E soit encore tel que poE < Rg3?;
alors d’aprés le lemme précédent, on a vD < wgy;. D’autre part, d’aprés
la remarque 1, le systéme S(D) (donc S°(D) non plus) ne contient aucun
complexe de rang wg4+i. Désignons par S™(D) le systéme des complexes
de rang wgy1 et de la forme (Am...m...)%, A parcourant les complexes
appartenant & S°(D). Il est clair que le systéme S™(D) peut étre ordonné
alphabétiquement et que les ensembles S°(D) et S™(D) sont semblables.
Par conséquent, les ensembles ordonnés E et S™(D) sont semblables.

Or, 'ensemble S™(D) est un sous-ensemble de P'ensemble Hg,; défini
3 la fin du § 5%6.

Autrement dit, E étant un ensemble ordonné dense tel que poE < Wg,
Uensemble E est semblable d& un sous-ensemble de l'ensemble Hgyy défini d
la fin du § 5%.

Soit maintenant F un ensemble ordonné infini quelconque; en dés-
ignant par E° I'ensemble ordonné qu’on déduit de E en comblant les sauts
éventuels de E par des ensembles ordonnés de type 7, on voit que E° est
un ensemble dense tel que E C E® et pgE® = poE. On en conclut ce

LEMME 2. [3 étant un nombre ordinal et E un ensemble ordonné
quelconques tels que poE < Ng, 'ensemble E est semblable & un sous-
ensemble de I'ensemble Hg..; défini a la fin du § 5%°.

3381 A = (a0 .. - 0€)¢ <a, il va sans dire que le signe (Am.;, m) veut dire (ao ... a¢ ...
m...m...).
36Voir aussi la remarque 9 - 1.
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Par conséquent, sous la méme hypothése, on a pE < pHg_H. Or,
d’aprés la corollaire 5- 1, on a pHgy; < 2%; on en déduit, en prenant
poE = Rg, ce

THEOREME 1. Quel que soit ’ensemble ordonné E, on a pE < 2P0F,

Remarque 2: Le théoréme précédent redonne, en particulier dans le
cas ou poF < Ny, la réponse affirmative au probléme suivant de M. Sier-
pinski: “Un ensemble ordonné (linéairement) dont tous les sous-ensembles
bien ordonnés (croissants ou décroissants) sont au plus dénombrables, a-t-il
nécessairement une puissance non-supérieure 3 celle du continu?” (Fund.
Math. 2, p. 28, probléme 12). P. Urysohn en a donné la réponse affirmative;
d’aprés une remarque de M.F. Hausdorff, la solution du probléme aussi bien
que le théoréme précédent lui-méme se trouvent implicitement dans le livre
cité: G.M. (Voir, P. Urysohn, Fund. Math. 5, 1924, p. 14 et vol. 6, 1925, p.
278).

C. ¥-partitions complétes des ensembles ordonnés continus.
Ensembles ordonnés normaux.

E désignera un ensemble ordonné continu quelconque; D sera une
§-partition compléte quelcongue de E.

1. A propos de l'existence de D, faisons tout d’abord cette remarque:
Soient E, F' deux ensembles ordonnés continus tels que £ C F; il existe une
et une seule famille disjonctive f(E) de portions non-vides E, de F vérifiant
ces conditions:

1° A tout point a de F correspond un élément E, de f(E) tel que
a € E,;

2° a parcourant les points de F,ona ), E, = E.

On peut alors dire que f(FE) est une décomposition de E suivant F. On
voit facilement que, pour un point donné a de F', la portion correspondante
E, est déterminée comme suit:

Si a est le premier point de F', E, est la portion gauche de E située &
gauche de ’ensemble (a,.)r des points de F' qui sont & droite de q;

Si a est le dernier point de F, E, est la portion droite de E située &
droite de I'ensemble (.,a)r des points de F qui sont & gauche de g;

Si a n’est ni premier ni dernier point de F, E, est la portion de E
située entre les ensembles (.,a)r et (a,.)F.

Ceci étant, appliquons ce procédé: d chaque segment S d’un ensemble
continu E tel que pS > 1, on fera correspondre un ensemble ¢(S) C S dont
le type ordinal est égal & 9; de plus, désignons par f(S) la décomposition
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de S suivant ¢(S), c’est-a-dire f(S) est une famiile disjonctive de portions
de E chacune contenant un et un seul point de ¢(S) et étant de plus telles
que > f(S)=S.

Désignons par RyD la famille composée de I'ensemble E lui-méme;
supposons que les familles R,D d’ensembles sont définies pour tout { <
et qu’il y a au moins un point de F qui n’est un élément d’aucune des
familles R¢D et que les familles 9 R, D sont composées des segments de E,
pour tout £ < q; définissons la famille R, D comme suit:

Si a est de premiére espéce, R,D désignera la famille-réunion des
familles f(S), S parcourant les éléments de la famille Y R,_1 D, c’est-a-dire
R,D = Y5 f(S), S € pRo—1D; si a est de seconde espéce, R, D désignera
la famille des ensembles [], ., Eo. .. E¢, les E¢ étant tels que E¢ € ReD et
Ee CIl,<¢ Eo--- En.

En désignant par 4D le type ordinal de I’ensemble des ordinaux « tels
que R,D 50, on posera D = z:z<'yD R, D (voir la note 1 - 2).

2. D est une 9-partition compléte de E sur lagquelle on va raisonner.

D étant un développement complet de E, tout point a de E est un
élément de D; par conséquent, a € E étant donné, le nombre v(a) tel
que l'ensemble composé du point a appartient & R,(,)D est parfaitement
déterminé; de plus, il est clair que v(a) > 0.

Désignons par F; l'’ensemble de tous les points a de F tels que le
nombre v(a) soit de premiére espéce, et par E, I'ensemble des points a de
E tels que v(a) soit un ordinal de seconde espéce. Il est clair que F; et Fy
sont deux sous-ensembles disjoints de E (dont I'un peut étre vide) et que
E,+FE,=FE.

Ceci étant, désignons par F; l'ensemble des extrémités des segments
de E appartenant au tableau ¥ D. On voit que, si ¥ D est infini, '’ensemble
F; et la famille ¥ D ont une méme puissance.

Or, Uensemble F; est partout dense sur l’ensemble F.

En effet, soit a un point de F> et I un intervalle de E contenant le
point a; il s’agit de prouver que I contient un point de*F3. Remarquons,
tout d’abord, que, a étant un élément de D, la famille F des éléments de
%D contenant le point a est telle que a = [[F. Par conséquent, il y a au
moins un élément de F c'est-a-dire un segment de E qui est entiérement
contenu dans l'intervalle I.

D’autre part, considérons la famille 4D, et soit S un élément quel-
conque de ¥D; d’aprés la convention ci-dessus, ((S) désigne un sous-
ensemble de S ayant le type ordinal 9; par conséquent, 'ensemble ¢(S)
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est séparable c’est-a-dire p1p(S) = No; désignons par e(S) n’importe quel
sous-ensemble dénombrable de ©(S) partout dense sur l'ensemble ¢(S).

Ceci étant, posons Fy = )¢ ¢o(S), S parcourant les éléments de ¢D.
Tout d’abord, I'ensemble F; est partout dense sur ’ensemble ) ¢ ¢(S), S
parcourant ¢D. D’autre part, I'ensemble > ¢ ¢(S), parcourant 4D, est
partout dense sur I'ensemble F; défini plus haut parce que, tout point de
E; appartient & au moins un ¢(.5). Il s’en suit que [’ensemble F; est partout-
dense sur ’ensemble E,.

En posant, F = F) + F5, on obtient ce résultat:
L’ensemble F est partout dense sur l'ensemble considéré E.

Or, on voit que pF; = Ro.pyD et que pFy = (pyD)32. On en conclut
que pF = Ro.py D, par conséquent p1 E < Ro.p¢pD.

LEMME 3. p1 B = RNopyD.

Tout d’abord, en désignant par 14D la famille des ensembles distincts
A, Bet A—B, les A, B parcourant 1D, rappelons que 'y D signifie la borne
supérieure des pF, F parcourant la classe des sous-familles disjonctives de
g D. On démontre facilement ce

LEMME 4: poFE = Ro.b'yD.

Passons 4 la démonstration du lemme 3; on peut supposer que 9D est
infini. Puisque, évidemment, po F < p; E, le lemme 3 sera vrai toutes les fois
que b/ D = pyD. Or, d’aprés les résultats du § 11, la derniére égalité aura
lieu toutes les fois que les nombres vy D, pyyD ne sont pas respectivement
de la forme wgy1, Rg+1, (8 > 0). Supposons maintenant que y¥D = wg1,
YD = Rgy1, (B > 0), et admettons, pour aboutir & la contradiction, qu’il
existe un sous-ensemble G de E ayant la puissance < Ngi; et partout dense
sur E. Le tableau D étant complet, tout point de G est un élément de
D. Puisque pG < Rgi1, il y a un nombre « tel que G C (.,a)p. Sil'on
désigne alors par A un segment quelconque de F appartenant & R,D, on
voit qu’aucun intervalle de E contenu dans A ne contient aucun point de

G, ce qui est incompatible avec 'hypothése que G est partout dense sur F.
c.q.f.d. :

Corollaire 1. Toutes les fois que ¥'9D = piD, on aura p1 E = po E.

Bref, le probléme si I'on a identiquement p; E = poE se raméne au
probléme si 'on a identiquement 4T = pT pour tout tableau ramifié infini
(la réciproque est encore vraie: voir 'inclusion Ps — P; du Complément).

3. En s’appuyant sur les résultats du § 11, les lemmes 3 et 4 de ce § et

le lemme 7 - 10, on obtient la proposition suivante dans laquelle E désigne
un ensemble ordonné quelconque:
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THEOREME 2. On a ou bien p1 E = po, E ou bien poE, p1 E sont deuz
alephs consécutifs tels que po E < p1 E; dans le dernier cas on apoFE = poE.

Résumons quelques résultats de ce § et du § 7;

THEOREME 3. Pour tout ensemble ordonné infini E tel que p1 E =
p2E on a poE < p1E = poE < p3E = p4E = ps E < pE < 27°F; si, en plus,
E est dense, poE = p3E.

4. Un ensemble ordonné E sera dit normal s%l existe une famille
disjonctive d’intervalles non-vides de E ayant la puissance p1E. Dans
le prochain §, on confrontera les notions de: tableaux ramifiés et ensem-
bles ordonnés, normaux: pour le moment, voila un résultat qui découle du
théoreme 11 - 3 et des lemmes précédents:

LEMME 5. Sip, E est singulier, E est normal.

D. Sur le continu linéaire et un probleme de Souslin.

1. L'un des premiers résultats fondamentaux de la théorie des ensem-
bles ordonnés était le

Théoréme de Georg Cantor3":

a) Deuz ensembles ordonnés, denses, anti-limités et dénombrables sont
semblables, et ont, par conséquent, le méme type d’ordre n que Uensemble
des nombres rationnels;

b) Deuz ensembles ordonnés connezes, anti-limités et séparables sont
semblables, et ont, par conséquent, le méme type ordinal A que l'ensemble
des nombres réels38;

c) Deuz ensembles ordonnés partout lacunaires, anti-limités, denses
et dont chacun a une infinité dénombrable de lacunes, sont semblables, et
ont, par conséquent, le méme type ordinal v que ’ensemble des nombres
irrationnels.

Théoréme sur le continu mathématique. F étant un ensemble ordonné,
soient A} les hypotheses suivantes:

A®. F a le méme type ordinal que ’ensemble des nombres réels z tels
que 0 <z <1

Al. F est continu et irréductible®®;

37Ges. Abhandl. p. 310.

38Probléme: Existe-t-il une famille F d’ensembles ordonnés tels que I’ensemble
E des types ordinaux tF, F parcourant F soit un ensemble ordonné du type A\? La
question analogue se pose aussi pour des types dimensionnels de M. Fréchet d’ensembles
appartenant & une certaine classe d’espaces abstraits.

39Un E continu est irréductible si tout sous-ensemble continu de E est semblable
aE.



110 A. Theory of Partially Ordered Sets

A2, E est continu et tel que p;E = Ry, (i = 1,5);

A3. E est continu et distanciable;

A%. E est dense, limité, distanciable et complet?;

A5, E est dense, distanciable et compact en soi.

Les propositions A°, Al, A%, A% A%, A%, A® sont, deuz ¢ deus,
logiquement éguivalentes, et, par conséquent, chacune d’elles caractérise le
type ordinal ¢ du continu linéaire.

Le théoréme sera démontré par ce schéme de conclusions
A5 AP A3 A2 A2 5 A2 5 A' 5 A0 A8

A5 - A%, Tout d’abord, E étant compact en soi, il est limité. Il s’agit
alors de prouver que, sous ’hypothése A%, E est complet. E étant compact
en soi, toute suite de points de F satisfaisant au critére de convergence de
Cauchy est convergente parce qu’elle admet un seul point d’accumulation.

A% — A3. Il s’agit de prouver que E est non-lacunaire. Supposons,
par absurde, que E = A+ B, A D 0, B D 0, que A soit & gauche de B et
que A n’ait pas un dernier point ni B un premier. Soit a,, (n =1,2,...),
une suite strictement croissante de points de A confinale avec A (E étant
distanciable, il est clair qu’ane telle suite de points a, existe). On vérifie
aisément que les points a;,ag,... sont tels que, £ étant un nombre réel
quelconque, il y a un entier &k tel que la distance entre a, et a,/ soit < ¢
quels que soient les entiers n, n’ dépassant k. Par conséquent, E étant
complet, la suite de Cauchy ay,a,,... convergerait vers un point a de E. 1l
est évident que a serait soit le dernier point de A soit le premier point de
B, contrairement i notre supposition.

A3 = A2, C'est une conséquence du théoréme 6 - 6.

1

Que A? — AZ — A2, c’est évident.

A? — A'. Prouvons que E est irréductible. En effet, E étant
séparable, chacun de ses sous-ensembles l’est aussi; en particulieur, tout

sous-continu F de FE est séparable et, 4 la suite du théoréme de Cantor,
semblable & E.

L’inclusion A! — A° est une conséquence du fait que tout ensemble
ordonné continu contient un continu séparable, ce qu’on vérifie aisément.

Enfin, Pinclusion A® — A% est évidente.

40(’est-4-dire: chaque suite de Cauchy de points de E est convergente (a un et un
seul point d’accumulation appartenant & E). (Voir E. A. p. 74).
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2. Désignons par A2 Uhypothése que E est un ensemble ordonné con-
tinu tel que p;iE = No, (i = 2,3,4); il est clair que A? — A2 — A2 - A2 >
A2 mais on ne sait pas si A2 — A? ou, ce qui revient au méme, si A — A2;
c’est précisément le célébre probléme de Souslin dont voici ’énoncé originel:

“Un ensemble ordonné (linéairement) sans sauts et sans lacunes pos-
sédant cette propriété que tout ensemble d’intervalles*! (contenant plus
d’un point) n’impiétant pas les uns sur les autres est toujours au plus
dénombrable, est-il nécessairement un continu linéaire (ordinaire)?” (Fund.
Math. 1, 1920, p. 223, probléme 3).42

D’apres les résultats des deux derniers §§, U’hypothése que tout tableau
ramifié de puissance R; est normal (ou ce qui revient au méme que toute
suite distinguée de rang w;i admet une descente disjonctive) entraine la
réponse affirmative au probléme de Souslin (dans le § suivant, on verra
que la réciproque est encore vraie). Remarquons que la réponse affirmative
au probléme miraculeux, I ou II, du § 10 entraine la réponse affirmative au
probléme de Souslin (nous ne savons pas si la réciproque est vraie).

Pour plus de détail, voir le Complément.

A cause de Pinclusion A% — A9, il suffirait, pour obrenir la réponse
affirmative au probléeme de Souslin, de prouver que, sous ’hypotheése A3, E
est distanciable (ou méme, comme on peut le démontrer, une classe (£) de
M. Fréchet.*3

3. Pour terminer, énongons ce

THEOREME DE HUNTINGTON%Y. Pour qu’un ensemble E soit isomor-
phe de 'ensemble R des nombres réels??, il faut et il suffit que ces conditions
A, B, C soient vérifiées:

A) Il y a une relation d’ordre < par rapport a laquelle E est ordonné,
connexe et anti-limité;

B) Il y a un mode de composition + entre les couples des points de E
par rapport auquel F est un groupe abélien (additif);

“1Nous dirions “de segments”.

4?Parlant du probléme de Souslin, M. W. Sierpinski écrit “..., et ce probléme
semble trés difficile” (N. T. p. 153).

43E. A. p. 214.

44Trans. Am. Math. Soc. 6, 1905, p. 17-41.

45C'est-a-dire tel que, entre E et R, on ait une similitude par rapport & laquelle
I'addition (et, par conséquent, les autres opérations élémentaires aussi) des nombres soit
invariante.
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C) En désignant par z le zéro*® du groupe FE relatif & la composition
+, alors: quels que soient les points g, b de E tels que a 2 z et b 2 z, on
auraa+b 2 a.

Remarques. 1° L’analyse de la démonstration de M. W. Huntington**
du théoréme précédent montre que les nombres réels sont des symboles trés
commodes pour désigner et distinguer des points de différents ensembles
(intervenant dans les Mathématiques classiques); dans I'état actuel de la
Science, ils ne suffisent plus & ce but; pour remédier A cela, on a introduit
des ensembles ordonnés, ramifiés, etc.

2° En analysant les démonstrations de théorémes de I’Analyse concer-
nant les fonctions continues réelles, on se rend compte que, presque toujours,
on se sert seulement de la propriété A} de I’ensemble des nombres réels. Par
conséquent, on aura un grand nombre de propriétés des fonctions contimies
réelles qui seront valables pour des fonctions continues dont les arguments
et valeurs appartiennent & un ensemble ordonné connexe quelconque.

3° En introduisant, dans sa These, la notion d’espaces distanciés,
M.M. Fréchet a fait jouer aux nombres réels non-négatifs un réle nou-
veau?”: d’organiser les sous-ensembles d’un ensemble E de points: c’est-
a-dire d’exprimer, F' étant un sous-ensemble de F, la proximité d’un point
de E de l'ensemble F' et de définir ainsi les points d’accumulations de F.
L’analyse de la théorie des espaces distanciés montre qu’un réle analogue
peut étre joué par des points de nimporte quel groupe abélien ordonné (con-
dition A et B)*® ou méme par des points d’un ensemble ordonné quelconque
ayant un premier point*®.

C’est dans cette direction aussi bien que dans celle de voir les liens

entre les notions de groupes et d’espaces abstraits®® que nous publierons
prochainement un travail®!.

48(’est-a-dire I’élément (unique) z de E tel que, quel que soit le point e de E,
on ait z + a = a + z = a; d’aprés la théorie générale des groupes z existe et est bien
déterminé.

4TVoir E. A. 61.

48Voir W. Krull, Journal fiir Math. 167, 1932, p. 160-196.

49Comp. la note (2-15) et la notion des espaces pseudo-distancié dans la Note aux
C. R. 198, 1934 p. 1563.

50t rapprocher ainsi les idées de E. Galois et M. Fréchet.

51Cf. D. van Dantzig, Math. Ann., 107, 1932, p. 587-626.
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NOTATIONS!

(- a), (., a], (a,b), [a,b], (a,.), [@,.): 1-5et 8-A-6; [a]: 8 5 (., a)T,
(,alp: N8-16%; bT: 11-1; B'T: 11.4; vT: 8- A-9; v'T: 8 AlleT

8-A-T; f(X): 12-A-2; <p(A1A2) 5.1; %F; 12- A-1; He : 5 5 et la Rem.
9.1;lE, LE: 3- VII; mT: 8-A-10; pE: N1-1; p;E, (= 5 741
R.T: 8-A-9; sE, SE: 3- VII; 0: 9-5; oE: 1022?2 N127'd
11-4; Ta: 2A et 2B; uE, vE, VE, wE: 3- VIL
INDEX!

Ambigu (Tableau), 8- A- 11. Degré (de cellularité), NC - 11, (de
Alphabétiquement ordonné, 1 - 15. séparabilité). NC - 11.
Anti-limité, 1. 7. " Dense, 1-9, (en soi), 1.9, (Partout),
Atteint (Rang) 9. 1-9.

Descente (disjonctive, monotone),
Bipartition (compléte), 12- A - 2. 9.
Borne supérieure (et inférieure), Développement complet, 12- A - 1.
1-7. Disjonctif, 8- A-2et 8- A-4.
Borné supérieurement (et inférie- Disjonctive (Famille), 7 - 1.
urement), 1- 7. Distinguée (Suite ramifiée), 10 - 3

et C-4.

Coeztensif, 1-13.
Complet (Développement), 8- B - 2. Ensemble (disjonctif), 8- A -4, (or-

Complétement ramifié, 8- A - 13. donné), 1 -4, (bien ordonné), 1 - 8,
Compleze de points, 5 - 1. (partielement ordonné), NC - 1,
Coinitial, 1-13. (ramifié), 8- A-4 et NC-1, (ramifié
Confinal, 1-13. : dégénéré), 8- A - 4.

Conneze (et mutullement -), 1-9. Espace, (ordonné). 1-9, (-tableau),
Continu, 1.12. 8-A-7.

Coupure, 1 - 10. Etroit (Tableau), 8 - A - 11.
Dégénéré (Ensemble ramifié), Famille (disjonctive), 7 - 1, (mono-
8-A-4. tone), 4 - 1, (ramifiée), 8- B - 1.

!Les numéros renvoient aux sections des §§ ol figurent les définitions des expres-
sions et symboles considérés; ainsi, par exemple, mT": 8- A-10 voudra dire que la définition
de mT se trouve dans le numéro 10 de la section A du § 8. De plus, si la définition de
X se trouve dans la Note ¢ du §p, on écrira X: Np - q. Enfin, la lettre C désignera le
Complément.
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Fermé (Ensemble), 1-9.
Fonction rétractante, 2 - 3.

Homogéne (Tableau), N10-3.
Hypothése (de Cantor), 2-B, (de
ramification), C - 3, (B, i =
1,...,12 et (@)), C - 3, (du con-
tinu), 2- B.

Inaccessible (Nombre), 2 - A.
Induction (linéare, compléte),

3. IV.

Inertie (d’ordonnance), C - 2 et les
hypothéses P, P;.

Incompatibles (Relations), N8 - 2.
Incomparable, 1-14 et 8- A-1.
Initial (Nombre), 2+ A - 2.

Isolé, 1-9,

Intercalation (latérale), 10 - 4, (lon-
gitudinale), 11 - 5.

Intervalle ((.,a), (a,.),(a,b,)),1-5
et 8-A-6, ((,a)r), N8- 16"

Lacune, 1- 10, (intérieure), 1 - 10.
Lacunaire, 1 - 10, (Partout), 1 - 12.
Large (Saut), 4 - 3, (Tableau),
8-A4.11.

Largeur (d’un tableau) 8 - A - 10.
Limité (Ensemble ordonné), 1-7.
Longueur, longueur réduite,
8-4-10.

Monotone (Ensemble, Famille),
4-1let8-A-4.

Noeud, 8- A-6,8-A4-13.
Nombre {ordinal, cardinal), 2 - 4,
2 - B, (initial, régulier, singulier,
inaccesible), 2- A - 2.

Normal (Ensemble ordonné),

12 C - 4, (Tableau), 11- 1.

Ordre (Famille), 4 - 2.
Ordonnance (alphabétique), 1 - 15,
(naturelle), 8- C -2, C- 1.

Portion, 1-6, 8-A-5, (élémentaires),
1-6.

Principe, (de Uinduction linéaire),
compléte), 3- IV,

Propriété de Lebesque-Khintchine,
3-1IV.

Pseudo-rang v'T (d’un tableau),
8-A4-11.

Procédé o, 10 - 2.

Probléme (miraculeux), I, IT, III),
10-4, N10-3 et C-2, (de la struc-
ture cellulaire des espaces, NC-11.

Ramifié, (V. Ensembles).

Rang, 8 - A -9, (non-atteint), 9 et
N10- 5.

Rangée, 8- A-8et 8-A4-9.
Relation (de classification), 1 - 2,
(de comparabilité), 8 - A - 2,
(d’ordre, d’ordre inverse), 1 - 4,
(d’ordre partiel), NC - 1, (de rami-
fication [dégénérée]), 8- A - 3.

Saut, 1-11, (large), 4- 3.
Saturée (Famille), 4 - 4.
Semblable, 1-14, 10 1.
Séparable N5 - 5.

Somme de relations, N8 - 3.
Suite ramifiée, 8 - A - 12, (distin-
guée), 10 - 3, C - 4, (00), 9 - 5,
(prototypes) 9 - 3.

Tableau ramifié, 8-A-9, (d’ensemb-
les), 8-B.

Totalement (ramifié), 8- A - 13.
Type (d’ordre), 1 - 14, (de ramifica-
tion), 10-1, (- limite d’un nombre),
2.

Traverser (un tableau}, 9.



ENSEMBLES LINEAIRES ET UNE CLASSE DE
TABLEAUX RAMIFIES

(TABLEAUX RAMIFIES DE M. ARONSZAJN)

Introduction

Le présent travail traitera des problmes d’existence d’une certaine
classe de tableaux ramifiés!, appelés tableaux ramifiés de M. Aronszajn.

Rappelons quelques définitions et notations dont nous nous servirons
constamment.

1. Soient E ensemble partiellement ordonné par rapport & une relation
binaire < et @ un point de E; nous désignerons respectivement par

(1) ('va)E'a ('7a]E= (aa')Ea [a'y')E

Pensemble de tous les points z € E tels que respectivement

1) z<a, z<a a<z, a<z
et poserons
(2) lalg = (- a)E + e, )E-

Autrement dit, [a] est 'ensemble de tous les points de E comparables & a?.

2. Tableauz ramifiés. Un ensemble E partiellement ordonné par <
est un tableau ramifié par rapport & < si, quel que soit le point a de E,

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. Publ Math. Univ. Belgrade 6/7 (1937/38), 129
160

LPour la terminologie, voir Georges Kurepa, Ensembles ordonnés et ramifiés
(These, Paris, 1935 ou Publ. Math. Univ. Belgrade, IV, 1935, pp. 1-138); dans ce qui
suit, ce Mémoire sera désigné par These

2Deux points a,b de E sont comparables si a < b ou b < a ou a = b; autrement,
a, b, sont incomparables.
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’ensemble (-, a] est un sous-ensemble bien ordonné de E. En particulier, une
famille d’ensembles, F, sera dite un tableau ramifié décroissant (croissant)
d’ensembles® si, quel que soit ’ensemble A appartenant & F, la famille
(-, A]lr des X € F tels que X D A C X) est bien ordonnée par rapport 4 la
relation d’inclusion D (C).

Dans ce qui suit, nous désignerons par
®3) T

un tableau ramifié par rapport & une relation binaire quelconque <.
Nous poserons

4) 4T = suptF,* (sup = borne supérieure),

F parcourant tous les sous-ensembles bien ordonnés de T'; le nombre ordinal
7T s’appelle le rang de T (v. Theése, p. 74). Pour un ordinal quelconque
a <~T,

5) R, T

4

désignera I’ensemble de tous les points a de T tels que ¢(-,a)r = @;* en

particulier, RyT sera I'ensemble de tous les premiers points de FE.

L’ensemble R,T s’appelle la rangée a de T; en particulier, RyT
s’appelle encore la premiére rangée de T (cf. Thése, pp. 72-74).

Manifestement,

(6) si < T alors R, T #0
(7) D R, T=T, (a<9T).
«

3. Tableauz ramifiés de M. Aronszajn. Un tableau ramifié T sera dit
un tableau ramifié de M. Aronszajn s’il vérifie ces quatre conditions:

a) 7T =18

b) Tout sous-ensemble bien ordonné de T est au plus dénombrable;

¢) Chaque rangée de T est au plus dénombrable: pR,T°< Ry, (a <
7T);

3Dans Thése nous n’avons considéré que des tableaux ramifiés décroissants d’en-
sembles.

4tX = type d’ordre de X.

5pX = puissance de X.
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d) Quels que soient le point a de T et 'ordinal a < 4T, la rangée R, T
contient un point comparable & a; symboliquement, {alrR,T # 0, (a €
T,a <~T).

C’est 'étude du probléme de Souslin qui nous a amené & des tableaux
‘ramifiés de M. Aronszajn dont l’existence fut établie par M. Aronszajn®.

4. Position du probléme. Comme nous venons de le dire cidessus, nous
nous occuperons dans ce qui suit de ’existence des tableaux ramifiés de
M. Aronszajn. En particulier, nous exposerons an chapitre I la profonde
démonstration, due & M. Aronszajn, de la proposition suivante:

19 il existe une famille d’ensembles linéaires fermés
For, k<w,a<Q)

satisfaisant auzr conditions 1, 11, III que voici:
I. Pour tout a < Q et tout k <l <w,ona Fyi-Foy=0;

II. Pour tout o < o' < Q, tout Fy ; est contenu dans un F, ; sans
coincider avec celui-ci;

IIT. Pour tout a < o < 2 et tout k, il existe un Fy ; tel que Fipry C
F, 1 (Pégalité exclue!).

Bref, il existe un tableau ramifié décroissant de M. Aronszajn composé
d’ensembles linéaires fermés.

Depuis un moment je fus hanté par le probleme de l'existence d'un
tableau ramifié de M. Aronszajn d’ensembles linéaires fermés, et, quelques
jours avant de partir de Varsovie (vers la fin du mois d’avril 1937), j’avais cru
avoir résolu la question par 'affirmative et avais composé la-dessus un article
et transmis 4 la Rédaction des Fundamenta Mathematicae. Une dizaine de
jours aprés, j'avais découvert une faute dans ma démonstration, faute qui
se trouve aussi dans ma Thése (pages 96 et 97 olt par une fausse application
du th. 6, p. 89, j’avais obtenu la proposition fausse constituant la remarque
2, p. 97, loc. cit.).

N’ayant pas pu rétablir la démonstration de la proposition 1° ci-dessus,
je me suls adressé & M. Aronszajn; M. Aronszajn y a réussi, et, fait curieux,
deux jours aprés qu’il avait bien voulu m’exposer sa belle démonstration,
j’al appris, lors d’une conversation avec M. Denjoy, que, de sa part, lillustre

6Voir ma Thése, p. 96. Remarquons que tout T vérifiant b), c) contient un tableau
ramifié de M. Aronszajn (cf. Thése. p. 106); notons qu'un T de M.Aronszajn tel que,
pour tout a € T, il y ait une infinité de points z € T vérifiant (-, a)r = (-, )7, (cf. (1)),
fut appelé par nous une suite ramifiée distinguée de rang Q (cf. Thése, p. 99).
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géometre en s’occupant du probléme de Souslin, avait été, dés le printemps
1936, en possession de la proposition 19,

5. Transformations et fonctions croissantes’. Dans le chap. II, en
nous servant d’un raisonnement constituant le développement du raison-
nement des pages 96, 97 de Thése, nous établirons quelques liens inattendus
entre des ensembles linéaires non dénombrables, d’une part, et des tableaux
ramifiés de M. Aronszajn, d’autre part. .

Pour nous mieux expliquer, posons une définition”:

E; étant un ensemble partiellement ordonné par g;, (i = 1,2), nous
dirons qu’il eriste une transformation croissante de E; en F, si I'on peut
faire correspondre & tout point ¢ de Ej, un point bien déterminé f(a) de
E, de maniére que, quels que soient les points z,y de E, la relation z, 0,y
entraine f(z)oz2f(v); dans le cas ot E; est un ensemble linéaire, nous dirons
que f(a) (a € E;), est une fonction réelle croissante dans E-.

6. Ceci étant, voici ce qu’on peut établir:

20 Quel que soit l’ensemble linéaire partout dense M de puissance
< Ny, i y a un tableau ramifié de M. Aronszajn, T, et une fonction réelle
uniforme croissante dans T, soit f(a), (a € T), tels que f(T) = M;® dans
le cas ot M est non dénombrable, la fonction f peut étre supposée univalente
(cf. n® 29, théoréme 3°®).

3° Quel que soit l'ensemble linéaire non dénombrable M, il y a un
tableau ramifié de M. Aronszajn, T, et une fonction réelle biunivogque crois-
sante dans M, soit f, tels que f(T) C M2

Par conséquent, en détruisant partiellement, dans I’ensemble linéaire
f(M) Pordre de celui-ci, on peut arriver & un tableau ramifié semblable &
T: pour cela, il suffit de déclarer incomparables tout couple de points z,y
de f(M) dés que le sont les points f~1(x)°, f~1(y) de T.

7. Remarquons que, quel que soit le tableau ramifié de M. Aronszajn,
T, il y a une transformtion biunivoque croissante f, de T' dans I’ensemble
ordonné

7Voir Georges Kurepa, Transformations monotones des ensembles partiellement
ordonnés C. R.Acad. Sci. Paris,20, (1937)

8f(T) = '’ensemble des f(a), (a € T).

9Pour un z € f(T), f~1(z)T désigne Pensemble des a € T tels que f(a) = z.
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des nombres ordinaux < £; pour s’en rendre compte, nous n’avons qu’a
énumérer chaque rangée R, T de T

{s3 [ [ o [+3
R,T - -a§,af, - ,a5,--, (n<w,ad #af, m<n<w)

et poser fla?) =wa+n, (n<w, a<Q).

Autrement dit, quel que soit le tableau ram. de M. Aronszajn il y
a un “désordonnement” partiel de Uensemble (-,Q) tel qu'on oblienne un
ensemble partiellement ordonné, semblable ¢ T et donc identique & T au
point de vue d’ordre.

8. Or, ce qui est difficile c’est d’examiner la nature des désordon-
nements partiels variés de (-,2) pour obtenir tous les tableaux ram. de M.
Aronszajn.

Dans le chap. II nous indiquerons un procédé d’un désordonnement
partiel de (-, ), (cf. n°26, proposition Ig), procédé qui nous fournira les
propositions 2°,3° ci-dessus; il est remarquable que chacun des tableaux
ramifiés de M. Aronszajn que nous obtenons par ce procédé-li contient
un sous-ensemble non dénombrable de points deux & deux incomparables®®,
propriété trés précieuse, étant donné que la condition nécessaire et suffisante
pour que la réponse au probléme de Souslin soit affirmative c’est que tout
tableau ramifié de M. Aronszajn contient un sous-ensemble non dénombrable
de points deuzr & deuz incomparables'?.

En terminant, ajoutons que la présent travail est une partie d'un
Mémoire que M€ St. Braun a examiné de plus prés; je tiens & la remercier
bien vivement de toutes les remarques qu’elle a bien voulu me faire & ce
propos.

I. Tableaux ramifiés d’ensembles fermés linéaires

9. Généralités. D’apreés un théoréme bien connu de Baire, toute suite
décroissante (croissante) d’ensembles fermés (ouverts) extraits d’un espace
distanciable séparable quelconque est au plus dénombrable!?; d’autre part,
un théoréme, dit & M. Hausdorff, d’ autre part, un théoréme, dii & M.
Hausdorff, dit que toute suite croissante (décroissante) d’ensembles fermés
(ouverts) d’un espace distanciable séparable est au plus dénombrable.

10Cf. loc. ¢it.”, théoréme 1.
L Cf. Theése pp. 106, 124 et 132 (Péquivalence P, 2 Ps)
12Voir Maurice Fréchet, Espaces abstraits, Paris, 1928, p. 234.
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On en déduit que, quel que soit le tableau ramifié décroissant (crois-
sant), C, d’ensembles linéaires fermés ou ouverts'?, on a

(9) 7€ < Q.
En ce qui concerne le cas des ensembles ouverts, on a le

THEOREME 1. Tout tableau ramifié décroisant (croisant), C, d’ensem-
bles ouverts appartenant ¢ un espace méitrique séparable quelconque est au
plus dénombrable*.

Puisque, pour tout a < 7C, la famille R,C est composée d’ensembles
ouverts deux & deux disjoints (voir (5)), on aura, 3 la suite d’un théoréme
de Cantor, pR,C® < Rg, (a < C); il s’agit encore de prouver que vC <
et non pas 7C = Q (voir (9)). En désignant, pour tout o < 9C, par E, la
réunion des éléments de R,C, E, sera un ensemble ouvert non vide tel que

EqDE2---2EyD--ouFBCEC---CE,C---, (a<nC)

suivant que C est décroissant ou croissant.

Si, V'on avait vC = , il y aurait, d’aprés le théoréme de M. Hausdorff
(Baire), un indice ap < § tel que E,y = Egu 4, pour tout £ < €; en
désignant par ¢ un point de E, (Ey), soit pour tout a < Q, G, I'élément de
R,C contenant le point a; la famille des G,, (o < Q) formerait une suite
transfinie décroissante (croissante) non dénombrable d’ensembles ouverts,
contrairement au théoréme de M. Hausdorff (Baire).

10. Soit maintenant C un tableau ramifié décroissant (croissant) quel-
conque d’ensembles fermés linéaires non vides; on aura vC < €, et il est facile
de construire un C tel que

(10) ~7C = (L.

Or, il y a une différence essentielle suivant que C est croissant ou
décroissant. SiC est croissant, la relation (10) entraine les deux propositions:

(11) YAl < Q,(A€l) (cest que[d]c est ordonné; v.(2))
(12) PRLC > R, (@< Q).

Au contraire, si C est décroissant, il est facile de réaliser le cas ol v{A]¢ = Q
pour tout A € C (on aura donc aussi yC = ); mais il est trés intéressant
qu'il peut arriver que R,C soit dénombrable pour tout & < (: nous en
allons fournir un example remarquable dii & M. Aronszajn.

13Pour la terminologie et les notations, voir 'Introduction, n°2.
14Le théoréme subsiste encore pour tout espace (V) de M. Fréchet définissable
moyennant une famille au plus dénombrable de voisinages (voir!?).
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11. Tableaux de M. Aronszajn d’ensembles fermés linéaires.

THEOREME 2. Il y a un tableau ramifié décroissant de M. Aronszajn
composé d’ ensembles fermés linéaires; explicitement, il y a une famille C
d’ensembles fermés linéaires

(13) : Fok, (E<w,a<®)

satisfaisant aux conditions suivantes:
I Pour tout a < Q et tout k <l <w,ona Fyap - Fop=0;

IT Pour tout @ < @' < 2, tout F, ; est contenu dans un F, x sans
coincider avec celui-ci;

III Pour tout @ < o’ < 2 et tout k¥ < w, il existe un | < w tel que
For ) C Fop (égalité exclue!)!s.

Démonstration due ¢ M. Aronszajn du théoréme 2'°.

12. Fonction 6(r, F'). Soit F un ensemble compact en soi extrait d'un
espace métrique quelconque; r étant un nombre réel > 0, posons, pour tout
a€F,

(14) 6(0'7er) = S‘;PQ(U': SC), (:E € F, Q(aa :L‘) < ’I‘);

bien entendu g(a,z) désigne la distance des points a, z.
Soit

(14") 8(r, F) = irelfp &(a,r, F); (inf = borne inférieure).

Evidemment, 0 < §(r, F) < 7.

LEMME 1. Pour gue, pour tout r > 0,4(r,F) > 0, il faut et il suffit
que F soit parfait.

La relation é{(a,r, F) > 0 pour tout r réel > 0 signifiant qua a est
un point d’accumulation de F, prouvons que la condition du lemme est
suffisante: F étant compact en soit et parfait, on a d(r, F) > 0 pour tout
r > 0. Si I'on avait d(r, F) = 0, il existerait une suite de points de F’

(15) 4 ag, a1, ,0p, - vérifiant §(an,r, F) = 0.

5Voir I'Introduction, n°4.
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Puisque d(ay,r, F) > 0 pour tout n < w, on en dédurait I'éxistence d'un
point a de F (F étant compact en soi) et d’une suite de points extraits de
(15)

(16) a%a',---,a",--- tels quea™ = a et §(a™,r, F) < 8(a™*,r, F)
pour tout n < w; on aurait donc é(a™,r, F) = 0 si n — oo.
Soit b un point F' tel que
1

(17) 0 < o(a,b) < 56((1, r, F);
si v désigne un entier tel que

1
(18) o(a”,a) < 59(0’ b), b#£a" v<n<uw),
les relations

Q(av b) - Q(a’ an) < 9(anvb) < (a'n’ a) + Q(a) b)

donneraient

1 3 1 r
- e - < — < -
50(a,0) < (a",) < 50(a,b) < 5o(a, F) < 5 <r

et, en particulier, %g(a, b) < o(a™,b) < r, ce qui, vu (14), signifierait
é(a™,r, F) > %0(a,b) > 0, (v < n < w), contrairement & ce que, par
hypothése, §(a™,r, F) — 0.

LEMME 2. Si F; C Fy, alors 6(a,r, F1) < é8{a,r, F2) pour tout peint
a€F; siF,1 CF,, (n<uw)on aura, en posant F = Hn<w F,,.

(19) da,r, F) = iiérné(a,, r, F,), pour tout a € F
(19" §(r,F) = liéné(r, F,).

13. Voici une propriété intéressante liant la fonction 6(r, F') de M.
Aronszajn avec la distance, au sens de Hausdorff, deux ensembles fermés*®:

16 4, B étant deux ensembles bornés non vides extraits d’un espace métrique, la

distance au sens de M. Hausdorff des ensembles A, B, symboliquement dist. (A, B), est

- le plus grand des deux nombres supp(z, B) et supp(y, A); comme d’habitude, p{a,X)
TEA yEB

désigne inf p(a, z),  parcourant X. Voir & ce sujet C. Kuratowski, Topologie I, Warszawa-
Lwow, 1934, pp. 86 et 89.
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LEMME 3. Fy, F; étant deux ensembles compacts en soi exstraits d’un
espace métrique, quel que soit le nombre réel n > 0 la relation

(20) dist (Fy, Fy) < '®
it entraine

(21) 6(7‘, Fl) _<_6('I" + 2”7, FZ) + 27’

(219 8(r, Fy) <8(r + 20, F1)+2n  (voir (14°) et 1®),

Tout d’abord, la relation (20) entraine'®, pour tout a; € Fy, I'existence d’un
a; € Fi tel que o{ay,az) < 7; d’autre part, pour tout r > 0, il y a, F; étant

compact en soi, un point b; € F; tel que
(22) p(a1,b1) = (a1, 7, F1) et donc 0 < g{a;,b) <7
Soit by un point de F, tel que (b1, b2) < n; les relations
o(a1,b1) — (a1, a2) — o(b1,b2) < g(az,b2) < ela1,b1) + o(a1,a2) + o(br, b2)
entrainent
(23) §(a1, 7, F1) — 2n < g(az, b2) < &(a1,r, Fy) + 2.

En posant d(a1,r, F1) = r1, la relation g(as, b2) < r1 + 2 donne g(az,b2) <
d(az, 71 + 2n, F>) et donc, puisque ry <7,

ofaz,b2) < d(ag,r + 29, F»)
ce qui, vu (23), entraine
(24) §(a1,r, F1) — 2n < 8(aqg,r + 21, Fy).

Dés lors, a; parcourant Fs, on obtient (21). C.q.f.d.

14. LEMME 4. Dans tout ensemble parfait linéaire borné nulle part
dense, F, il y a une suite de sous-ensembles parfaits Fy, Fy,... ,F,,...,
(n < w) tels que dist (F, F,) — 0 it avec n — oo et que F;Fy = 0 pour tout
1<k <w.
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F étant homéomorphe de '’ensemble triadique C de Cantor formé des
Sl .
nombres Y, %5, (ix = 0,1}, il suffira de montrer le lemme 4 pour F = C.

E=1
Or, en désignant par C,, 'ensemble de tous les nombres réels z tels que

2 — 2 > 2%
k
r= Z Z 3 @=D T Z 327 (4k+1)°
k=1 k=1

on prouve que les ensembles C, Cy, - - - sont: parfaits, deux & deux disjoints
et que dist (C,C,) — 0 avec n — oo.

15. Passons a la construction des ensembles F, ; dont on parle dans
le théoréme 2. Pour commencer, soient F, i, (k < w), les ensembles parfaits
C,, appartenant & I'ensemble C' de Cantor que nous venons de considérer;
d’une maniére générale, soit 0 < § < § et supposons que, pour tout a < £,
P’on ait construit des ensembles parfaits F, x, (k < w) et que la famille des
For (¢ < B,k < w) verifie les conditions Ig, IIg, III5 qu'on déduit des
conditions I, IT, III en y remplacant partout 2 par 3; supposons de plus que
la condition suivante soit vérifiée:

I11%°. Quels que soient @ < o' < B, il existe pour tout Fo et tout
1nd1cen<w un F, | C Fy tel que

. 1
(25) dist (Fo k) Far,1) < 2—n-16

Contruisons la famille Cg des Fg x.

Si B est de premiére espéce, désignons, pour tout k£ < w, par {Fg_1 .}
une certaine suite dénombrable de sous-ensembles parfaits de Fg_j g, deux
& deux disjoints et tels que

(26) dist (Fg—1,%, F) -0, F parcourant {Fg_1};

alors, Cg désignera la famille des éléments des {F3_1 4}, k parcourant les
indices < w.

Si B est de seconde espece, soit

(27) 0=Fy<PL < <Bp-

une suite d’indices croissants < ( tendant vers §. Prenons un a < g
quelconque et soit

(28) Bi-1 La< G
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Pour un F, ; quelconque et tout n < w, construisons la suite
(29) Fa,k i) Fﬁnli o Fﬁi+1,li+1 D

de maniére que, en posant:

(30) 5_7'(1‘) = 6(1‘, ng,ljo, (] >1)
(31) i1 = dist(Fo k, Fp, 1,)
(32) Q] = dlSt(Fﬁ] ,lj’ Fﬁj+1 ,1j+1)7 (.7 Z 1’)7
Von ait:

1 1 .
(33) ej < 50i(55) pour tout j >1,
(34) 0i1 < 1/27H1
(35) 05+1 < 0;/2.

En variant indépendamment «, k, 7, on désignera par C la famille des
ensembles

(36) F = HFﬁj,zj (i<j<w).

11 est essentie de prouver que F est parfait: F étant non vide, borné et fermé,
prouvons qu’il est dense en soit. Pour cela, il suffira, d’aprés le lemma 1, de
prouver que

(37) §(r, F) > 0 pour tout r réel > 0.

Or, en posant

(38) Tj = dist(F, Fﬁj,lj)?

on aura

(39) rjgng=gj(1+2—"%)sgjzﬁ=2gj.
m=j m>j 2; m=0

D’autre part, a la suite du lemme 3,

6(51-]— + 2rj,F) > 6:,'(%) - 2r;,
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ce qui, en vertu de (39) et (33), entraine

() 20(5) 02 i (4) >

c’est-& -dire

1
(40) J(E + 2r,-,F) <0.
Or, 3 +2r; = 0 avec j — oo; si alors & + 2ry < r, la fonction &(r, F)
étant non décroissante par rapport & r, on a, d’aprés (40),

8(r,F) >0 C.q f d.

16. Prouvons encore que les conditions Iy, IIg41, gy, ITI52 ) sont
vérifées. Tout d’abord Cgz étant dénombrable, ses éléments peuvent toujours
étre rangés de maniére qu’on obtienne une suite de type w d’ensembles deux
4 deux distincts et donc disjoints. Vérifions la Condition IIIgiil; pour cela,
notons que

e )
(41) dist(F, Fap) < Y 0 =Qi—1(1+ 01-.1);
j=i-1 =1 9

d’autre part, en vertu de (35)

Qj 1 . .

42 — < — 1< <w
(42) Ho< (<i<w)
Dés lors, enfin,

. 1

(43) dist(F, Fas) < 5.

La condition III5{, étant facile & vérifier pour un S de premiére
espece, la construction de Fj j est possible pour tout 3 < (2, ce qui constitue
la démounstration du théoréme 2.

17. En posant

(44) Ey=)Y Fapy (k<uw),
k
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on a

EgDE; D--DE,2--, (a<Q) et
(45) EyDE,DE 0D ---DE,uD -, (a<w).

Les E,q, (a < ), constituant une suite transfinie décroissante d’ensembles
linéaires F,, nous obtenons ainsi un théoréme de M. M. Zalcwasser-Sier-
pinskil?

De plus, manifestement

(46) [[Eoa=0 (<)

d’ou 'on déduit un théoréme de M. Hausdorfl d’aprés lequel tout espace
distanciable séparable complet non dénombrable est la somme d’une suite
croissante de type {2 ses ensembles G518.

II Ensembles linéaires et tableaux ramifiés de
M. Aronszajn. L’ensemble ¢

18. L’ensemble 0. Nous désignerons par o (ou op) la famiile de tous
les sous-ensembles bien ordonnés bornés non vides de I’ensemble ordonné
des nombres rationnels. e étant un élément de o, soit o le type d’ordre de
I’ensemble bien ordonné e; il est bien connu que a < 2 et que les points de
e peuvent étre rangés comme il suit:

0,01, ,8¢," ", (§<Ot)

et cela de fagon que, pour tout p < v < a, a, < a,. Dans ces conditions e
sera désigné par

(47) (@0,01,° 1 8¢, )e<an
Si alors €, (i = 1,2), sont deux éléments de o, et si
et = (af,--- 70'21"')§<a7 (1=1,2),

7Voir. Z. Zalcwasser, Fund. Math. III, p. 45 et W. Sierpinski, C. R. Soc. Sci.
Varsovie, 1933, pp 85-89; ausi, W. Sierpinski Mathematicae, XII, (1936), pp. 116-118.

18yoir F. Hausdorff, Fund. Math. 26 (1936), pp. 241-255; en particulier le
théoréme 1.
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le signe
(48) e! < e? équivaudra 3 ce que ! < a? et

a; = af pour tout £ < a'; on conviendra que e > e veut dire ¢! < €.

On vérifie sans peine que < est une relation d’ordre; dans ce qui suit,
nous supposerons que o est partiellement ordonné par rapport é <; c'est
ainsi que nous parlerons de l’ensemble partiellement ordonné o et de ses
points (47).

On voit que tout sous-ensemble ordonné de o est bien ordonné et
qu’aucun point de o n’est précédé de deux points incomparables de ¢; on a
donc le

LEMME 5. o est un tableau ramifié'® dont tout sous-ensemble ordonné
est au plus dénombrable; v° = Q (voir (4) et le lemme 7).

19. Voici encore une notion utile. Soient T' un tableau ramifié et F' un
sous-ensemble ordonné non vide de T'; la borne supérieure de F' relativement
d T, symboliquement

(49) sup F, (rel. T),

sera: le dernier point de F s'il y en a un, et la premiére rangée (voir (5)) de
I’ensemble des point de T dont chacun succéde 3 tout point de F, si F n’a
pas un dernier point.

On voit que

(49") Ro( 1 a, -)T) = sup F, (rel.T).20
aEF

Dans le cas de Pensemble o, on voit que pour tout F' C ¢ ordonné non
vide, ’ensemble sup F, (rel.c), est composé d’un élément au plus, & savoir
de 'ensemble bien ordonné des nombres rationnels constituant les éléments
de F (dans le cas, bien entendu, ou celui-ci est borné dans 0.2

20. Fonction f(e), (e € o). Soit, pour tout élément e = (ag, a1, - ,
ag"')§<a de o

(50) fle) = supag;
{<a

18Pour la terminologie, voir I'Introduction (aussi Thése pp. 73, 126).

20Voir (1) et (5).

21Un sous-ensemble non vide F d’un ensemble partiellement ordonné E est borné
dans E §’il y a deux points a,b de F tels que tout point de F soit entre les points a, b.
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f(e) sera un nombre réel bien déterminé. D’une maniére générale, soit, pour
tout sous-ensemble non vide E de o,

(51) f(E) lensemble des f(e), (e € E).

LEMME 6. Pour tout couple d’éléments a,b de o

(52) la relation a < b entraine f(a) < f(b),

Uégalité f(a) = f(b) ne se produisant que dans le cas ot ’ensemble b—a

est composé du nombre supz.
z€a

Par conséquent, la fonction f est: nmon décroissante dans o et crois-
sante dans chacun des ensembles Y., Ra410, 9, Ruao, (a0 < Q) (voir
I'Introduction, n°3).

LEMME 7. Quels que soient e € 0,3 < Q, 'ensemble f(Rg(e,-)s) est
partout dense sur lintervalle (f(e),-) des nombres réels > f(e) (voir (1),
(5) et (51)).

Tout d’abord, si e = (ag,a1, - ,8¢," - Je<a, Role,:)s coincide avec
’ensemble des éléments de o de la forme (ag, -, ¢, - T)e<a,T parcourant
les nombres rationnels > f(e) ou > f(e), suivant que o est de premiére
ou de seconde espéce; puisque f((ag, - ,8¢- * ,T)eca) =T, le lemme 7 est
évident dans le cas ou §=0.

Supposons que 0 < 8 < 2 et qu'on ait montré que, quels que soients
e € o, £ < 3, 'ensemble f(R¢(e,-),) soit partout dense sur {f(e),-); prou-
vons que la propriété subsiste pour £ = (3. Si 3 est de premiére espéce,
I’ensemble f(Rg-1(e,")s) est, par hypothése, partout dense sur (f(e),-); de
méme, pour tout b € Rg_1(e,-)s, f(Ro(b,-)s) est partout dense sur (f(b),-);
des lors, ’ensemble

S #{(Rob)s) = £(3- Rolb,)e) = £(Bale,)s), (5 € Ro-sle, )o),
b b

est partout dense sur (f(e),-).

Si B est de seconde espéce, soit fg < B1 < -+ B, < -- une suite d’indices
< B tendant vers f; soient, alors, r un nombre réel quelconque > f(e) et
Z9,T3,, Tn, une suite de nombres réels croissants tels que f(e) < zq et

Supz, = z; en désignant par e° un élément quelconque de Rg,(e,-), tel que
<w
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e < e et f(e) < f(e°) < zg, soit, pour tout entier n > 0, e” un élément de
Rg,(e,")s tel que e"~! < €" et 2,1 < f(€") < 2. En posant
e(z) = supe™, (rel o), (voir (49)),

n<w

e(z) est un élément bien déterminé de Rg(e, ), tel que £ = f(e(z)). Onen
conclut que, dans ce cas, (f{e),") = f(Rg(e;")s)-
Le lemme 7 entraine ces deux corollaires:

COROLLAIRE 1. Pour tout e € o,7[e], = vo =  (voir (2),(4) et le
lemme 5).

COROLLAIRE 2. Pour tout a < §, f(R,0) est partout dense et
coincide, pour tout « > 0 de seconde espéce, avec l’ensemble des nombres
réels.

21. Fonctions g(a), (a < ) et Théoréme d’existence. Soit
(53) 9(a), (a<Q)

une fonction réelle uniforme définie dans ’ensemble (-, 2) des nombres or-
dinaux < 2; nous supposerons que la fonction g vérifie ces deux conditions:

A) La fonction g est univalente dans chacun des ensembles

W8, (B+1),  (B<Q)?
B) Pour tout 8 < 2, 'ensemble

(54) Gp des nombres réels g(a),a vérifiant wfB << B(B +1),

est partout dense (sur I’ensemble des nombres réels).

On en déduit que shacun des ensembles G est semblable a 'ensemble
ordonné des nombres rationneles et que

(54/) GsGpin=0 (B<n <w).

Ceci étant, nous sommes 3 méme d’établir le

22Notons que [w?3,w?(B+1)) désigne I’ensemble des nombres ordinaux £ vérifiant
WB<E<WB+1).

Quant a 'arithmétique des nombres ordinaux, voir W. Sierpinski, Nombres trens-
finis, Paris, (1928): chap. X.



Ensembles linéaires et une classe de tableaux ramifiés 131

THEOREME d’existence de tableaux ramifiés de M. Aronszajn.
g(a), (a < ), étant une fonction de U’éspéce que nous venons de considérer,
il eziste dans ensemble (-,52) des nombres ordinauz < ) une fonction biu-
nivoque d valeurs appartennant ¢ o:

pla), pla)€o, (@< Q)

telle que

(E) flp(a)) =g(a), (@< Q)
et que, pour aucun couple a < 8 < Q, on n'ait ¢(B) < p(a) et que, enfin,

Pensemble ¢(-, Q) des p(a), (a < Q), soit un.tableau ramifié de M. Aron-
szajn extrait de o (voir 'Introduction, n°3, (48),(50))

Puisque (-, Q) = 3>, [wzﬂ,wz(,@ + 1)), (8 < Q), la fonction ¢ sera
déterminée lorsque nous I’aurons définie dans chacun des ensembles

(55) [w?B, (8 +1)).

22. Pour commencer, soit, pour tout a tel que
(550) a € [w?-0,w? - 1) cest-d-dire a < w?,
() un certain élément de o tel que
(560) p(a) € Ruo, f(pla)) = g(a).
D’apreés le corollaire 2, un élément pareil existe pour tout a. Prouvons que
si a; < o < w? alors p(a;) # p(as). En effet, si Pon avait p(a;) = p(az),
on aurait, la fonction f, (voir (50)), étant uniforme, f(p{a1)) = f(v(az)),
ce qui, vu (56p), entrainerait g{c) = g(a2), contrairement & l'univalence de
g dans [0,w?) (cf. 1a condition A), n°21).

En désignant par Sy 'ensemble des p(a), (a € [w?.0,w?.1))

(570) Sy =(0,62),

la fonction f est univalente dans Sy et, d’aprés (E),

(58¢) £(86) =" Ga, (n <w) (voir (54)).
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Prouvons que f(e1) # f(e2) pour tout couple d’éléments distincts e;, es
de Sp. En effet, en désignant par o; un nombre ordinal < w? tel que
o(a;) = ¢, (i = 1,2), nous venons de voir que a; # a3 et donc aussi
glar) # g(az) et finalement £(e1) # f(ez)

23. Prolongeons la fonction ¢(a), (a < w?), en la définissant encore
dans ’ensemble

(551) [W? 1,07 2).
Pour ceci, soit
(590) 68’6(1)1"'76911"'> (n<w;e?n7‘5eg,m:,én),

la suite de tous les éléments de Sp.
Considérons €] et désignons, pour tout a tel que

(559) o€ W o +w), gla)> f(e),

par ¢p(a) un certain élément de o tel que

(569) @(@) € Ry(e3,)or flo(a)) =gla);

soit

(609) EJ VYensemble des ¢(a),a vérifiant (559), alors
(619) B C Ru(ed,)ar FES) = (F(ed), o

La fonction ¢(a), a vérifiant (55¢) ou (559), est univalente de méme,

la fonction f(e) est univalente dans Sy + EJ.
Considérons, dans (59¢) I'élément €? et désignons pour tout o

(651) a€ W’ wi+w-2), f(e]) <gla), gla) ¢ F(Ep),

par ¢(c) un certain élément de o tel que

(561) (¢(a) € Ru(e}; )or F(p(a) = g(a).
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On vérifie que ¢ est univalente dans ’ensemble des o dont chacun
vérifie 'une des conditions (55¢), (559), (55}). En désignant par

(60}) E? Vensemble des ¢(a), a vérifiant (55}), on a

(61%) f(E?) = (f(egﬁ ')Gu+Gu+1 - f(Eg)

D’une fagon générale, nous désignerons pour tout entier n > 1 et tout
« tel que

(557) a €’ +wn+1), fle) < gla),
g9(e) & (F(EQ) +- -+ f(Ba 1)),

par () un certain point de o tel que

(567) p(a) € Ru(eh,)o, f(p(a)) = g(a), et par

(607) E? Yensemble des ¢(a), o vérifiant (187); alors
(617) FIBY) = (F(3), )5, Gurs — 2 FIED), (6<m,5 <n).
J

Montrons que, par le procédé précédent, ¢(a) est définie pour tout
a € [w?,w? - 2). Pour le voir, il suffit de remarquer que tout nombre de
Pensemble (551) vérifie 'une des conditions (557), (n = 0,1,-); puisque
la fonction g est univalente dans [w?,w? - 2), @ ne vérifie qu'une seule des
conditions (557).

De plus, on prouve sans peine que la fonction ¢() est univalente dans
(-,w? - 2) (= 'ensemble des a < w?-2).

En posant
(571) S1=p(w?w?-2) = E,
n<w
on prouve facilement que
(581) f(81) =) Gusn (cf (51), (54)),

nlw
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et que la fonction f est univalente dans S;.

24. D’une fagon générale, soit B un ordinal quelconque entre 1 et 2,
et supposons que, quel que soit 'ordinal £ < 8, l'on ait fait correspondre
A tout ordinal « tel que w?¢ < o < w?(¢ + 1) un certain élément ¢(a)
de Ry,¢) + o 2 vérifiant f(p(a)) = g(a) de maniére que, en rangeant les
éléments p(a), (a € [w¢,w?(€ + 1)), dans la suite

(59¢) eg,ei,---Lei,~-- (0 <w, €, # e, m# n),
et en désignant par S¢ 'ensemble des €, (n < w),

(57¢) Se = p([w?&,w? (€ + 1)),

et en posant

(57%) sp=3 S (£<P),
£

les conditions suivantes soient satisfaites:

Is La fonction p(a), (@ < w?B), est biunivoque et telle que, quels que
soient les ordinaux ¢ < n < w?B, ©(n) < ¢(p);

Hg Raspg = Sa C Riaw) +0 B, o([wa,w?(a+1)) =S4, (a<p),

Mg ~lelss =158 =B, (e € sp) (cf. (2), (4));

IVs La fonction f est croissante dans sg et univalente dans R,sg,
pour tout & < f; on a f(Rasg) = Yoncy Guatn, (@ < 755);

V’s Quels que soient: n < w, a < vsg vérifiant o + 1 < 7ysg;
Pensemble f(Ro(eq,")s;) contient l'ensemble (f(ey,-)G a4n) €t est donc
partout dense sur lintervalle f(e%,-) des nombres réels > f(e2);

V'[; Quels que soient: a < £ < B et e € Rysg, 'ensemble f(Relels,)
est partout dense sur Vintervalle (f(e),").

Nous allons prolonger la fonction ¢(a),(a < w?B), en la définissant
encore pour tout a € [w?B,w?(B+ 1)) de maniére que les conditions Ipesas1,
Hgyq, Mlgyq, Va4, Vfa 10 Vg +1 soient satisfaites.

25. Distinguons deux cas:

23Pour un ordinal a, nous désignerons par at le nombre a + 1 ou « suivant que
a est de premiére ou de seconde espéce.
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Premier cas: 3 est de premiére espéce et > 1. Dans ce cas, on procéde
d’une maniére toute analogue que dans le cas précédent ou fut 8 = 1: en
considérant la suite

(59[3-—1) eg—lv"' ) €

Iw

Lo, (n<w et £ mAn),
soit, pout tout « tel que

(553) a€[w?B,0’B+w), fleg™) <gla),

¢{a) un certain élément de o tel que

(56°) #(a) € Ru(eg " )os flole) = g(a);

en désignant par E°~! P’ensemble de tous ces o(a), on définit, par I'indu-
ction, pour tout entier n > 0 et pour tout a tel que

(553) o€ WBw?B+wln+1)), fleg ") <gle),
o@) # (1B, <m).

¢(a) comme un certain élément de o tel que
(563) (@) € Ru(eh™,)o, fp(a)) = g(a);
I'on désigne par EZ~! ’ensemble de tous ces y(a) et I'on pose
(575) Se=)Y BS', (n<w)
(583+1) 3ﬂ+: =351+ 5p
Second cas: [ est de seconde espéce. Soient:

Bo<BPr< - <Pp<:, (n<w)

une suite croissante d’ordinaux < 8 tendant vers 3, et
(625) eg,eé,---,eg,---, (n<w,eg #eg, m#n)

la suite de tous les points des Sg_, (n < w); posons
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(635) s# = Y psupF (rel 0), F parcourant tous les sous-
ensembles ordonnés infinis du sous-ensemble > Sp ,(n < w), du sous-
ensemble sg = >, Sa,(a < B), de I'ensemble ¢ (voir (49)). Montrons que
s# est un sous-ensemble bien déterminé non vide de R, 50 et que, quel que
soit e € sg, ’ensemble f((e,.),s) est partout dense dans l'intervale réel
(£(e)),)-

Pour cela, soient: ¢ un nombre réel > fle) et ag < a; < -+ < a, <

-, (n < w), une suite croissante de nombres réels -+ a. En définissant
o par e € Rysg, solent n,r deux entiers > 0 vérifiant o < G, f(e) <
ar. En vertu de la condition V;, I'ensemble f(Rpg,[e],; es partout dense
dans f{e),-); soient, alors, Ey un certain élément de Rpg,[e]g, tel que e <
Ey,ar < f(Ey) < ar41, et pour tout entier k > 0, E un certain élément de
R, [Ex-1]s, tel que Ex_1 < Eg,ar 4k < f(ER) < Gryp41, €t finalement

g= klgwk, (rel o).

Vu V[;', Pexistence de & est immédiate, et manifiestement f(€) = a. Prou-
vons encore que & € R, g0; pour ceci, remarquons que Ey € Rg, ., [Bx_1]sz,
pour tout 0 < k < w, ce qui, vu '’hypothese Ills, donne Ex € Rg,,, 55 €t
donc, & la suite de 1Ig, Ex € Rys,0 avec (Bnix)™ = 8 25 alors la relation
€ € R g0 (et & fortiori la relation s# C R, 30) résulte de ce que & — wf
avec k — w.

L’existence du sous-ensemble s? de R,go étant établie, reprenons
la suite (623) des points €j,(n < w), et définissons y(a), pour tout
a € [w?B,w?(B + 1)), comme il suit:

Pour tout o vérifiant
(555) WwB<a<wB+uw, f(e]) < gla),
soit () un certain point de o tel que
(565) o(e) € (¢f,)s flip(@)) = g(e);

en désignant par EJ Pensemble de tous ces o(a), soient, pour tout entier
n > 0 et tout o tel que

WB<a<wiB+(w+n+1), flep) < gla)

(552 o) & (X E), G<n),
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¢(c) un certain point de o tel que

(567) pla) € (eg,-)ss, flp(a)) = g(a),

et E7 I'ensemble de tous ces p(a).

Puisque tout a € [w?8,w?(B +1)) vérifie une des relations (552), (n <
w), c’est ce que résulte de ce que I’ensemble des nombres g(a), (W28 < a <
w?)B+1, est partout dense-et donc une seule & cause de I'univalence de g(c)
dans [w?B,w?(B + 1)), la fonction ¢ est définie dans (554).

En posant

(575) Sp=)_Ep (n<w)
(5841) spr1= S, (E<B+1),
3

on vérifie facilement que les conditions Igy1, Igy1, Mgy, Ve, Vg,
V:; 41 sons satisfaites.

26. En posant

(55) 5=>"8s (B<N),
B

les propositions I5-1Vg, V}; etrainent les propositions suivantes:

Ia La fonction ¢(o), (p(a) € g,a < ), est biunivogue et telle que,
quels que soient les nombres a < 8 < Q,¢(8) £ p(a);

Il RaS = Sa = p([w?a,w?(a +1)), (@ < Q); donc ¢(S) = (-, Q);
Il ~[e]ls =vS =R, (e € S) (voir corollaire 1};

IVq La fonction f est croissante dans S et univalente dans chaque
R,S,(a<Q);ona

(58) f(RaS) = Guatn et donc f(8) =Y G, (o < Q);

n<w

Va Pour tout e € S et pour tout a < Q l'ensemble f(Rq(e,-)s) est
partout dense sur lintervalle réel (f(e),-) (cf. le lemme 7).

Puisque S est un sous-ensemble de o touts sous ensemble ordonné de
S est au plus dénombrable (cf. Lemme 5) ce qui, vu les propositions IIg,
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I1Iq, prouve que S est un tableau ramifié de M. Aronszajn extrait de o
(cf. n°3)
Ainsi le Théoréme d’existence est complétement démontré.

27. Deus cas particuliers remarquables. D’aprés IVq, f(S) = 3.5 G,
(B < Q); si, alors, pour un z € f(S5).

(65) F(@)s

désigne 'ensemble de tous les e € S vérifiant f(e) = z, nous aurons

(66) S=Y fz)s, (z€f(S).

De plus, d’aprés IVq, f~!(z)s est un sous-ensemble disjonctif?* de S tel
que

(67) Fl@)s.fHz)s =0 (z€8,2 €8,z#7).

La construction précédent de S dépendant essentiellement de la fonc-
tion g(a),(a < ), considérons les deux cas particuliers suivants:

a) Quel que soit 8 < 2, Pensemble des valeurs de ¢(a) dans

[w?a,w? (a+1))?* coincide avec P'ensemble de ses valeurs prises dans [0, w?)
c’est-a -dire

Z Gn = Z Gwﬁ+'n7 (IB < Q)

n<w n<w

f(Sg) = f(50) = f(S5), (B<D).

Par conséquent, l'ensemble f(S) est, dans ce cas, dénombrable et tel
que pour tout = € f(S) 'ensemble f~*(z)s soit de puissance R; les relations
(66), (67) entrainent donc le résultat suivant:

Il y a un tableau ramifié de M Aronszajn décomposable en une infinité
dénombrable de ses sous-ensembles disjonctifs 4 deur 4 deuz disjoints.

b) La fonction g(a), (e < ), est univalente. La fonction f étant,
dans ce cas, univalente dans S, nous avons établi ce résultat:

24Un sous-ensemble d’un ensemble partiellement ordonné est disjonctif s'il ne con-
tient aucun couple de points distincts comparables.
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Il y a un tebleau ramifié de M. Aronszajn, S, une fonction réelle
buinvoque croissante dans S, f(e),(e € S), tels que, de plus quel que soit
B < Q, Uensemble f(RpS) soit partout dense sur f(S).

Dans ce cas, I'ordre intégral de Pensemble linéaire f(S) peut étre trans-
planté dans S moyennant la fonction biunivoque f~1(z)s,{z € f(s)); on
obtiendra un ensemble ordonné semblable & f(S) et dont 'ordre est une
extension de 'ordre primitif de S. Bref, il y a un tableau ramifié de M.
Aronszajn dont Uordre partiel peut étre élagri de maniére qu’on obtienne un
ensemble ordonné semblable ¢ un ensemble linéaire?® (cf. n°29 corrolaire 3
et n°30 théoréme 3'V).

28. Applications. Soient, pour tout 8 < £,
(68) Hg un ensemble linéaire dénombrable quelconque partout dense, et

(69) af, -+ af, o (E<whaf #af,E#9)
un bon ordre de 'ensemble Hg tel que, quel que soit n < w, 'ensemble
(70) H(B,n) des a?, (wn <& <w(n+1))

soit partout dense.
Manifestement, quel que soit 8 < {2,

(1)  Hg=)»_ H(B,n), HB,m) -H(B,n) =0, (m<n<w).

En posant
(72) g(w?B+ wm +n) =a5m+n, B<Qm<wn<w)
et
(72)) a=w?’B+wm+n,

g(a), (o < ), est une fonction bien déterminée de 'espéce que nous avons
considérée dans ce qui précéde; en employant des notations précédentes, on
aura

(73) Hs =) Gupin

n<w

25C’est la solution d’un probléme de la These, p. 128, en note.
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et, d’apres I1q,

(73) Hg = f(Sp), f(S)=> Hp, (B<Q).
8

Nous avons donc établi le
THEOREME 3. Quelle que soit la suite transfinie d’ensembles linéaires

H()’Hl,"' 7Hﬁa"' 7(:B<Q)’

dont chacun est dénombrable et partout dense, le tableau ramifié o (défini
n°18) contient un tableau ramifié de M. Aronszajn, S, tel que la fonc-
tion f (définie n°20) soit croissante dans S et univalente dans RgS et que
f(RgS) = Hpg, pour tout indice 8 < 2. :

29. Ensembles linéaires partout denses et tableauz ramifiés de M.
Aronszajn. Le théoréme 3 va nous permettre d’établir le

THEOREME 3%°. Quel que soit ensemble linéaire partout dense H de
puissance < N; et ayant partout une méme puissance, l’ensemble o contient
un tableau ram. de M. Aronszajn S tel que la fonction f (définie n°20) y soit
croissante (et univalente si H est non dénombrable ) et telle que f(S) = H.

En effet, si H est dénombrable, le théoréme 3%** résulte du théoréme
3 en y posant Hg = H, (8 < Q); si pH = ¥, soient

Zg,T1,° , T8, " 1(ﬂ<Q),$a #z,@)a<:3<ﬂ)

tous les points de H; construisons la suite des Hg, (8 < 2), comme il suit:

ap étant le premier indice < Q tel que 'ensemble des points z¢, (€ < ag),

soit partout dense, Hy sera ’ensemble des z¢, (§ < ag); d’une fagon générale,

quel que soit 8 < 2, en désignant par ag le premier ordinal < © tel que

Pensemble des z¢, (sug a, < € < og), soit partout dense, Hg sera ’ensemble
<

des ¢, £ vérifiant sup o <€ < ap.
¢<B

Par le procédé inductif on démontre sans peine que, pour tout 8 <
), Dlensemble Hg est bien déterminé, dénombrable, partout dense et
que HyHz = 0 pour tout @ < § < Q. En appliquant & la suite
Hy,Hy,--- ,Hg,--- ,(8 < ), les raisonnements du n°28, la fonction cor-
respondante g sera biunivoque; il en est de méme de la fonction f(e), (e €
S), S désignant le tableau ram. de M. Aronszajn attaché & g(a), (a < Q).
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COROLLAIRE 3. Si 2% = Ry, il y a (dans o) un tableau ram. de M.
Aronszagn dont Uordre partiel peut étre élagri de facon qu’on obtienne un
ensemble ordonné semblable & U’ensemble ordonné des nombres réels (cf. la
fin du n°27; aussi théoreme 37).

30. On démontre facilement le résultat suivant:

Quel que soit I’ensemble linéaire non dénombrable, E, il y a un ensem-
ble linéaire H partout non dénombrable et semblable & un sous-ensemble
E® de E tel que 'ensemble E — E? soit au plus dénombrable?¢

Or, H contient un ensemble H! partout de puissance Ri; dés lors,
d’aprés le théoreme 3%, il y a un tableau ram. de M. Aronszajn, S extrait
de o tel que la fonction f du n°20 y soit biunivoque, croissante et vérifiant
f(S) = H!, donc aussi f(S) C H; en désignant par s une transformation
par similitude de ’ensemble ordonné H! dans l’ensemble ordonné E° et en
posant

fole) = s(f(e)), (e€S)
on a f(S) = E° puisque f(S) = H?; dés lors le

THEOREME 3%”. Quel que soit l'ensemble linéaire non dénombrable
E, il y a un tableau ramifié¢ de Aronszajn S (exstrait de o) et une fonction
biunivogue fo croissante dans S tels que fo(S) C E; dans le cas ou la
puissance B est Ry, on peut faire de maniére que U'ensembble E — fo(S) soit
au plus dénombrable.

Enfin, on peut prouver sans peine le

THEOREME 3!V Pour qu’un ensemble linéaire E puisse étre obtenu
en €largissant ordre partiel d’un tableau ram. de M. Aronszajn, i faut et il
suffit que, quel que soit le point z de E, ensemble des points de E & droite
de z soit de la puissance Ry.

31. La démonstration précédente de l'existence de tableaux ramifiés
de M. Aronszajn s’exprime entiérement en termes d’ordre, sans faire appel
a4 aucune notion métrique.

En imitant le raisonnement primitif de M. Aronszajn par lequel il a
démontré, le premier, l'existence de tableaux ramifiés portant son nom?’,

26711 suffit de désigner par E? l'ensemble qu’on déduit de V'ensemble E. des ponts
de condensation de E appartenant & E, en barrant dans E. tous les points consécutifs de
E. aussi bien que I'(es) extrémité(s) éventuelle(s) de E..

27Voir ma Thése, loc. cit. p. 96 en note (cf. aussi n°16 ci-dessus).
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voici comment on procéderat dans le cas concret qui nous occupe {c’est-
3 -dire pour prouver 'existence d’un tableau ram. de M. Aronszajn dans
'ensemble o [cf. le probléme 1 ci-aprés]).

On pose Sp = Ryo; si 0 < B < (2, on définira S5 comme il suit: si 8
est de premiére espéce, Sg = ), Ro(e,-)s, (e € Ss-1); si B est de seconde
éspece, soit 0 = Gy < B < - < Bp < -, (n < w), une suite croisante d’indice
< B tendant vers 8. Soit r un entier positif quelconque; soient a < 3 et
e < S, quelconques; i vérifiant 8;—; < a < §;, soit e! un élément de S,
tel que e < €' et f(e!) — f(e) < 1 - J; d’une fagon générale, quel que soit
lentier k > 1, soit e* un certain élément de Sg,,, tel que

1
et < ek, f(eF) - f(eFY) < - ; en posant

e(r) = supe®, (rel o),
k<w

e(r) est un certain point de o tel que e < e(r); alors, Ss sera, par
définition, ’ensemble des e(r); e, r parcourant indépendamment 'ensemble
3 a Sas (@ < B) et les entiers > 0 respectivement.

De proche en proche, on démontre I'existence de Sg pour tout 8 < Q2
et on vérifie que I'ensemble S = 375 Sp, (G < Q). est un tableau ramifié de
M. Aronszajn (on a d’ailleurs RgS = Sg pour tout 3 < Q).

32. Deuz problémes. A propos des démonstrations précédentes de
Pexistence de tableaux ramifiés de M. Aronszajn dans le tableau ramifié
o, voici le

PROBLEME 1. Soit T un tableu ramifié quelcongue tel que v[a]r =
7T = Q,(a € T); sl existe dans T une fonction réelle uniforme croissante,
Vensemble T contient-il un tableau ramifié de M. Aronszajn?

Et pour terminer, voici un probléme bien intéressant:

PROBLEME 2. Eziste-il dans l’ensemble o (voir n°18) une fonction
uniforme croissante d valeurs rationelles?



TRANSFORMATIONS MONOTONES DES
ENSEMBLES PARTIELLEMENT
ORDONNES

Soit < une relation binaire; un ensemble F sera dit partiellement or-
donné par < si, d’une part, quels que soient les points a, b, ¢ de E vérifiant
a<b b<c onaa<c, et dautre part, si, pour aucun couple de points q,
bde E, on n’a & la fois a < b, b < a. 1l en sera encore ainsi si E n’a qu’un
point au plus. Deux points a, b de E seront incomparables relativement a
<silonnapasa=bnia<b nib<a.

Si, & tout point a d’un ensemble E; partiellement ordonné par une
relation binaire <1, on fait correspondre un point bien déterminé f(a) d’un
ensemble E, partiellement ordonné par une relation binaire <, et si, pour
tout couple de points a, b de E; tels que a <1 bon a f(a) <p f(b) [f(b) <2
f(a)], nous dirons que f(a), a € E;, est une transformation non décroissante
(non croissante) de E; en E5. Des transformations non décroissantes et non
croissantes de E, en F» seront dites des transformations monotones de E,
en Ez.

Soit f(a) une transformation monotone de E; en E; elle sera: crois-
sante si, quels que soient les points a, b de F; vérifiant @ <3 b, on a
fla) <2 f(b), et presque croissante, si elle est non décroissante et telle
que, quel que soit le point a de E; qui n’est pas un dernier point de E,
l'ensemble f(A) des f(b), b parcourant l'ensemble A des points z de E;
tels que a <; 7 soit composé de plus d’un point. Dans le cas particulier
ol E; est semblable & un ensemble linéaire, on dira que, dans E, il existe
une fonction réelle uniforme croissante (presque croissante), s'il y a une
transformation croissante (presque croissante) de E; en E,.

Voici trois cas remarquables dans chacun desquels il existe une fonction
réelle uniforme croissante:

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. C.R. Acad. Sci. Paris 205 (1937), 1033-1035. (Note
présentée par M. Paul Montel au séance du 29 novembre 1937)
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1° F; est ordonné et contient un ensemble au plus dénombrable D tel
qu’entre deux points de F; n’appartenant pas simultanément & D existe un
point de D (Cantor-Denjoy)?’;

2° La famille de tous les sous-ensembles d’un ensemble au plus
dénombrable, ordonnée partiellement par D ou C?;

3° La famille de tous les ensembles fermés (ouverts) extraits d'un
espace (V) parfaitement séparable?, ordonnée partiellement par D ou C*.

Manifestement la condition nécessaire pour l'existence d’une fonction
réelle croissante dans F; est que tout sous-ensemble bien ordonné de E; soit
< Rg; de méme, il suffit que E; soit somme de < Rg ensembles dont chacun
est composé de points deux i deux incomparables, pour que, dans E;, il
existe une fonction réelle croissante.

En nous restreignant au cas particulier ol E; est un tableau ramifié
(c’est-a-dire tel que, quel que soit le point a de E), 'ensemble des points de
E; dont chacun précéde a est bien ordonné), il est intéressant de savoir si
les deux conditions précédentes sont encore suffisante et nécessaire respec-
tivement. Remarquons que le second probléme est équivalent i celui-ci:

Peut-on attacher a tout ensemble E bien ordonné non vide de nombres
rationnels un nombre rationnel bien déterminé f(E) de telle fagon que, pour
tout couple d’ensembles bien ordonnés non vides distincts de nombres ra-
tionnels, A, B, tels que A soit un segment initial de B, on ait f(A) < f(B).

THEOREME 1. Tout tableau ramifié non dénombrable dans lequel existe
une fonction réelle uniforme croissante a méme puissance que l'un de ses
sous-ensembles composé de points deuz d deuz incomparables.

En combinant le théoréme I avec un théoréme de Baire et avec le
théoréme ci-dessus de M. Lindenbaum, on a:

THEOREME II. Quel que soit le tableau ramifié non dénombrable T°
d’ensembles fermés et d’ensembles ouverts extraits d’un espace (V) parfaite-
ment séparable au sens de M. Fréchet, T a méme puissance gue l'une de
ses sous-familles composée d’ensembles fermés deuz 4 deuz disjoints.

Définitions. E étant un ensemble partiellement ordonné, posons:
I'E = borne suptF, F parcourant tous les sous-ensembles bien ordonnés
de E et tous les sous-ensembles inversement bien ordonnés de E (tF = type

1Cf. C.R. Acad. Sci. Paris 192 (1931), p. 1011

2W. Sierpinski, Ensig. Math. 30 (1931), p. 240

3Pour la terminologie, voir M. Fréchet, Espaces abstraits, Paris, 1928, p. 290.
4A. Lindenbaum, C.R. Acad. Sci. Paris, 192 (1931), p. 1511.

5Pour la terminologie, C.R. Acad. Sci. Paris 199 (1934), p. 112
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d’ordre de F); désignons, pour tout a € E, par [a]g P'ensemble de tous les
points de E dont chacun est comparable 3 a; disons, enfin, que E est nor-
mal s’il est fini ou s’il a méme puissance que 'un de ses sous-ensembles F'
jouissant de la propriété suivante: pour tout point a de F, le sous-ensemble
[a] de F est ordonné.

THEOREME FONDAMENTAL. Est normal tout tableau ramifié E dans
lequel eziste une fonction réelle uniforme presque croissante, pourvu gque E
vérifie l'une de ces deuz conditions:

L. Quel que soit le point a de E, I'[alg =TE;
II. TE est un nombre ordinal de premiére espéce ou bien un ordinal de

seconde espéce tel que, quelle que soit la suite croissante d’ordinauz < T'E
et = T'E, le type d’ordre de celle-ci est T'F (=TE est régulier).

Remarquons que, pour que tout tableau ramifié soit normal®, il faut
et il suffit que tout tableau ramifié dans lequel existe une fonction réelle
uniforme presque croissante soit normal.

SC.R. Acad. Sci. Paris, 202 (1936), p. 109.




UNE PROPRIETE DES FAMILLES D’ENSEMBLES
BIEN ORDONNES LINEAIRES

Introduction

1. Javais posé le probléme! de savoir si chaque famille non dénom-
brable d’ensembles bien ordonnés de nombres rationnels contient une sous-
famille non dénombrable dont aucun élément n’est segment initial d’un autre
élément de la sous-famille.

Dans ce qui suit, je prouverai que la réponse au probléme précédent
est affirmative (v. lemme 1), ce qui me permettra de prouver ~ pour justi-
fier le titre de I’Article — que toute famille non dénombrable F d’ensembles
linéaires bien ordonnés contient une sous-famille & de méme puissance que
la famille F et jouissant de la propriété gqu’aucun élément de O n’est un
segment initial d’un autre élément de ® (v. lemme 2), fait qui & son tour
entraine la normalité? de tout tableau ramifié® dans lequel il existe une fonc-
tion réelle uniforme croissante (v. théoréme 1) ou méme une opération uni-
forme croissante transformant ce tableau en un ensemble ordonné séparable
(v. théoréme 20is)4.

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. Studia Math. 9 (1940), 23-42. (Regu par la
Rédaction le 31.08.1937)

1G. Kurepa, Ensembles ordonnés et ramifiés, (Thése, Paris, 1935); aussi Publ.
Math. Univ. Belgrade 4 (1935) p. 1-138, en particulier p. 3 et p. 134 en bas.

2Un ensemble partiellement ordonné est dit normals’il est fini ou a méme puissance
que 'un de ses sous-ensembles F jouissant de la propriété suivante: quel que soit le point
a de F, 'ensemble [a]r des points de F comparables & a est un sous-ensemble ordonné
de F.

3Un ensemble E partiellement ordonné par une relation d’ordre < est dit un tableau
ramifié par rapport & < si, quel que soit le point a de E, 'ensemble (., a)g des points z
de F vérifiant z < a est vide ou un sous-ensemble bien ordonné de E.

4En convenant qu’un ensemble E partiellement ordonné par g vérifie la condition
(Bp) s'il existe: un ensemble ordonné séparable F et un procédé faisant correspondre 3
tout point a de E un seul point f(a) de F' de maniére que, pour tout point b de E vérifiant
apb, on ait f(a) < f(b), I'inégalité f(a) < f(ao) ayant lieu alors pour au moins un point
ag de E vérifiant agap (bien entendu, < désigne la relation par rapport a laquelle F est
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2. D’une maniére générale, E étant un ensemble ordonné quelconque,
115
soit

(1) cE

la famille de tous les sous-ensembles bien ordonnés de E, ordonnée partielle-
ment par la relation < que voici: A, B étant deux ensembles bien ordonnés
quelconques,

2 A«B

équivaut & ce que A est un segment initial de B sans que B soit un segment
initial de A, avec la convention que, quel que soit ’ensemble bien ordonné
non vide B, 'ensemble ordonné vide L vérifie L« B.

On vérifie sans peine que o F est, par rapport a <, un tableau ramifié
normal® 3; mais le probléme de savoir, si tout sous-ensemble du tableau o E
est normal, est bien difficileS.

Dans le présent Article, le probléme sera traité pour les quatre cas ou
I’ensemble ordonné F vérifie 'une des conditions suivantes:

1. E est au plus dénombrable, donc, d’aprés G. Cantor, semblable &
un ensemble de nombres rationnels;

II. E est parfaitement séparable au sens de M. Fréchet”, donc, d’apres
A. Denjoy?, semblable & un ensemble linéaire;

III. E est séparable au sens de M. Fréchet, donc semblable & un en-
semble pseudo-linéaire?;

ordonné séparable), nous avons prouvé ailleurs la normalité de tout tableau ramifié T'
vérifiant la condition (fp), pourvu que la puissance du rang 4T de T soit de la forme
Na+1(a 2> 0)

5Sous le nom de procédé o sur E on a introduit (loc. cit.! p. 99) ¢E avec la
restriction que tout élément de o F soit non vide et borné.

Set équivalent 3 l'ainsi dite hypothése de ramification (cf. loc. cit.! p. 130).

7Un ensemble ordonné E est dit parfaitement séparable s'il y a une famille au plus
dénombrable F' d’intervalles de E telle que tout intervalle non vide de E soit la réunion
de certains intervalles appartenant i F.

8Voir A. Denjoy, Sur les ensembles ordonnés. Comptes Rendus 192 (1931) p.
1011-1014.

9Voir G. Kurepa, Sur les relations d’ordre, Bull. Académie Zagreb (1937). En
désignant par 2 x [0, 1] 'ensemble des couples (a,b), (a € [0,1],b = 0 ou 1), ceux-ci étant
ordonnés par le principe de premitre différence, tout sous-ensemble de 2 x [0, 1] est appelé
pseudo-linéaire. Remarquons que 2 x {0, 1] est séparable sans étre parfaitement séparable.
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IV. E vérifie la condition de Souslin, & savoir que toute famille
d’intervalles non vides de E est au plus dénombrablel®.

Alors que, dans les trois premiers cas, le probléme de la normalité de
tout sous-ensemble du tableau o F sera résolu par 'affirmative, le probléme
analogue concernant le quatrieme cas, étant équivalent au probléme bien
connu de Souslin, reste ouvert; c’est qu'on peut démontrer ceci:

Soit E un ensemble ordonné tel que chaque famille d’intervalles non
vides de E est au plus dénombrable; pour que E soit séparable, il faut et
il suffit que chaque famille non dénombrable d’ensembles bien ordonnés ez-
traits de E contienne une sous-famille non dénombrable ne contenant aucun
couple d’élements distincts dont l'un est un segment initial de lautre (v.
théoréme 3).

1. Familles d’ensembles bien ordonnés de nombres rationnels.

LEMME 1. Chaque famille non dénombrable F d’ensembles bien or-
donnés de nombres rationnels contient une famille ® de méme puissance
que la famille F et telle qu’aucun de ses éléments n’est un segment initial
d’un autre élément de .

3. Pour démontrer le lemme, nous traiterons la famille F' comme un
tableau ramifié par rapport & la relation <, définie par (2), et remarquerons
qualors le lemme 1 s’exprime encore en disant que le tableau ramifi¢ F
contient un sous-ensemble disjonctif!! @ vérifiant pF = p®!2,

Manifestement, tout sous-ensemble ordonné du tableau F est au plus
dénombrable; dés lors!® vF < Q.

Or!4, tout tableau ramifié non dénombrable dont chaque sous-ensem-
ble ordonné est au plus dénombrable a la méme puissance que 'un de

10Nous ne savons pas résoudre le probléme, 8'il existe un ensemble ordonné vérifiant
la condition de Souslin et contenant, au point de vue de 'ordre, tout ensemble ordonné
vérifiant la condition de Souslin (bien entendu, si la réponse au probléme de Souslin est
affirmative, 'ensemble 2 x [0, 1] de tout & I’heure est un pareil ensemble).

11Un ensemble partiellement ordonné est dit disjonctif s’il ne contient aucun couple
de points distincts comparables.

125X veut dire puissance de X.

137 étant un tableau ramifié, on désigne, pour tout indice @, par RoT 'ensemble
des points a de T' pour chacun desquels 'ensemble (., a)r des points de T précédant a est
de type d’ordre a. Le rang de T, en signes 4T, est le premier nombre ordinal « vérifiant
R.T =0.

Voir loc. cit.! pp. 107 et 108, ot nous avons prouvé la normalité (voir?) de tout
tableau ramifi¢ T vérifiant pT > pyT (voir!?), c’est-a-dire, si pT' > Ro,ilyaun F < T
tel que, d’une part pF = pT, et de 'autre, pour tout a € F, I'ensemble [a]r des points de
F comparables 4 a est ordonné, donc bien ordonné; si, de plus, pT > Rg d’une part et si
tout sous-ensemble ordonné de T est au plus dénombrable d’autre part, il est manifeste
que 'ensemble disjonctif RoF (voir!3) vérifie pRy = pT.
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ses sous-ensmbles disjonctifs'!), pourvu que la puissance du tableau soit
supérieure A celle du rang du tableau!®. C’est pourquoi, dans le cas qui
nous occupe, nous pouvons ne traiter que le cas ou
(3) pF = Nl; ’YF = Q.

4. Soient
(4) r, A
un nombre rationnel et un ensemble bien ordonné non vide de nombres
rationnels respectivement. o désignant le type d’ordre de l'ensemble A,
celui-ci peut étre écrit comme il suit:

(5) A=(ap,01,..-8¢,...)¢<ca avec a¢ < a, pour tout £ <n < a;

bien entendu, pour tout £ < o, ag est un nombre rationnel bien défini
appartenant a A.

Définissons la fonction
(6) p(r, A)
de la facon suivante: si r € A, p(r, A) désignera V'indice vérifiant, dans (5),
(7 Gy(r,4) =T;

si 7 non € A, on posera ¢(r, A) = 0. On aura donc

(8) 0 < o(r,A) < a.

En posant

(9) w(r, F) = bornesup ¢(r, A),
AEF

on obtient

(10) 0<o(r,F) <Q.

Démontrons qu’il existe un nombre rationnel ry vérifiant

(11) o(ro, F) =Q;
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bien entendu, nous supposons que F vérifie (3) et que tout élément de F
est non vide.

Or, si Pon avait
(12) o(r, F) < Q
pour tout nombre rationnel r, alors, en posant

(13) é = bornesup (r, F),

ol r parcourt I’ensemble des nombres rationnels, la dénombrabilité de celui-
ci entrainerait, vu (12), que

(14) < Q.

Or, par supposition (3), vF = , ce qui entraine, F étant un tableau ramifié,
Pexistence, pour tout a < §2, d’'un sous-ensemble bien ordonné de F de type
ordinal a. En particulier, A étant un élément de R;4oF, en écrivant A
sous la forme (5), on aurait & > § + 2. Mais as4;1 est un nombre rationnel
vérifiant ¢(as41,A) = d + 1, ce qui est en contradiction avec la définition
(13).
5. La relation (11) étant établie, on en déduit ceci:

Quel que soit le nombre ordinal v < (, il existe un élément A" € F vérifiant

(15) (re, A%) 2> v.
Ceci étant, soit A° un élément quelconque de F vérifiant
(16) ro € A%15;

soit 0 < a < 2 et supposons que, pour tout ¢ < a, A¢ soit un élément de F
tel que

(17) @(ro, A™) < p(r0, A*) pour tout 7 < §;
alors A* désignera un élément quelconque de F tel que

1" @(ro, A%) < (g, A%) ¢ < a).

15+ désigne un certain nombre rationnel vérifiant (11).
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D’aprés la remarque de tout & ’heure, A existe: pour s’en convaincre, il
suffit de poser v = bornesup;, ¢(ro, A%) et A% = 4.

Bref, nous avons prouvé 'existence d’une suite transfinie d’éléments
de F

(18) A% A . AC L. (a< Q)
i
telle que
(19) o(ro, A%) < (ro, A") pour tout £ < < Q.

Et voici la conclusion: ’ensemble des A%(a < §2) est un sous-ensemble
disjonctif du tableau F, c’est-a-dire, quels que soient £ < 7 < £, les A%, A"
sont deux éléments distincts de F' ne vérifiant ni A5 < A" ni A" < AS.

i £ = (g8 £ = (1 n
En effet, soient A = (ao,...a(,...)«ae, AT = (ao,...a(,...)«a”

les représentations de la forme (5) de A%, A"; on a donc

(20) ag<a§<...a§<..., (¢ < af)
(207 ag<al<...a{<..., ((<a").
Puisque
(21) afp(,o,AE) =To, GZ(ro;A") = To,
on aura

4 -
(22) Go(ro,A8) = aZ(TmA")'

Si, alors, I’on avait par exemple A¢<A", c’est-a-dire aE = aZ pour tout ¢ <
af, on obtiendrait en particulier, puisque ¢(rg, A%) < of,
3 — A7 =
To(ro,a8) = Gp(ro,a¢) = 702
ce qui est impossible & cause des deux inégalités suivantes:

@(ro, A5) # p(ro, A")  (voir (18) et (19))

aZ(ro,AE) # aZ:(ro,An) (voir (20")).
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L’impossibilité de A"<A¢ pouvant étre démontrée d’une fagon analogue, le
lemme 1 est complétement établi.

I1I. Familles d’ensembles bien ordonnés linéaires

6. LEMME 2. Chaque famille non dénombrable F d’ensembles bien
ordonnés linéaires contient une famille & de puissance égale a celle de F et
telle qu’aucun élément de & n’est un segment initial d’un autre élément de
® (cf. lemme 1).

Posons pour tout ensemble bien ordonné non vide A de nombres réels

(23) f(A) = bornesupa.
a€A

On aura

(24) —00 < f(A) < oo;

de plus, quels que soient les ensembles bien ordonnés non vides linéaires A
et B,

(25) A<B entraine f(A4) < f(B),

Pégalité f(A) = f(B) ne pouvant avoir lieu que dans le cas ot A = B— f(A),
ce qui, en particulier, entraine que le type ordinal o de A est de seconde
espéce et que le type ordinal de B est o + 1.

Comme ci-dessus, nous pouvons supposer que F vérifie (3) et que, de
plus, pR,F < Vg pour tout a < . Désignons par Fy, F} respectivement
la famille des éléments de Ro4+1F et R, F(a < §1); par conséquent F; =
F - F,.

1 désignant I’'un des deux nombres 0,1, la famille F; jouit de la propriété
que pour tout couple d’éléments A, B de F; vérifiant A<B, on aura f(A4) <
f(B), propriété qu'on peut exprimer en disant que f(4) (4 € F;), est une
fonction réelle uniforme croissante dans le tableau ramifié F;.

Par conséquent, le lemme 2 est un cas particulier du

THEOREME 1. Tout tableau ramifié non dénombrable T sur lequel il
eziste une fonction réelle uniforme croissante est de méme puissance gue
Uun de ses sous-ensembles composé de points deuz ¢ deuz incomparables.

7. Démontrons le théoréme 1. En désignant par

(26) fl@) (a€T)
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une fonction réelle uniforme croissante dans T, on aura 7T < , et, comme
dans (3), nous pouvons supposer que YT = Q et que chacun des ensembles
RoT (o < )3 est au plus dénombrable.

En rappelant que tout sous-ensemble maximum N de T tel que les
relations @ € N, b € N entrainent (.,a) = (.,b)r% s’appelle un noeud de
T, observons que tout noeud de T appartient & un et un seul des ensembles
R,T(a < «T); il est alors commode de qualifier N de premiére ou de seconde
espéce, suivant que 'est le nombre a vérifiant N < R,T. De méme, un
point a de T sera dit un point de T de premiére ou de seconde espéce dans
T, suivant que o vérifiant a € R, T est de premiere ou de seconde espece.

8. Ceci fait, dans I’étude de la distribution des valeurs de la fonction
f(a) (a € T, le cas ol tout noeud de seconde espéce de T est composé d’un
seul point est de beaucoup le plus simple.

C’est pour cette raison que nous allons associer & T un tableau ramifié
Ty dont tout noeud de seconde espéce n’aura qu’un point.

Nous désignerons par
(27) To

la famille des ensembles A olt A parcourt d’une part tous les sous-ensembles
de T dont chacun est composé d’'un seul point de premiére espéce de T
et d’autre part tous les noeuds de seconde espéce du tableau T. Nous
conviendrons que, pour tout couple d’éléments A, B de Ty, le signe

(28) ApB

voudra dire l'existence d’un a € A et d’un b € B tels que a<tb (<« désignant
la relation d’ordre par rapport & laquelle T est un tableau ramifié et f(a)
(a € T) une fonction croissante dans T).

On démontre sans peine que Ty est, par rapport & g, un tableau ramifié
vérifiant

(29) 7To =1T, pR.To < pR.T (a < vTo),

ce qui, vu n°7, donne

(30) pTo =81, 7To=0Q, pR.To <N (@< Q).

De plus, tout noeud de seconde espece de Ty est composé d’un seul point.

16Rappelons que (., a)r désigne I’ensemble des points de T précédant a.
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Pour démontrer Pexistence, dans T, d’un sous-ensemble disjonctif non
dénombrable, il suffit de prouver ’existence d’un sous-ensemble disjonctif
non dénombrable dans le tableau Tj. En effet, F, étant un sous-ensemble
disjonctif quelconque du tableau Tg, soit F' un sous-ensemble quelconque du
sous-ensemble Y 4 A (A € Fp) du tableau T', ayant avec chacun des sous-
ensembles A de T un et un seul point en commun; manifestement F sera
un sous-ensemble disjontif de T vérifiant pF = pFy.

9. Prouvons donc que 7 contient un sous-ensemble disjonctif non
dénombrable!”; nous le ferous en nous servant du lemme 1. Il existe une
fonction réelle uniforme, croissante dans Tp et univalente dans tout noeud
de Ty'?, de plus, & cause de pR,Tp < Ry (a < 7Tp), il en existe une
ne prenant, dans un noeud de premiére espéce quelconque de Ty, que des
valeurs rationnelles.

Pour tout A € Tp, posons
(30) F(A) = f(a)
si A est un point a de premiére espece de T, et

(30") F(A) = bornesup f(a),

a parcourant tous les points de T dont chacun précéde tout point du noeud
A de T si A est un noeud de seconde espéce de T (bien entendu, f(a)
(a € T), a la signification (26)).

Manifestement F(A) (A € Tp) est une fonction réelle uniforme et
croissante dans Tp.

10. Soit N un noeud quelconque de premiére espece de Ty; & la suite
de (30), N est au plus dénombrable; alors, k() désignant le nombre des
points de N ou w, suivant que N est fini ou infini, soient

(31) Agyeo. Anyee. (< K(N))

17La démonstration de ce fait fera usage d’une part de ce que tout noeud de
seconde espéce de Ty est composé d’un seul point et d’autre part de 'existence d’une
fonction réelle uniforme croissante dans Tp.

Drailleurs, en modifiant légérement les raisonnements des n°* 9 et 10, on démontre
ceci:

T étant un tableau ramifié de puissance < 270 gur lequel il existe une fonction réelle
uniforme croissante, si tout noeud de seconde espéce de T est composé d'un seul point,
il existe une fonction réelle uniforme croissante dans T et univalente dans chacun des
noeuds de T' (1a question si, alors, il en existe une fonction univalente dans T tout entier,
reste ouverte).
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oll A, # A, pour tout n < n’ < k(N), tous les points du noeud N.

o vérifiant R,Ty > N, distinguons deux cas, suivant que o = 0 ou
a>0.

Dans le cas ol a = 0, soit ¢x(Ao) < F(Ap) un nombre rationnel
quelconque; soit 0 < n < k(). Les nombres rationnels

(32) en(Ao);--- ,on(An-1)

étant définis de maniére que d’une part

(33) wn(A;) < F(A) pour tout i < n

et d’autre part

(33) en(A;) # on(4;) pour tout i < j <n,
soit ¢ (A,) un nombre rationnel quelconque vérifiant

(39) en(An) S F(4n), ¢n(An) # pn(A;) pour i <n.

Si a > 0, on définira N (A4,) (n < k(N)) comme il suit: en désignant,
pour tout n < k(N), par A} le point de R,_Ty vérifiant A], pA,, pn(Ao)
sera un point rationnel quelconque vérifiant

(35) F(Ap) < on(Ao) = F(Ao);

d’une maniére générale, pour tout 0 < n < k(N), ¢n(A,) sera un point
rationnel quelconque tel que

(36)  F(A,) <¢n(4s) S F(4n), ¢n(4n) # on(A) pour i< n.
Définissons, pour tout A € Tp, le nombre réel p(A):
(37) ¢(A) = F(A) ou pn(4),

suivant que A est un noeud de seconde espéce de T' ou un ensemble composé
d’un point de premiére espece de T, N désignant, dans le second cas, le
noeud de T contenant le point A de Ty.

@(A) (A € Tp) est une fonction réelle uniforme croissante; en plus, elle
est univalente dans tout noeud de Ty et ne prend que des valeurs rationnelles
dans tout point de premiére espéce du tableau Tj.
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11. Et voici la conclusion:

A étant un élément de Tp, soit F(A) Pensemble des nombres réels
¢(X), X parcourant tous les points de premiére espéce de Tp vérifiant X pA
(voir (28)), auquel on ajoute le point ¢(A) dans le cas ot A est un point de
premiére espece de Ty.

E(A) est un ensemble bien ordonné non vide de nombres rationnels,
bien déterminé par A.

A, B étant deux éléments quelconques de Ty tels que ApB, on a
E(A)<E(B); si A, B sont incomparables par rapport 4 la relation g définie
dans (28), E(A), E(B) sont incomparables par rapport 4 la relation < définie
par (2); autrement dit, en désignant par E(Tp) I’ensemble des E(A) (A € Tp)
partiellement ordonné par <, les deux ensembles partiellement ordonnés Ty,
E(T5) sont semblables, la transformation E(A) (A € Tp) étant une simili-
tude entre eux.

Or, E(T}) est une famille non dénombrable d’ensembles bien ordonnés
de nombres rationnels; elle contient donc, d’aprés le lemme 1, une sous-
famille non dénombrable & d’éléments deux & deux incomparables par rap-
port & <; en désignant par F l’ensemble des A € Ty vérifiant E(A) € @, F
est un sous-ensemble disjonctif non dénombrable de Ty, c.q.f.d.

12. En nous reportant aux définitions et notations de I'Introduction,
le lemme 2 entraine le

LEMME 2%S. E étant un ensemble ordonné parfaitement séparable
quelconque, tout sous-ensemble T du tableau ramifié oE est normal; en
particulier, dans le cas ot T est non dénombrable, T est de méme puissance
que l'un de ses sous-ensembles disjonctifs.

III. Familles d’ensembles bien ordonnés pseudo-linéaires®

13. THEOREME 2. Quel que soit I’ensemble ordonné séparable E,
tout sous-ensemble du tableau ramifié oF est normal; en particulier, tout
sous-ensemble non dénombrable de oE est de méme puissance que 'un de
ses sous-ensembles disjonctifs.

E étant séparable, on aura v(cE) < ; dés lors, pour prouver la
normalité de tout ¥ < o E, nous pouvons, comme ci-dessus, nous borner au
cas ou

(38) YF=Q, pR.F <R, (o < Q)

c’est ce que nous ferons; de plus, nous supposerons que F'ensemble vide n’est
pas €lément de F.
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Soit
(39) IE

Pensemble ordonné qu'on obtient de E en comblant chaque lacune de
’ensemble ordonné E par un point*®; posons, pour tout A € F

(40) f(A) =bornesupa (rel. IE);
a€A

f(A) est un point bien déterminé de [F tel que
(41) les relations A € F, B € F, A«B entrainent f(A) < f{B),

avec la méme remarque que celle & (25) dans n° 6. Notamment, en désignant
par F; 'ensemble des éléments de F' dont le type d’ordre est un ordinal de
premiere espéce — rappelons que tout élément de F est un sous-ensemble
bien ordonné de E — et en posant F; = F — Fj, on aura ce qui suit: ¢
désignant I’un des nombres 1, 2,

(41')  les relations A € F;, B € F;, A<DB entrainent f(A) < f(B);

bien entendu, < désigne la relation d’ordre ordonnant [E.
A parcourant F;, soit

(42) f(F)
I’ensemble des points f{A) de | E; désignons pour tout a € f(F;) par
(43) Y a)

la totalité des A € F; vérifiant f(A) = a; manifestement les éléments de
i"l(a), 8’il y en a plus d’un, sont deux & deux incomparables. Dés lors,
I'une au moins des familles Fy, Fy, soit F;, étant non dénombrable, on a

(44) pF; = pF;
§'il y avait un point a de f(F;) tel que f7'(a) était non dénombrable, f;}(a)
serait un sous-ensemble disjonctif non dénombrable du tableau ramifié F;,

et & fortiori de F, ce qui prouverait le théoréme 2.

18Notons que, E étant séparable, IE P'est aussi.
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14. Examinons le cas ol pour tout a € f(F;), f7'(a) est au plus
dénombrable; puisque F; = 3", f7!(a) (a € f(F;)), on a

(45) pf(F;) =pF; = X,

Soit, pour tout a € f(F;), k;(a) un certain élément de F; vérifiant

(46) f(ki(a)) = g;
soit
47 K; la famille des k;(a) (a € f(Fy)).

Manifestement la transformation
(48) a=ki(a) (a€f(F))
est biunivoque, ce qui, vu (45), donne

(49) pK,- = Nl.

15. Considérons le sous-ensemble f(F;) de I'ensemble ordonné sépa-
rable [E. Soit

(50) A

I'ensemble des extrémités gauches des sauts de seconde espéce de ’ensemble
ordonné f(F;)!°.

On aura

Dans le cas ol pA; < o, on sait que I'ensemble ordonné f(F;) est
semblable 4 un ensemble linéaire®®. Si alors p;(a), (a € f(F;)), est une
similitude transformant f(F;) dans un ensemble linéaire, la transformation

pi(f(A4)) (A€ Fy)

19Rappelons que tout couple de points consécutifs d’un ensemble ordonné F dont
chacun est un point d’accumulation de F s’appelle un saut de seconde espéce de 'ensemble
F.

20En effet, pour qu'un ensemble ordonné soit semblable & un ensemble linéaire, il
faut et il suffit qu'il soit séparable et que la famille de ses sauts de seconde espécel? soit
au plus dénombrable (voir loc. cit.?).
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sera une fonction réelle uniforme croissante dans le tableau Fj;, ce qui,
d’apres le théoréme 1, entraine la normalité de F;.

16. Examinons le cas ol

Tout d’abord, [E étant séparable, la relation A; < [E entraine la
séparabilité de A;; d’autre part, on vérifie que, quel que soit le couple de
points distincts a, b de A;, 'ensemble des points de [E (et de E) entre a, b est
non vide; dés lors, 'ensemble des couples de points consécutifs de A; est au
plus dénombrable, ce qui, vu la séparabilité de A;, entraine 'existence d’une
transformation par similitude, soit 1;(a) (e € A;), de 'ensemble ordonné
A; dans un ensemble linéaire. En désignant alors par F} I'ensemble des
éléments A € K; vérifiant f(A) € A, la transformation

¥i(f(A)) (A€ F})

est une fonction réelle uniforme croissante dans le tableau F{. Or, 4 la suite
de (48) ' .
pF; =pA;, F < F,

donc, vu (52}, )
pF} =Ry

A cause du théoréme 1, le tableau F}, et a fortiori le tableau F;, donc le
tableau F, contient un sous-ensemble disjonctif non dénombrable, c.q.f.d.

17. La démonstration du théoréme 2 s’applique pour démontrer le

THEOREME 2.  Tout tableau ramifié auquel on peut attacher un
ensemble ordonné séparable E et une transformation uniforme et croissante
du tableau dans E, est normal.

COROLLAIRE. Est normal tout tableau ramifié dont Uordre partiel
peut étre élargi de maniére que le tableau devienne un ensemble ordonné
séparable.

IV. Familles d’ensembles bien ordonnés extraits d’un ensemble
ordonné vérifiant la condition de Souslin

La question se pose si, dans les théorémes 2, 2% (et dans le corol-
laire précédent), 'on peut remplacer la condition de séparabilité de F par
celle que E vérifie la condition de Souslin, c’est-a-dire que toute famille
d’intervalles non vides de E deux & deux disjoints soit au plus dénombrable.
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La question est délicate; en effet, d’'une part, on ne sait pas si
tout ensemble ordonné vérifiant la condition de Souslin est nécessairement
séparable, et de 'autre, on peut prouver le

THEOREME 3. Pour qu’un ensemble ordonné E vérifiant la condition
de Souslin soit séparable, il faut et il suffit que tout sous-ensemble du tableau
ramifié oE soit normal?' (cf. théoréme 2).

18. Puisque tout ensemble ordonné séparable vérifie la condition de
Souslin, le théoréme 2 dit que la condition du théoréme 3 est suffisante;
prouvons que la condition du théoréme 3 est nécessaire: il s’agit donc de
prouver la séparabilité de tout ensemble ordonné E vérifiant la condtion de
Souslin et tel que tout sous-ensemble de o F est normal®!.

19. Prouvons qu’'on peut supposer que ’ensemble ordonné FE soit
continu.

Tout d’abord, A étant ’ensemble des extrémités gauches des sauts de
seconde espece de E'°, soit

(53) s(E— A)

P’ensemble ordonné qui s’obtient de I'’ensemble ordonné E — A en plagant
entre tout couple de points consécutifs de F — A (c'est-a-dire dans tout saut
de E — A) un ensemble ordonné semblable i 1'ensemble des nombres réels;
enfin, désignons par

(54) Is(E ~ A)

Yensemble ordonné qu’on obtient de s(E — A) en comblant chaque lacune
de s(E — A) par un point.

On démontre sans peine que, d’une part, si E vérifie la condition de
Souslin, il en est de méme de chacun des ensembles

E-A, s(E-A), ls(E—A)
et, d’autre part, que la normalité de tout tableau extrait du tableau oF
entraine celle de tout tableau ramifié appartenant & n’importe lequel des
tableaux ramifiés

g(E-A), o(s(E-A4)), o(ls(E-A)).

21Pour la terminologie, voir Introduction.
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Réciproquement, on démontre de proche en proche que la séparabilité de
Pensemble ordonné Is(E — A) entraine celle de chacun des ensembles

s(E-A), E-A, E.

Or, toutes les fois que E se compose de plus d’un point, ’ensemble
ordonné Is(E — A) est continu, ce qui prouve qu’on peut bien supposer que
I’ensemble ordonné E dont il est question dans le théoréme 3 soit continu,
c’est ce que nous ferons.

Pour prouver la séparabilité de E, nous allons nous servir d’une ¥-
partition complete de E?2 en 'adaptant aux besoins de notre cause.

20. Désignons, pour tout segment S de E ayant plus d’un point, par

(55) o(S)

un sous-ensemble quelconque de S semblable au segment [0, 1] des nombres
réels et tel que, quel que soit le point a de S différant des deux extrémités
r, s de S, il y ait deux points de p(S) (variant avec a) distincts de r et s,
et dont 'un précede le point a alors que Pautre succede 3 a.

On en déduit que S et ©(S) ont mémes extrémités.
Si, pour tout point a € ¢(S5), 'on désigne par S, une portion de S

contenant le point a et si S, S, = 0 pour tout couple de points distincts a,
a’ de ¢(5), la décomposition

(56) §=3.5  (a€p(s)

est bien déterminée et on vérifie que, pour tout a € ¢(S5), S, est un segment
de S pouvant se réduire & un point.

Ceci étant, soit Dg la famille composée de ’ensemble continu E lui-
méme; d’une maniére générale, soit a > 0 un nombre ordinal et supposons
que pour tout £ < o l'on ait déterminé la famille D, composée de portions
de E de maniére qu'il y ait un point a de E tel que I'ensemble (a) composé
du point @ ne figure comme élément dans aucune famille D,(£ < a).

Définissons maintenant D,.

Si ¢ est de premiere espéce et S parcourt les éléments de D,..; dont

chacun se compose de plus d’un point, alors, en écrivant comme ci-dessus
S =38, (a € ¢(S)), soit Dy la famille des S,.

22Voir loc. cit.! p. 114 et p. 118.
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Si a est de seconde espéce, D, désignera la famille des ensembles

I EoE: ... E,
{<a

les E; étant tels que E¢f € D, et E; > E,, pour tout { <7 < c.
En désignant’ par

(57) o

le premier ordinal tel que, quel que soit le point a de E, I’ensemble (a)
figure dans 'une des familles D, (o < ), la famille D des éléments des D,
(a < 7), s’appelle une J-partition compléte de E.

Soient pour tout a < 7y:
(58) ¥D,
la famille des éléments de D, dont chacun a plus d'un point, et
(59) ¥D

la famille de tous les éléments des D, (a < 7).
21. Nous allons prouver que

Tout d’abord, on démontre que tout élément de ¥D est un segment de E
ayant plus d’un point et que, quels que soient deux éléments distincts A, B
de ¥D, ils n’ont aucune extrémité en commun et sont tels que

(61) ou bien A < B, ou bien B < A, ou bien AB = 0;

enfin, pour tout { <n <y,ona ¥YD,-¥D, =0.
Ceci étant, désignons pour tout A € ¥D par

(62) k(A)

I’ensemble des extrémités gauches des éléments X de ¥ D vérifiant la relation
A < X; on voit que, « étant défini par A € ¥D,,, k(A) est un sous-ensemble
bien ordonné de type a + 1 de F; de plus, pour tout couple d’éléments
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distincts A, B de ¥D, les relations A < B, B < A, AB = 0 entrainent
respectivement

\‘k(A)<Ik(B), k(B)4k(4), KkA)l<k(B),

le signe k(A)||k(B) voulant dire que k(A) et k(B) sont deux ensembles
bien ordonnés incomparables par rapport & la relation < définie par (2).

Par conséquent, en désignant par

(63) k(D)

la famille des k(A) (A € ¥D), on aura

(64) p¥D = pk(D).
22. Or,

(65) k(D) < oE;

donc, par hypothése, le tableau ramifié k(D) est normal. Tout sous-
ensemble bien ordonné de E (donc aussi tout sous-ensemble ordonné du
tableau o E) étant au plus dénombrable, on en déduit que tout sous-ensemble
non dénombrable du tableau o E contient un sous-ensemble disjonctif non
dénombrable.

S8i, alors, on avait p¥D > Ry, la relation (64) entrainerait pk(D) >
Ro, et, comme nous venons de voir, le tableau k(D) contiendrait un sous-
ensemble, soit K, non dénombrable et composé d’éléments deux & deux
incomparables par rapport & <; en désignant par D° la famille des A € ¥D
vérifiant k(A) € K, on aurait pD° = pK, donc pD® > Ry. Tout élément
de D° est un segment de E ayant plus d’un point; en désignant donc par
D! la famille des intervalles de I’ensemble ordonné continu E dont chacun
a mémes extrémités que l'un des segments appartenant & K, D! serait une
famille non dénombrable d’intervalles non vides de E, ce qui est impossible,
E vérifiant la condition de Souslin.

On a donc pk(D) < Rq ce qui, vu (64), démontre (60).

23. Ceci étant, considérons la famille des ensembles p(S) (S € ¥(D))
définis par (55); tout ©(S) étant semblable au segment [0, 1], désignons par

(66) po(5)
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I’ensemble des points de S correspondant, dans une similitude entre S et
[0,1], & I'ensemble des points rationnels de [0, 1]; on démontre facilement?3
que ’ensemble

(67) > @o() (S € ¥(D))
S

est un sous-ensemble de E partout dense sur E.

Or, 'ensemble (67) est dénombrable ce qui est une conséquence de
(60) d'une part et de Pidentité ppo(S) = Ry (S € ¥D) d’autre part; bref,
Pensemble ordonné E est séparable, c.q.f.d.

24. En modifiant légérement la démonstration précédente du théoréme
3, on démontre le

THEOREME 3%,  Pour qu’un ensemble ordonné E vérifiant la con-
dition de Souslin soit séparable, il faut et il suffit que tout tableau ramifié,
transformable en un sous-ensemble de E par une transformation uniforme
croissante, soit normal (cf. théoréme 2°i5).

23Voir loc. cit.! p. 120.
Editor’s note: The abstract in Polish is omitted.



TRANSFORMATIONS MONOTONES
DES ENSEMBLES PARTIELLEMENT
ORDONNES!

1. Introduction. — Définitions. — Notations. — Résumé
1.1. Ensembles partiellement ordonnés. Ensembles disjonctifs

Soit < une relation binaire; un ensemble FE sera dit partiellement or-
donné par rapport ¢ < si, d’'une part, quels que soient les points a, b, ¢
de E tels que a < b, b < ¢, on a a < ¢, et, d’autre part, si pour aucun
couple de points a, b de E on n’a 3 la fois a < b, b < a, ce qu'on peut
exprimer en disant que, dans ’ensemble E, la relation < est transitive et
antisymétrique, respectivement. De plus, tout ensemble composé d’un point
au plus sera considéré comme partiellement ordonné par rapport 4 n’importe
quelle relation binaire.

Deux points a, b de E seront dits comparables par rapport & <sia = b,
a < b ou b < a, et incomparables par rapport & <, dans le cas contraire.

Un ensemble partiellement ordonné sera dit ordonné, disjonctif respec-
tivement s'il ne contient aucun couple de points distincts, incomparables et
comparables, respectivement.

Pour un point a nous désignerons par

(1) (', a')E') ('7 G]E, (a, ')E1 [a1 )E
I’ensemble de tous les points X de E vérifiant respectivement

X<a, X<a, a<X, a<X,

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. Revista de Ciencias (Lima) 42(434) (1940), 827-
846 and 43(No 437) (1941), 483-500; the two parts, published separately, are pasted
here.

1Voir C.R. Acad. Sci. Paris 205, (1937), 1033-1035 o1 quelques-uns des résultats
du présent article sont insérés
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et par

(2) lale

Pensemble de tous les points de E comparables & a; dés lors
@) lae =(,a)s +[a, )&

1.2. Transformations monotones, croissantes
et presque croissantes

1.21. Si & tout point a d’un ensemble E; partiellement ordonné
par rapport & une relation binaire <; on fait correspondre un point bien
déterminé d’un ensemble E5? partiellement ordonné par rapport 2 une rela-
tion binaire <33, et si pour tout couple de points a, b de E; tels que a <, b
on a f(a) <z f(b) [f(b) <2 f(a)], nous dirons que f, explicitement f(a),
(a € Ey), est une transformation (uniforme) non décroissante [non crois-
sante] de l'ensemble partiellement ordonné F; en ensemble partiellement
ordonné E.

Des transformations non décroissantes et des transformations non
croissantes de E; en E, seront dites transformations monotones de E; en
FE5. Dans ce qui suit nous ne considérerons que des transformations non
décroissantes.

Si alors f est une transformation monotone de E; en FE», nous
désignerons, pour tout sous-ensemble non vide X de E;, par

3) f(X)

Pensemble des f(a), (@ € X), et on dira que 'ensemble f(X) est le trans-
formé de Uensemble X par la transformation f. Manifestement f(E); C Ez,
sans que nécessairement f(F,) = E».

Une transformation non décroissante f de E; en E> sera dite: crois-
sante si, quels que soient les points a, b de F;.

(4) la relation de a <; b entraine f(a) <5 f(b);

presque croissante si quelque soit le point a de F; qui n’est pas un dernier
point de E;, c'est-a-dire tel que (a,.)p, # 0, 'ensemble des f(z), z par-
courant tous les points de E; vérifiant a <; z, est composé de plus d’un
point; autrement dit, si les relations

2Distinct ou non de Ej.
3Distincte ou non de <.
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(5) a € By, p(a,.)g, > 1% entrainent pf([a,.)g,) < 1.

ou encore, si les relations

(5") a € Ey, pla,.)g, > 1 entrainent p(f(a),.) < 1.

1.22. Dans le cas particulier ou E; est ordonné par <; et semblable
a un ensemble linéaire, cas ou 'on peut admettre que E; soit un ensem-
ble linéaire, nous dirons que f est une fonction réelle uniforme croissante
(presque croissante) dans E; si f est une transformation croissante (presque
croissante) de E; en Es.

1.3. Exemples

1.31. Toute fonction réelle, croissante au sens strict (croisante et
dépassant tout entier) est une transformation croissante (presque croissante)
de l’ensemble ordonné linéaire dans lequel elle est définie en ensemble or-
donné de tous les nombres réels.

1.32. En désignant, pour un ensemble @, par UQ la famille de tous
les sous-ensembles de @, ordonnée partiellement par la relation d’inclusion
C (égalité exclue), et en désignant, pour tout G < UQ, par f(G) la
réunion des ensembles constituant la famille G, f est une transformation
non décroissante de UQ en soi-meme.

1.33. Voici trois cas remarquables d’ensembles F; dans chacun
desquels existe une fonction réelle uniforme croissante:

1.33.1. E; est ordonné et contient un ensemble au plus dénombrable D
tel qu’entre deux points de F; n’appartenant pas simultanément 3 D existe
un point de D5,

1.33.2. E; est la famille de tous les sous-ensembles extraits d’un en-
semble au plus dénombrable ordonné partiellement par C (ou D).

1.33.3. E; est la famille des ensembles fermés (ouverts) extraits d’un
espace (V.) parfaitement séparable’ ordonné partiellement par < ou >2.

1.4. Une condition nécesaire et une condition suffisante

4p = puissance de X.

5Le théoréme remonte 4 G. Cantor; voir K. Kuratowski, Fundamenta Mathemati-
cae, 3, 1922, et A. Denjoy, Comptes Rendus, Paris, 192, 1931.

8Le théoréme est dit & M.W. Sierpinski (L’Ens. Math., 30, 1931, p. 240).

"Pour la terminologie, voir Maurice Fréchet, Espaces abstraits, Paris, 1928, XI +
296, p. 290.

8Le théoréme est dii & M. Lindenbaum (Comptes Rendus, 192, 1931, p. 15 M).
Dans ce qui suit, nous ferons usage de ce théoréme (cf. th. 7).



168 A. Theory of Partially Ordered Sets

1.41. Condition necéssaire. ~Tout ensemble bien ordonné linéaire
étant, d’aprés un théoréme de Cantor, au plus dénombrable, la condition
nécessaire pour l'existence dans E; d’une fonction réelle croidsante est que
tout sous-ensemble bien ordonné de E; soit < Ry. Mais cette condition n’est
pas, dans le cas général, suffisante.

En effet, a parcourant tous les nombres réels, considérons la famille des
ensembles linéaires des nombres X < a, a et des nombres y < a, ordonnée
par D. On obtient un ensemble ordonné par C, soit tel que M chacun de
ses sous-ensembles bien ordonné soit < Ny. Or, dans M il n’existe aucune
fonction réelle croisante, c’est-a-dire M n’est pas semblable 4 un ensemble
linéaire (cf. N 3.31).

1.42. Condition suffisante. Si E; est somme de < Ny ensembles dont
chacun est composé de points deuz & deuz incomparables, nous prouverons
qu’il existe une fonction réelle croissante dans E;y (cf. th. 1).

Mais cette condition suffisante n’est pas, dans le cas général, nécesaire:
pour s’en rendre compte, il suffit de désigner par E; un ensemble linéaire
non dénombrable quelconque.

1.43. Nous allons indiquer une classe d’ensembles partiellement or-
donnés pour lesquels il y a lieu de se demander si les deux conditions
précédentes sont encore respectivement suffisante et nécesaire.

1.5. Tableaux ramifiés (ensembles T).

1.51. Un ensemble E partiellement ordonné par une relation lineaire
< sera dit tableau ramifié par rapport & < si, quel que soit le point a de
E, 'ensemble (., a) g des prédécesseurs du point a, dans F est bien ordonné
par rapport a <!, Dans ce qui suit, nous désinerons par

(6) T

un tableau ramifié quelconque par rapport 3 une relation binaire quelconque
que nous désignerons, tantét par <, tantdt par p.

1.52. Ceci étant, revenons & la question du N° 1.43. Alors que je ne
sais méme pas amorcer le probléme de savoir si, dans un tableau ramifié
dont tout sous-ensemble bien ordonné est < Ry, il existe une fonction réelle
croissante (quelles difficultés de la théorie de croissance s’ y présentent!).,
je remarque que, par contre, le probléme de savoir si tout tableau ramifié

9Voir Georges Kurepa, Ensemble ordonnés et ramifiés (thése, Paris, 1935 ou Publ.
Math. Univ. Belgrade, IV 1935, pp. 1-138), p. 73. Dans ce qui suit, ce Mémoire sera
désigné par thése.

19En y barrant “bien”, on obtient la définition des ensembles ramifiés.
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dans lequel existe une fonction réelle uniforme croisante est somme de <
Ro de ses sous-ensembles dont chacun est composé de points deux & deux
incomparables est équivalent & I'intéressant probléme que voici:

Peut-on attacher & tout ensemble bien ordonné non vide F' de nombres
rationnels un nombre rationnel'! bien déterminé g(F) de telle fagon que,
pour tout couple d’ensembles bien ordonnés non vides de nombres rationnels
A, B tels que A soit un segment initial de B, on ait g(A4) < g(B)? (voir
aussi N° 1.612).

1.53. La notion des T a donné naissance & celle de normalité d’un
ensemble partiellement ordonné, que nous allons définir.

1.6. Normalité. Pour abréger, nous dirons qu’un ensemble partielle-
ment ordonné E est dégénéré si, quel que soit le point a de E I'ensemble
[a]E est ordonné (cf. (3)). Par exemple, tout ensemble disjonctif ou ordonné
est dégénéré.

Un ensemble partiellement ordonné sera dit normal s’il est fini ou s’il
a méme puissance que 1'un de ses sous-ensembles dégénérés.

Dans ce qui suit nous rencontrerons des ensembles partiellement or-
donnés anormaux, méme parmi ceux jouissant de la propriété que chacun
de leurs sous-ensembles ordonnés soit bien ordonnés (cf. note 28).

Par contre, le probleme de savoir si tout tableau ramifié est normal
reste encore ouvert.

Nous allons voir le rdle qui incombe dans cet ordre d’idées & des trans-
formations croissantes et & des transformations presque croissantes des en-
sembles T'.

1.61. Normalité des T et fonctions croissantes dans T.

1.61. L’un des buts principaux du présent article consiste & prouver
que tout tableau ramifié dans lequel eziste une fonction réelle croissante est
normal (voir th. 2), proposition qui, combinée avec le théoréme ci-dessus de
M. Lindenbaum et avec un théoréme de Baire, entraine le résultat suivant:

Quel que soit le tableau ramifié décroissant (croissant)'? non dénom-
brable T d’ensembles fermés et d’ensembles ouverts eztraits d’un espace (V)

113; Pon remplace ce mot par “irrationnel”, la réponse au probléme qu’on obtient
ainsi est affirmative.

12Une famille F d’ensembles est un tableau ramifié décroissant (croissant) d’en-
sembles si, d’une part, quels que soient les éléments A, Bde Fonait ACBouBC A
ou AB =0 et si, d’autre part, pour tout élément A de F, la famille (-, A)p des éléments
X de F vérifiant X C A (A D X) est bien ordonnée par rapport 4 D (C).
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parfaitement séparable au sens de M. Fréchet, T a méme puissance que l'une
de ses sous-familles composée d’ensembles fermés deuz a deuz disjoints'3

1.61.2. L’ensemble g,. En désignant par o, la famille de tous les
ensembles bien ordonnés bornés non vides de nombres rationnels, ordonnée
partiellement par la relation p ou ApB veut dire que A est un segment initial
de B distinct de B, on prouve sans peine que ¢, est un tableau ramifié par
rapport & p et que, en posant .

fle)=sup X, (e€ o,),
Xe€e

la fonction f est non décroissante dans o, et telle que, quels que soient les
éléments A, B, C de o, vérifiant ApBpC, on ait f(A) < f(C).

En vertu du th. %, on en deduit que tout sous-ensemble non dénom-
brable de o, a méme puissance que {'un de ses sous-ensembles disjonctifst*
(ct. N 4.31).

1.62. Normalité des T et fonctions presque croissantes dans T. On
peut prouver que si tout T dans lequel existe une fonction réelle presque
croissante était normal, tout tableau ramifié serait normal'®, d’out I'intérét
des conditions I, IT que nous allons formuler (voir N° 3.43, Théoréme fon-
damental).

1.62.1. Le rang 4T de T; rangées R,T, (o < 4T), de T. Pour un
ensemble partiellement ordonné E nous désignerons par

(M I'E

la borne supérieure des types d’ordres des sous-ensembles bien ordonnés de
E'5. Dans le cas d’un tableau ramifié T' nous écrirons

13Ce théoréme a une importance si Pon tient compte de l'existence de tableaux
ramifiés décroissants T' d’ensembles linéaires fermés tels que vT" = Q, (voir (8)) et pRaT =
Ng, (@ < Q), (voir (9) [Aronszajn-Denjoy].
Pour cela, voir mon article des Publ. Math. Univ. Belgrade, VI, 1937, pp. ... consacré
3 Vétude des T vérifiant vT = Q, PRaT = R, (a < Q) et tels que tout sous-ensemble
ordonné de T soit < Ng; nous les appelons tableauz ramifiés de M. Aronszajn.

14Cette proposition constitue la réponse affirmative & un probléme que j’ai posé
dans ma thése, p 3, et 134 en note.

15Quant A ’hypothése que tout T soit normal, vois Comptes Rendus, 202, 1936 p.
185.

16Cf. loc. cit. ! oi1 dans la définition de TE il faut barrer la phrase “et tous les
sous ensembles inversement bien ordonnés de E”.
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(8) 7T au lieu de TE'" et appellerons le nombre ordinal 7', le range
de T. Manifisetement,

(1)(8*) 4T = supt(.,a), (a € T), tX désignant le type d’ordre de X
(cf. (D).

Pour tout nombre ordinal o < 4T, nous désignerons par
(9) R,T

I’ensemble des A € T pour chacun desquels le type d’ordre de (.,a)r est «
(cf. 1); le sous-ensemble bien déterminé R,T de T sera appelé la rangée o
de T'; de plus RoT sera dite la premiére rangée de T'.

1.62.2. Ceci étant, on peut établir la proposition fondamentale que
voici:
Est normal tout tableau ramifié T dans lequel existe une fonction réelle

uniforme presque croissante, pourvu que T' vérifie 'une des deux conditions
suivantes: ,

I vfalr =T, (a € T), (cf. (2), (8*)),
II 4T est un nombre ordinal de premiére espéce ou un nombre ordinal
initial régulier!® cf. n® 3.4 ci-apres).
En particulier tout T tel que 4T < Q (cf. th.) dans lequel existe une
fonction réelle uniforme presque croissante est normal.

1.7. Le probleme de Souslin. Origine du travail. Clest le
probléme de Souslin!® qui a donné naissance & la notion des tableaux ram-
ifiés. Les résultats du n° 1.6. et d’autres que nous exposerons dans la suite
constituent un pas en avant vers la solution du probléme de Souslin, celui-ci
étant équivalent au probléme de savoir si tout tableau ramifié 7' tel que
4T < Q est normal?0,

D’autre part, c’est un procédé de construction, dit & M. Aronszajn,
d’un tableau ramifié portant son nom?' qui m’avait suggéré la notion des

17La définition de yT de Thése (p. 74) s’applique & un ensemble partiellement
ordonné quelconque E, pouru que tout sous-ensemble ordonné de E soit bien ordonné;
Pétude de vF pour un E pareil est lié avec le probl®me du continu (v. C.R. Acad. Sci.
Paris 205 (1937), p. 1196).

18Un nombre ordinal o est régulier s'il est de premitre espece ou si, quelle que soit
la suite croissante d’ordinaux < a et = a, le type d’ordre de celle-ci est a.

191.e probléme de Souslin demande si tout ensemble ordonné continu tel que cha-
cune des familles de ses intervalles deux & deux disjoints soit < Ng est nécessairement
semblable & un ensemble linéaire.

20Cf. These, p. 106, p. 124 et 132 (équivalence P; " Ps).

211, 13, Voir loc. cit. 13) p. ...; aussi Thése. p. 96 en note. L'article que nous
avons mentionné dans'® étudie existence des tableaux ramifiés de M. Aronszajn.
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fonctions croissantes dans un tableau ramifié et celle des transformations
monotones des ensembles partiellement ordonnés.

Pour terminer, je remercie bien vivement M. Aronszajn de 'aide qu'il
m’a montrée au cours de la rédaction de l'article, en particulier des simpli-
fications de mes démonstrations primitives de quelques uns des résultats du
présent travail.

2. Généralités sur les transformations croissantes
et presque croissantes.

2.1. LEMME 1. E étant un ensemble partiellement ordonné dans
lequel existe une fonction réelle croissante, tout sous-ensemble bien ordonné
de E est < Wg; par conséquent, TE < w; (cf. (7). v

2.2. Une condition suffisante.

THEOREME 1. Dans tout ensemble partiellement ordonné somme de
< Ny de ses ensembles disjoinctifs (cf n® 1.1) il existe une fonction réelle
uniforme croissante ¢ valeurs rationnelles.

En effet, soient £ un ensemble partiellement ordonné et
Ey, By, ... ,E,,..., (n<w)

une suite de ses sous-ensembles disjonctifs, deux & deux distincts ou non,
telsque E=3, E,, (n <w).

Soient
(10 T0,T1revx sTny-cey (M<W, Ty # T, m<n<w),
la suite de tous les nombres rationnels et

F,=Ey+ E;+...+ E, pour tout entier n > 0.

Pour tout entier n > 0, nous allons définir, dans ’ensemble partielle-
ment ordonné Fy, la fonction croissante f,.

Pour commencer, posons f(a) = ro pour tout a € Fy; par conséquent,
Pensemble fo(Fp) est composé du point ry (cf. (3)).

D’une maniere générale, soit » > 0 un entier tel que la suite des
fonctions fg, f1,-.. , fn—1 soit définie et vérifie ces deux conditions:

a) fi est, pour tout indice £ < n, une fonction uniforme réelle crois-
sante dans 'ensemble partiellement ordonné Fj et n’y prend qu’un nombre
fini de valeurs de la suite (10); en particulier, pfr(Fx) < No (cf. (3));
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b) Pour tout entier k entre 0 en n et pour tout entier i tel que 0 <7 < k,
la fonction fi coincide avec f; dans ’ensemble F;.

Définissons la fonction f, dans F,.
En désignant, pour un ensemble partiellement ordonné X, par

(11) RoX

Pensemble de tous les premiers points de X, la relation évidente 'F <n+1
(cf. (7)) entraine que

F, =RoFn,+RiFp+...+ R, F,, ol

RyF, = Ry (Fn - Zan) :

i<k

quelques-uns des ensembles RyoF,,,... , R, F, pouvant étre vides & partir
d’un indice.

Alors, pour tout a € F,,_1, nous poserons f,(a) = f,_1(a); pour tout
point a de RoF, — F,,_1, f(a) sera le premier point de (10) situé & gauche
de V'ensemble fini fr,_1{Fn—1). Soit a € R1F — F,,_;; f(a) sera le premier
nombre dans (10) tel qu’il soit situé entre

Fa (50 RoFatFacs) € fn((a))Fay) (cf (1), (3));

pour tout k < n tel que Ri F,, # 0 et pour tout point éventuel, a, de Ry Fy, —
F, _1, nous définirons f(a) comme le premier nombre dans (10) tel que
£2(2) < £(a) < fa(y),,y parcourant les points de (-, )Ry By +..+ Ry_ Fy+Fos
et (a,.)r,_,, respectivement (cf. (1)).

On démontre sans peine que f,, est une fonction uniforme croissante
- dans F,, et que I’ensemble f,,(F,) est un ensemble fini de nombres rationnels.

Pour terminer, quel que soit a € E, f(a) désignera le nombre rationnel
fn(a), n étant le premier indice tel que a € F,.

Et on voit que f est dans 'ensemble donné E une fonction réelle
croissante i valeurs rationnelles. C.q.fd

2.3. Nous avons déja remarqué que la condition suffisante que nous
venons de considérer (cf. th. 1) n’est pas nécessaire pour qu'il existe dans E
une fonction réelle croissante. (cf. n? 1.42).

Or, il nous semble qu’en nous restreignant au cas particulie:
tableaux ramifiés, elle sera encore nécessaire c’est-a-dire que, quel qu
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le tableau ramifié dans lequel existe une fonction réelle uniforme croissante,
celui-ci serait somme de < Rg de ses sous-ensembles disjonctifs.

Il est intéressant de signaler qu’on peut prouver le résultat suivant:

Pour que le tableau ramifié dans lequel existe une fonction réelle uni-
forme croissante soit décomposable en < Ry de ses sous ensembles disjonctifs,
il faut et il suffit que la réponse au probléme suivant soit affirmative:

Existe-t-il dans le tableau ramifié oy du n°® 1.612 une fonction réelle
uniforme croissante & valeurs rationnelles?

2.4. Fonctions presque croissantes. Dans ce qui suit, nous ne
traiterons que des tableaux ramifiés; la lettre

(12) T

en désignera un quelconque.

2.41. Alors que, d’aprés le lemme 1, 4T < 2, pourvu qu’il existe dans
T une fonction réelle croissante, nous allons démontrer le v

LEMME 2. Quel que soit le nombre ordinal a > 0, il y a un tableau
ramifié T(a) vérifiant ¥T'(a) = a et dans lequel eziste une fonction réelle
uniforme presque croissante.

Et effet, ¢ parcourant tous les ordinaux < ¢, soit T(a) '’ensemble des
£ et des £g = o + £ ordonné partiellement par la relation p que voici:

sia € T(a), b € T(a), la relation apb équivaut 4 ce que d’une part, a
est un ordinal < a, et, d’autre part, que b est ou bien un ordinal entre a et
a, ou bien 'un des ordinaux a + £ vérifiant a < € < a.

Pour un e € T(a), soit f(e) = 1 ou 2, suivant que e < a ou a < e.
On démontre sans peine que 7'(«) est, par rapport 4 p, un tableau ramifié
de rang « et que la fonction f y est presque croissante.

2.42. En particulier, il y a un 7' de rang (2 et dans lequel existe une
fonction réelle presque croissante; par contre, on démontre facilement le

LEMME 3. Dans un ensemble bien ordonné de type d’ordre §) il
n’existe aucune fonction réelle presque croissante.

En effet, soient
(13) 2 PR S TR ¢ 7 S (€<Q)

tous les points de l'ensemble bien ordonné donnés dans leur bon ordre.
Supposons, par impossible, que f soit une fonction réelle presque croissante
dans I'ensemble. Désignons le point ag par bg, et supposons que « soit un
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ordinal entre 0 et © tel qu'on ait construit le sous-ensemble de (13) des
points croissants bg, by, ... ,bg,..., ({ < a) tel que

floo) < fbr) <...<flbe) <..., (§<a).

~ «Bour déterminer b, soit a le premier point dans (13) succédant & chacun
' des points bg, (€ < a); Pexistence de a étant évidente, il est aussi évident
que, dans (13), il y a un point succédant & a, ce qui, d’apres la presque
croissance de f dans (13), veut dire qu'il y a un point, soit b, dans (13) tel
que f(a) < f(b); alors, b, désignera le premier point pareil dans (13).
Finalement, la presque croissance de f dans (13) entrainerait l'exis-
tence de 'ensemble bien ordonné linéaire non dénombrable

f(bO)v"'vf(ba)?"'7 (a<Q)1

contrairement & un théoréme de Cantor.
Le lemme 3 entraine le
LEMME 3Ys. T étant un tableau ramifié dans lequel existe une fonc-

tion réelle presque croissante, quel que soit le point a de T tel que y[a]r = §,
Pensemble [a)T n’est pas ordonné.

2.43. LEMME 4. Il y a un tableau ramifié T de rang vT = 2 et tel
que

pa[a]T >1, (a € T)22

et tel qu’il n’existe, dans T, aucune fonction réelle presque croissante.
Pour e voir, il suffit de considérer la famille

(14) o(92)

de tous les sous-ensembles bien ordonnés non vides de 1'ensemble ordonné
() des ordinaux < 2, ordonnée par la relation p oi, pour deux éléments
A, B de a(f2), ApB veut dire que A est un segment initial de B distinct de
B. Manifestement, o(£2) est un tableau ramifié par rapport 4 p et

(15) Yalo@) =1(0(@)) =2, (aco()) (cf (2), (8)

22Pour un ensemble partiellement ordonné E, nous désignons par p;E la borne
supérieure des puissances des sous-ensembles disjonctifs de E (c’est-d-dire dont chacun
est composé de points deux & deux incomparables).
Alors, la relation p, E < 1 est caractéristique pour des E ordonnés I'inégalité p; E < 1 ne
se produisant que dans le cas ol £ = 0.
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(15%) pslalo@) =1, (a € 0(Q)).

Prouvons qu’il n’existe aucune fonction réelle presque croissante dans
o(€). Supposons qu’il existe une, soit f.

Désignons par ¢g un point quelconque de Ryo(2) (cf. (9) ou (11));
le point co étant, d’aprés (15), succédé d’au moins un point de o(f2), la
presque croissance de f aurait pour conséquence qu’il y ait un point, soit
c1, de (a,.)oq) tel que f(co) < f(c1). D’une fagon générale, en désignant,
pour tout indice a entre 0 et {2, par co: un point de (ca-1.)s(Q) tel que
flea—1) < flca) si o est de premiére espéce, et, dans le cas oll « est de
seconde espéce, 'ensemble des ordinaux se présentant dans des ¢, (£ < a)-
rappelons que tout élément de () est un ensemble d’ordinaux < Q-on
obtiendrait 1’ensemble bien ordonné linéaire non dénombrable

f(co)v"'af(ca)7"'7 (a<Q)7

contrairement au théoreme déji cité de Cantor.
2.44. Par un procédé analogue A celui du n° 2.43. on prouve le

LEMME 5. Pour qu’il eziste une fonction réelle presque croissante
dans un tableau ramifié T tel que

Yalr=49T =9, (aeT),

il faut que, quel que soit le point a de T, Uensemble T' contienne un sous-
ensemble ordonné dénombrable non borné?® dans T et contenant le point
a.

Remarquons que la condition nécessaire du lemme 5 est vérifiée pour
tout T tel que

(V) {’Y[G]T =Opfalr >1, (@eT) (cf (2), (8)
PR,T < 2%, (@< Q) (cf. (9) etP).

Et I'un des problémes les plus passionnants qui se pose dans la théorie
de croissance qu’est la théorie des tableaux ramifiés c’est de savoir si des
relations (N) on peut conclure & l'existence d’une fonction réelle presque
croissante dans le tableau ramifié T'!

23 étant un ensemble partiellement ordonné par rapport & <, un sous-ensemble
non vide F de E est dit borné dans E si E contient deux points a, b vérifiant a <z < b
pour tout point z de F.
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3. Fonctions croissantes, fonctions presque croissantes et
la normalité des tableaux ramifiés.

3.1. Fonctions croissantes
THEOREME 2. Est normal tout tableau ramifié dans lequel eziste une
fonction réelle uniforme croissante (cf. Nos. 1.21; 1.5; 1.6).

Soient donc T un tableau ramifié et f une fonction réelle croissante
dans T'; prouvons que 7T est normal.

3.11. Or, nous avons prouvé la normalité de T toutes les fois que T
vérifie 'une de ces conditions:
1) T est fini; 2) T < ;% 3) pT > pyT;!

4) 4T n’est pas initial (c’est-A-dire il y a un o < 47T tel que pa = pyT?;
5) T est somme d'une infinité dénombrable de ses sous-ensembles (deux
a deux disjoints ou non) dont chacun a une puissance < pT%°.

Dés lors nous pouvons supposer que T ne vérifie aucune des conditions
1), 2), 3), 4) et 5), et en particulier que

(16) T est initial > Q et que pT = pyT
et
an T ne vérifie pas la condition 5) ci-dessus.

3.12. Ceci étant, soit
(18) T) l'ensemble de tous les points de T' dont chacun a au moins un
successeur. Les éléments de I’ensemble Ty = T — T; étant deux & deux
incomparables, si Pon avait pTy = pT, la normalité de T en résulterait
immédiatement; nous pouvons donc supposer que pTy, < pT et, par
conséquent, pT) = pT.

Par définition de la fonction f, & chaque point a de 7} correspond un
point, soit b(a), de T (b(c) peut appartenir aussi & 7p) tel que

(19) a<b(a),’®,  f(a) < f(b(a)).
Soit

(20) T0sT1yeer s Ty s (n<w, rp#rh, n#En)
24Voir Thése, pp. 105-109, en particulier pp. 108-109.

25Voir Thése, p. 92 (th. 4 cas c), p. 105, cas a) et pp. 108-109.
26 ¢ désigne la relation par rapport A laquelle T est un tableau ramifié.
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la suite de tous les nombres rationnels.
Désignons, pour tout n < w, par

(1) TP
I’ensemble des points a de T; vérifiant

(22) f(a) <7 < f(b(a)).
Manifestement,

Ty =ZT1", (n <w)
n

ce qui, d’aprés pTy = pT et (17), entraine 'existence d’un indice, soit v < w,
tel que

(23) pTy = pTy et donc pTy = pT.

3.13. Prouvons la normalité de Y. Comme tout & I'heure dans le cas
de T (cf. (16)), nous pouvons supposer que

(23) pyTy = pT¥ et donc yTY = +T.
En désignant par
(24) .

le plus petit nombre ordinal tel que le nombre 4T soit la borne supérieure
d’une suite croissante de rang 7 d’ordinaux < 7T, il est facile de construire,
par un procédé de 'induction transfinie évident, une suite de points de 77,
soit

(25) a0, Q15+ ,885- -3 a'EeT]'.l7 '(§<T)7
de telle facon que, en définissant pour tout ¢ < 7, les deux nombres?’

(26) Ce,Me par les relations a; € R T, blag) € R, T,

27Les nombres ¢ n¢ indiquent en quelque sorte les rangs dans T des points ag,
b(ag), respectivement.
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Pon ait
(27) o<1 <...¢<...»T, (€ <7),
(27) Mg < Ce41-

Vu (19) et (27'), 0on a
(277) Ce <mg <Cew1,  (£<7).

Prouvons que les points

(28) b(ao),b(a1),.-. ,bla¢),... , (£ < 1),

sont deux & deux incomparables.

En effet, soit £’ < £ < 7; il s’agit de prouver qu’on n’a b(ag) < b(ag)
pas plus qu’on n’a b(ag) < bag).

Tout d’abord, aprés (27), (27'), (27”) n} < (g41 < (g < g et dont
ngr < Mg ce qui prouve 'impossibilité de b(ag+) < b(ag). D’autre part, si
Pon avait b(agr) < blagr), remarquons que, d’aprés (19), agr < blag); dés
lors, T' étant un tableau ramifié, ses points a;z, b(ag) seraient comparables
(car ils précédent le point b(ag))?.

D’aprés (27), (27'), on a n¢ < (¢» et on n’a pas ag» < b(ag).
On devrait donc avoir b(ag) < agr et par conséquent

f(b(ag)) < flag)

28(Yest en ce lieu qu’intervient essentiellement I'hypothése que T' soit un tableau
ramifié. Prouvons, par contre, qu'il existe un ensemble partiellement ordonné non
dénombrable anormal, H, dans lequel existe une fonction réelle croissante biunivoque
et dont tout sous-ensemble ordonné est bein ordonné (comme dans le cas des tableaux
ra.rmﬁés) Pour cela, soit 9 un nombre ordinal non dénombrable quelconque tel que
Y < 20, soit

20,21, Zpyene s (@< Y, Za# 2o, @< <P)

un bon ordre quelconque d’un ensemble linéaire quelconque de puissance py. En désignant
par H P'ensemble des zy, (¢ < 9), ordonné partiellement par la relation p ol zppz,
équivant & ce que ¢ < ¢’ < %, z, < z,, On voit que tout sous-ensemble ordonné de Z est
bien ordonné et donc < R, et que, en possant f(ay,) = ay, (¢ > ¥), f est une fonction
biunivoque croissante dans Z. On prouve sans peine que tout sous-ensemble disjonctif
de Z est < Ng; il en est encore ainsi de tout sous-ensemble degenére de T, ce qui prouve
I'anormalité de Z. D’ alleurs, va le corollaire 1, on prouve sans peme que tout tableau
ramifié extrait de Z est < Ro.
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ce qui, avec la relation

flagn) <y < f(blagr))

entrainerait f(b(ag)) < 7y, contrairement & ce que

flag) <my < f(blag)), (£<7)

tout point a¢, (£ < 7), appartenant & 'ensemble T

Il y a lieu d’observer que les raisonnements dans les N°°. 3.11-3.13
subsistent, sans y rien changer, en supposant que f soit presque croissante.

3.14 Or, puisque, par hipothése il existe dans T une fonction réelle
croissante, on aura, d’aprés le lemme 1, 47T < Q et, par conséquent, d’aprés
(16), 4T = Q, et, d’aprés (24), 7 = . Puisque, d’aprés (16), pT = ¥y, la
normalite de T résulte de ce que les points b(a¢), (£ < €2), appartiennent &
T et sont deux & deux incomparables. C.q.f.d.

3.15. COROLLAIRE 1. Tout tableau ramifié non dénombrable dans
lequel existe une fonction réelle uniforme croissante a la méme puissance que
V'un de ses sous-ensemble composé de points deuz ¢ deuz incomparables?®,

En effet, T remplissant les conditions du corollaire, 7" est, d’apres
le théoréme 2, normal; soit alors F' I'un de ses sous-ensembles dégénérés
de puissance pT. Puisque, pour tout ¢ € F, 'ensemble [a]r est ordonné
et donc bien ordonné, on aura pla]r < Ng (cf lemme 1). Dés lors, les
relations pF = pT' > Ry, F = ¥ [a]r, (a € RyF), entrainent pRyF = pF.
L’ensemble Ry F étant disjonctif, le corollaire est démontré.

3.2. Fonctions presque croissantes

Est il légitime de remplacer, dans I’énoncé du théoréme 1, le mot
“croissante” par le mot “presque croissante”? Le probléme reste ouvert et
est équivalent a celui de savoir si tout tableau ramifié est normal®°.

Toutefois nous allons indiquer deux cas importants dans chacun
desquels la substitution pareille est légitime (cf. th. 3, th. 4 et Théor. fond.)”

3.21. THEOREME 3. Est normal tout tableau ramifié T dans lequel
existe une fonction réelle uniforme presque croissante, pourvu que le rang
AT de T ne soit un ordinal initial singulier3!.

29Cf. loc. cit.}, th. 1.

30Quant & hypothése que tout tableau ramifié soit normal, voir Thése, pp. 130-133
et C.R. Acad. Sci. Paris 202 (1936), p. 185.

31Un ordinal « est initial si pour tout £ < « on a pf < pe, et singulier s'il y a un
ordinal ¢ < a et une suite de type ¢ d’ordinaux croissants < « et —» a. Si a n'est pas
singulier, il est dit régulier (cf.!3).
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La démonstration du théoréme est contenue dans les N°. 3.11-3.13,
puisque dans les hypothéses du théoréme 3, le nombre 7 de (24) coincide
avec le nombre vT' (cf. la fin du 3.13).

3.22. THEOREME 4. Un tableau ramifié T dans lequel eziste une
fonction rélle presque croissante est normal, pourvu que

(29) Yolr =T, (a€T) (cf (2), (8))

Pour démontrer le th. 4, il suffit, d’aprés le th. 3, de le faire dans le cas
olt 4T est initial singulier2. En reprenant alors des notations précédentes
(cf. (24)-(28)), la condition (29) entraine, pour tout { < 7 (cf. (24)),
Pexistence d’un point c; postérieur & b(a¢) (cf. (25), (28)) tel que Vensemble
S¢ des éléments de T entre b(ag) et C¢ soit du type d’ordre n¢ (cf. (26)). De
plus, pour tout £’ < £ < 7, tout élément de S, est incomparable & tout
élément de S¢» de maniere que, chacun des S; étant ordonné, I'ensemble
¢ Ses (£ < 7), est dégénéré. Puisque, manifestement n¢ — T avec § —» 7,
on en déduit que pS; —» pT avec £ —» T7; dés lors la normalité de T est
prouvée.

3.3. Généralisations Théoréme fondamental.

3.31. Symbole i(E, f). E étant un ensemble partiellement ordonné et
f une transformation uniforme non décroissante de E, soit

(30) i(E,f) =SuptF, (Sup=bornesup, tF = type d’ordre de F),
F

F parcourant tous les sous-ensembles bien ordonnés de E sur chacun
desquels la transformation f est constante.

1l s’ensuit que 1'égalité i(E, f) = 1 caractérise des f croissantes.
THEOREME 5. Tout tableau ramifié T dans lequel existe une fonction
réelle uniforme non décroissante f vérifiant i(T, f) < ~T est normal.

D’aprés ce que nous avons dit au 3.11, pour démontrer le th. 5, il suffit
de le prouver pour des T vérifiant (16) et (17). Or, dans ce cas, en posant
B =1i(T, f) +1, on aura, 4T étant initial et > Q,

Q<qT, BE<AT, (£ < T).

32Un ordinal a est initial si pour tout £ < « on a p€ < pa, et singulier 'l y a un
ordinal { < o et une suite de type ¢ d’ordinaux croissants < a et —» a. Si a n’est pas
singulier, il est dit régulier (cf.!8).
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Dés lors en posant

To=) RsT, (<7D
¢

on aura
PTO = pTa TO < T, 7T0 = 7T

Or, i(To, f) = 1 ce qui veut dire que f est croissante dans Tp, d’ou la
normalité de Tp (th. 2) et & fortiori celle de 7.

3.32 z étant un nombre réel quelconque, désignons par
(»z), (7]
Pensemble de tous les nombres réels y vérifiant respectivement
y<z, y<uz.

En désignant par

(31) M P’ensemble ordonné par la relation de 'inclusion C' (égalité ex-
clue) des ensembles (-, z), (-, z], £ parcourant tous les nombres réels, on peut
prouver®® que tout ensemble ordonné séparable®* est semblable 3 un sous-
ensemble de ’ensemble ordonné M et que, 3 son tour, celui-ci est séparable.
Cela posé, prouvons le

THEOREME 6. Est normal tout tableau ramifié T admeitant une
transformation croissante, soit f, en un ensemble ordonné séparable (cf. th.
2).

L’ensemble ordonné f(T), (cf. (3)), étant séparable, il y a, comme
nous venons de dire, une transformation par similitude, soit g, de f(T') en
M; alors g(f(a)), (a € T), est une transformation croissante de 7' en M.

Ceci étant, soit Tp 'ensemble des points a € T tels que ’élément
g(f (a)) de M soit de la forme (-,z); en posant, dans ce cas h(a) = z, h sera
une fonction réelle croissante dans Ty; d’ou la normalité de Ty, et donc aussi
celle de T', pourvu que pTy = pT.

Si pTy < pT, on aura pT; = pT, en posant Ty = T — T3, et la
normalité de T; entrainera celle de T'. Or, pour tout a € Ty, 'élément

3Voir mon article: Sur les relations d’ordre, Bull. Int. Acad. Yougoslave Sci.
Beaux-Arts Cl. Math. 32 (1939), 66-76 ~

34Un ensemble ordonné E est séparable s'il contient un ensemble au plus dénom-
brable F' tel que tout intervalle non vide de F contienne un point de F.

35Bien entendu, nous supposons que pT > Ro.
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g(f(a)) de N est de la forme (-, z]; en posant j(a) = z, j sera une fonction
réelle croissante dans T); d’ou, d’aprés le th. 2, la normalité de T} et &
fortiori celle de 7.

3.43. De méme que nous venons d’établir le th. 6 en géneralisant le
th. 2 dans le sens qu’on consideére, au lieu des fonctions réelles croissantes,
des transformations des tableaux ramifiés en un ensemble ordonné séparable
quelconque, de méme on établit sans peine des généralisations analogues des
théorémes 3, 4, 5. C’est ainsi qu’on a le

THEOREME FONDAMENTAL. Est normal tout tableau ramifié T irans-
formable par une transformation univogue presque croissante, f, en un en-
semble ordonné séparable, pourvu que soit vérifiée 'une des conditions que
voici:

I Nlalr =T, (a € T) (cf. (2), (8), th. 4);
II ~T n’est pas initials et singulier (cf. (8), th. 3 et note);

T (T, f) < 4T (cf. (8), (30), th. 5).
4. Applications

4.1. Tableaux ramifiés d’ensembles fermés et d’ensembles
ouverts.

Nous avons remarqué (cf. 1.32) que, d’aprés M. Lindenbaum, il existe
une fonction réelle uniforme croissante dans la famille des ensembles ou-
verts (fermés) extraits d’un espace (V') parfaitement séparable et ordonné
partiellement par C; cela combiné avec le th. 2, entraine le

THEOREME 7. Tout tableau ramifié décroissant (croissant) d’ensemb-
les fermés ou d’ensembles ouverts eztraits d’un espace (V) parfaitement sé-
parable au sens de M. Fréchet est normal

En désignant par U la famille des ensembles ouverts et des ensembles
fermés extraits d’un espace (V') parfaitement séparable, ordonné par la rela-
tion C, on déduit du théoréme de M. Lindenbaum qu’il existe une fonction
réelle uniforme f non décroissante dans U telle que

WU, f) 2% (cf (30));

d’autre part, tout tableau ramifié d’ensembles ouverts extrait de U étant,
comme on le prouve sans peine, au plus dénombrable, on en déduit, vu le
corallaire 1 et le théoréme 5, le

36Dans le cas général, i(U, f) = 2.
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THEOREME 7 BIS. Tout tableau ramifié décroissant (croissant) non
dénombrable composé d’ensembles fermés et d’ensembles ouverts eztraits
d’un espace (V) parfaitement séparable o méme puissance que l’une de ses
sous-familles composées d’ensembles fermés deux & deux disjoints.

4.2. Tableauz ramifiés d’ensembles linéares mesurables. Dans le N
précédent nous avons prouvé la normalité de tout tableau ramifié décroissant
composé d’ensembles linéaires, fermés ou ouverts. On peut alors se proposer
de montrer la proposition analogue pour des classes plus vastes d’ensembles
linéaires telles que celles composées d’ensembles analytiques, projectifs, etc.

4.21. Sans étre actuellement a méme d’épuiser le sujet, prouvons le
THEOREME 8.  Tout tableau ramifié décroissant, T, d’ensembles
linéaires mesurables de mesure positive finie est normal.

Comme nous avons déja remarqué i plusieurs reprises, pour prouver
la normalité de T, nous pouvons nous restreindre au cas ou

pT =pyT > No  (cf. 3.11).

En le faisant, nous pouvons supposer que tout sous-ensemble ordonné
de T soit d’une puissance < pyT’; en effet, si T ne jouissait pas de cette
propriété, la normalité de T' en résulterait tout de suite.

La méme hypothése entraine que y7" est un ordinal initial et que, quel
que soit le point éventuel a de T vérifiant y[a]r = T, le sous-ensembles
[a]r n’est pas ordonné.

Ceci étant, en désignant par Tp Pensemble des a € T vérifiant y[a]r <
+T, nous pouvons supposer que pTy < pT, 1'égalité pTy = pT entrainant
facilement la normalité de T} et & fortiori celle de T'.

Or, dans ces conditions, en posant T3 =T — Tp, on a
(32) 7[a]T1 = 7T1 = 7T7 (a € Tl);

de méme, on en déduit que pour aucun point a € T, le sous-ensemble [a]r,
n’est ordonné.

Bref, quel que soit Uélément a de T, il y a deux éléments incomparables
a1, az de (a,-)1,; de plus, la relation (32) est vérifiée.

Or, a est un ensemble mesurable de mesure positive finie:

0< mes a<oo, 0<mesa; <oo, (1=1,2).
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ai, ao étant deux sous-ensembles disjoints de a, on a mes a > mesa;+mesas,
et en particulier mesa > mesa;. Autrement dit, quel que soit I’élément a
de T1, il y a un élément a; tel que a; € {a,")7, et 0 < mesa; < mesa, ce
qui veut dire que la fonction réelle uniforme

N f(a) = —mesa, (a€Th)

est presque croissante dans le tableau ramifié T;. Celui-ci-verifiant (32),
le théoréme 4 entraine la normalité de T et & fortiori celle de T puisque
pTl = pT7 Tl S T.

4.22. Etant donné que toute famille d’ensembles linéaires deux & deux
disjoints et dont chacun est mesurable de mesure positive, finie ou non, est
au plus dénombrable, le théoréme 8 entraine le

THEOREME 9. Tout tableau ramifié décroissant (croissant) d’ensemb-
les linéaires mesurables de mesure positive finie tel que chacun des sous-
ensembles ordonnés du tableau ramifié soit au plus dénombrable, est, lui-
méme, au plus dénombrable.

4.3. Familles d’ensembles bien ordonnés linéaires.

FE étant un ensemble ordonné non vide, soit
(33) o(E) ou cE

la famille de tous les sous-ensembles bien ordonnés non vides extraits de E,
ordonnée partiellement par la relation p que A, B étant deux éléments de
oFE, larelation ApB équivant & ce que A soit un segment initial de I'ensemble
bien ordonné B tel que A # B (cf. la définition de o(Q2), 2.43).

On prouve sans peine que o F est un tablean ramifié par rapport a p.

Le probléme de savoir si pour un ensemble ordonné quelconque E,
tout sous-ensemble du tableau ramifié o F est normal est bien difficile, étant
équivalent A celui de savoir si tout tableau ramifié est normal.

4.31. Cas ol E coincide avec I’ensemble ordonné (0,1) des
nombres réels z vérifiant 0 < z < 1. En posant, dans ce cas, pour tout
a €0F,

f(@)=Swsz, (z€a)

f est, dans ¢F, une fonction réelle uniforme non décroissante telle qu’elle
ne se réduise 3 un point dans aucun sous-ensemble ordonné de oF ayant
plus de deux points; par conséquent

i(cE,f) <2 (cf. (30)).
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Alors, d’aprés le théoréme 5, tout sous-ensemble de o F est normal.

L’ensemble ordonné des nombres réels étant semblable & l'intervalle
(0,1) des nombres réels, nous concluons de ce que nous venous de dire que,
E désignant maintenant I’ensemble ordonné des nombres réels, tout sous-
ensemble du tableau ramifié o F est normal.

D’une maniére explicite, cela nous donne le

THEOREME 10. Quelle que soit la famille non dénombrable d’en-
sembles bien ordonnés linéaires, elle a méme puissance que l'une de ses
sous-familles, ¢, telle qu’aucun élément de ¢ ne soit un segment initial d’un
autre élément de ¢ (cf. Corollaire 1).

COROLLAIRE 2. Chague famille non dénombrable d’ensembles bi-
en ordonnés non vides de nombres rationnels contient une famille non
dénombrable ne contenant aucun couple d’éléments dont l'un serait un seg-
ment initial de Uautre.

4.32. Cas d’un E séparable. Soit E un ensemble ordonné séparable non
vide quelconque; en désignant par [F I’ensemble ordonné qu’on obtient de £
en y comblant chaque lacune par un point, il est manifeste que oF < o(lE).

En désignant alors, pour tout e € o(lE), par f(e), le dernier point de
I’ensemble bien ordonné e s’il y en a un, et, si celui-ci n’existe pas, le premier
point de 'ensemble des points succédant a e dans [E, il est clair que f est
une transformation non décroissante de o({E) et de oF en lE, acceptant au
moins deux valeurs sur chacun des ensembles ordonnés de o(IF) ou de cE
composé de plus de deux points, ce qui, d’aprés le théoréme fondaméntal,
cas ITI, (cf. 3.43) entraine la normalité de o E. Nous avons ainsi le

THEOREME 11. FE étant un ensemble ordonné séparable quelcongue,
tout sous-ensemble du tableau ramifié oF est normal (cf. (33)).

Le théoréme précédent et le théoréme fondamental du N° 3.43 mettent
en évidence I'importance de la notion de séparabilité, due & M. Fréchet, d’'un
ensemble ordonné.



N

A PROPOS D’UNE GENERALISATION DE
LA NOTION D’ENSEMBLES BIEN ORDONNES

T, P étant respectivement un ensemble et une propriété d’ensemble,
il arrive fréquemment qu’on a & étudier la famille UpT de tous les sous-
ensembles de T vérifiant la propriété P et que, en particulier, il importe de
connaitre la puissance de la famille UpT. Dans le dernier cas ou I'on a a
déterminer la puissance de UpT, le procédé diagonal de Cantor (fournissant
I'inégalité fondamentale de Cantor: 2™ > m, quel que soit le nombre cardi-
nal m) ne nous donnera, dans le cas général, aucun renseignement li-dessus.
C’est que le procédé de Cantor construit un ensemble point par point, et
dans des cas concrets, il est extrémement difficile sinon impossible de vérifier
si ’ensemble ainsi construit vérifie ou non la propriété P!.

Dans cet ordre d’idées nous allons traiter deux problémes dont l'un
se rattache trés étroitement au probléme de Souslin et a I'hypothése du
continu. L’ensemble T de tout & I'heure appartiendra, par la suite, & une
classe d’ensembles partiellement ordonnés généralisant d’une maniére aussi
simple et naturelle que possible la classe d’ensembles bien ordonnés: il s’agit
de la notion de suites ramifiées que nous allons définir.

1. La notion de suites ramifiées

1.1. Rappelons qu’un ensemble T partiellement ordonné (par rapport
a une relation d’ordre quelconque <) est dit un tableau ramifié? (par rapport
4 la relation <) si a étant un point quelconque de T, Pensemble

(1) (~a)r

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. Acta Math. 75 (1942), 139-150.

1Le procédé diagonal a été publié par Cantor en 1890-91 dans Jahr. Ber. d. D.
Math. Ver., Bd 1., pp. 75-78; aussi Gesamm. Abh. pp. 278-281.

2Voir G. Kurepa, Ensembles ordonnés et ramifiés (Thése, Paris, 1935), aussi Publ.
Math. Univ. Belgrade 4 (1935), pp. 106, 124 et 134.
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des points de T précédent le point a est bien ordonné (par rapport & <). Si
’on désigne par <, le type d’ordre de I'ensemble bien ordonné (.,a)r et par

(2) T

le type d’ordre de 'ensemble bien ordonné des nombres ordinaux 7,, (a € T),
il est manifeste que, pour tout nombre ordinal & < T, I’ensemble

(3) ' R,T

des points a € T vérifiant 4, = a contient au moins un point sans contenir
aucun couple de points distincts comparables. Manifestement

(4) ‘ T=) R.T, (a<A9T).

1.2. Le nombre ordinal 47 s’appelle le rang du tableau T. Si o <
B < ~T, les ensembles R,T, RgT sont sans point commun. Il est alors
commode de dire d’un point a € T qu’il est de premiére ou de seconde
espéce relativement & T si l'ordinal « vérifiant a € R,T est de premiére
ou de seconde espéce. En particulier, tout point de RyT sera de premiére
espece.

Pour un a € T nous désignerons par

() [a]r
Pensemble de tous les points de T' dont chacun est comparable & a et par
(5) lalz /

/
I'ensemble de tous les x € T tels que (., z)7 = (,,a)7 (cf. (1)). Tout sous-
ensemble N de T tel qu'il y ait un a € T vérifiant ja|r = N sera appelé un
noeud de T, de premiére ou de seconde espéce, suivant que l'est le point a.
Par exemple, RoT est un noeud de premiére espéce.

1.3. Une suite ramifiée sera, par definition, tout tableau ramifié T
vérifiant
Valr =97, (a€T).

C’est-a-dire T est une suite ramifiée si, quels que soient ¢ € T et ac < ¥T,
I'ensemble R,T contient un point comparable & a.

Par exemple tout ensemble bien ordonné (vide ou non) est une suite
ramifiée de rang égal au type d’ordre de I’ensemble.
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Voici un autre exemple: la famille des complexes finis (ag,... ,ax)
ol ar < w, k < w, est une suite ramifiée, en considérant qu’'un complexe
(ao,. - . ax) précéde (bg,...b,) si k < n et ag = by, ... ,ar = bg.

2. Conditions I, II, III. Dans ce qui suit nous ne considérerons
que des suites ramifiées T' vérifiant les conditions I, II, IIT que voici:

I. Quel que soit le point @ € T, on a pla|T = Ry ou 1, suivant que a
est un point de premiére ou de seconde espéce (cf. le n® 1.2).

1L 4T = § et donc, T étant une suite ramifiée, yla]r = wy (cf. (5));
IIL. pR,T = ¥y, (@ < Q) (cf3, (3)).
Les conditions I, II, III entrainent la relation

3. Suites (s). Le probléme bien connu de Souslin* est étroitement 1ié
avec des suites ramifiés vérifiant, en sus des conditions I, 11, ITI, la condition
IV que voici:

IV. Tout sous-ensemble bien ordonné de T est au plus dénombrable.
Une suite ramifiée vérifiant, I, II, II1, IV sera appelée une suite (s) désignée,
en général, par s. ‘

On sait que le probléme de Souslin est équivalent & la proposition que
n’importe quelle suite (s) contient un ensemble infinie non dénombrable de
points deux & deux incomparables®.

En qualifiant de disjonctif tout ensemble composé de points deux &
deux incomparables, le réponse affirmative au probléme de Souslin entraine
que la famille Ups de tous les ensembles disjonctifs extraits d’une suite (s)
quelconque est de la puissance 2% et donc supérieure 3 la puissance de la
suite (s) elle-méme; c’est que la suite (s) contient un ensemble disjonctif
non dénombrable.

Si I'on suppose vraie I’hypothése du continue 2% = R;, on peut prou-
ver la réciproque: si pour chaque suite (s), soit s, la puissance de la famille
Ups des sous-ensembles disjonctifs de s est supérieure & R; = ps, la réponse
au probléme de Souslin est affirmative.

3Comme d’habitude, pX désigne la puissance de X.

4Celui-ci demande si un ensemble ordonné continu jouissant de la dénombrabilité
de chacune des familles infinies de ses intervalles est nécessairement identique, au point
de vue d’ordre, & un ensemble linéaire.

5Cf. loc. cit.} p. 139: p. 106 (passage b), p. 124 (dernier passage) et p. 132 Py 2 Ps.
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Pour s’en aussurer, il suffit, d’aprés ’équivalence de tout i 'heure de
prouver que s contient un sous-ensemble disjonctif de puissance ®;. Or,
si tout sous-ensemble disjonctif de s était < Ny, la famille Ups aurait la
puissance (pS)M = R}?, et donc la puissance 2% R0 = 2R = R, = ps (c’est
que par hypothése 2% = 8;); bref, on aurait pUps = ps, contrairement 3
la supposition. .

Bref, en désignant pour une suite (s), soit s, par Ups la famille des
sous-ensembles disjonctif de s et en posant®

(7 2%, = borxge infpUps,

s parcourant toutes les suites (s) deux & deux distinctes au point de vue
d’ordre?, nous avons le

THEOREME 1. Si 280 = R, l'inégalité 2y, > Ny est équivalente d la
réponse affirmative au probléme de Souslin.®

11 est probable que 2y, > R; (ce serait 'analogue de l'inégalité de
Cantor 2% > N;) mais je suis incapable de le prouver; une raison en est que
le procédé de Cantor n’est pas, sans plus, applicable & la détermination de
la. puissance de la famille Ups (cf. (7)).

En conséquence, si 2y, = Nj, au moins I'un deux cas aura lieu:
L’hypothése du continu de Cantor est fausse c’est-a-dire 2% > Ry;
La réponse au probléme de Souslin est négative.

4. Suites (S). Voici une condition diamétralement opposée a la
condition IV:

V. Pour tout a € T, Uensemble [a]r (cf. (5)) contient un ensemble
ordonné infini non-dénombrable.

Une suite ramifiée vérifiant I, II, ITI, V, sera appelée une suite (S) et
désignée, en général, par la lettre S.

SD’une manitre générale, en disant d’un tableau ramifié ¢ qu'il est dégénéré si
pour tout a € ¢ I'ensemble [a]r est ordonné, et en désignant, pour un tableau T, par
UpT la famille des tableaux dégénérés extraits de T, en posant, pour un ordinal «,
2y, = borneinfy pUpT, T parcourant la classe des tableaux ramifiés de puissance < Rq,
on aura No £ 2y, < 2Re  mais nous ne savons pas si nécessairement R, < 25, et
2%, = 2%=. Si Rq est somme de Rg nombre cardinaux < Rq, on aura 2y, = 2¥a (et
donc 2y, > Ra). Par exemple 2y, = 28w,

7On peut prouver que dans la définition du nombre 2y, il suffit de supposer s C C
(cf. le n® 6, 2 ci-apres).

8Voir p. 141, note 2.



A propos d’une généralisation de la notion ... 191

Dans le cas d’un ensemble S, le probléme du n® 3 n’est plus intéressant,
chaque S contenant un ensemble disjonctif non-dénombrable.®

En revanche, nous ne savons pas évaluer la puissance de la famille
UumS de tous les ensembles ordonnés maximaux'? de puissance X; extraits
de S. Toutefois nous allons démontrer que pUp S > pS (= ¥).

Supposons, par impossible, que la famille UpS soit dénombrable; on
pourrait alors énumérer la famille des couples d’éléments distincts de Up S:

(4%, B%), (A}, BY),... (A", B"),...,(A™ # B", A" ¢ UyS,B"™ € Uy S).
Or, chaque élément X de UjsS étant un sous-ensemble bien ordonné
Tp <L < < T <+ (Ta € RS, a<Q),

on en déduit que pour tout n < w, il existe un indice bien déterminé a,, < Q
tel que af = bZ, pour £ < an, et ay # b} ou af et by, désigne respective-
ment les points A"R,S, B"R,S.

En posant o = bornesupa,, (n < w), on aura a < Q. Soit alors a
un point quelconque de R, S; en désignant par a!, a? deux points distincts
de Ro4195 succédant au point a (cf. la condition I), et par A;, As deux
ensembles ordonnés maximaux de puissance R; extraits de [al]s, [a®]s Te-
spectivement, il est clair que le couple A;, A; d’éléments de Up S ne peut
pas faire partie de la suite précédente des (A", B"), (n < w), Pindice lui
correspondant étant' a + 1 et donc > @, ce qui est en contradiction avec la
définition du nombre c.

5. Suites (C). Les deux catégories de suites ramifiés que nous
venons de considérer jouissent de la propriété suivante: a étant un ordinal
quelconque de seconde espéce et < {2, la famille des ensembles ordonnés max-
imaux de type a extraits de la suite est de la puissance 2®¢. Et voici main-
tenant une condition tout différente entrainant une sorte de non-lacunarité
(au point de vue du dénombrable) de chaque suite ramifiée qui la vérifie:

VI. Tout sous-ensemble ordonné mazimal est d’une puissance > R.
Une suite ramifiée sera dite une suite (C) et désignée en général par C’ si
elle vérifie les conditions I, IT et VI.

9En effet, soit ag,... 1@¢,--- (€ < Q) un sous-ensemble ordonné de S tel que
a¢ € RS, (£ < Q); soit, pour tout a < 2, al, un point quelconque distinct de aq41 et
appartenant & Ro415; alors ’ensemble des a.’E, (€ < Q), est disjonctif et de puissance R;.
Dés lors, pUpS = 281, .

10Un sous-ensemble ordonné E de T est maximal, si, quel que soit I’ensemble
ordonné X, les relations E C X C T entrainent E = X.
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THEOREME 2!1:  Pour que 2% = Ry, il faut et il suffit que, C étant
une suite ramifiée vérifiant I, Il et VI, il existe une suite de points a, € R,C,
(a < Q) telle que C = 3 [aalc, (a < Q) (cf. 5). Tout d’abord, on voit
sans peine que pRoC = 2% pour tout w < o < Q. Dés lors pC = 280 et
donc, en supposant 2% = R, les points de C' peuvent étres rangées dans
une suite transfinie, soit

bo,b1,b2,... ,ba,. .. (Ol<Q).

En désignant, pour un a < Q quelconque, par e, un point de R,C
comparable & by, on aura C =) _[as]c, (a < Q).

Prouvons que la condition du théoréme 2 est encore suffisante. Com-
mengons par le lemme que voici:

Quelle que soit la suite de points a,, € R,C, (n < w), 'ensemble

D(ag,a1,... ,0n,-...) ERwC_Z[a'n]C

a la puissance du continu.

Pour prouver le lemme, désignons, pour abréger, par R, l’ensemble
R,C diminué du point a,, quel que soit n < w; soient a®, a® deux points
distincts de Ry; io désignant 0 ou 1, soient a*?, a%! deux points distincts de
R; succédant & o, d’une maniére générale, n < w étant donné, supposons
qu'on ait construit 2"*+! points distincts a®-** € R,, (ig,%1,...9n = 0
ou 1); alors aio?1-+in0 gioti-inl désigneront deux points distincts de Rp4;
succédant au point a®*». Ceci étant,

(8) 20,81y -ctnyene (n<w)

étant une suite quelconque de nombres 0 ou 1, soit

(9) a‘iqil...’iﬂ...

le point bien détérminé de R,,C succédant 3 chacun des points a’, g%, ..

L’existence du point (9) résultant de la condition VI, il est manifeste que
le point (9) est incomparable & chacun des a,, (n < w) est qu’il appartient,

par conséquent, & ensemble D(aq, ... ,ay,.-.). Or, & deux suites distinctes
(8) corresspondent deux points distincts (9), ce qui veut dire que ’ensemble
D(ao,... ,an,...) a bien la puissance 2%o. o

1oir loc. cit.! p. 139: p. 134 th. 5.
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Cela posé, provons que la relation C = Y _[ad]c, (@a € RaC, a < Q)
entraine 280 < X; et donc 2% = R;. Pour cela, il suffira de prouver que ia
puissance de ’ensemble D(a1,az,... ,8n,...), (B <w) est < R;.

Tout d’abord

D(ap,a1,--. ,Gn,y...) C Z[aa]c, (aa € ReC, w<a<Q),

tout point de D étant incomparable & tout point a,, (n < w). Désignons
pour un £ € D (ag,...,Gn,...) par a(z) le premier nombre ordinal tel
que les points z, an(s), soient comparables; manifestement, C' étant un
tableau ramifié, & deux z distincts et donc incomparables correspondront
deux a(z) distincts. Bref, la correspondance z 2 a(z), (z € D) serait
une correspondance biunivoque entre I’ensemble D de puissance 2% et un
ensemble de nombre ‘ordinaux < 2, ce qui voudrait dire précisément que
2% < Ny,
Ainsi le théoréme 2 est complément démontré.
6. Existence des suites (s), (S) et (C)

6.1. Quant 3 V'existence d’une suite (s) - elle fut prouvée pour la
premiére fois par M. Aronszajn — voir mon article Ensembles linéaires et
une classe de tableauz ramifiés (tableauz ramifiés de M. Aronszajn'?).

6.2. Pour démontrer l'existence d’une suite (C), il suffit de con-
sidérer 'ensemble C' des complexes (ag,a1,... ,0¢,... Je<ar (¢ < w, 0 <
a < ) ordonné partiellement par la relation < ol (ao,... ,a¢,...)eca <
(bos b1, ... ,be)e<p veut dire que a < B < Q et ag = b, (£ < a).

LEMME 1. Deuz suites (C) quelconques sont semblables. Pour établir
une similitude, ¢, entre deux suites (C), C;, Ca, énumérons, pour com-
mencer, chaque noeud de premiére espéce de chacun des ensembles C; et
C: (cf. n® 1, 2). Faisons se correspondre les points du noeud RyC) et ceux
du noeud RyC, de maniére que se correspondent les points portant, dans
Vénumération dont nous venons de parler, un méme indice. Soit 0 < aa <
et supposons qu’on ait établi une similitude entre les ensembles 3, R¢C} et
>¢ ReCs, (€ < a); prolongeons-la dans les ensembles 3, R¢Ch, e ReCy,
¢ <a).

Soit a € R,Cy; déterminons ¢(a) € R,C5. Si « est de seconde espéce,
p(a) sera le point de R,Cs succédant i chacun des points ¢(z), ¢ par-
courant tous les prédécesseurs de a. Si « est de premiére espéce, soient a’ le

12Pybl. Math. Univ. Belgrade, VI, 1937, pp. 124-160.
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prédécesseur immédiat de a et A le noeud de C; succédant immédiatement
au point p(a’) € Cy. Alors, p(a) sera le point du noeud A ayant méme
indice que le point a dans les énumérations précédentes des noeuds |a|c, et

A.

Ainsi, par l'induction transfinie, & tout ¢ € C; on fait correspondre
un seul p(a) € Cs, et on voit que ¢ est une similitude entre C; et Cs.

En particulier, il n’y a, au point de vue d’ordre, aucune différence
entre une suite (C') quelconque et la suite C de tout & ’heure.

6.3. L’ensemble p. Designons par i ’ensemble des complexes
(@0,a1,-.. s8n), (M<w, ag<Q,...,a, <)
ordonné partiellement par la relation < que voici:

(ag,01,... ,8n) < (B1,B2,--- ,0B%)
veut dire que, ou bien
n=k, ag=00, a1 =01,... ,Qn-1=Pn-1, 8o <Prn
(en particulier, si n = k = 0, cela veut dire que ag < §p), ou bien

n< ka (a0,a1a'-' 7a1|.) < (ﬂO::Bly"' 7:310—1)-

On prouve facilement par le procédé de I'induction totale, que u est
partiellement ordonné, ce qui, au fond, revient 3 la transitivé de la relation
< dans u: le relation a < b < ¢ etrainent a < ¢, quels que soient les points
a, b, c de p.

LEMME 2. L’ensemble u est une suite (S).

La démonstration du lemme 2 étant facile, nous nous contentons de
quelques observations: a = (ag, ... , &) étant un élément de y, le noeud |a|,
est constitué des points (ayg,... ,o), (ao,. .. ,ak,0), (ag,... ,a,0,0),...,
k désignant le plus grand des nombres < n vérifiant o # 0; en particulier,

Rou est contitué des points (0), (0,0), (0,0,0),... Le noeud de u succédant
immédiatement & a est composé des points

(ap,a,.-- yan +1),
(xo,01,--- y0n +1,0),...,(ap,@1,-.. ,an +1,0,0,...0),...
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Que p vérifie V, cela résulte de ce que les points (og, s, ..-0n-1,£),
(¢ < ), constituent un sous-ensemble ordonné non-dénombrable maximal
de u contenant le point a.

Par ailleurs, on vérifie que tout ensemble ordonné maximal non-
dénombrable extrait de u a la forme précédente: (ag, ay,... ,ax,€), (6 < Q).
En conséquence, la famille Uprpe des sous-ensembles ordonnés maximaux
non-dénombrables de ¢ a la puissance égale & celle de i, donc Ry: pUprpt = Ry
(cf. le probéme du n° 4).

LEMME 3. Chagque suite (S) contient un ensemble semblable & p.

On peut exprimer le lemme 3 en disant que g est la plus petite suite
(S). Soit donc S une suite (S) quelconque. Désignons par Ty = {aq, tag<
un sous-ensemble ordonné maximal non-dénombrable de S; par conséquent,
Goy € RaoS, (ap < 9); soit, pour tout g < Q, My, = {Cagau}
(1 < ) un ensemble ordonné maximal non-dénombrable quelconque ex-
trait de -, ReS — To, (o < € < Q) tel que aq, et aqg,0 appartiennent au
méme noeud de S. ]?’une maniére générale, les ensembles

To = {aao}1 Mao = {aaoal}y e ,Maoal...an_l = {aaoa;...an_la"}’

(01,00, yon < )
étant définis, nous désignerons par
Maoax...an_la,, = {aaoal...a"aﬂ+1}1 (an+1 < Q)

un ensemble ordonné maximal non-dénombrable extrait de

D RS-To—Y Mag—--— . Mogay.anss
4 @

Qg ..-Qn—1
(ﬂ < § < Q, Qo A1y ere 3 8p_1 < Q)
oll Ggya,..a, € RS, sous la seule condition que les points
aao.‘.an, aao...u,.o

appartiennent au méme noeud de S.
Ainsi, par 'induction totale, nous construisons la famille des ensembles

T07 Maoa Maoau B ’Maoal...a,.y R
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et I'ensemble A des points
Gogs Qogays--- 1 Gagay...anr -+ - (an <Q, n<w)
extraits de S. On voit sans peine que A est semblable & u, la correspondance

CGagay...an = (ao, Qai,... an)

étant une similitude entre A et p.

Il serait extrémement intéressant de savoir si une proposition analogue
au lemme 3 subsiste pour des suites (s); c’est-d-dire s’il eziste une suite (s)
minimale!

LEMME 4. L’ensemble u ne contient aucune suite (s).

Supposons, par impossible, que x contienne une suite (s), soit s. Tout
d’abord, s ne contient que < Wy points de la forme (ay); sinon, I'ensemble
des (ag), (ag < ), étant ordonné, I'ensemble s contiendrait un ensemble
ordonné non-dénombrable, ce qui est impossible, vu la condition IV. Soit
3° le premier ordinal tel que

(10) (@) €3, (B°<a0<Q)

Montrons que s contient < Rg points (apai). (ap, a1 < ). Dans le cas
contraire, 'indice g parcourait nécessairement une suite transfinie; c’est
que si 'on avait un o < Q tel que oy < o et {ag, 1) € s pour une suite
transfinie des oy < €, il y aurait un 8 < « tel que (8,a;) € s pour
une infinité non-dénombrable des o, ce qui est impossible, I’ensemble des
(8,a1), (a1 < Q), étant, pour 8 fixe, ordonné.

Il y aurait donc un ensemble non-dénombrable Ky d’ordinaux < Q
tel que, quel que soit ap € K, il y ait au moins un «; (dépendant de
ap) vérifiant (ap,e1) € s. En désignant, pour un ap € Kp, par ¢{ag) le
premier ordinal tel que (g, () € s, ’ensemble Eq des points (ag, ¢{ag)),
(a0 € Ko) appartiendrait 4 'ensemble 3, RS, (6 < °), I'ordinal 8° ayant
la signification de tout a I'heure. En effet, soit ag € Kj; ’ensemble des
points de u précédant le point (¢, p(cp)) est de I'une des deux formes:

soit (g)a (5 < C10)7 soit (a0’<)7 (C < ‘p(aO))'

Or, (§) < (ao,¢), (¢ < ag, ¢ < ¢(ag)) ce qui, vu qu'aucun des points
{a0,¢), (¢ < p(ap)) n’appartienne 4 s, entraine que l'ensemble des points
de s précédant le point {ap, (o)) est contenu dans 'ensemble bien ordonné
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des points (£), (¢ < ag), ce qui vu la relation {10) veut dire que 'ensemble
des points de s précédant le point (g, @(0q)) est d’un type d’ordre < 3°,
c’est-a-dire que la relation (cyg, p(ap)) € R,s entraine n < §°.

Ainsi donc ’ensemble infini non-dénombrable des points (ag, p(ayp)),
(a0 € Ko), fairait partie de 'ensemble 3, Res, (§ < B°), ce qui est impos-
sible, celui-ci étant dénombrable comme conséquence des relations 8% < €
et pRes = Ro, (£ < Q) (cf. la condition III).

Bref, I'ensemble des points de s de forme (ag) ou (age;) serait
< No. Soit 0 < n < w et supposons que nous ayons prouvé que
I'ensemble des points de s de forme (o ... o), (kK < n) est au plus
dénombrable; démontrons qu’il en serait encore ainsi de l’ensemble des
points (apay - .. nan41) appartenant & s.

Soit A" le premier nombre ordinal tel qu’aucun des points
(aOal-”ak)’ (5"Sa0<9,---7ﬂnﬁak<9, kSn)

n’appartienne 4 s. Comme tout & l'’heure, nous concluons que pour
un point donné (opai...ay) de p il y a un nombre ordinal, et soit
p(ao,a1,... ,05) le plus petit ordinal tel que (ag,01,... ,05,0041) € s
entraine ap41 < <p(ao,a1,... ,Qn). Il y aurait donc un ensemble non-
dénombrable K, de points (ag,1,... ,05) tels que ensemble E, des
points (ag,a1,...,0n, (0, 01,-.. ,03)), ((@0,01,...,a,) € K,) fasse
partie de 5. On aboutit & la contradiction en démontrant comme ci-dessus
que l'ensemble E,, serait contenu dans l'ensemble dénombrable Zg R;s,
(€ <Bm).

Bref, quel que soit Pentier n > 0, il n’y aurait qu’au plus Ry points
de u de forme (agp,a1,...,q,) appartenant & s; d’olt l'on conclurait A la
dénombrabilité de s, ce qui est impossible (cf. (6)). Autrement dit, u ne
contient aucune suite (s). -

LEMME 5. Il y a deuz suites (S) distinctes au point de une d’ordre.

Soient s une suite (s) quelconque et, pour un a € s, S(a) une suite
(S) semblable & la suite u et sans point commun avec 4, de maniére qu’a
deux points distincts a, a' de s, les ensembles S(a), S(a') sont sans point
commun. Désignons par u(s) 'ensemble

s+ 8(a), (a€s)

ordonné partiellement de maniére que, quel que soit z € u(s), 'ensemble des
points de u(s) précédant le point = est composé: des points de s précédant,
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dans s, le point z si z € s, et des points de s précédant, dans s, le point a
et des points de S(a) précédant, dans S(a), le point z, si z € S(a) et a € s;
bien entendu, ’ordre relatif des points dans chacun des ensembles s et S(a),
(a € s), reste conservé dans u(s), de maniére qu’on peut dire qu’on obtient
I’ensemble u(s) & partir de '’ensemble s en faisant suivre le point a € s par
Vensemble S(a), (a € s).

On prouve que u(s) est une suite (S).

Or, les deux suites (S), u et 12(s) ne sont pas semblables, la suite u(s)
contenant une suite (s), soit s, alors que la suite 4 n’en contient aucune,
comme le prouve le lemme 4.

Le probéme de savoir s’il y a deuz suites (s) distinctes au point de vue.
d’ordre reste ouvert.

Remarqueons, en terminant, que chaque suite (s) ou (S) est semblable
4 un sous-ensemble d’une suite (C) quelconque, ce qui, vu la similitude de
deux suites (C) quelconques, veut dire qu’on peut supposer les ensembles
dont nous venons nous occuper au cours de l'article appartenir a la suite C
que nous avons définie au n° 6.2.



SUR LES ENSEMBLES
ORDONNES DENOMBRABLES

1. G. Cantor a prouvé, d’une part, que I'ensemble des nombres ra-
tionnels est dénombrable (v. [2, p. 297])! et d’autre part, que ’ensemble des
nombres ordinaux de premiére et de seconde classe n’est pas dénombrable
(v. [1, p. 332, théor. D et p. 333, théor. F]).

En désignant (v. [1, p. 304, formule (1)]} respectivement par

(1) 7,92

les types d’ordre de ces deux ensembles-13 chacun étant ordonné d’apres la
grandeur de ses éléments, et en convenant que

(2) pX désigne la puissance de X2
on a donc
(3) =R, pR=RN,.

D’autre part, le type d’ordre de tout ensemble ordonné au plus
dénombrable est, au plus égal & ;% en particulier, o étant un nombre ordinal
quelconque < 2, on a

(4) aln

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. Glasnik Mat. Fiz. Astr. (2) 3 (1948), 145-151.

Les crochets se rattachent 2 la Bibliographie (voir la fin de la Note).

2Cantor désigne pX par X ou X, suivant que X est un ensemble ou un type d’ordre
(v. [2, p. 282, formule (3) et p. 298, formule (5)]).

3Voir Hausdorff (3, p. 99]; aussi Cantor [2, p. 305].
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puisque ’ensemble ordonné des nombres ordinaux < « est au plus dénom-
brable et du type d’ordre o.*

Soit, pour un ensemble ordonné E,

(8) T'E =suptF (sup = borne supérieure)
F

F parcourant tous les sous-ensembles bien ordonnés de E. Au lieu de
9 } TE

on écrira aussi I'(tE) et réciproquement.
Ceci étant, on a donc

(10) m=2Ry, In=Q.

Le but de la Note c’est de prouver les deux propositions suivantes:

THEOREME 1. (caractérisation des E dénombrables non clairsemés).
La relation

(11) tE=n (voir (1) et (5))
est equivalente d ce que
(12) pE=%,, TE=Q (voir (2) et (8)).

4La fagon d’écrire se rattache & celle que Cantor emploie pour des ensembles bien
ordonnés (Ibidem, p. 321): en désignant pour un ensemble ordonné E par

(5) tE
le type d’ordre de E, nous écrirons, F' étant un ensemble ordonné quelconque,
(6) tE < tF ou tF > tE,
si E est semblable & un sous-ensemble de F. La relation
(7) tE =tF
équivaudra a ce que simultanément tE < tF et tF < tE. SitE < tF sans que tF < tE,
on écrit tE < tF (cf. Cantor loc. cit. p. 285). :
Remarquons que 'egalité tE = tF ne suffit pas pour que E et F soient semblables
c’est-3-dire pour que tE = tF. Par exemple 1 + 7 = 5 sans que 1 + 7 = 5. Remarquons

toutefois que, d’aprés Banach [1} si tE = tF, on peut décomposer les ensembles E et F
en deux parties disjointes respectivement semblables.
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THEOREME 2. Pour un ensemble ordonné E la relation
(13) TE+T(E") < Q}

est équivalente aux systémes de relations
(14) pE <Ny, ngLtE

et est donc caractéristique pour des ensembles ordonnés au plus dénombrab-
les et clairsemés au point de vue d’ordre.®

Remarque 1. Dans le c6té gauche de (13) on ne peut omettre aucun
terme; par exemple, pour tout ensemble bien ordonné E on aura I'(E*) < w,
alors que pE peut étre un aleph quelconque.

Ajoutons que pE < 2°(TE+TE") (il y a une meilleure évaluation de pF,
méme dans le cas de E partiellement ordonné; cf. Kurepa [4]).

Remarque 2. Dans le théoréme 1 on peut remplacer T'E par I'(E*).

2. La condition du théoréme 2 est nécessaire. En effet, nous allons
prouver que si E vérifie (13) alors E est au plus dénombrable et clairsemé
ordinalement.

Que l'ensemble F est clairsemé ordinalement c’est bien évident, puis-
que, dans le cas contraire, E contiendrait un sous-ensemble dense, soit
F’ et dés lors un sous-ensemble semblable 4 ’ensemble des nombres ra-
tionnels c’est-a-dire n < tE et par conséquent I'n < TE. Or, I'n = Q et par
conséquent ( < I'E contrairement a U'hypothese (13).

Prouvons encore que pE < Rg.

Pour le voir, définissons pour deux pomts a, b de E la relation ~ que
voici (cf. Hausdorff [2, p. 96]):

(15) a ~ b si et seulement si’
(15) pla,blg < Ro  (cf. (2)).

5E* désigne I'ensemble des points de E ordonnés par la relation inverse acelle
ordonnant E. Par conséquent, TE* = sup ¢(F*), F parcourant tous les sous-ensembles,
inversement bien ordonnés de E.

8 E est dit clairsemé au point de vue d’ordre s’il ne contient aucun sous-ensemble
F tel que, entre tout couple de points de F' il y ait d’autres points de F.

Remarquons qu’un ensemble linéaire peut étre composé de points isolés et pourtant,
au point de vue d’ordre, étre dense: tel est le cas de I’ensemble des centres des intervalles
contigus d'un ensemble linéaire fermé nulle-part dense.

7[a,b]g désigne 'ensemble des points de E situés entre a et b, ces deux points, y
étant inclus. En particulier, {a, a]g se compose du point a.



202 A. Thory of Partially Ordered Sets

On vérifie sans peine que ~ est une relation d’équivalence ou de clas-
sification.?

Si alors; pour un a € E, I'on désigne par
(16) C(a)

I’ensemble de tous les b € E tels que a ~ b, on aura des lemmes suivants:

LEMME 1. C(a) est une portion de E c¢’est-d-dire un sous-ensemble
X de E tel que sia € X, b€ X, alors aussi [a,b]g C X.

LEMME 2. Sia € E, b€ E, alors ou bien C(a) = C(b) ou bien C(a),
C(b) sont disjoints.
LEMME 3. C(a) est au plus dénombrable.

Le lemme étant évident si C(a) a un premier point et un dernier point,
supposons que C(a) n’ait pas un premier point pas plus qu'un dernier point.
Supposons, par impossible, que C(a) soit infini et non-dénombrable et de
plus que I'ensemble (a,-) 4 des points de A = C(a) succédant & a soit > Ry.

Soit alors a = ap, ay1,...,8¢..., (£ < ) un sous-ensemble bien
ordonné de A tel que

Z("a’f)A = Aa (§ < a):
13

le signe (-,z)4 désignant tous les points de A précédant le point z. On
a nécessairement, @« < I'A < I'E et donc & la suite de (13), o < Q. Or,
chacun des ensembles [ag, a¢] 4 étant au plus dénombrable puisque ag ~ ag,
la relation évidente

[a,)a = lag,ae1]la, (€ <a)
£

nous dirait, a étant au plus dénombrable, que I'ensemble (a,-) 4 des points
de A succédant & a serait au plus dénombrable, contrairement & ’hypothése.

LEMME 4. Il nfy a pas de classes C(a) consécutives c’est-G-dire il n'y
a aucun couple d’élements a, b de E tels que la portion C(a) de E précéde
immédiatement la portion C(b) de E.

8Une relation binaire g est une relation d’équivalence dans un ensemble M si
1) aga, (a € M),
2) agb entraine bga, quels que soient a € M, b € M,
3) agb, bgc entrainent agc, quels que soient e € M, b€ M, c € M.
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En effet, dans le cas contraire, chacune des portions C(a), C(b) étant,
d’aprés le lemme 3, au plus dénombrable, I'ensemble C(a) + C(b) le serait
encore et & la suite de (15), a ~ b et donc C(a) = C(b).

LEMME 5. Quel que soit a € E, on aura C(a) = E.

En effet, si l’'on avait deux portions distinctes C(a), C(b), on en aurait,
d’apres le lemme 4, une infinité F telle que entre deux éléments quelconques
de F, il y en a d’autres; si alors on choisit un point de chaque élément de F,
on obtiendrait un sous-ensemble dense, soit A, de E, et déslorsn < tA < tE
donc ) < tE, contrairement & la seconde relation (14).

Ainsi donc le lemme 5 est prouvé, ce qui, vu le lemme 3, entraine
pE S No.

3. La condition du théoréme 2 est suffisante. En effet, si les relations
(14) n’avaient pas pour conséquence la relation {13), on aurait TE+T'(E*) >
2 et dés lors au moins un des deux nombres ordinaux TE, I'(E*) serait
= (1, disons T'E = . Ainsi donc, on aurait 'E = Q, pF = R et, d’apres le
théoréme 1 que nous allons établir, p = ¢{E, contrairement & (14).

4. Démonstration du théoréme 1. Que la condition (11) entraine (12)
c’est ce que nous avons rappelé dans (3).

11 s’agit encore de prouver la récriproque c’est-a-dire que (12) entraine
(11) ce qui revient & démontrer que E contient un sous-ensemble dense.

Définissons dans E, une relation binaire ~ que voici:
17) a ~ b signifie que a € E, b€ E et I'[a,blg < Q.

On vérifie que la relation ~ est une relation de classification dans ES.
Soit alors, pour un a € E, C(a) la classe de tous les z € E vérifiant = ~ a.
Les lemmes 1, 2 et 4 subsistent encore pour la relation (17).

LEMME 6. T'C(a) < Q2 quel que soit a € E (cf. {8]).
Le lemme 6 est évident si la portion C (@) a un premier élément, soit z,

et un dernier élément, soit y, puisque, dans ce cas, d'une part, [z, y]g —C(a)
et d’autre part z ~ y. Si C(a) ne contient pas un dernier point, soit
b, b1,b2,... yba,...

une suite croissante de points de C(a) et

ag,Q01,802,... ,0pn,...
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une suite monotone non croissante de points de C(a) tels que

Cla) = Z[a'mbn]E1 (n < w).

L’existence des suites a,, b, étant évidente, nous en concluons que

I'C(a) = supTan, brle, (n<w).

Or, a, € C(a), b, € C{a) signifient que a, ~ b, cest-a-dire I'[a,,
b,] < Q.

L’ordinal I'C(a) étant limite d’une suite au plus dénombrable d’ordi-
naux < , il est lui-méme < Q.

Soit C I'ensemble des classes C(a), (a € E), ordonné par la convention
que, A, B étant deux éléments de C, alors A précéde B dans C si la portion
A de E est dans E A gauche de la portion B de E.

LEMME 7. L’ensemble ordonné C a du moins deuz éléments dis-
tincts.

C’est que, autrement, la relation évidente £ = 3 C(a), (a € E)
entrainerait que E serait I'élément unique de C et & ce titre, d’aprés le
lemme 6, on aurait I'E < , contrairement a la condition (12).

LEMME 8. L’ensemble ordonné C est dense et dénombrable. C’est
une conséquence immédiate des lemmes 4, 6 et de la dénombrabilité de E,
puisque pC < pE = Ny. Par conséquent, tC = 1.

Or, l’ensemble ordonné C est semblable & un sous-ensemble de E:
pour le voir, il suffit de choisir de chaque élément de C' un et un seul point
et de considérer ’ensemble de tous les points ainsi choisis.

Finalement, des relations 1 = tC, tC < tF on en conclut n < tE, ce
qui avec la relation tE < n de Cantor entraine la relation tE = n elle-méme.
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IL’HYPOTHESE DU CONTINU ET LE
PROBLEME DE SOUSLIN

En admettant la possibilité d’'une bonne ordination du continu linéaire,
c’est-a-dire que le nombre 2% soit un aleph, on aura en posant

(1) 2R0 = NN(O)) N(O) > 1$

Pégalité hypothétique N(0) = 1 étant le contenu de '’hypothése de Cantor.
Un bon nombre de mathématiciens se sont occupés du probléeme du continu,
c'est-a-dire de la détermination du nombre N(0) et ont obtenu plusieurs
propositions équivalentes & I’hypothése N(0) = 11.

Dans le présent travail nous engloberons 1’étude du probléme du con-
tinu dans 1'’étude d’une classe d’ensembles partiellement ordonnés ayant
quelques rapports avec ’étude du probléme de Souslin.

Bien que nous ne sachions pas établir une relation directe entre le
probléme du continu et le probléme de Souslin, nous indiquerons, dans ce
qui suit, tout au moins quelques analogies dans ’étude des deux problémes
dans les deux classes d’ensembles partiellement ordonnés, que nous allons
définir et qui sont liés aux deux problémes, respectivement?:3.

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. Publ. Inst. Math. Belgrade 2 (1948), 26-36.

Voir W. Slerpmskl, Hypothése du continu, Warszawa-Lwéw, 1934. IV + 192, en
particulier, ch. I. Voir aussi des notes de M. Kurt Godel dans Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A,,
1938, 1939 dans lesquelles il aurait prouvé la consistance de 'hypotheése du continu a.u
sein d’une axiomatique consistante de la théorie des ensembles.

2Rappelons que le probléeme de Souslin demande si un ensemble ordonné continu
tel que chaque famille de ses intervalles disjoints soit < Rg est semblable & un ensemble
linéaire (v. Fund. Maht. 1, 1920 p. 223, probléme 3 et Ta 2¢ edition, 1937, p. 248).

3Dans These, p. 133, (Ensembles ordonnés et ramifiés, Paris, 1935, et Publ. Math.
Univ. Belgrade, IV, 1935), j’ai établi la proposition suivante: Si, quel que soit 'ensemble
partiellement ordonné T de puissance > R; et vérifiant les conditions I, II ci-aprés, la
famille des ensembles extraits de T et dont chacun est, soit ordonné, soit composé de
points deux & deux incomparables est d’une puissance > Rj, ’hypothése de Cantor en-
traine la réponse affirmative au probléme de Souslin.
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En désignant, pour un ensemble partiellement ordonné FE, par
(2) bE,

la borne supérieure des puissances des sous-ensembles bien ordonnés crois-
sants et décroissants de E et des sous-ensembles de E composés de points
deux 4 deux incomparables, nous avons fait voir ’existence des liens intimes
entre, d'une part, le probléme de Souslin et, d’autre part, les ensembles par-
tiellement ordonnés F tels que

(3) bE _<_ NO)

vérifiant les deux conditions que voici:
I. Tout sous-ensemble ordonné de I’ensemble est bien ordonné;

I1. Quelque soit le point a de I'ensemble, le sous-ensemble des points
de I’ensemble précédant le point a est ordonné.

C’est que la puissance d’un ensemble quelconque est < Xy, le probléme
de Souslin lui-méme étant équivalent & celui disat que la puissance d’'un £
quelconque vérifiant (3), I, II soit < Rg*.

Nous verrons plus loin que le probléeme du continu est intimement lié
a Pétude des E vérifiant (3) et I (sans vérifier II), 'hypothése de Cantor
étant équivalente & celle que la puissance d’un E quelconque vérifiant (3), I
soit S Nl'

Pour montrer en quoi consiste notre réduction du probléme du continu,
avangons quelques définitions.

1. Un ensemble partiellement ordonné sera dit

partiellement bien ordonné il vérifie la condition I ci-dessus
un tableau ramifié les conditions I, II )

Dans ce qui suit E; désignera un ensemble partiellement bien ordonné
guelconque.

1.1. Nombre F; Ensembles R, E, (a < vE). Nous désignerons
par

(4) R,E

4Voir These loc. cit.3, pp. 106, 124, 132 (équivalence P; & Ps).
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I’ensemble des premiers points de E; manifestement, Ry E est bien déterminé
et on aura RgFE = 0 si E = 0; on voit que, E étant partiellement bien
ordonné, tout point de ¥ — RoFE est précédé d’au moins un point de RyE.

L’ensemble Ry FE sera appelé la rangée o ou la premiére rangée de E.
Pour tout ordinal & > 0, nous poserons

(5) Ry =Ro(E-)_ RE).

{<a

Nous désignerons par

(6) vE

le premier ordinal £ vérifiant R;E = 0.
Ainsi se trouve parfaitement déterminée la suite des rangées de E:

(7) RyE,R\E,--- \R4E,---, (a<~E).

1.2. Soit @ < vE; 'ensemble R, E ne contenant aucun couple de
points distincts comparables, on aura, dans le cas ou F vérifie (3), puissance
RLE < No.

L’un des buts de cette note sera de prouver les propositions suivantes:

ai. Si E vérifie Il et (3), la puissance de FE est < Ry, [égalité
éventuelle étant équivalente d la réponse négative au probléme de Souslin.®

az. SiyE > Q et si chacun des ensembles RoE, (a < vE)
est fini, lensemble E contient un sous-ensemble bien ordonné infini non
dénombrable; par conséquent, si bE < Vg et puiss. Ry E < Ny, (a < vE),
on aura YE < Q et donc E est au plus dénombrable (cf. th. 1°).

a3. SibE = Ry et puiss. Ry E = Ny, (¢ < vE), tout ce qu’on peut
dire de vE, c’est que YE < wy(o)+1 avec Ry(o) = 2% ’hypothése 7E < wo
étant équivalente ¢ Uhypothése du continu (cf. th. 4).

Par contre, si E vérifie II et si puiss. R, F = Ry, (@ < wg41) avec
B > 0,ilyaunindice{ < vE tel que, quels que soient a € R, E,{ < < vE,
Pensemble des points de E succédant & a est ordonné et de la puissance
Ngy1.

L’énoncé de la proposition a3 subsiste méme dans le cas ot on sup-
pose que F vérifie quelques conditions supplémentaires, comme par exemple

5Pour démonstration, voir Thése, loc. cit.3, p. 105 (th. 1), pp. 106, 124, 132.
8Cf. Thése, p. 78. (th. 4).
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celle-ci: & tout point a de E on peut faire correspondre un nombre réel f(a)
de telle maniére que, si a précéde b dans E, le nombre f(a) précéde le nom-
bre réel f(b)” L'importance de la condition provient de ce que, dans le cas
ot un pareil E vérifie II et (3), E est au plus dénombrable et se comporte
donc normalement par rapport au probléme de Souslin (cf. prop o).

Ajoutons-y 'importante relation
vE < BE-TE (cf. th. 5 ci-aprés).

Notons que quelques-uns des résultats de I’article ont paru aux C. R. Acad.
Sci. Paris 205 (1937), 1196-1198.

2.1. Quelques propriétés des ensembles R, E (a < 7F) (cf. 7).

LEMME 1. Pour tout a < B < vE, les ensembles Ry E, RgE sont
disjoints.
LEMME 2. Pour tout a < 8 < vE, et pour tout b € RgE, il y a au

moins un point a € RgE précédant le point a; dans le cas ot E vérifie II,
le point o est unique.

LEMME 3. Quel que soient lindice § < vE et la suite croissante de
nombres ordinauz < vE

<oy <--<ag<-, (£<B)
on aura, en posant F =3 R FE, (£ <B)

yF =8, ReF =Ro E, (£<P).

LEMME 4. Si+vFE = et si pour tout o < Q il y a un point a, de
Ry E et un nombre ordinal B, tel que a < B, < ) et que a,, précéde chacun
des points de Rg FE, alors E contient un ensemble bien ordonné infini non
dénombrable.

Tout d’abord, si un point de E précede tout point de R, E le méme
point précédera tout point de I'ensemble 25 R¢E, (o £ € < YE). Soit by €
Rg, E; supposons que 0 < a < 2 et que by, by, ... ,b,... , (a <§) constitue
un sous-ensemble bien ordonné de E; alors 1 désignant un ordinal tel que
I’ensemble R, E soit précédé de I'ensemble des bg,... ,bg, ... , (£ < a), soit
bq un point de Rg, E.

7Cf. la définition des ensembles H au n® 2, 3 o1 I'on peut poser f(a) =a (a € H).
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Ceci étant, on voit immédiatement que la suite des points
bOablv"'aba"'v (a<Q)

constitue un sous-ensemble de E bien ordonné et non dénombrable.

2.2. LEMME 5. Les relations vE = §, puiss. R, F < ¥o, (@ < vE)
entrainent l'eristence d’un sous-ensemble de E bien ordonné infini et non
dénombrable.

En vertu du lemme 4, nous pouvons nous restreindre au cas ot il y a
un p < Q tel qu’aucun point de Zg R:E, (1 < € < Q) ne précede aucune
rangée R, E de E; rien ne nous empéche de supposer p = 0. Ceci étant, on
aura 2 < puiss. Ry E < Ny pour tout o < 2. Considérons le cas ol puiss.
R,E =2 pour tout & < Q.

En vertu de 'hypothése de tout-a-I’heure, tout point de F a une in-
finité non dénombrable de successeurs. En effet, si E contenait un point,
a, n’ayant, dans FE, que < ®g successeurs, soient ¢, 8 deux ordinaux <
tels que a € Ry FE, a < B et que a ne précéde aucun point de ZE R.E,
(B < &€ < Q); en désignant par b le point de R, E distinct de a, le point b
précéderait la rangée RgE, contrairement 3 ’hypothése.

Ceci étant, soit a un point de RoE; posons F = 3. Ro E, a¢ par-
courant tous les ordinaux < (2 tels que R, E contienne un point comparable
a a. D’apres ce que nous venons de prouver puiss F' > Ry et d’aprés le lemme
3, vF =Q.

Ceci étant soient, pour tout a < Q, z, le point de R, F' comparable
a a et yo le point constituant Pensemble R, F — z,. Sia < 8 < Q, on
aura Yy, < yg. En effet, yg étant précédé d’au moins un des points z,,
Ya, O Ne peut pas avoir T, < yg puisque, en vertu de a < x4, on aurait
a < yp, contrairement & la définition du point yg. Bref, 'ensemble des
points de F incomparables & a est ordonné (donc, aussi, bien ordonné)
infini et non dénombrable. D’une fagon générale, supposons que n soit un
entier > 2 tel que le lemme 5 soit prouvé pour tout E vérifiant vE = Q
et puiss. Ry E < n; démontrons le lemme pour le cas ol puiss. R, F < n,
(@ < Q). Manifestement, nous pouvons supposer que puiss. R,F = n
pour tout a < Q. Soit alors a un point de E tel que puiss. [a] =% puiss.
E; D’existence de a étant immédiate, posons G = ZO‘E Ry E — [a]g,® o
parcourant tous les indices <  tels que R, E ait un point comparable &
a- G est non dénombrable puisque R, E.— [a]g # 0, pour tout £ < Q. De

8Nons désignerons par [a]g 'ensemble des points de E comparables & a.
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plus, R¢G = Ro E — [a]E; dés lors, puisque [a]g - Ra B # 0, (€ < ), et
que, par hypothese, puiss. RoE =n, (a < ), on aura 0 < puiss. R;G <n,
(€ < Q), ce qui, d’apreés les suppositions, entraine 'existence d’un ensemble
de puissance R; ordonné et extrait de G et & fortiori de F.

Ainsi le lemme 5 est prouvé toutes les fois qu’il y a un entier n tel
que 0 < puiss. RoE < n, (@ < 2). Dans le cas général oll un tel n
n’existe pas, bien que 0 < puiss. R, F < Rq, (a < Q), il est évident qu’il
existe, d’'une part, un entier k¥ > 0, et, d’autre part, une suite d’ordinaux
ag < a1 < - <o < ooy(og < € < Q) tels que puiss. Ry, = k.
Alors, I'ensemble F = Z§ Ry E, (¢ < Q), satisfaisant aux conditions dans
lesquelles le lemme est prouvé, on en déduit la validité du lemme 5 dans
tous les cas.

THEOREME 1. Pour tout ensemble partiellement bien ordonné E, les
relations bE < Rg (cf. (2)), puiss. Ro E < Rg, (a < 7E) entrainent 7E <
et & fortiori puiss. E < Rg. En effet, si 'on avait vE > 2, en considérant
l'ensemble G = Y, RoE, (a < Q), on aurait vG = Q, R,G = R,F et
donc puiss. R,G < Vg, (@ < ), ce qui, d’aprés le lemme 5, entrainerait
Pexistence d’un sous-ensemble bien ordonné de puissance X extrait de G et
donc E, contrairement 3 I’hypothese bE < Ry.

En combinant le lemme 3 et le théoréme 1. nous avons le

THEOREME 1.%8 Un ensemble partiellement ordonné tel que bE < X
ne contient que < Ng rangées Ry E dont chacune est finie.

2.3. Combien de rangées dénombrables peut avoir un E vérifiant
bE < Ry? Un E, dont tout sous-ensemble composé de points deux & deux
incomparables est au plus dénombrable et tel que vE = w,, contient-il
nécessairement un sous-ensemble bien ordonné de puissance X7 Nous n’en
savons rien!

LEMME 6. Quel que soit I'ordinal ¢ de puissance < 28, il y a un
ensemble partiellement bien ordonné E tel que vE = ¢, bE < Ng.

En effet, soit
Hy,Hy,--- ,H&... ’(§<¢)

une suite de type 1 d’ensembles linéaires deux & deux disjoints, dont chacun
est dénombrable et partout dense. En désignant par H I’ensemble Es E,
(¢ < %), ordonné partiellement par la relation p oll, quels que soient les
points a, b de H, la relation apb équivaut a ¢ < b, a < G, les ordinaux a, 8
vérifiant a € H,, b € Hg, on démontre les propositions que voici:

Bi.- H n’est pas un ensemble partiellement bien ordonné par p et
vérifie bH = N,. :
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Ps. Pour tout @ < ¢, Ry H = H,; dés lors vH = .

De plus, quels que soient a € H et £ < 9, ’ensemble R¢H contient un
point comparable 4 a.

Le lemme 6 entraine le

THEOREME 2. En admettant la possibilité d’une bonne ordination du
continu linéaire, il y a un ensemble partiellement bien ordonné E vérifiant
bE = Ry, puiss. E = 2%,

3. Ensembles R®E; Nombres ordinaux I'E, SE.

3.1. Pour un nombre ordinal ¢, nous désignerons par
(8) R°E

Pensemble de tous le points a de E pour chacun desquels 'ensemble des
prédécesseurs du point @ contient un sous-ensemble ordonné maximal de
type d’ordre . Nous définirons

(9) ‘ TE

comme le premier indice a tel que R*E = 0.
Ainsi sont bien définis le nombre ordinal I'E et les ensembles

(10 R°E,R'E,... ,R®E,..., (a<TE).

Remarquons que les ensembles (10) ne sont pas nécessairement deux i deux
disjoints; de méme, R*E peut contenir des couples de points distincts com-
parables. Par conséquent, la suite (10) peut différer de la suite (7) des R, F,
(a < yE).

LEMME 7. On a TE < vE. Dans le cas d’un tableau ramifié (c’est-
d-dire d’un E vérifiant 11}, on a YE =TE, R, FE = R®E, (a < vE).

3.2. Opérateur F, (F ordonné C E). F étant un ensemble
ordonné quelconque de F, nous désignerons par

(11) Fg

la premiére rangée de E, ou la premiére rangée de ’ensemble des points de
E dont chacun succéde a F, selon que F =0 ou F # 0.

De proche en proche on démontre I'important
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LEMME 8. RPE = RoE; pour tout 0 < a <TE, R°PE=Y . Fg, F
parcourant tous les ensembles ordonnés mazima de type d’ordre a ezxtraits
de E.

En particulier, pour tout a + 1 < TE, R**'E = Y (a)g, (a €
R°FE) (a) désignant l’ensemble ordonné composé du point a.

Le lemme 8 entraine le

LEMME 9. Quels que soient l’ordinal o < TFE et le point a € R*E,
le point a est précédé d’un sous-ensemble ordonné de E ayant un point en
commun avec chacun des ensembles RCE, (€ < )®

COROLLAIRE 1. 8i R < bE < puiss. TE, le nombre bE est l'aleph
qui précéde immédiatement U’aleph puiss. T'E.

Vu le lemme 8, les relations: puiss. R°E < bE > borne sup puiss. «,
(e <TE) et E=), R*F, (a < TE) entrainent la relation

puiss. E < Y (bE)™**, (a<TE)
23

et a fortiori le

THEOREME 3. Tout ensemble partiellement bien ordonné E vérifie
puiss. E < 2bF 10

Les théoréme 2 et 3 entrainent le

THEOREME 4. Pour que 2% = Ry, il faut et il suffit que la puissance
de tout ensemble partiellement bien ordonné E vérifiant bE < Wg soit < N;.

3.3. Nombre ordinal S§E. En posant, pour un sous-ensemble non
vide X de E, B(X, E) = borne a sup «, o parcourant tous les ordinaux
vérifiant X R E # 0, il est manifeste que, quel que soit le sous-ensemble
ordonné F # 0 de E tel que Fg # 0 (cf. 11), on aura 8(Fg, E)—B(F,E) > 0.

C’est du nombre ordinal
(12) BE = bornesup B(Fg, E) — B(F, E),

F parcourant tous les sous-ensembles ordonnés non vides de E vérifiant
Fg # 0, dont dépend essentiellement la relation entre les nombres vE et
rEY,

9Dans le cas ol E vérifie II, le sous-ensemble est uniquement déterminé par a.

107, relation subsiste pour tout ensemble partiellement ordonné.

117) importe bien de trouver une relation entre les nombres vE, T'E, au moins &
cause de la proposition a3 du 1,2 et du corollaire 1 du 3,2.
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Passons & la démonstration du

THEOREME 5. vE < BE -T'E (bien entendu, I'E < vE) (cf. (6), (9),
(12)).

Tout d’abord, R°E = RyE (cf. (4), (8)); d’une maniére générale, soit
1 < a < T'E, et supposons que, pour tout £ < , on ait

(13) D _RECY R.E, (n<PBE-Q);
£<¢ n

démontrons alors que

(13a) S REECY R.E, (n<pBE-a).
<o n

Si a est de premiére espéce, la relation (13a) est une conséquence immédiate
de (134-1) et du fait que R*E = ) _(a)g, (a € R*"1E) (cf. lemme 8). Dans
le cas ol & est de seconde espéce, la relation (13, ) résulte des relations (13¢)
(¢ < a) et de celle-ci:

BE -a =bornesup BE - (.
(<a

Ainsi la relation (13,) subsiste pour tout & < TE. On en déduit
Y ReE*CY R,B, (n<pE-TE);
¢<TE n
des lors,rvu E =3¢ rpReE,

EC) R.E, (n<pE-TE)
ce qui, d’apres la définition du nombre vE, entraine le théoréme 5.
Le théoréme 5 entraine le

THEOREME 6. SiBE-TE =TE, dlorsTE =~E.
Or, on aura BE - T'E = T'E toutes les fois que SE < TE et I'E = w,.
Ainsi, si on pouvait établir 'existence d’un E vérifiant

bE =Ry, YE =wn(0), BE<TE.
on aurait, en vertu de 'E < yE,
BE < wno), TE <n(o) et, par conséquent,
BE -TE < wn(oy = 7E, ce qui, vu le théoréme 5, entraine
BE :TE = wy(o) gt dés lors T'E = wn(o)-

Bref, on aurait o = bE < puiss I'E' = Ry gy c€ qui, en vertu du corrolaire
1 du n® 3,2, voudrait dire que N(0) = 0 + 1 et dés lors 2% = X;.



ENSEMBLES PARTIELLEMENT ORDONNES ET
ENSEMBLES PARTIELLEMENT BIEN ORDONNES

A plusieurs reprises (v. [2], [3], [4], [5]) j’avais affaire & une classe
d’ensembles partiellement ordonnés, a savoir ceux vérifiant la condition suiv-
ante:

Tout sous-ensemble ordonné de ’ensemble est bien ordonné.

Un pareil ensemble sera dit partiellement bien ordonné ou ensemble
rangé.

1. Notation. Pour un élément a et un sous-ensemble F d’'un en-
semble partiellement ordonné

(1) (B; <)

nous désignerons par

(2) (—o0,a]r, (—o0,a)F, (a,00)r et [a,00)F
respectivement 1’ensemble de tous les z € F' vérifiant

(3) z<a, <a, a<z et a<z

respectivement.

I1 va sans dire que < désigne la relation binaire, par rapport 4 laquelle
I’ensemble E est partiellement ordonné.

Nous désignerons par
(4) (—00,a,00)F

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. Publ. Math. Univ. Belgrade 3 (1950), 119-125.
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I’ensemble de tous les points de F' dont chacun est comparable & a; par
conséquent,

(5) (—00,a,00)p = (—00,a)F U[a,00)F = (—00,a]r U (a,00)F.

2. L’énoncé du théoréme. Le but de la Note sera d’établir le
théoréme suivant:

Tout ensemble partiellement ordonné (E; <) contient un sous-ensemb-
le partiellement bien ordonné W tel que

(6) E=|J(-o0,2lz, (z€W);

par conséquent quel que soit le point a € E, il existe au moins un point
z €W tel que a < z.

Dans le cas ou ’ensemble E est ordonné, le théoréme est presque
évident (v. Hausdorff, [1, p. 86]); en se servant d’une terminologie de F.
Hausdorff (remontant peut-étre & Du Bois Reymond), le théoréme pourrait
s’énoncer de la fagon suivante:

Tout ensemble partiellement ordonné est confinal® d un de ses sous-
ensembles partiellement bien ordonnés.

Remarque. Tout ensemble partiellement ordonné est coinitial avec
I'un de ses sous-ensembles.

En effet, en considérant un sous-ensemble X de (E; <) avec lequel
I'ensemble (E;>) est confinal, Pensemble primitif (E; <) est coinitial avec
X.

1@, H étant deux sous-ensembles d’un ensemble partiellement ordonné, nous dirons
que G et H sont confinausz, si on a le systéme suivant:

G=J(~oo,klg, (h€H), H=|J(-o0,0ln, (9€0G).
[ g

Dans les mémes hypothéses G et H sont coiniticuz si:

G=h o), (heH), H=Jlgy0)u, (3€0C)
h g
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3. Opérateur R°. LEMME. Tout ensemble partiellement ordonné
contient un sous-ensemble anti-ordonné? — nous en désignerons 1'un quel-
conque par

™ R°X

tel que tout point de X soit comparable & un point de R°X et dés lors:

(8) X =|J(~00,7,00)x, (z€R°X).
En effet,
(9) R PR PR 7 PR (£<5)

étant une bonne ordination quelconque de X (par conséquent, nous admet-
tons la possibilité d’une bonne ordination de X'), déterminons par récurrence
Pensemble

(10) aOvala---vana"'a (77<l‘)

de la fagon suivante:

Pour commencer, nous poserons ag = Zg; soit 8 un ordinal quelconque
et supposons que les points ag, (§ < ) soient extraits de (9) et qu’ils soient
deux & deux incomparables. Alors, en considérant ’ensemble

(11) X\U(—OO,G&,OO), (6 <ﬂ)7
4

celui-ci est ou bien vide ou bien non vide. Dans le premier cas la construction
est terminée et 'on désignera par R°X l'ensemble des ag, (£ < 8). Dans le
cas ol ’ensemble (11) n’est pas vide, le proces ne sera pas terminé et nous
désignerons par ag le premier point de la suite (9) ne faisant pas partie de
(11).

Or, il est manifeste que le procédé prendra fin au plus tard pour le
nombre # = § et que 'ensemble (10) sera déterming.

4. Ensembles E, et le nombre v. Ceci étant, définissons le
nombre -y et les sous-ensembles

(12) Eo,E1,... ,Eay...... (a <)

2(C’est-a-dire sans points distincts comparables.
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de la fagon suivante:
Ey=R°E;
By =R°(B\| J(~c0,2]E), (2 € Eo);

(13) e

L’ordinal v sera le premier nombre v tel que ’ensemble E, soit vide, donc

E;Dv, (£<7),

(14) E, =v, (v> 7). ‘

5. L’ensemble W. Posons

(15) ( W= UEO" (a < ).

Nous prouverons que l'ensemble W ainsi construit est partiellement bien
ordonné et confinal & E.

Tout d’abord, d’apres la définition du nombre «, on a

E\U(—oo,sv]E =vide, (z€ U E,),

a<ly

ce qui, vu la relation F D (—o0,z]g, veut dire que

(16) E=|J(-o0,2lz, (z€W).

Donc W est confinal & F.
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6. Le rang YW et les rangées R, W de W. 1l s’agit de prouver
que W est partiellement bien ordonné. Nous prouverons méme que?

R, W = EOH (Ol < ’Y)a (17)
YW =1. (18)

Pour abréger, posons

(19) Sa = E\| J(-00,2]5, (z€ | E)
x é<a
donc
(20) E={J(-,2lg U8, (z€ | Ee).
T é<a

La décomposition (20) est une coupure de 'ensemble E.* Tout d’abord, les
deux ensembles: S, et son complément

(21) U(-00,2]e, (ze | Ee)

£<a

sont sans point commun. D’autre part, il est bien évident que 1’ensemble
(21) est une portion initiale de E sans étre identique & F, ce qui veut dire
que, pour tout & < yW, I'ensemble S, est une portion finale non vide de
E. Par conséquent, S, étant une portion finale de E, on a:

(22) [$7°°)sa = [JI,OO)E, (ZL‘ € Sa)

3Pour un ensemble partiellement bien ordonné W, la rangée initiale RoW de W
c’est ’ensemble de tous les points initiaux de W; d’une fagon générale ’on pose

RoW 2> RDW\( U RgW)
{<a

et 'on désigne par YW le premier ordinal -y tel que R W soit vide; on a ainsi le rang yW
de W et la suite
RW, ((<W)

des rangées de W. .

4Chaque décomposition d'un ensemble partiellement ordonné E en deux parties
disjointes non vides dont I'une est une portion initiale de E (et donc 'autre une portion
finale de E) s'appelle une coupure de E. Il va sans dire qu'un ensemble F C E est une
portion initiale (finale) de ¥ si la relation z € F entraine respectivement: (—o0,z]g C F,
[:L‘, OO) E g F.
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pour tout a < YW.
Prouvons que, pour tout a < 7:

(23) Eo = Ro({Jlz,0)5), (2 € Sa).

T

Vu les relations (22), la relation (23) est équivalente &

(24) Eq = Ro(| JIz,)s.), (= € Sa).

Or, d’aprés (13) et (19), l'ensemble E, est un sous-ensemble anti-ordonné
de S, vérifiant 1'égalité

(25) Se = U(—OO, T)s, U U[a"a 00) Sy (z € Sa).

T

Etant donné que E, est un sous-ensemble anti-ordonné de la section finale

U[za OO)SQ, (2,‘ € Ea)

z

de la section finale S, de E, la formule (24) et donc (23) en résulte
immédiatement.

Puisque
(26) E,C Sa, Ec CE\S,, (<o),
les ensembles (12) sont deux & deux sans point commun. De plus,
S928 32382 (a<7)
ce qui, avec (26), entraine
(27) E. C S, pour tout (a <€ <7).

Dés lors, si £ > «, I'ensemble E; aussi bien que E, appartiennent au com-
posant supérieur de la coupure (20) c’est-a-dire:

8) E: C U[:L', )5, (= d’aprés (22)) = U[w, o0)E,
(x€ By, a<E<n).
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Vu la relation (24), on en déduit pour tout a < 7:

(29) Ba=Ro((JE:), (a<é<n).

Ceci étant, prouvons la validité des formules (17) et (18). Tout d’abord
(30) R,W = E,, pour tout a <.

En effet, dans le cas a = 0, la formule (30) provient de (29) en y posant
a = 0. Soit 0 < o < 7y et supposons que la formule (30) ait lieu pour tout
¢ < a c’est-a-dire que

(31) RW = Ee, (£<a).

Prouvons alors que

(32) R W =E,.

En effet, d’aprés sa définition méme, 'ensemble R, W vérifie:

RoW = Ro(W\ | RW =) (a cause de (31)) = Ro(W\ | E)
{<a (<a
= (& la suite de la définition de W et du fait que les E; sont deux
a deux 3 disjoints) = Ry ( U )Re = (4 la suite de (29)) = E,
as{<y
ce qui prouve la formule (32).

Ainsi par I'induction, 1'égalité (30) est prouvée complétement.
De plus, puisque d’aprés (15) et (14):

W = U E, = (4 la suite de (31)) = U R W

a<ly aly

et que B, # v pour tout a < 7, cela prouve que YW = v ce qui prouve
enfin que l'ensemble W est un sous-ensemble partiellement bien ordonné de
E et que son rang vW coincide avec le nombre v de (14).

Ainsi le théoréme est complétement démontré.
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7. La condition (C). Dans la théorie des tableaux ramifiés (These,
Paris, 1935) j’ai fait ressortir I'intérét qu’on a & étudier des ensembles par-
tiellement ordonnés vérifiant la condition (C) que voici:

Quel que soit U'élément a de l’ensemble, I’ensemble (—oc,a) de tous
les prédécesseurs de a est ordonné.

C’est qu’un tableau ramifié c’est un ensemble partiellement bien or-
donné vérifiant la condition (C).

En conséquence du théoréme que nous venons de démontrer on a le
théoréme suivant:

Tout ensemble partiellement ordonné vérifiant la condition C est con-
final @ un de ses tableauzr ramifiés.
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ON A CHARACTERISTIC PROPERTY
OF FINITE SETS

1. Introduction. There are several equivalent definitions of finite
sets [2], [5]. The purpose of this note is to give an equivalent property of
finite sets in terms of ramifications of sets.

Definition 1. A partially ordered set S = (5; <) is said to be ramified
or to satisfy the ramification condition [3, pp. 69, 127; cf. 4] provided that
for every £ € S the set (—o0,z) of all y € S satisfying y < z is totally
ordered (that is, contains no distinct noncomparable points). If the points
of a ramified set (S;<) are the same as these of a set M, one says that
(S;<) is a ramification of M.

Definition 2. A chain (anti-chain) of a partially ordered set (S; <) is
any subset of S containing no distinct incomparable (comparable) points.
Every set containing a single point is considered both as chain and as anti-
chain.

Definition 3. For a partially ordered set (S; <) = S, we denote by
(1) O(S) or OS
the system of all mazimal chains contained in S; analogously,
(2) 0(8) or OS -

denotes the system of all maximal anti-chains of S.

THEOREM. In order that a nonvoid set S be finite, it is necessary
and sufficient that for every ramification T'(S) of S the relations

(3) o M e 0T(S), AeOT(S)

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. Pacific J. Math. 2 (1952), 323-326. (Received
January 7, 1952)
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imply

(4) MNA#A (A = vacuous set).

2. The condition is necessﬁy. Otherwise, there would be a finite
set S, a ramification T'(S), a set M € OT(S), and a set A € OT(S), such
that

(5) 3 MNA=A.

Now, A is a maximal anti-chain of T'(S); consequently, for every = € T(S)
there is a point a(z) € A such that the set {z,a(z)} is a chain of T'(5).
(Otherwise, the set AU{z} would be an anti-chain greater than the maximal
anti-chain A.)

In particular, for any z € M € OT(S), the points z, a(z) are compa-
rable. We say that .

(6) z < a(z).

Since M is a maximal chain of the ramified set 7(S), M is an iditial portion
of T(S); that is, M, which contains the point z contains also every point of
T'(S) preceding z. In particular, if (6) did not hold then M would contain
also a(z) < z; consequently, a(z) € M N A, contrary to the assumption (5).

Thus if (5) held then for every z € M one would have (6); but M, as
a nonvoid subset of the finite set T'(S), would have a terminal point, say {;
I would be a final point of T'(S), too, contrary to the relation (6) for z = [.
Thus the relation (5) is not possible.

3. The condition is sufficient. If for every ramification T'(S) the
relations (3) imply (4), then the set S is finite. Otherwise, the set S would
be infinite; consequently, there would be a one-to-one correspondence ¢ of
the set N of all natural numbers into S. Now, let us define the ordering
(S; <) by transplantation of a certain order of the set N. We shall order N
according to the scheme?,

1532575 -

NN N N
2 4 6 8

1For the definition of schemes or diagrams of partly ordered sets see Birkhoff [1,
p. 6].
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That is, the set 2N — 1 of all 2n — 1 (n € N) is ordered as in the natural
order; for every n € N, the set of numbers preceding 2n consists of the
numbers 2v — 1 (v = 1,2,--- ,n); all other couples of natural integers are
incomparable, by definition. In the ramified set Ny so obtained one sees
that 2N € ONy, that 2N —1 € ONy, and that the sets 2N, 2N — 1 are
disjoint. Now, the set S being infinite by hypothesis, there is a one-to-one
mapping ¢ of N = Ny into S. That enables us to define the order in § by
transporting the order of Ny into S so that, on the one hand, the mapping
¢ is a similitude between Ny and ¢Ny C S, and so that, on the other hand,
no point of $Ny is comparable to any point of S\¢Ny, and so that S\¢N,
contains no comparable couple of distinct points.

It is obvious that the set (S; <) is ramified, that the set ¢(2N — 1)
is a maximal chain of (S;<), and that the set A = ¢(2N) U (S\¢N) is a
maximal anti-chain of (S; <). :

According to (4), the set ANG(2N —1) would be nonvacuous, contrary
to the fact that the sets A, $(2N — 1) are disjoint.

Thus, the proof of the theorem is completed.
4. Observation. We observe that the condition of ramification

in the statement of the theorem is essential. Namely, if we consider the
partially ordered set S; = {1,2,3,4,5} with the diagram

5
N

[\ S

it is obvious that {2,3,5} is a maximal chain of S, that {1,4} is a maximal
anti-chain of S, and that the set {2,3,5} does not intersect the set {1,4}.

5. Questions. In connection with the statement of the theorem it
is interesting to consider the following two questions:

Question 1. Is there a partially ordered nonvacuous set S such that
there is no maximal anti-chain A € OS satisfying AN M # A for every
maximal chain M € OS7?

Question 2. Is there a partially ordered nonvacuous set S such that
there is no maximal chain M € OS satisfying MN A # A for every maximal
anti-chain A € 0S?
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SUR LES FONCTIONS REELLES DANS
LA FAMILLE DES ENSEMBLES BIEN ORDONNES
DE NOMBRES RATIONNELS

A plusieurs reprises’ nous avons posé le probléme que voici: Peut-on
assosier ¢ tout ensemble bien ordonné a de nombres rationnles un nombre
rationnel p(a) de maniére que, quels que soient les ensembles bien ordonnés
z,y C R, on ait nécessairement p(z) < p(y), pourvu que T <p y (c’est-
d-dire que z soit une section initiale propre de y)? R y désigne ’ensemble
ordonné des nombres rationnels.

Dans [6] nous avons posé encore 3 d’autres problémes analogues.
Dans ce qui suit nous prouverons que la réponse au probléme précédent est
formellement négative, ce qui veut dire que chaque transformation réelle f de
I’ensemble wR des sous-ensembles bien ordonnés C R prend nécessairement
au moins une fois la valeur irrationnelle, du moment que des relations
z,y € wR,z <) y impliquent f(z) < f(y). Nous verrons que le probléme
précédent est intimement lié au probleme de décomposition d’un ensemble
ordonné en familles de ses antichaines (cf. [3; 5, p. 841]). En particulier, le
théoréme précédent résultera de 'impossibilité (cf. Th. 2.1) de décomposer
I’ensemble wR en une famille dénombrable de systémes dont chachun serait
composé d’éléments incomparables par rapport & la relation <i. Il est & re-
marquer que déja Cantor a prouvé que wR était I'union d’un systéme pareil
de puissance R;; en effet il suffit, pour tout ordinal a < w; de consiréder la
famille R, des a-suites C R; évidemment, wR = |J, R (a < w;). Nous re-
considérons (cf. la notion de I'ordonnance naturelle dans [1] une extensions
totale de 'ordre partiel précédent dans les ensembles wR et oR (cf. (1.1),

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. Rad Jugoslav. Acad. Znan. Umjetn. 296(1954),
85-93

AUTHOR’S NOTE. Le titre orginal de ce travail: O realnim funkcijama u obitelji
uredjenih skupova racionalnih brojeva.

1D. Kurepa [3, p. 1033]; [4 p. 160 (probleme 2)}; (5, p. 841); [6 p. 263 (probléme
23.3.3)].
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(1.2)) et prouverons, en particulier, que chaque antichaine C (R, <j) est
nulle part dense dans V'ordre total de oR (cf. th. 4.1).

1. Opérateurs wE,cE (E ordonné).

E = (E, <) étant un ensemble ordonné (totalement ou partiellement)
relativement a <, nous désignerons par

(L.1) wE

'esemble de tous les sous-ensembles totalelement bien ordonnés C E; en
particulier

(1.2) Pensemble vide v € wE.

Nous désignerons par
(1.3) cE

I’ensemble des z € wR non vides jouissant de la propriété que, pour chacun
d’eux, il y ait =’ € F vérifiant z < z’ c'est-a-dire z < 2’ (z € z).
En désignant pour tout ensemble ordonné X par

(1.4) tX le type d’ordre de X,

il est clair que tz, pour chaque z € wE, est un nombre ordinal et que la
tz-suite croissante

(1.5) T=29<21<...24<... (a<tz)
est complétement déterminée.

2. Ensembles ordonnés wiE = (wE; <;),0cF = (0 E; <g).

L’ensemble wFE sera ordonné par la relation k, K ou <j disant que
pour deux ensembles ordonnés 4 = (4;<,), B = (B;<;) on ait

(2.1) A< B
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si et seulement si A est une portion initiale de B%. Pour abréger, nous
poserons ‘

(2.2) wpE = (WE; <), owE = (0E;<y);

chacun des ensembles (2.2) est ramifié (cf. [1]) ce qui veut dire qu’un élément
de ces esembles ne peut pas étre précédé de deux éléments incomparables
appartenat & (2.2). De plus les ensembles {2.2) sont bien ordonnés dans le
sens que chacun de leur sous-ensembles non vides, soit X, posséde un point
initial (c’est-a-dire un point au-dessous duquel ne se trouve aucun point de
X). Par conséquent, si v C X C wiE, 'ensemble

(2.3) RoX

des points initiaux de X est competement déterminé et tout de X est précédé
par un point unique de RoX. Sil'on pose (cf. {1, p. 74]) pour chaque ordinal

(2.4) R, X =Ry (X\€L<JQR€X),

on aura certainement un ordinal bien déterminé vX d’étre le plus petit
ordinal vérifiant

(2.5) R, X = vide.
On voit que
(2.6) Y(wrR) = v(0xR) = wi.

et que pour chaque a < w; les ensembles
(2.7) Ry(wrR), R,(oxR)
2Portion initiale de B est chaque ensemble X C B tel que si z € X alors (-, z]g C

X; (-, z]p est 'ensemble des z € B vérifiant z <, . Done (-, z]p =E (2 € B,z <p x)
D’une fagon analogue, on définit des sous-ensembles

(~2)B = E(z € B,z < z);

(=.¥)B=(42)B = E(z <4 2<p 4,2 € B),siz < y;

[Z, ')B = g(z <bz,z€ B)7 etc
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sont composés des ensembles bien ordonnés non vides, quelconques et bornés
respectivement, et € R (= ensemble ordonné des nombres rationnels).
Les ensembles (2.7) sont antichaines ou mieux encore k-antichaines ou K-
antichaines (2 ne contiennent de points distincts comparables relativement
a <g).

Par conséquent, la relation

(2.8) . wpR = URa (wpR) (a <wy)

montre que wx R (et & plus forte raison ox R C wiR) est 'union de R; de ses
antichaines (Cantor). Le nombre R; n'y peut pas étre baissé comme le dit
le théoréme 2.1 que nous allons prouver.

THEOREME 2.1. L’ensemble ordonné o R (et wiR) est l'union de R;
de ses antichaines. Le cardinal N1 n'y peut pas étre baissé.

Tout d’abort, pour chaque v # ¢ € wR on a
—00 < supa = supz < 00.
r€a

Side plus a € oR, on y a le signe < au lieu de <.

LEMME 2.1. Soient a € oR, z € (supa,-)r, pour chaque K-
antichaine A C wiR il existe un élément e dépendant de a, A, z, soit

e = ¢(a, A, 1)
tel que
(2.9) e€a(T)r
{(2.10) ’ a<ge
(2.11) supe < =
(2.12) ANnfp(a, A, z), Yoy (2)n = v (vide).

Dans le cas contraire, on aurait un triple a, A, z tels que, pour aucun e € oR
les conditions (2.9)-(2.12) ne seraient vérifiées. Or, I'ensemble (—, z)r étant
dense, l'existence d’un e vérifiant (2.9), (2.10), (2.11) est immédiate. En
conséquence, pour chaque e verifiant ces trois conditions-1a on aurait un

a'EAﬂ[e,-)X, X=0’k(-,£L‘)R.
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En particulier,
a<pe<pd, supad <z =z €A

En conséquence, @’ pourrait prendre le réle de a, et l'on déduirant un a”
vérifiant
a’ <xa”’, supd <supa’ <z, o'€A

On aurait donc o’ <i a”, contrairement & ce que a’,a” appartiennent &
Pantichaine A.

Ceci étant, prouvons le théoréme 2.1. Soient a € og et = € (supa,-)r
quelconques. Soit A, (n < wp) une wp-suite d’antichaines C o R.

Considérons 1’élément €° = ¢(a, Ag,z) dont on parle dans le lemme
2.1; Pélément € satisfait aux conditions qu'on déduit des conditions (2.9)-
(2.12) en y substutuant A au lieu de A. D’une fagon générale, soit 0 < n <
wp; considérons ’élément

en = (p(en—l ? An, z);*)

celui-ci satisfait aux conditions qu’on obtient des (2.9)-(2.12) en y substi-
tuant e" "1 et A, au lieu de a et A respectivement. En particulier, on aura
ainsi pour tout 0 < n < wp:*

(1) ‘ e" €o(-,z)r

(n2) el < et

(n3) supe® < z

(n4) - An N [€" )or(-2)n = -

On déduit de (n2) que e® (n < wp) est une wp-suite croissante > a; en
posant

e=Ue" (n < wp)

e sera bien ordonné et appartiendra, d’aprés (n), & (-, z]g donc

e€o(-,z')r, 7' € (z,)r-
Or, e" < e(n < wp) et d’aprés (ny4), non aura,
AnNe,)o(z)r = vide,

*)EDITORIAL NOTE: There is a mathematical error here which shoud be corrected
by simply chosing at the same time also a strictly decreasing sequence z, of reals and
replacing the z of (n1), (n3) and (n4) by zn
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ce qui veut dire que I’élément e € op n’appartient & aucun A, (n < wp).
Ainsi on a prouvé non seulement le théoréme 2.1 mais celui-ci qui est plus
précis:

THEOREME 2.2. Quels que soient les antichaines A, C xR (n <
wp), et les éléments a € oR, z € (supa,-)r, ensemble

:L')R \ UA" (n < wo)

est non vide.

Etant donné que wR C PR (= l'ensemble de tous X C R), il est
intéressant de comparer le théoréme 2.1 au

THEOREME 2.3. L’ensemble ordonné (PR;C) est lunion de 2% de
ses antichaines; le cardinal 2% n’y peut pas étre baissé.

La premiére partie du théoréme 2.3 provient de ce que kPR = 2%o3
et que PR est I'union de v et de ses sous-ensembles uniponctuels, ceux-ci
aussi bien que v étant, par convention, antichaines. Que le nombre 2%° dans
le théoréme 2.3 ne peut pas étre baissé, cela provient de ce que (PR; Q)
contient une chaine de puissance 2%¢; telle est par exemple la chaine L
composée des portions initiales de R. Or, toute famille F d’antichaines
épuisant PR vérifie nécessairement kF' > kL, étant donné que k(AN L) <
1(AeF).

3. Applications croissantes de o R dans R ou R*
L’application

(3.1) supz (z € oxR)

de o R dans R est croissante, bien qu’elle ne pas strictement croissante. Or,
il est facile d’en fabriquer une strictement croissante; ainsi par exemple si
Tn (n < wg) est une bonne ordination totale de R et si 'on pose ¢(rs) =

('n.+1)2’ il suffit de poser f(v) =0 et

[(X)=) 0@ (z€X)

3kX = le cardinal de X

4Pour un ensemble ordonné E nous désignons par E ce qu’on obtient comblant
chaque lacune de E par un éleément.
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pour chaque v C X C R, pour se convaincre que f est une application
strictement croissante de ’ensemble ramifié o R dans la chaine des nombres
réels.’

Nous nous sommes alors demandés (v. [3, p. 1033], [4, p. 160]; [5,
p-841]) si I'on pouvait exiger qu'une transformation pareille transforme o R

non seulement dans R. mains aussi dans R, R étant dense partout dans R.
La réponse (négative) & cette question résulte du

THEOREME 3.1. Il n'y a aucune transformation strictement croissante
de Uensemble ordonné opR dans Uensemble R; au contraire, quelle que
soit la transformation strictement croissante f de oxR dans R, Uensemble
forR\ R est non vide.

En effet, si une application pareille, soit f, de oxR dans R existait,
on aurait pour chaque r € for R Vantichaine f~!(r) des z € o R vérifiant
f(z) =r. Alors, la formule

aR=Jf'),  (r€foR)

fournirait une décomposition de o R en Ry de ses antichaines, contrairement
au théoreme 2.1.

Voici encore quelque théorémes se rapportant aux théorémes 2.1 et
3.1.

THEOREME 3.2. Il y a un ensemble bien ordonné ramifié T¢ non
décomposable en Wy de ses antichaines, bien qu’il y ait dans T une fonc-
tion réelle strictement croissante (cf. [3, p. 1033], [5, p. 841]). Il suffit de
considérer T = o R.

THEOREME 3.3. S’ eziste une transformations strictement croissante
d’un ensemble bien ordonné ramifié T dans une chaine S et si Sy est un
sous-ensemble de S partout dense dans S, cela n’entraine pas nécessairement
lezistence d’une transformation strictement croissante de T dans Sy (cf. le
probléme 23.3.2 dans [6]).

Pour le voir, il suffit de considérer le casou T =oxR, S1 =R, S =

~

R.

5Quant & la théorie générale des transformations monotones des ensembles or-
donnés v. [5].
6 J'appelle tableau ramifié tout ensemble bien ordonné ramifié (cf. (1}).



Sur les fonctions réelles dans la famille ... 233

THEOREME 3.4. Il y a une chaine S (par ezemple R) telle que
Uensemble ordonné wiS ne soit transformable dans S par aucune trans-
formation strictement croissante.

Le cas S = R le prouve’.

THEOREME 3.5. Il y a un ensemble ordonné E vérifiant ywiE = w;
et qui est l'union de Ng de ses antichaines.

If suffit de désigner par E Pensemble des = € wi R vérifiant supz € R.
A ce propos, notons le

LEMME 3.1. Pour chaque ensemble ordonné E, on a ywF =
Y(wk(wi E)).

4. Ordonnance naturelle de w; R et de o, R;
chaines w R = (wR; <), o R = (o R, <;).

Il y a une extensions totale bien simple de I'ordre partiel wi R; en effet
si pour z,y € wR l'on definit

(4.1) <1y

si et seulement si ou bien £ < y ou bien T, (z,4) < Yu(z,y), ONE Prouve que
I’ensemble ordonné (wR;<;) ainsi obtenu est totalement ordonné®. A ce
propos il est intéressant qu'on a les trois lemmes 4.1, 4.2, 4.3 que voici:

LEMME 4.1. Sia € o R, l’ensemble
(4.2) [a,)o,.r des @’ € okR,

vérifiant a < o’ est une portion non vide de la chaine (o R; <;); autrement
dit, si

(4.3) a<kz, a<xy, 1251y, alors a<kz;
en conséquence, l'ensemble (4.2) contient un intervalle non vide de o1 R.

LEMME 4.2. Sia € oixR et ¢ € oxR\ [0,")s.r alors, pour chaque
a < T € o R, les relations ¢ <3 a,c >1 a respectivement entrainent ¢ <i z
et z <1 ¢ respectivement pour chague a < z € oxR.

"Le probléme comment, & ce propos, se comporte la chaine des nombres réels reste
ouvert. .
8Le fait subsiste en y remplacant R par une chaine quelconque (cf. I'ordonnance
naturelle dans {1, p. 87, 127] et (2, p. 6.]
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LEMME 4.3. Sia <; b,a,b € oR,(a,b)o,r # v, alors il ya un c €
(a,b)s,r tel que ¢ € (a,b)s, r pour chaque ¢ < ¢ € oR (cependant, la
conclusion ne subsite pas nécessairement pour chaque ¢ € (a,b),, r).

Le lemme 4.1 étant une conséquence du lemme 4.2 prouvons celui-ci.
Or, le lemme 4.2 est évident si ¢ <x a. Reste le cas ou c ||x a. Examinons
le cas ¢ <; a donc ¢, < a,, avec v = v(a,c). Si a <i T € 0%, on aura aussi
z, = a,, donc ¢, < a, et par conséquent ¢ <; . D’une fagon analogue, on
examine le cas a <7 ¢.

Prouvons le lemme 4.3. Par supposition a <; b; donc a <j b soit
a, < b,, o v = v(a,b). Sia < b il suffit de considérer ¢, € (sup b, ") et
de poser ¢ = a U (cq); 8i a, < n,, il suffit de considérer ¢, € (a,,b,)r et de
poser ¢ = {ag ... a¢...c, }{{ < v); dans les deux cas, ¢ vérifie les conditions
du lemme 4.3.

Ceci étant, prouvons le

THEOREME 4.1. Quelle que soit l'antichaine A de l’ensemble ordonné
(cR; <), A n’est nulle part dense dans la chaine (cR; <1).

. Suppons que le théoréme 4.1 ne subsiste pas. On aurait donc une
anticaine A de o R et un intervalle non vide I C 01 R dans lequel A serait
partout dense. D’aprés le lemme 4.3 il y a un ¢ € oR vérifiant [¢, ), r C I.

Or, puisque ¢ € oR, chaque successeur immédiat c* de ¢ dans o R
a au moins deux successeurs immédiants, mettons ¢/, ¢’; ceux-ci n’étant
pas consécutifs dans o; R, on aurait, A étant supposé dense dans I, un a
vérifiant

(4.4) ac€e An(d,or -

On n’a pas a <; ¢, puisque ¢ <; ¢,c <z c’, ce qui impliquerait a <
¢, a <j ¢, contrairement & (4.4). On n’a pas ¢ <; a non plus; puisque
cela impliquerait (a,)o, 2 C (¢,")o,r C I; d’aprés le lemme 4.1, 'ensemble
(@, *)e, g serait une portion non vide de o} R et contiendrait un point a’ € A;
se qui est impossible, A étant une antichaine ne peut contenir le couple de
points distincts a,a’ comparables. Reste le seul cas logiquement concevable:
a ||x ¢ donc soit a, < ¢, et donc a < ¢ soit ¢, < a, (avec v = v(a,c)) et
donc ¢ <; a; le premier cas ne peut pas se produire; c’est qu'on en déduirait
a <y, a<;c contrairement i (4.4). Mais, le cas a, > ¢, n’est pas
possible non plus; c'est que ¢, = ¢, = ¢, et a, > ¢, a, > ¢ et par
conséquent ¢’ <; a, ¢’ <1 a” contrairement & (4.4).

Ainsi le théoréme 4.1 est prouvé.
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ENSEMBLES ORDONNES ET LEURS
SOUS-ENSEMBLES BIEN ORDONNES

On attache 4 chaque ensemble ordonné E Varbre wE des sous-ensembles de F,
ceux-ci étant ordonnés par la relation < i ou < (i) ot A < (i) B dit que A est une portion
initiale de B. L’arbre wE n’est pas transformable d’une fagon strictement croissante en
E (théortme 1).

Soit E = (F; <) un ensemble ordonné (totalement ou non totalement).
Désignons par vE le premier nombre ordinal qu’on ne peut pas plonger par
similitude en E. On n’a donc pas vF < tE, tF désignant le type d’ordre de
E. ‘

Soit wE la famille des sous-ensembles bien ordonnés de E; soit cFE =
{z|z € wE, z # v, z borné du cdté droit}. Soit (4, B) une paire ordonnée
d’ensembles ordonnés A, B.

Nous désignerons par 1 (A, B) la famille des transformations uniformes
strictement croissantes de A en B. Par conséquent, si f €t (A, B), alors
f(a) € B pour chaque a € A et la relation a < o’ dans A entraine f(a) <
f(a') dans B. L’ensemble vide sera désigné par v.!

@ étant I'ensemble ordonné des nombres rationnels, nous nous sommes
demandé si 1 (w@,Q) = v ou # v et si (0@, Q) = v ou # v. Nous avons
prouvé que c’est le signe = qui y a lieu. Il en est encore ainsi en y remplacant
Q par 'ensemble ordonné R des nombres réels?.

THEOREME 1. 1 (wE,E) = v pour chaque ensemble ordonné E
(Vordre de E étant total ou partiel).

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. C. R. Acad. Sci. Paris 242 (1956), 2202-2203.
(Note présentée par M. Arnaud Denjoy, au séance du 23 avril 1956)

LC’st que le chiffre o est réservé pour d’autres buts; d’autre part, il nous parait
peu naturel de désigner I'ensemble vide par @; plutét, il serait préférable que @ désigne
un ensemble # v. ]

2Voir Bull. Internat. Acad. Sci. Zagreb 12 (1954), p. 35-42; Bull. Sci. Yougoslave
2 (1954), p. 9. M.S. Ginsburg a bien voulu me communiquer une autre démonstration
de la méme proposition.
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Supposons par contre que f €t (wE, E). Soit eg = (v), e1 = feo.
Définissons, pour chaque 0 < a < yE, ’ensemble e, comme e, U fe,—1
ou | J eq,, suivant que o — 1 existe ou n’existe pas; o y parcourt 'ensemble
I{c) des ordinaux < . Par récurrence, on prouve sans peine que e, € wE
et e, = a. On en déduirait également ’ensemble e,g € wE et vE < tE
ce qui est absurde.

E étant ordonné (totalement ou non), soit AS la borne inférieure des
cardinaux des familles F' des antichaines de S, I'union des X € F étant F.

THEOREME 2. Si AE < N,, alors t(E,n,) # v, 8, étant régulier
(pour o = 0, voir notre article dans Rev. Cienc. Lima, n® 434 (1940), p.
837, th. 1).

THEOREME 3. Soit 04Q lextension de l'ordre partiel [ono; < (5)]
obtenue en ordonnant alphabétiquement les éléments de 0Q non comparables
par la relation < (i). oxQ est une chaine ordonnée dont Uespace ordonné
est de premiére catégorie. Il n’y a aucune famille dénombrable d’antichaines
de [0Q, < (?)] dont la réunion épuiserait oQ.

Un théoréme analogue subsiste en y remplagant @ par ’ensemble R
des nombres réels.

Démonstrations, extensions, etc... paraitront dans une autre publi-
cation.




PARTITIVE SETS AND ORDERED CHAINS

Introduction

Partitive sets PS are of fundamental importance. In particular, the
theory of ordered sets is a part of the theory of the inclusion order of sets
of the form PS.! Many problems concerning PS are still unsolved; thus for
instance the question of the cardinals kS, kKPS, of the supremum, koPS, of
the cardinals of the chains C PS etc.

It is very interesting to observe that in the case of well ordered sets,
W, the sets PW may be totally ordered to become 2(W) or 2" and to serve
as universal chains. Already Hausdorff [1], [3, p. 182] considered for each
chain C and each ordinal o the set C*" or C(a) ordered lezicographically
and consisting of all a-sequences of elements of C. He proved in particular
that the chains 3(w,) have the property to contain isomorphically each
chain. Sierpinski [6] has proved that also the chains 2(w,) have the same
property of universality. Now we are going to prove that 2(w,) and 3(ws)
are identical from the point of view of ordering and, moreover, that for each
ordinal o the chains 2(wy), 3(wa); V(wae) (1 < v < w,) have an egual order
type, i.e. that each of these chains is similar to a part of each of them, a fact
that is a remarkable extension of the cardinal number relation 28e = YR
(1 < v € w,). We shall see (T. 4.1) how closely connected are the ordered
sets PI(wy) and 2(wq) (cf. Def. 1.3). Therefore, the chains 2(w,) have in a
certain sense a privileged position; the more so it is interesting to note that
the chains (n + 1)(wa) (1 < n < w,) are ordinally identical (cf. §6).

The subject of this paper is linked up with the researches of Cantor,
Hausdorff, Sierpinski, etc. In particular the famous pantachy problem of Du

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. Rad JAZU 302 (1957, 205-235 (Accepted on Feb.
21, 1956 at the session of the Division of Math. Phys. and Tech. Sciences.)

In fact, (E; <) being any ordered set, let Eq be the system of all the sets [z, —)g
(z € E), [z, —)E meaning the set of all the points y € E satisfying y > z. Obviously,
Ey C PE and the mapping z = [z, —)g (z € E) is a similarity mapping of (E; <) into
(PE; D). (For the case of chains, cf. 1..2.6).
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Bois Reymond ([1, §69]; also Hausdorff {2, 151-159]) is closely connected
with our cardinal function K; or with the operator ko PS (v. Def. 7.3). The
question is connected with the following problem of Knaster (v. Sierpinski
[1] and [3, 120]); Does there ezist a chain C of power > 280 having an
everywhere-dense subset of power < 2%0? In our functional notation (cf. Def.
1.1, Def. 2.1): does there ezist a chain C satisfying k,C < 2%, kC > 2%o
or, in Kuratowski’s wording, is there a class of > 2R linear sets that are
pairwise comparable with respect to C (v. Sierpinski, ibidem)?

This paper consists of 10 paragraphs. In §1 a number of elementary
definitions is reproduced and a strengthening (cf. T. 1.1) of the equality
kPS = 2%5 is given (cf. Def. 1.1; 1.6). In §2 (cf. T. 2.1) a necessary and
sufficient condition is found for the chains representable in (PS;C). In
§3 several definitions concerning complexes are given; especially, a general-
ization of the lexicographical ordering of complexes ~ natural ordering ~ is
emphasized. The complex calculus is shown in §§3 and 6 to be a very handy
tool. Thus as an analog of the cardinal number relations

(0.1) k2(wg) = kn(wg), ie. 2% =n® (2 <n<wp),
it is shown (T. 5.1), that the corresponding ordinal relations hold:
(0.2) t2(wg) =tn(wg)  (2<n <wpg);

in particular that the lexicographic order of 3(wg) or the one of wg(wp) is
representable in the lexicographic order of 2(wg); this is more interesting
because the last order is isomorphic to the ordering of PI(wg) by the use of
the sum modulo 2 (Def. 4.3) of elements of PI{wg) (cf. T. 4.1). In §§7 and
8 the numbers k¢S, k55 and K are introduced and in terms of k5 and kg
respectively the characteristic properties of finite numbers are given (Cor.
7.1, Cor. 8.1). While the number k5 P(m) is easily evaluable (T. 7.1), the
question of evaluation of the numbers kgP(m), K;(m) is very difficult as
far as it is connected with the problem of the cardinal exponentiation (cf.
T. 8.1-3). In §9 a special kind of isomorphism (cogrediency of orderings
or strong similarity) is introduced on the one hand as a counterpart to the
weak similarities or preorderings occurring in §4 and, on the other, to have
something that, in the transfinite field, would correspond to the elementary
permutations and inversions. In §10 the question of mazimal chains in
partitive sets is especially emphasized. As a synthesis of work of many
mathematicians over a period of almost a century we shall prove the great
theorem 10.1 showing the particular importance of the study of eztremal
phenomena also in the realm of partitive sets.
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§ 1. Set A (B). Partitive set PS (S any set)

Definition 1.1. kX or k denotes the cardinal of X. E.g. kwg = Ry,
k8 = 8, kn = Wq, kRy = R,. For any cardinal number a we put k(a) = a.

Definition 1.2. For any ordered pair of sets (Sp,S1) we denote by
S0(S1) the system of all uniform functions from S to Sp, i.e. f € So(S1) is
equivalent to the statement that f(z) € Sy for each z € S;.

Definition 1.3. For any ordinal (cardinal) number ¢, I{a) means the
set of all ordinal (cardinal) numbers, each of which is < a. E.g. I(0) = v
(= void set); I(Ro) = I{wo), I(w1) =0,1,2,... ,wo,wg +1,...

Definition 1.4. For any numbers a, b let a(b) = I{a)(I(b)). In partic-
ular 2(w,) consists of all dyadic w,-sequences, i.e. for each f € 2(w,), f is
a wqo-sequence of digits 0,1, thus fr = 0, or 1 for each { < w,. Similarly,
3(we) consists of all triadic w,-sequences.

It is known that, by definition (cf. Cantor [1, 288]), k(A(B)) =
(kA)®B); in particular 2% = k(2(wa))-

Definition 1.5. The characteristic function ¢x of a subset X of S is
defined to be 1 in X and 0 in S\X.

Definition 1.6. The partitive set PS of S is the system of all X C S.
Thus X C § & X € PS; in particular v € PS, S € PS (v means the void
set).

LEMMA 1.1. If X € PS, then px € 2(S) and vice versa; if f € 2(S),
then f~1(1) € PS and ws-11) = f. The mappings X - ox, f = X
are biunique. Thus kPS = 255,

LEMMA 1.2. IfX CY C S, then px(s) < py(s), (s € S) and vice
versa; if f, g € 2(S) and f(s) < g(s) for each s € S, then f~1(1) C g~ (1);
here = reads: if and only if f(s) = g(s) (s € §). '

Definition 1.7. (PS;C) means the set PS ordered by C; dually,
(PS; D) means the same set ordered by 2.

Definition 1.8. A = (A; <) being an ordered set, the cardinal ordering
of A(B) means that for f, g € A(B):

f=g& f(b)=g(b) (b€ B)
f<ge f#g and f(b) <g(b) (be B) (cf Birkhoff {1], {2]).

Of course, f < g means f = g or f < g; generally neither f < g nor g < f.
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Definition 1.9. For ordered sets (S1;<1) (S2;<2) the relation t5; <
tSe or tS, > tS; means that (S1;<;) is similar to a subset of (S3; <3);

tS1 =t5; & tS5; <15, tS; <18y,
tS; < tS; & tS) <t9;, tS; £S5,

tS} = tS; means that S; and S, are similar.

THEOREM 1.1. The ordered set (PS;C) and the cardinal ordering
of 2(S) are similar. In particular the mapping px (X € PS) as well as the
mapping f~ (1), (f € 2(S)) represent a similarity.

E.g. let f,g € 2(S) and f < g; we have to prove that f~1(1) C g~(1).

Now, if z € f~1(1), then f(z) = 1, and, because f(z) < g(z) € {0,1},
we obtain g(z) = 1; hence, z € g7 (1) etc.

The T. 1.1. is a strengthening of the famous theorem kPS = 2F5,

LEMMA 1.3. If the sets Sy, Sa are equivalent, then the sets (PSy;C
), (PS2;C) are similar, thus also the cardinal orderings 2(S)), 2(S>) are
similar. And also reciprocally.

Symbolically: if kS1 = kS then

tPSy = tPS,, (1)
t2(S1) = t2(S2); and reciprocally. 2)

The lemma is obvious: if f is a one-to-one mapping of S; onto S,
then putting for each X € PSy:g(v) = v, gX =, f(z) (z € X), g is
an isomorphism between PS; and PS>. Reciprocally, each isomorphism g
between PS;, PS; reduces for one-point sets C P.S to a one-to-one mapping
of S; onto S3. The isomorphism (2) is an obvious consequence of (1) and
of T. 1.1. )

Definition 1.10. For any cardinal number a we denote by P(a) or Pa
the cardinal of PS where S is any set of power a.

LEMMA 1.4. The ordered set (PS;C) is similar to its dual; the
cardinal order in 2(S) is similar to its dual.

To see it, it is sufficient to consider the mapping X — X’ (= comple-
ment of X) = S\X and the mapping f — f’, respectively, where, for each
s€S, f'(s) =1~ f(s).
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§ 2. Numbers k;C, k;C (C any chain).
Definition 2.1. (Separability degree kiC). C being an ordered chain
let i

(2.1) kC =IptkX, (X COC)

each X being everywhere dense on C in the sense that each open non-void
interval of C contains at least one point of X. The number k;C may be
called the separability degree of C. E.g., for a real continuum C one has
k1C = Ro.

Definition 2.2. For a chain C we define k2C as follows:

(2.2) koC = SupkF, F
F

running over all disjointed systems of non-void open sets (intervals) of C.

The interconnection of the numbers k;C, kyC is closely connected
with the Suslin problem.

LEMMA 2.1. For each chain C, k,C > koC.

LEMMA 2.2. k1C < kC < 28C; for any finite C, k,C = kC.

We will restrict ourselves to considering any transfinite chain C. To
prove that kC < 2%:C| let M be any subset of C everywhere dense on C
and such that kM = k,C; let F be the system of all sets

1) ' (zlm (z€0);
naturally, ¥ C PM thus

(2) kF < 2FM = ok1C,

Now, the mapping (1) is of the type (1,< 2), i.e. the mapping is
uniform and on at most 2-point sets C C it may be constant; therefore
kC < 2kF = kF, which with (2) yields the L. 2.2.

LEMMA 2.3. Let M be an ordered set; let C C M be a chain, and
X € M, so that each ¢ € X is comparable to each c € C. If every non-void
open interval of C contains a point of X, then k;C < kX.

Proof. At first, let C; be the set of all isolated points of C. Then

@) kC; < kX, kC; < ksC.
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Namely, the points of C; can be separated simultaneously: to each ¢; € C;
we can associate an interval I(¢;) of C, so that I{¢;)NC; = {¢;}. Since each
set, which is dense everywhere on C crosses in particular each I(C;) # v,
one concludes immediately that (1) holds. Now, if kC; = k;C, Lemma 2.3
is proved by (1). It remains to consider the case kC; < k;C. Considering
the set C'\C;, C' has no isolated point and obviously k;C’ = k;C. Again,
each non-void interval I of C’ crosses X; but I is infinite; in particular, if
c1 < ¢g < ¢3 < ¢q < 5 are 5 points of I N C, then there are points z;, 22 of
X, so that ¢; < 21 < ¢3 < T3 < cs5; thus to I is associated an interval

(2) ((L‘]_,.’Bz)c'l #v with z,z; € X.

Hence, if F' denotes the system of all intervals of the form (2) and to each
i € F' we associate a point p; € i N C’ (the existence of p; is visible from
(2), it means that k;C’ < kF. Since kF = kX? = kX, we conclude that
kC'<kX. QED.

LEMMA 2.4. Each chain C C PS satisfies kyC < kS; in other words:
IftC < tP(m), then kyC < m (m being a cardinal).

In fact, let us consider the union

(1) So={JX (Xeo)
) X

of course, Sy C S, thus kSy < kS. For each z € Sy let I, be the intersection
of all the elements of C, each of which contains z. To prove that the set Cy
of all the I, (x € Sp) is a subset of PS, which is order-dense in C: if Ey,
E,, E; are any 3 elements of C such that E; C E, C E, thereisan X € Cg
satisfying By C X C E3. Now, let e; € Ej\Eg, e2 € E;\E; obviously
Eq C I, C E, C I, C E;; consequently, By C I, C Ej, I, € Cy,
I, € 5p. On the other hand kSy < kS. According to the L. 2.3 k;C < kSp;
and that with kSy < &S proves the L. 2.4.

LEMMA 2.5. For each chain C C PS the set C(1) of all points of
C each of which is a unilateral limit point of C has at the most kS points:
kC(1) <kS.

Let L and D be the system of all left and right limit points belonging
to C(1) respectively. Obviously, LUD = C(1), LN D = v. Now, for each
z € L (except the case when z happens to be the last element of C) the
immediate + € C is well defined and z\z # v; also for each y € D (except
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that y is the initial element of C) the immediate predecessor y~ € C of y is
determined. The sets

z*\z, y\y~ (z€L, y€D)

are pairwise disjoint and form a subsystem F' of PS. Obviously kF < kS.
Since, on the other hand, kF = kL + kD = kC(1), we have kC(1) < kS.
Q.E.D.

LEMMA 2.6. Let C be a chain such that k,C < kS and kC(1) < kS;?
then C is similar to a subset of (PS;C). (cf. L. 2.5 for C(1)).

Proof. Let C’' be a subset of C dense everywhere on C, and such
that kC’ = k,C. Since, by supposition, each of the cardinals k;C, kC(1) is
< kS, we have also k(C" U C(1)) < kS. Consequently, there is a one-to-one
mapping f of the set B = C’ U C(1) into the set S; thus fB C § and
PfB C PS. Now, consider the transformation:

(1) flel=f(zls (z€C);

thus for each ¢ € C f[z] consists of all the points f(z’) where 2z’ < =z,
z’ € B. We say that (1) is a similarity transformation of C into PS. In
fact, let z,y € C and z < y; to prove that f[z] C f[y].

At first, if z, y are not consecutive points in C, and because C’ is dense
on C, there is an element of C’ located between z and y. If, on the contrary,
y succeeds immediately to z, then either y is isolated, thus y € f[y] or y is
a unilateral limit point, hence y € C’, and again y € f[y].

The Lemmas 2.3-2.6 yield the following general

THEOREM 2.1. Let M be any set; in order that an ordered chain C
be stmilar to a subset of PM, it is necessary and sufficient that both:

1) k1C < kM, kC(1) < kM,

where C(1) denotes the system of all unilateral limit points of C; symboli-
cally, for any chain C and any transfinite cardinal number m the relations

tC < tP(m)

and

2C(1) denotes the set of all unilateral limit points of C.
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are equivalent.

Cf. also Novotny [1]. The case of denumerable sets M yields the
following corollary due to W. Sierpinski [2, p. 241)].

COROLLARY 2.1. In order that a chain be similar to a subset of PN,
N being the set of natural numbers, it is necessary and sufficient that C be
similar to a set of real numbers.

LEMMA 2.7. For each ordered chain C and each set M satisfying
k1C < kM there is a chain Cy C PM, so that kC = kCy, k,C = k1 Cp.

Proof. Let C(1) be the set of all unilateral limit points of C. If
kC(1) < kiC, then, according to T. 2.1, the chain C is representable in
PM, and the L. 2.7 is proved. On the other hand, if kC(1) > k,C, then the
consecutive limit points of C form a set C, of power = kC(1) thus kCy >
k1C. Now, dropping the right point in each such couple of consecutive limit
points of C one gets a chain C; C C satisfying kC; = kC, k1C3 = k,C
and kC3(1) < k1Cs [C3(1) is the set of all unilateral limit points of Cs}. In
virtue of the T. 2.1 the chain C3(1) is representable in PM by a model Cy
which is the set required by the L. 2.7. Q.E.D.

§ 3. Natural ordering of complexes.

Definition 3.1. For a sequence or complex s we denote by s the
rank or length or the degree of s; consequently, for each £ < «s, s¢ is a well
determined term of s; we might also write s¢ € 5.3

Convention 3.1. Each sequence (complex) s may be considered as
ordered, so that for any &,&’ < -ys the set {£,£'} should be similar to {s¢, s¢/}
by the mapping £ — s¢ (cf. Kurepa [2, p. 44 convention 1}).

Definition 3.2. The ordinal sum of complexes s, s’ is the complex s+ s’
of rank s + s’ so that

(1) (sgs)g =8¢ or s

according as £ < ysor ys <€ <ys+vs'.
In general, s being a sequence of sequences s¢, the ordered sum

(2)

+ s
s 3

31t is convenient to put yM = M for any set M; then ¢ < YM is to be read as
¢ € M. Thus each set, space etc. may be considered as a complex.
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is defined as the sequence obtained by juztaposition of sequences s¢ (§ < ys).
In particular, each sequence, s, is to be considered as the ordinal sum of its

terms: s =+ S¢-
£<ys

Consequently, the rank - is a distributive operation.
E.g. (2,3,5)+(0,0,0,0) = (2,3,5,0,0,0,0)

and for the corresponding ranks one has 3+4 =7.

Convention 3.2. Let s be a complex (sequence) and v > vs; then
s may be considered as a complex ¥ of rank v, so that its terms of order
> 7s are v {vacuous): (:) ¢ =3¢ or v according as { <7sor{ 2 vs. Eg.
{0,0,0) = (0,0,0,vvv ...). Naturally, v has the usual arithmetic of its own.

Definition 3.3. For any ordered pair (s, s’) of sequences we denote by
i(s,s") or i or e(s,s’) the mazimal initial portion of “indices” ¢ satisfying

4 se=s¢ (§{<els,s))

in particular let e(s, s) = s {cf. Def. 2.1).

Definition 3.4. (C relation) s, s’ being sequences, let sG s’ or s> s
mean vs < 7§, 8¢ = s¢ (£ <s). Naturally, sC s’ or s'2 s means sG &'
ors=s'.

Sometimes it is convenient to denote & by {. This relation is the
very basis of the theory of ramified tables. (Kurepa [2, pp. 84-87)).

C being a chain, it is known that for each ordinal a Hausdorff [1]
(cf. also Bernstein (1, p. 51]) introduced the lezicographical order in the set
C(a) of all a-sequences extracted from C, so that for distinct elements f,
g € C{a) he defined:

f<gin Cla)& fitr,9) < Gi(s.9) In C.

The set C(a) becomes a (<)-chain or I-chain (read: lezicographic chain).

LEMMA 3.1. Given any system S of complezes, the logical sum of
G -ordering and of the lezicographical ordering of S yields a total ordering
of S. (Natural ordering of complexes in Kurepa [2, p. 87, 127]).

The simplest way to prove the lemma is the following:

Definition 3.5. Let vS = Sup~ys (s € 5).
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Then each sequence s € S is to be considered as a sequence s' of degree
98 so that s; = s¢ (£ < 7s) and s; = v (vacuum) for each ys < § < 7S
provided that ys < .S and that v precedes each point occurring as a proper
term in any element of S. Thus we obtain the system S’.

Eg if S=1{(1,23),(2),(24),1,23,...)},
then S’ is to be considered as the system
{(1,2,3,v,v...), (2,v,0,v...), (2,4,v,v,...), (1,2,3,...)}.

Of course, the mapping s — s’ (s € S) is a one-to-one mapping of S onto
S’; but the lexicographical ordering of S’ yields a chain; the transfer of that
order onto S by the map s + s’ yields a total order in S, which obviously is
" an extension of both the C-order and the alphabetical order defined for the
l-incomparable elements of S; the ordering of S thus obtained is its natural
order. ’

As an illustration of the usefulness of the preceding considerations let
us mention the

LEMMA 3.2. For each ordinal o the natural ordering of

(1) U2(eo) (a0 <)

yields a chain which, for each limit number a is everywhere dense on the
set 2(a). The same statement holds if instead of 2 we read here any ordered
chain C as having a first and last element (cf. Def. 1.4). Note that sets (1)
and 2(a) are disjoint.

Let a be a limit ordinal A; then for each dyadic a-sequence z of the
form z = (zoz;...0,1,1...) we have z+ = (zoz,...1,0,0...) ie. for each
B < o and each y € 2(8) the A-sequence y40+{1}_p4+n is the immediate
predecessor in 2(a) of the A-sequence y+1+{s}g+a; and, reciprocally, each

couple of consecutive points of 2()\) is of that form. Now, prove that (1) is
dense on 2(a) for a = A: if s, s’ are non consecutive in 2(A\) and s < ¢,
then there is an z € (1) such that s < z < §’. Let i = i(s,s'); then s; =0,
s; =1 Let v =—i+ o If (4,0)y # {0},, we can put z = (-, i}y +{v}..
If (4,a)s» = {0},, then necessarily (i,-), # {1}, because (-,4),+{1}, and &’
are consecutive in 2(a). Thus there is a £ € (i, @) such that s¢ = 0; putting
then = = (-,£),£(1)+£{0}, we see that s < z < s’ and = € 2(a).
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Remark 3.1. The same conclusion holds for C()), 0 and 1 denoting the
first and last elements of C; if C is not limited, then C'()\) has no consecutive
points; C' is any chain.

Definition 3.6. For any ordered pair (b,a) of cardinal numbers let

b
@~ =) a® (v. Tarski [1, p. 188, Def. 4]).
z<b

Definition 3.7. For any ordered pair (3, a) of ordinal numbers let

Ha(B) = | B(e).

§<wa

Thus H,(B) consists of all < w,,,‘-sequences4 of ordinals < 8. The cases
1 < B < wy and particularly § = 2 are of special importance. Thus, for
example,

H(2)=J2(0) (€ <w).
£

LEMMA 3.3. Ifb>2, then

a+1

B > 2 >Ry RS =52, b T = e,

a« Ro
Since b > 2 implies va > 2- let us consider the case b = 2. For
a = 0 the formula reads 5% + b* + 4% +... > ¥ which is obviously true. If

Rq .
o — 1 exists, then 2Re-1 > R, and 2~ > 2Ra-1 thus 2R« > R,. fais a
limit number thus & = Sup, ., (¥ + 1) and R, = Sup, <, Ru41, 2% > Ry 4y,

Ra e
2 > 2% >N,.1 (v < @), hence the first relation in L. 3.3; multiplying it
by R, we obtain the second relation in L. 3.3; the third relation is a special
case of the second.

LEMMA 3.4. Ifb>2, then b< =3
As a matter of fact

=Y < Zb’“’<2&b_&bv=bv

a<Ry v<wa a<Ny

bkv.

v<wa

4i.e. of all £&-sequences, £ running over the ordinals < wq.
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Therefore the L. 3.4 holds true.
LEMMA 3.5. For each ordinal B > 1 we have (k reads “cardinal of”)

Ro
(1) kHa(B) = (kB) = 2 Ra
and in particular

kHa(2) = 2% > R; )
kHo41(2) = 2% (3)

Since the summands in the Def. 3.7 are pairwise disjoint we have

kHo () =D (kB)¥, (€ <wa);

hence by the application of L. 3.3 and L. 3.4 we obtain the L. 3.5.
On the numbers k1(2(waq)), k2(2{wq)) (cf. Def. 2.1, 2.2).

LeMMA 3.6.
(1) k1(2(wa)) = 2 = ky(2(wa));

thus
ki(2(we)) 2R (1 =1,2).

In particular
() Fi(2(wet1)) 2 2% (i =1,2);

here > reads = if a is not a limit number.

The hypothesis ki(2(wa+1)) = Ra+1 i equivalent to the continuum
hypothesis 2R = Ry 4.

At first, the set H,(2) is dense everywhere in 2(w,); therefore (cf. L.
3.2) we have

(1) k1(2(wa)) S kHa(z)'
Since obviously

(2) ki >k; (Cf L.2.1)
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the equality k1 (2(wa)) = k2(2(wa)) = kH,(2) will follow from (1) and from
the dual relation.

At first we can easily prove

LEMMA 3.7. Let £ < wq and y € 2(£); let I(y) be the set of all points
T € 2(wya) such that y+{0}., < z < y£{1}u.; then I(y) (y € 2(¢)) is a
disjointed system of k2(£) = 2% non-void intervals of 2(wa)-

B Consequently, k2(2(wq)) > 25 (£ < wy), from where we can easily
deduce that

(3) k2(2(wa)) > 2% = kHo(2).

The relations (1), (2), (3) yield the first equality in L. 3.7. That
implies, in virtue of the last equality in L. 3.3, the second equality in L. 3.7.

The remainder of L. 3.7 is obvious.
§4. On comparison of orders. Preorder operator o

Definition 4.1. Let (S;<), (9';<’) be ordered; we say that the order
in (S; <) is at least so great (abundant) as the order in (S <'}) or that (S; <)
is weakly similar to a subset of (S'; <’), symbolically

1) o(8;<) S o(S5<) or ofS';<) 2 0(8;<)

if and only if there is a one-to-one mapping f of S into S’, so that for each
chain C C (S;<) the set fC is a similar chain of (S';<’).
We also write oS instead of o(S; <).

Definition 4.2.

08 =08 < 05 <08, 05 <oS
08 <08 05 <08, oS#o0S'.

The above notion of preorder was introduced earlier (v. Kurepa [4,
p. 72]); it is not to be confused with the type order tS of (5;<) (cf. Def.
1.9) because if tS < tS’, then the transform of each antichain in S is a well
determined antichain in S, which in the case of 0S5 < 05’ need not hold. In
particular the preorder operator o enables us to compare chains, antichains
and general order sets. For instance, if in a chain C the relation oS < oC
holds, it enables us to order totally S by an extension of its partial order
(S;<): as a matter of fact, let f be a preorder mapping of (§; <) into C;
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if then for any a,b € S the relation a < b in S has to mean the same as
f(a) < F(b) in C, then S becomes a chain similar to a chain in C, so that
the new total order of S is an extension of the previous order (S; <) of S.

We may write oS = 05" if and only if S, S’ are similar, that is if and
only if S = tS’. Naturally, the relation ¢S = ¢S’ does not necessarily imply
the relation tS = tS’ (already it is so in the case of total orderings).

LEMMA 4.1. For an antichain A the relation oA < oS is equivalent
to kA <kS.

The consideration of preorder is in a certain sense the consideration
of the history of an ordered set (S; <), because the relations o(X; <) < 0S5,
kX = kS imply that the order of X may be considered as a particular state
in the evolution of order in S from its totally unordered state through (S; <),
to become a chain.

In fact, let f be a preorder mapping of X onto (S; <); then the trans-
ferring of the order from S to X by the process

r,y€X, z<yin X & f(z) < f(y) in (5;5)

yields an order extension of (X; <) similar to (S; <); consequently, the given
order (X;<) is indeed a previous state of the order (S;<). Once more it
becomes useful to mention that it is of no importance to distinguish similar
ordered sets. A very remarkable example of the past states of some linear
sets were given by us elsewhere (cf. Kurepa [5]).

Now we are going to prove the following very interesting theorem.

Definition 4.3.  The sum modulo 2 of sets A, B is the set A-;B
consisting of those points of A U B that are not in AN B.

THEOREM 4.1. For any ordinal number « one has
(1) oPI(0) < o(2(a)) (cf. Def. 1.4, 4.1)

and still more: The system PI(a) of all subsets C I(c) ordered by the re-
lation C can be mapped buiniquely not only into but also onto the chain
2(a) = 2% of all dyadic a-sequences ordered lezicographically, so that each
chain C C PI(a) is similar to the corresponding subset of 2(a): the corre-
spondence X — char. function px is such an isomorphic mapping of PI(c)
onto 2(c). In other words: the partial order of (PI(c);C) can be extended
totally, to become identical with the total lezicographical order in 2(): the
mapping f~1(1) (f € 2(a)) enables us to transfer the lezicographic order of
2(a) into (PI(a); C) by enlarging the partial order (PI(a); C).
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In other words: let PI{a) be ordered so that the vacuous set v precedes
every other element of PI(a) and that for the non-void distinct elements
X,Y € PI(a) the relation X <Y means that the first element of the sum
X —;Y modulo 2 belongs to Y; then PI{a) becomes a chain similar to 2(a),

the correspondence
X — char. function px

being a similarity between PI(a) so ordered, and the chain 2(at); in particu-
lar, for each £ < a and each A C I(£) the element AU (¢) is the immediate
successor of AU (€, a). If « is a limit number, then each pair of consecutive
points of (PI{a); C) is of that form.

Of course, (¢, @) means the set of all ordinals between ¢ and a.

Proof. It was shown earlier (cf. T. 1.1) that px (X € PI{(c)) is a
one-to-one mapping of PI(a) onto 2(I(a)) and thus onto 2(a) and even
that it is a similarity between (PI(a); C) and the cardinal ordering of 2(c).
Since the lexicographical ordering of 2(a) is an extension of the cardinal
order in 2(c), the first part of the theorem is proved. It is obvious that
AU (&, o) precedes AU (€) because the symmetrical sum mod 2 of these sets
is [¢, @) and the first element of that sum belongs to A U (¢). It remains to
prove the last statement in T. 4.1. Let us operate with the sum modulo 2.
Suppose F,G € PI(¢) and F* = G; ¢ being the first element of F-;—G, we

have i € G\F. Then G N (i,a) = v; in the opposite case there would be a
¢ € G N (i,0), which is impossible, since we should have F < G\(§) < G
contrary to F+ = G. By analogy, we prove that (2,a) C F. Q.E.D.

Remark 4.1. From the above it would seem that, in the sequence of
lexicographic orders

1) 2(8),3(8),--- ,n(B), ... w(B), ... ,

the ordering 2(8) had a very privileged position. It is the more interesting to
show that for each limit ordinal 3 the types 2(8), 3(8) are equal (although
not identical), and that for each ordinal o we have

(2) 12(we) = t3(wa)-

Consequently, 2(ws) and 3(w,) are merely representations in the different
systems of some type of ordering or of some numerical continuum obtained
by identification of consecutive points in PI{w,). In this connection we
will consider the ordinals as digits and some passages from one (finite or
transfinite) numerical system to another.
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§ 5. Ordinals as digits. Digital functions.

Ezample 5.1. Let us consider the chains 2(wg), 4(wp) consisting of all
we-sequences of digits 0,1 and 0, 1, 2, 3 respectively. We may consider that
the elements of chains 2(wy), 4(wg) are obtainable by successive partitions
of a set in 2 and 4 parts respectively; thus the first 2 steps in the case of
2(wg) are equivalent to the first step in the case of 4(wg) etc. That leads
us to denote in the 2-system the digits 0, 1, 2, 3 of the 4-system as follows
(Definition 5.1):

(1) 00,01,10,11 for 0,1,2,3

respectively, and, vice versa, to denote dyadic “numbers” 00,01,10,11 as
0,1,2,3 in the 4-system.

If that transformation is denoted [4;2], thus e.g.
2)  [42)(0) =00, [42)(1) =01, [42](2) =10, [42](3) =11,

then each sequence s of 4-digits is representable in the 2-system as the se-
quence

3) 42l(s) =& 42]s, (v <7s),
(vs denoting the degree of s); e.g.
(4) [4;2](103302) = 010011110010.

Conversely, the passage from the 2-system to the 4-system may be accom-
plished by means of the transformation [4;2]~! defined as follows for each
dyadic sequence o of even rank yo: if o = 00,01,10,11 respectively, then

[4;2]7 10 is, respectively, 0, 1, 2, 3. If yo = 27/, the partitionofo = s,
v<y’
with s}, = 2 permits to define [4;2]"'0 = +  [4;2]7's. E.g. in the above
v<y
case: [4;2]71(010011110010) reads 103302. For the wq-sequences {0},

{3}, we have as their [4;2] -images: {0}, , {1}.., respectively.
LEMMA 5.1. (1) For each ordinal o the mapping [4;2]s (s € 4(wa))
is a similarity between the lezicographic chains 4{wq) and 2(w,).

(2) For each 2 < n < wp let [2™;2] denote the mapping induced by the
following dyadic representation of the 2" digits v < 2™:

(2) 2™ 2lv = (do%1 .. . In-1),
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where

(3) (i0,41,---in-1) €2(n) and v=%  ip 2",

ng<n

Then the mapping

(4 252 =4 (252, (z€2(wa)

a2
is a similarity transformation between the lexicographic orderings 2™(wy)
and 2(wg)-

By the induction argument one sees that by (2), (3) the mapping [27;2]
is uniquely determined; obviously, it is a one-one mapping. Its isomorphic
character for the natural ordering is a consequence of the definition of the
natural ordering in the one hand, and that the mapping is isomorphic in
the chain 7(2") of all digits v < 2™.

1

The inverse of the mapping (4) exists and may be denoted [2";2]!.

5.2. [a; B]-functions (a; 8 ordinals) serve to pass from the a-system
representation to the g-system representation of sequences of a given order
v (therefore it should be better to speak of [; f],-functions to mark the
degree of the given sequences, or even to speak of the type [o; B|v;7'] of
functions to denote the degree -y of the set of sequences from which we
start and the degree of the resulting set of sequences. So for the above case
(4), its inverse mapping [2";2]~! is of the type [2;2"] or, more precisely,
of the type [2;2"|A; ] for each limit ordinal A. It is not here the place to
develop the theory of such functions, but we shall indicate some simple and
important cases. Thus, for example, given an ordinal o, each digit oy < @
can by dyadically represented by the characteristic function of I{cy) relative
to I(a); for that [o; 2]-function we have the following definition of [e;2]:

Definition 5.2.  ¥([a;2]an) = @, ([0;2]ag)e = 1 or 0 according as
§ < ag or ap < € < a; ag denotes any ordinal < «; for any sequence s of
digits, let .
a;2|s =4 a; 2]se.
os2la =t __las2lec

Thus we have a definite [a; 2]-function® which maps isomorphically the nat-
ural order of U, a(£) into that of (J; 2(¢)(¢§ < w,) for each 2 < & < w,.
In particular, that function maps 3(w,) into 2(w,) for each ordinal o.

5There is no inconvenience in that the same symbol [a; 2] be used for 2 distinct
digital functions (cf. Def. 5.1).
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We could proceed by considering special digital functions. Despite
that we are anxious to prove the following theorem of Hausdorff [1], but
which apparently was not sufficiently used and which we are going to apply
later. o

THEOREM 5.1. For each chain C and ordinals o, B we have ‘

1) tC(a)(B) = tC(ap)

i.e. the lezicographical chains

) C(a)(B), Cl(aB)

are similar. In particular, if € C(a)(B), let

3 = = .

3) T=%, %06 =%, T (Th)ag

Let I(B) x I(c) denote the lexicographically ordered set of ordered pairs
(Bo, @) (Bo < B, 0 < a); putting

(4) (xﬂo)ao =Z(goao)r T = t(ﬂoan)i(ﬂoa(’)

then the mapping

(5) z(z € C(a)(B))

is a similarity between the chains (2).

Remark 5.1. It is to be noted that, by definition, the product of
means the type of I(a) x I(8) and not that of I{8) x I(c); namely, by
definition, o = )5 o and not conversely af = 3°_ B, although there are
great practical reasons for the last definition. E.g. in high schools everybody
says 2a =a+a and not 2a =2+ 2+ ... + 2 (a times).

Proof. of T. 5.1. ' It is obvious that Z € C(af); clearly Z exhausts
C(af). It remains to prove the isomorphic character of that mapping. Let
z,y € C(a)(B) and z < y; thus z; < y; where i = i(z,y) is the first number
< B for which z,y differ; in particular, z, = y, (v < 7). Now, z,, y, are
a-sequences and consequently (Z.)a, = (Yu)ap 1€ F(vao) = Y(vao); that
means

(5) T(av)o = Ylav)o
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where, as usual (av)o runs over the ordinals < av.
Now let & = i(z;,¥;); as z; < y; that means

(mi)so = (yi')eo’ (mi)f < (yi)s-
In other words
(6) Eiso = 171'50, Tie < Pie-

Putting e = i(%,7), it follows from (5), (6) that e = ai + €, T, <
7. thus £ < ¢ in C(af). Q.E.D.

The relation (1) is due to Hausdorff (1], [2, p. 127, [3, p. 150]; cf.
also Birkhoff {1, p. 290]).

5.3. Here is a very interesting theorem:

THEOREM 5.2. Let a, v be any ordinal numbers; let v(w,) denote
the lezicographically ordered set of all mappings of I(wg) into I(v); then

(1) 2(wa) issimilarto (n+1)(w,) foreach 2<n<wy ie.

@ 12(wa) = Hn + D(wa) (2 <7 <wp)
and

(3) 2(wy) = tr{we) (2<v < wa)

(4) t(wa) =tV (wa) (2L 1,V < w,y)8

The theorem 5.2 (1) is true for & = 0 because the sets 2(wq), 3(wp) are
similar to the chain C = ¥ (.., f(z), where for each rational z € (0,1),
tf(z) = 2, and for each other z € [0,1], tf = 1. Now, the sets 2(wg), n(wo)
being similar, the same holds for the sets (2(wp))(wa), (n(wo))}(wq), which,
in virtue of T. 5.1, means that .

(%) t2(wowe) = tn(wowe).

In particular, if @ > 0 then wow, = w, and (*) yields (1). The same
reasoning applies to prove the theorem 5.2 (2) as well as the

61t is to be remarked that in (3) the sign = means < and > and generally it is not
replaceable by =.
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LEMMA 5.2. Let o be any ordinal number; then

1) tn(wa) =tn" (wa) (1<n'<w, 2<n< w);
2) tn(w” -a)=tn'(w-a) (2<n, n' <w).

In fact, 1w a = n'we thus in(l - wa) = tn(n'wa) = (in virtue of T.
5.1) = tn(n')(we) = tn™ (wa) because n(n') = n™ for finite n’; that proves
the L. 5.2 (1).

As to L. 5.2 (2), firstly, as tn(w) = tn'(w) thus

tn(w)(w” - a) = tn'(W)(W” - )

and by T. 5.1 tn(w” - @) = tn'(w - w¥ - @) what with

14w w

ww o =w ca=w*-a

implies the L. 5.2 (2).
Proof of T. 5.2 (3). Digital function |a;2|.
Definition 5.3. For any ordinal number a, let [o;2| = 0+{1}a ie.

|z 2] is the (1 + a)-sequence so that |o; 2|8 = 0 or 1, according as 8 = 0 or
0 < 8 < 1+ . In particular |0; 2] = 0. For each sequence s of ordinals let
|v;2| = v and for s # v:
;2] =& |22
TE€s

LEMMA 5.3.

(1) vls; 2| = Z(l +75y), (70 <8 = the length of s).

Yo

Given any ordinal sequences z,y; let e = e(z,y) (cf. Def. 3.3) and

(2) eo = eo(x,y) = ize — Yel;

then

(3) e=e(lz; 2l l1:2) = Y (1 +7a) + ez, ),
a<le

4) eo(lz;2],1y;2)) = 1

(5) T, % Ye & |7 2|z E ly; 2{¢ respectively.
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At first, (1) is obvious because y|a;2| = 1 + «a for each ordinal . As
to (3), from z, = ya(a < €) it follows

t [gai2l =g |ei2l (o <e(z,y))
what with
|ze; 28 = lye; 2l (B < eo(z,y))
implies
|z320e = y;2le (£ <é).
On the other hand

|Z; 2]6 = Ize;zleo (Z € {1‘, y})

which proves (4) and (5). So the lemma 5.3 is proved.

Now, the proof of T. 5.2 (3) is easy. Since, obviously for 2 < v < w,
we have 2(wy) C v(wq) the relation T. 3 (3); C T. 3 (3); is immediate.
As to the dual relation (3)2 C (3)1, it is sufficient to consider the above

mapping
I8;2] (s € v{wa))

which embeds isomorphi.cally the chain v(w,) into the dyadic chain 2(w,)
(cf. L. 5.3 (5)). Finally, the T. 5.2 (4) follows from T. 5.2 (3). Q.E.D.

5.4. Remark on the cardinal relation
(1) Ma =N (2<u <R,).

The previous function |s;2| (s € v(w,)) enables us in particular to
map biuniquely the set v(w,) of v™= elements into the set 2(w,) of 2R«
elements, which is a very simple proof of the classical cardinal relation
(2) nie < 2Na
for each cardinal

(3) 2<n<R,

(its dual is obvious; hence the announced equality).
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§ 6. Trees. Partitions. Number systems.

1. The question arises to find all solutions of the equation

(1) t8(wa) = 2(wa)-

We have seen that (1) is satisfied for

(2) B=23...,n,...,2(wo) and 2(¢) for each 2 < £ < w,
because

(3) £2(¢)(wa) = t2(éwa) = t2(wa).

Now, 2(¢) is exactly the set of initial portions of length £ of elements of
2(wa)- It is very useful to consider, for any sequence s the system

(4) Ts
of all initial portions of s ordered by the relation & where
(5) TGy

means that z is an initial portion of y. (v. Def. 3.4). In particular = € T's.
For a set S of sequences we define

(6) TS
as the union of all the sets
Ts (s€8).

The ordered set T'S is a tree (ramified table) i.e. for each element of
this set, the set of its predecessors is well-ordered. Consequently, for any
ordered set S we have the tree
(7) TS(wa)

In particular, the tree

(8) T2(wa)
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is defined; for each 1 < ¢ < w, the set 2(£) constitutes the & row R:T of
this tree T' (cf. Kurepa [2, §9.3 p. 92-93]).

Such rows are special mazimal antichains of T.”
Here are some maximal antichains of T

0,1 (or replacing 1 by 10, 11)
(9)  0,10,11
00,01, 100, 101, 110, 111 (bipartition of 0, 4-partition of 1).

The antichain
0,10,110,1110,... {1}¢0,... ({ < wa)

is not maximal, because the element {1},, is not comparable with an ele-
ment of this antichain.

THEOREM 6.1. Let A be a mazimal antichain of the tree
T2(wa), suchthat Yz <w, (z€A).
and A' the lezicographical ordering of A; we have
(10) tA (wa) = t2(wa)

i.e. the elements of such a mazrimal antichain A as well as the elements of
the corresponding chain A! or those of any other chain similar with A' are
able to serve as digits for representation of the chain 2(w,).

As a matter of fact, let s € A'(w,); consequently s = {s¢}ecw.; let
(11) : Ps = tg%(f < wa).

Since s; € T, one has 1Ps € 2(w,).

LEMMA 6.1. The mapping s — 9s is a similarity between the chains
A (wq), 2(wa)-
First of all

(12) s<s in Awy)=>¢s<ys in 2wa)

The proof is analogue to the proof of the Lemma 5.3.

7 Any ordered set having no comparable elements is called an antichain.
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Secondly, each element z € 2(w,) is a ¥s.
Let Aoz denote the unique element of the antichain A such that

(13) AgzC .

By induction, let us define the sequence
(14) Az = Apz, Az, ...
in this way:

AoX, A1 X = Ag(Aoz,—)s, Azz= Ao(Ao.’L':tAlx, —)x, ces

(15) Afz' = Ao(-\l:AEDIL‘, _)z, v (E < wa).

The sequence Az is an element of A'(w,) and obviously
(16) YAz =z. QED.

2. Let v be any ordinal such that 1 < v < w,.
The elements

) © 0,10,110,1110, ... ,

constitute a maximal antichain A; the lexicographical ordering A' of A yields
the ordinal number v + 1. For this antichain A, the theorem 6.1 implies this

THEOREM 6.2.% For each ordinal v we have
(1) tv + D){wa) =t2(wa) (1 <V <wy).
More explicitly: Let
v+ 1;2lvp = {1}, 10, [v+1,2/0 =0, (2)
+12p={1} (3)

8The theorem 6.2 was found also by P. Papié in February 1956. The paper (without
§6) was written and sent to Germany in the Summer 1953. The results of §6 were found
also in 1953, and partly announced at the colloquium of the Society of mathematicians
and physicists of Croatia (Zagreb, 17.03.1954).
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and

4) [v+1;2ls = -\l;{s€ (€ < wa, s€ ¥+ 1) (wa));

then the mapping
(5) s=2v+1,2ls (s€(w+1wy)

is a similarity between the chains (v + 1)(wq), 2(wa)-
3. Here is the reciprocal of the theorem 6.1:

THEOREM 6.3. For each chain C the relation

(1) tC(wa) = t2(wq)
implies
2) tC = tA

for a mazimal antichain A of T2(ws) such that yz < w, for each z € A.

Let f be a similarity of C{w,) onto 2(w,). The C-partition of C(w,)
into sets of the form

3) (@)tCwa) (z€0)

implies in 2(w,) the fC-partition

4) f(@)£f(Cwa)) (z€0)
or
(5) (¥)£2(ws) (y € FO).

Now, fC is a maximal antichain of T, because the sets (5) are pairwise
disjoint and exhaust the set 2(w,) and obviously vy < wq.

If the relation (1) is interpreted as a digital representation of the set
2(wq) or PI{w,) in the number system C-the elements of C playing the role
of digits — we have proved this far-reached

THEOREM 6.4. In order that the ordered chain 2(w,) be representable
as the set of all the w,-sequences of a chain C, it is necessary and sufficient
that there ezists a mazimal antichain A of the tree T2(wo) such that vz < wq
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(z € A) and that the lezicographical ordering A of A be similar with C. Or
in this wording: in order that t2(w,) = tC(wa) it i3 necessary and sufficient

that there ezists a C-partition of 2(wa) into sets of type 2(w,) each and
hence

(6) 12(wa) = t2(wa) - £C.

In a similar way one proves
THEOREM 6.5. Let a be any ordinal number and L any ordered chain;
in order that for an ordered chain C one has

) tC(we) = tL{wy)

it is necessary and sufficient that the table T L{w,) contains a mazimal chain
A of elements of length < w, such that its lexicographical ordering A' be
similar with C.

The extensions are to appear else.
§ 7. Numbers koS, kgS, (S any ordered set).
Cardinal number function K.

Definition 7.1. OS or O(S; <) denotes the system of all the mazimal
chains C (S; <).

Definition 7.2. OS = O(S; <) denotes the system of all the mazimal
antichains C (S; <).

Definition 7.3. koS = Sup, kz (z € OS); in particular ko P(0) = 1.
Definition 7.4. k3S = Sup, kz (z € OS); in particular k5 P(0) = 1.

Definition 7.5. For any cardinal number m > 0 let

Ky(m) = SupkC, (k,C < m);
C

in other words: K;(m) is the supremum of cardinals of chains each of which
is m-separable.

Or thus: :
Ki(m) =SupkC, (C € ki'(m))
C

k7 !(m) being the class of chains C such that k;C = m. By definition, let
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Definition 7.6. For a system F of sets let
kpF =k4F =SupkX, (X € DF),

DF being the system of all disjointed families of sets belonging to F.

LEMMA 7.1. For each chain C and each antichain C one has

koC =kC, kgC = kC.

THEOREM 7.1. For each cardinal m

ks P(m) = ([m"/‘z]), if m is finite; 1)
kgP(m) =2™, if m is not finite. (2)

COROLLARY 7.1. In order that kgP(m) < 2™, it is necessary and
sufficient that m is finite.%

The proof of (1) is given elsewhere; if 0 < m < Ry, then the system of
all [m/2]-point sets C P{m) is an antichain having the k3 P(m) elements.

As to (2), let M be a set having m points; m being infinite, m? = m;°
let then F be a disjointed system of sets C M so that kF = kX = m
(X € F). Now, let S be the system of all sets Y C M, such that ¥ has a
single point in each X € F. Of course, kS = m™ = kP(m); on the other
hand, obviously, the elements of S are pairwise inclusionally incomparable.
Since by definition k50 = 1, the proof of T. 7.1 is finished.

LEMMA 7.2. kpP(m) =m for each infinite cardinal m (cf. Def. 7.6).

At first, there exists a disjointed system S C P(m) of power m; such
is the system of all the one-point-sets C M where kM = m; secondly, each
disjointed system C P(m) is of power < m; otherwise we should have a
disjointed system F of non-void sets C M, so that kF > kM, which is a
nonsense {at least on the basis of choice axiom).

90 is considered as non finite; consequently, the cardinals are either 0, or finite, or
infinite.
10Consequently, we use a proposition equivalent to the choice axiom.
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§ 8. On the function K;m, (m any cardinal).

From the definition of Ki(m) (cf. Def. 7.5.) as the supremum of £C
with k,C < m it follows that

LemMMA 8.1. K;(k1C) > kC for each chain C.
THEOREM 8.1. (1) For each finite cardinal m

(1) Ki(m)=m, koP(m)=m+1, K,(m)<keP(m).
(2) For each infinite cardinal m,

(2 Ki(m) = koP(m).

Proof. If m is finite, then the sets I{0), I(1),... ,I(m) form a chain
in P(m), which proves the T. 8.1 (1). As to the T. 8.1 (2), at first K,0 =
1 = koP(0); secondly, for each transfinite m, each chain C C P(m)} satisfies
kiC < m (cf. L. 2.4). On the other hand (cf. L. 2.7) for each C satisfying
K;C = m there exists a chain Cy C P(m), so that kC = kCj; consequently,
in the definition of K;(m) we can require still more that C C P(m), which
means exactly that the T. 8.1 (2) is proved.

COROLLARY 8.1. In order that a cardinal m be finite, it is necessary
and sufficient that K1(m) < koP(m).

Whereas for finite m the evaluation of the numbers K;(m), ko P(m)
is easy, for transfinite m, on the contrary, the question is connected with
continuum hypothesis, e.g. with the problem of evaluation of the power a®
(a, b cardinals).

THEOREM 8.2. For each ordinal a:
) Ra < Ki(Ra) < 2% < K (2’1") ,

where 2% =372 (a <Ry).
a

) RE° < K1(Ra)

(3) 2Rt < K (282) .

(4) Ki(Ry) = 2% 2% =R,

(5) KR =2% 62° <N,

(6) Mo =R, 41(0 < a) = K1 (Ry) = 2% in particular

e = Ropp = K, () =227,
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The equality
(M , Ki1(Rq) = 2%

holds for o = 0, and for each strongly inaccessible N, i.e. for each R,
satisfying 28 < R, (0 < @).

(8) Kl( ) > oia,

The theorems 8.1 (2) and 8.2 yields

THEOREM 8.3. In the wording of T. 8.2 it is legitimate to read ko P
instead of K;.

Proof. (1) At first, let us prove that R, < K;(R,) (v. Sierpinski [1]).
Let p(a) be the first ordinal such that 28> > R,; the p(a) < @, because
2%« > N,. Consequently 2¥¢ < R, (¢ < p(a)); therefore o running over

I{pc):
S 2’=”<Zx = RaRp(a) = Na.

a<p(a)

This means (cf. L. 3.6) that kHp(4)(2) = Ra. Now (cf. L. 3.2), Hys)(2)
is everywhere dense on the chain 2(w,(q)) whose cardinal is 2%#(=) thus > R,.

Hence

k12(Wp(a)) = kHp(a)(2) = 2 M Ny (ef L. 3.7).

If here the sign < means =, all is proved. However, let C = 2(wp(a))
+1(wa); then k1 C = Ry, and kC = 2%p(a) 4R, > R,. So the first step in T.

8.1 (1) is accomplished. Again, the relation K;(X,) < 2%« is contained in
. the relation kC < 2519 (cf. L. 2.2). The last part of T. 8.2 (1) is obtainable

from L. 8.1 for the case C = 2(w,) as a consequence of k2(w,) = 2%« (cf.

Ro
Def. 1.4) and k; (2(wa)) =2~ (cf. L. 3.7).
Asto T. 8.2 (2), let us consider the chain wq (wp); then kwq (wp) = R0
ky(wa(@0)) = X5 cw, Na = Raj the last equality is a consequence of the fact
that the chain Upw,(n) is dense everywhere on wq(wp).

As to T. 8.2 (3), it suffices to construct a chain C satisfying
*) kG <2, kC > Met,

Such is the chain 2(wq+1) on which the chain H = H,,, (2) is dense.
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Now, Rg41 < 2%, Therefore for each 0 < wgy41, because ko < R,:
RET < (2%e)*7 = Rake = QMa,

Thus, o running over I(wq+1):

kHwa+l(2) = Zk(z(a)) S Z Ngﬂ_l S Z2R° = Na+12N° = 2“0.

Therefore kH < 28. Now k2(wa+1) = 2%+, k) (2(way1)) = kH (cf. L.
3.7). The chain H being everywhere dense on 2(wq41), the chain 2{wa41)
satisfies (*), which proves the T. 8.2 (3).

Obviously (1) = (3). Also (4) follows from (3) and from the obvious
. Y
equivalence 28 < R, (0 < a) & 2~ =R,.
The implications (5) and (6) are included in (4). The theorem 8.3 (3),
for the case a = 0 implies the following corollary of W. Seirpinski [4]:
COROLLARY 8.2. There is a monotonic family of 2%t linear sets.
By analogy, the theorem 8.3 (7) implies the
COROLLARY 8.3. If 2% = R, there is a monotonic family of 22"
linear sets (v. Sierpinski [3, p. 120]).

The implications in T. 8.2 (7) and T. 8.3 (7) show how the evaluation
of Ki(m), koP(m) is, for transfinite m, connected with the problem of the
evaluation of 2™.

Now, the proposition
G m* =2™ for each transfinite cardinal m
implies in particular 2% = R, 1 as well as the choice axiom (cf. Sierpinski
[5]). Consequently, according to T. 8.2 (7) and T. 8.3 (7) we have
THEOREM 8.4. G = Ky (m) =2™ for each transfinite cardinal m.
THEOREM 8.5. G = koP(m) = 2™ for each transfinite cardinal m.
§ 9. Cogrediency of orderings.

The elementary notion of permutation has two meanings: first an
arrangement, an ordering of a set, and then that of a mapping of the same
set onto itself. So e.g. for the set I(2) we have the following total orderings
(permutation) 1 < 2, 2 < 1 and the antichain 1]|2.

The chains 1 < 2, 2 < 1 are similar but not cogrediently, strongly
similar in the sense that the identity should be an isomorphism. Therefore
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we are going to define a strong similarity or cogrediency between the order-
ings of a set in order to have the analog of the elementary notion of the
permutation as an ordering,.

Definition 9.1. Each one-to-one mapping of a set onto itself is called
a permutation of that set. The system of all permutations of a set M is
denoted M!

Definition 9.2. Let
1) (5;2), (53)
be any orderings of S; they are cogredient or strongly similar, symbolically
() (§;2) = (85 2),
if and only if the identity mapping is an isomorphism between these order-

ings.

Definition 9.3. For an ordered set (S; <) let I(S; <) or IS denote the
system of all the initial portions of (S; <), the vacuous set v included.

LEMMA 9.1.  The relations I(S;<) = I(S; =) and (S5;<) = (5;)
are equivalent.

LEMMA 9.2. If two orderings of a set are strongly similar, they are
similar. The converse is not necessarily true.

§ 10. Maximal chains in partitive sets.
Total orderings. Choice axiom.

As a synthesis of investigations of many authors (chronologically:
Cantor, Du Bois-Reymond,'* Bernstein, Hessenberg, Hartogs, Janiszewski,
Fraenkel, Kuratowski, Mostowski, Denjoy) we have the following theorem
showing of what importance are the investigations of mazrimality already in
the case of very special ordered sets.

THEOREM 10.1. Let M be any set and, respectively,
(1) ' O,[M], O.[M]

11 Thus the problem of infinitary pantachies of Du Bois-Reymond [1, §69] is con-
nected to the development of the notion of general ordered sets and its maximal chains
(cf. Hausdorff {2, p. 105-159]).
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the system of all orderings and of all total orderings of M respectively, the
equality relation in O;[M](i = o,c) being that of the cogrediency (strong
similarity); by definition one puts O;[kM]| = kO;[M] for i = c, 0.

1. If (M; <) € O.[M], then the system

) I(M;<)

of all initial portions of (M <) - the void portion included - is a mazimal
chain in P(M); the mapping

(3 I, (z€ Oc[Mj)

is one-to-one of O.[M] onto OP(M); the converse of (3) is defined in the
Jollowing way: If C € OP(M) and if in M one defines < (c) so that for
z,y € M the binary relation z < (c)y ory > (¢) means £ = y or that there
18 ’

4) X e€C satisfying z€X, y¢gX
then
(5) (M;< (0)

is a chain so that

(6) I(M;< (c)) =C.

2. kO,[M] = kOP(M).

3. For i € {c,0} we have kT;(m) < kO;[m] < kT;(m),m! < 2m™ mm
for each cardinal m; T;(m) means O;[m] with the similarity as equality re-
lation (as to T,(m) cf. Cantor [1, p. 298]).

4. KOP(R,) = 2% = kT,(Ry) = Ryl

5. kOP(C) = k(C") for each well-ordered chain; in particular kO P(m)
=m! (m < Rg and for each aleph m).

6. Z & O(m; <) # 0 for each cardinal m and each ordering (m; <).

7. Z < (OP(m) # 0) A (O(m; <) # 0) for each cardinal m and each
ordering (m; <).

8. ~ ((m)OP(m) # 0 = Z).

The proof of T. 10.1 is very long.
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As to the proof of T. 10.1 (1) see Kuratowski [1], where other ref-
erences are given; (v. also Kurepa [1, 33-43]). T. 10.1 (2) is obviously a
consequence of T. 10.1 (1). ’

T. 10.1 (3). The first relation in T. 10.1 (3) is obvious. Now, by the
relation of similarity we have a disjointed partition of O[M] into classes of
similar sets. Hence, for the proof of the first part of T. 10.1 (3) it suffices
to prove the

LEMMA 10.1. All orderings of M similar to a given ordering (M; <)
of M are representable in the form

(1) (M;<(f)  (feM)

the relation < (f) being defined so that, for z,y € M, f(z) E (f) Fly) in
(M; < (f)- '

To orderings of M which are not cogredient are associated different
elements of M!1?

Firstly, for each f € M! it is obvious that (M;< (f)) is an ordered
set similar to (M; <) the mapping f being a similarity and even a strong -
similarity between (M; <) and (M; < (f)). Secondly, each ordering (M; <)
similar to (M; <) is strongly similar to (M; < (f)) for some f € M! In fact,
s being any similarity mapping of (M; <) onto (M; <) we have (M;=x) =
{M; < (3)), because, on the one hand, s being a similarity

() <y e s(z) 2s(y)
and on the other hand, by definition of <(s)
(3) z <y & s(z) <(s) s(y)-

Now, s(z) = S(y) (by (2)) = z < y (and by (3)) = s(z) < (s)s(y)-
And conversely Thus

(4) s(z) 2 s(y) & s(z) <(s) s(y) (z,y € M)

which means exactly that < and < (s) are cogredient orderings of M, s
being a one-to-one mapping of M onto itself, so that instead of s(z), s(y)
in (4) we might write e.g. z', y/'.

12For the case of total orderings of I{w) the L. 10.1 is due to Denjoy [1, p. 114].
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As to the second relation in T. 10.1 (3}, we have firstly kT;(m) < 2™™
(cf. Hausdorff [3, p. 97]) and secondly m! < m™ because (kM)(*M) =
k(M{M)) and obviously M! C M (M) (cf. Def. 1.2).

-~ T. 10.1 (4) is a consequence of the following lemma.

LeMmmA 10.2.

ET,(R,) = 2Re; (1)
Ro! = 2Re. (2)

First of all kT,(Ry) < 2Ra®a = 2Re: secondly, the dual relation holds
also (cf. Bernstein [1, p. 40]): it is sufficient to associate to each w,-sequence
f of digits 0,1 the chain of type

€)) > (fo +wh +wo).

v<wa

The cardinal of that type is obviously N,; therefore it belongs to
T.(Rq). But, for different w,-sequences f, g of digits 0,1, the corresponding
types (1) are different. To see it, let us materialize these order types. Let us
consider a set E of type w§ + wp e.g. the ordered set of all rational integers;
for each v < w, let f denote the set of ordered triplets (f,v,z) (z € E)
ordered lexicographically; let f., denote v or (v, f, 1) according as f, =0 or

1. Let
(fl=figf, and Cf= ) [f].
v<we

Obviously, Cf is a chain of the requested type (1) because

tf]=fo+wy+w foreach v <wg,.

Now, if tCf = tCg, then, necessarily, f = g. This is a consequence
of the fact that each similarity maps each portion onto a portion; therefore
we see that, firstly, for each v < wq the portion f,, (or f//) is mapped onto
a certain g}, (or g//.) and, secondly, that necessarily v =/ (or v = v"). In
particular, tf] = tg., thus f, = g, for each v < w,.

Proof of L. 10.2 (2).}* 1t is sufficient to prove that
1 R > N, !

13For & = 0, L. 10. 2 (2) is due to Bernstein [1, p. 39].



272 A. Theory of Partially Ordered Sets

Let us remember that X2 = R,; it means that there exists a biunique
mapping f of S? onto S = I(w,). Thus we are dealing with a disjointed
partition ‘

2 S=flvxS8) (ves),

where, for each v, v X S means the set of all the ordered pairs (v, s) (s € S).
Let ¢ be any biunique mapping of f(0 x S} so that

3) (f(0,v)) € fuyx S) (ves).
So the sets

(4) f(0x8),0f(0x5)

are well determined subsets of S; in their union, ¢ is defined; let us prolong
 onto S by the identity transformation in the complement of that union; we
get a biunique mapping p,, of S onto itself. Obviously, if ¢ # ¢’, then p, #
Py. Since the cardinal of all mappings ¢ is R}, we get X}e permutations
of the set I(w,) = S. Q.E.D.

Thus the proof of T. 10.1 (4) is finished.

T. 10.1 (5) is a consequence of T. 10.1 (4).

Proof of T. 10.1 (6). The first inclusion is well known. As to the
inverse conclusion let us prove the

LEMMA 10.3. If for each ordered set (S;<) the relation O(S; <) #v
holds, then for each chain C C (S; <) there is an element Cy € O(S5;<), so
that C C Cy.

In fact, let Sy be the set of all the points of S, each of which is
comparable to each point of C; according to the hypothesis of L. 10.3 there
is a mazimal chain K in Sy. Now, K € O(S; <). In fact, firstly,

(1) KD>C

because each point of Sy is comparable to each point of C; in fact if X is
a chain in Sy, then X U C is also a chain in Sp; secondly, let us suppose
~ (K € 0S); that would mean that the system F of chains X C S satisfying

@) . KcXcS
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is non-vacuous. From (1), (2) it follows
®3) CcCX.

X being a chain, the relation (3) says that, by the definition of Sy, we have
X C Sy, and, consequently, by (2) K C X C Sy, which is incompatible with
K € 0Sy. Accordingly, the system (2) is satisfied for no chain C C (S; <).
Q.E.D.

As to the proof that the thesis in L. 10.3 implies the choice axiom, see
Birkhoff [2] p. 42.

Proof of T. 10.1 (7) (see Kurepa [6]); reminds us that the total order-
ing principle V is equivalent to the proposition OP(m) # 0 for each cardinal
m (cf. T. 10.1 (2)).

Proof of T. 10.1 (8). It is a consequence of T. 10.1 (2) and of the
theorem of Mostowski [1], according to which ~ (V = Z). Thus the proof
of theorem 10.1 is finished. .

§ 11. A Problem.
In connection with T. 10.1 (7), (8) we wonder whether the analogy of
T. 10.1 (8) subsists for the second factor in T. 10.1 (7) too; in other words:

Is it possible to have a model of the set theory in which the choice
aziom is not fulfilled, although each ordered set (S; <) contains a mazimal
subset of pairwise incomparable points?
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GLOSSARY, NOTATIONS
(T. = theorem, L. = lemma, C. = corollary, D. = definition)

= ... implies

~ ... Non.

& ... is equivalent.

! (factorial) ... D. 9.1.

R denoting a binary relation (e.g. an equality), R:, Rz denote the first and
second parts of R respectively. In particular, if (3) denotes an equality, then
(3)1 = (3)2 means that the first (left) part of (3) implies its second (right)

part.

¢ ... D. 34
+... D. 43.
2

t... D. 3.2

C(1) = set of all unilateral limit points of C.

* = jmmediate successor of z.

z
z~ = immediate predecessor of z.
SoSy or Sg(S1)... D. 1.4,

2(wa)... D. 14,
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a‘b’ =3 ,ca"--- D.35.

{a}s = B-sequence each term of which is a.

(-,z)m resp. (-,z]m is the set of all the y € M satisfying y < z or y < z;
(z,y) M or (y,z) s is the set of all the points of M located between z and y.
Antichain v. Chain.

Chain (Antichain): each ordered set having no couple of distinct incompa-
rable (comparable) points.

4...D.3.1,D.34.

C (as index) ... T. 10.1.

cardinal ordering ... D. 1.8.
Cogrediency ... D. 9.2.
Characteristic function ... D. 1.5.
D...D.76.

Digital function ... §5.

H,(B) is the set of all the £-sequences of ordinals < 8, £ running over ordi-
nals < w, (cf. D. 3.6).

i... D.3.3.
1... D.34.
I{(a)... D. 1.3.

I(S;<)... D.9.3.
k... The cardinal number of (D. 1.1).

ki... D. 2.1
Ki...D.75.
ko... D. 2.2
kp... D.7.6.
ko... D.7.3.
kg... Dw7.4.
0... D.4.1.

o (as index) ... T. 10.1.

0,0...D.71,72.

Ordered sum ... D. 3.2,

Ordering; cardinal - D. 1.8; lexicographical — D. 3.3; natural — L. 3.1.
Ordinals as digits ... §5.

Permutation ... D. 9.1.

Pn (n number) ... D. 1.10.
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Preorder (operator o) ... D. 4.1.

PS... D. 16.

(PS;C)... D.1.7.

Separability degree ... D. 2.1.
Similarity ~ D. 1.9; strong — D. 9.2; weak — D. 4.1.
Sum; ordinal — D. 3.2; modulo 2: D. 4.3.
t order type of

T, Ty... T. 10.1.3.

Total order = chain

v = vacuous set

Z = Zermelo’s choice axiom




ON A NEW RECIPROCITY, DISTRIBUTION
AND DUALITY LAW '

Introduction. One knows various operations on sets, e.g. join, in-
tersections, limit, A-operation (Suslin), etc. In the present article we define, -
as an extension of operations we introduced in another paper (Kurepa [6,7])
several operations of considerable generality and importance. It turns out
that the well-known distribution law (cf. §11) as well as the De Morgan du-
ality principle (cf. §5) are very special cases of our theorems. Moreover, a
new reciprocity phenomenon occurs {cf. §12). All depend on the intercon-
nection between mazimal chains and maximal antichains of ordered sets.
By considering ordered sets one achieves considerable generality. By their
use we get a synthetic view on (1) the analytic operation; (2) c-analytic op-
eration (definition of complements of analytic sets); (3) the distribution law;
(4) the duality law; and moreover, one arrives at (5) a new reciprocity law.
In particular, in connection with the distributive law, the maximal chains
and maximal antichains indicate respectively two distinct ways to reach the
same result (cf. Theorems 4.2, 8.1). On the other hand, the parallel con-
siderations of maximal chains and maximal antichains of S give rise to a
new kind of interconnection of elements of P21 (1 being any set; cf. the
k-condition in §8). This in turn opens a broad way to new investigations by
consideration of the elements of P®1 instead of those of P21. Our results
may be interpreted in mathematical logic, too.

The results of this paper are connected to an idea we expressed in our
Thesis [4, 135 n°40] (cf. Tarski [11]).

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. Pacific J. Math. 7 (1957), 1125-1143

AUTHOR’S NOTE. Received September 8, 1953 and Revised form July 24, 1954.
The main results of this paper were presented August 28, 1953, in Bruxelles at a Collo-
quium of Mathematical Logic (Bruxelles, August 18-19, 28-29, 1953).

The autor wishes to express his sincere thanks to the referee for his very attentive
examination of this paper and for permissions to include here Theorems 4.4 and 10.1.
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GLOSSARY AND NOTATION

Antichain; an ordered set having no couple of distinct comparable
points.

Chain; an ordered set having no two distinct incomparable points.

1 or U means universal set.

~T (cf. 10.1)

Disjunctive family; a family composed of pairwise disjoint sets. &
denotes “not £.”1.

j-connected (cf. 2.1)

k-condition {cf. 3.1, 8)

PS denotes the system of all subsets of S; in particular, the void set
v is an element of PS; P2S = P(PS), P**1S = P(P%S), etc.

Qe{0,0}, Qe{0,0}

nN"=U U=n.

1 denotes the combinatorial multiplication.

Ramified set; an ordered set the predecessors of each of whose points
form a chain.

Ramified table or tree; an ordered set S with the property that ifz € S
then the set (.,z)s is well ordered.

p being a relation, pq, p2, p3 designates its first part, second part, third
part, e.g., in the equality (2) we use (2); to designate the first (left) part
of (2); (2), designates the second part of (2). If (2) is a binary relation for
sets, then (2); is the set on the left-hand side of (2).

(z,.)s denotes the set of all the points y € S such that z < y.

(-,z)s denotes the set of all the points y € S such that y < z.

1 denotes N or U.

v = empty set.

1. The operator (e, L.f). Let e € P?1 and L € {N,U}. Let f be any
mapping of 1. This means that, for each z € 1, f(z) is a well-determined set;
of course it may happen that f(z) = v (void); by f' we denote the mapping
z — f'(z) which to each z € 1 associates the complement f’(z) of the set
f(z); the complement is taken in respect to any set 2 f(z) (z € 1). In the

t EDITORIAL NOTE: Here £ denotes the membership relation. From now on, instead
of ¢ and ¢/ we use € and ¢
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case that f(z) consists of one point, say f(z) = {a}, we write f(z) = a as
well as f(z) = {a}. Let Ldenote Uorm;let U =n, ' =u.

We put
@y (e, L.f) = L'Lf (eo) (oces€e).
In particular, we put, by convention,

1.2y (v,n,f)=v, (v,U,f)= universal set D f(e) for each e € 1.

More explicitly (1.1) reads

(1.3) (e, f) =N flea)s (e,u, ) = fleo)
where eg € e; € e. Thus, ¢ € 1,e; € P1.

The meaning of (E, L, f'), (F,.L, f') is obvious. Thus, f'(z) denotes
the complement of f(z). In particular, one has the De Morgan Theorem.

THEOREM 1.1. (e, L, f) = (e, L, f').
In what follows, we shall denote by

(1.4) (e,e")

any ordered pair of elements of P21. Given such a pair (e, e*) we might
consider various sets, as e.g.,

(1.5) (&N f) (enf), (&U,f), (&U,f),
and similarly for e*. In particular, we shall consider the sets
(16) ) (ea J—v f)’l (6*, J—7 f,)

Obviously, given e, 1, f, the previous sets are well determined. The problem
is to know their interconnections.

2. j-connection of (e,e*).
THEOREM 2.1. In order that for each f
(2.1) (&N, f)Y 2(e,nf) or (e, f) 2N f),

it is necessary and sufficient that
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(2.2) etNel #v (e1 €¢, e] €€7).

Proof of necessity (2.1) = (2.2). Suppose, on the contrary, that (2.2)
does not hold; i.e., that there exist

2.3 e, €e, e} €e*, sothat e;,Nel =w.
0 1o 0 1o

Let f be the characteristic function of e;, such that f(e) = 1 &
€y € e1,. Since e;, € e and since 1 € f(eg) (eo € e;, one has obviously
1 €’ (2.1);. On the other hand, since e}, Ney, = v, f(eg) =v (ef € €7,),
thus f'(eg) = 1 (ep € e1,); in other words, 1 € (2.1)2. Thus (2.3) implies
1 € (2.1)2\(2.1); which contradicts the hypothesis (2.1).

Proof of sufficiency. (2.2) = (2.1), that is, (2.2) = (£ € (2.1);) =€ €
(2.1)1). Now the relation £ € (e N.f') means that there is an ej such that
£€ f'(eg) (eg € el)-

Again, let e; € ¢; since e; Ne} # v by hypothesis (2.2), let z € e; Nej;
thus, £ €’ f(2); consequently, for each e; € e there is an eg € e; such that
& €' f(eg). That means £ €' (e,N.f), that is, £ € (e,N.f) .

Since the condition (2.2) is symmetrical with respect to e,e*, we get
the following.

THEOREM 2.2. The f-identity (e,N.f) D (e*,N.f') is equivalent to
the f-identity (e*,N.f)" 2 (e,N.f").

The last two theorems give rise to the following.

DEFINITION 2.1. An ordered pair (e, e*) of elements of P21 is said to
be j-connected, symbolically (e, e*) € () if

e;1Nej #v, (e1 € e €] € ¢€*).

THEOREM 2.3. In order that (2.1) holds for each f, it is necessary and
sufficient that the ordered pair (e, e*) be j-connected.

3. The k-condition. We will prove the following,.
THEOREM 3.1. In order that for each f one has

3.1) (e,0.f) € (e",N.f')
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it is necessary and sufficient that for each X C 1 satisfying

(32) XNe #v (81 € e)
one has
(3.3) PXnNe* #wv,

that is, that there is an e] € e* such that e C X.

Proof of necessity. Let X satisfy (3.2). Let f be the characteristic
function of X. Then (3.2) implies v &€ Nf(eo), (eo € e1), for each e; € e.
Thus v € (3 1);. As (3.1) holds, one has v € (3.1);. Therefore there exists
an e} € e* satisfying v € ﬂ f'(eg) (e§ € e}). Consequently, f(eg) = 1 for

each ej € e}, and that means exactly that e} C X.

Proof of sufficiency. If (3.2) = (3.3), then ¢ € (3.1);.
Let

(3.9 X=E(ef@)

that is, X denotes the set of all the z € 1 for which £ €’ f(z). We see
that (3.2) holds. In the opposite case, there would be an e;, € e such that
e1, N X =v, thus £ € f(eg) (eo € €1,) and therefore £ €’ (3,1);, contrary
to the hypothesis that £ € (3.1);. The set (3.4) satisfying (3.2), there exists
by supposition an element e}, € e* such that ej; C X. That means that
€€ f'leg) (eg €ef,), that is, £ € (3.1),.

DEFINITION 3.1. The ordered pair (e, e*) of elements of P21 is said
to satisfy the k-condition, symbolically

(3-5) (e,€7) € (k),

provided the system

(3.6) XCl, XnNne #wv (e1 €€)
implies
(3.7) | PXNe #v.

Thus Theorem 3.1 may be expressed in the following form.
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THEOREM 3.2. The relation (e,e*) € (k) is equivalent to the f-identity

(e,N.f)Y C (e*,N.f').

4. First fundamental theorem. Theorems 2.1 and 3.1 enable us
to characterize the equality

(41) (e,n.f) = (e",n.f").
THEOREM 4.1 The equality (4.1) is equivalent to the relation

(42) (e,e”) € (7) A ().

(The last relation means that (e, e*) satisfies both (j) and (k)).

We transform the previous conditions using De Morgan’s theorem (c.f.
Theorem 1.1). We have (e,N.f)’ = (e,U.f’) so that (4.1) reads

(e, U.f) = (e*,N.f');
and considering f’ instead of f we obtain
(e,U.f) = (e*,N.f).

Consequently we have the following,

THEOREM 4.2. (First fundamental theorem). Let (e,e*) be a given
ordered pair of elements of P%1; then the following properties are pairwise
equivalent: :

L (e,e*) € () A (k)
II. For each mapping f of the set 1 the following duality law holds:

(U ﬂf<eo)) U F(e3), that s, (e,n.£) = (e",01.F).

e1r €g e; eg
II1. For each mapping f of the set 1, one has the distributive law

U N fle)= ) U fles), that is, (e,n.f) = (e*,U.f).

e;€eeo€ey ej€e* egce”

&

V. (9 e AWy
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Proof. In fact, I & II {Theorem 4.1) and II < III as was shown
by the application of the De Morgan theorem to (U. N .f)’. It remains to
prove that IV is equivalent to I, IT and III. First, the implication I = III
yields IV = (e*,N.f) = (e,U.f); from here, passing to complement III’
of IIT : (e*,N.f) = (e,U, f) thatis, (e*,U.f) = (e,N.f'). Writing f’
instead of f, one gets III. Thus IV = III. Conversely, III = III' (by
implication III = I) = IV.

The equivalence I & IV gives the following

THEOREM 4.3. (Symmetry character of (j)A(k)): If (e,e*) € (F)A(k),
then also (e*,e) € (§) A (k). In other words, if (e,e*) € (j), then (e,e*) €
(k) © (e*.€) € (k).

THEOREM 4.4. (Symmetry of the k-property!). If (e,e*) € (k), then
(e*,e) € (k). '

Proof. To begin with, if e is the null set, then for every e*, (e, e*) €’ (k)
and {e*,e) € (k). And if the null set is a member of e, then for every
e*, (e,e*) € (k) and (e*,e) € (k). It remains to consider cases where no
sets involved are null. Suppose that (e,e*) €' (k). Then there exist an z
such that for every e; € e, e;Nz # v, and for every e} € e*,e}\z # v. Let
y= Ue;(ei\z) (e} € e*). Then for every e} € e*,yUe} # v; and if it can
be proved that, for every e; € e, e1\y # v, it will follow that (e*,e) € (k).
But for every e; €e, z; =e Nz # v and 2, Ny = v. Since z; # v, it
follows that z;\y # v and therefore that e;\y # v.

In what follows, the generality of Theorem 4.2 will be revealed. We
will restrict ourselves to ordered sets. There we are naturally led to consider
various operators which were the origin of the present investigations (cf.
Kurepa [4, 6].)

5. Ordered sets, operators 0,0,0’,0". Let S be any set ordered
by <. The operators O, 0, 0’, () are defined in the following manner:
DEFINITION 5.1. OS designates the system of all mazimal chains C S.

DEFINITION 5.1. OS designates the system of all mazimal antichains
cSs.

DEFINITION 5.2. O'S designates the system of all X € OS such that
XNM#£v (M € 0S).

1Theorem 4.4 and its proof are due to the referee.
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DEFINITION 5.2. 0'S designates the system of all X € OS such that
XNA#wv (A€08S).

We shall be aware of a certain reciprocity between notions chain and an-
tichain, and in particular by passing from the system O, O’ to the system

— =

0,0.
To each ordered set S is associated the set consisting of

(5.1) 0S8,08,0'S,0'S

which are at most four elements of P2S. The set (5.1) is of great importance.
Its elements form in a certain sense the spatial forms along which certain
operations are to be taken. Each element e of (5.1) is as it were a system
of paths for operations (e, L .f), (e, 1, f), etc.

CONVENTION 5.1. The reciprocal of a statement s will be denoted

3. So the reciprocal of the Lemma 5.1 is denoted by Lemma Fl. IfXisa
chain, then X is an antichain, etc. Here is an example.

LEMMA 5.1. In order that X € O'S, it is sufficient that X is an
antichain of S such that X "M # v (M € OS). In other words, if an
antichain intersects each mazimal chain of S it is necessarily a mazimal
antichain.

The reciprocal results is as follows.

LEMMA 5.1. In order that Xe 0’8, it s sufficient that X is a chain
of S such that XN A#v (A€ OS). In the other words, if a chain X of
S intersects each antichain of S, then X 1is necessarily a mazimal one.

Proof. Let X be an antichain satisfying XN M #v (M € 0S). To
prove that X € O’'S, it is sufficient to prove that X is a mazimal antichain,
i.e., that each b € S is comparable to some point of X. Now, let b€ B €
OS. Then the point BN X exists and is the required point of X which is
comparable to b.

Reciprocally, let X be a chain such that XNA # v (4 € 0S). To
prove that X is a maximal chain, suppose, on the contrary, that there is
achain C D X. Letd € C\X and let d € D € OS. Then necessarily
DN X = v, because if z € DN X, one would have two distinct compa.rable
points d, z in the antichain D.
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LEMMA 5.2. O'S C OS, O'S C OS. (Each of the signs C here may
be = or C.) In particular there ezists a non-void S such that?

(5.2) O'S=v, OS=v

ExXAMPLE 5.1. Let oo denote the system of all non-void bounded well
ordered sets of rational numbers ordered by means of the relation G, where?
(5.3) z C y or y D z means that z is an initial portion of y. In that case,

O'cy = v, because, e.g., there is no chain in gy intersecting each row of gp
(cf. {4, p. 95]). It is provable that O'cy = v.

As an example of reciprocity considerations let us prove the following
lemmas (5.3 and 5.3) which are mutually reciprocal and which will occur in
distributive laws (cf. Theorem 9.1, Cases 2, 2).

LEMMA 5.3. If the mazimal chains of S are pairwise disjoint, then
the comparability relation in S is transitive, and conversely. Also

(5.4) 0's =08 =]]M,
M

where ] denotes the combinatorial product of sets M, M running over OS;
and OS = 0'S.
Reciprocally we have the following.

LEMMA 5.3. If the mazimal antichains of S are pairwise disjoint, then
the incomparability relation in S is transitive, and conversely. Also )

0S=0s=][4
A

where [] denotes the combinatorial product of all the sets A, A running over
0S; and O'S = OS. ‘

Proof of Lemma 5.3. If OS is disjoint, then as it is easy to show, the
comparability relation in S is a congruence relation, and vice versa. Each
A € OS intersects each M € OS (thus OS = O'S) in a single point, since
on the one hand OS is disjoint and on other hand A is antichain: thus
A € (54)3 = [[s(M € OS). Conversely, each X € (5.4)3 is an antichain
because of the incomparability of each point of each M € OS to each point of

2According to W. Gustin, there exists a denumerable ramified set S satisfying
(5.2) [cf. Gustin, Math. Rev. 14, (1953) 255 in connection with the review of Kurepa
(8ll.

3The relation C is the very basis of the theory of ramified sets (cf. [4}).
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each Mo € OS, My # M. But X is also a maximal antichain. Analogously
one proves the reciprocal of Lemma 5.3, that is Lemma 5.3.

REMARK 5.1. On Lemma 5.1 and Lemma 5.1 is based a very general
distribution law (cf. Theorem 9.1, Cases 2,2).

6. Operations (v,N.f), (v,U.f) and (. L .f) for each Q € (5.1)
and each 1€ {N.U}.

Let (2 be any element of the set
(6.1) {08,0's,08,0'S};
then Q2 € P2S; so that for each © and each L€ {N.U}, the operator
(6.2) @L.0) '
is well defined. In the particular case that = v, we put

(6.3) (v,U.f) = universal set, (v,N.f) = void set

We shall consider ordered pairs (e, e*) of elements of the set (6.1) and
the corresponding sets (6.2) for Q = e and Q = e*, respectively.

EXAMPLE 6.1. Let
(6.4) (T; wo)

denote the system of all < wp-complexes (finite complexes) of ordinals < wq
ordered by means of the relation G in (5.3). If f is a mapping of (T;wyp) into
the family of closed sets, then we can prove that (O,N.f) and (O',N.f’),
respectively, are the most general analytic set (A-set of Suslin) and the most
general C A-set respectively (cf. [10, 1, 2]; also [9]).*

Example 6.1 shows the importance of the operations (1.1) even in
particular cases (6.2) and S = (T;wy).  (cf. {6]).
7. Some simple lemmas.

LEMMA 7.1. Either O'S = v or each element of O’_S intersects each el-
ement of OS; and reciprocally, either O'S = v or (0S, 0'S) is a j-connected
ordered pair.

Lemma 7.1 and Theorem 2.1 yield the following.

4In our book [5] we defined A-sets just as sets (OS,N.f) for the choice of S and f
as in Example 6.1.
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THEOREM 7.1. (0S,N.f) C (O'S,M, f)
and reciprocally, _ .
(0S,Nn.f) C(O'S;0f).
In general, we have here the sign C instead of C. The duals of that relation
hold also. ‘
THEOREM T7.2. The two sets, (OS,N.f"), (OS,n, f) may be non-
comparable if S is ramified.
To see this, let D denote the set of all integers ordered as in this
diagram:
=4 -25302223426—> -
FNTEINCININGB NN TN
Obviously, the set D is ramified; for the sets 2D — 1 and 2D of all odd and,

respectively, even integers one has 2D —1 € OD, 2D € OD, 2DN(2D—1) =
v.

Let f be the characteristic function of 2D — 1; one proves then easily
that (OD,N.f") = {1}, (OD,rY, f) = {0}, and that proves Theorem 7.2.

8. Ordered sets and k-condition. If we consider the pair
(0S,0'S) or its reciprocal (OS, 0’S), then the j-condition is satisfied; there-
fore one obtains Theorem 7.1. On the other hand, in general one has neither
(0S,0'S) € (k) nor reciprocally (0S,0'S) € (k). For the sake of sim-
plicity, we present the following,.

DEFINITION 8.1. The condition (OS,0’S) € (k) will be denoted
S € (k) and reciprocally. Thus

(8.1) (08,0'S) € (k) & S € (k)
@) (05,078 € (k) & S € (F)

and we shall say that S satisfies the (k)-condition and the (k)-condition
respectively.

In particular, S € (k) means the statement that each set C S which
intersects each maximal chain of § contains a maximal antichain of S. Then
Theorem 4.2. (implication I=>I11) yields the following

THEOREM 8.1. For each ordered set S satisfying the (k)-condition,
one has the following distribution law®:

(8.2) éL'éLf(eo) = %_tll_'f(a), (eo€e1 €08, ac A€O'S)

5The converse holds also.
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and reciprocally for (82). (L designates N or U).
Usual distribution laws are special cases of (8.2). Thus if one takes

2 .
the ordered set S = {1,2,3} with diagram 1 3 one has OS = {{1,2}, {3}},
1

0'S = {{1,3},{2,3}} and the formula (8.2) yields f(3) L' (f(1) L f(2)) =
(F@3) L' f(1)) L (F(3) L' £(2)).

2 4
Analogously, considering the set T 1 one has the binomial form of

103
the distribution law. For other cases of distribution, cf. §11.

9. Some classes of ordered sets satisfying (k) and (k). We are
going to prove that the conditions (k), (k) are satisfied by ordered sets of
some general classes — a fact which will give us a general distribution and
duality law.

THEOREM 9.1. The conditions (k) and (k) are satisfied, provided S
satisfies at least one of the following conditions:

1) S is a chain;

1) S is an antichain;

2) OS is disjoint, i.e., the elements of OS are pairwise disjoint (this is
equivalent to the statement that the comparability relation is transitive

in S);

2) The elements of OS are pairwise disjoint (this is equivalent to the

transitivity of the incomparability relation in S).

The cases 1), 1), 2), 2) are ranged according to relative importance.
One sees that 1) and 1) as well as 2) and 2) are mutually reciprocal.

Let us prove, e.g., the case 2). At first, the elements of OS being
pairwise disjoint, by Lemma 5.3, we have OS = [[,A (4 € OS) and
0S8 = (0'S. Now we prove S € (k). If no A € OS were contained in
an X C S, where X intersects each M € OS, there would be a point
z(A) € A\X for each A € OS. The set |J,z(A) (A € OS) would be a
maximal chain of S which does not intersect X, contrary to the hypothesis
on X.

REMARK 9.1. Later we shall see that the fact that each chain (an-
tichain) satisfies (k) and (k) is reflected in the fact that our duality theorem
has as a special case the De Morgan duality theorem (cf. Theorem 13.1)

10. The case of ramified tables. At many opportunities we con-
sidered ramified tables, i.e., ordered sets satisfying the condition that for
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each £ € T, the set (.,z)r of all its predecessors in T is well ordered. Let
us recall that for a table T,

(10.1) ~T

denotes the first ordinal number o such that there is no point z € T such
that the order type of (.,z)r is a; 4T is called rank or degree (order) of T.

THEOREM 10.1. Each ramified table T satisﬁes (k); or ezplicitly and
more precisely, let T be a set such that for each z € T, the set (., z)T is well
ordered. Let X CT and MNX #v (M € OT). Then the set

(10.1) RoX

of all initial points of X is a mazimal antichain of T; moreover, RoX in-
tersects each mazimal chain of T. Thus, RgX € O'T.

THEOREM 10.2. If 4T < wy, then T € (k) and OT = O'T, OT =
O'T. In particular, this holds for each finite table.

Proof of Theorem 10.1. At first, RgX € OT. As R¢X has no pair
of distinct comparable points, it is sufficient to show that each t € T is
comparable to a point zy(t) € RyX. Now, by hypothesis, there exists at
least one point z(t) € X comparable to t. Let z4(¢) be the point in Ry X
which is < z(t). In fact, if zo(t) = z(t), or if z(t) < ¢, the comparability of ¢
and z¢(t) is obvious. On the other hand, if neither z4(¢) = z(t) nor z(t) < t,
then zo(t) < z(t),t < z(t). Thus, z¢(t),t belong to the set (., z(¢))r which
by the suppositions on T' is a chain.

It remains to prove that Ry X intersects each M € OT. Again, by
hypothesis, there exists a point m € X N M; then the point m’ € Ry X such
that m’ < m is a point of M. The set (.,m]r UM is a chain. By virtue of
presupposed maximality of M, one has (.,m]r C M, thus m’' € M.

Proof of Theorem 10.2. At first we have the following

LEMMA 10.1 If /T < wo, then ANM #v (A € OT,M € OT), thus
OT = O'T,0'T = OT (cf. [8]).

Proof. Suppose, on the contrary, that T' contains a maximal chain M
and a maximal antichain A so that
(10.3) ANM =wv.

A being a maximal antichain of T, there exists for each ¢ € T a point
a(t) € A such that {¢,a(t)} is a chain; in particular, for each m € M, the
points m, a(m) are comparable. Now

(10.4) m < a(m),
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which is proved as follows. Since M € OT, M is an initial portion of T.
Consequently, if (10.4) did not hold, M would then contain also the point
amy) for at least a point mg € M. Thus, a(mg) € AN M contrary to
(10.3). Therefore (10.3) = (10.4). Now, since 7T < wyp, the chain M is
finite.

Let [ be the last point of M; [ would be a last point of T also, contrary
to the relation (10.4) for mm = [. Thus the relation (10.3) is not possible,
and Lemma 10.1 is proved.

To complete the proof of Theorem 10.2, we need to see that each
X C T satisfying

(10.5) XNA#v (Ae€OT)

contains a maximal chain of T. This holds for every T and we have the
following statement which is reciprocal to Theorem 10.1.

THEOREM 10.1°. Every ramified table T satisfies the k-condition: T €

(k).
Proof. Suppose X satisfies (10.5). Since RyT € OT, we have

(10.6) Xo =X N ReT # v.
The set (10.6) is an initial portion of X, that is,
z € (10.6) = (., z]r C (10.6).

If X, contains a maximal chain of 7', then Theorem 10.I is proved. If
OXoNOT = v, then

(10.7) Ro(T\Xo)

is a maximal antichain of 7. As a matter of fact we have the following
LEMMA 10.2. If I is an initial portion of a ramified table T such that

(10.8) OINOT =,
then
(10.9) Ry(T\I) € OT.

6Theorem 10.1 for 9T > w is due to the referee.
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To prove {10.9), € OT, it suffices to show that each i € T is compa-
rable to some point i’ € (10.9);. Obviously this holds for i € T\I. Suppose
i € I. Consider an M such that : € M € OT. By (10.8), M\I # v. Let
P € M\I and let i’ be the point such that i’ € (10.9); and ¢ < P. Since T
is ramified and {7 < P, it follows that ¢ < 7',

To prove Theorem 10.1, let us consider the sets
(10.10) Xo, X1ye s Xegyn .-

defined as follows

Xo =X NReT, X; =XoU (XN Ry(T\Xy))
(10.11) Xo = Xa-1U (X N Ry(T\Xq-1))
Xo = UXao (ao < a)

«@o

depending upon whether « is isolated or a limit ordinal number.

Obviously, the sequence (10.10) is increasing and its terms are C X.
Let d be the first ordinal such that ‘

(10.12) X5 = Xs41.
Of course, § < 4T.

We see that
(10.13) OXsNOT #v
and hence
(10.14) OXNOT #v

because X5 C X.

First, each term of (10.10) is an initjal portion of T-provable by an
induction argument. Secondly, if the relation (10.13) werew false, the set

(10.15) Ro(T\X)

by virtue of Lemma 10.2 would be a maximal antichain of T. By hypothesis
on X (see (10.5)) there would be a point z € XN (10.15). Therefore

z2€ X501, 2¢' Xs
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Hence, z € X541\ X5 and X5 C X441, contrary to (10.12). Hence
(10.14) holds and Theorem 10.1 is proved.

11. General distribution laws. To see how the previous inves-
tigations are linked with distribution questions, let us prove the following
distribution theorem which is the most general distribution law expressible
in usual terms.

THEOREM 11.1. Let F be any non-void family of non-void sets C 1,1
being a standard set. Then for each mapping f of the set 1 we have

(11.1) N Us@=UN e (A e [ X);
zeF z€X A a€cA XeF

_and dually.

Theorem 11.1 is a corollary to Theorem 4.2 (implication I = III).
As a matter of fact, first the pair (F,[]x¢rX) is j-connected; second it
satisfies the k-conditions, as is easily provable.

A direct proof of Theorem 11.1 is as follows.

First, (11.1); C (11.2),, that is, if £ € (11.1); then ¢ € (11.1),. Tn
fact £ € (11.1); means ¢ € U, x f(z) (X € F), that is, there exists an
X € X such that £ € f(X,), (X € F). Putting A, = Ux X, (X € F),
one has £ € N, f(a) (a € A.) and A, € [[x X, thus £ € (11.1),.

Second, (11.1); C (11.1)y; if £ € (11.1)2, then £ € (11.1);. The
relation £ € (11.1); is equivalent to { € f(a) (a € A) for some A € []x X;
since A(1X # v, this implies £ € J,cx f(z) for each X € F, hence £ €
(11.1);.

From the proof of Theorem 11.1 we obtain the following interesting
result.

THEOREM 11.2. (cf. Theorem 2.1) Let (F,F,) be any ordered pair of
systems of sets C 1 such that

(11.2) XNnXp#v (X € F, Xo € Fo);

then fo1'" each mapping f:

(11.3) UNiac N U Fo

XeFXeX 29 €EFozoE€Xo

UNfac N’ U'F).

X*eFrzieX*

and dually,
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In general, one reads here C instead of C. The case F = Fy iz not ex-
cluded. Therefore the relation (11.3) holds even if one or both sets F, Fy
are vacuous. In particular, (11.3) holds if F € {0S,0’'S,0S,0’S} and
Fo = F' (obviously (OS) means O'S;(0’S)’ = 08,(0'S) = 08, even if
0'S = v = 0’S. Consequently, we have the following. :
THEOREM 11.3. If Q € {0,0,0',0’} then

Uﬂf(z)cﬂUf(x') (zeX eSS, 2’ e X' eQ'S)

X! =z

and dually.

Passing to complements in the relation and using De Morgan formula,
we have the following.

THEOREM 11.4. For any Q € {0,0,0',0'}:

Uﬂf(w)’ 2UNF (o) (z€X eQS, zo€ Xo € X9).

Xo Zo

The question of whether sets forming F in Theorem 11.1 are pairwise dis-
joint or not disjoint is of no importance. However, without loss of generality,
the system F may be supposed disjoint. In fact, let to each X € F be as-
sociated the set Xy of all ordered pairs (X,z) (z € X); to each z € X we
associate the pair (z, z). Instead of F we can consider the system F; of all
the Xy (X € F). Now, the family F; is disjunctive and the system F4 can
be interpreted either as OS or as OS. If one orders totally each X4 and
if one orders the set S = |Jx Xa (X € F) so that each element of X, is
incomparable to each element of each other element of 7, and if one leaves
intact the ordering in each element of F4, then obviously

0S=Fs, O'S=[[y (verFa)
Yy

moreover OS = 0’S, 0'S = 08, the set satisfies the conditions (k) and
(k) and accordingly for the set .S the distribution law (8.1) holds.
Combining Theorem 8.1 with Theorem 9.1, one has the following state-
ments:
THEOREM 11.5 If S is an ordered set of one of the cases 1,1,2,2, in

Theorem 9.1, then for each mapping f of S the following distribution law
holds:

(11.4) AJZ’#f(m) = %.(ll_'f(a) (meMeOS, ac Ac0'S);
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and reciprocally. In (11.4) L denotes either N or U.
Theorems 9.1 and 10.1, 10.2 yield the following.

THEOREM 11.6. For each ramified table T and each mapping f of T
one has

(11.5) Aid’#(m) = i,i’f(a) (meMeOT, ac A€ O'T);

and reciprocally.

12. A new duality law. We saw (Theorem 8.1) how the distribu-
tion law (11.4) is connected with the condition (k). Now we will see the
interconnection of the distribution law and of (k) or (k) with some duali-
ty laws. Let us suppose that for each f one has (0S, 1, f) = (0'S, L, f)
(this happens if and only if § € (k); ¢f. Theorems 3.2, 4.1). In particular,
since f is arbitrary, the same equality holds for the mapping f’, f' being
the complement of f; thus (OS, L.f') = (0’S, L', f'). From here, passing to
complements, one has

(OS, L.f1) =(0'S, L', fYy=(0'S, L", f") = (O'S, L.f),

(by De Morgan’s formula). Thus we have the following.

THEOREM 12.1. General duality law. For each ordered set S € (k),
one has

(121) (LS = (&, L.f"); where Q=08 or 0'S,L =N or U.
Reciprocally, if S € (k), then for each mapping f of S:
(12.1) (Q.L.f) = (&, L.f).

Where, § denotes OS or O'S, L =N or U.

It is interesting to observe that the converse of Theorem 12.1 holds
also. :

THEOREM 12.2. V(f)(12.1) & S € (k)

V()(I2T) & S € (k)

Let us express, e.g., the last equivalence directly.
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THEOREM 12.3. Given an ordered set S: in order that for each map-
ping f of S, one has

(12.2) UNr@)'=UN fm) (A€0s,MeTs),

Aa€A MmeM

it is necessary and sufficient that S satisfies the (E)-condition.(cf. Theorem
3.1).

13. Some special cases of the duality theorem.

THEOREM 13.1. If S is a chain or an antichain, then the duality
Theorem 12.1 yields the theorem of De Morgan.

Let us consider an antichain S; thus OS = {S};0’S is the system of
all one-point sets z € S. Then for each M € O'S, one has M = {z} with
z € S; thus [} f'(m) = f'(z) where {£} = M and one has

meM

(13.1) UN#'m) =Us'@ = U@
Mm M

z€S

On the other hand, as OS = {5},

(7)) =) f(a)

a€A sES
and
(13.2) U Nr@= U Nre) =106
A€Os acA Ae{S}s€S €S

By virtue of (13.1) ad (13.2) the equality (12.2) yields

(ﬂf(S))l = Use)

8€S s€ES

and this is just the equality of De Morgan. Since each family, or set, may be
considered as an antichain, we see that Theorem 12.3 (its sufficient condi-
tion) for S an antichain, gives the equality of De Morgan in its most general
form.



On a new reciprocity, distribution and duality law 297

THEOREM 13.2. For each ramified table T and each mapping f of T
one has
(13.3)
(AJZ’#f(m))’ = %’%f’(a)‘ (meMeOT,ac A O'T, L€ {n,U})

In particular (L =nN}):

.4)  UNrm)Y =Uf'(a (meMeOT,acAc0T),
Mm A a

and reciprocally

If one bears in mind the generality and importance of ramified tables
(a tool for complete subdivisions or atomizations of sets), one is conscious
of the importance and generality of Theorem 13.2.

REMARK 13.1. From a logical point of view it is very important that
(13.4) as well as its reciprocal hold, especially for each table whose chains
are finite.

Actually, we observe that such tables occur even in psychological pro-
cesses, in subdivisions, evolution, etc. Thus it seems that the evolution
processes follow a ramification scheme, as will be shown elsewhere.
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Kurepa’s work on cardinal functions was motivated by his attempts to solve
Souslin’s celebrated problem which asks whether every linearly ordered continuum
without uncountable family of pairwise disjoint intervals is isomorphic to the unit
interval. For this purpose he introduced (A[35; C.3 footnote 11]) one of the most
important cardinal functions (“degré de cellularité dé E”), ¢(E), as the supremum
of cardinalities of families of disjoint open sets of the space E. Judging even by
today’s standards he still holds the best results about this cardinal function. At the
early stage his results are mostly about the linearly ordered spaces. Section number
7 of A[35] contains several such functions among which the density (denoted by p, E)
and cellularity (denoted by ng) play the central role. He was able to 1solate the
following two central problems about these cardinal functions

(P1) What is the relationship between p,F and p;E (i.e., between d(E) and
c(E))?
(P2) When is the supremum of po E (i.e., ¢(E)) attained?
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Of course (P1) was the direct descendant of the Souslin problem, but (P2) required
a new insight. It was the first instance of the well-known “sup = max” problem.
In Lemmas 10 and 10’ of A[35; §7] he proved the following useful fact

(81) In studying (P1) and (P2) we may restrict ourselves to the class of linearly
ordered continua.

In A[35; 12.C.3, Théoréme 2] he proves the first important result concerning (P1),
the inequality

ey - d(E) < c(E)*
which has recently culminated in one of the deepest results in the theory
) d(X) < he(X)*  for compact X,

due to B. E. Shapirovskii ([8]; see also [5]). (The inequality (1) was much later
rediscovered by Hajnal and Juhasz ([4]; see also [2; p. 222]).) In the same section
(“Lemme 4 & 5” and “Théoréme 3” of §11.4) one can find another remarkable fact,
the first instance of the “sup = max” result

3) If ¢(E) is singular then it is attained.

This result was later generalized to all spaces by Erdés and Tarski {3]. In B[36]
he introduces another important concept known today under the name of “discrete
separability”

(Ko) There is a countable family of discrete subspaces whose union is dense
in the space.

This property was later studied in detail by the Russian School of Topology
(see e.g. Arhangelskii [1]) and one of the finest results which goes along Kurepa’s
own reasons for studying this property was proved again by Shapirovskii ([9]):

(4) dd(X) <t(X)t  for com;-)act X.

The announcement B{37] is the beginning of Kurepa’s study of the hereditary ver-
sions of the functions ¢ and d. Relying on the previous work of Kuratowski and
Sierpinski [6] he realized that this reduces to studying the numbers “p.G(E)” and
“psG(E)”, respectively, where p.G(E) is the supremum of cardinalities of well-
ordered chains of open sets of E while p;G(E) is the supremum of cardinalities of
conversely well-ordered chains of open sets of F i.e.,

(5) pcG(E) = hL(E)
(6) paG(E) = hd(E).
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After a series of papers on this subject he collected all his results in a single paper
B[45] which unfortunately was not well noticed by others, so he republished it in
a more comprehensive form as B[67]. Most of the results in B[45] are stated in
their countable form because of their relevance to the Souslin’s problem, while the
corresponding results in B[67] are stated in their full generality:

(7) hd(E) = d(E) for every linearly ordered space E (B[45; Théoréme 5], B[67;

4.5.3 and 5.1()})
(8) hL(E) = ¢(E) for every linearly ordered space E ((S1), B[45; Corollaire 4],
B[67; 4.3.4(ii) and 5.1(i)])

These results were rediscovered later by Skula [10] and Lutzer and Bennett [7]
(see also [2, p. 222]), respectively. Kurepa’s approach in proving these results
was quite elegant. He first notices that we may again restrict ourselves to linearly
ordered continua so he deduced (7) and (8) from general inequalities which are
true for every infinite locally connected space E relating p,G(E) and psG(F) to the
corresponding cardinal functions restricted to the family CG(E) of components of
E. Namely, the basic observation is that if I is a conversely well-ordered family of
open subsets of a locally connected space E then the corresponding family CU is a
tree! It is interesting that even at this level of generality one obtains an equivalent
formulation of the Souslin problem (see Théoréme 2(c) of B[45]). Of course he also
mentions many times (in B[36], B{45] and B[67]) that the implication “AL(E) = Ry
— hd(E) = Ro” for linearly ordered spaces F is yet another form of the Souslin
problem.

The paper B[50] is one of Kurepa’s most often cited papers in this area and
it contains the discovery of yet another phenomenon, the non-productiveness of
cellularity:

(9) If E is a Souslin continuum, then ¢(E?) > ¢(E).

The elegant proof which has been since then imitated many times shows that, in
fact (see B[52]),

(10) d(E) = ¢(E?) for every linearly ordered space E.
So for every linearly ordered space

(11) ¢(E?) < c(E)*.
It follows that for every linearly ordered space E the sequence c(E™) (n = 2,3,...)
is constant, a phenomenon which made a great impression on Kurepa (see D[53b}]).
It was definitely the driving force behind his discovery in B[62] and B[62a] of the
following inequality, perhaps his deepest result about the function ¢(X):

(12) ¢(TTaca Xa) < exp(supaeq c(Xa))-
The proof was one of the first instances of the method of proving cardinal inequal-
ities using partition relations, a method which has since then become one of the
main tools in the subject (see [5]). The partition relation that Kurepa used to
prove (12) is his “graph relation” (see explanation in the group C of this Sellected
works) which in the arrow notations is stated as

(13) (m™)* = (m*,nt)2
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Subsequent expositions of (12) would use instead the Erdés—Rado relation

14) @M = (n*)2
losing thus some of the power of the original argument which, among other things,
shows that

(15) fe(X) <nand ¢(Y) < 2" then ¢(X xY) < 27,

Stevo Todorcevié
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LE PROBLEME DE SOUSLIN
ET LES ESPACES ABSTRAITS

Condition Kj. Dans le cas ou 'on ne sait pas si un espace apstrait
est séparable!, on peut se demander s'il vérifie au moins la condition Kj, in-
finiment plus large que la condition de la séparabilité au sens de M. Fréchet,
et que voici:

Ko. I y a une famille au plus dénombrable d’ensembles ISOLES
(extraits de P'espace) dont la réunion est partout dense (dans l'espace).

THEOREME 1. (a) Tout espace (E) vérifie Ky. (b) Tout espace bien
ordonné vérifie Ky?

Je ne connais aucun espace (V) & caractére dénombrable qui ne véri-
fierait pas K. Et pourtant, on a:

THEOREME II. Pour que la réponse au probléme bien connu de Souslin
soit affirmative, il faut et il suffit que tout espace ordonné dont chaque en-
semble isolé est au plus dénombrable vérifie K.

Espaces T (7). On peut prouver que le probléme de Souslin est
équivalent au probléme de savoir si un espace ordonné connexe dont tout
ensemble isolé est au plus dénombrable est nécessairement un espace (£)
de M. Fréchet. Posons, dans cet ordre d’idées, un probléeme trés instructif.
Soient T un ensemble et 7" une famille ramifiée de sous-ensembles de T,

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. C.R. Acad. Sci. Paris 203 (1936), 1049-1052.
(Note présentée par M. Jacques Hadamard ;Séance du 9 novembre 1936)

1Pour la terminologie, voir Maurice Fréchet, Espaces abstraits, Paris, 1928, p.
289. En ce qui concerne le probléme de Souslin, les ensembles et espaces ordonnés, voir
Georges Kurepa, Ensembles ordonnés et ramifiés, Thése, Paris, 1935. ou Publ. Math.
Univ. Belgrade 4 (1935), 1-138). Rappelons qu’une famille d’ensembles est ramifiée si,
A,B étant deux de ses éléments quelconques, ona A C B, B D A ou AB = O; une famille
ramifiée est monotone (disjonctive) si elle ne contient aucun couple d’éléments disjoints
(non disjoints)

2M. Apert m'a signalé que I'espace K (voir Fréchet, loc. cit., p. 165, ne vérifie
pas Ko.
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jouissant des propriétés suivantes: A, quel que soit le point a de T la famille
(.,a) des éléments de T contenant a est dénombrable, bien ordonnée par
rapport 4 la relation D et, enfin, telle que [](.,a) = a; B, toute sous-famille
monotone ou disjonctive de 7 est au plus dénombrable. En considérant
tout élément de 7 comme voisinage de chacun de ses points, ’espace (V)
ainsi défini, T(T), est-il nécessairement un espace (£)? (Ce probléme est
équivalent au probléme de Souslin.) .

THEOREME III. Pour qu’un T(T) soit un (£), il faut et il suffit qu’il
vériﬁe Ko.

Espaces £[(Q)] et P[(R)]. Or tout T (7) est un E[(N)] dont la
définition est analogue & celle des (£):

En désignant par () I'espace ordonné de Cantor des nombres or-
dinaux finis ou dénombrables, nous dirons qu'un espace, E, est un E[(Q)],
en signe E € £[()], si Pon peut faire correspondre & tout couple de points,
a,b, de E un point bien déterminé {a,b), de (Q) vérifiant ces conditions:
1%(a,b) = (a,a) entraine a = b; 2%(a,b) = (b,a); 3° @, F étant, respec-
tivement, un point et un ensemble quelconques de E, pour que a soit point
d’accumulation de F, il faut et il suffit que, quel que soit I'ordinal a < (a, a),
il y ait un point, a,, de F distinct de a, vérifiant a < (a,a4) < (a,a); 1°
bis, a, F étant, respectivement, un point et un ensemble quelconques, la
relation a € F entraine (a,a) € (F, F), (F, F) désignant la fermature, dans
( ©), de 'ensemble (F, F) des points (f, f) de (R), f parcourant F.

Pour prouver que tout T'(7) est un £[(Q)] ilsuffit de désigner, a étant
un point de T(7), par (a,a) le type d’ordre de la famille (., a) des éléments
de 7 contenat a ordonnés par Dj; si a # b sont deux points, (a,b) = (b,a)
sera le premier indice v tel que A, # B,; A, désignant I'élément de (., a) tel
que le sous-ensemble ordonné de (.,a) & gauche de A, soit du type ordinal v.

THEOREME IV. La classe des espaces E[(R)] est plus générale que la
classe des (£); en particulier, () est un E[(Q)] sans étre un (£).

Que () € &[(Q))], il suffit pour le voir de désigner, o, étant deux
ordinaux tels que a < 8 < R, par (o, 8) = (8, ) le nombre o, et par («a, ),
le plus pétit ordinal de seconde espece > a.

Je ne sais pas si () € P[(Q)] (voir ci-dessous).

Opérateurs £ et P. D’une maniére générale, E, M étant deux
espaces, nous dirons que E est un £[M], en signe E € £[M], si & tout couple
de points, a,b, de F, 'on peut faire correspondre un point déterminé, (a,b),
de M, vérifiant les conditions O, 0%, 0% et O' que voici: O') (a,b) = (a,a)
entraine a = b; 02) (a,b) = (b,a); O3 sia € E et F C E, pour que,
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dans E, ¢ € F, il faut et il suffit que, dans M, le point (a,a) soit point
d’accumulation d’au moins un sous-ensemble de I’ensemble (a, F') des points
(a, f) de M, f parcourant F; O') a, F étant, respectivement, un point et
un ensemble de E, si dans E, a € F', alors, dans M, (a,a) € (F,F) (voir
ci-dessus).

Si M est un (V) de M. Fréchet, on peut barrer, dans O3, les mots
“d’au moins un sous-ensemble”.

M étant un (V,,) au sens de M. Fréchet, E sera dit un espa.ce P[M],
en signe E € P[M], s’il est un £[M] et 'l vérifie la condition Of: quel que
soit le point a de E, on peut choisir la suite de voisinages V( a) 2 V(';";;
.(n < w), attachée, dans M, au point (a,a), de sorte que, pour tout ordinal
n < w, il existe deux ordinaux inférieurs & w : @,(n),¥.(n), tels que, en
désignant par S(a, V] ;) I'ensemble des points b de E vérifiant (a,b) €

Ve ., larelation b € S(a, V“"'(n) entraine S(b, VY™ C S(a,V .,).
(a,e) (a,0 (&,b) (a,a)

THEOREME V. M étant un (V,,), E étant un P[M] tel que l’ensemble
[E, E] des points (e,e) de M, e parcourant E, soit composé d'un point de
M, pour que E soit un (P) au sens de M. Fréchet, il faut et i suffit qu’il
vérifie l'aziome de séparation de M. Hausdorff (pour assurer que E soit un
(L) de M. Fréchet). :

THEOREME VI. Si M est un (V,,), tout E[M] est encore un (V,).

1l serait trés intéressant de savoir si, dans I’énoncé précédent, on peut,
au lieu de “(V,,)”, lire partout “(V,,) vérifiant la condition Ky”. En particuli-
er, la condition K est-elle vérifiée par tout £[(Q)]? (si oui, cela entrainerait
la réponse affirmative au probléme de Souslin) ou tout au moins par tout
Pl()?

Y a-t-il un n < w tel que () € E[R,], R, désignant 1'espace cartésien
a n dimensions?
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F étant une famille d’ensembles, nous désignerons par p.F et paF la
borne supérieure des puissances des familles d’ensembles extraites de F et
bien ordonnées par raport & C et D, respectivement; p; F désignera la borne
supérieure des puissances des familles disjonctives extraites de F.

E étant un espace abstrait, on désignera par G ou G(E) la famille de
tous les ensembles ouverts de E; le signe CG ou CG(E) représentera la famille
des composants des ensembles ouverts de 1'espace.

En remarquant que, 7 étant un tableau ramifié quelconque d’ensem-
bles décroissants (croissants) appartenant i 'espace!, la famille C7 des
composants des éléments de 7 est encore un tableau ramifié d’ensembles
décroissants (croissants); on peit démontrer le

THEOREME 1. Tout espace (V), localement connexe et infini, vérifie
PG = p:.CG +0,CG et paG > paCG + p,CG; pour que, pour tout espace (V)
localement conneze et infini, paG = paCG +psCG, i faut et il suffit que, quel
que soit le tableau ramifié infini T, on ait bT = pT2.

Je ne connais aucun espace abstrait vérifiant p;G > paCG + p,CG.

Remarquons que M. Sierpinski a prouvé l'existence d’un espace (S)
vérifiant p.G # pgG3; d’autre part, il y a des espaces homéomorphes d’un
continu plan et vérifiant p.G < p,CG > paG.

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. C.R. Acad. Sci. Paris 204 (1937), 325-327. (Note
preséntée par M. J. Hadamard; Séance du 25 janvier 1937)

AUTHOR’S NOTE. Voir aussi la Note des C.R. Acad. Sci. Paris 203 (1936),
1049-1052; la terminologie et les notations seront celles de cette méme Note.

1Nous dirons qu'une famille ramifiée F d’ensembles est un tableau ramifié d’ en-
sembles déecroissants (croissants) si, pour tout A € F, la famille des X € F vérifiant
X D A (X C A) est bien ordonnée par rapport & D (C).

2Cf. la Note des C. R. Acad. Sci. Paris 202 (1936), p. 185

3Voir Fund. Math. 2 (1921), p. 185.
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COROLLAIRE. Pour tout espace (V) localement conneze et infini véri-
fiant p.CG < p,CG, on a p.G =psG.

En combinant le corollaire précédent avec quelques théorémes dis a
différents auteurs (voir ci-aprés), on obtient un théoréme liant la condition
p.CG < Ry, nous 'appellerons la condition de Souslin, avec d’autres condi-
tions intervenant dans la théorie des espaces abstraits; voici son énoncé:

THEOREME I1. Pour tout espace de M. Hausdorff, localement connexze,
parfaitement compact et vérifiant p.CG < p;CG, les conditions suivantes,
10,20,...79, sont deuz a deur équivalentes; 1° p,CG < Ro; 2°p.G <
No; 3% Tout ensemble clairsemé est au plus dénombrable; 4° Tout ensemble
infini non dénombrable contient un point de condensation; 5° Tout ensem-
ble jouit de la propriété de Lindelof*; 6° Tout G (= ensemble ouvert) est
un F,(= somme d'une infinité dénombrable d’ensembles fermés)®; 70 F
étant un ensemble fermé quelcongue, il y a une fonction réele f(z) continue
partout (dans Pespace) et vérifiant F = E[f(z) = 0]°

Pour tout espace ordonné conneze, les conditions 1°,2°,--- |79 sont
deuz & deuz équivalentes.

Pour que tout espace ordonné conneze vérifiant la condition de Souslin
psCG < Ry — donc aussi les conditions 20,--. |70 — vérifie encore psG <
Ro, il faut et il suffit que la réponse au probléme de Souslin soit affirmative.

Condition-Cy. Désignons par Cj la condition suivante (vérifiée ou non
par un espace):

Il 'y o une famille au plus dénombrable d’ensembles clairsemés (de
Pespace) dont la réunion est partout dense (dans I'espace).

Je ne sais pas si Cp équivaut & Kp; toutefois, il est légitime de remplac-
er Ky par Cy dans chacun des énoncés insérés dans la Note des Comptes
rendus, 203, 1936, p. 1049; c’est une conséquence de P'égalité p,G = Ny
vérifiée par tout espace ordonné connexe tel que p;G = Ro.

PROBLEME D’INERTIE. Fétant une famille d’ensembles vérifiant
pcF = paF, a-t-on nécessairement p.F, = pgF, 1

La réponse affirmative au probléme précédent en entraine une au
probléme de Souslin. En effet, F désignant la famille des ensembles ou-
verts connexes d’un espace ordonné connexe quelconque vérifiant p,G = Ry,

4Pour les conditions 29,39, 4%¢5% voir le travail récité de M. Sierpinski, voir aussi
K. Kenugui, Fund. Math. 21 (1933), 244-249.

5Voir P. Aleksandroff, P. Urysohn, Proc. Acad. Amserdam 14 (1929), p. 39

8Voir N. Vedenissoff, Fund. Math. 27 (1936), 234-238

7 F, désigne la famille des ensembles 30, ., 4n, (4n € F).
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on a, d’une part, p.F = pyF = Rg,p.G = Ro,G = F,, et, de lautre, la
relation pyG = Ny entraine la réponse affirmative au probléme de Souslin.

Je remarque que la réponse affirmative au probléme d’inertie etraine
Pégalité p.B = pgB pour chaque classe B de M. Borel d’ensembles de nom-
bres réels (remarquons que la relation 2% = X, entraine p,B = pyB).

Ajoutons que, F désignant la famille des ensembles formés de nombres
réels, MM. Lusin, Sierpinski et Hausdorff ont fait récemment de profondes
recherches relatives aux nombres p.F, et psF,%. Alors que, d’aprés un
théoréme fondamental di & Baire, on a p,F = pgF = Ng, tout ce qu’on sait
des nombres p.F,, paF, c’est que chacun d’eux est> Ng.

8Voir par exemple N. Lusin, Suites stationnaires, Paris, 1935, et W. Sierpinski, -
Hypothése du continu, Varsovie, 1934, p. 118.
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Introduction

1. Michel Souslin, a posé le probléme de savoir si un ensemble ordonné,
continu, jouissant de la propértié que chaque famille d’intervalles deux a
deux disjoints extraits de I’ensemble soit au plus dénombrable, est semblable
4 un ensemble de nombres réels.’

Voici une autre forme du probléeme de Souslin.
Un espace ordonné? connexe vérifiant la condition que voici:

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. Rev. Cienc. (Lima) N° 453-ANO XLVII (1945),
457-488

AUTHOR’S NOTE. Dans C. R. Acad. Sci. Paris, 204 (1937), pp. 325-327) j'ai
énoncé quelques résultaes dont nous allons nous occuper et dont j'ai parlé Varsovie le 9
Avril 1937 & la Séance de la Société Polonaise de Mathématiques, Section Varsovie.

1C’st N. Lusin qui a transmis le probléme de son éléve Souslin (1894-1919) & N.
Sierpinski, lequel l'a inséré dans Fundamenta mathematicae (1, 1920, p. 223 probléme
3); voir aussi Waidomosci matematyczne (24, 1920, pp. 93-96) et le livre de N.Sierpinski:
Nombres transfinis (Paris 1926, p. 153).

Le probitme de Souslin fut traité par moi dans la These Ensembles ordonnés et
ramifiés (Paris, 1935, pp. 1-138; aussi Publ. Math. Univ. Belgrade, 4 1935, 1-138).

A propos du probl2me de Souslin, rappelons le théoréme de Cantor disant que
toute famille d’ intervalles disjoints de nombres réels est < Ro (cf. Cantor, Gesammelte
Abhandlungen, Berlin, 1932, p. 133)

2Pour la terminologie des espaces abstraits, voir Maurice Fréchet, Espaces ab-
straits, Paris, 1927 (aussi P. Aleksandroff-Hopf, Topologie I, Berlin 1935). H étant un
ensemble ordonné, l’espace ordonné H est I'espace (V) qu'on obtient de ’ensemble or-
donné, H en considérant dans celui-ci chacun de ses intervalles comme voisinage de tout
point qui lui appartient (notons que l'ensemble de tous les points de H succédant & un
point de H ou précédant un point de H est considéré aussi comme un intervalle de H).

D’une maniére générale, un espace abstrait est ordonné s'il y a un ensemble or-
donné H tel que I'espace soit homéomorphe de I'espace ordonné H. Par exemple, I'espace
& zéro dimension de Baire est un espace ordonné puisqu’il est homéomorphe de l'espace
orronné des nombres irrationnels. Il faut bien différencier les deux notions: espace et
ensembles ordonnés: dans un espace ou un ensemble ordonnés, on ne suppose aucune
notion d’ordre et de point d’accumulation, respectivement. Si H est un ensemble ordonné
et E un ensemble ordonné extrait de H, 'espace E défini comme une partie de l'espace
ordonné H est, en général, distinct de I'espace ordonné E.
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chaque famille d’ensembles ouverts deuz d deuz disjoints extraits de
lespace est au plus dénombrable

contient-il un ensemble au plus dénombrable partout dense??

2. Dans ce qui suit, nous verrons que la condition précédente — nous
Pappellerons la condition de Souslin —est intimement liée avec bien des con-
ditions intervenant dans la théorie de espaces abstraits et des fonctions
réelles (cf. n°1, 18 th. 3); en particulér, nous verrons que la condition de
Souslin est équivalente d celle que chague suite croissante d’ensembles ou-
verts est au plus dénombrable* (cf. th. 4, équivalence B, = Bs).

La condition de Souslin est une conséquence de celle que toute suite
décroissante d’ensembles ouverts est au plus dénombrable (cf. n° 2, 4).

Pour que, inversement, la condition de Souslin entraine la dénombra-
bilité de chaque suite décroissante infinie d’ensembles ouverts, il faut et il
suffit que la réponse au probléme se Souslin soit affirmative (cf. n° 2, 42).

Par conséquent, le probleme de Souslin est équivalent & celui-ci: Si
dans un espace ordonné conneze toute suite croissante d’ensembles ouvers
est < Rg, en est-il encore ainsi de chaque suite croissante d’ensembles
fermés?

Nous démontrerons que la réponse au probléme que nous venons
d’énoncer est affirmative, pourvu que les ensembles fermés y intervenant
soient dénombrables, et que d’autre part, s’il en était ainsi pour des ensem-
bles fermés séparables, il en serait encore ainsi pour des ensembles fermés
quelconques (cf. th. 7a et 7b).

3. De la jusqu'a considérer les nombres p.G, psG (cf. ci-aprés n° 1,
15 formules (8), (9)), il n’y a qu'un pas.

René Baire a démontré que tout espace euclidien vérifie p,G = p4G (=
Ng). La méme égalité subsiste encore pour tout espace (V) définissable
moyennant une famille au plus dénombrable de voisinages, comme ’a prouvé
M. Fréchet.5. Par ailleurs, les mémes méthodes fournissent I'égalité p.G =
paG pour tout espace distancié.

D’autre part, M. Sierpinski® a prouvé I'existence d'un espace (s)
vérifiant p.G < pqG et I'existence d’un autre espace (s) vérifiant p.G > p,G.

3Léquivalence des deux probléemes résulte du théoréme de Cantor d’aprés lequel
un ensemble ordonné continu contenant un ensemble dénombrable partout dense est
semblable & un ensemble de nombres réels.

4N. C. Kuratowski a bien voulu m’observer qu’a I'époque ou1 il s’occupait du
probléme d Souslin il connaissait 1’équivalence.

5Loc. cit. 3) p. 234.

8Fund. Math. 3 (1921), 179-188; en particulier §§ 5 et 6.
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Dans le présent travail, en nous servant des tableaux ramifiés’, nous
prouverons, d'une part, que tout espace ordonné vérifie p.G < psG (cf.
th. 8), et, d’autre part, que tout espace (V) localement connexe tel que
P0G = papG vérifie p,G < paG (v. th. 2b), I'égalié identique dans chacun
des deux cas étant équivalente & I'égalite pT' = bT (voir (4), (6)) pour tout
tableau ramifié infini T' (cf. th. 2¢).

1. Définitions préliminaires

1.1. Tableauz ramifiés®

1.11. Définitions des T, Ry T,+¥T. Un ensemble T partiellement or-
donné par une relation d’ordre est dit un tableau ramifié par rapport i la
relation d’ordre si, quel que soit la point a de T', ’ensemble

(1) (.,a)T de tous les points de T précédant le point a est bien ordonné (et
donc pouvant étre aussi vide).

Dans ce qui suit, 7 désignera un tableau ramifié quelconque.
En désignant, pour un nombre ordinal &, par

(2) R.T

I'ensemble des points @ de T pour chacun desquels le type ordinal de
Pensemble bien ordonné (., a)r est «, soit

@) T

le type d’ordre de I'ensemble bien ordonné des « vérifiant R, T # 0.

Manifestement, le nombre ordinal 4T est bien déterminé aussi bien
que la suite

RoT, RiT, ..., R.T, ...,(a<+T)

en particulier, on voit que RyT coincide avec I’ensemble des premiers points
de T

On voit que
T=) R, (a<T)
a

7Pour la terminologie, vois ci-aprés, n° 1.
3Cf. ma Thése, p. 73 et p. 127 et note 1); aussi C. R. Acad. Sci. Paris 202 (1936),
p. 185
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et
T= Z[ay ')T’ (a € ROT);

en désignant, pour un @ € T, par {a,.)r 'ensemble des z € T tels que a < .
En désgnant, pour un ensemble ou un ordinal X, par

(4) pX ou p(X)

la puissance de X, on démontre sans peine le
LEMME 1. Si pT > N, alors pT = p(yT'). borne sup pR,T.
a<yT
1.12. Définitions des [a]T,|a|lr. Tableauz ram. dégénérés. Nombre
bT. Pour un point a de T, nous désignerons respectivement par

(5) [a' T, |a|T

l’ensemble de tous les points z de T' comparables 4 a, et vérifiant (., z)r =
(-, @)T, respectivement. :
Par conséquent, a € [a]r,a € |a|T; et si a € R,T, alors |a|r C R,T.
Un tableau ramifié est dit dégénéré si, quel que soit a € T, I'ensemble
[a]r est un sous-ensemble ordonné de T. Par exemple, tout sous-ensemble
ordonné de T est dégénéré, de méme que 'est tout 7" ne contenant aucun
couple de points distincts comparables.

Nous aurons besoin des nombres cardinaux
bT = borne sup pX
x

p.T = borne sup pY
(6) T = borne

psT = borne sup pZ
z

X,Y, Z parcourant respectivement tous les sous-ensembles dégénérés de T,
tous les sous-ensembles bien ordonnés de T, et tous les sous-ensembles de T’
dont chacun est composé de points deux & deux incomparables.

Evidemment, 6" < pT'; nous verrons comment peut s’exprimer
Pegalité hypothétique bT = pT pour tout T infini®.

9Dans la These (p. 130) j'ai appelé hypothése de ramification I'hypothése d’aprés
laquelle tout T' contiendrait un sous-ensemble dégénéré de puissance bT', ce qu’'on pour-
rait dire en s’exprimant que le nombre cardinal bT est atteint dans T. L’hypothése est
équivalente & celle que tout T infini a méme puissance que l'un de ses sous-ensembles
dégénérés (ibidem, p. 132); par conséquent, ’hypothése entraine pT' = bT pour T infini.
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1.13. Tableauz ramifiés d’ensembles. Une famille d’ensembles est dite
ramifié si pour tout couple de ses éléments A, B on a ou bien A D B, ou
bien B C A ou bien AN B =0.

Une famille ramifiée 7 d’ensembles sera dite un tableau ramifié crois-
sant (décroissant) si elle est un tableau ramifié par rapport a la relation
C (D), cest-a-dire si, quel que soit 1'élément A de 7, la famille des ensem-
bles X de 7 tels que X C A (X D A) est bien ordonnée par C (D). Dés
lors, pour un tableau T d’ensembles, les signes y7, R,7, (a < T), sont
définis.

Ce qui facilite 1'étude des T croissants'® c’est le

LEMME 2. Tout tableau ramifié croissant d’ensembles est dégénéré.

- 1.14. Composants (Opérateur ¢). Dorénavant, sauf avis contraire,
les ensembles intervenant dans l'article, appartiendront & un espace (V).
Rappelons que, d’aprés M. Hausdorff, un sous-ensemble H d’un ensemble
FE est dit un composant de E si H est connexe et s’ il n’ y a aucun ensemble
connexe Hy tel que H C Hy C E.

Pour un ensemble F, nous désignerons par
(M ¢E
la famille des composants de E et, pour une famille F, par
(7) oF

la famille des composants des éléments de F, chacun des composants n’
y comptant qu’une fois (de maniére que la famille ¢ F' ne contienne pas
d’éléments égaux).

Voici un théoréme dont nous ferons fréquemment usage:

THEOREME 1. 7 étant un tableau ramifié d’ensembles croissant
(décroissant), la famille pr est un tableau ramifié d’ensembles croissant
(décroissant); de plus pr < por.

Le corollaire que voici montre combien est naturelle la notion de
tableaux ramifiés d’ensembles:

COROLLAIRE 1. § étant une suite croissante (décroissante) d’ensem-
bles la famille ¢S est un tableau ramifié croissant (décroissant) d’ensembles
tel que pS < ppS.

19Dans la These, je n’ai considéré que des 7 décroissants que, j'ai appelés tableaux
ramifiés d’ensembles, tout court.
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La démonstration du th. résulte des propositions a;, ag, a3 que voici
et qu’on prouve sans peine:

a; Pour tout ensemble E, la famille ¢F des composants de E est
composée d’ensembles disjoints dont la somme est E;

ay A, B étant deux ensembles vérifiant A C B, la famille ¢ B contient
un ensemble n’appartenant pas a @A; de plus si Ag € pA, By € @B, alors
ou bien A9 C By, ou bien AgBg = 0;

a3 Ag, By désignant deux éléments de T tels que Ay C By, le tableau
7 contient deux éléments A et B vérifiant A C A, By C B, ACB.

1.2 Familles G,¢G. Nombres p.G,p.G,psG.
F étant une famille d’ensembles, nous poserons!?
p.F = bornesup pS
8
F = bornesu X
(8) Pd , P pA,
psF = bornesup pY,
y

S, X,Y parcourant respectivement toutes les suites croissantes, décrois-
santes d’ensembles extraits de F, et toutes les familles d’ensembles disjoints
extraits de F12.

Pour un espace F, nous désignerons par
(9) G ou G(E)

la famille des ensembles ouverts extraits de Pespace.

Ainsi est parfaitement déterminée la signification de chacun des sym-
boles.

(9) G, oG, 2:G, pipG pour i=c,d,s.

LEMME 3. On a psG < p.G,psG < psG, pour tout espace (V)

Et maintenat voici un fait montrant Pintérét de la connexité locale
d’un ensemble (notion est due'ad M. Mazurkievicz et & H. Hahn):

11Tes indices sont des initiales des mots croissant, décroissant, Souslin.
12C’est que d’habitude I'on désigne par G un ensemble ouvert quelconque.
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LEMME 4. Tout composant de tout ensemble ouvert exitrait d’un espace
(V) localement conneze est ouvert: G C G*2.

LeMME 5. Tout espace (V) localement connexe infini vérifie

(a) ps9G <p.G,  pspG < psG
(b) PcpG < p.G, papG < paG, psyG = p,G.

Si l’espace n’est pas localement connexe, le lemm 5 ne subsiste pas
nécessairement. En effet, M. Aronszajn a bien voulu me communiquer
Pexemple d’ un continu plan A vérifiant p.G = p;G = R et p,pG =
2%, Pour définir A, soient:[0,1] I’ensemble des nombres réels z verifiant
0 <z <1, C l'ensemble triadique de Cantor extrait de [0, 1}, et, pour tout
z € C, S; 'ensemble des points (z,y) du plan, y parcourant [0, 1]. On pose
A=1[0,1] + > S;, Alors, d’aprés le théoréme de Baire, p.G = psG = Rj;

z€C

de méme p,G = R,. Or, p,pG = 2o en effet, si 0 < a < b < 1, soit G
Pensemble - appartenant 4 A et situé entre les droites ¥y = a,y = b; mani-
festement, G est ouvert dans A, et la famille G de ses composants coincide
aves la famille des intervalles G S;, (z € C). Donc ppG = pC = 2%,

2. L’énoncé du théoréme 2. Conditiqn de Souslin

2.1. THEOREME 2. a) Tout espace (V) localement conneze infini
vérifie p.G = pcpG + pspG;

b) Tout espace (V) localement connexe infini vérifie p4G > papG +
Ps9G (cf. (7'), (8), (9));

¢) Pour que tout espace (V) localement conneze infini vérifie psG =
papG +p,pG it faut et il suffit que, quel que soit le tableau ramifié infini T,
on ait pT = bT (cf. (4), (6)).

Le démonstration du théoremeé 2 étant assez longue, nous I'exposerons
a la fin de P'article (cf. n° 3).

Le lemm 4 et le th. 2 a) entraine le

COROLLAIRE 2. Tout espace (V) localement conneze infini tel que
PG < p,G* vérifiera p.G = p,G.

13¢f H. Hahn, Fund. Nat.2,1931, pp.189-192 et Fréchet, loc. cit.?) p. 229. Les
raisonnements de H. Hahn (idem p.192) montrent que dans le cas d'un espace (V)
définissable moyennant Rg de voissinages, la réciproque du lemme 4 est vraie aussi.
14Je ne connais aucun espace localement connexe vérifiant pcoG > psG.
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COROLLAIRE 3. Pour tout espace (V) infini localement conneze tel
que pepG < p,G < Ro, on aura pG < No.

2.2. Liens de la condition de Souslin avec d’autres conditions. Si,
pour un espace, p,G < R (cf. (8), (9)), nous dirons que 'espace vérifie la
condition de Souslin.

En combinant le corollaire précédent avec quelques théorémes dis &
differents auteurs (voir ci-aprés), nous allons obtenir un théoréme liant la
condition de Souslin avec d’autres conditions:

THEOREME 3. Pour tout espace de M. Hausdorff localement conneze,
bicompact,'® les conditions B1, 82, ... , Br que voici sont deuz & deuz logique-
ment équivalentes:

B p,G <N {condition de Souslin);

B2 PG <Ro
Bz Tout ensemble clairsemé est au plus dénombrable;

Bs  Tout ensemble infini non dénombrable contient un point de conde-
santion;

Bs  Tout ensemble jouit de la propriété de Lindelof;

Bs  Tout G (= ensemble ouvert) est un F, (= somme de < Ry ensembles
fermés),

B; F étant un ensemble fermé quelconque, il y a une fonction réelle
f(z) continue dans 'espace et telle que F = {z: f(z) = 0}.

Tout d’abord, M. Vedenissoff’® a prouvé que B; = fs pour tout espace
bicompact de M. Hausdorff; d’aprés M. Alexandroff et Urysohn!’, on a,
dans les mémes hypotheses, B = fs. Or, tout espace de M .Hausdorff,
bicompact et vérifiant (s, est & caractére dénombrable et, par conséquent,
un espace (S) de M. Fréchet!8; alors, d’aprés Kuratowski-Sierpinski!? dans
un espace pareil, les conditions 85,4 sont équivalentes. De plus, d’aprés
M. Sierpinski?®, pour tout espace (S), les conditions f4, Bs, B2 sont deux 3
deux équivalentes. Puisque, enfin, d’aprés le corollaire 3, 8, = Bo, le th. 3
est établi.

13 Bicompact = parfaitement compact (= chaque couverture de I'espace est rédu-
ctible & une converture finie).

16 Pund. Math. 27 (1936), 234-238, en particulier, p. 238

17 proc. Acad. Amsterdam 14 (1929), 38-39.

18L0¢. cit. 18) p. 35 p.65 th. 111; aussi loc. cit. 3) p. 254.

19 Fundamenta math. 2 (1921), 172-178, en particulier p. 176

20 Fynd. Math. 2 (1921), pp. 179-188, aussi K. Kunugui, Fund. Math. 21 {1933),
244-249.
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2.3. Condition de Souslin et espaces ordonnés. Considérons un espace
ordonné connexe vérifiant la condition de Souslin p;G < Rg; 'espace étant
localement connexe, on aura p;oG = p,G et donc p;G = ¥y; dés lors,
d’apres le th. 2a), p.G = Rg. L’espace pouvant étre supposé bicompact?!
ou peut appliquer le th. 3; on obtient le

THEOREME 4. Pour tout espace ordonné conneze, les conditions
B1,B2,...,Br (intervenant dans le théoréme 3) sont deuz d deuzr équi-
valentes.

COROLLAIRE 4. Tout espace ordonné conneze tel que p,G = Vg vérifie
chacune des conditions 51,52,... ,05r

2.4. La condition pgG < W et le probléme de Souslin.

2.41. M. Sierpinski ?) a prouvé que, pour des espaces (S), les conditions
pcG < Rg et pgG < Rg chevauchént, et que, pour un espace (S), la condition
paG < N est équivalente & celle que tout ensemble F extrait de 1’espace
contienne un ensemble au plus dénombrable dans E (cf. loc. cit., §4). Or,
on démontre facilement que, si un espace ordonné contient un ensemble au
plus dénombrable partout dense, chaque ensemble E de I'espace jouit de la
méme properiété: E contient un sous-ensemble au plus dénombrable partout
dense sur E. Des lors, le

THEOREME 5. Pour qu’un espace ordonné soit séparable, it faut et i
suffit que paG < Ro%2.

Puisque tout espace séparable vérifie p,G < ¥y (G. Cantor), les
théorémes 4 et 5, conbinés avec un théoréme de Cantor, entrainent le

THEOEME 6. Pour tout espace ordonné connere, la condition p4G <
No etraine chacune des conditions [h,02,...,87- Pour gqu’inversement
Uensemble de celles-ci entraine, pour un espace ordonné connexe quelconque,
la condition pgG < N, i faut et il suffit que la réponse au probléme de
Souslin soit affirmative.

2.42. Une réduction du probléme de Souslin. Autrement dit, pour
résoudre par 'affirmative le probléme de Souslin, il faut et il suffit que
un espace ordonné connexe quelconque vérifiant p.G < Ng, chaque suite

21En effet, soit H un ensemble ordonné tel que I'espace F soit homéomorphe de
espace ordonné H (ct); en ajoutant, au besoin , un premier ou un dernier point, ou les
deux & H, et en désignant I’ensemble ordonné ainsi obtenu par Hg, on peut substituer 3
I’espace donné ’espace ordonné Hy qui est bicompact.

22Une autre démonstration du th. 5 s’obtient de ce que, H désignant un ensemble
ordonné de type d'ordre 29, 'espace ordonné H: vérifie p4G = RNo est séparable et
contient topologiquement tout espace ordonné séparable.
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croissante d’ ensembles fermés (et non seulement chaque suite croissante
d’ensembles ouverts) soit au plus dénombrable. Or, tout se que je peux faire
la-dessus c’est le

THEOREME 7. a. Dans un espace ordonné conneze vérifiant p.G <
Wo, chaque suite croissante d’ensembles fermés dénombrable est au plus
dénombrable;

b. §i dans un espace ordonné conneze vérifiant p.G < Ro, chaque
suite croissante d’ensembles fermés séparables est au plus dénombrables, il
en est encore ainsi de chaque suite croissante d’ensemble fermés extraits de
l’espace.

La démonstration du th. 7b résultant du n°3, 225 (voir ci-aprés),
démontrons le théoréme 7a.

2.421. Supposons, par impossible, qu’on puisse extraire d'un espace
ordonné connexe tel que p.G = Ry une suite croissante non dénombrable
d’ensembles fermés dénombrables, soit

FRCF C...CF,C..., pFa =%, (a<Q).

En désignant par G, le complémentaire (par rapport & ’espace) de I'ensem-
ble F,, nous aurons la suite décroissante d’ensembles ouverts

S) GoDG1D...0G,D..., (<)

D’apres le th. 1, ¢S sera un tableau ramifié décroissant tel que pS <
ppS, et donc p,S > R;. L'espace ordonné étant connexe et donc localement
connexe, on aura ¢S C ¢G C G. Vu p,G = ¥y = ppG, la famille R,pS
sera, quel que soit a < S, au plus dénombrable; deés lors vpS > Q et
donc ypS = 2, et finalement ppS = R;.

2.422. En écrivant, pour abréger, R, au lieu de R,vS, démontrons
que, en désignant par F* le complémentaire de la somme des ensembles
constituant la famille R, on aurant

pF* =Ry pourtout a<Q.

En effet, soit a < §; en désignant pour un A € R, par a4 le plus petit
indice £ tel que A soit un composant de G il est évident que a < a4; en
posant

ap =born§sup ay, (A€R,),
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on aura, la famille R, étant au plus dénombrable, ap < Q et donc a < ap <
Q.

Nous disons que F* C F,.

Dans le cas contraire, il existerait un point a de F'* n’appartenant pas
a F,, c'est-a-dire appartenant & G,, et & fortiori & un composant, soit X,
de G,,- Puisque X € ¢S, soit X € Rg; on aurait nécessairement 8 < a, et
il y aurait un A € R, tel que X D A; donc B < a4 < ap. Ainsi 'ensemble
ouvert Gq, aurait le composant X contenant au sens strict le composant A
de ensemble G, ,, ce qui est incompatible avec G4, 2 Ga,, @4 < ag.

On a donc F'® C F,, et dés lors pF* < Rg, les ensembles F, étant,
par hypothése, dénombrables.

2.423. 11 y a un indice v < € tel que, pour tout £ entre v et 2, quel
que soit A € R, A contienne deux éléments de R¢;.

Dans le cas contraire, il y aurait une infinité non dénombrable de
couples d’éléments Y, Z de ¢S tels que Y D Z sans qu’il y ait aucun V' € 8
tel que Y D V D Z; en choisissant alors dans Y — Z un ensemble ouvert,
on obtiendrait une infinité non dénombrable d’ensembles, ouverts disjoints
contrairement & ’hypothesé p.G = Rq et donc & p,G = R¢ (cf. th. 3).

2.424. 1l y a un indice u < 2 tel que, quel que soit 4 < a < £2, tout
élément A € R, contienne une infinité non dénombrable d’éléments de S.

Sinon en désignant par 7 la famille des A € ¢S contenant < Ny
éléments de ¢S, on aurait pr = Ry, ce qui, vu les relations

p[Alr<ne, (A € Ry7), Z[A]T =7, (A€ Ryr; cf. (2), (5))
A

entrainerait la non dénombrabilité de Ryt et & fortiori la relation p,G > Ro.

Quitte & supprimer les familles Ry, Ry,..., Ry, ..., parcourant tous
les indices (éventuels) inférieurs au plus grand des deux nombres v, 4 nous
" pouvons supposer que u = v = 0 c’est-a-dire que pour tout a < 2 et pour
tout A € R,, A contient au moins deux éléments de R, et une infinité
dénombrable d’éléments de S.

2.425. Quel que soit A € ¢S, A contient deux éléments de ¢S dont
les fermetures sont sans point commun.

En effet, si A € Ry, ily a un a < a; < 2 tel qu’aucun élément de R,,
n’ait une extrémité commune 4 A%, sans qui la famille des éléments de ¢S

23Bien entendu, les éléments de S étant connexes et pouvant étre supposés ex-
traits d’un ensemble ordonné E, chacun d’eux contient tous les points de F intermédiaires
de deux points de E, pourvu que ceux-ci lui appartiennent.
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ayant pour ’extremité une méme extrémité de A serait non dénombrable et
décroissante. On en conclut facilement I'existence de deux éléments de S
appartenant & A et dont les fermetures sont disjointes.

2.426. Passons & la conclusion. Soient Aj, A deux éléments de pS
dont les fermetures soient disjointes; soient Agg, Ag; deux éléments de pS
appartenant & Ay dont les fermetures Ago Ay, sont disjointes; d’une maniére
analogue on définit Ajp, A;;. D’une maniére générale, en supposant défini
I’élément Aj, 4, ,... i, de @S, nous définirons

Aioil...ik()) Aioil...ikl

comme deux éléments quelconques de S appartenant & A;,. i, et dont les
fermetures sont disjointes.

En désignant par F la famille des ensembles

AioA‘ioix Aioh...ik ey (’l.k=0 ou 1, k’=0,1,2,...),

chacun de ceux-ci sera non vide (exception faite de deux d’eux au plus) et
disjoint de tout autre élément de F; on aura pF = 2N,.

Or, soit a < 2 tel que tout A;, i appartienne 4 I'une des familes
Ro,Ry ... ,Re...,(§ < @), L'ensemble F, complémentaire de la somme
des éléments de R, étant, comme nous avons vu au plus dénombrable,
on en déduit que, exception faite de < Ry éléments de F (ceux qui sont
points de F,), tout élément de F appartient & un et un seul élément de
R,. Inversement, un élément de R, ne pouvant contenir deux éléments de
F, on en déduirait pR, = pF — Ry, ce qui est impossible, vu les relations
pR, =Ry pF = 2%, C.q f d

2.5 THEOREME 8. Tout espace ordonné vérifie p.pG = papG et
pcG < pdG-

L'égalité p.wG = pspG étant immédiate, prouvous que p.G <
pqgG. Pour cela, soit H un ensemble ordonné tel que I’espace donné soit
homéomorphe de I'espace ordonné H (cf. 3). Soit Hy I'ensemble ordonné
qu'on obtient de l’ensemble ordonné H en y barrant un point dans tout
couple de points consécutifs (éventuels) de H dont aucun n’est isolé et en
intercalant un ensemble ordonné semblable des nombres réels entre tout cou-
ple de points consécutifs isolés de H. Alors on prouve sans peine que chacun
des deux nombres p.G, pgG est un méme pour des espaces ordonnés H, Hy.
Or, Pespace ordonné Hy est localement connexe. Il s’agit donc de prouver
que p.G < puG pour tout espace ordonné localement connexe c’est-a-dire
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que, quelle que soit la suite croissante S d’ensembles ouverts extraits d’un
espace ordonné localement connexe, on ait pS < p,G.

Or, d’aprés le corollaire 1,pS < pypS; le tableau ¢S étant dégénéré
(lemme 2), on a p[A],s < pcwG pour tout A € RypS ce qui, vu la relation
©S =3 4[Ales, (A € Rg,S) entraine

ppS < pspG - pepG < paG - papG < paG - paG = paG-

2.6. Deuz problémes

2.61. Javais posé le probléme (loc. cit. 1) si pour une famille F
d’ensembles quelconque 1'égalié p.F = pgF entraine p.F, = pgF, (F,
désignant la famille des sommes de < Rg ensembles extraits de F).

Or, F désignant une famille infinie non dénombrable quelconque
d’ensembles disjoints, il est clair que

pF=ps F=1, paFe—Rg, pF,> N_lh’ donc p.F,; > paF,

Mais je ne sais pas si I'égalité p. F = p4F entraine p.F, > piF,

S’il en étant ainsi, la réponse au probléme de Souslin serait affirmative.
En effet, dans le cas d’un espace ordonné connexe tel que p.G = Ng, d'une
part p.pG = papG = Vg et, d’autre part, G = (pG),, donc, par hypothése,
PG 2 paG, d'ol pgG = Rg ce qui, d’aprés le th. 5, entraine la séparabilité
de l'espace et dés lors la réponse affirmative au probléme de Souslin.

2.62. Tout ensemble clairsemé extrait d’un espace vérifiant la condi-
tion de Souslin étant, d’aprés le th. 3, au plus dénombrable, il en résulte
que chaque famille décroissante d’ensembles clairsemés extraits de 1'espace
est au plus dénombrable. En est-il encore ainsi de chaque suite croissante
d’ensembles clairsemés? QOu, ce qui revient au méme, F étant une famille
monotone d’ensembles clairsemés extraits d’un espace ordonné vérifiant
la condition de Souslin, la somme des éléments de F est-elle au plus
dénombrable? Dans le cas des ensembles isolés, il en est bien ainsi, de

méme qu'il en est ainsi pour des ensembles clairsemés linéaires??.

3. Demonstration du théoréme 2 (voir ci-dessus, n°2),
3.1. Tout d’abord, d’aprés le lemme 5, si i = ¢, d, ou aura

pi > pivG, piG > p,pG et dés lors
PG 2 pepG + pspG, DG > pavG + psG.

24Vois C. Kuratowski, Fund. Math. 3 (1922), 41-43; en particuler p. 42 en note.
Aussi T. Zalcwasser, ibidem pp. 44-45 et W. Sierpinski, ibidem, pp. 46—49.
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Ainsi est démontré le th. 2b; pour achever la démonstration du th. 2a,
il suffit de prouver que p.G < p.pG + p,pG c’est-a-dire que, quelle que soit
la suite croissante infinie S C G, on ait pS < p.9G + p;pG.

Or, d’apres le corollaire I, en désignant le tableau ¢S par S;, on aura
pS < pS:. Le tableau S; étant croissant, il est dégénéré (lemma 2), et, par
conséquent, pS; < pRyS; - pySi. Les éléments de RyS; étant deux & deux
disjoints et que S; C ¢G, on aura pRyS; C p,pG et donc

pS < psG - pY5i.

Il s’agit de prouver que p,pG - pyS1 < ps9G - PG
Cela étant évident dans le cas ou pyS; < p.¢G, il nous reste le cas ol
pYSy > pepG. Or, S étant dégénéré et extrait de G, les formules

Si=> [Als,, (A€ReS1), plAls, < peyG
A

etrainent, vu I'’hypothése pyS; > p.pG,
pS1 = pRyS et donc pS; < p,G et donc pyS; < p,pG.
Bref, dans le cas ou pySy > p.wG, on a p,pG - pyS1 = pspG et dés lors

S < pspG < PG + pcG.

Ainsi les théorémes 2a, 2b sont démontrés.

3.2. 1l nous reste encore a prouver le théoreme 2c.

3.21. Démontrons, d’abord, que la condition du th. 2c, est suffisante
c’est-3-dire que, pour tout espace (V) localement connexe, pyG = paG +
ps9G, pourvu que pT = bT (£ (6) pour tout tableau ramifié infini 7'

Pour ceci, il suffira d’apres le th. 2b de prouver que paG < p,G+papG
c’est-a-dire que, quelle que soit la suite infinie décroissante S < G, on ait
pS < psG +paypG. »

Par hypothese, ¢S étant un tableau ramifié infini, ppS = bkpS, ce qui
vu pS < ppS (cf. corollaire 1) entraine pS < bpS.

Distinguons les deux cas, suivant que le nombre infini bpS a un
prédécesseur immédiat ou n’en a pas. Dans le dernier cas, il est manifeste

25C’est que si m,n sont deux nombres cardinaux quelconques > 0 dont au moins
un est infini, alors m + n = mn. )
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que le tableau (S contient un tableau ramifié dégénéré, soit T, de puissance
bpS; en raisonnant sur T comme sur S; dans le n°3, 1, on démontre que
PS < psG + papG.

L'égalité peS = pypS - bornesup pR,wS etrainant au moins I'une
a<ypS
des relations

ppS = pypS, ppS = bornesup pR,yS, {a < 7¢S)

on aura, dans le second cas oll pS n’a pas un prédécesseur immédiat au
moins une des relations ppS < pipG, ppS < py;pG et des lors ppS <
PapG + pspG. 3.22. La nécessité de la condition du th. 2c

3.221. En supposant que
(10) paG = ppG +p,pG  (cf. (7), (8), (9))
pour tout espace (V) localement connexe, nous allons prouver que
(11) pT =bT (cf. (6))

pour tout tableau ramifié infini 7.

Supposonis, par impossible, qu’il exite un tableau ramifié infini T
vérifiant

(12) T >bT et donc pT > p.T, pT > p,T (cf. (6) dans n°1,12)

Notre but sera atteint lorsque nous aurons prouvé l'existence d’un espace
(V) localement connexe — l'espace sera méme un espace ordonné - qui ne
vérifie pas (10).

Chacun des ensembles R, T, (a < ~T) étant dégénéré, la relation

pT = pyT - bornesup pR,T, (a < ~T)
[

entraine, vu (12), l'inégalité pT' > borne sup pR,T et dés lors pT = pyT.
Chacun des ensembles (.,a)r, (a € T; cf. (1)) étant bien ordonné et donc
puissance < p.T, le nombre p.T est I'aleph qui précéde immédiatement
l'aleph pyT'. Autrement dit, pyT est de la forme Ng41, 3 étant un ordinal
> 0. Le cas général étant analogue au cas ol S = 0, nous ne traiterons que
le cas ou pT = ¥;.
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Bref, nous traiterons le cas ol
(13) pT=%;, T =w, T'=RNy, pT =R (cf (3), (4), (6)).

3.222. 1l y un indice ap < wi tel que pla]r = ¥’y pour tout a € R, T
et tout op < @ < wy.

En effet, en désignant par Tp I'ensemble des a € T vérifiant pla]r < Ry,
on aura pTy < y; sinon on aurait pTp = N1, plelr, < ¥1, (a € Ty) ce
qui, vu Ty = Y [a]r,, (a € R¢Ty) entrainerait pRoTy = R; et & fortiori
psTo > Ry et donc p,T > R;, bT < N, contrairement & (13).

On a donc pTy < ¥, et notre ag peutétre n’'importe quel indice < w; tel
que tout élément de Tp appartienne & I'un des ensembles R T, (&1 < o).

Quitte & supprimer dans T les ensembles RyT,... ,ReT,..., (1)
et & désigner le tableau des Rqo4¢T, (€ < wy) par T, nous supposerons
que oy = 0 et que donc

(14) plalr =Ny, (aeT).

3.223. Quel que soit a € T, il y a un indice 8, < w; tel que pRy[a]r =
Ry pour tout ¢ vérifiant 8, < @ < w;.

En effet, si pour un a € T 'on avait pR,[a]r < Ry pour tout a < ¥y,
il y aurait, & cause de (14), un nombre n < Ny tel qu’a partir d’un indice
B < wy chacun des ensembles Ryfalr ou 8 < a < w; soit composé de n
points, ce qui entrainerait 'existence d’un z € [a]7 tel que 'ensemble [z]T
soit bien ordonné?® ce qui, vu (14), entrainerait p,T > R;, contrairement i
(13).

Ainsi existence du nombre 3, est prouvé.

3.2231. Nous allons construire une suite transfinie croissante d’ordi-
naux vg < vy <...<vg<..., (§<w) telle que tout point de R,, T ait
une infinité de successeurs dans chacun des ensembles R, T, (£ < a <wj).

Pour ce, il suffira comme on s’en rend facilement compte de poser
vg = borne supfB,, (a € RoT)

vy = borne supfB,, (a € R,,T)

Vo = borne supfB,, (a € R,__,T) si a est de premiére espéce < w;
et

26Pour la démonstration complite, voir These, p. 78 th. 4.
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Vo = borne sup B¢, (£ < @) si a est de seconde espéce et < wy.

En posant Tp = >, Ry, (@ < wi), on voit que Tp vérifie (13), (14)
et que

pR.To =Ro, (a@<wi), plajr, =No, (a€ Ty;cf. (5) dans n°1,12)

Quitte & changer la notation, nous pouvons supposer que T' lui-méme
vérifie la condition précédente c’est-a-dire que

(15) pR,T = Ny, (o < wy), pla|T = No, (a €T).

Bref, nous supposerons que T vérifie (13), (14), (15).

3.224. Ordonnons chacun des ensembles |ajr, (a € T)— lequel
est d’aprés (15) dénombrable—de maniére que son type d’ordre soit w*(=
I'inverse du type d’ordre des ordinaux < w)??

L’ ordonnance partielle primitive de T et les ordonnances des |a|r, (a €
T') vont nous permettre, en les élargissant d’ordonner '’ensemble T'. Pour ce,
soient a, b deux points incomparables quelconques de T vérifiant |a|7 # |b|r;
dans le nouvel ordre e précédera b si, dans I’ensemble ordonné |a'|r, o
précéde V', les points a',b’ étant respectivement le prédécesseur de a et le
prédécessuer de b tels que a’ # b/, |a’|7 = |b/|r?8. On vérifie sans peine que
les points a’, b’ sont bien déterminés et que le procédé ordonne complétement
I’ensemble T'.

3.2241. En désignant par
(16) T V'ensemble ordonné qu’on obtient ainsi, on démontre facilement
qu’il jouit des propriétés suivantes:
a. Ty est dépouru de points consécutifs;

b. Quel que soit le sous-ensemble au plus dénombrable H de Ty, il y a
un intervalle de Ty ne contenant aucun point de H?°;

¢. Chaque famille d’intervalles disjoints extraits de Ty est au plus dénom-
brable (puisque bT = Ro; cf. (13))%.

?7Bien entendu, si b € |a|r, on aura {b|;r = |a|r et Pensemble |a|r doit étre
ordonné indépendamment de sa représentation |a|r ou |b|r.

28(f. la notion d’ordonnance naturelle d'un T' (Thése, pp. 7 et 127).

29V, Thése, p. 128, lemme 1.

30V, These, p. 128, lemma 2
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3.2242. Soit

(17) E Yensemble ordonné qu’on obtient de 'ensemble ordonné Ty en
intercalant dans chaque lacune de Ty un seul point, en précédant Ty d’un
point et en lui succédant un point.

Alors les propriétés a,b,c ci-dessus de l'’ensemble ordonné T en-
trainent les propriétés que voici de V'espace ordonné E (cf. 3)):
I Tout ensemble de puissance < Rg extrait de l'espace E est nulle part
dense;
II p.G = papG = pspG = No.
L’espace E étant localement connexe, on aura, par hypothése (10),
paG = papG + ps0G, ce qui, d’aprés 11, entraine

(18) paG = Ro.

2.225. Pour arriver & la contradiction, nous allons prouver ’existence
d'une suite transfinie non dénombrable d’ensembles ouverts décroissants
(jouissant méme de la propriété remarquable que leurs complémentaires
soient fermés et séparables (cf. n° 2, 42, th. 7b)).

Attachons a chaque segment s de l'ensemble ordonné E un sous-
ensemble

(19) o(s) de s semblable au segment [0, 1] des nombres réels; décompo-
sons s suivant ¢(s)3!: A tout a € ¢(s) faisons correspondre un X, C s tel
que a € X, et que pour tout point b de ¢(s) distinct de a, 'ensemble X,
soit & droite ou & gauche de I'ensemble ordonné X,, suivant que le point
b est & droite ou & gauche du point a. On voit que, pour tout a € ¢(s),
I’ensemble X, est parfaitement déterminé; nous désignerons par

(20) f(s) la famille de tous les X, (a € ¢(3)).

Définissons la suite

(21) RQD, RyD,... ,RQD, . (a < wl).

RyD sera famille composé de I'ensemble ordonné E lui-méme; R;D
sera famille f(E); E étant un segment (pourvu des deux extrémités), Ry D

311e procédé dont nous allons nous servir est ce que j’ai appelé 9-partition compléte
de I'ensemble ordonné E (v. These, pp. 114 et 118).
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est bien déterminé. D’une maniere générale, soit 0 < @ < w; et supposons
que les familles R,D, (£ < a) soient déterminées; construisons la famille
R,D comme il suit: si o est de premiére espéce, R, D sera la famille des
éléments des familles f(s), s parcourant tous les éléments de la famille
R,_1D dont chacun a plus d’un point; si « est de seconde espéce, R,D
désignera la famille des ensembles

EOE]_...EE..., (€<a),
les E; vérifiant E; € R;D, E¢ C [[EoFE;:...E, ('égalité n’-ayant lieu
n<§

que pour des £ de seconde espéce).

Prouvons que R,D existe. En effet, en désignant par 1, la famille
des X € R,D vérifiant pX > 1, on conclut & la suite de la propriété c de
ci-dessus que pp€ < Rg. D’autre part, s désignant un élément quelconque
de ¢, s est un segment de E, et soit o(s) n’importe quel sous-ensemble
dénombrable de ’ensemble ¢(s) (cf. (19)) tel qu’entre tout couple de points
distincts de (s) il y ait point de o{s). En posant

(22) Fo=) ofs), (s€¢, £<a)

il est clair que pF, = Rg - Ng - pa, donc pF, = Rg. On démontre facilement
que 'ensemble F, est partout dense sur I’ensemble des points dont chacun
constitue un elément de 'une des familles R:D, (¢ < a). Dés lors, si la
famille R, D n’existait pas, tout point de E serait un élément de 'une des
familles R¢ D, (¢ < @), ce qui voudrait dire que ’ensemble dénombrable F,
serait partout dense, contrairement & la propriété I de ci-dessus.

Ainsi, pur tout o < wy, R,D existe et se compose de segments de
Iensemble ordonné E dont quelques-uns se reduisent 4 un point.

En désignant par
(23) G4 'ensemble des points intérieurs & I'un des éléments de la famille
R, D compose de plus d’un point, G, serait un ensemble ouvert et on aurait

GoDG1D...0G4D..., (a<w1)

contrairement & (18). C.q.f.d.

2.226. Pour tout a < w;, le complémentaire CG, de ’ensemble G,
de (23) est fermé et séparable. C’est que CG, est composé, d’une part, des
points a € E tels que 'ensemble composé du point a appartienne & 'une
des familles R.D, (¢ < a) et, d’autre part, des extremités des segments de
E appartenant & I'une des familles R;D, (¢ < a); et on voit sans peine
que 'ensemble F,,; (cf. (22)) est partout dense sur CG,; 'ensemble CG,,
est donc séparable (cf. th. 7b).



LA CONDITION DE SOUSLIN ET UNE
PROPRIETE CARACTERISTIQUE

DES NOMBRES REELS

1. Condition de Souslin. Un espace vérifie la condition de Souslin si
chaque famille de ses ensembles ouverts deux & deux disjoints est < Ng.

2. Le probléme de Souslin consiste & savoir si tout ensemble ordonné
(abr. pour totalement ordonné) continu vérifiant la condition de Souslin
contient un sous-ensemble dénombrable partout dense (est donc semblable
au continu linéaire). En dépit de grands efforts, le probléme n’est pas encore
complétement résolu. Nous allons voir qu'il est intimement 1ié 4 P'étude des
produits (carrés) cartésiens d’espaces.

3. THEOREME 1. Soit E un ensemble ordonné continu sans premier
et sans dernier point: pour que E soit semblable d l'ensemble des nombres
réels, il faut et il suffit que le carré E? vérifie la condition de Souslin (au
lieu de E2, on peut mettre E™ pour un nombre naturel quelconque n > 1).

COROLLAIRE {THEOREME 2). Pour que la réponse au probléme de
Souslin soit affirmative, il faut et il suffit que, quel que soit l’espace ordonné
continu E vérifiant la condition de Souslin, le carré E? la vérifie.

4. La démonstration s’inspire de la considération géométrique suivante
concernant le pavage d’'un carré K: soit A une diagonale de K; par deux
droites coupant A & 45°, symétriques relativement & A, le carré K est
partagé en quatre parties: deux carrés et deux rectangles. En répétant
d’une facon appropriée le méme procédé sur les nouveaux carrés, on obtient
un pavage de K par des rectangles.

5. Le méme procédé peut, dans le cas d’un ensemble ordonné con-
tinu E, étre exprimé de la maniére suivante: on considére une bipartition
compléte de E (cf. ma Thése, Ensembles ordonnés et ramifiés, Paris, 1935,

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. C. R. Acad. Sci. Paris 231 (1950), 1113-1114 (Note
présentée par M. Paul Montel; Seance du 30 octobre 1950)
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p- 114), c’est-a-dire un systéme de portions non empiétantes de E tel que:
1°Ee€ D; 2°si X € ¥D,! il y a une famille bien déterminée f(X) C D
composée de deux segments de E dont 'union égale; 3° si ® C D est une
chaine (s1 X, Y € ®, alors X CY ouY C X), c’est-a-dire l'intersection des
X € ® est un élément de D. Par un procédé de bipartitions successives, on
prouve que D existe.

6. Ceci étant, la construction géométrique précédente se traduit par
le fait intéressant que voici: la famille des rectangles

ax[f(X)—a], [s€f(X), X eyD],

forme un pavage complet du carré E? (abstraction faite d’un certain sous-
ensemble de la diagonale principale de E?). Ainsi, une bipartition compléte
de E d’une part et un pavage de E? d’autre part sont mutuellement liés.

Puisque 'ensemble des extrémités des X, (X € D), est partout
dense, on conclut A la validité du théoréme 1.

7. En étudiant le probléme de Souslin je fus amené (cf. Thése, p. 131)
a4 énoncer 'hypothése Ps que voici (équivalente & celle dite hypothése de
ramification?:

Dans chaque espace ordonné il y a une famille F d’ensembles ouverts

deur & deuzx disjoints et un ensemble A partout dense dont le cardinal est
égal d celui de F (cf. Thése, p. 131).

8. Le contenu essentiel de 'hypothése précédente (le cas ou l'infimum
des cardinaux des A est de premiére espéce) est équivalent & I’hypothése
que voici:

Dans chaque ensemble ordonné continu il y a autant d’ensembles ou-
verts deuz & deuz disjoints qu’il y en a dans son carré.

On ne connait aucun espace topologique infini pour lequel ’hypothése
précédente ne serait pas vérifiée.

1Pour une famille d’ensembles F, on désigne par Y F la famille des Y € F ayant
plus d’un point. Cf C. R. Acad. Sci. Paris 204 (1937), p. 325; Rev. Cienc. (1947),
457-488.

2C.R. Acad. Sci. Paris 202 (1936), p. 185.



SUR UNE PROPRIETE CARACTERISTIQUE

DU CONTINU LINEAIRE
ET LE PROBLEME DE SUSLIN

Le but de la Note sera d’établir le théoréme que voici (quant a la
terminologie voir ci-aprés)!:

THEOREME 1. Pour qu’un ensemble totalement ordonné continu E
soit semblable a un ensemble linéaire, il faut et il suffit qu’il existe un nombre
naturel n > 1 tel que Uensemble E™ = EX E x...x E vérifie la condition de
Suslin. Le probléme de savoir si la proposition précédente subsiste encore
dans le cas n =1 coincide avec le célébre probléme de Suslin.?

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. Publ. Math. Univ. Belgrade 4 (1952), 97-108

1Le sujet de la Note faisait partie de mes conférences On Suslin’s problem et Sur
le probléme de Suslin que j’avais faites & Harvard (27-9-1950), Ann Arbor (31-10-1950),
Berkeley (24-11-1950) et & Lausanne (le 22-1-1951) respectivement.

L’esquisse de la démonstration du théoréme se trouve dans ma Note La condition

de Sushin et une propriété caractéristique des nombres réels (C.r. Paris, 231, 1113-1114
(1950)).

2J'ai publié plusieurs travaux concernant le probléme de Suslin:
I. Voir: Comptes rendus de I’Académie des Sciences & Paris, 198 (1934), p. 703 et p.
882; 202 (1936), p. 185; 203 (1936) p. 1049; 204 (1937) p. 325; 205 (1937) p. 1033 et p.
1196.
I1. Ensembles ordonnés et ramifiés. These, Paris, 1935, pp. 1-138 (aussi Publ. Math.
Univ. Belgrade, 4, (1935); Ensembles linéaires et une classe de tableaur ramifiés
(Tableauzr ramifiés de M. Aronszajn) Ibidem, 6 (1937), pp. 129-160).
II1. Une propriété des ensembles bien ordonnés linéaires, (Studia Mathematica, Lavov 9
(1940), 23-42).
IV. Uber eine Figenschaft von Systemen linearer wohlgeordneter Mengen (Math. An-
nalen, 118 (1942), 578-587).
V. Transformations monotones des ensembles partiellement ordonnés (Revista de Cien-
cias: Lima, A7io 42, (1940), 827-846; afio 43 (1941), 483-500); Le probléme de Susln et
les espaces abstraits (Ibidem Afio 47, pp. 457-488).
V1. Ensembles de suites dénombrables d’entriers (Contribution au probléme de Suslin)
(Bull. Ac. Sci. U.R.S.S. avec la traduction en russe, 11 (1947), 59-74).
VIIL. L’hypothése du continu et le probléme de Suslin, Publ. Inst. Math. Belgrade 5 (1948),
26-36).
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COROLLAIRE 1.  Pour que la réponse au probléme de Suslin soit
affirmative, il faut et il suffit que l’espace E x E vérifie la condition de
Suslin, dés que Uespace ordonné continu F la vérifie.

Dans le 3 on montrera un lien inattendu entre une subdivision com-
pléte de E d’une part et d’un pavage rectangulaire de £ x E d’autre part.

Dans le 4 on définira le produit pur de deuz ensembles partiellement
ordonnés et on verra comment le théoréme précédent s’exprime dans le
nouveau langage. Dans le 5 on prouvera une proposition interessante due &
Sv. Kurepa concernant les courbes de Peano et le probléeme de Suslin. On
indiquera, enfin, que les considérations de la Note ne constituent qu’une
partie de recherches demandant & trouver des liens entre deux ensembles
(espaces) d’une part et leur produit combinatoire d’autre part.

1. Définitions

Définition 1.1.  Soit E un ensemble totalement ordonné; Pespace
ordounné E c’est I'espace constitué des points de P’ensemble E dans lequel
Padhérence X de tout X C E est définie comme I’ensemble des points a € E
tels que, quel que soit P'intervalle ouvert I de F contenant a, on ait

INX D>v (v=lensemble vide).

Définition 1.2. Soit n un nombre naturel > 1 et Fq, Es,... E, une
suite de n ensembles (parmi lesquels on peut avoir des égaux); on définit le
“parallélépipede”

(1) EixEyx...x E,

comme Pensemble des transformations uniformes f de ’ensemble {1,2,...n}
vérifiant f(v) € E,, (v < n), c’est-a-dire l'ensemble (1) est constitué des
“complexes ordonnés”

(2) (z1,%2,-.. ,Za), (z, €E,, v=12,...,n),

la transformation f pouvant étre désignée encore par

(3) f(1),£2),...,f(n).

En particulier, on considére le “cube”

(4) EXEx...x E=E"
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et sa “diagonale” constituée des points {z,z,...z), (z € E).
On pose également

(5) E'=FE.

Définition 1.3. E étant un espace abstrait définissable au moyen des
voisinages, I’espace E™ est constitué des points de E™, tout point feE™
ayant des voisinages de la forme V(f(1)) x V(f( )} x V{f(n)), les
V(f(%)), parcourant indépendamment les voisinages du pomt f( ) e F (1=
1,2,...,n).

Définition 1.4. Nous dirons qu’un espace vérifie la condition de Suslin
(ou qu’il jouit de la propriété de Suslin) si chaque famille d’ensembles ouverts
deux i deux disjoints et extraits de l’espace est soit finie soit dénombrable
(cf. Kurepa, C. R. Acad. Sci. Paris 204 (1937), 326 et Rev. Cienc. Lima 47,
p. 458 et 469).

2. Démonstrations du théoréme précédent

2.1. La condition du théoréme est nécessaire; c’est que F étant un
ensemble ordonné continu, quel que soit n > 1 (et méme pour n = 1),
Pespace E™ vérifie la condition de Suslin, ’espace E™ contenant un ensemble
dénombrable partout dense, conséquence de la propriété analogue de ’espace
E! = E: A étant un sous-ensemble dénombrable de E partout dense dans
E, 'ensemble A" = AX A X...X A est dénombrable et partout dense dans
E™.

2.2. La condition du théoréme est suffisante: E étant un ensemble
ordonné continu tel qu’il existe un entier n > 1 tel que I'espace E™ vérifie la
condition de Suslin, ’espace ordonné
E contient un ensemble dénombrable
partout dense et dés lors, d’aprés un
théoréme de Cantor, est semblable &
un ensemble linéaire. La démonstra-
tion fait usage de ceci: Sil’on partage
un segment quelconque S de E en
deux segments contigus: le segment
gauche Sy et le segment droit S; et
qu’on considére le rectangle Sy x Sy
(fig. 1) alors, & une bipartition suc-
cessive de plus en plus serrée de E,
correspondra dans E X F un réseau
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de rectangles non empiétants. La figure 2 montre 1+ 2+ 2% 4 23 rectangles
d’ordre 0, 1, 2, 3 respectivement, résultant de bipartition de E et des trois
itérations successives du méme procédé sur des segments qu’on obtient ainsi.
La démonstration compléte résultera des lemmes 1-17 que nous allons passer
en revue.

LEMME 1. L’espace E™ vérifiant la condition de Suslin, espace
E(™=1 [q vérifie également.

Dans le cas contraire, I’espace E(®~1) contiendrait une famille infinie
non dénombrable ® d’ensembles ouverts deux 3 deux disjoints; si alors [ est
un intervalle ouvert quelconque de ’ensemble ordonné F, la famille ® x I des
X x1I,(X € @) serait une
famille infinie non dénom-
brable d’ensembles ouverts A
deux 3 deux disjoints ex- 3| 2
traits de E™, contrairement
a’hypothése que E™ vérifie
la condition de Suslin. En
appliquant le lemme précé-
dent n — 1 fois, on obtaient
le

LEMME 2. Sil’espace 3] 12
E™ vérifie la condition de
Suslin, Uespace EV la vérifie
également, quel que soit le
nombre v < n; en partic-
ulier, ’espace F et le carré
E? vérifient la condition de
Suslin, dés qu’elle est véri- Fig 2.
fiée par un E™ avec n > 2.

To

——h-—
-

LEMME 3. Toute famille de segments de E bien ordonnée par rapport
¢ la relation D (C) est finie ou dénombrable.

En effet, les intérieurs des ensembles (A\B) U (B\A) des éléments
consécutifs A, B de la famille étant deux a deux disjoints, le lemme 3 résulte
de ce que 'ensemble E vérifie la condition de Suslin.

Prouvons que ’ensemble ordonné F contient un ensemble dénombrable
partout dense. On peut supposer que F posséde un point initial et un point
terminal.
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Ceci étant, appliquons sur ensemble ordonné E le procédé de bipar-
tition: chaque segment S de E sera décomposé en deux segments ayant en
commun un seul point intérieur & S; la famille de ces deux segments 14 étant
désignée par

(6) £(8),

définissons par récurrence les familles
(7) DOlea""Dﬁv---a (§<7)

de segments de F comme il suit:

Dy sera la famille {E} constituée de I'ensemble donné E;

D; sera la famille des segments appartenant & la famille f(X): (X €
Dy); donc D, = f(E); d'une fagon générale, soit @ un ordinal > 0 tel que
les familles :

Do,...,DE,..., (¢ <a)

soient définies, quel que soit £ < «; définissons D,,.

Si o — 1 existe, on posera

D, =Uf(X)’ (X EDa—l);
X

donc la famille D, est constituée des segments de E obtenus en partageant
tout élément de D,_; en deux segments contigus; bien entendu, si un X €
D, _; est constitué d'un point — ce qui arrivera seulement dans le cas ol
le nombre ordinal o — 1 est dépourvu de son prédécesseur immédiat alors,
f(X) ne se définit pas — ou si 'on veut, on pose f(X) = v (vide).

Si a — 1 n’existe pas, on définira D, comme la famille des ensembles

(9) NXe, (<o)
3

les X vérifiant
(10) (Xe€Reet Xo2X12X22...2Xe2...), (<o)
Bien entendu, si une suite pareille n’existe pas, cela voudra dire que D, est

vide:
Dy =v
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Ainsi, par récurrence transfinie, on définit D, pour tout ordinal a
(dans un instant, nous verrons qu’a partir d’un v < wy, les D, sont vides).
On obtient ainsi la suite

(11) Dy, Dy,... ,D,,...,
et ’ensemble

(12) D=|JD,

o

de segements de E appartenant 4 I'une des familles (11); I’ensemble vide et
les segments uniponctuels de E s’y présentent aussi, comme nous le verrons
bient6t.

Pour tout ® C D nous désignerons par
(13) v

la famille des éléments de ® ayant plus d’un point. En particulier, D sera
I’ensemble des segments non uniponctuels appartenant 3 I'une des familles
(11).

En ordonnant par O la famille D et la famille ¥D, on obtient les
ensembles partiellement ordonnés

(14) (D;2), (¥D;2)

respectivement.

LEMME 4. Quel que soit l'ordinal «, la famille D, est ou bien vide
ou bien se compose de segments de E n’empiétant pas les uns sur les autres
(bien entendu, on peut en avoir des uniponctuels).

Le lemme se démontre par récurrence. Il en est de méme du

LEMME 5. Quels que soient les ordinauz o, B, les D,, Dg sont sans
éléments communs.

LEMME 6. Quels que soient les ordinauz a < B, la relation B € ¥ Dg
(et donc ¥Dg O v) entraine Uezistence d’un et d'un seul élément A € D,
vérifiant A O B.

En effet, le lemme est évident si 0 = a < 8 = 1; soit 7 > 1 un ordinal
tel que YD, D v et que le lemme 6 subsiste toutes les fois que a < § < 7;
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prouvons qu’il en est de méme si 8 < 7. Sin— 1 existe, on aura, 4 la suite
de (8) et (13):

D, = Jf(X), (Xe€¥D,,);
X
dés lors, chaque élément de ¥D, a un seul prédécesseur immédiat dans
YD,

et donc dans

U\IIva (£<77)'
£

De plus, il est évident que le non empietement des éléments de
¥D,_1

entraine le non empiétement des éléments de ¥D,,.

Si 7 — 1 n’existe pas, les éléments de WD, sont de la forme (9) et le
fait & démontrer en résulte immédiatement.

Ainsi, par récurrence, le lemme 6 est démontré complétement.

LEMME 7. Si X € ¥D, alors f(X) C ¥D; f(X) est l’ensemble des
successeurs immédiats de X dans ¥D.

LEMME 8. S§i A, B sont deuz éléments de WD tels que A D B, alors
Pun et seulement 'un des éléments de f(A) contient B.

Le lemme résulte des lemmes 6 et 7.

LEMME 9. Quels que soient Dy D v et A € D,; Uensemble (—oo, A)
des éléments X de D vérifiant X D A est bien ordonné par rapport é la rela-
tion D et son type d’ordre est égal d o (autrement dit, ’ensemble partielle-

ment ordonné (UD;2) est un tableau ramifié dont les rangées coincident
avec des ¥D,,).

Le lemme 9 résulte des lemmes 6 et 7.

LEMME 10. Quels que soient a € E et Uordinal §, D¢ contient au
plus deuz éléments contenant a; en posant

a®) =|JX, (XeD¢ et acX),
a(€) est soit vide (v) soit un segment de E; si a(€) D v, alors

(16) a(B) D a(¢) pour tout ordinal g < ¢&.
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Tout d’abord, si D¢ contenait trois éléments distincts A, B, C, con-
tenant a, au moins deux des trois segments A, B, C chevaucheraient, con-
trairement au lemme 4. Par conséquent, a(£) est soit vide soit un segment
de E. Enfin, le reste du lemme 10 se démontre par récurrence. :

LEMME 11. Quel que soit a € E, il y a u ordinal 7y, vérifiant

(17) Yo < W1
(18) ag|JX, (X eyD,,)
X

et tel que les ensembles
(19) a(§), (€ <7a)
constituent une famille bien ordonnée par raport ¢ 2 vérifiant
(20) Na®) ={a}, (<)

13

Si I'on avait un a € E tel que a(¢) D v pour tout £ < wy, on en
déduirait, d’aprés le lemme 10, que les a(£), (£ < w;) constituent une suite
infinie non dénombrable de segments strictement décroissants de E, con-
trairement au lemme 3.

Ceci étant, il suffit de désigner par -, le premier nombre ordinal £ tel
que la famille ¥D ne contienne aucun élément contenant a, pour se rendre
compte de la validité du lemme 11.

Du lemme 11 on déduit immédiatement le
LEMME 12. L’ensemble constitué des extrémités des X € UD est
partout dense dans E.

‘Posons v = sup,v7,, (a € E); & la suite de la relation (17), on aura
v < wy; il est essentiel que c’est le signe < qui s’y présente nécessairement
(cf. le lemme 15).

LEMME 13. Quel gque soit a < v, la famille YD, est finie ou
dénombrable.
C’est que les intérieurs des X € D, sont deux & deux disjoints.

LEMME 14. Si X, Y sont deuz éléments distincts de ¥ D, les “rect-
angles” X1 x Xo, Y1 x Yy de E? wempiétent pas l'un sur l’autre (nous y
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désignons respectivement par Xo, X1 la section initiale et la section finale
de X, les deuz segments Xq, X, constituant la famille f(X) (cf. (6)).

En effet, le lemme est évident si les deux segments X, Y sont nonem-
piétants; reste encore lecasou X DY ouY D X. Si X O Y donc aussi
X DY, (i =0,1), I'un et seulement l'un des Xy, X;, soit X,, contient
Y (v. le lemme 8); dés lors X3 D Yy U Y3; par conséquent, X; et Y; sont
nonempiétants; il en est alors de méme des rectangles X; x Xj, Y3 x Yp;
Iempiétement de deux rectangles ayant lieu dans le cas et seulement dans
le cas ou empiétent aussi bien les premiéres projections et les secondes pro-
jections des rectangles.

LEMME 15. Le carré E x E contient k(¥ D)3 d’ensembles ouverts
deuz a deuz disjoints.

En effet, faisons correspondre a tout X € ¥D l'intérieur du rectangle
X, x Xy (pour la signification de X, et X; voir le lemme 14); la corre-
spondance étant biunivoque, le lemme 15 est une conséquence immédiate
du lemme 14.

LEMMA 16. L’ensemble ¥D est dénombrable.

Que le cardinal k¥D de ¥D soit < Ny, cela résulte du lemme 15 et
de 'hypothése que E x E vérifie la condition de Suslin; que d’autre part,
k¥D > Ny, cela résulte du fait que v > wq et que les ¥D,, (a < 7), sont
deux & deux sans éléments communs.

LEMME 17. L’ensemble E contient un ensemble dénombrable partout
dense.

En effet, d’aprés le lemme 15, I’ensemble ¥ D est dénombrable; il en
est donc de méme de ensemble des extrémités des X € ¥D; cet ensemble
étant, d’aprés le lemme 11, partout dense dans E, la démonstration du
lemme 16 est accomplie.

Finalement l'ensemble ordonné continu E contenant un ensemble
dénombrable partout dense, F est, d’aprés un théoréme classique de Cantor,
semblable & un ensemble linéaire. C.q.f.d.

3. Pavage du carré E x E.

En considérant les rectangles A X B, (4,B € f(X), X € ¥D, avec
A # B) on obtient un pavage du carré E x E: les rectangles (2.3) ne
chevauchent pas et épuisent le carré E x E.4

3kX = le cardinal de X.

4Le pavage n’atteint pas un certain sous-ensemble de la diagonale facile & recon-
struire.




338 B. Cardinal Functions in Topology

11 est utile de faire le procédé analogue en se servant de subdivisions
successives 4 3, 4 etc. parties.

D’une fagon générale, T = (T; D) étant un tableau ramifié complet
d’ensembles décroissants (cf. Thése, pp. 81-85), M étant la réunion des
X €T, alors les rectangles A x B, (A;Be f(X), X €T avec 1 <kX =le
cardinal de X et A # B) constituent un pavage du carré M x M dont on a
enlevé un certain sous-ensemble de la diagonale; f(X) y désigne ’ensemble
des successeurs immédiats de X dans (T’; D).

On trouve ainsi un lien intime entre des subdivisions complétes d’un
ensemble M d’une part et de certains pavages de M x M d’autre part.

4. Produit pur de deux ensembles partiellement ordonnés

(K; <1), (M;<3) étant ensembles partiellement ordonnés, le produit
pur de K et M sera I'ensemble (K x M;<) avec la condition que pour
les éléments (z;y), (z',y') de (K x M;<) la relation (z,y)p(z’,y’) soit
équivalente au systéme zp;z’; ypiy/, (1 = 1,2), p désignant un élément
quelconque de {=, <}.

On démontre que le produit pur de deux ensembles partiellement or-
donnés est partiellement ordonné; en particulier, le carré pur (E x F; <) d’'un
ensemble partiellement ordonné est un ensemble partiellement ordonné dont
la diagonale est un sous-ensemble semblable & ’ensemble F lui-méme.

Le théoréme et le corrollaire précédents peuvent alors s'exprimer de
la fagon suivante®:

THEOREME 4.1.  Pour qu’un ensemble ordonné continu E soit
semblable & un ensemble linéaire, il faut et il suffit que chaque famille
d’intervalles (extrémités exclues) deuz ¢ deuz disjoints et extraits du carré
pur de E soit qu plus dénombrable.

5. La condition de Suslin et les continus de Peano.

En se basant sur le théoréme I Svetozar Kurepa en a déduit un autre
que voici:

THEOREME 5.1. Soit E un ensemble ordonné continu muni du point
initial et du point final et vérifiant la condition de Suslin; pour que E soit

semblable ¢ un ensemble linéaire, il faut et suffit que pour chaque entier
n > 1, Uespace E soit un transformé continu univoque de E.

511 est instructif de subdiviser & priori non pas E mais la diagonale de E x E et
d’en reconstruire le pavage du carré.
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Que les conditions du théoreme 5.1 soient nécessaires c’est justement
le contenu d’une proposition bien connue de Peano concernant des courbes
remplissant un carré, un cube etc. Or, les conditions du théoréme 5.1 sont
encore suffisantes: si elles sont vérifiées par E, E est semblable & un ensemble
linéaire. Cela résulte du théoréme 1, puisque des conditions du théoréme
5.1 on déduit que E™ vérifie la condition de Suslin.

En effet, dans le cas contraire, on aurait une famille infinie non
dénombrable F' de “cubes” deux 4 deux sans points communs et extraits
de E™. Soient I € F et i un point intérieur de I; alors, par hypothése, il
existe une transformation f uniforme continue de E sur E™; si alors iy est
un point du sous ensemble f~1(i), la continuité de f au point iy entraine
Pexistence d’un voisinage Iy de ig dans E se transformant dans le voisinage
I de 1:

fLhCl

Les I € F étant deux a deux disjoints, il en seraient de méme des I,
(I € F), la transformation f étant uniforme ce qui voudrait dire que les Iy,
(I € F) constitueraient une famille infinie non dénombrable d’intervalles de
E deux a deux disjoints, contrairement a ce que, par supposition, E vérifie
la condition de Suslin.

A ce propos il est bien interessant de remarquer ceci. D’une part,
on sait que la découverte des courbes de Peano c’est-a-dire des courbes
remplissant une aire suscitait une grande surprise. D’autre part, on voit
que la non-existance d’'une “courbe” remplissant le carré E x E, c’est-a-
dire la non-existence d’une transformation uniforme continue d’un ensemble
ordonné continu borné E vérifiant la condition de Suslin sur son carré Ex E
est équivalente & la réponse négative au probléme de Suslin. Ainsi pour des
E pareils, le phénoméne de Peano (le fait que E? soit un transformé continu
de E) est méme caractéristique pour le continu linéaire.

On peut méme se demander si un ensemble ordonné continu borné E
tel que E? soit un transformé continu de E soit nécessairement semblable &
Uensemble des nombrés réels = tels que 0 <z < 1.

6. En terminant, ajoutons que nous ne connaissons aucun couple
d’espaces jouissant de la propriété de Suslin dont le produit topologique
cesserait de vérifier la condition de Suslin; il en est de méme de la propriété
lindel6ffienne ou de la condition que tout ensemble ouvert soit un F, ou que
tout ensemble isolé soit < Ng. Dans le cas des espaces ordonnés, chacun de
ces problémes est d’une maniére équivalente lié au probléme de Suslin.

11 y 13 un ensemble de problémes & explorer les liens entre un ensemble
(espace) et son carré.



ON AN INEQUALITY CONCERNING
CARTESIAN MULTIPLICATION

1. For a family F of sets let DF be the supremum of the cardinal
numbers of disjointed subfamilies of F'. Let F/2 be the set of all the cartesian
products X x Y with X,Y € F. Analogously, for any ordinal number r let
Ir be the interval of the ordinals < r and let F'" be the system of the
cartesian products of all r-sequences of members of F.

2. For a space S let GS be the system of all the open sets of G; we put
DS = D(GS); DS = D(G(S'T)); the number DS is called the cellularity
or disjunction degree of the space S.

The question arises to find the relations between the numbers DFIT
(r =1,2,...) for any set family F and particularly for F = GS, S being
any given topological space.

3. Let (G,p) be a binary graph i.e. G is a set and p is a binary
reflexive and symmetrical relation in G. Let I be a non void set and for
every i € I let (G, g;) be a binary graph; we define the product of the graphs
(Gi, 0:) as (G, 0), where G = [][ G; and where for z,y € G the relation zoy
means A;T;p;y;, i.e. for every i € I one has z;0;%; (let us remind that
z € [[ G; means that z is a mapping of I such that z; € G; for every i € I).
Let k.(G,0) (resp. kz(G, o) or k,(G, g)) be the supremum of the cardinal
numbers of chains (resp. antichains) of (G, g).

The problem arises to find the connections between the numbers k,GI™
and k,G.

4. THEOREM. - For any set system F with infinite DF one has:
(DF)* < DF™ < 2PF for any natural number n. (II) For any ordinal
a there is a system F, of sets such that DF, = R,, DF?2 = 28 gnd
consequently DF, < D (F1?).

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. General Topology and its Relations to Modern
Analysis and Algebra, (Proceedings of the Symposium held in Prague in September,
1961), Prague, 1962, pp. 258-259
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5. THEOREM. For any binary graph (G, 0) one has (k,G)" < k,G'? <
285G - if ko, G > Ro, then k,GT™ < 25«C for every natural number n.

6. THEOREM. For any metrical infinite space S and any positive
integer n one has koS = k,S™™.

7. THEOREM. For totally ordered sets O the relation (1) k,O = ko O'?
is equivalent to the following reduction principle: Every infinite ramified set
R of regular cardinality kR contains a degenerated subset D of cardinality kR
(any ordered set O in which every principal ideal O(.,z) = {y;y < z;y € O}
s a chain is said to be ramified; O is degenerated if both: principal ideals
and dual principal ideals of O are chains). The relation (1) is connected to
the well-known Suslin problem.

8. Problem. As yet one does not known any topological infinite space
S satisfying DS < DS'2; the problem is to exhibit such a space.




THE CARTESIAN MULTIPLICATION AND
THE CELLULARITY NUMBER

1. Introduction

There are many questions in connection with the cartesian multipli-
cation of the sets, structures etc. In particular, the question is to find how
some property of the cartesian product is induced by the analogous proper-
ty of the factors. Some classical facts show that big differences may occur
between the factors and the product. E.g. the problem of measure on the
line R and in the square (plane) R? are of a different kind then the problem
of the measure in the space R® or in space R" for n > 2. The problem
whether the cardinality kE? of infinite sets E equals kE is equivalent to the
choice axiom.

In this article we shall examine a particular number — the cellularity
number cX (= cel X} where X is any family of sets, any topological space or
structure, in order to see how the cellularity of the product depends on the
cellularity of the factors. At the same time, we shall become aware how the
complete answer to the problem is connected with the tree hypothesis, and
with the general continuum hypothesis. At this opportunity it is interesting
to observe that the chain x antichain hypothesis holds for every square or
hypersquare of every tree or ramified set.

In the present first part of the paper main results are contained in
theorems 3.4; 3.7; 4.10; 5.4; 5.6; 5.8 and 6.4.

2. Cellularity of a system of sets

2.1. For any system S of sets we define the cellularity ¢ = ¢S = cel §
of S by the relation
c=supk®,
®

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. Publ. Inst. Math. (Beograd) (N.S.) 2(16) (1962),
121-139. (Received 11 Feb. 1963)
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® consisting of pairwise disjoint sets belonging to S; k® means the cardi-
nality of ®.

2.2. For any space E the cellularity cE of E is defined as the cellular
number of the family of all open sets of the space E.

2.3. For any totally ordered set O the cellularity cO of O is defined as
the cellular number of the system of sets of the form

Olz,) ={y;z <y; {z,4} SO}, O(,a]={y; ¥y <z; {z,y} C O}
Oz, y)={nz<2<yorz<z<y; {z,y,2} C O}

3. Cartesian multiplication of sets and families of sets

3.1. Definition. Let I be any set of > 1 elements (the members of T
shall serve as indices); for any ¢ € I let X; be a nonvoid set; the cartesian
product of the sets X; is the set Y = [[;; Xi consisting of all single-valued
functions f on I such that for every i € I one has f(i) € X;; ie.

v=T[X={fif: 1> X f@) € X:};
i€l i€l
for f,g €Y one defines f =g & f(i) = g(i) (i € I).
In particular, for any ordinal number a one defines the hypercube X
as the set of all the a-sequences of members it X; X° means the empty set.

3.2. Let I be a nonvoid set and F a mapping on I such that, for
every i € I, F; is a nonempty family of nonvoid sets; the cartesian product
of the families F; is the family FI of the products Hie 1 X; where X; € F;
(¢ € I). In particular, for any ordinal « and any family F of sets one defines
Feo = ple = {Hl Xi; X; € F, i1 < o; Io means the set of all the ordinal
numbers < a}.

F2 consists of all the products X x X1 where X, X7 run indepen-
dently through F. One proves readily the following lemma.

3. LEMMA. For every disjoint (antidisjoint) family F of sets one has
(CF)IcIa — é(F'Io‘)_

3.3. Definition. A family of sets is called disjoint (antidisjoint), pro-
vided its members are pairwise disjoint (nondisjoint).

3.4. MAIN THEOREM. (I) For any family F of sets and any natural
number n the relation cF > Ry implies

(1) (cF)* < o(F™) < 2°F;
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(II) For any ordinal number a there ezists a system F of sets such that

(2) cFy =Rg, (cF?) =28

Therefore the evaluation in (1) is the best one.

3.5. Proof of the theorem 3.4. (I)1. The first relation (1) is obvious
because for every disjoint system d of sets in F' we have the system d" in
F-" that is disjoint and of cardinality > kd. Therefore, we have still to
prove the second relation in (1). The proof will be carried out by induction
relative to n.

First of all the relation (1) holds for n = 2. The proof of this fact is
quite characteristic. We have to prove that every disjoint system D of sets
in F12 is of cardinality < 2¢F.

2. Now, let D be any disjoint system of the family F'/2; this means
that X, Y e D= XNY =0or X =Y.

Now, X = Xy x X;,Y =Y x Yy, Xo,X1,Ys, Y1, being elements of
F. The relation (X x X;1) N (Yp x Y1) = 0 is equivalent to the disjunction
XQQYO =@VX10Y1 =0

Let (D; p) be the binary graph supported by D and where the relation
XpY means that Xy NYy = @ holds. Thus if C is a p-chain in (D;p), then
Co = {Xo; X € C} is a disjoint system of F and therefore kCp < cF. If C is
an antichain in (D, p), then {X,Y} € C implies the negation Xp'Y of XpY
i.e. that X NYy # @ and consequently X; NY; = 0; this means that again
C,={X;;X € -C—} is a disjoint system in F. Consequently, every chain
as well as every antichain of {D, p) is < F. In virtue of our graph theorem
we have kD < 2°F (cf. [4, 3 Theorem 0.1 p. 82 and [4, 4 Theorem 6.2.2).
This holding for every disjoint system D in F-2 one has supp kD < 2¢F i.e.,
cF? < 2¢F. Consequently, the theorem holds for n = 2.

3. Now, suppose that r is any natural number > 2 and the relation
(1) holds for any natural number n < r; let us prove that (1) holds for
n = 7 too. Now, let D be any disjoint system in F*; then for X =
(XgxXy;x-xX,q)€FandY = (YgxY1 Xx---xY,_1) € F the
disjunction X N'Y = § means

(XoXX]_X"'XX,-_Q)O(Y()XY]_X"'XK-_z):@

or X;_oNY._, =0.
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With respect to the relation (3) the subset D of F-" is a binary graph;
by an argument like in 2 one proves that the induction hypothesis implies
that every chain of this graph is < 2°F and that every antichain of the graph
is < ¢F; in virtue of the graph theorem we infer that kD < (2¢0)°P = 2¢D;
this holding for every D, the operator sup yields (1). And this was to be
shown.

3.6. Proof of the theorem 3.4.(II). Let & be any ordinal number and
let M = Q(w,) be the system of all the w,-sequences of rational numbers
ordered by the principle of the first differences: for any 2 different such
sequences a,b let i = i(a,b) be the ordinal such that a; = by for every
ordinal ¢’ < i and a; # b;; we put a < b if and only if a; < b;.

3.6.1. LEMMA. kQ(wq) = R}= (= 2%a).

3.6.2. M is a chain with respect to the relation < and every interval
of M has 2% points.

In fact let a = (a,).,b = (b,), be 2 distinct elements of M; hence
i = i(a,b) < w, and either a; < b; or a; > b;; if then ¢ is any element of M
such that ¢; € Q(ai, bi), i(a,c) = i(b,¢), one has ¢ € M(a,b); in particular,
the w,-sequence ¢iy1, Ci+2, - . - » Citw’'a, Might be any w,-sequence of rational
numbers.

3.6.3. LEMMA. Any increasing (decreasing) sequence in M is of car-
dinality < R,. '

First of all the set M contains a w,-sequence as well as an w},-sequence;
such are e.g. the sequences:

a¢ = {1}¢ + {0}-c4ue (¢ <wa)
¥ = {O}C t {1}—C+w° (¢ < wa)-

Further let us suppose that (M, <) contains a well-ordered subset W of
cardinality > R,. In particular we might suppose that the type of W be
We+1. Now, every member £ of W is an w,-sequence (z¢) with z; € @;
for any pair z,y of distinct members of M let i(z,y) be the first ordinal v
such that z, # y,. The ordinal i(z,y) is like @ prozimity degree (or dual
distance) between z,y and one proves readily that

(1) z <y < z=i(z,2) =inf{i(z,y), i(y,2)}

This relation is like triangular relation.
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Consequently, for every member £ € W we have a nondecreasing
monotone sequence

(2) i(z,y), (v € W(z,.)).

of ordinal numbers < wq; let g(z) be the first y > £ in W such that i(z, gz)
equals the infimum of the numbers (2). In other words

3) i(z, gz) = infi(z,y), (y € W(z,.)).
The relations (1) and (3) yield the following relation

(4) i(z,y) = i(z,9(z)), (y € W(g(z),.))-

Geometrically, the relation (4) means that the terminating interval W (gz, .)
of W is located on the “sphere” S(z,r*), the center and the dual radius r*
of which are z and r* = i(z, gz) respectively; at the same time, gz is the
first point of W(z,.) located on this sphere.

Now, by induction procedure we shall prove that the space (W;i)
(or ordered set (W, <)) would contain a subset K = (kg < k1 < ...) of
cardinality R,+1 of points with a constant mutual prozimity ¢ or there would
be a decreasing sequence of cardinality R,4; of “spheres” (or terminating
intervals of (W, <)) having no point in common. None of these possibilities
might occur in the present case. For the last eventuality the thing is obvious;
as to the first eventuality, the set K would be a well-ordered subset of (W, <)
and for every 2-point-set {z,y} C K one would have i(z,y) = §; the set K
of all the 6** coordinates z5 of members z of K would be a subset of (W, <)
isomorphic with (K, <) — absurd. .

To start with, let ko = Wo; put k1 = Wi, gk, (cf. (3)); suppose that
v is an ordinal < wq+1 and that decreasing “spheres” S(k¢;r7) = Wi(gke,.)
(¢ < v) with r7 = i(k¢, gk¢) are defined; we put k, = Wi, _, gk,_,) OF kv =
SUp¢ «, k¢, according as v —1 is limit or nonlimit ordinal. The construction
of k, is well determined for every v < wqy4+1 and one sees by induction
argument that really

(5) S(ky,rc) = W(gk,.) for every v < waq1;
in other words

(6) i(ky,y) =1¢ =ilk,,gk,) for every y € W(gk,,.).
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The function v — r; is a monotone non decreasing function of Jwy4; into

Iw,. Let r* be the supremum of the ordinals r*f. On a has
(M ™" < Wwgy.

Now, the relation 7* = w, would imply that some w,-sequence of segments
W (gk¢,.)¢ would have a void intersection (take e.g. k¢ as first k, satisfying
i(k,, gk,) = rx¢); in other words the w,-sequence gk¢ would be coffinal with
the wy1-sequence W — absurd.

The relation
(8) ™ < We.

does not hold either. Namely, if the number r* is isolated, there would be
r* =1y = i(ky,gk,) for a p < waq1; if r* is not isolated, then for some
strictly increasing sequence ;. = i(kS, g(k®)) of cardinality < R, there
would be r* = sup r,*lc; in either case one concludes that r* = r} for every
v of the final section S = K(z,.), where z = k, or z = supk¢. According
to (6) this means that i(k,,y) = r* = i(k,,gk,) for every y € W{z,.).
Therefore by (3) we infer that all distinct points in W{z,.) have the same
mutual proximity — the number r*. This fact implies that the set W(z,.)
we defined above is a subset of Q isomorphic to W|z,.) and W — absurd.?
3.6.4. A partial order associated to the linear order (M; <).

Let £ — uz (z € M) be a normal well-ordering uM of M i.e., such
that uM is not equivalent to any of its proper initial portions; in other
words let u = uz be a one-to-one mapping of M onto the segment of ordinal
numbers corresponding to an initial ordinal wg. Let then the partial order
< in M be defined as superposition of the orders < and u:

a = b means a < b and ua < ub.

1. Bvery chain C in (M; <) is of cardinality < R,.

In fact C is a well-ordered subset in (M; <) and in virtue of 3.6.3. C
is < N,.

2. Every antichain A in (M;<) is of cardinality < R,.

As a matter of fact, A is a decreasing sequence in (M; <) and in virtue
of 3.6.3 Ais <N,.

1 The foregoing proof of Lemma. 3.6.1 represents a space-theoretical wording (using
abstract distance or abstract proximity) of the theorem XIV in Hausdorff [1].
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3.6.5. Let z € M and (cf. Sierpinski [5])
E, = {{z,z'};r' €M, 2’ <z orz < z'}.

The mapping z — E, is biunique. For if y € M and e.g. £ < y let then
z € M(z,y) and uz > sup{uz, uy} one has z < y and thus {z,y} € E;; on
the contrary {z,y} ¢ E,, because y ¢ {z, z}.

3.6.6. Let F = {Ey;z € M}. Then kF = kM = 2%a.

3.6.7. We consider the graph (F; D), D being the disjunction relation.
Every antichain as well as every chain of the graph (F; D) is < R,.

In fact let A be an antichain in (F;D); let E;, E, be two distinct
elements of A; then {z,y}x C M and E,NE, # 0; let {z,2'} = {y,y'} be
an element of E, and E,; then z' =y, y' = z; consequently, the points z,y
are <-comparable in M; and vice versa, if z,y are 2 distinct <-comparable
points of (M; <), then E; NE, # 0. If E; N E, = 0, then z,y are not
~<-comparable:

zZYy( <) E,NE, =0
z=y(- <) E.NE, #0.

Consequently, to every <-chain C in (M; <) corresponds a J-chain
consisting of the elements E, (z € C); to every <-antichain A corresponds
the disjoint system E, (z € A).

As a consequence of 3.6.3. one has therefore 3.6.7.

3.6.8. The system G of sets. For any z € M let G, = {{z,y}+; ¥
is <-incomparable to z} i.e., (z < yAuz > uy) V (z > y Auz < uy). Let
G ={G;; z € M}. )

1. Every chain and every antichain in (G;D) is < N,. Again,
z#yY( <) G, NGy #0ie, zcomp. y& G, NG, =0.

369. F-N-G=0ie,zc FAyeG=>znNy=0.

3.6.10. Family H. Let H = F U G; the family (H; D) is the required
family: every D-chain and every D-antichain is < R,.

Now H'I2 contains a disjoint system of kM elements because the sets
H; = E; x G; (i € M) are pairwise disjoint. As a matter of fact, let z # y
and z,y € M; then either z,y are comparable or incomparable in M; if
z,y are comparable, then G, G, are disjoint and so are the sets H, H,; if

z,y are incomparable, the sets E;, E, are disjoint and so are also the sets
H.,H,. The theorem 3.3. (II) is proved.
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3.7. THEOREM. For every family F of sets and every ordinal number
a we have (1) cF = c¢F 2 provided cF = 1;

(2) (cF)*e < c¢F1e < kF*e; if cF > 1, then for some ordinal o of
cardinality < kF we have

(3) (cF)*k® = cF1* for every ordinal o > ay.

The relation (1) is obvious; the first relation in (2) is a consequence of
the fact that cartesian product of a disjoint system of sets is again a disjoint
system of sets. The second relation in (2) is obvious because the cellularity
of any family of sets is less than or equals to the cardinality of the same
family; on the other hand, the cardinality of F'* equals (kF)*®. Therefore,
the relations (2) hold. Finally, if kF < ke, then kF** = 2k% and therefore
according to (2) we have cF!® < 2F%; this relation joint with the relation
2ke < (cF)*® and the first relation in (2) yields the requested equality (3).

3.8. THEOREM. For any ordered pair (a,b) of cardinal numbers a,b
there ezists a family F of sets and some ordinal number a such that a = cF
and cFI% > b,

As a matter of fact, we can consider any disjoint family F' of cardinality
a; then for some o we have a*® > b and consequently (cF)** > b.

3.9. THEOREM. For any F and sets A, B we have

kA =kB = cF* = ¢(FB)
kA < kB = cF'* < ¢(FB).

As a matter of fact let ¢ be a one-to-one mapping of A into B; and let D be
a disjoint system in F'4; for f € D we define t = ¢(f) in this way

f:A — fA, where fA € F;

the antidomain tA of ¢ is a part of B; to every mapping f : A — F we define
the mapping vy : B — F as the one which equals ft~! in tA and which, in
B\ tA, equals a constant b € B\ tA. Then vy € F'5B.

To every disjoint set D in F'4 corresponds an equivalent system vp =
{vf:f € D}in F-B. IftA = B, then the mapping f — v; is an isomorphism
from F*4 onto F'B.

3.10. THEOREM. Let A, B be any sets and F' a family of sets; then
cF(AUB) < st where s = sup{a,b}, i = inf{a,b}, a = cF'4, b=cFB. If
the product ab is infinite, then cF-(AYB) < gsup{a.b}

‘We shall consider the case that A, B are nonempty disjoint sets. Then
every member z € F'(4YB) is the set of functions g|(A U B) where for
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i € AU B one has g; € z;,z; being a member of F. Let g4 be the corre-
sponding subfunction in A and let 24 be the set of all these subfunctions
ga; analogously one has gg and zp. For any set S C F'(2YB) one has the
“projections”

Sp={zg;ze FAYBY  Gp={zp: ze FAWBY

In particular, for every disjoint set D in F'(AYB) we have D4, Dp. For any
members X,Y of F'(4YB) the relation X NY = @ means

(1) XanYys=0 or
(2) zpNys =0.

Let X pY means (1) i.e,, that X4 NY,4 =@. Then D is a graph relative to
the relation p. Let L be a p-chain in D; this means that

(3) {X,Y}¢QL=>{XA,YA}gLAandXAﬂYA=0

and that L4 is a disjoint system in D 4. Now, the family D4 is isomorphic
to a subsystem of the family F'4, therefore

(4) kLy <a (=cF4).

Because of relations (3), the correspondence X € L — X4 € L4 is onto
and one-to-one: kL = kL4 what jointly with (4) yields kL < cA for every
p-chain L in the graph (4;p).

Analogously, one proves that every antichain M of (D, p) yields dis-
joint system Mp of cardinality kM; since kMp < cF'Z this means that
every antichain in (D, p) is of cardinality < b = cF"B. Consequently, by the
graph-chain-antichain-theorem we have the requested relation.

3.11. THEOREM If r is a natural number and F a set family then
(1) cFIm = 2°F = cF-I(r +n) = cFI" (2)
for every integer n.

Proof. The proof is carried out by induction relative to n. Let D be a
disjoint system in F-7("+1); then

@) (X, Y}xCDe
(Xox Xy x XX, NYoxYix---xY1=0V X,NY,=0.
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Let X pY means that (3) occurs; then to every p-chain L C D corresponds
the disjoint chain L;,-projection of L into the product F'/"; consequently
kL;, < cF'I" and according to the assumption (1) we have kL. < 2°F;
again kL = kL, and thus kL < 2°F. Consequently, every chain of the
graph (D,p) is < 2°F. Analogously, one proves that every antichain of
(D, p) is < cF. Hence kD < (2°F)eF = 2°F,

The implication (1)=>(2) is thus proved for every r and n—1; writing in
particular r+1,7+2,... instead of r, the implication (1)=-(2) is proved for
n=123,... ie. for every n.

3.12. PROBLEM Let F be a system of sets and n a natural number
satisfying Rg < cF 1" = cF-("*1): is there a one-to-one mapping of F-1(n+1)
into F-I™ which conserves both disjointness and jointness of sets? In other
words, is then the disjunction graph (F1("+1); D) isomorphic to a subgraph
of (F1"); D)#

4. Disjoint systems in F; - x - F,

4.1. Fy, F, being set families, let A be a disjoint system (or D-chain)
in the product '

(1) Fl-X-F2={.’L'1X2:2; .’E1€F1/\:E2€F2}

Let pr; A = p1A and p2A be the first and the second projection of A
respectively. For any ¢ € pr; A we have the following antiprojection of a
into A: p7'A(e,.) = {(a,¥); y € Fz (a,y) € A}; for any subset A C F; we
have the corresponding first antiprojection of A into A defined by

prtA4,) = | {pr Ale, )}
a€A

Analogously, one defines the second antiprojection of any B C F, in this
way:

pEIA(" B) = U {pglA(" b},

beB

where p;'A(.,b) = {(z,b);z € F1,(z,b) € A}. By an argument we used in
section 3 one proves readily the following items.

4.2. LEMMA. For every ay € Fy the first antiprojection py'A(a1,.) in
A yields the disjoint second projection pzpl'lA(al, .); therefore the cardinal-
ity of this set as well as that of pT'a; is < cFy. The first antiprojection in
A of any jointed system C in Fy is a disjoint system in Fs; the py-projection
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of pI'IC’ is a one-to-one mapping yielding a disjoint system of cardinality
S CF2 n Fz.

43. LEMMA. Let T = T(A;) be any tree or ramified table of the
family (F,D); then every D-chain in T is < cFy and every J-chain of T is
< cF,. If the number s = sup{cFi, cF3} is infinite, then one knows that

(1) kT < s°; where s° € {s,s*}; in particular the tree hypothesis yields
s¢ =5 = cF;- € F; and therefore
(2) kT < cF, - cFs.

4.4. For every 1 € A let
(3) Ai(.,z1]>4; denotes the system of all the members of A;, each Jomt
with z; and none contained as a proper part of z;; then one has the star
number SA,(., z;] as the minimal number of chains in (3) exhausting (3).
Each J-chain in (3) being < c¢F; (Lemma 4.2), we infer that
(3) kA1(.,21)q < cF2 - SA1(,,21)4, (21 € A1) and hence
(4) kA1L(.,21]q € cFy - 51F;, where
(5) s1F1 =sup S(.,zlq; the number 51 F} is called the left local star number
of the family (Fy; D).

4.5. Now, as a consequence of the choice axiom it is easy to prove the
existence of a subtree T = T(A;) of A, that is quasi-coffinal with Ay in the
sense that?

(6) Ar=JA1()3q;

teT

this means that to every « € A; corresponds some t € T such that z meets
t but is not a proper part of t!. By induction the rows Ty, T1,... of such a
T are defined in this way; Tp is any maximal disjoint system in A,,for every
to € Ty let fty be any maximal disjoint system in A; each member of fig
being a proper subset of £y; one puts

Tl = U fto, (to S To) etc.

Putting for every ordinal «
=UT <o)
9

" one sees that T° is a tree; if T is quasi-coffinal with A, we put T* =T if
T is not quasi-coffinal to A;, we construct 7, as |J fta—1 (ta=1 € Ta-1)

2This fact was found also by S. Mardesié.
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if the ordinal « is of the first kind; if & is a limit ordinal > 0, we consider
every joint decreasing a-sequence C'® of members of T* and consider any
maximal disjoint system fC® of A; \|JA1(.,t)>,, each being a proper part
of every member of C*. One puts then

T=|]Jfsc®
Ca

(one sees that the construction for nonlimit « is reducible to this construc-
tion using C'*, because for every to—1 € T,—; the a-sequence of oversets of
te—1 in T is such that ft,_; serves as fC%).

4.6. This being done let T(A;) be any quasi-coffinal subtree of A;.
The decomposition (6) yields jointly with (4)

(7 kA < kT - cFy - 51 Fy.

The relation (7) by (1) yields |

8) kAL < ¢ - cFy -5\ Fy.

Going back from A; to A the relation (8) in virtue of Lemma 4.2. gives
9) kA <cFy-s°-cFy -5, Fy.

This holding for every D-chain A of F = F; - x - F;, one concludes that

(10,) cF (= supkA) < cFy s - cFy - 51 Fy.
ACF

4.7. Analogously, considering the second projection A, of A, one
proves that

(10,) c(Fy- % -F3) <cFy-s-cFy -5, F;.
4.8. The relations (10;), (102) yield by multiplication:
(11) (cF)? < (cFy - cFp)% - (s5)% - 5, Fy - 51 F.
4.9. If s is infinite, then cF is infinite also and (cF)? = cF and the

exponents 2 in (11) could be dropped; we obtain cF < s - s¢ - s; where
sy = sup{s1 F1,51F,}. Since s < s° we have s-s = s* and consequently
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¢ < 5% - 8. Since obviously ¢;,¢o < ¢ thus s < ¢ and we have proved the
following relation

(12) s<cF <s5°-s;.

4.10 THEOREM. (1) Let I be a finite indez set (e.g. the interval In of
ordinals < n, where n is a given finite ordinal); let F;,(i € I) be a finite
sequence of nonvoid set systems such that at least one of the cellular numbers
cF; be infinite; then s < c[[; F; < s°- 51, where s = sup; cF; = sup, s, F;,
and s¢ € {s,st}. In particular for any set system G and any natural number
n one has ¢G < ¢(G") < (cG)* - s1.

(II) One has s¢ = s if and only if the tree hypothesis
kT <sand kT <s=kT <k.T kT

is true or false.

Since the theorem (II) was proved else (Kurepa [1, p. 106 theor. 1]),
let us prove the theorem (I).

We just proved that the theorem (I) holds if the index set I has 2
members; by induction argument one sees that the same conclusion holds
for any finite set I.

Let us prove the theorem (I) if I has 3 members 1,2,3. Let A be any
D-chain in F (= F; - x - F5 - x - F3) and A1, and Aj its projections into
Fy . x - F, and Fj respectively. For any tree 7" in Aj, that is quasi-coffinal
with A;2 we have (like in (7)):

(13) kAlz < kT - CF3 . sl(Fl s X F2)
We have to evaluate the factors kT, sy in (13). First of all,
(14) s1(Fy - x - Fy) < 51 F) - 81 F,.

As a matter of fact, for any z; € F; let A; be a system of J-chains of sets
€ F; exhausting Fy(.,z1)o4; analogously, for z; € F one has a family A; of
jointed systems of sets-members in Fy(.,z2)>4 exhausting this family. Then
we have the element z; X z; € F; - X - F3 and the system A; - x - Ag; all
elements of this system are J-chains, each quasi-containing z; X z5 and the
system exhausts Fo = F(.,z; X £3)24; because if M; x M is any member
of Fy g-containing z; X z4, then M; g-contains z; and for some J; € A; we
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have M; € J; and hence M; X My € J; X Jo € A; + x - Ay. In this way we
proved that

S(F1 . Fg)(.,(l,‘l X l’g)gq S SF]_(.,ml)Qq X SFz(.,zz)Qq;

from here allowing z1,z> to vary in Fj, F; respectively and taking sup we
have the requested relation (14).

The relation (13), (14) yield

(15) kA12 S kT - CF3 . 81F1 . 31F2.

4.11. LEMMA. Let s13 = sup{cFy,cFy}; every chain and every an-
tichain of every tree T C Fy - X - Fy is < s§,; also kT < si,.

In the opposite case there would be a tree T, in F of cardinality > s{;;
now obviously, wq(Fy - X - F3) < waFy -waeF,, where wyA for any family A of
sets denotes the supremum of cardinalities of strictly decreasing sequences
of sets in A. Since kT, is greater than the cardinality of any tree in F}
or in F5, and since this fact is not due to J-subchains of trees, it should
be due to D-subchains, and the tree should contain an antichain > 551, in
contradiction with 4.3.

The relation (15) and Lemma 4.11 imply kA2 < $55-cF3-51F -lez).
From here, going back to A:

(16) kA S (Siz . CF3 . 31F1 . Sle) N CF3.

Now, let s = sup; cF; and s; = sup, 51 F;; then 515 < s, cF3 < s and
therefore s§,(cF3)? = s°; again s; F} - 51 F> < 5; and the relation (16) yields
kA < s®s;. This proves the theorem for I = 1,2,3. By induction argument
one proves the theorem for every finite index set I. Q.E.D.

The foregoing theorem, by particularization implies the following.

4.12. THEOREM. Let I be a finite indez set and F;(i € I) a sequence of
nonvoid systems with sup; cF; = s = 00; if 5, F; < 5, then s < c[[, F; < s°.
Such a case holds particularity if F; is a system of intervals of a totally
ordered set O; (i € I); in this case one has 51 F; < 2.

As a matter of fact any system S of intervals overlapping a given
interval z of a given totally ordered set equals S; U S5, where S; denotes all
the members of S containing the left extremity of z and where S, denotes
all the members of S each containing the right extremity of z; obviously, S;
is jointed.
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5. Cartesian multiplication of topological spaces

5.1. Definition of cartesian multiplication of spaces®. For every i € I
let X; be a topological space; the cartesian product X of sets X; of points
of X; will be called the topological product of spaces X; provided for every
point z € X the neighborhoods are defined in the following way; let Iy be a
finite part of I; for every ig € I let O(ig) be neighborhood of the point z;,
in the space Xo; for every i € I let X* be O(i) or X;, according as i € I
or i € I'\ Io; the cartesian product of all the sets X" is called neighborhood
of the point z. This neighborhood depends on the finite set Iy C I and
on the neighborhoods O(ig) in X;, for iy € Iy. The stress in the foregoing
definition is the finiteness of subsets Iy of I.

5.2. The neighborhoods could be defined in this way also. For a point
z; on the i coordinate axis let p; ! (z;) be the i** antiprojection of z; into
the space i.e. the set of the points z of the space, the i** coordinate of which
is just the point z; of the space X;. For a subset S; of the space X; we define
the $** antiprojection p;'S; as the union of all the sets p; 'z; (z; € S;). In
other words, the set p;” ! is the anti-projection of S; in the direction of the
X;-axis. Then the foregoing neighborhood is the intersection of the open
sets like this.

(1) (p5!(0zi,) (io € Io)-

Marczewski-Szpilrajn [1] proved that if the topological spaces X; are of
countable weight each, then the weight of the cartesian product X is count-
able too. The phenomenon is a general one and we have the following.

5.3. THEOREM. For every topological T-space S and every nonvoid
indez set I the cellularity of the cartesian hyper-cube S’ equals (cS)*! for
w- kI < Ro; if kI-w > Ry, then sup{Ro,cS} < ¢S8! < w, where the weight
w (= wS) of the space S is defined as the infimum of cardinal numbers of
neighborhood bases of the space S.

The theorem 5.3 is a special case of the following theorem (in the
wording of the theorem put X; = fixed space S for every i € I).

5.4. THEOREM Let I be a nonvoid set and X;, for every i € I, a
topological space. Let wX; denote the weight number of the space X; and

3We shall consider topological Ty-spaces i.e., Fréchet’s V-spaces satisfying the
Hausdorff’s Th-condition of separation. The T,-separation condition means that for any
2-point set {a,b} there is a neighborhood V(@) of a and a neighborhood V(b) of b such
that V(a) NV (b) = 0.
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w = supwX;; then for the cellularity number cX of the cartesian product
X =TI, X: one has:

(2) KI-w<Ro= [[eXi=cX

(@) kI-w >R = sup{Rp,supcX;} < cX < w.

5.5. Proof of the theorem 5.4.

1. First case: The number of factors X is finite and every X; is finite.
In this case, obviously cX; = kX; = wX; and cX = kX = wX; since
kX = T], kX;, the preceding relations yield the requested implication (2).

Second case: kI-w > Ry. Now, it is obvious that if kI is infinite and
every factor has at least 2 points, then the number ¢(= ¢X) can not be
finite, Therefore we have still to consider the case when the weight of every
factor is infinite, irrespectively to what happens with k1.

Let ¢ denotes the number ¢X. First of all, ¢ > cX; for every i € I and
hence ¢ > ¢, (= sup cX;). As a matter of fact, let D; be any disjoint system
of open sets of the space X;; putting {i} = Ip and taking O; € D;,0; = X;
for j € I'\ {i}, one gets a system of cardinality kD; of open sets [] .; O
of the space X; therefore ¢ > kD; and ¢ > cX;(= supp,.x, kD;) for every
1 € I. The relations ¢ > cX; imply ¢ > supg; i.e., ¢ > ¢,. Therefore the
requested relation (2') will result of the impossibility of the relation ¢ > w.
Obviously we can suppose also that w > Rg.

5.5.2. Now, suppose on the contrary that ¢ > w and that there exists
a disjoint system D of open sets of the space X such that

@) kD >w > Ro.

One might suppose that the members of D are of the form (1), where I; is a
(variable) finite subset of I (it is sufficient to choose an element of the form
(1) in each member of D and consider the system of the selected elements).
For every 1 € I let B; be a basis of neighborhoods of the space X; such that

kB; = wX; (:=w).

This being done, let n be any natural number and let D, be the system of
all the members (1) in D such that kI = n. Obviously D = |J, Dn(n < w)
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and since, by (2), the system D is not countable there exists an integer m
such that also

(4) kD, > w.

5.5.3. Let z = I1X] (i € I) be a particular member of D,,; then the
set I, of the points i € I such that X # X; is a well determined finite
subset of m points of I. The members of D,, being pairwise disjoint one
has in particular Ny = @ for every y € Dy, \ {z}; this means that for every
such y one has z; Ny; = @ for some i = i(y) € Loy, because z; Ny; # @ for
every ¢ € I\ Io;,. The mapping

(5) fi:Dp = Ipm.

is a single-valued mapping of the set D,, of cardinality > Rg into a finite
m-point set I, = {i1,i2,...,im}. Therefore for some j; € I, there
exists a subset D2, of D,, in which the mapping (4) equals j; and so that
kD? = kD,,. Now, let us consider the p; -projection of the set D3, into
the space Xj,; this mapping is a single-valued mapping of the set D2, of
cardinality > w into the basis B;, of w; members of the space X;,. Since
kD;, > w > wj, one infers that for some member O} € B;, and for some

subset Dy,, of D3, one would have pr; Dy, = 05, kDp, > w.

5.5.4. Substituting D,,, for Dy, and Iop, \ {j1} for I, the argument
of 4.4.3. shows that for: some point j2 € I,y \ {j1}, some subset D2 of
D1 and some neighborhood Oj; € B;, one has

fIsz =j2, p’r‘ngmz = 0.;2, ksz > w.

The induction procedure would go on: there would be a subset D3 of D2,
a point j3 € Iom \ {j1,J2} and an Oj; € B;; such that
f|Dm3 =ja, prj, Dms=0;

iss kDm3 > w;  etc.

The m-th step of the induction procedure would yield: a disjoint subset
Dmm of D1, a poitt jm € Iom \ {j1,J2, ", jm—1} and a member O} €
Bj;,, such that

(6) F\ Dmm = jm, Pr im Dy = Oj;,,y kDpm > w.

Now, for every index i € I\ I,,, we have priD,,,, = X;; therefore = €
Dmm = X}, = 0, for p = 1,2,...,m and X;" = X; for i € I'\ Lom;
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consequently kDp,m = 1, in contradiction with the last relation in (6). This
contradiction proves the theorem.

5.5.5. Remark. Let us consider the cellularity numbers cF'I® (F and
a being any system of sets, and any ordinal number) and the numbers ¢5’®
(S being any topological space); in the first case, as « is increasing so is also
the corresponding cellularity; on the contrary, in the case of hyper-cubes
of any topological space S the cellularity numbers are always less than or
equal to the weight wS of S.

5.5.6. COROLLARY. For any topological Tz-space S satisfying ¢S = wS
one has ¢S = ¢S for every nonvoid set I. In particular, ¢S® = cS for
any positive ordinal o, irrespective whether a is finite or transfinite. In
particular this holds provided S is a metric space or if S is a totally ordered
space in which the cellularity equals the separability number of the space.

A consequence of the corollary 5.5.6 for metric spaces is this one:

5.5.7. The hypercube MT of any metric space M with kI > Rg is not
a metric space; in particular the real cube [0,1}7%“) or {0,1}(“1) are not
metric spaces.

5.5.8. COROLLARY. For every topological space S the set consisting of
the cellularity numbers ¢S® running through ordinal numbers is well deter-
mined and has at most wS numbers (cf. theorems 3.7; 3.8; 5.8(i1)).

5.6. Comparison between cS and cS™ for any space S.

THEOREM. (I) For any topological space S one has cS < ¢S?
inf{2°%, (cS)* - sS} for every ordinal n < w.

(II) For any ordered pair of topological spaces Si,S2 we have s <
¢(S1x S3) < 2°,Tr(S1)8151, Tr(S2) - 5192 where s = sup{eS1,cS2}, TrS =
inf kT, T being quasi-coffinal subset of the family of open sets of S1 (cf .§4.4
and §4.5).

(III) For any ordered pair of totally ordered spaces Sy,S; one has
s < (S % 82) < 5%, where s € {s,s1}; the relation s¢ = s is equivalent to
the tree hypothesis.

The proof is like one of Theorem 3.4. (1) in 3.5.2.; cf also 3.10. and
4.9; 4.10.

5.7. In connection with the results 3.4. (1), 4.4. and 4.6. let us
indicate that there are spaces Sy, satisfying ¢S < wS; such a space is the
cartesian product [0, 1] of ®; real segments [0,1]; the cellularity and the
weight of this product are Rg, ®; respectively.

5.7.1. THEOREM. For any ordered pair (a,b) of cardinal infinite num-
bers there is a topological space S such that ¢S < a < b< wS. Such a space

IA
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is the cartesian product of ka real segments [0,1] where o is any ordinal of
cardinality > b.

5.7.2. Here is also a space S satisfying ¢S < wS and which was given
by Inagaki as the solution of a problem in my doctoral thesis. Let R* be the
set of members of a one-to-one wi-sequence z,(a < wy) of real numbers z,;
the set R* is topologized by considering for any & < w; as neighborhoods of
z, the sets of the form V*(z,) = {zg; zp € V(za); @ < B < w1}, V(za)
being any ordinary neighborhood of z,. The space (R*,v*) so obtained has
the cellularity R and weight R;.

5.8. MAIN THEOREM. (I) For any topologz'cal space S satisfying
cS > Ng and every index set I the cellularzty of the cube ST is < 2°5 4,
cel § < cel 87 < (cel 5)e!S.

(IT) The general continuum hypothesis implies cel ST € {cel S, (cel S)*}.

. 5.8.1. Proof. First of all we proved that the theorem (1) holds provided
kI =2, eg. I ={1,2} and even for kI < oo (cf. theorem 3.11).

Now we shall prove the theorem (1) for every I.

5.8.2. LEMMA. Let m be any positive integer 1 < m < kI and A any
disjoint system of open sets of ST satisfying ks = m for every x € A; then
kA < 2°5; here sz denotes the greatest subset Iy of the indez set I satisfying
z(i) # S(z € Iy).

We shall prove the lemma by induction argument on m. Suppose that
the lemma holds for every natural number < m; let us prove that it holds
also for m. Assume on the contrary that there exists a disjoint system A of
cardinality > 2°5 and such that ksz = m for every z € A. Since the set A
is disjoint, the set of sz (z € A) is jointed; namely, if z,y € A,z # y, then
z Ny = @ what means that for some i € I one has z; Ny; = @; this means
that z; # S # y; i.e, i € sz N sy, hence sz Nsy # 0. Now, let e € A, for
every a € se let A{a) be the system of all the members z of A satisfying
a € sz. Then

A= UA(a) (a € se).
a

Since the set se has just m members, one of the sets A(a) has kA points;
let ag be such an element of se:

kA(ao) = kA > 2°% and g € se.

Let us consider the disjoint set system A(ag) = A. Let us structurize A
by defining that for z,y € A the relation zry means z; Ny; = @ for some
i€szNasy\{ao}.
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Let L be an r-chain in (A4;7); then L is a disjoint set in S’; moreover,
let Ly be the system of sets zo where for every z € L one denotes by z,
the set obtained from x by substituting the ag-factor of z by the space S.
The mapping £ € L — x4 is one-to-one; let Ly = {zg;z € L}. Then L¢ is
disjoint system of sets of Sy such that

(1) kszg =m — 1 (zo € Lo). Namely, szq = sz \ {ao}-

Now, by induction hypothesis the relations (1) imply that kLy < 2°%, what
jointly with kLg = kL implies the requested relation kL < 2°5. In other
words every r-chain L in (4,r) is < 2°%; therefore also the k.-number of
(A,r) is < 2°°. On the other hand every antichain L’ in (4,r) is < ¢S
because if z,y € L' and z # y, then z; Ny; # 0 for i € sz Nsy \ {ao}
and therefore z,, Ny,, = @. In other words to every antichain L' in (A4,r)
corresponds a well determined disjoint system in S, of cardinality kL’.

In virtue of the chain-antichain theorem for graphs one concludes that
kA < (2°5)°5 =25 je., kA <2°5. Q.E.D.

5.8.3. Proof of the theorem (I). For any natural number n let A, =
{z;z € A,ksz = n}. Then the sets A, exhaust A; since by hypothesis
kA > 2°%, then for some integer n one would have necessarily kA,, > 2°5,
in contradiction with the foregoing lemma, because every member z of A, .
satisfies ksx = m.

5.8.4. The theorem 5.8. (II) is an obvious consequence of the theorem
5.8. (I) and the general continuum hypothesis.

6. On the cartesian multiplication of ordered graphs

6.1. Definition. Let (1) (0;,<;) (i € I) be a family of ordered sets;
the cartesian product or the cardinal product of the sets (1) is the set (0, <)
where O = [[; 0; (¢ € I) and where for z,y € O one has z < y in O &
z; iy in O; (B €1).

Analogously one defines the cartesian product of any nonempty fam-
ily of graphs (G;,r;) on substituting in the preceding definition G; for O;
and r; for <;; r; means any binary relation that is either symmetrical (for
symmetrical graphs) or antisymmetrical (for oriented graphs).

One proves readily the following.
6.2. THEOREM. The cartesian product of any system of ordered sets

is an ordered set; if every factor is ramified (a tree, a chain), the product
need not be so.
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We are especially interested in knowing the connectiens between the
cellularity number of the product and the cellularity numbers of the factors.
In this respect the notion of ramified sets and particularly ef ramified tables
or trees is of special importance.

6.3. Definition of a node. Every mazimal subset S of a ramified set
R such that

(1) z,y €S = S(,z) = S(,,y)

is called a node of S.

6.4. THEOREM. Let R be any ramified set i.e. any ordered set (R;<)
in which R (., R') is a chain; let I be any nonempty indez set; let f,g € R;
then f < g in R! means f; < g; in R for everyi € I; if f # g and if the
set fI = {f;;i € I} lays in a node of R as well as does gI and if kfI > 1,
kgl > 1, then f|| g i.e., neither f < g nor f > g. The conclusion holds also
provided R contains a subset M such that fI lays in a node of M.

Proof. Since by hypothesis the set fI is located in a node of R, the
chain Ry = R(,, f;) is well determined and does not depend on a particular
choice of 7 in I. Analogously, one has R, = R(.,g;) for i € I. Let

(2) C=Rs;NR,

The set C' is a chain in R and is initial section of the chains Ry, R,.

Case (i). C is a proper subset of both Ry and R,. Then there is an
a € R and b € R such that a|[b, C. < a < f;and C. < b < g;. Hence
fill gi, for one has not e.g. f; < g;, because antichain {a, b} would be < g;,
contrary to the ramification condition on R. Thus f;|| g;, and consequently
fllg.

Case (ii). C = Ry
(ii) 1. Subcase: C # Ry. Then Ry < g; for some i € I and there exists one
(and only one) point a’ € R satisfying

(3) a’ ~ fi, a’ <g; (z ~ y means to be in a same node).

Namely, f; is in the node following C' and the chain R, intersects this node.
Hence we have (3). Since kfI > 1 we have f; # o’ for some j € I; thus
filla" and £;|gi (i € I); in particular f;||g; ie. fllg.

(ii) 2. Subcase: C = R, i.e. Ry = R,y. Since f # g, fi # g for some
i1 € I; thus f; || g;, because f;,g; are 2 members of the same node of R; the
relation f; || g; implies f ]| g by definition. The theorem is proved.
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6.4.1. Remark. By counterexamples one might prove that both condi-
tions: (i) R is ramified, (ii) f, g are not constant in I are necessary: dropping
either of them, one could have f < gor f > g.

6.4.2. Remark. If R is any ramified subset of a ramified set (R/, <),
then again any two elements f,g of R such that f,g satisfy, with respect
to R, the conditions of the preceding theorem:

fIis a part of a node of R and kfI > 1
gl is a part of a node of R and kgl > 1
then f, g are incomparable both in R! and in R''.

6.5. The applications of the preceding considerations concern partic-
ularly ramified collections of sets i.e., collections of sets containing no pair
of interlaced sets (two sets A, B are interlaced, if both sets A\ B and B\ 4
are nonempty). '

6.6. We have in particular the following theorem as a particular case
of the preceding general theorem (consider I to have just 2 points):

THEOREM. Let F be any family of sets; let F'12 be the set of the
cartesian products To X 1 where 9,21 € F. If R is any ramified subfamily
of F lie, X YER=>XCYVX DY V(XNY =0)] such that to every
X € R corresponds an X' € R satisfying X N X’ = @ and that X, X' have
the same predecessors i.e., supersets in R, then the sets X x X' (X € R)
are mutually disjoint.

Direct proof. Suppose (3) (X x X')N(Y xY’) # 0 for some X, X' € R
and some Y,Y’ € R. The X,Y are comparable; X', Y’ as well.

Suppose the case X C Y, hence X’ C Y because X, X’ have in R
same predecessors. Since Y/ NY = @ then Y’ is disjoint from X and X',
contrary to the hypothetical comparability of X’,Y’. The impossibility of
other cases is proved in an analogous way.

COROLLARY. Let R be a ramified set and NgR the set of nodes of R
each containing at least 2 points. Then the system

|JIX x X \ diag (X x X)] (X € NoR)

xz

is an antichain in the cartesian square R? of R.

6.7. THEOREM. For any square or hypersquare of a tree or ramified
set R the chain x antichain relation holds:

kI>1= kR <k.R' kRl
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First of all if R itself satisfies the chain x antichain relation, then so
does R!. If R does not satisfies this relation then it contains a tree T of
the same cardinality (every T which is coffinal with R is such); T contains
(cf. Kurepa [1, p. 109]) a subtree t of cardinality ¥T' (= kR) and such that
every isolated node of ¢ at least 2 points (cf. the ambiguous tables in Kurepa
(1)); according to theorems 6.4 and 6.6 some subtree ¢, of cardinality kt!
of t! is “normal” i.e., satisfies the chain x antichain relation; since t, C R/,
kt! = kR!, R! is normal, too.

6.7.1. Remark. Of course, if for some index set I such that kI > 1,
every subtree of R’ satisfied the chain x antichain relation (R being any
ramified set), the tree hypothesis would hold; and vice versa.

6.8. For symmetrical graphs we have theorems that read like the
ones we formulated and proved for set systems (we define the cellularity cG
of a graph as the supremum of cardinalities of its antichains). E.g. it is
legitimate to substitute “symmetrical graph G” instead of family F of sets”
in the wording of statements: 3.4, 3.8, 3.9, 3.10, 3.11, 4.10 etc.
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DENDRITY OF SPACES
AND OF ORDERED SETS

The aim of this paper is to examine the supremum of cardinalities
of some sets connected with a topological space. Especially, we want to
know the supremum of cardinalities of trees, of increasing F-sets, G-sets
and analogous numbers for decreasing trees. In order to examine the situa-
tion for the most general V-spaces, i.e. spaces defined by neighborhoods, or
equivalently by closure satisfying the isotonity condition and the condition
that the closure of the empty set is empty, we consider systems of sets, well
ordered by inclusion, which are not necessarily closed, but in simple cases
are connected with closed sets (cf. the definition of the number F¢ in 4.2.2
and of Fp in 4.3.1).

The main results are contained in theorems 1.1 (equality of dr M,
dr*M, celM, wM for metric spaces), 2.2 (the same for pseudometric spaces),
3.6 (equality of sep, w, dr, dr* for R-spaces), 4.2.4 (ii) (equality of dr, Sep,
k.(F) for idempotent V-spaces), 4.3.4 (equality dr*V = dpV = ky(FV)).

0. Dendrity of ordered sets and spaces. Definitions

0.1. Definition of dr. For any ordered set (O, <) we define the dendrity
dr (0, <) of (0, <) as the supremum of cardinalities kT of trees T contained
in (0,<), i.e. dr (0, <) = supkT, T being any subtree of (O, <); instead
of dr (O, <) we shall write also dr O.

0.1.1. In particular, for every family H of sets we have the ordered
sets (H, D), (H C) and the corresponding numbers dr (H, D), dr (H, C).

0.2. Definition of dual dendrity dr*. We put dr*(0, <) = dr (O, >).

Obviously, for any tree T' we have dr T' = kT (= cardinality of 7). For
any ordered set (O, <) the number dr (O, <) is well determined.

BIBLIOGRAPHICAL NOTE: Glasnik Mat: Fiz. Astr. 2(22) (1967), 145-162
(Received Jan. 16, 1967).

1Recall that a tree is any ordered set (O, <) such that for every a € O the set
O (-,a) = {z;z € O,z < a} is a well-ordered subset of (O, <).
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0.3. Dendrity dr S of a space S. For any space S we denote by GS the
system of all open sets of the space; the dendrity of S is, by definition, the

number dr S & dr (GS, D).

We shall see that dr S = SepS (we distinguish SepS from sepS; cf.
2.2, 2.3, 2.4 (ii)).

0.4. Dual dendrity dr*S of a space is defined by dr*S = dr (GS, C).
We shall see that dr*S =dp S (cf. 4.3.2, 4.3.3, 4.3.4 (ii)).

0.5. S being a space, let F'S be the system of all closed sets of S; the
numbers dr (F'S, D), dr (FS,C) are well defined and easily evaluated to be
1 + kS for every V-space satisfying {z} = {z}.

0.6. PROBLEM. Is there a space S for which (one of) the numbers
dr §,dr*S (is) are not reached?

The corresponding problem for ordered sets or general set systems is
answered in the affirmative. E.g., for every infinite well ordered set (W, <)
we have dr*(W, <) = dr (W, >) = Ry, although there is no infinite increasing
sequence in (W, >)2. ‘

For the corresponding ordered space W (interval topology) one has
dr W = dr*W, as it easily shown.

_ 1. Metric spaces
M shall denote any metric space.
1.1. THEOREM. For every metric space M we have

celM =sepM =wM =drM =dr*M (cf. §1.2).

The equality celM = wM was proved by Haratoml [1]. Therefore, it
is sufficient to prove the equality wM = dr M.

1.2. At first, wM < dr M. As a matter of fact, let
So,81,.--,8n,--. (n<<p)
be a system of wM disjoint open sets. If for any n <  we put

US (m < n)

2Each time a supremum of ordinal (cardinal) numbers is involved, one has to
examine whether this supremum is reached under given conditions (cf. the wording of
the ramification hypothesis stating that for every tree (T, <) the number bT is reached
in (T, <); bT is the supremum of cardinalities of degenerated trees C (T, <); (an ordered
set is degenerated provided the comparability relation is transitive).
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one obtains a strictly decreasing ¢-sequence of G-sets; this sequence being
a tree (7,2) one has drM > kn = wM, ie. dr M > wM. Assume the
contrary that drM > wM and that consequently there exists some tree
(T, 2) of open sets of M satisfying

kT > wM. (1)

1.3. Every row R, T being a system of disjoint open sets the cardinality

of R, T is < celM; the disjoint partition of T into rows R, T {n < vT), +T
denoting the ordinal height or rank of T, we infer that

kT = kT and that consequently (2)
YT > wq+1 provided kw, = wM. (3)

1.4. The relation ¥T' > wqa+1 does not hold, because otherwise one
would have some X € R,,,,,T; now, all members Y of T such that Y O X
would constitute a subchain of (T, D) of cardinality N,1, in contradiction
with the Baire statement that every strictly decreasing sequence of G-sets
in M has < wM members.

1.5. The relation YT = wu41 does not hold neither.

As a matter of fact, let B be any set everywhere dense (B = M) and
such that kB = sepM = R, (= wM). For every b € B there exists some
index n(b) < wa+1 (= 7T) such that b belongs to no member of R,u)T
(in the opposite case, all members of T containing b would form a chain of

cardinality kYT = R,41, contrary to Baire’s statement). Let n = supn(b).
beB
Since, for b € B, we have n(b) < wg+1 and since kB = R,, we infer that

n < wgs1. If then YT = wgqi, the row Ry, T would contain a member
X which is an open set of the space M; therefore, there would be some
by € BN X; consequently n(by) = n + 1, i.e. n{by) would be greater than
the supremum of all the numbers n(b), for b € B, which is absurd.

1.6. The number dr*M equals wM.

As a matter of fact, every increasing tree (T, C) of sets is composed of
a family of chains T[X, ) = {Y;Y € T, X C Y}, (X € RT); these chains
are mutually incomparable, i.e. every member of one chains is disjoint with
every member of another chain. Since ARyT < celM < wM and since
kT[X,-) < wM (Baire's theorem), we infer that kT < wM - wM = wM,
ie. kT < wM; consequently, supkT < wM, ie. dr*M < wM. To prove
the dual relation dr*M > wM, it is sufficient to consider any isolated set
I = {ig,11,...} of cardinality wM and to associate with every n < w, a
neighborhood Oy, (z,,) having no other point of I but z, in common and,

for every n < w, to put Gn = |J Om(zm) in order to obtain a strictly
m<n
increasing w,-sequence of G-sets.
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2. The case of pseudo-metric spaces
2.1. THEOREM. If M is any metric or pseudo-metric space, then

sepM = wM = celM (1)

(for pseudo-metric spaces, see Kurepa [1], [8], [10] and Papié [3]).

2.1.1. If M is metric, the relation (1) was proved earlier. Therefore,
let us assume that M € (D,) for some regular initial number w,.

2.1.2. Then the space M is definable by means of neighborhoods
forming a decreasing tree (T, 2) of sets of rank w, each nonisolated point
z of M yielding the intersection {z} of the w,-sequence of decreasing sets
€ T (cf. Papié¢ [3, théoréme 2, p. 218]). Consequently, if M is not isolated,
there is some nonisolated point z of M and the w,-sequence of all members
X € T such that z € X, (n < YM = w,). Now, for n < w, we have
Xn D Xp41; on the other hand, the set X,, \ Xpn41 = X, UCX,,4; is open,
the members of T being closed and open (cf. Papi¢ [1, p. 31]). Therefore,
one has X, disjoint open sets

Xn \Xn+l (n < wa)

and consequently, celM > kw, for every M € (D,).

On the other hand, T is a basis of neighborhoods and AT = wM.
Since kT < SupkR,T - 4T < celM - R, = celM, we obtain the relation
wM = kT < celM and thus

wM = celM, (2)

the inequality wM < celM being absurd.

Relation (2) is the main part in relation (1) in the theorem, because
obviously, celM < sepM < wM.

2.2. THEOREM. For every regular w, and every pseudo-metric space
M < (D,) the dendrity number dr M equals celM:

celM = sepM = wM =dr M = dr*M (cf. Theorem 1.1).

At first, let us prove the following generalizations of Baire’s theorems
concerning well-ordered decreasing (increasing) systems of G-sets of metric
spaces.

2.2.1. THEOREM. The number sepM equals the supremum of cardi-
nalities of increasing sequences of F-sets:
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(1) sepM = supkF, F being any increasing sequence of F-sets in the
space.

Proof. We have to prove that in (1) the symbol = means < and >.

At first, let Fp C F;y C -+ C F, C ... (v < o) be any strictly
increasing sequence of closed sets in the space M of separability sepM; then
ko < sepM; otherwise, ko > sepM; now, the sets F,,.; \ F, (v < o) being
nonempty disjoint sets, one would have a o-sequence a, of pairwise distinct
point a, € F,4+1\ F, (v < o). Now, the set F, being closed, there would be
a neighborhood O, of a, such that O, N F, = §; therefore, the members of
the o-sequence O, (v < o) would be pairwise distinct sets. Since obviously,
it is permitted to assume the sets O, to be members of a neighborhood basis
B of minimal cardinality wS, and since wS = sepS for every pseudo-metric
space S, the cardinality kB of B would be > ko > sepS, i.e. wS > sepS,
which is absurd.

On the other hand, let ag,a1,...,a,... (¥ < wg) be normally well-
ordered set of sepM points, which is everywhere dense. We say that kwg =
(1)2. As a matter of fact, we have the increasing sequence

F,, = cl{ao,al, ceay g,y }§<,,

of closed sets containing necessarily sepM distinct members; in other words,
there is a strictly increasing sequence of sepM closed sets; this means that
in (1) the symbol = is replaceable by <.

Analogous considerations lead to the following

2.2.2. THEOREM. For every pseudo-metric space M, € (D,) the
number sepM,, equals the supremum of cardinalities of all strictly decreasing
sequences of closed sets. .

2.3. The proof of Theorem 2.2.2 runs like the one of the Theorem
2.2.1.

3. R-spaces and the corresponding numbers w, sep, cel and
dr.

3.1. Every R-space R is defined by neighborhoods which are compa-
rable or disjoint (as concerns R-spaces, see Kurepa [4], [7], [10] and Papié¢
[1}-[{5]). According to Papi¢ [1, théoréme 3] every R is definable by a de-
creasing tree of sets.

3.2. The question of relations between the numbers celR, wR is con-
nected with the ramification hypothesis.

3.3. We shall assume that Fréchet’s T}-separation axiom holds for R;
therefore, we shall deal with T} — R-spaces R, defined by some trees T of sets
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such that for every z € R the intersection of all members of T' containing z
is the one-point set {z}.

3.4. Since every member of T is clopen (closed and open) we infer
that for any A, B € T the set A\ B is clopen too. Therefore, if 4g D A; D
-+ D Apn D ... (n < P) is any well ordered decreasing system of members
of T, then the sets A, \ An4+1 (n < B) are open and disjoint. Therefore,
k.R < celR, k4R < celR. On the other hand, the sets of rows R,T being
pairwise disjoint, the decomposition of T into rows R, T, (n < 4T} yields

kT <cell - kyT, ie. wR <celR:kvT.
Now, the number kT is either celR or (celR)*; therefore
celR < wR < (celR)™,

i.e. we have the following
3.5. THEOREM. For every Ty R-space R we have wR € {celR, cel™ R}.

3.6 THEOREM. For any T, R-space R we have celR < sepR = wR =
dr R =dr*R.

Proof. The first relation celR < sepR is obvious.
3.6.1. If wR = celR, then sepR = celR = wR.

3.6.2. If wR = cel* R, then R is definable by a tree T" of neighborhoods,
such that T is an initial ordinal number and §R,, T < kvT for every n < 4T
Then kT = knT.

3.6.3. Assume ~7T regular. Then kT = sepR because if B is a set
of sepR points, such that B = R, then to every point b € B corresponds
some index n(b) such that no member of R, )T contains the point b. If
kB < k+T, then the number n = sup,cpn(b) would be < 4T, and no
member X of R, ;1T would contain any point of B, which is absurd, because
X as an open set should contain some point of B. Consequently, kB = kyT.

3.6.4. If 4T is singular, again the relation kB < k4T does not hold,
because this relation would imply the existence of some ordinal number §
such that kB < ké < kyT, the number 4T being initial. Now, let X € R;T;
then the chain 7'(-, X) is of cardinality k6 > kB and would yield a disjoint
system of open sets X¢ \ X¢+1 (€ < 8), where X, D X and X; € R, T. In
either case kB = kT, i.e. sepR = wR.

3.6.5. There still remains to prove wR = drR. Now, let T(G) be
any decreasing tree of open sets of the space R; we have to prove that
kT(G) < wR, i.e., that the inequality ¥T(G) > wR does not hold. First
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of all, every row of T(G) is < celR, the members of R,T(G) being disjoint
G-sets.

3.6.6. Every decreasing sequence S
GoDG1D:-DGeD... (£<P)

in any R-space R has < wR members.

As a matter of fact, since every G¢ is a union of a subsystem of the
basis B of neighborhoods of the space R, let us define for every £ < 8 a
member a; € G¢ \ G¢4+1 and a member V; € B such that a¢ € V; and
Ve € G¢. We obtain a mapping f : S = B, fG¢ = Vg; the mapping f
being one-to-one, we infer that kS < wR (= kB).

Similarly one proceeds for every increasing sequence of G-sets.

3.6.7. Let wR = kwg; since every chain from (T'(G), 2) is < kwg one
has

1T(G) < wp+41- (%)

If the sign < in (*) means <, all is proved, because kR,T(G) < celR < wR,
and therefore, kT(G) < wRkYT(G) = Ng = wR. Therefore, let us assume
YT(G) = wg1. This equality is not possible neither, as is readily shown by
the argument like the one in section 3.6.3.

3.6.8. The proof of the equality dr* R = wR runs like the correspond-
ing proof in 1.6 for metric spaces M.

3.7. THEOREM. For every Ty R-space R one has

drR=dr*R and drR € {celR, cel*R}.

Theorem 3.7 is a consequence of Theorems 3.5 and 3.6. The question
whether necessarily dr R = celR is connected with the ramification hypothe-
sis, or rather with the rectangle hypothesis stating that for every tree T', one
has kT < k.T x kT (k,T is the supremum of cardinalities of all antichains
cT). :

" 3.8. COROLLARY. For every 1) R-space, in particular for every
pseudo-metric and for every metric space, one has dr = dr*.

4. V-spaces

4.1. According to Fréchet, every V-space V _is definable either by
neighborhoods or by any isotone closure, such that @ = 9.
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Let FV [resp. GV] be the system of all closed [open] sets in

(FV,2), (FV,S)
(Gv,2), (GV,Q)

and the corresponding dendrity numbers.

We shall see how the numbers drV = dr (GV, D), dr*V = dr (GV, Q)
depend on density and dispersion properties of subspaces of V' (cf. 4.2.4 (ii),
4.3.4 (ii). See also 0.5).

4.2. Functions Sep and Fg for spaces. The main aim of this section i
shall be to establish the equality 4.2.4 (ii).

4.2.1. Definition. SepV = inf, n being such a cardinal that every
subspace S of V be n-separable in the sense that for some X C S, one
has kX < n and X D S; in other words SepV = Sup, sepS S designating
any subspace of V. The spaces satisfying Ry = sepS = SepS are called
hereditarily R, -separable. '

4.2.1.1. PROBLEM. Is the number SepS reached for every space S7

4.2.2. Definition. FcV =supkfW, W = {W, }n<. being any strictly
increasing well-ordered system of sets, such that n < (YW)~™ = (W, D
Wn) for some ordinal fn satisfying n < fn < (vW)~.

4.2.3. THEOREM. For every topological V-space for which

SepV + FcV > R (0)

we have
SepV = FcV (1)

Proof. We shall prove that neither
Sep < Fe (2)

nor
Sep > Fe. (3)
According to the assumption (0) the number SepV + F¢V is infinite. Then
one of the relations SepV > Ng, FocV > Ry holds.
2. Case SepV > kwq; put SepV = R,.

2.1. Assume that (2) holds, i.e. that kw, < FoV and that consequent-
ly there exists some w,+1-sequence of increasing sets

FRCFC...F,C... (n<wa+1)
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and some ordinal function f mapping every n < w41 into some fn between
n and weqq such that ~(Fy, D Frn) (n < wg+1); consequently

Fio \Frn # 0, for every n < w1 (4)

2.2. We define a setP = {pg,P1,-.-1Pn,..-} (n < was1) in the fol-
lowing way. Let po be a point in Ff \ Fo. Let n < wa41 and suppose
that a strictly increasing n-sequence ¢,, (m < n) of ordinals < wyy1
as well as an one-to-one n-sequence of points p,, be defined, such that
P € Ftm \ Fm; let fn be the first ordinal such that p,, € Fz,  (m <n),
and n < fn, Ff, \ Fn # 0. We define p,, as any point satisfying

Pn € Frpin) \ Fog(n)-

The number wy41 being regular the construction of p, for every n < wy41
is secured in virtue of (4). The points p, being pairwise distinct, we have

kP = kwa+1.

2.3. The subspace P of V is not R,-separable, because for any subset
X of P such that kX < R,4; there exists some r < wgy41 such that X C
F,, p, & F.. These relations would imply X C F, and thus Fy, \ X D
Ft; \ F,; consequently, since p € Fy, \ Fy, we have p, € Fj, \ X, and this
means exactly that the subset X of P would not be everywhere dense in
the subspace P of V; thus, sepP > SepV, which is absurd. The relation (3)
holds neither.

2.4. On the contrary, we have
F.V > SepV. (5)

As a matter of fact, let X be any subspace of V. We define a most
extensive sequence W = {Xy C X3 ...} of subsets of X in the following way.
Let po € X and Xy = {po}; by induction let X,, = {po,p1,---+Pms-- - trmcn;
where p, € X \—Pma P = {po,P1,---1Pes - - - Je<m- Putting fn =n+1,
for every n < (yW)~, the sets W, fW are of the same cardinality and have
> sepX members each. Since for every n < (yW)~ we have

Pr+1 € Xn41 \—X—m

i.e. the conditions of the definition 4.2.2 are satisfied for X, = F,, fn =
n + 1 and we infer that Fo > kyW (> sepX). The negation of (2) and the
relation (5) yield the requested equality (1).
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4.2.4. THEOREM. For every idempotent3 V-space V such that the

number SepV + F.V is infinite, one has
(i) SepV = F.V = k(FV,C) = ka(GV, D).

(i) sepV < drV = SepV = k.(FV,C) < wV.

Relations (i) are direct consequences of Theorem 4.2.3 and of the fact
that for any idempotent space the members of W in Definition 4.2.2 may
be assumed to be closed sets (thus also fn=n+1).

As to the relation (ii) the question arises on kT for any subtree of
(GV, D); since every chain in T is < SepV (this is the content of Theorem
3), and since obviously every antichain of T is < SepT, the question is to
decide that kT = Sep*.S does not hold. The disproof of the last equality is
like the argument in 1.5.

4.3. Punctions Fp and dp for spaces.

4.3.1. Definition. FpS = SupkfW; W = (W, D Wy--- D W D
... )ncyw denotes any strictly decreasing well-ordered family of sets, such
that for any n < (yW)~ one has some fn such that n < fn < yW and

(W, C an); (1)

one puts fW = {fz;z € W} (cf. T. Inagaki [2, p. 198]). For idempotent
spaces (condition X = X) the conditions on members of W are equivalent
to the condition that they are closed (in the notation for Fp, F' stands for
closed (fermé) and p for decrease).

4.3.2. Definition of dispersity dpS of S.

We put dpS = supkX,X being any dispersed set in the space, i.e.
such one in which the empty set is the unique dense subset.

4.3.3. THEOREM. For any topological V-space V we have

dpV = Fp. 2

We shall prove that neither
dpV < FpV' nor 3)
dpV > EpV. (4)

4.3.3.1. Let us prove that {3) does not hold. Assume, by contradiction,
that (3) holds, and that for some V' we have dpV = kw, and that there

3The space is idempotent provided X = X, for every subset X of the space.
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exists some wy+1-sequence W of sets W,, (n < wqe+1) and a mapping n <
Wat1 —+ fn € (N,we+1) satisfying (1). Since YW is regular, one has kfW =
kW (= Na+1). .

Let us define a set

P={p01p1,-"7pn’--'}n<wa+1 (5)

in the following way. Let po be any point of the nonvoid set Wy \ Wso. Let
0 < 7 < way1 and assume that the set {pg,...,Pm,--- bm<n Of cardinality
kn be defined such that pm, € Wm \ W fgm for some strictly increasing n-
sequence gg < g1 < - < gp < ... of ordinals < wy41. Let r, = sup fgm.

m<n
Then r, < wy+1 because fgm < wyy for every m < n and because n <

Wat1- We consider the number fr, > r,, and the nonempty set W,._ \Wf,n;
we denote by p, any point such that p, € W,, \ W, . By induction, the
set P is defined. At the same time we see that

Pn & Fm (6)

where P, = {pi,_ n < s < wg+1} because, by construction, one has P, C
Wen and p, € W sn. Therefore, the set P would be dispersed, i.e. if X is
any set satisfying

X CP X C DerX, then X = 0. (7

In the opposite case, there would be some nonvoid X satisfying (7); let then
pr be the first member of X in the well-ordered set (5); then the relations
(7) would imply p, € DerX, and consequently p, € P,, which contradicts
(6). Consequently, the assumption (3) would yield a dispersed set X of

cardinality Ro41 > R, = dpV, and this is contradiction. Therefore, (3)

does not hold.

4.3.3.2. Let us prove that (4) holds neither. Let V' be any space; put
FpV = kw,. Assume, by absurdity, that the space V' contains a dispersed
set X of cardinality > w,. Without loss of generality we may suppose
kX =RNgy1. Let

X={ZO<$1<”'<$n<"'}n<wa+1 (8)

be a well ordering of X.
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4.3.3.3. There should be a kX-limit point in X; i.e. there exists some
a € X such that for every neighborhood O(a) of a one has

kO(@) N X = kX (= Ray1). (9)

In the opposite case, to every =, € Xthere would correspond some O, (z,)
such that

k(On(za)NX) < kX. (10)
This would enable us to form a w,+1-sequence F,, (n < wq+1) in the follow-
ing way.

At first, let Fy = X; assume 0 < n < wyy1 and assume F,,, (m < n) be
defined; let , be the first member in (8) of the set X\ U O, (zr,,); putting

m<n

F, =X\ U Oym)(2r,), the set F;, would be defined for every n < wq41.
m<n

One sees that Fy, (n < wg41) should be a strictly decreased sequence of sets

such that F,, \ F,4+1 # 0, contradicting the assumed equality FpV = X,.

4.3.3.4. Let X,, be the set of all the kX-limit points belonging to X.
According to 4.3.3.3 the set X, is not empty. We say that X, is dense in
itself.

As a matter of fact, let R = X \ X,,,.

4.3.3.5. Then kR < R,; the proof is indirect and runs like the one in
4.3.3.3.

- 4.3.3.6. Now, let b € X,,,; every O(b) contains kX points of X =
RUX,,; ie.

KOB)N (RUX)] = R
K[O() N B] + K[O(b) N Xm] = Ress
k [O(b) n Xm] =Rat1—k [O(b) n R]

and thus according to 3.3.5 one should infer that
EO(B)NXp] = Rap1 = kX

for every b € X,, and every neighborhood O(b) of b; in other words, X,,
would be nonvoid dense-in-itself subset of the dispersed set X, which is
absurd. This finishes the proof of Theorem 4.3.3.

4.3.4. THEOREM. For every idempotent V-space V one has
(i) dpV = FpV =ka(FV,2) = k.(GV, C),
(if) dr*V =dpV = kg(FV,C) = k.(GV,C) < wV.



Dendrity of spaces end of ordered sets 377

The relations are direct consequences of Theorem 3.3 and of the fact
that for any idempotent space the members of W in Definition 3.1 may be
assumed to be closed sets (and also to have fn = n+ 1). Concerning the
relations (ii), one has to evaluate kT for every subtree T of (GV,C); since
every chain in T is < dpV (cf. Theorem 3.3), and since every antichain
of T and particularly RoT is < dpV we infer that kT < dpV -dpV =
dp V; therefore, also supy k7" < dp V; the sign of equality holding here in
virtue of Theorem 3.3 for the simplest case, that T is a chain, i.e. without
noncomparable members.

4.3.5. COROLLARY. For every idempotent V-space, the equality
drV = dr*V is equivalent to the equality SepV = dpV (cf. 4.2.1, 4.3.2).

The corollary is implied by Theorems 4.2.4 (ii), 4.3.4 (ii).

4.4. Systems (pGV,C), (¢GV,2).

4.4.1. @-operator. For any set E in the V-space V let ¢ E be the family
of components of E (every member of @F is a most extensive connected
subset of E). For a family H of sets, let

oH =| JoE (E€H).
E

In particular, for the family GV of all the open sets in V' we have the system
@GV = H and the numbers dr (H, D), (dr(H, C).

Earlier we proved the following theorem and the following coroilary:

4.4.2. THEOREM. (a) For every infinite locally connected space V one
has
k(GV, C) = ko(9GV, Q) + celpGV.

(b) For every infinite locally connected V-space V we have

kq(GV, D) > kapGV + celpGV.

(¢) In order that for every infinite locally connected V-space V one has
kqGV = kqpGV + celpGYV, it is necessary and sufficient that every infinite
tree T satisfies kT = bT (Kurepa [5, Theorem 2, p. 468]).

4.4.2.1. COROLLARY. Ewvery infinite locally connected V-space V sat-
isfying k.pGV < celG satisfies k,GV = celV (Ibidem, Corollary 2, p. 469)*.

4The paper was written before World War II and was printed during the War;
because of the War, I had no opportunity to read the paper. Therefore, the paper
contains many misprints as well as some material errors. E.g. the wording of Theorem
1, p. 464 is false for increasing trees 7 because some member X € ¢7 may contain also
incomparable members of ¢; this error does not affect the implications involved.
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Now, using these results, we shall prove the following.
4.4.3. THEOREM. FEvery infinite locally connected V-space satisfying

k.pGV < celV (0)
satisfies
dr*V = celV (1)
and
sepV =drV > kgpGV + celV. (2)

As a matter of fact, let T be any increasing tree of G-sets of V; then

7= U TX)

X€ERT

for every X € RoT the system T[X,') is a chain; and according to the
Corollary 5.2.1. we have kT[X,-) < celV. Since RyT is a disjoint system of
G-sets, kRoT < celV and the partition (1) yields kT < kRyT - celV = celV,
i.e. kT < celV. Therefore, also

supkT < celV (T € (GV,Q))
T

and consequently dr (GV,C) < celV. The dual relation of the last one
being obvious, the requested equality (1) is established. The relations (2)
are implied by the Theorem 4.2.4 and the Theorem 4.4.2.b.

4.4.4. On the condition k.pGV < celV (Mardesié example). This con-
dition arose in the Corollary 5.2.1; then I added “Je ne connais aucun espace
localement connexe vérifiant p.oG > p,G” (i.e. k.G > celG, Kurepa [5,
p. 469]). Now here is an example of such a space exhibited by S. Mardesié
in 1962.

Let I = R([0,1] be the real unit interval and

X=[]la Ia=1I, a<w)

for some £ < 0. Then X is a locally connected continuum. One has celX =
Ry (Marczewski 1], {2], cf. also D. Kurepa [5, 5.5.6]). On the other hand,

" Fo=(T] 0u)x( Il %), Ou=0¢€L.

0<pu<n nlv<we
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Then F), in closed and obviously F),, n < we, is a strictly decreasing we-
sequence of closed sets; therefore, the complements U, = X \ F, yield an
we-sequence of strictly increasing G-sets, and one sees that U, is connected.
Thus U, € ¢G. Consequently k.oGX > R, > Rg = celX.

4.5. The relation between sep and Sep. Function Is. Obviously, sep <
Sep, i.e. for every space S we have

sepS < SepS and (1)
sepS < IsS < SepS, where (2)

4.5.1. Definition. Is = Sup kI, I being any isolated set in the space S.

4.5.2. There are spaces S for which the sign < in (1) means = (such are
metric spaces, pseudo-metric spaces, R-spaces, etc.); but there are spaces S
for which sepS < SepS. Such is the space of Kuratowski [1] consisting of
real numbers and for which the closure operator K is defined by

KX =Der(—-X)UX.

This space (R, K) is separable but Is(R, K) = Sep(R, K) = ¢ because, e.g.,
the set of all positive numbers is isolated. '

4.5.3. THEOREM. For every totally ordered space C we have sepC =
IsC = SepC.

As a matter of fact, let S be any subspace of C. If B is any subset of
C, such that kB = sepC and B = C, we shall prove that S contains a subset
Sy of cardinality < kB and such that Sy be everywhere dense in S, in the
sense that every open nonvoid interval of S contains a point of Sz. Now,
let I(S) be the set of all the isolated points of S; then to every z € I(S)
we associate an open interval I; of S, such that = be no extremal point of
I, and z € I, and that the intervals I, (z € I(S)) be pairwise disjoint (cf.
Kurepa [6, Theorem 1.1}). Every corresponding coextensive interval C(I;)
of C contains a point of B; B satisfying B = C; this can be done in such a
way that the intervals CI; (z € I(S)) be pairwise disjoint. Therefore,

kI(S) gk(bn U CI,). (3)
XelIS

On the other hand, let us consider the remaining set S\ I{S) = R; every
y € R is non isolated in S; therefore, it is possible to associate with y an
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interval Op(y) with extremal points in B; again, it is possible to associate
with Opg(y) some element s(Og(y)) € Op(y) N S. Let

So ={JI1($U |J{s(05)}: 4

y€ER

So is a subset of .S everywhere dense in S and, as a consequence of (3), (4),
one proves readily that Sy < kB.

5. Totally ordered spaces
5.1 THEOREM. (i) Every totally ordered space C satisfies

dr C € {celC,cel*C}, dr*C =celC, drC = sepC; (1)
(ii) The identity
dr = dr* (2

for totally ordered space is equivalent to the tree rectangle hypothesis stating
that

kT < koT - k4T, for every tree T. (3)

1. Let us consider the case that C is connected and consequently also
locally connected. Since in this case k.oGC < celC, Theorem 4.4.3 implies

dr*V = celC. 4)

2. On the other hand, sepC = SepC (cf. Theorem 4.5.3); therefore,
by Theorem 4.4.3 we infer that

sepC = dr C. (5)
3. Now, by successive subpartitions of C one proves that
sepC € {celC, cel* C} (6)

(cf. D. Kurepa, Theése 2, p. 121, Theorem e). From (5), (6) we obtain the
first relation of (1).

4. In our Thesis we proved that (3) is equivalent to celC = sepC for
chains (cf. P, & Ps in Théoréme fondamental, p. 132). In virtue of (1), this
means exactly that the identity (2) for chains and the identity (3) for trees
are equivalent.
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5. If the chain C is not connected, the filling of holes of C and of gaps
of C by single points and sets of type A = ¢R respectively yields a connected
chain C for which the numbers occurring in the theorem are the same as

for C; the theorem being proved for C one concludes that proof of Theorem
5.1 is finished.
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Kurepa’s work in the Partition Calculus comes from a quite different angle
from that of Erdés and his collaborators. Erdds’ school was starting from Ramsey’s
theorem in its graph theoretic form and was trying to generalize it in the context
of infinite graphs. Kurepa C[37] was starting from a result of Hausdorff {1] and
Urysohn {2] about the size of linearly ordered sets and wanted to generalize it
to partially ordered sets and other binary relations. Thus the early results of
Kurepa and Erdés are frequently contrapositives to each other. For example, a
typical result of Erdds and his collaborators would say that a large graph must
contain large independent set or a large complete subgraph, while the corresponding
result of Kurepa would give a bound on the cardinality of any graph without large
independent or complete subgraphs. Thus Kurepa’s fundamental relation (C{37],
C[39))

(1) pE < (2p,E)"E

(s =antichain, o =well-ordered or conversely well-ordered subset, p =“puissance”),
together with its general and extremely elegant proof anticipates many of the re-
sults proved later by others. Kurepa (C[37], C[39]) also shows that (1) is best
possible by exhibiting some examples among which one finds the famous example
of the poset on the reals obtained by intersecting the usual ordering of the reals and
a well-ordering. Today this poset is known under the name of “Sierpinski’s poset”
because of the paper of Sierpinski [4] appearing four years earlier which produces
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a symmetrical relation R on w; with the property that in any uncountable subset
of w; one can find a pair of related and a pair of unrelated elements. The relation
R was generated by a 1 — 1 sequence r{a) (o < wi) of reals as follows: aRg iff
r(min(e, 8)) < r(max(a,B)). Sierpinski never looked at his relation as a compa-
rability relation of some partial ordering. In fact, on pp. 190-191 of his book [9]
one finds a question easily answered by the “Sierpinski poset”! It is rather remark-
able that Kurepa uses the same idea of intersecting a given binary relation with a
well-ordering also in proving (1) because this enables him to reduce the problem to
a well-founded partial ordering or a well-founded binary relation. In this case (1)
becomes

() PE < (2psE)P<P.

To prove (2) he simply defines a 1 — 1 mapping ® from the family £ of all chains
of E which are maximal in the initial part they generate into the tree

(3) M<r =) Mt
<y

where 4 is the supremum of order types of chains of F, and M is any set of
cardinality 2p,E. The construction of the embedding ® clearly does not use the
transitivity of the binary relation of E but Kurepa, being preoccupied with partial
order at this stage of his career, does not make this explicit. It was only after the
war that he learns about Sierpinski’s paper [4] and realizes that he has in fact solved
the problem of Knaster about symmetrical relations to which [4] was devoted. The
publication C[53] was made merely to point out this fact. What Sierpinski left
unresolved from Knaster’s problem in today’s terminology can be stated as

(4) Does wy = (w1)§7

What Kurepa (C[37], C[39], C[53]) proved and called “the fundamental relation”
or “graph relation” in today’s terminology can be stated as

(5) (m™*t = (m*,nh)?2, {m,n infinite).

He also points out in C[39] the existence of a partial ordering E of size m™ for every
such m and n witnessing that (5) is best possible i.e., that

m® A (mt,nt)2,

However, he does not point out that the existence of the 1 — 1 map &: £ = M<?
above also gives immediately another familiar relation

(7 w1 = (wy,w +1)?
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but he was well aware (se e.g. C[37; V]) of the well-known application of (7) to the
theory of partial orderings published a few years later by Dushnik and Miller [5].
In the meantime Erdds {6] published a proof of the relation

(8) Nz+2 - (Nz+2; Nz+1)2

assuming 2"= = R,;. The results of Erdds [6] were restated later in {7] using the
arrow notation but still under the assumption of some form of GCH. It was not
until the seminal paper [8] of Erdés and Rado that the results were stated in their
proper form without the restriction on a dimension or a number of colors. Thus,
both Sierpinski and Erdds were too preoccupied with the GCH to state their results
in proper form. For example, Sierpinski {4] does not point out that he can answer
his version of the Knaster problem (4) assuming non-CH, which is a bit ironical
because wy — (w;)2 turned out to be equivalent to CH, a fact which Sierpinski
would probably greatly appreciate. On the other hand Kurepa was quite free from
CH which can be clearly seen, for example, on the basis of his remark V in C[37]
(see also D[53b; footnote 8]).

Kurepa learned about the work of Ramsey and of Erdds and Rado in the early
50’s and mentions this in the note added in proof of C[53] and publishes another
paper C[59] summarizing his view of the partition calculus after that of Erdés and
Rado [8]. It is interesting that there is no information in 8] about Kurepa’s work
but according to the footnote on p. 465 of [8] (related to the negative relation (6))
one sees that a contact did exist. Kurepa’s paper C[59] had some influence on later
presentations of the partition calculus because trees and tree-argument are more
explicit in his work than in the work of Erdos and Rado at that time. For example,
Erdés and his collaborators make “The Ramification Lemma” explicit much later
in [10].

Stevo Todoréevié
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L’HYPOTHESE DU CONTINU ET LES ENSEMBLES
PARTIELLEMENT ORDONNES

I. Nombres bE, p . E,psE,ps E,poE. Soit E un ensemble partielle-
ment ordonné quelconque; si pE = 0, nous poserons p.F = pgF = p, E = 0;
si E # 0, nous poserons p.E = sup pF, F parcourant tous les sous-ensembles
bien ordonnés de E; psF = suppF, F parcourant tous les sous-ensembles
inversement bien ordonnés de E; p,E = suppF, F parcourant tous les en-

sembles de E, dont chacun est composé de points deux 4 deux incompara-
bles; poE = max (p.E, paE);

bE = max (p.E,psE,p, E) = max (poE, p, E).
Ceci étant, on peut établir la relation fondamentale

(1) bE < pE < (2p,EYPF.

I1. Fonction N(a). Soit o un nombre ordinal quelconque (par ex-
emple a = 0); nous poserons:

Rn(a) = suppE, E parcourant tous les ensembles partiellement bien
ordonnés vérifiant bE < N,, ceux-ci étant deux A deux distincts au point
de vue de Vordre (E est dit partiellement bien ordonné si chacun de ses
sous-ensembles ordonnés est bien ordonné).

Alors
(2) e = Ry(ay donc N(a)>a+1.

En particulier, pour que Uhypothése du continu soit vraie (c’est-d-dire pour
que 2% =X, ), il faut et suffit que N(0) = 1.

BIBLIOGRAPHICAL NOTE: C.R. Acad. Sci. Paris 205 (1937), 1196-1198; (Note
présentée par M. Paul Montel an séance du 6 décembre 1937).
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II1. Fonction n(a). Posons, pour tout nombre ordinal a.

R.(ay = suppE, E parcourant tous les ensembles partiellement or-
donnés vérifiant bE < R, et dont chacun vérifie la condition suivante:

Quel que soit le point a de E, ’ensemble (.,a)g de tous les points de
E dont chacun précede a est bien ordonné, autrement dit:

Rp(a) = suppT, T parcourant tous les tableauz ramifiés, T vérifiant
T < R, ceux-ci étant deux & deux distincts au point de vue de Pordre.

Alors
(3) a<n{a) <a+1l; enparticulier, n{0)=0 ou 1,
Uhypothése n(0) = 0 étant Juivalente & l’hypothése que la réponse au

probléme de Souslin® est affirmative.
Bref, quel que soit le nombre ordinal

(4) a<n(a) <a+i< N(a); donc n(a) < N(a).

1l est intéressant de remarquer que, quel que soit le tableau ramifié
infini T', tel que pT = R¢, ¢ étant 0 ou un ordinal de seconde espéce, on aura
bT = pT, alors que nous ne savons méme pas prouver que, quel que soit
I’ensemble partiellement bien ordonné non dénombrable E vérifiant bF <
Ro, la puissance pT ne soit un aleph inaccessible?.

IV. Nombre vE, ensembles R, E. Soient F un ensemble patielle-
ment bien ordonné non vide et F un sous-ensemble non vide de E; il y a
un (et donc un seul) sous-ensemble RoF de F composé de points deux a
deux incomparables et tel que, quel que soit le point éventuel z de F -
RgF, il y ait un point de RoF précédant le point z. En particulier, Ry F
existera; nous poserons R1 F = Ry(FE — RoE); d’'une manitre générale, soit
o un ordinal tel que, pour tout { < a, le sous-ensemble non vide R;F est
bien déterminé; si E # Y, R¢E, nous poserons R, = Ry (E > REE); si

{<a é<a
E = 3 R.E, on posera vE = a et 'on ne définira pas R, E.
{<a

V. Ceci étant, supposons que bE < Rg; par conséquent, pR,E < Ny
pour tout a < vE; si de plus, pR,E < Wy pour tout a < vE, on peut

1Voir la nouvelle édition (1937) du tome I des Fundamenta Mathematicae, p. 223
et 248.

2Un aleph R, est inaccessible s’il n’est pas la somme de moins de R, nombres
cardinaux < R, et si, de plus, le nombre a est 0 ou un ordinal de seconde espéce.
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prouver que pE < Rp. Mais, dans le cas général ot pR,E = Ng pour tout
a < vE et ou pE > Ry, nous ne savons pas prouver que pT soit de la forme
R,+1 ni méme que pE n'est pas inaccessible (bien entendu, si 2% = ®;, on
aura pE = Ry; et vice versa).




SUR LA PUISSANCE DES ENSEMBLES
PARTIELLEMENT ORDONNES

Réimpression d’une note composée en 1937 et publiée en 1939 dans les Comptes
rendus des Séances de la Société des Sciences et des lettres de Varsovie, classe III,
32 (1939), 62-67, avec un résumé en polonais, p. 61. La note fut présentée par M.W.
Sierpinski dans la séance du 24 janvier 1939. Etant publié immédiatement avant la guerre
1939-45, I'article n’a pas été régistré dans les journaux réferatifs et nous le reproduisons
ici fidélement A cause de I'importance que nous attachons 4 son contenu. En particulier, le
théoréme et la démonstration du théoréme sont immédiatement généralisables au graphes
(c’est-a-dire aux ensembles munis d’une relation symmétrique) et d'autre part on y fait
un usage essentiel de la fabrication des ordres partiels & partir des ordres totaux ce qui
est la base méme de la définition de la dimension des ensembles partiellement ordonnés
au sens de Dushnik-Miller.

La terminologie et les notations sont celles dont je me servais a cette époque-la et
différent de la terminologie et des notations actuelles.

M. Sierpiriski a posé le probléme! de savoir si un ensemble ordonné
dont tout sous-ensemble bien ordonné croissant ou décroissant est au plus
dénombrable est d’une puissance < 2xa. Paul Urysohn a résolu le probleme
par affirmative?. Or, M. Hausdorff a observé & Urysohn que le théoréme
ainsi établi résulte des considérations qu’il avait faites en 1907 dans les
Leipziger Berichte, Bd 59, pp. 84-159, et qu'’il avait reproduites en 1914
dans son ouvrage Grundzige der Mengenlehre (Ch. VI, § 7 et § 8). En effet,
M. Hausdorff établit, implicitement, dans son livre que la puissance d’un
ensemble ordonné est < 2%¢ pourvu que chacun de ses sous-ensembles bien
ordonnés, croissants ou décroissants, soit d’une puissance < R, %), Dans la
These?, j’ai donné une démonstration du théoréme de M. Hausdorff différant
de celles de M. Hausdorff et d’Urysohn. '

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. Glasnik Mat.-Fiz. Astr. 14 (1959), 205-210

1Voir Fund. Math. 2 (1921), p. 286, probléme 12.

2Voir Fund. Math. 5, (1924), 14-19.

3Pour cela, voir Fund. Math. 6 (1924), p. 278 ot Paul Urihson se rapporte aux
travaux de M. Hausdorfl. .

4 Ensembles ordonnés et ramifiés, pp. 114-118, en particulier, p. 118, th. I (Paris
1935; aussi Publ. Math. Univ. Belgrade 4 (1935) avec la méme pagination).
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Le but du présent travail sera d’établir un théoréme analogue pour
des ensembles partiellement ordonnés. Voici son énoncé:

En désignant pour un ensemble X par
pX la puissance de X, (1)

posons, pour un ensemble partiellement ordonné E,

poE = sgppF- (2)
P E = suppG, 3)
F, G parcourant respectivement tous les ensembles bien ordonnés croissants

ou décroissants extraits de E, et tous les sous-ensembles de E composés de
points deux a deux incomparables; alors

PE < (2p,E)P°E ) 4)

Dans le cas des E ordonnés, on a p, E = 1, et la formule (4) se réduit
au théoréme de M. Hausdorff.

Avant de passer & la démonstration de notre théoréme, posons, pour
un F partiellement ordonné,

pE = sr}{ppF, (5)
paE = Sl(l;ppG, (6)
F,G parcourant tous les sous-ensembles bien ordonnés de E, croissants

et décroissants respectivement (par consequent, poE = max (p.E,psF), et
désignons, pour un a € E, par

(.,a)E l'ensemble des points de E précédant le point ¢ et par  (7)

(.,a]g lensemble (.,a)g augumenté du point a. (7

5Le théoréme est énoncé dans C.R.Acad. Sci. Paris 205 (1937), p. 1196, formule
(1.
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A. Cas particulier o1 tont sous-ensemble
ordonné de F est bien ordonné.

LEMME. B étant un ensemble partiellement ordonné dont tout sous-
ensemble ordonné est bien ordonné, on a

pB < (2p,B)P®  (cf. (1), (3), (5)). (8)

1. Manifestment, 'ensemble
RoB (9)

des points de B dont aucun n’est précédé par un point de B est bien
déterminé et ses points sont deux & deux incomparables; de méme, F' étant
un sous-ensemble ordonné (et donc bien ordonné) de B, soit

Fy (10)

I’ensemble RyB ou I’ensemble des premiers points de ’ensemble des points
de B succédant A tout point de F suivant que F est vide ou non vide (bien
entendu, si B ne contient aucun point succédant a tout point de F, Fg est
vide); évidement, les points Fip sont deux & deux incomparables.

Par conséquent, en désignant par

X 1'un des ensembles (9), (10), on aura pX < p,B (cf. (1), (3)); (11)

des lors,
{ M étant un ensemble quelconque tel que (12)
pM = p,B, on aura
pX <pM, (13)

ce qui veut dire qu’il y a une transformation biunivoque de I'’ensemble X en
un sous-ensemble de M; nous en désignerons 'une quelconque par

pla, X), (a€X). (14)

2. Soit
L (15)
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la famille de tous les sous-ensembles bien ordonnés marima non vides ex-
traits de I’'un des ensembles

(na)B (,alB

a parcourant B (cf. (7), (7')). .L étant un élément de L, soient a le type
d’ordre de 'ensemble bien ordonné L et

a0, 01,...,8¢,..., ({ <a) (16)

les points de L dans leur bon ordre.

En désignant, pour tout £ < « par L® 1’ensemble bien ordonné des
an(n < §), faisons correspondre & L le complexe

@(L) = (mo,ml, cee Mg, --)§<a ol (17)
mo = p(ao, RoB), ..., m¢ = p(ag, (L*)B)

(L¥)p désignant, d’aprés (10), Vensemble des premiers points du sous-
ensemble de B dont tout point succéde & Lf.

Passons aux conclusions.

3. L,L; étant deux éléments distincts de L, les complexes ®(L),
®(L,), sont distincts®.

(CQ,...,C&,...)€<—7, (do,dl,...,dg,...)§<5

ne sont égaux que si y = § et ¢, = d€ pour tout £ < 1.
Distinguons deux cas, suivant que LL; =0, ouLL; # 0.

Dans le cas ou LL; = 0 soient a le premier point de L et b le
premier point de Li; a,b étant donc deux points distincts de RoB (cf.
9)), ¥(a, RoB), (b, RgB) seront deux points distincts de M (cf. (12),
(14)). Les complexes ®(L), ®(L;) commengant, d’aprés (17), par les points
p(a, RoB), p(b, Ry B) respectivement, on aura bien ®(L) # &(L,).

Dans le cas ou LL; # 0, soient

lo,ll,...,lg,..., (§<a)

! 1

Y R R (R )]

6Bien entendu, deux complexes.
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les points de L, L; dans leurs bons ordres, respectivement; v étant le pre-
mier indice tel que [, # I, il est évident que lensemble F des points
loy . ylys-.., (p < V), est un sous-ensemble ordonné mazimal extrait de
(L) B (cf. (7)) et que l,, 1], sont deux points distincts de I’ensemble Fgp (cf.
(10)). Par conséquent,

o(l,, Fs) # p(ILF3) et dés lors ®(L) # &(Ly),

le rang v des complexes ®(L), ®(L,) étant occupé par ¢(l,, Fg), (I, Fg)
respectivement (cf. (14), (17)).

Bref, en désignant par
(L) la famille des complexes ®(L),(L € L), les familles  (18)

L,®(L) ont une méme puissance, la transformation ®(L), (L € L) étant
biunivoque:
pa =p®(a) (cf. (1), (15), (18)). (19)

4. Or, la puissance, pour un certain ordinal «, des complexes.
(mo,my,...,Mg,. . )eca (Mg € M)
étant égale & (pM)P*, on aura
p®(a) < > (pM)**, (pa < p.B)
[+3
et donc

p®(a) < (pM)P<5, p.B < (2pM)P<B,

ce qui, vu (12) et (19), entraine
pa < (2p.B)<? (cf (1), (3), (5), (15)). (20)

5. Or
pB < pa. (21)

En effet, en désignant pour tout point ¢ € B par L(a) un certain
ensemble ordonné mazimal extrait de (.,alp (cf. (7'}), L(a) sera un élément
de la famille £ (cf. (15)), et manifestement L{a) # L(a’) pour tout &’ € B,
pourvu que a # a’.

Finalement, la formule (8) du Lemme résulte des formules (20), (21).
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B. Cas général d’un ensemble partiellement
ordonné quelconque

Soient E un ensemble infini ordonné partiellement par rapport & une
relation binaire < et

A0y Q1y.v vy Bfyenny (€ < 1/1,05 76 a‘lgv pour é < €, < 1/}) (22)
une bonne ordination quelconque de E 7
p=pE". (22))
6. Soit

B (23)

I'ensemble des points ag, (£ < ), ordonné partiellement par la relation p
que voici:
Qg Pl (24)

équivaut & ce que a¢ < a, et £ < n < ip. Manifestement
pB = pE. ' (25)

De plus, B est partiellement ordonné par p et chacun de ses sous-
ensembles ordonnés par p est bien ordonné par p et 4 fortiori par rapport a
la relation initiale <; dés lors, B remplissant la condition du Lemme,

pB < (2p,B)P<®
et donc, d’apreés (25) et la relation évidente p.B < p.E,

PE < (2p, B)P<". (26)

7. Prouvons que
PsB < (20, B4 (cf. (3), (6)). (27)

Pour cela, soit N un sous-ensemble quelconque de B composé de points
deux & deux incomparables par rapport & p (cf. (24)); soient a,,a, deux
points distincts de N avec p < v, la notation de ceux-ci étant celle de la suite

"Nous admettons donc la possibilité d’une bonne ordination de E.
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(22). De la définition (24), on conclut sans peine que, ou bien a, < @, ou
bien a,,a, sont deux points incomparables par rapport & la relation initiale
<. Sialors le signe a,0a, équivaut a ce que p < v < 9, a, < a,, 'ensemble
N sera partiellement ordonné par la relation o et on s’apercoit, d’une part,
que tout sous-ensemble de N ordonné par o est encore bien ordonné par
rapport 4 o, ce qui, d’apres le Lemme, entraine

pN < (2p, NPV, (28)

et, d’autre part, que tout sous-ensemble de N ordonné par o est un sous-
ensemble de E bien ordonné par <; dés lors, p.N < pgFE, ce qui, joint & (28)
et & la formuleévidente p, N < p,E, entraine pN < (2p, E)P<E, d'ou résulte
(27) immédiatement.

8. Les formules (26), (27) donnant
PE < (2p,B)PeFPe¥ (29)

la formule (4) de notre théoréme en résulte immédiatement. En effet, les
deux nombres cardinaux p.E,p E (cf. (5), (6)) sont, les deux, soit finis soit
transfinis. Dans le second cas,

pE - P4E = max (p.E,paE) = po E

et donc (29) entraine (4); dans le premier cas, soit n 'entier ch paE =
poE. En posant RiF = Ry(E — RyE) et RiE = Ry(E — Z R E pour

tout 1 < n (cf. (9)), il est manifeste, d’une part, que chacun des ensembles
RoE,R1E,...,R,1FE est composé de points deux & deux incomparables
par rapport & < et dés lors pR,E < p, E, et, d’autre part, que E = RoE +
RiE+---+ R, 1E. On en conclut que pE < p,F - n et, d’autant plus,
pE < (2p.E)™.

Ainsi le théoreme est complétement démontré.

9. Nous pouvons nous demander encore si la formule (4) constitue la
meilleure approximation de pE, au sens que, quels que soient deux nombres
cardinaux infinis m,n, il y aurait un ensemble partiellement ordonné E
vérifiant

psE =m, POE =n, PE = (2m)n

Dans le cas des FE ordonnés, il en est bien ainsi. En effet, soi-
ent n un nombre cardinal infini quelconque et ¢ le premier ordinal de
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puissance n 8) soit E lensemble des complexes (ao,as,... 18€s - - Je<y
(a¢ = Ooul), ordonné de telle maniére que (g, @1,...,08¢, ... )e<o précede
(a0, 615, 8¢y - - Jg<a si et seulement si, d’une part, il y a un < ¢ vérifiant
ag # a; et de 'autre si, en désignant par 7 le premier indice vérifiant a; # a,
Pon ait a, = 0, a, = 1. Alors on prouve sans peine que F est ordonné et

n
que poE =n, pE = 2",

8(’est-a-dire nous admettons que n est un aleph.




ON REFLEXIVE SYMMETRIC RELATIONS
AND GRAPHS

The reflexive symmetric relations occur very frequently since e.g. con-
gruence and comparability relations are reflexive and symmetric. The study
of such relations is connected with that of graphs, each graph G or (G;p)
consisting of a set G and a binary relation p which is reflexive and symmet-
ric in the set. Of course, every subset of a graph is also a graph. The points
z,y € G are connected (resp. disconnected or disjoint), provided zpy (resp.
T non py).

A graph is connected (resp. disconnected) provided every couple of the
distinct points is so. Each one-point-set and vacuous set is considered as
connected (disconnected).

Ezample 0.1. An important class of graphs is linked with ordered sets,
the comparability relation being graph relation.

Ezample 0.2. In a similar way, the union of the incomparability rela-
tion and the identity is a graph relation.

Ezample 0.3. Every family F of sets is a graph relatively to the union
p of = and the disjonctive relation if for A,B € F
ApB = A=BorANB=1uv!

With every graph (G;p) we shall associate the cardinal numbers k.G, kG
as follows.

(0.1) k.G = supkX
X
0.2) ksG = supkY
Y
BIBLIOGRAPHICAL NOTE. Acad. Sci. Art. Slovenica, cl. I1I, Sev. A., Disser-

tationes IV/4, (1952-1953), 81-82. (Presented during the session of 23.10.1952)
ly denotes the vacuous set.
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X, Y respectively running over all connected and disconnected subsets of G,
respectively and

(0.3) kS or S

denoting the cardinal number of any set S.
The purpose of the paper is to prove the following.

THEOREM 0.1. For any graph G = (G, p) one has
(0.4) kG < (2k,G)¥<C.

For any aleph R, and any cardinal number n < 28« there is a graph g =
g(Ra,n) such that

(0.5) keg < Ra, ksg < Ry, kg =n;
in particular (for n = 28« ) there is a graph M, such that

(0.6) kM, =Ry = kM, kM, = 2R,

Remark 0.1. For any integer n > 2 one can consider graphs of order
n in a set S i.e. symmetric subsets of 5*; then one can prove a theorem
similar to the theorem 0.1.

THEOREM 0.2. The statement is obtained from that of Th. 0.1 by
specification that G is a family of nonvoid sets and that p = p; where

0.7y - AppB& A=B or ANB=1yv.2

THEOREM 0.3. The statement is obtained from that of Th. 0.1 by
specification that G is a family of nonvoid sets and that p = ps where

(0.8) Aps B ANB #0v3

2Let us observe that every graph (G;p) is isomorphic (similar) with a graph oc-
curring in the theorem 0.2. To prove it, let us define the mapping N (cf. Marczews-
ki [1 §3]) so that, for any z € G, N(z) be the system consisting of z and of the sets
{z,z'} (z' € G,z’' nonpz); NG denoting the set of all the N(z) (x € G), one sees that N
is a similarity that is a one-to-one mapping of G onto NG such that for any z,y € G the
relation zpy holds if and only if the relation N(z)p1 N(y) holds.



400 C. Partition Calculus in Set Theory

COROLLARY 0.1. If every connected and every disconnected subgraph
of a graph G is < Vo, the cardinal number of G is < 2% in other words: if
every nondenumerable infinite subset of a graph G contains both a couple of
distinct connected points and a disconnected couple of distinct points, then
kG < 2%,

COROLLARY 0.2. Any ordered set M = (M; <) satisfies
(0.9) EM < (2k,M)FM

with k.M = supo kC, k,M =supy kA, C, A respectively running over all
chains and anti-chains* of M respectively.

The corollary 0.2 is a special case of a theorem according to which the
relation (0.4) holds also in the case when k.M denotes the supremum of the
cardinals of increasing and decreasing well-ordered chains C M (v. Kurepa
(1], [3, §20]). The corollary 0.2 was the starting point of the present article.

On a problem of Sierpinski. The corollary 1 is to be compared with
a passage by Sierpinski [1] concerning the following problem of Knaster.
Does there exist a nondenumerable infinite graph G so that each infinite
nondenumerable subgraph of G contains both: two distinct connected points
and two distinct disconnected points.

Having solved in affirmative Knaster’s problem for the case kG = R,
Sierpinski adds:

“ll me semble difficile & résoudre le probléme de Knaster pour un
champ® E dont la puissance est > N1 (par ezemple pour E = R;).”

Now, it is obvious that every graph G satisfying the Knaster’s condi-
tion, that is that each subgraph > Rg contains distinct connected points and
distinct disconnected points is such that the numbers k,G, k.G are < Rq
and thus kG < 2®¢. Consequently, if the continuum hypothesis 2% = R,
holds, the answer to Sierpinski’s question is negative; and vice versa.

3Every graph (G, p) is isomorphic (similar) with a graph (G’; p2); namely, let, for
any z € G, §(z) be the system consisting of = and all the sets {z,2z'} (z' € G,z'pz); SG
denoting the set of all S(z) (¢ € G), the mapping S is a similarity between (G;p) and
(SG; p2), then S is a one-to-one mapping such that the relation zpy holds if and only if
S(z)p25(y) holds.

4 Anti-chain means an ordered set without distinct comparable points.

SWe should say: graph E.
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1. Operators E, §. Let G = (G; p) by any graph and X C G; let
{(1.1) EX or E(X;G)

be the set of all points of G each of which is connected with every z € X;
putting Ev = v, the operator E is defined for every graph (G;p) and for
every subgraph of (G; p).

For a given X C G we may consider the system of all disconnected
subgraphs of X; does there exist a maximal one? (maximal meaning that
each point of the graph is connected with at least one point of the concerned
subgraph). Let

(1.2) L0, T1y-eerLhy--- (B < We)

be a well-ordering of X; then by defining inductively the mazimal sequence

(1.3) Y0r-vsYnyee-

so that yg = p,...,Yy = the first term in (1.2) disconnected with every
z¢(¢ < 1), one sees that the points (1.3) constitute a maximal disconnected
subgraph, say X, of X.

LEMMA 1.1. Each graph X contains a mazimal disconnected subgraph
6X; thus

X =| JE(a) (a€dX).

Remark 1.1. The proof of the Lemma 1.1 is backed upon the choice
axiom; the converse is also true so that the lemma 1.1 is logically equivalent
with the Zermelo’s axiom (to prove it, it suffices to consider the graphs of
the example 0.3 and to apply a theorem by Vaught[1}]).

LEMMA 1.2. For each X C G so that

(1.4) S(EX\X)#v
one has
(1.5) EX =|JE(X U{a}),la € (4.5)].

At first, EX contains each E(X U {a}), the last set consisting of all points
z € G connected both with X and with a: thus (1.5); 2 (1.5)2. On the
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other hand, if one had a point z € EX belonging to no E(SU{a}), the point
z would be disconnected with every a € (1.4); since each a is connected with
every point of X, one should have 2 € EX \ X what is meaningless since
each point of EX \ X is connected with at least a point of (1.4).

2. Ranged sets W are ordered sets such that each nonvacuous chain
C W has a minimal (initial) element. If for any nonempty W one defines
the initial row RoW as the set of all initial points of W then writing

(2.1) RoW = Ro(W \ UREW) € <a)
3

for any ordinal & and denoting by YW the first ordinal v such that R, W = v
(= vacuous set), one has the sequence R,W (a < yW) of the rows of W;
obviously,

(2.2) W =|JRaW (a<W)

In particular, S being a system of sequences then defining the relation < so
that for A,Be€ S

(2.3) A < B means that A is an initial segment of B, the set (S;<) is
ranged and moreover is ramified: no point of S is preceded by two incom-
parable points.

3. Definition of the sets D,. We are going to define a system D
of connected subsets of G so that finally each point of G will be contained
in at least one element of D. To start, let Dy = v (= vacuous set) and let

(3.1) D,

be the maximal system of 1-point pairwise disconnected sets; thus D; is
consisting of monopunctual sets

(3:2) (ao) (a0 € 6G)

D, is defined as follows: for each (ag) € D, we consider the set E(aq) of all
the points of D that are connected with ag; let us consider the sets

(ag,a1) (a1 € 8) (E(ao) \ {ao});
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the system of all such 2-sequences is, by definition, the system D,. In order
to define D3 one considers any (ag,a1) € Dy the set E(ag,a1) and the set
0(E(ag,a1) \ {ao,a1}); one defines the 3-sequences

(ag,a1,a2) (a2 € 6(E(ag,a1) \ {ao,a1}));

by varying (aq,a1) € Do the system of all such 3-points sequences is Dj.
Analogously, one defines Dy,...,Dy,, Dy ... provided such systems exist.
If for any n < w the system D, is defined and if the sets B, = {J(z € Dy)
exhaust the set G,D, will not be defined altogether; if the union of all
E, (n < w) is proper subset of G, D, will be defined as consisting of all
maximal w-sequences of the set |J,,(z € D,) ordered by (2.3). That D, is
nonempty, one concludes in the following manner. By hypothesis, there is a
point z € G\|J,, ., En; since each point of G is connected with some point of
8G, according to (3.2) there is a (ag) € D; such that z € E(ao); analogously,
there is (ag,a1) € Ds such that z € E(aga,); inductively one concludes that
there is for any 1 < n < w a sequence (ag,@1,...6n) € Dp41 such that
z € E(ag,-..an) (n < w). Consequently, z € E(ag,a1,..-05) (n < w);
the w-sequence aza;...a, ... i8 a requested sequence; the set of all such
sequences will be denoted D,,. Now we may proceed to general construction.
Let 1 < a be any ordinal number such that for any £ < a the system Dy is
defined so that the following conditions hold:

1 (¢). For each 0 < £ < a the set D, consists of some £-sequences of
pairwise connected points of G;
2 (£). The set

(33) Toa=|JD¢ (€<)
4
in ranged relatively to the relation (2.3), and
(3.4) ReTo = D (¢ < );
3(¢). Foreach0<é<a

G =|JE@) (z € Ty);
X

consequently, each point p € G is connected with at least one element
belonging to T¢.



404 C. Partition Calculus in Set Theory

For each X € D¢, X is a {-sequence; let
(3.5) VX

be the set of all values taken by X, i.e. VX is the union of all terms of X;
thus VX C G.

If incidentally the set
(3.6) Ux(X et,)

is = G, the process is achieved; if (3.6)# G, we are going to define D,. If
a—1 exists, let (ag...a¢...)¢,a—1 € Do~ such that

(3.7 8(E(ag...ae...)\{ag...a¢c...}) #v, (E€a—-1);

then we consider the sets

(38) (ao,...ag,...aa_l) (a.,_l € (37)),

D, will be defined as the system of all sets (3.8), the sequences (ag...a¢)
running over D,_1, so that (3.7) holds.

If o is of the second kind (a — 1 does not exist), D, will consist
of all a-sequences {ag...a¢...)(§ < ) such that for 0 < { < « one
has (ag...G¢...)p>¢ € Dg¢; in other words, D, consists of all maximal
a-sequences of the ordered set T, (cf. 3.3).

One proves in both cases that the condition 1(a) - 3(a) are satisfied.
Let us prove e.g. that 3(a) holds. At first, if & — 1 exists, then according to
3(a — 1) one has

(3.9) G=|JVXU|JBY (X € To-1,Y € Da_y).
X Y

Now if

(3.10) S(EYV)\Y) #v

then

(3.11) EY =| JE(Y,a) (a € (3.10)) (cf. Lemma 1.1);
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(Y,a) denoting the sequence obtained from Y by adding a as the terminal
point. Since T3 C T, the relations (3.9), (3.10) imply the statement 3(c).
It remains the case that a—1 does not exist. Let us consider the set (3.6); if
it is equal to G, the statement 3(c) holds; if on the contrary (3.6) is a proper
subset of G, let z be a point of G not belonging to (3.6); all turns out to
prove that there is a Y € D, such that z € EY. Now, by hypothesis there
is a (ap) € Dy so that £ € E(ap); if 0 < ¢ < cand if A; € D; (0 < ¢ < &)
are the elements connected with z and so that A; < Ay <... A < ..., let
us define A, so that A; € D¢,z € EA; and A, < A¢ (7 < §); if £ is of the
second kind, it is sufficient to put A = |JA, (n < £); if £ — 1 exists, the
lemma 1.1, applied to the setA,_; implies the existence of A,.

Thus in all cases the condition 3(c) holds.

4. The number ~. Proof of the first part of the theorem 0.1.
Let

(4.1) v be the first ordinal number v > 0 so that D, = v (vacuum) and
thus

(4.2) G=JvX (zeT, = | Do)
X E<v

Of course the number -« exists; e.g. if the ordinal v is such that kv > k.G,
then D, = v: otherwise, one should have a £ € D, and z would be a
connected v-sequence C G thus kx = kv > k.G, contrary to the definition
of the number k.G. Thus

(4.3) G=JVX(zeT)
where
(4.4) T, =UDe (¢ < -

LEMMA 4.1. ky < 2k<C.

Namely, for any 0 < £ < v and = € D¢, z is a connected subset of G so
that kX = k&; consequently, either ky = k.G or kv succeeds immediately
to k.G.

LEMMA 4.2. kD¢ < (ksG)*¥ (0 < € <7).
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Let S be a set so that
(4.5) kS = ksG,
consequently, for any disconnected subset X C G there is a 1-1 mapping
(4.6) fx of X into S: if a € X then f(a) € S.

In particular, for any Y C G the set dY being disconnected one has the
mapping fsy into S.

Now, let us consider an ordinal 0 < ¢ < 7y and the set D, consisting
of ¢-sequences

(4.7) (@0 --.ag...) (1< E<7)

with ag € 6G;a, € §(E(ag...ay-..)p<e) \ {G0...an... }n<e); substituting
each ag by fsc(ao) and each ay, by fz(s), where

Z=J(E(ao...a,,,...),KE\{ao...a,,...},,q)

one obtains a one-to-one mapping of D¢ into the set S(£) of all £&-sequences
of points of S; thus kD¢ < kS(£) = kS* = (ksG)*¢ and the lemma 4.2 is
proved.

The equality (4.3) implies

(4.8) kG <Y kX, (X €T,);
X

X being a connected subset of G one has kX < k.G and (5.1) implies
(4.9) kG < k.G.kT,.
On the other hand, according to (4.4):

KTy =k| JDe¢ <> kDe < (in virtue of L. 4.2) <) (ksG)*

<y £<y <y
<Y (ksGY*C < ky. (ksG)FC < (cf L. 41) <289 (ksG)keC
£<y

= (2ksG)*<C.
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Accordingly, the relation (4.9) becomes
kG < k.G. (2ksG)F<C = (2ksG)*<%,

what proves the first part of the Theorem. Now, we shall prove the remain-
der of the Theorem 0.1.

5. The sets M,, M’. Let M, be the set of all uniform mappings
of the set [0,w,) of all ordinals < w, into the set R of rational numbers;
consequently, M, consists of all w,-sequences of rational numbers.

LEMMA 5.1. kM, = 2Re,
Namely, kM, = R5* = 28« Let

(5.1) M' = (Ma; <1)

be (the first difference) ordering of M, so that for f,g € M, the relation
f <1 g means the existence of an ordinal ¢ satisfying

f<p<gtp f§=g£ (€<(,0)-

LEMMA 5.2 The set M' is a chain; if a,b € M’ and a # b then®
k(a, b)MI = 2R°‘.

At first, it is obvious that M’ is without noncomparable points; in
particular a,b being 2 distinct points, if ¢ is the first ordinal satisfying
a, # by, one has (in R) either a, < b, (thus @ <; b) or a, > b, (thus
a >3 b). Now, if ¢ is any point of M, so that ¢ = a¢ (€ < @), ¢, € (ay, by) R,
one has ¢ € (a,b)pm’, no matter what are the values ¢; (¢ < € < wa);
consequently, the cardinal of the set of all such points ¢ is 2%« and thus
k(a,b)ar > 2R« what in virtue of the lemma 5.1 implies the lemma 5.2.

LEMMA 5.3. The cardinal number of every subset S C M' which is
ranged or whose dual is ranged is < R,. In particular, M’ contains a set S
so that kS = R, and that respectively (S;<1) and (S;<,) are well ordered.

The validity of Lemma 5.3 is a consequence of the Theorem XIV in
Hausdorff [1].

6. The sets (M,; <), (Mg,; p). Let us well order the set M, and
let

(6.1) a(0),...,a(€),... (£ < we, kwe = 2%e)

8(a,b) p+ denotes all points of M’ located between a and b.
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be a normal well ordering uM, of M,; for any v C X C M,, pX is well
determined and has a minimal element; let <, be the order relation which
transfers M, into the ordering (6.1). Finally, let

(6.2) (Mo; <)

be the superposition (cf. Kurepa [2, p. 487 on the bottom|) of the two
orderings (M,,<1), (M, <2) that is to say that for z,y € M, the relation

(6.3) z<y means £ <;y (i =1,2).

Consequently, (M,; <) is a partial ordering of M, and one has the
LEMMA 6.1. Each chain (anti-chain) of (My; <) is < R,.
Namely, every chain C of (M,;<) is ranged by < since it is well
ordered by <, thus C is a well-ordered subset of (M,,<;) and by the

Hausdorff’s lemma, 5.3. is C < X,. Similarly, one proves that each antichain
A C (My; <) is £ Ny. Then if

a(ﬁo) <2 a(ﬁl) <z a(,B,,) <9 ..(1’] <T)

are the points of A so as they occur in (6.1), A is in (M,; <) an increasing
T-sequence — then

a(fo) >1 a(B1) >1...;

consequently A is in (M,;<;), a descending T-sequence and therefore is
< R, (cf. lemma 5.3).

In conclusion (M,; < is a ranged set each chain of which as well as
anti-chain of which is < R, and that kM, = 2%=. Consequently, if (M,; <)
is considered as a graph (M,;p) so that apb means that either a < b or
b < a then (M;p) is so that kM, = 2% and ks(M;p) = R, = k.(M,; p),
what proves (0.6).

Finally, it remains to prove the relation (0.5). Now, R, being arbitrary,
let n be any cardinal number < 2R<; let g be any subset of (M,; p) satisfying
kg = n; obviously, g satisfies the relations (0.5).

So the Theorem 0.1 is proved.
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[4] B. Jones, On the separation of the set of pairs of a set, Elisha Mitchell Sci. Soc.,
68 (1952), 44-45 .




ON THE CARDINAL NUMBER OF ORDERED SETS
AND OF SYMMETRICAL STRUCTURES
IN DEPENDENCE ON THE CARDINAL NUMBERS
OF ITS CHAINS AND ANTICHAINS

Introduction?!

The cardinal number &S (resp. kG) of an ordered set S (of a graph G)
depends on the cardinal numbers of its chains and antichains. A particular
kind of ordered sets — tree or ramified tables T' — was considered in our Thesis
(Kurepa [1]) in connection with the Suslin problem, when I was lead to the
hypothesis that kT is the supremum of k. T and k. T2 (for definitions see
the glossary). Another kind of this problematics is related to the question
whether the numbers k.S, k7S are reached. In this connection we proved
that every infinite “narrow” tree T contains a chain of the same cardinality
as the set T itself (cf. Kurepa [1, p. 80 Th. 5], also in Kurepa [8] where
the same theorem with its proof are reproduced). As far as we know both
kinds of these problems were considered for the first time in our Thesis.

The next step was the same problematics for general ordered sets. The
question was resolved in 1937 (cf. “relation fondamentale” (1) in Kurepa
[3]; and [4]). In particular, k&S depends exponentially upon k.S and one
has kS < (2k; S)*<S (cf. § 5). The proof of this item is extendible to binary

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. Glasnik Mat.-Fiz. Astr., 14 (3) (1959).

1We have delivered the following lectures on the subject matter:

1. Uber binire symmetrische Relation, Munich, 06.9.1952 (Congress of the
“Deutsche Mathematikervereinigung”).

2. O simetri¢nim relacijama i grafovima, Zagreb, 03.12.1952 (Colloquium, Drustvo
matematitara i fizicara NR Hrvatske).

3. Sur les relations binaires, Paris, 24.02.1953 (Faculté des Sciences).

4. O kombinacijama, Zagreb 17.03.1954 (Colloquium, Drustvo matematiéara i
fizicara NR Hrvatske).

2The Suslin problem is equivalent to the problem whether every tree is countable
if each of its chains and antichains is countable (Kurepa {1, pp. 106 (passage b), 124,
132]).
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symmetrical relations as I found this in 1950. I thought that the same result
should hold for n-ary symmetrical relations (Kurepa [6], [7]); therefore, I
postponed a complete publication of this paper which was intended to be
published in the Journal fir die reine und angewandte Mathematik after my
lecture of 09.9.1952 in Munich and after I sent a part of it for publication
(Kurepa [6]). In 1952 I lectured on the same subject in Paris, at the Faculty
of Sciences; then I was informed by G. Riguet about the work of Ramsey
(1], P. Erdés [1] and R. Rado. Anyway I have delayed the publication of
my paper hoping to extend the theorem 7.2 (resp. 9.2) in the same form
writing Ir instead of I2 (resp. writing r instead of 2), for any integer r > 1
(cf. Kurepa [7]) and not only to have evaluation of kS contained in the
theorem 8.3 (resp. 9.4). I was stopped, also, by the problem we mention
in § 10, about the existence of the number R(r,n,R,) for finite r and n.
Moreover, I had the idea to gather all the results and publish them in a
separate monograph.

Now, that I was informed by P. Erdos that Hajnal proved that the
evaluation of £S5 in theorem 8.3 (resp. 9.4) is the best possible one, I decided
to publish this paper jointly with a reproduction of my original paper [4].
Obviously, there are connections between my papers and those of Erdds —
Rado. It is instructive to notify how the tree considerations are playing an
important role in the theory of general symmetrical relations (cf. §§ 3.2; 6.2,
8.4.5). We stress also the idea of produci of relations: this idea played an
essential role in our proofs.®

1. Definitions and notations

1.1. Definition. For an ordered set (S;<) let I'S denote the first
ordinal number which is not representabile in (S; <).

In other words, I I'S denotes the system of all ordered types of well
ordered subsets of the ordering (5; <).

1.2. T'S* denotes I'(S;>). Consequently, I I'S* denotes the order
types of inversely well ordered subsets of (S; <).

1.3. K_.S resp. K_ S denotes the first cardinal number not repre-
sentable as chain resp. as antichain in (S; <).

1.4, In particular, let W.S denote the first cardinal not representable
as a well-ordered subset of (S; <); W,5* = W, (S;<).

3The idea of intersection of relations is the very basis of dimension theory of
ordered sets in the sense of Dushnik-Miller.
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1.5. Definition.

weS = (W,8) ", weS = (W.S");
koS = k.S = (K7 8)~."

1.6. Analogously, for every binary graph (G;p) let
K.G resp. K, G = K,G

denote the first cardinal number which is not representable as a chain resp.
as an antichain of the graph (G; p)*

Let k.G = (K.G) ™, k.G = (K,G)".

1.6. The R-operator. Let X be a part of an ordered set (S;<). We
denote by RX any mazimal antichain of X such that RX D RoX;RoX
denotes the set of all the initial points of X i.e. RoX = {z|z € X, X(-,z) =
0}.

Analogously, for any graph (G;p) and X C G we denote by RX any
maximal antichain of X.

1.7. Numbers NS,nS.

For a chain C of (S; <) let S(C,.) denote the set of all the points z of
S satisfying C < z i.e. y < z for each y € C. In particular, S(0,.) = RpS.
We denote by N(S;<) or NS the first cardinal number > kRS(C,.) for
each chain C C 5. We denote by n(S, <) or nS the number (NS)~.

2. Trees or ramified tables

2.1. Definition. An ordered set T is said to, be a tree or a ramified
table, provided for every point z € T the set T(.,z) is a well ordered subset
of T. The void set 0, is a tree, too.

2.2. Definition. Let R,T be the set of all the points z € T such that
the set T'(.,z) be of order type c.

2.3. Definition. The first ordinal such that R,T = @ is called the
height or the rank 47 of T'.

*)EDITORIAL NOTE: If N is a cardinal number, then N~ denotes the maximal
cardinal < N if it exists; otherwise N~ = N.

4p is a binary symmetric relation in the set G. If a subset of G has no pair of
p-comparable (resp. p-incomparable) distinct elements, this subset is referred to as an
antichain (resp. chain) of the graph (G, p).
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2.4.1. One has this disjointed partition of T in rows R,T of T:
T =|JRaT, (a <7T)
o
KT = kR,T, (o <~T),
[21

from which it follows that

kT < mT - kyT with mT = supkR,T.
[23

and the more kT < k,T - kyT each row being an antichain.
2.4.2. One of our hypotheses (cf. Kurepa [1]) states that

KT < kT - kT

for every tree R. This hypothesis is equivalent to the positive answer to the
general Suslin problem: each ordered chain C contains a set of cardinality
sC which is everywhere dense in C.°

2.5. LEMMA. For every v < ~T the set RyT is not empty; there
exists at least one point z such that order type of T(.z) is .

2.5.1. 4T = I'T.

2.6. A node of a tree T is each maximal subset in which the mapping
z — T(.,z) is constant. In particular, RoT is a node of T'.

2.6.1. LEMMA. For any tree T the cardinal NT or N is the first
cardinal number > kX, X being any node of T.

2.7.1. THEOREM. For each o < 4T one has kR, T < (ka)%* where
ka,as are cardinals satisfying ko < N7, ao < k(1 + ). Any tree T is
similar to a subset of the set T'(n;7) of all the sequences of length < T
of ordinals < w(n) ordered by - relation®. One has kT(n,7) = 3 nke,
(a < 7).

The proof is carried out by induction.

2.7.2. THEOREM. There are two mappings a = kg, @ — @y of IyT
into cardinals such that ko < n, 6o < k(1 + @) and kT < Y (k)%=
(a <T)

55C denotes the supremum of the cardinals kF, F being a disjointed system of
open nonempty intervals of C.

8z - y means: z is a proper initial part of y. Recall (see 1.7.) that n = nT is
defined to be (NT)~ and that w(n) is the initial ordinal of cardinality n.
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The theorem is a consequence of the disjointed partition T’ = |, R.T'
(@ < ~T) and of 2.7.1.

2.7.3. THEOREM.
kR.T < (nT)%T (e <4T) and kT < (nT)*Tw,T;

in particular kT < (nT)¥<T provided nT > 1.
The theorem is a consequence of 2.7.2.

2.8. THEOREM. (a) Let T be a tree and N=NT the first cardinal num-
ber greater than any node of T. There ezist two yT'-sequences of cardinals

ka N7, aa Sk(l+0a), ag <K. (a<T) (1)

such that
KT <Y (ko) (o < 7T). (2)

If N is regular one could request, moreover, that
ko < N for every o <~T; (3)

(b) The general continuum hypothesis implies that for any regular cardinal
N there ezist two mappings on IK,:

x> kyintoIN and z — a; into IK,

such that
KT <) (k) (z € IK,). (4)

2.8.1. Proof. The coexistence of the relations (1) and (2) was proved
in §2.7.1; only it remains to prove that the condition o, < K, might be
required. Now, supky’ < k. < kyT. If v is not initial, then &k, = k., and
one could suppose a, < K. Let, therefore, ~y be initial. If k. < k,, then
kvy' < k. thus a, < K,. There remains the case k, = (kvy)~ = k~; then
kvy' < k.. Thus in any case we could demand that a, < K.

2.8.2. Let us prove (2) under assumptions (4) for any regular N. Let
n=N". Wehave n < N. If n < N, it is sufficient to put k&, = n,
aq = k(1 + o). Therefore, let us consider the case n = N. One has either
kT = k4T or kT > kvT. In the first case it is sufficient to put k, = 1 and
a, = 1 for every a < 4T the relations (1), (2) hold good. In the second case
kT > k4T we have kT = mT with mT = supkR,T, (a < ¥T). Now, either
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n > kyT orn < kyT. If n > kyT we put kg = kRoT, ks = Y, kR(z,.).
zERT
Let 0 < a < 4T such that the cardinals k,/, a4/, be defined and that

kRyT <Y (ko) (o < a) (5)
If « is of the second kind we put
ko =supky, ag = k(l+ a);

the number n (= N) being regular and > kT one has k, < n and obviously
kRoT < kE(*®)_ Let now a be of the first kind. Then the cardinal kRq—1T
is either < n or > n. In the first case we put ko, = Y kRT(z,.), (z €
R,_1T), a = k(1 + a); in the second case put ko = kg—1. In both cases
the numbers k., a, are determined and one sees that the equation obtained
from (5) by the substitution o — ¢ + 1 holds.

2.8.3. Now, we shall prove that the domain of the mappings z — k,
T — a, might be the set K, of cardinals < K, (instead the set IyT of
ordinals < 4T, provided both N be regular and the general continuum
hypothesis is holding.

We have to consider two alternatives, according as the number k. =
K is reached or not reached.

2.8.3.1. k. is reached i.e., there is a chain of cardinality k.. Then
ke = kyor k. < ky. Let k, = ky. If N < k, then kkc < k¥ = 2% and
S22k = 2kc . g, = 2% je., (4) holds. If N > k., then k, < N = kX< < N
and N*¥¢ = N (N is regular, and the continuum hypothesis is assumed!)
and kT < N - again (4) is satisfied. »

If N~ < N, then N~ > k. and (N™)* < N; if N~ is regular, then
(N~)f¢ = N~ and kT < N~ i.e.,, kT = N~ - all right!

If N- is singular, then (N~)%c is either N~ or N; in both cases
KT = (N7)ke = S(N7)e.

Tke

2.8.3.2. k. is reached and k. < kv; then indk. + 1 = ind kvy, where
a = indR,. The preceding reasoning applies in this case too.

2.8.3.3. k. is not reached: k., = K, = KJ = kyT being initial. We
have these alternatives: N < k. and N > k..

2.8.3.3.1. If N < k., then k, < k. and one could take a. > ks, thus
k:?' = 2%v. Therefore, kT < 27, 2%+, Now, a, < k. and consequently
2%y < ky = R). On the other hand one proves readily this
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LEMMA. To every -y-sequence of cardinals b, < Ry corresponds a
A-sequence of cardinals dy» < Ry such that

) by <> da (%)
v N

As a matter of fact cfwy = c¢fA. On the other hand the number (%),
is < W,; now, the number (*); might be Ry, although dy < Rj.

2.8.3.3.2. Let us now consider the case N > K,. We might sup-
pose ks > a., and k, to be regular and therefore k;?' = ko (continuum
hypothesis!) and finally AT < N~.

Now, N~ < N. The relation N~ = N is not possible: otherwise one
would have kT = N and the number kT (= N) would be the sum of a ~-
sequence of numbers < N — absurd, N being regular. Therefore, necessarily
N~ < N; and in this case it is sufficient to put k = N—, a; = 1 for any
z € IK,, to convince us that relation (4) holds.

The theorem is completely proved.
2.8.4. Remark. If N is not regular, the relation (2) might be false

under the assumption (3). This is shown by a tree T satisfying 4T = 2,
RyT = {ag,a1,..-8n,-.- }, kRT(ay, )} = Ryr.

3. Ranged sets

3.1. Definition. An ordered set B is ranged provided each of its chains
is well ordered.
3.1.1. LEMMA. The set RoB of all the initial points of a ranged set is
a mazimal antichain of B i.e., RyB = RB (cf. § 1.6).
3.2. A tree TB associated to B (cf. Kurepa [4 §21). Let us consider
the sets
B(,z} (z € B).

The maximal chains of any of these sets form a well defined family of chains
of (B;<); we shall denote it by TB or more explicitly (TB;-) where the
relation =] means “to be an initial segment of’; in other words if X,Y are
sequences or well ordered sets then X =|Y means that X is a beginning
part of Y; in pa.rtlcula.r X 1Y means X Y and X #Y i.e., X is a proper
initial portion” of Y.

By induction argument one sees that

7The symbols =, - replace the symbols <, <y, < of some of my previous papers.



On the cardinal number of ordered sets and... 417

3.2.1. LEMMA. RoTB = {ag}, (ag € RoB)

RiTB = (ag,a1), {ao € RoB, a1 € RoT(ao;)) and for every a« < T'B
R,TB={X +(a)| X € Ry—1TB,a € RgB(X,-)} provided a € T
R\TB = {supC|C being any mazimal A-chain in {|J, RwTB, )}

By definition, sup C means the least sequence s such that z =| s for
every z € C.

322. TTB=TIB

3.23. k.TB=k.B

3.24. NTB=NB, nTB =nB.

3.3. THEOREM ON RANGED SETS. For each ranged set (B; <) we have
kB < (nB)k<B . k.B. In particular kB < (nB)*<B provided nB > 1.

The theorem is an immediate consequence of the obvious relation
kB < k(TB) and of the 2.7.3, 3.2.2, 3.3.3 and 3.2.4.

Since nB < k.B the theorem 3.3 implies this corollary:

3.3.1. COROLLARY. For any ranged set B one has kB < (2koB)*<®
(cf. Kurepa [4 Lemma p. 63]).

3.3.2. THEOREM. (a) For any ranged set B there are two I'B-sequences
of cardinal numbers ko < (NB)™, aq < k(1 + @), a, < K., (& <T'B) such
that kB < Y (ka)® (a < T'B). If N is regular, one could require that,
moreover, ko < NB, (a < T'B).

(b) The general continuum hypothesis implies that for any regular N
there exist two mappings on IK, : £ — k; into IN and z — a, into IK,
such that kB < Y (kz)%=, (z € IK,).

The theorem is implied by Th. 2.8 and the lemmas 3.2.2, 3.2.4.

3’ G-ranged sets

Let — be a binary antisymmetrical relation; this means that for dis-
tinct points a, b the relations a — b and b — a are not possible (the relation
a — a is not excluded; the transitive property of — is not excluded either).

3'.1. Definition. An oriented graph is any ordered pair (S; —) of a set
S and antisymmetrical binary relation — in S.

3'.2. A g-ranged set is any oriented graph (G;—) in which every
nonvoid chain C has an initial element i.e., an element e such that e — z
for every z € C.
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3'.3. For any X C G let RX be a maximal antichain containing every
initial point of X.

For any ranged set (G;—) and any X C G the antichain RX is well
determined just like for ranged sets (B; <).

3'.4. Dual g-ranged set of (S, —) is the structure (S, ~) where a ~ b
means b — a.

3'.5. The preceding considerations on ranged sets hold for g-ranged
sets too.

4. Ordered chains

4.1. Let E be a chain and w a normal well ordering of E. Let B be the
set E ordered by superposition of the given order in F and the well-order
w. B is a ranged set and

K.B<W.E (1)
K,B < W4E (2)
I'G<TE 3)

Let us prove (2). Let A be any antichain in B. Now, in the well
order w, the set A is well ordered; the same set A in the given chain E
is inversely well ordered, — otherwise A would be no antichain in B: any
couple of distinct points of A are distinctly ordered in E and w.

Since kE = kB on applying the theorem 3.3 we conclude that
kE < (wgE)v<Z.

Analogously on considering the order (S,>) instead of the order (S;<)
we see that wq(9,>) = w(9, <), we(S,>) = wy(S5, <) and the preceding
relation yields
kE < (w E)vE,

Thus we have the following result.

4.2. THEOREM. For every totally ordered set E we have kE < ab
where a = sup{w.E,wqsE}, b = inf{w.E, waF}.

4.2.1. COROLLARY. For every ordered chain E we have kE < 29,
a = sup{w.E,wysE}. (Hausdorff).

The theorem 4.2 is a strengthening of the preceding corollary. E.g. if
for a chain w.E = 2%, wyE = Ny, then the theorem yields kE < (2%)® =
2% by the corollary one has weaker majorization kE < 22°°.
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4.3. Remark. As application of the theorem 3.3.2 one gets a corre-
sponding statement for ordered chains.

4.4. The s-number of a chain E. For a family F of sets let SF be
the first cardinal > kD, D being any disjointed system of sets which are
elements of F. We put sF = (SF)~. Thus sF is the supremum of kD,
D having the same meaning. For an ordered set E we denote by SE, sE
respectively the numbers SF, sF, F meaning the family of all the open
intervals of E.

4.4.1. LEMMA. For any ordered chain E, sE > w.E, sE > wyE.
4.4.2. THEOREM. kE < 2°F,
The theorem is a corollary of 4.2.1 and 4.4.1.

5. Ordered sets

5.1. Let (E; <) be any ordered set (partially or totally ordered); let w
mean a normal well-order of E. Let (B, p) mean the ordering of E obtained
as the product of the orderings (E, <) and w i.e., z py means that = precedes
y in (E; <) and in w. The set (B;p) is ranged. By theorem 3.3 we have

kB < (nB)*®k,.B. (1)

Now, k.B < w.(FE, <); therefore
kB < (nB)¥-Ew,E. (2)

On the other hand
nB < kq(B, p). 3)

Now, let A be any antichain in (B; p); let (A4; ) be the order of A obtained
as the product of the orders of A in (F,>) and in w. The set {A;0) in
ranged and obviously

K, (A, 0) < K,(E,<) ie., ko(A o) <k,E
ko(A,0) < ko(E,>) = ka(E, <) = k4E (4)

By the theorem 3.3 we have, therefore,

kA < (kgA)¥<4 - weA < (ko B)¥4Puw . A (5)
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Taking here the supremum with respect to the antichain A in (A4, p) one
gets
kB =supkA < (k E)U4FwyA. (6)

and formula (2) yields
kB < [(k,E)*4FwyAl*Bw, B = (ko E)¥sEv<E (yyE)w-B
i.e., (since kB = kE):
KE < (ko B)V<Z45 (wyE) <", (7

By permuting the indices ¢ and d, one gets another similar formula. There-
fore, we have the following theorem.

5.2. THEOREM ON ORDERED SET. Putting for any ordered set B
z = sup{w.E,wgE}, y=inf{w.E,weE}

we have
kE < (k EY - zY. (8)

5.2.1. COROLLARY. For any chain E we have kE < z¥ (put in (8)
k. E = 1; cf. Theorem 4.2).

5.2.2. COROLLARY. For any ordered set E we have kE < (2k, E)=,
z = sup{w.E,wqF} (cf. relation (4) in Kurepa [4]).

As a matter of fact z¥ < z* = 2%, and the relation (8) yields kE <
(ko E)*2° = (2, E)*. Q.E.D.

6. Binary symmetrical relations. Graphs

6.1. As an immediate generalization of preceding considerations on
ordered sets one has the corresponding results for binary graphs (G;p). The
role of the comparability (resp. incomparability) relation in ordered sets
is played now by any binary symmetrical relation p. Obviously, in this
case the numbers W, W, are to be replaced by the number K, defined as
the first cardinal number > kC, C being any p-chain of the graph (G;p).
Analogously, K, or K7 is the least cardinal > kA, A being any antichain
of the graph.

6.1.1. Dual graph (G; p*) of a graph (G; p) is obtained from (G;p) by
permuting the connection and the disconnection relation:

ap*b< anon pb.
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Consequently,

k.(G,p) = k7 (G;p")
k7 (G, p) = ko(G; p*)-

6.2. To every graph (G; p) we associate a tree (T'G; =) in the following
way (cf. §3.2). Let w a normal well order of the set G; let the relation —
mean the product of the p-relation and of the well-order relation w i.e.,
a —b< apband wa < wh. Then for any —-chain C we have the set

G(C,) ={z|z € G\‘C’,c—*x for every ¢ € C}

as well as the set RG(C,.) of the first points of G(C,.). Then to ev-
ery a € G one associates a —-chain C(a) = Cy,Ci(a),... such that
a € C(a) and C'(a) — a, where C'(a) = C(a) — {a} and that C(a) €
RG({Co(a); .C¢(a)..},.). The set C(a) is a maximal —-chain of the set
G(.,a). The length yC(a) of C(a) is < w(a), C(a) being also a p-chain, one
has necessarily vC(a) < wc)- The tree TG will be formed of the chains
C(a), {(a € G) and ordered by the relation =.

6.2.1. LEMMA. The sets (G,p) and (T'G;-) are connected by the
relations:

kG < kTG (1)
TG < W(kc) (2)
NTG < K,G (3)

Let us prove for instance the last relation. Let C be a chain in (T'G; =);
then | Jxcc X = X' is a chain in (G; —); the set G(X',.) and its initial row
R are well determined; R is a p-antichain and one sees that the elements
X'U{z}, (z € R) form the node R(T'G(C,.)) of (TG; ).

6.2.2. THEOREM. For any graph (G;p) one has kG < z¥%, where
z = sup{k, G, k.G}, y = inf{k,G, k.G}.

As a matter of fact, 2.7.3 and 6.2.1 imply

kG < (ko G)5<% . k.G.

Now, for dual graph (G, p*) the analogous relation yields kG < (k,G)*=€ .
k.G. And the last two formulas yield the required formula of the theorem.
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6.2.3. THEOREM. Let (G;p) be a graph of cardinality > 2%« ; then G
contains a p-chain or a p-antichain of cardinality > R,.

This is a direct consequence of theorem 6.2.2.

7. On symmetrical mappings with two variables

7.1. Definition. Let I2 = {0,1}; for any set S let S{? be the set of all
the ordered pairs (z,y) such that z € S,y € S and z # y.

7.2. THEOREM. Let S be any set and f a symmetrical mapping of 512
into In,® where for a given number n we denote by In the set of numbers
< n. IfkS > 2% and n < w, then there ezists a subset X of S such
that kX > R,, and that f be constant in X{f The conclusion need not
hold provided kS < 2% or provided f be nonsymmetrical, regardless of the
number kS.

7.2.1. Proof. The proof will be carried out by the induction argument
on n.

First step: n = 2. Let us denote the relation f(a,b) = 0 by apb;
then we have the graph (5;p) and the wording “X is a chain (antichain)
in (S;p)” is equivalent to the wording X{? C {f~'0}, (resp. {f !1}).
Therefore, the theorem 6.2.3 implies the theorem 7.2 for n = 2.

Second step: let 2 < n < w and suppose that the theorem 7.2 holds for
every n < l. We shall prove that it holds also for n = . For this, let ac b
mean f(a,b) =1 —1. On gets the graph (S;0). We have these alternatives:
First case: S contains a o-chain X of cardinality > R,; this means that the
theorem holds for n = I. Second case: every o-chain in (S;0) is < R,. In
this case, S contains necessarily an o-antichain A of cardinality > 2%e; in
the opposite case, one would have kA < 2R for every o-antichain. In virtue
of the theorem 6.2.2 one would have kS < (2%2)8e¢ = 2R« contrary to the
hypothesis. Consequently, there exists a o-antichain A of cardinality > 2%¢;
this means that the restriction of f contains a subset X of cardinality > R,
such that f is constant in X{2. Finally, the theorem holds for n = I, too.
Thus it holds for each n < w.

7.2.2. On the other hand, let M, be the set, ordered alphabetically,
of w,-sequences of rational numbers and w a normal well-order of M,,. If
we put f(a,b) = 0 if and only if @ precedes b and wa < wb, and f(a,b) #
0 < f(a,b) = 1 then f is a mapping of M.? into I2 which is not constant
in every square of cardinality > R,; the cardinal number of M, is R} ie.,
2R Thus the condition kS > 2%« of the theorem is necessary.

si-e'y f(x)y) = f(y’z)‘
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7.2.3. On the other hand, let S be any set and f a mapping of S'2
onto I2 such that f(a,b) # f(b,a) for a # b. Then f is not constant on the
square X 12 for each X C S, kX > 1. Thus the symmetry condition of f in
the theorem is necessary.

7.2.4. Remark. 1 thought that by induction the argument of theorem
7.2 works also for Ir instead of I2 for any integer r > 1. (cf. Kurepa [6],
[7]; cf. also the theorems 8.3 and 8.4, 9.4, 9.5 and the remark 9.6).

8. On Symmetrical mappings

8.1. Definition. Let (A, B) be any ordered pair of sets and A% or
A11(B) the set of all the one-to one mappings of B into A. In particular,
r being any ordinal number, A{] denotes all the one-to-one r-sequences of
elements of A.

By definition we put A = Afl.

8.2. Definition. Let (m,n) be any ordered pair of numbers and r any
ordinal < w; we define m,n in the following way:

men=n, mn=m", mgy =m""
4
For example 3,4 = 32

8.3. MAIN THEOREM. Let S be a set, r be a positive integer and R,
be any aleph. If there ezists a symmetrical mapping f of SiT into a set M of
cardinality m such that for X C S,

Ef X =1 implies kX < Ry;

then kS < m,_1R,.

The theorem is equivalent to the following theorem.

8.4. THEOREM. For any positive integer r and set S let f be a
symmetrical mapping of SI7 into a set of cardinality m. If m < R, and
kS > m,_1R,, there ezists a subset X of S such that kX > R, and such
that f is constant on X{I.

Therefore, it suffices to prove theorem 8.4. The proof will be carried
out by induction on r.

8.4.1. The theorem holds for r = 1: if a set of cardinality > meRa
(= Rq) is mapped by f into M with kM < R,, then f is constant on a subset
of S of cardinality > R,. In the opposite case, we would have kp~'a < R,
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for each a € M and the relation |J kf~la = S would imply kM - N, > kS

aEM
ie., Ry - Ry > kS, contrary to the hypothesis £S > X,.
Let now e be any integer > 1 and suppose that the theorem 8.3 holds
for each r < e; we shall prove that it holds for r = e too.

8.4.2. Let
... Wo, W1, Wa, - .. (w)

be a 1-1 mapping of Jw,) onto S. For every a € S we define a subsequence
C(a) of points z € S satisfying “wz <~ wa.® We put

C(w()) = (’U}o), C(wl) = (’U)()’LU]_), .. ,C(we—Z) = (w()) Wiy.-s :we—Z)-

For any other point a € S we put ag = wg, 61 = Wy,...,6e—2 = We—p and
define a._; as the first element z in the well-order (w) such that f(s._1z) =
F(se—1a), where 5,1 = aga; ... de—2. Let @ be an ordinal such that the a-
sequence a® = (@ )or be defined and that each of its e-subsequences s
satisfies f{s) = f(s'a), where s’ means the sequence s without its last term.
We define then a, as the first element z € S, "z <~ wa in (w) such that
F{yz) = f(ya) for each (e — 1)-subsequence y of a®.

The formation of C(a) is finished when the point a becomes an element
of C(a).

8.4.3. Obviously yC(a) < ywa.

8.4.4. The mapping a = C(a) (a € S) is one-to-one. First of all note
that the mapping is uniform, too. As a matter of fact if z, y are distinct
elements of S then either “wz < ~wy or "wz >"wy. In the first case one
has z € C(z), y ¢ C(z); in the second case, z ¢ C(y), y € C(y); thus
C(z) # Cly).

8.4.5. Let T = TS be the tree whose elements are all the initial
portions of the sequences C{a), (a € S); we order T'S by .

8.4.6. Every node of T is < m i.e., for every sequence s = agpa; ...
..Qq ... the number of the sequences of the form sz satisfying sz € T,
z € S is £ m. In fact, for every subsequence y of (e — 1) terms of s
and every value v € M let {~f(y)v} mean the set of all the z satisfying
z € S, f(yz) = v. For a given v € M the intersection of all these sets is
well determined as well as its first element u; 4 depends upon s and v i.e,
u = u(s;v). It might happen that for some v € M the point u(s;v) does not
exist; anyway the immediate followers of s in T' are of the form s, u(s;v),v
running through M; therefore, the number of these followers is < m. Q.E.D.

9The relations wy = #, @ =~ wz are equivalent by definition.
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8.4.7. One has

kT < Zm’““, (@ < 7,7 <supyC(a), a € §).

This is an immediate consequence of 4 and 2.7.1.

8.4.8. There exists an a € S such that kC(a) > m.—2R, (=b). In the
opposite case, for every a € S one would have kC(a) < band 7C(a) < w(p)+1
thus

KTS ), mbe =Ry m = (Me_1Ra)* - me_1Re = Me_1Ra
a<w(s)+1

Hence kT < me41R, which is in contradiction with £S < kT and kS >
me—1No. This proves the relation (1).

8.4.9. Now, the definition of C(a) implies that
f(s) = f(sa) for every e-sequence s of C(a). (2)
In this way we get a determined symmetrical mapping
z - f(za) (z € Cla);e™Y) (3)

The relation (1) enables us to apply the induction hypothesis: the set C(a)
contains a subset X of cardinality > N, such that the mapping (3) is con-
stant in Xﬁe_l). This means, in virtue of (2) that also the mapping f is

constant in X{f. Q.E.D.

8.5. Remark on the symmetry condition. The symmetry condition in
theorem 8.3, 8.4 is needed.

In fact, let S be any set and f a mapping of S onto I2 such that
f(z,y) # fly,z) for every z,y € S, ¢ # y. Then f is not constant on the
set XiT for each X C S, kX > 1.

8.6. Remark. For r = 2 the condition kS > mR, is needed: there
exists a set S such that &S = 28 and a symmetrical mapping of S{f into
I2 which is not constant in X;;(I2) for each subset X of cardinality > R,,.

As a matter of fact let § = Q(w,) be a system of all the w,-sequences
of rational numbers ordered by the principle of the first differences; S is a
chain, each interval of S has kS = 2"« points and every strictly increasing
(decreasing) sequence in S is of cardinality < R,. Now, let w be a normal
well ordering of S. Let then the order relation < be defined in S as the
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superposition (product) of the preceding two orderings of S : @ < b means
that a precedes b in (S; <) and in (S;w). Then each chain (antichain) in
(S; <) as well-ordered (resp. a dually well-ordered) subset of (S; <) is R,
although kS = 2= (cf. Kurepa [18]). If then f(a,b) = 0 means that a,b are
in (S; <) comparable relative to < and if f(a,b) = 1 means that the points
a, b are incomparable relative to <, then we are dealing with a symmetrical
mapping f of S{Z into I2 and which is not constant in X{? for each X C §
with kS > R,.

9. On combinations

9.1. Definition. For any set S and any cardinal number n let (%)
denote the system of all subsets of S, of cardinality n each.

If S, M are sets, then (5 ) denotes the set of all the subsets of S, of
cardinality kM each.

If n > kS and if kM > kS, one puts (}) =0 = ($). Any mapping f
of (f) is a symmetrical mapping of S1;(B), where kB = n.1?

Therefore the results of § 7 and 8 imply the following statements.

9.2. THEOREM. Let R, be given. In order that for each mapping f
of (“g) into M of cardinality < N, there exists a subset X of S such that
kX > R, and that f be constant in ()2{) it in necessary and sufficient that
kS > 2% (cf. § 7).

9.3. THEOREM. Let R, be given. In order that for each partition P of
(5) into m classes there exists a subset X of S of cardinality > Ry and such
that ("2() be entirely contained in one class of the partition, it is necessary
and sufficient that kS > 2%=.

The statement 9.3. is equivalent to the statement 9.2. as it is visible
from the correspondence fr=A< 2z € A€EP, (z € (‘g)) One gets in this
way a mapping of (g) into the set P which takes now the role of the set M
in statement 9.2.

9.4. THEOREM. Let S, r, X, be any set, any positive integer and
any aleph, respectively; if there exists a mapping f of (f) into a set M of
cardinality m such that for every X C S,

kf ():) =1 implies kX <N,

10A mapping f of S11(B) is symmetrical provided fg = fbg (g € S11(B), b € BY);
B! denotes the set of all the permutations of B.
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then kS < my_1S.

The theorem 9.4 is a special case of the theorem 8.3.

9.5. THEOREM. For any set S, any cardinal number R,, any positive
integer r and any f mapping (f) into a set M of cardinality m < Rq; if
kS > m,_1R,, (where moRy = Ra, miRq = mie, myyy = m™=Re) then
there exists a subset X of S such that kX > R, and such that f is constant

X
on (r)
The theorem is an immediate consequence of § 7.5.

Remark. The converse of the theorem 9.4 holds too for r=1,2 (cf. §
8.6.).1

10. Problems

10.1. PROBLEM. Let R, be given. Does there ezist a cardinal number
R(X,) such that for every set S and for every mapping f of (Nsa) into I2
the relation kS > R(R,) implies the ezistence of a set X in S, such that f
is constant on (g )

10.2. PROBLEM. Let m, R, be given cardinals. Let S be any set and
f any mapping of (Ns; ) into I2; if every set X C S such that f is constant

on (Ri ) is of cardinality < m, determine supkS.

10.3. GENERAL PROBLEM. Let a, m, ¢ be given numbers (each finite
or infinite); let us consider any set S, the set (i) and any mapping f of
(‘z) into a set M of cardinality < m. Does there exist — and determine
it — a number R = R(a,m,c) such that the relation kS > R implies that
for any mapping f of (f) into M there exist a subset X of S of cardinality
> ¢ such that f is constant on (¥)? For ezample, R(2,2,R,) = 2%« and
R(2,n,R,) = 28« for each 1 < n < Ry. We thought that R(a,n,R,) = 2Re
for any finite @ > 1 (cf. Kurepa [6], [7]); which resulted into a delay of
publication of this paper since 1952.
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Kurepa’s work on the Axiom of Choice is contained mainly in D[52] (and
D[53]) where he considered maximality principles associated with several binary
relations among sets such as the overlap relation (z\y # 0 & y\z # 0 & zNy # 0),
non-overlap relation (z\y = @ or y\ z = @ or z Ny = @), and non-disjointness
(zNy # ). He showed that all three of the corresponding maximality principles are
equivalent to AC. However, he also considered what is today known under the name
of Kurepa’s Principle, the maximality principle associated to the incomparability
relation (z € y and y € z) and showed, in ZF?, that AC is equivalent to the
join of KP and OP, the Ordering Principle which states that every set can be
linearly ordered. (Here ZF° is the Zermelo-Fraenkel axiomatic system without the
Foundation Axiom). Thus, Kurepa's Principle can serve as an elegant supplement
to the Ordering Principle which itself is not strong enough to imply the full Axiom
of Choice, as shown by A. Mostowski [9]. Kurepa asked in many occasions whether
KP is, in fact, equivalent to AC. In [2], U. Felgner showed that in full ZF, KP
and AC are indeed equivalent. On the other hand, J. D. Halpern [4] (see also {3])
showed that in ZF® alone KP does not imply AC. Kurepa’s Principles are further
studied in [10] (see also {8]). '

Kurepa’s first serious mathematical encounter with the Continuum Hypoth-
esis happened during the course of his study of well-founded posets E (“ensemble
partiellement bien ordonnés”; see [7] for an interesting historical discussion of this
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subject) which do not have uncountable chains nor antichains. Namely, by consid-
ering the rank-decompositions of such posets

E=|JRE, a=qE
{<a

he noticed that he can provide a bound on the cardinality of E only under the
assumption:
(1) R¢E is finite for every £ < vE.

(In fact, he proved that E is countable in this case; see C[37; V] or A[48a].) But
in the general case he remarked that he could not even prove that |E| is of the.
form R,41 or that it cannot be a (weakly) inaccessible cardinal. Since he has
proved (C[37]) that | E] < ¢, the presence of the Continuum Problem in this subject
became apparent together with its unprovability. In fact, he was quite explicit
about the possibility of the continuum being any cardinal of cofinality # w and, in
particular, about the possibilities of the continuum being equal to Ry, N,,, or the
first inaccessible cardinal (see D[53b; footnote 8]). (Compare this with the post-
Cohen discussion of the Continuum Hypothesis [1].) He was also interested in the
Sierpinski-style work on CH i.e., in providing interesting equivalents of CH as the
papers D[58] and D{59] show.

Kurepa was also a rich source of various “Hypotheses” one of which, KH, has
been already discussed in the Part A. Already in his “Thése” A[35] he listed twelve
such “Postulates” all equivalent to his own version of the general Souslin problem:

(Ps) Every linear ordering E has a family of size d(E) of pairwise disjoint
intervals.

The first on the list, his favored one, is the Remification Hypothesis,

P 1 Every tree T' contains a “degenerate” subtree of the maximal possible
P
size.

(D is “degenerate” if for every d in D the set of all points of D comparable
to d forms a chain of D.) Another elegant “Principle” is the Reduction Principle:

(P2) Every infinite tree is equinumerous with one of its chains or antichains.

He expressed as early as A[35] or D{36] the conjecture that these statements
are indeed postulates independent of the usual axioms of set theory (see also D[53b;
2]). The work of Tennenbaum {12], Jech [5], Jensen [6] and Solovay—Tennenbaum
[11] showed that the most important special case of (P3), the Souslin Hypothesis, is
indeed independent of ZFC. But Kurepa’s Ramification Hypothesis and especially
its variants in D[53a] and D[53b] are still wide open.

Stevo Todorgevié
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L’HYPOTHESE DE RAMIFICATION

Le but de cette Note est, tout d’abord, de mettre au point quelques
résultats antérieurs, puis de simplifier quelques définitions que nous avons
données ailleurs?.

1. En désignant par < une relation d’ordre quelconque (c’est-4-dire
une relation binaire, antisymétrique et transitive) tout ensemble E peut éire
considéré comme partiellement ordonné (ou semi-ordonné) par rapport d la
relation <, en indiquant par a||b que a, b sont deux points distincts de E tels
qu’on n’a pas a < b ni b < a. Si a|\b (donc aussi b||a), on dira que a,b sont
incomparables par rapport 4 <2; si I'on n’a pas al|b, c’est-4-dire si: ou bien
a = b ou bien a < b ou bien b < @, on dit que a, b sont comparables. Si E ne
contient aucun couple de points distincts comparables (incomparables), E
sera dit disjonctif (ordonné ou monotone)®. En particulier, si E a un point
au plus, il sera considéré comme ordonné, bien ordonné et disjonctif. Sitout
sous-ensemble ordonné de E est bien ordonné, E sera dit partiellement bien

ordonnét.

2. E sera dit un tableau (ensemble) ramifié si, quel que soit le point
a de E, 'ensemble de tous les points de E précédant a est bien ordonné

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. C.R. Acad. Sci. Paris 202 (1936), 185-187. Séance
du 20 janvier 1936. Note présentée par M. Emil Borel

LVoir: Ensembles ordonnés et ramifiés, Thése, Paris, 1935; Publ. Math. Univ.
Belgrade 4 (1935), 1-138.

2Sans craindre aucune ambiguité, nous supprimerons, par la suite, la phrase “par
raport & < .

3Noter que E peut étre ordonné par rapport 3 une relation d’ordre et disjonctif
par rapport & une autre relation d’ordre.

4La théorie d’ensembles partiellement ordonnés s’impose d’elle-méme dans le but
d’avoir une théorie unique des nombres cardinaux et des types d’ordre (G. Cantor), des
types de dimension (M. Fréchet), des types de continuité (W. Sierpinski), etc. (cf. aussi F.
Hausdorff, Mengenlehre, 1914, p.139). Il importe de savoir définir, d’une fagon naturelle,
Vopération de dérivation des sous-ensembles de E. Nous ticherons de le faire dans un
autre travail [cf. loc. cit. (I"® note), 8, A.7]
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(ordonné)®. E sera dit dégénéré si, pour tout point a de E, I’ensemble de

tous les points de E comparables ¢ a est ordonné. Par conséquent, F est

un tableau ramifié dégénéré s’il est dégénéré et tableau ramifié. L’ensemble.
vide sera considéré comme un tableau dégénéré.

Les notions de: sous-ensembles ramifiés, de sous-tableaux ramifiés
dégénérés, de sous-tableaux disjonctifs de FE, etc., s’entendront d’elles-
mémes.

3. T étant un tableau ramifié, désignons par bT la borne supérieure des
puissances pU, U parcourant la classe des sous-tableaux ramifiés dégénérés
de T'. Nous formulerons alors:

L’HYPOTHESE DE RAMIFICATION: Quel que soit le tableau ramifié T,
la borne supérieure bT est atteinte dans T, c’est-d-dire qu’il existe un sous-
tableau dégénéré de T ayant la puissance bT.

On démontre que 'hypothese précédente est équivalente A celle-ci: Soit
A un arbre généalogique quelconque® vérifiant ces deux conditions: quel que
soit ’élément a de A, 1° A contient au moins trois éléments distincts ayant
les mémes prédécesseurs que a; 2° dans chaque génération de A, sauf dans
celle & laquelle appartient @, il y a un élément en parenté directe avec a;
alors, on peut choisir de chaque génération de A un seul élément et cela
de maniére que les éléments ainsi oblenus soient deur d deur en parenté
collatérale [cf. la notion descente disjonctive, [loc. cit. (1*® note), p. 93 et
136].

L’hypothése de ramification est équivalente a chacune des trois propo-
sitions suivantes:

a. Le théoréme inséré dans la Note des C. R. Acad. Sci. Paris 198
(1934), p. 882;

B. Le “théoréme fondamental” inséré dans la Note des C. R. Acad.
Sci. Paris 199, (1934) p. 112;

~. Tout tableau infini a méme puissance que I'un de ses sous-tableauz
7

dégénérés’.
Voici une conséquence immédiate de Phypothése de ramification: tout
tableau infini non dénombrable contient un sous-tableau infini dégénéré non

5Au lieu de: ensemble ramifié et tableau ramifié, on pourrait dire aussi: ensemble
rangé et bien rangé, respectivement. ’

SToutefois, on convient que A est composé d’individus d’un seul sexe de telle sorte
que la relation étre épouz n'y existe pas.

7Comparer I’énoncé (8) & la définition de R. Dedekind des ensembles infinis.



434 D. Axiomatic Set Theory

dénombrable proposition que nous ne savons ni prouver ni réfuter®, et qui est
équivalente & [’hypothése que la réponse au probléme bien connu de Souslin
est affirmative [loc. cit. (1™ note), p. 124].

4. Remarquons que [’hypothése de ramification est dans une cer-
taine correspondance avec l’hypothése de Cantor, et il semble qu’aucune
d’elles n’est réductible aux axiomes courants de la théorie des ensembles.
En particulier, il nous semble que I’hypothése de M. Lusin® est incompati-
ble avec 'hypothése de ramification de méme qu’elle est incompatible avec
I'hypothése de Cantor [cf. aussi loc. cit. (1™ note), p. 135].

811 en est de méme de ce cas particulier: chaque famille infinie non dénombrable F
d’ensembles bien ordonnés de nombres rationnels contient une sous-famille infinie non
dénombrable f dont aucun élément n’est une partie initiale d’aucun autre élément de f.

9Pund. Math. 25, (1935) p. 109-131.



SUR LA RELATION D’INCLUSION
ET L’AXIOME DE CHOIX DE ZERMELO

On connait plusieurs propositions dont chacune est équivalente &
Paxiome

(0.1) Z

de choix de Zermelo; telles sont, par exemple, le lemme de Zorn (voir Bour-
baki [1, p. 37]; Birkhoff [2, p. 42]; Witt [6]), I'existence d’une chaine max-
imale dans chaque ensemble ordonné (voir Birkhoff [2, p. 42]), 'existence
d’une chaine maximale dans chaque famille F d’ensembles ordonnée par
rapport & C, 'existence d’'une famillie disjonctive maximale dans chaque
(F;C) (voir Vaught [5]), etc. Dans ce qui suit nous considérerons en parti-
culier la relation d’inclusion C et quelques relations se rattachant & C: nous
prouverons quelques propositions nouvelles équivalentes & Z en donnant une
solution partielle d’un probléme (cf. le probléme général 4.2 ci-aprés) dont
la considération est, nous semble-t-il, intéressante au point de vue logique.

Notations. Dans ce qui suit
(0.2) v, F

désigneront respectivement 1'ensemble vide (le vacuum) et une famille infinie
quelconque d’ensembles non vides quelconques. Si au début d’une formule
on a affaire au symbole (F), il faut le lire “quelle que soit F” ou “pour
chaque F”, F ayant, bien entendu, la signification de tout 4 I’heure.

1. Les relations K,D,I de comparabilité, de disjonction et
d’empiétement, entre ensembles. Pour deux ensembles non vides A, B,
I'un et seulement P'un des trois cas que voici se présente:

BIBLIOGRAPHICAL NOTE: Bul. Soc. Math. France 80 (1952), 225-232
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K. A et B sont comparables: A C B ou B D A, ce que l'on peut
désigner par AK B;

D. A et B sont disjoints: AN B = v, ce que nous désignerons par
ADB;

I A et B sont empiétants: A\ B # v # B\ A, ce qu'on peut désigner
par AIB.

2. Les propositions KF,DF IF. Si p désigne 'une des relations
K, D, I, c’est-a-dire si p € {K, D, I}, l'on peut considérer la proposition pF
que voici, F' ayant la signification (0.2):

PROPOSITION pF 0OU p(F). F contient une sous-famille mazimale,
soit F,, dont les éléments distincts sont en relation p

A,BEF, As#B= ApB.

Que F, soit maximale, cela signifie que dans F'\ F, il n’y ait aucun
élément en relation p avec chaque élément de F,.

Remarque. Si F ne contient aucun couple d’éléments distincts en
relation p, cela signifie que quel que soit A € F la famille {A} joue le rdle
de F,. Ainsi, on a les propositions KF, DF,IF.

Manifestement,
(2.1) Z = (F)(pF) (p=K,D,J),

(F) signifiant “quelle que soit F”, F' ayant la signification de (0.2). Autre-
ment dit, quelles que soient la relation p € {D, I, K} et la famille F, axiome
Z de Zermelo entraine I'existence d’une sous-famille maximale F, C F' dont
les éléments distincts sont en relation p. Par ailleurs, nous venons de men-
tionner que

(2.2) (F)(KF) = Z (cf. Birkhoff [1, p. 42)),
(2.3) (FYDF)=Z (cf. Vaught [5]).

Nous prouverons qu’on a aussi le

THEOREME 2.1:

(2.4) (F)IF) = Z.
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En conséquence, les propositions
(251) Z, (F)KF), (F)(DF), (F)IF).

sont deuz a deux équivalentes.

Pour prouver (2.4), il suffit d’aprés (2.3), de prouver 1'équivalence
(2.52) (FY(DF) = (F)(IF).

Tout d’abord, (2.5;1) = (2.52), c’est-a-dire le premier membre de
(2.5) en implique le second. En effet, faisons correspondre (cf. Marczewski
[3, §3]) & chaque X € F la famille N{X) ayant comme ses éléments:
Pensemble X et les

(2.6) {X,X'}(X' € F, X' non IX).!

NF désignant la famille des
(2.7) N(X), (XeF),

la transformation (2.7) est une correspondance biunivoque entre F et NF.
Cestque X e N(X)et X € N(Y)si X #Y € F. Pour la méme raison, les
éléments de NF sont ou bien disjoints ou bien empiétants. En particulier,
si pour deux éléments X,Y € F, on a N(X)N N(Y) = v, on n’a pas
d’aprés (2.6) X non IY; par conséquent, on a XIY. Autrement dit ® étant
une famille disjonctive C NF, les éléments N~1(A) (A € ®) sont deux a
deux en relation I; en particulier, & une sous-famille disjonctive mazimale
de NF correspond ainsi une sous-famille empiétante mazimale de la famille
considérée F.

D’autre part, prouvons la conclusion inverse (2.5;) = (2.5;). Pour
cela, considérons la transformation

(2.8) E(X) (X € F).
E(X) désignant pour chaque X € F la famille composée de X et des familles
{X,X"}, (X'eF,X'DX).

1Bien entendu, {X, X'} se compose de X et X' comme ses éléments uniques; en
conséquence, X’ parcourant F de maniére que X' non IX, on aura {X, X'} € N(X)\{X}
et vice versa.
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Comme tout & I’heure, on prouve que (2.8) est une application biuni-
voque entre F et 'ensemble EF des E(X), X parcourant F. En particulier,
si X, X' € F, alors

(2.9) XDX' = E(X)IE(X').

Par conséquent, la famille EF contenant une sous-famille empiétante
maximale, soit Fy, la famille E~1F, des E~'Y (Y € Fp) est une sous-famille
disjonctive maximale de F. c.q.f.d.

3. Relations D,1,K de non-comparabilité, de non-disjonc-
tion, de non-empiétement. Propositions DF,IF,KF. Les relations

D, I, K respectivement les négations de K, D,I sont donc définies par les
égalités suivantes:

(3.1) AKB = (ni AC B, ni B C A),
(3.2) ADB = ANB # v,
(3.3) ATB = non (AIB) = ADB soit AKB.

On peut alors considérer les propositions
(3.4) DF,IF,KF,
aussi bien que les propositions
(3.5) (F)(DF), (F)(IF), (F)(KF),

lesquelles évidemment résultent de Paxiome Z.

_THEOREME 3.1. Alors que chacune des propositions (F)(DF);
(F)(JF) est équivalente a Uaziome Z de Zermelo,nous ne savons pas s’il
en est encore ainsi de (F)(KF). Toutefois, on a

(3.6) V)N(F)EKF)= 2,2
(V) ou V désignant la proposition suivante:
PROPOSITION (V). Chaque ensemble peut étre totalement ordonné.3

2C’est-3-dire Z est équivalent & ce que subsistent a la fois (V) et KF pour
chaque F.
3D’aprés Mostowski [4], on n'a pas (V) = Z.
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COROLLAIRE 3.1. Chacune des propositions (F)(ﬁf_’), (F)(IF) en-
traine (en passant par Z, par ezemple) la proposition (F)(KF).

Notation. & étant une famille non vide de propositions, l'inter-
section (le produit) des propositions ¢ € ®, c’est la proposition

(3.7) Ne

pEP

subsistant si et seulement si chaque proposition ¢ € ® subsiste. D’une
maniére duale, on définit 'union (la somme)

(3:8) Ue

ped

subsistant si et seulement si au moins une proposition ¢ € ® subsiste. En
particulier, @, 1) étant deux propositions, les propositions

(3.9) oNY, Uy
s’entendent d’elles-mémes. Par exemple,

K=DUI, D=IUK, TI=
I

(3.10) o _
K=DnI, D=InK,

3.1. Tout d’abord,

(3.1.1) Z = (F)(DF).

Pour cela, il suffit, d’aprés l'implication (2.3) de Vaught, de prouver
que
(3.1.2) (F)(DF) = (F)(DF).

Or, I'équivalence (3.1.2) résulte d’un théoréme de Marczewski 3, §5], d’apres
lequel les relations D, D sont isomorphes. En effet, en considérant la trans-
formation E défine par (2.8), on a affaire 4 une transformation biunivoque
entre F et EF et ne jouissant de la propriété que pour A, B € F, la re-
lation ADB subsiste si et seulement si E(A)DE(B). Ceci étant, prouvons
(3.1.2)1 = (3.1.2)3; la famille EF contenant, d’apres (3.1.2);, une famille
maximale antidisjonctive, soit ®, F~1® sera une famille maximale disjonc-
tive de F, ce qui prouve que (F)(DF) subsiste. D'une fagon analogue, en
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permutant les mots “antidisjonctive” et “disjonctive”, on arrive a la conclu-
sion (3.1.2); = (3.1.2);.

3.2. Prouvons I'implication
(3.2.1) (F)(DF) = (F)(IF).

Pour cela, il suffit de considérer la transformation (2.7); & une famille
maximale ® C NF d’éléments deux & deux non disjoints correspond ainsi
la famille N~'® maximale d’éléments non empiétants extraits de F.

Réciproquement,
(3.2.2) (FY(IF) = (F)(DF).

La démonstration en est analogue a celle de 3.2.1
Les relations (2.3) de Vaught, (3.1.2), (3.2.1) et (3.2.2) impliquent ceci:

(3.2.3) Z = (F)(DF) = (F)(DF) = (F)(IF).

3.3. Pour achever la démonstration du théoréme 3.1 il nious reste i
prouver que

(3.3.1) (V)N (F)KF) = Z.

LEMME 3.3.1. La proposition (F)(KF) entraine la proposition (K)
que voici:

PropoOSITION (K). Chaque ensemble ordonné (M;<) contient une
antichaine mazimale (antichaine veut dire: ordonné sans points distincts
comparables).

En effet, F' désignant la famille des
(3.3.2) (=00, zlm  (z € M),

(~o0, z]p étant Pensemble des z’ € M vérifiant ' < z, on voit que les en-
sembles ordonnés (M; <), (F; C) sont isomorphes, la transformation (3.3.2)
en étant une similitude; en particulier, chaque famille maximale de F' avec
des éléments, non comparables — dont l’existence est assurée par KF —
provient d'un sous-ensemble de (M; <), lequel est une antichaine maximale
dans (M; <) comme étant isomorphe d’une antichaine maximale de (F; C);
le lemme (3.3.1) est ainsi prouvé.
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Or,
(3.3.3) V)N(K) = Z.

En effet, soit F une famille non vide quelconque d’ensembles non vides;
il s’agit de prouver ’existence d’un sous-ensemble

Ec|JX (XeF)
X

tel que E contienne un et seulement un point de chaque X € F. Tout
d’abord, & la suite de ’hypothése (V), chaque X € F peut étre considéré
comme une chaine, mettons (X;<x); soit alors fX l'ensemble des paires
ordonnées

(3.3.4) (X,a) (a€X);

Pensemble fX sera ordonné par le principe de premiére différence: si a,b €
X, alors
(X;a) < (X;b) dans fX = a(<x b) dans X.

Ceci étant, soit
FR={Ufrx (xepF);
X
ordonnons Fy par < de maniére que, pour (X;a),(X';a') € Fy, I'on ait
(X;a) <(X;a')dans F=gq, ' € X = X', a<a dans X.

Evidemment, 'ensemble (Fp; <) est ordonné et ’on voit que chaque
fX en est une chaine maximale. Or, d’aprés la proposition (K) I’ensemble
ordonné (Fp; <) contient une antichaine maximale, soit L; d’autre part, pour
aucun X € F, 'ensemble

(3.3.5) LN f(X)

n'est vide; I'ensemble (3.3.5) étant & la fois une chaine et une antichaine
en tant qu’appartenant & fX et i L respectevement, 'ensemble (3.3.5) est
monoponctuel; & cause de la forme (3.3.4) des éléments de fX on en conclut
que I'unique point de (3.3.5) est de la forme

(3.3.6) (X;9(X))
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(X)) désignant le point unique de X tel que (3.3.6) € (3.3.5). En désignant,
enfin, par E 'ensemble des ¢(X)(X € F), on voit bien que E est I'ensemble
demandé, étant donné qu’il contient un et un seul point de chaque X € F,
a savoir le point ¢(X).

3.4. Remarque sur les relations D, I et K. A propos du comportement
précédent des relations D, I, K , il y a intérét a signaler ceci. D’une part, les
relations D, I sont des relations binaires symétriques les plus générales dans
le sens que, pour o € {D, I}, quelle que soit la relation binaire symétrique
p définie dans un ensemble E, il y a une transformation ¢, faisant cor-
respondere & tout z € E un ensemble non vide ¢, (z) telle que P'on ait
Péquivalence

T,y € B, £ #y, Tpy = Pa(T)apa(y)

(voir Marczewski 3, §2 et 5]).

D’autre part, la proposition analogue pour la relation K ne subsiste
pas. En effet, soit (S;<) un ensemble ordonné; si pour z,y € S, x|y
signifie qu’on n’ait ni £ <y, ni z > y, on a la relation symétrique || dans E;
si alors, il existait une transformation ¢ faisant correspondre & tout z € S
un ensemble non vide p(z) tel que l'on ait

z,y €S, zlly = o(z) # (), w(z)Ke(y),

on en déduirait une extension totale d’ordre (S; <) par la relation <; sig-
nifiant

g1y = (3 S 9)U(p(z) C oy)-

De méme, si 'on définit <, de maniére que
b

gy = (zSY)U(p(z) Do(y), -

I'ensemble (S; <) est totalement ordonné; la superposition des ordonnances
(S; <1), (S5 <2) coinciderait avec ordre donné (S; <), ce qui ne serait pas
possible si la dimension de celui-ci était > 2, comme, par exemple, si (S; <)
coincide avec Pensemble des points et cGtés d’un triangle (polygone) ordonné
par C (c’est-a-dire ordonné par incidence).

4. L’ensemble T. Problémes. Soit

(4.1) T={D,D,1,1K,K};
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pour chaque ensemble non vide S C T, on a [cf. (3.7), (3.8)] des relations

bien définies
Ue. N
w€ES wES

en particulier, pour chaque famille F' non vide d’ensembles non vides, on a
des propositions bien définies

U @F, n<pF.

PpES p€S

PROBLEME 4.1. A-t-on
(4.1) (DF) = IFUKF*?
D’une maniére analogue, a-t-on

(4.2) IF = DFUKF,
(4.3) KF = DFUIF?

Nous venons de voir (th. 3.1) que, abstraction faite du cas ol S se compose
de K comme son élément unique, on a

(B[ NeF | =2
€S

dans tous les cas si v # § C T, alors®

F)| NeF| =2
p€ES

Dans cet état de choses, il y a lieu de poser le probléme suivant:

4Bien entendu, I = DUK [cf. (3.10)]. Explicitons (4.1): si une famille F contient
une famille maximale d’ensembles non disjoints, contient-elle nécessairement une famille
maximalle d’ensembles deux 4 deux: a. empiétants; b. comparables; et réciproquement.
5Quant au (V), voir th. 3.1.
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PROBLEME 4.2. Siv C § C T, a-t-on

(4.4) (F) ( U ch) =277

p€S

ou, du moins,®

(4.5) (V)N (F) ( U ¢F) =277
@€ES
En particulier, a-t-on
(4.6) (FY(DFUIFUKF)=27
ou, du moins,
(4.7) (VYN(FY{DFUIFUKF)=Z?

De méme, est-ce que pour chaque X € {D,I,K}, on a
(F)(XFUXF) =27
En particulier, a-t-on

(4.6); = Z7?

ou, d’une maniére explicite, est-ce que 'axiome Z est une conséquence de
I’hypothése (4.6); disant que chaque famille F' d’ensembles non vides con-
tient une famille maximale Fy telle que I'on a bien

A,BeFy, A+ B = ADB

ou bien
A,Be€ Fy,A# B = AIB

ou bien
A Be Fy,A# B= AKB?

Est-ce que cela subsiste au moins en supposant encore (V) ? Clest-a-dire
a-t-on (47)1 =277
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Il y 1A un comlexe de problémes bien intéressants au point de vue
logique ?
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UBER DAS AUSWAHLAXIOM

1. M sei eine durch < geordnete Mengel. Die Menge aller maximalen
Ketten bzw. maximalen Antiketten von M (vgl. Kurepa [1, 2]) werde durch

(1) OM bzw. OM

bezeichnet. Mit Hilfe des Auswahlaxioms 1aBt sich zeigen, da die Mengen
OM, OM nicht leer sind, weil dann die folgenden Prinzipien beweisbar sind:

(K) Das Prinzip der Ezistenz mazimaler Ketten: Jede geordnete
Menge enthdlt eine mazimale Kette (cf. Hausdorff [1, p. 140], Birkhoff [1,
p. 42].

(K) Das Prinzip der Ezistenz mazimaler Antiketten: Jede geordnete
Menge enthdlt eine mazimale Antikette.

Bekanntlich ist das Auswahlaxiom mit dem Prinzip der Existenz max-
imaler Ketten dquivalent (vgl. Birkhoff [1, p. 43]. Dagegen ist offen, ob auch
(K) und das Auswahlaxiom dquivalent sind.

2. Eine einfache Folge des Auswahlaxioms bz. des Totalwohlordnungs
prinzips ist das folgende Prinzip:

(V) Total oder Vollordnungspinzip: Jede Menge kann totalgeordnet
werden.

Nach Mostowski [1] ist (V) schwicher als das Totalwohlordnungs-
prinzip, da das Zermelonnche Princip aus (V) nicht ableitbar ist.

3. THEOREM 3.1. Das Auswahlaziom ist dquivalent mit dem logicsh-
en Produkt der Prinzipien (K) und (V), d.h. aus dem Auswahlaziom folgen
(K) und (V) und umgekehrt: Aus (K) und (V) folgt das Auswahlaziom.

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. Math. Annalen 126 (1953), 381-384

Wir wenden die folgenden Redeweisen an (cf. Witt [1]):geordnet, bisher teilweise
geordnet; wohlgeordnet, bisher teilweise wohlgeordnet, d. h. jede nichtleere Teilmenge von
vergleichbaren Elementen besitzt ein erstes Element; voll-oder totalgeordnet oder Kette,
bisher geordnet; total-oder vollwohlgeordnet, bisher wohlgeordnet; total- oder vollantige-
ordnet oder Antikette, bisher ohne ungleiche vergleichbare Elemente.
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Es ist hinreichend, aus (X) und (V) das Zermelosche Prinzip abzu-
leiten.

Es sei also
(1) F
irgendeine nichtleere Menge nichtleerer Mengen. Es ist die Existenz einer
Menge S nachzuweisen, die mit jedem X € F einen einzigen Punkt gemein-

sam hat. Nach (V) kann jedes X € F als vollgeordent vorausgesetzt werden.
Nun betrachten wir fiir jedes X € F die Menge

2 X

aller geordneten Paare

(3) (X,a), acX,
die so geordnet werden, dafl

(4) (X,a) < (X,d)

in fX genau dann gilt, wenn a,a0’ € X und a¢ < o’ in X. Man sieht, da
fX vollgeordnet ist. Man bilde nun

(5) Fo=|JfX, XeF
X

In Fy werde eine Ordnung so eingefiihrt, daf}
(6) (X,0) < (X',d')
in Fy genau dann gilt, wenn X = X', a,a' € X und a < @’ in X. Nach

(K) enthilt Fy eine maximale Antikette A; man sieht, daB A aus jedem
fX(X € F) genau einen Punkt

(7) (X, ¢(X))

enthidlt. Die Menge S aller Punkte ¢(X) hat also mit jedem X € F genau
einen Punkt gemeinsam, womit das Zermelosche Prinzip bewiesen ist.
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4. Fizpunktfreie Permutationen und das Auswahlaziom.

4.1. S sei eine nichtleere Menge und f eine eineindeutige Abbildung
von S auf sich. Mit z € S sei

(1) [zl = /"), neD,®
2 o) =z, f*z) = (f"(2)).

Die Ordrnung von f ist das Infimum der Kardinalzahlen
(3) klz]f, z€S4

4.2. Fiir jede natiirliche Zahl n betrachten wir nun die folgende Aus-
sage:

M[n] (Permutationsprinzip): In jeder Menge, die mindestens n Punk-
te enthdlt, gibt es eine firpunkifreie Permutation der Ordnung > n.

THEOREM 4.2. I1[3] ist eine Folge des Auswahlazioms.

Wegen der Voraussetzung des Auswahlaxioms reicht es hin, II{3] fiir
. jeden Anfangsabschnitt W = [0, @) von Ordnungszahlen mit a > 2 zu be-
weisen. Fiir endliche W leistet die zyklische Permutation das Verlangte.
Wenn W unendlich ist, so konnen wir voraussetzen, dafl jeder Punkt von
‘W unendlich viele Nachfolger besitzt; andernfalls ordne man W so um, dafi
man die Kette W, aller £ € W mit endlich vielen Nachfolgern vor die Rest-
menge setzt. Im Falle der Menge N = 1,2,3,-:- der natiirlichen Zahlen
gentgt es, die folgende Permutation zu betrachten:

p(3n—2)=3n, pBn—-1)=3n-2, p(Bn)=3n-1.

Ist W eine beliebige unendliche Menge, so zerlegen wir W so in w-Abschnit-
te, dafl zwei Punkte z,y € W dann und nur dann in demselben Abschnitt
liegen, wenn

(4) klz,ylw < Ro.®

Da jeder Abschnitt X von W der Folge N = 1,2,3,--- dhnlich ist, kann
man die Permutation p von N in X ibertragen; fithrt man das fiir jeden

3Die Bezeichnung D fiir die Menge der ganzen Zahlen ist das Initial von Differenz.
Sie erinnert an die Entstehungsweise der ganzen Zahlen.

4Die Kardinalzahl einer Menge X werde durch kX bezeichnet.

5[a,b]s bedeutet die Menge aller z € S, die zwischen a und b liegen oder mit a
oder b gleich sind.
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maximalen w-Abschnitt von W aus, so gewinnt man eine fixpunktfreie Per-
mutation von W von der Ordnung > 3.

5. Das Auswahlaziom und die Zerlegung einer Menge M in fremde
héchstens abzdihlbare Mengen.

Sei f eine Permutation von S. Wird [z]; wie in 4 erklirt, so liefert [z];
eine Zerlegung (Partition) von S, d.h. mit z,y € S ist entweder [z]; = [y]f
oder [z]f N [y]; = v (leer). Sei ndmlich z € [2]¢ N [y]y, so gibt es ein k € D
und ein &’ € D, so dafl

@) =z=f*(), also f*(z) = f¥(y), also
z=f**4);, dh ze [y]s und daher
[z]5 € [)s-

Analog beweist man die duale Inklusion.

Insbesondere folgt, falls f eine Ordnung > 3 hat, daB jedes [z]¢(z € S)
mindestens drei Punkte enthilt. Das Permutationsprinzip II[3] zieht also
die folgende Aussage nach sich:

5.1. P[3,Re] (Partitionsprinzip): Jede unendliche Menge ist zerlegbar
in disjunkte Teilmengen X derart, daf

3 < kX < Ng.

Umgekehrt kann man den folgenden Satz beweisen:

THEOREM 5.2.  Aus dem Partitionsprinzip P[3,No] folgt das Per-
mutationsprinzip I1[3).

M sei irgendeine Menge mit mindestens drei Elementen und P eine
Partition von M mit

(1)  M=[JX, 3<kX<R (XeP).
X

Da jedes X € P hochstens abzidhlbar ist und mindestens 3 Punkte enthilt,
gibt es in ihm eine fixpunktfreie Permutation f, der Ordnung > 3 (X ist
durch eine dhnliche Transformation ¢, auf einen Anfangsabschnitt ¢, X der
Zahlenreihe [0,w) abbildbar). Definiert man dann eine Abbildung f von M
auf sich so, daB f in jedem X € P mit f, iibereinstimmt, so ist f eine
gewlinschte Permutation von M.

Man kann 5.1 und 5.2 zusammenfassen in
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THEOREM 5.3. Fir jede Menge, die mindestens drei Punkte enthdlt,
ist das Permutationsprinzip II[3] dquivalent mit dem Partitionsprinzip
P[3,R].

Offen ist die Frage, ob aus II[3] das Auswahlaxiom folgt (und somit
II[3] ein Aquivalent fiir das Auswahlaxiom darstellt), ob fiir zwei ver-
schiedene natiirliche Zahlen n,n’ die Prinzipien II[n] und II[n’] 4quivalent
sind und ob insbesondere II{2] = II[3].

6. Die Anzahl der Permutationen unendlicher Mengen und das
Auswahlprinzip. Wenn fiir jede Kardinalzahl a die Fakultit von a

al

als die Kardinalzahl von der Menge S! aller Permutationen von S bedeutet,
wo kS = a, so hat man den

SATzZ 3.1. Es ist al = 2% fiir jedes Aleph a.

Der Beweis des Satzes 3.1. ist nicht schwer; in einem anderen Auf-
satze werde ich 3 verschiedene Beweise geben und zugleich durchanalysieren,
insoferen ich dieselben nicht auf beliebige unendliche Kardinalzahlen a
iibertragen kann. In diesem Zusammenhang kénnen wir noch das folgende
Problem formulieren.

Problem 6.1. Wenn fiir jede unendliche Kardinalzahl a die Gleichung
a! = 2% vorausgesetzt wird, ist dann das Auswahlprinzip beweisbar?
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SUR UNE HYPOTHESE DE LA THEORIE
DES ENSEMBLES

On ajoute une nouvelle hypothése, Pi3, au fond équivalente & chacune des hy-
pothéses Pp,..., Pia considérées auparavant en connexion avec le probleme de Souslin
généralisé.

C’est en 1934 que, parait-il, on s’est pour la premiére fois exprimé sur
la réponse & donner au probléme de Souslin: j’avais publié’ que la réponse
devait étre affirmative, c’est-a-dire que chaque chaine ordonnée continue
vérifiant la condition de Souslin contiendrait un sous-ensemble dénombrable
partout dense et serait donc semblable 4 un ensemble de nombres réels. Peu
aprés j'avais énoncé (avec une indication de démonstration) un théoréme
plus général affirmant I’égalité des cardinaux k& F, k2 E pour chaque chaine
ordonnée dense E,k; E étant l'infimum des cardinaux des sous-ensembles
C E partout denses dans E, ko E étant le supremum des cardinaux kX des
familles X composées d’intervalles disjoints et extraits de E 2. Plus tard,
j'ai énoncé® un “théoréme fondamental” (avec une “démonstration”) con-
cernant des tableaux ramifiés d’ensembles (= familles § d’ensembles non-
chevauchants telles que pour chaque z € § 'ensemble des Y € ¥ vérifiant
Y D X soit une chaine bien ordonnée par rapport & 2). Or, en rédigeant
ma Theése? je m’apercus de lacunes dans mes démonstrations des propo-
sitions précédentes. En méme temps, je fus & méme d’indiquer 12 propo-
sitions (hypothéses ou postulats) Py, P, ..., Pis deux & deux équivalentes
dont 'une, Pj, affirmait l'existence d’une famille disjonctive d’intervalles

BIBLIOGRAPHICAL NOTE: C.R. Acad. Sci. Paris 236 (1953), 564-565 (Note
présentée par M. Henri Villat).

IC.R. Acad. Sci. Paris 198 (1934), p. 703.

2 bid., 198 (1934), p. 882.

31bid., 199 (1934), p. 112.

4 Ensembles ordonnés et ramifiés, (These, Paris) 1935; voir aussi Publ. Math.
Univ. Belgrade, 4 (1935), p. 1-138.
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non vides, la famille devant avoir la puissance k1 E (¥ chaine dense quel-
conque) (hypothése P} correspondant au cas k) E = R; était au fond ledit
“théoréme” donnant la réponse affirmative au probléme de Souslin). Des
hypothéses P; — Pj5 ’hypothése P, est bien saisissante et affirme 'egalité du
cardinal kT de tout tableau infini T" avec I'un de ses sous-tableaux dégénérés
(c’est-a-dire dans lequel la relation de comparabilité est transitive). Remar-
quons qu'un T est tout ensemble partiellement ordonné tel que, quel que
soit z € T, I'ensemble des prédécesseurs de = dans T est une chaine bien
ordonnée C T'.

En 1950 j’ai trouvé ume hypothése de plus, disons P3, au fond
équivalente & chacune des Py,..., Ps; la voici:

HYPOTHESE P 3. Quelles que soient la chaine continue E et la famille
transfinie disjonctive de rectangles ouverts de E x E, la chaine E contient
une famille de puissance égale a celle de §, d’intervalles deuz d deuz dis-
joints.

L’hypothése particuliére P!, qui s’en déduit en y spécifiant que le
cardinal de § soit = R; est équivalente & I’hypothése P! de tout & I’heure®.

5C.R. Acad. Sci. Paris 231 (1950), p. 1113; voir aussi Publ. Math. Univ. Belgrade
4 (1952), p. 97-108, ol se trouve la liste de mes 16 travaux concernant le probléme de
Souslin. Cf, aussi T. Inagaki, J. Fac. Sci. Hokkaido Univ. (Sapporo) 8 (1939), p. 2549,
145-162.
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SUR UN PRINCIPE DE LA THEORIE
DES ESPACES ABSTRAITS

Nous allons formuler un principe de projection II(G) pour les es-
paces abstraits. Ce principe généralise notre proposition P;3 d’une Note
précédente!; P; 3 sera formulée encore en se servant d’une fonction ordinale
n2. Celle-ci combinée avec des fonctions ordinales dyadiques se préte bien
& donner l'idée de grandes possibilités au sein du transfini.

1. La multiplication cartésienne d’espaces est une opération des plus
im-portantes pour fabriquer de noveaux espaces & partir d’espaces donnés.
Or, il y a des propriétés importantes d’espaces, pour lesquelles on ne sait ou
I'on ne peut pas décider si elles se conservent par ladite multiplication; telles
sont par exemple: la propriété lindel6ffienne, le supremum des cardinaux des
ensembles isolés d’espaces, le degré de cellularité d’espaces®, etc. Puisque,
dans le cas ol ces propriétés ne se conserveraient pas, on aurait affaire a
des espaces bien bizarres, il y a lieu de formuler un principe (postulat) et
rechercher s’il est vrai, faux ou indépendant dans chaque classe particuliere
d’espaces. Il nous semble que ce principe occupe une place & part dans la
théorie des espaces abstraits. Le voici:

PRINCIPE II(G) DE PROJECTION. Quelle que soit la famille disjonctive
® d’ensembles ouverts extraits du carré cartésien d’un espace infini E,
celui-ci contient une famille disjonctive de puissance égale d celle de ® et
composée d’ensembles ouverts, en formules 3 s(E?) = sE;.

BIBLIOGRAPHICAL NOTE: C.R. Acad. Sci. Paris, 236 (1953), 655-657 (Note
présentée par M. Maurice Fréchet au séance du 16 février 1953).

1C.R. Acad. Sci. Paris 236 (1953), 564.

2C.R. Acad. Sci. Paris 205 (1937), 1196.

3E Etant un espace, GE ou G(E) est la famille des ensembles ouverts C E. Pour
une famille F d’ensembles, 8F désigne le supremum des cardinaux kH des familles dis-
jonctives H C F. Le cardinal s(GE) sera désigné aussi sE et s’appelle le degré de
cellularité de E (cf. notre Thése, Paris, 1935, p. 131; aussi C.R. Acad. Sci. Paris 204
(1937), 325).
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Le principe II(G) est démontrable pour la classe des espaces distanciés
aussi bien que pour celles des espaces totalement bien ordonnés. Dans le
cas des espaces totalement ordonnés, II(G) coincide avec notre proposition
Py 3! [qu'on exprime encore en disant que n(a) = a pour tout ordinal a 2] ou
encore avec I’hypothése que, quel que soit 'ensemble ordonné T dont aucun
point n’est précédé de deux points incomparables, on ait k7' = supkX, X
parcourant la famille des chaines et des antichaines C T (antichaine veut
dire: ne contenant aucun couple de points distincts comparables).

Etant donné que la formulation de 'hypothése en se servant de la
fonction n est trés commode, voici la définition de celle-ci.

2. A chaque ordinal & on associera ’ensemble ordonné C(a) comme
il suit?. C(a) sera composée de toutes les wy41— suites d’ordinaux < wq
et de toutes les sections commengantes de cells-ci; C(a) sera ordonné par
le procédé disant qu'un z € C(c) précéde y € C(a) si, et seulement si =
est une section commencante de y. Cecci étant, soit n(a) 'un des nombres
a,a + 1 25; si pour tout ordinal & l'on postule 'égalité R, o) = supkX,
[X C C(a), chaque chaine C X et chaque antichaine C X est < R,], alors
notre “théoréme” (hypotheése)® de 1934 et 1935 s’exprime par n(a) = «
pour tout a; en particulier, notre hypothése n(0) = 0 est équivalente &
la réponse affirmative au probléeme de Suslin®. Clest que, comme nous
’avons remarqué ailleurs 7 nous croyons que notre hypothése (ng) disant que
n(a) = a pour tout ordinal « est plutét un postulat indépendant d’autres
axiomes courants de la théorie des ensembles. L hypothése (ng) est la plus
simple parmi d’autres et en particulier impliquant n(0) = 0 correspond
dans ce cas 4 notre idée d’'un temps mathématique s’écoulant sans cesse
continiiment de telle sorte qu'il soit le seul continu maniable n’admettant
aucune infinité non dénombrable de durées séparées. Mais I’hypothése simple
(no) est infiniment moins riche que lhypothése (n;) disant que n(a) =
a + 1 pour tout ordinal «, et en particulier que n(0) = 1. Méme, § étant
une “hyper-suite” dyadique quelconque — pour tout «,d(a) € {0,1} - on
peut considérer U'hypothése (ng + 8) disant que n(a) = a + §(a) pour tout
a. Les hyper-suites constantes 0 et 1 redonnent resp. (ng) et (n;) comme

4Cf. Bull. Acad. Sci. U.R.S.S,, s. math. 11 (1947), 59-74.

5Voir Thése, p. 105 (th. 1) et p. 132; aussi C.R. Acad. Sci. Paris 202 (1936), 185.
8Voir A. Denjov, C.R. Acad. Sci. Paris 236 (1953), 437.

7Voir Thése,p. 2, 134; aussi C.R. Acad. Sci. Paris 202 (1936), 187.
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deux cas extrémes d’une immensité inconcevable d’hypothéses montrant des
possibilités logiques incroyables au sein du transfini®.

3. THEOREME. Pour tout espace infini E pour lequel le principe I1(G)
s’applique, la suite s(E™) (1 < n < wp) est constante®.

Sans recourir explicitement & II{G) ce théoréme est démontrable pour
des espaces distanciés et des espaces totalement bien ordonnés; pour des
chaines ordonnées infinies E la suite s(E™)(2 < n < w) est constante. Le
cas des espaces partculiérement intéressants relativement a II(G), c’est le
cas des espaces uniformes.

4. Le principe II(G) est & comparer au théoréme qu’'on prouve sans
se servir de I1(G) et que voici: Quel que soit lordinal a, il y o deuz familles
Fa, Fl, d’ensembles vérifiant

5Fy =Ro = 8F, 5(Fo x Fl) =2,

Ce théoréme généralise celui de M. Sierpinski !, qu’on obtient en y substi-
tuant zéro et X; au lieu de a et 2%« respectivement.

5. On peut envisager encore le principe J) qu’on obtient 4 partir de
I(G) en y remplagant les familles consdérées par des ensembles isolés.

8D’une fagon analogue, en posant 280 = R N(0)> OUS croyons qu'on peut prendre
pour N(0), n’importe quel ordinal > 0 non confinal avec wy, en particulier, on peut poser
N(0) = 1,w1 ou N(0) = le premier ordinal inaccessible [cf. loc. cit. 2].

9A ce propos, cf. E. Marczewski, Fund. Math. 34 (1947), 127-143.

10Fund. Math. 33 (1945), 299-302.



EIN LEMMA UBER TRANSFORMATIONEN

Gewidmet zur treuen und freundlichen Erinnnerung an den Kollegen H.L. Schmid

1. Fiir eine Menge S und eine Kardinalzah! r sei (f) die Menge aller
Teilmengen von S, die r Elemente haben: (%) = {z| z C S,kz = r}; kz
bezeichnet die Kardinalzahl von z. Falls r > kS ist, sei (f) = v (leere
Menge).

2. LEMMA. Sei f eine Abbildung von S in (3); d.h., dap f(z) fir jedes
z € S eine wohlbestimmte Untermenge von (3) ist. Sei:

L {£}CUy (ye flz),z€S9);
II, Wennye (3), danny e U f(z);
z€Y

I, (n) kf(z) < n, n bezeichne dabei eine Kardinalzahl.
Dann ist

(1) kS < 2n?; insbesondere kS < n, falls n > Ro.

2.1. Beweis. Setzen wir voraus, (1) sei nicht erfiillt, also
(2) kS > 2n?.
Sei eine Teilmenge von S, so dafi .
(3) kY =n
(4) Z= U:z:, (z € f(z),yeY)

BIBLIOGRAPHICAL NOTE: Math. Nachr. 19 (1958), 186-189, (Eingegangen
am 12.11.1957).
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dann ist

(5) n<kZ<n-n-2.
Nach (2) und (5) hdtte man S\Z # v; sei dann

(6) ae S\Z

Als Folge von I hat man Y C Z, also auch a non € Y; d.h. y # a und
daher {y,a} € (5) fiir jedes y € Y. Nach II, hat man

(7 {v,a} € f(¥) U f(a).

Wire nun {y,a} € f(z) fiir ein y € Y, so wire ein Summand z in (4), und
daher a € Z, entgegen (6). Also ist fiir kein y € Y {y,a} € f(y); nach (7)
bedeutet das, daB fir jedes y € Y {y,a} € f(a) gilt; daher miiite entgegen
der Bedingung I, (n) kf(a) > kY = n, d.h. kf(a) > n sein.

Man hat also nicht (2) sondern (1). Wenn n unendlich ist, gilt 2n? = n,
und die Relation (1) wird kS < n.

Somit ist das Lemma vollstinding bewiesen.

2.2. Bemerkung. Es ist zu beachten, daf in der Voraussetzung
III;(n) das Zeichen < steht, wihrend in der Behauptung die Relation <
vorkommt.

3. Allgemeiner haben wir folgenden

SATZ. Seien S eine Menge und n, r positive Kardinalzahlen.

Sei f eine Abbildung von S in (f), so daf folgende 8 Bedingungen
erfullt sind:

I {z} CUy (yef(z),z€8);
Il, Wennye€ (), danny € U f(z);
z€Y

ITI, (n) kf(z) <n fir jedesz € S.
Falls dann r < n > Ry ist, so gilt

1) kS <n.

3.1. Der Beweis ist dhnlich dem vorangegangenen Beweise des Lem-
mas. Wire (1) nicht wahr, so konnten wir wie vorher die Mengen Y und Z
betrachten. Man hétte

n<kZ<n-n-r, ZCS,
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und die Kardinalzahl von S\Z wére groer als r — 1. Sei dann A eine
Untermenge von S\Z, sodal kA =r— 1. AusY C Z folgt ANY = v.
Dabher ist

@) wuae (%) wev

Nach II, hitte man

i

WUde f@)U|Jfle) (acdyey).

Gibe es nun ein y € Y mit (y) UA € f(y), so wire (y) U A ein Summand in
(2.4) und daher A C Z, entgegen A C S\Z. Also wire fiir jedesy € §

3) WUAe|Jfa) (acA).

Betrachten wir die Menge

4 Uf@) (a€A).

Die Kardinalzahl derselben ist kleiner als n - kA = n(r — 1) = n, also gilt
(5) k(4) <n.

Andererseits ziehen die Relationen (2) und (3) und die Bedingung II, die
folgende Relation nach sich: y € (4) fiir jedes y € Y. Demnach ist Y C (4)
und k (4) > kY =n, d.h. k (4) > n, entgegen der Ungleichheit (5).

3.3. Hier kann man in bezug auf < n und < n in III.(n) und (3.1)
dasselbe wie in §2.3 bemerken.

4. Bemerkungen. ;

4.1. Fir jede Menge S gibt es eine Abbildung f fon S in (f ), so daf§
die Bedingungen I und II, befriedigt sind: Es genigt, fiir jedes z € S durch
f(z) die Menge aller y € (f) mit £ € y zu bezeichnen. Somit hat man, wenn
man von der Bedingung III.(n) absieht, keine Einschrinkung in bezug auf
kS.

4.2, Derselbe Schluf) gilt, wenn man von der Bedingung II, absieht:
Es geniigt, durch f(z) einy € (f) mit z € y zu bezeichnen.
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5. Fir eine Ordinalzahl « sei I(e) bzw. I[o] die Menge aller Ordi-
nalzahlen < « bzw. < a.

5.1. LEMMA. Fdur jede Ordinalzahl a > 2 gibt es eine Abbildung f
von I(a) in (I (2"‘)), so daf} die Bedingungen I, Iz, I1I(ka) befriedigt sind.
Wenn auferdem a > w ist, so gibt es fiir jedes 0 < r < w eine Abbildung f,
von S = I(a) in (), so daf I -111,(ka) befriedigt sind.

Man kann f, folgendermafen definieren: f.(v) = {0,1;r — 1} fiir
0<v<r;firjedesr <v<asef(v)= (I[r"]).

5.2. KOROLLAR. Fiir jede natirliche Zahlr > 0 gibt es eine Abbildung
von I(wy) in (I(‘:‘)), so dafl die Bedingungen 1., 1L, II1.(R,) befriedigt sind.

6. SATzZ. Die Gleichheit 2%« = W, ist logisch gleichwertig mit
folgender Aussage:

Es gibt eine Menge S von der Mdchtigkeit 28« und eine Abbildung f,
von S in (3), so dap die Bedingungen Iy, I, IIIy(Ro41) befriedigt sind.

Der Satz ist eine Folge von Satz 3 und Lemma 5.1.

Ist insbesondere ¢ = 0,5 = R (= die Menge aller reellen Zahlen),
so kann man jedes {a,b} € (%) als abgeschlossenes Intervall [a,b]z von R
deuten, und aus Satz 6 folgt folgender

6.1. SATZ. Die Kontinuumhypothese 2% = X, ist logisch dquivalent
mit folgender Aussage P:

P Jeder reellen Zahl z kann man ein abzdhlbares' System f(z) von
Segmenten von R so zuordnen, daff z € y fir jedes y € f(z) und dabei kein
Segment von R ausgeschlossen ist?.

6.2. Sei S eine Menge von einer Michtigkeit > 1; damit kS = Ra41,
ist notwendig und hinreichend, daf eine Abbildung f> von S in (5) existiert,
so daf die Bedingungen Ip, Ily, III; (Rq41), nicht aber IIly(n) fiir n < R,

befriedigt sind.

1 Abzihlbar bedeutet: endlich oder von der Machtigkeit Rg.

2W. Sierpinski, Sur une propriété de la droite équivalente & Uhypothése du con-
tinu, Ganita 5 (1954), 113-116. Die vorliegende Note wurde durch diese Arbeit von W.
Sierpinski veranlafit.



GENERAL CONTINUUM HYPOTHESIS
AND RAMIFICATIONS*

1. Introduction and summary. Let W be a well-ordered set; for
any set S, let

(1) . SW) or Y

denote the system of all functions on W to S; in particular, if a,8 are
ordinal numbers, let a(8) be set of all the B-sequences of ordinals < ¢, i.e.

(2) o(B) = Ia(IB).
For example, 2(w;) is the set of all the w;-sequences of digits 0, 1.
Let us put ’
(3) TsW) = J5(X),
X

X running over all initial segments of W. Consequently, T'2{w, ) is the set
of all the dyadic sequences whose length is < w;. The set (3) is regarded as
ordered by the relation

= meaning: to be initial portion of.

In particular - means = and #.

One easily proves that the set (3) is a tree, i.e. that for every point =
of (3) the set of all the elements each of which is - z is well ordered.

BIBLIOGRAPHICAL NOTE: Fund. Math. 47 (1959), 29-33 (Received 30 06
1958).

*The second part of the results was presented 23.12.1953 in Belgrade at the Math-
ematics Institute of the Serbian Academy of Sciences. For the first part see Kurepa
(2].
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The investigation of sets T2(w,) and, in general, of sets of the form
(3) is very important and involves enormous difficulties. In particular, we
showed that the the problem whether every non countable subset of T2(w;)
contains an uncountable chain or an uncountable antichain is equivalent to
the Suslin problem (cf. Kurepa, [1, p. 106,124, 132, P4 + Ps)).

In particular, the following two propositions are mutually equivalent:

(A) Every subset S of T2(w1) of cardinality N, such that every an-
tichain of S is < Vo contains a chain of cardinality Rq;

(S) Every linearly ordered dense set such that every system of its dis-
jointed intervals is < Ry s similar to a set of real numbers ordered according
to their magnitude.

Now, it is extremely interesting that the continuum hypothesis can be
equivalently expressed in terms of sets T2(w,) and in connection with the
existence of some chains in subsets of T2(w,). In particular we shall prove
the following theorem (cf. Theorem 3.2).

THEOREM. The continuum hypothesis 2%° = R, is equivalent to this
statement

(Do) If an initial portion P of length wy of T2(ws) contains no chain
with Ry 1-s, i.e. if for every chain C C P the set sup C contains < R, times
the digit 1, then P contains a chain of cardinality Ny (obviously composed
mainly of 0-s).

This theorem is a corollary to a general theorem dealing with analo-
gous sets T2(w,) (cf. the main theorem 3.1).

The proof of the theorem is based on a theorem (Theorem 2.1 below)
on regressing functions proved in another paper (Kurepa [2]).

2. Auxiliary theorems. In another paper we have proved the
following theorem [2, Theorem 3.2].

THEOREM 2.1. Let w, be a regular initial uncountable ordinal number.
Let S.; be a sequence of nonvoid pairwise disjoint sets so that kS, <
kwy. Let M be a set of cardinality Ny of ordinals < w, such that in the
space I, of ordinals < w, the complement of M contains no closed set of
cardinality kw,. Let f be a mapping of My = |JS, (1 € M) into S =
US.: such that z € Sy, u > 0, imply fz € Sy with B(u,z) < p
(0 € M). Then there exists a y € fMy satisfying k{f 'y} = kw,, i.e.
f is constant in a set of cardinality X,.

On the basis of this theorem we have proved the following theorem.
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THEOREM 2.2. Let T be a system of sequences of ordinals < w such
that every initial segment of every element of T belongs to T; let w, be
such that wy is regular and that 1 < kR, T < R, (@ < w,). If no ordered
chain of T contains R digits# O, then T contains a w,-chain (terminating
necessarily with 0’s). (Cf. Kurepa [2, Theorem 4.1].

Remark. It is interesting to observe that the elements of sequences
forming T might be composed of digits 0, 1 only. Some elements of T might
be sequences of digits # 0 only; but what matters is the existence of a chain
of cardinality X, of elements of T all terminating with 0’s.

THEOREM 2.3. Let T be a tree every node of which is < N, and
1< kR, T <R7. Let us suppose that R is regular and that there ezists a
mapping f of T into Iw; such that:

1° f is one-to-one in every knot of T;
2° the set {f 10} of points of T each of which is transformed into 0
intersects every chain of T whose cardinality is N .

Then the tree T contains a chain of cardinality N,.

As a matter of fact the existence of the preceding function f enables us
to give a representation of T' in the form of a system of sequences occurring
in theorem 2.2. Let z € T and T'(-,z] = {yly € T,y < z}. Then fz as well
as fx' is an ordinal for every z’ < z; then fT'(,z] is a sequence of ordinals
< w; and one easily proves that the system S = {fT'(-,z]|z € T} is the
required set of sequences: the mapping £ — fT'(-, z] is a similarity between
T and S.

The system S is a tree of the kind we examined in Theorem 2.2, except
that the length of every element of S is an isolated ordinal; joining to S also
the initial portions of the second kind of every element of S, one gets a
system T} like that in theorem 2.2. And one sees that T; contains a chain
of cardinality R, ; therefore the tree S as well as the given tree T' contains a
chain of cardinality RN,, which is what was required.

And now we are going to prove the main result of this paper.

3. Main theorem.

THEOREM 3.1. For any ordinal o the following statements (Cq) and
(D) are mutually equivalent:

(Ca) 2Ma = Rot1.

(Do) Let D be an initial portion of the tree Two(wa+2) composed of all
functions on Iwy o into Iw,. If the length of D is way2 and if D contains



General continuum hypothesis and ramifications 463

no chain with more then R, digits # 0, then D contains a wy42-sequence
(obviously terminating with 0’s each).

Proof of Theorem 3.1. (C,) implies (Dg).
At first, let us prove the following lemma.
LEMMA 3.1. Relation (C,) implies

(4) kR, D < Na+1 (l/ < wa+2).

As a matter of fact we infer by induction that first of all

kR,D < 3R

v <v

therefore, in particular
kR, D <Y Na“*+' < N¥ — (by hypothesis (Ca)) = N
e = a < R = (by hypothesis (Ca)) = Rot1.

Hence, relation (4) holds for ¥ < wy41. Suppose now that

Wat1 S ¢ < Way2

and that (4) holds for every v < (; let us prove (4) also for v = ¢. If ¢
is isolated, all is obvious. If ¢f{ = wy1, then in virtue of the supposition
in (D,), every element z of R.D, being a (-sequence of ordinals of Jwq,
terminates with a wq.1-sequence of 0’s; therefore

kR¢D <> kR D < (by induction hypothesis) < Ra41k¢ = Rat1-

It remains to prove the case 1 < 7 < wyy1 where 7 = ¢f{. Then let
Po < B1 <...< By <...bean increasing 7-sequence of ordinals converging
to {. Then every = of R¢D is the supremum of a well-determined 7-sequence
zPr € Rgr, D.

Now the number of all such 7-chains is < J],. kRg_, D < (by hypoth-
esis) < [T, <, Ra+1 < N33, = (by hypothesis (Ca)) = (2Ne)Re = Roy.

Consequently, relation (4) holds.

Now, the length of D is, by hypothesis, wq2; consequently, 