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PREFACE 

This book consists of 48 selected mathematical papers of Professor Duro 
Кшера taken from the list of 189 of his papers published in the Volume 57 (71), 
1995 of the Publications de l'Institut MatMmatique dedicated to him. Тћеу are 
divided into six separate sections еасћ representing а subfield of Set Theory, Discrete 
Mathematics, General Topology, or Number Theory, where most (but not аШ) 
of his mathematical achievement can Ье found. Еасћ section is preceded Ьу а 
commentary Ьу one (or two) members of the Editorial Committee which шау help 
the reader in placing Kurepa's work inside the particular area. АН papers ћауе 
been retypeset, and so we ћауе used this opportunity to correct many typographical 
errors found in the original published papers. More serious corrections are marked 
with an asterisk and followed Ьу an editorial footnote. It should also Ье noted that 
in the original papers Kurepa's first name appears in several different variations 
such as Georges, Georg, Gjuro, Djuro, etc. In this edition his name is written 
uniformly as Duro. 

We ћауе received а considerable help in preparing this book from many of 
ош colleagues either in the form of proofreading or in the form of some useful 
comments. Among them we are especially grateful to Dragan Бlagojevic, Kosta 
Dosen, Iliјав Farah, Slobodanka Jankovic, Aleksandar Lipkovski, Mila Mrsevic, 
Tanja Ostrogorski, Predrag Tanovic and Slobodan Vujosevic. 

Editorial Committee 



DURO KUREPA 

Duro Кшера was born оп August 16, 1907 in Majske Poljane пеы Gli­
па in Srpska Krajina as the fourteenth and last child of Rade and Andelija 
Kurepa. Не went to elementary and high school in Majske Poljane, Glina 
and Krizevci. Не got his diploma in theoretical mathematics and physics at 
the Faculty of Philosophy of the University of Zagreb in 1931. Кшера spent 
the years 1932-1935 in Paris at the Faculte des Sciences and the College de 
France. Не obtained his doctoral diploma at the Sorbonne in 1935 before а 
committee whose members were Раиl Montel (president), Машјсе Frechet 
(supervisor), and Arnaud Denjoy. Не received his post-doctoral education 
at some of the wor!d's best institutions: Ље University of Warsaw and the 
University of Paris (1937), and after Ље Second World War he visited Саm­
bridge (Massachusetts), the mathematical departments of the U niversities 
of Chicago, Berkeley and Los Angeles, and the Institute of Advanced Studies 
in Princeton. 

Kurepa's first employment was at the University of Zagreb in 1931, 
as ап assistant in mathematics. Не Ьесаmе ап assistant professor at the 
same institution јп 1937, associate professor in 1938, and fuП professor in 
1948. Не stayed јп Zagreb until1965 when he moved to Belgrade where he 
was invited to Ье fuП professor at the Faculty of Science of the University 
of Belgrade. Не remained there until his retirement in 1977. Meanwhile, 
he was а visiting professor at Columbia University in New York (Summer 
SchooI1959), and Boulder, Colorado, in 1960. Besides the university teach­
ing, Kurepa also worked successfully in organizing scientific work, too, and 
was very active јп administrative matters. Thus, Кшера was Ље chairman 
of the Mathematical Department of the Faculty of Philosophy in Zagreb; 
then since 1970 till1980 chairman of the Mathematical Seminar of Ље In­
stitute of Mathematics of SANU (the Serbian Academy of Sciences and 
Arts). Professor Kurepa was the founder and president of the Society of 
Mathematicians and Physicists of Croatia, and president of the Union of 
Yugoslav Societies of Mathematicians, Physicists and Astronomers. Не was 
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also president of the Yugoslav National Committee for Mathematics, as wеП· 
as president of Ље Balkan Mathematical Society. Furthermore, ће was the 
founder and for mапу years the main editor of the scientific mathematical 
journal Mathematica Balkanica, now published in Sofia. Kurepa was al­
so а member of the editorial board of BelgТade's Publications de l'Institut 
Mathematique, and the German journal Zeitschrijt Jii.r mathematische Logik 
und Grundlagen der Mathematik. 

Professor Kurepa earned mапу awards, honors and distinctions. Не re­
ceived the highest prize offormer Yugoslavia, the Award of AVNOJ (1976). 
Не was а fuП member of SANU, the Academy of Science of Bosnia and 
Herzegovina, and а corresponding member of JAZU (Yugoslav Academy of 
Sciences and Arts) in Zagreb. Also, ће was а member of the Tesla Memorial 
Society of the U.S.A. and Canada (1982), the Bernhard Bolzano Charter, 
and the Gramata Marin Drinov of the Bulgarian Academy of Science (Sofia 
1987). 

Тће scientific output of Professor Kurepa was tremendous. Не риЬ­
lished more than 200 scientific papers, апd·шоrе than 700 writings: books, 
articles, reviews. Нis papers were published in journals аН around the 
world, and some of them in the most recognized mathematical journals 
such as: Mathematische Annalen, Izvestiya Akademii Nauk SSSR, Funda­
menta Mathematicae, Acta Mathematica, Comptes Rendus de l'Academie 
des Sciences, Bulletin de [а Societe Mathematique de France, Zeitschrijt jii.r 
mathematische Logik und Grundlagender Mathematik, Journal оЈ Symbolic 
Logic, Pacific Journal оЈ Mathematics. Мапу of his manuscripts were trans­
lated into English, French, Italian, and other languages. Kurepa also wrote 
about 1000 scientific reviews. Не delivered scientific talks at mапу universi­
ties of Europe, America and Asia; for example, at Warsaw, Paris, Moscow, 
Jerusalem, Istanbul, Cambridge, Boston, Chicago, Berkeley, Princeton and 
Peking. As Kurepa himself told опсе: "! lectured at almost еасћ of nineteen 
universities of (former) Yugoslavia, then in almost every European country, 
then in Canada, СиЬа, Israel and Iraq, and I gave at least ten lectures in 
еасћ of the following countries: France, Italy, Germany, the Soviet Union 
and the United States." Не participated at dozens of international scien­
tific symposia, and шапу of them were organized Ьу himself (for example, 
the international conferences in topology in Herceg Novi 1968, Budva-ВесiCi 
1972, Belgrade 1977). . 

Тће influence of Professor Kurepa оп the development of mathematics 
in Yugoslavia was immense. As а professor of the University of Zagreb ће 
introduced several mathematical disciplines, mainly concerning the founda­
tions of mathematics and set theory. This is best witnessed Ьу the following 
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words of 8ibe Mardesic, а professor of at the University of Zagreb: "With 
his work and influence at the University of Zagreb, particularly introducing 
modern aspects into mathematics, he gained great benefits for ош commu­
nity." 1 

Нis arrival to Belgrade in the mid-sixties, and the subsequent influ­
ence he had оп the mathematical community there, тау Ье described with 
almost the same words. Professor Кшера exposed the newest resu1ts in 
diverse mathematical disciplines through many seminars, courses and talks 
which he delivered at the Faculty of 8ciences and the Mathematical Insti­
tute. The topics of his lectures were among others: the construction of 
Cohen forcing, some questions concerning independence results in cardinal 
and ordina1 arithmetic, ordered sets and general topology. But he was at­
tracted to other mathematical topics, too. Не gave valuable contributions 
to ana1ysis, algebra, number theory, and even to those mathematical dis­
ciplines which were just appearing, as computer science, for example. The 
universality of his spirit is portrayed Ьу the 1ist of university courses he 
taught: Algebra, Analysis and Topology. 

Ву publishing his doctoral dissertation in extenso in Belgrade's РuЬ­
lications ае l'Institut Mathematique in 1935, Кшера made а first contact 
with the Belgrade mathematical community. In the beginning of the fifties 
these contacts Ьесате deeper and more frequent. 80, from а work2 of Pro­
fessor Zlatko Mamuzic we learn that Кшера was invited already in 1952 to 
visit the University of Belgrade. Оп this occasion he gave talks оп the the­
ory of matrices, and held а seminar with topics in set theory, topology and 
algebra. In the same text we find the names of attendants of the seminar: 
Professor Mamuzic himself, Caslav 8tanojevic (who later Ьесате Professor 
of the University of Rolla, Missouri), 8imon Cetkovic (later Professor of the 
Facu1ty of Electric Engineering in Belgrade), Mirko 8tojakovic (Professor 
of Algebra of the University of Novi 8ad) and others. Ву attending these 
seminars, many mathematicians gained ideas for their mathematical papers, 
while graduate students obtained themes for their master and doctoral the­
ses. Мanу of these themes were formulated or initiated Ьу Кшера. These 
works include virtuaHy аН doctoral theses of the older generation of topol­
ogists, and many algebraists from аН over Yugoslavia: 8vetozar Кшера, 
Zlatko Mamuzic, 8ibe Mardesic, Pavle Papic, Viktor 8edmak, and а few 

1 Pro[essor Duro Kurepa, Glasnik Mat. 28(48) (1993), 333-343. 
2 Povodom 35 godina knjige " Теопја skupova" pro[esora dr Dure Kurepe (Оп the 

occasion о[ 35 years о[ the book "Set theory" о[ Duro Kurepa), Istorijski spisi i2 matema­
tike i mehanike, Istorija mаtеmаtiёkih i mеhаniёkih nauka, knj. 2, Маtеmаtiёki institut, 
Beograd, 1989. 
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years later, Ljubomir Ciric, Rade Dacic, Milosav Marjanovic, Veljko Peric, 
Milan Popadic, Ernest Stipanic and Mirko Stojakovic. Professor Kurepa was 
supervisor (altogether 42 times) or member of examination boards for doc­
toral dissertations for many other mathematicians: Miroslav Asic, NataSa 
Bozovic, DuSan Ciric, Nada MiliCic, Aleksandar Ivic, Milena Jelic, Gojko 
Kalajdzic, Ljubisa KoCinac, Zarko Mijajlovic, Marica Presic, Zoran Sami, 
Stevo Todorcevic, Ratko Tosic, and others. Many of these mathematicians 
continued and developed further Kurepa's work. 

Professor Kurepa had contacts with many mathematicians from аН 
around the world. Thanks to him some of these mathematicians visited 
Belgrade: А. Tarski, Р. Alexandroff, М. Krasner, N.A. Shanin, К. Devlin 
and others. Professor Kurepa was especially proud of his encounter with 
Nikola Tesla, the great Serbian scientist and engineer, with whom Kurepa 
was fascinated. 

Kurepa was attracted to many areas in mathematics. Не was especial­
ly interested in Set Theory, General Topology, Foundations of Mathematics, 
Number Theory and Algebra. His work includes themes оп partially ordered 
sets, particularly trees, the Continuum Hypothesis, the Principle of Math­
ematical Induction, cardinal functions in topology, the general theory of 
uniform and metric spaces, fixed point theorems, the so-called left factori­
al function, and some problerns in matrix theory. However, we shall not 
discuss here his mathematical achievements, since this will Ье done in the 
articles which precede various parts of this selection of his mathematical 
papers. 



А. THEORY OF PARTIALLY ORDERED SETS 

А[35] Ensembles ordonnes et ramijies, РиЫ. МаЊ. Univ. Belgrade 4 (1935), 1-
138. 

А[37] Ensembles lineaires et unе classe ае tableaux ramijies (ТаЫеаuх ramijies ае 
М. Aronszajn), РиЫ. Math. Univ. Belgrade 6/7 (1937/38), 129-160. 

А[37а] Тransjormations monotones des ensembles partiellement ordonnes, C.R. Acad. 
Sci. Paris 205 (1937), 1033-1035. 

А[40] Иnе propriete des jamilles d'ensembles Ыеn ordonnes lineaires, Studia Math. 
9 (1940), 23-42 . 

А[40а] Тransjormations monotones des ensembles partiellement ordonnes, Revista 
de Ciencias (Lima) 42 No 434 (1940), 827-846;43 No 437 (1941),483-500. 

А[42] А propos а'unе generalisation ае la notion d'ensembles Ыеn ordonnes, Acta 
Math. 75 (1942), 139-150. 

А[48] Sur les ensembles ordonnes denombrables, Glasnik Mat. Fiz. Astr. (2) 3 
(1948), 145-150. 

А [48а] L 'hypothese аu continu et le probl~me ае Souslin, РиЫ. Inst. Math. Belgrade 
2 (1948), 26-36. 

А[50] Ensembles partiellement ordonnes et ensembles partiellement Ыеn ordonnes 
РиЫ. Inst. Math. Belgrade 3 (1950), 119-125. 

А[52] Оп а characteristic property ој jinite sets, РасШс Ј. Math. 2 (1952), 323-326. 

А[54] Sur les jonctions reelles dans la јаmШе des ensembles Ыеn ordonnes des 
nombres rationnels, ВиН. Internat. Acad. Yugosl. Cl. МаЊ. Phys. Тесћ. 
(N.S.), 12 (1954),35-42. 

А[56] Ensembles ordonnes et leur sous-ensembles Ыеn ordonnes, СЯ. Acad. Sci. 
Paris 242 (1956), 2202-2203. 

А [57] Partitive sets аnа ordered chains, Rad JAZU 302 (1957), 197-235. 

А [57а] Оп а пеw reciprocity, distribution аnа duality law, РасШс Ј. МаЊ. 7 (1957), 
1125-1145. 
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The most important publication in this group is Kurepa's thesis А[35] written 
under the direction of М. Frechet. It was the first systematic study of trees and 
raтified partially ordered sets and of their close relationship to linear orderings. 
It was the source of тanу crucial notions and problems in this area such as, for 
exaтple, the notions of Aronszajn and Souslin tree. 1t is the source of the problem 
whether inaccessible cardil1als have the tree ргорепу ј.е., whether they satisfy the 
analogue of K6nig's infinity lemma, which was later proved Ьу Hanf, Tarski and 
others ([12]) to Ье equivalent to the large cardinal property of weak coтpactness. 
Тrees are classified in §8 А 11 as "large", "etroit" and "ambigu" according to their 
heights and widths. The very thin and tall trees ("etroit") always have cofinal 
branches ј.е., chains intersecting every level (Theorem 5ЫВ). This is а fine result 
representing а recurring theme in applications of trees, еэресјаНу in the partition 
calculus. This result was also а эошсе of the problem whether the эате fact јэ true 
about the class of slightly wider trees ("ambigu") ј.е., the trees of height equal to 
some cardinal 8 and whose levels аге now only assumed to Ье of size < 8 (rather 
than < л for some cardinal л < 8 as it was the саэе with the trees in Theorem 5ЫВ ). 
This јэ the problem known today as the problem whether 8 has the tree ргореПу. 
For 8 = Ц)1 the problem was solved in June 1934 Ьу N. Aronszajn and appeared 
(with an acknowledgement) as Theorem 6 of А[35]. According to the footnote оп 
the saтe page, Aronszajn constructed his tree as а subtree of the tree of all 1 - 1 
sequences from Q<"-'l, while Kurepa's version of the proof presented in А[35] (and 
also in А[37]) was to build such а tree inside the tree aQ (denoted Ьу ао) of аН 
(nonempty bounded) well-ordered subsets of rationals. This is the construction 
most frequently used in subsequent expositions of this result. 1n the sequel А[37; 
§27] he modified his construction in order to produce an Aronszajn tree with the 
surprising property that it is а union of countably тanу antichains, thus introducing 
yet another remarkable notion, the notion of а special Aronszajn tree. (1t is known 
today that эоте саге is needed to get such а tree, as it is possible to have nonspecial 
Aronszajn subtrees of both aQ and the set of юl 1 - 1 sequences from Q<"-'l; see 
[1] and [6].) The problem whether inaccessible cardinals have the tree property 
appears in §10.3. 1n the эате рlасе there is а remark that cardinals 8 of the form 
Ц)iЭ+1 carry 8-Aronszajn trees. Кшера mentions neither that some form of GCH was 
used nor that Ц)iЭ is assumed to Ье а regular cardinal, since this is really the context 
in which the proof from the саэе 8 = Ц)1 generalizes without much difficulty. The 
first {иН description of this generalization is given Ьу Specker [25]. That some form 
of GCH јэ needed for such а construction was proved much later Ьу Mitchell and 
Silver [18]. 1mmediately after this in §10.4 one finds another remarkable problem 
asking whether every Aronszajn tree is а subtree of aQ, а problem which he would 
later frequently restate in even clearer form: 1s every Aronszajn tree special? (At 
the end of §1 in А[40а] there is а remark which says that it was this problem which 
originally prompted Kurepa's extensive work оп strictly increasing mappings from 
trees lnto the reals.) 1n fact, in А[40а; 2.44] one finds an even more far-sighted 
version of the problem: 1s every tree with по uncountable branches and with levels 
of size < с special? Не repeated this problem оп several occasions and this is what 
he had to эау about it in А[35; §10.4]: "Le probleme precedent est tres interessant et 
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important; en уоНа un autre, plus difficile encore, qui оссире, а notre avis, une place 
particuliere dans l'ensemble des problemes mathematiques concernant la theorie 
des ensembles." The problem was solved more than 30 years later, first in the 
context of поп-ен Ьу Baumgartner-Malitz-Reinhardt ([4]) and then in the context 
of ен Ьу Jensen ([7]) requiring one of the deepest applications of the method of 
forcing since its original invention. In the same 10.4 one finds yet another beautiful 
problem, "probleme miraculeux I": Are every two uniformly branching Aronszajn 
trees isomorphic? Не also mentions the related question: Is there а homogeneous 
Aronszajn tree? Kurepa was fascinated Ьу the problem because in Theorem 1 of 
§10.5 he proved that every two countable infinitely branching trees of the same 
height are isomorphic. 80 if Т and Т' are two uniformly branching trees of height 
(Џ1 and with countable levels, then for all о: < (Џ1, Т r о: and Т' r о: are isomorphic, 
but from this we cannot conclude that Т and Т' are isomorphic (let Т Ье Aronszajn 
and Т' Ье non-Aronszajn). This phenomena has reappeared much later in the field 
of Model Theory: there exist two nonisomorphic Loor..J,-еquivаlепt models of size N1 
(see [5, р. 45]). The "probleme miraculeux 1" was solved Ьу Gaifman-8pecker [10]: 
There exist nonisomorphic Aronszajn trees. The "These" А[35] also contains the 
description of various operations оп trees corresponding to the product and sum of 
linear orderings. 

The paper А[42] is one of Kurepa's best written and most frequently cited 
papers. It is an exposition of the classification of trees which he started in his 
"These" but now with particular emphasis оп trees of height (Џ1. Не, of course, 
mentions Aronszajn trees and the "premier probleme miraculeux" about them. But 
now he turns his attention to the class of UJ1-trees ("8uites (8)") with countable 
levels which are in some sense orthogonal to Aronszajn's: every node of Т is а 
member of an UJ1-branch. It was there that Kurepa pointed out the crucial problem 
about these trees which ће couldn't solve: evaluate the number of аН UJ1-branches 
of such Т. The possibility that this number ("РUмТ") is of size > N1 is known 
today as Кuтера '8 Hypothe8i8 which has been а subject of considerable interest 
among mathematicians since the publication of А[42] and especiaHy since 8ilver 
[24] showed that its negation is equiconsistent with the existence of an inaccessible 
cardinal. The paper А[42] also introduces (under an equivalent description) the 
tree "/1;' of all sequences 8: о: -+ UJ (о: < (Џ1) which are nonzero оп at most finitely 
many places and proves its remarkable minimality properties. 

The Appendix е of А[35] contains the discussion of linearly ordered sets 
obtained Ьу lexicographically ordering trees and especially Aronszajn trees. For 
example, Lemma 1 shows that the density of а subset S of Т corresponds to the 
size of the initial part S generates. Lemma 2 says that the ceHularity of the lexi­
cographically ordered Aronszajn tree Т corresponds to the size of antichains of Т. 
The Appendix also contains the "probleme miraculeux 111" ': let Вl and В2 Ье two 
Aronszajn trees and let Вl(1]) and В2(1]) Ье the lexicographical orderings of Вl and 
В2 generated Ьу ordering successors of every node in order type 1]. Are Вl(1]) and 
В2(1]) isomorphic? In the footnote 5 ће mentions that this is related to the existence 
of а homogeneous Aronszajn line В(1]), whose existence would give an affirmative 
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answer to а question of Hausdorff [14; р. 156]: Is there а homogeneous linear order­
ing Е such that Е ћаБ neither uncountable well-ordered nor conversely well-ordered 
subset, while the density of Е (and of every uncountable subset of Е) is uncount­
аblе. This discovery of Aronszajn lines Ьу itself stands as опе of the finest јп the 
whole theory of partially ordered sets as they have proved to Ье extremely deep and 
useful mathematical objects frequently occuring јп seemingly unrelated problems 
([8; footnote 7] or [20]). It јБ known today that the answer to the "probleme mirac­
uleux IП" is negative and that indeed there exist тапу homogeneous Aronszajn 
lines but the version of the problem where we replace "isomorphic" Ьу "containing 
uncountable isomorphic or conversely isomorphic subsets" is still ореп and јп fact 
it is опе of the central problems јп the whole area (see [3]). 

The "ТћеБе" А[35] contains another important notion; о' Е for а linearly (or 
partially) ordered set Е, we define О'Е to Ье а tree of аН noneтpty ьоunаеа and 
well-ordered subsets of Е with the end-extension as the tree ordering. The paper 
А[37] ends with the crucial question: Is there а strictly increasing function from O'Q 
into Q"? The negative answer to this question сате тanу years later јп А[54] and 
А[56]. Јп fact Kurepa's first proof of this appearing јп А[54] јБ not quite correct 
БО we had to make а slight correction for the purpose of including it јп this book. 
We conjecture that the difficulties were јп the notion of O'Q ј.е., that O'Q should 
have been the slightly bigger set wQ of аll well-ordered subsets of Q. The problems 
are clearly equivalent since O'Q and wQ differ јп only two antichains which сап Ье 
mapped to the -оо and +00 respectively and since Q U {-оо, +оо} is isomorphic 
to Q п [О, 1]. In the paper А[56] Kurepa finally realizes this and shows that for пО 
partially ordered set Е јБ there а strictly increasing mapping from wE into Е. Тће 
proof јБ extremely short, identical to Hartog's proof ([13]) that there јБ по 1 - 1 
тар from ~(A) into А, where ~(A) јБ the set of all ordinals а which сап Ье injected 
into А. But А[56а; Theoreme 1] јБ а fine interpretation of the Hartogs phenomenon 
јп the category of partially ordered sets. А similar but weaker рћепотепоп јп the 
saтe theory was later found Ьу Dilworth and Gleason [11]. 

In footnote 17 of the Appendix of А[35] опе finds the question whether every 
uncountable subset of O'Q contains ап uncountable antichain јп connection with the 
celebrated problem of Souslin ([26]). Тће question јБ stated immediately after а 
proof that Souslin's problem is equivalent to the statement that every uncountable 
tree contains an uncountable chain or antichain ј.е., that there are по Souslin 
trees. (This equivalence was later rediscovered Ьу Е. W. Miller [15] and Sierpinski 
[23]). Тће positive answer to this question about O'Q was given in А [40] while 
А [40а] contains some far reaching generalizations of this fact. Тће paper А[40а] 
contains тапу other interesting results aтong which is the fact that а poset Е 
сап Ье decomposed into countably тanу antichains iff there is а strictly increasing 
function from Е into Q. Јп the footnote 28 of А[42] опе also finds the first explicit 
occurrence of the poset known today under the пате of "Sierpinski poset" obtained 
Ьу intersecting а well-ordering of the reals with the usual ordering. 

In А [48] it is proved that among countable order types scattered ones are 
characterized Ьу the fact that they do not contain а сору of Боте countable ordinal. 
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(This fact was later independently discovered Ьу Ј. С. Shepherdson [21); see also 
[19; р. 84).) Similar characterization is given involving the conversely well-ordered 
sets. 

The extensive paper А[57) is а detailed study of the inter-embeddability of 
lexicographical powers 2"'а, 3"'а, . .. as well as the study of the well-known dense­
set problem of Knaster about the size of linearly ordered sets with given density. 
For example, it is shown in Theorem 8.1 (2) that the problem is equivalent to 
the problem about the size of chains in а given power-set algebra. The dense­
set problem of Knaster was solved Ьу Baumgartner (2) and Mitchell (18) after the 
invention of Forcing. 

The paper А[48а), which appeared after almost 10 years of delay, contains Ње 
proof of Ње result announced in D[37; У): Every uncountable well-founded poset 
having finite levels must have an uncountable chain. This result is frequently used 
today, especially in the theory of well-quasi orderings (вее e.g. [9). The paper 
А[50) might Ье the first paper in the cofinality theory of partial orderings, which 
has been recently а subject of considerable interest (see [16), [17). The papers 
А(52) and А[57а) deal with the phenomenon when every (some) тахјта! chain 
intersects every maximal antichain. The subsequent paper of Shepherdson [22) is 
а nice supplement to А[52). This has since then Ьесоте а quite active area of 
research which сan Ье seen, for example, from the recent survey [27). 

Stevo Todorcevic 
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ENSEMBLES ORDONNES ЕТ RAMIFIES 

1. Introduction 

La tMorie des ensembles ordonnes s'est heurtee, des son debut, а 
des problemes presentant de serieuses difficultes d'ordre рlutбt logique que 
technique; tels sont: le probleme de l'ordonnance ou de la bien-ordonnance 
d'un ensemble donne quelconque1 , le probleme de l'existence d'un nom­
bre cardinal entre k et 2k , k etant un nombre cardinal infini quelconque2 . 

Ensuite, Michel Souslin3 , un des premiers eleves de М. Lusin, а pose, des 
1917, le probleme de savoir si tout ensemble ordonne continu Е tel que 
Р2Е = l{o est necessairement identique, au point de vue de l'ordre, au con­
tinu matMmatique4 , ou, се qui revient au шеше а suite d'un tMoreme de 
Cantor, si un tel ensemble Е est tel que P1E = No. 

Malgre des efforts continuels d'un grand nombre de matMmaticiens, 
aucun des trois problemes fondamentaux precedents n'est complement 
resolu. Dans le present travail, оп а traite un ensemble de problemes se rat­
tachant au probleme de Souslin. Bien que celui-ci ne soit pas definitivement 
resolu, оп verra quelle est sa nature et quelles sont les difficultes qui 
s'opposent а sa solution. Voici le veritable aspect du probleme de Souslin: 
Е etant un ensemble ordonne continu, оп se donne Еа donnee cellulaire 

lСе problerne est partiellement resolu par l'affirrnative рш М. Zerrnelo (en forrnu­
lant "l'Axiorne de Zerrnelo") et М. Fraenkel (en prouvant l'independance de l'axiorne de 
Zerrnelo des autres axiornes de 'а theorie des ensernbles)j cependant, оп est loin de prou­
ver que l'axiorne de Zerrnelo est independant d'un systerne non-contmdictoire d'axiornes 
de 'а theorie des ensernbles. 

2La reponse presurnee negative а се problerne est appelee Hypothese de Cantor. 
3C'est lui qui, avec М. Lusin, а invente, en 1917, en generalisant les ensernbles 

boreliens, les ensernbles analytiques dont Ја theorie nous jette un реи de lurniere sur Ја 
structure du Continu rnathernatique. 

4L'ensernble des nornbres reeIs х tels que О ::; х ::; 1 est appele Continu 
rnathernatique. 
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Р2Е = No, et оп se demande quelle est la valeur du nombre РIЕ dont le car­
actere est ponctuel5 . Аи sein de tableaux ramifies (= arbres gешзаlоgiquеs), 
le probleme de Souslin est revetu d'un caractere ponctuel. Еп effet, la 
reponse affirmative аи probleme de Souslin est ипе consequence de l'une 
quelconque des deux hypotheses suivantes: 1) Toute suite ramifiee distin­
guee contient ип sous-ensemble disjonctif non-denombrable; 2) Т etant ип 
tableau ramifiI~ quelconque, la borne superieure Ь Т des puissances des sous­
ensembles dеgепегеsб de Т est, dans Т, atteinte; c'est-a-dire, Т contient ип 
sous-ensemble degenere ayant la puissance Ь Т (Postulat de ramification). 

Une fois qu'on se trouve dans le domaine de tableaux ramifies, ип 
grand nombre de problemes se posent d'eux-memes; notons celui-ci qui, 
par sa structure logique, оссире ипе place а part 7: Deux suites distin­
guees quelconques de rang (џl sont-elles necessairement semblables? (Pre­
mier probleme miraculeux8 .) 

La reponse affirmative аи probleme precedent entraine la reponse af­
firmative аи probleme de Sous1in; сеllе-сј, de sa part, entraine cette proposi­
tion que nous пе savons pas prouver: Tout sous-ensemble non-denombrable 
de ст09 contient ипе fami11e non-denombrable d'ensembles dont аисип n'est 
contenu dans аисип autre. Рош que, inversement, la proposition precedente 
entraine la reponse affirmative аи probleme de Sous1in, оп devrait, се que 
nous пе savons pas faire, demontrer que toute suite distinguee de rang (џl 
est semblable а ип sous-ensemble de сто. 

5C'est рм l'analyse precedente que поив avons ри formuler le Probleme de la 
structure cellulaire des евраСеБ abstraits (voir la note (11) du "Complement"). 

бuп arbre genealogique А est degent!re si аисип couple de вев elements, sauf сеих 
appartenant а la premiere generation de А, n'ont, dans А, les memes predecesseurs. 

7Tout еп croyant que la reponse а се probleme пе soit рав negative, il п'у а 
аисип espoir d'en pouvoir donner ипе affirmative parce que celle-ci exige ип passage а 
la limite non-denombrable d'homeomorphies partielles non-denombrables mutuellement 
enchevetrees (c'est surtout М. Lusin qui а insiste вш la possibilite de tels phenomenes). 

8Dans le langage courant, le Premier probleme miraculeux s'exprime ainsi: Soient 
А 1, А 2 deux arbres genealogiques infinis non-denombrables quelconques verifiant ces 
conditions: а) Toute generation de Ai, (i = 1,2) est inifinie et denombrable, Ь) А tout 
element а de А; correspond ипе infinite d'autres elements de Ai, (i = 1,2) ayant les 
memes predecesseurs que а, с) Tout element de А; а аи moins ип parent direct dans 
toute generation de Ai, (i = 1,2), d) Tout sous-ensemble d'individus de Ai, (i = 1,2) 
deux а deux еп parente directe, est аи plus denombrable (l'existence de tels А а ete 
ртоиуее, роиг la premiere fois, раг M.N. Aronszajn, cf. Note 9-3); peut-on, alors, etablir 
ипе correspondance biunivoque entre les elements de Al et сеих de А2 conservant leur 
degre de ратеnи. 

9 ао designe la famille des sous-ensembles bien-ordonnes non-vides et bornes de 
l'ensemble des nombres rationnels. Si l'on considere les elements de а соmmе complexes 
de points, ао devient ип tableau ramifie jouissant d'interessantes proprietes. (V. Lemme 
10-4). 
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п est relllarquable que, en attaquant, en 1iaison ауес 1е prOblellle de 
Sous1in, differents prOblellleS concernant des tableaux ralllifies - te1s que 
l'existence d'une descente disjonctive dans toute suite distinguee -, оп se 
heurte а. des difficultes qui, par un certain dualisllle logique, nous rappellent 
des difficu1tes qu'on rencontre en vou1ant prouver l'Нуроthesе de Cantor 
(рош 1е dualisllle des lllOtS "аи llloins un" et "tout" (sans exception, voir 
1а note (17) du "COlllpIelllent"). 

Quant а d'autres problellles 1ies аих precedents, voir 1е TMorellle 
fondalllental du "COlllpIelllent". 

Enfin, dans un travail particulier, nous reviendrons sur une categorie 
de problellles 1ies аи problellle de Souslin, et chez 1esque1s c'est une certaine 
notion d' uniformite qui dOllline10 . 

Le presenttravai1 se COlllpose de trois parties: 

Le Chapitre 1 traite des Еll. Apres avoir pose, dans 1е §1, un certain 
nOlllbre de definitions, оп delllontre, dans 1е §2, que1ques proprietes utiles 
des nOlllbres transfinis, рош passer, dans 1е §3, а. l'etude des Е: оп prete 
une attention рartiсuШ~ге а. 1а distinction entre diffE')rentes especes de рог­
tions de Е а. 1а suite de quoi оп forlllu1e trois principes de l'induction; 1е §3 
se terllline par 1а consideration de certains sous-enselllbles et sur-enselllbles 
d'un Е donne [У. 1а signification de f Е en (f = [, L, в, В, U.V, ш)]. Le §4 
contient une etude assez detaillee de falllilles lllonotones d'enselllbles (СОlll­
lllencee par М.М. Zerllle10 et Kuratowski), et lеш appIication а. 1а definition 
des enselllbles ordonnes (cf, 1е tMorellle 3 du §4). Dans 1е §5, оп esquisse lа 
notion de СОlllр1ехеБ de points (due а. М. Hausdorff) et оп etudie differentes 
operations ауес ceux-ci. Le §5 rend cOlllpte de 1а 1iaison entre 1es espaces 
ordonnes et p1usieurs categories d'espaces edudies раг М. Frechet; оп у 
delllontre que 1е continu lllatMlllatique est caracterise, аи point de уие de 
l'ordre, par 1а propriete d'etre un espace ordonne continu distanciable. Le 
dernier § dtl Chap. 1 contient 1es notions illlportantes des falllilles disjonc­
tives d'enselllbles et des puissances PiE, (i = 0,1, ... 5) attacMes а. un Е, 
et differents tMorellles concernant celles-ci. 

Le Chapitre II traite des Т et Е 11. Le §8 contient 1а definition des 
enselllbles, tableaux et suites ralllifies, 1а notion de differents sous-enselllbles 

10 А се propos, cf. lе Postulate оЈ UniJormity de М. Veblen (ТranB. Amer. Math. 
Soc. 9(1908), р. 166) aussi Ыеп que lе critere de М. Alexandroff-Urysohn sur lа distan­
ciabilite des еврасев ассеввЉlев (pour 50П епопсе, voir р. 220 des Espaces abstraits de 
М. Frechet); voir аиввј јев hypotheses Рб, Р7 du "Complement" chez lesquelles c'est ја 
notion d'une certaine unicite qui intervient. 

11 Е, Т designeront respectivement ип еnsеmЫе ordonne et ип tableau ramifie 
quelconques. 
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d'un Т (portion, noeud etc.), classification des Т en larges, etroits et ашЫ­
gus; оп introduit la notion de familles et de tableaux ramifies d'ensembles, 
оп donne, en generalisant une idee due а М. Lebesgue, la representation 
de ceux-ci аи moyen de complexes de points dont un cas particulier sera 
utilise, dans le §12 В, рош resoudre un probleme de М. Sierpinski; оп 
reprend l'etude de complexes en definissant leur ordonnance naturelle dont 
оп fait, par la suite, usage а plusieurs reprises (Existence de suites distin­
guees, Second probleme miraculeux. Hypotheses Рб et ћ du Complement, 
etc.). Le §9 contient l'etude de quelques questions se rattachant а la notion 
importante de Traversees тonotones et disjonctives d'un Т. Dans le §10, 
оп introduit la notion de types de raтification et, en etablissant quelques 
theoremes, оп апјуе аи Preтier ртоЫете тiraculeux. Dans le §ll, оп at­
tache а tout Т deux puissances ЬТ, Ь'Т, оп definit des Т nоттаuх et оп 
pose la question de l'existence des Т anormaux. Enfin, dans le §12, оп re­
vient аих Е, оп introduit la notion de developpeтent coтplet d'un Е et en 
particulie~ сеНе d'une 1'J-partition coтplete des Е continus; оп redonne la 
solution d'un probleme de Sierpinski et оп arrive аи probleme de Souslin et 
а la notion de Е norтaux. 

Quant аи "Coтpleтent", sa lecture est particulierement recomman-
dee. 

L'origine de се travail etait l'idee de generaliser les espaces distancies 
de М. Frechet en faisant jouer le гбlе de nombres reels аих elements d'un 
ensemble ordonne quelconque (Cf. la definition des espaces pseudo-distancies 
dans les C.R. Acad. Sci. Paris, 30 avril 1934); quelques resultats ont раги 
dans les C.R. Acad. Sci. Paris (19 Fevrier, 5 Магв et 9 Juillet 1934). 

Роиј: terminer, j'exprime та plus vive reconnaissance а М.У. Varicak, 
Professeur а l'Universite de Zagreb, рош вев encouragements et l'interet 
qu'il а bien voulu accorder а шев travaux. Qu'il те soit permis d'adresser 
l'expression de ша profonde gratitude envers ММ. Borel et Hadamard. Је 
remercie infiniment: М. Montel de сев conseils et des innombrables ser­
vices qu'il а bien voulu те rendre, М. Frechet de ses precieux conseils et de 
l'interet constant qu'il а porte а шев travaux, et М. Denjoy de сев conver­
sations, instructives et encourageantes а la fois. 
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CHAPITRE 1 

ENSEMBLES ORDONNES DE POINTS 

§1. Definitions generales 

1. х, у, etant deux objets1 , la lettre п, dans un symbole de la forme 
хпу, est une relation binaire dont х est le premier et у le second terme. 

Si la relation binaire R. subsiste entre tout couple de points d'un en­
semble Е, оп dira que Е est domaine de п. 

Si хпх est vraie pour tout х, la relation R. sera dite refiexive. Si хпх 
n'est vraie pour aucun х, R. sera dite anti-refiexive. 

Si хпу, упх subsistent simultanement pour tout х et tout у, R sera 
dite symetriqv.e; si cela n'a lieu pour aucun couple х, у, R. sera dite anti­
symetriqv.e. 

Si xR.z subsiste toutes les fois que хпу, yRz, R sera dite transitive. 
Si cela n'arrive pour aucun triple de points, la relation R sera dite anti­
transitive. 

2. Une relation reflexive, symetrique et transitive sera appelee relation 
de classification ои simplement classification, et designee par le symbole 
particulier '" qu'on роипа lire "equivalent", "congruent", etc. 

L'identite est une relation de classification. Soient Е le domaine d'une 
classification '" et а un element de Е; en appelant faisceau а de Е l'ensemble 
Еа de tous les points х de Е tels que х '" а, оп а се 

LEMME 1: Е = L.a Еа 2, а Е Е; les Еа sont tels qv.e Еа 
а '" Ь, et ЕаЕь = О si а ф Ь. 

Еь si 

1 Le mot "objet" est 1е пот соттип pour "eJement" et "ensemble" te1s qu'i1 sont 
axiomatises, par ех. par М.Е. Zerme10 (Fund. Math. 16(1930), р. 29 et suiv.). Si а est 
ип e1ement d'un ensemble Е, оп ecrira а Е Е ои Е Э ај dans 1е сав contraire, оп ecrira 
а f/. Еј Е, Р etant deux ensembles, оп ecrira р ~ Е ои Е ;2 Р si tout eJement de Р est 
ип eJement de Е: Р sera dit a10rs ип sous-ensemble de Е, et Е un sur-ensemble de Р. 
Si Р ~ Е sans que Е ;2 Р, оп ecrira Р С Е et dira que Р(Е) est ип vrai sous-ensemble 
(sur-ensemble) de Е(Р). Еп designant l'ensemble vide par О, 1е symbo1e О С Е voudra 
dire que Е n'est рав vide, c'est а dire рЕ > 1, рЕ designant 1а puissance de Еј а etant 
ип objet quelconque, оп designera, еп сав d'ambiguite, par {а} l'ensemble (ои 1а famille) 
compose de l'e1ement а. 

2ф etant ипе c1asse de familles:F d'ensembles Е de points а, 1е signe 2: Ф designera 
1а reunion de tous 1es points а. Le signe 2:' Ф designera 1а famille de tous 1es Е аррас­
tenant а аи moins ипе famille:F. D'une fa.l;on ana1ogue, оп definit П Ф et П' Ф. Еп 
particu1ier, deux ensembles Е, Р, tels que ЕР = О seront dits disjoints. 
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3. Unе relation d'ordre est une relation binaire qui est anti-reflexive, 
anti-symetrique et transitive; еllе sera designee par le symbole < qu'on 
pourra lire "precede", "inferieure а" "avant", etc. 

Le signe а < Ь sera ecrit aussi sous la forme Ь > а. 
ОП voit que le signe > est aussi une relation d'ordre ayant le тете 

domaine que la relation <. La relation > sera dite relation inverse de < et 
lue "succede а" "plus grand que", "apres" etc. 

4. Un ensemble de points, Е, sera dit ordonne si l'on peut etablir, entre 
ses points, une relation d'ordre <; autrement ditЗ , un ensemble ordonne Е 
est une paire d'un ensemble de points, Р, et d'une relation d'ordre < ayant 
Р pour domaine. Оп ecrira Е = (Р, <). De plus, l'ensemble vide et tout 
ensemble compose d'un seul eIement seront consideres сотте d'ensembles 
ordonnes. (cf. relation de comparabilite dans le §8). 

L'ensemble ordonne (Р, » sera designe par Е* et appele inverse de 
Е. 

Dorenavant, sauf mention expresse du contraire, Е designera un en­
semble ordonne. F etant un sous-ensemble de Е, F sera considere сотте 
ordonne par la тете relation d'ordre par laquelle Е est ordonne. En par­
tieulier, F etant une famille de sous-ensembles de Е, l'ensemble 2.: F sera 
toujours considere сотте un sous-ensemble ordonne de Е. А, В, etant 
deux ensembles non-vides de Е, le signe А < В voudra dire que tout point 
de А precede tout point de В. 

Convention 1. L'ensemble vide pourra, dans le cas general, preceder 
et succeder, а la fois, а tout point de chaque ensemble ordonne. En partic­
ulier, si А < В, оп aura aussi А < О < В. 

5. а, Н etant deux sous-ensembles de Е, les symboles (., а)н et 
(а, .)н designeront respectivement l'ensemble de tous les points de Н qui 
precedent les points de G et l'ensemble de tous les points de Н qui succedent 
aux points de а. En particulier, а etant un point de Е, l'ensemble (., а)Е 
ou simplement (., а) sera appele intervalle de Е а gauche de а ou, се qui est 
plus commode, intervalle gauche а de Е. 

L'ensemble (., а)Е + а sera appele segment gauche а de Е et designe 
par (., а]Е ou (., а]. D'une fa«;on analogue4, оп definit lе segment droit а 
de Е qu'on designera par [а, .)Е ou [а, .). Le point а sera dit extremite de 

3Cette definition est due а М.М. Frechet. 
40п remarquera, ипе fois pour toutes, que lев expressions telles que: gauche­

droit, premier-dernier, etc. sont dans ипе certaine dependance dualistique, parce que, 
par ехетblе, "gauche" dans Е veut dire "droit" dans Е*. C'est ainsi que ры ехетрlе le 
segment droit а de Е veut dire "le segment gauche а de Е*". 
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(., а), (., а], (а,.) et de [а.,). а, Ь etant deux points differents d'un Е tel que 
рЕ> 1, l'ensemble ordonne 

(а, .)(., Ь) + (Ь, .)(., а) 

sera appele intervalle а Ь ои Ь а de Е et designe par (а, Ь)Е ои (а, Ь) ои 
(Ь, а)Е ои (Ь, а); autrement dit (а, Ь) est l'ensemble de tous les points х de 
Е tels que а < х < Ь si а < Ь ои Ь < х < а si Ь < а; 

L'ensemble а+ (а, Ь) +Ь sera appel€ segment а Ь ои Ь а de Е et designe 
рат [а, Ь]Е ои [а, Ь] ои [Ь, а]Е ои [Ь, а]. Le signe х Е (а, Ь)Е sera lu aussi: х 
est entre а et Ь ои entre Ь et а. 

Оп posera [а, Ь)Е = а + (а, Ь), (а, Ь]Е = Ь + (а, Ь). 
Les points а, Ь seront appeles extremites de [а,Ь], (а,Ь], [а,Ь) et (а,Ь). 

Les intervalles (segments), les interval1es (segmentes) gauches et droits 
de Е, seront appeles, tout court, intervalles (segments) de Е5. 

6. L'ensemble vide, tout ensemble compose d'un seul point de Е, les 
segments, les interval1es et les ensembles (а, Ь)Е et (а, Ь]Е seront appel€s, еп 
сошшип, portions elementaires de Е. Tout sous-ensemble F de Е tel que 
(а, Ь)Е ~ F si а + Ь ~ Р, а, Ь etant quelconques, sera dit portion de Е. Par 
consequent, tout point de Е est ипе portion de Е. Tout sous-ensemble F 
de Е tel que (.,а]Е ~ F si а Е Р, а etant quelconque, sera appele portion 
gauche de Е. 

L'ensemble vide sera considere сошше ипе portion, portion gauche et 
portion droite de Е. 

7. Un sous-ensemble non-vide F de Е sera dit Ьотnе inJerieurement 
dans Е s'il est contenu dans ип segment droit de Е. Оп dira que F est limite 
inJerieurement s'il contient ип point а tel que (а, .)Е ;2 Р. Le point а sera 
dit alors le premier point de F. Оп dira que F est Ьотnе dans Е, s'il est 
borne, dans Е, inferieurement et superierement, c'est а. dire s'il appartient 
а. ип segment de Е. F sera dit limite s'il а ип premier et ип dernier point. 

Si Е п'а ni ип premier ni ип dernier point, il sera dit anti-limite. Par 
consequent, ип ensemble non-limite, n'est рав necessairement anti-limite. 
L'ensemble vide sera considere соmше anti-limite. 

Оп dira que la Ьотnе superieure6 relativement а. Е, d'un sous-ensemble 
non-vide F de Е existe et qu'elle est egale а. а si а est оu bien le dernier 

5Cf. А. Denjoy, Ј. Math. 1(1915), 106. 
6Cf. R. Baire, Ler;ons sur les theories generales de l'Analyse, t. 1 Paris, 1907, р. 7 

et suiv. 
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point de F ои bien, si F n'a рм un dernier point, a10rs а est 1е premier 
point de (Р, .)Е. 

8. Si tout sous-ensemble non-vide de Е est liтite, Е sera dit finij 
dans 1е см contraire, Е sera dit infini. Si tout sous-ensemble non-vide 
de Е а un premier (dernier) point, Е sera dit bien ordonne (inversement 
bien ordonne). L'ensemble vide sera considere сошше fini, bien-ordonne et 
inversement bien-ordonne. Оп s'apper<;oit que cette definition de еnsешblеs 
finis est equivalente а 1а definition courante7 . 

9. Espaces ordonnes. F etant un sous-ensemble de Е, 1а fегшеturе 
р de F relativement а Е est l'епsешblе de tous les points а de Е te1s que 
dans tout intervalle de Е contenant а, il у ait аи moins un point de р3 . 
Tout point а de Е appartenant а 1а fermeture de F - а sera арреЫ point 
d'accuтulation de р3 (re1ativement а Е). En particulier, si а appartient а 
la fегшеturе de (., а]Е, а sera dit point d'ассuшu1аtiоп de F du cote gauche. 
Si а est un point d'ассuшu1аtiоп de F du сбtе gauche et du сбtе droit, а 
sera dit point d'accumu1ation bilaterale de Р. L'enseтble derive р' de Р, 
ге1аtivешепt а Е, sera l'ensemble de tous 1es points d'ассuшu1аtiоп de Р. 
Tout point de F qui n'est рм un point d'ассuшu1аtiоп de Р, sera dit point 
isole de Р. Si р' ~ Р, F sera dit ferтe. Si р' ;2 Р, F sera dit dense еn soi. 
F ayant аи шоiпs deux points sera dit dense (аи sens absolu) si tout point 
а de F est un point d'ассuшu1аtiоп aussi bien de (., а)Е si (., а)р :Ј О que 
de (а, .)р si (а,.) :Ј О. 

С, Н etant deux sous-ensembles de Е, оп dira que G est partout 
dense sur Н si (ј ;2 Н3. Sous 1а шеше hypothese, оп dira que С, Н sont 
тutuelleтent connexe~3 si (ј Н + G Й :Ј О. 

Un sоus-епsешblе F de Е sera dit соnnехе si, en 1е dесошроsапt 

d'une maniere quelconque en deux sоus-епsешblеs, ceux-ci sont шutuеllе­
ment connexes3. 

Convention 2. Sauf шепtiоп expresse du contraire, tout ensemble 
ordonne сошроsе d'un seu1 point sera considere сошше non-connexe8 . 

Reтarque. D'apres се qui precede, оп doit distinguer 1es espaces or­
donnes des enseтbles ordonnes ои, сошше оп 1es appellera dans 1е second 

7Sur Ја theorie des ensembles finis, voir А. Tarski, Fund. Math. 6(1922), р. 45-95. 
8Pour Ја terminologie, voir М. Frechet, Espaces abstraits, Paris, 1928, р. 173 et 288; 

W. Sierpinski, Nombres transfinis, Paris, 1926, chap. VП; et F. Hausdorff, Grv.ndzi.i.ge Јет 
Mengenlehre, Leipzig, 1914, р. 474. Ces trois livres seront designes, dans се qui va suivre, 
respectivement, Е.А., N.T. et а.М. 
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chapitre, ensembles monotones, un еврасе ordonne etant un ensemble or­
donne dans lequell'operation de derivation, qu'on vient de definir, des sous­
ensembles de Е est donnee (ои се qui revient аи тете, si l'on se donne 
l'operation de faire correspondre а tout F ~ Е un F ~ Е). Cette remarque 
sera иtПе dans la suite9 . 

10. Chaque decomposition de Е en deux portions disjointes sera ар­
pelee coupure de Е. Excepte le сав ои l'une des portions en question est 
vide, оп voit que l'une d'elle est а gauche de l'autre. Si l'une d'elles est vide, 
оп aura deиx coupures differentes suivant qu'on prend la portion vide pour 
la portion gauche ои droite et alors l'ensemble Е lui-meme pour portion 
droite ои gauche. Alors la portion qui est а gauche de l'autre, sera арреЫе 
composant injerieur de la coupure en question, ои (portion а gauche de la 
coupure). 

Р etant une portion de Е, la coupure Р de Е signifiera la decompo­
sition Е = А + Р + В, А < Р < В c'est а dire la decomposition Е = 
(., Р)Е + Р + (Р, .)Е. 

ОП dira qu'une coupure de Е ouvre unе lасunе de Е (ои dans Е) si la 
portion а gauche de la coupure n'a рав un dernier element et si sa portion 
droite n'a рав un premier element; si, de plus, les deux portions sont non­
vides, la lacune correspondante sera dite interieure. Si Е а аи moins une 
lacune, il sera dit lacunaire; dans le сав contraire, Е sera dit non-Iacunaire. 
L 'еnвеmЫе vide sera considere сотте lacunaire. Оп dira que la coupure 
АВ de Е est engendree par le saut АВ ои аЬ de Е si а est le dernier point 
de А et Ь le premier point de В. 

11. D'une maniere gеш~rаlе, tout couple de points differents а, Ь de Е 
entre lesquels il n'y а aucun point de Е c'est а dire qui sont tels que (а, Ь)Е = 
О, sera appele un saut de Е; les deux points seront appeles extremites du 
saut. Si les extremites d'un saut de Е sont points d'accumulation de Е, 
le saut sera dit de seconde евресе. Tout saut qui n'est рав de seconde 
espece, sera dit de premiere евресе (Cf. la definition des nombres ordinaux 
de premiere et de seconde espece dans le §2). 

12. Un ensemble ordonne dense et non-lacunaire sera dit continu. 

Р etant une propriete quelconque d'intervalles, оп dira que Е possede 
partout la propriete Р ои que Е possede totalement lа propriete Р, si tout in­
tervalle non-vide de Е possede la propriete Р. Оп saura alors la signification 
des notions: partout lacunaire, totalement non-connexe, etc. 

9Cette remarque est due а М. Frechet. 
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13. а, Н etant deux sous-ensembles non-vides d'un ensemble ordonne 
Е, оп dira que а, Н sont confinaux (eolnitiaux) si оu bien ils ont le тете 
dernier (premier) eIement оu bien apres (avant) tout point de G il у а un 
point de Н et apres (avant) tout point de Н il у а un point de а. 

Si а, Н sont eOlnitiaux et confinaux, ils seront dits coextensifs l0. 

14. Deux ensembles ordonnes sont dits seтblables si, entre leurs 
points, оп peut etablir une correspondanee bi-univoque eonservant l'ordre 
relatif des points. 

А ehaque Е оп {ега correspondre un et un seul signe tE арреЫ type 
ordinal de Е. Le symbole tG :::; tH ои tH ~ tG voudra dire que G est 
semblable а un sous-ensemble de Н. Оп eerira tG = tH si tG :::; tH et 
tG ~ tH. Enfin, le symbole tGlltH signifiera qu'aueun des signes tG :::; tH 
et tH :::; tG n'ait lieu. Dans le dernier еаБ, оп dira que tG et tH sont 
incoтparables l1 . 

Convention 3. Dans une eertaine рћгаБе, оп dira, раг abreviation, 
type ordinal а аи Неи de: tout type ordinal а qui substitue а а dans Р ne 
ehange раБ le sens de eette рћгаБе. 

15. F etant un ensemble ordonne, soient Еа , а pareourant Р, les 
eIements d'une {атillе d'ensembles ordonnes qui sont, рош des а differents, 
deux а deux disjoints; alors l'enseтble-soттe Е = L::F Еа signifiera la 
reunion des points des Еа ordonnee de maniere que les points d'un тете 
Е eonservent leur ordre primitif et Еа ~ Еь dans Е suivant que а ~ Ь dans 
Р. 

ОП posera tE = L::F tEa . А, В etant deux eIlsembles ordonnes le 
produit (eombinatoire) А х В de А et В est l'ensemble de tous les eouples 
(Ь, а), а Е А, Ь Е В ordonnes alphabetiqueтent (d'apres le principe de 
preтieres diJJerences): 

оп posera (Ь', а') = (Ь,а) si Ь = Ь' et а = а'; оп posera (Ь',а') ~ (Ь,а) 
dans А х В suivant que ои bien Ь' ~ Ь dans В ои bien Ь' = Ь et а' ~ а dans 
А (ef. §§ 5 et 13). 

lOG.M. р. 130. 
llCf. G. Cantor, Gesammelte Abhandlungen, Berlin-Leipzig 1932 р. 282; et Е.А. 

р. 31 et 5uiv. 
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§2. Sur les nombres transfinis 

А. Nombres ordinaux. 

1. Les types ordinaux des ensembles Ыеп ordonnes s'appeHent nот­
bres ordinaux ои simplement ordinaux 12

. Tout nombre ordinal qui est ип 
point d'accumulation d'autres nombres ordinaux sera dit de seconde espece. 
Tout ordinal qui n'est pas de seconde espece sera dit de premiere espece. Оп 
designera ра! ра et оп appeHera puissance du nombre ordinal а la puissance 
de l'ensemble de type ordinal а. 

2. Un ordinal а etant donne, [е type-limite та de а est defini соmmе 
il suit 13 : si а est de premiere espece, alors та = а; si а est de seconde 
espece, та est la borne inferieure, relativement а l'ensemble des ordinaux, 
des nombres ordinaux ~ tels que а soit la borne superieure d'une ~-suite 
d'ordinaux < аН. Si та = а, а sera dit regulier; si та < а, а sera dit 
singulier. Si а est regulier et de seconde espece, il sera appele inaccessible 15 . 

Tout ordinal infini dont la puissance est superieure а сеНе d'un ordinal 
quelconque qui le precede, sera dit initial. Les nombres initiaux seront 
designes par: 

(џО, U)l, ••• (џОО • " pour tout ordinal а;::: О, 

U) == (џо signifiant le plus petit ordinal initial et (Џа pour а > о, designant la 
borne inferieure des ordinaux (3 tel que р(3 > Pu.Jt;, ~ < а. 

Оп posera Pu.Ja = Na et lira aleph а. 

Pour la suite, il faut retenir qu'on posera: 

Оп parlera d'alephs Na reguliers, inaccessibles, etc., suivant que le sont 
les (Џа correspondants. Les alephs seront appeIes aussi nombres cordinaux 
transfinis (ои infinis). 

12pour Ја theorie axiomatique des nombres ordinaux, voir А. FraenkeJ, Ј. Math. 
155(1926), р. 129-158; Ј. von. Neumann, Math. Ann. 99(1928), р. 373-391. 

13La notion de та interviendra tres frequemment dans le сћар. П. 
14Tout ensemble Ыеп ordonne de type ordinal <р s'appe))era аиввј une <p-suite. 

11 est а. remarquer que, а etant ип ordinaJ, I'еnsеmblе (., а) des ordinaux precedant а 
forment ипе a-suite (voir N.T. р. 171). 

15Concernant Ја theorie des nombres јпассеввblеs, voir А. Tarski, W. Sierpinski, 
Fund. Math. 15(1930), р. 292-300; quant а. Jeur existance et interpretation, voir Е. 
Zermelo, Јос. cit. §§ 2 et 5. 
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LEMME 1. Le type-liтite та de tout ordinal а est un ordinal regulier 
bien determine et tel que та :::; а. 

COROLLAIRE 1. Tout nотЬте ordinal· est оu bien singulier оu bien 
regulier. 

LEMME 2. La Ьоrnе injerieure de tout enseтble Е d'ordinaux ар­
partient d Е. Si рЕ < рг,!, , designant la Ьотnе superieure de Е, alors 
,ЕЕ. 

S'il s'agit des nombres cardinaux, le lemme precedent s'econce сотте 
suit: 

LEMME 2'. Soient Е un enseтble quelconque de noтbres cardinaux 
et с la soттe de ceux-ci; si рЕ < ртс, alors lе nотЬте cardinal с appartient 
d Е. 

Le lemme precedent interviendra assez frequemment dans le chapitre 
п. 

3. Е etant un ensemble d'ordinaux et ,0 sa borne inferieure, оп dira 
que <р(а) est une fonction retractante dans Е si pour tout а Е Е, <р(а) est 
un nombre ordinal tel que <Р(,о) :::; ,0 et <р(fЗ) < {з рош tout {з Е Е - ,0· 

En rappelant que (., а) designe l'ensemble des ordinaux < а, оп а се 

ТИЕОRЕМЕ 1. Soient, un nотЬте ordinal de seconde espece tel que 
т, > u)o et <р( а) unе fonction retractante definie dans (.,,); alors, il existe 
un enseтble Е с (.,,) avant, роuт Ьоrnе superieure et tel que <р(а) < Е 
роuт tout а Е Е. 

En effet, оu bien pour tout а < , il existe un nombre ordinal v(a) tel 
que а < v(a) < , et que, pour tout {з entre v(a) et " оп ait а < <р({з) оu 
Ыеn il у а un ordinal а < , pour lequel un tel nombre v(a) n'existe pas. 
Si le premier cas avait lieu, оп poserait {ЗА = 1, {Зn+1 = v({Зn), П = 0,1, ... 
et {зwо = borne sup. {зn; оп voit qu'on aurait <Р({Зwо) 2: {зwо et {зwо < " 
contrairement а la definition de la fonction <р(а). 

Il у а donc un nombre, et soit ао le premier nombre ordinal ~ < , tel 
que, pour tout {з entre ~ et , il у ait un nombre а entre {з et , tel <р(а) :::; ~. 
En designant par Е l'ensemble de tous les а Е (ао,,) tels que <р(а) :::; ао, 
оп voit que Е satisfait аих conditions du thereme. 

COROLLAIRE 2. , etant un nотЬте initial regulier non-denoтbrable et 
<р( а) unе fonction retractante definie роuт tout а < " il existe un nотЬте 
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ао < , et un ensemble Е С (.,,) ayant, pour borne superieure tel que 
rp(a) = ао pour tout а Е E 16 . 

Се corollaire exprime иnе propriete interessante des nombres ordinaux, 
а savoir que la fonction inverse de chaque fonction retractante definie рош 
tout а < " , etant initial, regulier et non-denombrable, possede иnе infinite 
de puissance р/ de determinations differentes. 

ТНЕОКЕМЕ 2. Tout enseтble ordonne non-vide n'ayant pas un 
dernier point est confinal avec un et un seul nombre initial regulier (voir lа 
convention 1.3ј17. 

COROLLAIRE 3. Le type-limite та d'un nombre ordinal de seconde 
espece est lе nombre regulier avec lequell 'intervalle gauche а est confinal18 . 

В. Nombres cardinaux. 

Оп sait que, еn admettant le fameux ахјоте de М. Zermelo, оп peut 
demontrer que toute puissance infinie est egale а иn seul aleph19 . Еn parti­
culier а, /з etant deux ordinaux quelconques, оп peut ecrire: 

(1) 

, etant иn ordinal determine, d'une maniere unique. 

Cependant, оп nе connait аuсun triple d'ordinaux verifiant l'equation 
(1). Tout се qu'on peut dire dans l'etat actuel des Mathematiques c'est се: 

16Ce согоllајге est dil, pour -у = Wl 11. М.Р. Alexandroff et Р. Urysohn (voir Ргос. 
Ас. Si., Amsterdam, Eerste secttie, Deel XIV по 1, 1929 р. 95). 
Une fonction retractante est le pendant logique аих fonctions telles que <р(а) ;::: а роиг 
tout ordinal а. Si оп арреllе jonction normale chaque fonction uniforme <р(а) definie 
роиг tout а et telle que '1'( а) < <р(fЗ) вј а < fЗ et <р (borne sup. Е) = borne вир. '1'( а) Е 
etant un ensemble quelconque d'ordinaux, оп demontre qu'il у а de "valeurs critiques" 
de <р(а) telles que <р(а) = а (уојг О. Veblen, Тrans. Аmег. Math. Soc. 9(1908), р. 280; 
et G.M. р. 114). Ра! exemple, la fonction <р(а) = W" est une fonction normale et tout 
nombre ordinal inaccessible est une valeur critique de W,,; la reciproque n'a рав lieu (N.T. 
р. 226). Cependant, М.Е. Zermelo а construit une fonction normale dont l'ensemble des 
valeurs critiques co'incide ауес l'ensemble des ordinaux inaccessibles (loc. cit. р. 34). 

l7Ce theoreme est dil а М. Hausdorff (G.M. р. 142). 
18 А peine faut јl rappeler que cela veut dire l'ensemble des ordinaux < а. De 

mеmе, (а, fЗ) voudra dire l'intervalle аfЗ de l'ensemble des nombres ordinaux, etc. 
19N.T. chap. ХII. La reciproque est aussi угаје: si toute puissance est un aleph, 

l'ахјоmе de Zermelo est demontrable. Rappelons aussi се theoreme de Hartogs: la соmра­
rabilite de deux puissances quelconques est une proposition logique equivalente а.l'ахјоmе 
de Zermelo (N.T. chap. XII), 
Pour la theorie axiomatique des puissances, уојг Е. Zermello, Math. Ann. 65(1908), р. 
261-281. 
Cf. aussi lа notion axiomatique de tE dans Ја definition 1.14. 
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THEOREME 3. Si ~~iЗ = ~" alors а ::; 'У, {3 < 'У et т{3 =1= Т'"'(. 
ОП Бе contentera de prouver que т{3 =1= Т'У. Pour сеПа, il suffit de 

dernontrer се: 

LEMME 3. Роuт tout ordinal а, оп а ~~~'" > ~<>. 

En effet, si dans (1), оп avait т{3 = т'У оп aurait (~~iЗ) N~i3 = ~~~"Y et 

par consequent, ~~iЗ serait egal а la fois а ~, et ~~~"Y се qui est, d'apres le 
lernrne 3. Distinguons deux СаБ: 

1 о а est regulier: та = а. Puisque ~~'''' = 2Nv si џ, v sont deux 
ordinaux quelconques tels que џ ::; v 20 , l'inegalite а dernontrer Бе reduit а 
l'inegalite classique de Cantor, а savoir que 2Nv > ~v pour tout ordinal v. 

20 а est singulier. Soit 

а = borne Бир. a~, а{ < а, ~ < та les a~ etant croissants. 

Оп а donc ~<>{ < ~<> et d'apres le tMoreme de Konig-Zerrnelo­
Jourdain21

, оп а 2:<><<>,. ~<>~ < ~~"<>. 
Puisque 2:~<,.<> ~<>~ = ~<> et рта ::; ~,.<>, le lernrne est dernontre. 

L'hypothese que 2No = ~l etant l'hypothese du continu 22 l'hypothese 
que, m etant une puissance quelconque infinie, il n'y ait aucune puissance 
п telle que m < п < 2т Б'ареПе l'hypothese du continu generalisee23 ои 
l'hypothese de Canto1j еНе sera designee par (О). Sous cette hypothese, оп 
peut dernontrer се 

THEOREME 4. 10 Si а::; {3, alors ~~iЗ = ~.в+l' 
20 si а ~ {3,Ta.~ т{3, alors ~~iЗ = ~<>+l' 
30 si а + 1 ::; {3, alors ~~~l = ~<>+l' 

20N.T. р. 220. 
21N.T. §55. 
22Yoir 1е 1ivre recent de Н. W. Sierpirski, Hypothese dv. Continv., Warszawa, 1934, 

qui соттепсе ра! cette phrase: "La question si l'ainsi dite 1 'hypothese dv. continv. est vraie 
ои поп appartient аих problemes 1es p1us diffici1es de 1а mathematique contemporaine" . 
М. О. Hilbert а donne ипе esquisse de demonstration de l'hypothese du continu, mais nous 
пе savons рав si, nl, n2 ... etant ипе suite d'entiers, 1е procede iteratoire de М. Hilbert 
finit ра! engendrer 1а suite nl, n2 ... C'est а. се point de Уие que sa demonstration r€ste 
inachevee (уој! Math. Апп. 95(1925), р. 161 et suiv. еп particulier р. 186 et suiv.; aussi 
W. Ackermann, МаЉ. Апп. 99(1928), р. 118). уој! l'орјпјоп de М. N. Lusin dans 1е 
livre de М. Si€rpinski р. 3 et 4. 

23Уој! 1е livre precite de М. Sierpinski. 
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40 si а> /3, та = UJij,/3 < б, alors ~~/'J = ~a' 
50 si а > /3, та = UJij, /3 ~ б, alors ~~/'J = ~a+l 24. 

ТНЕОКЕМЕ 5. Si 2No = ~ 1, alors, ~~o < ~a+OJO' роит tout а25 . 
Dans la suite, оп aura besoin de се: 

THEOREME 6. Роит tout nоmЬте ordinal а, оп а 

L 2P~ = 2PUJa . 

~<OJ"'+l 

Sous l'hypothese generalisee du continu, оп а 2:~<OJa 2P~ = PUJa . 

Еп effet, pour tout ~ < UJa +!, оп а 2P~ ::; 2РОЈ",; рат consequent, 

2P~::; L ::; 2РОЈа • ~a+!' 
~<OJa+l 

Puisque 2Na ~ ~a+!26, l'egalite (2) devient evidente. Sous l'hypothese (а), 
оп а 2N

", = ~a+l et, par consequent, aussi 2:«0.1", 2P~ = PUJa' 

§3. Proprietes eIementaires des espaces et des ensembles ordonnes 

Dans се §, Е designera ип еврасе ordonne, Р, а, . .. des ensembles, 
а, Ь, . .. des points de Е. 

1. 

LEMME 1. Si F R G signifie que F et G sont coextensifs, lе signe R 
est иnе relation classifiante (Dej. 1.2, 1.13). 

LEMME 2. F etant иnе јаmШе finie d'ensembles de Е, lа somme 
2: F est confinale avec иn element de F. 

П. 

LEMME 3. Р etant иnе portion de Е, оп а 

(1) Е = (.,Р) +Р+ (Р.,),(.,Р) < Р < (Р,.). 

24Le theoreme est du а М.А. Tarski, Fund. Math. 6(1925), р. 1-14, еп particulier 
р. 9 et 10. Aussi le chap. УП du livre precite de М. Sierpinski. 

25Yoir la Note des C.R. Acad. Sci. Paris 198(1934), р. 703 ои ипе generalisation 
est dопш§е. La demonstration paraitra ailleurs. 

26Вјеп entendu еп admettant l'axiome de Zermelo. 
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Si Р :Ј о, cette decomposition est determinee d'une maniere uIlique; 
si Р = о, toute coupure de Е peut etre mise sous la forme (1) (voir def. 1.5, 
1.6, 1.10 et la convention 1.1). 

LEMME 4. Chaque јатШе ае portions droitres ае Е est unе faтille 
тonotone d'enseтbles (voir lа аеј. 1.4), 

LEMME 5. La partie соттunе ае chaque faтille ае portion ае Е est 
unе portion ае Е (qui est еn general vide). . 

LEMME 6. Т etant unе faтille ае portion de Е аеuх d аеuх nоn­
disjointes, [а soттe :Е т est unе portion ае Е. 

LEMME 7. Т etant unе faтille finie ае portions ае Е telles que 
ПТ:Ј о, Т contient аеuх eleтents М1 , М2 tels que М1 + М2 = :ЕТ. 

En effet, d'apres le lemme 2, Т contient un eIement М1(М2 ) qui est 
co·initial (confinal) ауес :Е F. Puisque, par hytpothese, П т :Ј о, soit 
х Е М1М2 . Alors, en posant F = :ЕТ, il est clair que (., х)р :Ј М1 , 
(х, .)р :Ј М et, par consequent, F = М1 + М2 c.q.f.d. 

Il est а remarquer que le lemme 7 ne subsiste pas necessairement si Т 
est infinie27• 

IП. 

LEMME 8. Si F ~ С, alors F' ~ С' et Р ~ ё. Si F est fini, alors 
F' =0. 

LEMME 9. Les enseтbles F', Р sont ferтes et рат suite F = Р28. 

LEMME 10. F etant jerтe et F :;:? Н, alors F :;:? Н. 

LEMME 11. Si F R G signifie que F est partout dense sur а, R est 
unе relation refiexive et transitive; еn general, elle n'est pas syтetrique. 

LEMME 12. F etant partout dense sur С, tout point isole ае G ар­
partient d F. 

LEMME 13. Р etant unе portion ае Е, l'enseтble Р - р est coтpose 
аu plus ае аеuх points ае Е: ае lа Ьотоnе inferieure et ае lа Ьотоnе superieure 
ае Р relativeтent d Е. 

27Le lemme 7 est diJ. а М. А. Denjoy qui s'en est servi dans la theorie de la mesure 
des ensembles (Cf. la notion de "eouvertures strietes d'intervalles", loc. cit. р. 223-232). 

28н est elair que F veut dire (; en posant G = Р. Раг eonsequent, les еврасев 
ordonnes appartiennt а la elasse des еБрасеБ (У) de М. Freehet verifiant la eondition а 
de М. Appert (voir, Appert, Aetualites Sei. Indust. 145(1934), р. 12). 
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LEMME 14. Pour qu'un espace ordonne ayant аu moins deux points 
soit dense, il faut et il suffit qu 'il n'ait аuсun saut. 

LEMME 15. Tout ensemble ordonne dense est dense еn soi. 

LEMME 16. Toute ensemble ordonne partout dense sur un ensemble 
ordonne dense est dense еn soi. 

IV. Principes d'inductions. 

Dans cette section, Т(х) designera une proposition logique qui est, 
en у rempla~ant х par un point quelconque de Е, оu bien vraie оu bien 
поп vraie; оп dira роur abreger, que Т(х) est vraie оu поп vraie роur un 
Х Е Е29 • 

1. Оп dira qu'un ensemble ordonne non-vide Е admet le principe de 
l'induction lineaire, si la conclusion suivante а lieu: 

HYPOTHESE. Soit Т(х) unе proposition logique quelconque verifiant 
les deux conditions: 

С1 : Л у а unе portion gauche поп vide РО de Е telle que Т(х) soit 
vraie pour tout point х de Ро . 

С2 : Si Т(х) est vraie pour tout point х Е Р, Р etant unе portion 
gauche non-vide de Е, il у а, si Р С Е, unе portion gauche Q de Е telle 
que Р С Q et que Т(х) soit vraie pour tout х de Q. 

CONSEQUENCE. La proposition Т(х) est vraie pour tout х de Е. 

2. Оп dira qu'un ensemble ordonne non-vide Е possede la propriete 
Lebesgue-Кhintсhinе3О , si la conclusion suivante а lieu: 

HYPOTHESE. Soit Т(х) unе proposition logique quelconque verifiant 
les conditions: 

Cf: Л у а unе portion gauche etementaire РО de Е telle que Т(х) soit 
vraie pour tout point de Ро . 

29voir N.T. р. 164. Оп peut dire que Т(х) est une fonction univoque definie pour 
tout х Е Е et ne pouvant admettre dans Е que deux valeurs differentes аи plus. C'est 
donc la fonction caracteristique d'un sous-ensemble de Е. 

ЗОСf. Н. Lebesque, Le90ns sur I'integration, Paris, 1904, 105 et А. Khintchine, 
Fund. Math. 4(1923), 164-166. Voir aussi Т.Н. Нildebrandt, Виll. Amer. Math. Soc. 
32(1926), р. 430, qui аи lieu des conditions ct, c~ рове сев deux conditions: 

Кl: Il у а un point pour lequel Т(х) est vraie; 
К2: Si Т(х) est vraie pour tout point de Е precedant ип point х' de Е, il у а 

ип point у de Е tel que х' < у et que Т(у) soit vraie. D'apres М. Hildebrandt, cette 
definition serait equivalente avec la definition 2, се qui n'est рав exact (voir la note 5). 
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C~: Si Т(х) est vraie роuт tout point х de Р, Р etant unе portion 
gauche elementaire non-vide de Е, il у а, si Р С Е, unе portion gauche 
elementaire Q de Е telle que Р с Q et que Т(х) soit vraie роuт tout х de 
Q. 

CONSEQUENCE. La proposition Т(х) est vraie роuт tout point de Е. 

3. Оп dira qu'un ensemble ordonne non-vide Е admet le principe de 
1 'induction complete3 , si Е а un premier element et si la conclusion suivante 
а lieu: 

НуротиЕsЕ. Soit Т(х) unе proposition logicl'u.e quelconque verifiant 
ces conditions: 

ср: а designant le premier point de Е, Т(а) est vraiej 

cg: Ь etant un point de Е tel que Т(х) soit vraie роuт tout point de 
l'intervalle gauche а de Е, Т(х) est еnсоте vraie роuт le point а de Е; 

CONSEQUENCE. Т(х) est vraie роuт tout х Е Е. 

Convention 1. L'ensemble vide possede la propriete de Lebesgue­
Khintchine et admet le principe de l'induction lineaire ainsi que celui de 
l'induction complete. 

ТИЕОRЕМЕ 1. Toute ensemble ordonne admet le principe de 1 'induc­
tion lineare. 

Soient: Е un ensemble ordonne non-vide, Т(х) une proposition logique 
quelconque verifiant les conditions с1 , с2 , et :F la famille de toutes les 
portions gauches de Е рош tout point desquelles Т(х) est vraie. Il s'agit 
de prouver que Е E:F. Si Е 9! :F, soit Р = I::F. Il est clair que Р Е :F et 
d'apres la condition с2 , il existerait une portion gauche Q de Е telle que 
Р с Q, Q Е :F се qui est absurde а cause de la definition de Р. Оп а donc 
Е ЕТ c.q.f.d. 

ТИЕОRЕМЕ 2. Роuт qu'un ensemble ordonne admette le principe de 
1 'induction соmрШе, il faut est il suffit qu 'il soit bien ordonne.· 

Nous nous contentons de prouver que la condition est necessaire. De 
plus, а cause de la convention precedente, (Јп peut supposer que Е :Ј О. 

Soit done Е un ensemble ordonne ayant un premier point а et admettant le 
principe de l'induction complete. Si Е n'etait раБ bien ordonne, il existerait 
un sous-ensemble non-vide F de Е n'ayant раБ un premier point. х etant 
un point de Е, designons рм Т(х) la phrase "х precede tout point de F". 
Il est manifeste que la condition ср est rempliej d'autre part, si Т(х) r~t 
vraie рош tout х de Е precedant un certain point Ь de Е, il est clair 
Т(Ь) est encore vraie, sans quoi Ь serait le premier point F, contrairem 
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la supposition. Bref, la condition cg est аиввј verifiee. En admettant, par 
hypothese, Је principe de l'induction compIete, Ја proposition Т(х) serait 
vraie pour tout х Е Е се qui est absurde. Done Е est bien ordonne. 

ТНЕОКЕМЕ 3. Les quatre hypotheses suivantes sur un ensemble or-
donne non-vide Е sont logiquement equivalentes: 

а. Е possede lа propriete de Lebesgue-Khintchine; 

{3. Е est sans аuсunе lacune interieure (dejinition 1.10); 

т. Tout F non-vide Ьоmе injerieurement dans Е а unе Ьоmе inferieure 
dans Е (dejinition 1.7); 

б. Tout F non-vide borne superieurement dans Е а unе borne superie­
ure relativement а Е (dejinition 1.7). 

Il suffira de prouver cette chaine de conclusions lоgiquеs:З1 

а --+ {3 --+ т --+ б --+ а. 

а --+ {3. Supposons чи'ј! existe une lacune interieure АВ de Е c'est-a­
dire чие А <В, А::Ј О, В::Ј О, et А+В = Е. 

Designons par Т(х), х etant un point de Е, la phrase "х appartient а 
А". Puisque А ::Ј О, la condition с! est satisfaite; puisque, par supposition, 
А n'a pas un dernier element, Т(х) verifie aussi la condition c~ et а Ја suite 
de l'hypothese а, la proposition Т(х) serait vraie pour tout х Е Е donc en 
particulier pour tout point de В, се qui est absurde. 

{3 --+ т· F etant borne inferieurement dans Е, оп а А ::Ј О, А designant 
l'ensemble de tous les points а Е Е tels чие F ~ (а, .)Е. L'inclusion {3 --+ т 
etant evidente si F а un premier point, supposons чие F n'a рав un premier 
point et чие F ::Ј О. Par consequent, l'ensemble В = Е - А est aussi non­
vide et n'a pas un premier point. А cause de l'hypothese {3, l'ensemble А а 
un dernier point, soit а Е Е; et alors, оп voit sans peine чие а est Ја borne 
inferieure de F relativement а Е. 

т --+ б. р::Ј О etant borne superieurement dans Е, soit В l'ensemble 
de tous les а Е Е tels чие F ~ (., а)Е. Il est evident чие В est une portion 
droite de Е. Le dernier point eventuel de F etant ва borne superieure, 
supposons чие F n'a рав un dernier point. L'ensemble В etant non-vide et 
borne inferieurement dans Е, soit Ь Ја borne inferieure de В relativement а 

31 Х, У etant deux hypotheses ои deux propositions logiques, Је symbole Х -Ј. У 
voudra dire que У est иnе consequence logique de Х ои "si Х aIors У". Si Х -Ј. У et 
У -Ј. Х, оп dira que Х, У sont equivaIentes. 

Le signe Х -Ј. У voudra dire "prouver que Х -Ј. У". 
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Е dont l'existence est assuree par l'hypothese ,. Оп prouve facilement que 
Ь est alors la borne superieure de F relativement а Е. 

8 -+ а. Т(х) designant une proposition logique quelconque verifiant 
les conditions О{, ОЈ designons par Р 1 'enseтЫe de tous les points х de Е 
pour lesquels Т(х) est vraie. А cause des conditions 0[, C~, l'ensemble Р 
est une portion gauche non-vide de Е32 . Si Р = Е, il n'y а rien а demontrer. 
Supposons donc que G = Е - Р :Ј о. Оп а alors Р < С, Р:Ј о, G :Ј о. 
Autrement dit, la portion Р serait bornee superieurement et, а la suite de 
l'hypothese 8, aurait une borne superieure relativement а Е, soit а Е. А 
cause de la condition ОЈ оп а а поп Е Р, оп aurait donc а Е с. Оп voit 
que Р = (., а)в et а la suite de la condition ОЈ, il existerait une portion 
gauche elementaire Q de Е telle que Р :Ј Q et que Т(х) soit vraie pour tout 
point de Q. Puisque Ь Е Q, оп aurait Ь Е Р, се qui est incompatible avec 
la supposition que Ь Е Q et Р < с. Ainsi le theoreme 3 est completement 
demontre. 

У. EnseтЫes et espaces ordonnes non-lacunaires. 

ТИЕОRЕМЕ 4. Pour tout enseтЫe ordonne non-lacunaire, les hy­
pothCses а, јЗ, " б du theoreтe 3 sont verifiees. 

C'est une consequence immediate du theoreme precedent. 

ТИЕОRЕМЕ 5. Les cinq hypotheses suivantes sur un enseтЫe ordonne 
non-vide Е sont logiqueтent equivalentes: 

а. Е est non-lacunaire; 

fЗ. Tout sous-ensemble ПОIl-vidе de Е а une borne inferieure et une 
borne superieure relativement а Е; 

,. 10 Е est limite, 20 chaque portion de Е est une portion elementaire 
de Е; 

8. 10 Е est limite, 20 :F etant une fami1le quelconque de portions 
(elementaires) de Е deux а deux non-disjointes, l'ensemble :Е F est une 
portion elementaire de Е; 

Е. :F etant une famille monotone33 non-vide quelconque de segments 
de Е, l'ensemble П F est un point ои un segment de Е. 

La demonstration du theoreme consistera а prouver cette chaine de 
conclusions ct -+ f3 -+ , -+ 8 -+ Е -+ а. 

32C'est cette conclusion qui est fondamentale dans tout Је raisonnement; or il est 
clair qu'elle n'est раэ une consequence des conditions kl,k2 de Ја note (4). 

33 voir Ја definition 4.1. 
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Q -7 (3. Prouvons, рм exemple, l'existence de la borne superieure de 
F relativement а Е. En designant рм А la portion gauche de Е confinale 
avec F, considerons la coupure А de Е (voir la definition 1.10). Si А а 
un dernier point, l'ensemble В = Е - А а un premier point Ь, sans quoi 
оп aurait la lacune АВ de Е contrairement а l'hypotMse. Or, оп prouve 
facilement que le point Ь de Е est alors la borne superieure de Е. 

D'une f~on analogue, оп demontre que F а une borne inferieure rela­
tivement а Е. 

fЗ -7 'У. Р etant une portion non-vide de Е, soient ар, Ьр la borne 
inferieure et la borne superieure de Р relativement а Е; оп s'aper<;oit que Р 
admet une (et une seule) des representations: [ар, Ьр], [ар, Ьр ), (ар, Ьр ] 
et (ар, Ьр). Si, en particulier, Р = Е, оп а Е = [аЕ, ЬЕ] et аЕ, ЬЕ sont 
respectivement la premier et la dernier point de Е. 

'У -7 6. Voir le lemme 6. 

6 -7 Е. 11. designant la {аmiПе des segments droits х de Е, х par­
courant l'ensemble des extremites droites des elements de F (F ayant la 
mеmе signification que dans l'hypothese Е), posons Н = L 11.. 

La {аmiПе 11. etant monotone (lemme 4) et non-vide (рмсе que d'apres 
l'hypothese 6, Е est limite), l'ensemble Н est, d'apres l'hypothese 62, une 
portion elementaire de Е. En designant alors рм h l'extremite gauche de 
Н, оп s'aper<;oit que h est le dernier point de П F. De la теmе fa<;on, 
оп prouve que П F а un premier point у. Оп а alors П F = 9 = h ои 
ПF=[g, h]. 

Е -7 а. А, В, etant respectivement le composant inferieur et le соm­
posant superieur d'une coupure О de Е, аи moins l'un d'eux est non-vide, 
soit А :::> о. En designant par F la {аmiПе des segments droits х de Е, х 
parcourant А, soit 9 le premier pont de П F. Si 9 Е А, 9 est le dernier 
point de А, si 9 Е В, 9 est le premier point de В. L'existence de 9 etant 
assuree рм l'hypotMse Е, l'ensemble Е est donc non-lacunaire. 

Ainsi le tMoreme 1 est completement demontre. 

LEMME 16. Tout ensemble ferme non-vide F d'un espace nоn-
lacunaire Е est non-lacunaire. 

En effet, considerons une coupure ХУ de F. Puisque, рм hypotMse, 
F :::> о, au moins un des ensembles х, У est non-vide, soit Х. Si Х а un 
dernier point, il n'y а rien а demontrer. Si х n'a pas un dernier point, 
la portion gauche А de Е confinale avec Х n'en а pas поп plus et, рм 
consequent, l'ensemble В = Е - А а un premier point, soit Ь. Le point Ь 
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est, оп le voit, un point d'accumulation de Х et par consequent, F etant 
ferme, Ь Е F donc Ь Е У. Оп s'aperc;oit aisement que Ь est alors le premier 
point de У. Autrement dit, F est non-lacunaire. 

COROLLAIRE 1. 
lacunaire est liтite. 

Tout enseтble ferтe non-vide d 'un espace nоn-

LEMME 17. ;: etant unе faтille quelconque d 'intervalles d 'un espace 
non-lacunaire Е telle que L:.1" = Е, lа famille .1" contient unе famille finie 
;:1 telle que L:.1"1 = Е. Оu, dans lа terminologie de М. Frechet: tout 
espace ordonne non-lacunaire possede lа propriete de Borel-Lebesgue (voir 
lе theoreme 6.2) . 

.1" etant une fami1le d'intervalles de Е telle que L:.1" = Е, disons, 
avec М. Lebesgue, qu'un point Х de Е est atteint s'il existe une fami1le 
finie Јх telle que Јх ~ .1" et L: Јх ;2 (., Х]В. Designons par Т(х), Х etant 
un point de Е, la proposition logique "х peut etre atteint". Оп s'aperc;oit 
immediatemment que Т(х) verifie les conditions Ci et C~ de la definition 2; 
l'ensemble Е, etant non-lacunaire, possede la propriete Lebesgue-Khintchine 
et, par consequent, la proposition Т(х) est vraie pour tout Х Е Е. En 
particulier, le dernier point Ь est atteint par les eIements de Јь: оп а donc 
Јь ~ .1", L: Јь = Е puiss. Је < No. 

А la suite des lemmes 16 et 17, оп а се 

THEOREME 6. Tout ensemble ferme non-vide d 'un espace ordonne 
поп lacunaire, possede lа propriete Borel-Lebesgue (voir le theoreтe 6.2). 

VI. Ensembles connexes. 

LEMME 18. Tout ensemble ordonne соnnехе est dense. 

En efIet, Е etant connexe, supposons qu'il ne soit pas dense; cela 
voudrait dire, d'apres le lemme 13, l'existence de deux points consecutifs а, 
Ь de Е. Si par exemple а < Ь, posons G = (., а], Н = [Ь, .). 

Оп s'aperc;oit que Е = G + Н, G ::) О, Н::) О, ан + GH = О се qui 
est contraire а la supposition que Е est connexe. 

THEOREME 7. Pour qu 'un ensemb1e ordonne Е soit continu, il faut 
et il suffit qu 'il soit limite et соnnехе. 

Оп se contentera de prouver que la condition est necessaire. Е etant 
continu, Е est limite, sans quoi, si Е n'avait pas un premier point par 
exemple, Е aurait la lacune ОЕ; demontrons de plus qu'i1 est connexe. 
Supposons, par impossible que Е ne soit pas connexe, donc 

(1) E=G+H, G::)O, Н::) О, aH+GH=o. 
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Il s'en suit que 

(2) ан=о, а'=а, Н'=н. 

Supposons que c'est G qui contient le premier point а de Е, donc а 
поп Е н. L'ensemble Н etant, par suppositions (1) et (2), ferme, possede, 
d'apres le corollaire 1, un premier point, soit Ь. Il est evident que а < Ь, 
(а, Ь) ~ а. Or, Е etant continu, donc en particulier dense, le point Ь serait 
un point d'accumulation de (а, Ь) donc aussi de G et а la suite de (2), оп 
aurait Ь Е а. Оп aurait donc Ь Е ан, contrairement а (2). 

THEOREME 8. Pour qu 'un ensemble ordonne soit соnnехе, il faut et 
il suffit qu 'il soit dense et sans аuсunе lacune inferieure. 

THEOREME 9. Е etant un ensemble соnnехе, les hypotheses а, (З, " 
д du theoreme 3 sont verifiees. 

THEOREME 10. Pour qu'un sous-ensemble F d'un ensemble соnnехе 
Е soit соnnехе il faut et il suffit q 'il soit unе portion de puissance > 1 de Е 
(voir la convention 1.2). 

Nous nous contenterons de prouver que la conditionest necessaire. En 
effet, soit F un sous-ensemble connexe de F; јl s'agit de prouver que F est 
une portion de Е. Si F n'etant pas une portion de Е, оп aurait deux points 
а, Ь de F tels que с Е (а, Ь), с rJ. Р. En posant alors G = (., е)р, Н = (с, .)р, 

оп voit que F = G + н, G :::> о, н:Ј О et ен + ан = Ој par consequent, 
F ne serait pas connexe, contrairement а la supposition. 

vп. Prolongements et reduction d'ensembles et d'espaces ordonnes. 

5) Е etant donne, IE designera l'ensemble ordonne deduit de Е en 
comblant chaque lacune de Е par un eIement (Remplissage de lacunes34 de 
Е). 

34Voici ип procede concret de remplissage de lacunes de Е. Une famille non-vide 
С d'intervalles non-vide de Е sera dite chaine fondamentale d'intervalles de Е si ces trois 
conditions sont verifiees: 10 vt V2 :Ј О рош tout V1 Е С, V2 Е С; 20 П С = П ё, ё 
designant Ја famille des fermetures ii, v Е с. 30 р П С = О ои 1. Si р П С = 1, оп dira 
que С converge vers le point П с. Si р П С = О, С sera dite divergente. 

Deux chaines fondamentales C i , (i = 1,2) sont dites equivalentes, еп signes с1 ~ 
С2 , si рош tout v 1 Е с1 et tout v 2 Е С2 , оп ait v 1v 2 :Ј о. Оп demontre que Је signe ~ 
est ипе relation de classification et que deux chaines fondamentales equivalentes sont а Ја 
fois ои Ыеп divergentes ои Ыеп convergentes et que, dans Је dernier сав elles convergent 
vers Је mеmе point de Е. А Ја suite du !еmmе 1.1, l'ensemble des chaines fondamentales 
peut etre partage еп faisceaux de chaines fondamentales. Si !'оп pose, ф1, ф2 etant deux 
faisceaux differents, ф1 < ф2 si 2:' ф1 contient ип eIement precedant ип element de 2:' ф2 
(voir Ја note 1.2) et si Ј'оп substitue а аи Јјеи de Ф si 2:' Ф converge vers а, оп s'assure que 
l'ensemble ainsi obtenu est ordonne et "coincide" ауес l'ensemble ЈЕ. (Cf. La Note des С. 
R. 198, 1934; р. 882). ОП prouve facilement се tbloreme: Pour que Е soit non-lacunaire, 
ј! faut et ј! suffit que chaine fondamentale d'intervalles de Е soit convergente. 
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LE designera un ensemble qu'on obtient de Е en у supprimant un 
sous-ensemble quelconque de points ne remplissant aucune portion de puis­
sance > 1 de Е. 

sE designera l'ensemble ordonne obtenu en pla<;ant dans chaque saut 
de Е un ensemble ordonne ayant le type .А de l'ensemble des nombres reels 
(Reтplissage Је sauts Је Е). 

ВЕ dеsigпеlЋ un ensemble ordonne qu'on obtient de Е en lui enlevant 
une certaine famille d'intervalles deux а deux disjoints et ayant, tous, le 
type ordinal .А. 

б) иЕ designera l'ensemble ordonne qu'on obtient en comblant chaque 
lacune АВ de Е soit par deux points soit par un seul point, suivant que la 
lacune est interieure ои non-interieure. 

а parcourant l'ensemble de points d'accumulation bilaterale de Е, v Е 
designera l'ensemble ordonne qu'on deduit de Е en intercalant un point, soit 
entre а et (., а)Е, soit entre а et (а, .)Е. Le signe V Е designera un ensemble 
qu'on obtient en supprimant une extremite de chaque saut de seconde espece 
de Е. 

шЕ designera le sur-ensemble ordonne de Е qu'on obtient en inter­
calant un point entre les composants de chaque соирше АВ de Е telle que 
ои bien А а un dernier point qui est alors поп-isоIe du сбtе droit ои Ыеn В 
а un premier point qui est alors non-isole du сбtе gauche. 

LEMME 19. Е etant non-vide, l'enseтble [Е est non-lacunaire. Si 
р Е > 1, l'enseтble sE est dense. 

LEMME 19'. Pour que lE soit continu, il faut et il suffi.t que Е soit 
dense. 

LEMME 19". Si р Е > 1, les enseтbles s(lE) et l(sE) sont continus et 
seтblables. Par consequent, tout enseтble ordonne est continu dans иn еn­
seтble ordonne continu. Ainsi, [а theorie des enseтbles ordonnes continus 
peut se deduire Је [а theorie des enseтbles ordonnes continus. 

LEMME 20. Si Е est dense (соnnехе), l'enseтble vE est dense еn 
soi (et totaleтent nоn-соnnехе). Si Е est dense еn soi, l'enseтble VE est 
dense. 

LEMME 21. L'enseтble Е est partout dense sur [Е, иЕ, vE et шЕ. 

Soit ј une des lettres [, и, v, ш, considerons јЕ. Si Е = јЕ, il n'y а 
rien а demontrer; supposons donc que Е с јЕ. Soient alors т un point de 
јЕ - Е et Ј un intervalle de јЕ contenant le point т; il s'agit de prouver 
que ЕЈ :) О. Nous nous contenterons de le prouver dans le см ои ј = ш. 
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Considerons seulement le cas ои т n'est pas une extremite de wEo En 
posant А = (о, т)в, В = (т, о)В, оп aura Е = А + В, А < В, А :) О, 
В :) Оо Par consequent, ои bien А aura un dernier point, а, non-isоIe du 
cote droit, ои bien В aura un premier point, soit Ь, non-isole du cote gaucheo 
Examinons le premier caso Designons рм d l'extremite droite de l'intervalle 
Јо Si d n'existe pas, cela veut dire que Ј est un intervalle droit de wE 
et par consequent ЕЈ :) Во Si d existe et appartient а Е, оп voit que 
О С (а, d)B С Ј; si d Е wE - Е, оп posera А1 = (о, d)B, В1 = (d, о)Во Оп 
obtient ainsi une nouvelle coupure de Е differente de la precedente et оп 
voit que О С А1 - А2 С Ј. 

Le second cas ои В а un premier point pouvant etre traite d'une 
maniere analogue, оп а bien demontre que Е est partout dense sur wE. 

COROLLAIRE. L'enseтble јЕ-Е, (ј = l,u,v,w), est ои bien vide ои 
bien coтpose de points d'accuтulation de јЕ (voir le lетте 11). 

LEMME 22. Pour qu'un point а Е Е soit иn point d'accuтulation, 
relativeтent а јЕ, (ј = l, и), d'un F ~ јЕ, il faut et il suffit que а soit иn 
point d'accuтulation, relativeтent а Е, de l'enseтble EF.35 

LEMME 23. Tout enseтble ordonne partout dense sur Е est encore 
partout dense sur l'enseтble ordonne иЕ + vЕ.3б 

LEMME 24. Tout point а de Е est иn point isole de l'enseтble wE. 

La demonstration des lemmes 22, 23 et 24 ne presentant, aucune espece 
de diffi.culte, оп va prouver се 

ТИЕОRЕМЕ П. 0.) lE est le plus petit sur-enseтble non-Iacunaire de 
Е s'est-a-dire il n'у а аисиn enseтble non-Iacunaire М tel que Е с М с lE. 

{3) иЕ + vE est lе plus grand enseтble ordonne Н contenant Е, avec 
son organisation respective de points, сотте иnе partie de Н partout dense 
surH. 

'У) uE+wE est lе plus grand enseтble ordonne sur lequel Е est partout 
dense. 

Nous nous contenterons de prouver la partie {3 du theoreme П. 

Tout d'abord, d'apres le lemme 22, l'ensemble иЕ + vE contient Е 
avec son organisation respective de points; de plus, а la suite du lemme 21, 
l'ensemble Е est partout dense sur иЕ + vE. 

350п dira, pour abreger, que Ј Е contient Е ауес воn organisation relatille de 
pointso 

36uЕ + vE designe l'еnsеmblе ordonne de la reunion des ensembles uЕ et IIЕо 
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Supposons, d'autre part, l'existence d'un ensemble ordonne М tel que 
1 о М С uЕ + v Е, 20 Е est partout dense sur М, 30 М contient Е ауес son 
organisation respective. т etant alors un element de М - uЕ - vE, posons 
А = (.,т)Е, В = (т,.)Е. Оп voit que А, В sont portions d'une lacune 
interieure de Е. Оп а les quatre см: 

1) А а un dernier point а, В а un premier point Ь. Се см n'est рм 
possible parce que (а, Ь) м contiendrait аи moins le point т de М sans 
contenir aucun point de Е, contrairement а l'hypothese que Е est partout 
dense sur М. 

П) А а un dernier point а, В n'a рм un premier point bien que В сО. 
Autrement dit, le point а serait un point d'accumulation, relativement а Е, 
de l'ensemble В sans qu'il soit un point d'accumulation, relativement а М, 
du segment droit т de М bien que Е. [т, ,)м = В, се qui est contraire 
а l'hypothese que М contient Е ауес son organisation respective de points 
(voir 9) et le lemme 22). 

IП) А n'a рм un dernier point bien que А ::> О, в а un premier point 
Ь. Се см est traite сошше le см precedent. 

IV) А n'a рм un dernier point bien que А с О, в n'a рм un premier 
point bien que В С О. En vertu de sa definition, l'ensemble uЕ contient 
deux points р, q entre А et В. En considerant alors l'ensemble compose des 
points т, р, q, оп s'aper«;oit qu'au moins un de ceux-ci serait isole dans М, 
се qui est absurde. 

Ainsi le Theoreme П est completement demontre. 

Remarque. Оп peut prouver sans peine que tout ensemble ordonne 
peut etre deduit а partir d'une paire оrdОПШЈе Р par des combinaisons (finies 
ои transfinies) des procedes l, L, s, В, и, v, V et w. Par exemple, 1 + л + 1 
est le type ordinal de s Рј 'ТЈ etant le type ordinal des nombres rationnels, 
оп а 'ТЈ = SsP, etc. 

§4. Familles monotones d'ensembles 

La relation d'inclusion С (ои ::» entre ensembles etant une relation 
d'ordre, le but de се § sera de comparer les relations С et <. 

1. Une famille d'ensembles sera dite monotone si ses elementes sont 
deux а deux toujours en relation ::> [се qui revient аи шеше toujours en 
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relation с], la [атillе vide sera, aussi Ыеп que chaque [атi1lе composee 
d'un seul ensemble, consideree сотте monotone37 . 

Dans се § la lettre :.F designera ипе [атi1lе monotone d'ensembles 
ordonnes par rapport 11 [а relation :::> qu'on lira "contient аи sens strict" 
et c'est sous cette convention qu'on emploiera le langage, etabli dans les 
§ precedents, des ensembles ordonnes. Toutefois, remarquons que, dans le 
сав actuel, l'ensemble vide jouera ип rale concret et s'il appartient а :.F, 
succedera а tout autre element de :.F.38 

2. L'ensemble I::.F sera designe par М;т: ои М et арреМ base de :.F. 
La [атiПе de tous les sous-ensembles de М О'епветblе vide у compris) sera 
designe раг U М. 

Si а Е М;т:, Ь Е М;т:, 

(Р) le signe а < Ь voudra dire l'existence d'un Х Е :.F tel que а i Х, 
ЬЕХ, 

(Q) le signe а '" Ь voudra dire que tout eIement de :.F contenant а 
contient Ь et tout eIement de :.F contenant Ь contient aussi а; alors оп а aussi 
Ь '" а. 

Оп observe qu'on а dans tous les сав а < Ь ои Ь < а ои а '" Ь. 

:.F sera dit ип ordre de М si а '" Ь n'est vrai pour аисип couple de 
points differents de М. Si р М = О ои 1, :.F sera dit encore ordre de М. 

3. :.F etant ипе [атШе monotone, le signe :i designera la [атiПе des 
епветblев Lf, Пf, f parcourant la classe de sous-fаmiIlеs non-vides de 
:.F. 

Un saut de :.F sera dit large si l'ensemble-difference de l'extremite 
gauche et de l'extremuite droite du saut est сотрове d'au moins deux points. 
De plus, si :.F а ип dernier element в de ријввапсе > 1, le couple ВО sera 
encore appele ип saut large de :.F. 

Оп designera раг (Ј:;: ипе [атillе d'ensembles qu'on obtient еп ad­
joignant а la [атiIlе :.F ипе [атiПе d'ensembles поп vides Х tels que: 10 

37 Autrement dit, pour qu'une famille d'ensembles soit monotone, јј faut et јј suffit 
qu'elle soit огdопш§е рат rapport а ј'ип des signes :) ои С. Оп voit maintenent pourquoi 
оп convient que С signifie "contenu аи вепВ strict dans" аи Јјеи de "contenu dans" parce 
que dans Је dernier сав, С пе serait рав ипе relation d'ordre, (Voir Ја notion de familles 
ramifiees d'ensembles dans Је § 8 В). Pour Ја th€orie des familles monotones, voir С. 
Kuratowski, Fund. Math. 2(1921), р. 161-172 et Fraenkelloc. cit. 

38Cette remarque aura, dans Ја suite, ипе grande importance. Еп paтculier, вј 
:F contient l'ensemble vide {О} соmmе ип eIement, оп aura :F + {О} =:F. (Оп ecrira 
quelquefois {О} аи Јјеи de О pour marquer que {О} est оЫепи par de certaines construc­
tions et јоие, рат consequent, ип role qui difГere du гбlе јоие рат О qui est Је type abstrait 
de tous Јев епветblев vides). 
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tout Х est entre les extremites d'un saut large de :F, et 20 pour tout saut 
large de:F, il у а ип seul Х entre ses extremites (Remplissage de sauts larges 
de:F. Voir la def. 3.5). 

4. Une famille monotone:F sera dite saturee s'il n'existe аисипе famille 
monotone Qj telle que Qj :Ј F et 2:: Qj = 2:::F. 

LEMME 1. Ф etant unе classe de Jamilles monotones d 'ensembles 
dont les bases Jorment unе Jamille monotone, lа ЈаmШе 2::' ф est monotone 
(voir lа note 1.2). 

ТИЕОRЕМЕ 1. :F etant donnee, :F est unе Jamille monotone nоn­
lacunaire contenant:F соmmе unе partie partout dense. Оп а Ј: = :F. 39 

Le theoreme 1 sera demontre quand оп aura fait la demonstration des 
lemmes 2-6. 

LEMME 2. Ј: est unе sur-Jamille monotone de :F. 

Que :F ~ :t, c'est manifeste; prouvons que Ј: est monotone c'est-a­
dire que, А, В etant deux elements differents de :t, оп ait ои Ыеп А с В 
ои bien А :Ј В. 

Logiquement, quatre сав sont а envisager: 

10 А = 2:: Ј, В = 2::g, Ј, 9 etant deux sous-familles non-vides de:F. 

En designant par F, С un eIement variable respectivement de Ј, g, 
оп а cette disjonction: ои bien pour chaque F il у а un С tel que F ~ С et 
alors А С В ои bien il у а un F tel que F g; С donc F :Ј С pour chaque 
С, et alors А :Ј В. 

20 А = 2:: ј, В = Пg. Ои Ыеп il у а un F et un С tels que F ;2 С 
et alors А :Ј В ои bien pour chaque С оп а F "Ј. с donc F С С et alors 
АСВ. 

30 А = Пf, В = 2::g. Voir le сав precedent. 

40 А = ПЈ, В = Пg. 

Tout d'abord, оп s'aper~oit que pour F quelconque, оп а ои bien 
F ~ В ои bien F :Ј В. Сесј etant, ои bien pour chaque F, оп а F :Ј В et 
alors А :Ј В ои Ыеп il у а un F tel que F ~ В et alors А С В. 

LEMME 3. :F est partout dense sur :F. 
Si:F = Ј:, il n'y а rien а demontrer. Supposons l'existence d'un А Е :t 

-:F. Оп voit qu'au moins un des deux сав а lieu: 

А = П(., A).:F, А = 2:: (А, .)Ј'" (voir la definition 1.5). 

З9Раr definition, ј = Й, н =:F. 
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ОП voit aussi que dans le premier сав раг exemple, tout intervalle 
de :1 contenant А contient аи moins un element de la famille (., A)F; par 
consequent, А est alors un point d'accumulation de У, etc. 

LEMME 4. :1 est non-Iacunaire. 

Tout d'abord, оп voit que :1 est limite. D'autre part, supposons l'exi­
stence d'une lacune interieure А В de:1. En posant Ао = АУ, ВО = ВУ, 
Ао est (puisque :F est partout dense sur Р) une sous-famille non-vide de 
У; donc А = ПАо, А ЕР. ОП а ои bien А Е А ои bien А Е В. Оп voit 
que si А Е А (А Е В), А sera le dernier (premier) element de А(В) et, раг 
consequent, la соирше А В n'ouvrirait pas une lacune de :1, contrairement 
а la supposition. 

LEMME 5. La ЈатШе :1 est lа plus grande sous-Jaтille тonotone de 
U М:!'" sur laquelle :F est partout dense. 

Supposons l'existence d'une famille monotone ® telle que :F с \8 ~ 
U М:!'" et sur laquelle:F serait partout dense. Si G Е \8-:1, оп voit que G ne 
peut рав etre une extremite de \8. Раг consequent, en posant А = П(., G)F, 
в = I.;(G, .)F, оп а А Е:1, в Е:1. Ainsi, l'intervalle АВ de \8 contiendrait 
аи moins l'element G de \8 sans contenir aucun element de :F contrairement 
а l'hypothese que :F est partout dense sur \8. 

LEMME 6. :1 = :F 
Tout d'abord, d'apres les lemmes 3 et 4, :F est une sur-famille mono­

tone de :F sur laquelle :F est partout dense; :F etan~ partout dense sur Р, :F 
est partout dense sur Р, :F est par~out dense sur :1 aussi. Alors, а la suite 
de lemme 6, оп ne peut рав avoir :F :::Ј У. 

THEOREME 2. Les quatre hypotheses suvantes sur unе ЈатШе топ 0-

tone :F sont logiqueтent equivalentes: 

а) :F est saturee; 

/3) 10 {О} Е У, 20 :F n'а аuсun saut large, 30) :1 = У; 

'у) Pour chaque coupure А В de:F, оп а: 10 П А Е У, 20 I.; В Е У, 
30 р(П А - I.; В) = О оu 1; 

б) 10 :F est un ordre de M:F, 20 pour chaque coupure А В de У, оп а 
ПА Е:;:: et I.;B ЕУ. 

Оп уа prouver cette chaine de conclusions: а -7 /3 -7 'у -7 б -7 а. 

а -7 /3. L'ensemble vide etant contenujvoir la note 1.1) dans tout 
ensemble, la conclusion а -7 /31 est evidente; il en est de шеше, уи le 
theoreme precedent, de la conclusion а -7 /33. Рош prouver que а -7 /32, 
оп voit qu'il suffit de montrer се 
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LEMME 7. Pour chaque faтille тonotone У, а;: est unе sur-faтille 
тonotone de:F. Pour que :F = аУ, il faut et il suffit que :F n'ait аuсun 
saut large. 

(3 --+ ,. А etant ипе portion gauche quelconque de У, оп а ои Ыеп 
А = О et alors П А = :F а cause de l'hypothese /31 ои Ыеп О ::> А ;2 :F 
et alors П А = :F а cause de (33. Оп а donc (3 --7 ,1. De la шете {а<;оп, 
оп prouve que (3 --7 ,2. 11 nous reste а prouver que (3 --7 ,3. Еп posant 
А = П А, В = L:(:F - А), оп voit que А, В sont deux elements consecutifs 
de :F et, рат consequent, si la condition ,3 n'etait pas realisee, А, В, seraient 
les extremites d'un saut larg'e de :F contrairement а (32. 

, --7 о. 11 s'agit de montrer que , --7 01. Le cas оп рМ;: S 1 etant 
evident, supposons que рМ;: > 1. 11 s'agit donc de prouver que, а, Ь, etant 
deux points dШеrепts quelconques de М, оп ait ои Ыеп а < Ь ои Ыеп а> Ь 
(voir le definition (Р». Еп supposant que Ь < а n'est pas vrai prouvons que 

(1) а<Ь 

Remarquons, tout d'abord, que sous l'hypothese " оп peut demontrer 
sans peine que 

(2) {О} Е У, :i = У. 

Ceci etant, soit \в la fашillе de tous les Х Е :F contenant le point Ь. Si 
\в contient ип element ne contenant pas le point а, la relation (1) serait 
verifiee. Supposons donc que а Е G = П \В. En posant 

(3) Ga = G - а, оп aura а (ј. G, Ь Е Ga . 

Еп posant В = L:(G, .);:, оп а, а cause de (2), В Е;: et В С Ga + а, donc 
В ~ Ga • Si l'on avait В С Ga , оп aurait p(G - В) > 1 се qui est impossible 
а cause de l'hypothese ,3 et du fait que В = L: В et G = П (;: - В), 
В = (G, .);:. Оп а donc В = Ga et, рат consequent, Ga Е У, се qui, 
d'apres (Р), ensemble avec (3), veut dire que а а < Ь. 

о --7 е. Supposons, рат impossible, l'existence d'une {ашШе шопоtопе 
\В telle que \В ::> :F et L: \В = L::F (voir la definition 4). G etant un element 
de \В-У, posons 

А = п (., G);:, В = I:(G, .);: 

D'apres la condition 02, оп а А Е У, В ЕУ. D'autre part, il est clair 
que А ::> G ::> В et par suite р(А - В) > 1. Autrement dit А, В, seraient 
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les extremites d'un saut large de F се qui est еп la contradiction ауес la 
condition б1 et le 

LEMME 8. А uсunе famille monotone F qui est un ordre de sa base 
nе contient аuсun saut large. 

Soient, еп effet, т, п deux points differe'nts de А-В. Par hypothese, 
оп а ои Ыеп т < п ои Ыеп п < т. Supposons que т < n. Cela voudrait 
dire l'existence d'un ensemble D Е F tel que т st D, п Е D. Or, оп 
voit, que D serait entre А et В et par consequent, А, В пе seraient рм 
consecutifs dans F, contrairement а la supposition. Ainsi le tMoreme 2 est 
compIetement demontre. 

LEMME 9. Si F est un ordre de sa base M:F, F est unе famille de 
portions droites de МЈ'" ordonm§e par lе procede (Р). 

Еп effet, s'il п'еп etait рм ainsi, оп aurait deux points а, Ь de М et 
ип Х Е F tels que: а < Ь, а Е Х et Ь st х. Le signe а < Ь voulant dire 
l'existence d'un У Е F tel que а Ф. У, Ь Е У, les ensembles х, У seraient 
deux eIements distincts de F pour lesquels оп п'а пј Х С У пј У с Х 
contrairement а la monotonie de F. 

THEOREME 3. La condition necessaire et suffisante pour qu'une 
famille monotone F soit un ordre de sa base, est que lа famille ј" + {О} 
soit sаturее.З8 

La condition est necessaire. F etant ип ordre de M:F, оп voit que, а 
la suite des lemmes 6 et 9, la [атШе monotone F + {О} verifie l'hypothese 
f3 du tMoreme 2, et l'inclusion f3 -+ а du тете tMoreme veut dire que 
ј" + {О} est saturee. 

La condition est suffisante: ј" + {О} etant ипе [атШе monotone satu­
ree, prouver que F est ип ordre de Му = M:F. Еп employant les notations 
de la demonstration de Гiпсlиsiоп у -+ д ci-dessus, оп s'assure, sans peine, 
que G et аа sont deux elements consecutifs de F. Оп а alors deux cas: 

10 аа Е F, donc а st аа , Ь Е аа et d'apres (Р), оп aurait а < Ь. 
20 аа st F. Nous savons (voir le lemme 3) que аа est ип eIement 

d'accumulation de F et cela du сбtе droit parce que entre G et аа , il п'у 
а аисип element de F. Autrement dit, il existe ипе [атillе f с F telle 
que 2: f = G а donc aussi ип Х Е Ј tel que Ь Е Х Е F. Cela veut dire 
precisement que а < Ь. 

Сотте ипе consequence [асНе du lemme 9 et du tMoreme precedent, 
оп а се 

THEOREME 4.40 Chaque famille monotone saturee F est lе plus grand 

4ОСе tbeoreme est dil а. М. с. Kuratowski, Јос. cit. 
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ordre de ва Ьаве et coincide avec la famille des portions droites de 1 'еnвеmЫе 
M:F ordonne par le procede (Р); et vice versa: la famille des portions droites 
d'un еnвеmЫе ordonne quelconque est monotone et saturee. 

5. у etant une fami1le monotone donnee, оп designera par :F1 la 
famille des M:F - Х, Х parcourant :F. Le signe :FJ designera la fаmШе de 
tous les elements non-vides Х Е :F verifiant cette conditioin: il у а un point 
а Е M:F - Х tel que l'ensemble Х + а Е :F41 . Le signe :FJ х У} designera 
la famille des Х Х1 non-vides, Х, Х1 parcourant respectivement :FJ, :F}. 
Enfin, la famille-rеuпiоп:FЈ +:FJ Х :F} + у1 sera designee par J:F. 

Оп prouve facilement се 

ТИЕОRЕМЕ 5. :F etant unе famille monotone (et saturee), la famille 
:F1 1 'est aussi. 

Si У est monotone et saturee, la famille УЈ (:F}) coi:ncide ауес la 
famille des intervalles droits (gauches) non-vide de l'ensemble M:F ordonne 
par le procede (Р) tandis que la famille J:F coi:ncide ауес la famille des 
intervalles non-vides de M:F ordonne par (Р). 

En rappelant que tE designe le type ordinal de Е, оп peut prouver се 

ТИЕОRЕМЕ б. :F etant un ordre sature de М42 , оп а tM:F + 1 ~ t:F. 
Pour que les deux еnвеmЫев ordonnes У et M:F + 1 soient веmЫаЫев, il 
faut et il suffit que :F soit bien ordonnee (par rapport а la relation с43 ). 

En definitive, оп peut dire que la theorie de familles monotones 
d'ensembles se rаmЕше а la theorie des ensembles ordonnes de points; et 
reciproquement44 . 

6. La question se pose: М etant un ensemble de points, existe-t-il 
une famille monotone saturee de sous-ensembles de М? ои се qui revient 
аи mеmе: peut оп indiquer une relation d'ordre entre les points de М? 
ои encore: :F etant une famille monotone d'ensembles, peut-on indiquer un 
procede de construire une famille monotone et saturee :FB telle que :F ~ УВ 
et 'Е:;: = 'E:FB ? 

410n voit facilement que, si а existe, јl est unique 
42La terminologie s'entend d'eHe mеmе. 
43Voir lа definition 1.14. Plus tard, оп dira " ... que:F soit ип table monotone 

sature" (voir lе chap. В). II est facile d'exprimer tMy еп fonction de t:F аи mоуеп des 
procedes, v, V, S et w (voir lа section VI du precedent). 

44En particulier, lа relation < est exprimable еп termes de lа relation С. Il еп est 
de mеmе de lа relation d'ordre cyclique, de сеНе definissant lе mot "entre", aussi Ыеп 
que de lа "relation de separation de couples", chacune de ces trois rellations etant, еп 
vertu d'un theoreme recent de М. Иuпtiпgtоп (Voir: Тrans. Amer. МаЉ. Soc. 38(1935), 
рр. 1-9), definissable еп termes de lа relation <. 
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:F etant une famille тonotone d'enseтbles, posons 

(1) :Fo = ј: + {О} 38 

Supposons que, а etant un noтbre ordinal donne, les :Ff. sont definis pour 
tout ordinal ~ < а. Оп posera 

(п) :Fa = На- 1 , На- 1 = a:Fa- 1 si а est de preтiere espece et 

(Ill) :Fa = На, На = L~<a:Ff. si а est de seconde espece 

(voir la note 1.2). Ainsi, en vertu du principe de l'induction coтplete, :Fa 
est defini pour tout ordinal а. ОП voit que :Fo ~ :F1 С .. . :Fa ~ ... et que 
Та = :Fa+f. pour tout ~ si :Fa = :Fa+1' 

En adтettant le principe de М. Zerтelo, il est clair qu'il existe un 
noтbre 'у tel que :F, = :F,+1' En posant alors 

(IV) 

а etant le preтier noтbre ordinal ~ tel que ТЕ. = :Ff.+1, оп а се 

THEOREME 7. La ЈатШе :F definie рат (I)-(IV) est unе Јатте 
тonotone saturee telle que :F ~:F. et L:F = L:F.. Роuт que :F = :F8 , il 
Jaut et il suffit que :F soit saturee. 

Еи egard des leттes 1, 2, 3, 4, et 7, la faтille :F. est тonotone, 
contient :F et а la тете base que la faтille:F. D'autre part, оп voit que 
Т. verifie l'hypothese fЗ du theoreтe 2, et, en vertu du тете theoreтe, :F. 
est saturee. 

Que l'egalite :F = :F. soit caracteristique pour les :F saturees, c'est 
bien тanifeste. 

Si, en particulier, М etant un ensemble de points, оп pose {М} = :F,45 
le procede precedent permet de construire une faтille тonotone saturee 
ayant М pour base, et en vertu du theoreme 3 ои 4, l'enseтble М peut etre 
ordonne. 

En regardant сотте legitiтe la construction de la famillе4б 

Т. = L Та (voir la note 1.2) 
а 

45{м} veut dire 130 fa.mille composee de l'еnsеmblе М. 
46C'eta.it М.Е. Zermelo qui, еn 1905, а., lе premier, demontre que, еn postula.nt 

l'a.xiome de choix, toute ensemble peut etre Ыеn ordonnee. Тrois 3оns 3opres, il а demontre 
lе mеmе theoreme еn se servant d'un procede qui est l'origine de lа. theorie de fa.milles 
monotones d'ensembles. Voir Е. Zermel0, Ma.th. Аn. 59(1905), рр. 514-516 et Ma.th. Аn. 
65(1908), рр. 107-128. 
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la sommation s'etendant sur tous les ordinaux а47 , оп pourrait 
demontrer sans l'axiome de М. Zermelo, le theoreme precedent. 
deduirait, en particulier que tout ensemble peut etre Ыеп ordonne. 

45 

encore 
Оп en 

Уи l'importance de la notion d'ordre d'une part et l'idee tres claire 
que nous en avons d'autre part, resultat de notre acquisition hereditaire, оп 
peut poser се 

Probleтe. L'hypotbl~se que chaque ensemble peut etre ordonne, en­
traine-t-elle l'axiome de choix de Zermelo?48 

La reponse affirmative attenuerait un assez grand nombre d'objections 
qu'on fait а l'axiome de choix, bien que, etant donne l'independance49 de 
celui-ci des autres axiomes (de Zermelo) de la theorie des ensembles, elles 
n'ont pas, аи point de vue logique, une importance decisive. 

Remarquons que la reponse serait affirmative si l'on pouvait prouver, 
sans l'aide de l'axiome de choix, cette proposition: 

Е etant un enseтЫe ordonne infini quelconque оп а (рЕ)2 = рЕ5О 

§5. Systemes de complexes de points 

Dans се §, оп concretisera encore davantage la theorie des ensembles 
ordonnes. 

Les notions introduites dans се § joueront un rбlе considerable dans 
la suite de l'expose. 

Les signes, а, Е designeront respectivement un nombre ordinal et ип 
ensemble ordonne quelconques. 

1. а etant donne, tout signe А de la forme (ао, al, ... a~ ... ), ~ < а, 
sera appele coтplexe de rang а dont le rang ~ est оссuре par a~, a~ etant 
un point (element) quelconquej оп ecrira aussi А = (ао, .. . a~ ... )~<a. 

47Се "pasage а.ја limite gеш~rаlе" peut etre consirere соmmе une adjonction utile 
aussi bien que l'est је passage а. ја 1imite c1assique (l'infini potentiel); il est justiife, аи 
point de vue logique, dans ја mеmе mesure que l'est је dernier рысе qu'ils sont, les 
deux, un resultat du mеmе principe de l'induction complete. Аи point de vue pratique, 
ои mеmе de constructions effectives, il у а mеmе des entiers qui n'existent рав, etant 
donne l'evolution sans grand sauts de l'humanite d'une рап et ја duree bornee de tous 
phenomenes et objets naturels d'autre part, donc de l'Univers јиј mеmе. 

480n sait que, si l'on remplace, dans је texte, је mot "ordonne" ры "bjen ordonne" 
је probleme admet une reponse affirmative (voir la note 2.8). 

49Voir А. Fraenkel Sitz. Ber. Akad. Berlin. 1922, рр. 253-257. 
50 En effet, d'apres М. А. Tarski, l'axiome de choix est equivalent а. јЪуроЉезе: 

"Pour tout ensemble infini Е, оп а (рЕ)2 = рЕ" (voir. Fиnd. МаЉ. 5(1924), рр. 147-
154). Noter que, pour tout а, оп а N~ = Na . 
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L'епsешblе vide sera considere сошше le seul сошрlехе de rang 0.51 

Deux сошрlехеs A 1 = (a6, ... a~"')~<al, А2 = (a6,···a~"')~<a2 
seront dits diiterents, еп signe А 1 =1- А 2, si l'оп п'а рав еп general a~ = a~ 
quel чие soit ( 

Alors, оп voit qu'il existe ип indice v tel чие a~ = a~ pour tout ~ < v 
et a~ =1- a~. Le ргешiег пошЬге v jouissant de cette propriete sera designe 
par 

Еп particulier, deux сошрlехеs de rangs differents seront differents. 

Convention 1. Tout сошрlехе А = (ао, ... a~ .. , )~<'" sera considere 
сошше ип епsешblе ordonne par се procede 

(1) Оп posera а{ S a~, dans А suivant чие ~ S (. 
Par conseqllent, оп pourra ешрlоуег, јсј encore, la tегшiпоlоgiе des 

епsешblеs ordonnes; еп particulier, le сошрlехе (ао, ... аТЈ ... )ТЈ<{' ~ < а, 
sera appele intervalle gallche ~ de А et designe par (., ~)A. Les egalites 

s'entendront alors d'elles шешеs. (Juxtapositions de complexes). 

2. Е, а etant donnes, оп designera, avec М. Hallsdorff,52 par Е"'­
l'епsешblе de tous les сошрlехеs А = (ао, ... а{ ... )~<'" les a~ parcourant 
iпdерепdашшепt l'епsешblе Е, les А etant ordonnes аlрhаЬеtiquешепt (par 
le principe de ргешiегеs differences): A i (ab, ... a~ ... ){<",o, (i = 1,2), 
etant deux еlешепts differents de Е, оп posera, <р designant le пошЬге 
rp(Al,A2 ), 

(2) Al S А2 dans Е"'- suivant чие a~ S a~ dans Е. 

Оп s'assure аisешепt чие Е"'- est ordonne par la procede (2), son type 
sera designe par р,"'- si celui de Е est р,. ОП posera, par convention, р,0 = 1 
si р, > О. 

LEMME 1. А, В, С etant trois etements difJerents de Е"'-, оп а 
<р(А,С) ~ шiп(rp(В, А), <р(С,В)). Si, de plus, А < В < С, le nоmЬте 
<р(А, С) est [е plus petit des ordinaux <р(В, А), <р(С, В). 

51Quelquefois, ј! est avantageux de considerer ип еnsеmЫе de puissance quelconque 
d'e!€ments jouant le гбlе du zero dans le сав courant. 

52G.M. 150. Noter que а* est le type inverse de а. уојг encore Р. Hausdorff, Бег. 
Math. Phys. Кl. d. Wiss. zu Leipzig, 58, 1906, р. 106 et вију. 
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3. В = (ЬО , ••• Ь(. ... )(.<а etant un complexe donne, оп designera par 
{В}Е l'ensemble de tous les complexes А = (ао ... а(. ... )(.<а tels qu'il 
existe un indice v (variable avec А) tel que les а(., ~ < v, parcourent 
independammant l'ensemble Е tandis que а(. = Ь(. pour V ::; ~ < а. 

G etant un complexe de rang {, { < а, оп designera par [а]Еа* ои 
simplement [а] l'ensemble de tous les complexes (аа'У ... а{ ... )'Y~{<a, les 
а parcourant independamment l'ensemble Е (il est evident que (а] = G si 
{= а). 

Remarquons, une fois pour toutes, que {В}Е ои [а]Еа' seront con­
sideres toujours сотте Мја ordonnes par le procede (2) s'ils sont suscepti­
bles de l'etre53 . 

LEMME 2. В etant un eleтent qv.elconque de Еа', l'enseтble {В}Е 
est partout dense sv.r Еа' . 

Tout d'abord, si а est de premiere espece, en voit que {В}Е = Еа'. 
Supposons donc que а est de seconde espece; оп voit que {В}Е С Еа'. 
Il s'agit alors de montrer que toute intervalle non-vide (А\ А2) de Еа ' 
contient un point de {В}, c'est-a-dire qu'il existe un complexe С tel que 

En posant Ai (at,a~ ... )(.<ај, (i = 1,2), оп peut supposer А! < А2 

c'est-a-dire a~ < a~, <р = <р(А\ А2). Ceci etant, оп а deux сав: 

1. Il у а un point а Е (a~, a~)E; si alors С designe le complexe 
«.,<Р)Аl а(<Р,.)А2), оп voit que la relation (3) est verifiee. 

п. a~, a~ sont deux elements consecutifs de Е. En designant par A~ 
l'ensemble [(at ... ,a~)]Ea" (i = 1,2), оп а ces eventualites:54 

1 О. A~ n'a рав un dernier point. Si alors Х est un point de A~ tel que 
A~ < Х, il suffit de considerer le complexe «., <р!]Х (<р!,.) в), <р! = <р( х А! ) 
pour voir (qu'il verifie la relation (3). 

20. A~ n'a pas un premier point. Се cas est traite сотте le сав 
precedent. 

30. A~ а Шl dernier point Р, A~ а un premier point Q. 

53En effet, si l'ensemble-reunion Ь~ + Е n'est раБ ordonne par exemple, il est clair 
que l'ensemble [ВЈ ne peut РаБ etre ordonne par le procede (2). 

54Bien entendu, l'ensemble A~ precede l'ensemble A~ parce qu'on а suppose que 
Al<A2. 
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Tout d'abord, оп voit facilement qu'alors l'ensemble Е est limite et 
чие Р, Q sont deux elements consecutifs de Еа* et de la forme 

Р = (аб ... a~ ... 8 ... ), Q = (a~ ... a~T ... т ... ), 

Т, 8 designant respectivement le premier et le dernier point de Е. 

Si аи moins ип des intervalles (A1,P), (Q,A2) n'est pas vide, оп 
construit tres facilement ип complexe С verifiant la relations (3). Le cas ои 
А 1 = Р, Q = А 2 etant inadmissible а cause de la supposition чие А 1, А 2 

пе sont pas consecutifs, il nous reste encore deux possibilites: 

а) Аl, Р sont deux elements consecutifs de Еа*. Еп posant <Рl = 
<p(A1,P), оп voit чие А1 = ((.,<Pl)pa~18 ... 8), a~l etant le predecesseur 
immediat de 8 dans Е; еп posant alors Х = ((.,<Pl)p8T ... T ... ), оп voit 
чие Х est entre А 1 et Р, contrairement а la supposition. 

Ь) Q, А2 sont deux elements consecutifs de Е. Еп repetant le raison­
nement de tout а l'heure, оп s'assure чие cette supposition aboutit aussi а 
ипе contradiction. Ainsi le lemme 2 est demontre. 

COROLLAIRE I. Si Е fini оu denombrable, l'en8emble ordonne E W * 

est вератаЫе55 . 

Еп effet, si В Е EW*, оп voit que [В]Е est denombrable. 

4. Оп designera раг kEa* l'ensemble ordonne alphabetiqement des 
elements de la reunion Еа* + I:B{B}E, la sommation s'etendant sur les 
complexes de rang а В = (Ь, ... Ь ... ), les Ь parcourant les elements de 
l'ensemble lE (voir la definition 3.5). 

Сесј etant, оп уа prouver се 

THEOREME 1. 

а. L'ensemble Еа* est partout dense вuт l'еnветЫе kEa*. 

Ь. L'ensemble kEa* est non-Iacunaire. 

с. Si Е est dense, оп а kEa* = lEa* . 

Dans се чиј suit, т, 8, designeront respectivement le premier et le 
dernier element de lE; pour abreger, оп posera kEa* = ~ 

Le theoreme lа se demontre еп imitant la demonstration du lemme 2; 
prouvons la partie Ь du theoreme. Оп voit tout d'abord que ~ est limite par 
R = (т, ... т ... ) et S = (8 ... 8 ... ). Supposons, d'autre part, l'existence 
d'une lacune interieure MN de ~. ~ etant ип ordinal < а, оп voit qu'il 

55C'est_a dire ЕОЈ а иn sous-ensemble denombrable partout dense. Е.А. р. 186) . 
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existe au plus un complexe de rang~, Mt; = (то·· .m1j)1j<t; tel que [Mt;](E 
ait un element en commun avec М et un element en commun avec N. 

De plus, оп voit que Mt;l = (·,6)М'2 si 6 < 6 dans le cas ои Mt;2 
existe. 

Оп а deux cas: 

l-er cas: М existe pour tout ~ < а. Si l'on pose 

оп s'aperr,;oit aisement que pour tout ~, mt; Е Е et, par consequent, 9Ј1 Е 

Еа". Autrement dit, le complexe 9Ј1 appartiendrait ou bien а. М ои il serait 
alors le dernier element, ou bien а. N ои il serait alors le premier element, 
се qui est incompatible ауес la supposition que М, N sont les composants 
d'une lacune interieure de (Е. 

2-ше cas: il у а un nombre {3, et soit {з le plus petit nombre tel que 
М{3 n'existe pas. Оп а deux eventualites: 

а) {3 est de preтiere espece. Puisque [МО](Е = (Е, оп а {3 > о. En 
designant par А l'ensemble des points а Е Е tels que [М{3-1а]® С М et en 
posant В = Е - А, оп voit que А < В, А ::> о et В ::> о. Si А а un dernier 
eIement е, le complexe (M{3-1es ... s) est le dernier point de М; si В а un 
premier point ј, le complexe (М{3-1јn . .. п ... ) est le premier eIement de 
N; si aucun des derniers cas n'a lieu, soit 9 l'element unique de lE entre А 
et В. Оп voit que le complexe 9Ј1 = (М{3-19 . .. 9 ... ) appartient а. (Е et est 
ou bien le dernier point de М ou bien le premier point de N. 

Ь) {3 est de seconde espece. En considerant l'ensemble [М{3](Е, оп voit 
qu'il appartient ou bien а. М et alors le complexe (M{3s ... s) serait le dernier 
point de М, оu bien а. N et alors (М{3n ... n . .. ) serait le premier point de 
N, contrairement а. l'hypothese. 

Оп а donc demontre que (Е est non-lacunaire. 

Passons а. la demonstration du tMoreme lс. Е etant dense, оп prouve, 
en repetant le raisonnement precedent, que chaque lacune (eventuel1e) de 
Ео.' est соmЬЫе par un et un seul eIement de kEa" -Еа'. Il s'agit alors de 
prouver la reciproque: G = (90 ... ,9t; ... )t;<a etant un element de kEa" -
Ео." , en posant М = Ео.' (., а)(Е' N = Ео." (а, .)(Е, la coupure MN de Ео.' 
ouvre une lacune de Ео." . 

Supposons, par impossible, que М ait un dernier point, 

9Ј1 = (то·.· mt; ... )t;<a. 
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En posant 'р = 'р(9Л, G), considerons les points m<р, 91'. Si 91' Е Е, ј! sufIit 
de prendre un point que1conque de l'intervalle (m<р,9<р) de Е, le substituer 
а la place de m<р, dans 9Л, pour obtenir un point de М entre 9л et G, се 
qui est absurde. 

Si 91' Ф. Е, il est clair que 91; = 91' pour tout 'р < ~ < а. Оп а trois 
СаБ: 

10 91' est le premier point r de lE. Оп aurait m", < r, се qui est 
absurde. 

20 91' est le dernier point 8 de lE. Il sufIit de remplacer, dans 9Л, le 
point m<р par un point de (m<р, .)Е pour obtenir un complexe succedant а 
9Л. 

30 91' est un element de lE-Е entre r et 8. Се cas est traite сошше 
le СаБ precedent. Ainsi, le theoreme 1 est completement demontre. -

D'aiIleurs, оп voit que lEo.- ~ kEo.-; voila un сав ои lEo.- С kEo.-. 

LEMME 3. l,). de8i9nant re8peetivement le type ordinal de ['еn8еmЫе 
de8 nombre8 irationnel8 et de l'еn8еmЫе des nombres reels, оп а еез identites 

10 (w' +w)"'- == l 
20 l(w' + (џ)"'- == 1 +). + 1 

30 k(w' + (џ)"'- == (w* + (џ)"'- == е == 2"'-

е designant le type ordinal de l'ensemble ordonne qu'on obtient du 
segment [О, 1] des nombres reels en rempla<;ant tout nombre rationnel de 
l'intervalle (0,1) par une paire ordonnee de points (voir la definition 3.6). 

Pour faciliter le langage, Е designera l'ensemble des entiers rationnels 
(le zero compris). 

Pour demontrer le lemme 31, il sufIit, d'apres le theoreme de Cantor 
du § 12 D', de prouver que Е"" est anti-limite, dense, partout lacunaire et 
separable, се qu'on verifie immediatement. D'apres le шеше theoreme, оп 
voit que le type de lЕ"" est 1 + ). + 1. 

Si, enfin, r, 8 designent respectivement le premier et le dernier element 
de [Е, et si l'on pose R = (r, r . .. ), в = (8,8, ... ), оп voit que les types de 
{ R} Е, {В} Е sont respectivement 1 + ТЈ et ТЈ + 1, ТЈ designant le type ordinal 
de l'ensemble des nombres rationnels. Il est clair que kE"" = Е"" + {R} Е + 
{В} Е. Or, si (ао . .. аn , an+lrr . .. ) est un eIement de {R} E-R, оп voit que 
l'element (ао . .. аn , аn+1 - 1, 8, 8 ... ) de {В} Е-В le precede immediatement 
dans kE"'- се qui prouve que kE"" == е == uEW- . 

De plus, оп prouve sans peine que 2"'- == е. 

LEMME 4. Р etant un type eontinu, [е type ро.- , а> О, l'est aussi. 
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LEMME 5. Роuт les а diJJerents, les types &х*, f) = 1 + л + 1, sont 
diJJerents deux а deux 56 . 

5. Е etant l'ensemble ordonne compose de trois elements 1, т, п tels 
que 1 < т < п, оп posera, рош а quelconque (1 + т + п)"" = {М}Е, М 
designant le complexe de rang а, (т, ... т ... ). 

En particulier, ~ etant regulier, оп posera H~ = (1 + m + n)W; (Voir 
la remarque 8 В 1)57. . 

~ etant regulier, оп а се 

THEOREME 2.а. L'ensemble H~ est confinal (coinitial) avec IJ.J~ (IJ.J€) 
et semblable avec chacun de ses intervalles. Оп а pH~ = L:( <W{ 2P~. 

Ь. Tout ensemble ordonne ayant la puissance ~ N~ est semblable avec 
un sous-ensemble de H~58. 

COROLLAlRE 1. Роuт tout nоmЬте ordinal а, оп а 

РН"'+l = 2N
" (voir le theoreme 2.6). 

Le theoreme 2Ь nous montre que, еn admettant l'axiome de М. Zermelo59 , la 
theorie des ensembles ordonnes se reduit а la theorie des ensembles НО, Н1 , 
... H~ ... , ~ parcourant les ordinaux reguliers, et de leurs sous-ensembles, 
resultat qui, еn vue de simplicite, nе laisse rien а desirer. 

§6. Espaces abstraits et ensembles ordonnes 

Dans се §, оп confrontera la classe des ensembles ordonnes avec 
difIerentes classes d'espaces abstraits consideres dans le livre cite de М.М. 
Frechet. 

La terminologie est сеНе du тете livre de М.М. Frechet60 • 

THEOREME 1. Еn considerant chaque intervalle d 'un ensemble от­
donne Е соmmе voisinage de tout point qui lui appartient, оп obtient, рат 
definition, l'espace ordonne Е, qui est un espace access'iыle et completement 
norma161 . 

56Yoir Је chap. II du Memoire precite de М. Hausdorff. 
57Yoir G. М. р. 179. Noter que (l+m+n)"" et Е"" sont deux ensembJes differents. 
58Се theoreme est dil а М. Hausdorff (G.M. р. 172-185). Оп voit que НО est 

веmЬЈаЬЈе ауес Ј'епвеmЬЈе des nombres rationnels. 
59Pour assurer que pour toute puissance k, il existe uп aJeph ~"', teJ que k :::; ~"'. 
60Е.А. р. 289. 
61 Pour Ја terminoJogie, voir Е. А. р. 289. Le theoreme 1 est dil а М. Н. Tietze 

(Math. Ann. 88, р. 312). 
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Remarque. Deux espaces ordonnes semblables sont toujours homeo­
morphesj mais, deux ensembles ordonnes semblables ne sont раБ necessai­
rement homeomorphes. Si, par exemple, Е designe l'ensemble des nom­
bres reels, оп sait (voir la def. 3.6) que Е cOlncide ауес l'ensemble F des 
points isoles de l'ensemble w Е et, par consequent, bien que semblable а lui, 
l'ensemble Е ne peut раБ etre homeomorphe ауес Р. 

D'autre part, deux ensembles ordonnes homeomorphes ne sont раБ 
necessairement semblablesj exemple: les types U) + 1 et U) + 2. 

Cependant, оп peut prouver sans peine ceci: 

Chaque homeomorphie entre deux ensembles ordonnes connexes, а, 
Н, est une transformation par similitude de G soit sur Н soit sur l'ensemble 
ordonne а sens inverse de celui-cij autrement dit: la correspondance trans­
formant G en Н est constamment soit croissante soit decroissante. 

La theoreme 1 permet d'enoncer un grand nombre de theoremes etablis 
pour les espaces accessibles. Оп ne mentionnera que се 

ТНЕОRБМЕ 2. Les quatre hypotheses suivantes sur un ensemble от­
donne non-vide Е sont logiquement equivalentes: 

а) Е est non-lacunaire; 

/3) Tout sous-ensemble infini de Е а un point d'accumulation maximee 
dans Е; 

1) :F etant unе ЈатШе monotone non-vide quelconque de sous-ensem­
bles Jermes non-vides de Е, оп а П:F :Ј О (voir lе tMoreme 3.5); 

б). Е possede lа propriete de Borel-Lebesgue (voir le tMoreme 3.6).62 

En combinant l'inclusion б -+ а du theoreme precedent ауес le 
theoreme 3.4 оп obtient се 

ТНЕОКЕМЕ з. Роuт qu'un ensemble ordonne non-vide possede la 
propriete de Borel-Lebesgue, il Jaut et il su.ffit qu 'il possede lа propriete de 
Lebesgue-Khintchine et qu'il soit limite (пеј. 1.7 et 3.2). 

ТНЕОRБМЕ 4. Роuт qu'un espace (V) de М. Frechet Е, puisse etre 
considere сотте un ensemble ordonne sans alterer l'operation de derivation 
des sous-ensembles de Е, il faut et il su.ffit qu 'il existe unе Jamille monotone 
saturee d'ensembles :F, telle que 2:;: = Е est jouissant de lа рторпае que 
lа famille Ј:;: soit unе ЈатШе de voisinages definissant Е, еn considerant 
tout eIement de Ј:;: сотте voisinage de tout point qui lui appartient63 . 

62Le theoreme 2 est du а. М. Р. Alexandroff et Urysohn (јос. cit. (2.5) р. 8 et suiv.). 
63рош ја terminologie, consulter је §4. 
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Се theoreme est une consequence immediate des definitions 1.9 et des 
theoremes 4.4 et 4.5). 

THEOREME 5. Pour qu'un espace ordonne Е soit homeomorphe d'une 
classe (L) de М. Frechet, il faut et il suffit que tout point de Е ait un 
caractere аu plus dеnоmЬrаЫеб4 . Tout ensemble ordonne qui est unе classe 
(L) est aussi unе classe (В). 

Еп omettant la demonstration du theoreme 5 ршсе qu'elle пе presente 
аисипе евресе de difficultes, remarquons que c'etait justement а partir de 
la notion de grandeur qu'a pris naissance la notion de limite qui peut etre 
consideree соmте fondamentale еп Analyse. D'autre part, le theoreme 5 
nous montre que la classe des ensembles ordonnes qui sont ипе classe (L) 
de М. Frechet est Ыеп restreinte, et alors, il serait tres naturel d'envisager 
des classes (L) generalisees оп la puissance de suites de points declarees 
сотте divergentes ои convergentes пе jouerait аисип rбlе. Оп verrait alors 
que tout ensemble ordonne serait ипе classe (В) generalisee, celles-ci etant 
definies соmmев des classes (L) generalisees dont tout ensemble derive est 
fеrmеб5 • 

>. designant le type ordinal de l'ensemble des nombres reels, оп а се 

THEOREME 6. Les quatre types ordinaux >',1+>', >.+1 etiJ == 1+>'+1, 
sont les seuls types ordinaux connexes distаnсiаЫеsбб • 

Si Е est соппехе, distanciable et limite, il est, d'apres l'inclusion а -+ 
(з du theoreme 2, compact еп soi, donc aussi sерarаblеб7 . 

Alors, d'apres le theoreme de Cantor (voir §12D), le type de Е est <р. 
De mеmе, оп voit que si Е est anti-limite соппехе et distanciable, воп type 
ordinal est >.; etc. 

LEMME 1. џ etant un type ordinal quelconque, le type >.џ est distan­
ciable. 

Par dЕШпitiоп, >.џ est le type ordinal de l'ensemble Е des comple­
xes (т, х) ordonnes alphabetiquement (definition 1.15), т, х parcourant 
respectivement ип ensemble М de type џ et l'intervalle (0,1) des nombres 
reels. Alors, Ci = (mi , xi ), (i = 1,2), etant deux complexes differents de Е 
оп s'aper«oit qu'il suffit de poser 

64Un point а de Е sera dit avoir un caractere au plus denombrable, s'il existe une 
farni11e au plus denombrable :F d'intervalles de Е telle que П:F = а. 

65 voir Е. А. р. 164. 
66Une classe distanciable veut dire une classe (1:» de М. Frtkhet. 
67Tout еnsеmblе distanciable compact est separable (Е. А. р. 72). 
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рош obtenir ип ensemble ordonne distапсiеб8 de type ordinal ЛJ.L.­

а etant ип ordinal quelconque, оп va prouver се 

LEMME 2. Pour qu'un type ordinal ае la Jorme ла" soit distanciable, 
il Jaut et il suffit que а soit оu bien de premiere espece оu bien tel que 
та = I..U (voir la аеЈ. 2.2 et 5.2). 

Tout d'abord, а etant de seconde espece et tel que та > I..U, оп prouve 
sans рејпе que chaque intervalle gauche de л а" est confinal avec le nombre 
regulier та, et par consequent, аисип point de ла" пе serait а un сага­
ctere аи plus denombrable. Or, ла" etant suppose distallciable, aucun point 
de ла" n'a un caractere поп denombrable сотте оп le verifie sans peine. 
Autrement dit, si ла' est distanciable, а n'est рм un nombre de seconde 
espece tel que та > I..U. 

Prouvons la reciproque: si а est de premiere espece, ои de seconde 
espece tel que та = I..U, le type ла" est distanciable. Оп se contentera de la 
prouver рош le см оu та = I..U. Soit 

(1) /31 < /32 < ... < /3n < ... -+ а 

une suite d'ordinaux croissants < а et ayant а рош borne superieure. 

Il s'agit alors de distallcier l'ensemble Е des complexes 

(ао, .. . a~ ... )~<a> 

les a~ parcourant l'intervalle (0,1). Оп posera, рош tout А Е Еа", 
(!( А, А) = о. Ensuite, А 1, А 2 etant deux element differents de Е, оп posera 
(!(А\А2 ) = l/n, п etant le premier indice v tel que <р(А1,А2) ::; /3у (voir 
la definition 5.1). 

Оп voit aisement que l'ensemble ordonne Еа" devient ип espace dis­
tancie, Еа , et que de plus la condition triangulaire de М. Frechet, prend 
cette forme particuliere: 

(voir le lemme 5.1) 

Il s'agit de prouver que Еа" et Еа sont homeomorphes; рош cela, јl 
suffit de prouver ces deux роiпts:б9 

68(7 (А, В) veut dire "distance А В". 
69Е. А. р. 173. 
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1-er. А = (ао ... а( ... )«а etant un point quelconque de Еа' , tout 
intervalle (А1А2 ) de Еа' contient une sphere 5(А,т) de Ео. 70. 

п etant un entier tel que le nombre ordinal fЗn de la suite (1) 
soit superieure au plus grand des nombres ordinaux <р(А1 А2 ), <р(АА1 ) et 
<р(АА2 ), considerons la sphere 5(А, l/(n + 1)); оп voit qu'elle co'incide ауес 
l'ensemble [ао ... а/Зn]в", et qu'elle fait partie de l'intervalle (А1 А2) de Еа" 
(voir la def. 5.3). 

2-еше. А = (ао ... а( ... )«а etant un point quelconque de Еа , la 
sphere 5(А, l/(n + 1)) de Еа. contient un intervalle de Еа " contenant le 
point А. 

En effet, a~ ,(i = 1,2), etant deux nombres reels entre О et 1 tels 
,vn+l 

que a1n+l < а/Зn+l < a~n+l' designons par Ai, (i = 1,2), les complexes qu'on 
obtient en remplagant dans le complexe А, le nombre а/Зn+l рм les nombres 
a~ respectivement. Il est clair que А1 < А < А2 et que l'intervalle 

I-'n+l 

(А1 А2) de Ео.' fait partie de la sphere 5(А, l/(n + 1)) de Ео.. 

Remarquons, enfin, que, рм un raisonnement analogue, оп peut prou­
ver que le type (w* + (џ)"" (voir le lemme 5.3) est celui d'un ensemble 
ordonne Е qui peut etre distancie en posant respectivement (I(AA) = О, 
(I(A 1 ,A2) = 1/(<р(А 1А2 ) + 1), pour tout point А de Е et tout couple de 
points differents А\ А2 de Е. C'est la definition de la distance deja. connue 
dans le сав de l' espace 11 zero dimensions G о de R. Baire 71 . 

Celui-ci est semblable au type (w* + (џ)"" un resultat qui se deduit 
aussi du lemme 5.3 et du fait que l'espace СО de Baire est homeomorphe de 
l'ensemble des nombres irrationnels. 

Remarquons que le type (џ"'" n'est рав homeomorphe de l'espace СО • 
En effet, оп prouve aisement que (џ"" = 1 + л. 72 

70La sphere В(А, r) de Ео< ayant А pour centre et r pour rayon est l'ensemble de 
tous !es points Х de Ео< tels que р(А, Х) < r. 

7lVoi!a. !а definition de !'espace СО de Baire. М etant ип ensemble denombrable 
quelconque (ordonne ои non-ordonne), soit 1)1!'ensemble des suites (ои compexes de rang 
w) ml,m2 .. . mi ... , les т; parcourant independamment М. Оп posera, M 1 , М2 etant 
deux points differents de 1)1: p(Ml М2 ) = 1 /<p(M 1 М2 ) et p(N, N) = О, pour tout N Е 
1)1 (voir R. Baire, Acta. Math. 32, р. 97-175 et М. Frechet Е. А, р. 118). C'est dans 
!'espace СО (ои dans ип mode!e de со) et поп dans !'ensemble des nombres ree!s que М. 
N. Lusin expose ses recherches sur lев ensembles ana!ytiques, projectifs etc. (N. Lusin, 
Епветblев Ana!ytiques, Paris, 1930). 

72Voir G. М. р. 151. 
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Enfin, оп prouve facilement que le type (1 + .\)"'+1 est connexe, 10-
calement distапсiаblе7З (donc aussi un espace (Е) de М. Frechet) sans etre 
distanciable. 

proыme.. Caracteriser la classe des types ordinaux distanciables. 

Dimension des enBemывs ordonnees. 

Les symboles dim Е, dE designeront respectivement la dimension 
d'Urуsоhп-Мепgеr74 de Е et le type de dimension de М. Frechet ои le type 
topologique de Е.75 De mеmе, Х etant un point de Е, оп designera par 
diщ., Е la dimension d'Urуsоhп-Мепgеr de Е dans le point х.7б 

Е etant un ensemble non-vide, оп а се 

ТИЕОRЕМЕ 6. а. dimE = О оu 1 c'est-a-dire dimE < 2. 

Ь. Pour que dimE = О, il faut et il suffit que Е soit totalement nоn­
соnnехе (voir lа def. 1.12). 

с. Pour que diщ" Е = 1 pour tout Х Е Е, il faut et il suffit qu 'аuсun 
intervalle non-vide de Е nе soit totalement nоn-соnnехе. 

La partie а du theoreme 6 est une consequence immediate de la 
definition de dimE et du lemme 3.12; рош montrer les parties Ь, с du 
theoreme, il est clair qu'il faut et il su:ffit de prouver се 

LEMME 4. Х etant un point de Е, pour que dimx Е = 1, il faut et il 
suffit que Х soit contenu dans unе portion соnnехе de Е (voir lа convention 
1.2). 

Prouvons le lemme 4. Оп peut, evidemment, supposer que Х ne soit 
рав une extremite de Е. La supposition que l'ensemble (., Х]Е ne soit confinal 
avec aucune portion соnnехе de Е bien que, par hypothese, dimx Е = 1, 
veut dire que (voir le theoreme 3.8) рош tout point а Е (., Х)Е, il existe 
une portion droite ћ de [а, Х]Е telle qu'elle soit le composant superieur soit 
d'une lacune soit d'un saut de [а, Х]Е. 

De mеmе, sous la supposition qu'il n'existe aucune portion connexe de 
Е coinitiale avec [Х, .), оп demontre, pour tout Ь Е (Х, .), l'existence d'une 
portion Р2 ~ [Х, Ь] telle qu'elle serait le composant inferieur soit d'une lacune 
soit d'un saut de [Х, Ь]Е. Autrement dit, l'ensemble ћ + Р2 С (а, Ь) serait 
une portion а la fois fermee et ouverte de Е contenant le point Х. L'intervalle 

7Зuп еврасе abstrait est dit localement distancie эј рош tout son point а ј! у а ип 
voisinage de а qui est ип espace distancie. 

suiv. 
74рош Ја telminologie, voir С. Kuratowski, Topologie 1, Warszawa, 1933 р. 116 et 

75Voir Е. А. р. 30 et suiv. aussi: Kuratowski, Ibid. р. 72. 
76Kuratowski, ibid. р. 116 . 
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(аЬ) de Е etant quelconque, се1а voudrait dire exactement que diщ" Е = О, 
contrairement а 1'hypothese. 

Pour montrer que 1а condition de 1ешше 4 est suffisante, i1 est mani­
feste qu'il suffit de prouver 1е 

LEMME 5. Роит to'Ut point х d''Un ensemble ordonne соnnехе Е, оп 
а dimxE = 1. 

Се 1ешше est evident parce que, А etant un intervalle quelconque de 
Е te1 que х Е А, i1 est manifeste que l'ensemble А - А est compose soit d'un 
point soit de deux points de Е (voir 1е 1еmше 3.12). 

Remarquons que dimл"'" = О pour tout ordina1 а de seconde espece. 
En effet, оп prouve facilement que 1es л"'", а etant de seconde espece, sont 
partout 1acunaire.77 

Que dim л"'" = О pour 1es а te1s que та = UJ, c'est ega1ement une 
consequence de 1а forme particuliere (е) de 1а condition triangu1aire de М. 
Frechet.78 

D'apres 1е theoreme precedent, 1е symbo1e dim Е, Е etant un ensemble 
ordonne quelconque, ne pourrait avoir qu'une des trois va1eurs: -1,0 et 1. Il 
en est tout autrement du symbole dE. En effet, 1 designant 1е segment (0,1] 
des nombres ree1s, оп sait (voir 1е 1ешше 5.5) que 1es dI"'" , а parcourant 
des ordinaux, sont deux а deux differents. Malheureusement, ils sont, en 
general, incomparables entre еих. Si 1'on designe par dE111dE2 1е fait que 
dE1 , dE2 sont incomparables, оп voit, par ехешр1е, que dllldГ"".-

Considerons, enfin, 1е symbole tE (voir la definition 1.14). Оп prouve 
faci1ement que tI"'" < tI{3" si а < (3 sont deux ordinaux quelconques et, 
par consequent, оп pourrait poser tI"'" = а. Mais pour les а finis, les tE"'" 
ne coi:ncident aucunement ауес la dimension dR", de l'espace euclidien а а 
dimension (voir Е. А. р. 56 et suiv.) 

Par consequent, 1'ensemble des tE differents est extremement riche. 
Il у en а qui sont incomparables, par ехешр1е tUJ1, et л. ОП voit aussi 

77En effet, оп а се theoreme: Е, а etant respectivement un ensemble ordonne 
anti-limite non-vide et un nombre ordinal de seconde espece, l'ensemble ЕО" est partout 
lacunaire. 

78D'aileurs, оп peut prouver се theoreme: Si рои! tout triple de points A i (i = 
1,2,3) d'un еврасе distancie Е, l'ensemble des distances р(Аl А2 ), р(А2 АЗ), р(АЗ Аl), 
ne зе compose qu'au рlив de deux nombres differents, alors dimE = О. Сеlа а lieu, en 
particulier, si l'equation triangulaire de М. Frechet est de lа forme 
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que tл = t(l + л + 1) sans qu'ils soient semblables c'est-a-dire tels que 
tл == t(l + л + 1). Mais, d'apres М. Вапась79 , si G, Н sont deux ensembles 
ordonnes tels que tG = tH, alors G = G 1 + G2, G 1G2 = О, Н = Н1 + Н2 , 
H 1H 2 = О et tGi == tHi , (i = 1,2). (voir la definition 1.14). 

РтоЫеmе: Soient G 1 , G 2 , H 1 , Н2 quatre sous-ensembles d'un еп­
semble ordonne jouissant des proprietes suivantes: G 1G 2 = О, H 1H 2 = О 
et tGi == tHi , (i = 1,2); еп posant G = G 1 + а2 et Н = Н1 + Н2 , est-ce 
que les types ordinaux tG et tH sont соmратаЫев? et еп particulier sont-ils 
egaux?80 

§7. Sur quelques puissances se rattachant а ип ensemble ordonne 

Pour la commodite du raisonnement, оп admettra, dans се §, l'axiome 
de Zermelo, ои се qui revient аи тете, l'hypothese qu'il п'у ait pas de puis­
sances incomparables. Е designera, сотте toujours, ип ensemble ordonne 
et рЕ sa puissance. 

Il est commode de poser cette definition: Une famille d'ensembles sera 
dite disjonctive 81 si les ensembles dont еПе est composee, sont, deux а deux, 
disjointsj de plus, la famille vide aussi Ыеп que chaque famille composee d'un 
seul element sera dite disjonctive. 

1. Le signe роЕ designera la Ьоrnе superieure des рР, F parcourant 
la famille des sous-ensembles Ыеп ordonnes ои inversement Ыеп ordonnes 
de Е. (voir la definition 18); P1F designera la Ьоrnе inferieure des рР, F 
parcourant la famille des sous-ensembles de Е partout denses sur Е. 

Р4Е (р2Е) designera la Ьоrnе superieure des рУ, :F parcourant la 
classe des familles disjonctives de segments (d'intervalles поп vides) de Е. 

рзЕ designera la borne superieure des рУ, :F parcourant la classe 
des familles de segments de Е n'impietant pas les uns sur les autres; Р5Е 
designera la Ьоrnе inferieure des рУ, :F parcourant la classe des familles 
d'intervalles determinant l'espace ordonne Е. 

LEMME 1. Les nоmЬтев PiE, (i = 0,1, ... 5), sont parjaitement 
determines et tels que PiE ~ рЕ. 

79 Fund. Math. 6, р. 236. 
80 Le mете probleme se pose en considerant les types dimensionnels de М. Frechet 

des ensembles appartenant 11 une certaine classe d'espaces abstraits (par ехатрlе espaces 
distancies, accessibles, etc). Le probleme semble assez difficile (сЕ. l'enonce original du 
lеmmе de М. Banach et lе probleme: si lа reciproque du lетте de Banach lui-meme est 
vraie?) 

8 1 Cette expression si suggestive est due 11 М. Frechet. Dans Ја suite, оп en deduira 
d'autres. 
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Que les PiE soient bien determines, c'est la consequence du fait que 
"l'ensemble" des nombres cardinaux est bien ordonne. 

THEOREME 1.82 а. PilE=piE, (i =0,1, ... 5) 

Ь. PivE = PiE, (i = О, 1,2); pjvE = рЕ, (ј = 3,4,5); 

с. PowE = роЕ, PiwE = рЕ, (i = 1,2, ... 5). 

Demonstration. L'egalite роЕ = ројЕ (ј = и, l, w), etant evidente, 
considerons les autres сав. Le theoreme etant banal pour les Е finis, оп 
supposera que Е est infini. 

L'egalite P1lE = Р1Е est une consequence immediate du lemme 3.21. 
Que pjwE = рЕ, (ј = 1, ... 5), c'est une consequence de се que Е co"incide 
avec l'ensemble des points isoles de l'ensemble wE (voir le theoreme 3.11). 
Les egalites Pij Е = PiE, (i = 1,2; ј = l, v), proviennent de се que, А 
etant un intervalle nonvide quelconque de јЕ, оп а АЕ :::> о comme оп le 
verifie sans aucune рејпе. Il nous reste encore а prouver que PilE = рЕ et 
PivE = рЕ, pour i = 3,4,5. 

А се but, prouvons tout d'abord ces deux lemmes: 

LEMME 2. Е etant infini, оп а рзЕ = Р4Е. 

LEMME 3. Bi Е n'а аuсun point d'accumulation bilaterale, оп а Р4Е 
=рЕ. 

Le dernier lemme etant evident, demontrons le premier. Soit alors 
:F une famille infinie de segments В de Е n'impietant рав les uns sur les 
autres. В etant un element de :F, soient В1 l'element (eventuel) de :F con­
tenant l'extremite gauche de В, et В2 l'element (eventuel) de :F contenant 
l'extremite droite de В. Ceci etant, soient 

(1) ВО, В1 ,· .• В<р, . .. <р < W{3, PW{3 = p:F, 

les elements de F. Designons par :Fo la famille des 81/Ј determines de la far,;on 
suivante: оп posera 80 = Во; les 8~ etant determines pour lout ~ < а, 80: 

designera le terme du plus faible indice dans la suite (1) ne co"incidant avec 
aucun des 8~, 8~, s~, ~ < а. Il est clair que Fo est une famil1e de F telle 
que Р:;: ::; 3. p:Fo = :Fo· 

Donc Р:;: = p:Fo. Or, les elements de Fo sont de segments deux а 
deux disjoints de Е. Оп en tire, l'inegalite рзЕ > Р4Е etant absurde, que 
рзЕ =Р4Е. 

82Pour ја. terminojogie et jes nota.tions, voir ја section УI du §3. 
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А lа suite du lетте 3, оп а P4vE = рЕ parce que, d'une part, pvE = 
рЕ, et d'autre part, vE n'a aucun point d'accumulation bilaterale. А lа suite 
du lетте 2, оп а рзvЕ = P4vE, ои, а lа suite de P4vE = рЕ, рзvЕ = рЕ. 

Prouvons que P5wE = рЕ. Tout d'abord, les points de Е etant isoles 
dans wEj оп а рЕ :::; P5wE :::; pwE. Or, оп voit que pwE = рЕ, et, рм 
consequent, P5wE = рЕ. 

П s'agit encore de montrer que P5lE = Р5Е. Rappelons се resultat 
qu'on verifie aisement: :F etant une {атillе d'intervalles determinant Е, 
lа famille \!5 de tous les intervalles non-vides de lE dont l'ensemble des 
extremites est egal а сеlиј des elements de :F, est une {атillе d'interval1es 
determinant l'espace lE. Or оп voit que р\!5 = p:F. Si, en particulier, 
р;: = Р1Е (une telle {атillе existe, сотте оп s'en apperc;oit), оп en conclut 
que P5lE :::; Р5Е, donc P5lE = Р5Е. 

Ainsi, lе theoreme 1 est completement demontre. 

LEMME 4. р designant la puissance de l'enseтble des sauts de Е, оп 
а PisE = PiE + ~o. р, (1 = 0, ... 5). (voir la def. 3.5). 

COROLLAIRE. а. Роuт que posE > роЕ, il faut et il suffit que 
1 <рЕ < ~o. 

Ь. Роuт que PisE > PiE, il faut et il suffit que PiE < р, (i 
1,2, ... 5). 

LEMME 4'. Е etant infini et ваnв аuсun saut de seconde евресе, оп 
а PisE = PiE, (i = 0,1, ... 5). 

Оп se contentera de prouver que PlsE = Р1Е. 

Р etant lа puissance de l'ensemble des sauts de Е, јl suffit de prouver, 
d'apres lе lетте precedent, que Р1Е ~ р. 11 est clair que, q designant 
lа puissance de l'ensemble Q de points de Е qui ne sont pas de points 
d'accumulation bilaterale de Е, оп а р:::; q. Prouvons que Р1Е ~ q. Soient 
donc, F un sous-ensemble de Е partout dense sur lиј et ayant lа puissance 
Р1Е et а un point quelconque de l'ensemble Q. Si а est isoIe, posons а' = ај 
il est clair que а' Е Р. Si а n'est pas isole dans Е, et s'il n'est pas une 
extremite de Е, soit а' lе point de Е qui precede immediatement lе point а 
si а n'est pas isole du сбtе droit, et qui succede immediatement а а si а est 
un point d'accumulation de Е du сбtе gauche. L'ensemble Е etant suppose 
sans aucun saut de seconde espece, оп voit que lе point а' est isoIe et par 
consequent appartient а Р. Autrement dit, а tout point а de Q correspond 
un seul point de Р, un point de F pouvant correspondre аи plus а trois 
points differents de Q. ОП а donc 3рР ~ q c'est-a-dire Р1Р ~ q. 
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LEMME 5. Оп а PiBE S PiE. Bi ВЕ est infini, alors PiBE = PiE, 
(i = 0,1, ... 5). (voir lа definition 3.5) 

ОП se contentera de prouver que si рВЕ 2:: No, alors Р4ВЕ = Р4Е. 

Tout d'abord, оп voit qu'on peut supposer que Р4Е > No. De plus, а 
cause de l'egalite P4lE = Р4Е, оп peut supposer que Е donc aussi ВЕ est 
non-lacunaire. 

Ceci etant, soit :F une {ашiПе non-denombrable des segments [а, Ь] de 
Е n'impietant pas les uns sur les autres. En supposant que а < Ь, designons 
par УО la {ашiПе des segments [а', Ь'] de ВЕ construits de la fa(jon suiv­
ante: а' est le dernier point de (.,а]SЕ 8З , Ь' est le premier point de [Ь, .)SE. 
L'ensemble Е etant non-lacunaire, ВЕ l'est encore et par consequent, les 
points а', Ь' existent (sauf, peut-etre, dans le cas ои а ои Ь sont des ех­
tremites de Е). Puisque Р4Л = No, tout element de УО correspond а une 
{ашiПе аи plus denombrable d'elements de:Fj autrement dit, p:F S No· РУо 
donc Р;: = РУо . Or, les elements de:Fo sont des segments de ВЕ n'impietant 
pas les иns sur les autres. Оп en conclut que Р4ВЕ = Р4Е. 

LEMME 6. роЕ S Р1Е. 
C'est bien evident parce que, pour tout ensemble F bien ordonne ои 

inversement bien ordonne, оп а РоР = Р1Е = рЕ (voir le lemme 3). 

LEMME 7. Pour chaque Е infini n'ayant аuсun saut de seconde 
espece, оп а Р2Е = рзЕ. 

Tout d'abord, il est clair que Р2Е S Р4Е donc, а la suite du lemme 
2, aussi Р2Е S рзЕ. Prouvons que Р2Е 2:: рзЕ. Soit:F une {ашiПе infinie 
quelconque de segments [а, Ь]Е deux а deux disjoints. В = [а, Ь], а < Ь, etant 
un element de :F, designons par В1 l'element (eventuel) de :F contenant 
le dernier point (eventuel) de (., а)Е, et par В2 l'element (eventuel) de :F 
contenant le premier point (eventuel) de (а, .)Е. 

Si alors 

(2) 

sont les elements de У, soit УО la {ашiПе des s~ construits сошше suit: 

Si аи moins un des segments ВО = [а, Ь], а < Ь, ВЈ, Вб n'est pas un 
saut de Е, soit So l'ensemble des points entre БеБ extremitesj s'ils sont, tous, 
de sauts de Е, 80 sera l'intervalle compose du point а si Ь n'est pas isoIe 

8ЗLе sigue (., a]SE represente l'ensemble de tous је points de SE qui ne suc' 
рав, dans Е, au point а. 
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(evidemment du сбtе droit), du point Ь si а n'est pas isole (evidemment du 
сбtе gauche et egal а 8 si а, Ь sont isoles. 

Les s€' ~ < а, etant construits, soit 8, le premier terme de la suite 
(2) qui n'etait pas pris en consideration lors de la construction des s€' pour 
les ~ < а. 

Alors, Sa sera construit, а partir de 8" exactement de la шеше fa<;on 
que !'оп а defini So а partir de 80. 

Оп s'assure que les s~ ainsi construits sont d'intervalles non-vides de 
Е, deux а deux disjoints, et que leur [ашillе :Fo а la шеше puissance que la 
[ашillе :F. 

Оп en conclut que Р2Е ;::: рзЕ et finalement Р2Е = рзЕ. 

LEMME 8. Pour tout ensemble ordonne infini, оп аР2Е:::; рзЕ. Pour 
que Р2Е < рзЕ, il faut et il suffit que l'ensemble .6. des sauts de seconde 
евресе de Е soit tel que р.6. > Р2Е. Оп а alors р.6. = Р2Е. 

а. Par hypothese, оп а рЕ ;::: No, Р2Е < рзЕ. Supposons que р.6. :::; 

En designant par М l'ensemble ordonne qu'on obtient en intercalant 
dans tout saut de seconde espece de Е un ensemble de type ordinal л, 
оп а, d'apres le lemme precedent, Р2М = РзМ. D'autre part, Р2М = 
Р2Е + Nop.6. = Р2Е, parce que par supposition р.6. < Р2Е. Ensuite, РзМ = 
рзЕ + No р.6. = рзЕ. 

Оп aurait alors рзЕ = РзМ = Р2Е et finalement рзЕ = Р2Е con­
trairement а l'hypothese. Оп а donc поп рав р.6. :::; Р2Е mais р.6. > Р2Е84. 

Ь. Par hypothese, р.6. < Р2Е, рЕ ;::: No. 

М ayant la шеше signification que tout а l'heure, оп а 

Р2М = Р2Е + No . р.6. = р.6.ј РзМ = NорзЕ = рзЕ. 

А cause de Р2М = РзМ, оп en tire l'egalite voulue рзЕ = р.6.. 

LEMME 9. Pour tout Е infini, оп а рБЕ = P1E + Р4Е. 
D designant l'ensemble des sauts de seconde espece de Е, оп уа prou­

ver tout d'abord que рБЕ = P1E + pD. En effet, soient F un sous-ensemble 
de Е partout dense sur lui et de puissance P1E, G l'ensemble des extremites 
de D, Н la reunion de F et G, :F la [ашi1lе de tous les intervalles non-vides 
de Е dont les extremites appartiennent а Н, alors ј! est facile de prouver 

84Si Роп n'admettait pas l'axiome de Zermelo, lа delЋiere conclusion пе serait pas 
permise (voir lа note 2.8). 
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que :F est telle que, а etant ип point et Ј ип intervalle quelconque de Е 
contenant а, il existe ип intervalle 1 de Е tel que 1 С Ј et а Е 1 ЕУ. Or, 
p:F=pF+pD. 

Donc р:;: = Pl Е + pD. Оп еп conclut que Р5Е ~ Pl Е + pD. Or, il est 
evident que Р5Е ~ P1E et Р5Е ~ pD. Finalement, Р5Е = P1E + pD. 

D'autre part, il est clair que pD ~ Р4Е. Раг consequent Р5Е ~ 
P1E + Р4Е donc Р5Е = P1E + Р4Е. 

2. Il nous reste encore а trouver ипе relation plus etroite entre роЕ et 
рЕ, d'une part, et entre PIE, Р2Е d'autre part се qu'on fera dans le chapitre 
п. 

Toutefois, оп va demontrer се 

LEMME 10. Si P1E = Р2Е pour tout ensemble ordonne continu Е, 
alors PlЕ = Р2Е pour chaque ensemble ordonne Е. 

Il s'agit donc de prouver que l'egalite 

(1) 

est vraie pour tout ensemble ordonne Е si еllе est vraie pour tout Е continu. 

L'egalite (1) etant evidente pour des Е finis, supposons que Е est 
infini. De plus, а cause des egalites Pi1V Е = PiE pour i = 1,2,85 d'une 
part, et du fait que l'ensemble lV Е est non-lacunaire et sans аисип saut de 
seconde espece, d'autre part, оп peut se borner а l'etude des Е infinis, nоn­
lacunaires et sans аисип saut de seconde espece. Soit donc Е ип ensemble 
ordonne infini, поп lacunaire et sans аисun saut de seconde espece. А la 
suite des lemmes 2 et 7, оп aura Р2Е = Р4Е et P2sE = P4sE. 

L'ensemble Е etant sans аисип saut de seconde espece, оп а, d'apres 
le lemme 4', ces egalites: 

(2) 

Оп еп conclut que Р2Е = P4sE. D'autre part, sE etant continu, оп а, par 
hypothese, PlsE = P2sE. А la suite des relations precedentes, оп а donc 
PlsE = P2sE = P4sE = Р4Е = Р2 et еп particulier PlsE = Р2Е. 

La derniere relation, vu la relation (2), nous donne finalement l'egalite 
cherchee. 

LEMME 10'. Si la borne superieure Р2Е est atteinte pour tout Е 
continu, еие est atteinte pour tout ensemЫe ordonne Е. 

85п уа sans dire que lе signe IVE veut dire I(VE). 
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Soit Е ип ensemble quelconque; еп designant par 1 l'ensemble des 
points isole de Е, оп а deux см: 

Preтier cas. рI ~ Р2Е; il est clair alors que lа borne Р2Е est atteinte 
parce qu'il suffit de considerer les elements de 1 соmmе intervalles non-vides 
de Е. 

Second cas. рI < Р2Е. Еп posant F = E-l, оп voit que l'ensemble SF 
est dense, et par consequent, l.'ensemble lV(F) est continu. Par hypothese, 
il у а ипе famille :F d'intervalles non-vides de lV F telle que P21V F = p:F. 
D'autre part, оп conclut de proche еп proche, que P21v' F = Р2 V F = P2F = 
Р2Е. 

Or, chaque intervalle М de lV F contient ип intervalle .non-vide Мо 
de l'ensemble F; si l'оп designe par М2 l'intervalle de Е ayant les memes 
extremites que l'intervalle Мо de F et si l'оп designe par :F2 lа famille 
des М2 , М parcourant les elements de У, оп voit que :F2 est ипе famille 
disjonctive d'intervalles non-vides de Е telle que РУ2 = р:;:: et а lа suite des 
egalites precedentes: РУ2 = Р2Е. 

Les deux lemmes precedents donnent се 

ТнЕон.ЕМЕ 2. Si, quel que soit l'enseтble ordonne continu Е, il 
existe unе Jaтille disjonctive :F d 'intervalles extraits de Е tels que р:;:: = 
РIЕ, il еn est de тете quel que soit l'enseтble ordonne. 

Le probleme si, pour des Е continus, lа borne superieure Р2Е est 
atteinte et si еПе est egale а РIЕ, se reduit, соmmе оп lе voit, а cette ques­
tion: soient Е ип ensemble ordonne continu et :F ипе famille d'intervalles 
determinant Е; existe-t-il necessairement ипе sous-famille disjonctive de :F 
ayant lа puissance РIЕ? (Probleтe sur la structure cellulaire de continus. 
СЈ. lа note 11 du Coтpleтent). 

Cette epineuse question nous occupera dans lа suite de се travail. 
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CHAPITRE II 

ENSEMBLES ЕТ TABLEAUX RAMIFIES 

En generalisant la notion de relation d'ordre introduite par G. Cantor, 
оп va definir la notion de relation de raтification en s'inspirant de l'idee de 
subdivision (bipartition, tripartition, etc.) qui intervient dans un grand 
nombre de demonstrations classiques. Оп en dtbluira la notion d'ensembles 
et tableaux ramifies. 

§8. Generalites 

А. DEFINIFION DES ENSEMBLES ЕТ TABLEAUX RAMIFIES. 

1. Relation de coтparabilite~. Soient < une relation d'ordre quel­
conque1 et > la relation d'ordre inverse de <; сотте d'habitude, == sera le 
symbole рош la relation de l'identite. Рш consequent, si а == Ь, les elements 
а, Ь joueront partout le шеше rбlе et chacun d'eux sera toujours rempla<;able 
рш l'autrej si, par exemple а = Ь, Ь S с, alors оп аша а S с. 

Remarquons que les relations <, >, == sont deux а deux incoтpatibles.2 

Ceci etant, la relationt de coтparabilite - qu'on designera рш ~ -
sera la soттe logique 3 des relations <, >, ==; autrement dit, le signe а ~ Ь 
voudra dire que ои bien а < Ь ои bien а > Ь ои bien а == Ь; оп ecrira: 
~= « + > + ==). 

Оп voit que la relation ~ est symetrique c'est-a-dire: si а ~ Ь alors 
Ь ~ а. Рш consequent, le signe а ~ Ь pourra etre lu "а et Ь sont coтparables 
(entre еuх)". 

Оп voit aussi que ~ est une relation reflexive; seulement еllе n'est раБ 
necessairement transitive (Cf. le lemme 2). 

Cela pose, оп voit que le chapitre precedent etait consacre, аи fond, 
поп раБ а l'etude de la relation d'ordre <, mais а la relation de comparabilite 
et ашс ensembles ordonnes, ceux-ci etant definis сошше des ensembles Е 
dont tout couple de points etait comparable c'est-a-dire tels que: si а Е Е, 
Ь Е Е, alors а ~ Ь. 

1 Роит la terminologie, уои le § 1. 
2Deux relations binaires R 1 , R2 sont dites incompatiЫes si l'on n'a јатаiБ aR1b 

et aR2b. 
ЗSoit :F une famille de relations binaires; la somme logique des relations appar­

tenant а :F вета la relation R definie сотте suit: le signe aRЬ voudra dire qu'il у а аи 
moins une relation р appartenant а :F telle que а р ь. Оп voit que si :F est сотровее des 
relations deux а deux incompatibles, les mots "аи moins une" dans la ршаве precedente 
sont remplaces par "une et une seule" . 
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2. Relation de disjonction 11. Une relation binaire symetrique et 
anti-reflexive sera appelee relation de disjonction ои relation disjonctive et 
designee par le symbole 11 (deux traits verticaux). А cause de sa symetrie, le 
signe allb pourra etre lu "а et Ь sont disjoints", "separes", "incomparables" 
etc. 

Раг exemple, la negation de la relation d'identite est ипе relation dis­
jonctive. Si А, В sont deux ensembles et si la phrase "АВ = О sans que 
А = В = О" est designee par AIIB, оп obtient de nouveau ипе relation de 
disjonction 4. 

Remarquons que les relations == et 11 sont entre elles incompatibles. 

3. Relation de raтification *. Soient ;:;:::= « + > + ==) ипе relation 
de comparabilite et 11 ипе relation de disjonction quelconques satisfaisant а 
la condition d'etre incoтpatibles entre soi; cela veut dire que les relations < 
et 11 sont, entre elles, incompatibles. Alors la somme logique des relations 
;:;::: et 11 sera dite relation de raтification et designee par * si lа condition 
suivante est verifiee: С: Si а < с et Ь < с alors а ;:;::: Ь c'est-a-dire: si а < с 
et Ь < с, alors ои Ыеп а == Ь ои Ыеп а < Ь ои Ыеп а > Ь; ои еп paroles: 
deux eIements, ои points, precedant ип тете point sont coтparables entre 
еuх. 

Pour marquer la dependance de la relation de ramification * des rela­
tions eIementaires =, <, >, 11 dont еllе est composee, оп ecrira * = (=, <, >, 
11) . 

Une relation de ramification sera dite relation de ramification degene­
ree si la condition suivante est verifiee: 

ё: Si с < а, с < Ь alors а ;:;::: Ь; c'est-a-dire: deux points succedant а 
ип тете point sont coтparables. 

Par exemple, chacune des relations ==, <, > et 11 est ипе relation de 
ramification degeneree . 

Reтarque 1. Si l'on designe par '" ипе relation de classification 
que1conque (voir le § 1) et si l'оп considere la somme logique des relations 
"', <, > et 11, celles-ci etant supposees deux а deux incompatibles et liees 
entre elles par des conditions simples et naturelles, оп obtient la notion 
de la relation de ramification generale. Dans un travail particulier, оп en 
montrera la structure logique. 

4. Enseтbles raтifies. Un ensemble de points, Е, sera dit ramifie 
relativement а une relation de ramification * = (==, <, >, 11) оu range par 

4о'оu l'expression "relation disjonctive" (voir Ја note 7.1). 
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rapport а la mеmе relation de ramification *, si, quel que soit le couple 
d'elements а, Ь de Е, оп а а * Ь. Dans la suite, оп dira simplement que Е 
est ramifie et оп sous-entendra toujours qu'il est ramifie par rapport d la 
relation * definie si-dessus (cf. la Note 1 du Complement). 

Exemple: А etant un arbre genealogique, si а Е А et Ь Е А, designons, 
respectivement, par а ~ Ь et allb les faits que а, Ь sont respectivement en 
parente directe ои collaterale; оп voit qu'alors А est un ensemble (et mеmе 
un tableau [voir ci-apres]) ramifit~; toutefois, оп convient que, dans А, il n'y 
pas de relation "etre ероих" c'est-a-dire que tout element de А peut, de 
lui-meme, avoir des descendants. 

Dans la suite de се § lettre Е designera un enseтble raтifie quel­
conque. 

ОП dira que Е est un ensemble ramifie degenere si la relation * par 
rapport а laquelle l'ensemble Е est ramifie est degeneree; par exemple, tout 
ensemble ordonne est un ensemble ramifie degenere. En particulier, оп 
pourra parler des sous-enseтbles raтifies et des sous-enseтbles raтifies 
degeneres d 'un enseтble raтifie Е: ceux-ci sont des sous-ensembles F de 
Е pour les points а, Ь, с, d, desquels la relation * verifie aussi la condition 
ё. Les sous-ensembles F de Е ne contenant аuсun couple de points incoт­
parables seront dits тonotones (ои ordonnes). Un sous-ensemble F de Е 
sera dit disjonctij (voir la note 7.1) si pour aucun couple de points а, Ь de 
F оп n'a а < Ь (ои а > Ь): оп а, par consequent, soit а = Ь soit allb; en 
particulier, un ensemble de points sera dit disjonctij si pour chaque couple 
de ses points а, Ь оп а ои bien а = Ь ои bien allb. 

Il s'en suit que chaque ensemble monotone ои disjonctif est ramifie et 
degenere; en particulier, l'ensemble vide et chaque ensemble compose d'un 
seul point sont monotones, disjonctifs et ramifies et degeneres. 

La notion de sous-enseтbles degeneres d'un Е jouera, dans la suite, 
un r61e iтportant. 

LEMME 1. Si allb, а ~ с, Ь ~ d, alors clld.5 

Il est evident qu'on peut se contenter de prouver que: si allb, а < с, 
Ь < d, alors clld. Supposons qu'il n'en soit pas ainsi. Оп aura с * d donc soit 
с = d soit с < d soit с > d. 

А cause de la condition С, chacun de ces trois cas amene а une con­
tradiction соmmе оп le voit aisement. 

5 Remarquons que а ~ с veut dire soit а < с soit а == с. Dans Ја definition 
primitive de Ја reJation de ramification *, Је Јетте 1 etait une condition imposee а *ј Ја 
simpJification precedente est due а М. Ј. Karamata. 
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LEMME 2. Pour qu 'un Е soit degenere, il faut et il suffi.t que lа 

relation de comparabilite ::::Ј soit transitive. 

5. Dejinition fundamentale. а etant ип point d'un ensemble ramifie 
Е, lа portion а de Е sera l'ensemble de tous les points х de Е tels que хК а, 
autrement dit c'est l'ensemble de tous les points Ь, с de Е tels que Ь ::; а ::; Сј 
la portion а de Е sera designee par [а]Е ои [а]. Il s'en suit que а Е [а]Е. 

LEMME 3. Pour qu 'un ensemble ramijie Е soit degenere, il faut et il 
suffi.t que, quel que soit le point а de Е, la portion [а] de Е soit monotone. 

Е etant degenere, supposons qu'il existe un point а de Е tel que [а] 
n'est раБ monotone c'est-a-dire qu'il existe deux points т, п appartenant а 
[а] et tels que mlln. Il est clair que а пе peut co"incider ni ауес т ni ауес n. 
Alors, quatre eventualites sont а envisager: 

10 т < а, п < а donc тКn а cause de la condition С, 

20 а < т, а < п donc тКn а cause de la condition ё, 

30 т < а, а < п donc т < п а cause de la transitivite de <, 
40 п < а, а < т donc п < т а cause de la transitivite de <. 
Оп п'а donc jamais mlln contrairement а la supposition. 

D'autre part, Е etant ramifie et tel que [а]Е soit monotone pour tout 
point а de Е, оп voit aisement que la condition ё est verifiee. 

LEMME 4. а, Ь etant deux points d'un Е degenere, alors [а]Е == [Ь]Е 
оu [a]Ell[b]E suivant que аКЬ оu аllЬ.б 

Оп еп deduit се lemme qui nous montre la structure des Е degeneres: 

LEMME 5. Chaque ensemble ramijie degenere est compose d'une 
famille d'ensembles monotones deux d deux incomparables. 

6. Intervalles, segments, portions, noeuds. 

а etant ип point de Е, les symboles (.,а)Е, (.,а]Е, (а,.)Е, et [а,.)Е 
sont definis exactement сотте dans le §lј ils porteront le тете пот 
qu'auparavant. Еп particulier, l'intervalle gauche а de Е c'est-a-dire 
l'ensemble (., а)Е est l'ensemble de tous les points х de Е tels que х < ај le 
segment droit а de Е est l'ensemble de tous les points Ь de Е tels que а < Ь. 

Оп voit que [а]Е = (., а)Е + [а, .)Е. 
La notion de portions droites et gauches de Е est definie сотте dans 

le §1. 

6Deux sous-ensembles М, N d'un ensemble ramitie Е sont dits incoтparables, се 
qu'on peut designer раг MIIN, si, queJ que soit Је point т de М et quel que soit Је point 
п de N, оп а тlln. 
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Toutefois, il faut preciser le champ de validite de la notion d'intervalles 
de Е et, рм consequent, aussi сеНе de portions de Ео L'intervalle аЬ ои ьа 
de Е qu'on designera рм (а, Ь)Е ои (Ь, а)Е sera l'ensemble de tous les points 
х de Е tels que а < х < Ь si а < Ь et а > х > Ь si а > Ьо 

Оп voit alors que la notion d'intervalle de Е пе sera definie que ропr 
des points eventuels а, Ь de Е tels que soit а < Ь soit а > Ьо 

La notion de portion de Е, les symboles [а, Ь)Е, [а, Ь]Е, et (а, ЬјЕ sont 
definis сотте dans le §lo 

Les intervalles gauches et droits de Е et les intervalles proprement dits 
de Е peuvent etre appeles, еп соттип, intervalles de Ео 

Оп аuта jrequeттent besoin de la notion d'un noeud de Е: soit а ип 
point de Е: l'ensemble de tous les points х de Е tels que (о, х)Е = (о, а)Е 

sera appele noeud а de Е et designe рат lalEo 

LEMME 60 ао Chaque intervalle (segтent) de Е est un sous-enseтble 
тonotone de Е, 

Ьо Chaque noeud de Е est un sous-enseтble disjonctij de Ео 

70 Espaces raтifieso Nous nous contentons de definir seulement 
des espaces-tableaux raтifies: la d(Њпitiоп des espaces ramifies parraitra 
ailleurso Soit Т un tableau ramifie quelconque (voir ci-dessous); а. tout 
point а de Т оп fera correspondre la famille :Fa de ses voisinages ceux-ci 
etant des ensembles Lz[Z, о)т - (а, о)т, Z parcourant (х, а]т, х etant un 
point quelconque de Т tel que х:::; а; еп particu1ier, si (о,а)т = О, la fami1le 
:Fa sera composee du seul point ао La determination des :Fa ропr les а de Т 
implique la definition des points d'accumulation des sous-ensembles de Тј 
оп obtient ainsi un espace Ыеп determine qu'on designera рм еТ 07 

80 La notion de preтiere rangee de Ео Оп dira que Е а ипе preтiere 
rangee de points si, quel que soit le point а de Е, l'ensemble оrdопшз (о, а]Е 
а ип premier point; alors, la premiere rangee de Е, qu'on designera tou­
jours рм RoE, sera l'ensemble des premiers points des segments (о,ајЕ, а 
parcourant les points de Ео 

LEMME 70 Si Е а unе preтiere rangee RoЕ d'eleтents, celle-ci est 
caracterisee сотте un sous-enseтble disjonctij F de Е tel que tout point 

7рош lа definition exacte de 1а d6rivation des ensembles а partir de voisinages, 
voir Ео Ао, ро 1720 Quant а lа d6finition de еТ cf: lа d6finition originelle de Baire de son 
espace ао (voir 1а note 6012), aussi Ыеп que lа d6finition des espaces Ыеп ordonn6so 
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de l'ensemble Е - Р soit precede par un (et par consequent un seul) point 
de рВ. 

D'une fa~on analogue, оп introduit lа notion de derniere rangee de Е: 
оп dira que Е а ипе derniere rangee de points s'il existe ип sous-ensemble 
disjonctij F de Е tel que tout point eventuel de Е - F рпkedе аu moins un 
point de Р. Cependant, оп п'еп aura рав besoin dans се qui suit: nous la 
mentionnons uniquement parce qu'elIe nous permet d'introduire la notion 
des bornes superieure et inferieure d'un sous-ensemble non-vide de Е et, а 
partir de celle-ci, la notion de lacune de Еј etc. (la definition d'une coupure 
de Е est la тете que dans le сав des ensembles ordonnes)9. 

9. ТаЫеuх ramifies. Rang. Un ensemble ramifie ои range sera dit 
tableau ramifie ои ensemble bien range si chacun de ses sous-ensembles 
non-vides а unе premiere rangee d'elements; l'ensemble vide sera considere 
aussi сотте ип tableau ramifie. 

Exemple: tout arbre genealogique est ип tableau ramifie (voir la sec­
tion 4). 

LEMME 8. Pour qu 'un ensemble ramifie soit un tableau ramifie, il jaut 
et il suffit que chacun de ses sous-ensembles ordonnes soit bien ordonne10 • 

Dorenavant, оп пе s'occupera que des tableaux ramifiesj lа lettre Т 
designera un tableau ramifie quelconque. 

Remarquons que RoТ designe, d'apres la definition, la premiere rangee 
d'eIements de Т. Voici ип procede pour bien ranger ип tableau ramifie Т: 

La range О de Т, qu'on designera par RoT, sera la premiere rangee de 
Тј supposons que les ensembles Rf.T sont determines pour tout ~ < Q" et que 
Т contient аи moins ип point qui n'est contenu dans аисип des ensembles 
Rf.T, ~ < ај alors lа rащје Q" de Т qu'on designera par Ro:T sera la premiere 
rangee de Т-Lf.<o: Rf.T c'est-a-dire Ro:T = Ro(Т - Lf.<o: Rf.T). 

8C'etait notre definition primitive de RoЕј Ја definition du texte est due а. М. 
Frechet. 

9уојсј раг ех., Ја definition de Ја borne superieure relativement а. Е d'un sous­
ensemble non-vide F de Еј soit tout d'abord G 1 l'ensemble de tous les points de F qui ne 
sont suivis раг aucun point de Рј soit ensuite G2 l'ensemble de tous Јев points а Е Е-Р 
tels que (.,а)р ::Ј О: et que, quel que soit Је point х de (.,а)Е, оп ait (х,а)р ::Ј Ој alors, 
Ја premiere rangee G de Ја reunion G1 + G2 sera dite Ьоrnе superieure de Рј сеllе-сј sera 
dite coтplete вј F ~ 2:а(.,а]Е, а parcourant Јев points de G. Il est clair qu'on peut 
avoir G = О, et aiors, Е sera lacunaire. Il est а. remarquer qu'un sous-ensemble, mеmе 
monotone, de Е, peut avoir une borne superieure ayant une puissance quelconque. Аи 
contraire, Ја borne inferiure de tout sous-ensemble monotone de Е est соmровее d'au pJus 
un point de Е. 

lOLa seconde moitie de се Јеmmе est due а. М. Frechet qui l'еmрЈоје соmmе 
definition des tableux ramifles. 
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Le type ordinal (et поп pas lа borne superieure) de l'ensemble des 
nombres ordinaux а tels que Ro.T С О, sera dit rang de Т et designe par ТТ 
оu т. 

Noter que tout sous-ensemble monotone de Т est bien ordonne; par 
consequent, les phrases "tableau monotone de rang а" et "ensemble bien­
ordonne dont le type ordinal est а" veulent dire la тете chose. 

LEMME 9. Chacune des rangees de Т est un sous-ensemble disjonctij 
de Т; si а est un point de Ro.T, а < тТ, l'intervalle (., а)т est un ensemble 
bien-ordonne de type ordinal а ayant avec chacune des rangees Rf.T, ~ < а, 
un et un seul point еn соmmun. Tous les points d 'un noeud quelconque de 
Т appartiennent d unе mеmе rangee de points de Т. 

10. Longueur et largeur de Т. Les nombres cardinaux пТ et рттТ 
(voir le §2) seront appeIes respectivement longueur et longueur reduite de 
Т. Pour abreger, оп designera pRo.T par то.Т ои тете par то.. La borne 
superieure des puissances то.Т sera appelee largeur de Т et designee par тТ 
ои т. Exemple: Designons par Т l'ensemble des types ordinaux des sous­
ensembles proprement dits de l'ensemble des entiers (positifs et negatifs), 
les signes =, <, >, ayant la signification habituelle (voir la def. 1.14); оп а 
ТТ = w + 1, то.Т = 1 pour tout а < W; la rangee R",T est composee de W 

et W*. (Cet exemple est du а М. Frechet; voir son Arithmetique de l'injini, 
Actual. Sci. Industr. 144(1934), р. 25.). 

Il est а peine necessaire de rappeler que рТ designera la puissance de 
Т; оп а donc рТ = 'Г-о.<ттто.Т' Si рТ;::: No. Т sera dit injini; autrement, 
il sera jini. 

LEMME 10. Quel que soit le nombre ordinal а < т, lе rang тТ est lа 
borne superieure des rangs des portions [а]т, а parcourant les elements de 
Ro.T. 

LEMME 11. Quel que soit lе tableau ramijie injini Т, оп а рТ = 
mТ· ртТ. 

11. Classijication des Т. Le plus grand nombre ordinal de seconde 
espece ne depassant pas le rang т de Т sera appele pseudorang de Т et 
designe par т'Т ои т'. Autrement dit, le nombre т' est defini par l'equation 
т = wT' + п, п etant < w. 

Si, en particulier, т est de seconde espece, оп aura т' = ,. 

Т sera dit large s'il у а un а < т tel que то. ;::: ртт'. 

Т sera dit etroit si тТ < РТт' et si, de plus, тТ < Na, dans le cas ои 
Тт' = w,8+1, (3 etant un ordinal quelconque. 
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Si Т n'est ni etroit ni 1arge, il sera dit ambigu. 

Le tableau vide peut etre considere сошше 1arge. Du reste, се para­
doxe пе nous occupera pas dans 1а suite. (Ауес 1'епsешЬ1е vide оп peut 
faire, d'ailleurs, tout се qu'on veut). Оп verifie que tout tableau fini est 
1arge; de шеше, si ,Т < ""', Т est 1arge. 

LEMME 12. Pour tout tableau injini non-large Т оп а рТ = пТ 
(voir le lemme precedent). 

LEMME 13. Т etant un tableau etroit, il у а un о: < ,Т tel que 
тТ <ро:. 

THEOREME 1. Pour qu 'un tableau ramijie Т soit ambigu, il faut et 
il suffit que тТ = ~,8 si 7,' = ""',8Н et тТ = Р7,', та.Т < тТ pour tout 
о: < ,Т si 7,' est un nombre inaccessible (voir le §2). 

Que 1а condition soit suffisante c'est evident; prouvons donc qu'elle 
est necessaire. 

Autant que Т est non-1arge, оп а то.Т < Р7,', pour tout о: <, donc 
тТ ~ Р7,'; d'autre part, Т etant non-etroit, оп а тТ ~ Р7,'. Si 7,' est 
innaceessible, оп еп conc1ut que то. < т et т = Р7,'. Si 7,' n'est pas 
inaccessib1e c'est-a-dire si 7,' = ""',8Н, ({3 ~ О), оп voit que т ~ ~,8 et par 
suite т = ~,8, sans quoi оп aurait т ~ ~,8H donc aussi то.Т ~ ~,8H pour 
аи шоiпs ип о: < " се qui est absurde, Т etant non-1arge. 

La c1assification des tableaux rашifles еп tab1eaux 1arges, etroits et 
ашЫgus se шопtrеrа tres utile et naturelle. 

12. Suites ramijies. Un tableau rашifiе Т sera dit suite ramijiee si 
que1 que soit 1е point а de Т, 1а portion [а] de Т а 1е шеше rang que 1е 
tableau Т 1ui шеше; c'est-a-dire si ,[а]т = ,Т pour tout а Е Т. 

LEMME 14. Pour qu'un tableau ramijie Т soit unе suite ramijiee, il 
faut et il suffit que, quelle que soit la rangee R de Т, оп ait Т = L:a[a]T, а 
parcourant tous les points de R. 

Dans 1а suite, оп aura besoin de се 

THEOREME 2. Т etant поп large, Т contient unе suite ramijiee поп 
large S ayant le mеmе rang que le tableau Т lui-meme; si, еn particulier, Т 
est etroit, la suite S l'est aussi. 

Il est c1air qu'on peut supposer que 1е rang , de Т soit ип ordina1 de 
seconde espece c'est-a-dire qu'on ait " =,. Chaque rangee R de Т contient 
un point а te1 que ,[а]т =,. Еп efIet, d'apres 1е 1ешше 5, оп а,Т = Ьоrnе 
sup ,[а]т, а parcourant les points de R. D'autre part, Т etant non-large, 
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оп а pR < рт,; par consequent, оп ne peut pas avoir ,[а]т < ,Т pour tout 
point а de R, parce qu'alors ,Т serait lа borne superieure d'une suite de 
type < т, de nombres ordinaux < , се qui est absurde. 

Ceci etant, soit В l'ensemble des points а de Т tels que ,[а]т = ,Т; оп 
vient de prouver que О С Ra.B ~ ROlT pour tout а < ,Т; par consequent, 
,В = ,Т. 

Il s'en suit que В est un tableau non-large et, en particulier, etroit si 
Т est etroit. Il s'agit encore de voir que В est une suite ramifiee c'est-a-dire 
que ,[a]s = ,В pour tout point, а de В. 

Supposons, par impossible, qu'il existe un point а de В tel que ,[a]s < 
,В = ,Т; сеlа voudrait dire qu'il existe un nombre а < ,Т tel que ROlT 
ne contient aucun point de [a]s bien que ,[а]т = ,Т. Or, il est clair que, 
de plus, lе tableau [а]т est non-large et, par consequent, ROl[a]T contient 
аи moins un point Ь de [а]т, tel que ,[b]D = ,D, D = [а]т; lе point Ь 
appartiendrait а В donc Ь Е ROl[a]s contrairement а lа supposition que 
ROl[a]s = О c.q.f.d. 

13. Noeuds de premiere et de seconde espece. Suites totalement et 
completement ramift.ees. Оп sait qu'un noeud quelconque de Т appartient 
а une шете rangee de Т; il est alors commode de poser cette definition: Soit 
N un noeud quelconque de Т; оп dira qu'il est de premiere оu de seconde 
espece suivant que lе nombre ordinal а tel que N ~ ROlT est de premiere 
ои de seconde espece. 

Une suite ramifiee sera dite completement (totalement) ramifiee si cha­
сun de ses noeuds (de premiere espece) est composee d'au moins deux points 
distincts 11. 

Remarque 2. Les points de Т peuvent, par lа тете convention, etre 
declares сотше etant soit de premiere, soit de seconde espece. 

Оп voit que pour qu'un Т Ј О soit totalement ramifie, il faut et il 
suffit que quel que soit lе point а de Т, оп ait ои bien Ro(а, .)т = О ои bien 
pRo(a, .)т > 1. 

llSi chaque noeud de seconde евресе de Т est сотрове d'un веиl point, оп voit que 
lа borne suреriеше de chaque sous-ensembles monotone non-vide de Т est сотровее d'un 
point de Т аи plus. D'аiJlешs, оп peut prouver cette proposition: Е etant ип епветblе 
ramifie, il existe ип еnsетblе ramifie non-Iacunaire Ё contenant Е сотте une partie 
partout dense sur Ё et jouissant de lа propriete que lа borne superieure de chaque Боив­
еnsетblе monotone non-vide de Ё est сотРОБее d'au рlш ип point de Ё. Par ехеmрlе, 
tout continu cyclique рlап, сав reduit, de М. А. Denjoy est ип еnsеmblе ramifie dense et 
non-Iacunaire et tel que lа borne suреriеше de chacun de веБ sous-ensembles ordonnes 
non-vides est ип point Ыеп determine (voir с. R. 197, 1933, р. 570). 
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LEMME 15. Quelle que soit lа suite totalement ramifiee Т, оп а 
pRaT ~ ра pour tout а < ,Т. 

Еп e:ffet, а etant ип point de RaT, designons par а{ lе point (unique) 
de R{T tel que а{ < а рош tout ~ < ај soit a~+l ип point quelconque 
de R{+lT, tel que а{ < a€+l et a€+llla{+l. Il clair que a€l+l"a~2+l si 
а> 6 S 6 < а. Or, Т est ипе suite ramifiee, et par consequent, рош tout 
~ < а, јl у а ип point ЬН1 de RaT tel que a€+l < Ь{+l. Puisque les a€+l 
sont, deux а deux, incomparables, les Ь{+l lе sont aussi. 

Si а est infini, il est clair que lа puissance de l'ensemble В des points 
Ь{+l, ~ < а, est egale а рај etant donne que В ~ RaT, оп еп conclut que 
ра ::; RaT. La derniere relation etant evidente si а est fini, lе lетте est 
completement demontre. 

ТИЕОRЕМЕ 3. а. Chaque suite (totalement) ramifiee dont lе rang 
est fini est large; еn particulier, chaque suite finie (totalement) ramifiee est 
large. 

Ь. Л n'existe аuсunе suite etroite totalement ramifiee. 

с. Quelle que soit lа Buite аmЫguё totalement ramifiee В, [е rang , 
de В est un nombre regulier c'est-a-dire tel que 7, = ,. 

Les trois cas а, Ь et с peuvent etre enonces de la maniere suivante: 

Quelle que soit lа suite totaleтent ramifiee В dont lе rang est un 
noтbre de seconde евресе, еие est оu bien large оu bien аmЬiguё; dans [е 

second сав, [е rang de В est un nombre initial regulier. Le cas а etant 
evident, lе cas Ь etant ипе consequence immediate des lemmes 8 et 11, 
prouvons lе cas с du theoreme c'est-a-dire que, В etant ипе suite аmЫguё 
totalement ramifiee telle que " = " lе rang, est regulier. 

Supposons que 7, < ,; оп aurait pRт-,B ~ р7" се qui est impossible, 
la suite В etant non-Iarge. 

Оп аша besoin de се 

ТИЕОRЕМЕ 4. Quelle que Boit [а Buite etroite ramifiee В dont [е rang 
, est un nombre de seconde евресе, il у а un nombre а < , tel que, pour tout 
point а de RaB, lа portion [а] de В soit monotone; се qu'on peut expriтer 
encore еn disant que lа Buite donnee В nе ве raтifie plus du tout а partir 
de [а rangee RaB. 

Soit В unе suite etroite ayant рош rang ип nombre ordinal, de se­
conde espece. 

Рош aboutir а ипе contradiction, supposons que pour tout а < " i1 
у а ип point а Е RaB tel que lа portion [a]s пе soit monotone c'est-a-dire 
telle que m[a]s > 1. 
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Premier СМ: "/ est regulier. Designons рм RoT l'ensemble de tous 
les points а de RoB tels que m[a]s > 1. Supposons que les ensembles R(.T 
sont determines pour tout ~ < а, а etant un ordinal quelconque < ,. Оп 
уа determiner l'ensemble RaT de la fa<;on suivante: si а est de premiere 
espece, оп posera RaT = l:a Raala]s. а parcourant les points de Ra- 1T, 
аа designant, pour un а donne, le plus petit nombre eventuel ~ tel que 
m~[a]s > 1. 

Si а est de seconde espece, soit а' la borne superieure des nombres 'г/ 

tels que R"B contient аи moins un point de l'ensemble l:~<a R~T. Puisque 
В est une suite etroite et "/ regulier, il est clair que а' < "/. Alors, RaT 
designera l'ensemble de tous les points а de Ra , В tels que m[a]s > 1. 

11 est clair que, dans les deux см, pour tout а < ,,/, оп а RaT :Ј О. 
En posant Т = l:a<"Y RaT, оп voit que Т est un tableau ramifie dont la 
rangee а est RaT pour tout а < "/. De plus, оп voit que, а etant un point 
quelconque de Т, оп а ои bien (а, .)т = О ои bien то(а, .)т > 1. Оп voit 
aussi que Т est etroit рмсе que, d'une part, ,,/Т = ,,/В et, de l'autre, pour 
tout а < ,,/, il у а un nombre ао tel que о: :5 ао < "/ et таТ ::; таоВ. 

Or, soit {3 un nombre quelconque tel que тВ < р{3 < п; оп peut 
supposer que {3 est de seconde espece (voir le lemme 8.8); Ь etant un point 
quelconque de R{3T, soit, pour tout ~ < {3, a~ le point (determine d'une 
maniere unique) de R~T tel que a~ < Ь. 11 est clair que a~ < a~+1 c'est-a­
dire (a~,.) :Ј О et, par consequent, тo(a~, ,)т > 1. 

Soit, alors, pour tout ~ < {3 donne, b~ un point de Ro(a~., )т, distinct 
de a~+1' 11 est claire que l'ensemble Е des points b~, ~ < а, est disjonctif et 
que рЕ = р{3 > тВ. Soit а la borne superieure des nombres 'Г/ tels que R"B 
contient аи moins un point de Е; puisque рЕ < тВ < п, оп aura а < "/ 
(,,/ etant regulier). Or, В etant une suite ramifiee, il est clair que, quel que 
soit le point b~ de Е il у а un point d~ de Ra+1B tel que b~ < dt;. Les points 
b~ etant deux а deux incomparables, les points d~ le sont aussi et оп aurait 
та+1В ~ рЕ donc та+1В > тВ се qui est absurde. 

Autrement dit, la supposition que pour tout а < " il у ait un point 
а Е RaB tel que m[a]s > 1 est impossible. 

8econd cas. "/ est singulier c'est-a-dire tel que 'Т,,/ < ,. Si alors ао < 
аl . .. < a~ < ... ,~ < 'Т,,/, est une suite de nombres ordinaux croissants 
< "/ ayant "/ pour borne superieure, оп considere tout d 'abord la suite 80 = 
l:~<.,."y Ra~B qui verifie les conditions du ем precedent. 

Si alors а1/ est un des nombres а{ tels que [а]во est monotone pour 
tout point а de Ra~ во, il est clair qu'on а aussi m[a]s = 1 pour tout point 
а de Ra~B. 
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THEOREME 5. Chaque suite ramifiee etroite а lа mеmе puissance 
qu 'un ае ses sous-ensembles ordonnes (monotones). 

в etant une suite etroite, оп а, tout d'abord, рВ = пВ (voir le lemme 
8.12). D'autre part, il у а un а Е В, tel que la portion [a]s soit monotone. 
En effet, si ,В est un ordinal de premiere espece, а peut etre n'importe quel 
point de la rangee R-у_1Вј si le rang de В est de seconde espece, l'existence 
de а resulte du tMoreme precedent. 

Ceci etant, il est clair que p[a]s = рВ et le sous-ensemble ordonne [a]s 
repond аих conditions du tMoreme. 

ТНЕОММЕ 5bis . Chaque tableau ramifie etroit а lа mеmе puis-
ваnсе qu 'un ае ses sous-ensembles ordonnes. (С 'est unе consequence des 
theoremes 2 et 5). 

В. FAMILLES ЕТ TABLEAUX RAMIFIES D'ENSEMBLES. 

Dans се qui precede, оп а defini les ensembles et tableaux ramifies 
d'eIements quelconques. Si les elements d'un ensemble ramifie sont еих­
memes des ensembles, et si alors les relations <, > et 11 veulent dire re­
spectivement :Ј ("contient аи sens strict"), с ("contenu аи sens strict"), 
et "etre deux ensembles disjoints sans etre vide tous les deux", оп obtient 
la definition de Jamilles ramifiees а'еnвеmЫев et, ensuite, сеНе de tableaux 
ramifies d'ensembles. En шеше temps, оп voit que la condition С est, dans 
се сав, remplie automatiquement. Voici la definition precise: 

1. Une famille d'ensembles sera dite ramifiee si les eIements dont еНе 
est composee sont оu bien deux а deux disjoints оu Ыеn tels que l'un d'eux 
contiendra l'autre сошше sous-ensemble proprement ditj ensuite, chaque 
famille d'ensembles composee d'un eIement аи plus, sera dite ramifiee. 

Оп voit que les famiHes monotones el disjonctives d'ensembles sont 
deux сав particuliers des familles ramifiees d'ensembles. 

Pour arriver а la notion de tableaux ramifies d'ensembles, il faut definir 
la notion de premiere rangee d'ensembles: оп dira qu'une famille ramifiee 
:F d'ensembles а une premiere rangee d'ensembles s'il existe une (et par 
consequent une seule) sous-famille disjonctive Ј de :F teHe que tout eIement 
eventuel de :F - Ј est contenu dans un (et donc un seul) ensemble appar­
tenant а Ј. 

Alors, la definition d'un tableau ramifie d'ensembles est exactement 
la шеше que сеНе des tableaux ramifies quelconques. Si, par exemple, Т 
designe un tableau ramifie de points, la famille des ensembles (а, .)т et 
[а, .)т, а parcourant Т est un tableau ramifie d'ensembles. Si Т designe 
un tableau ramifie d'ensembles, les signes ,Т, Ra Т, (А, .)т si А Е Т, 
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L Ro(A, ·)т si А Е Т, etc. sont bien definis; par exemple А etant un 
ensemble appartenant а Т, le signe (А,.) represente la famille de tous les 
elements х de Т tels que А ~ х. Alors, il est clair que, quel que soit 
l'element А de Т, оп а А ;2 L(A, ·)т et, en particulier А 2 L Ro(A, ·)т; 
de шеше П(., А)т;2 А. 

2. Dejinition des tableaux ramijies complets d 'еnветЫев: 

Un tableau ramifie Т d'ensembles sera dit complet si ces trois condi­
tions sont verifiees: 

1. La reunion des ensembles de Т est un element de Т c'est-a-dire 
LTET; 

п. Quel que soit l'ensemble А appartenant а т et ayant аи moins deux 
points, оп а А = L Ro(A, .)т; 

IП. Quelle que soit la sous-famille monotone f de Т, la partie сош­
mune des ensembles de f est un element de Т c'est-a-dire П f Е Т (sauf 
eventuel1ement si П f = О). 

Remarque 3. Оп voit que dans la condition п, оп peut supprimer la 
lettre Ro. 

т etant complet, оп voit que la premiere rangee de Т est constituee 
d'un seul ensemble, а savoir L Т; l'ensemble vide est en general, un element 
de Т; оп voit aussi que, quel que soit l'element А de seconde евресе de Т 
c'est-a-dire tel que le nombre а verifiant А Е R a Т et а > О est de seconde 
евресе, оп а П(., А)т = А; c'est une propriete utile parce qu'il s'en suit 
l'unicite de la borne superieure (eventuelle) des sous-familles monotones de 
Т (voir la note 11)12. 

LEMME 16. Т etant un tableau ramijie complet d'ensembles chaque 
point de 1 'еnветЫе L Т est un element de r. 

Il est clair qu'on peut supposer que l'ensemble L Т est compose d'au 
moins deux points; alors а etant un point de L Т, il est clair que la fami1le 
:F des elements х de :F tels que а Е Х est non-vide et monotone, et que, 
а la suite de la condition IП, l'ensemble F = П:F est un element de Т tel 
que а Е Р. Si рР = 1, cela veut dire que а Е Т et tout serait demontre. 
Supposons que рР > 1; alors, а la suite de la condition II, la sous-famille 
disjonctive Ro(F, .)т de Т contiendrait un ensemble А tel que а Е А et 

12Voir N. Lusin (Тravaux de l'Institut Stekloff, tome V рр. 139-147 ои un tableau 
d'ensembles, ои mieux encore, un tableau ramifie de спЫев est donne (cf. "le probleme 
des cribles" ibid. р. 147). 
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А с Р. Рат consequent, А serait ип eIement de la famille :F definie сј­
dessus et оп aurait F ~ А се qui est absurde. Оп а donc рР = 1 et рат 
consequent а Е Т. 

Le lemme precedent nous donne ип тоуеп simple de construire ип 
tableau ramifie complet contenant ип tableau ramifie donne. Еп effet, soit 
т ип tableau ramifie d'ensembles quelconque; designons par Т la famille­
reunion d'ensembles obtenus de la fac:;on suivante: 

а) Quelle que soit la sous-famille monotone ј de Т, l'ensemble П ј 
sera ип eIement de Т (Н s'en suit que 7 ~ Т); 

/3) L'ensemble L т sera ип element de Т. 

Alors, оп verifie facilement que Т est ип tableau ramifie complet 
d'ensembles tel que Т ~ Т; еп particulier, si Т est deja complet, alors 
Т= 713. 

3. Voila ип procede pour avoir ип tableau ramifie complet d'ensembles. 
Soit М ип ensemble donne quelconque de points; А etant ип sous-ensemble 
quelconque de М tel que рА > 1, оп designera рат ј(А) ипе famille disjonc­
tive quelconque de vrais sous-ensembles de А tels que L ј(А) = А. Сесј 

etant, designons рат Ro Т la famille composee du seul ensemble М соmте 
eIement. Supposons que les familles disjonctives Rf. 7 sont definies pour tout 
~ < а et qu'il у ait аи moins ип point а de М qui n'est ип element d'aucun 
Rf. Т, ~ < а; ј! s'agit de definir la famille Ra т. Si а est de premiere espece, 
Ra 7 sera la famille-reunion des familles ј(А), А parcourant les eIements 
de Ra - 1 т tels que рА > 1. Si а est de seconde espece, Ra т designera la 
famille des ensembles non-vides de la forme Пf.<а Ао,.·. А{, les Af. appar­
tenant а Rf.T et etant tels que Af. ~ П7)<f. Ао, ... А7)' quel que soit l'ordinal 
~ < а. 

Alors, еп designant par Т la famille-reunion de toutes les familles 
disjonctives non-vides R a т construites par le procede precedent, оп s'assure 
tres facilement que Т est ип tableau ramifie complet d'ensembles extraits 
deM. 

Remarque 4. Dans le cas ои la fаmШе ј(А), pour tout А ~ М tel que 
рА > 1, est composee de deux eIements dont l'un se reduit а un point de 
М, оп voit que le tableau то contenant l'ensemble vide et tous les А Е 7 

13Dans le procede а), оп reconnait le procede Ыеп connu d'adjonction d'elements 
ideaux а une collection d'objets donnes; јl etait employe aussi dans la note 4.7 рощ 
combler les lacunes d'un ensemble ordonne lacunaire; dans la theorie des espaces et 
ensembles distancies, le mеmе procede fournit ип moyen de coтpleter respectivement 
ип espace ои ип ensemble distancie (voir G. М. р. 318 et М. Frechet, Amer. Ј. Math. 
50(1928), р. 66). 
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tels que рА > 1, est une famille monotone saturee de sous-ensembles de 
М consideree par М.Е. Zermelo dans sa celebre demonstration que tout 
ensemble de points peut etre bien ordonne (voir le §4 et Е. Zermelo, Ј. 

Math. 65(1908), р. 107). 

С. SYSTEMES DE COMPLEXES. REPRESENTATION DE TABLEAUX 

RAMIFIES D'ENSEMBLES. 

ОП sait que (cf. le §5), а etant un ordinal, tout symbole de la forme 
(ао, ... аЕ)Е<с> est арреЫ coтplexe de rang а (аЕ sont des eIements quelcon­
ques) ј soient A i = (a~, ... a~ ... )Е<с>" (i = 1,2), deux complexes diJJerents 
c'est-a-dire tels que soit а1 i= а2 , soit que а1 = а2 mais оп n'a pas a~ = a~ 
pour tout ~ < а1 = а2 . Si А 1 est une partie intiale de А 2 sans que А 2 

soit une partie initiale de А 1, оп ecrira А 1 С А 2 ои encore А 2 :::> А 1 ј si l'on 
n'a ni А1 == А2 ni А1 С А2 ni А2 С Аl, оп ecrira А1 11А2 . Alors, la somme 
logique des relations ==, с, :::> et 11 verifie la condition С et est une relation de 
ramificationj autrement dit, tout systeme S de complexes est un ensemble, 
ramifie et тете un tableau ramifiej оп voit que la premiere rangee de S est 
constituee de tous les complexes de S ne contenant, сотте partie initiale, 
aucun autre complexe de В. 

1. Ceci etant, soit Т un tableau ramifie d'enseтblesj pour des raisons 
de simplicite, оп supposera que Т ne contient pas l'ensemble vide et que 
Т est complet (ои tout аи moins qu'il n'y ait pas d'ensembles disjoints 
Х, у appartenant а une rangee Rc> Т, а etant de seconde espece, tels que 
(., Х)Т = (., У)Т)ј оп va donner, generalisant un procede de М. Lebesgue,14 
une representation des ensembles de Т qui se montrera tres utile. Оп peut 
supposer que Т а аи moins deux pointsj autrement, une representation serait 
inutile, celle-ci ayant pour but de distinguer les eleтents les uns des autres 
et de les rendre, si possible, plus accessibles аих recherches poursuivies. 

, designera le rang de Тј а etant un ordinal quelconque < " designons 
par Ас> un enseтble de points quelconque ayant la тете puissance que la 
famille Rc>+1 Тј soit !Рс>+1 une correspondance biunivoque entre les eIements 
de Ас> et сеих de Ra+17. Si les familles Ra+1T, (а < ,Т), ont toutes, la 
тете puissance, оп peut prendre Ао == А1 == ... == Ас> == pour tout а <,. 

Pour commencer, l'ensemble G = L Т - qui est, d'apres la condition 
1 de la definition В2, un element de Т et par consequent l'eIement unique de 

14Yoir Ј. Math. 1(1905), р. 200. La "methode de corteges d'indices" de М. 
Lebesgue а fourni des resultats tres precieux dans Ја theorie des fonctions reelles et des 
еnsеmblев analytiques de Souslin-Lusin (voir R. Baire, Јос. cit. 6.13) et sourtout Је livre 
cite de М. Lusin. Yoir aussi un memoire de М. М. L. Kantorovitch-E. Livenson, Fund. 
Math. 18(1932), рр. 214-279 et Ја litterature qui у est citeej cf. Ја notion des fопсtiоnS-ds 
et fonctions-ad de М. М. Sierpinski-Hausdorff (ibidem). 
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RoT - ne sera affecte d'aucun indice, ои, pour employer un autre langage "le 
complexe de rang О sera l'indice de l'ensemble G = L Т de Т. Supposons 
que les elements de Rt;T sont representes par la notation Go.O"'o." ... , (1) < ~), 
pour tout ~ < а et cela de fa<;on que (а6,' .. a~ ... )1)<е 3 (а6,· .. a~ ... )t;<t;2 
suivant que Gо.5, ... о.~ ... ЗGа~, ... а~ ... , (1) < е,( < е), pour tout а > е :s 
е<а. 

Si а = " l'application du procede est termine; supposons que а < , 
et soit Х un element de Ro. Т. Оп а deux cas: 

1. а = ао + 1. L'ensemble Х sera designe par Gao, ... a~, ... a",o, ао.о etant 
le point de l'ensemble Ао.о qui, en raison de la correspodance <Ро. entre Аао , 

Ro. Т, correspond а l'ensemble envisage Х, et Go.o, ... o.~ ... , (~ < ао), designant 
l'ensemble uniqu~ de Ro.o Т contenant l'ensemble Х. Alors, оп voit que ао.о 
parcourant les points de Ао.о , le signe G ао , ... ao~ , ... а",о parcourant les eIements 
de Ro. 7; et vice versa. 

П. а est de seconde espece. ОП posera Х = G о ~,(~ < а), le 
ао!···а(, .. 

signe G о ~ etant l'ensemble (unique) de Rt;+1 7 tel que G о ~::J Х 
~, .. ~ ~, .. ~ 

pour tout ~ = а. 

Оп voit que a~ = a~' pour tout ~ < е ~ 1) < а. 
Ainsi les eIements de 7 sont mis sous la forme Gao, ... a( ... , (~ < а, а < 

,); en particulier, G = Gvide = L т. Designons par 8(Т) le systeme des 
complexes (c'est-a-dire des indices) (ао ... аЕ; ... )Е<о., (а < ,), qu'on vient 
de construire. Оп voit que chaque partie initiale, тете la "partie initiale 
vide", de chaque element de 8(Т) est un element de 8(Т) et que les eIements 
de 8(7) et сеих de Т sont dans une correspodance biunivoque verifiant ces 
conditions: 

Soient Х; = G a~ ... a~ ... , (~ < a i
), deux ensembles differentes quekon-

ques de Т; alors 

Si X 1 3 Х2 , оп а (а6 ... a~ ... )t;<o.l ~ (а6 ... a~)E<o.; et vice versa15 . 

Si x 1 х2 = О, оп а (а6'" apt;<o.lll(a5 ... a~ ... )Е<о.2; et vice versa. 

La reciproque est encore vraie: si l'on а une famille ;:: d'ensembles 
qu'on peut mettre dans une correspodance biunivoque avec les eIements 
d'un systeme de complexes et cela de fa<;on que les conditions ecrites ci­
dessus soient verifiees, оп prouve facilement que :F est un tableau ramifie 
d'ensembles. 

15Bien entendu, оп convient que le complexe vide О est une portion initiale de tout 
complexe non-vide А et par consequent О С А. 
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Le procede le plus simple de faire correspondre а ип systeme 8 de сот­
plexes А ип tableau ramifie 7 (8) d'ensembles est le suivant: Еп designant 
par (А, .)s l'ensemble de tous les complexes К de 8 tels que А с К et par 
[А, .)s l'ensemble (А, .)s augmente de l'eIement А, оп voit que la famille 
7(8) des ensembles (А, .)s et [А, .)s, А parcourant les elements de 8, est 
ип tableau ramifie d'ensembles. 

Soit enfin Т ип tableau ramifie Је points (donc d'elements quelcon­
ques) tel qu'il fut defini dans la premiere partie de се §ј designons par 8(Т) 
l'ensemble des (., а)Т et (., а]т, а parcourant les points de Тј alors оп voit 
que 8(Т) est ип systeme de complexes jouissant de la propriete que, quel que 
soit le complexe (ао . .. a~ ... )~<o: de 8(Т), le complexe (ао ... а1ј ... )1j<~ est 
aussi ип eIement de 8(Т) pour tout ~ < а. 

D'autre part, designons par Т(Т) la famille des ensembles (а, .)т et 
[а, .)т; оп voit que Т(Т) est ип tableau ramifie d'ensemЫes qui est еп rap­
port tres simple ауес le systeme 8(Т). 

Еп somme, оп peut dire que la tMorie des systemes de complexes et 
la tMorie des tableaux ramifies d'eIements quelconques, et, еп particulier, 
des tableaux d'ensembles, sont dans ипе liaison tres etroite; dans la suite, 
les raisonnements sur des systemes de complexes se montreront, quelques 
fois, avantageux parce que ceux-ci sont facilement maniables. 

2. отаоnnаnсе naturelle Је complexes. Soit 8 ип systeme de сош­
plexes; а cause de la simplicite оп considerera seulement les sysremes 8 tels 
que chaque partie initiale de tout element de 8 appartient encore а 8. Il s'en 
suit que tout noeud de seconde espece de 8 est compose d'un seul element, 
tandis que les complexes constituant ип noeud de premiere espece de 8 ont, 
pour partie сотшипе, ип eIement Ыеп determi~e de 8. Оп voit alors, се 
qui n'infl.ue aucunement la structure de 8, que les eIements de chaque noeud 
de 8, peuvent etre supposes ordonnes alphabetiquement (voir le §5); c'est се 
qu'on supposera dans се qui va suivre. 

Оп prouve facilement que 8 devient un ensemble отЈоnnе еп convenant 
que, Ai = (аЬ ... a~ ... )~<O:;> (i = 1, 2),etant deux eIements distincts quel­
conques de 8, оп pose А1 < А2 ои А2 > А1 si оu Ьien Аl С А2 оu Ыеn 
А1 11А2 et a~ < a~.' <р etant le premier indice ~ tel que a~ :f. a~. 

Оп voit que la relation d'ordre ainsi оЫеnuе (tout еп dependant de 
l'ordre choisi dans chaque noeud) est unе extension Је lа relation Ј'отЈте 
с. 
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Се mode d'ordonnance de В sera арреМ ordonnance naturelle de В 
рагсе que, раг exemple, les nombres reels, dans leur developpement decimal, 
sont ordonnes de la шеше fa<;on. 16 

Оп n'envisagera que des В tels que Ro(A, ')8 est infini pour tout 
eIement А de В et оп supposera que les elements de Ro(A, ')8 sont ordonnes 
de telle maniere que le noeud Ro(A, .)8 n'ait pas un premier element. 

Сесј etant, soit а иn nombre ordinal quelconque de seconde espece 
entre О et "(В; оп va demontrer се 

LEMME 17. а) Les ensembles ordonnes (., а)8 et (., а]8 sont denses 
et anti-limites17 . 

Ь) L 'intervale ordonne (., а) 8 est partout dense sur Ro. В donc aussi 
sur lе segment (.,а]8' 

Prouvons, раг exemple, que (., а)8 est dense: јl s'agit de prouver que, 
Ai = (аЬ ... a~ ... )~<o.i' (i = 1,2), etant deux eIements distincts quelcon­
ques de (., а)8, il у а, entre А1 et А2 , аи moins иn element de (., а)8. Оп 
а ои Ыеn А1 < А2 ои Ыеn А2 < А1 . Supposons que А1 < А2 ; cela veut 
dire que ои Ыеn А1 С А2 ои Ыеn А1 11А2 et a~ < a~, !р etant le premier ~ 
tel que a~ =f. a~. Si А1 с А2, designons par А иn element quelconque du 
noeud R o(A1, ')8 precedant l'element (A1a~1),18 donc aussi l'eIement А2 ; 
si А1 11А2 , a~ < a~, designons раг А иn element quelconque de Ro(A\ ')8' 
Dans les deux cas, оп voit que А1 < А < А2 et А Е (., а)8. c.q.f.d. 

Notre but est de prouver се 

ТНЕОRl'!:МЕ 6. Роuт que, quel que soit l'ordinal а de seconde espece 
entre О et "(В, les ensembles ordonnes (., а)8 et Ro.B soient partout denses 
['un sur l'autre, il faut et il suffit que В soit unе suite ramifiee de complexes. 

Оп se contentera de prouver que la condition est necessaire; il s'agit 
donc de prouver que, В satisfaisant аих conditions enoncees dans le theoreme 
precedent, В est иnе suite ramifiee. Supposons qu'il n'еn soit pas ainsi; il 
existe alors иn complexe А de rang а de В et иn ordinal ао entre а et "(В 
tel qu'il n'у ait аисиn complexe de rang ао appartenant а В et prolongeant 

16Ici l'ordre dans chaque noeud est naturellement suppose l'ordre nature1 des поm­
bres О, 1, ... 9. Pour 1es nombres rationnels, оп doit prendre que1ques precautions а. cause 
de l'ambiguite de 1eur deve10ppement decima1. S'i1 s'agit seu1ement du type ordinal 
de l'ensemble des nombres rationnels, i1 est representable, раг ехеmр1е, раг 1е type du 
systeme Но qu'on definira dans 1а remarque 9.1. 

17L'ensemble (., a)s == I:{<a ЩS est арре1е l'interval gauche а de S; 1е segment 
gauche а de S est par definition (., a]s = (., as) + RaS. 

18Rappe1ons que (A1a;) est 1е соmр1ехе de rang al + 1 commenc;ant, раг Al et 
finissant раг a;l (voir 1е §5). 
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le complexe А. Оп peut admettre que ао soit le premier nombre ordinal 
jouissant de cette propriete. Оп s'apert;oit aisement que ао пе peut рм etre 
de premiere евресе; il в'еп suit, par hypothese, que l'ensemble ordonne RaoS 
est partout dense вш l'ensemble ordonne (., ao)s lequel est, d'apres le lemme 
precedent, dense. Designons par Ai = (Aa~), (i = 1,2) deux elements 
distincts quelconques de l'ensemble Ro(A, .)s; оп а donc ои Ыеп А1 < А2, 
c'est-a-dire a~ < a~ ои Ыеп А2 < Аl c'est-a-dire a~ < a~. L'intervalle 
(Аl,А2 ) de (.,ao)s пе pouvant рм etre vide, оп еп conclut qu'entre А1 et 
А2 il у а ип element, АО, de RaoS. Si, par exemple, Аl < А2 , оп аша 
Al < АО < А2 c'est-a-dire (Aa~) < АО < (Aa~). Оп еп deduit que А est 
ипе portion initiale de Ао. D'autre part, АО appartenant а RaoS, АО est 
ип complexe de rang ао. Оп а donc construit ип complexe, АО, de rang ао 
et tel que А с А о, contrairement а la supposition. 

§9. Descentes monotones et disjonctives 

Dans се §, оп etudiera des sous-ensembles F d'une suite ramifiee quel­
conque S ayant ауес chacune des rangees de S des points еп соттип. Еп 
particulier, si F а ип seul point еп сошшип ауес chaque rangee de S, оп dira 
que F traverse S ои que S est traversee рат F. Si S peut etre traversee par 
ип sous-ensemble monotone (disjonctif), оп dira que S adтet unе descente 
тonotone (disjonctive). Si S n'admet аисипе descente monotone, оп dira 
aussi que lе rang de S n'est pas atteint (cf. la note 10.5). 

ТНЕОКЕМЕ 1. Chaque suite raтifiee S peut etre traversee рат unе 
suite raтifiee Т ayant lе тете rang que la suite S elle-тeтe. 

Si S admet ипе descente monotone, il n'y а rien а demontrer; се cas 
а lieu, en particulier, si le rang 'у de S est de premiere espece. En efIet, 
а etant un point quelconque de R-y-1S, il est clair que [a]s est monotone, 
traverse S et а le тете rang que S. 

Reste le см ои 'у est de seconde espEJce et ои S n'adтet аuсunе descente 
тonotone. 

Preтier cas: 'у est regulier donc aussi initial regulier. 

La suite Т dont оп parle dans le theoreme sera construite сотте suit: 
Оп prendra n'importe quel point ао de RoS. Supposons que les points a~ 
sont definis pour tout ~ < а, а etant un ordinal quelconque < 1; оп va alors 
determiner le point аа: si а est de premiere espece, аа sera n'importe quel 
point de RaS tel que aa-l < аа. Supposons que а est de seconde espece; 
soit Та le tableau des points a~, (~ < а). Designons par fЗ le plus petit des 
rangs lY[a~]T<>, (~ < а); soit alors аа le point a~ de Та ayant le plus faible 
indice et tel que 'Y[a~]T<> = fЗ. Il est clair que le point аа est determine d'une 
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maniere unique. Soient ensuite ао n'importe quel nombre ordinal tel que 
а + ,То< < ао < ,В et аО<О un point quelconque de Ro<oB tel que аО< < ао<о. 
Ceci etant, le segment [аО<,аО<о] de В (c'est-a-dire l'ensemble de tous les 
points а de В tels que аО< ::::; а ::::; ао<о) sera considere сотте appartenant а. 
l'ensemble а definir Т; оп voit, en particulier, que les points а1ј prolongeant 
les points a~, (~ < а), sont definis pour tout 11 tel que а ::::; 11 ::::; ао, de 
maniere que а1ј Е ~B et а1ј ::::; аО<О. Alors, en designant par ТО<О le tableau 
des points a~, (~ ::::; ао), оп voit que le rang de ТО<О est superieur а celui 
de ТО<. En posant Т = 2:0«')' То<, оп verifie aisement que Т est une suite 
traversant В et ayant le тете rang que В. 

Deuxieme cas: 'у est singulier et initial; par consequent 7, < ,. Soit 
alors О = /30 < /31 < ... < /3~ < ... , (~ < 7,), une suite d'ordinaux < , et 
ayant, pour la borne superieure. En posant ВО = 2:~<T')' Ro<,B, оп voit que 
ВО est une suite ramifiee dont le rang est 7'У et, par consequent, оп se trouve 
dans les conditions du СаБ precedent. Soit alors ТО une suite ramifiee de rang 7, traversant la suite ВО; оп va determiner une suite Т dont оп parle dans 
le theoreme: en designant par щз, les eIements de ТО tels que а{3< Е R~Bo 
c'est-a.-dire а{3< Е R{3,B pour tout ~ < 7" оп obtiendra la suite cherchee Т 
en compIetant la suite ТО de la far;on suivante: soit а un nombre quelconque 
< ,; alors il у а un et un seul ordinal ~ < 7, tel que /3~ ::::; а < /3t;+l; si 
а = /3t;, tout est fait parce que le point а{3< est deja determine; supposons 
donc que /3t; < а < /3Н1; alors le point аО< sera determine de telle far;on que 
аО< Е Ro<B et аО< < а{3Нl· En designant par Т l'ensemble des points аО< ainsi 
construits, оп voit que Т est une suite ramifiee traversant В et ayant le rang ,. 

En modifiant legerement le raisonnement precedent, оп prouve се 

ТИЕОRЕМЕ 2. Chaque suite completement ramifiee В n'admettant 
аuсunе descente monotone peut etre traversee par unе suite completement 
ramifiee ayant [е тете rang que lа suite В еие-тете. 

2. Passons а la consideration de descente monotone d'une suite rami­
fiee В. 

ТИЕОRЕМЕ 3. Pour qu'une suite ramifi~e В admette unе descente 
monotone, il faut et il suffit qu 'еие contienne un tableau etroit ayant lе 

тете rang que lа suite В еие-тете. 

Que la condition soit necessaire, c'est manifeste; ј! s'agit de prouver 
qu'elle est encore suffisante. Soit donc В une suite ramifiee contenant un 
tableau etroit Т de rang ,В; il s'agit de prouver l'existence d'une descente 
monotone de В. 
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D'apres le tMoreme 8.2, le tableau etroit т contient une suite etroite 
SO ayant le rang ,Т donc le шеше rang que la suite S еllе-теше. Or, 
d'apres le tMoreme 8.4, la suite SO contient un point а tel que la portion 
[a]so est monotone; par consequent, l'ensemble DO = [a]so effectue une 
descente monotone dans SO. En designant рм D le plus grand sous-ensemble 
monotone de S contenant l'ensemble DO, оп voit que D est une descente 
monotone de S (оп voit que D est la reunion "2::a(.,a]s, а parcourant DO). 

Le tMoreme precedent justifie la notion des suites et tableaux etroits. 

ТИЕОRЕМЕ 4. Pour qu 'unе suite raтifiee S adтette unе Је­
scente тonotone, il suffit qu 'unе аu тoins Јев trois conditions suivantes soit 
realisee: а} S est etroitej Ь} ,S est Је preтiere евресеј с} 7, S = UJ. 

Prouvons le сав с). S etant une suite ramifiee telle que 7,S = UI, 

soient: fЗ0 < fЗ1 < ... < fЗn < ... , (п < UJ), une suite d'ordinaux < ,S ayant 
,S pour borne superieure, et al3n une suite de points tels que al3n Е Rl3n S 
et al3n < al3n+l pour tout п < UJ. En posant D = "2::n<",(., al3Js, оп voit 
que D est une descente monotone de S. 

3. Suites prototypes. Une suite ramifiee, S, sera dite prototype (c'est­
a-dire suite prototype Је raтification) si tout noeud de S est compose еха­
ctement de deux points distincts. 

ТИЕОRЕМЕ DE RECIPROCITE: Pour qu 'unе suite prototype S adтette 
unе descente тonotone {disjonctive}, il faut et il suffit qu 'elle adтette unе 
descente disjonctive {тonotone}j plus preciseтent: si D est unе descente 
тonotone {disjonctive} Је S, l'enseтble јј сотрове des points а = lals - а, 
а parcourant D, est unе descente disjonctive {тonotone} Је s19. 

Supposons que D est une descente disjonctive de S et soient a~ Е R~S, 
(~ < ,S), les elements de D; il s'agit de prouver que l'ensemble des points 
a~ = la~ls - a~, (~ < ,S), est une descente monotone de S. Pour le voir, il 
suffi.t de montrer que les points a~, (~ < ,S), sont deux а deux comparables 
се qui resulte immediatement de се que, quel que soit о: < ,В, l'ensemble 
Ro(S - "2::~<oJa~, .)s) est compose du seul point ао:. 

D'autre part, В admettant une descente monotone, S admet aussi une 
descente disjonctive parce que, tout d'abord, S est completement ramifi.ee 
et, puis, оп а се 

LEMME 1. Toute suite coтpleteтent raтifiee adтettant unе descente 
тonotone adтet unе descente disjonctive. . 

19Remarquons qu'on peut construire une suite-prototype n'admettant aucune de­
scente monotone, et, par consequent, aucune descente disjonctive поп plus. 
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Еп effet, ао ... аа ... , (а < 1'), etant les eIements d'une descente 
monotone de В tels que аа Е RaB pour tout а < 1'В, designons раг a~ 
ип point quelconque de laals - аа; оп verifie que l'ensemble des points a~, 
(а < 1'В), est ипе descente disjonctive de В. 

4. Si В admet ипе descente disjonctive, сеlа veut dire que В contient 
ип ensemble disjonctif de puissance p-уВ dont les points sont distribues, 
dans В, d'une maniere tres particuIiere; а. savoir de maniere а traverser В. 
D'autre part, оп а ceci: 

Sous l'hypothese que ehaque suite eompletement ramifiee Т eontient 
un sous ensemble disjonetij de puissanee p-уТ2О, оп va prouver се 

THEOREME 5: Chaque suite eompletement ramifiee ayant un noeud 
eompose d'au moins trois points distinets, admet unе deseente disjonetive. 
(ТМотете sur [а deseente disjonetive). 

Soient donc В ипе suite compIetement ramifiee et а, Ь, е trois points 
distincts de В tels que (., а)в = (., ь)в = (., е)в; оп а donc allb, bllc et alle. 

D'apres lе lетте precedent, оп peut admettre que lе rang l' de В n'est 
рав atteint et est, раг consequent, de seconde espece. 

Ceci etant, il s'agit de determiner ип ensemble des points аа deux а. 

deux incomparables tels que da Е RaB pour tout а < 1'. 

Soit ср lе nombre ordinal tel que les points а, Ь, е soient des eIements 
de R",B; soit ensuite Ь ип point quelconque de R",+w(b]s; оп posera d", = а, 
d<p+w = Ь et pour tout autre nombre ~ inferieur а 'р + I.J.), d{ sera ип point 
quelconque de l'еnsетЫе Ib{ls - Ь{, Ь{ etant lе point de R{B tel que Ь{ < Ь. 
ОП а ainsi determine do, ... d{ ... d<p+W; il nous reste а. determiner des da 
pour tout а tel que ср + I.J.) < а < 1'В. 

ё etant ип point de R<p+w(с]в, soit l' lе rang de (ё, .)в. Alors, par 
hypothese, lа suite completement ramifiee (ё, .)в contient ип sous-ensemble 
disjonetij de puissance П; soient 

(1) Co,el,··· Са,···, (а < 'У), 

les points de celui-ci. 

20Cette hypothese est, logiquement equivalente а сћасипе des hypotheses Р;, 
(i = 1, ... 12) du "Complement". Puisque поив пе вауоns пј demontrer пј refuter аисипе 
de сеllев-сј, оп pourrait сгојге qu'il serait рlив logique de reporter lев raisonnements de 
cette section аи CompIement (d'ailleurs оп пе в'еп вегујга рlив аи соигв de се Chapitre). 

Qu'il soit remarque que поив пе вауоns рав ргоиуег сесј: Soit S ипе suite соm­
pletement ramifiee ayant ип noeud соmрosе, d'au mојпв trois points distincts; вј S 
contient ип sous-ensemble disjonctif de puissance пВ, lа suite В admet ипе descente 
disjonctive. 
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Рош tout а < "У, оп definira v(a) рат la relation Са: Е Яv(а:)В; оп а 
donc 'р + I.JJ < v(a) <,. Soit,o la Ьоrnе superieure des ordinaux v(a), 
(а < "У); il est clair que ,о 5 'У. 

Premier cas: ,о =,. Dans се сав, оп peut extraire de la suite (1) 
une suite de points 

tels que v(a{) < v(a{+l) pour tout ~ < ,0,,0 etant un ordinal5 "У tel que 
les v( а{) ont, рош ~ < ,0, le nombre , рош borne superieure. Ceci etant, 
soient u un point de R<p+",[c]s tel que ullё et ио un point de Rv(a:o) [u]s. Si 
alors и'" est le point de R.,,[u] tel que и'" < ио, d'ГJ sera, pour tout "., entre 
'р + I.JJ et v(ao) un point quelconque de lu"'ls - и"'; оп posera dv(a:o) = ио. 

D'une fa<;on generale, soient ~ un nombre quelconque < ,о et и{+l 
un point quelconque de Rv(a:~+l)[ca:~]s; si alors и"', рош un"., entre v(a{) 
et v(a{+l)' est le point de R."S tel que и'" < UHl, оп designera рат d", un 
point quelconque de lu'ГJls - и"'; оп posera dV(a:Hl) = и{+l' Les nombres 
v(a{), (~ < ,о), ayant , рош borne superieure, оп voit que les points da: 

sont definis pour tout а < , et qu'ils constituent une descente disjonctive 
de В. 

Second cas: ,о <,. Оп а donc 'р + I.JJ < ,о < ,. 
Soient u un point de Ra:+",[c]s tel que ullc et ио un point de Rro[u]s, 

Si и'" est le point de R."S tel que и'ГЈ < ио, оп designera, рош tout "., entre 
'р + I.JJ et ,о, par d'ГJ un point quelconque de lu'ГJls -".,'1; оп posera d-yo = ио. 
Enfin, si а est entre ,о et " оп designera par da: un point quelconque de 
Ra:[Ca:}s. 

Оп voit sans peine que les points da:, (а < 'У), qu'on vient de definir, 
effectuent une descente disjonctive de В. 

5. Suite ramifiee ао. Soit Но un ensemble ordonne quelconque ayant 
le тете type ordinal que l'ensemble des nombres rationnels, par exemple 
l'ensemble des nombres rationnels lui-meme; designons par ао lа ЈаmШе des 
sous-ensembles bien ordonnes, bornes et non-vides de Но. Les elements de 
ао pouvant etre consideres соmmе des complexes, оп а, en employant le 
langage du § precedent, се 

LEMME 2. ао est unе suite ramifiee de rang поп atteint I.JJl. 

Tout d'abord, rappelons que, d'apres un tMoreme classique de Cantor, 
quel que soit l'ordinal а < I.JJl, chaque portion de Но ayant аи moins deux 
points contient un sous-ensemble ordonne de type ај il s'en suit que ао 
est une suite ramifiee de rang I.JJl. Si ао admettait une descente monotone 
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c'est-a-dire si l'on avait ипе suite d\Њ~mепts Аа: Е Ra:l7o tels que Аа: с Аа:' 
pour tout а < а' < "-'1, оп aurait, puisque pour des а infinis, Аа: est de la 
forme (a~ ... ar ... )€<a:, ип sous-ensemble non-denombrable Ыеп ordonne 

de НО, a~ti < ... a~ti < ... , ("-' < а < "-'1), contrairement а се que tout 
sous-ensemble Ыеп ordonne de НО est аи plus denombrable (оп а, еп efIet, 
РоНо = ~o). 

Remarquons, еп passant, que т170 = 2РНО . 

ТИЕОRЕМЕ 6. Il existe unе suite аmЫguё de rang non-atteint "-'1.21 

Еп efIet, considerons la suite ramifiee 170 et faisons le procede suivant: 
designons par RoSo la rangee Ro17o; supposons que les sous-ensembles R€So 
de 170 sont construits pour tout ~ < а, а etant < "-'1, et cela de fa<;on que: 

1 о pR€So = ~o pour tout ~ < а; 
20 ~ + 1 etant un ordinal quelconque < а et А un element quelconque 

de R(.So, l'ensemble Ro(A, ,)so des elements в de R€+1So tels que А С В est 
un ensemble de puissance ~o, ordonne et n'ayant pas un premier element. 

Оп determinera Ra:So сотте suit: si а est de premiere espece, 
Ra:So Sera la reunion des elements des noeuds Ro(А, ')0"0' А parcourant 
les elements de Ra:-1S0; si а est de seconde espece, Ra:So sera n'importe 
quel sous-ensemble F de Ra:l7o jouissant de ces proprietes: 10 pF = ~o; 20 
Les ensembles ordonnes F et (., a)so == I:(.<a: R€So sont partout denses l'ип 
sur l'autre. La puissance de l'ensemble (., a)so etant ~o, l'ensemble ordonne 
Ra:l7o etant, d'apres la seconde тоШе du tMoreme 8.6, partout dense sur 
l'ensemble ordonne (., а)О"О donc aussi sur (., a)so, l'ensemble Ra:So existe. 

Ainsi, de proche еп proche, оп determine des ensembles R€ So pour 
tout ~ < "-'1. Еп posant So = I:(.<w, R(.So, prouvons que So est unе suite 

21Се theoreme est du а M.N. Aronszajn qui а Ыеп уоиlи те communiquer, vers 
lа fin du mois de juin 1934, ип ехетрlе d'une suite ramifiee аmЫguё de complexes 
construite par des considerations suivantes: ђ,Т2, ... Тn , ... etant lа suite de l'ensemble 
R de tous les nombres rationnels entre О et 1, posons <Р(Тn ) == l/n pour tout п entre О 
et w. Оп considere ип systeme А de complexes (ао, ... a~ ... )~<"" (О< < Wl)' satisfaisant 
аих conditions suivantes: 

а) pour tout сотрlехе (ао, ... a~ ... )~<'" de А, les a~ appartiennent а R, sont 
deux а deux distincts et tels чие L:~<", <p(a~) < оо; 

Ь) 0<, 0<' etant deux ordinaux quelconques tels que О < О< < 0<' < Wl, pour chaque 
element (ао, ... a~ '" )~<'" de А et si petit чие soit lе nombre reel Е: > О il existe ип 
сотрlехе (ао, . .. а{ ... )~<"" de А tel que а{ == a~ pour tout ~ < О< et L:"'~7)<"" <p(a~) < 
Е:; 

с) роис tout О < О< < Wl, l'ensemble des complexes (ао, ... а{ ... ) de rang О< de А 
est denombrable. 

Par lе procede de l'induction complete, оп s'assure que lа construction de А est 
possible. Il est clair que А n'admet аисипе descente monotone. 
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ramijiee атЫуuё Је rang non-atteint (.Џ1. Оп se contentera de prouver que 
Во est une suite ramifiee. Or, Во est un systeme de complexes ordonnables 
naturellement et jouissant de la propriete que, quel que soit l'ordinal а de 
seconde espece entre О et (.Џ1, les ensembles ordonnes Ra. Во et (., а) 50 sont 
partout denses l'un sur l'autre; d'apres le tMoreme 8.6, ВО est bien une suite 
ramifiee. c.q.f.d. 

Remarque 1. Soient 1, т, п trois points quelconques ordonnes de telle 
fa~on que 1 < т < П; designons par Н{З, {3 etant un ordinal quelconque, 
1 'ensemble , ordonne alphabetiquement, des complexes de rang (.Џ{З definis 
сотте suit: les elements de Н{З sont de la forme (ао ... а{ ... ){<"';3' les а{ 
parcourant les trois points 1, т, п sous la seule condition qu'a partir d'un 
indice (variable) <р оп а а{ = т pour tout ~ tel que <р :::; ~ < (.Џ{З (voir la fin 
du §5); en particulier, le complexe de rang (.Џ{З et de la forme (т, . .. т . .. ) 
appartient а Н {з • 

Сотте оп а construit ао, ВО а partir de НО, оп construit, а partir de 
Н{3, les suites ramifiees а{З, В{З. Nous ne le ferons раБ. 

Remarque 2. Par des raisonnements analogues а сеих qui nous ont 
servi а la construction de ВО а partir de ао, оп demontre ceci: Chaque suite 
ramifiee В dont tout noeud de premiere espece est infini contient une suite 
атЫуuё' s dont tout noeud de premiere espece est infini et telle que 'У8 = 'УВ. 

En particulier, оп construit ainsi, а partir de la suite (., (.Џ1)'ђ une 
suite аmЫguё 81 de rang (.Џ1 qui est uniformement atteint се qui veut dire 
que, quel que soit ћЉзmепt А de 81, la suite (А, ')'1 admet une descente 
monotone. 

§10. Types de ramification. Suites distiпgшЗеs. Premier 
probleme miraculeux 

1. Deux tableaux Т1 , Т2 sont dits semblables, en signe Т1 ~ Т2, si 
entre les points de Т1 et сеих de Т2 оп peut etablir une correspodance 
biunivoque conservant les relations respectives entre les points de Т1 et de 
Т2 ; la derniere phrase veut dire ceci: а1, Ь1 etant deux points quelconques 
de Т1 et а2, Ь2 les points de Т2 correspondant respectivement а а1, Ь1 , alors, 
оп aura а2 == Ь2 , а2 < Ь2 , а2 > Ь2 ои а21\Ь2 suivant que respectivement 
а1 == Ь1 , а1 < Ь1 , а1 > Ь1 ои а111Ь1 ; et reciproquement. 

Si Т1 ~ Т2 et si h est une similitude quelconque transformant les points 
de Т1 en points de Т2, alors, quel que soit le point а de Т1 , оп designera 
par h(a) le point correspondant de Т2 ; de тете, F etant un sous-ensemble 
de Т1 , оп designera par h(F) le sous-ensemble de Т2 transforme de Р; en 
particulier оп aura h(T1 ) = Т2 . 
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Т etant ип tableau ramifie, la propriete соmmипе des tableaux sem­
blables ауес Т, sera арреЈее type de ramijication et designee рат тТ. 

Si alors Т1 , Т2 sont deux tableaux quelconques, оп comprendra la 
signification des symboles ТТ1 :::; ТТ2 (qui veut dire la mеmе chose que 
ТТ2 ;::: ТТl)' ТТ1 ;::: ТТ2, ТТ1 = ТТ2 ои тТ111ТТ2 (voir la def. 1.14 et la note 
(1.11)). 

Remarque. Si Т est ип tableau disjonctif, оп voit que тТ cOlncide 
ауес РТј si Т est monotone (c'est-a-dire Ыеп ordonne), le type de ramifica­
tion тТ cOlncide ауес le nombre ordinal tTj par consequent, la tMorie des 
types de ramification contient, соmmе cas particulier, la tMorie des nоmЬтев 
ordinaиx et cardinaux, d lа fois. 

LEMME 1. а. Deux tableaux ramijies веmЫаЫев ont mеmе rang. 

Ь. Soit h unе similitude transformant Т1 еn Т2,о si alors N est un 
noeud quelconque de Т1 et si N ~ R",T1, alors h(N) est un noeud de Т2 tel 
que h(N) ~ R",T2. Рат consequent, quel que soit l'ordinal а < ,Т1 , оп аuта 

h(R",T1) = R",T2· 

LEMME 2. Soient Т1 , Т2 deux tableaux reguliers 22 quelconques,o alors: 

а. S'il existe unе similitude h transformant l'intervalle (., а)Т1 еn 

intervalle (., а)Т2' а etant un ordinal de seconde еврсе injerieur d 'Т1 et 
,Т2 , [а similitude h peut etre prolongee d'une far;on аu plus jusqu 'а unе 
similitude des segments (., а]Тl et (., а]т2 • 

Ь. Soit а un ordinal quelconque injerieur d 'Т1 et ,ћ,о s 'il existe unе 
similitude entre R",T1 et R",T2, celle-ci peut etre elargie d'une far;on аu plus 
d unе similitude entre lев segments (., а]Т1 et (., а]т,. 

Le lemme precedent est ипе consequence facile de cette proposition: 
Soit h unе similitude entre Т1 et Т2 : а etant un point quelconque Је Т, lа 
transformation h coi·ncide, dans (., а]Тl' avec [а similitude des deиx еnвеm­
Ыев Ыеn ordonnes (., а]Т1 et (., h(a)]T2. 

2. Procede а. Е etant ип ensemble ordonne, le signe аБ representera 
le tableau ramifie de tous les sous-ensembles Ыеn ordonnes Ьотnев non-vides 
Је Е, ceux-ci etant interpretes соmmе complexes. Оп demontre facilement 
се 

LEMME 3. Е, F etant deux еnвеmЫев ordonnes веmЫаЫев, [ев 

tableaux ramijies аЕ, аР sont aussi веmЫаЫев. 

22C'est-a.-dire tels que chacun de leurs noeuds de seconde евресе n'a qu'un веul 
point. 
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Puisque l'ensemble des nombres rationnels est semblable ауес chacune 
de ses portions droites, оп en deduit се 

LEMME 4. La suite ramifiee 0'0 == O'R, R designant l'ensemble des 
nombres rationnels,23 est homogene.24 

3. Suites ramifiees distinguees. Une suite ramifiee 8 sera dite distin-
guee si ces quatre conditions sont simultаш§mеnt verifiees: 

1 о 'У8 est un ordinal initial et regulierj 

20 8 est amЫguё et n'admet aucune descente monotonej 

30 Chaque noeud de 8 est infinij 

40 Borne sUPaES' plal s = bornesup",<,s' pR",8j en particulier, si 
'У8 = (.Џ,8+l' tout noeud de 8 а la puissance N,8. 

Example: 80 designant la suite amЫguё consideree а la fin du § 
precedent, оп voit que 2::"'<"'1 R"'+l80 est une suite distinguee de rang (.џl. 

N ous nе savons pas s 'il existe unе suite distinguee dont le rang serait 
un nombre inaccessible. А и contraire, quel que soit l' ordinal {3, оп peut 
demontrer l'existence d'une suite distinguee de rang (.Џ,8+l' Оп rencontrera 
d plusieurs reprises des suites distinguees. 

4. Nous ne savons pas si toute suite distinguee de rang (.џl est 
necessairement semblable d un sous ensemble de 0'0. 

Le probleme precedent est tres interessant et importantj en voila un 
autre, plus difficile encore, qui оссире, а notre avis, une place particuliere 
dans l'ensemble des problemes mathematiques concernant la theorie des 
ensembles. 

Probleme miraculeux 1: Deux suites distinguees quelconques de 
rang (.џl sont-elles necessairement semblables? (cf. les notes (7) et (8) de 
l'Introduction et la fin de се §).25 

Соmте оп le demontre facilement, le probleme precedent est equiva­
lent а celui-ci: Unе suite distinguee quelconque de rang (.џl etant donnee, 
est-elle necessairement homogene ?2б 

2ЗDаns се qui suit, 0'0 aura сопstашmепt lа mеmе signification. 
240п dira qu'un tableau (ои mеmе ип епвеmЫе) ramifie Т est homogene вј, quel 

que soit lе point а de Т, оп а Т == (а, .)т. 
25Уојсј lе Second probleme miraculeux: Sl, S2 etant deux suites distinguees quel­

conques de rang U.Jl, est-ce que les espaces-tableaux eSl, eS2 est homeomorphes? (cf.le 
§ 8.А7). Remarquons que lа reponse affirmative аи Pr. miraculeux 1 еп entraine ипе аи 
Pr. miraculeux П. 

26Yoila encore ип probleme: Demontrer l'existance d'une suite distinguee ћо­
mogene. 
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Prouvons ceci: La reponse aflirmative аи probIeme miraculeux 1 еп­
traine la proposition que toute suite distinguee ае rang (џl admet unе ае­
scente disjonctive. 

Еп effet, еп se servant de la proposition evidente: 

8i un tableau admet unе descente disjonctive (monotone), tout tableau 
qui lui est semblable еn admet еnсоте unе, il suflit de construire ипе suite 
distinguee рагtiсuШ~ге de rang (џl admettant ипе descente disjonctive. 

Par ип procede, поmmе l'intercalation laterale (voir plus loin la notion 
d'intercalation longitudinale), оп уа demontrer que: 

Quelle que soit lа suite distinguee 8, il existe unе suite distinguee 81 
ayant lе rang ,8 associee а 8 а'unе maniere tres simple et admettant unе 
descente disjonctive. 

Еп effet, soit :F ипе famille de puissance рВ de suites distinguees, deux 
а deux disjointes, de rang ,8 et dont аисипе п'а ип eIement еп соmmип ауес 
la suite proposee 8ј entre les elements de :F et сеих de 8, оп peut etablir 
ипе correspodance biunivoque qu'on designera par 8а , voulant indiquer par 
сесј qu'a 8а de :F correspond le point а de Т et аи point а de 8, l'element 
Ва de:F. Ceci etant, soit а ип point quelconque de Вј designons раг Та 
le tableau qu'on obtient еп ajoutant а la suite В la suite distinguee Ва de 
:F de la fac;on que, quel soit le point Sa de Ва оп а а < Sa et sallb, pour 
tout point Ь de 8-(., а]., се qu'on peut ecrire encore: (.,а]э < BaIIB-(.,аЈв. 
ОП designera par ВР le tableau-reunion La Та, а parcourant les points de 
В, l'ensemble 8? etant range а'unе Јш;оn naturelle c'est-a-dire: les 8а aussi 
Ыеп que В conservant leur relation de ramification primitive, ensuite, а, Ь 
etant deux points quelconques de В? tels que а < Ь, оп devra avoir aussi 
а < [Ь,.) 50 ј еп particulier, а, а' etant deux points distincts de В, les deux 

I 

sous-tableaux Ва, S de S? seront incomparables: quels que soient les points 
Ь, Ь' respectivement de Sa, Sa" оп aura bllb'. 

Еп posant Sl = S? - S, оп prouve tres facilement que Sl est ипе suite 
distinguee de rang ,S. 

Or, la suite Sl admet ипе descente disjonctive. Еп effet, soient: F 
ип sous-ensemble de S traversant la suite donnee S, et D ип sous-ensemble 
quelconque de La Ro8a ayant ауес сЬасип des ensembles RoSa, (а par­
courant р), ип seul point еп соmmип. Оп prouve facilement que l'ensemble 
D constitue ипе descente disjonctive de la suite distinguee S. с. q. f. d. 
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5. Cas de suites raтifiees denoтbrables. 

LEMME 5. Quelle que soit lа suite raтifiee denoтbrable 5, il existe 
unе suite raтifiee denoтbrable 50 de rang ,5 + 1 telle que 5 = (., ,5) so ,27 

Le cas ои ,5 serait de premiere espece etant trivial, supposons que 
,5 est de seconde espece. Prenons, tout d'abord, un cas tres particulier ои 
il s'agit de l'ensemble а des complexes (а1"" аn ), п etant un entier posi­
tif quelconque, les аn parcourant les entiers positifs et negatifs. Оп voit 
que а est une suite ramifiee de rang w dont chaque noeud а la puissance ~O. 
Designons раг s l'ensemble des complexes (а1а2 " . аn ... ), аn parcourant les 
entiers. Оп demontre facilement que les ensembles а, s sont ordonnables nа­
turelleтent, chacun partout dense sur l'autre et chacun separable. Soit donc, 
en particulier, R un sous-ensemble denombrable quelconque de s partout 
dense sur s donc aussi sur а. En designant par аО l'ensemble des complexes 
de а+ R, оп conclut, а la suite du theoreme 8.6, que аО est une suite ramifiee 
de rang w + 1 et que Rwao = R. Ainsi, le lemme est demontre рош la suite 
а et, сотте оп le voit, pout toute suite semblable а un sous-ensemble de а, 
en particulier рош des suites denombrables de rang I.JJ, рагсе qu'on prouve 
aisement que toute suite raтifiee denoтbrable de rang ::; I.JJ est seтblable а 
un sous-enseтble des suites raтifiees а considerees ci-dessus. 

Reste le саэ ои ,5 est de seconde espece et entre I.JJ et 1.JJ1· ао < 
а1 < ... etant une suite d'ordinaux < ,5 tendant vers ,5, posons 50 = 
Ln<w R Otn 5; оп se trouve dans les conditions du саэ precedent et il existe 
une suite 58 de rang I.JJ + 1 telle que (.,I.JJ)sg = 50' En posant 50 = 5 + 58, 
оп prouve aisement que 50 repond аих conditions du lemme. 

ТНЕОКЕМЕ 1. Quelles que soient les deux suites raтifiees denoт­
brables 51, 52 telles que ,51 = ,52' plal si = р5; = ~O pour tout а Е 5i , 

(i = 1,2), оп а 51 == 52. 
Le саэ ои les ordinaux ,51, ,52 seraient de premiere espece pouvant 

etre reduit а celui ои ils sont de seconde espece, considerons le dernier саэ. 
D'apres le lemme precedent, il existe une suite ramifiee denombrable 5Р 

27Si l'on dit que le rang d'un tableau Т est prolongeable в'il existe un tableau То 
tel que 'УТо > 'УТ et Т = (., 'УТ)То, le lemme dit, en particulier, que le rang de tout 
tableau denombrable est prolongeable. Оп peut demontrer ceci: Роuт que le rang d'un 
tableau soit prolongeable, il faut et il suffit qu 'il soit atteint. Ры consequent, le rang de 
0"0 n'est рав prolongeable: celui d'une suite distinguee quelconque поп plus. 
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telle que ,8? = ,8i + 1, (.,,8i)SO = 8 i , (i = 1,2); еп particulier, еп posant 

~ = R-ySi8?, оп aura p~ = NO.28 

Soient: 

(1) аО, а1 , ... аn ... les points de 81 numerotes ипе fois pour toutesj 
(2) ЬО , Ь1 , • •• ЬN • • • , , , , ,,82 , , , , , ,. , , , , 
(1') ао, а1,··· аn ··· " " "R1 " " " " " 
(2') Ьо , b1 , •.. ЬN • • • , , , , "R2 , , , , " " , , 

Еп posant Ао = ао, Ео = (.,Ao)sl' Во = Ьо , РО = (.,BO)S2 et 
еп faisant correspondre les noeuds Ао avec Во, оп obtient ипе similitude, 
qu'on designera раг ho, entre les points de Ео et ceux de РО : оп aura 
ho(Eo) = РО . Supposons que Ао,.·. Аn sont des points de (1') et Во,.·. ВN 
des points de (2') tels que, еп posant Ei = (.,Ao)s, + ... + (.,Ai)s" F i = 
(., B O)S2 + ... + (.,B i )S2' la correspodance biunivoque Ai ~Bi, pour tout 
i ::; п, entraine ипе similitude hi transformant E i еп Fi et que hi ве reduit, 
sur Ei-1, а la similitude hi-1j оп va alors construire les points Аn+ 1 , Вn+ 1 
et definir ип prolongement de hn . 

Premier cas: п est ип entier pair ои О: Soit Аn+1 l'element du plus 
{ајЫе indice de la suite (1') distinct des eIements Ао, ... ,Аn ; designons par 
m le point ај du plus faible indice ј dans (1) tel que ај Е (., An+1)s, - Еn 
et lajls, ·Еn :Ј о. Л est essentiel de remarquer que m existe et est determine 
d'une maniere unique. Alors, т' designant n'importe quel point de Imls,. 
Еn , Вn+1 sera le premier element de (2') tel que hn(m') < Вn+1, le signe 
hn (т') representant le point de Рn correspondant, еп vertu de la similitude 
hn , аи point т' de Еn . Еп faisant correspondre les elements An+1 avec 
Вn+1, оп voit qu'on obtient ипе similitude hn +1 entre les ensembIes Еn+1 = 
Еn + (., An +1)s" Рn+1 + Рn + (., B n +1 )S2' prolongeant la similitude hn . 

8econd cas: п est impair; la construction est analogue а la precedente 
avec la difference que les lettres А, В changent leur гбlе. 

Dans les deux сав, les ensembIes Еn+1, Рn+1 sont donc determines. 

оп aura ainsi: 

Ео С Е1 С ... с Еn С ... , 
Fo С F1 С ... с Рn С ... , 
ho с h1 С ... с hn с ... , 

280п peut toujours supposer, et c'est се que пош ferons, que plalso = 1, роuг 

tout а Е Ri, (i = 1,2). • 
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le signe hn С hn+l voulant dire que la similitude hn+l est ипе exten­
sion de la similitude hn . Par consequent, х etant ип point de 81, оп aura 
ип indiee kx tel que hn(x) represente ип тете point de 82 quel que soit 
l'entier п 2: kx · Еп posant h(x) = hn(x) si п 2: kx , оп s'aperc;;oit aisement 
que la transformation h = h(x) est ипе similitude entre les suites ramifiees 
81, 82. е. q. f. d. 

Сотте eonsequenee facile du tMoreme preeedent, оп а eeei: 

а) Quel que soit l'ordinal а < (.Џ1, toute suite ramifiee 8 telle que 
'У8 = (.џ", plals = р8 = No, est homogene. (ef. la note (4)). 

Ь) Quelles que soient deux suites distinguees de rang (.Џ1, 81, 82, et 
quel que soit l'ordinal а < (.Џ1, оп а (.,a)s, ~ (.,a)s2 (ef. le probleme 
miraeuleux 1). 

§ 11. Nombres ЬТ, Ь'Т. Tableau погmаих. 

Dans се §, оп etudiera le rapport entre ип tableau ramifie Т et la elasse 
de ees sous-tableaux degeneresj оп definira deux nombres ЬТ et Ь'Т qui, 
dans la suite, interviendront frequemment. Dans се qui suit, sauf mention 
expresse du eontraire, Т designera ип tableau infini quelconque. 

1. ЬТ designera lа Ьоrnе superieure des pF, F parcourant [а classe 
des sous-enseтbles degeneres de Т. 

Les deux problemes nous interesseront: 

Probleтe А: La Ьоrnе superieure ЬТ est-elle, dans Т, atteinte, e'est­
a-dire, existe-t-il ип sous-tableau degenere de Т ayant la puissance ЬТ? 

Probleтe В: A-t-on neeessairement ЬТ = рТ? 

Оп dira que Т est norтal s'il admet ипе reponse affirmative аих problemes 
А et В, autrement dit s'il а [а тете puissance qu'un de ses sous-tableaux 
degeneres. 

LEMME 1. Quel que soit [е noтbre cardinal k < рТ, Т contient un 
sous-enseтble degenere Tk ayant la puissance k. 

Еп effet, d'apres le lemme 8.11, l'une аи moins des egalites а lieu: 
рТ = тТ, рТ = пТ. Si, par exemple, пТ = рТ, оп аша k < пТ et il 
existe ип а < 'УТ tel que ра = kj alors, а designant ип point quelconque 
de R"T, il suffit de poser Tk = (., а]т. Si рТ = тТ, оп voit qu'il existe 
ипе rangee R de Т telle que pR 2: k, et Tk peut designer n'importe quel 
sous-ensemble de puissanee k de R. 

THEOREME 1. Entre les noтbres cardinaux ЬТ et рТ il n'у а аuсun 
noтbre cardinal; оп а оu Ыеn ЬТ = рТ оu Ыеn ЬТ, рТ sont deux noтbres 
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cardinaux consecutifs tels que ЬТ < рТ. Еn particulier, si рТ est de seconde 
espece, оп aura ЬТ = рТ. (cf. le probleme В ci-dessus). 

Le theoreme est une consequence facile du lemme precedent. 

2. Avant d'aborder les problemes А, В dans leurs generalites, con­
siderons deux cas particuliers ои рТ = No ои N1 . 

а) Si рТ = No, Т est norтal: Т contient un sous-ensemble degenere 
infini Td . . 

Si Т а une rangee infinie R (се cas аша lieu, en particulier, si "УТ < ц)), 
il suffira de poser R = Td . Оп peut donc supposer que toute rangee de Т est 
finie. Il existe alors un point ао de RoT tel que р[ао, ,)т = рТ; supposons 
qu'on а demontre l'existence des points ао < аl < ... < аn tels que ai Е ~T 
et p[ai, ,)т = No рош tout i :::; п; оп designera alors par аnн un point 
quelconque de Ro(an , ,)т tel que р[аnн,,) = рТ. 

L'existence de аn+l etant evidente рош tout п < ц), il suffit de 
designer par Td l'ensemble des points ао, al,' .. аn , . .. (оп voit que Td est 
une traversee monotone de Т). 

Ь) рТ = N1 . Le probleme de savoir si tout Т ayant la puissance N1 

est normal est d'une importance considerable parce que, сотте оп le verra 
plus loin, il est intimement Не аи probleme bien connu de Souslin. Il s'agit 
donc de уои si Т est normal, c'est-a-dire s 'il contient un ensemble degenere 
non-denombrable Td. 

Оп peut supposer que "УТ = LVl: si "УТ < LVl, il у а une rangee поп 
denombrable de Т, si "УТ > LVl, il suffirait de poser Td = (.,а)т, а etant un 
point de д"'1 Т, рош se convaincre que Т est normal. Considerons la largeur 
тТ de Т: Оп а soit тТ = N1 soit тТ = No soit тТ < No. Si тТ = N1 , 

Т а une rangee non-denombrable R et оп poserait R = Td ; si тТ < No, Т 
serait etroit et, а la suite du theoreme 8.5biS , Т serait normal. Reste enfin le 
cas ои тТ = No. Оп peut aussi supposer que Т n'admet aucune descente 
monotone parce qu'il est evident que tout tableau ambigu admettant une 
descente monotone est normal. 

En designant par ТО l'ensemble de tous les elements а de Т tels que 
р[а, .)т < рТ, оп а ои bien РТо = рТ ои bien РТо < рТ. Si РТо = рТ, оп 
voit que RoTo est non-denombrable et alors il suffit de poser Td = RoTo; si 
РТо < рТ, оп аша, en posant Т1 = Т-ТО, РТ1 = рТ et тете р[а, ')Т1 = рТ 
рош tout point а de Т. 

Puisqu'on а suppose que тТ = No et que "УТ n'etait pas atteint, оп 
voit que Т1 est unе suite аmЬiguё de rang поп atteint LVl. 
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Оп prouve facilement ceci: Quel que soit le point а de Т1 , il У а unе 
rangee infinie (et forcement denombrable) de la suite (а, ,)т1 , 

Ceci etant, оп va prouver que: 

La suite Т1 contient unе suite distinguee В de rang (Џl' 

Pour commencer, оп designera par RoBo la premiere rangee infinie 
de Т1 ; soit о: un ordinal (Џl et supposons que les sous-ensembles disjonc­
tifs et denombrables R~ Во de Т1 sont determines pour tout ~ < 0:; оп 

va determiner ROI.Bo соmше suit: si, о: est de premiere espece, оп posera 
ROI.Bo = La ROI.Ja, ,)т" а parcourant ROI.-1BO, О:а designant l'indice de la 
premiere rangee infinie de la suite amЫguё [а, ')Т1' Si о: est de seconde 
espece, оп posera Ro.Bo = R{3T1, f3 designant la borne superieure des nom­
bres 1/ tels que ~Tl contient au moins un point de L~<a R{Bo; le dernier 
ensemble etant denombrable, l'ordinal f3 est bien determine et < (Џl' En­
fin, оп posera В = LOI.<"', Ro.+1Bo; оп verifie aisement que В est une suite 
distinguee de rang (Џl (voir le § 10.3). . 

Il s'agit de savoir si la suite distinguee В est normale ou поп, c'est-a­
dire si ЬВ = ~o ou ~1. 

Роuт que ЬВ = ~o, il faut et il suffit que tout sous-ensemble nоn­
denombrable de В soit, d un sous-ensemble аu plus denombrable pres, unе 
suite distinguee de rang "УВ. 

Nous prouverons seulement que la condition est necessaire. Par hy­
pothese, ЬВ = ~o. Soit Е un sous-ensemble поп denombrable quelconque 
de В; en particulier, Е peut traverser В; il s'agit de prouver que, en retran­
chant de Е un sous-ensemble au plus denombrable de Е, le reste est une 
suite distinguee de rang "УВ. Оп se contentera de prouver seulement que la 
famille des noeuds finis de Е est au plus denombrable. Pour cela, soit М la 
reunion des ensembles jajs -lаIЕ, а parcourant les points des noeuds finis 
de Е. Soit, ensuite Р un sous-ensemble quelconque de М ayant avec chacun 
des ensembles lals -јаIЕ, а parcourant les points de Е tels que plalE < ~o, 
un seul point en commun. Оп demontre que Р est un sous-ensemble dis­
jonctif de В et que рР = рВ si рМ = рВ; оп aurait donc ЬВ = ~1 се qui est 
incomatible avec notre hypothese. 

En somme, nous ne pouvons pas decider s'il у а une suite distinguee 
anormale. 

Par un raisonnement analogue а celui par lequel оп а prouve que Т 
contenait une suite distinguee, оп prouve се 
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LEMME 2. Toute suite ramifiee аmЫguё 8 n'admettant аuсunе de­
scente monotone contient unе suite distinguee de rang 7''/8.29 

3. Considerons maintenant ип Т quelconque et demandons-nous s'il 
contient ип sous-ensemble degenere Td ayant la puissance рТ. Оп sera plus 
concis. 

Designons раг То l'ensemble de tous les points а de Т tels que р[а, .)Т < 
рТ. Si рТо = рТ, оп aura pRoTo 2: ртрТ. Si рТ est regulier, оп pourra 
poser Td = RoTo parce que, сошше оп s'en aper<;oit sans реЈпе, тоТо = 
рТ. Si рТ est singu1ier et еп plus, рRoТо < рТ, il existe ип ensemble de 
points аЕ Е RoTo tels que р[аО , .)ТО < p[al

, .)ТО < ... < р[аЕ , .)ТО < ... , 
p[at;, .)ТО < рТ, (~< трТ), les р[аЕ , .)ТО ayant рТ pour borne superieure. 

Soit kO < k l < ... < kt; < ... , (~ < трТ) , ипе suite de nombres 
cardinaux < рТ ayant рТ рош borne superieure. Determinons les tableaux 
Et; сошше suit: /30 etant lе premier indice tel que р[а.80, . )ТО > kO, designons 
раг ЕО ип sous-tableau degenere quelconque de [а.80, .)ТО ayant lа puissance 
k O (voir lе lешше 1); ~ etant ип ordinal < трТ, supposons que les ensembles 
degeneres Е'1 с [a.8~, .)То sont determines рош tout ТЈ < ~ et que рБ" = kТJ ; 
alors, еп designant par /3Е lе premier indice tel que р[а.8". )То > kE, оп 
prendra n'importe quel sous-ensemble degenere Е/; de [а.8, , .)ТО ayant lа 
puissance k( Еп posant Td = L,/;<rpT Е/; , оп voit que Td est ип sous­
ensemble degenere de То ayant lа puisance РТо = рТ. 

C'etait dans lе саа ои РТо = рТ. Si РТо < рТ, еп posant Tl = Т - То, 
оп aura pTl = рТ et р[а, .)Т1 = pTl рош tout а Е Tl . Оп а deux сав, 
suivant que pTl = vyTl ои pTl > p/Tl . 

Supposons, tout d'abord, que pTl > vyTl· Puisque pTl = L,a<'i'l та 
Tl , еп posant 'У1 = 'YTl' il existera ип ао < 'у tel que тао :?: PT'Yl (voir 
lе lешше 2 . 2'); еп particulier, si pTl est regulier, T l аша ипе rangee 
de puissance pTl . Еп raisonnant sur ипе suite des [а/;, .)Т" (~ < TpTl ) 

les а/; appartenant а Rao Tl , оп construit, сошше dans lе сав precedent, 
ип sous-ensemble degenere de Tl ayant lа puissance pTl . Reste lе сав ои 
pTl = vyTl. Si Tl est large, оп raisonne сошше tout а l'heure; le сав ои Tl 
est etroit пе presentant аисипе difficulte (voir lе theoreme 8· 5biS ), reste le 
сав ои Tl est ambigu. Оп peut supposer que 'YTl est initial et non-atteint 
parce que, dans les deux сав, Tl contiendrait ип sous-ensemble monotone de 
puisance vyTl = pTl et tout serait demontre. Puisque, quel que soit а Е Tl 

р[а, .)Т1 = рТ et pTl = vyTl' оп demontre que T l est ипе suite ramifiee. 
Еп tenant compte des hypotheses precedentes, T l est unе suite ramifiee 

290п ргоиуе aussi que Је mot "аmЫguё" peut etre Ьагге. 
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атЬigv.ё n'adтettant аисиnе descente тonotone et ayant, pov.r rang, иn 

noтbre initial. 

Еп tenant compte du lemme 2, оп peut demontrer се 

THEOREME 2. Tov.t Т anorтal contient иnе sv.ite distingv.ee anor­
тale S telle qv.e пВ = ртрТ. 

Ainsi, l'existence de tableaux anorтaux se reduit а сеНе de suites dis­
tingv.ees anorтales. La question concernant lеш cxistence reste ouverte (cf. 
le § 12 et le complement). 

4. Noтbre ЬТ. Si а Е Т, Ь Е Т, le signe (а ~ Ь)Т ои simplement 
(а ~ Ь) sera арреЈе direction-eteтent de Т si ои bien а < Ь, (а, Ь) = О оu Ыеn 
а == Ь, (а, .)т = О; c'est-a-dire si оu bien Ь est ип des successeurs immediats 
de а ои, si а est ип des derniers points de Т (c'est-a-dire (а, .)т = О). Deux 
directions-elements (а ~ Ь), (а' ~ Ь') sont dites distinctes si l'on п'а pas а 
la fois а == а', Ь == Ь'; et non-radiales si elles sont, tout d'abord, distinctes, 
et puis telles que оu bien alla' ои Ыеп, а la fois, anonlla' et bnonllb'; il s'en 
suit qu'on п'а pas alors а == а'.ЗО Autrement dit, deux directions-elements 
(а ::; Ь), (а' ~ Ь') sont non-radiales si ои bien alla' ои Ыеп а < а', Ь ::; а' 
ои bien а' < а, Ь' ~ а. Ceci etant, Ь'Т sera [а borne superieure des pF, F 
parcourant la classe des faтilles Је directions-eleтents Је Т celles-ci etant 
Јеuх а Јеuх non-radiales. 

La notion de directions-elements de Т s'impose d'elle-meme: еНе nous 
indique ип certain passage d'un point de Т а ип seul de ses successeurs 
immediates (eventuels). C'est ainsi qu'on generalise la notion de passage Је 
п а п + 1 qui nous est familier des les premiers eIements de Mathematiques 
(cf. l'hypothese РЗ du Complement). 

Dans le сав de tableaux d'ensembles Т (voir le § 8В), Ь'Т admet une 
autre definition, plus concrete d'ailleurs. 

т etant un tableau d'ensembles, T d sera la famille-reunion qu'on оЬ­
tient еп adjoignant а т tous les ensembles А-В, les А, В parcourant Т. 

Оп va prouver que Ь' Т coi·ncide avec la borne sv.periev.re des p:F, :F 
parcov.rant lа classe des sощ-fатillеs disjonctives Је la faтille T d • 

La proposition sera demontree еп deux рав: 

1 о Faisons correspondre а ипе diгесtiоп-еIemепt (А ::; В) l'ensemble 
ЕАв , celui-ci etant soit А-В soit А suivant que А :::) В ои А = В. Оп voit 
que, ainsi, а deux diгесtiопs-еIemепts non-radiales de Т correspondent deux 
ensembles disjoints de T d (qui пе sont рав vides tous les deux). 

ЗОD'оu l'expression "non-radiales". 



ј 

100 А. Theory of Partially Ordered Sets 

20 D'autre part, а ип element поп vide М de 7 d faisons correspondre 
la direction-element (Ат ~ В м) de 7 construit сошше suit: si М Е 7 d 

- 7, 
ВМ sera tel que Х - ВМ = М, Х Е 7 (оп voit que Х, ВМ et Ам sont 
determines sans аисипе ambiguite); si М Е 7, Ам sera М, et ВМ sera soit 
М soit ип element de la famille Ro(M, .)7 suivant que сеllе-сј est vide ои 
поп. Alors, а deux elements disjoints non-vides de T d correspondent, ainsi, 
deux dirесtiопs-еIemепts non-radiales de Т. 

La notion de Ь' Т interviendra effectivement dans le § suivant. 

А propos de Ь'Т, оп peut poser deux problemes analogues аих 
problemes А, В еп у rempla<;ant ЬТ par Ь'Т. 

LEMME 3. ЬТ ~ Ь'Т ~ рТ. Оп nе sait pas si lе signe d'inegalite peut 
intervenir. Si Т est normal, оп аuта ЬТ = Ь'Т = рТ. 

Оп aura besoin de се 

ТИЕОRЕМЕ 3. Abstraction jaite des Т dont lе rang est un ordinal 
inaccessible, lа Ьоrnе superieure Ь'Т est atteinte. 

D'apres се qui рпkedе, оп se bornera аи см ои Т est unе suite аmЬiguё 
quelconque ayant, роuт rang, un ordinal initial singulier. Designons рм Е 
l'ensemble de tous les points а de Т tels que le nombre а > О verifiant 
а Е RQT soit de premiere espece et que рЈаЈт = 1. 

а) рЕ =рТ. 

Еп effet, si рЕ < рТ, еп posant S = Т - Е, оп demontre que S serait 
ипе suite аmЫguё totalement ramifiee dont le rang est ип nombre singulier 
(= ,Т) се qui est incompatible avec le tMoreme 8 . 2. 

Ь) Designons par У la famille des directions-elements (а ~ Ь) de Т, Ь 
parcourant les points de Е (par consequent, а est le predecesseur immediat 
de Ь); оп voit que рУ = рЕ donc рУ = рТ et que les elements de У sont 
deux а deux non-radiales. 

5. Nous nе savons pas si, dans l'enonce du theoreme precedent, lе 

signe Ь'Т peut etre remplace рат ЬТ: роuт qu 'il еn soit ainsi, il jaut et il 
suffit que tout Т soit normal. 

Prouvons que la condition est necessaire; оп se bronera аи см de suites 
ramifiees аmЫguёs S de rang non-atteint qui est ип nombre regulier initial 
quelconque. Оп emploiera ип procede арреЈе intercalation longitudinale. 

а etant ип point de S et а l'ordinal tel que а Е RQS, designons par 
sa le tableau qu'on obtient de S еп у intercalant, entre le point а et le 
noeud Ro(a, .)s, ип ensemble Ыеп ordonne Еа de rang (Џа : tout point de 
Еа precedera tout point succedant а ип point аи moins de R o (а, .) s et 
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suivra а tout point de (.,a]s. Les Еа etant, pour des а distincts, deux а 
deux disjoints, оп posera S/ = La sa, (а Е S), les points de S/ etant ranges 
naturellement. ОП prouve facilement ceci: 

а) Apres tout point de S/, il У а un point de S. Il s'en suit qu'a tout 
sous-ensemble disjonctif de S/ оп peut faire correspondre un sous-ensemble 
disjonctif de S ayant la тете puissance que lui-meme. 

(3) S/ est une suite аmЫguё n'admettant aucune descente monotonej 
оп а mS/ = mS, "(S/ = U)",(S, pS/ = ~"'(s = bS/. 

Le rang de S! est donc singulier. А la suite de lЪуроth€sе, S/ contient 
un sous-ensemble degenere Е ayant la puissance bS/ = ~"'(s. 

Or оп а pRoE = nS. En efIet, le rang "(S etant, рш suppo­
sition, regulier, оп а трЕ = "(Sj puisque, d'autre part р[а, .)Е < рЕ, 
рЕ = LaERoE[a, .)Е, оп aura pRoE ~ nS. L'ensemble RoS etant disjonc­
tif, la suite S contient, d'apres а), un sous-ensemble disjonctif de puissance 
RoEj оп а donc puissance pRoS = nS, et la suite Е est normale. с. q. {. d. 

6. Pour terminer, demontrons que 

L 'indentite (eventuelle) Ь'Т = рТ entraine l'identite ЬТ = рТ (la 
reciproque est evidente). 

Оп peut supposer que Т est unе suite distinguee. Alors, en faisant 
correspondre а une direction-element (а :::; Ь) (le Т un point quelconque de 
IblT - Ь, оп voit qu'a аеuх directions-elements non-radiales de Т correspon­
dent, ainsi, deиx points incomparables de Т. с. q. {. d. 

§ 12. Retour aux ensembles ordonnes. 

А. Notion de developpement complet d'un ensemble or­
donne. 

1. Dans la section В du § 8, оп а defini des tableaux ramifies соm­
plets d'ensembles сотте des tableaux ramifies Т d'ensembles verifiant ces 
conditions: 

1 о L' ensemble L т est un element de Тј 

20 Х etant un element quelconque de Т tel qllC рХ > 1, alors 
LRo(X,.)r = Хј 

30 La partie commune de chaqlle sous-tableau monotone non-vide de 
т appartient а т (sauf eventuellement si celle-ci est vide). 

Dans le сав qui nous occupe actuellement, оп considerera des tableaux 
ramifies de portions (et поп рав de sous-ensembles quelconques) , d'un еn­
semble отаоnnе Е. 
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Notation. :F etant ипе famille d'ensembles queIconques, lа famille de 
to11.s les elements de :F ayant а11. moins de11.x points sera desinee par ф:F. 

Dans lа suite, sauf mention expresse du contraire, Е designera 11.n 
ensemble ordonne q11.elconq11.e. 

Chaque tableau ramifie complet D de portions de Е tel que Е soit ип 
eIement de Е sera арреЈе developpement complet de l'ensemble ordonne Е. 

Prouvons tout d'abord се 

LEMME 1. Q11.el q11.e soit /'ensemble ordonne Е tel q11.e роЕ :5 Np,31 
le rang 'У de chaq11.e developpement complet de Е est tel q11.e 'У :5 UI,В+1. 

Еп effet, supposons qu'il existe ип developpement complet D de Е tel 
que 'YD > UI'в+1 Ыеп que роЕ :5 Np. Еп designant par F ип element quel­
conque de д.и!3Н D, soit, pour tout { < UI'в+1, Ef. l'eIement (unique) de Rf.D 
tel que Ef.D tel que Ef. ::) Р. П est clair que Ef. ::) ЕН1 et que l'ensemble 
Ef. - Ef.+l est сотроstЭ, рош tout { < UI,В+1, de deux portions disjointes P~, 
р{' (dont l'ипе peut d'аШеurs etre vide).· Soient alors а{, a~ deux points 
que1conques appartenant respectivement а Р{' p~' (si, раг ехетрlе, p~ = О, 
il est clair que а{ = О); еп designant par р' et р" l'ensemble des points 
differents а{ et a~ respectivement, pour tout { < UI,В+l il est clair qu'au 
moins l'ип des ensembles р' et р" aura lа puissance NP+1. Si, раг ехетрlе, 
рР' = NP+1, сеlа voudrait dire que р' est ип sous-ensemble bien ordonne 
de Е et de puissance NP+1; par consequent, роЕ ;?: NP+1 contrairement а 
l'hypothese .. 

2. D etant ип developpement complet de Е, оп а donc :Е D = Е. De 
plus, Х etant ип element quelconque de фD, il у а ипе fаmШе disjontive 
Ј(Х) de portions non-vides de Х telle que 

10 рЈ(Х) > 1 et :ЕЈ(!) = Х. 

20 Quel que soit l'element у de Ј(Х), јl п'у аисип element Z de D 
tel que Х ::) Z::) У. Оп voit que Ј(Х) = Ro(X, .)D. 

Dans lа suite, оп emploiera constamment lа notation Ј(Х) dans lе 
sen~ qu'on vient d'indiquer. 

Or, lа fаmШе disjonctive Ј(Х) peut etre ordonnee de lа maniere sui­
vante: А, В etant deux eIements distincts de Ј(Х), оп posera А § В dans 
ј(Х) suivant que lа portion А de Е est, dans Е, а gauche ои а droite de lа 
portion В de Е. 

Dans lа suite, оп sous-entendra toujours que Ј(Х) est ordonne de lа 
fa'1on indiquee et, par consequent, lа notation tf(X) pour lе type ordinal 

31 Pour ја terminologie, voir је § 7. 
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de ј(Х) s'explique d'elle mеmе. Оп voit alors que, quel que soit l'tЉ~mепt 
Х de фD, оп а 1 < tf(X) ~ tX (1е symbole tX designant le type ordinal 
de l'ensemble ordonne Х; celui-ci est, d'ailleurs, ипе portion de Е). 

v etant ип type ordinal et Е ип ensemble ordonne, ипе famille :F 
d'ensembles sera dite v-partition coтplete de Е ои encore developpeтent 
coтplet de Е suivant lе type v, si :F est ип developpement complet de Е 
satisfaisant а la condition que, quel que soit l'eIement Х de ф:F, le type 
ordinal tf(X) est identique ауес le type v; si, par exemple, v = 2, З, оп 
parlera d'une bipartition ои d'une tripartition completes de Е. 

В. Тripartition compIete d'un ensemble ordonne dense. 80-
lution d'un probleme de М. 8ierpinski. 

Soient Е ип ensemble ordonne dense quelconque et D une tripartition 
complete de Е.32 Оп уа specia1iser la representation, indiquee dans le § 8 
В, des eIements de D. 

1. Soit {l, т, п} ип ensemble ordonne coтpose de trois points abso­
lument quelconques l, т, 11 tels que 1 < m < п (раг exemple l = 1, m = 2, 
11 = З); оп уа construire ип systeme, S(D), de complexes (ао . .. a€ ... ) de 
la fac;on suivante: 

Le сощрlехе vide sera l'indice de l'element Е qui est, соmте оп sait, 
l'element unique de RoD; autrement dit, Е пе portera aucun indice dans la 
representation qu'on уа construire. Le complexe vide (c'est-a.-dire, l'indice 
de Е) sera un element de S(D) Oll il constituera "la premiere rangee" RoS 
du systeme а. construire S(D). 

Supposons que les eIements33 de la famille Rf,D sont mis sous la forme 
Е(ао ... а'1'" )'1<{' les (ао.·. аТј'" )Тј<Е. constituant un systeme Rf,S de comple­
xes tels que аТј soit l, m ои 11 pour tout ТЈ < ~ et tout ~ < а, а etant ип 
ordinal inferieur аи rang ,D du tableau ramifie D, et cela de fac;on que les 
conditions suivantes soient verifiees:33 

E
i = E(a~ ... a~"'){<"'j<"" (i = 1,2) etant deux elements quelconques de 

l'intervalle (., a)D tels que 

El = Е2 , alors (аб ... a~ ... )f,«>! == (a~ ... a~ ... ) f, < '''2 ; par consequ­
ent, al = а2; 

(1) El с Е2 1 (1 1 ) >- ( 2 2 ) . ::> ,а ors ао··· аЕ, ... {<'ђ <::: ао··· аЕ, ... f,<02' 

E 1 Е2 = О, alors (аб ... a~ ... )f,<Olll(a~ ... a~ ... )f.<02 .33 

32 А propos de l'existence de D, voir Је § 8 В et Ја section С qui va suivre. 
33pour Ја terminoJogie et Jes notations, voir Је § 8. 
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Оп уа designer les elements de la famille RaD; les indices ainsi obtenus 
constitueront le systeme RaS. Soit donc Х un eIement quelconque de RaD; 
оп а deux сав: 

1 о а est de premiere espece. Si alors Е(ао .. .а( ..• )«а-1 est l'element 
de Ra - 1D contenant l'ensemble considere Х, оп posera Х = Еао ... а( ... аа_" 
аа-l etant ои Ыеп le point 1 ои Ыеп le point m ои bien le point п suivant que 
Х est le premier, le second ои le troisieme eIement de l'ensemble ordonne 

ј(Е(ао .. .а( .•. ){<а-1)· 
20 а est de seconde espece. Оп posera Х = Е( 1 (+1) est 

ао···а( ... {<~ 
l'eIement у de ~D tel que У ~ Х pour tout rJ <~. Dans les deux 
сав, le systeme des complexes construits (ао . .. а{ ... ){<а sera designe par 
RaS. 

La construction precedente etant possible pour tout а < , D, оп voit 
que les elements de D sont representes sous la forme Е(ао ... а( ... )«а' (а < 
,D), les indices (ао ... а{ ... ){<а, (а < ,D), parcourant le systeme S(D) 
defini par la reunion des complexes des systemes partiels RaS, (а < ,D). 
De plus, оп voit que la correspondance entre les eIements de D et сеих 
de S(D) est biunivoque et satisfait аих conditions (1) quels que soient les 
eIements Еl et Е2 de D. 

Remarque 1. Le systeme S(D) qu'on vient de construire nе contient 
аuсun complexe de rang ,D, autrement dit, le rang du tableau ramifie S(D) 
de complexes construits est поп рав ,D + 1 mais ,D.34 

Notons encore ипе fois, que les elements du systeme S(D) sont de la 
forme (ао . .. а{ ... ){<а, (а < ,D), les а{ etant 1, m ои n. 

Or, D etant un tableua ramifie comp1et d'ensembles, d'apres le lemme 
8.17, tout point de l'ensemble "'f:. D qui est, dans notre сав, identique ауес 
Е, est un e1ement de D. Par consequent, аих points de l'ensemble ordonne 
Е correspond par les transformations (1) ип systeme partiel du systeme 
construit S(D); еп le designant par SO(D), оп voit que SO(D) est parfaite­
ment determine et caracterise par cette condition: SO(D) est le systeme de 
tous les complexes (ао . .. а{ ... ) extraits du systeme S(D) qui nе sont unе 
partie (portion) initiale d'aucun autre соmр1ехе de S(D). Еп particulier, 
A i = (аЪ ... a~ ... ){<ар (i = 1,2), etant deux complexes appartenant а 
SO(D), оп voit qu'il existe ип nombre ordinal ср = ср(Аl А2 ) tel que a~ = a~ 
pour tout ~ < ср tandis que a~ et a~ sont deux points distincts de 1 'ensemble 

34Rappelons que la rang ~D d'un tableau ramifie D est le type ordinal (et поп рав 
la Ьоrnе superieure) des nombres а tels que RaD > о. 
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ordonne {l, т, п} des points l, т, n. Оп а donc ои bien a~ < a~ ои bien 
2 1 

а<р < а<р. 
2. Le systeme SO(D) peut etre ordonne alphabetiquement; autrement 

dit, Ai = (аЪ ... a~ ... )~<a" (i = 1,2) etant deux elements distincts quel­
conques de SO(D), si l'on convient que le signe A 1 < А2 ои А2 > A 1 voudra 
dire que a~ < a~ dans {l, т, п}, ср designant le nombre ordinal ср(А \ А2), 
оп s'assure que SO(D) devient un ensemble ordonne. 

Resumons: ь etant un point quelconque de Е, designons ра! k(b) le 
complexe du systeme SO(D) defini par Ь = Ek(b) ј alors, k(b) etablit unе cor­
respondance biunivoque entre les ensembles Е et SO(D)j de plus, le systeme 
SO(D) peut etre ordonne alphabetiquement. Or, оп voit que lа correspon­
dance k(b) est unе similitude des ensembles ordonnes Е et SO(D) c'est-a.-dire 
que, si Ь ~ с dans Е, alors k(b) ~ k(c) dans SO(D). Ceci est bien evident si 
l'on regarde la fa<;;on dont оп а construit les complexes du systeme SO(D). 

Сесј etant, supposons que l'ensemble Е soit encore tel que роЕ ::; ~i\ 
alors d'apres le lemme precedent, оп а "(D ::; lLI,вн. D'autre part, d'apres 
la remarque 1, le systeme S(D) (donc SO(D) поп plus) ne contient aucun 
complexe de rang lLI,вн, Designons par sm(D) le systeme des complexes 
de rang lLI,вн et de la forme (Ат ... т . .. )35, А parcourant les complexes 
appartenant а. SO(D). Il est clair que le systeme sm(D) peut etre ordonne 
alphabetiquement et que les ensembles SO(D) et sm(D) sont semblables. 
Par consequent, les ensembles ordonnes Е et sm(D) sont semblabies. 

Or, l'ensemble sm(D) est un sous-ensemble de l'ensemble Н,вн defini 
а. la fin du § 536. 

Autrement dit, Е etant un enseтble ordonne dense tel que роЕ ::; ~,в, 
l'ensemble Е est semblable а un sous-ensemble de l'ensemble Н,вн defini d 
lа fin du § 536. 

Soit maintenant Е un ensemble ordonne infini quelconquej en des­
ignant ра! ЕО l'ensemble ordonne qu'on deduit de Е en comblant les sauts 
eventuels de Е par des ensembles ordonnes de type 1/, оп voit que ЕО est 
un ensemble dense tel que Е ~ ЕО et роЕО = роЕ. ОП en conclut се 

LEMME 2. {3 etant un nombre ordinal et Е un ensemble ordonne 
quelconques tels que роЕ ::; ~,в, l'ensemble Е est semblable а. un sous­
ensemble de l'ensemble Н,в+l defini а. la fin du § 536. 

З5Si А = (ао ... a~)~<", il va sans dire que le signe (Ат.;, т) veut dire (ао ... a~ '" 
т ... т ... ). 

ЗБVоir aussi la remarque 9 . 1. 



106 А. Theory of Partially Ordered Sets 

Par consequent, sous la тете hypothese, оп а рЕ S; РН/3+1' Or, 
d'apres la coroHaire 5 . 1, оп а РН/3+1 S; 2N

i3 ј оп en deduit, en prenant 
роЕ = N/3, се 

THEOREME 1. Quel que soit l'enseтble ordonne Е, оп арЕ S; 2роЕ . 

Reтarque 2: Le tMoreme precedent redonne, en particulier dans le 
cas ои роЕ S; No, la reponse affirmative аи probleme suivant de М. Sier­
pinski: "Un ensemble ordonne (lineairement) dont tous les sous-ensembles 
bien ordonnes (croissants ои dE:kroissants) sont аи plus denombrables, a-t-il 
necessairement une puissance non-superieure а сеНе du continu?" (Fund. 
Math. 2, р. 28, probleme 12). Р. Urysohn en а donne la reponse affirmativej 
d'apres une remarque de M.F. Hausdorff, la solution du probleme aussi Ыеп 
que le tMoreme precedent lui-meme ве trouvent implicitement dans le livre 
cite: G.M. (Voir, Р. Urysohn, Fund. МаЉ. 5, 1924, р. 14 et vol. 6, 1925, р. 
278). 

С. t1-partitions completes des ensembles ordonnes continus. 
Ensembles огdопш§s погтаuх. 

Е designera un ensemble ordonne continu quelconquej D sera unе 
t1-partition coтplete quelconque de Е. 

1. А propos de l'existence de D, faisons tout d'abord cette remarque: 
Soient Е, F deux ensembles ordonnes continus tels que Е ~ Fj il existe une 
et une seule famille disjonctive ј(Е) de portions non-vides Еа. de Е verifiant 
ces conditions: 

1 о А tout point а de F correspond un eIement Еа. de ј (Е) tel que 
а Е Еај 

20 а parcourant le~ points de F, оп а La Еа = Е. 
Оп peut alors dire que ј(Е) est une decoтposition de Е suivant F. ОП 

voit facilement que, pour un point donne а de F, la portion correspondante 
Еа est determinee сотте suit: 

Si а est le premier point de F, Еа est la portion gauche de Е situee а 
gauche de l'ensemble (а, .)F des points de F qui sont а droite de ај 

Si а est le dernier point de F, Еа est la portion droite de Е situee а 
droite de l'ensemble (., a)F des points de F qui sont а gauche de ај 

Si а n'est ni premier пј dernier point de F, Еа est la portion de Е 
situee entre les ensembles (.,a)F et (a,.)F. 

Сесј etant, appliquons се procede: d chaque segтent 8 d'un enseтble 
continu Е tel que р8 > 1, оп /ета correspondre un enseтble <р(8) ~ 8 dont 
[е type ordinal est egal d t1; de plus, designons par /(8) la decomposition 
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de 8 suivant <р(8), c'est-a-dire 1(8) est une [атillе disjonctive de portions 
de Е chacune contenant un et un seul point de <р(8) et etant de plus telles 
que l: 1(8) = 8. 

Designons par RoD la [атillе composee de l'ensemble Е lui-meme; 
supposons que les familles R~D d'ensembles sont definies pour tout ~ < а 
et qu'il у а аи moins un point de Е qui n'est un eIement d'aucune des 
familles R{D et que les familles фR~D sont composees des segments de Е, 
pour tout ~ < а; definissons la [aшillе RaD сошше suit: 

Si а est de premiere esptJce, RaD designera la famille-reunion des 
familles 1(8), 8 parcourant les eIements de la [ашillе фRа- 1 D, c'est-a-dire 
Ro.D = l:~ 1(8),8 Е фRа- 1Dј si а est de seconde espece, RaD designera 
la [ашillе des ensembles П~<а Ео ... E~, les E~ etant tels que E~ Е R~D et 

Е{ ~ П'1<~ Ео· .. Е'1' 
En designant par,D le type ordinal de l'ensemble des ordinaux а te1s 

que RaD :::> О, оп posera D = l:~<'YD RaD (voir la note 1·2). 

2. D est unе iJ-раrtitiоn complete de Е sitr laquelle оп va raisonner. 

D etant un developpement complet de Е, tout point а de Е est шi 
eZement de D; par consequent, а Е Е etant donne, le nombre v(a) tel 
que l'ensemble compose du point а appartient а Rv(a)D est parfaitement 
determine; de plus, il est clair que v(a) > о. 

Designons par Е1 l'ensemble de tous les points а de Е te1s que le 
nombre v(a) soit de premiere espece, et par Е2 l'ensemble des points а de 
Е tels que v(a) soit un ordinal de seconde espece. Il est clair que Е1 et Е2 
sont deux sous-ensembles disjoints de Е (dont l'un peut etre vide) et que 
Е1 +Е2 =Е. 

Ceci etant, designons par Р2 l'ensemble des extremites des segments 
de Е appartenant аи tableau фD. Оп voit que, si фD est infini, l'ensemble 
Р2 et la [атillе фD ont une шеше puissance. 

Or, Z'ensemble Р2 est partout dense sur Z'ensemble Е2 • 

En effet, soit а un point de Е2 et 1 un intervalle de Е contenant le 
point ај il s'agit de prouver que 1 contient un point de'F2 . Remarquons, 
tout d'abord, que, а etant un element de D, la [ашillе :F des eIements de 
фD contenant le point а est telle que а = П:F. Par consequent, il у а аи 
Inoins un eIement de :F c'est-a-dire un segment de Е qui est entierement 
contenu dans l'intervalle 1. 

D'autre part, considerons la [ашillе фD, et soit 8 un element quel­
conque de фD; d'apres la convention ci-dessus, <р(8) designe un sous­
ensemble de 8 ayant le type ordinal {Ј; par consequent, l'ensemble <р(8) 
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est separable c'est-a-dire Pl<P(S) = ~o; designons par <ро(В) n'importe чие} 
sous-ensemble denombrable de <р(В) partout dense sur l'ensemble <р(В). 

Ceci etant, posons F1 = 2:5 <ро(В), S parcourant les elements de ~D. 
Tout d'abord, l'ensemble F1 est partout dense sur l'ensemble 2:5 <р(В), S 
parcourant ~D. D'autre part, l'ensemble 2:5 <р(В) , parcourant ~D, est 
partout dense sur l'ensemble E1 defini plus haut parce чие, tout point de 
E1 appartient а аи moins ип <р(В). Il s'en suit чие l'ensemble F1 est partout­
dense sur l'ensemble E1 . 

Еп posant, F = F1 + Р2 , оп obtient се resultat: 

L'ensemble F est partout dense sur l'ensemble considere Е. 

Or, оп voit чие Рћ = ~о.р-фD et чие РР2 = (p-фD)З2. Оп еп conclut 
чие рР = ~о.р-фD, par consequent P1E ~ ~o.p1/JD. 

LEMME 3. P1E = ~op1/JD. 

Tout d'abord, еп designant par ~dD la {аmiПе des ensembles distincts 
А, В et А-В, les А, В parcourant ~D, rappelons чие b'-фD signifie la Ьоrnе 
superieure des pF, F parcourant la classe des sous-familles disjonctives de 
~dD. Оп demontre facilement се 

LEMME 4: Р2Е = ~о.Ь'-фD. 
Passons а la demonstration du lemme 3; оп peut supposer чие -фD est 

infini. Puisque, evidemment, Р2Е ~ P1E, le lemme 3 sera vrai toutes les fois 
чие b'-фD = p-фD. Or, d'apres les resultats du § 11, la derniere egalite aura 
lieu toutes les fois чие les nombres 'Y-фD, p-фD пе sont рм respectivement 
de la forme (Џ/3+l, ~/3+l, ({3 ~ О). Supposons maintenant чие 'Y-фD = (Џ/3+l, 
p1/JD = ~/3+l, ({3 ~ О), et admettons, pour aboutir а la contradiction, qu'il 
existe ип sous-ensemble G de Е ayant la puissance < ~/3+l et partout dense 
sur Е. Le tableau D etant complet, tout point de G est ип eIement de 
D. Puisque ра < ~/3+l, il У а ип nombre а tel чие G с (.,a)D. Si l'on 
designe alors par А ип segment quelconque de Е appartenant а Ro.D, оп 
voit чи'аисип intervalle de Е contenu dans А пе contient аисип point de 
а, се qui est incompatible avec l'hypothese чие G est partout dense sur Е. 
c.q.f.d. 

Corollaire 1. Toutes les fois чие b'-фD = p1/JD, оп aura P1E = Р2Е. 
Bref, le probleme si l'on а identiquement P1E = Р2Е se ramene аи 

probleme si l'on а identiquement Ь'Т = рТ pour tout tableau ramifie infini 
(la reciproque est encore vraie: voir l'inclusion Р5 --t Рз du Complement). 

з. Еп s'appuyant sur les resultats du § 11, les lemmes З et 4 de се § et 
le lemme 7 . 10, оп obtient la proposition suivante dans laquelle Е designe 
ип ensemble ordonne quelconque: 
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ТИЕОRJ!;МЕ 2. Оп а ои bien P1E = Р2Е ои bien Р2Е, P1E sont Јеих 
alephs consecutifs tels que Р2Е < P1E; dans lе dernier cas оп а роЕ = Р2Е. 

Resumons quelques resultats de се § et du § 7; 

ТИЕОRЕМЕ 3. Роит tout enseтble отЈоnnе infini Е tel que P1E = 
Р2Е оп а роЕ ::; P1E = Р2Е ::; рзЕ = Р4Е = Р5Е ::; рЕ < 2роЕ ; si, еn plus, 
Е est dense, Р2Е = рзЕ. 

4. Un ensemble ordonne Е sera dit norтal s 'il existe иnе ЈатШе 
disjonctive d'intervalles non-vides Је Е ayant lа puissance P1E. Dans 
le prochain §, оп confrontera les notions de: tableaux ramifies et ensem­
bles ordonnes, normaux: pour le moment, voila un resultat qui decoule du 
tMoreme 11 . 3 et des lemmes precedents: 

LEMME 5. Si P1E est singulier, Е est norтal. 

D. Sur le continu lineaire et un ргоЫете de Souslin. 

1. L'un des premiers resultats fondamentaux de la tMorie des ensem­
ЫеБ ordonnes etait le 

ТМотете Је Georg СаntоrЗ7 : 

а) Deux enseтbles ordonnes, denses, anti-liтites et denoтbrables sont 
seтblables, et ont, рат consequent, lе тете type d'ordre 1/ que l'enseтble 
des noтbres rationnels; 

Ь) Deux enseтbles ordonnes connexes, anti-liтites et separables sont 
seтbIables, et ont, рат consequent, lе тете type ordinal л que l'enseтble 
des noтbres rееls З8 ; 

с) Deux enseтbles ordonnes partout lacunaires, anti-liтites, denses 
et dont chacun а иnе infinite ЈеnотЬтаЫе Је lacunes, sont seтblables, et 
ont, рат consequent, lе тете type ordinal ~ que l'enseтble des noтbres 
irrationnels. 

Theoreтe sur lе continu тatheтatique. Е etant un ensemble ordonne, 
soient A11es hypotheses suivantes: 

АО. Е а le mеmе type ordinal que l'ensemble des nombres reels х tels 
que О ::; х ::; 1; 

Al. Е est continu et irrеduсtiblеЗ9 ; 

37 Ges. Abhandl. р. 310. 
38Probleme: Existe-t-il une famille :F d'ensembles ordonnes tels que l'ensemble 

Е des types ordinaux tF, F parcourant :F soit un ensemble ordonne du type >.? La 
question analogue Бе рове aussi pour des types dimensionnels de М. Frechet d'ensembles 
appartenant а. une certaine classe d'espaces abstraits. 

39un Е continu est irredv.ctible si tout sous-ensemble continu de Е est semblable 
а.Е. 
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A~. Е est continu et tel quepiE = No, (i = 1,5); 

А 3. Е est continu et distanciablej 

А4 • Е est dense, limite, distanciable et complet40 j 

А5. Е est dense, distanciable et compact еп soi. 

Les propositions АО, Аl, A~, A~, А3 , А4, А5 sont, deux d deux, 
logiquement equivalentes, et, par consequent, chacune d'elles caracterise le 
type ordinal <р du continu lineaire. 

Le theoreme sera demontre раг се sch€me de conclusions 

А5 ~ А4 . Tout d'abord, Е etant compact еп soi, il est limite. Il s'agit 
alors de prouver que, sous l'hypoth€se AS, Е est complet. Е etant compact 
еп soi, toute suite de points de Е satisfaisant аи critere de convergence de 
СаисЬу est convergente рагсе qu'elle admet ип seul point d'accumulation. 

А4 ~ А3. Il s'agit de prouver que Е est non-lacunaire. Supposons, 
раг absurde, que Е = А + В, А :) О, В :) О, que А soit а gauche de В et 
que А n'ait раэ ип dernier point ni В ип premier. Soit ащ (п = 1,2, ... ), 
ипе suite strictement croissante de points de А confinale avec А (Е etant 
distanciable, il est clair qu'une teIle suite de points аn existe). Оп verifie 
aisement que les points аl, а2,'" sont tels que, е etant ип nombre reel 
quelconque, il у а ип entier k tel que la distance entre аn et аn, soit < е 
quels que soient les entiers п, п' depassant k. Раг consequent, Е etant 
complet, la suite de Cauchy аl, а2, .. , convergerait vers ип point а de Е. Il 
est evident que а serait soit le dernier point de А soit le premier point de 
В, contrairement а notre supposition. 

А3 ~ A~. C'est ипе consequence du theoreme 6·6. 

Que Ai ~ A~ ~ Ai, c'est evident. 

Ai ~ А1 . Prouvons que Е est irreductible. Еп efIet, Е etant 
separable, chacun de ses sous-ensembles l'est aussij еп particulieur, tout 
sous-continu F de Е est separable et, а la suite du theoreme de Cantor, 
semblable а Е. 

L'inclusion Аl ~ АО est ипе consequence du fait que tout ensemble 
ordonne continu contient ип continu separable, се qu'on verifie aisement. 

Enfin, l'inclusion АО ~ А5 est evidente. 

40C'est-a-dire: chaque suite de Саисћу de points de Е est convergente (а ип et ип 
веиl point d'accumulation appartenant а. Е). (Уои Е. А. р. 74). 
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2. Designons par А; 1 'hypothese que Е est un enseтble ordonne соn­
tinu tel que PiE = No, (i = 2,3,4); il est clair que A~ ~ A~ ~ А5 ~ A~ ~ 
A~ mais оп nе sait pas si A~ ~ A~ ои, се qui revient аи тете, si А5 ~ A~; 
с 'est preciseтent le celebre probleтe de Souslin dont voici l'enonce originel: 

"Un ensemble ordonne (lineairement) sans sauts et sans lacunes pos­
sedant cette propriete que tout ensemble d'intervalles41 (contenant plus 
d'un point) n'impietant рав les uns sur les autres est toujours аи plus 
denombrable, est-il necessairement un continu lineaire (ordinaire)?" (Fund. 
Math. 1, 1920, р. 223, probleme з).42 

D'apres les resultats des deux derniers §§, l'hypothese que tout tableau 
raтifie de puissance N1 est norтal (ои се qui revient аи шете que toute 
suite distinguee de rang ""1 admet une descente disjonctive) entrazne la 
reponse affirтative аu probleme de Souslin (dans le § suivant, оп verra 
que la reciproque est encore vraie). Remarquons que la reponse affirmative 
аи probleme miraculeux, 1 ои II, du § 10 entraine la reponse affirmative аи 
probleme de Souslin (nous ne savons рав si la reciproque est vraie). 

Рош plus de detail, voir le Complement. 

А cгu.se de l'inclusion А з ~ А о, il suffi.rait, рош obrenir la reponse 
affirmative аи probleme de Souslin, de prouver que, sous l'hypotoose A~, Е 
est distanciable (ои шеше, сошше оп peut le demontrer, une classe (Е) de 
М. Freсhеt.4З 

3. Рош terminer, епощ;опs се 

ТНЕонЕМЕ DE HUNTINGTON44 . Рош qu'un ensemble Е soit isoтor­
phe de 1 'ensет Ые R des nombres reels45 , il faut et il suffi.t que ces conditions 
А, В, С soient verifiees: 

А) Il у а une relation d'ordre < рм rapport а. laquelle Е est ordonne, 
connexe et anti-limite; 

В) Il у а un mode de composition + entre les couples des points de Е 
рм rapport auquel Е est un groupe abelien (additif); 

41 Nous dirions "de segments" . 
42Parlant du probleme de Souslin, М. W. Sierpinski ecrit " ... , et се probleme 

semble tres difficile" (N. Т. р. 153). 
43Е. А. р. 214. 
44Тrаns. Ат. Math. Soc. б, 1905, р. 17-41. 
45C'est-a...dire tel que, entre Е et R, оп ait une siтilitude par rapport а laquelle 

l'addition (et, par consequent, 'ев autres operations elementaires aussi) des nombres soit 
invariante. 
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С) Еп designant par z 1е zero46 du groupe Е re1atif а 1а composition 
+, alors: que1s que soient 1es points а, Ь de Е te1s que а ~ z et Ь ~ z, оп 
аша а+Ь ~ а. 

Reтarques. 10 L'ana1yse de la demonstration de М. W. Huntington44 

du theoreme precedent montre que les nombres ree1s sont des symbo1es tres 
commodes рош designer et distinguer des points de differents ensembles 
(intervenant dans 1es Mathematiques c1assiques); dans l'etat actue1 de 1а 
Science, ils пе suffisent p1us а се but; рош remedier а се1а, оп а introduit 
des ensembles ordonnes, ramifies, etc. 

20 Еп ana1ysant 1es demonstrations de tMoremes de l' Ana1yse concer­
nant 1es fonctions continues reelles, оп se rend compte que, presque tоuјошs, 
оп se sert seu1ement de la propriete А) de l'ensemble des nombres ree1s. Par 
consequent, оп аша ип grand nombre de proprietes des fonctions continues 
reelles qui seront va1ables рош des fonctions continues dont 1es arguments 
et vа1ешs appartiennent а ип ensemble ordonne соппехе que1conque. 

30 Еп introduisant, dans sa These, 1а notion d'espaces distancies, 
М.М. Frechet а fait jouer аих nombres ree1s non-negatifs ип rб1е пои­
veau47 : d'organiser 1es sous-ensembles d'un ensemble Е de points: c'est­
a-dire d'exprimer, F etant ип sous-ensemble de Е, 1а proximite d'un point 
de Е de l'ensemble F et de definir ainsi 1es points d'accumu1ations de F. 
L'analyse de 1а tMorie des espaces distancies montre qu'un rб1е analogue 
peut etre јоие par des points de n'iтporte quel groupe abelien ordonne (соn­
dition А et В )48 ои тете par des points d'un ensemble ordonne que1conque 
ayant ип premier роiџt49 . 

C'est dans cette direction aussi Ыеп que dans сеНе de voir 1es liens 
entre les notions de groupes et d 'espaces abstraits50 que nous publierons 
prochainement ип travail51 . 

46C'est-a-dire l'element (unique) х de Е tel que, quel que soit le point а de Е, 
оп ait х + а = а + х = а; d'apres la theorie generale des groupes z existe et est bien 
determine. 

47Yoir Е. А. 61. 
48Yoir W. Krull, Journal fiir МаЉ. 167, 1932, р. 160-196. 
49Соmр. la note (2·15) et la notion des еврасев pseudo-distancie dans la Note аux 

с. R. 198, 1934 р. 1563. 
50Et rapprocher ainsi les idees de Е. Galois et М. Frechet. 
51Cf. D. van Dantzig, Math. Ann., 107, 1932, р. 587-626. 
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NOTATIONSl 

(., а), (., а], (а, Ь), [а, Ь], (а, .), [а, .): 1· 5 et 8· А· 6; [а]: 8· А· 5 (., а)т, 
(., а]т: N8· 16'; ЬТ: 11·1; Ь'Т: 11·4; ,Т: 8· А· 9; ,'Т: 8· А . 11; еТ: 
8· А· 7; ј(Х): 12· А· 2; <p(A1 А2 ): 5·1; 'ФУ; 12· А ·1; H~: 5·5 et la Rem. 
9·1; lE, LE: 3· VП; тТ: 8· А ·10; рЕ: N1· 1; PiE, (i = 0,1, ... 5): 7·1; 
RaT: 8·А·9; вЕ, ВЕ: 3· VП; ао: 9·5; аЕ: 10·2; ЕУ, E':F: N1·2; 7 d

: 

11· 4; та: 2А et 2В; uЕ, vE, VE, wE: 3· VП. 

INDEX1 

Aтbigu (ТаЫеаи), 8· А· 11. 
Alphabetiqueтent ordonne, 1 . 15. 
Anti-liтite, 1 . 7. 
Atteint (Rang) 9. 

Bipartition (complete), 12· А· 2. 
Воrnе superieure (et inferieure), 
1· 7. 
Воrnе superieurement (et inferie­
urement), 1·7. 

Coextensij, 1·13. 
Coтplet (Developpement), 8· В· 2. 
Coтpleteтent ramifie, 8 . А . 13. 
Coтplexe de points, 5·1. 
Coi·nitial, 1 . 13. 
Confinal, 1 . 13. 
Соnnехе (et mutullement -), 1·9. 
Continu, 1 . 12. 
Coupure, 1 . 10. 

Degenere (Ensemble ramifie), 
8·А·4. 

Degre (de cellularite), NC· 11, (de 
separabilite). NC· 11. 
Dense, 1·9, (en soi), 1·9, (Partout), 
1· 9. 
Descente (disjonctive, monotone), 
9. 
Developpeтent complet, 12· А· 1. 
Disjonctij, 8 . А . 2 et 8 . А . 4. 
Disjonctive (Famille), 7·1. 
Distinguee (Suite ramifiee), 10 . 3 
et С ·4. 

Enseтble (disjonctif), 8· А· 4, (or­
donne), 1 ·4, (bien ordonne), 1·8, 
(partielement ordonne), NC . 1, 
(ramifie), 8·А·4 et NC ·1, (ramifie 
degenere), 8 . А . 4. 
Espace, (ordonne). 1· 9, (-tableau), 
8·А·7. 
Etroit (ТаЫеаи), 8 . А· 11. 

Faтille (disjonctive), 7·1, (mono­
tone), 4· 1, (ramifiee), 8· В . 1. 

1 Les numeros renvoient аux sections des §§ оu figurent Jes definitions des expres­
sions et symboJes consideres; ainsi, par ехетрЈе, тТ: 8· А·10 voudra dire que Ја definition 
de тТ se trouve dans Је numero 10 de Ја section А du § 8. De рЈив, si Ја definition de 
Х se trouve dans Ја Note q du §р, оп ecrira Х: Np· q. Enfin, Ја Jettre С deвignera Је 
CompJement. 
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Perтe (Ensemble), 1·9. 
Fonction retractante, 2 . 3. 

Ноmоуеnе (Tableau), N10 . 3. 
Hypothese (de Cantor), 2·В, (de 
ramification), С . 3, (ћ, i = 
1, ... ,12 et (Q)), С· 3, (du con­
tinu), 2· В. 

Inaccessible (Nombre), 2· А. 
lnduction (lineare, complete), 
3· IV. 
Inertie (d'ordonnance), С· 2 et les 
hypotheses Рб' Р7 • 
lncompatibles (Relations), NB . 2. 
InсоmратаЫе, 1·14 et В . А ·1. 
lnitial (Nombre), 2· А . 2. 
lsole, 1·9, 
lntercalation (laterale), 10·4, (lon­
gitudinale), 11 ·5. 
lntervalle ((., а), (а, .), (а, Ь, )), 1 . 5 
et В·Л·6, ((., а)т), NB· 16'. 

Lacune, 1 . 10, (interieure), 1 . 10. 
Lacunaire, 1 . 10, (Partout), 1 . 12. 
Large (Saut), 4 . 3, (ТаЫеаи), 
В ·А·11. 
Largeur (d'un tableau) В· А· 10. 
Limite (Ensemble ordonne), 1·7. 
Longueur, longueur reduite, 
В ·А·1О. 

Monotone (Ensemble, Famille), 
4 . 1 et В . А . 4. 

N oeud, В . А . 6, В . А . 13. 
Nombre (ordinal, cardinal), 2· А, 
2 . В, (initial, regulier, singulier, 
inaccesible), 2 . А . 2. 
Norтal (Ensemble ordonne), 
12 . С . 4, (ТаЫеаи), 11 . 1. 

Ordre (Famille), 4 . 2. 
Ordonnance (alphabetique), 1 . 15, 
(naturelle), В . С . 2, С· 1. 

Portion, 1·6, В·А·5, (elementaires), 
1· 6. 
Principe, (de l'induction lineaire), 
complete), 3· IV. 
РторпеМ de Lebesque-Khintchine, 
3· IV. 
Pseudo-rang 'У'Т (d'un tableau), 
В·А ·11. 
Procede а, 10 . 2. 
РтоЫете (miraculeux), I, П, III), 
10·4, N10· 3' et С· 2, (de la struc­
ture cellulaire des espaces, NC ·11. 

Ramifie, (V. Ensembles). 
Rang, В . А . 9, (non-atteint), 9 et 
N10·5. 
Rangee, В . А . В et В . А . 9. 
Relation (de classification), 1 . 2, 
(de comparabilite), В . А . 2, 
(d'ordre, d'ordre inverse), 1 ·4, 
(d'ordre partiel), NC· 1, (de rami­
fication [dеg€шеrее]), в . А· 3. 

Saut, 1 . 11, (large), 4·3. 
Saturee (Famille), 4·4. 
ВеmЫаЫе, 1 ·14, 10·1. 
ВератаЫе N5 . 5. 
Воmmе de relations, NB· 3. 
Suite ramijiee, В . А . 12·, (distin­
guee) , 10·3, С . 4, (ао), 9 . 5, 
(prototypes) 9·3. 

ТаЫеаu ramijie, В·А·9, (d'ensemb­
les), В·В. 
Totaleтent (ramifie), В . А ·13. 
Туре (d'ordre), 1 . 14, (de ramifica­
tion), 10·1, (-limite d'un nombre), 
2. 
Тraverser (un tableau), 9. 



ENSEMBLES LINEAIRES ЕТ UNE CLASSE DE 
TABLEAUX RAMIFIES 

(TABLEAUX RAMIFIES DE м. ARONSZAJN) 

Introduction 

Le present travai1 traitera des problemes d'existence d'une certaine 
classe de tableaux ramifies1 , appeIes tableaux ramifies de М. Aronszajn. 

Rappelons quelques definitions et notations dont nous nous servirons 
constamment. 

1. Soient Е ensemble partiellement ordonne рм rapport а. ипе relation 
binaire < et а un point de Еј nous designerons respectivement рм 

(1) (',а)Е; (',а]Е, (а,')Е, [а,')Е 

l'ensemble de tous les points х Е Е tels que respectivement 

(1') х < а, х ~ а, а < х, а ~ х 

et poserons 

(2) [а]Е = (., а)Е + [а, ·)Е. 

Autrement dit, [а]Е est l'ensemble de tous les points de Е comparables а. а2 . 

2. ТаЫеаux ramifies. Un ensemble Е partiellement ordonne par < 
est ип tableau ramifie par rapport а. < si, quel que soit le point а de Е, 

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. РиЬ!. Math. Univ. Belgrade 6/7 (1937/38), 129-
160 

1 Рош la terminologie, voir Georges Kurepa, Ensembles ordonnes et rami/ies 
(Тћезе, Paris, 1935 ou РиЫ. Math. Univ. Belgrade, IV, 1935, рр. 1-138); dans се qui 
suit, се Memoire sera designe par These 

2Deux points а, Ь de Е sont comparables si а < Ь ou Ь < а ои а = Ь; autrement, 
а, Ь, sont incomparables. 
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l'ensemble (., а] est un sous-ensemble Ыеn ordonne de Е. En particulier, une 
famille d'ensembles, :F, sera dite un tableau ramifie decroissant (eroissant) 
d'ensembles 3 si, quel que soit l'ensemble А appartenant 11. :F, la fami1le 
(., A]F des Х Е :F tels que Х ;2 А <;; Х) est Ыеn ordonnee par rapport 11. la 
relation d 'inelusion :::> (с). 

Dans се qui suit, nous designerons par 

(3) Т 

ип tableau ramifie par rapport 11. une relation binaire quelconque <. 
Nous poserons 

(4) 'УТ = suptF,4 (sup == borne superieure), 

F pareourant tous les sous-ensembles bien ordonnes de Т; le nombre ordinal 
'уТ s'appelle [е rang de Т (У. ТЬеве, р. 74). Pour ип ordina1 quelconque 
а < 'УТ, 

(5) 

designera l'ensemble de tous les points а de Т tels que t(·, а)т = а;4 еп 
particulier, RoT sera l'ensemble de tous les premiers points de Е. 

L'ensemble Ra.T s'appelle [а rangee а de Т; еп partieulier, RoT 
s'appelle eneore la premiere rangee de Т (ef. These, рр. 72-74). 

(6) 

(7) 

Manifestement, 

si а -< 'УТ alors Ra.T =1= о 

LRa.T = Т, (а < 'УТ). 
а. 

3. ТаЫеаих ramifies de М. Aronszajn. U п tableau ramifie Т sera dit 
un tableau ramifie de М. Aronszajn s'il verifie ees quatre eonditions: 

"(Т); 

а) 'УТ = 11; 
Ь) Tout sous-ensemble bien ordonne de Т est аи plus denombrable; 

с) Chaque rangee de Т est аи plus denombrable: pRa.T5$. No, (а < 

3Dans ТМзе nous n'avons considere que des tableaux ramifies decroissants d'en­
sembles. 

4tX == type d'ordre de Х. 
5рХ == рuiззanсе de Х. 
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d) Quels que soient le point а de Т et l'ordinal а < 'УТ, la rangee RaT 
contient ип point сошратаblе а а; symboliquement, [a]TRaT i- О, (а Е 

Т,а < 'УТ). 
C'est l'etude du ртоblеше de Souslin qui nous а ашепе а des tableaux 

ramifies de М. Aronszajn dont l'existence fut etab1ie рэi" М. Аrопszајпб • 

4. Position du ртоьите. Сошше nous venons de le dire cidessus, nous 
nous occuperons dans се qui suit de l'existence des tableaux ramifies de 
М. Aronszajn. Еп particulier, nous exposerons ап chapitre 1 la profonde 
demonstration, due а М. Aronszajn, de la proposition suivante: 

10 il existe unе famille d'ensembles lineaires fermes 

Fa,k, (k < (.Џ,а < п) 

satisfaisant аuх conditions 1, П, IП que voici: 

1. Рош tout а < П et tout k < 1 < (.Џ, оп а Fa,k . Fa,1 = О; 

П. Рош tout а < а' < П, tout Fa, ,1 est contenu dans ип Fa,k sans 
co"incider ауес celui-ci; 

IП. Рош tout а < а' < П et tout k, il existe ип Fa , ,1 tel que Fa , ,1 С 

Fa,k (l'egalite exclue!). 

Bref, il existe un tableau ramifie decroissant de М. Aronszajn compose 
d'ensembles lineaires fermes. 

Depuis ип moment је fus hante рат le probleme de l'existence d'un 
tableau ramifie de М. Aronszajn d'ensembles lineaires fermes, et, quelques 
jours avant de partir de Varsovie (vers la fin du mois d'avril1937), j'avais cru 
avoir resolu la question par l'affi.rmative et avais compose Ia-dessus un article 
et transmis а la Redaction des Fundamenta Matheтaticae. Une dizaine de 
jours apres, j'avais decouvert ипе faute dans ша demonstration, faute qui 
se trouve aussi dans ша These (pages 96 et 97 оп рат ипе fausse application 
du th. 6, р. 89, j'avais оЫепи la proposition fausse constituant la remarque 
2, р. 97, loc. cit.). 

N'ayant раБ ри retab1ir la demonstration de la proposition 1 о ci-dessus, 
је ше suis adresse а М. Aronszajn; М. Aronszajn у а reussi, et, fait curieux, 
deux jours apres qu'il avait Ыеп voulu m'exposer sa Ьеllе demonstration, 
j'ai appris, lors d'une conversation ауес М. Denjoy, que, de sa part, l'i11ustre 

6Voir та These, р. 96. Remarquons que tout Т verifiant Ь), с) contient un tableau 
ramifie de М. Aronszajn (cf. ТМsе. р. 106); notons qu'un Т de M.Aronszajn tel que, 
рош tout а Е Т, il у ait une infinite de points х Е Т verifiant (·,а)т = (',х)т, (cf. (1)), 
fut арреМ ры nous une suite ramifiee distinguee de rang П (cf. ТМве, р. 99). 
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geometre en s'occupant du probleme de Souslin, avait еМ, des lе printemps 
1936, en possession de lа proposition 100 

5. ТransJorтations et Jonctions croissantes 7 о Dans lе сћаро II, en 
nous servant d'un raisonnement constituant lе developpement du raison­
nement des pages 96, 97 de ТЬезе, nous etablirons quelques liens inattendus 
entre des ensembles lineaires поп denombrables, d'une part, et des tableaux 
ramifies de Мо Aronszajn, d'autre parto 

Pour nous шiеих expliquer, posons une definition7 : 

Ei etant un ensemble partiellement ordonne par {li, (i = 1,2), nous 
dirons qu'il existe иnе transJorтatio,," croissante de E 1 еn Е2 si l'on peut 
faire correspondre а tout point а de E1 , un point bien determine Ј(а) de 
Е2 de maniere que, quels que soient lез points х, у de Е, lа relation х, (llY 

entraine ј(х)е2Ј(у); dans lе см ои Е2 est un enseтble lineaire, nous dirons 
que Ј(а) (а Е E 1), est une Jonction reelle croissante dans E10 

6. Ceci etant, voici се qu'on peut etablir: 

20 Quel que soit l'enseтble lineaire partout dense М de puissance 
:5 N1, il У а иn tableau raтijie de Мо Aronszajn, Т, et иnе Jonction reelle 
uniJorтe croissante dans Т, soit Ј(а), (а Е Т), tels que Ј(Т) = М;В dans 
lе cas оu М est поп denoтbrable, lа Jonction Ј peut etre supposee univalente 
(cfo по 29, theoreme ЗЫ5)о 

з0 Quel que soit l'enseтble lineaire поп denoтbrable М, il у а un 
tableau raтifie de Мо Aronszajn, Т, et иnе Jonction reelle biunivoque crois­
sante dans М, soit ј, tels que ј(Т) ~ МоВ 

Par consequent, en detruisant partiellement, dans l'ensemble lineaire 
Ј(М) l'ordre de celui-ci, оп peut arriver а un tableau ramifie semblable а 
Т: pour сеlа, il suffit de declarer incoтparables tout соирlе de points х, у 
de Ј(М) des que le sont les points j-l(Х)9, j-l(y) de То 

7. Remarquons que, quel que soit le tableau ramifie de Мо Aronszajn, 
Т, il у а une transformtion biunivoque croissante Ј, de Т dans l'ensemble 
ordonne 

(8) (о, П) 

7Voir Georges Kurepa, Тra.ns/orтations monotones des ensembles partiellement 
ordonnes Со RoAcado Scio Paris,20, (1937) 

8 !(Т) == l'еnsеmЫе des /(а), (а Е Т)о 
9Pour uп х Е /(Т), /-1 (х)т designe l'еnsеmЫе des а Е Т tels que !(а) = хо 
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des nombres ordinaux < П; рош s'en rendre compte, nous n'avons qu'a 
enumerer chaque rangee Ro.T de Т 

Ro.T···ag,af,··· ,a~,···, (n<w,a~i=a~, т<n<w) 

et poser j(a~) = (џ(} + п, (п < "-', (} < щ. 
Autrement dit, quel que soit lе tableau таm. de М. Aronszajn il у 

а un "desordonnement" partiel de l'ensemble (., П) tel qu 'оп obtienne un 
ensemble partiellement ordonne, semblable d Т et donc identique а т аи 
point de vue d'ordre. 

8. Or, се qui est difficile c'est d'exaтiner la nature des desordon­
nements partiels varies de (., П) рош оЫеnir tous les tableaux raт. de М. 
Aronszajn. 

Dans le сЬар. II nous indiquerons un procede d'un desordonnement 
partiel de (., щ, (cf. n026, proposition [о), procede qui nous fournira les 
propositions 20, зО ci-dessus; il est remarquable que chacun des tableaux 
ramifies de М. Aronszajn que nous obtenons рат се procede-ld contient 
un sous-ensemble поп denombrable de points deux а deux incomparables10 , 

propriete tres precieuse, etant donne que la condition necessaire et suffisante 
роuт que la reponse аu ртоЫеmе de Souslin soit affirmative с 'est que tout 
tableau ramifie de М. Aronszajn contient un sous-ensemble поп denombrable 
de points deux d deux incomparables ll . 

En terminant, ajoutons que la present travail est une partie d'un 
Memoire que мllе St. Braun а examine de plus pres; је tiens а la remercier 
bien vivement de toutes les remarques qu'elle а bien voulu те faire а се 
propos. 

1. Таblеаих ramifies d'ensembles fermes lineaires 

9. Generalites. D'apres un theoreme bien connu de Baire, toute suite 
decroissante (croissante) d'ensembles fermes (ouverts) extraits d'un еврасе 
distanciable separable quelconque est аи plus denombrable12 ; d'autre part, 
un theoreme, dft а М. HausdorfI, d' autre part, un theoreme, dii а М. 
HausdorfI, dit que toute suite croissante (decroissante) d'ensembles fermes 
(ouverts) d'un espace distanciable separable est аи plus denombrable. 

lOCf. loc. cit.7 , theoreme 1. 
llCf. These рр. 106, 124 et 132 (l'equivalence ћ ;::::! Ps) 
12Voir Маurјсе Frechet, Espaces abstraits, Paris, 1928, р. 234. 
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Оп en deduit que, quel que soit le tableau ramifie decroissant .( crois­
sant), е, d'ensembles lineaires fermes ои оuvеrts1З , оп а 

(9) ,е S п. 1З 

En се qui concerne le cas des ensembles ouverts, оп а le 

ТНЕовЕМЕ 1. Tout tableau ramifi,e decroisant (croisant), е, d'ensem­
bles ouverts appartenant а un espace metrique separable quelconque est аu 
plus denombrable14 • 

Puisque, pour tout а < ,е, la famille Ro:e est composee d'ensembles 
ouverts deux а deux disjoints (voir (5)), оп aura, а la suite d'un theoreme 
de Cantor, pRo:e5 S No, (а <, е)ј il s'agit encore de prouver que,e < П 
et поп pas ,е = П (voir (9)). En designant, pour tout а < ,е, par Ео: la 
reunion des elements de Ro:e, Ео: sera un ensemble ouvert поп vide tel que 

Ео ;;2 Е1 ;;2 ..• ;;2 Ео: :::> • •• ои Ео ~ Е1 ~ ... ~ Ео: ~ . ", (а < ,е) 

suivant que е est decroissant ои croissant. 

Si, l'on avait ,е = П, il у aurait, d'apres le tMoreme de М. Hausdorff 
(Baire), un indice ао < П tel que Ео:о = Ео:он , pour tout ~ < Пј en 
designant par а un point de Ео:о (Ео), soit pour tout а < П, ао: l'element de 
Ro:e contenant le point ај la famille des ао:, (а < П) formerait une suite 
transfinie decroissante (croissante) поп denombrable d'ensembles ouverts, 
contrairement аи theoreme de М. Hausdorff (Baire). 

10. Soit maintenant е un tableau ramifie decroissant (croissant) quel­
conque d'ensembles fermes lineaires поп videsj оп aura,e S П, et il est facile 
de construire un е tel que 

(10) ,е=п. 

Or, il у а une difference essentielle suivant que е est croissant ои 
decroissant. Si е est croissant, la relation (10) entraJ:ne les deux propositions: 

(11) ,[А]т < П, (А Е е) (c'est que[A]c est ordonnej у.(2)) 

(12) pRo:e> No, (а < N). 

Аи contraire, si е est decroissant, il est facile de realiser le cas ои ,[АЈс = П 
pour tout А Е е (оп aura donc aussi ,е = n)ј mais il est tres interessant 
qu'il peut arriver que Ro:e soit denombrable pour tout а < П: nous en 
allons fournir un example remarquable du а М. Aronszajn. 

, 
lЗРоur la terminologie et les notations, voir l'Introduction, n02. 
14Le theoreme subsiste encore pour tout espace (У) de М. Frechet definissable 

moyennant une famille au plus denombrable de voisinages (voir12 ). 
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11. ТаЫеаих de М. Aronszajn d'ensembles fermes lineaires. 

ТНЕовЕМЕ 2. Л у а un tableau raтifie decroissant de М. Aronszajn 
compose d' ensembles fermes lineairesj explicitement, il у а unе famille с 
d'ensembles fermes lineaires 

(13) Fo.,k, (k < UJ,a < п) 

satisfaisant аuх conditions suivantes: 

I Рош tout а < П et tout k < 1 < UJ, оп а Fo.,k . Fo.,1 = Ој 

II Рош tout а < а' < П, tout Fo.',1 est contenu dans un Fo.,k sans 
co·incider avec celui-cij 

Н! Рош tout а < а' < П et tout k < UJ, il existe un 1 < UJ tel que 
Fo.l,1 С Fo.,k (egalite exclue!)15. 

Demonstration due а М. Aronszajn du theoreme 215. 

12. Fonction o(r, F). Soit F un ensemble compact en soi extrait d'un 
espace metrique que1conquej r etant un nombre reel > О, posons, рош tout 
aEF, 

(14) о(а, r, F) = supe(a, х), (х Е F, е(а, х) :5 r); 
х 

bien entendu е(а, х) designe la distance des points а, х. 

Soit 

(14') o(r, F) = inf о(а, r, F); (inf = Ьоrnе inferieure). 
o.EF 

Evidemment, О :5 o(r, F) :5 r. 

LEMME 1. Pour que, pour tout r > О, o(r, F) > О, il faut et il suffit 
que F soit parfait. 

La relation о(а, r, F) > О рош tout r reel > О signifiant qua а est 
un point d'accumulation de F, prouvons que la condition du lemme est 
suffi.sante: F etant compact en soit et parfait, оп а o(r, F) > О рош tout 
r > о. Si !'оп avait o(r, F) = О, il existerait une suite de points de F 

(15) 

15Voir l'Introduction, n04. 
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Puisque б(аn,r,F) > О pour tout п < 1.1.), оп еп dedurait l'existence d'un 
point а de F (Р etant compact еп soi) et d'une suite de points extraits de 
(15) 

(16) аО a 1 ... аn '" tels que аn -+ а et б(аn r Р) < б(аn+ 1 r Р) , , , , , , , , 

pour tout п < 1.1.); оп aurait donc б(аn , r, Р) -+ О si п -+ оо. 
Soit Ь ип point F tel чие 

(17) 
1 

О < е(а, Ь) < зб(а, r, Р); 

si v designe ип entier tel que 

(18) е(аn , а) < ~e(a,b), Ь =f. аn , v ~ п < ЦЈ), 
les relations 

donneraient 

131 r 
"2е(а,Ь) < (аn,Ь) < "2 е(а,Ь) ~ "2 б(а,r,F) ~"2 < r 

et, еп particu1ier, ~ е( а, Ь) < е( аn , Ь) < r, се qui, уи (i4), signifierait 
б(аn , r, Р) > ~e(a, Ь) > О, (v ~ п < 1.1.)), contrairement а се que, par 
hypotMse, б(аn , r, Р) -+ О. 

LEMME 2. Si F1 ~ Р2 , alors б(а, r, ћ) ~ б(а, r, Р2 ) pour tout point 
а Е Р; si Рn+l ~ Рn , (п < 1.1.)) оп aura, еn posant F = Пn<", Рn ,. 

(19) 

(19') 

б(а, r, Р) = 1imб(а, r, Рn ), pour tout а Е F 
n<", 

б(r, Р) = 1imб(r, Рn )' n<", 

13. Voici ипе propriete interessante liant la fonction б(r, Р) de М. 
Aronszajn ауес la distance, аи sens de Hausdorff, deux ensembles fеrmеs1б ; 

16 А, В etant deux ensembles bornes поп vides extraits d'un espace metrique, lа 
distance аи веnв de М. Hausdar[f des еnsemblез А, В, symboliquement dist. (А, В), est 

·Је pJus grand des deux nombres supp(x,B) et supp(y,A); соmmе d'habitude, р(а,Х) 
"'ЕА уЕ8 

designe inf р(а, х), х parcourant Х. Voir а. се sujet С. Kuratowski, Tapalagie 1, Warszawa­
Lwow, 1934, рр. 86 et 89. 
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LEMME 3. Ћ, F2 etant deux ensembles compacts еn soi exstraits d'un 
espace metrique, quel que soit le nотЬте reel 'fj > о lа relation 

(20) 

it entraine 

(21) б(r, Ћ) Sб(r + 2'fj, F2 ) + 2'fj 

(21') б(r, F2 ) Sб(r + 2'fj, F1 ) + 2'fj (voir (14') et 16)). 

Tout d'abord, lа relation (20) entraine16 , pour tout а2 Е F2, l'existence d'un 
а1 Е F1 tel que е(а1, а2) < 'ГЈ; d'autre part, pour tout r > О, il у а, F1 etant 
compact en soi, un point Ь1 Е F1 tel que 

Soit Ь2 un point de F2 tel que е(Ь1 , Ь2 ) < 'ГЈ; lев relations 

entrainent 

En posant б(а1, т, F1) = ђ, lа relation е(а2, Ь2 ) < ђ + 2'fj donne е(а2, Ь2 ) S 
б(а2, ђ + 2'fj, F2) et donc, puisque ђ S Т, 

се qui, vu (23), entraine 

(24) 

Ш~s lors, а2 parcourant F2, оп obtient (21). C.q.f.d. 

14. LEMME 4. Dans tout enseтble parjait lineaire Ьотnе nulle part 
dense, F, il у а unе suite de sous-enseтbles parjaits Fo, F1 , . .. ,Fn , ... , 

(п < <џ) tels que dist (F, Fn ) --+ О it ауес п --+ оо et que FiFk = О роuт tout 
i < k < «Ј. 
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F etant homeomorphe de l'ensemble triadique С de Cantor forme des 
оо 

nombres E~, (i k = 0,1), il suffira de montrer le lemme 4 роur F = с. 
k=l 

Or, en designant рш СП l'ensemble de tous les nombres reels х tels que 

оп prouve que les ensembles С1 , С2 , .•. sont: parfaits, deux а deux disjoints 
et que dist (с, сп) -+ о ауес п -+ оо. 

15. Passons а la construction des ensembles FQ;,k dont оп parle dans 
le theoreme 2. Роur commencer, soient Fo,k, (k < w), les ensembles parfaits 
СП appartenant а l'ensemble С de Cantor que nous venons de considerer; 
d'une maniere generale, soit О < f3 < п et supposons que, роur tout а < {з, 
l'on ait construit des ensembles parfaits FQ;,k, (k < w) et que la famille des 
FQ;,k, (а < {з, k < w) verifie les conditions 1p, П,в, 1IIp qu'on deduit des 
conditions 1, П, II1 еп у rempla<;ant partout П рш fз; supposons de plus que 
la condition suivante soit verifiee: 

П1~iS. Quels que soient а < а' < {з, il existe роur tout FQ;,k et tout 
indice п < w, uп P~,l С FQ;,k tel que 

(25) 

Contruisons la famille С,в des Fp,k. 

Si fЗ est de premiere espece, designons, роur tout k < w, рш {Р,в_l,k} 
uпе certaine suite denombrable de sous-ensembles parfaits de FP-1,k, deux 
а deux disjoints et tels que 

(26) dist (F,в-l,k, Р) -+ О, F parcourant {Р,в_l,k}; 

alors, С,в designera la famille des elements des {Р,в_l,k}, k parcourant les 
indices < w. 

Si fЗ est de seconde espece, soit 

(27) 0=fЗо<f31<···<f3n··· 

unе suite d'indices croissants < f3 tendant vers fЗ. Prenons uп а < f3 
quelconque et soit 

(28) 
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Pour un Fa,k quelconque et tout п < w, construisons la suite 

(29) 

de maniere que, en posant: 

(зо) 

(З1) 

(З2) 

l'on ait: 

(ЗЗ) 

(З4) 

(З5) 

<Џr) = 8(r, F{3j,ljO, (ј ~ i) 

Qi-l = dist(Fa,k, F{3i,l.) 

Qj = dist(F{3j,lj, F{3J+l,IJ+J, (ј ~ i), 

1 1 
Qj ~ 88ј(2ј) pour tout ј ~ 1, 

Qi-l ~ 1/2n +1 

Qj+1 ~ Qj/2. 

125 

Еп variant independamment О!, k, п, оп designera par С la [amiПе des 
ensembles 

(З6) F = п F{3j,lj (i ~ ј < w). 

11 est essentie de prouver que F est parfait: F etant поп vide, borne et ferme, 
prouvons qu'il est dense en soit. Pour cela, il suffira, d'apres le lemma 1, de 
prouver que 

(З7) 8(r, Р) > О pour tout r reel> о. 

Or, еп posant 

(З8) 

оп aura 

(З9) 

D'autre part, а la suite du lemme З, 
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се qui, еп vertu de (39) et (33), entraine 

д(~ +2r' Р) > д.(~) -4n. > ~д.(~) > О 2з 3' - 3 23 0:3 - 2 3 2з 

c'est-a -dire 

(40) 

Or, ij + 2rj -+ О ауес ј -+ ОО; si alors 2
1
q + 2rq < r, la fonction д(r, Р) 

etant поп decroissante ры rapport а r, оп а, d'apres (40), 

д(r,F) > о С. q. f. d. 

16. Prouvons encore que les conditions Јрн , Прн , IПрн, ПI~i.t.l sont 
verifees. Tout d'abord Ср etant denombrable, ses eIements peuvent toujours 
etre ranges de maniere qu'on obtienne ипе suite de type иЈ d'ensembles deux 
а deux distincts et donc disjoints. Verifions la Condition ПI~i.t.l; pour cela, 
notons que 

(41) 

d'autre part, еп vertu de (35) 

(42) 
{}. 1 _3_:::; --=-, 

{}i-l 2Ј 
(i :::; ј < иЈ) 

Des lors, еnfiп, 

(43) dist(F,Fa,k) :::; 2:' 
La condition ПI~i.t.l etant facile а verifier pour ип f3 de premiere 

евресе, la construction de Fp,k est possible рош tout f3 < П, се qui constitue 
la demonstration du tMoreme 2. 

17. Еп posant 

(44) Еа = LFa,k, (k < иЈ), 
k 



оп а 

(45) 
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Ео ;2 Е1 ;2 ... ;2 Еа ;2 ... , (а < п) et 

Ео ~ ЕО) ~ ЕО).2 ~ ... ~ Е",а ~ ... , (а < LV). 
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Les ЕО)а, (а < П), eonstituant une suite transfinie deeroissante d'ensembles 
lineaires РО"' nous obtenons ainsi un theoreme de М. М. Zalewasser-Sier­
pinski17 

De plus, manifestement 

(46) 
а 

d'ou l'on deduit un theoreme de М. Hausdorff d'apres lequel tout espaee 
distaneiable separable eomplet поп denombrable est la somme d'une suite 
eroissante de type П ses ensembles G б 18 . 

II Ensembles lineaires et tableaux ramifies de 
М. Aronszajn. L'ensemble а 

18. L'enseтble а. Nous designerons par а (ои ао) la famille de tous 
les sous-ensembles bien ordonnes bornes поп vides de l'ensemble ordonne 
des nombres rationnels. е etant un element de а, soit а le type d'ordre de 
l'ensemble bien ordonne еј il est bien eonnu que а < П et que les points de 
е peuvent etre ranges еоmше il suit: 

et eela de fa.;on que, pour tout J.L < v < а, аџ. < а..,. Dans ees eonditions е 
sera designe par 

(47) 

Si alors ei , (i = 1,2), sont deux elements de а, et si 

(i = 1,2), 

17Yoir. Z. Zalcwasser, Fиnd. МаЉ. III, р. 45 et W. Sierpinski, С. R. Soc. Sci. 
Varsovie, 1933, рр 85-89; аивј, W. Sierpinski Mathematica, ХII, (1936), рр. 116-118. 

18Yoir F. Hausdorff, Fund. МаЉ. 26 (1936), рр. 241-255; en particulier Је 
theoreme 1. 
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le signe 

(48) 

a~ = a~ рош tout ~ < а1 ; оп conviendra que е2 ::> е1 veut dire е1 <:: е2 . 

оп verifie sans peine que <:: est une relation d'ordre; dans се qui suit, 
nous supposerons qu.e а est partiellement ordonne par rapport а <::; c'est 
ainsi que nous parlerons de l'ensemble partiellement ordonne а et de ses 
points (47). 

Оп voit que tout sous-ensemble ordonne de а est bien ordonne et 
qu'aucun point de а n'est precede de deux points incomparables de а; оп а 
donc le 

LEMME 5. а est u.n tableau ramijie19 dont tout sous-ensemble ordonne 
est аи. plus denombrable; ,lТ = П (voir (4) et le lemme 7). 

19. Voici encore une notion utile. Soient Т un tableau ramifie et F un 
sous-ensemble ordonne поп vide de Т; la Ьоrnе su.perieure de F relativement 
а Т, symboliquement 

(49) supF, (rel. Т), 

sera: le dernier point de F s'il у en а un, et la premiere rangee (voir (5)) de 
l'ensemble des point de Т dont chacun succede а tout point de Р, si F n'a 
рав un dernier point. 

Оп voit que 

(49') Ro( П [а,,)т) =supF, (rel.T).2o 
aEF 

Dans le сав de l'ensemble а, оп voit que pour tout F С а ordonne поп 
vide, l'ensemble sup Р, (rel.a), est compose d'un element аи plus, а savoir 
de l'ensemble bien ordonne des nombres rationnels constituant les elements 
de F (dans le сав, bien entendu, ои celui-ci est borne dans а. 21. 

20. Fonction Ј(е), (е Е а). Soit, рош tout element е = (ао,а1,'''' 
a~ ... )~<a de а 

(50) Ј(е) = sup a~; 
~<a 

19pour lа terminologie, voir l'Introduction (аиввј TЫ~Be рр. 73, 126). 
2oVoir (1) et (5). 
21 U п sous-ensemble поп vide F d'un ensemble partiellement ordonne Е est Ьоrnе 

dans Е в'јl у а deux points а, Ь de Е tels que tout point de F soit entre lев points а, Ь. 
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Ј(е) sera ип nombre reel Ыеп determine. D'une maniere generale, soit, pour 
tout sous-ensemble поп vide Е de а, 

(51) Ј(Е) l'ensemble des Ј(е), (е Е Е). 

LEMME 6. Роит tout couple d'elements а, Ь de а 

(52) la relation а «: Ь entraine Ј (а) ::::; Ј (Ь), 

l'egalite Ј(а) = Ј(Ь) nе se produisant que dans [е cas оu l'ensemble Ь - а 
est compose du nоmЬте sup Х. 

хЕ", 

Par consequent, la fonction Ј est: поп decroissante dans а et crois­
sante dans chacun des ensembles :Е", R"'+la,:E", R",,,,a, (а < П) (voir 
l'Introduction, пО5). 

LEMME 7. Quels que soient е Е а,/3 < П, l'ensemble J(Rj3(e,·)O') est 
partout dense sur l'intervalle (Ј(е),·) des nombres reels > Ј(е) (voir (1), 
(5) et (51)). 

Tout d'abord, si е = (ао, а1,··· , a~,··· )~<"" Ro(e, .)0' co'incide ауес 
l'ensemble des elements de а de la forme (ао, .. , a~,· . T)~<"" r parcourant 
les nombres rationnels > Ј (е) ои ~ Ј (е), suivant que а est de premiere 
ои de seconde espece; puisque Ј((ао,··· , a~··· ,T)~<",) = т, le lemme 7 est 
evident dans le СаБ ои /3 = о. 

Supposons que О < /3 < П et qu'on ait montre que, quels que soients 
е Е а, ~ < /3, l'ensemble J(R~(e, .)0') soit partout dense sur (Ј(е), .); prou­
vons que la propriete subsiste pour ~ = /3. Si /3 est de premiere espece, 
l'ensemble J(Rj3-1(е, .)0') est, par hypothese, partout dense sur (Ј(е), .); de 
тете, pour tout Ь Е Rj3_1(e, .)0" J(Ro(b, .)0') est partout dense sur (Ј(Ь), .); 
des lors, l'ensemble 

"LJ(Ro(b,.)O') =J("LRo(b,.)O') =J(Rj3(e,·)O'), (bERj3-1(е,·)0'), 
ь ь 

est partout dense sur (Ј(е), .). 

Si /3 est de seconde espece, soit /30 < /31 < .. /3n < .. ипе suite d'indices 
< /3 tendant vers /3; soient, alors, х ип nombre reel quelconque > Ј(е) et 
Хо, Х1, •• , Хn ,·· ипе suite de nombres reels croissants tels que Ј(е) < ХО et 
supxn = Х; еп designant par еО ип element quelconque de Rj3o(e, .)0' tel que 
<'" 
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е <:: еО et ј(е) < ј(еО ) < ХО, soit, рочг tout entier п > О, еn un eIement de 
Rpn (е, ·)u tel que еn- 1 <:: еn et Х!1-1 < ј(еn ) < хn . En posant 

е(х) = виреn , (rel а), (voir (49)), 
n<", 

е(х) est un eIement bien determine de Rp(e, ·)u tel que х = ј(е(х)). Оп en 
conclut que, dans се см, (Ј(е),·) = j(Rp(e, ·)u). 

Le lemme 7 entraine сев deux corollaires: 

COROLLAIRE 1. Pour tout е Е а,'У[е]u = 'Уа = f! (voir (2),(4) et le 
lemme 5). 

COROLLAIRE 2. Pour tout а < П, j(Ro.a) est partout dense et 
coi·ncide, pour tout а > О de seconde espece, avec l'ensemble des nombres 
reels. 

21. Fonctions g(a), (а < Щ et TMoreme d'existence. Soit 

(53) g(a), (а < Щ 

une fonction reelle uniforme definie dans l'ensemble (., П) des nombres or­
dinaux < П; nous supposerons que la fonction 9 verifie сев deux conditions: 

А) La fonction 9 est univalente dans chacun des ensembles 

В) Pour tout /3 < П, l'ensemble 

(54) а.в des nombres reels 9 (а) ,а verifiant u) /3 $ < /3 (/3 + 1), 

est partout dense (sur l'ensemble des nombres reels). 

Оп еп deduit que shacun des еnsеmblев а.в est веmblаblе а l'ensemble 
ordonne des nombres rationneles et que 

(54') 

Ceci etant, nous воmmев а mеmе d'etablir le 

22Notons que [",2,8,,,,2(,8+1» designe l'еnsетblе des nombres ordinaux ~ verifiant 
",2,8 :::; ~ < ",2(,8 + 1). 

Quant а l'arithmetique des nombres ordinaux, voir w. Sierpinski, Noтbres trans­
finis, Paris, (1928): chap. х. 
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THEOREME d'existence de tableaux ramifies de М. Aronszajn. 
у(а), (а < N), etant unе јоnсиоn de l'espece que nous venons de considerer, 
il existe dans l'enseтble (., П) des noтbres ordinaиx < Пипе jonction biu­
nivoque d valeurs appartennant d а: 

<р(а), <р(а) Е а, (а < п) 

telle que 

(Е) ј(<р(а)) = у(а), (о: < п) 

et que, pour аuсun couple а < {3 < П, оп n'ait <р({3) <:: <р(о:) et que, enfin, 
l'enseтble <р(.,n) des <р(а), (о: < N), soit untableau raтifie de М. Aron­
szajn extrait de а (voir l'Introduction, поз, (48),(50)) 

Puisque (',n) = 2:.в[""2{3,,,,,2({3 + 1)), ({3 < N), la fonction <р sera 
determinee lorsque nous l'aurons definie dans chacun des ensembles 

(55.в ) 

22. Pour commencer, soit, pour tout а tel que 

(550) 

<р(а) un certain eIement de а tel que 

(560) <р(а) Е Яwа, ј(<р(а)) = у(а). 

D'apres le corollaire 2, un eIement pareil existe pour tout а. Prouvons que 
si 0:1 < а2 < ",,2 alors <р(а1) -:ј:. <р(0:2), En effet, si l'on avait <P(0:1) = <р(а2), 
оп aurait, la fonction ј, (voir (50)), etant uniforme, ј(<р(а1)) = ј(<р(а2)), 
се qui, vu (560), entrainerait у(о:) = у(а2), contrairement а. l'univalence de 
9 dans [0,,,,,2) (cf. la condition А), n021). 

En designant par 80 l'ensemble des <р(а), (а Е [""2.0,,,,,2.1)) 

(570) 

la fonction ј est univalente dans 80 et, d'apres (Е), 

(580) ј(80) = L Gn , (п < ",,) (voir (54)). 
п 
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Prouvons que ј(е1) =1= ј(е2) pour tout couple d'ЕЉ~mеnts distincts е1, е2 
de во. En efIet, en designant par O:i un nombre ordinal < 1..tJ2 tel que 
<P(O:i) = ei, (i = 1,2), nous yenons de voir que 0:1 =1= 0:2 et donc aussi 
g(O:l) =1= g(0:2) et fina1ement ј(е1) =1= ј(е2) 

23. Pro1ongeons 1а fonction <р(о:), (о: < 1..tJ2), en 1а definissant encore 
dans l'ensemble 

Pour ceci, soit 

(590) (п < 1..tJ; e~ =1= e~, m =1= п), 

1а suite de tous 1es e1ements de во. 

Considerons eg et designons, pour tout о: te1 que 

(55~) 

ры <р(о:) un certain eIement de а te1 que 

(56~) <р(о:) Е RoAeg, .)0"' ј(<р(О:)) = g(o:); 

soit 

(60~) Eg l'ensemble des <р(о:) , о: verifiant (55~), alors 

La fonction <р (о:) , о: verifiant (550) ои (55~), est univa1ente de mеmе, 
1а fonction f (е) est univa1ente dans Во + Eg. 

Considerons, dans (590) l'element e~ et designons pour tout 0:: 

ры <р(о:) un certain e1ement de а te1 que 

(561) (<р(о:) Е д.,(e~, .)0"' ј(<р(О:)) = g(o:). 
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оп verifie que !.р est univalente dans l'ensemble des а dont chacun 
verifie l'une des conditions (550), (55~), (55О. Еп designant ры 

(60t) Е? l'ensemble des !.р (а) , а verifiant (55i), оп а 

D 'une fac;on generale, nous designerons pour tout entier п > 1 et tout 
а tel que 

(55f) aE[t.?,w2 +w(n+1)), j(e~)<g(a), 

g(a) ff (f(Eg) + ... + j(E~_l))' 

par !.р(а) ип certain point de а tel que 

(56f) !.р(а) Е R",(e~, .)0"' Ј(!.р(а)) = g(a), et ры 

(60f) E~ l'ensemble des !.р (а) , а verifiant (18~)j alors 

(61f) J(E~) = (j(e~), .)2:; а",н - L ј(ЕЈ), (i::; n,ј < п). 
ј 

Montrons que, par le procede precedent, !.р(а) est definie pour tout 
а Е [w2 , (Џ2 • 2). Pour le voir, il suffit de remarquer que tout nombre de 
l'ensemble (551) verifie l'une des conditions (55f), (п = 0,1, .)ј puisque 
la fonction 9 est univalente dans [w2 , (Џ2 • 2), а пе verifie qu'une seule des 
conditions (55f). 

De plus, оп prouve sans peine que la fonction !.р(а) est univalente dans 
(·,w2 .2) (= l'ensemble des а < (Џ2 . 2). 

Еп posant 

81 = !.p([w2 ,w2
. 2)) = :Е E~, 

n<", 

оп prouve facilement que 

Ј(81 ) = L G",+n (cf. (51), (54)), 
n<", 
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et que la fonction f est univalente dans 81. 

24. D'une fa<;on generale, soit fЗ un ordinal quelconque entre 1 et S1, 
et supposons que, quel que soit l'ordinal ~ < fЗ, l'on ait fait correspondre 
а. tout ordinal а tel que w2~ ::::; а < w2(~ + 1) un certain element 'Р(а) 
de R(",~) + ст 23 verifiant ј('Р(а» = и(а) de maniere que, en rangeant les 
elements 'Р(а), (а Е [w2~,w2(~ + 1», dans la suite 

et en designant раг 8~ l'ensemble des e~, (п < w), 

et en posant 

SfJ = L 8~, (~< fЗ), 
~ 

les conditions suivantes soient satisfaites: 

IfJ La fonction 'Р(а), (а < w2fЗ), est biunivoque et telle que, quels que 
soient les ordinaux ~ < ТЈ < w2fЗ, 'Р(ТЈ) <;: 'Р('Р); 

ПfJ RasfJ=saCR(a",)+cт23, 'P([w2a,w2(a+1»=8a , (а <fЗ), 

IIIfJ ,[е]8.в = "(sfJ = fЗ, (е Е sfJ) (cf. (2), (4»; 

IV fJ La fonction f est croissante dans sfJ et univalente dans RasfJ, 
pour tout а < fЗ; оп а f(RasfJ) = 2:n<", G",a+n, (а < "(SfJ); 

V'fJ Quels que soient: п < w, а < "(sfJ verifiant а + 1 < "(sfJ; 
l'ensemble f(Ro(e~, ·)8.в) contient l'ensemble (J(e~, ·)G"".+n) et est donc 
partout dense sur l'intervalle J(e~,·) des nombres reels > j(e~); 

V; Quels que soient: а < ~ < fЗ et е Е RasfJ, l'ensemble f(R~[е]8.в) 
est partout dense sur l'intervalle (Ј(е), .). 

Nous allons prolonger la fonction 'Р(а), (а < w2 fЗ), en la definissant 
encore pour tout а Е [w2fЗ,w2 (fЗ + 1» de maniere que les conditions Ibeta+1, 

IIР+1, IIIfJ+1, IV {Ј+1, V~+1' V;+1 soient satisfaites. 

25. Distinguons deux саз: 

23рош un ordinal а, nous designerons раг а+ le nombre а + 1 оu а suivant que 
а est de premiere оu de seconde евресе. 
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Preтier cas: f3 est de premiere espece et > 1. Dans се сав, оп procede 
d'une maniere toute analogue que dans le сав precedent ои fut f3 = 1: еп 
considerant la suite 

{3-1 {3-1 
ео ,"', еn ,"', ( {3-1..Ј. fЗ-1 ..Ј.) 

П < (џ, ет I еn ,т I п , 

soit, pout tout а tel que 

<р(а) ип certain eIement de а tel que 

еп designant ры Ef-1 l'ensemble de tous ces <р(а), оп definit, par l'indu­
ction, рош tout entier п > О et рош tout а tel que 

(55р ) aE[UJ2 f3,UJ 2f3+UJ(n+1)), !(eg- 1
) <g(a), 

g(a) 1t(2:!(Ef-1
), (i<n)). 

i 

<р( а) сотте ип certain eIement de а tel que 

(56р ) <р(а) Е Д.,(e~-l, ')0"' !(<р(а)) = g(a); 

l'on designe ры Eg- 1 l'ensemble de tous ces <р(а) et l'on pose 

(57 {3) 

п 

Sf3+1 = 8{3-1 + Sf3 

Second cas: f3 est de seconde espece. Soient: 

fЗ0 < fЗ1 < " . < fЗn < "', (п < (Џ) 

ипе suite croissante d'ordinaux < f3 tendant vers {З, et 

la suite de tous les points des S fЗn, (п < (Џ); posons 
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(63,в) sp = L: F SUp F (rel а), F parcourant tous les sous-
enserobles ordonnes infinis d u sous-enseroble L:n В,вn , (п < w), d u sous­
enseroble sp = L:a Ва, (а < {3), de l'enseroble о" (voir (49)). Montrons que 
sp est ип sous-enseroble Ыеп deterroine поп vide de R,.,pa et que, quel que 
soit е Е sp, l'enseroble j((e,.)stJ) est partout dense dans l'intervale reel 
(ј(е)), .). 

Рош cela, soient: а ип norobre reel > ј(е) et ао < аl < ... < аn < 
... , (п < w), ипе suite croissante de norobres reels -+ а. Еп definissant 
а par е Е Rasp, soient п, r deux entiers > О verifiant а < {3n, f(e) < 
ат. Еп vertu de la condition V;', l'enseroble ј (Rpn [e]StJ es partout dense 
dans ј(е), .); soient, alors, Ео ип certain eIeroent de RpJe]pn tel que е <:: 
Ео, ат < ј(Ео ) < ат+l, et рош tout entier k > О, Ek ип certain eIeroent de 
RPn+k [Ek-l]s/3 tel que Ek- 1 <:: Ek, атн < j(Ek) < aT+k+l, et finaleroent 

ё = Е k, (rel а). 
k<w 

Уи v;', l'existence de ё est iroroediate, et roanifiesteroent ј(ё) = а. Prou­
vons encore que ё Е R,.,pO"; рош ceci, reroarquons que Ek Е RPn+k [Ek-l]StJ, 
рош tout О < k < w, се qui, уи l'hypothese ПI,в, donne Ek Е RPn+ksp et 
donc, а. la suite de П,в, Ek Е R,.,dkO" ауес ({3nн)+ = Jk 23; alors la relation 
ё Е Rwpa (et а fortiori la relation sp ~ Rwpa) resulte de се que Jk -+ w{3 
ауес k -+ w. 

L'existence du sous-enseroble sp de Rwpa etant etablie, reprenons 
la suite (62,в) des points e~, (п < w), et definissons <р(а), рош tout 
а Е [w2 {3, w2 ({3 + 1)), соroroе il suit: 

Рош tout а verifiant 

soit <р( а) ип certain point de о" tel que 

<р(а) Е (e~, ·)StJ ј(<р(а)) = g(a); 

еп designant par E~ l'enseroble de tous ces <р(а), soient, рош tout entier 
п > О et tout а tel que 

(55~) 
w2{3 < а < w2 f3 + (w + п + 1), j(e~) < g(a) 

g(a) ~(Lj{E~), (i<n), 
i 
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({'( а) un certain point de а tel que 

(56~) ({'(а) Е (еБ, ·)813, f(rp(a)) = у(а), 

et E~ l'ensemble de tous ces (('(а). 

Puisque tout а Е [w2,6, w2 (,6 + 1)) verifie une des relations (55~), (п < 
w), c'est се que resulte de се que l'ensemble des nombres у(а), (w2,6 :::; а < 
w2 ),6+ 1, est partout dense-et donc une seule а cause de l'univalence de у(а) 
dans [w2,6, w2 (,6 + 1)), la fonction rp est definie dans (55р). 

Еп posant 

8р = "LEp, (п < w) 

ВР+1 = "L 8~, (~< ,6 + 1), 
~ 

оп verifie facilement que les conditions Ip+1, IIР+1, IIIp+1' IV Р+1, У' Р+1, 
Y~+1 sons satisfaites. 

26. Еп posant 

(55) 

les propositions Ip-IV р, Y~ etrainent les propositions suivantes: 

In La fonction ({'(а) , (rp(a) Е а, а < П), est biunivoque et telle чuе, 
quels чие soient lеэ nоmЬтеэ а < ,6 < П, ({'(,6) f. (('(а); 

НN R0.8 = 80. = <p([w2a,w2 (a + 1)), (а < П); donc <р(8) = (., П); 

IIln "([е]8 = "(8 = П, (е Е 8) (voir corollaire 1); 

IV п La fonction f est croissante dans 8 et univalente dans chaque 
R0.8, (а < П); оп а 

(58) f(R0.8) = "L а",о.+n et donc f(8) = "L ао., (а < Щ; 

УnРоит tout е Е 8 et роuт tout а < П l'еnэеmЫе f(Ro.(e, ·)8) est 
partout dense вит l'intervalle reel (Ј(е),·) (cf. le lemme 7). 

Puisque 8 est ип sous-ensemble de а touts sous ensemble ordonne de 
8 est аи plus denombrable (cf. Lemme 5) се qui, уи les propositions Пn, 
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Ј Ј Јп, prouve que 8 est ип tableau rami:fie de М. Aronszajn extrait de а 
(cf. пО3) 

Ainsi le Тћеогеше d'existence est completement demontre. 

27. пеuх cas particuliers reтarquables. D'apres JVn, 1(8) = Е{3 а{3, 

(/3 < Щ; si, alors, рош ип х Е 1(8). 

(65) 

designe l'ensemble de tous les е Е 8 verifiant 1(е) = х, nous aurons 

(66) 8 = L г1(х)s, (х Е 1(8». 
х 

De plus, d'apres ЈVп,ј-l(х)s est ип sous-ensemble disjonctij24 de 8 tel 
que 

(67) j-l(Х)s.f-1(Х')S = о (х Е 8,х' Е 8,х =/: х'). 

La construction precedent de 8 dependant essentiellement de la fonc­
tion у(а), (а < Щ, considerons les deиx сав particuliers suivants: 

а) Quel que soit /3 < П, l'ensemble des valeurs de !р(а) dans 

[uia,w2 (а+1»24 coincide avec l'ensemble de ses valeurs prises dans [O,(2 ) 

c'est-a. -dire 

ј(8{3) = 1(80) = ј(8), (/3 < Щ. 

Раг consequent, l'ensemble 1(8) est, dans се сав, denoтbrable et tel 
que роиг tout х Е 1(8) l'ensemble j-l(х)S soit de puissance N1 les relations 
(66), (67) entrainent donc le resultat suivant: 

П у а un tableau raтifie de М Aronszajn decoтposable еn unе infinite 
denoтbrable de ses sous-enseтbles disjonctijs 24 deux d deиx disjoints. 

Ь) La fonction у(а), (а < Щ, est univalente. La fonction ј etant, 
dans се сав, univalente dans 8, nous avons etabli се resultat: 

24Un sous-ensemble d'un еnsетblе pa.rtiellement ordonne est disjonctifs'il ne con­
tient aucun couple de points distincts coтpaTaыв •. 
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л у а un tableau raтifie de М. Aronszajn, 8, unе /onction тееllе 
buinvoque croissante dans 8, I(е), (е Е 8), tels que, de plus quel que soit 
ј3 < П, l'enseтble I(Rf38) soit partout dense sur 1(8). 

Dans се саэ, l'ordre integra1 de l'ensemble lineaire /(8) peut etre trans­
plante dans 8 moyennant la fonction biunivoque 1-1(x)s, (х Е 1(8)); оп 
obtiendra un ensemble ordonne semblable а 1(8) et dont l'ordre est ипе 
extension de l'ordre primitif de 8. Bref, il у а un tableau ramifie de М. 
А ronszajn dont l' ordre partiel peut etre elagri de тaniere qu' оп obtienne un 
ensemble ordonne semblable d un ensemble lineaire25 (cf. пО29 corrolaire 3 
et пО30 theoreme зIV ). 

28. Applications. Soient, pour tout ј3 < П, 
(68) Нр uп еnsетЫе lineaire denombrable quelconque partout dense, et 

(69) 

uп Ьоп ordre de l'ensemble Нр tel que, quel que soit п < IJJ, t l'ensemble 

(70) 

soit partout dense. 

Manifestement, quel que soit ј3 < П, 

(71) Нр = L Н(ј3, п), Н(ј3, т) . Н(ј3, п) = О, (т < п < IJJ). 

Еп posant 

et 

(72') 

g(a), (а < N), est ипе fonction Ыеп determinee de l'espece que nous avons 
consideree dans се qui precede; еп employant des notations precedentes, оп 
aura 

(73) 

25C'est la solution d'un problerne de la These, р. 128, en note. 
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et, d'apres lln., 

(73') Нр = /(8р), /(8) = L Нр, ((3 < Щ. 
р 

Nous avons donc etabli le 

THEORl~ME 3. Quelle que soit lа suite transfinie d'ensembles lineaires 

dont chacun est denombrable et partout dense, le tableau ramifie (Ј (defini 
nО18) contient un tableau ramifie de М. Aronszajn, 8, tel que lа /оnс­
tion / (definie nО20) soit croissante dans 8 et univalente dans Rp8 et que 
/(Rp8) = Нр, pour tout indice (3 < п. 

29. Ensembles lineaires partout denses et tableaux ramifies de М. 
Aronszajn. Le tMoreme 3 va nous permettre d'etablir le 

THEOREME зЫs • Quel que soit l'ensemble lineaire partout dense Н de 
puissance ~ N1 et ayant partout unе mеmе puissance, l'ensemble (Ј contient 
un tableau ram. de М. Aronszajn 8 tel que lа /onction / (definie nО20) у soit 
croissante (et univalente si Н est поп denombrable ) et telle que /(8) = Н. 

Еn effet, si Н est denombrable, le tMoreme зЫs resulte du tMoreme 
3 еn у posant Нр = Н, ((3 < Щ; si рН = N1 , soient 

XO,Xl,'" ,Хр,'" ,((3 < Щ,Х" i= Хр,а < (3 < Щ 

tous les points de Н; construisons la suite des Нр, ((3 < Щ, сотте il suit: 
ао etant le premier indice < П tel чие l'ensemble des points x~, (~ < ао), 
soit partout dense, НО sera l'ensemble des x~, (~ < ао); d'une fa<;on generale, 
чиеl чие soit (3 < П, еn designant рат ар le premier ordinal < П tel чие 
l'ensemble des x~, (sup a~ < ~ < ар), soit partout dense, Нр sera l'ensemble 

~<p 

des x~, ~ verifiant sup a~ ~ ~ < ар. 
~<p 

Рат le procede inductif оп demontre sans peine чие, pour tout (3 < 
П, l'ensemble Нр est Ыеn determine, denombrable, partout dense et 
чие Н"Нр = О pour tout а < (3 < п. Еn appliquant а la suite 
НО, H1,'" ,Нр,'" ,((3 < Щ, les raisonnements du nО28, la fonction cor­
respondante 9 sera biunivoque; il еn est de тете de la fonction /(е), (е Е 
8),8 designant le tableau ram. de М. Aronszajn attacM а у(а), (а < Щ. 
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COROLLAIRE 3. Si 2No = ~1, il У а (dans а) un tableau тат. de М. 
Aronszajn dont l'ordre partiel peut ате elagri de /а<;оn qu'on oЬtienne un 
enseтble ordonne seтblable d l'enseтble ordonne des noтbres reels (ef. la 
fin du n027; aussi tMoreme зIV ). 

30. Оп demontre facilement le resultat suivant: 

Quel que soit l'ensemble lineaire поп denombrable, Е, il у а un ensem­
Ые lineaire Н partout поп denombrable et semblable а un sous-ensemble 
ЕО de Е tel que l'ensemble Е - ЕО soit аи plus dепоmЬrаblе2б 

Or, Н contient un ensemble Нl partout de puissance ~1; des lors, 
d'apres le tMoreme зЬi8 , il у а un tableau ram. de М. Aronszajn, 8 extrait 
de а tel que la fonetion / du n020 у soit biunivoque, eroissante et verifiant 
/(8) = Н1 , donc aussi /(8) ~ Н; en designant рш s une transformation 
рш similitude de l'ensemble ordonne Нl dans l'ensemble ordonne ЕО et en 
posant 

!о(е) = ви(е)), (е Е 8) 

оп а f(8) = ЕО puisque 1(8) = Н1 ; des lors le 

ТИЕОREМЕ зtеr . Quel que soit 1 'enseтble lineaire поп denoтbrable 
Е, il у а un tableau raтifie de Aronszajn 8 (exstrait de а) et unе lonction 
biunivoque 10 croissante dans 8 tels que 10(8) ~ Е; dans le cas оu la 
puissance Е est ~1, оп peut laire de тaniere que l'enseтbble Е - 10(8) soit 
аu plus denoтbrable. 

Enfin, оп peut prouver sans peine le 

ТИЕОRЕМЕ зIV Роuт qu 'un enseтble lineaire Е puisse etre obtenu 
еn elargissant ordre partiel d'un tableau тат. de М. Aronszajn, il/aut et il 
suffit que, quel que soit le point х de Е, l'enseтble des points de Е d droite 
de х soit de la puissance ~1' 

31. La demonstration precedente de l'existence de tableaux ramifies 
de М. Aronszajn s'exprime entierement en termes d'ordre, sans faire appel 
а aucune notion metrique. 

En imitant le raisonnement primitif de М. Aronszajn рш lequel il а 
demontre, le premier, l'existenee de tableaux ramifies portant son nom27 , 

261\ suffit de designer par ЕО l'ensemble qu'on dlbluit de l'ensemble Ес des ponts 
de condensation de Е appartenant а. Е, en barrant dans Ес tous les points consecutifs de 
Ес aussi bien que l'(es) extremite(s) eventuelle(s) de Ес . 

27Voir та ТМве, loc. cit. р. 96 en note (cf. aussi n0 16 ci-dessus). 
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voici comment оп procederat dans le сав concret qui nous оссире (c'est­
а -dire рош prouver l'existence d'un tableau ramo de Мо Aronszajn dans 
l'ensemble а [cfo le probleme 1 ci-apres])o 

Оп pose 80 = Roa; si О < fJ < П, оп definira 813 сошmе il suit: si fJ 
est de premiere espece, 813 = L e Ro(e, о).,., (е Е 813-1); si fJ est de seconde 
espece, soit О = fЗо < fЗ1 < оо < fЗn < оо, (п < ЦЈ), une suite croisante d'indice 
< fJ tendant vers {Јо Soit r un entier positif quelconque; soient а < fJ et 
е < 8а quelconques; i verifiant fJi-1 ~ а < fJi, soit е1 un eIement de 813. 
tel que е <:: е1 et f (е 1 ) - f (е) < ~ о ~; d 'une fac;on genera1e, quel que soit 
l'entier k > 1, soit ek un certain eIement de 8рјн tel que 

е(т) = supek
, (rel а), 

k<YJ 

е(т) est un certain point de а tel que е <:: е(т); alors, 813 sera, рм 
definition, l'ensemble des е(т); е, r parcourant independamment l'ensemble 
La 8а , (а < fЗ) et les entiers > О respectivemento 

De proche en proche, оп demontre l'existence de 813 рош tout fJ < п 
et оп verifie que l'ensemble 8 = Lp 813' (fЗ < Що est un tableau ramifie de 
Мо Aronszajn (оп а d'ailleurs Rp8 = 813 рош tout fJ < Що 

32. Deux ртоЫеmево А propos des demonstrations precedentes de 
l'existence de tableaux ramifies de Мо Aronszajn dans le tableau ramifie 
а, voici le 

PROBLEME 10 Soit Т un tableu ramijie quelconque tel que 'У[а]т = 
'УТ = П, (а Е Т); s'il existe dans Т unе fonction reelle uniforme croissante, 
l'еnвеmЫе Т contient-il un tableau ramijie de Мо Aronszajn? 

Et рош terminer, voici un probleme bien interessant: 

PROBLEME 20 Existe-il dans l'еnвеmЫе а (voir n018) unе fonction 
uniforme croissante d valeurs rationelles? 



TRANSFORMATIONS MONOTONES DES 
ENSEMBLES PARTIELLEMENT 

ORDONNES 

Soit < une relation binairej un ensemble Е sera dit partiellement ОТ­
donne раТ < si, d'une part, quels que soient les points а, Ь, с de Е verifiant 
а < Ь, Ь < с, оп а а < с, et d'autre part, si, pour aucun couple de points а, 
Ь de Е, оп n'a а. la fois а < Ь, Ь < а. П en sera encore ainsi si Е n'a qu'un 
point аи plus. Deux points а, Ь de Е seront incomparables relativement а. 

< si l'on n'a pas а = Ь ni а < Ь, ni Ь < а. 
Si, а. tout point а d'un ensemble Е1 partiellement ordonne par une 

relation binaire <1, оп fait correspondre un point bien determine Ј(а) d'un 
ensemble Е2 partiellement ordonne par une relation binaire <2, et si, pour 
tout couple de points а, Ь de Е1 tels que а $1 Ь оп а Ј(а) $2 Ј(Ь) [Ј(Ь) $2 

Ј(а)], nous dirons que Ј(а), а Е Е1 , est une transJormation поп decroissante 
(поп croissante) de Е1 en Е2 • Des transformations поп decroissantes et поп 
croissantes de Е1 en Е2 seront dites des transJormations monotones de Е1 
en Е2 • 

Soit Ј(а) une transformation monotone de Е1 en Е2 ј еllе sera: crois­
sante si, quels que soient les points а, Ь de E 1 verifiant а <1 Ь, оп а 
Ј(а) <2 Ј(Ь), et presqv.e croissante, si еНе est поп decroissante et telle 
que, quel que soit le point а de Е1 qui n'est pas un dernier point de E 1, 

l'ensemble Ј(А) des f(Ь), Ь parcourant l'ensemble А des points х de E 1 

tels que а $1 х soit compose de plus d'un point. Dans le cas particulier 
011 Е2 est semblable а. un ensemble lineaire, оп dira que, dans Е1 , il existe 
une Jonction reelle v.niJorme croissante (presque croissante), s'il у а une 
transformation croissante (presque croissante) de E1 en Е2 • 

Voici trois cas remarquables dans chacun desquels il existe une fonction 
• r~elle uniforme croissante: 

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. C.R. АсМ. Sci. Paris 205 (1937), 1033-1035. (Note 
presentee par М. Раиl Montel аи ве&nсе du 29 novembre 1937) 
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1 о Е1 est ordonne et contient иn ensemble аи plus denombrable D tel 
qu'entre deux points de Е1 n'appartenant раБ simultanement а D existe иn 
point de D (Cantor-Denjoy)\ 

20 La famille de tous les sous-ensembles d'un ensemble аи plus 
denombrable, ordonnee partiellement par :) ои с2 ; 

30 La famille de tous les ensembles fermes (ouverts) extraits d'un 
espace (V) parfaitement separable3 , ordonnee partiellement раг :) ои с4 • 

Маnifеstешеnt la condition necessaire pour l'e2'istence d'une fonction 
reelle croissante dans Е1 est que tout sоus-еnsешblе Ыеn ordonne de Е1 soit 
~ No; de mеше, il suffit que Е1 soit sошmе de ~ No ensembles dont chacun 
est compose de points deux а deux incomparables, pour que, dans Е1 , il 
existe иnе fonction reelle croissante. 

Еn nous restreignant аи СаБ particulier ои Е1 est иn tableau raтifie 
(c'est-a-dire tel que, quel que soit le point а de Е1 , l'еnsешblе des points de 
Е1 dont chacun precede а est Ыеn ordonneJ, il est interessant de savoir si 
les deux conditions precedentes sont encore suffisante et necessaire respec­
tivement. Remarquons que le second probleme est equivalent а celui-ci: 

Peut-on attacher d tout enseтble Е Ыеn ordonne поп vide de noтbres 
rationnels un nотЬте rationnel Ыеn deterтine Ј(Е) de telle far;.on que, роuт 
tout couple d'enseтbles Ыеn ordonnes поп vides distincts de noтbres та­
tionnels, А, В, tels que А soit un segтent initial de В, оп ait ј(А) < ј(В). 

ТнЕон.ЕМЕ 1. Tout tableau raтifie поп denoтbrable dans lequel existe 
unе fonction reelle uniforтe croissante а тете puissance que 1 'un de ses 
sous-enseтbles coтpose de points deux d deux incoтparables. 

Еn combinant le theoreme 1 avec иn theoreme de Baire et avec le 
theoreme ci-dessus de М. Lindenbaum, оп а: 

THEOREME н. Quel que soit le tableau raтifie поп denoтbrable тs 
d'enseтbles ferтes et d'enseтbles ouverts extraits d'un espace (V) parfaite­
тent separable аu sens de М. Frechet, r а тете puissance que 1 'unе de 
ses sous-faтilles coтposee d'enseтbles ferтes deux d deux disjoints. 

Definitions. Е etant иn ensemble partiellement ordonne, posons: 
Г Е = borne sup tF, F parcourant tous les sous-ensembles Ыеn ordonnes 
de Е et tous les sous-ensembles inversement Ыеn ordonnes de Е (tF == type 

lCf. C.R. Acad. Sci. Paris 192 (1931), р. 1011 
2W. Sierpinski, Ensig. Math. 30 (1931), р. 240 
ЗРоur la terminologie, voir М. Frechet, Espaces abstraits, Paris, 1928, р. 290. 
4А. Lindenbaum, C.R. АсМ. Sci. Paris, 192 (1931), р. 1511. 
5Роиг la terminologie, C.R. АсМ. Sci. Paris 199 (1934), р. 112 
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d'ordre de F)j designons, pour tout а Е Е, рах {а]Е l'еnsешЫе de tous les 
points de Е dont chacun est сотратаЫе а ај disons, enfin, que Е est nor­
mal s 'il est fini ои s'il а шеше puissance que l'un de ses sous-ensembles F 
jouissant de la propriete suivante: pour tout point а de F, le sous-ensemble 
[а] de F est ordonne. 

ТИЕОRЕМЕ FONDAMENTAL. Est norтal tov.t tableav. ramifie'E dans 
leqv.el existe v.ne fonction reelle v.niforтe presqv.e croissante, pov.rvv. qv.e Е 
verifie l'v.ne de ces dev.x conditions: 

1. Qv.el qv.e soit le point а de Е, Г[а]Е = ГЕј 

П. Г Е est v.n nombre ordinal de premiere espece ои bien v.n ordinal de 
seconde espece tel qv.e, qv.elle qv.e soit la sv.ite croissante d 'ordinav.x < Г Е 
et ~ ГЕ, le type d'ornre de celle-ci est rF (= ГЕ est regv.lier). 

Remarquons que, pour que tout tableau ramifie soit поrmаlб , il faut 
et il suffit que tout tableau ramifie dans lequel existe une fonction reelle 
uniforme presque croissante soit normal. 

6C,R. АсМ. Sci. Рыiэ, 202 (1936), р. 109. 



UNE PROPRIETE DES FAMILLES D'ENSEMBLES 
BIEN ORDONNES LINEAIRES 

Introduction 

1. J'avais pose le probleme1 de savoir si chaque fami1le поп denom­
brable d'ensembles Ыеп ordonnes de nombres rationnels contient ипе sous­
fami1le поп denombrable dont аисип eIement n'est segment initia1 d'un autre 
eIement de la sous-famille. 

Dans се qui suit, је prouverai que la reponse аи probleme precedent 
est affirmative (v. lemme 1), се qui те permettra de prouver - pour justi­
fier le titre de l'Article - que toute ЈаmШе поп denombrable F d'ensembles 
lineaires Ыеn ordonnes contient unе sous-Jamille Ф de mеmе puissance que 
lа ЈаmШе F et jouissant de lа propriete qu 'аuсun еИmеnt de Ф n'est un 
segment initial d'un autre element de Ф (v. lemme 2), fait qui а son tour 
entra.ine la norma1ite2 de tout tableau ramifie3 dans lequel il existe ипе fonc­
tion reelle uniforme croissante (v. theoreme 1) ои mете ипе operation uni­
forme croissante transformant се tableau еп ип ensemble ordonne separable 
( v. theoreme 2ЫВ) 4. 

BIВLIOGRAPНICAL NOTE. Studia МаЉ. 9 (1940), 23-42. (Rec;u pa.r Ја 
Ro~da.ction Је 31.08.1937) 

lG. Кшера, ЕnаетЫеа ordonnes et ramifies, (ТМве, Paris, 1935); aussi Риbl. 
МаЉ. Univ. BeJgra.de 4 (1935) р. 1-138, en pa.rticuJier р. 3 et р. 134 en ba.s. 

2Un ensemble partiellement ordonne est dit nоттаl в'il est fini ои а mеmе puissance 
que l'un de Ве!! sous-ensembles F jouissant de Ја propriet6 suiva.nte: quel que soit Је point 
а de F, l'еnsemblе [a]F des points de F compa.rables а. а est un sous-ensemble ordonne 
de F. 

ЗUп ensemble Е pa.rtiellement ordonne par une relation d'ordre < est dit un tableau 
ramifie pa.r rapport а. < вј, queJ que 80it lе point а de Е, J'ensemble (., а)Е des points х 
de Е verifia.nt х < а est vide ои un sous-ensemble bien ordonne de Е. 

4En convena.nt qu'un ensemble Е pa.rtiellement ordonne pa.r В verifie 130 condition 
(80) s'il existe: un ensemble ordonne separable F et un procede faisa.nt correspondre а. 
tout point а de Е un seuJ point Ј(а) de F de maniere que, рош tout point Ь de Е verifiant 
авЬ, оп ait Ј(а) :5 Ј(Ь), J'inegalite Ј(а) < Ј(ао) ayant Jieu alors pour au moins un point 
ао de Е verifiant авао (bien entendu, < designe Ја relation pa.r rapport а. Jaquelle F est 
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2. D'une maniere generale, Е etant un ensemble ordonne quelconque, 
soit5 

(1) аЕ 

la {ашiПе de tous les sous-ensembles bien ordonnes de Е, ordonnee partielle­
ment par la relation 4 que voici: А, В etant deux ensembles bien ordonnes 
quelconques, 

(2) 

equivaut а. се que А est un segment initial de В sans que В soit un segment 
initial de А, avec la convention que, quel que soit l'ensemble bien ordonne 
поп vide В, l'ensemble ordonne vide L verifie L4B. 

Оп verifie sans peine que аЕ est, par rapport а. 4, un tableau ramifie 
nоrmаl2,з; mais le probleme de savoir, si tout sous-ensemble du tableau аЕ 
est normal, est bien diffiсilеб • 

Dans le present Article, le probleme sera traite рош les quatre сав ou 
l'ensemble ordonne Е verifie l'une des conditions suivantes: 

Ј. Е est au plus denombrable, donc, d'apres G. Cantor, semblable а. 
un ensemble de nombres rationnels; 

п. Е est parfaitement separable au sens de М. Frechet 7, donc, d'apres 
А. Denjoy8, semblable а. un ensemble lineaire; 

ЈП. Е est separable au sens de М. Frechet, donc semblable а. un en­
semble pseudo-lineaire9 ; 

ordonne Бермаblе), nous avons prouve ailleurs Ја normalite de tout tableau rarnifie Т 
verifiant Ја condition (.80), pourvu que Ја рuiзsanсе du rang 'УТ de Т soit de Ја forme 
Na+l(a ~ О). 

5Sous Је nom de procede и sur Е оп а introduit (Јос. cit. 1 р. 99) uЕ avec Ја 
restriction que tout eJement de и Е soit поп vide et borne. 

6et equivaJent а. l'ainsј dite hypothese de ramification (cf. Јос. cit. 1 р. 130). 
7Un еnsетblе ordonne Е est dit parfaitement separabIe s'il у а ипе {атillе аи рЈш 

denombrable F d'intervalles de Е telle que tout intervaJJe поп vide de Е soit Ја reunion 
de certains intervalles appartenant а. F. 

8Yoir А. Denjoy, Sur Јев ensembles ordonnes. Comptes Rendus 192 (1931) р. 
1011-1014. 

9Yoir G. Kurepa, Sur Јев reJations d'ordre, Bull. Academie Zagreb (1937). En 
designant рм 2 х {О, 1] l'ensemble des coupJes (а, Ь), (а Е [0,1], Ь = О ои 1), сеих-сј etant 
ordonnes рм Је principe de premiere difference, tout sous-ensemble de 2 х [0,1] est арреЈе 
pseudo-lineaire. Remarquons que 2 х [0,1] est Бермаblе вans etre parfaitement вермаblе. 
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JV. Е verifie la condition de Souslin, а. savoir que toute famille 
d'intervalles поп vides de Е est аи plus denombrable10 . 

Alors que, dans les trois premiers сав, le probleme de la normalite de 
tout sous-ensemble du tableau аЕ sera resolu рш l'affirmative, le probleme 
analogue concernant le quatrieme сав, etant equivalent аи probleme bien 
connu de Souslin, reste ouvert; c'est qu'on peut demontrer ceci: 

Soit Е un enseтble ordonne tel que chaque јатШе d'intervalles поп 
vides de Е est аu plus denoтbrable; роuт que Е soit separable, il jaut et 
il suffit que chaque јатШе поп denoтbrable d'enseтbles bien ordonnes ех­
traits de Е contienne unе sous-jaтille поп denoтbrable nе contenant аuсun 
couple d'eleтents distincts dont l'un est un segтent initial de l'autre (v. 
tMoreme 3). 

Ј. Familles d'ensembles bien ordonnes de nombres rationnels. 

LEMME 1. Chaque јатШе поп denoтbrable F d'enseтbles Ыеn ОТ­

donnes de noтbres rationnels contient unе јатШе Ф de тете puissance 
que lа јатШе F et telle qu'aucun de аеа eleтents n'est un segтent initial 
d'un autre eleтent de Ф. 

3. Рош demontrer le lemme, nous traiterons la famille F соmше un 
tableau ramifie рш rapport a.la relation <1:, definie рш (2), et remarquerons 
qu'alors le lemme 1 s'exprime encore en disant que le tableau ramifie F 
contient un sous-ensemble disjonctifll Ф verifiant pF = рФ12 • 

Manifestement, tout sous-ensemble ordonne du tableau F est аи plus 
denombrable; des lors13 "у F :::; п. 

Or14 , tout tableau ramifie поп denombrable dont chaque sous-ensem­
Ые ordonne est аи plus denombrable а la mеmе puissance que l'un de 

lONous пе аауоns рав resoudre lе probleme, s'i1 existe ип еnsетblе ordonne verifiant 
lа condition de Souslin et contenant, аи point de уие de l'ordre, tout ensemble ordonne 
verifiant lа condition de Souslin (Ыеп entendu, si lа reponse аи probleme de Souslin est 
affirmative, l'еnsетblе 2 х [0,1] de tout а. l'heure est un pareil еnsетblе). 

11 U п ensemble partiel1ement ordonne est dit disjonctij s'il пе contient аисип соирlе 
de points distincts сотрмаblев. 

12pX veut dire puissance de Х. 
lЗт etant ип tableau ramifie, оп designe, pour tout indice а, рм R",T l'ensemble 

des points а de Т pour сћасип desquels l'еnsетblе (., а)т des points de Т precedant а est 
de type d'ordre а. Le rang de Т, еп signes 'УТ, est lе premier nombre ordina1 а verifiant 
R",T=O. 

НУои lос. cit. 1 рр. 107 et 108, ои поuз ауоns prouve lа norma1ite (уои2 ) de tout 
tableau ramifie Т verifiant рТ > пТ (vоir1З ), c'est-a...dire, si рТ > No, il у а ип F :5 Т 
tel que, d'une part pF = рТ, et de l'autre, pour tout а Е F, l'еnsетblе [a]F des points de 
F сотрмаblев а. а est ordonne, donc Ыеп ordonnej si, de рluз, рТ > No d'une part et si 
tout sous-ensemble ordonne de Т est аи рluз denombrable d'autre рап, il est manifeste 
que l'ensemble disjonctif RoF (voir13 ) verifie pRo = рТ. 
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ses sous-ensmbles disjonctifs1l) , pourvu que la puissance du tableau soit 
superieure а сеНе du rang du tableau 13). C'est pourquoi, dans le сав qui 
nous оссире, nous pouvons ne traiter que le сав ои 

(3) "(F =!1. 

4. Soient 

( 4) Т, А 

un nombre rationnel et un ensemble bien ordonne поп vide de nombres 
rationnels respectivement. а designant le type d'ordre de l'ensemble А, 
celui-ci peut etre ecrit сошше il suit: 

(5) А == (ао, аl, ... а{, ... ){<а ауес а{ < а., pour tout ~ < 'Г/ < ај 

bien entendu, pour tout ~ < а, а{ est un nombre rationnel bien defini 
appartenant а. А. 

Definissons la fonction 

(6) 'Р(Т, А) 

de la fз.<;оn suivante: si r Е А, 'Р(Т, А) designera l'indice verifiant, dans (5), 

(7) a",,(r,A) = Тј 

si r поп Е А, оп posera 'Р(Т, А) = о. Оп aura donc 

(8) 

En posant 

(9) 

оп obtient 

(10) 

о ~ 'Р(Т, А) < а. 

'Р(Т, F) = borne sup 'Р(Т, А), 
AEF 

О ~ rp(r,F) ~!1. 

Demontrons qu'il existe un nombre rationnel То verifiant 

(11) 'Р(То, F) = !1ј 
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Ыеп entendu, nous вирровоns que F verifie (3) et que tout element de F 
est поп vide. 

Ог, si l'оп avait 

(12) 'Р(т,Р) < о 

рош tout пошЬге rationnel т, аЈогв, еп posant 

(13) д = Ьогпевир'Р(Т, Р), 
r 

ои r parcourt l'ensemble des пошЬгев rationnels, la denombrabilite de celui­
сј entrainerait, vu (12), que 

(14) 

Ог, раг supposition (3), 'УР = О, се qui entraine, F etant ип tableau ramifie, 
l'existence, рош tout а < О, d'un sous-ensemble Ыеп ordonne de F de type 
ordinal а. Еп particulier, А etant ип eIement de RH2F, еп ecrivant А 
sous la forme (5), оп aurait а ~ д + 2. Mais а.5+1 est ип потЬге rationnel 
verifiant 'Р(а6+1, А) = д + 1, се qui est еп contradiction avec la definition 
(13). 

5. La relation (11) etant etablie, оп еп deduit ceci: 
Quel que soit le пошЬге ordinalll < О, il existe un eIement А" Е F verifiant 

(15) 

Ceci etant, soit АО ип eIement quelconque de F verifiant 

(16) 

soit О < а < О et вирровоns que, рош tout ~ < а, A~ soit ип element de F 
tel que 

(17) 'Р(то, А1/) < 'Р(то, A~) рош tout 1Ј < ~; 

аЈогв А Q designera ип eIement quelconque de F tel que 

(17') (~ < а). 

15ro designe un certain nombre rationnel verifiant (11). 
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D'apres lа remarque de tout а l'heure, А'" existe: pour s'en convaincre, il 
suffi.t de poser v = borne sup{<", <р(То, А{) et А'" = AII. 

Bref, nous avons prouve l'existence d'une suite transfinie d'elements 
de F 

(18) 

telle que 

(19) 

AO,Al, ... ,А"', ... 
\ 

(а < п) 

Et voici lа conclusion: l'ensemble des А"'(а < п) est un sous-ensemble 
disjonctif du tableau Р, c'est-a.-dire, quels que soient ~ < 17 < f!, les А{, А'1 
sont deux eIements distincts de F пе verifiant ni А{ < А'1 ni А'1 < А( 

Еп efIet, soient А{ == (ag, ... a~, ... ) , А'1 == (ari, ... а" ... ) 
«",( «",q 

les representations de lа forme (5) de А {, А'1 ј оп а donc 

(20) 

(20') 

Puisque 

(21) 

оп aura 

(22) 

Si, alors, l'оп avait рзr ехетрlе А{«А'1, c'est-a.-dire a~ = а, pour tout ( < 
а{, оп obtiendrait еп particulier, puisque <р(То, А{) < а{, 

се qui est impossible а. cause des deux inegalites suivantes: 

(voir (18) et (19)) 

(voir (20')). 
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L'impossibilite de AТ1<tA~ pouvant etre demontree d'une fa~on analogue, le 
lemme 1 est completement etabli. 

п. Familles d'ensembles bien ordonnes lineaires 

6. LEMME 2. Chaque јатШе поп denombrable F d'ensembles bien 
ordonnes lineaires contient unе јатШе Ф de puissance egale d сеНе de F et 
telle qu 'аuсun element de Ф n'est un segment initial d 'un autre element de 
Ф (cf. lemme 1). 

(23) 

Posons pour tout ensemble bien ordonne поп vide А de nombres reels 

ј(А) = bornesupa. 
аЕА 

Onaura 

(24) -оо < ј(А) :::; ОО; 

de plus, quels que soient les ensembles bien ordonnes поп vides lineaires А 
et В, 

(25) A<tB entraine ј(А) :::; ј(В), 

l'egalite ј(А) = ј(В) ne pouvant avoir lieu que dans le сав ои А = В-ј(А), 

се qui, en particиlier, entraine que le type ordinal а de А est de seconde 
espece et que le type ordinal de В est а + 1. 

Comme ci-dessus, nous pouvons supposer que F verifie (3) et que, de 
plus, pRaF :::; No pour tout а < п. Designons par РО , F1 respectivement 
la famille des elements de Ra+lF et R,.,aF(a < П); par consequent F 1 = 
Р-РО • 

i designant l'un des deux nombres 0,1, la famille Fi jouit de la propriete 
que pour tout couple d'eIements А, В de ћ verifiant A<tB, оп aura ј(А) < 
ј(В), propriete qu'on peut exprimer en disant que ј(А) (А Е Fi ), est une 
fonction reelle uniforme croissante dans le tableau ramifie Fi . 

Par consequent, le lemme 2 est un сав particиlier du 

ТНЕовЕМЕ 1. Tout tableau ramifie поп denoтbrable Т sur lequel il 
existe unе jonction тееие unijorтe croissante est de тете puissance que 
1 'un de ses sous-enseтbles coтpose de points deux d dеш incoтparables. 

7. Demontrons le tMoreme 1. En designant par 

(26) ј(а) (а Е Т) 
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une fonction п~еl1е uniforme croissante dans Т, оп аша 'УТ S П, et, сошше 
dans (З), nous pouvons supposer que 'УТ = П et que chacun des ensembles 
RaT(o: < Щ13 est аи plus denombrableo 

En rappelant que tout sous-ensemble maximum N de Т tel que les 
relations а Е N, Ь Е N entrainent (о,а) = (о, Ь)т 1б s'appelle un noeud de 
Т, observons que tout noeud de Т appartient а un et un seul des ensembles 
RaT(o: < -УТ); ilest alors commode de qualifier N de preтiere ои de seconde 
евресе, suivant que l'est le nombre о: verifiant N S RaTo De шеше, un 
point а de Т sera dit un point de Т de preтiere ои de seconde евресе dans 
Т, suivant que о: verifiant а Е НаТ est de premiere ои de seconde especeo 

80 Ceci fait, dans l'etude de la distribution des valeurs de la fonction 
Ј(а) (а Е Т), le сав ou tout noeud de seconde espece de Т est сошрове d'un 
seul point est de Ьеаисоир le plus simpleo 

C'est рош cette raison que nous al10ns associer а Т un tableau ramifie 
То dont tout noeud de seconde espece n'aura qu'un pointo 

Nous designerons par 

(27) То 

la famille des ensembles А ou А parcourt d'une part tous les sous-ensembles 
de Т dont chacun est compose d'un seul point de premiere espece de Т 
et d'autre part tous les noeuds de seconde espece du tableau То Nous 
conviendrons que, pour tout couple d'elements А, В de То, le signe 

(28) АеВ 

voudra dire l'existence d'un а Е А et d'un Ь Е В tels que а«Ь (<( designant 
la relation d'ordre par rapport а laquelle Т est un tableau ramif1EJ et f(a) 
(а Е Т) une fonction croissante dans Т)о 

Оп demontre sans peine que То est, par rapport а е, un tableau ramifie 
verifiant 

(29) (о: < -УТо), 

се qui, уи nО 7, donne 

(ЗО) (о: < Що 

De plus, tout noeud de seconde espece de То est compose d'un seul pointo 

16Rappelons que (о, а)т designe l'ensemble des points de Т precedant ао 
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Pour demontrer l'existence, dans Т, d'un sous-ensemble disjonctif поп 
denombrable, il suffit de prouver l'existence d'un sous-ensemble disjonctif 
поп denombrable dans le tableau То. Еп effet, РО etant ип sous-ensemble 
disjonctif quelconque du tableau ТО, soit F ип sous-ensemble quelconque du 
sous-ensemble L:A А (А Е РО ) du tableau Т, ayant avec сћасип des sous­
ensembles А de Т un et un seul point еп сошшиПј manifestement F sera 
ип sous-ensemble disjontif de Т verifiant рР = РРо . 

9. Prouvons donc que То contient ип sous-ensemble disjonctif поп 
denombrable17 ј nous le ferous еп nous servant du lemme 1. Il existe ипе 
fonction reel1e uniforme, croissante dans То et univalente dans tout noeud 
de То 17, de plus, а cause de pRo.To ~ No (а < 'УТо), il еп existe ипе 
пе prenant, dans ип noeud de premiere espece quelconque de ТО, que des 
valeurs rationnel1es. 

Pour tout А Е ТО, posons 

(30) Р(А) = Ј(а) 

si А est ип point а de premiere espece de Т, et 

(30') Р(А) = bornesupJ(a), 
а 

а parcourant tous les points de Т dont chacun precede tout point du noeud 
А de Т si А est ип noeud de seconde espece de Т (Ыеп entendu, Ј(а) 
(а Е Т), а la signification (26)). 

Manifestement Р(А) (А Е То) est ипе fonction reel1e uniforme et 
croissante dans То. 

10. Soit N ип noeud quelconque de premiere espece de Тој а la suite 
de (30), N est аи plus denombrable; alors, k(N) designant le nombre des 
points de N ои I.l), suivant que N est fini ои infini, soient . 

(31) Ао,· .. ,Аn ,.·· (п < k(N)) 

l1La demonstration de се fait fera usage d'une рап de се que tout noeud de 
seconde евресе de То est соmрове d'un веи! point et d'autre part de l'existence d'une 
fonction reelle uniforme croissante dans То. 

D'ailleurs, en modifiant Jegerement les raisonnements des n08 9 et 10, оп demontre 
сесј: 

Т etant un tableau ramifie de puissance ~ 2No вш lequel il existe une fonction reelle 
uniforme croissante, вј tout noeud de seconde espece de Т est соmрове d'un веи! point, 
ј! existe une fonction reelle uniforme croissante dans Т et univalente dans chacun des 
noeuds de Т (Ја question вј, alors, ј! en existe une fonction univalente dans Т tout entier, 
reste ouverte). 
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ои Аn #- Аn, рош tout п < п' < k(N), tous les points du noeud N. 

а verifiant Ro.To 2': N, distinguons deux см, suivant que а = О ои 

а> О. 

Dans le см ои а = О, soit 4'N(Ao) < Р(АО ) un nombre rationnel 
quelconque; soit О < п < k(N). Les nombres rationnels 

(32) 

etant definis de maniere que d'une part 

(33) 

et d'autre part 

(33') 

soit 4'N(An) un nombre rationnel que1conque verifiant 

Si а> О, оп definira 4'N(An ) (п < k(N)) соmше il suit: en designant, 
рош tout п < k(N), par A~ le point de Яа-lТО verifiant ~eAn, 4'N(Ao) 
sera un point rationnel- que1conque verifiant 

(35) P(A~) < 4'N(Ao) = Р(АО ); 

d'une maniere generale, рош tout О < п < k(N), 4'N(An) sera un point 
rationnel que1conque tel que 

Definissons, рош tout А Е То, le nombre reel <р(А): 

(37) 4'(А) = Р(А) ои 4'N(A), 

suivant que А est un noeud de seconde espece de Т ои un ensemble compose 
d'un point de premiere espece de Т, N designant, dans le second см, le 
noeud de То contenant le point А de То. 

4'(А) (А Е То) est une fonction reelle uniforme croissante; en plus, еllе 
est univalente dans tout noeud de То et ne prend que des valeurs rationnelles 
dans tout point de premiere espece du tableau То. 
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11. Et voici la conclusion: 

А etant un eIement de То, soit Е(А) l'ensemble des nombres reels 
rp( Х), Х parcourant tous les points de premiere espece de ТО verifiant Х еА 
(voir (28)), auquel оп ajoute le point rp(A) dans le сав ои А est un point de 
premiere esp€!ce de То. 

Е(А) est un ensemble bien ordonne поп vide de nombres rationnels, 
bien determine раг А. 

А, В etant deux elements quelconques de То tels que АеВ, оп а 
Е(А)4Е(В); si А, В sont incomparables раг rapport а. la relation е definie 
dans (28), Е(А), Е(В) sont incomparables par rapport a.la relation 4 definie 
раг (2); autrement dit, еп designant раг Е(То) l'ensemble des Е(А) (А Е То) 
partiellement ordonne раг 4, les deux ensembles partiellement ordonnes То, 
Е(То ) sont semblables, la transformation Е(А) (А Е То) etant une simili­
tude entre еих. 

Or, Е(То) est une famille поп denombrable d'ensembles Ыеп ordonnes 
de nombres rationnels; еНе contient donc, d'apres le lemme 1, une sous­
famille поп denombrable Ф d'elements deux а. deux incomparables раг rap­
port а. 4; еп designant раг F l'ensemble des А Е ТО verifiant Е(А) Е Ф, F 
est un sous-ensemble disjonctif поп denombrable de То, c.q.f.d. 

12. En nous reportant аих definitions et notations de l'Introduction, 
le lemme 2 entraine le 

LEMME 2bis • Е etant un ensemble ordonne parjaitement separable 
quelconque, tout sous-ensemble Т du tableau ramijie а Е est normal; еn 

particulier, dans le cas ои Т est поп denombrable, Т est de mеmе puissance 
que l'un de ses sous-ensembles disjonctijs. 

IП. Familles d'ensembles Ыеп ordonnes pseudo-lineaires9 

13. ТНЕОRБМЕ 2. Quel que soit l'ensemble ordonne separable Е, 
tout sous-ensemble du tableau ramijie аЕ est normal; еn particulier, tout 
sous-ensemble поп denombrable ае а Е est ае mеmе puissance que 1 'un ае 
ses sous-enseтbles disjonctijs. 

Е etant separable, оп aura ,(а Е) ~ П; des lors, pour prouver la 
normalite de tout F ~ аЕ, nous pouvons, сотте ci-dessus, nous borner au 
сав ои 

(38) (а<n); 

c'est се que nous ferons; de plus, nous supposerons que l'ensemble vide n'est 
рав eIement de F. 
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Soit 

(39) lE 

l'ensemble ordonne qu'on obtient de Е en comblant chaque lacune de 
l'ensemble ordonne Е par un point18 j posons, рош tout А Е F 

(40) Ј(А) = bornesupa (rel. lE)j 
аЕА 

ЛА) est un point bien determine de lE tel que 

(41) les relations А Е Р, В Е Р, А4В entrainent Ј(А) ~ Ј(В), 

avec la тете remarque que сеllе а. (25) dans по 6. Notamment, en designant 
par ћ l'ensemble des elements de F dont le type d'ordre est un ordinal de 
premiere espece - rappelons que tout element de F est un sous-ensemble 
bien ordonne de Е - et en posant Р2 = F - F 1 , оп aura се qui suit: i 
designant l'un des nombres 1, 2, 

(41') les relations А Е Fi , В Е Fi , А4В entrainent ЛА) < Ј(В)ј 

bien entendu, < designe la relation d'ordre ordonnant lE. 

А parcourant Fi , soit 

(42) 

l'еnsетЫе des points Ј(А) de lБј designons рош tout а Е Ј(ћ) par 

(43) 

la totalite des А Е Fi verifiant Ј(А) = ај manifestement les elements de 
Ji-1(a), s'il у en а plus d'un, sont deux а. deux incomparables. Des lors, 
l'une au moins des familles ћ, Р2 , soit ћ, etant поп denombrable, оп а 

(44) рћ =РРј 

s'il у avait un point а de Ј(ћ) tel que fi-1(a) etait поп denombrable, Ji-1(a) 
serait un sous-ensemble disjonctif поп denombrable du tableau ramifie Fi , 

et а. fortiori de Р, се qui prouverait le theoreme 2. 

18Notons que, Е etant separable, IE l'est aussi. 
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14. Examinons le сав ои pour tout а Е f(Fi.) , f i-
1(a) est аи plus 

denombrable; puisque Fi = La f i-
1(a) (а Е f(Fi », оп а 

(45) 

Soit, pour tout а Е f(Fi), ki(a) ип certain eIement de Р; verifiant 

(46) f(ki(a» = а; 

soit 

(47) K i la fami1le des k i (а) 

Manifestement la transformation 

(48) (а Е f(Fi» 

est biunivoque, се qui, уи (45), donne 

(49) 

15. Considerons le sous-ensemble f(Fi) de l'ensemble ordonne sepa­
rable ш. Soit 

(50) 

l'ensemble des extremites gauches des sauts de seconde espece de l'ensemble 
ordonne f(Fi)19. 

Оп aura 

(51) 

Dans le сав ои pt1i :5 No, оп sait que l'ensemble ordonne f(Fi) est 
semblable а un ensemble lineaire20 . Si alors IPi(a), (а Е f(Fi», est ипе 
simi1itude transformant f(Fi ) dans ип еnsетЫе lineaire, la transformation 

IPi(f(A» (А Е ћ) 

19Rappelons que tout соирlе de points consecutifs d'un ensemble ordonne F dont 
chacun est un point d'accumulation de F s'арреIIе un saut de seconde евресе de l'еnsеmblе 
Р. 

20 En effet, pour qu'un еnsетblе ordonne soit sеmblаblе а иn еnsеmblе liш!аirе, јl 
faut et јl suffit qu'il soit separable et que lа familIe de ses sauts de seconde espece19 soit 
аи plus denombrable (voir lос. cit.8 ). 
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sera une fonction reelle uniforme croissante dans le tableau Fi , се qui, 
d'apres le tMoreme 1, entraine la normalite de Fi • 

16. Examinons le сав оu 

(52) 

Tout d'abord, IЕ etant separable, la relation .6.i :S; lE entraine la 
separabilite de .6.i ; d'autre part, оп verifie que, quel que soit le couple de 
points distincts а, Ь de .6.i , l'ensemble des points de IЕ (et de Е) entre а, Ь est 
поп vide; des lors, l'ensemble des couples de points consecutifs de .6.i est аи 
plus denombrable, се qui, уи la separabilite de .6.i , entraine l'existence d'une 
transformation par similitude, soit 'Фi(а) (а Е .6.i ), de l'ensemble ordonne 
.6.i dans un ensemble lineaire. En designant alors par Fi l'ensemble des 
eIements А Е Ki verifiant ј(А) Е .6.i , la transformation 

(АЕРћ 

est une fonction reelle uniforme croissante dans le tableau Fi. Or, а la suite 
de (48) 

donc, уи (52), 
pFi

i = N1 ; 

а саизе du tMoreme 1, le tableau Fi, et а fortiori le tableau ћ, donc le 
tableau F, contient un воиз-еnsешЫе disjonctif поп denombrable, c.q.f.d. 

17. La demonstration du tMoreme 2 s'applique pour demontrer le 

TH:EOREME 2Ыа • Tout tableau raтifie auquel оп peut attacher иn 
enseтble ordonne separable Е et иnе transforтation uniforтe et croissante 
du tableau dans Е, est norтal. 

COROLLAIRE. Est norтal tout tableau raтifie dont l'ordre partiel 
peut ате elargi de тaniere que lе tableau devienne иn enseтble ordonne 
separable. 

IV. Familles d'ensembles bien ordonnes extraits d'un ensemble 
ordonne verifiant la condition de Souslin 

La question se pose si, dans les tMoremes 2, 2ЫВ (et dans le corol­
laire precedent), l'on peut remplacer la condition de separabilite de Е par 
сеНе que Е verifie la condition de Souslin, c'est-a-dire que toute {ашiПе 
d'intervalles поп vides de Е deux а deux disjoints soit au plus denombrable. 
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La question est delicatej en effet, d'une part, оп ne sait раБ si 
tout ensemble ordonne verifiant la condition de Souslin est necessairement 
separable, et de l'autre, оп peut prouver le 

ТНЕовЕМЕ 3. Роит qv. 'иn ensemble ordonne Е verifiant lа condition 
de Sov.slin soit separable, il fav.t et il sv.jJit qv.e tov.t sov.s-ensemble dv. tableav. 
ramifie аЕ soit normal21 (cf. theoreme 2). 

18. Puisque tout ensemble ordonne separable verifie la condition de 
Souslin, le theoreme 2 dit que la condition du theoreme 3 est suffisantej 
prouvons que la condition du theoreme 3 est necessaire: il s'agit donc de 
prouver la separabilite de tout ensemble ordonne Е verifiant la condtion de 
Souslin et tel que tout sous-ensemble de аЕ est normal21 • 

19. Prouvons qu'on peut supposer que l'ensemble ordonne Е soit 
continu. 

Tout d'abord, D. etant l'ensemble des extremites gauches des sauts de 
seconde espece de E 19, soit 

(53) s(E - D.) 

l'ensemble ordonne qui s'obtient de l'ensemble ordonne Е - D. en plac:;ant 
entre tout couple de points consecutifs de Е - D. (c'est-a-dire dans tout saut 
de Е - D.) un ensemble ordonne semblable 11. l'ensemble des nombres reelsj 
enfin, designons рм 

(54) Is(E - D.) 

l'ensemble ordonne qu'on obtient de s(E - D.) en comblant chaque lacune 
de s(E - D.) рм un point. 

Оп demontre sans peine que, d'une part, si Е verifie la condition de 
Souslin, il en est de mеmе de chacun des ensembles 

Е - D., s(E - D.), ls(E - D.) 

et, d'autre part, que la normalite de tout tableau extrait du tableau аЕ 
entraine сеllе de tout tableau ramifie appartenant 11. n'importe lequel des 
tableaux ramifies 

а(Е - D.), a(s(E - D.)), a(ls(E - D.)). 

21 Рош lа terminologie, voir Introduction. 
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RIkiproquement, оп demontre de proche en proche que la separabilite de 
l'ensemble ordonne ls(E -~) entraine сеНе de chacun des ensembles 

s{E-~), E-~, Е. 

Or, toutes les fois que Е se compose de plus d'un point, l'ensemble 
ordonne ls(E -~) est continu, се qui prouve qu'on peut bien supposer que 
l'ensemble ordonne Е dont il est question dans le theoreme 3 soit continuj 
c'est се que nous ferons. 

Pour prouver la separabilite de Е, nous аllоns nous servir d'une -д­
partition complete de Е22 en l'adaptant аих besoins de notre cause. 

20. Designons, pour tout segment 8 de Е ayant plus d'un point, рш 

(55) <р(8) 

un sous-ensemble quelconque de 8 semblable аи segment [0,1] des nombres 
reels et tel que, quel que soit le point а de 8 differant des deux extremites 
т, s de 8, il у ait deux points de <р(8) (variant avec а) distincts de т et s, 
et dont l'un precede le point а alors que l'autre succede а а. 

Оп en deduit que 8 et <р(8) ont memes extremites. 

Si, pour tout point а Е <р(8), l'on designe par 80. une portion de 8 
contenant le point а et si 8а8а, = О pour tout couple de points distincts а, 
а' de <р(8), la decomposition 

(56) (а Е <р(8)) 
а 

est bien determinee et оп verifie que, pour tout а Е <р(8), 8а est un segment 
de 8 pouvant se reduire а un point. 

Ceci etant, soit Do la {ашПlе composee de l'ensemble continu Е lui­
тетеј d'une maniere generale, soit а > О un nombre ordinal et supposons 
que pour tout ~ < а l'on ait determine la {атПlе D~ composee de portions 
de Е de maniere qu'il у ait un point а de Е tel que l'ensemble (а) compose 
du point а ne figure соmше element dans aucune famille D~(~ < а). 

Definissons maintenant D о. • 

Si а est de premiere espece et 8 parcourt les elements de Do.- 1 dont 
chacun se compose de plus d'un point, alors, en ecrivant соште ci-dessus 
8 = La 8а (а Е rp(8)), soit Do. la {атillе des 8а . 

22Voir loc. cit.1 р. 114 et р. 118. 
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Si а est de seconde евресе, DO!. designera la famille des ensembles 

les Et; etant tels que Et; Е Dt; et Et; > Е1} рош tout ~ < 1/ < а. 
En designant' рм 

(57) 

le premier ordinal tel que, quel que soit le point а de Е, l'ensemble (а) 
figure dans l'une des familles DO!. (а < 'У), la fаmШе D des elements des DO!. 
(а < 'У), в'арреllе une {)-partition сотрШе de Е. 

Soient рош tout а < 'У: 

(58) 

la famille des elements de DO!. dont chacun а plus d'un point, et 

(59) iI!D 

la famille de tous les elements des iI! D о!. (а < 'У). 
21. Nous allons prouver que 

(60) 

Tout d'abord, оп demontre que tout element de iI! D est un segment de Е 
ayant plus d'un point et que, quels que soient deux elements distincts А, В 
de iI!D, Нв n'ont aucune extremite en commun et sont tels que 

(61) ои bien А < В, ои bien В < А, ои bien АВ = Ој 

enfin, рош tout ~ < 1/ < 'У, оп а iI!Dt; . iI!D1} = о. 

Сесј etant, designons рош tout А Е iI! D par 

(62) k(A) 

l'ensemble des extremites gauches des elements Х de iI! D verifiant la relation 
А ~ Хј оп voit que, а etant defini рм А Е iI!DO!., k(A) est un sous-ensemble 
bien ordonne de type а + 1 de Еј de plus, рош tout couple d'elements 
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distincts А, Б de \f! D, les relations А < Б, Б < А, АБ = О entrainent 
respectivement 

k(А)<1:k(Б), k(Б)<!k(А), k(А)114k(Б), 

le signe k(А)II<!k(Б) voulant dire que k(A) et k(Б) sont deux ensembles 
bien ordonnes incomparables раг rapport а la relation <! definie раг (2). 

Раг consequent, en designant раг 

(63) k(D) 

la famille des k(A) (А Е \f!D), оп аша 

(64) p\f!D = pk(D). 

22.0г, 

(65) k(D) ~ аЕ; 

donc, раг hypothese, le tableau гатШе k(D) est normal. Tout sous­
ensemble bien ordonne de Е (donc aussi tout sous-ensemble ordonne du 
tableau а Е) etant аи plus denombrable, оп en deduit que tout sous-ensemble 
поп denombrable du tableau а Е contient un sous-ensemble disjonctif поп 
denombrable. 

Si, alors, оп avait p\f!D > No, la relation (64) entrainerait pk(D) > 
No, et, сошше nous venons de уојг, le tableau k(D) contiendrait un sous­
ensemble, soit К, поп denombrable et compose d'elements deux а deux 
incomparables раг rapport а <1:; en designant раг DO la famille des А Е \f! D 
verifiant k(A) Е К, оп aurait pDo = рК, donc pDo > No. Tout element 
de DO est un segment de Е ayant plus d'un point; en designant donc раг 
D 1 la famille des intervalles de l'ensemble ordonne continu Е dont chacun 
а memes extremites que l'un des segments appartenant а К, D1 serait une 
famille поп denombrable d'intervalles поп vides de Е, се qui est impossible, 
Е verifiant la condition de Souslin. 

Оп а donc pk(D) ~ No се qui, vu (64), demontre (60). 

23. Ceci etant, considerons la famille des ensembles ср(8) (8 Е \f!(D)) 
definis раг (55); tout ср(8) etant semblable аи segment [0,1], designons раг 

(66) СРО (8) 
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l'ensemble des points de 8 correspondant, dans une similitude entre 8 et 
[0,1], а. l'ensemble des points rationnels de [0,1]; оп demontre fасilеmепt2з 

que l'ensemble 

(67) L <ро(8) (8 Е Ф(D» 
s 

est un sous-ensemble de Е partout dense sur Е. 

Or, l'ensemble (67) est denombrable се qui est une consequence de 
(60) d'une part et de l'identite р<ро(8) = No (8 Е ФD) d'autre part; bref, 
l'ensemble ordonne Е est separable, c.q.f.d. 

24. En modifiant legerement la demonstration precedente du tMoreme 
3, оп demontre le 

ТНЕонЕМЕ зЫs • Роuт qu'un ensemble ordonne Е verifiant Ја соn­
dition de Souslin soit separable, il faut et il suffit que tout tableau ramifie, 
transformable еn un sous-ensemble de Е рат unе transformation uniforme 
croissante, soit nоrmаЈ (cf. tMoreme 2biS ). 

23Voir lос. cit.1 р. 120. 
Editor's note: Тће abstract in Polish is omitted. 



TRANSFORMATIONS MONOTONES 
DES ENSEMBLES PARTIELLEMENT 

ORDONNESl 

1. Introduction. - Definitions. - Notations. - Resume 

1.1. Ensembles partiellement ordonnes. Ensembles disjonctifs 

Soit < une relation binairej un ensemble Е sera dit partielleтent or­
donne par rapport d < si, d'une part, quels que soient les points а, Ь, с 

de Е tels que а < Ь, Ь < с, оп а а < с, et, d'autre part, si pour aucun 
couple de points а, Ь de Е оп n'a а la fois а < Ь, Ь < а, се qu'on peut 
exprimer en disant que, dans l'ensemble Е, la relation < est transitive et 
antisymetrique, respectivement. De plus, tout епвеmЫе сошрозе d'un point 
аи plus sera considere сошmе partiellement ordonne par rapport а n'importe 
quelle relation binaire. 

Deux points а, Ь de Е seront dits coтparaЫes par rapport а < si а = Ь, 
а < Ь ои Ь < а, et incoтparaЫes par rapport а <, dans le сав contraire. 

Un еnsешЫе partiellement ordonne sera dit ordonne, disjonctifrespec­
tivement в'Н пе contient аисип couple de points distincts, incomparables et 
comparables, respectivement. 

Pour ип point а поив designerons par 

(1) (., а)Е, (., а]Е, (а, .)Е, [а, .)Е 

l'ensemble de tous les points Х de Е verifiant respectivement 

х < а, Х ~ а, а < Х, а ~ Х, 

BIВLIOGRAPHICAL NOTE. Revista de Ciencias (Lima) 42(434) (1940), 827-
846 and 4З(Nо 437) (1941), 483-500; Ље two parts, published separately, ые pasted 
here. 

lVoir C.R. АсМ. Sci. Рыiз 205, (1937), 1033-10350\1 quelques-uns des resultats 
du present article sont mseres 
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et par 

(2) [а] В 

l'ensemble de tous les points de Е comparables а а; des lors 

(2') [а]в = (., а)в + [а, ')Е. 

1.2. Тransformations monotones, croissantes 
et presque croissantes 

1.21. Si а tout point а d'un ensemble Е1 partiellement ordonne 
par rapport а ипе relation binaire <1 оп fait correspondre ип point bien 
determine d'un ensemble Е22 partiellement огdопш~ par rapport а ипе rela­
tion binaire <23, et si pour tout couple de points а, Ь de Е1 tels que а <1 Ь 
оп а ј(а) :52 ј(Ь) [ј(Ь) :52 ј(а)], nous dirons que ј, explicitement ј(а), 
(а Е Е1 ), est une transjormation (uniforme) поп decroissante [поп crois­
sante] de l'ensemble partiellement ordonne Е1 en ensemble partiellement 
ordonne Е2. 

Des transformations поп decroissantes et des transformations поп 
croissantes de Е1 en Е2 seront dites transjormations monotones de Е1 еп 
Е2 . Dans се qui suit nous ne considererons que des transformations поп 
decroissantes. 

Si alors ј est une transformation monotone de Е1 en Е2, nous 
designerons, pour tout sous-ensemble поп vide Х de Е1 , par 

(3) ј(Х) 

l'ensemble des ј(а), (а Е Х), et оп dira que l'ensemble ј(Х) est le trans­
јоrmе de l'ensemble Х par la transformation ј. Manifestement ј(Е)l ~ Е2 , 
sans que necessairement ј(Е1 ) = Е2. 

Une transformation поп decroissante ј de Е1 en Е2 sera dite: crois­
sante si, quels que soient les points а, Ь de Е1 . 

(4) la relation de а <1 Ь entraine ј(а) <2 ј(Ь); 

presque croissante si quelque soit le point а de Е1 qui n'est рав ип dernier 
point de Е1 , c'est-a-dire tel que (а, .)B1 i- О, l'ensemble des ј(х), х par­
courant tous les points de Е1 verifiant а :51 х, est compose de plus d'un 
pointj autrement dit, si les relations 

2Distinct ои поп de Е1' 
ЗDistiпсtеоu поп de <1. 
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(5) а Е Е1 , р(а, ')Вl > 14 entrainent рЈ([а, .)в1 ) < 1. 

оu encore, si les relations 

(5') а Е Е1 , р[а, ')В1 > 1 entra'inent ри(а),.) < 1. 

1.22. Dans le сав particulier ои Е2 est ordonne par <2 et semblable 
а. un ensemble lineaire, сав ои l'on peut admettre que Е2 soit un ensem­
Ые lineaire, nous dirons que Ј est иnе Jonction reelle uniJorme croissante 
(presque croissante) dans Е1 si.! est une transformation croissante (presque 
croissante) de Е1 en Е2 • 

1.3. Exemples 

1.31. Toute fonction reelle, croissante аu sens strict (croisante et 
depassant tout entier) est une transformation croissante (presque croissante) 
de l'ensemble ordonne lineaire dans lequel еllе est definie en ensemble or­
donne de tous les nombres reels. 

1.32. En designant, pour un ensemble Q, par UQ la famille de tous 
les sous-ensembles de Q, ordonnee partiellement par la relation d'inclusion 
С (egalite exclue), et en designant, pour tout G ~ UQ, par Ј(а) la 
reunion des ensembles constituant la famille а, Ј est une transformation 
поп decroissante de UQ en soi-meme. 

1.33. Voici trois сав remarquables d'ensembles Е1 dans chacun 
desquels existe une fonction reelle uniforme croissante: 

1.33.1. Е1 est ordonne et contient un ensemble аи plus denombrable D 
tel qu'entre deux points de Е1 n'appartenant рав simultanement а. D existe 
un point de D5. 

1.33.2. Е1 est la famille de tous les sous-ensembles extraits d'un en­
semble аu plus denombrable ordonne partiellement par С (оu :::»6. 

1.33.3. Е1 est la famille des ensembles fermes (ouverts) extraits d'un 
espace (V.) parfaitement separable 7 ordonne partiellement par < оu > 8. 

1.4. Une condition шkеsаiге et une condition suffisante 

4р = puissance de Х. 
5Le tMoreme remonte а. G. Cantorj voir К. Kuratowski, Fundamenta Mathemati­

сае, 3, 1922, et А. Denjoy, Comptes Rendus, Рыја, 192, 1931. 
6Le tMoreme est dt1 а. M.W. Sierpinski (L'Ens. Math., 30, 1931, р. 240). 
7pour la terminologie, voir Maurice Frechet, Еарасев abstraits, Рыiз, 1928, ХI + 

296, р. 290. 
8Le tMoreme est dt1 а. М. Lindenbaum (Comptes Rendus, 192, 1931, р. 15 М). 

Dans се qui suit, nous ferons usage de се tMoreme (cf. th. 7). 
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1.41. Condition necessaire. Tout ensemble bien ordonne lineaire 
etant, d'apres un tMoreme de Cantor, аи plus denombrable, la condition 
necessaire pour l'existence dans Е1 d'une fonction reelle croi!lsante est que 
tout sous-ensemble bien ordonne de Е1 soit < ~O. Mais cette condition n'est 
рав, dans le сав general, suffi.sante. 

En effet, а parcourant tous les nombres reels, considerons la famille des 
ensembles lineaires des nombres Х ::; а, а et des nombres у < а, ordonnee 
раг :>. Оп obtient un ensemble ordonne раг С, soit tel que М chacun de 
ses sous-ensembles bien ordonne soit ::; ~O. Or, dans М il n'existe aucune 
fonction reelle croisante, c'est-a-dire М n'est рав semblable а un ensemble 
lineaire (cf. N 3.31). 

1.42. Condition suffi.sante. Вј Е1 est somme ае ::; ~O ensembles dont 
chacun est compose ае points deux а deux incomparables, nous prouverons 
qu 'il existe unе Jonction reelle croissante dans Е1 (сЈ. th. 1). 

Mais cette condition suffi.sante n'est рав, dans le сав general, necesaire: 
pour s'en rendre compte, il suffi.t de designer раг Е1 un ensemble lineaire 
поп denombrable quelconque. 

1.43. Nous allons indiquer une classe d'ensembles partiellement or­
donnes pour lesquels il у а lieu de se demander si les deux conditions 
precedentes sont encore respectivement suffi.sante et necesaire. 

1.5. ТаЫеашс ramifies (ensembles Т). 

1.51. Un ensemble Е partiellement ordonne раг une relation lineaire 
< sera dit tableau ramifie раг rapport а <9 si, quel que soit le point а de 
Е, l'ensemble (., а)Е des predecesseurs du point а, dans Е est Ыеn ordonne 
раг rapport а <10. Dans се qui suit, nous desinerons раг 

(6) т 

un tableau ramifie quelconque раг rapport а. une relation binaire quelconque 
que nous designerons, tantot раг <, tantOt раг р. 

1.52. Ceci etant, revenons а. la question du NO 1.43. Alors que је ne 
sais mете рав amorcer le probleme de savoir si, dans un tableau ramifie 
dont tout sous-ensemble bien ordonne est ::; ~o, il existe une fonction reelle 
croissante (quelles diffi.cultes de la tMorie de croissance s' у presentent!)., 
је remarque que, раг contre, le probleme de savoir si tout tableau ramifie 

9Yoir Georges Kurepa, Ensemble ordonnes et ramifies (these, РагiБ, 1935 оu Рubl. 
МаЉ. Univ. Belgrade, IY 1935, рр. 1-138), р. 73. Dans се qui suit, се Memoire sera 
designe раг these. 

lOEn у barrant ''bien'', оп obtient la definition des ensembles ramifies. 
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dans lequel existe une fonction reelle uniforme croisante est somme de :5 
No de ses sous-ensembles dont chacun est compose de points deux а. deux 
incomparables est equivalent а. l'interessant probleme que voici: 

Peut-on attacher а. tout еnsетЫе Ыеп ordonne поп vide F de nombres 
rationnels un nombre rationnel 11 Ыеп determine g(F) de telle f~on que, 
pour tout couple d'ensembles Ыеп ordonnes поп vides de nombres rationnels 
А, В tels que А soit un segment initial de В, оп ait g(A) < g(B)? (voir 
aussi NO 1.612). 

1.53. La notion des Т а donne naissance а. сеНе de norтalite d'u.n 
enseтble partielleтent ordonne, que nous аНоns definir. 

1.6. Normalite. Pour abreger, nous dirons qu'un еnsетЫе partielle­
ment ordonne Е est degenere si, quel que soit le point а de Е l'ensemble 
[а]в est ordonne (cf. (2»)' Рм exemple, tout еnsетЫе disjonctif ou ordonne 
est degenere. 

Un еnsешЫе partiellement ordonne sera dit norтal s'il est fini ou s'il 
а тете puissance que l'un de ses sous-ensembles degeneres. 

Dans се qui suit nous rencontrerons des ensembles partiellement or­
donnes anormaux, шеше рмтј ceux jouissant de la propriete que chacun 
de leurs sous-ensembles ordonnes soit Ыеп ordonnes (cf. note 28). 

РМ contre, le probleme de savoir si tout tableau ramifie est normal 
reste encore ouvert. 

Nous allons voir le rбlе qui incombe dans cet ordre d'idees а. des trans­
formations croissantes et а. des transformations presque croissantes des еп­
sembles Т. 

1.61. Normalite des Т et fonctions croissantes dans Т. 

1.61. иun des buts principaux du present article consiste а. prouver 
que tou.t tableau. raтijie dans lequ.el existe иnе fonction reelle croissante est 
norтal (voir th. 2), proposition qui, combinee ауес le tMoreme ci-dessus de 
М. Lindenhaum et ауес un tMoreme de Baire, entraine le resultat suivant: 

Qu.el qu.e soit le tableau raтijie decroissant (croissantJ12 поп denoт­
brable Т d'enseтbles ferтes et d'enseтbles ouverts extraits d'un espace (V) 

llSi 1'оп remp1ace се mot рм "irrationne1", 1а reponse au probleme qu'on obtient 
ајnsј est affirmative. 

12Une famille F d'ensembles est un tableau ramifie decroissant (croissant) d'en­
веmЫев зј, d'une part, quels que soient 1ез elements А, Б de F оп ait А С Б ou Б С А 
ou АБ = {Ј et вј, d'autre part, pour tout e1ement А de F, 1а famille (., A)F des elements 
Х de F verifiant Х С А (А ::> Х) est Ьјеп ordonnee рм rapport а.::> (с). 
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parjaitement separable аu sens de М. Frechet, Т а mёmе puissance que 1 'unе 
de ses sous-jamilles composee d'ensembles fermes deux а deux disjoints13 

1.61.2. L'ensemble ао. En designant par ао la famille de tous les 
ensembles bien ordonnes bornes поп vides de nombres rationnels, ordonnee 
partiellement ры la relation р ои АрВ veut dire que А est un segment initial 
de В distinct de В, оп prouve sans peine que ао est un tableau ramifie ры 
rapport а р et que, en posant 

ј(е) = вир Х, (е Е ао), 
ХЕе 

la fonction ј est поп decroissante dans ао et telle que, quels que soient les 
elements А, В, С de ао verifiant АрВрС, оп ait ј(А) < f(C). 

En vertu du th. 5, оп en deduit que tout sous-ensemble поп denom­
ЬтЫе de ао а mёmе puissance que l'un de ses sous-ensembles disjonctijs14 

(cf. NO 4.31). 

1.62. Normalite des Т et jonctions presque croissantes dans Т. Оп 
peut prouver que si tout Т dans lequel existe une fonction reelle presque 
croissante etait normal, tout tableau ramifie serait normal15 , d'ou l'interet 
des conditions Ј, 11 que nous allons formuler (voir NO 3.43, TMoreme fon­
damental). 

1.62.1. Le rang 'УТ de Т,. rangees Ro.T, (о: < 'УТ), de Т. Pour un 
ensemble partiellement ordonne Е nous designerons ры 

(7) ГЕ 

la borne superieure des types d'ordres des sous-ensembles Ыеn ordonnes de 
Е1б • Dans le сав d'un tableau ramifie Т nous ecrirons 

lЭСе theoreme а une јтропanсе вј l'on tient compte de l'existence de tableaux 
ramifies decroissants Т d'ensembles lineaires fermes tels que 'УТ = 11, (voir (8)) et pRдT = 
No, (о: < 11), (voir (9) [Aronszajn-Denjoy]. 
Pour сеlа, voir mon article des Риbl. Math. Univ. Belgrade, VI, 1937, рр .. ,. consacre 
а. l'etude des Т verifiant 'УТ = 11, PRo:T = No, (о: < 11) et tels que tout 5ous-ensemble 
ordonne de Т 50it ~ NOi nous Јев appelons tableaux ramifies de М. Aronszajn. 

14Cette proposition constitue Ја reponse affirmative а. un probleme que ј'ај рове 
dans та Љеве, р 3, et 134 en note. 

15Quant а. l'hypothese que tout Т 50it normal, уоiз Comptes Rendus, 202, 1936 р. 
185. 

16Cf. Јос. cit. 1 ои dans Ја definition de ГЕ јl faut barrer Ја рћтаве "et tous les 
50ив ensembles inversement bien ordonnes de Е". 
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(8) 'УТ au lieu de Г Е17 et appellerons le nombre ordinal 'УТ, lе range 
de Т. Manifisetement, 

(8*) 'УТ = supt(., а), (а Е Т), tX designant le type d'ordre de Х 
(cf. (1». 

Pour tout nombre ordinal а < 'УТ, nous designerons par 

(9) 

l'ensemble des А Е Т pour chacun desquels le type d'ordre de (.,а)т est а 
(cf. (1»; le sous-ensemble bien determine RaT de Т sera appele lа rangee а 
de Т; de plus RoT sera dite lа preтiere rangee de Т. 

1.62.2. Ceci etant, оп peut etablir la proposition fondamentale que 
voici: 

Est normal tout tableau ramifie Т dans lequel existe une fonction reelle 
uniforme presque croissante, pourvu que Т verifie l'une des deux conditions 
suivantes: 

1 'У[а]т = "(Т' (а Е Т), (cf. (2), (8*», 

II "(т est un nombre ordinal de premiere espece ou un nombre ordinal 
initial regulier18 cf. по 3.4 ci-apres). 

En particulier tout Т tel que 'УТ ~ П (cf. th.) dans lequel existe une 
fonction reelle uniforme presque croissante est normal. 

1.7. Le probleme de Souslin. Origine du travail. C'est le 
probleme de Souslin19 qui а donne naissance а la notion des tableaux ram­
ifies. Les resultats du по 1.6. et d'autres que nous exposerons dans la suite 
constituent un рав en avant vers la solution du probleme de Souslin, celui-ci 
etant equivalent au probleme de savoir si tout tableau ramifie Т tel que 
'УТ ~ П est normal20 • 

D'autre part, c'est un procede de construction, dб. а М. Aronszajn, 
d'un tableau ramifie portant son nom21 qui m'avait suggere la notion des 

17La definition de 'УТ de These (р. 74) s'applique а un ensemble partiellement 
ordonne quelconque Е, pouru que tout sous-ensemble oroonne de Е soit bien ordonne; 
l'etude de 'УЕ pour un Е pareil est lie avec lе probleme du continu (v. C.R. Acad. Sci. 
Paris 205 (1937), р. 1196). 

18Un nombre ordinal Q est regulier s'il est de premiere espece ou зј, quelle que soit 
Ја Buite croissante d'ordinaux < Q et ...... а, lе type d'ordre de сеllе-сј est а. 

19Le probleme de Souslin demande вј tout ensemble ordonne continu tel que сћа­
cune des familles de вез intervalles deux а. deux disjoints soit ~ No est necessairement 
semblable а. un ensemble lineaire. 

2oCf. Тћезе, р. 106, р. 124 et 132 (equivalence ћ ::Ps). 
21Cf. 13. Voir lос. cit. 13) р .... i aussi Тћезе. р. 96 en note. L'article que noU5 

avons mentionne dans13) etudie l'existence des tableaux ramifiез de М. Aronszajn. 
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fonctions croissantes dans ип tableau ramifie et сеНе des transformations 
monotones des ensembles partieHement ordonnes. 

Pour terminer, је remercie Ыеп vivement М. Aronszajn de l'aide qu'il 
т'а montree аи cours de la redaction de l'article, еп particulier des simpli­
fications de mes demonstrations primitives de quelques uns des resultats du 
present travail. 

2. Generalites sur les transformations croissantes 
et presque croissantes. 

2.1. LEMME 1. Е etant un enseтble partielleтent ordonne dans 
lequel existe unе Jonction reelle croissante, tout sous-enseтble Ыеn ordonne 
de Е est :::; No,. par consequent, r Е :::; УЈ1 (сЈ. (7)). .-

2.2. Une eondition suffisante. 

THEOREME 1. Dans tout enseтble partiellement ordonne soттe de 
:::; No de ses ensembles disjoinctiJs (сЈ. п о 1.1) il existe unе Jonction reelle 
uniJorme croissante d valeurs rationnelles. 

Еп effet, soient Е ип ensemble partiellement ordonne et 

ипе suite de ses sous-ensembles disjonetifs, deux а. deux distincts ои поп, 
tels que Е = 2:n Еn , (п < УЈ). 

Soient 

(10) rо,ђ, ... ,rn ,···, (п < УЈ, r m i= rn , m < п < УЈ), 

la suite de tous les nombres rationnels et 

Рn = Ео + Е1 + ... + Еn pour tout entier п ;:::: о. 

Pour tout entier п ;:::: О, nous aHons definir, dans l'ensemble partieHe­
ment ordonne Рn , la fonction croissante Јп. 

Pour eommencer, posons Ј(а) = ro pour tout а Е РО ; рм consequent, 
l'ensemble fo(Ро ) est eompose du point ro (ef. (3)). 

D'une maniere generale, soit п > О ип entier tel que la suite des 
fonetions Јо, Ј1, ... ,Јn-1 soit definie et verifie ees deux eonditions: 

а) !k est, pour tout indiee k < п, ипе fonction uniforme reeHe crois­
sante dans l'ensemble partiellement ordonne Fk et п'у prend qu'un nombre 
fini de valeurs de la suite (10); еп particulier, pJk(Fk) < No (cf. (3)); 
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Ь) Рош tout entier k entre О en п et рош tout entier i tel que О ~ i < k, 
la fonction Jk coincide avec Ji dans l'ensemble ћ· 

Definissons la fonction Јп dans рn . 

En designant, рош un ensemble partiellement ordonne Х, par 

(11) RoХ 

l'ensemble de tous les preтiers points de Х, la relation evidente г F ~ п + 1 
(cf. (7)) entraine que 

рn = RoРn + R1Fn + ... + R...Fn оu 

RkFn = Ro (Рn -L ~Pn) , 
i<k 

quelques-uns des ensembles RoFn, ... ,RnFn pouvant etre vides а partir 
d'un indice. 

Alors, рош tout а Е Fn - 1 , nous poserons Јn(а) = Jn-l(a); рош tout 
point а de RoFn - Fn - 1, Ј(а) sera le premier point de (10) situe а gauche 
de l'ensemble fini Jn-l(Fn - 1). Soit а Е R1F - Fn - 1; Ј(а) sera le premier 
nombre dans (10) tel qu'il soit situe entre 

Јп (., а) Ro F,,+F,,_J et Јп (a")F,,_l) (cf. (1), (3)); 

рош tout k < п tel que RkFn =/; О et pour tout point eventuel, а, de RkFn -
Fn - 1 , nous definirons Ј(а) сотте le premier nombre dans (10) tel que 
Јn(х) < Ј(а) < Јn(у), Х, У parcourant les points de (., a)RoF,,+ .. +Rk _ 1 F,,+Fn _ 1 

et (а, .)F"-l' respectivement (cf. (1)). 

Оп demontre sans peine que Јп est une fonction uniforme croissante 
dans рn et que l'ensemble Јп (рn ) est un ensemble fini de nombres rationnels. 

Рош terminer, quel que soit а Е Е, Ј(а) designera le nombre rationnel 
Јп (а) , п etant le premier indice tel que а Е рn . 

Et оп voit que Ј est dans l'ensemble donne Е une fonction reelle 
croissante а valeurs rationnelles. C.q.f.d. 

2.3. Nous avons deja remarque que la condition suffisante que nous 
venons de considerer (cf.th. 1) n'est pas necessaire рош qu'il existe dans Е 
une fonction reelle croissante. (cf. по 1.42). 

Or, il nous semble qu'en nous restreignant au cas particulie 
tableaux ramifies, еllе sera encore necessaire c'est-a-dire que, quel qu 
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le tableau ramifie dans lequel existe une fonction reelle uniforme croissante, 
celui-ci serait somme de ~ No de ses sous-ensembles disjonctifs. 

Il est interessant de signaler qu'on peut prouver le resultat suivant: 

Pour que le tableau ramifie dans lequel existe une fonction reelle uni­
forme croissante soit decomposable en ~ No de ses sous ensembles disjonctifs, 
il faut et il suffit que la reponse аи probleme suivant soit affirmative: 

Existe-t-il dans le tableau ramifie ао du по 1.612 une fonction reelle 
uniforme croissante а valeurs rationnelles'l 

2.4. Fonctions presque croissantes. Dans се qui suit, nous ne 
traiterons que des tableaux ramifies; la lettre 

(12) Т 

en designera un quelconque. 

2.41. Alors que, d'apres le lemme 1, 'УТ ~ 11, pourvu qu'il existe dans 
Т une fonction reelle croissante, nous аПоns demontrer le 

LEMME 2. Quel que soit lе noтbre ordinal а > О, il у а иn tableau 
raтifie Т(а) verifiant ,т(а) = а et dans lequel existe иnе Jonction reelle 
иnjJorтe presque croissante. 

Et effet, ~ parcourant tous les ordinaux < а, soit Т(а) l'ensemble des 
~ et des ~o == а + ~ ordonne partiellement ры la relation р que voici: 

si а Е Т(а), Ь Е Т(а), la relation арЬ equivaut а. се que d'une part, а 
est un Ol'dinal < а, et, d'autre part, que Ь est ои bien un ordinal entre а et 
а, ои bien l'un des ordinaux а + ~ verifiant а ~ ~ < а. 

Pour un е Е Т(а), soit Ј(е) = 1 ои 2, suivant que е < а ои а ~ е. 
Оп demontre sans peine que Т(а) est, ры rapport а. р, un tableau ramifie 
de rang а et que la fonction Ј у est presque croissante. 

2.42. En particulier, il у а un Т de rang 11 et dans lequel existe une 
fonction reel1e presque croissante; ры contre, оп demontre facilement le 

LEMME 3. Dans иn enseтble Ьјеn ordonne ае type d'ordre 11 јl 

n'existe аисиnе Jonction reelle presque croissante. 

En effet, soient 

(13) 

tous les points de l'ensemble bien ordonne donnes dans leur bon ordre. 
Supposons, ры impossible, que Ј soit une fonction reelle presque croissante 
dans l'ensemble. Designons le point ао ры Ьо , et supposons que а soit un 
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ordinal entre О et П tel qu'on ait construit le sous-ensemble de (13) des 
points croissants Ьо , b1 , • .. , Ь{, ... , (~ < а) tel que 

ј(Ьо) < j(b1 ) < .,. < ј(Ь{) < ... , (~< а). 

- -Вbur determiner Ьа , soit а le premier point dans (13) succedant а. chacun 
des points b~, (~ < а); l'existence de а etant evidente, il est aussi evident 
que, dans (13), il у а un point succedant а. а, се qui, d'apres la presque 
croissance de ј dans (13), veut dire qu'il у а un point, soit Ь, dans (13) tel 
que ј(а) < ј(Ь); alors, Ьа designera le prernier point рагеil dans (13). 

Finalement, la presque croissance de ј dans (13) entrainerait l'exis­
tence de l'ensemble bien ordonne lineaire поп denombrable 

ј(Ьо }, . .. , ј(Ьа }, ... , (а < П), 

contrairement а. un thooreme de Cantor. 

Le lemme 3 entralne le 

LEMME зЫs . Т etant un tableau ramijie dans lequel existe unе Јоnс­
tion reelle presque croissante, quel que soit le point а de Т tel que -у[а]т = П, 
l'ensemble [а]т n'est pas ordonne. 

2.43. LEMME 4. Л у а un tableau ramijie Т de rang -уТ = П et tel 
que 

р.[а]т> 1, (а Е Т}22 

et tel qu 'il n'existe, dans Т, аuсunе Jonction тееllе presque croissante. 

Pour }е voir, il suffit de considerer la farnille 

(14) а(П) 

de tous les sous-ensembles bien ordonnes поп vides de l'ensemble ordonne 
(П) des ordinaux < П, ordonnee раг la relation р ои, pour deux elements 
А, В de а(П), АрВ veut dire que А est un segment initial de В distinct de 
В. Manifestement, а(П) est un tableau ramifie раг rapport а. р et 

(15) ~[а]u(П) = -у(а(П)} = П, (а Е а(П)) (cf. (2), (8)). 

22рош un ensemble partiellement ordonne Е, nous designons раг раЕ Ја borne 
superieure des рuiзsanсев des sous-ensembles disjonctifs de Е (c'est-a-dire dont chacun 
est сотрosе de points deux а. deux incomparables). 
АЈors, Ја reJation р.Е ~ 1 est caracteristique рош des Е ordonnes l'inegalite р.Е < 1 ne 
se produisant que dans Је сав ои Е = О. 
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(15') 

Prouvons qu'il n'existe аисипе fonction reelle presque croissante dans 
а(Щ. Supposons qu'il existe ипе, soit ј. 

Designons par ео ип point quelconque de Rоа(Щ (cf. (9) ои (11)); 
le point ео etant, d'apres (15), succede d'au moins ип point de a(n), la 
presque croissance de ј aurait pour consequence qu'il у ait ип point, soit 
сl, de (а, .)и(n) tel que ј(ео) < ј(Сl). D'une fa<;on generale, еп designant, 
pour tout indice о- entre О et п, par Са: ип point de (Са-l.)и(!1) tel que 
j(Ca -l) < ј(са ) si о- est de premiere espece, et, dans le cas ои о- est de 
seconde espE!ce, l'ensemble des ordinaux se presentant dans des c~, (~ < 0-)­
rappelons que tout eIement de a(n) est ип ensemble d'ordinaux < П-оп 
obtiendrait l'~nsemble Ыеп ordonne lineaire поп denombrable 

f(co), ... , ј(са ), ... , (о- < щ, 

contrairement аи tMoreme deja сјМ de Cantor. 

2.44. Par ип procede analogue а celui du по 2.43. оп prouve le 

LEMME 5. Роuт qu'il existe unе jonction reelle presque croissante 
dans un tableau ramifie Т tel que 

'У [а] т = 'УТ = п, (а Е Т), 

il jaut que, quel que soit [е point а ае Т, l'ensemble Т contienne un sous­
ensemble ordonne denombrable поп Ьоrпе2З dans Т et contenant [е point 
а. 

Remarquons que la condition necessaire du lemme 5 est verifiee pour 
tout Т tel que 

(N) { 'У [а] т = n,ps[a]T > 1, (а Е Т) (cf. (2), (8)) 

pRaT < 2No , (о- < Щ (cf. (9) et4)). 

Et l'un des problemes les plus passionnants qui se pose dans la theorie 
de croissance qu'est la tMorie des tableaux ramifies c'est de savoir si des 
relations (N) оп peut conclure а l'existence d'une fonction reelle presque 
croissante dans le tableau ramifie Т! 

23 Е etant un ensemble partiellement ordonne par rapport а. <, un sous-ensemble 
поп vide F de Е est dit Ьоrnе dans Е si Е contient deux points а, Ь verifiant а :5 ж :5 ь 
pour tout point ж de Р. 
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3. Fonctions croissantes, fonctions presque croissantes et 
lа normalite des tableaux ramifies. 

3.1. Fonctions croissantes 

ТНЕОR.EМЕ 2. Est normal tou.t tableau. ramifie dans lequ.el existe u.ne 
Jonction reelle u.niJorme croissante (cf. Nos. 1.21; 1.5; 1.6). 

Soient donc Т un tableau ramifieet Ј une fonction reelle croissante 
dans Т; prouvons que Т est normal. 

3.11. Or, nous avons prouve lа norma1ite de Т toutes les fois que Т 
verifie l'une de ces conditions: 

1) Т est fini; 3) рТ > пТ;l 

4) 'УТ n'est pas initial (c'est-a.-dire il у а un о: < "'fТ tel que ро: = пТ1ј 
5) Т est somme d'une infinite denombrable de ses sous-ensembles (deux 

а. deux disjoints ои поп) dont chacun а une puissance < рт25 • 

Des lors nous pouvons supposer que Т ne verifie aucune des conditions 
1), 2), 3), 4) et 5), et en particulier que 

(16) 'УТ est initial ~ П et que рТ = P"'fТ 
et 

(17) Т ne verifie pas lа condition 5) ci-dessus. 

3.12. Ceci etant, soit 
(18) Т1 l'ensemble de tous les points de Т dont chacun а аи moins un 
successeur. Les eIements de l'ensemble То = Т - Т1 etant deux а. deux 
incomparables, si l'on avait РТо = рТ, la norma1ite de Т en resu1terait 
immediatementj nous pouvons donc supposer que РТО < рТ et, раг 
consequent, РТ1 = рТ. 

Раг definition de la fonction Ј, а. сћщие point а de Т1 correspond un 
point, soit Ь(а), de Т (Ь(с) peut appartenir aussi а. То) tel que 

(19) а ~ Ь(а),26, Ј(а) < Ј(Ь(а)). 

Soit 

(20) (п < (џ, Тn i- T~, п i- п') 

24Yoir Тћеве, рр. 105-109, en particulier рр. 108-109. 
25Yoir Тћеве, р. 92 (th. 4 саз с), р. 105, саз а) et рр. 108-109. 
26« designe la relation рм rapport а. laquelle Т est un tableau rarnifie. 
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la suite de tous les nombres rationnels. 

Designons, pour tout п < ЏЈ, ры 

(21) 

l'ensemble des points а de T1 verifiant 

(22) Ј(а) < rn < Ј(Ь(а)). 

Manifestement, 
(п <ЏЈ) 

се qui, d'apres pT1 = рТ et (17), entra.ine l'existence d'un indice, soit 1/ < ЏЈ, 
tel que 

(23) рТ{ = pT1 et donc pTf = рТ. 

3.13. Prouvons la normalite de Tr. Сошше tout а l'heure dans le сав 
de Т (cf. (16)), nous pouvons supposer que 

(23') JYYTf = pTf et donc 'YTf = 'УТ. 

En designant par 

(24) 7 

le plus petit nombre ordinal tel que le nombre 'УТ soit la borne superieure 
d'une suite croissante de rang 7 d'ordinaux < 'УТ, il est facile de construire, 
ры un procede de l'induction transfinie evident, une suite de points de Tl', 
soit 

(25) 

de telle fш;оп que, en definissant pour tout ~ < 7, les deux nombres27 

(26) (~, 'ГJ~ ры les relations a~ Е R(f.T, b(a~) Е ~f.T, 

27Les nombres (~, '7~ indiquent en quelque sorte les rangs dans Т des points а{, 
b(a~), respectivement. 
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l'on ait 

(27) 

(27') 

(о < (1 < ... (~ < ... -.. 'УТ, 
1J~ < (~+1' 

(~ < Т), 

Vu (19) et (27'), оп а 

(27") (~ < т). 

Prouvons que les points 

(28) Ь(ао), Ь(аl)"" ,b(a~), ... ,(~ < т), 

sont deux а deux incomparables. 

En effet, soit ( < ~" < Тј il s'agit de prouver qu'on n'a b(a~,,) «: b(a~,) 
pas plus qu'on n'a b(a~,) «: b(a~,,). 

Tout d'abord, apres (27), (27'), (27") 1J~ < (~'+1 :5 (~" < 1J~" et dont 
1J~' < 1J~" се qui prouve l'impossibilite de b(a~,,) S b(a~,). D'autre part, si 
l'on avait b(a~,) «: b(a~,,), remarquons que, d'apres (19), a~" «: b(a~")j des 
lors, Т etant un tableau ramifie, ses points a~", Ь( a~,) seraient comparables 
(car ils prEkedent le point Ь( a~" ) ) 28 . 

D'apres (27), (27'), оп а 1J~' < ((" et оп n'a pas а(" :5 Ь(а(,). 
Оп devrait donc avoir Ь( а(,) «: а(" et par consequent 

ј(Ь(а(,)) < ј(а(,,) 

28C'est en се liеи qu'intervient essentiellement l'hypothese que Т soit un tableau 
ramijie. Prouvons, ры contre, qu 'П existe un ensemble partiellement оrdопш! поп 
denombrable anorтal, Н, dans 1eque1 existe une fonction reelle croissante biunivoque 
et dont tout sous-ensemble ordonne est bein ordonne (соmmе dans 1е сав des tableaux 
ramifies). Рош се1а, soit '1/1 un nombre ordinal поп denombrable quelconque te1 que 
рф 5 2~j' soit 

%0,%1, .. ·%'1""" (",<'1/1, %0.#%0." а<а'<'I/I) 

un bon ordre quelconque d'un еnsеmblе 1ineaire que1conque de puissance рф. En designant 
ры Н l'ensemble des %'1" ('" < '1/1), ordonne partiellement ры 1а relation р ои %<рР%<р' 
equivant а. се que '" < ",' < '1/1, %'1' < %'1'" оп voit que tout sous-ensemble ordonne de Z est 
bien ordonne et donc 5 No, et que, en possant Ј(а<р) = а<р, ('" > '1/1), f est une fonction 
biunivoque croissante dans Z. Оп prouve sans peine que tout sous-ensemble disjonctif 
de Z est 5 NOi ј1 en est encore ајnsј de tout sous-ensemble degenere de Т, се qui prouve 
l'anormalite de Z. D'alleurs, va 1е corollaire 1, оп prouve эans peine que tout tableau 
ramifie extrait de Z est 5 No. ' 



180 А. Тћеогу оС Partially Ordered Sets 

се qui, avec lа relation 

j(a~,,) < т" < j(b(a~,,)) 

entrainerait f (Ь( a~, )) < r 11, contrairement а се чие 

j(a~) < т" < j(b(a~)), (~< Т) 

tout point a~, (~ < Т), appartenant а l'ensemble Ti'. 
Il у а lieu d'observer чие les raisonnements dans les N°s . 3.11-3.13 

subsistent, sans у rien changer, en supposant чие f soit presque croissante. 

3.14 Or, puisque, раг hipothese il existe dans Т une fonction reelle 
croissante, оп aura, d'apres lе lemme 1, "{Т ~ П et, раг consequent, d'apres 
(16), "(Т = П, et, d'apres (24), Т = п. Puisque, d'apres (16), рТ = N1 , lа 
normalite de Т resulte de се чие les points b(a~), (~ < Щ, appartiennent а 
Т et sont deux а deux incomparables. C.q.f.d. 

3.15. COROLLAIRE 1. Tout tableau ramifie поп denombrable dans 
lequel existe иnе fonction reelle uniforтe croissante а la тете puissance que 
l'un de ses sous-ensemble compose de points deux d deux incomparables29 • 

En e:ffet, Т remplissant les conditions du corollaire, Т est, d'apres 
lе theoreme 2, normal; soit alors F l'un de ses sous-ensembles dеgеш~гes 
de puissance рТ. Puisque, pour tout а Е Р, l'ensemble [a]F est ordonne 
et donc bien ordonne, оп аига p[a]F ~ No (cf. lетте 1). Des 10rs, les 
relations рР = рТ > No, F = Ea[a]F, (а Е RoF), entrainent рRoР = рР. 
L'ensemble RoF etant disjonctif, lе corollaire est demontre. 

3.2. Fonctions presque croissantes 

Est il Iegitime de remplacer, dans l'enonce du tMoreme 1, lе mot 
"croissante" раг lе mot "presque croissante"? Le ргоЫете reste ouvert et 
est equiva1ent а сеlиј de savoir si tout tableau ramifie est normal30 • 

Toutefois nous allons indiquer deux сав importants dans chacun 
desquels lа substitution рагеillе est legitime (cf. љ. 3, љ. 4 et Theor. fond.).~ 

3.21. ТнЕов.ЕМЕ 3. Est norтal tout tableau ramifie Т dans lequel 
existe иnе fonction reelle uniforтe presque croissante, poитvи que le rang 
"{Т de Т nе soit иn ordinal initial singulier31 . 

290f. Јос. cit.1, th. 1. 
30Quant а. hypothese que tout tableau гатјЉ! 50it normal, voir ТЬеве, рр. 130--133 

et O.R. Acad. Sci. Paris 202 (1936), р. 185. 
31 Un ordinal а est initial вј рош tout { < а оп а ~ < ра, et singulier s'il у а un 

ordinal <: < а et une suite de type <: d'ordinaux croissants < а et --+1 а. Si а n'est рав 
singuJier, јЈ est dit reguJier (cf. 18 ). 
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La demonstration du theoreme est contenue dans les N°s. 3.11-3.13, 
puisque dans les hypotheses du theoreme 3, le nombre Т de (24) coincide 
avec le nombre 'УТ (cf. la fin du 3.13). 

3.22. THEOREME 4. Un tablea'U raтifie Т dans lequel existe иnе 
fonction relle presq'Ue croissante est norтal, poитvи q'Ue 

(29) 'У[а]т = 'УТ, (а Е Т) (cf. (2), (8)). 

Pour demontrer le th. 4, il suffit, d'apres le th. 3, de le faire dans le саз 
оп "(т est initial singulier32• Еп reprenant alors des notations precedentes 
(cf. (24)-(28)), la condition (29) entraine, pour tout ~ < Т (cf. (24)), 
l'existence d'un point c~ posterieur а Ь(a~) (cf. (25), (28)) tel que l'ensemble 
B~ des eIements de Т entre Ь(a~) et C~ soit du type d'ordre 11~ (cf. (26)). De 
plus, pour tout е < с < Т, tout element de B~, est incomparable а tout 
element de B~" de maniere que, chacun des B~ etant ordonne, l'ensemble 
L:{ B~, (~ < Т), est degenere. Puisque, manifestement 11~ - 'УТ ауес ~ - Т, 
оп еп deduit que рВ{ - рТ ауес ~ - Тј des lors la normalite de Т est 
prouvee. 

3.3. Generalisations Theoreme fondamental. 

3.31. Symbole i(E, Л. Е etant un еnsетЫе partiellement ordonne et 
f une transformation uniforme поп decroissante de Е, soit 

(30) i(Е,Л = SuptF, (Sup == bornesup, tF == type d'ordre de F), 
F 

F parcourant tous les sous-ensembles Ыеп ordonnes de Е sur chacun 
desquels la transformation f est constante. 

Il s'ensuit que l'egalite i(E, Л = 1 caracterise des f croissantes. 

ТНЕОRБМЕ 5. To'Ut tablea'U raтifie Т dans lequel existe иnе fonction 
reelle 'Uniforтe поп decroissante f verifiant i(T, Л < 'УТ est norтal. 

D'apres се que nous avons dit au 3.11, pour demontrer le th. 5, il suffit 
de le prouver pour des Т verifiant (16) et (17). Or, dans се саз, еП posant 
{3 = i(T, Л + 1, оп aura, 'УТ etant initial et ;::: !1, 

(~ < "(Т). 

З2uп ordinal а est initial si рош tout ~ < а оп а ~ < ра, et singulier s'il у а un 
ordinal ( < Q! et une suite de type ( d'ordinaux croissants < Q! et -» а. Si Q! n'est рав 
singulier, il est dit regulier (сС. 18). 
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Des lors en posant 

оп аurа 
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То = LRгцТ, 
~ 

(~< -уТ) 

РТо = рТ, То:5 Т, -УТо = -уТо 
Or, i(To, f) = 1 се qui veut dire que f est croissante dans То, d'ou la 
normalite de ТО (tho 2) et а fortiori сеllе de То 

3032 х etant un nombre reel quelconque, designons раг 

(о,х), (о,х] 

l' ensemble de tous les nombres reels у verifiant respectivement 

у < х, У:5 Хо 

En designant ра! 

(31) М l'ensemble ordonne ра! la relation de l'inclusion С (egalite ех­
clue) des ensembles (о, х), (о, х], х parcourant tous les nombres reels, оп peut 
prouver33 que tout ensemble ordonne separable34 est semblable а un sous­
ensemble de l'ensemble ordonne М et que, а son tour, celui-ci est separableo 
Cela pose, prouvons le 

THEOREME 6 о Est norтal tov.t tableav. ramifie Т admettant unе 
transforтation croissante, soit ј, еn v.n ensemble ordonne separable (сјо tho 
2)0 

L'ensemble ordoune ј(Т), (cfo (3», etant separable, il у а, сошше 
nous venons de dire, une transformation ра! simШtudе, soit у, de ј(Т) en 
Мј alors у(Ј(а», (а Е Т), est une transformation croissante de Т en Мо 

Ceci etant, soit То l'ensemble des points а Е Т tels que l'eIement 
у(Ј(а» de М soit de la forme (О,Х)ј en posant, dans се сав h(a) = х, h sera 
unе fonction reelle croissaute dans ТО; d'ou la normalite de То, et donc aussi 
сеllе de Т, роигуи que рТо = рТ о 

Si рТо < рТ, оп аurа РТ1 = рТ, en posant Т1 = Т - То35, et la 
normalite de Т1 entrainera сеНе de То Or, роur tout а Е Т1 , l'eIement 

33Voir топ article: Sur les relations d'ordre, Bullo Into Acado Yougoslave Scio 
Beaux-Arts Clo Matho 32 (1939), 66-76 

34Un еnseтblе ordonne Е est separable зЋ contient un еnsешblе au plus denom­
brable F tel que tout intervalle поп vide de Е contienne un point de Ро 

35 Bien entendu, nous supposons que рТ;::: Noo 
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g(f(a» de N est de la {огте (·,х]; en posant ј(а) = х, ј sera une fonction 
reelle croissante dans T1 ; d'ou, d'apres le th. 2, la normalite de T1 et а. 

fortiori сеНе de Т. 

З.4З. De тете que nous venons d'etablir le th. 6 en generalisant le 
th. 2 dans le sens qu'on considere, аи lieu des fonctions reelles croissantes, 
des transformations des tableaux ramifies en un ensemble ordonne separable 
quelconque, de тете оп etablit sans peine des generalisations analogues des 
theoremes З, 4, 5. C'est ainsi qu'on а le 

ТНЕОRБМЕ FONDAMENTAL. Est norтal tout tableau raтifie Т trans­
/orтaЫe рат иnе trans/orтation univoque presque croissante, Ј, еn иn еn­
seтble ordonne separable, pourvu que soit verifiee 1 'иnе des conditions que 
voici: 

Ј 'У[а]т =,т, (а Е Т) (с/. (2), (8), th. 4); 

п 'УТ n'est pas initials et singulier (с/. (8), th. 3 et note); 

ЈП i(T, f) <,т (с/. (8), (30), th. 5). 

4. Applications 

4.1. Тableaux ramifies d'ensembles fermes et d'ensembles 
ouverts. 

Nous avons remarque (cf. 1.З2) que, d'apres М. Lindenbaum, il existe 
une fonction гееllе uniforme croissante dans la {атШе des ensembles ои­
verts (fermes) extraits d'un espace (V) parfaitement separable et ordonne 
partiellement раг С; cela combine avec le th. 2, entraine le 

THEOREME 7. Tout taыauu raтifie decroissant (croissant) d'enseтb­
les /erтes ои d'enseтыss ouverts extraits d'un espace (V) par/aiteтent se­
paTaыe аи sens de М. Frechet est norтal 

En designant раг U la {ашiНе des ensembles ouverts et des ensembles 
fermes extraits d'un espace (V) parfaitement верагаЫе, ordonne раг la rela­
tion С, оп deduit du theoreme de М. Lindenbaum qu'il existe une fonction 
гееНе uniforme f поп decroissante dans U telle que 

i(U, f) ~ 2,36 (cf. (ЗО»; 

d'autre part, tout tableau ramifie d'ensembles ouverts extrait de U etant, 
сотте оп le prouve sans peine, аи plus denombrable, оп en deduit, vu le 
corallaire 1 et le theoreme 5, le 

36Dans Је сав general, ј(и, f) = 2. 
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ТИЕОRЕМЕ 7 BIS. Tout tableau raтifie decroissant (croissant) поп 
denombrable coтpose d'enseтbles jerтes et d'enseтbles ouverts extraits 
d 'un espace (V) parjaiteтent separable а тете puissance que l 'unе ае ses 
sous-jaтilles coтposees d'enseтbles fermes deux а deux disjoints. 

4.2. ТаЫеаux raтifies d'enseтbles lineares тesurables. Dans le NO 
precedent nous avons prouve la normalite de tout tableau ramifie decroissant 
compose d'ensembles lineaires, fermes ои ouverts. Оп peut alors se proposer 
de montrer la proposition analogue pour des classes plus vastes d'ensembles 
lineaires telles que celles composees d'ensembles analytiques, projectifs, etc. 

4.21. Sans etre actuellement а тете d'epuiser le sujet, prouvons le 

ТИЕОRЕМЕ 8. Tout tableau raтifie decroissant, Т, d'enseтbles 
lineaires тesurables ае тesure positive finie est norтal. 

Сотте nous avons deja remarque а plusieurs reprises, pour prouver 
la normalite de Т, nous pouvons nous restreindre аи сав ои 

рТ = ЈУУТ > No (cf. 3.11). 

En le faisant, nous pouvons supposer que tout sous-ensemble ordonne 
de Т soit d'une puissance < ЈУУТј en effet, si Т ne jouissait рав de cette 
propriete, la normalite de Т en resulterait tout de suite. 

La тете hypothese entraine que 'УТ est un ordinal initial et que, quel 
que soit le point eventuel а de Т verifiant 'У[а]т = 'УТ, le sous-ensembles 
[а]т n'est рав ordonne. 

Ceci etant, en designant ра! ТО l'ensemble des а Е Т verifiant 'У [а] т < 
'УТ, nous pouvons supposer que рТо < рТ, l'egalite рТо = рТ entrainant 
facilement la normalite de ТО et а fortiori сеНе de Т. 

Or, dans ces conditions, en posant T1 = Т - То, оп а 

(32) 

de тете, оп en deduit que pour aucun point а Е Т, le sous-ensemble [a]T1 

n'est ordonne. 

Bref, quel que soit l' eleтent а de T1 , il у а аеuх eleтents incoтparables 
al, а2 ае (а, ·)T1 ; de plus, [а relation (32) est verifiee. 

Or, а est un ensemble mesurable de mesure positive finie: 

0< mes а < оо, 0< mesai < ОО, (i=1,2). 
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аl, а2 etant deux sous-ensembles disjoints de а, оп а mes а ~ mes аl +mes а2, 
et еп particulier mesa > mesal. Autrement dit, quel que soit l'eleтent а 
de Т1 , il У а иn eteтent аl tel que аl Е (а, ·)т, et 0< mesal < mesa, се 
qui veut dire que la jonction тееllе unijorтe 

ј(а) == -mesa, (а Е Т1 ) 

est presque croissante dans le tableau raтijie Тl. Celui-ci-verifiant (32), 
le tMoreme 4 entraine la normaliM de Т1 et а fortiori сеНе de Т puisque 
РТ1 = рТ, Т1 ~ Т. 

4.22. Etant donne que toute famille d'ensembles lineaires deux а deux 
disjoints et dont chacun est mesurable de тesure positive, jinie ои поп, est 
au plus denombrable, le tMoreme 8 entraine le 

THEOREME 9. Tout tableau raтijie decroissant (croissant) d'enseтb­
les lineaires тesurables de mesure positive jinie tel que chacun des sous­
ensembles ordonnes du tableau ramijie soit аи plus denombrable, est, lui­
mеmе, аи plus denombrable. 

4.3. Familles d'ensembles bien ordonnes lineaires. 

Е etant un ensemble ordonne поп vide, soit 

(33) О'(Е) ou О'Е 

la famille de tous les sous-ensembles Ыеn ordonnes поп vides extraits de Е, 
ordonnee partiellement рат la relation р que А, В etant deux eIements de 
О' Е, la relation АрВ equivant а се que А soit un segment initial de l'ensemble 
Ыеп ordonne В tel que А "# В (cf. la definition de О'(Щ, 2.43). 

Оп prouve sans peine que О' Е est un tableau ramifie рм rapport а р. 

Le probleme de savoir si pour un ensemble ordonne que1conque Е, 
tout sous-ensemble du tableau ramifie О'Е est normal est Ыеп difficile, etant 
equivalent а celui de savoir si tout tableau ramifie est normal. 

4.31. Cas оu Е co'incide avec l'ensemble ordonne (0,1) des 
nombres reels х verifiant О ~ х ~ 1. Еп posant, dans се cas, pour tout 
а Е О'Е, 

ј(а) = Supx, (х Е а), 
ж 

ј est, dans О'Е, une fonction reel1e uniforme поп decroissante telle qu'elle 
пе se reduise а un point dans aucun sous-ensemble ordonne de О' Е ayant 
plus de deux pointsj рм consequent 

i(aE,f) ~2 (cf. (30)). 
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Alors, d'apres le theoreme 5, tout воив-еnветЫе de аЕ est normal. 

L'ensemble ordonne des nombres reels etant ветЫаЫе а. l'intervalle 
(0,1) des nombres reels, nоив concluons de се que nous venous de dire que, 
Е designant maintenant l'ensemble ordonne des nombres reels, tout sous­
ensemble du tableau ramifie аЕ est normal. 

D'une maniere explicite, cela nоив donne le 

ТИЕОRЕМЕ 10. Quelle que soit la јатШе поп denoтbrable d'en­
seтbles Ьјеn ordonnes lineaires, elle а тете puissance que l'une de ses 
sous-jaтilles, ф, telle qu'aucun €l€тent de Ф nе soit un segтent initial d'un 
autre eleтent de Ф (cf. Corollaire 1). 

COROLLAIRE 2. Chaque јатШе поп denoтbrable d'enseтbles Ьј-

еn ordonnes поп vides de noтbres rationnels contient unе јатШе поп 
denoтbrable nе contenant аuсun couple d'€leтents dont l'un serait un seg­
тent initial de l'autre. 

4.32. Cas d'un Е separable. Soit Е иn еnветЫе ordonne separable поп 
vide quelconque; еn designant par lE l'ensemble ordonne qu'on obtient de Е 
еn у comblant chaque lacune par un point, il est manifeste que аЕ :5 a(lE). 

Еn designant alors, pour tout е Е a(lE), par ј(е), le dernier point de 
l'ensemble Ыеn ordonne е в'Н у еn а un, et, si celui-ci n'existe рав, le premier 
point de l'ensemble des points succedant а. е dans lE, il est clair que ј est 
иnе transformation поп decroissante de a(lE) et de аЕ еn lE, acceptant аи 
moins deux valeurs sur сћасиn des ensembles ordonnes de a(lE) ои de а Е 
сотрове de plus de deux points, се qui, d'apres le tMoreme fondamental, 
сав ЈП, (cf. 3.43) entra.lne la normalite de аЕ. Nous avons ainsi le 

ТИЕОRЕМЕ 11. Е etant tш enseтble ordonne separable quelconque, 
tout sous-enseтble du tableau raтifie аЕ est norтal (сј. (33)). 

Le theoreme precedent et le tMoreme fondamental du N° 3.43 mettent 
еn evidence l'importance de la notion de separabilite, due а. М. Frechet, d'un 
еnветЫе ordonne. 



А PROPOS D'UNE GENERALISATION DE 
LA NOTION D'ENSEMBLES BIEN ORDONNES 

Т, Р etant respectivement un ensemble et une propriete d'ensemble, 
il arrive frequemment qu'on а а etudier la {атiПе U рТ de tous les sous­
ensembles de Т verifiant la propriete Р et que, en particulier, il importe de 
conna.1tre la puissance de la {атiПе ИрТ. Dans le dernier сав ои l'on а а 
determiner la puissance de ИрТ, le ptocede diagonal de Cantor (fournissant 
l'inegalite fondamentale de Cantor: 2т > т, quel que soit le nombre cardi­
nal т) ne nous donnera, dans le сав general, aucun renseignement la-dessus. 
C'est que le procede de Cantor construit un ensemble point par point, et 
dans des сав concrets, il est extremement difficile sinon impossible de verifier 
si l'ensemble ainsi construit verifie оu поп la propriete рl. 

Dans cet ordre d'idees nous allons traiter deux problemes dont l'un 
se rattache tres etroitement аu probleme de Souslin et а l'hypothese du 
continu. L'ensemble Т de tout а l'ћеurе appartiendra, par la suite, а une 
classe d'ensembles partiellement ordonnes generalisant d'une maniere aussi 
simple et naturelle que possible la classe d'ensembles bien ordonnes: il s'agit 
de la notion de suites ramifiees que nous allons definir. 

1. La notion de suites ramifiees 

1.1. Rappelons qu'un ensemble Т partiellement ordonne (par rapport 
а une relation d'ordre quelconque <) est dit un tableau raтijie2 (par rapport 
а la relation <) si а etant un point quelconque de Т, l'ensemble 

(1) (.,а)т 

BIВLIOGRAPHICAL NOTE. Acta Math. 75 (1942), 139-150. 
1 Le proclble diagonal а ete риЬЫ ры Cantor еп 1890-91 dans ЈаМ. Ber. d. D. 

Math. Yer., Bd 1., рр. 75-78; ашsј Gesamm. Abh. рр. 278-281. 
2Yoir G. Кшера, Ensembles ordonnes et ramijies (These, Paris, 1935), aussi Риbl. 

Math. Univ. Belgrade 4 (1935), рр. 106, 124 et 134. 
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des points de Т prtkcblent le point а est bien ordonne (par rapport а <). Si 
l'on designe par 'Уа le type d'ordre de l'ensemble bien ordonne (., а)т et par 

(2) 'УТ 

le type d'ordre de l'ensemble bien ordonne des nombres ordinaux 'Уа, (а Е Т), 
il est manifeste que, pour tout nombre ordinal а < 'УТ, l'ensemble 

(3) RO/.T 

des points а Е Т verifiant 'Уа = а contient au moins un point sans соntешr 
aucun couple de points distincts comparables. Manifestement 

(4) Т = :L RO/.T, (а < 'УТ). 
О/. 

1.2. Le nombre ordinal 'УТ s'appelle le rang du tableau Т. Si а < 
{Ј < ,т, les ensembles RO/.T, R{3T sont sans point commun. Il est alors 
commode de dire d'un point а Е Т qu'il est de premiere ou de seconde 
espece relativement а Т si l'ordinal а verifiant а Е Ro.T est de premiere 
ou de seconde espece. En particulier, tout point de RoT sera de premiere 
espece. 

Pour un а Е Т nous designerons par 

(5) [а] т 

l'ensemble de tous les points de Т dont chacun est comparable а а et par 

(5') lalT 
/ 

l'ensemble de tous les х Е Т tels que (., х)т = (., а)т (cf. (1)). Tout sous­
ensemble N de Т tel qu'il у ait un а Е Т verifiant lalT = N sera арреМ un 
nоеuа ае Т, de premiere ou de seconde espece, suivant que l'est le point а. 
Par exemple, RoT est un noeud de premiere espece. 

1.3. Une suite ramifiee sera, par definition, tout tableau ramifie Т 
verifiant 

'У[а]т = 'УТ, (а Е Т). 

C'est-a-dire Т est une suite ramifiee si, quels que soient а Е Т et аа < 'УТ, 
l'ensemble Ro.T contient un point comparable а а. 

Par exemple tout ensemble bien ordonne (vide ou поп) est une suite 
ramifiee de rang egal au type d'ordre de l'ensemble. 



А propos d'une generalisation de la notion ... 189 

Voici un autre exemple: la {атillе des complexes finis (ао, ... ,ak) 
оп ak < ЏЈ, k < ЏЈ, est une suite ramifiee, en considerant qu'un complexe 
(ао, .. . ak) precede (Ьо , . .. bn ) si k < п et ао = Ьо ,··· ,ak = bk. 

2. Conditions 1, 11, 111. Dans се qui suit nous ne considererons 
que des suites ramifiees Т verifiant les conditions I, II, ЈП que voici: 

I. Quel que soit le point а Е Т, оп а plalT = No ои 1,3 suivant que а 
est un point de premiere ои de seconde espece (cf. le по 1.2). 

(6) 

П. ,Т = 11 et donc, Т etant une suite ramifiee, ,[а]т = VJl (cf. (5)); 

IП. pRaT = No, (а < 11) (cf. 3 , (3)). 

Les conditions I, П, IП entrainent la relation 

рТ = N1 • 

3. Suites (s). Le probleme bien connu de Souslin4 est etroitement не 
avec des suites ramifies verifiant, en sus des conditions I, П, ПI, la condition 
N que voici: 

IV. Tout boub-еnветЫе bien ordonne de Т est аu plus denoтbrable. 
Une suite ramifiee verifiant, I, П, IП, N sera appelee une suite (В) designee, 
en general, рм В. 

ОП sait que le probleme de Souslin est equivalent а la proposition que 
n'importe quel1e suite (В) contient un ensemble infinie поп denombrable de 
points deux а deux incomparables5• 

En qualifiant de diBjonctif tout ensemble compose de points deux а 
deux incomparables, le reponse afIirmative au probleme de Souslin entra:ine 
que la {ашillе UDB de tous les ensembles disjonctifs extraits d'une suite (В) 
que1conque est de la puissance 2N1 et donc superieure а la puissance de la 
suite (8) еl1е-шеше; c'est que la suite (8) contient un ensemble disjonctif 
поп denombrable. 

Si l'on suppose vraie l'hypothese du continue 2No = N1, оп peut prou­
ver la reciproque: si pour chaque suite (В), soit В, la puissance de la {ашillе 
И D8 des sous-ensembles disjonctifs de В est superieure а N1 = рВ, la пзроnsе 
au probleme de Souslin est affirmative. 

3Сотте d'habitude, рХ designe la puissance de Х. 
4Celui-ci demande si un ensemble ordonne continu jouissant de la denombrabilite 

de chacune des familles infinies de ses intervalles est шkеssairеmеnt identique, аи point 
de vue d'ordre, а un ensemble lineaire. 

5Cf.loc. cit. 1 р. 139: р. 106 (passage Ь), р.124 (dernier passage) et р.132 ћ +== Ps. 
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Рош s'en aussurer, il suffit, d'apres l'equivalence de tout а l'heure de 
prouver que 8 contient un sous-ensemble disjonctif de puissance N1 . Or, 
si tout sous-ensemble disjonctif de 8 etait ::; No, la famille UD 8 aurait la 
puissance (PB)No = N~O, et donc la puissance 2No ·No = 2No = N1 = р8 (c'est 
que раг hypothese 2No = N1); bref, оп aurait pUD8 = р8, contrairement а. 
la supposition. 

Bref, en designant pour une suite (8), soit 8, раг UD8 la famille des 
sous-ensembles disjonctif de 8 et en posant6 

(7) 2N1 = borne infpU D8, 
8 

8 parcourant toutes les suites (8) deux а deux distinctes аи point de vue 
d'ordre7 , nous avons le 

ТнЕов.ЕМЕ 1. Bi 2No = N1 , l'inegalite 2N1 > N1 e8t equivalente а Ја 
repon8e affirтative аи probleme de So'Uslin.8 

Il est probable que 2N1 > N1 (се serait l'analogue de l'inegalite de 
Cantor 2N1 > N1) mais је впiв incapable de le prouver; une raison en est que 
le procede de Cantor n'est рав, вanв plus, applicable а la determination de 
la puissance de la fami11e U DS (cf. (7)). 

En consequence, si 2Nl = N1 , аи moins l'un deux сав аша lieu: 

L'hypothese du continu de Cantor est fausse c'est-a-dire 2No > N1; 

La reponse аи probleme de Souslin est negative. 

4. Suites (S). Voici une condition diametralement орровее а la 
condition IV: 

V. Pour tout а Е Т, l'еnаетЫе [а]т (cf. (5)) contient иn еnаетЫе 
отоnnе infini non-denombrable. 

Une suite ramifiee verifiant 1, II, III, V, sera appelee une suite (В) et 
designee, en general, раг la lettre В. 

6D'une maniere generale, en disant d'un tableau ramifie t qu'il est degenere ај 
рош tout а Е t l'еnsетЫе [а]т est ordonne, et en d€signant, рош un tableau Т, par 
UDT lа famille des tableaux degeneres extraits de Т, en posant, pour un ordinal а, 
2N" = borneinfT pUDT, Т parcourant Ја cla.Sse des tableaux ramifi€s de puissance ~ N", 
оп аша N" ~ 2N", ~ 2N"" mais nous ne savons рав ај necessairement N" < 2N., et 
2N" = 2N",. Si N" est sотmе de No nombre cardinaux < N", оп аша 2N", = 2N" (et 
donc 2N", > N,,). Par ехеmрlе 2N", = 2N",. 

7 ОП peut prouver que dans lа definition du nombre 2N1 il suffit de supposer s ~ С 
(cf. lе по 6, 2 ci-apres). 

8Yoir р. 141, note 2. 
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Dans le сав d'un еnsетЫе S, le probleme du по 3 n'est plus interessant, 
chaque S contenant un ensemble disjonctif non-denombrable. 9 

En revanche, nous ne savons рав evaluer la puissance de la famille 
UMS de tous les еnsетblев ordonnes maximaux10 de puissance N1 extraits 
de S. Toutefois nous а1l0nS demontrer que pUMS;?: pS (= N1). 

Supposons, ры impossible, que la famille UDS soit denombrable; оп 
pourrait alors enumerer la famille des couples d'elements distincts de UMS: 

Or, chaque element х de Им S etant un sous-ensemble bien ordonne 

ХО < Xl < ... < Ха < . . . (Ха Е RaS, а < п), 

оп en deduit que pour tout п < (z), il existe un indice bien determine аn < П 
tel que a~ = b~, pour ~ < аn , et a~n t= b~n оп a~ et b~ designe respective­
ment les points Аn RaS, ВN RaS. 

En posant а = bornesupan , (п < (z)), оп aura а < n. Soit alors а 
un point quelconque de RaS; en designant ры a1 , а2 deux points distincts 
de Ra+lS succedant au point а (cf. la condition I), et ры A 1 , А2 deux 
еnsетЫев ordonnes maximaux de puissance N1 extraits de [a1]s, [a2]s re­
spectivement, il est clair que le couple A 1 , А2 d'eIements de UMS ne peut 
рав faire partie de la suite precedente des (Аn,Вn ), (п < (z)), l'indice lui 
correspondant etant а + 1 et donc > а, се qui est en contradiction ауес la 
definition du nombre а. 

5. Suites (С). Les deux categories de suites ramifies que nous 
venons de considerer jouissent de la propriete suivante: а etant un ordinal 
quelconque de seconde espece et < п, la famille des ensembles ordonnes тах­
imaux de type а extraits de la suite est de la puissance 2No • Et voici main­
tenant une condition tout differente entrainant une sorte de non-lacunarite 
(au point de vue du denombrable) ·de chaque suite ramifiee qui la verifie: 

VI. Tov.t sov.s-enseтble ordonne тaxiтal est d'v.ne pv.issance ;?: N1 . 

Une suite ramifiee sera dite une suite (О) et designee en general ры О si 
еllе verifie les conditions I, II et VI. 

9En effet, soit ао, ... , a~, ... (~ < П) un sous-ensemble ordonne de S tel que 
a~ Е R~S, (~ < П); soit, pour tout Q < П, a~ un point que1conque distinct de а",н et 
appartenant а. R"'+lS; a10rs l'ensemble des a~, (~ < Щ, est disjonctif et de puissance ~l. 
Des lors, pUvS = 2N1 • 

lOUn sous-ensemble ordonne Е de Т est maximal, si, quel q~e soit l'еnsemblе 
ordonne Х, les relations Е ~ Х ~ Т entrainent Е = Х. 
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ТНЕОКЕМЕ 211: Pour que 2~O = N1, il faut et il suffit que, С etant 
unе suite ramifiee verifiant 1, II et VI, il existe unе suite de points а", Е ЯаС, 
(а < П) telle que С = L",[a",]c, (а < о) (cf. 5). Tout d'abord, оп voit 
sans peine que pR",C = 2~O pour tout w :::; а < П. Des lors рС = 2~O et 
donc, en supposant 2~O = N1 , les points de С peuvent etres rangees dans 
une suite transfinie, soit 

En designant, pour un а < П quelconque, par а", un point de R",C 
comparable а Ь"" оп aura С = L",[a",]c, (а < 0). 

Prouvons que la condition du tMoreme 2 est encore suffisante. Соm­
mещоns par le lemme que voici: 

Quelle que soit la suite de points аn Е RnC, (п < w), l'ensemble 

D(ao, al"" ,аn , ... ) == RwC - 2)аn]с 
п 

а la puissance du continu. 

Pour prouver le lemme, designons, pour abreger, par Rn l'ensemble 
RnC diminue du point аn , quel que soit п < w; soient аО, а1 deux points 
distincts de Ro; i o designant о ои 1, soient ајоО , aio1 deux points distincts de 
R1 succedant а ајо , d'une maniere generale, п < w etant donne, supposons 
qu'on ait construit 2nН points distincts ајо ... јn Е Rn, (io, i 1 ,· .• i n = О 
ои 1); alors ајојl ... јnО, aioil ... inl designeront deux points distincts de Rn+l 
succedant аи point aio ... in • Ceci etant, 

(8) 

etant ипе suite quelconque de nombres О ои 1, soit 

(9) 

le point bien determine de RwC succedant а chacun des points ајо , ајој1 , ••• 
L'existence du point (9) resultant de la condition VI, Н est manifeste que 
le point (9) est incomparable а сћасип des аn , (п < w) est qu'H appartient, 
par consequent, а l'епвеmЫе D(ao, ... ,аn , ... ). Or, а deux suites distinctes 
(8) corresspondent deux points distincts (9), се qui veut dire que l'епвеmЫе 
D(ao, . .. ,аn , ... ) а Ыеп la puissance 2~O. 

11 Voir loc. cit. 1 р. 139: р. 134 th. 5. 
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Cela pose, provons que la relation 0= l:a[aa]c, (аа Е RaO, а < П) 
entraine 2No ~ ~1 et donc 2No = ~1. Pour cela, il suffira de prouver que la 
puissance de l'ensemble D(a1, а2, . .. ,ап , ... ), (п < w) est ~ ~1. 

Tout d'abord 

D(ao, а1,· .. ,ап , ... ) ~ L:[aa]c, (аа Е RaO, w ~ а < N), 
а 

tout point de D etant incomparable а. tout point ап , (п < w). Designons 
pour un х Е D (ао, ... ,ап , ... ) par а(х) le premier nombre ordinal tel 
que les points х, аа(,Ф soient comparables; manifestement, О etant un 
tableau ramifie, а deux х distincts et donc incomparables correspondront 
deux а(х) distincts. Bref, la correspondance х ~ а(х), (х Е D) serait 
une correspondance biunivoque entre l'ensemble D de puissance 2No et un 
ensemble de nombre 'ordinaux < П, се qui voudrait dire precisement que 
2No ~ ~1. 

Ainsi le theoreme 2 est complement demontre. 

6. Existence des suites (s), (S) et (С) 

6.1. Quant а l'existence d'une suite (8) - еllе fut prouvee pour la 
premiere fois par М. Aronszajn - voir тоn article Enseтbles lineaires et 
unе classe de tableaux raтifies (tableaux raтifies de М. Aronszajn 12 ). 

6.2. Pour demontrer l'existence d'une suite (О), il suffit de соn­
siderer l'ensemble О des complexes (ао, а1, ... ,а{, ... ){<"" (а{ < w, О < 
а < П) ordonne partiellement par la relation < ои (ао, ... ,а{, ... ){<а < 
(Ьо , Ь1 , .•• ,Ь{){<р veut dire que а < {з < П et а{ = Ь{, (, < а). 

LEMME 1. Deux suites (О) quelconques sont seтblables. Pour etablir 
une simi1itude, <р, entre deux suites (О), 01, 02, enumerons, pour сот­
mencer, chaque noeud de premiere espece de chacun des ensembles 01 et 
02 (cf. ПО 1, 2). Faisons se correspondre les points du noeud R00 1 et ceux 
du noeud R0 0 2 de maniere que se correspondent les points portant, dans 
l'enumeration dont nous venons de parler, un тете indice. Soit О < а < П 
et supposons qu'on ait etabli une simi1itude entre les ensembles l:{ R{01 et 
l:{ R{02, (, < а); prolongeons-la dans les ensembles l:{ R{01, l:{ R{02, 
(, ~ а). 

Soit а Е Ra 0 1; determinons <р(а) Е Ra 0 2 . Si а est de seconde espece, 
<р(а) sera le point de Ra 0 2 succedant а chacun des points <р(х) , х par­
courant tous les predecesseurs de а. Si а est de premiere espece, soient а' le 

12publ. Math. Univ. Belgrade, VI, 1937, рр. 124-160. 
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predEkesseur immediat de а et А le noeud de С2 succedant immediatement 
аи point <р(а') Е С2 . Alors, <р(а) sera le point du noeud А ayant тете 
indice que le point а dans les enumerations precedentes des noeuds lalc

l 
et 

А. 

Ainsi, par l'induction transfinie, а tout а Е С1 оп fait correspondre 
иn seul <р(а) Е С2, et оп voit que <р est иnе similitude entre С1 et С2 . 

Еn particulier, il n'у а, аи point de уие d'ordre, аисиnе difference 
entre иnе suite (С) quelconque et la suite С de tout а l'heure. 

6.3. L 'ensemble џ. Designons par J.L l'ensemble des complexes 

ordonne partiellement par la relation < que voici: 

veut dire que, ои Ыеn 

(еn particulier, si п = k = О, cela veut dire que ао < /30), ои Ыеn 

Оп prouve facilement par le procede de l'induction totale, que J.L est 
partiellement ordonne, се qui, аи fond, revient а la transitive de la relation 
< dans џ: le relation а < Ь < с etrainent а < с, quels que soient les points 
а, Ь, с de џ. 

LEMME 2. L'ensemble J.L est unе suite (8). 

La demonstration du lemme 2 etant facile, nous nous contentons de 
quelques observations: а == (ао, . .. ,аn ) etant иn eIement de џ, le noeud lаl џ 
est constitue des points (ао, ... ,ak), (ао, ... ,ak, О), (ао, ... ,ak, О, О), ... , 
k designant le plus grand des nombres :::; п verifiant ak i- Ој еn particulier, 
RoJ.L est contitue des points (О), (О, О), (О, О, О), ... Le noeud de J.L succEblant 
immediatement а а est compose des points 

(ао,а1"" ,аn + 1), 

(ао,а1"" ,аn +1,0), ... ,(ао,а1,'" ,аn +1,0,0, ... 0), ... 
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Que џ verifie V, cela resulte de се que les points (ао, (ђ, ... an -l, ~), 
(~ < Щ, constituent ип sous-ensemble ordonne non-denombrable maximal 
de џ contenant le point а. 

Ры ailleurs, оп verifie que tout ensemble ordonne maximal поп­
dепоmЬrаblеехtrаitdеџаlаfоrmерrесеdепtе: (ао,аl,,,' ,ak,~), (~< Щ. 
Еп consequence, la famille Им џ des sous-ensembles ordonnes mаЮmаих 
non-denombrables de џ а la puissance egale а сеНе de џ, donc ~1: рИм џ = ~1 
(cf. le probeme du по 4). 

LEMME 3. Chaque suite (8) contient un enBeтыe Beтыьlee d џ. 

Оп peut exprimer le lemme 3 еп disant que џ est la plus petite suite 
(8). Soit donc 8 ипе suite (8) queIconque. Designons ры То == {аао}ао<{} 
ип sous-ensemble ordonne maximal non-denombrable de 8; ры consequent, 
аао Е Ra0 8, (ао < f!); soit, рош tout ао < f!, Мао == {ааоаЈ, 
(аl < Щ ип ensemble ordonne maximal non-denombrable queIconque ех­
trait de 2::~ R~8 - То, (ао ~ ~ < Щ tel que аао et ааоО appartiennent аи 
теmе noeud de 8. D'une maniere generale, les ensembles 

I 

То = {аао}, Мао = {ааоа,}"" ,Маоа, ... а,,_, = {ааоа, ... а .. _,<> .. }, 
(аl,а2"" ,an < f!) 

etant definis, nous designerons ры 

ип ensemble ordonne maximal non-denombrable extrait de 

LR~8 - То - LMao - ... - L Маоа, ... а .. _р 
~ ао ао ... а,,_l 

оп ааоа, ... а,. Е R{38, sous la seule condition que les points 

appartiennent аи теmе noeud de 8. 

Ainsi, ры l'induction totale, пош construisons la famille des ensembles 
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et l'ensemble А des points 

extraits de В. Оп yoit sans peine que А est semblable а. џ, la correspondance 

etant ипе similitude entre А et џ. 

П serait extreтeтent interessant de savoir si unе proposition analogue 
аu lетте З subsiste роuт des suites (в) i с 'est-d-dire s 'il existe unе suite (в) 
тiniтale! 

LEMME 4. L'enseтble џ nе contient аuсunе suite (8). 

Supposons, ра! impossible, que џ contienne ипе suite (8), soit 8. Tout 
d'abord, 8 пе contient que ::5 No points de la forme (ао); sinon, l'ensemble 
des (ао), (ао < N), etant ordonne, l'ensemble 8 contiendrait ип ensemble 
ordonne non-denombrable, се qui est impossible, уи la condition IV. Soit 
/30 le premier ordinal tel que 

(10) 

Montrons que 8 contient ::5 No points (аоаl). (ао, аl < n). Dans le сав 
contraire, l'indice ао parcourait necessairement unе suite transfinie; c'est 
que si l'оп avait ип а < П tel que ао < а et (ао, аl) Е 8 pour ипе suite 
transfinie des аl < П, il у aurait ип /3 ::5 а tel que (/3, аl) Е 8 pour 
ипе infinite non-denombrable des аl, се qui est impossible, l'ensemble des 
(/3,аl), (аl < N), etant, pour /3 fixe, ordonne. 

Il у aurait donc ип ensemble non-denombrable Ко d'ordinaux < П 
tel que, quel que soit ао Е К, il у ait аи moins ип аl (dependant de 
ао) yerifiant (ао,аl) Е 8. Еп designant, pour ип ао Е КО, ра! <р(ао) le 
premier ordinal tel que (ао, <р(ао)) Е в, l'ensemble Ео des points (ао, <р(ао)), 
(ао Е Ко) appartiendrait a.l'ensemble I:~ Rf.S, (~ ::5 /30), l'ordinal/30 ayant 
la signification de tout а l'heure. Еп effet, soit ао Е Ко; l'ensemble des 
points de џ precedant le point (ао, <р(ао)) est de l'une des deux formes: 

soit Ю, (~< ао), soit (ао, (), «( < <р(ао)). 

Or, (~) < (ао, (), (~ < ао, ( < <р(ао)) се qui, уи qu'aucun des points 
(ао, (), «( < <р(ао)) n'appartienne а 8, entraine que l'ensemble des points 
de 8 precedant le point (ао, <р( ао)) est contenu dans l'ensemble Ыеп ordonne 
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des points (О, (~ < ао), се qui уи 1а relation (10) veut dire que 1'ensemble 
des points de 8 precedant 1~ point (ao,ip(ao)) ~t d'un type d'ordre < {1Ј, 
c'est-a-dire que 1а re1ation (ao,ip(ao)) Е ~B entraine "':::; {зо. 

Ainsi donc l'ensemble infini non-denombrable des points (ao,ip(ao)), 
(ао Е ко), fairait partie de l'ensemble I:~ R~8, (~ :::; rзo), се qui est impos­
sible, ce1ui-ci etant denombrable соmmе consequence des re1ations {зо < П 
et pR~8 = No, (~ < п) (cf. 1а condition HI). 

Bref, 1'ensemble des points de 8 de forme (ао) ои (aOal) serait 
:::; No. Soit О < п < UJ et supposons que nous ayons prouve que 
1'ensemble des points de 8 de forme (aoal'" ak), (k :::; п) est аи p1us 
denombrablej demontrons qu'il en serait encore ainsi de l'ensemble des 
points (aoal ... аnаn+l) appartenant а 8. 

Soit {ЗN 1е premier nombre ordinal te1 qu'aucun des points 

n'appartienne а 8. Сошше tout а l'heure, nous conc1uons que рош 
un point donne (aoal ... аn ) de J.t i1 у а un nombre ordinal, et soit 
ip(ao, al,.·· ,аn ) 1е p1us petit ordinal te1 que (ао, al,· .. ,ат an+l) Е 8 

entraine an+l < <р (ао , al, ... ,аn ). Il у aurait donc un ensemble non­
denombrable Кп de points (ао, al,'" ,аn ) tels que 1'ensemble Еn des 
points (aO,al, ... ,an,<p(aO,al"" ,аn )), «aO,al"" ,аn ) Е Кп) fasse 
partie de 8. Оп aboutit а 1а contradiction en demontrant сошmе ci-dessus 
que l'ensemble Еn serait contenu dans 1'ensemble denombrable I:~ R~8, 
(~:::;rзn)· 

Bref, que1 que soit l'entier п ;:::: О, il n'y aurait qu'au p1us No points 
de J.t de forme (ao,al"" ,аn ) appartenant а 8ј d'ou l'on conc1urait а 1а 
denombrabilite de 8, се qui est impossible (с!. (6)). Autrement dit, J.t ne 
contient aucune suite (8). -

LEMME 5. Л у а deиx suite8 (8) distinctes аu point de unе d'ordre. 

Soient s une suite (8) que1conque et, рош un а Е 8, 8(а) une suite 
(8) semblable а 1а suite J.t et sans point commun ауес џ, de maniere qu'a 
deux points distincts а, a 1 de 8, 1es ensembles 8(а), 8(a1 ) sont sans point 
commun. Designons par Џ(8) l'ensemble 

8 + 2::: 8(а), (а Е 8) 
а 

ordonne partiellement de maniere que, que1 que soit х Е Џ(8), l'ensemble des 
points de Џ(8) precedant 1е point х est сошрозе: des points de 8 precedant, 
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dans 8, le point х si х Е 8, et des points de 8 precedant, dans 8, le point а 
et des points de 8(а) precedant, dans 8(а), le point х, si х Е 8(а) et а Е 8ј 
bien entendu, l'ordre relatif des points dans chacun des ensembles 8 et 8(а), 
(а Е 8), reste conserve dans Џ(8), de maniere qu'on peut dire qu'on obtient 
l'ensemble Џ(8) а. partir de l'ensemble 8 en faisant suivre le point а Е 8 раг 

l'ensemble 8(а), (а Е 8). 
Оп prouve que Џ(8) est une suite (8). 

Or, les deux suites (8), џ et Џ(8) ne sont рав веmЫаЫев, la suite Џ(8) 
contenant une suite (8), soit 8, alors que la suite џ n'en contient aucune, 
соmmе le prouve le lemme 4. 

Le probeтe de savoir s 'il у а deux suites (8) distincte8 аu point de vue, 
d'ordre reste ouvert. 

Remarqueons, en terminant, que chaque suite (8) ои (8) est веmЫаЫе 
а. un sous-ensemble d'une suite (С) quelconque, се qui, vu la similitude de 
deux suites (С) quelconques, veut dire qu'on peut supposer les ensembles 
dont nous venons nous occuper аи cours de l'article appartenir а. la suite С 
que nous avons definie аи по 6.2. 



SUR LES ENSEMBLES 
ORDONNES DENOMBRABLES 

1. G. Cantor а prouve, d'une part, que l'ensemble des nombres [а­
tionnels est denombrable (v. [2, р. 297])1 et d'autre part, que l'ensemble des 
nombres ordinaux de premiere et de seconde classe n'est рм denombrable 
(v. [1, р. 332, theor. D et р. 333, theor. Р]). 

En designant (v. [1, р. 304, formule (1)]) respectivement par 

(1) 1],П 

les types d'ordre de ces deux ensembles-l3. chacun etant ordonne d'apres la 
grandeur de ses elements, et en convenant que 

(2) рХ designe la puissance de Х,2 

оп а donc 

(3) 

D'autre part, le type d'ordre de tout еnsешЫе ordonne ап plus 
denombrable est, ап plus egal 3.1];3 en particulier, Q etant un nombre ordinal 
quelconque < П, оп а 

(4) 

BIBLIOGRAPНICAL NOTE. Glasnik Mat. Fiz. Astr. (2) 3 (1948), 145-151. 
lLes crochets se rattachent а 1а Bibliographie (voir 1а fin de 1а Note). 

2Cantor designe рХ par Х ou Х, suivant que Х est un ensemble ou un type d'ordre 
(у. [2, р. 282, formu1e (3) et р. 298, formu1e (5)]). 

ЗVоir Hausdorff [3, р. 99]; aussi Cantor [2, р. 305]. 



200 А. Thory of Partially Ordered Sets 

puisque l'ensemble ordonne des nombres ordinaux < а est аи plus denom­
brable et du type d'ordre а.4 

(8) 

Soit, pour иn ensemble ordonne Е, 

ГЕ = suptF (sup = borne superieure) 
F 

F parcourant tous les sous-ensembles Ыеn ordonnes de Е. Аи lieu de 

(9) ГЕ 

оп ecrira aussi r(tE) et reciproquement. 

Ceci etant, оп а donc 

(10) р"/ = ~o, Г1] = f!. 

Le but de la Note c'est de prouver les deux propositions suivantes: 

THEOREME 1. (caracterisation des Е denombrables поп clairsemes). 
La relation 

(11) tE = 1] (voir (1) et (5)) 

est equivalente а се que 

(12) pE=~o, rE=f! (voir (2) et (8)). 

4La fa.c;on d'ecrire se rattache а сеНе que Cantor emploie рои! des ensembles Ыеп 
ordonnes (Ibidem, р. 321): еп designant рои! un ensemble ordonne Е ра! 

(5) tE 

le type d'ordre de Е, поив ecrirons, F etant ип ensemble ordonne quelconque, 

(6) tE :5 tF ои tF ~ tE, 

si Е est semblable а ип sous-ensemble de Р. La relation 

(7) tE=tF 

equivaudra а се que simultanement tE :5 tF et tF :5 tE. Si tE :5 tF sans que tF :5 tE, 
оп ecrit tE < tF (cf. Cantor loc. cit. р. 285). 

Remarquons que l'egalite tE = tF пе suffit рав рои! que Е et F soient semblables 
c'est-a-dire рои! que tE == tF. Ра! exemple 1 + 1] = 1] sans que 1 + 1] == 1]. Remarquons 
toutefois que, d'apres Вапасћ [1] si tE = tF, оп peut decomposer les ensembles Е et F 
еп deux parties disjointes respectivement semblables. 
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THEOREME 2. Pou.r иn enseтble ordonne Е la relation 

(13) ГЕ + Г(Е*) < n,5 

est equivalente апх systemes de relations 

(14) рЕ ~ No, 1] 1:. tE 

et est donc caracteristique рош des ensembles ordonnes ап plus denombrab­
les et clairsemes ап point de vue d'оrdrе.б 

Reтarqu.e 1. Dans le сбtе gauche de (13) оп ne peut omettre aucun 
termej ра! exemple, рош tout ensemble bien ordonne Е оп аша Г(Е*) ~ UJ, 

alors que рЕ peut etre un aleph quelconque. 

Ajoutons que рЕ ~ 2р(ГЕ+ГЕ·) (il у а une шеillеше evaluation de рЕ, 
шеше dans le сав de Е partiellement ordonnej cf. Кшера [4]). 

Reтarqu.e 2. Dans le tMoreme 1 оп peut remplacer Г Е ра! Г(Е*). 

2. La condition du. theoreтe 2 est necessaire. En effet, nous allons 
prouver que si Е verifie (13) alors Е est ап plus denombrable et clairseme 
ordinalement. 

Que l'ensemble Е est clairseme ordinalement c'est bien evident, puis­
que, dans le сав contraire, Е contiendrait un sous-ensemble dense, soit 
р', et des lors un sous-ensemble semblable ао l'ensemble des nombres ra­
tionne1s c'est-a-dire 1] ~ tE et ра! consequent Г1] ~ Г Е. Or, Г1] = п et ра! 
consequent П ~ Г-Е contrairement ао l'hypothese (13). 

Prouvons encore que рЕ ~ No. 

Pour le voir, definissons рош deux points а, Ь de Е la relation '" que 
voici (cf. Hausdorff [2, р. 96]): 

(15) 

(15') 

а '" ь si et seulement si 7 

р[а, Ь]Е ~ No (cf. (2)). 

5 Е* designe l'ensemble des points de Е ordonnes раг ја relation i п v е r s е а. сеНе 
ordonnant Е. Раг consequent, ГЕ* = supt(F*), F parcourant tous јев sous-ensembles, 
inversement bien огdоnш!s de Е. 

6 Е est dit clairseme аи point de уие d'ordre в'јЈ ne contient aucun sous-ensemble 
F tel que, entre tout соирје de point,s de F il у ait d'autres points de F. 

Remarquons qu'un еnsemblе lineaire peut etre compose de points isoles et pourtant, 
аи point de уие d'ordre, etre dense: tel est le сав de ј'еnsеmblе des centres des interval1es 
contigus d'un ensemble lineaire ferme nul1e-part dense. 

7[а, Ь]Е designe ј'еnsеmblе des points de Е situes entre а et Ь, сез deux points, у 
etant inclus. En particulier, {а, а]Е se compose du point а. 
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Оп verifie sans peine que '" est une relation d'equivalence ои de сlаз­
sification.8 

Si alors, pour un а Е Е, l'on designe par 

(16) С(а) 

l'ensemble de tous les Ь Е Е tels que а '" Ь, оп aura des lemmes suivants: 

LEMME 1. С(а) est unе portion ае Е c'est-d-dire un sous-enseтble 
Х ае Е tel que si а Е Х, Ь Е Х, alors aussi [а,Ь]в ~ Х. 

LEMME 2. Si а Е Е, Ь Е Е, alors оu Ыеn С(а) = С(Ь) оu Ыеn С(а), 
С(Ь) sont disjoints. 

LEMME 3. С(а) est аu plus denoтbrable. 

Le lemme etant evident si С(а) а un premier point et un dernier point, 
supposons que С(а) n'ait раз un premier point раз plus qu'un dernier point. 
Supposons, par impossible, que С(а) soit infini et non-denombrable et de 
plus que l'ensemble (а, ')А des points de А == С(а) succedant а а soit > No. 

Soit alors а == ао, al, ... , a~, ... , (~ < а) un sous-ensemble bien 
ordonne de А tel que 

(~< а), 

le signe (., х) А designant tous les points de А precedant le point х. Оп 

а necessairement, а ::; Г А ::; Г Е et donc а la suite de (13), а < П. Or, 
chacun des ensembles [ао, a~]A etant аи plus denombrable puisque ао '" a~, 
la relation evidente 

[а, ')А = L)a~, a~+l]A, (~< а) 
~ 

nous dirait, а etant аи plus denombrable, que l'ensemble (а, ')А des points 
de А succedant а а serait аи plus denombrable, contrairement а l'hypothese. 

LEMME 4. П n!y а раа ае classes С(а) consecutives c'est-d-dire il n'у 
а аuсun couple d'eleтents а, Ь de Е tels que la portion С(а) ае Е precede 
iттediateтent la portion С(Ь) ае Е. 

8Une relation binaire (! est une relation d'equivalence dans un ensemble М вј 
1) а(!а, (а Е М), 
2) аеЬ entraine Ь(!а, quels que soient а Е М, Ь Е М, 
3) аеЬ, ЬеС entrainent аес, quels que soient а Е М, Ь Е М, с ЕМ. 
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En effet, dans le сав contraire, chacune des portions С(а), С(Ь) etant, 
d'apres le lemme 3, аи plus denombrable, l'ensemble С(а) + С(Ь) le serait 
encore et а la suite de (15), а rv Ь et donc С(а) == С(Ь). 

LEMME 5. Q'Uel q'Ue soit а Е Е, оп a'Ura С(а) = Е. 

En effet, si l'on avait deux portions distinctes С(а), С(Ь), оп en aurait, 
d'apres le lemme 4, une infinite F telle que entre deux eIements quelconques 
de Р, il у en а d'autres; si alors оп choisit un point de chaque eIement de Р, 
оп obtiendrait un sous-ensemble dense, soit А, de Е, et des lors 17 ::; tA ::; tE 
donc 17 ::; tE, contrairement а la seconde relation (14). 

Ainsi donc le lemme 5 est prouve, се qui, уи le lemme 3, entraine 
рЕ::; No. 

3. La condition d'U theoreтe 2 est s'Uffisante. En effet, si les relations 
(14) n'avaient рав pour consequence la relation (13), оп aurait Г Е+Г(Е*) > 
П et des lors аи moins un des deux nombres ordinaux ГЕ, Г(Е*) serait 
= п, disons Г Е = n. Ainsi donc, оп aurait Г Е = п, рЕ = No et, d'apres le 
theoreme 1 que nous allons etablir, 17 = tE, contrairement а (14). 

4. Deтonstration d'U tMoreтe 1. Que la condition (11) entraine (12) 
c'est се que nous avons rappele dans (3). 

Il s'agit encore de prouver la recriproque c'est-a-dire que (12) entraine 
(11) се qui revient а demontrer que Е contient un sous-ensemble dense. 

Definissons dans Е, une relation binaire rv que voici: 

(17) а'" Ь signifie que а Е Е, Ь Е Е et Г[а, Ь]Е < n. 

Оп verifie que la relation '" est une relation de classification dans Е8 . 
Soit alors, pour un а Е Е, С(а) la classe de tous les х Е Е verifiant х rv а. 
Les lemmes 1, 2 et 4 subsistent encore pour la relation (17). 

LEMME 6. ГС(а) < П q'Uel q'Ue soit а Е Е (cf. [8]). 

Le lemme 6 est evident si la portion С(а) а un premier element, soit х, 
et un dernier eIement, soit у, puisque, dans се сав, d'une part, [х, У]Е - С(а) 
et d'autre part х rv у. Si С(а) ne contient рав un dernier point, soit 

une suite croissante de points de С(а) et 
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une suite monotone поп croissante de points de С(а) tels que 

п 

L'existence des suites an , bn etant evidente, nous en concluons que 

ГС(а) = supr[an , bn]E, (п < '-<Ј). 
п 

Or, an Е С(а), bn Е С(а) signifient que аn '" bn c'est-a-dire r[an , 

bn ] < N. 
L'ordinal ГС (а) etant limite d'une suite аи plus denombrable d'ordi­

naux < П, il est lui-meme < N. 

Soit С l'ensemble des classes С(а), (а Е Е), ordonne рш la convention 
que, А, В etant deux eIements de С, alors А precede В dans С si la portion 
А de Е est dans Е а gauche de la portion В de Е. 

LEMME 7. L'enseтble ordonne С а du тoins deux eleтents dis­
tincts. 

C'est que, autrement, la relation evidente Е = La С(а), (а Е Е) 
entrainerait que Е serait l'element unique de С et а се titre, d'apres le 
lemme 6, оп aurait ГЕ < П, contrairement а la condition (12). 

LEMME 8. L 'enseтble ordonne С est dense et denoтbrable. C'est 
unе consequence iттediate des leттes 4, 6 et de la denoтbrabilite de Е, 
puisque рС:::; рЕ = ~o. Рат consequent, tC = 1/. 

Or, l'ensemble ordonne С est semblable а un sous-ensemble de Е: 
pour le voir, il suffit de choisir de chaque element de С un et un seul point 
et de considerer l'ensemble de tous les points ainsi choisis. 

Finalement, des relations 1/ = tC, tC :::; tE оп en conclut 1/ :::; tE, се 
qui ауес la relation tE :::; 1/ de Cantor entraine la relation tE = 1/ еllе-шеше. 
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L'HYPOTHESE DU CONTINU ЕТ LE 
PROBLEME DE SOUSLIN 

En admettant la possibilite d'une bonne ordination du continu lineaire, 
c'est-a-dire que le nombre 2No soit un aleph, оп aura en posant 

(1) 2No = ~N(O), N(O) ~ 1, 

l'egalite hypothetique N(O) = 1 etant le contenu de l'hypothese de Cantor. 
Un bon nombre de mathematiciens se sont occupes du probleme du continu, 
c'est-a-dire de la determination du nombre N(O) et ont obtenu plusieurs 
propositions equivalentes а l'hypothese N(O) = 11~ 

Dans le present travail nous engloberons l'etude du probleme du con­
tinu dans l'etude d'une classe d'ensembles partiellement ordonnes ayant 
quelques rapports avec l'etude du probleme de Souslin. 

Bien que nous ne sachions рав etablir une relation directe entre le 
probleme du continu et le probleme de Souslin, nous indiquerons, dans се 
qui suit, tout аи moins quelques analogies dans l'etude des deux problemes 
dans les deux classes d'ensembles partiellement ordonnes, que nous al10ns 
definir et qui sont lies аих deux problemes, rеsресtivеmепt2,з. 

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. Publ. Inst. МаЉ. Belgrade 2 (1948), 26-36. 
lYoir W. Sierpinski, Hypotblse du continu, Warszawa-Lw6w, 1934. IY + 192, en 

particulier, ch. 1. Yoir aussi des notes de М. Kurt Godel dans Proc. Nat. АсМ. Sci. U.S.A., 
1938, 1939 dans lesquelles il ашаit prouve lа consistance de l'hypothese du continu аи 
sein d'une axiomatique consistante de la theorie des ensembles. 

2Rappelons que lе probleme de Souslin demande si un ensemble ordonne continu 
tel que chaque famille de ses interval1es disjoints soit :5 ~o est semblable а. un ensemble 
lineaire (v. Fund. Maht. 1, 1920 р. 223, probleme 3 et lа 2de edition, 1937, р. 248). 

ЗDапs These, р. 133, (Ensembles ordonnes et ramijies, Paris, 1935, et РиЫ. МаЉ: 
Univ. Belgrade, IY, 1935), ј'ај etabli lа proposition suivante: Si, quel que soit l'ensemble 
partiel1ement ordonne Т de puissance ~ ~l et verifiant les conditions 1, 11 ci-apres, Ја 
famille des ensembles extraits de Т et dont chacun est, soit ordonne, soit compose de 
points deux а. deux incomparables est d'une puissance > ~l, J'hypothese de Cantor en­
traine Ја reponse affirmative аи probleme de Souslin. 
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En designant, pour un ensemble partiellement ordonne Е, рш 

(2) ЬЕ, 

la borne superieure des puissances des sous-ensembles bien ordonnes crois­
sants et decroissants de Е et des sous-ensembles de Е composes de points 
deux а. deux incomparables, nous avons fait voir l'existence des liens intimes 
entre, d'une part, le probleme de Souslin et, d'autre ршt, les ensembles рш­
tiellement ordonnes Е tels que 

(3) 

verifiant les deux conditions que voici: 

I. Tout sous-ensemble ordonne de l'ensemble est bien ordonnej 

п. Quelque soit le point а de l'ensemble, le sous-ensemble des points 
de l'ensemble precedant le point а est ordonne. 

C'est que la puissance d'un ensemble quelconque est $ ~l, le probleme 
de Souslin lui-meme etant equivalent а. celui disat que lа puissance d'un Е 
quelconque verifiant (3), I, П soit $ ~94. 

Nous verrons plus loin que le probleme du continu est intimement lie 
а. l'etude des Е verifiant (3) et I (sans verifier II), l'hypothese de Cantor 
etant equivalente а. сеНе que lа puissance d'un Е quelconque verifiant (3), I 
soit $ ~l. 

Pour montrer en quoi consiste notre reduction du probleme du continu, 
avan~ons quelques definitions. 

1. Un ensemble partiellement ordonne sera dit 

{ 
partieHement bien ordonne} '·1 . ifi {lа condition I }. d 

ыl ·fi· s 1 ver е 1 d· . I II Cl- essus. un ta еаи raml е es con ltlOns , 

Dans се qui suit Еј designera un ensemble partiellement Ыеn ordonne 
quelconque. 

1.1. Nombre ,,/Е; Ensembles RaE, (о: < ,,/Е). Nous designerons 
рш 

(4) RoE 

4Уои These Јос. сit.З , рр. 106, 124, 132 (equivalence Р2 += Ps). 
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l'ensemble des premiers points de Еј manifestement, RoE est bien determine 
et оп аша RoЕ = О si Е = Ој оп voit que, Е etant partiellement bien 
ordonne, tout point de Е - RoE est precooe d'au moins un point de RoE. 

L'ensemble RoE sera appele la rangee о ои la premiere mngee ае Е. 
Рош tout ordinal а > О, nous poserons 

(5) Ra = Ro(Е - L R~E). 
~<a 

Nous designerons par 

(6) 

le premier ordinal ~ verifiant R~E = О. 

Ainsi se trouve parfaitement determinee lа s'Uite des rangees ае Е: 

(7) RoЕ, R1E,··· ,RaE, . ", (а < 'УЕ). 

1.2. Soit а < 'УЕј l'ensemble RaE ne contenant aucun couple de 
points distincts comparables, оп аша, dans le сав ou Е verifie (3), puissance 
Ra E:5 No· 

L'un des buts de cette note sera de px:ouver les propositions suivantes: 

аl. Si Е verifie II et (3), la p'Uissanee ае Е est :5 N1 , l'egalite 
event'Uelle etant eq'Uivalente а la reponse negative аи probleтe ае So'Uslin.5 

а2' Si 'УЕ ;::: П et si ehae'Un des enseтbles RaE, (а < 'УЕ) 
est fini, l'ensemble Е eontient иn so'Us-еnsеmblе Ыеn ordonne infini поп 
denoтbrable; par conseq'Uent, si ЬЕ :5 No et p'Uiss. RaE < No, (а < 'УЕ), 
оп a'Ura 'У Е < П et аоnе Е est аи pl'Us denombrable (е/. th. 1 bis ). 

аз. Si ЬЕ = No et p'Uiss. RaE = No, (а < 'УЕ), to'Ut се q'U'on pe'Ut 
dire ае 'УЕ, с 'est q'Ue 'УЕ < UJN(o)H avee NN(o) = 2No , l'hypothese 'УЕ < иЈ2 
etant eq'Uivalente а l'hypothese аи eontin'U (е/. th. 4). 

Par contre, si Е verifie II et si puiss. RaE = No, (а < иЈ,8Н) avec 
f3 > О, il у а un indice ~ < 'УЕ tel que, quels que soient а Е R"E, ~ < ТЈ < 'УЕ, 
l'ensemble des points de Е succedant а. а est ordonne et de la puissance 
N,8н·б 

L'enonce de la proposition аз subsiste теше dans le сав ou l'on sup­
pose que Е verifie quelques conditions supplementaires, сошше par exemple 

5рош demonstration, voir ThE~se, loc. cit.3, р. 105 (th. 1), рр. 106, 124, 132. 
6Cf. ТМзе, р. 78. (th. 4). 
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celle-ci: а tout point а de Е оп peut faire correspondre un nombre reel f( а) 
de telle maniere que, si а precede Ь dans Е, le nombre Ј(а) precede le nот­
bre reel Ј(Ь)7 L'importance de la condition provient de се que, dans le cas 
ои un pareil Е verifie II et (3), Е est аи plus denombrable et se comporte 
donc normalement par rapport аи probleme de Souslin (cf. prop (ђ). 

Ajoutons-y l'importante relation 

,Е::; {ЗЕ· ГЕ (cf. th. 5 ci-apres). 

Notons que quelques-uns des resultats de l'article ont paru аих С. R. Acad. 
Sci. Paris 205 (1937), 1196-1198. 

2.1. 9ue1ques proprietes des ensembles Ro.E (а < ,F) (cf.7). 

LEMME 1. Роuт tout а < {з < ,Е, les enseтbles Ro.E, R{3E sont 
disjoints. 

LEMME 2. Роuт tout а < {з < ,Е, et роuт tout Ь Е R{3E, il у а аu 
тoins un point а Е R{3E precedant lе point а; dans lе cas 0'1.1 Е verifie II, 
lе point а est unique. 

LEMME 3. Quel que soient l'indice {з < ,Е et la suite croissante de 
noтbres ordinaux <,Е 

оп аuта, еn posant 

ао < а1 < ... < a~ < ... , (~< (з) 

(~ < (з) 

(~ < (з). 

LEMME 4. Si,E = П et si роuт tout а < П il у а un point ао. de 
Ro.E et un nотЬте ordinal {ЗА tel que а < {ЗА < П et que ао. ртесЫе chacun 
des points de R{3QE, alors Е contient un enseтble bien ordonne infini поп 
denoтbrable. 

Tout d'abord, si un point de Е precede tout point de Ro.E le тете 
point precedera tout point de l'ensemble I:~ R~E, (а ::; ~ < ,Е). Soit ЬО Е 
R{3oE; supposons que О < а < П et que Ьо , Ь 1 , . •• ,b~, ... ,(а < ~) constitue 
un sous-ensemble bien ordonne de Е; alors 'г} designant un ordinal tel que 
l'ensemble R, Е soit precede de l'ensemble des Ьо , ... ,b~, ... ,(~ < а), soit 
Ьо. un point de R{3~ Е. 

7Cf. !а definition des ensembles Н аи по 2, 3 ои !'оn peut poser Ј(а) = а (а Е Н). 
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Сесј etant, Оп voit immediatement que la suite des points 

Ьо , Ь1 , ..• ,Ь",··· , (а<Щ 

constitue ип sous-ensemble de Е Ыеп ordonne et поп denombrable. 

2.2. LEMME 5. Les relations 'УЕ = п, puiss. R",E < No, (а < 'УЕ) 
entrainent l'existence d'un sous-enseтble de Е bien ordonne infini et поп 
denoтbrable. 

Еп vertu du lemme 4, nous pouvons nous restreindre аи сав 01.1 il у а 
ип џ < П tel qu'aucun point de E~ Rf.E, (џ ::; ~ < Щ пе prtkede аисипе 
rangee R.qЕ de Е; rien пе nous empeche de supposer џ = о. Сесј etant, оп 
aura 2 ::; puiss. R",E < No pour tout а < n. Considerons le сав ои puiss. 
R",E = 2 pour tout а < n. 

Еп vertu de l'hypothese de tout-a.-l'heure, tout point de Е а ипе in­
finite поп denombrable de successeurs. Еп effet, si Е contenait ип point, 
а, n'ayant, dans Е, que ::; No successeurs, soient а, (3 deux ordinaux < П 
tels que а Е R",E, а < (3 et que а пе precede аисип point de Е, R~E, 
(fЗ ::; ~ < Щј еп designant par Ь le point de R",E distinct de а, le point Ь 
precederait la rangee RpE, contrairement а. l'hypothese. 

Сесј etant, soit а ип point de RoЕ; posons F = Ef, Ra~E, а, par­
courant tous les ordinaux < П tels que Ra~E contienne ип point comparable 
а. а. D'apres се que nous venons de prouver puiss F > No et d'apres le lemme 
3, 'YF = n. 

Сесј etant soient, pour tout а < п, Ха le point de RaF comparable 
а. а et Уа le point constituant l'ensemble RaF - Ха. Si а < (3 < п, оп 
aura Уа < Ур. Еп effet, Ур etant precede d'au moins un des points Ха, 
У"" оп пе peut рав avoir Ха < Ур puisque, еп vertu de а ::; Ха, оп aurait 
а < Ур, contrairement а. la definition du point Ур. Bref, l'ensemble des 
points de F incomparables а. а est ordonne (donc, aussi, Ыеп ordonne) 
infini et поп denombrable. D'une fэ.<;оп generale, supposons que п soit ип 
entier > 2 tel que le lemme 5 soit prouve pour tout Е verifiant 'У Е = П 
et puiss. RaE < nј demontrons le lemme pour le сав 01.1 puiss. RaE::; п, 
(а < п). Manifestement, nous pouvons supposer que puiss. RaE = п 
pour tout а < n. Soit alors а ип point de Е tel que puiss. [а] =8 puiss. 
Е; l'existence de а etant immediate, posons G = Ea~ Ra~E - [а]Е,8 а, 
parcourant tous les indices < П tels que Ra~ Е ait ип point comparable а. 

а· G est поп denombrable puisque Ra~E- [а]Е # О, pour tout ~ < n. De 

8Nons designerons ры (а]Е l'ensemble des points de Е соmрыаblеБ а. а. 
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plus, R~G = Ro.~E - [а]Е; des lors, puisque [а]Е . Ro.~E =1 О, (~ < N), et 
que, раг hypothese, puiss. Ro.E = п, (а < N), оп aura О < puiss. R~G < п, 
(~ < N), се qui, d'apres les suppositions, entralne l'existence d'un ensemble 
de puissance ~1 ordonne et extrait de G et а fortiori de Е. 

Ainsi le lemme 5 est prouve toutes les fois qu'il у а un entier п tel 
que О < puiss. Ro.E ~ п, (а < n). Dans le сав general ои un tel п 
n'existe рав, bien que О < puiss. Ro.E < ~o, (а < N), il est evident qu'i1 
existe, d'une part, un entier k > О, et, d'autre part, une suite d'ordinaux 
ао < а1 < ... < a~ < ... ,(a~ < П1~ < N), tels que puiss. ROI.~ == k. 
Alors, l'ensemble F = L~ Ro.~E, (~ < П), satisfaisant аих conditions dans 
lesquelles le lemme est prouve, оп en deduit la validite du lemme 5 dans 
tous les сав. 

ТПЕОRЕМЕ 1. Pour tout ensemble partiellement bien ordonne Е, les 
relations ЬЕ ~ ~o (cf. (2)), puiss. Ro.E < ~o, (а < ~Е) entrainent ~Е < П 
et а fortiori puiss. Е ~ ~o. En effet, si l'on avait ~Е ~ П, en considerant 
l'ensemble G = Lo. Ro.E, (а < Щ, оп aurait ~G = П, Ro.G = Ro.E et 
donc puiss. Ro.G < ~o, (а < N), се qui, d'apres le lemme 5, entrainerait 
l'existence d'un sous-ensemble bien ordonne de puissance ~1 extrait de G et 
donc Е, contrairement а lЪуроthesе ЬЕ ~ ~o. 

En combinant le lemme З et le theoreme 1. nous avons le 

ТПЕОREМЕ 1. Ыз Un ensemble partiellement ordonne tel que ЬЕ ~ ~o 
nе contient que ~ ~o rangees ROI.E dont chacune est finie. 

2.3. Combien de rangees denombrables peut avoir un Е verifiant 
ЬЕ ~ ~o? Un Е, dont tout sous-ensemble сотрозе de points deux а deux 
incomparables est аи plus denombrable et tel que -уЕ = Џ)2, contient-i1 
necessairement un sous-ensemble bien ordonne de puissance N2? Nous n'en 
savons rien! 

LEMME б. Quel que soit l'ordinal Ф de puissance ~ 2No , il у а un 
ensemble partiellement bien ordonne Е tel que ~Е = ф, ЬЕ ~ ~o. 

En effet, soit 
Но,Н1 ,··· ,H~,··· ,(~ < ф) 

une suite de type Ф d'ensembles lineaires deux а deux disjoints, dont chacun 
est denombrable et partout dense. En designant раг Н l'ensemble L~ Et;, 
(~ < ф), ordonne partiellement раг la relation р ои, quels que soient les 
points а, Ь de Н, la relation арЬ equivaut а а < Ь, а < /3, les ordinaux а, /3 
verifiant а Е Но., Ь Е Нр, оп demontre les propositions que voici: 

/31. Н n'est рав un ensemble partiellement bien ordonne раг р et 
verifie ЬН = ~o. 
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/32. Pour tout а < ф, Ro.H = Но.ј des lors 'УН = ф. 
De plus, quels que soient а Е Н et ~ < ф, l'ensemble Rf.H contient un 

point сотрагаЫе а. а. 

Le lemme 6 entra.ine le 

ТНЕонЕМЕ 2. Еn adтettant [а possibilite d 'unе Ьоnnе ordination du 
continu lineaire, il у а un enseтble partielleтent Ыеn ordonne Е verifiant 
ЬЕ = No, puiss. Е = 2No • 

(8) 

3. Ensembles Ro.Ej Nombres ordinaux ГЕ, /3Е. 

3.1. Pour un nombre ordinal а, nous designerons раг 

l'ensemble de tous le points а de Е pour chacun desquels l'ensemble des 
predecesseurs du point а contient un sous-ensemble ordonne шшша! de 
type d'ordre а. Nous definirons -

(9) ГЕ 

соште le premier indice а tel que Ro. Е = о. 

Ainsi sont bien definis le nombre ordinal Г Е et les ensembles 

(10) 

Remarquons que les ensembles (10) ne sont раз necessairement deux а. deux 
disjointsj de тете, Ra Е peut contenir des couples de points distincts сош­
parables. Раг consequent, la suite (10) peut differer de la suite (7) des Ro.E, 
(а < 'УЕ). 

LEMME 7. Оп аГЕ $ 'УЕ. Dans le cas d'un tableau raтifie (c'est­
d-dire d'un Е verifiant 1I), оп а 'УЕ = ГЕ, Ro.E = Ro.E, (а < 'УЕ). 

3.2. Operateur Р, (Р ordonne ~ Е). F etant un ensemble 
ordonne queIconque de Р, nous designerons par 

(11) РЕ 

la premiere rangee de Е, ои la premiere rangee de l'ensemble des points de 
Е dont chacun succede а. Р, selon que F = О ои F =1 о. 

De proche en proche оп demontre l'important 
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LEMME 8. RO Е = RoE,. роит toиt О < а < Г Е, Ra Е = 2:р РЕ , F 
parcoиrant toиs les enseтbles ordonnes тaxiтa de type d'ordre а extraits 
de Е. 

Еn particиlier, роит toиt а + 1 < ГЕ, Ra+1E = 2:а(а)Е, (а Е 
Ra Е) (а) designant l'enseтble ordonne coтpose dи point а. 

Le lemme 8 entraine le 

LEMME 9. Qиels qиe soient l' ordinal а < Г Е et lе point а Е R a Е, 
le point а est precede d'иn soиs-enseтble ordonne de Е ayant иn point еn 
сот тип avec chacиn des enseтbles R~E, (~ < а)9 

COROLLAlRE 1. Si No ::::; ЬЕ < puiss. ГЕ, le nотЬте ЬЕ est l'aleph 
qиi precede iттediateтent l'aleph pиiss. Г Е. 

Уи le lemme 8, les relations: puiss. RO Е ::::; ЬЕ ~ borne sup puiss. а, 
(а < Г Е) et Е = 2:а Ra Е, (а < Г Е) entrainent la relation 

puiss. Е::::; 2)bE)PUiss.a, (а < Г Е) 
а 

et а fortiori le 

THEOREME з. Toиt enseтble partielleтent bien ordonne Е verifie 
puiss. Е::::; 2ЬЕ .10 

Les theoreme 2 et З entrainent le 

ТНЕОRБМЕ 4. Роит qиe 2No = N1, il faиt et il sиffit qиe la puissance 
de tout enseтble partielleтent bien ordonne Е verifiant ЬЕ ::::; No soit ::::; N1 . 

3.3. Nombre ordinal fЗЕ. En posant, pour un sous-ensemble поп 
vide Х de Е, fЗ(Х, Е) = borne а sup а, а parcourant tous les ordinaux 
verifiant Х RaE i= о, il est manifeste que, quel que soit le sous-ensemble 
ordonne F i= о de Е tel que РЕ i= о (cf. 11), оп aura fЗ(РЕ ,Е)-fЗ(Р, Е) ~ о. 

C'est du nombre ordinal 

(12) fЗЕ = bornesup fЗ(РЕ, Е) - fЗ(Р, Е), 

F parcourant tous les sous-ensembles ordonnes поп vides de Е verifiant 
РЕ i= о, dont depend essentiellement la relation entre les nombres тЕ et 
ГЕll. 

9Dans lе сав ои Е verifie II, lе sous-ensemble est uniquement determine рш а. 
lOLa relation subsiste рош tout ensemble partiellement ordonne. 
11 Il јmропе bien de trouver une relation entre lев nombres 'у Е, Г Е, аи moins а 

саиве de lа proposition 0<3 du 1,2 et du corollaire 1 du 3,2. 
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Passons а la demonstration du 

THEOREME 5. 'УЕ::; ј3Е· ГЕ (Ыеп entendu, ГЕ::; 'УЕ) (cf. (6), (9), 
(12)) . 

Tout d'abord, RO Е = RoE (cf. (4), (8)); d'une maniere generale, soit 
1 < а < Г Е, et supposons que, pour tout ~ < а, оп ait 

(13) LR~E ~ LR,.,E, ('ГЈ < ј3Е· (); 
€« '7 

demontrons alors que 

(13а) LR~E ~ LR,.,E, ('ГЈ < ј3Е· а). 
~<'" '7 

Si а est de premiere espece, la relation (13а) est ипе consequence immediate 
de (13"'-1) et du fait que R'" Е = Е",(а)Е, (а Е R",-l Е) (cf.lemme 8). Dans 
le сав ои а est de seconde espece, la relation (13",) resulte des relations (13() 
«( < а) et de celle-ci: 

ј3Е· а = bornesupj3E· (. 
«'" 

Ainsi la relation (13",) subsiste pour tout а < Г Е. Оп еп deduit 

L R~E'" ~ LR,.,E, ('ГЈ < ј3Е· ГЕ); 
~<ГE '7 

des lors, уи Е = E~<ГE R~E, 

Е ~ LR,.,E, ('ГЈ < ј3Е· ГЕ) 

се qui, d'apres la definition du nombre 'УЕ, entraine le tMoreme 5. 

Le tMoreme 5 entraine le 

THEOREME 6. Si ј3Е . Г Е = Г Е, alors Г Е = 'УЕ. 
Or, оп aura ј3Е· ГЕ = ГЕ toutes les fois que ј3Е < ГЕ et ГЕ = I.JJ",. 

Ainsi, si роп pouvait etablir l'existence d'un Е verifiant 

ЬЕ = No, 'УЕ = I.JJN(O) , ј3Е < ГЕ. 
оп aurait, еп vertu de Г Е::; "'(Е, 

ј3Е ::; I.JJN(O), ГЕ ::;N(O) et, рш consequent, 

ј3Е . Г Е ::; I.JJ N(O) = 'У Е, се qui, уи le tMoreme 5, entraine 

ј3Е· ГЕ = I.JJN(O) ~t des lors ГЕ = I.JJN(O)' 

Bref, оп aurait NO = ЬЕ < puiss Г Е = NN(O) се qui, еп vertu du corrolaire 
1 du по 3,2, voudrait dire que N(O) = 0+1 et des lors 2No = N1 • 



ENSEMBLES PARTIELLEMENT ORDONNES ЕТ 
ENSEMBLES PARTIELLEMENT BIEN ORDONNES 

А plusieurs reprises (v. [2], [3], [4], [5]) j'avais affaire а. une classe 
d'ensembles partieIlement ordonnes, а. savoir сеих verifiant lа condition suiv­
ante: 

Tout воив-еnветЫе ordonne de l'ensemble est Ыеn ordonne. 

Un pareil ensemble sera dit partiellement Ыеn ordonne ои еnветЫе 
range. 

1. Notation. Рош un eIement а et un sous-ensemble F d'un en­
semble partiellement ordonne 

(1) (Еј :::;) 

nous designerons par 

(2) (-оо,а]F, (-оо,а)F, (a,oo)F et [a,oo)F 

respectivement l'ensemble de tous les х Е F verifiant 

(3) х :::; а, х < а, а < х et а:::; х 

respectivement. 

Il va sans dire que :::; designe lа relation binaire, par rapport а. laquelle 
l'ensemble Е est partieIlement ordonne. 

N ous designerons par 

(4) (-оо, а, OO)F 

BIBLIOGRAPНICAL NOTE. РиЫ. Math. Univ. Belgrade З (1950), 119-125. 
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l'ensemble de tous les points de F dont сћасип est comparable а. ај par 
consequent, 

(5) (-оо, а, оо)р = (-оо, а)р U [а, оо)р = (-оо, а]р U (а, оо)р. 

2. L'enonce du theoreme. Le but de la Note sera d'etablir le 
tbeoreme suivant: 

Tout enseтble partielleтent ornonne (Еј:5) contient un sous-enseтb­
le partiellement Ыеn ordonne W tel que 

(6) Е = U( -оо, Х]В, (Х Е W)j 
х 

par consequent quel que soit le point а Е Е, il existe аu moins un point 
х Е W tel que а :5 Х. 

Dans le. сав ои l'ensemble Е est ordonne, le tbeoreme est presque 
evident (v. Hausdorff, [1, р. 86])ј еп ве servant d'une terminologie de F. 
Hausdorff (remontant peut-etre а. Du Bois Reymond), le tbeoreme pourrait 
s'enoncer de la fagon suivante: 

Tout ensemble partielleтent ordonne est confinal1 а un de ses sous­
enseтbles partiellement Ыеn ordonnes. 

Reтarque. Tout ensemble partielIement ordonne est coinitial avec 
l'ип de вев 8ous-ensembles. 

Еп effet, еп considerant un sous-ensemble Х de (Еј:5) avec lequel 
l'ensemble (Е;;:::) est confinal, l'ensemble primitif (Еј:5) est coinitial avec 
х. 

lG, Н etant deux sous-ensembles d'un ensemble partiellement ordonne, nous dirons 
que G et Н sont con/inav.x, si оп а le systeme suivant: 

G = U(-оо,h]G, (h Е Н), 
h 

н = U(-OO,9]H, (g Е а). 
9 

Dans les тетез hypotheses G et Н sont coinitiav.x si: 

G = U[h,oo)G, (h Е Н), 
h 

н = U(g,OO)H, (g Е а). 
9 
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3. Operateur RO. LEMME. Tout ensemble partiellement ordonne 
contient un sous-ensemble anti-ordonne2 - nous en designerons l'un quel­
conque par 

(7) 

tel que tout point de Х soit comparable а un point de RO Х et des lors: 

(8) х = U(-oo,x,oo)x, (х Е ROX). 
х 

En effet, 

(9) 

etant une bonne ordination quelconque de Х (par consequent, nous admet­
tons la роввЉШМ d'une bonne ordination de Х), determinons par recurrence 
l'ensemble 

(10) 

de la fac;on suivante: 

Pour commencer, nous poserons ао = Хој soit fЗ un ordinal quelconque 
et supposons que les points a~, (~ < fЗ) soient extraits de (9) et qu'ils soient 
deux а deux incomparaЫes. Alors, en considerant l'ensemble 

(11) X\U(-oo,a~,oo), (~< fЗ), 
~ 

celui-ci est ои bien vide ои bien поп vide. Dans le premier сав la construction 
est terminee et l'on designera par RO Х l'ensemble des a~, (~ < fЗ). Dans le 
сав ои l'ensemble (11) n'est рав vide, le proces ne sera рав termine et nous 
designerons раг ај3 le premier point de la suite (9) ne faisant рав partie de 
(11). 

Or, il est manifeste que le procede prendra fin аи plus tard pour le 
nombre fЗ = б et que l'ensemble (10) sera determine. 

4. Ensembles Еа et le nombre "{. Ceci etant, definissons le 
nombre "( et les sous-ensembles 

(12) Ео,Е1 , ..• ,Еа,··· ... (а<"{) 

2C'est-a-dire sans points distincts comparables. 
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de la fac;on suivante: 

Ео = ROE; 

Е1 = RO(E\U(-оо,Х]Е), (Х Е Ео); 
х 

(13) 

Еа = RO(E\U(-оо,Х]Е), (Х Е U E~). 
х {<а 

L'ordinal'Y sera le premier nombre 1/ tel que l'ensemble Е" soit vide, donc 

(14) 
E~ :Ј 1/, (~ < 'У), 
Е" = 1/, (1/ 2: 'У). 

5. L'ensemble w. Posons 

(15) W=UEa , (а < 'У). 
а 

Nous prouverons que l'ensemble W ainsi construit est partiellement bien 
ordonne et confinal а Е. 

Tout d'abord, d'apres la definition du nombre 'У, оп а 

E\U(-оо,Х]Е = vide, (Х Е U Еа), 
х а<7 

се qui, vu la relation Е ;2 (-оо, Х]Е, veut dire que 

(16) Е = U(-оо,Х]Е, (Х Е W). 
х 

Donc W est confinal а Е. 
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6. Le rang 'YW et les rangees Ro:W de W. Il s'agit de prouver 
que W est partiellement bien ordonne. Nous prouverons тете que3 

Ro.W = Ео:, (а < 'У), (17) 

'YW = 'У. (18) 

Pour abreger, posons 

(19) Во: = Е\ U( -оо, Х]Е, (х Е U Е{) 
ж {<о: 

donc 

(20) Е = U( -оо, Х]Е U Во:, (ХЕ UE{). 
ж {<о: 

La decomposition (20) est une coupure de l'ensemble Е.4 Tout d'abord, les 
deux ensembles: Во: et son complement 

(21) U(-оо,Х]Е, (х Е U E~) 

sont sans point commun. D'autre part, il est bien evident que l'ensemble 
(21) est une portion initiale de Е sans etre identique а. Е, се qui veut dire 
que, pour tout а < 'YW, l'ensemble 80: est une portion finale поп vide de 
Е. Рм consequent, Во: etant une portion finale de Е, оп а: 

(22) [X,oo)s", = [х,ОО)Е, (Х Е 80:) 

ЗРоur un еnsетblе partielIement bien ordonne W, la rangee initiale RoW de W 
c'est l'ensemble de tous les points initiaux de Wj d'une f~on generale l'on рове 

RaW ~ RoW\( U ~W) 
{<а 

et l'on d6signe рм 'YW le premier ordinal 'У tel que R-yW soit videj оп а ainsi le rang 'YW 
de W et la suite 

des rangees de W. 
4Chaque d6composition d'un еnsетblе partielIement ordonne Е en deux parties 

disjointes поп vides dont l'une est une portion initiale de Е (et donc l'autre une portion 
finale de Е) з'арреlIе une соuрше de Е. Il va заns dire qu'un еnsеmblе F <; Е est une 
portion initiale (finale) de Е вј la relation х Е F entrame respectivement: (-оо, Х]Е <; F, 
[х,ОО)Е <; F. 
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pour tout а < 'YW. 

Prouvons que, pour tout а < т 

(23) 

Уи les relations (22), la relation (23) est equivalente а 

(24) 

Or, d'apres (13) et (19), l'ensemble Еа est un sous-ensemble anti-ordonne 
de Ва verifiant l'egalite 

(25) 

Etant donne que Еа est un sous-ensemble anti-ordonne de la section finale 

U[x,oo)S." (х Е Еа ) 
х 

de la section finale Ва de Е, la formule (24) et donc (23) en resulte 
immediatement. 

Puisque 

(26) 

les ensembles (12) sont deux а deux sans point commun. De plus, 

се qui, avec (26), entraine 

(27) E~ ~ Ва pour tout (а:5 ~ < 'У). 

Des lors, si ~ > а, l'ensemble Е!;. aussi bien que Еа appartiennent аи соm­
posant superieur de la coupure (20) c'est-a-dire: 

(28) 
Е!;. ~ U[x,oo)S., (= d'apres (22)) = U[X,oo)E, 
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(29) 
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Уи la relation (24), оп en deduit рош tout а < 1: 

Ео: = Ro{UE~), (а::; ~ < ,). 
~ 

Ceci etant, prouvons la validite des formules (17) et (18). Tout d'abord 

(30) Ro:W = Ео:, рош tout а < ,. 

En effet, dans le сав а = О, la formule (30) provient de (29) en у posant 
а = О. Soit О < а < , et supposons que la formule (30) ait lieu рош tout 
~ < а c'est-a-dire que 

(31) R~W = E~, (~< а). 

Prouvons alors que 

(32) 

En effet, d'apres sa definition теmе, l'ensemble Ro: W verifie: 

Ro:W = Ro{W\ U R~W =)(11. cause de (31)) = Ro{W\ U E~) 
~<o: ~<o: 

= (а la suite de la definition de W et du fait que les E~ sont deux 

а deux а disjoints) = Ro( U )R~ = (а la suite de (29)) = Ео: 
о:Я<, 

се qui prouve la formule (32). 

Ainsi par l'induction, l'egalite (30) est prouvee completement. 

De plus, puisque d'apres (15) et (14): 

W = U Ео: = (а la suite de (31)) = U Ro:W 

et que Ео: f= v рош tout а < " cela prouve que ,W = , се qui prouve 
enfin que l'ensemble West un sous-ensemble partiellement bien ordonne de 
Е et que son rang ,W co"incide avec le nombre 1 de (14). 

Ainsi le tMoreme est completement demontre. 
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7. La condition (С). Dans la tMorie des tableaux ramifiE~s (These, 
Paris, 1935) j'ai fait ressortir l'interet qu'on а а etudier des ensembles par­
tiellement ordonnes verifiant la condition (С) que voici: 

Qv.el qv.e soit l'elI~ment'a de l'ensemble, l'ensemble {-оо,а) de tOv.s 
les predecessev.rs de а est ordonne. 

C'est qu'un tableau ramifie c'est un ensemble partiellement bien or­
donne verifiant la condition (С). 

Еп consequence du tMoreme que nous venons de demontrer оп а le 
tMoreme suivant: 

Tov.t ensemble partiellement ordonne verifiant la condition С est соn­
final а иn de ses tableav.x ramifies. 
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ON А CHARACTERISTIC PROPERTY 
OF FINITE SETS 

1. Introduction. There ые several equivalent definitions of finite 
sets [2], [5]. The purpose of this note јв to give ап equivalent property of 
finite sets јп terms of ramifications of sets. 

Definition 1. А partially ordered set В = (В; :5) is said to Ье ramified 
or to satisfy the ramification condition [3, рр. 69, 127; cf. 4] provided that 
for every х Е В the set (-оо, х) of аН у Е В satisfying у < х is totaHy 
ordered (that јв, contains по distinct noncomparable points). If the points 
of а ramified set (В;:5) ые the вате as these of а set М, опе ваув that 
(Вј:5) is а ramification оЈ М. 

Definition 2. А chain (anti-chain) of а partiaHy ordered set (Вј:5) is 
апу subset of В containing по distinct incomparable (comparable) points. 
Every set containing а single point јв considered both as chain and as anti­
chain. 

Definition 3 .. For а partiaHy ordered set (В;:5) = В, we denote Ьу 

(1) О(В) or ОВ 

the system of аН maximal chains contained јп В; analogously, 

(2) О(В) or ОВ 

denotes the system of аН maximal anti-chains of В. 

ТИЕОREМ. Јn order that а nonvoid set В Ье finite, it is necessary 
аnа sufficient that Jor every ramification Т(В) оЈ В the relations 

(3) М Е ОТ(В), А Е ОТ(В) 

ВIВLIOGRAРИICАL NOTE. Pacific Ј. Math. 2 (1952), 323-326. (Received 
Јапишу 7, 1952) 



Оп а characteristic property of finite sets 223 

iтply 

(4) MnAf;A (А == yacиoиs set). 

2. The condition is necessary. Otherwise, there would Ье а finite 
set В, а ramification Т(В), а set М Е ОТ(В), and а set А Е дт(в), such 
that 

(5) МnА=А. 

Now, А is а maxima1 anti-chain of Т(В)ј consequently, for every х Е Т(В) 
there is а point а(х) Е А such that the set {х,а(х)} is а сћајп of Т(В). 
(Otherwise, the set Au {х} would Ье ап anti-chain greater than the maxima1 
anti-chain А.) 

Јп particular, for anу х Е М Е ОТ(В), the points х, а(х) ме сошра­
rable. We say that 

(6) х < а(х). 

Since М is а maxima1 сћајп of the ramified set Т(В), М is ап iItitial portion 
of Т(В)ј that is, М, which contains the point х contains alsо every point of 
Т(В) preceding х. Јп particular, if (6) did not hold then М would contain 
alsо а(х) :5 Хј consequently, а(х) Е М П А, contrary to the assumption (5). 

Thus if (5) held then for every х Е М опе would ћауе (6)ј but М, as 
а nonvoid subset of the finite set Т(В), would have а terminal point, say lj 
1 would Ье а final point of Т(В), too, contrary to the relation (6) for х = 1. 
Thиs the relation -(5) is not possible. 

3. The condition is sufficient. If for every ramification Т(В) the 
relations (3) imply (4), then the set В is finite. Otherwise, the set В would 
Ье infinitej consequently, there would Ье а one-to-one correspondence Ф of 
the set N of аН natural numbers into В. N ow, let us define the ordering 
(Вј:5) Ьу transplantation of а certain order of the set N. We shal1 order N 
according to the scheme1 , 

р.6]. 

1~3~5~7~ ... 

\.\.\.\. 
246 8 

1 For the definition of зсћетез or diagrams of partly ordered sets see Birkhoff [1, 
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That is, the set 2N - 1 of аН 2n - 1 (п Е N) is ordered as in the natural 
order; for every п Е N, the set of numbers preceding 2n consists of the 
numbers 2v - 1 (v = 1,2,··· , п); аН other couples of natural integers are 
incomparable, Ьу definition. In the ramified set No so obtained one sees 
that 2N Е БNо , that 2N - 1 Е ONo, and that the sets 2N, 2N - 1 are 
disjoint. Now, the set 8 being infinite Ьу hypothesis, there is а one-to-one 
mapping Ф of N = No into 8. That enables us to define the order in 8 Ьу 
transporting the order of No into 8 so that, оп the one hand, the mapping 
Ф is а simi1itude between N o and фNо ~ 8, and so that, оп the other hand, 
по point of фNо is comparable to any point of 8\фNо , and so that 8\фNо 
contains по comparable couple of distinct points. 

It is obvious that the set (8;:::;) is ramified, that the set ф(2N - 1) 
is а maximal chain of (8; :::;), and that the set А = ф(2N) U (8\фN) is а 
шшша! anti-chain of (8; :::;). 

According to (4), the set АПф(2N -1) would Ье nonvacuous, contrary 
to the fact that the sets А, ф(2N - 1) are disjoint. 

Thus, the proof of the theorem is completed. 

4. Observation. We observe that the condition of ramification 
in the statement of the theorem is essential. Namely, if we consider the 
partially ordered set 81 = {1, 2, 3,4, 5} with the diagram 

5 4 

Г'~ 
1 2 

it is obvious that {2, 3, 5} is а шшша! chain of 8, that {1,4} is а maximal 
anti-chain of 8, and that the set {2, 3, 5} does not intersect the set {1,4}. 

5. Questions. In connection with the statement of the theorem it 
is interesting to consider the foHowing two questions: 

Question 1. Is there а partiaHy ordered nonvacuous set 8 such that 
there is по maximal anti-chain А Е б8 satisfying А п М i- А for every 
maximal chain М Е О 8? 

Question 2. Is there а partially ordered nonvacuous set 8 such that 
there is по maximal chain М Е 08 satisfying МпА i- А for every maximal 
anti-chain А Е б 8? 
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SUR LES FONCTIONS REELLES DANS 
LA FAMILLE DES ENSEMBLES BIEN ORDONNES 

DE NOMBRES RATIONNELS 

А plusieurs reprises1 nous avons pose le probleme que voici: Peut-on 
assosier а tout enaeтыe bien ordonne а de nотЬтеа rationnles un nотЬте 
rationnel <р(а) de тaniere que, quels que soient lеа enaeтыаs bien ordonnes 
х, у ~ R, оп ait necessaireтent <р(х) < <р(у) , pourvu que х <k у (c'est­
a-dire que х soit unе section initiale рторте de у)? R у designe l'ensemble 
ordonne des nombres rationnels. 

Dans [6] nous avons pose encore 3 d'autres problemes analogues. 
Dans се qui suit nous prouverons que la reponse аи probleme precedent est 
formellement negative, се qui veut dire que chaque transformation reelle ј de 
l'ensemble wR des sous-ensembles bien ordonnes ~ R prend necessairement 
аи moins une fois la valeur irrationnelle, du moment que des relations 
х, у Е wR, х <k У impliquent f(x) < ј(у). Nous verrons que le probleme 
precedent est intimement Не аи probleme de decomposition d'un ensemble 
ordonne en familles de ses antichaines (cf. [3; 5, р. 841]). En particulier, le 
theoreme precedent resultera de l'impossibilite (cf. Th. 2.1) de decomposer 
l'ensemble wR en une famille denombrable de systemes dont chachun serait 
compose d'elE~ments incomparables par rapport а. la relation $k. Il est а. re­
marquer que deja. Cantor а prouve que wR etait l'union d'un systeme pareil 
de puissance N1 ; en effet il suffit, pour tout ordinal а < Wl de consireder la 
famille Ro. des a-suites ~ R; evidemment, wR = Ua Ro. (а < Wl). Nous re­
considerons (cf. la notion de l'ordonnance naturelle dans [1] une extensions 
totale de l'ordre partiel precedent dans les ensembles wR et aR (cf. (1.1), 

BIВLIOGRAPHICAL NOTE. Rad Jugoslav. Acad. Znan. Umjetn. 296(1954), 
85-93 

AUTHOR'S NOTE. Le titre orginal de се travail: О realnim fu.nkcijama u obitelji 
uredjenih skupova racionalnih brojeva. 

lD. Kurepa [3, р. 1033]; [4 р. 160 (probleme 2)]; [5, р. 841]; [6 р. 263 (probleme 
23.3.3)]. 



Sur les fonctions reelles dans la famille ... 227 

(1.2)) et prouverons, en particulier, que chaque antichaine ~ (aR, ~k) est 
пuПе part dense dans l'ordre total de aR (cf. th. 4.1). 

1. Operateurs u;E, аЕ (Е ordonne). 

Е = (E,~) etant un ensemble ordonne (totalement ои partiellement) 
relativement а ~, nous designerons ры 

(1.1) °u;E 

l'esemble de tous les sous-ensembles totalelement bien ordonnes ~ Еј en 
particulier 

(1.2) l'ensemble vide vE u;E. 

N ous designerons ры 

(1.3) аЕ 

l'ensemble des х Е u;R поп vides jouissant de la propriete que, pour chacun 
d'eux, il у ait х' Е Е verifiant х ~ х' c'est-a-dire z ~ х' (z Е х). 

En designant pour tout ensemble ordonne Х ры 

(1.4) tX le type d'ordre de Х, 

il est clair que tx, pour chaque х Е u;E, est un nombre ordinal et que la 
tx-suite croissante 

(1.5) х = хо < xl < ... ха < . . . (а < tx) 

est completement determinee. 

L'ensemble u;E sera ordonne ры la relation k, К ои ~k disant que 
pour deux ensembles ordonnes А = (Ај ~a), В = (Вј ~ь) оп ait 

(2.1) 
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si et seulement si А est une portion initiale de В2 . Pour abreger, nous 
poserons 

(2.2) 

chacun des ensembles (2.2) est raтifie (cf. [1]) се qui veut dire qu'un element 
de ces esembles ne peut рав etre precede de deux eIements incomparables 
appartenat а. (2.2). De plus les ensembles (2.2) sont Ыеn ordonnes dans le 
sens que chacun de leur sous-ensembles поп vides, soit Х, possede un point 
initia1 (c'est-a.-dire un point au-dessous duquel ne se trouve aucun point de 
Х). Par consequent, si v С Х ~ IJJkE, l'ensemble 

(2.3) RoX 

des points initiaux de Х est competement determine et tout de Х est precede 
par un point unique de RoX. Si l'on pose (cf. [1, р. 74]) pour chaque ordinal 

(2.4) RaX = Ro( X\URf,X), 
{<а 

оп aura certainement un ordinal bien determine 'УХ d'etre le plus petit 
ordinal verifiant 

(2.5) RrxX = vide. 

Оп voit que 

(2.6) 

et que pour chaque а < 1JJ1 les ensembles 

(2.7) 

2Portion initiale de В est chaque ensemble Х ~ В tel que зј х Е Х alors (·,х]в ~ 
Х; (-,х]в est l'ensemble des z Е В verifiant Z:::;b Х. Done (·,х]в = Е (z Е в,х:::;ь х) 

D'une fш;оn analogue, оп definit des sous-ensembles 

(., х)в = .p(z Е в, z <ь х); 

(х, У)в = (у, х)в = .р(х <ь z <ь у, z Е В), si х <ь У; 

[х, ·)в = Е(х :::;ь z, z Е В), etc 
z 
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sont composes des ensembles bien ordonnes поп vides, quelconques et bornes 
respectivement, et ~ R (= ensemble ordonne des nombres rationnels). 
Les ensembles (2.7) sont antichaines ои тјеих encore k-antichaines ои К­
antichaines (<= ne contiennent de points distincts comparables relativement 
а ::;k). 

Par consequent, la relation 

(2.8) 

montre que wkR (et а plus forte raison akR С WkR) est l'union de N1 de ses 
antichaines (Cantor). Le nombre N1 n'y peut pas etre baisse сотте le dit 
le tMoreme 2.1 que nous allons prouver. 

THEOREME 2.1. L'enseтble ordonne akR (et WkR) est l'union de N1 

de ses antichafnes. Le cardinal N1 n'у peut pas etre baisse. 

Tout d'abort, pour chaque v :f= а Е wR оп а 

-оо < sup а = supx ::; оо. 
хЕа 

Si de plus а Е aR, оп у а le signe < аи lieu de ::;. 

LEMME 2.1. Soient а Е aR, х Е (supa, ·)R; pour chaque К­
antichaine А ~ WkR il existe иn eleтent е dependant de а, А, х, soit 

tel que 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

е = <р(а, А, х) 

eEa(.,x)R 

а <k е 
supe < х 

А. П [<р(а, А, х), ·)Uk(.'x)n = v (vide). 

Dans le cas contraire, оп aurait un triple а, А, х tels que, pour aucun е Е а R 
les conditions (2.9)-(2.12) ne seraientverifiees. Or, l'ensemble (-, X)R etant 
dense, l'existence d'un е verifiant (2.9), (2.10), (2.11) est immediate. En 
consequence, pour chaque е verifiant ces trois conditions-la оп aurait un 

а'ЕАП[е,·)х, 
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En particulier, 
а <k е :5k а', вира' < Х, х' Е А. 

En consequence, а' pourrait prendre le rбlе de а, et l'on deduirant un а" 
verifiant 

а' <k а", вир а' < вир а" < х, а" Е А. 

Оп aurait donc а' <k а", contrairement а. се que а', а" appartiennent а. 
l'antichaine А. 

Сесј etant, prouvons le theoreme 2.1. Soient а Е aR et х Е (вир а, ')R 
quelconques. Soit А:' (п < UJo) une UJo-suitе d'antichaines ~ akR. 

Considerons l'eIement еО = <р( а, Ао, х) dont оп parle dans le lemme 
2.1; l'element еО satisfait аих conditions qu'on deduit des conditions (2.9)­
(2.12) en у substutuant Ао аu Iieu de А. D'une fш;оп generale, soit О < п < 
UJO; considerons l'element 

celui-ci satisfait аих conditions qu'on obtient des (2.9)-(2.12) en у substi­
tuant еn- 1 et Аn аu Неи de а et ~ respectivement. En particulier, оп aura 
ainsi pour tout О < п < UJo:*) 

еn Е a(·,x)R 

еn- 1 <k еn 

вuреn < х 
Аn П [е

n , ')Uk("X)n = V. 

Оп deduit de (n2) que еn (п < UJo) est une UJo-suitе croissante >k а; en 
posant 

е sera bien ordonne et appartiendra, d'apres (n1)' а. (., X]R donc 

е Е a(·,x')R, х' Е (х, ·)R. 

Or, еn <k е(n < UJo) et d'apres (n4), поп aura, 

Аn П [е, ')и(.,х)n = vide, 

*)EDITORlAL МОТЕ: There is а mathematical error here which shoud Ье corrected 
Ьу simply chosing at the saтe time a1so а strictly decreasing sequence хn оС rea1s and 
replacing the х оС (nl), (nз) and (n4) Ьу хn 
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се qui veut dire que l'element е Е r7R n'appartient а aucun Аn (п < (џо). 
Ainsi оп а prouve поп seulement le theoreme 2.1 mais celui-ci qui est plus 
precis: 

THEOREME 2.2. Quels que soient les antichaines Аn ~ r7kR (п < 
(џО), et les eleтents а Е r7R, х Е (supa,')R, l'enseтble 

п 

est поп vide. 

Etant donne que UJR С PR (= l'ensemble de tous Х ~ R), il est 
interessant de comparer le theoreme 2.1 аи 

ТНЕоаЕМЕ 2.3. L'enseтble отаоnnе (PR;~) est l'union ае 2No ае 
ses antichaines; le cardinal 2No п/у peut pas etre baisse. 

La premiere partie du theoreme 2.3 provient de се que kPR = 2No3 

et que Р R est l'union de v et de вез воив-епветЫев uniponctuels, ceux-ci 
aussi Ыеп que v etant, рм convention, antichalnes. Que le nombre 2No dans 
le theoreme 2.3 ne peut раз etre Ьајзве, cela provient de се que (Р R; ~) 
contient une chalne de puissance 2No i telle est рм exemple la chaine L 
сотровее des portions initiales de R. Or, toute famille F d'antichaines 
epuisant PR verifie necessairement kF ~ kL, etant donne que k(A П L) ::; 
1 (А Е Р). 

(3.1) 

3. Applications croissantes de r7kR dans R ou R4 

L' application 

вирх (х Е r7kR) 

de r7kR dans R est croissante, bien qu'elle пе раз strictement croissante. Or, 
il est facile d'en fabriquer une strictement croissante; ainsi рм exemple si 
тn (п < (џо) est une bonne ordination totale de R et si l'on рове <р(тn ) = 

1 . -' 
(n+l)2' 11 suffit de poser f(v) = О et 

ј(Х) = L <р(Х) (х Е Х) 

3 kX = le cardina1 de Х 

4рош un еnsеmblе ordonne Е nous designons раг Е се qu'on obtient comblant 
chaque lacune de Е раг un eleement. 
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pour chaque v С Х ~ R, pour se convaincre que Ј est une application 
strictement croissante de l'ensemble гатше C1k R dans la chaine des nombres 
reels.5 

Nous nous sommes alors demandes (v. [3, р. 1033], [4, р. 160]; [5, 
р.841]) si l'on pouvait exiger qu'une transformation рагеiПе transforme C1kR 

поп seulement dans R. mains aussi dans R, R etant dense partout dans R. 
La reponse (negative) а cette question resulte du 

ТНЕонЕМЕ 3.1. Il n'у а аuсunе transJorтation strictement croissante 
de l'ensemble ordonne C1kR dans l'ensemble R; аu contraire, quelle que 
soit la transJorтation strictement croissante Ј de C1kR dans R, l'ensemble 
Ј C1kR \ R est поп vide. 

En effet, si une application рагеiПе, soit Ј, de C1kR dans R existait, 
оп aurait pour chaque r Е JC1kR l'antichaine J-1(r) des х Е C1kR verifiant 
Ј(х) = r. Alors, la formule 

r 

fournirait une decomposition de C1kR en No de ses antichaines, contrairement 
аи tMoreme 2.1. 

Voici encore quelque tMoremes se rapportant аих tMoremes 2.1 et 
3.1. 

THEOREME 3.2. Il у а un ensemble bien ordonne ramifie тв поп 
decomposable еn No de ses antichaines, Ыеn qu 'il у ait dans Т unе Јоnс­
tion reelle strictement croissante (cf. [3, р. 1033], [5, р. 841]). Il suffi.t de 
considerer Т = C1kR. 

THEOREME 3.3. 8'il existe unе transJormations strictement croissante 
d'un ensemble Ыеn ordonne ramifie Т dans unе chaine 8 et si 81 est un 
sous-ensemble de 8 partout dense dans 8, cela n'entraine pas necessairement 
l'existence d'une transJormation strictement croissante de Т dans 81 (cf. le 
ргоЫете 23.3.2 dans [6]). 

Pour le voir, il suffi.t de considerer le СаБ ои т = C1kR, 81 = R, 8 = 

R. 

5Quant 11 la theorie generale des transformations monotones des еnsеmЫев or­
donnes У. [5]. 

БЈ'арреllе tableau ramifie tout еnsеmЫе bien ordonne ramifie (cf. [1]). 
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THEOREME З.4. Л У а unе chafne S (par exemple R) telle que 
1 'ensemble ordonne WkS nе soit transjormable dans S par аuсunе trans­
jormation strictement croissante. 

Le cas S = R le prouve7 . 

ТнЕов.ЕМЕ З.5. Л у а un ensemble ordonne Е verifiant 'YwkE = W1 

et qui est l'union de ~o de ses antichafnes. 

If suffit de designer рм Е l'ensemble des х Е WkR verifiant sup х Е R. 
А се propos, notons le 

LEMME З.1. Pour chaque ensemble ordonne Е, оп а 'YwkE = 
'Y(Wk(Wk E )). 

4. Ordonnance naturelle de WkR et de O"kR; 

chaines W1R = (wRj :::;1), O"lR = (O"R, :::;1). 

Il у а une extensions totale bien simple de l'ordre partiel WkRj en efIet 
si pour х, у Е wR l'on definit 

(4.1) Х:::;l у 

si et seulement si ои bien х S:k У ои bien Х,,(х,у) < У,,(х,у), one prouve que 
l'ensemble ordonne (wRj :::;1) ainsi obtenu est totalement ordonne8. А се 
propos il est interessant qu'on а les trois lemmes 4.1, 4.2, 4.3 que voici: 

LEMME 4.1. Si а Е O"kR, l'ensemble 

(4.2) 

verifiant а :::;k а' est unе portion поп vide de lа chafne (aRj :::;1); autrement 
dit, si 

еn consequence, l'ensemble (4.2) contient un intervalle поп vide de O"lR. 

LEMME 4.2. Si а Е O"kR et с Е O"kR \ [а, ·)Uk R alors, pour chaque 
а :::;k х Е O"kR, les relations с <1 а, с >1 а respectivement entrafnent с <1 Х 
et х <1 С respectivement pour chaque а :::;k Х Е O"kR. 

7Le probIeme comment, а се propos, зе comporte ја сћшпе des nombres reels reste 
ouvert. 

8Le fait subsiste еп у remplac;ant R par ипе сћшпе quelconque (cf. l'ordonnance 
naturelle dans [1, р. 87, 127] et [2, р. б.ј 
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LEMME 4.3. Si а <1 Ь,а,Ь Е aR,(a,b)O"l R -:f. v, alQrs il у а un с Е 
(а, Ь )0"1 R tel que с' Е (а, Ь )0"1 R роuт chaque с < с' Е а R (cependant, la 
conclusion ne subsite рав шkеssairеmеnt рош chaque с Е (a,b)O"l R). 

Le lemme 4.1 etant une consequence du lemme 4.2 prouvons celui-ci. 
Or, le lemme 4.2 est evident si с <k а. Reste le сав ои с IIk а. Examinons 
le сав с <1 а donc Cv < av , avec v = у(а, с). Si а ::::k х Е ak, оп аша aussi 
X v = av , donc Cv < av et par consequent с <1 х. D'une far;on analogue, оп 
examine le сав а < 1 с. 

Prouvons le lemme 4.3. Par supposition а <1 Ьј donc а <k Ь soit 
av < bv , ои v = у(а, Ь). Si а <k Ь il suffit de considerer са Е (вир bta ,·) et 
de poser с = а U (са) ј si av < n v , il suffit de considerer Cv Е (av , bv ) R et de 
poser с = {ао . .. a~ ... Cv }( ~ < у) ј dans les deux сав, с verifie les conditions 
du lemme 4.3. 

Ceci etant, prouvons le 

ТНЕонЕМЕ 4.1. Quelle que soit l'antichaine А de l'enseтble ordonne 
(aR; ::::k), А n'est nulle part dense dans [а chazne (aR; ::::1). 

Suppons que le tMoreme 4.1 ne subsiste рав. ОП aurait donc une 
anticaine А de akR et un intervalle поп vide 1 ~ a1R dans lequel А serait 
partout dense. D'apres le lemme 4.3 il у а un с Е aR verifiant [с, ·)O"kR ~ 1. 

Or, puisque с Е а R, chaque виссеввеш immediat с+ de с dans akR 
а аи moins џеих виссеввешв immediants, mettons с', С"ј ceux-ci n'etant 
рав consecutifs dans a1R, оп aurait, А etant виррове dense dans 1, un а 
verifiant 

(4.4) 

Оп n'a рав а ::::k с, puisque с <k с', С <k с", се qui impliquerait а <k 
с', а <k с", contrairement а (4.4). Оп n'a рав с <k а поп pluSj puisque 
cela impliquerait (а, ·)O"kR С (с, ·)O"kR С Iј d'apres le lemme 4.1, l'ensemble 
(а, ·)O"kR serait une portion поп vide de a1R et contiendrait un point а' Е Ај 
ве qui est impossible, А etant une antichaine ne peut contenir le couple de 
points distincts а, а' comparables. Reste le seul сав logiquement concevable: 
а IIk с donc soit av < Cv et donc а <1 с soit Cv < av (avec v = у(а,с» et 
donc с <1 а; le premier сав ne peut рав ве produire; c'est qu'on en deduirait 
а <1 с', а <1 с" contrairement а (4.4). Mais, le сав av > Cv n'est рав 
possible поп plusj c'est que Cv = c~ = c~ et av > c'v, av > c~ et par 
consequent с' <1 а, с" <1 а" contrairement а (4.4). 

Ainsi le tMoreme 4.1 est prouve. 
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ENSEMBLES ORDONNES ЕТ LEURS 
SOUS-ENSEMBLES BIEN ORDONNES 

Оп attache а chaque еnseтblе ordonne Е l'arbre wE des sous-ensembles de Е, 
ceux-ci etant ordonnes ры lа relation < i ои < (i) ои А :5 (i')B dit que А est une portion 
initiale de В. L'arbre wE n'est раз transformable d'une fЭА;Оn strictement croissante en 
Е (theoreme 1). 

Soit Е = (Е; <) ип еnsетЫе ordonne (totalement ои поп totalement). 
Designons рш 'УЕ le premier nombre ordinal qu'on пе peut pas plonger par 
similitude еп Е. Оп п'а donc pas 'УЕ ~ tE, tE designant le type d'ordre de 
Е. 

Soit wE la famille des sous-ensembles Ыеп ordonnes de Е; soit аЕ = 
{xlx Е wE, х =1= v, х borne du сбtе droit}. Soit (А,В) ипе paire ordonnee 
d'ensembles ordonnes А, В. 

Nous designerons рш t (А, В) la famiIle des transformations uniformes 
strictement croissantes de А еп В. Рш consequent, si f Et (А, В), alors 
f (а) Е В pour chaque а Е А et la relation а < а' dans А entraine f( а) < 
Ј(а') dans В. L'ensemble vide sera designe рш v. 1 

Q etant l'ensemble ordonne des nombres rationnels, nous nous sommes 
demande si t (wQ, Q) = v ои =1= v et si t (aQ, Q) = v ои =1= v. Nous avons 
prouve que c'est le signe = qui У а lieu. Il еп est encore ainsi еп у rempl~ant 
Q рш l'ensemble ordonne R des nombres reels2• 

ТНЕовЕМЕ 1. t (wE, Е) = v pov.r chaqv.e enBeтыe ordonne Е 
(l'ordre de Е etant total 0'11. partiel). 

BIВLIOGRAPHICAL NOTE. С. R. Acad. Sci. Paris 242 (1956), 2202-2203. 
(Note presentee ры М. Arnaud Denjoy, аи зеanсе du 23 avril 1956) 

lC'est que lе chiffre о est reserve pour d'autres buts; d'autre part, il nous para.it 
реи naturel de designer l'еnsетblе vide ры 0; рlutбt, il serait preferable que 0 designe 
un еnsетblе :f: v. 

2Voir Bull. Internat. Acad. Sci. Zagreb 12 (1954), р. 35-42; Bull. Sci. Yougoslave 
2 (1954), р. 9. M.S. Ginsburg а bien voulu те communiquer une autre demonstration 
de lа тете proposition. 
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Supposons par contre que ј Et (wE,E). Soit ео = (1I), ђ = јео. 
Definissons, pour chaque О < а < 'УЕ, l'ensemble ео сошше eo-l U jeo-l 
ои U еоо , suivant que а - 1 existe ои n'existe рм; ао у parcourt l'ensemble 
l(а) des ordinaux < а. Ра! recurrence, оп prouve sans peine que ео Е wE 
et 'Уео = а. Оп en deduirait egalement l'ensemble е'УЕ Е wE et 'УЕ ::; tE 
се qui est absurde. 

Е etant ordonne (totalement ои поп), soit АВ la borne inferieure des 
cardinaux des familles F des antichalnes de В, l'union des Х Е F etant Е. 

ТИЕОRЕМЕ 2. Si АЕ ~ N"., alors t (Е, ТЈ".) =1- 1I, N". etant regulier 
(pour а = О, voir notre article dans Rev. Cienc. Lima, по 434 (1940), р. 
837, th. 1). 

ТИЕОRЕМЕ 3. Soit akQ l'extension de l'ordre partiel [аТЈо; < (i)] 
oЬtenиe еn ordonnant alphabetiqueтent les eleтents de aQ поп coтparables 
рат la relation < (i). akQ est unе chaine ordonnee dont l'espace ordonne 
est de preтiere categorie. Л n'у а аисиnе jaтille denoтbrable d'antichaines 
de [aQ, < (i)] dont la reunion epuiserait aQ. 

Un theoreme analogue subsiste en у remp1al.<ant Q par l'ensemble R 
des nombres reels. 

Demonstrations, extensions, etc... paraltront dans une autre publi­
cation. 



PARTITIVE SETS AND ORDERED CHAINS 

Introduction 

Partitive sets РВ ме of fundamental importance. In particular, the 
theory of ordered sets is а part of the theory of the inclusion order of sets 
ofthe form рв.1 Мanу problems concerning РВ are-still unsolved; thus for 
instance the question of the cardinals kB, kPB, of the supremum, koPB, of 
the cardinals of the chains ~ Р В etc. 

It is very interesting to observe that in the саве of well ordered sets, 
W, the sets PW тау Ье totally отаетеа to Ьесоте 2(W) or 2w ' and to serve 
ав universal chains. Already Hausdorff [1], [3, р. 182] considered for еасћ 
chain С and еасћ ordinal а the set со.' or С(а) ordered lexicographically 
and consisting of all a-sequences of elements of С. Не proved in particular 
that the chains 3(Lc.l0.) have the property to contain isomorphically еасћ 
chain. Sierpinski [6] ћав proved that also the chains 2(Lc.l0.) have the same 
property of universality. Now we ме going to prove that 2(Lc.l0.) аnа 3(Lc.l0.) 
ате identical from the point о! view о! ordering аnа, moreover, that Јот each 
ordinal а the chains 2(Lc.l0.), 3(Lc.l0.); V(Lc.lo.) (1 < v < Lc.Io.) have аn equalorder 
type, i.e. that each о! these chains is similar to а рап о! each о! them, а Jact 
that is а remarkaыe extension о! the cardinal numЬет relation 2N", = v N", 

(1 < v ~ Lc.Io.)' We shall see (Т. 4.1) how closely connected are the ordered 
sets PI(Lc.lo.) and 2(Lc.l0.) (cf. Def. 1.3). Therefore, the chains 2(Lc.l0.) have in а 
certain sense а privileged position; the more so it is interesting to note that 
the chains (п + 1)(Lc.l0.) (1 ~ п < Lc.Io.) are ordinally identical (cf. §6). 

Тће subject of this paper is linked ир with the researches of Cantor, 
Hausdorff, Sierpinski, etc. In particular the famous pantachy pToыmm of Du 

BIВLIOGRAPHICAL NOTE. Rad JAZU 302 (1957, 205-235 (Accepted оп Feb. 
21, 1956 at the session of the Division of Math. Рћуз. and Тесћ. Sciences.) 

1 In fact, (Е; $) being anу ordered set, let Ео Ье the system of аН the sets [х, -) в 
(х Е Е), [х, -)В meaning the set of аН the points у Е Е satisfying у ~ х. Obviously, 
Ео ~ РЕ and the mapping х -!- [х, -)Е (х Е Е) is а similarity mapping of (Е; $) into 
(РЕ; ;2). (For the саве of chains, cf. L.2.6). 
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Bois Reymond ([1, §69]; also Hausdorff [2, 151-159]) is closely connected 
with our cardinal function K 1 or with the operator koPS (У. Def. 7.3). ТЬе 
question is connected with the following problem of Kna.ster (У. Sierpinski 
[1] and [3, 120]); поев there exist а chain С ој power > 2No having аn 
everywhere-dense subset ој power ~ 2No ? In our functional notation (cf. Def. 
1.1, Def. 2.1): аоев there exist а chain С satisfying k1C ~ 2No , kC > 2No 

or, in Kuratowski's wording, is there а class ој> 2No linear sets that are 
pairwise comparable with respect to ~ (У. Sierpinski, ibidem)? 

This paper consists of 10 paragraphs. In §1 а number of elementary 
definitions is reproduced and а strengthening (cf. Т. 1.1) of the equality 
kPS = 2kS is given (cf. Def. 1.1; 1.6). Јп §2 (cf. Т. 2.1) а necessary аnа 
sufficient condition is jound jor the chains representable in (PS; ~). Јп 
§3 several definitions concerning complexes are given; especially, а general­
ization of the lexicographical ordering of complexes - natural ordering - is 
emphasized. ТЬе complex calculus is shown in §§3 and 6 to Ье а very handy 
tool. Thus as an analog of Ље cardinal number relations 

(0.1) 

it is shown (Т. 5.1), that the corresponding ordinal relations hold: 

(0.2) t2(UJp) = tn(щ) (2 ~ п :5 щ); 

in particular that the lexicographic order of 3(UJp) or the one of UJp(UJp) is 
representable in the lexicographic order of 2(UJp); this is more interesting 
because the last order is isomorphic to Ље ordering of PI(UJp) Ьу the use of 
the sum modulo 2 (Def. 4.3) of elements of РI(щ) (cf. Т. 4.1). Јп §§7 and 
8 the numbers koS, koS and К1 ше introduced and in terms of ko and ko 
respectively the characteristic properties of finite numbers are given (Cor. 
7.1, Cor. 8.1). While the number koP(m) is еавПу evaluable (Т. 7.1), the 
question of evaluation of the numbers koP(m), K1(m) is very difficult as 
far as it is connected with the problem of the cardinal exponentiation (cf. 
Т. 8.1-3). Јп §9 а special kind of isоmоrрhisщ-(соgrediеnсу ој orderings 
or strong similarity) is introduced оп the one hand as а counterpart to the 
weak similarities or preorderings occurring in §4 and, оп the other, to Ьауе 
something that, in the transfinite field, would correspond to the elementary 
permutations and inversions. In §10 the question of maximal chains in 
partitive sets is especially emphasized. As а synthesis of work of many 
mathematicians over а period of almost а century we shall prove the great 
theorem 10.1 showing the particular importance of the study of extremal 
phenomena also in the realm of partitive sets. 
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§ 1. 8et А (В). Partitive set Р8 (8 any set) 

Definition 1.1. kX or k denotes the eardinal of Х. E.g. ku.Jo = No, 
k8 = 8, kry = No, kN", = N",. For any eardinal number а we put k(a) = а. 

Definition 1.2. For any ordered pair of sets (80,81) we denote Ьу 
80(81) the system of all uniform funetions from 81 to 80, i.e. 1 Е 80(81) is 
equivalent to the statement that I(х) Е 80 for eaeh х Е 81' 

Definition 1.3. For any ordinal (eardinal) number а, Ј(а) means the 
set of аН ordinal (eardinal) numbers, eaeh of which is < а. E.g. Ј(О) = v 
(= void set); J(No) = J(u.Jo), J(u.J1) = о, 1,2, ... ,u.Jo,u.Jo + 1, ... 

Definition 1.4. For anу numbers а, Ь let а(Ь) = J(a)(I(b)). In partic­
ular 2(u.J",) eonsists of all dyadie u.J",-sеquеnеes, i.e. for each 1 Е 2(u.J",), 1 is 
а u.J",-sеquеnее of digits 0,1, thus It; = О, or 1 for eaeh ~ < u.J",. Similarly, 
3(u.J",) eonsists of аН triadie u.J",-sеquеnееs. 

It is known that, Ьу definition (ef. Cantor [1, 288]), k(A(B)) = 
(kA)(kB); in partieular 2N", = k(2(u.J",)). 

Definition 1.5. The eharaeteristie funetion <рх of а subset Х of 8 is 
defined to Ье 1 in Х and О in 8\Х. 

Definition 1.6. The partitive set Р8 of 8 is the system of аН Х ~ 8. 
Thus Х ~ 8 {::> Х Е Р8; in partieular v Е Р8, 8 Е Р8 (v means the void 
set). 

LEMMA 1.1. 11 Х Е Р8, then <рх Е 2(8) and vice versaj ill Е 2(8), 
then 1-1(1) Е Р8 and <Pf-l(1) = 1· The тappings Х -+ <рх, 1 -+ 1-1(1) 
are biunique. Thus kP 8 = 2kS . 

LEMMA 1.2. 11 Х ~ У ~ 8, then <px(s) ~ <py(s), (s Е 8) and mсе 
versa; ill, 9 Е 2(8) and I(s) ~ g(s) lor each s Е 8, then 1-1(1) ~ у-1(1); 
here = reads: il and only ill(s) = g(s) (s Е 8). 

Definition 1.7. (P8;~) means the set Р8 ordered Ьу ~; duaHy, 
(Р8ј 2) means the sаше set ordered Ьу 2. 

Definition 1.8. А = (Aj~) being an ordered set, the eardinal ordering 
of А(В) means that for 1, 9 Е А(В): 

1 = 9 {::> I(Ь) = у(Ь) (Ь Е В) 

1 < 9 {::} 1 i 9 and I(Ь) ~ у(Ь) (Ь Е В) (ef. Birkhoff [1], [2]). 

Of eourse, 1 ~ 9 means 1 = 9 or 1 < Уј generaHy neither 1 ~ 9 nor 9 ~ 1· 
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Dejinition 1.9. For ordered sets (81; :51) (82; :52) the relation t81 :5 
t82 or t82 2:: t81 means that (81; :51) is similar to а subset of (82; :52); 

t81 = t82 # t81 :5 t82, t82 :5 t81, 

t81 < t82 # t81 :5 t82, t82 1:. t81, 

t81 == t82 means that 81 and 82 are similar. 

ТИЕОRЕМ 1.1. The omered set (Р8; S;;;) and the cardinal ordering 
оЈ 2(8) ате siтilar. ln particular the тapping 'Рх(Х Е Р8) as well as the 
тapping Ј- 1 (1), (Ј Е 2(8)) represent а siтilarity. 

Е. g.let Ј, 9 Е 2(8) and Ј < g; we have to prove that Ј-1(1) С у-1(1). 

Now, if х Е Ј- 1 (1), then Ј(х) = 1, and, because Ј(х) :5 у(х) Е {0,1}, 
we obtain g(x) = 1; hence, х Е g-1(1) etc. 

The Т. 1.1. is а strengthening ofthe famous theorem kP8 = 2kS • 

LEMMA 1.3. lЈ the sets 81, 82 ате equivalent, then the sets (Р81 ; S;;; 
), (Р82 ; S;;;) ате siтilar, th'IJ.S also the cardinal orderings 2(81)' 2(82) ате 
siтilar. And also reciprocally. 

Syтbolically: iJ k81 = k82 then 

tP81 == tP82, 

t2(B1) == t2(B2); and reciprocally. 

(1) 
(2) 

The lemma is obvious: if Ј is а one-to-one mapping of 81 onto 82, 
then putting for еасЬ Х Е PB1:g(v) = v, уХ = U", Ј(х) (х Е Х), 9 is 
ап isomorphism between РВ1 and РВ2 . Reciprocally, each isomorphism 9 
between РВ1 , РВ2 reduces for one-point sets S;;; РВ to а one-to-one mapping 
of 81 onto В2 • The isomorphism (2) is ап obvious consequence of (1) and 
of Т. 1.1. . 

Dejinition 1.10. For anу cardina1 number а we denote Ьу Р(а) or Ра 
the cardina1 of Р8 where 8 is anу set of power а. 

LEMMA 1.4. The ordered set (РВ; S;;;) is siтilar to its dual; the 
cardinal order in 2(8) is siтilar to its dual. 

То see it, it is sufficient to consider the mapping Х ~ Х' (== comple­
ment of Х) = В\Х and the mapping Ј ~ f', respectively, where, for each 
s Е В, J'(s) = 1 - J(s). 



242 А. Theory of Partially Ordered Sets 

§ 2. Numbers k1 С, k2 C (С any chain). 

Definition 2.1. (Separability degree k1C). С being an ordered chain 
let 

(2.1) 

еасћ Х being everywhere dense оп С in the sense that еасЬ open non-void 
interval of С contains at least one point of Х. ТЬе number k1 С тау Ье 
called the sepambility degree ој С. E.g., for а real continuum С one Ьав 
k1C = No. 

Definition 2.2. For а chain С we define k2C as foHows: 

(2.2) 

running over аН disjointed systems of non-void open sets (intervals) of С. 

ТЬе interconnection of the numbers k1 С, k2C is closely connected 
with the Suslin problem. 

LEMMA 2.1. For each chain С, k1C ~ k2C. 

LEMMA 2.2. k1C ~ kC ~ 2k1C j for any finite С, k1C = kC. 

We will restrict ourselves to considering any transfinite chain С. То 
prove that kC ~ 2k1 С, let М Ье any subset of С everywhere dense оп С 
and such that kM = k1 Сј let F Ье the system of аН sets 

(1) (., х]м (х Е С)ј 

naturaHy, F ~ Р М thus 

(2) 

Now, the mapping (1) is of the type (1, ~ 2), i.e. the mapping is 
uniform and оп at most 2-point sets ~ С it тау Ье constantj therefore 
kC ~ 2kF = kF, wblch with (2) yields the L. 2.2. 

LEMMA 2.3. Let М Ье аn ordered set; let С ~ М Ье а chain, and 
Х ~ М, so that each х Е Х is сотратаЫе to each с Е С. Iј every non-void 
ореn interval ојС contains а point ој Х, then k1C ~ kX. 

Ртоој. At first, let Ci Ье the set of аЈl isolated points of С. Then 

(1) 
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Namely, the points of С .. can Ье separated simultaneously: to each ci Е С .. 
we can associate an interval 1(Ci) of С, so that 1(Ci) n С .. = {Ci}. Since each 
set, which is dense everywhere оп С crosses in particular each 1(С .. ) f= v, 
one concludes immediately that (1) holds. Now, if kCi = k1C, Lemma 2.3 
is proved Ьу (1). It remains to consider the саве kC .. < k1C. Considering 
the set С'\С .. , С' has по isolated point and obviously k1C' = k1C. Again, 
each non-void interval 1 of С' crosses Х; but 1 is infinite; in particular, if 
сl < С2 < СЗ < С4 < cs ше 5 points of 1 П С, then there are points Xl, Х2 of 
Х, so that сl < Xl < СЗ < Х2 < cs; thus to I is associated an interval 

(2) 

Hence, if F denotes the system of аН intervals of the form (2) and to each 
i Е F we associate а point р.. Е i П С' (the existence of Р.; is visible иот 
(2), it means that k1C' :5 kF. Since kF = kX2 = kX, we conclude that 
k1C':5 kX. Q.E.D. 

LEMMA 2.4. Each chain С s;; Р8 satisfies k1C :5 k8,. in other words: 
1JtC:5 tP(т), then k1C:5 т (т being а cardinal). 

In fact, let us consider the union 

(1) 80 = u Х (Х Е С); 
х 

of course, 80 s;; 8, thus k80 :5 k8. For each Х Е 80 let 1", Ье the intersection 
of аН the elements of С, each of which contains х. То prove that the set СО 
of аН the I", (Х Е 80) is а subset of Р8, which is order-dense in С: if Ео, 
E1 , Е2 are any 3 elements of С such that Ео С Е1 С Е2 there is an Х Е СО 
satisfying Ео С Х С Е2 • Now, let el Е E 1 \Ео , е2 Е Е2 \Е1 obviously 
Ео с Iе1 s;; E 1 s;; 1е2 s;; Е2 ; consequently, Ео с Iе1 с Е2 , 1е1 Е СО, 
Iе1 s;; 80' Оп Ље other hand k80 :5 k8. According to the L. 2.3 k1C :5 k80 ; 

and that with k80 :5 k8 proves the L. 2.4. 

LEMMA 2.5. For each chain С s;; Р8 the set С(l) оЈ all points оЈ 
С each оЈ which is а unilateral liтit point оЈ С has at the тost k8 points: 
kC(l) :5 k8. 

Let L and D Ье the system of аН left and right limit points belonging 
to С(l) respectively. Obviously, L U D = С(l), L П D = v. Now, for each 
Х Е L (except the саве when Х happens to Ье the last element of С) the 
immediate х+ Е С is well defined and х+\х f= v; also for each у Е D (except 
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that у is the initial element of С) the immediate predecessor у- Е С of у is 
determined. ТЬе sets 

ме pairwise disjoint and form а subsystem F of РВ. Obviously kF ~ kB. 
Since, оп the other hand, kF = kL + kD = kC(1), we have kC(1) ~ kB. 
Q.E.D. 

LEMMA 2.6. Let С Ье а chain such that k1C ~ kS and kC(1) ~ kB;2 
then С is siтilar to а subset ој (РВ; ~). (cf. L. 2.5 for С(1)). 

Prooj. Let С' Ье а subset of С dense everywhere оп С, and such 
that kC' = k1 С. Since, Ьу supposition, еасЬ of the cardinals k1 С, kC(1) is 
~ kB, we have alsо k(C' UC(1)) ~ kB. Consequently, there is а one-to-one 
mapping ј of the set В = С' U С(1) into the set В; thus ј В ~ В and 
РјВ ~ РВ. Now, consider the transformation: 

(1) Ј[х] = ј(·,х]в (х Е С); 

thus for еасћ х Е С Ј[х] consists of аЈl the points ј(х') where х' ~ х, 
х' Е В. We вау that (1) is а similarity transformation of С into РВ. In 
fact, let х, у Е С and х < у; to prove that Ј[х] С Ј[у]. 

At first, if х, у ме not consecutive points in С, and because С' is dense 
оп С, there is an element of C'located between х and у. If, оп the contrary, 
у succeeds immediately to х, then either у is isolated, thus у Е Ј[у] or у is 
а unilaterallimit point, ћепсе у Е С', and again у Е Ј[уЈ. 

ТЬе Lemmas 2.3-2.6 yield the following general 

ТИЕОREМ 2.1. Let м Ье аnу set; in order that аn ordered chain С 
Ье siтilar to а subset ој Р М, it is necessary and sujJicient that both: 

(1) 

where С(1) denotes the systeт ој all unilateralliтit points ој С; syтboli­
cally, jor аnу chain С and аnу transfinite cardinal nuтber т the relations 

tG ~ tP(т) 

and 

2С(1) denotes the set of аll unilaterallimit points of с. 
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are equivalent. 

Cf. also Novotny [1]. The сме of denumerable sets М yields the 
foHowing corollary due to W. Sierpinski [2, р. 241]. 

COROLLARY 2.1. Јп order that а chain Ье siтilar to а subset о! PN, 
N being the set о! natural nuтbers, it is necessary and sv.jJicient that С Ье 
siтilar to а set о! real nv.тbers. 

LEMMA 2.7. For each ordered chain С and each set М satisJying 
k1C ~ kM there is а chain СО ~ РМ, so that kC = kCo, k1C = k1CO• 

ProoJ. Let С(1) Ье the set of аН uni1ateral limit points of С. If 
kC(1) ~ k1C, then, according to Т. 2.1, the chain С is representable in 
РМ, and the L. 2.7 is proved. Оп the other hand, if kC(1) > k1C, then the 
consecutive limit points of С form а set С2 of power = kC(1) thus kC2 > 
k1C. Now, dropping the right point in each such couple of consecutive limit 
points of С one gets а chain С3 ~ С satisfying kСз = kC, k1Сз = k1C 
and kСз (1) ~ k1Сз [0з(1) is t~e set of аН unilaterallimit points of 0з]. In 
virtue of the Т. 2.1 the chain Сз (1) is representable in РМ Ьу а model СО 
wblch is the set required Ьу the L. 2.7. Q.E.D. 

§ 3. Natural ordering of complexes. 

Dejinition 3.1. For а sequence or complex s we denote Ьу 'УВ the 
rank or length or the degree о! Вј consequently, for each { < 'УВ, B~ is а well 
determined terт of Sj we might also write B~ Е а.3 

Oonvention 3.1. Each sequence (complex) s тау Ье considered as 
ordered, so that for anу {, {' < 'УВ the set {{, {'} should Ье similar to {a~, B~'} 
Ьу the mapping { -+ B~ (cf. Kurepa [2, р. 44 convention 1]). 

Dejinition 3.2. The ordinal sv.т of complexes в, а' is the complex sts' 

of rank 'УВ + 'Уа' so that 

(1) (sts')~ = B~ or 

according as { < 'УВ or 'УВ ~ { < 'УВ + 'Уа'. 
In general, s being а sequence of sequences B~, the ordered sv.т 

(2) 

ЗIt is convenient to put -уМ = М for anу set М; then ~ < -уМ is to Ье read as 
~ Е М. Тћш еасћ set, space etc. тау Ье considered as а complex. 
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is defined as the sequence obtained Ьу juxtaposition ој sequences 8~ (~ < 'У8). 
In particular, each sequence, 8, is to Ье considered as the ordinal sum ој it8 
terms: s = ;:t s~. 

~<"'Y8 

Consequently, the rank 'У is а distributive operation. 

E.g. (2, 3, 5);:t(0, О, О, О) = (2,3,5, О, О, О, О) 

and for the corresponding ranks one has 3 + 4 = 7. 

Convention 3.2. Let 8 Ье а complex (sequence) and l/ > 'YS; then 
8 тау Ье considered as а complex ~ of rank l/, во that its terms of order 
~ 'У8 are v (уасuоuв): e)~ = 8~ or v according as ~ < 'У8 or ~ ~ 'У8. E.g. 
(О, О, О) = (О, О, О, vvv ... ). Naturally, v has Ље usuаl arithmetic of its own. 

Definition 3.3. For anу ordered рШr (8,8') of sequences we denote Ьу 
i(8,8') or i or е(8, 8') the maximal initial porlion ој "indices" ~ satisfying 

(4) 8~ = 8~ (~< е(8, 8')); 

in particular let е(8,8) = 'У8 (cf. Def. 2.1). 

Definition 3.4. (<Z relation) 8, 8' being sequences, let 8<Z 8' or 8'Э 8 
теan 'У8 < 'У8', 8~ = 8~ (~ < 'У8). Naturally, 8~ s' or 8'i2 8 теans 8<Z 8' 
or 8 = 8'. 

Sometimes it јв convenient to denote ~ Ьу 1. ТЫв relation јв the 
very basis of the theory of ramified tables. (Kurepa [2, рр. 84-87]). 

С being а chain, it is known that for each ordinal а Hausdorff [1] 
(cf. also Bernstein [1, р. 51]) introduced the lexicographical отает in the set 
С(а) of all a-sequences extracted from С, во that for distinct elements ј, 
9 Е С(а) he defined: 

ј < 9 in С(а) {::} fi(j,g) < 9i(j,g) in С. 

The set С(а) Ьесотев а ($)-chain or l-chain (read: lexicographic chain). 

LEMMA 3.1. Given аnу system 8 о! complexes, the logical 8um ој 
<Z -ordering аnа ој the lexicographical ordering о! 8 yields а total ordering 
ој 8. (Natural ordering of complexes in Kurepa [2, р. 87, 127]). 

The simplest way to prove the lemma is the following: 

Definition 3.5. Let 'У8 = SUP'Y8 (8 Е 8). 
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Then each sequence 8 Е 8 јв to Ье considered as а sequence 8' of degree 
-у8 во that 8( = 8~ (~ < -У8) and 8( = V (Уаеиит) for each -У8 S { < -у8 
provided that -У8 < -у8 and that v precedes each point occurring as а proper 
term in any element of 8. Thus we obtain the system 8'. 

E.g. if 8 = {(1, 2, З), (2), (2,4), (1,2, З, ... )}, 

then 8' јв to Ье considered as the system 

{(1, 2, З,v,v ... ), (2,v,v,v ... ), (2, 4,v,v, ... ), (1,2, З, ... )}. 

Of course, the mapping 8 -t 8' (8 Е 8) јв а one-to-one mapping of 8 onto 
8' ј but the lexicographical ordering of 8' yields а chainj the transfer of that 
order onto 8 Ьу the тар 8 +-+ 8' yields а total order in 8, which obviously јв 
an extension of both the с:: -order and the alphabetical order defined for the 
l-incomparable elements of 8ј the ordering of 8 thus obtained јв its natural 
order. . 

Ав an illustration of the usefulness of the preceding considerations let 
us mention the 

LEMMA 3.2. For each ordinal а the natural ordering ој 

(1) u 2(ао) (ао < а) 

yield8 а chain which, јот each limit nuтЬет а i8 everywhere den8e оп the 
8et 2(а). The 8ате 8tatement holds ij instead ој 2 we read here аnу ordered 
chain С as having а fir8t and last element (cf. Def. 1.4). Note that sets (1) 
and 2(а) are disjoint. 

Let а Ье а limit ordinal >'ј then for each dyadic a-sequence Х of the 
form Х = (XOXl ..• О, 1,1 ... ) we have х+ = (XOXl •.. 1, О, О ... ) ј.е. for each 
/3 < а and each у Е 2(/3) the >.-sequence Yj:;Oj:;{l}-I3+Л јв the immediate 

predecessor in 2(а) of the >.-sequence уј:;1ј:;{8}.в+Лј and, reciprocally, each 

couple of consecutive points of 2(>') јв of that form. Now, prove that (1) јв 
dense оп 2(а) for а = >.: if 8, 8' are поп consecutive in 2(>') and 8 < 8', 
then there јв an Х Е (1) such that 8 < Х < 8'. Let i = i(8,8')j then 8i = О, 
8~ = 1. Let v = -i + а. If (i,a)., 1= {O}v, we сan put Х = (.,i].'j:;{v}v. 

If (i, а)., = {O}v, then necessarily (i, .). 1= {l}v Ьесаиве (., i).j:;{l}v and 8' 

are consecutive in 2(а). Thus there јв а ~ Е (i, а) such that 8~ = Ој putting 
then Х = (·,~).j:;(l)j:;{O}v we вее that 8 < Х < 8' and Х Е 2(а). 
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Remark 3.1. The same conclusion holds for С(Л), О and 1 denoting the 
first and last elements of С; if С is not limited, then С(Л) ћм по consecutive 
points; С is any chain. 

Definition 3.6. For апу ordered pair (Ь, а) of cardinal numbers let 

ь 
a~ = L аХ (v. Tarski [1, р. 188, Def. 4]). 

Х<Ь 

Definition 3.7. For any ordered pair ({3, а) of ordinal numbers let 

На({3) = u (зЮ· 
~<U;", 

Thus На ({3) consists of аН < ""a-sequences4 of ordinals < {3. Тће cases 
1 < {3 < ""о and particularly (3 = 2 are of special importance. Thus, for 
example, 

Н1 (2) = U2(~) (~< ""1)' 
~ 

LEMMA 3.3. IЈ Ь ~ 2, then 

N N 
Since Ь ~ 2 implies Ь:: ~ 2:: let us consider the case Ь = 2. For 

а = О the formula reads ЬО + Ь1 + Ь2 + ... ~ NO which is obviously true. If 
N 

а - 1 exists, then 2N"'-1 ~ Na and 2:: ~ 2N"'-1, thus 2N", ~ Na . If а is а 
limit number thus а = SUP,,<a(v + 1) and Na = SUP,,<a NV+l' 2Nv ~ N"+l' 

N 
2:: ~ 2Nv ~ Nv+l (v < а), hence the first relation in L. 3.3; multiplying it 
Ьу Na we obtain the second relation in L. 3.3; the third relation is а special 
case of the second. 

N", k 
LEMMA 3.4. IЈ Ь ~ 2, then Ь - = I:,,<U;Q Ь ". 
As а matter of fact 

Ч.е. of аН ~-sequences, ~ running over the ordinals < (,оЈ",. 
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Therefore the L. 3.4 holds true. 

LEMMA 3.5. For each ordinal fЗ > 1 we have (k reads "cardinal о!") 

(1) 

and in particular 

Since the summands in the Def. 3.7 ые pairwise disjoint we have 

hence Ьу the application of L. 3.3 and L. 3.4 we obtain the L. 3.5. 

Оп the numbers k1 (2«(Џа)), k2 (2«(Џа)) (cf. Def. 2.1, 2.2). 

LEMMA 3.6. 

(1) 

thus 

Јп particular 

(2) 

here ~ reads = iJ а is not а limit nuтber. 

(2) 

(3) 

The hypothesis k1 (2«(Џа+1)) = Na+1 is equivalent to the continuum 
hypothesis 2N

", = Na +1' 
At first, Ље set На(2) is dense everywhere in 2«(Џа)ј therefore (cf. L. 

3.2) we have 

(1) 

Since obviously 

(2) 
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the equality k1(2(wa )) = k2 (2(wa )) = kHa (2) will follow from (1) and from 
the dual relation. 

At first we can еавПу prove 

LEMMA 3.7. Let ~ < Wa and у Е 2(~); let l(у) Ье the set ој аll points 
х Е 2(wa ) such that у±{О}",,, < х < у±{l}",,,; then l(у) (у Е 2(~)) is а 

disjointed systeт ој k2(~) = 2k~ non-void intervals ој 2(wa ). 

Consequently, k2 (2(wa )) ~ 2k~ (~ < "-'а ), from where we can еавПу 
deduce that 

(3) 

Тће relations (1), (2), (3) yield the first equality in L. 3.7. That 
implies, in virtue of the last equality in L. 3.3, the second equality in L. 3.7. 

Тће remainder of L. 3.7 is obvious. 

§4. Оп comparison of orders. Preorder operator о 

Definition 4.1. Let (8ј :::;), (8'ј :::;') Ье orderedj we say that the order 
in (8ј:::;) is at least so great (abundant) as the order in (8' :::;') or that (8ј:::;) 
is weakly siтilar to а subset ој (8'ј :::;'), symbolically 

(1) о(8ј:::;) :::; 0(8' ј:::;') or 0(8' ј :::;') ~ о(8ј :::;) 

if and only if there is а one-to-one mapping ј of 8 into 8', so that for еасћ 
chain С ~ (8ј:::;) the set јС is а similar chain of (8'ј :::;'). 

We шо write 08 instead of о(8ј :::;). 

Definition 4.2. 

08 = 08' {::} 08 :::; 08', 08':::; 08 

08 < 08' {::} 08 :::; 08', 08 i= 08'. 

Тће above notion of preorder was introduced earlier (v. Kurepa [4, 
р. 72])ј it is not to Ье confused with the type order t8 of (8ј:::;) (cf. Def. 
1.9) because if t8:::; t8', then the transform of еасћ antichain in 8 is а well 
determined antichain in 8', which in the саве of 08 :::; 08' need not hold. In 
particular the preorder operator о enables us to сотраге chains, antichains 
and general order sets. For instance, if in а chain С the relation 08 :::; оС 
holds, it enables us to order totally 8 Ьу an extension of its partial order 
(8ј :::;): as а matter of fact, let ј Ье а preorder mapping of (8ј:::;) into Сј 
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if then for any а, Ь Е 8 the relation а ~ Ь in 8 has to mean the ваше as 
Ј(а) ~ Ј(Ь) in С, then 8 Ьесотев а chain similaг to а chain in С, во that 
the new total order of 8 is an extension of the previous order (8;~) of 8. 

We тау write 08 == 08' if and only if 8,8' аге similar, that is if and 
only if t8 == t8'. N aturally, the relation t8 = t8' does not necessaгily imply 
the relation t8 == t8' (already it is во in the саве of total orderings). 

LEMMA 4.1. For аn antichain А the relation оА ~ 08 is equivalent 
to kA ~ k8. 

The consideration of preorder is in а certain sense the consideration 
of the history о! аn ordered set (8; ~), Ьесаиве the relations о(Х; ~) ~ 08, 
kX = k8 imply that the order of Х шау Ье considered as а particular state 
in the evolution о! order in 8 from its totally unordered state through (8; ~), 
to Ьесоше а chain. 

In fact, let Ј Ье а preorder mapping of Х onto (8; ~); then the trans­
Jerring of the order from 8 to Х Ьу the process 

х, у Е Х, х ~ у in Х {::} Ј(х) ~ f(y) in (8;~) 

yields an order extension of (X;~) similar to (8; ~); consequently, the given 
order (X;~) is indeed а previous state о! the order (8; ~). Once more it 
Ьесотев useful to mention that it is of по importance to distinguish similaг 
ordered sets. А very remaгkable example of the past states of воше lineaг 
sets were given Ьу us elsewhere (cf. Kurepa [5]). 

Now we аге going to prove the following very interesting theorem. 

Definition 4.3. The suт тodulo 2 о/ sets :А, В is the set А + В 
2 

consisting of those points of А u В that аге not in А П В. 

ТИЕОREМ 4.1. For аnу ordinal nuтber а оnе has 

(1) оРI(а) ~ 0(2(а)) (cf. Def. 1.4, 4.1) 

and still тore: The systeт РI(а) о/ all subsets ~ I(а) ordered Ьу the re­
lation ~ саn Ье тapped buiniquely not only into but also onto the chain 
2(а) = 2"" о/ all dyadic a-sequences ordered lexicographically, so that each 
chain С ~ РI(а) is siтilar to the corresponding subset 0/2(а): the corre­
spondence Х -t char. function <рх is such аn isoтorphic тapping о/ РI(а) 
onto 2(а). In other words: the partial order о/ (PI(a);~) саn ье extended 
totally, to Ьесоте identical with the total lexicographical order in 2(а): the 
тapping /-1(1) (f Е 2(а)) enaЫes 'Us to trans/er the lexicographic order о/ 
2(а) into (PI(a);~) Ьу enlarging the partial order (РI(а); ~). 
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In other words: let Р I (а) Ье ordered во that the vacuous set v precedes 
every other element ој РI(а) and that јот the non-void distinct elements 
Х, У Е РI(а) the relation Х < У теаnв that the first element ој the вит 
Х+У modulo 2 belongs to У; then РI(а) Ьесотев а chain similar to 2(а), 

2 
the correspondence 

Х -+ char. junction <Р х 

being а similarity between РI(а) во ordered, and the chain 2(а); in particu­
lar, јот each ~ < а and each А ~ I(~) the element А u Ю is the immediate 
s'Uccessor ој А u (~, а). Iј а is а limit nитЬет, then each pair ој consecutive 
points ој (PI(a)j~) is ој that jorт. 

Of course, (~, а) means the set of аН ordinals between ~ and а. 

Ртоој. It was shown earlier (cf. Т. 1.1) that <рх (Х Е РI(а)) is а 
one-to-one mapping of РI(а) onto 2(I(a)) and thus onto 2(а) and even 
that it is а similarity between (PI(a)j~) and the cardinal ordering of 2(а). 
Since the lexicographical ordering of 2(а) is an extension of the cardinal 
order in 2(а), the first part of the theorem is proved. It is obvious that 
А u (~, а) precedes А u (~) because the symmetrical sum mod 2 of these sets 
is [~, а) and the first element of that sum belongs to А u (~). It remains to 
prove the last statement in Т. 4.1. Let us operate with the sum modulo 2. 
Suppose F, G Е РI(а) and F+ = Gj i being the first element of F+G, we 

2 
have i Е G\F. Then G П (i, а) = Vj in the opposite саве there would Ье а 
~ Е G п (i, а), which is impossible, since we should have F < G\Ю < G 
contrary to F+ = G. Ву analogy, we prove that (2, а) С F. Q.E.D. 

Remark 4.1. From the above it would seem that, in the sequence of 
lexicographic orders 

(1) 2(,8),3(,8), ... , n(,8), . .. UJ(,8), ... , 

the ordering 2(,8) had а very privileged position. It is the more interesting to 
show that for each limit ordinal,8 the types 2(,8), 3(,8) ше equal (although 
not identical), and that for each ordinal а we have 

(2) 

Consequently, 2(UJa ) and 3(UJa ) ате merely representations in the different 
systems ој воте type ој ordering от ој воте numerical continuum obtained 
Ьу identification ој consecutive points in Р I(UJa ). In this connection we 
will consider the ordinals as digits and some passages from one (finite or 
transfinite) numerical system to another. 
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§ 5. Ordinals as digits. Digital functions. 

Exaтple 5.1. Let us consider the chains 2(""0), 4(""0) consisting of аН 
""o-sequences of digits 0,1 and О, 1, 2, 3 respectively. We тау consider that 
the elements of chains 2(""0), 4(""0) ме obtainable Ьу successive partitions 
of а set in 2 and 4 parts respectively; thus the first 2 steps in the СаБе of 
2(""0) ме equivalent to the first step in the СаБе of 4(""0) etc. That leads 
us to denote in the 2-system the digits О, 1, 2, 3 of the 4-system as foHows 
(Definition 5.1): 

(1) 00,01,10,11 for 0,1,2,3 

respectively, and, vice versa, to denote dyadic "nuтbers" 00,01,10,11 as 
О, 1, 2, 3 in the 4-system. 

If that transformation is denoted [4; 2], thus e.g. 

(2) [4; 2](0) = ОО, [4; 2](1) = 01, [4; 2](2) = 10, [4; 2](3) = 11, 

then each sequence 8 ој 4-digits is representable in the 2-systeт аа the ае­
quence 

(3) [4; 2](а) == t [4; 2]811 (11 < 'У8), 
11 

('У8 denoting the degree of 8); e.g. 

(4) [4; 2](103302) = 010011110010. 

Conversely, the passage иош the 2-system to the 4-system шау Ье ассош­
plished Ьу шеаns of the transformation [4; 2]-1 defined as follows for еасћ 
dyadic sequence а of even rank 'Уа: if а = 00,01, 10, 11 respectively, then 
[4; 2]-lа is, respectively, О, 1, 2, 3. If 'Уа = 2'У', the partition of а = ± 8~ 

11<"1' 
with 'Y8~ = 2 permits to define [4; 2]-l а = ± [4; 2]-1 8~. E.g. in the аЬоуе 

11<"1 
СаБе: [4; 2]-1 (010011110010) reads 103302. For the ""o-sequences {О}"'а' 
{3}",,,, we ћауе as their [4; 2]-Чmаgеs: {O}"'Q' {1 }"'Q' respectively. 

LEMMA 5.1. (1) For each ordinal а the тapping [4;2Ја (а Е 4(""0<)) 
is а siтilarity between the lexicographic chains 4(""0<) and 2(""0<). 

(2) For each 2 :::;; п < ""о let [2n ; 2] denote the тapping induced Ьу the 
jollowing dyadic representation ој the 2n digits 11 < 2n : 

(2) 
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where 

Then the тapping 

(4) 

i8 а 8iтilarity tran8forтation between the lexicographic ordering8 2n ("-Io,) 

and 2("-Ia ). 

Ву the induction argument опе веев that Ьу (2), (3) the mapping [2n ; 2] 
јв uniquely determined; obviously, it јв а опе-опе mapping. Its isomorphic 
character for the natural ordering јв а consequence of the definition of the 
natural ordering јп the опе hand, and that the mapping јв isomorphic јп 
the chain Ј(2n ) of аН digits l/ < 2n . 

Тће inverse ofthe mapping (4) exists and шау Ье denoted [2n ; 2]-1. 

5.2. [a;,8]-functions (ај,8 ordinals) serve to равв from the a-system 
representation to the ,8-system representation of sequences of а given order 
-у (therefore it should Ье better to speak of [а; ,8]-y-functions to mark the 
degree of the :given sequences, or even to speak of the type [а; ,81-У; -у'] of 
functions to denote the degree -у of the set of sequences from which we 
start and the degree of the resulting set of sequences. 80 for the above саве 
(4), its inverse mapping [2n ; 2]-1 јв of the type [2; 2n ] or, more precisely, 
of the type [2; 2n Iл; л] for еасћ limit ordina1 л. It јв not here the place to 
develop the theory of висћ functions, but we вћа11 indicate воше simple and 
important савев. Тћив, for example, given ап ordina1 а, еасћ digit ао < а 
сап Ьу dyadica11y represented Ьу the characteristic function of Ј(ао) relative 
to Ј(а); for that [а; 2]-function we have the foHowing definition of [а; 2]: 

Dejinition 5.2. -у([а; 2]ао) = а,([а; 2]ао){ = 1 or О according as 
~ < ао or ао ~ ~ < а; ао denotes anу ordina1 < а; for апу sequence 8 of 
digits, let 

[а; 2]8 = ± [а; 2]8{. 
{<-У8 

Тћив we have а definite [ај 2]-function5 which шарв isomorphica11y the nat­
ura1 order of U{<<<: .. a(~) into that of U{ 2(~)(~ < "-10") for еасћ 2 :::; а < "-10"' 
In particular, that function шарв 3("-10") into 2("-10") for еасћ ordinal а. 

5There is по јnсоnуеnјеnсе јn that the Бате БутЬоl (а; 2] Ье used for 2 distinct 
digital functions (cf. Def. 5.1). 
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We could proceed Ьу considering special digital functions. Despite 
that we ме anxious to prove the following theorem of Hausdorff [1], but 
which apparently was not suffi.ciently used and which we ме going to apply 
later. -

ТНЕОRБМ 5.1. For each chain С and ordinals а, /3 we have 

(1) tC(a)(/3) == tC(a/3) 

i. е. the lexicographical chains 

(2) С(а)(/3) , С (а/3) 

are siтilar. Јп particular, if х Е С (а )(/3), let 

(3) 

Let 1(/3) х 1(а) denote the lexicographically ordered set оЈ omered pairs 
(/30, ао) (/30 < /3, ао < а); putting 

(4) 

then the тapping 

(5) 

х = t Х(.8000) 
(.8000) 

х(х Е С(а)(/3)) 

is а siтilarity between the chains (2). 

Reтark 5.1. It is to Ье noted that, Ьу definition, the product а/3 
means Ље type of Ј ( а) х 1 (/3) and not that of Ј (/3) х 1 ( а) ј namely, Ьу 
definition, а/3 = 'ЕРа а and not conversely а/3 = 'Еоо /3, although there ме 
great practical reasons for the last definition. E.g. in high schools everybody 
says 2а = а + а and not 2а = 2 + 2 + ... + 2 (а times). 

Proof. of Т. 5.1. It is obvious that х Е С(а/3) ј clearly х exhausts 
С ( а/3). It remains to prove the isomorphic character of that mapping. Let 
х, у Е С(а)(/3) and х < Уј thus Х; < У; where i = i(x, у) is the first number 
< /3 for which х, у differj in particular, хи = Уи (11 < i). Now, хи , Уи ме 

a-sequences and consequently (хи)оо = (Уи)оа i.e. Х(иоо) = У(IIОО) ј that 
means 

(5) 
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where, as usual (av)o runs over the ordinals < av. 

Now let е = i(Xi,Yi); as Xi < Yi that means 

In other words 

(6) 

Putting е = i(x, у), it follows from (5), (6) that е = ai + е, хе < 
Уе thus х < у in С(а{3). Q.E.D. 

Тће relation (1) is due to Hausdorff ([1], [2, р. 127], [З, р. 150]; cf. 
also Birkhoff [1, р. 290]). 

5.З. Here is а very interesting theorem: 

ТИЕОRЕМ 5.2. Let а, v Ье аnу ordinal nuтbers; let v("-'o) denote 
the lexicographicaily ordered set оЈ all тappings оЈ I(,,-,о) into I(v)j then 

(1) 2(wo ) is siтilar to (п + 1)("-'0) Jor each 2:5 п < "-'о i.e. 

(2) 

and 

(3) 

(4) 

t2(wo) = tv(,,-,o) (2:5 v :5 "-'о) 

tv(wo) = tv'(,,-,o) (2:5 v,v':5 wо).б 

Тће theorem 5.2 (1) is true for а = О because the sets 2("-'0), 3("-'0) ме 
similar to the chain С = 2::0<"'<1 Ј(Х), where for еасћ rational х Е (0,1), 
tJ(x) = 2, and for еасћ other -х Ё [0,1], tJ = 1. Now, the sets 2("-'0), n(wo) 
being similar, the same holds for the sets (2(wo))("-'0), (n("-'о))("-'о), which, 
in virtue of Т. 5.1, means that 

In particular, if а> О then (Џо"-'о = (џо and (*) yields (1). Тће same 
reasoning applies to prove the theorem 5.2 (2) as well as the 

6It is to Ье remarked that јп (3) the вјgn = mеans ~ and ~ and genera1ly it is not 
replaceable Ьу ::. 
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LEMMA 5.2. Let а Ье аnу ordinal nитЬет; then 

(1) tn("ю) == tnn
' «Ua) (1 ~ п' < '"-', 2 ~ п < '"-'); 

(2) tn«UOJ . а) == tn'«UOJ . а) (2 ~ п, п' < '"-'). 

In fact, 1· (u • а = n'(Ua thus tn(l . «Ја) == tn(n'(Ua) == (in virtue of Т. 
5.1) == tn(n')«Ua) == tnn' «Ua) because n(n') = пп' for finite п'; that proves 
the L. 5.2 (1). 

As to L. 5.2 (2), firstly, as tn«u) == tn'«U) thus 

tn«U)«UOJ . а) == tn'«U)«UOJ . а) 

and Ьу Т. 5.1 tn«UOJ . а) == tn'«U . «ЈОЈ . а) what with 

implies the L. 5.2 (2). 

ProoJ оЈ Т. 5.2 (3). Di.gital jv.nction la; 21. 

Definition 5.3. For any ordinal number а, let la; 21 = Oi;{l}a 'i.e. 

la; 21 is the (1 + a)-sequence so that la; 21.8 = О or 1, according as .8 = о or 
О < .8 < 1 + а. In particular 10; 21 = о. For еасћ sequence 8 of ordinals let 
Iv; 21 = v and for 8 :1= v: 

18;21 = t Ix;21 
хЕа 

LEMMA 5.3. 

(1) "(18;21=~)1+"(8"Yo), ("(0<,,(8 == thelengthof8). 

(2) 

then 

(3) 

(4) 

(5) 

"Уо 

Given anу ordinal sequences Х,У; let е = е(х,у) (с!. Def. 3.3) and 

ео = ео(х, У) == IXe - Yel; 

ё == e(lx; 21, Iy; 21) = 2)1 + ха) + ео(х, у), 
а<е 

eo(lx; 21, Iy; 21) = 1 

хе ~ Уе {::} Ix; 21ё ~ Iy; 21ё respectively. 
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At first, (1) is obvious Ьесаше 'Ylaj 21 = 1 + а for еасћ ordinal а. As 
to (3), from Ха = Уа (а < е) it follows 

± IXaj21 = ± IYaj21 (а < е(х, У)) 
а а 

what with 
IXej 21.в = IYej 21.в (fЗ < ео(х, У)) 

implies 
IXj 21~ = IYj 21~ (~< ё). 

Оп the other hand 

IZј21ё = IZej21eo (z Е {х,у}) 

which proves (4) and (5). 80 the lemma 5.3 is proved. 

Now, the proof of Т. 5.2 (3) is еаву. 8ince, obviously for 2 ~ V ~ (ЈЈа 
we have 2(wa) ~ v(wa ) the relation Т. 3 (3)1 ~ Т. 3 (3)2 is immediate. 
As to the dua1 relation (3)2 ~ (3)1, it is suffi.cient to consider the above 
mapping 

18;21 (8 Е v(wa )) 

which embeds isomorphica11y the chain v(wa ) into the dyadic chain 2(wa) 
(cf. L. 5.3 (5)). Finally, the Т. 5.2 (4) follows from Т. 5.2 (3). Q.E.D. 

5.4. Remark оп the cardinal relation 

(1) 

Тће previous function 18; 21 (8 Е v(wa )) enables us in particular to 
тар biuniquely the set v(wa ) of vNo elements· into the set 2(wa) of 2N", 

elements, which is а very simple proof of the classica1 cardinal relation 

(2) 

for еасћ cardinal 

(3) 

(its dual is obvious; ћеnсе the announced equa1ity). 
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§ 6. Тrees. Partitions. N umber systems. 

1. Тће question arises to find all solutions о! the equation 

(1) 

We ћауе seen that (1) is satisfied for 

(2) ,в = 2,3 оо. ,П, ОО' ,2(wo) and 2(~) for еасћ 2 ~ ~ < (Џа 

because 

(З) 

Now, 2(~) is exactly the set о! initial portions о! length ~ о! elements о! 
2(wa ). It is very useful to consider, for anу sequence 8 the system 

(4) Т8 

of all initial portions of 8 ordered Ьу the relation 9; where 

(5) х9;у 

шеans that х is an initial portion о! у. (у. Def. 3.4). In particular х Е Т8. 

For а set В о! sequences we define 

(6) ТВ 

as the union о! аll the sets 

Т8 (8 Е В). 

Тће ordered set ТВ is а tree {raтified table} i.e. Jor each eleтent ој 
this set, the set оЈ it8 predecessors is well-ordered. Consequently, for anу 
ordered set В we ћауе the tree 

(7) 

In particular, the tree 

(8) 
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is definedj for еасћ 1 :::; ~ < (Ј)а the set 2(~) constitutes the ~th row R~T of 
this tree Т (cf. Kurepa [2, §9.3 р. 92-93]). 

Such rows ые specia1 maximal antichains ојт.7 

Here ые some шахјша! antichains of Т: 

О, 1 (or rep1acing 1 Ьу 10, 11) 

(9) 0,10,11 

00,01,100,101,110,111 (bipartition of О, 4-partition of 1). 

Тће antichain 
0,10,110,1110, ... {1}~0, ... (~ <(Ј)а) 

is not шшшш, because the e1ement {1}",,, is not сошрыаЫе with an е1е­
ment of this a.ntichain. 

ТИЕОREМ 6.1. Let А Ье а maximal antichain ој the tree 

Т2({Ј)а), such that 'УХ < {Ј)а (х Е А). 

аnа А' the lexicogmphical ordering ој А; we have 

(10) 

i.e. the elements ој such а maximal antichain А as well as the elements ој 
the corresponding chain А' от those ој аnу other chain similar with А' are 
аЫе to serve as digits јот representation ој the chain 2({Ј)а). 

As а matter offact, 1et s Е А'({Ј)а)ј consequent1y s = {Э~}~<",,,ј 1et 

(11) 

Since B~ Е Т, one has фs Е 2({Ј)а). 

LEMMA 6.1. The mapping s --+ фs is а similarity between the chains 
А'({Ј)а),2({Ј)а). 

First of ш1 

(12) 

Тће proof is analogue to the proof of the Lemma 5.3. 

7 Any ordered set having по comparable elements is called an antichain. 
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Secondly, еасћ element х Е 2(w",) is а фs. 

Let Аох denote the unique element of the antichain А such that 

(13) Аохс:: х. 

Ву induction, let us define the sequence 

(14) 

in this way: 

(15) 

(16) 

(17) 

АоХ, А1Х = Ао(Аох, - )." А2х = Ао(Аох±А1х, - )." ... 

А(х = Ao(±A~ox, -)." ... (~ < w"'). 

Тће sequence Ах is an element of Al(w",) and obviously 

фАх =х. Q.E.D. 

2. Let v Ье any ordinal such that 1 < v < W"'. 
Тће elements 

О, 10, 110, 1110, ... , 

261 

constitute а maximal antichain А; the lexicographical ordering А' of А yields 
the ordinal number v + 1. For this antichain А, the theorem 6.1 implies this 

(1) 

THEOREM 6.2.8 Рот each ordinal v ше have 

Моте explicitly: Let 

[v + 1; 21vo = {1 }"о ±О, [v + 1,210 = о, 

[v + 1; 21v = {1}" 

(2) 

(3) 

8Тће theorem 6.2 was found a1so Ьу Р. Рарјс in February 1956. Тће paper (without 
§6) was written and sent to Germany in the Summer 1953. Тће results of §6 were found 
alsо in 1953, and partly announced at the colloquium of the Society of mathematicians 
and physicists of Croatia (Zagreb, 17.03.1954). 
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and 

(4) [11+1;218=+ 8с (~<w"" 8E(II+1)(w",»; 
""'~ .. 

then the mapping 

(5) 8 -t [11 + 1,218 (8 Е (11 + l)w",) 

is а similarity between the chains (11 + l)(w",), 2(w",). 

3. Here is the reciprocal of the theorem 6.1: 

ТИЕОRЕМ б.3. For each chain е the relation 

(1) 

iтplie8 

(2) 

jor а тaximal antichain А ој T2(w",) 8uch that 'УХ < (џ'" jor each х Е А. 

Let ј Ье а similarity of e(w",) onto 2(w",). Тће e-partition of e(w",) 
into sets of the form 

(3) 

implies in 2(w",) the je-partition 

(4) j(x)±JCe(w",» (х Е е) 

or 

(5) 

Now, је is а таЮта! antichain ofT, Ьесаиве the sets (5) ые pairwise 
disjoint and exhaust the set 2(w",) and obvious1y 'УУ < (џ"'. 

If the re1ation (1) is interpreted as а digital representation of the set 
2(w",) or Р J(w",) in the number system e-the e1ements of е p1aying the ro1e 
of digits - we have proved this far-reached 

ТИЕОREМ б.4. Јп order that the ordered chain 2(w",) Ье representable 
а8 the set ој all the w",-sequences ој а chain е, it is necessary and sufficient 
that there exists а тaxiтal antichain А ој the tree T2(w",) such that 'УХ < (џ'" 
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(х Е А) and that the lexicographical ordering Аl ој А Ье similar with С. Or 
in this wording: in order that t2(wo ) == tC(wo ) it is necessary and sv.fficient 
that there exists а C-partition ој 2(wo ) into sets ој type 2(wo ) each and 
hence 

(6) 

In а similar way one proves 

ТИЕОRЕМ 6.5. Let а Ье аnу ordinal nv.mber and L аnу ordered chain; 
јn order that јот аn ordered chain С оnе has 

(7) 

it is necessary and sv.fficient that Ње table Т L(wo ) contains а тaxiтal chain 
А ој elements ој length < ""'о sv.ch that its lexicographical ordering Аl Ье 
siтilar with С. 

The extensions ше to арреш еlве. 

§ 7. Numbers ko8, ko8, (8 anу ordered set). 

Cardinal number function К 1. 

Dejinition 7.1. 080r 0(8ј $) denotes the system of шl the maximal 
chains ~ (8ј $). 

Dejinition 7.2. 08 = 0(8; $) denotes the system of all the тaximal 
antichains ~ (8; $). 

Dejinition 7.3. ko8 = Suрж kx (х Е 08); in particular koP(O) = 1. 

Dejinition 7.4. ko8 = Suрж kx (х Е (8); in particular k(jP(O) = 1. 

Dejinition 7.5. For anу cardinal number m > О let 

in other words: К1 (т) is the supremum of cardinals of chains each ofwhich 
is т-вершаЫе. 

Or thus: 
К1 (т) = SupkC, (С Е k11(m» 

с 

k11(m) being the сlавв of chains С such that k1C = т. Ву definition, let 
К1 (О) = 1. 
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Dejinition 7.6. For а system F of sets let 

kDF = kdF = SupkX, (Х Е DF), 

DF being the system of аН disjointed families of sets belonging to Р. 

LEMMA 7.1. For each chain С and each antichain ё оnе has 

koC = kC, koq = kё. 

ТИЕОRЕМ 7.1. For each cardinal т 

koP(m) = ([:;2])' if т is jinite; 

koP(m) = 2т , if т is not jinite. 

(1) 

(2) 

COROLLARY 7.1. Јп order that koP(m) < 2т , it is necessary and 
sufficient that т is jinite.9 

Тће proof of (1) is given elsewhere; if О < т < No, then the system of 
аН [m/2]-point sets S; Р(т) is an antichain having the koP(m) elements. 

As to (2), let М Ье а set having т points; т being infinite, т2 = т;10 
let then F Ье а disjointed system of sets S; М so that kF = kX = т 
(Х Е Р). Now, let S Ье the system of аН sets У S; М, such that У ћаБ а 
single point in еасћ Х Е Р. Of course, kS = тт = kP(m); оп the other 
hand, obviously, the elements of S аге pairwise inclusionaHy incomparable. 
Since Ьу definition koO = 1, the proof of Т. 7.1 is finished. 

LEMMA 7.2. kDP(m) = т for each injinite cardinal т (cf. Def. 7.6). 

At first, there exists а disjointed system S S; Р(т) of power т; such 
is the system of аН the one-point-sets S; М where kM = т; secondly, еасћ 
disjointed system S; Р(т) is of power ~ т; otherwise we should ћауе а 
disjointed system F of non-void sets S; М, so that kF > kM, which is а 
nonsense (at least оп the basis of choice axiom). 

90 is considered as поп finite; consequently, the ca.rdinals a.rе either О, or finite, or 
infinite. 

lOConsequently, we use а proposition equivalent to the choice аЮот. 
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§ 8. Оп the function К1Ш, (ш any cardinal). 

From the definition of К1 (т) (cf. Def. 7.5.) as the supremum of kC 
with k1 С ::; m it follows that 

LEMMA 8.1. K 1(k1C) ~ kC Jar each chain С. 

ТИЕОREМ 8.1. (1) Par each finite cardinal m 

(1) К1 (т) = т, koP(m) = m + 1, K1(m) < koP(m). 

(2) Par each infinite cardinal т, 

(2) K1(m) = koP(m). 

ProaJ. If m is finite, then the sets 1(0),1(1), ... ,1(т) form а chain 
in Р(т), which proves the Т. 8.1 (1). As to the Т. 8.1 (2), at first К1О = 
1 = koP(O)j secondly, for еасћ transfinite т, еасћ chain С ~ Р(т) satisfies 
k1C ::; m (cf. L. 2.4). ОП the other hand (cf. L. 2.7) for еасћ С satisfying 
К1С = m there exists а chain Со ~ Р(т), so that kC = kCoj consequently, 
in Ље definition of К1 (т) we can require still more that С ~ Р(т), which 
means exactly that the Т. 8.1 (2) is proved. 

COROLLARY 8.1. 1n arder that а cardinal m Ье finite, it is necessary 
аnа sujJicient that K1(m) < koP(m). 

Whereas for finite m the evaluation of the numbers К1 (т), koP(m) 
is еаву, for transfinite т, оп the contrary, the question is connected with 
continuum hypothesis, e.g. with the problem of evaluation of Ље power аЬ 

(а, Ь cardinals). 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

ТИЕОREМ 8.2. Par each ardinal 01.: 

N" < K 1(N,,) ::; 2N
", ::; К1 (2~), 

where 2~ = 2: 2" (а < N,,). 

" 
N~O ::; К1 (N,,). 

2N
"'+l ::; К1 (2N",) • 

N N", 
К1 (N,,) = 2 '" {:::} 2 ~ = N". 

N N", 
K 1 (N,,) = 2 '" {:::} 2~ ::; N" 

2N .. = Nq+l(O" < 01.) =? K 1 (N,,) = 2N
"'j in particular 

2N", = N"+l =? К1 (2N",) = 2210", . 
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ТЬе equality 

(7) 

holds Jor о = О, аnа Jor each strongly inaccessible No i.e. Jor each No 
satisfying 2N .. < No (ст < а). 

(8) 

ТЬе theorems 8.1 (2) and 8.2 yields 

THEOREM 8.3. Јп the wording оЈ Т. 8.2 it is legitimate to read kQP 
instead оЈ К1 • 

ProoJ. (1) At first, let us prove that No < K 1 (No ) (v. 8ierpinski [1]). 
Let р(а) Ье the first ordinal such that 2N

,,(Q) > No ; the р(а) ~ а, because 
2NQ > No • Consequently 2k o- ~ No (ст < р(о)); therefore ст running over 
Ј(ра): 

This means (cf. L. 3.6) that kHp(o) (2) = No . Now (cf. L. 3.2), Нр(о) (2) 
is everywhere dense оп the chain 2(,,-,р(о») whose cardinal is 2N

,,(a) thus> No . 

Hence 

If here the sign ~ means =, аН is proved. However, let С = 2(,,-,р(0») 
;:1:;1("-'0); then k1C = No, and kC = 2N

,,(Q) +No > No· 80 the first step in Т. 

8.1 (1) is accomplished. Again, the relation K 1 (No ) ~ 2Na is contained in 
. the relation kC ~ 2k1C (cf. L. 2.2). ТЬе last part of Т. 8.2 (1) is obtainable 

from L. 8.1 for the case С = 2("-'0) as а consequence of k2(,,-,0) = 2Na (cf. 
Na 

Def. 1.4) and k1(2(,,-,0)) = 2- (cf. L. 3.7). 

As to Т. 8.2 (2), let us consider the chain "-'0("-'0); then k,,-,o("-'o) = N~O, 
k1 ("-'0(00)) = L:n<",o N~ = No ; the last equality is а consequence of the fact 
that the chain Un"-'o(n) is dense everywhere оп "-'0("-'0). 

As to Т. 8.2 (3), it suffi.ces to construct а chain С satisfying 

(*) 

8исЬ is the chain 2("-'0+1) оп which the chain Н == H"'a+l (2) is dense. 



Partitive sets and ordered chains 267 

Now, NaH ~ 2N". Therefore for each (ј < ""аН, Ьесаиве k(j ~ Na : 
N~CТ ~ (2N,,) kcт = 2N".kO' = 2N". 

Thus, (ј running over Ј(""аН): 

Therefore kH ~ 2N
". Now k2(""aH) = 2N"+1, k1(2(""aH)) = kH (cf. L. 

3.7). The chain Н being everywhere dense оп 2(""аН), the chain 2(""аН) 
satisfies (*), which proves the Т. 8.2 (3). 

Obviously (1) ~ (3). Also (4) follows from (3) and from the obvious 

equi~alence 2N .. ~ Na«(j < а) # 2~ = Na . 

The implications (5) and (6) ше included in (4). The theorem ~.3 (3), 
for the саве а = О implies the following corollary of W. 8eirpinski [4]: 

COROLLARY 8.2. There is а тonotonic jaтily ој 2N1 linear sets. 

Ву analogy, the theorem 8.3 (7) implies the 

COROLLARY 8.3. Јј 2No = N1, there is а тonotonic jaтily ој 22"0 
linear sets (v. 8ierpinski [3, р. 120]). 

The implications in Т. 8.2 (7) and Т. 8.3 (7) show how the evaluation 
of К1 (т), koP(m) јв, for transfinite т, connected with the problem of the 
evaluation оС 2т . 

Now, the proposition 

G т + = 2т jor each transfinite cardinal т 

јшрНев in particular 2N" = Na +l as well as the choice юciош (cf. 8ierpinski 
[5]). Consequently, according to Т. 8.2 (7) and Т. 8.3 (7) we have 

ТИЕОREМ 8.4. G ~ К1 (т) = 2т јот each transfinite cardinal т. 

ТИЕОRЕМ 8.5. G ~ koP(m) = 2т јот each transfinite cardinal т. 

§ 9. Cogrediency of orderings. 

The elementary notion of permutation has two meanings: first an 
arrangement, an ordering of а set, and then that оС а mapping of the ваше 
set onto itself. 80 e.g. for the set 1(2) we have the following total orderings 
(permutation) 1 < 2, 2 -< 1 and the antichain 1112. 

The chains 1 < 2, 2 -< 1 are similar but not cogrediently, strongly 
siтilar in the sense that the identity should Ье an isomorphism. Therefore 
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we are going to define а strong siтilarity от cogrediency between the order­
ings of а set in order to have the analog of the elementary notion of the 
permutation ав an ordering. 

Definition 9.1. ЕасЬ one-to-one mapping of а set onto itself is called 
а perтutation of that set. ТЬе system of аН permutations of а set М is 
denoted М! 

Definition 9.2. Let 

(1) (8ј :$), (8ј ј) 

Ье any orderings of 8ј they are cogredient or strongly similar, symbolicaHy 

(2) (8ј:$) == (Вј ј), 

if and only if the identity mapping is an isomorphism between these order­
ings. 

Definition 9.3. For an ordered set (8ј:$) let 1(8ј:$) or 18 denote the 
system of аН the initial portions of (8ј :$), the :va.cuous set v included. 

LEMMA 9.1. 
ате equival~nt. 

The relations 1(8ј:$) = 1(8ј ј) and (8ј:$) == (8ј ј) 

LEMMA 9.2. 1Ј two orderings оЈ а set ате strongly siтilar, they ате 
siтilar. The converse is not necessarily true. 

§ 10. Махјшal chains in partitive sets. 
Total orderings. Choice axiom. 

As а synthesis of investigations of many authors (chronologicaHy: 
Cantor, Du Bois-Reymond,l1 Bernstein, Hessenberg, Hartogs, Janiszewski, 
Fraenkel, Kuratowski, Mostowski, Denjoy) we have the foHowing theorem 
showing of what importance are the investigations of тaxiтality шему in 
the саве of very special ordered sets. 

THEOREM 10.1. Let М Ье апу set and, respectively, 

(1) 

llТћuз the problem of infinita.ry pa.nta.chies of Du Bois-Reymond [1, §б9] is con­
nected to the development of the notion of general ordered sets and its mахјmal сћшns 
(cf. Hausdorff [2, р. 105-159]). 
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the systeт оЈ all orderings аnа оЈ аll total orderings оЈ М respectively, the 
equality relation in Oi[M](i = о, с) being that оЈ the cogrediency (strong 
siтilaritY)j Ьу definition оnе ptt.ts Oi[kM] = kОi[М] Jor i = с, о. 

1. lЈ (М;:::;) Е Ос[М], then the system 

(2) I(М;:::;) 

оЈ all initial portions оЈ (М :::;) - the void portion included - is а тaxiтal 
chain in Р(М)ј the тapping 

(3) 1" (х Е ОС[М]) 

is one-to-one оЈ Ос[М] onto ОР(М)ј the converse оЈ (3) is defined in the 
Jollowing way: lЈ С Е ОР(М) аnа iJ in М оnе defines :::; (с) so that for 
х, у Е М the binary relation х :::; (с)у or у ~ (с)х тeans х = у or that there 
is 

(4) х Е С satisfying х Е Х, yrf. Х 

then 

(5) (М;:::; (с)) 

is а chain so that 

(6) I(М;:::; (с)) = С. 

2. kOc[M] = kOP(M). 

3. For i Е {с,о} we have kЂ(т) :::; kOi[m] :::; kTi(m),т! :::; 2тт,тт 

Jor each cardinal тј Ђ(т) тeans Oi[m] with the siтilarity as equality re­
lation (ав to Тс(т) cf. Cantor [1, р. 298]). 

4. kOP(Na ) = 2N
" = kTc(Na ) = Na ! 

5. kOP(C) = k(C!) Jor each well-ordered chainj in particular kOP(m) 
= т! (т < No аnа Jor each aleph т). 

6. Z {:::} О(т;:::;) =f О Jor each cardinal т аnа each ordering (т; :::;). 
7. Z {:::} (ОР(т) =f О) Л (О(т;:::;) =f О) Jor each cardinal т аnа each 

ordering (т; :::;). 

8. "" «т)ОР(т) =f О =} Z). 

The proof of Т. 10.1 is very long. 
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Ав to the proof of Т. 10.1 (1) вее Kuratowski (1], where other ref­
erences are given; (v. also Кurера [1, 33-43]). Т. 10.1 (2) is obviously а 
consequence of Т. 10.1 (1). 

Т. 10.1 (3). Тће first relation in Т. 10.1 (3) is obvious. Now, Ьу the 
relation of similarity we have а disjointed partition of О[М] into classes of 
similar sets. Hence, for the proof of the first part of Т. 10.1 (3) it suffices 
to prove the 

LEMMA 10.1. Аи ordering8 о/ М 8iтilar to а given ordering (Мј::5) 
о/ М are repre8entable in the /orт 

(1) (Мј::5 (Л) (f Е М!) 

the relation ::5 (Ј) being defined 80 that, /or х, у Е М, /(х) ~ (Ј) /(у) in 
(Мј::5 (Ј)). 

То orderings о/ М which are not cogredient are aS80ciated different 
eleтent8 о/ м!12 

Firstly, for еасћ / Е М! it is obvious that (Мј::5 (Л) is an ordered 
set вјтНа! to (Мј::5) the mapping / being а similarity and even а strong 
similarity between (Мј::5) and (Мј::5 (Л). Secondly, еасћ ordering (Mj~) 
similar to (Мј::5) is strongly similar to (Мј::5 (Л) Cor воте / Е М! In fact, 
s being any similarity пiаррiпg of (М;::5) onto (M;~) we have (М;:;) == 
(Мј::5 (В)), because, оп the one hand, 8 being а similarity 

(2) х ::5 у {:} 8(Х) ~ в(у) 

and оп the other hand, Ьу definition of ::5 (8 ) 

(3) х::5 у {:} в(х) ::5(в) 8(У). 

Now, в(х) ~ в(у) (Ьу (2)) => х ::5 у (and Ьу (3)) => 8(Х) ::5 (в)в(у). 
And conversely. Thus 

(4) в(х) ~ в(у) {:} в(х) ::5(8) в(у) (х,у Е М) 

which means exactly that ~ and ::5 (В) are cogredient orderings of М, 8 
being а one-to-one mapping of М onto itself, во that instead of в(х), 8(У) 
in (4) we might write e.g. х', у'. 

12For the саве of total orderings of I(<и) the L. 10.1 is due to Denjoy [1, р. 114]. 
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As to the second relation in Т. 10.1 (3), we have firstly kTi(т) :::; 2тт 

(cf. Hausdorff [3, р. 97]) and secondly т! :::; тт because (kM)(kM) = 
k(M(M)) and obviously М! <; М(М) (cf. Def. 1.2). 

Т. 10.1 (4) is а consequence of the following lemma. 

LEMMA 10.2. 

kTc(N",) = 2NQ ј 

N",! = 2NQ
• 

(1) 

(2) 

First of аН kTc(N",) :::; 2NooN Q = 2NOOj secondly, the dual relation holds 
also (cf. Bernstein [1, р. 40]): it is suffi.cient to associate to each "'",-sequence 
Ј of digits 0,1 the chain of type 

L (Ј", + "'о + "'О). 
"'<"'оо 

The cardinal of that type is obviously N",j therefore it belongs to 
Tc(N",). But, for different ",,,,-sequences Ј, 9 of digits 0,1, the corresponding 
types (1) аге different. То see it, let us materialize these order types. Let us 
consider а set Е of type "'о + "'о e.g. the ordered set of аН rational integersj 
for each 1.1 < "'", let Ј:: denote the set of ordered triplets (Ј, 1.1, х) (х Е Е) 
ordered lexicographicallYj let J~ denote v or (1.1, Ј, 1) according as Ј", = о or 
1. Let 

[Ј",] = J~tJ~ and ОЈ = L [Ј",]. 
"'<"'оо 

Obviously, ОЈ is а chain of Ље requested type (1) because 

t[J",] = Ј", + "'о + '" for еасЬ 1.1 < "'",. 

Now, if tOJ == tOg, then, necessarily, Ј = у. This is а consequence 
of the fact that each similarity maps each portion onto а portionj therefore 
we see that, firstly, for each 1.1 < "'", the portion J~ (or Ј::) is mapped onto 
а certain y~, (or y~,,) and, secondly, that necessarily 1.1 = V (or 1.1 = 1.1"). In 
particular, tJ~ = tg~ thus Ј", = у", for еасЬ 1.1 < "'",. 

ProoJ oJL. 10.2 (2).13 It is suffi.cient to prove that 

(1) 

13For '" = О, L. 10. 2 (2) is due to Bernвtein [1, р. 39]. 
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Let us remember that N~ = N,,; it means that there exists а biunique 
mapping ј of 82 onto 8 = 1(w,,). Thus we ме dealing with а disjointed 
partition 

(2) 8 = j(v х 8) (v Е 8), 

w here, for each v, v х 8 means the set of аН the ordered pairs (v, s) (s Е 8). 
Let <р Ье anу biunique mapping of ј(О х 8) so that 

(3) <Ри(о, v)) Е j(v х 8) (v Е 8). 

80 the sets 

(4) ј(О х 8), <рј(О х 8) 

ме weH determined subsets of 8; in their union, <р is defined; let us prolong 
<р onto 8 Ьу the identity transformation in the complement of that union; we 
get а biunique mapping Р<р of 8 onto itself. Obviously, if <р =1- <р', then Р<р =1-
Р<р" 8ince the cardinal of аН mappings <р is N~a, we get N~a permutations 
of the set 1(w,,) = 8. Q.E.D. 

Thus the proof of Т. 10.1 (4) is finished. 

Т. 10.1 (5) is а consequence of Т. 10.1 (4). 

Ртоој ој Т. 10.1 (6). The first inclusion is weH known. Ав to the 
inverse conclusion let ив prove the 

LEMMA 10.3. 1ј јот each ordered set (8;~) the relation 0(8;~) i= v 
holds, then јот each chain С ~ (8;~) there is аn eleтent СО Е 0(8; ~), so 
that С ~ Со. 

In fact, let 80 Ье the set of аН the points of 8, each of which is 
сотрмаЫе to each point of С; according to the hypothesis of L. 10.3 there 
is а тaxiтal chain К in 80' Now, К Е 0(8; ~). In fact, firstly, 

(1) 
• 

Ьесаиве each point of 80 is сошрмаЫе to each point of С; in fact if Х is 
а chain in 80, then Х U С is alВО а chain in 80; secondly, let ив виррове 
,...., (К Е 08); that would mean that the system F of chains Х ~ 8 satisfying 

(2) 'КcX~8 
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is non-vacuous. Ћот (1), (2) it follows 

(3) СеХ. 

х being а chain, the relation (3) says that, Ьу the definition of 80, we ћауе 
Х ~ 80, and, consequently, Ьу (2) К е Х ~ 80, which is incompatible with 
К Е 080' Accordingly, the system (2) is satisfied for по chain С ~ (8; ~). 
Q.E.D. 

As to the proof that the thesis in L. 10.3 implies the choice axiom, see 
Birkhoff [2] р. 42. 

РтооЈ оЈТ. 10.1 (7) (see Kurepa [6]); reminds us that the total order­
ing principle V is equivalent to the proposition ОР(т) i= о for еасћ cardinal 
m (cf. Т. 10.1 (2)). 

РТООЈ о! Т. 10.1 (8). It is а consequence of Т. 10.1 (2) and of the 
theorem of Mostowski [1], according to which '" (V =? Z). Thus the proof 
of theorem 10.1 is finished. 

§ 11. А Problem. 

In connection with Т. 10.1 (7), (8) we wonder whether the analogy of 
Т. 10.1 (8) subsists for the second factor in Т. 10.1 (7) too; in other words: 

18 it possible to have а model о! the set Љеоту јn which the choice 
axioт is not fulfilled, although each ordered set (8;~) contains а maxiтal 
subset о! pairwise incomparable points'? 
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GLOSSARY, NOTATIONS 

(Т. = theorem, L. = lemma, с. = coroHary, D. = definition) 

=> ... implies 

'" ... Non. 

{:} ... is equivalent. 

! (factorial) ... D. 9.1. 

R denoting а binary relation (e.g. an equality), Љ, R 2 denote the first and 
second parts of R respectively. In particular, if (3) denotes an equality, then 
(3)1 => (3)2 means that the first (left) part of (3) implies its second (right) 
part. 

с:: ... D.3.4. 

+ ... D.4.3. 
2 

t ... D.3.2. 

С(I) = set of аН unilaterallimit points of с. 

х+ = immediate successor of х. 

х- = immediate predecessor of х. 

8081 or 80(81) ... D. 1.4. 

2(UJQ ) ••• D. 1.4. 
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ь 

a~ = L:",<b а'" ... D. 3.5. 

{а}.в = ,8-sequence еасћ term of which is а. 

(.,х)м resp. (·,х]м јв the set of all the у Е М satisfying у < х or у 5 Х; 
(х, у)м or (у,х)м is the set of all the points of М located between х and у. 

Antichain v. Chain. 

Chain (Antichain): еасћ ordered set having по couple of distinct incompa- . 
rable (comparable) points. 

'У ••• D. 3.1, D. 3.4. 

С (ав index) ... Т. 10.1. 

cardinal ordering ... D. 1.8. 

Cogrediency ... D.9.2. 

Characteristic function ... D. 1.5. 

D ... D.7.6. 

Digital function ... §5. 

Н",(,8) is the set of all the {-sequences of ordinals < ,8, { running over ordi­
nals < (.оЈ", (cf. D. 3.6). 

i ... D.3.3. 

1 ••• D.3.4. 

l(а) ... D. 1.3. 

1(8; 5) ... D. 9.3. 

k ... Тће cardinal number of (D. 1.1). 

kl ... D.2.1. 

Kl ... D.7.5. 

k2 ... D.2.2. 

kv ... D.7.6. 

ko ... D.7.3. 

ko ... Dw7.4. 

о ... D.4.1. 

о (ав index) ... Т. 10.1. 

О, (ј ... D. 7.1, 7.2. 

Ordered sum ... D. 3.2. 

Ordering; cardinal- D. 1.8; lexicographical- D. 3.3; natural- L. 3.1. 

Ordinals as digits ... §5. 

Permutation ... D. 9.1. 

~n (п number) ... D. 1.10. 
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Preorder (operator о) ... D.4.1. 

PS ... D. 1.6. 

(PS;~) ... D. 1.7. 

Separability degree ... D. 2.1. 

Similarity - D. 1.9; strong - D. 9.2; weak - D. 4.1. 
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ON А NEW RECIPROCITY, DISTRIBUTION 
AND DUALITY LAW 

Introduction. One knows various operations оп sets, e.g. join, in­
tersections, limit, A-operation (Suslin), etc. In the present article we define, 
as an extension of operations we introduced in another paper (Kurepa [6,7]) 
several operations of considerable generality and importance. It turns out 
that the weH-kпоwп distribution law (cf. §1l) as weH as the De Morgan аu­
ality principle (cf. §5) are very special cases of ош theorems. Moreover, а 
пеw reciprocity phenoтenon occurs (cf. §12). АН depend оп the intercon­
nection between тaxiтal chains and тахјта! antichains of ordered sets. 
Ву considering ordered sets one achieves considerable generality. Ву their 
use we get а synthetic view оп (1) the analytic operation; (2) c-analytic ор­
eration (definition of complements of analytic sets)j (3) the distribution law; 
(4) the duality lawj and moreover, one arrives at (5) а пеw reciprocity law. 
In particular, in connection with the distributive law, the maximal chains 
and maximal antichains indicate respectively two distinct ways to reach the 
same result (cf. Theorems 4.2, 8.1). ОП the other hand, the parallel con­
siderations of тахјтаl chains and тахјта! antichains of S give rise to а 
пеw kind of interconnection of elements of р2 1 (1 being anу setj cf. the 
k-condition in §8). This in turn opens а broad way to new investigations Ьу 
consideration of the elements of ра 1 instead of those of р2 1. Ош results 
тау Ье interpreted in mathematical logic, too. 

Тће results of this paper are connected to an idea we expressed in our 
Thesis [4, 135 n040] (cf. Tarski [11]). 

BIBLIOGRAPНICAL NOTE. Расте Ј. Math. 7 (1957), 1125-1143 
AUTHOR'S NOTE. Reeeived September 8,1953 and Revised form Јиlу 24,1954. 

Тће main results of this рарег were presented August 28, 1953, in Вгихеllев at а 00110-
quium of Mathematieal Logie (Вгихеllев, August 18-19, 28-29, 1953). 

Тће autor wishes to express his sineere thanks to the referee for his уегу attentive 
examination of this рарег and for permissions to inelude ћеге Theorems 4.4 and 10.1. 
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GLOSSARY AND NOTATION 

Antichain; an ordered set having по eouple of distinct eomparable 
points. 

Chain; an ordered set having по two distinet incomparable points. 

1 or U теans universal set. 

'УТ (ef. 10.1) 

Disjv.nctive Jamilyj а fami1y eomposed of pairwise disjoint sets. g' 

denotes "not c:."t. 
j-eonnected (ef. 2.1) 

k-eondition (ef. 3.1, 8) 

РВ denotes the system of all subsets of В; in particular, the void set 
v is an element of рв;р2В = Р(РВ), ро.+1В = р(ро.В), ete. 

П Е {О,О'}, п Е {О,д'} 

n'=u, u'=n· 
п denotes the eombinatorial multiplieation. 

Ramified set; an ordered set the predecessors of еаећ of whose points 
form а chain. 

Ramified table or tree; an ordered set В with the property that if х Е В 
then the set (., х) 8 is well ordered. 

Р being а relation, Рl, Р2, Рз designates its first part, seeond part, thiid 
part, e.g., in the equality (2) we use (2)1 to designate the first (left) part 
of (2); (2)2 designates the seeond part of (2). If (2) is а binary relation for 
sets, then (2)1 is the set оп Ље left-hand side of (2). 

(х, .)8 denotes the set of all the points у Е В such that х < у. 
(., х) 8 denotes the set of аll the points у Е В such that у < х. 
1. denotes П or u. 
v = empty set. 

1. Тће operator (е, 1..f). Let е Е р2 1 and 1. Е {п, u}. Let Ј Ье anу 
mapping of 1. This means that, for еасћ х Е 1, Ј(х) is а well-determined set; 
of eourse it тау happen that Ј(х) = v (void)j Ьу Ј' we denote the mapping 
х --t /'(х) which to еасћ х Е 1 assoeiates the eomplement /,(х) of the set 
Ј(х); the eomplement is taken in respeet to anу set ~ Ј(х) (х Е 1). In the 

t EDITORIAL NOTE: Here Е denotes the membership relation. From now оп, instead 
of Е and Е' we use Е and ~ 
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ca.se that Ј(х) consists of one point, say Ј(х) = {а}, we write Ј(х) = а a.s 
well a.s Ј(х) = {а}. Let 1. denote u or Пј let u' = П, r( = U. 

We put 

(1.1) (е, 1..Ј) = 1.' 1.f(eo) 
еl ео 

(ео Е el Е е). 

In particular, we put, Ьу convention, 

(1.2) (v,n,1)=v, (v,u,1)= universalset ;2J(e)foreacheE1. 

More explicitly (1.1) reads 

(1.3) (е,П,Ј) = unJ(eo), (e,U, 1) = nUJ(eo) 

where ео Е el Е е. Thus, ео Е 1, el Е Р1. 

Тће meaning of (Е, 1., /'), (Р, 1., Ј') is obvious. Thus, /,(х) denotes 
the complement of Ј (х). In particular, one ha.s the De Morgan Theorem. 

(1.4) 

ТИЕОREМ 1.1. (е,1.,Л' = (е, 1.', Ј'). 

In what follows, we shall denote Ьу 

(е,е*) 

any ordered pair of elements of р2 1. Given such а pair (е, е*) we might 
consider various sets, a.s e.g., 

(1.5) (е, П, 1), (е, П, Ј'), (е, U, 1), (е, U, Ј'), 

and similarly for е*. In particular, we shall consider the sets 

(1.6) (е, 1., 1), (е*, 1., Ј'). 

Obviously, given е, 1., Ј, the previous sets ме well determined. Тће problem 
is to know their interconnections. 

2. j-connection of (е, е*). 

TНEOREM 2.1. Јп arder that Јат each Ј 

(2.1) (е,п,Л';2 (е*,П,Ј') ат (е,п,Ј');2 (е*,П,Ј'), 

it is nесеввату and sufficient that 
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(2.2) (е1 Е е, er Е е*). 

Ртоој ој necessity (2.1) :::} (2.2). Suppose, оп the contrary, that (2.2) 
does not holdj i.e., that there exist 

(2.3) е10 Е е, ero Е е*, so that е10 П ero = v. 

Let ј Ье the characteristic function of е10 such that f( ео) = 1 {:} 
ео Е е10' Since е10 Е е and since 1 Е f( ео) (ео Е е10 one ћав obviously 
1 Е' (2.1)1' ОП the other hand, since eio п е10 = v, ј(ео) = v (ео Е еЏ, 
thus ј'(ео) = 1 (ео Е eio)j in other words, 1 Е (2.1)2' Thus (2.3) implies 
1 Е (2.1)2\(2.1)1 which contradicts the hypothesis (2.1). 

Ртоој ој sujficiency. (2.2) :::} (2.1), that is, (2.2) :::} (~ Е (2.1Ы :::} ~ Е 
(2.1)1), Now the relation ~ Е (е*, П.!') means that there is an ei such that 
~ Е г(ео) (ео Е ei)· 

Again, let е1 Е еј since е1 П ei i- v Ьу hypothesis (2.2), let z Е ђ П ei ј 
thus, ~ Е' j(z)j consequently, for еасћ е1 Е е there is an ео Е е1 such that 
~ Е' ј(ео). That means ~ Е' (е, п.!), that is, ~ Е (е, пл'. 

Since the condition (2.2) is symmetrical with respect to е, е*, we get 
the following. 

ТИЕОREМ 2.2. The j-identity (е, п.!)' d (е*, П.Ј') is equivalent to 
the j-identity (е*, пл'. d (е, п.ј'). 

Тће last two theorems give rise to the following. 

DEFINITION 2.1. An ordered раП (е, е*) of elements of р2 1 is said to 
Ье j-connected, symbolically (е, е*) Е (ј) if 

(е1 Е е, er Е е*). 

ТИЕОREМ 2.3. Јn order that (2.1) holds Jor each ј, it is nесеввату and 
sujficient that the ordered pair (е, е*) Ье j-connected. 

(3.1) 

З. Тће k-condition. We will prove the following. 

ТИЕОREМ 3.1. Јn order that Jor each ј оnе has 

(е,пл' ~ (е*,п.ј') 
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it is necessary and sv.jJicient that jor each Х ~ 1 satisfying 

(3.2) 

оnе has 

(3.3) pXne*=l-v, 

that is, that there is аn ei Е е* sv.ch that ei ~ Х. 

Prooj ој necessity. Let Х satisfy (3.2). Let ј Ье the characteristic 
function of Х. Then (3.2) implies v ~ nј(ео), (ео Е еl), for еасћ еl Е е. 
Thus v Е (3.1k Лs (3.1) holds, one has v Е (3.1)2' Therefore there exists 
an ei Е е* satisfying v Е n!,(ео) (ео Е ei)· Consequently, ј(ео) = 1 for 

ео 

еасћ ео Е ei, and that means exactly that ei ~ Х. 

(3.4) 

Prooj ој sv.jJiciency. If (3.2) ~ (3.3), then { Е (3.1)1' 

Let 

Х = Е ({ Е ј'(х)) 
хЕl 

that is, Х denotes the set of аН the х Е 1 for which { Е' ј(х). We see 
that (3.2) holds. In the opposite case, there would Ье an еl0 Е е such that 
е10 П Х = v, thus { Е ј(ео) (ео Е е10) and therefore { Е' (3,1)1, contrary 
to the hypothesis that { Е (3.1k Тће set (3.4) satisfying (3.2), there exists 
Ьу supposition an element eio Е е* such that eio ~ Х. That means that 
{ Е !'(ео) (ео Е eio )' that is, {Е (3.1)2' 

DEFINITION 3.1. Тће ordered pair (е, е*) of elements of р2 1 is said 
to satisfy the k-condition, symbolica1ly 

(3.5) (е,е*) Е (k), 

provided the system 

(3.6) 

implies 

(3.7) РХ п е* =1- v. 

Thus Theorem 3.1 тау Ье expressed in the following form. 
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ТИЕОRЕМ 3.2. The relation (е, е*) Е (k) is equivalent to the j-identity 

(е, п.!)' ~ (е*, п.ј'). 

4. First fundamental theorem. Theorems 2.1 and 3.1 enable ив 
to characterize the equality 

(4.1) (е, п.!)' = (е*, П.Ј'). 

ТИЕОREМ 4.1 The equality (4.1) is equivalent to the relation 

(4.2) (е,е*) Е (ј) Л (k). 

(The last relation means that (е, е*) satisfies both (ј) and (k)). 

We transform the previous conditions using De Morgan's theorem (c.f. 
Theorem 1.1). We have (е, n.f)' = (е, U.f') so that (4.1) reads 

(е, U.j') = (е*, П.ј'); 

and considering ј' instead of ј we obtain 

(е, U.!) = (е*, П.!). 

Consequently we have the following, 

ТИЕОREМ 4.2. (First fundamental theorem). Let (е, е*) Ье а given 
ordered pair ој elements ој р2 1; then the jollowing properties ате pairwise 
equivalent: 

1. (е,е*) Е (ј)Л(k) 

П. For each mapping ј ој the set 1 the jollowing duality law holds: 

(U п ј(ео))' = U п ј'(ео), that is, (е, n.f)' = (е*, п.ј'). 
еl ео е· е* .10 

Јп. For each mapping ј ој the set 1, оnе has the distributive law 

u п ј(ео) = П U f(eo), that is, (е, П.!) = (е*, u.f). 

JV. (е*, е) Е (ј) Л (k}:",,/ 
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РтооЈ. In fact, Ј {::} П (Theorem 4.1) and П {::} ЈП as was shown 
Ьу the application of the De Morgan theorem to (U. П .Л'. It remains to 
prove that JV is equivalent to Ј, П and Ј п. First, the implication Ј => ЈП 
yields JV => (е*, П.Ј) = (е, U.f)j from here, passing to complement ЈП' 
of ЈП: (е*, п·Л' = (е, U, Л' that is, (е*, U.f') = (е, п.!,). Writing Ј' 
instead of Ј, one gets IП. ТЬив· JV => ЈП. Conversely, ЈП=> ЈП' (Ьу 
implication Ј Ј Ј => Ј) => JV. 

ТЬе equivalence Ј {::} JV gives the following 

ТИЕОREМ 4.3. (Symmetrycharacterof(j)/\(k)): ЈЈ(е,е*) Е (j)/\(k), 
then also (е*,е) Е (j)/\(k). Јп otherwords, iJ(e,e*) Е (ј), then (е,е*) Е 
(k) {::} (е* .е) Е (k). 

ТИЕОRЕМ 4.4. (Symmetry of the k-propertyl). ЈЈ (е, е*) Е (k), then 
(е*, е) Е (k). 

РтооЈ. То begin with, if е is the null set, then for every е*, (е, е*) Е' (k) 
and (е*, е) Е' (k). And if the null set is а member of е, then for every 
е*, (е, е*) Е (k) and (е*, е) Е (k). It remains to consider савев where по 
sets involved аге null. Suppose that (е, е*) Е' (k). Then there exist an Х 
висЬ that for every el Е е, el Пх =1= v, and for every ei Е е*, ei\x =1= v. Let 
у = Ue• И\Х) (ei Е е*). Then for every ei Е е*, у U ei =1= Vj and if it can 

1 

Ье proved that, for every el Е е, ђ \у =1= v, it will follow that (е*, е) Е' (k). 
But for every ђ Е е, xl = el П Х =1= v and Xl П У = v. Since Xl =1= v, it 
follows that Xl \у =1= v and therefore that el \У =1= v. 

In what follows, the generality of Theorem 4.2 will Ье revealed. We 
will restrict ourselves to ordered sets. There we аге naturaHy led to consider 
various operators which were the origin of the present investigations (cf. 
Kurepa [4, 6].) 

5. Ordered sets, operators О, О, О', О'. Let 8 Ье any set ordered 
Ьу :$. ТЬе operators О, О, О', О' аге defined in the following manner: 

~8. 

DEFINITION 5.1. 08 designates the system of all maximal chains ~ 8. 
DEFINITION 5.1. 08 designates the system of аН тaximal antichains 

DEFINITION 5.2. 0'8 designates the system of аН Х Е 08 висЬ that 

(М Е 08). 

lTheorem 4.4 and its proof аге due to the referee. 
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DEFINITION 5.2. 0'8 designates the system of а11 Х Е 08 such that 

XnA:f:v (А Е 08). 

We shall Ье aware of а certain reciprocity between notions chain and an­
tichain, and in particular Ьу passing from the system О, О' to the system --, 
0,0. 

То еасћ ordered set 8 is associated the set consisting of 

(5.1) 08,08,0'8,0'8 

which are at most four elements of р28. Тће set (5.1) is of great importance. 
Its elements form in а certain sense the spatial forms along which certain 
operations are to Ье- taken. Еасћ element е of (5.1) is as it were а system 
of paths for operations (e,..L .1), (е, ..L', 1), etc. 

CONVENTION 5.1. Тће reciprocal of а statement s will Ье denoted 
-в. 80 the reciprocal of the Lemma 5.1 is denoted Ьу Lemma 5.1. If Х is а 
chain, then Х is an antichain, etc. Here is an example. 

LEMMA 5.1. Јп order that Х Е О' 8, it is sv.fficient that Х is аn 
antichain о! 8 sv.ch that Х П М :f: v (М Е 08). Јп other words, iJ аn 
antichain intersects each тaxiтal chain о! 8 it is necessarily а тaxiтal 
antichain. 

Тће reciprocal results is as follows. 

LEMMA 5.1. Јп order that Х Е 0'8, it is sv.fficient that Х is а chain 
о! 8 sv.ch that Х п А :f: v (А Е 08). Јп the other. words, iJ а chain Х о! 
8 intersects each antichain о! 8, then Х is necessarily а тaxiтal оnе. 

ProoJ. Let Х Ье an antichain satisfying Х П М :f: v (М Е 08). То 
prove that Х Е 0'8, it is sufficient to prove that Х is а тaxiтal antichain, 
i.e., that еасћ Ь Е 8 is comparable to some point of Х. Now, let Ь Е В Е 
08. Then the point В П Х exists and is the required point of Х which is 
comparable to ь. 

Reciprocally, let Х Ье а chain such that Х П А :f: v (А Е 08). То 
prove that Х is а maximal chain, suppose, оп the contrary, that there is 
а chain С ~ Х. Let d Е С\Х and let d Е D Е 08. Then necessarily 
D п Х = v, because if х Е D п Х, one would ћауе two distinct comparable 
points d, х in the antichain D. 

--~-~------- --~~-----------



286 А. Theory of PartialIy Ordered Sets 

LEMMA 5.2. 0'8 ~ 08, 0'8 ~ 08. (Each olthe signs ~ here тау 
Ье = or С .) Јп particular there exists а non-void 8 such that2 

(5.2) о' 8 = v, О' 8 = v 

EXAMPLE 5.1. Let ао denote Ље system of а11 non-void bounded well 
ordered sets of rational numbers ordered Ьу теanв of the relation ~ where3 

(5.3) х g у or у i2 х теans that х is ап initia1 portion of у. In that саве, 
0'000 = v, because, e.g., there јв по сћајп јп ао intersecting еасћ row of ао 
(cf. [4, р. 95]). It is provable that 0'000 = v. 

Ав an example of reciprocity considerations let us prove the following 
lemmas (5.3 and 5.3) which are mutua11y reciproca1 and which wi1l occur јп 
distributive laws (cf. Theorem 9.1, Савев 2,,2). 

LEMMA 5.3. ЈI the maximal chains оЈ 8 are рајмае disjoint, then 
Йе comparability relation јn 8 ја transitive, аnа conversely. Also 

(5.4) 08=08= М, , - п 

м 

where П denotes the combinatorial product оЈ sets М, М running over 08; 
аnа 08 = 0'8. 

ReciprocaIly we have Ље following. 

LEMMA 5.3. ЈI the maximal antichains оЈ 8 are pairwise disjoint, then 
the incomparability relation јn 8 ја transitive, аnа conversely. Also 

where П denotes the combinatorial product оЈ all the sets А, А running over 
08; аnа 0'8= 08. 

ProoJ оЈ Lemma 5.3. If 08 јв disjoint, then as it јв еаву to show, the 
comparability relation in 8 јв а congruence relation, and vice versa. Еасћ 
А Е 08 intersects еасћ М Е 08 (thus 08 = 0'8) in а single point, вјпсе 
оп the опе hand 08 is disjoint and оп other hand А јв antichain: thus 
А Е (5.4)з = Пм(М Е 08). Conversely, еасћ Х Е (5.4)з is ап antichain 
Ьесаиве of the incomparability of еасћ point of еасћ М Е 08 to еасћ point of 

2 According to W. Gustin, there exists а denumerable ramified set S satisfying 
(5.2) [cf. Gustin, МаЉ. Rev. 14, (1953) 255 in connection with the review оЕ Kurepa 
[8)]. 

ЗТhе relation 9 is the very Ьавiз of the theory оЕ ramified sets (сЕ. [4Ј). 
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еасЬ Мо Е 08, Mo:f м. But Х is also а тахјта! antichain. Analogously 
one proves the reciprocal of Lemma 5.3, that is Lemma 5.3. 

REMARK 5.1. ОП Lemma 5.1 and Lemma 5.1 is based а very general 
distribution law (cf. Theorem 9.1, Cases 2,2). . 

6. Operations (v, n.f), (v, U./) and (П . .1 .f) for еасЬ П Е (5.1) 
and еасЬ .lE {n.u}. 

Let П Ье anу element of the set 

(6.1) {08, о' 8,08, О'8}ј 

then П Е р28ј so that for еасЬ П and еасЬ .lE {n.u}, the operator 

(6.2) (П . .1 ./) 

is well defined. In the particular саве that П = v, we put 

(6.3) (v, u./) = universal set, (v, п./) = void set 

We shall consider ordered pairs (е, е*) of elements of the set (6.1) and 
the corresponding sets (6.2) for П = е and П = е*, respectively. 

EXAMPLE 6.1. Let 

(6.4) (TjWo) 

denote the system of аП < wo-complexes (finite complexes) of ordinals < "'о 
ordered Ьу шеans of the relation § in (5.3). If Ј is а mapping of (Тј wo) into 
the family of closed sets, then we сan prove that (O,n./) and (О',п.!,), 
respectively, are the most general analytic set (A-set of Suslin) and the most 
general CA-set respectively (cf. [10, 1, 2]ј also [9]).4 

Example 6.1 shows the importance of the operations (1.1) even in 
particular cases (6.2) and 8 = (Tjwo). (cf. [6]). 

7. Some simple lemmas. 

LEMMA 7.1. Either О' 8 = v or each eleтent о! О' 8 intersects each el­
ement о! 08; and reciprocally, either О' 8 = v or (08, О' 8) is а j-connected 
ordered pair. 

Lemma 7.1 and Theorem 2.1 yield the following. 

4In ош book [5] we defined A-sets just as sets (08, п.!) for the сћојсе о! 8 and f 
as in Example 6.1. 
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ТИЕОREМ 7.1. (08,П.!) ~ (О'8,П',Ј) 

and reciprocally, 
(08,п.Ј) ~ (О'8јП'Л. 

Јn general, we have here the sign С instead oJ~. The duals оЈ that relation 
hold also. 

ТИЕОREМ 7.2. The two sets, (08,П.Ј'), (08,п',Ј) тау Ье nоn­
сотратаЫе iJ 8 is ramified. 

То see this, let D denote the set of аН integers ordered as in this 
diagram: 

... ~ -4 -t -2 ~ О -t 2 -t 4 -t 6 ~ ... 

... '\t -3 '\t -1 '\t 1 '\t 3 '\t 5 '\t 7 '\t ... 
Obviously, the set D is rami:fiedj for the sets 2D - 1 and 2D of аН odd and, 
respectively, even integers one Ьав 2D-1 Е OD, 2D Е OD, 2DП(2D-1) = 
v. 

Let Ј Ье the characteristic function of 2D - 1ј one proves then еавПу 
that (OD,n.j') = {1}, (OD, п', f) = {О}, and that proves Theorem 7.2. 

8. Ordered sets and k-condition. If we consider Ље pair 
(08, О' 8) or its reciprocal (08, О' 8), then the j-condition is satisfiedj there­
fore one obtains Theorem 7.1. Оп the other hand, in general one Ьав neither 
(08,0'8) Е (k) nor reciprocally (08,0'8) Е (k). For the sake of sim­
plicity, we present the foHowing. 

DEFINITION 8.1. The condition (08, О' 8) Е (k) will Ье denoted 
8 Е (k) and reciprocally. ThUs 

(8.1) 

(8.1) 

(08,0'8) Е (k) {:} 8 Е (k) 

(08,0'8) Е (k) {:} 8 Е (k) 

and we shaH say that 8 satisfies the (k)-condition and the (k)-condition 
respectively. 

In particular, 8 Е (k) means the statement that еасЬ set ~ 8 which 
intersects each таЮта! chain of 8 contains а maximal antichain of 8. Then 
Theorem. 4.2. (implication I:::}III) yields the foHowing 

ТИЕОRЕМ 8.1. Рот each ordered set 8 satisfying the (k)-condition, 
оnе has the Jollowing distribution law 5 : 

(8.2) .1.' .1. Ј (ео) = .1..1.' Ј(а), 
el ео А а 

(еоЕеlЕ08, аЕАЕО'8) 

5ТЬе conver5e holds a1so. 



ОП а пеw reciprocity, distribution and duality law 289 

and reciprocally јот (8.2). (.1. designates П от u). 

Usual distribution laws ые special cases of (8.2). Thus if one takes 
2 . 

the ordered set В = {1, 2, 3} with diаgrаш t 3 one Ьаз ОВ = {{1, 2}, {3}}, 
1 

О' В = {{1, 3}, {2, 3}} and the formula (8.2) yields ј(3) .1.' (/(1) .1. ј(2)) = 
(/(3) .1.' ј(1)) .1. (/(3) .1.' ј(2)). 

2 4 
Analogously, considering the set t t one Ьаз the Ыnошiаl form of 

1 3 
the distribution law. For other cases of distribution, cf. §11. 

9. Some classes of ordered sets satisfying (k) and (k). We ые 
going to prove that Ље conditions (k), (k) ые satisfied Ьу ordered sets of 
sоше general classes - а fact which will give us а general distribution and 
duality law. 

ТНЕОММ 9.1. The conditions (k) and (k) ате satisfied, provided В 
satisfies at least оnе ој the jollowing conditions: 

1) В is а chainj 

1) В is аn antichainj' 

2) ОВ is disjoint, i.e.; the eleтents ој ОВ ате pairwise disjoint (this is 
equivalent to the stateтent that the coтparability relation is transitive 
in В)ј 

2) The eleтents ој ОВ ате pairwise disjoint (this ја equivalent to the 
tmnsitivity ој the incoтparability relation јn В). 

ТЬе cases 1), 1), 2), 2) ые ranged according to relative importance. 
One sees that 1) and 1) as well as 2) and 2) ые mutually reciprocal, 

Let us prove, e.g., the сазе 2). At first, the еlешеnts of ОВ being 
pairwise disjoint, Ьу Lemma 5.3, we have ОВ = ПАА (А Е ОВ) and 
ОВ = О' В. Now we prove В Е (k). If по А Е ОВ were contained in 
an Х ~ В, where Х intersects еасЬ М Е ОВ, there would Ье а point 
х(А) Е А\Х for еасЬ А Е ОВ. Тће set UA х(А) (А Е ОВ) would Ье а 
шaxiша! chain of В which does not intersect Х, contrary to the hypothesis 
onX. 

REMARК 9.1. Later we shall see that the fact that еасЬ chain (an­
tichain) satisfies (k) and (k) is reflected in the fact that our duality theorem 
Ьаз as а special саве the De Morgan duality theorem (cf. Theorem 13.1) 

10. Тће case о! ramified tables. At шanу opportunities we con­
sidered ramified tables, i.e., ordered sets satisfying the condition that for 
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еасћ х Е Т, the set (., х)т of аН its predecessors in Т is well ordered. Let 
ив recall that for а table Т, 

(10.1) 

denotes the first ordinal number а such that there is по point х Е Т висћ 
that the order type of (., х)т is ај 'УТ is called riшk or degree (order) of т. 

ТИЕОRЕМ 10.1. Each ramified table Т satisfies (k); or explicitly and 
more precisely, let Т Ье а set such that jor each х Е Т, the set (., х)т is well 
ordered. Let Х ~ Т and М п Х =1= v (М Е ат). Then the set 

(10.1) RoX 

ој all initial points ој Х is а maximal antichain ој Т; moreover, RoХ in­
tersects each maximal chain ој Т. Thus, RoХ Е а'Т. 

ТИЕОREМ 10.2. Јј 'УТ < иЈо, then Т Е (lё) and ат = а'т, ат = 
а'т. Јп particular, this holds jor each finite table. 

Prooj ој Theorem 10.1. At first, RoХ Е ат. As RoX ћав по pair 
of distinct comparable points, it is suflicient to show that еасћ t Е Т is 
comparable to а point xo(t) Е RoX. Now, Ьу hypothesis, there exists at 
least опе point x(t) Е Х comparable to t. Let xo(t) Ье the point in RoХ 
which is :5 x(t). In fact, if xo(t) = x(t), or if x(t) :5 t, the comparability oft 
and xo(t) is obvious. Оп the other hand, if neither xo(t) = x(t) nor x(t) :5 t, 
then xo(t) < x(t), t < x(t). Thus, xo(t), t belong to the set (., X(t»T which 
Ьу the suppositions оп Т is а сћШп. 

It remains to prove that RoХ intersects еасћ М Е ат. Again, Ьу 
hypothesis, there exists а. point т Е Х П Мј then the point т' Е RoХ such 
that т' :5 т is а point of М. Тће set (., т]т U М is а chain. Ву virtue of 
presupposed maximality of М, опе ћав (., т]т ~ М, thus т' Е М. 

Prooj ој Theorem 10.2. At first we have the foHowing 

LEMMA 10.1 JjrТ < иЈо, then AnM =1= v (А Е ат,М Е ат), thus 
ОТ = а'т,О'Т = ат (cf. [8]). 

Proof Suppose, оп the contrary, that Т contains а maximal chain М 
and а maximal antichain А so that 

(10.3) AnM=v. 

А being а m~imal antichain of Т, there exists for еасћ t Е Т а point 
a(t) Е А such that {t,a(t)} is а сћШПј in particular, for еасћ т Е М, the 
points т, а(т) are comparable. Now 

(10.4) т < а(т), 
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which јв proved as follows. Since М Е ОТ, М јв an initial portion of Т. 
Consequently, if (10.4) did not hold, М would then contain also the point 
а(то) for at least а point то Е М. Thus, а(то) Е А п М contrary to 
(10.3). Therefore (10.3) :::} (10.4). Now, since -УТ < 410, the chain М јв 
finite. 

Let 1 Ье the last point of М ј 1 would Ье а last point of Т also, contrary 
to the relation (10.4) for т = 1. Thus the relation (10.3) јв not possible, 
and Lemma 10.1 јв proved. 

То complete the proof of Theorem 10.2, we need to вее that each 
Х ~ Т satisfying 

(10.5) xnAlv (А Е ОТ) 

contains а maximal chain of Т. ТЫв holds for every Т and we have the 
following statement which јв reciprocal to Theorem 10.1. 

ТИЕОREМ 10.16. Every mтified table Т satisfies the k-condition: Т Е 
(k). 

Ртоој. Suppose Х satisfies (10.5). Since RoТ Е ОТ, we have 

(10.6) Хо == Х П RoТ I v. 

The set (10.6) јв an initial portion of Х, that јв, 

х Е (10.6) :::} (., х]т ~ (10.6). 

If Хо contains а тахјтаl chain of Т, then Tbeorem 10.1 јв proved. If 
ОХО П ОТ = v, then 

(10.7) Ro(T\Xo) 

јв а тахјта! antichain of Т. Ав а matter of fact we have the following 

LEMMA 10.2. 1ј 1 is аn initial portion ој а mтified table Т s'Uch that 

(10.8) 01nOT=v, 

then 

(10.9) Ro(Т\1) Е ОТ. 

6Theorem 10.1 for 'УТ ~ VJ is due to the referee. 
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То prove {10.9)1 Е ОТ, it suffices to show that еасЬ i Е Т јз сошра­
rable to soше point i' Е (10.9)1' Obviously tblsholds for i Е Т\I. Suppose 
i Е 1. Consider an М such that i Е М Е ОТ. Ву (10.8), М\I #- V. Let 
Р Е М\I and let i' Ье the point such that i' Е (10.9)1 and i' :::; Р. Since Т 
is ramified and i < Р, it follows that i < i'. 

То prove Theorem 10.1, let us consider the sets 

(10.10) 

defined as follows 

(10.11) 
ХО = Х П RoТ, Х1 = ХО U (Х п Ro(Т\Хо )} 

Ха = Ха-1 U (Х П Ro(T\Xa - 1 )) 

(ао < а) 

depending upon whether а is isolated or а limit ordinal number. 

Obviously, the sequence (10.10) јз increasing and its terms are.f; Х. 
Let о Ье the first ordinal such that . 

(10.12) 

Of course, о :::; 'УТ. 
We зее that 

(10.13) 

and hence 

(10.14) ОХПОТ#-v 

Ьесаuзе Х5 f; Х. 

First, еасЬ term of (10.10) is an initial portion of T-provable Ьу an 
induction argument. Secondly, if the relation (10.13) werew false, the set 

(10.15) Ro(Т\Х) 

Ьу virtue of Lemma 10.2 would Ье а шахјша! antichain of Т. Ву hypothesis 
оп Х (зее (10.5)) there would ье а point z Е xn (10.15). Therefore 
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Hence, z Е Х5+1 \Хб and Х5 С Х5+1, contrary to (10.12). Hence 
(10.14) holds and Theorem 10.1 is proved. 

11. General distribution laws. То see how the previous inves­
tigations ше linked with distribution questions, let us prove Ље following 
distribution theorem which is the most general distribution law expressible 
in шиа! terms. 

ТИЕОREМ 11.1. Let:F Ье апу non-void jamily ој non-void sets ~ 1,1 
Ьeing а standard set. Then јот each mapping ј ој the set 1 we have 

(11.1) п U ј(х) = U п ј(а) 
xE:FxEX А аЕА 

and du.ally. 

Theorem 11.1 is а corollary to Theorem 4.2 (implication Ј =? ЈП). 
As а matter of fact, first the pair (:F, ПХЕ:FХ) is j-conneeted; second it 
satisfies the k-eonditions, as is easily provable. 

А direct proof of Theorem 11.1 is as follows. 

First, (11.1)1 ~ (11.2)2' that is, if ~ Е (11.1)1 then ~ Е (11.1)2. In 
fact ~ Е (11.1)1 шеans ~ Е UXEX ј(х) (Х Е :F), that is, there exists an 
Хе Е Х such that ~ Е ј(Хе), (Х Е :F). Putting Ае = Ux Хе (Х Е :F), 
one ћав ~ Е Па f(a) (а Е Ае ) and Ае Е ПХ Х, thus ~ Е (11.1)2. 

Seeond, (11.1)2 ~ (11.1)1; if ~ Е (11.1)2, then ~ Е (11.1)1. Тће 
relation ~ Е (11.1)2 is equivalent to ~ Е ј(а) (а Е А) for some А Е Пх Х; 
sinee АПХ =/= v, this implies ~ Е UxEx f(x) for еасћ Х Е :F, hence ~ Е 
(11.1k 

From the proof of Theorem 11.1 we obtain the following interesting 
result. 

ТИЕОRЕМ 11.2. (ef. Theorem 2.1) Let (:F,:Fo) Ье апу oroered pair ој 
systems ој sets ~ 1 su.ch that 

(11.2) ХПХо =/=v (Х Е :F, ХО Е :Fo); 

then јот each mapping ј: 

(11.3) U п ј(х) ~ П U ј(хо); 
XE:FXEX xoE:FoxoEXo 

and du.ally, 

U' п 'ј'(х) ~' П' U 'ј'(хо)· 
X*E:F*xoEX* 
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In general, one reads here С instead of~. Тће саве :F = :Fo iz not ех­
cluded. Therefore the relation (11.3) holds even if one or both sets :F,:Fo 
аге vacuous. In particular, (11.3) holds if:F Е {08,О'8,08,О'8} and 
:Fo =р (obviously (08)' шеans 0'8;(0'8)' = 08,(6'8)' = 08, even if 
О' 8 = v = О' 8. Consequently, we ћауе the following. 

THEOREM 11.3. 1ј П Е {О, О, О', О'} then 

unJ(x) ~ nUj(x') (х Е Х Е П8, х' Е Х' Е П'8) 
х х Х' х' 

and dually. 

Passing to complements in the relation and using De Morgan formula, 
we ћауе the following. 

THEOREM 11.4. For аnу П Е {О,О,О',О'}: 

unJ(x), 2 Unf'(xo) (х Е Х Е П8, хо Е ХО Е П'8). 
х х хо ХО 

Тће question of whether sets forming:F in Theorem 11.1 аге pairwise dis­
joint or not disjoint is of по importance. However, without 10вв of generality, 
the system :F шау Ье supposed disjoint. In fact, let to еасћ Х Е :F Ье ав­
sociated the set Xd of аН ordered pairs (Х,х) (х Е Х); to еасЬ х Е Х we 
associate the pair (х, х). Instead of :F we can consider the system :Fd of аЈl 
the X d (Х Е :F). Now, the family:Fd is disjunctive and Ље system :Fd can 
Ье interpreted either as 08 or as 68. If one orders totally еасћ Xd and 
if one orders the set 8 = Ux X d (Х E:F) во that еасћ element of X d јв 
incomparable to еасћ element of еасћ other element of :Fd and if one leaves 
intact the ordering in еасЬ. element of :Fd, then obviously 

08=:Fd, 0'8= ПУ· 
у 

moreover 08 = 0'8, 0'8 = 08, the set satisfies the conditions (k) and 
(јё) and accordingly for the set 8 the distribution law (8.1) holds. 

CombiningTheorem 8.1 with Theorem 9.1, one ћав the following state­
ments: 

THEOREM 11.5 1ј 8 is аn ordered set ој оnе ој the cases 1, Т, 2, 2, in 
Theorem 9.1, then jor each mapping ј ој 8 the jollowing distributio.n law 
holds: 

(11.4) 1.' 1.Ј(т) = 1.1.' ј(а) 
Мт Ао 

(т Е М Е 08, а Е А Е 0'8); 
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and reciprocally. Јn (11.4) 1. denotes either П от u. 
Theorems 9.1 and 10.1, 10.2 yield the following. 

THEOREM 11.6. Рот each raтified table Т and each mapping ј оЈТ 
оnе has 

(11.5) 1.' 1.(т) = 1.1.' Ј(а) 
Мт А 

(т Е М Е ОТ, а Е А Е О'Т); 

and reciprocally. 

12. А пеw duality law. We saw (Theorem 8.1) how the distribu­
tion law (11.4) is connected with the condition (k). Now we will аее the 
interconnection of the distribution law and of (k) or (k) with аате duali­
ty laws. Let us suppase that for еасЬ ј one has (ОВ,1..,ј) = (0'8,1..',1) 
(tbls happens if and only if В Е (k); cf. Theorems 3.2, 4.1). In particular, 
since ј is arbitrary, the saтe equality holds for the mapping 1', ј' being 
the complement af ј; thus (ОВ, 1...1') = (О'В, 1..', ј'). From here, passing to 
complements, one has 

(OB,1...fT = (О'В, 1..', ј') = (О'В, 1..", ј") = (О'В,1...1), 

(Ьу De Morgan's formula). ТЬив we have the following. 

ТИЕОREМ 12.1. General duality law. Рот each ordered set В Е (k), 
оnе has 

(12.1) (0.1...Ј)' = (О', 1...ј'); where О = ОВ от о' В, 1.. = П от u. 

Reciprocally, ij В Е (k), then јот each тapping ј ој S: 

(12.1) (О.1...Ј)' = (О', 1...ј'). 

Where, О denotes ОВ от О' В, 1.. = П от u. 

also. 
It is interesting to observe that the converse of Theorem 12.1 holds 

TНEOREM 12.2. уи)(12.1) {::} S Е (k) 

У(Ј)(12.1) {::} В Е (k), 

Let us express, e.g., the last equivalence directly. 
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ТНЕОRБМ 12.3. Given аn ordered set 8: in order that Jor each mар­
ping 1 01 8, оnе has 

(12.2) (U П I(а»)' = U П I'(т) (А Е 08, М Е 0'8), 
А аЕА МтЕМ 

it is necessary and sufficient that 8 satisfies the (k) -condition (cf. Theorem 
3.1). . 

13. Some special cases of the duality theorem. 

ТНЕОRБМ 13.1. 118 is а chain от аn antichain, then the duality 
Theorem 12.1 yields the theorem 01 De Мотуаn. 

Let us consider an antichain 8ј thus 08 = {8}ј О' 8 is the system of 
all one-point sets х Е 8. Then for еасћ М Е 0'8, one has М = {х} with 
х Е 8ј thus П г(т) = г(х) where {х} = М and one ћав 

тЕМ 

(13.1) un/'(m) = U/'(x) = U I'(х) 
м m М :z:ES 

Оп the other hand, as 08 = {8}, 

п I(а) = П/(а) 
аЕА sES 

and 

(13.2) U Пf{а) = U П/{В) = nf{s) 
AEOS аЕА AE{S}sES sES 

Ву virtue of (13.1) ad (13.2) the equality (12.2) yields 

(n/{S»), = U!'(s) 
8ES 8ES 

and this is just the equality of De Morgan. Since еасћ {атНу, or set, тау Ье 
considered as an antichain, we вее that Theorem 12.3 (its sufficient condi­
tion) for 8 an antichain, gives the equality of De Morgan in its most general 
form. 
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ТИЕОRЕМ 13.2. For each raтified table Т and each тapping Ј о! Т 
оnе has 
(13.3) 

(1..'1..Ј(т))' = 1..'1..Ј'(а)· 
Мт Аа 

(т Е М Е ОТ,а Е А Е О'Т, 1.. Е {n,u}) 

In particular (1.. = п): 

(13.4) (unJ(m))' = unJ'(a) (т Е М Е ОТ,а Е АЕ О'Т), 
Мт А а 

and reciprocally 

If one bears in mind the generality and importance of ramified tables 
(а tool for complete subdivisions or atomizations of sets), one is conscious 
of the importance and generality of Theorem 13.2. 

REMARК 13.1. From а logical point of view it is very important that 
(13.4) as well as its reciprocal hold, especially for еасћ table whose chains 
are finite. 

Actually, we observe that such tables occur even in psychological pro­
cesses, in subdivisions, evolution, etc. Thus it seems that the evolution 
processes follow а ramification scheme, as will Ье shown elsewhere. 
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Kurepa's work оп cardinal functions was motivated Ьу his attempts to solve 
Souslin's celebrated problem which asks whether every linearly ordered continuum 
without uncountable family of pairwise disjoint intervals is isomorphic to the unit 
interval. For this purpose he introduced (А[35ј С.3 footnote 11]) one of the most 
important cardinal functions ("degre de cellularite de Е"Ј, с(Е), as the supremum 
of cardinalities of families of disjoint open sets of the space Е. Judging even Ьу 
today's standards he still holds the best results about this cardinal function. At the 
early stage his results ше mostly about the linearly ordered врасев. Section number 
7 of А[35] contains several suф functions among which the density (denoted Ьу Рl Е) 
and cellularity (denoted Ьу Р2Е) play the central role. Не was able to isolate the 
following two central problems about these ca.rdinal functions 

(Р1) What is the .relationship between P1E and Р2Е (ј.е., between d(E) and 
с(Е))? 

(Р2) When is the supremum of Р2Е (ј.е., с(Е)) attained? 
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Of course (Р1) was the direct descendant of the 80uslin problem, but (Р2) required 
а пеw insight. It was the first instance of the well-known "sup = тах" problem. 
In Lemmas 10 and 10' of А[35; §7] he proved the following useful fact 

(81) In studying (Р1) and (Р2) we тау restrict ourselves to the class of linearly 
ordered continua. 

In А[35; 12.С.3, Theoreme 2] he proves the first important result concerning (Р1), 
the inequality 

(1) d(E) ~ с(Е)+ 

which has recently culminated in one of the deepest results in the theory 

(2) d(X) ~ hc(X)+ for compact Х, 

due to В. Е. 8hapirovskiI ([8]; зее also [5]). (The inequality (1) was much later 
rediscovered Ьу Hajnal and Juhasz ([4]; see also [2; р. 222]).) In the зате section 
("Lemme 4 & 5" and "Theoreme 3" of §11.4) one сan find another remarkable fact, 
the first instance of the "sup = тах" result 

(3) If с(Е) јз singular then it јз attained. 

This result was later generalized to all spaces Ьу Erdos and Tarski [3]. In В[36] 
he introduces another important concept known today under the пате of "discrete 
separabi1ity" 

(КО) There јз а countable faтily of discrete subspaces whose union is dense 
in the зрасе. 

This property was later studied in detail Ьу Ње Russian 8chool of Topology 
(зее e.g. Arhangelskii [1]) and one of the finest results which goes along Kurepa's 
own reasons for studying this property was proved again Ьу 8hapirovskii ([9]): 

(4) dd(X) ~ t(X)+ for compact Х. 

The announcement В[37] is the beginning of Kurepa's study of the hereditary ver­
sions of the functions с and d. Relying оп the previous work of Kuratowski and 
8ierpinski [6] he realized that this reduces to studying the numbers "Рс9(Е)" and 
"Pd9(E)''', respectively, where Рс9(Е) јз the supremum of cardinalities of well­
ordered chains of open sets of Е while Pd9(E) јз the supremum of cardinalities of 
converse1y well-ordered chains of open sets of Е ј.е., 

(5) Рс9(Е) = hL(E) 
(6) Pd9(E) = hd(E). 
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After а series of papers оп this subject he collected аН his results in а single paper 
В[45] which unfortunately was not weH noticed Ьу others, so he republished it in 
а more comprehensive form as В[67]. Most of the results in В[45] are stated in 
their countable form because of their relevance to the 80uslin's problem, while the 
corresponding results in В[67] are stated in their СиН generality: 

(7) hd(E) = d(E) for every linearly ordered space Е (В[45ј Theoreme 5], В[67ј 
4.5.3 and 5.1(ј)]) 

(8) hL(E) = с(Е) for every linearly ordered space Е «81), В[45ј CoroHaire 4], 
В[67ј 4.3.4(Н) and 5.1(ј)]) 

These results were rediscovered later Ьу 8kula [10] and Lutzer and Bennett [7] 
(see also [2, р. 222]), respectively. Kurepa's approach in proving these results 
was quite elegant. Не first notices that we тау again restrict ourselves to linearly 
ordered continua so he deduced (7) and (8) from general inequalities which are 
true for every infinite locally connected space Е relating PcQ(E) and PdQ(E) to the 
corresponding cardinal functions restricted to the family CQ(E) of components of 
Е. Namely, the basic observation is that if И is а conversely weH-оrdеred family of 
open subsets of а locally connected space Е then the corresponding family си is а 
tree! It is interesting that even at this level of generality опе obtains an equivalent 
formulation of the 80uslin problem (see Theoreme 2(с) of В[45]). Of course he also 
mentions many times (in В[36], В[45] and В[67]) that the implication "hL(E) = No 
-+ hd(E) = No" for linearly ordered spaces Е is yet another form· of the 80uslin 
problem. 

The paper В[50] is one of Kurepa's most often cited papers јп this area and 
it contains the discovery of yet another phenomenon, the non-productiveness of 
ceHularity: 

(9) If Е is а 80uslin continuum, then с(Е2) > с(Е). 
The elegant proof which has Ьееп since then imitated тanу times shows that, in 
fact (see В[52]), 

(10) d(E) = с(Е2) for every linearly ordered space Е. 

80 for every linearly ordered space 

(11) с(Е2 ) ~ с(Е)+. 

It foHows that for every linearly ordered space Е the sequence c(En) (п = 2,3, ... ) 
is constant, а phenomenon which made а great impression оп Kurepa (see D[53b]). 
It was definitely the driving force behind his discovery in В[62] and В[62а] of the 
following inequality, perhaps his deepest result about the function с(Х): 

(12) с (П"'ЕА Х"') ~ exp(suPaEA с(Х",)). 
The proof was one of the first instances of the method of proving cardinal inequal­
ities using partition relations, а method which has since then Ьесоте one of the 
тain tools in the subject (see [5]). The partition relation that Kurepa used to 
prove (12) is his "graph relation" (see explanation in the group С of this 8eHected 
works) which in the arrow notations is stated as 

(13) (mn )+ -+ (т+, n+)2. 
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Subsequent expositions of (12) would use instead the Erd6s-Rado relation 

(14) (2n )+ -+ (n+)~ 
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losing thus some of the power of the original argument which, among other things, 
shows that 

(15) If с(Х) ~ п and с(У) ~ 2n then с(Х х У) ~ 2n . 

Stevo Тоdоrёеviс 
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LE PROBLEME DE SOUSLIN 
ЕТ LES ESPACES ABSTRAITS 

Condition Ко. Dans le см ои l'on пе sait рм si un espace apstrait 
est separable1 , оп peut se demander s'il verifie au moins la condition Ко, in­
finiment plus large que la condition de la separabilite au sens de М. Frechet, 
et que voici: 

Ко. П У а unе ЈатШе аu plus denoтbrable d'enseтbles rsoLEs 
(extraits de l'espace) dont [а reunion est partout dense (dans l'espace). 

ТНЕонЕМЕ 1. (а) Tout espace (Е) verifie Ко. (Ь) Tout espace Ыеn 
ordonne verifie Ко 2 

Је пе connais aucun espace (V) а caractere denombrable qui пе veri­
fierait рм Ко. Et pourtant, оп а: 

THEOREME П. Pour que [а reponse аu ртоЬМте bien соnnu de Souslin 
soit ajJirтative, il Jaut et il sujJit que tout espace ordonne dont chaque еn­
seтble isole est аu plus denoтbrable verifie Ко. 

Espaces Т (Т). Оп peut prouver que le probleme de Souslin est 
equivalent au probleme de savoir si un espace ordonne соппехе dont tout 
ensembleisole est аи plus denombrable est necessairement un espace (Е) 
de М. Frechet. Posons, dans cet ordre d'idees, ип probleme tres instructif. 
Soient Т un ensemble et Т ипе famille raтifiee de sous-ensembles de Т, 

ВrВLЮGRАРНICАL NOTE. C.R. АеМ. Sei. Paris 203 (1936), 1049-1052. 
(Note presentee ра! М. Jacques Hadamard jSeanee du 9 novembre 1936) 

1 Рош lа terminologie, voir Maurice Frechet, Еарасеа abstraits, Paris, 1928, р. 
289. En ее qui concerne lе probleme de Souslin, les ensembles et espaces ordonnes, voir 
Georges Kurepa, ЕnаетЫеа ordonnE!s et mmifies, These, Paris, 1935. ои РиЫ. Math: 
Univ. Belgrade 4 (1935), 1-138). Rappelons qu'une Сamillе d'ensembles est ramifiee si, 
А,В etant deux de ses eJements quelconques, оп а А С В, В :::> А ои АВ = Ој иnе famille 
ramifiee est monotone (disjonctive) si еllе ne contient aucun еоирlе d'eIements disjoints 
(поп disjoints) 

2м. Apert т'а signaIe que l'espace К (voir Freehet, lос. cit., р. 165, ne verifie 
раз ко. 
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jouissant des proprietes suivantes: А, quel que soit le point а de Т lа famille 
(о, а) des elements de Т contenant а est denombrable, bien ordonnee раг 
rapport а lа relation ::> et, enfin, teHe que п(о, а) = а; В, toute soиs-famille 
monotone ои disjonctive de Т est аи plus denombrableo En considerant 
tout element de Т сотте voisinage de chacun de ses points, l'espace (V) 
ainsi defini, Т(Т), est-i1 necessairement un espace (Е)? (Се probleme est 
equivalent аи probleme de Souslino) 

ТНЕовЕМЕ IIIo Pour qu 'un Т(Т) soit un (Е), il faut et il suffit qu 'il 
verifie КОо 

Еврасев Е[(n)] et Р[(n)]О Or tout Т (Т) est un Е[(n)] dont la 
definition est analogue а сеНе des (Е): 

En designant раг (п) l'espace ordonne de Cantor des nombres or­
dinaиx finis ои denombrables, nous dirons qu'un espace, Е, est un Е[(n)], 
en signe Е Е Е[(n)], si l'on peut faire correspondre а tout couple de points, 
а, Ь, de Е un point Ыеп determine (а, Ь), de (п) verifiant ces conditions: 
10 (а,Ь) = (а,а) entraine а = Ь; 20 (а,Ь) = (Ь,а); з0 а, F etant, respec­
tivement, un point et ип ensemble quelconques' de Е, pour que а soit point 
d'accumulation de F, il faut et il sиffit que, quel que soit l'ordinal а < (а, а), 
i1 у ait un point, аа, de F distinct de а, verifiant а < (а,аа) < (а,а); 10 
тв, а, F etant, respectivement, un point et ип ensemble quelconques, la 
relation а Е F entraine (а, а) Е (F, F), (F, F) designant la fermature, dans 
( N), de l'ensemble (F, F) des points (1, f) de (П), f parcourant Fo 

Pour prouver que tout Т(Т) est un Е[(n)] ilsuffit de designer, а etant 
un point de Т(Т), раг (а, а) lе type d'ordre de la fami11e (о, а) des elements 
de Т contenat а ordonnes раг ::>; si а i Ь sont deиx points, (а, Ь) = (Ь, а) 
sera le premier indice v tel que А", i В"'; А", designant l'element de (о, а) tel 
que le soиs-ensemble ordonne de (о, а) а gauche de А", soit du type ordinal Vo 

ТНЕовЕМЕ IVo La classe des espaces Е[(n)] est plus generale que la 
classe des (Е); еn particulier, (п) est иn Е[(Щ] ваnв etre un (Е)о 

Que (п) Е Е[(n)], il sиffit pour le voir de designer, а,fЗ etant deиx 
ordinaиx tels que а < f3 < П, раг (а,fЗ) = (fЗ,а) le nombre а, et раг (а,а), 
le plus petit ordinal de seconde espece ~ ао 

Је ne sais раз si (п) Е Р[(n)] (voir ci-dessous)o 

Operateurs Е et РО D'une maniere generale, Е, М etant deиx 
espaces, noиs dirons que Е est un Е[М], en signe Е Е Е[М], si а tout couple 
de points, а, Ь, de Е, l'on peut faire correspondre un point determine, (а, Ь), 
de М, verifiant les conditions 01, 02, 03 et 01' que voici: 01) (а, Ь) = (а, а) 
entraine а = Ь; 02) (а, Ь) = (Ь, а); 03) si а Е Е et F ~ Е, pour que, 
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dans Е, а Е Р, il faut et i1 suffit que, dans М, le point (а, а) soit point 
d'accumulation d'au moins un sous-ensemble de l'ensemble (а, Р) des points 
(а, f) de М, ј parcourant Рј 01') а, F etant, respectivement, un point et 
un ensemble de Е, si dans Е, а Е Р', alors, dans М, (а,а) Е (Р,Р) (voir 
ci-dessus) . 

Si М est un (V) de М. Frechet, оп peut barrer, dans 03, les mots 
"d'au moins un sous-ensemble". 

М etant пп (V",) ап sens de М. Frechet, Е sera dit пп espace 'Р[М], 
en signe Е Е 'Р[М], s'il est пп Е[М] et s'il verifie la condition Об: qпеl qпе 
soit le point а de Е, оп репt choisir la sпitе de voisinages V(:,a) 2 V(~~) 
(п < w), attacMe, dans М, ап point (а, а), de sorte qпе, pour tопt ordinal 
п < w, il existe deu:x: ordinau:x: inferieurs а w : <f!а(n),Фа(n), tels qпе, en 
designant par S(a,V(:,a») l'ensemble des points Ь de Е verifiant (а,Ь) Е 

V(:,a)' la relation Ь Е В(а, V(~~';») entraine В(Ь, V(:,b~n») S;;; В(а, V(:,a»)' 

ТНЕовЕМЕ V. М etant иn (V",),E etant иn 'Р[М] tel que l'ensemble 
[Е, Е] des points (е, е) de М, е parcourant Е, soit compose d'un point de 
М, роит que Е soit иn ('Р) аи sens de М. Frechet, il jaut et il suffit qu 'il 
verifie l'axiome de separation de М. Hausdorff (pour assurer qпе Е soit пп 
(.с) de М. Frechet). 

THEOREME VI. Si М est иn (V",), tout Е[М] est еnсоте иn (V",). 

Il serait tres interessant de savoir si, dans l'enonce precedent, оп репt, 
апliеп de "(V",)", lire рartопt "(V",) verifiant la condition Ко". En рartiспli­
er, la condition КО est-elle verifiee рм tout t:[(Щ]? (si oui, cela entrainerait 
la reponse affirmative ап probleme de Souslin) ou tout au moins рм tout 
'Р[(Щ]? 

У a-t-il пп п < w tel que (П) Е t:[R,.], R,. designant l'espace cartesien 
а п dimensions? 
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:F etant une faшШе d'ensembles, nous designerons par рсУ: et Pd:F la 
borne superieure des puissances des faшШев d'ensembles extraites de :F et 
bien ordonnees par raport а. с et ~, respectivementj рэУ: designera la borne 
superieure des puissances des familles disjonctives extraites de :F. 

Е etant un еврасе abstrait, оп designera par Q ои Q(E) la famille de 
tous les ensembles ouverts de Еј le signe CQ ои CQ(E) representera la famille 
des coтposants des ensembles ouverts de l'espace .. 

En remarquant que, Т etant un tableau ramifie quelconque d'ensem­
Ыев decroissants (croissants) appartenant а. l'espace1 , la famille ст des 
composants des elements de Т est encore un tableau ramifie d'ensembles 
decroissants (croissants)j оп peit demontrer le 

ТНЕОRБМЕ 1. Tout еарасе (V), localeтent соnnехе et infini, verijie 
PcQ = PcCQ + PsCQ et PdQ ~ PdCQ + PsCQj роuт que, роuт tout еарасе (V) 
localeтent соnnехе et infini, PdQ = PdCQ + psCQ, il faut et il suffit que, quel 
que soit le tableau raтijie infini Т, оп ait ЬТ = рТ2 • 

Је ne connais aucun еврасе abstrait verifiant PdQ > PdCQ + PsCQ. 

Remarquons que М. 8ierpinski а prouve l'existence d'un еврасе (8) 
verifiant PcQ =f:. p~Q3j d'autre part, i1 у а des еврасев homeomorphes d'un 
continu plan et verifiant PcQ < PsCQ > PdQ· 

BIВLIOGRAPHICAL NOTE. C.R. АсОО. Sci. Paciв 204 (1937), 325-327. (Note 
presentee рас М. Ј. Hadarnard; Sea.nce du 25 janvier 1937) 

AUTHOR'S NOTE. Voir a.ussi \а. Note des C.R. Acad. Sci. Рапв 203 (1936), 
1049-1052; 1а. termino1ogie et 1es nota.tions seront celles de cette тете Note. 

1 Nous dirons qu'une Сarnillе rarniflee :F d'ensembles est un tableau ramifie d' еn­
аетblев decroissants (croissants) si, pour tout А Е :F, la. Сarnillе des Х Е :F verifiant 
Х:Ј А (Х е А) est bien ordonnee рас ra.pport а. :Ј (е). 

2Cf. \а. Note des С. R. АсОО. Sci. Paciв 202 (1936), р. 185 
ЗVоir Fund. Math. 2'(1921), р. 185. 
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COROLLAIRE. POv.r tOv.t espace (У) localeтent соnnехе et infini veri­
fiant PcCQ 5: P.CQ, оп а PcQ = P.Q· 

Еп combinant le corollaire precedent avec quelques theoremes dйs а 
differents auteurs (voir ci-apres), оп obtient ип theoreme liant la condition 
P.CQ 5: No, nous l'appellerons la condition de Sov.slin, avec d'autres condi­
tions intervenant dans la theorie des espaces abstraits; voici son епопсе: 

ТИЕОRЕМЕ п. Pov.r tov.t espace de М. Hav.sdorff, localeтent соnnехе, 
parjaitement compact et verifiant PcCQ 5: P.CQ, les conditions sv.ivantes, 
1 0,20,. ··70, sont dev.x а dev.x eqv.ivalentes; 10 P.CQ 5: No; 20 PcQ 5: 
No; з0 Tov.t ensemble clairseme est аи plus denombrable; 40 Tov.t ensemble 
infini поп denombrable contient иn point de condensation; 50 Tov.t ensem­
Ые jov.it de lа propriete de Lindеlбј4; 60 Tov.t G (== ensemble ouvert) est 
un Ри (== somme d 'ипе infinite denombrable d 'ensembles fermes)5; 70 F 
etant иn ensemble jerтe qv.elconqv.e, il у а иnе jonction reele ј(х) continue 
partov.t (dans l'espace) et verifiant F == Е[Ј(х) = 0]6 

Pov.r tov.t espace ordonne соnnехе, les conditions 10,20, ... ,70 sont 
dev.x а dev.x eqv.ivalentes. 

Pov.r que tout espace ordonne соnnехе verifiant la condition de Souslin 
P.CQ 5: No - donc av.ssi les conditions 20, ... , ~ - verifie encore PdQ 5: 
No, il jav.t et il sv.ffit qv.e la reponse аu probleme de Sov.slin soit affirтative~ 

Condition со. Designons ры СО la condition suivante (veri:fiee ои поп 
ры ип espace): 

П у а иnе јаmШе аu plv.s denoтbrable d'ensembles clairsemes (de 
l'espace) dont [а rev.nion est partov.t dense (dans l'espace). 

Је пе sais рав si со equivaut а Ко; toutefois, il est legitime de remplac­
er Ко ры СО dans chacun des enonces inseres dans la Note des Coтptes 
rendus, 203, 1936, р. 1049; c'est ипе consequence de l'egalite PcQ = No 
verifiee par tout espace ordonne соппехе tel que P8Q = No. 

PROBLEME D'INERTIE. Fetant иnе јатШе d'enseтbles verifiant 
Рс;: = PdF, a-t-on necessaireтent PCFq = PdFq 7? 

La reponse aflirmative аи probleme precedent еп entraine ипе аи 
probleme de Souslin. Еп effet, F designant la famille des епвешЫев ои­
verts соппехев d'un еврасе ordonne соппехе quelconque verifiant P.Q = No, 

4рош Јез conditions 20, з0, 40еБО уои Је travail recite de М. Sierpinski, voi~ aussi 
К. Kenugui, Fund. Math. 21 (1933), 244-249. 

5Уои Р. Aleksandroff, Р. Urysohn, Proc. Acad. Amserdam 14 (1929), р. 39 
6Yoir N. Yedenissoff, Fund. Math. 27 (1936), 234-238 
7 F" designe Ја Саmillе des еnsеmblез ~n<", Аn , (Аn Е F). 
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оп а, d'une part, Pc:F = Pd:F = No,PcQ = No, Q == :F(7) et, de l'autre, la 
relation PdQ = No entraine la reponse affirmative аи probleme de Souslin. 

Је remarque que la reponse affirmative аи probleme d'inertie etraine 
l'egalite РсВ = PdB pour chaque classe В de М. Borel d'ensembles de nom­
bres reels (remarquons que la relation 2No = N1 entraine РсВ = PdB). 

Ajoutons que, :F designant la famille des ensembles formes de nombres 
reels, ММ. Lusin, Sierpinski et Hausdorff ont fait recemment de profondes 
recherches relatives аих nombres Pc:Frr et Pd:Frr 8. Alors que, d'apres un 
theoreme fondamental dft а. ВШrе, оп а pc:F = pd:F = No, tout се qu'on sait 
des nombres Pc:Frr , pd:Frr c'est que chacun d'eux est> No. 

8Yoir раг ехетрlе N. Lusin, Suites stationnaires, Рагiз, 1935, et W. Sierpinski,­
Hypothese du continu, Yarsovie, 1934, р. 118. 



LE PROBLEME DE SOUSLIN 
ЕТ LES ESPACES ABSTRAITS 

Introduction 

1. Michel Souslin, а pose le probleme de savoir si un ensemble ordonne, 
continu, jouissant de la propertie que chaque {ашШе d'intervalles deux а 
deux disjoints extraits de l'ensemble soit аи plus denombrable, est semblable 
а un ensemble de nombres ree1s.1 

Voici une autre forme du probleme de Souslin. 

Un espace ordonne2 connexe verifiant la condition que voici: 

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. Rev. Cienc. (Lima) N° 45З-АNО XLVII (1945), 
457-488 

AUTHOR'S NOTE. Dans С. R. АсМ. Sci. Рыiз, 204 (1937), рр. 325-327) ј'ај 
enonce quelques resultaes dont nous аllоns nous occuper et dont ј'ај рыМ Varsovie lе 9 
Avril 1937 а. 13 Seance de lа Societe Polonaise de Mathematiques, Section УarБоује. 

lC'est N. Lusin qui а transmis le probleme de son еlеуе Souslin (1894-1919) а N. 
Sierpinski, lequel l'а insere dans Fundamenta mathematicae (1, 1920, р. 223 probleme 
3); voir aussi Waidomosci matematyczne (24, 1920, рр. 93-96) et lе livre de N.Sierpinski: 
Nombres transfinis (Paris 1926, р. 153). 

Le probleme de Souslin fut traite ры тој dans lа These Ensembles ordonnt!s et 
ramifies (Рыiз, 1935, рр. 1-138; aussi РиЬЕ. Math. Uni1l. Belgrade, 4 1935, 1-138). 

А propos du probleme de Souslin, rappelons lе theoreme de Cantor disant que 
toute famille d' intervalles disjoints de nombres reels est :5 No (cf. Cantor, Gesammelte 
Abhandlungen, Berlin, 1932, р. 133) 

2Pour lа terminologie des espaces abstraits, voir Машјсе Frechet, Espaces аЬ­
straits, Рыiз, 1927 (aussi Р. Aleksandroff-Hopf, Topologie 1, Berlin 1935). Н etant un 
ensemble ordonne, l'espace олlоnnе Н est l'espace (У) qu'on obtient de l'еnsетЫе or­
donne, Н en considerant dans celui-ci chacun de ses intervalles сотте voisinage de tout 
point qui lиј appartient (notons que l'еnsетЫе de tous les points de Н succedant а. un 
point de Н ou precedant un point de Н est considere aussi сотте un intervalle de Н). 

D'une maniere generale, un espace abstrait est олlоnnе s'il у а un ensemble or­
donne Н tel que l'еврасе soit homeomorphe de l'espace ordonne Н. Par ехетрlе, l'espace 
а. zero dimension de Baire est un espace ordonne puisqu'il est homeomorphe de l'еврасе 
orronne des nombres irrationnels. Il faut bien differencier lев deux notions: espace et 
ensembles ordonnes: dans un espace ou un ensemble ordonnes, оп ne виррosе aucune 
notion d'ordre et de point d'accumulation, respectivement. Si Н est un еnsетЫе ordonne 
et Е un ensemble ordonne extrait de Н, l'еврасе Е defini сотте une partie de l'espace 
ordonne Н est, en general, distinct de l'espace ordonne Е. 
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chaque faтille d'enseтbles ouverts deux а <Јеих disjoints extraits de 
l'espace est аu plus denoтbrable 

contient-il un ensemble аи plus denombrable partout dense?3 

2. Dans се qui suit, nous verrons que la condition precedente - nous 
l'appellerons lа condition de Souslin -est intimement liee ауес bien des con­
ditions intervenant dans la theorie de еврасев abstraits et des fonctions 
reeHes (cf. n01, 18 Љ. 3); en particuler, nous verrons que lа condition de 
Souslin est equivalente d celle que chaque suite croissante d'enseтbles 0'1.1-

verts est аu plus denoтbrable 4 (с!. th. 4, equivalence {31 +=t /32). 
La condition de Souslin est une consequence de сеНе que toute suite 

decroissante d'ensembles ouverts est аи plus denombrable (cf. по 2, 4). 

Pour que, inversement, la condition de Souslin entrame la denombra­
bilite de chaque suite decroissante infinie d'ensembles ouverts, il faut et il 
suffit que la reponse аи probleme ве Souslin soit affirmative (cf. по 2, 42). 

Par consequent, le probleme de Souslin est equivalent а. celui-ci: Si 
dans un espace ordonne соnnехе toute suite croissante d'enseтbles ouvers 
est :::; No, еn est-il encore ainsi ie chaque suite croissante d'enseтbles 
fermes? 

Nous demontrerons que la reponse au probleme que nous venons 
d'enoncer est affirmative, pourvu que les ensembles fermes у intervenant 
soient denoтbrables, et que d'autre part, s'il en etait ainsi pour des ensem­
Ыев fermes separables, il en serait encore ainsi pour des ensembles fermes 
quelconques (cf. th. 7 а et 7 Ь). 

3. De la. jusqu'a. considerer les nombres рса, PdG (cf. ci-apres по 1, 
15 formules (8), (9)), il n'y а qu'un рав. 

Rene Baire а demontre que tout еврасе euclidien verifie Рс G = PdG (= 
No). La тете egalite subsiste encore pour tout еврасе (V) definissable 
moyennant une {атiПе аи plus denombrable de voisinages, сотте l'a prouve 
М. Frechet.5 . Par ailleurs, les тетев methodes fournissent l'egalite рса = 
PdG pour tout еврасе distancie. 

D'autre part, М. Siеrрinskiб а prouve l'existence d'un еврасе (в) 
verifiant рса < PdG et l'existence d'un autre еврасе (в) verifiant рса > PdG. 

3L'equivalence des deux problemes resulte du theoreme de Cantor d'apres lequel 
un ensemble ordonne continu contenant un ensemble denombrable partout dense est 
sеmblаblе а. un ensemble de nombres reels. 

4N. С. Кшаtоwski а Ыеп voulu m'observer qu'a. l'epoque ои il s'occupait du 
probleme d Souslin јl connaissait l'equivalence. 

5Loc. cit. 3) р. 234. 
6 Fund. МаЉ. З (1921), 179-188; en particulier §§ 5 et б. 



310 В. Cardinal Functions јп Topology 

Dans le present travail, еп nous servant des tableaux ramifies 7, rious 
prouverons, d'une part, que tout espace ordonne verifie РеС < PdG (cf. 
th. 8), et, d'autre part, que tout espace (У) localement соппехе tel que 
Ре<РС = Pd<PG verifie РеС S PdG (v. Љ. 2Ь), l't~galie identique dans chacun 
des deux сав etant equivalente а. l'egalite рТ = ЬТ (voir (4), (6» роur tout 
tableau ramifie infini Т (cf. th. 2 с). 

1. Definitions preliminaires 

1.1. ТаЫеаuх raтifies8 

1.11. Definitions des Т, RaT, 'УТ. Un ensemble Т partiellement or­
donne par ипе relation d'ordre est dit ип tableau raтifie par rapport а. la 
relation d'ordre si, quel que soit la point а de Т, l'ensemble 

(1) (., а)т de tous les points de Т precedant le point а est Ыеп ordonne (et 
donc pouvant etre aussi vide). 

(2) 

Dans се qui suit, Т designera ип tableau ramifie quelconque. 

Еп designant, роur ип nombre ordinal а, par 

l'ensemble des points а de Т роur сЬасип desquels le type ordinal de 
l'ensemble Ыеп ordonne (., а)т est а, soit 

(3) 

le type d'ordre de l'ensemble Ыеп ordonne des а verifiant RaT::j:. О. 

Manifestement, le nombre ordinal "{т est Ыеп determine aussi Ыеп 
que la suite 

... , ... ,(а < 'УТ); 

еп particulier, оп voit que RoT co'incide avec l'ensemble des premiers points 
de Т. 

Оп voit que 
(а < 'УТ) 

а 

7рош Ја terminoJogie, vois ci-apres, по 1. 
8СС. та Тћеве, р. 73 et р. 127 et note 1); aussi С. R. Acad. Sci. Paris 202 (1936), 

р. 185 
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et 
Т= 2)а,.)т, (а Е RoT), 

а 

en designant, pour un а Е Т, par [а, .)т l'ensemble des х Е Т tels que а ~ х. 

En desgnant, pour un ensemble ои un ordinal Х, par 

(4) рХ Ои р(Х) 

la puissance de Х, оп demontre sans peine le 

LEMME 1. Si рТ ~ No, alors рТ = p(-уТ). borne sup pRaT: 
a<"fT 

1.12. Dejinitions des [a]T,laIT. ТаЫеаuх ram. degeneres. Nombre 
ЬТ. Pour un point а de Т, nous designerons respectivement рш 

(5) [а] т , lalT 

l'ensemble de tous les points х de Т comparables а а, et veri:fiant (., х)т = 
(., а)т, respectivement. 

Par consequent, а Е [а]т, а Е lalTj et si а Е RaT, alors lalT <; RaT. 

Un tableau ramifie est dit degenere si, quel que soit а Е Т, l'ensemble 
[а]т est un sous-ensemble ordonne de Т. Par exemple, tout sous-ensemble 
ordonne de Т est degen~re, de тете que l'est tout Т ne contenant aucun 
couple de points distincts comparables. 

(6) 

Nous aurons besoin des nombres cardinaux 

ЬТ = borne sup рХ 

'" 
рсТ = borne sup рУ 

у 

РаТ = borne sup pZ 
z 

Х, У, Z parcourant respectivement tous les sous-ensembles degeneres de Т, 
tous les sous-ensembles bien ordonnes de Т, et tous· les sous-ensembles de Т 
dont chacun est compose de points deux а deux incomparables. 

Evidemment, ЬТ ~ РТј nous verrons commerit peut s'exprimer 
l'egalite hypotMtique ЬТ = рТ pour tout Т infini9 • 

9Dans Ја Тћезе (р. -130) ј'ш арреЈе hypothese de ramification J'hypothese d'apres 
Jaquelle tout Т contiendrait un sous-ensemble degenere de puissance ЬТ, се qu'on рош­
rait dire en s'exprimant que Је nombre cardinal ЬТ est atteint dans Т. L'hypothese est 
equivalente а. сеllе que tout Т infini а mёmе puissance que l'un de ses sous-ensembles 
degeneres (ibidem, р. 132); par consequent, J'hypothese entraine рТ = ЬТ pour Т infini. 
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1.13. ТаЫеаих raтijies d'enseтbles. Une {атiПе d'ensembles est dite 
raтijie si pour tout couple de ses eIements А, в оп а ou Ыеп А :) В, ou 
Ыеп В С А ou Ыеп А п В =0. 

Une {ашјllе ramifiee Т d'ensembles sera dite un tableau raтijie crois­
sant (decroissant) si еНе est un tableau ramifie рш rapport а la relation 
с (:)), c'est-a-dire si, quel que soit l'element А de Т, la {ашillе des ensem­
bles Х de Т tels que Х С А (Х :) А) est Ыеп ordonnee рш с (:)). Des 
lors, pour un tableau Т d'ensembles, les signes 'УТ, ROlT, (а < 'УТ), sont 
definis. 

Се qui facilite l'etude des т croissants10 c'est le 

LEMME 2. Tout tableau raтijie croissant d'enseтbles est degenere. 

1.14. Coтposants (Operateur <р). Dorenavant, sauf avis contraire, 
lesensembles intervenant dans l'article, appartiendront а un espace (V). 
Rappelons que, d'apres М. Hausdorff, un sous-ensemble Н d'un еnsешblе 
Е est dit un coтposant de Е si Н est соппехе et s'il п' у а aucun ensemble 
соппехе Но tel que Н С НО S; Е. 

Pour un ensemble Е, nous designerons рш 

(7) <рЕ 

la {ашillе des 'composants de Е et, pour une {атiПе F, рш 

(7') <pF 

la faшillе des composants des elements de F, chacun des composants п' 
у comptant qu'une fois (de maniere que la {ашillе <pF пе 'contienne раБ 
d'eIements egaux). 

Voici un theoreme dont nous ferons frequemment usage: 

ТНЕомм:Е 1. Т etant un tableau raтijie d'enseтbles croissant 
(decroissant), la Jaтille <рТ est un tableau raтijie d 'еnаетЫеа croissant 
(decroissant); de plus рТ 5, р<рТ. 

Le corollaire que voici montre сошЫеп est ri.aturelle la notion de 
tableaux ramifies d'ensembles: 

COROLLAIRE 1. S etant unе suite croissante (decroissante) d'enseт­
bles la ЈатШе <pS est un tableau raтijie croissant (decroissant) d'enseтbles 
tel que рВ 5, p<pS. 

lODans la ТЬезе, је n'ai considere que des т decroissants que, j'ai арреЫз tableaux 
rammes d'ensembles, tout соurt. 
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La demonstration du th. resulte des propositions (ђ, 0!2, о!з que voici 
et qu'on prouve sans peine: 

O!l Pour tout ensemble Е, la famille 'РЕ des composants de Е est 
composee d'ensembles disjoints dont la somme est Еј 

0!2 А, В etant deux ensembles verifiant А с В, la {атiПе 'РВ contient 
un ensemble n'appartenant рав а 'РАј de plus si Ао Е 'РА, ВО Е 'РВ, alors 
ou bien Ао S;;; ВО, ou bien АоВо = Ој 

О!З Ао, ВО designant deux elements de 'РТ tels que Ао с ВО, le tableau 
т contient deux elements А et В verifiant Ао S;;; А, ВО S;;; В, А сВ. 

(8) 

1.2 Familles а,'Ра. Nombres р<;а,Раа,раа. 

F etant une farnille d'ensembles, nous poseronsll 

PcF = borne sup рВ 
8 

PdF = borne sup рХ. 
х 

PsF = borne sup рУ, 
у 

В, Х, У parcourant respectivement toutes les suites croissantes, decrois­
santes d'ensembles extraits de F, et toutes les familles d'ensembles disjoints 
extraits de F 12• 

Pour un espace Е, nous designerons par 

(9) G ou а(Е) 

la famille des ensembles ouverts extraits de l'espace. 

Ainsi est parfaitement determinee la signification de chacun des sym­
boles. 

(9') а, 'Ра, PiG , Pi<pG pour i = с, d, s. 

LE;MME 3. Оп а Раа ~ рса,раа ~ PdG, pour tout espace (V) 

Et maintenat voici un fait montrant l'interet de la connexite locale 
d'un ensemble (notion est due·a М. Mazurkievicz et а Н. Hahn): 

11 Les indices sont des initiales des mots croissant, decroissant, Souslin. 
12C'est que d'habitude l'on designe рм G un еnseтЫе ouvert que1conque. 
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LEMME 4. Tov.t composant de tout ensemble ouvert extrait d'un espace 
(V) localement соnnехе est ouvert: <pG ~ p13. 

(а) 

(Ь) 

LEMME 5. Tout espace (У) localement connexe infini verifie 

P.<pG :::; PcG, P.<pG :::; PdG 

рс<ра :::; PcG, Pd<pG:::; PdG, P.r.pG = PsG. 

Si l'espace n'est рм localement connexe, le lemm 5 ne subsiste рм 
necessairement. En effet, М. Aronszajn а bien voulu те communiquer 
l'exemple d' un continu plan А verifiant PcG = PdG = No et Psr.pG = 
2No • Pour definir А, soient:[0,1] l'ensemble des nombres reels х verifiant 
о:::; х :::; 1, С l'ensemble triadique de Cantor extrait de [О, 1], et, pour tout 
х Е С, Вх l'ensemble des points (х, у) du plan, у parcourant [О, 1]. Оп pose 
А = [0,1] + L: Вх,· Alors, d'apres Је theoreme de Baire, PcG = PdG = N~j 

хЕС 

de тете psG = N~. Or, P.<pG = 2N~; en effet, si О < а < ь < 1, soit G 
l'ensemble - appartenant а А et situe entre les droites у = а, у = Ьј mani­
festement, G est ouvert dans А, et la famille <pG de ses composants coincide 
aves la famille des intervalles G Вх, (х Е С). Donc Р<Ра = рС = 2N~. 

2. L'enonce du theoreme 2. Condition de Souslin 

2.1. THEOREME 2. а) Тои.t espace (V) localement соnnехе infini 
verifie рса = Pc<pG + Ps<pGj 

Ь) Tov.t espace (V) localement соnnехе infini verifie PdG 2: Pd<PG + 
P.<pG (cf. (7'), (8), (9))ј 

с) Роит que tout espace (V) localement соnnехе infini verifie PdG = 
Pd<PG + P8<PG it jaut et il sv.ffit qv.e, qv.el qv.e soit le tableau raтifie infini Т, 
оп ait рТ = ЬТ (cf. (4), (6)). 

Le demonstration du theoreme 2 etant assez longue, nous l'exposerons 
а la fin de l'article (cf. по 3). 

Le lemm 4 et le th. 2 а) entralne le 

COROLLAIRE 2. Tout espace (V) localeтent соnnехе infini tel que 
Pc<pG :::; PsG14 verifiera PcG = P8G. 

lЗсf. Н. Наћп, Fund. Nat.2,1931, рр.189-192 et Frechet, Јос. сit.З) р. 229. Les 
raisonnements de Н. Наћп (idem р.192) montrent que dans Је сав d'un езрасе (У) 
definissabIe moyennant ~o de voissinages, Ја reciproque du Јеmmе 4 est vraie aussi. 

14Je ne connais aucun езрасе Jocalement connexe verifiant Рс'{Ја > Р.а. 
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COROLLAIRE 3. Pour tout espace (V) infini localement соnnехе tel 
que Pc'PG ::; PsG ::; No, оп aura PcG ::; No. 

2.2. Liens de la condition de 80uslin avec d'autres conditions. Si, 
pour ип espace, PsG ::; No (cf. (8), (9», nous dirons que l'espace verifie la 
condition de 8ouslin. 

Еп combinant le corollaire precedent ауес quelques theoremes dйs а 
differents auteurs (voir ci-apres), nous аllоns obtenir ип theoreme liant la 
condition de Souslin ауес d'autres conditions: 

THEOREME 3. Pour tout espace de М. Hausdorff localement соnnехе, 
bicompact,15 les conditions /31, /32, ... ,/37 que voici sont deux а deux logique­
ment equivalentes: 

Љ PsG ::; No (condition de Souslin)j 

/32 PcG ::; No 
/3з Tout ensemble clairseme est аи plus denombrablej 

/34 Tout ensemble јnfiпј поп denombrable contient ип point de conde-
santionj 

/35 Tout ensemble jouit de la propriete de Liпdеlбfј 

/3б Tout G (== ensemble ouvert) est ип F(j (== somme de ::; No ensembles 
fermes), 

/37 F etant ип ensemble ferme quelconque, il у а ипе fonction reelle 
Ј(х) contintie dans l'espace et telle que F = {х : f(x) = О}. 

Tout d'abord, М. Vеdепissоff1б а prouve que /37 += /3б pour tout espace 
bicompact de М. Hausdorffj d'apres М. Alexandroff et Urysohn17, оп а, 
dans les memes hypotheses, /3б += /35' Or, tout espace de М . Hausdorff, 
bicompact et verifiant /35, est а caractere denombrable et, раг consequent, 
ип espace (8) de М. Frechet18 j alors, d'apres Kuratowski-Sierpinski19 dans 
ип espace pareil, les conditions /35,/34 sont equivalentes. De plus, d'apres 
М. Sierpinski20 , pour tout espace (8), les conditions /34, /Зз, fЗ2 sont deux а 
deux equivalentes. Puisque, enfin, d'apres le c~rollaire 3, /31 += /32, le th. 3 
est etabli. 

15Bicompact == parfaitement compact (== chaque соиуепше de l'espace est redu-
ctible а une converture finie). 

16 Fund. Math. 27 (1936), 234-238, en particulier, р. 238 
17 Proc. Acad. Amsterdam 14 (1929), 38-39. 
18Loc. cit. 18) р. 35 р.65 th. 111; aussi loc. cit. 3) р. 254. 
19 Fundamenta math. 2 (1921), 172-178, en particulier р. 176 
20 Fund. Math. 2 (1921), рр. 179-188, aussi К. Kunugui, Fund. Math. 21 (1933), 

244-249. 
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2.3. Condition de Sov.slin et espaces ordonnes. Considerons un espace 
ordonne connexe verifiant la condition de 80uslin р.а ~ No; l'espace etant 
localement connexe, оп aura р.<ра = рэа et donc р.<ра = No; des lors, 
d'apres le th. 2а), рса = No. L'espace pouvant etre suppose bicompact21 

оu peut appliquer le th. 3ј оп obtient le 

THEOREME 4. Роит tov.t espace ordonne соnnехе, les conditions 
f31, Љ, ... ,fЗт (intervenant dans le Љеотете 3) sont dev.x а dev.x equi­
valentes. 

COROLLAlRE 4. Tov.t espace ordonne соnnехе tel qv.e р.а = No verifie 
chacune des conditions fЗ1, fЗ2, . .. , fЗт 

2.4. La condition PdG ~ N' et le pToытеe de Souslin. 

2.41. М. 8ierpinski 7) а prouve que, pour des espaces (8), les conditions 
рса ~ No et PdG ~ No chevaucMnt, et que, pour un espace (8), la condition 
PdG ~ N est equivalente а. сеНе que tout ensemble Е extrait de l'espace 
contienne un ensemble аu plus denombrable dans Е (cf. loc. cit., §4). Or, 
оп demontre facilement que, si un espace ordonne contient un ensemble аu 
plus denombrable partout dense, chaque ensemble Е de l'espace jouit de la 
тете properiete: Е соntiЁшt un sous-ensemble аu plus denombrable partout 
dense sur Е. Des lors, le 

THEOREME 5. Роuт qu 'иn espace ordonne soit separaы,' it faut et il 
suffit que PdG ~ N0

2
:. 

Puisque tout espace separable verifie р.а ~ No (G. Cantor), les 
tMoremes 4 et 5, conbines avec un tMoreme de Cantor, entrainent le 

ТНЕОЕМЕ 6. Роuт tout espace ordonne соnnехе, la condition PdG ~ 
No etmi'ne chacune des conditions fЗt,fЗ2, ... ,fЗ7. Роuт qu'inverseтent 
l'enseтыe de celles-ci entrafne, роuт un espace ordonne соnnехе qv.elconque, 
la condition PdG ~ No, il fav.t et il sv.ffit qv.e la reponse аи pToытеe de 
Souslin soit affirтative. 

2.42. Unе reduction du pToытеe de Souslin. Autrement dit, pour 
resoudre par l'affirmative le probleme de 8ouslin, il faut et il sиffit que 
un espace ordonne connexe quelconque verifiant рса ~ No, chaque suite 

21 En effet, soit Н un ensemble ordonne tel que l'еврасе Е soit homeomorphe de 
l'еврасе ordonne Н (ctЗ»); en ajoutant, аи besoin , un premier ои un dernier point, ои Iев 
deux а. Н, et en designant l'ensemble ordonne ainsi obtenu рм Но, оп peut substituer а. 
l'езрасе donne l'espace ord.onne Но qui est bicompact. 

22Une autre demonstration du th. 5 s'obtient de се que, Н designant un ensemble 
ordonne de type d'ordre 2-8, l'еврасе ordonne Н: verifie PdG = No est separable et 
contient topologiquement tout еврасе ordonne separable. 
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croissante d' ensembles ferтes (et поп seulement chaque suite croissante 
d'ensembles ouverts) soit аи plus denoтbrable. Or, tout se que је реих faire 
la-dessus c'est le 

THEOREME 7. а. Dans un espace ordonne соnnехе verifiant рса :5 
No, chaque suite croissante d'enseтbles ferтes denombrable est аu plus 
denoтbrablej 

Ь. Si dans un espace ordonne соnnехе verifiant рса :5 No, chaque 
suite croissante d'enseтbles ferтes separables est аu plus denoтbrables, il 
еn est encore ainsi de chaque suite croissante d'enseтble ferтes extraits de 
l'espace. 

La demonstration du th. 7Ь resultant du nоз, 225 (voir ci-apres), 
demontrons le tMoreme 7 а. 

2.421. Supposons, par impossible, qu'on puisse extraire d'un espace 
ordonne connexe tel que рса = No une suite croissante поп denombrable 
d'ensembles fermes denombrables, soit 

РО с F 1 С ... с Ра с ... , РРа = No, (а < n). 

En designant par аа le complementaire (par rapport а l'espace) de l'ensem­
Ые Ра , nous aurons la suite decroissante d'ensembles ouverts 

(8) ао ~ G1 ~ .•. ~ аа ~ ... , (а < n). 

D'apres le th. 1, ({ЈВ sera un tableau ramifie decroissant tel que рВ :5 
ptpS, et donc PtpS ~ N1 · L'espace ordonne etant connexe et donc localement 
connexe, оп aura ({ЈВ ~ ({Ја ~ а. Vu р.а = No = ptpG, la famille RatpS 
sera, quel que soit а < "(tpS, аи plus denombrablej des lors "(tpS ~ П et 
donc "(tpS = П, et finalement ptpS = N1. 

2.422. En ecrivant, pour abreger, R a аи Неи de RatpS, demontrons 
que, en designant par ра le complementaire de la somme des ensembles 
constituant la famille Ra , оп aurant 

рра = No pour tout а < п. 

En effet, soit а < Пј en designant pour иn А Е Ra par аА le plus petit 
indice ~ tel que А soit un composant de a~ il est evident que а :5 аАј еn 
posant 

ао = bornesup аА, 
А 
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оп aura, la [ашШе Ra etant аи plus denombrable, ао < 11 et donc а ~ ао < 
11. 

Nous disons que Fa s;; Fao . 

Dans le см contraire, јl existerait ип point а de Fa n'appartenant рм 
а. Fao c'est-a.-dire appartenant а. Gao et а. fortiori а. ип composant, soit Х, 
de Gao ' Puisque Х Е <рВ, soit Х Е R{3j оп aurait necessairement fЗ < а, et 
il у aurait ип А Е Ra tel que Х ::) Ај donc fЗ < аА ~ ао. Ainsi l'ensemble 
ouvert Gao aurait le composant Х contenant аи sens strict le composant А 
de l'ensemble GaA , се qui est incompatible avec GaA ;2 Gao , аА ~ ао. 

Оп а donc Fa s;; Fao et des lors pFa ~ No, les ensembles Fa etant, 
par hypothese, denombrables. 

2А23. Il у а ип indice v < 11 tel que, pour tout ~ entre v et 11, quel 
que soit А Е R~, А contienne deux eIements de RH1 . 

Dans le см contraire, il у aurait ипе infinite поп denombrable de 
couples d'e!ements У, Z de <рВ tels que У ::) Z sans qu'il у ait аисип V Е <рВ 
tel que У ::) V ::) Zj еп choisissant alors dans У - Z ип ensemble ouvert, 
оп obtiendrait ипе infinite поп denombrable d'ensembles, ouverts disjoints 
contrairement а. l'hypothese рса = No et donc а. рэа = No (cf. th. 3). 

2.424. Il у а ип indice Ј1. < 11 tel que, quel que soit Ј1. < а < 11, tout 
eIement А Е Ra contienne ипе infinite поп denombrable d'eIements de <рВ. 

Sinon еп designant par т la [атШе des А Е <рВ contenant ~ No 
elements de <рВ, оп aurait рт = N1, се qui, vu les relations 

p[A],.<No, (А Е ROT), ~)A],. = т, (А Е RoTj cf. (2), (5)) 
А 

entrainerait la поп denombrabilite de Вот et а fortiori la relation PsG > No. 

Quitte а. supprimer les familles Во, R1 , ••• , R~, . .. , parcoura.nt tous' . 
les indices (eventuels) inferieurs аи plus grand des deux nombres v, Ј1. nous 
pouvons supposer que Ј1. = v = О c'est-a.-dire que pour tout а < 11 et pour 
tout А Е Ra, А contient аи moins deux eIements de Ra+l et ипе infinite 
denombrable d'eIements de <рВ. 

2.425. Quel que soit А Е <рВ, А contient deux elements de <рВ don~ 
les fermetures sont sans point соттип. 

Еп effet, si А Е R a , il у а ип а < al < 11 tel qu'aucun eIement de Ra1 

n'ait ипе extremite соттипе а. А 23, sans qui la [атШе des e!ements de <рВ 

23Bien entendu, lез eIements de <pS etant connexes et pouvant ёtге вирровев ех­
traits d'un еnsетblе ordonne Е, chacun d'eux contient tous lев points de Е intermediaires 
de deux points de Е, pourvu que ceux-ci lиј appartiennent. 
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ayant рош l'extremite une mете extremite de А serait поп denombrable et 
decroissante. оп en conclut facilement l'existence de deux elements de срВ 
appartenant а. А et dont les fermetures sont disjointes. 

2.426. Passons а. la conclusion. Soient Ао, А deux elements de срВ 
dont les fermetures soient disjointesj soient Аоо , Ао! deux eIements de срВ 
appartenant а. Ао dont les fermetures AooAo1 , sont disjointesj d'une maniere 
analogue оп definit A10 , All . D'une maniere generale, en supposant defini 
l'eIement Aio,il , ... ,ik de срВ, nous definiгопs 

соmте deux eIements quelconques de срВ appartenant а. A io ... ik et dont les 
fermetures sont disjointes. 

En desiguant раг F la famille des ensembles 

chacun de сеих-сј вега поп vide (exception faite de deux d'eux аu plus) et 
disjoint de tout autre element de Fj оп аша pF = 2No. 

Ог, soit а < П tel que tout Aio ... ik appartienne а. l'une des familes 
Ro, R1 • •• , Rf. ... , (~ < а), L'ensemble РО/. compIementaire de la somme 
des elements de RO/. etant, соmте nous avons vu аu plus denombrable, 
оп en deduit que, exception faite de ~ No eIements de F (сеих qui sont 
points de FO/.), tout eIement de F appartient а. un et un seul element de 
RO/.. Inversement, un element de RO/. ne pouvant contenir deux eIements de 
F, оп en deduirait pRO/. = pF - No, се qui est impossible, vu les relations 
pRO/. = No pF = 2No • с. q. f. d. 

2.5 ТНЕонЕМЕ 8. Tout espace ordonne verifie PccpG = Pd!PG et 
PcG ~PdG. 

L'egalite PccpG = PdcpG etant immediate, prouvous que PcG < 
PdG. Рош cela, soit Н un ensemble ordonne tel que l'espace donne soit 
homeomorphe de l'espace ordonne Н ·(cf. 3). Soit Но l'ensemble ordonne 
qu'on obtient de l'ensemble ordonne Н en у barrant un point dans tout 
couple de points consecutifs (eventuels) de Н dont aucun n'est isoIe et en 
intercalant un ensemble ordonne ветЫаblе des nombres reels entre tout сои­
ple de points consecutifs isoles de Н. Alors оп prouve sans peine que chacun 
des deux nombres PcG,PdG est un тете рош des espaces ordonnes Н, Но. 
Ог, l'espace ordonne Но est localement connexe. Il s'agit donc de prouver 
que PcG ~ PdG роuг tout espace ordonne localement connexe c'est-a.-dire 
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que, quelle que soit la suite croissante S d'ensembles ouverts extraits d'un 
espace ordonne localement connexe, оп ait рВ S PdG. 

От, d'apres le corollaire 1, рВ S р<рВ; le tableau <рВ etant degenere 
(lemme 2), оп а p[A]<ps S рс<ра pour tout А Е Ro<pS се qui, уи la relation 
<рВ = "EA[A]<ps, (А Е RoсрВ) еntrшnе 

р<рВ S Ра<ра . рс<ра ::; PdG . Pd<PG S PdG . PdG = PdG. 

2.6. Dev.x problemes 

2.61. J'avais pose le probleme (loc. cit. 1) si pour une famille F 
d'ensembles quelconque l'egalie PcF = PdF entraine PcF" = PdF" (F" 
designant la famille des sommes de S No ensembles extraits de F). 

Or, F designant une famille infinie поп denombrable quelconque 
d'ensembles disjoints, il est clair que 

Mais је ne sais раз si l'egalite PcF = PdF еntrшnе PcF" ~ PdF" 
S'il en etant ainsi, la reponse аи probleme de Souslin serait affirmative. 

En efIet, dans le саз d'un espace ordonne connexe tel que рса = No, d'une 
part рс<ра = Pd<pG = No et, d'autre part, G = (<ра)", donc, рат hypothese, 
рса ~ PdG, d'ou PdG = No се qui, d'apres le th. 5, еntrшnе la separabi1ite 
de l'espace et des lors la reponse affirmative аи probleme de Souslin. 

2.62. Tout ensemble clairseme extrait d'un espace verifiant la condi­
tion de Souslin etant, d'apres le th. 3, аи plus denombrable, il en resulte 
que chaque famille decroissante d'ensembles clairsemes extraits de l'espace 
est аи plus denombrable. En est-il encore ainsi de сћщие suite croissante 
d'ensembles clairsemes? Ои, се qui revient аи шете, F etant une famille 
monotone d'ensembles clairsemes extraits d'un espace ordonne verifiant 
la condition de Souslin, la somme des elements de F est-elle аи plus 
denombrable? Dans le саз des ensembles isoles, il en est bien ainsi, de 
шеше qu'il en est ainsi pour des ensembles clairsemes 1ineaires24 . 

3. Demonstration du theoreme 2 (voir ci-dessus, n02), 

3.1. Tout d'abord, d'apres le lemme 5, si i = /iI, d, ои aura 

Pi ~ Pi<pG, PiG ~ Ра<ра et des lors 

Рд ~ рс<ра + Ра<ра, PdG ~ Pd<pG + Ра<ра. 

24уоiз с. Кша.tоwski, Fund. МаЉ. 3 (1922), 41-43; еп particuler р. 42 еп note. 
Aussi Т. Zalcwa.sser, ibidem рр. 44-45 et W. Sierpinski, ibidem, рр. 46-49. 
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Ainsi est demontre lе th. 2Ь; рош achever lа demonstration du th. 2а, 
il suffit de prouver que рса ::::; рс<ра + Ра<ра c'est-a.-dire que, quelle que soit 
lа suite croissante infinie 8 ~ а, оп ait р8 ::::; рс<ра + Ра<ра. 

Or, d'apres lе corollaire 1, еп designant le tableau <р8 рш 81, оп aura 
р8 ::::; р81 . Le tableau 81 etant croissant, il est degenere (lemma 2), et, рш 
consequent, р81 ::::; pRo8 1 • Р'У81 . Les elements de Ro81 etant deux а. deux 
disjoints et que 81 ~ <ра, оп аша pRo81 ~ Ps<pG et donc 

Il s'agit de prouver que рв<ра . Р'У81 ::::; рв<ра . рс<ра25 

Cela etant evident dans le сав ои Р'У81 ::::; рс<ра, il поив reste le сав ои 
Р'У81 > рс<ра. Or, 81 etant degenere et extrait de <ра, les formules 

81 = 2)A]Sl' (А Е Ro81 ), 

А 

etrainent, уи IЪуроЉеве Р'У81 > рс<ра, 

Bref, dans le сав ои Р'У81 > рс<ра, оп а Ра<ра . P'Y81 = рв<ра et des lors 

Ainsi lев theoremes 2а, 2Ь sont demontres. 

3.2. Il поив reste encore а. prouver le theoreme 2с. 

3.21. Demontrons, d'abord, que la condition du th. 2с, est suffisante 
c'est-a.-dire que, рош tout еврасе (У) localement соппехе, PdG = Pd<pG + 
рв<ра, рошуи que рТ = ЬТ (f. (6) рош tout tableau ramifie јnfiпј Т. 

Рош сесј, il suffira d'apres le th. 2Ь de prouver que PdG ::::; PsG+Pd<pG 
c'est-a.-dire que, quelle que soit la suite infinie decroissante 8 ::::; а, оп ait 
р8 ::::; рва + Pd<pG. 

Рш hypothese, <р8 etant ип tableau ramifie infini, р<р8 = Ь<р8, се qui 
уи р8 ::::; р<р8 (cf. corollaire 1) entraine р8 ::::; Ь<р8. 

Distinguons les deux сав, suivant que le nombre infini Ь<р8 а ип 
predecesseur immediat ои п'еп а рав. Dans le .dernier сав, il est manifeste 

25C'est que si т, п sont deux nombres cardinaux quelconques > О dont аи mоins 
un est infini, alors m + п = тn. 
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que le tableau <р8 contient иn tableau ramifie degenere, soit Т, de puissance 
Ь<р8ј еn raisonnant sur Т соmmе sur 81 dans le n0 3, 1, оп demontre que 
р8 < P.G + Pd<PG. 

L'egalite р<р8 = 'ЈУУ<р8· bornesup pROI.<pS etra1nant аи moins l'une 
o.<,<pS 

des relations 

р<р8 = 'ЈУУ<рВ, р<рВ = borne sup pRo.<pS, (а < "(<рВ) 
о. 

оп аша, dans le second сав ои р<р8 n'а рав иn predecesseur immediat аи 
moins иnе des relations р<рВ ::::; Pd<PG, р<рВ ::::; P.<pG et des lors р<рВ ::::; 
Pd<pG + Ps<PG. 3.22. La necessite ае lа condition аu th. 2с 

3.221. Еn supposant que 

(10) PdG = p<pG + Ps<pG (cf. (7), (8), (9)) 

pour tout espace (V) localement соnnехе, nous allons prouver que 

(11) рТ=ЬТ (cf. (6)) 

рош tout tableau ramifie infini Т. 

SUPPOSODS, par impossible, qu'il exite иn tableau ramifie infini Т 
verifiant 

(12) рТ> ЬТ et donc рТ > рсТ, рТ > р.Т (cf. (6) dans nО1,12) 

Notre but sera atteint lorsque nous aurons prouve l'existence d'un espace 
(V) localement соnnехе - l'espace sera теmе иn espace ordonne - qui nе 
verifie рав (10). 

Chacun des ensembles Ro.T, (а < "(Т) etant degenere, la relation 

рТ = 'ЈУУТ . borne sup pRo.T, (а < "(Т) 
о. 

entraine, уи (12), l'inegalite рТ > borne sup pRo.T et des lors рТ = 'ЈУУТ. 
Chacun des ensembles (.,а)т, (а Е Тј cf. (1)) etant Ыеn ordonne et donc 
puissance < рсТ, le nombre рсТ est l'aleph qui precede immediatement 
l'aleph 'ЈУУТ. Autrement dit, 'ЈУУТ est de la forme N.в+1,!3 etant иn ordinal 
;::: о. Le сав general etant analogue аи сав ои !3 = о, nous nе traiterons que 
le сав ои рТ = N1. 
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Bref, nous traiterons le сав ои 

(13) рТ = N1 , '"УТ = Wl, ЬТ = No, рсТ = No (cf. (3), (4), (6». 

3.222. Il у un indice ао < (.Џl tel que р[а]т = N1 pour tout а Е RaT 
et tout ао < а < Wl' 

En effet, en designant раг ТО l'ensemble des а Е Т verifiant р[а]т < N1 , 

оп aura РТо < N1; sinon оп aurait РТо = Nl, р[а]то < N1, (а Е То) се 
qui, vu ТО = I:[a]To, (а Е RoTo) entrainerait pRoTo = N1 et а fortiori 
р.То > N1 et donc РаТ 2 N1 , ЬТ:::; N1 , contrairement а (13). 

Оп а donc РТо < N1 et notre ао peutetre n'importe quel indice < (.Џl tel 
que tout element de ТО appartienne а l'un des ensembles R{T, (6 < ао). 

Quitte а supprimer dans Т les ensembles НоТ, ... ,R{T, ... , (~laO) 
et а designer le tableau des RaoHT, (~< Wl) раг Т, nous supposerons 
que ао = О et que donc 

(14) (а Е Т). 

3.223. Quel que soit а Е Т, il у а un indice /За < (.Џl tel que pRa[a]T = 
No pour tout а verifiant /Зq < а < Wl. 

En effet, si pour un а Е Т l'on avait pRa[a]T < No pour tout а < N1 , 

il У aurait, а cause de (14), un nombre п < No tel qu'a partir d'un indice 
/з < (.Џl chacun des ensembles Ra[a]T ои /з < а < (.Џl soit compose de п 
points, се qui entrainerait l'existence d'un х Е [а]т tel que l'ensemble [х]т 
soit bien огdоnnе2б се qui, vu (14), entrainerait рсТ 2 N1 , contrairement а 
(13). 

Ainsi l'existence du nombre /За est prouve. 

3.2231. Nous allons construire une suite transfinie croissante d'ordi­
naux lIО < III < ... < lI{ <; ... , (~< Wl) telle que tout point de RlI(T ait 
une infinite de successeurs dans chacun des ensembles RlIo. Т, (~< а < Wl)' 

Pour се, il suffira сотте оп s'en rend facilement compte de poser 

lIО = borne SUР/За, (а Е RoT) 

1II = borne SUР/За, (а Е RlIoT) 

lIа = borne SUР/За, (а Е RlIo._1T) si а est de premiere espece < (.Џl 
et 

26Pour la demonstration complete, voir Тћезе, р. 78 th. 4. 
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Va = borne supfi~, (~< а) si а est de seconde espece et < Wl. 

En posant То = La R v"" (а < Wl), оп voit que То verifie (13), (14) 
et que 

Quitte а. changer la notation, nous pouvons supposer que Т lui-meme 
verifie la condition precedente c'est-a.-dire que 

(15) plalT = ~o, (а Е Т). 

Bref, nous supposerons que Т verifie (13), (14), (15). 

3.224. Ordonnons chacun des ensembles lalT, (а Е Т)- lequel 
est d'apres (15) denombrable-de maniere que son type d'ordre soit w*(:: 
l'inverse du type d'ordre des ordinaux < W)27 

L' ordonnance partielle primitive de Т et les ordonnances des lalT, (а Е 
Т) vont nous permettre, en les elargissant d'ordonner l'ensemble Т. Pour се, 
soient а, Ь deux points incomparables quelconques de Т verifiant lalT =1= IblTj 
dans le nouvel ordre а precedera Ь si, dans l'ensemble ordonne la'IT, а' 
precede Ь', les points а', Ь' etant respectivement le predecesseur de а et le 
predecessuer de Ь tels que а' =1= Ь', la'lT = Ib'IT28 . Оп verifie sans peine que 
les points а', Ь' sont bien determines et que le procede ordonne completement 
l'ensemble Т. 

3.2241. En designant par 

(16) То l'ensemble ordonne qu'on obtient ainsi, оп demontre facilement 
qu'il jouit des proprietes suivantes: 

а. То est depouru de points consecutifsj 

Ь. Quel que soit le sous-ensemble аи plus denombrable н de То, јl у а 

un intervalle de То ne contenant aucun point de Н29 ј 

с. Chaque {атillе d'intervalles disjoints extraits de То est аи plus denom­
brable (puisque ЬТ = ~Oj cf. (1з))30. 

27Bien entendu, si Ь Е lalT, оп aura IblT = lalT et l'ensemble lalT doit etre 
ordonne independamment de ва representation lalT ои IbIT. 

28Cf. Ја notion d'ordonnance naturelle d'un Т (Тћезе, рр. 7 et 127). 
29у. Тћезе, р. 128, leтте 1. 
30у. Тhезе, р. 128, Јетта 2 
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3.2242. Soit 

(17) Е l'ensemble ordonne qu'on obtient de l'ensemble ordonne То en 
intercalant dans chaque lacune de То un seul point, en precedant То d'un 
point et en lui succedant un point. 

Alors les proprietes а, Ь, с ci-dessus de l'ensemble ordonne То en­
trainent les proprieres que voici de l'espace ordonne Е (cf. 3)): 

1 Tout ensemble de puissance ::; No extrait de l'espace Е est nulle part 
densej 

II рса = PdcpG = Рвсра = ~o· 
L'espace Е etant localement connexe, оп aura, par hypothese (10), 

PdG = PdCPG + Рвсра, се qui, d'apres II, entraine 

(18) 

2.225. Pour arriver а. la contradiction, nous allons prouver l'existence 
d'une suite transfinie поп denombrable d'ensembles ouverts decroissants 
(jouissant теше de la propriete remarquable que leurs complementaires 
soient fermes et separables (cf. по 2, 42, th. 7Ь)). 

Attachons а. chaque segment 8 de l'ensemble ordonne Е un sous­
ensemble 

(19) СР(8) de 8 semblable аи segment [0,1] des nombres reelsj decompo­
sons 8 suivant СР(8)31: а. tout а Е СР(8) faisons correspondre un Ха С 8 tel 
que а Е Ха et que pour tout point Ь de СР(8) distinct de а, l'ensemble Хь 
soit а. droite ои а. gauche de l'ensemble ordonne Ха, suivant que le point 
Ь est а. droite ои а. gauche du point а. Оп voit que, pour tout а Е СР(8), 
l'ensemble Ха est parfaitement determinej nous designerons par 

(20) ј(8) la famille de tous les Ха, (а Е СР(8)). 

Def1nissons la suite 

(21) RoD, R 1D, ... , Ro.D, ... 

RoD sera famille сошрове de l'ensemble ordonne Е lui-memej R 1D 
sera famille ј(Е)ј Е etant un segment (pourvu des deux extremites), R1D 

31 Le procede dont nous allons nous servir est се que ј'ш appele t'J-раrtitiоn complete 
de l'ensemble ordonne Е (v. Тћеае, рр. 114 et 118). 
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est Ыеп determine. D'une maniere generale, soit О < а < (џl et supposons 
que les familles Rf.D, (~< а) soient determinees; construisons la famille 
RaD сошmе il suit: si а est de premiere espece, RaD sera la famille des 
eIements des familles Ј (8), 8 parcourant tous les eIements de la famille 
Ra- 1D dont сћасип а plus d'un point; si а est de seconde espece, RaD 
designera la famille des ensembles 

EoE 1 .•• Ef. ... , (~< а), 

les Ef. verifiant Ef. Е Rf.D, Ef. ~ П ЕоЕ1 • •. ЕТЈ (l'egalite n'-ayant lieu 
ТJ<f. 

que pour des ~ de seconde espece). 

Prouvons que RaD existe. Еп effet, еп designant par фf. la famille 
des Х Е Rf.D verifiant рХ > 1, оп conclut а. la suite de la propriete с de 
ci-dessus que рф~ ::; No. D'autre part, 8 designant un eIement quelconque 
de Фf.' 8 est un segment de Е, et soit '1'0(8) n'importe quel sous-ensemble 
denombrable de l'ensemble '1'(8) (cf. (19)) tel qu'entre tout couple de points 
distincts de '1'(8) il у ait point de '1'0 (8). Еп posant 

(22) Fa = L '1'0(8), 
8 

il est clair que pFa = No . No . ра, donc pFa = No. Оп demontre facilement 
que l'ensemble Fa est partout dense sur l'ensemble des points dont сћасип 
constitue ип element de l'ипе des familles Rf.D, (~ < а). Des lors, si la 
famille RaD n'existait рав, tout point de Е serait ип eIement de l'une des 
familles Rf.D, (~< а), се qui voudrait dire que l'ensemble denombrable Fa 
serait partout dense, contrairement а. la propriete 1 de ci-dessus. 

Ainsi, pur tout а < (џl, RaD existe et se compose de segments de 
l'ensemble ordonne Е dont quelques-uns se reduisent а. ип point. 

Еп designant par 

(23) аа l'ensemble des points interieurs а. l'ип des eIements de la famille 
RaD compose de plus d'un point, аа serait ип ensemble ouvert et оп aurait 

ао :Ј а1 :Ј ... :Ј аа :Ј ... , 

contrairement а (18). C.q.f.d. 

2.226. Pour tout а < (џl, le compIementaire саа de l'ensemble аа 
de (23) est ferme et separable. C'est que саа est compose, d'une part, des 
points а Е Е tels que l'ensemble compose du point а appartienne а l'une 
des familles Rf.D, (~::; а) et, d'autre part, des extremites des segments de 
Е appartenant а l'ипе des familles Rf.D, (~:::; а); et оп voit sans peine 
que l'ensemble FaH (cf. (22)) est partout dense sur саа ; l'ensemble саа 
est donc separable (cf. th. 7Ь). 



LA CONDITION DE SOUSLIN ЕТ UNE 
PROPRIETE CARACTERISTIQUE 

DES NOMBRES REELS 

1. Condition ае Souslin. Un espace verifie la condition ае Souslin si 
chaque famille de ses ensembles ouverts deux а deux disjoints est :::; No. 

2. Le probleтe ае Souslin consiste а savoir si tout ensemble ordonne 
(abr. pour totaleтent ordonnel continu verifiant la condition de Souslin 
contient un sous-ensemble denombrable partout dense (est donc semblable 
аи continu lineaire). En depit de grands efforts, le probleme n'est рав encore 
completement resolu. Nous allons voir qu'il est intimement lie а l'etude des 
produits (carres) cartesiens d'espaces. 

3. ТНЕОRБМЕ 1. Soit Е un enseтble ordonne continu sans preтier 
et sans dernier point: pour que Е soit seтblable d l'enseтble des noтbres 
reels, il jaut et il suffit que lе carre Е2 verifie la condition ае Souslin (аu 
lieu ае Е2 , оп peut тettre Еn pour un noтbre naturel quelconque п > 1). 

COROLLAIRE (ТНЕОRБМЕ 2). Pour que la reponse аu probleтe ае 
Souslin soit affirтative, il jaut et il suffit que, quel que soit l'espace ordonne 
continu Е verifiant la condition ае Souslin, lе carre Е2 la verifie. 

4. La demonstration s'inspire de la consideration geometrique suivante 
concernant le pavage d'un carre К: soit l:i une diagonale de К; рм deux 
droites coupant l:i а 450, symetriques relativement а l:i, le carre К est 
partage en quatre parties: deux carres et deux rectangles. En repetant 
d'une fac;on appropriee le mеmе procede sur les nouveaux carres, оп obtient 
un pavage de К par des rectangles. 

5. Le mеmе procede peut, dans le сав d'un ensemble ordonne con­
tinu Е, etre exprime de la maniere suivante: оп considere une bipartition 
сотрШе de Е (сј. та Tblse, Enseтbles ordonnes et raтifies, Paris, 1935, 

BIВLIOGRAPHICAL NOTE. С. R. Acad. Sci. Paris 231 (1950), 1113-1114 (Note 
presentee рм М. Раul Montel; Seance du 30 octobre 1950) 
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р. 114), c'est-a.-dire ип systeme de portions поп empietantes de Е tel que: 
10 Е Е D; 20 si Х Е фD,l il у а ипе famille Ыеп determinee ј(Х) ~ D 
composee de deux segments de Е dont l'union egale; 30 si Ф ~ D est ипе 
сћшпе (si Х, У Е Ф, alors Х ~ У ои У ~ Х), c'est-a.-dire l'intersection des 
Х Е Ф est ип eIement de D. Ра! ип procede de bipartitions successives, оп 
prouve que D existe. 

6. Ceci etant, la construction geometrique precedente se traduit par 
le fait i~teressant que voici: la famille des rectangles 

а х [Ј(Х) - а], [а Е ј(Х), Х Е фD], 

forme ип pavage complet du carre Е2 (abstraction faite d'un certain sous­
еnsеmЫе de la diagonale principale de Е2). Ainsi, ипе bipartition complete 
de Е d'une part et ип pavage de Е2 d'autre part sont mutuellement lies. 

Puisque l'ensemble des extremites des Х, (Х Е фD), est partout 
dense, оп conclut а. la validite du theoreme 1. 

7. Еп etudiant le probleme de Souslinje fus аmепе (cf. ТЫае, р. 131) 
а. enoncer l'hypothese Р5 que voici (equivalente а сеПе dite hypothese de 
raтification 2: 

Dans chaque еарасе ordonne il у а иnе jaтille :F d'enseтыss ouverts 
deux d deux disjoints et иn enaeтыe А partout dense dont le cardinal est 
egal d celui de:F (cf. ТЫве, р. 131). 

8. Le contenu essentiel de l'hypothese precedente (le саз ои l'infimum 
des cardinaux des А est de premiere espece) est equivalent а. l'hypothese 
que voici: 

паnа chaque enBeтыe ordonne continu il у а autant d'enseтыss ои­
verts deux d deux disjoints qu 'il у еn а dans воn сатте. 

Оп пе connait аисun espace topologique infini pour lequell'hypothese 
precedente пе serait раз verifiee. 

1 Pour une famille d'ensembles :F, оп designe par 1јЈ:;:: lа famille des У Е :F ayant 
plus d'un point. Cf. С. R. Acad. Sci. Paris 204 (1937), р. 325; Rev. Cienc. (1947), 
457-488. 

2 C.R. Acad. Sci. Paris 202 (1936), р. 185. 



SUR UNE PROPRIETE CARACTERISTIQUE 
DU CONTINU LINEAIRE 

ЕТ LE PROBLEME DE SUSLIN 

Le but de la Note sera d'etablir le theoreme que voici (quant а. la 
terminologie voir ci-apres)l: 

ТНЕонЕМЕ 1. Pour qu'un ensemble totalement omonne continu Е 
soit semblable d un ensemble lineaire, il faut et il suffit qu 'il existe un nombre 
naturel п> 1 tel que l'ensemble Еn = Е х Е х ... х Е verifie lа condition de 
Suslin. Le probleme de savoir si la proposition precedente subsiste encore 
dans lе cas п = 1 coi"ncide avec lе celebre probleme de Suslin. 2 

ВIВLЮGRAРНICАL NOTE. Рubl. Math. Univ. Belgrade 4 (1952), 97-108 
lLe sujet de la Note faisait partie de mes conferences Оп Suslin's probIem et Sur 

le probIeme de Suslin que j'avais faites 11. Harvard (27-9-1950), Апп Arbor (31-10-1950), 
Berkeley (24-11-1950) et 11. Lausanne (le 22-1-1951) respectivement. 

L'esquisse de la demonstration du theoreme ве trouve dans та Note La condition 
de Suslin et иnе propriete caracteristique des nombres ree/s (C.r. Paris, 231, 1113-1114 
(1950». 

2 J'ai publie plusieurs travaux concernant le probleme de Suslin: 
I. Voir: Comptes rendus de l'Academie des Sciences 11. Paris, 198 (1934), р. 703 et р. 
882; 202 (1936), р. 185; 203 (1936) р. 1049; 204 (1937) р. 325; 205 (1937) р. 1033 et р. 
1196. 
П. EnsembIes ordonnes et ramifies. Тћеве, Paris, 1935, рр. 1-138 (aussi РиЫ. Math. 
Univ. Belgrade, 4, (1935); EnsembIes lineaires et иnе classe de tаЫеаш: ramifies 
(ТаЫеаш: ramifies de М. Aronszajn) IЬidem, 6 (1937), рр. 129-160). 
ПI. Иnе propriete des еnаетЫеа Ыеn ordonnes lineaires, (Studia Mathematica, Lavov 9 
(1940), 23-42). 
IV. Uber eine Eigenschaft von Systemen linearer wohlgeordneter Mengen (Math. Аn­
nalen, 118 (1942), 578-587). 
У. Тransformations monotones des еnэетЫеэ partiellement отоnnеэ {Revista de Сјеn­
cias: Lima, Аnо 42, (1940),827-846; a.iio 43 (1941),483-500); Le prob/eme de Suslin et 
les espaces abstraits (Ibidem Або 47, рр. 457-488). 
VI. Ensembles de suites denombrables d'entriers (Contribution аи probleme de Suslin) 
(Bull. Ас. Sci. U.R.S.S. ауес la traduction еп russe, 11 (1947), 59-74). 
VП. L 'hypotblse du continu et le probleme de Suslin, Рubl. Inst. Math. Belgrade 5 (1948), 
26-36). 
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COROLLAIRE 1. Роuт que lа тероnае аu probleтe de Suslin soit 
affirтative, illaut et il suffit que l'espace Е х Е verifie la condition de 
Suslin, des que l'еарасе ordonne continu Е lа verijie. 

Dans le 3 оп montrera un lien inattendu entre une subdivision соm­
plHe de Е d'une part et d'un pavage rectangulaire de Е х Е d'autre part. 

Dans le 4 оп definira le produit рuт de deux еnаетЫеа partielleтent 
ordonnes et оп verra comment le theoreme precedent s'exprime dans le 
nouveau langage. Dans le 5 оп prouvera une proposition interessante due а 
Sv. Kurepa concernant les courbes de Peano et le probleme de Suslin. Оп 
indiquera, enfin, que les considerations de la Note ne constituent qu'une 
partie de recherches demandant а trouver des liens entre deux ensembles 
(espaces) d'une part. et leur produit combinatoire d'autre part. 

1. Definitions 

Dejinition 1.1. Soit Е un ensemble totalement ordonnej l'espace 
ordonne Е c'est l'espace constitue des points de l'ensemble Е dans lequel 
l'adherence Х de tout Х ~ Е est definie сошше l'ensemble des points а Е Е 
tels que, quel que soit l'intervalle ouvert 1 de Е contenant а, оп ait 

1 П Х :Ј v (v = l'ensemble vide). 

Dejinition 1.2. Soit п un nombre naturel > 1 et E 1 ,E2 , .•. E n une 
suite de п ensembles (parmi lesquels оп peut avoir des egaux)j оп definit le 
"parallelepipede" 

(1) 

сошше l'ensemble des transformations uniformes 1 de l'ensemble {1, 2, ... п} 
verifiant I(v) Е E v , (v S п), c'est-a-dire l'ensemble (1) est constitue des 
"complexes огdОПШЈS" 

(2) 

la transformation 1 pouvant etre designee encore раг 

(3) 1(1),/(2), ... ,/(n). 

En particulier, оп considere le "сиЬе" 

(4) Е х Е х ... х Е == Еnј 
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et ва "diagonale" constituee des points (х, х, ... х), (х Е Е). 

ОП рове egalement 

(5) 

Definition 1.3. Е etant ип еврасе abstrait definissable аи тоуеп des 
уојвјпages, l'espace Еn est constitue des points de Еn , tout point f Е Еn 

ayant des voisinages de la [огте V(J(l)) х V(J(2)) х оо. Х V(J(n)), les 
V(J(i)), parcourant independamment les voisinages du point J(i) Е Е (i = 
1,2,оо.,n). 

Definition 1.4. Nous dirons qu'un еврасе verifie la condition de Suslin 
(ои qu'il jouit de la propriete de Suslin) вј chaque [атШе d'ensembles ouverts 
deux а deux disjoints et extraits de l'espace est soit finie soit denombrable 
(cf. Кигера, С. R. Acad. Sci. Рагјв 204 (1937), 326 et Rev. Сјепс. Lima 47, 
р. 458 et 469). 

2. Demonstrations du theoreme precedent 

2.1. La condition du theoreme est necessaire; c'est que Е etant ип 
ensemble ordonne continu, quel que soit п > 1 (et тете роиг п = 1), 
l'espace Еn verifie la condition de Suslin, l'espace Еn contenant ип ensemble 
denombrable partout dense, consequence de la propriete analogue de l'espace 
Е1 = Е: А etant ип sous-ensemble denombrable de Е partout dense dans 
Е, l'ensemble Аn = А х А х '" х А est denombrable et partout dense dans 
Еn. 

2.2. La condition du theoreme est suffisante: Е etant ип ensemble 
ordonne continu tel qu'il existe ип entier п > 1 tel que l'espace Еn verifie la 
condition de Suslin, l'espace ordonne 
Е contient ип ensemble denombrable 
partout dense et des lors, d'apres ип 
theoreme de Cantor, est semblable а 
ип ensemble lineaire. La demonstra­
tion fait usage de сесј: Si l'оп partage 
ип segment quelconque S de Е еп 
deux segments contigus: le segment 
gauche 50 et le segment droit 51 et 
qu'on considere le rectangle 51 Х 50 
(fig. 1) alors, а ипе bipartition вис­
севвјуе de plus еп plus serree de Е, 
correspondra dans Е х Е ип гевеаи 

s 

Fig. 1 
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de rectangles поп empietants. La figure 2 montre 1 + 2 + 22 + 23 rectangles 
d'ordre О, 1, 2, 3 respectivement, resultant de bipartition de Е et des trois 
iterations successives du mёmе procede sur des segments qu'on obtient ainsi. 
La demonstration complete resultera des lemmes 1-17 que nous allons passer 
еп revue. 

LEMME 1. L 'еврасе Еn verifiant [а condition de Sv.slin, 1 'еврасе 
Е(n-l) lа verifie egalement. 

Dans је cas contraire, l'espace Е(n-l) contiendrait ипе famille infinie 
поп denombrable Ф d'ensembles ouverts deux а deux disjoints; si alors 1 est 
ип intervalle ouvert quelconque de l'ensemble ordonne Е, 'а famille Ф х 1 des 
Х х 1, (Х Е Ф) serait ипе 
fami1le infinie поп denom­
brable d 'ensembles ouverts 
deux а deux disjoints ех­

traits de Еn , contrairement 
а l'hypothese que Еn verifie 
'а condition de Suslin. Еп 

appliquant 'е 'еmmе prece­
dent п - 1 fois, оп obtaient 

'е 

LEMME 2. Si ['еврасе 
Еn verifie [а condition de 
Suslin, ['еврасе EV lа verifie 
egalement, quel que soit lе 

nоmЬте v < п; еn partic­
ulier, l'еврасе Е et [е сатте 
Е2 verifient lа condition de 
Suslin, des qv. 'elle est veri­
fiee рат un Еn avec п ~ 2. 

з 

I I 
I I 
I I 
I I 

: 1 : 
I I 
I I 
I I 

2 

Fig 2. 

о 

LEMME 3. Toute famille de segments de Е Ыеn ordonnee рат rapport 
d lа relation ;2 (~) est finie оu denombrable. 

Еп effet, les interieurs des ensembles (А\В) U (В\А) des eIements 
consecutifs А, В de 'а fami1le etant deux а deux disjoints, 'е 'еmmе 3 resulte 
de се que l'ensemble Е verifie 'а condition de Suslin. 

Prouvons que l'ensemble ordonne Е contient ип еnвеmЫе denombrable 
partout dense. Оп peut supposer que Е possede ип point initial et ип point 
terminal. 
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eeci etant, appliquons sur l'ensemble ordonne Е le procede de bipar­
tition: chaque segment 5 de Е sera decompose en deux segments ayant en 
commun un seu1 point interieur а 5ј 1а fami1le de ces deux segments 111. etant 
designee ра! 

(6) ј(5), 

definissons ра! пkurrепсе 1es familles 

(7) 

de segments de Е сошше i1 suit: 

Do sera 1а famille {Е} constituee de 1'ensemble donne Еј 

D1 sera 1а famille des segments appartenant а 1а famille ј(Х): (Х Е 
Do)j donc D1 = ЛЕ)ј d'une fa~on genera1e, soit а un ordina1 > О te1 que 
1es familles 

Do, ... ,D(., ... , (~<a) 

soient definies, que1 que soit ~ < ај definissons D a . 

Si а - 1 existe, оп posera 

Da = U ј(Х), (Х Е Da-1)j 
х 

donc 1а famille Da est constituee des segments de Е obtenus en partageant 
tout e1ement de D a - 1 en deux segments contigusj bien entendu, si un Х Е 
Da - 1 est constitue d'un point - се qui arrivera seu1ement dans 1е сав ои 
1е nombre ordinal а - 1 est depourvu de son predecesseur immediat alors, 
ј(Х) ne se definit рав - ои si l'on veut, оп pose ј(Х) = v (vide). 

Si а -1 n'existe рав, оп definira D a сошше 1а famille des ensembles 

(9) 

1es Х(. verifiant 

Вien entendu, si une suite pareille n'existe рав, се1а voudra dire que Da est 
vide: 
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Ainsi, ры recurrence transfinie, оп definit Do. pour tout ordinal о! 

(dans un instant, nous verrons qu'a. partir d'un "1 < (.<.11, les Do. sont vides). 
Оп obtient ainsi la suite 

(11) 

et l'ensemble 

(12) 
о. 

de segements de Е appartenant а. l'une des familles (11); l'ensemble vide et 
les segments uniponctuels de Е в'у presentent aussi, сотте nous le verrons 
biепtбt. 

Рош tout Ф ~ D nous designerons par 

(13) фф 

la famille des eIements de Ф ayant plus d'un point. En particulier, ФD sera 
l'ensemble des segments поп uniponctuels appartenant а. l'une des familles 
(11). 

En ordonnant par 2 la famille D et la famille ФD, оп obtient les 
ensembles partiellement ordonnes 

(14) (D; d), (ФD; 2) 

respectivement. 

LEMME 4. Quel que soit l'ordinal о!, lа famille Da est оu Ыеn vide 
оu Ыеn ве соmрове de segments de Е n'eтpietant рав lев unв sur lев autres 
(bien entendu, оп peut en avoir des uniponctuels). 

Le lemme ве demontre par recurrence. Il en est de тете du 

LEMME 5. Quels que soient lев ordinaux о!, /3, lев Da , D/3 sont ваnв 
elements соттunв. 

LEMME 6. Quels que soient lев ordinaux о! < /3, lа relation В Е ФD/3 
(et donc ФD/3 :::Ј v) entrafne l'existence d'un et d'un веul etement А Е Do. 
verifiant А :::Ј В. 

En e:ffet, le lemme est evident si О = о! < /3 = 1; soit 17 > 1 un ordinal 
tel que Ф D17 :::Ј v et que le lemme 6 subsiste toutes les fois que о! < /3 < 17; 
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prouvons qu'il en est de тете si f3 ~ 17. Si 17 - 1 existe, оп aura, а lа suite 
de (8) et (13): 

Ч!DТ/ = UJ(X), (Х Е Ч!DТ/-l)i 
х 

des lоrэ, сћщие element de Ч! DТ/ а un seul predecesseur immooiat dans 

et donc dans 

De рlш, il est evident que lе поп empietement des elements de 

entraine lе поп empietement des eIements de Ч!DТ/. 

Si 17 - 1 n'existe рав, les elements de Ч!DТ/ sont de lа forme (9) et lе 
fait а demontrer en resulte immediatement. 

Ainsi, ры recurrence, lе lешше 6 est demontre completement. 

LEMМE 7. Si Х Е Ч!D, alors Ј(Х) ~ Ч!D; f(X) est l'enseтble des 
successeurs iттediats de Х dans Ч! D. 

LEMME 8. Si А, В sont deux eleтents de Ч!D tels que А ::Ј В, alors 
l'un et seuleтent l'un des eleтents de f(A) contient В. 

Le lешше resulte des lemmes 6 et 7. 

LEMME 9. Quels que soient Da.::J v et А Е Da.j l'enseтble (-оо,А) 
des eleтents Х de D verifiant Х ::Ј А est Ыеn ordonne рат rapport d la rela­
tion 2 et son type d'ordre est egal d а (autreтent dit, l'enseтble partielle­
тent ordonne (Ч! Di 2) est иn tableau raтifie dont les rangees coi"ncident 
avec des Ч!Dа.). 

Le lешmе 9 resulte des lemmes 6 et 7. 

LEMME 10. Quels que soient а Е Е et l'ordinal ~, Df. contient аи 
plus deux eleтents contenant ај еn posant 

аШ = u Х, (Х Е Df. et а Е Х), 

a(~) est soit vide (v) soit un segтent de Еј si аШ ::Ј v, alors 

(16) а(fЗ) ::Ј a(~) рош tout ordinal f3 < ~. 
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Tout d'abord, si D~ contenait trois eIements distincts А, В, С, соп­
tenant а, аи moins deux des trois segments А, В, С chevaucheraient, соп­
trairement аи lemme 4. Par consequent, а(О est soit vide soit ип segment 
de Е. Enfin, le reste du lemme 10 se demontre par recurrence. 

(17) 

(18) 

LEMME 11. Quel que soit а Е Е, il У а и ordinal'Ya verifiant 

'Уа < "-'1 

а r;. UX, (Х Е 'ФD1Ј 
х 

et tel que les ensembles 

(19) a(~), (~< 'Уа) 

constituent unе ЈаmШе Ыеn ordonnee par raport а :2 verifiant 

(20) Па(~) = {а}, (~< 'Уа). 
~ 

Si l'on avait ип а Е Е tel que a(~) :2 v pour tout ~ < "-'1, оп еп 
deduirait, d'apres le lemme 10, que les a(~), (~ < "-(1) constituent ипе suite 
infinie поп denombrable de segments strictement decroissants de Е, соп­
trairement аи lemme 3. 

Сесј etant, il suffi.t de designer par 'Уа le premier nombre ordinal ~ tel 
que la famille Ф D пе contienne аисип eIement contenant а, pour se rendre 
compte de la validite du lemme 11. 

Du lemme 11 оп deduit immediatement le 

LEMME 12. L'ensemble constitue des extremites des Х Е ФD est 
partout dense dans Е. 

Posons 'У = SUPa 'Уа, (а Е Е); а la suite de la relation (17), оп aura 
'У :::; "-'1; il est essentiel que c'est le signe < qui s'y presente necessairement 
(cf. le lemme 15). 

LEMME 13. 
denombrable. 

Quel que soit а < 'У, la ЈаmШе ФDа est finie оu 

C'est que les interieurs des Х Е 'ФDа sont deux а deux disjoints. 

LEMME 14. Si Х, У sont deux elements distincts de ФD, les "rect­
angles" Х1 х Хо, У1 Х УО ае Е2 n'empietent pas l'un sur l'autre (nоus у 
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designons respectiveтent рат Ха, X 1 la section initiale et la section finale 
de Х, les deux segтents Ха, X 1 constituant la jaтille ј(Х) (сј. (6)). 

En effet, le lemme est evident si les deux segments Х, У sont nonem­
pietants; reste encore le СаБ ои. Х :Ј У ou У :Ј Х. Si Х :Ј У donc aussi 
Х :Ј У;, (i = 0,1), l'un et seulement l'un des Ха, X 1 , soit Ха, contient 
у (v. le lemme 8); des lors Ха :Ј Уа U Y1 ; par consequent, X1 et Y1 sont 
nonempietants; il en est alors de шеше des rectangles X 1 х Ха, Y1 х Уа; 

l'empietement de deux rectangles ayant lieu dans le СаБ et seulement dans 
le СаБ ои. empietent aussi bien les premieres projections et les secondes pro­
jections des rectangles. 

LEMME 15. Le сатте Е х Е contient k(Ч!D)З d'enseтbles ouverts 
deux а deux disjoints. 

En effet, faisons correspondre а tout Х Е Ч! D l'interieur du rectangle 
X 1 х Ха (pour la signification de Ха et X 1 voir le lemme 14); la corre­
spondance etant biunivoque, le lemme 15 est une consequence immediate 
du lemme 14. 

LEMMA 16. L'enseтble Ч!D est denoтbrable. 

Que le cardinal kЧ! D de Ч! D soit ::;: ~a, cela resulte du lemme 15 et 
de l'hypothese que Е х Е verifie la condition de Suslin; que d'autre part, 
kЧ!D 2: ~a, cela resulte du fait que 72: иЈа et que les Ч!Dа , (а < 7), sont 
deux а deux sans elements communs. 

LEMME 17. L 'enseтble Е contient un enseтble denoтbrable partout 
dense. 

En effet, d'apres le lemme 15, l'ensemble Ч! D est denombrable; il en 
est donc de шеше de l'ensemble des extremites des Х Е Ч! Dj cet ensemble 
etant, d'apres le lemme 11, partout dense dans Е, la demonstration du 
lemme 16 est accomplie. 

Finalement l'ensemble ordonne continu Е contenant un ensemble 
denombrable partout dense, Е est, d'apres un theoreme classique de Cantor, 
semblable а un ensemble lineaire. C.q.j.d. 

3. Pavage du carre Е х Е. 

En considerant les rectangles А х В, (А, В Е ј(Х), Х Е Ч!D, avec 
А =f В) оп obtient un pavage du carre Е х Е: les rectangles (2.3) ne 
chevauchent раБ et epuisent le carre Е х Е.4 

3 kX = Је cardinaJ de х. 
4Le pavage n'atteint pa.s un certain sous-еnsеmЬЈе de Ја diagonaJe facile а. recon­

struire. 
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Il est utile de faire le procede analogue en se servant de subdivisions 
sueeessives а. 3, 4 etc. parties. 

D'une fa~on generale, Т = (Т; 2) etant un tableau ramifie coтplet 
d'ensembles deeroissants (ef. TMse, рр. 81-85), М etant la reunion des 
Х Е Т, alors les reetangles А х В, (А;В Е Ј(Х), Х Е Т ауее 1 < kX = le 
eardinal de Х et А i- В) eonstituent un pavage du earre М х М dont оп а 
enleve un eertain sous-ensemble de la diagonale; Ј(Х) у designe l'ensemble 
des suecesseurs immediats de Х dans (Тј 2). 

Оп trouve ainsi un lien intime entre des subdivisions eompletes d'un 
ensemble М d'une part et de eertains pavages de М х М d'autre part. 

4. Produit риг de deux ensembles partiellement ordonnes 

(Кј :51), (М; :52) etant ensembles partiellement ordonnes, le produit 
pur de К et М sera l'ensemble (К х М;:5) ауее la eondition que pour 
les eIements (Х; у), (х', у') de (К х М;:5) la relation (х, у)р(х', у') soit 
equivalente аи systeme XPiX'; YPiY', (i = 1,2), Р designant un eIement 
quelconque de {=, <}. 

Оп demontre que le produit pur de deux ensembles partiellement or­
donnes est partieIlement ordonne; en partieulier, le earre pur (ЕхЕј:5) d'un 
ensemble partiellement ordonne est un ensemble partiellement ordonne dont 
la diagonale est un sous-ensemble semblable а l'ensemble Е lui-meme. 

Le theoreme et le corrollaire precedents peuvent alors s'exprimer de 
la f~on suivante5 : 

THEOREME 4.1. Pour qu'un ensemble ordonne continu Е soit 
semblable d un ensemble lineaire, il Jaut et il suffit que chaque ЈаmШе 
d'intervalles (extremites exclues) deux d deux disjoints et extraits du carre 
pur de Е soit аu plus denoтbrable. 

5. La condition de Suslin et les continus de Реапо. 

En se basant sur le theoreme 1 Svetozar Kurepa en а deduit un autre 
que voici: 

THEOREME 5.1. Soit Е un enseтble ordonne continu тunј du point 
initial et du point final et verifiant lа condition de Suslin; pour que Е soit 
seтblaЫe d un enseтЫe lineaire, il Jaut et suffit que pour chaque entier 
п> 1, l'espace Е soit un transJorme continu univoque de Е. -

5 Il est instructif de subdiviser а. priori поп рав Е mais la diagonale de Е х Е et 
d'en reconstruire le pavage du carre. 



Sur une propriete caracteristique du continu ... 339 

Que les conditions du theoreme 5.1 soient шkеssаires c'est justement 
le contenu d'une proposition Ыеп соппие de Реanо concernant des courbes 
remplissant ип carre, ип сиЬе etc. Or, les conditions du theoreme 5.1 sont 
encore suflisantes: si elles sont verifiees par Е, Е est semblable а. ип ensemble 
lineaire. Cela resulte du theoreme 1, puisque des conditions du theoreme 
5.1 оп deduit que En verifie la condition de Sиslin. 

Еп effet, dans le сав contraire, оп aurait ипе famille infinie поп 
denombrable F de "cubes" deux а. deux sans points communs et extraits 
de En. Soient 1 Е F et i ип point interieur de Ij alors, par hypothese, il 
existe ипе transformation f uniforme continue de Е sur En ј si alors i o est 
ип point du sous еnsетЫе f-l(i), la continuite de f аи point io entraine 
l'existence d'un voisinage 10 de i o dans Е se transformant dans le voisinage 
1 de i: 

flo ~ 1. 

Les 1 Е F etant deux а. deux disjoints, il еп seraient de шеше des 10, 
(l Е Р), la transformation f etant uniforme се qui voudrait dire que les 10, 
(1 Е Р) constitueraient ипе famille infinie поп denombrable d'intervalles de 
Е deux а. deux disjoints, contrairement а. се que, par supposition, Е verifie 
la condition de Suslin. 

А се propos il est Ыеп interessant de remarquer ceci. D'une part, 
оп sait que la decouverte des courbes de Реanо c'est-a.-dire des courbes 
remplissant ипе aire suscitait ипе grande surprise. D'autre part, оп voit 
que la non-existance d'une "соитЬе" remplissant le carre Е х Е, c'est-a.­
dire la non-existence d'une transformation uniforme continue d'un еnsешЫе 
ordonne continu borne Е verifiant la condition de Suslin sur son carre Е х Е 
est equivalente а. la reponse negative аи probleme de Sиslin. Ainsi pour des 
Е pareils, le рћепошепе de Реапо (le fait que Е2 soit ип transforme continu 
de Е) est тете caracteristique pour le continu lineaire. 

Оп peut mеmе se demander si un enseтble отаоnnе continu Ьоrnе Е 
tel que Е2 soit иn transforme continu ае Е soit necessaireтent seтblable d 
l'ensemble des nombres reels х tels que О ~ х ~ 1. 

6. Еп terminant, ajoutons que nous пе connaissons аисип couple 
d'espaces jouissant de la propriete de Suslin dont le produit topologique 
cesserait de verifier la condition de Suslinj il еп est de тете de la propriete 
lindeloflienne ои de la condition que tout ensemble ouvert soit un Ри ои que 
tout еnsетЫе isole soit ~ No. Dans le сав des espaces ordonnes, chacun ае 
ces problemes est а'unе maniere equivalente lie аu ртоЫеmе de Sиslin. 

Il у la. ип ensemble de problemes а. explorer les liens entre ип ensemble 
( espace) et son carre. 



ON AN INEQUALITY CONCERNING 
CARTESIAN MULTIPLICATION 

1. For а family F of sets let DF Ье the supremum of the cardinal 
numbers of disjointed subfamilies of Р. Let рI2 Ье the set of аН the cartesian 
products Х х У with Х, У Е Р. Analogously, for any ordinal number r let 
Iт Ье the interval of the ordinals < r and let F 1r Ье the system of the 
cartesian products of аН r-sequences of members of Р. 

2. For а space S let ав Ье the system of аН the open sets of ај we put 
DS = D{GS)j DSlr = D{G{sIr))j the number DS is caHed the ceHularity 
or disjunction degree of the space В. 

The question arises to find the relations between the numbers Dp1r 

(т = 1,2, ... ) for any set family F and particularly for F = ав, S being 
anу given topological space. 

3. Let (а, (Ј) Ье а binary graph i.e. G is а set and (Ј is а binary 
reflexive and symmetrical relation in а. Let 1 Ье а поп void set and for 
every i Е 1 let (а <, (Ji) Ье а binary graphj we define the prod uct of the graphs 
{Gi, (Ji) as {а, (Ј), where G = П а. and where for Х,У Е G the relation ХеУ 
means AiXi(JiYi, i.e. for every i Е 1 one has Xi(JiYi (let us remind that 
Х Е П а• means that Х is а mapping of 1 such that Х; Е а. for every i Е 1). 
Let kc{G,(J) (resp. kё{G,(Ј) or ka(G,(J)) Ье the supremum of the cardinal 
numbers of chains (resp. antichains) of {а, (Ј). 

The problem arises to find the connections between the numbers kaG1r 
and kaG. 

4. ТИЕОRЕМ. Рот аnу set systeт F with infinite DP оnе has: 
{DF)n :5 DF1n :5 2DF јот аnу natural nuтЬет n. (II) Рот аnу ordinal 
а there is а systeт Ра ој sets such that DFa = ~a, DFI2 = 2Na , and 
consequently DFa < D (p~2). 

BIВLIOGRAPНICAL NOTE. General Topology and its Relations to Modern 
Analysis and Algebra, (Proceedings 01 the Symposium held in Prague in September, 
1961), Prague, 1962, рр. 258-259 
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5. ТИЕОREМ. For аnу binary graph (а, (}) оnе has (kaG)n ~ kaGI2 ::::; 
2kaG ; il kaG 2 No. then kaGln ~ 2kaG lor every natural nuтber n. 

6. ТИЕОRЕм. For аnу тetrical infinite space S and аnу positive 
integer попе has kaS = kas1n . 

7. ТИЕОREМ. For totally ()rdered sets О the relation (1) kaO = kaOI2 

is equivalent to the lollowing reduction principle: Every infinite raтified set 
R 01 regular cardinality kR contains а degenerated subset D 01 cardinality kR 
(аnу ordered set О in which every principal ideal 0(., Х) = {Уј у < Хј у Е О} 
is а chain is said to Ье raтified; О is degenerated il both: principal ideals 
and dual principal ideals 01 О are chains). The relation (1) is connected to 
the well-known Suslin problem. 

8. Problem. As yet one does not known anу topological infinite space 
S satisfying DS < DSI2; the problem is to exhibit such а space. 



ТНЕ CARTESIAN MULTIPLICATION AND 
ТНЕ CELLULARITY NUMBER 

1. Introduction 

Тћеге ме тanу questions in connection with the cartesian multipli­
cation of the sets, structures etc. In particular, Ље question is to find how 
some property of the cartesian product is induced Ьу the analogous ргорег­
ty of the factors. Some classical facts show that big differences тау оссиг 
between the factors and the product. E.g. Ље ргоЫет of measure оп the 
line R and in the square (plane) R2 are of а different kind then the ргоЫет 
of the measure in the space R3 ог in space Rn for п > 2. Тће ргоЫет 
whether the cardinality kE2 of infinite sets Е equals kE is equivalent to the 
choice axiom. 

In this article we shall examine а particular пumЬег - the cellularity 
пuтЬег еХ (= сеl Х) where Х is anу family of sets, any topological space ог 
structure, in order to see how Ље cellularity of the product depends оп the 
cellularity of the factors. At the same time, we shall Ьесоте aware how the 
complete answer to Ље ргоЫет is connected with the tree hypothesis, and 
with the general continuum hypothesis. At this opportunity it is interesting 
to observe that the сћајп х antichain hypothesis holds for еуегу square ог 
hypersquare of еуегу tree ог ramified set. 

In Ље present first part of the рарег main results are contained in 
theorems 3.4; 3.7; 4.10; 5.4; 5.6; 5.8 and 6.4. 

2. Cellularity оС а system оС sets 

2.1. For anу system В of sets we define the cellиlarity с = сВ = сеl В 
of В Ьу the relation 

с = suрkф, 
ф 

BIВLIOGRAPHICAL NOTE. Publ. Inst. Math. (Beograd) (N.S.) 2(16) (1962), 
121-139. (Received 11 Feb. 1963) 
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Ф consisting of pairwise disjoint sets belonging to В; kФ means the cardi­
nality of Ф. 

2.2. For any space Е the cellularity сЕ of Е is defined as the ceHular 
number of the family of аН open sets of the space Е. 

2.3. For any totally ordered set О the ceHularity сО of О is defined as 
the cellular number of the system of sets of the form 

О[х,·) = {у;'х ~ у; {х, у} s;;; О}, О(·,х] = {Уј У ~ Хј {х,у} S;;; О} 

О (х,у) = {z; х < z < У or х < z < Уј {x,y,z} S;;; О}. 

3. Cartesian multiplication of sets and families of sets 

3.1. Dejinition. Let 1 Ье any set of> 1 elements (the members of 1 
shaH serve as indices)j for any i Е 1 let X i Ье а nonvoid setj the cartesian 
product оЈ the sets X i is the set У = ПiЕI X i consisting оЈ аll single-valued 
Junctions Ј оп 1 such that Јот every i Е 1 оnе has J(i) Е Xi; ј.е. 

у = п X i = {ЈјЈ: 1 -t UXi,J(i) Е Xi}j 
iEI iEI 

for Ј,у Е У one defines Ј = 9 {:} J(i) = у(ј) (i Е 1). 
In particular, for any ordinal number а one defines the hypercube Ха 

as the set of аН the a-sequences of members јn Х; Ха means the empty set. 

3.2. Let 1 Ье а nonvoid set and F а mapping оп 1 such that, for 
every i Е 1, ћ is а nonempty family of nonvoid setsj the cartesian product 
of the families ћ is the family уЈ of the products ПiЕI X i where Х; Е ћ 
(i Е 1). In particular, for any ordinal а and any family F of sets one defines 
уа = р.Ја = {Пi Xij X i Е р, i < ај 1а means the set of all the ordinal 
numbers < а}. 

у2 consists of all the products Ха х X 1 where Ха, X 1 run indepen­
dently through р. One proves readily the following lemma. 

3. LEMMA. Рот every disjoint (antidisjoint) Jamily F оЈ sets оnе has 
(cF)kIa = с(уЈа). 

3.3. Dejinition. А family of sets is called disjoint (antidisjoint), pro­
vided its members are pairwise disjoint (nondisjoint). 

3.4. MAIN THEOREM. (1) Рот аnу Jamily F оЈ sets and аnу natural 
numЬет п the relation сР 2:: Na implies 

(1) 



344 В. Cardinal Functions in Topology 

(IIЈ For аnу ordinal number а there exists а system F о! sets such that 

(2) 

Therefore the evaluation in (1) is the best one. 

3.5. ProoJ о! the theorem 3.4. (1) 1. The first relation (1) is obvious 
because for every disjoint system d of sets in F we have the system d·r in 
p-r that is disjoint and of cardinality 2': kd. Therefore, we have still to 
prove the second relation in (1). The proof will Ье carried out Ьу induction 
relative to n. 

First of аН the relation (1) holds for п = 2. The proof of this fact is 
quite characteristic. We have to prove that every disjoint system D of sets 
in р-I2 is of cardinality ::5 2cF . 

2. Now, let D Ье any disjoint system of the family р-I2; this means 
that Х, У Е D:::} Х п У = 0 or Х = У. 

Now, Х = ХО х Х1 , У = УО х У1 , Хо, Х1 , УО, Y1, being elements of 
F. The relation (ХО х Х1 ) п (УО х Y1 ) = 0 is equivalent to the disjunction 
ХО П УО = 0 v Х1 П У1 = 0. 

Let (D; р) Ье the binary graph supported Ьу D and where the relation 
ХрУ means that ХО П УО = 0 holds. Thus if С is а p-chain in (D; р), then 
СО = {ХО ; Х Е С} is а disjoint system of F and therefore kCo ::5 cF. If С is 
an antichain in (D, р), then {Х, У} Е С implies the negation Хр'У of ХрУ 
i.e. that ХО п УО i- 0 and consequently Х1 П У1 = 0; this means that again 
С 1 = {Х 1; Х Е С} is а disjoint system in F. Consequently, every chain 
as well as every antichain of (D, р) is ::5 F. In virtue of our graph theorem 
we have kD ::5 2cF (cf. [4, 3 Theorem 0.1 р. 82 and [4, 4 Theorem 6.2.2). 
This holding for every disjoint system D in F·2 one has sUPD kD ::5 2cF i.e., 
cF·2 ::5 2cF . Consequently, the theorem hol?s for п = 2. 

3. Now, suppose that r is any natural number > 2 and the relation 
(1) holds for any natural number п < r; let us prove that (1) holds for 
п = r too. Now, let D Ье any disjoint system in р-n; then for Х = 
(ХО х Х1 Х ... х Xr - 1) Е F and У = (УО х У1 Х ... х У.--l) Е F the 
disjunction Х П У = 0 means 

or Х;-2 п У.--l = 0. 
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With respect to the relation (З) the subset D of p.r is а binary graph; 
Ьу an argument like in 2 one proves that the induction hypothesis implies 
that every chain of this graph is ~ 2cF and that every antichain of the graph 
is ~ сР; in virtue of the graph theorem we infer that kD ~ (2cD )cD = 2cD ; 

this holding for every D, the operator sup yields (1). And this was to Ье 
shown. 

З.6. ProoJ оЈ the theoreт З.4.(II). Let о! ье any ordinal number and 
let М = Q(w",) Ье the system of аН the w",-sequences of rational numbers 
ordered Ьу the principle of the first differences: for anу 2 different such 
sequences а, Ь let i = i(a, Ь) Ье the ordinal such that ai' = bi , for every 
ordinal i' < i and ai =1= bi ; we put а < Ь if and only if ai < bi. 

З.6.1. LEMMA. kQ(w",) = N~a (= 2Na ). 

З.6.2. М is а chain with respect to the relation < and every interval 
of М has 2Na points. 

In fact let а = (av ) v, Ь = (bv ) v Ье 2 distinct elements of М; hence 
i = i(a, Ь) < (џ'" and either ai < bi or ai > bi; if then с is any element of М 
such that ci Е Q(ai, bi), i(a, с) = i(b, с), one has с Е М(а, Ь); in particular, 
the w",-sequence Ci+1, Ci+2,"" Ci+"""" might Ье anу w",-sequence ofrational 
numbers. 

З.6.З. LEMMA. Аnу increasing (decreasing) sequence in М is оЈ car­
dinality ~ N",. 

First of all the set М contains а w",-sequence as well as an (џ~ -sequence; 
such ше e.g. the sequences: 

а( = {1}( ::: {О}_(+",<> «( < (џ"') 

Ь( = {О}( + {1}_(+",,, «( < (џ",). 

Further let us suppose that (М, <) contains а well-ordered subset W of 
cardinality > N",. In particular we might suppose that the type of W Ье 
(Џ"'+1' Now, every member х of W is an w",-sequence (Х() with х( Е Q; 
for anу pair х, у of distinct members of М let i(x, у) Ье the first ordinal v 
such that X v -:f:. Yv' Тће ordinal i(x, у) is like а proxiтity degree (or dual 
distance) between х, у and one proves readily that 

(1) х < у < z :::} i(x, z) = inf{i(x, у), i(y, z)}. 

This relation is like triangular relation. 
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Consequently, for every member х Е W we have а nondecreasing 
monotone sequence 

(2) i(x, у), (у Е W(x, .)). 

of ordinal numbers < (Џа; let g(x) Ье the first у > х in W such that i(x,gx) 
equals the infimum of the numbers (2). In other words 

(3) i(x,gx) = infi(x,y), (у Е W(x, .)). 

The relations (1) and (3) yield the following relation 

(4) i(x,y) = i(x,g(x)), (у Е W(g(x), .)). 

Geometrically, the relation (4) means that the terminating interval W(gx,.) 
of W is located оп the "sphere" В(х, т*), the center and the dual radius т* 
of which are х and т* = i(x,gx) respectively; at the same time, gx is the 
first point of W(x,.) located оп this sphere. 

Now, Ьу induction procedure we shall prove that the space (W; i) 
(or ordered set (W, <)) would contain а subset К = (ko < k1 < ... ) of 
cardinality Na+l of points with а constant тutual proxiтity б or there would 
Ье а decreasing sequence of cardinality Na+l of "spheres" (or terminating 
intervals of (W, <)) having по point in common. None of these possibilities 
might occur in the present саве. For the last eventuality the thing is obvious; 
as to the first-eventuality, the set К would Ье а well-ordered subset of (W, <) 
and for every 2-point-set {х, у} С К one would have i(x, у) = б; the set К 
of аН the бth coordinates хб of members х of К would Ье а subset of (W, <) 
isomorphic with (К, <) - absurd. 

То start with, let ko = Wo; put k1 = Wi(ko,gko) (cf. (3)); suppose that 
v is an ordinal < (Џа+l and that decreasing "spheres" S(k(; т() = W(gk(,.) 
(( < v) withr( = i(k(,gk() are defined; we put kv = Wi (k v _l,gk v _ 1 ) or kv = 
sup«v k(, according as v - 1 is limit or nonlimit ordinal. The construction 
of kv is well determined for every v < (Џа+l and one sees Ьу induction 
argument that really 

(5) S(kv , ;() = W(gk,.) for every v < (Џа+l; 

in other words 
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Тће function ZI -+ T~ јв а monotone поп decreasing function of 1 W"'+1 into 

1 W",. Let т* Ье the supremum of the ordinals ;f,. Оп а ћав 

(7) 

Now, the relation т* = w'" would imply that воше w",-sequence of segments 
W(gk(, .)( would ћауе а void intersection (take e.g. k( as first kll satisfying 
i(kll , gkll ) = т*() ј in other words the w",-sequence уМ would Ье coffi.nal with 
the W"'+1-sequence W - absurd. 

Тће relation 

(8) 

does not hold either. Namely, if the number т* is isolated, there would Ье 
т* = т; = i(k JL , gkJL ) for а џ < W"'+lj if т* is not isolated, then for воше 
strictly increasing sequence T~, = i(k(,g(k()) of cardinality :::; N", there 
would Ье т* = вир T~, ј in either саве one concludes that т* = T~ for every 
ZI of the final section S = K(z, .), where z = kp. or z = вир М. According 
to (6) this means that i(k", у) = т* = i(kll , gk,,) for every у Е W[z, .). 
Therefore Ьу (3) we infer that аН distinct points in W[z,.) ћауе the sаше 
mutual proximity - the number т*. This fact implies that the set W[z,.) 
we defined аЬоуе is а subset of Q isomorphic to W[z,.) and W - absurd. 1 

3.6.4. А partial order associated to the linear order (Мј <). 
Let х -+ их (х Е М) Ье а normal well-ordering иМ of М i.e., висћ 

that иМ is not equivalent to any of its proper initial portionsj in other 
words let и = их Ье а one-to-one mapping of М onto the segment of ordinal 
numbers corresponding to an initial ordinal wfJ. Let then the partialorder 
-< in М Ье defined as superposition of the orders < and и: 

а :::5 ь means а :::; Ь and иа :::; иЬ. 

1. Every chain С in (Мј -<) is ој cardinality :::; N",. 

In fact С is а well-ordered subset in (Мј <) and in virtue of 3.6.3. С 
is :::; N",. 

2. Every antichain А in (Мј -<) is ој cardinality :::; N",. 

Ав а matter offact, А is а decreasing sequence in (Мј <) and in virtue 
of 3.6.3 А јв :::; N",. 

lThe foregoing proof of Lemma 3.6.1 represents а space-theoretical wording (using 
abstract distance or abstract proximity) of the theorem XIV in Hausdorff [1]. 
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3.6.5. Let х Е М and (cf. Sierpinski [5]) 

Ех = {{х, х'}; х' Е М, х' -< х or х -< х'}. 

The mapping х -+ Ех is biunique. For if у Е М and e.g. х < у let then 
z Е М(х,у) and uz > sup{ux,uy} one has х -< у and thus {х,у} Е Ех; оп 
the contrary {х,у} Ф Еу, Ьесаше у Ф {x,z}. 

3.6.6. Let F = {Ех;х Е М}. Then kF = kM = 2N". 

3.6.7. We consider the graph (F; D), D being the disjunction relation. 
Every antichain as well as every chain о! the graph (F; D) is :5 Na . 

In fact let А Ье an antichain in (F; D); let Ех, Еу Ье two distinct 
elements of А; then {х, y}~ С М and Ех П Еу i= 0; let {х, х'} = {у, у'} Ье 
an element of Ех and Еу; then х' = у, у' = х; consequently, the points х, у 
ше -<-comparable in М; and vice versa, if х, у ше 2 distinct -<-comparable 
points of (М; -<), then Ех П Еу i= 0. If Ех П Еу = 0, then х, у ше not 
-<-comparable: 

х Ф у(. -<) {::} Ех П Еу = 0 
х == у(. -<) {::} Ех П Еу i= 0. 

Consequently, to every -<-chain С in (М; -<) corresponds а J-chain 
consisting of the elements Ех (х Е С); to every -<-antichain А corresponds 
the disjoint system Ех (х Е А). 

As а consequence of 3.6.3. one has therefore 3.6.7. 

3.6.8. The system G of sets. For anу х Е М let ах = {{x,y}~; у 
is -<-incomparable to х} i.e., (х < у л их> иу) V (х> у л их < иу). Let 
G = {ах ; х Е М}. 

1. Every chain and every antichain in (а; D) is :5 Na . Again, 
х Ф у(. -<) {::} ах п ау i= 0 i.e., х сотр. у {::} ах П ау = 0. 

3.6.9. F· П . G = 0 i.e., х Е F л у Е G ~ х П у = 0. 
3.6.10. Family Н. Let Н = F U а; the family (Н; D) is the required 

family: every D-chain and every D-antichain is :5 Na . 

Now H· 12 contains а disjoint system of kM elements because the sets 
Hi = Ei Х G i (i Е М) are pairwise disjoint. As а matter of fact, let х i= у 
and х, у Е М; then either х, у are comparable or incomparable in М; if 
х, у ше comparable, then ах , ау ше disjoint and so ше the sets Нх , Ну ; if 
х, у ше incomparable, the sets Ех, Еу ше disjoint and so ше also the sets 
Нх,Ну • The theorem 3.3. (п) is proved. 
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3.7. ТИЕОRЕМ. Рот every Jaтily F оЈ sets and every ordinal nuтЬет 
а we have (1) cF = суЈ2 provided cF = 1,-

(2) (cF)ka :::; суЈа. :::; kFkcr.; iJ cF > 1, then Јот soтe ordinal ао оЈ 
cardinality :::; kF ше have 

(3) (cF)kcr. = суЈа. Јот every ordinal а 2': ао. 
The relation (1) is obvious; the first relation in (2) is а consequence of 

the fact that cartesian product of а disjoint system of sets is again а disjoint 
system of sets. The second relation in (2) is obvious because the cellularity 
of any family of sets is less than or equals to the cardinality of the same 
family; оп the other hand, the cardinality of уЈа. equals (kF)kcr.. Therefore, 
the relations (2) hold. Finally, if kF :::; ka, then kFkcr. = 2kcr., and therefore 
according to (2) we have cFIcr. :::; 2kcr.; this relation joint with the relation 
2kcr. :::; (cF)kcr. and the first relation in (2) yields Ље requested equality (3). 

3.8. ТИЕОRЕМ. Рот аnу ordered pair (а, Ь) оЈ cardinal nuтbers а, Ь 
there exists а Jaтily F оЈ sets and soтe ordinal nuтЬет а such that а = cF 
and cFI cr. 2': Ь. 

As а matter of fact, we can consider anу disjoint family F of cardinality 
а; then for some а we have akcr. 2': Ь and consequently (cF)kcr. 2': Ь. 

3.9. ТИЕОREМ. Рот аnу F and sets А, В we have 

kA = kB =} суА = с(УВ) 

kA:::; kB =} суА :::; с(УВ). 

As а matter of fact let t Ье а one-to-one mapping of А into В; and let D Ье 
а disjoint system in F·A; for f Е D we define t = t(f) in this way 

Ј : А" -+ Ј А", where f А" Е F; 

the antidomain tA of t is а part of Вј to every mapping Ј : А -+ F we define 
the mapping vf : В -+ F as the one which equals ft- 1 in tA and which, in 
В \ tA, equals а constant Ь Е В \ tA. Then vf Е F·B. 

То every disjoint set D in уА corresponds an equivalent system vD = 
{Vf : Ј Е D} in уВ. IftA = В, then the mapping f -+ vf is an isomorphism 
from уА onto F·B. 

3.10. ТИЕОRЕМ. Let А, В Ье аnу sets and F а Jaтily оЈ sets; then 
cy(AUB) :::; si, where s = sup{a,b}, i = inf{a,b}, а = суА, Ь = суВ. 1Ј 
the product аЬ is infinite, then cy(AUB) :::; 2sup{a,b}. 

We shall consider the case that А, В are nonempty disjoint sets. Then 
every member х Е y(AUB) is the set of functions 9 I (А U В) where for 
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i Е А u В опе ha.s У; Е Xi, xi being а тетЬег of Р. Let УА Ье the сопе­
sponding subfunction јп А and let ХА Ье the set of аН these subfunctions 
УА; analogously опе ha.s УВ and Хв. For anу set S ~ p.(aUB) опе ha.s the 
"projections" 

In particular, for every disjoint set D јп p.(AUB) we have D А, DB. For anу 
members Х, У of p.(AUB) Ље relation Х П У = 0 теans 

(1) 

(2) 

ХА ПУА =0 
хв Пув = 0. 

ог 

Let Х р У means (1) ј.е., that ХА П УА = 0. Then D is а graph relative to 
the relation р. Let L Ье а p-chain јп D; this means that 

and that L A is а disjoint system јп D A . Now, the family DA is isomorphic 
to а subsystem of the family рА, therefore 

(4) 

Because of relations (3), the correspondence Х Е L -+ ХА Е LA is onto 
and one-to-one: kL = kLA what jointly with (4) yields kL ::;: сА for every 
p-chain L јп the graph (А;р). 

Analogously, опе proves that еуегу antichain М of (D, р) yields dis­
joint system Мв of cardinality kM; since kMB ::;: срв this теans that 
every antichain in (D, р) is of cardinaIity ::;: Ь = сР в. Consequently, Ьу the 
graph-chain-antichain-theorem we ћауе the requested relation. 

3.11. ТИЕОRЕМ Iј r is а natural nuтber and Р а set faтily then 

(1) cplr = 2cF ~ cP·/(r + п) = cplr (2) 

for every integer n. 

Proof. Тће proof is carried out Ьу induction relative to п. Let D Ье а 
disjoint system in p.I(r+l); then 

(3) {Х, У};е ~ D {::} 
(ХО х Х1 Х •.. х X r - 1 П (УО х У1 Х ... х У,.-l = 0 v X r П у,. = 0. 
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Let Х р У means that (3) occurs; then to every p-chain L ~ D corresponds 
the disjoint chain LJr-рrојесtiоп of L into the product F·Jr; consequently 
kLJr :5 cF·lr and according to the assumption (1) we ћауе kLJr :5 2cF ; 

again kL = kLJr and thus kL :5 2cF . Consequently, every chain of the 
graph (D, р) is :5 2cF . Analogously, one proves that every antichain of 
(D,p) is:5 сР. Hence kD:5 (2cF )cF = 2cF . 

ТЬе implication (1)*(2) is thus proved for every r and n-1; writing in 
particular т+ 1, r + 2, ... instead of т, the implication (1)*(2) is proved for 
п = 1,2,3, . .. ј.е. for every n. 

3.12. PROBLEM Let Р Ье а sysieт оЈ sets and п а natural nuтЬет 
satisJying No :5 ср-Јп = cF·(n+1); is there а one-to-one тapping оЈ уЈ(n+1) 
into р.Јn which conserves both disjointness and jointness оЈ sets? Јп other 
words, is then the disjunction graph (уЈ(n+1); D) isoтorphic to а subgraph 
оЈ (F·J(n); D)? 

4. Disjoint systems in ћ . х . F2 

4.1. F1 , F2 being set families, let д. Ье а disjoint system (or D-chain) 
in the product 

(1) 

Let prl Д. = р1д. and Р2д. Ье the first and the second projection of Д. 
respectively. For any а Е prl Д. we ћауе the following antiprojection of а 
into д.: pi"l д.(а,.) = {(а, у); у Е F2 (а, у) Е д.}; for any subset А ~ Рl we 
ћауе the corresponding first antiprojection of А into Д. defined Ьу 

pi"l д.(А,.) = U {pi"l д.(а, .)}. 
аЕА 

Analogously, one defines Ље second antiprojection of anу В ~ ћ in this 
way: 

р;l д.(., В) = U {р;l д.(., Ь)}, 
ЬЕВ 

whеrер;lд.(.,Ь) = {(х,Ь);х Е F1 ,(x,b) Е д.}. Ву an argument we used in 
section 3 one proves readily the following items. 

4.2. LEMMA. Рот every аl Е F1 the first antiprojection рi" l д.(аl") in 
Д. yields the disjoint second projection Р2Р! 1 д.(аl' .); thereJore the cardinal­
ity оЈ this set as well as that оЈ pi"lal is :5 cF2. The first antiprojection in 
Д. оЈ аnу jointed systeт С in ћ is а disjoint system in ћ; the P2-projection 
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о! Рl1с is а one-to-one тapping yielding а disjoint systeт о! cardinality 
::; СР2 in Р2 . 

4.3. LEMMA. Let Т = Т(..6. 1 ) Ье аnу tree от raтified table о! the 
Jaтily (Р,2); then every D-chain in Т is::; сћ and every J-chain оЈТ is 
::; сР2 . IЈ the nuтЬет s = sup{ сР1 , сР2 } is infinite, then оnе knows that 

(1) kT ::; sO; where SO Е {s, s+}; in particular the tree hypothesis yields 
SO = s = сР1 · Е Р2 and thereJore 

(2) kT::; СР1 • сР2 • 

4.4. For every Х1 Е ..6.1 let 
(3) ..6.1(.,X1]~qj denotes the system of аН the members of ..6.1, еасЬ joint 
with Х1 and попе contained as а proper part of Х1 ј then one has the star 
number В..6. 1 (.,Х1] as the minimal number of chains in (3) exhausting (3). 
ЕасЬ J-chain in (3) being ::; СР2 (Lemma 4.2), we infer that 
(3) k..6.1(.,X1)q::; сР2 · S..6.1(.,X1)q, (Х1 Е ..6.1) and hence 
(4) k..6.1(.,X1]q ::; СР2 . slF1 , where 
(5) Slћ = sup В(., x]qj Ље number Slћ is called the left local star nuтЬет 
о! the Jaтily (ћј ::». 

4.5. Now, as а consequence of the choice аЮот it is easy to prove the 
existence of а subtree Т = Т(..6. 1 ) of ..6.1 that is quasi-coffinal with ..6.1 in the 
sense that2 

(6) ..6.1 = U..6.1(.,t)~qj 
tET 

this means that to every Х Е ..6.1 corresponds воше t Е Т such that Х meets 
t but is not а proper part of t1. Ву induction the rows ТО, Т1 , ... of such а 
Т are defined in this wayj ТО is any шаЮта! disjoint system in ..6.1,for every 
to Е ТО let Jto Ье any maximal disjoint system in А1 еасЬ member of Jto 
being а proper subset of toj one puts 

Т1 = U Jto, (to Е То) etc. 

Putting for every ordinal а 

one веев that То. is а treej if Т is quasi-coflinal with ..6.1, we put То. = Тј if 
То. is not quasi-coffinal to ..6.1, we construct То. as U Jto.-l (to.-1 Е То.- 1 ) 

2This fact was found аlso Ьу S. MardeSic. 
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if the ordinal а is of the first kindj if а is а limit ordinal > О, we consider 
every joint decreasing a-sequence са of members of та and consider any 
maximal disjoint system јса of .6.1 \ U.6.1 (., t»q, each being а proper part 
of every member of са. One puts then -

(one sees that the construction for nonlimit а is reducible to this construc­
tion using са, because for every ta -l Е Та- 1 the a-sequence of o~ersets of 
ta - 1 in та is such that jta -l serves as јса). 

4.6. This being done let т(.6. 1 ) Ье any quasi-coffinal suhtree of .6.1. 
The decomposition (6) yields jointly with (4) 

(7) 

The relation (7) Ьу (1) yields 

(8) 

Going back from .6.1 to .6. the relation (8) in virtue of Lemma 4.2. gives 

(9) 

TWs holding for every D-chain .6. of F = F1 . Х . F2, one concludes that 

4.7. Analogously, considering the second projection .6.2 of .6., one 
proves that 

4.8. The relations (101), (102) yield ьу multiplication: 

(11) 

4.9. If s is infinite, then cF is infinite also and (CF)2 = cF and the 
exponents 2 in (11) could Ье droppedj we obtain cF :::; s . SE . SI where 
SI = sUp{SIFl, SIF2}. Since S :::; SE we have S . S = SE and consequently 
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с :5 вЕ • В1. Since obviously С1, С2 :5 с thus s :5 с and we have proved the 
following relation 

(12) 

4.10 ТИЕОRЕМ. (1) Let 1 Ье а jinite index set (e.g. the interval1n ој 
ordinals < п, where п is а given jinite ordinal); let Fi , (i Е 1) Ье а jinite 
sequence о! nonvoid set systeтs such that at least оnе ој the cellular nuтbers 
сР.; Ье injinite; then s :5 с Пi Fi :5 вЕ • В1, where s = sUPi сР.; = sUPi s1Fi, 
and вЕ Е {В, в+}. 1n particular Jor аnу set systeт G and аnу natural nuтber 
попе has са :5 с(аn) :5 (са)" . В1. 

(П) Оnе has вЕ = s iJ and only ij the tree hypothesis 

is true or Jalse. 

Since Ље theorem (п) was proved else (Kurepa [1, р. 106 theor. 1]), 
let us prove the theorem (I). 

We just proved that the theorem (I) holds if the index set 1 has 2 
members; Ьу induction argument опе sees that the same conclusion holds 
for апу finite set 1. 

Let us prove the theorem (I) if 1 has 3 members 1,2,3. Let Д Ье anу 
D-chain in F (= ћ . х . Р2 • Х . Fз ) and д12 and дз its projections into 
Р1 • Х • Р2 and Fз respectively. For апу tree Т in д12 that is quasi-coflinal 
with д12 we have (like in (7»: 

(13) 

We have to evaluate Ље factors kT, В1 in (13). First of all, 

(14) 

As а matter of fact, for апу Х1 Е Р1 let А1 Ье а system of J-chains of sets 
Е Р1 exhausting Ft(.,x1)2q; analogously, for Х2 Е Р2 опе has а family А2 of 
jointed systems of sets-members in Р2 (., x2)2q exhausting this family. Then 
we have the element Х1 х Х2 Е ћ . х . Р2 and Ље system А1 . Х . А2 ; аН 

elements of this system are J-chains, each quasi-containing Х1 х Х2 and the 
system exhausts РО = Р(., Х1 Х x2)2q; because if М1 х М2 is апу member 
of РО q-containing Х1 х Х2, then М; q-contains Х; and for some Ј; Е А; we 
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Ьауе M i Е Ji and Ьепсе М1 х М2 Е Ј1 Х Ј2 Е А1 . Х • А2 . In this way we 
proved that 

from here allowing Х1, Х2 to уагу in Р1 , Р2 respectively and taking sup we 
Ьауе the requested relation (14). 

ТЬе relation (13), (14) yield 

(15) 

4.11. LEMMA. Let 812 = sup{cF1 ,cF2 }; every chain and every аn­
tichain оЈ every tree Т С Р1 • Х . Р2 i8 :::; 8ј2; also kT :::; 8ј2. 

In the opposite саве there would Ье а tree Та in F of cardinality ~ 8~ij 
now obviously, Wd(ћ . х . Р2 ) :::; WdF1 . WdF2, where WdA for anу family А of 
sets denotes the supremum of cardinalities of strictly decreasing sequences 
of sets in А. Since kTa is greater than the cardinality of anу tree in ћ 
or in Р2 , and since this fact is not due to J-виЬсЬшns of trees, it should 
Ье due to D-subchains, and the tree should contain an antichain ~ 8~t, in 
contradiction with 4.3. 

(16) 

ТЬе relation (15) and Lemma 4.11 imply k6.12 :::; 812 ·сFз ·81Р1 ·81Р2). 
From here, going back to 6.: 

Now, let 8 = sUPi сћ and 81 = sUPi 81ћј then 812 :::; 8, сFз :::; 8 and 
therefore 812(сFз )2 = 8ё ј again 81Р1· 81Р2 ~ 81 and Ље relation (16) yields 
k6.:::; 8ё 81. This proves the theorem for 1 = 1,2,3. Ву induction argument 
опе proves the theorem for every finite index set 1. Q.E.D. 

ТЬе foregoing theorem, Ьу particularization implies the following. 

4.12. ТИЕОRЕМ. Let 1 Ье а jinite index set and Fi(i Е 1) а sequence оЈ 
nonvoid system8 with SUPi cFi = 8 = ОО; iJ 81Fi :::; 8, then 8 :::; с Пi ћ :::; 8ё • 
8v.ch а case holds particularity iJ ћ is а 8ystem оЈ interva18 оЈ а totally 
ordered set Oi (i Е 1); in thi8 case оnе has 81Fi :::; 2. 

Ав а matter of fact апу system S of intervals overlapping а given 
interval х of а given totally ordered set equals 81 U S2, where S1 denotes all 
the тетЬегв of S containing the left extremity of х and where S2 denotes 
аН the members of S еасЬ containing the right extremity of хј obviously, Si 
is jointed. 
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5. Cartesian multiplication оС topological spaces 

5.1. Definition оЈ cartesian multiplication оЈ spaces 3 • For every i Е Ј 
let Х; Ье а topological space; the cartesian product Х of sets Х; of points 
of Х; will Ье caHed the topological product оЈ spaces Х; provided for every 
point Х Е Х the neighborhoods are defined in Ље foHowing way; let Јо Ье а 
finite part оЈ Јј for every io Е Јо let O(io) Ье neighborhood of Ље point Xio 
in the space Хо ; for еуегу i Е Ј let X i+ Ье O(i) or X i , according as i Е Јо 
or i Е Ј \ Јо ; the cartesian product of аН the sets Х; is called neighborhood 
of the point х. This neighborhood depends оп the finite set Јо 5; Ј and 
оп the neighborhoods O(io) in X io for i o Е Јо . The stress in the foregoing 
definition is the finiteness of subsets Јо of Ј. 

5.2. The neighborhoods could Ье defined јп this way also. For а point 
Х; оп the ith coordinate axis let p;l(Xi) Ье the ith antiprojection of Х; into 
the space ј.е. the set of the points Х of the space, the i th coordinate of which 
is just Ље point Х; of the space X i . For а subset 8; of the space Х; we define 
the ith antiprojection p;18i as the ипјоп of аН the sets p;lXi (Х; Е 8 i ). In 
other words, the set p;l is the anti-projection of 8; јп the direction of the 
Xi-axis. Then the foregoing neighborhood is the intersection of the ореп 
sets like this. 

(1) 

Marczewski-Szpilrajn [1] proved that if the topological spaces Х; are of 
countable weight each, then the weight of the cartesian product Х is count­
аЫе too. The phenomenon is а general опе and we have the foHowing. 

5.3. ТИЕОREМ. For every topological T2 -space 8 and every nonvoid 
index set 1 the cellularity оЈ the cartesian hyper-cube 81 equals (c8)k1 Jor 
w· kI < Noi iJ kJ . w ~ No, then sup{No, с8} :::; с81 :::; w, where the weight 
w (= w8) оЈ the space 8 is defined as the infimum оЈ cardinal numbers оЈ 
neighЬorhood bases оЈ the space 8. 

The theorem 5.3 is а special case of the following theorem (in the 
wording of the theorem put Х; = fixed space 8 for every i Е Ј). 

5.4. ТИЕОREМ Let Ј Ье а nonvoid set and X i , Jor every i Е 1, а 
topological space. Let WXi denote the weight number оЈ the space Х; and 

3We shall consider topologica1 T2-spaces ј.е., Frechet's V-spaces satisfying the 
Hausdorff's T2-condition of separation. Тће T2-separation condition means that for anу 
2-point set {а,Ь} there is а neighborhood У(а) of а and а neighborhood У(Ь) of Ь such 
that У(а) П У(Ь) = 0. 
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w = SUpwXi ; then /от the eellularity пuтЬет еХ о/ the cartesian product 
Х = Пi X i опе has: 

(2) 

(2') 

kI . w < No ::} П eXi = еХ 

kJ· w 2: No ::} sup{No,supeXi } :::; еХ:::; w. 
i 

5.5. Ртоо/ о/ the theoreт 5.4. 

1. First ease: ТЬе number of factors Х; is finite and every Х; is finite. 
In this СаБе, obviously eXi = kXi = wXi and еХ = kX = wX ј since 
kX = Пi kXi , the preceding relations yield the requested implication (2). 

Second case: kJ· w 2: No. Now, it is obvious that if kI is infinite and 
every factor has at least 2 points, then the number е( = еХ) can not Ье 
finite, Therefore we have still to consider the СаБе when the weight of every 
factor is infinite, irrespectively to what Ьарреns with kJ. 

Let е denotes the number еХ. First of all, е ~ еХ; for every i Е Ј and 
hence е 2: ев (= supeXi ). As а matter offact, let D i Ье anу disjoint system 
of open sets of the space X i ; putting {i} = Јо and taking О; Е Д, Ој = Хј 
for ј Е Ј \ {i}, one gets а system of cardinality kD i of open sets Пl:Еl О", 
of the space Хј therefore е 2: kDi and е ~ eXi (= sUPD;CX; kDi ) for every 
i Е Ј. ТЬе relations е 2: eXi imply с 2: SUPCi i.e., е 2: СВ' Therefore the 
requested relation (2') will result of Ље impossibi1ity of the relation е > w. 
Obviously we can suppose also that w ~ No. 

5.5.2. Now, suppose оп the contrary that е> w and that there exists 
а disjoint system D of open sets of the space Х such that 

(2) kD > w ~ No. 

One might suppose that the members of D are of the form (1), where Јо is а 
(variable) finite subset of Ј (it is sufficient to choose an element of the form 
(1) in еасЬ member of D and consider the system of the selected elements). 
For every i Е Ј let В; Ье а basis of neighborhoods of the space Х; such that 

This being done, let п Ье any natural number and let Dn Ье the system of 
а11 the members (1) in D such that kJo = п. Obviously D = Un Dn(n < (.&Ј) 
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and since, Ьу (2), the system D is not countable there exists ап integer т 
such that шо 

(4) kDm > w. 

5.5.3. Let Х = ПХi+ (i Е Ј) Ье а particular member of Dm ; then the 
set Јат of the points i Е Ј such that Х/ =1= X i is а well determined finite 
subset of т points of Ј. Тће members of Dm being pairwise disjoint опе 
ћав in particular хnу = 0 for every у Е Dm \ {Х}; this теans that for every 
such у опе ћав Xi П У; = 0 for воте i = i(y) Е Јат because Xi П У; =1= 0 for 
every i Е Ј \ Јат. Тће mapping 

(5) 

is а single-valued mapping of the set Dm of cardinality > No into а finite 
m-point set Јат = {il,i2, ... ,im}. Therefore for some јl Е Јат there 
exists а subset D;;' of Dm јп ~ћjcћ the mapping (4) equals јl and so that 
kD;;' = kDm . Now, let us consider the pjl-projection of the set D;;' into 
the space Xjl; this mapping is а single-valued mapping of the set D;;' of 
cardinality > w into Ље basis B j1 of Wjl members of the space X j1 . Since 
kD;;' > w 2:: Wj, опе infers that for some member 0jl Е Bjl and for some 
subset Dm1 of D;;' опе would ћауе prjl Dm1 = Ojl' kDm1 > w. 

5.5.4. Substituting D m1 for Dm and Јот \ {јl} for Јат the argument 
of 4.4.3. shows that for: some point ј2 Е Јат \ {Ь}, some subset Dm2 of 
Dm1 and some neighborhood Oj~ Е Вј2 опе ћав 

Тће induction procedure would go оп: there would Ье а subset Dтз of Dm2 , 
а point јз Е Јот \ {јl,ј2} and ап Oj~ Е ВјЗ such that 

f I Dтз = јз, рrјз Dтз = 0.1з' kDтз > W; etc. 

Тће m-th step of the induction procedure would yield: а disjoint subset 
Dmm of Dmm- 1 , а point јт Е Јат \ {јl,ј2' ·,јт-l} and а member Ојт Е 
Вјт such that 

(6) 

Now, for every index i Е Ј \ Јат we ћауе РђDтт = X i ; therefore Х Е 
Dmm ~ Хј;. = Ој" for р. = 1,2, ... , т and Х; = Х; for i Е Ј \ Јот ; 
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consequently kDmm = 1, in contradiction with the last relation in (6). This 
contradiction proves the theorem. 

5.5.5. Reтark. Let us consider the cellularity numbers ср-Ја (Р and 
о! being апу system of sets, and апу ordinal number) and the numbers с8Ја 

(8 being anу topological space); in the first саве, as о! is increasing so is also 
the corresponding cellularity; оп the contrary, in the case of hyper-cubes 
of апу topological space 8 the cellularity numbers are always less than or 
equal to the weight w8 of 8. 

5.5.6. COROLLARY. Рот аnу topological T2-space 8 satisfying с8 = w8 
оnе has с8! = с8 јот every nonvoid set 1. Јп particular, с8а = с8 јот 
аnу positive ordinal о!, irrespective whether о! is jinite от transfinite. Јп 

particular this holds provided 8 is а metric space от ij 8 is а totally ordered 
space in which the cellularity equals the separability numЬет ој the space. 

А consequence of the corollary 5.5.6 for metric spaces is this опе: 

5.5.7. The hypercube М! ој аnу metric space М with kI > No is not 
а metric spacej in particular the теаl сuЬе [O,ljIC"'l) от {о,l}ЈС",,) ате not 
metric spaces. 

5.5.8. COROLLARY. Рот every topological space 8 the set consisting ој 
the cellularity numbers с8а running through ordinal numbers is well deter­
mined and has at most w8 numbers (сј. theorems 3.7; 3.8; 5.8(ii)). 

5.6. Comparison between с8 and c8n јот аnу space 8. 

ТИЕОRЕМ. (1) Рот аnу topological space 8 оnе has с8 ~ с82 < 
inf{2CS , (с8)е . s8} јот every ordinal п < UJ. 

(П) For аnу ordered pair ој topological spaces 81,82 we have s :::; 
с(81 Х 82) :::; 2\ Tr(81)s181, Тт(82 ) ·S182 where s = sup{ сВ1 , с82 }, Тт81 = 
inf kT, Т being quasi-coffinal subset ој the jamily ој ореn sets ој 81 (сј .§4.4 
and §4.5). 

(IП) For аnу ordered pair ој totally ordered spaces 81,82 оnе has 
s:::; с(81 Х 82):::; se, where se Е {s,s+}j the relation se = s is equivalent to 
the tree hypothesis. 

Тће proof is like опе of Theorem 3.4. (1) in 3.5.2.; cf also 3.10. and 
4.9; 4.10. 

5.7. In connection with the results 3.4. (1), 4.4. and 4.6. let us 
indicate that there are spaces 8N1 satisfying с8 < w8; such а space is the 
cartesian product [O,l]Nl of N1 real segments [0,1]; the cellularity and the 
weight of this product are No, N1 respectively. 

5.7.1. ТИЕОRЕМ. Рот аnу ordered pair (а,Ь) 01 cardinal injinite num­
bers there is а topological space 8 such that с8 :::; а :::; Ь ~ w8. Such а space 
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is the cartesian product ој ka real segтents [0,1] where а is аnу ordinal ој 
cardinality ~ Ь. 

5.7.2. Here is also а space В satisfying сВ < wB and which was given 
Ьу Inagaki as the solution of а problem in ту doctoral thesis. Let R* Ье the 
set of members of а one-to-one U)l-sequence ха(а < U)1) of real numbers Ха; 
the set R* is topologized Ьу considering for any а < U)1 as neighborhoods of 
Ха the sets of the form V*(xa ) = {Х,8; Х,8 Е V(xa ); а:::; f3 < U)1}, V(xa ) 

being any ordinary neighborhood of Ха. Тће space (R*, v*) so obtained ћм 
the ceHularity Na and weight N1 . 

5.8. MAIN THEOREM. (1) Рот аnу topological space В satisfying 
сВ ~ Na and every index set Ј the cellularity ој the сuЬе в! is :::; 2cS i.e., 
celB:::; celBJ :::; (celB)celS. 

(п) The general continuuт hypothesis iтplies cel в! Е {cel в, (cel В) +}. 
5.8.1. Ртоој. First of аН we proved that the theorem (1) holds provided 

kJ = 2, e.g. Ј = {1, 2} and even for kI < оо (cf. theorem З.11). 

Now we shall prove the theorem (1) for every Ј. 

5.8.2. LEMMA. Let т Ье аnу positive integer 1 < т :::; kJ and D. аnу 
disjoint systeт ој ореn sets ој в! satisjying ksx = m јот every Х Е D.,. then 
kD. :::; 2CS ,. here sx denotes the greatest subset Ја ој the index set Ј satisjying 
x(i) =1 B(i Е Ја). 

We shaH prove the lemma Ьу induction argument оп т. Suppose that 
the lemma holds for every natural number < т; let us prove that it holds 
шо for т. Assume оп the contrary that there exists а disjoint system D. of 
cardinality > 2cS and such that ksx = m for every Х Е D.. Since the set D. 
is disjoint, the set of sx (Х Е D.) is jointed; namely, if х, У Е D., Х =1 У, then 
Х П У = 0 what means that for some i Е Ј one has xi П Yi = 0; this means 
that Xi =1 в =1 Yi i.e., i Е sx П sy, hence sx П sy =1 0. Now, let е Е D.; for 
every а Е se let D.(a) Ье the system of all the members Х of D. satisfying 
а Е sx. Then 

D. = UD.(a) (а Е se). 
а 

Since the set se has just m members, one of the sets D.(a) ћм kD. points; 
let аа Ье such all element of se: 

kD.(aa) = kD. > 2cS and аа Е se. 

Let us consider the disjoint set system D.(aa) = А. Let us structurize А 
Ьу defining that for х, У Е А the relation хту means xi П Yi = 0 for some 
i Е sxnsy\ {аа}. 
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Let L Ье ап r-chain in (А; т); then L is а disjoint set in B1 ; moreover, 
let L 1 Ье the system of sets хо where for every Х Е L опе denotes Ьу хо 
the set obtained пот Х Ьу substituting the ao-factor of Х Ьу the space В. 
The mapping Х Е L -+ хо is one-to-one; let Lo = {хо; Х Е L}. Then Lo is 
disjoint system of sets of В1 such that 

(1) ksxo = m - 1 (хо Е L o). Namely, вхо = вх \ {ао}. 

Now, Ьу induction hypothesis the relations (1) imply that kLo ::; 2cs , what 
jointly with kLo = kL implies the requested relation kL ::; 2CS • In other 
words every r-chain L in (А,т) is ::; 2cS ; therefore also the kc-number of 
(А, т) is ::; 2CS • ОП the other hand every antichain L' in (А, т) is ::; сВ 
because if Х,У Е L' and Х "# У, then xi П Yi "# 0 {ог i Е вх П ву \ {ао} 
and therefore хао П Уао = 0. In other words to every antichain L' in (А, т) 
corresponds а well determined disjoint system in В, of cardinality kL'. 

In virtue of the chain-antichain theorem {ог graphs опе concludes that 
kfl ::; (2CS )CS = 2cS i.e., kfl ::; 2CS • Q.E.D. 

5.8.3. РтооЈ оЈ the theoreт (Ј). For апу natural number п let fln = 
{Х; Х Е fl, ksx = п}. Then the sets fln exhaust fl; since Ьу hypothesis 
kfl > 2CS , then for some integer попе would have necessarily kflm > 2CS , 

in contradiction with the foregoing lemma, because every member Х of flm • 

satisfies ksx = т. 

5.8.4. The theorem 5.8. (11) is ап obvious consequence of the theorem 
5.8. (1) and the general continuum hypothesis. 

6. Оп the cartesian multiplication of ordered graphs 

6.1. Definition. Let (1) (Oi, <i) (i Е Ј) Ье а {атНу of ordered sets; 
the cartesian product ог the cardinal product of the sets (1) is the set (О, <) 
where О = Пi Oi (i Е I) and where for х, У Е О опе has Х ::; У in О -$? 

Xi ::;i Yi in Oi (i Е Ј). 

Analogously опе defines the cartesian product of апу nonempty {ат­
ily of graphs (Gi , ri) оп substituting in the preceding definition G i for Oi 
and ri {ог <i; ri means anу binary relation that is either symmetrical (for 
syттetrical graphs) ог antisymmetrical (for oriented graphs). 

Опе proves readily the following. 

6.2. THEOREM. The cartesian product оЈ аnу systeт оЈ ordered sets 
is аn ordered set; iJ every Jactor is raтified (а tree, а chain), the product 
need not Ье во. 
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We are especially interested in knowing the connections between the 
cellularity number of the product and the cellularity numbers of the factors. 
In this respect the notion of ramified sets and particularly f)f ramified tables 
or trees is of special importance. 

6.З. Definition о! а node. Every тaxiтal subset S of а ramified set 
R such that 

(1) х,у Е S => В(.,х) = В(.,у) 

is called а node of В. 

6.4. ТИЕОRЕМ. Let R Ье аnу raтified set i.e. аnу ordered set (R; <) 
in which R (., Н) is а chain; let Ј Ье аnу noneтpty index set; let Ј,9 Е R1; 

then Ј $ 9 in R 1 тeans Ј; $ 9; in R Jor every i Е Ј; iJ Ј =1- 9 and iJ the 
set Ј Ј = {fi; i Е I} lays in а node о! R as well as does уЈ and iJ kJ Ј> 1, 
kgJ> 1, then Ј" 9 i.e., neither Ј $ 9 nor Ј ~ 9. The conclusion holds also 
provided R contains а subset М such that Ј Ј lays in а node о! М. 

ProoJ. Since Ьу hypothesis the set Ј Ј is located in а node of R, the 
chain Rf = R(., Ii) is well determined and does not depend оп а particular 
choice ofi in Ј. Analogously, 6ne Ьм Rg = R(.,9i) for i Е 1. Let 

(2) 

ТЬе set С is а chain in R and is initial section of Ље chains Rf, Rg • 

Case (i). С is а proper subset of both Rf and Rg • Then there is an 
а Е R and Ь Е R ~иcЬ that а 11 Ь, С. < а < Ј; and С. < Ь < 9i' Hence 
Ј; " 9i, for one Ьм not e.g. Ј; < 9i, because antichain {а, Ь} would Ье < 9i, 
contrary to the ramification condition оп R. ТЬив Ј; 11 9i, and consequently 

J1I9· 
Case (Н). С = Rf 

(н) 1. Subcase: С =1- Rg • Then Rf < 9; for some i Е 1 and there exists one 
(and only one) point а' Е R satisfying 

(З) а' '" Ј;, а' < в; (х'" у means to Ье in а same node). 

N amely, Ii is in the node following С and the chain Rg intersects this node. 
Hence we have (З). Since kJ 1 > 1 we have Јј =1- а' for some ј Е 1; thus 
Јј 11 а' and Јј 11 9; (i Е Ј); in particular Јј 11 9ј i.e. Ј 119· 

(н) 2. Subcase: С = Rg i.e. Rf = Rg • Since Ј =1- В, Ј; =1- 9; for some 
i Е Iј thus Ј; 119;, because Ji,9i are 2 members of the same node of Rj the 
relation fi 11 9; implies f 11 9 Ьу definition. ТЬе theorem is proved. 
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6.4.1. Remark. Ву counterexamples опе might prove that both condi­
tions: (i) R is ramified, (ii) J,g ые not constant in Ј ые necessary: dropping 
either of them, опе could have Ј ~ 9 or Ј > g. 

6.4.2. Remark. If R is anу ramified subset of а ramified set (R', <), 
then again апу two elements Ј, 9 of R1 such that Ј, 9 satisfy, with respect 
to R, the conditions of the preceding theorem: 

Ј Ј is а part of а node of R and kJ Ј > 1 
gJ is а part of а node of R and kgJ > 1 

then J,g аге incomparable both in R 1 and in.R'I. 

6.5. The applications of the preceding considerations concern partic­
ularly ramified collections оЈ sets i.e., collections of sets containing по рајг 
of interlaced sets (two sets А, В аге interlaced, if both sets А \ в and В \ А 
ые попешрtу). 

6.6. We have in particular the following thеогеш as а particular саэе 
of the preceding general theorem (consider Ј to have just 2 points): 

ТНЕОММ. Let F Ье аnу Jamily оЈ sets; let уI2 Ье the set оЈ the 
cartesian products хо.х Х! where хо,х! Е Р. ЈЈ R is аnу ramified sub/amily 
о/ F [i.e., Х, У Е R => Х ~ У V Х :::> У v (Х п У = 0)Ј such that to every 
Х Е R corresponds аn Х' Е R satisJying Х П Х' = 0 and that Х, Х' have 
the same predecessors i.e., supersets in R, then the sets Х Х Х' (Х Е R) 
are mutually disjoint. 

Direct prooJ. Suppose (3) (Х Х Х') П (У Х У') =1- 0 for some Х, Х' Е R 
and sоше У, У' Е R. The Х, У аге comparablej Х', У' as well. 

Suppose the саэе Х ~ У, hence Х' ~ У because Х, Х' have in R 
same predecessors. Since У' П У = 0 then У' is disjoint frош Х and Х', 
contrary to the hypothetical comparability of Х', У'. The iшроssibilitу of 
other cases is proved in ап analogous way. 

COROLLARY. Let R Ье а ramified set аnа NoR the set о/ nodes о/ R 
each containing at least 2 points. Then the system 

U[X Х Х \ diag (Х Х Х)] (Х Е NoR) 
х 

is аn antichain in the cartesian square R 2 о/ R. 

6.7. ТИЕОRЕМ. For аnу square or hypersquare о/ а tree or ramified 
set R the chain Х antichain relation holds: 
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First of а11 if R itself satisfies the chain х antichain relation, then so 
does R1 . If R does not satisfies this relation then it contains а tree Т of 
the same cardinality (every Т which is coffinal with R is such); Т contains 
(cf. Kurepa [1, р. 109]) а subtree t of cardinality kT (= kR) and such that 
every isolated node of t at least 2 points (cf. the ambiguous tables in Kurepa 
(1)); according to theorems 6.4 and 6.6 some subtree to of cardinality ktI 

of t I is "normal" ј.е., satisfies the chain х antichain relation; since to ~ R1 , 

ktI = kR1 , R 1 is normal, too. 

6.7.1. Remark. Of course, if for some index set I such that kI > 1, 
every subtree of R 1 satisfied the chain х antichain relation (R being anу 
ramified set), the tree hypothesis would hold; and vice versa. 

6.8. For symmetrical graphs we have theorems that read like the 
ones we formulated and proved for set systems (we define the cellularity са 
оЈ а graph as the supremum of cardinalities of its antichains). E.g. it is 
legitimate to substitute "symmetrical graph а" instead of Jamily F оЈ sets" 
in the wording of statements: 3.4, 3.8, 3.9, 3.10, 3.11, 4.10 etc. 
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DENDRITY OF SPACES 
AND OF ORDERED SETS 

The ајт of this paper is to examine the supremum of cardinalities 
of some sets connected with а topological space. Especially, we want to 
know the supremum of cardinalities of trees, of increasing F-sets, G-sets 
and analogous numbers for decreasing trees. In order to examine the situa­
tion for the most general V-spaces, ј.е. spaces defined Ьу neighborhoods, or 
equivalently Ьу closure satisfying the isotonity condition and the condition 
that the closure of the empty set is empty, we consider systems of sets, well 
ordered Ьу inclusion, which are not necessarily closed, but јп simple cases 
are connected with closed sets (cf. the definition of the number РС in 4.2.2 
and of FD in 4.3.1). 

The тајп results are contained in theorems 1.1 (equality of dr М, 
dr* М, celM, wM for metric spaces), 2.2 (the same for pseudometric spaces)', 
3.6 (equality ofsep, w, dr, dr* for R-spaces), 4.2.4 (јј) (equality of dr, Sep, 
kc(F) for idempotent V-spaces), 4.3.4 (equality dr*V = dp V = kd(FV)). 

о. Dendrity of ordered sets and spaces. Definitions 

0.1. Dejinition of dr. For any ordered set (О, :::;) we define the dendrity 
dr (О,:::;) of (О,:::;) as the supremum of cardinalities kT oftrees Tl contained 
јп (О,:::;), ј.е. dr(O,:::;) = supkT, Т being апу subtree of (О,:::;); instead 
of dr (О,:::;) we shall write also dr О. 

0.1.1. In particular, for every family Н of sets we have the ordered 
sets (Н, ;2), (Н ~) and the corresponding numbers dr (Н, 2), dr (Н, ~). 

0.2. Dejinition оЈ dual dendrity dr*. We put dr*(O,:::;) = dr (0,2::). 

Obviously, for апу tree Т we have drT = kT (= cardinality ofT). For 
апу ordered set (О,:::;) the number dr (О,:::;) is well determined. 

ВIВLЮGRАРНICАL NOTE: Glasnik Mat: Fiz. Astr. 2(22) (1967), 145-162 
(Received Jan. 16, 1967). 

1 Recall that а tree is any ordered set (О,:::;) such that for every а Е О the set 
О (., а) = {Х; Х Е О, Х < а} is а well-ordered subset of (О, :::;). 
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0.3. Dendrity dr S оЈ а space В. For апу space S we denote Ьу GS the 
system of аН ореn sets of the space; the dendrity оЈ S is, Ьу definition, the 

number drS ~f dr (GS, 2). 

We shall see that dr S = SepS (we distinguish SepS пот sepS; cf. 
2.2, 2.3, 2.4 (ii)). 

0.4. Dual dendrity dr* S оЈ а space is defined Ьу dr* S = dr (GS, ~). 
We shaIl see that dr* S = dp S (cf. 4.3.2, 4.3.3, 4.3.4 (ii)). 

0.5. S being а space, let F S Ье the system of аН closed sets of В; Ље 
numbers dr (F В, 2), dr (F B,~) are well defined and еавПу evaluated to Ье 
1 + kS for every V -space satisfying {х} = {х}. 

0.6. PROBLEM. Is there а space S Jor which (оnе оЈ) the numbers 
dr В, dr* S (is) are not reached? 

Тће corresponding problem for ordered sets or general set systems is 
answered in the affirmative. E.g., for every infinite weH ordered set (W,:::;) 
we have dr*(w,:::;) = dr (W,::::) = NQ , although there is по infinite increasing 
sequence in (W, ::::)2. 

For the corresponding ordered space W (interval topology) оnе ћав 
dr W = dr.*W, as it easily shown. 

1. Metric spaces 

М shall denote any metric space. 

1.1. ТИЕОRЕМ. For every metric space М ше have 

celM = sepM = шМ = dr М = dr* М (cf. §1.2). 

Тће equality celM = шМ was proved Ьу Haratomi [1]. Therefore, it 
is sufficient to prove the equality шМ = dr М. 

1.2. At first, шМ :::; dr М. As а matter of fact, let 

Ье а system of шМ disjoint open sets. If for anу п < ср weput 

Gn = USm (т < п) 
m 

2ЕасЬ time а supremum of ordinal (eardinal) numbers is involved, one ћав to 
examine whether this supremum is reaehed under given eonditions (ef. the wording of 
the ramifieation hypothesis stating that for every tree (T,~) the number ЬТ is reached 
in (Т, ~)j ЬТ is the supremum of cardinalities of degenerated trees С (Т, ~)j (an ordered 
set is degenerated provided the eomparability relation is transitive). 
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опе obtains а strictly decreasing tp-sequence of G-sets; this sequence being 
а tree (Т, 2) опе has dr М 2:: kn = wM, ј.е. dr М 2:: wM. Аssuше the 
contrary that dr М > wM and that consequently there exists sоше tree 
(Т, 2) of ореп sets of М satisfying 

kT>wM. (1) 
1.3. Every row RnТ being а sуstеш of disjoint ореп sets the cardinality 

of RnТ is ~ celM; the disjoint partition of Т into rows RnТ (п < 'УТ), 'УТ 
denoting the ordinal height от rank of Т, we infer that 

kT = k'YT and that consequently 

'УТ 2:: Wa+l provided kWa = wM. 

(2) 

(3) 

1.4. The relation 'УТ > wa+l does not hold, because otherwise опе 
would have sоше Х Е ~a+l Т; now, аН шеmЬеrs У of Т such that У :::> Х 
would constitute а subchain of (Т, 2) of cardinality Na+l' in contradiction 
with the Baire statement that every strictly decreasing sequence of G-sets 
in М has ~ wM members. 

1.5. The relation 'УТ = Wa+l does not hold neither. 

As а matter of fact, let В Ье anу set everywhere dense (В = М) and 
such that kB = sepM = Na (= wM). For every Ь Е В there exists sоше 
index n(Ь) < Wa+l (= 'УТ) such that Ь belongs to по mешЬеr of Rn(ь)Т 
(јп the opposite case, аН шеmЬеrs of Т containing Ь would form а chain of 
cardinality k'YT = Na+l' contrary to Baire's statement). Let п = supn(b). 

ЬЕВ 

Since, for Ь Е В, we have n(Ь) < Wa+l and since kB = Na , we infer that 
п < Wa+l. If then 'УТ = Wa+l, the row Rn+1Т would contain а mешЬеr 
Х which is an ореп set of the space М; therefore, Љете would Ье sоше 
Ьо Е В П Х; consequently n(Ьо ) = п + 1, i.e. n(Ьо ) would Ье greater than 
the supremum of аН the пuшЬеrs n(Ь), for Ь Е В, which is absurd. 

1.6. The nuтЬет dr* М equals wM. 

As а шаttеr of fact, every increasing tree (T,~) of sets is composed of 
а fашilу of chains Т[Х,·) = {У; У Е Т,Х ~ У}, (Х Е RoT); these chains 
ате шutuаНу incomparable, i.e. every шеmЬеr of опе chains is disjoint with 
every member of another chain. Since kRoT ~ celM ~ wM and since 
kT[X,·) ~ wM (Baire's theorem), we infer that kT ~ wM· wM = wM, 
ј.е. kT ~ wM; consequently, supkT ~ wM, i.e. dr* М ~ wM. То prove 
the dual relation dr* М 2:: wM, it is su:fficient to consider anу isolated set 
1 = {io, i 1 , ••• } of cardinality wM and to associate with every п < Wa а 
neighborhood On(xn ) having по other point of 1 but X n јп сошшоп and, 
for every п < Wa to put Gn = U От(Хт ) јп order to obtain а strictly 

m<n 
increasing wa-sequence of G-sets. 
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2. The case of pseudo-metric spaces 

2.1. THEOREM. 1ј М is аnу metric or pseudo-metric space, then 

sepM = wM = celM (1) 

(for pseudo-metric spaces, see Kurepa [1], [В], [10] and Рарјс [3]). 

2.1.1. If!VI is metric, the relation (1) was proved earlier. Therefore, 
let us assume that М Е (D",) for some regular initial number CJ..I",. 

2.1.2. Then the space М is definable Ьу means of neighborhoods 
forming а decreasing tree (Т,2) of sets of rank CJ..I", each nonisolated point 
х of М yielding the intersection {х} of the CJ..I",-sequence of decreasing sets 
Е Т (cf. Рарјс [3, tMoreme 2, р. 218]). Consequently, if М is not isolated, 
there is some nonisolated point х of М and the CJ..I",-sequence of аН members 
Х;;,' Е Т such that х Е ХП (п < "УМ = CJ..I",). Now, for п < CJ..I", we have 
ХП ::> Хп+1; оп the other hand, the set ХП \ Хп+1 = ХП U СХп+1 is open, 
the members of Т being closed and open (cf. Papic [1, р. 31]). Therefore, 
one has ~'" disjoint open sets 

and consequently, celM 2: kCJ..I", for every М Е (D",). 

Оп the other hand, Т is а basis of neighborhoods and kT = wM. 
Since kT :5 SupkR",T· "УТ :5 celM . ~'" = celM, we obtain the relation 
wM = kT :5 celM and thus 

wM =celM, (2) 

the inequality wM < celM being absurd. 

Relation (2) is the main part in relation (1) in the theorem, because 
obviously, celM :5 sepM :5 wM. 

2.2. THEOREM. For every regular CJ..I", and every pseudo-metric space 
М :5 (D",) the dendrity number dr М equals celM: 

celM = sepM = wM = dr М = dr* М (cf. Theorem 1.1). 

At first, let us prove the following generalizations of Baire's theorems 
concerning weH-о~dегеd decreasing (increasing) systems of G-sets of metric 
spaces. 

2.2.1. THEOREM. The number sepM equals the supremum ој cardi­
nalities ој increasing sequences ој F-sets: 
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(1) sepM = sup kF, F being аnу increasing sequence оЈ F-sets in the 
space. 

РтооЈ. We have to prove that in (1) the symbol = шеans ~ and ~. 

~t first, let РО с Ћ с ... с FII С ... (1/ < а) Ье any strictly 
increasing sequence of closed sets in the space М of separability sepM; then 
ka ~ sepM; otherwise, ka > sepM; now, the sets F II+1 \ FII (1/ < а) being 
nonempty disjoint sets, one would have а a-sequence all of pairwise distinct 
point a ll Е F II+1 \ F II (1/ < а). Now, the set F II being closed, there would Ье 
а neighborhood 011 of all such that 011 П Р" = 0; therefore, Ље members of 
the a-sequence 011 (1/ < а) would Ье pairwise distinct sets'- Since obviously, 
it is permitted to assume the sets 011 to Ье members of а neighborhood basis 
В of minimal cardinality wB, and since wB = sepB for every pseudo-metric 
space В, the cardinality kB of В would Ье ~ ka > sepB, i.e. wB > sepB, 
which is absurd. 

Оп the other hand, let ао, al, ... ,all ••• (1/ < w[3) Ье normally well­
ordered set of sepM points, which is everywhere dense. We say that kw[3 = 
(1)2. As а matter of fact, we have the increasing sequence 

of closed sets containing necessarily sepM distinct members; in other words, 
there is а strictly increasing sequence of sepM closed sets; this means that 
in (1) the symbol = is replaceable Ьу ~. 

Analogous considerations lead to the following 

2.2.2. ТИЕОRЕМ. Рот every pseudo-тetric space Ма Е (Da ) the 
nuтЬет sepMa equals the supreтuт оЈ cardinalities оЈ all strictly decreasing 
sequences оЈ closed sets. 

2.3. The proof of Theorem 2.2.2 runs like the one of the Theorem 
2.2.1. 

3. R-spaces and the corresponding numbers w, sep, cel and 
dr. 

3.1. Every R-space R is defined Ьу neighborhoods which are сошра­
rable or disjoint (ав concerns R-spaces, see Kurepa [4], [7], [10] and Papic 
[1]-[5]). According to Papic [1, theoreme 3] every R is definable Ьу а de­
creasing tree of sets. 

3.2. The question of relations between the numbers celR, wR is con­
nected with the ramification hypothesis. 

3.3. We shall assume that Frechet's T1-separation axiom holds for R; 
therefore, we shall deal with T1 - R-spaces R, defined Ьу some trees Т of sets 
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such that for every х Е R the intersection of аН members of Т containing х 
is the one-point set {х}. 

3.4. Since every member of Т is clopen (closed and ореп) we infer 
that for апу А, В Е Т the set А \ В is clopen too. Therefore, if Ао :::> A1 :::> 
• •. :::> Аn :::> ••• (п < /3) is anу weH ordered decreasing system of members 
of Т, then the sets Аn \ Аn+l (п < /3) аге ореп and disjoint. Therefore, 
kcR :::; сеШ, kdR :::; сеШ. Оп the other hand, the sets of rows RnТ being 
pairwise disjoint, Ље decomposition of Т into rows RnТ, (п < 'УГ) yields 

kT :::; celT . k'YT, ј.е. wR:::; сеШ . k'YT. 

Now, the number k'YT is either сеШ or (сеШ)+; therefore 

сеШ:::; wR:::; (сеШ)+, 

ј.е. we have the foHowing 

3.5. THEOREM. For every T1 R-space R we have wR Е {ceIR, cel+ R}. 

3.6 THEOREM. For аnу Tl R-space R we have celR :::; sepR = wR = 
drR = dr*R. 

Ртоој. The first relation celR :::; sepR is obvious. 

3.6.1. If wR = сеШ, then sepR = celR = wR. 

3.6.2. If wR = cel+ R, Љеп R is definable Ьу а tree Т of neighborhoods, 
such that 'УТ is ап initial ordinal number and kRnT < k'YT for every п < 'УТ. 
Then kT = k'YT. 

3.6.3. Assume 'УТ regular. Then kT = sepR Ьесаиве if В is а set 
of sepR points, such that В = R, then to every point Ь Е В corresponds 
some index n(Ь) such that по member of Rn(Ь)Т contains the point Ь. If 
kB < k'YT, then the number п = sUPbEB n(Ь) would Ье < 'УТ, and по 
member Х of Rn+1T would contain апу point of В, which is absurd, because 
Х as ап ореп set should contain some point of В. Сопsеqщiпtlу, kB = k'YT. 

3.6.4. If 'УТ is singular, again Ље relation kB < k'YT does not hold, 
because this relation would imply the existence of some ordinal number б 
such that kB < kб < k'YT, the number 'УТ being initial. Now, let Х Е R8T; 
then the chain Т(·, Х) is of cardinality kб > kB and would yield а disjoint 
system of ореп sets Xt; \ Xt;+l (~< б), where Xt; :::> Х and Xt; Е Rt;T. In 
either саве kB = kT, ј.е. sepR = wR. 

3.6.5. There sti1l remains to prove wR = dr R. Now, let т(а) Ье 
апу decreasing tree of ореп sets of Ље врасе R; we have to prove that 
kT( а) :::; wR, i.e., that Ље inequality kT( а) > wR does not hold. First 
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of аН, every row ofT(G) is S ce1R, the members of R{T(G) being disjoint 
G-sets. 

3.6.6. Every decreasing sequence S 

ао ::> G1 ::> ... ::> G{ ::> ... (~< (3) 

in апу R-space R has S wR members. 

As а matter of fact, since every G{ is а union of а subsystem of the 
basis В of neighborhoods of the space R, let us define for every ~ < (3 а 
member а{ Е G{ \ G{+l and а member ~ Е В such that а{ Е ~ and 
V{ ~ G{. We obtain а mapping f : S -7 В, fG{ = V{; the mapping f 
being one-to-one, we infer that kS S wR(= kB). 

Similarly опе proceeds for every increasing sequence of G-sets. 

З.6.7. Let wR = kl.lJ{3; since every chain from (T(G), 2) is S kl.lJ{3 опе 
ћав 

'YT(G) S 1.lJ{3+l' 

If the sign S in (*) means <, all is proved, because kRo:T( G) S ce1R S I.lJR, 
and therefore, kT(G) S wRk'YT(G) = N{3 = wR. Therefore, let us assume 
'YT(G) = 1.lJ{3+1' This equality is not possible neither, as is readily shown Ьу 
the argument like the опе in section З.6.З. 

З.6.8. The proof of the equality ш* R = wR runs like the correspond­
ing proof in 1.6 for metric spaces М. 

З.7. THEOREM. For every Т1 R-space R оnе has 

drR=dr*R and drRE{ce1R,cel+R}. 

Theorem З.7 is а consequence of Theorems З.5 and З.6. Тће question 
whether necessarily dr R = celR is connected with the ramification hypothe­
sis, or rather with the rectangle hypothesis stating that for every tree Т, опе 
ћав kT S kcT х kaT (kaT is the supremum of cardina1ities of аН antichains 
~T). 

З.8. COROLLARY. For every Т1 R-space, in partic'Ular for every 
pse'Udo-теtriс and for every тetric space, оnе has dr = ш* . 

4. V-spaces 

4.1. According to Frechet, every V-space V is definable either Ьу 
neighborhoods or Ьу апу isotone closure, such that 0 = 0. 
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Let FV [resp. GV] Ье Ље system of аН closed [open] sets in 

(FV, 2), 
(GV, 2), 

(FV,~) 

(GV, ~) 

and the corresponding dendrity numbers. 

We shall see how the numbers dr V = dr (GV, 2), dr*V = dr (GV,~) 
depend оп density and dispersion properties of subspaces of V (cf. 4.2.4 (ii), 
4.3.4 (ii). See also 0.5). 

4.2. Functions Sep and РС Jor врасев. The main aim of this section 
shall Ье to establish the equality 4.2.4 (ii). 

4.2.1. Definition. SepV = infn п being such а cardinal that every 
subspace В of V Ье n-separable in the sense that for some Х ~ В, one 
has kX :::; п and Х 2 Вј in other words SepV = Sup. sepB В designating 
any subspace of V. The spaces satisfying No = sepB = SepB are called 
hereditarily Na -separable. 

4.2.1.1. PROBLEM. 1s Ље number SepB reached for every space В? 

4.2.2. Definition. FcV = supkJW, W = {Wn}n<a being any strictly 
increasing well-ordered system of sets, such that п < (."W)- => ",,(Wn 2 
w/п) for some ordinal Јп satisfying п < Јп :::; (."W)-. 

4.2.3. ТИЕОREМ. For every topological V-space Jor which 

SepV + FcV 2:: No (О) 

we have 
SepV = FcV (1) 

ProoJ. We shall prove that neither 

Sep < РС (2) 

nor 
Sep> рс. (3) 

According to Ље assumption (О) the number SepV +FcV is infinite. Then 
one of the relations Sep V 2:: No, F с V 2:: No holds. 

2. Саве SepV > kl.J.Joj put SepV = Na . 

2.1. Assume that (2) holds, i.e. that kl.J.Ja < FcV and that consequent­
ly there exists some l.J.Ja+l-sеquепсе of increasing sets 
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and some ordinal function Ј mapping every п < UJa +1 into some Јп between 
п and UJa+1 such that -,(Р п :2 РЈn) (п < UJa+l); consequently 

рЈn \ F п i= 0, for every п < UJa+1· (4) 

2.2. We define а setP = {Po,Pl, ... ,Рn, . .. } (п < UJa+1) in the fol­
lowing way. Let Ро Ье а point in РЈО \ РО . Let п < UJa+1 and suppose 
that а strictly increasing n-sequence €fJт (т < п) of ordinals < UJa +1 

as well as an one-to-one n-sequence of points Рт Ье defined, such that 
Рт Е Рјт \ F т; let Јп Ье the first ordinal such that Рт Е Рјn (т < п), 
and п < Јп, рјn \ F п i= 0. We define Рn as any point satisfying 

Рn Е РЈср(n) \ F <р(n)· 

The number UJa+1 being regular the construction of Рn for every п < UJa+l 
is secured in virtue of (4). The points Рn being pairwise distinct, we have 

2.3. The subspace Р of V is not Na-separable, because for any subset 
Х of Р such that kX < Na+1 there exists some r < UJa+1 such that Х ~ 
Рт , Рn (ј. F n. These relations would imply Х ~ Рт and thus Рјт \ Х :2 
РЈТ \ РТ ; consequently, since Р Е РЈТ \ рт , we have Рт Е РјТ \ Х, and this 
means exactly that the subset Х of Р would not Ье everywhere dense in 
the subspace Р of V; thus, sepP > SepV, which is absurd. The relation (3) 
holds neither. 

2.4. Оп the contrary, we have 

FcV ~ SepV. (5) 

As а matter of fact, let Х Ье any subspace of V. We define а most 
extensive sequence W = {ХО с Х 1 ... } of subsets of Х in the following way. 
Let Ро Е Х and ХО = {Ро}; Ьу induction let ХN = {Po,pl, ... ,Рт,··· }т<n, 
where Рт Е Х \ Рт , Рт = {Po,Pl' ... ,Ре,··· }е<т. Putting Ј7Ј. = п + 1, 
for every п < {'YW) - , the sets W, JW are of the same cardinality and have 
~ sepX members each. Since for every п < ('YW)- we have 

ј.е. the conditions of the definition 4.2.2 are satisfied for ХN = рn , Јп = 
п + 1 and we infer that рс ~ k'YW (~ sepX). The negation of (2) and the 
relation (5) yield the requested equality (1). 
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4.2.4. ТИЕОRЕМ. Рог' every idempotent3 V-space V such that the 
numЬег Sep V + РС V is infinite, оnе has 

(i) SepV = РС V = kc(Fv,~) = kd(GV, 2). 

(ii) sepV'::; drV = SepV = kc(FV,~) ::; wV. 

Relations (i) аге direct consequences of Theorem 4.2.3 and of the fact 
that for апу idempotent space the members of W in Definition 4.2.2 тау 
Ье assumed to Ье closed sets (thus also Јп = п + 1). 

As to the relation (н) the question arises оп kT for anу subtree of 
(GV,2); since every сЬюп in Т is ::; SepV (this is Ље content of Theorem 
3), and since obviously every antichain of Т is ::; SepT, the question is to 
decide that kT = Sep+ S does not hold. ТЬе disproof of the last equality is 
like the argument in 1.5. 

4.3. Functions FD and dp Јог spaces. 

4.3.1. Definition: FDS = SupkJWj W = (Wn :> W 1 •·• :> Wn :> 
... )n<-yw denotes апу strictly decreaSing well-ordered family of sets, such 
that for anу п < (,W)- опе Ьм some Јп such that п < Јп <,W and 

(1) 

опе puts JW = {fХјХ Е W} (cf. Т. Inagaki [2, р. 198]). For idempotent 
spaces (condition Х = Х) the conditions оп members of W аге equivalent 
to the condition that they are closed (in the notation for FD , F stands for 
closed (ferme) and D for decrease). 

4.3.2. Definition о! dispersity dpS о! В. 

We put dpS = supkX,X being апу dispersed set in the space, i.e. 
such опе in which the empty set is the unique dense subset. 

4.3.3. ТИЕОREМ. Рог аnу topological V-space V we have 

We shall prove that neither 

dpV ~ FD. 

dpV < FDV nor 

dpV>EDV. 

(2) 

(3) 

(4) 

4.3.3.1. Let us prove that (3) does not hold. Assume, Ьу contradiction, 
tha.t (3) hol~s, and that for some V we have dp V = kVJo and that there 

ЗТhе зра.се is idempotent provided Х = Х, for every subset Х of the зра.се. 
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exists some ""a+1-sequence W of sets Wn (п < ""а+1) and а mapping п < 
""а+1 ~ Јп Е (п, ""а+1) satisfying (1). Since '"YW is regular, опе ћав kJW = 
kW (= ~a+1)' . 

Let us define а set 

(5) 

in the following way. Let Ро Ье апу point of the nonvoid set Wo \ W јО' Let 
О < п < ""а+1 and assume that the set {Ро,··· ,Рт, ... }т<n of cardinaIity 
kn Ье defined such tha.t Рт Е Wgm \ W jgm for some strictly increasing n­
sequence go < gl < ... < gn < ... of ordinals < ""а+1' Let rn = supJgm. 

m<n 
Тћеп r п < ""а+1 because Ј gm < ""а+1 for every т < п and because п < 
""а+1' We consider the number Ј r п > r п, and the nonempty set Wrn \ W јтn ; 
we denote Ьу Рn апу point such that Рn Е W rn \ W јтn • Ву induction, the 
set Р is defined. At the same time we see that 

(6) 

where Рn = {Рв; п < s < ""а+1} because, Ьу construction, опе ћав Рn ~ 
Wjn and Рn ~ W јп' Therefore, the set Р would Ье dispersed, i.e. if Х is 
anу set satisfying 

Х ~ Р, Х ~ DerX, then Х = 0. (7) 

In the opposite саве, there would Ье some nonvoid Х satisfying (7); let then 
рт Ье the first member of Х in the well-ordered set (5); then the relations 
(7) would imply Pr Е DerX, and consequently Рт Е РТ , which contradicts 
(6). Consequently, the assumption (3) would yield а dispersed set Х of 
cardinaIity ~a+1 > ~a = dp V, and this is contradiction. Therefore, (3) 
does not hold. 

4.3.3.2. Let us prove that (4) holds neither. Let V Ье апу space; put 
FD V = k""a' Assume, Ьу absurdity, that the space V contains а dispersed 
set Х of cardinality > ""а. Without 1088 of generality we тау Sllpp08e 
kX = ~a+1' Let 

(8) 

Ье а well ordering of Х. 
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4.3.3.3. There should Ье а kX-limit point in Хј i.e. there exists some 
а Е Х such that for every neighborhood О(а) of а one has 

kO(a) nx = kX (= N"'+1). (9) 

In the opposite case, to every Хn Е Xthere would correspond some Оn(Хn ) 
such that 

(10) 

This would enable us to form а w"'+1-sequence Рn (п < 41"'+1) in the foHow­
ing way. 

At first, let РО = Хј assume О < п < w"'+1 and assume Рт (т < п) Ье 
definedj let тп Ье the first member in (8) ofthe set Х\ U ОТт (Хтт)ј putting 

. т<п 

РП = Х \ U От(т)(Хтт ), the set РП would Ье defined for every п < W"'+1. 
т<п 

Опе sees that РП (п < W"'+1) should Ье а strictly decreased sequence of sets 
such that РП \ F п+1 =/:. 0, contradicting the assumed equality FD V = N",. 

4.3.3.4. Let Хт Ье the set of аН the kX-limit points belonging to Х. 
According to 4.3.3.3 the set Хт is not empty. We say that Хт is dense in 
itself. 

As а matter of fact, let R = Х \ Хт. 

4.3.3.5. Then kR < N",j the proof is indirect and runs like the опе in 
4.3.3.3. 

4.3.3.6. Now, let Ь Е Хтј every О(Ь) contains kX points of Х = 
RUXmj i.e. 

k[O(b)n (RUXm)] = N"'+1 

k [О(Ь) П R] + k [О(Ь) П Хт] = N",+1 

k [О(Ь) П Хт] = N"'+1 - k [О(Ь) П R] 

and thus according to 3.3.5 опе should infer that 

k [О(Ь) n Хт] = N"'+1 = kX 

for every Ь Е Хт and every neighborhood О(Ь) of Ьј in other words, Хт 
would Ье nonvoid dense-in-itself subset of the dispersed set Х, which is 
absurd. This finishes the proof of Theorem 4.3.3. 

4.3.4. ТИЕОRЕМ. РОТ every idempotent V-space V оnе has 

(i) dpV = FDV = kd(FV,2) = kc(GV,~), 
(н) dr*V = dp V = kd(FV,~) = kc(GV,~) S; wv. 



Dendrity of spaces end of ordered sets 377 

The relations are direct consequences of Theorem 3.3 and of the fact 
that for any idempotent врасе the members of W in Definition 3.1 тау Ье 
assumed to Ье closed sets (and also to have Јп = п + 1). Concerning the 
relations (щ, one has to evaluate kT for every subtree Т of (GV, ~); since 
every chain in Т is :::; dp V (cf. Theorem 3.3), and since every antichain 
of т and particularly RoT is :::; dp V we infer that kT :::; dp V . dp V = 
dp V; therefore, also sUPT kT :::; dp V; the sign of equality holding here in 
virtue of Theorem 3.3 for the simplest сме, that Т is а chain, i.e. without 
noncomparable members. 

4.3.5. COROLLARY. For every idempotent V-space, the equ.ality 
dr V = dr*V is equivalent to the equality SepV = dp V (cf. 4.2.1,4.3.2). 

The corollary is implied Ьу Theorems 4.2.4 (щ, 4.3.4 (ii). 

4.4. Systems (<pGV, ~), (<pGV, 2). 
4.4.1. <p-operator. For any set Е in the V-space V let <рЕ Ье the family 

of components of Е (every member of <рЕ is а most extensive connected 
subset of Е). For а family Н of sets, let 

<рН = U<PE (Е Е Н). 
Е 

In particular, for Ље family GV of аН the open sets in V we have the system 
<pGV = Н and the numbers dr(H,2), (dr(H,~). 

has 

Earlier we proved the following theorem and the following corollary: 

4.4.2. THEOREM. (а) For every infinite locally connected space V оnе 

(Ь) For every infinite locally connected V-space V we have 

(с) Јп order that Јот every infinite locally connected V-space V оnе has 
kdGV = kd<pGV + cel<pGV, it is necessary and sufficient that every infinite 
tree Т satisfies kT = ЬТ (Kurepa [5, Theorem 2, р. 468]). 

4.4.2.1. COROLLARY. Every infinite locally connected V-space V sat­
isJying kc<pGV :::; celG satisfies kcGV = celV (Ibidem, Corollary 2, р. 469)4. 

4The paper wa.s written before World War 11 and wa.s printed during the Warj 
because of the War, 1 had по opportunity to read the paper. Therefore, the paper 
contains many misprints a.s well a.s воте material errors. E.g. the wording of Theorem 
1, р. 464 is false for increa.sing trees Т because воте member Х Е <рТ тау contain also 
incomparable members of <рТј this error does not affect the implications involved. 
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Now, using these results, we вћаll prove the following. 

4.4.3. ТИЕОRЕМ. Every infinite locally connected V-space satisfying 

kccpGV ::; celV (О) 

satisfies 
dr*V = celV (1) 

and 
sepV = drV ~ kdcpGV + celV. (2) 

Ав а matter of fact, let Т Ье anу increasing tree of G-sets of V; then 

Т = U Т[Х,·); 
XERoT 

for every Х Е RoТ the system Т[Х,·) is а chain; and according to the 
Corollary 5.2.1. we have kT[X, .) ::; celV. Since RoT is а disjoint system of 
G-sets, kRoT ::; celV and the partition (1) yields kT ::; kRoT· celV = celV, 
i.e. kT ::; celV. Therefore, аlво 

supkT::; celV (Т ~ (GV,~)) 
т 

and consequently dr (GV,~) ::; celV. Тће dual relation of the last one 
being obvious, the requested equality (1) јв established. Тће relations (2) 
ше implied Ьу the Theorem 4.2.4 and the Theorem 4.4.2.Ь. 

4.4.4. ОП the condition kccpGV ::; celV (Mardesic exaтple). This соп­
dition шове in the Corollary 5.2.1; then 1 added "Је ne connais aucun еврасе 
localement connexe verifiant PccpG > P8G" (i.e. kccpG > celG, Kurepa [5, 
р. 469]). Now here is an ехашрlе of висћ а врасе exhibited Ьу S. Mardesic 
in 1962. 

Let Ј = R[O, 1] Ье the real unit interval and 

Х = п Ја (Ја = Ј, а < иJ~) 
а 

for воше ~ < о. Then Х is а 10сallу connected continuum. One ћав celX = 
No (Marczewski [1], [2], cf. аlво D. Kurepa [5, 5.5.6]). Оп the other hand, 
let 

рn = ( п 01') Х ( П Jv ), 01' = О Е Јџ . 
О$џ<n n$v<",( 
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Then рn in closed and obviously рn , п < UJ~, is а strictly decreasing UJ~­
sequence of closed setsj therefore, the complements UN = Х \ рn yield ап 
UJ~-sequence of strictly increasing G-sets, and опе sees that UN is connected. 
Thus UN Е <ра. Consequently kc<pGX ~ N~ > No = celX. 

4.5. The relation between sep and Sep. Function Is. Obviously, sep :::; 
Sep, i.e. for every space 8 we have 

sep8 :::; Sep8 and 

sep8 :::; Is8:::; Sep8, where 

(1) 

(2) 

4.5.1. Definition. Is = Sup IkI, I being anу isolated set in the space 8. 

4.5.2. There ате spaces 8 for which the sign :::; in (1) means = (such ате 
metric spaces, pseudo-metric spaces, R-spaces, etc.)j but there ате spaces 8 
for which sep8 < Sep8. Such is the space of Kuratowski [1] consisting of 
real numbers and for which the closure operator К is defined Ьу 

КХ = Der(-X) UX. 

This space (R, К) is separable but Is(R, К) = Sep(R, К) = с because, e.g., 
the set of аН positive numbers is isolated. 

4.5.3. ТИЕОRЕМ. Рот every totally ordered space С we have sepe = 
Ise = Sepe. 

As а matter of fact, let 8 Ье anу subspace of е. If В is апу subset of 
е, such that kB = sepe and В = С, we shaH prove that 8 contains а subset 
80 of cardinality :::; kB and such that 80 Ье everywhere dense in 8, in the 
sense that every ореп nonvoid interval of 8 contains а point of 80. Now, 
let Ј(8) Ье the set of аН the isolated points of 8ј then to every х Е Ј(8) 
we associate ап ореп interval Ј" of 8, such that х Ье по extremal pointof 
Ј" and х Е Ј", and that the intervals Јх (х Е Ј(8)) Ье pairwise disjoint (cf. 
Kurepa [6, Theorem 1.1]). Every corresponding coextensive interval e(Ix) 
of е contains а point of Вј В satisfying В = Сј this сan Ье done in such а 
way that the intervals СЈх (х Е Ј(8)) Ье pairwise disjoint. Therefore, 

kI(8) :::; k(bn U СЈ,,). (3) 
XEIS 

Оп the other hand, let us consider the remaining set 8 \ Ј (8) = Rj every 
у Е R is поп isolated in 8ј therefore, it is possible to associate with у an 
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interval Ов(У) with extremal points in Вј again, it is possible to associate 
with Ов(У) Боте element S(OB(Y)) Е Ов(У) П 8. Let 

80 = UI(8) U U {S(OB(Y))}j (4) 
yER 

80 is а subset of 8 everywhere dense in 8 and, аБ а consequence of (3), (4), 
one proves readily that k80 ~ kB. 

5. Totally ordered spaces 

5.1 ТИЕОRЕМ. (i) Every totally ordered space С satisfies 

drCE{celC,cel+C}, dr*C = celC, drC=sepCj (1) 

(ii) The identity 
dr = dr* (2) 

for totally ordered врасе is equivalent to the tree rectangle hypothesis stating 
that 

kT ~ kc,T· kdT, for every tree Т. (3) 

1. Let иБ consider the саве that С is connected and consequently also 
locally connected. Since in this саБе kccpGC ~ celC, Theorem 4.4.3 implies 

dr*V = celC. (4) 

2. Оп the other hand, БерС = SepC (cf. Theorem 4.5.3)ј therefore, 
Ьу Theorem 4.4.3 we infer that 

БерС = drC. (5) 

3. Now, Ьу successive subpartitions of С one proves that 

БерС Е {celC,cel+C} (6) 

(cf. D. Kurepa, ТМБе 2, р. 121, Theorem е). From (5), (6) we obtain the 
first relation of (1). 

4. In our Thesis we proved that (3) is equivalent to celC = БерС for 
chains (cf. Р2 {:} Ps in Theoreme fondamental, р. 132). In virtue of (1), this 
means exactly that the identity (2) for chains and the identity (3) for trees 
are equivalent. 
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5. If the chain С is not connected, the filling of holes of С and of gaps 
of С Ьу single points and sets of type л == tR respectively yields а connected 
chain д for which the numbers occurring in the theorem are the same as 
for С; the theorem being proved for д one concludes that proof of Theorem 
5.1 is finished. 
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Kurepa's work in the Partition Caleulus eomes from а quite different angle 
from that of Erdos and his eollaborators. Erdos' school was starting from Ramsey's 
theorem in its graph theoretie form and was trying to generalize it in the eontext 
of infinite graphs. Kurepa С[37] was starting from а result of Hausdorff [1] and 
Urysohn [2] about the size of linearly ordered sets and wanted to generalize it 
to partially ordered sets and other binary relations. Thus the early results of 
Kurepa and Erdos are frequently eontrapositives to eaeh other. For ехашрlе, а 
typical result of Erdos and his eollaborators would say that а large graph must 
eontain large independent set or а large eomplete subgraph, while the eorresponding 
result of Kurepa would give а bound оп the eardinality of anу graph without large 
independent or eomplete subgraphs. Thus Kurepa's fundашеntal relation (С[37], 
С[39]) 

(1) 

(8 =antichain, о =well-ordered or eonversely well-ordered subset, р = "puissanee") , 
together with its general and extremely elegant proof anticipates тanу of the re­
sults proved later Ьу others. Kurepa (С[37], С[39]) also shows that (1) is best 
possible Ьу exhibiting some ехашрlеs ашоng which оnе finds the famous ехашрlе 
of the poset оп the reals obtained Ьу interseeting the usual ordering of the reals and 
а well-ordering. Today this poset is known under the паше of "Sierpinski's poset" 
beeause of the paper of Sierpinski [4] appearing four years earlier which produees 
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а symmetrical relation R оп (ЈЈl with the property that јп anу uncountable subset 
of (ЈЈl опе сап find а pair of related and а pair of unrelated elements. The relation 
R was generated Ьу а 1 - 1 sequence r(a) (а < (ЈЈl) of reals as follows: аRfЗ iff 
r(miп(а,fЗ)) < r(mах(а,fЗ)). Sierpinski never looked at his relation as а сотра­
rability relation of some partial ordering. In fact, оп рр. 190-191 of his book [9] 
опе finds а question easily answered Ьу the "Sierpinski poset"! It is rather remark­
аЫе that Kurepa uses the same idea of intersecting а given binary relation with а 
well-ordering also јп proving (1) because this enables him to reduce the problem to 
а well-founded partial ordering or а well-founded binary relation. In this саэе (1) 
becomes 

(2) 

То prove (2) he simply defines а 1 - 1 mapping Ф from the family L of all chains 
of Е which are maximal јп the initial part they generate into the tree 

(3) 

where 'у is the supremum of order types of chains of Е, and М is anу set of 
cardinality 2ps E. The construction of the embedding Ф clearly does not use the 
transitivity of the binary relation of Е but Kurepa, being preoccupied with partial 
order at this stage of his career, does not make this explicit. It was only after the 
war that he learns about Sierpinski's paper [4] and realizes that he has in fact solved 
the problem of Knaster about symmetrical relations to which [4] was devoted. The 
publication С[53] was made merely to point out this fact. What Sierpinski left 
unresolved from Knaster's problem in today's terminology сan Ье stated as 

(4) 

What Kurepa (С[37], С[39], С[53]) proved and called "the fundamental relation" 
or "graph relation" in today's terminology сап Ье stated as 

(5) (т, п infinite). 

Не also points out јп С[39] the existence of а partial ordering Е of size тn for every 
such т and п witnessing that (5) is best possible ј.е., that 

However, he does not point out that the existence of the 1 - 1 тар Ф: L --+ М<'У 
аЬоуе also gives immediately another familiar relation 

(7) 
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but he was well aware (se e.g. С[37ј У]) of the well-known application of (7) to the 
theory of partial orderings published а few years later Ьу Dushnik and МШе! [5]. 
In the meantime Erdos [6] published а proof of the relation 

(8) 

assuming 2N• = Nx+1 . The results of Erdos [6] were restated later in [7] using the 
arrow notation but still under the assumption of some form of GCH. It was not 
until the seminal раре! [8] of Erdos and Rado that the results were stated in their 
proper form without the restriction оп а dimension о! а number of colors. Thus, 
both Sierpinski and Erdos were too preoccupied with the GCH to state their results 
in proper form. For example, Sierpinski [4] does not point out that he сап answer 
his version of the Knaster problem (4) assuming поп-сн, which is а bit ironical 
because (Џ2 --+ (Wl)~ turned out to Ье equivalent to сн, а fact which Sierpinski 
would probably greatly appreciate. Оп the other hand Kurepa was quite free from 
сн which сап Ье clearly seen, for example, оп the basis of his remark V in С[37] 
(see also D(53b; footnote 8]). 

Kurepa learned about the work of Ramsey and of Erdos and Rado in the early 
50's and mentions this in the note added in proof of С[53] and publishes another 
раре! С[59] summarizing his view of the partition calculus after that of Erdos and 
Rado [8]. It is interesting that there is по information in [8] about Kurepa's work 
but according to the footnote оп р. 465 of [8] (related to the negative relation (6)) 
опе sees that а contact did exist. Kurepa's paper С[59] had some infl.uence оп later 
presentations of the partition calculus because trees and tree-argument are more 
explicit in his work than in the work of Erdos and Rado at that time. For example, 
Erdos and his collaborators make "The Ramification Lemma" explicit much later 
in [10]. 

Stevo Todorcevic 
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L'HYPOTHESE DU CONTINU ЕТ LES ENSEMBLES 
PARTIELLEMENT ORDONNES 

1. Nombres bE,PcE'PdE,PsE,PoE. Soit Е ип еnsеmЫе partielle­
ment ordonne quelconquej si рЕ = О, пош poserons рсЕ = PdE = раЕ = Ој 

si Е =1 О, пош poserons рсЕ = sup рР, F parcourant tous les sous-ensembles 
Ыеп ordonnes de Еј PdE = suppF, F parcourant tous les sous-ensembles 
inversement Ыеп ordonnes de Еј раЕ = suppF,F parcourant tous les еп­
sembles de Е, dont сћасип est сотрозе de points deux а. deux incompara­
bles; роЕ = mах (PcE,PdE)j 

Ceci etant, оп peut etablir la relation fondamenta1e 

(1) 

п. Fonction N(a.). Soit а. ип nombre ordinal que1conque (рш ех­
emple а. = О)ј nous poserons: 

NN(a) = sup рЕ, Е parcourant tous les ensembles partiellement bien 
ordonnes verifiant ЬЕ :::; Na , ceux-ci etant deux а. deux distincts аи point 
de vue de l'ordre (Е est dit partiellement bien ordonne si сћасип de ses 
sous-ensembles ordonnes est bien отоnnеј. 

Alors 

(2) 2N
" = NN(a) donc N(a.)?: а. + 1. 

Еn particulier, pour que l'hypothese аu continu soit vraie (c'est-d-dire pour 
que 2No = N1), il faut et suffit que N(O) = 1. 

BIBLIOGRAPHICAL NOTE: C.R. Acad. Sci. Paris 205 (1937), 1196-1198; (Note 
presentee рш М. Раиl Montel an seance du б decembre 1937). 
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ЈП. Fonction n(а). Posons, pour tout nombre ordinal ао 

Nn(a) = suppE, Е parcourant tous les ensembles partiellement or­
donnes verifiant ЬЕ ::::; Na , et dont сЬасип verifie la condition suivante: 

Quel que soit le point а de Е, l'ensemble (о, а)Е de tous les points de 
Е dont chacun precede а est Ыеn ordonne, autrement dit: 

Nn(a) = suppT, Т parcourant tous les tableaux ramifies, Т verifiant 
ЬТ ::::; Na , сеих-сј etant deux а deux distincts аи point de уие de l'ordreo 

Alors 

(3) а ::::; n(а) ::::; а + 1; еn particulier, n(О) = О оu 1, 

l'hypothese n(О) = О etant quivalente d l'hypothese que la reponse аu 

ртоЫеmе de Souslin1 est affirmativeo 

Bref, quel que soit le nombre ordinal 

(4) а::::; n(а) ::::; а + i ::::; N(a); donc n(а)::::; N(a)o 

Il est interessant de remarquer que, quel que soit le tableau ramifie 
infini Т, tel que рТ = N(, ( etant о ои un ordinal de seconde espece, оп aura 
ЬТ = рТ, alors que nous ne savons mеmе pas prouver que, quel que soit 
l'ensemble partiellement bien ordonne поп denombrable Е verifiant ЬЕ ::::; 
No, la puissance рТ пе soit ип aleph inaccessible2 • 

JV. Nombre 'УЕ, ensembles RaE. Soient Е ип ensemble patielle­
ment Ыеп ordonne поп уЫе et F un sous-ensemble поп vide de Е; il у а 
un (et donc un seul) sous-ensemble RoF de F compose de points deux а 
deux incomparables et tel que, quel que soit le point eventuel х de F -
RoF, il у ait ип point de RoF precedant le point Хо Еп particulier, RoE 
existera; nous poserons R1E = Ro(E - RoE); d'une maniere generale, soit 
а ип ordinal tel que, pour tout ~ < а, le sous-ensemble поп vide R(. Е est 

Ыеп determine; si Е i= ~ R(.E, nous poserons R a = Ro (Е ~ R(.E); si 
~<a ~<a 

Е = ~ Rt;E, оп posera 'УЕ = а et l'on пе definira pas RaEo 
~<a 

V. Ceci etant, supposons que ЬЕ ::::; No; par consequent, pRaE ::::; No 
pour tout а < 'УЕ; si de plus, pRaE < No pour tout а < 'УЕ, оп peut 

lVoir la nouvelle edition (1937) du tome 1 des Fundamenta Mathematicae, ро 223 
et 2480 

2Un aleph N" est inaccessible s'i1 n'est раз 1а somme de moins de N" nombres 
cardinaux < N" et si, de p1us, 1е nombre Q est О ои un ordina1 de seconde especeo 
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pro'Uver que рЕ ~ No. Mais, dans le cas genera1 ои pRaE = No pour tout 
а < iE et ои рЕ> No, no'Us nе savons pas pro'Uver que рТ soit de la forme 
Na+l ni шеше que рЕ n'est pas inaccessible (bien entendu, si 2No = N1, оп 
aura рЕ = N1 ; et vice versa). 



SUR LA PUISSANCE DES ENSEMBLES 
PARTIELLEMENT ORDONNES 

Reimpression d'une note composee еn 1937 et publiee еn 1939 dans les Comptes 
rendus des Seances de la Societe des Sciences et des lettres de Varsovie, classe ЈП, 
32 (1939), 62-67, avec иn resume еn polonais, р. 61. La note fut presentee раг M.W. 
Sierpinski dans la веanсе du 24 janvier 1939. Etant publie immediatement avant la guerre 
1939--45, l'article n'а рав ete registre dans les јоигnаих referatifs et nous le reproduisons 
јсј fidelement а cause de l'importance que nous attachons а. воn contenu. Еn particulier, le 
theoreme et la demonstration du theoreme sont immediatement generalisables аи graphes 
(c'est-a..dire аих ensembles munis d'une relation symmetrique) et d'autre part оп у fait 
un usage essentiel de la fabrication des ordres partiels а. partir des ordres totaux се qui 
est la Ьаве тете de la definition de la dimension des ensembles partiellement ordonnes 
аu sens de Dushnik-Miller. 

La terminologie et les notations sont celles dont је те servais а cette epoque-lА et 
different de la terminologie et des notations actuelles. 

М. Sierpinski а pose le probleme1 de savoir si un ensemble ordonne 
dont tout sous-ensemble bien ordonne croissant ои decroissant est аи plus 
denombrable est d'une puissance ~ 21{а. Paul Urysohn а resolu le probleme 
par l'aflirmative2 • Or, М. Hausdorff а observe а. Urysohn que le tMoreme 
ainsi etabli resulte des considerations qu'il avait faites en 1907 dans les 
Leipziger Berichte, Bd 59, рр. 84-159, et qu'i! avait reproduites en 1914 
dans son ouvrage Grundzii.ge der Mengenlehre (СЬ. VI, § 7 et § 8). En effet, 
М. Hausdorff etablit, implicitement, dans son livre que la puissance d'un 
ensemble ordonne est ~ 21{~ pourvu que chacun de ses sous-ensembles bien 
ordonnes, croissants ои decroissants, soit d'une puissance ~ N{ 3). Dans la 
ТЬеве4 , ј'ш donne une demonstration du tMoreme de М. Hausdorff differant 
de celles de М. Hausdorff et d'Urysohn. 

ВIВLЮGRАРНICАL NOTE. Glasnik Mat.-Fiz. Astr. 14 (1959), 205-210 
1 Voir Fund. Math. 2 (1921), р. 286, probleme 12. 
2Voir Fund. Math. 5, (1924), 14-19. 
ЗРоuг cela, voir Fund. Math. 6 (1924), р. 278 оu Paul Urihson ве rapporte аих 

travaux de М. Hausdorff. 
4 ЕnаетЫеа ordonnes et ramifies, рр. 114-118, еn particulier, р. 118, th. 1 (Paris 

1935; aussi Риbl. Math. Univ. Belgrade 4 (1935) avec la тете pagination). 
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Le but du present travail sera d'etablir un theoreme analogue рош 
des enseтbles partielleтent ordonnes. Voici son enonce: 

En designant рош un ensemble Х рш 

рХ la puissance de Х, (1) 

posons, рош un ensemble partiellement ordonne Е, 

роЕ = suppF. 
F 

рэЕ = suppG, 
G 

(2) 

(3) 

Р, G parcourant respectivement tous les ensembles bien ordonnes croissants 
ои decroissants extraits de Е, et tous les sous-ensembles de Е composes de 
points deux а deux incomparables; alors 

(4) 

Dans le сав des Е ordonnes, оп а рэЕ = 1, et la formule (4) se reduit 
аи theoreme de М. Hausdorff. 

А vant de paвser а la demonstration de notre theoreme, posons, рош 
un Е partiellement ordonne, 

рсЕ = suppF, 
F 

PdE = suppG, 
G 

(5) 

(6) 

Р, G parcourant tous les sous-ensembles bien ordonnes de Е, croissants 
et decroissants respectivement (рш consequent, роЕ = mах (рсЕ, PdE), et 
designons, рош un а Е Е;рш 

(., а)Е l'ensemble des points de Е precedant le point а et рш (7) 

(., а]Е l'ensemble (., а)Е augumente du point а. (7') 

5Le theoreme est епопсе dans C.R.Acad. Sci. Paris 205 (1937), р. 1196, formule 
(1). 
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А. Cas particulier ои tont sous-ensemble 
ordonne de Е est bien ordonne. 

LEMME. В etant un enseтble partielleтent ordonne dont tout sous­
enseтble ordonne est bien ordonne, оп а 

рВ ~ (2р.В)РСВ (cf. (1), (3), (5)). (8) 

1. Manifestment, l'ensemble 

RoB (9) 

des points de В dont aucun n'est precede par un point de В est bien 
determine et ses points sont deux а deux incomparables; de теmе, F etant 
un sous-ensemble оrdопџе (et donc bien ordonne) de В, soit 

рь (10) 

l'ensemble RoB ои l'ensemble des premiers points de l'ensemble des points 
de В succedant а tout point de F suivant que F est vide ои поп vide (bien 
entendu, si В ne contient aucun point succedant а tout point de р, рв est 
vide)j evidement, les points рв sont deux а deux incomparables. 

Рш consequent, en designant рш 

Х l'un des ensembles (9), (10), оп аша рХ ~ р.В (cf. (1), (3)); (11) 

des lors, 

{ М etant un ensemble quelconque tel que 

рМ = р.В, оп аша 

рХ ~pM, 

(12) 

(13) 

се qui veut dire qu'il у а une transformation biunivoque de l'ensemble Х en 
un sous-ensemble de М; nous en designerons l'une quelconque par 

<р(а, Х), (а Е Х). (14) 

2. Soit 
.с (15) 
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la famille de tous les sous-ensembles bien ordonnes тaxiтa поп vides ех­
traits de l'un des ensembles 

(.,а)в (.,а]в 

а parcourant В (cf. (7), (7'» . . L etant un eIement de L, soient а le type 
d'ordre de l'ensemble bien ordonne L et 

(16) 

les points de L dans leur bon ordre. 

En designant, pour tout ~ < а рат Lf. l'ensemble bien ordonne des 
а.,(7] < ~), faisons correspondre а L le complexe 

Ф(L) == (то, т1,"" ffif."" )~<a: ou 

то = <p(ao,RoB), ... ,т~ = <p(af" (L~)B) 
(17) 

(L{)B designant, d'apres (10), l'ensemble des premiers points du sous­
ensemble de В dont tout point succede а L{. 

Passons аих conclusions. 

3. L, L 1 etant deux eIements distincts de L, les complexes Ф(L), 
Ф(L1 ), sont distinсtsб . 

ne sont egaux que si / = б et C~ = d~ pour tout ~ < /. 
Distinguons deux сав, suivant que LL1 = О, ouLL1 =1= О. 

Dans le сав ou LL1 = О soient а le premier point de L et Ь le 
premier point de L 1 ; а, Ь etant donc deux points distincts de RoB (cf. 
(9», <р(а, RoВ), <р(Ь, RoВ) seront deux points distincts de М (cf. (12), 
(14». Les complexes Ф(L), Ф(L1 ) соmmещаnt, d'apres (17), рат les points 
<р(а, RoB), <р(Ь, RoB) respectivement, оп aura bien Ф(L) =1= Ф(L1 ). 

Dans le сав ou LL1 =1= О, soient 

lo,ll,'" ,l{, ... , (~< а) 

l~,l~, ... ,l~, ... , (~< (3) 

6Вien entendu, deux coтplexes. 
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les points de L, L 1 dans leurs bons ordres, respectivementj v etant lе pre­
mier indice tel que 1" i= 1~ il est evident que l'ensemble F des points 
10, . .. , 1u, . .. , (р, < v), est un sous-ensemble ordonne тaxiтal extrait de 
(., Џв (cf. (7)) et que 1", l~ sont deux points distincts de l'ensemble рв (cf. 
(10)). Par consequent, 

lе rang v des complexes Ф(L),Ф(L1 ) etant occupe par ip(l",FB),ip(l~,FB) 
respectivement (cf. (14), (17)). 

Bref, еп designant par 

ip(L) lа famille des complexes Ф(L), (L Е L), les fami11es (18) 

L, Ф(L) ont une шеше puissance, lа transformation Ф(L), (L Е L) etant 
biunivoque: 

ра = рФ(а) (cf. (1), (15), (18)). 

4. Or, lа puissance, ропr un certain ordinal а, des complexes. 

etant egale -а (рм)ра, оп апrа 

et donc 
рФ(а) ~ (рм)рсв , РсВ ~ (2рМ)РсВ , 

се qui, vu (12) et (19), entraine 

ра ~ (2рв В)Рс В (cf. (1), (3), (5), (15)). 

5.0r 
рВ ~pa. 

(19) 

(20) 

(21) 

Еп effet, еп designant pour tout point а Е В par L(a) un certain 
ensemble ordonne тaxiтal extrait de (., а]в (cf. (7')), L(a) sera un element 
de lа famille L (cf. (15)), et manifestement L(a) i= L(a') ропr tout а' Е В, 
pourvu que а i= а'. 

Finalement, lа formule (8) du Lemme resulte des formules (20), (21). 
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В. Cas general d'un ensemble partiellement 
ordonne quelconque 

395 

Soient Е un ensemble infini ordonne partieHement par rapport а une 
relation binaire -< et 

une bonne ordination quelconque de Е 7) 

(22') 

6. Soit 
В (23) 

l'ensemble des points a~, (~ < 'ф), ordonne partieHement par la relation р 
que voici: 

a~pa1/ (24) 

equivaut а се que a~ -< а1/ et ~ < 1] < 'ф. Manifestement 

рВ =рЕ. (25) 

De plus, В est partiellement ordonne par р et chacun de ses sous­
ensembles ordonnes par р est bien ordonne par р et а. fortiori par rapport а 
la relation initiale -<ј des lors, В remplissant la condition du Lemme, 

et donc, d'apres (25) et la relation evidente рсВ :::; рсЕ, 

рЕ :::; (2р.в)рсЕ . (26) 

7. Prouvons que 

р.В:::; (2PsE)Pd E (cf. (3), (6)). (27) 

Pour cela, soit N un sous-ensemble quelconque de В compose de points 
deux а. deux incomparables par rapport а р (cf. (24)); soient аџ,а", deux 
points distincts de N avec џ < v, la notation de ceux-ci etant сеНе de la suite 

7Nous admettons donc la possibilite d'une bonne ordination de Е. 
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(22). De la definition (24), оп conclut sans peine que, ои Ыеп а" < аџ. ou 
Ыеп аџ., а" sont deux points incomparables par rapport а la relation initiale 
-<'. Si alors le signe аџ.аа" equivaut а се que џ < v < ф, а" < аџ., l'ensemble 
N sera partiellement ordonne par la relation а et оп s'aperc.;oit, d'une part, 
que tout sous-ensemble de N ordonne рш а est encore Ыеп ordonne рш 
rapport а а, се qui, d'apres le Lemme, entraine 

(28) 

et, d'autre part, que tout sous-ensemble de N ordonne рш а est ип sous­
ensemble de Е Ыеп ordonne рш -<; des lors, PcN :::; PdE, се qui, joint а (28) 
et а la formuleevidente PsN :::; р.Е, entraine pN :::; (2p.E)Pd E , d'ou resulte 
(27) immediatement. 

8. Les formules (26), (27) donnant 

(29) 

la formule (4) de notre tMoreme еп resulte immediatement. Еп effet, les 
deux nombres cardinauxpcE,PdE (cf. (5), (6)) sont, les deux, soit finis soit 
transfinis. Dans le second cas, 

et donc (29) entraine (4); dans le premier cas, soit п l'entier рсЕ = PdE = 
i-l 

роЕ. Еп posant R1E = Ro(Е - RoЕ) et ~E = Ro(Е - I: RkE рош 
k=O 

tout i :::; п (cf. (9)), il est manifeste, d'une part, que сћасип des ensembles 
RoE, R1E, .. . , Rn-1Е est compose de points deux а deux incomparables 
par rapport а -< et des lors p~E :::; р.Е, et, d'autre part, que Е = RoE + 
R 1E + ... + Rn-1Е. Оп еп conclut que рЕ :::; р.Е . п et, d'autant plus, 
рЕ :::; (2р.Е)n. 

Ainsi le tMoreme est completement demontre. 

9. Nous pouvons nous demander encore si la formule (4) constitue la 
теiПеше approximation de рЕ, аи sens que, quels que soient deux nombres 
cardinaux infinis т, п, il у aurait ип ensemble partiellement ordonne Е 
verifiant 

р.Е = т, роЕ = п, рЕ = (2т)n. 

Dans le cas des Е ordonnes, il еп est Ыеп ainsi. Еп effet, soi­
ent п ип nombre cardinal infini quelconque et <р le premier ordinal de 
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puissance п 8) soit Е l'ensemble des complexes (ао, al,'" ,а(, .. . )«'Р 
(а{ = О ои 1), ordonne de telle maniere que (ао, al, ... , а{, ... ){ <а precede 
(ао, a~, ... , a~, ... ){<а si et seulement si, d'une part, il у а un ~ < <р verifiant 
а{ =1 a~ et de l'autre si, en designant par ТЈ le premier indice verifiant а{ =1 a~ 
l'on ait аТ/ = О, a~ = 1. Alors оп prouve sans peine que Е est ordonne et 
que роЕ = п, рЕ = 2n . 

8C'est-a-dire пош admettons que п est uп aleph. 



ON REFLEXIVE SYMMETRIC RELATIONS 
AND GRAPHS 

The reflexive symmetric relations occur very frequently since e.g. con­
gruence and comparability relations are reflexive and symmetric. The study 
of such relations is connected with that of graphs, each graph G or (а; р) 
consisting of а set G and а binary relation р which is reflexive and symmet­
ric in the set. Of course, every subset of а graph is also а graph. The points 
х, у Е G are connected (resp. disconnected or disjoint), provided хру (resp. 
х поп ру). 

А graph is connected (resp. disconnected) provided every couple of the 
distinct points is so. Each one-point-set and vacuous set is considered as 
connected (disconnected). 

Example 0.1. An important class of graphs is linked with ordered sets, 
the comparability relation being graph relation. 

Example 0.2. In а similar way, the union of the incomparability rela­
tion and the identity is а graph relation. 

Example 0.3. Every family F of sets is а graph relatively to the union 
р of = and the disjonctive relation if for А, В Е F 

АрВ {::=:> А = В or А П В = v. 1 

With every graph (а; р) we shall associate the cardinal numbers kcG, k. G 
as follOWS. 

(0.1) 

(0.2) 

kcG = supkX 
х 

k.G = supkY 
у 

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. Aead. Sei. Art. Sloveniea, еl. III, Sev. А., Disser­
tationes IV /4, (1952-1953), 81-82. (Presented during the session of 23.10.1952) 

lv denotes the Уаеиош set. 
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Х, У respectively running over аН connected and disconnected subsets of а, 
respectivelyand 

(О.З) kS or S 

denoting the cardinal number of any set В. 

Тће purpose of the paper is to prove the following. 

ТИЕОREМ 0.1. Рот аnу graph G = (а;р) оnе has 

(0.4) 

Рот аnу aleph ~a and аnу cardinal numЬет п ::; 2Na there is а graph 9 = 
g(~a, п) such that 

(0.5) 

in particular (Јот п = 2N", ) there is а graph Ма such that 

(0.6) 

Remark 0.1. For any integer п 2:: 2 one can consider graphs of order 
п in а set S ј.е. symmetric subsets of Вn; then one can prove а theorem 
similar to the theorem 0.1. 

ТИЕОRЕМ 0.2. The statement is obtained Јrom that оЈ Тћ. 0.1 Ьу 

specijication that G is а Jamily оЈ nonvoid sets and that р = Pl where 

(0.7) 

ТИЕОRЕМ о.з. The statement is obtained Јтоm that оЈ Тћ. 0.1 Ьу 

specijication that G is а Јаmйу оЈ nonvoid sets and that р = Р2 where 

(0.8) 

2Let us observe that every graph (а; Р) јв isomorphic (similar) with а graph ос­
curring in the theorem 0.2. То prove it, let us define the mapping N (cf. Marczews­
ki [1 §3]) во that, for anу х Е а, N(x) Ье the system consisting of х and of the sets 
{х, х'} (х' Е а, х' nonpx); NG denoting the set of аН the N(x) (х Е а), one зеев that N 
is а similarity that is а one-to-one mapping of G onto NG such that for any х, у Е G the 
relation цу holds if and only if the relation N(x)P1N(y) holds. 
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COROLLARY 0.1. lЈ every connected аnЈ every disconnected subgraph 
оЈ а graph G is :::; No, the cardinal nuтЬет оЈ G is :::; 2No i in other words: iJ 
every nondenuтerable infinite subset оЈ а graph G contains both а couple оЈ 
distinct connected points and а disconnected couple оЈ distinct points, then 
kG:::; 2No • 

COROLLARY 0.2. Аnу ordered set М = (М;:::;) satisfies 

(0.9) 

with kcM = sUPc kC, k.M = SUPA kA, С, А respectively running over all 
chains аnа anti-chains 4 оЈ М respectively. 

The corollary 0.2 is а special case of а theorem according to which the 
relation (0.4) holds a1so in the case when kcM denotes the supremum of the 
cardinals of increasing and decreasing well-ordered chains ~ М (v. Кшера 
[1], [3, §20]). The corollary 0.2 was the starting point of the present article. 

Оп а ртоЫет оЈ Sierpinski. The corollary 1 is to Ье compared with 
а passage Ьу Sierpinski [1] concerning the following problem of Knaster. 
Does there exist а nondenuтerable infinite graph G so that each infinite 
nondenuтerable subgraph оЈ G contains both: two distinct connected points 
and two distinct disconnected points. 

Having solved in affi.rmative Knaster's problem for the case kG = N1 , 

Sierpinski adds: 

"Л те seтble difficile d resoudre lе ртоЫете de К naster роuт un 
chaтp5 Е dont la puissance est > N1 (рат exeтple роuт Е = N2)." 

Now, it is obvious that every graph G satisfying the Knaster's condi­
tion, that is that each subgraph > No contains distinct connected points and 
distinct disconnected points is such that the numbers k.G, kcG are :::; No 
and thus kG :::; 2No • Consequently, if the continuum hypothesis 2No = N1 

ho1ds, the answer to Sierpinski's question is negative; and vice versa. 

3Every graph (G;p) is isomorphic (similar) with а graph (G';P2); namely, let, for 
any х Е G, S(x) Ье the system consisting of х and аН the sets {х, х'} (х' Е G, х' рх); SG 
denoting the set of аН В(х) (х Е G), the mapping S is а similarity between (G; р) and 
(SG; Р2), then S is а one-to-one mapping such that the relation хру holds if and only if 
S(x)P2S(y) holds. 

4 Anti-chain means an ordered set without distinct соmрыаblе points. 
5We should say: graph Е. 
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1. Operators Е,б. Let G = (а;р) Ьу апу graph and Х ~ а; l€t 

(1.1) ЕХ ог Е(х;а) 

Ье the set of аН points of G еасЬ of which is connected with еуегу х Е Х; 
putting Еџ = џ, the operator Е is defined {ог еуегу graph (а;р) and {ог 
еуегу subgraph of (а;р). 

For а given Х ~ G we тау consider the system of аН disconnected 
subgraphs of Х; does there exist а maximal опе? (maximal meaning that 
еасЬ point of the graph is connected with at least опе point of the concerned 
subgraph). Let 

(1.2) 

Ье а wel1-ordering of Х; then Ьу defining inductively the тaxiтal sequence 

(1.3) Уо,··· ,У,." ... 

so that уо = хо, ... ,У,., = the first term in (1.2) disconnected with еуегу 
Х«( < 17), опе sees that the points (1.3) constitute а maximal disconnected 
subgraph, say оХ, of Х. 

LEMMA 1.1. Each gmph Х contains а тaxiтal disconnected subgraph 
оХ; thus 

Х = UE(a) (а Е оХ). 
а 

Reтark 1.1. ТЬе proof of the Lemma 1.1 is backed upon the choice 
axiom; Ље converse is also true 80 that the lemma 1.1 is 10gica11y equivalent 
with the Zermelo's axiom (to ргоуе it, it 8uffices to consider the graphs of 
the example 0.3 and to apply а theorem Ьу Vaught[l]). 

LEMMA 1.2. For each Х ~ G so that 

(1.4) о(ЕХ \ Х) '" v 

оnе has 

(1.5) ЕХ = UE(X U {а}), [а Е (4.5)]. 
а 

At first, ЕХ contains еасЬ Е(Х U {а}), the last set cOn8isting of аН points 
х Е G connected both with Х and with а: thus (1.5)1 ;2 (1.5k Оп Ље 
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other hand, if опе had а point х Е ЕХ belonging to по Е( Bu {а} ), the point 
х would Ье disconnected with every а Е (l.4)ј since each а is connected with 
every point of Х, опе should have х Е ЕХ \ Х what is meaningless since 
еасћ point of ЕХ \ Х is connected with at least а point of (1.4). 

2. Ranged sets f,V are ordered sets such that each ПОПУасиош chain 
~ W has а minimal (initial) element. If for апу nonempty W опе defines 
the initial row Ro W as the set of all initial points of W then writing 

(2.1) Ra W = Ro (W \ UR~ W ) (~< а) 
~ 

for anу ordinal а and denoting Ьу -yW the first ordinal1/ such that Rv W = v 
(= Уасиош set), опе has the sequence R a W (а < -yW) of the rows of Wj 
obviously, 

(2.2) 

In particular, В being а system of sequences then defining the relation ::; so 
that for А,В Е В 

(2.3) А::; В means that А is ап initial segment of В, the set (Вј::;) is 
ranged and moreover is raтified: по point of В is preceded Ьу two incom­
рагаЫе points. 

3. Definition of the sets D a • We аге going to define а system D 
of connected subsets of G so that бпаllу each point of G will Ье contained 
in at least опе element of D. То start, let D o = 1/ (= vacuous set) and let 

(3.1) 

Ье the maximal system of 1-point pairwise disconnected setsj thus D 1 is 
consisting of monopunctual sets 

(3.2) (ао) (ао Е 8а) 

D2 is defined as follows: for еасћ (ао) Е D1 we consider the set Е(ао) of аН 
the points of D that аге connected with аој let us consider the sets 
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the system of аН such 2-sequences is, Ьу definition, the system D2 • In order 
to define Dз опе considers anу (ао, al) Е D2 the set Е(ао, аl) and the set 
6(Е(ао, al) \ {ао, al})j опе defines the 3-sequences 

Ьу varying (ао, al) Е D2 the system of all such 3-points sequences is Dз . 
Analogously, опе defines D4 , ... , Dn , пn+! ... provided such systems exist. 
If for anу п < w the system Dn is defined and if the sets Еn = U(x Е I?n) 
exhaust the set а, D", will not Ье defined altogetherj if the union of all 
Еn (п < СЈЈ) is proper subset of а, D", will Ье defined as consisting of all 
maximal w-sequences of the set Un (х Е Dn ) ordered Ьу (2.3). That D", is 
nonempty, опе concludes in the following manner. Ву hypothesis, there is а 
point х Е G\Un<", Еnј since each point of G is connected with some point of 
6а, according to (3.2) there is а (ао) Е D 1 such that х Е Е(аО)ј analogously, 
there is (aO,al) Е D2 such that х Е E(aOal); inductively опе concludes that 
there is for апу 1 < п < w а sequence (ао, al, ... аn ) Е Dn +! such that 
х Е Е(ао, ... аn ) (п < СЈЈ). Consequently, х Е E(ao,al, ... аn ) (п < СЈЈ); 
the w-sequence a2al ... аn . .. is а requested sequencej the set of all such 
sequences will Ье denoted Д". Now we тау proceed to general construction. 
Let 1 < а Ье anу ordinal number such that for апу ~ < а the system Dt;, is 
defined so that the following conditions hold: 

1 (~). For еасћ О < ~ < а the set Dt;, consists of some ~-sequences of 
pairwise connected points of G ј 

2 Ю. The set 

(3.3) 

in ranged relatively to the relation (2.3), and 

(3.4) 

3 Ю. For each О < ~ < а 

G = UE(x) (х Е Tt;,)j 
х 

consequently, еасћ point р Е G is connected with at least опе element 
belonging to Tt;,. 
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For each Х Е DF" Х is а ~-sequence; let 

(3.5) VX 

Ье the set of аН values taken Ьу Х, ј.е. V Х is the ипјоп of аН terms of Х; 
thus VX ~ О. 

If incidentally the set 

(3.6) 

is = О, the process is achieved; if (3.6)=rf О, we are going to define Da . If 
о: - 1 exists, let (ао ... а{ ..• ka-l Е D a - 1 such that 

then we consider the sets 

(3.8) (ао, ... а{, ... aa-l) (aa-l Е (3.7)); 

Da will Ье defined as the system of аН sets (3.8), the sequences (ао ... aF,) 
running over D a - 1 , so that (3.7) holds. 

If о: is of the second kind (о: - 1 does not exist), Da will consist 
of аН o:-sequences (ао ... aF, ... ) (~ < 0:) such that for О < ~ < о: опе 
has (ао ... aF, ... )1/>{ Е D{; in other words, Da consists of аН maximal 
o:-sequences of the ordered set Та (cf. 3.3). 

Опе proves in both cases that the condition 1(а) - З(а) are satisfied. 
Let us prove e.g. that 3(0:) holds. At first, if о: - 1 exists, then according to 
3(0: - 1) опе has 

(3.9) G = UV Х U UEY (Х Е Ta - 1, У Е Da - 1 ). 

х у 

Now if 

(3.10) о(Е(У) \ У) =rf v 

then 

(3.11) ЕУ = UE(Y, а) (а Е (3.10)) (cf. Lemma 1.1); 
а 
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(У, а) denoting the sequence obtained пот У Ьу adding а as the terminal 
point. Since Та- 1 ~ Та, the relations (3.9), (3.10) imply the statement 3(а). 
It remains the саве that а -1 does not exist. Let us consider the set (3.6); if 
it is equal to G, the statement 3(а) holds; if оп the contrary (3.6) is а proper 
subset of а, let х Ье а point of G not belonging to (3.6); аН turns out to 
prove that there is а У Е D a such that х Е ЕУ. Now, Ьу hypothesis there 
is а (ао) Е D 1 so that х Е Е(ао); if О < ~ < а and if А( Е D( (О < <" < о 
are the elements connected with х and so that A 1 < А2 < ... А( < ... , let 
us define A~ so that A~ Е D~, х Е EA~ and А'1 < A~ (1] < ~); if ~ is of the 
second kind, it is sufficient to put А = U А'1 (1] < ~); if ~ - 1 exists, the 
lemma 1.1, applied to the setAa - 1 implies the existence of A~. 

Thus in аН cases the condition 3(а) holds. 

4. The number 'У. Proof of the first part of the theorem 0.1. 

Let 

(4.1) 'У Ье the first ordinal number v > О so that D v = v (vacuum) and 
thus 

Of course the number 'У exists; e.g. if the ordinalv is such that kv > kcG, 
then D v = v: otherwise, one should have а х Е D v and х would Ье а 
connected v-sequence ~ G thus kx = kv > kcG, contrary to the definition 
of the number kcG. Thus 

(4.3) G=UVX(XETy ) 

х 

where 

(4.4) 

LEMMA 4.1. 

Nam€ly, for any О < ~ < 'У and х Е D~, х is а connected subset of G so 
that kX = k~; consequently, either k'Y = kcG or k'Y succeeds immediately 
to kcG. 

LEMMA 4.2. kD~::;; (kSG)k~ (О < ~ < 'У). 
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Let S Ье а set so that 

(4.5) kS = ksG, 

consequently, for anу disconnected subset Х ~ G there is а 1-1 mapping 

(4.6) Јх of Х into В: if а Е Х then Ј(а) Е В. 

Јп particular, for апу У ~ G the set БУ being disconnected опе ћм the 
mapping ЈоУ into В. 

Now, let us consider ап ordinal О < { < -у and the set D~ consisting 
of {-sequences 

(4.7) 

with ао Е БG; а1ј Е б(Е(ао ... а1ј ... )1j<~) \ {ао ... а1ј ... }1j<~); substituting 
еасћ ао Ьу Јоа(ао) and еасћ а1ј Ьу JZ(a), where 

опе obtains а one-to-one mapping of D~ into the set В({) of аН {-sequences 
of points of В; thus kD~ :::; kS({) = kSk~ = (ksG)k~ and the lemma 4.2 is 
proved. 

Тће equality (4.3) implies 

(4.8) kG:::; LkX, (Х Е Т,); 
х 

Х being а connected subset of G опе ћм kX :::; kcG and (5.1) implies 

(4.9) 

Оп the other hand, according to (4.4): 

kT, = k U D~ :::; L kD~:::; (in virtue of L. 4.2) :::; L (kSG)k~ 
~<, ~<, ~<, 

:::; L(ksG)kcG :::; k-y. (ksG)kcG:::; (cf. L. 4.1) :::; 2kcG . (kSG)kcG 
{<, 

= (2ksG)kcG. 
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Accordingly, the relation (4.9) becomes 

what proves Ље first part of the Theorem. Now, we shall prove the remain­
der of the Theorem 0.1. 

5. Тће sets Ма, М'. Let Ма Ье the set of аН uniform mappings 
of the set [O,UJa ) of аН ordinals < (Џа into the set R of rational numbersj 
consequently, Ма consists of аН UJa-sеquепсеs of rational numbers. 

LEMMA 5.1. kMa = 2N". 

Namely, kMa = N~" = 2N
". Let 

(5.1) 

Ье (Ље first difference) ordering of Ма So that for 1,9 Е Ма the relation 
1 < 1 9 means the existence of an ordinal ср satisfying 

LEMMA 5.2 The set М' is а chain; il а, Ь Е М' and а =1 Ь thеnб 

k(a,b)M' = 2N
". 

At first, it is obvious that М' is without noncomparable pointsj in 
particular а, Ь being 2 distinct points, if ср is the first ordinal satisfying 
а<р =1 Ь<р, one has (in R) either а<р < Ь<р (thus а <1 Ь) or а<р > Ь<р (thus 
а >1 Ь). Now, if с is any point of Ма so that с{ = а( (~ < ср), С<р Е (а<р, b<p)R, 
one has с Е (а, Ь)м" по matter what are the values с( (ср < ~ < (Џа)ј 
consequently, the cardinal of the set of шl such points с is 2N" and thus 
k(a, Ь)м, ~ 2N", what in virtue of Ље lemma 5.1 implies the lemma 5.2. 

LEMMA 5.3. The cardinal numЬет о! every subset 8 ~ М' which is 
ranged от whose dual is ranged is ::; Na . Јп particular, М' contains а set S 
во that k8 = Na and that respectively (8ј ::;1) and (8ј ::;1) ате well ordered. 

The validity of Lemma 5.3 is а consequence of the Theorem XIV in 
Hausdorff [1]. 

6. Тће sets (Ма; ::;), (Ма; р). Let us weH order the set Ма and 
let 

(6.1) 

6 (а, Ь) М' denotes аН points оС М' located between а and Ь. 
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Ье а normal well ordering р.Ма of Ма; for any v ~ Х ~ Ма, р.Х is well 
determined and has а minimal element; let :::;2 Ье the order relation which 
transfers Ма into the ordering (6.1). Finally,let 

(6.2) (Ма; :::;) 

Ье the superposition (cf. Kurepa [2, р. 487 оп Ље bottom]) of the two 
orderings (Ма, :::;1), (Ма, :::;2) that is to say that for х, у Е Ма the relation 

(6.3) Х:::; у means х :::;i у (i = 1,2). 

Consequently, (Ма;:::;) is а partial ordering of Ма and one has Ље 

LEMMA 6.1. Each chain (anti-chain) о! (Ма;:::;) is :::; Na. 

Namely, every chain С of (Ма;:::;) is ranged Ьу :::; since it is well 
ordered Ьу :::;2 thus С is а well-ordered subset of (Ма, :::;1) and Ьу the 
Hausdorff's lemma 5.3. is С :::; Na . 8imilarly, one proves that each antichain 
А ~ (Ма;:::;) is :::; Na . Then if 

are the points of А so as they occur in (6.1), А is in (Ма;:::;) an increasing 
-r-sequence - then 

а (,60) >1 а (,61) >1 ... ; 

consequently А is in (Ма; :::;1), а descending -r-sequence and therefore is 
:::; Na (cf. lemma 5.3). 

In conclusion (Ма;:::; is а ranged set each chain of which as well as 
anti-chain of which is :::; Na and that kMa = 2Na . Consequently, if (Ма; :::;) 
is considered as а graph (Ма; р) so that арЬ means that either а :::; Ь or 
ь:::; а then (М; р) is so that kMa = 2N

" and ks(M;p) = Na = kc(Ma;p), 
what proves (0.6). 

Finally, it remains to prove the relation (0.5). Now, Na being arbitrary, 
let п Ье any cardinal number:::; 2N,,; let 9 Ье any subset of (Ма; р) satisfying 
kg = п; obviously, 9 satisfies the relations (0.5). 

80 the Theorem 0.1 is proved. 
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results: 

[1] F.P. Rarnsеу, Оп а probleт о! Jormal logic, Proe. London Math. Soe. (2) 30 
(1928), 338-384 ; also F.P. Rarnsey: Foundations о! Mathematics, London, 1932 resp. 
1950, 18 + 292, рр. 82-111. 

[2] Р. Erd6s, Some set-theoretical properties о! graphs, Rev. Univ. Тиситan Ser. А 
3 (1942), 363-367 . 

[3] Р. Erd6s, R. Rado, А probleт оп ordered sets, Ј. London МаЉ. Soc. 28 (1953), 
426-438. 

[4] В. Jones, Оп the separation о! the set о! pairs о! а set, Elisha Mitchell Sei. Soc., 
68 (1952), 44-45 . 



ON ТНЕ CARDINAL NUMBER OF ORDERED SETS 
AND OF SYMMETRICAL STRUCTURES 

IN DEPENDENCE ON ТНЕ CARDINAL NUMBERS 
OF ITS CHAINS AND ANTICHAINS 

Introduction1 

The cardinal number kS (resp. kG) of an ordered set S (of а graph G) 
depends оп the cardinal numbers of its chains and antichains. А particular 
kind of ordered sets - tree or ramified tables Т - was considered in our Thesis 
(Kurepa [1]) in connection with the Suslin problem, when I was lead to the 
hypothesis that kT is the supremum ој kcT and kcT2 (for definitions see 
the glossary). Another kind of this problematics is related to the question 
whether the numbers kcS, k; S are reached. In this connection we proved 
that every infinite "narrow" tree Т contains а chain ој the same cardinality 
as the set Т itselj (cf. Kurepa [1, р. 80 Th. 5biS], also in Kurepa [8] where 
the same theorem with its proof are reproduced). As far as we know both 
kinds of these problems were considered for the first time in our Thesis. 

The next step was the same problematics for general ordered sets. The 
question was resolved in 1937 (cf. "relation jondamentale" (1) in Kurepa 
[3]; and [4]). In particular, kS depends exponentially upon kcS and one 
has kS ~ (2k; S)kcS (cf. § 5). The proof of this item is extendible to binary 

BIВLIOGRAPHICAL NOTE. Glasnik Mat.-Fiz. Astr., 14 (3) (1959). 
1 We have delivered the following lectures оп the subject matter: 
1. Uber Ыпме symmetrische Relation, Munich, 06.9.1952 (Congress of the 

"Deutsche Mathematikervereinigung"). 
2. О simetricnim relacijama i grafovima, Zagreb, 03.12.1952 (Colloquium, Drшtvо 

matematicara i fizicara NR Hrvatske). 
3. Sur lев relations binaires, Рмiз, 24.02.1953 (Faculte des Sciences). 
4. О kombinacijama, Zagreb 17.03.1954 (Colloquium, Drustvo matematicara i 

fizicara NR Hrvatske). 
2ТЬе Suslin problem is equivalent to the problem whether every tree is countable 

if еасЬ of its сЬајns and antichains јз countable (Kurepa [1, рр. 106 (passage Ь), 124, 
132]). 
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symmetrical relations as 1 found this in 1950. 1 thought that the вате result 
should hold for n-ary symmetrical relations (Kurepa [6], [7])ј therefore, 1 
postponed а complete publication of this paper which was intended to Ье 
published in the Journal јйт die reine unЈ angewandte Mathematik after ту 
lecture of 09.9.1952 in Munich and after 1 sent а part of it for publication 
(Kurepa [6]). In 1952 I lectured оп the вате subject јп Paris, at the Faculty 
of Sciencesj then 1 was informed Ьу G. Riguet about the work of Ramsey 
[1], Р. Erdos [1] and R. Rado. Anyway I have delayed the publication of 
ту paper hoping to extend the theorem 7.2 (resp. 9.2) in the вате form 
writing Iт instead of 12 (resp. writing r instead of 2), for апу integer r > 1 
(cf. Kurepa [7]) and not only to have evaluation of k8 contained јп the 
theorem 8.3 (resp. 9.4). I was stopped, шво, Ьу the problem we mention 
in § 10, about the existence of the number R(r, п, N",) for finite r and n. 
Moreover, I had the idea to gather all the results and publish them in а 
separate monograph. 

Now, that 1 was informed Ьу Р. Erdos that Најпа! proved that the 
evaluation of k8 in theorem 8.3 (resp. 9.4) is the best possible опе, I decided 
to publish this paper jointly with а reproduction of ту original paper [4]. 
Obviously, there аге connections between ту papers and those of Erdos -
Rado. It is instructive to notify how the tree considerations аге playing an 
important role in the theory of general symmetrical relations (cf. §§ 3.2ј 6.2, 
8.4.5). We stress also the idea of product 01 relations: this idea played an 
essential role in our proofs.3 

1. Definitions and notations 

1.1. Definition. For an ordered set (8; <) let Г8 denote the first 
ordinal number which is not representabile јп (8ј <). 

In other words, 1 Г 8 denotes the system of ail ordered types of well 
ordered subsets of the ordering (8ј <). 

1.2. Г 8* denotes Г(8ј ». Consequently, 1 Г 8* denotes the order 
types of inversely well ordered subsets of (8ј <). 

1.3. Кс8 resp. К; 8denotes the first cardinal number not repre­
sentable as chain resp. as antichain in (8ј <). 

1.4. In particular, let Wc8 denote the first cardinal not representable 
as а well-ordered subset of (8; <)ј Wc8* = Wc (8ј <). 

3Тће idea of intersection of relations is the very basis of dimension theory of 
ordered sets in the sense of Dushnik-Miller. 
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1.5. Definition. 

С. Partition Calculus in Set Theory 

wcB = (WcB)-,WdВ = (WcB*)-ј 

kaB = kcB = (к; В)- .*) 

1.6. Analogously, for every binary graph (Gjp) let 

denote the first cardinal number which is not representable as а chain resp. 
as an antichain of the graph (Gj р)4 

Let kcG = (KcG)-,kаG = (KaG)-. 

1.6. The R-operator. Let Х Ье а part of an ordered set (Вј <). We 
denote Ьу RX any maximal antichain of Х such that RX ;2 RoX ј RoX 
denotes the set of аН the initial points of Х i.e. RoХ = {хl х Е Х,Х(·, х) = 
0}. 

Analogously, for any graph (Gjp) and Х ~ G we denote Ьу RX any 
maximal antichain of Х. 

1.7. Numbers NB,nB. 

For а chain С of (Вј <) let В(С,.) denote the set of аН the points х of 
В satisfying С < х ј.е. у < х for each у Е С. In particular, В(0,.) = RoВ. 
We denote Ьу N(Bj <) or NB the first cardinal number > kRB(C,.) for 
each chain С ~ В. We denote Ьу n(В, <) or nВ the number (NB)-. 

2. Тrees ог ramified tables 

2.1. Definition. An ordered set Т is said to, Ье а tree or а ramified 
table, provided for every point х Е Т the set Т(., х) is а well отЈетеЈ subset 
of Т. The void set 0, is а tree, too. 

2.2. Definition. Let RaT Ье the set of аН the points х Е Т such that 
the set Т(. ,х) Ье of order type а. 

2.3. Definition. The first ordinal such that RaT = 0 is caHed the 
height or the rank ,т of Т. 

*)EDlTOR1AL NOTE: If N is а cardinal number, then N- denotes the maximal 
cardinal < N if it еxiзtзј otherwise N- = N. 

4р is а binary symmetric relation in the set а. If а subset of G has по pair of 
p-comparable (resp. p-inсоmраrаЫе) distinct elements, this subset is referred to as an 
antichain (resp. chain) ofthe graph (ајР). 
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2.4.1. One ћм tbls disjointed partition of Т in rows Ra.T of Т: 

Т = URa.T, (а < ,Т) 

kT = L kRa.T , (а < ,Т), 

from wbleh it follows that 

kT :$ тТ· k,T with тТ = supkRa.T. 
а. 

and the more kT :$ kaT· k,T еаећ row being an antichain. 

2.4.2. One of our hypotheses (ef. Kurepa [1]) states that 
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for every tree R. This hypothesis is equivalent to the positive answer to the 
general Suslin pToыm:: each ordered chain С contains а set ој cardinality 
вС which is everywhere аеnве in с. 5 

2.5. LEMMA. For every " < ,Т the set Rr,T is not empty; there 
exists at least оnе point х such that отает type ој Т(. х) is,'. 

2.5.1. ,Т = ГТ. 

2.6. А node of а tree Т is еаећ таЮта! subset in wbleh the mapping 
х -+ Т(., х) is eonstant. In partieular, RoT is а node of Т. 

2.6.1. LEMMA. For аnу tree Т the cardinal NT от N is the first 
cardinal numЬет > kX, Х being аnу nоае ој Т. 

2.7.1. ТИЕОREМ. For each а < ,Т оnе has kRa.T :$ (ka)aa where 
ka., аа. ате cardinals satisjying ka. :$ N-, аа. :$ k(l + а). Аnу tree Т is 
similar to а subset ој the set Т(n; ,) ој all the sequences ој length < ,т 
ој ordinals < (џ(n) ordered Ьу --1 rеlаtiоnб • Оnе has kT(n, ,) = 2: nka , 

(а < ,). 
Тће proof is earried out Ьу induetion. 

2.7.2. ТИЕОRЕМ. There ате two mappings а -+ ka., а -+ аа. ој 1, Т 
into cardinals such that ka. :$ п, аа. :$ k(l + а) and kT :$ 2:a.(ka)aa 
(а < ,Т) 

5 вС denotes the supremum of the cardinals kF, F being а disjointed system of 
open nonempty intervals of с. 

6х -1 у mеаns: х is а proper initial part of у. Recall {вее 1.7.) that п = nТ is 
defined to Ье (NT) - and that ""п) is the initial ordinal of cardinality n. 
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The theorem is а consequence of the disjointed partition Т = Ua RaT 
(а < 'УТ) and of 2.7.1. 

2.7.3. ТИЕОREМ. 

in particular kT::::; (nT)wcT provided nТ > 1. 

The theorem is а consequence of 2.7.2. 

2.8. ТИЕОRЕМ. (а) Let Т Ье а tree and N=NT the first cardinal num­
ber greater than аnу node о/ Т. There exist two 'УТ -sequences о/ cardinals 

(1) 

such that 
(2) 

а 

1/ N is regular оnе could request, moreover, that 

ka < N for every а < 'УТј (3) 

(Ь) The general continuum hypothesis implies that /or аnу regular cardinal 
N there exist two mappings оп 1Кс : 

х -+ kx into 1N and х -+ ах into 1Кс 

such that 
(4) 

х 

2.8.1. Proo/. The coexistence of the relations (1) and (2) was proved 
in §2.7.1ј only it remains to prove that Ље condition аа < КС might Ье 
required. Now, sup ky :::; kc ::::; k'YT. If 'У is not initial, then kc = k"( and 
one could suppose аа < Кс . Let, therefore, 'У Ье initial. If kc < k,,(, then 
k'Y' ::::; kc thus аа < Кс• There remains the сазе kc = (k'Y)- = k"fj Љеп 
k'Y' < kc • Thus in anу сазе we could demand that аа < Кс . 

2.8.2. Let us prove (2) under assumptions (4) for any regular N. Let 
п = N-. We have п :::; N. If п < N, it is sufficient to put ka = п, 
аа = k(l + а). Therefore, let us consider the сазе п = N. One has either 
kT = k'YT or kT > k'YT. In Ље first сазе it is sufficient to put ka = 1 and 
аа = 1 for every а < 'УТ: the relations (1), (2) hold good. In the second сазе 
kT> k'YT we have kT = тТ with тТ = supkRaT, (а < 'УТ). Now, either 
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п ;::: k')'T or п < k')'T. If п;::: k')'T we put ko = kRoT, k1 = L kR(x, .). 
xERoT 

Let О < а < ')'Т such that the cardinals ko!, ао:" Ье defined and that 

(5) 

If а is of the second kind we put 

ko: = sup ko:" ао: = k(l + а)ј 

the number п (= N) being regular and > kT one Ьав ko: < п and obviously 
kRo:T ~ k~(1+o:). Let now а Ье of the first kind. Then the cardinai kRo:-1Т 
is either < п or ;::: n. In the first саве we put ko: = L kRТ(x, .), (х Е 
Яа-1Т)' ао: = k(l + а)ј in the second саве put ko: = ko:-1. In both cases 
the numbers ko:, ао: are determined and one sees that the equation obtained 
from (5) Ьу the substitution а -t а + 1 holds. 

2.8.3. Now, we shall prove that the domain of the mappings х -t k x , 

х -t ах might Ье the set ЈКс of cardinals < КС (instead the set Ј')'Т of 
ordinals < ')'Т), provided both N Ье regular and the general continuum 
hypothesis is holding. 

We have to consider two alternatives, according as the number kc = 
К; is reached or not reached. 

2.8.3.1. kc is reached i.e., there is а chain of cardinality kc . Then 
kc = k')' or kc < k')'. Let kc = k')'. If N ~ kc then k;c ~ k~c = 2kc and 
L 2kc = 2kc . kc = 2kc i.e., (4) holds. If N > kc , then kx < N :::} k;c ~ N 
and Nkc = N (N is regular, and the continuum hypothesis is assumed!) 
and kT ~ N - again (4) is satisfied. 

If N- < N, then N- ;::: kc and (N-)kc ~ Nj if N- is regular, then 
(N-)kc = N- and kT ~ N- i.e., kT = N- - аН right! 

If N- is singular, then (N-)kc is either N- or Nj in both cases 
kT = (N-)kc = L(N-)kc • 

2.8.3.2. kc is reached and kc < k')'j then indkc + 1 = indk')', where 
а = 'ind No:. ТЬе preceding reasoning applies in this саве too. 

2.8.3.3. kc is not reached: kc = КС = К; = k')'T being initial. We 
have these alternatives: N ~ kc and N > kc . 

2.8.3.3.1. If N ~ kc, then k x < kc and one could take а"(, ;::: k"(,, thus 
k~7' = 2О:'У'. Therefore, kT ~ L,,(' 2а'У'. Now, а"(, < kc and consequently 
2а'У' ~ k')' = Nл . Оп the other hand one proves readily this 
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LEMMA. То every ,-sequence 01 cardinals Ь,' < ~л corresponds а 
л-sеquеnсе 01 cardinals dЛ' < ~л such that 

As а matter of fact с/wл = сlЛ. Оп the other hand the number (*)1 
is ~ ~лј now, the number (*)2 might Ье ~л, although dЛ' < ~Л' 

2.8.3.3.2. Let us now consider the case N > Кс . We might sup­
pose k,l > а,' and k,l to Ье regular and therefore k~7' = k,l (continuum 
hypothesis!) and finally kT ~ N- . 

Now, N- ~ N. ТЬе relation N- = N is not possible: otherwise one 
would have kT = N and the number kT (= N) would Ье the sum of а ,­
sequence of numbers < N - absurd, N being regular. Therefore, necessarily 
N- < N ј and in this case it is sufficient to put k = N-, ах = 1 for any 
х Е IКс , to convince us that relation (4) holds. 

ТЬе theorem is completely proved. 

2.8.4. Remark. If N is not regular, the relation (2) might Ье false 
under the assumption (3). This is shown Ьу а tree Т satisfying ,Т = 2, 
RoТ = {ао, а1,'" аn , ... }, kRT(a"",·) = ~"". 

3. Ranged sets 

3.1. Definition. An ordered set В is ranged provided еасЬ of its chains 
is well ordered. 

3.1.1. LEMMA. The set RoB 01 all the initial points 01 а ranged set is 
а maximal antichain 01 В i.e., RoВ = RB (cf. § 1.6). 

3.2. А tree ТВ associated to В (cf. Kurepa [4, §2]). Let us consider 
the sets 

В(., х] (х Е В). 

ТЬе тахјтаl chains of any of these sets form а well defined family of chains 
of (Вј <)ј we shall denote it Ьу ТВ or more exp1icitly (ТВј -1) where the 
relation ~ means "to Ье аn initial segment о/, ј in other words if Х, У are 
sequences or well ordered sets then Х =1 У means that Х is а beginning 
part of У ј in particular Х -1 У means Х ~ У and Х =f. у ј.е., Х is а proper 
initial portion7 of У. 

Ву induction argument one sees that 

7Тће symbols =9, -f replace the symbols $, ~k, « оЕ some оЕ ту previous papers. 
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3.2.1. LEMMA. RoTB = {ао}, (ао Е RoB) 

R 1TB = (ао,аl)' (ао Е RoB, аl Е RoT(ao;)) and Jor every а < ГВ 
Ro:TB = {Х ± (а) 1 Х Е Ro:- 1ТВ,а Е RoВ(Х,·)} provided а Е Ј 

R>-.T В = {sup С 1 с being аnу тaxiтal л-сhаin in < Uo:' Ra,T В, -1 )} 

Ву definition, sup С means the least sequence s such that х =1 s for 
every х Е с. 

3.2.2. ГТВ = ГВ 

3.2.3. keT В = keB 

3.2.4. NTB = NB, nТВ = nВ. 

3.3. ТИЕОRЕМ ON RANGED SETS. For each ranged set (В; <) we have 
kB ::; (nB)kcB . keB. Јп particular kB ::; (nB)kcB provided nВ > 1. 

Тће theorem is an immediate consequence of the obvious relation 
kB ::; k(T В) and of the 2.7.3, 3.2.2, 3.3.3 and 3.2.4. 

Since nВ ::; kcB the theorem 3.3 implies this corollary: 

3.3.1. COROLLARY. For аnу ranged set В оnе has kB ::; (2kaB)kcB 
(cf. Kurepa [4 Lemma р. 63]). 

3.3.2. ТИЕОREМ. (а) For аnу ranged set В there are two ГВ-sеquеnсеs 
о! cardinal nuтbers ko:::; (NB)-, ао:::; k(1 +а), ао: < Ке , (а < ГВ) such 
that kB ::; Eo:(ko:)aa (а < Г В). ЈЈ N is regular, оnе could require that, 
тoreover, ko: < NB, (а < ГВ). 

(Ь) The general continuuт hypothesis iтplies that Jor аnу regular N 
there exist two тappings оп Ј Ке : х -+ kx into JN and х -+ ах into Ј Ке 
such that kB::; E(kx)a" , (х Е ЈКе). 

Тће theorem is implied Ьу Тћ. 2.8 and the lemmas 3.2.2, 3.2.4. 

3' G-ranged sets 

Let -'" Ье а binary antisymmetrical relation; this means that for dis­
tinct points а, Ь the relations а -'" Ь and Ь -'" а ше not possible (the relation 
а -'" а is not excluded; the transitive property of -'" is not excluded either). 

3'.1. Definition. Аn oriented graph is anу ordered рЮr (В; -'") of а set 
В and antisymmetrical binary relation -'" in S. 

3'.2. А g-ranged set is any oriented graph (G; -'") in which every 
nonvoid chain С ћав an initial element ј.е., an element е such that е -'" х 
for every х Е с. 
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3'.3. For апу Х ~ G let RX Ье а maximal antichain containing every 
initial point of Х. 

For anу ranged set (а; -,-) and апу Х ~ G the antichain RX is well 
determined just like for ranged sets (В; <). 

3'.4. Dual g-ranged set of (В, -,-) јв the structure (В, "-) where а L- Ь 
теаns Ь -'- а. 

3'.5. Тће preceding considerations оп ranged sets hold for g-ranged 
sets too. 

4. Ordered chains 

4.1. Let Е Ье а chain and W а normal well ordering of Е. Let В Ье the 
set Е ordered Ьу superposition of the given order in Е and the well-order 
w. В is а ranged set and 

КсВ::; WcE 

КаВ::; WdE 

га::; ГЕ 

(1) 

(2) 

(3) 

Let us prove (2). Let А Ье anу antichain in В. Now, in the well 
order w, the set А is well ordered; the same set А in the given chain Е 
is inversely well ordered, - otherwise А would Ье по antichain јп В: апу 
couple of distinct points of А are distinctly ordered in Е and w. 

Since kE = kB оп applying the theorem 3.3 we conclude that 

Analogously оп considering the order (В, » instead of the order (В; <) 
we see that Wd(S, » = wc(S, <), wc(S, » = Wd(S, <) and the preceding 
relation yields 

kE:S; (wcE)Wd E . 

Thus we ћауе the following result. 

4.2. ТИЕОREМ. For every totally ordered set Е we have kE :S; аЬ 

where а = sup{'UlcE, WdE}, Ь = inf{wcE, WdE}. 

4.2.1. COROLLARY. For every ordered chain Е we have kE :S; 2а , 
а = sup{WcE,WdE}. (Hausdorff). 

Тће theorem 4.2 is а strengthening of the preceding corollary. E.g. if 
for а chain wcE = 2No , WdE = NQ , then the theorem yields kE:S; (2No )No = 
2No ј Ьу the corollary опе has weaker majorization kE :S; 22NO 

• 
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4.3. Reтark. As application of the theorem 3.3.2 one gets а corre­
sponding statement for ordered chains. 

4.4. The s-number оЈ а chain Е. For а family F of sets let вр Ье 
the first cardinal > kD, D being any disjointed system of sets which аге 
elements of р. We put sF = (вр)-. Thus sF is the supremum of kD, 
D having the same meaning. For an ordered set Е we denote Ьу ВЕ, sE 
respectively the numbers вр, вр, F meaning the family of аН the open 
intervals of Е. 

4.4.1. LEMMA. Рот аnу ordered chain Е, вЕ:::: wcE, вЕ:::: WdE. 

4.4.2. THEOREM. kE:S:; 2вЕ . 

Тће theorem is а corollary of 4.2.1 and 4.4.1. 

5. Ordered sets 

5.1. Let (Еј <) Ье any ordered set (partiaHy or totally ordered)j let w 
mean а norтal well-order of Е. Let (В, Р) mean the ordering of Е obtained 
as the product ofthe orderings (Е, <) and w i.e., х РУ теаns that х precedes 
у in (Еј <) and in w. Тће set (Вј Р) is ranged. Ву theorem 3.3 we have 

kB :S:; (nB)kcB kcB. (1) 

Now, kcB :S:; wc(E, <)ј therefore 

(2) 

Оп the other hand 
(3) 

Now, let А Ье any antichain in (Вј Р)ј let (Ај а) Ье the order of А obtained 
as the product of the orders of А in (Е, » and in w. Тће set (Ај а) in 
ranged and obviously 

Ка (А, а) :S:; Ка (Е, <) i.e., ka(A, а) :s:; kaE 

kc(A, а) :s:; kc(E, » = kd(E, <) = kdE 

Ву the theorem 3.3 we ћауе, therefore, 

(4) 

(5) 
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Taking here the supremum with respect to the antichain А in (А,р) one 
gets 

kaB = supkA::; (kaE)WdEWdA. 

and formula (2) yields 

kB::; [(kaE)WdEWdA]kcBwcB = (kaE)WdE.wcE(WdE)WcB 

i.e., (since kB = kE): 

(6) 

(7) 

Ву permuting the indices с and а, one gets another similar formula. There­
fore, we ћауе the following theorem. 

5.2. ТИЕОRЕМ ON ORDERED SET. Putting јот аnу ordered set Е 

we have 
(8) 

5.2.1. COROLLARY. For аnу chain Е we have kE ::; хУ (put in (8) 
kaE = 1; cf. Theorem 4.2). 

5.2.2. COROLLARY. For аnу отаетеа set Е we have kE ::; (2kaE)X, 
х = sup{WcE,WdE} (cf. relation (4) in Kurepa [4]). 

As а matter of fact хУ ::; хх = 2Х , and the relation (8) yields kE ::; 
(kaE)X2X = (2kaE)x. Q.E.D. 

6. Binary symmetrical relations. Graphs 

6.1. As an immediate generalization of preceding considerations оп 
ordered sets one has the corresponding results for binary graphs (а; р). Тће 
role of the comparability (resp. incomparability) relation in ordered sets 
is played now Ьу any binary syтmetrical relation р. Obviously, in this 
case the numbers Wc , Wd are to Ье replaced Ьу the number КС defined as 
the first cardinal number > kC, С being anу p-chain of the graph (а;р). 
Analogously, Ка or К; is the least cardinal > kA, А being any antichain 
of the graph. 

6.1.1. Dual graph (а;р*) of а graph (а;р) is obtained from (а;р) Ьу 
permuting the connection and the disconnection relation: 

ар* Ь {:> а поп рЬ. 
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kc(G,p) = k;;(Gjp*) 

k;;(G,p) = kc(Gjp*). 
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6.2. То every graph (ај р) we associate а tree (тај =1) in the following 
way (cf. §3.2). Let w а normal well order of the set ај let Ље relation --" 
теап the product of the p-relation and of the well-order relation w i.e., 
а --" Ь {:} а р Ь and wa < wb. ТЬеп {о! апу ~-сЬшп G we Ьауе the set 

а(с,.) = {хl х Е G \ с, с --" х for every с Е С} 

as well as the set RG(G,.) of the first points of а(с, .). ТЬеп to ev­
ery а Е G опе associates а --"-chain С(а) = Со,С1 (а), ... such that 
а Е С(а) and С'(а) --" а, where С'(а) = С(а) - {а} and that С{(а) Е 
RG({Go(a)j .С{(а) .. }, .). ТЬе set С(а) is а maximal --"-chain of the set 
а(., а]. ТЬе length '}'С(а) of С(а) is :5 w(a), С(а) being also а p-chain, опе 
Ьм necessarily '}'С(а) :5 W(kc)' ТЬе tree та will Ье formed of the chains 
G ( а ), (а Е а) and ordered Ьу the relation =1. 

6.2.1. LEMMA. The sets (а,р) and (TGj-l) ате cannected Ьу the 
relatians: 

kG:5 kTG 

'}'та :5 W(kc) 

NTG:5 каа 

(1) 

(2) 

(3) 

Let us prove for instance the last relation. Let G Ье а chain јп (тај =I)j 
then UXEC Х = Х' is а chain in (ај --")ј Ље set а(х',.) and its initial row 
R are well determinedj R is а p-antichain and опе sees that the elements 
Х' U {х}, (х Е R) form the node R(TG(G, .)) of (тај -1). 

6.2.2. ТНЕОRБМ. Рат аnу graph (ај р) аnе has kG :5 хУ , where 
х = sup{kaG, kcG}, у = inf{kaG, kcG}, 

As а matter offact, 2.7.3 and 6.2.1 imply 

Now, for dual graph (а,р*) the analogous relation yields kG :5 (kcG)kaa . 
ka а. And the last two formulas yield the required formula of the theorem. 
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6.2.3. ТИЕОRЕМ. Let (G; р) Ье а graph оЈ cardinality > 2Nct ; then G 
contains а p-chain от а p-antichain оЈ cardinality > N",. 

This is а direct consequence of theorem 6.2.2. 

7. Оп symmetrical mappings with two variables 

7.1. Definition. Let I2 = {О, 1}; for any set 81et 8а Ье the set of аН 
the ordered pairs (х, у) such that х Е 8, у Е S and х =1= у. 

7.2. ТИЕОRЕМ. Let 8 Ье аnу set and Ј а symmetrical mapping оЈ 8П 
into 1n,8 where Јот а given nuтЬет п we denote Ьу 1n the set оЈ nuтbers 
< n. 1Ј kS > 2Nct and п < UJ, then there exists а subset Х оЈ S such 
that kX > N"" and that Ј Ье constant in Х П . The conclusion need not 
hold provided k8 ~ 2Nct от provided Ј Ье nonsymmetrical, regardless оЈ the 
number k8. 

7.2.1. ProoJ. The proof will Ье carried out Ьу the induction argument 
onn. 

First step: п = 2. Let us denote the relation Ј(а,Ь) = О Ьу арЬ; 
then we have the graph (8;р) and the wording "Х is а chain (antichain) 
in (8;р)" is equivalent to the wording ха ~ U- 10}, (resp. {Ј-l1}). 
Therefore, Ље theorem 6.2.3 implies the theorem 7.2 for п = 2. 

8econd step: let 2 < п < UJ and suppose that the theorem 7.2 holds for 
every п < l. We shall prove that it holds also for п = l. For this, let а а Ь 
mean Ј(а, Ь) = l-1. Оп gets the graph (8; а). We have these alternatives: 
First case: 8 contains а a-chain Х of cardinality > N",; this means that the 
theorem holds for п = l. 8econd case: every a-chain in (8;а) is :::; N",. In 
this саве, 8 contains necessarily an a-antichain А of cardinality > 2Nct ; in 
the opposite case,one would have kA ~ 2N'" for every a-antichain. In virtue 
of the theorem 6.2.2 one would have k8 ~ (2N"')N'" = 2Nct , contrary to the 
hypothesis. Consequently, there exists а a-antichain А of cardinality > 2N"'j 

this means that the restriction of Ј contains а subset Х of cardinality > N", 
such that Ј is constant in ХП. Finally, the theorem holds for п = l, too. 
Thus it holds for each п < UJ. 

7.2.2. Оп the other hand, let М'" Ье the set, ordered alphabetically, 
of UJ",-sequences of rational numbers and UJ а normal well-order of М"'. If 
we put Ј(а, Ь) = О if and only if а precedes Ь and wa < wb, and Ј(а, Ь) =1= 

О # Ј(а, Ь) = 1 then Ј is а mapping of M~2 into 12 which is not constant 
in every square of cardinality > Naj the cardinal number of М'" is N~a i.e., 
2Na . Thus the condition k8 > 2Nct of the theorem is necessary. 

8ј.е., Ј(х, у) = Ј(у, х). 
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7.2.3. Оп the other hand, let 8 Ье any set and ј а mapping of 8 12 

onto 12 such that ј (а, Ь) =1= ј (Ь, а) for а =1= Ь. Then ј is not constant оп the 
square Хћ for each Х ~ 8, kX > 1. Thus the symmetry condition of ј in 
the theorem is necessary. 

7.2.4. Reтark. 1 thought that Ьу induction the argument of theorem 
7.2 works also for lr instead of I2 for any integer r > 1. (cf. Kurepa [6], 
[7]; cf. also the theorems 8.3 and 8.4, 9.4, 9.5 and the remark 9.6). 

8. Оп Symmetrical mappings 

8.1. Definition. Let (А, В) Ье any ordered pair of sets and Afl or 
Аll (В) the set of аН the one-to one mappings of В into А. In particular, 
r being any ordinal number, А{l denotes all the one-to-one r-sequences of 
elements of А. 

Ву definition we put А = АН. 

8.2~ Definition. Let (т, п) Ье any ordered pair of numbers and r any 
ordinal < иЈ; we define ffirn in the foHowing way: 

For example 324 = зз4 

8.3. MAIN THEOREM. Let 8 Ье а set, r Ье а positive integer and ~a 
Ье аnу aleph. lј there exists а syтmetrical mapping ј ој 8[1 into а set М ој 
cardinality т such that jor Х ~ 8, 

kj xi~ = 1 iтplies kX:5 ~a; 

then k8 :5 ffir-l~a. 
The theorem is equivalent to the foHowing theorem. 

8.4. ТИЕОRЕМ. Рот аnу positive integer r and set 8 let ј Ье а 

symтetrical mapping ој 8[1 into а set ој cardinality т. lј т :5 ~a and 
k8 > тт-l~a, there exists а subset Х ој 8 such that kX > ~a and such 
that ј is constant оп X[r. 

Therefore, it suffices to prove theorem 8.4. The proof will Ье carried 
out Ьу induction оп Т. 

8.4.1. The theorem holds for r = 1: if а set of cardinality > mO~a 
(= ~a) is mapped Ьу ј into М with kM :5 ~a, then ј is constant оп а subset 
of 8 of cardinality > ~a. In the opposite саве, we would have k<p-l a :5 ~a 
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for еасЬ а Е М and the relation U kf-l a = В would imply kM· N", ?: kB 
аЕМ 

i.e., N", . N", ?: kB, contrary to Ље hypothesis kB > N",. 

Let now е Ье any integer > 1 and suppose that the theorem 8.3 holds 
for еасћ r < еј we shall prove that it holds for r = е too. 

8.4.2. Let 
(ш) 

Ье а 1-1 mappillg of II.V(ks) onto В. For every а Е В we define а subsequence 
С(а) of points х Е В satisfying -шх ::;-ша. 9 We put 

For any other point а Е В we put ао = шо, аl = шl, .. · ,ае-2 = Ше-2 and 
define ае-l as the first element х in the well-order (ш) such that J(8e-lХ) = 
ј(8е-lа), where 8е-l = аоаl ... ае -2. Let а Ье an ordinal such that Ље а­
sequence а'" = (а"" )"" Ье defined and that еасћ of its e-subsequences 8 

satisfies Ј(8) = Ј(8'а), where 8' means the sequence 8 without its last term. 
We define then а", as the first element х Е В, - х ::; - ша in (ш) such that 
Ј(ух) = Ј(уа) for еасћ (е - l)-subsequence у of а"'. 

Тће formation of С(а) is finished when the point а becomes an element 
of С(а). 

8.4.3. Obviously 'УС(а) ::; 'Уша. 
8.4.4. Тће mapping а ~ С(а) (а Е В) is one-to-one. First of all note 

that the mapping is ulliform, too. As а matter of fact if х, у are distinct 
elements of В then either -шх < -wyor -шх >-шу. In the first саве one 
ћав х Е С(х), У Ф. С(Х)ј in the second саве, х Ф. С(у), у Е С(У)ј thus 
С(х) =1 С(у). 

8.4.5. Let Т = Т В Ье the tree whose elements are all the initial 
portions of the sequences С(а), (а Е В)ј we order ТВ Ьу -1. 

8.4.6. Every node о! т i8 ::; m i.e., for every sequence 8 = аоаl ... 
. . . а",' . .. the number of Ље sequences of the form 8Х satisfying 8Х ЕТ, 
х Е В is ::; т. In fact, for every subsequence у of (е - 1) terms of 8 

and every value v Е М let {-J(y)v} mean the set of аН the х satisfying 
х Е В, Ј(ух) = v. For а given v Е М the intersection of аН these sets is 
weH determined as weH as its first element иј и depends upon 8 and v i.e., 
и = и(8ј v). It might happen that for some v Е М the point и(8ј v) does not 
existj anyway the immediate followers of 8 in Т are of the form 8, и(8ј v), v 
running through Мј therefore, the number ofthese followers is::; m. Q.E.D. 

9Тће relations w'" = х, а =- wx are equivalent Ьу definition. 
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8.4.7. Оnе has 

kT :::; L mka:, (а < ,,/, "/ < вир,,/С(а), а Е В). 
а: 

This is an immediate consequence of 4 and 2.7.1. 

8.4.8. There exists аn а Е S such that kC(a) > me-2Na: (= Ь). In the 
opposite саве, for every а Е S оnе would have kC(a) :::; Ь and ,,/С(а) < UJ(b)+1 

thus 

kT:::; L m ka = N(b)+l • mЬ = (me-1Na:)+ . me-1Na: = me-1Na: 
a:<"'(b)+l 

Непсе kT :::; me+1Na: which is јn contradiction with kS :::; kT and kS > 
me-lNа:. This proves the relation (1). 

8.4.9. Now, the definition of С(а) implies that 

/(в) = /(sa) for every e-sequence s of С(а). (2) 

In this way we get а determined symmetrical mapping 

(З) 

The relation (1) еnаblев ив to apply the induction hypothesis: the set С(а) 
contains а subset Х of cardinality > Na: such that the mapping (З) is соn­
stant in x[~e-l). This теаnв, in virtue of (2) that also the mapping / is 
constant in x{f. Q.E.D. 

8.5. Reтark оп the symmetry condition. The symmetry condition in 
theorem 8.З, 8.4 is needed. 

In fact, let S Ье anу set and / а mapping of S onto Ј2 such that 
/(х, у) =1= Ј(у, х) for every х, у Е В, х =1= у. Then / is not constant оп the 
set X{r for each Х ~ В, kX > 1. 

8.6. Remark. For r = 2 the condition kS > ml Na: is needed: there 
exists а set S such that kS = 2Na: and а symmetrical mapping of SП into 
I2 which is not constant in Хll (Ј2) for each subset Х of cardinality > Na:. 

Ав а matter of fact let S = Q(UJa:) Ье а system of аН the UJa:-sеquеnсеs 
of rational numbers ordered Ьу the principle of Ље first differencesj S is а 
chain, еаФ interval of S has kS = 2N", points and every strictly increasing 
(decreasing) sequence in S is of cardinality :::; Na:. Now, let w Ье а normal 
weH ordering of В. Let then the order relation -< Ье defined in S as Ље 
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superposition (product) of the preceding two orderings of 8 : а -< Ь means 
that а precedes Ь in (8; <) and in (8; w). Then each chain (antichain) in 
(8; -<) as well-ordered (resp. а dually well-ordered) subset of (8; -<) is Na:, 
although k8 = 2Na (cf. Kurepa [18]). Ifthen Ј(а, Ь) = О means that а, Ь are 
in (8; -<) comparable relative to -< and if Ј(а, Ь) = 1 means that the points 
а, Ь are incomparable relative to -<, then we are dealing with а symmetrical 
mapping Ј of 8П into 12 and which is not constant in ХП for each Х ~ 8 
with k8 > Na:. 

9. Оп combinations 

9.1. Definition. For апу set 8 and апу cardinal number п let (~) 
denote the system of all subsets of 8, of cardinality п each. 

If 8, М are sets, then (~) denotes the set of all the subsets of 8, of 
cardinality kM each. 

If п> k8 and if kM > k8, опе puts (~) = 0 = (~). Апу mapping Ј 
of (~) is а symmetrical mapping of 811 (В), where kB = n. 1О 

Therefore the results of § 7 and 8 imply the following statements. 

9.2. ТИЕОREМ. Let Na: Ье given. Јn order that Jor each mapping Ј 
о! (~) into М о! cardinality :::; Na: there exists а subset Х оЈ S such that 
kX > Na: and that Ј Ье constant in (;") it in necessary and sufficient that 
k8> 2Na (cf. § 7). 

9.3. ТИЕОRЕМ. Let Na: Ье given. Јn order that Jor each partition Р оЈ 
(~) into т classes there exists а subset Х о! S оЈ cardinality > Na: and such 
that (~) Ье entirely contained in оnе class оЈ the partition, it is necessary 
and sufficient that k8 > 2Na • 

The statement 9.3. is equivalent to the statement 9.2. as it is visible 
from the correspondence Јх = А {::} х Е А Е Р, (х Е (~)). Опе gets јп this 
way а mapping of (~) into the set Р which takes now the role of the set М 
in statement 9.2. 

9.4. ТИЕОRЕМ. Let S, r, Na: ье аnу set, аnу positive integer and 
аnу aleph, respectivelYi iJ there exists а mapping Ј оЈ (;) into а set М о! 
cardinality т such that Jor every Х ~ 8, 

kJ (~) = 1 implies kX :::; Na:, 

10 А mapping Ј оС 811 (В) is symmetrical provided Ј9 = ЈЬ9 (9 Е 811 (В), Ь Е В!); 
В! denotes the set оС аН the permutations оС В. 
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Љеn kS ::; ffir-1S, 

Тће theorem 9.4 is а special саве of the theorem 8.3. 

9.5. ТИЕОRЕМ. For аnу set В, аnу cardinal number N"" any positive 
integer r and аnу Ј mapping (~) into а set М оЈ cardinality т ::; N",; iJ 
kS > ffir- 1N"" (where тo~", = N"" ffilN", = т~", тж+l = тт~~",) then 
there exists.a subset Х оЈ В such that kX > ~'" and such that Ј is constant 
оп е). 

Тће theorem is an immediate consequence of § 7.5. 

Remark. Тће converse of the theorem 9.4 holds too for r = 1,2 (cf. § 
8.6.).11 

10. Problems 

10.1. PROBLEM. Let N", Ье given. Does there exist а cardinal number 
R(N",) such that Jor every set S and Jor every mapping f оЈ (:Ј into 12 
the relation kS > R(N",) implies the existence оЈ а set Х in В, such that Ј 
is constant оп (N':) 

10.2. PROBLEM. Let т, N", ье given cardinals. Let S Ье аnу set and 
Ј аnу mapping оЈ (~:) into 12; iJ every set Х ~ В such that Ј is constant 

оп (i.,) is оЈ cardinality ::; т, deterтine sup kB. 

10.3. GENERAL PROBLEM. Let а, т, с Ье given numbers (each jinite 
or injinite); let us consider аnу set В, the set (~) and аnу mapping Ј оЈ 
(~) into а set М оЈ cardinality ::; т. Does there exist - and deterтine 
it - а number R = R( а, т, с) such that the relation kS > R implies that 
Jor аnу mapping Ј оЈ (~) into М there exist а subset Х оЈ В оЈ cardinality 
> с such that Ј is constant оп (~")? For example, R(2, 2, N",) = 2~'" and 
R(2, п, N",) = 2~'" Jor each 1 < п ::; No. We thought that R(a, п, ~"') = 2~'" 
for any finite а > 1 (cf. Kurepa [6], [7]); which resulted into а delay of 
publication of this paper since 1952. 
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Kurepa's work оп the Axioт of Choice is contained тainly in D[52] (and 
D[53]) where he considered тaxiтality principles associated with several binary 
relations aтong sets such as the overlap relation (x\y::f. 0 & y\x::f. 0 & xny::f. 0), 
non-overlap relation (Х \ у = 0 or у \ Х = 0 or Х П У = 0), and non-disjointness 
(хпу ::f. 0). Не showed that all three of the corresponding таЮтаШу principles are 
equivalent to АС. However, he also considered what is today known under the пате 
of Kurepa's Principle, the тaxiтality principle associated to the incoтparability 
relation (Х <6 У and у <6 Х) and showed, in ZFo, that АС is equiva1ent to the 
join of КР and ОР, the Ordering Principle which states that every set сап Ье 
linearly ordered. (Here ZFo is the Zermelo-Fraenkel axioтatic systeт without the 
Foundation Axioт). Thus, Kurepa's Principle сап serve as an elegant suppleтent 
to the Ordering Principle which itself is not strong enough to iтply the [иН Axioт 
of Choice, asshown Ьу А. Mostowski [9]. Kurepa asked in тanу occasions whether 
КР is, in fact, equivalent to АС. In [2], U. Felgпer showed that in [иН ZF, КР 
and АС ые indeed equivalent. Оп the other hand, Ј. D. Halpern [4] (Бее also [3]) 
showed that in ZFo alone КР does not iтply АС. Kurepa's Principles ые further 
studied in [10] (Бее also [8]). 

Kurepa's first serious тatheтatical encounter with the Continuuт Hypoth­
esis happened during the course of his study of well-founded posets Е ("еПБетЫе 
partieHeтent Ыеп ordonnes" ј Бее [7] for ап interesting historical discussion of this 
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subject) which do not have uncountable chains nor antichains. Namely, Ьу consid­
ering the rank-decompositions of such posets 

Е= U R~E, о: = 'УЕ 
~<a 

he noticed that he сап provide а bound оп the cardinality of Е only under the 
assumption: 

(1) R~E is finite for every ~ < 'УЕ. 
(In fact, he proved that Е is countable јп this саве; see С[37; УЈ or А[48а].) But 
јп the general саве he remarked that he could not even prove that IEI is of the 
form Na+l or that it cannot Ье а (weakly) inaccessible cardinal. Since he has 
proved (С[37]) that IEI :::; с, the presence of the Continuum Problem јп this subject 
Ьесате apparent together with its unprovability. In fact, he was quite explicit 
about the possibility of the continuum being anу cardinal of cofinality "# f..c} and, јп 
particular, about the possibilities of the continuum being equal to N1 , N"", or the 
first inaccessible cardinal (see D[53b; footnote 8]). (Compare this with the post­
Cohen discussion of the Continuum Hypothesis [1].) Не was also interested јп the 
Sierpinski-style work оп СН ј.е., јп providing interesting equivalents of СН as the 
papers Щ58] and Щ59] show. 

Kurepa was also а rich source of various "Hypotheses" опе of which, КН, has 
Ьееп already discussed јп the Part А. Already јп his "These" А[35] he listed twelve 
such "Postulates" аН equivalent to his own version of the general Souslin problem: 

(РБ ) Every linear ordering Е has а family of size d(E) of pairwise disjoint 
intervals. 

The first оп the list, his favored опе, is the Ramification Hypothesis, 

(Р 1) Every tree Т contains а "degenerate" subtree of the maximal possible 
size. 

(D is "degenerate" if for every d in D the set of аН points of D comparable 
to d forms а chain of D.) Another elegant "Principle" is the Reduction Principle: 

(Р2 ) Every infinite tree is equinumerous with one of its chains or antichains. 

Не expressed as early as А[35] or D[36] the conjecture that these statements 
are indeed postulates independent of the usual axioms of set theory (see also D[53b; 
2]). The work of Tennenbaum [12], Jech [5], Jensen [6] and Solovay-Tennenbaum 
[11] showed that the most important special саве of (Р2 ), the Souslin Hypothesis, is 
indeed independent of ZFC. But Kurepa's Ramification Hypothesis and especiaНy 
its variants јп D[53a] and D[53b] are still wide ореп. 

Stevo Todorcevic 
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L'HYPOTHESE DE RAMIFICATION 

Le but de cette Note est, tout d'abord, de mettre аи point quelques 
resultats anterieurs, puis de simplifier quelques definitions que nous avons 
donnees ailleurs1 . 

1. En designant par < une relation d'ordre quelconque (c'est-a-dire 
une relation binaire, antisymetrique et transitive) tout enseтble Е peut etre 
considere сотте partielleтent ordonne (ои seтi-ordonnej par rapport а lа 
relation <, en indiquant par allb que а, Ь sont deux points distincts de Е tels 
qu'on n'a рм а < Ь ni Ь < а. Si allb (donc aussi blla), оп dira que а, Ь sont 
incoтparables par rapport а <2; si l'on n'a рм allb, c'est-a-dire si: ои bien 
а == Ь ои bien а < Ь ои bien Ь < а, оп dit que а, Ь sont coтparables. Si Е ne 
contient aucun couple de points distincts coтparables (incoтparables) , Е 
sera dit disjonctij (ordonne ои тonotone)3. En particulier, si Е а un point 
аи plus, il sera considere сотте ordonne, bien ordonne et disjonctif. Si tout 
sous-ensemble ordonne de Е est bien ordonne, Е sera dit partielleтent Ыеn 
ordonne4 • 

2. Е sera dit un tableau (enseтble) raтijie si, quel que soit le point 
а de Е, l'ensemble de tous les points de Е precedant а est Ыеn ordonne 

BIВLIOGRAPHICAL NOTE. C.R. Acad. Sci. Paris 202 (1936), 185-187. Seance 
du 20 janvier 1936. Note presentee par М. Еmil Borel 

lVoir: EnsembIes ordonnes et ramifies, ТЬезе, Paris, 1935; Publ. Math. Univ. 
Belgrade 4 (1935), 1-138. 

2Sans craindre aucune ambigu"ite, поuз supprimerons, par la suite, la ршазе "par 
raport а < ". 

3Noter que Е peut etre ordonne par rapport а une relation d'ordre et disjonctif 
par rapport а une autre relation d'ordre. 

4La theorie d'ensembles partiellement ordonnes з'јmрозе d'elle-meme dans le but 
d'avoir une theorie unique des nombres cardinaux et des types d'ordre (G. Cantor), des 
types de dimension (М. Frechet), deв types de continuite (W. Sierpinski), etc. (cf. аuззј F. 
Hausdorff, Mengenlehre, 1914, р.139). II importe de savoir definir, d'une fal;on naturelle, 
l'operation de derivation des sous-ensembles de Е. Nous tacberons de le faire dans un 
autre travail [cf. loc. cit. (Ire note), 8, А.7] 
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(ordonne)5. Е sera dit degenere si, рош tout point а de Е, l'ensemble de 
tous les points de Е coтparables а а est ordonne. Par consequent, Е est 
un tableau ramifie dеgеш~rе s'il est degenere et tableau ramifie. L'ensemble 
vide sera considere соrnmе un tableau degenere. 

Les notions de: sous-ensembles ramifies, de sous-tableaux ramifies 
degeneres, de sous-tableaux disjonctifs de Е, etc., s'entendront d'elles­
memes. 

3. т etant un tableau ramifie, designons par ЬТ la borne superieure des 
puissances рИ, И parcourant la classe des sous-tableaux ramifies degeneres 
de Т. Nous formulerons a1ors: 

L'HYPOTHESE DE RAMIFICATION: Quel que soit le tableau raтifie Т, 
la Ьотnе superieure ЬТ est atteinte dans Т, с 'est-a-dire qu 'il existe иn SO'IJ.S­

tableau degenere de Т ayant [а puissance ЬТ. 

Оп demontre que l'hypothese precedente est equivalente а celle-ci: Soit 
А un arbre genealogique quеlcоnquеб verifiant ces deux conditions: quel que 
soit l'eIement а de А, 10 А contient аи moins trois eIements distincts ayant 
les memes predecesseurs que а; 20 dans chaque generation de А, sauf dans 
сеНе а laquelle appartient а, il у а un eIement еn parente directe avec а; 

alors, оп peut choisir de chaque generation de А иn seul eleтent et cela 
de тaniere que les eteтents ainsi obtenus soient deux а deux еn parente 
collaterale [cf. la notion descente disjonctive, [loc. cit. (l re note) , р. 93 et 
136]. 

L'hypothese de ramification est equiva1ente а chacune des trois propo­
sitions suivantes: 

а. Le theoreme insere dans la Note des С. R. Acad. Sci. Paris 198 
(1934), р. 882; 

fЗ. Le "tMoreme fondamenta1" insere dans la Note des С. R. Acad. 
Sci. Paris 199, (1934) р. 112; 

"(. Tout taЫeau infini а тете puissance que l'un de ses sous-tаЫеаuх 
degeneres 7. 

Voici une consequence immediate de l'hypothese de ramification: tout 
tableau infini поп denoтbrable contient иn sQus-tаblеаu infini degenere поп 

5 Аи lieu de: ensemble ramifie et tableau ramifie, оп pourrait dire aussi: еnsеmblе 
range et bien range, respectivement. 

6Toutefois, оп convient que А est compose d'individus d'un seul вехе de telle sorte 
que lа relation etre ероuх n'y existe рав. 

7 Comparer l'enonce (8) а la definition de R. Dedekind des ensembles infinis. 
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denoтbraыe proposition que nous ne savons ni prouver ni refuter8 , et qui est 
equivalente а l'hypothese que lа тероnве аu pToытеe Ыеn соnnu de Souslin 
est affirтative [loc. cit. (l re note), р. 124]. 

4. Remarquons que l'hypothese de raтijication est dans une cer­
taine correspondance ауес l'hypothese de Cantor, et il semble qu'aucune 
d'el1es n'est reductible аих axiomes courants de la theorie des ensembles. 
En particulier, il nous semble que l'hypothese de М. Lusin9 est incompati­
blе ауес l'hypothese de ramification de шеше qu'elle est incompatible ауес 
l'hypotbl~se de Cantor [cf. aussi loc. cit. (l re note), р. 135]. 

811 en est de mеmе de се cas particulier: chaque famille infinie поп denombrable F 
d'ensembles bien ordonnes de nombres rationnels contient иnе sous-famille infinie поп 
denombrable Ј dont аисиn element n'est une partie initiale d'aucun autre e/ement de Ј. 

9 Fund. Math. 25, (1935) р. 109-131. 



SUR LA RELATION D'INCLUSION 
ЕТ L'AXIOME DE CHOIX DE ZERMELO 

Оп connait plusieurs propositions dont сћасипе est equivalente а. 

l'юciоmе 

(0.1) z 

de choix de Zermelo; telles sont, par exemple, le lemme de Zorn (voir Bour­
baki [1, р. 37]; Birkhoff [2, р. 42]; Witt [6]), l'existence d'une сћюпе mах­
imale dans chaque ensemble ordonne (voir Birkhoff [2, р. 42]), l'existence 
d'une cha'ine maximale dans chaque famille F d'ensembles ordonnee par 
rapport а. ~, l'existence d'une famillie disjonctive maximale dans chaque 
(F;~) (voir Vaught [5]), etc. Dans се qui suit nous considererons еп parti­
culier la relation d'inclusion ~ et quelques relations se rattachant a.~: nous 
prouverons quelques propositions nouvelles equivalentes а. Z еп donnant unе 
solution partielle d'un probleme (cf. le probleme general 4.2 ci-apres) dont 
la consideration est, nous semble-t-il, interessante аи point de vue logique. 

Notations. Dans се qui suit 

(0.2) v,F 

designeront respectivement l'ensemble vide (le vacuum) et ипе famille infinie 
quelconque d'ensembles поп vides quelconques. Si аи debut d'une formule 
оп а affaire аи symbole (F), il faut le lire "quelle que soit F" ои "pour 
chaque F", F ayant, Ыеп entendu, la signification de tout а. l'heure. 

1. Les relations К, D, 1 de сотрмаЫШе, de disjonction et 
d'empietement, entre ensembles. Pour deux ensembles поп vides А, В, 
l'ип et seulement l'ип des trois СаБ que voici se presente: 

BIВLIOGRAPHICAL NOTE: Ви!. Soc. Math. France 80 (1952), 225-232 
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к. А et В sont coтparables: А ~ В ои В ;;2 А, се que l'on peut 
designer par АКВј 

D. А et В sont disjoints: А П В = v, се que nous designerons par 
ADBj 

1. А et В sont eтpietants: А \ В i= v i= В \ А, се qu'on peut designer 
par АIВ. 

2. Les propositions KF,DF,IF. Si р designe l'une des relations 
К, D, 1, c'est-a-dire si р Е {К, D, I}, l'on peut considerer la proposition рР 
que voici, F ayant la signification (0.2): 

PROPOSITION рР ou р(Р). F contient unе sous-faтille тaxiтale, 
soit Рр , dont les eteтents distincts sont еn relation р 

А, В Е Рр , А i= В :::} АрВ. 

Que Рр soit maximale, cela signifie que dans F \ Рр il n'y ait aucun 
eIement en relation р avec chaque eIement de Рр • 

Reтarque. Si F ne contient aucun couple d'eIements distincts en 
relation р, cela signifie que quel que soit А Е F la famille {А} јоие le rбlе 
de Рр • Ainsi, оп а les propositions К Р, D Р, 1 Р. 

Manifestement, 

(2.1) z :::} (Р)(рР) (р = K,D,J), 

(Р) signifiant "quelle que soit Р", F ayant la signification de (0.2). Autre­
ment dit, quelles que soient la relation р Е {D, 1, К} et la famille Р, l'axiome 
Z de Zermelo entra1ne l'existence d'une sous-famille maximale Рр ~ F dont 
les eIements distincts sont en relation р. Par ailleurs, nous venons de men­
tionner que 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

(Р)(КР) т= Z (cf. Birkhoff [1, р. 42]), 

(F)(DF) т= Z (cf. Vaught [5]). 

Nous prouverons qu'on а aussi lе 

ТНЕОRБМЕ 2.1: 

(Р)(IР) т= Z. 
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Еn consequence, les propositions 

Z, (F)(KF), (F)(DF), (F)(JF). 

sont deux а deux equivalentes. 

Pour prouver (2.4), il suffit d'apres (2.3), de prouver l'equivalence 

(F)(DF) ~ (F)(JF). 

Tout d'abord, (2.51) :::} (2.52), c'est-a-dire le premier mеmЬге de 
(2.5) en implique le second. En efIet, faisons correspondre (cf. Marczewski 
[3, §3]) а chaque Х Е F la [aшillе N(X) ayant соmmе ses eIements: 
l'ensemble Х et les 

(2.6) {Х,Х'}(Х' Е F,X' поп Јх).l 

N F designant la [атillе des 

(2.7) N(X), (Х Е F), 

la transformation (2.7) est une correspondance biunivoque entre F et NF. 
C'est que Х Е N(X) et Х (ј. N(Y) si Х =f:. У Е F. Pour la mеmе raison, les 
elements de N F sont ои bien disjoints ои bien empietants. En particu1ier, 
si pour deux eIements Х, У Е F, оп а N(X) П N(Y) = v, оп n'a pas 
d'apres (2.6) Х поп ЈУј раг consequent, оп а ХЈУ. Autrement dit Ф etant 
une [аmillе disjonctive ~ NF, les elements N-1(A) (А Е Ф) sont deux а 
deux en relation Јј en particulier, а une sous-famille disjonctive maxiтale 
de N F correspond ainsi une sous-famille empietante maximale de la [атillе 
consideree F. 

D'autre part, prouvons la conclusion inverse (2.52) :::} (2.51). Pour 
cela, considerons la transformation 

(2.8) Е(Х) (Х Е F). 

Е(Х) designant pour chaque Х Е F la [аmillе composee de Х et des fami11es 

{Х,Х'}, (Х' Е F,X'DX). 

lBien entendu, {Х,Х'} se compose de Х et Х' соmmе ses eIements uniquesj en 
consequence, Х' parcourant F de maniere que Х' поп IХ, оп aura {Х,Х'} Е N(X)\{X} 
et vice versa. 
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Сотте tout а l'heure, оп prouve que (2.8) est une application biuni­
voque entre F et l'ensemble EF des Е(Х), Х parcourant F. En particulier, 
si Х, Х1 Е F, alors 

(2.9) XDX 1 т= Е(Х)IЕ(Х1 ). 

Par consequent, la famille EF contenant une sous-famille empietante 
maximale, soit Fo, la famille Е-l Fo des Е-1 У (У Е Fo) est une sous-famille 
disjonctive maximale de F. c.q.f.d. 

3. Relations D, 1, К de non-comparabilite, de non-disjonc­
tion, de non-empietement. Propositions D F, 1 F, К F. Les relations 
D,1, К respectivement les negations de К, D, 1 sont donc definies par les 
egalites suivantes: 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

АКВ т= (ni А ~ В, ni В ~ А), 

ADB т= AnB =1- v, 

А1в т= поп (АIВ) т= ADB soit АКВ. 

Оп peut alors considerer les propositions 

DF,1F,KF, 

aussi bien que les propositions 

(3.5) (F)(DF) , (F)(1F) , (F)(KF) , 

lesquelles evidemment resultent de l'axiome z. 
ТИЕОRЕМЕ 3.1. Alors que chacune des propositions (F)(DF); 

(F)(JF) est equivalente d l'axiome Z de Zermelo,nous nе savons pas s'il 
еn est еnсоте ainsi de (F)(KF). Toutefois, оп а 

(3.6) (V) п (F)(K F) т= Z,2 

(V) оu V designant lа proposition suivante: 

PROPOSITION (V). Chaque ensemble pev.t etre totalement ordonne.3 

2C'est-a...dire Z est equiva1ent а. се que subsistent а. 1а fois (V) et KF pour 
сћщuе F. 

3D'apres Mostowski [4], оп п'а рав (V) ~ Z. 
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COROLLAlRE 3.1. Chacune des propositions (F)(DF), (р)(lр) еn­
traine (еn passant рат Z, par exemple) la proposition (Р)(КР). 

Notation. Ф etant une famille поп vide de propositions, l'inter­
section (le produit) des propositions <р Е Ф, c'est la proposition 

(3.7) 

subsistant si et seulement si chaque proposition <р Е Ф subsiste. D'une 
maniere duale, оп definit l'union (la somme) 

(3.8) 

subsistant si et seulement si аи moins une proposition <р Е Ф subsiste. Еп 
particulier, <р, 'ф etant deux propositions, les propositions 

(3.9) 

s'entendent d'elles-memes. Par exemple, 

(3.10) 
K=DUI, D=IUK, I=KUD 

K=Dnl, D=lnK, I=KnD. 

3.1. Tout d'abord, 

(3.1.1) z ~ (F)(DF). 

Рош cela, il suffit, d'apres l'implication (2.3) de Vaught, de prouver 
que 

(3.1.2) (F)(DF) ~ (F)(DF). 

Or, l'equivalence (3.1.2) resu1te d'un theoreme de Marczewski [3, §5], d'apres 
lequelles relations D, D sont isomorphes. En effet, en considerant la trans­
formation Е define par (2.8), оп а affaire а une transformation biunivoque 
entre F et ЕР et ne jouissant de la propriete que рош А, В Е Р, la re­
lation ADB subsiste si et seulement si E(A)DE(B). Ceci etant, prouvons 
(3.1.2)1 * (3.1.2)2; la famille ЕР cont~nant, d'apres (3.1.2)1, une famille 
maximale antidisjonctive, soit Ф, Е-1 ф sera une famille maximale disjonc­
tive de Р, се qui prouve que (F)(DF) subsiste. D'une far;on analogue, en 
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permutant les mots "antidisjonctive" et "disjonctive", оп arrive а la conclu­
sion (3.1.2)2 ::::} (3.1.2)1' 

3.2. Prouvons l'implication 

(3.2.1) (F)(DF) ::::} (Р)(IР). 

Pour cela, il suffit de considerer la transformation (2.7)ј а ипе famille 
maximale Ф ~ N F d'elements deux а deux поп disjoints correspond ainsi 
la famille N-1ф maximale d'elements поп empietants extraits de Р. 

Reciproquement, 

(3.2.2) (Р)(IР) ::::} (F)(DF). 

La demonstration en est analogue а сеНе de 3.2.1 

Les relations (2.3) de Vaught, (3.1.2), (3.2.1) et (3.2.2) impliquent ceci: 

(3.2.3) Z;:::: (F)(DF) ;:::: (F)(DF) ::::} (Р)(IР). 

3.3. Pour achever la demonstration du theorcme 3.1 illЮUS reste а 
prouver que 

(3.3.1) (V) п (Р)(КР) ::::} Z. 

LEMME 3.3.1. La proposition (Р)(КР) entrazne la proposition (К) 
que voici: 

РRОРОSIТЮN (К). Chaque enseтble ordonne (Мј:::;) contient unе 
antichazne тaxiтale (antzchaine veut dire: ordonne sans points distincts 
coтparables). 

En efIet, F designant la famille des 

(3.3.2) (-оо, х]м (х Е М), 

(-оо, х]м etant l'ensemble des х' Е М verifiant х' :::; х, оп voit que les еп­
sembles ordonnes (Мј :::;), (Pj~) sont isomorphes, la transformation (3.3.2) 
en etant ипе similitudej еп particulier, chaque famille maximale de F avec 
des elements, поп comparables - dont l'existence est assuree рш К F -
provient d'un sous-ensemble de (Мј :::;), lequel est ипе antichaine maximale 
dans (Мј:::;) соште etant isomorphe d'une antichaine maximale de (Рј ~)j 
le lemme (3.3.1) est ainsi prouve. 
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Or, 

(3.3.3) (V) п (К) ::} z. 

En effet, soit F une famille поп vide quelconque d'ensembles поп videsj 
il s'agit de prouver l'existence d'un sous-ensemble 

E~UX (ХЕР) 
х 

tel que Е contienne un et seulement un point de chaque Х Е F. Tout 
d'abord, а la suite de l'hypothese (У), chaque Х Е F peut etre considere 
сотте une chaine, mettons (Х ј :5х) ј soit alors ј Х l'ensemble des paires 
ordonnees 

(3.3.4) (Х, а) (а Е Х)ј 

l'ensemble ј Х sera ordonne par le principe de premiere difference: si а, Ь Е 
Х, alors 

(Хја):5 (ХјЬ) dans јХ ~ а(:5х Ь) dans Х. 

Ceci etant, soit 

Fo =UjX (Х Е F)j 
х 

ordonnons Fo par:5 de maniere que, pour (Х;а), (Х'ја') Е Fo, l'on ait 

(Хја):5 (Х; а') dans F ~ а, а' Е Х = Х', а:5 а' dans Х. 

Evidemment, l'ensemble (Foj:5) est ordonne et l'on voit que chaque 
ј Х en est une chaine maximale. Or, d'apres la proposition (К) l'ensemble 
ordonne (Foj :5) contient une antichaine maximale, soit Lj d'autre part, pour 
aucun Х Е F, l'ensemble 

(3.3.5) Lnj(X) 

n'est vide; l'ensemble (3.3.5) etant а la fois une chaine et une antichaine 
en tant qu'appartenant а. ј Х et а. L respectevement, l'ensemble (3.3.5) est 
monoponctuelj а. cause de la forme (3.3.4) des eIements de ј Х оп en conclut 
que l'unique point de (3.3.5) est de la forme 

(3.3.6) (Хј<р(Х)) 
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ср(Х) designant le point unique de Х tel que (3.3.6) Е (3.3.5). En designant, 
enfin, par Е Pensemble des ср(Х)(Х Е Р), оп voit bien que Е est l'ensemble 
demande, etant donne qu'il contient un et un seul point de chaque Х Е Р, 
а savoir le point ср(Х). 

3.4. Remarq'Ue s'Ur les relations D, 1 et К. А propos du comportement 
precedent des relations D, 1, К , il у а interet а signaler ceci. D'une part, les 
relations D, 1 sont des relations binaires symetriques les plus generales dans 
le sens que, pour а Е {D, I}, quelle que soit la relation binaire symetrique 
р definie dans un ensemble Е, il у а une transformation СРа faisant cor­
respondere а tout х Е Е un ensemble поп vide СРа(Х) telle que l'on ait 
l' equi valence 

х,у Е Е, х -:f; У, хру т=:!; СРа(х)аСРа(У) 

(voir Marczewski [3, §2 et 5]). 

D'autre part, la proposition analogue pour la relation К ne subsiste 
рм. En effet, soit (B;~) un ensemble ordonne; si pour х, У Е В, х 11 У 
signifie qu'on n'ait ni х ~ У, ni х 2= У, оп а la relation symetrique 11 dans Е; 
si alors, il existait une transformation ср faisant correspondre а tout х Е В 
un ensemble поп vide ср(х) tel que Pon ait 

Х, У Е В, х 11 У т=:!; ср(х) :1 ср(у), ср(х)Кср(у), 

оп en deduirait une extension totale d'ordre (B;~) par la relation ~1 sig­
nifiant 

х ~1 У т=:!; (х ~ У) U (ср(х) С ср(у)). 

De тете, si Pon definit ~2 de maniere que 

х ~2 У т=:!; (х ~ У) U (ср(х) ~ ср(у)), 

l'ensemble (В; ~2) est totalement ordonne; la superposition des ordonnances 
(В; ~1), (В; ~2) cOlnciderait avec Pordre donne (В; ~), се qui ne serait рм 
possible si la dimension de celui-ci etait > 2, сотте, par exemple, si (B;~) 
cOlncide avec l'ensemble des points et сбtеs d'un triangle (polygone) ordonne 
par ~ (c'est-a-dire ordonne par incidence). 

4. L'ensemble Т. Problemes. Soit 

(4.1) Т= {D,D,I,I,K,K}; 
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pour chaque ensemble поп vide S ~ Т, оп а [cf. (З.7), (З.8)] des relations 
bien definies 

UЧЈ, ПЧЈ; 
<pES <pES 

en particulier, pour chaque famille F поп vide d'ensembles поп vides, оп а 
des propositions bien definies 

UЧЈF, ПЧЈF. 
<pES <pES 

PROBLEME 4.1. A-t-on 

(4.1) 

D'une maniere analogue, a-t-on 

(4.2) 

(4.З) 

IF <= DFUKF, 

KF<= DFUIF? 

Nous venons de voir (th. З.1) que, abstraction faite du сав ои S se compose 
de К сошше son element unique, оп а 

dans tous les сав si v i= S ~ Т, alors5 

Dans cet etat de choses, il у а lieu de poser le probleme suivant: 

4Bien entendu, 7 = DUK [cf. (3.10)]. Explicitons (4.1): вј ипе fami11e F contient 
ипе fami11e mахјmаlе d'ensembles поп disjoints, contient-elle шkessаirеmепt une fami11e 
mахјmallе d'ensembles deux а. deux: а. empietantsj Ь. comparablesj et reciproquement. 

5Quant аи (У), voir th. 3.1. 
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PROBLEME 4.2. Si v С S ~ Т, a-t-on 

(4.4) (Р) (U ЧЈр) ~ Z? 
rpES 

ои, du moins,5 

(4.5) (V) п (Р) (U ЧЈр) ~ Z? 
rpES 

Еn particulier, a-t-on 

(4.6) (F)(DFUIFUKF) ~ Z? 

ои, du moins, 

(4.7) (V)П(F)(DFUIFUКF) ~ Z? 

De тете, est-ce чие pour chaque Х Е {D,I,K}, оп а 

(F)(XFUXF) ~ Z? 

Еn particulier, a-t-on 

(4.6)1 =*'Z? 

ои, d'une maniere explicite, est-ce чие l'axiome Z est иnе consequence de 
l'hypothese (4.6)1 disant чие chaque famille F d'ensembles поп vides соn­
tient иnе famille maximale ро telle чие l'on а Ыеn 

А,В Е Ро,А =1- В=*, ADB 

ои Ыеn 

А,В Е Ро,А =1- В =*' АЈВ 

ои Ыеn 

А,В Е Ро,А =1- В =*' АКВ? 

Est-ce чие cela subsiste аи moins еn supposant encore (V) ? C'est-a-dire 
a-t-on (4.7)1 =*' Z ? 
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Il у l;\ un comlexe de problemes bien interessants au point de vue 
logique? 
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UBER DAS AUSWAHLAXIOM 

1. М sei eine durch ::; geordnete Menge1 . Die Menge aller maximalen 
Ketten bzw. maximalen Antiketten von М (vgl. Kurepa [1,2]) werde durch 

(1) ОМ bzw. дм 

bezeichnet. Mit Hilfe des Auswahlaxioms laJ3t sich zeigen, daB die Mengen 
ОМ, дм nicht leer sind, weil dann die folgenden Prinzipien beweisbar sind: 

(К) Das Prinzip der Existenz тaxiтaler Ketten: ЈеЈе geordnete 
Menge enthiilt eine тaxiтale Kette (cf. Hausdorff [1, р. 140], Birkhoff [1, 
р.42]. 

(К) Das Prinzip der Existenz тaxiтaler Antiketten: Јеае geordnete 
Menge enthiilt eine тaxiтale Antikette. 

Bekanntlich ist das Auswahlaxiom mit dem Prinzip der Existenz тах­
imaler Ketten aquivalent (vgl. Birkhoff [1, р. 43]. Dagegen ist offen, оЬ аисЬ 
(К) und das Auswahlaxiom aquivalent sind. 

2. Eine einfache Folge des Auswahlaxioms bz. des Totalwohlordnungs 
prinzips ist das folgende Prinzip: 

(V) Total oder Vollordnungspinzip: Јеае Menge kann totalgeordnet 
werden. 

Nach Mostowski [1] ist (V) schwacher als das Totalwohlordnungs­
prinzip, da das Zermelonnche Princip aus (V) nicht ableitbar ist. 

3. THEOREM 3.1. Das Auswahlaxioт ist iiquivalent тit Јет logicsh­
еn Produkt der Prinzipien (К) unа (V), d.h. aus Јет Auswahlaxioт folgen 
(К) unЈ (V) unЈ uтgekehrt: Aus (К) unа (V) folgt das Auswahlaxioт. 

BIВLIOGRAPHICAL NOTE. Math. Anna1en 126 (1953), 381-384 
1 Wir wenden die folgenden Redeweisen an (cf. Witt [1]):geordnet, bisher teilweise 

geordnetj wohlgeordnet, bisher teilweise wohlgeordnet, d. h. jede nichtleere Teilmenge von 
vergleichbaren Elementen besitzt ein erstes Elementj voll-oder totalgeomnet oder Kette, 
bisher geordnetj total-oder vollwohlgeordnet, bisher wohlgeordnetj total- oder vollantige­
ordnet oder Antikette, bisher ohne ungleiche vergleichbare Elemente. 
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Es ist hinreichend, aus (К) und (V) das Zermelosche Prinzip abzu­
leiten. 

Es sei also 

(1) F 

irgendeine nichtleere Menge nichtleerer Mengen. Es ist die Existenz einer 
Menge S nachzuweisen, die mit jedem Х Е F einen einzigen Punkt gemein­
sam hat. Nach (V) kann jedes Х Е F als vollgeordent vorausgesetzt werden. 
Nun betrachten wir fiir jedes Х Е F die Menge 

(2) јХ 

aller geordneten Paare 

(3) (Х,а), аЕХ, 

die so geordnet werden, daf3 

(4) (Х, а) :5 (Х, а') 

in ј Х genau dann gilt, wenn а, а' Е Х und а :5 а' in Х. Мап sieht, daB 
ј Х vollgeordnet ist. Мап bilde пип 

(5) Fo = UjX, XEF. 
х 

In Fo werde eine Ordnung so eingefiihrt, daВ 

(6) (Х,а) :5 (Х',а') 

in Fo genau dann gilt, wenn Х = Х', а,а' Е Х und а :5 а' in Х. Nach 
(К) entbli.lt Fo eine maximale Antikette Ај тan sieht, daB А aus jedem 
јХ(Х Е Р) genau einen Punkt 

(7) (Х, <р(Х» 

entblilt. Ше Menge S al1er Punkte <р(Х) hat also mit jedem Х Е F genau 
einen Punkt gemeinsam, womit das Zermelosche Prinzip bewiesen ist. 
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4. Fixpunktjreie Perтutationen und das Auswahlaxioт. 

4.1. 8 sei eine nichtleere Menge und f eine eineindeutige Abbildung 
von 8 auf 8ich. Mit х Е 8 sei 

(1) [х]Ј = UГ(х), п Е D, 3 

п 

(2) 

Ше Ordnung von f ist das Infimum der Kardinalzahlen 

(3) k[x]f, х Е 8.4 

4.2. Fiir jede natiirliche Zahl п betrachten wir nun die folgende Aus­
sage: 

П[n] (Perтutationsprinzip): Јп jeder Меnуе, die тindestens п Punk­
te enthiilt, giЬt es eine fixpunktfreie Perтutation der Ordnung ~ n. 

ТИЕОRЕМ 4.2. П[3] ist eine Folge des Auswahlaxioтs. 

Wegen der Voraussetzung des Auswahlaxioms reicht es hin, П(3] fiir 
jeden Anfangsabschnitt W = [О, а) von Ordnungszahlen mit а > 2 zu Ье­
weisen. Fiir endliche W leistet die zyklische Permutation das Verlangte. 
Wenn W unendlich ist, so kбппеп wir voraussetzen, daf3 jeder Punkt von 

'W unendlich viele Nachfolger besitztj andernfalls ordne тan W so um, daf3 
man die Kette Wo aller х Е W mit endlich vielen Nachfolgern vor die Rest­
menge setzt. Im Falle der Menge N = 1,2,3,··· der natiirlichen Zahlen 
geniigt es, die folgende Permutation zu betrachten: 

р(3n - 2) = 3n, р(3n - 1) = 3n - 2, р(3n) = 3n - 1. 

Ist W eine beliebige unendliche Menge, so zerlegen wir W 80 in w-Abschnit­
te, daf3 zwei Punkte х, у Е W dann und nur dann in demselben Abschnitt 
liegen, wenn 

(4) k[x,y]w < ~o.5 
Da jeder Abschnitt Х von W der Folge N = 1,2,3,··· ii.hnlich ist, kann 
man die Permutation р von N in Х iibertragenj fiihrt man das fiir jeden 

ЗDiе Bezeichnung D fiir die Menge der ganzen Zahlen ist da.s Initial von Differenz. 
Sie erinnert an die Entstehungsweise der ganzen Zahlen. 

4Ше Kardinalzahl einer Menge Х werde durch kX bezeichnet. 
5[a,b]s bedeutet die Menge aller :z: Е S , die zwischen а und Ь liegen oder mit а 

oder Ь gleich sind. 
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таЮтаЈеn U,I-Abschnitt von W аив, so gewinnt тan ејnе fixpunktfreie Per­
mutation von W von der Ordnung ~ 3. 

5. Das Auswahlaxiom und die Zerlegung einer Меnве М in fremde 
hochstens abziihlbare Меnвеn. 

Sei f ејnе Permutation von В. Wird [Х]ј wie in 4 erkla.rt, so liefert [Х]ј 
eine Zerlegung (Partition) von В, d.h. mit х, У Е S ist entweder [Х]ј = [У]ј 
oder [Х]ј П [У]ј = V (leer). Sei namlich z Е [Z]j П [У]ј, so gibt es ејn k Е D 
und ein k l Е D, so daB 

fk(X) = Z = fk' (у), also fk(x) = fk' (у), also 

х = fk'-k(y)j d.h. х Е [У]ј und daher 

[Х]ј S;;; [У]ј. 

Analog beweist таn die duale Inklusion. 

Insbesondere folgt, falls f eine Ordnung ~ 3 hat, daВ jedes [Х] ј (х Е В) 
mindestens drei Punkte enthalt. Das Permutationsprinzip П[3] zieht also 
die folgende А ussage nасћ sich: 

5.1. Р[3, No] (Partitionsprinzip): Jede unendliche Меnве ist zerlegbar 
in disjunkte Teilтengen Х derart, daj1 

3 ::; kX ::; No. 

U mgekehrt kann тan den folgenden Satz beweisen: 

ТИЕОRЕМ 5.2. Aus deт Partitionsprinzip Р[3, No] folgt das Per-
тutationsprinzip П[3]. 

М sei irgendeine Menge mit mindestens drei Elementen und Р ејnе 
Partition von М mit 

(1) м = UX, 3::; kX ::; No (Х Е Р). 
х 

Da jedes Х Е Р hбсhstеns abzii.hlbar ist und mindestens 3 Punkte enthalt, 
gibt es in Љт eine fixpunktfreie Permutation fж der Ordnung ~ 3 (Х ist 
durch ејnе a.hnliche Тransformation 'Рж auf ејnеn Anfangsabschnitt 'РжХ der 
Zahlenreihe [O,U,I) abbildbar). Definiert таn dann ејnе Abbildung f von м 
auf sich so, daВ f јn jedem Х Е Р mit f ж iibereinstimmt, 80 ist f ејnе 

gewiinschte Permutation von М. 

Мan kann 5.1 und 5.2 zusammenfassen јn 
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THEOREM 5.3. Рйт јеЈе Menge, die mindestens drei Punkte enthiilt, 
ist Јав Perтutationsprinzip П[3] iiquivalent mit Јеm Partitionsprinzip 
Р[3, No]. 

OfIen ist die Frage, оЬ аив П[3] das Auswahlaxiom folgt (und somit 
П[3] ein .Aquivalent fiir das Auswahlaxiom darstellt), оЬ fiir zwei ver­
schiedene natiirliche Zahlen п, п' die Prinzipien П[n] und П[n'] aquivalent 
sind und оЬ insbesondere П[2] ~ П[3]. 

6. Die Anzahl Јет Perтutationen unendlicher Mengen unЈ Јав 
Auswahlprinzip. Wenn fiir jede Kardinalzahl а die Fakultat von а 

а! 

als die Kardinalzahl von der Menge В! aller Permutationen von S bedeutet, 
wo kS = а, во hat man den 

SATZ 3.1. Ев ist а! = 2а fiir јеЈев Aleph а. 

Der Beweis des Satzes 3.1. ist nicht schwerj in einem anderen Auf­
satze werde јсћ 3 verschiedene Beweise geben und zugleich durchanalysieren, 
insoferen јсћ dieselben nicht auf beliebige unendliche Kardinalzahlen а 
iibertragen kann. In diesem Zusammenhang k6nnen wir noch das folgende 
Problem formulieren. 

Problem 6.1. Wenn fiir jede unendliche Kardinalzahl а die Gleichung 
а! = 2а vorausgesetzt wird, ist dann das Auswahlprinzip beweisbar? 
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SUR UNE HYPOTHESE DE LA THEORIE 
DES ENSEMBLES 

Оп ajoute une nouveJle hypothese, ћз, au fond equiva1ente а chacune des ћу­
potheses Pl, ... , P12 considerees auparavant en connexion ауес Је probJerne de Souslin 
genera1ise. 

C'est еп 1934 que, parait-il, оп s'est pour la premiere fois exprime sur 
la reponse а donner аи probleme de Souslin: j'avais publie1 que la reponse 
devait etre affirmative, c'est-a-dire que chaqv.e chaine ordonnee continv.e 
verifiant la condition de 80uslin contiendrait иn sov.s-enseтble МnотЬтаЫе 
partov.t dense et serait donc semblable а ип ensemble de nombres reels. Реи 
apres j'avais епопсе (avec ипе indication de demonstration) ип tMoreme 
plus general affirmant l'egalite des cardinaux k 1E, k2E pour chaque chaine 
ordonnee dense Е, k1E etant l'infimum des cardinaux des sous-ensembles 
~ Е partout denses dans Е, k2E etant le supremum des cardinaux kX des 
familles Х composees d'intervalles disjoints et extraits de Е 2. Plus tard, 
j'ai епопсе3 ип "theoreme fondamental" (avec ипе "demonstration") соп­
cernant des tableaux ramifies d'ensembles (= familles ~ d'ensembles поп­
chevauchants telles que pour chaque х Е ~ l'ensemble des У Е ~ verifiant 
у 2 Х soit ипе chaine Ыеп ordonnee рш rapport а 2). Or, еп redigeant 
та These4 је m'aper~us de lacunes dans mes demonstrations des propo­
sitions precedentes. Еп тете temps, је fus а тете d'indiquer 12 propo­
sitions (hypotheses ои postulats) ћ, Р2 , ••• 'Р12 deux а deux equivalentes 
dont l'ипе, Рб, affirmait l'existence d'une famille disjonctive d'intervalles 

BIВLIOGRAPHICAL NOTE: C.R. Acad. Sci. Paris 236 (1953), 564-565 (Note 
presentee ра! М. Неnrј Villat). 

lC.R. АсМ. Sci. Paris 198 (1934), р. 703. 
2 IЬid., 198 (1934), р. 882. 
3 IЬid., 199 (1934), р. 112. 
4 EnBeтывs отаоnnев et ramifies, (These, Paris) 1935; уоп aussi Publ. Math. 

Univ. Belgrade, 4 (1935), р. 1-138. 
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поп vides, la famille devant avoir la puissance k1E (Е chaine dense quel­
conque) (l'hypothese Pl correspondant аи сав k1E = N1 etait аи fond ledit 
"tMoreme" donnant la reponse affirmative аи probleme de Souslin). Des 
hypotheses ћ - ћ2 l'hypothese Р2 est bien saisissante et affirme l'egalite du 
cardinal kT de tout tableau infini Т avec l'un de ses sous-tableaux dеgешзrеs 
(c'est-a-dire dans lequella relation de comparabilite est transitive). Remar­
quons qu'un Т est tout ensemble partiellement ordonne tel que, quel que 
soit х Е Т, l'ensemble des predecesseurs de х dans Т est une chaine bien 
ordonnee S;;; Т. 

Еп 1950 j'ai trouve ипе hypothese de plus, disons ћз, аи fond 
equivalente а chacune des P1 , ••• , Р12 ; la voici: 

HYPOTHESE ћ з. Quelles que soient la chaine continue Е et la ЈатШе 
transfinie disjonctive de rectangles ouverts de Е х Е, la chaine Е contient 
unе ЈатШе de puissance egale d celle de ~, d'intervalles deux d deux dis­
joints. 

L'hypothese particuliere Рfз qui s'en deduit еп у specifiant que le 
cardinal de ~ soit = N1 est equivalente а l'hypothese Pl de tout а 1'heure5• 

5C.R. Acad. Sci. Paris 231 (1950), р. 1113; 1Joir aussi Publ. Math. Univ. Belgrade 
4 (1952), р. 97-108, ои sе trouve la liste de mез 16 travaux concernant le probleme de 
Souslin. ОЈ, aussi Т. Inagaki, Ј. Fac. Sci. Hokkaido Univ. (Sapporo) 8 (1939), р. 25-49, 
145-162. 



SUR UN PRINCIPE DE LA THEORIE 
DES ESPACES ABSTRAITS 

Nous allons formuler un principe de projection П( а) pour les es­
paces abstraits. Се principe generalise notre proposition ћ 3 d'une Note 
precedente1 ј P13 sera formulee encore en se servant d'une fonction ordinale 
п 2. Celle-ci combinee avec des fonctions ordinales dyadiques se prete bien 
а donner l'idee de grandes possibilites аи sein du transfini. 

1. La multiplication cartesienne d'espaces est une operation des plus 
im-portantes pour fabriquer de noveaux espaces а partir d'espaces donnes. 
Or, il у а des proprietes importantes d'espaces, pour lesquelles оп ne sait ои 
l'on ne peut рав decider si elles se conservent par ladite multiplicationj telles 
sont par exemple: la propriete lindeloffienne, le supremum des cardinaux des 
ensembles isoles d'espaces, le degre de cellularite d'espaces3 , etc. Puisque, 
dans le сав ои ces proprietes ne se conserveraient рав, оп aurait afIaire а 
des espaces bien bizarres, il у а lieu de formuler un principe (postulat) et 
rechercher s'il est vrai, faux ои independant dans chaque classe particuliere 
d'espaces. Il nous semble que се principe оссире unе place а part dans la 
tMorie des espaces abstraits. Le voici: 

PRINCIPE П( а) DE PROJECTION. Q'Uelle q'Ue soit la faтille disjonctive 
Ф d'enseтbles o'Uverts extraits d'U carre cartesien d''Un еарасе infini E 1 , 

cel'Ui-сi contient иnе faтille disjonctive de p'Uissance egale d celle de Ф et 
сотроаее d'enseтbles o'Uverts, еn forт'Ules 3 s(ЕЛ = sEl . 

BIBLIOGRAPHICAL NOTE: C.R. Асшl. Sci. Paris, 236 (1953), 655-657 (Note 
presentee рм М. Maurice Fr6chet аи seance du 16 fevrier 1953). 

lC.R. Acad. Sci. Paris 236 (1953), 564. 
2C.R. Acad. Sci. Paris 205 (1937), 1196. 
3Е Etant un espace, GE ои G(E) est lа fami1le des ensembles ouverts ~ Е. Рош 

une famille :F d'ensembles, s:F designe le supremum des cardinaux kH des familles dis­
jonctives Н ~:F. Le cardinal s(GE) sera designe aussi эЕ et в'арреllе le degre de 
cellularite de Е (cf. notre ТЫэе, Paris, 1935, р. 131; aussi C.R. Асшl. Sci. Paris 204 
(1937), 325). 
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Le principe п( а) est demontrable pour la classe des espaces distancies 
aussi bien que pour celles des espaces totalement bien ordonnes. Dans le 
сав des espaces totalement ordonnes, П( а) coincide ауес notre proposition 
ћ 3 1 [qu'on exprime encore en disant que n( а) = а pour tout ordinal а 2] ои 
encore ауес l'hypothese que, quel que soit l'ensemble ordonne Т dont aucun 
point n'est precede de deux points incomparables, оп ait kT = sup kX, Х 
parcourant la famille des cha1nes et des antichaines ~ Т (anticha1ne veut 
dire: ne contenant aucun couple de points distincts comparables). 

Etant donne que la formulation de l'hypothese en se servant de la 
fonction п est tres commode, voici la definition de celle-ci. 

2. А chaque ordinal а оп associera l'ensemble ordonne С(а) сотте 
il suit 4. С(а) sera composee de toutes les ""а+Г suites d'ordinaux < УЈа 
et de toutes les sections соmmещ;апtеs de cells-cij С(а) sera ordonne par 
le procede disant qu'un х Е С(а) precede у Е С(а) si, et seulement si х 
est une section соmmещ;апtе de у. Cecci etant, soit n(а) l'un des nombres 
а, а + 1 2,5 ј si pour tout ordinal а l'on postule l'egalite Nn(a) = sup kX, 
[Х ~ С(а), chaque chaine ~ Х et сћачие antichaine ~ Х est :5 Na ], alors 
notre "theoreme" (hypothese) 5 de 1934 et 1935 s'exprime рш n(а) = а 
pour tout ај en particulier, notre hypothese n(О) = О est equivalente а 
la reponse affi.rmative аи probleme de Suslin б. C'est que, сотте nous 
l'avons remarque ailleurs 7 nous croyons que notre hypothese (по) disant que 
n(а) = а pour tout ordinal а est рlutбt un postulat independant d'autres 
axiomes courants de la theorie des ensembles. L'hypothese (по) est la plus 
simple parmi d'autres et en particu1ier impliquant n(О) = О correspond 
dans се сав а notre idee d'un temps mathematique s'ecoulant sans cesse 
continument de telle sorte qu'il soit le seul continu maniable n'admettant 
aucune infinite поп denombrable de durees separees. Mais 1 'hypothese siтple 
(по) est infiniтent тoins riche que l'hypothese (nl) disant que n(а) = 
а + 1 pour tout ordinal а, et en particulier que n(О) = 1. Мете, б etant 
une "hyper-suite" dyadique quelconque - pour tout а, б (а) Е {О, 1} - оп 
peut considerer l'hypothese (по + б) disant que n(а) = а + б(а) роuт tout 
а. Les hyper-suites constantes О et 1 redonnent resp. (по) et (nl) сотте 

4Cf. Bull. Асшl. Sci. U.R.S.S., В. math. 11 (1947), 59-74. 
5Voir Tblse, р. 105 (th. 1) et р. 132; aussi C.R. Acad. Sci. Рзriз 202 (1936), 185. 
6Voir А. Denjov, C.R. Асшl. Sci. Paris 236 (1953), 437. 
7Voir These,p. 2, 134; aussi C.R. Acad. Sci. Paris 202 (1936), 187. 
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deux cas extremes d'une immensite inconcevable d'hypotheses montrant des 
possibilites logiques incroyables аи sein du transfini 8. 

3. ТнЕокЕМЕ. Роит tov.t espace infini Е роит leqv.elle principe п( G) 
s'appliqv.e, la sv.ite s(En) (1 ~ п < ""'О) est constante 9

• 

Sans recourir explicitement а п( G) се theoreme est demontrable pour 
des espaces distancies et des espaces totalement bien ordonnes; рош des 
chaines ordonnees infinies Е la suite s(En)(2 ~ п < ""') est constante. Le 
cas des espaces partculierement interessants relati vement а. П ( G), с' est le 
cas des espaces uniformes. 

4. Le principe П( G) est а. comparer аи theoreme qu'on prouve sans 
se servir de П(G) et que voici: Qv.el qv.e soit l'ordinal а, il у а dev.x familles 
:Fa , :F~ d'ensembles verifiant 

Се theoreme generalise celui de М. Sierpinski 10, qu'on obtient en у substi­
tuant zero et N1 аи Неи de а et 2N" respectivement. 

5. Оп peut envisager encore le principe :1) qv. 'оп obtient d partir de 
П( G) еn у rempla9ant les familles consderees рат des ensembles isoles. 

8D'une fa.c;on analogue, en posant 2No = NN(O)' nous croyons qu'on peut prendre 
pour N(O), n'importe quel ordinal > О поп confinal ауес (0/0, en particulier, оп peut poser 
N(O) = 1, (0/1 ои N(O) = le premier ordinal inaccessible [cf. lос. cit. 2]. 

9 А се propos, cf. Е. Marczewski, Fund. Math. 34 (1947), 127-143. 
lOFund. Math. 33 (1945), 299-302. 



EIN LEMMA UBER TRANSFORMATIONEN 
Gewidmet zur treuen und freundlichen Erinnnerung аn den Kollegen H.L. Schmid 

1. Fiir eine Menge В und eine Kardinalzahl r sei (;) die Menge aller 

Teilm.engen von В, die r Elemente haben: (;) = {хl х ~ В, kx = r}j kx 
bezeichnet die Kardinalzahl von х. Falls r > kB ist, sei (;) = v (leere 
Menge). 

2. LEMMA. Seij eine Abbildung von S in (;); d.h., dajJ ј(х) fйr jedes 

х Е В eine wohlbestiттte Unterтenge von (;) ist. Sei: 

12 {X}~Uy (уЕј(х),ХЕВ)ј 

II2 Wenn у Е (;), dann у Е U ј(х); 
"'Еу 

1II2 (п) kj(x) < п, п bezeichne dabei eine Kardinalzahl. 

Dann ist 

(1) kB:::; 2n2 ј insbesondere kB :::; п, jalls п ~ No. 

2.1. Beweis. Setzen wir voraus, (1) sei nicht erfiillt, also 

(2) 

Sei eine Teilmenge von В, so daВ 

(3) 

(4) 

kY=n 

Z = Ux, (х Е ј(х),у Е У)ј 

BIBLIOGRAPНlCAL NOTE: Math. Nachr. 19 (1958), 186-189, (Eingegangen 
ат 12.11.1957). 
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dann ist 

(5) 

(6) 

п :::; kZ :::; п . n· 2. 

Nach (2) und (5) hatte шап S\Z =f. V; sei dann 

а Е S\Z. 

457 

Als Folge von 12 hat шan У ~ Z, also аиећ а поп Е У; d.h. у =f. а und 
daher {у,а} Е (;) fйr jedes у Е У. Nach 112 hat шап 

(7) {у, а} Е f(y)Uf(a). 

Ware пип {у, а} Е ј(х) fйr ein у Е У, во ware ein Summand х in (4), und 
daher а Е Z, entgegen (6). Also ist fйr kein у Е У {у,а} Е ј(у); пасћ (7) 
bedeutet das, dafi fiir jedes у Е У {у, а} Е Ла) gilt; daher miiBte entgegen 
der Bedingung 1112 (п) kf(a) ~ kY = п, d.h. kf(a) ~ п sein. 

Мап hat also nicht (2) sondern (1). Wenn п unendlich ist, gilt 2n2 = п, 
und die Relation (1) wird kS :::; n. 

Somit ist das Lemma vollstanding bewiesen. 

2.2. Bemerkung. Ев ist zu beachten, dafi in der Voraussetzung 
1112 (п) das Zeichen < steht, wahrend in der Behauptung die Relation :::; 
vorkommt. 

З. Allgemeiner ћаЬеп wir folgenden 

SATZ. Seien S eine Menge unа п, r positive Kardinalzahlen. 

Sei f eine Abbildung von S in (;), во м,р folgende 3 Bedingungen 
erfi.illt sind: 

I r {х} ~ Uy (у Е Лх), х Е В); 

IIr Wenn у Е (;), ааnn у Е U ј(х); 
"'Еу 

IIlr (п) kf(x) < п fi.ir јеаев х Е В. 
Falls ааnn r :::; п ~ No ist, во gilt 

(1) kS:::; n. 

3.1. Der Beweis ist ahnlich dem vorangegangenen Beweise des Lem­
шм. Ware (1) nicht wahr, во kOnnten wir wie vorher die Mengen У und Z 
betrachten. Мan hatte 

п :::; kZ :::; п . п . Т, Z ~ В, 
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und die Kardinalzahl von S\ Z ware groBer als 1" - 1. Sei dann А eine 
Untermenge von S\Z, so daВ kA = 1" - 1. Aus У ~ Z folgt А П У = v. 
Daher ist 

(2) (у) u А Е (~) (у Е У). 

Nach НТ blitte man 

(у) u А Е J(Y)'U UJ(a) (а Е А, у Е У). 
а 

Gabe es nun ein у Е У mit (у) U А Е Ј(у), so ware (у) u А ein Summand in 
(2.4) und daher А ~ Z, entgegen А ~ S\Z. AIso ware fiir jedes у Е S 

(3) (у) u А Е UJ(a) (а Е А). 
а 

Betrachten wir die Menge 

(4) UJ(a) (а Е А). 
а 

Die Kardinalzahl derselben ist kleiner als п . kA = n(1" - 1) = п, also gilt 

(5) k(4) < n. 
.0 

Andererseits ziehen die Relationen (2) und (3) und die Bedingung НТ die 
folgende Relation nach sich: у Е (4) fiir jedes у Е У. Demnach ist У ~ (4) 
und k (4) ;::: kY = п, d.h. k (4) ;::: п, entgegen der Ungleichheit (5). 

3.3. Нier kann man in bezug auf < п und ~ п in IlIr(n) und (3.1) 
dasselbe wie in §2.3 bemerken. 

4. Bemerkungen. 

4.1. Fiir jede Menge S gibt es eine Abbildung Ј fon S in (;), so daВ 
die Bedingungen Ir und НТ befriedigt sind: Es geniigt, fiir jedes х Е S durch 
Ј(х) die Menge aller у Е (;) mit х Е у zu bezeichnen. Somit hat man, wenn 
man von der Bedingung lIIr (п) absieht, keine Einschrankung in bezug auf 
kS. 

4.2. Derselbe SchluB gilt, wenn man von der Bedingung НТ absieht: 

Es geniigt, durch Ј(х) ein у Е (;) mit х Е у zu bezeichnen. 
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5. Fur eine Ordinalzahl а sei I(а) bzw. I[а] die Menge aller Ordi­
nalzahlen < а bzw. $ а. 

5.1. LEMMA. Fiir jede Ordinalzahl а > 2 gibt es eine Abbildung f 
von I(а) in е<;)), so dafl die Bedingungen 12, Н2 , III2(ka) befriedigt sind. 
Wenn auflerdem а 2: VJ ist, so gibt es fiir jedes О < r < VJ eine Abbildung Јт 
von S = I(а) in е<:)), so dafl 1r -IIIr (kа) befriedigt sind. 

Мan kann Јт folgendermaf3en definieren: Јт(Џ) = {О, 1јТ - 1} fйr 

0$ V < Тј fйr jedes r $ V < а sei Јт(Џ) = e~]). 

5.2. KOROLLAR. Fiir jede natiirliche Zahl r > О gibt es eine Abbildung 
von I(VJ1) in e(~')), so dafl die Bedingungen 1т; Нт , ПЦ~l) befriedigt sind. 

6. SATZ. Die Gleichheit 2Na = ~a+1 ist logisch gleichwertig mit 
folgender А ussage: 

Es gibt eine Menge S von der Miichtigkeit 2Na und eine Abbildung Ј2 
von S in (~), so dafl die Bedingungen 12, Н2 , III2 (Na +1) befriedigt sind. 

Der Satz ist eine Folge von Satz 3 und Lemma 5.1. 

Ist insbesondere а = О, S = R (= die Menge aller reellen Zahlen), 
so kann тап jedes {а, Ь} Е (~) als abgeschlossenes 1ntervall [а, b]R von R 
deuten, und aus Satz 6 folgt folgender 

6.1. SATZ. Die Kontinuumhypothese 2No = ~1 ist logisch iiquivalent 
mit folgender Aussage Р: 

Р Jeder reellen Zahl х kann mаn ein abziihlbares 1 System Ј(х) von 
Segmenten von R so zuordnen, dafl х Е У Јйт jedes у Е ј(х) und dabei kein 
Segment von R ausgeschlossen ist2 • 

6.2. Sei S eine Menge von einer Mii.chtigkeit > 1ј damit kS = Na +1, 
ist notwendig und hinreichend, daf3 eine Abbildung Ј2 von S in (~) existiert, 
so daf3 die Bedingungen 12, II2, II12 (Na +1), nicht aber ПI2 (n) fur п < ~a 
befriedigt sind. 

1 Abzahlbar bedeutet: endlich oder von der Mii.chtigkeit No. 
2W. Sierpinski, Вит иnе propriete de la droite equivalente а l'hypotblse du соn­

tinu, Ganita 5 (1954), 113-116. Die vorliegende Note wurde durch diese Arbeit von W. 
Sierpinski veranlaBt. 



GENERAL CONTINUUM HYPOTHESIS 
AND RAMIFICATIONS* 

1. Introduction and summary. Let W Ье а weH-оrdеrеd setj for 
any set В, let 

(1) B(W) or BW 

denote the system of аН functions оп W to Вј in particular, if ех, f3 ше 
ordinal numbers, let ех(fЗ) Ье set of all the f3-sequences of ordinals < ех, i.e. 

(2) ех(fЗ) = Iex(If3). 

For example, 2(Wl) is the set of all the Wl-sequences of digits 0,1. 

Let us put 

(3) TB(W) = UB(X), 
х 

Х running over all initial segments of W. Consequently, T2(Wl) is the set 
of аН the dyadic sequences whose length is $ (Џl. The set (3) is regarded as 
ordered Ьу the relation 

~ meaning: to Ье initial portion о!. 

In particular -! means ~ and 1=. 
One easily proves that the set (3) is а tree, i.e. that for every point х 

of (3) the set of all the elements each of which is -! х is well ordered. 

BIВLIOGRAPHICAL NOTE: Fund. Math. 47 (1959), 29-33 (Received 30 06 
1958). 

*The second part ofthe results was presented 23.12.1953 in Belgrade at the Math­
ernatics Institute of the Serbian Acaderny of Sciences. For the first part see Кшера 
[2]. 
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The investigation of sets T2(wq ) and, in general, of sets of the form 
(3) is very important and involves enormous difficulties. In particular, we 
showed that the the problem whether every поп countable subset ој T2(Wl) 
contains аn uncountable chain от" аn uncountable antichain is equivalent to 
the Suslin problem (cf. Kurepa, [1, р. 106,124, 132, Р4 ++ Р5]). 

In particular, the following two propositions аге mutually equivalent: 

(А) Every subset S ој T2(Wl) ој cardinality N1 such that every аn­
tichain ој S is :::; No contains а chain ој cardinality N1 ; 

(8) Every linearly ordered dense set such that every system ој its dis­
jointed intervals is :::; No is similar to а set ој real numbers ordered according 
to their magnitude. 

Now, it is extremely interesting that the continuum hypothesis сап Ье 
equivalently expressed in terms of sets T2(wq ) and in connection with the 
existence of some chains in subsets of Т2 (wq ). In particular we shall prove 
the following theorem (cf. Theorem 3.2). 

ТИЕОREМ. The continuum hypothesis 2No = N1 is equivalent to this 
statement 

(Do) 1ј аn initial portion Р ој length W2 ojT2(W2) contains по chain 
with N1 l-s,. i. е. ij јоТ" every chain С ~ Р the set sup С contains < N1 times 
the digit 1, then Р contains а chain ој cardinality N2 (obviously composed 
mainly ој O-s). 

This theorem is а corollary to а general theorem dealing with analo­
gous sets T2(wq ) (cf. the main theorem 3.1). 

The proof of the theorem is based оп а theorem (Theorem 2.1 below) 
оп regressing functions proved in another paper (Kurepa [2]). 

2. Auxiliary theorems. In another paper we have proved the 
following theorem [2, Theorem 3.2]. 

ТИЕОRЕМ 2.1. Let Wq Ье а regular initial uncountable ordinal number. 
Let ВОЈ' Ье а sequence ој nonvoid pairwise disjoint sets so that kSOJ , < 
kwq • Let М Ье а set ој cardinality No ој ordinals < Wq such that in" the 
space 1ОЈ .. о! ordinals < Wq the complement ој М contains по closed set ој 
cardinality kwq • Let ј Ье а mapping ој МО = U Вџ (џ Е М) into S = 
U BOJ~ such that х Е Вџ, J.L > О, imply јх Е В{ј(ЏХ) with (3(џ, х) < J.L 
(џ Е М). Then there exists а у Е јМо satisjying k{!-ly} = kwq , i.e. 
ј is constant in а set ој cardinality Nq • 

Оп the basis of this theorem we have proved the following theorem. 
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ТИЕОRЕМ 2.2. Let Т Ье а systeт ој sequences ој ordinals < UJ;; such 
that every initial segтent ој every eleтent ој Т belongs to Т; let UJcт Ье 

such that UJ;; is regular and that 1 :::; kRo:T"< Ncт (а < UJcт ). Iј по ordered 
chain ој Т contains N;; digitsi= о, then Т contains а UJct-сhаin (terтinating 
necessarily with O's). (Cf. Кшера [2, Theorem 4.1]. 

Reтark. It is interesting to observe that the elements of sequences 
forming Т might Ье composed of digits о, 1 only. Some elements of Т might 
Ье sequences of digits i= о onlYj but what matters is the existence of а chain 
of cardinality Ncт of elements of Т аН terminating with O's. 

ТИЕОRЕМ 2.3. Let Т Ье а tree every node ој which is < N;; and 
1 :::; kRw~ Т < N;;. Let us suppose that N;; is regular and that there exists а 
тapping ј ој Т into IUJ;; such that: 

1 о ј is one-to-one in every knot ој Т; 

20 the set {j-lО} ој points ој Т each ој which is transjorтed into О 
intersects every chain ој Т whose cardinality is N;; . 

Then the tree Т contains а chain ој cardinality Ncт • 

As а matter of fact the existence of the preceding function ј enables us 
to give а representation of Т in the form of а system of sequences occurring 
in theorem 2.2. Let х Е Т and Т(·,х] = {yly Е" Т,у:::; х}. Then јх as weH 
as јх' is an or<linal for every х' :::; хј then јТ(·, х] is а sequence of ordinals 
< UJ;; and one easily proves that the system S = {јТ(·, х] I х Е Т} is the 
required set of sequences: the mapping х -+ јТ(·, х] is а similarity between 
Т and В. 

The system В is а tree of the kind we examined in Theorem 2.2, except 
that the length of every element of S is an isolated ordinalj joining to S also 
the initial portions of the second kind of every element of В, one gets а 
system То like that in theorem 2.2. And one sees that То contains а chain 
of cardinality Ncтj therefore the tree S as weH as the given tree Т contains а 
chain of cardina1ity Ncт , which is what was required. 

And now we аге going to prove the main result of this paper. 

3. Main theorem. 

ТИЕОREМ 3.1. For аnу ordinal а the jollowing stateтents (СО:) and 
(Do:) ате тutually equivalent: 

(СО:) 2N
., = No:+l. 

(Do:) Let D Ье аn initial portion ој the tree TUJo: (UJo:+2) coтposed ој all 
junctions оп 1UJo:+2 into 1UJo:. Iј the length ој D is UJo:+2 and ij D contains 
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по chain with тore then ~a digits :f. О, then D contains а Wa+2-sequence 
(obviously terтinating with O's each). 

(4) 

Prooj ој Theoreт 3.1. (Са) iтplies (Da). 

At first, let us prove the foHowing lemma. 

LEMMA 3.1. Relation (Са) iтplies 

As а matter of fact we infer Ьу induction that first of аН 

kR D < ~ Nkll'. 
11 -L..J а' 

11':5,11 

therefore, in particular 

Hence, relation (4) holds for v < иЈа+1. Suppose now that 

and that (4) holds for every v < С; let us prove (4) also for v = С. If С 
is isolated, аН is obvious. If сјС = иЈа+1, then in virtue of the supposition 
in (D a ), every element х of R(D, being а C-sequence of ordinals of IиЈа , 

terminates with а wa+1-sequence of O's; therefore 

kR(D :5 L kR(D :5 (Ьу induction hypothesis) :5 Na +1 kC = Na +1· 

It remains to prove the сазе 1 < r < Wa+l where r = сјС. Then let 
{30 < {31 < ... < {3т' < ... Ье an increasing r-sequence of ordinals converging 
to С. Then every х of R( D is the supremum of а weH-dеtеrminеd r-sequence 
xP~ Е Rpr,D. 

Now the number of аН such r-chains is :5 Пт' kRPr' D :5 (Ьу hypoth­
esis) :5 Пт'<Т Na+1 :5 N~+l = (Ьу hypothesis (Са)) = (2N")N,, = Na+1· 

Consequently, relation (4) holds. 

Now, the length of D is, Ьу hypothesis, иЈа+2; consequently, in virtue 
of (4) we get 
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Moreover the cardinal ~a:+l = ~~+2 is regular. And since supposition оп 
(Da:), D contains по chain with more then the ~a: digits "1 О, the hypotheses 
of Theorem 2.2 are satisfied; accordingly, the tree D contains а chain of 
cardinality kD = ~a:+2. The implication (Ca:)-+(Da:) is proved. 

3.2. (Da:) implies (Са:). Let us suppose оп the contrary that 2N" > 
~a:+l although (Da:) holds. Then in particular the set 2(wa:) of cardinality 
2N" of аН dyadic Wa:-sequences would contain а subset Х of cardinality 
~a:+2. Let s(x) (х Е Х) Ье one-to-one function of Х onto IWa:+2; every 
such х being а dyadic wa:-sequence, let us consider the sequence 

hx = х + {O}sx 

obtained Ьу ajuxtaposition of х and the constant s(x)-sequence composed of 
O's; of course the length 'Yhx of hx equals 'Ух + в(х) = Wa: +в(х). То distinct 
elements х of Х correspond in this way distinct sequences h(x)'s. Then 
let D Ье the system of аН initial segments of those h(x)'s, х running over 
Х. The set D would Ье оп initial portion of 2( < Wa:+2)1 and по supremum 
of а chain of D would have more than ~a: digits 1 in its representation. 
According to the statement (Da:) the set D would contain а wa:+2-chain, 
which contradicts the fact that obviously every chain јп D is < ~a:+2' The 
theorem 3.1 is completely proved. 

As а particular case of theorem 3.1 we have the foHowing one. 

ТИЕОRЕМ 3.2. The continuum hypothesis 2No = ~l is equivalent to 
the Jollowing proposition: 

Let Т Ье аnу tree оЈ height W2; iJ there is а mapping Ј оЈ т into 
I2 = {0,1} such that Ј is one-to-one in every nоае оЈ Т аnа iJ {Jl1

} 

contains по chain оЈ cardinality > ~o, then Т (аnа in particular {J-10}) 
contains а chain оЈ cardinality ~2' 

Notation. For anу number а, 1 а denotes the set of numbers < а. 
For any number а, а' runs over 1 а. kX denotes the cardinality of Х. сЈа 
is the minimal ordinal f3 such that а is the supremum of а f3-sequence of 
numbers < а; if а- < а exists, then сЈа = 1. а- is the supremum of 
numbers < а. 

For ап ordered setB and ап ordinal а, Ra:B denotes the set of all the 
points х of В such that the set в(·,х) is similar with Ја. 

А node of В is every maximal subset Х of В such that sets в(·, х) (х Е 
Х) ме equal mutually. 

lObviously, а( < /3) denotes the union of аН the sets а(/3'), /3', running over Ј/3. 
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I have chosen ten papers of Duro Kurepa with topics in general topol­
ogy (one of them, В[45] , appears in the Section В оп cardinal functions in 
topology). I know that the choice is rather subjective and not complete 
and that the work he has done in general topology is still in а solid Ьаве of 
further development of this branch of mathematics. Let us now give а short 
review of the ten papers. 

The paper Е[33] is the first one published Ьу Kurepa. Passing from 
the transfinite ordinal number (џо = (Џ and cardinal number No to trans­
finite initial ordinal numbers (џо: and cardinal numbers No:, he generalized 
several fundamental notions such as derivation, closure, compactness, sep­
arability, convergence and completeness - and applied this to the class of 
distancial (metric) spaces (espaces distancies) (D) ofM. Frechet. Influenced 
Ьу Ље french mathematical school of that time, and especially Ьу the work 
of М. Frechet, Kurepa continued the activity of generalizing mathematical 
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notions. 80 in Е[34] ће defined the pseudo-distancial spaces (espaces pseudo­
distancies) generalizingtheclass (D) ofM. Frechet: inplaceofpositivereals 
as the range of the distance-function, Kurepa puts an arbitrary totally or­
dered set. In 1945-46 М. Frechet considered а similar class of spaces under 
the name "les espaces ecartises" and proved that they ые completely reg­
ular. It is interesting that М. Frechet, mentor of Kurepa, оп that occasion 
did not mention the early papers of Kurepa. 8everal years after the 8ес­
ond World War, М. Frechet visited Belgrade and during а conference оп 
this subject, acknowledged the fault. This class of abstract spaces is since 
then known alБо under the name of "Kurepa-Frechet spaces". It is worth 
mentioning also that in 1947 А. Appert and Ј. Colmez - еасћ one at his 
ownway - made а farther generalization: instead of totally ordered всшев 
they introduced the partially ordered ones. Using this they succeeded in 
characterizing the uniform spaces of А. Weil Ьу шеans of partially ordered 
distance. Оп the other hand, in ћiБ thesis, directed Ьу Professor Kurepa, 
Р. Papic (1954) made а thorough study of the class of Kurepa's pseudo­
distancial spaces, revealing thus тanу of their properties. More details and 
further reference about this ыеа of general topology, the reader тау find in 
§12 of the reviewer's book [1]. 

In Е[36] Kurepa introduced а пеw generalization of the range of the 
distance-function. Тће range is now а set М with а special structure and 
using this Kurepa gave а topological characterization ofboth classes (Е) and 
(D) of М. Frechet. This immediately give rise to а further generalization of 
these two classes of spaces Ьу putting anу initial transfinite ordinal number 
U.Ja in place of the initial ordinal number U.Jo = U.J, obtaining, thus, two 
new classes of spaces (Еа ) and (Da ) such that Ео = t' and Do = D. It 
is interesting that the second class (Da ) has been considered Ьу Kurepa 
already in Е[34]. In Е[37] , using some of his results иош Е[36], Kurepa 
gave а пеw topological characterization of the class (D) of М. Frechet which 
шау Ье regarded as an anticipation of the theorem of А. Weil [3] that а 
uniform space is metrizable if and only if its uniformity has а countable 
base. 

In Е[36а] Kurepa gave а пеw generalization of the range М of the 
distance-function defining the operators (operateurs) Е[М] and D[M] as 
classes of abstract spaces Е defined Ьу means of the М -distances (М -ecarts) 
with the domain Е х Е and the range М, where М is some given abstract 
space. Under the direction of Professor Kurepa the author of these lines 
studied these classes in Ыв doctoral dissertation "Apstraktan razmak i uni­
formne strukture" (Abstract distance and uniform structures) (1955) and 
proved, for example, that T-spaces (abstract spaces Ьу which the carrier 
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т is а ramified set) are in the class t'[M], where М is а space of ordinal 
numbers (see [1] for farther reference). ТЬе paper Е[56] of Kurepa is an ех­
tensive treatise where the operators t'[M], V[M] are considered again and 
where several problems are proposed. In connection with this the author of 
this review was able to find necessary and sufficient conditions under which 
the class of eT-sрасеs is included in the class t'[M] t\ 01, (the class of spaces 
where the corresponding M-distance Ј: Т -+ М verifies Kurepa's condition 
of continuum Ьу 0'1' ; 

а Е А ~ Ј(а,а) Е Ј(А,А), 

where for А с Т we let Ј(А,А) = {Ј(Ь, Ь): Ь Е А}, and where М is а space of 
ordinal numbers (see шу book [1] for further references». In Ьiэ thesis (1935) 
Kurepa has defined ramified families of sets and in Е[36] proved that every 
abstract space of the class (t') which has а ramified base of neighborhoods 
is in the class (V). ТЬе neighborhood spaces with ramified neighborhood 
bases have been denominated Ьу Р. Papic as spaces of the class R, or R­
spaces. Concerning the class of R-spaces we recommend the reader to see 
particularly the paragraph 5· of Kurepa's paper Е[5б]. Р. Papic discovered 
many properties of R-spaces and, in particular, in his paper [2] Ье proved: 
"In order that an R-space Х Ье homeomorphic to а totally ordered space, it 
is necessary and sufficient that Х has а ramified base В having по compact 
members in anу stratum of the second kind". Using this, in Е[63] Kurepa 
produced а pseudo-distancial space of the class (D 1 ) which is not totally 
orderable. Moreover, Ье proved that for every regular ordinal number а 
there exists а space in the class (Da ) which is not homeomorphic to а 
totally ordered space. I recommend the reader to carefully read Kurepa's 
paper Е[7б] where Ье gives some comments оп the history of uniform spaces. 
In the paper Е[79] Kurepa introduces yet another new notion - the stellarity 
number, or the Z-number, and uses this to classify topological spaces. 

Zlatko Р. Mamuzic 
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SUR LES ESPACES DISTANCIES 
SEPARABLES GENERAUX 

Definitions. Pour un nombre ordinal а la fonction т(а) -le type-limite 
de а - est le plus petit nombre ordinal tel que а soit la limite d'une suite -
т(а) de nombres ordinaux inferieurs а а. Le derive - N", de l'ensemble А, 
que nous designerons par D",A, est l'ensemble de points - N", de А, c'est-a­
dire l'ensemble de points а (appartenant ои поп а А) tels que pVaA ;:::: N", 
pour tout voisinage Va de а (рА signifie la puissance de А). L 'еnвеmЫе ае 
jermeture - N", de А est, par definition, Р",А = A+D",A. Un espace Е est dit 
вератаЫе - N", de уеnте f3 s'il existe un ensemble А tel que: 10 рА = N",j 20 
А ~ EubseteqF{3Aj l'ordre de separabilite de genre f3 est le plus petit nombre 
в{3Е tel que Е soit separable - Ns,вЕ de genre fЗ. Un espace est compact - N", 
si рош tout son ensemble А оп а D",A =f. О toutes les fois que рА ;:::: N",. Si 
pour un espace distancie Е l'ensemble de ces points mutuellement distant 
;:::: е рош tout nombre reel е > О а la puissance < N"" l'espace est dit Ьоrnе -
N",. Si un espace distancie И contient isometriquement tout espace distancie 
separable - N", et si вИ = а (cf. theoreme 1), il s'appelle universel - N",. 
Si рош une metrique р toute suite - иЈ", fondamentale est convergente, р 
est dite complete - N",. La suite {a'l'}'I'<"'''' est fondamentale si l'on peut 
faire correspondre а tout е > О un nombre Ф < иЈ", tel que p(a'l'a'l") < е 
pour <р, <р' > ф. Si аи moins une metrique qui convient а un espace Е est 
complete - N"" il est dit complet - N", lui-meme1 . 

I-,No 
l'аЕ' 

Dans се qui suit nous nous bornerons аих espaces distancies. 

ТНЕОRБМЕ 1. воЕ = B1E = ... = В-у == вЕ, N-y = рЕ. 
THEOREME П. Е est вератаЫе - N~ роuт tout ~ tel que NsE :::; N~ :::; 

BIВLIOGRAPНICAL NOTE. C.R. Acad. Sci. Рмiз 197 (1933),1276-1278. (Note 
presentee рм М. Еrnilе Borel, аи seance du 27 novembre 1933). 

lYoir М. Frechet, Les espaces abstraits, Gauthier-Yi1lars, 1928. р. 66 et suiv.; К. 
Haratomi, Јараn Ј. Math. 8, р. 113, et 9 (1932), р. 1; А. Appert, С. R. Acad. Sci. Paris, 
196 (1933), р. 1971; Р. Urysohn (redige рм Р. Alexandroff), Bull. Sci. МаЉ. 51 (1927), 
р.43. 
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ТНЕОRБМЕ IП. Si Е est coтpact - Na et si ['оn accepte l'hypothese 
dv. continv. 2No = N1 , il est av.ssi coтpact - N~, Na :::; N~ :::; N~E. 

ТНЕОRБМЕ IV. La propriete "coтplet - Na " entraine coтplet - N~ 
pov.r tov.t ~ tel qv.e а :::; ~ < а', а' etant lе preтier noтbre inaccessible 
> а. 2 

Les proprietes sont equivalentes: 

ТНЕОRБМЕ У. 1 о Separable - Na ; 20 coтpact - Na + 1; 30 pov.r tov.t 
А clairseтe - Na оп арА:::; Na ; 40 pov.r tov.t А isole - Na оп арА:::; Na ; 

50 tov.te sv.ite croissante 0'1.1. decroissante d'enseтbles ferтes 0'1.1. ov.verts а 
аv. plv.s Na de terтs diJJerents; 60 tov.te cov.verture est reductible d unе 
subcouverture de puissance :::; Na . 

ТНЕОRБМЕ VI. 10 Coтpact - Na ; 20 Ьоrnе - Na et coтplet - Na ; 

30 pour des а de seconde espece: quelle que soit lа suite - (Џт(а) d'enseтbles 

ferтes et de puissances ~ Na et tOv.s еn relation d 'inclusion, il у а аu тoins 
un point еn соттun; 40 а tel que т(а) = (џо: t011.te тetriqv.e q11.i convient d 
Е est coтplete - Na ;3 50 so11.s l'hypothese d11. contin11.: t011.t enseтble, tire de 
Е, ayant la p11.issance ~ Na donne liev. d а11. тoins 11.n point d'accuтv.lation 
тaxiтee. 

THEOREME vп. Si 2No = N1 et (џо < т(а) < а, il n'existe а11.С11.n 
espace coтpact - Na . 

THEOREME VПI. SOv.s l'hypothese generalisee de contin11.s 2N" = 
Na +1 , оп pe11.t constrv.ire, p011.r tov.t а, v.n еврасе uа 11.niversel - Na . 

En terminant, nous voulons souligner que les questions de cette na­
ture sont etroitement liees а. la tMorie des nombres transfinis qui, а. son 
tour, peutetre facilitee par de telles considerations "geometriques". Оп 

peut dire la шеmе chose en се qui concerne les espaces {L a } pour lesque1s 
l'operation de derivation est definie par des suites - (Џа de points, ои bien 
les espaces {Va}, c'est-a.-dire les espaces (V) de caractere local а, etc., оп 
peut leur adjoindre aussi des dimensions et mesures transfinies. D'ai1leurs, 
tout cela n'est qu'un сав tres particulier des transfinitaux formels generaux 
dont l'etude se pose si naturellement а. l'esprit humain. Nous у reviendrons 
а. une autre occasion. 

Епош;оns encore се theoreme qui se degage des considerations prece­
dentes: 

Si 2No = N1 оп а, p011.r t011.t а, N~o < Na+wo . 

2Се sont lев solutions поп singulieres de l'equation "''1 = '7; lеш existence est tres 
douteuse. 

ЗCf. Niemytzki-Tychonoff, Fund. МаЉ. 12 (1928), р. 118. 



TABLEAUX RAMIFIES D'ENSEMBLES. 
ESPACES PSEUDO-DISTANCIES 

1. Soit Т иn tableau dont la a-ieme ligne est composee des ensem-
bles ааоаl ... а", si а est de premiere espece et des aao ... a~ = П~<а aa", ... a~ 
si а est de seconde espece, les indices ао, а1, ... , a~, ... parcourant respec-
tivement des ensembles {ао}, {а1}' ... , {a~}, .... Deux complexes d'indices 
des ensembles de Т, А, В sont des ensembles Ыеn ordonnes te1s que: ои 
Ыеn АВ = О, et alors G А G в = О; оu Ыеn l'un constitue иn morceau 
intial de l'autre рм exemple, В = Aa~a~+1... et a10rs G А - G в i- О 
sauf dans le cas ои G А, G в se composent d'un теше point а et alors 
G А = G Аа = G Ааа = ... == а ои sont tous deux des ensembles vides, 
donc G А = G Ао = G АОО = ... == 01. Sous ces conditions, Т sera арреЈе 
tableau raтifie d'enseтbles. Le plus petit nombre , tel que la ,-ieme ligne 
de Т nе contient que des points simples ои des zeros s'appelle le rang de Т. 

THEOREME. Tetant un tableau raтifie d'enseтbles, воn rang , est 
Ыеn deterтine; il existe unе suite d'enseтbles, {Ео,}, telle que: 10 ЕО! est 
un eleтent de [а a-ieтe ligne de Т; 20 ЕО! - Ef3 i- О роuт chaque а < f3 et 
chaque f3 ~ ,. 

п. Е designera иn ensemble ordonne continu et 1imite2 

D = (Do,D1 , ••• ,Dx,' .. ) 

BIВLIOGRAPHICAL NOTE. С. R. Aead. Sei. Ршiз 198 (1934), 1563-1565 (Note 
presentee ры М. Hadamard). 

1 Si dans une ligne de Т ве trouvent deux ensembles vides et si les eomplexes 
des indiees respeetifs ne eOlneident рав, ees zeros sont eonsideres еотте des ensembles 
disjoints. 

2рош 'а terminologie, voir та Note des C.R. Aead. Sei. Рыiз 198 (1934), р. 
882, dans laquelle, dans tOtlS les raisonnements, јl faut remplaeer 'а рЬхаве: «suite 
fondamentale de segments de Е » рш 'а рЬхаве « suite fondamentale d'intervalles 
de Е ». Une suite bien ordonnee 8 = {v<p} d'intervalles deeroissants de Е est dite 
fondamentale вј РПl1<р == рПV<р = 1 ои о, V<p designant 'а fermeture rel. Е de 11'1'; deux 
telles suites {11~}, {v~} sont dites equivalentes вј а. ehaque v~ eorrespond un v~ tel que 

v~ :Ј v~ et viee versa. 
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ип developpement complet de Е, des developpements partiels Do, D 1 , .•• , 

Doo .•. etant composes des termes d'ordre resp. о, 1, ... ,а de D: Еао , Еаоа1 , 

... , Еаоаl ... аа' ... dont l'ensemble constitue le tableau horizontal Н du 
developpement D de Е; le tableau vertical V de D est forme des arguments 
du developpement D: Р, РаО , ••• , Faoal .. .av, • ••• Le signe rp(x) designera le 
premier nombre а tel que le point х de Е se trouve dans la a-ieme ligne de 
Н. 

ТИЕОRЕМЕ а) П у а аи moins иn developpement complet D ае Е; 
Ь) le tableau horizontal Н ае D est ramifie; с) le developpement complet D 
est determine а'иnе maniere unique рат son tableau vertical V; d) l'ensemble 
ае points des arguments effectifs ае D est dense dans Е; е) la fonction р(х), 
х Е Е est uniforme et possede иn maximum qui est egal аи rang 'у аи tableau 
horizontal Н ае D. 

III. Un ensemble que1conque Е est dit espace pseudo-distancie ои es­
расе de la classe (.6.) si l'ensemble de couples de points de Е peutetre соп­
sidere соmmе ип ensemble ordonne М = {(х,у)}, х, у Е Е tel que: 1 0 (х,х) 
est le premier el€ment ( de М pour tout х Е Е, et mсе versa, si (х, у) = (, 
alors х == у; 20 (х, у) = (у, х) pour chaque х et у de Е; 30 il existe ипе 
fonction univoque 'Г/ = rp(~), ~, 'Г/ Е М telle que rpЮ -+ ( si ~ -+ (; si 
(х, у) < Е, (у, z) < Е alors (х, z) :5 rp(E) pour chaque х, у, z de Е; 40 pour 
qu'un point а de Е soit point d'accumulation d'un ensemble F С Е, il faut 
et il suffit qu'il existe ип ensemble G с F tel que (а, у) -+ ( si у parcourt 
а3. 

Si Ео> El > ... > Е" > ... -+ (, v < иЈ", иЈ" etant п~guliеr, des signes 
Е., jouent le rбlе des nombres arbitrairement petits et les nombres иЈ", N" le 
rбlе des nombres (џо, No dans le см des espaces distancies. Оп а ainsi des 
classes (.6.0), (.6.1), ... , (.6."'), ... ,иЈ" etant requlier, qui n'ont еп соmmип 
que des certains espaces pseudo-distancies composes des points isoles. Еп 
particulier, la classe (.6.0) contient la classe (1)) de М. Frechet4. 

D'une maniere generale, еп partant d'une certaine classe d'espaces 
abstraits et еп leur attribuant ип rбlе actif de parametrisation, оп arrive а 
de nouvelles classes d'espaces abstraits. Dans le см des espaces distancies 
et pseudo-distancies, le rбlе des espaces actifs est јоие respectivement par 
des ensembles de nombres reels поп negatifs et par des ensembles ordonnes 
limites du саМ gauche. 

3Evidemment, plusieurs couples de points de Е peuvent cOlncider dans М. 
4 Rend. Palerтo 22 (1906), р. 18; Espaces abstraits, РшiБ. 1928, р. 61 at 218. Si 

(.6.0) - (1::» # О, la classe (.6.0) fournirait une reponse affirmative а deux questions de М. 
Frechet (Espaces abstraits, р. 190 et 193). 
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IV. Toute proposition тatheтatique est unе fonction logique des vari­
ables: enseтble et eleтent5 . 

5Pour l'axiomatique du mot enseтble, voir Е. Zermelo, Fund. Math. 16 (1930), 
р. 28; cf. aussi E.W. Huntington, Тrаns. Amer. Math. Soc. 6 (1905). 



SUR LES CLASSES (Е) et (v) 

L'objet de се travail est: de donner une nouvelle definition des classes 
(Е) et (V) de М. Frechet1 , d'indiquer quelques сав de distanciabi1ite (= 
metrisation) d'espaces abstraits2 , et, enfin, de poser un probleme equivalent3 

аи celebre probleme de Souslin. 

1.1. Classes (Е), Nous designerons рм Мо un еврасе abstrait quel­
conque contenant un point to vеrшаnt la condition suivante: Со. Il existe 

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. Риbl. Math. Univ. Be1grade 5 (1936), 124-132. 
lD'apres М. Frechet, un espace abstrait2 Е est dit une classe (Е) зј l'on peut faire 

correspondre а tout coup1e de points, а, Ь, de Е un nombre ree1, аЬ, арре1е есап de а et 
de Ь, jouissant des proprietes suivantes: 

10 аЬ = Ьа; 
20 аЬ = О equivaut а а = Ь; 
30 Pour qu'un point а de Е soit un point d'accumu1ation d'un sous-ensemble F de Е, 

ј1 faut et iI suffit que F contienne une suite de points deux а deux distincts, ао ... аn ... , 
te1s que а soit 1е веи1 point х de Е te1 que 1а suite des nombres reels хаn , (п = О, 1, ... ), 
converge vers О. 

Е est dit distanciable ои une с1авве (1) [p1us precisement une c1asse (1)0)] вј l'еврасе 
Е peut etre defini moyennant un ecart regu1ier c'est-a-dire вј, en sus des conditions 10, 
20 et 30, оп а сеl1е-сј: 

40 Оп peut faire correspondre а tout nombre ree1 х > О un nombre ree1 ј(х) > О te1 
que lim ј(х) = О, et que, quels que soient lев points а, Ь, с de Е et 1е nombre ree1 positif 
х, 1es inegalites аЬ < х, Ьс < х entrainent ас < ј (х). 

Remarquons que lа definiton primitive de М. Frechet des с1аввев (1) differait de 1а 
precedente, 1а condition 40 ayant ete remplacee par сеl1е-сј: 

Quels que soient 1ев points а, Ь, с de Е, оп а аЬ ~ ас + Ьс. 
L'equiva1ence des deux definitions - que М. Frechet croyait сотте tres probable 

des 1910 - а ete prouvee, pour 1а premiere fois, рш М. Chittenden en 1916 (voir Maurice 
Frechet, Еврасев abstraits, Paris 1928; р. 213). .. 

2Un ensemble, Е, est dit un еврасе abstrait, s'il у а un prodede faisant correspondre 
а tout F ~ Е un F' ~ Е, арре1е 1е derive de F. Si F' ~ (Р + G)', pour tout F ~ Е et 
pour tout G ~ Е. Е est dit une classe (V) de М. Frechet (loc. cit. рр. 167 et 179). 

Pour d'autres definitions equivalentes des espaces abstraits, voir un шtјс1е de М. 
Antoine Appert (Mathematica (С1иј) 11 (1935), рр. 229-246). 

3Deux problemes Р, Q sont dits equiva1ents вј l'hypothese que 1а reponse а Р soit 
affirmative entraine lа reponse affirmative а Q; et reciproquement. 
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une suite (de type ordinal f.J.J == f.J.JO)4 de sous-ensembles, Wn , (п < f.J.J), de Мо 
tels que: 

а) Wn +1 ~ Wn , (п < f.J.J) et Пn<UJ Wn = to; 
Ь) Pour que toeF', (F ~ мо), il faut et il suffi.t que, pour tout п < f.J.J, 

Wn contienne un point de F distinct de to. 

Ceci etant, nous allons demontrer le 

ТИЕОRЕМЕ 1. Pour qu'un espace abstrait, Е, soit unе classe (е) [оu 
plus precisement (ео)Ј, il faut et il suffit qu 'il existe un point to appartenant 
d un espace abstrait Мо verifiant la condition СО, et qu'on puisse faire cor­
respondre d tout couple de points а, Ь de Е un point, (а, Ь), de Мо verifiant 
ces conditions: 

l' (а,Ь) = (Ь,а); 2' (а, Ь) = to equivaut d а = Ь; 

3' а, F etant respectivement un point et un sous-ensemble quelconques 
de Е, pour que а Е F', il faut et il suffit que F contienne un ensemble S 
tel que а soit le seul point х de Е tel que, quel que soit l'indice п < f.J.J, 

l'ensemble S - а contienne un point an tel que (а, an ) Е Wn . 

Notation. Dans се qui уа suivre, (а, Ь), аЬ designeront un point 
quelconque appartenant respectivement а un certain Мо ои, en particulier, 
а. l'ensemble des nombres reels ~ о. 

Que la condition du tMoreme soit necessaire, c'est bien evident; en 
effet, Н suffit de designer ры Мо: l'ensemble des nombres reels, ры to: le 
zero, et ры Wn : l'ensemble des nombres reels х tels que О :5 х < n~l' 
(п < f.J.J). 

Prouvons que la condition est suffisante c'est-a.-dire в'Н existe иn ecart 
verifiant 1',2' et 3', il en existe aussi un verifiant les conditions 10,20 et 30 
de la note1 . 

Posons аа = О pour tout а Е Е; а, Ь etant deux points distincts 
quelconques de Е, nous poserons аЬ = n~l' П etant le plus petit indice 
V < f.J.J tel que (а,Ь) Ф. W v ; н est clair que l'entier п est bien determine. Nous 
disons qu'on obtient ainsi un ecart definissant l'espace. Nous contenterons 
de prouver que la condition 30 de la note1 est verifiee. 

Tout d'abord, si а Е F', F ~ Е, en egard а 3', l'ensemble F - а 
contient un ensemble S tel que а soit le веи! point х Е Е jouissant de la 
propriete que, п < f.J.J etant donne, il у ait un аn Е S tel que (х, аn ) Е Wn ; 

4(0) (оu (0)0) designe lе рlus petit nombre ordinal infini c'est-a...dire lе type ordinal 
de l'еnsеmblе des entiers positifs. 
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de plus, оп peut supposer qu'aucun des ensembles Wn+l - W n , (п < w), ne 
contienne une infinite de points (а, s), (s Е В). Оп en conclut facilement que 
а est le seul point х de Е tel que les nombres rt~els xs, (s Е В), convergent 
vers О. 

Inversement soient а Е Е et F ~ Е tels que F - а contienne un воив­
ensemble В jouissant de la propriete que а soit le seul point х de Е tel que 
l'ensemble des nombres reels xs, s parcourant В, converge vers О; prouvons 
que а est le seul point х de Е tel que, п < w etant donne, l'ensemble В 
contienne un point аn , tel que (х, аn ) Е W n c'est-a-dire а Е Р'. En effet, il 
у а un entier N > п et un point aN Е В tel que aaN = N ~1; cela veut dire 
precisement que (а, aN) Е W N -1; en posant aN = аn , оп аша (а, аn ) Е W N 

puisque Wn ;2 WN-1' С. q. [. d. 

1.2. Classes (1). En ве servant de notations precedentes designons 
ры 4' la condition que voici: 

4' Il у а une fonction 'р( п) faisant correspondre а tout ordinal п < w 

un ordinal 'р( п) < w telle que 'р( п) -+ w si п -+ w et que, quels que soient les 
points а, Ь, с de Е et l'ordinal п < w, les relations (а, Ь) Е Wn , (Ь, с) Е Wn 

entrainent (а, с) Е Wcp(n)' 

THEOREME 2. Si, dans [е texte du theoreme 1, оп remplace partout lе 
signe (Е) рат lе signe 1) et si, аu texte ainsi modifie, ['оn ajoute [а condition 
4', оп oЬtiendra, de nouveau, '!Јп theoreme (caracterisant les classes (1))). 

Il sufIit de voir que 40, en note1, est une consequence des 1',2',3' et 
4'. 

Soit х un nombre reel quelconque > О; si х :::: 1, posons ј(х) = х; 
вј О < х < 1, soit n(х) l'entier verifiant n(х)Н < Х ::; n(lх) et posons 

ј(х) = CP(n(~))H' 'Р(n) satisfaisant а 4'; prouvons que ј(х) satisfait а 40, 

аЬ etant defini сошше tout а l'heure: аЬ = n~l' П etant le premier ordinal 
v < w tel que (а, Ь) ~ W". 

Que limx-+o Ј(х) = О, c'est bien manifeste; prouvons encore que si 
О < х < 1, аЬ < х, Ьс < х, alors ас < ј(х), pour tout triple de points а, Ь, с 
de Е. En effet, вј аЬ < х, Ьс < х, О < х < 1, оп аша аЬ < nfxy, Ьс < nfxy; 
des lors (а, Ь) Е Wn(x) et (Ь, с) Е Wn(x); а la suite de la condition 4', оп 
аша (а, с) Е Wcp(n(x» ры consequent ас < CP(n(~»H c'est-a-dire ас < ј(х). 

Les deux tMoremes precedents nous rendent la possibilite de simpli­
fier la definition des classes (п et (1) en choisissant d'une maniere aussi 
simple que possible l'еврасе "actif' Мо et le "repere-point" to Е МО, par 
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exemple l'espace compose de О (qui sera alors notre point to) et des nom­
bres rationnels ~, (О < п < (Џ), ou l'espace des nombres ordinaux ::; (џо, le 
dernier сћојх etant susceptible de generalisations а des nombres transfinis 
(et reguliers) w о: 5 . 

En particulier, tout espace qui est une classe (t:) ou ('D) et qui n'est 
pas isole peut jouer le rбlе de МО, to designant un point поп isole quelconque 
de l'espace. Par consequent, le zero dans la definition courante des classes 
(t:) et ('D) peut etre remplace (et alors partout!) par un nombre reel (ou 
complexe) quelconque. 

П. Quelques cas de metrisation. Оп sait qu'il у а un espace qui 
est une classe (t:) sans etre une classe ('D) (v. Frechet, loc. cit. р. 215)ј il 
sera alors interessant d'indiquer quelques cas ои cette difference s'evanouit. 

ТИЕОRЕМЕ 3. Tout espace abstrait qui est unе classe (t:) admettant 
unе base ramifiee 6 de voisinages, est unе classe ('D). 

Designons par 9 une base ramifiee quelconque de l'espace considere 
Е. Si а Е Е et п < (џ, soit Е;: un voisinage de а appartenant а 9 et tel que 

Е;: Е s ( а, n~l)' S (а, n~l) designant l'ensemble de tous les points х de 

Е tels que ах < n~l' En designant par :Fn la {атiПе des E~, (а Е Е, п ::; 
v < (џ), оп aura ceci: 

й. Pour tout п < (џ, :Fn sera une couverture de l'espace Еј autrement 
dit, tout point de Е est interieur d un element de :Fnj 

fЗ. :Fo···:Fn ···, (п < (џ), est une suite тonotone de couvertures de 
Еј autrement dit А, в etant deux elements de :Fn +1 ayant en commun un 
point interieur, il у а un О Е :Fn tel que А + В ~ О, pour tout п < (џј 

7. :Fo···:Fn ···, (п < w), est une suite coтplete de couvertures de Е, 
се qui veut dire ceci: а etant un point quelconque de Е, Vn designant un 
element quelconque de :Fn , (п < (џ), contenant а сотmе un point interieur 
la suite Vo ... Vn . .• jouit de la propriete que, quel que soit le voisinage V 
de а, il у ait un Vn ~ V. 

5C'est се que nous ауоns fait ailleurs (у. С. R. Acad. Sci. Paris 198 (1934), р. 
1563, partie ЈП) lorsque nous ауоns dtШпi lа notion d'espaces pseudo-distancies; а cette 
epoque-la, nous n'avons рав ри prouver que l'introduction des еарасев Мо ne dcinne rien 
de поиуеаи et que, еп particulier, pour se servir d'une notation qui у est employee, lев 
classes (t.0 ) et ("Р) coincident (Љidет, partie IП, еп note). 

Maintenant, nous croyons justifie l'emploi de l'indice о dans Мо, to, "Ро, etc, lа 
generalisation а un "'о< regulier quelconque etant immediate. 

6Chaque famille de voisinages definissant un еврасе abstrait est dite une Ьаве de 
l'еарасе. Une famille d'ensembles est dite ramifiee si, А, В etant deux de ses elements 
quelconques оп ait А с В ои В С А ои АВ = О. 
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La Ьаве Q etant ramifiee, 1ев proprietes а, /3 sont evidentes; prouvons 
que 1а propriete 'у subsiste aussi. Tout d'abord, оп peut supposer que 1е 
voisinage V dont оп par1e dans 'у soit un e1ement de 1а famille уо des Е;;, 
(а Е Е,n - w), dont оп vient de par1er. La famille Q etant ramifiee et que 
а Е V . Vщ (п < w), si 1а propriete 'у ne subsistait рав, оп aurait V С Vn , 

pour tout п < w donc V S;; Пn<", Vn . Le сав оu V ne contiendrait que 1е 
point а etant evident, supposons que V et donc П Vn aussi ont au moins 
deux points; cette eventua1ite est impossib1e а. cause de ceci: 

Si Еn Е :Fn , 1'ensemble Пn<'" вn est сошрове d'un point au p1us. 
Prouvons donc 1е dernier enonce. Pour ceci, remarquons que п < w etant 
donne, i1 у а un аn Е Е et un уп te1s que п S уп < W et вn = E~:; par 

consequent Пn<'" Еn = Пn<", E~: S;; Пn<", S (аn , "n~tl)· 
Le dernier ensemble ayant un point au p1us7 , il en sera ainsi aussi de 

l'ensemble П Еn donc aussi de V, contrairement а 1'hypothese. 

Fina1ement, 1ев proprietes а, /3, 'у etant demontrees, il s'ensuit, d'apres 
un tMoreme de М. A1exandroff et d'Urysohn (v. Frechet, 1ос. cit. р. 220) 
que l'espace Е est distanciable. 

ТНЕОКЕМЕ 4. Tout espace ordonne соnnехе qui est unе classe (6') 
est distanciable et, par consequent, hoтeoтorphe а иn enseтble ае noтbres 
reels. 

Pour 1а demonstration du tMoreme 4, voir 1а derniere section de mon 
travai1 "L'espace (П) n'est pas иnе classe (6')" (се tome р. 92). 

Qu'il soit remarque que је ne connais aucun espace ordonne qui serait 
une с1авве (6') sans etre, en шеше temps, distanciable. 

THEOREME 5. Soit Е иn espace abstrait adтettant иnе base rатifiееб 

аи plus aenoтbты,' (Ј, ае voisinages; pour que Е soit distanciable, il faut 
et il suffit qu 'il verifie 1 'иnе quelconque des trois conditions Р, Q, R que 
vmc~: 

Р. L'espace Е verifie l'axioтe ае separation ае М. Frechet8 ; 

7S'iJ у еп avait deux distincts, х, у, Ја suite des points аn, (п < (Ј), convergerait 
vers х et у, а. Ја fois, puisque Јiшхаn = Jimyan = О si п -t (Ј, се qui est impossibJe а. 
cause de Ја condition 30. 

8L'axiome de separation de М. FrtJchet dit: Quels que soient Јев deux points dis­
tincts, а, Ь, de Е, il у а ип еnsеmblе Va ~ Е - Ь contenant а соmmе ип point interieur et 
ип еnsеmЫе vь ~ Е - а contenant Ь соmmе s'епопсе соmmе suit: а, Ь etant deux points 
distincts queJconques, iJ а ип voisinage Va de а et ип voisinage Vb de Ь tels que Ь ~ Va et 
а ~ Vb (L'axiome de М. Hausdorff exige de рЈив que Va Vb = О). 
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Q. Tout ensemble compose d'un seul point de l'espace Е est depouтvu 
de points d' accuтulation; 

R. Quel que soit le point а de l'espace, lа partie соmmunе de to'US les 
voisinages de а est composee du point а. 9 

Il est utile de prouver d'abord се 

LEMME. Dans tout espace Е qui est unе classe (v)2, les trois condi­
tions Р, Q, R sont, deux d deux, equivalentes. 

Nous allons prouver la chaine des conclusions: Р ~ Q ~ R ~ Р. 

Tout d'abord s'il existait ип ensemble, F, compose d'un point, х, de 
Е et ayant ип point d'accumulation, Ь, la relation Ь Е F voudrait dire que 
tout voisinage de Ь contienne ип point de F distinct de Ь; par consequent, 
tout voisinage de Ь contiendrait le point х =1- Ь contrairement а l'hypothese 
Р. 

D'autre part, а etant ип point quelconque de Е, si la partie сот­
типе des voisinages de а contenait ип point Ь =1- а, а serait ип point 
d'accumulation de l'ensemble compose du point Ь, contrairement а l'hy­
pothese Q. 

Еnfiп, а, Ь etant deux points distincts de Е, celui-ci verifiant R, si 
tout voisinage de а contenait Ь, la partie соттипе des voisinages de а 
contiendrait egalement le point Ь, contrairement а R. 

Ceci etant, revenons а ип espace Е verifiant les conditions du tMoreme 
5; а la suite du lemme, Е verifie les conditions Р, Q, R. 

Tout element de la base Q dont оп parle dans le tMoreme 5 est ип 
ensemble ouvert de l'espace Е; dans le cas contraire, il у aurait un G Е Q 
compose plus d'un point et ип point 9 Е G tels que tout voisinage de 9 
appartenant а Q contiendrait G; la derniere conclusion resulte de се que 
la base Q est ramifieej autrement dit, la partie сошmипе de la famille des 
voisinages de 9 serait composee de plus d'un point, contrairement а R. 

Ainsi, nous avons demontre que Е est ип espace accessible. 

Prouvons que Е est ип espace regulier: F etant ип ensemble ferme 
quelconque de Е et а un point quelconque de Е - F, il у а deux ensembles 
ouverts disjoints Va et Vp tels que а Е Va et F ~ Vp. Tout d'abord, F etant 
ferme, il у а un voisinage Va de а appartenant а Q et disjoint de F. D'autre 
part, f etant ип point quelconque de F, il у а, а la suite de la condition Р, 
ип voisinage VJ de f tel que а поп Е VJ' Е Qj еп posant Vp = ЕЈ VJ, f 

9Remarquons qu'aucune des conditions Р, Q, R n'est une consequence de се que 
Е admet une Ьазе ramifiee denombrable. 



480 Е. General Topology 

parcourant Р, l'ensemble Vp est ouvert, disjoint de Va et contient Р. Bref, 
l'espace considere Е est accessible regulier et adтet иnе base denoтbrable 10 ; 
а lа suite d'un theoreme d'Urуsоhп-Тусhопоff, (у. Fblchet, lос. cit. р. 220), 
Е est distanciable. С. q. f. d. 

Tout espace distancie etant, d'apres М. Tietze, completement normal 
(у. Frechet, lос. р. 206), оп а lе 

COROLLAIRE. Tout espace abstrait verifiant l'axioтe Је separation 
Је М. Frechet8 et adтettant иnе base raтifiee6 аи plus denoтbrable, est 
coтpleteтent norтal. 

IП. Les espaces T(:F). Рош terminer, posons lе probleme suivant: 

Soient Т un ensemble et :F une famille raтifiee6 de sousensembles de 
т jouissant des proprietes suivantes: 

А. Quel que soit lе point а de Т, lа famille des elements de;: contenant 
а est: denombrable, bien ordonnee par rapport а lа relation d'inclusion :::> 
et, enfin, telle que lа partie commune de ses eIementes soit composee du 
point а; 

В. Toute sous-famille тonotone de ;:11 est аи plus denombrable; 

С. Toute sous-famille disjonctive de :F11 est аи plus denombrable. 

Еn considerant tout eleтent Је :F сотте voisinage Је chacun Је ses 
points, l'espace abstrait ainsi defini, T(:F), est-il necessaireтent unе classe 
(6') [et Јоnс, d la suite Ји theoreтe 3, unе classe ('D)J? 

ОП peut prouver que lа reponse affirmative аи probleme precedent 
entraine lа reponse affirmative аи probleme bien connu de Souslin; et 
reciproquement12 . 

10м. Frechet dit d'un еврасе admettant ипе Ьаве denombrable qu'il est parjaite­
ment separablej оп sait qu'un еврасе аермаblе n'est рав necessairement parfaitement 
вермаblе. D'autre part, l'etude des еврасев T(.r) qu'on уа definir dans lа section III, 
nous а атепе а generaliser lа condition de separabilite еп епош;апt lа condition КО que 
уојсј: 

Il у а une suite denoтbrabIe d'enseтbles isoles (appartenant а l'еврасе considere) 
dont la reunion est partout dense (dans l'еврасе). 

llUne fami1le ramifiee d'ensembles est monotone (disjonctive) вј еllе пе contient 
аисun соирlе d'ensembles disjoints (поп disjoints). 

12Pour p1us de detai1 1a-dessus, voir Kurepa, EnsembIes ordonnes et ramifies. 
(These, рмјв, 1935): ои Риbl. Math. Univ. Be1grade 4 (1935), 1-138), рр. 106 et 124: 
dans 1а termino1ogie qui у est етрlоуее, .r est un tableau ramifie de rang ~ "'1 et de 
puissance ~ N 1, l' ega1ite eventuelle entrainant lа reponse negative аи probleme precedent 
(et donc а сеlиј-1а de Souslin). Si.r est denombrable, 1а reponse аи probleme est - оп lе 
deduit du theoreme 5 - affirmativej et vice versa. 

Оп peut prouver сесј: Pour que .r soit denoтbrable, јl jaut et јl suffit que l'espace 
T(.r) verifie la condition КО (que nous уепоns d'enoncer еп note10). 
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Је ne sais pas si le probleme precedent est equivalent а. аи moins un 
des trois problemes qu'on en-deduit en у barrant respectivement В, С, et, 
В et С, а. la fois. 

Remarquons que l'etude des espaces Т(У) nous а amene а. considerer 
une classe d'espaces s'intercalant entre les classes (Е) et (V",) de М. Frechet. 



UN CRITERE DE DISTANCIABILITE 

Le but de се travail est de demontrer le 

ТНЕОММЕ Do. Pov.r qv. 'v.n espace abstrait, Е, soit v.n espace (DO)l 
il Jav.t et il sv.jJit qv.e: 

а) Л existe v.neJamille d'ensembles, W o, ... , W n , (п < (Џо)2, telle qv.e, 
pov.r tov.t п < (џо, Wn 2 W n +1 , et qv.'il n'у ait qv.'v.n point t, appartenant 
d chacun des ensembles de la ЈаmШе; 

Ь) Л existe v.n procede Jaisant correspondre d tout cov.ple de points, а, Ь, 
de l'espace un point bien determine, (а, Ь), de l'ensemble-rev.nion 2:n W n = 
Wo, verifiant les conditions 1', 2', 30, Но, 4~ ms voici: 

1'. (а, Ь) = t eqv.ivaut d а = Ь; 
2'. (а, Ь) = (Ь, а); 

BIВLIOGRAPHICAL NOTE. Mathematica (Cluj) 13 (1937), 59--65 (Re<;u le 29 
Octobre 1936.) 

lUn (Do) veut dire un espace (D) c'est-a...dire uп еврасе distancie (distanciable, 
metrique) аu sens de М. Frechet. 

Poиr la terminologie, voir Maиrice Frechet, Еврасев abstraits, Рапв, 1928, р. 289. 
Toutefois, rappelons qu'un еврасе est distanciable s'il est uпе classe (D) de М. Frechet 
c'est-a-dire si l'espace peut etre defini moyennant uп ecart, (а, Ь), verifiant la condition 
(а, Ь) ::5 (а, с) + (Ь, с), poиr tout triple de points а, Ь, с de l'еврасе. 

L'utilite de la notation (Do) аu liеu de (D) provient, dans le сав qui поuз оссuре, 
de ceci: Il est legitime de remplacer partout, dans l'епопсе du ТМогете Do, l'indice 
О ры uп потЬге ordinal а quelconquej оп obtient ainsi le "Theoreme D"," definissant 
des врасев (D",) dont l'etude est analogue а сеНе des espaces (D) de М. Frechet (cf. 
la notation d'espaces psel.ldo distancies dans та Note des C.R. Acad. Sci. Рапв, 198 
(1934), 1563, section III). 

Оп peut prouver ceci: а, fЗ etant deux nombres ordinaux quelconques, poиr que 
(D",) == (Dj3) c'est-a...dire pour que tout еврасе (D",) soit un езрасе (Dj3), et tout еврасе 
(Dj3) uп еsрасе (D",), il faut et il sиffit que та = тfЗ (rappelons que, Ф etant uп ordinal 
de seconde евресе, тф designe la borne inferieиre des nombers ТЈ tels qu'il existe uпе suite 
strictement croissante d'ordinaux a~, (~ < ТЈ), inferieиrs а Ф et tendant vers фј si Ф est de 
premiere евресе, alors тф = ф. 

2Соmmе d'habitude "'о (оu "') designe le type d'ordre de l'ensemble des entiers 
positifs. 
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30. а, F etant respectivement un point et un ensemble qv.elconques de 
l'espace, роuт qv.e а soit point d'accumv.lation de Р, il faut et il sv.ffit que, 
роuт tov.t п < UJo, l'ensemble F ait иn point, аn , distinct de а verifiant 
(а,аn ) eWni 

4~ bis. а, п etant respectivement иn point et иn ordinal < UJo qv.el­
conqv.es, еn designant рат В(а, Wn ) l'ensemble de tOV.S les points Ь verifiant 
(а,Ь) Е Wn , il у а deиx ordinav.x, ф(n),ф(n), injeriev.rs d UJo et tels que la 
relation Ь Е В(а, Wф'n) entraine В(Ь, W1/>(n») С В(а, Wn). 

Но. Quels que soient les points distincts а, Ь il у а un п < UJo tel que 
les ensembles В(а, Wn ) et В(Ь, Wn ) soient disjoints. 3 

Remarque 1. Оп se rend facilement compte que l'ensemble des condi­
tions 30 et Но est equivalent а. la condition 3~ que voici: 

3~. а, F etant respectivement un point et un ensemble, pour que а soit 
point d'accumulation de Р, il faut et il suffi.t que F contienne un ensemble 
S jouissant de la propriete que а soit le seul point х de l'espace tel que, pour 
tout п < UJo, l'ensemble S - х ait un point аn verifiant (х, аn ) Е Wn. 

1. Ceci etant, passons а. la demonstration de la premiere partie du 
theoreme Do. Soit donc Е un espace distancie que1conquej specifions les 
signes intervenant dans l'enonce du theoreme et designons, pour tout п < 
UJo, par Wn l'ensemble des nombres reels х tels que О s:; х s:; 1Јnј par 
consequent, О = t et Wo cOlncide avec l'ensemble des nombres reels х ;::: Ој 
оп posera ф(n) = ф(n) = 2n + 1. 

D'autre part, si (а, Ь) est une distance entre а et Ь, la relation Ь Е 
В(а, Wф(n») est equivalente а. (а, Ь) < 1/(2n + 1)ј si, en plus, с Е В(Ь, wф(n») 
c'est-a.-dire (Ь, с) < 1/(2n + 1), оп aura (а, с) S:; (а, Ь) + (Ь, с) < 1/n, et donc 
с Е В(а, Wn)j finalement, В(Ь, W1/>(n») с В(а, Wn). 

2. Avant de passer а. la demonstration de la seconde partie du 
theoreme Do, nous prouverons le lemme suivant: 

LEMME. Est regulier tout ecart (а, Ь) definissant иn espace verifiant 
le condition 40 bis que voici: 

40 bis. Dans l'ensemble des nombres reels positifs х > О, оп peut 
definir trois fonctions reelles positives, finies ои infinies, ћ(х), (i = 1,2,3), 
dont chacune tend vers О avec х et etant telles que, quels que soient les 

ЗLа condition Но s'exprime encore соmmе suit: L'espace ve.rifie I'axiome de 
se.paration de М. Hausdorff. Dans Је сав present, Је rбlе de Но est celui d'assurer l'unicite 
de point-limite d'une suite "convergente" de points (рош que l'espace soit une сЈasзe (L) 
аи sens de М. Frechet). 



484 F. Papers in General Topology 

trois points а,Ь,с de l'espace, les inegalites (а,Ь) < Jl(X), (Ь,с) < Ј2(Х) 
entrainent (а, с) < Јз(Х). 

Autrement dit, par definition шеше d'un ecart regulier, il s'agit de 
prouver l'existence d'une fonction, Ј(х), positive, finie ou infinie, definie 
pour tout х > О, tendant vers О ауес х et etant telle que, quels que soient 
les trois points, а, Ь, с et le nombre х les inegalites (а, Ь) < х, (Ь, с) < х, 
entrainent (а, с) < Ј(х). 

Les lettres х, Ji(X), (i = 1,2,3), а, Ь, с remplassant les conditions du 
lemme, designions par g(x) le plus petit des nombres Л(х),Ј2(Х)' Оп voit 
que 

(1) g(x) > о si х> О, limg(x) = О 
",-+0 

et que 

(2) les inequalities (а, Ь) < g(x), (Ь, с) < g(x) entrainent (а, с) < Јз(Х). 

Vu les relations (1), оп prouve sans peine l'existence d'une suite 
decroissante de nombres reels positifs 

(3) xl > Х2 > ... -+ о 

tels que, en posant УП = g(x), 

(4) УО > Уl > ... -+ О. 

Ceci etant, faisons correspondre а tout nombre reel х> О le signe Ј(х) defini 
соmте suit: si Уо < х, Ј(х) designera le diametre de l'espace c'est-a-dire 
la borne superieure des nombres reels (а, Ь), а, Ь parcourant les points de 
l'espace; si l'on n'a рав Уо > х, оп posera Ј(х) = Јз(Хn ), l'indice п verifiant 
Уп+! < х ~ Уп' 

Etant donne que Јз(Х) -+ о quand х -+ О, vu (3) et (4), оп conclut 
que Ј(х) est une fonction positive finie ou infinie, definie pour tout х > О et 
qu'elle tend vers О ауес х. Prouvons, enfin, que а, Ь, с, х etant quelconques, 
les relations (а, Ь) < х, (Ь, с) < х, entrainent (а, Ь) < Ј(х). La chose etant 
evidente dans le сав ou Уо < х, supposons que УП ~ х > Yn+l; dans се сав, 
les inequalites (а, Ь) < х, (Ь, с) < х donnent 

(а, Ь) < Уо == g(xn ), (Ь, с) < Уп == g(xn ). 

Des lors, vu (2), оп tire (а, с) < Јз(хn ) c'est-a-dire (а, с) < Ј(х). 
RaprocM d'un tMoreme de М. Chittenden affi.rmant la distanciabilite 

(metrisation) de tout espace definissable moyennant un ecart regulier (У. 
Frechet, loc. cit. р. 218), le lemme nous donne се 

CORROLAIRE. Est distanciable tout espace definissable moyennant un 
ecart verifiant lа condition 40 bis ci-dеss'Us. 
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4. Prouvons сесј: 

Toutes [ев jois qu 'un еврасе verifiant les conditions du Theoreтe D o 
а аu тoins un point d'accuтulation, chacune des jonctions ф(n), -ф(n), 
intervenant dans lа condition 4~ тв tend vers UJo avec n. 

Supposons, par impossib1e, l'existence d'une suite d'ordinaux nk < 
nk+1 < ""о (k < UJo) te1s que, par ехешр1е, m = Ф(nk), (k < UJo), Ыеп qu'il 
existe ип point d'accumu1ation, soit ај par consequent, il у aurait ип point 
Ь =f. а appartenant, еп particu1ier, а В(а, Wm ) ои m = Ф(nk), 

Оп еп deduirait que pour tout k < ""о, 1е point Ь appartiendrait а 
В(а, Wnk ) donc aussi а l'ensemble Пk<УЈО В(а, Wnk ) се qui est impossible, 
1е dernier ensamble etant compose du seu1 point а =f. Ь. Par ип raisonnement 
ana1ogue, оп prouve que -ф(n) -+ UJo quand п -+ ""о. 

5. Demontrons maintenant que tout espace verifiant 1es conditions du 
TMoreme Do est ип espace (Do) == (D). 

Le cas ои l'espace n'aurait аисип point d'accumu1ation etant trivial, 
nous supposerons qu'il у ait аи moins ип point non-isolej dans ces conditions, 
ип prouve faci1ement que, п < UJo etant donne, il у а ип 1/ > П te1 que 
Wn ::) Wvj des lors, nous pouvons supposer que 

(5) Wo ::) W1 ::) ... ::) ... , (п < ""о). 

D'autre part, d'apres 1е по 2, оп aura 

(6) limф(n) = 1imф(n) = ""о quand п -+ UJo. 

Ceci etant, soient а, Ь deux points distincts quelconuquesj nous poserons 

(7) аа = О, а'Ь = ~1 si (а, Ь) Е Wn sans que (а, Ь) Е Wn +1' 
n+ 

Оп prouve facilement que 1е nombre аЬ defini par (7) peut jouer 1е rбlе d'un 
ecart de а et Ь, c'est-a-dire que, dans le cas ои 1es signes intervenant dans 
l'епопсе du tMoreme ont 1а signification que nous leurs avons attribuee dans 
le по 1, 1е nombre аЬ defini par (7) v€rifie 1es conditions а, 1',2',30 et Но. 4 

6. Nous allons prouver que l'ecart аЬ est regulier. Pour ceci, ј1 suffira, 
d'apres 1е 1ешше precedent, de prouver que l'ecart defini par (7) verifie 1а 
condition 40 bis du lemme. 

4Уои le theoreme 1 danв топ article Sur les classes (Е) et (D), РиЬ. Math. Univ. 
Belgrade 5 (1936) 
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Tout d'abord, оп deduit de (5) et (7) ceci: 

(8) Ь 1 ,. '( Ь) w: а < -- еqшvаut а а, Е n' 
n+1 

Тraduisons, alors, dans le langage de l'ecart аЬ, la condition 40 bis du 
theoreme; en particulier, comment exprimer la conclusion qui у intervient 

(9) "Si Ь Е В(а, wф(n)) alors В(Ь, W,p(n)) ~ В(а, W n )" ? 

ои celle-ci qui lui est equivalente 

(10) "Si Ь Е В(а, Wф(n)) et с Е В(Ь, W,p(n)) alors с Е В(а, W n )" ? 

La reponse у est fort simple. Еи egard а (8) et а се que, ра! hypothese la 
conclusion (1) est vraie, est vraie egalment la conclusion que voici: 

(11) 
111 

Si аЬ < ф(n) + 1 et Ьс < ф(n) + 1 alors ас < п + 1 . 

Des lors, quel que soit le nombre reel positif х, sera juste la conclusion 

(12) :Si аЬ < Jl(x),bc < Ј2(Х) alors ас < Јз(Х), 

en posant 1 = Jl(X) = Ј2(Х) = Јз(Х) si Х > 1, et si х, verifile О < Х::; 1: 

Jl(X) = ф(n~ + l'n etant le plus grand indice v tel que 

1 1 -:-:---:-----::- < Х < -:-:---:---:-
ф(n) + 2 - ф(n) + 1 ' 

(13) Ј2(Х) = ф(n~ + l' П etant le plus grand indice v tel que 

1 1 --:-;--;-----::- < Х < --,-.....,.--
ф(n) + 2 - ф(n) + 1 ' 

Јз(х) =_l_,n etant le plus grand indice v tel que 
n+1 

1 1 
--<Х<--. 
n+2 - n+1 

L'existence des fonctions Ji, (i = 1,2,3), etant une consequence immediate 
des relations (6), nous concluons egalement, vu (6), que Ii(Х) > о si Х > 
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О,ћ(х) -+ О si х -+ O,(i = 1,2,3). Finalement, des relations (11) et (13), 
оп conclut que lа conclusion (12) est vraie. 

Ainsi, nous trouvant dans les conditions du Lemme, nous concluons 
que l'ecart аЬ defini par (7) et definissant l'espace Е est regulier, се qui, 
d'apres lе theoreme precite de М. Chittenden (v. lе corollaire precedent) 
entra.1ne lа distinciabilite de Е. 

Et lе theoreme Do est completement demontre. C.q.f.d. 

Remarque 2. D'apres се qu'on а dit dans lе по 5, il est Iegitime de 
barrer, dans l'enonce du theoreme Do, lа condition 4ь bis apres avoir rem­
рlасе, parout dans l'enonce, lе signe "D" ры lе signe "Е" ј оп obtient ainsi 
lе 

ТНЕонЕМЕ Ео caracterisant les espaces (Ео) == (Е) de М. Frechet5 • 

QUELQUES CAS PARTICULIERS: Ј. Х etant un ensemble quelconique, 
designons ры Х""О, l'espace de toutes les suites х = (ХО,Хn ,"')' (хn Е 
Х, п < (џО), en convenant de dire qu'un point а = (ао, ... , аn ... ,) de Х""О 
est point d'accumulation d'un F ~ Х""О si, v < (џо etant quelconque et 
donne, l'ensemble F contient un (хо, ... хn ) tel que ai = Xi рош tout i < v 
sans que аn = хn рош tout п < (ЏОј alors, l'espace Х""О est distanciable. 
Рош lе voir, iI suffit de designer, рош tout п < (џо, par Wn l'ensemble des 
ordinaux entre п et (џо et de poser, quels que soient les deux points distincts 
а; = (аЪ, ... , a~), (i = 1,2), (а\ а1 ) = (џо et (а1 , а 2 ) = П, П etant lе plus 
petit ordinal v < (џо tel que a~ =1= a~. Bien entendu, оп considere а 1 = а2 

seulement dans lе сав оп а; = a~ pour tout п < (џо. 
En particulier, si Х est denombrable, Xif est l'ainsi dit espace d zero 

dimension de Rene Baire et est distanciable (cf. Frechet, loc. cit. р. 118). 

П. Dans un article,6 ј'ај demontre un theoreme dont l'enonce s'obtient 
de l'enonce du theoreme Do en supposant, tout d'abord, que des Wn , (п < 
(џо), appartiennent а un espace quelconque et que Wn +1 С Wn , рош tout 
п < (џо, ensuite que les conditions 30 et Но soient remplacees ры lа condition 
3ь (v. lа Remarque 1) et enfin que lа condition 4ь bis soit remplacee ры lа 
condition 4ь que voici: 

4ь, Il у а une fonction Ј(х) faisant correspondre а tout ordinal п < 
(џо un ordinal Ј(n) < (џо telle que Ј(n) -+ (џо si п -+ (џо et que, quels 
que soient les points а, Ь, с de l'espace et l'ordinal п < (џо, les relations 
(а,Ь) Е Wn, (Ь,с) Е Wn entrainent (а,с) Е Wf(n). 

5Quant а. l'indice О dans (Е) оп peut repeter се que nous уепоns de dire рош les 
espaces (D) еп note 1. 

611 s'agit du theoreme dans [ос. cit. 4. 
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Рош englober се cas dans le tMoreme Do c'est-a-dire рош voir que 
la condition precedente resulte de la condition 4~ bis, il suffit de designer, 
рош un п < (џо donne quelconque, par ф(n) le plus petit ordinal v tel que 
f(v) ~ п et de poser ф(n) = ф(n). 

Remarqu.e 3. Оп peut toujours supposer que les ensembles Wn dont 
оп parle dans le tMoreme Do appartiennent а l'espace qu'on considere lui­
шешеј en effet, il suffit de designer: par t un point quelconque, поп isole s'il 
у en а, de l'espace, et par WO, • •• , Wn ,' .. , (п < (џо), une suite de voisinages 
decroissants attacMe аи point tj en particulier pour п < (џо donne. W п peut 
designer l'ensemble des points de l'espace dont l'ecart аи point t est < l/n. 

Ainsi, tenant а la definition de М. F'rechet d'un ecart, en debarassant 
celle-ci de ses elements accidentels, nous avons obtenu une caracterisation in­
terne et topologiqu.e des classes (D) et (Е) essentiellement differente d'autres 
definitions connues et tendant vers un but analogue7 . 

La nouvelle definition est immediament generalisable а des classes 
(D",) et (Е",) dont l'etude est analogue а сеНе des espaces (Do) == (D) 
et (Ео) == (Е). D'autre part, еllе est un cas particulier de la notation des 
operateurs Е et D que nous avons definis ailleurs8 . 

7 Аи fond, јl s'agit de trouver des criteres de distanciabilite d'un espace appartenant 
а. une claвse d'espaces dопш!е; dans Је сав des espaces accessibles, оп connait un critere de 
М. Alexandroff-Urysohn (v. Frechet, loc. cit., р. 220) et une critere du а. М. N. Aronszajn 
(v. Савјти Kuratiwski, Topologie 1, Warszawa, 1933, р. 106) 

8Voir Ја Note Le probleme de Souslin et les еврасев abstraits (C.R. Acaad. Sci. 
Paris 203 (1936), 1049). Le theoreme У. de сеllе-сј est, аи fond, identique аи theoreme 
Do du texte. 



SUR L'ECART ABSTRAIT 

C'est еп 1905 que М. Frechet rз.], [2] (cf. [3, р. 62]) а introduit l'ecart 
numerique соmте mоуеп de definir ипе classe d'espaces abstraits. Еп 1934 
еп generalisant les espaces metriques de М. Fblchet, Кшера [1] а introduit 
les espaces pseudo-metriques еп supposant que l'ecart entre deux elements 
de l'espace soit ип point d'un ensemble totalement ordonne quelconque; 
еп particulier, l'ecart (а, а) d'un point de lui-meme etait ип point jouant 
le rбlе du поmЬте О dans la definition des ecarts numeriques. Les axiomes 
сопеsропdапts sont analogues аих axiomes respectifs dans le см des espaces 
metriques. Еп 1936 Кшера [4] [5] developpa Ја Note [1] еп donnant ипе 
поиуеllе definition des espaces metriques susceptibles а ипе generalisation 
immediate; c'est ainsi qu 'а tout ordinal initial regulier lJ.)a il fit correspondre 
des classes Еа et Da , le cas а = О se reduisant аux espaces metriques et d 
сеuх possedant un ecart numerique, respectivement; еп mеmе temps Кшера 
ртоиуа que les ecarts totalement ordonnes sont reductibles аuх ecarts Ыеn 
ordonnes (ои inversement Ыеп ordonnes). . 

Еп 1936 Кшера [3] introduisit l'ecart tout d jait abstrait (рм neces­
sairement ordonne) aussi Ыеп que, еп particulier, la distance abstraite еп 
partant d'une transformation uniforme du сапе Е х Е = Е2 sur ип espace 
ои ипе structure, utilisant l'idee emise prealablement (рат exemple [1] fin de 
III) qu' ипе structure peut definir ипе autre structure, et еп particulier еп 
insistant sur l'idee qu'un espace (ои structure) soit definissable рат quelques 
proprietes directes liees а l'ensemble ои аих ensembles attachees а l'espace. 

Entretemps, vint l'ouvrage de А. Weil [1] sur les espaces unijormes. 
Nous prouverons que ces espaces admettent un ecart simple (Th. 7.1); nous 
у reviendrons dans ип autre endroit. А partir de 1945 М. Frechet [3]­
[5] s'est оссире des ecarts totalement ordonnes dans le but de les тар­
procher des espaces uniformes; R. Doss [1]-[3], Ј. Colmez [1]-[3], Appert 
[1] etc. consideraient aussi des ecarts ordonnes et les liens de ceux-ci ауес 

BIВLIOGRAPHICAL NOTE. Glasnik Mat.-Fiz. Astr. 11(2) (1956). 



490 Е. General Topology 

des espaces uniformes. D'autre part, Кшера [5] considera des espaces аЬ­
straits adтettant unе base raтifiee de voisinages d'une part et les espaces 
definissables par des tableaux raтifies de voisinages d'autre part. R. Doss 
trouva un lien entre les derniers espaces et les espaces pseudo-metriques ПОп 
metriques; Р. Рарјс prouva recemment que chaque espace а unе base raтifiee 
est definissable par un tableau raтifie, се qui simplifie l'etude de ces espaces­
la. 

Nous allons prouver que tout espace pseudo-тetrique verifiant la соn­
dition (Г) est тetrique оu totaleтent ordonnable (ou les deux) , (cf. Th. 
8.2.1) се qui est а rapprocher de quelques considerations anterieurs. En 
particulier, l'ordination alphabetique des coтplexes, initiee ра! F. Bernstein 
[1] et developpee surtout par F. Hausdorff [1] nous тontrera un ecart bien 
ordonne. La consideration des eT-еsрасеs (cf. § 1.4) ou espaces-tableaux 
que Кшера а definis dans sa These [2, р. 72]) donnera un exemple de plus 
d'une distance bien ordonnee. Il en est ainsi des R-espaces (у. ci-apres 5.). 
La difference symetrique des ensembles est aussi un сав d'une distance аЬ­
straite. Dans l'ensemble des applications d'un ensemble donne S оп peut 
definir a:ussi un есап regulier ou une proxiтite reguliere. 

En renvoyant а un ouvrage plus complet ои nous exposerons plus 
amplement le sujet nous nous contentons de donner јсј quelques resultats 
dont quelques uns datent depuis 19 ans (cf. aussi Menger [1], Price [1] et 
Kalisch [1]). 

1. L'tkart et 1'c~cart dua1 (la proximite). Quelques types 
d'ecarts. Soit М = (М, -) un espace abstrait; cela veut dire qu'a tout 
Х ~ М оп fait associer un ensemble, designe par Х et faisant partie de М. 
Ра! conSequent, chaque espace represente une organisation de l'еnsетblе 
des points de l'espace. Cette organisation peut servir а definir d'autres 
organisations (structures). 

1.1. Ecart abstrait. Proxiтite abstraite. Axioтes 01, 02, 03, 01'. Е 
etant un ensemble et М un espace (ou une structure quelconque) оп con­
siderera une application р de Е2 = Е х Е sur Мј cela veut dire que, pour 
tout (а, Ь) Е Е2 , р( а, Ь) est un point de М ј en particulier, р( а, Ь) ЕМ. Dans 
le сав general р(а, Ь) i:- р(Ь, а)ј mais pour simplifier l'exposition nous nous 
restreindrons ici au сав symetrique ои р(а, Ь) = р(Ь, а). L'eIement р(а, Ь) 
peut etre appele l'ecart de Ь d partir de а ou la proxiтite de Ь а а ou le 
degre de proxiтite de Ь а. Le сав le plus connu de l'ecart est celui ои р(а, Ь) 
est un nombre reel ;::: О (Frechet 1905). Mais l'existence d'un ecart abstrait 
quelconque entre les elements de Е peut entrainer une structure (organisa­
tion) au sein de Е. De ces deux denoтinations duales: ecart et proxiтite, 
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l'une se prete mieux dans un сав, l'autre dans un autre сав. Le passage 
de l'une а l'autre ве fait en permutant les signes < et > et en changeant 
convenablement les denominations (рм exemple: initial- terminal etc.). In­
differement, оп peut ве servir des deux modes d'expositions, et parler donc 
de M-ecart ои de M-proximite. 

Pour simplifier, nous supposerons que les axiomes 01, 02, 03 que 
voici soient verifies (v. Kurepa [3]). 

01. (Axiome d 'identitej р( а, Ь) ~ р( а, а) '* а = Ьј 

02. (Axiome de symetrie) р(а, Ь) = р(Ь, а). 

Si М est un еврасе et si р est un M-ecart dans Е c'est-a-dire si р(а, Ь) Е 
М, (а, Ь Е Е) alors рм l'axiome d'organisation 03 que voici la structure de 
М ве transforme en une structure sur Е. 

03. Si а Е Е et F ~ Е, alors а est contigu а F dans Е, symbolique­
ment а Е F si et seulement si р( а, а) est contigu а р( а, Р) dans М: 

а Е F {::} р(а, а) Е р(а, Р)ј ici р(а, Р) = {р(а, х)1 х Е Р}. 

1.2. Operateur Е[М]. Si pour un еврасе Е il у а un еврасе (structure) 
М et un М -ecart р tels que les axiomes 01, 02, 03 soient verifies, nous 
dirons que l'espace Е est un М-еврасе ои que Е est definissable moyennant 
un ecart abstrait symetrique extrait de М, се que nous indiquerons рм Е Е 
Е[М] ои tout simplement рм Е[М]. Еnощоns tout de suite la condition 
01' que voici (cf. Kurepa [3])1: 

01'. (condition de continuitej Si о: Е Е, F ~ Е et si о:Р, alors 

р(а, а) Е р(Р, Р)ј ici р(Р, Р) = {ри, ЛI f Е Р}. 

Nous allons passer en revue quelques classes d'ecarts et de proximites. Оп 
peut parler de differentes евресев d'ecartsj оп aura ainsi l'ecart numerique, 
ordonne, bien ordonne, ensembliste, spatialj etc. suivant qu'il est un nombre, 
un point d'un ensemble ordonne, un ensemble, un point d'un еврасе etc. 

2. Ecart numerique. Ecart bien ordonne. 

2.1. Ecarts numeriques (Frechet [1]). Dans се сав М est l'ensemble 
(ои рlutбt l'еврасе) des nombres reels ~ Ој р(а, а) = о. 

1 Dans notre definition primitive Ја condition de continuite fut imposee а. р, 
l'espace considere (v. Кшера [3]). 
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2.2. Ecarts totalement ordonnes оu bien ordonnes (Kurepa [1], Frechet 
[3] [4], Doss [1], Colmez [1]). М est un ensemble (ои l'espace) totalement 
ordonne avec ип premier (ои dernier) point (; оп рове р( а, а) = (; si еп par­
ticulier ( = иЈ", et М est l'ensemble des ordinaux ~ W"" оп obtient la claвse 
Е"" le сав Ео cOlncidant avec la claвse de Frechet des ecarts numeriques 
(pour la demonstration v. Kurepa [4] [5]). 

2.3. Ordination alphabetique et l' есап. Soient иЈ", ип ordinal initial 
regulier et Т ипе famille de w",-complexes d'eIements d'un ensemble С; si 
l'on рове i(a, а) = W", (а Е Т) et si l'on designe pour а, Ь Е Т par i(a, Ь) le 
premier ordinal ~ < W", tel que a~ i= b~, alors i est ипе proximite symetrique 
Ыеп ordonnee. La metrique i jouit d'une propriete remarquable; c'est que 
si а,Ь,с Е Т, оп а le triangle {а,Ь,с}; dans la i-metrique се triangle est 
isoscele; l'ensemble i{a,b, c} des ecarts i(a,b), i(b, с), i(c,a) se compose ае 
~ 2 elements. 

LEMME 2.3.1. ki{a,b,c} ~ 2. De plus i(a,c) ~ inf{i(b,a),i(c,b)} 
(cf. Kurepa, These, р. 44 L. 5.1 et 5.4 relation (р». La, i{a,b,c} designe 
l'ensemble des i(x,y) (х,у Е {а,Ь,с}, х i= у). 

Еп effet, dans le сав contraire, оп aurait trois ordinaux distincts: а = 
i(b, с), /3 = i(c, а), 1 = i(a, Ь); supposons que а < /3 < -у; alors les relations 
i(c, а) = /3, Ср- = ар-, /3 < 1 = i(a,b), а-у_' = Ь-у_ entrainent Ьр- = ар- = 
Ср- donc Ьр- = Ср- donc (а саиве de а < /3) еп particulier Ь-у_ = С-у_ 
contrairement а la definition de а = i(b, с). Le reste du lemme ве demontre 
immediatement. 

Voici ипе consequence Ыеп utile concernant l'ecart i: 

LEMME 2.3.2 Si i(a, Ь), i(b, с) ~ ~ alors i(a, с) ~ ~ et dualement 2 • 

Le lemme 2.3.2 s'ensuit immediatement de la seconde partie du lemme 
2.3.1. Le lemme 2.3.2 (ои рlutбt воп dual) fut utilise surtout par R. Doss. 

3. Condition (~) de triangle isoscele. Condition (Ј). Condi­
tion (~2)' 

Pour ип ecart ordonne е et la proximite ordonee i formulons la condi­
tion (~) et la condition duale (~*) que voici: 

Condition de triangle isoscele: 

(~) е(а,Ь) ~Bиp{e(a,c),e(c,b)} 

2 Evidemment, ~ designe un ordinal quelconque :::; t.J",; il va ваns dire que 
{а,Ь,с} ~ Т. 
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et dua1ement 
(6.*) i(a,b) ~ inf{i(a,c),i(c,b)}. 

Les conditions (6.) et (6.*) епtгшпепt respectivement: 

Condition (Ј) е(а, Ь) <~, е(Ь, с) < ~ => е(а, с) < ~ 
Condition (Ј*) i(a, Ь) >~, i(b, с) > ~ => i(a, с) > ~. 
Condition (6.2) (cf. L. 3.1): 

ЧаЬ, Ьс, са} ~ 2. 

L8. а, Ь, с sont points de l'espace considere: k signifie "le cardinal de". 
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Il faut remarquer qu'on peut considerer 1а condition (6.2) indepen­
damment des conditions (6.), (6.*), (1), (1*), et en particulier dans 1е cas ou 
l'ecart n'est pas tota1ement ordonne. 

LEMME 3.1. Si е verifie (6.), alors 

е(а, х) =~, е(х, Ь) < ~ => е(а, Ь) = ~. 

Supposons рат contre que е(а, Ь) i= ~, donc е(а, Ь) < ~ ои е(а, Ь) > ~. 
Le second cas ne peut pas avoir 1јеи, 1е triangle {а, х, Ь} etant isoscele. 
Le premier cas е( а, Ь) < ~ ne peut pas avoir lieu поп p1us, sans quoi оп 
aurait е(а, Ь) < ~, е(Ь, х) < ~ et donc а 1а suite de Ј aussi е(а, х) < ~, 
contrairement а l'hypothese е(а,х) =~. 

(1) 

(2) 

(3) 

Considerons un espace Е et 1es ensembles 

E(a;=~) = {xlx Е Е, ах = О 
Е(а; <~) = {xl х Е Е, ах < О 
E(a;~~) = {xlx Е Е, ах ~ О. 

THEOREME 3.1. Si l'espace verifie (6.), les еnветЫев de la јотте (1) 
sont deиx d deиx disjoints ои identiqиes. Les еnветЫев de la јотте (2) 
jorтent иnе јатШе raтifiee; il еn est de тете des еnветЫев de la jorme 
(3) aиssi Ыеn qиe de сеих qиi sont de la jorme (2) V (3). 

Si Е(а; < ~), Е(а'; < О ont иn point р еn сот тип, alors 

(4) ~ ~ ( => Е(а; < ~) ~ Е(а'; < ~). 

Оп а 

(5) Е(а; =~) = UE(x; < ~), (х Е Е, ах = ~). 
х 
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Prouvons (4). 

Preтier cas: ~ = е. Si alors ах < ~, оп аша aussi а'х < ~, се 
qui resu1te des relations ах < ~, ар < ~. De шеше, si а' х' < ~', оп аига 
ах' <~. Рш consequent, les spheroides Е(а; < О, Е(а'; < О sont disjoints 
ои identiques. 

Second cas: ~ -:ј:. е, рш exemple ~ < е. D'apres le premier cas оп 
аша 

Е(а; < е) ~ Е(а'ј < О, се qui vu Е(ај < ~) ~ Е(ај < О entraine 
Е(ај < О ~ Е«а'ј < е)· 

Le reste de la relation (4) se prouve aisement. 

Prouvons епсоге la decomposition (5). Que (5)1 ~ (5)2 c'est Ыеп 
evident. Prouvons la reciproque: si р Е (5)2, alors р Е (5)1. Ог, р Е (5)2 
veut dire qu'i1 existe un point х Е Е verifiant ах =~, хр < ~j а la suite du 
lemme 3.1 оп аша ар = ~ donc р Е (5k 

4. eT-еsрасеs (ou espaces-tableaux) et l'ecart abstrait. Т­
espaces. 

4.1. Les eT-еsрасеs. Soit Т un шЬге c'est-a-dire un tableau ramifie 
поп vide: un ensemble ordonne tel que рош tout х Е Т l'ensemble ох 
ои (-, х)т des predecesseurs de х dans Т soit bien ordonne. Nous posons 
'Ух = t{ox) = type d'ordre de ОХј le rang, la 10ng'Ue'Ur, 01..1 l'indice 'УТ 
de Т est defini рш 'УТ = t{'Yxl х Е Т}, t У indique "le type d'ordre de". 
La rangee Ro.T de Т se definit раг Ro.T = {х' х Е Т, 'Ух = а}. Ces 
notions etaient considerees dans Кшера [2]. Nous у avons considere (р. 
72) Т сошше un espace de la fac;;on suivante. Soit а Е Тј si а n'a aucun 
predecesseur, l'ensemble {а} sera le seul voisinage de ај il en sera de шеше 
si а possede un predecesseur immediat. Dans chaque autre cas soit z < ај 
alors V{a) = 1z - 1а, 1а ои (а, -) designant l'ensemble des points de Т 
succedant а а: 

1 а = {У' у> а, У Е Т}. 

Оп obtient ainsi la famille des voisinages de а. 

En se servant de cette famille de voisinages оп definit la contiguite de 
а d'un ensemble Х ~ Т d'une fac;;on bien connue а Е Х equivaudra а се que 
chaque voisinage de а contient un point de х. En faisant ainsi рош tout 
а Е Т, оп obtient un espace bien defini. La classe des espaces pareils c'est, 
рш definition, la classe des eT-еsрасеs (cf. [1, р. 72]). 

Nous considerons encore la condition (N) que voici: 
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(N) Вј а,Ь ont les тетеа predecesseurs et si l'enseтble de сеих-сј n'а 
раа иn dernier eleтent, alors а = Ьј syтboliqueтent: 

(а,Ь) Е Т, оа = оЬ, 'Уа Е (II) => а = Ь. 

Sans mention expresse du contraire, оп supposera que раг la suite Т verifie 
(N). 

LEMME 4.1.1. Chaque eT-еарасе peut etre defini аи тоуеn d'un есап 
Ьјеn ordonne de таnјете que chaque triangle soit јаоасЫе et que Ја condi­
tionn (А *) soit verifie роит chaque triple de points distincts (cf. Lemmaв 
2.3.1, 2.3.2). 

En effet, definissons 

(а, а) = 'Уа ои 'Уа + 2 suivant que 'Уа Е (II) ои 'Уа Е' (II) 

(a,b)=t«-,a]n(-,b]) si ai:b. 

Alors les axiomes 01, 02, 03 sont demontrables. 

а i: Ь ~(a, Ь) i: (а, а). 
ОП а (а, а) Е {'Уа, 'Уа+2}. Si (а, а) = 'Уа, considerons les deиx сав, suivant 
que а < Ь ои '" (а < Ь). Si а < Ь, (а, Ь) = 'Уа + 1 > 'Уа = (а, а); si '" (а < Ь), 
a10rs (-а] n( -, Ь] S; (-, а); l'ega1ite у ne peut avoir Неи que si le noeud lal 
de seconde евресе est multiponctuel, сав que nous excluons а la suite de la 
condition (N). Reste le сав ои (а, а) = 'Уа + 2; се сав est bien simple puisque 
(а, Ь) < 'Уа + 2 pour chaque Ь i: а. 

02 (а, Ь) = (Ь, а); c'est evident. 

03 Pour que а Е F, il faut et il suffit que tout voisinage V (а, а) de 
(а, а) contient un (а, f) de (а, Р) = {(а, x)1 х Е F}. 

La propriete un 03 est evidente etant donne que pour tout z < а оп а 

(1) 1z -lа = {xlx Е т, 'Yz + 1 < (а,х) ~ (а, а)}. 

Tout d'abord (1) S; (1)2' En effet, soit Ь Е (1)1' Оп а deux сав, suivant 
que z < Ь ~ а ои Ь Е' (z,a]. Si z < Ь < а, a10rs 'Yz < 'УЬ < 'Уа donc 
'Yz + 1 < 'УЬ + 1 ~ 'Уа donc 'YZ + 1 < (а, Ь) ~ (а, а) et раг consequent 
Ь Е (1)2' 

Reste le сав ои Ь Е' (z, а]; soit a10rs Ь' le premier point de (z, а) 
verifiant b'llb donc (-,Ь') < Ь. Раг consequent (а,Ь) = t(-,a]n(-,b] = 
t(-,b') = 'УЬ' Е ['Yz + 1, (а,а)] donc (а,Ь) Е (1)2' Ainsi donc (1)1 ~ (1)2' 
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Dualement (1)2 ~ (1)1' En effet, soit ~ un ordinal < (а, а)ј soit х, х Е Т un 
point quelconque tel que 

(2) ~ + 1 :::; (а, х) :::; (а, а). 

Soit а{ Е R{ [а]ј оп а ~ < (а, а) et le point а{ est bien determine et verifie 
(2) pour х = а{ puisque (а{, а) = 'Уа{ + 1 = ~ + 1 < (а, а). Aucun х 
verifiant (2) ne peut preceder а{ј c'est que si х < а{, alors х < а{ < а 
et (а, х) = t( -, х] = 'Ух + 1 < ~ + 1 puisque 'Ух < 'Уа{ =~. ОП n'a pas 
xlla{ поп plusj c'est que si xlla{, alors (а, х) :::; t( -, а{) =~. De mеmе si х 
verifie (2), alors rv (а < х), sans quoi (а,х) = 'Уа + 1 > 'Уа = (а,а). Bref, 
necessairement, si х Е (1)2, alors х Е (1)1' 

Prouvons que chaque triangle est isosceIe: а, Ь, с etant 3 points dis­
tincts, оп aura 

(а,Ь) ~ inf{(a, с), (с,Ь)}. 

En effet, оп aura 

(3) 

(4) 

(-,a]n(-,c] ~ (-,с] 
(-,b]n(-,c] ~ (-,с]. 

Рш consequent, les ensembles (3)1, (4)1 sont comparables: оп aura ои bien 
(3)1 ~ (4)1 ои bien (3)1 :Ј (4)1 et des lors (а,Ь) = (а, с) et (а,Ь) = (Ь,с). 
Q.E.D. 

LEMME 4.1.2. Soit а Е F avec а Е Т, F ~ Т; soit h иn procede 
/aisant correspondre а / Е F иn ensemble поп vide h(f) verifiant h(f) ~ 
[Ј, -) \ [а, -); si hF = U h(x), оп аита aussi а Е hF et vice versa: а Е 

ХЕР 

F {::> hF. 

La preuve en est immediate. 

Dans le cas general, un eT-еsрасе ne verifie pas la condition 01'. Рш 
exemple, en considerant la famille ао des ensembles bien ordonnes поп vides 
bornes extraits de l'ensemble ordonne de nombres rationnels, l'ensemble 
ао etant ordonne рш la relation :::; disant "est иnе portion initiale de", 
l'ensemble ао est un arbre de rang W1 et оп s'assure que l'espace abstrait 
еао ne verifie pas la condition 01'. 

Des lors, оп а le suivant: 

PROBLEME 4.1.1. Тrouver иnе condition necessaire et suffisante роит 
qu 'иn eT-еsрасе verifie la condition 01' * 

* Entretemps, Z. Mamuzic а resolu се probleme (cf. се Glasnik р. 96). 
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Remarque des а present que chaque eT-еsрасе est homeomorphe d'un 
espace totalement ordonne (cf. TMoreme 9.10). 

4.2. T-espaces. А etant un arbre definissons le T-espace А de la 
maniere suivante: 

Soit р Е А; si 'Ур Е' (II), alors {р} sera lе voisinage de р. 

Si 'Ур Е (II), soit Ро Е А, Ро < р; posons 

А(ро,РI = {yly Е А,ро < У, 'УУ ~ 'Ур}. 

L'ensemble А(ро,РI sera considere сошmе voisinage de р. 

En faisant varier ро et р, оп obtient ainsi une famille d'ensembles 
definissant се que nous appellerons le T-espace А. 

Par exemple, а. l'arbre 0'0 detout а. l'heure correspond le T-espace 
0'0; il nous semble que cet T-espace n'admet pas un ecart bien ordonne, 
contrairement а се qui se passe avec le eT-esрасе 0'0. 

Les R-espaces. 

Rappelons d'abord qu'un sуstеше d'ensembles est raтifie pourvu que 
ses eIements soient comparables ои disjoints. U п systeme гашШе Т est un 
tableau raтifie si pour chaque Х Е Т la famille des У Е Т verifiant У :::> Х 
est bien ordonne par rapport а la relation:::>. Т etant un tableau ramifie 
d'ensembles, оп peut considerer chaque Х Е Т сошmе voisinage de chaque 
х ЕХ; l'ensemble U Х (Х Е Т) devient ainsi un espace. Ces espaces sont 
appeles les R-еsрасеs.З 

En particulier оп peut considerer le cas ои Т verifie ces deux conditions 
(cf. aussi les Т complets dans Kurepa [2, рр. 81-84]): 

Т1 • Pour chaque point р, la јатШе Т(р) des Х Е Т verifiant р Е Х а 
l'enseтble {р} сотте l'intersection de ses eleтents. 

nТ(р) = {р}. 

(С) Pour chaque chafne К ~ Т сп а ceci: 

Si knK > 1, alors ПК Е Т. 

Зсf. Kurepa (3, р. 1050] et (5, р. 128] ("еараси admettant иnе Ьаае ramifie de 
voisinages" et les Т(Т)-еарасеа». Р. Papic (1]-(3] а etudie de рlив pres ces еврасев et 
а prouve en particulier que lа supposition du bon ordre de chaque chaine extraite d'un 
systeme ramifie ne presente aucune restriction essentielle. La denomination R-espace 
provient de Р. Papic (1]-(3]. 
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LEMME 5.1. Si Т verifie (Т1 ) et (О), alors chaque noeud N 2 de Т est 
constitue d 'un seul eleтent de т.4 

Ceci etant оп а (cf. Кшера [3, р. 1050]) lе, 

ТнЕон.ЕМЕ 5.1. Soit S un espace definissable тoyennant un tableau 
raтifie d'enseтbles, Т, tel que chaque eleтent de Т soit voisinage de chacun 
de ses points. Si l'espace verifie l'axioтe (Т1 ) de separation de Frechet (роuт 
chaque а Е Е lа faтille Т(а) des voisinages de а possede роuт l'intersection 
l'enseтble {а}, alors l'espace S adтet un ecart bien ordonne, verifiant la 
condition du triangle isoscele tel que, еn particulier, S Е t:[,T) et (а, Ь) ~ 
inf{(a, с), (с, Ь)}, (а, Ь, с Е S). 

Tout d'abord, рош chaque а Е S soit ,а lе type d'ordre de l'ensemble 
Т(а) des eIements de Т contenant lе point а. Рош que а soit nonisole, il 
faut et il suffit que l'ordinal,a soit de seconde espece: 'Уа Е (Щ. 

Definissions l'ecart (а, Ь) des points а, Ь Е S сотше il suit: 

(а, Ь) = t (Т (а) П Т(Ь)) . 

Prouvons que les trois axiomes 01,02,03 sont verifies. 

(а,а) = (а,Ь) =} а = Ь. 

En efIet, lа relation (а, Ь) = (а, а) implique 

Т(а) nT(b) = Т(а) 

et qu'en particulier а, Ь Е Х рош chaque Х Е Т(а). Or, l'intersection des 
Х Е Т(а) etant {а}, а lа suite de l'hypothese que l'axiome de Frechet soit 
verifie, оп en deduit que а = Ь. 

(1) 

(2) 

Verifions lа condition (ll *) du triangle isosceIe. Tout d'abord, 

Т(а) nT(b) ~ Т(Ь) 

Т(с) nT(b) ~ Т(Ь). 

Par consequent, les ensembles (1)1, (2)1 sont portions initiales de lа chalne 
Т(Ь)ј оп а donc soit (1)1 ~ (2)1 soit (1)1 ~ (2)1 et des lors respectivement 
(а, Ь) = (а, с) et (а, с) = (Ь, с). 

4Сћщие ensemble maximal Х ~ Т dont lев eJements possedent lев mеmев 
predtkesseurs в'арреllе un noeud de Т. Un noeud Х est de seconde езресе ои un N2, si 
l'ordinal f3 verifiant Х ~ RaT est de seconde езресе. 
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02. (а,Ь) = (Ь,а) - c'est evident. 

03. Necessite: {а}, F ~ В, а Е F' =} pour chaque ordinal а < (а,а) 
il у а un point ао Е В verifiant а < (а, ао) :::; (а, а). En effet, il suffit 
de designer par а un point quelconque de l'element de Ro+lT contenant le 
point а. 

Su.ffisance: Si pour chaque Q < (а, а) l'ensemble F contient un element 
ао tel que (1) а < (а, аО) :::; (а, а), alors а Е F, c'est-a-dire que 

T~(a)nF#v; ({<'Уа). 

Or, (1) veut dire que la partie commune de Т(а), Т(аа) est d'un type d'ordre 
Е (а,'Уа]; en particulier RaT(a) contient le point аа de F. Pusique а est 
quelconque :::; 'Уа, оп en deduit que а Е F. 

Quant a.la condition de continuite 01' еПе n'est рав verifiee dans le сав 
general. En particulier, considerant le сав ои chaque famille disjonctive de Т 
soit :::; No l'espace correspondant verifie 01' аи moins pour une Ьаве Т si et 
seulement si -УТ < UJ1; contrairement а. се que nous avons ecrit (Kurepa [3, р. 
1050]) qu'alors necessairement В verifie 01', cette assertion est equivalente 
аи probleme de Suslin, сотте Р. Papic а bien voulu те remarquer et en 
connexion avec quelques discussions initiees par Z. Mamuzic. D'apres Papic, 
la condition 01' pour un R-espace В verifiant В Е Е( -уТ) equivaut а се que, 
quel que soit а < 'УТ, l'union des elements de RaT soit а la fois ouverte et 
fermee (bien entendu, chaque eIement de Т est ambigu, c'est-a.-dire ferme 
et ouvert). 

6. Les espaces bien ordonnes et ecarts abstraits. 

а etant un ordinal soit I(а) l'ensemble des ordinaux < а. 
ТнЕон.ЕМЕ 6.1. L'espace bien отаоnnе I(UJa ) peu.t etre defini рат иn 

< UJa de telle sorte qu.e la condition 01' au.ssi Ьјеn qu.e сеllе du. triangle 
isoscele su.bsistenti symboliqu.ement: I(UJo ) Е E[I(UJo )] П 01', et (а, Ь) 2: 
inf{(a, с), (с,Ь)}. 

Pour s'en assurer, definissons, pour а, Ь Е I(а) l'ecart (а, Ь) de la fac;on 
suivante: 

(а,Ь) = inf{a,b} + 1 si а # Ь 

(а, а) = а ои а + 2, suivant que а Е (П) ои а Е' (П). 

Les axiomes 01,02,03,01' sont verifies. 

(а, Ь) = (а, а) =} а = Ь. 
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Il s'agit de prouver qu'on n'a ni а < Ь ni а > Ь. Premier см: а < Ь donc 
(а, Ь) = а + 1. Or (а, а) = а ои а + 2 et aucun de ces nombres n'est egal а 
а+ 1 = (а,Ь). Reste le см а > Ь donc (а,Ь) = Ь+ 1::; а. Si Ь+ 1 < а, alors 
Ь + 1 n'est ni а ni а + 2 donc (а, Ь) =f:. (а, а)ј si Ь+ 1 = а, alors (а, а) = а + 2 
et de nouveau (а, Ь) =f:. (а, а). 

03. N ecessite: si а Е р' et si а < (а, а) alors il у а un point а" Е 
Р\{а} tel que а < (а, а,,) < (а, а). Tout d'abord, si а Е р' оп а (а, а) = а Е 
п. Si а < а, soit а" un ordinal de F situe entre а et ај alors (а", а) = а+ 1 
est situe entre а et а. 

Suffisance: Si рош tout а < (а, а) l'ensemble F contient un point 
а" =f:. а verifiant (2) а < (а, а,,) < (а, а) alors а Е Р'. Tout d'abord, оп voit 
que (а,а) Е П et donc а Е п: d'autre part, les relations (2) impliquent 
que а < а" < а et cela veut dire exactement que а Е Р'. 

01': Si а Е F => (а, а) Е (Р, Р). Il suffit de considerer le см ои 
а Е Р'. Donc а Е 11 et (а, а) = а. Si alors рош tout а < а l'on designe 
раг а" un point de F tel que а < а" < а, оп аша (а", а,,) Е {а", а" + 2} 
donc en tous les см а < (а", а,,) < (а, а) се qui veut dire precisement que 
(а, а) Е (Р, Р'). 

Le reste du theoreme 6.1 se prouve сотте la partie correspondante 
dans L. 2.3.1, 2.3.2, 4.1, Т. 5.1. 

COROLLAlRE 6.1 I(UJ1) Е E[I(UJ1)] П 01'. 
Се corollaire se trouve dans la Note [8] mais la construction de l'ecart 

у est та! faite. 

COROLLAIRE 6.2 I(UJ2) Е E[I(UJ1)] П 01' n(..6. *). 
En pariculier, la proximite definie ci-dessus verifie la condition (1*). 

Cela constitue la reponse а une question posee dans notre Note [3, р. 1051]: 
il su:ffit de poser 'Ра(n) = п = 'Фа(n). 

Remarque 6.1. Chaque espace bien ordonne est un eT-esрасе. 

PROBLEME 6.1. A-t-on I(UJ1) Е Е[Rn] pour un entier п? 

Repondant а un probleme de Кшера, Рарјс а prouve que I(UJ1) Е' 

Е[Rn] П 01'. Rn у designe l'espace cartesien а п dimensions. 

LEMME 6.1. Soit f3 un nombre ordinal. Si f3 < UJ1, l'espace I(fЗ) est 
metrique admettant un есап а un seul zero verifiant la condition (.6.) (donc 
aussi (Ј) et (~2)). Et reciproquement. 

Que I(fЗ) soit metrique c'est bien connu. Il s'agit de voir de plus que 
la metrique puisse satisfaire~. Or, d'une part I(fЗ) est un R-espace de 
rang ::; UJ (Papic [3, рр. 38--40], [4, Th. 9]). D'autre part, I(fЗ) etant un 
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R-espace, il admet un ecart verifiant 6. (cf. L. 4.1.1)ј en particulier, I({3) 
etant definissable par un arbre Т de rang :$ UJ, l'ecart а un seul zero: il suffi.t 
de poser i(x, х) = UJ, i(x, у) = i(T(x), Т(у)) si х =1= у. 

Le reciproque resulte de се que si {3 2: Ul1, l'espace I({3) n'est рм 
distanciable. 

7. L'ckart abstrait et les espaces uniformes. 

7.1. Espaces unijorтes. Soit Е un espace uniforme (cf. Bourbaki [1], 
А. Appert-Ky Fan [1]) c'est-a-dire un espace (V) tel que pour chaque а Е Е 
la famille des voisinages de а co'incide avec la famille des ensembles 

V(a) = {bl Ь Е Е, (а, Ь) Е V}. 

V parcourant une structure uniforme И relativement а Е х Еј cela veut dire 
que И est un filtre dans Е х Е ayant ces 3 proprietes: 

1. 6.~V (VЕИ)јl8.6.={(а,а)lаЕЕ}ј 

2. V Е И =? V- 1 Е Иј 

3. Si V Е И, il у а un W Е И verifiant ww ~ V. 

De plus, nous supposerons que l'espace soit separe c'est~a-dire que 

6. = п V (V Е И). 

D'apres un result de Z. Mamuzic si l'espace n'est рм separe, оп peut prouver 
que l'espace ne verfie рм la condition 01'. Сошше оп sait, nous pouvons 
supposer que V = V- 1 pour chaque V Е И (cf. Bourbaki [1, сћ. 2]). 

ТНЕОRБМЕ 7.1.1. Tout espace unijorтe separe Е est definissable 
тoyennant иn есап abstrait adтettant иn seul zero; de plus, l'ecart verifie 
lа condition de regularite 04 ci-apres. 

En effet, introduisons d'abord la famille consistant des ensembles 

V/2 = {(а, Ь) U (Ь, a)1 {а, Ь) Е V}. 

Par consequent, si х Е V/2, х est de la forme (а, Ь) U (Ь, а) оu а, Ь Е Е et 
en particulier (а, Ь) Е V. Оп voit que А ~ V/2 et que 

6. = nV/2 (V Е И). 
v 

Ceci etant, definissons l'ecart и de la fз.<;оп suivante: 

u(а, а) = 6. (а Е Е), 
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и(а, Ь) = (а, Ь) U (Ь, а) pour chaque {а, Ь}Т! ~ Е. 

En definissant 1'ensemble М соmте celui dont les elements sont de la forme 

!}. ou (a,b)U(b,a) 

1'ecart и represent bien une application univoque de Е х Е sur Мј les 
ensembles V /2(V Е И) seront consideres сотте vosinages du "zero" to = д. 

Prouvons que les axiomes 01-03 sont verifies. Ceci est evident pour 
les axiomes 01 et 02, reste l' axiome 03. 

Necessite. Soient (а), Х ~ Е et а Е Х dans l'espace uniforme Е. 
Cela veut dire pour tout V Е И, il у а un point (а, Ь) Е V avec Ь Е Х 
donc Ь Е V(a). Ры consequent и(а, Ь) = (а, Ь) U(b, а) Е V/2j autrement 
dit, quel soit le "voisinage" V/2 de !}. dans М, il у а un point Ь Е Х tel que 
и(а, Ь) Е V/2 donc и(а, а) Е и(а, Х) et ceci, par definition, veut dire que а 
est contigu а Х (relativement а 1'ecart и). 

Suffisance. REkiproquement, supposons que, quel que soit V /2 il у а 
unpoint Ь Е Х tel que и(а,Ь) Е V/2 donc (а,Ь) U(b, а) Е V/2j or, celaveut 
dire que (а, Ь), (Ь, а) Е V donc (а, Ь) Е V et Ь Е V(a)j c'est-a-dire а est 
contigu а Х dans la topologie uniforme aussi. 

7.2. Есап abstrait regulier. Axiome 04. Des le commencement, М. 
Frckhet [1], [2] considerait des ecarts reguliers numeriquesj par definition, 
un ecart numerique est regulier вЋ existe une fonction reelle ј de variable 
reelle telle que ј(х) ~ О (О ~ х ~ оо) et que ј(х) -+ О si х -+ О. Plusieurs 
auteurs ве sont occupes d'ckarts reguliers (ef. Appert-Ky Fan [1, сћ. IV]). 

La regularite de 1'ecart abstrait dans le сав ои l'ensemble des zeros est 
monoponctuel, s 'enonee par 1'аЮоте 04 que voici: 

АХЮМЕ 04. Quel que soit lе voisinage Х de "zero" (, il у а иn 
voisinage У de ( tel que, quel que soit а Е Е lев relations и(а, Ь), и(Ь, с) Е У 
entmi'nent и(а, с) ЕХ. 

L'equivalence de la condition 04 et de 1'axiome ИЗ sur les structures 
est manifeste. 

Tout d'abord 04 => Из. En effet, и(а,Ь) Е У, и(Ь, с) Е У im­
pliquent en particulier (а,Ь) Е W, (Ь,с) Е W ои У = W/2j d'autre part, 
и(а,с) Е Х implique (а,с) Е Х implique (а,с) Е V ои V/2 = Х. Ainsi 
donc (а, Ь), (Ь, с) Е W => (а, с) Е V. 

Reeiproquement, ИЗ => 04. Tout d'abord, (а, Ь) Е W implique 
и(а, Ь) Е W/2j de тете (Ь, с) Е W=> и(Ь, с) Е W/2j (а, с) Е V => и(а, с) Е 
V/2j donc l'implication (а, Ь), (Ь, с) Е W => (а, с) Е V entraine l'implication 
и(а,Ь), и(Ь, с) Е У/2 => V/2. Q.E.D. 

Ainsi le theoreme 7.1.1 est completement demontre. 
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8. Espaces pseudo-distancies. 

8.1. Conditions (R) et (1'). (Voir Kurepa [1], [4], [5], Frechet [2], 
[3], [4], [5], Appert-Ky Fan [1], Papic [1]-[5]). Soit Wa ип ordinal initial 
regulier; la classe (Da ) des espaces fut definie par Kurepa сотте сеНе 
admettant ип ecart dual symetrique Ыеп ordonne ::::; Wa verifiant la condition 
de regularite que voici: 

Condition (R). П у а unе jonction t.p jaisant correspondre а tout or­
dinal п < Wa un ordinal <р(n) < Wa ае maniere que 

(а, Ь), (а, с) > <р(n) => (Ь, с) > п 

pour chaque triple ае points ае l'espace. 

Remarque 8.1. La regularite globale precedente est equivalente а la 
regulirate locale que voici: а chaque point а ае l'espace et а chaque ordinal 
п < Wa correspond un ordinal <ра (п) < Wa tel que 

(а,Ь), (а, с) > <Ра(n) => (Ь,с) > n. 

quels que soient les points Ь, с ае l'espace. 

Се fait est dii а Niemytski [1] pour а = О (cf. Appert-Ky Fan [1, р. 
78]) et а Doss [3] pour а > о. 

Exemple 8.1.1. Soit Wa un nombre ordinal initial поп cofinal а Wo· 

Consuderons un R-espace 8 defini par un tableau Т d'ensembles de rang 
Wa ; supposons que S- ait аи шојns un point de caractere Na . Designons par 
80 l'espace qu'on deduit de 8 еп у declarant сотше isole chaque point х de 
8, tel que la faamille des У Е Т verifiant {х} ~ у soit cofinale а 1 ои а WfЗ, 
avec f3 < а. Alors 80 est un Da-espace. 

Еп effet, soit i(x, х) = Wa ; soit, pour х =1= у, i(x, у) le type d'ordre 
de l'intersection Т(х) пт(у). Оп voit bien que i est ипе pseudodistance 
dans l'espace 80. Ainsi par exemple, la condition (R) de regularite est une 
consequence immediate de се que pour chaque triple а, Ь, с Е 8 l'ensemble 

{i(a,b), i(b, с), i(c, а)} 

possooe аи plus deux points; il еп resulte que la fonction t.p dans l'enconce 
(R) peut etre supposee etre l'identite. 

Conditions (1') (1;"). Soit т un nombre cardinal > 1. Nous 
dirons qu'un espace Е verifie la condition (1;") relativement а ипе Ьме 
В definissant l'espace Е si la conclusion que voici subsiste: 
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(I:n). Si pour un ensemble Х ~ Е tel que kX < m la base В contient 
unе ЈаmШе monotone d'ensembles ~ Х dont l'intersection est egale d х, 
alors l'ensemble Х n'est pas isole. 

Nous dirons qu'un espace verifie (I:n) s'il existe ипе base de l'espace 
рош laquelle la condition (I:n) est verifiee. 

Pour abreger nous ecrirons (Г) аи lieu de (J~o). 

Nous dirons qu'un espace Е verifie (Г) аи point р de l'espace rela­
tivешепt а. la fашillе F de voisinages definissant l'espace аи point р, si 
l'on peut conclure que р Е Е' du шошепt que la fашi1lе F contient unе 
fашillе (monotone) de voisinages de р distincts de {р} et ayant {р} pour 
l'intersection. 

Si геlаtivешепt а. ипе base В de voisinages, l'espace verifie (I:n) рош 
chaque point d'un епsешblе Х, оп dira que геlаtivешепt а. в l'espace verifie 
(Ј:") dans l'ensemble Х. 

Оп dira qu'un tableau гашifiе d'еnsешblеs Т verifie (I:n) si рош 
chaque еnsешblе Х de puissance < m la relation eventuelle 

(8.1.1) п(-х)т = Х 

iшрliquе 

(8.1.2) ХПЕ' =1 v. 

Il va sans dire que 

(8.1.3) (-Х)т = {YIY Е Т, У ~ Х}. 

et que Х peut пе pas appartenir а. Т. 

LEMME 8.1.1 Pour qu'un tableau ramifie d'ensembles, Т, verifiant les 
conditions (Т1 ) et (С) v'erifie la condition (Г), il Jaut et il sufit que la 
condition (n2) que voici ait lieu: 

(n2) Chaque element de seconde espece de Т est infini. 

Necessite. Soit Х un element de seconde especej d'apres la condition 
(С) оп аша Х = n( -, Х)т. Si alors Х n'etait pas infini, la condition (Г) 
iшрliquегаit que Х n'est pas isole. Or, Х etant ип епsешblе ambigu, cela 
voudrait dire que Х =1 Vj cependant, Т verifiant (Т1 ), le derive de l'еnseшblе 
fini Х est necessairement vide. Par consequent, Х est infini. 
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Suffisance: (n2) implique (1'). Soit donc Х un ensemble fini ~ Е 
verifiant (8.1.1). ОП а donc kX < No; si de plus kX > 1, la condition (6) 
entra1nerait Х Е Т. Or, la famille (8.1.3) n'ayant pas un terme minimal, 
оп en deduirait que l'ordinal ~ verifiant Х Е Rf.T serait de seconde espece. 
А cause de (n2) cela voudrait dire que kX > No - absurdite. Оп а donc 
necessairement kX = 1; а cause de (n2) оп а Х Е Т; si Х = {х}, la relation 
(8.1.1) implique х Е Е'! Ainsi le lemme 8.1.1 est demontre. 

Voici un proctble bien simple de fabriquer un espace qui ne verifie 
pas la condition (J~) relativement а ипе base: Soient S et Х un V -espace 
et un sous-ensemble du derive Е' respectivement; soit F une famille de 
voisinages definissant l'espace В. Ceci etant, considerons un ensemble поп 
vide Х ~ 8'; soit Р1 la famille qu'on obtient de F en у adjoignant les 
ensembles (а) (а Е У) donc 

а 

Soit 8(Х) le V-espace defini par la famille F1 . L'espace 8(Х) ne verifie pas 
la condition (1') relativement а la famille ћ dans aucun point а Е Х. C'est 
que manifestement 

(а) = п V(a) (V(a) Е Р, (а) С V(a», 
У(а) 

donc а Е 8'; d'autre part, le point а est isoIe dans l'espace 8(Х), l'ensemble 
uniponctuel (а) у etant un voisinage de а. 

En particulier, Во etant l'espace de Baire, а zero dimension, Х etant 
un sous-ensemble de Во = ВЬ tel que Во \ Х soit > No et partout dense, 
l'espace Во(Х) est bien defini. L'espace Во(Х) est un R-espace de rang 
minimal ""'о. Remarquons que Во(Х) Е' (Do). Un fait analogue subsiste en 
у remplac;ant l'indice О par un ordinal а. 

8.2. Enonce du TMoreme. 

ТИЕОRЕМЕ 8.2.1 Soit Е un espace pseudo-distancie, donc d'une classe 
(Da ). Supposons que l'espace Е verifie l'une et donc les deux conditions que 
voici: 

1) Condition (I'). 
2) Condition (n2): chaque eleтent de seconde espece d'une base Т de 

l'espace est infini. 

Alors l'espace est тetrique (сав а = О) оu totaleтent ordonnable оu 
les deux. 
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pToыmee 8.2.1. Existe-t-il pour chaque ordinal а un espace pseudo­
distancie Ео: Е (Do:) поп distanciable qui ne soit рм totalement ordonnable? 

Tout d'abord, la classe (Do) coincide avec la classe des espaces 
metriques de Frechet (pour la demonstration v. Kurepa [4], [5]. Quant 
аих classes (Do:) pour а > О, R. Doss [3] а prouve que la condition de 
regularite (R) est equivalente а. la condition disant que la fonction 'р soit 
l'identite. R. Doss en а deduit que l'espace considere est definissable рш un 
tableau ramifie de voisinages c'est-a.-dire que chaque classe (Do:) pour а> О 
est un R-espace. En particulier, en definissant le spheroide В(а, > ~) сошше 
l'ensemble des points dont le degre de proximite а partir de а soit > ~ (а, ~ 
parcourant respectivement l'espace donne et l'ensemble des ordinaux ::; u)o:), 

le systeme de ces spheroides est un tableau ramifie d'ensembles, definissant 
l'espace donne Е: l'espace Е est un R-espace ои 'УТ = u)o:. 

8.3. Quelques proprietes concemant les R-espaces 

Nous allons indiquer quelques proprietes des R-espaces. 

Soient donc Е un R-espace et Т un tableau ramifie d'ensembles 
definissant l'espace Е. Pour chaque а Е Е оп а la {ашillе Т(а) des Х Е Т 
verifiant а Е Х et оп supposera que: {а} = ПХ (Х Е Т(а)). 

Т(а) est une suite strictement decroissante d'ensembles qu'on desi­
gnera То(а) :::> T1(a) :::> ••• :::> T~(a) ... (~< Т(а)). Donc 

{а} = ПТ~(а)ј (~< ~Т(а)). 
~ 

Evidemment, l'union des elements de Т est egale а. l'ensemble Е. 

LEMME 8.3.1. Chaque portion droite, Р, de Т telle que Ux = Е 
(х Е Р) est unе base de l'espace Е.5 

11 s'agit de prouver: si х Е Е, chaque V(x) Е Т(х) contient un eIement 
de Р(х). Or, l'union des eIements de Р etant Е, il у а un А(х) Е Р 
tel que х Е А(х). Pusique aussi х Е V(x) donc х Е V(x) П А(х) les 
ensembles V(x), А(х) sont comparables (Т est un tableau ramifie): оп а soit 
А(х) ~ V(x) soit А(х) :::> V(x). Dans le premier см, tout est deja. prouvej 
dans le second см aussi puisque V(x) Е Р etant donne que А(х) Е Р et 
que Р est une portion droite de Т. 

Voici une propriete elementaire de l'espace Е: 

5Chaque sous-fami1Iе F de Т telle que pour chaque Х Е F оп а (х, -) ~ F 
s'appelle portion droite de Тј Ыеп entendu [х, -]т = {yl У Е Т, х 2 У}. 
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LEMME 8.3.2. Chaque Х Е Т est un enseтble aтbigu: Х est d la fois 
ouvert et јетте. 

Que х soit ouvert c'est Ыеп evidentj prouvons que Х est fermej dans 
le cas contraire, оп aurait ип point а Е Х' \ Х; оп aurait еп particulier 
а Е V(a) \ Х et V(a) П Х i- v et des lors, Т etant ramifie, V(a) ;;2 Х 
рош chaque V(a) Е Т(а), contrairement а la supposition (Т1 ). D'une fa~on 
analogue оп prouve le 

LEMME 8.3.3. Si Х, У Е Т, l'enseтble Х \ У est aтbigu. 

LEMME 8.3.4. Soit F unе chaine extraite de Т; si l'intersection Ј des 
eleтents de F contient un eteтent de Т, l'enseтble Ј est aтbigu. 

L'ensemble Ј est ferme еп tant que l'intersection des fermes appar­
tenant а F. D'autre part, considerons la famille Ј+ = Ro(I, -). Celle-ci est 
ипе decomposition disjonctive de Ј, сћасип des eIements de Ј+ etant ouvertj 
Ј+ est egalement ouvert, etant donne que Ј est la reunion des elements de 
Ј+. 

Reтarque 8.3.1. Dans се qui suit nous supposerons, sauf mention 
expresse du contraire que les deux conditions (Т1 ) et (С) soient satisfaites: 
(cf. 5). 

8.4. Condition (БN2 ) et (N2 ). 

Soit Т ип tableau ramifie definissant ип espace pseudo-metrique Е 
verifiant l' ои (n2). Prouvons le 

LEMME 8.4.1. La base Т verifie la condition (БN2 ): Chaque eteтent 
х de seconde espece est l'union d'une faтille infinie БХ d'espaces aтbigus 
deux d deux disjoints. 

Tout d'abord, d'apres la remarque 8.3.1 оп peut supposer que рош 
chaque Х Е Т de seconde espece l'intersection des У Е Т verifiant У :Ј Х 
soit egal аХ. Ceci etant, considerons ип element quelconque Х de seconde 
espece de Тј а la suite de la condition (Ј') ои (n2) l'ensemble Х est infini. 
Si de plus Х' = v, оп aura (р) Е Т рош chaque р Е Х et оп designera par 
БХ la famille des (р) (р Е Х). Si par contre Х' i- v, posons Х1 = [Х, -)Тј 
оп аша 'УХl > Wo. Soient У Е R",o ФХ1 et Уп Е RnХ1 verifiant Уп :Ј У. 

Оп а evidement 

п п 

п 
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Cela montre que la decomposition de Х provenant de (1), (2) et (3) est une 
partition demandee ОХ de l'espace Х. 

Ceci etant, definissons inductivement la Ьме Т' de la maniere suivante. 
Possons T~ = R",T pour п:::; w. Soit 1/ un ordinal tel que les sous-ensembles 
T~. Pour cela, considerons l'ensemble 

(4) TU( -, Х]Т (Х Е U T~J. 
(IIO<II) 

Si l'ensemble (4) est vide, оп posera 

(5) Т' = UT~o (1/0 < 1/) 
110 

et le proces sera termine. Si l'ensemble (4) est =1- v, considerons la rangee 
initiale Ro (4) de (4). Si v Е' II, оп posera 

(6) T~. = Ro (4). 

Si v Е II, оп posera 

(7) T~=U({X}UOX), (Х Е Ro(4)), 

оХ ayant la signification de tout а l'heure. 

En designant par v le premier ordinal tel que l'ensemble (4) soit vide, 
la famille Т' est parfaitement definie ра! (5). 

Оп prouve aisement que Т' est une sous-famille de Т equivalente а Т; 
en particulier, quel que soit le point р et р Е V(P) Е Т, il у а un W(P) Е Т' 
tel que р Е W (р) ~ V (р). En effet, soit ~ le premier ordinal tel que la famille 
Ч ne contienne aucun Х:::> V(P). Ра! consequent, pour chaque ~o < ~ оп а 
un A~o Е T'~o tel que A~o :::> V(P); оп aura 

п A~o ;2 V(P) 
~O<~ 

et forcement c'est le signe = qu'il faut у pendre; pour l'element У Е T~+1 
tel que р Е У, оп aura У с V(P). 

De plus, оп se rend compte que la Ьме Т' verifie la condition (С) 
disant que, pour tout Х Е Т' de seconde espece оп а П( -, Х) = Х. 

Оп voit que la Ьме Т' verifie la condition (N2 ) que voici: 
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Condition (N2 ). Chaque e/ement ае seconde espece possede иnе in­
finite ае sucesseurs immediats: 

(8) Х Е Т/, 'УХ Е (II) * kRo(X, -)Т' ~ No. 

8.5. Demonstration аи theoreme 8.2.1. 

Prouvons d'abord le 

LEMME 8.5.1. Chaque espace isole Е est totalement oTaonnaы •. Si Е 
est infini, оп peut d notre gre disposer аи comportement ае Е аих extremites: 
l'espace отаоnnе peut etre limite, illimite ои limiM а'иn seul соМ, gauche 
0'1.1 droite. 

Le cas kE < No etant trivial supposons kE = Na . Pour avoir un 
еврасе illimite, de type ++, оп considere le type d'ordre ta = (Wo + Wo)Waj 
alors chaque application biunivoque de се type d'ordre sur Е est une 
homeomorphie. Pour realiser les trois autres cas, оп considere les ordres: 

Wo +ta 

ta +W~ 

Wo + ta +W~. 

Passons maintenant а la demonstration du theoreme 8.2.1. 

8.5.1. Ordination naturelle (cf. Kurepa [2, р. 127]). 

Оп peut supposer que le tableau Т verifie les conditions G (cf. L. 8.5.1) 
(N2 ) de (8.4.8) et que Е Е Тј donc RoT = {Е}. 

Оп va ordonner totalement la famille des Т(р) (р Е Е)ј l'ordination 
sera une generalisation naturelle de l'ordination alphabetique et sera induite 
рат les ordinations totales des Х Е фТ de premiere евресе. 

L'ordre total demande (Еј <) sera resultat d'ordinations successives 
(Е, <Q) de plusen plus extensives. Chaque element Х Е фТ sera une portion 
ambigue ХС de la chaine (Е, <). 

La caracteristique ае l'ordination alphabetique ае Е consiste justement 
dans lе jait que chaque Х Е Т devient иnе portion ХС ае la chazne. L'un 
des caracteres < - >, +-, -+,1 - 1 de la portion Хс dans la chaine (Е, <) 
sera determine des qu'on arrivera а considerer l'eIement Х Е фТ. C'est 
ainsi que рат exemple chaque Х Е фТ de premiere евресе sera de type 1-1, 
c'est-a-dire deux points notes тХ, М Х seront assignes а Х et seront le 
point initial et le point terminal de la portion Хс dans la chaine «Е, <). 
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Autrement dit chaque eIement Х Е фТ de premiere esptJce sera limite. Il 
Уа sans dire que 

(1) 

(2) 

У с Х, тХ Е У :::} тХ = тУ 

У с Х,тХ Е У:::} МХ = МУ. 

Le comportement аих extremites de ХС рош un Х Е фТ de seconde esptJce 
est induit рат le compertement des elements de (-, Х)Т, аи moins si l'on 
tient d l'ordination alphabetique. C'est рош cela qu'il faut considerer des 
Х Е Т de seconde espece. От, рош pouyoir disposer аих extremites de 
Х d'une {ас:;оп arbittrire, il suflit que Х soit decomposable еп ипе infinite 
d'eIements de Т, c'est-:dire que Т yerifie (N2 ) (cf. L. 8.4.1, 8.5.1). Cette 
condition est assuree рах la condition (1') оп (n2) dans le cas des espaces 
pseudo-distancies (У. L. 8.4.1). 

Еп particulier, si Х est dans Т de seconde espece, оп arrngera le соm­
portement de ХС аих extremites de telle maniere а empecher que l'extrmite 
eeyentuelle de la chaine ХС soit point d'accumulation de l'ensemble Е \ Х. 

8.5.2. Procede (Р). Soit D ипе {aшillе поп yide d'ensembles deux а 
deux disjoints. Le procede (Р) applique а D consistera des 3 operations que 
yoici: 

1. Ordonner totalement le systeme D par ипе relation < (D) рош 
obtenir ипе сЬainе isolee 

СО D = (D; < (D)). 

2. Рош chaque Х Е фD determiner les points тХ, МХ de Х de la 
{ас:;оп indiquee ci-dessus; donc ХС sera d'un type 1 + ... + 1. 

3. Ordonner l'ensemble 8 = U D рах la relation « D) definie а partir 
de < (D) comme il soit: 

3.1. Рош chaque Х Е D, les points тХ et МХ sont, le point initial 
et le point terminal de Х dans (8; « D)); 

3.2. Si Х, У Е D, alors 

(1) Х ~ (D)Y dans СО D {:} Х . «~ D) . У dans (8; (~ D)) ои 

(2) Х . (~ D) . У {:} x(~ D)y (х Е Х, У Е У). 

Рош chaque Х Е фТ оп appliquera le procede (Р) а l'espace Х et а sa base 
(Х, - )т. Cela yeut dire еп particulier que la {аmШе 

RO(X,-)T 
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sera totaliment ordonnee раг une relation d'ordre propre, soit S; (N) et que 
la chaine (3) sera d'un type d'ordre 1 + ... + 1 pour chaque Х Е фТ de 
premiere евресе. 

Soient alors х, у deux points distincts de l'espace. Considerons la 
chaine Т(х) = {Т{(х)}{ des voisinages de х et la chaine Т(у) = {Т7ј(У)}7ј 
des voisinages de у appartenant а la Ьаве Т. Soit 

(4) i = i(x,y) 

le premier indice п tel que Тп(х) =f:. Тп(у) et donc Тп(х) n Тп(у) = v. 
Forcemement, а la suite de la condition С, le nombre i(x, у) est de pre­
miere евресе. Раг consequent, l'eIement Х = Ђ-1(Х) = Ђ-1(У) est bien 
determine аиввј bien que la chaine correspondante (3). Alors оп definira 

(5) 

Оп prouve facilement que l'ensemble ordonne (Е;,) ainsi obtenu est une 
chaine. Аи fond, il s'agit d'une generalisation naturelle de l'ordination al­
phabetique des complexes Т(р), (р Е Е). 

8.5.3. Difficv.ltes concernant les noev.ds de seconde espece. Dans le сав 
general, l'espace donne Е n'est рав homeomorphe de l'espace ordonne (Е; <) 
ainsi obtenu. C'est que chaque Х Е Т est un воив-еврасе ambigu de l'espace 
Е, alors que dans la chaine (Е; <) cette propriete subsiste necessairement 
seulement вј 'УХ Е' (ЈI), n'est рав ouverte dans la chaine (Е; <). C'est 
pour cette raison que вј 'УХ Е (П), le procede (Р) sera applique а Х avec la 
precaution supplementaire а assurer l'ambiguite de la chaine x~. Procedons 
раг recurrence. 

Pour faciliter le langage ровопв 

Ха = Ra(X, - )т, (Х Е ~Т). 

Сесј etant, appliquons le procede (Р) аи systeme RaT. ОП obtient ајпвј 
l'ensemble ordonne 

(2) (Е; < RaT) designe aussi раг (Х Е фТ). 

Pour chaque Х Е фR1Т appliquons le procede (Р) аи systeme Ха; soit 

(3) (Е; <1) 
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l'ordination ainsi induite dans Еј par eonsequent, l'ordination (3) est la 
reunion des relations d'ordre 

(4) 

D'une fac;on analogue оп definit dans Е la relation :::;2 еоmmе la reunion 
des relations 

Supposons que о: < 'УТ et que les ordinations 

(5) 

de plus en plus extensives soient definiesj definissons alors 

(6) 

Si о: Е 1, la relation :::;'" sera la reunion des relations 

(7) 

(8) 

(~ < 0:) 

(Х Е R",фТ). 

Autrement dit, :::;'" est l'extension de la relation :::;",-1, рм des relations (8). 
Si о: Е П, оп eonsiderera d'abord la relation 

(9) 

Рош ehaque Х Е R",фТ оп appliquera le proeede (Р) а ХО avee la preeau­
tion que voiei. 

Si 

(10) 

n'a pas un dernier point, ХО n'aura pas un premier pointj et dualementj si 

(11) 

n'a pas un point initial, la ehaine ХО n'aura pas un point terminal. 
L'ensemble ХО etant infini, оп peut toujours satisfaire а ees deux condi­
tions (ef. L. 8.5.1). 
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Bref, оп а ainsi ипе suite d'ordinations 

(12) (Е; <а) (а < 'УТ) 

de plus еп plus amplifiees. 

8.5.4 Hoтeoтorphie аетаnаее. Soit 

(1) (Е; ~) 

la reunion des ordres (8.3.12). C'est la chaine demandee. 

Оп se rend facilement compte que l'ordre (E;~) est celui qu'on оЬ­
tient dans Е еп у transplantant par la transformation Т(а) -? а l'ordre 
total de l'ensemble ат des chaines maximales ~ Т, l'ordre dans ат etant 
alphabetique. 

L' espace аоnnе Е est hoтeoтorphe ае l' espace totaleтent отаоnnе 
(Е; ~). La transforтation identique еn est иnе hoтeoтorphie. 

Се fait resultera des deux propositions que voici: 

LEMME 8.5.4.1. Si х Е V(x) Е Т, il у а иn intervalle ouvert l(х) ае 
la chaine (1) tel que 

(2) х Е l(х) ~ V(x). 

LEMME 8.5.4.2. Si х Е Е et si l(х) est иn intervalle ouvert ае la 
chaine (1) tel que х Е l(х), alors il у а иn V(x) Е Т verifiant 

(3) х Е V(x) ~ l(х). 

Prouvons le lешше 8.5.4.1. Pour ип х Е Е designons, s'il existe, 
par х- le point qui dans la chaine (1) precede iшшеdiаtеmепt le point х. 
Dualement, soit х+ le point de (1) qui succede immooiatement аи point х. 

LEMME 8.5.4.3. Si х = mV, V Е Т, alors х- existe, sauf si х = тЕ. 
Et dualeтent: si х = MV, V Е Т, alors х+ existe, sauf si х = МЕ. 

Еп effet, soit х = mV, V Е Т. Soit А Е Т tel que х = тА, 'УА Е' (II) 
et que 'УА soit minimal. Soit А ЕХо. Si тХ = х, alors 'УХ Е (II) et еп 
vertu de la condition (N2 ), le point х- existe. Si l'on п'а рав тХ = х, alors 
dans la chaine ХО l'eIement А de celle-ci а ип predecessur immediat, soit 
А-; alors МА- = х-. 

Оп prouve le dual d'une fac;on analogue. 
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Ceci etant, prouvons le lemme 8.5.4.1. Il s'agit de determiner les 
extremites de l'intervalle l{х) en question. 

Si х = тА, А Е Т, оп prendra le point х- рош l'extremite gauche 
de l{х). Si х n'est pas de la forme тА, А Е Т, le роintб mV{x) servira 
сотте l'extremite gauche de l(х). 

Il nous reste encore а prouver le lemme 8.5.4.2. Soient donc х Е Е et 
l{х) un intervalle ouvert de (1) contenant х. Si {а} Е Т, оп peut prendre 
{а} = V{a). 

Supposons que 

(4) l(х) = (х',х"). 

Puisque х Е (х', х"), оп voit que 

(5) i{x',x") = inf{i{x',x),i{x, х")}. 

Soit alors 

(6) fЗ = sup{i{x',x),i{x,x")}. 

Onaura 

(7) Т.в{х) s; l(х). 

En effet, pour chaque р Е Т.в{х), оп аша р Е (х',х") - consequence des 
egalites i{x',p) = i{x', х), i(P,x') = i{x,x"). 

Ainsi le theoreme 8.2.1 est prouve. 

9. Quelques cas d'ordinabilite tota1e d'espaces. 

La demonstration precedente du theoreme 8.2.1 s'applique рош de­
montrer le 

THEOREME 9.1 Chaque R-espace verifiant la condition (N2 ) (resp. 
(БN2 )) est totalement ordonnable. 

Се theoreme est а rapprocher du theoreme de Р. Papic provenant 
du theoreme 9.1 en у remplac;ant la condition (N2 ) (resp. (БN2 )) par la 
condition fЗ disant ceci: 

Condition fз. Аuсun element х Е Т de seconde espece n'est compact. 

6Вјеп entendu, dans le lemme 8.5.4.1 оп peut toujours supposer que ~V(х) Е I 
etant donne que, d'apres la supposition, la Ьаве Т verifie la condition (О). 



Sur !'ecart abstrait 515 

En pariculier оп а le 

THEOREME 9.2. Chaque R-espace verifiant Т1 defini рат un tableau 
т de таnу ~ (џо est totaleтent ordonnable.7 

THEOREME 9.3. Chaque R-espace Е adтettant unе base ~ No est 
totaleтent ordonnable. 

Tout d'abord Е est metrique, Е etant un R-espace verifiant Т1 et ayant 
une base ~ No (v. Kurepa [5, th. 5]). Ensuite, сЬачие R-espace metrique 
est totalement ordonnable (Papic [3, th. 10]). 

ТНЕОRБМЕ 9.4. Chaque R-espace coтpact Е verifiant Т1 est unе 
chafne ordonnee liтitee. 

Tout d'abord, l'espace Е est definissable рш un tableau Т de voisi­
nages tel чие 'УТ ~ (џо et kRnT < No pour chaque п < 'УТ (v. Papic [1, L. 
5.6]). En vertu du tMoreme 9.2 ои tMoreme 9.3, l'espace Е est totalement 
ordonnable. СЬачие ordination naturelle de la famille ОТ des chaines maxi­
males ~ Т fournit une chaine О dont l'espace est homeomorphe de l'espace 
Е. Il en resulte en particulier чие С est limite. En effet, d'apres le procede 
р du 8.5.2 оп peut supposer que Е Е Т et alors les points тЕ,МЕ sont le 
point initial et le point terminal de la chaine о. 

Ensuite, О ne presente aucune lacune. En effet, soit 1 une portion 
initiale de Ој designons pour chaque п < 'УТ рш Vn l'element de RnТ tel 
чие ои bien V соире 1 et 0\1 ои bien que Vn soit cofinal а 1. Alors le point 
П VN est ои bien le point terminal de 1 ои bien le point initial de 0\1. 

ТНЕОRБМЕ 9.5. Soit Е un R-espace verifiant la condition (1') оu (n2) 
relativeтent а un атЬте Т de voisinages; soit Tk = U[X, -]т, Х parcourant 
la ЈатШе des Х Е Т coтpacts [de seconde especej verifiant kX' ~ 1. Si 
alors l'enseтble Ek = U Х (х Е Tk) est Jerтe, l'espace Е est unе chafne 
ordonnee. 

Le tMoreme 9.5 se deduit d'une fat,;on simple du tMoreme 9.6 que 
voici. 

THEOREME 9.6. Soient Е un R-espace, Т un атЬте de voisinages 
definissant Е et 

(1) Те = U[X,-)T 

7 C'est un des prerniers results que Р. Рарјс et Kurepa ont trouve independarnrnent 
l'un de l'autre en 1953 lorsque Kurepa avait cru avoir demontre l'ordinabilite totale de 
chaque espace pseudodistancie nondistanciable et lui, independarnment, un mois apres 
сеНе des R-espaces veerifiant Ћ. 
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х paracourant [а !атШе des eteтents coтpacts de seconde espece de Т. Si 
l'enseтble 

(2) 

est !erтe, l'espace Е est totaleтent ordonnable. 

Tout d'abord, l'ensemble Ес est ouvert, etant donne que Е est l'union 
d'ensembles ouverts Х Е Т. Par consequent, si Ес est encore ferme 
l'ensemble Ес est ambigu. Cet ensemble est un sous-espace ambigu defini 
par la base Тс . Or, chaque Х Е Тс etant compact, l'espace ambigu Х admet 
une base В(Х} de rang :5 ""о (v. Papic [1, L. 5]). En particulier, il en resulte 
que la famille 

(3) u В(Х} (Х Е RoTc ) 

est une base de l'espace Ес et que le rang de (3) soit :5 ""о. En vertu du Th. 
9.2 il existe une chaine L 1 telle que l'espace Ес soit homeomorphe de l'espace 
totalement ordonne L 1• D'autre part, considerons le complementaire 

(4) Е\Ес = СЕс 

de l'ensemble Ес• C'est un ensemble ambigu, сотте complementaire de 
l'ambigu Ес • Or, l'ensemble (4) engendre un espace defini par la famille 

(5.) 

Cete famille verifie la condition {3 de Papic et d'apres le dit tMoreme de 
Papic il existe une chaine L2 telle que l'espace (4) soit homeomorphe de 
l'espace L 2 . 

Maintenant, il s'agit encore de la question si l'on peut disposer des 
ordinations des espaces L 1 , L2 de maniere que chacun d'eux soit ambigu 
dans la somme ordonnee L 1 + L 2 . Il en est bien ainsi. 

En effet, l'espace Е est ои bien compact ои поп compact. Si Е est 
compact, la chaine ordonne L 1 est necessairement d'un type I - I donc 
1 + ... + 1. Si Ес n'est pas compact, оп peut disposer librement de son 
comportement aux extremites. Le тете raisonnement s'applique а. L 2 • Оп 

en deduit facilement qu'on peut supposer les ordres L 1 , L 2 de maniere que 
chacun des espaces L 1 , L 2 soit ambigu dans l'espace ordonne correspondant 
а. la chaine 
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Bien entendu, l'ordre у est defini de maniere que L 1 у precede L 2 . Q.E.D. 

ТНЕОRБМЕ 9.7. Si l'espace Е Е (R) possede un seul point d'-o,ccuтu­
lation, soit а, Е possede unе partie infinie D isolee !erтee (се qui se 
presentera рат exeтple dans ces deux cas: 

1) kE > ~o; 

et Е поп coтpact) , оп peut exiger que la chafne L soit liтitee 0'1.1 iliтitee 
0'1.1 d'avoir unе seule extreтite, initiale 0'1.1 terтinale. 

Еn effet, {а} = ПТ~(а) (~< (Џа ) et оп aura 

То{а) = {а} U U(T~{a) \ T~+l{a)). 
~ 

L'ensemble Е\То{а) etant ambigu, оп peut le considerer vide et alors 

Е = {а} U U{T~(a) \ T~+l{a)). 
~ 

L' ensemble T~ ( а) \ T~ +1 (а) est isoIe et оп peut l' ordonner а devenir иnе 
chaine L~ du type k(T~{a) \ TH1{a)) ои (w* +w)w,,~, suivant que k{T~(a) \ 
T~+l{a)) est fini ои = kw,,~; alors la chaine L = o=~ L~) + {а}, (~< (џа ) 
раг transformation identique, est homeomorphe de l'espace Е. 

Pour achever la demonstration, enlevons а la chaine L иn ensemble 
denombrable isole ferme D dont оп у parle; soit т le type d'ordre du reste de 
la chaine L. Disons qu'un type d'ordre est de forme 00,01, 10 ои 11, suivant 
qu'il n'а аисиnе extremite ои seulement l'extremite droite ои seulement 
l'extremite gauche ои les deux. Si То est le type demande а l'espace Е, оп 
le deduira de т de fac;on indique dans le tableau que voici: 

а) Le type т est de la forme 01: 

type demande То 
doit etre un 

ОО 

01 
10 
11 

b)Testun11 

ОО 

+-1 
f--+ 
Н 

T+W 

(Џ* +т 

Representation de То 

(оп ordonne D а devenir 
w et оп le met apres Т) 

Џ)* +T+W 

(Џ+Т 

(Џ* +T+W 
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01 
10 
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w* + 7 

7+W 

11 w + w* + 7 

Remarquons que dans le сав kE = No l'un des ensembles Tn(a) \ Tn+1(a) 
est infini et оп peut le prendre pour D. Si kE > No, оп peut prendre 

п 

ТНЕОММЕ 9.8. Si le derive Е' d'un R-espace Е defini par иn tableau 
Т est separable siтultaneтent с 'est-d-dire s 'il existe иnе ЈатШе disjonctive 
F ~ Т telle que 

k(XnE') = 1 (Х Е F). 

l'espace Е est totaleтent ordannable. 

Soit у = С u Х, (Х Е F)j У est un еnsетЫе isoIej considerons alors 
le systeme Н = F U Uy {{у}}, (у Е У). Ordonnons Н а. devenir une chaine 
isoIee Lj nous en deduisons une chaine Ес en remplaltant dans L chaque 
eIement Х Е F П L = F par un ordonnement total Хс de l'ensemle Х de 
maniere que Хс soit limite et que X~ = Х' = Х П Е'. La transformation 
identique de Е en Ес est une homeomorphie entr Е et l'espace ordonne Ес . 

ТНЕОММЕ 9.9. (L'ordinabilite totale des eT-еsрасеs). Chaque еТ­
espace est totaleтent ordonnable si et seuleтent si l'espace verifie l'axioтe 
T1 de Frechet оu si chaque noeud de seconde espece de l'arbre correspondant 
est тonoponctuel. 

Il suffit d'ordonner chaque noeud N de premiere espece de Т а de­
venir une chaine isolee limtee, soit (Nj < (N» et d'y appliquer l'ordination 
naturelle. C'est-a.-dire, а, Ь etant deux points distincts, considerons les 
elements ai, Ь; ои i = i(a, Ь) = t( -, а] П (-, Ь]ј necessairement, les points 
ai, Ь; appartiennent а. un шеше noeud N de Тј оп pose alors а < Ь si et 
seulement si а; < (N)bi dans le noeud N. Soit С la chaine ainsi obtenue. 
Prouvons que l'espace еТ est ћошеотогрће de l'espace ordonne с. 

Soit х ЕТ. Si х' < х" < х, alors (х", х]с ~ В(х', х]. 

Reciproquement, soit 1 = (а, Ь)С un intervalle de la chaine С contenant 
х tel que а < (С)х < (С)Ьј ici :::; (С) designe la relation d'ordre de la 
chaine С. Alors, 1 contient un spMrolde В(Хј ~). La chose etant evidente 
si 'Ух Е' П, supposons que 'Ух Е п. Soit ~ = sup(i(a, х), i(x, Ь»ј оп а 
~ ~ i(a, Ь) et оп voit bien que В(Хј > ~) ~ 1. 
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10. Problemes. 

Dans се qui precede поив avons considere parmi d'autres сев еврасев: 

1) Еврасев totalement ordonnables, 

2) Еврасев pseudo-metriques поп metriques, 

3) R-espaces, 

4) eT-еврасев, 

5) Т-еврасев, 

Le probeme ве рове de pousser plus а fond l'etude des interconnexions 
entre сев еврасев. 

La liste precedente pourrait s'augmenter des еврасев ramifies et des 
еврасев ordonnes. уојсј par exemple la definition des еврасев ramifies (cf. 
Kurepa [6, р. 72]): 

Soit S ип епветЫе ramifie c'est-a-dire ип еnsетЫе ordonne јоијв­
sant de la propriete que pour tout а Е S l'ensemble (-, а)в est ипе 
cha.ine. А chaque а Е S оп va attacher les епвешЫев de la forme 
(Х,У)В = {а} U U (х,у) соmше voisinages de а; ici Х Е оа; У denote 

уЕУ 

ипе anticha.ine maximale quelconque de 1 а. 

Voir аиввј les problemes 4.1, 6.1, 8.2.1. Sur cela поив reviendrons dans 
ип autre papier. 

INDEX 

Aтbigu = etre а la fois ouvert et ferme; 
АтЬте 4,5. (v. Т); 
Axioтes 01, 02, 03, 01': 1.1; 04: 7.2; 
Condition: (С) 8.3; (C1)-(CS), (~), (~2): 3; (I'): 8.1; (N): 4; (n2): 8.1; 

(N2 ): 8.4; (У): 8.1; (R): 8.1; (Т1 ): 8.3; 
D-espace: 8.1; 
Есап: abstrait 1.1; - et еврасев Ыеп ordonnes 6; -et еврасев uniformes 7; 

М- - 1.1; - numerique 1.1; - regulier 7.1; - totalement ordonne 1.2; 
Espace: - D: 8.1; eT-: 4; - pseudo-distancies: 8; R- -: 5; Т-: 4; 
N оеuа: chaque воив-епветЫе тзxiшаl А de Т verifiant (-, х) = (-, у) вј 

х,у Е А; 
Operateur с.: 1.2; 
Ordination: - alphabetique 1.3; - naturelle 8.5.1; 
l'roxiтite: 1.1; 
Raтifie: епвешЫе - 10; еврасе -: 10; 
Regularite: 8.1; 
ТаЫеаu raтifie: 4.5 (v. Т). 
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kX = le cardinal de Х; 
Е'= поп Е; 
фF = {XIX Е F,kX > 1}; 
<рР = {XIX Е F,kX = 1} 
RТ4; 
Т 4.5; 
Т(а) 8.1; 
'УТ 4; 
оа = (-,а) = {xlx < а}; 
1а = (а,-) = {xlx > а}; 

Е. General Topology 

Denotations 

а Е (II) veut dire que а est seconde espece; 
i(a, Ь) 3; 
n_ designe l'element variable < n. 
R etant le symbole pour une relation binaire, оп designe par R 1 , R 2 respec­
tivement le premier et lesecond terme de la relation R. 
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ON ТНЕ EXISTENCE OF PSEUDOMETRIC 
NON TOTALLY ORDERABLE SPACES 

1. Pseudoтetric врасев generalize metric spacesj for every regular 
ordinal number w" we have the class (D,,) of spaces S which are defined 
Ьу means of а dual distance function in I(w" + 1), i.e., such that for ev­
ery а, Ь Е S one has the ordinal number i (а, Ь) :5 w" (cf. Kurepa [1]­
[7], in particular [7, р. 117], and Papic [1]-[6], in particular [5, р. 217]). 
In particular, for а = О one has the class (Do) which coincides with the 
class of metric spaces (cf. Kurepa [4, Theoreme D o] and [5, Theoreme 1]). 
As to (D,,)-spaces for а > О the problem is whether they exist without 
being totally orderable (cf. Kurepa [6, Probleme 8.2.1, р. 119] and Papic 
[6, р. 196]). 

In connection with а theorem of Papic in [7] we shall now exhibit 
pseudo-metric non-totally orderable spaces. 

2. THEOREM There exists а pseudo-metric врасе sr, Sr Е (D1 ), which 
is not totally orderable. 

2.1. First we shall define а tree J-t (cf. D. Кшера [6, р. 146, §6.3]). The 
set J-t consists of аН the complexes а = (аоаl'" аn-l) of ordinal numbers 
< Wl ordered Ьу the following relation <: if а, Ь are two distinct points of 
J-t, we define а < Ь to mean that either 

or 'Уа = 'УЬ and а < Ь(·, Ь'Уа) ј in particular, if 'Уа = 'УЬ = О then а < Ь means 
that а = (ао), Ь = (Ьо ), ао < Ьо . 

BIВLIOGRAPHICAL NOTE: Gla.snik Mat.-Fiz. Astr. 18 (1963), 184-194 (Re­
ceived Мау 9 1963). 

EDITORIAL NOTE: Repeating and unnecessary tags ше omitted 
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2.2. One proves readily that (J.l-, <) is tree of height Wlj the initial row 
RoJ.l- consists of the sequences 

(О), (ОО), (000), ... , (О)n,' .. , (п < иЈО)' 

2.З. For every а Е J.l- the set of immediate foHowers of а consists of the 
sequences 

at = (aoal ... an-l + 1), (а+О), (а+ОО), .... 

2.4. Тће set J.l-(-, а) of predecessors of а consists of the sequences 

a~ running through the interval of the ordinal numbers < all • Consequently 
the ordinal type of J.l-(-, а) is ао + al + ... + an-l. 

2.5. Every row о! (J.l-, <) has No points. Тће proof јв carried out Ьу 
transfinite inductionj the вате fact јв provable also Ьу observing that for 
every а, а < Wl and every k > W the number of solutions of the relation 
ао + al + ... + ak = а is ::; No. 

2.6. Every point а, а Е J.l-, is contained in а maximal N1 -chain о! J.l-. 
Such а chain is this one 

С(а) = J.l-(., а) u U{(aoal ... аn-20, (~< Wl)' 
~ 

3. Set MJ.l-. Врасев (MJ.l-,i), (MJ.l-,О). 

З.1. Let MJ.l- denote the set of аН the maximal subchains of (J.l-, <), 
еасћ of cardinality N1. 

З.2. Врасе (Мџ,i). We topologize Мџ in the foHowing way. For 
х,у Е М џ we define 

i(x, у) = the order type of х П у. 

One вееа that one gets а pseudo-metric (D1)-space, вау (Мџ,i), and that 
in particular i(x, х) = Wl, for every х Е Мџ. 

З.З. Тће вате врасе is also definable in the foHowing way. For every 
member т Е (J.l-, <) we consider the portion J.l-Iml consisting of аН points 
of џ, еасћ comparable to тј we consider the set От of аН the тюciта! 
chains, еасћ of cardinality N1 and contained in џ lml. Тће sets От (т Е џ) 
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are considered as а basis of neighborhood; every От is considered as а 
neighborhood ој every ој its points. One gets in this way а space, say (М џ, i) 
the identity mapping being а homeomorphism. The space (MfL,i) or the 
space (Мџ, О) shall Ье denoted Ьу 81. 

3.4. Now, the system О of neighborhoods От is а tree of sets and the 
space is an R-space. The space satisfies the 8N2-condition, i.e., every теm­
ber of the second kind of the tree О is the union of an infinite disjoint fami1y 
of other members of О; therefore, the Брасе (М џ, О) is totally orderable (cf. 
Kurepa [7, Theor. 9.1]). 

3.5. Reтark. The elements of М џ as well as the members of the 
БрасеБ (MfL,i), (Мџ, О) shall Ье considered аlБО as '""1-sequences of points 
of џ. 

4. The space (MfL,i), i.e., the space (Мџ,О) is pseudo-coтpact, 
dense in itselj and totally orderable. Јп particular, every subset М ој cardi­
nality 2:: N1 adтits аn accuтulation point. 

4.1. If М contains а subset М1 of cardinality N1 of sets of 2-sequences 
(аоа1), then the sequence х = (ао)ао (ао < ,",,1) is а cluster point of М1 ; as 
а matter of fact let х, У Ье two different elements of М1 ; the terminating 
elements of х and У are of the form (xo'""i) and (Yo'""i) respectively; one has 
хо =1 Уо for хо = Уо implies џ(., (хо» = џ(., (Уо» and the relations 

х = џ(., х) U U{(xo~)}, (~< '""1)' 
~ 

Y=fL("Y)UU{(yo~)}, (~<,",,1), 
~ 

would imply х = У; contrary to the hypothesis. Therefore, хо =1 Уо. 
Consequently, as х runs through М1 , the number хо runs through а set 
PrOM1 = {ао; ао being the O-th coordinate of sequences а, а Е џ, such that 
а Е У Е М1 } of ordinal numbers and kProM1 = N1 ; this means that the i­
proximity between the member е = (~)~<"'1 of Мџ and the member х Е М1 
of Мџ is 2:: хо; for every ordinal /3 < '""1 and almost every х Е М1 we have 
i(e,x) 2:: /3. Consequently е Е М{. 

4.2. In а general way we have the projections 

(1) 

where for every ordinalv, v < '"", we define Pr",M = {а",; а", being the v-th 
coordinate of sequences а, а Е џ such that а Е У Е М}. Since kM 2:: No 
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one of the sets (1) has ;::: N1 points. Let v Ье the first index such that 
kPr"M 2: N1· One has О ::::; v ::::; иЈ. The case О = v was considered in 4.1; 
therefore let us now consider the case О ::::; v < иЈ. Since the set М has ;::: N1 
points and since М is the union ofthe antiprojections Pr;;1 (п < иЈ), one sees 
that for some v-sequence а = (аоа1 ... а"-1) of ordinals < иЈ1 there exists 
а set А", А" ~ Pr"M such that kA" ;::: N1 and that for every а", (Ж" Е А", 
the set М contains а member 

(2) 

the initial part of which contains the left portion l (аn и, џ) determined in 
the tree (џ, <) Ьу (аоа1 ... а,,-1 а,,). As а" -+ иЈ1, this left portion ofthe tree 
of (џ, <) finishes to embrace (аоа1 '" а,,-1, ~), for every (~ < иЈ1); therefore 
the corresponding member Lo of Мџ, such that (аоа1'" a"-1,~) Е Lo, (~ < 
иЈ1)' is an accumulation point of М. As а matter of fact, if~, 1] are members 
of А", then ~ < 1] '* l (~,џ) с l ('Т},џ), and the chain Lo is the union of the 
chains l (~,џ): 

L o = Ul (~,џ) 
~ 

Therefore the incidence (proximity) degree i satisfies 

i(L(~), Lo) ;::: i(L(~), l(~, џ)). 

Since the last number is ;::: ~, we have 

i(L(~), Lo) 2: ~. 

(3) 

(4) 

(5) 

Оп the other hand, if ~ < v, then L(~) i= L(1]); therefore, L(~) i= Lo 
(at most for one ~ one can have L(~) = Lo) and the relation (5) implies that 
the member L o of М џ is an accumulation point of the set consisting of the 
points L(~) of М; therefore L o Е М', which was to Ье shown - the space 
(М џ, О) is pseudo-compact. 

4.3. Obviously, the space 81 is dense in itself. The total orderability 
of 81 was mentioned in 3.4. 

5. Now, for every л of the second kind and л < иЈ1 one considers а 
maximal л-сhаiп l>. of (џ, <) (the existence of such а chain l>. is an immediate 
consequence of the fact that (џ, <) is а ramified sequence1 of height иЈ1 and 
of breadth No and that every point has No immediate followers); we adjoin 

1i.e., that for every т Е џ we have -уџ lml = -уџ(= "-'1). 
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{l>.} as ап element to the tree (O,~) of 3.4, and get а tree Т consisting of 
the elements {l>.} (л < (.<Jl, Л of the second kind) and of sets obtained from 
the elements of the tree О Ьу adjoining 1>. to every member of 1>.. In other 
words, let А Ье the system of аН the sets 1>. (л < (.<Jl); then А с Т and every 
member of Т \ А is the union of а member х of (О, ~) and of the system 
РХ of аН the members у Е А such that the set х contains some term of the 
sequence у. Опе proves readily that (Т, ~) is а tree of sets. Тће tree Т 
defines again а (D1)-space, say Sr in which every 1>. is isolated; the space Sr is pseudo-compact, but is not totaHy orderable, as was proved in Papic 
[7]. And this proves Theorem 2. 

6. Set MJ.La+l; spaces B~H' For апу ordinal а: we consider ап analo­
gous construction. We start from а system S of cardinality No of тutually 
incoтparable chains, еасћ of the order-type (.<ЈаН; let 

Но = Ux 
XES 

then Но is а tree (а degenerated опе). То every хо Е Но we associate а tree 
gxo, similar to Но, and let foHow хо Ьу gxo; for хо =1= ха the sets gxo, gXa 
are chosen disjoint and incomparable. The set 

(хо Е Но) 

is ordered in such а way that the order (Но <) is extended so that gxo foHows 
Но (" хо) without changing the order of gxo, otherwise по пеw comparability 
саве is introduced. For every xl Е H1 \Но = Ugxo (хо Е Но) we consider а 

хо 

set gXl similar to (Но, <) and let it foHow Xl and consequently also H1 (., Xl); 

по other new comparability situation is introduced; опе gets so the set 

(хо Е Но, xl Е Ugxo); 
хо 

опе pushes further ап analogous construction of the sets Нз , Н4 ,· .. , Нn , . .. 

for every ordinal п < (.<Јо; the union of the sets Нn is the requested tree 
(J.La+l, <). For а: = О опе gets something isomorphic to the tree of 2.1. 

Тће tree (J.La+l, <) ћав analogous properties as the tree (J.L, <) for а: < 
О. АН considerations оп (J.L, <) are transferable to (J.La+l, <)ј in particular, 
the set M(J.La+l <) of аН the maximal subchains, еасћ of cardinality Na+l, 
is а (Da+l)-space which is pseudo-compact, dense in itself, totally orderable 
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and is contained in а pseudo-compact (D"'+1)-space B~+1 with N"'+1 isolated 
points which is not homeomorphic to апу totally orderable space. 

7. The case о! (D)-spaces Јот inaccessible initial ordinals. 

We shall again construct а ramified sequence Џа of height UJ", and of 
breadth sup k~ 

{<t.J", 

'УЏ", = UJ", sup kRхЏ", = sup kx 
x<t.J", x<t.J", 

and so that the set of immediate followers of every а Е џ'" Ьав sup{No, k'Ya} 
elements, i.e., 

kRoџ",(а.·) = sup{No, k'Ya}; 

'Уа is defined Ьу а Е Rya (џ", , .). We start Ьу ordered set НО which is the 
union of No incomparable chains, еасЬ of the type UJ",; to every 

хо Е НО = UX, 
х 

(Х Е N o) 

we associate а degenerated tree-sequence у(хо) of breadth = sup{No, k'Yxo} 
and of height UJ",; we let ухо follow to Но (·, хо] so that ухо Ье incomparable 
to every member of the set НО U Ugxo = H l ; to every Х1 Е Н1 \ но опе 

хо 

associates а degenerated tree-sequence УХ1 as previously; one considers the 
set Н2 = H 1uUgx1, опе puts УХ1 after Н1 (',Х1) and let it Ье incomparable 

Х1 

to Н 2 \ ух 1; опе gets so а tree (Н 2, <); one constructs in an obvious way 
Нз , (Нз , <), etc. 

ТЬе union of the sets Нn (п < UJ) gives rise to requested tree (Џа; <) 
and then to the requested (Da)-space М(Џа+1)' ТЬе construction and 
proofs run like those in the саве Q = 1. 

8. Main theorem. In this way we Ьауе the following result. 

8.1. ТИЕОRЕМ. (MAIN ТИЕОRЕМ). For every regular ordinal Q there 
exists а (D",)-space B~ which is not hoтeoтorphic to а totally ordered space. 

8.2. Reтark. For singular initials UJ). the class D). of the pseudo-metric 
spaces coincides with the class Dcfa ; therefore, the word "regular" in the 
foregoing theorem could Ье dropped; опе gets again а correct statement. 

8.3. ТЬе foregoing theorem proves that the class of pseudo-metric поп 
metric spaces Ьав its own particular position; in particular, they аге not 
included into the class of totally orderable spaces. 
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Оп the other hand, pseudo-metric non-metric spaces are а proper 
subclass of R-spaces i.e., spaces definable Ьу means of ramified bases. E.g., 
let Во. denote (cf. Kurepa [7, р. 119]) the set of аН Ulo.-sequences of ordinals 
< иЈо.ј the set Во. is topologized Ьу means of the incidence distance i(x, у) :::; 
иЈо. in the foregoing sense (cf. 3.2(1))ј the space Во. is а (Do.) -class in which 
the triangular relation has а specific isoscelity Јоrm: i(a, Ь) 2:: ~ л i(b, с) 2:: 
~:::} i(a,c) 2:: ~ (cf. also Kurepa [7, р. 107, §2.3.]). For а > О and сЈа =1- иЈО 
the space Во. is an R-space and is analogous to Baire's space Во. 

For any Х s;;; Во. let Во.(Х) Ье the set Во. topologized in such а way 
that the neighborhoods of every member of Х ме single-point sets and the 
neighborhoods of any point in Во. \ Х are the same as in the space Во.. In 
particular, if Х is а subset ofthe space Во. such that Во. \Х Ье of cardinality 
:::; No. and everywhere dense in the space Во., then the space Во.(Х) is not 
оЈ the class Do., although it is аn R-space and definable Ьу а tree оЈ sets оЈ 
minimal mnk just иЈо. + 1; in particular Во(Х) (ј. Do (cf. Kurepa [7, р. 119], 
where the sign > should Ье read :::;). 

9. Connexions between pseudo-metric spaces and totally orderable 
spaces. 

9.1. Let а Ье any ordinal numberj in virtue of Theorem 2 and 8.1, 
there exists, Јот а > О, а space 8~ оЈ the class Do. which is not totally 
orderable; the statement holds also Јот а = Ој it is sufficient to consider the 
space 88 = R2 = Euclidean plane. 

9.2. Оп the other hand, there is а totally orderable space О which is 
not pseudo-metricj2 such is the space of ordinal numbers :::; Ull' 

9.3. FinaHy, Јот every ordinal а there exists а space Ао. оЈ the class 
Do. which is totally orderable: it is sufficient to consider the space Ао = R = 
real continuum, for а = Ој for а > О it is sufficient to consider any space of 
the class Do. containing по isolated point. As а matter of fact we have the 
foHowing 

9.4. ТИЕОRЕМ (i). Every pseudo-metric поп metric space that is 
danse in itselJ is totally orderable. 

(ii) Every R-Tl -space in which the weight at every point is 2:: N1 is 
totally orderable. 3 

2Note that every metrie врасе is eonsidered as а pseudo-metric space 
3This was one of the first results obtained Ьу Р. Papic and the present author in 

eonnection with the totally ordered врасев and R-spaces and pseudo-metric spaces (ef. 
also D. Kurepa {7, р. 126], footnote7 ). 
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9.4.1. ProoJ оЈ (ј). If Е is any pseudo-metric space, let В Ье а tr€e of 
sets defining Е. Then ev€ry member Х Е R)..B, for а nonisolated ordina1 л, 
satisfies the following (БN2 )-соnditiоn: Х is the union of an infinite disjoint 
family of closed-open sets (cf. Кшера [7, р. 121]ј also Рарјс [6, р. 179]). 

As а matter of fact, it is sufficient to consider the system У = 
Ru,B1(X, .)ј one sees readily that this system is infinite, its union ХО equals 
Х (otherwise every point of Х \ ХО would Ье isolated) and every member 
of У is closed-open. Therefore Ьу а previous theorem (Кшера [7, Theor. 
9.1]) th€ space Е is tota11y orderable. 

9.4.2. L€t us prove the part (ii) ofthe statement 9.4 for any R-T1-space 
Е. Let again В Ье tree-base of sets defining Еј let Х Е R)..B, л ofthe second 
kind. Let us consider the subtree У = В(Х,·) = {А : А Е В, А с Х}. Iffor 
some integer п the row 14. У is infinite, it is sufficient to consider the family 
14. У, because У is the union of the closed-open members of Ље disjoint 
family 14. У. Let us now consider the remaining саве 

k14. У < No (п < сџ). (1) 

Let МО :::> M 1 :::> ••• :::> МN :::> ••• Ье а strictly decreasing w-sequence such 
that МN Е 14. Уј then obviously there exists а member Рn+1 Е 14.+1 У 
such that Рn+1 ~ Мn \ Мn+1ј now, we form the system Z in this way: 

Z = (RoY \ {МО}) U (ЈМо \ {ћ}) U (fM1 \ {Р2 }) U ... U П Мn), (2) 
"'<п 

where for any х we denote Ьу Јх the system of аll the immediate followers 
of х. 

9.4.3. One proves readily that the system Z is disjoint, covers Х and 
that the members of Z are closed-open. 

As а matter of fact, every memb€r А of У ћав at least two followersj 
in the opposite саве, one would have kJ А ::; 1. Now, the саве kJ А = О 

would imply that every member of А is isolated, in contradiction to the 
hypothesis that Е has по isolated points. The equa1ity kJ А = 1 does not 
hold either, because one would have А :::> U Ј А, in opposition to the equality 
А = U V (V Е Ј А), this equality being impli€d Ьу the hypothesis that the 
space is а T1-space (ав а matter of fact, if а Е А \ UJA, А would Ье the 
smallest neighborhood of а and therefore for any Ь Е А \ {а}, every Оа 
would intersect every ОЬ). Consequently, kJ А > 1ј therefore, the height 
~У = ~В(А,·) is 2: "-'ј since Ьу hypothesis k14.Y < оо (п < сџ), one 
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concludes that the YJ-chain МО ~ М1 ~ ••• exists and that the relation (2) 
holds. 

The тетЬетв оЈ Z pairwise disjoint аnа constitute а partition оЈ Х. 

One ћм Z ~ Т. This being obvious for every member in (2) but the 
last one М = П Мn , let us consider Ље set М. If kM > 1, then М Е Т 

n<", 
Ьу virtue of the condition С. Тће сме kM = 1 is not possible because this 
would mean that М = {т}, for some m Е Е, and that the local weight 
of m is No, in contradiction to the hypothesis that w(x) > No for every 
х Е Е. There remains the сме: М = empty setj in this сме the relation 
(2) obviously holds. 

Let us prove that the member М = ПП МN of Z is closed and open. 
М is closed as the intersection of the closed sets Мn . Тће set М is openj 
this is true if М is empty. If А is nonempty, let а Е М. Тће sets МN are 
neighborhoods of ај there exists also а neighborhood V(a) of а such that 
МN ~ V(a) for every п < УЈј otherwise, for almost every п < УЈ one would 
have МN С V(a) and the YJ-sequence Мn(n < УЈ) should Ье а local basis at 
а, contrary to the hypothesis that the local weight of the space is > No at 
every point. 

9.4.4. Therefore the condition (8N2 ) is satisfied and the space Е is 
totally orderable. Q.E.D. 

9.5. ТНЕОRБМ. Let Е Ье аn R-space; iJ оnе оЈ the sets Е' (the 
derivative оЈ Е) от Е \ E~ is finite, the врасе Е is totally отаетаЫе; here E~ 
denotes the set оЈ аll the points оЈ Е, each оЈ а character ~ N1. 

РтооЈ. Let kE' < Noj for every х Е Е' let V(x) Ье а closed-open 
neighborhood of х such that the sets 

V(x) (х Е Е') (3) 

Ье pairwise disjoint. Еасћ of the subspaces V(x) in (3) is totally orderable 
(cf. Кшера [7, Theor. 9.7]). Also the isolated closed set 

(х Е Е') (4) 
х 

is totally orderable. Тће ordinal sum of the totally orderable spaces (3) and 
(4) is а totally orderable space homeomorphic to the given space Е. 

If the complement of E~ is finite, the space Е is totally orderable -
this is implied Ьу Theorem 9.4. 
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9.5.1. Reтark. ТЬе set E~ in Theorem 9.4 (ii) шау not Ье replaced 
Ьу the set Е' as it Ьав been remarked Ьу Р. Papic. 

ТИЕОREМ. 1ј "-'а is regular and > "-'о, if Е Е Da and 

(kE' < Na ) V (k(E \ Е') < Na , (1) 

the space Е is totally orderaЫe. 

Proof. Case kE' < Na ; in this саве the set Е' is simultaneously 
separable Ьу open sets. Namely, if Т is а tree-basis of the rank "-'а defining 
the space Е, then for every х Е Е' we have the family Т(х) of аН the 
members ofT еасЬ containing the point х. ТЬе order-type ofthe decreasing 
chain 

(Т(х) nT(x') (х,х' Е Е',х =F х') (2) 

is < "-'а ; let f3 Ье the supremum of the ordina1 numbers (2); since Ьу Ьу­
pothesis kE' < Na and since Na is regular the number f3 is < "-'а ; the sets 

(х Е Е'), 

where Т,в+1(Х) Е RP+1TnT(x) ше mutually disjoint. Ву Theorem 9.8. in 
Kurepa [7], the space Е is tota11y orderable. 

Case k(E \ Е') < Na . In this саве the set E i of isolated points of 
the space Е is located in some portion Т,в = U R~T, where f3 is an ordinal 

~<,в 

number < "-'а . ТЬе derivative E~ ofthe set Ei is empty. ТЬе last property is 
implied Ьу the fact that character of every point of the space is О or Na . ТЬе 
subspace CEi = Е \ Ei is totally orderable as well as Ei; the ordinal sum 
of the last two orderings yields а totally ordered set that is homeomorphic 
to the space Е. 

9.6.1. COROLLARY. For every regular nuтber "-'а > "-'о and every 
non-linearly orderable space Е Е Da оnе has both 

kE' 2:: Na , 

k(E \ Е') 2:: Na . 

(1) 

(2) 

9.6.2. Оп the other hand, for every regular initial "-'а there exists а 
(Da)-space Ва that is linearly orderaЫe and satisfies both (1) and (2). 

Such а space Ва is e.g. the cardina1 sum of an antichain А of cardi­
nality ::; Na and of the (Da)-space Ва of 8.3; in particular one might define 
in Ва the dual distance i in such а way that for any this particular space 
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Е = (8а , i) опе has Е' = Ва, Е \ Е' = Ај consequently the conditions (1) 
and (2) ые satisfied. 

Јп the stateтent 9.6.3. оnе might require in addition that the set Е\Е' 
is everywhere dense. 

Лs а matter of fact, let B~ Ье the set consisting of аН the wa-sequences 
of ordinals < (Џа and of аН the (fЗ + 1 )-sequences 

(3) 

such that s~ < (Џа , for { < fЗ and s/3 = (Џа , the number fЗ running trough the 
ordinals < (Џа . For апу х,у Е Ва we define the incidence degree i(x,y) Ьу 
setting i(x,x) = (Џа and i(x,y) = п, where п is the first ordinal satisfying 
х f:. у. Опе proves readily that (B~,i) is а (Da)-space Е, in which the space 
(Ва, i) is embedable Ьу means of the identity mapping. The derivative of 
(B~, i) is Ва, and the set E i = Е\ Е' of аН the isolated points of Е consists 
of аН the sequences (3), fЗ running through the ordinals < (Џа . 

Опе sees that the set E i is everywhere dense and that the conditions 
(1) and (2) are satisfied. 
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GENESIS OF UNIFORM SPACES 

1. (Е, М) being an oriented pair of а set Е and of а structure М, а 
general ecart јn Е with values јn М was defined as anу mapping 

(1.1) 

satisfying some conditionsj оnе spoke of аn M-ecart1 • The essential item 
was the "abstract" definition of а spheroid: for anу point а Е Е and anу 
vicinity Ve(aa) of е(а, а) Е М we have the corresponding spheroid: 

(1.2) " ... В(а, VC:,a») l'ensemble des points Ь de Е verifiant (а, Ь) Е VC:,a/' 
(v. Kurepa (1936d, р. 105110-9], (1937а, р. 6013]. 

1.3. In other words, the set VC:,a) was considered as а radius r of а 
spheroid. 

2. Spheroids. And so јn 1936 the following paralelism appeared: 
the spheroid В(а, Т) with center а and radius r is defined: 

for any real number r > О 
S(a,r) = {Ь: Ь Е E,d(a,b) < r} 
(Frechet [1906, р. 21 . 34]). 

for any set-radius r 
S(a,r) = {Ь: Ь Е E,d(a,b) Е r} 
(Кшера [1936с Тћ. 1], [1937а] 
condition 40' Ыв, [1936d, р. 105110]). 

BIBLIOGRAPHICAL NOTE: Math. Balkanica 6 (1976), 99-106 (Received 
10. Okt. 1976) 

EDITOR'S COMMENT: Тће four lines abstract of this paper is not reproduced 
here. Several corrections of theEnglish of this paper is a1so made. 

1 In Кшера [1936 d] one [еadз: "nous dirons que Е est un Е[М], en sign Е Е Е[М], 
si а. tout couple de роintБ а, Ь, de Е l'on peut faire correspondre un point determine, 
(а,Ь), de М, verifiant lез conditions 01,02,03 que voici: Ol)(a,b) = (а,а) entraine 
а = Ь,02)(а,Ь) = (Ь,а), ... " 
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3. А very suggestive case. 

З.1. In the papers Кurера [1936с], [1936d], [1937с], the general ecart 
пош а point а to а point Ь was denoted (а, Ь)ј it is very natural to consider 
the simplest сме suggested Ьу this symbolism i.e. (а, Ь) Е Е х Е, i.e. 
М = Е2 and r с Е2. 

З.2. Тће required symmetry condition (а, Ь) = (Ь, а) implies а struc­
turalisation of Е2 and of rj in other words, (а, Ь) (Ь, а) ме to belong both to 
r: Every radius r is а symmetric set with respect to the diagonal ~(E2) of 
Е2 • 

з.з. Since the center of the spheroid belongs to the spheroid the 
preceding condition means that (а, а) Е r. 

з.4. Оп the other hand, the elementary geometrical requirement 

(З.5) For аnу point а аа center and jor аnу radius r the corresponding spher­
oid exists2 

implies (а, а) Е r for every а Е Е, i.e. 

(З.6) 

Consequently, the "trivial" case of our general ecart yields the relation 
(З.6) for radii r. 

З.7. In the sаше note Кurера [1936d, р. 105114-9] the following 
unijorтity condition o~ was considered: 

o~ For аnу point а Е Е and аnу radius r there are radii ф( r), 'Ф( r) 
such that 

Ь Е S(а,ф(r» =? S(Ь,'Ф(r» с S(a,r). 

In other words, 

(З.8) (а, Ь) Е ф(r), (Ь, с) Е 'Ф(r) =? (а, с) Е r 

З.9. Now it is а very natural approach to ехашiпе the case that 
ф(r) = 'Ф(r) := r' as well as to мвuше that the intersection of two set 
radii ф(r),'Ф(r) contains а (set) radius r'. 

2cf. the third postulate of Euclide 'У' xal паvтl XEVTfJIf xal tSlаСТТт1џап 

xVхлоv 'Ур6.РёСТ{)Щ (ETOLXELa, 1) (Et ut quouis centro radioque circulus describatur 
(ЕЛёЏёvта 1)) 
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3.10. In other words, the radius т' с Е2 attached to т С Е2 satisfies 

(а, Ь), (Ь, с) Е т' => (а, с) Ет. 

Thus "the trivial" case of our general ecart backed оп elementary geomet­
rical image requires the following 

3.11. Uniformity condition. Radii т are sets such that 

(3.12) 

and that to every т COTTesponds some т' satisfying 

(3.13) т' о т' С т, 

where, for А, В с Е2, one denotes Ьу А о В the composition of А and В, 
i.e. 

AoB:={z: z Е Е л (a,z) Е Ал (z,b) Е В}. 

3.14. Briefly, the identity case of ош general ecart иот the year 
1936 jointly with current obvious elementary requirements imply that radii 
т are some A-symmetrical sets located between the diagonal А(Е2) and the 
square Е2 such that to every radius т is assigned some radius т' satisfying 
т' о т' С т; the spheroid В(а,т) is the second projection of the intersection 
т П (а, Е), (а, Е):= {(а, х) : х Е Е}. 

3.15. If one refers to Weil [1938, р. 11] we see that ош radii r are the 
Weil's "entov.rages" of the diagonal А(Е2 ) and that the preceding trivial 
E 2-ecart yields precisely the uniform space Е defined Ьу the r's. 

4. What is the place оС metric spaces inside the class оС 
uniform spaces? The answers were given Ьу Кшера [1936d р. 1051, 
Theoreme V], [1937а, р. 59 Theoreme Do] and Ьу Weil [1938 р. 16], 
respectively (Weil did not quote шу papers; it is to Ье remarked that the 
papers had very attractive titles3 ). 

ЗНеrе ые воте facts. Тће manuscripts оЕ our papers [19З6с]; [19З6d], [19З7а] 
were sent пот Glina (Jugoslavija) to А. Bilimovic (Beograd) the 1936:09:30:3, to М. 
Frlkhet (Paris) the 1936:10:10:6, and to Р. Sergescu (Сluј, Romania) the 1936:10:12:1, 
respectively; the reprints were available in November 1936 [for 19З6d], November 1937 
for [19З6d] and the 1937:04:19 for [19З7а]; in particиlar, the reprints оЕ [19З7а] were 
sent пот Romania to Glina and forwarded to те to Warszawa where 1 got them the 1937. 
ln Warszawa, Germany and in Paris (in Paris 1 stayed 1937:05:02:0 - 1937:06:15:2). 1 
gave to уыјоив реорlе the reprints оЕ the paper [19З7а]. 

EDITORIAL NOTE: Kurepa's notation 1936:09:30:3 means: 1936, September 30, 
Wednesday; and similarly. 
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5. Elimination of the countable. We used the index О in order to 
indicate that the considerations involved the countable саве and the пишЬег 
No; in general саве the transition О -+ а, i.e. from (џо to (џ'" is obvious; in this 
way, the countable was incorporated into something шоге general. ћош шу 
first рарег published in 1933 such considerations were occurring. E.g. For 
example I considered already in 1933 а ргоЫеш (not published) known now 
as Sikorski's ргоЫеш (у. Sikorski [1950 р. 13211-12]); such considerations 
lead ше to orderable ecart (Кигера [1934с IП]) and general ecart in [1936d]. 
In шу lecture of 1928:12:12 in Varicak's Matematical Seminar in Zagreb 
I had idea to consider passive and active spaces, structures... and their 
interrelationships for а given oriented couple (Е, М) of such objects. This 
idea was perhaps the reason that У. Varicak asked ше to ргераге myself foг 
additional studies in France with М. Frechet. 

In particular, оиг aim was to find а nice way in the transition 

Countable -+ Аnу cardinality. 

As we saw, the notion of М -ecart was а solution of this ргоЫеш, in partic­
ular foг the simplest саве of non-numerical ecart (i.e. the саве М = Е2); 
the elementary requirements оп spheroids yield uniformity as bases of fil­
ters explicitly stated Ьу Cartan [1931d], [1931Ь]; when he begins his Note 
[1931а] Ьу "Malgre les services rendus еп topologie раг la consideration 
des suites denombrables, leur emploi n'est рав adapte а l'etude des espaces 
generaux. Nous voulons indiquer јсј quel est l'instrument qui semble devoir 
les remplacer" (у. Cartan [1931а 59516-13]). It should well fitted to quote 
here the papers Кигера [1933, 1934с, 1936d, 1931а]. 

In оиг conversations and correspondences with У. Varicak and М. 
Frechet and in conversations with Ј. Hadamard we communicated several 
times оп such items before the уеаг 1937. 

6. Diameter of any set in а M-space (E,v). 

6.1. If (E,v) is ап M-space, then we have also the set {аЬ: а,Ь Е Е} 
of аН values of the variance v. We call this set the diameter of Е ог the 
range of the variance v it diam Е ог v(E2 ), if the variance (ecart) involved 
is v : Е2 -+ М. Analogously, for еуегу set 0 с=ј:. А с Е we have the set 
diam А:= v(A2 ):= {v(a, Ь) : (а, Ь) Е А2 }; this set is called the diameter of 
А. In other words diam А:= {ху : (х, у) Е А2 }. 

6.2. Diameter of а spheroid. In particular, for апу point а Е Е 
and апу radius т(а) we have the corresponding Ьаll (spheroid) В(а, т(а)) 
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and the diameter diam В(а,т(а)). In elementary geometry the diaтeter of 
апу Ьаll is the double of its radius; it is natural to accept the following. 

6.3. Axiom оп diameters. Рот аnу spheroid В(а,т) there is а соn­
centric spheroid В(а,та ) оЈ diaтeter С т(а). Јп other words, јот аnу radius 
т(а) assigned to а there is а radius, say 1/2 т(а), such that 

(diaт) аЬ Е 1/2 т(а) Л ас Е 1/2т(а) :::} Ьс Е т(а). 

6.4. Of course, we assume that v(a, а) i.e. аа belongs to every radius 
so that D.(E2 ) с т(а) for every а Е Е and taht апу two spheroids with а as 
center contain а spheroid with the saтe center а. In other words, for апу 
point а the ordered set (R(a),:J) of аН radii assigned to а is а right-directed 
ordered set. 

6.5. LEMMA. аЬ Е 1/2т(а) :::} ьа Е т(а), i.e. 1/2 r С r-1. 

Ртоој. Specify а = с in the relation (diam); we get 

(6.5.1) аЬ Е 1/2 т(а) Л аа Е 1/2т(а) :::} Ьа Е т(а). 

Since аа Е 1/2 т(а) is assumed to hold, the relation (6.5.1) yields precisely 
what we vanted Ьу the lemma 6.5. 

6.6. LEMMA Рот radii То and т, 

(6.6.1) 

(6.6.2) 

roC1/2rn1/4r implies тоотоСт, i.e. 

аЬ Е То Л Ьс Е То :::} ас Е т. 

Ртоој. Since аЬ Е То, (6.6.1) implies аЬ Е 1/2т and thus Ьа Е 1/2т 
(Ьу Lemma 6.5). Since Ьс Е То (6.6.1) implies ьс Е 1/2т; in other words, 
we have Ьа Е 1/2т,Ьс Е 1/2т; ifwe Љеп apply the diameter аЮот at the 
point Ь, we get precisely the requested relation ас Е r in (6.6.2). 

Reтark. Lemma 6.6 coincides with the statement U;п in (Weil [1938, 
р.8]). 

7. Simple condition that the M-va.riance v : Е2 -+ М Ье соп­
stant оп the diagonal D.(E2 ). 

7.1. For the numerical ecart or variance it was always assumed that 
аа = О whenever а Е Е. 

As оп obvious specification of our general M-ecart (Kurepa [Ы 1936d]) 
it is natural to specialize аа = ЬЬ, for every (а, Ь) Е Е2 • And so in the 
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structure М we have а point О:=О(М) = O(M,v):=aa for every а Е Е 
depending оп М and оп the mapping (variance) v. 

7.2. Тће simp1est is to assume М to Ье а space defined Ьу а system 
(Т) of neighborhoods such that for every х Е М \ {О}. опе ћав {х} Е (Т); 
consequent1y, the set М\ {О} is iso1ated in the space М; to avoid the triviality 
of М being iso1ated, опе ћав to assume that {О} (ј. (Т), thus {О} (ј. Vo, where 
Vo is the family of ш1 neighborhoods of О such that Vo С (Т). 

7.3. For simplicity, опе assumes that the intersection of anу two neigh­
borhoods of saтe point т Е М contains а neighborhood of т, i.e. that апу 
basis (Vm ,:)) of neighborhoods of т is right directed. 

7.4. We assume also that if М is а space, than М is also а T1-space. 

7.5. Еасћ r Е Vo is а set Е О and for every а Е Е we have the cor­
responding spheroid В(а, Т); аН these spheroids constitute а neighborhoods 
basis of the point а Е Е. 

7.6. Stripes. For every r Е Vo we have the corresponding stripe 
v-1 (r):={(x,.y: (х, у) Е E 2 ,v(x,y) Е Т}. 

Опе verifies that the stripes v-1 (1) (Т Е Vo) те precise1y entourages 
of the diagonal ~(E2) of Е2 and in particu1ar this faтily of stripes satisfies 
the conditions И;, и;!, u;п in (Weil [1938, р. 8]), ј.е. 

(7.6.1) 

(7.6.2) 

(7.6.3) 

nv-1(T) = ~(E2), (Т Е Vo) 

'Vђ Е Vo 'Vr2 Е Vo 3т Е Vov-1r С v- 1 (ђ) ПV- 1 (r2) 

'Vr Е Vo 3То Е VO ТО о То С Т. 

Рroој. As to (7.6.1) вјпсе (7.6.1)2 с(7.6.1)1 1et us prove the dual, i.e. 
(7.6.1)1 С(7.6.1)2. Now if (а, Ь) Е (7.6.1)1 i.e. v(a, Ь) Е Т for ш1 Т Е Vo, thus 
v(a, Ь) Е П Т = {О} = v(a, Ь); in particu1ar, v(a, Ь) = v(a, а), thus а = Ь 

rEvo 

Ьу the Axiom 01 (Kurepa [1936 d]). Тће re1ation (7.6.2) is simp1y another 
way of writing the uniformity condition 04: 

04 'Vr Е Vo (3ф(r) Е Vo) Ь Е S(а,ф(r)), с Е S(Ь,ф(т)) =} С Е В(а,т). 

(condition 40' р. 126 јп Кшера [1936с, cf. O~ р. 1051] Kurepa [1936d]; 
condition 40' bis р. 60 in (Кшера [1937]); Ьу а typographical еттот, the 
index was deleted јп 40'; cf. р. 642-1 јп Кшера [1937а]). 
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7.7. General metric sрасеs. D[M]-spaces. D[M]~spaces or аЬ­
stractly metrizable spaces ме defined as t:[M]-sрасеs provided also the fol­
lowing uniformity condition Ье satisfied. 

То every r Е Vo there are Фl(r), ф2(r) Е Vo such that Ь Е 
S(а'Фl(r))) => S(Ь,ф2(r)) С В(а,Т)ј or equivalently (taking Vo Е т' С 
Фl (Т) П 'Ф2 (Т)): ТО every r Е Vo corresponds т' = ф( Т) Е Vo such that 
Ь Е В(а,т') => В(Ь,т') С В(а,т) (cf. Kurepa [1936d, р. 1051]). 

In other words v(a, Ь) Е т' Лv(Ь, с) Е т' => v(a, с) Е r or equivalently in 
stripes v- 1r' ov-1r' С v- 1rj the last relation is precisely the U1II condition 
(Wei1 [1938, р. 8]). 

7.8. Consequently, obvious particularization of the D[M]-spaces 
Е (v I D.(E2 ) is а constant О Е М, М \ {О} is isolated) - the regularity of v 
in the sense to satisfy 04) imp1ies that Е is а uniform space (Weil [1938]) 
without any quotation of our results [1933], [1934], [1936], [1937]. 

7.9. Our designation D[M] was motivated to indicate that results 
of Frechet D-spaces ме reasonably transferable to our D[M]-spacesj this 
translation is so much obvious that we did not perform it in particular 
paper(s). 

Оп the other hand, our approach to uniform spaces as D[M]-spaces is 
more appropriate than the approach Ьу entourages, because our language 
is the language of the elementary mathematics, replacing number as radius 
Ьу а set as а radius. 

7.10. Ordered ecart (variance). Let (M,~) Ье any left-oriented 
ordered set with least поп isolated member Ој let V:= {М\ [х, ')(M,~) : О < 
х Е М}4 and Vx:={x} for х Е М\ {О}ј considering Vm as а neighborhood 
basis of т for every т Е М, М becomes а topological space (М, -). The 
corresponding D[M]-spaces coincide with uniform spaces (а fact proved Ьу 
Colmez [1947] without quotation to ту papers)j tbls СаБе of D[M]-spaces 
is certainly the simplest one coming after the СаБе in (Kurepa [1934]) where 
(M,~) was totally ordered. 

7.10.1. Ramified distances. We do not know whether the СаБе of 
ordered variance is reaHy more general than the СаБе of а ramified variance, 
i.e. the СаБе when М = (E,~) and for every а Е Е the set (., a)(E,~) of аН 
predecessors of а is а chain. Anyway, it is worthwhile to characterize spaces 
with ramified distances (in 1934 1 had discussions with Frechet оп ramified 
distances) . 
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7.10.2. Ramified distances ате mоте general than totally orderable dis­
tances. 

E.g. it is suffi.cient to consider а point О, а set 1 of cardinality > No 
of ordinal numbers, to associate to every i С 1 а chain L i obtained from 
the order type UJi so that each limit member а Ье replaced Ьу (а, О) < 
(а, 1) < ... < (а, п) < ... , to define L i 11 Lj, whenever {i,j};f С 1 and to 
consider the set (R, ::;):= {О} U Ui Li in which О is declared to Ье Ље least 
member and so that relation ::; шеans the union of аН relations ::;i (i Е 1), 
::;i is the total order relation in L i and is the incomparability everywhere 
else. The space (R,::;) has О as the unique accumulation point; R \ {О}, for 
(х,у) Е R2 , whatever Ье О (ј. {х, у}, the space R is an M[R], without to Ье 
some Do.; thus R has а ramified distance (obviously the ordered set (R,::;) 
is ramified). 

7.11. Instead of the locution "Е is а D[M]' one could speak more 
explicitly of [Е, v, М, О, Vo, ф] where v : Е2 -+ М satisfying v(a, а) = О Е М 
whenever а Е Е; Vo is а neighborhood basis of О in the space М in which 
М \ {О} is isolated and П r = {О}; Ф is а mapping r Е Vo -+ ф(r) Е Vo 

. rEVo 
satisfying the condition 04. 

7.12. Example: uniform continuity of mappings. «E,d), 
(Е', d'» being an oriented couple of D-spaces, а mapping f : Е -+ Е' is said 
to Ье uniformly continuous provided for every real number ~ > О there exists 
а real О < б = б(~) such that d(x,y) < б, (х, у) Е Е2 :::} d'(j(x),f(Y» <~. 
Analogously: «Е, v, М, О, V(O», (Е', v', М', О', V'(O'» being an oriented 
couple of D(M)-spaces, а mapping f : Е -+ Е' is said to Ье uniformly 
continuous provided for every ~ Е V'(O) there is а б Е V(O) such that 

v(x,y) Е б, (х, у) Е Е2 :::} v'(j(x),f(y» E~. 

7.13. TotaI boundedness. А metrical space (Е, d) is totally bounded 
provided for every number ~ > О there exists а finite set Х С Е such that 
B(X,~) = Е, where B(X,~):= U B(a,~). Analogously, (E,v,M,O, V(O» is 

аЕХ 

totaHy bounded provided for every ~ Е V(O) there exists а finite set Х С Е 
such that B(X,~) = Е. Etc. 

Remark. There were other considerations of &[М] and D[M]- spaces, 
especially in connection with uniform spaces (у. Kalish [1946], Appert-Ky 
Fan [1951], Antonovski-Bo1tjanski-Sarimsakov [1966] starting in 1960); у. 
aIso Engelking [1975 ch. 8]. None of these papers quotes шу papers of 1936 
and 1937. 
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We plan to present matters in а separate book. 
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А CLASSIFICATION OF TOPOLOGICAL SPACES. 
Z-NUMBER OF SPACES 

0.0. There ше тanу classifications of topological spaces with re­
spect to various criteria as e.g. the weight wB, separability sB, cellular­
ity сВ, хВ, . . .. In this note we shall exhibit а special and very instruc­
tive classification that is founded оп stellar nuтЬет от Z-nuтber ој врасев 
(у. § 1.1) 

0.1. When one considers any oriented pair (А, В) of sets then we ћауе 
the foHowing alternative: 

(ј) А, В ше overlapping ј.е. such that А \ в :f. 0 :f. в \ А, 
(јј) А, В ше not overlapping ј. е. А с В v В с А v А П В :f. 0. 

0.2. We examined the last disjunction and defined raтified systeт ој 
sets от pseudotrees ој sets as any system F of sets such that F contains по 
couple of overlapping members [1934, р. 112], [1935, р. 81]. 

0.3. А particular саве of ramified systems was the саве of trees or 
tables ој sets ј.е. ramified systems (Т,:)) of sets in which every nonempty 
subfamily G ћав а coтplete initial R a G ј.е. а subsystem В of pairwise disjoint 
members such that for every У Е G \ В some Уа Е RaG satisfies Уа :) У 
(of course Уа depends оп У). In other words, every subsystem G ћав а 
disjoint refinement Ro G having the same unionj therefore Ro G consists of 
аН greatest members of а. 

0.4. In Kurepa [1936Ь, р. 1030], [1936d, р. 128], [1956, р. 130, 
§ 10] were considered topological spaces definable Ьу а neighborhood Ьа­
sis R that was а tree of sets or а pseudotree of sets, еасћ member V of R 
being considered as neighborhood of every point х Е V. Every open cover 

БIВLIOGRAРНICАL NOTE. Риbl. lnst. Math. (Beograd)(N.S.) 25 (39) (1979), 
79-89. 
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В in such а space R has а refinement ВО of local order 2 in the sense that 
every point х Е R has а neighborhood О(х) such that 

(0.5) I{V :. V Е ВО, О(х) П V =1= 0}1 < 2. 

:. means "such that". 

In the case that T1 -space is definable Ьу а tree Т of sets, it is suffi.cient 
to represent every member of the cover В Ьу members of the tree Т of sets 
involvedj one obtains а subsystem То of Т which is an open refinement of 
В; the first level Ro То of То is an open cover refining В and is of order 2 
because anу two distinct members of RoTo are disjoint. 

0.6. Papic [1953а, Т. 3] proved that the case of ramified basis is 
equivalent to the case of tree basisj in а series of papers he studied such 
R-spaces i.e. spaces definable Ьу ramified neighborhoods. Such spaces were 
studied also Ьу Arhangel'skil [1962], [1963], [1977], Arhangel'skir-Filipov 
[1972], Nyikos [1975], [1976], [1977]. 

1. Stellar number or stellarity of а space 

1.0. Now, it is very natural to consider, for anу cardinal number п, а 
condition obtained from (0.5) writing п instead of 2. Doing so we have the 
following. 

1.1. Definition. For anу topological space Е let Z(E) Ье the least 
cardinal number п such that to every open cover С of the space corresponds 
а refining open cover СО of the space such that for every point р Е Е and 
some neighborhood О(р) of р one has 

(1.1.1) I{X :. Х Е СО, О(р) ПХ =1= 0}1 < n. 

The cardinal Z Е is well determined and is called the stellar number or the 
star nuтber, the Z-number or stellarity of the space. 

In the literature the most known case is that Z = No (Aleksandroff) 
[1924]. Definition 40, Dieudonne [1944] and Z = 2 (Kurepa) [1936b,d], 
[1956а], Papic [1953а,Ь,с], [1954а,Ь], [1957], [1963], [1977]. 

1.1.2. Z(X,a). If а Е Х let Z(X,a) шеan the least cardinal number 
п such that every open cover С of Х has an open refined cover С' such that 
some О(а) meats < п members of С'. One checks readily that 

(а) ZX = supZ(X, а). 
аЕХ 



А classification of topological врасев. Z number of spaces 545 

As а matter of fact, in opposite case there would Ье an open cover О of 
Х such that for every refined open cover О' every О(а), for some а Е Х, 
meets ~ п members of О', therefore would Ье Z(X, а) ~ n+, contradicting 
the definition (а). 

2. Class Zn. ТЬе title of this paper concerns the classification of 
topological spaces according to their star number Z, the corresponding class­
es will Ье denoted Ьу Zn. In other words, for а given cardinal number п we 
denote Ьу 

(2.1) 

the class of all topological spaces V whose star number equals n. We shall 
see how disparate spaces could belong to а saтe stellar class. 

2.2. For а space Е the relation Z(E) = п could Ье written also in the 
form Zn(E)j in other words ZnE # ZE = n. 

2.3. Ifnot stated otherwise, we shall assume that Т1-ахјот is holding. 

3. Examples and statements. ТЬе content of 0.4 and 0.5 could Ье 
expressed in the following way. 

3.1. ТНЕОRБМ. Аnу T1-space having а tree от а pseudotree as а 
neighborhood Ьasis is о! the class Z2' 

ТЬе converse of 3.1 reads like this: 

3.1.1 ТНЕОRБМ. Every Z2-space Е in which аn ореn neighborhood 
basis В has the property that: 

(М) the intersection о! all members о! аnу monotone subJamily М is 
ореn от а singleton is definable Ьу а tree .Ј о! ореn neighborhoods. 

РтооЈ. First, one checks readily that both properties for а space: to Ье 
Z2 and to have the property (М) are hereditary, ј.е. that if а space is Z2 and 
(М) so also every subspace is Z2 and (М). Further, let us find а tree basis for 
every Z2 Л (М). То start with let .Јо Ье an open refining cover (of В) of order 
2ј .Јо is а disjoint open partition of the space and refines В. If, incidentally, 
.Јо is already а tree basis, the procedure is finished: .Јо is а requested tree 
.Ј. If .Јо contains some member of cardinality > 1, еасЬ such member Х as 
а subspace of Е has Х П В = {Х П В .'. в Е В} as а basis and has а disjoint 
refining cover Ј(Х)ј let .Ј1:= U Ј(Х), Х Е .Јо, IXI > 1. 82 :=.Јо U .Ј1 
јв а treej in general, let (3 Ье an ordinal висЬ that 8{Ј: = Ua<{J.Ja is а 
~-tree satisfying Ra8{J = .Ја (а < (3). If 8{Ј is а neighborhood basis of 
Е equivalent to В, let ив define .Ј{Ј and 8{Ј+! = 8{Ј U .Ј{Ј. If {3- < (3, 
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we consider every Х Е .:т{3-1, IXI > 1 and define ј(Х) as previously and 
define .:т{3: = UX f(X) (Х Е .:т{3-1, IXI > 1). If (3- = (3 we consider 
every decreasing chain L of order type f3 so that L П .:та i 0 (о: < (3)ј the 
intersection П L (Ьу Ље condition (М)) is а singleton or is openj we define 
.:т{3 := {П L :. L is а maximal chain in (В{3, :» and I П LI > 1}. 

Let 'у Ье the first ordinal such that .:т'У = 0ј then Ua<'Y .:та := .:т is а 
requested tree Ьаве of the space Е and one has Яа.:т =.:та (о: < 'у). 

3.2. Exaтple. The star number of the space Q of rational numbers 
in the interval topology equals 2. 

As а matter fact, it is еаву to get for Q а ramified basis of neighbor­
hoods, because every open interval of (Q,:5) is the union of а disjoint finite 
system of intervals with irrational end points. 

3.3. Exaтple. The triadic discontinuum Т is а Z2-space. 

As а matter of fact let D Ье the dyadic segmentation of [О, 1] i. е. D 
is the system of аН closed intervals of the form [0,2-1], [2-1,1], [2-2,2-2], 
[2-1,3·2-2], [3 .2-2,1], ... 

Then the system В := D п Т is а ramified basis of Т. 

Since Т is not extremally disconnected we have the foHowing state­
ment. 

3.4. LEMMA. Not every Z2-space is extreтely disconnected. 

3.5. ТИЕОREМ. Every coтpact space as well as every paracoтpact 
space are ој the class :5 ZNo; in particular, every тetric space is ој class 
:5 ZNo' 

The last part of Theorem 3.5 is а result of А.Н. Stone [1958]; (У. М.Е. 
Rudin [1969] for an extremely short proof) ; the spaces of the class Z:5 No 
were called paracompact spaces (Dieudonne [1944]). 

3.6. ТИЕОRЕМ. Аnу coтpact totally ordered space L := [а, Ь] satisfies 
Z(L) :5 3; in particular, ZJ = 3 where Ј = [0,1]. 

Proof Let В Ье any open соуе! of Lj decompose every G Е В in 
connex components i.e. in intervalsj we get so а refinement ВО of Вј every 
шешЬе! of ВО is an interval of the chain L. Since L is compact, there is а 
finite subcover Вао of ВО; members of Вао are intervals of L. Now, let us 
define а refinement В1 of Вао and а neighborhood О(х) for every х Е L in 
the following way. Let {Јо}:= UX Х, inf L Е Х Е ВаО; since ВоО is finite, 
one has Ја Е Вао. If Ја = L, put {Јо}:= В1 , О(х) = Ја for х Е L. If Ј i L, 
and а:= ао, Ја := L(ao, Ь), let Ј1 Ье the most extensive interval of (L,:5) 
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such that ЬО Е Ћ Е Воо· If Ь Е 11, it suffices to put В1 := {Јо,11 } and 
О(х) := 11 for every х Е 11 \ 10. If Ь fj. 11 let 11 := L(al, Ь1 ). 

3.6.1. Let us define an open interval 12 in the following way. First, 
let 12 Ье the most extensive member of Воо such that Ь1 Е 12. First саве: 
Ь Е 12; let then 12 := L(a~, Ь]; obviously, ао < аl < ЬО :::; a~ < Ь1 < Ь; if 
moreover ЬО < a~ or if ЬО = a~ and moreover L(a~, Ь] Ьав а minimal member, 
we define а2 := a~, Оа2 = L(al, а2] and О(х) = 12 := 12 for every х Е 12. If 
ЬО = a~ and of L(a~, Ь]; then В1 := {ЈО,!I,!2} is а requestedrefining cover, 
because it is sufficient to ве 

О(х) = 12 for every х Е 12 

О(х) = L(al' а2) for ЬО :::; х < а2 
О(а2) = L(bo, Ь1 ). 

One checks readily that, for every х Е L, О(х) meets les than 3 тет­
bers of {ЈО,!I,!2}. 

3.6.2. Ву recursive arguments, let k > 2 Ье anу integer and аввшnе 
that an open refining. {Јо, Ћ, . .. , 1k} of Воо Ье defined such that it covers an 
initial interval Lk of L[a, Ь] and that to every х Е Lk corresponds воте open 
interval О(х) of Lk intersecting < 3 members of {Јо, 11, ... ,1k}. If Lk = L, 
аll is proved; if Lk =1= L, let us define also an interval 1Нl := L(ak+l, ЬН1) 
in а similar way as it was performed for k = 1 in 3.6.1. 

Now the system Воо of intervals of L is finite; therefore the preceding 
construction of intervals 10,11, ... stops at воте step n. 

In contrast to the саве of compact chains one Ьав the following. 

3.7. ТИЕОREМ. For аnу regular ordinall.l)" > 1.1)0 the ordered врасе 
1(1.1),,) оЈ all ordinals < 1.1)" satisfies 

(3.7.1) 

РroоЈ. Ав а matter of fact, let В Ье anу set of intervals (а, {3) covering 
the врасе 1(1.1),,); we вау that for every cover Во refining В one Ьав IВоl ;::: N" 
and that there exists а number а < 1.1)" such that every О(а) intersects ;::: N" 
members of Во. First of all, the relation IВоl < N" does not hold because Во 
being а refinement of В is bounded С 1(l.I)nu); therefore the relation IВоl < 
N" would imply sup П в < 1.1)" - absurdity, because U Во = 1(1.1),,), Во being 
а cover. 
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Secondly, let us define а function <р : J(UJ,,) in Ље following way: for 
every а < UJ" let <р(а) = inf Ј -1, Ј being the first member of Во such that 
а Е Јј then the function <р is such that <р(0) = О and <р(а) < а for every 
ordinal О < а < UJ"j according to а general result (у. АlехаndгоfI-Uгуsоhn 
[1929, р. 95], Kurepa [19З5, р. 16]) there is an ordinal ~ < UJ" such that the 
set <p-1{~}:= {а :. а < UJ", Ј(а) = О is coffinal to UJnUj in other words, 
every O(~) intersects N" members of Во, and this fact means that (З.7.1) 
holds. 

3.7.1. Reтark. The statements З.6, З.7 imply that the function 
Е -т ZE need not Ье increasing, because e.g. Z[O, UJ1] = з, Z[O, UJ1) = N2 

3.8. ТИЕОRЕМ. Let Ј = що, 1] = the set оЈ real nuтbers such that 
О ~ х ~ 1; then Jor every cardinal nuтЬer п > О we have 

(З.8.1) Zr=2+n ifn<No 
Zr = No if п ~ No. 

Proof. А well known theorem of Lebesgue [1922] states that for suf­
ficiently small real numbers r > О every open cover of ЈП, the members of 
which have а diameter < r, contains 1 + п members ХО , Х 1, ... , хn such 
that the corresponding closures meet, i.e. 

(З.8.2) 

Now for еуегу point р Е (З.8.2)1 we have р Е Х" (v ~ п) i.e. every 
neighborhood О(р) intersects Х" (v ~ n)ј this means exactly ZJn ~ 2 + nј 
оп Ље other hand, there аге covers e.g. with ''bricks'' of the form УО х У1 Х 
... х Уn- 1 , where Уп х Уn- 1 аге intervals of R[O, 1] where по тоге than 
1 + п members meet. 

The last fact is proved inductively. For п = 1, it is sufficient to 
consider any т Е N and the "vertices" ао = 0,а1 = (2т)-l,a2 = 
2 (2т ) -1 , ... , а2т = 1, and the corresponding interva1s of the form 

УО = [i(2т)-1, (i + 1)(2т)-1] (i = 0,1,2, ... ,2т - 1). 

Assume that (З.8.1) holds for k = nј let us prove it also for п = k + 1. 
For that let Pk Ье аnу finite "brick" cover of Jk with the corresponding 
Z-number 2 + kj every brick Х Е Pk is of the form 

(а) 
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let us define а brick cover ћ+l of Jk+1. The multiplication of аН bricks (а) 
with intervals Yk yields а brick соуег Р of ЈНl with the Z-number twice 
greater, thus 4 + 2k. Now the members of Р аге partitioned in рагаНеl 
layers Yk = constj РНl is obtained form Р in this way: аН layers of an 
even rank of Р remain unaltered and аге the corresponding layers of Pk+l ј 

the layers of rank 1,2,3 ... of Р аге modified so that every old interior 
vertex х becomes the center of а пеw brick of the sаше "dimension" ј in 
this way, х is contained in а single new brick instead to Ье а common point 
to 2 + k old bricks of the sаше rankj therefore the Z-number of х equals 
1 + (2 + k) i.e. 2 + (k + 1) what proves that (3.8.1) holds also for п = k + 1 
as well. The cases п = 2, 3 could Ье illustrated Ьу simple diagrams. 

The second formula of (3.8.1) holds also (for п ;::: No) because ЈП 
is а compact spacej оп the other hand, еуегу compact space Х satisfies 
ZX ~ No. 

3.9. Product and elementary open sets 

3.9.1. Let us consider anу index set Јј for every i Е Ј let X i Ье 

а topological spacej then for the topological product Х: = ПiЕI X i the 
"elementary open" sets G = ПiЕI priG (where for еуегу i Е Ј the i-th 
projection priG of G means either X i ог some open set С Xi, the last 
саве occurring No times) constitute an open basis in Х. Obviously, for any 
oriented pair (а, а') of elementary open sets in Х we have 

G с а' {::} ргД' (i Е Ј) 

G П а' = 0 {::} priG П priG' = 0 for at least one i Е Ј. 

3.9.2. Now, let С Ье а finite open соуег of the product space 
Х = ПiЕI X i for Ј infinite. We шау assume that every member of С is 
elementary. Consequently, С being finite, аН but а finite number of factors 
Gi, of еуегу G Е С being either X i or Ui , where Ui is an open set of X i , 
аге X i . In other words, there is а finite set F с Ј (Ј = the index set) such 
that for еуегу G Е С one has х Е Ј \ F = рг",а equals Х",. 

3.9.3. Let us consider the particular саве that X i = {0,1} for еуегу 
i Е Јј then Х is compact; and every open cover contains а finite subcover 
СО that might Ье assumed to consist о! elementary open sets. Then for 
еуегу G Е СО such that for some f Е F one has аЈ = {О, 1} we consider the 
refining а(Ј) replacing G Ьу аи, О) and аи, 1) obtained from G replacing 
G Ј Ьу О and 1 respectively. Doing so for every G Е С and every f Е Р, 
we obtain а refining cover С'. Let now, х Е Х Ье givenj let us denote Ьу 
О(х) the elementary neighborhood of х such that for every f Е F one ћав 
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рчО(х) Е {0,1}. Then О(х) meets just one member of С', what proves 
that Z Х = 2. In other words we have the following. 

3.9.4. ТИЕОRЕМ. Z{0,1}n = 2 /от every positive cardinal nuтЬет n. 

3.9.5. COROLLARY. Z{O, 1}n = dim{O, 1}n + 2. 

3.9.6. It is not allowed to replace {0,1} in corollary 3.9.5 Ьу Е, 
where dim Е = О, because one knows that dim Е = О ~ dim Еn = О for 
every cardinal number п > О, while we have examples of spaces Е such that 
ZE = 2 and ZE2 > No; such а space is e.g. the order subspace Ј+ of the 
ordered space corresponding to the order type 2(}, where () = 1 + >. + 1 (>. is 
the order type the linear continuum (R, ~), (cf. Aleksandrov and Urysohn 
[1929, р. 6 space А1]; D. Kurepa [1935, р. 32 TMoreme П, for the сме 
Е = R[O, 1]], Kurepa [1938, р. 214, Teorem 10Ь], Kurepa [1939, р. 10 Тћ. 
9Ь]; Sorgenfrey [1947]). 

3.9.8. ТИЕОREМ. Ј+ is а paracompact separable space о/ weight с. 
Оnе has ZJ+ = 2 and Z(J+)2 = с+. 

Рroо/. Let С Ье any open cover of Ј+; we тау assume that members 
of С ме intervals of 1 + 2>' of the form [х, у) <; let us define а refining 
cover Со; let Ао Ье the system of all members Х of С such that О Е Х; if 
U Ао = [+, it is sufficient to consider anу (.LI-sequence ао < аl < . .. co:ffinal 
to [+ and denote Со := {(аn, аnн) : п Е N}; for anу х Е [аn , Gnн) let 
О(х) = [аn , аnн); then О(х) intersects only one member of СО, namely 
the member [аn , аnн), If U Ао := Р =1= Ј+, we define the subsystem А1 := 
{Х : Х Е С}, Х contains the first element of Ј+ \ UAo: Ьу inductive 
arguments one sees that there is а disjoint refining cover of С, what proves 
that Z(1 + 2>') = 2. Оп the other side, let Н Ье the system consisting of 
the complement СР of Р:= {(х, 1 - х) : О ~ х < 1} and of the rectangles 

(а) [[х, х') х Ј[у, у') where х < х' ~ 1 and у < у' ~ 1; 

then Н is an open cover of [+2. For every п Е N let Нn Ье the system of all 
"rectangles" (а) such that the "sides" х', у' verify (п + 1)-1 ~ inf{x', у'} < 
n-1 ; then Un Нn = Н\ {Р}; since IНI = с and cfc > No we infer that some 
по Е N satisfies 1 Нпо 1 = с; consequently, the set 8 of vertices of Аnо located 
оп F ћм с members. Therefore the set 8С of maximal condensation points 
of 8 is nonempty; one proves емНу, that 1 8С 1 > No and that the set 80 of 
all points of 8С that ме not condensation points from left as well as from 
right satisfies 1801 ~ No: therefore 18С \ 801 = 181; let then Ро Е 8С 

\ 80; 
if ро = (хо, Уо) the points Хо, уо ме both bilateral condensation points 
of Рђ8 and pr28 respectively; in other words for every х, у such that 
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хо < х < 1, Уо < У < 1 опе ћаа /Щхо,х) п РђВ/ = с, /R[yo, у) п pr2S/ = Сј 
therefore О(ро) := R[xo, х) х R[yo, у) intersects с members of Нј this proves 
that Z(I+2,PO) ~ с+, thus ZI+ 2 = с+. 

4. [-topology (resp. ]-topology) of order chains 

4.1. If (W, S;) is anу well-ordered set, then the corresponding interval 
topology is produced Ьу Ље basis of ореп sets of the fоrш 

(4.2) (·,a](w,::;) = {у: у Е W;y s; а} resp. 

(x,a](w,::;) = {z: z Е W,x < z s; а}, where а,Х Е W 

4.3. А sаше kind of subsets ахе definable for every ordered сћајп 
(L, S;) (and not only for well-ordered sets): For anу ordered сћшп (L, S;) 
опе сап consider the corresponding topological spaces (L, S;)] =: L] defined 
Ьу the sets of the form 

(·,a](L,::;) = {у: х Е L,y s; а} and 

(x,a](L,::;) = {z: х < z s; a,z Е L} 

as open neighborhood and [(L, S;) : = (L, S;)]. In this notation Ље space 
Ј+ of 3.9.6 reads (Ј, ::;). Of course, for every ordered type t one ћаа the 
corresponding topological spaces t] and [tj the meaning of 1 + t, [1 + t := 
[(1 + t) is obviousj the sаше holds for t + 1, t + 1] := (t + 1)]. 

4.3. LEMMA. lј 1 is аnу order type ој а chain without gaps, then 

Z[l + 1 = 2 = Zl + 1]. 

Prooj. Let Н Ье anу ореп cover of 1 + 1] := Еј let us find а refining 
open disjoint cover Но of F Ьу means of an inversely well-ordered subset 
W := {ао = 1 > а2 > ... } in the following way. То start with, let ао := 1 
and 1 Е Х Е Нј if Х = Е, the procedure is finishedj if Х r:t. Е, let 
us consider Е \ Хј we ћауе the cut Е \ Х/Х; then s:= sup(E \ Х) and 
i:= infX ахе such that s s; i and {i,s} С Еј moreover, either i = s or 
а+ = i (ј.е. the immediate follower of s is i). 

Case i = Вј Then s Е Е\Х, because otherwise, s Е Хј and the point s 
would Ье an ассuшulаtiоп point of Е \ Х ј and therefore every neighborhood 
(а', а] would contain sоше point of Е \ Х ј in particular, the set Х being open 
and since s Е Х, the set Х would contain at least one point of Е \ Х, what 
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is absurd. Consequently, 8 Е Е \ Х; we set ar : = 8 and let Х Ье any 
neighborhood of 8, and 1 > 8' Е Е Ье such that Е(8',8] С Х. 

Са8е 8 < i; thus 8 Е Е \ Х, i Е Х; we set again 8:= al, etc. as in 
СаБе 8 = i. Now, let us assume that an inversely well-ordered т* -sequence 
{ао> al > ... > аn }n<r Ье defined such that {( аn+l, an]n<r } Ье а refining 
соуег Н with respect to the subset Un<r(an, ао]:= Х. Let us define ar. If 
т- < т, then handling with ar - as we did with ао, we consider any У Е Н 
such that an - Е У; then we have the right portion У U Х of Ље chain Е; 
this portion and its complement yield а cut AIB of the chain; this cut is to 
Ье handled in а similar way as we did previously and so one gets а requested 
point ar Е Е. 

If т- = т, we consider Ље cut ((Е \ X)IX, etc. 

The procedure goes оп until а certain step, when W is obtained such 
that U(an+l,an](E,~) = Е; {(an+l,an]):= Но is а requested disjoint cover 
refining Н. 

Reтark. The assumptions that the chain L is without any gap is 
essential; it is so also as to the corresponding first (last) тетЬег in [(1 + [) 
(resp. l + 1]). 

4.4. ТИЕОRЕМ. 1/ аn infinite totally ordered coтpact 8et (L,:5) 8at­
i8fie8 dL < сfЩ,l then the ordered 8Uт (L 8 ,:5) := (L :5) + (L, :5)*, where 
(L, :5)* := (L,~) 8ati8fie8 (а) Z[Lo = 2, (Ь) Z([LO)2 = IL8 1+ = Щ+. 

Ртоој. The relation (а) was proved in 4.3L. In order to ргоуе (Ь), 
let / : L. --+ L. Ье any strictly increasing mapping of (L2 ,:5) into itself, 
ј.е. so that х Е L. \ {supL.} --+ х < /х Е L. and /(supL.) = supL •. 
Let х Е L. --+ х* Е L s Ье the symmetrical permutation of (L z , :5);2 since 
obviously this mapping is continuous, the set F:= {(х, х *) : х Е L.} is а 
closed set in the square 

(с) [L. х [Ls ; 

in this square the ''rectangle'' 

(d) [х, /х) х [х, /х) 

lThe existence of ordered сћаins L that dL < cflLI was proved Ьу Sierpinski 
[1922]. 

2Тће 5et (L., $) тау Ье thought of as L х {О, 1} ordered 50 that L х {О} < Lx {1} 
and that 

(х, О) $ (х', О) ~ х $ х' ~ (х', 1) $ (х, 1). 

Then (х, i)* := (х,1 - i). 
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is ореn; the ореn sуstеш Н of аН these rectangles together with the сош­
plement CF of F is аn ореn cover С of the square {с). Let now D 
Ье а subset of (L,~) so that IDI = dL,. D = L; then, obviously, the 
set п;:= (п,~) + (п, ~)* is everywhere dense in (L.,~) and satisfies 
ID.I = dL. < cfL •. Let us now consider аnу ореn refining cover СО of С 
so that the шешЬеrs of СО Ье of the form [х, d); then for every х Е L. оnе 
Ьав а rectangle у(х) of the forш (d) such that (х,х*) Е у(х). For distinct 
points х,х' Е L. оnе Ьав у(х) =1= у(х'). Moreover we way assume that 
јх,јх* Е п •. 

In this way we obtain а sуstеш СО of rectangles (d) of cardinaIity IL.I 
with "sides" јх,јх* Е п~ the equality (Ј(х),ј(х*)) = (u,v) holds for а 
sиЬsуstеш Соо Ьав IL.I points. Therefore 8С =1= 0, where 8С is the set of аН 
points of 8 that are points of тaxiтal accumulation in the interval topology 
of the chain 8 ordered to Ье siшilar, Ьу projection, to (pђ8,~) (resp. to 
(pr28, ~)); оnе checks readi1y that 18 \ 8 c I ::; dL; therefore, 18c I = 181; оnе 
concludes that 8 contains at least оnе mешЬеr Ро:= (хо, Уо) so that the 
points хо, Уо Ье bilateral шахiшal accumulation points in (pђ8,~) and in 
(pr28,~) respectively. Therefore every neighborhood О(Ро) intersects ILI 
шешЬеrs of СО; this шеans that Z«L~,po) ;::: IL.I+, thus Z([L.)2 = IL8 1+. 

4.5. COROLLARY. (Z) sup«L, ~))2 = Z (L,~) rv.nning throv.gh the 
class ој all ordered chains that Z(L, ::;)] = 2. sup., ј(Х) = Z теаnа that jor 
аnу cardinal nv.тber п there is allowable Х such that ј(Х) ;::: n. Јп other 
words, п < Z {::} п is а cardinal nuтber. 

The sушЬоIiсal equality (Z) шеans that for аnу cardinal nишЬеr п 
sоше allowable L satisfies (Z)l ;::: n. 

E.g. the axiom of choice {::} suplWI = Z, W being weH-оrdеrеd. 
w 
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Professor Duro Kurepa left а vast шаthеmаtiсal heritage, among 
which results and problems pertaining to Number theory played ап impor­
tant part. In what foHows we wish to give а brief survey of Prof. Kurepa's 
пuшЬеr-thеоrеtic work and sоше of the work that it inspired. For а шоrе 
detailed account the reader is referred to our paper [IM]. 

Kurepa defined јп F[71] ап arithшеtic funetion К(n) that ће denoted 
Ьу !n and called it the left factorial, Ьу 

n-l 

K(n)=!n=2:i!, nEN+. 
i=O 

In the sаше paper, Kurepa asked if 

(LFН) (!n, п!) = 2, п = 2,3, ... 

This conjecture, known as the left factorial hypothesis, is still ап ореп prob­
lem јп number theory. Тће first шепtiоп of the left factorial function ар­
peared already јп F[64], where this funetion was defined for infinite cardinal 



556 F. N umber Theory 

numbers as well. There are several statements equivalent to the LFH. Prob­
ably the most natural one is the following assertion, also found in Kurepa 
F[71]: 

Vn> 2 !n ~ О (modn). 

This formulation of the left hypothesis appears in Richard Guy's list of 
problems [Gu] as problem В44, and we shaH саН this statement also the 
LFH. It is not difficult to see that this form of the LFH can Ье reduced to 
primes (see F[71]), ј.е. the LFH is equivalent to 

(РН) Vp Е Р р> 2 => (!р,р) = 1 

where Р denotes the set of аН primes. 

There are шanу other equivalents of LFH as well as шanу identities 
involving !n (see [Мј90], [Мј96], [StZi], [Sa], [St], [Са], [Gu], [Go], [Zi]). 
There are also several results which support the truth of the hypothesis 
LFH. For ехашрlе, Kurepa showed in F[71] that there are infinitely manу 
п Е N for which LFH is true. Also, already in the seventies the conjecture 
is verified Ьу use of computers Ьу Slavic [SI] for п < 1500, and Wagstaff for 
п < 50000. medskip 

In F[74], Kurepa asked several questions concerning the LFH so let 
us make comments оп some of them. Не introduced there the statement 
Н4(Э) in the following way: 

(п;::: 2 Л э;::: 1) => (К(n),К(n + э)) = 2, n,В Е N+. 

Then Kurepa asked (F[74], Problem 2.9.) if LFH implies Н4 (э) for аН 
s Е N+. We note that this implication does not hold since, for ехашрlе: 

К(7) = 874 = 2 . 19·23 
К(12) = 43954714 = 2 . 19·31·37313 
К (16) = 1401602636314 = 2 . 19 ·41 ·491 . 1832213 
К(25) = 647478071469567844940314 = 2·41·103·2875688099·26658285041. 

Тће sаше examples also show that the strong left factorial hypothesis does 
not hold, as Kurepa formulated it in F[74]: 

The nuтbers К(n)ј2, п = 2,3, ... are pairwise relatively рпте. 

In the same paper, Kurepa introduced the sequence of sets 

A(r) = {п Е N+ Ir < n,К(n) == r (modn)}. 
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Не asked there for а description of these sets, and in particular is there any 
r for which A(r) is finite. Не also asked if А(3) = 0. We note here that 
467 Е А(3). 

Кшера asked in F[71] if !n is square-free, with the only exception 
!3 = 22. This hypothesis, which we shall саН LFH2, is verified in [Mi90] for 
п ~ 40 Ьу finding prime decompositions of !n for п < 40. Also, it is proved 
there that for аН п Е N, !n is not divisible Ьу р2 if Р is а prime less than 
1223. Recently Zivkovic found [Zi] that for prime р = 54503, р2 1!26540, so 
this gives а negative solution to LFH2. 

One of Kurepa's main achievements in connection with К(n) is the 
fact that he succeeded to extend the values of this function to the complex 
domain. Namely recaH that the gamma-function r(z) is defined Ьу 

and for other values of the complex variable z Ьу analytic continuation, 
furnished Ьу the functional equation 

zr(z) = r(z + 1). 

Since Г(n + 1) = п! for п Е N, it foHows that 

n-l 100 n-l. 100 tn - 1 
К(n) = L r(i + 1) = e-t L t'dt = e-t t _ 1 dt (п Е N+). 

~O о ~O о 

Hence for Rez > О it makes sense to define 

(3) K(z) = e-t--dt, 100 t Z -1 

о t-1 

and since one easily obtains 

(4) K(z) = K(z + 1) - r(z + 1), 

then (4) provides analytic continuation of K(z) to the whole complex plane. 
In particular, since К(l) = Г(l) = 1, itfollows that К(О) = О. Кшера F[71] 
defined K(z) for arbitrary complex z Ьу (3) and (4). In F[73] he established 
that K(z) is а meromorphic function having only simple poles at the points 
z = -1, -3, -4, -5, .... The residue of K(z) at z = -1 equals to -1, and 
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at z = -п (п = 3,4,5, ... ) it equals LZ:~(-l)k-l/k!. Kurepa F[73] also 
studied the zeros of K(z), and showed the asymptotic relations 

. К(х) 
lIт -ГС ) = 1, 

:I:--?ОО Х 

Нт К(х) = о. 
:1:-+00 Г(х + 1) 

Further results оп К (z) as а function of the complex variable z were obtained 
Ьу Slavic [81] who proved, for example, that 

K(z) = -~cotg1l"z + - L -,- + с + L r(z - п) 1(00 1 ) оо 
е е n=l n.n n=О 

holds for аН complex z, where С = 0.577215 ... јв the Euler's constant. 

Kurepa presented several problems јп number theory at the Problem 
Session of the 5th Ваlkan MathematicaI Congress, held јп Belgrade, 1974. 
Тћеве problems are published as а supplement to F[74]. Тће first problem 
оп this Iist concern Ље set 

Р(n) = {х Е N+: {х - 2n,х,х + 2n} ~ р}, п Е N+ 

where Р јв the set of prime numbers. Kurepa asked what are the properties 
of Р(n), and јп particular: 

Р1. Is Р(l)= {5} 7 

Р2. Is there воте п Е N+ висћ that Р(n) = 07 

We note the following properties of the sequence Р(n). Тће set Р(n) 
јв related to а part of Problem Аб in [Gu]. Namely, as noted there, it is not 
known whether there are infinitely тanу sets of three consecutive primes јп 
an arithmetic progression, but S. Chowla ћав shown [Сћ] this without the 
restriction to consecutive primes. Тћив, as х - 2n, х, х + 2n is ап arithmetic 
progression, we ћауе 

U Р(n) is infinite. 
nEN+ 

Further, аввите п = 3k + 1, k Е N . Тћеп х - 2n == х + 1 (mod3), and 
х + 2n == х + 2 (mod 3), thus 3 divides (х - 2n)х(х + 2n). If х Е Р(n) then 
х - 2n = 3, ј.е. х = 2n + 3. Непсе Р(n) = 0, or Р(n) јв ап one-element 
set, i.e. Р(n) = {бk + 5}, where бk + 5, 12k + 7 Е Р. For example, Р(l), 
Р(4), Р(7), Р(10) are one-element sets, while Р(13) = 0, and this answers 
questions Р1 and Р2. 
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Тће second problem Кшера stated in his list concerns the sequence 
Вп = Р; - Pn-l - Рп+1, where Рп is the n-th prime. Кшера asked what 
could Ье the sign of the elements of this sequence. We note the following 
elementary inequality 

Р; > Pn-l +Рп +Рп+1 ifpn ~ 5. 

Using this, we вее that for аН Рп ~ 3, Р; - Pn-l - Рп+1 > О. 
Јп the third problem of Ыв list Кшера considered the sequence defined 

Ьу 1rn = Р; - Pn-1Pn+l, and asked what could Ье the sign of members of 
this sequence, and how often they take the sаше sign. First, let us note that 
obviously 1rn < О or 1rn > О. Further, this question јв related to Problem А14 
in [Gu]. Namely, Erdos and Straus саН the prime Рп good if Р; > Рп-iРп+i 
for аН1 ::5 i ::5 п - 1. Pomerance [Ро] proved that there ые infinitely шanу 
good primes, and therefore there ые infinitely шanу п висћ that 1rn > О. 
Тће last problem from Number theory in his list (Problem 4) involves the 
left factorial function, which was a1ready extensively discussed. 

Kurepa was а1В0 interested in other topics in Number Theory. We ћауе 
сћовеп опе висћ paper (F[65]) in order to illustrate these other interests. 

Aleksandar Ivic and Zarko Mijajlovic 
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FACTORIALS OF 
CARDINAL NUMBERS AND TREES 

1. Definition оС Гn. 

1.1. For any positive integer п the product 

1· 2· ... · п (1) 

is denoted either Ьу Г(n + 1) (Euler) or Ьу П(n) (Gauss) or Ьу п! (Charles 
Kramp, Arithmetique universelle оu Algebre, 1808). А product like (1) шау 
Ье defined for anу cardinal number п ~ 1, по matter whether п is finite or 
transfinite. 

1.2. Definition. For anу cardinal number а > О we define 

г1 = 1 Га= П k. 
O<k<a 

1.3. Example. rNo = П k = 1 . 2 ..... п .... = 2No . 

1.4. Example. rN", = 1 . 2 ..... n· .... NO • N1 ••••• Nn .... = (Ьу 

associative law of multiplication) = П п П Nn = 2No П Nn ~ N",. 

In other words 
(1) 

1.4.1. If one accepts the general continuum hypothesis, then the sign 
~ in (1) теans >, the equality 

rN", =N", 

being impossible. Namely пот (2) one should ћауе 

(rN )No = NNo 
'" "" П nNo = NNo 

"" О<n<", 

BIВLIOGRAPHICAL NOTE. Glasnik Mat. Fiz. Astr. 19(1-2) (1964), 7-21. 

(2) 
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which together with N~o = Nn , for О < п < џ), would yield 

(3) 

and Ьу (2) 

contradicting а K6nig-Zermm.elo theorem. 

1.5 General continuuт hypothesis а. In what follows, we shalllabel Ьу 
G statements that we shall prove assuming the following general continuum 
hypothesis: 

(G) or а: Iј п is аnу transfinite cardinal nuтber, the nuтber 2n јоl­
lows iттediately the nuтber п, i. е. 2n = п + . 

1.5.1. E.g. in 1.4 one had the result 

1.6. Definition ој the junction Џ)[а]. For every ordinal а we put 

Џ)[а] = а, for а < Џ) 
Џ)[а] = Џ)-",+а, for а ~ Џ) 

(cf. Lemm.as 5.2, 2.3). E.g., Џ)[3] = 3, Џ)[",] = Џ)-",+", = Џ)О, UJ["'l] = W"'l. 

The function carries, strictly increasingly, the ordinal hypersequence 

о 0,1,2, ... 

onto the cardinal--ordinal hypersequence 

1.7. Definition ој Щ~], for аnу ordinal ~: 

N[~] = kUJ[~], 

Nю = ~ = k~, 
N[~] = N_"'H' 

i.e. 

for ~ < џ), 
for ~ ~ w. 

The symbolism Џ)[а] , N[a] permits to denote uniformly the number О, finite 
numbers and transfinite numbers. 
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1.8. For any ordinal (cardinal) а let а- = sup .; and 0- = О; а+ is 
~<a 

the immediate follower of а. 

1.9. Function ga. We define ga = а--+ for every ordinal (cardinal) 
number а. . 

1.10. For any ordinal а let la = sup{';;';:::; аЛ';- =.;}. One sees that 
la is the greatest number of the second kind which is :::; а. 

1.11. For any cardinal number k we denote Ьу w(k) the first ordinal 
number of the cardinality k (the existence of w(k), for every cardinal k, is 
equivalent to the choice axiom). E.g. w(k) = k, for k = о, and for any 
positive integer k; w(Na ) = wa , for every ordinal а; (а) => w(2Na ) = wa+l. 

2. Some statements concerning functions Гn and ga. 

Тће function п -t Гn is increasing but not strongly increasing (а). 

2.1. ТИЕОRЕМ. For аnу transfinite cardinal nuтber попе has n- :::; 
Гn :::; nНn :::; 2n . Јп particular G => n-Гn :::; n+, where n+ denotes the 
immediate follower of п (thus G => n+ = 2n ), n- denotes the supremum 
of Ље cardinals < п for any (cardinal) ordinal number п, Јп denotes аЈl 
cardinal (ordinal) numbers < п and kX denotes the cardinality of Х. 

Гn = п а (о < а < п). (1) 

Hence 
supa:::; п а:::; П п = nk1n

, 
а<n l<а<n а 

and since kln :::; п, we ћауе n- :::; Гn :::; пп (= n+, Ьу (а)). Тће equalities: 

show that the function Г is not strongly increasing (а). 

2.2. ТИЕОREМ (О) For every ordinal а we have 

(оо) For every ordinal а 

lThe theorem answers а question raised Ьу S. MardeSic in connection with а prob­
lem оС Ј. de Groot. 
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G => rNa = 2NoNf~a = N9a , where уа = а--+,. in other words, јот 
аnу transjinite cardinal п 

2.2.1. Ртоој. As а matter of fact, А. Тarski proved that 

П ~' - ~,kл i'fJ - i'.~ , 
fJ<л 

(1) 

for any ordinal л of the second kind (cf. Тarski [1 р. 11, Theor. 8], also 
Bachmann [1 р. 141 Theor. 7 and р. 142Ј). Now, 

rNa = П k~ПN~= (Пk~)(ПN~) (Nla·Nla+1· ... ·Na-)' 
O<~<'" ~<a ~<'" ~<Ia 

the expressions in parentheses being here 2No , Nf~a and Na- respectively 
(for the second expression cf. (1»; one concludes that Theorem (О) holds 
good. 

Let us now deduce (ОО) from (О). We consider the number 

-la+a. (2) 

If this number is ;:::: 2, then а--+ = а- and lа + 1 :5 а-; consequently 

2No ~,Ha~,,, ~,- _ ~, 
i'la i'a- = i'sup{1,la+1,a-} = "а - "9а· 

If the number (2) is О, than а- = а and уа = а--+ = а+ = а + 1. Оп the 
other hand, the formula (О) yields rNa = N~a ј.е. rNa = N~a. This number 
is > Na , because а- = а (а consequence of the K6nig-Zermelo theorem). 
Тће saтe number is < Na +1 (consequence of (а»; thus Ље number in (ОО) 
is Na+1 = N9a . 

There remains the саве when the number (2) equals 1. Тћеп а- = 
la, а--+ = la + 1 = а. Тће expression for rNa in (О) yields then 

~, ~,kla~,ka _ ~\ _~, . 
"1 "Ia "la - "а - "9а, 

the reasoning is like the опе in the latter саве. 
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2.2.3. Another proof of Theorem 2.2. 

2.3.1 Proof. First rN", 2::: N;; = N",-. Therefore, for anу eardinal 
number п: 

Applying the distributive law of exponentiation (ef. F. Hausdorff [1 р. 41, 
formula (10)]) we get 

(1) 

Put, in particular, 
т = а = eardinality of efw"" (2) 

where efw", means the least ordinal {3 sueh that some (3-sequenee of ordinals 
< """, has """, as its supremum. We have two eases 

2.3.2. First case: а < N"" i.e. N", is singular and therefore а- = а; 
the relation (1) should yield: 

(3) 

Now, Ьу the Кбnig-Zеrmеlо theorem (ef. Sierpinski [1, р. 183]), one has 
N~ 2::: N"'+l and 

(4) 

(ef. Tarski [1, р. 182, Lemma 2а , р. 187, Lemma 4а]). In 2.6 we shall prove 
this result. 

Оп the other hand, the hypothesis (а) implies that 

п n= П п, (5) 

where а = kefw", and henee 

(6) 

(о), 

Now, efN", < п < N", :::} п'" Е {n,n+}. Therefore, (6) yields 

п 
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which jointly with (3) and (4) yields 

(а) (7) 

Since, Ьу Theorem 2.1, rN", :$; Nt = N",+l, this relation and (7) imply 
rN", = N"'+l = Ng"" because gn = (а-)- +1 = а- +1 (notice that а- = а). 

2.33. SecQnd case: а = N"" ј.е. the number N", is regular. Then either 
а- = а (UI", is inaccessible) or а- < а, ј.е. а = 'у + 1. 

2.3.3.1. If а- = а, then certainly 

п п 

N", being inaccessible, we have kIN", = N", and the preceding relation Ье­
comes 

2N" < rN < NN" _ а _ а' 

N"'+l :$; rN", :$; N"'+l' i.e. rN", = N"'+l = Ng",. 

2.3.3.2. If а- < а, one has а = а- + 1. We shall prove the formula 2.2 
(ОО) Ьу induction. Suppose that 1-' Ье an ordinal such that 2.2 (ОО) holds for 
every ordinal а < 1-'; let us prove that 2.2 (ОО) holds for а = 1-'. If 1-'- = 1-', 
the statement 2.2 (ОО) is already proved (for every а satisfying а- = а). 

If 1-'- < 1-' = а, then we have 

(Ьу induction hypothesis), where х = sup{a- ,g(a-)}. Now, in any саве we 
have 

2.4. LEMMA. sup{a- ,g(a-)} = ga = а-- + 1. 

Let us prove this lemma. Опе ћав either а-- < а- or а-- = а-. If 
а-- < а-, then а-- + 1 = а-, hence ga = sup{a-- + 1,а-} = а-- + 1. 
Ifa-- = а-, thena--+1 > а-, hencega = sup{a--+1,a-} = а--+1. 
This proves lemma, consequently, Theorem 2.2 is шо proved. 
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2.5. ТИЕОREМ. For every ordinal а, let уа = а--+, then 

(i) уа = вир{а- ,у(а-)} and 

(ii) а = w . ~ {::} уа = а + 1, 

а = w . ~ + 1 {::} ga = а, 

а = w~ + r Л 1 < r < UJ {::} ga = а - 1. 

(1) 

(2) 

(3) 

Јп other words, the jv.nction 9 is dilatating оп limit numbers, stationary оп 
immediate Jollowers оЈ limit numbers and retracting elsewhere. 

Part (( i) of the theorem is Lemma 2.4 and is the transfinite analogue of 
the difference equation Г(х) = (х -1)Г(Х1), for the Euler's gamma function 
in classical analysis. 

The proof of рап (ii) is еаву. E.g., let us prove the implication -<= in 
(1): 

у(а) = а + 1 =? а-- + 1 = а + 1 =? а-- = а =? а- = а 

(otherwise, it should Ье а- < а, which jointly with а-- < а- would imply 
а-- < а, contradicting а-- = а). 

2.6. ТИЕОREМ. For аnу ordinal а 

(1) 

If cfwa = W a , i.e. if W a is regular, the relation coincides with the Cantor's 
inequality. Therefore, it is sufficient to consider the саве when W a is singular, 
i.e. when wf3 = cfwa < UJa . Suppose that, оп the contrary, one has 

",kcf"'a = '" 
1'а 1'0- (2) 

Since 

k( Na ) = (2), 
cf W a 

(for cardinals х ~ у we denote Ьу (;) the cardinality of the system of аll 
subsets У ~ Х such that х = kX, у = kY). Let then 

(3) 

Ье а normal weH order of family of аН the Nf3-pointsbsets of JWa where 
UJf3 = cfw",. Let ив define the (1-1)-sequence Х"'а' as follows: Хо is the first 
element of SO, Х1 is the first element of the S1 \ {хо}; for any ~ < w", we 
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define х{ as the first element of the first term Sf/ \ {хо,·.· ,х{}, 17 ~~. In 
this way, if 

Sf/{ (~< (Џа) (4) 

is the subsequence of (3) consisting of all the terms Sf/ satisfying to 

we get а one-to-one mapping 

(5) 

Now, let А Ье а Np-subset of !(Џа, соfБ.па1 to (Џа. Every Np-subset of А is 
in the sequence (4) оп the one handj and, consequently, the mapping ЛВ 
would associate biuniquely to every Х Е (~) а point Ј Х Е А and one 

would ћауе k(~) :5 kA ј. е. 2N .. :5 Np, which is а contradiction. 

3. Function I' and trees. 

3.1. For anу finite cardina1 п > О, the number 

(1) 

ћав an interesting interpretation as the cardinality of the set S! of all the 
permutations of any set S satisfying kS = п 

(kS)! = k(S!). 

3.2. For аnу infinite set S оnе has k(S!) = 2kS (cf. D. Кшера [5], 
where three proofs of this relation are given)j therefore, the continuum ћу­
pothesis G implies 

п! = n+, Јот every transfinite n. (2) 

U nder the same hypothesis we proved 

Гn+ = n+--+ (Theorem 2.2) (3) 

If (1), (2) and (3) were coexistent, one would ћауе 
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and this formula is not valid for non-limit eardinals (ef. Kurepa [З, § 9, рр. 
117-120], [за, § 9, рр. 61-62 and 3.4 § 8.4, рр. 16-17]). 

3.3. Аn interpretation ој Гn 

3.3.1. The elassical formula п! = 1· ..... п ean. Ье interpreted also as 

п! = kP(n), (1) 

where Р(n) denotes the set of аН the funetions 

ј: Јп -+ Јп = {ХјХ eardinal < п}, (2) 

which leave invariant every left ideal i of Јп. 

3.3.2. Iffor every ј Е Р(n) we eonsider also the restrietions (subfune­
tions) 

fli (f Е P(n),i ~ Јп), (1) 

then it is natural to order the set Т(n) of the funetions (1) Ьу putting 

fli ~ j'li' {::? i ~ i' Л fli = j'li. (2) 

One obtains in this way а tree (Т(n), <), аН the maximal ehains of whieh 
are of the form 

flЈn' (п' = 1,2, ... , п). (3) 

3.3.3. The tree (Т(n) , <) has the following properties: 

(i) (Т(n), -1) has а least member Ој 

(ii) If Х Е Т and kT(·, Х) < n-, then Х has preeisely (k(·, х»+ imme­
diate followersj 

(iii) Every maximal chain has n- members. 

The definition of а tree like Т(n) еan Ье made also for every transfinite 
eardinal number n. In order to do it, we set several definitions and notations 
(ef. 1.6, 1.7). 

4. Main theorem 

4.1. ТИЕОREМ. Let п Ье аnу cardinal nитЬет > О and let Т = 
(Т(n), <) Ье аnу ordered set satisfying the jollowing јоит conditions: 

(nl) the set contains а least eleтent, denoted О (hence Т = Т[О, ., .) 
·={ХјХЕТЛО~х}); 

(n2) Х Е Т(n) \ {О} =} Т(·,х) is well ordered and о/ cardinality < n-; 
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(nз) јЈ х Е Т аnа kT(·, х] < n-, then Т contains (N(-yx»+ iттediate 
/ollowers оЈ х; here 'Ух is the order-type оЈТ(·,х); 

(n4) the cardinality о/ every тахјтаl subchain is n-. 

Then the /ollowing conclusions hold good: 

(О) аnу two ordered sets satisfying the conditions (nl)' (n2), (nз), (n4) 
are isoтorphic; 

(ОО) аnу ordered set satisfying (nl)' (n2), (nз), {n4) is isoтorphic to 
the ordered set (Р(n), -1), consisting о! all the strictly retracting (ordinal­
nuтber) тappings Ј satisfying ЈО = О, аnа Јх < х, Jor х i- О, оп all the 
nonvoid initial sections ој 

where Jor Ј, 9 Е Р(n) we set 

Ј =Ig ~ DomJ ~ Domg Л !lDomJ = glDomx. 

Ј -1 9 ~ Ј =1 9 л Ј i- g; 

(000) the cardinal nuтber о! the /атјlу о/ all тахјтаl subchains о! 
(Т(n), <) equals Гn. The general continuuт hypothesis G iтplies that this 
nuтber equals n--+, Jor п ~ No; 

(0000) the height 'УТ(n) (the order-type о! the set о! the nuтbers 
kT(·, х) (х Е Т») equals the order-type о/ all the тајn ordinals < ""(п); 
Jor every ordinal О < а < 'УТn, Jet 

(1) Ro.T = {Х;Х Е Т,'УХ = а}, where 'Ух ја the order-type оЈТ(·,х); 
then оnе has 

(2) kRo.T = Г(а + 1), Jor а < "", аnа 
(3) kRo.T = rN_o.'+o., Јо1- а ~ "". 
4.2. ProoJ. First, we shaIl prove the part (ОО) of the theorem. Тће 

proof wi11 Ье carried out Ьу induction argument оо numbers а оссшriпg in 
(1); we shall define an isomorphism ј(n) пот Т(n) onto Р(n) (cf. D. Кшера 
[1, р. 202], [2, рр. 145-146]). То start with, let јо Ье the mapping of the 
first element of (Т(n), <) into the first element О of Р(n); јl wi11 extend јо 
carrying the иnique follower of О into the uniquefollower ОО of О in Р (п). If 
x~, хl ые the two elements of R2T(n), we define the extension ј2 of ј 1 Ьу 
setting ј2ХО = 000, ј2Хl = 001. 
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Suppose that О < а < ,Т and that one has defined an increasing 
a-sequence iao (ао < а) of isomorphisms иош left sections 

Т(n)(-, ао) = U R~T(n) 
~<ao 

onto the left sections 

Р(n)(-, ао) = U R~P(n) 
~<ao 

of (Р(n), -1). We define i a in Ље following way: If а- = а, we define io 
as the supremum of the isomorphisms i ao for every Х Е RaT(n) we put 
iax lI = illx lI , iax = ioxoilXli2X2." iaoxao .... where the chain of all the 
predecessors of Х is Ље weH-оrdеrеd set 

Хо < Хl < Х2 < ... < Хао < .... 

If а- < а (а is of the first kind), we consider in RaT(n} the equivalence 
relation 

Х rv у<=> Т(n)(·, Х) = Т(n)(·, у), 

and the corresponding partition RaT(n)j rv into disjoint classes N. Since 
every such class N consists of аН foHowers of а determined member z Е 
Ra-T, we conclude, Ьу condition (nз) оп Т(n), that kN = (N(a-»)+' Let 
then 

WN = (No,N1 , ••• ,N~, ... ) (~< W(kN») 

Ье the shortest well-ordering of N ј we get in this way Ље set 

containing а shortest well-ordering of every N. Now, since RaT(n) is the 
union of аН these N"s, we define an isomorphism ia оп Тn(·, а) setting 

provided Х Е N. 

In either case one proves that ia is an isomorphism иош the set 
Т(n)(-,а] onto the set Р(n)(·,а]. Consequently, the isomorphism i", is de­
fined for every а < ,Т( п). 
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То conclude, we define the mapping ilT(n) putting 

ix = i-yxx, for every х Е (Т(n), <). 

Obviously, i is the requested is6morphism from (Т(n), <) onto (Р(n), -1). 
This proves Theorem 4.(00). 

4.2 Ртоо/ of 4.(0). Let (Т(n), <), (Т'(n), <) Ье any ordered sets satis­
fying (nl)-(n4). Ву 4.(00) there is an isomorphism i from Т(n) onto Р(n) 
as well as an isomorphism i' from (Т'(n), <) onto (Р(n), -1); the mapping 
i,-l i is an isomorphism from Т onto Т'. 

4.З. In order to prove the remaining parts of the Main Theorem it is 
suffi.cient to prove them for the particular set (Р(n), -1). 

4.4. Now, since obviously 

п < п' {::: Р(n) С Р(n'), 

it is natural to consider the minimal class р, the initia1 sections of which 
are the sets (Р(n), -1), for any cardinal number п> о. (р, -1) is а hypertree. 
And we sha11list воте properties of (р, -1). 

5. Оп the hypertree (р, -1). 

5.1. Definition. The hypertree (р, -1) consists of аН sequences 

о =ао, аl, . .. , а{, ... (~< а) (1) 

(а and а{ being ordinal$), ordered Ьу the relation = I "to Ье аn initial 
segment 0/'; the sequences satisfy the foHowing condition: 

and we have the foHowing two lemmas. 

5.2. LEMMA. 1/ а is аnу ordinal nитЬет, then "-'[а] is the least ordinal 
nитЬет д s'Uch that the cardinal nитЬетв < Ы !orт а strongly increasing 
a-sеq'Uеnсе; in other words, the ordered sets (К(·, k"-'[aj), <), (0(·, а), <) 
ате order-similar; К (тевр. О) denotes the class of аН the cardinaI (resp. 
ordinal) numbers. 

5.З. LEMMA. For ,,-,2 :$ ~ оnе has "-'[{] = "-'{, N[{] = N{. 

5.4. Consequently, if а Е Р and if 'УХ denotes the "Iength" of а such 
that а = аоаl ... а{ ... (~ < 'Уа), then predecessors of any а =1= о ые the 
only proper segments of а, i.e. О = ао, аоаl, аоаlа2, . ... 
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5.5. For the set RoP(a,.) of аН the immediate foHowers of any а Е 
(Р, -1) we ћауе RoP(a,·) = {аа,ј а, < ''''!''Уа]}. 

5.6. ТИЕОREМ. kR();+lP = kR();P· ~[();]. 

As matter of fact, we ћауе the relation 

R();+lP = U RoP(a, .). (1) 
aERaP 

Since the right half-cones under the sign U in (1) are pairwise disjoint, 
Theorem 5.6 is а consequence of (1) and of the statement 5.5. 

5.7. ТИЕОREМ. kR();P = Г~[l+();]' for every ordinal а; in particv.lar, 
if а ~ UJ2, then kR();P = Г~();. 

We prove the theorem Ьу an induction argument. Тће theorem is true 
а = о. Suppose that rз> о is any ordinal such that Theorem 5.7 holds for 
every а < rзј we have to prove it for а = rз too. If rз- < rз, then formula 
5.6, applied for а = rз- 1 , reads as foHows: 

kR{jP = kR{j-Р· ~[{j-] = Г~[{j-]~[{j-] = (П' k). ~[.8-] = п k = Г~{j. 
O<k<N[j3-Ј k<N[j3_J 

If rз- = rз > о, statement 5.7 holds also, because R{jP consists of аН the 
rз-sеquеnсеs а with а{ < UJ[{] and since the mapping ~ -t ~ю maps the class 
of аН the ordinals biuniquely and strictly increasingly onto the class of аН 
cardinal numbers. 

Since а ~ UJ2 implies UJ[a] = UJa, the last part of Theorem 5.6 holds 
also. 

5.8. (Р, -1) as v.niversal hypertree. 

ТИЕОREМ. Every tree (Т, <) is isoтorphic to а tree contained in the 
hypertree (Р, -1). 

In fact, let 

п = supkNx, Nx = {УјУ Е (Т, <), Т(·,у) = Т(·,у)}. 
x~T 

Then we mар in а one-to-one way io the node RoT of (Т, <) into а node 
N of Р satisfying kN ~ nј for every х Е RoТ we mар biuniquely the node 
RoT(x,.) into the node RoP(iox, .). If О < а < 'УТ is given and iffor every 
ordinal а' < а а mapping i();, of Т(·, а'] is performed, let us define also а 
mapping i(); of Т(·, а] as an extension of the isomorphism i();, (а' < а). 
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If а- < а, we define i a in the following way: 

iaIT(·,a) = ia-1IT(·, а). (1) 

ialRaT maps biuniquely every set RoT(x,·) (х Е Ra-1T) into the set 
RoP(ia - 1 , .). 

If а- = а, we consider any maximal a-chain К of Т(·, а) and the set 

{х;х Е Т, Т(-,х) = к}; (2) 

we define i a first оп Т(·, а as extending the mappings ia/ and then we define 
i a оп RaT also as а biunique mapping of every set of the form (2) into а set 
а(к) consisting of immediate followers of а point р Е Р satisfying Р(·,р) = 
iaK. i a being defined for every а < 'УТ, the supremum of the increasing 
family of isomorphisms i a (а < 'УТ) yields the requested imbedding of the 
tree (Т, <) into (Р, .,). 

6. Function !n for any cardinal number п > о. 
6.1. Definition. !n = Lk<n k!. E.g. !1=1, !2=2, !3=0!+1!+2!=4, 

!4=!3+3!=4+6=10, !No = No. 

6.2. THEOREM. (О) Рот every cardinal nиmЬет п > О оnе has 

!n ::; п! = Г(n + 1); 

(ОО) јот п < оо the equality 

!n = п! = Г(n + 1) 

holds ij and only ij п = О V п = 1 i 
(000) ij п;::: No then !Na = sup k! ;::: Na < Na ! = 2N., i 

k<N., 
(0000) the general continuum hypothesis (а) impli€s 

(1) 

(2) 

We prove (1) Ьу an induction argument. For п = 0,1 one ћм (2); 
since !3 < 3! one ћм !3 + 3! < 3! + 3! < 3!4, i.e. !4 < 4!. Similarly, 
!n < п! 11 >!n + п! < п! + п! < n!(n + 1)! (п> 2), 

!(n + 1) < (п + 1)!. 
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Consequently, for О < п < No, the sign:::; in (1) means =, for п = OVn = 1, 
and <, for п 2: 3. 

Let п Ье any infinite cardinality. Since k -+!k is an increasing mapping 
we have 

!N", = L k! = sup k! 2: N",. 
k<N", 

Оп the other hand, since N",! = 2N", > N"" one has N",! 2: N"'+1, the contin­
ииш hypothesis implying k < N", {= k! :::; N",; the remaining assertions in 
Theorem 6.2 ые obvious. 

7. Function !.n. 

7.1. Definition. For any cardinal number п > О let 

!n.n= П k!. 
O<k<n 

E.g. !.1 = 1; !.2 = 2; !.3 = 2; !.4 = О! . 1! . 2! ·3! = 12; !5 =!4· 4! = 
12·24> 5!; 

!.No = No! = 2No ; !.N1 = 2No . No! = 2No = rN1 . 

7.2. THEOREM. 

(О) No > п > 4 {=!.n > Г(n+ 1), 

(ОО) п 2: No {=!.n = Гn . п; 

Јп particular !.Nл = rN1 . 

The proof (О) is obvious. Let us prove (ОО). 

First case: п is alimit number. Ву definition, 

Гn= П = П п = ПГm=!n 
О<т<n O<m<mO<k<m m 

(for limit numbers п 2: No; cf. Bachmann, р. 143, Theorem О). 

Since Гn 2: п, one has Гn· п = Гn, for п 2: No. 

Second case. If п is of the first kind, say N"'+1, then 

!.N"'+1 = п п! П N~! = 2No П 2N~ g N1 П N~+1 = 
n<", ~<",+l ~<",+l ~<",+l 

= N1 . rN"'+1 = rN"'+1 . N"'+l' 
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ON p-ADIC SPACES OF HENSEL 

While аН p-adic fields are pairwise nonisomorphic the p-adic complete 
spaces are pairwise homeomorphic. 

1. Definition of p-adic spaces (cf. Hausdorff [1, р. 102]). Let р, () 
Ье anу natural prime number and any real number satisfying О < () < 1 
respectively. For anу r Е Q, r i= о (Q denotes the set of rational numbers) 
let т' = Р(Т) Ье the rational integer such that 

(1) 

where s is а rational number such that neither the numerator of s nor the 
denumerator of s is divisible Ьу рј let 

(2) r Е Q ~ I\rll == I\rlle" = ()-r', 1\01\ = о. 

The function (2) is а norm in Q, i.e. Ље function is defined in Q and has 
the following properties: 

1. I\хl\ 2: Ој 2. Ilxl\ = О {:} r = О; 

З. I\х + yll :::; IIxll + lIyll and still more З'. IIx + yll :::; sup{llxll, Ilyll}; 

4. IIxyll = Ilxll . IlylI· 

2. ТЬе space Q«(),p). Let Q«(),p) Ье the space of rational numbers 
defined Ьу means of the distance 

р(х,у) = рв" (х, у) = Ilx - ylle" = ()-р(х-у) 

3. The эрасе Q«(),p) is dense in itself. As а matter of fact, every 
number q Е Q is а point of accumulation of Q because e.g. the rational 
numbers q - рn = qn converge to q: 

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. Publ. Inst. МаЉ. (Beograd) (N. S.) 5 (19) (1965), 
133-135. 
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оп the other hand, if р' is any prime number =1= р, then 

because рn is not divisible Ьу р'. Consequently, the set Ер = {р, р2 ,рЗ , ... } 
has О as limit point in the space Q(P-l ,р) and has по limit point in the 
space Q(B,p'). Therefore the spaces Q(B,p), Q(B,p') are not isomorphic Ьу 
means of the identity mapping. However they are isomorphic: 

4. ТИЕОREМ. For аnу pair р, q оЈ prime numbers and Jor аnу r Е 
Q \ {О} let Tpq((r) Ье the number obtained Jroт r Ьу transposition оЈ Jactors 
р,ч. Јп other words, Jor every r Е Q we have the тapping 

(1) 

(2) 

Јт : Р ~ D such that 

r = п pfr (р) ј 

рЕР 

р denotes the set оЈ аll the рпте numbers; D is the set оЈ integers. Then 

(3) 
Tpq(r) = pfr(q) qfr(p) П хмх) , (х Е Р \ {р, ч}), 

Tpq(O) = О 

is аn isometry from Q(B,p') onto Q(B, ч): 

(4) 

As а matter of fact, we ћауе the following transformations (we assume that 
r = О): 

= IIpfr(q)qfr(P) П x!rCX)lle = В-МР) = 11 п xfr(X)lle = {4)1. 
xEP\{p,q} q хЕР р 

Hence, (4) holds. 

5. Equivalence of the norms IJrlle , Hrj/p-l. These two norms are 
р р 

equivalent in the sense that they produce C-homeomorphic spaces Q(B,p), 
Q(P-l,p) 
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5.1. We define: А metric space (М, р) is C-hoтeoтorphic to а metric 
space (М',р'), symbolically (М,Р);::';;с (М',р'), 

(1) if there exists а homeomorphism Ј пош М onto М' Ьу means of 
which the fundamental or Саисћу sequences are mutually associated: if 
Xl, Х2 ... is а Саисћу sequence in (М, р), then Ј(ђ), Ј(Х2)" " is а Саисћу 
sequence in (М',р'). 

Then we have 

(2) 
Q(B,p) ;::';;с Q(P-l,p), 

Q(B, q) ;::';;с Q(q-l, q). 

Since Q(B,p) isoтn Q(B, q), the relations (2) yield 

(4) 

Such а special homeomorphism between the spaces Q(P-l,p), Q(q-l,q) is 
the transformation (3) in the section 4. 

6. Hensel spaces. Hensel spaces are defined as metrical completions 
~-=---:-

Q(P-l,p) of the spaces Q(P-l,p), р running through Р. 

For another q Е Q we have the spaces Q(q-l, q), Q(B, q). Then the 
continuous mapping 

х Е Q(P-l,p) --+ Јх Е Q(q-l,q) 

satisfying flQ(P-l,q) = TpqIQ(P-l,р) is а requested homeomorphism Ье­
tween the Hensel spaces Q(P l,p), Q(q-l, q). 

6.1. Consequently, ир to isomorphism there exists а single Hensel's 
coтplete space Н over the field о! rational nuтbers. This space is not ћоше­
omorph to the space R of real numbers because dimR and dimH = О. Тће 
equality dim Н = О is implied Ьу the special nonarchimedean condition 
3' of the norm of spaces Q(P-\p)j the same condition holds also for the 
completion Q(P-l,p) i.e. for the space Н. 

6.2. Тће foregoing topological poornes of Hensel's spaces is to Ье con­
fronted with the algebraic coтplete fields 

(р Е Р) 

are pairwise nonisoтorphic (Мас Duffee [5, р. 199/201, theorems 91.2, 
91,4]). 
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7. Reтark. The fact that metrical врасев Q(P-l,p), Q(q-l,q) are 
homeomorphic is а special саве of theorern Ьу W. Sierpinski that every 
тetrical арасе which is dense-in-itsеlЈ is hoтeoтorphic to the ordered арасе 
оЈ rational nuтЬета; (v. Sierpillski [6]; шво Kuratowski (3, 1 р. 175]); but the 
accent in the present situation is that врасев are C-homeomorphic involving 
the isornorphism of the corresponding cornplete closures! E.g. the врасев 
Q(p-l,p), (Q, <) are homeomorphic but are not C-homeomorphic. 
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ON ТНЕ LEFT FACTORIAL FUNCTION !N1 

1. Definition of !n (left factorial of п). For every (cardinal or 
ordinal) number п let 

!n = О! + 1! + ... + т! + ... , (т < п), i.e. 

!n = L:m!, (т < п), with О! = 1. 

The number !n is called "left Jactorial оЈ п" (to Ье distinguished from the 
п factorial, n!)2. E.g. 

п 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

п! 1 2 6 24 120 720 5040 40320 362880 3628800 39916800 

!n 1 2 4 10 34 154 874 5914 46234 409114 4037914 

(cf. 2.1) M n 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

1.1. One has the following recursive formula: 

!(n + 1) =!n+!n (п Е N). 

We shall give some properties of the sequence !n, in particular in connection 
with its prime divisors (if not stated otherwise п, т, ... , will Ье assumed 
to Ье natural numbers). 

The main question is to know whether for every natural number п> 2 
one has Мn = 2 (cf. 2.1) or equivalently whether !n =# о (mod п). 

BIВLIOGRAPHICAL NOTE. Math. Balkanica 1 (1971), 147-153. 
lSome results of this paper were presented at the 5th Congress of mathematicians, 

physicists and astronomers of Yugoslavia (Ohrid, 14-19.9.1970). 
2Тће number п! is defined as the cardinality kS! of the set S! of аН permutations 

of S, S being anу set of cardinality n. 
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1.2 LEMMA. ЈЈ тЈ!n аnа т ~ п, then тЈ!т.3 

As а matter of fact, it suffi.ces to consider the case т < nј the relation 
т < п implies 

!n =!т + т! + (т + 1)! + ... + (п - 1)! 

and therefore !n is divisible Ьу т. 

1.3. LEMMA. ЈЈ the relations 

(1.3.1) !n == о (mod п), 2 < п Е N 

are consistent, then п == О (mod т), т Е N iтplies !т == О (mod т). 
Јп particular, Ље least nuтber satisJying (1.3.1) should Ье аn оаа рпте 
nuтber. 

As а matter of fact, the relation mln implies т ~ nј let us consider 
the case т < nј then 

!n =!т + В, where В = т! + (т + 1)! + ... + (п - 1)!. 

Since еасћ term of В is divisible Ьу т, and since ml!n, the number !т = 
!n - В must Ье divisible Ьу т. 

Тће last section of the lemma is obvious. 

1.3.1 COROLLARY. There are infinitely таnу solutions о! 

(1.3.1.1) !n Ф о (mod п), 2 < п Е N. 

Since these relations are satisfied for т = 3,4,5,6,7, the same is so for 
п = mk for every k Е N. Our hypothesis is that (1.3.1.1) holds identically. 

1.3.2. Probleт (Function r".). For any natural number п let rn Ье 
the least поп negative integer which is congruent !n (mod п). Тће problem 
is to investigate the function п -+ r п and in particular to determine the 
values of rn and the frequency of every term of the sequence ђ, r2, rз .... 
Our hypothesis says that rn i- о for every п > 2, i.e. that for every natural 
number п > 2 one has 

!n Ф. о (mod п) (cf. Н2 in 2.4). 

1.4. LEMMA. JJml!n аnа т < п ~ r then ml!r. 

ЗТhе symboll mеans divides; f is the negation of 1. 
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Тће lemma is obvious because т divides s! for every s ~ n. 

1.5. LEMMA. РОТ аnу natural integer т satisfying (1) т f!т and аnу 
natural nuтЬет п we have 

(2) тl!n~т>n. 

Ртоо! In the opposite саве there woиld exist some т such that (1) 
holds and some п such that (2) does not hold, i.e. such that 

(3) тl!n, т<n. 

Now, иош (3) one infers that т divides !т too, because 

(4) !n =!т + т! + ... + (п - 1)!; 

every summand оп the right-hand side of (4) except the first one is divisible 
Ьу т, now, Ьу hypothesis тl!n, and the relation (4) would imply тl!т, 
contradicting (1). 

2. Function п --t Мn . 

2.1. Definition. Мn denotes the greatest common divisor of 

!n, п! i.e. Мn = М(!n, п!). 

2.2. LEMMA. Every рпте divisor ој Мn divides мn+l: Оnе has 
MnlMn+1 јот every п Е N. 

As а matter of fact the relation (1.1.1) implies that мnl!(n + 1); since 
also Mnl(n + 1)! we infer Mndivides both !(n + 1) and (п + 1)! and hence 
also the greatest common divisor Мn+1 of these two numbers. _ 

2.2.1. COROLLARY. The sequence Мn is increasing: М1 :::; М2 :::; •••• 

2.3. Оur hypothesis states that Мn = 2 for 1 < п Е N; this is con­
nected with the determination of prime factors of !n. We have the following 

2.4. MAIN THEOREM. The jollowing 3 stateтents ате тutually equiv­
alent: 

Н1 : М -HYPOTHESIS. Iј 1 < п Е N, then Мn = 2 where Мn = 
М(!n,n!). 

Н2 : FACTORIAL INCONGRUENCE. Iј2 < п Е N, then !n 1= о (mod п); 
in particular ij р is odd and рпте, then !р 1= о (mod р). 

нз : FACTOR НYPOTHESIS. Iј 1 < п Е N, then every рпте divisor ој 
!n is 2 от > n. 
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РтооЈ. Н1 :::} Нз . In the opposite сзsе, there would exist an integer 
п > 2 and а prime р dividing !n and such that р < n. Therefore we Ьауе 
pl!n and pln!, ј. е. plMn and МN ~ р > 2, contradicting Ље М - hypothesis. 

Нз :::} Н2. In opposite сзsе, there would exist some п > 2 such that 
nl!n, therefore also nl!т for every r ~ п, in particular for r = п + 1; in other 
words, п would Ье а divisor of !(n + 1), although п < п + 1, contradicting 
the factor hypothesis Нз . 

Н2 :::} Нl. Let us assume МN > 2 for some п; let т Ье the smallest 
such п, i. е. мт > 2 and м:,. = 2 for every 2 :::; т' < т. Let р Ье an odd 
prime divisor of мт. Consequently, р divides both !т and т! . . Therefore, 
р:::; т. If р = т, the relation pl!m says that рl!р, in contradiction with Н2 . 
If р < т, we Ьауе !т =!р + р! + (р + 1)! + ... + (т -1)! which gives 

!р =!т - р! - (р + 1)! - ... - (т - 1)!. 

Since every term оп the right-hand side is divisible Ьу р, so is the number 
!р too, contradicting the factorial incongruence. ТЬе chain of implications 
Н1 :::} НЗ :::} Н2 :::} Н1 proves completely the theorem. 

2.5. А redv.ction оЈ the Jactorial hypothesis. 

Since for every prime р 

(р - 1)! == -1 (mod р) 

(р- 2)! == 1 (mod р) 

(р _ 3)! == (р - 1) (mod р)5 
2 

we Ьауе the following equivalence: 

2.5.1 ТИЕОRЕМ. For every priтe nитЬет р > 3 

р-4 

!р Ф. о (modp) {:} L ф. 1; Р (modp). 
k=O 

3. Оп the divisors of !n. 

According to the Main Theorem 2.2 ош hypothesis says that every 
prime odd divisor of !n should Ье ~ n. Therefore it is interesting to find 
some cases for which the corresponding induction argument holds. 

5тьiз is consequence of the result that for any prime р and anу О :5 k < р опе Ьав 
(п - k - 1)!k! == (_I)Н1 (mod р) (Kirin {1]). 
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3.1. LEMMA. IЈ Р f!n' Јот every п' ~ п and iJ р\!(n+ 1), then р? n+ 1. 

In the opposite саве, there would Ье Р ~ n. The relation !(n + 1) = 
!n + п! proves then Рl!n also, contradicting the assumption Р лn. 

3.2. LEMMA. Let п Ье а composite nuтЬет and р аn odd рпте nuтЬет. 
IЈ Јот every т < попе has 

р/!т =* р? т, then also р\!(n + 1) =* р? п + 1. 

Assume that рР(n + 1); one has to prove then р? п + 1. One has two 
possibilities: 

First сше: Р f!n' for every п' ~ п; then Р ? п + 1 in virtue of Ље 
preceding lemma. 

Second case: there is some т ~ п such that р\!т; then Ьу induction 
hypothesis Р ? т; we to prove that Р ? п + 1. In the opposite саве, it would 
Ье Р ~ п i. е. т ~ Р ~ п; therefore !(n + 1) =!т + А + п! with 

А = т! + (т + 1)! + ... + (п - 1)!. 

Since Ље numbers !(n+1), !т,n! are divisible Ьу р, so is the number А too; 
therefore Рl!n, and Ьу the induction hypothesis р ? n. This relation with 
Р ~ п implies Р = п, absurdity, Р being prime and п being composite. This 
contradiction proves the lemma. 

We ате not аЫе to prove the stateтent analogous to leттa 3.2 for п 
being а prime number (the statement is just our Factor hypothesis Н2 in 
2.4). 

3.3. РтоЫет. Is it the true that relation т2 Рn has по solution for 
natura1 numbers т, п > 1? It is so at least for т = 2,3,4,5,6,7,8, and any 
п> 1. 

3.4. Function sk(n). 

Consider the sequence 

О!, 1!, 2! ... 

and the sum of any consecutive п terms: 

k! + (k + 1)! + ... + (k + п - 1)! ~f sk(n). 

Thus so(n) =!n. One could ехaminе the new function sk(n). In particular, 
what are prime factors of sk(n)? 
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4. Тће function !z for complex numbers. 

Consider the relation 

оо 

Г(а) = / e-xxa-1dx - (а - 1)! for а Е N 

о 

for а = 1,2, ... ,п. Adding all these relations we get 

(4.2) 

!n = ј е-Х (t x a
-

1
) dx, ј.е. 

о a=l 

оо 

/ 

хn -1 
!n = е-Х --dx. 

х-1 
о 

We иве the same relation to define the function 

(4.3) 

оо 

I def / -Х X
Z 

- 1 d 
.z = е х -1 х 

о 

585 

for every complex number z satisfying Re z > О, and define in particular 
!1 = 1. Since 

(4.4) 
x z+1 -1 X Z 

- 1 ___ =xz + __ 
х-1 х-1 

оп multiplying (4.4) Ьу e-z and оп integrating one has 

(4.5) !(z + 1) = r(z + l)+!z. 

In other words 

(4.6) !z =!(z + 1) - r(z + 1) =!(z + 1) - z!. 
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This relation enables us to define stepwise the function !z also for z satisfying 
Rez:::;; О. 

5. Left factorial !n for transfinite numbers. 

5.1. This function was introduced in [4] for any cardinal (ordinal) 
number n. At the same time we proved шо that the general continuum 
hypothesis (G.C.H.) implies 

(5.1) !n=n 

for anу cardinal transfinite number п (Kurepa [6 Th. 6.2 (0000)]. 

5.2. Оп the other side, one knows (cf. Sierpillski [8]) that the G.C.H. 
implies the ax.iom of choice 

G.C.H. => (5.1) Л Z. 

5.3. The converse holds also: The axioт оЈ choice Z and the identity 
!n = п Јот every infinite cardinality п iтply the G.C.H. 

РтооЈ. If the general continuum hypothesis did not hold, there would 
exist а cardinal transfinite number п such that for some cardinal transfinite 
number r 

(5.2) 

Now, п < r implies п! :::;;!т which in connection with п! = 2" and (5.1) would 
imply 2" :::;; т, contradicting the relation (5.2). 

The foregoing results in 5.1 and 5.2 yield the following 

5.4 ТИЕОREМ. The general соnиnиит hypothesis is equivalent to the 
identity !n = п оп transfinite cardinalities and the axioт оЈ choice. 

5.4.1. pToыт •. We do not know whether it is legitimate to drop in 
the last theorem the words ''land the ax.iom of choice". Тће problem is 
equivalent to the statement 

for every transfinite cardinal number n. 
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LEFT FACTORIAL FUNCTION 
IN COMPLEX DOMAIN* 

1. Introduction. 

Тће left factorial function !z or !(z) or К(х) was defined in Кшера 
[1, р. 151] in the following way;l 

оо 

(1.1) ! t Z -1 
!z =!(z) = K(z) = e-t t _ 1 dt, Rez > о. 

о 

Тће function !z satisfies the following difference equation 

(1.2) 

where 

In particular, 

and 

!(z + l)-!(z) = f(z + 1), 

оо 

f(z) = ! e-ttZ-1dt (Rez > о). 
о 

!(О) = О 

!(n) = О! + 1! + 2! + ... + (п - 1)! for п Е N. 

Using the relations (1.1), (1.2) one might define the function !(z) in the 
complex number plane and study its properties. Весаиве ofthe formula (1.2) 

BIВLIOGRAPHICAL NOTE. Math. Balkanica З (1973), 297-307. 
·Presented at it Тће International Conference оп Integral, Differential and Func­

tional Equations (Bled, Jugoslavija, 29.5. - 02.6.1973) in connection with the first сеп­
tenary of the birth of Josip Рlетеlј (11.12.1873. Bled - 22.5.1967. Ljubljana). 

lFollowing Stankovic Ј. and Slavic D. !z is denoted also 19K(z) or Kz. 
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every formula concerning the right factorial r(z) yields the corresponding 
formula concerning !(z). E.g. Euler's formula 

(1.3) 
1г 

r(z)r(1-z) = -.-
sln 1Гz 

yields 

(1.3') 
1г 

[!(z)-!(z -1)][!(1- z)-!(-z)] = -.-, 
Sln 1Гz 

saying that the left-hand side expression (1.3Ъ of (1.3') is а periodic {ипс­
tion. In particular, for z = 1/2 the relation (1.3') gives 

!(1/2)-!(-1/2) = 1Г 1 /2 • 

The function !(z) has derivatives of every orderj from (1.1) one gets: 

"" 
(1.4) !(k) (z) = ! e-t tZ?~ ?k dt, (k = 1,2, ... ). 

о 

The function !z is meromorphic and has interesting properties. 

(2.1) 

2. The va1ue k(n- 1 ) for п Е N. 

2.1. For z = n-1 the definition (1.1) gives 

оо 

!(n-1) = !e_tt1/
n 

-1 dt. 
t-1 

о 

Putting t 1/ n = v, t = vn one gets 

оо 

-1 ! -v" nv
n

-
1 

(2.2) К(n ) = е 1 2 1 dv = nЕn - nРn , vn - + vn - + ... + v + 
о 
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where 

(2.3) 

оо 

(2.4) Ј 
_,," Vn - 2 + Vn - 3 + ... + v + 1 

рn = е dv. 
vn - 1 + vn - 2 + ... + v + 1 

о 

2.2. Functions Еn(х), Рn(х). In view of (2.3) and (2.4) it is natural 
to consider the functions 

оо 

Еn(х):= Ј е-"" dv for every п Е N, 

о 

F. х:= е" dv Ј
-п vn - 2 + vn - 3 + ... + v + 1 

n() vn - 1 +vn - 2 + ... +v+1 . 

It seems that the numbers !(n- 1 ), рn ме not expressible in а closed finite 
form Ьу means of known functions. In particular, concerning 

оо 

Ј 
2 V 

!(1/2) = 2 е-" --dv, 
v+1 

о 

this number was calculated Ьу means of electronic devices Ьу D. Slavic, G. 
Milovanovic, D. Tosic; they obtained (1/2) ~ 0,56218655. 

3. Тabulation of !(z). 
Оп basis of the relation (1.2) and of the fact that the function r(z) 

was calculated for шапу values, it suffices to calculate !(х) for О < х ~ 1 
to calculate stepwise the value !(х) for any х. G. Milovanovic (University 
of NiS) tabulated !(х) for 10-2 ~ х ~ 1 for the step h = 10-2; D. Slavic 
(University of Beograd) did the јоЬ for -12 ~ х ~ 12 and h = 10-1. 

4. Asymptotic equality of К(х), Г(х). 

ТЬе relation (1.4) for k = 1 јшрliез 

!'(х) > о for every х Е що, оо). 

Consequently, the function ! IR[O, оо) is strictly increasing (from О to оо). 
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4.1. ТИЕОREМ. 

(4.1) lim К(х) = 1 i.e. К(х) '" Г(х) for х -+ оо, 
"'--+00 Г(х) , 

(4.2) 1· К(х) О lm -
"'--+00 Г(х + 1) - . 

S· !(х) !(х - 1) h l' ( )' 
lDсе Г(х) = 1 + Г(х) ,t е re atlon 4.1 18 an immediate cOn8equence 

of the relation (4.2); therefore it i8 8ufficient to prove Ље relation (4.2). 

hence 

Now, here is а proof of (4.2) due to D. Arandelovic, 

К(х) = К(х - Ех + Ех) 
Е", 

= К(х - Ех) + ~)K(x - Ех + i) - К(х - Ех + i - 1)) 
i=l 

Е", 

= К(х - Ех) + L Г(х - Ех + i) 
i=l 

~ К(1) + (Ех - 1)Г(х - 1) + Г(х) 
~ 1 + (х - 1)Г(х - 1) + Г(х), 

К(х) ~ 1 + 2Г(х). 
Therefore, for х > О 

К(х) < 1 + 2Г(х) i.e. 
Г(х + 1) - Г(х + 1) Г(х + 1) 

(4.3) К(х) < 1 +~. 
Г(х+1) - Г(х+1) х 

And obviou81y, (4.3) ::} (4.2). 

4.1.1. Reтark. Му proof of (4.2) was based оп the fact that the 
function К(х)/Г(х + 1) i8 8trictly decreasing in {3, 4,5, ... }. 

Question. Ј8 the function К(х)/Г(х+1) 8trictly decreasing in R(2, оо)? 
(and therefore К(х)/Г(х + 1) .\. о for х t оо). 
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4.2. Asymptotic behavior of !(х) for х ~ оо. 8ince 

!(х) '" Г(х) for х ~ оо (Theorem 4.1) and 

Г(х) '" (2;) 1/2 (;)Х (Stirling), 

we have the following 

4.2.1. ТИЕОRЕМ. !(х) '" (2;) 1/2 (;)Х for х ~ оо. 

5. Definition of the function K(z) for any complex number z. 

5.1. Stepwise extension of K(z). 80 {м the function z I--t!(z) was 
defined for every z satisfying Re z > О. Now using the difference equation 
!(z + 1) =!(z) + f(z + 1) we define K(z) Ьу 

K(z) = K(z + 1) - f(z + 1) 

at first for z satisfying Rez > -1, Љеп for Rez such that Rez > -2, etc. 
In this way we obtain Ље function КјС in the set G of complex numbers. 

5.2. Like the right factorial function Г the left factorial function !(z) 
has only poles as singularity points in the set С. The pole О, of Г, is а 
regular point of К because 

!(О) =!(1) - Г(1) = 1 - 1 = О 1.е. 

О is а fixed point of K(z). 

Since !(х) ~ О and Г(х) -t +00 with х ~ +0 one has !(х) ~ -оо 
with х -t -1 + О. This situation is plausible also from Ље following figure. 2 

2The figure was drawn Ьу D. Slavic. 
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Denotation: 

А-(х+ 1, К(х+l», 
А .. -(О, к (х+ 1)}, 
В-(х+ 1, Г (х+ 1», 
В",-(О, Г(х+l)}, 

D - (х. К (х», 
Е-(х, г (х», 
С .. -(О, -Г(х», 
G-(x-l, О), 
Р-(х-l), К(х-l» 

593 

In particular, for every -1 < х < О we have the corresponding value 
х + 1 between О and 1 оп x-axis and the points А = (х + 1, !(х + 1», в = 
(х + 1, Г(х + 1» and the segment АВ of length 'Г(х + l)-!(х + 1)1 = I!(x)lo 
One has A.,B~ = К(х) о ё2, where е2 is the unit vector of the y-axiso 

Since К(х + 1) < Г(х + 1) for х + 1 Е R(O, 1), we have К(х) < О for 
every х Е R(-l,O)j moreover К(х) > Г(х) for х Е R(-l,O)j therefore, 

К(х) > О for х Е R( -2, -1)0 

Let С., Ье the point оп the y-axis such that xB~1I - Щј then 

-:::-+ ~ -:::-=+-::-=+ 
Ох: 0(-1) = ОВ., : ОС." ioeo - х = Г(х + 1) : у(х), 

where OC~ = у(х)е2 (е2 beingthe unit vector in the y-direction)o Hence 

-у(х) = Г(х + l)/хо 
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Consequently, theformula Г(х) = Г(х + 1)/х yields Г(х) = -у(х) = 

-OC~ё2 = О( -c",~ё2; where -с", denotes Ље central1y symmetrical image 
of с", in respect to о. In other words, we have 

Г(х) = С",Оё2 = (c",B~ + B",A~ + А",О)ё2 , 
К(х) = B",A~ё2' 

Г(х) = К(х) + (c",B~ + А",О)ё2 , 
(5.1) Г(х)=К(х)=(С",В;+А",О)ё2 xeR(-1,0). 

Еасћ of the summands in (5.1) being < О, we conclude that, indeed, in 
R(-1,0), Г(х) < К(х) and that 

(5.2) К(х) - Г(х) = ОА", + В",С", > О for - 1 < х < о. 

But 
(5.2)1 = К(х - 1); 

therefore 

(5.3) К(х - 1) = ОА", + В",С"" V - 1 < х < о. 

Now, 

(5.4) 
Г(х + 1) 

В",С", = Г(х) - Г(х + 1) = - Г(х + 1) 
х 

= Г(х + 1)( _х-1 - 1) for - 1 < х < о. 

If we let х.\.. -1, then ОА", .\.. О and, Ьу (5.3), (5.4) we get 

(5.5) К(-2) = limK(x -1) = 1imr(x + 1)(-х- 1 -1). 
",.ј.-l ",.ј.-l 

Now, according to D. Slavic one has К(-2) = 1; therefore the formula (5.5) 
yields the fol1owing formula 

(5.6) 

(5.7) 

1im [Г(х + 1)(-х-1 -1)] = 1, i.e. 
",-+-1 

Нш (х- 1 + 1)Г(х + 1) = -1. 
",.ј.-l 

Probably, the relation (5.7) is not new. 
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Now, а very simple way to prove (5.6) јв the following one due to D. 
Arandelovic. U sing the formula 

Г(х + 1) = Г(х + 2) 
х+1 

one ћав 

(5.6)1 = Нш Г(х + 2) . _ х + 1 = _ lim Г(х + 2) = 
0:-+-1 Х + 1 х 0:-+-1 Х 

(the function Г being continuous in х = 1) 

Г(1) 
= - -1 = 1 = (5.6)2. 

Оп the other hand, the relations (5.6), (5.5) imply К( -2) = 1. 

Ву а вјшilш argument one ћав 

(5.8) 

Ьесаиве 

(6.1) 

-1 + -1 
(5.8)1 = lim а х Г(а + х + 1) 

о:-+-а а+х 

= lim (ах)-1Г(1) = _(_а)-2 = _а-2 . 
ж-+-а 

6. Poles of the function K(z). 

6.1. We have 

!(z) =!(z + 1) - r(z + 1). 

For z = О, the relation (6.1) yields 

!(О) =!(1) - Г(1) = о. 

6.2. For z = -1 the sаше relation (6.1) yields (put z = -1) 

(6.2) !(-1) =!(О) - Г(О) = -Г(О). 
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6.3. But, one knows that rlG is а meromorphic function with unique 
poles о, -1, -2, ... and the corresponding residua 

(6.З) resr(-n) = (_l)n /n!, (п = о, 1,2, ... ). 

Consequently, Ље relations (6.2), (6.З) give 

(6.4) res!(-l) = -rеsГ(О) = -1. 

Analogously, 

!(-2) =!(-1) - Г(-l), 

( _1)1 
res !(-2) = res !(-1) - resr(-l) = -1- -,- = о, 

1. 
res!( -3) = res!( -2) - res Г( -2) = 0- (_1)2 /2! = -1/2, 

1 1 
res!( -4) = res!( -З) - res Г( -3) = - 2! + 3! . 

Ву induction argument one infers that 

(6.5) 
( _l)n-l 

resK(-n) = -1/2! + l/З! - + ... + (п -1)! 

n-l (_l)k-l 
= L k! (n=2,3,4, ... ). 

k=2 

Consequently 

(6.6) 

(6.7) 

res!( -п) < О for every п Е {1, 3, 4, 5, ... } and 

оо (_l)k-l 
lim (resK(-n)) = L k' = _e- 1

. 
n-+оо k=2' 

Therefore we have the following 

6.4 ТИЕОRЕМ. The set Рк ој poles ој КlC is {-1, -З, -4, -5, ... } = 
Рг \ {о, -2}. Every pole ој К is simple. Оnе has jormulae (6.4), (6.5), (6.6), 
(6.7). 

6.5. Remark. Note that neither О nor -2 is а pole for К; one has 
К(О) = о, К( -2) = 1. 
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6.6. The asymptotes of the curve у = К(х) (х Е R) аге х = -1 
and х = -п for п Е {3, 4, ... }. For every such п Е {3, 4, ... } the function 
KIR (-(п + 1), -п) is strongly increasing from -оо to +00 having а single 
simple zero Z-n· 

7. Zeros of the function K(z). 

7.1. Contrary to r(z) which has по zeros the junction K(z) has аn 
infinite strictly decreasing sequence Zo, Z-2, Z-з, . .. ој zerOSj опе has 

(7.1) Zo = О, z-2 Е R( -3, -2), z-k Е R( -k - 1, -k) for 1 < k Е N. 

In particular, 

(7.2) Rez ~ 1 :;. K(z) =1 о. 

7.2. It is ап interesting problem to determine numerically the numbers 
Z-n satisfying 

(7.3) K(z_n) = О, -(п + 1) < Z-n :::; -п, П Е {2, 3, 4, ... }. 

that 

(7.4) 

7.3. Problem. Determine lim (z-n + п + 1). 
n-too 

7.4. Let us prove the implication (7.2). The condition !z = О means 

оо 

! t Z -1 
e-t--dt =0. 

t-1 
о 

Put z = х + iYj then (7.4) yields 

(7.5) 

оо 

I _ttX(cos(ylnt) +isin(ylnt)) -l
d 

- О 
е t - . 

t-1 
о 

Therefore the coefficient of i in (7.5) should vanish: 

(7.6) 

оо 

! e-t t
X 

sin(y ln t) dt = О. 
t-1 

о 
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Now for u > О let 
оо 

Р( ) - Ј -t tX sin(y ln t) d 
и - е 1 t. 

t-.. 
If (7.6) holds, then Нш Р(u) = о. Consequently we would obtain, for k 

.. -++00 
an integer, 

(7.7) 

Suppose now х ~ 1 and у > О (the саве у < О is treated analogously). Then 

as k ~ +00, which contradicts (7.7) and therefore proves (7.2). 

8. А sequence of a1gebraic polynomia1s connected with K(z). 
We have the functional equations 

!(z)-!(z - 1) = r(z), r(z + 1) = zr(z). 

Therefore 

!z-!(z - 2) = (!(z)-!(z - 1)) + (!(z - 1) - (z - 2)) 

=r(z) + r(z - 1) = (z - l)r(z - 1) + r(z - 1) = zr(z - 1), ј.е. 

!(z)-!(z - 2) = zr(z -1) = Pl(Z)r(Z -1) where Pl(Z) = z. Analogously 

!(z)-!(z - 3) = [z(z - 2) + l]r(z - 2) = P2(Z)r(Z - 2), Р2:= z(z - 2) + 1 

and we h~ve the following 
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8.1. ТИЕОRЕМ. Рот every п Е {О, 1,2, ... } and every z Е С \ Pk: 

K(z) - K(z - (п + 1» = pn(z)r(z - п) 

where Po(z) == 1,pn(z) = 1 + (z - n)Pn-l(z) (п = 1,2,3, ... ). 

Моте explicitly, 

Pn(z) = 1+(z-n)+(z-n)(z-n+1) + (z-n)(z-n+1)(z-n+2) + ... + 
+ (z - n)(z - п + 1) ... (z - 3)(z - 2)z. 

- -
All these polynoтials ате norтalized; the degree ој Pn(z) is n. 

In particular, 

Ро(О) = 1, Pl(O) = О, Р2(0) = 1, 

Рn(О) = 1 - npn-l(О) 

P2k+l(0) < О, P2k(0) > О (k = 1,2, ... ). -

РтоЫет. Is there sоше regularity in the distribution of zeros of the 
роlynошiаls Рn? 

(9.1) 

9. Left factorial function K(z) as а limit. 

If in 

(z ~ О) 

we put х = lnt-1 , then dx = -t-1dt, е-Х = t and 

(9.2) 

1 

! (lnt-l)z -1 
K(z) = lnt-1 -1 dt, z > о. 

о 

It is interesting to compare the formula (9.2) to the well known Gauss' 
formula 

1 

Ј 
1- tz - 1 

(9.3) Rez > О => -1 _ t dt = ф(t) + С, С = 057721566490 ... 

о 



600 F. N umber Theory 

being the Euler's constant and 

d 
'Ij;(z):= dz lnr(z)j 

one is aware that the representation (9.2) of k(z) is quite complicated. Now, 

(9.4) lпг 1 = Нт (1- t 1/
n ). 

n-too 

Therefore the formula (9.2) yields 

(9.5) 

Put t1/ n = Уј one gets after some transformations the required representa­
tion 

(9.6) 

For large п Е N the fraction under the integral sign in (9.6) differs very little 

from the fraction (1 - y)Z ј therefore the integrand in (9.6) is practically 
1-у 

= (1 _ y)z-lyn-1. 

The formula (9.6) concerning K(z) corresponds to the Euler-Gauss' 
representation 

11 (п - 1)! . n z 
r(z) = Нт n z (1 - y)z-1 yn-1dy = lim -.,----,,.:..----.,.-'-------,-

n-too О n-tooz(z + l)(z + 2) ... (z + п + 1) 

of r(z). 

10. Zeros of the function К(х) - Г(х). 

10.1. Graphs. Let gK, gr Ье the real graph of the functions KIR and 
rlR 'respectively. Each of the sets has а w-sequence of connected components 

... ,gK2 , gK1 , gKo ... ,gr., grl' gro 
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The projections оп x-axis of these components аге (read from right to 
left) ... , R( -n-1, -п), ... , R( -4, -3), R( -3, -1), R(-l, оо) ... , R( -n-
1, -п), ... , R(-l, О), R(O, оо) and we ћауе 

рђ(уКО ) = Рђ(9Го) u PfI(9r1 ) U {О} 

PfI(gK1) = Рђ(УГ2) u prl(grJ U {-2} 
prl(gKn) = Рђ(9ГП+2) (п = 2,3,4, ... ) 

One has the following 

10.2. ТИЕОREМ. К(х) = Г(х)Лх > -1 => х = 1; in partic'иlar, there 
is по zero о/ К - Г in R(-l,O). For every п Е N there is а single zero, вау 
Z-n, о/ К - Г, s'Uch that -п -1 < Z-n < -п. Оnе has sgn (Z_n - z-n) = 
(_I)n+1 and lim Z-n = lim z-n (cf.7.2). 

n-+оо n~OO 
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11 PROBLEMSl 

1. Problem. For every п Е N 1et Р(n) denote the set of аН the 
numbers х such that {х - 2n, х, х + 2n} С Р (Р denotes the set of аН prime 
positive integers). 1.1. In particu1ar, Р(I) :Ј {5}. Is Р(I) = {5} 1.2. Is 
there some п Е N such that Р(n) = 07 

2. Problem. For every prime р > 2 1et р- , р+ denote respeetive1y 
the grea.test prime < р and the 1ea.st prime > р. For every 2 < р Е Р 1et 
Sn: = р2 - р- - р+, if р = Pn = n th member in (Р, :5); does the sequenee 
(sn)n eonta.in infinite1y many а.) positive, Ь) nega.tive members7 

3. Problem. Let 7rn : = р2 - р- - р+ for р = рn; does the sequenee 
(7rn)n eontain infinite1y many members that ше: а) > О, Ь) < О, е) = О 
respeetive1y7 .. 

4. Problem. 4.1. For any r Е {О, 1,2, ... } determine the set 
А(т): = {nln Е N,r < n,К(n) == r (mod п)}, where К(т): = О! + 1! + 2! + 
'" + (п - 1)!. For по r the set А(т) is known. In particu1ar, for по r one 
knows whether А(т) is finite. 

Is А(3) = 07 What about the set В: = {rlr Е {О, 1,2, ... }, А(т) = 0} 7 

4.2. One ha.s to examine the frequenee v(r) of every term r in the 
sequenee ђ, Т2, ••• where for every п Е N we denote Ьу rn the 1ea.st integer 
~ О sueh that К(n) == r n (mod п) (ef. 1.3.2 in D. Kurepa, Оп the left 
jactorial funсиоn, Math. Balkanica 1 (1971), 147-153); a1so. Vu1etic Math. 
Balkaniea. 4 (1974), 675-708. 

5. Problem 5.1. Given (т, п) Е N 2 : = {1, 2, 3, ... }2 determine 
the set sin(m,n) of аН (m,n,xo,xl"" ,хn ) Е N3+n sueh that sinm

;, = 
sinm 

..!t. + sinm 
.1L + ... + sinm 

.1L. 
:&'1:&'2 :СП 

BIBLIOGRAPHICAL NOTE. Math. Ваlka.niса 4 (1974),383-386 (Suplement) 
lpresented 28.06.1974 at the Problem session 01 the sth Balkan Mathematical 

Congres8 (Beograd, 24-30.06.1974). 



11 Problems 603 

5.2. 1n particular, (2,2,5,6,10) Е sin(2, 2); is true that sin(2,2) = 
{(2,2,5,6,10)}? 

6. Problem. Given (т, п) Е N 2; determine the set cos(m, п) of 
аН (т, п, ХО, Х1, ..• ,хn ) Е NЗ+n such that cosm х1Г = cosm ~ + cosm ~ + 

.' о Х1 Ж'2 ... + cosm.JL. 
х" 

7. Problem. 7.1. For п Е С let +n denote the function +n(х, у): = 
хn + уп. 1s true that (sin И, +n) is an antigroupoid for every 2 < п Е N? 
(of course, sin и: = {sin ~ IX Е N} ).2 

7.2. 1n particular, is (sin И, +1) an antigroupoid? 

8. Problem. 1s (cos И, +n) an antigoupoid for any п Е {±3, ±4, ... }? 

9. Problem. Let п Е {3, 4, 5, ... }; is there а set Еn с N of cardinal­
ity п such that {х,у} Е (~") ::} х- 1 + у-1 Е N-1: = {1-1 ,2-1 ,3-I, ... }? 

(For а set 8 and а cardinal number а we denote Ьу (~) the set of аН the 
subsets Х of 8 of cardinality а each; more generaHy, for any ordered pair 
(А, В) of sets we denote Ьу (~) the system of аН the subsets Х of А each 
equipotent with В). 

10. Problem. Find some statements each equivalent with the fol­
lowing one: (р) For every transfinite set 8 one has k(8!) = 2ks • (k8 = the 
cardinality of Х; 8! is the set of аН permutations of 8; i.e. f Е 8! {::} f is а 
one-to-one mapping of 8 onto 8). 

We proved that the choice ахјот implies (р) (in ту papers; 1. О fak­
torijelama konacnih i beskonacnih brojeva, Rad Jugoslav. Akad. Znan. Um­
jetn. 296 (1953), 105-122; 2. UЬет die Factoriellen ает endlichen unа un­
endlichen Zahlen, ВиН. 1nternat. Acad. Sci. Yougoslav., Zagreb (Cl. Math.) 
4 (1954), 51-64; three such proofs were given). 

11. Problem. Let п Е N; for а polyhedron Р С Rn let [Р] denote 
the set consisting of the empty set, of аН the vertices of Р, edges of Р, faces 
of Р,... and of Р itself. Let dn : = sUPp dimo ([Р], :Ј), Р running through 
the family of аН Euler convex poly hedrons с Rn. 3 

For п = 3 the problem was published as the problem 16.8.1 р. 205 
in the book [2] (s. also [4, р. 35 probleme 3.2]) and studied Ьу У. Sedmak 

2For а set S and Ј: S2 --t S we вау that (S, Ј) is antigrou.poid iff (х, у) Е S2 => 
Ј(х,у) fj. S. 

3For аn ordered set (Sj:5) we denote Ьу dimo S the smallest cardinal number m 
висћ that the order (S,:5) is the superposition of m total orderings of the set S јn the 
sense that there is а family F of total orrerings of S sисћ that for аnу (х, у) Е S2 we 
have х :5 у {:} х :5; У for every member S, :5i) Е Р. . 
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and D. Adnadevic in their doctoral disserations. For any 3 :::; п Е N, 1 
put the problem, as an examiner to D. Adnadevic during his doctorate oral 
examination, in the year 1961. Sedmak [3], [4] proved that d2 = 3 and that 
dimo[P] = 4 for various elementary polyedra, D. Adnadevic [1, Teor. 5.7.4] 
found 4 :::; dз :::; 7. 

REFERENCES 

[1] D. Adnadevic, Diтenzije nekih razvrstanih slrupova sa рмтеnата, Doct. 
disertation, Zagreb, 1961. IV + 137, alsoBull. Soc. Math. Рћув. Serbia 13 
(1961) 49-106, 225-262. 

[2] D. Кшера, Теомја slrupova, Zagreb, 1951, XIX + 443. 

[3] У. Sedmak, Diтenzija djeliтilno ureaenih slrupova pridruzenih poligoniтa 
i poliedriтa, Glasnik. Mat. Fiz. Astr. Zagreb 3 (1952) 196-181; Diтensions 
des enseтbles partielleтent ordonnes associes аих polygones et polyedres, 
Ibidem 181-182. 

[4] У. Sedmak, Quelques applications des enseтbles ordonnes, Bull. Soc. Math. 
Рћув. Serbia 6 (1954) 12-39. 



RIGHT AND LEFT FACTORIALS 

о. Some denotations. 

0.1. kX denotes the cardinality ој х. 

0.2. For anу ordinal (cardinal) number п let Јп denote the set of all 
ordinal (cardinal) numbers < n. 

0.3. For any set 8 let 8! denote the set of all permutations of S; i.e. 
ј Е 8! # ј is one-to-one mapping of S onto S. 

0.4. Set (~). F9r anу ordered pair (А, В) of sets let (~):= {Х: Х С 
А л kX = kB}~ln .particular, for anу set А and any (cardinal or ordinal) 
number с we denote Ьу (~) the system of аН subsets of А, each of the 
cardinality с. E.g. (~) = {А} for anу finite А. 

0.5. For anу ordered set (8,~) let 

O(8,~) [resp. 0(8, ~)] 

denote the set of аН maximal фаiпs [antichains] of (8, ~). 

0.6. Kc(8,~) [resp. Кс(8, ~)] denotes the first cardinal number that 
is not representable as Ље cardinal number of а chain [antichain] of 8(, ~). 

0.7. Let ki(8,~) = Ki(8,~)- for i Е {с,с}. 

0.8. х- denotes the immediate predecessor of Х; if Х has по immediate 
predecessor, then х-:=х. 

0.9 .. Let o(8,~) resp. o(8,~) Ье the set of all chains [antichains] of 
(8,~). 

Some resиlts and problems ые given, in particиlar from the point of 
wiew of а comparative study of the right factorials n!(= Г(n + 1)) and left 
factorials !n : (= К(n) = О! + 1! + 2! + ... + (п - 1)!). 

BIВLIOGRAPHICAL NOTE. Воll. Unione МаЉ. ItaI. (4) 9 Suppl. fa.sc. 2 (1974), 
171-189. 

Conferenza tenuta аНа Scuola Normale Superiore di РЬа il17 novembre 1972. 
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1. Right factorial 

The right factorial п! = Г(n + 1) is defined Ьу 

п 

п! = 1 ·2· .... п = П i (п Е N) 
i=l 

О! = 1 

оо 

(z - 1)! = r(z) = I exp[-t]tZ
-

1dt [ог any complex number z satisfying 
о 

Re z > О. Since [ог natural number z 

z! = z(z - 1)!, 

one defines z! stepwise Ьу Ље recursion 

1 
(z - 1)! = -z! 

z 

[ог every complex number z rf. {О, -1, -2, ... }. 

Euler's function Г(х) was very much studied and has found many 
applications. 

2. Some interpretations of the function п! IN. 
2.1. Permutations and п!. For any set В let В! Ье the set of аН 

permutations of8j in other words ј Е В! {::> ј is а one-to-one mapping of В 
onto itself. 

2.1.1. ТИЕОREМ. (First interpretation of п!). Рот every jinite set В 
k(B!) = (kB)!j in particular, /от every п Е N оnе has п! = k(In !). 

2.2. Becond interpretation ој п!. This interpretation is expressed Ьу 
the fol1owing theorem. 

2.2.1. ТИЕОREМ. Рот every natural numЬет п the /actorial п! equals 
the numЬет о/ the set о/ all maximal chains in the ordered set (Рln , с): 

3. ТЬе third interpretation of п! 

This one is connected with а kind of treesj therefore let us define the 
following trees Тn . 
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3.1. Ђ-ее Тn · For every п Е N let ТN Ье the tree formed of the empty 
sequence 0 and of the all sequences 

а = (al, а2, ... , ај) where 1 ~ i ~ ј ~ п and ai Е {О, 1, ... , i - 1}. 

We define also То to Ье the set whose single element is the empty sequence. 

Тће tree ТN is ordered Ьу the relation -1 where а -1 а' шеans that the 
sequence а is an initial part of the sequence а'ј in pa.rticula.r, we consider 
0f-a for every а Е Тn . . 

One proves the readily following 

3.2 ТИЕОREМ. For every п Е N the set (Тn , -1) is а tree. The number 
п! indicates the cardinality ој the set О(Тn> -1) ој all maximal chains ој 
(Tn,-I): 

(2.5) п! = kO(Tn , -1). 

The same nuтber п! is the cardinal number ој the last row ој the ordered 
set (Тn , -1). 

4. Left factorial Кп or !n оС n. 

4.1. Definition. For every п Е N we define the left jactorial Кп or !n 
Ьу this relation: 

Кп = О! + 1! + ... + (п -1)! (п Е N). 

In this way, for every п Е N we have the numbers 

Г(n + 1) = п!, !n = Кп. 

Тће number !n ћав а concrete interpretation: 

4.2. For every п Е N the cardinal number ој the tree Tn-l is exactly 
!n: 

!n = kTn- 1 . 

4.3. Function Мn . Let us define Мn:=М(!n,n!) (М is read G. С. D. 
of). One ћав the following table of values п, п!, !n, Мn : 
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п п! !n МП п 

1 1 1 1 1 
2 2 2 2 2 

3 6 4 2 3 
4 24 10 2 4 
5 120 34 2 5 
6 720 154 2 6 
7 5040 874 2 7 
8 40320 5914 2 8 
9 362880 46234 2 9 

10 3628800 409114 2 10 
11 39916800 4037914 2 11 
12 479001600 43954714 2 12 
13 6227020800 522956314 2 13 
14 87178291200 6749977114 2 14 
15 1307674368000 93928268314 2 15 
16 20922789888000 1401602636314 2 16 
17 355687428096000 22324392524314 2 17 
18 6402373705728000 378011820620314 2 18 
19 121645100408832000 6780385526348314 2 19 
20 2432902008176640000 128425485935180314 2 20 

We are aware that Ље numbers !n, п! rapidly increase; оп the contrary 
the numbers Мп seem to Ье the constant 2 for every integer п > 1. 

Therefore it was natural to conjecture the following. 

4.4. М -hypothesis: 1 < п Е N ::} Мп = 2 (cf. Kurepa [23] 149, 2.4). 
The same hypothesis is checked Ьу Slavic for 1 < п ::; 1000 Ьу numerical 
calculations. 

We proved also the following. 

4.5. ТИЕОREМ. The M-hypothesis is equivalent to each оЈ the Jollow­
ing statements Н2 , нз : 

4.5.1. Н2 (factorial incongruence): 2 < п Е N :::::}!n Ф. О (modn); in 
particular, !р Ф. O(modp) Јот every рпmе numЬет р> 2. 

4.5.2. Нз (divisor's hypothesis). IЈ 1 < п Е N, then every рпmе 
divisor оЈ!n is 2 от > n. 

As а consequence of H 1 (or Н2 or Нз) we have the following 

4.5.3. STATEMENT. IЈ 1 < п Е N, then Кп is square free, i.e. there 
is по integer т > 1 s'Uch that !n should Ье divisiыe Ьу т2 • 

In other words: 1 < п Е N :::::} џ(n) :f. О, џ denoting the function of 
MObius. In particular, т2 IК(n) should hold for no т, п Е N \ {1}. 



Right and left factorials 609 

4.5.4. РroЫеm. We do not know whether the statement 4.5.3 implie8 
the hypothesis М, Н2, нз . 

Тће behaviour of !n stated in 4.5.3 i8 in а great contrast to the Ье­
haviour of п! with respect to power divisor, because п! contains factors of 
the form pk for large k. More precisely, let us define Р.(n) and state а 
corresponding theorem. 

4.6. Set Р. (п). For ordered pair (п, 8) of natural numbers let Р. (п) 
Ье the set of аН р Е Р (Р i8 the set of all prime numbers) satisfying р8 ln! 
Ар'+! f п!. For instance, Р1 (п) is the set of all primes р such that р In! 
and р2 f п!. As а consequence of the theorem of Bertrand-СеЬiSеv one ћав 
ћ (п) =f. f2J for every п > 1. 

4.6.1. One can prove that for every 8 Е N the cardinal number of 
Р.(n) could Ье arbitrarily great with п i. е. that sUPn kP.(n) = оо. 

One ћав the foHowing theorem contrasting for п! the analogue of the 
hypothesis 4.5.3. 

4.6.2. ТИЕОREМ. 1Ј S is аnу finite subset о! N аnа по Е N, then 

kPs(n) > по (8 Е В) 

Јот almost every п Е N (cf. Kurepa [10, Theor. 7.3 р. 115]). 

4.6.3. Number 8(!n) о! divi80rs оЈ !n. Probably, Ље number Кп ћав 
а small number of divisors. 

4.6.4. РroЫеm. 1s 8(Кn) = о(n)? 

4.6.5. РroЫеm. Find 

lim(a(!n) :!n) and lima(!n) :!n. 
nEN nEN 

1s lima(!n) :!n = 1? (а(т) denotes the sum of аН divisors of т). 
4.7. Sequence L 1,L2 . Number L. 

4.7.1. Let ОП Ье the number ofterminating 0'8 in the decimal repre­
sentation of п!. Then 

(4.7.1) lim ОП = оо. _ 
n-+оо 
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Оп the other hand, по left factorial !n ћав О as terminating digit. Therefore, 
for every k Е N the digit of !n оп the place k i.e. coefficient of 10k in the 
decadic representation of!n is almost а constant, say Lk • E.g. 

We define 
оо 

L = L lO-k Lk = О, L1L2Lз .... 
k=l 

4.7.2. Тће question is to exaтine the nv.тber L, in particular whether 
L is irrational, and even transcendental. 

4.7.3. Seqv.ence [;k. Also, one ћав to determine the sequence [;k such 
that for п ~ [;k the k-th-digit of !n equals Lk. Е. g. 

[;1 = 5 

[;2 = 10 

[;3 = 15 

4: 7.4. Тће decimal representation of К п ћав relatively very few digits 
О (по one is terminal) contrasting the situation occurring in the decimal 
representation of п!. Therefore very probably for any п > 2 the sum of left 
(right) factorials of all digits of !n is > n. 

4.8. Sets KN [resp. rN} оЈ all Кп [resp. Гn} (п Е N). It is very 
interesting to study comparatively the functions!n = Кп and п! = Г(n+1). 

4.8.1. Е. g. the set (rN, \) of the numbers Гn (п Е N) is а chain 
relative to the divisibility relation \; оп the other hand probably the numbers 
Кn,Кт for n,т > 2 are pairwise indivisible and the ordered set (KN, \) 
would have only 3 rows: {1}, {2} and {К2, К4, К5, ... }. 

1n other words, probably the following conjecture holds. 

4.8.2. Conjectv.re {т, т}~ Е N \ {1, 2} ==> т f п л п f т. 
1n connection with the M-hypothesis 4.4 one ћав the following. 

4.8.3. pToыт •. Is М(!т,!n ~ 2 for every т, п Е N, т ::ј:. п? 
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4.8.4. РтоЫет. Determine the set M(KN, Г N) of all numbers 

М(!n, п!) where т, п Е N. Is it finite? 

4.8.5. ћоЬаЫу there is по sequence 

of natural numbers such that 

One could иве a1So the following terminology. 

4.8.6. (N, +(k))# is antigroupoid for every k > 1. 

4.8.7. (KN, +(k))# is antigroupoid for еуегу k > 1. 

Неге +(k) denotes the summation of а k-sequence, i. е. 
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4.8.8. РтоЫет. Is(KNUrN,+(k))# anantigroupoidforeveryk> 1? 

The answer is Уев! for k = 2,3. 

4.9. Definitions. 

4.9.1. Definition. (А, Л is а groupoid [гевр. antigroupoid] -$} (х, у) Е 

А2 ::} хЈу Е А [гевр. ~(хЈу Е А)], here Ј Е АА2 • 

4.9.2. Definition. For Ј Е A(A
k

) anе ваув that 

(А, Л is a"k-groupoid -$} х Е Аn ::} Јх Е А 

(А, Л is an anti k-groupoid -$} х Е Аn ::} Јх f/. А. 

(А, Л# is а k-groupoid [гевр. anti-k-groupoid]-$} х Е Аn, х = (Xl' Х2, •. . ,хn ) 
having по equal terms then Јх Е А [гевр. Јх f/. А]. 

5. Right overturned or dual factorial. Function п ј. 

5.1. Definition п ј = kO(Plnj С)ј in other words, the overturned 
Jactorial о! п denotes the cardinality of the set of all maximal antichains of 
the ordered set (Рln . С). 

5.1.1. Definition. For anу cardinality kB let (kB) ј = kO(PB, С) 
in other words, (kS) ј is the cardinal number of the set of all maximal 
antichains in (РВ, с). Е. g. ој = 1 because Р0 = Р{} = {{}} = {0}. 
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5.2.1. Exaтple; п = 2,12 = {О, 1}, Р12 = {0, {О}, {1}, {О, 1}} and the 
scheme of (Р 12, с) is 

12 

/ "-
{О} {1} 

"- / o 
Thus 0(РI2 , с) = {0, {{О}, {1}}, {{О, 1}}}, and 2 i = 3. 

5.2.2. For п = 3 one has 

О(Рlз , с) = {0, (~), (;), (~), 
{{0},{1,2}},{{1},{2,0}},{{2},{0,1}}},3 ј =7 

(for notations, cf. 0.4). 

5.2.3. Nuтber 5 ј. Let S = {О, 1, 2, 3, 4}; then (Р S, с) has 25 members 
and 6 rows: 

Ro = {0}, (~), (;), (~), (~), (~) 
yielding 6 particular members of О, among which also is the critical member 
(the one having maximal number of elements). 

For abbreviation let х' for х с S denote the set of аН immediate 
followers of х i. е. х' = {х U {y}ly Е ох = S \ х}. Then we ћауе following 
types of members of О оп indicating the members of members of О: 

1) 0 ........ . 

2) {0},{1},{2},{3},{4} 

3) 0,1,2,34 (3 singletons, and the complement) 

4) О, 1,23,24,34 (2 singletons, 2-subsets of the 

complement) ............. . 

5) 0,1,234, (2 singletons, and the complement) 

(~) = 1; 

(~) = 1; 

С) = 10; 

(~) = 10; 

(~) = 10; 
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6) О, (~) (one singletons, 2-subsets of the 

complement) ... .... .. 

7) 0,234,12,13,14 (one singleton, 3-subset of 

the complement and independent 2-subsets) 

8) 0,12,341,342 (а singleton х, а 2-subset of ОХ 

and the independent 3-subsets of Сх) 

9) О, (~o) 
10) О, СО 

11) (~} 
12) О', 1', С{О, 1} (2 nodes of R2 and the inde-

pendent 3-subset) .. .... ... 

13) о', (~o) (one node of R 2 and the row of 

3-subsets of the complement) .. ... 

14) О', СО (а node of R2 and the corresponding 

4-set as complement) 

15) (~) ... . .. 

16) 01234,04' U 14',24',34' (а 4-set С В and 

independent 3-sets С В) . . . . 

17) 01',0234, 1234 (а node of Rз and the 

independent 4-sets С В) . . . . 

18) 012,0134,0234, 1234 (а 3-set с В and the 

independent 4-sets С В) 

19) (~) 
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С) = 5; 

(~) (:) = 20; 

С) (~) = 30ј 
(~).1 = 5ј 
С)·l = 5ј 

1· , 

С) = 10; 

(~) = 5; 

(~) = 5; 

1; 

(~) = 5; 

(ђ = 10ј 

(~) = 10; 

1· , 
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20) (~) 1· , 

Total number 146 = 5 i 

Thus 5 i = 146 .. 

5.2.3. One has the foHowing table: 

п 1 2 3 4 5 
п! 1 2 6 24 120 
nј 2 3 7 29 146 

5.2.4. Probably п i > п! for every п Е N and 

Нш (п i - п!) = ОО. 
n-+оо 

5.3. PROBLEM. Find an explicit expression for п i ј in particular, we 
know по recursive formula for п i: we ые not аЫе to express п i Ьу шеans 
of the numbers i i for i < n. 

5.3.1. It is interesting to observe that п i = п! + 1 for п = 1,2,3. 

5.3.2. PROBLEM. Are there infinitely шanу prime numbers of the 
form ni? 

Combining 5.3.1, 5.3.2, we have the foHowing two problems: 

5.4. PROBLEM. Determine N i П Р (the intersection of the set N i of 
аН numbers п i when п Е N and the set Р of аН prime numbers). 

Are there injinitely таnу рпте nuтbers оЈ the Joпn п i ? 

5.5. PROBLEM. Deterтine the set (fN + 1) nN. Ате there infinitely 
таnу рпте nuтbers оЈ the Joпn Гn + 1 ? 

5.6. Let us observe that 

KN П Р = {2}, (KN + 1) пР = {1,3,5, ll}. 

6. Left dual factorial in. Тће set iN. 

The transition п! --+!n is to Ье performed starting with п i (instead to 
start with п!). 

Dejinition. For every п Е N we define i п = О i +1 i +2 i + .. +(n-1) i, 
where О i := О. 

One knows very little about the set i N:= {i nln Е N}. 

7. Extensions of the functions fIN, KIN. 
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7.1. As was said in § 1 the function r/N ћав an important extension 
rlR and even rlC based оп the functional equation 

r(z) = (z - l)r(z - 1). 

7.2. An analogous procedure exists also for the left factorial Кп =!n 
defined firstly for п Е N. 

As а matter of fact, for every п Е N we ћауе 

i.e. 

(7.1) 

7.3. Therefore it is natural to define Кп for every real or complex 
number п for wblch the expression (7.1)2 оп the right-hand side of (7.1) 
exists. But the integral (7.1)2 exists for every complex number п satisfying 
Ren> О. 

Moreover, for every z Е С we ћауе 

оо 

where multiplication Ьу ! e-tdt y:ields 

о 

i. е. 

(7.2) K(z + 1) = r(z + 1) + K(z). 



616 F. N umber Theory 

7.4. Using the difference equation (7.2) one extends the function KIN 
to а well defined function KIO in the complex plane having many interesting 
properties as we shall see in another paper. 

8. Extension of п! and !n for other numbers. 

8.1. For any п Е {О, 1, 2, ... } the number п ј has а natural meaningj 
therefore it is naturally to expect that the function п ј IN should have also 
an extension оп R and О. But, we ме completely lacking the analogy with 
п! at this point, because we do not know anу functional equation satisfied 
Ьу nј. 

PROBLEM. Extend оп R and О the fu.nction п ј IN as naturally as 
possible. 

9. Extension of the function ј nlN оп R and О. 

We could read the section 8.1 replacing there ј п Ьу п ј. 

10. Extension of the function rlN for transfinite arguments. 

This јоЬ was done Ьу D. Kurepa in some published papers. The Ье-
haviour of the right factorial function in the transfinitum is closely connected 
with the аЮот of choice and with the general continuum hypothesisj here 
the nature of the function п! depends оп how п! is defined (оп extending 
the formula (1.1) or the formula (2.3) or (2.4) or (2.5)). In our opinion the 
most natural way to define п! is the one using permutations. 

10.1. First way. If for any transfinite number попе defines 

п 

(10.1) п! = П 11, 

џ=l 

than the value п! is well defined, irrespective whether п is cardinal or ordinal. 
Only, according to оnе way or the other way, the values оЈ п! shall not Ье 
the same. Е. g. the product (10.1) for cardina1ities п is constant for very 
large domains of n's, while in the ordinal domains function (10.1) is strictly 
increasing. 

10.2. Second way. If п! is defined Ьу (2.3) for finite as well as for 
infinite sets В, one gets the number п! for every cardinal number n. 

One сan prove that in particular 

(10.2) 

is satisfied Ьу every aleph. 

(Cf. Kurepa [9,10] where 3 proofs of (10.2) ме exhibited). 
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Without the ахјот of сЬојсе {АС] or some equivalent proposition we 
are not able to extend the formula (10.2) for every transfinite cardinal х. 

10.2.1. PROBLEM. Given а transfinite cardinal nuтber а, does 

(10.3) а2 = а => а! = 2а ? (defining a!:=k(8!) with k8 = а). 

10.2.2. PROBLEM. Does the identity а! = 2а Jor transfinite cardinals 
iтply АС? 

10.3. Third approach. 1Ј оnе defines п! Ьу the Jorтula (2.4) i. е. Ьу 

(10.4) n!:= kO(Pn, с) 

where obviously Рn denotes the set of all subsets of any set of cardinality 
п, then even the existence of п is problematic. 

As а matter of fact let us quote the following lines of ту paper [12, § 
10 рр. 229/30] using the notion of congrediency of orderings in the sense that 
orderings (8, :::;), (8, ::;1) of а same set are congredient or strongly similar, 
symbolically 

(8,:::;) == (8, ::;1), 

if and only if the identity mapping of 8 is an isomorphism between these 
orderings (v. Kurepa [12, Def. 9.2 р. 229]); the motivation ofthis notion was 
the idea "to have the analogue of the elementary notion of the permutation 
as an ordering" (Ibidem. р. 2291,2). 

10.4. Maxiтal chains in partitive sets. Totalorderings. Choice axioт. 
As а synthesis of investigations of many authors (chronologically: Cantor, 
Du Bois-Reymond,l Bernstein, Hessenberg, Hartogs, Janiszewski, Fraenkel, 
Kuratowski, Denjoy) we have the following theorem showing ofwhat impor­
tance are the investigations of тaxiтality already in the саве of very special 
ordered sets. 

10.4.1. THEOREM. Let м Ье аnу set аnа, respectively, ОО [М] , ОС [М] 
the systeт о! аll orderings and о! all total orderings о! м respectively, the 
equality relation in Ој[М] (i = о,с) being that о! the congrediency {strong 
siтilaritY)j Ьу definition оnе puts Oi[kM] = kOi[M] Jor i = с, о. 

lТћuз the problem of infinitar pantachies of Du Bois-Reymond. ([1], р. 69) is 
connected to the development of the notion of general ordered sets and its mаЮmal 
chains (cf. Hausdorff (2, рр. 105-159]). 
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