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YBOI

Mmuoru kombuHaTopHu npobsieMu NOILIOUaBamka U IpebpojaBama, Pa3HUX HUBOA TEXKWHA,
MOr'y C€ DPE€JIaTUBHO €JIETaHTHO DPeltunTru KOpI/ICTehI/I TEXHUKY 3aCHOBaHYy Ha IIPUMEHN
KoMTIIekcHuX Opojea. Ca apyre cTpaHe, HEKW HECTAHIAPIAHN KOMOWHATOPHU MpObIeMu
MOTY Ce peraBaTi MPUMEeHOM KoMILTekcHe nHTerpamuje. Taxofe, Benuku 6poj pa3zanauTux
KOMOMHATOPHNX WAEHTUTETA MOXKe ce Jokazarn Kopucrehn maBemere Texauke. [lub paga
je yIo3HaBalbe OCHOBHUX METO/Ia 33 peliaBaibe pa3sHUX KOMOWHATOPHUX TIPob/eMa,
yrbyuyjyhn kKoMmbunaropue mpob/eMe TOMIouaBama u npebpojaBama, KOju ce 3aCHUBA]Y
Ha TpPUMEHH HEKUX eJEMEHTApDHUX CBOjCTaBa KOMILIEKCHUX OpojeBa UM KOMILJIEKCHUX
waTerpasta. Vcnocrassba ce 1a OCHOBHA U/ieja Y permaBamy oapehere Kaace KOMOMHATOPHUX
npobJsieMa, TpUMeHOM O0a3HUX ejleMeHaTa KOMILJIEKCHE aHaJn3€e, [I0TUYe O0J] KOHAYHE
(muckperne) @ypujeose Tpancdopmanyje nim Heke were BapujanTe. OTyga ce npeTxoHn
METO/I MOTY Te€HEeDaIM30BaTu y OKBUpY KoHauHe (muckperne) Pypujeose amammsze. 3a
norpebe opora paja buhe m3pahenn 3agamm, Kao U CIUKOBUTHU TTPUKAZH.

V mpBoM TOTVIAB/BY OBOT paja gara je AedUHUITHja KOMILIEKCHUX OpOjeBa W FHhUXOBUX
K/byuHEUX cBojcTaBa. Cxym xommekcHux O6pojeBa C koju je cuabmesen oxrosapajyhum
omepanujamMa cadbupama M MHOXKEHma MPeACTaB/ba MoJ/he KOMITeKCcHuX OpojeBa. Taxobe,
3a CBaKM KOMILJIEKCAaH Opoj pa3inKyjeMoO FhEroB peajiaH M WMaruHapaH Je0, MOJYJI U
KOHjyraT 3a,aTor KoMmIIekcHor Opoja. Ca apyre crpane, gedunncalieMo eKCIIOHEHIH]aTHY
dyHKIIN]Y ¥ KOMILIEKCHO] DABHU M MCIIUTATH HE€HA OCHOBHA CBOjCTBA. JEITHO OJ1 K/bYUHUX
CBOjCTaBa eKCHOHeHNnuja He PyHKIMje TpecTaB/beHo je ayBenoM MoaBpoBom pOpMyIOM.
Y KOMILIEKCHO] PaBHU MOXKEMO MPEJCTABUTA U TPUTOHOMETpPHjCKe (DYHKIUje, OJHOCHO
ATV TPUTOHOMETPHUjCKM TTPUKA3 KOMILIEKCHUX OpojeBa kpo3 mosapray dopmy. Ha camom
Kpajy IMorjiaBjba yBemheMo KOMIJIEKCAH UHTErPasl U 00pa3JI0KUTHU jeJHO BETOBO OCHOBHO
CBOJCTBO M HaBecTw MOryNy NpUMEHY NPUJIMKOM peraatba mpobjema. Ca 0CcBpTOM Ha
IpBY IVIABY, IPUMEHOM KOMILIEKCHUX OpojeBa U EUXOBUX OCHOBHHUX CBOjCTaBa, y JPYI'OM
u Tpehem morsias/by Ouhie UCTAKHYTH TPUMEPH KOJU MJIYCTPYj]y KOMOMHATOpHE TpobJieMe
TOILT0YaBarmka u npedpojaBarma. eTBpro norassbe caap:xku Kouauny OypujeoBy anaansy,
nebUHUTTH]Y AyaaHe TpyIe u 0Opas3iokKerme cIydaja HEeKOMYTATUBHUX TPyna. 3a Ouio Kojy
KOHAa4HY, KOMYTaTHBHY T'DYIy Bayke u pesaruje oproronannoctu, Pypujeosa nHBEP3Hja,
xao u [lnanmepenos ugenturer. Ilocnenwu neo paja nocseruhemo laycoBum cymama u
Jlupuxjie0BUM KapakKTepuMa, MPU 4eMy HABOJIUMO W HEKe KOHKPETHE ITpUMEpe.

Ha xpajy, keqmMm J1a ce 3aXBaJIIM MEHTOPY M YWIAHOBUMA KOMHCH]e HA KOPHUCHUM
npuMmeadaMa U CyrecTujama Koje cy Jonpunesnse 60/beM KBAIUTETY PYKOIHCA.

Mapuna Ypowesuh



I'maBa 1

Komiuiekcaun 6pojeBu U KOMILJIEKCHA
MHTerpalimja

Kommnekcnu 6pojesu. Ckyn C = {z +iy: z,y € R} xoju je cuabaesen oneparnujama
cabupama 1 MHOXKEA, Koje cy medununcane Ha ciaemenn Hadwu

(@+iy) + (u+iv) = (z+u)+i(y+v),
(x+1iy) - (u+iv) = (zu—yv)+i(zv+uy),
IIpM YeMy 3a eJeMeHT i (Koju ce 30Be umazunapha jedunuya) Baxkn i2 = —1, mpejacraBiba

nowve KOMNAEKCHUT 6pojesa. Axo je z = x + 1y KoMmIekcan 6poj, Taga cy

Rez=uz, Imz=y, |2|=V22+y? nu z=1x— iy,

peasar deo, umazunapar deo, Modys W KOHJY201 JATOT KOMILJIEKCHOT OpOja 2z, TUM PEIOM.

Im 4
1
1
. z
iyp--------
1
1
1
! Im z
1
1 .
) Y xomunekcuoj pasuu C npuxasanu cy
1
C: --- --=> peasiaH €0, IMATHHAPAH €0, MOAYJI U
0! Re z 1T Re . .
: 1 KOH]yTaT JATOT KOMILIEKCHOT 6poja z.
. |
! 1
! 1
! 1
! 1
sl
—Yyg-------- -+
1
1
1
1

Hopes Tora, ckyn R? = {(z,y) : 2,y € R} 3ajeano ca onepanujaMa cabuparma 0 MHOKEHA,
nedbuHICAHUX Ha caeaehn HadImH

(@,9) + (wv) = (z+u,y+v),
(z,y) - (u,v) = (xu—yv,zv+uy),

npe/ICTaB/ba NoJbe Koje je m3oMopdHo nosby komiiekcaunx 6pojesa (C,+, ). Cuean na ce
CBaKH KOMILTeKCaH 6poj z = x+iy € C moxke BujeTn u kKao ypehen map (z,%y) € R? u crora,

1



1 KOMIIJIEKCHM BPOJEBU 1 KOMIIJIEKCHA MHTEI'PAIINNJA

za mo/be C Kaxemo xomnaexcua pesan. HaBoamMo HeKa OCHOBHA CBOjCTBA KOMILIEKCHUX
Opojesa, Koja ciIeIe eIEeMEHTAPHO U3 MPETXOAHNX TePUHUIN]A, TTPU IEMY MPETIOCTAB/HAMO
Jla Cy 2, 21 U Z3 KOMILJIEKCHU OpOjeBH.

* |[Rez| < [z[, [Tmz| < [z];
e T m=711%, 21 252 =725, (21/2)=71/7 (22 #0);

2? = 2 7

|21 - 22| = |21] - |22, |21/ 22| = |21]/]22] (22 # 0);

[z = Iz], (2) = 2

z+7Z=2Rez;
o z—7Z=2iImz;
® 21 = 29 ako u caMmo ako Rez; = Rez9 uw Im 21 = Im 2.

Ocuwm Tora, Baxku
’21 + Z2’2 = (2’1 + 22) (21 + 2’2)
= (z21+22) (Z1+7%2)
_ 2 2 —_— —_
= \z1| + |2’2‘ + (2’12’2 + 2122)
_ 2 2 —_—
= ‘Zl| +|2’2| —|—2Re(2122)
<zl + |z + 202 |2]

= (1] + |22])?,

IIITO ,Z[I/IpeKTHO IIOBJIa4YU
|21 + 22| < |z1] + |22] -

IMpumvenom mpeTxo/iHe HEjeTHAKOCTH, HAJTA3UMO
|z1] — 22| = |21 + 22 — 22| — |22] < |21 + 22| + |22 — |22] = |21 + 22|
Sarum, go6ujamo
‘Zl + 22‘2 + ‘21 — 29 2 = ’21‘2 + ‘22’2 + 2Re (215) + ’21‘2 + |2’2‘2 —2Re (2:1@)

= 2 (|z:1\2 + \zzlz) .

Crnuyano je

1 — 2132 — |21 — 22 = 14 |21/%22]® — 2Re (2172) — |21 — |22/? + 2Re (21%2)

= (1 - |21|2) (1 - |22|2) .

Ha ocnoBy cBera nperxozuor, mobuan cmo ciegeha cBOjcTBa KOMILIEKCHUX OpojeBa



1 KOMIIJIEKCHM BPOJEBU 1 KOMIIJIEKCHA MHTEI'PAIINNJA

|21 + 22| < |z1] + |22];

|z1] — |22] < [21 + 22

|21 4 222 + |21 — 22> = 2 (|21 |* + |22%);

11— 213 — |21 — 222 = (1— |21?) (1 — |22)?).
3a Heka JOJATHA eJIeMEeHTapHA CBOJCTBA KOMILIEKCHUX OpojeBa u OpojHe mpyre KOPHUCHE

urdopMaImje morieaaTH 30upKe 3a1aTaka [2,5].

Excnonennujanaa dyaknmja. Ako je z = x + iy, excnouenyujasny Gyuruujy y
KOMTLIEKCHO] paBHU JAeduHATIEMO HA caejehn Hauwn

expz = e° = e"(cosy +isiny).
Tana Baxku
eY = cosy +isiny,

za cee y € R. ¥V HacTaBKY, HABOIMMO HEKA CBOjCTBA €KCIIOHEHIIWjaTHE (PYHKITH]je, TPU IeMy
MPETIIOCTAB/hAMO Ja CY Y, Y1 U Yo peasHu OpojeBu

e Y = e—iy;

e +e W el —e
—————— =cos - = siny;
5 Y, % ;
i .
‘e =1
i iy Yy i iy Y
o 1+eY=2e2 cos 3 1—eY=-—2e2 sin 23

o Y = ¢ ako u camo ako Yy = yo + 2k7 3a Hexo k € Z.
Jlema 1.1 (Moasposa cdopmysa) Hexa je n € N vy € R. Tada sasrcu
(eiy)n = ™,
Zoxas. Heka cy y1,92,...,Yyn € R. Baxn
el . Y2 = (cosyi cosyp — sinyy sinys) + i(cosyy sinyy + cosya siny;) = elyity2),
[Tpunvenom mHOyKIMjE, CAeIn 1a je
e . L eltn — iyitetyn)
Y crenmjasHOM CAYYaAjy Y1 = Y2 = ... = Y, = Yy Aobujamo Tpaxkeny popmy
J y YLy
(eiy)n _ 6'1ny7
IITO je u Tpebasio MmoKa3aTH. |
Ca apyre crpane, ako z = x + iy € C, tazga je
€] = |e* - €| = e”,

IITO AUPEKTHO TIOBJIa4n cJiejieha CBOjCTBA eKCIIOHeHIja He QyHKI]je



1 KOMIIJIEKCHM BPOJEBU 1 KOMIIJIEKCHA MHTEI'PAIINNJA

— eRez;

° |e7]
o || #0 (exp: C — C*, mpu gemy je C* = C\ {0} mpobyrera KOMILIEKCHA paBaH);

ez+27r1

° = ¢ (nepuonnuna QyHKIMjA Ca TEPHOIOM 271).

IIpumep 1.1 Ilpernocrasumo na je z € C. Hokazaru ja Baxku
el <er < e,
Kao u
e =e”.
Rez.

Pewerwe. Hajupe, Baxku |e?| = e Takobe, snamo ma je |Rez| < |z|, omakae cuaenn
—|z] < Rez < |z|. O63upoM HA MOHOTOHOCT eKCHOHeHImjaHe (DyHKIuje, 106mjamo

e—\z| < eRez _ ‘ez| < e|z\_

Jom Baxkwm q1a je

% — eRez . pilmz — 6Rez cellmz — eRez i efiImz — 6RezfiImz _ 62.
Kpaj 3amaTka. |

IMomapua dopma. V kommiekcHoj pasan C MOXKeMO TPEICTABUTH TPUTOHOMETPUJCKE
dyHKIIN]je KOCHHYC U CUHYC Ha cjaenehn HAUnH
eiz + efiz eiz _ efiz
coOSz=———— u SNz = ————
2 2
mpu uemy z € C.
Heka je z = x + iy € C. Ozmaunmo ca r = |z| MoIysn KoMIieKcHOT 6poja u 6§ = arg z €
[0,27) aprymenT KomiuiekcHOr 6poja z (yrao Koju BEKTOD IoJOXKaja Tauke obpasyje ca
MO3UTHUBHUM JIeJIOM peasiHe oce). Ypehen map (r,6) mpejacrasba moslapHe KOOpIHHATE
KoMILTeKCcHOT Opoja z. Takohe, Baxkmu

x=rcosf u y=rsinb.

W3 nperxomsor Caean

2 =rcos+irsinf = re?.

OBakaB 3amuC KOMILIEKCHOD 0Opoja z W3paskeH IPEKO HENOBUX TMOJAPHUX KOODIUHATA
MIPEJICTaB/ba MOJAPHY (POPMY KOMILIECHOT Opoja z.

Im#l« Cx
1
1
1
1

T

Ilonapua dpopma 6poja z € CX.



1 KOMIIJIEKCHM BPOJEBU 1 KOMIIJIEKCHA MHTEI'PAIINNJA

Haxke, Baxkn n1a je z = |z|e!?8%. TlocmaTpamo jegHaunHY

n

2" =w npmuemy je (n €N, we CX). (1.1)

[Ipermocrasumo ga je w = pel®. Kaxo je w # 0, pememe jemmadmue (1.1) moxemo
MOTPAKATH y HOTAPHOM 001Ky 2 = rell. Bamenom y jemmasdmmy (1.1) mobujamo

Tneme — p@la.

[pumeroM Mojy/Ia Hanasumo ja je " = p u ™ = € Tamwe ciean na je r = Y/p n

nh = a + 2k, upu demy je k € Z. Tana, pemema jequnadune (1.1) hie 6uru obmka

cat2km
Rk = W el )
npu gemy hemo mocmarparu camo Bpengoctu k = 0,1,...,n — 1 jep je eKCroHeHII]aTHA
dyuknmja nepuoguyna. CrHenujasHo, ako je w = 1 Kao pemniema 1006ujaMo n-te KOpeHe
jeqmHATIE
ia+2k7r .
zr=¢€ n mpmuemyje k=0,1,...,n—1.

aA21

Bpoj £ = 21 = e n je M-TW KOpeH jJeJWHUIlEe, jep OH TMeHepUIle CBe OCTaJle N-Te KOpeHe
jemuamne. Axko je n > 3 Taga n-TH KOPEHW jeMHUIE MPEeCTaB/bajy TeMEeHa MPaBUTHOT
n-royrsia yrucanor y jenquanuny kpyxuuiy T = {z € C: |z| = 1}.

IIpumep 1.2 Hexka je n € N.
(a) Ogapennru Re(1 +1)".

(6) Hdokazaru ma je

(B) okazaTu na je
n n n 2 n n n 2
-0 100 -
Pewemwe. (a) Kako je 1 +i=+/2 (% —l—i%) — 36T, 0Gujano

Re(1+1)" =Re (\/ﬁei%>n = Re (2"/28%) = 2"2 cos %

(6) Ilpumernmo ma BaXKH

o= (o) (e Q)
= |G- )+ () -]+ {G) -G+ () -

UckopucTuMo jeHAKOCT U3 mesa 1o (a) u qobujamo

té] <Z>(—1)k _ (g) - (’;) + <Z> = Re(1 ) = 2 o5

(B) 13 nena nox (6) 3HaMO ma BaKw

[(g) - (Z) n @ _...r+ [(T) - @ n (g) _...r = @+ = (VD =2

Tume je mpumep 3aBpImeH. |



1 KOMIIJIEKCHM BPOJEBU 1 KOMIIJIEKCHA MHTEI'PAIINNJA

IIpumep 1.3 Nzpaaynatn

3n—1 6n

> 0ty )3
Py 2k +1

rme je n € N.

Pewerve. O3naunMO Cymy

3n—1 6n
_ _1\k k
5= kzo( 2 <2k+1>3‘

[TpumeTmMo 78 BaXu

Taxobe, Baxku ma je

(1+iV3)0" = <6§) + (61”>1 34+...+ <SZ) (iv/3)57.

Vjenno, BaxKu n

Ha kpajy, ciean

1 iz
S=—-ilm(1 +iV3)" = —Im(2¢'3)"" =

iv3

mro je u Tpebajo opeauTu. |

Sl

» Komiiekcuna unrerpamnuja. Heka je [a, b] cermenT Ha peasinoj mpasoj u ¢ : [a, b] — C
nmara mempekuana dyuknuja. Tana medpunurmemo

/abSO(t)dt: /:Rego(t)dt—ki/ablm@(t)dt

Hamomennmo ja mpernocraBka O HENPEKUIHOCTH (PYHKIMjE O, MOBJAYM HENPEKUIHOCT
dynknnja Re ¢ n Im ¢, mrro omoryhasa nocrojarse nHTErpaJsia Ha JIeCHOj CTPAHN TTPETXO0HO
nasenene gopmyse. [lopen Tora, 3a oBako gedUHUCAH KOMILIEKCAH WHTETDAT HABOAUMO U
cneznehe egeMeHTapHO CBOjCTBO.

Teopema 1.1 Hexa je ¢ : [a,b] — C nenpexudna dynrxyuja. Tada sasrcu

/ bgo(t)dtj < [letwrar.

Hoxas. Kopucrehu nosrapay GhopMy KOMILIEKCHOT Op0Oja MOYKEMO 3alUCATH

b
/ o(t)dt = re?,

3a Heke r > 0 u 6 € [0,27). Tajga qupekTHO HANIA3MMO

b b b
/ o(t) dt' = 7”26_197“616:6_19/ o(t) dt:/ e Vop(t)dt

6




1 KOMIIJIEKCHI BPOJEBU U KOMIIJIEKCHA MHTETPAIIAJA
b . b .
= / Re (e_lego(t)) dt + i/ Im (e_lego(t)> dt
a a
b .
= / Re (e_le<p(t)) dt
a
b
/

b
- / o(t)]dt,

1ITO je u TpebaJsio MoKa3aTH. |

IA

e_iega(t)‘ dt

Ca gpyre crpaHe, HaBOAUMO U cienehn jeJHOCTaBaH PE3YATAT KOJU Ce OJHOCH Ha OBAKO
VBEJIeH KOMILJIEKCAH UHTErPAJ U KOji MOYKe OUTH 0JT KOPUCTH Y HAPEIHUM PA3ZMaTPAHUMA.

Jlema 1.2 Hexa je n € Z. Tada sascu
2 .
1/ﬂeintdt— 1, (moy.en:().
2w Jo 0, axojen#0
Hoxas. Axo je n = 0, Tajia TPUBUJAJHO BaXKU

1 2m 1 2m 1 2
emtdt:/ elOtdt:/ 1dt = 1.
0 2 0

%0 27 T

Ca nmpyre crpame, axo je n # 0, mobujamo

2 2m
i " 6int dt = 1 eint — 1 (6271%1 o 1) -0
27 Jo 27rni o 2mni '
qmMe je JOKa3 3aBPIIeH. |

[Tpumerunmo ma 3a gare peasre 6pojese a u b Baxkwu

627‘(‘1(67&) — 1 )

aKO W CaMO aKoO Je
b—acl.

Camum tuM, cauaro Kao y Jlemn 1.2, mmajyhu y Bugy unibenniy ma je
1 1

b b
2T {0 — 1‘ ce2mir | = (e%rib _ e?wia) — . 2ria, (627ri(b—a) _ 1) :
a 2mi o 2m 2mi

JIOJTA3AMO 0 3aK/bYUKa J1a BayKU

b
/ ¥ dz = 0 ako u camo ako b—a € Z. (1.2)
a

Hexka og mperxo/iH0 HaBeEHNX OCHOBHUX CBOjCTaBAa KOMILJIEKCHOT MHTErPa/ia, KOPUCTUNEMO
Yy HapeJHUM [JlaBaMa.



1 KOMIIJIEKCHM BPOJEBU 1 KOMIIJIEKCHA MHTEI'PAIINNJA

IIpumep 1.4 Heka je n € Nwu z1,29,...,2, € C. Jokasaru ga mocroju J C {1,2,..

TAKO 13 BaXKU

n
> 2> %Z |21
j=1

jed
Pewerwe. Bupamo mpouzBospHO 6 1 03HAYUMO
Jo={je{l,2,...,n}:arg (eiezj) € [0,m)},

npu demy je QyHKImja
arg : C* — [0,27),

nogepMHICAHA TaKO JIa je apryMeHT KOMILIeKCHOT 6poja 0 jenrak myau. Cremu
Jero={7€{1,2,...,n}: arg (ewzj) € [m,2m)},
3a ce 6 € R. 13 uperxoutor caeiu
JoU Jrrg ={1,2,...,n},
npu yemy cy ckynoBu Jy u Jrig nucjyakruu. Taxkobe, Baxu ja je
Im (eiezj) > 0.
Jobujamo 1a je

Z zj| = Z eiezj > Im Z eiezj

JE€Jp J€Jp J€Jg

= Z Im (eiez])

JE€Jp

= Z ‘Im (eiazj) ‘ .

JE€Jo

N3 nperxomsor ciaean

/27r > zldo > /027TZ‘Im<€iezj>’d9

0 |jeds Jj€Jo
= /7T Z ‘Im (eiezj) ‘ de + /27r Z ‘Im (ei92j> ‘ de
0 jeds T jeds
— /7r Z ’Im (ei‘gzj) ‘ do + /7r Z ‘Im (eiazj) ) do
0 jedy 0 jeJnto
= /07r Z ‘Im (eiezj> ’ dé

J€J9UJrto



1 KOMIIJIEKCHM BPOJEBU 1 KOMIIJIEKCHA MHTEI'PAIINNJA

- /Z‘Im 2| a0

- z yRICAILE
Ba cBako j € {1,2,...,n} nocroju a; € [0,27), TaKko ga BaxKu
iozj'

zj = |zjle

Opxnocno, o = arg z;j. Kaga ro 3amenumo pobujamo
/ Im (e z]) ’ do = / ‘Im (|zj| ei(9+°‘f)> ‘ dé = |zj|/ |sin (6 + ;)| d6
0 0 0
= |zj|/ |sin 0| dé
0

= Q‘Zj‘.

Haxon Tora, Haaa3mMo

/0 S zld0 > Z/ )Im ez ’d9_22|zj|

JjE€Jy

Jobujamo

1 [ 1
Jj€Jy j=1
[Ipernocrasumo ma 3a cee 0 € [0, 27) Baku

ZZ’]’ d@g %Z|Z]|
7j=1

J€Jg

Tana caenn

27 1 n 1 2 1 n
zzj_%/o Sy Y lylog [ a0= 23
J€Jo Jj=1 j=1

a To je Hemoryhe, na oHja cjaeau jJa je 6 TakBo Ja BaxKu

upu gemy 6 € [0,27). Ako upernocrapumo ja je J = Jp, gobujamo
1 n
DL == BT
jeJ j=1

Kpaj zanarka.



I's1aBa 2

IIpobiiemu nomjaodaBama

Y oBOM TOrIaB/BY WIYCTPYjEMO MPUMEHY OCHOBHUX CBOjCTaBa KOMILJIEKCHUX OpojeBa u
KOMILIEKCHUX WHTErpaJia y PellaBamby Pa3sHUX KOMOMHATOPHUX TPOoOJeMa MOM0JI09YaBatha.
[Tpe wero mro kpememMo ca KOMOWHATOPHUM TPOOIEMUMA, HABOAUMO jeTaH KOPHUCTAH
TEXHUYKU TTPUMED.

2mi
ITpumep 2.1 Hekacya,n €N, rmejen >1u € =en . /lokazatu na Baxu

E4+...+&=0 ako u camo ako n | a.

Pewerwe. O3raummo ca ¢ U r KOAWIHUK W OCTATaK pH JIe/bemy Opoja a bpojem n. Tama
6poj a Moxkemo 3anucaTu Kao a = gn +r, upu demy je 0 < r < n. Kako Baxu ja je " =1
u & # 1, onma Baxkn u ga je £¥ = 1 ako u camo axo je r = 0.

1—¢

Camvum tum, Baxu € + ...+ % = 0 ako u camo ako je £ = 1. Ca apyre cTpane, uMamo
ga — fanrT — (gn)q ér — é-r — 17

mro je moryhe ako u camo ako je r = 0, omHOCHO, aKo u camo ako n | a. Tume je npumep
V HOTIIYHOCTH 3aBPIIEH. |

4. +&=¢(1+...+& ) =¢

ITpumep 2.2 Tlponahu najmamu nmpupogan 6poj N, TAKaB ga Ce KBAJAPAT JTUMEH3U]E N X N
MOXKe TOoIIoYaTh KBajapaTtuMma guMmen3nja 40 X 40 u 49 X 49, Tako /1a cy y HOII0YaABALY
3acryilsbeHe o0e BpCTe JlaTux KBajpara.

Pewerve. CBakoM mosby KBaJpaTa n X n IojeanMo koopauuate (z,y), tae je 1 < x,y < n,
TAKO J1a TI0Jbe y J0EeM JIeBOM yruiy Tabse nma koopaunare (1,1) (camuano kao y Ipumepy
2.1 ). Y nome ca koopauaaTama (x,y) ynummmo 6poj £¥wY, mpu gemy je

27i 27i

E=e1 mww=e1.

Y HacTaBKy, yOUUMO KBaJpaT AuMeH3uje m X m, npu demMy 1 < m < n. IlpermnocraBumo
J1a TI0Jb€ y JIOEEM JIEBOM YIJIy TOI KBaJIpara uMma koopaunare (z,y). Haume, cyma 6pojesa
Ha IO/bUMa, KOja 00yXBaTa KBaApaT IUMEH3Hja M X M HU3HOCH

z+m—1y+m—1

SO ko L 1T
= o 1-¢ 1-w

10




2 TPOBJIEMMU ITOIIJIOYABAIbBA

Crenujanno, 3a m = 40 Baxu €40 = 1, a 3a m = 49 Baxu w? = 1, ma crequ 1a je cyma

yrucannx 6pojesa y kBajapary gumensuja 40 x 40 nun 49 x 49 jennaka mymau. U3 Tora
crenn ma je £ = 1 wm w" = 1. Axo je £" = 1, tama Baxku 40|n, a ako je w™ = 1, Taga
3aK/bydyjemo 49|n.
[IpermniocTaBuMo fa je 3a mOMJIOYaBabe KBaJIpaTa JIUMEH3uje n X n moTpedHO a KBajpaTa
mumemn3uje 40 X 40 u b kBaapara qumensuje 49 x 49, npu wemy cy a u b npupoanu 6pojenu.
Tana Baxku

40% - a +49% - b =n’.

Ako 40|n, omma 402|b, omaxme ciaemu ma je n? > 40% - 492, ommocno n > 1960. Kako cmo
npermocrasuan aa je n aessus ca 40, caexun ga je n > 2000. Takobe, axo 49|n, onma 492|a,
onaxJe cienu aa je n? > 402492, oanocHo n > 1960. O63upoM jJa CMO IIPETIOCTABIIIL A
je n nespuB ca 49, y oBoM ciyuajy caegau na je n > 2009. laxme, mpuponan 6poj n = 2000
WCTIyhaBa TpakeHe yCJa0Be, OHOCHO, KBajpar auMensuje 1960 x 1960 koju je cmernren
vy nomeM JeBoM yrury kBazpara 2000 x 2000 MoxKeMO TMOIJIOYaTH KBagpaTUMa IUMEH3HU]je
49 x 49, 10K ce ocTaTak MOKe TOTLIOYaTH KBajpaTtuMa aumMensmje 40 x 40. |

IIpumep 2.3 [la u moxkemo nomsouaru tabiy aumensuje 13 X 13 u3 Koje cMO OTKJIOHUIN
IEHTPAJHYU jJeJIMHUYIHU KBaApaT Kopucrehin camo npasoyraouuke qumensuje 1 x4 wiu 4x 17

Pewerve. TlpernoctaBumo 73 je momiouaBame MOryhe W O3HAYNMO 10/ha 3ajare tabse ca
(1,1),(1,2),...,(8,9), mpu gemy je m0Jbe y TOHEM JIEBOM YTy oueTHO. Ilpuapyxumo 6poj
ik+2 kBagpary ca koopgunarama (k, 7). Oumrienno, Ma Kako MOCTABUIN TPABOYTAOHUKE
qumensuje 1 X 4 wiun 4 X 1 va tabuy onu he obyxpBaruru OpojeBe uuju je 36up jegHak
mynu. Jlaksie, 30up cBuxX O3HAKA jemHAK je OPOjy KOju OATOBAPA MEHTPATHOM jeTUHUTHOM

KBa/IpaTy. 3aK/by4dyjeMo

i1

2= (i+2+.. +17) @ +it . 1) =1 Ty =i

mTo je 3ampaso memoryhe. Jlaxie, mpeTmocTaBKa oJ KOje CMO 3aIove/n je MOTPEIHA, a
rorIouaBame nemoryhe. [ |

IIpumep 2.4 Ha Ttabay aumensmje 8 X 9 mocraBIMO MPaBOyraoHUK AWMEH3Hje 3 X 1 u
CAOMDEHY, TTPABOYTAOHUK muMen3uje 1 X 3, mo0ujer yKIamameM eHTPATHOT, jeINHITHOT
KBa/IpaTa. 3aJaTh IPABOYTAOHUIIN U CAOMMbEHY TPABOYTAOHUIINA CE HE IPEKJIANA]y HUTH Ce
mory poruparu. Jlokazarn ga mocToju ckym S Koju cagap:xu 18 KBajpara, TAKBUX 13 aKO
je 70 jenuHUYHMX KBaJpaTa IOKPUBEHO, [IPEOoCTasa 2 MpUIagajy ckymy S.

Pewere. llonoBo ozmaunmo mosba 3agare Tabme ca (1,1),(1,2),...,(8,9), upu gemy je
noJbe y JI0FeM JIeBOM yruTy nouerHo. Ilosy ca koopuaunarama (k, j) moemmo 6poj i/ - ¥,
re jei? = —1u e + e+ 1 = 0. Cyma 6pojeBa 6HI0 KOTI' IIPABOYTAOHUKA HIH CAOMDEHOZ

npasoyraouuka je mysa. Cyma ceux 6pojeBa je
8 9
k=1 j=1
[pernocrasumo na cy (a1, bi) n (ag,bs) jeaquna nospa Koja uucy nokpusena. Oxja je

R
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2 TPOBJIEMMU ITOIIJIOYABAIbBA

[permoctaBuvo 1a je z; = i '™ u zp = 27192, Imamo ma je |21 = |2 = 1 u
21+ 20 = —1. Cuean nma je

1 1 .

S

Z1 Z9

OBo mmmmmmpa jexnaxocr 12011 = 32— = 1 onaxue je by = by = 1(mod4). Hakue,

penamuja z1 + 2o = —1 nocraje €* + €92 = —1, mTo je Moryhe ako u camMo akKo OCTAIM O
a1 U ag TPUIUKOM Jesberba ca 3 majy 1 u 2. Komauno, moxemo ogabparu S koju he 6utn
CKYII CBUX TI0Jba KOja JexKe y mpeceky JguHHuja 1,2,4,5,7,8 ca Komonama 1,5,9. Kao mro
j€é TIPeTXO0IHO HABEIEeHO, AKO0 JBa 10/ba OCTaHY HETIOKPUBEHA OHJa OHA MPUIALA]y CKyIy S.
Tume je mpumep 3aBpImeH. |

IIpumep 2.5 Hexka je k neo 6poj Behu ox 2. OgpeauTu mo3uTUBAH, 110, Heltapan 6poj n
TaKo fma ce Tabsa JMMEH3’je n X N MOXKe TOMJIOYaTH MPaBoyraoHunmMa umensnje 1 X k
win k X 1, npu yeMmy je camo HeHTPAJIHU JeINHUYHU KBaJIPAT HETOKPUBEH.

Pewerve. CBakom nmosby KBagpaTa n X n gogeaunmo koopaunare (r,y), e je 1 < x,y < n,
TaKo Jla MoJbe y JIomeM JieBoM yriy Tabse uma koopgunare (0,0). domemumo 6poj z*+Y
kBagpary (z,y), TAae je z npuMuTHBaH k-TM KopeH u3 jexmuuie. Owmmga hie cse miounie
gnmesnje 1 X k nom k X 1 mokpurn yKynHy BpenHocT jeanaky uysau. Ilopen Tora, ykymHa
BPeIHOCT 3a 1ey Tabyy mopa outw jennaka 0. Ca japyre crpaHe, YKyIIHA BPEIHOCT je

yIIPaBO
2

n—1
Z Zj o Z”_l.
j=1
Haxe, 3a
n—1 2
Z ] -2 l=o,
j=1
nocroju € € {—1,1} rako na je
Zn -1 n—1
=€£-Z 2
z—1
Jlpyrauuje, TO 3amInCyjemMo
n—1 n—1
(z 2 —5) (z 2 +5) =0,
mro mMiAimEpa ga je n = £1(modk). Ba n = 1(modk), MOXKeMO IOKpHTH

obe meHTpasne KojaoHe u pemose (He yksbyuyjyhu nenTpasnu kpagpar) kopucrehin
[IpaBOyraoHWKEe, OCTaB/bajyNu dyeTupy IpaBOyraoHUKA JUMEH3Hje KOja je yMHOXKAK Opoja

k. 3a n = —1(modk), moxkemo mojemuTu Tably HA YETHPU MPABOYTAOHWKA, CBAKN
JUMEH3Mje a Koja je yMHOXKaK Opoja k, Tako 1a je momaovaBarmke monoBo Moryhe. Oarosop
HA MUTambe je: CBaKO n 3a Koje axku n = +1 (mod k). [

ITpumep 2.6 Tlpasoyraona rtabsa aumensuje a X b moma0o9aHa je NPABOYTAOHUITUMA
muMmensuja 1 X m u n X 1, mpu gemy cy a, b, m,n > 2 npuponau 6pojesu. lokazarn ma ce
oBa TabJia MozKe noisio4yaru Kopucrehu camo 1npasoyraoHuke jgumensuje 1 X m ujim camo
IIPaBOyTAOHUKe JuMeH3uje n X 1.

12



2 TPOBJIEMMU ITOIIJIOYABAIbBA

1 xXm «<1—

——> nx1

axb:

Y £2wY

IIpBa ciauka y3 Ilpumep 2.6.

Pewerve. CakoM mosby 3ajare Tabje auMensuje a X b gomeanmo KoopawHarte (z,y), Ipu
qemy je l <z <awmul<y<b, amnomey momeM jgeBoM yriiy Tabje he mmaty KoOOpauHaTE
(1,1). V mosse ca koopaunarama (z,y) ynumumo 6poj {*wY, npu uemy je

27i 27i

E=en mw=em.

[MocraBumo mpaBoyraoHuk aumen3uje 1 X m win TpaBOyTaOHUK anMen3uje n X 1 ma tabry
a X b m3padynajmo cyme O6pojeBa y IMO/bHMa Ha KOja Cy IIOCTABJ/bCHHU.

—1> (z,y+m—1)

1xm: nx1:

($,y) (a:—i—n—l,y)
-1 (xry)

Ipyra cauka y3 Ilpumep 2.6.

3ak/byayjeMo a cyma 6pojeBa Ha ToJbuMa Koja 00yxBaTa MpaBoyraoHuK 1 X m, HE3aBUCHO
0J1 MeCTa Ha KOjeM ce Hajla3W, M3HOCH

1 — W™
gwwn“+8wﬁm4:g%%(yw“+wm*yzgw-i—ﬂf:0
— W

Ananorso, cyma OpojeBa Ha Mo/bUMa KOja, 00yXBaTa MPABOYTraOHUK 1 X 1, HE3aBUCHO O/
MeCTa Ha KOjeM Ce Hajia3u, U3HOCH

1-¢n
1-¢

Jorm 3akspyayjemo 1a ce mpaBoyraoHa tabsia quMensuje a X b Moxe ce noIIoYaTn Kopucrehn
IpaBoyTaoHUKe auMeH3Hja, 1 X m u n X 1. Ha oCcHOBY mpeTxXojHOT CJen /la CyMa CBUX

WY+ T = Y (T €)= Y 0.

13



2 TPOBJIEMMU ITOIIJIOYABAIbBA

bpojeBa ynucanmx y mojpa Ha Tabau a X b jenHaka

a b a b
>3 e = (Y)Y ) o
=1 y=1

rz=1y=1
Kownauno zakmyayjemo
E4+ . 4+ =0mwm w+...+u’ =0,

opuocuo (Bugern Ilpmmep 1.1)
n|a wwm m|b.

Y caygajy xaga n | a tabaa ce MOXKe MOILIOYATH KOpHCTeinm caMo jiare mpaBoyraoHHWKE
mumensuje n X 1. CaMuM THM, Y OBOM CJIYYajy ce cBaka BpcTa Tabje a X b Moxke mormiodarn
IPpaBOYTAOHUIMMA AuMeH3uje n X 1, a Tnme u resa tabaa. JIpyru ciayaaj kaga m | b rabra
ce MOXKe TIOIIOYATH KopucTehu caMo mpaBoyraoHuke gumensuje 1 X m. Y oBOM ciaydajy
ce cBaKa KOJIoHa, Tabjie a X b MoXKe TOIIOUATH TTPABOYTAOHUIINMA, TuMenHsuje 1 X m, a TumMe
u mesa Tabja. |

IIpumep 2.7 Heka je n > 2 neo 6poj. Csakoj tauku (i, j) ca 1es06pOjHUM KOODMHATAMA
nomeumMo BpeaHoct i + j(modn). Hahwu cse mapose (a,b) mosuruBHHX Teaux 6pojeBa
TaKBUX Jia C€ CBAKW OCTATAK [0 MOMAYJY 7 TOjaB/byje MCTH Opoj myTa Ha cTpaHama
(ne ykspyuyjyhu memena) npasoyraonuka ca temenuma (0,0), (a,0),(a,b), (0,b) n crakn
OCTaTaK 110 MOIYJIY T TOjaB/byje UCTH OpO]j IMyTa y YHYTPaIIbOCTA OBOT MPABOYTA0HHUKA.

Pewewe. Hajupe, pazmorpumo jejHocraBhu ciay4aj kajsa je n = 2. Kako ynyrparmmocT
IIPaBOYTAa0HNKA MOpa MMATH IapaH Opoj cTpaHa, jacHo je ma jeman ox OpojeBa a u b mopa
6butn Henapan. Ako je jejan o 6pojeBa a wiu b HeTapaH OHJA Cy CBU YCJIOBU 33J10BOJbEHH,
Ia Cy peliema y TOM CJIydajy CBu maposu (a,b) Taksu 1a 6pojeBu a u b HUCY HCTOBPEMEHO
TTapHHU.

Pasmorpumo cama cayuajese kama je n > 2. Heka je z mpuMuTHBaH N-TH KOPEH jeINHMUIIE.
Tonenumo 6poj 2°TY xkeagpary (i,7). Cyma 6pojesa Ha mo/buMa Koja obyXBaTa KBaJpaTe
3aaTOT W3HOCH HYJIA, IIITO MOYKEMO 3aIMUCATH K0

a—1b—-1

Zz,ziﬂ =0.

i=1 j=1
Jlpyraduje, TO 3aIUCYjEMO Kao
a—1b—-1

z—1 z—1"

i=1 j=1

TAKO J1a je HY>KHO jeJla oJ] OpojeBa ¢ mwin b KOHrpyeHTaH ca 1 1mo Mmoayay n. CuMerpudHo,
MOZKEeMO 3aK/byduTu jaa je a = 1(modn). Kaxo ce cBakm ocrarak mo MOAY/IY [OjaBibyje
ucTu 6poj TyTa HA CTpaHAMAa MPABOYTAOHUKA, 3aK/bYIYjeMO

b—1 a—1

(z%+1) sz +(2b+1> Zzi =

j=1 i=1

14



2 TPOBJIEMMU ITOIIJIOYABAIbBA

Kako je a = 1(modn), mpeTxoHa jeJHAKOCT TOCTaje

b—1
(z+1) sz = 0.
j=1

Kako jen > 2, oumajez+1 # 0w Z;’;% 2/ =0,xa0m b= 1(modn). 3aa=b=1(modn),
CBU YCJIOBHU Cy 33J0BOJBEHU, IIa CJIEAH /A je OBO Pelleme y CAydajy Kaja je n > 2. |

Ipumep 2.8 Tlpaoyraonnk Il m3memen je Ha TPaBOYTAOHUKE {Hj}?zl ca mehycobmo
JUCjyHKTHEM YHYTPAIIBOCTIMA, HPU dYeMy CBaKM OF JaTHX HpaBoyraoHmka II; mma
CTpaHUIE TapajesHe OAroBapajyimM cTpaHUIaMa MOYeTHOr TpaBoyraoHuka 1l u wma
bap jenmy crpanwuiy nenobpojue myxmHe. Jlokazatu ma mpasoyraonuk Il mma 6ap jemmy
CTPaAHUITY 11e/I00POjHE IyKUHE.

Pewere. TIpasoyraonux II moxemo cmecTuTn y paBan R? Tako g3 Cy My CTDaHHUIE
mapaJjeane KOOPIMHATHAM ocaMa. 1ajga Baxkwu

IT = [a,b] x [c,d],
3a meke a, b, c,d € R. Takobe je
IT; = [a;, bs] x [¢5, dj],

3a cee j = 1,2,...,n, vae cy aj, bj, ¢j u d; peaman Opojesu, Oyayhu ga cy crpanunre
CBaKOTI' 0] JJ]ATUX TIpaByTaoHUKa II; mapasesne KoopAWHATHIM OcaMa.

y
11
de----
dje-----
IL;
Cj ,,,,,
I
I
|
I | | I
| ! ! |
| | | | X
Y e re ’y
0 a a; b; b

[Togesna npsoyraonuka Il na npasoyraonuke II; y pasuu R2.

Ceaxu on mpasoyronuka II; Ha xoje je msmesben modernn npasoyraonuk II, mva Hexky of
crpanuria mesobpojue myxwue. [Ipema Tome, 3a cee j = 1,2,...,n, 6ap jenan ox 6pojesa
bj —aj u dj — c;, Koju npeJcTaB/bajy AyKUHE CTpaHMIa IpaBoyraonuka I1;, jecre meo 6poj.
Kopucrehn panuje usseneno csojcro (1.2) mobujamo ma Bazku

' b]' . dj .
// 627r1(a:+y) dz dy — / 627r1z dr | - / e27r1y dy — 07
11, a; Cj

J J J
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2 TPOBJIEMMU ITOIIJIOYABAIbBA

3a cee j = 1,2,...,n. Haxon Tora, Hama3zmmo

b d -
(/ e2miz d.%') . (/ e2miy dy) _ // e?m(ﬂc-{-y) dedy = Z // 627r1(x+y) drdy =0,
a c II j=1 1

OflaKIIe, CJIen
b d
/ 2™y =0 wm / ™ dy = 0.
a 4

Y mpBoMm caydajy je b—a € Z, 10K y APYTOM caydajy Baxku d — ¢ € Z, Ipu 9eMy CMO OIEeT
uckopuctumm cgojcreo (1.2). Crora, moyernu npasoyraonuk II mva Gap jeaHy crpanuiy
1es100pojHe 1y KUHE. |

16



I'maBa 3

IIpobiiemu npedpojaBaiba

Kowmrutekcun 6pojeBn mMmajy NpuMeHy y pelnaBarby PasHux KOMOWHATOPHUX MTpobiema
npebpojaBama, IITO jeé OCHOBHA TEMaTHKa OBE [JIABE.

IIpumep 3.1 Ojgpemurn KoJWKO uMa TpUpPogHUX OpojeBa ca n € N mudapa us ckyma
{2,3,7,9} xoju cy mnemusu ca 3.

Pewewe. Heka je ap,b, w ¢, 6poj npupognux 6pojesa ca n nndapa u3 ckyna {2,3,7,9}
Koju TIpHu Jesbemy ca 3 majy octarak 0, 1 m 2 pemom. Tama Baxkm

an + b, +c, =4".

. 2mi
Jormm npernocrasumo na je & = e 3 . Tana cuenn

an+fbn+§20n _ Z §x1+...+a¢n
{El,u-,mne{273>779}

- X @EEr e
Ji+j2+73+ja=n
= (C+8++)
= (2+¢6+&)"
= 1.
BakmbydyjeMo 1a je an — 1+ Eby + E2¢, = 0, ma je an — 14 by — (1 + &) ¢ = 0. doGujano
an—1—cp+& (b —cy) =0.

Kama npehemo na mmarmHapHu 1e0 100mjaMo

O=Im(an —1—crh+&(bp—cn)) = (b, — cn) -

| %

N3 nperxogwmor ciaemn b, — ¢, =0, na jewn a, — 1 — ¢, = 0. Hakse
4" =a, +b,+cp,=an+a, —1+a, —1=3a, — 2,
ma je
4" +2
=3
1ITO je u Tpebasio OJIPeuTH. |

an,

17



3 TIPOBJIEMU ITPEBPOJABAIbA

IIpumep 3.2 Hexka je n € N.

(a) Uspaaynaru

3

rie je j € Z.

(6) Heka cy 21,22,...,2n € Cm

3acee j =1,2,...,n. Jloka3zaru jga Baxku

2mikj

1 <
z-:—z,zke n
! \/ﬁkz—l ’

dacee j =1,2,...,n. [lopexn Tora, mokazaru 1a je
n n
~12 2
PR EN
Jj=1 Jj=1
(B) Heka cy x1,x9,...,2, € R, npu yemy Baxku x; + 2 + ... + x, = 0. Hokazaru ga je

2 2 2 2
(x1+:p2+...—|—xn)cos - > X129 + T2x3 + ... TpT.

. . 27ikj
Pewere. (a) Ha nogerky, npumerumo ga y caydajy kajg n | j Baxkum e » = 1 3a cBe
k=1,2,...,n, na crenu ga je S;, = n. Hame, npernocraspaMo 1a n{ j, 0a ciaein Ja je
n 27ij \ K omij 1 — 27
S' = E (e n > = e n - — = O
Jn 2mij
k=1 L—em

Konagno, mobujaMo 1a BaxKm

n, akon|j

Sin = .
0, akon{j
(6) Bacee j =1,2,...,n BaxKu
1 o 2mikj 1 — 1 & _ 2mimk 2mikj
_— ke n = — —— E Zm€ n e n
n n n
f k=1 f k=1 f m=1
1 & " arik(j—m)
= —_ zm e n
n
m=1 k=1
n
1
= - Zmijm,n
n
m=1

18



3 TIPOBJIEMU ITPEBPOJABAIbA

Y [0KasuBamy CMO HCKOPUCTHJIN 10 HOJ (a) W UHEEHHIly Ja n | j — m 3a cBe j,m €

{1,2,...,n} ako u camo axo je j = m. Jom Baxu ja je
zn:‘A‘Q - N B Ny 1 1 O~ 2rimg
zlzgz-zlzg —gzken —Ezmen

: J 2 Fi% : NG NG
j=1 j=1 j=1 k=1 m=1

1 LA L n 2ri(m—k)j

PP IPIE T S
n
k=1m=1 J=1

1T
= E § Zk%‘smfk,n
k=1m=1
1
= ;E NZEZk
k=1

n
= D lul”
j=1

(B) Cmemmjasno, kaza je n = 1 tpusujanno gokasyjemo Tepheme. Jlame pasmarpamo
cuTyanujy kaja je n > 2. IlpernocraBumMo 1a je

LTp+l =21 #U yj = .%‘j — $j+1,

zacee j=1,2,...,n. U3 ycoosa na je x1 +x2+ ...+ x, =0, ciean
1 n
Tn=—7) x2=0

k=1
za cee j = 1,2,...,n. Takobhe, nposepaBamo sa 3a cse 7 = 1,2,...,n Baxu j1a je
N R _ 2nmikj 1 — ( ) oniky
p— Le n = — T — Tk4+1)€ n
PR PR

n n
1 _ 2mikj Comij 1 _2mi(k+1)j
= E xke n — e n T E Jj‘k,Jrle n
n
k=1

Jomn Baxkw q1a je

SR I OR i 2 o 275\
Zyj :Z|y]‘ :Z‘lfe n |ZL‘]| :Z 2*2COST l‘j| .
7j=1 j=1 1

J= J=1
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3 TIPOBJIEMU ITPEBPOJABAIbA

Kako je T, = 0, caeam

n n—1 27T
-3 (om0

j=1 j=1
Axo mocmarpamo dyukuujy @(xr) = cos%—x, rae je x € (1,n— 1], u WweH OpBU U3BOJ
o' (x) = —27” sin =fE 27”” youmnhemo Jia oHa onaja Ha uHTepBasy [1,n/2] u pacre Ha uHTEpBAILY
n/2,n —1]. KaKo je ¢(1) = cos 2T = cosw =p(n—1), cnean
27y 27
cos —L = p(j) < cos ",
n n
zacee j =1,2,...,n— 1. 3akmpyuyjemMo na je
n n—1 2 n—1
S =3 (2200 5P = (2-200 7 ) XI55
j=1 j=1 j=1
27\ =N
= (2—2003 ) 752
n )=
6 21 —
(:) (2—2008 ) |24
n )=
2 n
= (2 — 2cos W) mJQ
n
j=1
ma je
2 2 2 2 2
dowy =D wwin | =) (e @)’ =) yf 22| ) aj —cos T a3
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1 j=1
N3 nperxoaHoT Caean
—2 Z TjTjp1 = —2C08 . Za:j.
j=1 j=1

Kama 6ucmo mocenmy HejeaHAKOCT IIOMHOXKHIIN Ca —% npoMenno 6m ce 3HaK 1 J00MIH
6rCMO

2
(x%+m%+...+ 2)005——003—5 x5 >§ TjTjt1 = X1T2 + T2X3 + ... Tpk,
n

Jj=1 Jj=1

a 1O je u TpebaJsio JO0Ka3aATH. |

Kao mro je Beh nokazano kpos Ilpumep 3.2 (a), 3a upupogan 6poj n u neo 6poj j Baxwu

27\'ij — 27r1k] , aAKO N | j
Sj7n = : : : : = .t

Pt — 0, akon/j

[TpeTxoaH0 CBOjCTBO KOMILIEKCHUX OPOjeBa MOXKEMO UCKOPUCTUTHU Y HAPEIHOM IIPUMEPY.

20



3 TIPOBJIEMU ITPEBPOJABAIbA

IIpumep 3.3 Heka je n € N, mpu uemy je cakom enmementy ckyma K = {1,2,...,n}
TPUAPYKEH TavHO jemaHn on O6pojesa 1, 2 mam 3. Osmaummo ca A 6poj cBUX eeMeHTa
(a,b,c) € K x K x K, TakBux 7a je a + b+ ¢ ge/buB ca n u Jga a,b u ¢ UMajy uUCTH
npuapyskern 6poj. Takobe, o3naummo ca B 6poj ceux enemanara (a,b,c) € K x K x K,
TaKBUX Jia je a + b+ ¢ gepus ca n u Ja a,b u ¢ umajy melycobHo pazjnante npupyKeHe
opojese. /lokazatu ma Baxu

2A > B.

Pewerve. Oznaunmo ca ¢ : K — {1,2,3} 3agary ¢yHKIM]y KOja CBAKOM €JIEMEHTY CKyTia
K npuapyxyje tauno jeman ox 6pojesa 1, 2 wim 3. Takobhe, oznadnmo ca

f](’z) = Z za’
a€K,p(a)=j

rie je z € C, a j € {1,2,3}. Taga nobujamo

3
A = Z Z %a—&-b—i—c,n

I=1 p(a)=p(b)=p(c)=j

3 n
1 2wik(a+b+c)
=2 X g
ik

J=Lp(a)=pb)=p(c)=j k=0

= X ()

Baxwu 1a je

n

-p =285 (S () o1 ()
0 j=1

k=

Ako mocmaTpamo m3pas y 3arpaju nobujamo

3

3 3
Y r-3][6= % AR ((fl =P+ (Fa= f5) + (fs - fl)2> ‘
j=1 J=1

J=1

Jom Baxku n1a je

3 n .
2mik 2rika 0, axojel<k<n-1
E f]g (e n ) = E e n = Sk’,n = { .

n, akojek=20

7=1 a=1
Haxkure,
24— B = (fi(1) = fo(1)* + (fo(1) = f3(1))* + (f3(1) = f1(1))* > 0,
a ojarye ciaeau ga je 2A > B. [ |
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3 TIPOBJIEMU ITPEBPOJABAIbA

Hexa je p mpoct 6poj u Hexa Cy ag, a1, . . . , Gp—1 PAIUOHAJHE OPOjeBH, TAKBU J1a BaXKN
-1
ap+aie+...+ap_1e’ " =0,

Ipu IeMy je
2mi 2r . . 2m
E=e€eP =COS— +1Sln—.
p p
Taga mopa butu
apg =a1 = ... = Gp—1-

[IperxoaHo mO3HATO CBOjCTBO KOPHCTHNEMO y HapemHoM 3a7aTky. Takolhe, yKparko
HABOJMMO ¥ JIOKA3 PETXOAHOr cBOjcTBa. Hamme, KaKO moJIMHOME

ao—i—alx—i—...—i—ap_lxp*l ul+z+... +2P L

UMajy 3ajeTHUYKU KOPEH €, TO OHM HE MOTY OUTH y3ajaMHO MPOCTH W KAKO je MOJHMHOM
14+z+... 2Pt HepacTaB/buB Hak nobeMm Q, To mosmHOM ag + a1 + ... + a,p_lxpfl
MOpa 6UTH J1e/bHB ToIHHOMOM 1 + 2 + ... + 2P~ mTo je moryhe jeauno y ciydajy kaza je
apg = a1 = ... = Gp—1-

IIpumep 3.4 Koauko wnma n-tormdpeHux OpojeBa, dUnje cy mudpe H3 CKyIa
{1,3,4,6,7,9}, a cyma undapa je mebusa ca 77

Pewere. Heka je a%k) 6poj mpupoxnux Gpojesa ca n mudapa u3 ckyna {1,3,4,6,7,9} koju
npu gespemy ca 7 majy ocrarak 0. Tama Baxku

6
Zag‘:)ek e Z E$1+$2+---+$n
k=0

,7}1,$2,...7$ne{1,374,677,9}

= (e++t+e8+e7+%)",
IIpHU 9eMy je
2 L 27
€ =cos — +isin —.
7 7
Suajyhu 1a je
2 6 _ 9 _ 2
l+e+e+...4+42=0mu e’ =¢7,
3aKJBYUYjEMO JIa ce (5 +e3 4t b7+ sg)n MOYKE€ CBECTH Ha MHOTO jeTHOCTAaBHU)U
0b.JinK (—85)n. CrerujayiHo, ako TPeTIoCTaBUMO JIa je 1 JIeJbUBO ca 7, J00ujamMo

6
Z aFek = (—1)".
k=0

OcraJie caydajeBe pasmMaTrpaMo Ha CIu4aH HauuH. Taja Baxu

ag)) - (=)"= a7(11) =...=a?

n -

AKxo je g 3ajeqHuuKa BPEIHOCT, OHIa je
6
Tg= Y al) — (-1)" = 6"~ (-1)".
k=0

jep magno 6" 6pojeBa mMajy n mudapa koje cy us ckyna {1,3,4,6,7,9}. Hakie, y oBom
cay4dajy je

6" — (—1)"
[loTnyHO aHAJJOTHO Ce Pa3MaTpPajy OCTAJN CIydajeBU. |
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3 TIPOBJIEMU ITPEBPOJABAIbA

ITpumep 3.5 Hexa je {a,},~; HA3 PAa3IMINTHX, TO3UTUBHUX IIEJUX OPOjeBa TAKBUX A
BaXKM a, < 4.999n 3a ce n € N. Jlokazarw Ja MOCTOji GECKOHATHO MHOTO Gpojesa m,
TakBUX Ja cyma imdapa 6poja a, Huje mepuBa ca 5. a gim pesyarar ocraje UCTH aKo je
yCII0B a, < 5n 3a cBe n € N7

Pewerve. Hexka je s(z) cyma nudapa 6poja & ¥ mpeTnocTaBuMO ja 3a cBe n > M Baxn
5| s(an). Heka je n rakas na Baxwn

{10” -1

= |>M
4.999J> +3,

u Heka je A ckyn npeux 10" HemeraTurBHUX neanx opojesa. Bpojeru ai, mpu demy je

n __
1<k< |01
=Y 74999

mpunaaajy ckymy A, jep je 1 < ap < 4.999k < 10" — 1. Cnenn ma A cagpxu 6ap

10" —1
— |- M,
{ 4.999 J

6pojeBa ca cymom mmdapa gesbuBoM ca 5. Ako je ¢ Takas fga Baxu 2 < i < n, OHIA MOKEMO
pehu 1a je x; 6poj enemanTa ckyna A, mpu dyemy ckyn A canp:xu ¢ mudapa u cyma mudapa
je Kourpyentsa j 1o mozayay 5. Taja Baxku

To + x16 + xoe? + x3ed + ye? = E gartazt..+a;
0<asz,...,a;<9,1<a1 <9

— (e+4 .+ (et 407"

= 0.

Ako ce TO30BEMO pe3ysTaT HaBeleH HemocpemaHo uctpen Ilpumepa 3.4 U MCKOPUCTHMO
UMELEHUIY 2 je o + T1 + To + 23 + x4 = 9 - 10°~!, nobuliemo najsumre

" ,
9.101
1+§ - =2.10""t -1

1=2

emeMeHaTa ckyma A ca cymom 1ucapa JempuBoM ca b. Jlakie,

10" -1
4.999

J—MgZ-lO"l—l

3a JIOBOJBHO BeJIUKO M, mTo je Hemoryhe. Ca jJpyre craHe, pa3MaTpaMmo ciaydaj KaJa je
an < Bn. 3ampaBo, TOCMATPAMO HU3 TIOUEBITH O 1, KOju CaJIp:Ku MO3UTHBHE Tejie OpojeBe
gnja je cyma nudapa jebuBa ca 5, y pacryhem penocieny. Hoxaxkumo ga je a, < dn

zaceen. 3an = 1,23 Baxku a; = 1,ae = H,as = 14. Takobhe, mely 6umio kojux
10 yzacrmonux mpupoiHux O6pojea, TadyHO jBa cy wianou Huza. Cienu ag, < 10n u
agn—1 = agp — 5 < 5(2n — 1). Tume je npumep 3aBpiieH. |

ITpumep 3.6 Heka je p > 2 npocr 6poj u A = {1,2,...,2p}. Hahin 6poj nojckynosa
cKyma A TaKBHUX Jla CaJpiKe p eJleMeHaTa W Yhja je CyMa Je/bUBa ca p.
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3 TIPOBJIEMU ITPEBPOJABAIbA

Pewere. IlocmaTrpamo € = cos 2?” + isin 2?”. IIperniocTaBuMo fa je z; 6poj MOACKYyTOBa

X ckyna A takBux ja 3a70BosbaBajy yciaose na je | X| = pu m(X) = j(modp). Taga
3aKJbYIYjEMO

p—1
§ :-Tjgj _ § : 5m(B) _ § : geiteat . teop
J=0

BCA,|B|=p 1<e1 <ea<...<cp<2p

Kaxko je
XP—1=(X-1)(X—¢)...(Xx —er1),

M3 TOTA 3aKJby4yjeMo /13 je

E : gerteat...t+ep

1<c1 << .<cp<2p

ynpaso koedunujerr ox XP y nommmomy (X +¢) (X +¢e?)... (X +¢e?).  Takobe,
HaJIa3uMo J1a je
(X +e) (X +%) ... (X +e%) = (XP +1)°.

Haxie,
p—1
E l‘jé‘j = 2,
J=0

OaKJIe CJIen Ja je £o — 2 =1 = ... = Tp—1. OO3UPOM ma mocTojn (2;’) DOACKYIIOBA Ca P
eleMeHaTa, TO 3HAYM Ja je

2p
To+xr+...+xp1 = » .

Komauso,
1 2
w233
p p
IITO je u TpebasIo OJIPETUTH. |
IIpumep 3.7 Heka je f(n) 6poj momckymnosa ox 1,2,3,...,n enemenara [uja je cyma

jemmaka O(modn). Ilpazam ckym je takobe ykspyden, umajyhin cymy ememeHara jemHaky
mynu. Jdokazatu na je

fy=— 3 eld2

d|n, d nenapan

Pewere. Hanomennwmo aa je ¢ Ojneposa dyukuija n ¢(n) je 3ampaso Opoj OHKMX e/leMeHaTa

ckyna {1,2,...,n} koju cy ysajamuo npoctu ca n. Heka je € = e . IIpernocraBumo ja

Je
n

gX)=JJa+x")=> ax*

i=1 k>0

Jacuo je ma je f(n) = Zj>0 ajn. Cuemmjaino, y ciyuajy xaja je g(e/) mociemma cyma
MOZKE C€ JIAKO U3PadyHaTH.
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3 TIPOBJIEMU ITPEBPOJABAIbA

Caga mozkemo m3padyrati g(¢’). Ako je d = ﬁ(jn), Tajga je

X1-1= (X —ef) (X —&¥)... (X —eb).

Taxkobhe,
(14¢%) (1+€2j)...(1+5dj> =2,

axo je d memapan wmiw jeamak mynm. V3 osora zakspyuyjemo fa je g(ef) = 24, aKo je d
HermapaH win jenHak Hysau. Ilocroju tauno ¢(d) BpemHocTH j 3a Koje je €/ NpUMUTHBHU

S e = Y e,
j=1

d|n, d senapan

N-TW KOPEH, ma CJIean

1ITO je u Tpebasio MoKa3aTH. |
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I's1aBa 4

Konauna ®@ypujeoBa anaamsa

Y 0CHOBH MHOTUX MATEMATHUKHAX pe3yaraTa je NIACHTUTET

1 2irk(a—b)
- Z e = 1aEb(mod n)s
n

3a cBe nene OpojeBe a,b m cBe MO3UTHBHE Tiejie OpOjeBe N, ajau TO jé CAMO CIeIHjajHu
cnyda] mupe Teopuje. Hajope hemo Bumeru mwupy renepanusanujy kpo3z DypujeoBy
aHAJIN3y Ha KOHAUHUM KOMyTaTUBHUM Tpymama. OBu pesysTaru Cy HAPOUYUTO KOPUCHU
y 6pojuum Teopujama um kombuuaropunu. (Ca Japyre crpaHe, OHHM Cy HpPBa KOMIIOHEHTA
TPaHWTHE CJIMKE, XapMOHU]CKE aHan3e. 3a KOHAUHE KOMYTATUBHE TPYIE CTBAPK CY MHOTO
jesnocTraBHuje, ob3upoMm jla Ty 3aobmsiazumo npobsiemMe Ha Koje MoOkeMo Hauhu Kaja
pPaMMO Ca XapMOHMJCKOM aHaau3oMm (kao mro je R, jenmnumuna kpyxkania y ckymy C,
WM MHOTO T€)Ke, HEKOMYTATHBHE W HEKOMITAKTHE TOMOJOIIKe rpyme). Yumenura na je
Tpymla KOMYTATHBHA MOjeIHOCTAB/bYj€ HAM TTPODIeM 3HATAJHO.

Hyanna rpyna. Heka je G koHauHa KOMYTaTWBHA TpyNa ca n ejgemenTa. 2Kemumo ma
medunnmmemo PypujeoBy Tpancdopmanmjy 3a dyukmujy f : G — C. TloswBamem Ha TO
na ako je f wmuTerpabmiana pyHKIHja HA cKymy R, ca KOMILJIEKCHUM BPETHOCTHUMA, EhEHA
®ypujeoBa Tpamcdopmanuja je meduHECAHA CA

o~ +m .
fla) = / F(y)ed ™ dy.

—0o0

[Ipucycrso KapaxTepa y — €2 e 6urn Boauy 10 PypujeoBe aHAIN3E HA KOMYTATHBHIM
rpymama. Hanmomenmmo fma Kajga paamMoO Ca KOMYTATUBHUM TPyIaMa, jeqHa je obudHo
O3HaveHa ca + 3a mHTepHe omnepanuje Hag G. OBo je OPpUJIMYHO jaCHO KaJa PaTUMO
ca rpynama Kao mro cy Z/nZ, ami jedUHATHBHO HUje HMOTOAHO 3a Ipyle Kao IITO Cy
(Z/nZ)*. 36or Tora, npehyTHo hemo mompasymeBaTH ma Kaga PaJuMO Ca allCTPAKTHOM
KoMyTaTuBHOM rpymoMm (G, kKopucTuhieMO MyJTHIJUKATHBHY HOTAIUjy 32 WHTEpHEe
onepalnuje Ha TpPynd, JOK hemMo 3a KOHKpeTHe TpuMepe ojabparTd HAjUHTYUTHBHU]Y
HOTAIMjy, v 3aBucHocTH off curyarnuje. Kapakrep G je mopduzam 3a rpyny x : G — C*.
Y 3aBUCHOCTH OJ TOra Ja JIi KOPUCTUMO aJUTUBHY WM MYJTUILIUKATUBHY HOTAIUA]y 3a
uHTEpHE onepanuje, kapakrep o3nauasa X (z +y) = x(x) - x(y), 3a cse x,y € G, 0omHOCHO
x(zy) = x(x) - x(y). Kapaxrep ce nasuba tpusmujasian 3a x(g) = 1, 3a cee g € G. Heka
je G ckym cBux KapakTepa ckyma G. To je OUANIeHO MyJITHIUIHKATHBHA IPYIa, BaKI Ia
je (x1-x2) (9) = x1(9) - x2(g9) w HasuBamo je myasana rpyna rpyne G. Ilpumernmo, 3a
cBe X € G u g € G Baxu x(g9)" = x(¢") = 1, jep je ¢" = 1 no JlarpaHnxoBoj TeOpeMH.
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4 KOHAYHA ®YPUJEOBA AHAJIN3A

Bampaso, |x(9)] =11 x " '(9) = x(g),3acBe g€ Gu x € G. W neja xapMOHUjCKe aHATN3E
je ma ce cBe wHdopManuje o pyuxkmuju u3 G npecaukasajy Ha G.

IIpumep 4.1 Heka je n > 2 u G = Z/nZ. 1llra je nyanna rpyna rpyne G7 Bugemn cmo
na je x(1) je n-tu jenmanarn kopen. Kao mrro je x jeauncreeno oapehena ca x (1), tako je
u G oapehena jeqmaunom. OOPHYTO, aKO je 2 N-TH jeJWHUYHU KOPeH, & — 2¥ medpuHuIIe
kapakTep rpyie G. 3akmpydyjemMo Jia je G mzoMopdHa ca Z/nZ, nako oBaj uoMopduszam
zaBucu o1 n300Pa MPUMUTUBHOT N-TOT KOpeHa u3 jeauunie. Kaxo je KoHaYHa KOMYTaTUBHA
Tpyma JUPEKTaH MPOW3BOJ MUKJINIHUX TPYTa, CAEIN /1a 33 CBAKy KOHAYHY KOMYTATHBHY
rpyny G meH gyan je uzomopdusam 3a G. Jomr 3ak/pyayjemo na G v mbeHa JIyajiHa, rpyia
uMajy mcrtu O6poj emeMenara. I3 osor zamasama m 3a7aTKa , ako je x € G — 1, omjga
MOCTOjU Y € G Takas j1a Baxkn x(z) # 1. Haxme, mama g — (x — x(g)) je wHjeKTUBHU

xomomopcuzam G — @, npu demy je G moarpymna oj G. O6zupom ja je |@\ = |G|,
MpPEeTXOIHA WHjeKIHja Mopa 6utn n3oMopdmsam. Konatumo, G je KAaHOHCKH W30MOpQHA €A
CBOJUM JIBOCTPYKUM JTYAJTOM.

Teopema 4.1 Axo le G xonauwna KomymamusHa 2pyna, onda je G KoMYymamusna 2pyna

ugomoppra ca G u G je xanoncku usomopdpua ca G.

Jlokas. Heka je F(G,C) nome sekropa ceux mana f : G — C. To je nospe BekTOpa
mumensuje |G|, o63upom 1a Mama npecinkasa F(G,C) — CIGl onmocno f y (f(9))geas
ITO je OuuryieHo auHeapuu n3omopdusam. Ako npernocrasumo na f, g € F(G,C), onma

(f,9) > f=
‘G| zeG
Jlako je mposepuTu ga To mpomsuiaaszu u3 moska Bekropa F(G, C). |

VY macraBky ciaemu rnasHa Teopema Pypujeope ananmse wa ckyny G.

Teopema 4.2 Eaemenmu cxyna G dopmupajy opmonopmaany 6asy nad F(G,C).

Jloxas. Tlogenmhemo M0Ka3 Ha HEKOJIMKO KOPaKa.

Kopak 1. Joxasyjemo ma je (x1, X2) = ly,—ys, IO yCJIOBOM 12 je (X)XEG OPTOHOPMAJIHU

CKyT. AKO BayKW Ja je X1 = X2, CBe CJeu u3 untbenurie 1a x(g) nma seamaunny 1 3a 6o
KOjU KapakTep g WM X. 3aKBYTIyjeMO 1a Caydaj Kama je X = X—; Huje Tpusujasad. Tana

(X1, x2) = ZX

ocGG
Heka je S = . x(x). Tana 3a cse g € G Baxn
9)S=>Y xlgr) = x(z) =S5,
zeG zeG
jep je © — gx nepmyTtammja o1 GG. Ob63upoM Ja Y HUje TPUBUjATHO, TTOCTOJU ¢ TAKBO Ja je

x(g) # 1 m u3 mperxoxte jennakoctu mobujamo S =0 u (x1, x2) = 0.

Kopak 2. Tepaumo na 3a cee x € G Baxu ) a.x(z) = 0. Hern apryment xao u

Yy IIPBOM KOPAaKy MOKa3yje [a je TO JOBOJHHO Ja JOKAaXKe Jia MOCTOju X € G rako na je
x(z) # 1. Huje tpusmjasnno, amu je Behi 06pasioKeHo.
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4 KOHAYHA ®YPUJEOBA AHAJIN3A

Kopak 3. O63upom ma je (X)X c& OPTOHODMAJIHH CKYII, OH j¢ JINHEAPHO HEe3aBHUCTAH.
Kako nma ncry xkapauHaasocT kao npocrop Bekropa F(G, C), ocHoBHa Teopuja mpocropa
BEKTOpa TOKazyje Ma Mopa ouru ocaosa ox F(G,C). Tume je moKa3 3aBpiiieH. |

Teopema 4.3 3a 6uao xojy xonauny xwomymamueny 2pyny G easice caedehe peaayuje

(1) (perayuje opmozonaanocmu) 3a cee X, X1, X2 € G u g,heG

|G‘ ZXl 1X1 =X2» ‘G| ZX h) = g:h

zeG z€G

(2) (DPypujeosa unsepsuja) 3a cee f € F(G,C) saorcu f = eré(f, X)X

(3) (Hranwepenos udenmumem) 3a cee f € F(G,C) saorcu

@l LS @R = S P

Jloxas. (1) Beh cmo mokasasm mpugmkoMm jgokasuBama mperxogne teopeme. (2) Tlpema
peJIaliiju OpTOrOHAJIHOCTH, 33 6110 Koje x € G uMaMo 1a je

<Z<fx> ) ,G‘Zx Zf |G‘Zf Zxx/y (),

X

omakje caemu pemewse. Kopucrehn mperxomny Teopemy um kKopak 6poj (2), MoxKeMo
3aKJbY YUTHU

’G|Z!f =3 (foxa) - (Foxa) - (anxe) = D 1)1

z€G X1 X2 e
onake cienn (3). [

JlomaTHO HATIOMEHUMO 13 TEHEPAJTHO TMOCMaTpajyhm, BaxKu

<f7.g> = Z(fv)dm

xeé

sa cee f,g € F(G,C), mro MoX)eMO 3ak/byunTH W3 OHIIO KOje ajanranuje J0Kasza
[Lnanmepenosor umenturera. Ilopen Tora, xopucrehu dhopmyny kinacuune PypujeoBe
aHa/in3e aHaJIOTHO C/IeIN

1 2w

fn) = o fly)e ™ dy.

Banmcyjemo xao f(x) = (f, x) n naszusamo ra x-®ypujeos koedunujent oz f.

Caytaj HEKOMYTAaTUBHUX Tpyma. llperxogme TeopeMe MOTY Ce TPUMEHHTH W Y
caAMYajy Kaja je rpyla KOHadHa, aju HeKoMyTaTuBHa. HamMme, ca 1usbeM Jja MPUMEHIMO
DypujeoBy amanmdy Ha 6mMI0 K0joj Komadnoj rpymm (G, MOpaMO HajIpe Pa3sMOTPUTH CBE
KOMILJIEKCHE, KOHATHOAUMeH3M0He TprKaze Ipyie G. Takap npukas ce cacToju 0] KOHATHe
JUMEH3Mje BEKTOPCKOT Toshba V' Ha KoM rpyma G Jieyje JIMHEeApHO, OJHOCHO 3a CBAaKN
eremenT g € G nva ayromopduzamM o3HavueH Kao g u3 V tako ma Baxu gh = g o h. Jlesa
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4 KOHAYHA ®YPUJEOBA AHAJIN3A

CTpaHa jeJHAKOCTH MPEJICTaB/ha ayToModpuzaMm mpuapyxken gh € G, mok mecHa cTpaHa
JEIHAKOCTH TPEACTaB/ba KOMIo3uIujy ayromopdusamva. [Ipakruawro, npukas rpyme G je
mopduzam p : G — GL,(C), 3a weko n > 1. Osne je ca GL, (C) o3navena rpyma MaTpuiia
dopmara n X n Uuja je gerepMuHAHTA pasanduTa o1 Hyse. [Ipukasu pq, p2 : G — GL,(C)
HazuBajy ce mzoMopdmamu ako noctoju P € GL,(C) Takso ma Baxu pa(g) = Pp1(g)P~!
3a cee ¢ € G. Y cayuajy kaja je n = 1 HazuBamo p KapakTepoM. TakBO TpeCcTaB/batbe
BEKTODPCKOT 110Jha V Ha3WBa Ce HECBOJJBUBO aKO HUjeJaH OJroBapajyhiu moJmpocTop O
V' wuje crabumam moja ceuMm ayromopdusmuma ¢, npu uemy je ¢ € G. Ha mpumep,
KapaKTep je HEeCBOJ/bUBOT NPHKa3a aKO VOIIITe He IOCTOJH OJr0Bapajy IMOIPOCTOP.
Jequuu HECBO/BMBM TPHMKA3 KOHAYHE KOMYTATHUBHE IPYIE Cy KapaKTepu, TakO [a he
HOBa Teopuja OMTH KOMIATHUOMJIHA CA TEOPUJOM IIOjAINEEHOM Y IMPETXO/IHOM IIOTJIABJBY.
Jla 6u ce go0Ka3ajia IMPETXOJHA TBPIHA HOTPEDHO je KOPUCTUTH OCHOBHE PE3yJIrare
JuHeapue ajrebpe, HaBomehm ga cBaka KOMyTaTWBHA (aMuiInja eHIoOMOpQM3aMa HaT
KOHATHOJUMEH3MOHATHUM BEKTOPCKUM MPOCTOPUMA HaJ aarebapCKu 3aTBOPEHUM TOJHEM
WMa 3ajeTHUYKHN COMCTBeHn BekTop. Jlakje, ako je G KoMyTaTHBHA Tpyia KOja HECBOI/BUBO
Ieqyje Ha V, MOCTOjM 3ajeIHUYKH COIICTBEHHW BEKTOp v 3a cBe g € (. Omga je C, memysa
moanpocTop o V crabuian 3a cee ¢ € G u mopa 6utu C, = V, ma coequ ga je V
kapakrep. IIpema Tome, umamo ciejehn eleMHTapaH pe3ysTar.

Teopema 4.4 Buso Koju KOHGHYHOOUMEHIUOHAARY NPUKA3 Konawwe zpyne V je cyma
HECBOOMUBUL NPUKG3G, MAKO 0a nocmoje sexmopcky nodnpocmopu Vi,..., Vi 0d V
cmabuanu nod G, wmo je neceodsus npukas u maxas da sascu V = B;V;.

Vitora ayanuor G o1 G y KOMYTATHBHOM C1y4ajy UMa cKyll G HeCBO/bHBE PElpe3eHTalm]e.
Ucnocrasumio ce ga je oo konauan ckyn. Ckyn mana F(G,C) je npupogno anrebpa u
nzomopdusam rpynuoj anrebpu C[G]. To MokeMO jeTMHCTBEHO 3amucaT Kao y 9eG g 9,
npu demy je ag € C. Muoxeme je necdunmcano ma caegehn Hadnn

Zag~g Zbg-g :Z Zahbk - g.

geG geG ge€G \ hrp=g

Cpaku enemenT u3 G 3ampaBo Jieiyje Kao MHOXKeme ca ¢g. HapenHa Teopema cyMupa
ceojcria oy C[G].

Teopema 4.5 (1) G je wonauan cxyn u C[G] je usomopgpusam xao npukxaz zpyne G y
Sy gV, npu wemy je Oy gV dumensuja 00V, anV =V oV &...0V, n nyma.
3anpasco,

Gl =" (dimV)?.

ved

(2) Ilenmap 0d C[G] cadporcu cee mane f: G — C, maxse da je f(g) = f(hgh™Y) sa cee
g,h € G. Jumensuja je exsusasenmua ca |G| u ca 6pojem Konjyzosanur xaaca 00

G.

Hedunncann cvo yuyrpammmsu npoussog #Ha C[G] n nokasanm jga kapakrepu oj G
dopmupajy opronopmanny 6a3y mag C[G] y ciyuajy KomyrarusHux rpymna. Y Caydajy
HEKOMYTATUBHUX I'PyIIa TO je MaJjo Texe gokazaru. 3a fi, fo € C[G] nedunumenmo

(f1. f2) = ‘é’ > filg) fa(9)

geG
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4 KOHAYHA ®YPUJEOBA AHAJIN3A

Ba 6o koju pukas p : G — GL,(C) moxkemo TpuapyKuTn meros kapakrep. Kapakrep
je enement ox C[G] n nedmrmncan je na caenehn wauns x,(g) = T, (p(g)). Craenn rnasma
TeopeMa PypujeoBe TeopHrje Ha KOHAYHUM TPyIaMa.

Teopema 4.6 (1) Axo cy Vi u Vy npuxasu epyne G maxsu da saorcu Xy, = Xv, Kao
eaemenmu od C[G|, onda cy Vi u Vo usomopdusmu (u obpammo).

(2) (Xv)yeq Jje opmonopmaana 6Gasa od uyewmpa C[G] sa npemzodno dedunucan
yrympawry npouseod. Jow eascu da je npuxas V HeC600mUE KO U CAMO KO
saorcy da je (xv,xv) = 1.

(3) Axo g, h npunadajy G, onda je ., .axv(g)xv(h) exeusarenmna xapdunasnocmu
yenmpaausamopa g y G axo cy g, h xonjyeamu y G u exeusarenmua ca HYAG UHAYE.

Konukperau npumepu. Heka je N 1meo 6poj Befim ox 1 u meka je G rpyma
MHBEPTUOWIHUX OCTaTaka, Kaaca mod N, 0IHOCHO

G = (Z/NZ)* .

Kapaxrep on G nasusa ce Jlupuxieos kapakrep moayiaa N win camo Jupuxiieos kapakrep
mod N. O3HauuMo Taj KapakTep ca Y W HEKA je

x(n) = lgai(n,n)=1 - X(1)

3a cBe 1ejie OpojeBe n, pasmarpajyhum y oBom ciayuajy N-nepuopmune dyHKimje. Ako
d netm N m ako Y4 je KapakTep mo Moayay d, OHIa Xg CTBapa kapakrep mod N
kommonoBajyhn ra ca mamom (Z/NZ)* — (Z/dZ)*. Kapaktep mod N mnasmpa ce
TPUMUTUBHE aKO Ce He n00Wja Ha TPETXOAHO MOMEHYTH HAYWH, 33 OWI0 KOju TpaBu
npenunan, d ox N m 6uno xoje xg. llpaktuuno, kapakrep Y mod N je TpUMUTHUBAH
aKo M camMo ako 3a 6uno koju mpasu gemunan, d og N mnocroju n = 1(modd) rakas
ma H3(n,N) = 1 u x(n) # 1. Pasmorpumo caja mra ce jgeraBa Kaja MPUMEHHMO
arncrpakTHy Teopujy. Heka je a 1eo 6poj, y3ajamuo mpocrt ca 6pojem N u Heka je f mama
f(n) = 1=4(mod n)- To je mama ma rpymm G, a u3 mecdunmmje 3a cBe KapakTtepe X u3 G

~ —

Baxu ga je f(x) = x(a). Ipumenom ®Pypujeose unpepsue dopmyse g06mujamo
1 _
Ly=a(mod N) =~ D .
n_a( OdN) QD(N) " X(a)X(n)

To je cyma koja objemumyje cee JlupuxieoBe kapakTepe mo moayay IN. Osa jemHakocT
BaXKW 3a CBe M y3ajamHO mpocte ca N, a TO je o KJ/bYJHOr 3Hadaja 3a goxa3 JIupuxeose
TeopeMe KojoMm hiemo ce 6aBUTH y HACTABKY.

l'aycoBa cyma u ®@ypujeosu koedunujentu dupuxsieoBux kapakrepa. Csakom
JupuxieoBom kapakrepy X mod N mpujpyxyjemo dyHKIujy kKoja je N-mepumojpnyana
y cxyny Z u pebwnucann cy xao X(n) = lgzgmny=1 © X(n). Csaka dbymkmmja xoja
je N-mepmogmuna y ckyny 7Z uHayKyje mamy Ha ckymy Z/N7Z w MOXKEMO TOCMATPATH
med PypujeoB KoedUIUjeHT y OFHOCY HA, OBY KOHAYHY KOMYyTaTHBHY Ipymy. Pypujeos
koedurmjent mane f na ckyny Z/NZ ouhe o3nauen xKao

Fr) = % 3 fla)e 5

zeG

o63upom ja cy kapakrepu Haj Z/NZ wnentudukosanu ca Z/NZ (npentudukyjemo a u
2iTax

KapakTep £ — e N ). Y HacraBky ce 6aBumo koedunujentuma Kajaa dbyHxnuja f monasu
u3 JlupuxieoBor KapakTepa.
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4 KOHAYHA ®YPUJEOBA AHAJIN3A

Jlema 4.1 Hexa je x Jupuzaeos xapaxmep mod N.

(1) 3a 6uso xoju 6poj a xoju je ysajammo npocm ca N 6aoicu

X(a) = x(a)x(1).

(2) Axo je x npumumusean, onda je X(a) = 0 yeex xada je H3/[(a, N) > 1 u mada sastcu

3a H3/[(a,N) = 1.

Jloxas. (1) Kako je X(a) = 0 yBek kaja je H3/I(a, N) > 1 u Tajga Baxkn

= 5 S xte,

zeG
npu uemy je ( = e*mﬁ. O63upoMm Ja je * — ax mepmyTaiuja o G, Tajga BaXKn

X@R(@) = 1 3 x@¢ =+ 37 @) = 0,

az€eG xGG

u pesyarar caean u3s |x(a)| = 1.
(2) Ilpernocrasumo ma cy N = dv u a = du, npu gemy je d > 1 u H3/I(u,v) = 1. Hexka je

2itu

(=e

MMPUMUTHBAH KOPEH jeauHuIle peaa v. Ilpumernmo 1a je

X(a) = — x(z)¢”

3a cBe j 3ama)kaMo Ja ce cyma

Si= > x(+kv)
k(mod d)
wymupa. Cremu ga je y mpummrubBad, na nocroju 6poj n = 1(modwv) rakas ga je

H3/I(n,N) = 1 u x(n) # 1. Jom mpumermmo ma je (n(j + kv)(mod N))xmoda)
nepmyTaruja o7 (j + kv(mod N))g(mod a)- ake

x(n)S; = Z x(n(j + kv)) = Z x(j + kv) = S;.

k(mod d) k(mod d)

31



4 KOHAYHA ®YPUJEOBA AHAJIN3A

O6zupom 1a je x(n) # 1, ciean ga je S; = 0, a Tume cmo nokaszanu npsu jgeo. Kopucrehn
[Tranmepesios upeaTurer 3a Z/N7Z kKoHA9HO 106MjaMo

AV Y kP

= (N[>
U3 mocreame jepmaxocTn gobujamo ga je |Y(1)]2 = ﬁ Kopwucrehin nonoso geo (1) cienn

pesynTat. Tume je moka3 3aBpIIeH. |
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Cnoucak cumMooJia

arg z apryMeHT KOMILIeKCHOr 6poja z

C KOMILJIEKCHA DaBaH

C* C\ {0} mpobymena KOMILIEKCHA paBaH

cos TPUTOHOMETPHUjCKA (PYHKIH]a KOCUHYC V KOMILIEKCHO] PABHHU
exp €KCIIOHEHIMjaHa, DQYHKIMja Y KOMILJIEKCHO] PABHU

i WMaTruHapHA JeTUHUTIA

Imz VMATrVHAPAH 160 KOMILJIEKCHOT Opoja 2

N CKyII npupogHux Opojesa

Np cxkyn NU {0}

Q CKYII PAIlMOHAIHAX OpojeBa

R CKYTI peajiHux 6pojeBa

R? ckyn cBux ypehennx maposa (x,y) ca peajHUM KOODAMHATAMA,
Rez peasiam m1e0 KOMILIEKCHOT Bpoja 2

sin TPUTOHOMETPHjCKA PYHKIN]a CUHYC Y KOMIIJIEKCHO] PaBHU

Z CKyT 1iesiux OpojeBa

|2 MOTYJT KOMILTEKCHOT 6poja 2

z KOHjyraT KOMILIEKCHOT Opoja 2z
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