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Р R Е D G О V О R 

Ova knjiga predstavlja prvenstveno udzbenik kursa koji• 
drzim na redovnim studijama Odseka za matematicke, mehanicke i 
astronomske nauke Prirodno-matematickog fakulteta u Beogradu. 
Moram odmah dodati napomenu da pojedini njeni delovi ne spadaju 
u program redovnih studiJв;-kao sto се, svakako, odgovarajuci 
kurs uskoro obuhvatati i gradivo kojeg u ovom udzbeniku nema. 

Kad se radi о nastavi teorije relativnosti postoje ugl
avnom dva pristupa. Prvi pristup, nazovimo ga empirijski, izla
ze relativnost kao dodatak uz kurseve opste i teorijske fizike. 
Ро njemu је ona pretezno prikazana kao modifikovana njutnovska 
fizika. Drugi pristup, nazovimo ga deduktivni, izlaze relativ
nost kao deo diferencijalne geometrije, ва uzgrednim napomenama 
о fizici; on sve vise osvaja savremenu, narocito monografsku, li
teraturu. Ova knjiga ne pripada matici ni jedne od te dve stru
je, mada ima uzore i izvore _u nekim poznatim udzbenicima i mono
grafijama. Ја se nadam da се ona biti korisna citaocima razlici
tih sprema i zanimanja, podrazumeva-juci tu, pored onih kojima је 
namenjena kao udzbenik, i nastavnike srednjih skola, studente fi
zike i tehnickih struka. 

u prvom delu, specijalnoj relativnosti, izlaganje је do
sta postupno i induktivno. U mehanici sistema i neprekidne sre
dine drzao sam se, naravno uz dosta izmena, pristupa za koji se 
opredelio, а dobrim delom i izgradio, ~~~~--On је, za moje sh
vatanje, ро jednostavnosti i ubedljivosti, najbolji. U izlaga
nju opste relativnosti, koja је ро svojim rezultatima, а i kao 
oЫast rada, daleko razgranatija, razumljivo је da nema takvog 
jedinstva. Tamo sam se potrudio da iznesem glavne cinjenice ko-

,1_ је treba da upozna ci talac koji se interesuje za tu oЬlast. Po
menimo, izmedu ostalog, da је pristup teoriji gravitacionih ta-
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1asa prvenstveno zasnovan na onom s~o su da1i Lichnerowicz i 
njegova sko1a. Matematicke dopune date su u obimu koji је neop
hodan za neposrednu primenu. Izvodenja su ponekad vr1o e1emen
tarna, vazan је samo ci1j. Uopste uzev, prednost ima iznosenje 
cinjenica nad interpretacijama, kao sto su, na primer, varija
cione metode i1i posebni forma1izmi. Dodaci А, В, С ne predstav-
1jaju pomocne, i1i manje vazne, ode1jke, vec jednostavno nisu 
mog1i biti skup1jeni u posebnu g1avu. U nekom eventua1nom s1ed
ece'm izdanju bi1o bi ih svakako vise. N eki od zadataka, oni naj
vredniji, izabrani su tako da dopunjavaju tekst. 

Pored spiska koriscenih udzbenika i monografija, datog 
na kraju knjige, navedeni su, uz tekst, pojedini radovi koji su 
u neposrednoj vezi s njim. Tih radova nema mnogo, i ја sam, pri 
njihovom izboru, bio da1eko od neke ~istematicnosti, sto је u 
danasnje vreme ,. uosta1om, vr1o teska stvar. 

Zahva1jujem mome ucite1ju, akademiku profesoru Dr Tato
miru Ande1icu i ko1egi Dr Marku Leku, vanrednom profesoru, koji 
su procita1i rukopis knjige, da1i svoje primedbe i preporuci1i 
ga za stampu. Dugujem zahva1nost i mome uceniku Bogdanu Grujo
vicu, koji је napravio 1ере crteze prema mojim, cesto nejasnim, 
uputstvima,a vise njih znatno pobo1jsao. Bez ove pomoci i kriti
ke recenzenata ovaj udzbenik bio bi u osetnom gubitku. 
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S Р Е С I Ј А L N А 

R-ELATIVNOST 



U V О D 

Mi u relativnost ulazimo preko specijalne teorije, ko
ja se pojmovno i istorijski nastavlja na njutnovsku fiziku. То 
znaci da cemo za okvir nasih opazanja, prostor, smatrati da је 
euklidski, odnosno, da budemo u skladu s relativnoscu, smatra
cemo da svaki posmatrac koji se krece neubrzano opaza prostor 
kao euklidski. 

Sledece pitanje odnosi se na merenje vremenskih inter
vala i duzina. U njutnovskoj kinematici vreme је bilo shvace
no kao apsolutno, to jest takvo da mu је tok jedinstven u od
nosu na sve posmatrace, pod uslovom da mehanizmi koji ga mere 
budu zasticeni od cinilaca koji Ъi narusavali ravnomernost nj
ihovog rada. Isto је vazilo i za duzine. Ро specijalnoj rela
tivnosti, medutim, pitanje postojanja ili nepostojanja jedinв
tvenog toka vremena i vrednosti duzina vezuje ве za jednu po
javu koja u njutnovskoj mehanici ne igra nikakvu poвebnu ulo
gu, za brzinu svetlosti. l'inogo је puta dosad potv::i-dena cinje
nica da svetlost ne menja brzinu usled kretanja posmatraca p
rema njenom izvoru. U specijalnoj relativnosti se kao osnovna . 
postavka uzima da је brzina вvetloвti u praznom prostoru naj
veca moguca, i da је konstantna u odnosu na sve posmatrace. 
Prostorne koordinate i vreme, koji odreduju neki dogadaj, us
kladivacemo tako da vazi ova postavka. 

Dalje se postav~a pitanje mase. Ukoliko nema nekog p
rocesa trosenja, ona је ро njutnovskoj dinamici konstantna, 
to jest nezavisna od kretanja. Odgovor na to pitanje ро spec
ijalnoj relativnosti је da ве vrednosti mase i energije mora
ju, u. zavisnosti od kretanja, uskladiti sa osnovnom P?Btavkom 

. о konstantnosti brzine вvetloвti. 
Najzad postoji jedno polje sila koje necemo razmatra

ti, а to је gra:vitaciono polje. U specijalnoj relativnosti si-. 
la teze ве'nе posmatra ni u njutnovskoj ~proksimaciji. Izuca
vacemo fizicke pojave samo u slucajevima ~ada se ona opravda
no moze zanemariti. 



I. SVET SFECIJALNE REL..ii.TIVNOSTI 

1. Pojam Sveta 

Као ito је poznato, fiziake pojave se u specijc1noj tco
riji ~e1ativnosti posmatraju u prostor-vremenu, i1i Svctu, cije 
se tacke, odredene u odnosu na neki- sistem referencije koji me
ri prostorne i vremenske koordinate, zovu dor;ada,ji. Uzшiшo jed
nu materija1nu tacku. Niz polozaja koje ona zauzima u prostoru, 
posmatrяn i meren iz naseg sistema, le~i na ;\<Or~rл~i J.i:1ij~,, i-

1i proatornovremenskoj putanj i, koju i!emo zvati svetska 1inija. 
Deo svetske 1inije koju је materija1na tacka opisa1c do sadas
njeg trenutka, ро nasem merilu, zvacemo istor;ja materijalne tac
ke. Dodajemo, uz te osnovne definicij~, dc. cer.:o prostorno-vreшen
ki sistem zvati posmatrac ili posmatracki sisteш. 

Prostor-vreme, odnosno Svet, de1i se, u odnosu na svaki d

ogadaj, na proslost, istovremenost, buducnost i nulti konus. U 
njutnovskoj kinematici mog1a је postojati samo jedna istovreшe
nost, Ьо1је reci sadasnjost, а to је prostor u kojem se, u sva
kom trenutku jedinstvenog vremena na1aze svi objekti koje uoca
vamo. U 'specij a1noj re1ati vnosti, medutim, istovremenost ј ednog 
dogadaja predstav1ja deo Sveta koji od pros1osti i buducnosti od
vajaju zraci ро jednog od polukonusa koji sacinjavaju nu1ti ko
nus, а susticu se u tome dogadaju. Zraci nu1tog konusa jednog 
dogadaja imaju odredeno fizicko tumacenje koje cemo dati kasnije, 
а dogadaji koji na njima 1eze na spadaju ni u jednu od navedene 
tri kategorije. 

Uvedimo nezavine koordinate х!- ( d.. = 1, 2, 3, 4-) koje nam
odreduju dogadaje u Svetu specija1ne re1ativnosti. Tada се konacne 
jednacine svetske 1inije jedne mater:lja1ne tacke, izrazene pomocu· 

nekog paramet'ra · .«. , g1asi ti: 

(1.1) 

::s-cc s·,;s.:--:a. ::.s.-:sz:i.j·~.l::a t:s.Ckз. ;-ut"J.je ''iz prc_Slosti u bu;u5nos_t .. '~, 

:-=.:-_;;,о:::-а ::~&:-.& s·:ec:s:<::e 1inije u sve...]{om doge.~aju М ::оrз. 1eiati 

u::utar ::u1tog ko::usa ~ije је te
:::e taj ioga:::aj (s1. 1). ::e:::u svet
s~i= prs.vci=s. koji sairZe dogadгj 

Х~ М ::oramo ::eke.ko razlikovati one 
(и} 1го"" l"'""' -~~.....,F"'""'-1r-- ... u..L ._.._ ..... t: :;:o:.:-uCju 1:је~от.rе is-

s1ika 1. 

kz. = t -~.x:r.. d.x<(.d_.xf'; 

(Е.=±.~) 

tovre::e::osti Coc1ast I) oi o~ih 

~=o~i 1е::е u:::utar po1tL":or:.usa ::>ro
~losti i bui~5r:.osti (oЬlasti II i 
:::) i ~а s~.oj hiperpovrsiг.i r:.u1-
tog konusa ~oji razdveja sve te o
ы~sti. Zato 5е~о uvesti prostor

r:.o-vre::enska i1i svetska rasto-
jar.ja i izvr~iti njihovu k1asifi
~a~iju. Csno~~a ~etriCka forca 

Sveta specije.1ne re1ativnosti i~a 
oЬlik: 

(1.2) 

CvsLo z~~&ta os~ovn~ forc~ u 99Steru sluCaju kar~~teriSe rican
ske ~etrike, ::e~u koje spade. kao posebe.n s1ucaj, i r.etrike. rav
-:-_o;; prostor-vrercena. ё::itna је jedino signatura };:oju odre~uje ko
efici~er.t С. u §:ornjeo izrazu. Za С. 1 kazer::o dafd.ьZ. odre~'u
je prostor~o e1er::entarno rastojanje, а ~~је vektor Drostorno~ 
ti.:a i 1ezi izvan nu1tog kor,usa. Za С. =-1 izraz ~o(.в-d.x".t:i,xl\ 

r:-.ora biti negativan·, а .ct:.:o\. је Yektor vremenskog tipa, orijen
tisan ur.utar po1ukonusa pros1osti i1i buducnosti. Kajzad za 

(1.2') 

radi se о e1er::entarno:-:-. vektoru "rastojanja" izr.:.edu ~ i ne-
_tog Ыiskog doga1aja sa nu1tog konusa. Cvaj izraz smo st~vi1i 

:;;оС. zr.e.k navoda jer је prostorno- vremensko rastojanje izmecu 
terr.ena r,u1to~ konusa i r::a kojeg dogadaja na njemu jednг.ko nu1i 
ро forr.,u1i (1.2'), r.oa ,ј_а se posmatrane tacke, odnosno dogac•aji, 
raz1ikuju ро koordinatama. Tada је .dx~ nu1ti vektor, koji pri-
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~racima jednog od dva po1ukonusa. 
uopste u:zev, vrednos·Cskalarnog кva·a:rata.-···rгёkog prcizvo·Тj:.:.· 

nog vektora v~ се nam odredivati njegovu orijentaciju, odnosno 

tip. 

а) Za vremenski s1ucaj је ~о.!) V<LV~" .:::: о 

Ь) Za prostorr.i 11 ~·и v<L vtъ >0 (1. 3) 

с) Za nu1ti konus ~.и:~ vd. v~ =о 

Vratimo se osnovnoj formi (1.2), odnosno (1.2').l:a koji 

је oЬlik moiemo svesti? U jednoj rimanskoj metrici osncvna met
ricka forma moze se 1oka1no, а u euk1idskoj metrici (u stvari 
nseudoeuk1idskoj jer је nasa defi~itnost гromen1jiva) i u ce1ini 
svesti na zbir kvadrata ~~ sa konstantnim koeficijentima. Po
sto smo pos1i od toga da svaki posmatrac u Svetu specija1ne re1a
tivnosti opaza prostor kao euk1idski, sad cemo taj osnovni zahtev 
prociriti na citav Svet, cime us1ov1javamo njegovu pseudoeuk1id
sku, odnosno ravnu, unutrasnju metriku. Tako mozemo postaviti u 
ce1ini prostor-vremena jedan ortogona1ni koordinatni sistem De
kartovog tipa, ciji su dijagona1ni e1ementi metrickog tenzora 
konstantni dok su osta1i jednвki nu1i. Геkа bar jedna osa tog 
sistema, recimo .)(~, bude orijentisana vremenski, unutar nu1tog 
konusa koj~ odgovara doga,:aju odabranom za koordinatni pocetak 
о. Posto posmatrac и о uocava jedan trodimenzioni prostor u sva
kom trenutku svog vremena, koje odreduje parametar ~ц ~s tim sto 
ncma ubrzaг.ja, to jest putuje ravrco['\erno ро odgovara~ucoj "Qravoj) 

zetkljucak је da kvadrati tri nezavisna vektora u pravcima pro

stornih osa imaju signaturu +1, а kvadrat u pravcu vremenske o
se signaturt1 ~1. Osnovna metricka forma u odnosu na takvog pos-

matraca g1asi: 

(1.4) 

u ·odnosu· n:з. taj sistem imamo: · 
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Za vremenski e1ementarni interval: 

(1.5) 

Za prostorni e1ementarni interval: 

(1.5') 

Za nu1ti e1ementarni interva1: 

Izraz interva1 oznacava neko prostorno-vremensko rastojanje. 
(1.5 ) је ustvari jednacina nu1tog konusa u diferencija1nom ob-
1iku. Vidimo da se radi о kruznom hiperkonusu, sto tumacimo ra
vnopravnoscu i1i izotropnoscu nultih pravaca u odnosu na dati 
tok vreшena. То је stoga sto nema raz1oga za promen1jivost naj
vece brzine u zavisnosti od pravca u prostoru. Jednacina (1.5~) 
u konacnom oЬliku u nekom dogadaju r1 g1asi: 

(1.6) 

Vidimo da se otvor konusa ne menja ni u zavisnosti od izbora te
menog dogadaja. Znaci da је Svet specija1ne re1ativnosti homogen 
u odnosu na nu1te pravce, jer najveca brzina ne zavisi unapred 
od mesta u prostoru i vremenu prema posmatracu. Zraci koji ogr
anicavaju po1ukonuse pros1osti i buducnosti dogadaja t-'\ dobija
ju se za pozi ti vne, odnosno nega ti vne, vrednosti -з:• - ::Х: 'м 

Ako pog1edamo veze (1.3) i1i (1.5) vidimo da su osobine 
prostorne, vremenske i1i nu1te orijentacije uzajamne za bi1o ko
ja dva- dogadaja М i М' , s tim sto za dogadaje vremenskog i1i 
nu1tog tipa postoji pojam vremenskog s1edovanja, jer dva takva 
dogadaja 1eze umutar, i1i na povrsima, suprotnih po1ukonusa ko
ji odgovaraju svakom od njih.· 

. _Vezom (1.3) uve1i smo, za ska1arne kvadrate- svih -vekto:..-· 
ra, izraie istog oЬlika kao i u definitnim'inetrikama. Ska1arni 
proizvodi su takode definisani isto kao u definitnim metrikama';·: 
а posmatracemo ih u s1edecem odeljku. :<5 

"'•::)'. 

1 
\. 

,._.Ј ј 

1 
': 
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Prostor-vreme specijalne re1ativnosti, koje se 'zovec,-:· 
Svet Minkovskog, ро svom tvorcu: (Н. Minkowski), p:r;e·dsta~ja--iz
vanrednu geometrijsku zamisao koja s1uzi; kao cёment, povezi
vanju zak1j~caka re1ativisticke fizike. Minkovski је uveo po
jam Sveta specija1ne re1ativnosti tri godine pos1e prvih Ajn

stajnovih rezultata u toj oЫasti. 

2. Ortogonalnost vektora 

U prethodnom ode1jku u<e1i smo bi1i jedan ortogona1ni 
koordinatni sistem u kojem osnovna metricka forma gias'i: 

(2.1) 

cime вmо podrazumeva1i da postoji neki sistem medusobno ortogo
nalnih baznih vektora koordinatnih osa, s tim sto је jedan od 
njih vremenski orijentisan, а osta1a tri prostorno. Postav1ja 
se pitanje da 1i postoji vremenski vektor za koji preosta1a o

rtogona1na trojka vekt~a ne bi bi1a isk1jucivo prostorna, kao 
u (2.1). Drugim recima, da 11 jedan vremenski vektor moze biti 

ortogona1an na nekom vremenskom i1i nu1tom vektcru? 
Podimo od dva vektora, vremenskog 1А~ , i vremenskog i-

li nu1 tog v--< : 

(2.2) 

Dokazacemo da је: 

(2.3) . 

to jest da vremenski vektor ne moze biti ortogona1an na vreme-

nskom i1i nultom vektoru. 
Uvescemo dve konvencije_- Pr~o, uko1iko indeksi fdu do 

tri, belezicemo iь latinskim slovima, dok cemo_ one _koji i~u. do 
cetiri be1eZiti grckim. Drugo, svako ponavljanje indeksa; bilo 
gornjih, donjih ili mesovitih, podrazumevacemo da 6zn~ca'va 
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sabiranje, osim ako se drukcije ne naglasi, То je.takozvana 
Singova (Ј. L. Synge) konvencija. Dosad smo podrazumevali da 
samo ~ ponavlj_anje indeksa suprotnih tipova (gornjih i donjih) 
oznacava sabiranje, sto preds~avlja poznatu Ajnstajnovu konv: 
enciju. · 

U skladu s prethodnim, posto koeficijenti metricke f
orme (2.1) glase: 

(2;4) 

pisa6emo uslove (2.2): 

(2.2') 

Odakle је: 

(2.5) 

Svaka linearna kombinacija, sa realnim cin~em ~ p-
rostornih delova vektora и]'&. i "'r.IL ' mora imati intenzi tet 've-
61 i1i jednak nufi •. Dakle: . 

sto nam d~je kvadratnu nejednacinn ро )l ' koja ne moze imati 
razlicite realne korene. Njena diskriminanta је manja ili jed
naka nuli. Otud: 

Kad pogledamo (2.5) vidimo da mora biti: 
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sto је treba1o dokazati. 
Znak gornjeg izraza zavisi od orijenatcije vektora 1(~ 

i ~~u Qdnosu na koordinatni sistem. Posebno za vremenske ko
mponent~ znaci се biti jednaki pri orijentaciji unutar istog 
po1ukonusa, а suprotni za raz1icite po1ukonuse. 

-Sto se tice ortogona1nosti vremenskog vektora na pro
stornom, ona је moguca vec i ро tome sto su bazni vektori za 
sistem (2.1), od kojih su tri prostorna а jedan vremenski, u
zajamno ortogona1ni. Moze se pokazati da za neki prostorni v
ektor postoje, pored prostornih, i vremenski vektori koji su 
ortogona1ni na njemu. Vektori nu1tog konusa takode mogu biti 
ortogona1ni na prostornim vektorima, pored toga sto је svaki 

od njih "ortogona1an na samom sebi". 

Ska1arni proizvodi vektora. Dvoravni i troravni 

uzmimo dva vre~enski orijentisana jedinicna vektora, 

'Џ" i '1/""' , usmerena prema buduc~~~ '1А' , '1r > 0) : 

Izaberimo, medu raz1icitim 
smatracima), onaj na cijoj 

njega се biti: 
----;у 

'U.L = 0 Ј 'U.'-:: f1 

(3.1) 

шogucim koordinatnim sistemima (ро
је vremenskoj osi 'И." • U odnosu na 

(3.2) 

u tom sistemu ska1arni proizvod ~ sa '1f""' svodi se, na osno

vu (2.4), na: 

(3-3) 
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.dok iz druge ј ednakosti (3 .1) imamo za "1f'"' : 

(3.4) 

Otud: 

(;5.4') 

Dakle, za razlicite vremenske jedinicne vektore 1J.ttf. i 11'"" ·, is
te orijentacije, skalarni proizvod је negativan i ро a~solutnoj 

vrednosti veci od jedinice. U slucaju suprotnih orijentacija on 
је rozitivan i veci od jedinice. 

U prethodnom SI'!O odeljku p.okazali da ·е vektor ortogona
lan na vremenskom vektoru .uvek prostoran. Лkо uzmemo proizvoljan 

'Ted.inicni · p;;~~t-orni vektor 'Р" , imacemo niz vrectnosti skalarnih 
proizvoda .g." 1(.«1/'1' koji' vec prema uzajamnim orije·.1tetci,ja::Ja 

'U.Io i 1f't,
1 

moze bi ti pozitivan, ner;ativan а u slucaju ortogonal.-:
r.osti jednak nuli Гu kojim se irJtcrvalima 1:recu vred.nosti pros
torйiћ i -v-remenske komponente Р" ? 

Ic.anю, u odr10su na sistem u kojem smo vri:ili rc.zlaga
nje (3.2): 

р"= ± {PiJ>i--t (3 .;,;) 

Jasno je.da mora ~iti: 

(3.6) 

~!idimo.,di:'., osim sto zadovoljavaju vezu (3.5) i uslov (3.6), kom
ponente pt i_ р~ nemaju eornju sranicu pozitivnih.vrednosti,: 
11iti donju e;ranicu negativnih. I\.ada· (3.6).:pre('te.u.jednakost.P:': 
i 'И."' su uzajamno ortogonalni. Ako izaberemo _jedinicni prostor-,· 
ni' vektor' Q• tako da odreduje prvu·:po·,redu :.k:oordinatnu• osu ж", 
dakle Q"'Cl,O ,о,о), imacemo: ,•, :;~ s,':.·;, ·:>С·,; 



- 10 -

.. ----···---р-,;;--1!>- -----.--------------
~.Lp Q; ::. f ., -- . - -(3~7)' 

Ako је ukupni niz vektora р<~- sadrzan u ravni odredenoj osama 
У i :i' (slika 2) imacemo, na osnovu (3.6) \р-41 ~ t1 • Jednacine 
(3.4) i (3.7) predstavljene su na tome dijagramu, prva punom, 
druga isprekidanom linijom: 

slika 2. 

Vidimo da је ge
ometrijsko mesto zavrse
taka jedinicnih vektora 
~ ravnostrana hiper

bola u dvoravni Х1 .~ 

S obzirom na izotropiju 
prostorni~ pravaca u pro~ 
stor-vremehu imacemo tro
dimenzionidvokrilni rot-
acj.oni hiperboloid ci-
је grane asimptotski te
ze nultom konusu. Kada 

1\Т.с.. tezi zraku nul tog 
konusa njegove komponen

te teze beskonacnim vrednostima. Geometrijsko mesto zavrsetaka. 
vektora Р~ opisuje ravnostranu hiperbolu koja u prostor-vremenu 
prelazi u jednokrilni rotacioni hiperboloid koji asimptotski tezi 

,-(ј i-n~tom !o~u~u ~ro sto~з::_a~~тackasti~-linijama--8~-nasli
(.j! ci obelezene granice unutar koill leze one vrednosti Р za koje 

је \Р-~'IЈ. ... Ј.ц r ~to-;;i ~tori ortogonaм;~ р;,с. lez~-pro
-;,~jd.v~~;;;i upravnoj na х-' i ~~ , ра imaju komponente razli
cite od nule na osama :Х.-.. i 'Х."!, • 

Objasnicemo izraze troravan i dvoravan, koje cemo dalje 
redovno koristiti. Prve su zadane pomocu jedne а druge pomocu dve 
nezavisne linearne jednacine u odnosu na posmatracev sistem. Tro
ravni i dvoravni mogu biti prostornog, nultog i vremenskog tipa, 
vec prema tome kako su orijentisani vektori koji su na njima orto
gonalni. 

Neka troravan ~ kroz koordinatni pocetak (posmatracev po
cetni dogadaj) bude zadata jednacinom: 
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Tada je_za 

ta troravan prostornog tipa, posto је na njoj ortogonalan vek
tor ~~ , vremenski orijentisan. Za 

2: је vremenska, odnosno nulta. U prvom slucaju ona sece nQl
ti konus, а u drugom ga tangira duz jedne izvodnice. 

Neka dvoravan ~ kroz koordinatni pocetak zadata је sa: 

(3.9} 

Njen tip се zavisiti od tipa njenog ortogonalnog komplementa, 
dvoravni 0

1

1 
, koju odreduju А" i р,.« • Ako је 6 prostorna 

dvoravan, 6 се biti vremenska, i obrnuto. Znaci da se pita
nje tipa ~ svodi na to da li na ()/ postoje, pored prostor
nih pravaca , __ kojih uvek mora bi ti. jos i vremenski i nul ti pr
avci, odnosno samo nulti pravac, ako с;/ tangira nulti konus. 
Zato cemo ispitati skalarni kvadrat <р vektora razlicitih pra
vaca na r!/ , dobijenih linearnim kombinacijama д..t. i ~~ : 

Formirajmo odgovarajucu kvadratnu jednacinu: 

Ako је diskriminanta ~~gativna: 

''1' . ' 

(3.10) 

(3.11) 
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trinom na 1evoj strani (3.10) се za svaku rea1nu 1inearnu kom- · 
Ьinacijl.l д~ + ~~"- biti veci od nu1e ~ Svaki vekt~r- na- е/ 
се dak1e biti prostorno orijentisan, ра се б samim. tim biti 
vremenskog tipa. 

Ako је diskriminanta nenegativna: 

(3.12) 

imacemo, u s1ucaju da је pzitivna,indefinitne vrednosti ~ , . 
ра се, pored prostornih, postojati i vremenski pravci, kao i 
dva nu1ta koji ih razdvajaju na б/ . Tada је njen ortogona1ni 
komp1ement, dvoravan ~ , prostornog tipa. Najzad, ako је disk
riminanta (3.12) jednaka nuli, imamo dvostruki koren Л , i rЬ' 
tangira nut1i konus duz "dvostruke" izvodnice, а isto to biva 
i sa dvoravni б . :-

Primer vremenske dvoravni imamo na dijagramu s1ike 2. 

/ 4. Ortogona1na raz1aganja vektora i tenzora 

~;;-· ol 

4-.Ј"_,У:, Uzmimo neki proizvo1jan vektor 'V (moze Ьi ti i nu1ti) 
~ / &f\ i raz1oZimo ga na dve upravn_e_ projekcije, jednu na pravac jedi-
~ ~ f nicnog vremenskog vektora 1/~ ,i drugu, koju cemo obe1eziti sa 
. v ""- . . 
~ .:f 'И , na njegov ortogona1ni komp1ement, prostornu troravan: 

(4.1) 

<Ј. / Negativni znak uz koeficijent prvog. c1ana poti~e о~ vrem:~sk~ 
1 orijentacije '?Ј;. . U ortogona1nom s~stemu u koJem ае 'lf Jed~n

icni vektor ове 'Х4 ' s1eduje, ako iskoristimo (3.3): 

рг je.otud: 
Ј. 

(4.1') 
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Posto kontravarijantna koordinata nekog vektora predstavlja n~
egovu brojnu vrednost u odnosu na neku bazu, to nam (4.1') da
je opravdanje za (4.1). Iz te veze s~eduje: 

,ј. (4.2) 

Tenzor ~~ , koji cemo nazvati tenzor projektor za vremenski 
pravac 1\k , daje nam vrednost projekcije nekog proizvo1jnog ve
ktora u Svetu Ninkovskog na prostornu troravan upravnu na vrem
enskom jedinicnom vektoru ~ • S obzirom na tenzorsku prirodu, 

..e..oiJS zadrzava projektorsku osobinu i kad је zadat pomc е~ meso
vitih ili kontravarijantnih koordinata. 

Svaki tenzor proizvo1jnog reda moze se J?ro_jE)~~<:>.!.<:tti_!_pr
eko svih svojih koordinata, na komp1ementarnu troravan vektora 
'lt ... pomocu tenzora-. ~.е.6~· Na primer, za te-nz.or ctrngog reda oz-ot' 

cemo imati: '~.~.У"' 

Ako sad, ana1ogno prethodnom, raz1ozimo vektor ~ na pravac 
nekog .prostornog jedinicnog ve_~_tora "Р" i njegov ortogona1ni 
komp1ement, vremensku troravan, imacemo: 

Otud: 

(4.4) 

Tenzor projektor .i~ na ortogonalni komp1ement prostornog pr
avca zadatog jedfnicnim vektorom ~~ razlikuje se znakom od od
govarajuceg pl'Ojektora za neki vremenski pravac. · 

Heka Prostorni vektor 1> ot i vremenski V"ot budu med:uso
sobno ortogon~lni. Ispitajmo. kako treba da glasi tenzor.koji'ceГJ 
kom~onente vektora i tenzor~ projektovati na ravan upravnu na 
ta dva vektora. Stoga- cemo prvo projektovati vektor tt "uprav-
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no na '11"' .·... . ' 
n.:. 

а potom,r;~ t' >Dak1~: 

(4.5) 

Razvijanjem dobijamo: 

(4.6) 

Iz oЫika desne strane vidi se da su operacije projektovanja 
ро me~usobno ortogonalnim pravcima komutativne u Svetu Minkov
skog. Izraz (4.6) је poseban slucaj opstijih izraza za projek
tovanje na dva proizvoljna pravca razlicitog ili istog tipa. 

Jedino su nulti pravci iskljuceni. 
Uzmimo jednu ortonormiranu vektorsku bazu sa tri pros

torna pravca 1\. ~IJ , i cetvrtim vremenskim '/\. ~" • Na osnovu iz
raza za ~.1.(3 (4.2) i f_ol(S (4.6) vidimo da se mogu redom napra
viti te~ori projektori za sve pravce u Svetu Minkovskog. U o
vom slucaju rezultat takvog projektovanja upravno na sve neza
visne pravce је ocigledno nula vektor ili tenzor. Dakle: 

Otud: 

Dok је za neki tenzor drugog reda lГ~ : 

. 1r6( й~-Р-,4)./\.~>- л(\\оl.л~- л(,,о( "~~ + r..,"\ctлt~) (с,~ 

-/\<•'~"<~ - Л,ц~А.~- А.\)\(\)..<~ + Лt~)~).<~) = о 
Otud: 

(4.7) 

(4.9) 
#•' •;---.-: 
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(4.10) 

Tenzor ~ol~ је proizvo1jan, ne mora biti simetrican niti anti
simetrican. Za slucajeve simetrije, odnosno antisimetriJ"e 

ј . . ' u 
gorn em ~zrazu dolazi do odredenih'uproscenja. 

Ako ovakvo razlaganje primenimo na metricki tenzor 
imacemo, na osnovu (4.10): ~.q3 

(4.11) 

sto se moze zakljuciti i neposredno iz (4.7), jer је tenzor u 
zagradi ortogonalan na svakom vektoru, ра se prema tome svodi 
na nu1a tenzor. 

Zadaci 

1) Dokazati da је, od svih vektora nultog konuss, svaki orto
gonalan jedino na sebi. 

2) Neka је t1 temeщi doga~aj nultog konusa, i neka dogadaj 
А pripada polukonu~u proslosti, а dogadaj В polukonusu bud

ucnosti ( А , М i В ne leze na jednoj nultoj pravoj). Ako do
gadaj N leZi na svetskoj pravoJ· А В , pokazati da uvek vazi 
MN~= AN·BIJ. 

1 . 

3) а) Ako su Ао~. i fr- .. jedinicni vremenski vektori, naci ten
zor ~koji vrsi projektovanje upravno na njihovu dvoravan. 

,. ~) Neka za isti Aot vekto:r }'~ bude jedinicni prostoran, ali ne 
.~ upravan na njemu. с) .Ne:k,a za isti )\,.(. vektor f{) bude nu1ti. 



II. КRЕТАNЈЕ РО INERCIJI 

5. Geodezijske 1inije i kretanje ро inerciji 

S obzirom na indefinitnu metriku Sveta Minkovskog, 
raz1ikovacemo tri vrste geodezijskih 1inija: 

а) prostorno orijentisane; 

Ь) vremenski orijentisane; 

с) nu1te. 

Konacne jednacine prostorno orijentisanih geodezi~Skih 1inija 
jesu, kao i u defini tnoj metrici' resen·ja jednog sistema di
ferencija1nih jednacina drugogreda. Ove su, ustvari, transfor
misani oЬlik jednacina ekstreшa1a, dobijenih varijacionim pu
tem: 

(5.1) 

uz us1ov: 

gde је /.) duzina 1uka geodezijske 1inije, dok su koeficijenti: 

(5.2) 

Kristofe1ovi (Christoffe1) simbo1i druge vrste. Us1ov za po

zitivn~ ~efinitnost e1ementarnog inte~va1a· (~.].) ~oЬi~amo·: iz 
osnovnog oprede1jenja za signaturu nase metr~ke, ~zrazenog 

jednacinom (1.2). 
za vremenski orijentisane geodezijske 1inije bice: 

(5.3) 
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uz us1ov. 

Ostaje pitahje nu1tih geodezijskih 1inija. Tu se pojav1juje je
dna teskoca. Ne mozemo vise uzeti duzinu i1i proteklo vreme :С 
kao parametre, jer za nu1te 1inije pojmovi duzine i trajanja 
gube smisao':· Stoga cemo posmatrati jednu vremensku geodezijsku 
1iniju, i uvesti parametar ~ = ~~~ , gde је t neka proizvo1j
na koristanta. Us1ov uz jednacine. (5.3) се biti: 

Ako pustimo ~ i r da istovremeno teze nu1i, tako: da ~ postane 
neodreden izraz, vremenska geodezijska jinija се teziti nultoj. 
Tako cemo dobiti izraz: 

(5.4) 

uz 

Podv1acimo cinjenicu da diferencija1ne jednacine geodezijskih 
1inija imaju oblike (5~1) i (5.3) u odnosu na kanonske parame
tre, medu koje spada duzina. Ovako smo dobi1i kanonski ob1ik 
diferencijalnih jednacina i za nulte geodezijske 1inije. Svi 
kanonski parametri su 1inearne 
jednacine (5.4) zadrzati ob1ik 
tar 4 1 zadan sa: 

ц' ~дц, + ь 

funkcije jedni drugih, ра се 
u odnosu na svaki drugi parame-

' 'У 

. (5.5) . 

Iskazacemo osnovne postavke о kretanju ро geodezijskim 

linijama: 
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1) Svetska 1inija s1obodne materija1ne tacke koja se krece ро 
-·---~~----·-inerci·j±-·je··vremenska··geod-ezij sk;Гiirii;)a Sveta-r;1iiikovs:кog-;,·----

2) Svetska 1inija svet1osnog zraka u uraznom prostoru је nu1-
ta geodezijska 1inija Sveta r!inkovskog. 

Ove dve postavke iskazuju ustvari prvi Njutnov zakon 
u specija1noj re1ativnosti. 

Ь obzirom na pseudoeuk1idski karakter metrike, koji iz
razava forma (2.1~, Kristofe1ovi simbo1i u jednacinama (5.1), 
(5.3) i (5.4) bice jednaki n~1i u odnosu na odgovarajuci koor
dinatni sistem, ра cemo imati sledece konacne jednacine: 

):.(. = д."'!:! + Ь"' 
' 

а/ Q.1 - (д+ )-а.= 1 (5.6) 

~:::. .<:t"'t' + ьоt 
' 

.а.• Q.j- (ct"')?..=. -1 (5.6') 

~ = д"-ц. + Ь"' .а' а;- (af)"l. =- о. (5.6") 

U gornjim jednacinama д i ~ predstav1jaju duzinu, odnosno pro
teklo vreme. Poredak dogadaja na nultoj pravoj izrazen је, u 
jednakim interva1ima, kanonskim parametrom {t • 

б. Brzina svetlosti 

Osnovne postavke о geodezijskim 1inijama sadrze, ust
vari, hipotezu da је brzina svet1osti u praznom prostoru naj
ve6a moguca. Posmatrajmo svet1osni zrak koji putuje u vakuumu, 
u pravcima datim baznТm vektorima prostornih Dekartovih osa. 

Imacemo: 

Uporedivanjem sa (1.5") vidimo da је l::."x~ =..С l\t 
(6.1) jednostavno kaze da је za svet1ost .& =,С 

(6.1) 

• Veza 
• Ako iz-
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vrsimo 1inearnu transformaciju u vezi (5.6') dovescemo osu 
- ----x'l--do pok1apanja-s---tom -pravom,--ko-ji:Гpredstav1ja-вvetsk:u-~-lini------ -----------

ju jedne materija1ne tacke koja se k:rece р';; inerciji. Nje~e ko-
nacne jednacine su tada: 

Izbor koordinatnog pocetka i jedinica rnercnjo ;С~ 

+ 84 dace nam, najzad: 

.:t:4=-c-t. 

Ovakav koordinatni sistem predstavlja posmatracev inercija1ni 
. t . о 1 2 3 4 1' t k 1' .. ~' Jer smo х х х х veza 1 za sve s u lnlJU kretanja 

ро inerciji. Tok vremena u tom sistemu srazmeran је koordina
ti x1do na konstantan faktor, brziпu svet1osti. Stoga 6emo 
nu1 ti konus zvati i svet1osni konus. r•:etricka· forma u odnosu 
na jedaa inercija1ni sistem g1asi: 

(6.2) 

Nada1je cemo obe1ezavati sa X~:vremensku koordinatu (uko1iko 
se drukcije ne napornene), Ortogonalne inercija1ne sisterne се
то zvati i najpogodni,ji sistemi u Svetu f·iinkovskog. 

7. Ga1ilejeva transforrnacija 

U prethodnoш ode1jk:u. srno rastUшaci1i izbor vremenske 
ose jednog pravoug1og sistema u Svetu specija1ne re1ativno
sti kao vezivanje nekog prostornog Dekartovog sistema za ma
terija1nu tacku koja se krece ро inerciji. Vreme, mereno u 
takvom sisternu, moze imati raz1icite pocetne trenutke i jedi
nice. Od osnovnog је znacaja zapazanje da svaka prirodna poja
va koja u jedno/11 inercija1norn s_istenm, u odsustvu smetnje i1i 
prinude, pravi1no tece, daje je~no kanonsko meri1o toka vre

mena, kao s:to је ukazano u § z;;. 



Trans.formacija: 

x't ·;" <:;~~х~~~- , 

'4 i 
:х:'"' = .х + f, 1 

koja zadovo1java uslov ortogonalnosti 

(7.1) 

(7.2) 

(gde је (G\) :=. (G,..~}""" , а д: Kronekerov simbol), zove se 
Galilejeva trans.formacija. Gistemi cije se prostorne ose i tok 
vremena transformisu ро formulama (7.1), uz us1ov (7.2), zovu 
se Galilejevi sistemi ili posmatraci. 

Iz (7.1) se vidi da se prostorna trans.formacija sasto
ji u promeni pocetka prostornog Dek~ovog sistema, dok se vre
menska osa preslikava na samu sebe izborom drugog pocetnog tre
nutka. Ne dola.zi dakle do promene inercije posmatraca. Uslov 
(7.2), koji izrazava ortogonalnost novog pristornog sistema, 
garantuje ocuvanje uglova medu osama i -jedinica na njima. 

Ova transformacija odrzava interval svetske metrike. A
ko kvadrat prostornog intervala u odnosu na po1azni sistem obe
lezimo sa А61. , а vremenskog sa .d.'Г" , bice: 

Otud: 

.d6rt. = 6,н J.:x:' .. .d:x'i: = d11:t G~<) G:.atd:r~J:x:.ч.= 

= Gi~ G~u dx 1 dx.w. = ~.ou .d.x~ .dx ... = .d6\ 

.d.-rn. "Јт1... 

Ьtо ·је treba1o dokazati. · · 
_(..;·· 

III. LORENCOVE TRANSFORMACIJE 

8· Transformacije ortogona1nih sistema 

Pokaza1i smo, u prethodnom ode1jlqi, da pri Ga1i-
1ejevoj transformaciji ostaje invarijantan ~~ Sveta Min
kovskog. Postavimo sad pitanje najopstije transformacije ko
ja prevodi jedan ortogona1an posmatracki sistem u drugi, а 

da ostane ocuvan kvadrat interva1a svetske metrike: 

(8.1) 

Ovim је iskljucena promena signature, sto potice iz sustine 
naseg shvatanja metrike Sveta specija1ne relativnosti. (8.1) 
dak1e povlaci: 

Ј "_/ б ' Ј 'ot Ј '/> 
'ј~,џ._х.м:>:: =-j..-;3p:XN'?: , (8.2) 

( 1ij =1;i""" 8•i ; 1·~=~;., "' 0 

Ako formiramo koeficijente·povezanosti u odnosu na nasa dva 
sistema, dobicemo: 

г"= го~.·- о 
~r {)'r'- . 

Posto njihov zakon transformacije glasi: 

to zbog (8.3) s1eduje: 

(8.3) 

(8.4-) 
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Mi zahtevamo da jakobijan ove transformacije bude raz1icit 
od nu1e: 

i zak1jucujemo da za svaki utvrdeni par indeksa ~ • r' ' 
(8.4) predstavlja homogeni sistem 1inearnih jednacina s koe
ficijentima ?Ј x«/9.x't • ра imamo: 

Menjajuci f.J , 'f , Х 
1 

dobije sistem diferencija1nih jednaci
na sa ociglednim resenjima: 

(8.6) 

I1i Lorencova transformacija је linearna. Ako је primenimo 
na vektor koordinatnih razlika дх'0 , imacemo: 

(8.6') 
·~ 

Transformacija (8.6) izrazava ( .;;:i ) - ( ;;Е'). Za inverznu tr
ansformaciju (Х') _...,. (Х) cemo imati: 

S obzirom na ortogona1nost оЬа sistema i 1inearnost transf
ormacije, matrica ( L} се zadovoljavati s1edeci us1ov: 

( L~) 
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gde вimbo1 ' oznacava tranвpoziciju. Posto proizvod direktne t
ransformacije (8.6') i inverzne (8.6 11

) vodi identicnosti, bice:·. 

(8.7) 

Vidimo da ( L ~р} ima svojвtva matrice ortogona1ne transformacije 
u Svetu Minkovвkog. Ona najsire transformise ortogona1ne posma
tracke вisteme, dok је Ga1i1ejeva transformacija (7.1) transfo
rmiвala posmatracke sisteme bez promene inercije. to ·јевt vrem
enske ose~ (8,6) se od (8.6') razlikuje ро konstantama integra
cije Lf , koje imaju smisao pomeranja koordinatnog pocetka, to 
jest izbora raz1icitih dogadaja za pocetak posmatrackog вiвtema. 
Na dalje cemo pod Lorencovim transformacijama podrazumevati sa
mo one koje su homogene. Ortogonalne posmatracke sist~me u Sve
tu Minkovskog zvacemo i Lorencovi sistemi. 

Iz (8.7) imamo, za determinantu transformacije: 

IJL\11 =:t-1. . (8.8) 

Mi Lorencove tranвformacije de1iшo na svo,jstvene i nesvojstvene · 
rv~/~rema tome da 1i је determinanta (8.8) p~zitivna ili negat
\. s . t :L:V:na. VOJS vena Lorencova trans.formacija вadrzi identicnost 

'Х. 1" • ::Х"' • A1i medu вvojstvenim transformacijama postoje i ta
kve koje ~ вadrze identicnoвt, ve6 vrse og1edanje вvih ова :х'<:= 
• - х< . Promena orijentacije prostornih ова zove ве promena 
pariteta,. dok se promena orijentacije vremenske ose zove inver
zija toka vremena i1i ortohronosti. Nesvojвtvene Lorencove tra
nsformacije ne sadrze identicnost. One mogu biti i1i ortohrone 
uz promenu pariteta ... _],_1i neortohrone uz ocuvanje pariteta. 

'мatematicksiJfi~-ika' bavi~'-razmatranjem ove cetiri vari
jante- Lorencovih transformacija 'otkako su 1957 godine Li (Lee) 
i Jang (Yang) prvi put teorijski ustanovi1i narusavanje parite
ta pri nekim radioaktivnim pojavama, dok se osnovano veruje da 
bi tada mogla nastupiti i·inverzija toka vremena odnosno neor-. 

. ' - . -) 

tohronost, sto ја ve~ika.promena za klasicnu relativnost. Mi се~ 

mo se ograniciti, u ovom kursu, na svojstvene ortohrone Lorenco

ve tr~ns.formacije. \ 



Imamo vec. cinjenicu da · za Lorencovu J;rans,formaciju po
stoji i.nverzna, sto је dato odnosom veza (8.6') i (8.би). Vid
eli smoi. to da је identicnost sadrzana med:u svojstvenim orto
gonalnim transformacijama. Ostaje nam da dokazemo da ,је. proiz
vod dve Lorencove transformacije takod:e Lorencova transformac
ija, da Ьismo za nju utvrdili sva svojstva grupe. Podvrgnimo 
stoga ,vektor ~ ( х~ , Х"&., :Х:3 ; х.' ) dvema uzastopnim transforma
cijama: 

(8.9) 

Proizvod operacija (8.9) pisacemo: 

,,. - Ll' L" х."- =Lhr "" 
х - . " . "' •о!. х (8.9') 

S obzirom na to da se jedno od saЬiranja vrsi ро indeksima vr

sta, а drugo ро indeksima kolona, izmena reda pisanja matrica 
ne menja rezultat: 

t;L 4 L Е.- ~ =Б',.., •8(; f· - Б'аl (8.10) 

- =!'1 Odavde sleduje da је transformacija ~ ~~ takod:e Lorencova. 
Imamo dakle zakljucak da: 

Lorencove transformacije cine transfomacionu grupu. 
~imetimo da svojstvene Lorencov~ transformacije; s оЪ-с 

zirom na · to 'da sadrze identicnost, -i same. cine:: grupu-.,: Nehomoge.,.. .. 
ne trans~ormacije:(8.6) cine Poenkareovu, (Poincar6)- grypu •...... 

. 
i 
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9. Vektorske baze i Lorencove transformacije 
1 

Uzmimo dva Lorencova sistema 0~ 'x'x,•xi i 0:;с'~х'•х"х'1 
. . ' ~· 

(krace О~ i О :::с' sa odgovarajucim ortonormiranim vektor-
-;. ~ .._.... ~ __,.,. ~~ 

Sk;m bazama 1": V 1/ V.: i V 1 V. ' V 1 
'1 ~ , Yu1 ' 12.1 ' V <31 ' liJ · (1) ' <~Ј ' (3)' V("/ 1 • , 

Kontravarijantne koordinate jedne i druge baze u odnosu na n~;_ 
ki treci Lorencov sistem 0~~-<;Ј'"Ј'"ј 1 (kra6e O"f qb..e.leZi-

c< /с( 

cemo sa Vcr>' v(''{) (о(·' "r = 1, 2, 3, 4-). Vektori svake o<l 
ove dve baze, izrazeni u svojim sistemima (sl. 3), glase: 

.slika 3 •. 

L\ : ~.,"' (-t, о, о, О) Ј Ох'· v· '"r;. о. о' О) ,. • <•Ј .,, t ,· ' 

Razиme se da rt:'jedna od ove dve ,__.,.· 
baze nema, u opstem slисаји, dija-
gonalan oЬlik и sistemи ~ 

Potrazimo, u odnosи na -, ' 

raze za Vrr> , posredstvom 

, iz-

~rimenom obrasca (4-,8), za 
g.зnje vektora и Svetи l"iinkovskog, 

dobic~mo 

(9.2) 

'. ;.. ·'~т . 
·; ;) '>{ .• ...~,_:_ 



' ' 

- 26 -

(9~ 

Posto indeksi u zagradama oznacavaju redni broj vektora iz po
jedine baze, imamo: 

('() 

vrt>.L. == V,;;. 

Koristicemo jedan ili 

(9.3) 

г: 1 drugi oЫik vt}prema potrebi ili ро-
godnosti pisanja. 

(\ S obzirom na to da smo ;,Ј i ~1 razlagali u odnosu 
! ! na 0"1 ' vektor polozaja :х ' odnosno х' ' izrazen ро koor-
1 dinatama, glasi: 

Ako skalarno pomnozimo (9.2) sa 1,;; , koristeci (9.~), dobicemo: 

,r_ VJ!r>v"' ' V'l~>,/,;; ~ 
х - .. li) х - ,;; v (4) х ( 9. 5) 

Ovo predstavlja Lorencove transformaciju (х)_,.. (х') • Pomocu 
simbo1icnih vektorskih oznaka matrica transformacije g1asi: 

(9.6) 

s obzirom na to da su vektorske baze ortollormirane, sto 
izrazavaju veze (9.1), imacemo, na osnovu prvog niza us1ova: 
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- -Ф> 
V~~·Vw -=О {ol. ::/:fJ). 

(9.7) 

Pretpostavimo, za trenutak, da је transformacija (9.2) preve1a 
ortonormiranu bazu V()l u neku proizvo1jnu bazu V~) . Tada bi 
svih 16 e1emenata matrice (9.6) bJ..lo proizvo1jno. JVieд:utim, pos
to zahtevamo da i nova baza bude ortonormirana, sto izrazava 
druga grupa uslova (9.1), imacemo: 

(9.8) 

Ovo predstav1ja ukupno 10 us1ova, ра izlazi da је i proizvo1j
nost u matrici (9.6) svedena na najvise sest parametara trans
formacije. Dak1e: 

Homogene Lorencove transformacije obrazuju sestoparame
tarsku grupu. 

Ostaje nam
1

jos da pog1edamo na kakve se inercija1ne si
steme mogu odnositi Lorencove transformacije. One ustvari zah
tevaju jedino invarijantnost interva1a (8.1), to jest ocuvanje 
ravnog karaktera metrike Minkovskog i njenih prostornih, vrem
enskih i nultih pravaca. Мi smo se ogranici1i na one transfor
mac~Je koje prevode jednu ortonormiranu bazu u drugu bazu, ta
kode ortonormiranu. Postoje i vektorske baze koje povezuje ta
kozvana singularna Lorencova transformacija. One se sastoje iz 
dva nu1ta i dva prostorna vektora, koji su ortogona1ni jedan 
na drugom i na nulti11 vektorima. Тransforшacija prevodi nulte 
vektore u sebe same, а prostorne vektore u druge prostorne ve
ktore, tako da nova baza ima iste osobine kao i prethodna. l:e
cemo se zadrzavati na takvim konacnim transformacijama (videti: 

Ј. Synge, [о], str 102-107 i 434-437). 



10. Infinitezimalna Lorencova transfor~acija 

Lorencove transformacije smo izucava1i samo u s1u
caju da su konacne, to jest da su ug1ovi izmedu osa starog i 
novog sistema konacne ve1icine. Posmatrajmo sad Lorencove 
transformacije koje prevode jedan posmatracki sistem.u njemu 
beskonacno Ьliski. То cemo iskazati time sto cemo koeficijen
te transformacije podvrgnuti us1ovн: 

L"' ~"'"' о( "' ( 1) ·f.> =. Cts + ~-() + Q •(!о 71 
(10.1) 

( О~ је sistem funkcija ostataka). 

Ve1icine ~~ su parametri ove infinitezima1ne transformaci
je, ро kojima сешо 1inearizovati koeficijente L~~ u gornjoj 
formu1i. Lorencove transformacije, bi1o konacne, kakve smo 
prethodno izucava1i, i1i infinitezima1ne, su ortogona1ne, sto 
izrazava us1ov (8.7). Imacemo dak1e: 

(10.2) 

s obzirom na to da odbacujemo c1anove koji su kvadratni 
ро ~ , imacemo iz (10.2), pos1e spustanja indeksa: 

(10.3) 

Dak1e, parametri ~' , infinitezima1ne Lorencove transforma
cije, su antisimetricni. s obzirom na to. da indeksi idu· a"d. 
1 do 4, bice najvise sest ne~avisnih medu. njima, sto је u . 
sk1adu. s utvrdenim svojstvima t~ grupe. Na osnovu (10 .• l) о.:: 

> • • • ' ·~;,Ј. :. ).i},j 1' .~. 

va t.ransformacija glasi eksp1ici tno.:., 
:~.~·:2b::l::t ~· 
~··. u, -.~. 
{ ·9 Ј ~ ,._;.. ::;r;· 

~·'(10.4') 
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Veze (10.4) znace da transformacija ~~х' ·prevodi bi1o.·ko- · 
ji vektor Sveta l'!inkovskog u drugi, koji predstav1ja beskonac;::; 'с•)< 
no Ьlisku 1inearnu kombina·ciju njegovih komponenQ..ta. Ako uzme-
mo vektorska ро1ја 'Xd i :Х0 + '}...4,rxf u odnosu na isti posmat
racki sistem bice: 

(10.5) 

zbog antisimetrije parametara /\~ • Ako dak1e, Lorencovu tr
ansformaciju ne tumacimo kao infinitezimalnu promenu osa orto-~ 
gona1nog sistema, vec kao .prelazak jednog ро1ја vektora po1oza
ja u drugo, beskonacno Ьlisko, u odnosu па istog posmatraca, 
vektori 'X.t i 'Х1Ј. zadovo1javace vezu (10.5). 

Ako pos1e (10.4) i:zvrsimo jos jednu infiнitezima1nu tr

ansformaciju, s parametrom ).'~6 : 

imacemo, s obzirom na ono sto је prethodno navedeno: 

Buduci da svaki konacni zbir ~roizvoda parametara h~~~~ pred
stavlja zanemar1jiv:i. ostatak, dok se osta1i c1anovi poniste zb
og antisimetrije, imacemo uopste za infinitezima1ne Lorencove 

transformacije: 

(1_0.5') 

· .. l:r.otiC iC:e·ino · ·alge Ьа~ sl~i · > inf'ini te z iroalilu · L·orenЪ.ovu · trans~) ·' ·~ 

for~~cijd, po1azecr od. hjenih ::ropstve~ih vektora,' to jest od)f:! ,;~. 
svetskiii' pravaca Jcoji ostaju' nepromenjeni; pod' njiщim dejstvom.: У() 

·.3.1. . ,.. ' ~ .:з :: ;; 
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Us_],ov._d.a. p:r:i _!;I'!!..II?_.f_q_:r:!l!a_<::~~~- ~_E!da~_:ve:k~()_r I>:ГЈ.~!. ~~~~E!~l.l 
-ь~-~konag:rl-~ Ыiski kolinearni vektor, _g1asi, na osnovu (10.4): 

odnosno: 

(10.6) 

Iz ove veze zak1jucujemo da trazeni vektor ~6 postoji za sve 
vrednosti ~ koje zadovo1javaju karakteristicnu jednacinu: 

(10.7) 

koja u razvijenom oЬliku g1asi: 

Ako stavimo: 

р 1. ... '1. "'" л\ л '1. ) 2 :::r.Л 11 +Л1,+ л,"'- лv.- \~- ,~, 

t? ==~,).у.+ л1.~л'" + ~щ лl,, 
(10.8) 

imacemo resenja bikvadrtane jednacine (10.7') u oЫiku: 

(10.9) 

Za proizvo1jno ""Р i ф ;. О svi su koreni razliCiti od nule, i 

to dva rea1na а dva imaginarna. Za ~ = О dva вu korena jedna-
ka nu1i а. dva mo~ Ьiti rea1na .ili imaginarna. Za "Р. := ~ =:. О 
svi su koreni jednaki.nu1i. Kad su koreni raz1iciti od nu1e, o
ni su raz1iciti med:u sobom i suprotnih znakova ро parovima. 
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-·-----~-. Ima8inarnim..korenima-odgovaraju.. komp1eksni-- sopstvenic- -
vektori, sto znaci da za te vrednosti 'f 111. jedan pr~va_c. u~ . 

Svetu Minkovskog nije ·invarijantan. 

а) Za rea1ne sopstvene korene raz1icite od nu1e bice, na os
novu (10.6): 

(10.10) 

Sopstveni vektori ::t['t"J koji odgovaraju ovakvim v:t:'ednostima 'f' 
su, dak1e, raz1iciti medusobno, i pripadaju svet1osnom konusu. 
Na osnovu prethodnog ih ne moze Ъiti vise od dva. Iz formu1e 
koja daje {xft)-{x![i:i = 1, 2) vidimo da koordinate tih sopstve. ·
nih vektora bivaju za jednog uvecane а za drugog umanjene u i
stoj srazmeri, s koeficijentima ! ~ . 
Ь) Ako su dva korena jednaka nuli bice, iz (10.6): 

f 
11.6f .х .... о 1 

to jest 

(10.11) 

;а to vazi, kao sto smo utvrdi1i, ako i samo ako је G. = о. s 
obzirom na antisimetriju matrice koeficijenata ~~ njen rang 
mora biti paran. On ne moze biti jednak 4, zbog gornje veze, 
а u s1ucaju da је О svi su koeficijenti jednaki nn1i, ра ima
mo identicnost. Ostaje s1ucaj kada је njen rang 2, sto znaci 
da postoji neka dvorava.D. ciji su vektori invarijantni pod dej-~i 
stvom ove transformacije. Ako је pri tom i "Р< О nema drugib· in~ 

'i ' . : ~) . 
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varijantnih-·vektora. Ako је .. 'Р ";?О p6st6je; pored-·ove invari-'
jantne dvoravni· , jos dv'a i~varijantna vektora nu1 tog konusa~· 
kao sto smo pokaza1i. ' 'с ' 

с) Ako su sva cetiri korena'jednaka 
• о, nastupa takozvani singu1arni s1ucaj, za 
pet samo_ jedna invarijantna dvoravan data sa 

nuli, za Р = Q";, 

koji postoji о
(10.11). 

Posto је s1ucaj а) razjasnjen, proucicemo s1ucaje~e Ь) 
i с) da bismo utvrdi1i kako stoji karakteristicna invarijant-
na dvoravan, koju imamo za Э.."' О, prema nu1tom konusu 
posmatranog dogadaja. U tom ci1ju koristicem6 jednostavne i 
pogodne operacije simbo1ickog vektorskog racuna. Pretpostavi
mo da su bazni jedinicni vektori u nasem koordinatnom sistemu 

+ _,.. -+ __. 

bi1i ~, \(~1 , ~~, w~. Izvrsimo ortogonalnu transformaciju 

cV:~)- сvџ,): 

(10.12) 

.. 
Ovde smo stavi1i 

et,.. 1 1 . } '"· .. + .?'l,z.t + /1)4 
-::ф - zp"' et.- Jlz 

f..'l, =- .1 1 
+ 111-i (10,13) ~.2. + /\11 

---·· -· Vek~ori '"'ili V(ц su' uzajamno ~rtogonS:ini n~ ~snovu us1~\~: ~ •. 

-1 
Koeficijente r1. , ~ , f treba izabrati tako da V(:tJ bude or-
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togona1an na v(~)i v(%1 i da ima jedinicni intenzitet'~ ~~k su 

..t ...... , 

sva tri ocig1edno ortogona1na na VRJ· То је ustvari jedna. 
Ga1i1ejeva transformaciJa, odnosno Lorencova transformacija 
bez promene vremenske ose sistema ( v. Ј 7). Vektor ~ pred
stav1ja "geometrijsku" invarijantu u smis1u da је: 

Vratimo se jednacinama (10.11). Ako prve tri redom izmnozimo' 
....... -+ _, . 

sa Ус--и , V<•J , Ум i rezu1atat saberemo, imacemo; napisano 
pomocu simbo1icne determinante: 

-~· v,~~ -
' llt 1 

:х? -;: -е х Vc1J 

/чz 

(10.14) 

Izrazimo 1inearnu kombinaciju vektora na 1evoj strani gornje 
_.., -., -+ 

formu1e pomocu V~-11, V(l.1 , V~ . Prvo videcemo da је, kad ska-
1arno pomnozimo (10.12) sa 3ё , а na osnovu pos1ednje veze 
(10.11), u novom sistemu ~=о. Zatim, vektor koji је u Ьа-

-+ 

zi v(o() imao komponente ( .7\z' ' .i\31 ~ ~11. ' о ) imace u 
novoj bazi, na osnovu druge jednacine (10.12)

1 
komponente· 

( О , /... , О , о ) . Dobicemo dak1e, kad simbolicni- vektor 
na 1evoj strani (10.14) raz1ozimo u novoj bazi: 

\ 

_,., -, --.., 
_.., \1(41 v(2.J Vщ 

-exf4 
, • ~Ј v, .. , '-= о -:х'1. z'•. -- ~"-х'3 v(1) 

,, 

о r.. .о.: 
'О, 

~ .. ~ 
)·.• .,--· 

Ј.,. 
'< :;.<:: "ji." · . .: 

Vidimo da је karakteristicna dvoravan u transformisanom siste
mu zadata jednacinama: 

\! 
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(10.15) 

Uzmimo пeki proizvo1jпi vektor па toj dvoravni. Kvadrat пje

govog iпtenziteta g1asi, prema prethodnom: 

Ovde mogu da nastupe tri s1ucaja. Prva dva vaze za us1ov Ь) 

а treci za с). 

1) Ako је uz Ь) Р < о, odnosпo, na osnovu (10.13) f?> 1.., 
karakteristicna dvoravaп је prostorпo orijentisana. Ona је 
punktualпo invarijantпa, to jest svi пjeni vektori su пе.рrо
mепјепi pod dejstvom traпsformacije. Drugih iпvarijantпih pra

vaca пета. 

2) _.Ako је uz Ь) Р> О, odnosпo е < {. ' karakteristic-

па dvoravan је vremenski orijentisana i takode puпktualno in
varijaпtna. Као sto је navedeno u Ь) tada postoje i dva vek
tora svetlosnog koпusa koji su iпvarijantni ро pravcu. 

3) Ako је Р= о, odnosno е= t, nastupa singu1arпi slucaj 
pod с) • Karakteristicna dvoravaп postaje nu1ta. Опа tangi

ra svetlosni konus duz linije :::c't,. О. 

Sva racunica sprovedeпa u оvош odeljku vazi za karak
teristicпe vektore bi1o kojeg antisimetricпog teпzora drugog 
reda u Svetu Minkovskog. Kasni;i,e cemo е i l tumaciti kao 

vektore elektricпog. i magnetnog polja. 
Podsetiшo se sашо da smo pri kraju prethodnog ode1jka 

poшeпuli konacnu singularnu Lorencovu transforшaciju, koja је 
analogna slucaju а) infiniteziшalпe transforшacije. 
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11. Jedпostavna Lorencova traпsforшacija 

Vrat~шo se konacпiш Loreпcovim transformacijama. 
Pod ,i_:edпostavnoш Loreпcovom transformacijom podrazumeva

mo onu koja dejstvuje na koordiпatne ose koje lez.e samo u jed
noj od tri vreшeпske dvoravni odredene vreшenskim i ро jedniш 

od prostornih bazпih vektora. Та transformacija ima, dak1e, sa
mo jedan stepen slobode. То је oblik u kojem se опа najcesce 
koristi и fizici. Ovakva transforшacija је dovoljn~da bi ве 
utvrdi1e bitne pesledice koje iz nje proisticu, а moze Ыti 
prosirena Ga1ilejevom transformacijom prostornih ова i tako d

ovedena u opsti oblik koji smo razmatrali u §В. 
Uzmimo da se transformacija vrsi u ravni prostornog baz

nog vektora · V:..J i vremenskog Vщ. Та "kvazirotacija", izraze
пa pomocu baznih vektora, glasi: 

-, 
v(1) = vl.)~~ +~~~i/....IJ 
-} 

Yr.'l.) "' Yrz.> 
~, - (11.1) 
v(o) ~ v\,1 -. -v,4J = y(i) 1t & + y(1)d~. 

Moze se odшah proveriti da ona zadovoljava uslove ortogona1no
sti (9.7). Na osnovu (9.6) сешо iшati: 

L~ 1 "' d~ 
4" L..'~"' d о-

(11.2) 

Ostali koeficijenti matrice transformacije jednaki su nuli •. Po-
sto је х 4 = ,-с{ ' imacemo, ako redom zamenimo .:r' sa '.::t ' "Ј 
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z , s1edece obrasce za transf,or~_acije koo:r:;~~'~,a~-~:" 0,, ··:: .. ~-

:~ -

(11.3) 

Buduc~ da su ose ~ i z nepromenjene, treba.da nademo _kinema
ticki smisao ove transformacije ( х , -1:. ,) -,т ( х 1 

, -1:' ) • Zamis1i
mo jednu materija1nu tacku u koordinatnom pocetku Ga1i1ejevog 
sistema $ 1 (х' , 1' , i-1 

) u re1ativnom miru prema njemu. Za nju; 

Otud: 

(11.4) 

Dak1e, brzina kretanja koordinatnog pocetka S' prema 5 , pode-
1jena brzinom svet1osti, daje nam hiperbo1icki tangens ug1a 
"kvazirotacije" u zajednickoj koordinatnoj dvoravni (::С , -t. ) , 

odnosno (х' , -1:,1 
) • Posto је za -odredenu transformaciju • -9- = const 

s1eduje da i ~ mora Ъiti konstantno, inace bi s~ koordinatne o
se krivi1e jedna prema drugoj (i ocuvanje rav:nog karЭJ!:tera met
rike dos1o bi u pitanje). U tom~ је duboka opravdanost us1ova 
neubrzanog kretanja posmatrackih sistema , to jest zahteva da se 
svi dogadaji u speci~a1noj re1ativnosti posmatraju u odnosu na 

inercij_a1ne;,_Si$teщe ··~ ;;;!::. .,'·'-'·' ,:1 ,:--с:! :;;;1$ 
\-" Na;:.osnow (11-.4),, imamo,,da .је,: 1} . . ~ - . '"' . ·~ . ~-· ··' . t_ •• -

: 
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Otud jednostavna Lorencov~ trans.f~rmaciJ'a . ,._, ... , , . . (11.3), izrazena ро 
mocu re1ativne Ъrzine S' prema 5 ( .· ... • ; ,. ;-::, 

Ј 

:х: =~(х- 'IТt) 
1- зt. 

1:.' 
1 

'd = ":1 

, slika 4. ) g1asi: 
- ··, ~1 

- (11.5) 

Ovo su cuveni transformacioni obrasci 
specija1ne teorije re1ativnosti. Iz 
(11.5) se moze proveriti da pocetak 
koordinatnog sistema s prema s' i
ma brzinu jednaku -7/. 

Z а d а с i 

':Ј ~1 

slika 4. 

1) Neka su kompleksni broJ·evi t , ц , L , ' r '' ~ s1edece funkcije: 
-h = ! (х' · ') _а 1 , 1· z. -t-,x. , r:: z_(-x-i.x.') ћ. -=-i(x.'t-x') 4 = i.r_:x.'-t-x') 

1 1. f l.. \ . 

Korist~ci ih naci, а) izraz za interva1, Ь) us1ove pod koji
ma nek~ dogadaj 1ezi na po1ukonusu buducnosti. 
2) Ako su ~ ' А , )'- , У cetiri komp1eksne konstante takve da 
vazi ' 

11 All= ~ А = (f~- ~) (gde је v 

~r pokazati da pod us1ovnm: 
) 1 

( х -· = (~ 1) ' -~ :;; (f; 1:) ) 
.· interva1: zadrzava oЬlik u funkciji i, -} , 1z' , л' . 

г
\-



- 38 -

3) Sprovesti diskusij<:,§ 10,- koristeci simbo1icдe operacije 

----- ~--------izmedu vektora Z--,-~.(~0.12}. t:J;"ovS}lct9~!l_:291oz€lja_ u.prosto-_ ----------------'~~--------
ru Х i vremena.---f: kao promen1jivih. " 

4) Pokazati kako se Lorencova transformacija (8.6) moze sves
na Ga1i1e-jevu transformac-iju (7 .1) i jednostavnu Lorencovu tra

nsformaciju (11.5) uz promenu pocetka merenja vremena. Rastuma

citi taj postupak geometriaski, rotacijama ortogona1nih dvorav

ni. 

·," 

IV. RELATIVISTICKA КП!:о:I· А'ПКА 

12. Promene duzine i toka vrernena. S1ap;an,je 

Razmotrimo osnovne posledice jednostavne Lorencove 

transformacije, iz1ozen~ u prethodnom ode1jku. 
Ako stavimo: 

veze (11.5) 6е g1asiti~' 

(12.1) 

1 

Ako uzmemo jednu duz koja-_ miruje u odnosu na S , zadatu sa 
А -:r.' - ... • ..,.' ч' ..,, о · v • • • d ..... - -"'1. -.,._1 , d = с = , Ј. uocJ.mo Је u Је nom trenutku 

vremena merenog u sistemu- S ( Ai-::= О}, dobi6emo iz (i2.1): 

. (12.2) 

:~ ) 

DuZina predmeta ko,ji miruje- u jednom inerci.ialnom sisteш и bi-- .. ,, 

va skra6ena u pravcu kretanja, u odnosu na posmatraca iz dru

gog inercijalnog sistema, s razmerom skracenja )' • 
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S obzirom na drugu i trecu formu1u (12.1) i na (12.2) 
zak1jucujemo da је promena zapremine l. V. = ДХ t:. ~ tll. 

.1 v' = '! д v (12.2') 

Predimo na ocenu promene toka vremena. Ako ga merimo u 
sistemu S' na jednom mestu, recimo ( .х' , О , О ) , i obavimo 
ci tanj е u trenucima t: i t~ ' tada •. da bismo utvrdi1i tok vre
mena u sistemu S ., treba da imamo vreme t dato u funk
ciji ~/ i t' ' а to znaci da ga izrazimo pomocu inverzne Lo
rencove transformacije S' ~ S , koja, na osnovu (12.1) g1asi: 

(12.3) 

Iz druge od ovih jednacina dobijamo: 

(12.4) 

Tok vremena u jednom inercija1nom sistemu biva usporen u odno
su na posmatraca iz drugog sistema, s razmerom usporenja t . 

Kako bi sad g1asi1a re1ativisticka teorema s1aganja br
,;~na? Uze1i smo bi1i da је -\Ј' brzina sistema :5' prema .S • 
Pretpostavimo da se u odnosu na posmatraca ~ neki objekt kre
ce ьrzinom ц • 'кo1ika се bi ti njegova ьrzina u odnosu na S' ? 

Posto nam је data AL , ima6emo na osnovu (12.3): 

(12.~) 
\'Э'•' 

S1aganje brzina se u re1ativnosti dak1e ne sastoji samo u jed
nostavnnm sabiranju. Ako se podsetimo da smo geometrijslci. ar-. 
guщen~ kvazirotacije ~ u obrascu (11.4) kinematicki tumacili 

pomocu brzine .. Nr , mozemo stavi ti: 
.. 

~ .... 

'ti. 
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' . 

"'~-=--.еН\~ . 

Na osцuu cega (12.5) postaje: 

( 12.6) 

S1aganje brzina izrazeno је sabiranjem odgovarajucih argumenata 
kvazirotacije. 

Posto је hiperbo1icki .tangens manJ:t, i1i najvise .jednak 
jedinici, za beskonacnu vrednost argumenta kvazirotacije, to 
s1eduje da је rezu1tanta dve b.rzine, ро hipotezi manje od brzi
ne svet1osti, opet manja od brzine svet1osti. 

Brzina svet1osti ne moze se posti6i s1aganjem ni jednog 
broja brzina manjih od nje. 

Ako је !Ј! bi1a brzina svet1osti, izmerena u sistemu 5' 
dobi1i bismo za ц. , iz formu1e (12.5): 

(12.7) 

Brzina svet1oeti jednaka је u odnosu na svakog posmatraca. 

Iz svega sto prethodi vidimo da meri1a za apso1utno kre
tanje ne moze biti, jer ako svet1ost odmice jednakom brzinom u 
odnosu na svakog posmatraca, ako se nikakvim s1aganjem brzina 
manjih od svet1osn~ ona ne moze dosti6i, jasno је da s~ ni za 
jedno kretanje ne moze utvrditi ko1iko "zaostaje" za svetloscu. 
Geometrijski receno, vremenska osa svakog inercija1nog sistema 
mozё se ravnopravnio uzeti za osu simetrije nultol'!; konusa. Dija-
gram skalarnih proizvoda jednog polja jedinicnih vekto-
ra sa raz1icitim vremenskim baznim vektorima, dat u § 3, pred
stav1ja hiperbo&id sa istom. jednacinom. 

13. Oetvorobrzina i cetvoroubrzanje 

Jos od prvog odeljkц govcrimo о svet~koj 1iniji kao pu

tanji nekog objekta· ili s~etiosnog zraka. Postav1~a se pitanje 
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zasto ne formu1isemo neku svetsku brzinu koja bi bi1a tangent
----- -ni-vektor na-- svetskoj .1iniji' .onak.o kao_ sto brzina . tangira--pu..,

tanju u prostoru. 
Ako је дћ interva1 na nekoj svetskoj 1iniji, tada vek

tor definisan sa 

(13.1) 

zovemo vektor cetvorobrzine objekta cije је to svetska 1inija. 
Iz (1.2) se vidi da је и~ njen jedinicni tangentni vektor. Ce
tvorobrzina nekog inercija1nog sistema је jedinicni vektor nje
gove vremenske ose. Dijagram vrednosti jednog ро1ја cetvorobr
zina daje s1ika 2 u ~ 3. Stoga cemo za svaki e1ementarni inter
va1 neke svetske 1inije smatrati da se, trenutno i 1okalno, po
k1apa s tokom vremena jednog inercija1nog sistema koji ima tu 
cetvorobrzinu. Iz tih raz1oga cemo meru duzine svake svetske 
1inije zvati sopstveno vreme. Razume se da је fizicka merodav
nost takvog vremena bi1a dugo dosta nesigurna stvar, jer se 
vreme meri casovnicima, а ovi trpe od promene inercije, ра је 
izv~denje svih redukcija, cak i za najprostije mehanizme, vr1a 
s1ozeno. Ipak је sopstveno vreme od pocetka predstav1ja1o jed
no forma1no, a1i jednostavno i uspesno p~irenje pojma vremena 
sa inercija1nih sistema, gde se ono jedino mog1o pouzdano me
riti, ра prema tome i definisati, na prizvo1jne sisteme. Vide
cemo da1je da postoje cinjenice koje opravdavaju njegovu defi

niciju. 
Izrazimo cetvorobrzinu u funкciji brzine ~i jednog ob-

jekta (s1ika 5), merene iz nekog inercija1nog sistema. Posto 

је Е. -1 imamo: 

Odavde је 

U}= ~ = 
с1ь 

=> 
(13.2) 

(13.3) 
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UЬuduce cemo v-' , __ brzinu }{:o
koja Ьiva ёiektivn~--i~erena iz --- -

slika 5 

posmatracevog inercija1nog sistema, 
zvati trobrzina, а cetvorobrzina 
~~ bice prava re1ativisticka brzi-

' na. Ona ima tenzorski zakon trans-
formacije u odnosu na svetsku rnet
riku, dok trobrzina i·ma nehomogeni 
zakon transformacije, odnosno s1a
ganja, u odnosu na raz1icite iner
cija1ne sisteme, dat sa (12.5). 

Tok sopstvenog vrernena izno
si, na osnovu (13.2): 

Izracunato trajanje t":r.- ~ sopstv~nog vrernena datog kreta
nja moze se uporediti sa odgovarajuc~m konacnim interva1om 
protek1og posmatracevog vremena t2. +- t~ . Ocig1edno је da se 

ta u~a ~ntervala mogu pok1opiti· samd ako 1r =0. Podintegra1ni 
izraz u (13.4) ne predstav1ja tota1ni diferencija1, to jest mi 
mozemo spojiti svetskim linijama raz1iCitih duzina dogadaje.A 

-!оо 

i ђ • Izaberimo te_dogadaje tako da pocetak posmatracevog sis
tema prode оЬа, jedan za drugim. Interva1 posmatracevog vreme
na raz1ikuje se od interva1a raznih mogucih svetskih 1inija, а 

i oni medu sobom, osim ako neke nismo bira1i tako da im duzine 
izmedu .А i .В budu ј ednake. Ovo ј е sustina takozvanog paradok
sa Ыizanaca, i1i proble~a r~1icitiog stp.renja,- bar u forma1-
nim vremenskim jedinicama, dve jedinke izmedu rastanka i ponov
nog sastanka. U opstoj teoriji re1ativnosti taj proЫem postaje 
s1ozeniji, a1i ima stvarniji kar~ter. 

. ~-dt 
~ ?~-~ 
~ ~lf" 
~,cl" 

Ana1ogno cetvoro~;zini, cetvoro.ubrzanje је definisano sa: 

(13.5) 

Na osnovu (13.3) ono eksp1icitno g1asi: 
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(13.б) 

Mozemo odmah proveriti, po1aze6i od (13.1) i (13.5), da su vek
tori cetvorobrziт:te i cetvoroubrzanja medusobno ortogona1ni: 

(13.7) 

Posto је cetvorobrzina orijentisana vremenski i1i nu1to, iz1azi 
da\Af~ mora biti prostoran ili nulti vektor. U poslednjem sluca
ju on se pok1apa s nu1tom cetvorobrzinom, sto se moze proveriti 
na dijagramima § § 2·, 3 za uzajamno ortogona1ne vektore. Cinje
nica da је~~ uvek ortogona1an na datoj cetvorobrzini umanjuje 
njegovu proizvo1jnost. Troubrzanje cemo obelezavati sa ~i • 

Primetimo jednu osobinu cetvoroubrzanja. Za svako kreta
nje moze se zamis1iti, u svakom trenutku, jedan inercija1ni sis
tem koji ima istu cetvorobrzinu. Trenutna trobrzina ~i = О u o
dnosu na takvog posmatraca. Medutim, zbog prostornog karaktera 
cetvoroubrzanja, ne postoji inercija1ni sistem cija bi se vrem
enska osa mogla trenutno pok1opiti s njim. Znaci da је troubrza
nje, izvod ро vremenu trobrzine, u funkciji kojeg је izrazeno 
cetvoroubrzanje (13.б), vektor koji mora biti zapazen u svakom 
inercija1nom sistemu ako је zapazen u jednom. 

14. Talasni frontovi i ucesta1ost. Doplerovski crveni 

Posmatrajmo prostiranje jednog ravnog talasa konstant
nom trobrzinom Ј: . Kako 6е izg1edati njegova istorija? Pretpo
stavimo prvo da se posmatrac krece zajedno _s talasom. Tada is
torija talasnog fronta predstavlja jednu troravan na kojoj lezi 
osa Х~ . Posto se u opstem slucaju ta1as krece u odnosu na pos
matraca brzinom х'~ о, njegova istorija ~ ima prema osi~~ i
zvestan nagib, odreden intenzitetom Х . Та troravan је, dakle, 
vremenska, а u slucaju svetlosnog ta1asa, nulta. Usled toga g~ 
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njen vektor normale 11.о~. prostorno ili J?-Ulto orijentisan (s1. б): 

·slika б. 

Posto је istorija ovog ta-
1asa odredena svetskim 1i
nijama cije su tangente u 
svakom dogadaju njegove ce
tvorobrzine, to s obzirom 
na konstantnost zadatih ve-
1icina vidimo da ро1је cet
vorobrzina u potpunosti 1e
Zi na njoj. S druge strane 

је trovektor pravca prostiranja talasa: u prostoru ko1inearan s 
trobrzinom. Imamo dak1e, zak1jucak da jedinicni cetvorovektor 

/'(\,«. normale na talasu stoji upravno na cetvorobrzini 1\. d.., dok 
је odgovarajuci trovektor normale ko1inearan s trobrzinom. 

Izrazimo te cinjenice. Za cetvorobrzinu imamo iz (13.3), 
а za cetvoronormalu iz prethodnog: 

(14.1) 

uz us1ove, ako se za sad ogranicimo na brzine manje od svet1osne: 

(14.2) 

Prvi uslov је identicki zadovoljen iz (14.1). Posto uzimamo da 
је trovektor norma1e usmeren kao i brziila ta1asa·· ( -.f-. >·О •·) ,· , · 
iz prethodnog s1eduje: 

1 
,[ 

'i 

1 
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Dak1e: 

(14.3) 

Gde је .R} ( "Х"/-х ):. 1 / "Х , у.э;у. ) jedinicni vektor pros-
torne norma1e na ta1asu. 

Ovde smo izrazi1i istoriju samo onoF, ta1asnog fronta na 
kojem 1eZi posmatracev pocetni dogad:aj. Eedutim, postoji proiz
vo1jno mnogo para1e1nih ravni u prostoru, i njihovih istorija, 
troravni u Svetu !·iinkovskog, koje odgovaraju raz1icitim fazama 
ovog ta1asnog kretanja, i zapremaju tokom vremena odredeni deo 
prostora, ра prema tome i Bveta. IJjihove jednacine su 1inearne 
р о х_« i g1ase: 

(14.4) 

Rastojanja od pocetnog dogadaja su invarijantna pod dejstvom ho
mogene Lorencove traлsformacije, ра.је to i 1eva strana (14.4), 
koja n?m daje upravno rastojanje pocetka od odredenog ta1asnog 

fronta. Dak1e: 

1 

pri cemu su vrednosti ~ о1(З dijagona1ne' kao i 1"'~' . 
Posmatrajmo sad ta1asno kretanje najprostijeg zakona pe

riodicnosti: 

(14.5) 

Proteklo vreme cemo obe1eziti, posmatrajuci sa stanovista pros

tora i vremena: 
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(14.6) 

Pocetna faza t. је proizvo1jna, jer se uzima za .. bi1o koji ta1a
sni front, ра је zato i izrazavamo pomocu promen1jive ~ • Ta
ko da (14.5) mozemo pisati kao: 

Gde ~~predstav1ja amp1itudu osci1ovanja, ~ njegovu e1ongaci
ju, а {~ је frekventni vektor, koji је na osnovu (14.5) i (14. 
б) jednak: 

(14.7) 

Moze se proveriti, pomocu (14.3), da је ff-ko1inearan ~ cetvo
ronorma1om ~f . Ispitajmo promenu frekvencije u zavisnosti od 
promene posmatraca. Ako izaberemo posmatrace S i S' , poveza
ne jednostavnom Lorencovom transformacijom (11.2), imacemo: 

(r= (-t- ~;-1-r.); (14.8) 

Pretpostavimo sad da se posmatrani ta1as prostire u pravcu ~-
- ose. Tada је ро (14.7) (f ( VJi( , О, О; У/"- ) , a.i 
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р lf 
njegov transformat ~ ostaje u istoj dvoravni. Tada i~-(~~8)-
dobijamo: 

v = у у'(" + v-) 
.·р. 

Kad se V iz (14.8 1
) zameni u (14.8 11

), imamo: 

(lL~.г') 

(14-.S") 

sto је vec dobijeni izraz za s1aganje brzina (12.5). Veza (14.811
) 

predstav1ja re1ativisticku formu1u za promenu ucesta1osti ta1as
nog kretanja kada se posmatrac krece brzinom ~ prema izvoru ci
ja је sopstvena frekvencija emitovanja V , а brzina prostira
nja ta1asa ;r . (14.8q) se оа nere1ativisticke Dop1erove (Dop
p1er) formu1e raz1ikuje cinioCeJII r , i vrednoscu 'xt transfor

misane brzine u funkciji ~ i '1Т • 
Primenimo ovo na svet1osne ta1ase. Posto је brzina'sve

t1osti u vakuumu jednaka za sve posmatrace, -;! :::=. Ј.' =..С.. , iz 

(14.8
1

) је: 

(14.9) 

"''" ( ) . ' y.t . -У ~о se u izrazu 14.7 za frekventn~ vektor Т , stav~ ~ ~ 
~'L , clobije se da је njegov intenzitet jednak nuli: 

\ 

(14.10) 

Vidimo da vektor norma1e 1)\.eL , buduci da је definisan kao jedi
nicni, gubi smisao, jer је ko1inearan sa /-. 1 ра mu· komponen
te postaju> kao i cetvorobrzini,·neograniceno ve1ike. Posto је 
cetvorobrzina prostiranja ta1asa л~ ро (14.2) ortogona1na na 

/)t" : 
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(14.11) 

to zbog (14.10) i (14.11) s1eduje da је za svet1osni ta1as ~~ = 
= 5ћ~ , to jest vektor norma1e na istoriji svet1osnog ta1asa 
ko1inearan је s vektorom njegove cetvorobrzine. sto predstav1ja 
osobinu nu1tih povrsi, buduci da је od svih vektora nu1tog ko
nusa, па svakom od njih ortogona1an samo jedan, а to је on 
sam. Cetvorota1as u s1ucaju svet1osti dotice nu1ti konus duz 
cetvoroьrzine А~ , cija је trajektorija svet1osni zrak. 

Vratimo se obrascu (14.9). Brzina prostiranja svet1osti 
u vakuumu је nepromen1jiva, a1i vidimo da njena ucesta1ost to 
nije.Mi bismo, u zavisnosti od brzine kratanja prema izvoru 
jedno isto zracenje mog1i identifikovati kao emisiju- f-zr~ko
va, vid1jivu svet1ost i1i radiota1as. 

Prethodne zak1jucke koristimo za objasnjenje dop1erov
skog crvenog pomaka spektra1nih 1inija svet1osti emitovane sa 
vr1o uda1jenih nebeskih te1a, poznatog jos pod sugestivnim na
zivom starenje svet1osti. Ovaj pomak prema crvenom de1u spek
tra svedoci о uzajamnom uda1javanju ga1aksija, а tumaci se eks
panzijom Vasione. Objasnjenje bitnih crta same pojave ne zah
teva za sad da napustimo s1iku Sveta specija1ne re1ativnosti. 

Podimo od pretpostavke da је се1а Vasiona nasta1a iz 
eksp1ozije jednog sredista zgusnute mase, i dr. se ravnomerno 
siri ( Ajnstajn је pisao da se "Svemir siri brzinom prvobitne 
ekp1ozije ••• "), sto ne opovrgavaju dosadasnja posmatranja. 
Tada је, ako ја ро meri1ima posmatraca da1jina izvora zracenja 

t , а vreme protek1o od pocetka ekspanzije t ; brzina 
uda1javanja ,0. jednaka: 

(14.12) 

Ovo cemo· uneti u obrazac za promenu frekvencije sve.t1osti 
(14.9), imajuci u vidu da zbog uda1javanja moramo ·~·taviti 

umesto /.Ј" , i uz oznaku ')1 = ylli- : . 

(14.13) 

1-1 
1 
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Ovde ~ .predstav1ja sopstvenu (prirodnu), а У re1ativnu fre
kvenciju izvora prema posmatracu. 

Cinjenica је da је brzina razi1azenja ne suvise uda1je
nih galaksija ma1a prema brzini svetlosti. Stoga se, kad razv
ijemo u stepeni red funkciju na desnoj strani (14.13), mozemo 
zadrzati na 1inearnoj aproksimaciji: 

Ako stavimo Б у = \)')1.- v . to се dati priЬliZnu formu1u: 

(14.14) 

Pomak о V i da1jina t posmatranih objekata su promen1jivi, 
dok su osta1e ve1icine, za svetlost odredene ta1asne duzine, 
konstantne. Zahva1jujuci tome mozemo, merenjem crvenog pomaka 
pogodno izabranih objekata utvrditi, u jedinicama trajanja na
seg doba na Zem1ji. :priЬliznu starost Vasione. Za to se mozemo 
pos1uziti bi1o strogom-formu1om _(14.13), i1i priЬliznom (14.14). 
Do danas је, posmatranjem najuda1jen3.jib j,zvora zracenja, usta
nov1jena starost od 17 mi1ijardi godina. Та'ј broj srazmeran је 
reciprocnoj vrednosti cuvenog HaЬlovog (HubЬle) koeficijenta Н . 

15. Neki opiti koji potvrduju specija1nu teoriju 
re1ativnosti 

U ovom cemo ode1jku iz1oziti dva opita od ve1ikog zna
caJa za specijalnu re1ativnost. Prvi od njih, cuveni i·:ajk1son
-Mor1ijev (Miche1son-Mor1ey) eksperiment, izvrsen је 1889 i po
nov1jen 1900. godine. On је vodio negativnom zak1jucku, i ima
o za pos1edicu neodrzivost Ga1i1ejeviRtransformacija prostor
nih i vremenske koordinate, ра prema tome i Njutnove mehanike. 
Drugi eksperiment, Hafe1e-Kitingov (Hafe1e-Keating), izvrsen 
mriogo kasnije, 1971. godine, odnosi se na promenu toka vreme

na pri re1_ativnom kretanju. On se sa iznenadujucom tacnoscu 
s1aze sa relativistickim formulama. Na da ov~j eksperiment ni
je bio prva potvrda te vreste (J?ostoja'nje f -mezona na nivou 

morske 
mena), 
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:~~si~e prvo је ukaza1o na dilataciju sopstvenog vre-
c_:LnJenз.ca da -је --- .. izvrsen_.sredstv_;ma .. k о о 

• О Ја Је zа_ј;ц .sv~ 

hu napravi1a 1judska ruka, i da su relativne brzine bi1e ma1e, 
daju mu veliki znacaj. 

1) Razmotricemo prvo Majklson-Morlijev og1ed, zato cemo росз. 
od predre1ativistickog shvatanja ро kojem sv.et1ost ima brzinu 
.k samo о u odnosu na apso1utno mirujuci "etar". Tada bi b.ezina 
~vet1~stз., prema objektu koji se izvoru priЬlizava brzinom1Y , 
з.znosз.1a Л/ + '1.9- , а u s1ucaju udaljavanja ...<:. - l1t' • Prema to
me, ako је rastojanje od svetlosnog izvora do og1eda1a koje se 
krece pr~ma njemu R.- u trenutku kada se svet1osni zrak odbije, 
vreme koJe protekne od emisije signa1a do njegovog povratka, 
posmatrano u 1aboratoriJ"i koJ·a se t k ' prema е ru rece zajedno s e-
g1eda1om, iznosi: 

t 

Eksperimenta1ni uredaj sastoji se iz tri og1eda1a, А, 
В, С, od kojih је В po1uposrebreno kako bi mog1o i da propusta 
i da odbija svet1ost (slika 7). 

[) t. 
l,s 

оХ 

•"-
~8 

\ 
\ 

' ' -, 
А \ 

' 

1 
1 

,/ 

с 
Svet1osni zrak, koji se 

prostire u pravcu x-ose, de-
1om pro1azi а de1om se odbi
ja na po1uposrebrenom ogle
dalu в. Propusteni zrak sti
ze do og1edala с, i odbija 
natrag do В, а odatle do za
stora D. Zrak koji је odЬi
jen na В ide do А, odbije 
se s njega, i vraca kroz в 

slika 7. do D. Ako bi uredaj mirovao 
prema etru moguce bi bilo tacno podesiti odnos odstojanja f4 i 
t~ tako da posmatrac na zastoru D primeti interferenciju bi1o 

gasenja 111 pojacavanja monohroшatske svet1osti. za t
4 

= ez.. i
mali bismo interferencijupojacavanja. 

Podimo od pretpostavke da se Zem1ja krece u pravcu x-ose 
vr1o priЬlizno konstantnom brzinom ~ • Vreme potrebno svet1o
sti da prede od В do С i natrag iznosi, na osnovu (15.1): 
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(15.2) 

dok је 

(15.3) 

Duzina ukupnog puta svet1osnog zraka od po1uposrebrenog og1eda
la В do og1edala· А i natrag (obelezeno na slic{ tackastom 
linijom) iznosi: 

(15.4) 

ра је, s obzirom na brzinu svetlosti .,t. 

~··;~ i:~ 

t - 2 e:+l..4 '1ft~ ~~:с ~ (15.4') 

Otud: 

t .~.. = --==z"=e=="==-
~~ (15-5) 

Imamo dak1e, na osnovu (15.1) i (15.5): 

u eksperimentu је bi1o uzeto е1 
daje: 

ez.. ·. Tada prethodni izraz 

. (15.6) . 
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Ovaj eksperiment n1Je dao ocekivane rezu1tate. Zapazeni 
efekti bili su da1eko.ispo?- reda velicine koji bi ova.pojava mo
ra1a imati. Opit је ponav1jan vise puta, u razlicita godisnja 
tloba, uredaj postav1jan u raz1icite pravce, a1i је rezu1tat os
tao negativan. 

Kasniji opiti vrseni su sa znatno oset1jivijim uredaji-. 
ma, ne bi 11 se ustanovi1o sta treba da pokazu takva merenja, a
ko se vec apso1utno kretanje ne moze utvrditi. Dobijeni·podaci 
nisu bi1i dovo1jno jasni za tumacenje. 

2) Drugi eksperiment, koji su izve1i Hafe1e i Kiting 1971 go
dine, imao је za ci1j da proveri usporenje toka vremena na ob
jektu koji se krece u odnosu na posmatraca. Merenje je.vrseno 
cezijumskim casovnicima na cetiri aviona, od· kojih su se dva kr
eta1a u istocnom а dva u zapadnom smeru, na odredenoj geografs
koj sirini. Visine 1eta su iznosi1e oko 6000 metara а brzine o
ko 960 km/h. Tako је utvrdeno da di1atacija vremena iz re1ati
vistickih formu1a odgovara stvarnosti. Pritom је uzeta u obzir 
i popravka zbog promene gravitacionog ро1ја s povecanjem vi
sine, sto је takode re1ativisticki efekt. 

Po1azi se od s1edeceg. Posto se Zem1ja okrece u istoc
nom smeru ugaonom brzinom ОЈ , ра na visini na kojoj је vrsen 
eksperiment ima brzinu rotacije Rcu , vreme na tom mestu tre
ba da ima usporenje u odnosu na neki hipoteticni inercija1ni si
stem S , vezan za srediste Zem1je, koji ne vrsi njenu dnevnu 
rotaciju. Odnos izmedu vremenskog intervala 6t u tom sistemu 
zema1jskog 61.' се Ьiti: 

А Ј,} 
д 1:; ";. --;======-,, -~ .. v ~ .С'" 

(15.7) 

Za avion koji leti prema istoku br:Й.nom АЭ' u odnosu na Zemlju, 
vremenski interva1 t:.t" iznosi prema "t,t ;·, s obzirom na grup-
na svojstva Lorencovih transformacija, а na osnovu obrasca (12~5): 

(15.8) 
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na Zemlji prema usporenom toku na avionu: 

(15.9) 

imacemo: 

(~Сt.Н -1)- )1. 
1 .- с2.0+ e.·ч.c.u.u- )2. 

s tacnoscu do c1anova viseg reda. 
Na avionu koji 1eti prema zapadu istom brzinom ~ nas

c. ' а pod us1ovom t& L R l.U koji је 
ta1o bi, u odnosu na sistem v . d zema1jskog. Prema to
ispunjen, usporenje toka vremena manJe о 

v na Zem1ji, а jos br-
me vreme na tom avionu се teci brze nego v 

' . · t ku Ve1icina trazenog o-
ze nego na avionu koji 1etl prema,ls о • 

1 . (15 8) stavi -tY umesto nY • 
dnosa dobije se kad se u formu l • k ena na avionu pr-
Ako sa ~t obe1ezimo faktor ubrzanja to а vrem 
ema toku na Zem1ji imacemo, umesto(15.10): 

(15.11) 

Tako su dobijene s1edece vrednosti usporenja i ubrza

nja vremena u odnosu na zema1jsko: 

Srednj·a vrednost raz1ika za 
cetiri cezijumska casovnika 

) istocni smer 

zapazeno -59 ±. 10 

predvideno -40 ±. 23 

(:videti: Ј. Taylor, [г.5]' str 19) 

zapadni smer 

273 ;!:..17 

275 ±. 21 
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Popravke na ovoj taЬlici poticu od dejstva gravitacio
nog ро1ја. Pos1edice ubrzanja i usporenja aviona na pocetku i 
na kraju 1eta su se pokaza1e .od ma1og znacaja, sto se i oceki
va1o, jer su kratko traja1e. Rezultati se vr1o dobro s1azu s 
predvidanjem. 

Osim ovog, astronomi Vasingtonske opservatorije izvrsi-
1i su, u toku jeseni i zime 1975/76, vise eksperimenata istog 
tipa, pomocu poboljsanih cezijumskih i rubidijumskih casovnika. 
Avioni su 1ete1i na vecoj visini i manjom brzinom nego pri pret
hodno opisanom eksperimentu, а u pravcima za koje nastaje manje 
izrazito ubrzanje i1i usporenje toka vremena us1ed kretanja pr
ema posmatracu na Zem1ji. Ci1j је bio da se izdvoji pojava ubr
zanja toka sopstvenog vr~mena usled opadanja Zem1jinog gravita
cionog potencijala s visinom od njegovog ubrzanja ili usporenja 
usled kretanja. О ovom се biti reci detaljnije u §бО. Ti opiti 
su takode dali vrlo dobre rezultate. Efekt о kojem је rec spada 
u opstu relativnost. Ovde ga navodimo zato sto је omogucio raz
dvajanje posledica navedene dve vrste, i odagnao sumnje о nekom 
mogucem trecem uzroku tih pojava. 

Ovo је lep i znacajan primer objasnjenja jedne prirodne 
pojave koja se dotle mog1a naslutiti jedino ро trajanju }А -me
zona. 

Z а d а t а k 

-+ ..... 
1) Napisati pravi1o s1aganja nekolinearnih trobrzina V. i ~ 
Izvrsiti Lorencovu, а zatim Ga1ilejevu, transformaciju, tako da 
odgovarajuce cetvorobrzine imaju najmanji broj komponenata. Na
ci vezu izmedu dva takva moguca pomeranja. 

' 
1 
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v. ИПАМIКА ТАСКЕ I SISTEМA 

16. Masa, impu1s i si1a 

Obicno se smatra da је promen1jivost mase u zavisno
sti od kretanja prema posmatracu jedna od njenih oвnovnih ka
rakteristika ро re1ativistickom shvatanju. Ne treba, medutim, 
gubiti iz vida cinjenicu da. se ta promen1jivost ~ pojav1ju
je u osnovnim transformacionim formu1ama. u tim, cisto kine
matickim obrascima, prostor i vreme su sustinski povezani, 
а mase nema. A1i, kad budemo uve1i izraz z~ko1icinu kreta
nja zasnovan na cetvorobrzini, za masu koja se u odnosu na 
posmatraca krece nekom odredenom trobrzinom- )(;! , doci 6emo 
prirodno do pojmova sopstvene i re1ativne mase. 

Uzmimo dak1e materija1nu tacku kojoj smo izmeri1i 
masu u stanju mirovanja, i utvrdi1i da iznosi mt • Re1ativi
sticku ko1icinu kretanja, koju 6emo da1je kratko zvati impu1s 
(imati u vidu da se pod impu1som obicno podrazumeva konacna 
promena ko1icine kretanja)definisacemo pomocu cetvorobrzine: 

(16.1) 

odnosno, iz (13.3): 

(16.2) 

Sad mozemo uvesti, i1i Ьо1је, uociti pojam re1ativne mase. 
То је proizvod ~t sopstvene mase i di1atacionog faktora 
~ • Vidimo da је od svih vrednosti koje masa moze imati 

najmanja ona koju ima u odnosu na posmatraca prema kojem mi

ruje, sto predstavlja sopstvenu masu ~ • 
Као sto је cetvoroubrzanje definisano pomocu 9etvo

robrzine, tako је i cetvorosila f~ definisana pomocu impu1-

sa кr : 

(16.3) 
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Posto radimo ва najpogodnijim koordinatnim sistemima zadovo-· 
1jicemo ве oЬlikom (16".3), koji odgovara.izrazu za drugi Njut
nov zakon u odnosu na Dekartov sistem. Ako unesemo· izrЭ:z. za 
cetvoroubrzanje kr~iz (13.5), (16.3) се eksp1icitno g1asiti: 

(16.4) 

Posto smo utvrdi1i da su cetvorobrzina i cetvoroubrzanje u
zajamno ortogona1ni, to cemo iz (16.4) dobiti, kontrakcijom 
sa Uv"- : 

(16.5) 

Dos1i smo do zak1jucka da је specificna promena sopstvene ma
se ро sopstvenom vremenu izrazena ska1arnim proizvodom, s pro
menjenim znakom, re1ativistickih vektora brzine i sile. U s1u
caju nepromen1jivosti sopstvene mase (nepostojanje nekog pro
cesa sagorevanja i1i zracenja) cetvorobrzina i cetvorosila su 
ortogona1ni i obrnuto. То је s1ucaj koji cemo na da1je isk1ju
civo posmatrati. Tada је: 

f "Цо~.= о. (16.6) 

Posto vektor re1ativisticke brzine u s1ucaju svet1os
ti pripada nultom·konusu, razmotricemo i taj s1ucaj. Impu1s 
fotona definisan је sa 

gde је .р frekventni cetvorovektor talasnog kretanja а ~t-· 
P1ankova konstanta. Takav ta1asni" front krece se trobrzinom 
ciji је intenzitet А- ' i njegov се frekventni vektor u (14.1) 
g1asiti: 
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Odak1e је vektor impu1sa fotona: 

(16.8) 

Pojam mase је zaobiden kod fotona, posto mu frekventni vektor 

pripada nu1tom kanusu. 

17. Snaga i energija 

U ~ 5 formu1isa1i smo bi1i prvi Njutnov zakon kao 
Princip vremenskih i nu1 tih geodezij skih 1inija svetske met
rike. U prethodnom ode1jku da1i smo re1ativisticki prosiren 
iskaz Drugog Njutnovog zakona, po1aze6i od definicije re1a
tivistickog impu1sa. Ostao bi nam treci Njutnov zakon. A1i 
mi necemo ni pokusati da ga iskazemo zbog us1ova istovreme
nosti akcije i reakcije, koji је 1ezao u osnovi Njutnove meha
nike; а koji ne vazi za raz1icite posmatrace. Inace imamo-ci
njenicu da ska1arne i vektorske ve1icine iz njutnovske fi
zike, koje smo do sad sreta1i, zadrzavaju svoje transformaci
one osobine u odnosu na metriku specija1ne re1ativnosti. 

Sad treba ici da1je i uvesti, ana1ogno, pojmove sna
ge i energije. Pri njihovoj formu1aciji, medutim, moze nasta
ti izvesna nedoumica, Ako bismo hte1i da izrazimo kineticku 
energiju po1aze6i od re1ativisticke brzine i impu1sa, dobi1i 
biвmo sopstvenu masu s promenjenim znakom, jer је kvadrat ce
tvorobrzine jednak -1. А za sna~ bismo, prema tome, ima1i u
vek nu1u. Stoga treba prvo razmotriti odnose trosi1e i cetvo

rosi1e. 
S obzirom na to da је ро (13.2) veza izmedu interva-

1a sopstvenog i posmatracevog vremena 'td.J:J = -t,dl; , cetvo
rosi1a (16.3) g1asi, eksp1icitno izrazena pomocu impulsa 

(16.2): 

F' - ..t-2 t 1t ( rwt t ~; ) 

flt=- ~-~t i (~t). 
(17.1) 
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)zraziu _zagradi na desnoj strani jednacina za F l su slicni 

izrazima za si1u u Njutnovoj mehanici, samo sto umesto sopstve
ne mase stoji re1ativna ~~ • Stoga 6emo faktor ispred opera
tora diferenciranja prebaciti na drugu stranu, i tako dobije~i 
izraz nazvati re1ativna trosi1a Р' : 

{17.2) 

Us1ov ortogona1nosti (16.6), eksp1icitno napisan, daje: 

gde smo re1ativnu masu obe1ezi1i sa trn!' = trr~- t 
finicije (17.2) prethodna veza dobija oЫik: 

• Na osnovu de-

(17.3) 

Proizvod re1ativne trosi1e i trobrzine tumacicemo, ana1ogno 
Njutnovoj mehanici, kao specificnu promenu energije ро vremenu. 
То (17.3) upravo izrazava jer predstav1ja promenu neke funkci
je ро posmatracevom vremenu. Tu funkciju 6emo smatrati kao ~-
1ativnu energi,ju Е 

(17.4) 

gde је 

(17.5) 

Ova cuvena re1ativisticka definicija energije svodi se na Ео= 
= nn.e.2. ' to jest na energiju mirovanja nekog te1a sopstvene 
mase ~ 1u odnosu na posmatraca koji se krece zajedno s njom. 

Pored re1ativne energije Е u relativnosti se radi i 
sa re1ativnom kinetickom energijom lГ • Ona је definisana sa: 
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Е -·Ео = '!fltt}· (t'.:.. l) 
'· 

odnosno, ako razvijemo t и stepeni red ро 

т = h>\, ,eL (А + 1 !,[' 3 "'~ ~ .. ---~) +-- = .(,' 8 ~· 

:::. i. ffl\,1)1. (ј+ 2 .э'- +--" ) 
:Ј. ' lr .t.• (17.6) 

Ovaj izraz se, иopste иzev, ma1o raz1ikuje od kineticke ener-
gije и Njиtnovoj mehanici, jer је и .ve6ini s1иcajeva V'~.C , 

ра se ostatak Cf{%t) и redи (17.6) moze odbaciti, tako da se 
re1ativna kineticka energija svodi na n~utnov8k1 izraz. 

Cetvrta komponenta К4 impи1sa predstav1ja, ро formи-
1i (16.2), re1ativnи masи, раје srazmerna, do na konstantni 
faktor ~~ , relativnoj energiji. Dakle: 

(17.7) 

Odavde zak1jиcиjemo da је za foton, cija је vremenska kompo
nenta ро (16.8) jednaka .l--•R, V , energija и odnosи na bi1o 
kojeg posmatraca Е = ! V • То i jeste definicija svet1os
nog kvanta, i mog1i smo obrnиto, po6i od nje i konstruisati 
impи1s Kf , dat formи1om (16.8). 

18. Impи1s i kineticki moment materija1nog sistema 

Sistem materija1nih tacaka 6emo razmatrati polaze6i 
od pojmova re1ativistickog impи1sa, ve6 иvedenog za tacku, i 
kinetickog momenta (i1i momenta kolicine kretanja) и odnosи 
na neki proizvo1jni dogadaj. 

Ukиpni _impи1s Kf , sistema od n materija1nih tacaka 

iznosi: 
• ; ј .)( 

(18.1) 
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1 
gde је к(() impu1s pojedine :acke sistema. 

Kineticki moment М ft) , materija1ne 
dogadaj ~f t derinisan је sa: 

tack~ .;:· odne~J na 

.(18.2) 

gde је Х~ dogadaj u kojem materija1na .tacka ima impu1s I<(~J • 
Kineticki moment definisaџ је ana1ogno Njиtnovoj mehanici, a1i 
ne moze vise biti predstav1jen simbolicnim vektorom, jer u svet
skoj metrici antisimetrican tenzor ima sest komponenata. U od~ 
nosu na Lorencove transformacije М~ se ponasa k~o tenzor, ma 
da nema stvarno tenzorski karakter u slиcaju proizvoljhe trans
formacije. 

Кineticki moment ostaje nepromenjen ako se vektor impul
sa pomera duz svoje napadne linije. Neka koordinate njegove na
padne linije budu: 

/f , . -
:t=х-rлк·. 

Tada је: 
. g 

м'f6::: ( 'X.r-Ar+ Лkf) кб-(х'-д6+ л к6)~ м.r~ 

sto је trebalo dokazati. 

(18.3) 

U slucaju da ве materijalni sistem sastoji iz objekata 
koji se kre6u ро inerciji, postoji mogu6nost sudara izmedu njih, 
ili neke razmene energetskih kvanta (videti: Synge, [е.Ј, str. 
209). Tada su, izmedu s~aka dva uzastopna. sudara, i1i izracenja, 
za svaku materijalnu tacku sistema ocuvani impuls.i kineticki, 
moment u odnosu na neki dogadaj" "a.f • . ... 

Da Ьi saЪiranje kinetickih momenata imalo-smisla; ;ni 
treba da budи uzeti u odnosu na jedan dogadaj. Na dalje cemo s
matrati, ako se drukcije ne.napomerie~.da.kineticke'шoinente.tac
aka racunamo u odnosu na posmatracev pocetni dogadaj "(). r = О. 
Kineticki momerit sistema iznosi: · '· ·''' - . - · 

~· ' .. 
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(1864) ___ _ 

Mi cemo se ograniciti na one sisteme cije su sve inter
akcije unutrasnje, i to takve da ostanu ocuvani ukupni impu1s i 
kineticki moment. Izrazit primer takvih sistema na1azi se u ki
netickoj teoriji izentropskih gasova (gasova cija је ukupna raz
mena dejstava s oko1inom jednaka nuli). Ako sa К' i м'' obe1e
zimo impu1s i kineticki moment sistema u.jednom trenutku, а sa 

Klf з.' мlfo . te iste ve1icine u nekom drugom trenutku, zahtevamo 
da bude: 

м f6 = м'fd, 
(18.5) 

odnosno: 

(18. 5') 

Indeksi ~ i t ne moraju ici do istog broja, jer se neke cesti
ce mo~J spojiti i1i raspasti. 

Geometrijski opis us1ova (18.5), poznat kao otvoreni za
kon odrzanja impu1sa (videti: Synge, [~Ј , str 214-219), iskazu
je se time sto kroz svaku prostornu troravan Z: prolaze svetske 
1inije materija1nog sistema ciji su ukupni impu1s i kineticki mo
ment nepromenjeni. 

Svaka takva troravan predstavlja opazaj prostora и odre
denom trenutku vremena nekog posmatraca. 

Drugi opis, poznat kao zatvoreni zakon odrzanja impu1sa, 
iskazan је time sto је ukupni protok impu1sa i kinetickog momen
ta kroz neku zatvorenu tropovrs I: jednak nuli, uko1iko kroz nju 
pro1aze svetske 1inije celokupnog materija1nog sistema. 

19. Centar mase materija1nog sistema 

U njutnovskoj mehanici jedno od osnovnih svojstava ce
ntra mase sistema bi1o је to da је 1inearni moment mase u о-
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-dn_os_~_na Тl~~g_!i j_E)cl_ТIIO(:lc_ ТJ1.!li. Po~to \1_ re1ativnosi;i.;cПJ~Se p9jedi;,. · 
nih objekata predstav1jaju, u zavisnosti od kretanja 9 u razli
citoj meri :tzmenjene sopstvene mase, treba naci pogodnu defi
niciju za taj dogadaj. Zato је odabrana definicija srodna on
oj koja odreduje centar inercije u njutnovskoj mehanici, ро ko

joj је 1inea.rni moment mase u odnosu na tu tacku jednak :nuli. 
Poci cemo od kinetickog momenta f1!Ф materija1nog sis

tema za neki. dogadaj ~f • S obzirom na antisimetriju, matrica 
(М"} mora imati parni rang. Mi Ъiramo дf tako da јој rang 

bude nizi od 4, а da К1 Ъude jedan od vektora resenja· 1inear
nog sistema: 

(19.1) 

lt. 
Ako је kineticki moment u odnosu na pocetak Н , ovaj sistem , 
jednacina g1asi: 

(19.2) 

f Odavde odredujemo vektor ~ , koji definisemo kao centar mase 
sistema. U (18 • .3) smo Ыli utvrdi1i da se М fll ne menja ako do
damo )" К f • Tako imamo da: 

Vektor .0.
1 + Л к.t definise istori,iu centra mase posma

tranog materija1nog sistema. 

Da Ьismo efektivno odredi1i koordinate centra mase, u
zecemo posmatraca ciji tok vremena odreduje rezultujuci impuls 

sistema. Tada је kt= О, Ко\ ,i О, а veze (19.2) postaju: 

(19.3) 

Ovde је дУ neodredeno, sto iskazuje cinjenicu da је istorija 
centra mase para1e1na vremenskoj osi posmatraca, ·odnosno da 
vazi zakon odrzanja impu1sa. 

Ostaje nam da ovaj izbor malo Ъlize uporedimo s onim 
iz njutnovske· mehanike. Zato cemo rezultujuci impuls i rezul-

\ 
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tujuci mom~nt napisati kao zbirove odgovarajucih komponentnih 
ve1icina к~ -iмf: -(iб.2) i (18.2): 

S obzirom na to da posmatrac jedinstveno odreduje vremenвku 
koordinatu х" ' di-ugi c1an u izrazu za мi." је кј,. ' koii 
је za naseg posmatraca jednak nu1i·. Dak1e, iz (19.3) s1eduje: 

(19.4) 

Ovaj obrazac za centar mase izmenjen је, u odnosu na njutnov
ski, uto1iko sto umesto apso1utnih (ovde sopstveUih) ~asa, s
toje re1ativne. Obrazac (19.1), pomocu kojeg na1azimo istori
ju centra mase materija1nog sistema, vazi za вvakog Lorencov
og posmatraca. 

Zadaci 
..... -:+. 

1) Re1ativne trosile Р i Ф dejestvuju na masu /hL... Kako 
se odnoвi rezultujuce ubrzanje prema izvodu rezu1tujuce br

zine? 

2) Dat је materija1ni sistem, gde вu poznate tri sopstvene 
mase '»Lw i cetvrta Ј'УУ1..~ , relativna u odnosu na centar mase 
sistema. Dati вu, u odre~enom trenutkU, trovektori ;tl~ ( А ~ 
= 1, 2, 3, 4} po1oz2.jia m~sa, centra inercije· :iJ. , njegove Ъr
zine it i pravaca !f.ll ( l. = 1, 2, 3) ( f:" • 1) brzina prve tri 
mase. Qilт-editi brzine siвtema i .. cetvrtu sopstvenu masu. 

. · .. Ј 

') ·. 

VI. МЕНАNIКА NEГdEКIDNE SREDINE 

20. Gustina, impu1s i energija. 

. Prvi pristup pojmu gustine ucinicemo, ро klasicnoj kon
cepciji fizike, posmatrajuci mnostvo materijalnih tacaka. Na 
taj nacin је definisana brojna gustina. 

Brojna gustina predstavlja kolicnik: 

1t 

v =N Ј (20.1) 

gde је 11.- ukupan broj cestica u datoj zapremini od v 
jedinic~ •. Nju opaza posmatrac.po cijim meri1ima uocena zapre
mina iznosi \1 . Stoga cemo је zvati relativ.na brojna~tina. 
Ak~o bi ,posmatrac mirovao u odnosu na ~~~; 8, 6t~ 
<У'А_ .~: ~ ~ 4-Ut:Ц.,- ~ ~ Џх '\:~ 
~Ј.е , zaprem~na k~ аос01АЧ!t<Ьi1а bi, na osnovu (12.2'), ve-
ca. Otud s1eduje da је brojna gustina sistema za takvog posma
traca najmanja. Tu gustinu cemo zvati sopstvena brojna gusti
na. Ona iznosi: 

(20.2) 

Odnos ovih gustina, sopstvene i re1ativne, ako se materija1ni 
sistem prema posmatracu krece brzinom intenziteta ~ , dobije 
se, pomocu (12.2'), iz (20.1) i (20.2): 

~· Ј t'l.j N -1 . . • • Ј 
• ~ј\/" = l"('V := f -;Ј N = gNo •. (20.3) 

Dok smo za brojnu gustinu ima1i dve mogucnosti, (20.1) 
i (20.2), dot1e gustina kao kol:LCina mat.erije\u jedinici zap-' 
remine, dopusta cetiri mogucnosti. Tak~· је zi:юg .рој~~ ;~1at'i
vne mase, koji se pojavjuje pocev od § 17, i koji smo obele-
Zili sa 1'vl* = I\'YI r . ~1ozemo dakle racunati ·Ьi1о · sopstvenu .. i1i :;,,·:.:.':I 

relativnu masu ро .jedinici,bilo sopstvene i1i re1ativne zap
remine. Ko1icnik sopstvene mase i sopstvene zapremine smatra-

! 
i t 
1 . 
Ј ј 
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cemo kao najprirodniji; on.se najcesce koristi, а obelezavace

mo ga sa f : 

(20.4) 

i zvati sopstYena gustina. U slucaju.. da nат se u racunu po-
javi neka od ostalih, relativnih gustina, ona се biti drukcije 
obelezena. 

Mozemo zamisliti izolovanu materijalnu sredinu ko-
ja ne medudejstvuje sa okolinom, kao sto smo cinili za diskretni 
sistem u § 18. Tada smo posmatrali jednostavan slucaj kada nema 
promene ukupnog impulsa i kinetickog momenta prvenstveno stoga 
sto takav sistem odgovara nekom procesu gde materijalne tacke 
predstavljaju izolovana tela konacnih dimenzija koja ne mogu 
lako promeniti impuls i moment. Medutim, kada se radi о nekoj 
struji sastavljenoj od vr1o ve1ikog broja cestica neznatnih ша
sа i diшenzija, interakcija sa oko1inom, dakle promen1jivost 
mehanickih parametara, predstav1ja da1eko rea1niju mogucnost. 
Zadrzacemo pojam impulsa koji se prenosi na velika mnostva, ko
risteci makroskopski pojam mase. A1i, umest kinetickog momenta, 
koji se menja od tacke do tacke, ра nije pogodan za prenosenje 
na ve1ika шnostva, razmatracemo kineticku energiju. 

E1eшentarno dejstvo si1e Ff (17.1), na interva1u d'f! 
neke svetske linije, g1asi: 

Na osnovu izraza (17.2) za re1ativnu trosi1u f't, i (17.5) za 
re1ativnu energiju ~ , gornju vezu mozemo predstaviti kao: 

(20.6) 

Izraz za impu1s (16.2) daje: 
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(20.7) 

Sad mozemo iskazati zakone prirastaja re1ativnog impu1sa i 

re1ativne energij.e, date vezama (20.6): 

1) Prirastaj re1ativnug impulsa m~t-ui ,jednak ,је dejstvu rela
tivne trosi1e na sistem u e1ementarnom interva1u posшatrace-

vog vremena. 

2) Prirastaj re1ativne energije ~ srazmeran је, s faktorom 
,Cz. , Prirastaju komponente К:" cetvoroimpu1sa. 

21. Kineticki pojam pritiska 

Posmatrajmo struju nekog "f1uida" sa stanovista kine
ticke teorije gasova, kao veliki broj cesti~a raz1icitih masa 
i brzina koje imaju osoЬinu da elasticno odskacu pri1ikom su
dara s nekoш cvrstom i nepokretnoш preprekom. Takvo g1ediste, 
k1asicno u fizici, prirodno vodi pojmu pritiska. Pod pojmom 
e1asticnog odЬijanja cestice podrazuшeva se ono za koje је od
rzan impu1s ро intenzitetu, i to tako sto njegova komponenta 
para1elna prepreci ostaje neizmenjena, dok upravna komponenta 
menja smer а ·zadrzava intenzitet. Stoga kineticka energija te 
struje ostaje neizmenjena. Pritisak f1uida nastaje kao statis
ticka pos1edica impulsa koje cestice predaju zidovima, menja
,juci brzinu u normalnom pravcu. 

Sta opaza jedan posmatrac prema kome miruju zidovi na 
koje pritiska gas opisan ovom kinetickoш s1ikom~ Neka jedinic
ni vektor norma1e na povrsini z~da ima u prostoru komponente 

slika 8 

t' , а brzina nailazece struje 
fluida neka и datom trenutku bude 
tri, racunajuci zasad da sve ·ces

tice imaju iste brzine (sl. 8). 
Prvo, brojna gustina takvog roja 
cestica mora Ьi ti, ро meriliina ро- · 
smatra~a, uvecana, i iznositi iHo 
na osnovu (20.3), gde је No sops-
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tvena brojna gustina, а 0 fиnkcija brzine rpja•. Zatim svaka 
masa biva иvecana u istoj srazmeri, ра tako i masa svih cesti
ca u ce1ini. Ako је sopstvena gustina f (videti: Synge, [б].,
str 264-27~), tada ono sto opaza posmatrac predstavlja re1ati
vnu gu.;tinu relativne mase S' * * , ciji odnos prema ~opstvгnoj 
gustini mora biti, na osnovu prethodnog: 

Specifican broj cestica и jedinici posmatracevog vremena odre-
- -1 ~ - n .. N 11:"-d:en је. norma1nom komponentom brz:Lne na:L azenJa vц) =- /fl -

= 1Ј;:!~ . Ve1icina iпipu1sa koje jEldinici povrsine predaju ces
tice sadrzane ~ jedinici posmatraceve zapremine iznosi: 

(21.1) 

Kako broj cestica koje dejstvuju na jedinicи povrsine, u jedi
nici vremena, sadrzi tf(ii puta gornji izraz, to pritisak iz
nosi: 

(21.2) 

Pred:imo na opsti slиcaj, kada su ne samo mase, vec i brzine 
proizvo1jne. Cestice gasa nai1aze iz svih pravaca jedne polus

slika -9 ···-

fere i pogadaju jednu e1ementar
dд nu povrsinu ).._f_. na kojoj је s

mesten pocetak sfernog kOOrdina
tnog sistema cija је raYan е= !f 
odred:ena pomocu dz (sl. 9). Re-
1ativnu brojnu gustinu podskupa 
(klase) cestica cije su mase, sa 
odredenom priЫiznoscu, jedriake 
-.m , а brzine sa istoпl"pribizno

. scu imaju intenzitet V ;-·-obel·ec.. 

zlmo sa f ( е ~ 't .• 1.i ' 'т ) • o
.vim smo dopustili mogucnost · da 
roj jedne odred:ene k1aee do1azi 
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iz svih pravaca gornje po1usfere. Re1ativna 'gustiria re1ativ.'.:::'t~:oi; 
ne mase/ koja nam је- potrebna s obzirom na (21.2); za ош:iј",,:·ј·э··;(:), 
roj cest~ca koji do1azi iz pravca odredenog datim.vrednosti-
ma () i :'f , i pro1azi kroz sferni иgао ,dд = Hr~ (},c/bdf 
iznosi: 

Pretpostavimo kineticku izotropnost, ravnomernи raspode1и ma
sa i .Ьrz:ina u svim pravcima~ Tada је ~ = 5' ( 'IJ , УУ'1 ) • Ako sи 
mase i brzine ove strиje cestica dovo1jno gusto raspode1jene 
da bismo ih makroskopski mog1i smatrati za kontinииm, imace
mo za celu po1usferu, kad izvrsimo integracijи preko svih ma
sa od.O (masa fotona) do М, i trobrzina od О do -с , imacemo, 
s obzirom na (21.2), za ukupni pritisak: 

~'2д: -с м 

1' _ 2 Ј Ј ј f• v'«>s'e f(v;m) nп edo d'i'd77dь,, 
&=о 'f-=O 1r=O 111 "о 

odnosno 
-<. м 

1" = 'Jf Ј f""r"•flv;m)d"d"' (21.4) 

v=o m=o 

Posto posmatrana masa gasa sadrzi и jednakoj meri nai1azece 
i od1azece cestica~ re1ativnu brojnu gиstinu, koju smo racu
na1i za nai1azecu struju, treba pomnoziti sa 2 . i integrisa~ 
ti ро po1иsferi. Treba dak1e integrisati 2 ~ ( 1Г , -т ).о/Л. 
da bismo·dobili ukupnu re1ativnu brojnu gustinu ~ : 

-с м 

N== 4V.f f ff1/,-m)dV.dm 
11'.::0 "1=0 

(21.5) 

Ako relativnu gustinu re1ativne mase za,poj;edinu _klasu __ masa 
i brzina (21.3) pomnozimo sa 2~&i integrisemo ро po1usferi, 
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dobicemo relativnu gustinu re1at~e 
kineticke .energije Т : 

·energije е i re1atiVпe. 

-с.. м 

Е = l(Ц Ј ! mr<-2 f (V,m J;dvdm (21.6 а) 

1.r.= о r)) = () 
.-с. м 

т= l(i1 Ј f '(У} rr--~)-<:..Z r rv,rn J-<fy,dm 
. -t,r-:0 '111"<7 

(21.6 Ь) 

Re1ativna kineticka energija pr~cne cestice ~ iznosi, pre-

ma tome: 

-<- м 

Т="i1т:::. ~иј j'YY\lr--r»~lflv;~).dv-Alm (21.7) 

v-co ..,.,о 

gde је N dato sa (21.5). 
Ako pustimo mase svih. c~ica da teze jednoj vredno

sti "т , odnosno da iscezavaju Ic:J.ase cestica s drugim masa
ma, sto odgovara monoatomskomga$U, dobicemo distribucije de

finisane sa: 

i 

м 

/i(1F} = jfcv;:x.Jдcx.-m;d:x.. 
о 

н 

'WI(1l1!) = Ј :t. f ( v, х.) Ј" (x-m)dx. 1 

о 

gde је д (Х. -1'YI) Dirakova .!Шlkcija (videti: L. Schwartz, 

[1~ , вtr 83-86). Tada се izrazi (21.4); (21~5) i (21.6) 

g1aвiti: 

...(.. 

1' = 1- Ч-..n f Т tl"-..(" (v-)4V t 

о 

-с. 

N "':" ЧU: f;tltг).J'lТ 
о 

(21.4') 

(21.5') 
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-< 

t= = ЧCim-c..zjr;,н-f'ff)-c/r·~ ·; 
о 

-<... 

Т= 4Чm <-2 flr-1){'tvџla- . (21.6 Ь') 

о 

Prosecna re1ativna kineticka energ:j...j-a ро cestici Т је: 

< 
т=- 4/:im --с. i. N -1jrr-·O/f tv).ciY . . (21. 7') 

о 

:oC't;o (21.6· а') predstav1ja re1ativnu gustinu re1ativne ener
,·:i;ie, re1ativnu gustinu re1ativne mase f'tf* cemo dobiti kad 
t~1.j izraz podelimo sa -c_l. • Na osnovu toga i (21.5') veza (21.7') 
ir~a ob1ik: 

- .. - 2. -1 z 
т=-<- r fN --ж--с 1 (21.7") 

gde 0 treba shvatiti kao srednji di1atacioni faktor za posmat
rani skup cestica. 

Ako aps~lutnu temperaturu ty definisemo uobicajenom 
jednacinom gasnog stanjas 

(21.8) 

gde је R. gasna konstanta, imacemo: 

-< 

fr V~(vJdu 
/(.В= t n, _о:_...с.. ____ _ (21.9) 

J,_мcrт)dv 
о ' 

(21.7") i (2l\9) su, kao i (21.4')-(21.6'), relativisticke 
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jednacine za savrseni monoatomski gas• 

Za ma1e brzine V.C<<- mozemo staviti r = 1 u (21.4) 

а 1'- 1 = 'lt/z..(.~ u (21.7) i (21.7'), ра cemo na osnovu pr
ve dve veze dobiti: 

а na osnovu trece :· 

Ovo su poznate formule kineticke teorije gasova. 
Prethodno smo razmatra1i gas sastav1jen od "pondera

bi1ne" materij е, dopustajuci kao granicnu. mogucnost, da za iz
vesne cestice sopstvene mase teze nuli а brzina vrednosti АС • 

Pre~imo sad na s1ucaj f1uida sastav1jenog jsk1jucivo od svet-
1osnih cestica, i1i fotonskog gasa. Мi cemo ga ispitivati pod 
pretpostavkom da povrsina zida savrseno odbija svetl~st. Tako 
је analogija s gasom koji ne vrsi rad potpuna. 

Da bismo za takav fluid nas1i pri1az pojmu pritiska, 
dovo1jno је da podemo od cinjenice da је re1ativna energija 
ро jedinici relativne zapremine jednaka, pojmovno i dimenzio
no, re1ativnoj si1i ро jedinici zidne povrsine, dak1e pritis
ku. Iz (16.2), (16.8) i (17.5) ima1i smo da је energija foto
tona Ef = -(, ).) , gde је -l P1ankova konstanta а V frekven
cija. Uzmimo u razmatranje odredenu k1asu fotona (odredenu 
"boju" zracenja) koja ima utvrdenu ve1icinu frekvencije ).) • 
Ako је re1ativna brojna gustina tih kvanta N , relativna gus
tina relativne energije се iznositi N~ V • Pretpostaviшo 
da nas svet1osni mlaz nai1azi iz pravca koji s normalom zak-
1apa ugao tr . Tada se on razreduje ро povrsini zida srazmer
no f.-CS (Г , а i impu1si koje zid prima su u. istoj meri oslab
rjeni, ра се pritisak tog ma1aza opasti, n odnosu na norma1-
ni upadni ugao srazmerno ,сд:/L.() • Posto fotoni bivaju o,dbi"f 
jeni, njihov pritisak је dvostruko veci nego da su zaustav-
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'ljeni na zidu. Dakle: 

(21.10) 

Sto је analogno (21.2). Ako uzmemo u obzir fotonske ~nopove 
koji do1aze ~z svih pravaca а imaju raz1icite frekvencije ko
jev~e neprek~dno menjaju (uzev cak о za donju granicu) i obe-
1ez~mo sa ~ funk · · 1 t· ' 

2 C~JU rA а ~vne brojne gustine ukupni f t _ 
ski pritisak се biti: ' о on 

i:Ч2 :z.Ч У 

Р_ =.zlj ј jf[Э,'f,V}Vwsa.(J5-iнodedfdv. 
(21.11) 

tJ=.o 'f:o 0 

Pod pretpostavkom izotropnosti raspodele fotona to се glasiti: 

. )1 

~ = ~и t. Jvfcv)dv (21.12) 

о 

22. E1ementarne hivervovrsine u Svetu !Чinkovslcog 

Da bismo mogli dalje ici u mehanici neprekidne sred
ine,potrebne su nam neke osnovne forrnu1e koje ~е odnose na 

e1ementarne trodirnenzione povrsine, ili hiperpovri'iine. '['о cemo 
prirneniti na transformacije integra1a ро zatvorenim oЬlastima 
Sveta specijalne relativnosti. 

Posrnatrajmo prvo jednu e1ernentarrш, prostorno orijen
t~sanu hiperpovrsinu dб (vidi § 3), sa uzajarnno upгavnim i
v~cama. Neka jedinicni vremenski vektor upravan na njoj bude 
bazni vektor ose Х1" Lorencovog sistema 0-r 1. . Ostђl · ,_· · .. ......_ • , ~'-е ose -.;o-
ga sistema mozerno odabrati tako da budu para1elne ivicama e-
lementarne hiperpovrsine, р а Се njena Vrednost i_ZJ?-OSi ti: 

. ; i/ \ 

') ~--'\! ( 22.1) 
~ 'V' 

Uzmirno drugi sistem . O.x:.,koji' је s prethЪdn~m povezan 
-Ј 
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jednostavnom Lorencovom transformacijom (11.1), odnosrю (11.3). _ 
Prostorne ose Xz. i .Х:) su z-ajednicke za оЬа sistema, samo se 

parovi,x.1-, х." i.X:11
, х'" medusobno 

s1ika 10 

raz1ikuju. Izvrsimo projektova
nje, para1e1no osi ::С\ e1ementa 
~6 na sopstv~ni prostor u ko

jem su smestene ose :х:1 , Х Z, Х} 
drugog posmatraca (s1. 10). Kak
va је veza izmedu .с/б i ..сlб',. ? 

Da bismo to ispita1i poci cemo 
od vektorskog izraza za e1emen
tarnu hiperpovrsinu ~б( , koji 
predstav1ja spo1jni proizvod ve
ktora ,d.x'1 , d,:r: 12 , dx' 3 

, izra
zen simbo1icnorn determinantom: 

dб = ,dx'Л.d:x.12 1\ dx.' Ј 
_", --'1 1 --'1 1 --'1 1 

~1) 'Vtч VcJ) ~о) 

.dx'1 о о о 

о 
Jx:l2 о о 

о о .d:x! ~ о 

_, 
d 1 'd. ''.d tS ~ - ;х. ;:(. .х l'f) (22.2) 

Ovaj simbo1icni vektorski izraz moze se raz1oziti u odnosu na · 
svaki sistem. Tako cemo, na osnovu (11.1), irnati za sistem 0~: -~~~ 

Јб-
d.edx1 () о she.Ji' 

о .Јх.'" о ,О 

о о dX} о 
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(22.3). 

Posto se projektovanje ove e1emen~rne povrsine vrsi para1el

no osi ;x_t, , ciji је bazni vektor "'"'/ , to се se dьr svesti na 
odgovarajuci clan u gornjem izrazu: 

_., 
Projekcija para1elno osi koju odreduje \fc.1 се dati: 

(22.4) 

(22.5) 

dok se za preostala dva vektora dobij~ nula. Iz (11.3) vidimo 
da se ovi koeficijenti svode na uzajamne ska1arne proizvode 

vektora dve baze, ра се biti: 

(22.6) 

gde је uzeta apso1utna vrednost zato sto se projektovanje mo
ze vrsiti para1e1no nekom suprotno orijentisanom vektoru,· dok 
је mera povrsine uvek pozitivna. Ako bismo ponovi1i rezonova
nje, polazeci od jedne vremenski orijentisane hiperpovrsine, 
dakle sa prostornim jedinicnim vektorom normale, ima1i bismo: 

(22.7) 

Dak1e, uopste, upravna projekcija ро svakom vremenski i1i pro
storno orijentisan'om vektor·u v •, ako је v'" jedinicni vektor 
upravan· na elementarnoj hiperpovrsini Ј б , ne nulte orijen

tacije, racUhэ se ро obrascu: 

(22.8) 
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koji је analogan onom iz euklidske geometrije.- . 
Ostao је slucaj elementa nulte hiperpovrsi. Njegova ve

licina ne шоzе se oceniti, jer шu jedna ivica nema duzinu, а ve
ktor normale na njemu ne moze se smatrati jedinicnim. Zato cemo 
uzeti element Ai6p , koji је nastao upravnim projektovanjeш, 
paralelno nekom vektoru 1Л~ , dva razlicita elementa, ~ s 
normalom V"" , i . ,.М' s normalom V '"'. Podrazumevamo to da su 

.d6 , 4-ь' i njihova projekcija .d6p nenulti elementi. Tada 
iшamo: 

(221. 9) 

Mozemo pomerati eleшente 4.6 i 46 1 ро troravniшa na kojima 
leze, а cije su normale V"' i V'-', sve dok ne dospu uft;akav uz
ajamni polozaj da ih spajaju nulti zraci. Svaki upravni presek 
tih zrakova је nulta hiperpovrs. Те sno~ odreduju para1e1ni 
nu1ti vektori ~~ , umesto jedinicnih prostornih ili vremenskih 
vektora. Tada се druga jednakost u go=jem obrascu postati: 

(22.10) 

I ovo је ana1ogno obrascima projektovanja iz euk1idske geomet
rije. 

23. Teorema о divergenciji 

Teoreшu о divergenciji, koja је u magnetizam us1a kao 
Gausova teorema, dok је u ana1izi poznata nekad kao formula Os
trogradskog, nekad opet kao Gausova teorema, а nekad i kao Gri
nova formula uprostoru, izvescemo u Svetu Einkovskog. 

Podimo od jedne cetvorodimenzione, prosto povezane ob-
1asti ~ , koja ogranicava zatvorena trodimenziona hiperpovrs 
~ • Ovu cemo smatrati kao neprekidno difer~ncijabi1nu, Ъаr do 

prvog reda izvoda, tako da nepreki~o menja norma1u ""-"' u svakom 
d~g~daju 'Х"" • Odat1e intuitivno zak1jucujemo ·da Z:. mora imati 
i prosto=o i vremenski i nu1to orijentisane tangentne e1emente. 
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Smatracemo da1je da vektor norma1e na~ , ako _se ide ~e
kom 1inijom ро njoj, pri promeni signature dobija nu1ti karak
ter samo u izdvojenim dogadajima х_« u opstem slucaju: • Кrive 
koje imaju nu1ti tangentni pravac ( prema tome i norma1u) u sva
kom od tih dogadaja :i_"'-, saCinjavaju jedan podskup na '2 . Sma
tra6emo da ti dogadaji leze na medusobno odvojenim, zatvorenim 
dvodimensionim povrsima ·z', :2: 11

, ••• hiperpovrsi ,2:(slika 11), 
а sa svake od njih po1aze nulti upravni zraci koji pripadaju po
lukonusima,ili samo proslosti, ili samo buducnosti Sё~. Za celu 
hiperpovrs 'Lmoraju postojati sve moguce orijentacije. 

slika 11 

Posto smo ~е ogranicili 
na prethodnu heuristicku .sliku, 
smatracemo i to da је uces6e nu
ltih delova :2: 1 

, Z 11 
, ••• hiper

povrs~. ~. pri integraciji neka 
mer1jive fиnkcije F preko cele 
~ , zanemar1jivo. Stoga 6emo и 

razmatranje иzimati samo podruc
ja definitnih vektora normala 
h«. na ::Z: , za koje odredujemo da 
bиdu jedinicni: 

(23.1) 

Uzmimo neko konstantno ро1је jedinicnih vektora /to(. , Na onim 
mestima L gde se Jert. i "rl«. pok1apaju ро pravcu i smeru njihov 
ska1arni proizvod jednak је Е ( 11 ) , kao i skala=i kvadrat 
11~ и (23.1). Tamo gde se ta dva vektora ne podudaraju ро sme-

ru njihov ska1a=i proizvod ima vrednost suprotnu signaturi 11"'-. 

Za osta1e dogadaje nastupi6e raz1iciti s1ucajevi ve6 prema to
me da li је $_4f. lokalno orijentisan unutar i1i izvan L. , jer 

'- ·-

је n uvek spo1jna norma1a. Ako је: 

(23.2') 

zak1jucujemo da su 'YI.J. i -k."' iяte orijentacije: to jest da је ~"'-
1oka1no orijentisan izvan L . Ako је: 
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(23-.2'.'- ). 

zakljucujemo da SU --k о( i по( suprotnih OГlJentG.ClJa, to jest 
<( 

da је .Ј. lokalno orijentisan unutar Z 
Predimao sad na dokazivanje same teoreme. Poci cemo 

od integrala: 

J=j~dtt С .d 'L = ,dx !d:i':dxXix ~) , (23-3) 

gde је; funkcija klase С 1 u Д. . Ako sa Ј:_"'- obcleZimo je
dinicni vektor х' -ose, dakle ./[( 1, О, О, О) i pristupimo 
~гtegraciji u njegovoш pravcu i smeru, irnacerno: 

z .. 
Ј::: jcЬc .. d:x:Jd:x:.'·j ~ d::x:..1 = [ГF]1dx .. d:x'd:xt, (23.1+) 

z Z1 . _ .. 
Uzirnarno da ј е .dx'i::f.x.Jt:f.:;c4 pozl ti vno, to jest da su prlrastaJl 
u srnerovirna rasta koordinata. Та elernentarna hiperpovrsinг pr
edstavlja ustvari upravnu projekciju , paralelno :Х., -osi, ele
rnenta:;:-ne hiperpovrsine .do . Na osnovu (22.9) to се biti: 

Posto је~ u tackama gornje granice integracije, na :[~ , us
mereno izvan L , kao '>'toL , а na 2

1 
suprotno od 'Vl .1. , bice u 

odnosu na nas sistem: 

(~~-.,·?z:~ = ЕС11)УЈ 1 
1 (lo~.rt.J.)-z, :::- [(n)11. 1

_, (~3.6) 

·irt. 
na osnovu (23.2') i (23.2"), jer "'/(. , ma da је prostorno ori-

or;jentaciju 1t~ na granicama. Dakle jentisan, ne uslovljava -

(23.5) се glasiti: 

Ј= ј~ d?; = ft(~ 111 Fd6' 

._Q_ 

(23-?) 

- ?9 -

Ovaj zakljucak vazi, putem istovetnih rezonovanja, i za .ose 
X.'"i-x_J. Dakle: · ------·-

Ј= f~;d'L ::: ft('I1)'Y1i Fdfi 
--12.. :г 

(23.8) 

Ostaje .narn vrernenska osa Х. 'r. Za nju је: 

(23.9) 

"" jer је -*. (o,o,O,l) i l,io,o,0,-1). Otud, analogno r.ailijim 
izvodenjirna: 

1 =Ј~ с/7: =је ('rl) -п" Fr./o 
..л. ::z 

(23.8') 

Dakle najzad: 

1 = J-t; ~т= Jcc"~J'i1• F.do (23.10) 

-0.. 2 
Funkcija F moze, ро zakonu transforrnacije, biti svaka veli
cina, skalar, vektor ili tenzor bilo kojeg reda. U slucaju 
da је skalar ova teorema postaje teorema о gradi,jentu. U os
talim slucajevima to је teorerna о divergenciji. Mi cemo је 

primenjivati na polja vektora i tenzora drugog reda. Treba 
istaci da cemo sve velicine zastupljene u integralnim formu
larna zadavati u odnosu na Lorencove sisteme, i zahtevati nji
hovu Lorencovu invarijantnost. Istina, ako је dat vektor, nje
gova divergencija, posto је skalar, ostaje invarijantana u od
nosu na svaku tranвforrnaciju i pod integralom. Ostale veli
cine rnogu imati opsti zakon transforrnacije samo izvan integrala. 

24. Cevi svetskih linija 

Kongruencije Ьliskih svetskih linija, koje odgovaraju . 
cesticarna ciji se uzajamni polozaji ne menjaou pre~o odrede
nih granica, nazvacemo, ро analogiji s klasicnom hidrodinami

korn, cevi svctskih linija • 
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Primenicemo rezu1tate prethodnog ode1jka na specific
nu promenu pro-st6rnog hiperpovrSinsk:og e1ementa, koji preds
tav1ja presek jedne cevi, ро njenim svetskim 1inijama. Тај 
presek predstav1ja e1ementarnu zapreminu, i posmatramo njenu 
promenu u odnosu na tok vremena koje odgovara tim svetskim 1i
nijama. 

Uzmimo kongruenciju svetskih 1inija cije cetvorobrzi
ne sacinjavaju vektorsko ро1је ц_оt. • Odgovarajuci sistem dif
erencija1nih jednacina g1asi: 

Resenje tog 
ро1ја цоL • 

(24.1) 

sistema, uz date pocetne us1ove, daje "putanje" 
Izdvojimo jednu cev 1inija, zasad konacnih dimen-

1/ zija, ogranicenu na krajevima '· 
ravnim prostornim presecima ':;[ 1 i 
:[~ (s1ika 12). Cetvorozapremina 
tog odsecka neka iznosi \1 . Od
govarajuca hiperpovrs .. , zajed
no s krajevima, neka bude Z . 
Posmatrajmo integra1 ро zapremi
ni \1 divergencije cetvorobrzine. 
Ро teoremi о divergenciji (23.10) 
imamo transformaciju integra1a: 

s1ika 12 

J~«d'[ = ftcr.Jцoi.Yio~.dб (24.2) 

v z 
s obzirom na to da је bocna povrsina ovog odsecka sastav1jena 

· od svetskih 1inija, trajektorija цо< , ska1arni proizvod Ц.tYl.c 
jednak је nu1i u svakoj njenoj tacki, ра taj deo ukupne povr
sine z ne igra nikakvu u1ogu na desnoj strani (24.2). Pusti
mo sad da preseci L'z. i Z 1 teze ·jedan drugom duz strujnih 1i
nija koje on:tpresecaju. Obe1eZimo sa Ц~} i .Ц t} vrednosti ce
tvorobrzine u odgovarajucim tackama do;o1jno Ыisk~hiperpov-
rsina preseka ~ i ..2; . Tada се nam razvoj ц_tЈЈ u red 
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red ро stepeni~a d:;(_rl. (prirastaji koordinata izmedu z 
1 

i ~~) 
glasiti: 

(24.3) 

Posto ::2::z.. mozemo uCiniti ро vo1ji Ыiskim 2.:
1 

, prirastaji u 
(24.3) se mogu 1inearizovati. Tada (24.2) Elasi: 

Ј ~d.d'l: = ff-('11) ( Чоl+ ~: d;)(./) )'YirJ.d:z-
v 7.,_ 

- Jc(h) ц-< У! .. d2:. . (24.4) 
L"1 

(Ovde upotreЫjavamo d:2. umesto Јdб', jer se radi isJI:ljucivo 
о bocnim povrsinama). Prira~taje ~JG« mo~emo racunati uprav
no na Z1 i L"z , jer је uzajamna pomerenost ivica, zbog kose 
struje svetskih linija, zanemoxljiva s obzirom na Ыiskost i 
odnos ve1icina preseka prema zakocenosti, ра cemo staviti с/~«= 
= 11 "-<l.::J 1 lmajuci u vidu da је zapremina V , s istim redom 
iScezavanja greske, jed.naka Z:џ:l-.J ~~1~ 2), i da је f::CI'I)= 
= -1. Zbog vremenske orijentacije s~hu*, c;ornjг. for
r.:ula се postati: 

J( 'dtArJ. + Xf',J.n,;_·r/')c/7: = 
ох"" Q:(.r.. ; 

у 

-== Jc.(-.,)UJ.11".JL- fc.ct~)lA~J?rJ.J:z 
z:L Z1 

Ako uzajamno Ыiskc vrcdnosti оЬа prcseka obeJ.ezirno cr' ~ , 
i uzmemo :QOdinter;ro1нџ funJcciju na 1evoj stra.ni У.оо eгr:clнju 

vrednoвt na tom prccek11, koji cemo suziti i го fJof:r,jm-'lirncп

zijama,. zadrzavaju(:i IJ orfnOSU na njer.;a Visi. x·erJ. ''f:''~/:Ј!Ј,ја.Г?-6,-:;, 
tojailja··~-z~ , irn:•<·mнo, kod·stavimo Vзc'Ld1 __ .. ,:.-:·:~ 

С~: .; ~cl.11otћt3 Ј z d1 =·e(~;trt~~~-~z~-ч~~~~~(;~~61 . '"Ј. 
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"' Skalarni proizvod Џ 11."'- је negativan na gornjoj granici, ров-
tо su .U4 i "kot. vremenski vektori;- а оЬа usmerena izvan cevi, dok 
је pozitivan na donjoj granici, jer вu razlicito usmereni. 

Najzad (24.6) doЬija oЬlik: 

(24.7) 

gde~e ~ upravan na elementarnim hiperpovrsinama. Ovo је, da
kle, specificni prirastaj jednog prostornog zapreminskog elem
enta Z:.. duz cevi svetskih linija u.ot, ро upravnom odstojanju. 
Izraz u zagradi na levoj strani (24.7) predstavlja relativnu 
ekspanziju zapreminskog elementa, i on је invarijanta tenzora 
relativne de!ormacije. 

Ako bismo presek izvrsili upravno na cev svetskih lini
ja, celokupno rezonovanje, polazeci od (24.2), vodilo Ы nas i
zrazu: 

(24.8) 

sto predstavlja vezu koja daje sopstvenu specificnu ekspanziju 
cevi svetskih linija. S obzirom na to da su џ«. i ~ konstant
nih intenziteta, i da se u ovom slucaju poklapaju, (24.8) se 
moze doЬiti i neposredno iz (24.7). 

25. Tenzor energije neprekidne sredine 

) 
Posto smo u § § 20 i 21 uveli pojmove gustine i prit

iska u materijalnoj sredini, izvedene iz kineticke teorije ga
sova, mozemo pristupiti, koristeci isto statisticko stanovis
te,ispitivanju protoka impulsa i energije neke neprekidne sre
dine. Da bismo opisali tu sredinu, po6i cemo od jednog veoma 

brojnog materijalnog sistema, cije c.estice ne moraju vrsiti is
kljucivo elasticne sudare. Тај sistem moze sadrzati, kao sto 
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је vec Ыо s1ucaj, i svetlosne kvante, t 0 jest fotone. Pret- ·. 
·postavicёпio -da- t~j sistem ne prl.ma i ne predaje impu1se oko:.. 
1ini. 

Poci cemo od vremenski o~ijentisanog jedinicnog vek
tora 12~ , koji od~je konstantno vektorsko ро1је. E1ement
arne hiperpovrsine, upravne na njemu, obe1ezavacemo sa dif 
Od svih svetskih 1inija koje presecaju takav element izd\ro
jicemo one kojima o~govaraju cestice ciji se impu1si krecu u 
granicama vrednosti .c/k::' , dk~ , .dK 3 , ,JJ<If, Njihov broj 
cemo oceniti, u sk1adu s razmatranjima § 21, izrazom: 

f ( :r. ј к. ;'h: Jdk t.c~ k~ кз.Ј к." (25.1) 

Umesto funkcije brojne gustine r , rasporedimo sve cestice 
u klase, prema vrednostima impu1sa. Svaku od klasa obe1ezice
mo indeksom u zagradama, koji ide od 1 do nekog proizvo1jnog 
broja. Keka broj cestica i-te k1ase_ bude Nщ . Tada је ukup
ni protok impulsa te k1ase kroz JClo jednak: .. 

- ;Ј 1-Na Ј k щ ,q(;' (bez sabiranja ро i ). (25.2) 

r,Jaterija1ni sistem koji posmatramo grupisпn је tako da mu је 

brojna gustina, makroskopski uzev, konacna, cto је precizni
nije izro.zeno cinjenicom da је prostorno rastojanje izmei!U 
bi1o koje dve cestice konacno, а da је broj cestico. cije је 

{ t, .. ,...v....:.A 
uzajamno rastojanje i.sp.o4 neke odre<tene vrednosti za-
nemar1jiv. Postoji dakle neka zatvorenrt prosto povezana tro
povri:J ':[ , kroz koju ovaj sistem шоrэ. pro(,i u toku struja
janja. Post'lVirno unutar Z cev svetskih 1inija kојн odrectuje 

о( d-vektor impu1sa Ј( 1 ;1 , tnko da f5 bude п,ier;ov kosi presek s 
norma1om h« . 1'u cev prodiгe krozZ n::t dva mesta, od kojiћ 
сета posmatr::tti jedno, nn kojem dr;ta ccv ise~a e1ement .с/б' ' 
S norma1om 'У}. ..С , orijentisanom oremn GpOl.j:'1, D. proizvo1jne 
signature (slika 13). 

. . ' о( 

Sve svetske 1inije k.н)koje prodirп la'oz d~ , pro-
diru i kroz 46' s obzi:r:om na pretpostavku' koj\1 smo ucini1i 
u pre·thoC!nom odeljkн, dэ. svetske linijc П<' hшlн rx·omeнljive 

\ 
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preko izvesnih t;ranica, adre~=eniћ sa Ј к~~~· Ј к~:~, -c1k~1, 
.--------- · · ·· d ~eЉ-.--ukoliko--i-zvestan--Ьroj. ccstica. iz1et~ iz podrucja .. i:z-

me,lu .dff i d6 , ili u1eti iz 

kroz 

preosta1og sistema, us1ed uzaj
amnih sudara, on је neznatan, 
jer u t~~o kratkom interva1u vr
emena, bi1o sopstvenog i1i pos
matracevog, rashod cestica moze 
biti samo ma1a ve1icina viseg 
reda u odnosu na onaj broj koji 
pro1azi kroz e1ementarne hiper
povrSine ..dб' i d б . Smatramo 
da је u kratkim vreшenskim int
erva1ima impu1s ocuvan. 

Na osnovu iz1ozenog, a
ko sa /(ti} siinbo1icki obe1eZimo 
protok impu1s!';_ i-te k1ase kroz 

s1ika 13 ,јб , а sa km njegov protok 

Ј б , imacemo, ро zakonu odrzanja impu1sa ( § 18): 

(25.3) 

gde zn~k + i1i - odgovara s1ucajevima kada је smer strujanja 
jednelc i1i suprotan znaku 11« . Ocenimo te ska1arne proizvode • 

Iz (23.2') i (23.2") се biti: 

za 

znaci (25.4) 

za 

Na osnovU (22.10) za odnose e1ementarnih hiperpovrsina vazi 

veza: 

(25.5) . 
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Sad izraz (25.2) za protok impu1sa cestica <.-te k1ase kroz 
.Ј(! - g1asi: 

,_ Р .Ј. J/,...r -,-,,,Ј 
.:!" Nщ k щ / k щ Ylol Ј" ttJ 'Ylr ~о = 

(25.6) 

Zbir ро (.. ovih izraza predstav1ja protok impu1sa cestica 
svih Jt1asa kroz Ј() . Ako sa Tol~ obe1eZimo zbir ро i . 
s1edecih c1anova: 

(25.7) 

proizvod koji se pojav1juje u (25.6) g1asice, za ukupni sa
drzaj impu1sa u dб : 

(25.8) 

(saЬiranje ро i ) . 
S obziro• na definicioni obrazac (25.7), gde su 

Nщ ьrojevi, k.~ vektori, а izraz u zagradi ska1ar, то(~' 
је apso1utni sГmeti:icni tenzor drugog .c'eda, .ier predstav1ja 
opsti proizvod dva vektora p~mnozen ska1arom. 

Pretpostavimo da· smo l'H:~s1l na neprekidnu sredinu, 
i da se umesto broJnlh gustina i pojedinih impu1sa pojavlju
ju srednje vrednosti tih ve1icina u svim tackama. Pokazace
mo trecu bitnu osobinu т~ ' da mu је divergencija jednaka 
nuli. Teorema о di vergencij i (23 .10) pr.imenjuj е se ovde na 
tenzorsku funkciju drugog reda. Dakle: 

Ј= Ј "дlx.~fJ di: ~Ј С{ ђ) т «tJ 'Yiot d ь = () . (25-9) 

v z 
Jednakos~ nu1i је pos1edica odrzanja impu1sa materija1nog 
sisteшa koji pro1azi kroz citavu zatvorenu povrsinu Z(vide
ti§18), posto unu.tar Z nета izvo:r:a ni ti ponora za impu1s 
i energiju. Ako uslovimo da nas zak1jucak va~i za svaki pro-

! 
1 

l, 
il ' ~ 

..• ! 
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izvo1jno urnanjeni deo posrnatranog rnaterija1nog sisterna и sva-
koiiJ tren:utku, bice: ---- --- --

ат "-Р 
-=О oxfl- (25.10) 

Tenzor Т~ је, dak1e, konzervativan. Zvacerno ga tenzor en
erp;ije rnaterija1ne sredine. On igra bitnu u1ogu u teoriji 
re1ativnosti.' Takav. sirnetrican i konzervativan tenzor drugog 
reda forrnu1ise se za svakU rnaterija1nu sredinu i za e1ektro-
magnetno ро1је. Pri1az koji је ovde dat, zasnovan na sta-
tistickirn razrnatranjima, ne moze nam opisati pojedinosti po
java kao sto su e1asticna povratna si1a, viskozni otpor de
formaciji, i dr'uge osobine neprekidnih sredina. A1i, on је 
jedini koji dosledno po1azeci od pratog pojma impu1sa cesti
ce, vodi takvom tenzoru. OsobineTo<!-) su dobijene, а ne 
pretpostav1jene. Ovaj izvanredno raciona1an postupak pripada 
Singu. Ovde је izvodenje uneko1iko izmenjeno, jer nije uzet 
u obzir, kao ni u da1jem tekstu, pojam takozvanih unutrasnjih 

impu1sa sistema. 
Da bismo ispita1i kornponente tenzora energije, uze

cerno posmatracki siste~ cija vremenska osa 1ezi na vektoru 

'Yt..t, norma1e na .d..6 • Тај e1ement povrsine time odreduje

mo da bude prostorno orijentisan. Dak1e: 

Podintegra1na funkcija u (25.9) се g1asiti: 

(25.11) 

S obzirom na proizvo1jnost. izbora 11~, uzecemo da se pok1a
pa sa jedinicnim vektorom ?i•, а to isto neka vazi i za e-
1ementarne preseke 4,6' i Ј.(/ Iz (16.2) i (17.5) imamo: 
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odak1e s1equje da је re1ativna gugtina re1ativnog impu1sa је- · 
··· dnaka ··..С TJ'.t a:--re-1ativna--giistiniГre:ta:tivne--energije ---<::z.Т-'1_'!_.,__ ______ ____________ _ 

(25.12) 
;z,Тч'~ z.N k" -с = --с. l i} U) 

Iz oЫika desnih strana (25.12) vidi se da se radi о gustina
ma. То su relativne gustine re1ativnog impu1sa i energije sa
drzane u e1ementu .dб' , koje opaz"' posmatrac prema kome taj 
e1ement miruje. 

Uzmimo sad_ da је ~б vremenski orijentisan. Njego-
va norma1a stoji proizvo1jno u prostoru i mozemo је raz1ozi
ti рс osama xi jednog inercija1nog sistema. Tada ~6 moze
mo predstaviti kao proizvod dvodimenzionog e1ementa ~$ 
upravnog na jedinicnoj prostornoj norma1i, i e1ementa vremen
ske ose .dx_'l toga sistema. Obrazac koji odg-ovara (25.11) се 
glasi:ti: 

(25.13) 

Ovo је, s obzirom na e1ementarnu promenu vremena ~~ , sraz
merno re1ativnom protoku impulsa i energije kroz ~S • Zai
sta, ako redom uzrnemo da "rtJ bude jedinicni vektor osa :Х: 1 , .Х~, 
~3 , re1ativni protoci impu1sa i energije u jedinici vremena 

kroz jedinice odgovarajucih dvopovrsina се biti 

-с""ТЏ:.'УI!с = -<= Nщ к t~ = Nm т~, v~:)( 

-c~т"k'YI-~e =.-с. ... Nщ к~= NщЕт, ~ (25.14) 

( Ve ,;.џ,3Ј. 
,- olfi-

Posto је Т simetrican tenzor, prve veze (25.12) i (25.14) 
pokazuju da su komponente re1ativnog protoka energije рс је- .; 
ninici povrsine srazmerne, do na cini1ac ~"-, odgovarajucim 
komponentama relativne gustine impulsa. Odnos ve1icina kon

struisanih u Svetu specijalne re1ativnosti vodi torne zak1jucku. 
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2G. ~onstvene vrednosti tenzora energije 
- -- ----- --· . - _._.,_' 

IzGradili smo, koristeci statisti~ki rrilaz, tenzor 
oпcrcije 7d./> neprekidne sredine, i иstanovili da on mora bi
ti sir;etri~an. Dalje algebarsko ispitivanje toga tenzora ici. 
Se preko sostvenih vrednosti. Ovom pristиpamo иz jednu napome
nu. Karakter sopstvenih vrednosti i vektora u definitnim metr-
i::э.пш је dobro ])oznata stvar. One su realne, а vektori ko-
j• iг o~~ov~rajи иzajamno ortbgonalni. U indefinitnoj metrici 
-~'.-iГ·~:• cJ:r.ч;k·~ije stoje. U Svetu !•:inkovskog dva sopstvena korena 
:.;i· .:tri~:·.c: tcnzora mogu biti kompleksna. r;ai§ zadatak је da ut
VJ:'rJ.:.;·.c <:1нсајеvе kada su sva reiSenja karakteristi~ne jedna~ine 
r·еаlпв, jor se pomocu njih moze obrazovati celolcupni tenzor TolfJ 
а on r.ora biti realan. Ј 

Treba reci da bisrю mogli samo da formиlisemo uslove 
pod kojima је spektar sospstvenih vrednosti ~~ realan. Pos
le bismo ustanovili da sи oni sa fizicke strane opravdani, sto 
је zadovoljavajucP. kae> postиpak. !::iJcemo, medutim, to pitanje 
Ьlize razmotriti-, zbog ~tr'i,jski!> osobina simetri~nih tenz
ora drиgog reda u svetskoj metrici. Sopstvene vrednoeti i vek
tore antisimetri~nog tenzora drиgog reda vec smo ispitivali u 

§lo, zto је korisno za poredenje. 

"" Po<:'imo od sopstvenog vektora Vct) , koji odgovara pros-
tom ]{orenu Ло-Ј karaJcteristi~nog polinoma: 

(26.1: 

r:eka i'-tt} i A(iJ budи dva razli~ita korena kojima odgovaraju vek=:
tori Vt~J i Yt~l . Ako napii':iemo karakteristi~ne jedna~ine za оЬа, 
pomnozimo svaku od njih skalarno s drugim sopstvenim vektorom 
i dduzmemo jednи od druge' dobicemo, zbog simetrije т~р : 

(26.2) 

"' s obzirom na to da su Лlr> i 1\.tcf) razli~i ti, izlazi da su. VtrJ i 
~~ uzajamno ortogonalni. Tako zakljи~ujemo da su u svetskoj· 

- 89 -

metrici sopstveni pravci simetri~ne matrice ortogonalni ~
-~ · od toga da li su sopstveni koreni . realni ili ne -~ · 

:! "'~-
Pitanje postojanja realnih sopstvenih korenova lГ~. 

vezano је za mogucnost njegovog predstavljanja, analogno na- · 
~inи koji vazi и trodimenzionom prostoru definitne metrike. 
Stoga cemo izvesti jedan dovoljan uslov koji glasi: 

Ako је tenzor ~~ takav da za svaki vremenski ili 
nulti vektor '/~ bude: 

(26.3) 

оп ima cetiri realna sopstvena korena. 

Pre nego sto predemo na dokazivanje, ispitajmo da li 
tenzor energije nase sredine, oг.akav kako smo ga definisali 
u prethodnom odeljku, zadovoljava taj иslov. Na osnovи (25.7) 

imamo: 

(26.4) 

Uslov (26.3) је ispunjen, jer sи skalarni proizvodi razli~i
ti od nule s obzirom na vremenske ili nulte orijentacije ve

ktora, dok su Nt;Jprirodni brojevi. 
Uzmimo, и jednom dogadaju, polje svih vremenskih ve

ktora jedini~nog intenziteta ~Ј , orijentisanih prema buduc
nosti. Svaki od njih mozemo predstaviti kao vektor neke ~et

vorobrzine. То ј~, ро obrascu (13.3): 

(26. 5) ' 

gde је ~i jedinicni vektor upravljen i usmeren kao i trobr-
zina tri= у..(_ 7, • ·таdг. иslov (26.3) glasi: 

Ovo predstavlja jeclnн Y.:ve1dratnи formu ko,ja trebэ da bude 'ро-
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zitivno ct·efinitna za razlicite vrednosti 1Ј /"(; • Uzmimo 
vremenske dvorani koje odre(tuju osa· ј: 'r:[ vektori е/-. Sva~
ka takva dvoravan sadrzi temeni dogadaj datog nultog konusa 

i krivu koja odgovara formi (26.6). Ona mora imati minimum, 

odnosno teme. Kad predemo na granicu V"--" -с izraz u zagradi 
teZi velicini 

(26.7) 

jer је r pozitivno. Posto tada r•_". оо , nulte linije su 
asimptote. Ove asimptote rastezu nulti vektori ~.х. Buduci 

da је tako za svaku vremensku dvoravan koja sadrzi temeni do

gadaj' postoji vektor -(_ј , i nj emu odgovarajuci ч.,( ' za ko

ji forma (26.3) ima minimum. Drugim recima, imamo jednu hiper

povrs unutar polukonusa buducnosti, koja ima teme i simet
ricna је u odnosu na osu * koja kroz njega prolazi, а teZ.i a

simptotski njegovim zracima. S obzirom na to da karakteristi

cni pravci odreduju temene ose povrsi. drugog stepena, sops
tveni vektor 'f.x le~i na vremenski orijentisanom pr~vcu, dak
le realan је. Odgovarajuci koren је tako,'e realan. 

Posto је karakteristicni polinom cetvrtog stepena s 
realnim koeficijentima, mora imati joi: jcdc.n realan koren, 

kojem odgovara vektor ortogonalan па yot , dakle prostorno o

rijentisan. Preostale dve sopstvene vrednosti rг.cuno.ju se u 

odnosu na definitnu metriku prostorno orijentisane dvoravni 

upravne na prva dva sopstveno. vektor:a. Спе su realne i odgova

raju im realni sopstveni pravci. fюkle, pod uslovom (26.3), 
~~ ima realan spektar kojem odgovaraju jedan vremenski i tri 

prostorna vektora. Takav IГ~~ cemo zvati norma1an tenzor. 

U odnosu na glavne ose karakteristicП[' jednacina glasi: 

Т.н- Лt1) о о о 

о Тzz.- ;'\.щ о о 
=О (26.8) 

о о т;!> -Лu) о 

о о о Т~"+ 'лс~Ј 

*.simetrija ne mora biti rotaoiona 
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Postoji fizicko tumacenje zakljucka da pri (26.3) _ 

imamo.jedan vremenski orijentisani vektor tenzora energije. S 

obzirom na minimalnu vrednost koju dobija kvadratna forma 

(26.6) u odnosu na odgovarajucu karakteristicnu osu, zaklju

cujemo da za normalni tenzor energije postoji posmatrac koji 
uocava minimalnu vrednost gustin~ energije АСZјГ4~, sto sle

duje iz druge veze (25.12). Sopstven6 vreme toga posmatraca 
odredeno Ј. е pravcem vektora VJol ".;. { = V('t} . 

27. Impu1s, energija i napon neprekidne sredine 

Neprekidnu sredinu karakterisu Ъrzina, gustina i na
pon, koji se, u slucaju savrsenog fluicta,' svodi na pritisak. 

Brzina ima tri komponente, gustina _ј ednu, а napon devet, od 

kojih, zbog simetrije, ima sest nezavisnih. Termodinamicke 

pojave gubitka ili dovoctenja, i uopste provodenja, energije, 

ostavicemo ро strani. Znaci da је stanje jedne neprekidne sr~ 

edine opiso.no sa deset funkcija. U relativnosti tenzor ener

gije ima, zbog simetrije, deset koordinata. Njihov broj odgo

vara broju promenljivih koje treba odrediti da bismo opisali 

kretanje neprekidne sredine. Videcemo da izmedu njih upravo 

i postoji najneposrednija veza, posto definicija tenzora en

ergije, ~vedena pomocu statistickih pojmova, ima smisao i do
voljno sirine "za odredivanje trazenih velicina. 

~matracemo, na temelju onog sto је utvrdeno u pretho

dnom odeljku, da је tenzor energije neprekidne sredine ~

lzn u smislu date definicije. 
Karakteristicne pravce tenzora energije podelicemo ta

ko sto cemo za vremenski sopstveni vektor smatrati da odredu

je cetvorobrzinu neprekidne sredine, а odgovarajuca sopstvena 

vrednost njenu makroskopski merenu gustinu. Opravdanje za to 

lezi u dru~oj vezi (25.12), koja nam daje gustinu ~4 u od

nosu na posmatraca. Preostala tri prostorna sostvena vektora, 

sa odgovarajucim soptvenim vrednostima odret!uju, kao celina, 

tenzor napona te sredine. ilko cetvorobrzinu, makroskopski 
shvacenu kao srednju vrednost z.ajednic.kih brzina svih klasa 

cestica, obelezimo sa . Ч .t. , а gustinu sa f , imacemo: 

(27.1) 
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\ ,.~.. . ~ 

vliJ = ?ЯliJ (27.::>) 

'ri~<mimo "д tunzor c~er~ije obrnzac (n.lc), izvr~imo лjugovo 
Ј::.>:.;1ас;::шјс Л:Ј VCktor:::ku bo.zu 1ј1~Ј 1 Lfo( : 

то('-'= т•4 1.9~~ l9m6 + тrtJ?Jl~} 191,,,- тоl~ц"ц.s-

- Т rf) ц'iц.t.- Т r.r 19(\Jr "19tfJ 19~, lJ;, +Т tЈ'б>(;,~ и~ (l9,~1l/+ 

(27.3) 

(podrazurneva se sabiriOlje ро i i d ) . 
Гoiito ovu bazu sacinjavaju sopstveni vektori, odredeni clanovi 
<::е otpo.sti, dok 6е se ostatak svesti•na: 

odnosno, nn osnovu (27.:!.) i (27.1 .. ): 

(27-5) 

[';de srno sa 79оЦЈ. obelezili sve clanove u kojima se pojavlju
,iu w;;; . ь obzirorn 'па tenzorsku-prirodu velicina zastupljen
ih U (27.5) ta Veqa се irnati isti oЬlik U odnOSU na SVaki ko
Ordinatni sistem. ~~ cerno zvati tenzor pseudo-pritisaka, 
podrэ.zurnevajuci da se radi о,. naponu koji moze nastati iz sv
ih rnogucih uzroka, osim elektromagnetnih. 

Treba reci da је tenzor energije, onakav kako smo ga 
izveli, simetrican, ali da se u ·specijalnoj relativnosti ope
rise i s nesimetricnirn tenzorirna .~nergije. Primer za to је 
tenzor.energije ferofluida koji seu ·novije vreme'dosta izucava. 
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Postoji inace i postupak simetrizaclje tih tenzora dodava-
rijem takozvariih clariova·interakcije. Hi ovde necemo za-
laziti u ta izvodenja. 

Trag tenzora energije (27.5) glasi: 

(27.6) 

Mozerno naci vezu izrnedu mikro i makroskopskih izraza za en
ergiju neprekidne sredine. Trag izraza za tenzor energije 
(25.7) glasi: 

(27.7) 

Uzmirno, umesto jedinstvenog preseka 11р , poseban presek 

s normalorn 'YltiiP za svaku klasu cestica, i to tako da nor
mala lezi na vektoru impulsa Klill' , odnosno da cestice st
ruje upravno na presek. Tada је: 

(27.8) 

Veza (27.7) tada glasi: 

(27.9) 

Ovde је .f<iJ sopstvena gustina sopstvene rnc.se i -te klase. 
Tzr.az (27 .. 6) sсн:!а postaje: 

(27.10) 

filakroskopska sopstvena R,ustina ,jedлaka је mH:roskopakbj, u
veciOlo,j za -rrvu invarJ:'JJ'Ю~iu пaponfJ ?Р."'. 

' . . Q . 

Ovakav pojam f$us~ne r~zvi,jer1 је ;iz !•:dinc;tonovщf . 
(EddinE;top) shvatanja. · pritiska. 

\ 

1 

1 

1! 
\ .. : 
ј 
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28. 

Z::; "1~!Јf:Г'!~~< сnн" !:5m:-;.trэmo t:_11;;:vп :::~гo~ 1 irнt ;-:;_;је Ccf.itico 

nc dc1нjt1 {ied~1:· nн Сrнс;н. Тај no.ziv ~ic ноћiСп.~јсн н ii·[;crul;u

ri. :-·oт~<"l\::ti ~"' lcoristi mo~:cla bo1,ji i;:;rr.~z "га:: Ьс:,; г~'iti~l:et" • 
.S obzirorn !:;; ~)dsнstvo iпi...era.kcije C::cs-ticn_, .i nn ~iп;jcni~tl 

dг п,јј lio,;t> ,_,k1Jpinu. nc bi~mo moc1i гc~crett:i clcjstv<ж :::;pnl ,i:' 
а da ne do:e do uzajamnoc dclovanja unutar njecn, LC11Zor en

crcije n~~n а1вn koji izra~ava пароn u (27-S), te sc svodi 
na nпjprostiji oЫik: 

(28.1) 

Uslov odr~.anja encrcije (25.10) g1asi: 

(28.2) 

Fosto је U«. jediniani vektor, mnozenje s njim и gornjoj 
vezi се nam dati: 

(28.3} 

Otud se (28.2) svodi na: 

(28.4) 

Ov~ diferencija1ne jednacine nam kazu da br~ine ne zavise od 
sopstvenog vremena, jer је ocig1edno re3enje gornjih jednacina: 

. (28. 5) 

ра su putanje ove sredirie prave, odnosno geodezijske 1inije, 
koje se doЬijaju za kretanje ро inerciji ~-
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JednaCinu (28.3) cemo rastumaciti koristeci izraze 
- za komponente- cetvorobrzine (13;3}~ .. 

(28.6) 

Ako Ыsmo izostavi1i di1atacioni cini1ac t , ova jednaci
na Ьi se svela ha dobro poznatu jednacinu kontinuiteta kl
asicne mehanike neprekidnih sredina. Relativisticka jedпa
cina se о~је razlikuje upravo time sto se umesto sopstvene 
gustine f ' pojavljuje relativna S'* ' sto је ispravno, 
s obzirom na cinjenicu da po1ozaj, vreme, brzinu, ра naj
zad i gustinu, meri posmatrac. 

29. Savrseni fluid 

Materija1nu sredinu koja se naziva savrseni fluid 
opisuje tenzor napona 19~р sfernog oЫika. Tri korenaA(iJ 
su, dak1e, medusobno jednaka. Spektar sopstvenih vrednosti 
glasi: 

_,.. 
.i\щ=..-c.--r, itt.,>=-r, (29.1) 

раје otud iz (27.4) i (27.5): 

Obrazac (4-.11) daj,e nam metricki tenzor izrazen u odnosu 
na proizvo1jno izabranu ortogonalnu cetvorku vektora, od 
kojih је jedan vremenski а ostali su prostorni. Ako za tu • 
svrhu iskoristimo nasu cetvorku, to се Ыti: 

Formula (29.2) takodoЫja oЫik: 
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Ovo је tenzor energije savrsenog f1uida, zbog cega dodajemo 
zahtev da bude zadovo1jena i jednaCina stanja f =tf'(-!0) 
Cinjenica da pritisak mnozimo sa~-2potice od reda njegovog 
odnosa prema gustini energije. Vide1i smo.bi1i, iz (25.11), 
da је protok impu1sa srazmeran, do na cini1ac ~&, prvom Ыo
ku 3~3 tenzora energije. А pritisak је srazmeran tom pro
toku. 

Svetske 1inije savrsenog f1uida odstupaju od geodez
ijski.h, sto је u odgovarajucim fizickim jedinicama, uslov1j'e-

-L • 
no odnosom f prema -<.. 10 . 

Us1ov odrzarija energije (25.10) daje nam, kao i kod 
rasprasene sredine, diferencija1ne jednacine kretanja: 

,s 
~ = r f+ -G~....,.) х:Јџ." =~-ца( .d ( r.,. .с~)+ 
~/Ј d1 м 

+-(f+ ..-с.-р) и~~ -1- -с~ =О. (29.4) 

Ako ove jednacine ska1arno pomnoz~mo sa Ц~ dobicemo, s obzi
rom na jedinicni intenzitet toga vektora: 

(29.5) 

Kad ovo unesemo u (29.4) imacemo: 

sto se moze napisati u oЫiku: 
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Ovo surelativisticke diferencijalne jednacine strujanja sa
vrs-enog f1uida~ i.reza (29.5) predstav1ja jednacinu kontinuite
ta te sredine. Iz (29.6) vidimo da је re1ativna cetvorosi1a 
suprotno orijentisana od projekcije, upravne na svetskoj li
niji, gradij~a pritiska. Ovaj f1uid struji van gravitacionog 
ро1ја, koje ne postoji u specijalnoj re1at~vnosti, 

Jednacine kontinuiteta i dinamike mogu se izraziti po
mocu posmatracevog vremena i trobrzine, buduci da su to stvar
no merene velicine. Koristeci obrasce (13.2), (13.3) i (13.6) 
za sopstveno vreme, cetvorobrzinu i cetvoroubrzanje, dobicemo 
za (29.5): 

(29.7) 

dok се se jednacine dinamike (29.6) pode1iti na prve tri: 

i cetvrtu: 

(29.9) 

Pomnozimo (29.9) sa 1Т; i oduzmimo 
dopisemo (29.7): 

od (29.8). Dobicemo, ako 

('"(,f~ -с,~) ,dv;· + _11: -1- -c-&?Ji _и: =О 
.dt ).:(1 ~-t 

(29.10) 

Prve tri jednacine ovog sistema su dinamicke, а cetvrta је 
jednacina odrzanja mase i1i kontinuiteta. Tri jednacine kre
tanja su medusobno nezavisne, s obzirom na to da ih vise ne 
moze ni biti. (29.10) kao celina predstavlja reiativisticki '· 
modifikovani sistem diferencijalnih jednacina k1asicne 

1 

' ., 
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hidrodinamike. 
Dokaz da (29.S) i (29.9) nisu medusobno nezavi.sne nio

ze se odmah dobiti tako sto sistem (29.6), skalarno pomnozen 
sa U.. " 1 daje identicki nulu. 

30. Hidrodinamicki talasi 

Poznato је Џа se jednacine hidrodinamickih talasa do
bijaju iz diferencijalnih jednacina вtrujanja. Mi smo u § 14 
posmatrali istoriju fronta najjednostavnijeg moguceg tal~sa, 
dakle ravnog i koji se ravnomerno prostire. Osim toga uzimali 
smo, opet radi jednostavnosti, da је i odgovarajuce talasno 
kretanje harmonijsko. Sad cemo potraziti lokalne. uslove za po
javu talasa, kao povrsi poremecaja hidrodinamickih velicina. 

Posto su diferencijalne jednacine (29.5) i (29.6) pr
vog reda, njihovo resevanje zahteva da znamo vrednosti traze
nih velicina na nekoj "pocetnoj" hiperpovrsi ~ • То је, s o
bzirom na hiperbolicku metriku, ustvari resavanje Kosijevog 
problema; treba imati u vidu da se u Svetu Minkovskog ne zah
teva da ta hiperpovrs bude iskljuci vo p:r•ostorno orijentisana, 
ра da vrednosti na njoj budu upravo pocetne. Kosijev problem 
cemo detaljnije razmatrati u delu koji ве odnosi na opstu re
lativnost. Sad cemo prouciti lokalnu orijentaciju Е ' da bi 
upoznali вlucajeve koji su od fizickog interesa. 

Pretpostavicemo da је hiperpovrs ~ lokalno zadata je
dnacinom х~- const, gde х~ predstavlja cetvrtu ро redu koor
dinatu, i moze biti prostorna, vremenska ili nulta. Tada, u o
kolini posmatranog dogadaja na ~ , preostale tri koordinatne 
ose ~L , koje se u njemu seku, leze na toj hiperpovrsi. 

Podelicemo izvode promenljivih, cije su vrednosti ~' 
Lt~ zadate na ~ , u dve grupe. То su: 

) (~)о ; (~)о ) {~)о (30.1) 

( f' = <f(+J). 

Pr7a dva izraza, (~ Lt'-/1x.1). i {'Э 'f'-/Q~l)., mogu ве efektivno iz.:.. 
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racunati jer se to sv d. . . 
- .,.... - ' ... - о -~ na d=:-:ferenc~ranje vr.ednosti zadanih 

na "" ; koju doticu tri ...". tl· -- · 
. ~ ose ~ okalnog Lorencovog sistema 

Druga dva ~zraza (')w/nc. "}. h1'/"A.>"I • 
• • \ - о • \" аи.. 1"' su neodredena jer 

se d~:ferenc~:anje vгSi ро promenljivoj koja је lokalno ~ons-
tantna na ~ (slika 14а). Imajuci to u vidu napisacemo u po-
sma tranom dogad:aju :::t:"- · dn v • ' 

v · - ' Је асuщ kontinuiteta (29 5) · 
~etvr~u jednacinu dinamike (29.6). Koristeci (30.1) • ' ~ 
cemo ~h kao: , napisa-

[ 'f{1'e) r<.-l-p .. ]2:Y..." .ј- U 'r V (1 ....Ь) ~ = 
")X'r , {о) ( Го F.;(" 

= -[ [ \f(~) + -G~J> .. ] ~: ~ lA<~J 'f(fo) :g !=С 
(30.2) 

[tfP.) r---c-"'2.1'.] ц(z) ?;J:i: т---с.~[(ц(~Ј+!Ј~,1~= 

== - { [ 'f С!'.} + <---z Р..] ц(~) -ш.'~ +- -с-z-ц с~1 ц,~Ј ?.Ј:·}== D" 
1:(1. /')(.,; . 

с "t ' 
Velicine i О d , na esnoj strani (30.2) sastoje se iz 
poznatih velicina, i onih izvoda koji se ~ogu izracunati di-

slika 14а 

ferenc:i:ranjem na L. . 
Postavlja se pitanje, Ьi
tno za Kosijev proЫem, 
algebarske resivosti si
stema (30.2) ро promen
ljivim ~., /"д:Х..'r • 

()р /k., . Determi-

nanta tog sistema treba 
da bude razlicita od nu
le. Ako izostavimo inde
kse koji oznacavaju da 
se radi о velicinama za
da tim na I , ona glasi: 
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Odavde vidimo, posto su gustina i pritisak nuzno pozitivni, 
da. је. ]:.юtrebгri iislov ~re si vo sti ~кosij evog _prcЉ1ema: 

d'lч +(.ц,./ [ 1- <.z<-(1{1'}] =1= О. с3о.3) 

Primetimo da za izvode -щi/?Х.'~ jednacine dinamike daju: 

-~ ] " ").{ ~ i -z. 7° ., ;).Р l' 
['f('P.)+ -(. ?• Ц(о} ~ +--С- Ц (o}'tlc•> ~., = D . 

')::( , r.л.. 

Ce1~kupna ana1iza se da1je sprovodi isto kao za ?Ц'r / a:::t::"r 
Postoje dva opsta s1ucaja kada us16vi postav1jeni na 

L: mogu dovesti do neodredenosti resenja zadatka us1ed pr~
kidnosti izvoda na toj hiperpovrsi , . , i1i us1ed nedovo1jnos

ti podataka. То su: 

1) Kada strujne linije leze na :2: С 4"=0). 

2) Kada је determinanta 11 singularna, odnosno 

~'r't + [f.t"/[ 1- ,с. ... .., 'r'f'fj =о. (30.4-) 

Potrazimo opsti.oЫik za (30.4-). S obzirom na to da o
se X.ilokalnog Lorencovog repera leze na Z , .:х:_"је upravna 
na njoj, ра tako i komponenta (1~ cetvorobrzine. Predimo sad 
na neki krivolinijski sistem ~~, nesingularnom smenom prom
enljivih (~)~{~}· Izvode cemo razloziti na komponente u pr
avcima norma1e 11."' i tangente "tJ. (izrazenu u odnosu na nove 
promenljive 2 "- , v. sliku 14-Ь), tako da imamo: 

(30.5) 

иozemo odmah primetiti da се sad sistem (30.2) glasiti: 
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Izvodi u tangentnoj ravni svode se na ono sto se dobija di
п~renciranjem ро :t,i, oni su stav1jeni na desnu stranu_ (30.2'). · 
Uzmimo da је 'Z zadata, u odnosu na promenljive 2.Ј. ~ jednaOi
nama: 

gde је ~ ·neki skalarni faktor. Tada se, popto formiramo de
terminantu ~ u odnosu na sistem (30.2'), jednacina,(30.4-) 
svodi se na oЬlik: 

Ovo predstavlje kvadratnu parcijalnu diferencijalnu jednaci
nu prvog reda, cije resenje odreduje familiju karakteristi-

slika 14-Ь 

cnih hiperpovrSi z ' 
odnosno funkcija 'f' •const 
Skalarna funkcija ~ moze 
biti izrazena u odnosu na 
proizvoljan koordinatni 
sistem, ра se mozemo vra
titi i na polaznog Loren
covog posmatraca, dakle 

~(~= const. Na sva
koj takvoj hiperpovrsi 
sistem diferencijalnih 
jednacina strujanja flui
da (29.5), (29.6) moze i-
mati resenje ciji su pr
vi izvodi prekidni, dak
le klase С1 ро delovima. 

Та hiperpovrsina predstavlja, analogno onom sto је poznato u 
klasicnoj mehanici fluida, istoriju jednog komDresionog hidro
dinamickog talasa u Svetu MinkovskO(~. 

Na osnovu rasudivanja iz Ј lL~, smatramo da svaki ta1-
asni front, zbog konacne brzine prostiranja, mora biti vreme
nski, i1i u krajnjoj liniji nul to orijentisan u svakom svom 
dogadaju. Automatski sleduje da su mu norma1e prostorno i1i 

• 
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nu1to orijentisane. Podrazumevamo da se radi о istoriji ta- ·· 

- lasa u.·sve'tskЂj ш-etrici. Znaй d~ је: 

(30.6) 

Iz jednacine (30.5) s1eduje zbog toga: 

(30.7) 

z. 
jer је с l{~l /' Q . S1eduje da је '-f '? 1z_ . Ova cinjeni-

ca је veoma vazna. Brzina kompresionog ta1asa u stis1jivom 
savrsenom f1uidu definisana је u klasicnoj teoriji obrascem: 

(30.8) 

ра iz (30.7) s1eduje da је brzina ta1asa 'tr ~-с ' sto је 
bitno sa re1ativistickog stanovista. 

Karakteristicni konus hidrodinamickih ta1asa је, s o
bzirom na prostornu orijentaciju njihovih norma1a u opstem s-
1ucaju, sadrzan unutar nu1tog konusa, а moze se u granicnom 

s1ucaju pok1opiti s njim. 

31. Pojam nestis1jivog f1uida 

Nestisljiv је, u k1asicnoj hidrodinamici, onaj f1uid 
cija је gustina nepromen1jiva, odnosno cija је divergencija 
brzine j~dnaka nu1i, odnosno u kojem se kompresioni ta1asi 
prostiru beskonacnom brzinom. Sve ove tri definicije su rav
nopravne. Zato smo ih i nave1i u jednoj recenici. 

u re1ativistickoj mehanici moguce su raz1icite defini
cije nestisljivosti. Svaka od njih ima svoje opravdanje i od- , 

redene posledice. 
Podimo od rezUltata prethodnog odeljka. Pokaza1i smo 

bi1i da је najveca moguca Ъrzina kompresionih talasa jednaka 
brzini svetlosti. Tada је ~ 1 = ~-~ , ра resavanjem (30.8) do~. 

bijamo: 

- 103 -

(31.1) 

Ako diferenciramo ova resenja duz svetskih 1~n;J·a ; ~ ~ ~ to unesemo 
u jednacinu kontinuiteta (29.5) dobicemo: 

(31.2) 

Buduc~ da ј~ f = fl'!'"} , definisacemo funkciju f , poznatu u 
re1at~ vnost~ pod naz~ vош funlccija-indelcs f1uida (·v~det · . L · hn . ( ... Ј ~ ~. ~с e-
row~cz, ~ , str 37) na s1edeci nacin: 

1'
,dRм.f = .-c.·t& =* р=~ f -<=64 

f+.<: 1'- '1 f -r.c·i--
,, d с- ) 1'· оа ' ~esto ~1.2 , mozemo pisati: 

odnosno: 

(31.3) 

(31.4) 

Vek~or ~~а ( l.t .с. zove se pseudobrzina f1uida. Ako bismo pos1i 
od Jednac~ne (31.4) kao date, ima1i Ьis~o samo potreban us1ov 
Г-estisljivosti, jer to ~to је diver~encija pseudobrzine jednaka 
nu1i pov1aci, s obzirom na jednacinu kontinuiteta (29.5), kao 
pos1edicu jedino: 

to ·J'est, da . ·"-·..с.·'-л. · ;-, · '·· ., · ) г ostaje nepromen1jivo duz svetskih 1:i.D.ija, · .. :. 
а ne. sv.uda .• Ako b,ismo se ogranicili r>a "homogene'~ ·s;edin~ · ka.kd 

' : ,. ~, ' ·!' ~ ., . . . . ' 

se · zo:v11. .one t! lюjima је f-.c.-'-.r- n~promen1jivo u _p;~~ti>rniПJ pr-: 
~ ... . "_,·~--~ .... 1 •. ·~·. ;:;~. 
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avcima, us1ov (31.5), odnosno (31.4), postao Ы i dovo1jan, 
-Јв-zгъi tada ta ve1rcina- bi-la konstantna. 

Predimo na drugu definiciju nestis1jivosti. Ona zahte
va . da zbir mikroskopskih gustina sopstvene mase f at bude nep
romen1jiv. Za savrseni f1uid imamo, na osnovu (29.2) i (29.3): 

Otud definicioni obrazac (27.11) daje: 

(31.6) 

Zahtev da ova ve1icina · bude ·konstantna odgovara u_s1ovu da је: 

Diferenciranjem prethodnog dobijamo: 

Iz (30.8) s1eduje da је najveca brzina kompresionog ta1asa: 

Pored ove dve definicije Џestis1jivosti, koje cemo na
zvati dinamicke, od kojih prva garantuje da brzina prostiranja 
ta1asa ne moze biti veca od brzine svet1osti, а druga је Qgra~ 
nicava dosta manjom vrednoscu, i pov1aci konstantnost traga 1r.t 
tenzora energije, navescemo i trecu. Ova. de_finic,i_jв:, · il:j. bolje 
receno, vrsta definicije, uvodi ono sto cemo naz·vati ki.nematic
ka nestisljivost. Ona zahteva nepromenljivost specifione zap~-
mine, ·ъi1о relati vne i1i sop'stvene. · '; · . 

·' Podimo od obrasca (24.7), za relativni prir~i!itaj· ар·ес~ 
ificrie zapremine. Imamo, u slucaju re1at'ivne nestisljivpst:tf 

- 105 -

(31._8) 

Vektor ~ је cetvorobrzina 1oka1ne cevi posmatrackih svetskih 
1. . . ""о/. ~ 
1В1Ја, '' cetvorobrzina cevi svetskih 1inija zapreminskog e-

lementa. U odnosu na cev svetskih 1inija sopstvenog vremena to
ga e1ementa, kada је 11."'= ч,rЈ. , obrazac (31.8) jednostavno da
je: 

(31.9). 

Tada iz jednacine kontinuiteta (~9.5) s1eduje: 

= ,df' = D 
,.d<J 

Ako podemo od prirodne pretpostavke 
savrsen, prostorno homogen, gиstina 
biti koдtanta и prostorи i vremenи. 

(31.10) 

da је nas flиid, Ьиdисi 

се ти, na osnovи (31.10), 
Tada iz (30.8 ) sledиje: 

(31.11) 

__ Mada је ovaj zakljиcak и relativnosti tesko prihvat1jiv, mo
zemo smatrati s dovo1jnom prib1iznoscи da su и odsustvu ta-
1asnih poremecaja, konstantnost sopstvene gu~tine i nepromen-
1jivost specificne zapremine uzajamno us1ov1jene cinje~ice •. 

U nekim novijim radovima uzima se za astrofizicke Pri
mene (v. Pekeris, Proc. Nat. Acad. Sci. USA, vo1 73, r·:o 3, ~87-
691, 1976) prva definicija ( tr~ = -t: ) kao najrazumnija. Dr
uga, za koju је ~ = ~ /~ , koriscena је za fotonske 
m1azeve, dok је treca vrsta definicije, (31.8) ili (31.9) po
godna pri proucavanju deformacija sp1etova linija si1a nekog 
ро1ја и vakииmu ili materiji. 

1., 
~~ 
Ј 
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Z а d а с i 

1) Izvesti obrazac projektovanja orijenti-

sanu e1ementarnu hipeгPovrsinu. 

2) Naci vezu izmedu pritiska fotona i re1ati~le cu~tine njiho
ve re1ati~e energije, а zatim, koristeci (21.8) i ~21.9), naci 
izraz za apso1utnu temperaturu fotonskog ~asa. 

3) Pokazati da se jednacine dinamike savrsenog fluic'.o \2S.S) 
mogu predstaviti, pomocu funkcije f iz (31.3) i pseucio-;;:r:zine 

С-. (31.4), u oЫiku: · 

"п ~ v...t(? C,.s- ~~)-=О. 
и. .Ј.( ... ti.{J 'iJ:x.... 'i х" 

Ispitati, s obzirom na antisimetriju tenzora д.qs, a1gebarski 
rang ovog sistema i naci, za .Q.ОФ 1 о, vektor vrt1ozenja fJ" , 
ortogonalan na pseudobrzini, koji zadovo1java taj sistem. 

VII. ELEKTROMAGNEТNO POLJE. 

32. Maksve1ove jednacine 

Poc:i. cemo od klasicnih Иaksve1ovih jednacina e1ektroma
gnetnog ро1ја, pod pretpostavkom da se za die1ektricnu konstan
tu i za rnagnetnu permeabi1nost moze uzeti da su jednake jedini
ci. Tada te jednacine (videti: D. Musicki, Teorijska fizika II, 
[18] , str 19-33) glase: 

., иЕ11. • 
;;: 1t t'~lt. = 

-э Е4 
~х.4 .... 1-

(32.1) 

- !. ~ н}Ј. = е ") Е t 
<. ~t lt-!t ')Х-' 

Th...:o 
~~ . 

(32.2) 

gde је vektor elektricnog protoka ~ 11. 

Е:..._ i H't. su vektori elektricnog i magnetnog ро1ја, '\1'4 brzina 
sredine koja provodi, ·1- specificna gustina naelektrisanja, 6 
e1ektricna provod1jivost, e~4t antisimetricni permutacioni sim
bo1. Sabiranje se vrsi ро ponovljenim indeksima, koji su ovde 
donji, jer se radi о fizickim koordinatama u definitnoj metrici. 

Buduci da vektori e1ektr~cnog i magnetnog ро1ја u. ops
tem slucaju imaju sve tri komponente razlicite od nu1e, pokaza~ 
6emo da se oni u Svetu i.inkovsl;:og mof;u predstaviti pomocu jed
nog sistema antisimetricnih velicina drugog reda F~ , jer on 
ima u opstem slucaju sest koшponenata razlicitih od nu1e. Тај 
sistem ve1icina је ustvari tenzor i zove se Maksvelov tenzor 



- 108 -

____________ i~i tenzor e~ei~trol'lag~etnog pol}<l· F;riroda i"iaksvelovih jed
nacina u odnosu na svetsku metriku је tenzorska, ра cemo ih 
dovesti u taj oЫik. 

Komponeпte F,~.в. su redom jed!l~ke_:_· 

Tenzoru F,~.r.> 
finisan sa: 

gde su: 

Е2. = Fz~ 

1-1 .. -=- F~~ 

Е,·-=- F,~-, 

-н\ F,2 . (32.3) 

pridruzicemo njegov dua1ni tenzor * F"~ de-

Ricijevi permutacioni antisimetricni tenzori, dati u 
e..:r.tд 

odnosu na svtesku metriku, а e~~i~ i odgo-
varajuci permutacioni simbo1i (V• Ande1ic, Tenzorsk:i racun, 
19?3, str ?8,[lt.Na osnovu prethodnih veza moze se proveriti 

da је: 

(32.4-') 

s "obzirom na to da: :posmat:t'amo u Lorencovim reperima, koefi-
cijent \fli~ 11 jednak је jedinici. Tako sad trovektore e1-
ektri~hog i magnetnog polja mozemo pisati, pomocu dualnihte

nzora:, u'odgovaraJucem ob1iku: 
,, : : 
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E,::.:-_i!"F:.~ , Е:~.="-* F~~ ·> Е~-= - * F \2. 

I-IA =--"'FII H~=-*F21, 
.., F \'1_. (32.5) 

н1 =--.... . 

Vratimo se vezama (32.3),_pomocu kojih smo uve1i ten
zor ро1ја F,~.~ . S obzirom na to da је antisimetrican, а da ... 
su §: i Н prostorno orijentisani, vektoru magnetnog ро1ја, 
g1edano iz prostornog, "ga1i1ejskog" de1a Lorencnvog sistema

1 

mozemo pridruziti antisimetricni permutacioni simbol treceg 
reda .е.м-с , kako bi indeksi 1eve i desne strane uzaja~no o
dgovara1i: 

(32 .б) 

Dok је, na osnovu prvih veza (32.5), za e1ektricno ро1је: 

(32.?)' 

jer su vrednosti simbo1a -t)tлt i е )l;,ђt ј ednake zbog defini
tnosti rnetrike. Fri podizanju cetvrtog indeksa menja se znak. 
Koristeci (32.6), jednacine (32.1) dobijaju oЫik: 

(32 .1,) 

Dok iz (32.7) i drugog niza veza (32.5) imamo za (32.2): 

(32.2') - r\ -v, 

Desna strana jednacina (32.1'), kao divergencija tenzora, tr
eba da predstav1ja vektorku velicinн koja odgovara cetvrtoj 
komponenti Fo~.r.. , ра је prema tol'le 1, samo a1gebю;ska vredn
ost jed.nog vektora koji mora 1ezati na vremenskoj osi Lorenc-

1 
. ~ 

lfli 
' ј 

i 1 
1 
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ovog posmatraca ~ ( о, о, О; 1-). S druge strane 1 e1ektricni 
_____ prдtok __ jlt. је, ро s.vojojdefiniciji,-prostorni--vektorг-jer se----

provodenje vrsi u prostornom pravcu, ра se ta osobina nora pre
neti u re1ativnost.' Zato cemo uvesti cetvorovektor 'Ј-' ( ~11.; )1.4 ) 
uh-upnog elektriCnog protoka; koji predstavlja divergencijm prve 
grupe Haksvelovih jednacina. Radi se о tenzorskim ve1icinama, 
ра cemo (32.1') i (32.2') prepisati u definitivnom oЬliku: 

(32.8) 

(32.9) 

Ovo је tenzorski oЬlik Иaksvelovih jednacina u svetskoj metrici, 
u odnosu na Lorencove posmatrace. U proizvo1jnom koordinatnom 
sistemu izvodi bi, umesto parcija1nih, bili kovarijantni. Тај 
kovarijantni oЬlik one imaju, dak1e, u opstoj relativnosti. S 
obzirom n~ antisimetriju F ol.,IS, njegova druga divergencija daje 
identicki nulu, ра iz prve grupe (32.8) tih jednacina s1eduje 
da је _divergencija cetvorovektora elektricnog protoka "::f~tako
C.e jednaka nu1i: 

(32.10) 

Ovaj zak1jucak iskazuje Lorencov uslov odrzanja elektricnog pro
toka, izrazen u svetskoj metrici. 

33. Lorencove transformacije elektromagnetnog polja. 
Osnovne invarijante 

Lorencov transformat tenzora e1ektromagnetnog ро1;\а gl
asi, na osnovu § 8: 

F'o~;s -- L"' L 13 Ff's- F' L a-L "r-·~ .;-
1 

t/.f1 -:::" "'' I.J· г,.Ј' . (33.1) 
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Jednostavna Lorencova transformacija, iz1ozena u § 11, koja 
:------;:.,,--·,,-п--hт>~t-e:-razlikuje -samo1?ogodnim--uzajamnim rasporedom osa 

inercijalnih sistema; ima sve njene bitne osobine. Kad unese
mo koeficijente transformacije (11.2), veze (33.1) daju eks
plicitno: 

F'1~ = L~~. L ~~ Fa.4 +- L~tiL \ F1
' = hh е Ft' + <А е F 1~ , 

F,,.,_ L"" L~ r- 1'+ L') L" F}~-= >rk!7F}'+a~F 1" - ., .. , r ·\ -~ 

Kada se ovi transformacioni obrasci izraze pomocu trovektora 
elektricnog i magnetnog polja (32.3), vodeci racuna о ~ome 
da pri spustanju indeksa vremenske koordinate, kao i pri pro
meni reda pisanja indeksa F~~ menjamo znak, dobicemo Loren
cove transformate elektromagnetnog polja: 

1 (33. 3) 

Iz ovih izraza se vidi da jedino one komponente trovektora 
elektricnog i magnetnog polja koje su paralelne s ,pravcem 
kretanjl' Lorencovog posmatraca ,S''prema $ , ostaju neprome
njene pri prelazu iz jednog .E;istema u drugi. Komponente 
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!соје su upravne ria pravac kretanja menJaJU se, i to tako da su 
-izrazГza vektore _]о1ј~ u 7 S1 

spre~utё .funkCi.)e--oъa-poђa -u. S .. 
Stavise, vektori Е· i Н mogu u transformisanom sistemu imati 
neke transverza1rie komponente i ako ih nemaju u po1aznom, i ob
ratno: 

Posto sџ e1ektricno i magnetno ро1је identifikovani kao 
vektori u odnosu na ga1i1ejskog posmatraca, dacemo za njih iz
raze koj.t su vektorski u svetskoj metrici. Ti cetvorovektori 
elektricnog i magnetnog polja g1ase: 

(33.4) 

gde је IAJ. jedinicni vektor ose х' . Iz izraza (32.3) i (32.5) 

za trovektore elektricnog i magnetnog ро1ја, vidimo odmah. da 
se t!, i t. svode na ( Е, ·, О) i ( Но. ; О). Znacaj ovih cet
vorovektora је u tome sto omogucuju da se, u nekoj materija1-
noj sredini cija је cetvorobrzina ~~ ' odredi elektricni pro
tok u:.osnovnim jednacinama (32.1). Ovo је potrebno zato sto је 
on vektor, ра mora predetav1jati kombinaciju vektorskih ve1ici
na. Definisacemo ga u s1edecem odeljku. 

S obzirom na antisimetriju F.fl uvek је: 

(33-5} 

Cetvorovektori elektricnog i magnetnog ро1ја su prostorno ori
jentisani, sto se, drukcije napisano, svodi na: 

Lorencova transformacija (33.2), primenjena na ~.~,. i 

sto eksplicitno daje: 
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. ·. и _fJ . ~ n ,. . .. е --~е е -=- .cJ\GE. 
Ј ) . 

е''-= е.'= Е' 
·(33.6) 

Ovde se zapaza jedna bitna razlika izmedu trovektora i cetvo
rovektora elektricnog i magnetnog ро1ја. Dok se kod prvih menja
ju samo komponente upravne na pravac kretanja posmatraca, dotle 
kod drugih jedino one ostaju nepromenjene, ali se, kao pos1edi
ca kretanja, pojavljuju i vremenske komponente. 

Ako uvedemo oznake: 

vidimo iz (33.6) da је: 

/1. '1. 
е =е 1 

оп.- ~l. 
fo. - Ј 

_, ;f, ... (! 
е. .-!;1.; = е·1--. 

(33.7) 

(33.8) 

Intenziteti i skalarni proizvod cetvorovektora e1ektricnog i ma
gnetnog polja, ра prema tome i ugao izmedu njih, ostaju neprome
njeni pod dejstvom Lorencove transformacije. Buduci da su to pr
avi vektori, ti bi odnosi ostali nepromenjeni i pod dejstvom pr
oizvoljne transformacije. Iz obrazaca (33.3) moze se, medutim, 
videti da transformati trovektora ~ i iТ ne .zadrzavaju ni int
enzitet niti zahvaceni ugao u odnosu na razlicite posmatrace, 
mada cemo i zщnjih utvrditi da skalarni proizvod, kao celina, os
taje nepromenjen. 

Pog1edacemo, radi daljeg izucavanja transformacionih o
sobina elektromagnetnog polja, neke ranije izraze uvedene u § 10, 
koji se odnose na infinitezima1nu Lorencovu transformaciju. Tada 
smo bili uveli dva skaiara, 1> i ~ , funk~ije koeficijenata Лr6 
infini tezimalne transformacije. :ve1icine Л,, su antisimetric- · · 
ne kao sto је to i tenzor F,, e1ektromagnetnog роlјаг dok su 

1 
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p ___ i lj) yezani. za njene karakteristicne 'vredn:Osti 1 sto·- -је ,da-· 
to ва (10•7.).:i-(io~?--)~-···--·-·~- ~~--- -·-··. - -···--

Mozemo obrazovati, u funkciji f~~ , izraze koji odgo

varaju Р i Q. • Uvedimo: 

' ' 

(33.9) 

Na osnovu (32.3) i (32.5) ovo se moze napisati kao: 

(33.9') 

Velicine F(l)i F{t)predstavljaju ska1are u jednom, ра otud u 
svakom Lorencovom sistemu, sto se moze proveriti pomo6u (33.1) 
i (8.7). Ove ve1icine moraju stavise biti, ро svojoj definici
ji, invarijantne u odnosu na svaku koordinatnu transformaciju 

u Svetu 11inkovskog. 
Iz (32.3) i (33.q) vidimo da је: 

-Fю=E2 -H'l. 
(33.10) 

S obzirom na invarijantnost. F(o) i Fю imamo: 

е-- \-\'2.:::: Е11 - Н' .. 
(33.11) 

Ё·Н-::.€'·~'. 

Trovektori elektricnog i magnetnog роlјг. zadovoljavaju dakle, · 
o..:..akve veze u odГ-.osu na svaki posmatracki sistem. F(t) i fщ 
se zovu osnovne invг.rijante elektromacnetnog polja. 

- 115-

,34. · Tenzor energije elektroniap;netnog poljaY"-

Tenzor energije, onakav kakav је u prethodnoj glavi 
bio formu1isan za neprekidnu sredinu, imao је fizicko tumace
~je z~snovano na protoku i gustini impu1sa i energije, dato 
~zraz~ma (25.12),_ (25.13) i (25.14). Ana1ogno tome, uves6emo 
tenzor energije e1ektromagnetnog ро1ја, koji је definisan na 
s1ede6i nacin: 

(34.1) 

A1gebarski zak1jucci koji neposredn~ s1eduju iz oblika ovog 
tenzora su njegova simetrija i odsustvo traga. Prvi od njih 
smo ve6 napisa1i, а drugi је gotovo ocig1edan: 

rc: = о. (34.2) 

Potrazicemo cemu је jednaka divergencija tenzora en
ergчe. Radi toga 6emo prvo prepisati drugu grupu !-1aksve1o
vih jednacina (.32.9) u oЫiku: 

(34.3) 

Divergencija tenzora energije glasi: 

Drugi clan u ~ornjoj zagradi moze se napisati, s obzirom · 
na antisimetriju F~~ , u oЬliku: 

$to se, UZ pomoc Иaksvelovih ;iednacina (34.,3),svodi na: 
,;·.:. , .. 
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Kad se ovo stavi u jednacine (34.4), potre se sa pos1ednjim cl
anom u zagradi, ра dobijemo: 

odnosno, na osnovu prve grupe Иaksvelovih jednaiHna (32.8): 

(34-. 5) 

Znaci da је divergencija tenzora energije e1ektromagnetnog po
lja razlicita od nule ako postoji protok ј~ . Т~ је isprav
no, jer protoka elektriciteta nema bez protoka materije, ра је 
tek divergencija ukupnog tenzora energije jednaka nu1i, а taj 
mora sadrzati, pored elektromagnetnog, i jedan materijalni deo. 
U slucaju e1ektrom.agnetnog ро1ја u vakuumu, protok <Ј 1' u opstem 
slucaju ne postoji, ра је i divergencija tenzora en~rgije jed
naka nuli. Ako је, obrnuto, divergencija tenzora energije jed
na ka nuli, iz (34-.5) sleduje da је ')fl jednak nu1i onda kada 
је determinanta \\ F-43U raz1icita od nule. U sledecem odeljku ce
mo dati tumacenje toga. 

t<lozemo odrediti vektor 'Је. . Za nenae1ektrisani elek
troprovod1jivi fluid, ako zanemarimo ne-faradejevske Holove 
(Hall) struje, on iznosi 6е", gde је С provodljivost, а e...t. 
cetvorovektor e1ektr~cnog-polja. То se!U priЫiZnosti ma1ih br
zina posmatr-aca preina izv<:ru polja svodi na tlasicni izraz 
za struju u provodniku. Ako postoji i sopstveno specificno na
elektrisanje ~ ' ukupni vektor protoka се, s obzirom na drU~ 
gu jednacinu (32.1'), glasiti: 

(34-.б) 

Ovo se moze.proveriti poredenjem sa ga1i1ejski priЫiznim iz~ 
razom za e1ektricni protok u (32.1). 
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Necemo razmatrati u ovom kursu oЫik koji dobiju Г·!aks--. 

velove- jedD.ablne k~d su die1ektricni k~eriё:ijent i·magnetnЭ::::'
permeabi1nost proizvoljne. Ostav1jene su ро strani i takozva
ne nefaradejske struje u izrazu za protok. 

Ostaje nam da opravdamo definiciju (34.1) tenzora ener
gije u smis1u razmatranja iz § 25, koja su se odnosi1a na ten
zor energij е neprekiд.ne sredine. Stoga с ето, pomocu obrasca 
(32.3) za troveJctore Е i Н , ispisati tenzor energije (34-.1) 
uzimajuci, radi jednostavnosti, da је -с, =1: 

E.tЉ~E,~t 

Е,~~-Е~и~ 

ф 

Ovde је Ф=-!-, (E'I._f. ~'<) dok su simetricг.i e1enenti. izostavljeni. 

OЬlik (34-.7) tenzora. energije da.t је u odnosu na. I"."iru~ 
jucee; posmatraca, prostorne ose Ge ШО[;U birэti ро V01ji, { iz
raz za ~~~uciniti ~eL~ostavnijirn bez pror1one nje~ovih fizic
kih svojstava. Jzaberimo jednu od koordina.tnih-ravnl posmatra-

. ~ ~ . ·. 

cevog sisterш tako da u njoj leze vektori Е i Н •. Eol~a osa 
~~ bude upravna na njoj. Tada (34-.7) ima oЬlik: 

о 

ф о 

>: 

о 

Е.\.1.,- Е~н~ 
;~;~ ··_.\ .. 

(34-.7') 

(з&..'·Н 
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Obratimo paznju na poo1ednju ko1onu (i1i vrstu) matrice. Dr

щ~i c1an se moze nap:Csati:.-

-'Р 

r;de smo ...с. privremeno vrati1i na njegovo mesto. Ovde је Р С О 
р,. , О ) poznati Pojntine;ov vektor (Foynting), izrazcn u odno
su na ovaj sistem • .u mirujucem sistemu, cetvorovekbori e1el<tri
cnoe; i ma~nctnog ро1ја е.1. i A-.t identicni SU S Od{jOYCXajucim tr

ovektorima е.о~. с Е1 ' о ' Е> ' о ) i ,ILJ.. с н4 ' о ' н') ' () ) ' с;. cet-
b · · 1 • ( О О О -4 ) Tada је Pojntingov cetvor-voro rz1na JS м.t. , , , • 

ovektor protoka enere;ije r"' : 
(34.8,) 

fo~..se Cslika 15) za nepokretni sistem svodi na 'fJ~ С Р.; , О ) : 
Trovektor р4 , 1':oji u (3L!-.7') ima samo jednu koord1natu rэ.zll

citu od nu1e, predstavlja speci
ficni protok e1ektro~agnetne e
nergije ро jedinici povrsine, 
sto se s1aze sa drugim izraz~m 

"::~о Тdч С25.14), gde koordinate -v 

predstav1jaju specificni protok 
ener[jije ne!)rekidne srcdine. Da 
cita1ac ne bi pomis1io da s~ ra
di о e;resci, podsecamo da Р• ka-
0 prostorni vektor ne menja sig-
naturu pri podizanju indeksa, ... . 
dok је 't'l menJa u odnosu na 

slika 15 . -~ь... 'l:'~" 't'j,. . Otud ЈС ,С Г = U 

· t cJ.ok .u (34. 7') stoji, na osnovu nasem koordinatnom SlS cmu, 
(34.8), -..е ... \1. kao vrednost t'2.~ 

Pos1ednja koordinata tcnzora energije daje: 

Specl. fl" cnu v.ustinu cn-Jrc;ije e1ektroшagnetnog _Ovo predstay1j а v 

1 
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ро1ја. Posto је ро (25.12) ta gustina za neprekidnu sredinu je
dnako. ,с2.ј~~ , to se gornji izraz slaze s njom. (34.8) i (34.9) 

stt dobro poznate forou1e teorijske fizike koje izrazavэ.ju pro
tok i gustiпu energije. 

Prostorne koordinate tenzora energije tumace se kao "na
pon" e1ektromasnetno(!; ро1ја. Svodenjem ~atricnot; Ыоkа 'L;j ten
zora energije u (34.7'), pomocu jedne dopunske 1inearne trans
formacije,-na di.;j.;;J,gonэ.lan oЬlik, na1aze se t;lavne vrednosti Ea
ksvelovoe; napona ро1ја. 

35. Sopstvene vrednosti tenzora enerE:;ije e1ektromag 
netnog ро1,ја 

}.1Gebarski сет о ispitati tenzor energije 'Lo<j! . Zato 
cemo prvo, medu posmatrackim sistemima u odnosu na koje taj te
nzor ima uprosceni oЫik С34.7'), potra~iti onaj koji se dobi
ja svodenjem na dijagonalan oЫik submatrice: 

Takav koordinatni sistcm cemo zvati nrost sistem. U njemu је: 

(35.1) 

I:a osnovu c1ementarne identicnos-ti: 

(35.2) 

ako stavimo: 

(35.3) 

imз6emo, z~oc (35.1): 

-1 
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gde smo izabrali pozi ti van predznak za :proizvod Х "f 
се ::ю ma·~rica (34.7') svesti na: 

l ('Ч•t- Х,~) о о о 

о· 1. ("i't.+ у,~ Ј о ~о/ 

( 't'o(f)) :. о о -1 (nyt_ Xt) о 

о "Р Х о t ('t~+ "'-') 

• Tada 

(35.4) 

Za ovako redukovani tenzor energije potrazicemo sopstvene vre
dnosti, dakle re§enja jedna~ine: 

Sto П::Н!\ za (35.4) daje: 

о:.:.го;:.;~-о: 

[ t ("f~- ~1.) - 71] [ t ("!':. x,t) ~ 11] [ [ t ("1',_+ t~)

-7\][i("\J1+'t1.)4-71]- X,1."q)2.~ :::.0 

(35.5) 

(35.6) 

Vidimo da rc~unja karakteristicnog polinoma predstavljaju dva 
dvostruka korena: 
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~ = ± i ("1'1.- "JJ'I.) • .... ··-·-··-··· 2.;- . ... ···-····· . - -(35.7> 

So stvene vrэdnosti t.-=:r.zorr'- ener('f'i ·а c1.:Jrtro:r.e.r:-netl1o·-

sasto,je 'se iz d.va d"~Jostrпkc. korena ,ј~Ј(ћ:.~-').1-":"i:-: i:J.tGII:~it~;:;a. а zu 
protnih znakova. 

:-.:oZemo, pomoCu i!lvэ.rijanatз. Fc11 i f:(t} c~_ektТ'C~J.G::c~
no~ polja (33.9) i (33.10), potra~iti izr~z ze kvcdr~t co;s
tvenoc k6rena ~ • S obzirom na dcfiri~ione obrasce (35.3~ i
mamo: 

71"-= ~ [ Ot;--E 1t.)- (H,t__ Ц )]-z. = 

=~ [(Н~- E,'I.)+(~~-E~)]:_ (Н;--Е~) (Н~- Е~). 

~ruc;i Cl~n nэ. d7;snoj s"tr2ni (35.8) ~о:.:.~=' ue l_:):r.·;.:;:-1:-::t~.:.~vi·~i рс;:--о(:н 

sJ.c,::eCc elemeпtarne i:l~."tiCг.octi: 

ТЈ izэ.bra...""!Or.1 pro.Gtam Gi:']t.;:;~"'"l ~с, г.-; o.r:ro'.~P. (3;- .. Ј.)' pr,li rl~,Л. 

no. d.csnoj strP.r:i jr.-:-3_1;::.> ;::.l~.i .. ~·. ob7..-:!.~·-r:r-o 1·:-:·,_ ;_;.l"Vt: \'~zн (~3.<;), 

ocl~osno (33.10), dm1::i ,:::Ј:-.:• ,ј("' сгr-::::-""-:::: .. ·т. ~-: ...... ~-~Г\.1.:tа in-ч~.:.cijo.r1tc 

Ftт.) poljc.: 

"Рr·ч:!. Gl::--~ !l·~ :icsroj .::;tr-:"'.,...,i с::-:- ... <?:; ;~.~:_~ ... !'"• 1'" јА, Т::1 o.:лovu drнge 

v~zэ (~3-?), ofl~c~~o ~3~.10): 
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~·~c..zr.-totriCemo, па osnovи izloZenoG, dvc. zluCc.:jo ... U pz:-vorr. је ~;o

pst'loni koren '7\ raz1icit, а u dru;:;om jc•ir:a.}~ nuli. 

1) ,'.l~o је 71 "4: О postoji kanoncku 'c:::.z,J :.;o;,r::·tvcrH• vc1:tor:< 

tenzora 't'o(() • Ка}: о su soiJstvene vrod:-.o<:ti с1 vo:.::·t:c'.i!:o, vr;!:tor·i 

r:isu jedir.S'CVC::'\0 odre•~eni, Vec postojo <Jve c1VOJ.'C'.7!'i :.;o:;::;tve;ei.!~ 

};rc.v:::c~, od kojih svakc. od.Gov~:r·a ро jetlnom оС, ~~ 11:, J:orcr!;:. 1
l'c 

dvorav:o5. moraju bi ti, n1:. ocnovu (26. 2), тг.c::Jur..;oL"o :::>r·~oe:;oг:o.l:--.c. 

U sv::;.koj od njih mo::;e!'1o, dc.klc, naci ро dvc-. uzc.jor:I,o or·toc;o:.oo.-

1na vektora, i tako sastaviti ortoGona1nu bo.zu vektora u so~~

tvcnim c1.voravnimo.. Uzmio:ю kз_о us1o'l iz (3'1 .С)) ck c•1:::tino. e!1or

cije ~z.ц~ osto.je poziti'ln& i u potpt:no дiј~·е:;оr:о.Ц,;оv·тој 

metrici .. 'l.'o.do, s obziгom n2. to dэ. zэ. bazni vc!zi~or 'Ј('с) i~~·i:~o: 

sleduje da је ~ri 

(35.10) 

Dakle, ј cdan od vektorэ. koji odc;ovo.J:o.ju пec;o.ti vпom .dvostrukor> 

korenu moZe .се izabrati teko d.:'. budc vrer.'o--:ski orijerctisг..n. r~з 

sopstveпa dvoravan је vremenska 9 а druga, koja odgovara Л ~О, 
је automatski prostorna. Na osnovu toga cemo obrazovati prost 

sistem вopstvenib vektora, od kojih је jedan vremenski а preo

stsla tri su proвtorna. Ako stavimo: 

i primenimo obrazac (27.4) za razl~~eпje tcnzoro. na ovakve so

pstYene vektore, imacemo pos1c ncsto racuno.: 
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-~ ('4~v: + ~<tч:- v~ v:J- ~ v~ -v:: ~ 
--= ~(V._-<v: -~-v:;v:-v:v:+ v;vc:). (35.11) 

Sto predstav1 ја kanonвki izraz za tt'OV) u nesingu1arnom s1uca

ju. 

2) Ako је Л=о sto ро (35.7) i (35.9) pov1aci: 

(35.12) 

Imamo takozvano sinьu1arno e1ektromagnetno ро1је. Na osnovu 

definicije (33.9) invarijanata ~ i FCII , i njihove veze (33. 
10) sa '!ektorima ро1ја, vidimo da је tada: 

(35.12') 

E1ektricr.o i rcagnetno polje, bi1o da su izrazeni preko svojih 

tro i1i cetvorovektora, su tada ortogona1na uzajamno i jedna

.kih intenziteta. S obzirom na univerzalnost invarijanata, is-

kazaпu us1ovima (3~.11), sleduje da osobine uzajamne ortogona1-

nosti, · i jedлakosti intenzi teta vaze za svkog Lorenc-ovog posma

traca. Razume se da i svaki pojedini od us1ova (35.12') ostaje 

ocuvan, a1i su ti s1ucajevi obuhvaceni sa 1), je'r ј~ tada Л+ 
+О . !·:а osnovu prve veze (35.12) matrica tenzora energije ta-

da ima oЫik: 

о о о о 

('t~) -::: о '1'1. о -t"f'"" ,,(35.13) 

о t> о о 

о -t'P о '1"1. 



Ј 

- 124 -

-·- · ----- ·--·-- For·miraj·l'!lo-; ··pam·a-c-u ·ьQz.)lill- ~-ck·:t;·or·8~__:~-0zr.!~~ ti~-o:Г-oG--Siste-

ms, u kojer.1 је izra~en tC)nzo:r; Lc(~ iz pre·~hod.nog obrr=sca, •;c
ktor m.,o~. : 

'l'enzor 

ktora, 
(3~.1~) ~o:e·biti predstcv1jen, pomo6u ovog nu1toc vс
г.а s1edcci ~ccin: 

(3~.15) 

Odavde se vidi da. је 'УЈ.о~,. <;opztvcni vc1:tor ntйtog ]{orcr:o. Ovo.
kvo raz1agaг_je dcje i~raz z2 tcnzor enerc;ijc sincu1arгщ; cl
ektromagnetnog ро1јв ~ odnosu n2 proizvo1jnoc; Lorencovoc; pos
matraca, а i na bi1o koji koordinotr.i sistem. 

Kad uporedimo rczu1to.tc cvoc; oc~ljk:э .s onim iz q 10, 
vidimo da se singu1aran s1uco.j simctricno;'; tenzora enerc.;i ј с 
~~~ pok1apa sa singu1arnim s1ucajeт artisimotric~oc tenzora 

polja i=o(h . 
Singu1arno e1ektromagnetno ро1је tumaci se pomo6u "fo

tonskog f1uida" (videti: Lichnero\vicz, Theories re1.:ttivistes
1
(3] 

~tr 52-54 ). Fizicki smisao ovoc; slucaja је и tome cto on u 
vakuumu predstav1ja, na osnovu (35.12'), prostiranje e1ektro
magnetnog zracenja. U svet1osnom zraku vektori e1cktricnog i 
magnetnog ро1ја su uzaj.::mno ortogona1ni i ј ednGkih intenzi te:
ta, dok је pravac prostiranja zraka dat nu1tim vektorom 1t~ . 

Posmatrajmo opctiji s1ucaj 1), i to onda kada su e1-
ektricno i magnetno ро1је ortoc;ona1ni ( Fc•) = О), a1i ne i je
dnakih intenzi teta ( F-~) -:ј:. О). !·'oze se neposredno proveri ti 
da је vrednost determinante F~~ jednaka: 

Sto znaci da је za Fщ = О rane; matrice (Fc{~) niZi od 4. U 
svet1osti te cinjenice mozemo protumaciti s1ucaj kada је di-
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vergencija tenzora u obrascu (34.5) jednaka nuli: 

,?:'; а-
--:а F;,r~J = О. 
'Эх1' 

(35.16) 

Ovaj uslov ne garantuje da је e1ektricni protokJr jedhak nu1i 
onda kada su vektori e1ektricnog i. magnetnog ро1ја ortogona1ni. 
Dak1e, tek 1oka1na neortogona1nost e1ektricnog i magnetnog ро1ја 
predstav1ja potreban i dovo1jan us1ov za to da iz (35.16) s1edu
je 'Ј r- .. о. Pri tom prva invarijanta F i1l moze imati proizvo1jnu 
vrednost. 

36. Cetvoropotencija1 e1ektromagпetnog ро1ја 

Druga grupa fo!aksve1ovih jednacina (32.3'), jednostavni
je napisana u oЬliku (34.3): 

(36.1) 

ima nekih opstih posledica. Da Ьismo protumaci1i te pos1edice, 
posluzi6emo se nekim osnovnim pojmovima iz teorije spo1jni~ di
ferencija1nih formi. Za ozbi1jnije upoznavanje s tom teorijom 
upu6ujemo na knjigu: Н. Cartan, Calcu1 diff6rentiel. Formes 
diff6rentiel1es.[~~J, takode: Н. Guggenheimer, Differentia1 
Geometry, ().аЈ • Ovde ne6emo posmatrati diferencija1ne forme re
da viseg od tre6eg. 

Metrika Sveta Minkovskog је pseudoeuk1idska, а osnovni 
stavovi i teoreme spo1jnog diferencijalnog racuna vaze i za ri
manske metrike, ра se prema tome prenose na opstu re1ativnost, 
bar u njenom k1asicnom oЬliku, a1i ne vaze za ne-rimanske met
rike. 

Jedna 1inearna spo1jna diferencija1na forma g1asi: 

·(36.2) 

Dok jedna kvadratna spo1jna diferencija1na forma ima oЬlik: 



\ 

' А '1. 
l ., 

- 126 -

::;de su koeficijcnti Ф.t~ = ф(:)оL antisimetricni, а Л oznaca
"Jз. opero.cijн antikor:шtativnog ili spoljnog mnozenja (sto smo 
?'С pri:1eru cler~eпtarnih hiperpovrcitUa vec imali u § 22). Иo
:c~li bis~o formirati spoljnu diferencijalnu formu proizvolj
r:o~; reda pod uslovor:! da bude ћomogena ро d:Lferencijalima ,dxS' 
i pot~uno antisimctricnih koeficijenata. S obzirom na zahtev 
i::,v~,rijantnosti formi, i na to da se diferencijali koordina
t::. trar:sformii::u k~o kontre.,rarij=tni vektori, sleduje da koe
f2.cijcr:ti trJcvih forr~i r::oraju biti apsolutni kovarijantni· te
~~o~i odcov~raju~ec rcda. 

Za takvг forme definis·a..rJд је operacija spoljnog dife
rcn:;irm1 .. ja, kojor: se od jedne spoljne diferencijalne forme re

:::~ f> c:ot•ijo. oC.::;ova:r.ajuco. forma reda f' + 1. Posto dobijena 
.Ca:r.':~c.. r,:ог.<). iщ:ti isti l:arakter u ocinosu na transformacije, to 
operэ.~o:r.' diferenciranja predstavlja kombinaciju kovarijantnih 
iz-voda, tc...J<::o dэ. ~jeni koeficijenti opet budu koordinate jed
r:oc potpuno antisiffietricnog tenzora reda za jedan ~iseg. Та 
forr:la predstc.vlja s-ooljni diferencijal polazne forme. Njeni 
koeficijenti su snoljni izvodi koeficijenata polazne forme. 
~imbolicna oznaka spoljnot; izvoda or koeficijenata neke 
forпe r glasi: 

D r =- (k л r) otx (36.5) 

i sastoji se u antikomutativnoj primeni operatora diferenci
ranja. Cinjenica da s~ u ovoj opstoj formuli pojavljuju samo 
parcijalni izvodi potice otud sto se pri antisiroetricnim kom
binacijama potiru koeficijenti povezanosti kovarijantnih iz

voda. 
Posto је. svaka skalarna funkcija tenzor nultog reda, 

njen oЫcni diferencijal је istovetan sa sppljnim. Za takvu 

funkciju r је: 
Dt -
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А ~~' ](oeficijente linearne forme (36.2): 

(36.6) 

I:a;jzu·::!, z~ '· ~-.:.:-"_ .. ; ~~::,te neke kvadratne spoljne diferencijal
ne fcr::·o ir.:.:;.~c: 

U teoriji diferencijalnih formi osnovna је Poenkareo
va teorema koja glasi: 

Ako је spoljni diferencijal jedne diferencijalne for
me ;jednak nuli, posto,ji forma za koju data diferenci,jalna for
~a predstavlja spoljni diferencijal • 

~uprotni stav, ро kojem је spoljni diferencijal spolj
neg (\ifercncijala jedne forme jednak nuli, pr9istice iz same 
operacije spoljneg diferenciranja: 

D DF -=О. 

~trogi uslov pod kojim vazi Poenkareova teorema jeste 
da s~oljni diferencijal date diferencijalne forme bude jednak 
nuli u jennoj zvezdastoj oЬlasti norroiranog potpunog prostora. 
Tada u toj oЫasti postoji forma za koju zadata forma predsta
vlja spoljni diferencijal. Pod zvezdastom oЫascu tl podrazu
meva se ona koja zadovoljava, u odnosu na jednu svoju tacku 1 

џslov dc- se intei·val' [а,х], ;)CE'tl , koji sadrZi tacke de-
definisane sa (4-t)O.+ t-x (О ~t. ~ 1), сео sadrZi. '11 ·1.{. 

Navedeni uslovi, koji podrazumevaju povezanost oЫas
ti su minimalni. Izostricemo ih zahtevom da povezanost bude 
prosta, а oЫast orijentaЫlna. OrijentaЫlnost је izrazena ti
me sto је za svaki koordinat~i.sistem Х1 , u posroatranoj oЫa
sti, jakoЫjan u odnosu na Lorencovog posmatraca definitan, 
1\ Ьх'lах\\">0. U sviro slucajevima koji Ы mogli doci u obzir, na
vedёni uslovi се biti ispunjeni u Cvetu Hinkovskog. Sve sto 
smo no.veli vo.:!.i i za Sve·t opiite rclati vnosti, zbog cega smo i 
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sprove1i ovu diskusiju. 
· -- - - -sact- vidimo do::· druga- grupa·· ~1aksve-lovih jednacina- -(36 ~ 

31asi, na osnovu (36.7): 

DF=-0. (36.8) 

U Sve·tu 1'ir:kovskoe; postoJJ., dakie, vektorski potencija1 \f .1. , 

takav da za odGovnrajucu 1inearnu diferencijalnu formu ~~ЈхА· 
kvadratna diferencija1na forma М 

(36.9) 

predstav1ja spo1jni diferencija1. I1i: 

(36.10) 

sц Poznati s1ucajevi iz k1asicne mehanike tacke i f1uida, 

gdeYБotor gravitacionog i1i divergencija vrt1oznog ро1ја uvek 

jednaki nuli, posledice su Poenkareove teoreme. 
Al-:o urr.esto nckog odreG:enog vektora !fo1. , koji zadovo-

1java !•Iaksve1ove jednacine(36.1), odnosno (36.8), stavimo ve- . 

ktor Ч'оt + Эtjdx.c. , gde је f proizvo1jna ska1a=a funkcija, 

ur.e се opet biti zadovo1jene. Тај sistem od cetiri parcija1ne 

jcdnacine prvog reda otud ne mora imati jedinstveno resenje. 

Tra.~sforrnacije 'fa~- ~ !fc~. + iН·јэ)С«. poznate su u teorijskoj fi

zici kao ka1ibracione transformacije, а funkcije lf<>L predstav-

1jaju ka1ibracione ;nvarijante u odnosu na njih. Da bi se ova 

neodredenost uk1oni1a, uvode se raz1icite pretpostavke о vek

torskorn potencijalu. Najpoznatija od tih pretpostavki definise 

vektorska ро1ја l.f'o{ ana1ogno so1enoidnim po1jima iz njutnovske 

fizike. Dakle: 

(36.11) 

Znaci da је: 

- 129 -

(36.12)' 

U prostoru definitne rnctrike ova jednacina sc .svodi na Lap1a

sovu, ра bi tэ.rno ft:.nkcija t Ьi1э. harrnonijska. U Svetu i':inkov
skog ј с rnei:Jutim: 

Funkcija t zadovo1java, dak1e~ Da1э.mberovu (d' A1embert) jed

nacinu. Пapomenimo da је us1ov (36.11) u odnosu na proizvo1j

ni koordinatni sistem izrazen kovarijantnom diversencijom, а 

takve su i osta1e veze. 

Dovde smo utvrdi1i neke op~te pos1edice druge grupe 

r'aksve1ovih jednacina, uz dopunski uslov (36.11)' za vcktorslй 

potencija1. Ako pog1edamo prvu grupu tih jednacina (32.8) i u

nesemo u njih izraz (36.10) za F~~ , imacerno na osnovu (36.11): 

Odnosno: 

Vektorski potencija1 .~('с(, e1el{tron:a3Jlct::J.o;:; polj~. zadovoJ.jr.'!:::., 

znaci, nehomogenu Dalamberovн _jedn~cir:t'-· '.! sJ.v.cccjtt ele!ct~'oma- · 

gnetnog polja u vakuumu, on bi ~adovoljavao homocer:u Dalanbe

rovu jednacinu (35.12'). Ejegovo odreC::i vrшjc ide, slicпo kla

sicnom njutnovskom r;ravi tacionom potencijџ.lu, рнtе~~ uzastop

nih integracija. U svakom slucaju postoji dost"- i:irok::>. r;eodre

rellenost resenja, utoliko 3;to ono zavisi od vi!Je p:oizvo1~nih; 

funkcija, r.Jada se.koordinf'-;;nom transformacijom по:Zе. po:::tici 

da one rie zavise od svih.promenljivih. 
Cinjeni su i drщ:;i po~п"r:aji da se suzi proizvoljno:зt 

poten.cija1a lf>~ . Uzim:'no је, па primer, dD. on ima konstг.ntan 
intenzi tet. 'Т' о је sa fizic~:e strane clostc, ncpoнzdana pretpos-
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tavka, mada ima dobrih osobina za izucavanje. U poznatoj mono
grafiji "Teorija po1ja"od Landau-LifSica (videti [.zoJ, -str 
-112) po1azi se, pri konstrukciji tenzora f"-.:13 varijacionim pu
tem imp1ici tno od toga da linearna forma tf~ Q.x<ft dopusta faktor 
integracije. Takav s1ucaj Ъi, ро jednostavnosti, do1azio odmah 
pos1e neposredne integrabi1nosti te forme, koja postoji za ~fi 
= О. I taj s1ucaj nam ukazuje na ve1iku meru neodredenosti vek
torskog pote~cija1a. 

U novije V!eme, pocev od Svingera (Ј. Schwinger), formu-
1isane su izmenjene Makвve1ove jednacine, pod pretpostavkom pos
tojanja magnetnih punjenja i protoka. Tada Ъi na deвnim вtrana
ma jednacina (32.9) вtaja1i izrazi za takav protok. Н. Rund (vi
deti: Jr Eath Рhув 9 vo1 18, no 1, 1977, str 84-95) је konвtrui

sao .takvo ро1је pomocu dvostrukog vektorskog potencija1a i po~a

zao, pored osta1og, da је c1an koji predвtav1ja gustinu energi
je u odgovarajucem tenzo~~ energije indefinitan. E1ektromagnet
no ро1је koje Ъi opiвivao takav siвtem jednacina је zasad hipo
teticno. 

Z а d а с i 

1) Ako је ~Љ tenzor energije e1ektromagnetnog ро1ја, pokazati 
da vaZi jednakoвt ~~ 'r: ... ~ 6~ i naci вka1ar ~ 
2) Pokazati da ве, pri datom F<fl , prve tri komponente rpll. ve
ktorвkog potencija1a mogu predвtaviti na s1edeci nacin: 

:х~ :х..~ 

lf "'- = f tt (х~ х•Ј х з) + ( ~~ .dx~ + I~ .. .d :х..~ 
о. 

gde је Ч'4 ( -:х:•, х.~, Х), Х') proizvo1jna. Hakвima1no odrediti, 
koriвteci drugu grupu !•:akвve1ovih jednaCina (36.1), funkcije fJL. . 
Pokazati da ве najvise dve od njih mogu naci, i da u njima osta
ju dve proizvo1jne funkcije, jedna od dve а druga od jedne pro
men1jive (podrazumeva se da вu us1ovi integrabi1noвti, razmat
rani u prethodnom ode1jku, iвpunjeni u poвmatranoj oЪlasti). 

3) Prouciti sopstvene vrednosti tenzora ~ i '* Fe{f5 \ uputstvo: · 
razlikovati s1ucajeve Л. f: О i ). .. О iz ·g35. Uzeti, kao po1az
ne, kanonske Lorencove repere (35.10), odnosno (35.14), u kojima 
је raz1agan t'oi.Љ ) • 

4) Pokazati da se za f ~ 1 izraz (34.6) вvodi na k1asicni e-

1~ktricni protok. 

п D Е О 

R Е L А Т I V N О S Т 
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U V О D 

Osnovni uslov na kojem se insistira u specijalnoj teo
riji relativnosti sastoji se u tome da se sve pojave mogu pos
matrati u odnosu na inercijalne sisteme. Тај uslov pociva na 
pseudoeuklidskom karakteru metrike Minkovskog. 

Prvi pokusaji stvaranja relativisticke teorije gra- . 
vitacionog polja posli su od zamisli da bi ono trebalo da 
bude sadrzano u Svetu !i;inkovskog. То је izgledalo sasvim pri.,
rodno, s obzirom na to da је specijalna teorija relativnosti 
nastal~ iz duЫjeg proucavanja Maksvelove teorije elektromagne
tnog polja. Postojalo је, dakle, jedno znacajno. polje karakt.e
risano dejstvom na daljinu, ciji se opis mogao uklopiti u pse
udoeuklidsku geometriju. ТrеЬа medutim odmah podvuci bitne raz
like izmedu ta dva polja. Elektromagnetno polje ne postoji u
vek i svuda, а njegov intenzitet nije u nekoj odredenoj srazme
ri s masama tela izmedu kojih deluje. Dok gravitaciono polje, 
koliko је dosad utvrdeno, nastaje izmedu svih tela cija su u
zajamna dejstva dovoljno precizno ispitana. ~to је jos vaznije, 
ono svuda prodire, buduci da ne postoji neki danas poznat nacin 
da se iskljuci. Znaci da је nacelno nemoguce postojanje inerci
jalnih sistema u konacnim oЫastima prostora i konacnim vremen
skim. intervalima. Gravitaciono polje nekog tela, ро njutnovskoj 
teoriji, koja predstavlja prvu aproksimaciju svake nove teori- · 
је, ne zav{si od nacina kretanja toga tela prema drugima, dok 
se ро osnovnim relativistickim pojmovima mase tela i uocena ra
stojanja menjaju usled kretanja, ра bi to m.aralo da menja dej
stvo gravitacionog polja. Postoje 1 dakle,opsta svojs~a toga po
lja koja treba uneti u okvire indefinitne metrike sa brzinom s
vetlosti kao najvecom mogucom. 

Posle vise pokusaja, Ajnstajn је Ьiо dosao do zakljuc
ka da gravitaciono polje mora biti sustinski povezano s geome
trijom. То bi bilo slicno onom kako su zakoni transformacije e
lektromagnetnog polja, pri prelasku iz jedпog inercijalnog sis
tema u drugi, povezani s geometrijom Minkovskog. Univerzalnost 
gravitacionog polja i njegova osobina dejstva na daljinu navo~~ 

~ 
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ili su na pomisao da ono odreduje metriku Sveta, uz moguce pro
mene usled drugih polja, i to na neki jednostavan nacin. Ajns
tajn је pretpostavio da је upravo metricki tenzor Sveta srazme
ran, do na konstantni cinilac, gravitacionom potencijalu. On se 
opredelio prvo za to da gravitacioni potencijal bude tenzorska 
velicina, drugo da metrika Sveta opste relativnosti bude riman
ska. Та је teorija kasnije nazvana metricka teorija gravitacije. 
Njene potvrde spadaju medu najveca iznenadenja koja је ikad do
ziveo naucni svet •. 

Bilo је, kao sto smo pomenuli, pokusaja da se teorija 
gravitacionog polja formulise u okviru Sveta r<inkovskog. Oni se 
i danas cine, s razlicitim uspehom. Posto је njutnovski potenci
jal skalarna funkcija, njutnovska teorija је u tom smislu skala
.E:!Ш• ра su to pokusale da budu i "neoetricke" relativisticke te
orije. Osim njih su formulisane, kao nacelno moguce, i takozva
ne skalarno-tenzorske teorije gravitacije, kod kojih se jednaci
gravitacionog polja razlikuju dopunskim ("inercijalnim") clano
vima od klasicnih Ajnstajnovih. 

Iz mikrofizike proistekli su postupci kvantizacije gra
vitacionog polja. u racune је uveden spin elem~ntarnih cestica, 
pocela se razvijati teorija gravitacionog polja u kojoj su se, 
umesto Kristofelovih simbola, pojavili asimetricni koeficijenti 
povezanosti (prostor s torzijom). PrVe zamisli za ovзkvu formu
laciju imale su oslonac u ranijim polcusajima zasnivanja jedis
tvenog gravitacionog i elektromagnetnog polja. 

Vreme се pokazati da li postoje efekti vii'ieg reda veli
cine od onih koji su u svoje vreme uzdigli Лjnstajnovu teoriju 
posle Njutnove, а koji bi opravdali neku od izmenjenih teorija 
gravitacionog polja. 

VIII. МАSА I UВRZANJE 

Prc nec;o t;to pristupi7o iZll~C..V~:!jн osnova reJ.o.tivisti

Cke tcorije cravitGciono[: ;:o].~n., izlo~iCemo izvesrc zo.k1j1A.(;ke 

koji sн pi·ethodili nj 0nom :::_o.;:l..~n~:u.. То је, па pl"Yo~ :r:estu, ::u

veni :Ctvo.Sov (Eёtvёs) cksperir.~cпt ... ГomoCu njesc~ је, u. 0~-':"~Ji:cu 

njutnovske me!нJ.Ylike, izyr:;зr~o proYera pi to.nj.u. d,~. li ьu ~:·avi

tacione, to jest te~kc, mace tela па Zemlji sroz~~rne, do na 

konstantni Cini lac, nj iho•1i!!1 in.ertr! iш паsэ.та. 

и tom opitu polazi sэ od cinjenice dэ. је cent:::-ir;cto.l
no ubrzanj е, koje nastaje usle:l Z:::Т"ljiпc dпevn.e ro·co.cije, ј '"d
nako za sva tela koja se nalnzo na istoj ~oo~rafskoj ~irini i 

nad.moгskoj visini. ~ime oc!_;;oYarajuci centrifщ:;o.lni pri tisak po
staje merilo inertne mase tela. 

Ured:aj na kojem је izvrsen.opit sastoji se uglo.Ynom iz 
jednih terazija ~iji su kraci posto.vljeni tз~no u pravac istok
-zapad. о krake su obe~eni tereti cije 6emo incrtne m~se obel
eziti sa ~ i - ..... , а odt;ov~ajuce tecke (c;ravitacio:o.e) маsе 
ва k, i Cll\" • ObeleИmo sa 'Ј'- inercijalne, а ва G4o.C .е., = 1, 
2) gravitacione sile koje deluju na tela, sa l't i ё"'"- j"<iini
~ne vektore pro.vaca tih sila (slika lба) i saAJ c;ravitaciono 
ubrzanje. Imamo нslov da u koncu о koji su obei':ene terazije 

-(slika 16~ dejstvuje reakcija F" , koja uravnotezavз sve te 
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1 

sile. Dak1e: 

С37 .1) 

GraYitacione si1e koje dejstvuju na posmatrana te1a predstav
Jjaju vektore: 

(37.2) 

А inercija1ne si1e: 

(37 .3) 

Ovde је h. po1uprecnik Zern1je, "-' ugaona brzina njene rotacije, 
а 1\ geografska sirina rnesta gde је vrseno rnerenje. 

Posrnatrajrno rnornent si1a r , u odnosu na tacku vesanja 
terazija о konac, се nastati ako je~dnos inercija1nih i gra
vitacionih sila prornen1jiv. Ako sa t oЂe1ezirno krak te1a k~ 
u odnosu na pravac konca, 't: g1asi: 

Jedna komponenta ovog rnomenta, para1e1na·s koncem,uraтnotezena 
је suprotnirn torzionim momentorn konca. S obzirorn na to da је 

~ -re akc i ј а ~ ( .. - ~ ) parale1na в koncea, to intenzi tet te koш-
ponente L' iznosi: 
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Ovakva priЫiznost vazi s obzirom na to da su inercija1ne si-
1e1koje nastaju us1ed Zem1jine rotacije,mnogo manje.od gravi
tacionih, ра srno ih izostavi1i u imeniocu. Ako uvedemo koefi
cijente srazrnernosti ~ ,f. izniedu teskih i inertnih masa ~~а 
с ~ ~ IW\~i zarnenirno . (37. 2) i ( 3~. 3) u Ј.37 ·.l) !~ ima~Ci u vidu 
da Је - (';\. ko1J.nearno sa e.t а '"f ·-:Ј sa е. , dobi-

4 .Ј, 1. .. 
сета pos1e nesto sredivanja: 

- <. ~ .. ){ ~. 't~~~ ;:h с.:>'" .(..ct) ~' r. ( ~ ( ёј.) 'с 
=- 1. (J..,.-.t1 ) -.~~w "'.w) Л\ 'ё. ( ё.:Јt ёј)\. С37 .б) 

.t,. "'-.. 't .(, ... .,. .·.· 

""'( ~ -S obzirorn na nekornp1anarnost vektora , е.с. i ef , i na 
geografsku sirinu na kojoj је vrseno rnerenje (priЬlizna si
rina Budirnpeste) gornji izraz rnoze biti jednak nu1i onda i 

sarno. onda kada је ot, = .t"' . То znaci da је za nepromen1jiv 
odnos teskih i inercijalnih_rnasa mornent si1a za tacku vesa
nja terazija jednak nuli, i obrnuto. 

Ovaj eksperirnent, prvi put izvrsen 1890 godine, dao 
је negativan rezu1tat. Prornenljivost odnosa teske i inertne 
rnase nije rnog1a Ьiti ustanovljena u granicarna tacnosti od 
10-

8 
.rnasa tela. Isti eksperirnent, ponov1jen u toku druge de

cenije ovog veka, povecao је tacnost rnerenja na 10-9 rnasa. 

Dike (Dicke) i jedna grupa istraZivaca uspeli su, to
korn pedesetih godina, da izvrse odgovarajuci opi t sa zemalj·:
skim te:Lirna, а u Suncevom gravitacionom роlјџ.. Pol:je.inerci-. 
jalnih sila Ьilo је orbitalno, to jest nasta1o usled.kruzenja 



Zem1je oko Sunca. То је postignuto pomocu usavrsenog mehaniz
ma koji-111 је koinpenzovan uticaj ZeПlljine dnevneГrotacije ,- i -ra

-zdvojeno dejstvo Suncevog gravitacionog polja na Zem1ji od ze-
m 1 · k Т v • d · 1 ј -ll -а JS og. acnost merenJa ost~g а е 10 probn~h masa, а u-
zorci su bi1i od z1ata i a1uminijuma. Kasnije su Panov i Bra
ginski pobo1jsali te rezu1tate, i moguca greska је ра1а ispod 
10-12 • Isti zak1jucci dobijeni su i za teske e1ementarne ces
tice (neutrone i protone). 

Ovde cemo ukr~tko podsetiti na to da mnogi naucnici, 
pocev od Ga1i1eja koji је prvi uocio inerciju te1a, nisu uzi
ma1i utvrdenu srazmernost teske i inertne mase kao goto.vu cinj
enicu. Ga1i1ej i Hajgens vrsi1i su merenja pomocu strme ravni 
i klatna da bi је proverili, а t:jutn је smatrao da ta srazmer
nost, vec utvrd:ena do njegovog vremena, moze biti samo priЫi
zna. U XIX 'Teku preciznije eksperimente vrsio је Besel (Besse1), 
Etvesov opit od1ikuju originalnost metode i neuporedivo veca po
stignuta tacnost. 

38. Ravnopravnost posmatraca 

Лrugo osnovno pitanje koje cemo razmotriti zahtevo., za 
ГQZliku od prethodnog, relativisticko stanoviste. Radi se о od
nosu energija objekata posmatranih, trenutno i loka1no, iz ubr
zanih i neubrzanih sistema. 

Ajnstajn је, polazeci od utvr~ene srazmernosti teske i 
inertne mase, smatrao da se verodostojno moze postaviti jedan 
princip ekvivalentnosti. То је zahtev da пеrеnјг. izvrsena u je
dnom koordinatnom sistemu koji miruje u odnosu na vremenslci ne
promenljivo (stacionarno) gravitaciono ро1је, budu ravnopro.vna 
s onim koja su, trenutno i lokalno, izvrsena u drugom sisteпu u 
kojem se ne oseca c;ravi tacija, а koji ima tlbrzг.nje jec1.nako gra
vitacionom, a1i suprotno usmereno. Fodv1aci~o da cemo se ovde o
e;ra.niciti Шl homogeno ро1је, to jest OllO cija је ve1icina kons
tantne .• 

Гrovericemo zakon transformacije energije pomocu s1ede
ceg zamisljenog eksperimenta. Uzmirno dva pravougla Dekartova si
stema, S .i S'. U sistemu S opaza sc e;ravitaciono ро1је ubrzanja 
1{, а x-osa је u::;r.~erena nasuprot njegovom dcjstvu. l)ruc;i sis

tcm :З', koji u poc'otr.om trenutku mirпje i pok1apa sc sa S, ро1-
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azi s ubrzanj em .. f , dalcle u pozi ti vnom smeru х-о se, i nas-
-- -tav1-J"a_ d - ··· 

А 

l 

в 

а se krece jednako-ubrzano. U S'se ne oseca c;ravitaci.::. 

.5' s 

ono ро1је. Uocim~ iz sistema 
S dve tacke, А i В, koje odr
eduju duz АВ, para1e1nu sa 
x-osom, duzine е (s1ika 17). 
l!cka је materija1na tacka ma
se 1'\ spu.stena iz А u В, ko
jom је pri1ikom gravitaciono 

ро1је izvrsi1o rad jedn~ "'\( 
qndi'J је iz А izro.C.~n foton u 
pravcн :;з, i u istom trenutku 

~----------z је Gistem S' krenuo U oc1.nosu 
о тоэ sintem S. ":r1erc;ija fotona, 

zapa~ena u оЬп siste~n, jed

naka је i iznosi ~~ • U tr-

olika 17 er..utku l:adn је ·~ај foton ·ap

sorbovэ.n па masi ~ u tacki 
--_-lt-_:-,JJ-~~---------~---- Е, ~z-inд р,' prema. S iznosi 

. -"4 ~ • C'be1ezimo enere;iju. apsori)ovю1og fotona, opazenu iz 
е;' <:":'<::\ е -г "+ . -
~ , ао ~6. ~о~~о Је ona data pomocu obrasca (17.7 ) irnacemo 
u tom trenut~~11 za ova dva sistema: 

Upotrebicemo o1:>razac za transfo=aciju fra.l<vencija (1'+.'3) da 
bisrno utvrdi1i odnos energija Е" а. i ~В . On nam daje: 

Е : Е' А • G. + 1/'(с: ,;:;._ r Е ( "" ) (38.1) 
6 ј~ у 4 -IV'/" ·~ А 1-t ;с; Ј 

( 111 = ~-~ ~ ) . 

Vratimo sad masu~, koja uvecana za energiju apsorbovanog ~o
tona iznosi ~~, u tacku А, mereci sad iz sistema s. Neka u 
toj tacki masa izraci foton energije ~~ , koji је ranije iz 
nje pos1at. Posto zbir prim1jene i pos1ate energije i izvrse
nih radova na pom,эranju te1a mora biti jednalc nu1i, imacemo: 
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iМ,~(-t Е8 ~~~,~+сА-. (38.2) 

Ako рос>сг.ю ос1. tosa da ј е 1\Ј" <С:.;(. , mozemo odbaci ti clanove gde 
se po{j.avljuje ( '1Г /,с.)~ ра је i у~"\ Tada se (38.1) svodi 
na: 

(38.3) 

Otud iz (38.2). dobijamo: 

' ·t.E ~-""" -=". д. 
(38.LJ-) 

Znaci da је promena mase Qirovanja u gravitacionom polju sraz
merna promeni energije mirovanja, on~~o kako bi sledovalo ро 
specija1noj re1ativnosti. Time је princip ekviva1entnosti u bi
tnom opravdan. Ipak ne treba zaboraviti na ogranicenja pod ko
jima on vazi~ niti na priЫiznost zak1jucka (38.4). Strogi iz
raz (38.1) uneo bi neke promene, ma1e a1i nace1no vazne, u na
se zak1jucke. Zbog tih ogranicenja i priЬliznosti neki ug1edni 
naucnici osporavaju potrebu za takvim principom. 

l\a Etv.esovom eksperimentu zasnovano је ono sto se danas 
zove ~a1ilejska i1i s1aba ekviva1entnost. Ajnstajnov zaшis1jeni 
eksper~ment nam ukazuje na to da se i u neinercija1nim siste
I7'imo. moze, trenutno, loka1no i s odred:enom tacnoscu, racunati 
s:..; trcшsformacionim obrascima specija1ne re1ati vnosti. Izvode
nje koje је ovde dato pije I'arocito iiiroko, a1i u osnovi iskazu
je ono sto se zove Ajn3tajnov princip ekvivalcщtnosti. ~!i cemo 
se kasnije neki pu-;;· osloпiti nэ. tэј ·princip, koji је. i· danas pr
cd::>et izucav~nja (videti npr:' .. ·• :;::·. r:i, Fћys. Rev. Letters, Vol. 

3~, str 301, 1977). 

39. т·riгci? ~:eodezi;iskih svetskih linija 

Гot~ir:ю od nostavki ·о kretanju ро r;eodezijskim 1inijama, 
d::>.tih u. ~ 5. Je.C.nэ.~inc vrcmeнskih i nultih geodezijskih linija, 
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to jest svetskih 1inija kretanja ро inerciji materija1nih ta
caka i--svetlosnih zrгkoYa, bile su napisarie u odnosu na jedan 
jedinst'leni inercija1::li sistem. r:ec1utim, prvo sto smo ucini1i 
u. prethodnom odeljktt bilo је da posmatraca koji miruje u odno
su na stacionarno homogeno gravitaciono ро1је izjednacimo s 
drugim, jednako ubrzanim, posmatracem. 

Nace1no nepostojanje inercijalnih sistema u sirokom, 
vodi zak1jucku da svetska metrika u gravitacionom polju ne do

pusta da Kristofe1ovi simboli ~~~ ~udu svuda jednaki_~~li, o
dakle s1eduje da tenzor krivine mora biti razlicit od nu1e. Za
to Svet sa gravitacionim po1jem ima zakrivljenu metriku. Druga 
posledica nepostojanja inercijalnih sistema u sirokom је ta da 
ubrzanje nema vise u opstoj re1ativnosti apsolutno znacenje iz 
specija1ne. 

Treba da se opredelimo za ono sto predstavljaju svets
ke 1inije kretanja ро inerciji. Postavicemo dakle Princip geo
dezijskih 1inija koji glasi: 

1) Svetskэ. linija s1obodne materi;ta1ne tacke u gravitacionom 
polju је vremenska geodezijska linija Sveta op~te relativnosti. 

2) Svetska J.inija svet1osnog zraka u slobodnom prostoru s gr
avitacionim po1jern/je nulta r;eodezi,jska iini,ia Sveta ·apste re1a

tivnosti. 

Т:i znamo da diferencija1ne jednacine geodezijskih li
nija u odnosu na jedan '!remenski ili nu1ti kanonski parametar 

glase: 

(39.1) 

I1i, izraieno pomo6u cetvorobrzinw: 

J.v.J. ("":' .t •. ~ •. \" = t) (39.2) 

-~ -t ' ~..,. "' ~ 
Ove j.ed.ria~ine se, u konacnim oЫastima Sveta ne шogu svesti na 
prosti ob1ik iz pseudoeuk1idske metrike, mada se izborom met
rike moie postici da Кristofe1ovi simboli budu jednaki nu1i 
duz jedne geodezijske linije. То se mo~e-uciniti upravo dui 
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svetske linije odredene materijalne cestice u gravitacionom 
polju. U takvom sistemu ona~izgleda~neubrzaria, ali~je'to~pos
ledica prilagodavanja uslova posmatranja samo jcdnoj tacki, 
13. vec neki drugi objekt koji se krece ро inerciji, posmatran 
iz toga sistema, trpi ubrzanje. I prvi objekt trpi ubrzanje 
ро merilima drugog, ра v~dimo da neubrzanost vise ne moze Ъi
ti opsta osobina niza odvojenih materijalnih tacaka. 

Sve sto је receno vazi izricito za materijalne tacke, 
ili cestice, u gravitacionom polju koje su stvorile mnogo ve
ce mase nego sto su njihove. }ii ustvari zanemarujemo sopstve
no gravitaciono polje cestice u odnosu na ono u lcojem se ona 
krece. Princip geodezijskih linija ne vazi,ako su razmere po
smatranog tela takve da se njegovo gravitaciono poljc ne moze 
zanemariti u ukupnom bilansu, jer materija unl!tar njega vise 
ne predstavlJa slobodne cestice. 

U prethodnom odeljku smo"pokazali opr:::vdaлoE:t pretpos
tavke о torne da se pojave rnogu, lokrйno i tr·enutг.o, izraziti 
u odnoeu na neki Lorencov sistem u homogenor cravitacionom po
lju. Sad cemo tu pretpostavku prosiri·ti г.е J,:roizvoljno gravi
taciono polje. Тај zahtev se sastoji u to~e da зе ~etrika lo
kalno uvek moze dovesti u oЬlik: 

(39-2) 

.t Gde su I.U med'usobno nezavisne linearne diferc:-:~ijc-,1!'.e forr.Ie 
р о koordinatama ')С.(-(.{ = 1, 2, 3, 4). Znaci dP uve': rnozemo na
ci promenljive d~.c = с.џоl. u odnosu г.а koje мetril:<- i1'1a lokal.:.. 
no J"orencov oЫik. Ovo је, ustvari najop:'-tije i najjed.nostC~•."

nije iskazan princip ekvivalentnosti. 
U ~ 50 Ьiсе dat razradeniji pri1az pitC!njп vrc!'1cnskih 

geodezijskih linija, i koordinatnih sistcma u i:iro~-<:om koji :;" 

pomocu njih mogu definisati. 

Z а d а t а k 

Ako х" od.red:uje lokalno vremenski orijentisanukrivu, 

u sistemu ciji је metricki tenzor i~ , postaviti lokalni Lo
rencov ortogonalni sistem cija osa ~~ dotice %~ u posmatranom 
dogad:aju, i pokazati. da је prostorni interval Д , upravan 

na _а,С , odred:en izrazom: • 

~"=(111 - j;1~~,1i~).hY~" · 

IX. SVET OPSTE RELATIVIЮSTI 

40.' Jednacine grюtitacionog pol,ia 

Vec smo i~takli cinjenicu da opsta teorija relativnos
ti izjednacava, Ро pretpostavci, metricki tenzor Бveta s poten
cijalom gravitacionog polja. Stoga funkcije gravitacionog pote
ncijala odredenog geometrijskog znacenja, i identicnosti koje 

~ .,l.f>. zadovoljava preko tih fuakcija, r.юraju imati i fizicko · 
znacenJe. Osnovne veze u koje ulazi potencijal moraju Ьiti ten-

. zorske, dakle ne sme,ju zavisi ti, u svome opstem oЬliku i Ьi t
nim osoЬinama, od izabranog koordinatnog sistema. r;;adalje се s"e 
samo·izuzetno dogadati da neki opsti relativisticki obrazac ne 
bude tenzorska jednacina. 

Као prvi sistem funkcija gravitacionog potencijala tak
vih osoЬina namece se Riman-Kristofelov tenzor krivine p_~/SV'& 
koji u potpunosti od.reduje krivinu Sveta: 

Ovaj tenzor zavisi samo od gravitacionog potencijala i njegovih 
prvih i drugih izvoda. lia osnovu algebarskih identicnosti koje 
zadovoljava, on ima..!J\\.'{ 1\41.'"-.1\) meC:usobno nezavisnih kompone
nata u м. -dimenzion'Ьt prostoru, sto znaci da u svetskoj metri
ci predstavvlja sistem od 20 med:usobno nezavisnih funkcija, ko
je preko potencijala , kojih ima 10 nezavisnih, i njihovih pr
vih i drugih izvoda, zavise od cetiri koordinate. Ali time ni
sm?, uzeli u obzir sve · opste uslove koje Q.~y6' zadovoljava. 
Jer postoji i poznata Bjankijeva (Bianchi) ciklicna identicnost: 

(40.2) 

Moze se odmah primetiti da Ricijev (Ricci) tenzor krivine R.( , 
doЬijen kontпakcijom iz Riman-Kristofelovog, ima zbog simetri~ 
10 komponenata. U slucaju da su vrednosti tih komponenata pro-
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pisane, imamo sistem diferencijalnih jednacina ciji је broj је
- dnak--bro;)u':koпiponiшata gravi tacionogpot~~~ijala. -т~т.;-,--razume 
se, treba dodati i uslove za ~· dobijene kontrakcijom iz 
(~0.2). . 

Pos·.-·1vlja se pitanje sistema diferencijalnih jednacina 
koji predstavlja relativisticki ekvivalent. Laplas-Poasonove je
dnacine (Laplace-Poisson) za njutnovs~i potencijal. Postavicemo 
tri uslova cija ispunjenost treba da odgovori na to pitanje: 

а) Osnovni sistem diferencijalnih jednacina koje zadovoljava 
gravitacioni potencijal predstavlja, ро svom oЬliku, simetricnu 
tenzorsku funkciju dru5og reda (;~А , koja је jednaka nuli (ho-
mogeni slucaj) nekom zadatom ;~~zoru (nehomogeni slucaj). 

Ь) 

i n,jegovih 

е konzerv.ativan u tom smislu da mu 'е kovari-

Ako izvrsimo dve uzastopТ'.A kontrakcije u sistemu (~0.2) 
dobicemo: 

V.t( ~~- tR ~~)с С> (~0.3) 

< R~= R:.t.,ft' R = ~~ >· 
Ovaj sistem od cetirl ~dnacine predstavlja divergenciju jednog 
simetricnog tenzora drugog reda, cije komponente zavise samo od 
gra~itacionog potencijala, onako kako to zahtevaju uslovi а), Ь) 
i с). Тај tenzor cemo smatrati da predstavlja <Э.I.Ј': 

(~0-~) 

Istrazivanje tenzora koji zadovoljavaju navedene zahte
ve, а da ne ogranicavaju svetsku metriku ,nekim dopunski~ uslovi
ma, dovelo је do toga da gra.vitacione, ili AjnstajnoveJ:jednacine, 
kako .. se jos zovu, mogu imati levu stranu opstijeg oЫika: 

(~0.5) 

- ЈА-5 -

__ po:Q_Uil_Ski_cl'"I1 Л predstav-lja _konstantu koja је protumacena kao 
recipprocna vrednost kvadxata "poluprecnika Vas:lone" (videti gl. 
XII) i dobila naziv ko.~moloska kDnstanta. Zasad је necemo kori
stiti jer izvan lcosmologije nije potrebna. 

Ajnstajn је. pretpastavio da jednacine kojima na levoj 
strani stoje izrazi (~0.~), odnosno (~0.5), predstavljaju rel
ativisticki ekvivalent Laplas-Poasonove jednacine. Osim navede
nih razloga opravdanje za to lezi i u cinjenici da ti izrazi za 
takozvano slabo gravitaciono polje, koje se od njutnovskog raz
likuje za dovoljno mala odstupanja, doЫjaju oЫik Dalamberovog 
operatora nad i.tp (videti Dodatak С). Francuski matematicar Ka
rtan (Е. Cartan) strogo је dokazao da pod uslovima а), Ь), с) 

najsire uopstenje klasicne jednacine za njutnovski potencijal 
moze irnati na levoj strani samo izraze oЬlika (~0.5). Razume se 
da Ы se pod nekim drugim uslovima, lcad Ьi na primer uzeli u ob
zir i neke inercijalne clanove, na levim stranama pojavili i dr

ulcciji operatori. 
Iz uslova (~0.3), da је kovarijantna divergencija G ~ 

jednalca nuli, sleduje da on moze Ьiti izjednacen samo s nekiw 
konzervativnim tenzorom istog tipa. То moze Ьiti jedino tenzor e
nergije -г:, za odredenu materijalnn sredinu ili polje, jer se 
tirne ne uvode nilcakvi novi pornocni tenzori, niti posebni uslovi: 

(~0.6) 

gde је ._ relativisticka gravitaciona konstanta, koja izjedna-'
c~va dimenzije velicina na levoj i desnoj strani. То su Ajnstaj
nove jednacine, ili jednacine gravitacionog polja. One opisuju 
gravitaciono· polje i njegovo sadejstvo s drugim poljima. S obzi
rom na identicnosti (~0.3) sleduje da jednacine dinamike, analo
gno onorn sto smo imali u specijalnoj relativnosti. glase: 

(~0.7) 

Situacija је izmenjena utoliko sto tenzor gravitacionog poten
cijala, lcoji podize i spusta indekse, sad pripada 1'imanslcoj me
trici. То је i razlog· sto divergencija rnora Ыti kovarijantna. 

i 

1 
'i 
il 

.,:r . 
. 

1 

i .. 
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.. __ U ~~kuumu, u_ odsu~t'vuj1e~~roma~~etnog polja (takozva
·-·------~i в1оЬоdnз: prostor)

1 
grav:t:tacJ..o:rle JednacJ..г:-e· g1ase; 

us1ova а): 

(40.9) 

S1obodni prostor u gravitacionom polju od1ikuje cinjenica da је 
Ricijev tenzor jednak nu1i. U cetvorodimenzionom Svetu opste re-
1ativnosti \1, Riman-Kristofe1ov tenzor ostaje raz1icit od nu1e, 
dak1e postoji krivina metrike. 

Treba da opravdamo identicnosti (40.3), jer one vaze po
red deset jednacina (40.6) i1i (40.9), koje zadovo1java isti to-
1iki broj komponenata i .&р • Иi mozemo 1oka1no, u svim dogaG:aji
ma koji leze u Ыizini neke hiperpovrsi ~ , izvrsiti trans
formaciju koordinata tа.1щ da cetiri komponente ,(јоС/) dobiju od
redene vrednosti. Tada ostaje cest proizvo1jnih komponenata to
ga tenzora, koje zadovo1javajи siste~ od deset jednacina gravi
tacionog ро1ја, ра иs1ovi (40.3), kojih је cetiri, иprevo otk1-
anjajи proizvo1jnost и istoj meri. Dalje ~ето deta1jrlije razmo
triti ovo pitanje. 

41. Pretpostavke о metrici 

Ispitivanje metrike Sveta opzte relэtivnosti zahteva ne
ka nace1na oprede1jenja и pog1edн koordinэtnih sistema kojфo
zemo koristiti, и odre:'enoj oЫasti oko nekog dogadaja, 1ini
je, povrsi i1i hiperpovrsi . G1edeci korak odnosi se na me
triku, koja је zЪog potencija1a zastиp1jer.a u gravitacionim 
jednacinama. Zato C:emo, u najkracem, raznotriti osnovne zaklju
cke i obrasce koji se odnose na prekidne funkcije i njihove iz
vode prva dva reda, а koji се nam u s1edeca cetiri ode1jka bi-
ti osnovno orиde. 

ifeka fиnkcija f је k1ase С 0 и nekoj oЬlasti1 ako је 
definisana i neprekidna ро svim areumentima u datom koordinat
nom sistemu, s tim sto to ne vazi za njene izvode. Opћtije u
zev, jedna funkcija/ је k1ase С'-( .f«.= 0,1,2, ••• ) u nekoj o
Ыasti, ako sи osim nje definisani i·neprekidni svi izvodi, za
k1jиcno s redom -'. , ро svim arc;umentima, а u odnosи na dati 

1-:oordiг.atni sistem. 
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S1ede6i na redu је pojam funkcije deo ро deo neprekid-
·ne; ili deo po-deo-g1atke,--do.odre<i:enog reda.izvoda···l'teka-·je·-f----·_;_ ____________ _ 

definisana u nekoj oЫasti n 1okalnih koordinв.ta ~te( rJ.. = 1, . . 
2, ••• , 1К. ) , koju de1i hiperpovrs Z:. , zadana sa 'ј..._= О ( s1-
ika 18). Pretpostavimo da је u celoj 5:). funkcija .f klase С• , 

to jest d~fini~ana i nepre
kidna. Us1ovimo de1je da ( 
и toj ob1asti Ьиdе deo ро 
deo neprekidna reda i. (~>О). 
Pretpostavimo takoce da је 
0.. izabrana tal<::o da је и sv
akoj od dve podoЬlasti ~ i 
.а..._ , na koje Z::. de1i .О.. , 
neprekidna k1ase С" , s tim 
sto svi njeni izvodi, od pr
vog reda navise, trpe preki
de pri pro1askи kroz Z: . A
ko је ~" odred:eno sa ~""<О, 
а .s:lt sa 1 ""~О , izvodi :(Щ 

----------...,.---------- (r = 1, ..• , i ) и nekom prav
cи koji prodire'kroz l:. , ra-

v f'"' ~ d vnomerno teze 4 na ~ ka 
s1ika 18. 

~~ tezi nи1i preko negativnih vrednosti (dak1e iz ~4 ), od
nosno ~Ш na Z:., kad ';(' tezi nи1i preko pozi tivnih vrednosti 
(dak1e iz Cl~,. ) . Sаше {,.!&Ј , odnosno fL(A/ , ponasajи se kao fun

cije k1ase с· osta1ih argumenata ~ i (i = 1, 2, ••• ,"11.-1/ na 
!: (videtl s1iku). Priшetimo da su, u s1исаји da је ~ и .t1. 

k1ase с.! а С"' ро cie1ovima иz .t.. )-t , vec prvi izvodi preki
dni pri pro1asku ~ 1: , dok :!2:§. njoj isti izvodi f/ i {.{. 

predstav1jaju, и odnosи na promen1jilive ~· , neprekidne funk-
cije k1ase С. fr.м.t kad se pomeramo ро bi1o kojoj putanji ~l(.Щ 
(i = 1, 2, ••• , n-1). Za .r..,) t. bismo imali da su (.."' i f.,• ne-

c. •-\. . ~ prekidno diferencijabilne klase na samoJ ~ • I da1je 

redom tako. 
Prethodno smo se ogranici1i na s1исај kada је f nep-· 

rekidna funkcija klase с· , а С.._с ~;>о ) pckie1oviшa, и aь-
1asti Sl. . Hozemo, bez bitnih promena u rasudivaniи, posшatr-
ati funkcije koje su klase с• с ј "="' о ) , а С < ~>А ) 
ро de1ovima u toj oblasti. Tada su funkcija f ±. njeni izvodi 
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do reda ј (najmanje prvog) definisani i neprekidni u се1ој o
Ъlas:t;i ..{L ' _а od reda а ... 1 do ~ neprekidni u oblas~ima t'l ... 
i ~ , а prekidni pri prolasku kroz 2: • Na samoj toj biper
povrsi vaze, . za izvode Ciji red ide od ~е ti~) do f <? ((. = 
= 1, 2), bez bitnih izmena, svi zak1jucci koje smo ima1i u s1u
caju kada је f k1ase с. ' а сј. ( ~:;>о ) ро de1ovima. 

Treba i forma1no da iskazemo prethodna razmatranja. Pr
ekidi funkcija pod1ezu u ana1izi poznatim Adamarovim (Ј. Hada
mard) us1ovima. ~1i cemo ukratko dati veze izmed:u prekidne fu
nkcije i njenih izvoda. Ana1iticki pri1az, dosta pristupacan, 
dat је u Svarcovoj knjizi vec navedenoj u § 21 (L. Schwartz, (·Н.], 
Methodes mathematiques pour 1es sciences physiques, str 89-95). 
Uzmimo da је f ska1arna funkcija k1ase С• , а ~~ ро de1ovi
ma. Tada се, ako zagradama &··Ј oznacimo raz1ike vrednosti 

fa. - f~ funkcije f , ili (")(} ... - (")f)., njenih izvoda, Ьiti 
pri pro1asku kroz 1: : 

(41.1) 

(41.2) 

(i.J= 1, 2, ••• , n-1); 

gde D i Е oznacavaju skokove izvoda odgovarajuceg reda na Z:: 
Postav1ja se pitanje da 1i prekidi neke funkcije i nj

enih izvoda, ustanov1jeni u jednom sistemu, postoje i pos1e t
ransformacije koordinata. Ocig1edno је da se za nesingu1arnu 
transformaciju { '1} ~ (х} , pri kojoj su nove koordinate pre- _ 
kidne funkcije, i1i funkcije s. prekidnim prvim izvodima,od ra
nijih koordinata, moraju pojaviti prekidi funkcije f , i1i 
njenih prvih izvoda, i tamo gde ih u ranijem sistemu nije bi-
1o. Si;oga, ako funkcija { i njeni izvodi zadovoJf.v~ju us1ove 
(41.1) i (41.2), nove koordinate Х-4 moraju Ьiti funkcije kla
se с.~ od ranijih ';\.t u Q. , ра се isti prekidi postojat~ u 
novom sistemu, а novi se nece pojaviti. Zaista, tada (41.1) i 
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(41.2) daju: 

[f 1 =о 

. . . . . . . • (41.3) 

-= ~j)a'l:E_.t + ,_~х"' - .2.tt 
?~' -ъ~.... ь.(. ?~·~~""-~а' =t-o) 

[~ .. f .Ј _ Е ?х• о~ .. " 
{l,fj - ~ Э~"' ?Ј"-+ D. ~~ 

=Е. :ро . .... • • (41.4) 

( .1.' 1' = 1, 2, ••• , n; i.' а = 1, 2, ••• , n-1)~ 

S obzirom na nezavisnost rezu1tata od poretka parcija1nog dl-
ferenciranja, ve1icine Е,:15 su simetricne. . 

- Ako pog1edamo prvu vezu sistema (41.3), vidimo da је o
na pos1edica odgovarajuce veze u (41.1). S1edeci sis~m 1inear

nih jednacina ima, posto је jakobijan transformacije ~+-о, 

1: 
ш 

Ј' 
1 
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а poslednja jednacina nehomogena sa .]) ':/: О, jedinstveno netr- -
-- ------ ivi5alno-·rёseiije za )>~ u funkciji ·Ј) • Kad te--vrednoe+~-,".,,"~.----~> 

semo u (41.4) dobijamo, pri utvrdenom indeksu (!Ј , resenje 

za jedan niz vrednosti (;.'~ ( cL promenljivo). Henjajuci јЗ , 

· а samiнJ tim i koeficijente ?:r.r?~1 , dobijamo niz saglasnih neho

mogenih sistema 1inearnih jednacina ро ь~ ' cija su resenja 

jedinstvena u funkciji vec na~enih ~~ ' njihovih parcija1nih 

izvoda i velicine t:: • Tako mozemo, u zavisnosti od velicina {) 

i Е: , koje predstav1jaju skokove izvoda u ranijem koordinat

nom sistemu, odrediti na jedinstven nacin skokove u novom sis

temu. Noze se pokazati da neprekidnost te funkcije i njena pr

va dva izvoda na .О.. u ranijem sistemu povlaci, pod. na::;im pret

postavkama, njihovu neprekidnost i u novom sistemu. 

Razmotrimo pitanjЩюnai;anja funkcije ~ u pog1edu zako

na transformacije. t'i smo posmatrali slucaj lcada је ona bi1a s

kalar. Ako bi bi1a tenzor, ili neki drugi geonetrijski objekt, 

situacija se menja, jer bi se tada u transformatu nasli i izvo

di jednih koordinata ро drugim, prvog reda za. tenzore, а dru

gog za koeficijente povezanosti ~~ ( videti § 13). Ctud se u 

izvodima transformata tih geomet:Гijsl::ih obj0l~at;a poj:o,v1juje red 

diferenciranja koji unosi prekide, pod na~im uslovima, i onda 

kada ih u po1aznom sistemu nije bi1o. ;; sledece~ odeljku :Оеr.ю 

ispitivati prekide izvoda tenzora i njihovil! tr:;.пsforoo.tэ. 

Siroko ispi ti vanj е sэ. izrazi to ded.u.kti vnim :;_;гistu;::.om, 

prekidnih geometrijskih objekata, moz0 se na prioer naci u !,i

snerovicevom c1arJ.ru (А. J,ichnerolvicz' Cndes de с~ос' Ос<:~.ес; iн

finitesima1es, ••• , СПЗ session, ::elativistic l.i'luid r:':-:.awics, 

1971) i drugim njegovim kursevima. 

Smatracemo, uopste uzev, da Svet ops·te relc.tivnosti p~'

edstavlja povezanu, orijentabi1nu i diferencijabilnu mno;ostru

kost ~ sэ. 1o1~81no pseudoeuk1idsl:om strukturoo.. Cvo po:йed!Ije 
S!Г.О vec bi1i nagovestili pretpostвvkom О ee;zistcr-.ciji lol:?1no 

Lorencovih posmatraca u sv81com dogac':эju -r'-
Ostaje nат da konkretizujemo nаЬо zak1jucke. Гosr.e.tra-

6emo moguc:e preJ:ide izYodэ t0nzora cravi·Gocionog po·tenoijala ko

ji su zastupljeni u jedпacinaшa poljo. (IJ-O.G) i (L~C.C). I:oordin

atne sisteme, koji 1okalno zadovo;!iavэ.ju pos·t11vlj~::J.e щ:;lovc, zv

acemo dopusteni sistern.i. Pored izrгzo. (39.2), koji iskazuje lo

ka1no pseudoeuk1idski karakter r.юtri:-:c, smo.tra6emo d.o. ::::u. tro.r.::::

formacije riesingularne i da zadovo1javaju jedar1 od d.va izbo:r:·c. 
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pretpostavki. 

-· "'-----±Le---.P rv orr;- i-z.l;.o:r~u---.j-\;--: 

а (lc 
а1 } I/or;u:t.эr:o kooi•r.lir~ate sп fшlkci~-ie bo.r ic18.se С'". , 

ро Q_в,1 ov-ir:1э., ;iedrlc оО. dгugi~, ... 

а С' 
а2 ) Gгavitэcioni poter:ci;jз1 је funkci,ja Ьэ.r kla:::e 

ро delovicэ, d.op"tl~'Ccпiћ. l:oo:rdi!:';ata о 
С' 

Podrazumeva se da polazr:i loka1ni dopusteni koordinatni sist-

em mora zadovo1jiti ove dve pretpostavke, s tiш sto u prese-

ku njegove oblasti definisanosti t.J,. s nekom drugoш oblascu tu". 

drugog 1oka1nog sis·tema, ovaj шоrа zadovoljiti iste pretposta

vke da bi bio dopusten. Tako se dalje шоzе siriti oblast defi
nisanosti p·o1aznog sistema. 

а 

8 

Ро drugoш izboru је: 

ь1 ) Dopustene koordinate su funkci,je bar klase 
С' ро de1o•rima, ,jedne od drugЧ1. 

ь2 ) Gravitacioni potencija1 је funkcija b11r k1ase со 
с ... ро de1ovim8, doDustenih koordinata. 

Pada u oci odmah da nasa ranija dislrusija, sprovedena pod pr

etpostavkoш da su jedne koordinate funkcije klase c'l. od dru

gih, vazi za prvi izbor pretpostavki а ne za drugi. 

Иi cemo prekide izvoda r;ravitacionog potencija1a pod 

us1ovima а1 ) i а2 ) (prekidi drugih izvoda) tumaciti kao pore

mecaje na frontovima infinitezimalnih ili oЫcnih ьravitacio

nih ta1asa. Prekide koji se pojavljuju pod us1ovima ь1 ) i ь2 ) 

(prekidi prvih izvoda) tumacicemo kao poremecaje potencijala 

na frontovima udarnih gravitacio~h t11111sa. Ovi pos1~dnji bi-

1i su. predmet novijih ispitivan~a Lisnerovicг. i njegovih sar

adnika (С. R. Acad. Sc. t 273, А 528-532; t 27:G, А 1385-1389; 
У. Choquet-Bruhat, Cornm. Math. Phys. 12, 16-35; i drugi). Tre

ba re6i da ima jos naucnika .koji su izucava1i udar~e gravit8-

cione ta1ase, drukcijim metodama i1i u nekim konlcretпijim s1u

cajevima. Ni ih neceriю razmatrati. Ogranicicemo se na iz1aga~· 

nje uslova zapostojanje obicnih gravitacionih ta1asa i na 

njihove ~1avne osoЬine, koristeci ov11kav prilaz;·u siedecim 

ode1jcima. ' 
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Ricijev tenzor krivine glasi, na osnovu kontrakcije u 

(40.1): 

(42.1) . 

i1i eksp1icitno: 

(42.1') 

gde su svi c1anovi u kojima nisu z~stup1jeni drugi izvodi 1~ 
grupisani u simetricne funkcije 0.-tt 

Jednacine gravitacionog ро1ја u s1obodnom prostoru (40.8) 

koje razrnatramo prerna tome g1ase: 

~)+Q.~ =о. 
~".t7>~ 

(42.2) 

Fostav1ja se nacelno pitanje re~avanja ovog sistema par

. · 1 'h ·~d~~cina dru~o~ reda od nepoznatih funkcija i~. ~ро 
c~Ja_n~ Ј- --' - о "· _. 

1 · · · ;;с. "r "'rvo moramo imati, na nekoj hiperpovrsJ... . 1 promen J~V~Y.I • " ·· _ ... 
zasacl. proizvoljne orijentncije, zadane vrednost~ promen1J~V~h ,.. 

(~ . 1 · {"" А ) ""cl е sa ·-ь_ oznc:ccavamo izvod u pravcu up-
:-a~ ~ ....... ,oljS. ''-'. .· .. 

ravnom nn ~ • Т'о1 prr.tpostavkema al) i а2)' usvoJen~m u pr~t- .· 
. 1 ., .а ., 0r~ ьi·ci пepi·ekid.an i bar jednom neprek~d::-

hocl.noo oa.e-J~:u, 6~ · · ··· :·. . · · 
· · • ., а J'oi:. iva.~щt d.ifererюijab~1an ро delov~ma 

~о diferc~ClJ~Cl-~n, 
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(dakle klase с• ' 3 .с' ро d.elovima) u posmatranoj oЬlasti 
Q 'oci '..; Ispitivan;je reguiarn~sti Z sas·toji se u tome da 

utvrdimo pod kojim uslovima ona moze da postane povrs prek-
idnosti za druge izvode 4,_..._1~ . Smatracemo da iduci ~.:. 

!Е..2д. /: tenzo,::- (i~}o treba da bude bar klase С' , а (')~~~,~}. 
bar klase С .• Ovo mozeroo uvek zahtevati, jer mi postavljamo 
proЬlem i zadajemo vrednosti na ~ • Pri prolasku kroz tu hip
erpovrs mogu ве pojaviti pre,ltidi ve6 drugih izvoda grэ.vitacio

nog potencijala. 
Izvrsimo razvretavanje izvoda na Z:. . Neka ta hiperpo-

vri:i bude prvo prostorno orijentisana, i lokalno zadana 'sa 
~ = О. Koordinatna linija Х.~ ne mora Ыti ortogona1na na Z: , 

sto Ы nuzno povlacilo njenu vrernensku orijentaciju, ali сета 
mi postaviti kao uslov da bude.vre~nski orijentisana, sto o
pet ne znaci da mora Ыti i ortogonalna na toj hiperpovrsini. 
Tada је 1'"~ О . Izvod u pravcu ~ razlaze se lokalno ро 
tangenti i normali u odnosu na 2: . Posto se izvodi u tangent
nim pravcima dobijaju diferenciranjem ро promenljivim ~l , ko

je se rnenjaju na Z:: , sleduje da su uz (~"' 1"-')... zadani i (а~,1<еЈ. 
i obrnuto. Znaci da se drugi izvodi ("ЬtјЈ-"}. i (~~r~.J. do
bijaju diferenciranjem zadanih velicina na Z: , ра su neprekid-
ni. Ostaju jos ?H~titS koji Ы jedini mogli imati prekide. 

Ako ispisemo jednacine polja (L•2.2) na 2; , razdeljene 
u trj Grupe prema indeksima, imacemo: 

(42.3) 

... ) =0)1 
(42.4) 

; . ·- ) =о. . 1 

U ovim vezarna, koje se mogu neposredno pi·cveri ti., ),.. , 'h_t , . Ll L 
'fl. su funkcije.·samo ohih velicina koje -su zadate iћ. se mogи 

izracunati diferenci.ranjem na Z:. . Vidimo odпiah dve stvari.;~Pr-i 
.vo da је ovaj sistem, s obzirom ~а indefinitnu metriku, hiper
bolй:kog tipa. То se vidi ро koeficijentima uz clanove sa naj

vi~im redom izvoda. Stoga је ispravno postaviti Kosijev prob-



lem, za koji вmо ве u prethodnom 
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pojavljuju samo lcomponente 1Ч tenzora potencija1a koje 

varaju krivim na toj povrsi (ma da su ns njoj zadane i osta-

1e komponente ioljS i njihovi prvi izvodi u norme.1nom pravcu). 

Ustvari, za odredivanje vrednosti traienih drugih izvoda gravi

tacionog potencija1a dovo1jan је sistem od sest jednacina (42.3~. 

koji је zbog toga i izdvojen. г .... sto se u (42.3) drugi izvodi tih 

sest komponenata ?.".i~ mogu izracunati iz podataka za Kosi..::· 

jev proЬlem, to zasad nema mogu6nosti da se u te jasno odredene 

izraze unesu neki prekidi, odnosno promene vrednosti posmatra

nih ve1icina. 

U §La smo ustanovi1i da se pri tran.sformaciji koordi

nata ne moze garantovati, u odnosu na svaki sistem, neprekidno

st odredenog reda izvoda tenzora i drugih geometrijskih objeka

ta. Treba proveriti pitanje postojanja, i1i nepostojanja, pre

kida izvoda komponenata ~~ u od.nosu ne raz1ici te dopustive 

sisteme, naroci to s obzirom na 'Р н 1"~ koji se ne pojav1juju 
.1 (42.3) i (42.Lf). Zato 6emo izvrИti tr:щsformaciju (~)-+(х'} , 
takvu da na z; ostanu sacuvani koordiпatna mreza xl i 1oka1ni 

tan::;entni pГO'lCi г..а ,(е Time S1.\ ocнveni i podaci za Jro~ijev 
proЫem, dok za vrednosti ?/!"q. О koordina.tne krive izmene ko

пfigнraciju (vide.ti s1iku 19). Takva је sie;u_._""'lo transformaciju: 

Ј.""' .1..1 ""' 1,2,3,4) 

e;de је f..L definisano tako da tezi nu1i istovrcr.1eno Jcad i х!' . 
;:а hiperpovrci Е. nosaeu proЬlema tada imamo: 

(42.5) 
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r:a osnovu zakona transforг::'lcije tenzora (~ei,SJ-;ao ( ~} 
(42 .5), ·dooijam6: 

i veza 

(4~.6) 

Vidimo da su podaci za Kosijev proЫem ocuvani. Za druge izv

ode р о "' ' odnoena ~ ' treba razde1i ti promen1ji ve' kao sto 

је ucinjeno u (42.)) i (42.4). ~ada racun daje: 

(**l -(~). l ("2.7) 

litf).~ tf."~~J. t'f' .. + o:V>, • (~ •• 1-,. '() ·~ 
I posle ovakve transformacije doЫjamo, 

slika 19 

dakle, neprekidnost iz

voda ?н iii na Z: , 
dok izvodi ~~,. 1•~ 
mogu iшati preki~e. Гri 
izboru q>ot , ·uakvoш da 

Ьнdе (f']. :Ј= О , i:Jto 
је mogu6e, jer sн jedne 

koordinate klase С" u 

odnosu na druge, а 
~ se pojavljuju tek 

pocev od tre6eg izvoda 

na .z; , mogн se stvori

ti ili ukloniti prekidi 

i voda ['iн~~Ј. 
Ista analiza Ы 

sc mogla sprovcзti i zэ. . 
Z:.. vremenskog tipa ( ~ 
~О) . Otud vidimo da је 

t ·· · n _·na hз.'perpovrsillla koje su u вvakom do
proЬlem ispravno pos aViJe 

ili r menski Drugi је zaklj-gadaju. orijentisane bilo prostorno v е • 
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cak da samo prekidi drugih izvoda transverzalnih. komponenata 

~!Ј •i да Z: mogu imati fizicko tumaceЋ.je ,· jer ве dopusteaiJII 
transformacijama koordinata ne mogu ni stvoriti riiti otk1oniti. 

C:st"-~'= cluccj iиiC:.a z:; lokalno dotiCe nu1ti k~nus. Ta(la 

EOl':o- ~.,.а'. р:гs. ·"ас ла toj ћiperpovrsi mora bi ti, kao st~ smo vi

deE '·' :ol'J.i:c.ju. ravncg to.lasa С § 14, jednacina (.14.10) i da1je),. 
р,,,.~-; ,,~1 ... .Ј. . .,... тт ,. t ,у.. . v . '-'··-. ~·- vO-. ·· oora:cnи а ".. , kOJU raz1azemo na normalni i 'l;a-
n~····'····i ··O'~v-~ u .-1 .,.. ь·' . •• Q•··· ·- ~- · ~v o~nosu nв ~ , lce s1ngularne, ра је. 1 о О. 
т 7 '1• ~ 7' . ( lL..., 4 ~ . • d • d t "" . ~ , · ., • _;, '· , '-. ~ Vl 1r.10 э . ada i •tr~ 1"4 mogu bi ti 
p'ol:j:':·.i. Za.J.:ljнcak је da '>~~~ij mogu.biti prekidni ,jedino ла 
~':.:} ~:..; r:-. :~it)C~--;;ovrr.ima. 

L;:;.. ':'arlcн::-.ost ,icdшo.cina p;ravitacionog ро1,ја. Gravi

trycio~i zrзci i talasi 

Го:;:::'с.·с:'ајn.:о, u slucaju da sн uslovi za resenje jedna

l;n!.~'-' i.:r:re"v-no postavljeni, dakle lokalno ~",t О, veli

G~ iz (!.:.C.L!): 

('+3.1) 

2c.r"isl.ir.ю do. sн nг. Z:: doti (G:},. r•:ozejse proveriti da ni u ј-
~.iпој od l:o:пponenatэ 'cenzora в: nema izvoda ?.,_ Э"-' . Da-

kJ.e, tada podaci za r:oi5ijev proЬlem (~. i (~~). omoguca
vaju da se, diferenc.iran ј Cf'1 р о koordinatama r 1 odrede OSta

:.i iz'rodi, ра prema tome i ·vredнosti 

d.э.ti (RtJ}• i (R.Щ. , je<J.г.oCine: 

~· ' ,' (6~). = о } 

(6~1 . Ob=uto; ako su 

(4-3.2) 

.. r:юraju .biti zadovoljene. Sad mozcшo zadrzati ~ medu gravitaci:.. 

oг.il'l jednacinama, siste.m (42.3) ,' а ~mesto (42.4) ·. 9taviti (4-3.1). 

'.i.'o је mO(:;u.ce stoga sto su, na osnovu vaze6eg sistema (4-2.3), 

R.ц jednaki nuli, ра u (43.1) ostaju вt i в: ' srazmer-
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ni Rt.\ i R~~ _preko regularnog koeficijenta 1Ц 
na је, dak1e, isprevna. Zbog (42.3) takode imamo: 

• Та zame-

Znaci da su i preosta1e komponente tenzora G: linearne funk

cije samo Rol-i , cime su ujedno linea=e funkcije i 6~ . A

ko napiserno jednacine (40.3), odnosno (40.4)
1

u oЬlikx~ 

vidimo da se one mogu izraziti u vidu kovarijantnih divergen

cija ~ od €>: . S obzirom na definiciju kovarijantnog iz

voda, kad izvrsimo sve zamene, i grupisemo sve linearne komb

ina_cije koeficijenata povezanosti ра ih obelezirno kao funkci-

A': i в: , gornji sistem 6е glasiti: . 

(43.4) 

Kad u ove jednacine uneserno vrednosti {G:J. ~а hiperpovrsi . 

~ , dobi6erno da је izvod na 1evoj strani jednak nuli, posto 

se diferenciranje na desnoj strani vrsi po·L: , а to znaci 

da funkcije Gl ostaju jednake nuli i kad se napusti L:; . Ni

'-<alcvi skokovi promenljivih ne mogu se pojaviti u sistemu (43~1+)'; \Ц. 
su r.lU koeficijenti funkcije fj:oordinata klase bar с·.? posto 

zavise od "i.с.1М" • Stoga se njegova resenja mo€5u produzi ti pre ... 

ko cele oЬlasti n. Znaci dA је sistem (42.3), zadovoljen u ce

loj oblasti Q.. koja sadrZi z- ' uz us1ove (43.2) koji vaze na 

2: , dopunjen sistemoш Clf-3_.4) na osnovu k.ojeg su G~ .. о sv-
ucta u .0. . · ' ' . ·· 

Ovim smo pokazali da rei5enje .osnovnog sistema diferen-' 

cijiln.ih jednaciм ostaje ist"o kada se umest6' ~'istema (42.4) · 

unese (43.'+), koje pored potpunog sistema (42.3) i (42.4) pr

edstav1jaju identicnosti. Znaci da је resenje gravitacionih ~е-
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dnacina se.e;lasno, ра је __ ~~-~ ~istem u involuciji. St9 је treba- ... 
lo dokazati~--- - ------- --------·--

Pre<lir.ю ~а slucэ.j kada је lokalno 1« ,;._ О, ре su, kao 

sto smo videli, г.юguci prekidi (~."~~] -;О. Cvi porernecaji 
gravitacionog potencijэ.la, kako smo ih nazvali, jedini ffiogu fi
zicki odgovarati pojavi e:;ravitacionih talasa. Fodsecamo na to. 
da se radi о obicnim ili slabim talasima, а ne о udarnio, koji 

Ь~ ~d~ovaral~ preki~ime. prvog reda _['1~~Ј . Uslovi za ove :u 
b1l1 1skazan1 pretpostavkama ь1 ) 1 о2). · 

S obzirom na nulti karalcter gradijenta na hiperpovrsi 
~ imacemo, ako је ona data sa ~ = eonst: 

(43 • .5) 

Konacna jednacina ~ = const predstavlja familiju re~enja gornje 
parcijalne jednacine. Ako uvedemo Ilэ.miltoпovu fuг..kciju: 

imacemo ode;ovarajuci karakteristicni sistem obicr.ih diferer.ci
jэlnih jednacina: 

koji se svodi що; k8.nonski sister.1 u oд.nosu na parametar t.«. 

(43.8) 

J,agra.'1zeva funkcija · L ('Х. ; ~ ) , u klasicnoj mehanici, 
poznata kao "kineticki potencijal", definisana је sa-: 

~ :~i 

(43.9) 

Kю1onske jedr.c.cine su transformati jednacinэ ekstrerr.aln Lagraг.-
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~evc funkcijc. FosLo је iz njihove prve t::rupe (4-3.8): 

irr.ar.to: 

(43.10) 

'i:'ada је, ;н1 о GEOYi.l pretЛoC.nog , cU'ugo t;гupc jeJ.n~Cill·? {43.8): 

Iz (43.9) је nьjz~d: 

(43.11) 

~to prodstavlJ~ diferencijalne jednacir.e ekstremela u odnoз~ 
na J~aћonski pc.rшr,etar t.\. • ЛЈ:о је kons~:шta. С u (43.6) jednc.
ka nuli, kanonski siste!Ћ daje re~er;.jo. (J~sJ:-гJcCeriz·tikc) ·z.::; р--:г-

. . 1 • d ~ • (43 5) Т' ~ . ~ ~. • ~ • '"ј'" ClJD. 1?-U Је nc:.clnu ~ • ~.олас~а Je(..J.П&::l.rJ.a hJ..perpo·v:rsJ. Ll v-

brazovo.na је od el:::;trc~гlo Та.:;ишzеvе· funkcije, kojo ј'2 ;~о os
novu definicije i prethodni;; vezo. ј e:lr.o.J:::.'. 1:uli, L -. О. CC:.;r,s.i:; 

vidimo iz (43.10)cir: to odc;ov:orc. nuHom sluca.ju .еЦ~ s=O. Ic:l;o 

zekljucujemo da GU rescnjo jecl_nacine (43.7), koje prcdstavljc.
ju bikaraktcristi1:a· jednociг.a cravi tacionщ; 'rюlja U GJ.obodnom 
pros·toru (110.~), oclr:ocno (11-2.2), formir<:шe od nultiћ ckstrer;.:::
la svetske metrike i odьovc.rc.jucih to.r..gentniћ obvojnil1 eleocг.:>.
ta +.с. , sistema (43.7). 

U f 5 srr.o vcc ir.шli poje.:r nultih Geodezijs~'ih liпije. 
Isticomo da su bikarakteristike, ро dcfiniciji iz teorije jed
nacina matematicke fizike, putэnje ~rcstiro.nja Ыlо kojeG tcla
snog kretanja. U ovom slucaju one su svetske linije gravitecio
noe zraccnja, ра se nulti konus u op~toj relativnosti zove i 
e;ravi tacioni km•us. 

Gravitaciono ро1је u slobodnom prostoru dopusta nulte 
hiperpovrsi na kojima postoje poremecaji ·drugog reda (slabi po
remecaji) gravitacionog potencija1a •. Oni ве prostiru duz· nult
ih geodezijskih 1inija svetske metrike. 

/ 
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44. 

Pokaza1i smo da .se na nu1tim hiperpovrsima .~ mogu po

javiti prekidi samo drugih norma1nih izvoda transverza1nih koщ

ponenata tenzora potencija1a 'Э..~s~i$ . То smo izve1i u koordi

natnom sistemu u kojem је z:; 1oka1no. zadana sa tx." • О. Postav-

1ja se pitanje opsteg oЫika us1ova koje zadovo1javaju poremec

aji 1~ u koordinatnom sistemu koji nije pri1agoden, na Z: , re

cavanju Kosijevog'proЬlema. 

Ovo cemo iskazati time sto cemo za. druge izvode ~ u 

pruvcima koji imaju komponente upravne ne.. ta1asnom··frontu stav

iti da unose prekide. Ako sa ~~ obe1ezimo 1oka1nu norma1u na 

cetvorotc:1asu с videti § 14) ' ti prekidi g1ase: 

(44.1) 

!:ad u:;::ore-:i.imo ove izraze sa onim koje smo ima1i u § 41, а koji 

su se odnosi1i na ska1arne funkcije, vidimo da је raz1ika u toll!e 

::to ~с J>:corr:1inatni s'i.steш bio prilagoden, ра је vcktor norl'le1e. 

e;J.asio lk."'Co, ... ,1). '!e1icine 'r~ su zosad neodred:ene, а zbog· 

simetrije ~ morojн tc.J.:oc~e biti simetricne. 

Jednacine cravitacionog polja u s1o'oodnom prostoru (40.8) 

i!!'·aju cl:::.nove koj i te::e raz1iC:i ti'!l vr~dnostir.:a по z; ' vec prema 

tooe de. 1i posr:шtrar.ю njihove nizove u tr,ct:э.ma koje teze jednoj 

i1i d~goj strani Z: . Raz1ike na ~ date su izrazima (44.1). А-
1':о sa R~ i R~ obe1eziшo vrednosti l:ojima tc~e komponente 

Ricijevog tзnzora, jednacine ро1ја (40.8), koje moraju biti za-

dovoljer,e svнda u. ~ , gЈ.гее: 

ovo ··а!!!, kзd se el\C'pJ.ici.tno nopise ро (42.2), daj() vE\e~k c1ano

va na lcvo ј ctr"::J.i :pr1rc, ос. gornj ih ј ed:шcin э., ~/со predstaт,r1.j а 

ye1ici::J.u џl:oka [~] . На o::::novu (LJ.4.J.) to је: 

. . . 1t·r( JYL~~~+:'~~?tr~r~tnr.~rr~-~~~rrr)=o .. (LJ2• •. 3) 
• • < , •• > "- < •• ~. '. • ••• ' 

- lбl-

С obzirom na nu1 tost ta1г.snog fronta ~ , graclijeг.t mtt. ј в. tџl~o-:-~-.. -- .. -- _ ----·
de·nuпi·vekt.or, ра jedan od ~iar...ova u (1Ј.4.3) otpe.da. nak1e: 

~to se moze napisati kao: 

Zbog ~~~О sleduje da vektor u zagradi mora biti jednak nu1i: 

(44.5) 

Poremecaji Y'oi~ gravitacionog potencija1a, kojih ima 10, zadoY

oljavaju ОУе cetiri 1inear~ jednacine, ра ih moze biti najvi

se sest nezaYisnih. То је pos1edica cinjenice, utvrdene U rani

jim ode1jcima, da samo komponente ~~~~· mogu imati poremeca

je na graYitacionom ta1asu. Zakljucci g42 kazu da postoje do

pustene transformacije pomocu kojih se poremecaji mogu stYori

ti i1i ulcloniti na drugilll):i.zvodima onih 1-.. koji imaju kompon

ente upraт,.rne na Z:. . То znaci da · stvarni poremecaji mogu bi

ti jedino oni koji su upravni nг. ')~!' : 

(44.6) 

Odak1e је: 

Posto је !)'1."' nu1ti vektor, dak1e istovremeno·~ tangentan na kara

. kteristici i na ьikerakteristici,. to se u dogadaju .na. ~ ;i~e .. 
ne moze odrediti ·· iokalno o~togona1na vektorsl~:a .cetvorka, 'vec · t
rojka, sastaY1jena od. 1t.-' i dva prostorna . ·ve:ktora. Po'sto ni 
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jedan vremenski vektor ne moze biti ortogonalan na nultom (vi-
~deti · § 3) to su preostala dva, tangentna iia~ Z: ,~~ :Prostoriio ~ori.::. 
jentisana. Koeficijenti 1r~ leze u dvoravni upravnoj na pravac 
prostiranja zraka, ра imaju zbog simetrije tri nezavisne kompo
nente. Medutim, uslov (45.7) 7 da im trag b~de jednak nuli, su
zava proizvoljnost, ра na kraju ostanu samo dve nezavisne veli
cine. 

Gravitacioni talasi su transverzalni, а poreщecaji na 
njima dvoparametarski. 

Nozemo, na osnovu receno~ dati lokalnu geometrijsku pr
edstavu za 'fe(,a • Ako su \IJ(ft i \N~ dva ortonormirџna. prostor
na vektora upravna na ~ , dakle tangentna na ~ , poremecaj 1i~ 
moz·e se napisati pomocu sledeca dva vektora ~ i i1' t 

(44.8) 

uoЫiku: 

(44.9) 

Ovakav ir~ zadovoljava (44.6) i (44.7) ·i zavisi od dva param
etra А.. i ,е . 

45. Gravitacioni i elektromagпetni talasi 

Preci 6emo na slucaj kada је tehzor energije ~ raz
licit od nule, а odgovara elektromagnetnom polju (videti § 34) 

.u praznom prostoru. Tada.su jednacine polja oЫika (40.5), dak
le nehomogene. Ovaj slucaj је nazvan spoljno jedinstveno polje. 
Spoljnim se zove zato sto u posmatranoj oЫasti nema· materije 
(tacnije rec~no nema supstancije) koja је inace njegov izvor, 
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а jedinstveno zato sto se radi о istovremenom prisustvu dva po
lja koja dejstvuju na daljinu. 

Maksvelove jednacine (32.8) i (32.9) elektromagnetnog 
polja izrazene su, u opstoj relativnosti, pomocu kovarijantnih 
izvoda tenzora ~ • S obzirom na to da u vakuumu nema elektr
icnog protoka ј~ , one g1ase: 

(4-5.1) 

Osnovne jednacine (4-0.6) su tada: 

gde је ~~ tenzor energije e1ektromagnetnog polja, oЫika (34-. 
1). Posto је na osnovu (34-.2) trag toga tenzora jednak nuli, iz 
(4-5.3) sleduje i R-= О. 

Neka pocetni uslovi za resavanje sistema (45.3) budu za
dвni na hiperpovrsi Cija је 1okalna konacna jednacina ?:.~ • о. U
zecemo, kao prvu pretpostavku, da 2: ne dotice nu1ti konus (1~ 
~О). Sto se tice metrike i da1je su ispunjeni uslovi а1) i а2) 

iz § 41, koji su vazi1i za gravitaciono ро1је u s1obodnom pros
toru. Treba da ih dopunimo podacima о e1ektromagnetnom po1ju. 
Tako cemo imati, zadane na Z:., vrednosti gravitacionih poten
cijala ('oi,!J}, i njihovih izvvoda u J1ormalnom pravcu (?"'i~). , 
а uz njih i vrednosti tenzora elektromagnetnog ро1ја (~~)о . 
Као i prethodno, (~Ј. је triput, а (7.,.,~"'(3)о dvaput diferen
cijaЬilan, odnosno to1iko puta neprekidno diferencijaЬilan ро 
sвmo·j Z:. , а dodaje.mo zahtev da (~)о bude dvaput diferencija
bi1an, neprekidno ро· 2: • Svi izvodi viseg reda izracunavaju 
se iz vrednosti zadatih za ~osijev proЬlem. Dak1e, jedini izvo
di koji Ьi na Z:: mogli imati prekide su ~lt\lf'..g-..s i 4,.. r Ф· Ci
njenica da ve6 prvi norma1ni izvodi ~~ mogu Ьiti prek;idni po
civa na tome sto ti poremecaji nastaju na elektromagnetnim tal
asima, a~ednacine ро1ја koje oni zadovoJavaju, (45.1) i (4-5.2), 
su prvog reda. 
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, Napisacemo Maksvelove jednacine (Lj·5.1) i (45:2), 
dvajajuci .vrednosti promenljivih koje su:· ·zadaniГna·Z:-

1. .·ц ' i . . ' 
С е 4 g_F,_ -гд14' F; '+i\L(F· ~ ·.al=o} ., .. , , . <1 'hft 4 • 4' ~ 3 • 1 ~Ј <f/ · l . 

с"-= АџL F:' +Л ч (··1 =о.. (45.4) 
tГ '1x/l l. 1 

:ь ;._ cЏrr.d С" -
- с;. .:э;ёi\ гrrr -

-=!~4~~-ь-F~ +)i·[Fi#i9J= о' 

Ako leve strane (46.1) napii':emo u l:oY:::.l'ija:r.tnir;; 1-:oor·d.inatar.ш, 

videcemo da se iz :prye tri jodnacin"' (Lr5J). ~" F=;.l mogu za

meniti u cetvrtoj. SreC::ivэnje ~~П'О izтc-?i:i.'"'. i;:J):o d.a bude: 

Odavde s1eduj е da se S'le veliciдe :>.adnne u izrazu za С~ mo;;-u 

izracunati, iz podг.tгk~. za ТСо:~.iјеУ problo:r:. Isto -vazi i. za pos-

1ednju jednacinu u sister:u (1<-5.;;), koja prodstc.Y1ja Ј>~ , bil

duci da se u permutacio:r"om tenzoru (.tfl~ 'pojav1juje gusti-

na \liif . , kојг. је, ka~ i ~., za~~na na Z: . 
. S1stem d1ferenc1j::.lnlh aednaclna ро1ја· rгz1эzе:по na 

dve_grupe:,. 

,·, .·. 

.. ·;;_ -., 
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U sistemu (45.6) se moz~, fao u (42.3), izdvojiti majviћi red 

i.~voda ~Н1Ј ij u svakoj ј ednacini i izrazi ti pomocu zadatih 

vrednosti {it_.}. ' с~.~). i (F;) • . u (45.7) se ne pojav-
1juju drugi izvodi 'd.,. , isto kao ni u (43.1). Odgovarajuci 

zak1jucci vaze, sto se tice izvoda ~~ ~ ' za jednacine (45.4) 

i (45.5). To·se vidi i-zr levih strana prve tri jednacine оЬа sis

tema. Odat1e jasno sl~duje da se za CL , .1>t i Ht; u potpuno- · 

sti mogu odrediti, to jest a1gebarski resiti, ve1icine ~ 1;(., , 
64~~~ • Dak1e na hiperpovrsi ~ , 1okalno orijentisanoj 

bi1o prostorno i1i vremenski, ne mogu se pojaviti prekidi izvo

da koji su zastup1jeni u osnovnim jednacinama gravitacionog i 
e1ektr·omagnetnog ро1ја. 

~ « . Ako bi ~ doticala nulti konus ( 1 =О), lZ (45.4) 

s1eduje da ~F"~ ~ogu imati prekide, а znamo vec da isto vazi 

i za ~~~~· • Hiperpovrs Z: postaje. karakteristicna za gr-· 
avitaciono i e1ektromagnetno polje istovremeno. Napomenimo da 

је cinjenica da Se с~ i ~ neposredno nalaze iz Ye1icina zada

nih naZ: u sk1adu s tim da ~ ima sest komponenata, i da· os-

taje ukupno sest jednacina С' i 1>1 za njihovo odred:ivanje. 

Treba da ispitamo poremecaje e1ektromagnetnog ро1ја na 

ta1asu onako kako smo to ucinili za gravitacione poremecaje u 

s1obodnom prostoru. 

Posto su e1ektromagnetni ta1asi nu1te hiperpovrsi po

remecaja prvog reda tenzora e1ektromagnetnog ро1ја, sto preds

tav1ja slucaj cistog zracenja (videti § 35)' imасецю na njima, 

analogno vezi (Lj·4.1) za gravitacioni slucaj: 

(45.8) 

Gde su се~ komponente antisimetricnog tenzora poremecaJa ро1ја. 
Ove velicine vezane su, na osnovu Maksve1ovih jednacina (45.1) 

i (45.2) uslovima: 

(45,9) 

1 

'i 
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(45. 

Koji su an::йogni (44.2), odnosno (4LJ .• 3). Jednacina (45.2) pisa
li smo u razvijenom oЫiku. 

Utvrdili smo da samo velicine ~ F;L. mogu imati pre-
kide' ра treba prema tome i cia sastavimo . Ч'~ Jasno је da taj 
tenzor mora imati komponentu u pravcu normale, ili Ыkarakteri
stike (fizicki receno zrake), jer је Z: 1oka1no zadata sa ~ • 
-о. A1i s obzirom na nultost ~, upravna bikarakteri~tika i 
tangentna karakteristika se doticu. Tako mozemo, kao i u pret
hodnom ode1jku (videti (Lf4.8)), postaviД d~a}-tdo na ugao rota
cije pro:iNo1jna, ortonormirana vektora w~ ~ w(U ' tangentna ...... 
na L а upravna ra i)t , tako da pro:WtoJni vektor f , prosto-
ran i tangentan na Z:, bude: 

а pomocu ovog: 

(45.11) 

Ovako obrazovan tf.ttf ider.ticki zad.ovo1java (45.9) i ( 1•5.10) • 

Otud: 

E1ektromagnetni talasi u cravitacionom po1ju su trans
verzalni, а poremecaji na njima d.'тoparametarski. 

U oЫasti u kojoj se prostire e1ektromagnetno zracenje, 
tenzor energije 't"~ ima, u jed.nacinama gravi tacionog ро1ја (L.J-5. 

3), :cзdijacioni oЫik koji smo razmatro.li u · § 35. Takav t=~~or 
odgovara. singu1o.rnom e1ektromagnetnom po1ju,. to jest оnош С~Је 

su invarij ante ј ednake nu1i. · 

Ne6emo ulaziti u ispitivanjP. 
nzora energije, kao ni u razmatranje 
ciji sist~ma jednacina gravitacionog 

drugih mogucih oЫika te
rшce1nog ~i~t'upa integra

i drugih spre~u~ih polja. 
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Pomenimo samo neke cinjenice. U § 30 razmatra1i smo hidrodi
namicke._(kompresione) taiase u savrsenoш fluidu. Oni predsta-.· 
vljaju povrsi prekida norшalnih izvoda brzine, gustine i pri
tiska, doЫjene iz jednacina dinamike. Takvi talasi su jedno.:.. 
parametarski u sшis1u da је skok jednog od pomenutih izvoda 
proizvo1jan. Velicina toga skoka odreduje ve1icine osta1ih sk
okova. Vide1i smo da su elektromagnetni ta1asi, kao i gravita
cioni, dvoparametarski. Pored 
је brzina kompresionih talasa 

te raz1ike, imamo i cinjenicu da 
u stis1jivoj sredini manja od br-

zine svetlosti, ра su norma1e na njihovim frontovima ( § 14) 
prostorno orijentisane. ћog1i smo inace razmatrati hidrodinami
cke talase u opstoj rel~tivnosti kao sto smo i elektromagnet
ne talase mogli razmatrati u specijalnoj • 

U opstoj re1ativnosti na udarnim ta1asima u materijal
noj sredini tenzor energije postaje prekidan, ра se na levim 
stranama (40.6) moraju pojaviti prekidi drugog reda tenzora 

ictf) .. AJ.i ~ormala na frontu njegovih prekida nije nu1to ve6 
prostorno orijentisana (videti na primer: I. Lukacevic, Ann. 
Inst. Н. Poincare, str. 219-248, XIV, 3, 1971). 

Osnovne jednacine elektromagnetnog ро1ја u materijal
noj sredini izmenjene su jer se pojavljuje indukcija (videti 
Ch. M,Sller, The Theory of Re1ativity ,(16] , g1ava 7). Brzina 
svet1osti је manja nego u vakuumu, ра је obvojni konus elek
tromagnetnih ta1asa sadrzan u nultom, koji ostaje samo gravi
tacioni. U elektromagnetnom konusu sadrzan је hidrodinamicki, 
cije su obvojnice kompresioni talasi. 

Mi smo diskutovali gravitacione ta1ase pod us1ovima а1 ) 

i а2 ) ~ 41, а moguci su drugi uslovi i drukciji prilaz. Као 
knjigu koja је posvecena gravitacionim talasima, navodimo mo
nografiju (19) , ~d v. Zaharova 4 

Eksperimenta1nom istrazivanju gravitacionih talasa pr
vi је pristupio Veber (Ј. v/eber), autor [5) . On је merio, 
na medusobno udaljenim mestima, rezonanciju krista1no cistih 
Ыokova aluminijuma sa treperenjem Zemlje, na frekventnom pod
rucju koje najverovatnije odgovara gravitacionim talasima. u 
prvo vreme zapazene pojave su potvrdivale ocekivanja, zbog is
tovremenosti i nacina reagovanja uda1jenih uredaja. аnё' su uk

azivale na to da su talasi transverzalni, i da Ы mogli dolaz
iti iz sredista nase galaksije. Ovo је zanimljivo jer је izg
ledalo da је ona,neko veliko so~ivo, koje skuplja i razasilje 
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ta1ase. Od. 197.3. medutim, nova merenja vrsena preciznijim sre-

ds~vima .nisu ni~ta otkrila. Da_1i је to znaci1o prestana~ ne:-___ ""-

ke emisije gravitacionih talasa u Vasioni, i1i ranija merenja 

nisu bi1a ispravna, ostaje da se utvrdi u buducnosti. 

·~б.. ~enzor konformп.e Пivine 

1el":.zor с~" rG' definisan, ze rir::anski prostor ciji је 
broj di:r:eнzi ја ђ\?;"> , izrazom: 

zove sc ter;zor kolдormne krivine i1i Vaj1ov tenzor (Н. lvey1). 

Moze se proveriti da (.<ЧS~ zadovo1java sve a1gebarske iden

ticnocti l:ao i Rioan-Kristofelov tenzor R.q~t'f 

с с ':=. - СЈЧ"" ' Jr3 )"Б' = - ~.crf ., .. • 

C~rr = С rr/JfS 

t .. + C..~trм + С r.t,.,, =-о . 
.t/3'1'• 

(46.2) 

A1i on ider1ticki zadovo1jaYa jos jedan niz izraza, sto proist:i.

ce iz njegove definicije: 

(46.3):< 

u s1ucaju trodimenzionog prostora se pokazuje' da: Riman:;:.:::. 

-Kristofe1ov tenzor ima oЬlik С videti: Р. К. Rasevski/(В}, /.:.': 

1964, str 608-614): 
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gde је: 

Kad se ovo- unese u (46.1) doЬije se C.~rf -=.о. Znaci cla 

taj tenzor ima smis1a koristiti tek za prostore od cetiri di
menzije nayiSe. 

Tenzor konformne krivine dobio је naziv ро tome sto se 

pri konformnoj korespondenciji metrike A4L jednoь rimafiskog 

prostora, s metrikom ,J:('L drugog, · preko neke sl:a1arne funkci-

je r: 
(46.4) 

dak1e pri: 

( 1:6.5) 

on transformise ро zakonu: 

Pog1cdajmo osobine с~~ u .Svetu opste relc.tivnos

ti. '?enzor Rof13t.Г u ':J.jer.:u ir.:a, no. osnovu a1gebarskih ide!1-

ticnosti oЬlika (''6.2) koje zadovo1jaya, 20 neze.visnih kompone

nata. Te=or co(f3rf zadovoljaYa, pored (1!-6.2)' i vczc (46.3), 
kojih zbog simetrije ima 10. Otud on il'1a 10 nczavi~::nih J:omnon

enata. Тај' br~j је jednak broju nezo.visnil; komponenata R~ , 
ра se za izv.cavanje ustrojstva IJ.. mozemo .posluziti i jщJ.nim i 
drugim tenzorom, i pomocu Ctlf3tГ ustan6viti ono za sta r.ije 

dovoljan samo R~ . Dve metrike koje imaju jednake tenz,ore 

/;~ rl' ZOVU se konformr.o ekviYэ.1entne. bla OS!lOVU (11-6.5) Vi-

, \ 

ij , __ 



- 1?0-

dimo da su dve konformno korespondentne metrike ujedno i kon
fo-rпliiO--ek:V:Lvalentne .·-Podimo,-- obrnuto, -od konformne ekvi valen--
tnosti, dakie od (46.6). Ako postavimo konformnu kor~onden
ci;lu izmedu dye ispravno izabrane hiperpovrsi. Е. i .z: . :!. ve
licina ko;lima su zadati pocetni uslovi na njima, dobicemo, ka• 
о posledicu, konfor~u·korespondenciju tih metrika u celini. 

Za svaku rimansku metriku vazi: 

i 

(46.8) 

Metriku u kojoj је Celt'Tf jednak nuli zovemo konforп
no ravanska. Posto је u sl~bodnom prostoru tenzor energije1Г~ 
jednak nuli, to u odsustvu kosmoloske konstante ~ , koja se 
pojav1juje u opstijim gravitacionim jednacinama (40.5), vidi
mo iz (40.8) i (46.1), da se Riman-Kristofelov tenzor svodi na 
Vajlov. Znaci da је u odsustvu kosmoloske konstante (videti 
XII glavu) konformno ravanska_metrika u slobodnom prostoru ps
eudoeuklidska. U oЫastima u kojima ima energije ne-gravitaci
onog porekla metrika nije pseudoeuklidska, ali se iz (40.6) i 
(46.1) vidi da se tada Riman-~istofelov tenzor moze u potpu

nosti izraziti pomocu tenzora energije. 
Konformno ravanke metrike, poznate i pod nazivom Ro

bertsэn-Vokerove (Robertson-\valker), predstavljaju veliku ide
alizaciju gravitacionog ро1ја. u iducem odeljku cemo videti ka
ko se de1e opstiji slucajevi. Кretanje planeta, na primer, ne 
moze se relativisticki ispravno predstaviti u konformno rav
anskoj metrici, jer u nju ne spada centralno-simetricno gra
vitaciono polje. Ali za ve1ika rastojanja, medugalaktickog re
da ve1icine, i uz kosmolosku konstantu raz1icitu od nule, ona 

moze dobro da pos1uzi. 
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47. Algebarsko razvrestavanje tenzora konformne krivine 

U § 10 smo a1gebarski izucili, u Svet~ I~inkovskog, ko
eficijente ."ft..џs infinitezima1ne Lorencoveltransformacije. Pos
to su ~ antisimetricni, zak1jucci su se mogli odnositi i 
na tenzor ~ elektromagnetnog ро1ја. U § 35 smo skrenu1i pa
znuu na vezu izme~u tenzora e1ektromagnetnog polja i odgovara
juceg tenzora energije, koja vazi za njihove sopstvene vredno
sti i pravce. 

Баd cemo pristupiti dosta srodnom algebarskom ispiti
ti vanju t.ц!S ~r u ~ • Za tu с ето svrhu prvo uve sti tenz

Ol'Sku velicinu ~otprf: 

(47.1) 

Ј::оје. iша, ~·to :::о::;с proveriti iz (L>6.1), iste osobine u odno
su r.a raz:г.enu indcksa 1·:ао i Vajlov tenzor~ Zatiш cemo uvesti 

"divektorsku" velicinu.? antisimetricni tenzor }1-tlf' , i pot
raziti resenje jednacine: 

Poi::to је nai'Se stanoviiЗte loJ:aln·o, koristicemo jedan 
Lorencov posпatracki sistem. Tada se moie, s obzirom na dija
gona1nost netr·ike, naci' za parove indeksa ot~ i rr ' je
dinstvena l:orespo!e.clencija s indeksirna jednog simetricnog sim
bolicnog tcnzor·г 1 д8 , J::oji idu do br-~,j а ;lednakog broju an
tisimetricnih elernenatг, raz1icitih od nule i nezavisnih u 
Y~t , с1а.1йе 6. Мо~е se proveriti <la је, za dijagonalan оЬ- · 

1ik Af r 1 1 1· -1 '1 ~-nJ'i 1~11ristiпo:· 
<ЈоЧI' -, ' , 

iAe.=- С 1, 1, Ј.; -1, -l, -1), ·Л '!""'В ј (47.3) 

А , s = 23, 31, 12; 14, 24; 34). 
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·odgovaraju6e razvrstnvanje ind.eksa vrsi se u 'tenzoru konform
----·n.e krivine ... i_-;;,-~йvek.toru·f~-·;· na osnovu 'cega-6emocTь\iьe:le:.. 

Ziti sa С16 ·i D8 , i doЬiti simbolicnu sestodimenzionu vek

torsku jednacinu: . 

(47.4). 

·:rreba preve::;ti u d:ivel:·t;orski formalizam algebarske identicnoti 
(L~б.~) i (L.:-6.3). Za tu svrhu 6emo. matricu elemenata САВ pode
liti na cctiri subrnatricc ( ~ хз ) : . 

( (К} 
(с) ~ (М} 

(LJ) 
(NJj. (47.5) 

Subг.ш.trice (\<.) i ЏЈ} moraju biti simetricne, zbo~ simetrije 
(С). !spisimo idcnticnosti (46.3~, imaju6~.u vidu (46.2) i 
dijagcnalni karakter ~ , а zat~rn _obelezlmo.to ро (47.3). 
Irnacerno, za nedijagonaine elemente t1h submatr1ca: 

c)i -t с~= о, 

C:.t + C,r =:О. 

(47.6) 

Odavde vidimo da su nedijagonalni elementi matrice (К} jednaki. 
odg~varaju6im (ро mestu) nedijagonalnim elementima matric~. 
Pred:imo na dijagonalne elemente. Identicnosti (46.3) daju za 

njih: 

r т С -Си= О '-+t t'L Ј 

с +с +С"= о 
l,ls " -

(47.7) 
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(47.?) 

Sabiranjern prve i druge, zatim druge i cetvrte, najzed druge i 
tre6e od gornjih veza, dobijamo: 

("1 + С~ + C.u +Css- = о 1 

С44 т с,.,. + С"+ Си-=- Q , 

c'tl. т С5~ + Ся+ С"=- О 

Ako stavimo: 

ovaj sistem 6е nam dati: 

Sleduje dakle da su i dijagoш:йni elementi (t') jeд.naki cdc;ova
raju6im elementima (tt/) с promer:.jenim znakom. Drugn jednacina u 
(47.7) nam kaze da su tragovi submatricэ. (f(.} i (W} joclne.ki nuli; 

Moze se isto tnko pokazati da su rr.atrice (/..} i (М) meclu
sobno jednake, .1 ·da su njibovi tragovi jednaki nuli. Znaci da 

se matrice. elemenata. СА& svodi na oЬlik: 

( (К) (L) ) 

(С) ~ ( L) -(\') Ј . 

uz 
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Gde sa .i_i_ .f • ..., oznacavamo e1emente odgovarajucih 
--- Postoje netrivijain:Г <i:ivektori -!)В sisteni~-:-(1t7~-4Tza 

senja. 7l a1gebarske jednacine: 

~1atrica sistcma ( 46.4) је sv?d1jiva. Zaista, pomnozimo 
desnu ko1onu submatrice sa ~ i oduzmimo је od 1eve, zatiш tako 
dobijenu gornju vrstu subшatrica ponovo pomnozimo sa .. L i oduz
mimo od donje. Dobicemo determinantu (47.10) u ob1iku: 

(47.10') 

Ovim је karakteristicni po1inom sestog stepena f~ctorizovan 
sa dva po1inoma treceg. Posto је determinanta sastav1jPna iz 
konjugovanih e1emenata po1azne matricejednaka njenoj konjugo
govanoj vrednosti, а i stepeni konjugovanih b~ojeva su konjugo
vane vrednosti stepena po1aznih, s1eduje da trojci Л. koreno
va prve subdeterшinante odgovara konjugovana trojka 1\~ koren

ova druge. 
Tragovi submatrica(К1 i (L} jednaki sфшli ро (47.9). 

Iz (47 .10') se vidi da nove submatrice ima'ju takod:e tragove 
jednake nu1i. Tragovi su jednaki, na osnovu iste veze; zbiro~ 
vima korenova оЬа po1inoma treceg stepena koji faktorizuju (47. 

10). Dak1e: 

Vratiшo se sistemu (47.4), 

ne vrednosti ~' ~ 
dva rea1na "trovektora" 

• Zato cemo 
Ј)А( D"" ; 

f '1 
-'\ .,.. ' .. ~ 

(47.11) 

da u njega unesemo sGps~e
di~ektor' t>': razbiti na ' 
D"' ) . Kada. ~'~ј· ~r;tem is,-· 
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(~-л ь~)ъ"'" + е.,. .. ".'Ъ"'"= о, 

f~D""-+ ( -~"-- +"-ЦЪ""-=-о. 

Ako drugi' niz jednacina ~omnozimo sa l 
macemo: 

i sabcreQO s prvim, i-

(47.12) 

с . ...,._, м.. =1, 2, 3) 

Ovaj komp1eksni sistem linearnih jednacin8Ьdgovara dvostruko 
brojnijem rea1nom sistemu, ра ,је time (47.4-) potpuno izrazen 
u komp1eksnom ob1iku. 

A1gebarsko razvrstavanje terizol'a konformнe krivine pr
edstav1ja vr1c znacajan rezu1tat L. z. Гetrova (videti [~~] 
str 101-133). Ono se svodi na в1еdесе tri mogucnosti: 

а) См~ је tipa I ako su tri korena л'llo.. medusobno raz1icita. 
Ь) " " п ako su dva korena mec\usobнo jednaka. 

с) " " " III ako su svcftri l(orena med:usobno jedнaka. 

Tada su ).~= """'" ... о. 
S1ucaj I zove se a1gebarsl(i opsti, а s1ucajevi rr i 

III a1gcbarski posebni. 

Submatrice (") i (L.) svode se na 1oka1ne a1gebars1{i sve
dene ob1ike. Ne u1azeci u pojedinosti izvodenja, ovi ob1ici se 
dovode na s1edece ka~onske ob1ike: 

1) 

(47.1.3) 



1 
1 
1 
~~ 
! 
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.2)_П s1цcajt1 ~I_I: 
~ ----------- -·- ---· -· - ----·--- ---·----

l> о о l"[ о 

.;} (К) -;:. о -~ t\9 о (L}~ D -"l_ (47.14) 

о о -О'+~ о 19 

Л., =- z ()+i.'?) 
' 

}\'1. •Ј\, ",. )ti.1 

3) u s1ucaju III: 

о 9 о о о о 

(к) ;: \9 о о (Ц '= о о fJ (4Т.15) 

о С) о 
о ~ о 

4) Iz s1ucaja I izdvaja se s1ucaj () , kad se stavi ~ • ~ 
sto predstav1ja dva us1ova, s obzirom na jednakost rea1nih i i

maginarnih de1ova. Isti se rezu1tat dobije i kad se u s1ucaju 

II stavi -8- = О. 
5) Iz s1ucaja II izdvaja se, opet uz dva us1ova } • ~ • О : 
s1ucaj N 
б) Pos1ednji је s1ucaj nu1ti, kada је Vaj1ov tenzor jednak nu-. 

1i, ра је metrika konformno ravanslca. 

Haves6emo bez izvodenja Debever-Penrouzovu (Debever

Penrose) jednacinu:·, u kojoj su zastup1jeni Vaj1ov tenzor i g1-

avni nul ti vektor ft."'' а koja g1asi r 

(47.16) 

Prethodnih sest s1ucajeva se redom ponav1ja, uz upoje

dinacenije 1oka1no. geometrisk~ 'od1ike: 
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1) _S'f[':_ ~~!-~~~- karakteristicna korena su prosta. 

2) Jedan kore11 је dvostruk:, dva su prosta. 

3) Dva dvostruka korena. 

l!-) Jedan koren је trostru.."t\:, jedan prost. 

5) r:oren је cetvorostruk. 

6) т:onformno ravanski slucaj, (47 .16) је trivija1no zadovoljen. 

П svim s1ucajevima osim I postoje, pored (47.16), pros

tije veze koje zadovo1java ft" . Ova pitanja sa pojedinostima i

z1ozena su u nekim knjigama (videti npr: rr;. Carme1i, Group The

ory ari.d Genera1 ?.e1ativity, [21] 9 str 185 ; с. W'. КЗ.'lrnister,r[2l] 9 
str 319). 

Po6i 6emo, s1icno onom i3to smo ima1i u § 10 za infinite-

zima1nu Lorencovu trans:formaciju, od pres1ikavanja f>-.. Q , 
[5de su, 'Р ('Х ) i ~ (х') od.govaraju6e tacke punktua1ne trans

formacije: 

(48.1) 

prostora v'YI- u samog sebe. Ovde ;је f. 1inearizovani infinitezi:

ma1ni parametar transformacije,. Л"- vektorsko ро1је koje vrsi 12E
evoёenje koordinata. т~~ој transformaciji mogи se podvrgnuti ra

ziiciti geometrijski objekti u V,.. . . l'!i 6emo se ovde ogr8.niciti 

na apso1utne tenzorske ve1icine. 

Krenimo od skalarne funkcije -{ (Х"'). Imamo 

l':jen prirastaj u pravcu vektorskog ро1ја. ·ЛrЈ. izno~i, po~le line

arizacije: 
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~а osnovu ovakvog prirastaja definisan је Li9V (S. Lie) 

(48.2) 

Ovaj naziv dat је u cast tvorca teorije transformaci~nih grupa, 
ша da је operator f.-,. uveden tridesetih godina ХХ veka, neko..: · 
liko decenija posle njegove smrti. On је vezan za ројаш prevo
d:enja duz vektorskog polja, pri kojem se yrsi takvo diferenci
ranje. Iz (48.2) vidimo da se Liov izvod skalara svodi na iz
vod u pravcu vektora /\"' • 

Potrazimo Liov izvod kontravarijantnog vektora 'Ј~", 
zadatog u tacki 1> • Uslovljavamo vektorsko polje Ч'~ da obra

zuje putanje, isto kao i ~~ , za koje se to vidi iz (48.1). 
Obelezimo ва W pomeranje, duz putanje .6р , vektora #of'"' iz 
tacke '? u Ыisku tacku "'Р' • Uocimo .drugu putanju 4q vekto
ra istog polja kroz tacku ~ , Ыisku 1> , odabranu tako da le
Zi na preseku te putanje s putanjom '\::р polja Л"' kroz У 
Postavimo najzad, :tcroz 1>' , putanju 't'p' polja "'1\rl. , ciji је 
presek s putanjom polja '1-ot kroz 15/ tacka' Q' • Obelezimo 

sa 8х.'' (videti slilru 20). Ovim podrazumevamo da se dovoljno 
Ыiske putanje dva posmatrana vektorska polja presecaju u par

S/.. :Ј.О 

ovima, odnosno da је "mi

moilazenje" tangentnih ve
ktora zanemarljivo prema 
redu velicine pomeranja 

РР' i Qq' , od-

nosno 'Р q i l>'Q' , 
koje cemo obeleziti sa f)." 
i t?\y • 

Ono sto је pretha

no receno povlaci daklP.: 

g x.c.-t {.Х" р= ;..~о~.-1" f. л""v ;-d(t,.oЬc). 

Odavde је, ako zanemarimo ostatak О'( f , .tl"}: 

·. 
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S 'obzirom na to da 'fp" i 't~ leze na svojim putanjama, dobi

jemo kad ~р~~~ , na osnovu srazmernosti tangentnih vektora 
i njihovih prirastaja: 

(48.4) 

Sad mozemo pisati: 

!..) . .'+"--= L. t9 -~~~са, 
(..о+ О 

odnosno, iz (48.4): 

(48.5) 

Иоzе se provcriti da se (48.5) ne menja, kao uostalom 
ni Liov izvod bilo kojeg geometrijskog objekta, ako se umesto 

p~љlnih.izvoda- sta'le kovar:Ljap_t!l:i,.~. Znaci da Liov izvod, 
kao i Bjanki-jev-(apsoTiitD.l) izvo<i-;- ne menja tenzorsku valent
nost difer;~~i":tane ·v~п:ci~ё.--Za. skalarnu f-цnk'ciju to је ocigle

dno/ iz ( L~8. 2). Tu cinjeni~u· [сто iskoristi ti da bismo doЬili 
Liov izvod kovarijantnog vektorskog polja ~ • Ako stavimo 

tf _= 'Ј.е. 'f'.-., , imacemo, posle linearizacije prirastaja; 

(48.6) 

Sto nE\ osnovu (1~8.5) glasi u razvijenom oЫilru: 
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ili: 

-.i1"".; ... Posto т ~ )" mogu biti px•oizvo1jno izabrani, s1eduje: 

(48.?) 

Treba dobro uociti cinjenicu da su ova pravi1a diferen
ciranj а raz1ici ta za kovaxija~~-!1~_i:__1~ontr:_:CJ,yg:r;i.jantщэ~ore 
f·1etricki tenzor, posto podize i1i spusta indekse, nij е u o:2s-
tёm s1ucaJu_~~~~!~~~-~~-~ g~C:.~t1 .. ?~-~~~~~_:t~~i?Q ·:--- -,----- ---- ·-

. 'Diferenciranje ska1ara dobijenog ko~8.lccijom svih in
deksa nekog tenzora s odgovarajucim brojem vektorвlйh ро1ја, 
daje indukt~vno pravi1o za Liov izvod proizvo1jnog apso1utnog 
tenzora. Px·imera radi, navescemo izraz za Liov izvod nekog ko
varijantnog tenzora drugog reda У~ 

(48.8) 

Па osnovu svega sto је receno, 1inearizovanje infini
tezima1ne transformacije (48.1) nekog tenzora Т"-··· " ... 
daje vrednost toga tenzora u istoj tacki prostora, izmenjenu 
do na 
ti ро 
govim 

"Liov·" -prirastaj. Da bi se to proveri1o, treba poveza
svim pravi1ima, pomocu (48.1), tenzor Т"··· s nje-' " ... 
transformatoш т~ О#. • 

"' • • • 1' 
Opste osobine operatora ~~ iste su kao i operatora 

parcija1nog i1i kovarijantnog diferenciranja. Оп је 1inearan, 
pod1eze Lajbnicovom pravilu diferenciranja proizvoda, sto sшо 
ve6 iskoristi1i u (48.6), а Kronekerov simbo1 s; ponasa se u 

odnosu na njega kao konstanta. 
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U s1ucaju kada је Liov izvod metrickog?tenzora jed
nak nu1i: 

Kazemo da infinitezima1na transformacija (48.1) predstav1ja i
zometri,ju. Jednacine (49.1) dovescemo u tenzorski ob1ik, koji 
је uobicajen, na s1edeci nacin: 

Sto predstav1ja: 

(1+9. 2) 

Jednacine (49.2) zovu se Ki1inr;ovc (W. Ki1lins), а ve
kt.ori ~.С , koji ih zadovo1javaju, Ki1inr;ovi vcktori. S obzi
rom na ono sto smo rek1i u prethodnom od.e1jJru, mog1i smo od
mah zameniti parcija1ne izvode kovarijantnim u (49.1), i dobi
ti (49.2). Ovim putem smo is1i zato da Ьisшо pcd'l1.1k1i cinjeni
cu da obrnuto ne vazi, to jest da se kovarijantni izvodi u 
(~9.2) ne mogu zameniti parcijalnim. 

Ci ta1ac с е se д.ozda soti ti kurseva racioш:йne me11anil~e 



(na primer Ande1i6-Stojanovi6, Raciona1na mehanika, 
71-73),~gde ро1је brzina nekog tela -u-trodimenzionom
kom prostoru prestav1ja Ki1ingove vektore onda i samo onda ka
da је to te1o kruto. Takva ро1ја odreduju odsustvo deformacije, 
samo E.to mi sada ne posmatramo odsustvo deformacije neke nep
rekidne sredine ~ prostoru; nego samog prostora, odnosno metrike. 

Kada pos1e transformacije . ( Х. ) ~ ( 'У:.1 ) metricki tenzor 
1~ ('х') postane funkcija novih koordinata istog oЫika kao 

i ranijih idfS ('Х ) , metrika se zove forminvarijantna. Pitq,-
nje forminvarijantnoti pri·najopstijoj transformaciji vr1o је 

siroko, stoga cemo se' ograniciti na 1inearizovane infinitezi-. 
ma1ne transformacije (48.1). Ako stavimo: 

(49.3) 

gde se podrazumeva da su-koordinate tenzora ~ na 1evoj i de
snoj strani forminvarijantne)imacemo, pos1e zamene iz (47.1) i 

1inearizacije ро (. : 

Otud: 

(49.4) 

Sto predstav1ja jednacine (49.1) izometrija. Ako u (49.4) une
semo infinitezima1ne transformacije (48.1) mozemo ponovo kons
truisati (49~3). Otud zak1jucak da za infinitezima1ne transfor
macije (48.1) metrika ostaje forminvarijantnn_ onda i samo on
da kada odreduju izometrije, odnosno kada vektorsko ро1је ~~ 
koje vrsi transformaciju, zadovo1java sistem (49.2). 

N·eka postoji ро1је vremenski orijentisanih vektora Ц.~ 
( 1~ tл"'tf С::. D ) takvo da metrika · V,. u odnosu na njega i-
ma osobinu izometrije. Podesimo uslov da se duz putanja toga 
polja menja samo koordinata -х• , odabrana tako da vektorsko 
polje g1asi ~~ (о, о, Oi 1). Jednacine (49.4), kao sto se ne

posredno vidi, dobiju oЫik: 
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(49.5) 

U ovakvom sistemu, koji је pri1agoden posmatrahom proЫemu (ta
kav se sistem i zoye adaptiran, to jest pri1agoden), vid:I/no da 
r.1etrika ne zavisi 'od svetskih 1inija date kongruencije •. Ako 
postoji, kao u s1ucaju (49.5) tok vremena _od kojeg metrika ne 
zavisi, kazemo da је stacionarna. 

Pretpostavimo da је СА."" vektorsko ро1је lcon::;tantnog in
~_enzit~. Posto ono zadovo1java sistem (49.2), lcoji је ravno
pravan sa (49.5), imamo: 

(49.6) 

Znaci da- је tada kone;ruencija putanja 1,}!- geodezijslca/na ~ 

50. Geodezijske vremenske 1inije'u v~ 

Nelca је data kongruencija geodezijskih svetsl:ih 1inija 
cetvorobrzina Џ."'- • Njihove diferencija1ne jednacine r.1ozemo raz
vijanjem koverijantnih izvoda, ispisati u oЫiku: 

(50.1) 

Uzmimo :;:.еkн pi·ostorno orijentif1anu hiperpovrs L: 
9 

1 
posmatraj~o zcodezijske linijc upravne na njoj. One moraju biti 
vremenski ox·ijen~isane. Cd<1berimo kocrdinatni sistem tc.ko da ~ 
bude lok~J.no zadana sa ~ =О, i da na njoj budu (1!1.~ :::: О, 
dolc- se. 'XIt ra'Jr:orпerйo :nenjг d11~ svetsltih 1inija kongruencije od 
О prt nad.a1~c. U takvom s:istcmu је loko1no t,t.C.( О, 0 1 Ој l), ра 
jedлc.cine (50.1) na Z:, gJ,.ase: 

(50.2) 

\ 
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Po~to је izraz u zagradi na ievoj strani pos1ednje 
(50 .1)_ xotor vektora t(tL , -<нi z-adovoljava-·sтstem 

meд:u kojima је: 

Posto koord;nate ",L za ~ 0 1 v У' ~ - ~-- eze na ~, na kojoj vali (50.2), 
s1eduje da su izvodi u pravcima ~l izraza u zagradama jednaki 

nu1i. Otud se (50.3) svodi na: 

(50.4) 

Komponente Ltl jednake su nu1i na Е zbog toga sto је: 

раје, na osnovu toga i izraz u zagradi (50.4) jednak nuli na~: 

(~-~)-о ~'Ј() ')Х: о 
(50.5) 

Cinjenica da se u (50.2) i (50.4) pojav1juju izvodi promenlji
vih u pravcu normalnom na ~ pokazuje da su ve1icine na 1evim 
stranama (50.2) i (50.5) jednake nu1i i u nekoj oko1ini ~ , ра 
се u toj oko1ini sve jednacine zajedno glasiti: 

(50.6) 

Odavde s1eduje da је tt.ot gradijent nekog _ ska1arnog ро1ја <f , 
konstantnog na l:. Ponav1janjem tog postupka na nekoj'dovolj
no Ыiskoj hiperpovrsi. 1::.' , u oko1ini Z::: , mozemo utvrditi 
da {50.6) vali na proizvo1jno mnogo hiperpovrsi sa oko1inama, 
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dak1e u jednoj oЫasti Q od \4 . Za svaku vrednost Cf.·: con~t: 
doЬijamo jednu hiperpovrs - - upra:vfiii: iia svёtskim -нnijama·c-I.A.ol. ·; 

Ako se <f menja ~amo sa koordinatom -х4 , , t.t..t се imati_ 
komponente LttL ( Ot 0 1 О;-1) ._ BiC'e. dakle: , 

Otud se mogu na6i koordinatni sistemi u odnosu na koje se me

trika pise u oЬliku: 

(50.7) 

Ovo је oЬlik koji metrika ima u odnosu na jedan Gausov normal
ni koordinatni sistem, kra6e poznat kao Gausov sistem. Cbrnutof 
napisimo,za hiperpovrs Z: , 1evu stranu dtferencijalnih jed
nacina geodezijskih 1inija u pravcu prirastaja koo.rdinate х" 
sistema (50.7). Ima6emo: 

).'1.--x;.tl. r• ,Ј.'Х"' ~с. r"" 
м + 1 l'k' м ~ - 44 • 

(50.8) 

t4 
Zbog 1сЈ, = 1 s 0 се Ыti: 

"' d , d' t .-1, d 1. . d v. -џleduje а su u pravcu кооr ~na е -~ za ovo Jene Је nac~ne ge-

odezijske kongruencije: 

(50.9) 

~to је treba1o dokazati. 
Razmatranja § § 38,.}9 daju fizicJru stranuoriog, Но srrю 

ovde analiticki doЬi1i·. Zaista, _ zamislimo si~tom :.<:oji је, sasta
v1jen. iz ve1ikog broja materijalnih ta_c~kD._, ·l:oje u pocetku mi-

> •• .. • •• - ~ ~ ', , ,. • .., < ,· ...... •• • 

ruju u gravi tacionom po1ju._- Me~enj~ vremena na s_vac:OJ ces .. ~с~ 
neka pocne od trenutka, jedinstvenog za ce1i sistera, kada ро-
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6inje s1obodno padanje. Ako uza svalai od njih vezemo ро jedan 
- -----т:rlerc1ja1ni sistem -·~' . ' ri.azovimo ga saputnicki sistemгsva- .· ., 

се uzajamna rastojanja u pocetnom trenutku biti, ро meri1ima 
tih posmatraca, prostorna. Ako su I)C.& i '3f!t tekuce koordinate 

prostornog i Vfemenskog tipa u tom po1ju, iшacemo: 

(~l =о, (~}.=о. (50.10). 

U svakom od saputnickih repera (comoving frames) metrika ima 1o
ka1no pseudoeuk1idske od1ike, i neka u bi1o kojem od njih kompo

nente metrickog tenzora budu ~""' ( Sij ; -S"r ). Tada је: 

(50.11) 

Prvobitno stanje mirovanja materija1nog sistema odreduje trans-
11Arza1nu hiperpovrs ~ , dok su putanje s1obodnog padanja ge
odezijske linije (videti § 39). Da1je sve ide onako kako је bi-
1o izvedeno u obrascima (50.1)-(50.9). Time smo :dobi1i prirodno 

definisane Gausove koordinate: 

(50.12) 

Pretpostavimo da ~~ pr~d~tav1ja ро1је Ki1ingovih vek

tora sta1nog intenziteta (znamo da se pogodno izabranim parame
trom za vreme to uvek moze postici). Putanje tog ро1ја се biti, 
na osnovu (50.6), geodezijske 1inije. Ako postoji transverza1a 

1:, tih svetskih 1inija, dobicemo, na osnovu ('+9.2) (gde је ~"а 

"Љt.\.с:) i (50.6) da је: 

(50.13) 

Cetvorobrzine tada obrazuju kovarijantno konstantno ро1је. 
Ро1ја transverza1nih vremenskih Ki1ingovih vektora ko

ja zadovo1javaju jednacine (50.13) dopustaju, na osnovu ('+9.5) 

i (50.7), koordinatni sistem u odnosu na koji је: 
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(50.1'+) 

Metrika koja zadovo1java us1ove: 

(50.15) 

zove ве staticka. Jasno је da se transformacijom koordinata sta
ticka metrika moze dovesti na normalni oЫik (50.14). u s1edecim 
ode1jcima cemo naici na nju. 

Z а d а с i 

1) Izvesti, na osnovu (42.5), jednacine (42.6) i (42.7), i is
pitati s1ucaj vremenski orijentisane hiperpovrsi Z: . 
2) Pokazati da su, u (47.5), matrice (L) i (М} medusobno je
dnake, i da su im tragovi jednaki nu1i. 

• ,.". 1.. "' ~) Ako Је 1•tt .,.. f i.t(S , naci e~licitan izraz za ~~ u fu-
nkciji iolfJ . Proveri ti izraz za С':' lf)"i' • 

4) Pokazati da se u obrascima (48.7) i (48.8), za Liove izvode 
vektora i tenzora, parcijalni izvodi mogu zameniti kovarijant
nim. 

5) Napisati, na osnovu (48.1), izraz za ";'Х 1"'-j?J-:tfl , а za-
tim sastaviti Liov prirastaj transformata proizvo1jnog tenzora 
u posmatranom dogadaju. 

б) Izvesti, iz (30.2'), osnovne veze koje zadovoljavaju pore
mecaji promenljivih na frontovima hidrodinamickih talasa. 

. ; .. ' ·'! 



Х. NЕКА RSSENA GRAVITACIONA POLJA 

51. Prostor sa sfernom simetrijom 

Posmatrajmo metriku cije prostorne kompoџente imaju o
sobinu sferne i1i 'centra1rre simetrije u odnosu na odredeni do
gad:aj (i1i svetsku liniju, ako posmatramo njegovu istoriju). 
Tu cemo tacku smatrati za srediste tela simetricnog oЫika, ci
ja је masa raspored:ena ро koncentricnim s1ojevima jednakih gu
stina. Za gravitaciono ро1је takvog tela smatracemo da moze za
visiti samo od vremena. i rastojanja. Talcvo ро1је. zove se ~
no simetricno .. 

Sfer~o simetricno gravitaciono ро1је cemo ispitivati 
uz dve pretpostavke: 

1) Za radijalnu promen1jivu, obe1ezimo је sa Jt , zadovo1ji-
6emo se izrazima koji '"'ze u euk1idskoj metrici: 

h.Јл с!Х~. 
' 

(51.1) 

2) Smatramo da gravitaciono polje tog izvora iscezava u bes
konacr.osti, us1ed cega је tamo metrika Иinlcovslcog: 

(51.2) 

Da bismo re.zjasnili (51.1) uvescemo sferne ilg1ove '{} i 'f oko 
srediuta simetrije (izvora). ~oorcEnate -;:c.i. su, kao i u euk1i

clskoj !netrici, definisane: 

'Х-""'-= )L ~~м:м. Ч', 

х.' = ft.J:.i~j.". 

(51.3) 
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Ako bismo izvrsili smsnu cik1icnih promenl'jivih ( ·if , 
tf) ""- с-э' ,tp"), us1ovi (51.1) Ьi ostali neizmen'jeni·. hi~t{.
ansformacijama na koncentricnim sferama' dakle pri ~ = const ·, 

t = const, metrika ostaje, ро (49.3), forminvarijantna. 
U nestacionarnom po1ju radija1no sirenje i1i skup1janje 

metrike tokom vremena nece menjati njen sferno simetricni oЫik. 
Ove transformacije su, dakle, izometrije (49.4). Inace, uz re

zervu forminvarijantnosti de1a koji 1ezi na sferi, koeficijen
ti e1ementarnog interva1a u ce1ini opet ne zavise od ugaonih 
promen1jivih. Potrazicemo stoga interva1 ob1ika: 

(51.4) 

Fosto interva1 Hinkovskog glasi: 

( 51.5) 

to na osnovu (51.2) s1eduje da 
ticki jednako konstanti. 

F ( Jt.. , t > ne шоzе ыti iden-

IzvrSimo transformaciju ( Jz , ~ , Cf' ; t ) ~ ( h' , '19
1

' 

~/; t'), koja се uprostiti (51.4), odrzavajuci sfernu simetri
ju. Ispitajmo da 1i је moguce naci sistem u kojem се koeficij
ent uz c1an Jд',dl' biti jednak nu1i, dok bi uz deo intervala k
oji 1ezi na sferi staja1o h..n. • T·akvu nesingu1arnu transformaci-

ju cemo izvesti iz dva koraka. Stavicemo prvo: 

,.n ' tlf Zatim cemo preci na pomocne promen1jive ~ 

(51.6) 

(51.7) 

\ 
i 

' ј 
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~~---Ясl~ _:t:џnkciju .f •~ Ql;l:nq~n6 '9 . , tr~ba odl:'_ed~ ti tako da u inter
va1u (51.4) koeficijent uz mesoviti c1an bude jednak nuli~ Iz 
(51.7) је: 

(51.8) 

Ako sad sastavimo metricku formu u odnosu na pomocne promenlji
ve h.11

, tn , izrazene pomocu (51.8), imacemo, ako njene koefic
ijente pos1e izvrsenih transformacija obelezimo sa ~ , ~~ , 

н" 

t_~t. == ~ {k.~ tjk't+ n.~(.d:&н+~ri'K/+ ~(л;t7A"d1:4' 

-t ~(п'; t").tit "1.-;; Е1 д't+ k/1.{<1/"+м:,..~'df/ +С??, ilz'(tl.t'-

-~ А-Ј(~Г1 + н1 (Ji'-~dlt'JY~гt. 

Us1ov ortogona1nosti koji smo postavi1i zahteva da bude: 

odnosno: 

(51.9) 

- 191 -

~~~~=~~: ;t~!i~i!~~~e~a~~~-:~~~:--~~~~~~~je iz ove 1inearn: ,,~-
Postoji dak1e transformacija koja, uz navedene us1ove 

ncsingu1arнosti, prevodi tJe·t;ri!':tl u jednostavniji dijagonalni 
oЬlik, koji 6et1o pisati: 

(51.10) 

gde је brzirta ..С. svetlosti u s1obodnom Svetu. r;inlщvskog, а 

)А. ( h. , 1: ) i V ( h. , t- ) 'su funlccije koje treba odr~ctiva
ti u zavisпosti od gravitacionog ро1ја. Onc moraju, naravno, 
zadovo1jiti us1ov (51.5) u beskonacnosti. Elcsponencij'a1ni ob-
1ik је pogodan zbog definitnosti odredenih c1anova. 

52. Sferno simetricno gravitaciono ро1је 
u s1obodnom prostoru 

Smatramo da nebesko telo, sferno simetricnog oЫika i 
gustine, koje miruje prema zvezdanoj (ga1aktickoj) pozadini, 
stvara sferno simetricno gravitaciono ро1је. Uvericemo se da 
ova s1ika odgovara, sa zadovoljavajucom priЪliznos6u~ Sunce
vom gravitacionom po1ju. Pretpostavke 1) i 2) iz prethodnog 
ode1jka predstav1jaju prvi koralc u tom pravcu. Na da1je cemo 
koristiti izraz koordinatlio vreme. То је Ъrој jedinica·na sve
tskoj liniji. 'r-4• 

U ~ 50 smo uve1i рој ат staticke metrike, koja zadovo-
1java us1ove (50.15). Videcemo ma1o da1je da је sferna simet
rija gravitacionog ро1ја u· s1obodnom prostoru dovo1jna za to 
da ono bude staticko. 

Pretpostavka о .simetriji dopusta da se metrika dovede 
u ob1ik (51.10), gde cemo staviti: 

(52_.1) \ 
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Zasad dakle ~ zahtevamo da metrika bude i stacionarna, sto 
-znaci- stati~Љэ.-, jer је- po-pretpostavci vec ortogonaћia:; ---- --

Kristofelovi siшboli druge vrste, koji su razliciti 
od nule, glase: 

(52.2) 

Gravitaciono polje ovog, i svalcog drugog, izvora u slobodnom 
prostoru, opisuju jednacine (11-0.8). t-Ii smo u diskusiji gravi
tacionih talasa koristili oЬlik R.qs Q 0 7 koji је ravnopravan 
sa osnovni:n oЬlikoш ~::::::О tih jednacina. Za ovu priliku се
то koristiti osnovni oЬlik. Као prvu kooponentu koja nije i

denticki jednaka nuli napisacemo: 

G A А -)'-1Ь, 
~ :. - ii е ')t: "" о . (52.3) 

Promenlji va )'- , odnosno 1-н ne zavisi od t . Znaci da 
se celokupni prostorni deo metrike ne menja s vreoenoo. Os
tale jednacine se зtoga uproscavaju na oЬlik: 

(52.L~) 

:;-··-
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Oduzimanjem P:t'Ye od ovih jednacinarod 'poslednje doЬijamo:· . 

(52-5) 

Posto је ~ funkcija samo )t , sleduje da У mora imati oЬlik: 

Kad se ova funkcij~ stavi u izraz za ~ u (52.1) imacemo, po

sl\3 transformacije t ~ t 1 

(52.6) 

Ovakvim izborom nove vremeriske promenljive dobili smo potpunu 
nezavisnost svih koeficijenata metrike od vremena. Ovaj 
zakljucak iskazujeBirkhofova teorema (G. Бirkhoff), koja ka
ze da је metrika sferno simetricnog gravitacionog polja u slo-

bodnom prostoru staticka. 
Podirno od posledn~e jednacine (52.4). Ako uvederno srne-

nu: 

ona se svodi na oЬlik: 

Gde smo stavili t~ za vrednost konstante integracije.: Fizi
cki smisao t)t'. 6emo objasniti u slede6em odeljku. Tada је; 

(52-7) 

Posto је na osn0 vu (52 .5) ЈА ::::-У (konstanta integracije se 
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-~~~l:l~~a izborom jedinica) dоЪЏехnо da је: 

(52.8) 

Sad imamo potpuno odredenu staticku metriku koja, kad se ovo u
nese u (51.10), g1asi: 

ovo predstav1ja cuveno Svarcsi1dovo (К. Schwarzschi1d) resenje 
spo1jnog sferno simetricnog gravitacionog ро1ја. Resenje se zo
ve spo1jno, jer se odnosi na gravitaciju izvan materija1ne sre
dine koja је stvara. 

Moze ве postaviti pitanje da 1i је nadeno zatvoreno re
senje jedinstveno, jer smo dve ve1icine, }'- i V , odredi1i ·iz 
tri jednacine (52.4), Neposredna provera се nas ubediti da su 
samo dve jednacine tog sistema nezavisne. Identicnosti (40.3) 
su te koje stvarno stoje iza prethodnog zak1jucka, jer pokazu
ju da jednacine ро1ја nisu medusobno nezavisne. 

53. Unutrasnje sferno simetricno staticko ро1је 

Predimo na unutrasnje ро1је, pod pretpostavkom da mu је 

izvor miruJuca sferno simetricna masa savrseno f1uidno~ sasta
va. Sto znaci da cemo osta1e procese provodenja energije zane
mariti. То se jos zove samogravitiraj~ci savrseni f1uid. ~ ob
zirom na ovako postav1jen prob1e, koristicemo isti koordinat
ni sistem kao i za spo1jni staticki s1ucaj. Odgovarajuci tenz
or energije, ob1ika (29.3), napisacemo na desnoj strani jedna
cina gravitacionog ро1ја (40.6): 
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Stavicemo ~ = 1, i uvesti u (52.1) promenljive: 

(53.2) 

koje su staticke1 jer f1uid miruje. U odnosu na taj koordinat
ni sistem sve su komponente cetvorobrzine, izuzev vremenske, 
jednake nu1i. Na osnovu (52.1) tada imamo: 

(53.3) 

Jednacine gravitacionog ро1ја u f1uidu g1ase, na osno
vu (52.4), (53.1) i (53-3): 

(53.4) 

Jednacine hidrodinamike, koje u specija1noj relativno
sti imaju oЬlik (29.6), moraju biti kovarijantne u opstoj re1a
tivnosti. То proistice iz us1ova (40.7) konzervacije tenzora e
nergije. Posto је ovaj tenzor na desnoj strani sistema (53.1), 
to се biti: 

(53.5) 

Ako iskoristimo cinjenicu da su prostorne 'kompon~nt'e , ui jed-
,, 
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rшli, prve tri jednacine sistema (53-~) glase: 

Odnosno·, zbog д.ijae;onalnosti metrike: 

л ( )( ~,... ~;t ~- о -z: f+t, Lc:J . ., + -эх•- · 
( 53. 6) 

~а osnovu (53.2) i (53.3) jedina netrivijalrta jednacina u (53.6) 
је: 

(53-7) 

I'oi;to је f- с: 1'- ( lt) , dэl-:le fuг.2<cijэ jecJ.ne promenljive, ume

sto p::.тcijclr:og izvode. pii::emo obiC::пi. :Uud.uci da је fluid savr

:::cn, zc ;~~се:- v:J;;i r-eka jednacirca stcшja f = <f ( 1'-) • Veza 
(53-7) ~rcdctnvljc difer~~cij~lLu j~~~a~i~u hidrostati~!:c rav-, 

п.оtс:.е u sfel"EO sioe·t;:riCr_o~ .. гоl ju · 
~ko ~ocleda~o siБtem (53.4), primeti6emo da mu posled

nj ::>. ј ec'cl:acinг dsjo yezu i;>;!:oeC:u ystiпe i koeficij enta М ( Л.}. 
n-e"cJ:icl:e forт1e (odтc.osz:o ~~ ( h)) . Та veza se moze пapisati 

u. J.:oc;odr:o;!'l obJ.i::u: 

(53.8) 

> 

Jed_r1acir~e ()3 .7) i (:53.3) slu~e oc'reuivarzju r.юtrike u 

" 1 ·.. -'" ~~1--е pro~.-... "-r..J.il'·ve, r._.e:::юsrec.нo i posredstvoo gus-· i.l.L"'l_:CJ..Jl r~.(~....!..v:..- н· ·- v ~ 

·tiл.e i pri·;;iska. 
д~:о uresto konste.nt-э ~ napii:\e:no 2 k G ( us"cvari & liG/,c.Io). 

G ·~ с·о~а ko~stanta,_imгCeoo reGenje je-c:le ј е N jut11VOVO. cro. Vl v·3 l •· 

сl:::1г.Сiг:.з (53.8): 
ћ 

~ = -'t - t G (~ iA iL.,_f('a.JA ~ ..-_- z m.(~J 
М(~ Ј: . . ' 

о . . . 
IWL( ћ) је m&se. ne'.)nskos tclг., po:r.пozena konstantoo 6 i 
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i;i.me svedene na jedinice c'!Uzi-r.e, ou srcд.ista do т:юlulJrecnika 
--------- ћ. -~- ГretiYostavljat;o cra је- М {О) "::ј:.- о :' za to ~с'Је ~~~;;ij~~ 

d;э. rед. оро.dы;._ја r:шsc budc vi5i od reda ораd[шјо. radijalne pro

пerlljive, i:ito је o::;ravdaEo, ;;er је masa sraz!nerнa _zapremiпi. 

iJ:·г.da ima.mo iz px·etl:oG.з1e јес!.нс.Сi::1е: 

(53-9) 

Cvaj rezu.ltat, koji neposredco sleduje iz (53.4), pok~zuje nam 

jednu zahicJ.jivu osobiEu .r·e2.ativisticJ:.:og statickog rюlja unutar 

samogravitir·эjucog fluida. I~ad.ijalna kornpon.enta metrickog ten

zoro., odnosno pote11cijala, odreёena је ~ oniп delom mase ko

ji lcH ispod sredii:njeg Hlstoja.."':ja Jt . Zпaci da se, kao i u 

NjutnoYom polju, dejstva sferno simetricnog sloja izпad Jt. рс-

·tiru. 

Pretpoctэ.vlmo da imaыo ::uplji tecпi sloj. Iz (53.8) i 
(53.'.)) Yidimo :l:;. је tacia М -1.. unutar г.јОGО.· Post·Q u odsus

~vu me.terijo r.епа ni pritiskэ., to iz prve jednacine (53.4) iz

le.zi сЈ.с. је i N ko:::-.star.tпo, sto zr.лi:i а.а tada im;mo metriku 

MinkoYsko& utiutar tela. 

Tz (~3-9) ~obija~o tuma~e~je za konstantu ~u izrazu 

ZD. i'verc3::il.ciOilU ':!Ctric:'.l (:;2. 9). С::А p:cedstavJ.ja ceJ.okupnu rna

cu crovitacionog izYora u jadinicamв du!ine. Iz (52.9) vidirno 

cla radijalno :C:irenje i s'cu:pJ.jD.rje !"1ase izvora ne r:юze uticati 

са i~tenzitot poljo. u nckom doga~вju koji ostaje izvan njega, 

jer ni poJ.uprccпik tela, niti rзspored njego'Xe custine ро kon

ce~tricnim slojeviпa, ni~u zastupljeni u spoljnoj metrici. I 

tu se u rclc.tivnoct :;,::roнosi jedrza osobina ::jutnovog gravitaci

onot:; polja. 

Stavimo uclo'l da na e;raг..ici tela bucie ~ =1'- • О. Ti

me se iz speljnog statickog polja prelazi u unutrasnje hidro

staticko, bez sl:ol:a u velicinama na desnoj, рџ prema tome ni 

na levoj ctrDni =ravitc.cio~ih jednacina (52.4), odnosno (53.4). 
Octaje nam da potro.zimo, Uпutar tela, opste veze izme

<lu c-џ'sti,1e i e>ritiska.. 1\ko u prvu jednacinu (53.4) unesemo vr- · 
~ - 1 . . 

ectпocti м.( h.J iz СЂ-9):, zatim N (h. )/ IV{ h.) iz С53-7), 
ina.ce~o: 

~-

( ~ . ' 
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------ --- .-(1_=-~~~lxt~-= lt(~+J 11)--т-~-::.в ~-<2t-)_ 
odakle је: 

Ovo cemo napisati u oЫiku: 

U klasicnoj hidrodinamici zvezdanih masa sva. tri сlаш:: koji se 
nalaze u zagradama, u ovoj jednacini, svela bi se na jedinice. 
С53.10) predstavlja relativisticki oЫik toga obrasca, а zove 
se Tolman-OpeD.hajшer-'l olkovljeva С Tolman-Oppenheimer-Volko-v) 
jednacina. Ona predstavlja jednacinu ravnoteznog stanja fluiQa 
koji se sastoji iz raspodele, ekstreoalr.e u energetskoш Sffiislu, 
teskih elementarnih cestica ili bariona Cvideti: liarrison-Thor
ne-1</akano-Wheeler, Gravi tatio::: Theory and Gre.vi tational Oolletp
se, 19651 gl. III). 

Zvarcsild је reЗavao шetriku unutar fluida tako 3to је 
odmah pretpostavio da је gustina konst<::.ntna. То vrlo idee.lizo
vano resenje ovde ~ecemo izvoditi, mada је incce ~orisno odre
diti gravitacioni potencijal pod toz. pretpostavkom. Та:Ьљ e..pro
ksimacija pokazala se nedavno dobrc pri nalazenju gornje g:L'8lli
ce gravi tacionog crvenog рош:.kа spektra svetlosti koja dolo.zi 
sa zvezda С videti: S. \'!einberg, Gra-vi tatioп and Cosmolog:;, Wi-

ley, (11) ; XI, ~ 6). 

5LJ-. Geodezijske lini,je sferno simetricne metrike 

Proucicemo neke osoЫne geodczijskih linija S-varcsil
dove metrike, odnosno sferno si~etricnog gravitacionog polja u 

slobodnom prostoru. 
U odnosu na jedan kanonski parametar Cvideti § 5), za. 
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koji cemo uzeti sopstveno vreme u sl.ucaju vremenskih, а duzi-
- nu u slui:aj:u prosto:щib krivih, _ di.ferencija±ne-6~d1'!aG-in'e-gko-...: _ ~-- _____ _ 
dezijskih linija glase: ' 

Ako unesemo izraze za Kristofelove simboie II vrste С52.2), 

imajuci u vidu osoЫnu staticnosti С52.3), doЫcemo: 

~ +~f'~Г-ь.е~~г-

-Јt e-,t.t~,.t9~"'+~:c.1 ev?v~)=-.. о Ј 

ј;,_!}. + ~ J!f-~ -~t?м~(~Г= о. 

i~ +*:*-Ј!+ г.~fl*fJ== o,-

L.t + v'~~-= о 
,rJ.,J ·'" ~ u.d 1 

gde su: 

C54.l). 

Ispitajmo ceodezijsJ::e liLijo :;:·.<>:.:.ij,ol:~oe; :rC~YCB' 'со Je>
st on:e koje dоЫјеr;ю za konste.i1'~:::e {) , <f , t . Cbr;:.zo--r·; >~-~-.:;,, 
iz izraza С.52.9) zE: rr:etricki el')cm-.·;;, jecli;::icr;i t.~r.e:;e:::t:·,::. ·::-:.:
tor koordi::;.вtц) 1ir.ije д:u7. koje zз :~а:-::.~:.. k. : 

Zna.k с ето odrer.'ti vati te.ko de desr:.a st:t'er.r tu~o- ~-а~.~:~i,.:'ш". Ii 
istog metrickog elementa dobijemo ;~ ~~:· -
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Rod.ijaћ1a seodezijs}:a J.ir.ija, zadovoljava prvu jed.nacinu sis

·tc.:.t::. ( ~4- .1) }:а ја se svodi 1-:..:::.: 

(54.3) 

оЕв се biti iC..'-"::ticl:i zэdovoljena. Dakle tangentni vektori re
clijalr,iћ koor·~:::.r,гt:,::.ll linija se paralelno prenose duz njih. Ra

~i ;ialr.e. lгocrC.ircat.,.-,e lir.i,je sferno sirnetricne metrike su geode

~ijo'.:e • 
... ~« z::'o-;;:ri~o sad. r.ul·te linije, koj е dobijarno za konstant

:'e (Ј i Ч' . ~;azvг~~Eo j_h rad.ijalne -nulte geodezijske linije. 

Zoc.·:co ie о'.з 0 .,.-_е r"izc:t radijalr.e u sшislu prethodnih, jer se duz 

Ej:i.l~ ;":r.je. i t , ali SU opet geodezijske, i utvrd:ene time sto 

::t•. Eul·ce. 'Zler.oт,tэ=i iпterval na tiш linijama glasi: 

-~1.(1- ':'")4Ј:1= о. (54.4) 

,··~ ·• 1- ·.~,.. ~·~с ~оЈ·е one zadovolJ'avaJ·u sve~ce se na _џ::_.:.е:геr,сЈ.џа •. е Је~--а~.'-'- •· v, _ 

o':rvu i '1osledг.ju iz sir;'cet:ca (54.1), uproscene za sve clanove 

~ l:o~ir.-.~ se pojavljuju izvodi ~ i <f . Sarno se postavlja рi
~ђ, Ј.· ..... ,,..r~o-c·n'·r- ier to vii;e r.e mqze biti duzina, kao u (54.1) • 
~Q~. ~ ~- Q •.. ~~ ~, u . 

r.-;0 ;:e sc •:ro7c:ri ti d.a l:oordinatr.o vrer:1e 1; nije l~anonski param

e'cP.r. :'1::.' сеЕо po::azati da је radijalna pro!:lenljiva ll.. kanons-

lr.:i ps.ra:r~etc.r. 

Zaista, 

na stavi!:'.o Л 

ako r.a l.evim stranaп:a diferen<;:ijalnih jed.naci

ur-:esto ~ , one се se svesti na: 

(54.5) 
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·.tl. l.t 'j.t 
'-А)_ + v А ==0. 

Z(:lrre1~o:n ,Jt /.А ј_~ (5LJ ... It.), HllO;~.er~jeri o~:t2lih veliCina--:·~: 
~ua u p~ethodr.o= slu~~ju ~ ~ifere~ciranjem, ovaj sistem се bi

tj_ identi~ki z~dovoljcn, ~to је trebalo dokaz~ti. 

lafcmo fizi~ko t~~a~enje ?rethodгo utvr~ene cir.jer.ice. 

~~crJ :i.j ~1r~e. ~T'O'"''Cr.1ji \iP- ~::: ~?r-~ :=l"'C·~·cr:.oG ::uta zvetlo~пi·n ili gr

uvit~cio~ih zrc1:cvu iz ne1:os i~vor~. с~г ztoji uтe~to sopзtve-
У)ОЬ -vrc!:"e::c, 1-.. оје г.:_:; z:r.'c.ci~Pэ юого. "rri:гovc:ti". 

~oz~otri6c~o sa~ c~~tije piteLje seodezijskih svets
J.:ih, д.е~:!е ,.J:r·e .... ·эг.s1-:-il:, li:-ijJ. u ~гdл.ој ''rc-vnitl izvora, to jest 

vro;rav~u ~~ос sfcr~o ci=et~ijэ ;оЈ.ј~, uze5cmo radi upro~6cnja 

~slovi zы to 12 ~o~etni poloiaj i pocetna brzina neke 

7a~erijclre t~~kc le~~ и e~vatorskoj rev~i glase: 

vidimo da је tada: 

f:!Jt/ =0 с;) ... ( d"""-s ) == о ~ ,о -.о { ~t/0 · .d-J "Јо _...,... V- Vo 

Lakle, al~o jedna ceoC.ezijskг linija u nekom treг.utku dodiru

je povrs sirnetrije polja, ona stalno lezi u r.j,oj. 

Kinernaticlcu terminoJ.ogiju s~r.o usvojili zato sto puta

nje rnaterijalnih tacaka u cravitacionom polju moraju, ро .nace

lima op~te relati vnosti, bi ti r;eodezijske svetske_ .1iui;je;, Тај 
uslov је bio postav1jen u ~ 39. · ·· ,.-' ··· , , ·· 

Iz poslednje dve jeQnacine (54.1.) dobijamo, koristeci 

(52.8), "i; posto је ll. ..рО prve integrale: 

~·11- "~ ~. 1 ........ },._~·._·.· 
(1- ~)*-~ ~~;-:;; . ·.·.·· 
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Buduci da su Ј.' 1 А i .Jt /.еЦ 'treca i cetvrt'e J:::on:-

-----·----travarijantna komponenta ... C..etvorobrzine , .. sleduj.e.: zbot; -~"' :.·-1 
а s ,obzirom na koeficijehte (52.9) metricke forme, dг s~. 
dne veze svode na: 

Prvi od integ;гala (5LЈ-.б), odnosno (5L>.7), prec1:stavlja 

relativisticko izdanje p:::-incipa povrsina, odnosno drugog r<eple

rovog zakona. 

55. Horizont sferno simetricnog pol,ja. Сrг..а oЫast (Crna ,jama) 

U § 53 rastumacili smo bili konstantu ""- , u izrazu za 

metricku formu, kao velicinu celokupne mase gravitacionog izvo

ra, datu u duzinskim jedinicama. Zbog toga cemo t 1t\- zvati gra

vitacioni poluprecnik pojedinog nebeskog tela. l;a.primer, za ma

se Sunca IW\.s i Zemlje ~Т , imacemo sledece vrednosti: 

Hiperpovr~ 

sfera z:; 

(55.1) 

koja se dobije za Jt ::= Z~ zove se Svarcsildova 

sferno simetricnog gravi tacionog polja. Ј::1а Z: ј е: 

(55.2) 

Uzmimo u razmatranje jedinicni tangentni vektor 1t• , 
radijalne promenljive ( '() , ЦЈ 1 t ':= const). i:a osnovu (52.9) 
cemo imati: '·\ 

.,<· .. '. 

(55-3) 

.. 
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(55.4) 

Ovaj zakljucak vaz~, na osnovu rezultata ~ § 52, 53, ukoliko 

је izvor gravitacionog polja ispod Svarcsildove sfere. Iz (53-9) 
vidimo da isto biva i оrн1а kada је, unutar nebeskog tela, deo 

mase М\. ( h ) , koji se nalazi ispod datog poluprecnika, toliki 

da је koeficijen~ 1'" . , odnosno М ~ 1t. ) ~ sir.gu1aran. Саr:ю on
da ne znamo ponasanJe ce1okupne me·t;:c~!ce, Jer ~.ltt, , odnosno W{ltJ 
treba odrediti iz (53-7). 

u slucaju slobodnog prost.ora' cija је metrilш potpuno 

odrec1ena, iz prethodnog viд.imo da radijalпa koordinate. polazi 

od povrsine izvora kao vremens1:a pror.enljiva, а posle ~ postc.

je prostorna! ~taYise, po!:to s;::;o pckazali da su. raдijэlne J~oor

dinatne linije gcodezijske, sle~uje da sё ~~ duz njih со ьrav
i ta~ionog poluprecnika prer"osi :!:ао vremenski vel:to:c, pos1e ce

ga postaje prostoran, ostajuci paralelan·sebi. Na osnovй svih 

nasih pojmova, ovo "prevrtanje" bi trcbгlo da zнгсi prel:id tih 

linija! 
Razmotrimo hiperpovrs l: . Ona је zadana sa: 

(75.5) 

Vektor normale na njoj glasi: 

Otud: 

Posto је gradijerit Z: nulti ve:ktor, ta је ~.i:;?er;c'lrs nulta, , 
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kao cto smo vec videli iz razmatranja § § 43, 44. Inace na 

njoj postoje, u svakom dogaclaju, ро .clv~_ prostorna pravca u ko-
. Jiffia Б"ё meD.j aju "C:"i:kii."c!le" koord:in;;te. Ona ~;~d~tavlj;·j~d;~ka-
rэ.ketristicnu hiperpovrs 

1 
ра ne mozemo govor~ti о njoj·. kao 

о is:toriji sfere. Treba da proucimo ponasanje_nultih konusa сi

ЈЭ је ona obvojГ-ica. 

S obzirom ~а sfernu simetriju ~olja, dacemo proizvolj

ne konstaнtne vrednosti ue;ao!!.im promenljvim ~ • const, '8- .,., 
= const. Ea:iijalne nul te linije lcoje smo · razmatrali u prethod

nom odeljku zadovoljavaju (54.4), dakle: 

Za 1L>'l"'- 1:ulti konus је otvoren prema Yremenskoj koordinati. 

~~&d Jt _,.со , otvor mu tezi odnosu velicina koji odgovara me

tJ.'ici ::in.~ovskog. ~\"ad Jt~ 'L')to. spolja, otvor konusa se smanju

jc do nule. Ovo bi oigoYaralo opadгnju brzine svetlosti. Obr

;:uto, o.l:o posmatrгrю oЬlast Jr. < 1""- , otvor konusa, koji је 

сэd o~:::>crut :pre"'a kcorc1iпat2. 1L. (videti sliku 21), tezi nultoj 

Г.i;:>crr::.:vni s unuiiЂi':nje strane, i potpuno se otvara kad Jt__.~ 

а E1J.~a"IB до nule ~·:-ad 1\ --1' О 

.:-с::: u § -t smo po:nenuH cinjenicu da је Svet Иinkovsko"C 

;_r,~o-~r, ;.;. ocinosu Iш nultc pravce • jer је otvor nultog konusa 

. ,, ::~.'! ;o;l :,;ој~.:о~ -:.:rostorne izotropnosti podraz=eva se form

' .. ·,-,~::.i~ar.t·.~oc;, u. on.oj :г.гri u kojoj postoji, Prostorna homoge

::occ~ ._;C'"'r~zucevэ lxs·tojз::je, u sva~{Offi dogaJ.oju, posmatraca u 
-~·.:::.о"·с: na ::ојо;; јо с'сх·о>. i'o;cr>inverijantnosti jednaka. 
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neproпenljiv ,- buduci dэ. је odreC.e_n riepromenlji v_om brzinom 

avetlosti u vakuu::;u. Gad vid.imo da је Svet op~te relativnos

ti нer.or:юe;en. u 'od:hosu na nul te !_)ravce' jer brzina svetlosti 

::;aviei od udэ.ljenosti od sredista izvora, naravno za h. >t""', 
Ј:оје је jec',ino pouzdar10 podrucje. 

:.eobicno :;;;oг.aLanje metrike zbog postojanja .C:varcsil

G.ove sfere zaћteva da ispitaпo da li se dosad utvrd:ene osobi

ne javljaju u sval:om koordinatnoп si.::temu. fcazume se da је do

voljno nв6i jedвn sistem u kojem se neke od njih menjaju, da 

bismo ih smatrali kao nev9rodostojne. Zato 6emo izvrsiti sme

nu proпenljivih: 

t ::i' :t: l~"~(~~ -"~) 

t "..f.' ± 1.~...,~(1--&Ј 

1t == h..' 1 

1l. >l.~ 
Ј 

h.. <. 1. /)k._) 

(55.7) 

Pomocu ovih proшenljivih dobijamo Ldington-PinkelStajnov (Ed

dington-Finl<:elstein) oblik intervala (52 • 9): 

(55.8) 

Иetrika ostaje lft.aeionarna, ali·· vise nije dij'agonalna. S'ta
vise, u zavisnosti od znaka cetvrtog clana, imamo za·nju dva 

oЬlika (+) i .(-). Prednost ovakvog izraza је u tome sto mu na 

~ ni jedan koeficijent viSe nije beskonacan, te se koordina

tna mreza jednostavno produzuje·-iz unutrasnj_osti Svarcsildove 

sfere u njenu spoljasnjost • 
u odnosu na uvedeni sistem,,radija~a"nulta linija, u..:: 

mesto (54.4), u ~lucaju (+) zadovoljava formu_: 
:.> ;_~ .. ,,., 

\ ~-• . 
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odnosno: 

·(Јл +.dt'J{ (-t+ ~ЈА- -t-(1- ~.Ј. е} =:о. 
,, 

U konfiguracionoj ravni С t', h. ) te 1inije zadovo1javaju dve 
diferencija1ne jed.nacine: 

Resenja ovog sistema g.1ase: 

С55.11) 

Prvo resenje predstav1ja fami1iju pravib i vazi са оЬе str·ane 
hiperpovrsi .2._. , odnosno 1inije )L= '1. l)t\. • ~;есенје drщ;e 
diferencija1ne jednacine С55.11) razdvaja ·se, kao r.to vi~i~o, 
na dve potfami1ije, 1evo i desno од. te 1inije. Druga jedr;.a!:iы: 

С55.10) .. pokazuje nam da za prvu potfami1iju vaZi: 

., . !д. ~h. . 
--:-;т~· .Jt . 

. о 

а za drugu: 

U prcthodnoш oд.e1jl::u smo. po!;:aы\li ci::: :::u :;:·гdiјь.lне :.ul-

-~е 1inije geodezijske. Druga njihova potfami1ija шэ pr1azi Jt ,.. 
'13 z.".;:. :Posto-su-sve moguбe svetske linije, oct.nosno putarJ.je, o
ьuhvacene izmedu granicnih nu1tih 1inija ove dve potfami1ije, 
sto se moze proveriti, to na 1evom .podrucju Cs1ika 22.) ni.jed
na ne moze preci ovu granicu. Evarcsi1dova sfera Z:: , od..l'J.osno 
1inija )t. • t i\11\.. , zove se horizont dogaд:aja. Тај evokatorski 
naziv treba da nam kaze da se radi о jednoj granici ispod koje 
nemamo uvida, а ni sa koje nema povratka. Ni jedna svetska 1i
nija ne vodi izvan.te sfere! 

,. 

SJ.. ~1. 
Fizicko tumacenje nu1tih 1inija sa dijagrama 22. је je

d.nostavno. Prave prve fami1ije (55.11) predstav1jaju zrake ra
dijalno nai1azece.svetlosti. koja ima brzinu ~ • Prva potfami-
1ija krivih, desno od horizonta, prikazuje zrake svet1osti ko
ja se radija1no udaljava od gravitacionog izvora. Uko1iko је 
povrsina koja zraci sa spoljne strane Ыiza horizontu, brzima 
је manja, а u beskonacnosti. dostize vrednost iz Sveta Иinl{ovs
kog. Svetlosni zraci i sve osta1e cestice sa unutrasnje st~ane 
horizonta padaju ka sredistu. Ova asimetrija nultog konusa, koja 
potice od razlicitih brzina dolazenja i od1azenja svet1osti u . 
grav:Ltacionom polju, pokazuje jos. jednu osobinu Sveta opste re
lativnosti, neizotropnost koju u opstem slucaju pokazuju nulti 

zraci. 
Prethod.na izvodenja se od~·~;e. ;а siucaj С+) ··svetske me

trike С55.8). U slucaju (-) д.ijagram Ы Ыо, prema onom sa sli
ke 22., simetricno izvrnut u od.nosu na osu 1t • 
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VratHemo se jednom zak1jиckи iz ~ 54. Ima1i smo da 
-је radija1na promen1jiva h.. koordinatnog sistema и kojem је 
data :orma (52.9? kanonski parametar za radija1ne nu1te 1ini
je. U transformisanom oЫiku (55.9) radija1na promen1jiva os
taje ista, dok novo vreme е i da1je nije kanonski parametar. 
Dak1e, риt od М do 11 па s1ici 22 raz1ikиje se, na bi1o koj
oj nи1toj geodezijskoj 1iniji potfami1ije ~ ~~~, za kona
cni iznos, uko1iko је tr./1 konacno i ve6e od Л 1'\ • Sa dijagra
ma se vidi da koordinatno vreme mora porasti za beskonacan 
iznos da bi 1t ( i') ±z drиge veze (55.11) porastao za h111-'l'hc.. 

jer је 1'1. (-ОО ) = lJWL • Sto је g1avno stvari stoje ne-
jasno sa svet1os6u koja је u konacnoj pros1osti treba1o da 
krene sa horizonta. Ovaj zak1jиcak о beskonacnom prirastaju 
jos izrazitije vazi za vremenske radija1ne geodezijske 1inije, 
jer se kod ovih 1t. , kao funkcija 1:.' jos sporije "dize" iznad 
horizonta., А te geodezijske 1inije sи pиtanje cestica koje se 
иdа1јаvаји u sfernom gravitacionom po1ju. 

Na роdrисји ~ <~~ cestice i fotoni stizu za konac
no vreme, bi1o sopstveno i1i koordinatno, do Jt = о, sto se 
vidi sa dijagrama. 

u сi1јЧ da1jeg ispitivanja ponasanja metrike u Ьlizi
ni horizonta иvode se takozvane Кrиska1ove koordinate (М. D. 
Kruska1). U njima sи otk1onjene tesko6e s beskonacno dиgim 
pиtovanjem, и odnosu na t' , ро radija1noj geodezijskoj 1ini
ji, od horizonta navise. Vrsi se transformacija ( h, с')~ 
~ ( IA , 11" ) iz Edington-Finke1stajnovi.h promen1jivih (55.7) 

u-nove: 

-i (~t-d'Ц-
џ +1f" = vm (-t.-?.'ho} е 

fh+~c;"""' 
џ-v- .... е 

(55.12) 

Sad dobijamo tre6i oЬlik interva1a, koji g1asi, za posmatra

nu (+) metriku: 

(55.13) 

gde је: 
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Razume se da h u gornjem obrascu treba zameniti_pomo6u k i 

1Г . Mi to nismo ucini1i zbog preg1ednosti obrasca. 
Kada staticku metrikи dovedemo и oЬlik (55.13), radi

ja1ne geodezijske nulte 1inije g1ase: 

Кruskalov dijagram izg1eda ovako: 

Ako роmо6и transformacionih obrazaca (55.12) ispitamo 
dijagram sa s1ike 23., vide6emo da on1ima smis1a za onaj deo 
koji 1ezi izmedи krive 1t == О i dijagona1e Lt-= '\1 , kojoj teze 
vrednosti kad и (55.12) t'~-Oo . OЬlast O<:.l't<1.'""- sa dija
grama s1ike 22. preslikava se na osencenu.oЬlast na dijagramu 
slike 23. Da li ostatak ravni ( ~ ,1i ), izmedи isprekidane 1i
nije · -v-1-I.A. .... :о 1 i '\Г ... и. ima neki smisao nije jasno •. Mozda bi 
i. оп. mogao nesto fizicki da znaci' jer prava. tл. ;., v-. ' odnosno 

11. =-. 'Z.tr)-L. , ogranicava dijagram, pored .toga iito prёd.stav~j~-
po1иpravи ~ =ci&~( (.( "?,~~~ја- је horizont. Na slici 221• !t. = 
=. 2.""'- је :}::eii~:i:le: -!i:в~еЗ:џе шшtаr dijagram<V.,· , ; , ... 

if: 



Videli smo da se osobiпe ~varcsildovog r:;н!vitacionog 
polja ne mogu opisati u potpunosti ako se koristi samo koordi-' 
natni sistem u odnosu na koji oetriclш foroa ima oЬlik (52.9). 

lzvrsili smo bili dve smene promenljivih da bismo otklonili na _ 
stranosti koje se pojavljuju u tom sistemu u Ьlizini singularne 
hiperpovrsi ~ • Dijagrami koji odgovaraju slucajevima (+) i (-) 
opisuju fizicki s~protne procese. Kruskalov dijagram је pogodan 
za izucavanje pojave sazimanja materije u Ыizini 2: . 

Mi znamo da postavka proЫema tl opstoj relativnosti ne tr
eba da zavisi od koordinatnog sistena, jer jedпacine moraju bi
ti tenzorske, ali pri diskusiji dobijenih resenja viditno da st
vari itekako zavise od sistema. Napomenimo samo da је jodno od 
vaznih pitanja pri izucavanju singulariteta razlikovanje takoz
vanih koordinatnih singulariteta od fizickih, to jest od onih 
koji odgovaraju stvarnoj pojavi. Nesto slicno smo imali i pri 
ispitivanju gravitacionih talasa. 

OЬlast ispod horizonta, u kojoj bi bio smesten celo~-up
ni izvor gravitacionog polja, nosi danas dobro poznati naziv EE
na jama, ili kako cemo је jos zvati crna oЬlast, u ovom slucaju 
staticka. Iz svega sto је prethodno receno vidi se smisao tog 
naziva. Videli smo da staticka crna oЬlast ima gravitaciono po
lje isto kao i ono koje је imalo normalno nebesko telo, ali smo 
se uverili i u to da masa tela, posle prolaska ispod horizonta, 
za konacno vreme padne na srediste. Sta onda biva? Da li dolazi 
do neke eksplozije crne јаше, pracene na primer emisij.om tahio
na, zasad hipoteticnih cestica, koje zahvaljujuci brzini vecoj 
od svetlosne шogu proci kroz singularnu povrs ~ ? Ili nastaje 
neka druga pojava?'Gravitacioni izvor је telo, cija metrika i
ma zakone ponasanja pod fizickim uslovima koji vladaju u odre
denim granicama, а koje smo dosad uspeli donekle da proucirno. 
Pojava saZimanja celokupne mase nebeskog tela do krajnje mogu
ce granice, а pod uticajem gravitacionog polja, zove se gravi
tacioni kolaps. Ona prvobitno nije bila izucavana sa relativi
stickog stanovista. Bitno је pitanje da li se gravitaciono ko
lap·s ·sferno simetricnog nerotirajuceg nebeskog. tela moze odvi-
jati savrseno pravilno, zadrzavajuci u svim fazama pocetnu si~ 
metriju. Poluprecnik l.-m. је, kao sto se vidi iz (55.1), Јп·е<ј

nје mali. ~ta biva pod uslovirna koji neposredno prethode prola
sku kro'z Z:: ? Na to se ne moze dati pouzdan odgovor. 
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Ova pi tanja mnogo su pretresana u· naucnim monografija- •' · 
ma i casopisima (da navedemo-: G~-Mc.Vittie,[-10]; s. Weinb- ....... --------
erg, (41] ; Misner-Thorne-Whee1er, (2.3] ; itd). U svakom s1uca-'- ·· · 
ju, crne oЫasti su jos uvek hipoteticne, mada izvesne pojave, 
u pos1ednje vreme, ukazuju na to da su mozda i otkrivene. 

Zacudo, neke vizije ko1apsa i pratecih pojava bile su, 
da 1i slucajno, predmet pesnicke intuicije. Vladislav Petko
vic-Dis, koji је od fizike ХХ vek~ mogao samo nesto nacuti о 
specija1noj re1ativnosti (а i to је vr1o ma1o verovatno), na
pisao је u pesmi D NirvanA" (videti: м. Pavlovic• Anto1ogija 
srpskog pesnistva, sкz, 1964) s1edece vrlo uoc1jive stihove: 

Tu su bi1i umr1i oЬlaci, 
Мrtvo vreme s istorijom dana, 
Тu su bili poginuli zraci: 
Svu se1enu pritisnu nirvana. 

56. Polje rotirajuceg izvora 

Iznecemo, u najkracem, osobine gravitacionog polja ko
je stvara rotirajuci, ро sastavu osno simetricni izvor. Takvo 
polje odreduje Kerovu (R. Kerr) metriku. 

Prvi zakljucak koji imamo jeste da ovakvo resenje vise 
ne moze imati sfernu simetriju u prostoru, jer је jedan pravac 
privi1egovan. Pretpostavka је da је taj pravac, odnosno osa s
imetrije, neproшen1jiv, da se moment za njega ne menja, i da 
izvor ро1ја ne podleze ni drugim promenama tokom vremena. Ta
da је metrika opet stacionarna, а pored toga i simetricna u; 
odnosu na osu rotacije. Znaci da jedinicni vektori svetskih 
1inija koordinatnog vremena cine jedno Ki1ingovo ро.1је • Tako
Cte i jedinicni vektori meridijanskih 1inija ~ oko ose rotaci
je (odredimo је sa fJ- О) cine Кilingovo ро1је, jer је шe-tr
ika forminvarijantna za zaokrete oko -te ове. 

Kerova metrika spada u algebarski specija1ne tipove u 
smis1u iz1ozenom u § 47. Ona је Petrov1jevog tipa D, u koji s
pada i Svarcsi1dova. Ovde necemo u1aziti u proveravanje toga 
(Physicd1 Review Letters, 11, str 237, 1963). Opet se smatra, 
kao i za Svarcsi1dovu metriku (videti § 51, us1ovi 1) i 2)), • 

\ 
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da ~ predstav1ja rastojanje od sredista izvora. ~~ u besko
nacnosti·-tezi .metrici Мinko:vskog,33to _cemo .pokazati •. _Pored __ kon", 
stante-МI- , koju ·smo ve6 ima1i u (52.9), ovde se kao pos1edica :!''-"' 
postojanja ugaonog momenta, pojav1juje i konstanta .А- • Kvadrat .с,~ 
intervs1a gl.asi: 

gde је 

r.. .dil. = (-1 +U}A'I. + {h1 -t- .c.~ ... fJ/4.~:/ + (Jt.,_+ д.. .... + 

t .a. ... U~19)~\'7.d<ft.rz.д(1t'U)k\9Ad'f + 

+ 2. .с 11. A.dt + z .а. .с ~'l.t9JЧJ.Jt -..ё( 1-U)dl:t. (56.1) 

Ako bi ~ bi1o jednako nu1i (odsustvo rotacije) vidimo da bi se 
metrika sve1a na Svarcsi1dovu (~) metriku (55.8), to jest na o
nu cije su svetske 1inije date na slici 22. 

U sl.ucaju spo1jnog Svarcsi1dovog resenja nismo nista mo
ra1i znati о tenzoru energije izvora, osim da mora odgovarati 
sferno simetricnoj raspodeli materije, koja se moze radija1no 
kretati. Nave1i smo bi1i, kao primer unutrasnjeg resenja, savr
senu hidrostaticku sferu. A1i је to resenje ostaja1o nepotpuno 
odredeno uko1iko nismo zna1i zavisnost gustine od pritiska. U 
tom smis1u ni za Kerovu metriku ne znamo о izvoru nista drugo o
sim da mora imati simetriju materijal.ne raspode1e i moment za o
dredenu osu. Jedino је sigurno da ta metrika vazi svuda izvan 
horizonta, na koji cemo ukazati. 

Potrazimo, kao i u sl.ucaju Svarcsi1dove metrike, povrs 
.JL"'- • na kojoj се u formi (56.1.) isceznuti koeficijent uz ~с 

ZnaCi: 

; 

Reвenje ove ·kvadratne jednacine moze imati smis1a samo za~~~. 
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Fizicki smisao za A..?l)t1.. bio bi da se centrifuga1no ubrza-
-nje supr.otstav1ja gra:vitacionom ko1apsu. Pod tom је pretpostav
kom: 

(56.2) 

Imamo dve povrsi, koje cemo oznaciti sa s+ i 5_ . Moze se o
dmah videti iz (56.2) da ove povrsi imaju ravan simetrije ~ = 
= U/2. i da је Sт ispupcena а $_ razdvojena u toj ravni. 

Posto је metrika stacionarna vidimo da, zbog promene z
naka koeficijenta uz ~,_ , brzina toka vremena, koja је Кi1in
gov vektor, menja znak. Ona postaje, od vremenskog vektora iz
van St , nu1ti vektor na toj povrsi, prostoran unutar nje, op
et nu1ti na S_ , а vremenski unutar ove. Naravno, sve to pod 
us1ovom da оЬе povrsi pripadaju spo1jnoj Kerovoj metrici, с~Ј~ 
se izvor u dovo1jnoj meri smanjio da bi bar S + u ce1ini bi1a 
horizontska. Fizicki bi to znaci1o da meridijanska koordinata 
Ч' (dakle prostorna) 111ozda neodoljivo tece unutar .S+ , umesto 

vremena. 
Bitna је osobina povrsi ~+ i ~- ta da ~ karakteri

sticne. Njihova је osobina da koeficijentц\remenski clan posta
je jednak nuli na njima. ali im је gradijent, koji mozemo izra
cunati iz (56.2), nije nulti vektor. Zaista, kontravarijantne 
koordinate metricke forme g1ase, na osnovu (56.1): 

t'l. -1 
1 -::=. ћl. + ,о...'-~(-э 

,, -1 
-~ = .44{-e(h.~+ д~~-61) (56.3) 

Ра mozemo odmah proveriti da one dve hiperpov:si"'nisu nulte, o

dnosno karakteristicne. 
'" · Posmatraju6i ve1icine (56.3), mozemo se uveriti da 1 

jedini-moze biti jednak nu1i za konacne, netrivijalne i pozit~ 
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i vne (fizicki opravdane) yrednos-c~ argumenata, · i time odredi ·- i: · 

karakteristicne. povrsi.Vektor.radijalnepromenJ.jive-postaje 
nulti na toj h~perpovrsi, koja је otud nulta. S obzirom na pro
menu vremenskog toka, ostale linije na njoj su prostorne. One 
glase: 

(56.4) : 

uz 

Imamo znaci dve povrsi, Z::+i L._, na kojima је normalni vektor: 

rtt.J1 Ј 0 Ј 0; 0) Ј 1 ос'/} ђt.ol-11.;3 ::: 0 1 

f} =/= 01 (l ===9 1/ 1-чз (/ ф 0 Ј } (56.5) 

nulti. Те povrsi predstavljaju koncentricne sfere. Prva od njih 
је horizontska za Kerovu metriku. U ovom slucaju mogli bis-. 

mo govoriti о hiperpovrsi kao istoriji, в obzi~om na to da na o
vom horizontu, za razliku od Svarcsildovog, ne naвtaje zauвtav
ljanje vremena. Ali izraz "iвtorija" ровtаје dvosmislen, zbog p
romene znaka koeficijenta 1•~ vremenвkog intervala na S +. Iz 
(56.2) se vidi da S + obuhvata ~1', i da је dotiCe u okolinama 
pol1:1rnih tacaka -е = О , i:l ( videti sliku 24.). 

Pogledajmo opet radijalne nulte linije. Postoji, u ovoj 
metrici, polje nultih vektora konstantnih komponenata ~~ : 

~(-1 о о. ,.c.--t\ 
Ј 1 1 . 1 Ј 

. (56.6) 

Drugo polje nultih vektora dato је sa (56.5), na p~vrsima La. 
То је analogno sferno simetricnom вlucaju ва slike 22., utoliko 
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sto ве radi о granicnim linijama nultog konusa. 
Nulti polukonusi b1,1du6nostih()rizontskih dogadaja ok

renuti ~u~ d.aki~. р;е~~ unutrasnjosti L. "'"-~-N~;~d.i;l~i~e nuite 
i vremenske svetske linije imaju jos manje _mogucnosti da napu
ste Z:1 , jer su obuhvacene radijalnim, ра je_ta hip~rpovrs z
aista horizontska. 

Kerova crna jama izucavana је, kao i Svarcsildova, po
mocu razlicitih di.jagrama, i ima dosta neobicnih osobina, od 
kojih smo neke izlozili. Unutar nje ne izgleda da bi uvek mo
rao nastupiti pad "zaroЫjenih" cestica u srediste.·sa вlike 
se vidi da unutar $_ postoji jedna dvokrilna oЫast u kojoj 
bi cestice mogle da se udaljavaju radijalno, gde bi vreme tre
balo da tece i metrika da bude stacionarna. 

SL. 2't 

Ostaje nam da pokazemo kako se u beskonacnosti Kerova 
metrika svodi na metriku Minkovskog. Za tu 6emo вvrhu uvesti 
nove promenljive: 

t =t. 

Metricka forma.(56.1) se tada moze napisati u oЫiku: 

.:_,. 
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+ .. 2.М . {ћ.'t.(~.dxt+ k) 
(1t4+д."c~(ltJ.+.ct ... /'· 1!-Ј + 

+ АЛ(х~-~.d.") + (h.,_+..o.j('l..dr +~л.dt)f'l. (56.7) 

Ovde је ostavljeno lt. da bi ве ocenilo ponasanje u beskonacno
sti. Cinilac ispred velike .zagrade u ovom izrazu ponasa ве 
~ л-~ za dovoljno ve1ike vrednosti radija1ne promenljive. 

Izraz u zagradi ponasa se kao ;--v 1t' . Mozemo dakle. pisati: 

(56.8) 

Vidimo da ova metrika u beskonacnosti zaista tezi metrici Min
kovskogo 

Z а d а с i 

1) Pokazati da postoji zavisnost izmedu jednacina (52.4)о 

2) Odrediti, iz jednacine (53.10), ~ u s1ucaju da је gus
tina f = const, pod uslovom da је za ђ. max= R pri tisak } = 
=о. Naci tada, iz (53o7)'i (53.9), unutraanju metriku. 

3) Pokazati da su u oЬlastima Л< 2 ""- i h. > 'Z J1t\. , . § 55, 
vremenske 1inije sadrzene izmedu nultih, dok su nu1te 1inije 
sadrzane izmedu radijalnih nu1tih. 

4) Ako u (-) Svarcsi1dovom interva1u (55.8) uvedemo smenu 
ц - !С t - h. ("zaostaju6e vreme")' doЬicemo njegov radija

cioni oЬlik: 

Pokazati, na osnovu definicija iz §47, а koristeci ovaj ob
lik interva1a, da Svarcsi1dova metrika spada u Petrovljev tip D. 

:;. XI. POSLEDICE OPSTE TEORIJE RELATIVNOSTI 

57о Putanje p1aneta 

Pretpostavicemo da su osnovni pravci.sfernog koordina
tnog sistema; ciji је pocetak u sredistu Sunca, utvrdeni u od
nosu na zvezde nekretniceo Pretpostavi6emo takode da su gravi
taciona ро1ја p1aneta zanemar1jiva u odnosu na Suncevo, ра se 
one, prema tоше, krecu ро geodezijskim linijama u ekliptickoj 
ravni 'G- IA/1.. о Tada iz metricke forme (52.9) imamo za sva
ku svetsku liniju uslov: 

(57о1) 

Ako potrazimo radijus vektor !z. u zavisnosti od anomalije ср , 
dobiceшo, koristeci prve integrale (54.6): 

Ра се (57о1) imati oЬlik: 

odnosno: 

(57.2) 

'· 

Pretpostavimo da је u pocetnom trenutku <Р. f: О, to jest da se 1l. 
nienja u zavisnosti od Cf' о Difer~nciranj~ gornjeg i,z7aza р)~ Cf ta-

da daJ. е, kad se sredi: ·, .. ·,: :" ' _; i ',-,. -
··'' '·: ј'\ 
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Ovo predstav1ja re1ativisticki oЫik poznatog Bineovog,(Binet) 
- -·-- obrasca ·za·-kretanje ·t'e1a u·-centra1nom po1ju Njutnovё gravл;·:c··c··_,-----;..; 

је. Diferencija1na jednacina (57.3) razlikuje se od njutnovske 
samo ро drugom c1anu na desnoj strani (videti :. Ande1i6-Stojano
vi6, Raciona1na mehanika, str. 190) na koji se, u sferno sime
tricnom po1ju, strogo svodi re1ativisticka popravka. 

Diferencija1na jednacina (57.3) resava se iteracijama. 
Resenje njutnovskog de1a obeleZicemo sa ( 1\ /П. ) • Опо se doЬi
ja kad se uzme u obzir samo konstantni clan na desnoj strani, 

i glasi: 

(57.4) 

Sto predstavlja konacnu jednacinu konusnog preseka. Anomalija 
~ se racuna od pravca perihe1a, 8 е је ekscentricnost puta

nje. u slucaju p1aneta radi se о elipsama, ра је е< 1 (za 
Merkur је. € ~ С.2). Cledeci korak iteracija, od kojeg necemo 
ici dalje, sastoji se u resavanju (57.3), bez konstantnog c1a

na, а sa (57.4) na desnoj strani: 

Ј'"(-'~) -1 (1 .... ) 1 ).\f .... "1i + ;;z_ ==3/)to.. ~~ -=F3 7{1-re..c&.J'f)~ 

~з;'(-i+Ze.Џ:J'f). С57.5) 

Partiku1arno resenje ove, vr1o priЫizne, jednacine је: 

Ра је ukupni integra1, iz (57.4) i (57.6): 

. k ~ ( ~l + (1i = ~ { 1 т 3 ':;.1 + 

+ e(tc;)'f>+3 ~tff~f)}. 

(57.6) 

(57.7) 

Konstantni deo izraza na desnoj strani dopunjen је popravkom 
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duzine vece ose e1ipse. Ona је srazmerno ma1o izmenjena, i ne 
-- utice Ьitno ~а resenje.; Ali је popravka promen1jivog de1a-:za----

nimljiva za razmatranje, jer kvalitativno menja prirodu puta
nje. Zato 6emo prvo dati tumacenje konstante ~~~~ • U nju
tnovskoj mehanici, gde se p1anete krecu ро zakonu (57.4), ona 
se svodi na h;" , gde је ko srednja vrednost radijus vektora. 
U s1ucaju kretanja ро relativistickom zakonu (57.5) treba, u
mesto ko , staviti }Z. ( ..\ -е ... ). Razvijmo promen1jivi deo u i
zrazu (57.7), imajuci u vidu da је, na osnovu (55.1),1.'Yil(gravi..:. 
tacioni po1uprecnik Sunca) mala velicina u odnosu na srednji 
po1uprecnik k. bi1o koje p1anetske putanje. Tada mozemo pisati: 

lz ovog izraza vidimo da се (57.7) predstavljati perihe1sko 

(najmanje) rastojanje p1anete za vrednost anoma1ije: 

Svaki clan ovog niza predstav1ja zbir jednog geometrijskog reda: 

( 1)\.::::: о, џ., ... ). 

Vidimo da se izmedu dva uzastGpna prolaska kroz perihel izvrsi, 

5 
tacnoscu od dva clana reda (ostatak је vrlo ma1i), promena a-

noma1ije za: 

(57.8) 

ovo ј'е .cuve;u_ re1ativisticki obrazac za pomeranje perihela pla
net~ ( slika 25.) -. TaЬlica seku1arnih pomeranj а ( vrednost~ za 

jedan vek ze~a1jskog vremena) za pojedine planete је: 
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Herkur 

Venera 

Zemlja 

r-1ars 

slika 25. 

. . •Ь. ·lf ... 

8.60 
& 

3.ао·" 

1.55 11 

Krajem XIX veka, kada su astronomska posmatranja pos
ta1a dovo1jno ostra i pouzdana, utvrdena је pojava ma1e prece
sije Merkurovog perihela, koja se nije mog1a objasniti pomocu 
klasicnih zakona nebeske mehanike. Otud је objasnjenje te po
jave, koje је pred1oZio Ajnstajn, predstav1ja1o prvi veliki 
argument u prilog opste teorije relativnosti. Svi kasniji po
kusaji zasnivanja novih teorija gravitacije mora1i su voditi 
racuna о tome da daju zadovo1javajuce tumacenje pomeranja p1a
netskih putanja. 

Pocetkom 60-tih godina Dike(R..Dicke) је predlozio jed
no objasnjenje ove pojave po1azeci od promene gravitacionog 
polja Sunca usled njegove spljostenosti. Tako је uspeo da ob
jasni ok 10;,; efekta. Uz pretpostavku da bi ta sp1jostenost mo
g1a biti veca nego sto se sad smatra (jer је vr1o mala i tes
ka za posmatranje) ~oglo bi se objasniti do jedne petine efek
ta. Dak1e ipak nedovoljno. Tada је nasta1o mis1jenje da је re-
1ativisticko tumacenje naslo najvecu potvrdu upravo u tome sto 
i najjaci protivargument moze objasniti samo manji deo ove po
jave. 

58. Putanje svetlosnih zrakova 
.'. '~''··' 

Putanje planeta predstavljaju vre~ens:ke ~, а putanj е sv

-etlosnihi zrakova nulte, geodezijske 1inije,_ sv.~tsk:e ~.etrike. Sve
tlosni .. zrak koji dolazi sa neke: zve~de ·i ·prolazi ~iinc~vim ·gr~'-
vitacionim polje~ morao bi, imati svojst~; -I{era~i-ja:ьi~.:g~'od.e~ij.;... 
ske linije (ukoliko ne pada prema sred.istu S~ca) Sv'arcsi1dbve 
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metrike •. za takve се se putanje' u obrascu~ (57-l)J'poj~'vi:::t_i nu- .. 
la na· desnoj · strani, dok се · ·.i na desnim .. stranama <prvih i~te-· 
grala (,54;6) konstante С/, i (3 teziti beskonacnosti kada svet-· 
ska linija tezi nultoj. Те konstante imaju isti red rascenja ,.: .. 
i kolicnik treba da im bude konacan·. Tako imamo,. umesto (57 .2): 

(58.1) 

Odakle sleduje, umesto (57-3), diferencijalna jednacina: 

(58.2) 

putanja svetlosnih zrakova. 
Resenje homogenog dela jednacine (58.2) glasi: 

gde је koordinatni sistem izabran tako da za Ч'.". О bude h.. = 
:. ko . Ovo је jednacina prave u polarnom sistemu, upravne na 
polarnoj osi. U sledecem koraku stavljamo resenje (58.3) na de

snu stranu (58.2): 

sto daje partikularno resenje: 

t * ~о { lDj <р + 1f: ( 1}~~f)} 
.r ·:_~·.-:o.~!i.:·~~i::~· ··- '{);:.:·rь~;·-·~~1 ·:~·.-;fь~·.·i~.:j!~: r~ .~ 

sto predstavlja konacnuo''j'ёdna()inu.putanje .. ;CptoJta.~ .· 9Р.!'Ј:., је:· s;tm~:: 
tricna u odnosu na pola~u osu, "j~r ј~· 'li(<f) ;.i)L.~'(.:..q>!)~~~;~ .. 

.. 
i 

i·' 
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. z;a Cf.- ± ( G: 1?... + oL) cemo imati asimptotske pravce jedna- .• 
н~-;··c58:45-1coji,-·8-ёьiiroro-na-·шa::tu·i>O!Jra;:ku-,-·тaгo--odstupaju. 
od prave (58.3), ра је i odstupanje с<. ugla tf od 90° roalo. 
Dakle, (58.4). tada daje: 

(58.5) 

s obziroro na ono sto sroo rekli, sinus mozeroo zaroeniti ugloro, 
а kosinus, posto rou se pojavljuje kvadrat, jedinicom. Tada је; 
iz (58.5): 

Slika 26. naro daje ukupno odstupanje svetlosnog zraka od pra
ve lt. = h., • 

5Ј..Ј.6 

Otud ukupno odstupanje А~ svetlosnog zraka iznosi: 

Imamo, za zrak koji neposredno prolazi uz rub Sunca, ћо ~ 
~ 't )( 4 o;to cro i vrednost ~ , odnosno М\;5 iz (55.1), za gr

avitacioni poluprecnik Sunca. Odatle ,је: 

(58.7У ... ,' 

Skretanje svetlosnih zrakova u Suncevom gravitacionom 
polju, tacnije receno, velicina njihovog skretanja; predstav-
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__ !_j~~~-~-()_de jedan od jakih argumenata u prilog opstoj relativ- ... 
nosti. Do~adasnja·;;~renja ii~\a:vijen:i.h 1;· .. zrakova svetlosti sa_·;;~:_--· -

zda koje se geometrijski na1aze neposredno ispod Suncevog ruba, 
vrsena pri1ikom pororacenja Sunca, da1a su odstupanja reda veli
cine od oko 10~ u odnosu na ocekivanja, i to u smislu poveca-
nja. Takvi rezu1tati se, s obzirom na ve1ike teskoce koje pra-
te posmatranja, mogu smatrati kao zadovoljavajuci. 

Inace, savijanje svet1osti bi trebalo da nastupi i u 
njutnovskom gravitacionom po1ju. Ako bismo fotonima, kao kvan
tima energije, pripisa1i odgovarajuce mase, oni Ь± skretali pr
ema izvoru njutnovskog polja, samo sto bi efekat bio upo1a ma
nji od re1ativistickog. 

59. Promene u spektrima 

U prvom delu ovog kursa, u § 14, bi1a је izvedena re1a
tivisticka formula za promenu ucesta1osti oscilatora u zavis
nosti od kretanja, i1i Dop1erov efekt • Tada smo, kao pose
ban i paznje vredan primer, objasnili crveni pomak u spektrima 
vrlo dalekih nebeskih tela, sveopstim uda1javanjem u Svemiru. 
Тај doplerovski crveni pomak treba razlikovati od gravitacio
nog, koji је poznat i pod nazivom Ajnstajnov efekt. 

Osnov od kojeg po1azimo jesu zak1jucci § § 38, 39 о pr
omeni energije svake cestice·, ра prema tome i one koja zraci, 
us1ed promene gravitacionog polja. S1obodno padanje u razlici
tim gravitacionim po1jima ima, kao pos1edicu1 kretanje ро raz
licitim geodezijskim linijama. Ali cinjenica da i posmatraci 
u tim poljima trpe gravitacione si1e cini da oni ne mogu prim~
titi razlike. Ovde su posmatrac i posmatrani izvor uda1jeni je
dan od drugog i svaki· od njih moze zanemariti dejstvo na sebe 
gravitacionog ро1ја u kojem se nalazi onaj drugi. Fosmatrac pr
ima na daljinu informacije putem zracenja,i moze da potrazi ra
zlike. 

Mi smatramo da atomi nekog elementa na Suncu, koji zr
ace us1ed Yisoke temperature, slobodno padaju 'u Suncevom gra
vitacionom polju. Njihove putanje, izmedu sudara, treba da bu
du ge;dezijske linije metrike na Suncevoj povrsini. Fritom za-. 
nema.rujemo sudare kao re1ativno kratkotrajnu poja'!U, jer u Ы
izini taca1ca (dogadaja) sudara svetske 1inije odstupaju od ge-
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odezijskih. Kikakvu raz1ikи и zracenju us1ed nekog jacanja i1i 
slaЫjenja gravitacionog ро1ја ne bi mogao da primeti posmatrac 
koji bi mirovao u Ыizini njegovog izvora (videti: Pound, Rebka, 
Phys. Rev. Lett. 4~ 337, (z.z.]; Pound, Snyder, Phys. F:ev. В 140, 
788, 1965). Iskoristicemo tи cinjenicu koja је pos1edica prin-
cipa ekviva1entnosti. 

U jednom 1oka1no Lorencovom sistemи (videti ~ § 39, 50) 
impu1s fotona iznosi р_о (16.8): 

(59.1) 

gde је ~ P1ankova konstanta, l' prostorna norma1a (tronorma1a) 
na e1ektromagnetnom talasи, V frekvencija i 6 energije. ~је 
nulti vektor, njegove putanje su nu1te geodezijske linije, za 
koje mozemo в ve1ikom priЬliznoscu uzeti da su radijalne (upra
v1jene tacno od sredista Sunca prema posmatracu na Zemlji). Od
govarajиci interva1 је stoga oЬlika (54.4), раје protek1o ko
ordinatno vreme t.l:. ve:tэ.no s preva1jenim putem дi obrascem: 

L дi_ ( l?t._ !Јћ._= Аћ.,_ ) 
t<.-A.,r:. = ,{. Ј /1'<.- -111 1-~ 

. ylf-~ )}. 1 

(59.2) 

gde је 2ht\ gravitacioni radijus Sunca ( videti (55.1)) а iJ.. nje
gov po1uprecnik. Ovo znaci da posmatramo radijalni nulti inter
val ciji је izvor и dogadajи koji se na1azi nepos~dno iznad 

~· povrsine Sunca. Kvant koji је tamo izracen treba1 na osnovu o-
nog sto rekosmo, da bude za tamosnjeg posmatraca, nosilac iste 
energije kao i onaj koji se u zema1jskom procesu zracenj~ pos
matra u 1aboratoriji. Ali zato vreme za koje foton izracen sa 
Sunca prede jednak put Af kad је Ыizи Zem1je iznosi: 

(59.3) 

... _':.' 

gde·· је· R. rastojanje Sunce-Zemlja •. Ovaj period vremena manji 
јегоd onog koji је dat u (59.2). Ako је frekvencija jednaka br
ojU:'treptaja u jedinici koordinatnog vremena, frekvemcija ){ 
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koja odgovara periodи vremena tt.t. iz (59.2), veca је od fre- · 
kvencije Vz. · , koja · odgovara periodu .D.z.t iz (59.3). Dak1e: 

(59.4) 

Ра је promena frekvencije: 

Ovom, ро (59.1), odgovara proшena energije fotona prim1jenog sa 

Sunca. 
Ovde smo izvrsili dva zanemarenja. Frvo zanemari1i smo 

uticaj Zem1jinog gravitacionog polja na foton, jer smatramo da 
ono znatnije de1uje na njega tek na malom delu puta Ьlizu Zem
lje. Drugo, zanemarili smo dop1erovsku popravku us1ed Zem1jinog 
kruzenja oko Sunca, jer ma da ta brzina nije ma1a, radija1na ko-

mponenta јој је neznatna. 
Posto је dakle ucesta1ost za e1ement koji zraci na Ze-

' 1 ' m1ji, u 1aboratorijskim us1ovima, ~i вg Sun~u, veca od one ko-
ju ima svet1ost primljena sa Sunca, s1eduje da ova pos1ednja i
ma vecu ta1asnu·duzinu, odnosno sistematski pomak spektra prema 
crvenom de1u. Izraz (59.5) predstav1ja cuveni re1ativisticki o
braz~c za·gravitacionu promenu. spektra. Cn је pruzio trecu k1a

sicnu potvrdu opste teorije re1ativnosti. 
Gravitacione popravke se traze i u spektrima drugih zve-

zda. Napominjemo da је tada, zbog velike da1jine, drugi c1an u 

poslednjem· izrazu (59.5) zanemarljiv. 
Za Sunce'nam (59.5) daje: 

(59.6) 

-"~ (.·· 

· t d:e.na· iiiad.a-rezu1-Kvalitativno, ovakva proaena ·u spektru Је u vr ' 
tat u dosta velikoj meri zavisi od izabrane 1inije, i dela Sun
ca sa kojeg se prima s·vet1ost. Efekt је veci za svet1ost koja 

\' ~. 
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dolazi s kraja nego sa sredine Sunceve vidlji ve povrsine. П .• sve- ·-··-~'Z''-"'1L-
.. mu, ova,Г~fekt- d~st;-~;-et~ ~inj~U:ic~ d~ at~~i na Sun~u ~stva;i :· -

ne padaju slobodno, zatim turbulentno kretanje, oclnosno "kljuca
nje" .Sunceve povr.Sine, koje mestimicno dodaje crveni а mestimic
no oduzima ljubicasti doplerovski pomak. 

Cd 1960. godine ovakve se pojave na spektrima mogu pos
matrati u laboratorijskim uslovima, u Zemljinom gravitacionom ро-· 
lju. То је mоь~сс zahvaljujuci Mesbauerovorn (Mёssbauer) efektu, 
koji otkri va razlike u rezonanciji vrlo ostrih ')С -zrakova vec i 
pri malim promena.ma visine. Rezultati ispitivanja potvrdili su 

ocekivanja teorije relativnosti. 

60. Noviji oviti koji potvrcluju opstu teoriju 
relativnosti 

Ovde cemo nacelno izloziti dva novija opita. Frvi od nj
ih pokazuje povecano trajanje puta elektromagnetnog impulsa u 
Suncevom gravitacionom polju, prema onom koje bi imao u Svetu 
Minkovskog. Drugi opit, koji se odnosi na usporenje toka vreme
na na objektu u kretanju, izlozen је vec u § 15. Sad cemo dis
kusiju upotpuniti uzimajuci u obzir promenUkoja nastaje us1ed 
dejstva Zem1jinog gravitacionog ро1ја. 

1) Prvi eksperiment, koji su izveli Sapiro (I. Shapiro) i nje
govi saradnici 1970. godine, sastoji se u merenju vremena za ko
je radarski signa1 pos1at sa Zem1je prede put do jedne р1апеtе, 
odbije se i vrati na Zem1ju. Bitno је da ta p1aneta bude u gor
njoj konjunkciji prema Suncu, to jest da se Sunce nada. izmedu 
nje i Zem1je. Razume se da p1aneta stvarno treba, gledano sa 
Zem1je, da se na1azi Ьlizu Suncevog ruba, da bi impu1s mogгo da 
stigne do nje i da se-vrati (s1ika 27.). 

Ravan ek1iptike i da1je је adredena sa 9 = ~~~· Nulta 

slika 27. 

geodezijska svetska 1inija 
radarskog impu1sa zadovolja
va, na osnovu (52.9) vezu 
( tJYYt..s је gravi tacioni po

luprecnik Sunca): 
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Uzmimo u razmatranje prve integrale kretanja (54.6) ро 
nenu1tim geodezijskim 1inij~ma, i podeliшo.j~danod njih -drugim: 

(60.2) 

Ako pustimo da ovakva 1inija tezi nultoj, primeticemo da se u 
prethodnoj vezi nista ne menja. (60.2) podjednako vazi za vre
menske i za nu1te intervale. Sad cemo (бО.l) napisati u oЬliku: 

Cvakve putanje moraju imati, izme<'tu krajnjih tacaka, minimalno 
odstojanje 1l min od sredista Sunca, za koju је vrednost prirВ:st
aj radija1ne koordinate ро vremenu jednaka nu1i. Ctud је iz 
~60.~): 

Posto smo time odredili smisao i vrednost konstante ')' imace
mo, kad је vratimo u (60.3) i izvrsimo razdvajanje promen1ji
vih: 

(60.4) 

koji period koordinatnog vremena protekne dok signa1 pre_de put 
tacke. najЬliZe Suncu (perihe1a) do bilo kojeg dogad:aja na .pu.i' 1 ' 

tanji. 

Ako sa ~ obeleZimo rastojanje Sunce-Zem1ja, а sa .tz. 
rastojanje od Sunca do posmatrane p1anete, dobicemo, u'metri'-' 
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ci Minkovskog, obrazac za vreme lГ , koje protekne do trenиtka 
. kada f!e .vrati, racunato . U. vremenи posmatrac~_koji mirujec. ~rema 
Sиnси: 

(60~5) 

Ovde је иzeto da se polozaj Zemlje prema Suncи neznatno izmeni 
dok риtије signal. Odgovarajuci period и Svarcsildovoj metrici 
iznosi, prema (60.4): 

(60.6) 

U obrascи (60.6) izvrsena su izvesna zanemarenja, analogna onim 
koja smo imali za crveni pomak. Uzeto је, s obzirom na dиzinи 
puta i srazoerno male intenzitete gravitacionih polja, da 
Zemlja i odabrane planete slabo uticи na radarski impuls. Ovo 
је utoliko tacnije sto sи za odjeke koriscene nevelike planete, 
Merkur i Venera, koje su Sunc~ Ьlize od Zemlje. Ovo је cinjeno 
zato sto bi se pri dиzem trajanju opita uzajamni polozaji nebe
skih tela i kшin znatnije promenili izmedu dva prolaska sig
nala. Tako је dobijena vrednost: 

(60.7) 

Ova formula izracunata је iz (60.4) dosta posrednim priЬliznim 
postupkom,u cije pojedinosti ne ulazimo. Za odjek sa Иerkure. 
velicina zakasnjenja iznosi 2,4 Х l0-4s. 

Celokupni prethodni racun daje nam zakasnjenje signala 
и odnosu na koordinatno vreme. Zemlja ima sopstveno vreme, koje 
se od koordinatnog razlikuje prvenstveno.zbog njenog gravitaci
onog polja, а merenja se vrse na njoj. Svodenje.- zemaljskog sop
stvenog vremena na koordinatno. predstavlja "popravku popravke" 
red,a 10..:.8 s, sto. _је sЭ:svim zan~marljiv·o. Zato s.e-:sluzimo obr_as~ 
cem (60.7). 

Sva merenja, izvr.sena _prilikom gornjih :k:onjunkcija I·Jer
kura .:i Venere ~ pokazala su. oceki vana usporenj а~ Ovaj opi t ima ... 
kval:itat.ivan znacaj. D~k se, na primer, za savijanje svet1osti 

'. 
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u gravitacionom polju moze pokazati.da bi postojalo i ро njut-
_novskojko;rpuskularn,()j te.c>riji, u iznosu upola manjem od rela
tivistickog, dotle bi u izlozenom opitu trebalo da dode, ро nj
utnovskoj teoriji, do иbrzanja el_ektromagnetnog zracenja. 

2) Za eksperiment koji utvrduje promenu toka vremena na pokre
tnom objektu u Zemljinom gravitacionom polju, uzecemo da se kre
tanje vrsi и ravni polutara ~ =~Pri stvarnom opitu bila је 
uzeta druga ravan kretanja, ali su posle svodenja dobijene od
govarajиce vrednosti. Promenljiva је dakle jedino geografska 
duzina 'f' . Od Zemljinih parametara obelezicemo poluprecnik sa 

lt , gravitacioni polиprecnik sa 2 '»'- , иgaonu brzinu dnevne 
rotacije sa {А.) , kao u ~15. Sa t 6emo obeleziti tok vremena 
nekog idealizovanog posmatraca koji bi se kretao sa Zemljom o
ko Sunca, ne trpeci uticaj sile teze i ne vrseci dnevnu rotaci
ju. Trajanje иzletanja i sletanja је kratko, i ne utice bitno 
na rezultat. 

Vreme koje stvarno protekne, u funkciji t , za posma
traca koji miruje na polutarskoj sirini iznosi, s obzirom na 
konstantnost svih velicina osim vremena, а na osnovu (52.9): 

t 
rc; = f vr-1- 1ТГ).de-A:.""!l.,._elr=tfi- ~- ~.,_-. (60.8) 

() 

nok је vreme koje protekne na avionu koji kruzi oko Zemlje na 
visini ~. brzinom 1r, иgaonom brzinom <f , ро istom obrascu: 

(60.9) 

Brzina avina iznosi, ро teoremi о slaganju trobrzina: 

(60.10) 

gde smo se zadovoljili, zbog (.,Ј~.<: i v-~ .С. 
adicionom teoremom. 

galilejskom 

Sad roozemo izracunati vremensko odstиpanje 
Ako se zadrzimo na prvim clanovima razvoja u stepene 

се: 

д~ltt:.._ . 
redove bi-
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--' ·, A'l ( ., ; L h.tt.ojf ' ·•~)Ј.\.'' '·, ' ··- -~--i-~---:c:. --~ 1:-=-.ii?·=-~~л_l. j-1-f-.ll.'f-k··i._c __ , __ .· 

;- z~~.[{tr.tNi..>+ v-J} -1. • 

Kad se u ovom izrazu odbace, k~o mali, clanovi gde se pojav
ljuju cinioci ./WI.,C-1. i .<. .." • а zatim. stavi h. ~ ћ. + ~ • imace
mo na kraju: 

(60.11) 

Za kretanje prema istoku1Г је pozitivno, а prema zapadu nega
tivno. Herenja se dobro slazu s obrascem. ТаЫiса i komenta:r 
dati su u §15. 

Pored ovih eksperimenata vrsena su, doskora, merenja 
pomocu vestaёkih satelita nekih relativistickih pojava p:rece
sije. Necemo ulaziti u te eksperimente, ali се u Dodatku В bi- .. 
ti izveden obrazac za Tomasovu (L. W. Thomas) precesiju. 

Z а d а t а k 

1) Naci velicirљ s~<retanja svetlosnih zrakova u Njutrюvom 

gravitacionoQ polju. 
(Uputstvo: iskoristiti Бineov obrDzac, i integral povrsine 

11;'f. = II".C. • tl.-<, za щзјr.~гnје rastojanje !t. putanje od sre

diSta Sunca). 

~·· .. 

XII, UVOD U KOSMOLOGIJU 

61. Cpsti pregled 

Csnovna kosmoloska pitanja,postavljena pre nas
tanka teorije_ relativnosti, vodila su paradoksalnim zakljucci
tla. Euklid~k.i '· dakle beskonacan, prostor homogeno ispunjen ma
terijom bilo kako male gustine' .imao bi neizmerno snazno gra
vitacion~ polje u svakoj taёki. Slicno tome, jos је ranije za~ 
p&~eno da bi вvetlost sa zvezda, siroko uzev ravnomerno raspo
rec'tenih ро beskonacnoj Vasioni, morala .da zaslepi svakog pos
matraca. Objasnjenje sto nije tako moglo se potraziti u pret
postavci da ~е materija, rasporeC:ena ро ostrvima, odnosno ga
laksijaщa, razrec1uje u svim pravcima polaze6i od nekog srediS.
ta. Jedno od objasnjenja bilo је u takozvanom "hijerarhijskom" 
uredenju Vasione, koje је u prvoj deceniji 6vog veka predlozio 
Sarlije (Charlier). On је smatrao da је Vasiona uredena ро sku
povima zvezda1 grozdovima skupova,itd, sa rastucim uzajamtim ra
stojanjima. Tu nije bilo moguce oceniti prosecnu gustinu mate
rije. Kasnija posmatranja sve daljih i daljih objekata u Vasi
oni nisu potvrdila pretpostavku о razredivanju, osiш do izves
nog stepena, posle kojeg raspodela materije ostavlja, naprotiv, 
utisak homogenosti u sirokoш. 

U to је vreпie Mah (Е. t1ach), !Josmatrajuci stvari sa 
stanovista.koje nije kosmolosko u cisto astronomskom smislu, 
izneo misljenje ро kojem је inercija svakog pojedinog tela us
lovljena masom i rasporedom ostalih tela u Vasioni. On је sma
trao da se inercija ne moze unapred uzeti kao.neka pepromenlji
va, gotovo apstraktna, osobina savrseno izolovanih tela, kako_. 
se to cinilo u njutnovskoj mehanici. 

Mahova shvatanja ogromno su uticala na Ajnstajna, u 
vreme kada је osnivao opst"ci. relativnost\ Pod njiliovim..utiЏajem 
on је potrazio jedno dinamicko ustrojstvo Vasione. Ona su po

sluzila, kao polazna tacka_, i pri_ ~asnijim pokusajima st.vEira
nja izmenjenih teor{ja gravitacije. Tako. је; s nastankom. ops:_ 
te teorije relativnosti, potrazen~ "sl:i.ka Sveta", odnos~o оЬ-
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1ik Vasione, koji bi proistekao iz dejstva svih cini1aca u nj
- ој •... Ov:de moramo _nesto priщ~:!;:i,:t:i_._ Gravi_taci0щ3. ро1ја s.t:eз;-nog i 

osno simetricnog izvora (izvo~koji rotira) razmatra1i smo u 
§ § 52, 56. Vide1i smo da takve metrike u beskonacnosti teze 

metrici Hinkovskog. r-;ed:utim, u kosmo1oskom pri1azu, ukupno gr
avitaciono dejstvo, ma ko1iko s1abo uda1jeni izvori utica1i je
dni na druge, moze, zbog ve1ikog broja masa, imati pos1edicu da 
pod odredenim us1ovima iskljuci metriku Minkovskog bi1o gde, ра 
i samo pruzanje Vasione u beskonacnost. 

Osnovne kosmo1oske teorije,koje 6emo ovde razmatrati, 
pretpostav1jaju homogenost i izotropnost prostora, tako da u 
odnosu na koordinatno vreme izvora svaki deo prostora ima iste 
metricke osobine u svim pravcima. u odnosu na takvo vreme te 
se teorije raz1ikuju ро tome sto su staticke i1i nestaticke. 
Homogenost i izotropnost znace da је krivina prostora u svakom 
trenutku konstantna. Ako ј е sa '!z ч· ft t definisan tenzor kri v
ine, obrazovan u odnosu na prostorni deo metrike, imamo vezu: 

(61.1) 

gde је К rimanska krivina (videti: Р. К. Rasevski, [8] , str 

591) • Dok za .СЧј vazi: 

Kakav moze biti interva1 ~ti6L prostornog de1a kosmo1o
ske metrike? s obzirom na nase pretpostavke, moguce је postavi
ti sferni sistem, ciji bi se pocetak na1azio bi1o gde. Drugim 
recima, 'pretpostav1jamo sfernu forminvarijantnost prostorne ше~ 
trike, koja se svodi na prva tri c1ana u (51.10): 

Potra~i6e~o ji.( lt ) pomo6u (бi.1). Kontrakcijom sa дi&. 
prvo Ricijev tenzor prostorne krivine:·-
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; . (61.3), 

Ako obrazujemo, ana1ogno (52.2), Кristofe1ove simbo1e druge 
vrste u odnosu na koeficijente (61.2), dobi6emo, kad ih unese~ 
то u izraze .oЬlika (42.1), za Ji..~t : ., .. 

).. = 72. ~-t.Q = 
'Lll. 33 V 

(61.4) 

Kad ovo stavimo u (61.3), ima6emo dve nezavisne veze: 

(61.5) 

1 
Smena f- iz prve od ovih diferencija1nih jednacina u drugoj 
daje: 

Kad se ovo unese u prostorni metricki element (61.2), imacemo: 

(61.6) 

Konstanta k , rimanska krivina·, · predstav1ja reciprocnu vred
nost kvadrata po1uprecnika krivine llo , s predznakom koji od
govara s1ucajevima kada је prostor otvoren ili zatvoren. Moze

mo dak1e· pisati:. 

Za ~ = 1 i~amo zatvoreni prostor konsta.ntne krivine. Za '5 = 
-1 prostor је otvoren, konstantne negativne krivine. Za ! = 

= О prostor је euk1idski. 

1 
1' 
1 
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62. Staticka Vasiona .--··-· 

Veza (61.7) dobijena је bez razmatranja meterija1nog 
sastava Vasione, to jest izvora gravitacionog ро1ја. Sad cemo 
poci od kosmo1oske pretpostavke ро kojoj је, najsire uzev, Va
siona ispunjena savrsenim f1uidom koji је, kao neka mag1a, sa
stav1jen iz ga1aksija. !<li se time opredeljujemo za shvatanje 
da da1eko pretezan deo ~nergije potice iz materija1ne gustine, 
dok је "pritisak"samo popravka energije us1ed medudejstava u 
materiji. E1ektromagnetno ро1је se zanemaruje. Pritisak ~ је 

shvacen kao da se radi о savrsenom f1uidu zato sto medudejstva 
nemaju, u srednjem, nekih najpovo1jnijih pravaca. Prirodno је 
uzeti da su ta medudejstva, uopste uzev, funkcije samo gustine, 
dakle t- "" t· ( f } . Cinjenica је da popravke imaju, u odnosu 
na energiju mirovanja, red ve1icine umanjen do na tC.-1. (videti 

§ 9 25, 26). 
Gravitacione jednacine s kosmo1oskom konstantom 1\ 

(40.5) za savrseni f1uid g1ase: 

(62.1) 

gde smo stavili ,<: = 1. 
Pretpostavicemo da је metrika, pored homogenosti i i-

zotropnosti, staticka (videti (50.12)) u odnosu na izvore ро-

1ја. E1ementarni interva1 treba da bude oЫika: 

(62.2) 

Posto· је koordinatni sistem vezan za izvore ро1ја, tenzor ener
gije na desnoj strani (62.1) odgovarace hidrostatickom f1uidu, 
kao u §53· Kad u (62.1) unesemo koeficijente iz (62.2), dobi
cemo nesto izmenjene jednacine (53.4), od koj?-h ~.emo ovde na

pisati prvU i pos1ednju: 
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(62.3) 

Dok је jednacina dinamike (53-7) neizmenjena·:. 

(62.4) 

Ы smo koeficijent t'\ (ћ ) u (62.2) 
zom (61.7), koja izrazava prostornu 
(62.3) се na osnovu toga g1asiti: 

ustvari ve6 odredi1i ve
horoogenost. Prva jednacina 

(62._5) 

Dok se druga svodi na: 

(62.6) 

Sve ve1icine osim ~ predstav1jaju odredene konstante. Otud iz 
( 62. б) s1eduj е da ј е i gustina konstantna. Zbog f = S ( f- ) 
bice to i pritisak. Dak1e: 

(62.7) 

Ovakvo stanje karakterise homogene mode1e. Ыа osnovu nepromen-

1jivosti pritiska (62.4) se svodi na: 

(62.8). 

.. '-

gde · mogucnost za /t/= О·· (videti § § 55, 56) ne dolazi u· obzir~ 
Koeficijent .t;L vracen је· na svoje mesto. , 



- 236 -

Jednacina (62.8) ima dva resenja: 

1) -i_N:-;-----~to predstav1ja Ajnst~~~:;u- ~:-6tt·-:t _____ _ 
Sto predstav1ja de Si teroVи Vaвionu (\'1. 

de Sitter). 

1) Razmotricemo prvo Ajnstajnovu Vaf'.ionu. Posto је tJ konstan
tan, odabracemo jedinice meren;a tako da Ь d · d k L u u е ;Је na .с • Met-
ricki element (62.2) tada glasi: 

(62.9) 

Na osnovu cega се (62.5) postati: 

(62.10) 

Iz ove veze i (62.6) dobijamo da је, nezavisno od znaka krivi
ne: 

(62.11) 

odnosno: 

(62.12) 

Metricki e1ement (62.9) је takav da u Ajnstajnovoj Va
sioni koordinatno vreme svuda jednako tece, nezavisno od metri
ke. Iz (62.6) i (62.10) vidimo raz1og sto је kosmoloska konst
anta raz1icita od nu1e za ovaj mode1 Vasione. Ako bi 1\ bi1a j
ednaka nu1i to Ъi, posto signatura ne moze imati istovremeno s
uprotne znakove, pritisak bio negativah i 1;nos:io;. na, osnovu 
(62.10), i pored cinioca ~-1.., trecinu energi'je 'mirovanja. Ovo 
nije·verovatno, u-okviru k1as:icno shvacenih materijc\lnih. inte
rakcija, tako da Л F О ima opravdanje. · ·. ··.· .. , .. - , •. - :' 

Na osnovu prethodnih razmatranja vidi~o d~ kos~olo~~~~ 
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___ lt:()Z:~:"::nta treba da b\l~~ _ne samo razlicita od nu1e, vec -~ pozi=. 
tivna, Sto takode sleduje iz (62.11) jer је Је. pozitivna kons- - ~---·~--··--~----

tanta. Iz (62.10) tada iz1azi da је ) = 1, ра је Vasiona za-
tvorena (Ajnstajn је pisao "Vasiona је bezgranicna i konacna ••• "} 

-L . 
Uko1iko zanemarimo ~ ~ , iz (62.10) s1eduje i _to da је kos-
moloska ko:цstanta jednaka totalnoj krivini vasione. 

2) Predimo na de Siterovu Vasionu. Ona је dobijena zanemari
vanjem specificne gustine energije koja potice od miruju6e ma
terije i njenih interakcija. Posto је ta gustina mala u vasio
nskim razmerama, ovaj model nije onako da1eko od stvarnosti ka
ko bi na prvi pog1ed moglo da se ucini. Izvori polja postoje, 
koordinatno vreme је i dalje vreme posmatraca koji miruje pre

ma njima. 
Kad se saberu jednacine (62.3) (imaju6i u vidu da is-

pred ~ treba da stoji ~~) dobi6emo: 

odnosno 

gde smo se oprede1i1i za ~L iz istih razloga kao i prethodno. 
Kad iz (61.7) ili (62.9) unesemo ~ ( ћ), odredi6emo N ( h. ) 
i dobiti metricki element oЪlika: 

.JA.t + ћ 't(.d11 '+~-е ЈИ/-
~- ('tf~t.J'I. 

- ~ ~ { 1 - (1tf-iJ}dt: (62.13) 

koji odgovara Svetu de Siterove Vasione. Као i Ajnstajnov, o
vaj model је staticki, ра se u reperiina saputniёima izvora ·po
lja. m~trika lokalno_ moze dovesti .na oЫik (50.7'). Iz (62.13) 
'vidim~ da se tok vremena menja s prostornim udaTjavanjem u od

nosu na tok u pocetnoj tacki. 
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___________ _ ___ J,eJлetr (Msr G. J:.-ema"itre) је otkrio cla s1ede6a' 
(neciklickih)prooenljivih С ћ. , t ) - С ћ1 

, t' ) :-

(62.14-) 

prevodi пetricki e1emeпt (62.13) u oЬlik: 

(62.15) 

~to se moze yroveriti. Ovde treba podvuci dve сiпјепiсе. Frvo 
metrika nije vi~e staticka, vec zavisi od vreoena onih posma -
traca cije svetsl'e 1il1ije odrecruju kone;ruenciju vremenskog to
ka t 1 

• Takvi posmatraci, kao sto se vidi iz transformacije 
(62.14-), ne miruju prema izvorima e;ravitacionog ро1ја. Vidi se 
i to da је prostorni deo metrickog e1ementa (62.15) u svakom 
trenutku cuk1idski' pomnozen ciniocem ехр ( t-c.t'/11.. ) koji u
kazuje na ekspanziju Vasione, ~to је u sk1adu s HaЫovim efe
ktoD. Vremensl:i deo interva1a ne zavisi od po1ozaja u. odnosu 
na izabraнi pocetak. Jednostavno transfo=acijom t.'_..,t- ' moze 
se posti6i da u inter·va1u (62.15) isti cini1ac mnoZi kvadratnu 
for_mu, koja ir;ш oЫilc Minkovskog М~ = ~('t')..d.J~I'-\ • Znaci da 
је to konforпmo ravaнska metrika (videti § L~6). Ovo se jos zo
ve Lemetrova Vasiona, mada se ona uk1apa u Svet de Siterove 
Vasione (za vasionski horizont, i1i da1jinsku granicu posmat
ranjaunjojvideti: Jh. Иoeller, [1&] ,.§12.7). 

63. riestacionarna Vasiona 

Predimo na neke s1ucajeve kada је Vasiona nestacionar-
'na u odp.~Osu ~а izvore gra_v;itac'ionog polja~ · _._ 

Poci 6emo od pretpo~tavke da а) tok koordinatnog'vre
mena ne zavisi od po1ozaja posmatraca prema izabranom pocetku, 
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ku, i Ь) po1uprecnik krivine Vasione zavisi od vremexia -~о,... 
-::::-- ~. ( f:: ј. P~sto ~- Ajnstajnovoj Vasioni:vreme'•tece jednako- ~v
uda, po6i 6emo od takvog elementa, imaju6i u vidu da znak-kri
vine nije odreden. Posledica ovog је da gustina i pritisak ni
su viSe konst.antni kao u statickom slucaju ( 62. 7), vec zavise 

od vremena. 
Izvrsicemo prvo transformaciju radija1ne promenljive: 

(63.1) 

Otud: 

А'" А'~ 

1- '5{ћ/12.г- = (-1+ ~(.t'/t!t.)~'" 

Izvrsi6emo jos jednu transforшaciju: 

h.1 -= 'lo R. (63.2) 

Gde је R nova promenljiva, koju treba razlikovati od Ricijeve 

skalarne krivin~ 12: . Ako ovo unesemo u (62.9) imacemo: 

f._м-..~ д:(t) {JR'- + R'-(d~'"+~ .. -э,&'f .. )}-
- (-1+ ~ RY~tJ" . 

- _c.'~-,dt'- = k;m (.dx'"+k'"+.dz'-) -..с:Је· 
. (-1 + 5" ~А)'" - d -

(63.3) 

ovakva Vэ.siona је nestaticka, а moze biti otvorena, zatvorena 
.ili.ravna. s obzirom na euklidski oЬlik izraza u zagradi u (63.3) 
prostorni element .dl/ - је konformno korespondentan -ravnoj _шe
trici preko ·"indeksa" preslikavanja, skalarnog'pozitivnog cini-

.. оса ispred zagrade. Transformacijom vremena t ~ .t'' mozemo in
ter:.Тal (63-. 3) uciniti konformno ·korespondentnim metri-ci Hinkov
;ic0€j;: 'sto znaCi da- је to jedan Robertso:t:..:Vokerov .interval; i. da 

se {·adi о kon{ormno ravanskoj metrici (videti r § 46', .od: .(46.6) 

na da1je). 
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SastaviCemo, na osnovu (63.3),_g:t'~Y:i.tacione jednac 
·~---------za -- SS.'Vr~eni · hidrosta-tiCkifiUid--0-biikэ. ( 62 .1)-·-c-~-~--··-z·-·:-·--i)--.--

etpostavka је da sve promen1jive zavise samo od koordinatnog 
vremena, tokom kojeg se menja Ai6~ . Leve strane tih jednaci
na, pos1e nesto duzeg neposrednog racuna, g1ase: 

( 63 .ft) 

Osta1e di.ferencija1ne jednacine imaju nu1u na desnoj strani. 
Kad se desna strana (63.4) izjednaci s hidrostatickim tenzorom 
energije iz (62.1), dobicemo, s obzirom na ocig1ednu :i:zotrop
nost Gj ро cik1ickim koordinatama, samo dve nezavisne jedna
cine: 

~; ( 1. >~3. + it. + ~) = 1\. -Ј( ·НН Ј 

~:-( ~: + ~) ~ ~ (ll +~ f(t)). } (63.5) 

Ako drugu jednacinu (63.5) 
zatim prvu pomnozimo sa Ji. 
s1e skracivanj~onstantnih 

' pomnozimo sa ll.o i diferenciramo, 
i oduzmemo od druge, dobicemo, po

cini1aca: 

(63.6) 

Ovo predstav1ja jednu g1oba1nu jednacinu odrzanja mase u Vasi
oni, pos1edicu gravitacionih jednacina i nasih pretpostavki о 
ovom modelu. 

U prethodnom smo se ode1jku bi1i uveri1i da Ajnstajno
va staticka Vasiona zahteva uvodenje kosmo1oske konstante. Za~ 

·· nestaticki slucaj t~ise nije neophodno. Kosmo1oska konstanta 
~ora:, u svakom slucaju, Ъiti vrlo ma1a, sto se vidi iz (62.10). 

··Isto se moze reci i za pritisak, koji. energiju mirovanja.menja 
:za neveliki iznos <t~ , bar prema onom.sto је danas poznato 

0 stanju u.Vasioni. Resenje nestacionarnih diferencijalnih је-
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dnacina (63 .5) predstavlja poluprecni.k FridL1anove Vasione (А. 
А~ ~~); Mi cemo se ogranйiti -'tla slucaГk:acia nisu uzeti 
u obzir pritisak i kosmoloska konstanta: 

Tada imamo, iz prve jednacine (63.5) i iz (63.6), ocig1edne i
ntegra1e: 

(63.7) 

Posto је na osnovu druge jednacine (63.5) veza izmedu ovih ko
nstanata ~с1 = 3 cl. . druga jednacina (63.7) g1asi: 

ћ·t-c.~t-4-~ • - z.. • > ~ 

U slucaju zatvorene Vasione ( ~ = 1), konstanta (:~ predstav1ja 
granicnu vrednost poluprecnika ~ • ~irenje Yasione ne то::;е '9r
eci 

1 
tu gornju granicu, pos1e сщ;г r.:юra poceti sazimanje, l;:oje 

nema odrecenu donju granicu. Neizvesno је da 1i osnovne jefula
cine (63.5) iпaju do. kraja neizmenjene desne strane, ukoliko је 
krajnji poluprecnik suvise mali. U s1ucaju ~=О iz (63.8) iz
dvaja se Ajnstajn-de Siterova Vasiona. Ona је, na osnovu (63.3), 
u svakom trenutku ravna i u ravnomernoj ekspanziji. 

Robertson-Yokerov L!etricki e1er::ent odrect·uje Vasionu ko
ja, ostajuci izotropna, ne Diruje. Njeno specificno ~irenje, i-
1i skup1janje, izrazava ЕаЫоv koeficijent Н ( t ): 

Н (t:} == it.;л. (63.9) 

0 ' kojem је Ьi1'о reCii:la kiajU''~l4'. Kad se'u'drugu v:ezu_,~(63.5), 
Ъеz kosmo1oske konstante, unese vrednost.gravitacione konstan
te ~ (.._;.ideti § 53, od (53.8) ра na da1je), i cla:nas prihvг.ce-
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~--- na ~vredrщ::;t_~J:I.<Jj:JJ,oyo_r:; ]<oe!_ic:_~Je_I1t_a, PI:~b~i:~:;no 
ze se oceni ti (~<.Jstina- materije za Јсо,јн Vasiona viiSe 'nije · 
rena. Kad se zamene s-.;e vredнosti н toj vezi, clobicemb: 

~ & - L 
..L- ". ~Gr- Н. 
1l.'l. 3 

(63.10) 

Gнstiг..a pri kojoj је ) "" О izнosi priЬliZno ~ ~ 10-
2

<) g/cm3 
U cianasnje v;_,er:-.e se sшatra da bi najmanja [,-ustina materi

je mog1a biti za dva decima1na шesta ispod navedene l:riticne vr
ednosti, zг. l:oju је ) .. о. Zы1ci da_ se ne aoze :r;ouzdano tvrdi ti 
da је ·vasioпa otvorena i1i zatvorena. r:osmo1ogija је ;:>redшet DDO

Gih istrazivacJ<ih spekulacija, narocito pгetpostavka о 1'rvobit
noj eksu1oziji, s kojorn је otpoce1o' ~irenje Vasione koje i danas 
traje. 2i1o је y:юkusaja, u okviru izшenjenih teorija g:cavitacio
nog ро1ја, йа se uvede promen1ji va "konstanta" r;re.vi tacije 6 , 
koja bi opada1a s vгemenom. TQ је bi1a llirakova pretpostavka, i 
ona је uk1jucena u neke teorije. Gve do danas nije naden raz1og 
zboe; ~:ojih bi ove teorije bile :::>rihvat1jivije od Цnstajnove re

la ti vr,osti. 
Bi1i smo pomenu1i, na pocetku ove g1ave, da se jedan od 

:paradoksa, lcoji su se pojavi1i pri prvim pokusajima zasnivanja 
kosшo1oskog g1edista,sastojao u neogranicenom intenzitetu Шcupnog 
zracenja koje bi se mora1o primiti na svakom mestu u Vasioni. То 
је poznati 01bersov paradoks. Sigurno је da povecanje radijalne 
brzine sirenja s uda1jenoscu od posmatraca u odgovarajucoj meri 
smanjuje i'rekvenciju, а s njom i energiju. zracenja da1ekih obje
kata koju primamo (videti § 14). 'l'alco do nas dospeva samo s1abo 
mikrotalasno pozadinsko zracenje iz uda1jenih krajeva Vasione, u
mesto "nebeskog ognja" koji bi zario kad se ona ne bi siri1a. 

1) Proveriti Lemetrov oЫik intervala (62.15), smenom (62.14) 

u de Siterovom interva1u (62.13). 

2) Naci resenje dii'erencija1ne jednacine (63.8) za ~ = 1, О,-1 
(Fridmanova Vasiona) _i diskutovati vrednosti HaЬlovog koei'icijen-

ta za te slucajeve. 

DODATAK А 

Vari,jac'iono izvodenje jednacina gravitacionog ро1ја 

Varijacioni.postupak, koji cemo iz1oziti, zasnovan је 
na izboru Lagranzeve i'unkcije 4 . Ekstrema1nost, -i1i stacio
narnost, integra1a te i'unkcije nad nekom oЬlascu n u v. vo
di, pod odre~enim us1ovima, osnovnim jednacinama ро1ја (40.6). 

Po1azni i'unkciona1, i1i funkciju dejstva, napisacemo 
u oЬliku: 

1 -= r(L1 +4JF"i• дt: (А-1) 

.n. 
Gde ЈСј , odnosno ~~, predstavljaju de1ove_te funkcij~ koji 
odgovaraju gravitacionom, odnosno o_sta1im, po1j.ip!a. Za .t1 ce
mo uzeti ve1icinu: 

gde је 6(. fizicka'· konstanta na desnoj strani gravi tacionih je
dnacina, а R Ricijeva ska1a~a krivina. OЬlik ~ zavisi od 
negravitacionog de1a ро1ја. 

Napisimo us1ov stacionarnosti i'unkciona1a (А-1): 

r[R ~H-jl ~+tJC.ct{i..t-V-Iljli.Jt:- :=о. 
1l .а. 

(А-2) 

Operator variranja је diferencija1an,, .ра cemo :na osno
vu pravila za izvod determinante ро njenom e1ementu: 

imati: 
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Ricijeva skalarna krivina clasi, na osnovu (42.1): 

Pristupi6emo variranjч ove funkcije posto prethodno, radi upro
s6enja, transformisemo koordinatni sistem tako da svi koefici
jenti povezanosti Ъudu lokalno jednaki nuli (lokalno geodezij
ski sistem): 

(r.oL ) ~о. 
13r • 

Variranje Ricijevog tenzora tenzora krivine se tada svodi na: 

(А-5) 

Komutativnost operatora variJanja i operatora diferenciranje 
koju koristimo sustinski је zahtev varijacionog racuna. То do
lazi otud sto variranje nad visedimenzionim oЬlastima predsta
vlja prosirenje pojma "transverzalnog diferenciranja" jednos
trukih integrala dejstva, а ono је nezavisno od diferenciranja 
duz putanje. S obzirom na lokalno geodezijski koordinatni sis
tem, parcijalne izvode 6emo. zameniti kovarijantnim:. · 

Varijacija tenzora је tenzor, ра је to i desna strana gornjeg 
izraza, zbog cega sm6 i pisali kovarijantne izvode; 

Ucini6emo oзnovnu pretpostavku da su varia;cije.J;!etric-
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kog tenzora i njegovih parcijalnih izvoda, koje 6emo obelezi

ti sa 1.t,1r'r , jednaki nuli na granici Z oЬlasti Q ·- '· 

(А-7) 

S obzirom na to da је metricki tenzor kovarija'ntno kon
stantan ima6emo, na osnovu (А-3) i (А-б): 

( s(1.1 V-•1 u).J.t' = -dz { vr {{'" (6 r~}-
д. д-

- '9.tr( ьr;;Ј} V-lljl J:r: + z~ff:_~- tR~6§o/-hjiik (А-8) 
Izraz u velikoj zagradi prvog integrala na desnoj strani је vek
tor, ра se pod tim integralom, dakle, nalazi kovarijantna div
ergencija jednog vektora, pomnozena skalarnom gustinom y-nsH 
Tu 6emo divergenciju, ро svim pravilima, pisati u oЫiku: 

Ј vt [ 1 of{J( cr,:;) -1•rr о r:; Ј} tfUii д~ = 
.а. 

= f{x,.[ {-flji[{~!J( t Г.:)-ј.а-( tr.:J}} d~. 
д 

Ovaj se integral transformise
1

po teoremi о divergenciji, и po
vrsinski nad granicnom oЬlas6u ~ : 

(А-9) 

Izraz u velikoj zagradi predstavlja\>i>oD:avlj.l'!.ll.lo ~ Y.€Jkt?7'sku 
velicinu, koja se u svakom dogad:aju i1a Z:. m?·ze dovesti u ovaj 
jednostavan oЬlik. Б obzirom na (А-7), varijacije koeficijena
ta ·povezanosti·6e Ъiti jednake··nuli na Z: ,:ра'·је i in~egraL; г·,, 
(А-9) jednak nuli. Ка osnovu toga i (Л-8) uslov ekstremalnosti 

1 
'i 
Ј"[ 

l 
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(.А-2) glasi: 

f( R.~- tRj.lf') 6{'13 V-kib tk + 
.Q.. ... 

(А-10) + ZJe.c 8{ f.t-fiiiU -ci'l-= О. 
.n. 

Pogledajmo varijacije Iagranzeve funkcije -JCt negravi

tacionog dela polja. Ucinicemo pretpostavku da ta funkcija ne 
sadrzi izvode gravi tacionog potencijala re<).a vi}seg. od prvog, i
nace bi ona sustinski menjala izraz za gravitaciono polje. Ima-

cemo: 

+ ~ џ1'-v:w r: д гs Ј _d.'t' . 
"',qr d ,.~.. 

d )Ј.. 

(А-11) 

Ako iskoristimo identicnost: 

dobicemo: 

'· (А-12}.;;: 

jer je"prvi Clan identicnosti jednak nu1i, kao. posledi~~:~·~~or~::_' ;; 
.. ~.· ... ~::~·~·.!-:·· 
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---· те о divergenc_iji. Izraz. pod. integra1om је invarijanta, tacnije 
--- skalarna ·gu:st-ina, s obziroin na·polazni oblik na 1evoj strani. 'Za-· 

to cemo uvesti apso1utni simetricni tenzor .1Г~~ , definisan sa: 
. . 

Тrв ~ .Ji { '1(rfr.rfijff/- 2- [ ~ PtV-Iii }7) (.А -:13) 
-0111 ~ 9 1-1 ') "" ~ fJ ~: .. Ј/ Ј , 

koji 6emo nazvati tenzor energije. r::ad se on u:nese u (А-10) do
bicemo, s obzirom na proizvo1jnost varijacija i izbora oЫasti 
.!l. , da podintegra1na funkcija mora Ьi ti jedriaka nuii. Dakle: . 

(A-llt) 

Ovaj izraz је ро obliku istovetan sa jednacinama gravitacionog 
polja (40.6). Jedino nema kosmoloske konstante,.koja u opstem 
slucaju nije ni potrebna. Konzervativnost tenzora energije ~е 
posledica.Bjankijeve identicnosti, ро kojoj ј€ divergencija le
ve strane (А-13) jednaka·nuli. Za pogodno izabranu Lagranzevu 
funkciju- Ј:."._ , Т еЦ! се imati oi:!lik tenzora energije odgovara

juce sredine.; 


