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1 Uvod

Paskalov trougao ima veliku primenu u nastavi matematike od samih po-
qetaka uqe�a matematike.
On uveliko poma�e pri razvija�u logike i zak	uqiva�u. Ima veliku ulogu
u oblasti algebre, verovatno�e, kao i u rexava�u velikog broja kombinator-
nih problema. Paskalov trougao ima primenu i u realnom svetu. Poznati
geometrijski niz deobe �ive �elije je u suxtini Paskalov trougao. Paskalov
trougao sre�emo kao opxtu zakonitost i kod atomske strukture. Protonska i
neutronska konfiguracija u jezgru atoma i konfiguracija elektrona u omo-
taqu atoma povezane su sa brojevima figurativnih nizova Paskalovog trou-
gla. Iako je ovaj niz dobio ime po francuskom matematiqaru Blaise Pascal-u
(1623 − 1662), mnogi matematiqari pre Paskala su ga koristili. Paskal je
objavio ve� poznate qi�enice vezane za trougao i koristio ih da rexi pro-
bleme iz verovatno�e.

U prvom delu ovog rada su uvedeni binomni koeficijenti i odre�eni nizovi
brojeva, kao xto su Fibonaqijevi, Katalanovi i poligonalni brojevi, koji �e
nam biti potrebni za dokaziva�e pojedinih zakonitosti koje va�e u Paska-
lovom trouglu.
Posled�i deo rada je posve�en priqi o trouglu Sjerpinskog, koji dobijamo
boje�em neparnih brojeva u Paskalovom trouglu. Pre nego xto zapoqnemo
priqu o trouglu Sjerpinskog, govori�emo o tome xta su fraktali, o vrstama
i svojstvima fraktala, jer je trougao Sjerpinskog jedna vrsta fraktala.
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2 Binomni koeficijenti

Koliko k-toqlanih podskupova ima skup od n elemenata? Prvi element u
tom skupu mo�emo da izaberemo na n naqina, drugi na n−1,...k-ti na n−k+1.
Poxto �ihov poredak nije bitan (tra�imo k - toqlani podskup, a ne ure�enu
k - torku), podeli�emo prethodni proizvod sa k!.

Definicija: Binomni koeficijent je broj oblika:(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! =
n(n−1)...(n−k+1)

k! , gde su n i k bilo koji nene-

gativni celi brojevi i 0 ≤ k ≤ n.

Dakle, odgovor na postav	eno pita�e predstav	aju binomni koeficijenti.
Po definiciji je:

(
n
0

)
= 0! = 1,

(
n
n

)
= 0! = 1 i

(
n
1

)
= n.

Binomni koeficijenti imaju veliki broj primena i sasvim sigurno su jedan
od najva�nijih kombinatornih pojmova. �ihova najva�nija primena je is-
kazano u teoremi o stepenu binoma, odnosno u tzv. binomnoj formuli. Lep
naqin da se binomni koefijenti zapixu je pomo�u beskonaqne trougaone ta-
blice koja se naziva Paskalov trougao.

Koeficijenti binomne formule se izjednaqavaju sa elementima u Paskalovom
trouglu. O tome �emo govoriti kasnije, u nastavku.

2.1 Svojstva binomnih koeficijenata

Teorema1: Za binomne koeficijente va�e slede�e relacije:

1. Za sve n ≥ k ≥ 0 je
(
n
k

)
=
(

n
n−k

)
; (osobina simetrije)

2. Za sve n ≥ k ≥ 1 je
(
n
k

)
=
(
n−1
k−1

)
+
(
n−1
k

)
;

Ovu relaciju zovemo jox i Paskalova formula.

3.
(
n
0

)
+
(
n
1

)
+ ...+

(
n
n

)
= 2n za n ≥ 0.

Dokaz:

1.
(

n
n−k

)
= n!

(n−k)!(n−(n−k))! =
n!

(n−k)!(n−n+k)! =
n!

(n−k)!k! =
(
n
k

)
3



2.
(
n−1
k

)
+
(
n−1
k−1

)
= (n−1)!

k!(n−1−k)! +
(n−1)!

(k−1)!(n−1−(k−1))! =

= (n−1)!
k!(n−1−k)!+

(n−1)!
(k−1)!(n−k)! =

(n−1)!
k(k−1)!(n−1−k)!+

(n−1)!
(k−1)!(n−k)(n−1−k)! =

(n−1)!(n−k)+(n−1)!k
k(k−1)!(n−k−1)!(n−k) =

= (n−1)!(n−k+k)
k(k−1)!(n−k)(n−k−1)! =

n(n−1)!
k!(n−k)! =

n!
k!(n−k)! =

(
n
k

)
3. Kako binomni koeficijent

(
n
k

)
definixemo kao broj k - toqlanih podsku-

pova n - toqlanog skupa, svojstvo 3. direktno sledi, jer svaki element skupa
od n elemenata mo�e da pripada ili ne pripada podskupu datog skupa. Dakle,
za svaki od �ih postoje dve mogu�nosti, pa ukupno ima 2n podskupova.

2.2 Binomna formula

Teorema2: Za svako n ∈ N je:

(x+ y)n =
(
n
0

)
xny0 +

(
n
1

)
xn−1y1 +

(
n
2

)
xn−2y2 + ...+

(
n
k

)
xn−kyk + ...+

(
n
n

)
x0yn.

Ili kra�e zapisano,

(x+ y)n =
n∑

k=0

(
n
k

)
xn−kyk.

Dokaz: Dokaz binomne formule izvex�emo matematiqkom indukcijom:

• Za n = 1, formula je taqna.

(x+ y)1 =
1∑

k=0

(
1
k

)
x1−kyk =

(
1
0

)
x1y0 +

(
1
1

)
x0y1 = x+ y.

• Pretpostavimo da binomna formula va�i za neko n, tj.

(x+ y)n =
n∑

k=0

(
n
k

)
xn−kyk.

• Indukcijski korak:

Doka�imo da ova formula va�i i za n + 1, koriste�i induktivnu pretpo-
stavku.

(x+ y)n+1 = (x+ y)(x+ y)n = (x+ y)
n∑

k=0

(
n
k

)
xn−kyk =

x
n∑

k=0

(
n
k

)
xn−kyk + y

n∑
k=0

(
n
k

)
xn−kyk =
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n∑
k=0

(
n
k

)
xn−k+1yk +

n∑
k=0

(
n
k

)
xn−kyk+1 =

n∑
k=0

(
n
k

)
xn−k+1yk +

n+1∑
k=1

(
n

k−1

)
xn−k+1yk =

(
n
0

)
xn+1 +

n∑
k=1

(
n
k

)
xn−k+1yk +

n∑
k=1

(
n

k−1

)
xn−k+1yk +

(
n
n

)
yn+1 = ∗

Koriste�i jednakosti
(
n
0

)
=
(
n+1
0

)
=
(
n
n

)
=
(
n+1
n+1

)
= 1 i drugo svojstvo bino-

mnog koeficijenta iz Teoreme1, dobija se:

∗ =
(
n+1
0

)
xn+1+

n∑
k=1

(
(
n
k

)
+
(

n
k−1

)
)xn−k+1yk+

(
n+1
n+1

)
yn+1 =

(
n+1
0

)
xn+1+

n∑
k=1

(
n+1
k

)
xn−k+1yk+(

n+1
n+1

)
yn+1 =

n+1∑
k=0

(
n+1
k

)
xn+1−kyk

Sada je formula oblika (x+ y)n+1 =
n+1∑
k=0

(
n+1
k

)
xn+1−kyk. ∆

Opxti qlan u binomnoj formuli je: Tk+1 =
(
n
k

)
xn−kyk.

Dokaz tre�eg svojstva binomnih koeficijenata, mo�emo pokazati i koriste�i
binomnu formulu:

Dokaz:

Ako u binomnoj formuli uzmemo da je x = y = 1 tada leva strana dobija
vrednost 2n. Dakle,

2n = (1 + 1)n =
n∑

k=0

(
n
k

)
1n−k1k =

n∑
k=0

(
n
k

)
=
(
n
0

)
+
(
n
1

)
+ ...+

(
n
n

)
∆

3 Fibonaqijevi brojevi

Fibonaqi, italijanski matematiqar iz Pize, u svojoj k�izi Liber Abaci
izlo�io je jedan praktiqan aritmetiqki problem:

"Koliko pari zeqeva �e reprodukovati jedan par zeqeva ako se pretpostavi
da svakog meseca jedan par rodi novi par zeqeva, koji za dva meseca postane
reproduktivan?"

5



U ovoj apstraktnoj priqi, zeqevi nikad ne umiru, samo se razmno�avaju.

Zanim	iv je redosled brojeva do kojih je doxao, prouqavaju�i razmno�ava�e
zeqeva. Rexava�em ovog zadatka dobio je niz brojeva na slede�i naqin: prvog
meseca eksperiment poqi�e jednim parom zeqeva, u drugom mesecu �e posto-
jati samo taj jedan par, u tre�em mesecu �e biti dva para, u qetvrtom mesecu
tri, u petom mesecu pet parova itd.

Tako je nastao jedan od najpopulanijih nizova u matematici, Fibonaqijev niz:
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13... Poqevxi od tre�eg elementa, svaki slede�i element u nizu
se pronalazi sabira�em prethodna dva elementa niza:

F1 = 1, F2 = 1, F3 = 1+ 1 = 2, F4 = 1+ 2 = 3, F5 = 2+ 3 = 5, F6 = 3+ 5 = 8...

Fibonaqijev niz Fn se najqex�e definixe na slede�i naqin:
F0 = 0, F1 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2 .

Teorema: Ako je F0 = 0, F1 = 1, Fn = Fn−1+Fn−2, n-ti qlan niza se mo�e
izraqunati koriste�i formulu:

Fn = 1√
5

(
(1+

√
5)n

2n − (1−
√
5)n

2n

)
.

Dokaz:

Karakteristiqna jednaqina rekurzivne relacije Fn = Fn−1 + Fn−2 je:

x2 − x− 1 = 0, a �ena rexe�a su x1 =
1+

√
5

2 i x2 =
1−

√
5

2 .

Zato je opxte rexe�e rekurzivne relacije Fn = C1
(1+

√
5)n

2n + C2
(1−

√
5)n

2n .

Na osnovu poqetnih uslova F0 = 0, F1 = 1, dobijamo sistem jednaqina:
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C1 + C2 = 0

C1
1+

√
5

2 + C2
1−

√
5

2 = 1, odakle dobijamo konstante C1 i C2.

C1 =
1√
5
, C2 = − 1√

5

Dakle, opxti qlan Fibonaqijevog niza je: Fn = 1√
5

(
(1+

√
5)n

2n − (1−
√
5)n

2n

)
. ∆

Ova formula se naziva Bineova formula, po francuskom matemtiqaru Bi-
neu.

• Suma kvadrata prvih n qlanova je jednaka proizvodu Fn i Fn+1 qlanova
niza.

F 2
1 + F 2

2 + ...+ F 2
n = FnFn+1 za n ≥ 0

Dokaz:

Svaku od osnovnih relacija pomno�imo sa F1, F2... do Fn redom
F1 = F2 − F0/F1

F2 = F3 − F1/F2

. . .
Fn−1 = Fn+1 − Fn/Fn−1

Fn = Fn+2 − Fn+1/Fn

Sabira�em dobijenih jednakosti:
F 2
1 = F2F1 − F0F1

F 2
2 = F3F2 − F1F2

. . .
F 2
n−1 = Fn+1Fn−1 − FnFn−1

F 2
n = Fn+2Fn − Fn+1Fn,

sledi tvr�e�e.

Na primer:
Za n = 5, 12 + 12 + 12 + 22 + 32 + 52 = F5 · F6 = 5 · 8 = 40.

• Suma kvadrata dva uzastopna qlana niza tako�e je qlan ovog niza.

Na primer:
52 + 82 = 89 (xto je 11.qlan ovog niza).

Uopxteno, F 2
n + F 2

n+1 = F2n+1.
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Interesantna je veza izme�u Fibonaqijevog niza i zlatnog preseka.
U matematici, za dve vrednosti ka�emo da su u "zlatnom odnosu"ako je ve�a
vrednost u odnosu na ma�u vrednost jednaka odnosu sume te dve vrednosti
naspram ve�e vrednosti.

Odnosno, ako su a > b > 0, onda:

a+b
a = a

b = φ

φ = 1+
√
5

2 = 1, 6180339887...
Ako je odnos izme�u dve vrednosti pribli�an broju φ, onda su te dve vred-
nosti u "zlatnom odnosu".

Odnos izme�u dva uzastopna Fibonaqijeva broja ima vrednost koja je pribli-
�na zlatnom odnosu. Odnosno, xto su brojevi ve�i, to je odnos izme�u �ih
bli�i "zlatnom odnosu"xto je i prikazano u tabeli koja sledi.

A B B/A
2 3 1, 5
3 5 1, 666666666...
5 8 1, 6
8 13 1, 625
... ... ...
144 233 1, 618055556...
233 377 1, 618025751...

4 Katalanovi brojevi

Katalanovi brojevi predstav	aju niz brojeva koji su prvenstveno korix�eni
u geometriji i pri rexava�u mnogih kombinatornih problema. Otkrio ih je
Leonard Ojler (Leonhard Euler, 1707-1783) pri prouqava�u problema tri-
angulacije konveksnog n-tougla tj. pri postupku tra�e�a opxteg rexe�a za
broj razliqitih naqina na koji se jedan mnogougao, odnosno poligon od n stra-
nica mo�e podeliti na trouglove. Pritom je trebalo voditi raquna da se ne
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koriste dijagonale mnogougla koje se me�usobno seku. Ovi brojevi su dobili
ime po belgijskom matematiqaru Eugenu Qarlsu Katalanu (Eugene Charles
Catalan, 1814-1894) koji je izveo i dokazao mnoga svojstva i identitete veza-
ne za ove brojeve. On je otkrio vezu ovih brojeva i problema nizova n-parova
zagrada. Katalanovi brojevi se pojav	uju kao rexe�a velikog broja kombina-
tornih problema, a neka od �ih su: triangulacije poligona, binarna stabla,
broj mogu�ih puteva u diskretnoj rexetki dimenzije n× n...

Formula za izraqunava�e Katalanovih brojeva je:

Cn = (2n)!
(n+1)!n! =

1
n+1

(
2n
n

)
, n ≥ 0

Prvih deset Katalanovih brojeva su:
C1 = 1, C2 = 2, C3 = 5, C4 = 14, C5 = 42, C6 = 132, C7 = 429, C8 = 1430, C9 =
4862, C10 = 16796

5 Poligonalni brojevi

Stari Grci su posebnu pa��u posve�ivali poligonalnim brojevima. Po-
ligonalni brojevi su rezultat prenosa �ihovih geometrijskih ideja na teo-
riju brojeva. Poligonalni brojevi su nenegativni celi brojevi predstav	eni
geometrijskim rasporedima jednako raspore�enih taqaka (ili drugih liko-
va) koje formiraju pravilne poligone. Jedna taqka oznaqava jedinicu, dve
dvojku, tri taqke slo�ene u trougao trojku itd. Identifikuje se zajedni-
qka poqetna taqka od koje se stranice xire pove�a�em broja taqaka, a zatim
se dodaju potrebne dodatne taqke izme�u �ih kako bi se formirao poligon.
Najqex�i i osnovni tipovi poligonalnih brojeva su trougaoni i kvadratni
brojevi.

5.1 Trougaoni brojevi

Trougaoni brojevi su najjednostavniji poligonalni brojevi koje geome-
trijski u ravni prikazujemo taqkama raspore�enim u obliku trougla. Ukoli-
ko jednoj taqki dodamo dve taqke, dobijamo jednakostraniqni trougao. Zatim,
dodaju�i tri taqke prethodnom jednakostraniqnom trouglu, dobijamo ve�i jed-
nakostraniqni trougao sa xest taqaka, itd. Da	e pove�a�e niza taqaka, pri
qemu su taqke dobro raspore�ene formiraju�i proxireni jednakostraniqni
trougao sa odgovaraju�im zbirom taqaka u svakom takvom trouglu, rezultira
nizom trougaonih brojeva: 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36...
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Elementi ovog niza su dobijeni na slede�i naqin:

1 = 1
3 = 1 + 2

6 = 1 + 2 + 3
10 = 1 + 2 + 3 + 4...

Uoqimo da je svaki element niza Tn suma aritmetiqkog niza (za trougaone
brojeve je to suma uzastopnih brojeva od 1 do n), a to va�i i za kvadratne i
za petougaone brojeve.
Formula za pronala�e�e n-tog qlana niza trougaonih brojeva je:

Tn = 1 + 2 + 3 + ...+ n = n(n+1)
2

Do ove formule navodno je prvi doxao veliki matematiqar Karl Fridrih
Gaus, jox kao uqenik. Prema anegdoti, uqite	 je �acima dao zadatak da izra-
qunaju zbir prvih 100 prirodnih brojeva. Nakon nekoliko trenutaka mali Ga-
us je doxao do rexe�a. Gaus je brojeve zdru�ivao u parove: prvi sa posled�im,
drugi sa pretposled�im i tako redom:((1+100)+(2+99)+(3+98)+...+(50+51)).
Dobio je 50 takvih parova. Kako je zbir brojeva u svakom paru jednak 101, do-
xao je do rezultata da je suma prvih sto prirodnih brojeva: 50 · 101 = 5050.

Primetimo da je broj parova n
2 , a suma parova je n+1 xto daje formulu n(n+1)

2 .
Niz parcijalnih suma trougaonih brojeva predstav	a niz tetraedarnih bro-
jeva: 1, 4, 10, 20, 35, 56, 84...
Opxti qan tog niza brojeva je:
T (n) = 1

6n(n+ 1)(n+ 2)
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5.2 Kvadratni brojevi

Kada jednoj taqki dodamo tri taqke dobijamo kvadrat. Kada ovom kvadra-
tu dodamo pet taqaka, zatim sedam itd., dobijamo niz kvadratnih brojeva:
1, 4, 9, 16, 25, 36, 49...

Elementi ovog niza su dobijeni na slede�i naqin:

1 = 1
4 = 1 + 3

9 = 1 + 3 + 5
16 = 1 + 3 + 5 + 7...

Odnosno, kvadratne brojeve dobijamo sabiraju�i prvih n neparnih prirodnih
brojeva.

Teorema: Za n-ti kvadratni broj va�i:

T4(n) = 1 + 3 + 5 + ...+ (2n− 1) = n2

Dokaz: Matematiqkom indukcijom:
(baza indukcije): Proveravamo formulu koju �elimo da doka�emo za n = 1.
Tada va�i:

T4(1) = 1 = 12 = 1

(indukcijska hipoteza): Pretpostavimo da tvr�e�e va�i za neki prirodan
broj n.

(indukcijska korak): Doka�imo da sada trvr�e�e va�i za n+ 1.

T4(n+ 1) = n2 + (2n+ 1) = (n+ 1)2

Na osnovu matematiqke indukcije tvr�e�e va�i za svaki prirodan broj n. ∆
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Interesantna osobina trougaonih brojeva je da je suma dva uzastopna trouga-
ona broja jednaka kvadratnom broju:

1 + 3 = 4; 3 + 6 = 9; 6 + 10 = 16; ...

(n−1)n
2 + n(n+1)

2 = n2−n+n2+n
2 = n2

Ovo svojstvo se mo�e predstaviti i vizuelno.

5.3 Petougaoni brojevi

Analogno dobija�u trougaonih i kvadratnih brojeva, ako taqki pridoda-
mo qetiri, zatim sedam, deset itd. taqaka dobijamo niz petougaonih brojeva:
1, 5, 12, 22, 35,... Petougaoni brojevi su brojevi koje mo�emo prikazati taqka-
ma koje su raspore�ene u ravni tako da obrazuju pravilne petouglove.

Elementi ovog niza su dobijeni na slede�i naqin:
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1 = 1
5 = 1 + 4

12 = 1 + 4 + 7
22 = 1 + 4 + 7 + 10...

Odnosno, petougaone brojeve dobijamo sabiraju�i prvih n prirodnih brojeva
koji se razlikuju za 3.

Teorema: Za n-ti petougaoni broj va�i:

T5(n) = 1 + 4 + 7 + ...+ (3n− 2) = 1
2n(3n− 1)

Dokaz: Matematiqkom indukcijom:
(baza indukcije): Proveravamo formulu koju �elimo da doka�emo za n = 1.
Tada va�i:

T5(1) = 1 = 1(3−1)
2 = 1

(indukcijska hipoteza): Pretpostavimo da tvr�e�e va�i za neki prirodan
broj n.

(indukcijska korak): Doka�imo da sada tvr�e�e va�i za n+ 1.

T5(n+ 1) = 1
2n(3n− 1) + (3n+ 1) = n(3n−1)+6n+2

2 = 3n2−n+6n+2
2 = 3n2+5n+2

2 =
(n+1)(3n+2)

2

Na osnovu matematiqke indukcije tvr�e�e va�i za svaki prirodan broj n. ∆

Jedna od osobina petougaonih brojeva jeste da je petougaoni broj jedna tre�ina
odre�enog trougaonog broja.

Svaki petougaoni broj se sastoji od kvadratnog i trougaonog broja.
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Interesantno je pomenuti da je Pierre de Fermat u svojoj teoremi o poligo-
nalnim brojevima pretpostavio da se svaki pozitivan ceo broj mo�e pred-
staviti kao zbir tri trougaona broja, ili kao zbir qetiri kvadratna broja,
ili kao zbir pet petougaonih brojeva, i tako da	e. Iako Fermaov dokaz ni-
kad nije prona�en, Friedrich Gauss je 1801. dokazao da pretpostavka va�i za
trougaone brojeve, a Augustin Cauchy je 1813. dokazao uopxtenu teoremu.

Analogno dosad definisanim poligonalnim brojevima, lako mo�emo dobi-
ti i ostale poligonalne brojeve: xestougaone, sedmougaone itd. Za �ih va�e
sliqne definicije kao i za prethodne poligonalne brojeve.

6 Paskalov trougao

Paskalov trougao je beskonaqna trougaona xema u kojoj su kraj�i brojevi
uvek jedinice, a svaki broj koji nije kraj�i jednak je zbiru brojeva koji su
dijagonalno levo i desno, u redu iznad tog broja.
Iako je ovaj niz dobio ime po francuskom matematiqaru Blaise Pascalu (1623-
1662), mnogi matematiqari pre Paskala su ga prouqavali vekovima pre �ega,
u Indiji, Persiji

’
i Kini.

Geometrijski motiv trougla sre�e se jox u neolitu i predstav	a poqetak
matematiqke misli. Postoje neki dokazi da je Paskalov brojevni trougao,
pre �ega poznat kao aritmetiqki trougao, bio blizak i arapskom astrono-
mu, pesniku i matematiqaru Omaru Hajamu jox u 11. veku. Kineski prikaz
binomnih koeficijenata, poznat kao Paskalov trougao, nalazi se u �egovom
posthumno objav	enom radu (Treatise on Arithmetical Triangle), 1665. godine.

Prvi put ga u Evropi sre�emo u jednoj Apianusovoj aritmetici 1527. godine.
Kasnije, u 17. veku ovaj aritmetiqki trougao posta�e k	uqna taqka u razvoju
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tri znaqajne matematiqke oblasti: istra�iva�a beskonaqnih redova, raquna
konaqnih razlika i teorije verovatno�e.
Postupak formira�a Paskalovog trougla je slede�i: U poqetnu vrstu upisu-
je se jedan(1). Pretpostav	aju�i da svaka vrsta poqi�e i zavrxava se sa po
jednom nulom (ove nule se ne pixu), svaka vrsta se obrazuje pomo�u prethodne
sabira�em po dva uzastopna qlana u prethodnoj vrsti i ispisiva�em svakog
zbira u sredini razmaka izme�u sabiraka.

Za Paskalov trougao va�e i slede�e karakteristike:
1. Elementi Paskalovog trougla su binomni koeficijenti.
2. Zbir brojeva u n-toj vrsti je udvostruqen zbir brojeva u prethodnoj vrsti.
3. U svakoj vrsti, dva od krajeva jednako uda	ena qlana, me�usobno su jedna-
ka. Kod prvih vrsta mo�e se zapaziti simetrija u odnosu na vertikalnu osu
figure. Ta simetrija va�i i zbog simetriqnosti binomnih koeficijenata.
Prema pravilu po kom formiramo vrste, ova simetrija prelazi sa svake vr-
ste na slede�u i tako se beskonaqno nastav	a.
4. U svakoj vrsti, zbir elemenata parnih rednih brojeva i zbir elemenata
neparnih rednih brojeva je jednak.

Primer1: Predstav	en je deo Paskalovog trougla. Prona�i elemente X,
Y i Z.

1287 { } { } X
3003 3432 Y

{ } 6435
Z

Rexe�e: Koriste�i zakonitost da je svaki element u Paskalovom trouglu,
koji nije na rubu trougla, jednak zbiru dva elementa koji su dijagonalno levo
i desno iznad tog broja, mo�emo prona�i element koji nedostaje u tre�oj
vrsti, sabiraju�i brojeve levo i desno iznad: 3003 + 3432 = 6435. Odavde
pronalazimo da je Z = 6435+6435 = 12870. Poxto je 3432+Y = 6435, onda je
Y = 3003. Tako�e, prvi element u prvoj vrsti koji nedostaje je: 3003–1287 =
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1716, a drugi je: 3432–1716 = 1716. Zbog simetriqnosti trougla, dobijamo da
je X = 1287.

6.1 Zakonitosti u Paskalovom trouglu

1. Veza izme�u binomne formule i elemenata u Paskalovom trouglu

Koeficijenti binomne formule se izjednaqavaju sa elementima u Paskalovom
trouglu

Ovo tvr�e�e smo ve� dokazali, kada smo govorili o 2. svojstvu binomnih
koeficijenata.
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2. Sabiraju�i brojeve po dijagonalama, u Paskalovom trouglu se mogu uo-
qiti Fibonaqijevi brojevi.

Dokaz:

Tvrdimo da je Fn+1 =
n∑

k=0

(
n−k
k

)
(jer je to zbir po dijagonali).

Za n = 0, F1 = 1, a za n = 1, F2 = 1.

Doka�imo rekurzivnu formulu koja definixe Fibonaqijev niz, odnosno da
je Fn+1 + Fn+2 = Fn+3.

Fn+1 + Fn+2 =
n∑

k=0

(
n−k
k

)
+

n+1∑
k=0

(
n+1−k

k

)
(za levu sumu, indeks k → k − 1)

=
n+1∑
k=1

(
n−k+1
k−1

)
+

n+1∑
k=0

(
n+1−k

k

)
=

=
n+1∑
k=1

(
n−k+1
k−1

)
+
(
n+1
0

)
+

n+1∑
k=1

(
n−k+1

k

)
(za desnu sumu smo izdvojili element za

k = 0)

= 1 +
n+1∑
k=1

(
n+1−k
k−1

)
+

n+1∑
k=1

(
n+1−k

k

)
(koristimo jednakost

(
n+1
k

)
=
(
n
k

)
+
(

n
k−1

)
)

= 1 +
n+1∑
k=1

(
n+2−k

k

)
(poxto je k = n+ 2, imamo da je

(
n+2−(n+2)

n+2

)
= 0 )
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=
n+2∑
k=0

(
n+2−k

k

)
= Fn+3. ∆

3. Zbir brojeva u svakoj vrsti Paskalovog trougla je 2n, gde je n broj vrste u
trouglu.

Na slici je prikazana zakonitost vezana za zbir elemenata po vrstama u pr-
vih xest vrsta Paskalovog trougla.

Vrsta 0 1 20 = 1

Vrsta 1 1 1 21 = 2 = 1 + 1

Vrsta 2 1 2 1 22 = 4 = 1 + 2 + 1

Vrsta 3 1 3 3 1 23 = 8 = 1 + 3 + 3 + 1

Vrsta 4 1 4 6 4 1 24 = 16 = 1 + 4 + 6 + 4 + 1

Vrsta 5 1 5 10 10 5 1 25 = 32 = 1+5+10+10+5+1

Dokaz:

Koristimo indukciju:
Za n = 0,

(
0
0

)
= 1 = 20.

Pretpostavimo da tvr�e�e va�i za n = m :
(
m
0

)
+
(
m
1

)
+
(
m
2

)
+ ...+

(
m
m

)
= 2m i

doka�imo da tvr�e�e va�i za n = m+ 1, odnosno da je:(
m+1
0

)
+
(
m+1
1

)
+
(
m+2
2

)
+ ...+

(
m+1
m+1

)
= 2m+1.

Koristimo:

(
(
m+1
k

)
=
(

m
k−1

)
+
(
m
k

)
,
(
m+1
0

)
=
(
m
0

)
= 1,

(
m+1
m+1

)
=
(
m
m

)
= 1), pa imamo:(

m+1
0

)
+
(
m+1
1

)
+
(
m+2
2

)
+ ...+

(
m+1
m+1

)
=
(
m
0

)
+
[(

m
0

)
+
(
m
1

)]
+
[(

m
1

)
+
(
m
2

)]
+ ...+[(

m
m−1

)
+
(
m
m

)]
+
(
m
m

)
Poxto se svaki element pojav	uje dva puta, imamo:

= 2 ·
[(

m
0

)
+
(
m
1

)
+
(
m
2

)
+ ...+

(
m
m

)]
= 2 · 2m = 2m+1

Primetimo da smo ovu zakonitost ve� dokazali na jednostavniji naqin kori-

18



ste�i binomnu formulu za x = y = 1.

4. Stepeni broja 11

Kada su elementi u prvih pet vrsta Paskalovog trougla pore�ani jedan pored
drugog, oni kreiraju brojeve koji su stepeni broja 11, ili 11n , gde je n broj
vrste u trouglu. Stepene broja 11 dobijamo i ako su elementi vixecifreni
brojevi, ali onda cifru jedinica broja koji prethodi vixecifrenom broju
treba sabrati sa:

a) Prvom cifrom vixecifrenog broja koji sledi (ako je vixecifreni broj
dvocifren), ili

b) Delom tog vixecifrenog broja, ne uk	uquju�i cifru jedinica. Opisano
pravilo je prikazano u tabeli koja sledi:

19



Dokaz:

110 = 1 = 1 · 100 =
(
0
0

)
100

111 = 11 = 1 · 101 + 1 · 100 =
(
1
0

)
101 +

(
1
1

)
100

112 = 121 = 1 · 102 + 2 · 101 + 1 · 100 =
(
2
0

)
102 +

(
2
1

)
101 +

(
2
2

)
100

...
Primetimo da kada izraqunamo k-ti stepen broja 11 i zapixemo ga u dekad-
nom zapisu, dobijamo da je:

11k =
(
k
0

)
10k +

(
k
1

)
10k−1 + ...+

(
k

k−1

)
101 +

(
k
k

)
100. (*)

Doka�imo da jednakost (*) va�i za svako k ∈ N0 primenom binomne formu-
le:

11k = (10 + 1)k =
k∑

i=0

(
k
i

)
10k−i1i =

k∑
i=0

(
k
i

)
10k−i =

(
k
0

)
10k +

(
k
1

)
10k−1 + ... +(

k
k−1

)
101 +

(
k
k

)
100. ∆

Primer2: Koriste�i elemente u Paskalovom trouglu izraqunaj 119.

Rexe�e: Elementi vrste 9 su: 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1. Koriste�i metodu
grupisa�a opisanu iznad

’
imamo: 1(9+3)(6+8)(4+12)(6+12)(6+8)(4+3)6 9 1.

Primetimo da poxto su neki od elemenata dvocifreni ili trocifreni broje-
vi, proceduru grupisa�a moramo ponoviti sve dok ne dobijemo jednocifrene
brojeve:

Dobijamo da je 119 = 2357947691.

5. Katalanovi brojevi u Paskalovom trouglu

U Paskalovom trouglu, u parnim vrstama, razlika izme�u brojeva u sred�oj
koloni i susednih brojeva je Katalanov broj.
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C0 = 1, C2 = 2−1 = 1, C4 = 6−4 = 2, C6 = 20−15 = 5, C8 = 70−56 = 14, C10 =
252− 210 = 42

Dokaz:

Uopxteno, centralni element u parnim vrstama Paskalovog trougla je
(
2n
n

)
,

a prvi element do �ega je
(

2n
n+1

)
.

Razlika ova dva elementa je:(
2n
n

)
−
(

2n
n+1

)
= (2n)!

n!n! −
(2n)!

(n+1)!(n−1)! =
(2n)!

n!(n−1)! ·
[
1
n − 1

n+1

]
= (2n)!

n!(n−1)! ·
1

n(n+1) =

(2n)!
n!(n+1)! = Cn, xto je n-ti Katalanov broj. ∆

6. Zakonitosti vezane za dijagonalne brojeve u Paskalovom trouglu
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• Kao xto vidimo sa dijagrama, na drugoj dijagonali u Paskalovom trouglu,
oznaqenoj crvenom bojom, mo�emo uoqiti uzastopne prirodne brojeve.
• Na tre�oj dijagonali, oznaqeni plavom bojom su trougaoni brojevi.

Dokaz:

n-ti trougaoni broj je u redu n+ 1, Paskalovog trougla.

C(n+ 1, 2) = (n+1)!
(n+1−2)!(2)! =

(n+1)(n+0)(n−1)(n−2)...
2(n−1)(n−2)... = n(n+1)

2 . ∆

• Na qetvrtoj dijagonali, oznaqeni naran
astom bojom, uoqavamo tetraedarne
brojeve.

Dokaz:

n-ti tetraedarni broj je u redu n+ 2, Paskalovog trougla.

C(n+ 2, 3) = (n+2)!
(n+2−3)!(3)! =

(n+2)(n+1)(n+0)(n−1)(n−2)...
6(n−1)(n−2)... = n(n+1)(n+2)

6 . ∆

Znamo da je zbir dva uzastopna trougaona broja kvadratni broj, a ovu za-
konitost mo�emo sad uoqiti i u Paskalovom trouglu.

Kvadrat svakog prirodnog broja sa druge dijagonale u trouglu, jednak je
zbiru trougaonog broja koji je neposredno pored i slede�eg trougaonog bro-
ja u nizu sa tre�e dijagonale. Na primer, sa dijagrama iznad imamo da je:
42 = 6 + 10 = 16.

Dokaz:

Leva strana jednakosti:

(C(n, 1))2 = ( n!
(n−1)!)

2 = ( (n+0)(n−1)(n−2)...
(n−1)(n−2)... )2 = n2.

Desna strana jednakosti:

C(n, 2)+C(n+1, 2) = n!
2(n−2)!+

(n+1)!
2(n−1)! =

n(n−1)(n−2)(n−3)...
2(n−2)... + (n+1)n(n−1)(n−2)(n−3)...

2(n−1)(n−2)... =
n(n−1)

2 + n(n+1)
2 = n2−n+n2+n

2 = n2. ∆

7. Paskalove latice

U Paskalovom trouglu mo�emo uoqiti pravilnosti u obliku cveta. Odabe-
rimo neko mesto u Paskalovom trouglu, brojeve oko tog broja zamislimo kao
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latice cveta (ima ih xest) i svaki drugi broj pomno�imo. Proizvodi su jed-
naki i de	ivi su sa unutrax�im brojem.

Na primer, rezultat brojeva oko broja 15. Imamo xest brojeva: 5, 10, 20, 35,
21, 6 i mno�imo tri broja, svaki drugi. Odnosno:
-rezultat �utih latica je 5 · 20 · 21 = 2100
-rezultat naran
astih latica je 6 · 10 · 35 = 2100
Proizvodi su jednaki i de	ivi brojem 15.
Paskalove latice mo�emo zapisati u obliku:

(
n

k−1

)(
n−1
k

)(
n+1
k+1

)
=
(

n
k+1

)(
n−1
k−1

)(
n+1
k

)
,

gde je
(
n
k

)
binomni koeficijent i on deli svaki od proizvoda.

Dokaz:

Prema definiciji binomnog koeficijenta
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! , va�i da je:(
n

k−1

)(
n−1
k

)(
n+1
k+1

)
=
(

n
k+1

)(
n−1
k−1

)(
n+1
k

)
, odnosno

(n+1)!n!(n−1)!
(k+1)!(k−1)!k!(n−k−1)!(n−k)!(n+1−k)! =

n!(n−1)!(n+1)!
(k+1)!(k−1)!k!(n−k−1)!(n−k)!(n+1−k)! .

Oqigledno va�i jednakost i
(
n
k

)
deli taj izraz. ∆

Boje�em neparnih brojeva Paskalovog trougla dobijamo jedan poznati
oblik koji je fraktal i koji se naziva trougao Sjerpinskog. Zbog toga x-
to su fraktali znaqajni sami po sebi, a pojav	uju se u mnogim oblastima
matematike, pre nego xto opixemo trougao Sjerpinskog, re�i �emo nexto
vixe o �ima.
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7 Fraktali

Fraktal je geometrijski lik koji se mo�e razlo�iti na ma�e delove tako
da je svaki od �ih, makar pribli�no, uma�ena kopija celine. Ka�e se da je
takav lik sam sebi sliqan. Termin je 1975. godine izveo Benoa Mandelbrot,
koji se smatra ocem fraktala. On im je osim definicije podario i ime koje
potiqe od latinske reqi fractus xto znaqi slom	en. Pored toga xto su iz-
lom	eni, za fraktale je karakteristiqno da se isti oblik stalno ponav	a.
Ako se neki deo fraktala uve�a izgleda�e kao celi fraktal. Jox je antiqki
astronom i matematiqar Apolonije uvideo da unutar jedne kru�nice mo�e-
mo upisati beskonaqno mnogo ma�ih kru�nica koje se dodiruju i time uveo
fraktale u matematiku. Kasnije, fraktalna struktura pomi�e se u 17. ve-
ku u Lajbnicovim radovima. U 19. i poqetkom 20. veka razni matematiqari
se bave crta�em i prouqava�em fraktalnih oblika. Tada su nastale Kohova
pahu	ica, trougao Sjerpinskog i tepih Sjerpinskog, Hilbertova kriva... Tek
razvojem kompjutera ova umetniqka oblast matematike mogla je da do�e do
izra�aja.

7.1 Svojstva fraktala

Osnovna svojstva fraktala:

1. Samosliqnost - svojstvo fraktala da je sam sebi sliqan tj. �egovi delovi
izgledaju kao i on ceo. Kada se uveliqaju sami sebe sadr�e. Fraktali pred-
stava	aju skalirane kopije samog sebe. Kada pogledamo jedan �egov deo on
izgleda sliqno ili potpuno isto kao poqetni oblik i sastav	en je od istih
takvih objekata sve ma�ih i ma�ih. Kao primer samosliqnosti, mo�emo na-
vesti primer iz prirode - paprat.
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2. Fraktalna dimenzija - vrednost koja nam daje uvid u to u kojoj meri neki
fraktal ispu�ava prostor u kojem se nalazi. Fraktalna dimenzija nije ceo
broj i za fraktale va�i da je fraktalna dimenzija, dimenzija strogo ve�a
nego topoloxka dimenzija. Topoloxka dimenzija je najbli�a intuitivnom,
prirodnom tumaqe�u: taqka ima topoloxku dimenziju 0, prava 1, ravan 2, a
prostor 3. Mo�emo je razumeti kao broj smerova u kojima mo�emo i�i unutar
odre�enog objekta. Na primer, prava je jednodimenzionalna jer imamo samo
jedan "stepen slobode kreta�a" (levo - desno), dok kod ravni imamo "dva ste-
pena slobode" (levo - desno i gore - dole), te je ona dvodimenzionalna.

Izraz po kojem se meri fraktalna dimenzija je:

d = logn
log s .

d-fraktalna dimenzija

n-broj novih kopija objekta posmatrano nakon uve�a�a

s-faktor uve�a�a

7.2 Podela fraktala

Podela fraktala prema stepenu samosliqnosti:

(1) Potpuno sliqni fraktali - sadr�e kopije koje su sliqne celom fraktalu.
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Ovoj grupi pripadaju Kantorov skup, trougao Sjerpinskog, Kohova pahu	a...
O ovim fraktalima govori�emo u nastavku.

(2) Kvazi samosliqni fraktali - fraktal sadr�i male kopije sebe koje
nisu sliqne celom fraktalu, nego se pojav	uju u iskriv	enom obliku. Pri-
meri su Julija skup i Mandelbrotov skup u kojima nije mogu�e odmah uoqiti
identiqne delove, ali pove�a�em tih pojedinih delova mo�emo primetiti
ma�e verzije poqetne figure.

Matematiqar Gaston Julia prouqavao je kvadratnu funkciju f(z) = z2 + c i
niz zn+1 = f(zn) = z2n+ c, gde su zn i c kompleksni brojevi. Tom funkcijom je
dobio, za razliqite vrednosti broja c, grafiqki prikaz kompleksnih brojeva
u kompleksnoj ravni i ti skupovi se po �emu zovu - Julijini skupovi.

Nakon Julije, matematiqar Mandelbrot prouqavao je tu istu kvadratnu funk-
ciju i niz. Godine 1979. prouqavao je iteracije zn+1 = f(zn) = z2n + c, pri
qemu je smatrao da je req o kompleksnim brojevima zn = xn + iyn i c = a+ ib.
Iz poznatih pravila za mno�e�e i sabira�e kompleksnih brojeva dobio je
jednaqine za iteraciju xn i yn. Prouqavao je kako se ponaxa niz brojeva do-
bijenih iteracijom za razne c. Mandelbrotovom skupu pripadaju kompleksni
brojevi c za koje apsolutna vrednost |zn| =

√
x2n + y2n za velike n te�i prema

konaqnom broju.
Dakle, Mandelbrotov skup je skup taqaka u kompleksnoj ravni pri qemu frak-
tal formira granicu tog skupa.

Slika 1: (a) Julija skup i (b)Mandelbrotov skup

(3) Statistiqki samosliqni fraktali - fraktal ne sadr�i kopije samog
sebe, ali neke �egove osobine (npr. fraktalna dimenzija) ostaju iste pri
razliqitim procenama. Primer: Perlinov xum..

Perlinov xum je funkcija za kreira�e koherentnog xuma. Koherentni xum
znaqi da za bilo koje dve taqke u prostoru se vrednost xuma me�a glatko, od-
nosno nema nepovezanosti. Perlinov xum je vrsta matematiqke funkcija koja
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se dobija sabira�em vixe funkcija koje su dobijene sluqajnim odabirom ta-
qaka gde svaka slede�a funkcija ima dvostruko ma�u amplitudu i dvostruko
ve�u frekvenciju. Najve�e primene Perlinovog xuma su u raqunarskoj gra-
fici.

Slika 2: Perlinov xum

Podela fraktala prema naqinu nastanka:

(1)Iterativni fraktali - nastaju kopira�em, rotira�em i/ili transli-
ra�em kopije, mogu�im zame�iva�em nekog elementa kopijom. Konstrukci-
ju fraktala nastalih iteracijom zapoqi�emo oblikom koji se naziva bazom
fraktala. Svaki deo baze se tada zameni drugim oblikom kojeg nazivamo mo-
tivom ili generatorom. Postupak nastav	amo na novonastalom obliku. Frak-
tali nastali iterativno su potpuno samosliqni.

(2) Rekurzivni fraktali - fraktali koji su odre�eni rekurzivnom formu-
lom koja odre�uje pripada li odre�ena taqka prostora nekom skupu ili ne.
Rekurzivni fraktali su kvazi-samosliqni.

(3) Sluqajni fraktali - fraktali nastali crta�em grafova nekih stohasti-
qkih procesa i najqex�e ih nalazimo u prirodi (rub morske obale, oblik

27



planina, oblaka, mu�e, svemira, paprati i mnogih drugih bi	aka). Sluqajni
fraktali su statistiqki samosliqni fraktali.

Kantorov skup C

Me�u prvim poznatim fraktalima je Kantorov skup C kojeg je 1883. pred-
stavio nemaqki matematiqar Georg Cantor (1845 - 1918) zaslu�an za razvoj
teorije skupova. Kantorov skup igra va�nu ulogu u mnogim granama matema-
tike, pa je i model po kojem su nastali neki drugi fraktali poput Julija
skupa. Skup C je beskonaqni skup taqaka koje pripadaju segmentu [0, 1], odno-
sno skup odre�enih brojeva, poput 0, 1, 13 ,

2
3 ,

1
9 ,

2
9 ,

7
9 ...

Konstrukciju Kantorovog skupa zapoqi�emo jediniqnim segmentom [0, 1]. Po-
qetni segment podelimo na tri jednaka podsegmenta i izbacimo sred�i in-
terval (13 ,

2
3) Preostala su nam dva segmenta [0, 13 ] i [23 , 1] od kojih je svaki

du�ine 1
3 . Potom svaki od �ih opet podelimo na tri jednaka podsegmenta i

izbacimo sred�i interval. Dobijemo segmente [0, 19 ], [
2
9 ,

1
3 ], [

2
3 ,

7
9 ] i [89 , 1]. Po-

novimo postupak. U poqetku imamo jedan segment, nakon prvog koraka imamo
dva, nakon drugog qetiri, nakon tre�eg osam segmenata itd. Nakon n-tog ko-
raka imamo 2n disjunktnih segmenata du�ine 1

3n .
Iz konstrukcije je oqigledno da je Kantorov skup samosliqan bez obzira na
uve�a�e. Na slici je prikazano nekoliko poqetnih koraka konstrukcije Kan-
torovog skupa.

Slika 3: Kantorov skup
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Kohova kriva

Jedan od najjednostavnijih fraktala koji se qesto koristi kao reprezentativ-
ni primer je Kohova kriva. Kohova kriva i Kohova pahu	a jedne su od prvih
opisanih fraktalnih krivih, a predstavio ih je xvedski matematiqar Niels
Fabian Helge von Koch (1870 - 1924). Kohovu krivu je jednostavno geome-
trijski konstruisati. Poqi�emo sa segmentom koji podelimo na tri jednaka
dela. Nad sred�im delom konstruixemo jednakostraniqni trougao, a potom
uklonimo sred�i podsegment. Prvi korak konstrukcije zavrxava sa qetiri
podsegmenta qija je du�ina jednaka 1

3 du�ine poqetnog segmenta. Postupak
se nastav	a da	e na isti naqin. Svaki od qetiri podsegmenta delimo na tri
jednaka dela, nad sred�im delom konstruixemo jednakostraniqni trougao, a
potom ga uklonimo. Iterativni postupak ponovimo beskonaqno puta i dobi-
jemo Kohovu krivu.

Slika 4: Kohova kriva
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Kohova pahu	a

Kohova pahu	a je jedan od najranije opisanih fraktala. Poqetni oblik Koho-
ve pahu	e je jednakostraniqni trougao. Svaka stranica datog trougla se tada
podeli na tri dela pa se nad sredix�im delom konstruixe jednakostraniqan
trougao. Du�ine stranica konstruisanog trougla su tada tre�ina du�ine
poqetnog trougla. Stranica konstruisanog trougla koji le�i na poqetnom
trouglu se tada ukloni. Kohovu pahu	u dobijamo ponav	a�em opisanog pro-
cesa nad preostalim stranicama.

Slika 5: Kohova pahu	a
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Pitagorino stablo

Tradicionalno Pitagorino stablo je fraktal nastao rekurzivnim crta�em
kvadrata. Konstrukcija Pitagorinog stabla zapoqi�e kvadratom. Tada se
nad gor�om stranicom kvadrata konstruixe jednakokrako pravougli trougao
kome je stranica kvadrata hipotenuza. U drugoj se iteraciji nad katetama
pravouglog trougla konstruixu kvadrati. Iterativni postupak se ponav	a
beskonaqno mnogo puta. Pitagorino stablo se tako�e mo�e konstruisati na
naqin da se nad gor�om stranicom, umesto dva kvadrata, konstruixe vixe
�ih. Zbog toga se Pitagorina stabla koriste pri vizualizaciji hijerarhij-
skih podataka.

Slika 6: Pitagorino stablo
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7.3 Trougao Sjerpinskog

Trougao Sjerpinskog je fraktal kojeg je opisao po	ski matematiqarWaclaw
Franciszek Sierpinski (1882 - 1969) 1916. godine, a primer je jednog od naj-
jednostavnijih fraktala. Mo�e se re�i da je postao simbol fraktala. Sjer-
pinski je bio jedan od najuticajnijih matematiqara svog vremena u Po	skoj.
Zanim	ivo je da u �egovu qast jedan meseqev krater nazvan po �emu. Kon-
strukcija trougla Sjerpinskog kre�e od ispu�enog jednakostraniqnog tro-
ugla kome odredimo sredixta stranica, pa ih spojimo. Nastaju qetiri po-
dudarna jednakostraniqna trougla od kojih izbacujemo onaj qija su temena
sredixta stranica poqetnog trougla. Time je zavrxen prvi korak konstruk-
cije. Na preostala tri trougla, qija je du�ina stranica dvostruko ma�a od
du�ine stranica poqetnog trougla, ponovimo postupak. Nakon drugog koraka
preostaje 9 = 32 trouglova, nakon tre�eg 27 = 33 trouglova i tako da	e. Od-
nosno, nakon n-tog koraka imamo 3n trouglova. Svojstvo samosliqnosti ovog
fraktala ogleda se u �egovoj konstrukciji. Svaki od tri preostala dela u
n-tom koraku je uma�ena kopija celokupne strukture iz prethodnog koraka,
uma�ena faktorom dva.

Slika 7: Trougao Sjerpinskog

Izraqunajmo fraktalnu dimenziju trougla Sjerpinskog. Broj kopija samog
sebe pri faktoru uma�e�a 2 jeste 3, iz qega dobijamo:
d = log 3

log 2 ≈ 1.5849
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Ovaj fraktal posebno je zanim	iv zbog toga xto mu je obim beskonaqno veli-
ki, a povrxina jednaka 0. Ukoliko je stranica poqetnog trougla du�ine a, a
�egova povrxina P0, obim trougla Sjerpinskog u k-tom koraku iznosi:
3k+1

2k
a, a povrxina

(
3
4

)k
P0 xto vodi do zak	uqka da je:

O = lim
k→∞

3k+1

2k
a = ∞

P = lim
k→∞

(
3
4

)k
P0 = 0.

Sjerpinski je dodao jox jedan objekat u galeriju fraktala, a radi se o te-
pihu Sjerpinskog koji je zapravo varijacija na temu �egovog ve� poznatog
fraktala. U ovom sluqaju konstrukciju zapoqi�emo ispu�enim kvadratom
koji podelimo na devet podudarnih kvadrata i izbacimo sredix�i kvadrat.
Time je zavrxen prvi korak konstrukcije. Da	e nastav	amo istim postup-
kom, dakle preostalih osam ispu�enih kvadrata delimo na devet podudarnih
kvadrata i u svakom izbacujemo onaj sredix�i. Time nam preostaju xezdeset
qetiri ispu�ena kvadrata, a nakon n-tog koraka imamo 8n kvadrata.

Slika 8: Tepih Sjerpinskog

Dakle, imamo faktor uma�e�a 3, a broj kopija samog objekta 8, te fraktalna
dimenzija pribli�no iznosi:
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d = log 8
log 3 ≈ 1.8928

Ako zamenimo trouglove tetraedrima, dobijamo tetraedar Sjerpinskog. Ali,
prilikom konstrukcije se ne oduzima jedan tetraedar iz sredine, ve� se osta-
v	aju qetiri tetraedra i sve ostalo oduzima. Pri svakom koraku konstruk-
cije nastaju qetiri ma�a tetraedra s dvostruko kra�im du�inama stranica.

Slika 9: Tetraedar Sjerpinskog

Trodimenzionalni tepih Sjerpinskog je Mengerov sun�er. To je fraktal kog
je 1926. opisao austrijski matematiqar Karl Menger prema kom je i dobio
ime. Qesto se naziva i Sierpinski − Mengerov sun�er. Svaka strana Menge-
rovog sun�era je tepih Sjerpinskog, a dijagonala Kantorov skup. Dobija se
na sliqan naqin kao i tepih Sjerpinskog samo xto umesto kvadrata uzme-
mo kocku koju podelimo na dvadeset sedam kocki qije su du�ine stranica 1

3
poqetne. Nakon toga oduzmemo sedam kocki, odnosno sredix�u i xest kocki
koje se nalaze u sredixtima strana poqetne kocke. Postupak ponav	amo na
preostalim kockama i s pove�a�em broja koraka dobijamo sve krhkiju, gotovo
potpuno xup	u konstrukciju.

Faktor sma�e�a je tri, a broj novonastalih kopija je 27− 7 = 20. Fraktalna
dimenzija Mengerovog sun�era pribli�no iznosi: d = log 20

log 3 ≈ 2.72688
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Slika 10: Mengerov sun�er

7.4 Primena fraktala

Neverovatna stvar kojoj treba pokloniti pa��u su fraktali u prirodi.
Sklad, ravnote�a, slo�enost, umno�ava�e oblika, neki su od osnovnih prin-
cipa na kojima, zagledamo li se dub	e, poqivaju anatomija qoveka, �ivoti�a,
bi	aka, osobine prirodnih fenomena. . . Ako pogledamo list paprati, pri-
meti�emo da svaki mali list, koji je deo ve�eg, ima isti oblik kao i veliki
list. Dakle, koliko god da zumiramo neku fraktalnu strukturu svaki zumi-
rani deo bi�e uma�ena kopija onog ve�eg i svaki fraktal ima svoj xablon.
Ako malo vixe obratimo pa��u na svet oko sebe, primeti�emo da se samo-
sliqnost sre�e svuda: nervni sistem, krox�e i kore�e drve�a, delte reka,
karfiol, paukova mre�a, planete, alveole u plu�ima, oblaci, DNK. . . Osim
xto su neverovatno primam	ivi i atraktivni 	udskom oku, dugo se mislilo
da su fraktali kraj�e beskorisni i da nemaju nikakvu primenu. Me�utim,
vremenom se otkrio �ihov znaqaj u mnogim nauqno-tehnoloxkim, medicin-
skim i umetniqkim sferama.

Fraktali su svoj smisao dobili razvojem raqunarske grafike te se u tom
podruqju najvixe i prime�uju. Najjednostavniji primeri su modelira�e te-
rena, posebno planina, grm	a, drve�a i trava. Planine se mogu crtati tako
da se horizontalno polo�enom trouglu svaki vrh povisi ili snizi na neku
vrednost. Tako dobijenom trouglu odredimo sredixta stranica koje potom
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spojimo. Svaku od taqaka sredixta, odnosno vrhova novog sred�eg trougla,
povisimo ili snizimo kao i kod poqetnog trougla. Taj postupak ponav	amo na
svakom slede�em trouglu pa mo�emo uporediti ovu konstrukciju s konstruk-
cijom trougla Sjerpinskog. Kod mobilnih telefona, proizvode se antene koje
se fraktalski pakuju, tako da mogu koristiti xirok spektar frekvencija,
a zauzimaju jako malo prostora. U grafiqkom dizajnu se koriste da bi se
kreirali pejza�i i �ivopisne slike i efekti, kao i u kinematografiji za
izradu specijalnih efekata. Veliku primenu, fraktali su naxli i u medici-
ni za dijagnostifikova�e i tretira�e kancerogenih �elija, jer je prime�eno
da �elije raka imaju mnogo ve�u fraktalnu dimenziju od zdravih. Koxtani
prelomi se tako�e definixu kao fraktalni. Kao xto je ve� pomenuto, frak-
talne strukture otkrivamo i u otkucajima 	udskog srca, xto je jako va�no u
kardiologiji. To se najbo	e vidi kad se deta	nije prouqe �ihovi vremenski
redosledi. Otkucaji srca nisu pravilni i uvek se nailazi na sitne varija-
cije, ali srqana bolest se mo�e otkriti uz pomo� ekstremnog i aritmiqnog
fraktalnog ponaxa�a.

Koncept fraktala je jedan od retkih koji povezuje matematiku, umetnost,
arhitekturu, biologiju... Lista bi mogla da ide unedogled. Fraktali jedno-
stavno pro�imaju qitav Univerzum.
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8 Zak	uqak

Ovaj rad ima za ci	 da qitaoca upozna sa pojmom Paskalovog trougla,
zakonitostima koje va�e u �emu, kao i odre�enim nizovima brojeva koji su
potrebni za dokaziva�e pomenutih zakonitosti.
Paskalov trougao je jedan od najpoznatijih i najelegantnijih matematiqkih
xema. Veza binomnih koeficijenata i Paskalovog trougla, povezuje ga ne
samo sa kombinatorikom i teorijom verovatno�e, ve� i sa drugim oblastima
matematike i �enim primenama.

Radi jox deta	nijeg upoznava�a sa temom i mogu�nostima �enog xire�a,
qitaocu se preporuquje prouqava�e navedene literature.

37



9 Literatura

1. Elementi enumerativne kombinatorike, Duxko Joji�

2. Pascal′s Arihmetical Triangle, Edward A.W.F .

3. Ana Trajkovi�, Zakonitosti i invarijante u sred�oxkolskoj dodatnoj
nastavi (Struqni rad, Univerzitet u Beogradu)

4. Fili� Andrea, Klasiqni fraktali (Struqni rad, Univerzitet u Za-
grebu)

5. Fractal Everywhere, Barnsley M. F.

38


