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Hurvicova i Frobenijusova teorema o realnim algebrama

1. UvOoD

U matematici, hiperkompleksni broj tradicionalni je izraz za element
konac¢nodimenzionalne algebre preko polja realnih brojeva. Proucavanje hiperkompleksnih
brojeva krajem 19. veka ¢ini osnovu moderne algebre i teorije reprezentacija grupa. Tada su
definisani kvaternioni, bikvaternioni i oktonioni koji su postali ustaljeni pojmovi u matematickoj
literaturi, dodani realnim i kompleksnim brojevima. Koncept hiperkompleksnog broja obuhvatio
ih je sve i "zahtevao" je odgovaraju¢u matematicku oblast koja ¢e ih objasniti i klasifikovati.

Hurvic i Frobenijus dokazali su teoreme koje postavljaju ograni¢enje hiperkompleksnosti:
Hurvicova teorema kaze da su kona¢nodimenzionalne realne algebre R, C, H, @, a Frobenijusova
teorema kaZe da su jedine realne asocijativne algebre s deljenjem R, C, H. Hiperkompleksni
brojevi su postali odskocna daska za nastanak teorije grupa i u predstavljanju grupa. | tako je
pocela da nastaje moderna algebra ili apstraktna algebra.

Prema tome, apstraktna algebra je deo matematike Cija je struktura nastala u
devetnaestom veku i koja se bavi proucavanjem algebarskih struktura poput vektorskih prostora,
tela, polja, prstena, grupa.

U radu su opisane Hurvicova i Frobenijusova teorema. Takode su dati dokazi ove dve
teoreme, kao i Zornova teorema koja predstavlja prosirenje Frobenijusove teoreme. U radu ¢emo
modi da se upoznamo i podsetimo pojmova koji su koris¢eni. Kroz kratki pregled kompleksnih
brojeva, kvaterniona, kao i oktoniona Citalac ée biti u prilici da sagleda istorijsku potrebu za
nastajanjem ovih brojeva kao i njihove osobine, Sto ¢e omoguciti bolje razumevanje dokaza ovih
dveju teorema.

Slika 1: Adolf Hurvic Slika 2: Ferdinand Frobenijus
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2. KRATKO PODSECANJE POJMOVA I1Z ALGEBRE

Ako je Z skup svih celih brojeva, njihovo uobicajeno sabiranje mozemo shvatiti i kao jedno
preslikavanje

(mn)->m+n, Z?->7Z

kojim se svakom paru celih brojeva pridruzuje odreden ceo broj. | slicno za njihovo mnozenje
(m,n) = m-n, pa utom smislu govorimo i o dve binarne operacije u samom skupu Z.

| uopste, pod binarnom operacijom u nekom skupu A podrazumevamo svako preslikavanje
(a,b) >axb, A*>-> A

kojim se proizvoljnom paru (a, b) elemenata skupa A pridruzuje odreden element a * b iz tog
istog skupa A.

Definicija 2.1. Svaki ureden par (S,*) skupa S i bilo koje binarne operacije * u tom skupu zovemo
i jednim grupoidom. Ako je ta operacija i komutativna, odnosno asocijativna, tada i za sam taj
grupoid kazemo da je komutativan, odnosno asocijativan.

Definicija 2.2. Asocijativne grupoide zovemo i polugrupama.

Definicija 2.3. Za element e skupa M kazemo da je neutral polugrupe (M,x) ili same binarne
operacije (a,b) — a * b u tom skupu, ako zasvakoaizMvaZiiaxe =aie*a = a.

Definicija 2.4. Polugrupe sa neutralom zovemo i monoidima. Drugim recima to je svaka uredena
trojka (M,*, e) u kojoj je * binarna operacija u skupu M i e neki fiksiran element iz M, takva da za
svako a, b, c iz M vaii:

1) (a*b)*c = ax* (b *c) (aksioma asocijativnosti)
2) axe=a, ex*a = a(aksioma neutralnogelementa)

Tada takode kaZzemo i da je sam taj skup M jedan monoid sa binarnom operacijom #* i neutralom
e.

Definicija 2.5. Za element a kazemo da je inverzibilan ili da ima inverz u monoidu ako postoji bar
jedno a™ iz M za koje je

axa  =e i a *xa=e.

Definicija 2.6. Monoide u kojima su svi elementi inverzibilni zovemo i grupama. Drugim recima,
svaka grupa je odredena izvesnim skupom G i jednom binarnom operacijom u tom skupu, na
primer

(a,b) > axb, G?>-G
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koja je asocijativna, koja ima neutral, na primer e, i takva da za svako a iz G postoji bar jedno, a
timeitatnojednoa™ izG zakojejea*xa™ =e i a” xa=e.!

Definicija 2.7. Za grupu G se kaZe da je Abelova ili komutativna ako je njena binarna operacija
komutativha ab = ba,Va,b € G

Tvrdenje 2.1. U grupi G je:

1) (@) t=a
2) (axb)t=b"1xqg?

Definicija 2.8. Neka je (G,*) grupa i H € G. Kazemo da je H podgrupa grupe G i piSemo H < G
ako je * binarna operacija na H i (H,*) grupa.?

Definicija 2.9. Prsten je neprazan skup R zajedno sa dve binarne operacije (obi¢no oznaceno kao
sabiranje 4+ i mnoZenje - ) takve da:

1) (R,+) je Abelova grupa
2) (ab)c = a(bc) zasve a, b, ¢ € R (asocijativnost mnoZenja)
3) a(b+c)=ab+aci(a+ b)c = ac+ bc (zakoni leve i desne distributivnosti)

Ako dodatno vaii:
4) ab =bazasvea.b €ER
onda za R kazemo da je komutativni prsten.
Ako R sadrZi element 1 takav da je
5) 1lza=algzasvea €ER
onda za R kazemo da je prsten s jedinicom.

Definicija 2.10. Prstene u kojima jedino nula nema inverz zovemo telima, a komutativna tela
poljima.

KalajdZi¢ Gojko, Linearna algebra, Zavod za udzbenike, Beograd, 2011
2Lipkovski Aleksandar, Linearna algebra i analiticka geometrija, Matematicki fakultet Univerziteta u
Beogradu, Beograd, 2020
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3. OD IMAGINARNE JEDINICE DO KEJLUJEVIH BROJEVA

"Kompleksni broj je broj oblika z = a + ib, gde su a i b realni brojevi, a gde je i? =
—1(imaginarna jedinica). Kompleksni broj ima algebarsku strukturu tela te sadrZi sva resenja
algebarskih jednacina. MoZe se predstaviti kao tac¢ka, odnosno kao vektor u Gausovoj ravni."3

,Svako znanje mora biti prepoznavanje... Aritmetika se mora otkrivati tacno u istom smislu
u kojem je Kolumbo otkrio Zapadnu Indiju, i mi nista viSe ne stvaramo brojeve nego $to je on
stvorio Indijance...Sve ono o ¢emu se moZe misliti postoji, a njegovo postojanje je preduslov, ne
rezultat, da se o njemu moZe misliti...“* Tako je i sa otkrivanjem kompleksnih brojeva.

300 godina p. n. e EUKLID 1Z ALEKSANDRIJE (323—-283 p. n. e.) je bio anticki matematicar poznat
po svom delu "Elementi". On "ne dokazuje u svojoj knjizi direktno da koren iz dva nije
racionalan broj. Medutim, dokaz ovog tvrdenja sledi iz stavova 5,6 i 9 desete knjige"®

"5. Samerljive veli¢ine su u razmeri jedna prema drugoj kao broj prema broju...

6. Ako su dve velicine u razmeri jedna prema drugoj kao broj prema broju, one su
samerljive...

9. Kvadrati na samerljivim duzima se nalaze u razmeri kvadratnog broja prema kvadratnom
broju. | kvadrati koji se nalaze u razmeri kvadratnog broja prema kvadratnom broju imaju
za strane samerljive duZi. A kvadrati na nesamerljivim duZima se ne nalaze u razmeri
kvadratnog broja prema kvadratnom broju. | kvadrati koji se nalaze u razmeri kvadratnog
broja prema kvadratnom broju nemaju za strane samerljive duZi."®

200 godina p.n.e. "Pojam negativnih brojeva javlja se po prvi put u kineskoj matematici. Naime,
u starokineskoj knjizi "Kiu-¢ang suan-su" (Devet knjiga matematickih vestina oko 200.
godine pre nove ere, ali mozda i mnogo ranije) iz perioda dinastije Han (202. p.n.e.-211.n.e.)
negativni brojevi su zapisivani crnom bojom dok su pozitivni pisani crvenom bojom."’

50 HERON IZ ALEKSANDRIUJE (10-70) je grcki matematicar i inZenjer. Konstruisao je razne
sprave na hidrauli¢ni i pneumatski pogon. Pisao je traktate iz matematike i mehanike."Prvi
trag kvadratnog korena negativnog broja je naden u "Stereometriji" Herona iz Aleksandrije
(oko 50. godine)."®

250 DIOFANT I1Z ALEKSANDRIJE (oko 250 n.e.) je grcki matematicar koji je otkrio Diofantove
jednacine. Bio je istaknuti matematicar svog vremena i deo njegovog rada je sacuvan u Sest

3Abdelnor Jason, Matematicki re¢nik, Vuk Karadzi¢, Beograd,1983, str.60.

“Baker Stefan, Filozofija matematike, Nolit, Beograd, 1973, str.144.

5 Lugi¢ Zoran, Ogledi iz istorije anticke geometrije, Sluzbeni glasnik, Beograd, 2009, str.111.

8 Euklid, Elementi, knjiga X, Srpska akademija nauka, Beograd, 1956, str.13,14 i15.

"Petkovi¢ Miodrag, Petkovi¢ Ljiljana, Matematic¢ki vremeplov - prilozi za istoriju matematike, Zmaj, Novi
Sad, 2006. str.148.

8Petkovi¢ Miodrag, Petkovié Ljiljana, Matematicki vremeplov - prilozi za istoriju matematike, Zmaj, Novi
Sad, 2006. str.148.
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poglavlja Aritmetike koja su dospela do nas, i koja je bila verovatno najstariji sistemski
traktat o algebri. "lracionalne i negativne brojeve nije smatrao brojevima, pa ih nije
razmatrao, a reSenja jednacina koja bi bila negativna ili iracionalna odbacivao je,
postavljajuéi odredene uslove za postojanje resenja."®

665 BRAHMAGUPTA (598-670) pise spis "Bramaguptasidanta" koji je najstariji poznati tekst koji
nulu tretira kao broj i koji je "dao opstija pravila za reSavanje kvadratnih jednacina, koja je
doveo i pod jednu zakonitu formu. Re$avao je jednacine oblika: ax? + bx = c,a > 0.

Koeficijenti u jednacinama, osim "a", mogu biti i negativni brojevi. Njegova pravila su
svojom sustinom identi¢na savremenim."*°

850 MAHAVIRA, indijski matematicar, pisac knjige "Ganitasarasangraha" (O sustini matematike)
"je bio prvi koji je sustinski shvatio ovaj problem. U svom razmatranju negativnih brojeva
on kaze da "kako u prirodi stvari negativna kolicina ne moZe biti kvadrat, to ne postoji
kvadratni koren negativnog broja

nll

Slika 3: Statua Euklida u Slika 4: Jedan od najstarijih Slika 5: Euklidova knjiga iz
muzeju prirodne istorije sacuvanih fragmenata 1707. godine
u Oksfordskom Euklidovih Elemenata

univerzitetu

XIV vek JOVAN PEDIASIMA srpski matematiéar.'? "U nauci Vizantije isrednjevekovne Srbije bio je
poznat pojam korena i kvadratne iracionalnosti. Od prvog vizantijskog matematicara

9 Dadié¢ Zarko,Povijest ideja i metoda u matematici i fizici,Skolska knjiga, Zagreb,1992, str.56

®Nedovi¢ V. Slavko, Matemati¢ko istorijski mozaik — Pogled u matematiku antike, Arhimedes, Beograd,
2004.str.170.

Hpetkovi¢ Miodrag, Petkovi¢ Ljiljana, Matematic¢ki vremeplov - prilozi za istoriju matematike, Zmaj,
Novi Sad, 2006. str.148.

2 Trifunovi¢ Dragan, Matematika Vizantije i srednjovekovne Srbije, Arhimedes, Beograd, 2004,

10
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1545

1572

1629

1637

1747

Prokola Diadoha (5.vek) pa do Jovana Pediasima (kraj 14 veka) koriséeni su rezultati o
iracionalnosti u obimu koji je izloZen u X knjizi Euklidovih Elemenata."?

KARDANO BDIROLAMO (Cardano Girolamo) (1501-1576) bio je italijanski lekar,
matematicar, fizicar, astronom i kockar. Bavio se algebrom. U svom delu "Ars magna" izveo
je formulu za reSenje kubne jednacine (Kardanova formula), iako je to, izgleda, pronasao
Tartalja, i objavio. "On je definisao jednostavne zakone sa negativnim brojevima u svojoj
knjizi "Ars Magna" (Velika vestina), formulisao je pravilo "minus puta minus daje plus" kao
nezavisno pravilo i nazvao negativne brojeve "fiktivni". Usvojio je simbol za negativni broj
"m" (m je od latinske re¢i meno-minus)"*

RAFAEL BOMBELI (1530-1580) je bio italijanski matemati¢ar. Roden u Bolonji i autor je
rasprave o algebri i liénost drugog stepena sa negativhom diskriminantom uspeo "da uvede
fiktivne ili imaginarne brojeve. Ti brojevi su linearne kombinacije na telu R realnih brojeva
jedinice "1" i druge jedinice viSe nego manje (piu di meno), nase i. Oni su dakle oblika a+bi.
Tako se stidljivo pojavilo telo C kompleksnih brojeva."®

ZIRAR ALBERT (Albert Gilard) (1595-1632) je bio francuski matematicar koji je zavrsio
Univerzitet u Lajdenu. Bio je prvi koji je upotrebio skracenice "sin", "cos" i "tan". Bio je prvi
koji je otkrio pravila za sabiranje stepena korena bilo koje funkcije. "Zirar (1629) i Dekart
(1637) odreduju: ako je n stepen polinoma P(x), jednacina P(x)=0 ima tacno n korena. Kad
se koreni ne mogu naznaciti, nazivaju se imaginarnim, prihvata se da se moze racunati sa

njima kao sa realnim brojevima ali za to se ne daje nikakav dokaz."®

RENE DEKART (Rene Descartes) (1596-1659) je francuski filozof, matematicar i naucnik cije
je delo "Geometrija" postavilo osnove danasnjoj analitickoj geometriji. "Dekart je upotrebio
metodu koordinatnog predstavljanja zavisnosti jedne veli¢ine da bi povezao geometriju sa
algebrom; geometrijska su se pitanja sada mogla formulisati, izracunavati i resavati
algebarskim sredstvima, a algebarske veze mogle su se ilustrovati geometrijski."'” On je prvi
skovao termin "imaginarni" za izraze koji uklju¢uju kvadratne korene negativnih brojeva, i
uzima njihovu pojavu kao znak da je problem neresiv.

LEONARD OIJLER (Leonhard Euler) (1707-1783) je Svajcarski matematicar i fizicar, koji je
Ziveo u Berlinu i Sankt Peterburgu. Bio je jedan od najplodnih matematic¢ara-sacuvano je
oko 900 njegovih radova. Uspesno je definisao logoritme negativnih i kompleksnih brojeva,
¢ime je prosirio domen matematicke primene logoritama. Takode je definisao
eksponecijalnu funkciju za kompleksne brojeve i otkrio njenu vezu sa trigonometrijskim
funkcijama. Za proizvoljan realan broj "t" prema Ojlerovoj formuli, vaZi jednakost: e it =

13 perii¢ Pavle, Trifunovié Dragan, Povesica o kvadratnom korenu, Beograd, 2002 str.34

4petkovi¢ Miodrag, Petkovié Ljiljana, Matemati¢ki vremeplov - prilozi za istoriju matematike, Zmaj, Novi
Sad, 2006. str.148.

15Stipanié Ernest, Putevima razvitka matematike, Beograd 1988, str.21.

16Stipani¢ Ernest, Putevima razvitka matematike, Beograd 1988, str.22

Devide Vladimir, Matematika kroz kulture i epohe, Skolska knjiga, Zagreb, 1979, str.144.

11
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1831

1843

1878

1896.

cos (t) + isin(t).Poseban slucaj te formule, koji se dobija za vrednost t = it poznat kao
Ojlerov identitet.!®

KARL FRIDRIH GAUS (1777-1855) je nemacki matematicar koji je dao doprinos u svim
poljima matematike, a posebno u teoriji brojeva. "Gaus je dao prvi pravi dokaz
fundamentalnog teorema algebre: svaka algebarska jednacina s kompleksnim
koeficijentima ima barem jedan koren koji je kompleksan broj".*® Gaus objavljuje svoju
aritmeti¢ku teoriju kompleksnih brojeva (izraz "kompleks" je skovao Gaus)®,
omogucavajuéi geometrijsku interpretaciju kompleksnih brojeva. Gaus stvara algebru
kompleksnih brojeva i ukazuje na put do onoga Sto kasnije postaje poznato kao
hiperkompleksni brojevi.

VILIJAM ROUAN HAMILTON (William Rowan Hamilton) (1805-1865) je irski matematicar
koji je uveo pojam kvaterniona. On dolazi do zaklju¢ka da ne moZe postojati sistem
brojeva na prostoru od tri dimenzije, ali da moZe postojati na prostoru od Cetiri dimenzije
koje je nazvao kvaternioni. Hamiltonovo otkriée kvaterniona izazvalo je uzbudenje u
matemati¢kom svetu. "Razlog je Sto su kvaternioni bili prva matematicka apstrakcija koja
nije motivisana ni sa ¢im Sto bi se moglo smatrati izu¢avanjem fizickog sveta... S jedne
strane kvaternioni su nesto neobi¢no, imaju sva svojstva kompleksnih brojeva, izuzev sto
mnoZzenje nije komutativno. S druge strane Hamilton im je nasao primenu u gotovo svim
oblastima tadasnje matematike i fizike".2! Koncept vektorskog prostora, kao i izraz vektor
dugujemo Hamiltonu i on se odnosi na geometrijsko predstavljanje kvaterniona.

FERDINAND GEORGE FROBENIJUS (1849-1917) pokazuje, koristeci algebarsku topologiju,
da kvaternioni zadovoljavaju sva svojstva aritmetike osim komutativhog zakona mnozenja.

HURVIC ADOLF (Hurwitz Adolf) (1859-1919) dokazuje da je svaka normirana algebra sa
identitetom izomorfna bilo realnim, kompleksnim, kvaternionima ili Kejlijevim brojevima.

18] eti¢ Dusko,Sajfert Vjekoslav, Zivkovi¢ D. Katarina, Matematicke konstante e, y, -1V2, Tehni¢ki fakultet
Mihailo Pupin u Zrenjaninu, Univerzitetu Novom Sadu, Zrenjanin 2013. str.75

MilarDejvid, JanMilar, Dzon Milar, MargaretMilar, Kembri¢kire¢nik —Nau¢nici, Dereta, 2003.str.183.

2Stipani¢ Ernest, Putevima razvitka matematike, Beograd 1988, str.24

ZPerovi¢ Miodrag, Istorija matematike 1-3, knjiga 3, Akademska misao, Beograd, 2019, str.1083.

12
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4. KOMPLEKSNI BROJEVI

4.1. Istorija kompleksnih brojeva

"U istoriji matematike nema veceg iznenadenja od Cinjenice da su kompleksni brojevi
shvaceni i sinteticki i analiticki, pre negativnih brojeva”, istakao je u svojoj knjizi veliki matematicar
E.T.Bel. Zvuci paradoksalno, ali prvi sustinski korak ka pravilnom shvatanju i kona¢nom usvajanju
negativnih brojeva desio se tek kada su kompleksni brojevi stekli svoj matematicki “legitimitet”.

Kompleksni brojevi su se pojavili usled potrebe da se rese kubne jednacine, a ne kvadratne
kao Sto je ustaljeno verovanje. Ovu tvrdnju moZemo potkrepiti istorijskim cinjenicama. Abu
Abdula Muhamed bin Musa Al-Hvarizmi (780-850) u svom delu Algebra nudi resenja za kvadratne
jednacine razlicitih tipova. Ta reSenja se poklapaju sa reSenjima kvadratnih jednacina koje se
izuavaju danas u Skolama, odnosno striktno su ograniCena na realna reSenja. Dokazi su
geometrijske prirode. Kao izvore najverovanije je koristio grcka i indijska matematicka otkrica.
Prema rec¢ima G..Trumera, pod kalifom Al Mamunom, Al-Hvarizmi je postao ¢lan “Kude
Mudrosti”, odnosno pretec¢e modernih akademija nauka koja je bila osnovana u Bagdadu. Upravo
je za Al-Mamuna Al-Huarizmi napisao svoj astronomski esej, a i sama Algebra je takode posvecena
ovom vladaru. Algebarske metode koje su vec¢ bile poznate arapima su u Italiju uvedene putem
latinskog prevoda Algebre Al-Hvarizmija od strane Gerarda od Kremone (1114-1187), kao i kasnije
kroz radove Leonarda iz Pize (1170-1250), poznatijeg kao Fibonaci. Prvi koji je resio jednacinu
x3 + px = q je bio Scipione del Fero, profesor na Univerzitetu u Bolonji, koji je na ovom
univerzitetu predavao do svoje smrti 1526. godine. Na svojoj samrtnickoj postelji, del Fero je
formulu poverio svom uceniku Antoniju Mariji Fioreu. Fiore je izazvao Tartalju na matematicko
takmicenje i no¢ pre tog okrsaja, Tartalja je takode ponovo otkrio tu formulu i pobedio na
takmicenju. Nakon toga je Tartalja formulu (ali ne i njen dokaz) predocio Derolamu Kardanu, koji
se zakleo na tajnost. Znajuci formulu (i Tartaljino uputstvo, formulisano u obliku pesme), Kardano
je uspeo da rekonstruise dokaz. Kasnije je Kardano saznao da je del Fero znao formulu i on je to
potvrdio intervjuiSuci rodake koji su mu dali uvid u Ferove dokumente. Kardano je tada formule
za sva tri sluéaja (x3 + px = q;x® = px + q; x® + q = px) objavio u knjizi Ars Magna 1545.
godine. Vredi pomenuti da je Kardano naveo del Fera kao prvog autora, i Tartalju kao nekoga ko
je uspeo da kasnije dode do formule nezavisno od njih dvojice.??

Imaginarne brojeve je definisao italijanski matematicar Rafael Bombeli 1572. godine. U to
vreme smatrani su besmislenim, nimalo korisnim i bili odbacivani, kao nula svojevremeno. Njihovo
uzdizanje desilo se u trenutku kada se pojavila potreba za definisanjem kvadratnog korena iz
negativnog broja, jer do tada nije postojao ni jedan realan broj koji bi resio taj problem. Bombeli
je tada uveo nov broj — imaginarnu jedinicu.?

22Feher Sinida, Primena kompleksnih brojeva u analiti¢koj geometriji, algebri i analizi, master rad,
Univerzitet u Novom Sadu, 2017
Bhttps://nationalgeographic.rs/nauka/prirodne-nauke/a18306/najlepsi-brojevi-koji-su-promenili-svet-
nauke.html
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Aritmetiku kompleksnih brojeva u pravom smislu razvio je 1831. godine ¢uveni nemacki
matematicar Karl Fridrih Gaus (1777-1855). On je predstavio kompleksne brojeve kao tacke u
ravni, nasao za korisno da razlikuje pojam imaginarnog broja za ai i kompleksnog broja za a + bi;
pri ¢emu je uveo termin kompleksnog broja. Ojler je 1748. uveo oznaku i = vV—1; a francuski
matematicar Ogisten Kosi (1789-1857) uvodi 1821. nazive konjugovan parzaa+ibia—ib i

moduo za veli¢&inu Va2 + b2, koju je Vajerstras zvao apsolutna vrednost i oznacavao sa |a + ib].

Nezavisno od Gausa cuveni irski matematicar Vilijam Rouan Hamilton (1805-1865) je
1843. uveo aritmetiku kompleksnih brojeva zasnovanu na prikazu kompleksnog broja kao
uredenog para realnih brojeva x + iy = (x,y).*

Kao sto je ve¢ pomenuto, pored polja R realnih brojeva, ukazuje se potreba za njegovim
prosSirenjem. Ta potreba izlazi ve¢ iz nemoguénosti reSavanja jednacina u polju R. Naime, linearna
jednacina ax+ b =c (a,b,c € R,a # 0) ima (jedinstveno) resenje u R, dok ve¢ kvadratna
jednacina x2 + 1 = 0 nema redenja u R. Ta situacija je analogna onoj gde se jednacina x? = 2 ne
mofze razresiti na skupu Q, pa smo uveli simbol V2 i promatrali brojeve r; + 1,V2, gde sury, 7, €
Q. Tako se uvodi simbol i kao jedno resenje jednacine x? = —1, pa se s tim “spoljasnjim” brojem
povezu aritmeticke operacije iz R da se dobije vece polje, tj. prosirenje polja R. Pokazuje se da to
prosirenje C polja R realnih brojeva osim mnogih drugih vaznih svojstava ima i to svojstvo da
svaka algebarska jednacina oblika

apx" + a1 x" 1+t ax+ay;=0
gde su ag, aq,ay, ..., a, € Cimaresenje u C.

Formalno se polje kompleksnih brojeva C najjednostavnije definiSe kao skup R X R svih
uredenih parova (x,y) € R X R realnih brojeva, pri ¢emu se govori da je x realni, a y imaginarni
deo kompleksnog broja (x,y) € C.%*

Znacaj kompleksnog broja ne lezi samo u algebri, ve¢ se kompleksan broj pokazao
neophodan kako u mnogim granama matematike, na primer u teoriji funkcija, teoriji brojeva,
geometriji i dr., tako i u primenjenoj matematici, specialno u hidrodinamici, elektricitetu,
nebeskoj mehanici, optici i dr.2®

24petkovi¢ Miodrag, Petkovié Ljiljana, Matemati¢ki vremeplov, prilozi za istoriju matematike, Zmaj, Novi
Sad, 2006

ZVeljan Darko, Pavkovié Boris, Elementarna matematika |, Tehni¢ka knjiga, Zagreb, 1992

Z6Karamata Jovan, Kompleksan broj sa primenom na elementarnu geometriju, Naucna knjiga, Beograd,
1948
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4.2. Definicija kompleksnih brojeva

Definicija 4.2.1. Skup svih kompleksnih brojeva u oznaci C je skup svih uredenih parova z = (x, y)
realnih brojeva za koje vaze aksiome:

a) Aksioma sabiranja: (x1,y1) + (x2,v2) = ((x1 + x2), (1 + ¥2))
b) Aksioma mnoZenja: (x1,y1) * (x2,¥2) = (X1X2 — Y12, X1Y2 + X2)1)

Za uredene parove usvaja se aksioma (x1,¥1) = (X2,V,) © X1 = X, Ay, = V,.

Teorema 4.2.1. Za proizvoljne kompleksne brojeve z4, z,, z3 vazi da je:

=

Z1+ 2z, =25+ 24

2122 =227

(z1+29)+ 23 =21 + (2, + 23)
(z1°23) 23 = 21" (22 - Z3)

71 (zp+23) =212, + 2, 73

B W N
—_ = — —

Ul

4.3. Neutralni element

Definicija 4.3.1. Kompleksan broj (0,0) zove se kompleksna nula, a broj (1,0) kompleksna
jedinica.
Teorema 4.3.1. Za svaki kompleksan broj z vaZze jednakosti

1) z+0,0)=000)+z=z2
2) z:(1,00=(1,0)-z=2z

Teorema 4.3.2. Neka su a i b dva kompleksna broja takva da za svaki kompleksan broj z vaze
jednakosti

zZ+a=z z'b =z
Tadajea = (0,0),b = (1,0).

Definicija 4.3.2. Broj (0,0) zove se neutralni element za sabiranje kompleksnih brojeva, a broj
(1,0) neutralni element za mnoZenje kompleksnih brojeva ili jedini¢ni element ili jedinica.
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4.4. Suprotan broj kompleksnog broja. Oduzimanje

Definicija 4.4.1. Suprotan broj proizvoljnog kompleksnog broja (z) u oznaci (—z) je kompleksan
broj takav da je:

(2) + (—2) = (0,0).
Teorema 4.4.1. Svaki kompleksan broj (x, y) ima ta¢no jedan suprotan broj.

Teorema 4.4.2. Ako su z; = (xq,y1) i Z = (x3,¥,) dva proizvoljna kompleksna broja, postoji
tacno jedan kompleksan broj z takav da je z; + z = z,. Taj broj je jednak z, + (—z;), zove se
razlika brojeva z, i z; i oznaava sa z, — z;.

4.5. Reciprocan broj kompleksnog broja. Deljenje.

Definicija 4.5.1. Reciprocan broj kompleksnog broja z # (0,0) u oznaci i, je takav kompleksan
broj za koji je:

1
-=(1,0).

zZ" =
Z

Teorema 4.5.1. Svaki kompleksan broj (x,y)(# (0,0)) ima ta¢no jedan reciprocan broj, naime
_x Y
(x2+y2' x2+y2)'

Teorema 4.5.2. Ako su z; = (x1,Yy1) i Z, = (X3, y,) dva proizvoljna kompleksna broja i (xq,y;) #
(0,0), tada postoji tacno jedan kompleksan broj z = (x,y) takav da je z; - z = z,. Taj broj je
22 27

. 1 . . o y
jednak z, " -, zovese koli¢nik brojeva z, i z; i oznacava sa .
1 1

4.6. Polje kompleksnih brojeva

Teorema 4.6.1. Za proizvoljne kompleksne brojeve z4, z,, z3 vazi da je:

3) z1+z,=2,+ 24

4) 2y z,=23"74

5) (z1+z)+23 =21+ (22 + 23)
6) (z1°22) 23 =21 (22" 73)

7) z; +(0,0) =2z

8) Z (1;0) =2z

Z’Mitrinovié S. Dragoslav, Kompleksna analiza, IRO ,,Gradevinska knjiga“, Beograd, 1981

16



Hurvicova i Frobenijusova teorema o realnim algebrama

9 z1+(=z)=0
10) VAl Zi = (1I0); Z * (0’0)
1

11)21'(22 +Z3):Z1'Zz +Z1'Z3

Drugim rec¢ima skup svih kompleksnih brojeva ¢ini polje u odnosu na operacije (+) i (*) to jest
(C, +,) je polje.

Definicija 4.6.1. Kompleksan broj (0,1) zove se imaginarna jedinica i oznacava¢emo je sa i.

Definicija 4.6.2. Kompleksni brojevi se mogu pisati i na sledeci nacin:

(x,y) = (x,0)+(0,y) = (x,0) + (0,y) - (0,1) = x + iy.

Obi¢no se kompleksan broj x + iy oznacava sa Z, to jest Z = x + iy. To je takozvani algebarski
oblik kompleksnog broja. Realni broj x se naziva realni deo kompleksnog broja Z i oznacava se sa
x = ReZ, arealni broj y naziva se imaginarni deo kompleksnog broja Z i oznaava se say = ImZ.

4.7. Konjugovano kompleksni brojevi. Modul i argument kompleksnog
broja. Geometrijska interpretacija kompleksnog broja.

Definicija 4.7.1. Ako je z =x + iy kompleksan broj Z=x —iy, je njemu konjugovano
kompleksan broj.

Teorema 4.7.1. Konjugovanje kompleksnih brojeva je funkcija z —» Z: C — C koja ima sledeca
svojstva za svaki par z;,z, € C:

1) z1+z, =2, + 2,

2) Z17Z; =212

3) (zl) =§; kad god je z, # 0
2

4 z;=2

Definicija 4.7.2. Neka je z = x + iy kompleksan broj. Posmatrajmo izraz:
|z] = Vx? + y?
odnosno
|z| = zz.
|z| se naziva moduo kompleksnog broja.
Teorema 4.7.2. Funkcija z — |z|: C —» R ima za svaki par z;, z, € C sledeca svojstva:

1) Jedini kompleksni broj kome je apsolutna vrednost jednaka O je ba$ 0. Svi ostali
kompleksni brojevi imaju apsolutnu vrednost koja je vec¢a od 0.
2) |zqy: z3| = |z1] - |22],
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_ |Zq |
|Zz|'

Z1

3)
Z2
4) ova nejednakost obicno se zove nejednakost trougla
|z1 + 25| < 24| + |2,]

¢imjez, # 0

5) |z| = |z
6) |zI1°=2z-2

Kompleksni brojevi su definisani kao uredeni parovi, pa se za njihovo predstavljanje moZze koristiti
ravan sa pravouglim koordinatnim sistemom.

Al (2)
| il i e S 1
|
fil |
I
- -
0 X Ry2)

Slika 6: Kompleksna ravan

Definicija 4.7.3. Tacku Z sa Dekartovskim koordinatama (x, y) ¢emo nazivati geometrijskom
slikom kompleksnog broja Z = (x,y) (ili Z = x + iy u algebarskom obliku). Skup svih tacaka
ravni koje identifikujemo sa kompleksnim brojevima nazivamo kompleksnom ravni, ili Gausovom
kompleksnom ravni. Posto se skup realnih brojeva pri ovakvoj identifikaciji preslikava na x osu
nju nazivamo realnom osom, a skup cisto imaginanih kompleksnih brojeva (za koje je ReZ = 0)
se preslikava na y osu, pa je zato nazivamo imaginarnom osom.

Definicija 4.7.4. Argument kompleksnog broja Z u oznaci arg (Z), merni je broj konveksnog

orijentisanog ugla ¢iji je prvi krak pozitivni deo realne ose, a drugi poluprava OZ, gde je 0 = 0 +
0i kompleksan broj O.

Kako je merni broj konveksnog orijentisanog ugla uvek iz intervala(—m, 7], to jest arg (Z) €
(—m, ], ekvivalentna definicija argumenta kompleksnog broja i bila: argument u oznaci arg (2)
je surjektivna funkcija koja preslikava skup nenula kompleksnih brojeva u interval realnih
brojeva (—m, ], odnosno:

f(2) = arg(2) : C\ {0} - (-, 7]

definisana sa
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X
arctg (—) zax >0
y
X
T + arctg (;) zax<O0Ay =0

. x
arg(Z) = arg(x + iy) = { —m + arctg (;) zax <0Ay <0

T
3 zax=0Ay>0
T

—3 zax =0Ay <0

4.8. Eksponencijalni i trigonometrijski oblik kompleksnog broja

Ukoliko na slici 6 definiSemo ugao x0Z kao ugao ¢ tada iz osnovnih trigonometrijskih identiteta
u pravouglom trouglu vaze sledece relacije:

y=rsing
X =71Ccos¢Q
Kada imamo da je z= x + iy, onda vazi da je:
z=r(cos@ + ising)
tako smo dobili takozvani trigonometrijski oblik kompleksnog broja.
Definicija 4.8.1. n-tim stepenom (n prirodan broj) broja z naziva se proizvod

z Z ..rz=2"
n faktora

Ako broj z napisemo u trigonometrijskom obliku z = r(cos ¢ + i sin ¢), tada s obzirom na
prethodnu jednakost dobijamo

z" = r"*(cosng + i sinng).
Ako u ovoj jednakosti umesto z stavimo r(cos ¢ + i sin ¢), dobiéemo Moavrovu formulu
(cos@ + isin@)™ = cosng + isinng.
Na osnovu Ojlerove formule:
e =cosx +isinx,x €RR
dobija se takozvani eksponencijalni oblik kompleksnog brojaZ

z=r(cos@ + isinp) = re'¢.

28 Deaux Roland, Introduction to the geometry of complex numbers, Dover publications inc., Mineola,
New York, 2008
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Generalno, ovime smo definisali kompleksnu eksponencijalnu funkciju, koja samo prosiruje onu
realnu

e? = e** = ¢¥ . el = e*(cosy + isiny).
U Ojlerovom zapisu kompleksnog broja, De Muavrova teorema glasi
Z" = (re!?)* = rnein®,
Teorema 4.8.1. Polinomna jednacina stepena n
Az + an_1z" 1+ +a;z+a, =0, a, #0
ima ta¢no n kompleksnih korena. %

Definicija 4.8.2. Broj w zovemo n-ti koren kompleksnog broja z ako je w™ = z; tada piSemo w =

Vz.
Da bismo izracunali w, napiSimo i broj z i broj w u trigonometrijskom obliku:
z =r(cos@ + ising), w = p(cosB + isinh).
Sada umesto w™ = z moZemo pisati
p"(cosnb + isinnf) = r(cos ¢ + isin )
a odavde je
pt=r, nb =@+ 2kmn,

gde je k proizvoljan ceo broj. Jednakost p™ = r jednoznac¢no odreduje pozitivan broj p, aiznf =
@ + 2km vidimo da je 8 beskonacno, tj.

n ¢ + 2km
p= \/F’ Oy = —.

Q+2km

Za k=0,1,2,..,n—1 izjednakosti 8, =

ostale vrednosti za 8, (za k = n,n + 1, ...) razlikuju se od ovih za umnoZak od 2.

dobijamo za 8, vrednosti 6,0y, ...,0,,_1, a sve
Prema tome, s obzirom na te vrednosti za p i 8 imamo samo n razli¢itih n-tih korena
Wg, W1, Wy, ..., Wy_1 kompleksnog broja z # 0;*°
o .. Q
[ w0=7{/77(cos—+151n—),
n n

+ 27 + 2m
Wy = T{/F(cos(p in2 >,

+ isin

n
<p+2(n—m1)n L p+2(n—Dr
7+Lsmf).

Wpq = W(cos

Bhttps://www.fsb.unizg.hr/mat-4/0ldWeb/14_p.pdf
30 pajovié Vojin, Teorija funckija kompleksne promenljive, Izdavaéko informativni centar studenata,
Beograd, 1977.
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5. KONACNODIMENZIONALNE REALNE DIVIZIONE
ALGEBRE

Neka je K proizvoljno polje, a V vektorski K-prostor (prostor nad poljem K) konacne dimenzije n.
Mi éemo uglavnom uzimati da je K = R polje realnih brojeva, tj. V realan prostor. Kako je
vektorski prostor V izomorfan sa vektorskim prostorom K™ n-torki x = (¢1,&,,...,&,) (é; €
K,i =1,..,n), ograni¢avatemo se uglavnom na sluc¢aj V = K", dakle, specijalno, naV = R".

Vektorski prostor V nad poljem K zove se algebra nad K ili K-algebra ako je u V zadano mozenje
VXV -V, (xy)—=>xyxy€eV)

koje predstavlja bilinearnu funkciju na vV X V, tj. ispunjava uslove
(ax+By)z=a-xz+ B -yz,x(ay+Bz)=a-xy+-xz

zasvakoa,ff € Kisvakox,y,z€ V.

Od mnozenja u K-algebri V trazi se da bude distributivno prema sabiranju t;j.
x(y+z)=xy+xz i x+y)z=xz+yz (x,y,z€V)

i da je sa mnoZenjem skalarima povezano uslovom

a(xy) = (ax)y =x(ay) (¢ €K;x,y €V).

K-algebra je ujedno vektorski prostor nad poljem K i prsten sa (zajednickim sabiranjem i) vezom
izmedu mnoZenja i mnoZenja skalarima iskazanom poslednjim uslovom.

Dimenzija vektorskog prostora V zove se dimenzija K-algebre (V,). Na mnoZenje se ne postavlja
obavezno uslov asocijativnosti

(xy)z=xlyz) (x,y,z€V)
niti uslov komutativnosti
xy=yx (x,y€V).

Ukoliko je u K-algebri V ispunjen uslov asocijativnosti, odnosno komutativnosti, tada se kaze da
je ta algebra asocijativna, odnosno komutativna. Ako u K-algebri V postoji element e za koji vazi
ex = xe = x (x € V) tada je takav element e jedinstven i zove se jedini¢ni element K-algebre V.

Teorema 5.1. Ako mnoZenje u K-algebri V dimenzije 1 nije trivijalno, tj nevazixy = 0, (x,y € V),
tada algebra V ima jedini¢ni element.

Algebra V koja zadovoljava takozvani Jakobijev identitet

x(yz) +y(zx) +z(xy) =0 (x,y,z€V)

zove se Lijeva algebra.
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Algebra V koja ispunjava uslove
x(xy) =x*y,  (y)y=xy%, (x,y€V)

zove se alternativna algebra.

Svaka asocijativna algebra je sigurno allternativna, dok u svakoj alternativnoj algebri IV asocijator
Ax,y,z) = (xy)z —x(yz)  (x,y,z€V)

predstavlja alternativnu funkciju tj. menja predznak kad bilo koja dva argumenta zamene mesta.

Teorema 5.2. Ako je I/ alternativna K-algebra, tada je funkcija A(x, y, z) alternativna. Ukoliko je
K polje karakteristike char K # 2, recimo K = R, tada vaiZi i obrnuto. U svakoj alternativnoj
algebra V vazii (xy)x = x(yx)(x,y € V).

Uzimanjem raznih mnoZenja u vektorskom prostoru V dobijamo razne K-algebre A. Da u njima
istaknemo mnozenje, pisacemo A = (V,7) ili A = (V,X) itd.

Element x K-algebre (V,") zove se delitelj nule ako za neki element y € V,y # 0 vazi xy = 0 ili
yx = 0. K-algebra V # {0} koja nema delitelja nule # 0 zove se algebra bez delitelja nule. R-
algebru zva¢emo realna algebra, a C-algebru kompleksna algebra.

Svaka algebra V koja ispunjava uslov
xMy" = x™" (x,y € V,m,n € N)
je stepeno asocijativna, kao i sve asocijativne algebre.

Ako je (V,") K-algebra, a U potprostor vektorskog prostora V za koji vaziuv € U (u,v € U) tada
je (U,") takode K-algebra. U tom slucaju kaZe se da je U podalgebra algebra V.

Ako su (V,") i (W, K-algebre, tada se K-linearno preslikavanje f:V — W zove homomorfizam
K -algebri ukoliko vazi

f&y)=f)f@) yev).

Ako je K-linearno preslikavanje f:V — W vektorskih prostora mono-, epi-, izo-, endo-, odnosno
automorfizam, onda se kaze da je homomorfizam f:V — W K-algebri mono-, epi-, izo-, endo-,
odnosno automorfizam.

Jo$ od Hamiltona algebre sa deljenjem imaju centralnu ulogu. Za K-algebru V kaze se da je
diviziona algebra ako, za svako a,b € V,a # 0, svaka od jednadina ax =b i ya=>b ima
jedinstveno reSenjeu V.

Teorema 5.3. Diviziona K-algebra V nema delitelja nule. Konaénodimenzionalna K-algebra I/ koja
nema delitelja nule je diviziona algebra.

Teorema 5.4. Svaka alternativna diviziona K-algebra V ima jedini¢ni element. Svaka asocijativna
diviziona K-algebra V predstavlja telo u odnosu na sabiranje i mnoZenje.

Za realne algebre R i C u pripadnom vektorskom R-prostoru V mozZemo definisati skalarni
proizvod
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VxV-R, (xy)-{&xy)

i pomodu njega Euklidovu normu

Il = (e (ceV)
i pri tome vazi pravilo proizvoda
eyl = llxll - NIyl
Ovakve realne algebra zovu se kompozicione algebre.
Teorema 5.5. Kompoziciona algebra nema delitelja nule.

Hamilton je dugo pokusavao da po uzoru na realnu algebru C konstruise trodimenzionalnu
kompozicionu algebru. Taj trud morao je biti uzaludan s obzirom na slede¢u teoremu za koju
Hamilton nije znao.

Teorema 5.6. Svaka realna diviziona algebra neparne dimenzije s jediniénim elementom e
izomorfna je sa R, tj ima dimenziju 1.

Teorema 5.7. Za svaku kompleksnu divizionu algebru V konacne dimenzije sa jedini¢nim
elementomvaziV = Ce tjV = Ce.?!

Slika 7: Karl Gustav Jakob Jakobi Slika 8: Vilijam Rouan Hamilton

31peri¢ Veselin, Konaénodimenzionalne realne divizione algebre, Univerzitet Crne Gore, Stamparija OBOD,
Cetinje, 2000
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6. KVATERNIONI

6.1. Istorija kvaterniona

U matematici, kvaternioni predstavljaju proSirenje kompleksnih brojeva. Njih je prvi
opisao irski matematicar Vilijam Rouan Hamilton 1843. dok su vazni prethodnici ukljuceni u ovaj
rad: Ojlerovi identiteti o Cetiri kvadrata 1748. i Rodrigezova parametrizacija rotacije pomocu Cetiri
tacke 1840. Gaus je takode otkrio kvaternione 1819. ali je ovaj rad objavljen tek 1900.

Algebra kvaterniona uvedena od strane Hamiltona, nastala je kao ishod pokusaja da se
trodimenzioni euklidski vektorski prostor izgradi kao sistem brojeva koji bi bio analogon odnosa
kompleksnih brojeva i dvodimenzionalnog prostora. Naime, kako kompleksne brojeve moZzemo
posmatrati kao tacke u ravni tako je on trazio nacin kako da to isto uradi i sa tackama u prostoru.
On je prvo pokusao da predstavi tacku sa koordinatama (a,b,c) u pravouglom Dekartovom
koordinatnom sistemu brojem u = a + bi + ¢j i definisao je mnoZenje takvih brojeva to bi bilo
prodirenje mnoZenja kompleksnih brojeva. Ovo je znacilo i = —11i j? = —1 (da bi se obezbedila
restrikcija mnoZenja u skupu kompleksnih brojeva za tacke (a,b,0) i (a,0,c)). Godinama pre toga
znao je da sabira i mnozi trojke brojeva ali je uvek dolazio i stao kod problema deljenja. Nije znao
kako da odredi koli¢nik dve tacke u prostoru. Dalje, ako definiSemo konjugat & od u, analogno kao
skupu u C, sa i = a — bi — cj, dobijamo da vazi

ul = uu = a? + b? + c? + (ij + ji)bc

itime ij + ji = 0, Sto pod pretpostavkom da je mnoZenje komutativno daje ij = ji = 0. Hamilton
je imao za cilj da definiSe mnoZenje sa osobinom da

(a1 + lb1 +jC1)(a2 + lb2 +jC2) =A + iB +]C

gde je A2 4+ B2 + €% = (a2 + b1 + ¢12)(a,? + b,” + ¢,2), ali ovo nije slu¢aj kada je ij = ji =
0. Bilo je stoga neophodno izostaviti komutativnost i pisati ij = —ji = k, ¢ime proizvod dobija
oblik (a; + iby + jcy) (ay + iby + jc;) = A+ iB + jC + kD. Na prvi pogled, Hamilton se nadao
da ¢e k modéi da identifikuje sa elementom a + if + jy kome odgovara tacka (a,f,y) u
trodimenzionalnom prostoru. Ipak je na kraju dosao do zakljucka da je to nemoguée i da je Cetvrta
dimenzija neophodna da bi se k predstavio tackom. Zapravo, Hamilton je postigao za Cetiri
dimenzije ono $to se nadao da ¢e postiéi za tri dimenzije. Ovo nam je dalo da danas moZzemo da
razvijemo formalni ra¢un algebre kvaterniona.

ResSenje problema konacno dolazi 1843. godine u Dablinu na njegovom putu do "Irske
kraljevske akademije” kada Hamilton dolazi do koncepta koji prethodi kvaternionima. Hamilton je
bio zadovoljan ovim otkriéem pa je fundamentalne formule za kvaternione

i?=j2=k*=ijk=-1
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odmah urezao u kamen mosta kojim je prolazio.3? Hamilton je uredene &etvorke brojeva sa ovim
pravilima mnoZenja nazvao kvaternionima i ostatak svog Zivota on posvecuje njima. Cak je i
osnovao Skolu “kvaternionista” koja je objavila nekoliko knjiga.

Slika 9: Vilijam Rouan Hamilton Slika 10: Spomen ploca u Dablinu, Broom Bridge

Geometrijski, primer kvaterniona nalazimo pri proucavanju rotacije tela oko nepomicne
ose. Kada podelimo dva realna broja p i s gde je s # 0, dobijamo kao rezultat opet realan broj
q = ps~! za koje vaZi p = gs. Po toj analogiji koli¢nik dva vektora a i b koji u opdtem slu¢aju nisu
kolinearni bi trebala da bude neka veli¢ina koju moZemo oznaciti sa Q koja treba da zadovoljava
jednakost a = Qb. Ovaj proizvod geometrijski predstavlja dilataciju (s obzirom da vektori a i b
nisu istog inteziteta) i obrtanje vektora b za ugao 8 = 4(a, b) do poklapanja sa a (posto vektori a
i b nisu kolinearni). Kako bi, dakle, definisali deljenje dva vektora, moramo prethodno definisati
pomenutu veli¢éinu Q. Hamilton ovu veli¢inu predstavlja u obliku zbira broja A i vektora v i kao
takva ona nije ni vektor ni broj. Ali izmedu vektora u prostoru i uredenih trojki realnih brojeva
postoji izomorfizam, to je veli¢ina Q odredena sa Cetiri broja zbog ¢ega ju je Hamilton nazvao
kvaternion. Geometrijski, kvaternion se ne moze predstaviti jer bi za tako nesto bilo potrebno
imati Cetiri ose, jedna za broj i tri za vektor.

Kvaternioni pocinju ubrzano da se koriste od kraja dvadesetog veka, primarno zbog
njihove primene u opisivanju prostornih rotacija. Kvaternioni su se takode pokazali korisni i u
teoriji brojeva zbog njihove veze sa kvadratnim formama.3?

32 https://math.ucr.edu/home/baez/octonions/node24.html
3311i¢ Vladimir, Kvaternioni i njihova primena u geometriji, master rad, Matemati¢ki fakultet, Univerzitet u
Beogradu, 2011
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6.2. Kvaternioni. Osobine kvaterniona

Definicija 6.2.1. Skup kvaterniona je skup
H = {al + bi + ¢j + dk:a.b.c.d € R}
gde su i, j, k medusobno razli¢iti imaginarni elementi za koje vazi
i?=j2=k%=ijk=-1.

Kao sto je ve¢ pomenuto kvaternion se mozZe zapisati kao zbir broja (skalara) i vektora, stoga
mozemo izdvojiti dva posebna podskupa od kojih prvi moZe da sadrzi sve kvaternione oblika al +
0i + 0j + Ok koje nazivamo Cisti skalari, a drugi podskup je skup svih kvaterniona oblika 0 -1 +
bi + c¢j + dk koje nazivamo Cisti kvaternioni ili €isti vektori, a ¢esto i imaginarni kvaternioni.

Definicija 6.2.2. Neka su q1,q, € H. Binarna operacija sabiranja + na skupu H definise se na
slededi nacin
ql + qz = (a11 + bll + Clj + dlk) + ((121 + bzl + Czj + dzk)
= (al + az)l + (bl + bz)l + (Cl + Cz)j + (dl + dz)k

OCcito je da vaZi asocijativnost ove operacije jer se svodi na asocijativnost operacije sabiranja u
skupu R te zakljué¢ujemo da je (H, +) polugrupa.

Neutralni element za sabiranje kvaterniona ¢e biti 0 = 0-1 + 0i + 0j 4+ Ok, Sto ¢ée nam dati
strukturu monoida, a inverzni element kvaterniona q = al + bi + ¢j + dk bice —q = —al —
bi — cj — dk. Vaii i komutativnost operacije sabiranja kvaterniona jer se svodi na komutativnost
sabiranja u skupu R, samim tim vaZi sledeca lema.

Lema 6.2.1. Algebarska struktura (H, +) gde je + sabiranje u skupu H ¢ini Abelovu grupu.

Tvrdenje 6.2.1. Algebra kvaterniona H je asocijativna diviziona algebra. Svaki element x = al +
bi + c¢j + dk te algebre zadovoljava jednacinu

x% =2ax — (a®* + b%? + c? + d?)1.3¢

6.3. Vektorski kvaternioni. Mnozenje skalarom i konjugovanje u algebri
kvaterniona

Definicija 6.3.1. Operaciju *: R X H — H mnoZenja kvaterniona skalarom iz polja R definiSemo
zaax € Riq € Hsa:

a*xq=alal+bi+cj+dk) = (aa)l + (ab)i + (ac)j + (ad)k.

34peri¢ Veselin, Konaénodimenzionalne realne divizione algebre, Univerzitet Crne Gore, Stamparija OBOD,
Cetinje, 2000
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Teorema 6.3.1. Skup kvaterniona H = {al + bi+ cj+ dk:a.b.c.d € R} sa operacijom
sabiranja + i operacijom mnozZenja kvaterniona skalarom * definisanim sa:

q1 + q, = (a11 + bll + Clj + dlk) + (azl + bzl + Czj + dzk)
= (a1 + az)l + (bl + bz)l + (Cl + Cz)j + (dl + dz)k

axq=a(al+bi+cj+dk) = (aa)l + (ab)i + (ac)j + (ad)k
¢ini vektorski prostor nad poljem R i oznadavamo ga (H, +,%)

Kako je prema definiciji svaki element skupa H oblika al + bi + c¢j + dk za neke a, b,c,d € R,
moguce ga je prikazati kao jedinstvenu linearnu kombinaciju elemenata 1, i, j, k $to znaci da skup
{1,1,], k} €ini bazu za H. Stoga je dimenzija ovog vektorskog prostora dim(H) = 4.

Definicija 6.3.2. Neka su q4,q, € H. Binarna operacija mnoZenja kvaterniona - definisana je na
slededi nadin:

q1° qz = (@10 — b1by — ci¢c; — dqdy) + (a1by + bray + ¢1dy — dqcy)i
+ (ayc; — bydy + cya, + dyby)j + (a1dy + bycy — c1by + dyay)k.

MnoZenje kvaterniona bice asocijativno akko je mnoZenje elemenata i, j, k asocijativno. Isto vaZi
i za svojstvo komutativnosti. No, ako pogledamo Kejlijevu tablicu mnozenja baznih elemenata,
primeticemo da ona nije simetricna u odnosu na glavnu dijagonalu pa mnoZenje tih elemenata
nije komutativno.

Slika 11: Kejlijeva tablica mnoZenja baznih elemenata

Stoga je mnozenje kvaterniona asocijativna operacija koja nije komutativna, te struktura (H, +)
Cini polugrupu. Neutralni element za mnoZenje je kvaternion g =1+ 0i + 0j + 0k = 1 stoga
dobijamo i strukturu monoida.

Definicija 6.3.3. Za kvaternion g = al + bi + c¢j + dk definiSemo njegov konjugat
q =al —bi—cj—dk.

Lema 6.3.1. Neka su q; = a11 + byi +¢yj +dik i g;=a,1 + byi + c,j + d,k dva proizvoljna
kvaterniona iz skupa H. Tada vazi:
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O+ =07191 99 =919

Neka je sada q=a+bi+cj+dk proizvoljan kvaternion i neka je
q = a — bi — c¢j — dk njemu konjugovani kvaternion. Njihov umnozak je

q-q = (a+bi+cj+dk)-(a—bi—cj—dk)=a*+b*+c?+d?

Sto je nenegativan realan broj pa uvodimo sledecu definiciju.

6.4. Norma kvaterniona. Ostale osobine.

Definicija 6.4.1. Modul ili normu kvaterniona q = a + bi + ¢j + dk oznacavamo s |q] i
definiSemo kao

lql = J/3q = Va? + b? + c% + d2.
Za kvaternion g kazemo da je jedini¢ni kvaternion ako je |g| = 1.
Propozicija 6.4.1. (Multiplikativnost norme) Za sve p,q € H vazi |[pq| = |pllql.

Propozicija 6.4.2. Svaki nenula kvaternion g € H je invertibilan i inverz je

|QI

-1 _

PTP

e

ivaZi |a™| = |a|™!

Lema 6.4.1. Algebarska struktura (H\{0},"), gde je H skup svih kvaterniona, a operacija - binarna
operacija mnoZenja kvaterniona, Cini grupu. Zbog nekomutativnosti operacije - u skupu H, ta
grupa nije Abelova.

Teorema 6.4.1. Algebarska struktura (H, +,) gde je + binarna operacija sabiranja kvaterniona i -
binarna operacija mnoZenja kvaterniona &ini nekomutativni prsten s jedinicom.®

Tvrdenje 6.4.1. Algebra kvaterniona je kompoziciona algebra.

U matematici, Hurvicovi kvaternioni ili Hurvicov ceo broj je kvaternion ¢ije su komponente ili svi
celi brojevi ili sve polovine neparnih celih brojeva (ne smeju i jedni i drugi). Tako skup svih
Hurvicovih kvaterniona je

1
H = {a1+bi+cj+dkE]HI|ili a,b,c,d €Ziliab,c,de€ Z+E}'

MoZe se pokazati da je H zatvoren u odnosu na mnoZenje i sabiranje kvaterniona i u odnosu na
njih predstavlja jedan potprsten prstena svih kvaterniona H.

35 stehlik Petra, Kvaternioni i prostorne rotacije, diplomski rad, Sveuciliste J.J. Strossmayera, Osijek, 2020
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Stav 6.4.1. Norma Hurvicovog kvaterniona je ceo broj.

LipSicov kvaternion ili LipSicov ceo broj je kvaternion Cije su komponente celi brojevi. Skup svih
LipSicovih kvaterniona

L={a+bi+cj+dkeH|ab,cdeZ}

predstavlja potprsten prstena Hurvicovih kvaterniona . LipSicova podgrupa kvaterniona L je
indeksa 2 grupe H.

Norma Hurvicovih kvaterniona, data sa a? + b%? + ¢? + d? je uvek ceo broj. Po Lagraniovoj
teoremi svaki nenegativan ceo broj moze biti zapisan kao suma najvise Cetiri kvadrata. Tako, svaki
nenegativan ceo broj je norma nekog LipSicovog ili Hurvicovog kvaterniona. Hurvicov ceo broj je
prost akko je njegova norma prost broj.3®

Slika 12: Nils Abel Slika 13: Rudolf Lipsic

36yukomanovié¢ Milica, Kvaternionske algebre, master rad, Matematicki fakultet, Univerzitet u Beogradu,
2019
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7. OKTONIONI

7.1. Istorija oktoniona

Manje poznato je otkri¢e oktoniona od strane Hamiltonovog prijatelja sa koledza, DZona
Grejvsa. Grejvsovo interesovanje za algebru je navelo Hamiltona da razmislja o kompleksnim
brojevima i tripletima na prvom mestu. Koliko sutradan nakon svoje sudbonosne Setnje, Hamilton
je Grejvsu poslao pismo od 8 stranica u kojem je opisao kvaternione. Grejvs je odgovorio 26.
oktobra pohvalivsi Hamiltona na smelosti ideje, ali dodajuci “JoS uvek postoji nesto u sistemu Sto
me muci. JoS nemam jasne stavove o tome u kojoj meri imamo slobodu da proizvoljno stvaramo
imaginare i da ih obdarujemo natprirodnim svojstvima.” | upitao je “"Ako sa svojom alhemijom
mozes da napravis tri funte zlata, zasto bi tu stao?” Grejvs je tada poceo da radi na svom zlatu!
Kasnije, 26. decembra pisao je Hamiltonu opisujuci novu 8-dimenzionalnu algebru, koju je nazvao
"oktave". Pokazao je da je to normirana algebra sa deljenjem i iskoristio to da izrazi proizvod dva
zbira od osam savrSenih kvadrata kao jedan zbir osam savrsenih kvadrata (Teorema o osam
kvadrata). U januaru 1844. Grejvs je poslao tri pisma Hamiltonu u kome je prosirio svoje otkrice.
Pokusao je da konstruiSe 16-dimenzionalnu normiranu algebru sa deljenjem, ali je “naiSao na
neocekivani problem” i poceo da sumnja da je to moguée. Hamilton je ponudio da objavi Grejsovo
otkrice, ali posto je bio zauzet radom na kvaternionima, ostavljao je objavljivanje ovog Grejsovog
otkri¢a po strani. U julu je pisao Grejvsu isticuci da su oktonioni neasocijativni: "A - BC = AB -
C = ABC ako su A,B,C kvaternioni, ali uopste nije tako sa vasim oktavama”. U stvari, Hamilton je
prvi izmislio termin "asocijativno” otprilike u to vreme, tako da su oktonioni igrali ulogu u
razjasnjavanju vaznosti ovog koncepta. U meduvremenu, Artur Kejli, koji je tek zavrSio Kembridz,
razmisljao je o kvaternionima jos od kad je Hamilton objavio njihovo postojanje. Cinilo se da traZi
odnose izmedu kvaterniona i hipereliptickih funkcija. U martu 1845. objavio je rad u casopisu
"Philosophical Magazine” pod naslovom "0 Jakobijevim elipti¢ckim funkcijama, u odgovoru Rev. B.
Bronvinu; i o kvaternionima”. Najvedi deo ovog rada bio je pokusaj da se opovrgne ¢lanak koji
ukazuje na greske u Kejlijevom radu na elipti¢kim funkcijama. Takode kao naknadnu misao, on se
bavio kratkim opisom oktoniona. Medutim, ovaj rad je bio toliko pun gresaka da je izostavljen iz
njegovog zbornika — osim dela o oktonionima. Uznemiren zbog toga Sto ga je Kejli preduhitrio sa
objavljivanjem otkri¢a oktoniona, Grejvs je priloZio postskriptum svom radu koji je trebalo da se
pojavi u sledec¢em broju istog ¢asopisa, rekavsi da je znao za oktonione josS od BoZica 1843. Takode
i Hamilton je 14. juna 1847 poslao kratak dopis Irskoj kraljevskoj akademiji, u kojoj garantuje
prioritet Grejsovog otkri¢a. Medutim bilo je prekasno: oktonioni su postali poznati kao "Kejlijevi
brojevi”. Da stvar bude jos gora, Grejvs je kasnije otkrio da je njegovu teoremu o osam kvadrata
vec¢ otkrio C.F. Degen 1818. Postavlja se pitanje, zasto su oktonioni ¢amili u takvoj tami u
poredenju sa kvaternionima? Razlog je to Sto im je nedostajala jasna primena na geometriju i
fiziku. Njihova relevantnost za geometriju bila je prilicno nejasna sve do 1925. godine kada je Eli
Kartan opisao "trijalnost” - simetriju izmedu vektora i spinora u 8-dimenzionalnom euklidskom
prostoru. Njihova potencijalna relevantnost za fiziku primeéena je u radu Zordana, fon Nojmana i
Vignera iz 1934. u osnovama kvantne mehanike. Medutim, poku$aji Zordana i drugih da primene
oktanionsku kvantnu mehaniku na nuklearnu fiziku i fiziku ¢estica naisli su na mali uspeh. Rad u
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tom pravcu se nastavio prilicno sporo sve do 1980-ih kada se shvatilo da oktonioni objasnjavaju
neke neobi¢ne karakteristike teorije struna.

7.2. Definicija i osobine oktaniona

Najelementarniji nacin da se konstruiSu oktonioni je da se da njihova tabela mnoZenja.

Oktonioni su 8-dimenzionalna algebra sa osnovom 1, e4, e;, €3, €4, €5, €, €5 i njihovo mnoZenje je
dato u tabeli ispod koja opisuje rezultat mnozenja elementa u i-tom redu sa elementom u j-toj
koloni.?”

£l [ it [ cd 5 - =T
£l —]. E4 o | — 2 £ i —Fr —eg
€3 —F —1 €5 £1 —Eg £7 — 4
e —F- —Fr —1 & £ —Ey £1
€4 €2 —E} — ¢ —1 £ €3 —Ex
€5 — €6 € — €2 —&7 —1 £1 €4
[ £e5 —&7 (] —fy —¢ —1 £
ET £3 iy —E£] [ —i24 — 3 —1

Slika 14: Tablica mnoZenja oktaniona

Sada moZemo dati sledecu definiciju:

Definicija 7.2.1. Skup O = {ay,+ a,e; + aye, + -+ ase;|a; ER,i =1,2,...,7} pri ¢emu
elementieq, e,, ..., e; zadovoljavaju sledeéa svojstva:

el=el==¢e2=-1ee,=¢,

zai # jvaZieje; = —eje;

ako je e;e; = ey, onda je €;1€j,1 = €41 (indeksi se racunaju kao elementi skupa Z)
ako je je e;e; = ey, onda je e e, = ey (indeksi se raCunaju kao elementi skupa Z;)

naziva se skup oktava (oktoniona).

37Baez John C., The Octonions, Department of Mathematics, University of California, 2001
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Definicija 7.2.2. Neka je p € O,p = ag + a,eq + aye, + -+ a,e;. Realan broj ay naziva se
realni deo oktave p i oznacava se sa R(p). Oktava a;e; + a,e, + -+ + a,e; naziva se imaginarni
deo oktave p i oznadava se sa I(p).

Definicija 7.2.3. Oktava oblika p = a,e; + aye, + --- + a,e; naziva se imaginarna oktava. Skup
3(0) ={a,e; + aye, + -+ ases|la; ER,i =1,2,...,7}

naziva se skup imaginarnih oktava.

Teorema 7.2.1. Algebra O je alternativna diviziona algebra.

Teorema 7.2.2. (Teorema o osam kvadrata) Za realne brojeve a4, a,, ..., ag i by, by, ..., bg vazi

(a2 + az? + -+ ag?)(by> + by* + -+ + bg?)
= (a1by — azb, — azb; — asb, — asbs — aghs — azb; — aghg)?
+ (ayb, + ayby + azb, — asbs + ashg — aghs — a;bg + agh,)?
+ (a1 b3 — ayby + asby + asb, + ash; + aghg — a;bs — aghg)?
+ (ayby + aybs — azb, + asby + ashg — agh; + a;bg — aghg)?
+ (aybs — aybg — azb; — asbg + ashy + agh, + a;bs + aghy)?
+ (aybg + aybs — azbg + asb; — ash, + aghy — a; by, + aghs)?
+ (a1b; + aybg + azbs — asbg — ashs + aghy + a;b; — aghy)?
+ (a;bg — a,b; + azbg + asbs — asby — aghs + a;b, + agh;)?.

Dokaz ove teoreme je pravolinijski.>®

7.3. Kejli-Diksonova konstrukcija

Kejli-Diksonova konstrukcija se sastoji u tome da, pocevsi od neke algebre sa
konjugovanjem A; dobijemo novu algebru A;, ; ¢iji su elementi parovi iz A; tj vazi A;,; = A; P
A;. Uz to, preslikavanje koje nekom elementu a € A; pridruzuje element (a,0) € A;,, je
injektivno, pa se element a moZe identifikovati sa (a, 0). Specijalno ako je 1 jedinica u algebri A;
onda je (1,0) jedinica u algebri A; .. Ako sa € ozna¢imo element € = (0,1),1 € A;, tada se svaki
element (a, b) € A;,, moZe zapisati kao a + be jer je:

a+ be =(a,0)+ (b,0)(0,1) = (a,0)+ (0,b) = (a,b).
Vazi jednakost
a(be) = (a,0)(b,0) = (0,ba) = (ba)e

a sli¢nim racunom se pokazuje da vazi i (ae)b = (ab)e, kao i (a€)(be) = —ba, pa je mnoZenje
elemenata novodobijene algebre A,;,; predstavljenih u obliku a + be, a,b € A; potpuno
odredeno. Takode, iz jednakosti

3peri¢ Veselin, Konaénodimenzionalne realne divizione algebre, Univerzitet Crne Gore, Stamparija OBOD,
Cetinje, 2000
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a@— be = (a,0) — (b,0)(0,1) = (g 0) — (0,b) = (@ —b)

zaklju¢ujemo da je jednakoscu

zadato konjugovanje na algebri A; 4.

Pre nego Sto uvedemo sledecih nekoliko stavova uveséemo definiciju metricke i normirane
algebre.

Definicija 7.3.1. Algebru sa jedinicom A nad poljem R nazivamo metrickom algebrom ako je na
njoj definisano konjugovanje a — a tako da za svako a € A element aa pripada prostoru R
(tacnije podprostoru R-1)izaa # OvaZiaa > 0.

Definicija 7.3.2. Kona¢nodimenziona algebra A, istovremeno i euklidski prostor (ali ne obavezno
i metri¢ka algebra), naziva se normirana algebra ako je:*

lab| = |a] - |bl,a,b € A.
Sledeéih nekoliko stavova govori o osobinama algebri dobijenih Kejli-Diksonovom konstrukcijom:
Stav 7.3.1. Ako je A; metri¢ka onda je i A; 1 metricka.
Stav 7.3.2. Ako je A; realna onda A;, 1 nije realna algebra.
Stav 7.3.3. A; je realna akko je A;,4 komutativna.
Stav 7.3.4. A; je komutativna i asocijativna akko je A;,; asocijativna.
Stav 7.3.5.A; je asocijativna i metri¢ka akko je A;,; alternativna.

Sada éemo primeniti Kejli-Diksonovu konstrukciju poéevsi od realnih brojeva, tj. oznaci¢emo Ay =
R. Formiramo algebru A; = A; P Ay = R@ R = C. Kako je R realna algebra, prema Stavu
7.3.2 algebra C nije realna, a prema Stavu 7.3.3 C je takode i komutativna algebra. Takode kako
je R komutativna i asocijativna algebra prema Stavu 7.3.4 sledi da je C asocijativha algebra.
Element (1,0) je jedinica u C, a za element e = (0,1) = i va%i i? = —1, pa se na osnovu jednakosti
a + be = (a, b) svaki element (a, b) € C moZe zapisati kao a + bi,a, b € R.

Sada ponavljamo proces i formiramo algebru A, = A; @ A; = C @ C = H. Elementi algebre H
su dakle, parovi kompleksnih brojeva, tj. neki element g € H ima oblik g = (24, 2z,), 24,2, € C.
Posto C nije realna algebra, prema Stavu 7.3.3 mnoZenje u H nije komutativno. Kako je mnoZenje
u C komutativno i asocijativno, onda je prema Stavu 7.3.4 mnoZenje u H asocijativno. Ako je sa 1
oznacena jedinica u C, onda je kvaternion (1,0) jedinica u H, a € = (0,1). Na osnovu jednakosti
a + be = (a,b), element g € H se moZe zapisati kao q = z; + z5€, 71,2, € C. Akoje z; = a +
bi,z, = ¢ + di onda je

q=a+bi+ (c+di)e =a+ bi+ce+die

i ako oznacimo € = j i ie = k dobijamo

39 http://alas.matf.bg.ac.rs/~vsrdjan/files/g_2.pdf
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q=a+bi+cj+dk, ab,c,d€R
Sto upravo predstavlja oblik kvaterniona koji smo koristili u samoj definiciji kvaterniona.

Proces se nastavlja i formiramo algebru A; = A, @ A, = H @ H = Q. Elementi algebre O su
parovi kvaterniona. Kako je mnoZenje u H asocijativho prema Stavu 7.3.5, mnozenje u QO je
alternativno, ali nije ni asocijativno ni komutativno. Na sli¢an nacin kao do sada pokazuje se da se
svaki element p € @ moZe predstaviti kao

p=ag+ae t+ae,+---+ase; aq €ERi=12..7
Sto predstavlja oblik oktoniona koji smo koristili u definiciji oktoniona.
Teorema 7.3.1. Algebra oktava je normirana algebra.

Slededi korak u Kejli-Diksonovom procesu je formiranje algebre Ciji su elementi parovi oktava.
Analognim postupkom dobija se algebra dimenzije 16 Ciji se elementi nazivaju sedenioni, a skup
svih sedeniona oznacava slovom S. Medutim, algebarska sedeniona ima delitelje nule, tj. nije
algebra sa deljenjem, samim tim nije ni normirana algebra.*

N

Slika 15: Artut Kejli Slika 16: Leonard Eugen Dikson

40Stojanov Stefan, Hiperkompleksni sistemi i geometrija, master rad, Matematicki fakultet, Univerzitet u
Beogradu, 2018
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8. HURVICOVA TEOREMA

8.1. Adolf Hurvic

Adolf Hurvic (Adolf Hurwitz) (1859 -1919) je bio nemacki matematicar koji je radio na
algebri, analizi, geometriji i teoriji brojeva. Roden je u jevrejskoj porodici u Hildestamu, u to vreme
u kraljevini Hanover. Njegov otac Salomon posedovao je ru¢nu tkaonicu, koja je obezbedivala
skromni prihod za izdrZavanje porodice.

Hurvic se upisuje 1868. godine u poznatu i prestiznu drzavnu gimnaziju "Andreanum"
(postojanje gimnazije se pominje u dokumentima jos 1225. godine ) u Hildeshajmu. Tada je u
gimnaziji predavao i Herman Subert (1848-1911), poznati nemacki matemati¢ar koji se bavio
algebarskom geometrijom. Subert prepoznaje u mladom Hurvicu talenat za matematiku i postaje
mu prijatelj. JoS u toku gimnazijskih dana, kada je mladi Hurvic imao sedamnaest godina, zajedno
sa svojim profesoron Subertom pie i objavljuje svoj prvi rad u éasopisu "Mathematische Annalen"
na temu Migel Saslove teoreme (Michel Chasles 1793-1880), o postupku brojanja u algebarskoj
geometriji ukljuéujuéi broj krivih ili povrsi u prostoru koje poseduju odredena svojstva.*!

Slika 17: Mladi Adolf Hurvic Slika 18: I1zgled gimnazija Andreanum u
Hildeshajmu 1868. godine

Po zavrietku gimnazije, Subert je ubedio Hurvicovog oca Salomona da pusti svog sina da
studira matematiku i obezbedio mu stipendiju koju je finansirao gospodin E. Edvards. Subert je
takode preporucio svog ucenika svom prijatelju nemackom matematicaru Feliks Klajnu (Felix Klein
1849-1925) koji je drZao predavanja, uglavnom o teoriji brojeva. Hurvic zapocinje svoje studije u
Minhenu 1877. godine. Posle samo jednog semestra Hurvic napusta Minhen i odlazi u Berlin na

“Strick Henz Klaus, Adolf Hurwitz, (https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Strick/hurwitz.pdf)
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studije, gde slusa analizu kod profesora Karla Vajerstrasa (Karl Weierstrass 1815-1897), poznatog
po znacajnim radovima iz teorije funkcija, varijacionog racuna, diferencijalne geometrije i linearne
algebre. Istovremeno slusa i predavanja Leopolda Kronekera (Leopold Kronecker 1823-1891).

Postoji jedna anegdota. Leopold Kroneker je smatrao da aritmetika i analiza moraju da
budu zasnovane na ,celim brojevima“, tvrdedi da je "Bog napravio cele brojeve; sve ostalo je delo
Coveka". Ovo je stavilo Kronekera u opoziciju nekih matematickih dela Georga Kantora,
Kronekerovog studenta®. "Naravno, Kroneker nije ni pomisljao da transcendetalni brojevi uopste
ne postoje, odnosno da ne postoje brojevi koji koji nisu reSenja algebarskih jednacina, vec je

odbijao da prihvati one za koje ne postoji algoritamski postupak generisanja cifara".*

Za vreme svog boravka u Berlinu, Hurvic je odrzavao komunikaciju sa Feliks Klajnom, koji
mu pomaze oko rada o eliptickim modularnim funkcijama. Nakon tri odslusana semestra na
Univerzitetu u Berlinu, 1879. godine Hurvic se vracda na Univerzitet u Minhenu. U Minhenu
nastavlja intezivno da saraduje sa Klajnom, i kad je Klajn dobio mesto profesora na Univrzitetu u
Lajpcigu u oktobru 1889. godine, Hurvic odlazi zajedno sa Klajnom u Lajpcig. Na LajpciSkom
univerzitetu 1881. godine Hurvic brani doktorsku disertaciju o elipti¢cnim modularnim funkcijama
"Grundlagen einer independenten Theorie der elliptischen Modulfunktionen und Theorie der
Multiplikatorgleichungen erster Stufe".** Hurvic je svoju disertaciju posvetio svom dobrotvoru
gospodinu E. Edvardsu.

Po sticanju doktorata, bilo je prirodno da Hurvic postane docent na Univerzitetu u
Lajpcigu posto je bio student profesora Klajna, tamnosnjeg profesora matematike. Nazalost, na
univerzitetu u Lajpcigu procedura je propisivala da mesto docenta podrazumeva i znanje grckog
jezika, a Hurvic ga nije dovoljno dobro znao. Srecom na Univerzitetu u Getingenu, u Donjoj
Saksoniji nije postojao taj uslov, tako da je Hurvic 1882. godine dobio mesto na Univerzitetu u
Getingenu, nakon §to je priloZio svoje reference®.

Nemacki matematicar Karl Luis Ferdinand fon Lindeman (Carl Louis Ferdinand von
Lindemann 1852-1939), profesor na Univerzitetu u Kenigsbergu (poznat po tome Sto je 1882.
godine dokazao da je broj pi (i) transcedentan broj) poziva 1884. godine Hurvica da prihvati mesto
vanrednog profesora na Univerzitetu u Kenigsbergu, na period od osam godina. Hurvic rado
prihvata poziv i seli se u Kenigsberg. Univerzitet u Kenigsbergu u isto¢noj Pruskoj (danas
Kalinjingrad u Rusiji) osnovao je 1544. godine vojvoda Albert od Pruske kao protestansku
akademiju, poznatu kao Albertina.

42Bjermann, K R, Biography in Dictionary of Scientific Biography (New York 1970-1990)
(https://www.encyclopedia.com/people/science-and-technology/mathematics-biographies/leopold-
kronecker#2830902392)

43BozZic Milan, Pregled istorije i filozofije matematike, Beograd 2002.str.237.

4Eminger Stefanie Ursula, C F Geiser and R Rudio: the men behind the First International Congress of
Mathematicians, St Andrews PhD thesis (2014),

( https://mathshistory.standrews.ac.uk/Publications/Eminger.pdf)

4 O'Connor, John J, Robertson Edmund F, Adolf Hurwiz, Mac Tutor History of Mathematics, University of
St. Andrews (https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hurwitz/)
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Na Univerzitetu u Kenigsbergu upoznaje se sa Davidom Hilbertom (1862-1843) i
Hermanom Minkovskim (1864-1909) sa kojima ostaje dozZivotni prijatelj i saradnik. Hilbert je
doktorirao 1886. godine na Univerzitetu u Kenigsbergu sa disertacijom , O nepromenjivim
svojstvima posebnih binarnih formi, sa naglaskom na sferne harmonijske funkcije”. Po
doktoriranju ostaje na istom fakultetu kao profesor od 1886 do 1889. godine. Herman Minkovski
je takode doktorirao 1885. godine na Univerzitetu u Kenigsbergu. Njihova medusobna saradnja i
razmena nauénih ideja ima znacajan uticaj na njihove nauc¢ne karijere. Cak i kada je Minkovski
napustio Kenigsberg i preselio se u Bon, on se i dalje vracao u Kenigsberg i tu provodio svoj odmor
u drustvu sa Hurvicom i Hilbertom.

Za vreme svog boravka u Kenigsbergu, Hurvic se upoznaje sa Idom Samjuel, ¢erkom
profesora na medicinskom fakultetu. Vencali su se 1892. godine i dobili troje dece: Lizabet (rodena
1894. godine), Evu (rodena 1896. godine) i Otoa (rodenog 1898. godine).

Kada je 1891. godine bilo upraznjeno mesto na Univerzitetu u Berlinu, na preporuku
profesora Karl Vajerstrasa, profesor Tehni¢kog univerziteta u Cirihu Ferdinand Georg Frobenijus
(1849-1917) prelazi na mesto profesora na Univerzitet u Berlinu. Na upraznjeno katedru na
Ciriskom tehickom fakultetu - Politehnici ETH (Eidgendssische Technische Hochschule) biva
primljen Hurvic. Godine 1892. Hurvic se seli sa porodicom u Svajcarsku, u Cirih.

Slika 19: Adolf Hurvic Slika 20: Glavna zgrada Politehnike u Cirihu
izgradena 1864. godine

37



Hurvicova i Frobenijusova teorema o realnim algebrama

Samo nekoliko nedelja po prihvatanju katedre u Cirihu, Hurvic je doveden u tesku dilemu.
Naime, nemacki matematicar, poznat po svojim delima na polju kompleksne analize Karl Herman
Amandus Svarc (Karl Hermann Amandus Schwarz 1843-1921) prelazi sa Univerziteta u Getingenu
na Univerzitet u Berlinu. Univerzitet u Getingenu nudi Hurvicu upraznjeno mesto profesora. Ova
ponuda je bila veoma primamljiva, jer je u to doba Univerzitet u Getingenu bio medu vodeéim
nemackim univerzitetima. Katedra na Unvezitetu u Getingenu je bila prestiznija za svakog
nemackog naucnika od katedre na Politehnici u Cirihu. Hurvic je bio veoma lojalna osoba, i posto
je dao rec¢ da prihvata katedru u Cirihu, nije prihvatio vrlo primamljivu ponudu Univerziteta u
Getingenu. Hurvic je u Cirihu ostao do kraja Zivota“®.

Prvi Medunarodni kongres matematic¢ara odrzan je 1897 godine u Cirihu. Hurvic je bio
jedan od glavnih organizatora kongresa. Bio je i predsednik komisije za prijem radova, zatim je bio
zaduZen i za organizaciju drustvenog dela kongresa i za obezbedivanje svih kongresnih publikacija
(pozivnica, programa, pravilnika, postera, bedZeva itd.) na nemackom i francuskom jeziku. Na
samom kongresu, bio je jedan od predavaca na plenarnom delu kongresa gde je izloZio rad
"Development of the General Theory of Analytic Functions in Recent Times " (Razvoj opste teorije
analitickih funkcija u novom vremenu). Na ovom kongresu Hurvic je bio jedini koji je predstavljao
Svajcarsku.

Za vreme boravka na Univerzitetu u Kenigsbergu Hurvic se bavi teorijskim geometrijskim
problemima. Vedinu istrazivanja koja je vrSio odnose se na primenu Rimanovih funkcija na
probleme u algebri, posebno na algebarske funkcije*’. Mnoga njegova otkriéa u znak zahvalnosti
danas nose njegovo ime (na primer Hurvicova determinanta, Hurvicov broj, Hurvicova teorema
itd.). Iz njegovog obimnog stvaralastva i nespornog doprinosa razvoju matematike, moglo bi se
izdvojiti kao najvaznije: Hurvicova teorema (kompleksna analiza), Hurvicova teorema (algebra
kompozicije), Hurvicova determinanta, Hurvicova matrica, Hurvicov broj, Hurvicov polinom,
Hurvicov problem, Hurvicov kvaternion, Hurvicova Sema, Hurvicova zeta funkcija, Hurvicova
povrsina, Hurvicova teorema o automorfizmima, Radon-Hurvicovi brojevi, Riman-Hurvicova
formula itd.

Hurvic je bio loSeg zdravstvenog stanja. Njegovi zdravstveni problemi pocinju josS za vreme
njegovog boravka na studijama u Minhenu, gde je oboleo od tifusa. Bolovao je od teskih migrena,
a 1905. godine tesko su mu oboleli bubrezi i jedan je morao biti izvaden. Umro je 1919. godine u
Cirihu.

Njegov prijatelj David Hilbert ga je opisao kao skromnog coveka, skladnog duha, mudrog
filozofa, ljubitelja muzike i pijaniste amatera, druzeljubivog, ali nenametljivog coveka Cije su Zive
odi otkrivale njegov duh.*

40-Connor, John J, Robertson Edmund F, Adolf Hurwiz, Mac Tutor History of Mathematics, University of
St. Andrews (https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hurwitz/)

47Boyer Carl B., A History of Mathematics, John Wiley & Sons, inc, New York- Chichester -Brisbane —Toronto-
Sngapore, 1991.str 606.

480-Connor, John J, Robertson Edmund F, Adolf Hurwiz, Mac Tutor History of Mathematics, University of
St. Andrews (https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hurwitz/)
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8.2. Hurvicova teorema i skica dokaza Hurvicove teoreme

Hurvicova teorema. Svaka normirana algebra sa jedinicom je izomorfna jednoj od sledede Cetiri
algebre: R, C, H, Q.

Uslov da algebra ima jedinicu je od velike vaZnosti i ne moze biti izostavljen. Kasnije éemo videti
da postoje algebre bez jedinice, ali ni jedna od njih ne mora biti izomorfna algebrama koje su
pomenute u teoremi iznad, od kojih sve imaju jedinicu.

Skica dokaza. Neka je A normirana algebra sa jedinicom. Podsetimo se da je normirana algebra,
algebra u kojoj moZemo definisati skalarni proizvod na sledeéi nacin:

(ab,ab) = (a,a)(b,b).

Neka je 1 jedinica algebre A. Svaki element a € A moZe biti jedinstveno predstavljen kao suma
dva izraza od kojih je jedan proporcionalan sa 1 a drugi ortogonalan sa 1. Tako je

a=kl+d
gde je k realan brojia’ L 1. Dok ¢e njegov konjugat biti:
a=kl—-ad'.

U sustini ako je a proporcionalno sa 1 onda ée biti @ = a, a ako je a ortogonalno na 1 onda ée biti
a=—a.

Oc¢itojeia=aia+b=a+b.

Neka je U podalgebra algebre A koja sadrZi 1 i razli¢ita je od 1. Neka je 1, iy, i5, ..., i, baza U takva
da su iq, iy, ..., i, ortogonalni na 1. Onda je konjugat elementa ay1 + a,i; + -+ + a, i, upravo
element agl — a,i; — -+ — a,l,. Ovo pokazuje da ako je u element A onda je i i element iz A.

Znamo da postoji nenula vektor ortogonalan na U. Dok je odgovarajuci njegov umnozak jedini¢ni
vektor e koji je ortogonalan na U. Trebali bi da pokazemo da je skup elemenata oblika:

u, +uze(ug €EUuy, €U) (1)

zatvoren za mnoZenje, a time i podalgebra od U. Oznacimo sa U + Ue ovu podalgebru. Trebamo
dokazati:

Tvrdenje 8.2.1. Reprezentacija elemenata U + Ue u obliku (1) je jedinstvena.
Tvrdenje 8.2.2. Proizvod dva elementa oblika (1) dat je sa:
(ug + uze )(vy + vye) = (U vy — Tup) + (Vauq + upvye. (2)

Kao $to nam je poznato da se dupliranjem kompleksnih brojeva dobijaju kvaternioni, tako isto
dolazimo do zakljucka da je podalgebra U + Ue izomorfna dupliranoj podalgeri U.
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Pre nego Sto predemo na poslednju fazu dokaza, primetiéemo odredeno svojstvo konjugacije u
algebri A.

Kako sadrzi jedinicu 1, algebra A sadrZi podalgebru elemenata oblika k1. Podalgebra je izomorfna
algebri realnih brojeva. Algebru realnih brojeva oznaci¢emo sa R. Ako u prethodnom zamenimo
U sa R, onda Ce e biti jedini¢ni vektor ortogonalan na 1. Iz formule (2):

e?=(0+1e)(0+ 1e) = —1.

Ovo implicira da je kvadrat vektora a’ ortogonalan na 1 upravo A1, gde je A < 0. Lako je pokazati
obrnuto, da ako je A1 kvadrat elementaiako A < 0, onda je taj element ortogonalan na 1. Prema
tome elementi koji su ortogonalni sa 1, i samo te elemente, karakteriSe injenica da je njihov
kvadrat jednak A1, gde je A < 0. Ovo nam omogucuje da damo alternativni opis konjugacije u A.
Neka

kl1+a',gdejea’? =21,1<0
predstavlja jedinstvenu reprezentaciju elementaa € A.Ondajea = k1 — a’'.
Sada moZemo preci na poslednji deo dokaza.

Razmotrimo jos jednom podalgebru R. Ako R # A, onda postoji jedini¢ni vektor e ortogonalan
na R. Razmotrimo podalgebru C = R + Re. Kako je to duplirana algebra R, ona je izomorfna
algebri kompleksnih brojeva. Iz onoga Sto je reCeno o konjugaciji u algebri A sledi da se za
elemente iz C konjugacija poklapa sa uobicajenom konjugacijom kompleksnih brojeva.

Ako se podalgebra C ne poklapa sa A, onda mozemo nadi jo$ jedan jedini¢ni vektor e’ ortogonalan
na C. Razmotrimo podalgebru Q = C + Ce’, koja je rezultat dupliranja C. Ova algebra je
izomorfna algebri kvaterniona. Nasa ranija karakterizacija konjugacije u A implicira da se za
elemente iz Q konjugacija poklapa sa konjugacijom algebre kvaterniona.

Ako se podalgebra Q ne poklapa sa A, onda ponovo biramo vektor e’ ortogonalan na Q i
razmatramo podalgebru O = Q + Qe'" koja je rezultat dupliranja Q i stoga je izomorfna Kejlijevim
brojevima. Ova algebra mora da se poklapa sa A, kao $to ¢emo pokazati, bilo koja podalgebra
koja sadrZi 1 i nije jednaka sa A je asocijativna. Kako mnoZenje Kejlijevih brojeva nije asocijativno,
podalgebra O mora da se poklapa sa celom algebrom A.

Ako algebra A nije izomorfna jednoj od algebri R, C, Q onda je izomorfna algebra O. Ali ovo je
tvrdenje nase teoreme.

Vidimo da ¢éemo nasu teoremu dokazati ako dokazemo tvrdenja 8.2.1 i 8.2.2, kao i sledece
tvrdenje

Tvrdenje 8.2.3. Svaka podalgebra koja sadrzi 1 i razli¢ita je od A je asocijativna.
Lema 8.2.1. Sledeca jednakost vazZi u bilo kojoj normiranoj algebra
(a1by, azby) + (ay1by, azb,) = 2(ay, az)(by, by). (3)

Primetimo da ova jednakost povezuje Cetiri elementa a4, a,, b1, b, algebre A.
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Lema 8.2.2. Sledeca jednakost vazi u normiranim algebrama sa identitetom
(ab)b = (b, b)a. (4)
Drugim rec¢ima, element (ab)b je uvek proporcionalan a i koeficijent proporcionalnosti je (b, b).

Iz gore navedene jednakosti moZzemo da zaklju¢imo drugu jednakost koja ¢e imati vrlo bitnu ulogu
u onome $to sledi.

Ako b zamenimo sa x + y dobijamo
(a(x + y))(f +y)=C+y,x+y)a
ili
(ax)x + (ay)y + (ax)y + (ay)x = (x,x)a + (y,y)a + 2(x, y)a.

Prema jednakosti (4), u jednakosti iznad, prvi i drugi ¢lan sa leve strane su jednaki, respektivno,
prvom i drugom ¢lanu s desne strane. Stoga

(ax)y + (ay)x = 2(x,y)a.
Ovo je jednakost koju smo Zeleli da ustanovimo.

Ostaje nam da dokaZzemo tvrdenja 8.2.1,8.2.2 i 8.2.3. Podseti¢emo se da smo sa U oznadili
podalgebru od A koja sadrzi 1 i ne poklapa se sa A, i e je jedini¢ni vektor ortogonalan na U.

Prvo éemo pokazati da su podprostori ‘U i Ue ortogonalni, tako da je, u; L u,e za bilo koja dva
elementa u, €U, u,eU.

Koristiéemo lemu 8.2.1. Ako u (3) stavimo a; = uy,a, = u,,b; = e, b, = 1 dobijamo
(wuz, e) + (ug, uze) = 2(uq, e)(uq, 1).
Sada samo treba da imamo na umu da je U podalgebra, tako da u;u, pripada U. Ali onda je
u; L e,uu, L e.lz poslednje jednakosti sledi
(uq,u2e) =0
tako da je u; L u,e. Ovo znaci da su podprostori U i Ue ortogonalni, kao sto smo i tvrdili.

Sada lako moZemo dokazati tvrdenje 8.2.1: Reprezentacija bilo kog elementa u U + Ue oblika
Uy + u,e je jedinstvena. Pretpostavimo

Uy + uye = ug + uge.
Onda
1 ’
u —uy = (uz —upe.

Ovo zna¢i da element v = u; — u; pripada podprostorima U i Ue. Kako smo pokazali da su ovi
podprostori ortogonalni, (v,v) = 0istogav = 0.Ovo imliciradajeu; —u; = 0i (u), —uy)e =
0. Takode s obzirom na jednakost(ab, ab) = (a,a)(b,b), ab = O impliciradajea = 0ilib = 0.
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U nasem slucaju (uj —uy)e = Qie # 0@ impliciradajeu); —u, = 0.lzCegaslediu, = ujiu, =
u5. Ovim smo dokazali tvrdenje 8.2.1.

Sledeée éemo dokazati tvrdenje 8.2.2, odnosno korektnost jednakosti (2). Trebamo pokazati da
ako suu i v elementi podalgebre U, onda

(ue)v = (uv)e (r1)
u(ve) = (vu)e (r2)
(ue)(ve) = —vu. (r3)

Sa ovim relacijama koje su nam na raspolaganju lako moZzemo dokazati jednakost (2). U stvari
(uy +uze)(vy + v3e) = wyvy + (uze)(vze) + (uze)vy + uy (vze).
Ako zadnja tri sabirka sa desne strane zamenimo sa relacijama iznad dobijamo
(uy +uze) (v + vze) = (W vy — Vouy) + (Vauy + upvy)e
S$to je upravo jednakost (2).
Da bi smo dokazali gornje relacije koristicemo jednakost
(ax)y + (ay)x = 2(x, y)a. (5)

Ako u ovu jednakost stavimo

iimamonaumudajev L e, imamo

(ue)v + (uv)e = 0.
Kako je e = —e (zae L 1) dobijamo (r1).
Da bi smo dokazali (r2) stavicemo u (5)

a=1,x=uy="e.
Kako je ve = —ve (ve L U, paje ve L 1) sledi

u(ve) — (ve)u = 0.
Koristedi (r1) dobijamo

u(ve) = (ve)u = (vu)e.

Da bismo dokazali (r3) koristicemo sledeée opazanje: Ako ova jednakostvazizav = civ = d onda
vazi i za v = ¢ + d. Kako svaki element v moZe biti zapisan kao suma dva clana gde je jedan
proporcionalan sa 1 a drugi ortogonalan na 1, dovoljno je da dokazemo (r3) u dva slucaja: kada je
v=klikadajev 1 1.

Ako je v = k1 onda relacije (r3) postaje

k(ue)e = —ku
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identitet Cija korektnost sledi iz identiteta (4).
Sada pretpostavimo daje v L 1 (znaci da je ¥ = —v). Ako u (5) stavimo
a=ux=ey=-—ve
imamo
(ue)(ve) — (u(ve))é = —2(e,ve)u

Iz (a1 b, azb) = (aq,a;)(b,b), (e, ve) je jednako (1,v)(e,e) sto je jednako nula. Dalje iz (r2),
drugi &lan s leve strane jednak je —((vu)e)eé = —vu = vu. Onda je

(ue)(ve) = —vu
$to smo i Zeleli da dokazemo. Dokazivanjem (r1), (r2), (r3) dokazali smo tvrdenje 8.2.2.

Kako bismo zavrsili dokaz nase teoreme moramo da dokazemo tvrdenje 8.2.3: Svaka podalgebra
koja sadrzi 1 i razliCita je od A je asocijativna, pa je

(uw)w = u(vw)

za bilo koja tri elementa u, v, w iz U.
Da bismo pokazali ovo koristicemo opet jednakost (5), stavljajudi

a=vex=w,y=1ue
imamo

((ve)vT/)(—ﬁe) + ((ve)(ﬁe))w =0

ili koristedi(r1)i(r3)

u(vw) — (uv)w =0

Ovim smo zavrsili dokaz Hurvicove teoreme.*

*Kantor I.L, Solodovnikov A.S, Hypercomplex Numbers, Nauka, Moskva, 1973
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9. FROBENIJUSOVA TEOREMA

9.1. Ferdinand Georg Frobenijus

Ferdinand Georg Frobenijus (Ferdinand Georg Frobenius) (1849-1917) je bio nemacki
matematicar, koji je radio na algebri, analizi, geometriji i teoriji brojeva. Roden je u protestantskoj
porodici u Sarlotenburgu, bogatom predgradu Berlina. Njegov otac Kristijan Ferdinand Frobenius
je bio protestantski paroh.

Georg Frobenius sa jedanaest godina, 1860. godine upisuje gimnaziju "Joachimstal" u
Berlinu (Gimnaziju je osnovao 1601. godine Joakim Fridrih fon Brandeburg, kao elitnu gimnaziju
za nadarenu decu sa naglaskom na hris¢ansko humanisticko obrazovanje, sposobnim za
obavljanje duZnosti u drzavnoj i crkvenoj sluzbi). Frobenijius uspesno zavrSava gimnaziju,
maturirao je 1867. godine.

Po zavrSenoj gimnaziji Frobenijus zapocinje svoje studije na Univerzitetu u Getingenu,
gde ostaje samo jedan semestar i prelazi na Univerzitet u Berlinu, gde slusa predavanja poznatih
profesora matematike: Leopold Kronekera (1823-1891), Ernsta Eduarda Kumera (Ernst Eduard
Kummer) (1810-1893) i Karla Vajerstrasa (Karl Theodor Wilhelm WeierstraB) (1815-1897).
Doktorirao je 1870. godine pod mentorstvom profesora Karl Vajerstrasa. Po zavrSetku studija
zaposljava se prvo u gimnaziji "Joachimstal" u Berlinu a zatim u gimnaziji "Sophienrealschule" i na
kraju 1874. Godine prelazi na Univerzitet u Berlinu kao vanredni profesor matematike.*!

T

Slika 21: Ferdinand Georg Slika 22: Glavna zgrada Politehnike u Cirihu
Frobenijus®° izgradena 1864. godine

50 https://alberto27.altervista.org/georg-
frobenius/?doing_wp_cron=1638288287.9140040874481201171875

510:Connor, John J, Robertson Edmund F, Ferdinand Georg Frobenius, Mac Tutor History of Mathematics,
University of St. Andrews (https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Frobenius/)
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Frobenijus ostaje u Berlinu samo godinu dana, kada dobija ponudu od Ciriskog tehickog
fakulteta Politehnica ELH (Eidgenossische Technische Hochschule) za mesto redovnog profesora
matematike. Frobenijus prihvata ponudu i seli se u Svajcarsku, u Cirih. Tamo ostaje sedamnest
godina, sve do 1892.godine. U Cirihu se oZenio, podigao porodicu i uradio mnogo na razvoju
razlicitih oblasti matematike.

Kada je u decembru 1891. godine umro profesor Leopold Kroneker, ostalo je upraznjeno
mesto na katedri matematike na Berlinskom univerzitetu. Sada je profesor Karl Vajerstras bio u
mogucénosti, koriste¢i svoj uticaj na Berlinskom univerzitetu da "progura" svog kandidata
Ferdinand Georg Frobenijusa na upraznjeno mesto redovnog profesora na katedri Univerziteta u
Berlinu. Druga dva kandidata su bili: profesor Maks Noter (1844-1921) sa Univerziteta u Erlagenu
u Bavarskoj, ilulijus Vilhem Ri¢ard Dedekind (Julius Wilhelm Richard Dedekind) (1831-1916), koji
je takode jedno vreme predavao na Ciriskoj Politehnici.. Frobenijusa je 1892.godine postao
redovni profesor na Univerzitetu u Berlinu. Iste godine je postao redovni ¢lan Kraljevske
akademije nauka u Berlinu (potvrdeno 14.januara 1893).

R

ANNONIY ¢
o

Dokeatsa

Slika 23: Ferdinand Georg Slika 24: Berlinski univerzitet 1850.godine
Frobenijusa od slikara Vilijam Pejp
(William Pape)°?

Prilikom kandidovanja Frobenijusa za ¢lanstvo u Kraljevske akademije nauka, preporuke
koje su napisali: Karl Vajerstras i Imanuel Lazarus Fuks najbolje govore o raznovrsnosti i visokom
kvalitetu Frobenijusovog rada za vreme njegovog boravka u Cirihu. Vajerstras i Fuks navode
petnaest tema kojima je Froberijus dao veliki doprinos:

Razvoju analiti¢kih funkcija,

Algebarskom resenju jednacina Ciji su koeficijenti racionalne funkcije jedne promenljive,
Teorija linearnih diferencijalnih jednacina,

O Pfaff-ovom problemu,

PwnNE

52 https://commons.wikimedia.org/wiki/Category:Ferdinand_Georg_Frobenius
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5. Linearni oblici sa celobrojnim koeficijentima,

6. O linearnim supstitucijama i binarnim oblicima,

7. O spojenim linearnim diferencijalnim operatorima,

8. Teorija elipticke i Jakobijeve funkcije,

9. 0O odnosima izmedu 28 dvostrukih tangeta na povrsine Cetvrtog stepena,
10. O Silovljevoj teoremi,

11. O dvostrukim kosetima koji proizlaze iz dve konacne grupe,
12. O Jakobijevim kovarijantama,

13. O Jakobljevim funkcijama u tri varijable,

14. Teorija bikvadratnih oblika i

15. O teoriji povrsina sa diferencijalnim parametrom.

"Teorija hiperkompleksnih brojeva, koje su razradili Pirs, Studi, Frobenijus i Katran,
ukazala je na legitimno mesto kvaterniona kao prostog asocijativnog sistema brojeva sa vise od
dve jedinice. Kult kvaterniona u vreme njegovog apogeja doveo je do stvaranja "Medunarodnog
ugruZenja za koordinaciju i proucavanje kvaterniona i srodnih matematiékih sistema".>

Slika 25: Karl Vajerstras Slika 26: Ferdinand Georg Frobenijus®®

Profesor Ernst Eduard Kumer odlazi u penziju i u letnjem semestru 1884. godine na
njegovo mesto dolazi Imanuel Lazarus Fuks (Immanuel Lazarus Fuchs)(1833-1902). Karl Vajerstras
je odrzao svoje poslednje predavanje u letnjem semestru 1887. godine (otisao je u penziju sa 72
godine), a 1902. godine imenovan je za njegovog naslednika Herman Amadeus Svarc (1843-
1921).%¢ Svarc je po doktoriranju 1864. na Berlinskom fakultetu (mentor mu je bio profesor Ernst
Eduard Kumer) radio je u gimnaziji u Berlinu a 1876. je bio vanredni profesor u Haleu, zatim od

$30Connor, John J, Robertson Edmund F, Ferdinand Georg Frobenius, Mac Tutor History of Mathematics,
University of St. Andrews (https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Frobenius/)

4Dirk J. Strojk, Kratak pregled istorije matematike, Beograd 1991,crp.209..

55 https://commons.wikimedia.org/wiki/Category:Ferdinand_Georg_Frobenius

% https://www.math.berlin/mathematiker/ferdinand-georg-frobenius.html
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1869 redovni profesor na CiriSkoj politehnici i od 1875. redovni profesor na Univerzitetu u
Getingenu i konacno 1892. godine nasleduje katedru profesora Karl Vajerstrasa.

| tako je doSlo do smene generacija na matematickoj katedri Univerziteta u Berlinu. Slavni
trio matematicara: Ernst Eduard Kumer, Karl Vajerstras i Leopold Kroneker, koji su u€inili Berlinski
univerzitet vodeé¢im matematic¢kim centrom u Nemackoj, smenio je trio: Imanuel Lazarus Fuks,
Herman Amadeus Svarc i Ferdinand Georg Frobenijus. Medutim, novi trio nije mogao da
nadogradi staru slavu.

Kod Frobenijusa je doktoriralo 17 studenata, koji su kasnije u svom radu ostvarili znatan
doprinos u matematici.”” Frobenijus je izusetno cenio Edmunda Georga Hermana Landaua (1877-
1938), koji je doktorirao kod njega 1899. godine i koji je od 1899. godine predavao na Univerzitetu
u Berlinu da bi 1909. godine presao na Univerzitet u Getingenu. Dobio je Nobelovu nagradu 1905.
godine. Takode, Frobenjius je cenio i matematicara ruskog porekla Isaju Sura (Issai Schur) (1875-
1941), koji je doktorirao kod njega 1901. godine i koji je od 1913. godine bio vanredni profesor u
Bonu. U narednim godinama Frobenijus je bezuspe$no pokus$avao na razli¢ite nacine da Sura
zaposli na Berlinskom univerzitetu.

Frobenijus 1916. godine, u 67 godini Zivota odlazi u penziju. Zeleo je da njegov naslednik
u Berlinu bude Isaja Sur, ali stvari su ispale drugacije. Dvojica kandidata za Frobenijusovo mesto
na Univerzitetu u Berlinu su bili Sur (Issai Schur) i matemati¢ar grékog porekla Konstantin
Karateodori (Constantin Cratheodory) (1873-1950). Nakon $to je Frobenijus umro 1917. godine za
njegovog naslednika je ipak postavljen 1919. godine Konstantin Karateodori. Iste godine
Konstantin Karateodori je primljen u Akademiju nauka u Berlinu. Karateodori je dao znacajan
doprinos realnoj i kompleksnoj analizi i varijacionom rac¢unu. Karateodori se smatra jednim od
najc¢uvenijih grékih matematicara.

Frobenijus je za sobom ostavio zapaZenu naucnu zaostavstinu. Mnoga njegova otkri¢a u
znak zahvalnosti danas nose njegovo ime kao $to su:

e Frobenijusov metod,

e Frobenijusova matrica,

e Frobenijusova nejednacina,

e Frobenijusova grupa,

Frobenijusova norma,

Frobenijusova teorema,

Frobenijusov polinom,

Frobenijusova faktorizacija,

Peron-Frobenijusov operator,

Frobenijus-Peronova teorema,

Frobenijusov homomofrizam komutativne algebre,
Frobenijusov kriterijum integrabilnosti,
Rus-Frobenijusova teorema poznata i kao Kroneker-Kapelijeva teorema.

57 https://www.mathgenealogy.org/id.php?id=4642
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9.2. Frobenijusova teorema i njen dokaz

Jedan od klasi¢nih problema u teoriji algebre je pronalazenje svih algebri sa deljenjem.
Uprkos fundamentalnoj prirodi problema (i cinjenice da mnogi problemi u drugim oblastima
matematike, kao Sto je recimo topologija, zavise od njenog resenja), i dalje nije u potpunosti
reSen. Vazan rezultat je postignut nedavno. Prvi korak je napravio Hopf 1940. godine. On je
dokazao koristeci topoloske metode, da dimenzija realnih algebri sa deljenjem nad realnim
brojevima mora biti stepen dvojke.*® Godine 1958. Kervaire i Milnor nezavisno su dokazali da taj
stepen dvojke mora biti 1,2,4 ili 8. Njihov dokaz je koristio glavni “rezultat” u algebarskoj topologiji
koji se zove Bott-ova periodi¢nost.>® Dok ovo pokazuje da su dimenzije divizionih algebra male, mi
i dalje nemamo kompletan pregled ovih algebra (za slucaj proizvoljnih polja).

Frobenijusova teorema. Svaka asocijativna diviziona algebra nad poljem realnih brojeva je
izomorfna jednoj od sledeéih: algebri realnih brojeva, algebri kompleksnih brojeva i algebri
kvaterniona.

Nakon toga, ustanovljen je opstiji rezultat, koji moZemo nazvati generalizovana Frobenijusova
teorema.

Generalizovana Frobenijusova teorema. Svaka alternativna diviziona algebra nad poljem realnih
brojeva je izomorfna jednoj od sledede cetiri algebra: realni brojevi, kompleksni brojevi,
kvaternioni i Kejlijevi brojevi.

Podsetiéemo se da je algebra alternativna ako vaze slededi identiteti za bilo koja dva elementa a
ib

(ab)b = a(bb)
(bb)a = b(ba).

Jasno je da je svaka asocijativna algebra alternativna, tako da Frobenijusova teorema sledi iz
generalizovane Frobenijusove teoreme. Sa druge strane, algebra Kejlijevih brojeva je alternativna
ali nije asocijativna, tako da su ove dve teoreme zapravo razlicite.

Da bi dokazali ove dve teoreme prvo trebamo navesti neka od svojstva asocijativne divizione
algebre.

Oznacimo sa A asocijativnu divizionu algebra. Tvrdicemo da algebra A ima sledeca svojstva:
Tvrdenje 9.2.1. Algebra A ima identitet.
Dokaz. Neka je a nenula element algebra A. Razmotriéemo jednakost:

xa = a.

58 Hopf H., Ein topologischer Beitrag zur reellen Algebra, Comment. Math. Helv. 13, 219-239, 1941
59 Milnor J., Some consequences of a theorem of Bott, Ann. of Math. 68, 444-449, 1958
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Kako je A diviziona algebra, nasa jednakost ima jedinstveno resenje e tako da je ea = a. Mnozedi
ovu jednakost sa leve strane sa b imamo sledeéu jednakost b(ea) = ba, ili s obzirom na
asocijativnost A, (be)a = ba. Kako jednakost xa = ba ima jedinstveno resenje sledi

be = b.
Ako pomnozimo ovu jednakost sa desne strane sa ¢ i ponovimo postupak dobijamo
ec =c.

Kako su b i ¢ proizvoljni elementi, poslednje dve jednakosti pokazuju da je element e zapravo
identitet algebre A. Kao i obi¢no oznacavacemo ovaj element sa 1.

Tvrdenje 9.2.2. Ako element a € A nije proporcionalan 1 onda skup elemenata C, u obliku
al + fa
formira podalgebru izomorfnu algebri kompleksnih brojeva.
Dokaz. Za nase potrebe dovoljno je da dokazemo da element a zadovoljava kvadratnu jednakost
a’?+sa+tl=0 (1)
sa negativnom diskriminantom.

Neka je n dimenzija algebre. Razmotricemo n + 1 stepen elementa a.

Sistem od n + 1 vektora je linearno zavisan, tako da neki stepen mora biti linearna kombinacija
njegovih prethodnika.

a™ = kp_1a™ 1+ o+ kya? + kia + kol
Drugim re¢ima, a je koren jednakosti m-tog stepena.
x™ — ko x™ L — e —kyx? — kyx — kg = 0.
Razmotrimo opsti polinom m-tog stepena
P(x) = x™ — kpy_q XMt — oo = kpx® — kyx — k.
Ovakav polinom P(x) moze biti zapisan kao proizvod
P(x) = Py (x)P(x) ... Ps(x)
linearnih ili nesvodljivih kvadratnih polinoma.
Svaki od polinoma P; (x), P, (x), ..., Ps(x) je suma dva ili tri ¢lana, tj. oblika: x + t ili x? + sx + t.

Sledi da kada u gornjoj jednakosti zamenimo x sa a dobijamo

P(a) = Pi(a)P;(a) ... Ps(a)
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Kako je P(a) = O sledi
P;(a)P,(a) ...P,(a) = 0.

Sada ¢emo iskoristiti ¢injenicu da je A diviziona algebra. Iz te ¢injenice sledi da ako je proizvod
nula, onda bar jedan od ¢inioca mora biti nula. Sledi da za neko i vazi

Pi(a) =0

odnosno, element a zadovoljava linearnu ili kvadratnu jednakost. Ako a zadovoljava linearnu
jednakost

a+tl=0

onda, suprotno pretpostavci, bi¢e proporcionalan sa 1. Sledi da a zadovoljava nerastavljivu
kvadratnu jednakost (1). Kako je polinom P;(x) nerastavljiv, diskriminanta mu je negativna Sto
dokazuje tvrdenje.

Tvrdenje 9.2.3. Ako dva elementa a; € A, a, € A ne pripadaju istoj podalgebri C, onda skup
elemenata Q, 4, U obliku

al + Ba, +ya, + da,a,
formira podalgebru izomorfnu algebri kvaterniona.

Dokaz. U podalgebri C,, izabracemo element b, takav da je blz = —1 (b, je imaginarna jedinica
u kompleksnoj algebri Cq,). Slicno, u podalgebri C,, izabracemo element b, takav da je b,* =
—1. Kako su b4, b, razli¢iti, redom, od a;, a, pomnoZenim sa 1 sledi da se skup elemenata oblika
al + Ba, +ya, + 8a,a, poklapa sa skupom elemenata oblika a'l + 8'b; + y'b, + §'b1b,,
stoga se Qg q, POklapasa Q. p,-

Dalje, nije tesko videti da je
el = bl' ez = klbl + k2b2

ik, # 0 ondase skup Q. ., poklapasa @, p, patakoisaQ, g, - Trebalibipokazati daje moguce
da izaberemo brojeve k; i k, tako da

e?=-1,e,%2=-1,(e;e;)? = -1 (2)
(prva od ovih jednakosti vaZi za proizvoljne k4 i k)
Primetimo da sa jedne strane imamo
(by + by)? = by> + by,” + (byby + by b)) = =21+ (byby + by by)
a sa druge strane imamo da (b; + b,)? mora biti linearna kombinacija 1 i b; + b,:

(b1 + by)? = pl + q(by + by).
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Dakle,
bib, + by by = (p +2)1 + q(by + by). (3)
Sli¢cno
(by + 2b,)? = by® + 4b,* + 2(byby 4+ by by) = =51+ 2(byb, + by by)
i
(by + 2by)2 =p'1 + q'(by + 2by)
tako da
bib, + by by = %(p' +5)1+ %q’(b1 + 2b,).

Pretpostavimo da g # 0. Izjednacavanjem ova dva izraza mozemo zakljuciti da se b, razlikuje od
b, za umnozak od 1, tako da b, € Cp,, . Medutim ovo je iskljuceno po pretpostavci. Stoga g = 0 i
jednakost (3) postaje:

b1b2 + b2 bl = A].. (4)
Drugim rec¢ima, ako su b, i b, dva razli¢ita elementa ciji su kvadrati —1, onda jednakost (4) vazi.

Sada je lako nadi trazene elemente e; i e,. Stoga ¢emo razmatrati element ¢ = Ab; + 2b,, gde 4
ima istu vrednost kao u (4). Kvadrat broja c je:

2= —221—4-1+24(byb, + b, by) = (A% — 4) - 1 (5)
$to znacida je A2 — 4 < 0. Stavimo
1
\/4__/120.

Tada (5) implicira da je e,2 = —1, $to je druga jednakost u (2). Da bi dokazali tre¢u jednakost iz
(2) primetimo

€, =

6162 + 6’26’1 = @ (6)
Zaista
+ 1 (by(Aby + 2b,) + (Ab; + 2b,) by)
ee e,6y = ———
1€2 2¢%1 m 1 1 2 1 2 1
1
= —2A-1+2(bb, + b, b = 0.
m( ( 1v2 2 1))
Koriste¢i e,% = —1 imamo
(9192)2 = (ere;)(e1e;) = (ere;)(—ezep) = —(91922)31 = 322 = -1

Ovo nas dovodi do trece jednakosti u (2).

Sada cemo pokazati da je skup elemenata @, ., oblika

51



Hurvicova i Frobenijusova teorema o realnim algebrama

al + fe; +ye, + deqey
(koja se kao sto je pomenuto ranije pokalapa sa Qal_az) podalgebra algebre A.

Dovoljno je pokazati da je proizvod bilo koja od Cetiri elementa: 1, e;, e,, 1€, sam po sebi linearna
kombinacija ovih elemenata. Jedini proizvodi za koje ovo mora biti potvrdeno su proizvodi

e1(ere;), (erex)eq, ex(ere;), (e1ez)e;.

Imamo
ei(erer) = e;’e; = —ey,
(erer)e; = —(eze)e; = —eze;” = e, (7)
ex(e1e;) = —ey(eze1) = —ey%e; = ey,
(erex)e; = e1e,* = —ey.

Ovim zavrSavamo dokaz da je 9, ., podalgebra.

Ostalo je da pokazemo da je ova podalgebra izomorfna algebri kvaterniona. Da bismo ovo
pokazali, prvo ¢emo pokazati da su elementi 1, e, e,, e; e, baza pomenute podalgebre, a drugo
Sto ¢emo pokazati je da je tablica mnoZenja za ovu bazu ista kao tablica mnoZenja za bazu 1,1, j, k
koja je ujedno i baza algebre kvaterniona.

Za sada znamo da je svaki element iz Q. ., linearna kombinacija elemenata 1,e;, e,, e;e;. Da
bismo dokazali da pomenuti elementi formiraju bazu ostaje da dokazemo da su oni linearno
nezavisni ili da nijedan od njih nije linearna kombinacija njegovih prethodnika. Da e, nije linearna
kombinacija 1i e, sledi iz ¢injenice da e; i e, ne pripadaju podalgebri C,. Tako da ostaje da
pokazemo da e; e, nije linearna kombinacija 1, e; i e5, tj. da ne moZemo e, e, predstaviti na slededi
nacin:

eie; = pey +qeq +rl.

Pretpostavimo suprotno, da je zapravo ova jednakost tacna. Onda p i ¢ moraju biti razli¢iti od 0.
MnoZenjem sa e; sa leve strane dobijamo:

—e, = peie; —ql +req
ili
1 r q
eje, = ——e; ——qe; + -1
1€2 » €2 pq 1Ty

Razlika ova dva izraza za e; e, daje jednakost

(pr5)eat(avp)ent (r-5)1=0
—Je —Je r——1]1=0.
sz qP1 p

Koeficijent uz e, mora biti O (inace ¢e e, biti linearna kobinacija e, i 1), medutim ovo je nemoguce
zbog izbora realnog broja p. Ovim smo pokazali da elementi 1, eq, e, ;€5 gde je e3 = e; e, Cine
bazu podalgebre @, , .
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Da su tablice mnozenja iste za ovu podalgebru i algebru kvaterniona sledi iz relacija (2), (6) i (7).
[

Koristedi svojstva tvrdenja 9.2.1, 9.2.2, 9.2.3 lako ¢emo dokazati Frobenijusovu teoremu. Tako,
neka je A asocijativna diviziona algebra. Po tvrdenju 9.2.1, algebra A ima identitet. Elementi
oblika k1 formiraju podalgebru R izomorfnu algebri realnih brojeva. Ako R nije u potpunosti A,
prema tvrdenju 9.2.2, A sadrzi podalgebru C, izomorfnu kompleksnim brojevima. Ako C, nije A,
onda po tvrdnji 9.2.3, A sadrZi podalgebru Q,; izomorfnu algebri kvaterniona. Ako se Qg
poklapa sa A, onda smo zavrsili. Pretpostavimo da to nije slu¢aj. Onda A sadrzi element ¢ koji
nije u Q, p i trebali bi pokazati da A onda nije diviziona algebra.

U algebri kvaterniona @, ,, biramo bazu 1, i, j, k sa standardnom tablicom mnoZenja:

ij=—ji=kjk=—kj=iki=—-ik=j
i zapidemo ¢ kao p1 + ge, gde je e = —1 (e je ,imaginarna jedinica“ kompleksne algebre C).
Zapisacemo ie koristeci asocijativnost A i relaciju (2). Tako da imamo
ie = (jk)e=j(ke) =j(—ek+ A1) =—-(Ge)k+Aj=—(—ej+ A" Dk+Vj=ei—AV'k+ 1
tj.

ie—ei=Aj—2"k
s druge strane iz (3) imamo
ie+ei=21"1.

Sabiranjem poslednje dve jednakosti vidimo da element ie pripada Q, ;. Tako i ic = i(p1 + qe)
pripada Q, . Ako ¢’ € Q, ;, onda je proizvod ic’ takode element Q,, ,. Tako da proizvod bilo kog
elementaiz A i i pripada @, ,. Medutim ovo nije moguce, ako je A diviziona algebra (jednacina
ix = c, gde ¢ ne pripada Q, ,, nema redenje). Ova kontradikcija dokazuje Frobenijusovu teoremu.
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9.3. Dokaz generalizovane Frobenijusove teoreme baziran na Hurvicovoj
teoremi

Pocecemo sa podsecanjem osnovne definicije alternativne algebre. DefiniSemo algebru u
kojoj vazi slededi identitet:

(ab)b = a(bb)ib(ba) = (bb)a.

Medutim postoji i druga definicija alternativne algebre, prema kojoj je algebra <A alternativna ako
vrednost bilo kog konacnog proizvoda (koji je proizvod bilo koja dva elementa a i b) ne zavisi od
pozicije zagrada u proizvodu. Ovo znaci, na primer

(ab)b = a(bb)

(ab)(ba) = (a(bb))a
itd.

Jasno je da druga definicija alternativnog svojstva implicira prvu. Prva definicija implicira drugu u
Artinovoj teoremi, koju sada ne¢emo dokazivati.

U naSem dokazu generalizovane Frobenijusove teoreme koristiéemo drugu definiciju
alternativnog svojstva. Ovo znadi, striktno govoreéi da ¢emo dokazati slede¢u teoremu: Ako
diviziona algebra A nad poljem realnih brojeva ima svojstvo da konacan proizvod bilo koja dva
elementa ne zavisi od raspodela zagrada u tom proizvodu, onda je algebra A izomorfna jednoj od
Cetiri algebra: algebra realnih brojeva, algebra kompleksnih brojeva, algebra kvaterniona, algebra
Kejlijevih brojeva.

Vazno je napomenuti da tvrdenja 9.2.1, 9.2.2 i 9.2.3 koja vaZe za asocijativne divizione algebra,
vaZe i za alternativne divizione algebra.

Nema potrebe da napravimo ni najmanju izmenu u dokazima za tvrdenja 9.2.2 i 9.2.3. Za dokaz
tvrdenja 9.2.1, mora¢emo da napravimo male izmene u alternativhom sluéaju. Stoga, neka je e
reSenje jednadine xa = a. MnoZenjem jednakosti ea = a sa e sa leve strane dobijamo e(ea) =
ea ili po alternativnom svojstvu (ee)a = ea. Stoga ee = e. Ponovo koristeéi alternativno svojstvo
imamo (be)e = b(ee) i e(ec) = (ee)c, dalje je, (be)e = be i e(ec) = ec. Sledi da je be = b i
ec = ¢, pa je e identitet nase algere.

Da bismo dokazali generalizovanu Frobenijusovu teoremu moZemo da pratimo Sablon dokaza
Frobenijusove teoreme, a to je da pokaZzemo da ako podalgebra Q, ;, nije A, onda A sadrzi drugu
podalgebru izomorfnu algebri Kejlijevih brojeva. Tada bi bilo neophodno dokazati da se ta druga
podalgebra poklapa sa A. lako mogué, takav dokaz je prilicno dugacak. Zato ¢emo koristiti drugi
pristup, tj dokazacemo da je A normirana algebra. Prema Hurvicovoj teoremi, ovo bi impliciralo
trazeniishod.
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Definisaéemo u algebra A sledecu operaciju konjugacije. Ako je element a proporcionalan sa 1,
ona ¢emo pisati @ = a. Ako a nije proporcionalan sa 1 onda, prema tvrdenju 9.2.2 sadrzan je u
podalgebri C,. C, koja sadrzi konjugat od a, a.

Iz definicije o @ sledida je @ = a i ka = ka za bilo koji realan broj k.

Pre nego Sto zakljuCimo ostala svojstva nase konjugacije prvo moramo da razjasnimo sledece
pitanje. Pretpostavimo da element a nije proporcionalan sa 1. Uze¢emo bilo koji kvaternion
podalgebre Q4 4, koji sadrzi a. Ova podalgebra sadrzi konjugat elementa a, d. Prirodno pitanje
koje se postavlja je da li je @ = a. Pokazacemo da jeste.

Kako konjugati u kompleksnoj algebri, a i @ imaju svojstva

a + a = (realan broj) - 1 (8)

aa = (realan broj) - 1. (9)
i kako konjugati u algebri kvaterniona, a i @ imaju analogna svojstva

a+ a = (realan broj) - 1 (8)

ad = (realan broj) - 1. (9)
Oduzimanjem (8)i(8°)i(9)i(9’) dobijamo sledece jednakosti

a—da = (realan broj) - 1
a(a — a) = (realan broj) - 1.

Ako bismo imali @ # @, onda bi poslednje relacije implicirale da je a umnoZak od 1 sto je
kontradiktorno nasoj pretpostavci.

Tako da je konjugacija elementa a ista bilo da je on element kompleksne podalgebre C, ili element
kvaternionske podalgebre @, .-

Uzgred, isto vaZi za apsolutnu vrednost od a; apsolutna vrednost od a je ista bilo da je on element
kompleksne podalgebre ili element kvaternionske podalgebre.

Iz ovoga Sto smo dokazali o svojstvima konjugacije lako je zakljuciti da sledece jednakosti za bilo
koja dva elementa a i b u algebri A:

a+b +b

I
Ql

S

ab = ba.

Zapravo ako a i b pripadaju istoj kompleksnoj podalgebri, onda izrazi iznad predstavljaju svojstva

konjugacije u toj podalgebri. Ako b ne pripada C,, onda ove jednakosti i dalje vaZe, u ovom slucaju,
predstavljaju svojstva konjugacije u Q .

lzrazab = baib = b impliciraju da je konjugat od ab u stvari ba. Iz ¢ega sledi

ab + ba = (realan broj) - 1.
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Definisacemo u algebri A skalarni proizvod (a, b) formulom
ab + ba = 2(a,b) - 1.
Svojsva skalarnog proizvoda su sledeca:

1) (a,a)>0akoa=0i(0,0)=0

2) (a,b)=(b,a)

3) (a,kb) =k(a,b)

4) (a,by +by) = (a,by) + (a,by)
i lako je pokazati da skalarni proizvod koji smo upravo definisali zadovoljava sva ova svojstva.
Zapravo, odigledno je da na$ skalarni proizvod ima svojstvo 2). Formule ka = kaia+b=a+b
impliciraju da nas skalarni proizvod ima svojstva i 3) i 4). Da bi videli da ima i svojstvo 1) dovoljno
je da primetimo

(a,a)*1=aa=|al?-1

i da se podsetimo da je apsolutna vrednost kompleksnog broja strogo pozitivna ako a # @ i nula
akoa = 0.

Iz gornje jednakosti zaklju¢ujemo

V(a,a) = la|

tako da se, norma elementa a u algebri A poklapa sa apsolutnom vrednoséu od a u kompleksnim
brojevima (ili kvaternionima).

Kako bilo koja dva elementa a, b u algebra A pripadaju jednoj kompleksnoj ili kvaternionskoj
podalgebri, sledi

lab|? = |al|?|b|?
ili
(ab,ab) = (a,a)(b,b)

a ova jednakost pokazuje da je A normirana algebra. Prema Hurvicovoj teoremi, algebra A4 mora
biti izomorfna jednoj od Cetiri “standardne” algebra: algebri realnih brojeva, algebra kompleksnih
brojeva, algebra kvaterniona, i algebra Kejlijevih brojeva. Ovo kompletira dokaz generalizovane
Frobenijusove teoreme.®°

80kantor I.L, Solodovnikov A.S, Hypercomplex Numbers, Nauka, Moskva, 1973

56



Hurvicova i Frobenijusova teorema o realnim algebrama

9.4. Prosirenje Frobenijusove teoreme — Zornova teorema

Zornova teorema prosiruje Frobenijusovu teoremu na neasocijativni sluéaj.®
Kombinacijom ove dve teoreme dobijamo strukturnu teoremu za alternativne kvadratne realne
algebre bez delitelja nule:

Teorema 9.4.1. Svaka alternativna kvadratna realna algebra bez delitelja nule izomorfna je sa
nekom od realnih algebri R, C, H ili ©.

Zornova teorema. Svaka alternativna kvadratna realna algebra bez delitelja nule, koja nije
asocijativna, izomorfna je sa Kejlijevom algebrom oktava Q.

Da bi smo dokazali ovu teoremu naveséemo prvo teoremu o “podvostrucenju”.

Teorema 9.4.2. Neka je B prava podalgebra alternativne kvadratne realne algebre A bez delitelja
nule, koja sadrzi jedini¢ni element e alebre A. Tada vaii:

1) B je asocijativna alebra
2) Postojiq € ImAsaq? =—ei{B,q)=0
3) Zasvako q € ImA sa q®> = —e i (B,q) = 0, B + Bq predstavlja podalebru alebre A sa
dim( B + Bq) = 2dimB i pritom vatzi:
a. urvg=vu-q(u,veEB)
b. uq-v=uv-q,specijalno qv = vq; (u,v € B)
c. uq-vq=—(q,q) vu(u,veEB)

Takode bi¢e nam potrebna jos jedna teorema

Teorema 9.4.3. Algebra oktava O je direktna suma @ = H@Hp realnih prostora, pri emu je p =
(0,e"); ova suma je ortogonalna u odnosu na skalarni proizvod u @. Osim toga za svako u, v € H
vazi:

1) u(vp) = (vu)p

2) (up)v = (uv)p specijalno pv = vp

3) (up)(vp) = —vu
Dokaz Zornove teoreme. Prema Frobenijusovoj teoremi, za algebru A iz Zornove teoreme vazi

dimcA > 4. Osim toga, postoji podalgebra B algebre A i monomorfizam algebri f:H — A
saf (H) = B. Kako algebra A po pretpostavci nije asocijativna sigurno je B # A.

Sada moZemo primeniti teoremu o, podvostruéenju”. Prema 2) te teoreme postoji q € A saq? =
—e i (B,q) = 0. Prema tvrdnji 3) iste te teoreme, B + Bq predstavlja podalebru alebre A koja
sadrZi e. Sa druge strane, na osnovu teoreme 9.4.3, © = H@MHp. Preslikavanje

0 =H®Hp »B+Bq, u+vp-fuw+fw)q

61 Zorn Max, Theorie der alternativen ringe, Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der
Universitat Hamburg, 1930
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je bijektivno i R-linearno. Na osnovu a),b) u teoremi 9.4.2, odnosno u teoremi 9.4.3, to
preslikavanje je zapravo izomorfizam algebri. Kad bi bilo B + Bq # A onda bi algebra B + Bq,
na osnovu teoreme o “podvostrucenju” bila asocijativna. No, tada bi bila asocijativna i algebra O,
$to je nemoguce. Znaci, B + Bq = A, tj algebra O je izomorfna sa algebrom A.

Zornova teorema se moZe bitno poopstiti. Naime, poznato je da je svaka prosta alternativna
neasocijativna algebra Kejlijeva algebra nad svojim centrom.®?

Slika 27: Maks Zorn Slika 28: Univerzitet Indijana na kome je predavao Maks

Zorn

62peri¢ Veselin, Konaénodimenzionalne realne divizione algebre, Univerzitet Crne Gore, Stamparija OBOD,
Cetinje, 2000
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10. ZAKLJUCAK

Vilijam Hamilton ni Herman Grasman niisu bili u stanju da dokazu da ne postoji
trodimenzionalna komutativna algebra. Medutim, Georg Frobenijus dokazuje da jedine realne
linearne asocijativne algebre koje imaju jedinicu u odnosu na mnozenje i zadovoljavaju uslov P(xy)
= P(x)P(y) za proizvod normi, jesu realni brojevi, kompleksni brojevi i kvaternioni (n = 1,2,4). Pri
kraju XIX veka, 1898.godine, Adolf Hurvic je dokazao da jedine realne linearne asocijativne algebre
koje zadovoljavaju uslov P(xy) = P(x)P(y) jesu realni brojevi, kompleksni brojevi, kvaternioni i
takozvani bikvaternioni (jedna manje znacajna algebra koju je definisao engleski matematicar
Kliford (Viliam Cliford) za n=8).

Istrazivanja o asocijativnim algebrama su tipi¢an korak moderne algebre: zadaju se neka
svojstva operacija pa se traze ostala svojstva koja su njihove posledice, i na kakvim su sve
skupovima operacije sa takvim svojstvima moguce. Zato su hiperkompleksni sistemi bili jedan od
odlucnih zaokreta u razvoju algebre od teorije o reSavanju jednacina, ka algebri kao grani
matematike u kojoj se izuc€avaju svojstva operacija. Tom zaokretu, su u svakom slucaju doprineli
svojim radovima-teoremama, koji u njihovu cast nose njihova imena Georg Frobenijus i Adolf
Hurvic.

Postepeno postaje jasno da predmet algebre treba da budu skupovi sa zadanim na njima
algebarskim operacijama (takozvane univerzalne algebre) koje se razmatraju sa tacnoséu do
izomorfizma. Poslednje znaci da priroda skupova-nosaca algebarskih operacija iz ugla algebre je
beznacajna i u tom smislu, stvarnim objektom izu¢avanja javljaju se same algebarske operacije.

Kvaternioni su nasli primenu u opisivanju prostornih rotacija, a pokazali su se korisni i u
teoriji brojeva zbog njihove veze sa kvadratnim formama. Dok se Hurvicova teorema primenjuje
u algebarskoj topologiji na probleme o vektorskim poljima na sferama i homotopijskim grupama
klasi¢nih grupa u kvantnoj mehanici na klasifikaciju jednostavnih Zordanovih algebri. Oktonioni
nisu toliko poznati kao kvaternioni i kompleksni brojevi, koji se mnogo vise proucavaju i koriste.
Oktonioni se odnose na izuzetne strukture u matematici, medu njima i izuzetne Lijeve grupe.
Oktonioni imaju primenu u oblastima kao $to su teorija struna, specijalna relativnost i kvantna
logika. Primena Kejli-Diksonove konstrukcije na oktonione proizvodi sedenione. Algebra
sedeniona, koja se obi¢no oznacava sa S je 16-dimenzionalna Kejli-Diksonova algebra. To su
hiperkompleksni brojevi, slicni kvaternionima i oktonionima. Takode, algebra sedeniona je
neasocijativna, nekomutativna i nealternativna.®® Stavise, to nije algebra kompozicije ni diviziona
algebra jer ima delioce nule.®* Sedenioni se pojavljuju u mnogim oblastima nauke, kao sto su
elektromagnetna teorija i linearna gravitacija.

63 Bilgici Goksal, Tokeser Umit, Unal Zafer, Fibonacci and Lucas Sedenions, Journal of Integer Sequences,
vol. 20, 2017

64 Chanyal B. C., Sedenion unified theorz of gravi-electromagnetism, Indian Journal of Physics, vol. 88,
2014
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