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Наслов мастер рада: Колмогоровљева конструкциjа реалних броjева

Резиме: У овом раду се приказуjе jедна од мање познатих конструкциjа
реалних броjева. Колмогоров jе обjавио задатак 1946. године [1], у коме jе пре-
дложио да се реални броjеви могу представити као функциjе коjе сликаjу скуп
N у N и задовољаваjу jош нека додатна своjства. Решење задатка jе дато у [2].
Конструкциjа jе инспирисана Еуклидовим поступком мерења дужи.

У првом поглављу наведена су нека историjска разматрања као и еквива-
лентни облици аксиоме супремума.

Друго поглавље даjе дефинициjу реалних броjева по Колмогорову и дета-
љан опис конструкциjе. Приказана jе идеjа Еуклидовог поступка мерења дужи.
Поред саме конструкциjе реалних броjева доказуjе се да важи аксиома супрему-
ма у конструисаном систему. Такође се даjе доказ да су изоморфни сви модели
коjи задовољаваjу аксиому супремума, имаjу дефинисане релациjе и операциjе
и своjства из Колмогоровљеве конструкциjе.

Треће поглавље даjе опис познатих конструкциjа од стране Дедекинда и
Кошиjа. Описан jе и jедан од начина конструкциjе реалних броjева коjи потиче
од нестандардне анализе.

У четвртом поглављу описана jе jедна од главних идеjа коjа jе довела форма-
лизациjе поjма алгоритма. Израчунљиви реални броjеви су уведени као броjеви
за коjе постоjи Тjурингова машина коjа их израчунава. Разматрани су и разли-
чити начини на коjи се може увести поjам израчунљивости, а коjи потичу од
различитих конструкциjа коjима можемо увести реалне броjеве.

У додатку А jе описано Штерн-Брокоово дрво и наведена су нека своjства.
Поред тога описано jе на коjи начин се могу помоћу Штерн-Брокоовог дрвета
описати сви позитивни рационални броjеви као коначни путеви у графу и начин
на коjи реалне броjеве можемо увести као бесконачне путеве коjима jе jедан краj
у корену дрвета.

У додатку Б описана jе структура природних броjева са минималним броjем
своjстава коjи нам jе потребан за Колмогоровљеву конструкциjу.

Кључне речи: Конструкциjа реалних броjева, Аксиома супремума, При-

родни броjеви, Израчунљивост, Тjурингове машине, Штерн-Брокоово дрво
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1 УВОД

1 Увод

Откриће ирационалних броjева се приписуjе Питагори1 и његовим следбе-
ницима. Они су открили да су диjагонала квадрата и његова страница несамер-
љиве. Две дужи 𝑑1 и 𝑑2 су самерљиве ако постоjи рационалан броj 𝑟 такав да
важи 𝑑1 = 𝑟 · 𝑑2. Ако jе 𝑑 диjагонала а 𝑎 страница квадрата, тада не постоjи
рационалан броj 𝑟 такав да jе 𝑑 = 𝑟 · 𝑎. Када посматрамо jединични квадрат,
из Питагорине теореме имамо да важи 2 = 12 + 12. Ако би

√
2 био рационалан

броj, тада би оне били самерљиве. Даjемо познати доказ те чињенице.

Теорема 1.1. Броj
√
2 jе ирационалан.

Доказ. Претпоставимо супротно да jе
√
2 рационалан. То значи да постоjе при-

родни броjеви 𝑚 и 𝑛 такви да jе

√
2 =

𝑚

𝑛
.

За разломак 𝑚
𝑛
мoжемо претпоставити да jе сведен тj. 𝑚 и 𝑛 немаjу заjедничких

делитеља. Даље после квадрирања добиjамо

2 =
𝑚2

𝑛2
,

2𝑛2 = 𝑚2.

Закључуjемо да jе 𝑚2 паран броj, а одатле да jе и 𝑚 паран броj. Броj 𝑚 можемо
записати као 𝑚 = 2𝑘 за неки природан броj 𝑘. Дакле

2𝑛2 = (2𝑘)2,

2𝑛2 = 4𝑘2,

𝑛2 = 2𝑘2.

Закључуjемо да jе 𝑛 такође паран броj, одакле добиjамо контрадикциjу jер смо
претпоставили да jе разломак 𝑚

𝑛
сведен.

Антички Грци нису прихватали постоjање ирационалних броjева, али нису
могли да порекну постоjање ирационалних геометриjских величина као што
jе диjагонала квадрата. Због тога су Грци третирали геометриjске величине
другачиjе од броjева или када су посматрали геометриjске величине, чинили су
то тако да не спомињу ирационалне броjеве, већ само рационалне.

Да би дужине и друге геометриjске величине третирали као броjеве, Грци
су развили теориjу пропорциjа како би избегли спомињање ирационалних бро-
jева. Теориjа пропорциjа се приписуjе Еудоксу2. Обjашњавамо укратко теориjу
пропорциjа3. Кажемо да су дужине рационалне ако се могу представити као
производ рационалног броjа и неке фиксне jединичне дужи. Идеjа Еудокса jе

1Питагора са Самоса, рођен између 584. и 570. п. н. е. а умро jе између 500. и 495. п. н.
е. - грчки филозоф и математичар.

2Еудокс са Книда, (408. п. н. е. - 355. п. н. е.) - грчки математичар и астроном.
3Детаљан опис се може пронаћи у [11].
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1 УВОД

била да кажемо да jе дужина 𝜆 одређена рационалним дужинама мањим од ње
и рационалним дужинама већим од ње. Прецизниjе две дужине 𝜆1 и 𝜆2 су jед-
наке, ако за било коjу рационалну дужину мању од 𝜆1 важи да jе такође мања
од 𝜆2 и ако за било коjу рационалну дужину већу од 𝜆1 важи да jе такође већа
од 𝜆2. Дужина 𝜆1 jе мања од дужине 𝜆2, ако постоjи рационална дужина већа
од 𝜆1, за коjу важи да jе мања од дужине 𝜆2. Теориjа пропорциjа jе била толико
успешна да jе успорила развоj теориjе реалних броjева за близу 2000 година.
Такође теориjа пропорциjа jе директно инспирисала Дедекинда да конструише
реалне броjеве.

Даљи развоj теориjе броjева се наставља тек у 19. веку. Са поjавом Кан-
торове теориjе скупова реални броjеви су поново добили на значаjу. Развоjем
математичке анализе и теориjе скупова, увиђа се своjство супремума коjа посе-
дуjе комплетно уређено поље реалних броjева, а коjе рационални броjеви немаjу.
Наводимо следећу теорему коjа нам даjе све еквивалентне облике аксиоме су-
премума.

Теорема 1.2. Следећа тврђења су еквивалентна 4:

1. (Аксиома непрекидности) Ако су 𝐴 и 𝐵 непразни подскупови скупа R,
такви да jе 𝑥 ≤ 𝑦 за све 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵, тада постоjи елемент 𝑧 ∈ R, такав
да jе 𝑥 ≤ 𝑧 ≤ 𝑦 за све 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵.

2. (Супремум) Сваки непразан, одозго ограничен подскуп скупа R има су-
премум у R.

3. (Инфимум) Сваки непразан, одоздо ограничен подскуп скупа R има ин-
фимум у R.

4. а) (Архимедово5 своjство) За произвољне позитивне реалне броjеве 𝑎, 𝑏
постоjи (и jединствено jе одређен) природан броj 𝑛 такав да jе

(𝑛− 1)𝑎 ≤ 𝑏 < 𝑛𝑎.

б) (Канторов6 принцип уметнутих одсечака) Сваки низ уметнутих од-
сечака (𝐼𝑛) на реалноj правоj има непразан просек.

5. (Дедекиндова7 аксиома) Ако су 𝐷1, 𝐷2 ⊂ R такви да jе (𝐷1, 𝐷2), Дедекин-
дов пресек, онда постоjи наjмање горње ограничење sup𝐷1 ∈ R скупа 𝐷1.

Дедекиндов пресек jе подела скупа Q рационалних броjева на два подску-
па 𝐷1 и 𝐷2 таквих да важи:

� 𝐷1 jе непразан.

� 𝐷1 ̸= Q. Еквивалентно 𝐷2 jе непразан.

� Ако важи 𝑥 ∈ Q и 𝑦 ∈ Q, 𝑥 < 𝑦 и 𝑦 ∈ 𝐷1, онда 𝑥 ∈ Q.
4За доказ видети [5], [10] и [12].
5Архимед (287. п н. е. — 212. п. н. е.) - старогрчки математичар, физичар и астроном.
6Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845–1918) - немачки математичар.
7Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916) - немачки математичар.
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1 УВОД

� Ако jе 𝑥 ∈ 𝐷1, тада постоjи 𝑦 ∈ 𝐷1 такво да 𝑦 > 𝑥.

6. (Борел8-Лебегова9 теорема) Свако отворено покривање 𝐽 сегмента [𝑎, 𝑏]
има коначно потпокривање.

7. (Болцано10-Ваjерштрасова11 теорема за скупове) Сваки бесконачан огра-
ничен подскуп 𝐴 ⊂ R има бар jедну тачку нагомилавања у R.

8. (Болцано-Ваjерштрасова теорема за низове) Сваки ограничен низ реалних
броjева (𝑎𝑛) има бар jедну тачку нагомилавања у R.

9. (Ваjерштрасова теорема) Нека jе (𝑎𝑛) растући низ реалних броjева. Тада
jе (𝑎𝑛) конвергентан ако и само ако jе ограничен одозго.

10. (Ваjерштрасова теорема) Нека jе (𝑎𝑛) опадаjући низ реалних броjева. Тада
jе (𝑎𝑛) конвергентан ако и само ако jе ограничен одоздо.

Конструкциjа реалних броjева задовољава своjство супремума ако задово-
љава било коjе од наведених еквивалентних тврђења.

8Félix Édouard Justin Émile Borel (1871-1956) - француски математичар
9Henri Léon Lebesgue (1875-1941) - француски математичар.
10Bernardus Placidus Johann Nepomuk Gonzal Bolzano (1781-1848) - чешки математичар и

свештеникл
11Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) - немачки математичар.
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2 КОЛМОГОРОВЉЕВА КОНСТРУКЦИJА

2 Колмогоровљева конструкциjа

Колмогоровљева12 конструкциjа конструише систем коjи има своjство су-
премума, а идеjа конструкциjе се заснива на принципу мерења дужи коjи ћемо
укратко описати. Прогласимо неку дуж за jединичну дуж у односу на коjу ме-
римо све остале дужи. Ако jе 𝑑 произвољна дуж прво тражимо наjвећи цео
броj коjи jе мањи или jеднак од 𝑑, означимо га са 𝑚1. Таj броj нам представља
колико пута можемо надовезати jединичну дуж да тако настала дужина буде
мања или jеднака 𝑑. Ако jе броj 𝑚1 мањи од 𝑑, онда посматрамo колико пута
можемо надовезати половину jединичне дужи до 𝑑, означимо таj броj са 𝑚2.
Aко jе сада броj 𝑚2

2
мањи од 𝑑 тада посматрамо 1

3
jединичне дужи. Оваj по-

ступак понављамо све док не добиjемо тачну дужину 𝑑 или до у бесконачност
ако jе дуж 𝑑 ирационална. Таj поступак можемо представити и преко неопада-
jућег низа рационалних броjева 𝑚1,

𝑚2

2
, 𝑚3

3
, ... коjи конвергира ка 𝑑. Како су

нам имениоци унапред познати можемо их изоставити приликом записивања и
тада нам остаjе само низ природних броjева 𝑚1, 𝑚2, 𝑚3, .... На таj начин Кол-
могоровљева конструкциjа на прикривени начин конструише реалне броjеве из
природних.

Већина конструкциjа реалних броjева подразумева да нам jе познат скуп Q
рационалних броjева као уређено поље коjе задовољава Архимедову аксиому.
При Колмогоровљевоj конструкциjи реалних броjева полази се од скупа при-
родних броjева

N = {1, 2, 3, 4, . . . , 𝑛, . . . },

и операциjа са њима. Понекад се узима да jе скуп природних броjева скуп N
са елементом 0, али ћемо при даљем раду сматрати да 0 не припада скупу
природних броjева и користити ознаку N0 = N ∪ {0}.

Код Колмогоровљеве конструкциjе конструишемо позитивни део реалне пра-
ве, коjу обележавамо са Φ. Поред тога на скупу Φ имамо операциje сабирања
+ и множења ·, као и релациjе <. На скупу Φ важи следећи скуп аксиома:

1. (Комутативност) За произвољне 𝛼, 𝛽 ∈ Φ важи:

𝛼 + 𝛽 = 𝛽 + 𝛼, 𝛼𝛽 = 𝛽𝛼.

2. (Асоциjативност) За произвољне 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ Φ важи:

(𝛼 + 𝛽) + 𝛾 = 𝛼 + (𝛽 + 𝛾), (𝛼𝛽)𝛾 = 𝛼(𝛽𝛾).

3. (Дистрибутивност) За произвољне 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ Φ важи:

(𝛼 + 𝛽)𝛾 = 𝛼𝛾 + 𝛽𝛾.

4. За произвољне 𝛼, 𝛽 ∈ Φ важи тачно jедна од релациjа:

𝛼 < 𝛽, 𝛼 = 𝛽, 𝛽 < 𝛼.

12Андреj Колмогоров (1903-1987) - руски математичар.
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2 КОЛМОГОРОВЉЕВА КОНСТРУКЦИJА

5. Ако важи 𝛼 < 𝛽 и 𝛽 < 𝛾 тада важи 𝛼 < 𝛾.

6. Увек jе тачно 𝛼 < 𝛼 + 𝛽.

7. Ако jе 𝛼 < 𝛽 тада важи:

𝛼 + 𝛾 < 𝛽 + 𝛾, 𝛼𝛾 < 𝛽𝛾.

8. За произвољне 𝛼, 𝛽 ∈ Φ увек jе могуће решити jедначину

𝛼𝑥 = 𝛽,

𝛼 jе увек различито од 0 jер радимо само са позитивним делом реалне
праве.

9. За 𝛼 < 𝛽 увек jе могуће решити jедначину

𝛼 + 𝑥 = 𝛽.

10. (Аксиома супремума) За произвољан одозго ограничен скуп Φ′ ⊂ Φ по-
стоjи супремум.

Као помоћ при конструкциjи користићемо и функциjу
[︀*
*

]︀
: N× N→ N0. За

аргументе 𝑚,𝑛 ∈ N вредност
[︀
𝑚
𝑛

]︀
jе jединствен броj 𝑘 из N0 такав да важи

𝑘𝑛 ≤ 𝑚 < 𝑛(𝑘 + 1).

Из дефинициjе функциjе следе нека од своjстава коjа ће нам требати при даљем
раду.

Став 2.1. Нека су 𝑚,𝑛,𝑚′, 𝑛′, 𝑙 ∈ N тада важи

i)
[︁𝑚
𝑛

]︁
≤

[︁𝑚′

𝑛

]︁
где jе 𝑚 < 𝑚′,

ii)
[︁𝑚
𝑛

]︁
≤

[︁𝑚
𝑛′

]︁
где jе 𝑛 > 𝑛′,

iii)

[︂
𝑚𝑙

𝑛𝑙

]︂
=

[︁𝑚
𝑛

]︁
,

iv)

[︃[︀
𝑚𝑙
𝑛

]︀
𝑙

]︃
=

[︁𝑚
𝑛

]︁
,

v)
[︁𝑚
1

]︁
= 𝑚.

Доказ. i) Користимо неjеднакости коjе нам представљаjу 𝑘 =
[︀
𝑚
𝑛

]︀
и 𝑘′ =

[︀
𝑚′

𝑛

]︀
𝑘𝑛 ≤ 𝑚 < 𝑛(𝑘 + 1)

𝑘′𝑛 ≤ 𝑚′ < 𝑛(𝑘′ + 1)
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2 КОЛМОГОРОВЉЕВА КОНСТРУКЦИJА

и комбинуjући са неjеднакоћу 𝑚 < 𝑚′ видимо да важи

𝑘𝑛 ≤ 𝑚 < 𝑚′ < 𝑛(𝑘′ + 1)

или у краћем запису добиjамо

𝑘𝑛 < 𝑛(𝑘′ + 1)

одакле следи 𝑘 < 𝑘′+1. Пошто се природни броjеви могу разликовати за наjмање
1 (теорема Б.3), добиjамо тражену неjеднакост 𝑘 ≤ 𝑘′.
ii) Из неjеднакости 𝑘𝑛 ≤ 𝑚 < 𝑛(𝑘 + 1) и 𝑘′𝑛′ ≤ 𝑚 < 𝑛′(𝑘′ + 1) следи 𝑘𝑛 ≤
𝑚 < 𝑛′(𝑘′ + 1) или краће 𝑘𝑛 < 𝑛′(𝑘′ + 1). Примењуjући 𝑛 > 𝑛′ на претходну
неjеднакост добиjамо 𝑘𝑛 < 𝑛(𝑘′ + 1) одакле следи 𝑘 ≤ 𝑘′.
iii) Директно следи из 𝑘𝑛 ≤ 𝑚 < 𝑛(𝑘 + 1) када се неjеднакост помножи са
природним броjем 𝑙.
iv) Нека су 𝑘 =

[︀
𝑚
𝑛

]︀
и 𝑘′ =

[︀
𝑚𝑙
𝑛

]︀
тада важе jеднакости

𝑘𝑛 ≤ 𝑚 < 𝑛(𝑘 + 1)

𝑘′𝑛 ≤ 𝑚𝑙 < 𝑛(𝑘′ + 1).

Множењем прве неjеднакости са 𝑙 добиjамо 𝑘𝑛𝑙 ≤ 𝑚𝑙 < 𝑛𝑙(𝑘 + 1), из ових
неjеднакости добиjамо 𝑘𝑛𝑙 < 𝑛(𝑘′ + 1) и 𝑘′𝑛 < 𝑛𝑙(𝑘 + 1), односно 𝑘𝑙 < 𝑘′ + 1, тj.
𝑘𝑙 ≤ 𝑘′ и 𝑘′ < 𝑙(𝑘 + 1), што нам представља 𝑘 =

[︀
𝑘′

𝑙

]︀
.

v) Пошто важи 𝑚 · 1 ≤ 𝑚 < 1 · (𝑚+ 1), следи да jе
[︀
𝑚
1

]︀
= 𝑚.

Функциjа
[︀*
*

]︀
: N × N → N0 личи на познату функциjу цео броj на ниже

и има иста своjства као та функциjа, али овде напомињемо да функциjа коjу

смо ми дефинисали jе функциjа две променљиве
[︁
𝑥
𝑦

]︁
коjоj су аргументи при-

родни броjеви, ниjе стандардна функциjа цео броj на ниже коjа се дефинише
као функциjа jедног аргумента над реалним броjевима. Циљ нашег увођења
функциjе jе да избегнемо диреткно коришћење рационалних броjева како би
конструкциjа била искључиво над природним броjевима.

2.1 Дефинициjа позитивног реалног броjа

Дефинициjа 2.1. Позитивним реалним броjем ћемо називати функциjу
𝛼 : N→ N0 са следећим своjствима

Φ1 За све природне броjеве 𝑘 важи

𝛼(𝑛) =

[︂
𝛼(𝑘𝑛)

𝑘

]︂
.

Еквивалентно за произвољне 𝑘, 𝑛 ∈ N важи неjеднакост

𝑘𝛼(𝑛) ≤ 𝛼(𝑘𝑛) < 𝑘(𝛼(𝑛) + 1).

Φ2 За произвољно 𝑛 ∈ N постоjи 𝑘 ∈ N такво да важи

𝛼(𝑘𝑛) > 𝑘𝛼(𝑛).
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2 КОЛМОГОРОВЉЕВА КОНСТРУКЦИJА

Из скупа свих могућих функциjа 𝑓 : N → N посматрамо само оне коjе имаjу
своjства Φ1 и Φ2 и њих ћемо сматрати реалним броjевима. Конкретне вредности
за неку функциjу 𝛼(1), 𝛼(2), 𝛼(3), ... представљаjу вредности 𝑚1,𝑚2,𝑚3, ... из
Еуклидовог поступка мерења дужи коjи jе описан у уводном делу.

Описуjемо општи поступак коjим за било коjи реални броj можемо да нађемо
функциjу 𝛼 коjа му одговара. Нека jе 𝑥 реалан броj коjи желимо да представимо.
Дефинишимо цео броj на горе од реалног броjа 𝑥 као цео броj ⌈𝑥⌉ такав да важи
следећa неjеднакост ⌈𝑥⌉ − 1 < 𝑥 ≤ ⌈𝑥⌉. Функциjу ⌈ ⌉ читамо као наjближи цео
броj на горе. На пример: ⌈1⌉ = 1, ⌈2⌉ = 2, ⌈2.5⌉ = 3, ⌈2.4⌉ = 3, ⌈2.6⌉ = 3. Сада
сваки пoзитиван реалан броj 𝑥 можемо представити као функциjу

𝛼(𝑛) = ⌈𝑛𝑥⌉ − 1.13

Функциjа 𝛼(𝑛) = ⌈𝑛𝑥⌉ − 1 директно на основу дефинициjе испуњава своjства
Φ1 и Φ2

14. Oва дефинициjа jе директно мотивисана разматрањима Еуклидовог
поступка мерења коjи jе описан у уводном делу. Ову функциjу ћемо такође
видети касниjе у мало другачиjем облику при разматрањима изоморфности
модела и израчунљивости. Даjемо неке примере:

� Произвољан природан броj 𝑝 представљамо као 𝛼(𝑛) = ⌈𝑛𝑝⌉ − 1 = 𝑛𝑝− 1,

� Броj 1
2
тj. 𝛼(𝑛) =

⌈︀
𝑛1

2

⌉︀
− 1 представљамо као следећи скуп формула{︃

𝛼(2𝑛) = 𝑛− 1,

𝛼(2𝑛+ 1) = 𝑛,

� Броj 1
3
тj. 𝛼(𝑛) =

⌈︀
𝑛1

3

⌉︀
− 1 представљамо као следећи скуп формула⎧⎪⎨⎪⎩

𝛼(3𝑛− 1) = 𝑛− 1,

𝛼(3𝑛) = 𝑛− 1,

𝛼(3𝑛+ 1) = 𝑛.

За рационалне броjеве jе лако пронаћи одговараjући скуп jеднакости коjи га
описуjе тако што се гледа именилац и праве случаjеви нпр. ако посматрамо ра-
ционални броj 𝑚

𝑙
и функциjу 𝛼(𝑛) =

⌈︀
𝑛𝑚

𝑙

⌉︀
−1, тада тражимо вредности функциjе

𝛼 за све вредности аргумената од 𝑛𝑙 до 𝑛𝑙 + (𝑙 − 1). За ирационалне броjеве се
функциjа 𝛼(𝑛) = ⌈𝑛𝑥⌉ − 1 не може описати коначним скупом jеднакости.

Позитивне реалне броjеве ћемо означавати малим словима грчког алфабета,
а скуп свих позитивних реалних броjева са Φ. Ако функциjа задовољава услове
Φ1 и Φ2 тада она припада скупу Φ.

13Функциjу користимо само овде да интуитивно обjаснимо дефинициjу 2.1. и дамо при-
мере пошто jе читалац већ упознат са реалним броjевима. Реални броjеви jош увек нису
уведени па ни не можемо говорити о њима.

14У доказу теореме 13 се користи иста функциjа 𝛼 са другачиjом ознаком ⟨𝑥⟩ ради кон-
зистености са оригиналним решњем задатка, такође доказ да важе своjства Φ1 и Φ2 за
функциjу 𝛼 при доказу теореме 13 jе читљивиjи без −1 у дефинициjи функциjе 𝛼 од оног
како смо увели функциjу овде.
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Став 2.2. Ако 𝛼, 𝛽 ∈ Φ и за неко 𝑛0 важи

𝛼(𝑛0) < 𝛽(𝑛0)

тада за све 𝑛 ∈ N важи
𝛼(𝑛) ≤ 𝛽(𝑛).

Доказ. Како функциjа 𝛼 припада скупу Φ и 𝑘 ∈ N, тада из особине Φ1 следи

𝛼(𝑘𝑛) < 𝑘(𝛼(𝑛) + 1), за све 𝑛.

Ако jе 𝑛0 такво да 𝛼(𝑛0) < 𝛽(𝑛0), тада важи 𝛼(𝑛0) + 1 ≤ 𝛽(𝑛0). Користећи се
претходним неjеднакостима добиjамо

𝛼(𝑘𝑛0) < 𝑘(𝛼(𝑛0) + 1) ≤ 𝑘𝛽(𝑛0) ≤ 𝛽(𝑘𝑛0), за све 𝑘. (2.1.1)

Ако би постоjало 𝑘0 такво да важи

𝛽(𝑘0) < 𝛼(𝑘0)

тада бисмо претходним расуђувањем имали да важи

𝛽(𝑘0𝑛0) < 𝛼(𝑘0𝑛0)

што jе контрадикциjа са (2.1.1).

Поредак на скупу Φ уводимо следећом дефинициjом:

Дефинициjа 2.2.
𝛼 < 𝛽

означава да постоjи 𝑛 ∈ N такво да

𝛼(𝑛) < 𝛽(𝑛).

Ако за свако 𝑛 ∈ N важи
𝛼(𝑛) = 𝛽(𝑛)

тада кажемо да су позитивни реални броjеви 𝛼 и 𝛽 jеднаки и означавамо са

𝛼 = 𝛽.

За овако уведену релациjу поретка из дефинициjе и претходног става важи
да jе поредак транзитиван и да jе увек тачна jедна од релациjа

𝛼 < 𝛽, 𝛼 = 𝛽, 𝛽 < 𝛼.

Транзитивност релациjе поретка следи из транзитивности релациjе поретка на
природним броjевима. Нека су 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ Φ такви да jе 𝛼 < 𝛽 и 𝛽 < 𝛾, тада
по дефинициjи постоjе броjеви 𝑚 и 𝑛 такви да jе 𝛼(𝑛) < 𝛽(𝑛) и 𝛽(𝑚) < 𝛾(𝑚).
Из става 2.2 за 𝑚 важи 𝛼(𝑚) ≤ 𝛽(𝑚) < 𝛾(𝑚) одакле следи 𝛼 < 𝛾. Тиме смо
доказали да у нашоj конструкциjи важи аксиома 5.
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2.2 Увођење основних операциjа

У овом поглављу уводимо аритметику позитивних реалних броjева. Дефи-
нишемо сабирање и множење у складу са дефинициjом скупа Φ.

Геометриjски дужи сабирамо тако што их надовежемо jедну на другу. Нека
су 𝑑1 и 𝑑2 две дужи, њиховим надовезивањем добиjамо дуж 𝑑1 + 𝑑2. Ако су
𝑚1,

𝑚2

2
, 𝑚3

3
, ... и 𝑛1,

𝑛2

2
, 𝑛3

3
, ... одговараjући низови рационалних броjева као код

Еуклидског поступка мерења, тада можемо да дефинишемо низ за дуж 𝑑1 + 𝑑2
као

𝑚1 + 𝑛1,
𝑚2 + 𝑛2

2
,
𝑚3 + 𝑛3

3
, ...

што нам даjе идеjу како да дефинишемо збир два реална броjа.

Теорема 2.1. Ако су 𝛼 и 𝛽 функциjе коjе припадаjу скупу Φ тада функциjа 𝛾
дефинисана са {︃

𝛾(𝑛) = max𝑘 𝛾𝑘(𝑛),

𝛾𝑘(𝑛) =
[︁
𝑛(𝛼(𝑘)+𝛽(𝑘))

𝑘

]︁
,

(2.1)

такође припада скупу Φ.

Доказ. Доказуjемо да функциjа 𝛾 задовољава услове Φ1 и Φ2. Из услова Φ1 за
𝛼 и 𝛽 важе неjеднакости

𝛼(𝑘) < 𝑘(𝛼(1) + 1)

𝛽(𝑘) < 𝑘(𝛽(1) + 1).

Из особинe i) функциjе
[︀ ]︀

следи неjеднакост

𝛾𝑘(𝑛) =

[︂
𝑛(𝛼(𝑘) + 𝛽(𝑘))

𝑘

]︂
≤

[︂
𝑛𝑘(𝛼(1) + 𝛽(1) + 2)

𝑘

]︂
= 𝑛(𝛼(1) + 𝛽(1) + 2).

Последња неjеднакост нам показуjе да су за фиксирано 𝑛, вредности функциjе
𝛾𝑘(𝑛), 𝑘 ∈ N, су ограничене одозго, па jе дефинисано 𝛾(𝑛) = max𝑘 𝛾𝑘(𝑛). Посеб-
но, постоjи 𝑘′ такво да jе 𝛾𝑘′(𝑛) = 𝛾(𝑛).

Када заменимо 𝑘 у 𝛾𝑘 са 𝑙𝑘, где jе 𝑙 ∈ N имамо

𝛾𝑙𝑘(𝑛) =

[︂
𝑛(𝛼(𝑙𝑘) + 𝛽(𝑙𝑘))

𝑙𝑘

]︂
.

Користећи се своjством iii) става 2.1 добиjамо да за 𝑙 ∈ N важи

𝛾𝑘(𝑛) =

[︂
𝑙

𝑙
· 𝑛(𝛼(𝑘) + 𝛽(𝑘))

𝑘

]︂
=

[︂
𝑛(𝑙𝛼(𝑘) + 𝑙𝛽(𝑘))

𝑙𝑘

]︂
.

Ове неjеднакости важе за све 𝑙 према услову Φ1: 𝑙𝛼(𝑘) ≤ 𝛼(𝑙𝑘) и 𝑙𝛽(𝑘) ≤ 𝛽(𝑙𝑘).
Следи, из своjства i) става 2.1, неjеднакост

𝛾𝑘(𝑛) =

[︂
𝑛(𝑙𝛼(𝑘) + 𝑙𝛽(𝑘))

𝑙𝑘

]︂
≤

[︂
𝑛(𝛼(𝑙𝑘) + 𝛽(𝑙𝑘))

𝑙𝑘

]︂
= 𝛾𝑙𝑘(𝑛).
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Приметимо, ако jе 𝑘0 ∈ N такво да jе 𝛾𝑘0(𝑛) = 𝛾(𝑛), онда за произвољно
𝑙 ∈ N важи

𝛾𝑘0𝑙(𝑛) = 𝛾(𝑛). (2.3)

Докажимо да 𝛾 задовољава своjство Φ1. Ако у 𝛾𝑘(𝑛), 𝑛 заменимо са 𝑛𝑙 где jе
𝑙 ∈ N имамо

𝛾𝑘(𝑛𝑙) =

[︂
𝑛𝑙(𝛼(𝑘) + 𝛽(𝑘))

𝑘

]︂
одакле из своjства iv) симбола

[︀ ]︀
следи

[︂
𝛾𝑘(𝑛𝑙)

𝑙

]︂
=

⎡⎣
[︁
𝑛𝑙(𝛼(𝑘)+𝛽(𝑘))

𝑘

]︁
𝑙

⎤⎦ =

[︂
𝑛(𝛼(𝑘) + 𝛽(𝑘))

𝑘

]︂
= 𝛾𝑘(𝑛). (2.4)

Тиме jе доказано да функциjа 𝛾𝑘 задовољава своjство Φ1.
Нека су 𝑘′ ∈ N и 𝑘′′ ∈ N такви да важи 𝛾𝑘′(𝑛) = 𝛾(𝑛) и 𝛾𝑘′′(𝑛𝑙) = 𝛾(𝑛𝑙). Тада

за 𝑘 = 𝑘′𝑘′′, према (2.3), важи 𝛾𝑘(𝑛) = 𝛾(𝑛) и 𝛾𝑘(𝑛𝑙) = 𝛾(𝑛𝑙). Ове jеднакости
заjедно са (2.4) даjу

𝛾(𝑛) =

[︂
𝛾(𝑛𝑙)

𝑙

]︂
.

Тиме jе доказано да функциjа 𝛾 задовољава своjство Φ1.
Сада показуjемо да функциjа 𝛾 задовољава и своjство Φ2. Приметимо да

постоjи 𝑘 ∈ N такво да важи{︃
𝛾𝑘(𝑛) = 𝛾(𝑛)

𝑘𝛾𝑘(𝑛) < 𝑛(𝛼(𝑘) + 𝛽(𝑘)).
(2.5)

У супротном, за све 𝑘 за коjе важи 𝛾𝑘(𝑛) = 𝛾(𝑛) имали бисмо да важи 𝑘𝛾𝑘(𝑛) =
𝑛(𝛼(𝑘) + 𝛽(𝑘)) (2.6). (У складу са дефинициjом, за произвољне 𝑛 и 𝑘 важи
неjеднакост 𝑘𝛾𝑘(𝑛) ≤ 𝑛(𝛼(𝑘)+𝛽(𝑘)).) Узмимо неко 𝑘0𝑘 за коjе важи 𝛾𝑘0(𝑛) = 𝛾(𝑛)
и користећи се своjством Φ2 закључуjемо да постоjи 𝑙 такво да важи 𝑙𝛼(𝑘0) <
𝛼(𝑙𝑘0)(2.7). У складу са (2.3) важи

𝛾𝑙𝑘0(𝑛) = 𝛾(𝑛).

Одатле следи да и даље важи (2.6) ако се 𝑘0 замени са 𝑙𝑘0

𝑙𝑘0𝛾𝑙𝑘0(𝑛) = 𝑛(𝛼(𝑙𝑘0) + 𝛽(𝑙𝑘0)).

Такође важи из (2.6)
𝑙𝑘0𝛾𝑘0(𝑛) = 𝑙𝑛(𝛼(𝑘0) + 𝛽(𝑘0)).

Последње две jеднакости даjу контрадикциjу

𝑙𝑘0𝛾𝑘0(𝑛) = 𝑙𝑛(𝛼(𝑘0) + 𝛽(𝑘0)) = 𝑙𝑛𝛼(𝑘0) + 𝑙𝑛𝛽(𝑘0)

<(2.7) 𝑛𝛼(𝑙𝑘0) + 𝑙𝑛𝛽(𝑘0) ≤ 𝑛𝛼(𝑙𝑘0) + 𝑛𝛽(𝑙𝑘0).
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2 КОЛМОГОРОВЉЕВА КОНСТРУКЦИJА

jер важи 𝛾𝑘0(𝑛) = 𝛾𝑙𝑘0(𝑛) = 𝛾(𝑛), а десне стране су различите због (2.7) и услова
Φ1. Тиме смо доказали да постоjи 𝑘 такво да за коjе важи (2.5). За такво 𝑘 важи

𝑘𝛾(𝑛) < 𝑛(𝛼(𝑘) + 𝛽(𝑘)),

одакле следи
𝑘𝛾(𝑛) + 1 ≤ 𝑛(𝛼(𝑘) + 𝛽(𝑘)).

Помножимо ту неjеднакост са 𝑙 где jе 𝑙 ≥ 𝑘 и на левоj страни неjеднакости
заменимо у другом члану 𝑙 са 𝑘

𝑘𝑙𝛾(𝑛) + 𝑘 ≤ 𝑘𝑙𝛾(𝑛) + 𝑙.

Из те неjеднакости следи

𝑘(𝑙𝛾(𝑛) + 1) ≤ 𝑙𝑛(𝛼(𝑘) + 𝛽(𝑘).

или

𝑙𝛾(𝑛) + 1 ≤
[︂
𝑙𝑛(𝛼(𝑘) + 𝛽(𝑘))

𝑘

]︂
= 𝛾𝑘(𝑛𝑙).

Из дефинициjе (2.1) функциjе 𝛾 важи:

𝑙𝛾(𝑛) + 1 ≤ 𝛾𝑘(𝑙𝑛) ≤ max
𝑘
𝛾𝑘(𝑙𝑛) = 𝛾(𝑙𝑛).

Последњом неjеднакошћу смо доказали да постоjи 𝑙 ∈ N за коjе важи

𝑙𝛾(𝑛) < 𝛾(𝑙𝑛),

одакле следи да функциjа 𝛾(𝑛) задовољава и своjство Φ2. Како функциjа 𝛾(𝑛)
испуњава оба услова она припада скупу Φ.

Дефинициjа 2.3. Збир два позитивна реална броjа 𝛼 и 𝛽 дефинишемо као

𝛾(𝑛) = max
𝑘

[︂
𝑛(𝛼(𝑘) + 𝛽(𝑘))

𝑘

]︂
где jе 𝑛 ∈ N произвољно и означавамо са

𝛼 + 𝛽 = 𝛾.

Даjемо пример на сабирању броjева 2 и 3 односно 𝛼(𝑛) = 𝑛 · 2− 1 и 𝛽(𝑛) =
𝑛 · 3− 1:

max
𝑘

[︂
𝑛(𝛼(𝑘) + 𝛽(𝑘))

𝑘

]︂
= max

𝑘

[︂
𝑛(𝑘 · 2− 1 + 𝑘 · 3− 1)

𝑘

]︂
=

max
𝑘

[︂
𝑛(𝑘 · 5− 2)

𝑘

]︂
= 𝑛 · 5− 1.

Оправдање за последњи корак се може пронаћи на 24. страни.
Желимо да уведемо множење са сличном идеjом као код сабирања. Нека су

𝑑1 и 𝑑2 две дужи и 𝑚1,
𝑚2

2
, 𝑚3

3
, ... и 𝑛1,

𝑛2

2
, 𝑛3

3
, ... одговараjући низови рационал-

них броjева као код Еуклидског поступка мерења. Производу две дужи 𝑑1 · 𝑑2
одговара следећи низ

𝑚1𝑛1,
𝑚2𝑛2

22
,
𝑚3𝑛3

32
, ...

што нам даjе идеjу како да дефинишемо производ два реална броjа.
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2 КОЛМОГОРОВЉЕВА КОНСТРУКЦИJА

Теорема 2.2. Ако су 𝛼 и 𝛽 две функциjе из скупа Φ тада и функциjа 𝛾 дефи-
нисана са

𝛾(𝑛) = max
𝑘

[︂
𝑛𝛼(𝑘)𝛽(𝑘)

𝑘2

]︂
(3.1)

такође припада скупу Φ.

Доказ. Уводимо ознаку

𝛾𝑘(𝑛) =

[︂
𝑛𝛼(𝑘)𝛽(𝑘)

𝑘2

]︂
. (3.2)

Из своjства Φ1 и своjстава става 2.1 важи:

𝛾𝑘(𝑛) ≤ 𝑛(𝛼(1) + 1)(𝛽(1) + 1).

Тиме смо доказали да за произвољно 𝑛 постоjи 𝛾(𝑛), и да можемо пронаћи 𝑘 за
коjе важи

𝛾𝑘(𝑛) = 𝛾(𝑛). (3.3)

Из (3.2) заменом 𝑘 са 𝑙𝑘, где jе 𝑙 ∈ N имамо:

𝛾𝑙𝑘(𝑛) =

[︂
𝑛𝛼(𝑘𝑙)𝛽(𝑘𝑙)

(𝑘𝑙)2

]︂
.

Из своjства става 2.1 важи:

𝛾𝑘(𝑛) =

[︂
𝑛(𝑙𝛼(𝑘)𝑙𝛽(𝑘))

(𝑘𝑙)2

]︂
.

Упоређуjући последња два израза и користећи своjство Φ1 и своjство iv) става
2.1, дoбиjамо да важи неjеднакост 𝛾𝑘(𝑛) ≤ 𝛾𝑙𝑘(𝑛). Одатле закључуjемо да ако jе
𝑘0 такво да 𝛾𝑘0(𝑛) = 𝛾(𝑛), тада за поизвољно 𝑙 такође важи

𝛾𝑙𝑘0(𝑛) = 𝛾(𝑛). (3.4)

Заменом у (3.2) 𝑛 са 𝑙𝑛 имамо

𝛾𝑘0(𝑙𝑛) =

[︂
𝑛𝑙𝛼(𝑘0)𝛽(𝑘0)

𝑘20

]︂
Из своjства iv) става 2.1 важи

𝛾𝑘0(𝑛) =

[︂
𝛾𝑘0(𝑙𝑛)

𝑙

]︂
. (3.5)

Нека су 𝑘′ и 𝑘′′ из N такви да важи

𝛾𝑘′(𝑛) = 𝛾(𝑛)

𝛾𝑘′′(𝑙𝑛) = 𝛾(𝑙𝑛),

12
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закључуjемо да за 𝑘 = 𝑘′𝑘′′ из (3.4) важи:

𝛾𝑘(𝑛) = 𝛾(𝑛),

𝛾𝑘(𝑙𝑛) = 𝛾(𝑙𝑛).

Из тих jеднакости и (3.5) важи

𝛾(𝑛) =

[︂
𝛾(𝑙𝑛)

𝑙

]︂
.

Тиме смо доказали да функциjа дефинсана са (3.1) задовољава своjство Φ1.
Сада доказуjемо да функциjа задовољава и своjство Φ2. Прво доказуjемо да
потоjи 𝑘 такво да истовремено важе следеће релациjе, за све 𝑛,{︃

𝛾𝑘(𝑛) = 𝛾(𝑛),

𝑘2𝛾𝑘(𝑛) < 𝑛𝛼(𝑘)𝛽(𝑘).
(3.6)

Да бисмо ово доказали претпоставимо супротно. Нека за произвољно 𝑘 важи

𝛾𝑘(𝑛) = 𝛾(𝑛)

и уместо неjеднакости нека важи jеднакост

𝑘2𝛾𝑘(𝑛) = 𝑛𝛼(𝑘)𝛽(𝑘). (3.7)

Узмемо jедно од 𝑘0 за коjе важи 𝛾𝑘0(𝑛) = 𝛾(𝑛) и користимо се своjством Φ2,
пронађемо 𝑙 ∈ N за коjе важи

𝑙𝛼(𝑘0) < 𝛼(𝑙𝑘0). (3.8)

Из (3.4) важи 𝛾𝑙𝑘0(𝑛) = 𝛾(𝑛). Тада jедначина (3.7) важи и када се 𝑘 у њоj замени
са 𝑙𝑘0,

(𝑙𝑘0)
2𝛾𝑙𝑘0(𝑛) = 𝑛𝛼(𝑙𝑘0)𝛽(𝑙𝑘0).

Такође важи када се (3.7) помножи са 𝑙2:

(𝑙𝑘0)
2𝛾𝑘0(𝑛) = 𝑛𝑙𝛼(𝑘0)𝑙𝛽(𝑘0).

Из тога што важи 𝛾𝑘0(𝑛) = 𝛾𝑙𝑘0(𝑛) = 𝛾(𝑛), своjства Φ1 и (3.8) закључуjемо да
имамо контрадикциjу из последњих двеjу неjеднакости. Дакле постоjи 𝑘 такво
да важи (3.6).
За такво 𝑘 важи

𝑘2𝛾(𝑛) < 𝑛𝛼(𝑘)𝛽(𝑘),

одакле следи
𝑘2𝛾(𝑛) + 1 ≤ 𝑛𝛼(𝑘)𝛽(𝑘).

Помножимо обе стране последње неjеначине са 𝑙 ≥ 𝑘2 и на левоj страни заме-
нимо 𝑙 са 𝑘2 у другом члану

𝑙𝑘2𝛾(𝑛) + 𝑘2 ≤ 𝑙𝑘2𝛾(𝑛) + 𝑙 ≤ 𝑛𝑙𝛼(𝑘)𝛽(𝑘)
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и добиjамо
𝑘2(𝑙𝛾(𝑛) + 1) ≤ 𝑙𝑛𝛼(𝑘)𝛽(𝑘),

одакле следи

𝑙𝛾(𝑛) + 1 ≤
[︂
𝑙𝑛𝛼(𝑘)𝛽(𝑘)

𝑘2

]︂
= 𝛾𝑘(𝑙𝑛) ≤ 𝛾(𝑙𝑛).

Тиме jе пронађено 𝑙 ∈ N такво да важи

𝑙𝛾(𝑛) < 𝛾(𝑙𝑛),

одакле следи да функциjа 𝛾 задовољава и своjство Φ2. Доказали смо да функ-
циjа 𝛾 припада скупу Φ.

Сада можемо да уведемо производ два реална броjа.

Дефинициjа 2.4. Производ два позитивна реална броjа 𝛼 и 𝛽 дефинишемо
као

𝛾(𝑛) = max
𝑘

[︂
𝑛𝛼(𝑘)𝛽(𝑘)

𝑘2

]︂
где jе 𝑘, 𝑛 ∈ N произвољно и означaвамо са

𝛼 · 𝛽 = 𝛾.

Даjемо пример на производу броjева 2 и 3 односно 𝛼(𝑛) = 𝑛 · 2− 1 и 𝛽(𝑛) =
𝑛 · 3− 1:

max
𝑘

[︂
𝑛(𝛼(𝑘)𝛽(𝑘))

𝑘2

]︂
= max

𝑘

[︂
𝑛(𝑘 · 2− 1) · (𝑘 · 3− 1)

𝑘2

]︂
=

max
𝑘

[︂
𝑛(𝑘2 · 6− 𝑘 · 2− 𝑘 · 3 + 1)

𝑘2

]︂
= 𝑛 · 6− 1.

Оправдање за последњи корак се налази на 23. страни последица 1.
У наставку доказуjемо своjства овако уведених операциjа сабирања и мно-

жења и њихове међусобне односе.

Теорема 2.3. Операциjа сабирања уведена дефиниjом (2.3) jе комутативна и
асоциjативна.

Доказ. Комутативност следи директно из дефинициjе jер комутативност важи
за природне броjеве:

𝛼 + 𝛽 = max
𝑘

[︂
𝑛(𝛼(𝑘) + 𝛽(𝑘))

𝑘

]︂
= max

𝑘

[︂
𝑛(𝛽(𝑘) + 𝛼(𝑘))

𝑘

]︂
= 𝛽 + 𝛼.

Нека су 𝛼, 𝛽, 𝛾 произвољни реални броjеви. Уводимо ознаке:{︃
𝛼 + 𝛽 = 𝛿,

𝛿 + 𝛾 = 𝜖
(4.1)

14
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и дефинишемо функциjе:{︃
𝜂(𝑛) = max𝑘 𝜂𝑘(𝑛)

𝜂𝑘(𝑛) =
[︁
𝑛(𝛼(𝑘)+𝛽(𝑘)+𝛾(𝑘))

𝑘

]︁
.

(4.2)

Овде треба приметити да смо функциjу 𝜂 дефинисали исто као и при дефини-
сању операциjе сабирања, па сва доказана своjства такође важе и за функциjу
𝜂. Дакле постоjи 𝑘 такво да важи 𝜂𝑘(𝑛) = 𝜂(𝑛).

У складу са (4.1) дефинициjом сабирања имамо:{︃
𝜖(𝑛) = max𝑘 𝜖𝑘(𝑛)

𝜖𝑘(𝑛) =
[︁
𝑛(𝛿(𝑘)+𝛾(𝑘))

𝑘

]︁
.

(4.3)

и {︃
𝛿(𝑘) = max𝑘′ 𝛿𝑘′(𝑘)

𝛿𝑘′(𝑘) =
[︁
𝑘(𝛼(𝑘′)+𝛽(𝑘′))

𝑘′

]︁
.

(4.4)

Из (4.3) за произвољно 𝑘 следи:

𝑘𝜖𝑘(𝑛) ≤ 𝑛(𝛿(𝑘) + 𝛾(𝑘)). (4.5)

Такође из (4.4) за произвољно 𝑘′ следи

𝑘′𝛿𝑘′(𝑘) ≤ 𝑘(𝛼(𝑘′) + 𝛽(𝑘′)).

Узмимо такво 𝑘′ за коjе важи

𝛿𝑘′(𝑘) = 𝛿(𝑘),

одакле закључуjемо да важи:

𝑘′𝛿(𝑘) ≤ 𝑘(𝛼(𝑘′) + 𝛽(𝑘′)). (4.6)

Помножимо обе стране у (4.5) са 𝑘′ и искористимо неjеднакост (4.6) одакле
добиjамо

𝑘𝑘′𝜖𝑘(𝑛) ≤ 𝑛(𝑘𝛼(𝑘′) + 𝑘𝛽(𝑘′) + 𝑘′𝛾(𝑘))

даље следи
𝑘𝑘′𝜖𝑘(𝑛) ≤ 𝑛(𝛼(𝑘𝑘′) + 𝛽(𝑘𝑘′) + 𝛾(𝑘𝑘′)).

Када заменимо 𝑘𝑘′ у (4.2), следи:

𝜖𝑘(𝑛) ≤
[︂
𝑛(𝛼(𝑘𝑘′) + 𝛽(𝑘𝑘′) + 𝛾(𝑘𝑘′))

𝑘𝑘′

]︂
= 𝜂𝑘𝑘′(𝑛) ≤ 𝜂(𝑛),

одакле за произвољно 𝑘 важи

𝜖(𝑛) ≤ 𝜂(𝑛). (4.7)
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Доказуjемо обратну неjеднакост. Из формуле (4.4), за 𝑘 = 𝑘′ имамо 𝛿𝑘(𝑘) =
𝛼(𝑘) + 𝛽(𝑘), одакле следи

𝛼(𝑘) + 𝛽(𝑘) ≤ 𝛿(𝑘). (4.8)

Узимаjући у обзир (4.2) и (4.3) и своjство Φ1, из (4.8) добиjамо

𝜂𝑘(𝑛) ≤ 𝜖𝑘(𝑛)

или
𝜂(𝑛) ≤ 𝜖(𝑛).

Из последње неjеднакости и (4.7) следи

𝜂(𝑛) = 𝜖(𝑛),

из те неjеднакости асоциjативност jе очигледна.

Теорема 2.4. Операциjа множења уведена дефинициjом (2.4) jе комутативна
и асоциjативна.

Доказ. Комутативност следи из комутативности природних броjева.

𝛼 · 𝛽 = max
𝑘

[︂
𝑛𝛼(𝑘)𝛽(𝑘)

𝑘2

]︂
= max

𝑘

[︂
𝑛𝛽(𝑘)𝛼(𝑘)

𝑘2

]︂
= 𝛽 · 𝛼

Доказуjемо асоциjативност. Нека су 𝛼, 𝛽, 𝛾 три произвољна елемента скупа Φ.
Уводимо ознаке: {︃

𝛼𝛽 = 𝛿,

𝛿𝛾 = 𝜖
(5.1)

и дефинишемо функциjу {︃
𝜂(𝑛) = max𝑘 𝜂𝑘(𝑛),

𝜂𝑘(𝑛) =
[︁
𝑛𝛼(𝑘)𝛽(𝑘)𝛾(𝑘)

𝑘3

]︁
.

(5.2)

Постоjи 𝑘 такво да важи 𝜂𝑘(𝑛) = 𝜂(𝑛). Из (5.1) такoђе имамо{︃
𝜖(𝑛) = max𝑘 𝜖𝑘(𝑛),

𝜖𝑘(𝑛) =
[︁
𝑛𝛿(𝑘)𝛾(𝑘)

𝑘2

]︁ (5.3)

и {︃
𝛿(𝑛) = max𝑘 𝛿𝑘(𝑛),

𝛿𝑘′(𝑘) =
[︁
𝑘𝛼(𝑘′)𝛽(𝑘′)

𝑘′2

]︁
.

(5.4)

Из (5.3) за проивољно 𝑘 важи:

𝑘2𝜖𝑘(𝑛) ≤ 𝑘𝛿(𝑘)𝛾(𝑘), (5.5)
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и из (5.4) за произвољно 𝑘′ важи:

𝑘′
2
𝛿𝑘′(𝑘) ≤ 𝑛𝛼(𝑘′)𝛽(𝑘′).

Узмимо такво 𝑘′ за коjе важи 𝛿𝑘′(𝑘) = 𝛿(𝑘) одакле закључуjемо

𝑘′
2
𝛿(𝑘) ≤ 𝑘𝛼(𝑘′)𝛽(𝑘′). (5.6)

Формуле (5.5) и (5.6) заjедно нам даjу:

𝑘3𝑘′
3
𝜖𝑘(𝑛) ≤(5.5) 𝑘𝑘

′3𝑛𝛿(𝑘)𝛾(𝑘) ≤(5.6) 𝑘𝑘
′𝑛𝑘𝛼(𝑘′)𝛽(𝑘′)𝛾(𝑘) ≤ 𝑛𝛼(𝑘𝑘′)𝛽(𝑘𝑘′)𝛾(𝑘𝑘′)

одакле следи користећи се своjством Φ1 неjеднакост

(𝑘𝑘′)3𝜖𝑘(𝑛) ≤ 𝑛𝛼(𝑘𝑘′)𝛽(𝑘𝑘′)𝛾(𝑘𝑘′).

Последња неjеднакост нам са (5.2) даjе:

𝜖𝑘(𝑛) ≤
[︂
𝑛𝛼(𝑘𝑘′)𝛽(𝑘𝑘′)𝛾(𝑘𝑘′)

(𝑘𝑘′)3

]︂
= 𝜂𝑘𝑘′(𝑛) ≤ 𝜂(𝑛),

или општиjе из произвољности 𝑘

𝜖(𝑛) ≤ 𝜂(𝑘). (5.7)

Доказуjемо обратну неjеднакост. Приметимо да (5.4) за 𝑘 = 𝑘′2 даjе:

𝛿𝑘′(𝑘
′2) = 𝛼(𝑘′)𝛽(𝑘′)

одакле због произвољности 𝑘′ можемо закључити

𝛼(𝑘)𝛽(𝑘) ≤ 𝛿(𝑘2) (5.8)

за произвољно 𝑘. Из (5.2) убацуjући последњу неjеднакост закључуjемо:

𝜂𝑘(𝑛) ≤
[︂
𝑛𝛿(𝑘2)𝛾(𝑘)

𝑘3

]︂
≤

[︂
𝑛𝛿(𝑘2)𝛾(𝑘2)

𝑘4

]︂
.

Из последње неjеднакости и (5.3) следи неjеднакост

𝜂𝑘(𝑛) ≤ 𝜖𝑘2(𝑛) ≤ 𝜖(𝑛)

или због произљности 𝑘:

𝜂(𝑛) ≤ 𝜖(𝑛). (5.9)

Неjеднакости (5.7) и (5.9) даjу jеднакост

𝜖(𝑛) = 𝜂(𝑛),

из коjе следи асоциjативност операциjе множења.
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Теорема 2.5. Ако су 𝛼, 𝛽, 𝛾 произвољни реални броjеви из скупа Φ тада важи
следећа jеднакост

(𝛼 + 𝛽)𝛾 = 𝛼𝛾 + 𝛽𝛾.

Доказ. Нека су 𝛼, 𝛽, 𝛾 произвољни реални броjеви из скупа Φ. Уводимо ознаке:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼𝛾 = 𝛿,

𝛽𝛾 = 𝜖,

𝛿 + 𝜖 = 𝜂,

𝛼 + 𝛽 = 𝜆,

𝜆𝛾 = 𝜈.

(6.1)

Доказуjемо да jе 𝜈 = 𝜂, из те неjеднакости следи да важи дистрибутивни закон.
Уводимо помоћну функциjу:{︃

𝜇(𝑛) = max𝑘 𝜇𝑘(𝑛)

𝜇𝑘(𝑛) =
[︁
𝑛(𝛼(𝑘)+𝛽(𝑘))𝛾(𝑘)

𝑘2

]︁
.

(6.2)

По дефинициjи множења и сабирања имамо и следеће формуле:{︃
𝜂(𝑛) = max𝑘 𝜂𝑘(𝑛),

𝜂𝑘(𝑛) =
[︁
𝑛(𝛿(𝑘)+𝜖(𝑘))

𝑘

]︁ (6.3)

{︃
𝛿(𝑘) = max𝑘′ 𝛿𝑘′(𝑘),

𝛿𝑘′(𝑘) =
[︁
𝑘𝛼(𝑘′)𝛾(𝑘′)

𝑘′2

]︁ (6.4)

{︃
𝜖(𝑘) = max𝑘′ 𝜖𝑘′(𝑘),

𝜖𝑘′(𝑘) =
[︁
𝑘𝛽(𝑘′)𝛾(𝑘′)

𝑘′2

]︁
.

(6.5)

Фиксирамо 𝑘 и пронађемо 𝑘′′, 𝑘′′′ такве да важе jеднакости

𝛿𝑘′′(𝑘) = 𝛿(𝑘)

𝜖𝑘′′′(𝑘) = 𝜖(𝑘).

За 𝑘′ = 𝑘′′𝑘′′′ важи 𝛿𝑘′(𝑘) = 𝛿(𝑘) и 𝜖𝑘′(𝑘) = 𝜖(𝑘).
Из (6.4) и (6.5) за такво 𝑘′ важе неjеднакости:

𝑘′
2
𝛿(𝑘) ≤ 𝑘𝛼(𝑘′)𝛾(𝑘′),

𝑘′
2
𝜖(𝑘) ≤ 𝑘𝛽(𝑘′)𝛾(𝑘′).

Сабирањем тих неjеднакости добиjамо:

𝑘′
2
(𝛿(𝑘) + 𝜖(𝑘)) ≤ 𝑘(𝛼(𝑘′) + 𝛽(𝑘′))𝛾(𝑘′). (6.6)

Узимаjући у обзир (6.3), (6.6) и (6.2) добиjамо неjеднакости:

𝜂𝑘(𝑛) =

[︂
𝑛𝑘′2(𝛿(𝑘) + 𝜖(𝑘))

𝑘′2𝑘

]︂
≤

[︂
𝑛(𝛼(𝑘′) + 𝛽(𝑘′))𝛾(𝑘′)

𝑘′2

]︂
= 𝜇𝑘′(𝑛) ≤ 𝜇(𝑛),
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одакле због произвољлности 𝑘 следи 𝜂(𝑛) ≤ 𝜇(𝑛) (6.7).
Доказуjемо обратну неjеднакост. Као у (5.8) имамо

𝛼(𝑘)𝛾(𝑘) ≤ 𝛿(𝑘2)

и
𝛽(𝑘)𝛾(𝑘) ≤ 𝜖(𝑘2),

одакле из (6.2) и (6.3) имамо:

𝜇𝑘(𝑛) ≤
[︂
𝑛(𝛿(𝑘2) + 𝜖(𝑘2))

𝑘2

]︂
= 𝜂𝑘2(𝑛) ≤ 𝜂(𝑛).

Како jе 𝑘 произвољно важи 𝜇(𝑛) ≤ 𝜂(𝑛). Последња неjеднакост и (6.7) даjу
𝜂(𝑛) = 𝜇(𝑛). (6.8) Из дефинициjе (6.1) за 𝜈 и 𝜆 имамо формуле:{︃

𝜈(𝑛) = max𝑘 𝜈𝑘(𝑛),

𝜈𝑘(𝑛) =
[︁
𝑛𝜆(𝑘)𝛾(𝑘)

𝑘2

]︁ (6.9)

и {︃
𝜆(𝑘) = max𝑘′ 𝜆𝑘′(𝑘),

𝜆𝑘′(𝑘) =
[︁
𝑘(𝛼(𝑘′)+𝛽(𝑘′))

𝑘′

]︁
.

(6.10)

Пронађемо такво 𝑘′ такво да

𝜆𝑘′(𝑘) = 𝜆(𝑘).

За такво 𝑘′ из (6.10) имамо неjеднакост:

𝑘′𝜆(𝑘) ≤ 𝑘(𝛼(𝑘′) + 𝛽(𝑘′)).

Из последње неjеднакости и из (6.9) и (6.2) добиjамо да важе следеће неjедна-
кости:

𝜈𝑘(𝑛) =

[︂
𝑛𝑘′2𝜆(𝑘)𝛾(𝑘)

𝑘′2𝑘2

]︂
≤

[︂
𝑛𝑘′𝑘(𝛼(𝑘′) + 𝛽(𝑘′))𝛾(𝑘)

𝑘′2𝑘2

]︂
≤[︂

𝑛(𝛼(𝑘𝑘′) + 𝛽(𝑘𝑘′) + 𝛾(𝑘𝑘′))

(𝑘𝑘′)2

]︂
= 𝜇𝑘𝑘′(𝑛) ≤ 𝜇(𝑛).

Одакле из произвољности 𝑘 следи 𝜈(𝑛) ≤ 𝜇(𝑛) (6.11). Доказуjемо обратну не-
jеднакост. Из (4.8) за произвољно 𝑘 важи неjеднакост 𝛼(𝑘) + 𝛽(𝑘) ≤ 𝜆(𝑘). Из
(6.2) и (6.9) изводимо неjеднакост 𝜇𝑘(𝑛) ≤ 𝜈𝑘(𝑛) одакле добиjамо 𝜇(𝑛) ≤ 𝜈(𝑛).
Последња неjеднакост заjедно са (6.9) даjе

𝜇(𝑛) = 𝜈(𝑛)

одакле са jеднакошћу (6.8) закључуjемо да за произвољно 𝑛 важи

𝜂(𝑛) = 𝜈(𝑛)

тj.
𝜂 = 𝜈.
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Како смо дефинисали и доказали своjства аритметичких операциjа прела-
зимо на везе између операциjа и релациjе поретка на скупу Φ.

Теорема 2.6. Операциjа сабирања jе монотона. Нека су 𝛼, 𝛽 и 𝛾 произвољни
елементи скупа Φ и 𝛼 < 𝛽, тада важи

𝛼 + 𝛾 < 𝛽 + 𝛾.

Доказ. Уводимо ознаке:

𝛼 + 𝛾 = 𝛿,

𝛽 + 𝛾 = 𝜖.

По дефинициjи изрази за 𝛿 и 𝜖 су:{︃
𝛿(𝑛) = max𝑘 𝛿𝑘(𝑛),

𝛿𝑘(𝑛) =
[︁
𝑛(𝛼(𝑘)+𝛾(𝑘))

𝑘

]︁
,

{︃
𝜖(𝑛) = max𝑘 𝜖𝑘(𝑛),

𝜖𝑘(𝑛) =
[︁
𝑛(𝛽(𝑘)+𝛾(𝑘))

𝑘

]︁
.

(7.1)

Приметимо да постоjи 𝑘 такво да важи 𝛼(𝑘) + 1 < 𝛽(𝑘) (7.2). Заиста, из услова
теореме (и деф. 2.2) следи да постоjи природно 𝑘′ за коjе важи 𝛼(𝑘′) < 𝛽(𝑘′)
тj. 𝛼(𝑘′) + 1 ≤ 𝛽(𝑘′), по своjству Φ2 можемо пронаћи 𝑘

′′, за коjе важи 𝑘′′𝛽(𝑘′) <
𝛽(𝑘′𝑘′′), тада

𝛼(𝑘′𝑘′′) + 1 ≤ 𝑘′′(𝛼(𝑘′) + 1) ≤ 𝑘′′𝛽(𝑘′) < 𝛽(𝑘′𝑘′′).

Нека jе 𝑘 такво да важи неjеднакост (7.2) и 𝑛 такво да 𝑛 > 𝑘. За такво 𝑛 и 𝑘
важи:

𝑘 < 𝑛(𝛽(𝑘)− (𝛼(𝑘) + 1))

тиме и за произвољно природно 𝑙 имамо

𝑘𝑙 < 𝑛(𝛽(𝑘𝑙)− 𝛼(𝑘𝑙)),

одакле следи

𝑘𝑙 + 𝑛(𝛼(𝑘𝑙) + 𝛾(𝑘𝑙)) < 𝑛(𝛽(𝑘𝑙) + 𝛾(𝑘𝑙)). (7.3)

За произвољно дато фиксирано 𝑛 пронађемо такво 𝑙 за коjе важи

𝛿𝑙(𝑛) = 𝛿(𝑛).

Тада за произвољно 𝑘 такође важи jеднакост

𝛿𝑘𝑙(𝑛) = 𝛿(𝑛).

Заменимо у (7.1), 𝑘 са 𝑘𝑙 добиjамо:

𝑘𝑙𝛿(𝑛) ≤ 𝑛(𝛼(𝑘𝑙) + 𝛾(𝑘𝑙)).
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Последња неjеднакост заjедно са (7.3) даjе:

𝑘𝑙(𝛿(𝑛) + 1) < 𝑛(𝛽(𝑘𝑙) + 𝛾(𝑘𝑙))

или

𝛿(𝑛) + 1 ≤
[︂
𝑛(𝛽(𝑘𝑙) + 𝛾(𝑘𝑙))

𝑘𝑙

]︂
= 𝜖𝑘𝑙(𝑛) ≤ 𝜖(𝑛),

тj. пронашли смо такво 𝑛 да важи

𝛿(𝑛) < 𝜖(𝑛).

Дакле, 𝛿 < 𝜖, тj. 𝛼 + 𝛾 < 𝛽 + 𝛾.

Теорема 2.7. Операциjа множења jе монотона. Нека су 𝛼, 𝛽 и 𝛾 произвољни
елементи скупа Φ и 𝛼 < 𝛽, тада

𝛼𝛾 < 𝛽𝛾.

Доказ. Уводимо ознаке:

𝛼𝛾 = 𝛿,

𝛽𝛾 = 𝜖.

По дефинициjи изрази за 𝛿 и 𝜖 су:{︃
𝛿(𝑛) = max𝑘 𝛿𝑘(𝑛),

𝛿𝑘(𝑛) =
[︁
𝑛(𝛼(𝑘)𝛾(𝑘))

𝑘2

]︁
,

{︃
𝜖(𝑛) = max𝑘 𝜖𝑘(𝑛),

𝜖𝑘(𝑛) =
[︁
𝑛(𝛽(𝑘)𝛾(𝑘))

𝑘2

]︁
.

(7.4)

Приметимо да ако jе 𝑘′ такво да важи неjеднакост (7.2) и 𝛾(𝑘′′) > 0, тада и за
𝑘 = 𝑘′𝑘′′ важе неjеднакости: {︃

𝛼(𝑘) + 1 < 𝛽(𝑘)

𝛾(𝑘) > 0
(7.5)

Заиста из
𝛼(𝑘′𝑘′′) + 1 ≤ 𝑘′′(𝛼(𝑘′) + 1) < 𝑘′′𝛽(𝑘′) ≤ 𝛽(𝑘′𝑘′′)

и
𝛾(𝑘′𝑘′′) ≥ 𝑘′𝛾(𝑘′′) > 0.

Узмимо 𝑘 коjе задовољава неjеднакости (7.5) и важи 𝑛 > 𝑘′. За такве 𝑛 и 𝑘
имамо:

𝑘2 < 𝑛(𝛽(𝑘)− (𝛼(𝑘) + 1)) ≤ 𝑛(𝛽(𝑘)− (𝛼(𝑘) + 1))𝛾(𝑘).

Штавише за произвољно природно 𝑙 важи

(𝑘𝑙)2 < 𝑛(𝛽(𝑘𝑙)− 𝛼(𝑘𝑙))𝛾(𝑘𝑙)

или

(𝑘𝑙)2 + 𝑛𝛼(𝑘𝑙)𝛾(𝑘𝑙) < 𝑛𝛽(𝑘𝑙)𝛾(𝑘𝑙). (7.6)
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За произвољно фиксирано 𝑛 пронађемо такво 𝑙 да jе

𝛿𝑙(𝑛) = 𝛿(𝑛).

Tада за произвољно 𝑘, такође важи да важи jеднакост

𝛿𝑘𝑙(𝑛) = 𝛿(𝑛).

Заменимо у (7.4) 𝑘 са 𝑘𝑙, и закључуjемо:

(𝑘𝑙)2𝛿(𝑛) ≤ 𝑛𝛼(𝑘𝑙)𝛾(𝑘𝑙).

Последња неjеднакост са (7.6) даjе:

(𝑘𝑙)2(𝛿(𝑛) + 1) ≤ 𝑛𝛽(𝑘𝑙)𝛾(𝑘𝑙)

или

𝛿(𝑛) + 1 ≤
[︂
𝑛𝛽(𝑘𝑙)𝛾(𝑘𝑙)

(𝑘𝑙)2

]︂
= 𝜖𝑘𝑙(𝑛) ≤ 𝜖(𝑛).

Tиме смо доказали да постоjи такво 𝑛 за коjе важи 𝛿(𝑛) < 𝜖(𝑛) тj.

𝛿 < 𝜖⇔ 𝛼𝛾 < 𝛽𝛾.

Реалне броjеве смо до сада посматрали као функциjе коjе сликаjу природне
броjеве у природне броjеве. Видели смо на почетку рада како можемо предста-
вити природне броjеве у ширем систему коjи конструишемо. Сада хоћемо да
докажемо да се наша нова репрезентациjа природних броjева стварно понаша
као скуп N са свим операциjама и релациjама дефинисаним на њему. Општиjе,
при конструкциjи проширења система интересуjе нас како у проширеном систе-
му видимо систем из кога смо га смо га конструисали.

Уводимо jедну добро одабрану функциjу и доказуjемо да припада скупу Φ.

Став 2.3. Функциjа 𝑃 (𝑛) = 𝑝𝑛− 1, где jе 𝑝 ∈ N припада скупу Φ.

Доказ. Директно видимо да за произвољне 𝑘 и 𝑛 важи

𝑘(𝑛𝑝− 1) ≤ 𝑘𝑛𝑝− 1 < 𝑘𝑛𝑝,

одакле следи [︂
𝑃 (𝑘𝑛)

𝑘

]︂
=

[︂
𝑘𝑛𝑝− 1

𝑘

]︂
= 𝑛𝑝− 1 = 𝑃 (𝑛).

Тиме jе испуњен услов Φ1. Услов Φ2 следи из очигледне неjеднакости коjа важи
за 𝑘 ≥ 2:

𝑘(𝑛𝑝− 1) < 𝑘𝑛𝑝− 1⇔ 𝑘𝑃 (𝑛) < 𝑃 (𝑘𝑛).

Такође доказуjемо и помоћни став да jе приликом дефинициjе множења два
броjа небитно по коjим 𝑘 узимамо максимум.
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Став 2.4. Ако фунцкиjе 𝛼(𝑛) и 𝛽(𝑛) припадаjу скупу Φ, тада важи

max
𝑘

[︂
𝑛𝛼(𝑘)𝛽(𝑘)

𝑘2

]︂
= max

𝑘,𝑘′

[︂
𝛼(𝑛𝑘′)𝛽(𝑘)

𝑘′𝑘

]︂
. (8.1)

Доказ. Из своjстава става 2.1 директно следи[︂
𝑛𝛼(𝑘)𝛽(𝑘)

𝑘2

]︂
≤

[︂
𝛼(𝑛𝑘)𝛽(𝑘)

𝑘2

]︂
=

[︂
𝑛2𝛼(𝑛𝑘)𝛽(𝑘)

𝑛2𝑘2

]︂
≤

[︂
𝑛𝛼(𝑛𝑘)𝛽(𝑛𝑘)

(𝑛𝑘)2

]︂
,

одакле закључуjемо:

max
𝑘

[︂
𝑛𝛼(𝑘)𝛽(𝑘)

𝑘2

]︂
= max

𝑘

[︂
𝛼(𝑛𝑘)𝛽(𝑘)

𝑘2

]︂
≤

max
𝑘,𝑘′

[︂
𝛼(𝑛𝑘)𝛽(𝑘′)

𝑘𝑘′

]︂
≤ max

𝑘,𝑘′

[︂
𝛼(𝑛𝑘𝑘′)𝛽(𝑘𝑘′)

(𝑘𝑘′)2

]︂
што нам доказуjе (8.1).

Теорема 2.8. За произвољно 𝛼 ∈ Φ важи 𝛼 · 1 = 𝛼, где jе

1(𝑛) = 𝑛− 1.

Доказ. Уведимо ознаку 𝛼 · 1 = 𝛾. По дефинициjи производа и (8.1) важи:{︃
𝛾(𝑛) = max𝑘,𝑘′ 𝛾

𝑘′

𝑘 (𝑛)

𝛾𝑘
′

𝑘 (𝑛) =
[︁
𝛼(𝑛𝑘)(𝑘′−1)

𝑘𝑘′

]︁
.

(8.2)

Следи, по своjству Φ1 да важи 𝛼(𝑛𝑘) < 𝑘(𝛼(𝑛) + 1) па добиjамо

𝛾𝑘
′

𝑘 (𝑛) < 𝛼(𝑛) + 1,

или 𝛾𝑘
′

𝑘 (𝑛) ≤ 𝛼(𝑛). Како су 𝑘 и 𝑘′ произвољни следи

𝛾(𝑛) ≤ 𝛼(𝑛). (8.3)

Обратно, узмемо природно 𝑘 такво да важи

𝑘𝛼(𝑛) ≤ 𝛼(𝑘𝑛)− 1

и
𝑘′ > 𝛼(𝑛𝑘).

Тада

𝛾𝑘
′

𝑘 (𝑛) =

[︂
𝛼(𝑛𝑘)(𝑘′ − 1)

𝑘𝑘′

]︂
=

[︂
𝑘′𝛼(𝑛𝑘)− 𝛼(𝑛𝑘)

𝑘𝑘′

]︂
≥[︂

𝑘′𝛼(𝑛𝑘)− 𝑘′

𝑘𝑘′

]︂
≥

[︂
𝑘𝛼(𝑛)

𝑘

]︂
= 𝛼(𝑛),

одакле следи 𝛾(𝑛) ≥ 𝛼(𝑛). Последња неjеднакост заjедно са (8.3) показуjе 𝛾(𝑛) =
𝛼(𝑛) за произвољно природно 𝑛.
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Доказали смо да jе функциjа 1(𝑛) = 𝑛− 1 неутрал за множење.
Последица 1.: Ако jе 𝑝 природан броj и 𝛼 · 𝑝 = 𝛾, тада важи

𝛾(𝑛) = 𝛼(𝑝𝑛). (8.4)

Доказ. По дефинициjи множења и (8.1) имамо

𝛾(𝑛) = max
𝑘,𝑘′

[︂
𝛼(𝑘)(𝑛𝑝𝑘′ − 1)

𝑘𝑘′

]︂
,

a из теореме 8. имамо да важи 𝛼 · 1 = 𝛼, одакле следи

max
𝑘,𝑘′

[︂
𝛼(𝑘)(𝑛𝑘′ − 1)

𝑘𝑘′

]︂
= 𝛼(𝑛).

Последње две формуле нам потврђуjу (8.4).

Ако за произвољно природно 𝑝 посматрамо скуп функциjа 𝑃 дефинисаних
са 𝑃 (𝑛) = 𝑝𝑛 − 1, примећуjемо да jе скуп 𝑃 ⊂ Φ jедно утапање (N,+, ·,≤) у
(Φ,+, ·,≤). Доказуjемо да (𝑃,+, ·,≤) има структуру природних броjева.

Докажимо да jе поредак природних броjева сачуван у Φ. Ако су 𝑝 и 𝑞 при-
родни броjеви за коjе важи 𝑝 < 𝑞 тада

𝑛𝑝− 1 < 𝑛𝑞 − 1

одакле следи 𝑝(𝑛) < 𝑞(𝑛) за свако 𝑛. Чува се поредак из скупа природних
броjева у скупу Φ. Докажимо да jе скуп 𝑃 затворен за операциjе дефинисане
на Φ. Уводимо ознаку 𝑟 = 𝑝 · 𝑞, тада по формули (8.4) имамо да важи

𝑝(𝑛)𝑞 = 𝑝(𝑛𝑞) = 𝑝(𝑛𝑞)− 1 = 𝑞(𝑛𝑝)− 1 = 𝑞(𝑛𝑝) = 𝑝𝑞(𝑛) = 𝑟(𝑛),

дакле за производ два природна броjа имамо и одгoвараjући начин да множимо
функциjе коjе нам представљаjу природне броjеве. Преостаjе нам jош да дока-
жемо затвореност за сабирање. Уведимо ознаке

𝑝+ 𝑞 = 𝑟

и
𝑝+ 𝑞 = 𝛾,

где последње сабирање посматрамо у смислу дефинициjе (2.3). сабирања у ску-
пу Φ. По дефинициjи {︃

𝛾(𝑛) = max𝑘 𝛾𝑘(𝑛)

𝛾𝑘(𝑛) =
[︁
𝑛(𝑘(𝑝+𝑞)−2)

𝑘

]︁
,

одакле следи
𝑘𝛾𝑘(𝑛) ≤ 𝑛(𝑘(𝑝+ 𝑞)− 2) < 𝑛𝑘(𝑝+ 𝑞),

или
𝛾𝑘(𝑛) ≤ (𝑝+ 𝑞)𝑛− 1,
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због произвољности 𝑘 следи

𝛾(𝑛) ≤ (𝑝+ 𝑞)𝑛− 1 = 𝑟(𝑛).

Обратно, за 𝑘 ≥ 2 важи

𝑟(𝑛) = (𝑝+ 𝑞)𝑛− 1 =

[︂
𝑛(𝑘(𝑝+ 𝑞)− 𝑘)

𝑘

]︂
≤

[︂
𝑛(𝑘(𝑝+ 𝑞)− 2)

𝑘

]︂
= 𝛾𝑘(𝑛) ≤ 𝛾(𝑛).

Тиме смо доказали 𝛾(𝑛) = 𝑟(𝑛).

Теорема 2.9. Jедначина
𝛼𝜉 = 𝛽,

где су 𝛼 и 𝛽 елементи скупа Φ, увек има jединствено решење у скупу Φ. Броj
𝜉 зовемо решењем jедначине и количником дељења 𝛽 sa 𝛼. Решење означавамо
са 𝛽

𝛼
.

Доказ. Без умањења општости можемо узети да jе 𝛽 = 1, тj. 𝛽(𝑛) = 𝑛− 1. Ако
𝛽 ниjе jеднако 1, тада решавамо jедначину 𝛼

𝛽
𝜉 = 1. Претпоставимо да jе 𝛼 > 1.

Доказуjемо да jе решење jедначине 𝛼𝜉 = 1 дато формулом{︃
𝜉(𝑛) = max𝑘 𝜉𝑘(𝑛),

𝜉𝑘(𝑛) =
[︁
𝑛(𝑘−1)
𝛼(𝑘)

]︁
.

(9.1)

Приметимо да ако jе 𝛼(1) = 0 тада по своjству Φ1, 𝛼(𝑘) < 𝑘(𝛼(1) + 1) = 𝑘
или 𝛼(𝑘) ≤ 𝑘 − 1. Одакле ако jе 𝛼 > 1, тада 𝛼(1) > 0 и 𝛼(𝑘) ≥ 𝑘𝛼(1) > 0 за
произвољно 𝑘. Прво доказуjемо да функциjа дефинисана у (9.1) припада скупу
Φ и да jе решење jедначине.

Како 𝛼(𝑘) ≥ 𝑘 − 1, тада из става 2.1 очигледно важи

𝜉𝑘(𝑛) ≤
[︂
𝑛(𝑘 − 1)

𝑘 − 1

]︂
,

или 𝜉𝑘(𝑛) ≤ 𝑛 (9.2), одакле следи да постоjи максимум по 𝑘 од 𝜉𝑘(𝑛).
Из (9.1) следи:

𝛼(𝑘)𝜉𝑘(𝑛) ≤ 𝑛(𝑘 − 1). (9.3)

Помножимо (9.3) са 𝑙, a (9.2) са 𝑙 − 1, где jе 𝑙 произвољан природан броj већи
од 1 и саберемо неjеднакости:

(𝑙𝛼(𝑘) + (𝑙 − 1))𝜉𝑘(𝑛) ≤ 𝑛(𝑙(𝑘 − 1) + 𝑙 − 1).

По своjству Φ1 за произвољне 𝑙 и 𝑘 важе неjеднакости

𝛼(𝑙𝑘) < 𝑙(𝛼(𝑘) + 1), тj.

𝛼(𝑙𝑘) ≤ 𝑙𝛼(𝑘) + 𝑙 − 1. (9.4)

25



2 КОЛМОГОРОВЉЕВА КОНСТРУКЦИJА

Добиjамо да важи
𝛼(𝑙𝑘)𝜉𝑘(𝑛) ≤ 𝑛(𝑙𝑘 − 1),

одакле следи

𝜉𝑘(𝑛) ≤
[︂
𝑛(𝑙𝑘 − 1)

𝛼(𝑙𝑘)

]︂
= 𝜉𝑙𝑘(𝑛).

Из последњег израза за произвољно 𝑙 > 1 важи:

𝜉𝑘(𝑛) ≤ 𝜉𝑙𝑘(𝑛). (9.5)

Користећи се своjством iv) става 2.1, можемо написати

𝜉𝑘(𝑛) =

[︂
𝜉𝑘(𝑙𝑛)

𝑙

]︂
, (9.6)

где су 𝑙 и 𝑘 произвољни природни броjеви. Пронађимо такве 𝑘′, 𝑘′′ за коjе важи
𝜉𝑘′(𝑛) = 𝜉(𝑛) и 𝜉𝑘′′(𝑙𝑛) = 𝜉(𝑙𝑛). Посматрамо 𝑘 = 𝑘′𝑘′′. Тада из (9.5) следи

𝜉(𝑛) = 𝜉𝑘′(𝑛) ≤ 𝜉𝑘(𝑛) ≤ 𝜉(𝑛)

и
𝜉(𝑙𝑛) = 𝜉𝑘′′(𝑙𝑛) ≤ 𝜉𝑘(𝑙𝑛) ≤ 𝜉(𝑙𝑛).

За такво 𝑘 (9.6) даjе:

𝜉(𝑛) =

[︂
𝜉(𝑙𝑛)

𝑙

]︂
,

па функциjа 𝜉 задовољава своjство Φ1.
Доказуjемо да функциjа 𝜉 испуњава и други услов. Прво доказуjемо да по-

стоjи природно 𝑘 за коjе важи истовремено{︃
𝜉𝑘(𝑛) = 𝜉(𝑛)

𝛼(𝑘)𝜉𝑘(𝑛) < 𝑛(𝑘 − 1).
(9.7)

Претпоставимо супротно, нека за свако 𝑘 за коjе jе 𝜉𝑘(𝑛) = 𝜉(𝑛), важи

𝛼(𝑘)𝜉𝑘(𝑛) = 𝑛(𝑘 − 1). (9.8)

Приметимо да ако су 𝑘′ и 𝑘′′ такви да важи 𝜉𝑘′(𝑛) = 𝜉(𝑛) и 𝑘′′ − 1 < 𝛼(𝑘′′), тада
за 𝑘 = 𝑘′𝑘′′ имамо {︃

𝜉𝑘(𝑛) = 𝜉(𝑛)

𝑘 − 1 < 𝛼(𝑘).
(9.9)

Прва формула следи из (9.5). Друга се добиjа из неjеднакости 𝑘′′ ≤ 𝛼(𝑘′′). Дакле
𝑘′𝑘′′ ≤ 𝑘′𝛼(𝑘′′) ≤ 𝛼(𝑘′𝑘′′) или 𝑘′𝑘′′ − 1 < 𝛼(𝑘′𝑘′′). Ако узмемо 𝑘 такво да важи
(9.9), тада из (9.8) следи

𝛼(𝑘)𝜉(𝑛) = 𝑛(𝑘 − 1) (9.10)
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и из (9.8) и (9.5), за произвољно природно 𝑙,

𝛼(𝑙𝑘)𝜉(𝑛) = 𝑛(𝑙𝑘 − 1). (9.11)

Из (9.10) и (9.9) важи 𝜉(𝑛) < 𝑛 (9.12).
Обратно, ако у (9.11) 𝛼(𝑙𝑘) заменимо са 𝑙𝛼(𝑘) + 𝑙 − 1, закључуjемо

𝑙𝛼(𝑘)𝜉(𝑛) + (𝑙 − 1)𝜉(𝑛) ≥ 𝑛(𝑙𝑘 − 1)

𝑛𝑘 − 𝑛+ (𝑙 − 1)𝜉(𝑛) ≥ 𝑛𝑙𝑘 − 𝑛
(𝑙 − 1)𝜉(𝑛) ≥ 𝑛𝑙𝑘 − 𝑛𝑘
(𝑙 − 1)𝜉(𝑛) ≥ 𝑛𝑘(𝑙 − 1)

𝜉(𝑛) ≥ 𝑛𝑘

Из последње неjеднакости и (9.10), добиjамо 𝜉(𝑛) ≥ 𝑛 што jе контрадикциjи са
(9.12). Тиме jе доказано постоjање 𝑘 такво да важи (9.7):

𝛼(𝑘)𝜉(𝑛) < 𝑛(𝑘 − 1),

одакле следи
𝛼(𝑘)𝜉(𝑛) + 1 ≤ 𝑛(𝑘 − 1).

Помножимо обе стране последње неjеднакости са 𝑙 ≥ 𝛼(𝑘) и на левоj страни
заменимо 𝑙 са 𝛼(𝑘) одакле следи:

𝛼(𝑘)(𝑙𝜉(𝑛) + 1) ≤ 𝑛𝑙(𝑘 − 1).

Из последње неjеданкости следи:

𝑙𝜉(𝑛) + 1 ≤
[︂
𝑛𝑙(𝑘 − 1)

𝛼(𝑘)

]︂
= 𝜉𝑘(𝑛𝑙) ≤ 𝜉(𝑛𝑙).

Тиме jе доказано своjство Φ2.
Остаjе да докажемо да jе формулом (9.1) 𝜉 дато решење jедначине

𝛼𝜉 = 1.

Другачиjе записано

𝑛− 1 = max
𝑘
𝛾𝑘(𝑛), (9.13)

где jе

𝛾𝑘(𝑛) =

[︂
𝑛𝛼(𝑘)𝜉(𝑘)

𝑘2

]︂
. (9.14)

Узмемо 𝑘 такво да
𝑘 > 𝑛(𝛼(1) + 2),

тада
𝑘2 > 𝑛𝑘(𝛼(1) + 2) = 𝑛(𝑘 + 𝑘(𝛼(1) + 1)) > 𝑛(𝑘 + 𝛼(𝑘))
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и
𝑛𝑘2 − 𝑘2 < 𝑛𝑘2 − 𝑛(𝑘 + 𝛼(𝑘)),

што jе исто што и

𝑘2(𝑛− 1) < 𝑛(𝑘(𝑘 − 1)− 𝛼(𝑘)). (9.14.1)

Из (9.1) добиjамо

𝑘(𝑘 − 1) < 𝛼(𝑘)(𝜉𝑘(𝑘) + 1) ≤ 𝛼(𝑘)(𝜉(𝑘) + 1).

Даље следи
𝑘(𝑘 − 1)− 𝛼(𝑘) < 𝛼(𝑘)𝜉(𝑘),

из (9.14.1) закључуjемо

𝑘2(𝑛− 1) < 𝑛𝛼(𝑘)𝜉(𝑘).

Закључуjемо да важи неjеднакост:

𝑛− 1 ≤
[︂
𝑛𝛼(𝑘)𝜉(𝑘)

𝑘2

]︂
= 𝛾𝑘(𝑛)

тj.

𝑛− 1 ≤ max
𝑘
𝛾𝑘(𝑛). (9.15)

Обратно, нека jе 𝑙′ такво да 𝜉𝑙′(𝑘) = 𝜉(𝑘), тада за произвољно 𝑘 из (9.5) следи
𝜉𝑘𝑙′(𝑘) = 𝜉(𝑘). Из (9.14) закључуjемо

𝛾𝑘(𝑛) =

[︂
𝑛𝛼(𝑘)𝜉𝑘𝑙′(𝑘)

𝑘2

]︂
=

[︂
𝑛𝛼(𝑘)𝛼(𝑙′𝑘)𝜉𝑘𝑙′(𝑘)

𝑘2𝛼(𝑙′𝑘′)

]︂
.

Последњи израз ниjе већи од[︂
𝑛𝛼(𝑘)𝑘(𝑙′𝑘 − 1)

𝑘2𝛼(𝑙′𝑘)

]︂
=

[︂
𝑛𝑙′𝛼(𝑘)(𝑙′𝑘 − 1)

𝑙′𝑘𝛼(𝑙′𝑘)

]︂
≤

[︂
𝑛(𝑙′𝑘 − 1)

𝑙′𝑘

]︂
.

Одатле очигледно важи 𝛾𝑘(𝑛) ≤ 𝑛 − 1. Последња неjеднакост заjедно са (9.15)
нам даjе (9.13).

Нека jе сада 𝛼 произвољно (не нужно веће од 1). Из Φ2 постоjи природан
броj 𝑝, за коjи важи 𝛼(𝑝) > 1. Ако jе 𝛾 такво да 𝛼𝑝 = 𝛾, тада из (8.4) следи

𝛾(𝑛) = 𝛼(𝑝𝑛) ≥ 𝑛𝛼(𝑝) > 𝑛 > 𝑛− 1,

што jе исто што и 𝛾 > 1. Тада jе очигледно за решавање jедначине

𝛼𝜉 = 1

довољно решити jедначину
𝛾𝜓 = 1,

где jе 𝜉 умножак од 𝜓 и 𝑝. Jединственост решења jедначине следи из моното-
ности множења. Овиме jе теорема 9 доказана у потпуности.
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Теорема 2.10. Jедначина

𝛼 + 𝜉 = 𝛽, (10.1)

где су 𝛼 и 𝛽 елементи скупа Φ и 𝛼 < 𝛽, има jединствено решење у скупу Φ.

Доказ. Без умањења општости можемо посматрати jедначину када jе 𝛽 = 1.
Ако 𝛽 ниjе jеднако jединици тада посматрамо jедначину 𝛼

𝛽
+ 𝜉 = 1. Показуjемо

да jе функиjа 𝜉 дефинисана као{︃
𝜉(𝑛) = max𝑘 𝜉𝑘(𝑛),

𝜉𝑘(𝑛) =
[︁
𝑛(𝑘−𝛼(𝑘)−2)

𝑘

]︁
,

(10.2)

где максимум узимамо по свим 𝑘, за коjе важи 𝑘−𝛼(𝑘)−2 ≥ 0, решење jедначине

𝛼 + 𝜉 = 1, (10.3)

где jе 𝛼 < 1. Приметимо прво да из услова 𝛼 < 1 следи да постоjи 𝑘 такво да
важи

𝛼(𝑘) < 𝑘 − 1,

или
𝑘 − 𝛼(𝑘)− 2 ≥ 0.

Такође из услова Φ1, за произвољне природне броjеве 𝑙 и 𝑘 важи

𝛼(𝑘) < 𝑙(𝛼(𝑘) + 1)

или
𝛼(𝑙𝑘) + 1 ≤ 𝑙𝛼(𝑘) + 𝑙,

одакле, за такво 𝑘 за коjе jе испуњено 𝑘−𝛼(𝑘)−2 ≥ 0 и произвољно 𝑙 ≥ 2, важи

𝑙𝑘 − 𝛼(𝑙𝑘)− 2 > 𝑙(𝑘 − 𝛼(𝑘)− 2) ≥ 0. (10.4)

Лако jе видети да 𝜉(𝑛) постоjи и пронаћи 𝑘, за коjе важи

𝜉𝑘(𝑛) = 𝜉(𝑛).

Из своjстава става 2.1, следи[︂
𝑛(𝑘 − 𝛼(𝑘)− 2)

𝑘

]︂
≤

[︂
𝑛𝑘

𝑘

]︂
= 𝑛,

тj.
𝜉𝑘(𝑛) ≤ 𝑛

за произвољно 𝑘.
Из (10.2) следи:

𝑘𝜉𝑘(𝑛) ≤ 𝑛(𝑘 − 𝛼(𝑘)− 2). (10.5)
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Ако помножимо обе стране последње неjеднакости са произвољним природним
броjем 𝑙, из последње неjеднакости следи и из (10.4), закључуjемо да важи:

𝑙𝑘𝜉𝑘(𝑛) ≤ 𝑛(𝑙𝑘 − 𝛼(𝑙𝑘)− 2),

одакле

𝜉𝑘(𝑛) ≤
[︂
𝑛(𝑙𝑘 − 𝛼(𝑙𝑘)− 2)

𝑙𝑘

]︂
= 𝜉𝑙𝑘(𝑛)

тj.

𝜉𝑘(𝑛) ≤ 𝜉𝑙𝑘(𝑛). (10.6)

По своjству iv) става 2.1 важи

𝜉𝑘(𝑛) =

[︂
𝜉𝑘(𝑙𝑛)

𝑙

]︂
, (10.7)

где су 𝑘 и 𝑙 произвољни природни броjеви.
Нека су 𝑘′ и 𝑘′′ за коjе важи

𝜉𝑘′(𝑛) = 𝜉(𝑛)

𝜉𝑘′′(𝑙𝑛) = 𝜉(𝑙𝑛).

Ako je 𝑘 = 𝑘′𝑘′′, тада из (10.6) следи

𝜉(𝑛) = 𝜉𝑘′(𝑛) ≤ 𝜉𝑘(𝑛) ≤ 𝜉(𝑛),

𝜉(𝑙𝑛) = 𝜉𝑘′′(𝑙𝑛) ≤ 𝜉𝑘(𝑙𝑛) ≤ 𝜉(𝑙𝑛).

Oчигледно за за такво 𝑘 из (10.7) важи:

𝜉(𝑛) =

[︂
𝜉(𝑙𝑛)

𝑙

]︂
,

тj. функциjа 𝜉(𝑛) испуњава своjство Φ1.
Да бисмо доказали да функциjа 𝜉 испуњава и други услов, доказаћемо да

постоjи природан броj 𝑘 за коjи истовремено важи:{︃
𝜉𝑘(𝑛) = 𝜉(𝑛),

𝑘𝜉𝑘(𝑛) < 𝑛(𝑘 − 𝛼(𝑘)− 2).
(10.8)

Претпоставимо супротно, нека за свe 𝑘 за коjе важи 𝜉𝑘(𝑛) = 𝜉(𝑛), важи jеданкост

𝑘𝜉𝑘(𝑛) = 𝑛(𝑘 − 𝛼(𝑘)− 2). (10.9)

Узмимо 𝑘 за коjе важи 𝜉𝑘(𝑛) = 𝜉(𝑛) и произвољан природан броj 𝑙 ≥ 2. Из (10.9)
и (10.6) следи:

𝑘𝜉(𝑛) = 𝑛(𝑘 − 𝛼(𝑘)− 2)
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и

𝑙𝑘𝜉(𝑛) = 𝑛(𝑙𝑘 − 𝛼(𝑙𝑘)− 2). (10.10)

Помножимо прву jеднакост са 𝑙 и добиjамо:

𝑙𝑘𝜉(𝑛) = 𝑙𝑛(𝑘 − 𝛼(𝑘)− 2). (10.11)

Jеднакости (10.4), (10.11) даjу контрадикциjу са (10.10).
Тиме смо доказали да постоjи 𝑘 такво да важи (10.8), тj.

𝑘𝜉(𝑛) < 𝑛(𝑘 − 𝛼(𝑘)− 2).

Тада важи
𝑘𝜉(𝑛) + 1 ≤ 𝑛(𝑘 − 𝛼(𝑘)− 2).

Помножимо обе стране последње неjеднакости са 𝑙 ≥ 𝑘 и заменимо на левоj
страни 𝑙 са 𝑘:

𝑘(𝑙𝜉(𝑛) + 1) ≤ 𝑙𝑛(𝑘 − 𝛼(𝑘)− 2),

одакле следи

𝑙𝜉(𝑛) + 1 ≤
[︂
𝑙𝑛(𝑘 − 𝛼(𝑘)− 2)

𝑘

]︂
= 𝜉𝑘(𝑙𝑛) ≤ 𝜉(𝑙𝑛).

Доказали смо и друго своjство.
Доказуjемо да jе

𝑛− 1 = max
𝑘
𝛾𝑘(𝑛),

где

𝛾𝑘(𝑛) =

[︂
𝑛(𝛼(𝑘) + 𝜉(𝑘))

𝑘

]︂
. (10.12)

Нека jе 𝑘 > 2𝑛 и такво да важи 𝑘 − 𝛼(𝑘)− 2 ≥ 0. Тада важи

𝑘(𝑛− 1) < 𝑛(𝑘 − 2) = 𝑛(𝛼(𝑘) + 𝑘 − 𝛼(𝑘)− 2) ≤

𝑛

[︂
𝛼(𝑘) + max

𝑙

[︂
𝑘(𝑙 − 𝛼(𝑙)− 2

𝑙

]︂]︂
= 𝑛(𝛼(𝑘) + 𝜉(𝑘)),

одакле следи

𝑛− 1 ≤
[︂
𝑛(𝛼(𝑘) + 𝜉(𝑘))

𝑘

]︂
= 𝛾𝑘(𝑛),

тj.

𝑛− 1 ≤ max
𝑘
𝛾𝑘(𝑛). (10.13)

Доказуjемо обратну неjеднакост. Нека jе 𝑙′ такво да важи

𝜉(𝑘) = 𝜉𝑙′(𝑘).
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Тада из (10.6) следи да важи jеднакост

𝜉(𝑘) = 𝜉𝑙′𝑘(𝑘)

и из (10.12) важи:

𝛾𝑘(𝑛) =

[︂
𝑛(𝛼(𝑘) + 𝜉𝑙′𝑘(𝑘))

𝑘

]︂
=

[︂
𝑛(𝑙′𝑘𝛼(𝑘) + 𝑙′𝑘𝜉𝑙′𝑘(𝑘))

𝑙′𝑘2

]︂
.

Даље из (10.5) и своjства i) става 2.1 последњи израз ниjе већи од[︂
𝑛(𝑙′𝑘𝛼(𝑘) + 𝑘(𝑙′𝑘 − 𝛼(𝑙′𝑘)− 2))

𝑙′𝑘2

]︂
≤

[︂
𝑛(𝑙′𝑘 − 2))

𝑙′𝑘

]︂
,

тj.
𝛾𝑘(𝑛) ≤ 𝑛− 1.

Последња неjеднакост заjедно са (10.13) даjе:

max
𝑘
𝛾𝑘(𝑛) = 𝑛− 1.

Jединственост решења jедначине 𝛼+ 𝜉 = 1 следи из монотоности сабирања.

Теорема 2.11. Увек важи
𝛼 < 𝛼 + 𝛽.

Доказ. Нека jе 𝑘 такво да 𝛽(𝑘) > 0. Такво 𝑘 постоjи из услова 2. скупа Φ. Тада
важи

𝛼(𝑘) < 𝛼(𝑘) + 𝛽(𝑘)

и из (4.8) следи
𝛼(𝑘) < 𝛿(𝑘)

где jе
𝛿 = 𝛼 + 𝛽.

тj.
𝛼 < 𝛼 + 𝛽.

2.3 Аксиома супремума

Теорема 2.12 (Аксиома супремума). Ако jе скуп Φ′ ⊂ Φ ограничен одозго,
тада постоjи супремум скупа Φ′ коjи означавамо са supΦ′.

Доказ. Нека jе Φ′ ограничен реалним броjем 𝛽. Тада за свако 𝛼 ∈ Φ′ за прои-
звољно фиксирано 𝑛 важи:

𝛼(𝑛) ≤ 𝛽(𝑛).

Дефинишемо функциjу 𝛾(𝑛) следећим изразом:

𝛾(𝑛) = max
𝛼∈Φ′

𝛼(𝑛) (11.1)
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Доказуjемо да 𝛾(𝑛) припада скупу Φ. Приметимо да за произвољно 𝑁 , постоjи
функциjа 𝛼𝑁 из скупа Φ′, таква да важи

𝛾(𝑛) = 𝛼𝑁(𝑛) (11.2)

за све 𝑛 ≤ 𝑁 .
По самоj дефинициjи функциjе 𝛾(𝑛) за произвољно 𝑛 = 1, 2, . . . , постоjи

функциjа 𝛼𝑛 таква да важи
𝛾(𝑛) = 𝛼𝑛(𝑛).

Из коначног скупа позитивних реалних броjева 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 можемо одабрати
наjвећи. Одговараjућу функциjу ћемо означавати са 𝛼𝑁 . Тада 𝛼𝑁 очигледно
задовољава (11.2).

Ако су 𝑘 и 𝑛 произвољни природни броjеви и ако 𝑁 > 𝑘𝑛, тада из (11.2)
следи:

𝛾(𝑛) = 𝛼𝑁(𝑛) =

[︂
𝛼𝑁(𝑘𝑛)

𝑘

]︂
=

[︂
𝛾(𝑘𝑛)

𝑘

]︂
.

Тиме jе доказано своjство Φ1.
Доказуjемо да функциjа 𝛾(𝑛) испуњава и своjство Φ2. Нека jе 𝑛 произвољан

природан броj. Узмимо𝑁 > 𝑛. Како функциjа 𝛼𝑁(𝑛) испуњава услов Φ2 можемо
пронаћи 𝑘 такво да

𝑘𝛼𝑁(𝑛) < 𝛼𝑁(𝑘𝑛).

Из (11.1) и последње неjеднакости и (11.2) закључуjемо:

𝛾(𝑘𝑛) ≥ 𝛼𝑁(𝑘𝑛) > 𝑘𝛼𝑁(𝑛) = 𝑘𝛾(𝑛).

Ниjе тешко видети да jе 𝛾 супремум скупа Φ′. По дефинициjи (11.1) важи,

𝛼 ≤ 𝛾

за свако 𝛼 ∈ Φ′. Дакле 𝛾 jе горње ограничење скупа Φ′. Доказуjемо да jе 𝛾
наjмање од свих горњих органичења скупа Φ′.

Претпоставимо супротно. Ако постоjи позитиван реалан броj 𝛿 мањи од 𝛾,
такав да важи 𝛼 < 𝛿 < 𝛾 за свако 𝛼 ∈ Φ′. Tада постоjи такво 𝑛 да важи

𝛿(𝑛) < 𝛾(𝑛).

Нека jе 𝑁 > 𝑛, тада имамо

𝛿(𝑛) < 𝛾(𝑛) = 𝛼𝑁(𝑛),

одакле видимо да постоjи позитиван реалан броj 𝛼, коjи припада скупу Φ′ и за
коjи важи

𝛿 < 𝛼 < 𝛾.

Добили смо контрадикциjу. Oдакле следи да jе 𝛾 наjмање горње ограничење
скупа Φ′.
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2.4 Изоморфизам модела аксиома

Сада када смо конструисали jедан модел коjи испуњава аксиоме од 1-10,
поставља се питање jединствености таквог система. Ако имамо два или више
оваквих модела и сва имаjу своjства 1-10 и своjство супремума, колико таквих
система има? Да ли их можемо разликовати међусобно? Одговор на то питање
jе да их разликуjемо до на изоморфизам.

Теорема 2.13. Нека jе Ψ произвољан скуп на коме су дефинисане операциjе
сабирања, множења, поретка и нека важе аксиоме 1− 10. Тада jе Ψ изоморфно
са Φ.

Пре самог доказа теореме приметићемо неколико особина скупа Ψ коjе ћемо
користити доказуjући теорему 2.13.

I Скуп Ψ садржи подскуп коjи jе изоморфан са скупом природних броjева.
Посматраjмо решење jедначине 𝑎𝑥 = 𝑎. Означимо решење те jедначине са
𝑥 = 𝑒. Ако jе 𝑏 сада други произвољан елемент скупа Ψ представљен као
𝑏 = 𝑎𝑥1 тада закључуjемо да важи

𝑏𝑒 = 𝑎𝑥1𝑒 = 𝑎𝑒𝑥1 = 𝑎𝑥1 = 𝑏.

Другим речима 𝑒 нам представља неутрал за множење. Посматраjмо саби-
рање елемента 𝑒 са самим собом

𝑒, 𝑒+ 𝑒 = 2𝑒, 𝑒+ 𝑒+ 𝑒 = 3𝑒, 𝑒+ 𝑒+ 𝑒+ 𝑒 = 4𝑒, ...

Броjеве 𝑒, 2𝑒, 3𝑒, ..., 𝑛𝑒, ... ћемо звати целим позитивним броjевима скупа Ψ
и означаваћемо их само као 1, 2, 3, ..., 𝑛, ....

II Важи Архимедово своjство тj. ако су 𝑎 и 𝑏 произвољни елементи скупа Ψ,
тада постоjи природан броj 𝑛 за коjи важи

𝑛𝑎 > 𝑏.

Доказ. Посматраjмо скуп 𝑆 = {𝑛𝑎 | 𝑛 = 1, 2, ...}. Претпоставимо да jе
таj скуп ограничен. Тада би решење jедначине 𝑎 + 𝑥 = 𝑐, где jе 𝑐 = sup𝑆,
задовољавало неjеданкост 𝑥 < 𝑐. Постоjало би 𝑛 такво да важи 𝑥 < 𝑛𝑎. Па
из услова 7 би следило

𝑥+ 𝑎 = 𝑐 < 𝑛𝑎+ 𝑎 = (𝑛+ 1)𝑎,

одакле добиjамо контрадикциjу, jер je 𝑐 = sup𝑆.

III Скупу Ψ додаjемо и елемент 0, коjи испуњава следеће услове: за произво-
љан елемент 𝑎 ∈ Ψ

𝑎 > 0,

𝑎+ 0 = 0 + 𝑎 = 𝑎,

𝑎0 = 0𝑎 = 0,

0 + 0 = 0,

0 · 0 = 0.
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Проширење скупа Ψ таквим елементом садржи све природне броjеве и нулу.
Taj проширени скуп обележавамо са Ψ′.

Дефинишемо функциjу [𝑎] цео део од броjа 𝑎, где jе 𝑎 произвољни елемент
скупа Ψ, као цео броj за коjи важи неjеднакост

[𝑎] ≤ 𝑎 < [𝑎] + 1.

Постоjање таквог броjа следи из Архимедовог своjства. Такође посматрамо
и функциjу ⟨𝑎⟩, коjу дефинишемо као природан броj за коjи важи неjедна-
кост

⟨𝑎⟩ < 𝑎 ≤ ⟨𝑎⟩+ 1.

IV Из елемената скупа Ψ′

0, 1, 2, 3, ...,

конструишемо систем функциjа на исти начин како jе био конструисан си-
стем Φ. Тако конструисан систем jе изоморфан са Φ, па ћемо га такође
означавати са Φ.

V Ако су 𝑎 = sup𝑋 и 𝑏 = sup𝑌 , тада важе следеће jеднакости:

𝑎+ 𝑏 = sup(𝑋 + 𝑌 ),

𝑎𝑏 = sup(𝑋𝑌 ).

Доказ. Доказуjемо теорему 2.13. Из IV, довољно jе доказати да jе Ψ изоморфно
са Φ, где се под Φ подразумева систем функциjа коjи jе направљен уз помоћ
елемената скупа Ψ′.

Нека jе 𝑎 произвољан елемент скупа Ψ. Посматраjмо функциjу

𝛼(𝑛) = ⟨𝑛𝑎⟩.

Показуjемо да та функциjа припада скупу Φ тj. да задовољава услове Φ1 и Φ2.
Очигледно важи,

𝑛𝑎 = ⟨𝑛𝑎⟩+ 𝜃

где jе 0 < 𝜃 ≤ 1. Ако jе 𝑘 произвољан природан броj тада важи

𝑘𝑛𝑎 = 𝑘⟨𝑛𝑎⟩+ 𝑘𝜃,

одакле следи

⟨𝑘𝑛𝑎⟩ = 𝑘⟨𝑛𝑎⟩+ ⟨𝑘𝜃⟩, (12.1)

одакле следи [︂
⟨𝑘𝑛𝑎⟩
𝑘

]︂
= ⟨𝑛𝑎⟩+

[︂
⟨𝑘𝜃⟩
𝑘

]︂
= ⟨𝑛𝑎⟩,

тиме смо доказали да функциjа 𝛼(𝑛) = ⟨𝑛𝑎⟩ испуњава услов Φ1. Проверавамо
услов Φ2. Из II, за свако 𝜃 може се пронаћи такво 𝑘, да важи

𝑘𝜃 > 1.
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За свако 𝑘 из (12.1) следи, да важи

⟨𝑘𝑛𝑎⟩ > 𝑘⟨𝑛𝑎⟩.

тиме jе доказано да jе испуњен и други услов.
Обратно, доказуjемо да се скуп Φ састоjи само из функциjа 𝛼(𝑛), дефини-

саних по формули
𝛼(𝑛) = ⟨𝑛𝑎⟩,

где jе 𝑎 неки елемент скупа Ψ. Нека jе 𝛼(𝑛) произвољна функциjа коjа припада
скупу Φ. Из услова Φ2 за пар произвољних природних броjева важе неjеднакости

𝑘𝛼(𝑛) ≤ 𝛼(𝑘𝑛) < 𝑘(𝛼(𝑛) + 1).

Поделимо неjеднакости са 𝑘 одакле добиjамо:

𝛼(𝑛) ≤ 𝛼(𝑘𝑛)

𝑘
< 𝛼(𝑛) + 1, (12.2)

следи да постоjи sup𝑘
𝛼(𝑘𝑛)

𝑘
за произвољно 𝑛. Доказуjемо да jе

𝛼(𝑛) = ⟨𝑛𝑎⟩,

где jе

𝑎 = sup
𝑘

𝛼(𝑘)

𝑘
. (12.3)

Приметимо да из услова Φ1 увек важи

𝛼(𝑘𝑛)

𝑘
≤ 𝛼(𝑚𝑘𝑛)

𝑚𝑘
,

и да из услова Φ2 постоjи 𝑚 такво да

𝛼(𝑘𝑛)

𝑘
<
𝛼(𝑚𝑘𝑛)

𝑚𝑘
.

Одатле следи:

sup
𝑘

𝛼(𝑚𝑘𝑛)

𝑚𝑘
= sup

𝑘

𝛼(𝑘𝑛)

𝑘
(12.4)

и

𝛼(𝑛) < sup
𝑘

𝛼(𝑘𝑛)

𝑘
≤ 𝛼(𝑛) + 1. (12.5)

Из (12.4) и (12.5) следи

𝛼(𝑛) = ⟨sup
𝑘

𝛼(𝑘𝑛)

𝑘
⟩ = ⟨sup

𝑘
𝑛 · 𝛼(𝑘𝑛)

𝑘𝑛
⟩ =

⟨𝑛 sup
𝑘

𝛼(𝑘𝑛)

𝑘𝑛
⟩ = ⟨𝑛 sup

𝑘

𝛼(𝑘)

𝑘
⟩ = ⟨𝑛𝑎⟩.
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Уз помоћ функциjе 𝛼(𝑛) = ⟨𝑛𝑎⟩ смо jеднозначно одредили за сваки елемент
скупа Ψ, њему одговараjући елемент скупа Φ.

Ако jе 𝑎 < 𝑏, тада из II, постоjи такво 𝑛 да

1 < (𝑏− 𝑎)𝑛,

где jе 𝑏− 𝑎 решење jедначине 𝑎+ 𝑥 = 𝑏, одакле следи

⟨𝑛𝑎⟩ < ⟨𝑛𝑏⟩.

Одакле закључуjемо да пресликавање чува поредак.
Показуjемо да ако су елементи 𝑎 и 𝑏 из Ψ и њима одговараjући елементи 𝛼

и 𝛽 из Φ, тада елементу 𝑎+ 𝑏 одговара елемент 𝛼 + 𝛽 = 𝛾 тj. да

𝛾(𝑛) = ⟨𝑛(𝑎+ 𝑏)⟩.

Ово своjство доказуjемо користећи (12.3) и V:

⟨𝑛(𝑎+ 𝑏)⟩ = ⟨𝑛
(︂
sup
𝑘

𝛼(𝑘)

𝑘
+ sup

𝑘

𝛽(𝑘)

𝑘

)︂
⟩ =

= ⟨sup
𝑘

𝑛(𝛼(𝑘) + 𝛽(𝑘))

𝑘
⟩ = sup

𝑘

[︂
𝑛(𝛼(𝑘) + 𝛽(𝑘))

𝑘

]︂
= 𝛾(𝑛).

За производ два броjа доказ jе аналоган.

Доказали смо да сви су сви скупови, коjи задовољаваjу аксиоме 1 - 10 и
испуњаваjу своjство супремума, изоморфни.
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3 Преглед неких конструкциjа реалних броjева

Већина конструкциjа реланих броjева подразумева да нам jе познат скуп
рационалних броjева Q са операциjама +, ·, релациjом ≤ и константама 0 и 1 и
следећим аксиомама [5]:

1. своjства сабирања:

(а) (∀𝑥, 𝑦 ∈ Q)𝑥+ 𝑦 = 𝑦 + 𝑥,

(б) (∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ Q)(𝑥+ 𝑦) + 𝑧 = 𝑥+ (𝑦 + 𝑧),

(в) постоjи елемент 0 ∈ Q, такав да jе 𝑥+ 0 = 𝑥 за све 𝑥 ∈ Q,
(г) за сваки елемент 𝑥 ∈ Q, постоjи елемент −𝑥 ∈ Q, тако да jе

𝑥+ (−𝑥) = 0;

2. своjства множењa:

(а) (∀𝑥, 𝑦 ∈ Q)𝑥 · 𝑦 = 𝑦 · 𝑥,
(б) (∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ Q)(𝑥 · 𝑦) · 𝑧 = 𝑥 · (𝑦 · 𝑧),
(в) постоjи елемент 1 ∈ Q ∖ {0}, тако да jе 𝑥 · 1 = 𝑥 за све 𝑥 ∈ Q,
(г) за сваки елемент 𝑥 ∈ Q ∖ {0} постоjи елемент 𝑥−1 ∈ Q, такво да jе

𝑥 · 𝑥−1 = 1,

(д) (∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ Q)𝑥 · (𝑦 + 𝑧) = 𝑥 · 𝑦 + 𝑥 · 𝑧;

3. своjства релациjе ≤:

(а) (∀𝑥 ∈ Q)𝑥 ≤ 𝑥,

(б) (∀𝑥, 𝑦 ∈ Q)(𝑥 ≤ 𝑦, 𝑦 ≤ 𝑥⇒ 𝑥 = 𝑦),

(в) (∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ Q)(𝑥 ≤ 𝑦, 𝑦 ≤ 𝑧 ⇒ 𝑥 ≤ 𝑧),

(г) за свака два елемента 𝑥, 𝑦 ∈ Q важи 𝑥 ≤ 𝑦 или 𝑦 ≤ 𝑥,

(д) ако jе 𝑥 ≤ 𝑦 и 𝑧 произвољан елемент из Q, важи 𝑥+ 𝑧 ≤ 𝑦 + 𝑧,

(ђ) ако jе 0 ≤ 𝑥 и 0 ≤ 𝑦, онда jе и 0 ≤ 𝑥 · 𝑦;

4. (Архимедова аксиома) За произвољне броjеве 𝑎, 𝑏 ∈ Q, где jе 𝑎 > 0 постоjи
природан броj 𝑛 такав да важи 𝑛𝑎 > 𝑏.

Аксиоме 1.а - 1.г нам говоре да jе скуп Q Абелова група у односу на опе-
рациjу сабирања. Аксиоме 2.а - 2.д говоре да jе скупа Q ∖ {0} такође Абелова
група у односу на операциjу множења, када заjедно посматрамо операциjе саби-
рања, множења и релациjу ≤ скуп Q je уређено поље. Аксиоме 1.a - 3.ђ зовемо
алгебарским аксиомама. Архимедова аксиома се не може извести из алгебар-
ских аксиома, па уређено поље рационалних броjева зовемо и Архимедовским
пољем.
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У наставку, при опису Дедекиндове и Канторове конструкциjе реалних бро-
jева подразумевамо да важе сва претходно наведена своjства скупа Q. Те кон-
струкциjе прошируjу скуп Q до скупа R тако да сва своjства рационалних броjе-
ва важе и за реалне броjеве заjедно са аксиомом супремума. У наредним погла-
вљима се нећемо бавити исправношћу дефинициjа и доказима, већ ћемо само
илустровати идеjе.

3.1 Дедекиндова конструкциjа

Идеjа код Дедекиндове конструкциjе15 jе да се свака тачка на реалноj прави
посматра као скуп рационалних броjева лево и десно од те тачке. Ако jе 𝑥 ∈ R
тада уместо 𝑥 посматрамо следећи скуп {𝑞 | 𝑞 ∈ Q∧ 𝑞 < 𝑥}⊔{𝑞 | 𝑞 ∈ Q∧ 𝑞 > 𝑥}.
Овде ћемо представити мало другачиjу верзиjу ове идеjе, где посматрамо само
jедну страну.

Дефинициjа 3.1. Подскуп 𝛼 скупа Q jе Дедекиндов пресек, ако су испуњени
следећи услови:

� 𝛼 ̸= ∅ и 𝛼 ̸= Q,

� за свако 𝑞 из 𝛼, из 𝑥 ∈ Q и 𝑥 < 𝑞 следи 𝑥 ∈ 𝛼,

� у скупу 𝛼 не постоjи наjвећи елемент.

Скуп свих Дедекиндових пресека означавамо са R𝐷. Приметимо да саме
рационалне броjеве можемо такође представити преко Дедекиндових пресека.
Ако jе 𝑞 ∈ Q тада рационалан броj 𝑞 записуjемо као {𝑥 | 𝑥 ∈ Q ∧ 𝑥 < 𝑞}.
Овакве Дедекиндове пресеке означавамо са ⟨←˒ , 𝑞⟩. Посматраjмо функциjу коjа
рационалне броjеве пресликава у Дедекиндове пресеке 𝑓 : Q ↦→ R𝐷 дефинисану
са 𝑓(𝑞) = ⟨←˒ , 𝑞⟩. Таква функциjа jе 1-1 али ниjе на.

Дефинишемо уређење на скупу свих Дедекиндових пресека.

Дефинициjа 3.2. Уређење скупа RD: 𝛼 ⪯ 𝛽 акко 𝛼 ⊆ 𝛽16; 𝛼 ≺ 𝛽 акко 𝛼 ⪯ 𝛽 и
𝛼 ̸= 𝛽.

Аритметика на скупу Дедкиндових пресека се уводи следећим дефинициjа-
ма.

Дефинициjа 3.3. Операциjа сабирања ⊕ на скупу RD се дефинише као

𝛼⊕ 𝛽 = {𝑎+ 𝑏 | 𝑎 ∈ 𝛼, 𝑏 ∈ 𝛽}

Дефинициjа 3.4. Неутрал 0 за сабирање уводимо као:

⟨←˒ , 0⟩ = {𝑥 ∈ Q | 𝑥 < 0}
15За детаље конструкциjе видети [4] и [10].
16Строго разликуjемо oзнаку ⊂ за прави подскуп од ознаке ⊆ када скупови могу бити и

jеднаки.
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Дефинициjа 3.5. Инверз елемента 𝛼 у односу на сабирање:

∼ 𝛼 = {−𝑥 | 𝑥 /∈ 𝛼, 𝑥 ниjе наjмањи елемент у Q ∖ 𝛼}

Дефинициjа 3.6. Операциjа множења ⊕ на скупу RD се дефинише по случа-
jевима: ако jе ⟨←˒ , 0⟩ ⪯ 𝛼 и ⟨←˒ , 0⟩ ⪯ 𝛽 онда jе

𝛼⊙ 𝛽 = {𝑥 ∈ Q | 𝑥 ≤ 0} ∪ {𝑎 · 𝑏 | 𝑎 ∈ 𝛼, 𝑏 ∈ 𝛽, 0 < 𝑎, 0 < 𝑏}

док jе

𝛼⊙ 𝛽 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
⟨←˒ , 0⟩, 𝛼 = ⟨←˒ , 0⟩ или 𝛽 = ⟨←˒ , 0⟩,
(∼ 𝛼)⊙ (∼ 𝛽), 𝛼 ≺ ⟨←˒ , 0⟩, 𝛽 ≺ ⟨←˒ , 0⟩,
∼ ((∼ 𝛼)⊙ 𝛽), 𝛼 ≺ ⟨←˒ , 0⟩, ⟨←˒ , 0⟩ ≺ 𝛽,

∼ (𝛼⊙ (∼ 𝛽)), 𝛽 ≺ ⟨←˒ , 0⟩, ⟨←˒ , 0⟩ ≺ 𝛼.

За све рационалне броjеве 𝑎 и 𝑏 важе jеднакости: ⟨←˒ , 𝑎⟩ ⊕ ⟨←˒ , 𝑏⟩ = ⟨←˒
, 𝑎+𝑏⟩,∼ ⟨←˒ , 𝑎⟩ = ⟨←˒ ,−𝑎⟩, ⟨←˒ , 𝑎⟩⊙⟨←˒ , 𝑏⟩ = ⟨←˒ , 𝑎 ·𝑏⟩, односно 𝑓(𝑎+𝑏) = 𝑓(𝑎)⊕
𝑓(𝑏), 𝑓(−𝑎) =∼ 𝑓(𝑎), 𝑓(𝑎 · 𝑏) = 𝑓(𝑎)⊙ 𝑓(𝑏), као и еквиваленциjа ⟨←˒ , 𝑎⟩ ⪯ ⟨←˒ , 𝑏⟩
акко 𝑎 ≤ 𝑏, тj. 𝑓(𝑎) ⪯ 𝑓(𝑏) акко 𝑎 ≤ 𝑏, операциjе ⊕,∼,⊙ и уређење ⪯ можемо
сматрати проширењима операциjа +,−, ·, и уређења ≤ скупа Q. Ова чињеница
оправдава коришћење истих ознака +,−, · и ≤ за одговараjуһе операциjе и уре-
ђење скупа RD. Природно се може проширити и парциjална операциjа инверза
у оgносу на множење:

⟨←˒ , 𝑎⟩−1 =
⟨︀
←˒ , 𝑎−1

⟩︀
, 𝑎 ∈ Q,

а ако jе 𝛼 ̸= ⟨←˒ , 𝑎⟩ за свако 𝑎 ∈ Q, онда jе 𝛼−1 = {𝑥 ∈ Q | 𝑥 ≤ 0} ∪
{𝑥−1 | 𝑥 > 0, 𝑥 /∈ 𝛼}, у случаjу да jе ⟨←˒ , 0⟩ < 𝑎 и 𝛼−1 = −(−𝛼)−1 уколико jе
𝑎 < ⟨←˒ , 0⟩. Дакле, изграђена структура RD = (RD,≤,+, ·, ⟨←˒ , 0⟩, ⟨←˒ , 1⟩) jе
наследила све основне особине операциjа и уређења структуре рационалних
броjева Q = (Q,≤,+, ·, 0, 1). Скуп RD се може сматрати правим проширењем
структуре Q. Дедекиндова конструкциjа jе заправо изградња уређеног поља RD

коjе jе право проширење уређеног поља Q.
Кључно своjство у карактеризациjи реалних броjева jе своjство супремума.

Због jедноставности наводимо доказ.

Теорема 3.1. Сваки одозго ограничен подскуп скупа RD има супремум.

Доказ. Нека jе 𝑋 произвољан одозго ограничен подскуп од RD. Ниjе тешко
доказати да jе ̂︀𝜉 =

⋃︀
𝜉∈𝑋 𝜉 Дедекиндов пресек, као и да jе ̂︀𝜉 горње ограничење

скупа 𝑋. При том, за свако друго горње ограничење 𝛼 скупа 𝑋, будући да jе
𝜉 ≤ 𝛼, 𝜉 ∈ 𝑋, важи ̂︀𝜉 ≤ 𝛼, што значи ̂︀𝜉 = sup𝑋.

3.2 Канторова конструкциjа

Пре самог описа конструкцjе17 даjемо мотивациjу. Посматраjмо броj

𝜋 = 3.1415926535...
17Конструкциjу преко Кошиjевих низова jе обjавио Кантор 1872. године. За детаље кон-

струкциjе видети [12].
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и следећи низ

0, 100,−5, 3, 31
10
,
314

100
,
3141

1000
,
31415

10000
,
314159

100000
, ... .

Таj низ се састоjи искључиво од рационалних броjева и видимо да се на неки
начин се приблажава броjу 𝜋. Идеjа jе да посматрамо низове рационалних бро-
jева коjи конвергираjу и да нам они на неки начин представљаjу реалне броjеве.
При овоj идеjи се jавља jош jедан проблем, посматраjмо следећи низ

431, 130,−50, 3, 22
7
,
333

106
,
355

113
,
104348

33215
,
1043835

332263
, ... .

Таj низ такође конвергира броjу 𝜋, али jе различит од првог низа. Проблем jе
што постоjи много различитх низова коjи конвергираjу ка истом броjу, па имамо
проблем jединствености. Jедан реалан броj има бесконачно много различитх
низова коjи конвергираjу ка њему.

Оваj проблем решавамо тако што ћемо увести неку релациjу еквиваленциjе
и посећи скуп свих низова рационалних броjева са том релациjом. Тада нам
реалне броjеве представљаjу класе еквиваленциjе на коjе jе разбиjен скуп свих
низова рационалних броjева.

Дефинициjа 3.7. За низ (𝑎𝑛) низ рационалних броjева кажемо да jе Кошиjев
ако за свако 𝜖 > 0 постоjи индекс 𝑛0 ∈ N, такав да jе |𝑎𝑚 − 𝑎𝑛| < 𝜖 чим су
индекси 𝑚 и 𝑛 већи од 𝑛0. Дакле,

(𝑎𝑛) jе Кошиjев⇔ (∀𝜖 > 0)(∃𝑛0 ∈ N)(∀𝑚,𝑛 ∈ N)(𝑚,𝑛 > 𝑛0 ⇒ |𝑎𝑚 − 𝑎𝑛| < 𝜖).

Идеjа претходне дефинициjе лежи у томе да ако неки низ конвергира ка не-
коj вредности, онда ће чланови како 𝑛 расте бити све ближи jедни другима тj.
две добре апроксимациjе неке вредности поред тога што су близу самоj вредно-
сти, добро ће се међусобно апроксимирати. Исто резоновање можемо применити
и на два различита низа рационалних броjева коjи апроксимираjу исту вред-
ност, што нас наводи да уведемо релациjу еквиваленциjе на свим низовима коjу
апроксимираjу исту вредност.

Означимо скуп свих рационалних Кошиjевих низова са 𝐶Q. На скупу 𝐶Q
уводимо релациjу еквиваленциjе.

Дефинициjа 3.8. Нека су (𝑎𝑛) и (𝑏𝑛) низови из 𝐶Q. Дефинишемо релациjу ∼
на 𝐶Q као

(𝑎𝑛) ∼ (𝑏𝑛)⇔ lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛 − 𝑏𝑛) = 0.

Ако су два низа (𝑎𝑛) и (𝑏𝑛) у релациjи кажемо да су еквивалентни.

Доказ да jе ова релациjа симетрична, рефлексивна и транзитивна директно
следи из дефинициjе.

Дефинициjа 3.9. Реални броjеви су класе еквиваленциjе [(𝑎𝑛)] Кошиjевих ни-
зова рационалних броjева тj. R𝐶 = 𝐶Q / ∼. Свака класа еквиваленциjе нам
представља jедан реалан броj.
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Како смо се користили низовима рационалних броjева да дефинишемо ре-
алне броjеве поставља се питање како саме рационалне броjеве представљамо
као класе еквиваленциjа.

Дефинициjа 3.10. Нека jе 𝑞 било коjи рационалан броj, дефинишемо реалан
броj 𝑞 као класу еквиваленциjе констатног низа (𝑞, 𝑞, 𝑞, ...).

Уводимо аритметику на скупу класа еквиаленицjе на коjе разбиjен скуп 𝐶Q.

Дефинициjа 3.11. Нека су 𝑠, 𝑡 ∈ R𝐶 , за њих постоjе Кошиjеви низови рацио-
налних броjева (𝑎𝑛) и (𝑏𝑛) такви да jе 𝑠 = [(𝑎𝑛)] и 𝑡 = [(𝑏𝑛)].

1. Дефинишемо 𝑠 + 𝑡 као класу еквивалнециjе низа (𝑎𝑛 + 𝑏𝑛). Неутрал за
сабирање jе класа еквиваленциjе низа (0, 0, 0, ...).

2. Дефинишемо 𝑠 · 𝑡 као класу еквивалнециjе низа (𝑎𝑛 · 𝑏𝑛). Неутрал за мно-
жење jе класа еквиваленциjе низа (1, 1, 1, ...).

Дефинициjа 3.12. Нека jе 𝑠 ∈ R𝐶 , тада постоjи низ (𝑎𝑛) такав да jе 𝑠 = [(𝑎𝑛)].

1. Инверзни елемент елемента 𝑠, у односу на операциjу сабирања, обележа-
вамо као −𝑠 и дефинишемо као класу еквиваленциjе низа (−𝑎𝑛).

2. Инверзни елемент елемента 𝑠 ̸= 0, у односу на операциjу множења, обеле-
жавамо као 1

𝑠
. Како jе 𝑠 ̸= 0 тада низ рационалних броjева (𝑎𝑛) не тежи

0, па ће за неко 𝑛0 ∈ N важити да за свако 𝑛 > 𝑛0, следи да jе 𝑎𝑛 > 0
или 𝑎𝑛 < 0. Посматраjмо следећи низ (0, 0, ..., 1

𝑎(𝑛0+1)
, 1
𝑎(𝑛0+2)

, ...), инверзни

елемент дефинишемо као класу еквиваленциjе посматраног низа. Идеjа
претходног раматрања jе да за неки низ представник, коначно много пр-
вих чланова може бити 0, али да после неког индекса 𝑛 нећемо имати
чланове коjи су 0, па дефинишемо инверз само за преостале чланове.

Дефинициjа 3.13. Нека jе 𝑠 ∈ R𝐶 . Кажемо да jе 𝑠 позитивно ако jе 𝑠 ̸= 0 и
ако jе 𝑠 = [(𝑎𝑛)] за неки Кошиjев низ такав да постоjи неко 𝑁 , такво да jе 𝑎𝑛 > 0
за све 𝑛 > 𝑁 . Ако су 𝑠 и 𝑡 два реална броjа, кажемо да jе 𝑠 > 𝑡 ако jе 𝑠 − 𝑡
позитивно.

Овако дефинисани реални броjеви R𝐶 задовољаваjу Архимдеово своjство и
аксиому супремума.

3.3 Конструкциjа из хиперрационалних броjева

Идеjа коришћења инфинитезимала при успостављању математичке анализе
потиче од Лаjбница18. Укратко обjашњавамо Лаjбницову идеjу коришћења бес-
коначно малих величина на примеру израчунавања извода фунцкиjе 𝑓(𝑥) = 𝑥2.
Нека jе 𝑑𝑥 нека бесконачно мала величина, да бисмо добили извод функциjе
посматрамо следећу форумулу

𝑓(𝑥+ 𝑑𝑥)− 𝑓(𝑥)
𝑑𝑥

,

18Gottfried Wilhelm Freiherr von Leibniz (1646-1716) - немачки математичар и филозоф.
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тj. посматрамо разлику вредности функциjе 𝑓 у самоj тачки 𝑥 и некоj другоj
бесконачно близу тачки 𝑥+ 𝑑𝑥 подељену са тим бесконачно малим растоjањем
𝑑𝑥. На примеру конкретне функциjе добиjамо

(𝑥+ 𝑑𝑥)2 − 𝑥2

𝑑𝑥
=
𝑥2 + 2𝑥𝑑𝑥+ 𝑑𝑥2 − 𝑥2

𝑑𝑥
=

2𝑥𝑑𝑥+ 𝑑𝑥2

𝑑𝑥
= 2𝑥+ 𝑑𝑥.

Лаjбниц и математичари тог времена су посматраjући краjњи резултат 2𝑥+ 𝑑𝑥
резоновали да, пошто jе 𝑑𝑥 бесконачно мало, можемо га занемарити, па нам
остаjе само 2𝑥 као краjњи резултат. Оваj приступ са величинама коjе не стаjу
ниjе био формално оправдан и на краjу jе напуштен у корист 𝛿 − 𝜖 приступа.
Инфинитезимали су добили поново на значаjу тек у 20. веку са радовима Абра-
хама Робинсона19 и увођењем нестандардне анализе.

Нестандардна проширења линеарно уређених алгебарских структура под-
разумеваjу све аксиоме коjе jе имала стара структура са додатком да постоjи
бесконачно велики елемент коjи означавамо са 𝜔. Како постоjи бесконачно ве-
лики елемент 𝜔, такође постоjе елементи −𝜔 и 𝜔−1 тj. елемент коjи jе мањи од
било ког другог елемента и елемент коjи jе бесконачно близу 0. Како се међу
овим новим броjевима садрже и реални броjеви, при конструкциjи оваквих си-
стема ми можемо контруисати и саме реалне броjеве, тако што ћемо одстранити
све елементе коjи су бесконачно мали, бесконачно близу jедни другима и беско-
начно велики.

Даjемо кратко излагање идеjе преко приступа са ултрафилтерима коjе jе
дато у [3].

3.3.1 Ултрафилтери

Дефинициjа 3.14. Нека jе 𝐽 бесконачан скуп. Скуп 𝒰 ⊂ 𝒫(𝐽) зовемо филте-
ром над 𝐽 ако важи:

𝐽 ∈ 𝑈 и ∅ ̸∈ 𝒰(регуларност), (1.)

ако 𝐴,𝐵 ∈ 𝒰 , онда 𝐴 ∩𝐵 ∈ 𝒰(своjство коначног пресека), (2.)

ако 𝐴 ∈ 𝒰 и 𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐽, онда 𝐵 ∈ 𝒰(своjство надскупа). (3.)

Филтер се зове ултрафилтером ако jе максималан филтер тj. ако ниjе подскуп
ниjедног другог филтера на 𝐽 . Филтер jе слободан ако 𝐴 ∈ 𝒰 , онда jе 𝐴 беско-
начан скуп.

Дефинициjа 3.15. Слободан филтер дефинисан као

𝐹𝑟(𝐽) := {𝐴 ∈ 𝒫(𝐽) | (𝐽 ∖ 𝐴) jе коначан.}

се зове Фрешеов20 филтер.

Став 3.1. Сваки филтер коjи садржи Фрешеов филер jе слободан.

19Abraham Robinson (1918-1974) - амерички математичар.
20Maurice René Fréchet (1878 – 1973) - француски математичар.
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Доказ постоjања слободног ултрафилтера jе неконструктивног карактера и
зависи од аксиоме избора.

Теорема 3.2 (Торема о ултрафилтерима). Ако важи аксиома избора, 𝐹𝑟(𝐽) се
може проширити до слободног ултрафилтера.

Своjство максималности ултрафилтера нам даjе следећа теорема.

Теорема 3.3. Ултрафилтер 𝒰 има следеће своjство:

Ако 𝐴 ∈ 𝒫(𝐽), тада важи 𝐴 ∈ 𝒰 или 𝐽 ∖ 𝐴 ∈ 𝒰 .

3.3.2 Хиперрационални броjеви

Нека jе 𝒰 слободан ултрафилтер над N и QN скуп свих рационалних низова.

Дефинициjа 3.16. Дефинишемо релациjу на QN као

(𝑎𝑛) ∼ (𝑏𝑛)⇔ {𝑛 | 𝑎𝑛 = 𝑏𝑛} ∈ 𝒰 .

Овако дефинисана релациjа представља jедну релациjу еквиваленциjе. Доказ
да jе ово релациjа еквиваленциjе следи из дефинициjе релациjе и дефинициjе
ултрафилтера. Релациjа ∼ нам говори да су два низа 𝒰 -еквивалентни.

Дефинициjа 3.17. Скуп хиперрационалних броjева Q*дефинишемо као скуп
свих класа еквиваленциjе рационалних низова коjе добиjамо релациjом ∼.

Q* = QN/ ∼ .

Дефинициjа 3.18. Нека су 𝑎, 𝑏 ∈ Q*, тада постоjе низови рационалних броjева
такви да jе 𝑎 = [(𝑎𝑛)] и 𝑏 = [(𝑏𝑛)]. Сабирање +*, множење ·* и уређење <*
дефинишемо као

[(𝑎𝑛)] +* [(𝑏𝑛)] = [(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)],

[(𝑎𝑛)] ·* [(𝑏𝑛)] = [(𝑎𝑛 · 𝑏𝑛)],
[(𝑎𝑛)] <* [(𝑏𝑛)]⇔ {𝑛 | 𝑎𝑛 < 𝑏𝑛} ∈ 𝒰 .

Дефинициjа 3.19. Хиперрационалне броjеве облика [(𝑎𝑛)] где jе (𝑎𝑛) констан-
тан низ 𝑎𝑛 = 𝑞 за неко 𝑞 ∈ Q обележавамо са 𝑞𝜎. Природну стандардну копиjу
Q у Q* обележавамо са Q𝜎.

� Неутрал за сабирање jе класа еквиваленциjе низа (0, 0, 0, ...) коjу означа-
вамо са 0𝜎.

� Неутрал за множење jе класа еквиваленциjе низа (1, 1, 1, ...) коjу означа-
вамо са 1𝜎.

Дефинициjа 3.20. Нека je 𝑎 ∈ Q*, тада постоjи низ рационалних броjева такав
да важи 𝑎 = [(𝑎𝑛)].
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1. Инверз у односу на сабирање jе класа еквиваленциjе низа (−𝑎𝑛).

2. Инверз у односу на множење дефинишемо на следећи начин. Нека jе (𝑎𝑛) ∈
QN такав да jе (𝑎𝑛) ̸∼ 0𝜎. Тада {𝑛 | 𝑎𝑛 = 0} ̸∈ 𝒰 . Због максималности
𝒰 , {𝑛 | 𝑎𝑛 ̸= 0} = N ∖ {𝑛 | 𝑎𝑛 = 0} ∈ 𝒰 . Дефинишемо (𝑞𝑛) ∈ QN као

𝑞𝑛 =

{︃
1
𝑎𝑛
, 𝑎𝑛 ̸= 0,

0, 𝑎𝑛 = 0.

Tада {𝑛 | 𝑎𝑛 · 𝑞𝑛 = 1} = {𝑛 | 𝑎𝑛 ̸= 0} ∈ 𝒰 . Дакле (𝑎𝑛 · 𝑞𝑛) ∼ 1𝜎.

Проширење рационалних броjева на хиперрационалне броjеве коjе нам недо-
стаjе jе егзистенциjа бесконачно великог елемента 𝜔 ∈ Q* коjи jе стриктно већи
од било ког стандардног рационалног броjа. Таj елемент 𝜔 можемо дефинисати
као

𝜔 = [(𝜔𝑛)],

где jе 𝜔𝑛 = 𝑛.

Став 3.2. (Q*,+*, ·*, <*) je уређено поље.

Можемо приметити да су дефинициjе основних операциjа готово исте као
код Канторове конструкциjе осим дефинициjе релациjе ∼. Напомињемо да не
можемо ништа рећи о jединствености самог слободног ултрафилтера 𝒰 , па са-
мим тим скуп Q* не мора бити jединствен. Како се сва своjства скупа Q* до-
казуjу из дефинициjе слободног ултрафилтера нема проблема са непрецизним
тврђењима.

Нека jе 𝒪 прстен коначних хиперрационалних броjева дефинисан као

𝒪 = {𝛼 ∈ Q* | ∃𝑞𝜎 ∈ Q𝜎, |𝛼| <* 𝑞𝜎}.

𝒪 не садржи бесконачно велике броjеве, али и даље садржи елементе коjи су
бесконачно мали и коjи су бесконачно близу. Како не желимо да R садржи
и елементе коjи су бесконачно близу, желимо да те елементе уклонимо из 𝒪.
Дефинишемо следећи идеал коjи се састоjи од нуле и бесконачно малих хипер-
рационалних броjева.

ℐ = {𝛼 ∈ Q* | ∀𝑞𝜎 ∈ Q𝜎 ∖ {0𝜎}, |𝛼| <* |𝑞𝜎|}.

Став 3.3. 𝒪 jе уређени потпрстен од Q*.

Став 3.4. ℐ jе идеал од 𝒪.

Став 3.5. 𝒪/ℐ jе поље.

Дефинициjа 3.21. Реалне броjеве дефинишемо као количнички прстен

R = 𝒪/ℐ.

Сабирање и множење су индуковани прстеном 𝒪. Уређење над R jе дато са

𝛼 + ℐ <R 𝛽 + ℐ ⇔ (𝛼 <* 𝛽 ∧ 𝛼 + 𝐼 ̸= 𝛽 + 𝐼).
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На оваj начин смо сваки хиперрационалан броj и све њему бесконачно близу
хиперрационалне броjеве представили као jедну класу еквиваленциjе.

Наводимо пример коjи илуструjе интуициjу иза нестандардног приступа.
Код Канторове конструкциjе низови 1

𝑛
и 1

𝑛2 представљаjу исти реалан броj 0.
Оба низа 1

𝑛
и 1

𝑛2 припадаjу истоj класи еквиваленциjе као и нула низ
1
𝑛
∼ 1

𝑛2 ∼
0, па те низове не разликуjемо међусобно. Код хиперрационалне конструкциjе
низови 1

𝑛
и 1

𝑛2 представљаjу различите инфинитезимале jер сада користимо
ултрафитере када посматрмао класе еквиваленциjе, па за низове 1

𝑛
и 1

𝑛2 важи
1
𝑛
̸∼ 1

𝑛2 . На таj начин добиjамо елементе коjи су бесконачно близу 0 или било
ком другом реалном броjу.
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4 Израчунљивост реалних броjева

Поjам алгоритма ниjе био строго дефинисан у математици све до почетка
20. века. Математичари су интуитивно разумевали поjам алгоритма као ко-
начан скуп поступака, коjим се обрађуjући неке улазне податке добиjа неки
излаз. Развоjем теориjског рачунарства почетком 20. века поjавила се потреба
за формалним увођењем поjма алгоритма. Алан Тjуринг21 jе увео концепт Тjу-
рингове машине 1936. године. Тjурингова машина jе апстрактан математички
модел рачунара са бесконачном мемориjом. Тjурингова машина на почетку из-
вршавања на траци има уписану неку реч коjа jе улазни податак. Реч се састоjи
од коначног низа симбола из унапред дефисаног скупа коjи зовемо алфабет.
Машина такође зна са коjе позициjе на траци уписуjе или чита и има коначан
скуп инструкциjа. На таj начин формално можемо увести поjам алгоритма као
програма на апстрактном рачунару. Таj програм има коначан скуп инструкци-
jа и тиме смо се обезбедили да имамо коначан скуп поступака. Напомињемо
да постоjе и други формални системи за опис алгоритма као што су 𝜆-рачун,
𝑅𝑀 -машине, Постове22 машине, Марковљеви23 алгоритми итд. Сви претходно
наведени формализми су међусобно еквивалентни [14].

После увођења формалне дефинициjе поjма алгоритма, остаjе нам питање
да ли за све што интуитивно можемо израчунати постоjи Тjурингов програм и
обратно. Ово тврди Черч24-Тjуригнова теза. Како се ради о људскоj интуициjи
ово се не може формално доказати.

4.1 Тjурингова машина

Слика 1: Тjурингова машина

Даjемо кратак опис рада Тjурингове машине из [6] и [7]. Машина се састоjи
од траке коjа jе бесконачна са обе стране и издељена jе на ћелиjе. У сваку ће-
лиjу траке може бити уписан jедан симбол из некод унапред одабраног скупа
симбола(алфабета) 𝛾 = {𝑠1, ..., 𝑠𝑚}. Поред тих симбола имамо и jош jедна спе-
циjалан симбол коjи нам представља бланко знак ⊔. Тjурингова машина такође

21Alan Mathison Turing (1912-1954) - енглески математичар.
22Emil Leon Post (1897-1954) - амерички математичар.
23Андреj Андреjевич Марков(1903–1979) - руски математичар.
24Alonzo Church (1903–1995) - амерички математичар.
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поседуjе главу тj. механизам коjи може да чита садржаj jедне ћелиjе и да извр-
шава jедну од инструкциjа Тjуринговог програма. Инструкциjе означавамо са
𝑞0, ..., 𝑞𝑘, где jе свака инструкциjа облика

q𝑖 s1 s′1D1q𝑗1
...

s𝑚 s′𝑚D𝑚q𝑗𝑚

или 𝑞𝑖 STOP. Ако jе симбол 𝑠𝑙 коjи се чита из ћелиjе, бришемо га и уписуjемо
𝑠′𝑙. Глава се помера на леву ћелиjу ако jе 𝐷𝑙 jеднако 𝐿, односно десну ако jе 𝐷𝑙

jеднако 𝑅 или остаjе на истоj, ако 𝐷𝑙 jеднако 𝑃 и пређи на инструкциjу 𝑞𝑗𝑙 .
Сада инструкциjе можемо да дефинишемо као уређене петорке (𝑞, 𝑠, 𝑠′, 𝐷, 𝑞′),

где 𝑞 тренутна инструкциjа, 𝑠 симбол алфабета уписан у ћелиjу коjу чита глава,
𝑠′ симбол коjи уписуjемо у ћелиjу уместо 𝑠, 𝐷 нам говори да ли глава треба да
предђе на леву или десну ћелиjу или да остане на тренутноj ћелиjи, 𝑞′ jе нова
инструкциjа на коjу прелазимо.

Дефинишемо Тjурингову машину.

Дефинициjа 4.1. Тjурингова машина jе уређена седморка T = (𝒬, 𝑞0, 𝐹,Γ,⊔,Σ, 𝜏)
при чему jе:

� 𝒬 коначан скуп стања, тj. скуп свих инструкциjа програма,

� 𝑞0 ∈ Q jе почетно стање, тj. прва инструкциjа коjом се започиње изврша-
вање програма,

� 𝐹 ⊂ 𝒬 jе скуп завршних стања, тj. скуп свих STOP-инструкциjа,

� Γ jе алфабет траке коjи садржи бланко знак ⊔, тj. скуп свих симобла коjи
могу бити уписивани у ћелиjе траке,

� Σ ⊆ Γ ∖ {⊔} улазни алфабет и

� 𝜏 jе Тjурингов програм, тj. функциjа прелаза 𝜏 : (𝒬 ∖ 𝐹 ) × Γ → Γ ×
{𝑅,𝐿, 𝑃} × 𝒬 коjом се описуjу инструкциjе коjе нису STOP-инструкциjе:
ако се уређена петорка 𝑞𝑠𝑠′𝐷𝑞′ поjављуjе као део инструкциjе 𝑞, онда jе
𝜏(𝑞, 𝑠) = (𝑠′, 𝐷, 𝑞′).

Дефинициjа 4.2. Функциjа 𝑓 : N → N jе израчунљива акко постоjи Тjурин-
говa машина коjа jе израчунава у коначном времену. Алфабет нам представља
скуп Σ = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, a сваку цифру броjа уписуjемо у засебну ћели-
jу. Улаз нам представља броj 𝑛 коjи Тjурнговоj машини говори колико цифара
броjа треба да испише и да се заустави.

Тjурингова машина не мора да се заустави за сваки улаз, може да се дого-
ди да се израчунавање настави у бесконачност. Проблем да ли се Тjуринговa
машинa за дати улаз зауставља зове се halting проблем. За њега не постоjи Тjу-
рингова машина коjа га проверава. Због тога имамо и услов коjи захтева да се
машина извршава у коначном времену.
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Дефинициjа 4.3. Функциjа 𝑓 : N → Q jе израчунљива акко постоjе израчун-
љиве функциjе 𝑠, 𝑎, 𝑏 : N→ N такве да важи

𝑓(𝑛) = (−1)𝑠(𝑛)𝑎(𝑛)
𝑏(𝑛)

.

Идеjа дефинициjе jе да именилац и броjилац рационалног броjа представимо
израчунљивим функциjама, а знак рационалног броjа броjа представљамо тако
што −1 степенуjемо на неку израчунљиву функциjу коjа за вредности има 0 ili
1 у зависности да ли jе знак рационалног броjа позитиван или негативан.

Напомињемо да и ако Тjурингове машине раде над произвољним алфабетом,
представљање природних броjева на њима jе ствар договора.

4.2 Израчунљиви броjеви

Тjурингових програма има преброjиво много, а реалних броjева непреброjи-
во много. Интересуjу нас они броjеви коjи се могу добити Тjуринговом машином
и такве броjеве зовемо израчунљивим реалним броjевима. Природни, цели и ра-
ционални броjеви су тривиjално израчунљиви.

Различите конструкциjе реалних броjева имаjу своjе израчунљиве еквива-
ленте [8] [9].

� Кошиjеви низови Израчунљиве низове смо већ дефинисали као израчун-
љиве функциjе. Поред тога што сам низ мора бити израчунљив потребно
jе и да конвергира ефективно.

Дефинициjа 4.4. Низ {𝑟𝑘} рационалних броjева конвергира ефективно
реалном броjу 𝑥 ако постоjи израчунљива функциjа 𝑒 : N→ N таква да за
све 𝑁 :

𝑘 ≥ 𝑒(𝑁) =⇒ |𝑟𝑘 − 𝑥| ≤ 2−𝑁 .

jе израчунљива.

Дефинициjа 4.5. Реалан броj 𝑥 jе израчунљив ако постоjи низ {𝑟𝑘} коjи
конвергира ефективно ка 𝑥.

Ефективна конвергенциjа jе потребна jер може да се догоди да израчун-
љив низ рационалних броjева конверигра ка неизрачунљивоj граници.

� Дедекиндови пресеци

Дефинициjа 4.6. Реалан броj 𝑥 jе израчунљив ако je карактеристична
функциjа његовог Дедекиндовог пресека 𝐷 = {𝑟 ∈ Q | 𝑟 < 𝑥} израчунљи-
ва тj.

𝜒(𝑥) =

{︃
1, 𝑥 ∈ 𝐷
0, 𝑥 ̸∈ 𝐷

jе израчунљива. Општиjе Дедекиндов пресек jе израчунљив ако jе изра-
чунљива његова његова карактеристична функциjа.
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� Уметнути интервали Низ 𝐼𝑛 = [𝑎𝑛, 𝑏𝑛] уметнутих интервала за коjи важи
𝐼𝑛+1 ⊂ 𝐼𝑛 je израчунљив ако су рационални низови 𝑎𝑛 и 𝑏𝑛 израчунљиви.

Дефинициjа 4.7. Реалан броj 𝑥 jе израчунљив ако постоjи израчунљив
низ уметнутих интервала такав да jе ∩𝑛∈N𝐼𝑛 = {𝑥}

� Децималан развоj у основи 𝑏

Дефинициjа 4.8. Реалан броj 𝑥 ∈ [0, 1] je израчунљив у основи 𝑏 ако
постоjи израчунљива функциjа 𝑓 : N→ {0, 1, ..., 𝑏− 1} таква да важи

𝑥 = Σ∞
𝑛=0𝑓(𝑛)𝑏

−(𝑛+1).

Реалне броjеве ван тог интервала можемо посматрати као цео део коjи jе
природан броj и децимални део.

Разичите конструкциjе реалних броjева даjу различте израчунљиве кон-
струкциjе. Све претходно наведене конструкциjе су еквиваленте. Еквивалент-
ност jе доказао Р.М. Робинсон25 (1954) тако што jе приметио да ако jе 𝛼 из-
рачунљив реалан броj тада jе и функциjа 𝑎(𝑛) = [𝑛𝛼] ([ ] цео део на горе)
израчунљива функциjа одакле лако следи еквиваленциjа [9].

При Колмогоровљевоj конструкциjи позитивних реалних броjева дефиниса-
ли смо их као скуп Φ свих функциjа 𝛼 : N→ N коjе задовољаваjу своjства Φ1 и
Φ2 и он jе изоморфан са R+ што значи да jе непреброjив и да нису све функциjе
израчунљиве. Поставља се питање када скупу свих функциjа коjе задовољава-
jу Φ1 и Φ2 придодамо и услов 𝛼 : N → N je израчунљива функциjа, да ли jе
и таj скуп еквивалентан са претходним дефинициjама израчунљивих реалних
броjева. Приметимо да смо при доказу изоморфизма у потпоглављу 2.4 управо
користили ту функциjу (𝛼(𝑛) = ⟨𝑛𝑎⟩) да дефинишемо изоморфизам између Φ
и Ψ.

Скуп израчунљивих реалних броjева обележавамо са RC и за њега важе
следћа тврђења [8]:

� RC jе поље,

� RC садржи све реалне броjеве коjи су нам познати 𝜋, 𝑒,
√
2,
√
3 итд.,

� N ⊆ Z ⊆ Q ⊆ A ⊆ RC ⊂ R, где jе A скуп свих алгебарских броjева,

� RC jе преброjив,

� RC ниjе комплетан.

Проучавање израчунљивих броjева jе предмет израчунљиве Анализе. У изра-
чунљивоj анализи се поред самих израчунљивих броjева проучаваjу и изра-
чунљиве функциjе 𝑓 : RC → RC. При општиjим размарањима у израчунљивоj
анализи се користе Тjуриногве машине типа 2. Тjурингове машине типа 2 се
разликуjу од претходно описаних машина типа 1 по томе што поред jедне траке
такође поседуjу радне и улазне траке.

25Raphael Mitchel Robinson (1911–1995) - амерички математичар.
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5 ЗАКЉУЧАК

5 Закључак

У овом раду jе детаљно представљена мање позната конструкциjа реалних
броjева директно из природних од Колмогорова. Оригинално решење jе допуње-
но додатним доказима и обjашњењима. Такође су дати кратки описи наjпозна-
тиjих конструкциjа реалних броjева од Дедекинда и Кантора као и jедна нестан-
дардна конструкциjа. Данас jе познато око двадедесет познатих конструкциjа
реалних броjева. Свака од конструкциjа jе била инспирисана различитим обла-
стима математике и подстакла jе развоj тих области.

У последње време развоjем рачунарства поставила су се питања коjе броjеве
можемо представити рачунарским програмима. Сама природа реалних броjева
да их има непреброjиво много чини да немамо довољно програма коjи би нам
исписали децимале тих броjева. Тиме jе отворено ново поље математике изра-
чунљива анализа у коjоj постоjе многе верзиjе теорема из класичне анализе.

Поред теориjских разматрања питања израчунљивости реалних броjева под-
стакнуто jе огромно поље у информатици коjе се бави практичним питањима
репрезентациjе у рачунарима и ефикасним проналажењима апроксимациjа. Мо-
дерни рачунари реалне броjеве увек представљаjу као рационалне апроксима-
циjе са покретним зарезом, од коjих jе наjкоришћениjи стандард IEEE754.

Данас се реални броjеви наjчешће посматраjу као бесконачни децимални
развоjи. Ово jе подстакнуто пре свега од стране образовања и практичним по-
требама физике и свакодневног живота, тиме се испушта суштина да су сви
различити начини на коjе можемо представити реалне броjеве: Дедекиндови
пресеци, Кошиjеви низови, бесконачни децимални развоjи итд. различите ма-
нифестациjе исте апстрактне поjаве коjу зовемо уређено поље реалних броjева.
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А ШТЕРН-БРОКООВО ДРВО

А Штерн-Брокоово дрво

У овом додатку ћемо представити jош jедан начин на коjи би могли да по-
сматрамо реалне броjеве. Штерн-Брокоово26 дрво су открили Мориц Штерн27

и Луис Броко28 независно jедан од другог29. Штерн jе посматрао дрво у оквиру
теориjе броjева и његова своjства, а Броко jе користио дрво при проjектовању
односа зупчаника унутар сатова да би побољшао прецизност мерења времена.

Слика 2: Штерн-Брокоово дрво

Дрво се добиjа тако што кренемо од формалних разломака 0
1
и 1

0
коjе фор-

мално сабирамо. Први елемент се добиjа тако што се броjиоци саберу са бро-
jиоцима, а имениоци са имениоцима 1

1
= 0

1
+ 1

0
. Преостали елементи стабла се

добиjаjу тако што се формално сабираjу његов први леви и први десни предак.
Навешћемо неколико примера:

3

1
=

2 + 1

1 + 0
=

2

1
+

1

0
,

5

3
=

3 + 2

2 + 1
=

3

2
+

2

1
,

1

4
=

0 + 1

1 + 3
=

0

1
+

1

3
,

3

4
=

2 + 1

3 + 1
=

2

3
+

1

1
.

Такође запажамо и своjства коjа поседуjе овако конструисано бинарно дрво:

26За детаље видети [13].
27Moritz Abraham Stern(1807-1894) - немачки математичар.
28Louis Achille Brocot(1817-1878) - француски часовничар.
29Штерн jе открио дрво 1858., а Брокo 1861. године.
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А ШТЕРН-БРОКООВО ДРВО

I Сваки позитиван рационалан броj (осим 0 и 1) се jавља тачно jедном у
сведеном облику.

II Редослед разломака jе испоштован по хоризонтали. Већи разломци се на-
лазе десно од од мањих.

III Сваки ред jе симетричан у односу на разломке. Наводимo пример трећег
реда

1

3
,
2

3
,
3

2
,
3

1
.

IV Ако кретање на лево кроз бинарно дрво обележавамо са 0, а на десно са
1, можемо записати пут од корена стабла до било ког чвора, коначним
низовима нула и jединица. На пример пут до чвора 2

3
(зелена боjа на слици)

записуjемо као 01. На оваj начин сваком рационалном броjу придружуjемо
jедан jединствен низ нула и jединица.

Поред ових своjстава ово дрво поседуjе jош многа интересантна своjства. Ка-
ко смо све коначне низове нула и jединица повезали са рационалним броjевима,
намеће нам се да бесконачни путеви у дрвету представљаjу реалне броjеве. На
таj начин смо добили и jедну везу између бесконачних низова нула и jединица и
реланих броjева. На слици jе наведен jедан пример пута 101...(црвеном боjом),
коjи би могао представљати неки реалан броj. Интересантно jе да се на оваj
начин може повезати теориjа графова са теориjом реалних броjева.
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Б ПРИРОДНИ БРОJЕВИ

Б Природни броjеви

Колмогоровљева контрукциjа се одвиjа над скупом природних броjева, па
ћемо у овом поглављу дефинисати природне броjеве и операциjе над њима.

Ричард Дедекинд jе 1888. године предложио аксиоматизациjу аритметике
природних броjева, а 1889. године jе Ђузепе Пеано30 предложио упрошћење
те аксиоматике. Тим аксиомама се описуjу природни броjеви преко операциjе
следбеника коjи се дефинише као функциjа 𝑠 : N→ N и константе 0. Наводимо
Дедекинд-Пеанове аксиоме:

(П1) 𝑠(𝑛) ̸= 0 за свако 𝑛 ∈ N.

(П2) Ако jе 𝑠(𝑚) = 𝑠(𝑛), онда 𝑚 = 𝑛 за све 𝑚,𝑛 ∈ N.

(П3) (Принцип математичке индукциjе) Ако jе 𝑆 ⊆ N такав да:

(БИ) 0 ∈ 𝑆,
(ИХ) из 𝑛 ∈ N следи да 𝑠(𝑛) ∈ N за свако 𝑛 из N

онда jе 𝑆 = N.

Суштина аксиоме П1 jе да функциjа 𝑠 ниjе на-функциjа, а аксиоме П2 да
je 𝑠 1-1 функциjа. Трећа аксиома нам говори да jе N наjмањи индуктивни скуп
у смислу инклузиjе. Да бисмо дефинисали операциjе сабирања и множења на
скупу природних броjева требаjу нам две теореме рекурзиjе. Овде ћемо само
навести теореме, а докази се могу пронаћи у [6].

Теорема Б.1. Нека jе 𝑋 неки скуп и 𝑔 ∈ 𝑋 и ℎ : 𝑋 → 𝑋. Тада постоjи
jединствена функциjа 𝑓 : N→ 𝑋 таква да jе

𝑓(0) = 𝑔

𝑓(𝑠(𝑛)) = ℎ(𝑓(𝑛)), 𝑛 ∈ N

Теорема Б.2. Нека jе 𝑔 : 𝑃 → 𝑋 и ℎ : 𝑃 ×𝑋 → 𝑋. Тада постоjи jединствена
функциjа 𝑓 : 𝑃 × N→ 𝑋 таква да за свако 𝑝 ∈ 𝑃 :

𝑓(𝑝, 0) = 𝑔(𝑝),

𝑓(𝑝, 𝑠(𝑛)) = ℎ(𝑝, 𝑓(𝑝, 𝑛)), 𝑛 ∈ N.

Сада сабирање и множење можемо да уведемо као функциjе +(𝑚,𝑛) : N→ N
и ·(𝑚,𝑛) : N → N, коjе краће записуjемо као 𝑚 + 𝑛 и 𝑚 · 𝑛, дефинисане преко
рекурзиjе.

𝑚+ 0 = 𝑚,

𝑚+ 𝑠(𝑛) = 𝑠(𝑚+ 𝑛)

30Giuseppe Peano (1858-1932) - италиjански математичар
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Б ПРИРОДНИ БРОJЕВИ

и

𝑚 · 0 = 0,

𝑚 · 𝑠(𝑛) = 𝑠(𝑚 · 𝑛).

Поредак на скупу природних броjева уводимо као

𝑚 ≤ 𝑛⇔ ∃𝑘 ∈ N (𝑚+ 𝑘 = 𝑛).

Строг поредак уводимо као 𝑚 < 𝑛⇔ 𝑚 ≤ 𝑛 ∧𝑚 ̸= 𝑛.

Теорема Б.3. Нека су 𝑚,𝑛, 𝑝 ∈ N произвољни природни броjеви тада важи:

� 𝑚+ 𝑛 = 𝑛+𝑚.

� 𝑚+ 0 = 𝑚.

� 𝑚 · 𝑛 = 𝑛 ·𝑚.

� 𝑚 · 1 = 𝑚.

� (𝑚+ 𝑛) · 𝑝 = 𝑚 · 𝑝+ 𝑛 · 𝑝.

� Из 𝑚 ≤ 𝑛 и 𝑛 ≤ 𝑝, следи 𝑚 ≤ 𝑝.

� Из 𝑚 ≤ 𝑛, следи 𝑚+ 𝑝 ≤ 𝑛+ 𝑝.

� Из 𝑚 ≤ 𝑛, следи 𝑚 · 𝑝 ≤ 𝑛 · 𝑝.

� Ако важи 𝑚 < 𝑛, тада 𝑚+ 1 ≤ 𝑛.

Над овако уведеном структуром (N,+, ·,≤, 0, 1) природних броjева се кон-
струишу реални броjеви.
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