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3axBaJIHUIIE

2Keneo bux da ce 3axsarum npe ceeaa MEHMOPY Macmep pada npo-
pecopy Hebojuu Hrodunosuhy na ucupnrum duckycujama u 0emanroj
aHaAu3u macmep pada Kao u komucuju npogecopuma Caasry Movo-
wu u Puauny Mapuhy Ha KOpUCHUM CABEMUMG U CY2ECTNUIAMA KOJE CY
nobomwane macmep pad. Taxohe ce 3axsamyjem mojum pooumesuMa
majuu Muaxu, xoja mu je busa najeeha nodpuwka xao u ouy Iopany u
opahu Cmojany u Beaumupy. Cearo 0d rwux mu je 6uo nomoh u nodp-
WKa Ha C60J HAYUH. 3aT6aMYJeM Ce MHO200DOTHUM NPUJAMESUMA KGO
u dpyzosuma u3 cpedrve wKoae KOJu CY OUAU BEAUKE NOOPULKA TOKOM
uenoz cmyduparva. Iocaedwe aru ve U Hajmare 6UMHO 34T6a.HYJEM CeE
npujamenuma ca duckopd cepsepa FiveStack xoju cy me nodcmaxiu
da Opotce 3aspuium macmep pao.

Bes myxe ce njecna ne ucnoja,
bez myxe ce ce cabmwa me carxosa!
II. II. Hhezow (Topcku sjenay)
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HacsioB macrep paga: KoaMoropos/beBa KOHCTPYKIIHja peaJHux OpojeBa

Pe3ume: Y oBoM pajly ce npukasyje jejHa 0 Makbe 03HATUX KOHCTPYKIIUja
peanaux 6pojesa. Koamoropos je ob6jasuo 3amarak 1946. romuue [1], y Kome je mpe-
JIJIOYKUO J1a Ce PeaJiHu OpOjeBH MOT'Y NPEJICTABUTH Kao (DYHKIIAje KOje CJIUKAjy CKYII
N y N u 3am0Bo/baBajy jorn Heka JojaTHa cBojcTBa. Pereme 3amarka je gato y [2].
KorcTpykiuja je nuacnupucaia EYKINI0BUM MOCTYIKOM Mepemha Ty K.

Y npBOM TIONVIAB/BY HaBeJIeHa €y HeKa MCTOPHjCKa pa3MaTparma Kao U eKBUBa-
JIGHTHU OOJIUIIA aKCHOME CYIIpeMyMa.

Jpyro noryiap/be aaje neduHANN]Y peajHux Opojea mo KoaMoropoBy u mera-
JbaH omuc KoHCTpYKnuje. [[pukazana je uaeja EykanmoBor mocTynKa Mepema 1y AKH.
[Topea came KOHCTPYKIIEje peaJHUX OpojeBa JoKa3yje ce j1a BayKu aKCHOMa CYIIPEMY-
Ma y KoHCTpyucanoMm cuctemy. Takohe ce maje mokas ma cy n3o0MOpQHU CBU MOJETH
KOju 3a/10BOJ/baBajy aKCHOMY CylpeMyMa, uMajy JiebuHucane pejaiuje u onepaimje
u cBojcTBa n3 KoaMoroposbeBe KOHCTPYKITH]E.

Tpehe noriassbe j1aje onue MO3HATUX KOHCTPYKIHja oJ crpane lemekunga u
Kommja. Onucan je u jean oJil HAaUWHA KOHCTPYKIIHje PeaJTHUX OpojeBa KOju MOTHIe
OJ1 HecTaHJAp/IHEe aHAJIH3E.

Y deTBpTOM HOTJIaB/bY OLIMCAHA je je/[Ha OJ1 IJIaBHUX ujieja Koja je jgoBejia popma-
JIn3aImje mojmMa ajropurma. M3padyr/pusu peajgnn 6pojeBu cy yBeJaeHu Kao OpojeBu
3a Koje noctoju TjypuHroBa MalllnHa Koja UX U3padyHasa. Pazmarpanu cy u pasJin-
YUTH HAYWHU HA KOJU Ce MOXKe YBECTH T0jaM W3PATYyH/bUBOCTH, & KOjU MOTHIY O
Pa3IMIUTHX KOHCTPYKIIMja KOjUMa MOYKEMO YBECTH peaJiHe Opojese.

Y nomarky A je onmcano IlIrepu-Bpokooso apBo 1 HaBegeHa Cy HEKa CBOjCTBA.
[Topea Tora onucano je Ha koju nHauuu ce mory nomohy Illrepu-Bpokoosor napsera
OITMCATH CBU MO3UTUBHU PAIMOHATHHA OPOjeBU KAO KOHAYHU MYyTEBH Y rpady U HAUUH
Ha KOju peaJiHe OpojeBe MOXKEMO yBeCTH Kao OeCKOHAUHe IyTeBe KOjuMa je je/laH Kpaj
y KOPeHY JpBeTa.

Y momatky b ommcana je cTpyKTypa NpupogHuX OPoOjeBa ca MUHUMAJTHAM OpojeM
cBOjcTaBa Koju HaM je norpedan 3a KojiMOropoB/beBy KOHCTDPYKIIH]Y.

Kipyune peum: Koncrpykmuja peaanux OpojeBa, Akcuoma cymnpemywma, Ilpn-

poauu Opojesu, M3pauynbusoct, Tjypunrose mamune, [[Itepa-Bpokooso apBo
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1 ¥BOJ

1 VYBosg

Orxpulie upannonaanux 6pojesa ce npunucyje Iluraropu! u merosum ciegde-
aunuMa. OHE Cy OTKPUJIN [a Cy AWjaroHajia KBaJapaTa U Hheropa CTpaHUIA HecaMep-
spuBe. [IBe nyxu di n dy cy camepsbuBe aKO MOCTOjH palmoHaaaH OpPoj r TakaB Ja
Baxku d; = r - do. AKO je d amjaroHasna a a CTpAaHMIA KBaJpaTa, Tald He MOCTOjH
pamonaan 6poj r Takas Aa je d = r - a. Kajga nmocMarpamMo jeIMHHYHU KBaIpaT,
u3 I[luraropune TeopeMe nmamo 1a Bakn 2 = 12 + 12, Axo 6u V2 610 parroHaaaH
Opoj, Taja 6u oHe Gusm camepsbuBe. JlajemMo 1mo3HaTH JA0KA3 TE€ UHHEHUIIE.

Teopema 1.1. Bpoj v/2 je npanmonasan.

Jokas. TIpermocraBuMo cympoTHo 1a je /2 pammonasnan. To 3HAYH A2 TOCTOje mpH-
pojiHE OpojeBH M W N TaKBU Ja je

Vi
n

3a pa3ioMaK ' MOXKEMO IIPETIIOCTABUTH Ja je CBeJIeH Tj. 1M U 1 HeMajy 3ajeTHHIKHX
JgenuTe/ba. dasbe mocie KBaapupama J1001jaMo

2 = ,
own? =m?.

Baxsbydyjemo jga je m? napan 6poj, a ojatie ja je u m napas 6poj. Bpoj m moxkemo
3anucatu Kao m = 2k 3a Heku npupogan opoj k. laxie

2n* = (2k)?,
2n? = 4k?,
n? = 2k%.

3akspyuyjeMo Ja je n Takohe mapan 06poj, omakie 100njaMo KOHTPAJIUKITA]Y jep CMO
IPETIIOCTABUIN 14 je Da3JIOMaK - CBEJIeH. ]

Antnuku 'prin HECY TPHXBATAJNH TOCTOjalbe UPAIUOHAJHUX OpojeBa, ajau HUCY
MOIJIM JIa HOPEKHY IOCTOjathe UPAIUOHAJIHUX I'€OMETPUJCKUX BeJIMYUMHA KAo HITO
je mmjaronasia kBajpara. 300r Tora cy ['prum Tpermpanam reoMerpujcKe BeTMUNHE
Jgpyraduje oj1 6pojeBa Wau KaJja Cy TMOCMaTPaId TeOMEeTPUjCKe BeJINYNHE, YUHUIH CY
TO TaKO Jia He CIIOMUY UpalioHaJHe OpojeBe, Beh caMo palloHAJIHE.

Jla 6u maykube W Jpyre reoMeTpUjcKe BeJUYHHE TpeTHpasu Kao Opojese, I'piu
CY Pa3BWJIN TEOPUjy MPOMOPIHNja KAKO OU M3DErTH CIIOMUHAHE UPAIMOHATHIX OPO-
jesa. Teopuja nponopruja ce npunncyje Eynokey?. ObjammabaMo YKPaTKO TEOPUjy
nponopunja’. Kaxkemo na cy Ay:KmHe panpoHAIHE aKO Ce MOTY IPEACTABHTH Kao
HPOU3BOJI, pAIlMOHAIHOI Opoja u Heke dukcHe jeaunudne ayzxu. Weja Eymokca je

mraropa ca Camoca, pohen msmely 584. u 570. m. H. e. a ympo je m3mehy 500. u 495. m. .
e. - rpuk" (puro3od m MareMaTuIap.

2Eynoxc ca Knupa, (408. m. H. €. - 355. . H. €.) - TPYKH MATEMATH4ap U ACTPOHOM.

3 [leraspan ommc ce Moxke mponahn y [11].



1 ¥BOJ

Om1a J1a KaxkeMo JIa je JIyzKuHa A ojpeheHa parnroHaTHUM Iy KHHAMA MabUM 01 Hhe
U paIMoOHAJHUM JyzKuHaMma BehiuMm o me. [Ipenusnuje aBe ay:kune Ay U Ay ¢y jeJi-
HaKe, aKo 33 OWUJIO KOjy PAIlMOHAIHY AYKUHY Mamby O A BaXKH Jia je Takohe Marba
011 Ao M aKO 33 OMJIO KOjy pammoHaJHY ayzKuHY Behy ox A\ Baxku ma je takohe Beha
011 Ao. JlysKuHa A\ je Mama oJ1 JIyKHHE Ay, aKO IOCTOjH PallMOHAJIHA JAyKHUHA Beha
0J1 A1, 3a KOJy BayKu Jia je Mama O Jy:KWHe 9. Teopuja mporopiuja je 6maa ToInKO
yCIleNTHA JIa je YCIOopuJa pasBoj Teopuje peadnux Opojesa 3a dumzy 2000 rommaa.
Taxohe Teopuja mpoIOpIHja je TUPEKTHO HHcHupucaaa JlegekuHaa 1a KOHCTPYHUIIe
peaJine Opojese.

Jlaspu passoj Teopuje OpojeBa ce HacTaB/ba Tek y 19. Beky. Ca mojaBom Kan-
TOPOBE TEOPHje CKYIOBa peajinu OPOjeBU Cy TMOHOBO JIOOWIN Ha 3Ha4ajy. Pa3zBojem
MaTeMaTH4Ke aHaJU3€e U TeOpHuje CKyIoBa, yBuha ce cBOjCTBO cynpeMyMa Koja Ioce-
JIyje KOMILTeTHO ypeheHo mojbe peanux Opojena, a Koje palnoHaIHU OpOjeBH HEMA]y.
Hasonumo ciaemnehy Teopemy Koja HaM f1aje cBe €KBUBAJECHTHE OOJIUKE aKCUOME CY-
npeMyMa.

Teopema 1.2. Caencha tphema cy exsupagenTHa :

1. (Akcuoma mempekumHocTn) Ako cy A m B HempasHu MOJACKYyHOBH CKyna R,
TakBu Ja je v < y 3a cee x € Ay € B, tana nocroju eqemMent z € R, Takas
majerx<z<wyszacsex € A,y € B.

2. (Cynpemym) Ceaku HempasaH, 0J03r0 OrpaHHYeH IMOJACKYI cKyma R uma cy-
npemyM y R.
3. (Mudumywm) Caku HempasaH, 010310 OPPaHHYEH HOJACKYI CKyla R uma nH-
duvym y R.
4. a) (ApxumenoBo® CBOjCTBO) 3a TPOU3BO/LHE TIO3UTHBHE peaJine Opojese a, b
nocroju (U jeluHCTBEHO je oapeljen) mpupoman 6poj n Takas Ja je

(n—1)a <b < na.

6) (Kanropos® npunnun ymernyrux ojcedaxa) CBaku HU3 yMETHYTHX OI-
cevaka (I,,) Ha peasHOj PABOj UMa HeMpPa3aH MPOCEK.

5. (Hemexkungosa’ akcuoma) Axo cy Dy, Dy C R taksu ga je (Dy, Dy), denexun-
JIOB IpeceK, OH/a TMOCTOJU HajMarbe Tophe orpannmderse sup D € R ckyna D;.
Jletekuni0B npecek je nojesa ckyma Q pamuonaanux 6pojeBa Ha JBa MOJICKY-
ma Dy u Dy TaKBUX 2 BasKH:

e [ je merpa3zaH.
e Dy # Q. ExBuBanentuo D, je Henpa3saH.

e AvoBaxn x € QuyeQ,x <ymuy € Dy, oanax € Q.

43a noxas suneru [5], [10] u [12].

> Apxumen (287. 1 H. e. — 212. 11. H. €.) - CTAPOrPYKU MaTeMaTudap, pusudap U acTPOHOM.
6Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918) - nemauku mMaTeMaTHdap.

"Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916) - nemauxku MaTeMaTHuap.



1 ¥BOJ

e Ako je z € Dy, Taga nocroju y € D TaKBO Ja Y > .

6. (Bopes®-JleGerosa® Teopema) CBako 0TBOpeHO HOKpuBame J cermenTa [a, ]
HMa KOHAYHO IMOTIHOKPHUBaHE.

7. (Boanano'*-Bajepurrpacosal! Teopema 3a ckynose) Caku Geckonadan orpa-
anyen nmogckyn A C R uma 6ap jeany Tauky mHarommnaBama y R.

8. (Bouano-Bajepurrpacosa reopema 3a Hu3oBe) CBaku OrDAHUYEH HU3 DEAJIHUX
6pojesa (a,) nva Gap jeaHy Tauky HarommuaaBama y R.

9. (BajepmrpacoBa Teopema) Heka je (a,) pacryhu Huz peannux 6pojesa. Tana
je (a,) KOHBEpreHTaH aKO U CaMO aKO je OrPAHUYEH OJI03T0.

10. (Bajepmurrpacosa teopema) Hexka je (a,,) onagajyhiu aus peasnux 6pojesa. Taia
je (a,) KOHBEpreHTaH aKO W CAMO aKO je OTPAHUYEH OJ03[10.

Koncrpyxkiuja peaanux 6pojeBa 3a70BO/baBa CBOJCTBO CYIpPEMyMa, aKO 3aJI0BO-
JbaBa OWJIO KOje 07 HaBeJIeHNX €KBUBAJIEHTHUX TBphema.

8Félix Edouard Justin Emile Borel (1871-1956) - dbpanmyckn maTemarnaap
%Henri Léon Lebesgue (1875-1941) - dbpanmycku matemaruyap.
10Bernardus Placidus Johann Nepomuk Gonzal Bolzano (1781-1848) - uemiku matemMaTuyap u

CBELUTEHUKII
1Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) - Hemauxku MaTemMaTudap.



2 KOJIMOI'OPOBJ/BEBA KOHCTPYKLNJA

2 KoamoropoB/beBa KOHCTPYKIIN]a,

Kosamoroposibesal? KoncrpyKimja KOHCTPYHUIIE CHCTEM KOjH HMa CBOjCTBO CY-
npeMyMma, a ujeja KOHCTPYKIIHje ce 3aCHUBA Ha MPUHIUITY Mepemha JIyKu Koju heMo
yKpaTKo onucaru. lIporiacuMo HeKy AyK 3a jeJIMHUYHY JIyZK Yy OJHOCY Ha KOjy Me-
puMO cBe ocTaje jyxku. AKo je d Mpom3BOJ/bHA YK MPBO TPayKUMO HajBehu 1eo
Opoj Koju je Marbu WU jeJHaK oj d, O3HAYUMO Ta ca mq. Taj 6poj HaMm IpeacTaB/ba
KOJINKO TIyTa MOXKEMO HAJIOBE3aTH jeJUHUYHY YK Ja TAKO HAacTajda JTyKHUHA OyIe
Mama min jegnaka d. Ako je Opoj mq mMamu of d, OHJa MOCMaTPaMO KOJIHKO IIyTa,
MOZKEMO HAJIOBE3aTH IOJOBUHY jeJIMHUYHE JyKU J0 d, O3HAYUMO Taj Opoj ca me.
Ako je cajga 6poj "5 Mambu 0O d Taja MOCMaTPamMo % jemuan4He myzxu. OBaj mo-
CTYIIaK MOHABJ/HAMO CBe JOK He JIOOMjeMO TauHy AYKHHY d WIH JI0 Y O€CKOHAYHOCT
aKo je nyx d mpanmoHasHa. Taj mocTymaK MOXKEeMO TIPEICTaBUTU U IIPEKO Heola a-
jyher nusa panuounasinux 6pojesa my, 5%, %, ... Koju xouseprupa ka d. Kako cy
HaM UMEHUOIU YHaIIped ITO3HATH MOZKEMO UX M30CTABUTH IIPUJIUKOM 3allUCUBalba U
TaJla HaM OCTaje caMO HH3 HPUPOIHUX OpojeBa my, Mo, ms, .... Ha Taj naaun Kou-
MOTOPOBJbEBA KOHCTPYKIIHja Ha MPUKPUBEHN HAYUH KOHCTPYWUINE peajHe OpojeBe U3
OPUPOTHUX.

Behuna korcTpyknmja peajgHux OpojeBa mojapasyMmena jga HaM je mo3Har ¢kyi Q
panunoHa/THUX OpojeBa Kao ypeheHo mosbe Koje 3a10BObaBa ApPXUMEIOBY AKCHOMY.
ITpn KosmmMoropoB/beBOj KOHCTPYKIMjH peaJHuX OpojeBa IMoJia3u ce OJ CKyMa Mpu-
poiHEX OpojeBa

N={1,234 ....,n, ...}

u omepamnuja ca mwuMa. [lonekan ce y3mMma ja je ckyn npupoaHux OpojeBa ckym N
ca egementoM 0, anm hemo mpum pamem pajuy cmarparu jga 0 He npunajia CKyIy
npupogauX Opojesa n kopucrutu o3naky No = N U {0}.

Koa KommoroposibeBe KOHCTPYKITHje KOHCTPYHIIEMO MTO3UTHBHHA JI€0 peaJTHe Ipa-
Be, KOjy obesrezkaBamo ca ®. [lopex Tora ma ckyny ® mmamo omneparuje cabuparba
+ W MHOXKema -, Kao n penanuje <. Ha ckynmy ® Baxku ciemehn ckym akcmoma:

1. (Komyrarusuoct) 3a npoussosbhe «, 3 € ¢ Baxu:
a+fB=3+a af=pa.
2. (AconumjarusHocT) 3a nponsBobHe o, 3, v € ¢ Baxn:
(@+B)+v=a+(B+7), (aB)y=a(By).
3. (ImcrpubyrnsHoct) 3a mponsBosbHe «, [, 7 € ® Baxm:
(a+ B)y = ay+ By.
4. 3a mpousBosbHE (, 5 € $ BaxKu TAUHO jeTHA OJ peJaluja;

a<fB,a=p,0<a.

12 Amapej Komvoropos (1903-1987) - pyckn matemaTtmaap.
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2 KOJIMOI'OPOBJ/BEBA KOHCTPYKLNJA

5. Ako Baxku o < S u f < y Tajia Baxku o < 7.
6. VYBek je TauHo o < @ + f3.

7. Axo je a < ( Tama BaxKu:
a+y< B+, ay<py.
8. 3a mpousBosbHe , [ € O yBek je Moryhe pemuTu jeTHAITHY

ar = f3,

« je yBek paszamauro oy 0 jep pajuMo caMoO €a HO3UTHBHUM JI€JIOM peasiHe
npase.

9. 3a a < ( yBek je moryhe peruTu jeHaqduny

a+x=0.

10. (Akcuoma cympemyma) 3a MpPOU3BO/bAH 0710310 orpanunded ckyn &' C & mo-
CTOJU CYIPEMYM.

Kao nomoh 1pu koncrpykimju kopucruhemo u pyHKIujy E] :NxN— Nj. 3a
aprymenTe m,n € N BpeanocT [%] je jemuncreen 6poj k u3 Ny Takap jga Baxu

kn <m <n(k+1).

N3 nedununmje pyukimuje caee Heka o/ CBojcTaBa Koja he nam Tpebartu npu jgabem
pay.

Cras 2.1. Heka cy m,n,m’,n’,l € N raga Baxu
i)

|
i) [

m/ . ,
< [—} rae jem < m,
n

|
< [2] i
|

v) [T] = m.

Jlokas. 1) KopuctuMo HejeJHAKOCTH KOje HaM MpeJicTaBbajy k = [%] uk' = [7]

kn <m <n(k+1)
Kn<m'<n(k'+1)



2 KOJIMOI'OPOBJ/BEBA KOHCTPYKLNJA

u komOuuyjyhu ca Hejennakohy m < m’' BUANMO Ja BaxKu
kn <m<m' <n(k'+1)
unn y kpahem 3amucy mgobujamo
kn <n(k' +1)

onakJie ciaenn k < k'+1. Tlomrro ce npupoaan 6pojeBr MOTY pa3/JMKOBATH 33 HajMambhe
1 (reopema B.3), nobujamo tpaxeny nejeanakocr k < k.

ii) U3z mejennakocru kn < m < n(k+ 1) uw k'n’ < m < n/(K + 1) crenn kn <
m < n/(K' + 1) nan xpahe kn < n/(kK' + 1). Ilpumemyjyhu n > n’ na nperxoany
nejegnakocr jgodujamo kn < n(k’ + 1) onakie ciuean k < k.

iii) JTupexktao cremm u3 kn < m < n(k + 1) Kaga ce HejeHAKOCT MOMHOXKH €a
npupogHuM Opojem [.

iv) Heka cy k = [%] uk = [m?l} TaJa Bazke jeTHaAKOCTH

kn <m <n(k+1)
Kn<ml<n(k+1).

MuoxkemeM 1pse HejenHakoctu ca [ gpobujamo knl < ml < nl(k + 1), u3 oBux
Hejennakoctu pobujamo knl < n(k' +1) u k'n < nl(k + 1), omsocHo kl < k' + 1, Tj.

kl <Kk u k' <I(k+1), mro nam mpeacrasba k = [kT/]
v) [omro Baxu m -1 <m < 1-(m+ 1), creqn na je [%] =m. ]

*

QyHKIHja [;] : N x N — Ny ymuu na nosnary OyHKIH]Y yeo 6poj Ha wudice
M UMa MCTa CBOjCTBA Kao Ta (PYHKIMja, ajld OB/l HAIOMUIEMO ja (PYHKIHIja KOjy

cMo Mu JieuHucAIN je PYHKIHja JIBE ITPOMEH/HUBE % KOjO] Cy apryMeHTH TpH-

pojHu O6pojeBu, HUje cTaHAap/jHa (DyHKIHMja 11e0 OPOj HA HHXKe Koja ce jedduHuIne
Kao (pYHKIMja jeJIHOr apryMeHTa HaJl peajnumM OpojeBuma. Ilum mamier ysobherma
dyukimje je j1a u3berneMo JUPETKHO KOPHUITheme paluoHaJHuX OpojeBa Kako Ou
KOHCTPYKIHja OnIa UCKIBYUNBO HAJ TPUPOIHUM OpojeBIMa.

2.1 /leduHurmja mo3mTUBHOT peaJHOT Opoja

Hedbunaumnuja 2.1. [lozutuBauM peaanum OpojeM heMo Ha3uBaTH (DYHKIIH]Y
a: N — Ny ca cinepehum cpojecrBuma

®; 3a cee mpupoaHe 6pojeBe k BaxKM

= [0

ExBupaJienTHO 3a npousBosbHe k,n € N Baxku HejeIHAKOCT

ka(n) < a(kn) < k(a(n) 4+ 1).

®, 3a mpouspossHo 1 € N mocroju k£ € N TakBo 1a Baxkn

a(kn) > ka(n).
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2 KOJIMOI'OPOBJ/BEBA KOHCTPYKLNJA

N3 ckyna csux moryhmx ¢dymkmumja f : N — N mocmarpamo camMo oHe Koje mMajy
cBojcrBa ®1 u Py v BUX iemo cmaTpaTu peajsHuM OpojeBuma. KoHKpeTHe BpeHOCTH
3a Heky dbyuknujy (1), a(2), a(3),... npeacraBmbajy BPeIHOCTH My, My, Mg, ... U3
EykimgoBor nocrynka Mepema JIyzK1U KOJU je OIUCAH Y YBOJHOM JIEJLy.

OnmcyjemMo OUIITH MOCTYIAK KOjuM 3a OIMI0 KOju peaJaHn Opoj MoxKeMo 1a Hahemo
dbyHKIMjy a Koja My oarosapa. Heka je x peaJsian 6poj KOj# »KeJIMMO J1a TPeICTABIMO.
Hedburunmmo yeo 6poj wa 20pe of, peaaHor 6poja x Kao 1eo 6poj [z ] Takas 1a BaxKu
caeneha mejenmakoct [z] — 1 < o < [x]. Oyukumjy | | uuramo Kao HajOIUKA 1O
opoj na rope. Ha npumep: [1] = 1,[2] = 2,[2.5] = 3,[2.4] = 3,[2.6] = 3. Caxa
CBAKW MO3UTHUBAH peajaH Op0j T MOXKEMO IPeJACTaBUTH Kao (DYHKIU]Y

a(n) = [nx] —1.13

®ynknuja a(n) = [nx] — 1 nupekrHo Ha ocHOBY nedUHHIH]E HCHYEHAaBa CBOjCTBA
O, n P!t Opa gedurnnmja je IMPEKTHO MOTHBICAHA pasMaTpamnMa EyKiammosor
NOCTYIIKA Mepema KOju je ommcaH y yBoaHoM Jery. OBy dynkmujy hemo takobe
BHJIETH KAacCHHUje Yy MAaJIO JpyradmjeM OOJUKY INPH pasMaTparbuMa H30MOpEGHOCTH
Mojies1a u u3padyuspuBoctu. Jlajemo Heke mpumepe:

e IIpousBo/ban mpupojaan 6poj p npeacrapbamo Kao a(n) = [np] — 1 =np — 1,

e Bpoj 1 1j. a(n) = [ni] — 1 mpeacrasmamo kao caexehin ckyn popmya
ai2n) =n—1,
a2n+1) =n,

e bpoj % Tj. a(n) = (n%} — 1 mpexacrasmamo kao ciaegehn ckyn dpopmyina

aBn—1)=n-—1,
a(3n) =n—1,
a(3n+1) =n.

3a pamnumonaiHe OpojeBe je jJako mporHahm ofaroapajyhum cKyn jeHAKOCTH KOJU Ta
OTIHCYje TaKo IITO ce TJIejla HMeHWJIAIl U TIPaBe CJIydajeBU HIIP. aKO TOCMaTpaMo pa-
nuoHatHn 6poj 7 u bynxmujy a(n) = (”%W —1, Taga TpaXKuMo BpeTHOCTH (DYHKITH]e
« 3a cBe BpenHocTu aprymenara ox nl go nl + (I — 1). 3a upanmonanne 6pojese ce
dbyukmuja a(n) = [nz] — 1 He MOXKe onmcaTH KOHAYHUM CKYTIOM jeJHAKOCTH.

[lo3utuBHEe peaJsine 6pojeBe heMo 03HAYABATH MAJIUM CJIOBUMA IPUKOT ajidadeTa,
a CKYI CBHX ITIO3UTUBHEX peajHuX OpojeBa ca ®. Ako pyHKIHMja 3a10BO/baBa YCIOBE
®, n P, Tama ona mpumnaaa ckymy P.

B ®yukimjy KOPUCTUMO CaMO OBJE JIa UHTYUTUBHO 00jacHuMo gedununmjy 2.1. 1 j1amo npu-
Mepe ToMITO je unrasar Beh yno3uar ca peasnnm OpojeBnma. Peanrun GpojeBu jorr yBeK HUCY
yVBE€JIeHN TIa HU He MOXKEMO TOBOPUTH O HBUMA.

14y nokasy Teopeme 13 ce KopucTn mcra GyHKIHja v ca APYTAdHjoM O3HAKOM (T) pajd KOH-
3WCTEHOCTH Ca OPUTHHATHUM PEIibeM 3a7aTKa, Takohe moKa3 1a Baxke cBojctBa 1 m @5 3a
dyuknujy o npu nokasy teopeme 13 je untibusuju 6e3 —1 y nedununmjun GyHKIHjE ¢ 01 OHOT
Kako cMo yBesn (GbYHKIIN]Y OBIE.
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CraB 2.2. Ako o, € ® u 3a HEKO Ny BaXKH

a(ng) < f(no)

Tajga 3a cBe n € N Baxku

a(n) < B(n).
Joxas. Kako dyaknuja o npumaga ckyny ¢ u k € N, taga u3z ocobune ®; cuenn
a(kn) < k(a(n) + 1), 3a cBe n.

Axo je ng TakBo ma a(ng) < B(ng), Taga Baxu a(ng) + 1 < S(ng). Kopucrehu ce
IPETXOHAM HejeTHAaKOCTHMa, 1001jaMo

a(kng) < k(a(ng) +1) < kB(ng) < B(kng), 3a cse k. (2.1.1)
Axko 6u mocrojasio kg TaKBO 1a BayKn

6(]60) < Oé(ko)

TaJa OMCMO TIPETXOAHUM pacyhyBameM UMaIN 12 BaxKn

ﬁ(kﬁoﬂo) < Oé(/{i()no)

mTo je KoHTpaaukimja ca (2.1.1). ]
[lopenak na ckyny ® yBogumo ciaenehom pedpununmjom:

Hedunnmnmja 2.2.
a<f

O3HaYaBa Ja 1moctoju n € N TakBo Ja

a(n) < B(n).
Axo 3a cBako n € N Baxku
a(n) = B(n)

TaJa KaykeMo Ja Cy MO3UTWBHU PeaHu OpojeBu o U [ jeITHAKU W O3HAYABAMO €A

a=pf.

3a 0BaKO yBejleHy peJialujy moperka u3 aehUHUIje W TPETXOIHOT CTABa, BaYKN
Jla je TIOpeaK TPAH3WTUBAH M JIa je YBEK Tad9Ha jeJHa O] peJialnja

a<fB, a=p p§<a.

TpaH3UTHBHOCT pejialyje MOpeTKa CJeId U3 TPAH3UTUBHOCTH pejalidje MOPeTKa Ha
npupogauM OpojeBuMa. Heka cy «, 5,7 € ® takBu ga je o < S u [ < 7, Tajga
o jgedbununujn mocroje 6pojeBn m u n TakBu ga je a(n) < f(n) u f(m) < y(m).
N3 crasa 2.2 3a m Baxu a(m) < f(m) < y(m) omakie crenu o < 7. Tume cmo
JIOKa3aJIu Jia Y HAIoj KOHCTPYKIIN)U BayKW aKCHOMa, D.
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2.2 YBobheme OCHOBHUX oOIlepaliuja

Y OBOM mOTJIaB/BY YBOJIUMO apUTMETHKY HMO3UTHBHHUX peajHux Opojesa. ledu-
HUIIIEMO cabupambe U MHOXKEHe Y CKJAaLy ca jJeduHuiujom ckyna .

leomerpujckn jay:ku cabupamMo TakKo IMITO WX HAJJIOBEXKEMO jeJiHy Ha japyry. Heka
cy di m dy nBe JqyKu, BUXOBUM HaJd0Be3WBameM jo0mjamo ayxK di + do. Ako cy
my, 5F, | ng, B 5L oiroBapajyiin HU30BH panuoHATHHX OpOjeBa Kao KO
Eykimackor moctynka Mepema, Tajla MoKeMo J1a gedunuineMo Hu3 3a 1yK di + do

Kao
Mo + No M3 + N3

5 5
IITO HAM JIaje HJIejy KaKo Ja JedprHHUIIeMO 30up JIBa peasiHa Opoja.

m1+n1,

Teopema 2.1. Axo ¢y a u [ dyHKIHTje Koje npunaaajy ckymy ¢ raga dpynkmumja vy
neduHHCAHA Ca,

{7(”) = maxy 1k (n), (2.1)

w(n) = [n(a(k)}jmk»} 7
takohe nmpunaja ckyny .

Zokas. Jlokazyjemo ja ¢pyHKIHja v 3a10B0baBa yeaose 1 u $o. 13 yciaoa Py 3a
o 1 [ BaxKe HejeJHAKOCTH

alk) < k(a(l) 4+ 1)
pk) < k(BA) +1).

U3 ocobute i) dynkuuje [ ] CJIeJIA HejeTHAKOCT

) = [Palb PO [latt) 50 2

} =n(a(l)+ B(1) +2).

[Tocneama HejeIHAKOCT HAM IIOKa3yje Ja cy 3a (puKcupaHo n, BpeaJHOCTH (pYHKIHje
v&(n), k € N, cy orpanntdene 0103ro, na je mebunncano y(n) = maxy ;(n). [locet-
HO, nocroju k' TakBo ja je Y (n) = y(n).

Kana zamenumo k y v ca lk, rae je [ € N umamo

) = [P £ U]

Kopucrelin ce cBojerBoMm iii) craBa 2.1 mobujamo na 3a | € N Baxku

o — “ | n(a(k)ljﬁ(k‘))] B [n(la<k)£ lﬁ(k))] |

OsBe nejegnaxocTn Bazke 3a cse [ mpema ycaoBy $q: la(k) < a(lk) ulf(k) < S(lk).
Crenu, u3 cBojerBa i) crasa 2.1, HejeTHAKOCT

() = {n(la(k)ﬁ—: lﬁ(k))} _ {n(a(lk)u—; ﬁ(lk))} S
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IIpumernmo, ako je kg € N TakBo 1a je Y, (n) = v(n), onga 3a mpou3BOHHO
[ € N Baxxn

Trot (1) = (). (2.3)
Jokazxumo 1a 7y 3a/10Bo/baBa cBOjcTBO P1. Ako y Yx(n), n 3amenumo ca nl rae je

| € N numamo ol "
I LCCEECH

OJIaKJIe U3 CBOjCTBA iv) cuMO0JIa [ ] ciaenn

[ e :[nm(kz)w(k»}
l

Tuwme je mokazano ga GpyHKIHjA Yk 33/10BO/baBa CBOJCTBO P.
Heka cy k' € Nu k” € N taksu na Baxu i (n) = y(n) u g (nl) = v(nl). Tana
3a k = K'k”, npema (2.3), Baxku yi(n) = v(n) u v(nl) = vy(nl). Ose jeanakoctu

sajesno ca (2.4) majy
V(n) = l@] :

Tuwme je mokazano na ¢pyHKIHja Y 330BO/HaBA CBOjCTBO Pj.
Cana mokasyjemo fa ¢yHKIHja 7y 3310BOo/baBa U CBOjcTBO Po. IIpumernmo ma
noctoju k € N TakBo Jia BayKu

kye(n) < n(a(k) + B(k)). '

Y cynpoTHOM, 3a cBe k 3a Koje BaxkH Yx(n) = v(n) nmanu 6ucmo na Baxu ky,(n) =
n(a(k) + B(k)) (2.6). (VY ckuaxy ca nedbunHimEjoM, 3a MpOU3BOBHE N U k BaKu
nejennakoct kyg(n) < n(a(k)+p5(k)).) Yamumo ueko kok 3a Koje BaxKu i, (n) = y(n)
u kopucrehin ce cBojerBomM Py 3akibyUyjemMo fa moctoju | TakBo na Baku la(ky) <
a(lke)(2.7). Y ckaany ca (2.3) Baxkn

Viko (1) = y(n).
Opnarie ciean na n nakbe Baxkn (2.6) ako ce ko 3amenn ca lkg
lko ik () = n(a(lko) + B(lko)).

Taxobhe Baxkn u3 (2.6)
tkoke (1) = In((ko) + B(ko))-

[Tocneame aBe jeAHAKOCTH J1ajy KOHTPAJIUKIU]Y

Loy, (n) = In(a(ko) + B(ko)) = Ina(ko) + InB(ko)
<21 na(lky) + InB(ke) < na(lky) +nB(lkoy).

10
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jep BazK| Y, (1) = Yk, (n) = v(n), a gecue crpame cy paszaudaure 360r (2.7) u ycrosa
;. Tume cMo JoKa3am j1a ocToju k TakBo Ja 3a Koje Baxu (2.5). 3a TakBo k BaxKu

ky(n) < n(a(k) + B(k)),
OJIAKJIe CJIeIH
ky(n) +1 < n(a(k) + B(k)).
[TomuokUMO Ty HejeanakocT ca [ rae je [ > k u Ha JIeBOj CTpaHW HEjeTHAKOCTHU
3aMEHUMO Y JIpyroM 4iany [ ca k

kly(n) + k < kly(n) + L.
N3 Te nHejegnakocTu CJiejiu
K(y(n) + 1) < In(a(k) + B(K).
WK

o) + 1< | EEEN o,

U3 pedbununuje (2.1) dbyHKImje v BazKu:

ly(n) +1 < w(ln) < maxy(in) = y(In).
[Tocneamom Hejeanakonihy cMo mokas3aan ma moctoju | € N 3a Koje BaxKH

y(n) < ~(In),

onakye caean ga dynkmuja y(n) 3agoBosbaba u cBojecrBo Py Kako dbyrkumja v(n)
UcIymbaBa 00a ycJIoBa oHa Ipumnajga ckymy . O

Hedbunnmnuja 2.3. 36up a8a no3uTnBHa peasHa O6poja « u [ geduHUIIEMO KA0

1) = g [ Mo+ 5]

rje je n € N n1pou3BO/bHO U 03HAYABAMO €A
a+ B =nr.

Hajemo npumep Ha cabupatby 6pojeBa 2 u 3 oqHOocHO a(n) =n -2 —1u f(n) =
n-3—1:

e | P@F) BT [k-2 14 k-3 -1))
SR
k k

OnpaBname 3a MOCIEIbE KOPAK e MOKe nponahu Ha 24. cTpaHm.

7KemmMo 1a yBejieMo MHOZKEHe Ca CJAMYHOM HJIejoM Kao Ko cabupara. Heka cy
diy m dy nBe nyxu uomy, 52,5 W ng, Y, L. oroBapajylin HU30BU panuoHaII-
HUX OpojeBa Kao Ko Eykimackor mocrynka mepema. [IpousBomay ase myku di - do

oJjiroBapa cJjiejiehu Hus
MaTy M3y

77 32 g oee
IMTO HAM JIaje UJiejy Kako ja JepWHUIIeMO Mpou3Bo/l ABa peasina Opoja.

11
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Teopema 2.2. Axo ¢y a u § aBe dyukiuje u3 ckyna ¢ taga u dynknuja v gedu-
HHUCAHA Ca

(3.1)

takohe mpunaga ckyny .

Jlokas. YBomuMO 03HAKY

Yr(n) = {T} : (3.2)
N3 cBojcrBa @1 u cBojcTraBa crasa 2.1 BaxKku:

(n) < nla(l) +1)(B1) +1).

Tume cMoO JOKa3a/d Ja 32 TPOU3BOJBHO N IIOCTOjU Y(n), U Aa MoxKeMo mponahu k 3a
KOje BayKh

(n) = y(n). (3:3)
U3 (3.2) 3amenom k ca lk, tae je | € N nmamo:

- [52)].

W3 cBojcTBa cTaBa 2.1 BaxKm:

 Tnlla(k)I8())
’”““”‘[ (ki)? 1

Yuopehyjyhu nocinenma apa u3pasa u kopucrehin cojerso $; u ¢BOjcTBO iV) cTaBa
2.1, nobujamo ma Baxku HejeHAKOCT Vi (1) < yii(n). Omarie 3ak/bydyjeMo a ako je
ko TakBO Ja Yk, (n) = y(n), raga 3a noussospHO | Takohe BaxKu

Viko () = 7(n). (3.4)

Bamenom y (3.2) n ca In umamo

Yio (In) = {M}

kg

U3 cBojcrsa iv) crasa 2.1 Bakn

Vo (1) = [@} . (3.5)

Heka cy ¥’ n k" u3 N raksu na Baku

e (n) = (n)
e (In) = ~y(In),

12
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3ak/pydyjeMo na 3a k = k'k” u3 (3.4) paxu:

Ye(n) = ~y(n),
Ye(In) = ~(In).

U3 tux jennakoctn u (3.5) Bazku

v(n) = w;n)] :

Tume cMmo jgokazanu jga dysknuja geduncana ca (3.1) 3amoBosbaBa cBOjcTBO P.
Cama mokasyjemo ja byHKIEja 3310BO/baBa U cBOjcTBO Po. IlpBO moOKa3yjemo aa
noroju k TakBO Ja HCTOBPEMeHO Baske ciejsehe penaruje, 3a cBe n,

Ye(n) =~(n),
E*ye(n) < na(k)B(k).

(3.6)

Jla 6ucMo 0BO JI0OKa3aJ/i MMPeTIIoCTaBuMO CynpoTHO. Heka 3a npons3Bo/pbHO k Baxku

Yr(n) = y(n)

M yMeCTO HejeITHAKOCTH HeKa BayKW jeTHAKOCT

E*ve(n) = na(k)B(k). (3.7)

Y3meMo jegHo o1 Ky 3a Koje BaxkH Yi,(n) = y(n) n Kopuctumo ce cBojcTBOM P,
nponabemo [ € N 3a Koje Baxkn

la(ky) < a(lko). (3.8)

U3 (3.4) Bazku vy, (n) = y(n). Tana jenmaauna (3.7) Bazku u Kajga ce k'y 1b0j 3aMeHH
ca lkg,

(ko )Yy (n) = na(lko) B(lko).

Takolje Baxu kama ce (3.7) nomnoxku ca [*:

(Tko)*Yiy (1) = nlau(ko)IB (ko).

13 rora mro Baxu Vi, (n) = ik, (n) = y(n), cojerBa @1 u (3.8) 3ak/myuyjemo na
UMaMO KOHTPAJIUKITN]y U3 MOCAeIbUX /IBejy HejeanakocTu. Jlakiae mocroju k TakBo
na Baxn (3.6).

3a TakBO k Baxku

k() < na(k)B(k),

OIaKJIe CJIeIN

E*y(n) + 1 < na(k)B(k).

IIoMHO:KIMO 00e cTpaHe Tocjenme HejeHadnne ca | > k? U Ha JIeBOj CTpaHU 3aMe-
numo [ ca k? y 1pyrom uaany

IK2y(n) + k> < 1>y (n) + 1 < nla(k)B(k)

13
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u 1006ujaMo
k(ly(n) +1) < Ina(k)B(k),

oJaKJie CJIeIn

Ina(k)5(k)

)+ 1 < [P ) < (0

Tuwme je nponaheno [ € N TakBo j1a BazxKu

ly(n) <~(ln),

ojlakJjie caeau fAa pyHKIHja 7y 33/10B0/baBa u cBOjcTBO Py. /lokazanu cMo j1a PpyHK-
nuja y mpumaja ckymy P. O

Cata MOXKeMO /18 yBEIEeMO IPOU3BOJL IBa peasHa Opoja.

Hedunanmnuja 2.4. [IpousBos jBa mMo3uTHBHA peasiHa Opoja o u [ JedHHUIIEMO

) = g [ 22888

k k2

rje je k,n € N mpousBo/pbHO U 03HAYABAMO Ca
a-f=r.

Hajemo npumep Ha iponsBojy 6pojesa 2 n 3 oaHocHo a(n) =n-2—1u f(n) =
n-3—1:

ax [n(a(kk)f(k))} e [n(lc 12— 122- (k-3-1)7] _
AL

Omnpasname 3a HOCIeIBU KOPaK ce Hajla3u Ha 23. CTpaHM mocjeauna 1.
Y HacTaBKy JI0Ka3yjeMO CBOjCTBa OBAKO YBEJIEHHUX ollepalyja cabupama U MHO-
Kewa U buxope mehycobue ojtHOCe.

Teopema 2.3. Onepanuja cabupamwa yselena gedunujom (2.3) je KOMyTaTuBHA W
acoIMjaTUBHA.

Zokxas. KoMyTaTUBHOCT CJIe/IH JUPEKTHO U3 JePUHHUIU]E jep KOMYTATUBHOCT BaXKH
3a MpUpojHe OpojeBe:

{n(ﬁ(k‘) +a(k))

oz—i—@zmgx[n ]zﬁ%—a.

Heka cy «, (3, v npou3Bo/bHE peajHu OpojeBU. Y BOIUMO O3HAKE:

atB =5
d+v=c¢€

14
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u jgedunuiremMo GyHKImje:

{n(n) = maxy, 7 (1)

e 42
() = [Hew)) (4.2)

Osjie Tpeba npumMeTuTu ja cMO PYHKIUjY 1) AepUHUCAIN UCTO KA0 U 1pHu jeduHu-
camy orepaluje cabuparba, a CBa JIOKa3aHa CBOjCTBAa TaKohe Baxke u 3a (PYyHKIH]y
n. Jakie mocroju k takso na Baxku ng(n) = n(n).

VY ckaany ca (4.1) nedununmjom cabuparma HMaMO:

e(n) = maxy €x(n)
{ek(n) _ [m;k)}w(k»] . (4.3)

5(]{5) = Imaxyg (5k/(k’)
5 (k) = [k(a(k’zrﬁ(k’))} '

U3 (4.3) 3a npoussosbHO k cuieu:

kea(n) < n(6(k) + (k). (4.5)
Taxolje u3 (4.4) 3a npoussosbHO k' coenn

K'ow (k) < k(a(k) + B(K)).

Y3muMo TakBO k' 3a Koje BaxKu
O (k) = 0(k),

oJlaKJIe 3aK/bydyjeMo Jia BaYKu:

K3(k) < k(oK) + BUKY). (1.6)

[Mommuozkumo o6e crpame y (4.5) ca k' u mcxopucrumo uejegmaxoct (4.6) omakie

J1001jamMo
kk'ex(n) < n(ka(k') + kB(K") + k'~ (k))

HaJbe CJIean

kE'ex(n) < n(a(kk') + B(kE") + ~v(kE')).
Kana samennmo kk' y (4.2), caenu:

ex(n) < n(a(kk') + B(kE") + v(EK"))
- kk'

= M (n) < 1(n),

OJIaKJIe 33 IPOU3BOJ/LHO k BazKu
e(n) < n(n). (4.7)

15
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Jokaszyjemo obparny Hejeqnaxoct. 13 dbopmyne (4.4), 3a k = k' umamo i (k) =
a(k) + B(k), omakme caemu

a(k) + B(k) < (k). (4.8)
Yaumajyhu y 063up (4.2) u (4.3) u cojecrBo @y, u3 (4.8) mobujamo

() < ex(n)

n(n) < €(n).

U3 nocaenmwe Hejennakoctu u (4.7) caenn

U3 Te HejeJTHAKOCTH acOIUjaTUBHOCT je OUUTIIE/THA. O

Teopema 2.4. Ouepanuja MHOXKewa yBegeHa nedburunmjoM (2.4) je KOMyTaTHBHA
W acoIujaTUBHA.

Jloxas. KoMmyTaTuBHOCT CJie/i U3 KOMYTATUBHOCTH IIPUPOJIHUX OPOjeBa.

] =[] <5

= max
k

Jlokazyjemo acomnujaruBHocT. Heka cy «, 3,y Tpu mpou3Bo/bHA eleMeHTa cKymna .

VBoauMo o3Hake:

=9

{O‘B ’ (5.1)
oy =¢€

u gedunumreMo GyHKIA]Y

{77(”) = maxy, 7, (n),

no 5.2
() = [0 (5.2)

[Toctoju k TakBo ma Baxu 1 (n) = n(n). U3 (5.1) Takohe umamo

€(n) = maxy €x(n),
{€k<n) _ [nwz);(k)} (5-3)
d(n) = maxy dx(n),
{5k,<k> = [etae] o4
U3 (5.3) 3a mpouBOBHO k BayKu:
Eep(n) < ko(k)y(k), (5.5)

16
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u 13 (5.4) 3a npoussospHoO k' BazKu:

K201 (k) < na(K)B(K).

Y3amumo TakBo k' 3a Koje Baxu 0y (k) = 6(k) omakiie 3aKkbydyjemMo

K25 (k) < ka(k)B(K). (5.6)

Dopwmyse (5.5) u (5.6) 3ajeano Ham 1ajy:
ER e (n) <o) bR nd(k)1(k) <o) kKmbka(K)B(K)1(k) < na(kk)B(RK )y (kK)
oJlaKJie ciean kopucrehu ce ceojcrBoMm P HejeHAKOCT
(kK'Y ex(n) < na(kk')B(kK)y(kK').

[Mocaenma HejennakocT Ham ca (5.2) maje:

na(kk") (kK )y (kE')

Ek(n) < (kk')3

= N (n) < 1(n),
UJIU OUIITH]E U3 MPOU3BOJHHOCTH K
e(n) < n(k). (5.7)
Joxasyjemo obparny mejemnakoct. [puvernmo ma (5.4) 3a k = k' naje:
ow (K?) = a(K)B(K)
ofaK.ie 360r TPOU3BOLHOCTH k' MOXKEMO 3aK/by TUTH
a(k)B(k) < o(k?) (5.8)
3a pon3BosbHO k. 13 (5.2) ybaryjyhu nociaeamy HejeTHAKOCT 3aKIbydyjeMo:

[na(k;ify(k)] - {né(/sz](kz)] '

Me(n) <
U3 mocaemwe HejeaHakocT u (5.3) cenn HejeHAKOCT

m(n) < €2(n) < €(n)
i 3001 mpouss/bHOCTH K:
n(n) < e(n). (5.9)
Hejennakoctu (5.7) u (5.9) najy jeanakoct
e(n) = n(n),

M3 KOje CJeIN acOlWjaTHBHOCT OTNepalifje MHOYKEhA. ]
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Teopema 2.5. Axo cy «, 3,7 npou3Bo/pbHHE peaHE OpojeBu u3 ckyna ¢ rajga BaxKm
caeqeha jegHakocT

(a+B)y =ay+fBy.

Zoxas. Heka cy «, 3,y npousBo/bHE peasnu Opojesu u3 ckyna ®. YBoaumo o3nake:

ay =0,

By = ¢,

§0+e=mn, (6.1)
a+ 3=\

(A =

JlokazyjeMo 1a je v = 1), U3 Te HEjeTHAKOCTH CJeTH Ja BayKU JUCTPUOYTUBHU 3aKOH.
VBoaumo nomohny dpyHnkiujy:

{M(“) = maxy, (i (n)

n(o 6.2
pa(n) = [letzgenw]. (6.2)

[To nedpurunujun MHOKEHA 1 cabupama uMamMo u ciaejaehe dpopmyite:

{77(7(1)) HFXk 77k(( ))7)} (6.3)

et~ Tt &
dukcupamo k n uponahemo k”, k"' takse na Baxke jeHAKOCTH
By () = (k)
e (k) = e(k).
Ba k' = E"E" Baxu O (k) = §(k) u e (k) = €(k).
U3 (6.4) u (6.5) 3a TakBo k' Baxke HejesHaKOCTH:
K25(k) < ka(K)y(K),
K2e(k) < KB )y (K).
CabupameM THX HejeIHAKOCTH JH00HjaMo:
K2(0(k) + e(R)) < K(a(K') + BK)y(K). (6.6)

Yaumajyhu y 063up (6.3), (6.6) u (6.2) mobujamo HejeHAKOCTH:

nk/2<5(k)+e(k))] < {n(a(k’) + B(K))v(K)
K2k - k2

M(n) = = i (n) < p(n),
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onmaksie 36or npoussBosbanoctd k caenu n(n) < u(n) (6.7).
Hokaszyjemo obpathy HejegHakoct. Kao y (5.8) umamo
)

a(k)y(k) < o(k*

Bk)y(k) < e(K?),
omakite u3 (6.2) u (6.3) umamo:

uk(n) < {n((s(/ﬁ?)k‘; €(k2>>] — 771«2(”) < 77(”)

Kaxko je k npoussossno Baxu pu(n) < n(n). Hocaeamwa nejegnakoct u (6.7) gajy
n(n) = p(n). (6.8) U3 nedununuje (6.1) 3a v u A\ umamo GopmyJe:

:
{<<)> Hf i TJ])’ (6.9

)\(k’) = Inaxy /\k’(k)a
{/\kzl(/{?) — [—’“(“”“’),jﬁ(’“'”} . (6.10)
IIponahemo Ttakso k' Takso ja
A (k) = (k).
3a TakBo k' u3 (6.10) umaMo HejeTHAKOCT:

KA(k) < k(a(k) + B(K)).

U3 nocneame nejeanakoctu u u3 (6.9) u (6.2) mobujamo na Baxke caenehe Hejeana-
KOCTH:

() = {nkﬂ)\(kz)”y(kz)} _ {nkz’k(a(kz’) +ﬁ(kz’))fy(/§)} _

’ A2 T kK2

{Ma(/ﬂk’) + B(kK') + ~(kK'))
(kk')?

Opakiie u3 mpousBosbHocTH k caean v(n) < u(n) (6.11). dokasyjemo obpatHy He-
jemnakoct. 113 (4.8) 3a mpomssosbHo k Baxku Hejennakoct ak) + f(k) < A(k). U3
(6.2) u (6.9) m3BomuMO HejegHaKOCT fg(n) < vi(n) omakme mobujamo p(n) < v(n).
[Mocaenma HejenHakocT 3ajeHo ca (6.9) maje

] = e (n) < p(n).

p(n) = v(n)
onakJe ca jegnakonhy (6.8) 3ak/bydyjeMo Jia 3a HPOU3BOJBHO N BAXKH
n(n) = v(n)
Tj.
n=v.
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Kako cmo jedwunucasm u jokasaam CBOJCTBA apUTMETHUYKUX OIEpalldja HmpeJia-
3UMO Ha Be3e u3Mely omeparnuja u pesalgje nmoperka Ha ckyny .

Teopema 2.6. Omepanuja cabupama je MmonoTOHA. Heka ¢y «, [ u vy NPOU3BOLHE
eqemerTn ckyna ¢ u a < [, Tajga BaxKu

a+y<pB+7.
Zloxas. YBOoIUMO O3HAKeE:
a+7y =0,
B4y =c¢

ITo nedurUUjE U3pa3n 38 0 U € Cy:

{5(71) = maxy, 0x(n), {e(n) = maxy, €x(n),

n(a n 7.1
Gu(n) = [P0 ] gy (n) = [2E80D] (7.1)

[Tpumernmo ma mocroju k Takso ja Baxku a(k)+ 1 < B(k) (7.2). Baucra, u3 yciosa
Teopeme (u med. 2.2) caeau ma nocroju npuponHo k' 3a xoje saxku a(k’) < [(K)
1j. a(k') +1 < (K'), mo cBojerBy P9 Mokemo npomnahn k", 3a koje Baxku k”[B(k') <
B(K'E"), Tama

a(KK") +1 < K"(a(k) +1) < K"B(K) < BKK").

Heka je k takBo na Baxku HejemsakocT (7.2) u n TakBo ga n > k. 3a takBo n u k
BaXKU:

k< n(B(k) = (a(k) +1))

THUMe M 33 TPOU3BOJHHO TPUPOHO [ UMAMO
kl <n(B(kl) — a(kl)),
OJlaKJIe CJIeH
kl + n(a(kl) + v(kl)) < n(B(kl) + v(kl)). (7.3)

3a mpou3Bo/pHO naTo (puKCcHpaHo n mporaheMo TakBo [ 3a KOje BaxKn

Taya 3a npousBo/bHO k Takohe Bayku jeITHAKOCT
Bamenumo y (7.1), k ca kl gobujamor:

Eld(n) < n(a(kl) + v(kl)).
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[Mocaenma HejeaHakocT 3ajenno ca (7.3) maje:
El(6(n) + 1) < n(B(kl) + v(kl))

nJjim

b 1 [P0 _ )<

Tj. IPOHAIILIA CMO TaKBO N Jla BayKH

d(n) < e(n).
Jagme, d <€, 7). a+v < B+ . O

Teopema 2.7. Onepaiuja MHOXKema je MoHOTOHa. Heka ¢y «, [ u vy Npou3Bo/bHI
eaemenTu ckymna  u a < 3, Taga

ay < [Br.
Zloxas. YBOoIUMO O3HAKeE:

ay =09,

By =e.

[To medpunuiujn uspasu 3a 0 u € cy:

d(n) = maxy 0(n), e(n) = maxy ex(n), (7.4)

5(n) = [n(a(i)zv(k))] C ) = [n(ﬂ(i;p(k»} . -
IIpumernmo Ja ako je k' takso ma Baxku mejeguaxoct (7.2) u y(k”) > 0, tama u 3a
k = kK'K" Bazke HejeqHAKOCTH:

alk) +1 < p(k)
{wf) >0 7
Samcra u3
alK'E")+1 <K'(a(k)+1) < K'B(K) < B(K'K")

Y(K'E") > K~y (k") > 0.

Y3amumo k Koje 3agoBosbaBa Hejemmakoctu (7.5) u Baxku n > k'. 3a takse n u k
HMAaMO:

K2 < n(B(k) — (a(k) +1)) < n(B(k) — (alk) + 1))y(k).

[TIraButire 3a TPONU3BOJHLHO TPUPOIHO [ BarxKu

(k1)* < n(B(kl) — a(k))y(kl)

nJjim

(kD2 + na(kl)y(kl) < np(kl)y(kl). (7.6)
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3a npou3Bo/HbHO (DUKCUPAHO N IpoHaheMo TakBo [ 1a je
di(n) =4d(n).
Tanma 3a nmpousBosbHO k, Takohe BaxKu Ja BaxK# jeTHAKOCT
dk(n) = d(n).
Bamenumo y (7.4) k ca kl, u 3ak/bydayjemo:
(kD)?6(n) < na(kl)y(kl).
[Mocaenma Hejennakoct ca (7.6) aaje:
(KD2(3(n) + 1) < nf(kl)y(kl)

njin

d(n)+1< [W} = ex(n) < e(n).

Tume cMO J0Ka3aau Ja MOCTOJU TaKBO N 3a Koje Baxu 6(n) < €(n) Tj.
)< e ay < py.

]

Peasine 6pojese cMo 10 cajia mocMaTpain Kao pyHKIH]e Koje CJIAUKA]y IPUPOHE
OpojeBe y npupojie OpojeBe. Bugean cMo Ha MOYeTKY paja KakKo MOKeMO ITPeJICTa-
BUTH NPUPOJHE OpOjeBe y IMHUpeM cUcTeMy Koju KoHcTpyuriemo. Caza xohemo ma
JIOKAzKeMO Jla ce Hallla HOBa pelpe3eHTalldja IIPUPOJHUX OpojeBa CTBAPHO IOHAIIA
kao ckym N ca cBuM omeparnyjamMa u pejanujaMa JedUHICAHIM Ha meMy. Onimruje,
IPU KOHCTPYKIU]H IPOIIHPEHha CACTEMA HHTEPECYje HAC KAKO Y MPOITHPEHOM CUCTe-
My BHIAMO CHCTEM U3 KOTA CMO I'd CMO T'd KOHCTPYHCAJIH.

YBoanmo jemany mo00po omadbpany MYHKIU]Y W JTOKa3yjeMo Ja Tpurnaia ckymny P.

Cras 2.3. Oyukuuja P(n) = pn — 1, vae je p € N npunaga ckymy P.
Jlokas. JIMpeKTHO BUAMMO Ja 34 NPOU3BOJbHE k M 1 BaXKu
k(np—1) < knp—1 < knp,

OIaKJIe CJIeIN

{P(,fm] _ [k:npk— 1

Twnwme je ucnymen ycaos @q. YeaoB @y caeam w3 oUuryIeIne Heje, THAKOCTH KOja BarKu
3a k> 2:

| = -1= o)

k(np—1) < knp — 1< kP(n) < P(kn).
[

Takobhe nokazyjemo u moMohHE CTaB Jia je NPUJIMKOM JePUHHUIIje MHOZKEHA, JIBA
Opoja HEOMTHO IO KOjUM Kk y3UMaMO MaKCHMYM.
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Cras 2.4. Ako dynuguje a(n) u f(n) npunagajy ckymy @, taga Baxu

%] - [W] . (8.1)

max
k

/loxas. 13 cBojcraBa crapa 2.1 JUpPeKTHO Cjean

[Pa)38) . ol 38)) _ [nalnd) 9] [ )]

OJIAKJIe 3aKJbYyIy]eMO:

e [22II0] _ [0
k a(nk)?(k’) k a(nk%ﬁ(kk')_
I?%X{ Kk 1 = r?%X[ (kk')2 }
mro HaM jokasyje (8.1). H

Teopema 2.8. 3a npoussobro o € ¢ Bakm o - 1 = «, e je
1(n) =n—1.

Jlokas. Yeeaumo o3uaky « - 1 = . [To pedununuju npoussona u (8.1) Baxu:

y(n) = maXg g/ 7’13,(”)
/ a(nk)(k'—
() = [,

Crenu, no csojerBy P; 1a Baxku a(nk) < k(a(n) 4+ 1) ma nobujamo

(8.2)

7 (n) < a(n) + 1,
uma v¥ (n) < a(n). Kako cy k u k' npoussompan caeam
v(n) < a(n). (8.3)
Ob6patno, y3MeM0O IPUPOIHO k TaKBO J1a BayKu

ka(n) < a(kn) —1

k' > a(nk).
Taga

) — {a(nk)k(:,’— 1)} _ [kfa(nkllk—, a<nk>] .

ot 4] into)] _

onakJe caean y(n) > a(n). [ocreama nejegrakoct 3ajesno ca (8.3) mokaszyje y(n) =
a(n) 3a MPOW3BOJHPHO MPUPOJHO N. ]
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Hokazamu cmo 1a je dyunknuja 1(n) = n — 1 HeyTpas 3a MHOXKebe.
ITocaeauua 1.: Ako je p npuponan 6poj u « - p = 7y, Taja BaxKH

v(n) = a(pn). (8:4)
oxas. Tlo nedununuju Mmuoxkema u (8.1) mmamo

{a(k)(zﬁ’ - 1)} |

v(n) = max

a u3 TeopeMe 8. IMaMO Ja BaxKH « - 1 = «, omakJje cJeIn

IS

[Mocaenmwe nee dopmyste Ham noTephyjy (8.4). H

max
kK’

AKO 3a IPOM3BOJHHO MPUPOHO P mocMaTpamMo ckyt dbyHkiuja P redunucanux
ca P(n) = pn — 1, npumeliyjemo ma je ckyn P C @ jeano yramame (N, +,-, <)y
(P, 4+, -, <). Hdokazyjemo sa (P,+, -, <) uma cTpyKTypy IPUPOAHUX OpojeBa.

Jlokazkumo Ja je mopenak mpupoaHux Opojesa cadysan y ®. Ako cy p u ¢ npu-
poHU OpOjeBu 3a Koje Baxku p < ¢ Taja

np—1<ng—1

onakie caenn p(n) < q(n) 3a cBako n. HUyBa ce mopemak W3 CKymna MPUPOTHHX
opojeBa y ckymy ®. /lokaxkumo ja je ckyn P 3aTBopeH 3a omnepaiyje jedunucane
Ha . YBoaumo o3Haky r = p - ¢, Tajga no dpopmyan (8.4) uMaMo 1a BaxKu

p(n)q = p(nqg) = p(ng) — 1 = q(np) — 1 = q(np) = pg(n) = r(n),

JTaKJIe 3a IPOU3BOJ, IBa IPUPOIHA Opoja MMaMO U OAroBapajyhin HauwH 18 MHOXKHMO
dyHKIMje Koje HaM lipejicTaB/bajy upupojne opojese. [Ipeocraje nam joun jia jjoka-
ZKeMO 3aTBOPEHOCT 3a cabuparbe. YBeJMMO O3HaKe

ptq=r

p+q=1,

e mocelmbe cabuparme HocMaTpaMo y eMuciy gedununuje (2.3). cabupara y cKy-
ny ®. Ilo nedpununujn

v(n) = maxy, ve(n)

n(k -

Ye(n) = [ ( (pzq) 2)] :

OJIaKJIe CJIe/TH
kye(n) < n(k(p+q) —2) <nk(p+q),

nin
Y(n) < (p+qn—1,
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300r IPOU3BOJLHOCTHU k CJIeIn

() < (p+qn—1=r(n).

Obpatho, 3a k > 2 Baxnu

n(k(p+q) — k)} < [n(k‘(p +q) —2)

T(n):(p‘I‘Q)n—l:[ -

Tume cmo gokazanu y(n) = r(n).

Teopema 2.9. Jepnaunna
af = p,

e ¢y o u  enementu ckymna P, yBek mma jeguucrseno pememe y ckyimy P. Bpoj
& 30BeMO peliemeM jeJHadnne 1 KOJTHIHUKOM Jesberba [ sa . Perrerse o3nagaBamo

ca é
a

Jlokas. Be3 ymamema onmmroctn MoxkeMo y3ern ga je 5 =1, 1j. f(n) =n — 1. Axo
[ Huje jenHako 1, Taja pemaBaMo jeTHATHHY %5 = 1. IlpernoctaBumo na je o > 1.
Joxazyjemo na je perreme jeanadaune o = 1 g1aTo hopmyaom

§(n) = maxy &(n),
{mm = %5 &1)

[Tpumernmo ja axo je a(l) = 0 mama mo cojerBy Py, a(k) < k(a(l) +1) = k
win (k) < k — 1. Onaxie ako je o > 1, taja (1) > 0 u a(k) > ka(l) > 0 3a
npou3Bo/bHO k. [TpBo mokasyjemo na dynkuuja nedunncana y (9.1) npunaga ckymy
® u 1a je pelreme jeTHATNHE.

Kako a(k) > k — 1, taga u3 craBa 2.1 09uIIeIHO BAKH

k1),

§k(n)§[ —

win p(n) < n (9.2), omakie cienu ga MoCToju MakcuMyM 1o k o {x(n).
13 (9.1) cremnu:

a(k)&k(n) < n(k—1). (9.3)

[Tomuoxkumo (9.3) ca l, a (9.2) ca l — 1, rae je | mpousBosban npupojan 6poj sehu
ox 1 u cabepeMo HejeTHAKOCTH:

(la(k)+ (I —1))é(n) <n(l(k—=1)+1-1).
ITo cBojcTBy P, 3a mpousBosbHe [ U k Bazke HejeHAKOCTH
a(lk) < l(a(k) + 1), 1j.

a(lk) <lo(k) +1—1. (9.4)
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Jlobujamo 1a BaxKu
a(lk)&k(n) < n(lk — 1),

OJaKJIe CJIeTH 1)
Ee(n) < [Wl = &(n).

N3 nocaeamwer uzpasa 3a 1pousBosbHO | > 1 Baxku:

Er(n) < G(n). (9.5)

Kopucrelin ce cBojeTBoM iv) craBa 2.1, MOXKEMO HAITHCATH

)]

&r(n) = [ ; (9.6)

rje ¢y | u k npousBosbHu pupognn Opojesu. [Iponahumo Takse k') k" 3a koje Baxku
&w(n) =&(n) u & (In) = £(In). Tlocmarpamo k = k'k”. Tana uz (9.5) caenn

§(n) = & (n) < &(n) < &(n)

§(In) = & (In) < &(ln) < €(In).
3a Takso k (9.6) maje:

na gpyHkiuja £ 3a10Bo/baBa CBOjCTBO P.
Hoxazyjemo na ¢pyunuja £ ucnymana u Apyru yeaos. [IpBo mokasyjemo ma 1mmo-
CTOjU MPUPOIHO k 32 KOje BarKu MCTOBPEMEHO

&.(n) = ()
{()5() n(k—1). 57)

[IpermocTaBuMo cympoTHO, HEKa 3a cBAKO k 3a Koje je £k(n) = £(n), Baxu

a(k)&(n) = n(k — 1). (9.8)

[Tpumernmo na ako cy k' u k" raxsu na Baxu & (n) = €(n) u k" — 1 < a(k”), rana
3a k = k'k" nmamo

&k(n) = &(n)
{k — 1 < a(k). (9-9)

[Tpea dopmyna cienn u3 (9.5). Ipyra ce nobuja u3 vejegunakocrn k” < a(k”). laxae
FE < EFa(k") < aK'k") wmm K'E" —1 < a(K'E"). Ako yamemo k TaxBo ja BaKn
(9.9), Taga u3 (9.8) caeau

a(k)¢(n) =n(k—1) (9.10)
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u u3 (9.8) u (9.5), 32 HPOU3BOJLHO MPUPOITHO [,
a(lk)é(n) =n(lk —1). (9.11)

U3 (9.10) u (9.9) Baxku &(n) < n (9.12).
Ob6patno, ako y (9.11) a(lk) 3amenumo ca la(k) + 1 — 1, 3ak/bydyjemo

la(k)E(n) + (I — 1)&(n) = n(lk — 1)
nk—n+ (Il—1)¢n) >nlk —n
(I —1)&(n) > nlk —nk
(I = 1)&(n) > nk(l —1)
§(n) = nk

U3 nocenmwe wejennakoctu u (9.10), mobujamo £(n) > n mTo je KOHTPAJIUKIUH Ca
(9.12). Tume je mokaszano mocrojame k TakBo na Baxu (9.7):

a(R)E(m) < n(k — 1),
OJlAKIIe CoIe/u
a(k)é(n)+1<n(k-1).

[TomuOKIMO 06Ge cTpaHe mociente HejeqHakocTu ca | > «(k) u Ha JieBoj crpaHu
samernMo [ ca a(k) omakie cieu:

a(k)(1€(n) +1) < nl(k — 1).

W3 mocnenme Heje JAHKOCTH CJI€TH:

”l“ﬁ—k‘)”} — &(nl) < £(nl).

af

lEn)+1< {

Tuwme je mokazano cBojcTBO Po.
Ocraje na mokaxkemo na je dbopmynom (9.1) & naro pereme jeqHadnne

af = 1.
Jpyradnje 3anucaso
n—1= m’?X%(n), (9.13)
re je
i) = 2R o.1)

Viamemo k Takso aa
k> n(a(l)+2),

e k> nk(a(1) +2) = n(k + k(a(1) + 1)) > n(k + a(k))
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nk* — k? < nk? — n(k + a(k)),
IITO je HCTO IITO K
E*(n —1) < n(k(k —1) — a(k)). (9.14.1)
13 (9.1) moGujamo
k(k —1) < alk)(&(k) + 1) < a(k)(E(k) +1).

Jasbe cienn
k(k —1) — a(k) < a(k)§(k),

u3 (9.14.1) 3akmbydyjemo
E*(n —1) < na(k)é(k).

3ak/bydyjeMo /1a BayKu HejeTHAKOCT:

w1 |20 )
Tj.
n—1< m]?x%(n). (9.15)

Obpatho, Heka je I rakso na & (k) = £(k), Tama 3a npoussosbho k u3 (9.5) ciaenu
& (k) = E(k). U3 (9.14) 3akmmyayjemo

. {M} B {na(kligoiz(/llf;gkl/<k>} .

[Tocneamu uspas uuje Behu o

{na(k)k(l’k - 1)] _ {nl’a(k)(l’k - 1)} . {n(l’k - 1)] |

k2a(l'k) Uka(I'k) Uk

Opatie ounrieano Baxu Yix(n) < n — 1. Iocaeamwa HejeqaakocT 3ajeqno ca (9.15)
HaMm gaje (9.13).

Heka je cama o npousBosbHO (He HyzKHO Behe on 1). I3 @y mocroju npupogan
6poj p, 3a Koju Baxku a(p) > 1. Ako je v TakBO 2 ap = 7, Taja u3 (8.4) caenn

v(n) = a(pn) > na(p) >n >n -1,

mTo je ucto mro u vy > 1. Taga je ounrae o 3a periaBarmbe jeHadnHe

af =1
JIOBOJbHO PENINTHU jeTHAYNHY

=1
rje je & yMHOXKAK O ¢ U p. JEJMHCTBEHOCT peIierba jeIHaYuHe CJIe/In U3 MOHOTO-
HOCTH MHOXKema. OBuMe je Teopema 9 jJ0Ka3aHa y MOTIIYHOCTH. O
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Teopema 2.10. Jegnauyuna
a+&=p, (10.1)
rjie cy o u 3 enemenTn ckyna ¢ mw o < 3, uMa jeIMHCTBEHO periere y cKymy P.

Zokas. Be3 ymamema ONIITOCTH MOYKEMO IOCMaTpaTH jeaHadnny kajaa je J = 1.
Ako [ Huje jeHAKO jeIMHUNN TAJA ITOCMATPAMO jeTHATUHY % + ¢ = 1. Tlokazyjemo
Ja je dyukuja £ nedpuHucaHa Kao

{an) — max; §(n),
Guln) = [ Hi=s2]

e MAaKCHMYM Y3UMaMo 1o ¢BUM k, 3a Koje Baxku k—a(k)—2 > 0, perieme jeHaqnHe

(10.2)

a+E&=1, (10.3)

e je a < 1. [Ipumerumo npBo Jia u3 ycjaoBa o < 1 cjean jia mocToju k TakBo Jia
BaXKH

alk) <k—1,

nJjim

k—alk)—22>0.

Taxohe u3 ycsoBa ®q, 3a npousBo/bHe NpupoHe O6pojeBe | 1 k BaxKu
alk) < l(a(k)+1)

nJjim

a(lk) +1 <la(k) + 1,

OJlaKJie, 3a TAKBO k 3a Koje je ucnymeno k —a(k) —2 > 0 u mpousBo/bHO | > 2, BayKu
Ik — a(lk) — 2 > I(k — a(k) — 2) > 0. (10.4)

Jlako je Bugeru ma £(n) moctoju u npouahu k, 3a Koje BaxKn

N3 cBojcrasa crasa 2.1, ciaean

[n(k—a(k) _2)} . [n_k;] a

k k

Tj.
§e(n) <n

3a IIPOU3BOJHHO k.
U3 (10.2) coegu:

k&k(n) < n(k — a(k) —2). (10.5)
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AKO MOMHOZKHMO 00€e CTpaHe HOCTe/Ibe HejeIHAKOCTH ¢a HPOU3BOJHHUM IPUPOIHAM
Gpojem [, u3 nocaeame HejeqHakoctu caean u w3 (10.4), 3akbydyjemMo Ja BayKu:

lk&e(n) < n(lk — a(lk) — 2),

OJlaKIe
o) < | "SI g
.
&r(n) < &u(n). (10.6)
To crojerey iv) crasa 2.1 Bawcu
&k (ln)

&e(n) = [T} : (10.7)

rje ¢y k u | mpou3BOJHHU TPUPOIHU OPOjeBH.
Heka cy k' u k" 3a koje Baxku

&w(n) = &(n)
& (In) = &(In).

Ako je k = K'k", raga u3 (10.6) ciaean

§(n) = &w(n) < &(n) <
<

),
§(In) = & (In) < &k(In) :

§(n
§(In)

Ounreio 3a 3a takso k u3 (10.7) Baxn:

Tj. dbyuKrnnja (n) ucnymasa cBOjcTBO ;.
Jla 6ucmo mokazanu ga GpyHKIHja ¢ uCnymanBa n JPYTH yCJI0B, A0Ka3zahemo ia
MOCTOju MpUPoIaH 6poj k 3a KOju UCTOBPEMEHO BaYKM:

&(n) = &(n),
{kfk(n) < n(k —a(k) —2). (10.8)

[IpermocTaBuMo cypoTHO, HEKA 32 ¢Be k 3a Koje Baxku & (n) = £(n), BAXKn je JAHKOCT
kék(n) = n(k — a(k) — 2). (10.9)
Y3amumo k 3a Koje Baxu & (n) = {(n) u npoussosban npupogan 6poj [ > 2. 13 (10.9)

u (10.6) cienn:
k&(n) = n(k — a(k) — 2)
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lk&(n) = n(lk — a(lk) — 2). (10.10)
[TomHOXKUMO TPBY jeiHAKOCT ca [ u gobujamo:
lk&(n) = In(k — a(k) — 2). (10.11)

Jeqnakoctu (10.4), (10.11) majy xonrpaaukimjy ca (10.10).
Tume cMo Jokasanu Ja nocroju k takso ga Baxku (10.8), Tj.

k&(n) < n(k — a(k) —2).
Taa Baxkn
k&(n) +1 < n(k—a(k) —2).

ITomuozkuMO 0b6e cTpaHe mocje/ihe HejeJHakocTu ca [ > k m 3aMEeHHMMO Ha JIeBOj
crpanu [ ca k:

k(IE(n) + 1) < In(k — a(k) — 2),
OJlaKJIe CJIeIn

In(k — a(k) —2)
k

€(n) +1< = & (In) < &(In).

Jlokazaan ¢cMO U JIPYTO CBOjCTBO.
Jokaszyjemo 1a je
n—1=max(n),

rje

(n) = {n(a(k),:r g(k»} : (10.12)

Heka je k > 2n u takBo na Baxu k — a(k) — 2 > 0. Taga Baxkn
kEn—1) <n(k—2)=n(ak)+k—alk) —2) <

MH = n(a(k) + £(k)),

n {a(k) + max [ l

oJaKJie CJIeIH

N LTCIUES )
Tj.
n—1< mgx%(n). (10.13)

Jlokasyjemo obparny nHejeanakocT. Heka je I’ TakBo ja Bazku
§(k) = & (k).
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Taga u3 (10.6) cienn Ja BayKu jeJHAKOCT

§(k) = Eup(k)

u u3 (10.12) Baxku:

() = [n(a(k) Zgl/k(k)):| _ [n(l’ka(k)l;ﬂk@k(m)} |

Hasme 3 (10.5) u cojerra i) crasa 2.1 mocieamu u3pas uuje sehim o

[n(z'm(k) + k(ll/’;— a(l'k) — 2))} . {n(l’/}:/; 2))} |

Tj.
Ye(n) <n—1.
[Mocaenmwa Hejennakoct 3ajeano ca (10.13) aaje:

m’?X%(n) =n—1.

JemHCcTBEHOCT peliera jegnadnte o+ & = 1 caejan u3 MOHOTOHOCTH cabupama. [

Teopema 2.11. VBeK BaxKu
a<a+f.

Jloxas. Heka je k takso ma B(k) > 0. Takso k mocroju u3 yciaosa 2. ckyna ®. Tama
BazK11

a(k) < a(k) + B(k)

u u3 (4.8) caeau

alk) < (k)
re je

0=a+ 0.
Tj.

a<a+p.

2.3 Akcuoma cynpemymMma

Teopema 2.12 (Akcumoma cynpemyma). Ako je ckyn ¢ C & orpannmden 0103ro,
TaJa mocToju cyupemyM ckyna @’ koju o3nadapamo ca sup ¢’.

Joxas. Heka je ® orpanmuen peannum Opojem (. Tana 3a csako o € O’ 3a npou-
3BOJbHO (PUKCHUPAHO N BarKu:

a(n) < B(n).

Jedunumemo dyuknujy v(n) caegehum uzpazom:

7(n) = maxa(n) (11.1)
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Hokazyjemo ma 7(n) npunaga ckymy ®. [Ipumerumo ja 3a npoussobHo N, mocToju
dyukumja ay w3 ckyna ¢’, Takpa 1a BaxKu

7(n) = ax(n) (11.2)

3aceen < N.

[To camoj pedununujun dynkuuje v(n) 3a mpoussosHO N = 1, 2, ..., HOCTOju
dyHKIM]ja o, TAKBA J1a BAZKH

V(n) = an(n).

N3 KoHavgHOT CKyTa MO3UTHBHUX PeaTHUX OpojeBa ai, o, . ..,y MOKEMO odabparu
Hajehu. Oxroapajyhy dymknujy hemo osmadaBatu ca ay. Tajga oy OIUrIeIHO
3agoBosbaBa (11.2).

Ako ¢y k u n npoussosbnu nupupoau 6pojesu u ako N > kn, taga uz (11.2)

R
(o) = a(m) = | 2| (200

Tuwme je nokazano cBojcTBO D
Hokazyjemo na dyuknuja y(n) ucnymwasa u cBojcrBo Po. Heka je n nponspoban
npupogan 6poj. Yammmo N > n. Kako dyuknuja ay(n) ucnymasa yeaos Py MoKEMO
npounahu k TakBo ja
kan(n) < an(kn).

U3 (11.1) u moceame HejennakocTu u (11.2) 3aksbydyjemo:
v(kn) > an(kn) > kay(n) = ky(n).
Huje remmko Bugern ja je v cynpemym ckyna ®’. TTo nedununuju (11.1) Baxmn,
a<vy

3a cBako o € P'. Jlakie v je ropwe orpanunueme ckyna . JJokazyjemo ga je -y
HajMarbe O/l CBHX I'OPIHUX OpraHunvema ckyma o',

[IpermocTaBuMo cympoTHO. AKO MOCTOjH IIO3UTHBAH peajaH Opoj 0 Mamu O 7,
TakaB J1a BaxKu o < 0 < 7 3a cBako a € ®'. Tama mocroju TaKBO n Ja BaXKN

d(n) < y(n).
Hexa je N > n, Tana nmamo
6(n) <~v(n) = ay(n),

OJIaKJIe BUJIMMO JIa TIOCTOjU TIO3UTHBAH peaan 0poj «, Koju npunaja ckymy ¢’ u 3a
KOjU BazKmn
o)< a<n.

Hobmwmm cMmo KoHTpanuknujy. Omakie cjieaud Ja je 7 HajMame TOpiHhe OTPDaAaHUYeHe
ckyna P’ ]
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2.4 MN3omopdmuszamMm mojesia akKCuoMa

Caza KaJla ¢MO KOHCTPYHUCAJH jeJaH MOJeJ KOjH HCIyhaBa akcuome o 1-10,
OCTaB/ba C€ MUTALE JeJIMHCTBEHOCTH TAKBOT cucTeMa. AKO MMaMO J[Ba WA BUIIE
OBaKBUX MOJea u cBa mMajy cBojcTBa 1-10 m ¢BojcTBO cympeMyMa, KOJIUKO TaKBUX
cucrema nma? Jla 1u ux mMoxkemo paziaukoBatu Mehycobuo? OaroBop Ha TO TUTAE
je Ja UX pasjiMmKyjeMo JIo Ha u3zomopduszam.

Teopema 2.13. Heka je ¥ npousBosbaH CKyI Ha KOMe Cy JepUHHCAHE OIepallyje
cabupatba, MHOXKEIba, 1opeTka u Heka Baxke akcuome 1 — 10. Tasa je ¥ nuzomopduo
ca P.

ITpe camor jokaza TeopeMe npumernhemMo HEKOJIUKO ocodbuHa ckyna ¥V koje hemo
KODUCTUTH JT0Ka3yjyhu Teopemy 2.13.

I Ckyn ¥ cagpzKu MOACKYIN KOjU je M30MOPdAaH ca CKYyIOM MPUPOTHUX OpojeBa.
[Tocmarpajmo perrerse jennaunne axr = a. O3HAYNMO pelliee Te jeTHAYnHE ca
= e. Ako je b cama apyru mpom3BobaH eaeMeHT ckyna V¥ mpeiacTaB/beH Kao

b = axy Tajga 3aK/byUyjeMo JIa BarxKu

be = ax1e = aex; = axy = b.

JIpyrum peunma e HaMm IpeJicTaB/ba HeyTpaJsl 3a MHOxKeme. [locmarpajmo cabu-
paibe eJieMeHTa € Ca CaMUM COOOM

e,ete=2e,e+e+e=3c,e+e+e+e=Ae,..

Bpojese e, 2¢, 3¢, ..., ne, ... hemo 3BaTu 1e1UM MO3UTUBHUM OpojeBuMa cKymna W
n o3navyaBahemo mx camo kao 1,2,3,...,n,....

IT Baxkn ApxumeaoBO CBOJCTBO Tj. aKO €y a U b IPOU3BOBHU eIeMeHTH cKyma U,
Ta/la IMOCTOjU MPUPOAaH OPOj N 3a KOju BarxKu
na > b.
Jloxas. Tlocmarpajmo ckyn S = {na | n = 1, 2, ...}. IlpermocraBumo ja je
Taj ckyn orpanuden. Taja Ou periere jeHadune a + xr = ¢, TIe je ¢ = sup .S,

33JI0BO/bABAJIO HejeJaHKocT x < c. [locTojanmo 6u n TakBo ma Baxku x < na. Ila
u3 ycjioBa 7 6u cieansio

r+a=c<na+a=(n+1)a,
oJlaKjie J100MjaMo KOHTPAIUKIU]Y, jep je ¢ = sup S.
O

III Cxyny ¥ momajemo u eseMeHT 0, KOju ucnymaba cienehe yciose: 3a TpOU3BO-
JbaH eneMeHT a € U

a >0,
a+0=0+a=a,
a0 =0a =0,
04+0=0,
0-0=0.
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IV

v

[Ipomupeme ckyna W TaKBUM €JIEMEHTOM CaJIPXKU CBE IIPUPOJIHE OpojeBe U HYyJTy.
Taj npomunpenu ckym obesexkaamo ca W',

Hedunutremo dbyukiwmjy [a] neo meo ox 6poja a, TJe je a TPOU3BOFHH €JTIEMEHT
ckyna ¥, kao 1meo Opoj 3a KOjH BazKM HejeTHAKOCT

la] <a < [a] +1.

[TocTojame TakBoT Opoja caean u3 ApxumemoBOT cBojcTBa. Takohe mocmaTpamo
u dbyHKIHjy (a), Kojy aedbuHumeMo Kao npupogal 6poj 3a KOju BayKu HejeHa-
KOCT

(a) <a<{a)+1.

3 enemenara ckyma W’
0, 1,2 3,..,

KOHCTPYHIIEMO CHCTeM (DYHKIIMja HA UCTH HAYUH KaKO je OMO KOHCTPYHCAH CH-
crem ®. Tako koncrpyucan cucreMm je m3omopdan ca P, na hemo ra rakohe
o3HavaBaTu ca .

Axko cy a=sup X u b=supY, taga Baxke cienehe jemnaxocru:

a+b=sup(X+Y),
ab = sup(XY).

Zoxas. oxazyjemo Teopemy 2.13. 13 IV, noBosbHO je nokazartu jga je W uzomopdHO
ca @, rue ce nox P nojpasymena cucrem (QyHKIM]a KOjU je HALPAB/bEH y3 1IOMON
enemenara ckyma W'

Heka je a npoussosban eement ckyna V. [Tocmarpajmo (pyukimjy

a(n) = (na).

[Tokazyjemo ga ta dyuknuja npumnajga ckymy ® 1j. 1a 3amoBosbaBa yeiaose 1 u &,.
OuurjeHO BazxKM,

rae

na = (na) + 6

je 0 < 6 < 1. Ako je k npowsBo/ban npupogan Opoj Ta1a BaKu

kna = k(na) + k0,

oJaKJIe CJIeIN

(kna) = k(na) + (k0), (12.1)

OIaKJIe CJIeIn

[U“_Z@] = (na) + [@] = (nay,

THMe ¢MO JoKazau na dbyHkimja a(n) = (na) ucnymwasa yeiaos ®q. [IpoBepaBamo

yCI

oB $,. 13 11, 3a cBako € moxKe ce nponahu Takpo k, 1a BaxKu

kO > 1.
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3a cBako k u3 (12.1) cienu, na Baxu
(kna) > k(na).

THUMe je JOKa3aHO JIa je UCIYHeH W JPYTH YCJIOB.
O6patHo, mokasyjemo ma ce ckyn ® cacroju camo u3z dbyurnuja a(n), medunn-
canux 1o popmyin
a(n) = (na),

rie je a Heku eneMent ckyma V. Heka je a(n) mpousBosba (byHKIHja KOja TpUmaga
ckyny @. U3 yciiosa @y 3a nap npousBo/bHUX HPUPOAHUX OpOjeBa BaxKe HEjeIHAKOCTH

ka(n) < a(kn) < k(a(n) + 1).
[Togesmmmo HejeHAKOCTH ca k OaKJe J00ujaMo:

a(kn) _

a(n) < aln) +1, (12.2)

CJIeTH J1a TTOCTOJU SUPy, O‘(k”) 3a npousBo/bHO N. Jlokasyjemo ja je

a(n) = (naj,

re je
a = sup —=. (12.3)

[Tpumernmo ma m3 ycaoBa $; yBeK BaxKu

a(kn) < a(mkn)
k- — mk "’
u 1a u3 ycjaoa Py, MOCTOjU M TaKBO Ja

a(kn) _ oz(mk:n)'

k mk
Onatie caenn:
sgp a ::n) = s%p Q(Zn) (12.4)
a(n) < sgp a(l;n) < a(n)+1. (12.5)
U3 (12.4) u (12.5) coenn
a(kn) a(kn)
() = (sup 25 = Gupn - 2
s ) = Gsup ) = (g
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Y3 nomoli dbynknuje a(n) = (na) cMO jeAHO3HAYHO OJPEIUIN 32 CBAKH €JIEMEHT
ckyna U, memy oarosapajyhu esement ckyna P.
Axko je a < b, Taga u3 11, moctoju TakBO N 12

1 < (b—a)n,
rae je b — a pememse jenHadune a + xr = b, ojJaxjae cienn
(na) < (nb).

Onak/e 3aK/bydyjeMo Ja MPeCIuKaBambe IyBa MOPeIaK.
[Tokazyjemo ja ako cy ejnementu a u b u3 ¥ u mwuma ojgrosapajyhu ejaemMentu o
u § u3 O, tana enementy a + b onrosapa eseMent « + [ = 7y Tj. 12

7(n) = (n(a +b)).

OBo cBojcTBO jtoKazyjemo kopucrehn (12.3) u V:

(nta+0) = (o (s S sy 2 ) -
RS CONIN LCLELIC) J
3a mpou3BoJL JiBa Opoja J0Ka3 je aHAJIOTaH. O

Jlokazasim cMO Jila CBH Cy CBH CKYIOBH, KOjU 3a/10BObaBajy akcuome 1 - 10 u
UCIYIaBajy CBOJCTBO CylpeMyMa, n30MOpdHu.
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3 Ilperyes HEKNX KOHCTPYKIMja peajHuUX OpojeBa

Behuna koncrpyknuja pesianux OpojeBa 10Jpa3yMeBa Jla HaM je 103HAT CKYI
pammonaHux OpojeBa (Q ca onmepanujama +, -, peianujom < u koucranTama 0 u 1 u
caegehinm akcuomama [5:

1. cBojcTBa cabupatba:

(a) (Vo,y € Qz+y=y+uz,

0) (Vo,y,2€ Q(z+y)+2z=x+(y +2),

(B) mocroju enement 0 € Q, Takas na je  + 0 = x 3a cBe = € Q,
(r)

3a cBaku eneMeHT x € Q, mocroju enement —x € QQ, Tako na je
z+ (—x) = 0;

r

2. CBOjCTBa MHOMKEMHA!

(a) (Vr,yeQz-y=y-ux,

©) (Vz,y,z2€Qz-y)-z2=2-(y-2),

(B) mocroju enement 1 € Q\ {0}, rako na je -1 =z 3a ce x € Q,

(r) sa csaxu enement z € Q \ {0} mocroju enement z7' € Q, Takso na je
x-xl =1,
(n) Vz,y,2€Q)x-(y+z2)=a-y+z-z

3. cBojcTBa penamnuje <:

(a) (Vz € Q)z <,

©) (Vr,yeQ)z <y,y<z=a1=y),
(8) (

(

B) (Vo,y,2€ Q)(z <y,y<z= 12 < 2),

r) 3a cBaka jBa ejementa x,y € Q Baxn x <y wm y < x,
(n) ako je x <y u z npousBosbaH enement u3 Q, Baxn x + z < y + z,

(h) ako je 0 <z u 0 <y,onmajeun 0 <z-y;

4. (ApxumesoBa akcnoma) 3a npousBosbHe Opojese a, b € Q, rue je a > 0 nocroju
npupojian O6poj n Takas Jia Baxku na > b.

Akcmome 1.a - 1.r mam roeope 1a je ckyn Q AGenoBa rpyma y omHOCY Ha OIle-
panujy cabupama. Akcuome 2.a - 2.1 rosope jga je ckyna Q \ {0} Takohe AGesopa
rpyna y OJIHOCY Ha OTEepaIljy MHOXKEba, Ka1a 3ajeJHO IIOCMaTpaMo oreparuje cabu-
pama, MHOKema u penanujy < ckym Q je ypeherno moswe. Akcuome 1.a - 3.5 30Bemo
aarebapCcKuM akCcHoOMaMa. ApPXHUMeI0BA aKCHOMa Ce He MOyKe H3BeCTH H3 ajarebap-
CKHUX aKCHOMa, ma ypeljeHo mo/be panunonaanux 6pojeBa 30BeMO U ApPXUMETOBCKAM
HOJBEM.
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Y macraBky, npu onucy eaekungope u KantopoBe KOHCTPYKIHje peajHuX Opo-
jeBa mojpasyMeBaMo Jla BaxKe CBa IPeTXOJHO HaBejeHa cBojcrBa cKyma Q. Te kon-
cTpyKnuje npomupyjy ckyn Q mo ckyma R Tako j1a cBa cBojcTBa paIlHoHAIHEX OPOje-
Ba BazKe U 3a peaJsine OpojeBe 3aje/IHO ca AKCMOMOM CylpeMyMa. Y HAaPeJHUM IOrJIa-
BbuMa ce nehemo 6aButTn mcnpasuomnihy medununuja n pokazuma, seh hemo camo
WJIYCTPOBATH HJEje.

3.1 JlemekmHaoBa KOHCTPYKIIIja

Nneja xox Jlempexknunobe kKoHCTpyKImjel® je ma ce cBaka Tauka Ha peasHO] MPAaBH
mocMaTpa Kao CKyl panuoHaaHuX OpojeBa JIeBO W JAeCHO o1 Te Tadke. Ako je x € R
Taja ymecto & mocmarpamo caenehn ckyn {q | ¢ € QAg < z}U{q|q€ QAqg > x}.
OBJie hemo TpecTaBUTH MAJIO JIpYTadujy Bep3Hjy OBe ujeje, Te MOCMAaTPaMoO caMo
jeTHy cTpamy.

Hedunanmnuja 3.1. [loackyn a ckyna Q je leaekumnioB npecek, ako Cy UCIHYIbEHH
caegehn ycioBu:

e a#£Dua#Q,
e 3acBako M3 a, 3 x € Q u x < q cnenm x € «
® V CKYIIy < He NOCTOju HajBehu eemenTt.

Ckyn cBux /emekmuaoBux npeceka osnadaBaMo ca Rp. Ilpumernmo ga came
panmoHaJiHe OpojeBe MOKeMo Takole mpeacTaBUTH Ipeko /leTeKnHIOBUX HpeceKa.
Ako je ¢ € Q rama panmonasan 6poj ¢ 3ammcyjemo kao {x | x € Q Az < ¢}.
Osaxge JlenekunaoBe npeceke o3HadaBamo ca (<, q). [Tocmarpajmo dbyHkimjy Koja
panmoHaJiHe Opojere mpeciukasa y lemekunmone npeceke f : Q — Rp nedpwruncany
ca f(q) = («<,q). TakBa dbyukuja je 1-1 anu Huje HA.

Jedunumemo ypeljeme Ha ckymy cBux [leneKnHIOBUX Ipeceka.

Hedunnmuja 3.2. Ypeheme ckyna Rp: a < 8 akko a C % a < B akko a < S 1

a# S

Apurmernka Ha ckyny JleaknHI0BUX mpeceka ce yBoau ciaemehum maedunuimja-
Ma.

Hedbunnumnuja 3.3. Onepannja cabupama P Ha ckyny Rp ce gedunnire Kao
adpf={a+blaca, bef}
Hedbunumnuja 3.4. Heyrpan 0 3a cabupame yBOINMO Kao:

(<=,0)={reQ|xz <0}

153a nerame koncTpyKumje Bugern [4] n [10].
16 Crporo pasmukyjemo o3Haxy C 3a IIPaBH IOACKYH of o3HaKe C KaJa CKYIOBH MOTY OHTH H
jeaHaku.
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3 IIPEIJIEJ HEKNX KOHCTPYKIWJA PEAJIHUX BPOJEBA

Hedunnumnuja 3.5. Museps ejgeMenta v y 0JIHOCY Ha cabUparbe:
~a={—z|x ¢ o, xunje najmawn erement y Q \ a}

Hedbunrumnuja 3.6. Onepannja MHOXKema P Ha cKyny Rp ce geduHnire mo cayda-
jeBuma: ako je (<=,0) =2 o u («=,0) < 5 onja je

a0pf={reQ|z<0}U{a-blacabe B 0<a,0<b}

JIOK je
(<, 0), a = («,0) wn 5 = («,0),
0o b= ~a)®(~B), a=<(+,0),0=<(<,0),
~((~va)©p), a=<(+,0),{(,0) <5,
~ (@O (~f)), B=(,0),(<,0) <
3a cBe pammonasnne GpojeBe a m b Baxke jemHakocTH: (<=, a) @ («=>,b) = (+

,a+b),~ (<=,a) = (<=, —a), (+>,a) © (+=,b) = (+=,a-b), onuocuo f(a+b) = f(a)®
fb), f(—=a) =~ f(a), f(a-b) = f(a) ® f(b), ka0 u exkBuBanennuja (<=, a) < (<=, b)
akko a < b, 1j. f(a) 2 f(b) akko a < b, onepanuje @, ~,® u ypeheme =< MOKEMO
cMaTpaTH HPOIIMpeUMa orepaluja +, —, -, 1 ypehema < ckyna Q. Opa unmenuma
ollpaBIaBa Kopuilheme HCTUX O3HaKa +, —, - 1 < 3a oArosapajyhe omepanuje u ype-
beme ckyna Rp. Ilpupoano ce Moxke MpOmMUPHUTH U TapPIHjaTHA OIEePalllja HHBEP3a
Yy OgHOCY HA MHOZKEIHE:

<<_>a CL>_1 - <<—’7CL—1> a4 € Qa

a ako je @ # (+>,a) 3a cBako a € Q, ouga je o' = {z € Q | * < 0} U
{z7' |z >0,2¢a}, y ciyuajy na je (+,0) < au a! = —(—a)™! ykosuko je
a < (+,0). Jakmxe, uarpahena crpykrypa Rp = (Rp, <, +, -, (+=,0), (+=,1)) je
HacJIe/INa CBe OCHOBHE ocobWMHE olepaliuja W ypehema cTpykType pamuoHaIHux
opojeBa Q = (Q, <, +,-,0,1). Cxkyn Rp ce Moxke cMaTpaTy mpaBuM TPONTHPEHHEM
crpykType Q. leneknnmoBa KOHCTPYKIIHja je 3aIIpaBo H3rpamba ypehenor nosba Rp
Koje je npaBo upomupermne ypehenor mosba Q.

Kibydno cBOjcTBO y KapakTepu3alliju peaJHuX OPojeBa je CBOjCTBO CylpeMyMa.
3601 je THOCTABHOCTH HABOINMO JIOKA3.

Teopema 3.1. Caku 070310 OrpaHUYeH MOACKYT cKyna Rp uMa cympeMyMm.

/okas. Heka je X npomssosban 0103ro orpanuden noackyn oj Rp. Huje reniko
JloKazaTu jia je & = U£€X£ JleileKnHIOB TpeceK, Kao u Ja je £ Topmhe OrpaHnyehe
ckynma X. ITpu Tom, 3a cBako apyro ropre orpannveme a ckyna X, Oyayhn na je
¢ <a,& e X, Baxn £ < a, mTo 38a9n £ = sup X. m

3.2 KaHTOopoBa KOHCTPYKIIja

IIpe camor omuca KOHCTPYKIje'' majemo moTmBammjy. IlocMarpajmo 6poj

m = 3.1415926535...

1"Koucrpykiujy npeko Komujesux nusosa je objasuo Kanrop 1872. romune. 3a nerabe KOH-
cTpykimje BugeTn [12].
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u caenehn uus

31 314 3141 31415 314159
107 100" 1000” 10000 100000" "

0,100, —5,3

Taj Hu3 ce cacToju UCKJBYYHMBO O] PAIMOHAJHUX OpOjeBa W BUJMMO JIa Ce Ha HEKHU
HaYuH ce npubaakapa 6pojy m. Mneja je na mocMarpamMo HH30Be PAIMOHAJIHUX OpPO-
jeéBa KOju KOHBEPrupajy u Ja HaM OHU Ha HEKW HAYWH MPEeJICTaB/bajy peasiHne Opojesne.
[Ipu oBOj ueju ce jaBiba jOII jeJaH MpodJeM, mocMarpajMo ciaeaehn Hu3

22 333 355 104348 1043835
T 7710671137 33215 7 332263 7

431,130, -50, 3

Taj nu3 Takohe Koupeprupa Opojy 7, ajan je PasJuIuT o IpBOr Huza. [Ipodiem je
LITO ITOCTOJU MHOI'O PA3JIMUNTX HU30BA KOjU KOHBEPIUpajy Ka uCToM Opojy, 1a uMaMo
npobJieM jeMHCTBEHOCTH. JenaH peajan Opoj mMa OECKOHAYHO MHOI'O Pa3/IMIUTX
HU30Ba KOjW KOHBEPTHUPAJY Ka HEMY.

OBaj mpobiem pemaBaMo TaKo MITO heMo yBeCTH HEKY peslaliijy eKBUBAJIEHIH]je
u nocehu cKym cBUX HU30Ba palnoHAJIHUX OpojeBa ca ToMm pesnamnujoMm. Tama Ham
peaJine OpojeBe IPeJICTaB/bajy KJace eKBUBaJICHIIM]je HA KOje je pa30ujeH CKyIl CBUX
HHU30Ba pallMoOHAJIHUX Opojena.

Hedununnmja 3.7. 3a uu3 (a,) Hu3 panuonaanux O6pojeBa KazkeMmo 1a je Komrujes
ako 3a cBako € > 0 nocroju uniekc ng € N, rakas ja je |a, — a,| < € yum cy
ungexkcu m u n Behu ox ng. lake,

(a,) je Kommje < (Ve > 0)(Ing € N)(Vm,n € N)(m,n > ng = |am, — a,| < €).

Wneja nperxoine aeduHUIAje JTeKH Y TOME Jla AKO HEKH HU3 KOHBEPrupa Ka He-
KOj BPeJIHOCTH, OHJA Ne YJIaHOBU KAKO 1 pacTe OMTU cBe OJUKHU jeJIHH JPYTUMA Tj.
JIBe J100pe alpoKcuMaliije HeKe BpeIHOCTH TOpe, Tora, IMTo ¢y OJU3Y caMoj BPeIHo-
ctH, 100po he ce mehycobno anmpokcumuparu. Mcro pe3oHoBambe MOKEMO ITPUMEHUTH
M Ha JIBa Pa3/iMuiTa HU3a PaIlMOHAJIHUX OpOjeBa KOju AIPOKCUMHUPAjy HCTY BpPeI-
HOCT, IIITO HAC HABOJM Jla YBEJIEMO peJlallijy eKBUBAJICHII]je Ha CBUM HU30BUMA KOy
AITPOKCUMHPA]y UCTY BPEIHOCT.

Osznaunmo ckyn cBux panmonaanunx Kommjesux mmsosa ca Cp. Ha ckymy Cg
YBOJIIMO peJIali]y eKBUBAJIEHIIH]E.

Hedunnunnuja 3.8. Heka cy (a,) u (b,) nusosu u3 Cy. ledbunumemo peranujy ~
na Cgp Kao
(ap) ~ (b,) < lim (a, — b,) = 0.

n—o0

Ako cy nBa Huza (a,) u (b,) y penanuju KazkeMo Ja Cy eKBUBAJEHTHH.

Jlokas jia je oBa penanuja cuMeTpudHa, pedaeKCUBHA U TPAH3UTUBHA JUPEKTHO
caeu u3 jgedpunuimje.

Hedununuja 3.9. Peannu 6pojesu cy kiace ekpupaiennuje [(a,)| Komujepux nu-
30Ba parmonannux Opojesa Tj. Ro = Cp / ~. CBaka Kjaca eKBUBAJICHIH]e HaM
npejcTaB/ba jeJaH peajgan Opoj.
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3 IIPEIJIEJ HEKNX KOHCTPYKIWJA PEAJIHUX BPOJEBA

Kako c¢Mo0 ce KopucTujin HH30BAMa PAIMOHATHUX OpojeBa aa jJedWHUIIEMO pe-
aJiHe OpojeBe MOCTaB/ba Ce MUTae KAaKO caMe pallmoHaJHe OpojeBe MpeIcTaB/baMo
Kao KJIace eKBUBAJICHITH]A.

Hedunanmnuja 3.10. Heka je ¢ 6usio Koju panuoHagan 6poj, AepuHHUIIEMO peaiaH
Opoj § Kao KJ1acy eKBHBAJEHIMje KOHCTATHOT HU3A (¢, ¢, q, ... ).

YBOIMMO apUTMeTHKY Ha CKYIy KJlaca eKBHAJICHUIje Ha Koje pasbujen ckyn Cy.

Hedunnnmnuja 3.11. Heka cy s,t € Re, 3a mwux nocroje KommujeBrn HU30BH paluo-
HasHux 6pojesa (a,) u (b,) Taksu ga je s = [(a,)| u t = [(b,)].

1. Hedunumemo s + t kao kiaacy ekpupaiuenuje Husa (a, + b,). Heyrpan 3a
cabuparbe je kiaca eksupajenmnuje auza (0,0,0,...).

2. Jledbunuiemo s - t Kao Kj1acy eKBuBajdHeruje Hu3a (a, - b,). Heyrpaa 3a MHO-
JKembe je Kinaca ekpuBasennuje au3a (1,1,1,...).

Hedununuja 3.12. Heka je s € R¢, Taga nmocroju uu3 (a,) Takas aa je s = [(ay,)].

1. NuBep3Hn ejieMeHT ejleMeHTa S, y OJHOCY Ha Onepalnjy cabupama, obesexKka-
BAMO Ka0 —s$ U JeHHUIIEMO Kao KJIacy eKBHBaJEHIHje Hu3a (—ay,).

2. NuBep3nu eslement ejementa s # (), y 0IHOCY Ha OTepaINjy MHOXKEHA, 00ese-
xaBaMo kao —. Kako je s # 0 Taga nu3 panmonannux 6pojesa (a,) He TexKn
0, ma he 3a meko nyg € N BakuTu J1a 3a CBaKO n > ng, ciaegd jaa je a, > 0
un a, < 0. Ilocmarpajmo crenehn mus (0,0, ..., ——, —1— ), uEBep3HE
| Gno+1) " Ung+2) .
efeMeHT feduHUIEeMO Kao KJAaCy eKBHBAJIEHINje mocMarpaHor Hmi3a. eja
MPETXOIHOD paMaTparma je J1a 3a HEKW HU3 MPEeICTaBHUK, KOHATHO MHOTO TIp-
BUX UJaHOBa Moxke Omrm 0, ajm Ja mocje HeKor HMHIeKca n HeheMo mMarh

qiaHoBe Koju cy 0, na gedHHUIIEMO HHBEP3 CaMO 3a IpPeocTalie dIaHoBe.

Hedunuumnmja 3.13. Heka je s € Reo. Kaxemo ja je s mo3uTuBHO ako je s # 0 u
ako je s = [(a,)] 3a nexkn Komujes uu3 takas 1a mocroju neko N, TAKBO 12 je a, > 0
3a ¢cBe n > N. Ako ¢y s u t gBa peajHa Opoja, KaxkeMo Jjia je s > t ako je s — t
IIO3UTUBHO.

OBako nedunucanu peasau 6pojesu R 3a/10B0/baBajy ApXumieoBo CBOjCTBO U
AKCHOMY CYTIPEMYMa.

3.3 KoHcTpyKIja n3 XunepparuoHaJHIX OpojeBa

N neja kopunthema nHGUHATE3NMAIA TPH YCIOCTABbAbY MaTeMATHUIKe aHATI3E
noruye of Jlajornma'®. Ykparko objammasamo JIajonunosy niejy xopumhema 6ec-
KOHAYHO MAJINX BEJIMYHMHA HA TPHMepPY M3padyHaBarma u3Bona GyHiknje f(z) = x2.
Heka je dr neka OGeckoHadHO MaJja BeJHMYUHA, Jia OUCMO J00MIHM U3BOJ (DYyHKIHje
nocMaTpamo ciaenehy gpopymysry

[z +dx) — f(x)
dz ’

BGottfried Wilhelm Freiherr von Leibniz (1646-1716) - memauxn MaTematndap u ¢bpuiaozod.
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Tj. OCMATPaMO PA3JUKY BpeTHOCTH (DyHKIHje f y caMoj TaUKd T U HEKOj JAPYroj
HecKOHAYHO OJIM3Y TauKd X + dxr TOJIe/beHy ca TUM OeCKOHAYHO MAJIUM PAaCcTOjambeM
dx. Ha mpumepy KoHKpeTHe (byHKIIHje JT00HjamMo

(z+dz)? —2* 2?4 2xdr+da® — 2  2xdy 4 do?

=2 )
dz dz dx T +dz

Jlajonui u MaTeMaTHIapu TOT BpeMeHa cy rmocMaTpajyhu Kpajiwbu pesyarar 2z + dx
PEe30HOBaJIN JI&, NOIMTO je dr OECKOHAYHO MAaJjI0, MOXKEMO I'd 3aHEMAPHUTH, 118 HAM
ocraje caMo 2x Kao Kpajiu pesyarar. OBaj NpUCTYI ca BEIUINHAMA KOje HE CTajy
Huje Omo OpMaTHO OTPABJAH W HA KPajy je HAMyIITeH Yy KOPUCT § — € MPUCTYIIA.
Nndunuresumasiu cy mo0uIn IOHOBO Ha 3Ha4ajy TeK v 20. BeKy ca pajosuma Adpa-
xama Pobuncona!® u ysolemem HecTangap/He aHajinsze.

Hecrannapana mpomupema JTUHeapHO ypeheHuX anredapcKuxX CTPYKTYpa MOJ-
pa3yMeBajy cBe akcmoMe Koje je MMaJja cTapa CTPYKTypa ca JI0JIATKOM Ja MOCTOjU
OECKOHAYHO BEJIMKH €JIeMEHT KOju O3Ha4daBamo ca w. Kako mocroju OeCKOHAYHO Be-
JIMKH eJIeMeHT w, TaKohe IocToje eleMeHTH —w M W™ ' Tj. eJeMeHT KOjH je MakbU O]
OMJI0 KOT JIpYyTOr eJleMeHTa W eJeMeHT Koju je Geckonauno 0m3y 0. Kako ce meby
OBUM HOBHM OpOjeBUMA CaJIpyKe W PEAJHU OPOjeBH, MPU KOHCTPYKIUjH OBAKBUX CHU-
cTeMa MH MOYKeMO KOHTPYHCATH U caMe peasine 6pojese, TAKO mTo heMo OJICTpaHuTH
cBe ejieMeHTe KOoju cy 6eCKOHAYHO MaJjIu, OECKOHAYHO OJIM3Y jejTHU JIpyruMa u 6ecKo-
HAYHO BEJINKU.

JlajemMo KpaTko HM3JIaraibe Hjeje IpeKo MPHUCTyIa ca yJaTpaduiarepuMa Koje je

nato y [3].
3.3.1 Varpaduarepu

Hedununuja 3.14. Heka je J Geckonadan ckyn. Ckyn U C P(J) 30Bemo duirre-
poM HaJ J ako BaxKu:

J €U n 0 & U(perynapuocr), (1.)
ako A, B € U, ouna AN B € U(cBOjCTBO KOHATHOT MPECEKA), (2.)
ako A€l u AC B C J, ouna B € U(cBojcTBO HAJCKYIIA). (3.)

Quirep ce 30Be yATpapUITEPOM aKO je MaKCHUMaJiaH (pHIATED Tj. aKO HHje MOJCKYI
HujeHOT Apyror ¢puarepa Ha J. Puarep je caoboman ako A € U, onga je A Gecko-
HAYaH CKYII.

Hedunanmnuja 3.15. Ciobogan dpuarep peduHucai Kao
Fr(J)={AeP(J)|(J\ A) je konauam.}
ce 3oBe Operreos?’ buarep.

CraB 3.1. Craku ¢unrep koju cagapxu Pperreos ¢uiep je caodbogaH.

19 Abraham Robinson (1918-1974) - amepuuku mMatemaruiap.
20Maurice René Fréchet (1878 — 1973) - dbpaniycku Maremarudap.
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Jloka3s mocrojarma c10060H0r yaTpaduiarepa je HeKOHCTPYKTUBHOI KapaKTepa 1
3aBHCH O]l aKCHOMe U300pa.

Teopema 3.2 (Topema o yarpadunrepuma). Axo Bazku akcnoma uzbopa, Fr(J) ce
MOZKe MPOIIMPUTH JIO CJ00OIHOT VaATpaduITepa.

CBojcTBO MakcHMaIHOCTH yaTpaduarepa Ham gaje ciaeneha Teopema.

Teopema 3.3. Viurpaduiurep U uma ciaepehe ¢BojerBo:

Axo A€ P(J), rana Baxxu A €U wm J\ A€ U.

3.3.2 XwuneppamnnoHaJIHU OpojeBU

Heka je U crobonan yarpadmirep nag N u QY cKyn cBIX panmoHATHEX HE30BA.
Hedunnmuja 3.16. Jebunumemo peranujy za QN xao
(an) ~ (by) & {n|a,=0b,} €U.

OBako nedunncana penanuja TpeacTaBba jeTHY pesanujy ekBubaieHiuje. Jlokas
Jla je OBO peJialja eKBUBAJIEHIHje ceau u3 JeduHunuje peaamyuje u JeduHuImje
yarpaduarepa. Pesanuja ~ HaM roBopu Jia €y JBa HU3a -eKBUBaJIEHTHH.

Hedbunaumnuja 3.17. Ckyn xuneppamuonajnux opojea QF medpuHuimeMo Kao CKyIr
CBHX KJ/IaCa €KBHBAJICHIHje PAITMOHATHUX HU30BA KOje H00MjaMO peIallijoM ~.

Q' =Q"/~.

Hedbunnumnuja 3.18. Heka cy a, b € QF, Taga mocroje HU30BH parMoOHAIHAX OPOjeBa
TakBu aa je a = [(a,)] w b = [(b,)]. Cabupamwe +,., MHOKewe -, n ypeheme <,
neduHUIIIEMO KA0

[(an)] ++ [(bn)] = [(an + ba)],

[(@n)] -+ [(bn)] = [(a@n - ba)],
[(an)] <« [(0)] & {n ] an < by} €U.

Hedununuja 3.19. Xunepparnuonayiue 6pojese obnuka [(a,)] vie je (a,) KoHCTAH-
TaH HU3 a, = q 3a HeKO ¢ € Q obenexkaBamo ca ¢,. [Ipupoany crangapgHy KOIHjy
Q y Q* obenexkapamo ca Q7.

e Heyrpan 3a cabupame je kiaca ekpupasennuje vusa (0,0,0,...) Kojy o3Ha4a-
Bamo ca 0.

e Heyrpan 3a MHOXKeme je Kiaca ekpupaieninmje ausa (1,1,1,...) kojy o3naqa-
BaMo ca 1,.

Hedunanmnuja 3.20. Heka je a € Q*, Taj1a nocToju HU3 pamuoHaInux OpojeBa Takas
Ja Baxku a = [(a,)].
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1. VuBep3 y ofHOCY Ha cabupatme je Kiaca eKBUBaJeHNuje Husa (—ay,).

2. WuBeps y oxnocy Ha MHOXKebe gedununemMo Ha ciaenehn nadnn. Heka je (a,,) €
Q" Takas ga je (a,) 7% 0,. Tama {n | a, = 0} € U. 360r MaKCHMAIHOCTH
U {n|a, #0} =N\ {n|a, =0} € U. Jedbunumewmo (¢,) € QY kao

. aLna an#oa
“=Y0, a,=0.

Taga {n|a,-q, =1} = {n| a, # 0} € U. Jakse (a, - ¢,) ~ 1o

[Ipomupeme pannoHaTHUX OpOjeBa Ha XHIEeppaloHaaHe OpojeBe Koje HaM Hel0-
cTaje je ersucTeHnnja 0eCKOHAYHO BEJIUKOr eaeMenTa w € QF koju je cTtpukTHO Behn
oJ1 OMJI0 KOT' CTaHIap/IHOT palnoHaJHOT O6poja. Taj eqemenT w MoxkeMo AedUHUCATH
Kao0

w = [(wn)],
e je w, = n.

CraB 3.2. (QF, +., -+, <) je ypeheno mome.

Moxemo npumeTuTn Ja cy AeduHHIMje OCHOBHUX OIepallfja rOTOBO HCTE Kao
ko KanTopoBe KoHCTpyKInje ocuM Jedunuiumje penamnuje ~. Hamomumemo ga He
MOXKEMO HHUIINTa pehn 0 jeUHCTBEHOCTH caMor ¢J1obogaHor yarpaduirepa U, ma ca-
MuM TUM cKynl Q* He mopa Outu jemauncTBen. Kako ce cBa cBojcTBa cKyma Q* mo-
Ka3yjy u3 peduHunmje cao00aHor yaTpaduaTepa Hema mpodaeMa ca HeIpenn3HUM
TBphemuma.

Heka je O npcren koHaYHUX XHUTEPPAIMOHATHUX OpojeBa nedUHUCAH KA0

O={aeQ |3 Qo <iq}

O ne cagp:xu OECKOHAYHO BeJWKe OpOjeBe, aji U Ja/be CAAPIKHU eJeMeHTe KOju CY
OeCKOHAYHO MaJid M KOju cy OeckoHadno Oyim3y. Kako e kenumo jga R cagpzku
U ejleMeHTe KOju cy OecKOHa4YHO O3y, XKeauMo Ja Te ejgeMeHTe yKIoHUMO n3 O.
Hedunuiiemo ciejgehu ujgeas Koju ce cacroju o HyJe n OECKOHAYHO MAJIUX XUIIEp-
paroHaIHuX Opojena.

I={aecQ Vg € Q" \{0:}, o] <i g}
CraB 3.3. O je ypehenn norupcren ox Q.
Cras 3.4. Z je unean ox O.
Cras 3.5. O/ je nosme.
Hedunanmnuja 3.21. Peasne 6pojeBe nedunumeMo Kao KOTUIHAYKH IIPCTEH
R=0/T.
Cabupame u MHOXKeme cy nHaykKoBanu npcrenoMm O. Ypeheme nHaa R je marto ca

a+I<gf+Ile (a<.BhNa+1#p+]I).
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Ha oBaj naumn cMo0 cBaku XulepparuoHajal Opoj U ¢Be mbeMy OeCKOHAYHO OJTU3Y
XHUIleppaluoHaHe OpojeBe IpeJICTaBUIN Kao jeIHY KJacy eKBUBAJICHIIH]E.
Haommmo mpumep Koju WIyCTpyje WHTYHIN]Y W3a HECTaHAapIHOT TPUCTYIIA.

. 1 1 . .
Kon, KaHT?pOBe1 KOHCTPYKIM]€ HU30BU ~ U -5 HPEJACTAaB/ba]y UCTH peaﬂall& 6p(}] 0.
OGa nuza : u —5 NPUNAJAJy UCTO] KIACH eKBUBAJICHIUjE KAO U HYJ1a HU3 =~ ~ —5 ~
0, ma Te HU30Be He pasankyjemo Mehycobrno. Ko xuneppaimonaJige KOHCTPYKIH]je

1 1 . .
HU30BH - U -5 NPEJCTaB/bajy Pa3IuiIuTe HH(MUHATE3UMATEC jep cala KOPHCTHMO

JIT uT K IOCMaTPMAO KJI KBHUBAJICHIIH]e, II HU30BE -~ U -5 BaxKH
yarpaduTepe Kajga IMOCMATPMAaO KJIace e aJIeHInje, Ima 3a, oBe }L nlz a
% b n—lz Ha raj naunn jobujamo esiemente Koju cy deckonauno osiu3y 0 wim Ousio

KOM JIpYTOM peaJiHOM OpOojy.
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4 U3PAYYH/bUBOCT PEAJIHUX BPOJEBA

4 N3padyH/pUBOCT peaiHUX OpojeBa

[Tojam ajsiropur™Ma Huje OMO CTpPOro JedUHUCAH y MaTeMaTUIM CBE JIO0 HOYeTKa,
20. Beka. Maremaruyapu cy MHTYUTHBHO pa3yMeBaJu IOjaM aJrOPUTMa Kao KO-
HaYaH CKYyI TOCTyIlaka, KOjuMm ce obpalyjyhm mHeke yyasHe momarke jg100uja HEKHU
u3na3. PazBojeM Teopmjckor padyHapcTBa modyeTkoM 20. Beka MojaBHJIA ce MOTpeda
3a bopMaIHUM yBohemeM 1ojMa aaropurma. Astan Tjypunr?! je yseo xonment Tjy-
punrose Mmamune 1936. rogune. TjypuHroBa MalnHa je alcTPAKTaH MAaTeMAaTHIKN
MOJIeJI padyHapa ca OeCKOHAYHOM MeMOpujoM. TjyprHIOBa MalllMHa HA HOYETKY H3-
BpIlIaBama Ha Tpalll UMa yIUCaHy HEKY ped Koja je yja3Hu nojarak. Ped ce cactoju
0/l KOHAYHOI HH3a cuMOOJa U3 yHaImpes jeducaHor cKylna Koju 30BeMO aJjdabder.
Mamuna Takohe 3Ha ca Koje MO3UIKje Ha TPAalX YIUCYje WM YUTA ¥ KMA KOHAYaH
ckyn uHCTpyKnnja. Ha Taj Hauna popMaHO MOXKEMO YBECTH TI0jaM aJTOPUTMA Kao
nporpaMa Ha alCTPaKTHOM padyHapy. 1aj nporpam uma KOHA4YaH CKYI MHCTPYKIIH-
ja u TuMe cMo ce 06e30eMIN @ MMaMO KOHAYaH CKyn Tocrynaka. Hamomumemo
Jla mocToje u Apyru POPMATHU CHCTEMHU 3a OMUC AJATOPUTMAa Kao IITO CY A-padyH,
RM-mammune, IToctose?? mamune, Mapkosmbesn?® aaropuryu uti. CBU IPeTXOIHO
HaBeeHu bopmamu3mu cy MeljycobHo eksupanenTu [14].

ITocsie yBohema dopmasne jgedunniyje 1mojMa ajaropurma, ocraje HaM HATaHe
JIa JIU 33 CBE MITO MHTYUTUBHO MOYKEMO U3PAdyHATH MOCTOju TjypHHIOB IIpOrpaM u
obparro. OBo Tepan Yepu?-Tjypurrosa Te3za. Kako ce paam o JbyICKOj MHTYWIIN]H
OBO ce He MO¥Ke (POPMATHO JTOKA3aTH.

4.1 TjypunroBa MaImimHa

VipassbadKi
6ok

\

Tl‘]ﬁl\'il | Tnasa 3a unram C/HH came
i

Si1 | Si2 | Si3 | Si4 | Si5 | Sie

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Couka 1: TjypurroBa mammna

Hajemo kparak onuc paja Tjypunrose mammue u3 [6] u [7]. Mamuna ce cacroju
0J1 Tpake Koja je OeckoHadHa ca obe cTpaHe W M3jes/hbeHa je Ha hesuje. Y cBaky he-
JIMjy Tpake MOXKe OWTH yNHUCAH jemaH CUMOOJ W3 HEKOJ, YHampes 0JabpaHor CKyma
cumbona(andabera) v = {s1, ..., Sy }. [lopen Tux cumbosia UMaMO U jOII jejiHA CIie-
nujasaan cuMO0JI KOju HaM IIpejicTaB/ba OJ1aHKo 3HaK L. TjypuHropa mamuna takohe

21 Alan Mathison Turing (1912-1954) - enrsiecku MaTeMaTuyap.
22Emil Leon Post (1897-1954) - amepuuku MaTeMaTuyap.

23 Anyipej Annpejesna Mapkos(1903—-1979) - pycku maTemMaTudap.
24 Alonzo Church (1903-1995) - amepwdku MaTeMaTHIap.
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4 U3PAYYH/bUBOCT PEAJIHUX BPOJEBA

ocejiyje rjaaBy Tj. MeXaHH3aM KOju MOKe Jla 9uTa cajpzKaj jejane hemuje u na u3Bp-
ImaBa jeJHy OJ WHCTpYKIHja TjypuHrosor mporpama. VHCTpyKIHje o3HaIaBaMoO ca
qo, -++, Qk, TJI€ je CBaKa MHCTPYKIHja 0OJIUKA

v
q; S1 lelqjl

/
Sm Sm quj'm

win ¢; STOP. Ako je cumbour s; Koju ce umrta u3 henmje, OpUIeMo ra U yIuucyjeMo
s;. I'maBa ce nmomepa Ha jeBy hesujy ako je D; jennako L, onHOocHO JiecHy ako je D
jennako R uam ocraje Ha ucToj, ako D; jennako P u npehu Ha uHCTPYKIHjy ¢,

Caza vHCTPYKIHje MOXKeMO Ja aedbunuiiemo Kao ypehene meropke (g, s, s, D, ¢'),
rJie ¢ TPEHYTHA UHCTPYKIHja, s cuMmbost andabera ynucan y henujy Kojy uuTa r71aBa,
s' cumbo.1 Koju ynucyjemo y henaujy ymecro s, D HaMm rosopu jia Jjii IyiaBa Tpeba J1a
npenbe Ha JeBy miau gecHy hejujy wim ja octaHe Ha TpeHYTHO] henuju, ¢’ je HOBa
HHCTPYKIHja Ha KOJy MPeIa3uMo.

Hedunumemo TjypuHIOBY Maliumy.

Hedunnunuja 4.1. Tjypurrosa mammna je ypehena ceamopra T = (Q, qo, F, ', U, X, 7)
IpH 9eMy je:

e O KOHA4YaH CKYIl CTalba, Tj. CKYNl CBUX WHCTPYKIIHja MPOrpama,

e ¢ € Q je nouerno crame, Tj. NIPBa UHCTPYKIHja KOJOM C€ 3al0YUIHE U3BPIIA-
Bame IIporpaMa,

e I C Q je cKym 3aBpIIHUX CTama, Tj. ckyn cBux STOP-uncTpyKnuja,

e [ je andaber Tpake Koju caJIpzKu OJJAHKO 3HAK LI, Tj. CKYIl CBUX CUMOOJIA KOjU
MOI'y OMTH YIHCHBaHH y hesuje Tpake,

e ¥ CI'\ {U} yrasun andaber u

e 7 je Tjypunros mporpam, 1j. dyrknuja npenaza 7 : (Q \ F) x ' — T' x
{R, L, P} x Q kojom ce onucyjy uacTpykiuje Koje aucy STOP-uncTpykiuje:
ako ce ypehena meropka ¢ss’Dq’ mojaBibyje Kao €0 HMHCTpYKIMje ¢, OHJA je
7(q,s) = (s, D.q).

Hedbununmnuja 4.2. Oyuknuja f : N — N je uspauyn/buba akko mocroju 1Tjypus-
roBa MallliHA KOja je m3padyHaBa y KOHaYHOM BpeMeny. Asndaber HaMm mpeacTaBba
ckyrm X ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, a cBaky nmudpy 6poja ynucyjemo y 3acebuy hemu-
Jy. Yia3z mam upejicrassba 6poj n koju TjypHroBoj Maiiuuu roBOpu KOJMKO nudapa
Opoja Tpeba Jia UCHHUIIE U /I3 Ce 3ayCTaBHU.

TjypunroBa MalmnHa He MOpa Ja Ce 3ayCTaBU 3a CBAKH yja3, MOKe JIa ce ITO0TO-
JIM Jla ce M3padyHaBambe HacTaBu y OeckoHadHocT. IIpobsiem ja jim ce Tjypunrosa
MallliHa 3a JIaTH y/a3 3aycTaBjba 30Be ce halting mpobiem. 3a mwera He mocToju Tjy-
PUHTOBa MAIllMHA KOja T'a IMpoBepaBa. 300 Tora UMaMoO U YCJIOB KOjU 3aXTeBa Ja ce
MallliHa M3BPIIaBa y KOHAYHOM BpPEMEHY.
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4 U3PAYYH/bUBOCT PEAJIHUX BPOJEBA

Hedbunumnuja 4.3. Oyuaknuja f : N — Q je uspaduyH/puBa aKKO IOCTOje U3PATYH-
JbuBe pyHKIHje s,a,b: N — N Takpe j1a BaxKu

n) = (— s(n)a(n>
fln) = (1),

Wneja nedounnnmje je 1a UMEHUIAIL ¥ OPOjUIAI] PAIIKOHAIHOT Opoja MpeICTABIMO
n3padyH/buBUM (PYHKIHjaMa, a 3HAK paluoHaanor 6poja Opoja mnpejacraB/baMo TaKO
mro —1 crenenyjeMo Ha HEKY M3padyH/bUBY (DYHKIHU]Y Koja 3a Bpeguoctu uma 0 ili
1 y 3aBuCHOCTH Jia JIX je 3HAK pallMOHAJTHOr Opoja MO3UTUBAH WU HEraTHBaH.

Hanomumemo ja u ako TjypuHroe Malune pajie Ha I IPOU3BO/bLHUM asihabeToM,
peJIcTaB/balbe MIPUPOJIHUX OPojeBa Ha HUMA je CTBap J0TOBOPA.

4.2 Nz3pauyH/suBu OpojeBn

TjypunroBux nporpamMa uma 1mpedpojuBO MHOTO, a peaJHux OpojeBa HenpeOpoju-
BO MHOTO. IHTepecyjy Hac onu O6pojeBH Koju ce Mory j1oouTn TjypHHIOBOM MaIIuHOM
U TakBe OpojeBe 30BeMO U3PAYyH/BUBUM peaTHuM OpojeBuma. [Ipupornu, nenmu u pa-
HUOHAJIHU OpPOjeBU Cy TPUBHUjAJHO U3PadyH/bUBU.

Paznuunre koHCTpyKIHje peajnux OpojeBa MMajy CBOje M3PAUYYH/HUBE €KBUBa-
nenre [8] [9)].

o Kowujesu nuzosu V3pauyn/buBe nuzose cMo Beh jedunucanm kao nspadyn-
spuBe pyukiuje. [Topea Tora mro cam HU3 MOpa OMTH U3PAYYH/BUB MTOTPEOHO
je u 1a KoHBeprupa eeKTUBHO.

Hedbununuja 4.4. Huz {r;} pammonamuux 6pojeBa kouBeprupa ebeKTuBHO
peasHoM Opojy x ako nocroju u3pauayusbuba pynkmuja € : N — N rakpa ja 3a
cBe N:

k>e(N) = |r,—az| <27V,

je m3pavyHJbUBA.

Hedununuja 4.5. Peanan 6poj x je uspauyubus ako nocroju uu3 {ry} xoju
KOHBeprupa eeKTHBHO Ka .

EdekruBna konBeprenmuja je morpedbHa jep Moxke Ja ce JOrojAH J1a U3padyH-
JbUB HU3 PAIMOHAIHUAX OpojeBa KOHBEpPUIpA Ka HEHM3PadyH/bUBOj T'DAHUIIM.

o Jledexundosu npeceyu

Hedunnumnuja 4.6. Peanan 6poj x je U3padyH/bUB aKO je KapaKTepPHCTUUHA,
dbyuknuja merosor leaekungosor npeceka D = {r € Q | r < x} uzpadyHbu-

Ba Tj.
1, ze€D
x(x) = {

0, x¢D

je m3pauynspuba. Onmruje Jlenekun0B Mpecek je m3padyH/bUB aKO je m3pa-
YYH/bHBA HEIOBA FHeroBa KapakTepucTudHa (PyHKIH]a.
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4 U3PAYYH/bUBOCT PEAJIHUX BPOJEBA

o Vmemnymu unmepeasu Hus I,, = [a,, b,| yMeTHYTHX MHTEepBasa 3a KOjH BaKU
I,+1 C I, je I3pavdyH/BUB aKO Cy PAIIMOHAJIHW HU30BHU a, U b, U3PAIyHbUBH.

Hdedunnnmnuja 4.7. Peanan 6poj z je u3padyH/bUB aKO IOCTOjU M3pAIyH/bUB
HU3 yMETHYTUX UHTEPBaJa TakaB 12 je Nyenl, = {r}

e Jleuyumanarn paseoj y ocHosu b

Hedbununuja 4.8. Peanan 6poj x € [0,1] je uspauyH/buB y OCHOBU b aKo
nocroju uspauyupusa Gyuknuja f: N — {0,1,...,b — 1} TakBa na Baxu

L= Zzozof(n)b_(nﬂ)-

Peanne 6pojeBe BaH TOr MHTepBaJIa MOKEMO ITOCMATPATH Kao IE0 €0 KOju je
npupogan OpPoj U JEeNUMAJHE JI€0.

Pazuuaure KoHcTpyKIuje peajHuX OpojeBa Jajy pas3jndre H3pavdyH/bHBE KOH-
crpykiuje. CBe TIPETXOHO HaBeJeHe KOHCTPYKIMje Cy eKBUBajieHTe. EKBUBaIeHT-
HoCT je gokazao P.M. PoGuncon?® (1954) Ttako mTO je NPUMETHO Ja aKo je o U3-
pauyH/buB peatan 6poj Taga je u dyukuuja a(n) = [nal (| | neo geo ma rope)
u3padyH/bpuBa DYHKIMjA OJAKIIe JAKO CJIe/ eKBUBajgeniuja |9).

[Tpu KosimoropoB/beBoj KOHCTPYKIUjH MO3UTUBHUX peaHux Opojesa jpedunuca-
Jim cMo ux Kao ckyn @ ceux dhynknuja a : N — N koje 3a70Bo/paBajy cBojcrBa P n
®, u on je mzomopdan ca RT mro 3Haun ga je HenpeOpojus u ga HUCY cBe DYHKIH]je
uzpadynmbuse. [locraBmba ce nurame Kajla CKYIy ¢BUX (DYHKIIMja KOje 33 0BOhaBa-
jy ®1 u & npuwaomamo u ycaoB « @ N — N je m3pauynbuBa PyHKIHja, Ta JU je
W Taj CKyl €KBUBAJIEHTAH CA IPETXOMHUM Je(PUHHUINjaMa U3PAUYyH/bUBIX PeaTHUX
opojesa. [Ipumerumo na cmo npu g0Ka3y u3oMopdusma y mornoriaasmy 2.4 ynpaso
kopuctiin 1y yurimjy (a(n) = (na)) ga medbununemo uzomopduzam uzmelly
n Vv,

Cxyn W3padyH/bUBUX peaJHUX OpojeBa oberekaBaMo ca R m 3a mera Baxke
caegha rBphema [8]:

e R je mosmwe,
e R¢ caapzu cBe peaine GpojeBe Koju Cy HAM LO3HATU T, €, /2, /3 uri.,

NCZCQCACRg CR, e je A ckyn cBux anrebapckux Opojesa,

R¢ je npebpojus,
e R¢ HHje KOMILIETAH.

[IpoyuaBame n3padyH/bUBHX OpojeBa je mpeaMer m3padyHspuBe AHaamze. Y m3pa-
YYH/BUBOj aHAJIU3U Ce IMOpeJ CaMHUX H3PadyH/bHUBHX OpojeBa IpoydaBajy U U3pa-
gyuspuBe dyaknuje f : Re — Re. Ilpu ommrujum pazmapamumMa y u3padyH/bHBO]
aHajn3u ce Kopucre TjypuHorse maimuHe Tuna 2. TjypwHroBe MalinHe THIA 2 Ce
Pa3JUKY]jy O MPETXOAHO OMMCAHWX MAITUHA, TUTa 1 TT0 ToMe TITTO TTopeJ jeJiHe Tpake
Takobe 1mocelyjy pajHe H yaa3He Tpake.

25Raphael Mitchel Robinson (1911-1995) - amepwa ki MaTeMaTHIap.
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5 3AKJ/bYYAK

5 3akJpydak

Y oBOM paJly je JieTa/bHO LIPEJICTAaB/beHA Mathe 103HATa KOHCTPYKIUja PEeAJHUX
OpojeBa nUPeKTHO 13 NPUPOAHUX 07 KosiMoroposa. OpUrnHAIHO Pelemnhe je T0my mhe-
HO JIOJIATHUM JIOKa3uMa 1 o0jalmhemhuMa. Takohe ¢y JaTn KpaTKd OMUCH HAjIIO3HA-
TUjUX KOHCTPYKIKja peanux opojea o lenekunna u Kantopa kao u jeiHa HecTaH-
Jap/iHa KOHCTpyKIuja. JlaHac je MO3HATO OKO JBajefieceT MO3HATHX KOHCTPYKIIM]a
peatHux OpojeBa. CBaka 07 KOHCTPYKIIHja je OMIa HHCITHPUCAHA, PA3IUIUTAM 0071~
CTHMa MaTeMaTUKe U IMOJICTAaKJIa je Pa3Boj TUX 00/J1acTH.

Y nocaeme BpeMe pa3BojeM padyHapcTBa MOCTaBMIa CYy Ce NTamba Koje bpojene
MOZKEMO IIPEJICTABUTHU PadyHapCcKuUM HporpaMuma. Cama npupoja peaaHux Opojesa
JIa UX HMa HelnpeOPOjuBO MHOIO YUHHU JIa HEMaMO JOBOJHHO IIpOTpaMa Koju OM HaM
UCIHCATIN JeruMasie Tux OpojeBa. Tume je OTBOpEHO HOBO MOJ/be MaTeMaTUKe U3Pa-
YyH/BUBA aHAJIN3a Y KOJOj MOCTOje MHOTE Bep3Hje TeopeMa U3 KJIacuiHe aHaJIu3e.

[Tope Teopujckux pazMarpamba MUTaba N3PAdyH/BUBOCTH PeaTHUX OpojeBa MmoJl-
CTAKHYTO je OIPOMHO I0Jbe y MHpOpPMaTHIM KOje ce DaBH MPaKTHYHUM ITUTAHLAMA
pelpe3eHTaIuje y padynapuMa u e(puKacHEM IIpoHaJIaXKehbuMa, alrpokcuMaruja. Mo-
JIpHH padyHapHu peajHe OpojeBe YBEK IpeJCcTaB/bajy Kao paldOHATHE alpOKCHMa-
1uje ca MOKPEeTHUM 3ape30M, 0/ Kojux je najkopunihenuju cranjgaps [IEEE75).

Jlanac ce peasinun OpojeBu Hajuenthe mocMarpajy Kao OECKOHAYHU JAEIUMAJIHU
passoju. OBO je MOACTaKHYTO TIpe CBera o CTpaHe 00pa3oBama M MPAKTHIHUM T0-
TpebamMa (PU3HKe U CBAKOIHEBHOI yKHBOTA, THME Ce HCIYIITA CYIITHHA Ja Cy CBU
Pa3/IMIUTH HAUYMHH Ha KOje MOXKEMO IIPEeJICTaBUTH peaJsHe Opojese: [lemexkuHaoBu
nupecery, Komujesu HU30BU, OECKOHAYHU JICIIMMAJIHA PA3BOjU MT/. PA3JIAYUTE Ma-
Hudecranmje ucTe ancTpakTHe MojaBe KOjy 30BeMO ypeheHo 1moJbe peasiHuX OpojeBa.
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A IITEPH-BPOKOOBO JPBO

A Illrepr-bBpokooBo aApBO

Y oBoM j101aTKy heMo IpeJcTaBuT jOlll jeJJaH HAUuH Ha KOju OU MOIJIU JIa 110-
cmaTpamo peanne oOpojese. [IItepr-Bpokooso?® npso cy orxpmmu Mopurn [TItepm?’
u JIync Bpoko?® mezasucno jegan ox apyror?. Illtepn je mocMaTpao ApBO ¥ OKBUPY
Teopuje OpojeBa U IeroBa CBOJCTBA, & BPOKO je KOPUCTHO JAPBO HPHU IIPOjEKTOBAILY
OJTHOCA 3yIMYaHHKA YHYTap caToBa Ja OM moOospIIao MPerMu3HOCT Mepemha BpeMeHa.

[ 1
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2 1 1
: 0 §
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Cauka 2: [HITepu-BpokooBo jipBo

JIpBo ce mobuja Tako MITO KpeHeMO o (pOpMaTHUX PA3TOMaKa % u % Koje dop-
MaJiHO cabupamo. [IpBu ejiemenT ce jgobuja Tako 1ITO ce dpojuoim cabepy ca Opo-
juonmMa, a UMEHHOIN Ca UMEeHHOIIMa % = % + %. [Ipeoctasn esiemenTu cradbja ce

J1001jajy Tako mTo ce (popMaIHO cabupajy HmEeroB MPBU JIEBU U IIPBU JECHU IIPEIAK.
Hagemrfiemo HeKOIMKO mpuMepa:

3_2+1_2+1
1 140 1 o
5 342 3 2
—:—:——'——’
3 241 2 1
1 04+1 0 1
—:—:—+—’
4 1+3 1 3
3 241 2 1
4 341 3 1

Taxohe 3amazkaMo M CBOjCTBa KOja IOCE/Iyje OBAKO KOHCTPYHCAHO OMHAPHO JIPBO:

263a nerame Bugeru [13).

2TMoritz Abraham Stern(1807-1894) - Hemadxku MaTeMaTH4Iap.
28Louis Achille Brocot(1817-1878) - dpanilycku yacoBHUYAD.
291IIrepn je orkpuo apso 1858., a Bpoko 1861. romume.
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I Ceaku mosuTuBaH paruonatan 6poj (ocum 0 u 1) ce jaBba TavHO jeTHOM Y
CBEJICHOM OOJIMKY.

IT Penocnen pazysiomaka je UCHomToBan 1o xopuzontanu. Behu paszmomnu ce Ha-
Jlaze JIECHO OJ1 O/ MAIbuX.

ITT Craxm pen je cumerpwdan y OJHOCY Ha pazjaovie. HaBommmo mpumep tpeher
pesa

ol =
Wl N
NN V]
=1 w

IV Ako kperame Ha J1eBO Kpo3 OHHAPHO JpBO obesexkaBamo ca (), a Ha JECHO ca
1, MoxKeMO 3ammcaTu MyT Of KOpeHa cTabua 10 OMJI0 KOI YBOpa, KOHAYHUM
HU30BUMa HYJIa U jeanauna. Ha npumep myT 10 94BOpa %(SGHGHa 6oja Ha CIIUIH)
zamucyjemo kao 01. Ha oBaj nauun cBakoMm paiuoHaJiHOM OpOjy HPHIAPYKYjeMO
jeTaH JeIMHCTBEH HU3 HyJa U jeUHUTA.

ITopen oBUX cBOjcTaBa OBO JAPBO MOCEIY]je JOIT MHOTa HHTEpecaHTHA CBojcTBa. Ka-
KO CMO CBe KOHa4YHe HU30BE HYJa U jeJIMHUITA IOBE3a/IU Ca PAIMOHAHUM OpOojeBUMa,
namehe Ham ce j1a OGecKOHAUYHM MYTEBHU Y JPBETY IpeACTaB/bajy peasgHe 6pojene. Ha
Taj HAYUH CMO JOOMJIM ¥ jeJIHY Be3y u3Mel)y OeCKOHATHUX HU30Ba HYJIa M jeIUHUTIA U
penanux 6pojesa. Ha caunu je HaBeeH jeman npumep myta 101...(npBeHoM Gojom),
Koju OM MOrao IpejcTaB/baTH HeKHM peajaH Opoj. VIHTepecaHTHO je 1a ce Ha OBaj
HAYUH MOXKe 110Be3aTHu Teopuja rpadoBa ca TeopujoM peasHux Opojesa.
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b [PUPOAHU BPOJEBU

b Ilpupoauu GpojeBu

KosimoropossbeBa KOHTPYKIMja ce OJBUja HAJ[ CKYIIOM LIPUPOJAHUX OpojeBa, 1a
hemo y oBoMm noryias/by AedunucaT mpupoaHe OpojeBe U oneparyje HaJ bUMa.

Puuapn [lenexkung je 1888. roanHe TpeyioKN0 aKCHOMATH3AINNR]y apUTMETHKE
npupoIHuX 6pojesa, a 1889. roaune je Bysene Ileano®® upemnoxuo yupomheme
Te aKCHOMaTHKe. THM aKCcHOMaMa ce OIUCY]y HPUPOJHU OPOjeBU IPEKO olepaliuje

caegbenuka Koju ce pedpunumnie kao ¢pyuknuja s : N — N u koncranre 0. HaBoaumo
Henexun,i-Ileanose akcumome:

(II1) s(n) # 0 3a cBako n € N.
(II2) Axo je s(m) = s(n), ouma m = n 3a cee m,n € N.
(T13) (IIpunnun maremarudke uaaykmnuje) Axo je S C N rakas ja:
(BU) 0 € S,
(UX) uz n € N cienn ga s(n) € N 3a csako n uz N
ouma je S = N.

Cymrruna akcuome I11 je na dyukmnuja s auje Ha-pyukuja, a akcuome 112 ma
je s 1-1 ¢pynkmnuja. Tpeha akcuoma nam rosopu jia je N HajMambu MHIYKTUBHH CKYII
y cMHCIY uHKJIy3uje. da 6ucmo nedunucasm omnepanuje cabuparma U MHOXKEHA Ha
CKYIIy TpUpOIHUX OpojeBa Tpebajy HaMm jBe TeopeMme pekypauje. OBme hemo camo
HABECTH TeopeMe, a JO0Ka3u ce Mory nponahn y [6].

Teopema B.1. Heka je X wHekun ckyn u g € X muw h : X — X. Taga nmocroju
jemmucteena dyukimja f: N — X TakBa nma je
f0)=g
f(s(n)) = h(f(n)), n e N

Teopema B.2. Hekaje g: P - X u h: P x X — X. Taza nocroju jeiuHCTBEHA
dyukmuja f: P x N — X TakBa ja 3a cBako p € P:

f(p,0) = g(p),
f(p,s(n)) = h(p, f(p,n)), n € N.

Casia cabuparbe 1 MHOZKeHe MOKeMO Ja yBegeMo kao dyuknuje +(m,n) : N — N
u -(m,n) : N — N, koje kpalie 3amucyjemo ka0 m + n u m - n, jeduHACAHE TPEKO
peKyp3muje.

m+0=m,

m+ s(n) = s(m +n)

30Giuseppe Peano (1858-1932) - uraimjaHcKn MaTeMaTHIaD
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b [PUPOAHU BPOJEBU

m-0=0,

m-s(n) =s(m-n).
ITopenak Ha cKyny mpupoJiHUX OpojeBa YBOIUMO Kao
m<n<dkeN((m+k=n).
Crpor nopeak yBogauMo Kao m < n < m < n Am # n.
Teopema B.3. Heka cy m,n,p € N npou3Bo/bHA HNPUPOIHA OPOjEBU TaJIa BayKU:
e m—+n=mn-+m.
e m+0=m.
em-n=n-m.

m-1=m.

(m+mn)-p=m-p+n-p.

e MIzm<nun<p, cieau m < p.
o lIzm < n,cretum+p<n+p.
e MIzm<n,cretum-p<n-p.

e Axko Baxu m < n, taja m+ 1 < n.

Han oBako ysemenom crpykrypom (N, +, - < 0,1) npuponuux 6pojeBa ce KOH-
CTPyHUIIy peajHu OpojeBu.
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