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Predgovor

Kwiga se odnosi na strogo i neprotivure~no zasnivawe fundamental-

nih pojmova i konstrukcija matemati~ke analize kao {to su neprekid-

nost, konvergencija, infinitezimalni ra~un, integracija i izgradwa

elementarnih funkcija. Imali smo u vidu danas dve najzna~ajnije

metodologije: Vajer{trasovu ε�δ analizu i Robinsonovu nestandardnu
analizu. Deo kwige odnosi se na problem neprotivure~nosti infini-

tezimalnog ra~una, kako u klasi~nom smislu, tako u smislu Lajbnicove

analize. Dakle, s jedne strane diskutuju se detaqno osobine arhimed-

skih poqa i u tom okru`ewu uvode osnovni pojmovi analize. S druge

strane izla`e se konstrukcija Lajbnicovog univerzuma kao modela za

ra~un sa aktuelnim beskona~no malim i beskona~no velikim objektima.

Ciq ovog dvojnog pristupa nije da se oceni prednost jedne ili druge

metode, ve} da se uka`e na ~iwenicu da su oba prilaza zna~ajna ukoliko

`elimo da se u analizi na legitiman na~in koriste uobi~ajeni pojmovi

kao {to su neprekidnost ili beskona~no mala veli~ina.

Tako|e su pisci imali slede}e razloge da ne{to detaqnije pi{u o

nestandardnoj analizi. Pre svega o ovom predmetu se na na{em jeziku

malo pisalo. S druge strane, nestandardna analiza je nova oblast

matematike koja se brzo razvija i weni okviri prevazilaze analizu.

Ta~no je da se vodi polemika o tome koliki je wen zna~aj i doprinos

klasi~noj analizi. Ipak, jedno je sigurno, nastankom nestandardne

analize re{en je jedan od najzna~ajnijih i najstarijih problema mate-

matike. Naime, re{en je problem konzistentnog zasnivawa infini-

tezimalnog ra~una. Podsetimo se da se ovaj problem pojavio u rudi-

mentarnom obliku ve} u Arhimedovo vreme, a da je vrhunac dostigao

pojavom Lajbnicovog infinitezimalnog ra~una i ostao otvoren sve do

Robinsonovog re{ewa 1960. godine. Spomenimoi drugu zna~ajnu stranu

nestandardne analize, da je ona pre svega metodologija. To je razlog da

se ona sre}no koristi i u drugim oblastima matematike kao {to su

9
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aritmetika, teorija verovatno}e, algebra, beskona~na kombinatorika,

matemati~ka logika i svuda gde se koristi pojam beskona~no male i

beskona~no velike veli~ine. Neke primene tehnika nestandardne ana-

lize mogu se prona}i u radovima autora (videti, na primer, [6], [29],
[102], [104], [118], [119], . . .).

Kwiga je nastala iz predavawa koja su autori dr`ali du`i niz go-

dina na matemati~kim departmanima univerziteta u Beogradu, Kragu-

jevcu i Ni{u. Prvi kurs iz ove oblasti odr`ao je u Beogradu @.

Mijajlovi}, sada ve} davne 1979. godine. Skoro odmah rodila se ideja

da se i napi{e kwiga na ovu temu, najpre od strane @. Mijajlovi}a i D.

Aran|elovi}a, da bi se tom projektu ubrzo prikqu~ili i M. Ra{kovi}

i R. \or|evi}. Najve}i deo rukopisa napisan je pre vi{e od dvadeset

godina. Sticajem raznih okolnosti, a vaqda i zbog prilika koje su

nastale u vremenima koja su sledila, kwiga je zavr{ena tek u jesen 2014.

godine. Pisci su pisali pojedina poglavqa dosta nezavisno od drugih

poglavqa i ostalih autora. Otuda, kwiga se ne mora ~itati redom. Po-

jedini pojmovi su raspravqani i po dva puta, imaju}i u vidu razli~ite

aspekte i okolnosti u kojima se oni javqaju. D. Aran|elovi} je napisao

poglavqa: Ure|ena poqa i prva dva odeqka poglavqa Nestandardni

pristup grani~nim procesima; @. Mijajlovi} je napisao poglavqa:

Filteri, Ultraproizvodi, Modeli, Lajbnicov princip, Elementarne

funkcije, Veri`ni razlomci i Berov prostor, Zasi}eni modeli i inter-

nalni skupovi i uvodni tekst Matematika u Lajbnicovom univerzumu;

M. Ra{kovi} je napisao poglavqa: Zasnivawe nestandardne matemati-

ke, Elementi nestandardne teorije mere, Alternativna teorija skupova

i zavr{nitekstEsej o beskona~nosti, a R.\or|evi} je napisaopoglavqa:

Nestandardni realni brojevi, tre}i odeqak poglavqa Nestandardni

pristup grani~nim procesima, odeqak Braunovo kretawe,Nestandardna

analiza Hilbertovog prostora i izvr{io unifikaciju celokupnog tek-

sta.

Na kraju, `elimo da se zahvalimo slede}im kolegama koji su ~itali

rukopis u raznim fazama pisawa ove kwige, pomogli da ispravimo

gre{ke i dali nam mnogobrojne korisne sugestije: BrankuMale{evi}u,

profesoru Elektrotehni~kog fakulteta u Beogradu, Neboj{i Ikodi-

novi}u, docentu Matemati~kog fakulteta u Beogradu i Nenadu Sto-

janovi}u i Vladimiru Risti}u, asistentima Univerziteta u Kragu-

jevcu. Tako|e se zahvaqujemo na dobronamernim komentarima i koris-

nimprimedbama recenzentima\or|uKrtini}u, docentuMatemati~kog

fakulteta u Beogradu, nau~nom savetniku Zoranu Ogwanovi}u i vi{em
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nau~nom saradniku Predragu Tanovi}u iz Matemati~kog instituta

SANU.

Beograd, 2014. Autori



Matematika u Lajbnicovom

univerzumu

Nestandardna analiza koristi metode teorije modela, discipline ma-

temati~ke logike, tako {to se univerzum klasi~ne analize pro{iruje

do takozvanog nestandardnog univerzuma koji sadr`i beskona~no male

(infinitezimale) i beskona~no velike objekte. Lajbnic1) je uveo me-

tod aktuelnih infinitezimala u diferencijalni i integralni ra~un

krajem 17. veka, ali tek Robinson2) {ezdesetih godina 20. veka ove ideje

postavqa na stroge matemati~ke osnove. Od tada se ova oblast vrlo

brzo razvija i nalazi mnogobrojne primene u realnoj i funkcional-

noj analizi, teoriji mere, teoriji verovatno}e, statisti~koj fizici,

topologiji i beskona~noj kombinatorici.

Prvipo~eci analizemogu se vezati zaArhimedov3) rad umatematici

(3. vek pre n.e.). Arhimed je odredio povr{inu odse~ka parabole, za-

tim zapremine nekih tela, na primer lopte. Pri tome, koristio je

ra~un koji se sre}e u modernoj analizi, kao {to je, na primer sumirawe

beskona~nih redova. Ipak, dokaze svojih teorema nije izlagao na na~in

kako ih je dobio s obzirom da se atomizam kao metod i pogled na svet

u vreme kada je `iveo nije prihvatao. Tako je u javnom izlagawu svojih

teorema dokaze prevodio na metod proporcija koji je onda bio op{te

prihva}en. Kako se u takvom slu~aju nije jasno videla ideja dokaza

niti motivacija izlo`enog tvr|ewa, to su pojedini matemati~ari onog

vremena smatrali �da Arhimedu bogovi {apu}u teoreme�.

Op{te je prihva}eno da su dva velika matemati~ara, Lajbnic i

Wutn4) uveli, odnosno prona{li matemati~ku analizu. Naravno, wi-

1) Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646–1716)
2) Abraham Robinson (1918–1974)
3)Aρχιµηδης (287�212)
4) Isaac Newton (1643–1727)

12
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hovom otkri}u prethodilo je dugogodi{we, boqe re~eno dugovekovno

odre|ivawe posebnih slu~ajeva povr{ina, zapremina, tangenti, zatim

razvoj mehanike, astronomije i fizike. Smatra se da su Wutn i Lajb-

nic do{li do svojih otkri}a nezavisno, s tim da Wutn svoju teoriju

fluktuacija nije odmah objavio. S druge strane, Lajbnicov diferen-

cijalni ra~un vi{e je uticao na razvoj matemati~ke analize, posebno u

kontinentalnoj Evropi, jer je imao prihvatqiviju notaciju, otuda je

bio i jednostavniji za izlagawe. Osim toga, Lajbnicov pristup vi{e je

odgovarao intuitivnoj predstavi pojmu beskona~no male veli~ine.

Lajbnic je pod diferencijalima podrazumevao brojeve beskona~no

male veli~ine. Sa wima je izvodio sve uobi~ajene aritmeti~ke ope-

racije, poredio ih sa drugim veli~inama i pri tome je uzimao da su po-

zitivne infinitezimale mawe od svakog pozitivnog obi~nog (realnog)

broja. S druge strane, recipro~na vrednost pozitivne infinitezimale

bila je beskona~no velika veli~ina. Na primer, u Lajbnicovom d-ra~u-
nu simbol dx ozna~avao je beskona~no malu veli~inu, pa je tako izvod
bio predstavqen sa dy = f(x+dx)−f(x) = f ′(x)dx. Dakle, u Lajbnico-
vom sistemu dx je bila promenqiva ~ije su vrednosti beskona~no male.
Ovakva notacija je imala tehni~ke prednosti u odnosu na Wutnov si-

stem, pa je preovladala i dovela do brzog razvoja analize.

Glavni nedostatak Lajbnicove analize je odsustvo zasnivawa, odno-

sno implicitna protivre~nost sistema. Ubrzo su se pojavile kritike,

na primer ve} 1734. godine Berkli5) je uobi~ajeno izostavqawe ~lanova

tj. �beskona~no malih vi{eg reda� u jednakostima nazivao �duhovima

nestaju}ih veli~ina�. Sa dana{weg stanovi{ta ovo ujedna~avawe mo-

`emo objasniti kao uvo|ewe relacije �beskona~no blisko� u smislu

savremene nestandardne analize.

Naravno, Lajbnic i wegovi sledbenici bili su svesni ove ~iwenice

i poku{avali su da ove i druge kontradikcije otklone. Tako je Lajbnic

u okviru svog sistema smatrao beskona~no male kao deo pro{irenog

sistema realnih brojeva, te da se sa wima mogu izvoditi algebarske ope-

racije, sli~no kao kod realnih i kompleksnih brojeva. Ova ideja bi}e

kqu~na i u zasnivawu nestandardne analize u 20. veku. Glavnu te{ko}u

predstavqala je ~iwenica da Lajbnic i wegovi sledbenici nisu uspe-

vali da precizno formuli{u svojstva realnih brojeva kao ni novih,

idealnih elemenata. Ipak, Lajbnic iskazuje slede}i princip: sve {to

va`i za kona~ne (realne) brojeve, va`i tako|e za pro{iren sistem, i

obrnuto. U ovom iskazu, koji je poznat pod imenom Lajbnicov princip,

5) George Berkeley (1685–1753)
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nije bilo precizirano na koja se to svojstva ta~no misli. Naravno, u

ono vreme niti u vreme koje je sledilo, nije bilo mogu}e bli`e odrediti

zakone na koje se Lajbicov princip odnosi. Jednostavno nije postojao

formalni okvir u kojem bi se Lajbnicov princip precizno iskazao. U

odre|enom smislu to je dovelo do opadawa zna~aja Lajbnicove teorije

infinitezimalnih veli~ina. S druge strane, precizirawemformalnog

okvira, Lajbnicov princip ima}e glavnu ulogu u nestandardnoj anali-

zi.

Uprvoj polovini19. vekaKo{i6) svojom teorijom grani~nih vredno-

sti najzad vr{i zasnivawe analize, {to ubrzo Vajer{tras7) zavr{ava

uvo|ewem ε�δ formalizma. Danas se u analizi uobi~ajeno koristi Va-
jer{trasova ε�δ tehnika.

I posle toga se nastavqaju poku{aji da se ostvari Lajbnicova

ideja, da se na konzistentan na~in uvedu aktuelne beskona~no male

i beskona~no velike veli~ine. S kraja 19. veka to poku{ava Dibua-

Rejmon8), a to isto po~etkom 20. veka ~ini Han9), polaze}i od konstruk-

cija nad nearhimedskim poqima. U to vreme vladalo je op{te uverewe

da tako ne{to nije mogu}e u~initi sa celokupnom analizom.

I pred samu pojavu nestandardne analize, 1958. Laugvic10) i [mi-

den11) postavqaju novu teoriju infinitezimalnog ra~una u kojoj se

Dirakova12) δ-funkcija reprezentuje kao funkcija ~ije su vrednosti

beskona~nomale, osim u okolini broja 0, gde za beskona~nomale vredno-
sti funkcija uzima beskona~no velike vrednosti. Ipak ni ovaj poku{aj

ne re{ava problem problem zasnivawa celokupnog infinitezimalnog

ra~una.

Abraham Robinson 1961. godine u radu Non-Standard Analysis,
Proc. Roy. Acad., Amsterdam, serA, 64, 432-440, re{io je, mo`e se re}i u
potpunosti ovaj 300 godina star problem zasnivawa infinitezimalnog

ra~una.

Poku{ajmo da odgovorimo ukratko na pitawe{ta je to nestandardna

analiza. Pod ovim se podrazumeva pre svega tehnika, ili metod, a ne

zaseban predmet, ili oblast matematike. Naime, svi rezultati dobijeni

6) Augustin Louis Cauchy (1789–1857)
7) Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815–1897)
8) Paul David Gustav du Bois-Reymond (1831–1889)
9) Hans Hahn (1879–1934)

10) Detlef Laugwitz (1932–2000)
11) Curt Schmieden (1905–1991)
12) Paul Adrien Maurice Dirac (1902–1984)
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u okviru nestandardne analize uglavnom imaju prevod na standardni,

klasi~ni oblik. Tako je Krajsel13) dokazao 1969. da je nestandardna

analiza konzervativno pro{irewe klasi~ne analize. Dakle, skupovi

iskaza koji se odnose na realne brojeve isti su, bez obzira na koji na~in

su dobijeni. Va`nost ove metode ogleda se najpre u tome{to ona vodi do

jednostavnijeg i intuitivnijeg izlagawa analize. To je izme|u ostalog

omogu}ilo da se do|e do novih otkri}a u analizi, pa i re{ewa nekih

otvorenih problema.

Sa stanovi{ta zasnivawa, mesto nestandardne analize nalazi se

u kontekstu idealnih (novih) elemenata. Ova ideja je dobro poznata

u matematici. Naime radi se o ideji da se neka teorija o izvesnim

matemati~kim objektima pojednostavi uvo|ewem novih, ili idealnih

elemenata. Dobro poznati primeri ove vrste su pro{irewe poqa real-

nih brojeva na poqe kompleksnih brojeva, ili u algebri uvo|ewe pojma

ideala, gde se relacija deqivosti me|u brojevima zamewuje skupovnom

inkluzijom me|u idealima.

U nestandardnoj analizi uvode se idealni elementi koji su u odre-

|enom smislu beskona~no bliski broju 0. Na primer, ε > 0 je jedan takav
element ukoliko za sve pozitivne prirodne brojeve n va`i ε < 1/n.
Nastavqaju}i ovu ideju, osim skupa realnih brojeva {ire se i drugi

skupovi koji su u nekoj vezi sa realnim brojevima. Na primer, ako je

f : R → R (R je skup realnih brojeva) i ∗R ⊇ R je nestandardni uni-

verzum, onda postoji ekstenzija ∗f ⊇ f tako da ∗f : ∗R → ∗R. Naravno,
ovakva ekstenzija treba da ima i odre|ena, anticipirana svojstva, na

primer, da je realna funkcija f neprekidna u a ∈ R ako i samo ako

va`i: ako je x beskona~no blisko a, onda je ∗f(x) beskona~no blisko
∗f(a). Sli~no i struktura prirodnih brojeva N ima pro{irewe do

nestandardne strukture prirodnih brojeva ∗N i tada }e za realni niz

f : N → R i pro{irewe ∗f : ∗N → ∗R biti: limn→∞ fn = a ako i samo
ako za beskona~no velike n ∈ ∗N, ∗fn je beskona~no blisko broju a.

A. Robinson je zasnovao Lajbnicovu analizu primenom teorije mo-

dela, koja je jedna od oblasti savremene matemati~ke logike. Naime

matemati~ka logika daje formalni okvir za zasnivawe nestandardne

analize. Precizirawem jezika i logi~kih pravila Lajbnicov princip

dobija jasan i pun smisao. Kako to izgleda vidi se iz slede}eg. Postoje

svojstva realnih brojeva R koja se odnose samo na wih. Na primer,

u skupu R nema infinitezimala osim nule, ili druga~ije re~eno, R

je jedino (do na izomorfizam) kompletno ure|eno poqe. Dakle ne-

13) Georg Kreisel (1923– )
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standardno ra{irewe ∗R ne mo`e biti kompletno poqe. Paradoks

sadr`an u Lajbnicovom principu se razre{ava specifikacijom for-

malnog jezika L u smislu matemati~ke logike. Tada Lajbnicov princip

glasi:

Postoji pro{irewe realnih brojeva koje sadr`i beskona~no male

veli~ine i ima ista svojstva kao sistem realnih brojeva, dokle god su

ta svojstva izra`ena u predikatskom ra~unu jezika L.

Prema tome, ne mogu se sva svojstva izraziti, dakle niti preneti

sa R na ∗R, na primer �imati beskona~no male veli~ine� ili �biti

kompletno ure|eno poqe�.

Pored toga, teorija modela daje i samu konstrukciju nestandar-

dnog pro{irewa ∗R, tj. univerzuma nestandardne (Lajbnicove) analize.
Pokazalo se daLajbnicov univerzum ima veoma zanimqivamatemati~ka

svojstva, otuda se veliki deo istra`ivawa odnose na wegovu strukturu,

i u tome tako|e glavno mesto ima teorija modela.



Glava 1

Ure|ena poqa

Odeqak o ure|enim poqima je kqu~an za razumevawe nestandardne ana-

lize. Naime, uvode se pojmovi nestandardne analize koji se odnose na

bilo koje nearhimedsko poqe F: pojam beskona~no malog i beskona~no

velikog elementa, monade, galaksije i drugi. Funkcija st (standardni
deo) kao homomorfizam iz prstena kona~nih elemenata Ffin u poqe rea-

lnih brojeva je fundamentalna u nestandardnoj analizi jer se pomo}u

we ostvaruje transfer iz nestandardnog (Lajbnicovog) univerzuma ∗R u

standardan, tj. poqe realnih brojeva R. Osobine ove funkcije omogu-

}avaju algebraizaciju ε�δ dokaza klasi~ne analize.

1.1 Aksiome ure|enog poqa

Ure|eno poqe je svaka struktura F = (F,+, ·,≤, 0, 1), gde je (F,+, ·, 0, 1)
poqe i (F,≤) je linearno ure|ewe saglasno sa operacijama + i · (sabi-
rawe i mno`ewe u poqu F). Dakle svako ure|eno poqe zadovoqava

slede}e aksiome:

1. x+ (y + z) = (x+ y) + z asocijativnost sabirawa

2. x+ 0 = x, 0 + x = x neutralni element sabirawa

3. (∃y)(x+ y = 0 ∧ y + x = 0) suprotni element

4. x+ y = y + x komutativnost sabirawa

5. x · (y · z) = (x · y) · z asocijativnost mno`ewa

6. 1 · x = x, x · 1 = x neutralni element mno`ewa

7. x · y = y · x komutativnost mno`ewa

17
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8. x · (y + z) = (x · y) + (x · z) distributivnost

9. x ̸= 0⇒ (∃y)(x · y = 1) inverzni element

10. 0 ̸= 1 netrivijalnost poqa

11. x ≤ x refleksivnost relacije ≤
12. (x ≤ y ∧ y ≤ x)⇒ x = y antisimetri~nost relacije ≤
13. (x ≤ y ∧ y ≤ z)⇒ x ≤ z tranzitivnost relacije ≤
14. x ≤ y ∨ y ≤ x linearnost relacije ≤
15. x ≤ y ⇒ x+ z ≤ y + z saglasnost relacije ≤ sa +

16. (x ≤ y ∧ 0 ≤ z)⇒ x · z ≤ y · z saglasnost relacije ≤ sa ·

Teorija linearno ure|enih poqa sadr`i neke va`ne podteorije. Na

primer, formulama 1, 2 i 3 date su aksiome teorije grupa, dok teorija
grupa zajedno sa 4 ~initeoriju Abelovih1) (komutativnih) grupa. Daqe,
formulama 1�8 date su aksiome teorije komutativnih prstena sa je-

dinicom, a ove zajedno sa 9 i 10 ~ine teoriju poqa. Aksiomama 11, 12 i
13 opisana je teorija parcijalnog ure|ewa, a ukoliko se uzme i aksioma
14, dobija se teorija linearnog ure|ewa.

Ubudu}e koristi}emo slede}u notaciju: ukoliko su saF,K, . . . ozna-
~ena neka (ure|ena) poqa, ili op{tije neke operacijsko-relacijske

strukture, tada su, redom, slovima F,K, . . . ozna~eni domeni ovih stru-
ktura. Tako|e, pretpostavqamo poznatim elementarne teoreme teorije

ure|enih poqa.

Neka je F = (F,+, ·,≤, 0, 1), n ∈ N i x ∈ F . Tada defini{emo

n · x def
= x+ . . .+ x (n-puta), i n

def
= n · 1. Umesto n · x pisa}emo i nx.

Uz pomo} zakona distribucije, nije te{ko dokazati da je n · x = n · x.
Kada je potrebno, da bismo naglasili da je re~ o relaciji ure|ewa

poqa F, umesto x ≤ y pi{emo x ≤F y. Sli~no zna~ewe imaju oznake

+F, ·F, 0F, 1F.

TEOREMA 1.1. Svako ure|eno poqe je karakteristike 0, tj. u F va`i:

ako x ∈ F \ {0} i n ∈ N+, onda n · x ̸= 0.

Dokaz. Ako je x > 0, onda je (n + 1)x = nx + x > nx + 0 = nx za

n ∈ N, pa je nx > 0 za n ≥ 1 jer niz nx strogo raste. Ako je x < 0, onda
je (n+ 1)x = nx+ x < nx+ 0 = nx za n ∈ N, pa je nx < 0 za n ≥ 1 jer
niz nx strogo opada.

1) Niels Henrik Abel (1802–1829)
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Dakle svako ure|eno poqe F sadr`i izomorfnu kopiju prirodnih

brojeva, to je {n |n ∈ N }. Zato mo`emo pretpostaviti da je struktura
prirodnih brojeva N = (N,+, ·,≤, 0, 1) podstuktura poqa F. Slede}e
tvr|ewe pokazuje da va`i ne{to vi{e.

TEOREMA 1.2. Ure|eno poqe racionalnih brojeva Q utapa se u svako ure-

|eno poqe na ta~no jedan na~in.

Dokaz. Neka je F = (F,+, ·,≤, 0, 1) ure|eno poqe. Daqe, ako je n ceo
broj, n < 0, tada }emo uzeti n

def
= −m, gde jem = −n.

Preslikavawe f : Q → F definisano pomo}u f(m/n) = m · n−1,

m ∈ Z, n ∈ N+ odre|uje jedno utapawe ure|enog poqa Q u F.

S druge strane, neka je g : Q→ F utapawe i neka jem/n racionalan
broj,m ∈ Z, n ∈ N+. Tada va`i

n ·F g(m/n) = ng(m/n) = g(n · (m/n)) = g(m) = mg(1) = m · 1F = m

odakle dobijamo g(m/n) = m · n−1, dakle g = f .

Prema tome, svako ure|eno poqe F sadr`i izomorfnu kopiju ure-

|enog poqa racionalnih brojeva, pa bez gubqewa op{tosti mo`emo

uzeti, kad god je to potrebno, da je ono potpoqe poqa F, tj. da je Q ⊆ F.

1.2 Arhimedska poqa

Kao {to arhimedska poqa predstavqaju pramodel klasi~ne analize,

sli~nu ulogu nearhimedska poqa imaju u nestandardnoj analizi. S druge

strane, dobro je poznato da su osnovni pojmovi klasi~ne analize bitno

vezani, pored aksiome supremuma, za arhimedsko svojstvo realnih bro-

jeva. Vide}emo da se ovi pojmovi mogu pro{iriti i na neka posebno

izabrana arhimedska poqa.

DEFINICIJA 1.1. Arhimedski ure|eno poqe je svako ure|eno poqe F u

kojem va`i Arhimedova aksioma:

za svaki a ∈ F postoji n ∈ N tako da je a ≤ n .

Primeri arhimedski ure|enih poqa su poqe racionalnih brojeva

Q i ure|eno poqe realnih brojeva R.
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Slede}i pojmovi odnose se na proizvoqne ure|ene skupove, dakle i

na ure|ena poqa. Neka je A = (A,≤) parcijalno ure|en skup i neka je
X ⊆ A. Tada jeX kofinalan (koinicijalan) u A ako i samo ako za svaki

a ∈ A postoji x ∈ X takav da je a ≤ x (tj. x ≤ a). Element a ∈ A je

gorwa granica (dowa granica) skupa X u A ukoliko za sve x ∈ X va`i

x ≤ a (tj. a ≤ x). Ako je a ∈ A najmawa gorwa (najve}a dowa) granica

skupa X , onda se a naziva supremumom (infimumom) skupa X . U tom

slu~aju koristimo oznaku a = supAX , odnosno a = infAX . Najzad, X
je gust u A ako i samo ako za sve a, b ∈ A, iz a < b sledi a < x < b za
neko x ∈ X .

TEOREMA 1.3. Neka je F ure|eno poqe. Tada su slede}i uslovi ekviva-

lentni.

1◦ F je arhimedski ure|eno.

2◦ Skup racionalnih brojeva Q je gust u F.
3◦ Svaki a ∈ F je supremum racionalnih brojeva mawih od a, tj.

a = supF{ q ∈ Q | q ≤F a }.

Dokaz. (1◦ → 2◦) Neka su a, b ∈ F , a < b. Tada 0 < b − a, pa za
neki n ∈ N va`i 0 <

1

b− a
< n, odakle 0 <

1

n
< b− a. Ako je 0 < b,

neka je m najmawi prirodan broj takav da a <
m

n
. Tada

m− 1

n
≤ a, tj.

m

n
≤ a +

1

n
, pa a <

m

n
< b. Ako je a < b ≤ 0, onda 0 < −b < −a,

pa prema prethodnom delu postoji q ∈ Q takav da −b < q < −a, dakle
a < −q < b.

(2◦ → 3◦) Neka je a ∈ F . Tada je o~igledno a gorwa granica skupa

X = { q ∈ Q | q ≤F a }. Neka je b <F a, b ∈ F . Skup Q je gust u F, dakle
postoji q ∈ Q takvo da je b < q < a. Prema tome, a je najmawa gorwa
granica skupa X , tj. a = supF{ q ∈ Q | q ≤F a }.
(3◦→ 1◦) Za a ∈ F , kako je a < a+1 i a+1 = supF{ q ∈ Q | q ≤F a+1 },
to postoji q ∈ Q takav da je a ≤ q ≤ a + 1. Neka je n prirodan broj,

n > q. Tada a < n.

Neka je F arhimedsko ure|eno poqe, P(Q) = {X |X ⊆ Q } i pre-

slikavawe Φ: F → P(Q) dato sa Φ(x) = { q ∈ Q | q ≤F x }. Prema

prethodnoj teoremi Φ je 1 − 1 preslikavawe, dakle za kardinalni broj
|F | skupa F va`i |F | ≤ 2ℵ0 . Za arhimedski ure|ena poqa postoji i

algebarsko ograni~ewe, naime svako arhimedsko poqe mo`e se utopiti

u ure|eno poqe realnih brojeva.
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DEFINICIJA 1.2. Ure|eno poqe F je kompletno ako i samo ako svaki

neprazan, odozgo ograni~en skup X ⊆ F ima supremum.

Svako kompletno ure|eno poqe F je arhimedsko. Zaista, ako F nije

arhimedsko, tada postoji a ∈ F takav da za sve n ∈ N va`i n < a. Dakle
N = {n |n ∈ N } je ograni~en odozgo, pa postoji c ∈ F , c = supFN .

Kako za sve n ∈ N va`i c ≥ n, to je za sve n ∈ N, c ≥ n + 1, pa je

i c − 1 jedna gorwa granica, suprotno izboru elementa c. Ovaj dokaz

istovremeno pokazuje da skup prirodnih brojeva nema supremum niti u

jednom ure|enom poqu.

TEOREMA 1.4. Svaka dva kompletna ure|ena poqa su izomorfna.

Dokaz. Neka su F i K kompletna ure|ena poqa. S obzirom na

Teoremu 1.2. mo`emo pretpostaviti da je Q ⊆ F i Q ⊆ K. Neka je

f : F → K preslikavawe definisano ekvivalencijom

f(a) = b⇔ { q ∈ Q | q ≤F a } = { q ∈ Q | q ≤K b }, a ∈ F, b ∈ K.

Dakle, f(a) = b ako i samo ako a i b odre|uju iste Dedekindove2) preseke
u Q. Primetimo da je f(a) = supK{ q ∈ Q | q ≤F a }. Zaista, ako je

f(a) = b, tada prema Teoremi 1.3. imamo:

supK{ q ∈ Q | q ≤F a } = supK{ q ∈ Q | q ≤K b } = b.

Ovo razmatrawe istovremeno pokazuje da je gorwom ekvivalencijom

preslikavawe f dobro definisano. Neka je za proizvoqan a ∈ F ,
Qa = { q ∈ Q | q ≤F a }. Naredne osobine pokazuju da je preslikavawa f
`eqeni izomorfizam.

1◦ f je monotono rastu}e preslikavawe. Neka je a1 ≤ a2, i a1, a2 ∈ F .
Tada Qa1 ⊆ Qa2 , odakle sledi f(a1) = supKQa1 ≤ supKQa2 = f(a2).

2◦ f je 1 − 1 preslikavawe. Ako je f(a1) = f(a2), a1, a2 ∈ F , tada
Qa1 = Qa2 , odakle a1 = supFQa1 = supFQa2 = a2.

3◦ f je na preslikavawe. Ako b ∈ K, tada za a = supF{q ∈ Q | q ≤K b}
va`i b = f(a).

4◦ Primetimo da je na osnovu 1◦ i 2◦

x ≤F y ⇔ f(x) ≤K f(y)

2) Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831–1916)
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za sve x, y ∈ F . Neka q ozna~ava racionalan broj. Prvo je f(r) = r za
sve r ∈ Q jer je

q ≤F r ⇔ q ≤Q r ⇔ q ≤K r.

Zatim f(−x) = −f(x) za sve x ∈ F jer je

q ≤F −x⇔ −q ≥F x⇔ −q = f(−q) ≥K f(x)⇔ q ≤K −f(x).

Daqe, f(r + x) = r + f(x) za sve r ∈ Q i x ∈ F jer je

q ≤F r + x⇔ q − r ≤F x⇔ q − r ≤K f(x)⇔ q ≤K r + f(x).

Najzad, za x i y iz F va`i

q ≤F x+ y ⇔ q − x ≤F y

⇔ q − f(x) = f(q − x) ≤K f(y)

⇔ q ≤K f(x) + f(y),

te je f(x+ y) = f(x) + f(y).

5◦ f(x ·F y) = f(x) ·K f(y), x, y ∈ F . Jednakost va`i kad je x = 0
ili y = 0 (zbog f(0) = 0). Pretpostavimo da je x ̸= 0 i y ̸= 0,
dovoqno je razmotriti slu~aj x > 0 i y > 0, jer je (−x)(−y) = xy,
(−x)y = x(−y) = −xy i f(−x) = −f(x). Za ovaj slu~aj va`i prethodan
dokaz za operaciju · umesto operacije +, uz pretpostavku q > 0 imaju}i
u vidu da je za x > 0 iz F i x′ > 0 izK jednakost f(x) = x′ ekvivalentna
q ≤F x⇔ q ≤K x′.

Prema prethodnom, ure|eno poqe realnih brojeva je jedino (do na

izomorfizam) kompletno ure|eno poqe. Poqe R mo`e se izgraditi na

vi{e na~ina, recimo poznatom konstrukcijom Dedekindovih preseka,

polaze}i od ure|enog poqa racionalnih brojeva. U okviru ove kwige,

ne{to kasnije, konstruisa}emo poqeR pomo}u hiperracionalnih bro-

jeva. Slede}a teorema tvrdi da je R najve}e arhimedsko poqe.

TEOREMA 1.5. Neka je F arhimedski ure|eno poqe. Tada se F utapa u R
i to na jedinstven na~in.

Dokaz. Neka je preslikavawe f : F → R definisano pomo}u

f(a) = supR{ q ∈ Q | q ≤F a }, a ∈ F.
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Preslikavawe f je utapawe iz F u R, {to se vidi iz dokaza prethodne

teoreme, gde je pretpostavka o kompletnosti poqaF upotrebqena jedino

u dokazu da je f na preslikavawe. Jedinstvenost preslikavawa f sledi

iz slede}eg razmatrawa. Ako je g : F → R utapawe poqa F u R i a ∈ F ,
onda za sve q ∈ Q va`i g(q) = q i q ≤F a⇔ q ≤R g(a), te je

g(a) = supR{ q ∈ Q | q ≤R g(a) } = supR{ q ∈ Q | q ≤F a } = f(a).

1.3 Nearhimedska poqa

U okviru Kantorove3) teorije skupova pojam beskona~nosti uvodi se na

slede}i na~in: skup X je beskona~an ukoliko se skup prirodnih brojeva

mo`e 1�1 preslikati uX . U tom smislu, u okviru ove teorije besmisle-

no je tra`iti dualan pojam � pojam beskona~no male veli~ine. S druge

strane ideja beskona~no male veli~ine bila je izvor matemati~ke in-

spiracije i heuristi~ke potvrde preko dve hiqade godina, od Arhimeda

do Vajer{trasa. Infinitezimala, kao matemati~ki objekat nestao je

iz analize u drugoj polovini 19. veka zasnivawem analize pomo}u ε�δ
formalizma. [ezdesetih godina A. Robinson je konstruisao speci-

jalna ure|ena poqa, pro{irewa poqa realnih brojeva, koja dopu{taju

aktuelne beskona~no male i beskona~no velike veli~ine. Shodno pre-

thodnom odeqku, ove ekstenzije pripadaju klasi nearhimedskih poqa.

DEFINICIJA 1.3. Ure|eno poqeF je nearhimedsko ako nije arhimedsko.

Prema tome, ure|eno poqe F je nearhimedsko ukoliko postoji a ∈ F
takav da za sve n ∈ N va`i n < a.

PRIMER 1.1. (Primeri nearhimedskog poqa) 1◦ Neka je F skup racio-

nalnih izraza
h(x)

g(x)
nad poqem realnih brojeva sa jednom promenqivom

x, gde je

g(x) = xn0 + b1x
n1 + . . .+ bkx

nk , n0 < n1 < . . . < nk, b1, . . . , bk ̸= 0.

3) Georg Cantor (1845–1918)
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Uzimaju}i za+ operaciju sabirawa i za · operaciju mno`ewa racional-
nih izraza, struktura F = (F,+, ·, 0, 1) je poqe. Racionalan izraz h

g
je

po definiciji pozitivan ukoliko je za

h(x) = a0x
m0 +a1x

m1 + . . .+arx
mr , m0 < . . . < mr, a0, a1, . . . , ar ̸= 0,

ispuweno a0 > 0. Neka je P ⊆ F skup pozitivnih elemenata iz F . Tada
je (F,≤) ure|eno poqe, gde za p, q ∈ F uzimamo p < q ako i samo ako

q− p ∈ P . Polinom p(x) = x je infinitezimala ovog poqa jer za svaki
n ∈ N+ va`i

1

n
− p(x) =

1

n
− x

1
> 0.

2◦ Neka je ure|eno poqe F pravo pro{irewe poqa R. Tada je F
nearhimedsko. Zaista, neka je a ∈ F \ R. Ako je za svaki n ∈ N,

n < a (ili a < −n), onda je o~igledno F nearhimedsko. Ako je za neki

n ∈ N, −n < a < n, onda je S = { q ∈ Q | q <F a } neprazan i ograni~en
podskup od R, pa postoji r ∈ R tako da je r = supR S. Tada izme|u r i
a nema racionalnih brojeva u F, tj. F opet nije arhimedsko.

Napomenimo da se pravo pro{irewe poqa R mo`e lako dobiti

pomo}u neke od teorema iz teorije modela: Teoreme kompaktnosti,

Skolem4)-Levenhajmove5) teoreme o elementarnim ekstenzijama modela,

ili pomo}u konstrukcije ultraproizvoda.

Apsolutna vrednost elementa a ∈ F , gde je F ure|eno poqe, defini-

sana je pomo}u:

|a| =
{

a, ako a ≥ 0
−a, ako a < 0.

Tada funkcija |x| ima ova, poznata svojstva:

|x| ≥ 0, |x| = 0⇔ x = 0, | − x| = |x|, |x+ y| ≤ |x|+ |y|, |xy| = |x||y|,

dok za d(x, y) = |x− y|, struktura (F, d) postaje metri~ki prostor.

DEFINICIJA 1.4. Neka je F ure|eno poqe i neka su a, b ∈ F . Tada
1◦ a je beskona~an ako i samo ako za svaki n ∈ N va`i n ≤ |a|.
2◦ a je kona~an (a ∈ Ffin) ako i samo ako a nije beskona~an.

4) Toralf Albert Skolem (1887–1963)
5) Leopold Löwenheim (1878–1957)
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3◦ a je infinitezimala (beskona~no mala) ako i samo ako za svaki n ∈ N

va`i n · |a| < 1.
4◦ a ≈ b ako i samo ako je a−b infinitezimala. Formulu a ≈ b ~itamo
a je beskona~no blisko sa b.
5◦ a ∼ b ako i samo ako a− b ∈ Ffin. Formulu a ∼ b ~itamo a je kona~no
blisko sa b.

Prethodne definicije o~igledno imaju smisla jedino u nearhi-

medskim poqima jer su u arhimedskom poqu svi elementi kona~ni a

jedina infinitezimala je nula. Polaze}i od ovih definicija lako se

proveravaju slede}e ~iwenice:

• ure|eno poqe realnih brojeva R nema beskona~nih elemenata i 0
je jedina infinitezimala u R;

• ure|eno poqe F ima beskona~ne elemente ako i samo ako je F
nearhimedsko;

• element a ∈ F je kona~an ako i samo ako za neki n ∈ N va`i

|a| ≤ n;

• relacija≈ je relacija ekvivalencije skupaF , dakle za sve a, b, c ∈ F
va`i: a ≈ a, a ≈ b⇒ b ≈ a i (a ≈ b ∧ b ≈ c)⇒ a ≈ c;

• relacija ∼ je relacija ekvivalencije skupa F .

DEFINICIJA 1.5. Neka je F ure|eno poqe i neka a ∈ F .
1◦ Monada elementa a je µ(a) = {x |x ≈ a }.
2◦ Galaksija elementa a je γ(a) = {x ∈ F |x ∼ a }.

PRIMER 1.2. Primetimo da je µ(0) skup svih infinitezimala poqa F,
dok je γ(0) skup svih kona~nih elemenata poqa F. Preslikavawe dato

sa h : x 7→ 1

x
{aqe beskona~ne galaksije (tj. galaksije beskona~nih

elemenata) u µ(0). Zaista, ako je a ∈ F beskona~an i x ∈ γ(a), onda je za
svaki n ∈ N+,

∣∣∣1
x

∣∣∣ < 1

n
, pa je

1

x
infinitezimala.

Primetimo da je µ(a) klasa ekvivalencije elementa a u odnosu na

relaciju ekvivalencije ≈. Otuda, ako je µ(a) ̸= µ(b), onda va`i da je

µ(a) ∩ µ(b) = ∅. Dakle, {µ(a) | a ∈ F} je jedno razlagawe (particija)

domenaF . Sli~no svojstvo imaju i galaksije, naime γ(a) ̸= γ(b) povla~i
γ(a) ∩ γ(b) = ∅. Primetimo da je γ(a) klasa ekvivalencije elementa a u
odnosu na relaciju ekvivalencije ∼.
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LEMA 1.1. Neka je F ure|eno poqe i neka je a ∈ F . Tada:

1◦ µ(a) i γ(a) su konveksni skupovi, tj. iz x, y ∈ µ(a) i z ∈ F takvo

da x ≤ z ≤ y sledi z ∈ µ(a) (analogno za γ(a));

2◦ µ(a) = a+ µ(0) = { a+ ε | ε je infinitezimala poqa F}.

Dokaz. 1◦ Neka su x, y ∈ µ(a) i x ≤ z ≤ y. Tada je y − x ∈ µ(0).
Kako je 0 ≤ z − x ≤ y − x, to za svaki n ∈ N+ va`i |z − x| ≤ 1

n
, tj.

z − x ∈ µ(0), dakle z ∈ µ(x). Kako je x ∈ µ(x)∩ µ(a) sledi µ(x) = µ(a),
prema tome z ∈ µ(a). Sli~no se dokazuje ovo tvr|ewe i za γ(a).
2◦ Ovaj niz ekvivalencija dokazuje tvr|ewe:

x ∈ a+ µ(0)↔ za neku infinitezimalu ε imamo da va`i x = a+ ε

↔ x− a je infinitezimala
↔ x ∈ µ(a).

Podsetimo se nekih definicija i ~iwenica u vezi sa algebarskim

prstenima. Neka je P = (P,+, ·, 0, 1) komutativan prsten sa jedinicom.
Ideal prstenaP je svaki podskup I ⊆ P koji zadovoqava slede}e uslove:

1◦ I je podgrupa grupe (P,+, 0).

2◦ Za svaki x ∈ P va`i xI ⊆ I , gde je xI = {xi | i ∈ I }.

Ideal I prstena P je pravi ako je I ̸= P . Primetimo da je I pravi
ideal ako i samo ako 1 ̸∈ I . Iz elementarne teorije prstena znamo da
je koli~ni~ka struktura P/I = (P/I,⊕,⊙,0,1) tako|e prsten. Domen
ovog prstena jeP/I = { I+x |x ∈ P }, a operacije na domenu definisane
su na slede}i na~in: (I + x)⊕ (I + y) = I + (x+ y), (I + x)⊙ (I + y) =
I + (x · y), dok su nula 0 i jedinica 1 prstena P/I redom I i I + 1.
Daqe, ideal I je maksimalan ako je I pravi ideal i I nije pravi podskup
nijednog drugog pravog ideala prstena P. Va`i slede}a teorema.

TEOREMA 1.6. Ako je I maksimalan ideal komutativnog prstena sa je-

dinicom P, tada je koli~ni~ki prsten P/I poqe.

Dokaz. Dokazujemo da svaki element razli~it od 0 prstena P/I
ima sebi inverzan element. Neka je a ∈ P/I razli~it od nule. Tada
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postoji x ∈ P takav da je a = I + x i x ̸∈ I . Kako je I maksimalan

ideal, za ⟨I, x⟩, ideal generisan skupom I ∪ {x}, va`i ⟨I, x⟩ = P , dakle
1 ∈ ⟨I, x⟩. Otuda postoji i ∈ I i r ∈ P tako da je 1 = i+ rx, prema tome
(I + r)⊙ (I + x) = I + 1 = 1.

Slede}a teorema opisuje bli`e algebarsku strukturu monada i gala-

ksija.

TEOREMA 1.7. Neka je F ure|eno poqe. Tada va`i:

1◦ γ(0) je podprsten poqa F.
2◦ µ(0) je maksimalan ideal prstena γ(0).

Dokaz. 1◦ Neka su x, y ∈ γ(0). Tada za neke n,m ∈ N va`i |x| ≤ n,
|y| ≤ m. Otuda |x + y| ≤ |x| + |y| ≤ n + m, i |x · y| ≤ n · m. Dakle

x+ y, x · y ∈ γ(0).

2◦ Neka su x, y ∈ µ(0). Tada za svaki n ∈ N+ va`i |x|, |y| < 1

2n
, dakle

za svaki n ∈ N+ imamo |x+ y| ≤ |x|+ |y| < 1

2n
+

1

2n
, tj. x+ y ∈ µ(0).

Neka je r ∈ γ(0), ε ∈ µ(0). Onda za neki n0 ∈ N va`i |r| ≤ n0,

pa |εr| ≤ |ε|n0 <
n0
m

za sve m ∈ N+. Otuda za svaki n ∈ N+ imamo

|εr| < 1

n
, pa εr ∈ µ(0). Dakle µ(0) je ideal prstena γ(0).

Doka`imo da je µ(0) maksimalan ideal u γ(0). Neka je I ) µ(0)

ideal prstena γ(0). Ako je r ∈ I \ µ(0), onda je n|r| ≥ 1 i otuda
∣∣∣1
r

∣∣∣ ≤ n
za neko n ∈ N, tj.

1

r
∈ γ(0), pa je 1 ∈ I jer 1 =

1

r
· r, tj. I = γ(0).

Direktna posledica prethodne dve teoreme je slede}e tvr|ewe:

POSLEDICA 1.1. Neka je F ure|eno poqe. Tada je γ(0)/µ(0) poqe.

Primetimo da su elementi poqa γ(0)/µ(0) monade µ(a), a ∈ γ(0),
kao i da je preslikavawe a 7→ µ(a), a ∈ γ(0), kanonski homomorfizam
prstena γ(0) na koli~ni~ki prsten γ(0)/µ(0). Relacija ≈ je kongruen-

cija prstena γ(0) koja odgovara idealu µ(0), i va`i ne{to op{tije:

(∀x1, x2, y1, y2 ∈ F ) ((x1 ≈ y1 ∧ x2 ≈ y2) ⇒ x1 + x2 ≈ y1 + y2)

(∀x1, x2, y1, y2 ∈ γ(0)) ((x1 ≈ y1 ∧ x2 ≈ y2) ⇒ x1 · x2 ≈ y1 · y2).

Shodno prethodnom razmatrawu, µ je kanonski homomorfizam iz

prstena γ(0) u koli~ni~ki prsten γ(0)/µ(0). Dakle, µ : a 7→ µ(a),
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a ∈ F , i za sve kona~ne a, b ∈ F va`i slede}e µ(a+F b) = µ(a) +′ µ(b),
µ(a ·F b) = µ(a) ·′ µ(b), gde su+′ i ·′ operacije poqa γ(0)/µ(0). Ubudu}e,
umesto µ(a) +′ µ(b) i µ(a) ·′ µ(b) pisa}emo jednostavno µ(a) + µ(b) i
µ(a) · µ(b). Primetimo da su nula 0 i jedinica 1 ovog poqa redom µ(0)
i µ(1) = 1 + µ(0).

Poqe γ(0)/µ(0) mo`e se urediti na slede}i na~in:

µ(a) ≤ µ(b)⇔ a ≤ b ∨ a ≈ b.

Nije te{ko proveriti da je (γ(0)/µ(0),+, ·,≤,0,1) zaista ure|eno poqe.
Zapravo va`i slede}e tvr|ewe:

TEOREMA 1.8. Struktura (γ(0)/µ(0),+, ·,≤,0,1) je arhimedski ure|eno
poqe.

Dokaz. Dokazujemo samo arhimedsko svojstvo ure|ewa. Zaista, ako

je a ∈ γ(0), uo~imo n ∈ N sa osobinom a ≤ n, pa }emo imati da je

µ(a) ≤ µ(n) = n · µ(1) = n · 1.

Prema prethodnoj teoremi i Teoremi 1.5. postoji jedinstveno uta-

paweh ure|enog poqa γ(0)/µ(0) u ure|eno poqeR. Neka je preslikavawe

st : γ(0)→ R definisano jednako{}u st = h ◦ µ.

Slika 1.1.

Dakle, funkcija st pridru`uje svakom kona~nom a ∈ F jedan realan

broj, st(a), koji nazivamo standardnim (arhimedskim) delom od a. Kako
je st proizvod homomorfizama, to je onda i st homomorfizam iz ure|enog
prstena γ(0) u R. Dakle, za proizvoqne x, y ∈ γ(0) va`i:

TEOREMA 1.9.

st(x+F y) = st(x) +R st(y),

st(x ·F y) = st(x) ·R st(y),

x ≤F y ⇒ st(x) ≤R st(y).

Osnovna svojstva preslikavawa st opisana su u slede}oj teoremi.



GLAVA 1. URE\ENA POQA 29

TEOREMA 1.10. 1◦ Ako su x, y ∈ F kona~ni, onda x ≈ y ako i samo ako
st(x) = st(y).
2◦ Ako je a ∈ F kona~an, onda st(a) = supR{ q ∈ Q | q ≤F a }.
3◦ Jezgro homomorfizma st je µ(0).
4◦ Ako je R ⊆ F, preslikavawe st je retrakcija iz γ(0) na R, tj. imamo

da st � R = iR, gde je iR identi~ko preslikavawe domena R.

Dokaz. 1◦ Tvr|ewe sledi na osnovu slede}eg niza ekvivalencija:

x ≈ y ⇔ µ(x) = µ(y)⇔ h(µ(x)) = h(µ(y))⇔ st(x) = st(y).

2◦ Primetimo najpre da je prema Teoremi 1.9. preslikavawe st mo-
notono. Neka je Qa = { q ∈ Q | q ≤F a }, a ∈ γ(0). S obzirom na to

da je st homomorfizam, onda st preslikava racionalne brojeve poqa F
u racionalne brojeve poqa R. Uz usvojenu identifikaciju potpoqa

racionalnih brojeva bilo kojeg poqa sa Q, to zapravo zna~i da je st
identi~ko preslikavawe na racionalnim brojevima. Dakle, ako va`i

da je q ∈ Qa, onda q ≤F a, pa zbog monotonosti preslikavawa st imamo
st(q) ≤R st(a), odnosno q ≤R st(a). Prema tome, st(a) je jedna gorwa
granica skupa Qa. Neka je b < st(a), b ∈ R i neka je q ∈ Q tako da je

b < q < st(a). S obzirom na to da je st(q) = q, onda st(q) < st(a), pa
kako je st monotono preslikavawe, sledi q <F a, tj. q ∈ Qa. Dakle, st(a)
je najmawa gorwa granica skupa Qa, pa st(a) = supRQa.

3◦ Jezgro preslikavawa st je

ker(st) = {x ∈ F | st(x) = 0 } = {x ∈ F |µ(x) = 0 } = µ(0).

4◦ Ako je r ∈ R, tada st(r) = supR{ q ∈ Q | q ≤ r } = r, tj. st � R = iR.
Otuda i za sve a ∈ γ(0) va`i st(st(a)) = st(a), dakle st ◦ st = st, pa
funkcija st ispuwava uslov reproduktivnosti.

Neka je R ⊆ F . Svako x ∈ γ(0) se jednozna~no razla`e na svoj

standardni (arhimedski) deo i svoj nestandardni (nearhimedski) deo:

nst(x) = x− st(x).

Pri tome za proizvoqne x, y ∈ γ(0) va`i:

nst(x+ y) = nst(x) + nst(y),

nst(x · y) = st(x) · nst(y) + nst(x) · st(y) + nst(x) · nst(y),
x <F y ⇒ st(x) <R st(y) ∨ (st(x) = st(y) ∧ nst(x) <F nst(y)).
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Prema tome, ure|en prsten γ(0) je izomorfan strukturi

(st(γ(0))× µ(0),+, ·,≤, (0, 0), (1, 0)),

gde je

(r, ξ) + (s, η) = (r + s, ξ + η),

(r, ξ) · (s, η) = (rs, rη + sξ + ξη),

(r, ξ) < (s, η) ⇔ r < s ∨ (r = s ∧ ξ < η),

tj. poredak je leksikografski, kao {to je ilustrovano na slici dole

levo.

Slika 1.2. Slika 1.3.

Desna slika predstavqa infinitezimalni mikroskop koji �vidi

sve�, pa i monadu ta~ke x u F .

O tome {ta se de{ava sa beskona~nim (velikim i malim) u F pri

mno`ewu govore asimptotske relacije ≼ (pot~iwen), ≍ (sli~an), ≪
(zanemarqiv) i ≃ (ekvivalentan) u F definisane na slede}i na~in:

x ≼ y akko x = u · y za neko u ∈ γ(0),
x ≍ y akko x ≼ y i y ≼ x, tj. x = u · y za neko u ∈ γ(0) \ µ(0),
x≪ y akko x = u · y za neko u ∈ µ(0),
x ≃ y akko x− y ≪ y, tj. x = u · y za neko u ∈ µ(1) = 1 + µ(0).

Landau6) je x ≼ y pisao u obliku x = O(y), a x ≪ y u obliku

x = o(y). Na kraju ovog odeqka isti~emo neka pravila asimptotskog

ra~una (za x, y, z, x̄, ȳ iz F i c iz γ(0) \ µ(0)):
6) Edmund Georg Hermann Landau (1877–1938)
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1. 0 ≼ x, 0 = O(x),

2. x ≼ 0⇔ x = 0, x = O(0)⇔ x = 0,

3. x ≼ y ⇔ |x| ≼ |y|, |O(y)| = O(|y|),
4. x ≼ x, x = O(x),

5. (x ≼ y ∧ y ≼ z)⇒ x ≼ z, O(O(z)) = O(z),

6. x ≼ y ⇔ x ≼ cy, O(cy) = O(y),

7. (x ≼ z ∧ y ≼ z)⇒ x+ y ≼ z, O(z) +O(z) = O(z),

8. (x ≼ x̄ ∧ y ≼ ȳ)⇒ xy ≼ x̄ȳ, O(x̄)O(ȳ) = O(x̄ȳ),

9. |x| ≤ |y| ⇒ x ≼ y, |x| ≤ |y| ⇒ x = O(y),

10. x ≼ 1⇔ x ∈ γ(0), x = O(1)⇔ x je kona~an,

11. 0≪ x, 0 = o(x),

12. x≪ x⇔ x = 0, x = o(x)⇔ x = 0,

13. x≪ y ⇔ |x| ≪ |y|, |o(y)| = o(|y|),
14. x≪ y ⇒ x ≼ y, o(y) = O(y),

15. (x≪ y ∧ y ≼ z)⇒ x≪ z, O(o(z)) = o(z),

16. (x ≼ y ∧ y ≪ z)⇒ x≪ z, o(O(z)) = o(z),

17. x≪ y ⇔ x≪ cy, o(cy) = o(y),

18. (x≪ z ∧ y ≪ z)⇒ x+ y ≪ z, o(z) + o(z) = o(z),

19. (x≪ x̄ ∧ y ≪ ȳ)⇒ xy ≪ x̄ȳ, o(x̄)o(ȳ) = o(x̄ȳ),

20. x≪ 1⇔ x ∈ µ(0), x = o(1)⇔ x je infinitezimala.
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Filteri

Filteri, a naro~ito ultrafilteri zanimqivi su prvo zbog svojih

ekstremalnih osobina, ali i zbog dvojnosti svoje prirode. Naime,

svaki ultrafilter dodequje u odre|enom smislu istinitosne vrednosti

skupu svih podskupova nekog skupa. Ova, u neku ruku, logi~ka osobina

~ini ultrafiltere interesantnim u klasi~noj logici i teoriji modela.

Na primer, Lajbnicov univerzum, tj. univerzum nestandardne analize,

koji je ovde od osnovnog interesa, mo`e se izgraditi koriste}i upravo

ultrafiltere i konstrukcije nad wima. Od tih konstrukcija kao najva-

`niju spomenimo ultraproizvod.

2.1 Skupovni filteri

U teoriji skupova i topologiji ultrafilteri imaju druga~iju ulogu,

jer se tamo koriste kao metod za opis konvergencije. Osobina kon-

vergencije ultrafiltera, koja je u prirodnoj vezi sa kompletirawem,

koristi se i u ovoj kwizi, na primer u izgradwi realnih brojeva preko

hiperracionalnih. Pored toga, u Lajbnicovom univerzumu mnogi kon-

cepti klasi~ne analize uzimaju algebarsku formu, iza ~ega skriveno

stoje opet ultrafilteri. Napomenimo da se ove osobine ultrafiltera

podjednako odnose kako na rigorozno zasnovane pojmove klasi~ne anali-

ze, kao {to su neprekidnost i konvergencija, tako i na mawe zasnovane

kao {to su infinitezimale i beskona~no veliki objekti. U topologiji

32
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se na sli~nim osobinama i idejama zasniva Stoun1)-^ehova2) kompakti-

fikacija topolo{kih prostora.

Naravno, pri~a o ultrafilterima ovde ne prestaje. Spomenimo

samo da su ultrafilteri u bliskoj vezi sa binarnom merom, ali intere-

santni slu~ajevi sa ovog stanovi{ta (tj. kada je ona σ-aditivna) vode
do dalekih (po nekima himernih) objekata u hijerarhiji teorije skupova

kao {to su, na primer, merqivi kardinali. U ovom odeqku razma-

tramo neke osnovne osobine filtera i ultrafiltera koje su uglavnom

skupovnog karaktera.

DEFINICIJA 2.1. Neka je I neprazan skup. Filter nad I je svaka

kolekcija F podskupova od I koja zadovoqava uslove:
1◦ I ∈ F ,
2◦ ako je X ∈ F i X ⊆ Y , tada Y ∈ F ,
3◦ X,Y ∈ F povla~i X ∩ Y ∈ F .

Filter F je pravi ukoliko ∅ /∈ F .

PRIMER 2.1. (PRIMERI FILTERA)

1◦ F = P(I). Ovaj filter nije pravi.

2◦ F = { I }.
3◦ Neka je I beskona~an skup. Tada je familija skupova F , data sa

F = {X | X ⊆ I,Xc je kona~an} pravi filter. Ovaj filter naziva se
Fre{eovim3) filterom (nad I).

4◦ Neka je i0 ∈ I i F = { X ⊆ I | i0 ∈ X}. Kolekcija F je pravi

filter. Lako se dokazuje da je F maksimalan pravi filter nad I , naime
ukoliko je G filter nad I i F ( G, tada G = P(I). Za ovaj filter

ka`emo da je generisan elementom i0.

5◦ Neka je A ⊆ I . Kolekcija F = {X ⊆ I | A ⊆ X } je filter nad I .
6◦ Neka je (X, τ) topolo{ki prostor i a ∈ X . Skup Oa svih okolina

ta~ke a jeste jedan filter nad X .

Pojam dualan filteru je ideal. Otuda imamo slede}u definiciju:

DEFINICIJA 2.2. Neka je I neprazan skup. Ideal nad I je svaka kolek-
cija J ⊆ P(I) koja zadovoqava:

1) Marshall Harvey Stone (1903–1989)
2) Eduard Čech (1893–1960)
3) Maurice René Fréchet (1878–1973)
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1◦ ∅ ∈ J ,
2◦ ako je X ∈ J i Y ⊆ X , tada Y ∈ J ,
3◦ X,Y ∈ J povla~i X ∪ Y ∈ J .

Slede}e tvr|ewe opravdava naziv ideal u prethodnoj definiciji.

TEOREMA 2.1. Neka je I neprazan skup. Familija J ⊆ P(I) je ideal nad
skupom I ako i samo ako je J ideal prstena P(I) = (P(I),△,∩, ∅, I), gde
je X△Y = (X \ Y ) ∪ (Y \X) simetri~na razlika skupova X i Y .

Dokaz. (→) (J,△, ∅) je grupa budu}i da ∅ ∈ J i X,Y ∈ J povla~i

X△Y ∈ J premaX△Y = (X \Y )∪(Y \X) ⊆ X∪Y i 3◦ , 2◦ Definicije
2.2. Daqe, J ∩P(I) = {X ∩ Y |X ∈ J, Y ⊆ I } ⊆ J jer X ∩ Y ⊆ X pa

X ∈ J povla~i X ∩ Y ∈ J .
(←) Ako je J ideal prstena P(I), tada o~igledno ∅ ∈ J . Ako je X ∈ J
i Y ⊆ X , tada Y = X ∩ Y pa Y ∈ J , tj. va`i 2◦ u Definiciji 2.2. Ako
su X,Y ∈ J , tada X \ Y ⊆ X , te X \ Y ∈ J . Otuda Y△(X \ Y ) ∈ J , tj.
X ∪ Y ∈ J , pa va`i 3◦ u Definiciji 2.2.

Neka su operacije + i · skupa P(I) definisane na slede}i na~in:

X + Y = Xc△Y c i X · Y = X ∪ Y . Tada je P ′(I) = (P(I),+, ·, I, ∅)
prstenizomorfanprstenuP(I); izomorfizam je preslikavaweX 7→ Xc,

X ∈ P(I). Sli~no prethodnoj teoremi dokazuje se

TEOREMA 2.2. Neka je I neprazan skup. FamilijaF ⊆ P(I) je filter nad
I ako i samo ako je F ideal prstena P ′(I).

Prsten P ′(I) naziva se dualnim prstenom prstena P(I), te se iz tog
razloga za filtere ponekad koristi naziv dualni ideal. S obzirom na

prethodno razmatrawe imamo

TEOREMA 2.3. 1◦ Neka je J ideal nad I . Tada je {X ⊆ I |Xc ∈ J }
filter nad I .
2◦ Ako je F filter nad I , tada je {X ⊆ I |Xc ∈ F } ideal nad I .

2.2 Ultrafilteri

Objekti sa ekstremalnim svojstvima su i najinteresantniji u matema-

tici. Takav slu~aj je i ovde.
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DEFINICIJA 2.3. Neka je I neprazan skup. Ultrafilter nad I je svaki
pravi maksimalan filter nad I .

Naprimer, filter generisannekim elementom i0 ∈ I je ultrafilter.
Ovakve filtere nazivamo tako|e glavnim. Ultrafilter koji nije glavni

naziva se neglavnim. Pokazuje se da su od interesa upravo neglavni ul-

trafilteri. Slede}om teoremom daje se jedan algebarski opis ultra-

filtera.

TEOREMA 2.4. Neka je F filter nad nepraznim skupom I . Slede}a tvr-
|ewa su ekvivalentna:

1◦ F je ultrafilter nad I .
2◦ Za svaki X ⊆ I , X ∈ F ili Xc ∈ F .
3◦ Za sve X,Y ⊆ I , X ∪ Y ∈ F povla~i X ∈ F ili Y ∈ F .

Dokaz. (1◦ → 2◦) Neka jeF ultrafilter i pretpostavimo daX /∈ F ,
X ⊆ I . Skup G = {Z ⊆ I | za neki Y ∈ F , X ∩ Y ⊆ Z } je filter nad
I i ovaj filter sadr`i F , a tako|e X ∈ G. S obzirom na to da je F
ultrafilter sledi G = P(I). Otuda za neki Y0 ∈ F , X ∩ Y0 = ∅. Kako
je Y0 = (X ∩ Y0) ∪ (Xc ∩ Y0) sledi Y0 = Xc ∩ Y0, odakle Y0 ⊆ Xc te

Xc ∈ F .
(2◦ → 3◦) Pretpostavimo 2◦ i neka X ∪ Y ∈ F , X /∈ F , Y /∈ F . Otuda
Xc, Y c ∈ F , odakle Xc ∩ Y c ∈ F pa prema svojstvu 3◦ Definicije 2.1.
sledi Xc ∩ Y c ∩ (X ∪ Y ) ∈ F , tj. ∅ ∈ F , kontradikcija.
(3◦ → 2◦) X ∪Xc = I , I ∈ F te iz 3◦ sledi X ∈ F ili Xc ∈ F .
(2◦ → 1◦) Neka je G filter i F ( G. Tada postoji X ⊆ I takav da

X ∈ G \F . TadaX /∈ F , paXc ∈ F . Kako je F ⊂ G slediXc ∈ G, dakle
X ∩Xc ∈ G, tj. ∅ ∈ G. Prema 2◦ Definicije 2.1. sledi G = P(I).

KolekcijaΥ ⊆ P(I) generi{e filterF ako i samo ako za sveX ⊆ I :
X ∈ F ako i samo ako za neki n ∈ N i neke skupove X1, . . . , Xn ∈ Υ,
X1∩· · ·∩Xn ⊆ X . KolekcijaΥ ima svojstvo kona~nog preseka ukoliko

je neprazan svaki presek kona~no mnogo ~lanova iz Υ.

PRIMER 2.2. 1◦ Svaki pravi filter ima svojstvo kona~nog preseka.

2◦ Kolekcija Υ = { [n,∞[ |n ∈ N } ima svojstvo kona~nog preseka.
3◦ Neka je A neprazan skup, I = { i ⊆ A | i je kona~an } i neka je skup

Sa = { i ∈ I | a ∈ i } za a ∈ A. Tada Υ = {Sa | a ∈ A } ima svojstvo
kona~nog preseka: ako a1, . . . , an ∈ A, tada {a1, . . . , an} ∈ Sa1∩· · ·∩San .
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AkoΥ ⊆ P(I) generi{e filter F nad I , tadaΥ o~igledno ima svoj-

stvo kona~nog preseka. Osnovna teorema o egzistenciji ultrafiltera

tvrdi obrat:

TEOREMA 2.5. Neka Υ ⊆ P(I) ima svojstvo kona~nog preseka. Tada po-
stoji ultrafilter F nad I takav da Υ ⊆ F .

Dokaz. Neka je Σ = { G | G je pravi filter nad I, Υ ⊆ G }. Tada je
Σ neprazna familija s obzirom da filter generisan skupom Υ pripada

Σ. Prema lemi Kuratovskog4) (varijanta aksiome izbora) postoji ma-

ksimalan lanac Λ ⊆ Σ. Dakle, za G1,G2 ∈ Λ va`i G1 ⊆ G2 ili G2 ⊆ G1.
Neka je F =

∪
Λ. Tada je F pravi filter: za sve G ∈ Λ, ∅ /∈ G te ∅ /∈ F .

Ako X ∈ F i X ⊆ Y ⊆ I , tada za neki G ∈ Λ, X ∈ G odakle Y ∈ G, pa
Y ∈ F . Daqe, ako X,Y ∈ F , tada za neke G1,G2 ∈ Λ, X ∈ G1, Y ∈ G2, te
kako jeΛ lanac mo`emo uzeti G1 ⊆ G2, odakleX∩Y ∈ G2, paX∩Y ∈ F .
O~iglednoΥ ⊆ F i F je maksimalan filter: ako je G pravi filter nad
I , F ( G tada bi Λ′ = Λ ∪ {G } bio lanac sadr`an u Σ i Λ ⊆ Λ′, {to je
kontradikcija.

POSLEDICA 2.1. Svaki pravi filter sadr`an je u nekom ultrafilteru.

Svaki ultrafilter nad kona~nim skupom je glavni. Egzistenciju

neglavnih ultrafiltera obezbe|uje prethodna teorema i slede}e tvr|e-

we.

TEOREMA 2.6. UltrafilterF nad I je neglavan akkoF sadr`i Fre{eov

filter.

Dokaz. (→) Neka je X ⊆ I i X ∈ F takav da je Xc = { i0, . . . , in }
kona~an. Kako jeXc = { i0 } ∪ · · · ∪ { in }, to izXc ∈ F , prema Teoremi
2.4., sledi da za neki k ≤ n, { ik } ∈ F , pa ik generi{e F , suprotno
pretpostavci.

(←) AkoF sadr`iFre{eovfilter i i0 ∈ I generi{eF , onda { i0 } ∈ F
i { i0 }c ∈ F , kontradikcija.

POSLEDICA 2.2. Nad svakim beskona~nim skupom postoji neglavan ul-

trafilter.

4) Kazimierz Kuratowski (1896–1980)
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Primetimo da prema prethodnom u svakom neglavnom ultrafilteru

F svaki X ∈ F je beskona~an.

Za dokazPosledice 2.2. koristi se aksiomaizbora. Me|utim, iz ovog

tvr|ewa ne mo`e se dokazati aksioma izbora, dakle hipoteza o egzisten-

ciji neglavnog ultrafiltera je slabija od aksiome izbora. Hipoteza o

egzistenciji neglavnih ultrafiltera u teoriji skupova bez aksiome iz-

bora (ZF) ekvivalentna je mnogobrojnim iskazima. Navodimo slede}e:

1◦ Proizvod kompaktnih Hauzdorfovih5) prostora je kompaktan pro-

stor.

2◦ Za svaki I , prostor 2I je kompaktan.

3◦ Stav potpunosti za predikatski ra~un prvog reda.

4◦ Stav kompaktnosti za predikatski ra~un prvog reda.

2.3 Filteri u Bulovim algebrama

Uovom odeqku razmotri}emo dve teme. U okviru prve teme pokazuje se da

se filteri pored skupova javqaju i u nekim drugim kontekstima. Ovom

prilikom ograni~i}emo se na Bulove6) algebre. Druga tema odnosi

se na neke skupovne osobine filtera (recimo na broj ultrafiltera nad

nekim domenom). Zanimqivo je da }emo u ovom drugom slu~aju koristiti

osobine filtera nad slobodnim Bulovim algebrama.

Dajemo kratak pregled osnovnih ~iwenica o Bulovim algebrama.

Bulova algebra je svaka struktura B = (B,∧,∨,≤, ′, 0, 1) koja zadovo-
qava slede}e uslove:

• (B,≤,∧,∨) je mre`a. Dakle, (B,≤) je parcijalno ure|en skup u

kojem svaki kona~an podskup ima infimum i supremum. Ovde je za

sve x, y ∈ B, x ∧ y = inf{x, y }, x ∨ y = sup{x, y }.

• Elementi 0, 1 su redom najmawi i najve}i element ove mre`e.

• Mre`a (B,≤,∧,∨) je distributivna, tj. za sve x, y, z ∈ B va`i

x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z), x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z).

• B je komplementarna mre`a, tj. za svaki x ∈ B va`i x ∧ x′ = 0 i
x ∨ x′ = 1.

5) Felix Hausdorff (1868–1942)
6) George Boole (1815–1864)
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Sli~no, kao kod skupova, filter Bulove algebre B je svaki podskup

F ⊆ B koji zadovoqava ove uslove:

1◦ 1 ∈ F ,
2◦ za svaki x ∈ F i svaki y ∈ B, x ≤ y povla~i y ∈ F ,
3◦ za sve x, y ∈ F va`i x ∧ y ∈ F .

Filter F je pravi ukoliko 0 /∈ F . Daqe, filter F je ultrafilter

Bulove algebre B ukoliko je F maksimalan pravi filter u B. Ako

je F = {x ∈ B |x ≥ a } za neki a ∈ B, tada je F glavni filter.

Kao i u slu~aju skupovnih filtera od interesa su uglavnom neglavni

ultrafilteri.

PRIMER 2.3. 1◦ Struktura (P(X),∩,∪,⊆, c, ∅, X) je Bulova algebra i
F ⊆ P(X) je filter (ultrafilter) ove Bulove algebre ako i samo ako je
F filter (ultrafilter) u smislu Definicije 2.1.

2◦ Neka je B = {Y ⊆ X |Y je kona~an ili je Y c kona~an}, gde je X
beskona~an skup. Tada je B = (B,∩,∪,⊆, c, ∅, X) Bulova algebra. Je-
dini neglavni ultrafilter ove Bulove algebre je Fre{eov filter nad

X .

3◦ Familija Υ podskupova nekog skupa X je poqe skupova ukoliko je Υ
zatvorena za operacije ∩,∪ i cX (komplement u odnosu na skup X). U

takvom slu~aju (Υ,∩,∪,⊆, cX , ∅, X) je Bulova algebra. Ovo je kanonski
primer s obzirom na to da je svaka Bulova algebra izomorfna nekom

poqu skupova (Stonova teorema).

4◦ Skup svih otvoreno-zatvorenih podskupova nekog topolo{kog pro-

stora u odnosu na skupovne operacije ∩,∪, cX i inkluziju ~ini Bulovu

algebru. Ovo je tako|e kanonski primer, jer ima isto svojstvo kao

Bulova algebra iz prethodnog primera.

Kao i u slu~aju skupovnih filtera (Teorema 2.4.) va`i i dokazuje se

na sli~an na~in slede}a teorema.

TEOREMA 2.7. Neka je F filter Bulove algebre B. Tada su slede}a tvr-

|ewa ekvivalentna:

1◦ F je ultrafilter u B.

2◦ Za svaki x ∈ B, x ∈ F ili x′ ∈ F .
3◦ Za sve x, y ∈ F , x ∨ y ∈ F povla~i x ∈ F ili y ∈ F .

Osnovna teorema o filterima Bulovih algebri odnosi se na egzi-

stenciju ultrafiltera. Naime, kao i u slu~aju skupovnih filtera, ako
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jeX podskup Bulove algebreB sa svojstvom kona~nog preseka, tj. akoX
zadovoqava

x1, . . . , xn ∈ X ⇒ x1 ∧ · · · ∧ xn ̸= 0 (n ∈ N),

onda postoji ultrafilter U Bulove algebre B koji sadr`i X . Prema

tome, svaki filter Bulove algebre B sadr`an je u nekom ultrafilteru

algebre B.

TEOREMA 2.8. Neka je F filter Bulove algebre B i Ω skup svih ultra-

filtera u B koji sadr`e F . Tada je F =
∩

Ω.

Dokaz. O~igledno, dovoqno je dokazati F ⊇
∩
Ω. Pretpostavimo

suprotno. Tada postoji a ∈
∩

Ω i a /∈ F . Neka je SF skup svih pravih

filtera u B koji sadr`e F i ne sadr`e a. Prema Cornovoj7) lemi

SF ima maksimalan ~lan, neka je to U . Tada F ⊆ U i a /∈ U . Daqe,

dokazujemo da je U ultrafilter Bulove algebre B. Najpre doka`imo da

a′ ∈ U . Neka je V filter u B generisan skupom U ∪ { a′ }. Ovaj skup

ima svojstvo kona~nog preseka, jer ako je za neki x ∈ U , a′ ∧ x = 0, onda
a ≥ x, pa a ∈ U , {to je kontradikcija. Dakle, V je pravi filter pa

V ∈ SF , U ⊆ V i a /∈ V jer a′ ∈ V . Otuda prema izboru filtera U
sledi V = U . Daqe, neka je b ∈ B bilo koji element. Pretpostavimo da

b /∈ U . Tada skup U ∪ { b′ } ima svojstvo kona~nog preseka, pa neka jeW
filter generisan ovim skupom. Tada b′ ∈ W , U ⊆ W . Tako|e, a /∈ W
jer a′ ∈ W . OtudaW ∈ SF , pa prema izboru filtera U slediW = U ,
dakle i b′ ∈ U . Ovim smo dokazali da za sve x ∈ B, x ∈ U ili x′ ∈ U ,
tj. U je ultrafilter. Kako je F ⊆ U , to onda U ∈ Ω, pa prema izboru
elementa a sledi a ∈ U , {to je kontradikcija.

PRIMER 2.4. (LINDENBAUMOVA8) ALGEBRA ISKAZNOG RA^UNA.) Neka je

F skup formula iskaznog ra~una nad skupom iskaznih slova P i neka je

∼ relacija skupa F definisana sa:

φ ∼ ψ ako i samo ako φ⇔ ψ je tautologija (φ,ψ ∈ F ).

Neka je B = F/ ∼ i +, ·, ′ operacije skupa B definisane na slede}i

na~in: x + y = (φ ∨ ψ)/ ∼, x · y = (φ ∧ ψ)/ ∼, x′ = (¬φ)/ ∼, za sve
x, y ∈ B i φ,ψ ∈ F takve da x = φ/ ∼ i y = ψ/ ∼. Daqe, neka je 0

7) Max August Zorn (1906–1993)
8) Adolf Lindenbaum (1904–1941)
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klasa ekvivalencije neke kontradikcije i 1 klasa ekvivalencije neke

tautologije. Pokazuje se da su operacije +, ·, ′ dobro definisane i

da je BP = (B,+, ·, ′, 0, 1) Bulova algebra. Ova Bulova algebra naziva
se Lindenbaumovom algebrom iskaznog ra~una i ima mnoga zanimqiva

svojstva. Recimo, ako iskaznih slova p0, p1, . . . ima prebrojivo mnogo,
onda je BP prebrojiva Bulova algebra. Daqe, za svaki x ∈ B, x > 0,
postoji y ∈ B takav da 0 < y < x, tj. BP je neatomi~na Bulova algebra,

ili gusto ure|ena.

Podsetimo se da za ultrafiltere F Bulovih algebri va`i: za svaki

x ∈ B, x ∈ F ili x′ ∈ F . Otuda svaki ultrafilter D Lindenbaumove

algebre BP odre|uje funkciju λ : N → { 0, 1 } datu na slede}i na~in

λn =

{
1, ako pn ∈ D
0, ako pn /∈ D. Ukoliko je za iskazno slovo q, q1 = q, q0 = q′,

onda skup { pλn
n |n ∈ N } generi{e D. Isto tako, svaka funkcija λ data

sa λ : N→ { 0, 1 } odre|uje jedan ultrafilter Dλ algebre BP na upravo

opisan na~in. Ako je λ ̸= µ, onda je λn ̸= µn za neki n, te ako je, na

primer, λn = 1, µn = 0, onda pn ∈ Dλ \ Dµ, tj. Dλ ̸= Dµ. Otuda postoji

bijekcija izme|u skupa svih ultrafiltera Lindenbaumove algebre BP

i skupa 2N, svih preslikavawa iz N u { 0, 1 }. Dakle, Lindenbaumova

algebra iskaznog ra~una nad prebrojivo mnogo iskaznih slova ima 2ℵ0

ultrafiltera. Ukoliko se pretpostavi da F ima κ, κ ≥ ℵ0, iskaznih
slova, onda BP ima 2κ ultrafiltera.

TEOREMA 2.9. Broj ultrafiltera nad N je 22
ℵ0
.

Dokaz. Prethodno doka`imo:

(1) Ako je B Bulova algebra i P0, . . . ,Pm, Q0, . . . ,Qn su razli~iti ul-

trafilteri nad B, tada P0 ∩ · · · ∩ Pm ∩Qc
0 ∩ · · · ∩ Qc

n ̸= ∅.
Zaista, neka jeP ma koji ultrafilter nadB razli~it odQ0, . . . ,Qn.

Tada postoje elementi ai, i = 0, . . . , n, takvi da ai ∈ P , ai′ ∈ Qi. Tada za

a = a0 ∧ · · · ∧ an va`i a ∈ P i a ∈
∩

i≤nQc
i . Dakle, postoje elementi bi,

i = 0, . . . ,m takvi da bi ∈ Pi i bi ∈
∩

j≤nQc
j . Tada za b = b0 ∨ · · · ∨ bm

va`i b ∈ (
∩

i≤m Pi) ∩ (
∩

j≤nQc
j), pa je ovim (1) dokazano.

Familija Υ podskupova skupa N je nezavisna ukoliko za svaki ko-

na~an niz razli~itih ~lanova X0, . . . , Xn iz Υ i svako preslikavawe

λ : { 0, 1, . . . , n } → { 0, 1 }, va`i

Xλ0
0 ∩ · · · ∩X

λn
n ̸= ∅, gde je X1 def

= X, X0 def
= Xc.
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Doka`imo:

(2) Postoji nezavisna familija Υ podskupova od N mo}i 2ℵ0 .

Prema Primeru 2.4. Lindenbaumova algebra BP iskaznog ra~una sa

prebrojivo mnogo slova ima 2ℵ0 razli~itih ultrafiltera. Neka je Ω
skup svih ultrafiltera ove algebre. Prema (1)Ω je nezavisna familija.

Prema istom primeru domenBP algebre BP je prebrojiv, dakle postoji

bijekcija f : BP

na−→
1−1 N. Tada jeΥ = { f(P) | P ∈ Ω } nezavisna familija

nad N. Ovim je (2) dokazano.

Neka je Υ nezavisna familija podskupova od N mo}i 2ℵ0 . Otuda, za

svaki Z ⊆ Υ skup Z ∪ {Ac |A ∈ Υ \ Z } ima svojstvo kona~nog preseka,
dakle, prema Teoremi 2.5., ovaj skup sadr`an je u nekom ultrafilteru

DZ . Ako je Z ̸= Z ′, tada za neki A ∈ Υ va`i A ∈ Z i Ac ∈ Z ′, dakle
A ∈ DZ i Ac ∈ DZ′ , tj. DZ ̸= DZ′ .

Prema prethodnom, ultrafiltera nad N ima bar koliko i pod-

skupova od Υ, tj. 22
ℵ0 .

Prethodni dokaz mo`e se neposredno generalizovati. Naime, ul-

trafiltera nad ma kojim beskona~nim skupom kardinalnosti κ ima

22
κ
. Jedino prilikom razmatrawa treba uzeti Lindenbaumovu algebru

iskaznog ra~una sa κ iskaznih slova.

Prethodna teorema ima interesantnu posledicu. Naime, dva ultra-

filtera D i F nad skupom N su izomorfna ukoliko postoji bijekcija

f : N
na−→
1−1 N takva da f(D) = F . S obzirom na to da nad N ima 22

ℵ0

ultrafiltera i samo 2ℵ0 bijekcija sledi da postoje neizomorfni ultra-

filteri.

Navodimo jo{ jedno zanimqivo svojstvo ultrafiltera i wihovih

baza (generatornih skupova).

TEOREMA 2.10. Neka familija Υ generi{e neglavan ultrafilter D nad

N. Tada je |Υ| > ℵ0.

Dokaz. Ako je Υ kona~an, onda A =
∩

Υ generi{e D, tj. va`i da je
D = {X ⊆ N |A ⊆ X }. Kako jeD ultrafilter, to je A jedno~lan, tj. D
je glavni ultrafilter, suprotno pretpostavci.

Pretpostavimo da je Υ = {Xn |n ∈ N } prebrojiva familija raz-
li~itih skupova. Mo`emo pretpostaviti da X0 ) X1 ) X2 ) . . . ,
ina~e mo`emo uzeti Υ′ = {

∩
i≤nXi |n ∈ N } s obzirom na to da Υ i

Υ′ generi{u isti filter. Neka je Y izborni skup za familiju skupova
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{Xi \Xi+1 | i ∈ N }, recimo Y ∩ (Xi \Xi+1) = { yi }, i ∈ N. Tada Y /∈ Υ
ili Y = X0.

Slika 2.1.

U prvom slu~aju Υ∪ {Y } ima svojstvo kona~nog preseka, te postoji
pravifilterG takav daΥ ⊆ G. No, ondaD ⊂ G, suprotno pretpostavci
o maksimalnosti filtera D.

Ako va`i da je Y = X0, onda su skupovi familijeΥ slede}eg oblika:

X0 = { y0, y1, . . . }, X1 = { y1, y2, . . . }, X2 = { y2, y3, . . . } . . . . Tada za

skupove A = { y2n |n ∈ N } i B = { y2n+1 |n ∈ N } va`i A ∪ B ∈ D jer

X0 = A ∪B, dok A,B /∈ D, {to je suprotno delu 3◦ Teoreme 2.4.
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Ultraproizvodi

Ultraproizvodi imaju izuzetan zna~aj upravo zbog svojih modelsko-

teoretskih osobina. Ovom konstrukcijom mogu}e je dobiti, na primer,

nova algebarska poqa polaze}i od neke familije poqa, a da se pritom

neka zajedni~ka svojstva polaznih poqa odr`e. Koja su to svojstva o

tome bli`e govori Lajbnicov princip, odnosno Lo{ova1) teorema. U

ovoj glavi razmatramo konstrukcije redukovanog proizvoda i ultra-

proizvoda.

3.1 Redukovani proizvodi

Neka je {Ai | i ∈ I } neprazna familija nepraznih skupova i neka je

A =
∏

i∈I Ai. Primetimo da je prema aksiomi izbora skup A neprazan.

Elementi skupa A su funkcije f : I →
∪

i∈I Ai takve da f(i) ∈ Ai za

svako i ∈ I . Ozna~imo element f skupa A sa f = ⟨f(i) | i ∈ I⟩. Daqe,
neka je D filter nad I i =D relacija skupa A definisana na slede}i

na~in:

f =D g ako i samo ako { i | f(i) = g(i) } ∈ D, (f, g ∈ A).

Umesto f =D g koristi se i oznaka f = g(mod D), odnosno oznaka
f(i) = g(i) D-s.s., i ove oznake redom se ~itaju �f = g po modulu D�,
tj. �f(i) = g(i) skoro svuda po modulu D�. Kvantor �skoro svuda�

u vezi je s aditivnim skupovnim funkcijama (koje se ponegde nazivaju

1) Jerzy  Losh, (1920–1998)

43
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i binarnom merom). Naime, filteru D pridru`uje se preslikavawe

µD : P(I) → { 0, 1 }, gde µD(X) =

{
1, ako X ∈ D
0, ako X /∈ D. Ovako uvedeno

preslikavawe µD jeste jedna kona~no-aditivna funkcija ukoliko je D
ultrafilter. Dakle, ako su X1, . . . , Xn disjunktni podskupovi od I ,
onda je µD(

∪n
k=1Xk) =

∑n
k=1 µD(Xk).

TEOREMA 3.1. Neka jeD filter nad I . Tada je =D relacija ekvivalencije

skupa A =
∏

i∈I Ai.

Dokaz. Neka su f, g, h ∈ A. Tada
1◦ f =D f jer I ∈ D i { i ∈ I | f(i) = f(i) } = I ;

2◦ f =D g povla~i g =D f , jer su slede}i skupovi { i ∈ I | f(i) = g(i) },
{ i ∈ I | g(i) = f(i) } jednaki;
3◦ f =D g i g =D h povla~i f =D h, jer za A = { i ∈ I | f(i) = g(i) }
i B = { i ∈ I | g(i) = h(i) } va`i A,B ∈ D, odakle A ∩ B ∈ D. Kako je,
o~igledno,A∩B ⊆ { i ∈ I | f(i) = h(i) }, to je { i ∈ I | f(i) = h(i) } ∈ D,
dakle f =D h.

Koli~ni~ki skup
∏

i∈I Ai/=D ozna~ava}emo kra}e
∏

D Ai i naziva-

}emo ga redukovanimproizvodom skupovaAi, i ∈ I . Elemente skupa
∏

D Ai

zapisujemo sa ⟨f(i) | i ∈ I⟩D ili kra}e, kad nema opasnosti od zabune,

sa ⟨f(i) | i ∈ I⟩ i fD. Skupovi Ai mogu biti domeni nekih algebarskih

struktura. Pokazuje se da je u takvom slu~aju relacija =D kongruencija

proizvodne strukture. Ovde }emo razmotriti ovo svojstvo relacije=D
u slu~aju prstena i poqa.

Neka su Pi = (Pi,+i, ·i, 0i, 1i), i ∈ I prsteni sa jedinicom. Tada je

strukturaP =
∏

i∈I Pi = (P,+, ·, 0, 1) tako|e prsten, gde je P =
∏

i∈I Pi

a operacije + i · skupa P su definisane na slede}i na~in (f, g ∈ P ):
f + g = ⟨f(i) + g(i) | i ∈ I⟩, f · g = ⟨f(i) · g(i) | i ∈ I⟩, 0 = ⟨0i | i ∈ I⟩ i
1 = ⟨1i | i ∈ I⟩.

LEMA 3.1. Neka je D filter nad I i neka su Pi, i ∈ I , prsteni sa

jedinicom. Tada je =D kongruencija proizvodnog prstena P =
∏

i∈I Pi.

Dokaz. Prema Teoremi 3.1. relacija =D je relacija ekvivalencije

domenaP . Dokazujemoda je=D saglasna sa operacijom sabirawaprstena

P. Neka su f1, g1, f2, g2 iz P i pretpostavimo f1 =D g1, f2 =D g2. Za
skupove A = { i ∈ I | f1(i) = g1(i) } i B = { i ∈ I | f2(i) = g2(i) } va`i
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A,B ∈ D. Otuda A ∩ B ∈ D, a zbog A ∩ B ⊆ { i ∈ I | f1(i) + f2(i) =
g1(i) + g2(i) } va`i f1 + f2 =D g1 + g2. Dokaz da je =D kongruencija i

za operaciju mno`ewa prstena P je analogan prethodnom.

Primetimo da u prethodnom dokazu nismo koristili uslove da su+
i · operacije prstena. Naime, relacija =D je kongruencija za bilo

koju operaciju domena P . Dakle, mo`e se govoriti o redukovanom

proizvodu grupa, ure|enih grupa i sli~no. U odeqku 6.2 ovu ~iwenicu

}emo dokazati u daleko {irem kontekstu, naime za proizvode proizvo-

qnih operacijsko-relacijskih struktura.

Koli~ni~ki prstenP/=D ozna~ava se
∏

i∈I Pi/D, ili kra}e
∏

D Pi.

Klasa ekvivalencije elementa f ∈ P ozna~ava se fD. Prema tome,

fD = { g ∈ P | g =D f }. Prema prethodnoj lemi imamo slede}e tvr|ewe.

TEOREMA 3.2. Neka je I neprazan skup, {Pi | i ∈ I } kolekcija prstena iD
ultrafilter nad I . Tada je struktura

∏
D Pi = (

∏
D Pi,+D, ·D, 0D, 1D)

prsten, pri ~emu va`i fD + gD
def
= (f + g)D i fD · gD

def
= (f · g)D za

fD, gD ∈
∏

D Pi.

Preslikavawe f 7→ fD je homomorfizam prstena
∏

Pi na prsten∏
D Pi.

Prsten
∏

D Pi naziva se redukovanim proizvodom prstena Pi. Uko-

liko je D ultrafilter nad I , tada se
∏

D Pi naziva ultraproizvodom

prstena Pi.

Razmotrimo sada slu~aj poqa. Ako su Fi poqa, tada proizvod∏
i∈I Fi nije poqe (ako |I| ≥ 2). Na primer, proizvod F × K poqa

F i K ima deliteqe nule, recimo za a = (1F, 0K), b = (0F, 1K) va`i
a · b = 0F×K i a, b ̸= 0F×K. S druge strane imamo slede}e tvr|ewe.

TEOREMA 3.3. Ultraproizvod poqa je poqe.

Dokaz. Neka je F =
∏

D Fi ultraproizvod poqa. Prema Teoremi

3.2. struktura F je prsten. Neka je fD ∈ F takav da je fD ̸= 0, i neka je
X = { i ∈ I | f(i) ̸= 0 }. Daqe, neka je funkcija g definisana na slede}i
na~in:

g(i) =

{
1/(f(i)), ako i ∈ X

0, ako i /∈ X.

Tada je fD · gD = 1D jer { i ∈ I | f(i) · g(i) = 1 } = X i X ∈ D, tj.
f · g =D 1.
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Ako je Ai = B, za svaki i ∈ I , onda redukovani proizvod
∏

D Ai

ozna~avamo saBI/D, i nazivamo redukovanim stepenom skupaB. Sli~no
se uvodi pojam redukovanog stepena PI/D nekog prstena P. Dijagonalno
preslikavawe je funkcija d : P → P I/D definisana sa d(x) = xD, gde je
za svaki i ∈ I , x(i) = x. Ako je P prsten, tada je d utapawe prstena P u

prsten PI/D. Zaista, za razli~ite x, y ∈ P , { i ∈ I |x(i) = y(i) } = ∅,
te x ̸=D y, dakle d(x) ̸= d(y). Lako je proveriti da je d homomorfizam.

POSLEDICA 3.1. Neka jeD ultrafilter nadN. Tada jeRN/D poqe koje

sadr`i izomorfnu kopiju poqa realnih brojeva R.

Konstrukcija ultraproizvoda odr`ava i neka va`na svojstva rela-

cija. Neka su (Pi,≤i), i ∈ I , ure|eni prsteni, D ultrafilter nad I i ≤
binarna relacija na

∏
D Pi definisana na slede}i na~in:

fD ≤ gD akko { i ∈ I | f(i) ≤i g(i) } ∈ D, za fD, gD ∈
∏

D
Pi.

TEOREMA 3.4. (
∏

D Pi,≤) je ure|en prsten.

Dokaz. 1◦ Relacija ≤ je dobro definisana. Zaista, neka je f1 =D f2
i g1 =D g2 i neka skup A = { i ∈ I | f1(i) ≤i g1(i) } pripada D. Tada
za B = { i ∈ I | f1(i) = f2(i) } i C = { i ∈ I | g1(i) = g2(i) } va`i
A ∩ B ∩ C ∈ D i A ∩ B ∩ C ⊆ { i ∈ I | f2(i) ≤i g2(i) }, dakle, va`i
{ i ∈ I | f2(i) ≤i g2(i) } ∈ D.
2◦ Relacija ≤ je tranzitivna. Zaista, ako je fD ≤ gD i gD ≤ hD, tada
za uo~ene skupove A = { i ∈ I | f(i) ≤i g(i) } i B = { i ∈ I | g(i) ≤i h(i) }
va`i A ∩B ∈ D, kao i A ∩B ⊆ { i ∈ I | f(i) ≤i h(i) }, odakle fD ≤ hD.
3◦ Relacija ≤ je totalna. Zaista, ako je fD � gD, tada o~igledno va`i
{ i ∈ I | f(i) ≤i g(i) } /∈ D, pa iz Teoreme 2.4. { i ∈ I | f(i) ≤i g(i) }c ∈ D,
tj. { i ∈ I | g(i) <i f(i) } ∈ D, odakle gD < fD.

Sli~no se dokazuje da je relacija ≤ saglasna sa operacijama + i ·
ultraproizvoda

∏
D Pi.

POSLEDICA 3.2. Ultraproizvod ure|enih poqa je ure|eno poqe.

Sada mo`emo da konstrui{emo proizvoqno mnogo nearhimedskih

poqa. Istovremeno, slede}a teorema pokazuje za{to su va`ni upravo

neglavni ultrafilteri.
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TEOREMA 3.5. Neka je D neglavni ultrafilter nad skupom prirodnih

brojevaN i neka su Fi, i ∈ N, ure|ena poqa. Tada je
∏

D Fi nearhimedsko

poqe.

Dokaz. Kao i obi~no, mo`emo pretpostaviti da je Q ⊆ Fi za svaki

i ∈ N. Neka je f =
⟨ 1

n+ 1

∣∣∣n ∈ N
⟩
i ε = fD. Daqe, ako je q pozitivan

racionalan broj, onda je
{
n ∈ N

∣∣∣ 1

n+ 1
≤ q

}c
kona~an, pa kako je

D neglavan ultrafilter,
{
n ∈ N

∣∣∣ 1

n+ 1
≤ q

}
∈ D, dakle ε ≤ d(q).

Prema tome, ε je mawi od svakog pozitivnog racionalnog broja u
∏

D Fi,

pa kako je o~igledno 0 < ε, sledi da je εpozitivna infinitezimala poqa∏
D Fi. Primetimo da je ε

−1 = ⟨n+1 |n ∈ N⟩D i ε−1 jeste primer jednog

beskona~nog elementa poqa
∏

D Fi.

3.2 Nearhimedsko ra{irewe realnih brojeva

Neka u ovom odeqku D ozna~ava neglavan ultrafilter nad skupom

prirodnih brojeva N. Tada prema Teoremi 3.5. neposredno imamo ovu

posledicu.

POSLEDICA 3.3. RN/D je nearhimedsko poqe.

Neka je ∗R = RN/D. S obziromna toda je dijagonalnopreslikavawe
d : R → ∗R utapawe, mo`emo poistovetiti x sa d(x), dakle mo`emo
uzeti da je R ⊆ ∗R. Daqe, neka je ∗X = { fD | f : N→ X } za X ⊆ R, tj.
∗X = { fD | { i ∈ N | f(i) ∈ X } ∈ D }. Tada o~igledno va`i X ⊆ ∗X .

Ako je X ⊆ R, svakom preslikavawu φ : X → R na prirodan na~in se

pridru`uje preslikavawe ∗φ : ∗X → ∗R definisano na slede}i na~in:

ako je fD ∈ ∗X , onda ∗φ(fD) = (φ ◦ f)D.

Prema tome, slede}i dijagram komutira.

Slika 3.1.
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Elemente skupa ∗R nazivamo hiperrealnim brojevima, dok elemente

skupa ∗Q nazivamo hiperracionalnim brojevima.

PRIMER 3.1. 1◦ Element ⟨0, 1, 0, 1, . . . ⟩D pripada ∗N. Daqe, element

⟨0, 1, 0, 1, . . . ⟩D je 0 ili 1, ve} prema tome da li skup parnih ili skup

neparnih prirodnih brojeva pripada D.
2◦ Element H = ⟨0, 1, 2, . . . ⟩D tako|e pripada ∗N i H je ve}i u ∗R od

svakog n ∈ N, jer je { i ∈ N | i ≥ n } kofinalan u N, dakle pripada D.
Prema tome, H = ⟨0, 1, 2, . . . ⟩D je �beskona~an prirodan broj�.

3◦ Skup ∗N je zatvoren za operacije sabirawa i mno`ewa strukture ∗R.

Tako|e, ∗N = (∗N,+, ·,≤,0) je model Peanove2) (formalne) aritme-

tike. S obzirom da je ∗N \N ̸= ∅ (jednostavno ⟨0, 1, 2, . . . ⟩D ∈ ∗N \N),

struktura ∗N je nestandardni model formalne aritmetike.

4◦ Neka je f = ⟨3, 3.1, 3.14, . . . ⟩ decimalni razvoj broja π. Tada a = fD
pripada monadi broja π, ali a ̸= π.

Konstrukcija ultraproizvoda omogu}uje tako|e izgradwu ure|enog

poqa realnih brojeva, naravno polaze}i od ure|enog poqa racionalnih

brojeva. Ovu ~iwenicu iskazujemo u vidu slede}eg tvr|ewa.

TEOREMA 3.6. Neka jeD neglavni ultrafilter nadN i neka je struktura
∗Q = QN/D. Tada je F = γ∗Q(0)/µ∗Q(0) kompletno ure|eno poqe.

Dokaz. Da je F arhimedski ure|eno poqe tvrdi Teorema 1.8. Dokazu-

jemo da F zadovoqava aksiomu supremuma. Neka je X ⊆ F neprazan

odozgo ograni~en skup sa gorwom granicom m, i neka je I skup dat sa

I = {x ∈ F | (∃y ∈ X) x ≤ y }. Pretpostavimo netrivijalan slu~aj, da
X nema najve}i element. Tada je I po~etni deo poqa F. Kako je prema
Teoremi1.3. skupQ gust uF , to postojimonotonorastu}iniz racional-
nih brojeva f : N→ Q kofinalan u I . Daqe, skup I je ograni~en odozgo,
pa je a = fD kona~an. Za q ∈ I ∩Q skup {n ∈ N | q ≤ f(n) }c je kona~an,
prema tome, {n ∈ N | q ≤ f(n) } ∈ D, tj. q ≤ fD = a. Skup I ∩ Q je

kofinalan u I , dakle µ(a)3) je gorwa granica u F skupa I , prema tome
taj element je gorwa granica i skupa X . Ukoliko postoji q ∈ Q takav

da q ≤ m i za sve x ∈ I va`i x ≤ q, onda o~igledno µ(a) ≤ m. Tada

2) Giuseppe Peano (1858–1932)
3)Podsetimo se da je µ(a) monada elementa a, kao i da su elementi poqa F monade

kona~nih elemenata iz ∗Q.
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je µ(a) = sup I = supX . Ukoliko ne postoji q ∈ Q sa prethodnim

svojstvom, ondam = sup I = supX .

Prema Teoremi 3.6 i Teoremi 1.4. imamo da je R ≃ γ∗Q(0)/µ∗Q(0).

Vi{edimenzionalna analiza prou~ava funkcije kojima je domen ste-

pen poqa realnih brojeva. Ako je k ∈ N, onda je Rk = (Rk,+, ·, 0, 1)
prsten, pa prema Teoremi 3.2. struktura ∗(Rk) =

∏
D Rk je tako|e

prsten. Postavqa se prirodno pitawe u kakvoj su vezi prsteni ∗(Rk) i
(∗R)k. Kompletan odgovor na ovo pitawe daje slede}e tvr|ewe.

TEOREMA 3.7. Neka su P1, . . . ,Pk prsteni i D filter nad skupom in-

deksa I . Tada
∏

D(P1 × · · · ×Pk) ≃
∏

D P1 × · · · ×
∏

D Pk.

Jedan izomorfizam ovih struktura je preslikavawe

ψ : (f1, . . . , fk)D 7→ (f1D, . . . , fkD), (fi ∈ Pi, i = 1, . . . , k).

Potpun dokaz prethodnog tvr|ewa nalazi se u poglavqu Lajbnicov

princip, Teorema 6.1. gde je ono dokazano za proizvoqne operacijsko-

relacijske strukture.

POSLEDICA 3.4. ∗(Rk) ≃ (∗R)k.

Sobziromna ovu posledicu ubudu}e pi{emo jednostavno ∗Rk umesto
∗(Rk) ili (∗R)k.

Za redukovane proizvode poqa kompleksnih brojeva C va`e sli~na

tvr|ewa, kao i za realne brojeve. Dakle, ako je D neglavni ultrafilter

nad skupom N, i ako je ∗C =
∏

D C, onda va`i:

1◦ ∗C je poqe i ∗C sadr`i izomorfnu kopiju poqa C. Prema tome,

mo`emo uzeti da je C ⊆ ∗C.

2◦ (∗C)k ≃ ∗(Ck), gde je ∗(Ck) =
∏

D Ck.

Va`i i ne{to vi{e, naime

3◦ ∗C je algebarski zatvoreno poqe.

Ovu ~iwenicu dobi}emo kao trivijalnu posledicu na osnovu al-

gebarske zatvorenosti poqa C primenom Lajbnicovog principa (tj.

Lo{ove teoreme).

S obzirom na to da je R ⊆ C, lako je dokazati da R = { fD | f : N→
R } je podpoqe poqa ∗C. Primetimo da fD ∈ R sadr`i sve funkcije
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g : N→ C za koje va`i f =D g, dakle, tu se nalaze i neka preslikavawa
koja uzimaju vrednosti u C \ R. Bez obzira na to va`i R ≃ ∗R, pa

ukoliko se izvr{i uobi~ajeno poistove}ivawe imamo

4◦ ∗C = ∗R+ ı · ∗R, gde je ı2 = −1.
Dakle, za svaki z ∈ ∗C postoje jedinstveni x, y ∈ ∗R takvi da je

z = x+ıy. Jedini automorfizmipoqaC kojifiksiraju sve hiperrealne

brojeve su identi~ko preslikavawe i konjugacija, gde je z = x − ıy za
z = x+ ıy. Metri~ka funkcija |z| = z · z ima o~ekivane osobine, osim
{to uzima vrednosti u ∗R. To omogu}ava da se uvedu beskona~no mali i
beskona~no veliki kompleksni brojevi.

DEFINICIJA 3.1. 1◦ Element ε ∈ ∗C je (kompleksna) infinitezimala

ako i samo ako |ε| < r za svaki pozitivan realan broj r.
2◦ Element W ∈ ∗C je beskona~no veliki hiperkompleksan broj uko-

liko postoji H iz ∗N \N takav da |W | ≥ H .

Naravno, konjugaciju na ∗C mo`emo dobiti kao pro{irewe konjuga-

cije naC postupkom opisanim na po~etku ove glave, ali bitnih razlika

nema. Ako jeD neglavni ultrafilter, kao i kod realnih brojeva dokazu-

jemo da ∗C sadr`i infinitezimale i beskona~no velike elemente.

PRIMER 3.2. Za svaki hiperkompleksni broj z slede}i uslovi su ekvi-
valentni:

1◦ za svaki n ∈ N va`i |z| ≥ n;
2◦ za neki beskona~an prirodan brojH va`i |z| ≥ H .

Implikacija 2◦ → 1◦ je trivijalna, pa dokazujemo da 1◦ → 2◦. Neka
je z = x+ ıy, x, y ∈ ∗R i neka je |z| ≥ n za svako n ∈ N. Tada je bar jedan

od brojeva |x|, |y| ve}i od svakog prirodnog broja. Zaista, u suprotnom
bi va`ilo |x| ≤ m, |y| ≤ k za neke prirodne brojeve m i k. Otuda

sledi |z| =
√
x2 + y2 ≤

√
m2 + k2 < 2 · max{m, k}, {to je suprotno

pretpostavci 1◦. Neka je |x| = fD, gde je f = ⟨f0, f1, . . .⟩, ve}i od svakog
prirodnog broja. Tada za hi = [fi] (celi deo) va`i fi ≥ hi > fi − 1,
odakle za H = ⟨h0, h1, . . . ⟩D imamo fD ≥ H > fD − 1, pa H ∈ ∗N \N i

|z| ≥ H .
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3.3 Kardinalni broj ultrastepena

U ovom odeqku tako|e pretpostavqamo da D ozna~ava neki neglavni

ultrafilter. Slede}e tvr|ewe predstavqa prvi korak u dokazu da ul-

trastepen po neglavnom ultrafilteru nad N predstavqa ω1-zasi}enu

strukturu.

TEOREMA 3.8. (ω1- ZASI]ENOST) Neka je D neglavni ultrafilter nad

N i neka je A0 ⊇ A1 ⊇ . . . opadaju}i niz nepraznih podskupova realnih

brojeva. Tada je
∩

n∈N
∗An ̸= ∅.

Dokaz. Neka je f : N → A0 preslikavawe tako da za svaki i ∈ N,

f(i) ∈ Ai. Tada fD ∈ ∗Ai, za svaki i ∈ N.

Prethodna teorema mo`e se iskazati u verziji koja podse}a na odre-

|enu vrstu kompaktnosti: Ako jeΥ = {An |n ∈ N } familija podskupova
realnih brojeva tako da svaki kona~an podskup od Υ ima neprazan presek,

tada
∩

n∈N
∗An ̸= ∅.

U dokazu prethodne teoreme nismo koristili ~iwenicu da je R za-

ista skup realnih brojeva. Prema tome, prethodno tvr|ewe va`i za bilo

koji skup.

Ako je ∗X ⊆ ∗R beskona~an, tada je ∗X \ X ̸= ∅. Zaista, neka je

f : N
1−1−→ X . Tada za bilo koji x0 ∈ X , skup { i ∈ N | f(i) = x0 } je

prazan ili jedno~lan, pa time i kona~an, dakle { i ∈ N | f(i) = x0 }c ∈
D, pa fD ̸= x0. Otuda imamo da fD ∈ ∗X \X . Ako je skupX beskona~an,

tada o wemu ne{to vi{e govori slede}e tvr|ewe.

TEOREMA 3.9. Neka je D neglavan ultrafilter nad N i neka je X
beskona~an podskup od R. Tada je |∗X| = 2ℵ0 .

Dokaz. Funkcija f 7→ fD preslikava RN na RN/D, i ∗X ⊆ ∗R,
odakle sledi |∗X| ≤ |∗R| ≤ |RN|. Dakle |∗X| ≤ 2ℵ0 , te mo`emo uzeti

X = { 0, 1, 2, . . . }. Neka su ~vorovi beskona~nog punog binarnog drveta
ozna~eni prirodnim brojevima kao na slici 3.2. Tada svaka grana ovog

drveta odre|uje jednu funkciju g : N → X . Neka je Υ skup svih ovih

funkcija. Tada je |Υ| = 2ℵ0 s obzirom na to da puno binarno drvo ima

2ℵ0 grana (koliko i preslikavawa izN u { 0, 1 }). Ako su f, g ∈ Υ, f ̸= g,
tada je skup { i ∈ N | f(i) = g(i) } kona~an, te fD ̸= gD. S obzirom na to

da va`i relacija { fD | f ∈ Υ } ⊆ ∗X , sledi |∗X| = 2ℵ0 .
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Slika 3.2.

Na sli~an na~in se dokazuje op{tije tvr|ewe.

TEOREMA 3.10. Ako je A beskona~an skup i D neglavan ultrafilter nad

N, tada |AN/D| = |A|ℵ0 .

Dokaz. Zaista, neka je |A| = κ i neka je Tκ drvo prebrojive visine

koje se ra~va u svakom ~voru na κ grana.

Slika 3.3.

Daqe, neka je A =
∪

i∈NAi, gde su skupovi Ai uzajamno disjunktni i

svakiAi je kardinalnosti κ. Neka su ~vorovi drveta Tκ na prvom nivou
ozna~eni elementima skupa A1, na drugom nivou elementima skupa A2,

i tako redom za svaki n ∈ N. Tada svaka grana drveta Tκ odre|uje jednu
funkciju g : N→ A. Neka je Υ skup ovako odre|enih funkcija. Tada za

f, g ∈ Υ i f ̸= g va`i fD ̸= gD, te kako je |Υ| = |A|ℵ0 , tvr|ewe sledi.

PRIMER 3.3. Neka jeH ∈ ∗N\Nbeskona~anprirodanbroj. Dokaza}emo

da u modelu ∗R ima kontinuum mnogo nestandardnih prirodnih brojeva

mawih od H , odnosno
∣∣[0,H]∗N

∣∣ = 2ℵ0 .
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Navodimo dva dokaza. Prvi je vi{e u duhu nestandardne analize

i u wemu se koristi algebarska struktura realnih brojeva, dok drugi

dokaz pokazuje da su neki aspekti zasnivawa analize u bliskoj vezi sa

beskona~nim kombinatornim konstrukcijama teorije skupova.

Dokaz. 1◦ Neka je T =
{ k

H

∣∣∣ 0 ≤ k ≤ H
}
. Dokazujemo da je

stT = [0, 1]R. Dovoqno je dokazati da je svaki x ∈ [0, 1]R beskona~no

blizak nekom
k

H
, k ∈ ∗N. Prema Teoremi 3.6. postoji hiperraciona-

lan broj
m

n
takav da x ≈ m

n
, pa x ≈

Hm
n

H
. Neka je k =

[Hm
n

]
, gde [·]

predstavqa ∗-produ`ewe funkcije celi deo. Tada k

H
≤

Hm
n

H
≤ k

H
+

1

H
,

odakle x ≈ k

H
. Prema tome, preslikavawe st : T → [0, 1]R je na, odakle

sledi |T | =
∣∣[0, 1]R∣∣ = 2ℵ0 . S druge strane, preslikavawe k 7→ k

H
je

bijekcija izme|u skupova [0,H]∗N i T , pa
∣∣[0,H]∗N

∣∣ = 2ℵ0 .

NAPOMENA. Skup T bele`imo i ovako:

T =
{
0,

1

H
,
2

H
, . . . , 1− 1

H
, 1
}
.

Dokaz. 2◦ Koristi}emo ideju sadr`anu u dokazu Teoreme 3.9.

Slika 3.4.

Neka je A0 = [0,H]∗N. Ako su u, v ∈ ∗N takvi da je wihova razlika

beskona~na, recimo v − u ∈ ∗N \ N, onda postoji w ∈ ∗N takav da je

w − u, v − w ∈ ∗N \N. Koriste}i ovu ~iwenicu mo`emo konstruisati

beskona~no binarno drvo skupova As tako da va`i As = As0 ∪ As1,

As0 ∩ As1 = ∅ i As0, As1 su beskona~ni skupovi, s je kona~an niz nula
i jedinica. Svaka grana drveta jeste jedan opadaju}i lanac podskupova

od ∗N: [x0, y0] ⊇ [x1, y1] ⊇ . . . , gde x0 = 0, y0 = H . Slede}a Lema je

posledica ω1-zasi}enosti.
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LEMA 3.2.
∩

n∈N[xn, yn] ̸= ∅.

Dokaz. Neka je xn = fnD, yn = gnD, gde fn, gn : N → N. Neka je za

f, g : N → N, f ≤D g ako i samo ako f(n) ≤ g(n) D-s.s. (tj. fD ≤ gD).
Tada je relacija ≤D predure|ewe u NN, naime ≤D je refleksivna i

tranzitivna relacija. Sada se uslov da je [xn, yn] opadaju}i niz skupova
mo`e ovako iskazati:

f0 ≤D f1 ≤D . . . · · · ≤D g1 ≤D g0.

Neka je za f, g : N → N, S(f, g) = {n ∈ N | f(n) ≤ g(n) }. Primetimo
da je f ≤D g ako i samo ako S(f, g) ∈ D. Daqe, neka je Sn niz skupova
induktivno definisan na slede}i na~in:

S0 = S(f0, g0), Sn+1 = Sn ∩ S(fn+1, gn+1).

Tada Sn ∈ D i za i ∈ Sn va`i fn(i) ≤ gn(i). Tako|e je S0 ⊇ S1 ⊇ . . . .
Dakle, postoji funkcija h : N→ N tako da va`i fn(i) ≤ h(i) ≤ gn(i) za
i ∈ Sn \ Sn+1. Tada za sve n ∈ N, fn ≤D h ≤D gn, pa hD ∈

∩
n∈N[xn, yn].

Ovim je lema dokazana.

Prema lemi, ako je G jedna grana drveta, onda
∩
G ̸= ∅. Ako je

xG ∈
∩
G, onda za G ̸= G′, sledi xG ̸= xG′ . Kako puno binarno drvo

ima 2ℵ0 grana, sledi da je
∣∣[0,H]∗N

∣∣ ≥ 2ℵ0 .



Glava 4

Nestandardni realni brojevi

Videli smo u prethodnoj glavi kako konstrukcija ultraproizvoda omo-

gu}uje izgradwu ure|enog poqa realnih brojeva polaze}i od nizova

racionalnih brojeva. Tako|e se realni brojevi mogu dobiti kao klase

ekvivalencije nizova racionalnih brojeva po relaciji

(an) ∼ (bn) ako i samo ako lim
n→∞

(an − bn) = 0.

Pritom se ne vodi ra~una o brzini konvergencije. Sli~no, ali sup-

tilnije i komplikovanije postupili smo u prethodnoj glavi prilikom

izgradwe nearhimedskog poqa hiperrealnih brojeva ∗R = RN/D. Pre
svega, ciq nam je da razdvojimo nizove po brzini konvergencije, tako

da, na primer, niz sa op{tim ~lanom an =
1

n2
bude bli`e nuli od niza

bn =
1

n
. Drugo, ciqnam je da nizove{tomawe ujedna~avamo. Teoretski,

najmawe ujedna~avawe je jednakost, ali odmah vidimo da je to prejako,

jer dobijeni prsten RN = (RN,+, ·, 0, 1) nije ~ak ni integralni domen,
a kamoli `eqeno poqe. Zna~i, potrebno je neko finije ujedna~avawe!

Ujedna~avawem nizova realnih brojeva po neglavnom ultrafilteru,

kako je to opisano u prethodnoj glavi, izgra|eno je nearhimedsko poqe

hiperrealnih brojeva. Prisetimo se najva`nijih delova ove konstru-

kcije.

4.1 Ure|eno poqe hiperrealnih brojeva

Neka je D neglavni ultrafilter nad skupom prirodnih brojeva N.

Na prstenu realnih nizovaRN = (RN,+, ·, 0, 1) definisana je relacija

55
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∼ na slede}i na~in:

(an) ∼ (bn) ako i samo ako {n ∈ N | an = bn } ∈ D.

Prema Teoremi 3.1. i Lemi 3.1. relacija∼ je kongruencija prstenaRN.

Neka je ⟨an⟩D = { (bn) ∈ RN | (an) ∼ (bn) } klasa ekvivalencije niza (an)
i ∗R = { ⟨an⟩D | (an) ∈ RN }. Elemente skupa ∗R zovemo hiperrealni, a

jo{ ~e{}e nestandardni realni brojevi. Naravno, ovo je �zbiran� naziv

za ceo ∗R jer Posledica 3.1. ili Teorema 4.2. tvrde da je ∗R poqe koje

sadr`i izomorfnu kopiju poqa realnih brojeva R. Na ∗R operacije +
i ·, i relacija ≤ definisani su na slede}i na~in:

⟨an⟩D + ⟨bn⟩D
def
= ⟨an + bn⟩D,

⟨an⟩D · ⟨bn⟩D
def
= ⟨an · bn⟩D,

⟨an⟩D ≤ ⟨bn⟩D
def⇔ {n ∈ N | an ≤ bn } ∈ D.

Iz Primera 3.1. zakqu~ujemo da je ili 1 = ⟨1, 0, 1, 0, . . . ⟩D ili

0 = ⟨1, 0, 1, 0, . . . ⟩D i time smo izbegli deliteqe nule (sli~no je za

ostale slu~ajeve). Tako|e je o~igledno
⟨ 1

n2

⟩
D
<
⟨ 1
n

⟩
D
.

Uvedimo formalne definicije najzna~ajnijih objekata u ∗R: besko-
na~no malih (infinitezimale) i beskona~no velikih veli~ina.

DEFINICIJA 4.1. 1◦ Broj ε ∈ ∗R je infinitezimala ako i samo ako

|ε| < 1

n+ 1
za svako n ∈ N.

2◦ Broj M ∈ ∗R je beskona~no velika veli~ina ako i samo ako je
1

M
infinitezimala.

Beskona~nomaleozna~avamo sa ε, δ, ε1, δ1, . . . , dokbeskona~novelike
brojeve ozna~avamo sa slabo kori{}enim velikim slovima H , M , K,

S, . . . .

Jedina infinitezimala u R je nula, dok beskona~no velikih nema.

PRIMER 4.1. 1◦ Ako je ε =
⟨
1,

1

2
,
1

3
, . . .

⟩
D
, tada je ε > 0 i ε <

1

n+ 1
za

1

n+ 1
=
⟨ 1

n+ 1
,

1

n+ 1
, . . .

⟩
D
, jer

{
k
∣∣∣ 1
k
<

1

n+ 1

}
= { k | k ≥ n + 2 }

pripada D. Kako ovo va`i za svako n, to je ε infinitezimala.
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2◦ Ako je δ =
⟨
1,

1

22
,
1

32
, . . .

⟩
D
, tada je sli~no i δ infinitezimala i

pritom 0 < δ < ε, {to zna~i da imamo vi{e razli~itih beskona~no

malih. Primetimo i da je δ = ε2.

Dokaza}emo slede}e korisno tvr|ewe.

TEOREMA 4.1. Svaki nula niz realnih brojeva odre|uje jednu infinitezi-

malu.

Dokaz. Neka je (an) nula niz i ε = ⟨a0, a1, a2, . . . ⟩D. Tada za

svaki prirodan broj n postoji prirodan broj m tako da va`i slede}e{
k
∣∣ |ak| < 1

n+ 1

}
= {m,m+ 1, . . . } ∈ D, odakle je |ε| < 1

n+ 1
.

Obratno o~igledno ne va`i. Dovoqno je uzeti beskona~an A /∈ D

i uo~iti niz an =


1

n+ 1
, ako n /∈ A

1, ako n ∈ A
. Tada je ⟨a1, a2, . . . ⟩D in-

finitezimala, a pritom lim
n→∞

an ne postoji.

TEOREMA 4.2. 1◦ R $ ∗R.
2◦ ∗R nije arhimedsko poqe.

3◦ ∗R nije kompletno poqe.

Dokaz. Tvr|ewe 1◦ sledi neposredno iz egzistencije infinitezi-

mala, dok 2◦ sledi iz egzistencije beskona~no velikih veli~ina.

Tvr|ewe 3◦ sledi iz 2◦ i ~iwenice da negacija Arhimedove aksiome

povla~i negaciju aksiome kompletnosti. Poka`imo da, na primer,

ograni~en skup R nema supremum. Pretpostavimo suprotno, neka je

a = supR. Tada a nije kona~an, jer bi u suprotnom a + 1 ∈ R, {to

je nemogu}e. Tako|e a nije beskona~an, jer bi ina~e a − 1 tako|e bila
majoranta skupa R.

Podsetimo se da µ(a) = {x ∈ ∗R | a ≈ x } predstavqa monadu broja
a ∈ ∗R, pri ~emu a ≈ x ako i samo ako je a − x infinitezimala. Skup
kona~nih elemenata iz ∗R ozna~avamo sa ∗Rfin, tj.

∗Rfin = {x ∈ ∗R | (∃n ∈ N)|x| ≤ n }.

Sada mo`emo da �nacrtamo� hiperrealnu pravu.
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Slika 4.1.

Sli~no Teoremi 1.7. koja se odnosi na ure|ena poqa imamo slede}e

tvr|ewe.

TEOREMA 4.3. 1◦ ∗Rfin = (∗Rfin,+, ·,≤, 0, 1) je ure|en prsten kona~nih
brojeva.

2◦ (µ(0),+, ·,≤, 0, 1) je maksimalan ideal prstena kona~nih brojeva.
3◦ ∗Rfin/µ(0) ∼= R.

Dokaz. 1◦ Ako x, y ∈ ∗Rfin, tada postoje kona~ni prirodni brojevi

nx i ny takvi da je |x| ≤ nx i |y| ≤ ny, otuda |x+ y| ≤ |x|+ |y| ≤ nx+ny
i x + y ∈ ∗Rfin. Sli~an je dokaz i za mno`ewe. Vidimo dakle da je
∗Rfin podstruktura od

∗R, pa otuda nasle|uje sve aksiome prstena (zbog

wihove univerzalnosti).

2◦ Ako x, y ∈ µ(0), tada za svako n ∈ N, |x| < 1

2n+ 2
i |y| < 1

2n+ 2
,

otuda |x+ y| ≤ |x|+ |y| ≤ 1

n+ 1
, tj. x+ y ∈ µ(0). Sli~no i x · y ∈ µ(0).

Prema tome, (µ(0),+, ·,≤, 0, 1) je podprsten od ∗Rfin. Da bismo pokazali

da je ideal, uo~imo x ∈ µ(0) i y ∈ ∗Rfin. Tada postojim ∈ N tako da je

|y| ≤ m. Daqe, |x| < 1

(n+ 1)m
, otuda |xy| = |x||y| < 1

n+ 1
. Kako ovo

va`i za svaki prirodan broj n, to x · y ∈ µ(0). Ukoliko ideal µ(0) ne
bi bio maksimalan, tada postoji idealM takav da je µ(0) $M $ ∗Rfin.

Za a ∈ M \ µ(0) va`i 1

a
∈ ∗Rfin, pa a ·

1

a
= 1 ∈ M . Odatle ∗Rfin = M ,

{to je kontradikcija.

3◦ Ako a /∈ µ(0), tada je 1
a
∈ ∗Rfin i

1

a
+µ(0) je inverz za a+µ(0). Otuda

∗Rfin/µ(0) je poqe.

Ako stavimo, a + µ(0) ≤ b + µ(0) ako i samo ako postoje x i y iz
∗Rfin takvi da x ≤ y, x ∈ a+ µ(0) i y ∈ b+ µ(0), lako se proverava da je
∗Rfin/µ(0) i ure|eno poqe.
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Poqe ∗Rfin/µ(0) je arhimedsko, jer za a ∈ ∗Rfin, a+ µ(0) ≤ n+ µ(0)
za neko n ∈ N.

Svako ure|eno arhimedsko poqe izomorfno je potpoqu poqa R, pa

to va`i i za ∗Rfin/µ(0). Kako je R ⊆ ∗Rfin, to za x, y ∈ R i x ̸= y,
x+ µ(0) ̸= y + µ(0), tj. poqa R i ∗Rfin/µ(0) su izomorfna.

Videli smo u dokazu prethodne teoreme da skupovi x+µ(0) za x ∈ R

~ine kosete u ∗Rfin/µ(0), a sada }emo videti da su to upravo jedini

koseti.

TEOREMA 4.4. Za svako a ∈ ∗Rfin postoji ta~no jedno r ∈ R i ta~no jedno

ε ∈ µ(0) tako da je a = r + ε, tj. svaki kona~an hiperrealan broj je

beskona~no blizak jedinstvenom realnom broju.

Dokaz. Neka a ∈ ∗Rfin. Tada postoji m ∈ N tako da je |a| ≤ m.

Prema tome, skup S = {x ∈ R |x ≤ a } je neprazan (zbog −m ≤ a) i
ograni~en (sam) podskup skupaR. Na osnovu potpunosti poqa realnih

brojeva, skup S ima supremum. Neka je r = supS. Tvrdimo da je r ≈ a.

Ako pretpostavimo da nije r ≈ a, sledi da je |r − a| > 1

n+ 1
za neko

n ∈ N. Otuda r > r− 1

n+ 1
> a ili a > r+

1

n+ 1
. U oba slu~aja sledi

da r nije supremum. Prema tome, mora biti a ≈ r, tj. a = r + ε za neko
ε ∈ µ(0).

Doka`imo jedinstvenost. Neka je tako|e a = r1 + ε1. Otuda imamo
da je r − r1 = ε1 − ε, pa r − r1 ∈ µ(0). Kako je nula jedini realan broj u
µ(0), to je r = r1, pa time i ε = ε1.

Prema ovoj teoremi slede}a definicija funkcije standardni deo je

korektna.

DEFINICIJA 4.2. Funkciju st : ∗Rfin → R takvu da je st(a) = r ako i

samo ako r ≈ a, r ∈ R i a ∈ ∗Rfin, zovemo standardni deo.

^esto se u literaturi iz prakti~nih razloga pi{e ◦x = st(x). Ovako
uvedena funkcija standardni deo u potpunosti odgovara funkciji st
uvedenoj u 1. glavi o ure|enim poqima, pa time pravdamo{to koristimo

istu oznaku. Na primer, sli~no Teoremi 1.10. imamo slede}e tvr|ewe.

TEOREMA 4.5. Funkcija st je homomorfizam prstena ∗Rfin na poqe R,

takav da je st(a) = a za a ∈ R. Pritom je ker(st) = µ(0).
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Dokaz. Kako je st(x) ≈ x i st(y) ≈ y, a ≈ je kongruencija na ∗Rfin,

to st(x) + st(y) ≈ x + y i otuda st(x + y) = st(x) + st(y). Sli~no je

st(x · y) = st(x) · st(y).
Iz definicije funkcije standardni deo sledi da x ≤ y povla~i

st(x) ≤ st(y). Obrnuto ne mora da va`i. O~igledno, tako|e da iz

st(x) = 0 sledi x ∈ µ(0).

4.2 Skupovi u Lajbnicovom univerzumu

Kako je uobi~ajeni matemati~ki jezik logi~ko�skupovni, to }emo pro-

{irivawe u ∗R objekata izR zapo~eti pro{irivawem podskupova odR.

Dakle, posmatrawe podskupova odR zameni}emo posmatrawem wihovih

∗�slika.
Neka je

∗X =
{
xD = ⟨xn⟩ | (xn) ∈ XN

}
slika skupa XN ⊆ RN pri kanonskom preslikavawu skupa RN na
∗R = RN/D, gde je D neglavni ultrafilter nad N. Za x = (xn) ∈ RN

poka`imo da va`i:

(1) xD = ⟨xn⟩ ∈ ∗X akko x−1(X) = { i ∈ N |xi ∈ X } ∈ D,

a samim tim i ∗X =
{
xD | {i ∈ N |xi ∈ X} ∈ D

}
. Ako jeX = ∅, (1) va`i

jer je ∗∅ = ∅ i ⟨xn⟩ ∈ ∗∅ je istinito koliko i x−1(∅) = ∅ ∈ D. Neka je
X ̸= ∅ i x ∈ RN. Ako xD = ⟨xn⟩ ∈ ∗X , onda postoji element y = (yn) ∈
XN takav da je xD = yD = ⟨yn⟩. Kako je x−1(X) ⊇ { i ∈ N |xi = yi }, to
x−1(X) ∈ D. Ako je x−1(X) = M ∈ D, onda za a ∈ X i y = (yn) ∈ XN

takav da je yn =

{
xn, n ∈M
a, n /∈M,

bi}e xD = yD, a otuda i xD ∈ ∗X .

Za X ⊆ R i x ∈ X je ⟨x, x, x, . . . ⟩ ∈ ∗X (jer x−1(X) = N ∈
D) i, otuda imamo da je X ⊆ ∗X uz identifikovawe skupa σX =
{ ⟨x, x, x, . . . ⟩ |x ∈ X } ⊆ ∗X sa skupom X . U odeqku 3.3 videli smo

da za 1�1 preslikavawe x ∈ XN va`i xD ∈ ∗X \ X . Slede}a teorema

nam govori kada }e ovi skupovi biti jednaki.

TEOREMA 4.6. Skup X ⊆ R je kona~an ako i samo ako je X = ∗X .

Dokaz. Neka je skup X ⊆ R kona~an. Ako x ∈ XN, onda je∪
y∈X x−1{ y } = x−1(X) = N ∈ D, pa je x−1{ y } ∈ D za neko y ∈ X (jer

je D ultrafilter) i, otuda, ⟨xn⟩ = ⟨y, y, . . . ⟩ ∈ X , tj. ⟨xn⟩ ∈ X .
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Neka X ⊆ R nije kona~an, i neka je x ∈ XN neko 1�1 preslikavawe.

Tada za bilo koje x0 ∈ X skup x−1{x0 } je kona~an, pa nije element

neglavnog ultrafiltera D, tj. xD ̸= x0. Otuda xD ∈ ∗X \X .

Ovim je, ujedno, dokazano i da

(2) ⟨xn⟩ ∈ ∗R \R, za 1�1 preslikavawe x ∈ RN.

Tako|e su opisani i beskona~ni skupovi: X ⊆ R je beskona~an ako i

samo ako je X $ ∗X .

Preslikavawe X 7→ ∗X skupa P(R) u skup P(∗R) ima i slede}e

osobine (zaX,Y ⊆ R):

TEOREMA 4.7.

1◦ ∗(X ∪ Y ) = ∗X ∪ ∗Y, 2◦ ∗(X ∩ Y ) = ∗X ∩ ∗Y,

3◦ X ⊆ Y ⇔ ∗X ⊆ ∗Y, 4◦ X = Y ⇔ ∗X = ∗Y,

5◦ ∗(R \X) = ∗R \ ∗X, 6◦ ∗(X \ Y ) = ∗X \ ∗Y.

Dokaz. Za skupoveX ⊆ R, Y ⊆ R i x ∈ RN imamo da va`i jednakost

x−1(X ∪ Y ) = x−1(X) ∪ x−1(Y ) i x−1(R \ X) = N \ x−1(X), pa
je x−1(X ∪ Y ) ∈ D ako i samo ako x−1(X) ∈ D ili x−1(Y ) ∈ D,
x−1(R \ X) ∈ D ako i samo ako x−1(X) /∈ D jer je D ultrafilter.

Tako je dokazano 1◦ i 5◦, a time, zbog X ∩ Y = R \ ((R \X) ∪ (R \ Y ))
i X \ Y = X ∩ (R \ Y ), i 2◦ i 6◦. Najzad, implikacije (⇐) u 3◦ i 4◦

dobijaju se iz

(3) X = R ∩ ∗X, za X ⊆ R,

{to }emo upravo dokazati. Prvo jeX ⊆ R∩∗X zaX ⊆ R, jer jeX ⊆ ∗X .

Neka je X ⊆ R i ⟨xn⟩ ∈ R ∩ ∗X . Tada ⟨xn⟩ ∈ R pa je za neki realan

broj r, ⟨xn⟩ = ⟨r, r, . . . ⟩. Kako je ⟨xn⟩ ∈ ∗X , bi}e { i ∈ N | r ∈ X } ∈ D
i, otuda, r ∈ X (jer ∅ /∈ D), pa ⟨xn⟩ ∈ X .

Posmatrajmo direktan proizvod podskupova odR. Neka je pr1 prva,
a pr2 druga projekcija proizvoda skupova R×R. Tada je preslikavawe

z 7→ (pr1 ◦ z,pr2 ◦ z) skupa (R × R)N u RN × RN izomorfizam, pa

poistove}ujemo odgovaraju}e elemente:

(4) (x, y)n = (xn, yn) za x ∈ RN, y ∈ RN, n ∈ N,
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i poistove}ujemo skupove (R×R)N i RN ×RN. Za (x, y) ∈ (R×R)N i

(u, v) ∈ (R×R)N je:

⟨(x, y)n⟩ = ⟨(u, v)n⟩ ⇔ {n ∈ N | (xn, yn) = (un, vn) } ∈ D
⇔ {n ∈ N |xn = un } ∩ {n ∈ N | yn = vn } ∈ D
⇔ {n ∈ N |xn = un }, {n ∈ N | yn = vn } ∈ D
⇔ (⟨xn⟩, ⟨yn⟩) = (⟨un⟩, ⟨vn⟩).

Stoga je preslikavawe ⟨(x, y)n⟩ 7→ (⟨xn⟩, ⟨yn⟩) skupa ∗(R × R) na skup
∗R× ∗R izomorfizam, pa opet poistove}ujemo odgovaraju}e elemente

(5) ⟨(x, y)n⟩ = (⟨xn⟩, ⟨yn⟩), za x ∈ RN, y ∈ RN,

i time i skupove ∗(R × R) i ∗R × ∗R. Vi{e od toga tvrdi slede}a

teorema (pogledati jo{ jednom i Teoremu 3.7. prethodne glave).

TEOREMA 4.8. ∗(X × Y ) = ∗X × ∗Y za X ⊆ R, Y ⊆ R.

Dokaz. Neka je X ⊆ R, Y ⊆ R, x ∈ RN i y ∈ RN. Tada imamo da je

(x, y)−1(X × Y ) = x−1(X) ∩ y−1(Y ) i, otuda, (x, y)−1(X × Y ) ∈ D ako

i samo ako x−1(X) ∈ D i y−1(Y ) ∈ D.

Uop{te, svaka binarna relacija naR, ρ ⊆ R×R, ima svoju ∗�sliku,
binarnu relaciju na ∗R, ∗ρ ⊆ ∗R× ∗R, odre|enu uslovom:

(6) (⟨xn⟩, ⟨yn⟩) ∈ ∗ρ⇔ {n ∈ N | (xn, yn) ∈ ρ } ∈ D, x ∈ RN, y ∈ RN.

PRIMER 4.2. Ako je ρ = { (x, x) |x ∈ R } jednakost na skupu R, onda

je ∗ρ = { (x, x) |x ∈ ∗R } jednakost na skupu ∗R. Sli~no, ako je skup

ρ = { (x, y) |x ∈ R, y ∈ R, x ≤ y } relacija ≤ skupa R, tada je wena

∗�slika relacija ∗ρ = { (x, y) |x ∈ ∗R, y ∈ ∗R, x ≤ y } skupa ∗R.

Tako|e, svaka realna funkcija f : X → R, X ⊆ R, tj. f ⊆ X × R,

sa uslovom (∀x ∈ X)(∃1y ∈ R)(x, y) ∈ f , ima svoju ∗�sliku, funkciju
∗f ⊆ ∗(X ×R) = ∗X × ∗R odre|enu uslovom:

(⟨xn⟩, ⟨yn⟩) ∈ ∗f ⇔ {n ∈ N | (xn, yn) ∈ f } ∈ D
⇔ {n ∈ N | yn = (f ◦ x)n } ∈ D
⇔ ⟨yn⟩ = ⟨(f ◦ x)n⟩ .

Otuda imamo, ako je X ⊆ R i f : X → R, onda je ∗f : ∗X → ∗R i
∗f(⟨xn⟩) = ⟨(f ◦ x)n⟩ za svako x ∈ XN.
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TEOREMA 4.9. ∗(f(X)) = ∗f(∗X) za X ⊆ R i f : X → R.

Dokaz. Prethodno uvo|ewe funkcije ∗f (pogledati, jo{ jednom, odeqak

3.2) daje:

∗f(∗X) = { ∗f(⟨xn⟩) |x ∈ XN } = { ⟨(f ◦ x)n⟩ |x ∈ XN }
= { ⟨yn⟩ | y = f ◦ x ∈ f(X)N } = ∗(f(X)).

Neka je ρ ⊆ R × R. Inverzna relacija, ρ−1 ⊆ R × R, odre|ena je

uslovom:

(x, y) ∈ ρ−1 akko (y, x) ∈ ρ, x, y ∈ R.

Za x, y ∈ RN imamo:

(⟨xn⟩, ⟨yn⟩) ∈ ∗(ρ−1) ⇔ {n ∈ N | (xn, yn) ∈ ρ−1 } ∈ D
⇔ {n ∈ N | (yn, xn) ∈ ρ } ∈ D
⇔ (⟨yn⟩, ⟨xn⟩) ∈ ∗ρ

⇔ (⟨xn⟩, ⟨yn⟩) ∈ (∗ρ)−1.

Otuda je ∗(ρ−1) = (∗ρ)−1.

Od relacija ρ ⊆ R×R i τ ⊆ R×R gradi se relacija τ ◦ ρ ⊆ R×R

odre|ena uslovom:

(x, z) ∈ τ ◦ ρ akko (∃y ∈ R)[(x, y) ∈ ρ ∧ (y, z) ∈ τ ], x, z ∈ R.

Za x, z ∈ RN imamo:

(⟨xn⟩, ⟨zn⟩) ∈ ∗(τ ◦ ρ)⇔{n ∈ N | (xn, zn) ∈ τ ◦ ρ } ∈ D
⇔{n ∈ N | (∃yn ∈ R)

((xn, yn) ∈ ρ ∧ (yn, zn) ∈ τ) } ∈ D,
⇔(∃y ∈ RN) [(⟨xn⟩, ⟨yn⟩) ∈ ∗ρ ∧ (⟨yn⟩, ⟨zn⟩) ∈ ∗τ ]

⇔(⟨xn⟩, ⟨zn⟩) ∈ ∗τ ◦ ∗ρ.

Otuda je ∗(τ ◦ ρ) = ∗τ ◦ ∗ρ, gde je ρ ⊆ R×R i τ ⊆ R×R. Primetimo da

ako jeX ⊆ R, Y ⊆ R, f : X → R i g : Y → R, onda je g◦f : f−1(Y )→ R.

Posmatrajmo projekciju pr1 : R×R→ R. Kako ∗ pr1 :
∗R×∗R→ ∗R

i za x, y ∈ RN va`i ∗ pr1(⟨xn⟩, ⟨yn⟩) = ⟨(pr1 ◦(x, y))n⟩ = ⟨xn⟩, to je
∗ pr1 prva projekcija skupa

∗R × ∗R. Tako|e je ∗ pr2 druga projekcija
skupa ∗R × ∗R. Neka je ρ ⊆ R × R. Kako je ρ ⊆ pr1(ρ) × R, bi}e
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∗ρ ⊆ ∗(pr1(ρ))× ∗R i, otuda, ∗ pr1(
∗ρ) ⊆ ∗(pr1(ρ)). Ako je x ∈ (pr1(ρ))

N

(za svako n ∈ N postoji yn ∈ R sa osobinom (xn, yn) ∈ ρ), onda je

(x, y) ∈ ρ za neko y ∈ RN i, daqe, (⟨xn⟩, ⟨yn⟩) ∈ ∗ρ za neko ⟨yn⟩ ∈ ∗R, pa
je, najzad, ⟨xn⟩ ∈ ∗ pr1(

∗ρ). Ovim je dokazano ∗(pr1(ρ)) ⊆ ∗ pr1(
∗ρ), {to

zajedno sa prethodnom inkluzijom daje ∗(pr1(ρ)) = ∗ pr1(
∗ρ). Tako|e

je ∗(pr2(ρ)) = ∗ pr2(
∗ρ). Iz prethodnog neposredno proveravamo da za

ρ ⊆ R×R, A ⊆ R i ρ(A) = pr1((A×R)∩ρ) (zasek relacije ρ du` skupa

A), va`i ∗(ρ(A)) = ∗ρ(∗A).

Pomo}u preslikavawa R ⊇ A
f−→ R i R ⊇ B

g−→ R izgradimo

preslikavawe h = (f, g) : A ∩ B → R × R, h(x) = (f(x), g(x)) za x iz

A ∩ B, koje je jednozna~no odre|eno svojim koordinatnim preslikava-

wima pr1 ◦h = f∩((A∩B)×R) = f � A∩B i pr2 ◦h = g � A∩B. Tada je
∗h : ∗A∩∗B → ∗R×∗R, ∗ pr1 ◦∗h = ∗(pr1 ◦h) = ∗(f � A∩B) = ∗f � ∗A∩
∗B i ∗ pr2 ◦∗h = ∗g � ∗A∩ ∗B, tj. ∗(f, g) = (∗f, ∗g). ZaR×R ⊇ C H−→ R

defini{imo H(f, g) = H ◦ (f, g), pa imamo ∗(H(f, g)) = ∗H(∗f, ∗g).
Posebno, kada je H : R × R → R sabirawe (mno`ewe) u R, onda je ∗H
sabirawe (mno`ewe) u ∗R, te je

(8) ∗(f + g) = ∗f + ∗g, ∗(f · g) = ∗f · ∗g.

Sli~no, pomo}u preslikavawa R ⊇ A
f−→ R i R ⊇ B

g−→ R gradimo

i preslikavawe h : A × B → R × R pomo}u h(x, y) = (f(x), g(y)) za
(x, y) ∈ A× B. Ovo preslikavawe nazivamo Dekartovim1) proizvodom
preslikavawa f i g, i bele`imoh = f×g. Kako jepr1 ◦h = f◦pr1 � A×B
i pr2 ◦h = g ◦ pr2 � A × B, bi}e ∗ pr1 ◦∗h = ∗f ◦ ∗ pr1 � ∗A × ∗B
i ∗ pr2 ◦∗h = ∗g ◦ ∗ pr2 � ∗A × ∗B, te je ∗h : ∗A × ∗B → ∗R × ∗R i
∗h(ξ, η) = (∗f(ξ), ∗g(η)) za (ξ, η) ∈ ∗A × ∗B. Stavqaju}i h = f × g i
ako se skup h ⊆ A×B ×R×R dobija iz skupa f × g ⊆ A×R×B ×R

permutacijom (x, y, u, v) 7→ (x, u, y, v) prostora R4, prethodnim smo

dokazali

(9) ∗(f × g) = ∗f × ∗g.

Preslikavawe R ⊇ A f−→ R je rastu}e ako je ispuwen uslov

(∀x ∈ A)(∀y ∈ A)[x ≤ y ⇒ f(x) ≤ f(y)],

{to je ekvivalentno sa

(∀(x, y) ∈ A×A)[(x, y) ∈ ≤⇒ (f × f)(x, y) ∈ ≤],
1) René Descartes (1596–1650)
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tj. (f × f)(≤) ⊆≤, a otuda je i (∗f × ∗f)(∗≤) ⊆ ∗≤. Ovim smo dokazali

slede}u teoremu.

TEOREMA 4.10. Preslikavawe R ⊇ A
f−→ R je rastu}e ako i samo ako je

rastu}e ∗f .

Tako|e za preslikavawa R ⊇ A f−→ R i R ⊇ A g−→ R va`i:

f ≤ g ⇔ (f × g)(A×A) ⊆ ≤
⇔ (∗f × ∗g)(∗A× ∗A) ⊆ ∗≤
⇔ ∗f ∗≤ ∗g.

Za skup P(X) svih podskupova skupaX ⊆ R va`i (videti Teoremu 4.9.):
∗(P(X)) = ∗P(∗X) ⊆ P(∗X). Va`an deo skupa P(R) ~ine intervali �
skupovi A ⊆ R sa osobinom:

(∀x, y, z ∈ R)[min{x, y, z } ∈ A ∧max{x, y, z } ∈ A⇒ {x, y, z } ⊆ A].

Primetimo da su krajevi intervala A ⊆ R brojevi inf A i supA, koje
uzimamo u skupu R = R∪ {−∞,+∞}. [ta se doga|a sa intervalima u

R pri preslikavawu ∗ ?

TEOREMA 4.11. Skup A ⊆ R je interval ako i samo ako je

(∀x, y, z ∈ ∗R)[min{x, y, z } ∈ ∗A∧max{x, y, z } ∈ ∗A⇒ {x, y, z } ⊆ ∗A] .

Dokaz. Neka je ρ relacija ≤ u R (Primer 4.2.). Tada, skup A je

interval ako i samo ako ima osobinu ρ(A) ∩ ρ−1(A) ⊆ A, tj. �svako

y ∈ R koje je ≥ od nekog elementa iz A (y ∈ ρ(A)) i ≤ od nekog elementa

iz A (y ∈ ρ−1(A)) nalazi se u A�. Ovo je ekvivalentno sa inkluzijom
∗ρ(∗A) ∩ (∗ρ)−1(∗A) ⊆ ∗A.

Tako je, na primer, za a, b ∈ R i a ≤ b,

∗[a, b] = [a, b]∗R = {x ∈ ∗R | a ≤ x ≤ b },
∗]a, b[ = ]a, b[∗R = {x ∈ ∗R | a < x < b }.

Zaista, a i b se nalaze u ∗[a, b], jer je [a, b] ⊆ ∗[a, b], pa se na osnovu

Teoreme 4.11. tu nalazi i svako x ∈ ∗R sa osobinom a ≤ x ≤ b,
tj. ∗[a, b] ⊇ {x ∈ ∗R | a ≤ x ≤ b }. S druge strane, za x ∈ [a, b]N
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je a ≤ xn ≤ b za svako n ∈ N, pa je ⟨a, a, . . . ⟩ ≤ ⟨xn⟩ ≤ ⟨b, b, . . . ⟩.
Otuda je i ∗[a, b] ⊆ {x ∈ ∗R | a ≤ x ≤ b }. Iz slede}ih jednakosti
∗]a, b[= ∗([a, b] \ { a, b }) = ∗[a, b] \ { a, b } sledi druga jednakost.

Podsetimo se da je skup A ⊆ R interval ako i samo ako je konveksan

(R�konveksan), tj.

(10) (∀λ ∈ [0, 1]) [(1− λ)A+ λA ⊆ A].

Sli~no je skup A ⊆ ∗R konveksan (∗R�konveksan) ako uslov (10) va`i
za sve λ ∈ ∗[0, 1]. Primetimo da su skupovi µ(0) i γ(0) ∗R�konveksni,
ali nisu intervali. Sada Teoremu 4.11. mo`emo da iska`emo u lep{em

obliku.

TEOREMA 4.12. Skup A ⊆ R je R�konveksan ako i samo ako skup ∗A je
∗R�konveksan.

Za svaki ograni~en skup A ⊆ R postoji n ∈ N tako da va`i

A ⊆ [−n, n]. Otuda je ∗A ⊆ ∗[−n, n] ⊆ γ(0). Ovim uslovom se mo`e

okarakterisati ograni~enost skupova u R.

TEOREMA 4.13. Skup A ⊆ R je ograni~en ako i samo ako je ∗A ⊆ γ(0).

Dokaz. Dovoqno je dokazati implikaciju (←). Ako skup A nije

ograni~en, onda je An = A \ [−n, n] ̸= ∅ za svako n ∈ N, pa je i∏
n∈NAn ̸= ∅ (aksioma izbora). Za x ∈

∏
n∈NAn imamo ⟨xn⟩ ∈ ∗A

i ⟨xn⟩ ≥ ⟨m,m, . . . ⟩ za svakom ∈ N. Otuda va`i i ⟨xn⟩ ∈ ∗A \ γ(0).

Uslov za ograni~enost skupova iz R mo`emo da iska`emo i ovako:

skup A ⊆ R je ograni~en ako i samo ako je ograni~en skup ∗A ⊆ ∗R.

PRIMER 4.3. Ni za jedno A ⊆ R ne va`i ∗A = N. Zaista, skup N

je ograni~en u ∗R (bilo kojim pozitivnim beskona~nim hiperrealnim

brojem) i, ako bi bilo A ⊆ R i ∗A = N, imali bismo A ⊆ N (zbog

A ⊆ ∗A) iA je ograni~en uR, pa bi skupA bio kona~an i otudaA = ∗A,
tj. kona~an bi bio skup N. Naravno, ne postoji ni skup A ⊆ R sa

osobinom ∗A = ∗N\N, jer bi u suprotnom bilo ∗(N\A) = ∗N\∗A = N.

U dokazu Teoreme 4.13. pojavilo se svojstvo ω1�zasi}enosti (videti

Teoremu 3.8.) redukovanog ultrastepena ∗R. Op{tije tvr|ewe daje

slede}a aksioma uveli~avawa.
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TEOREMA 4.14. Neka je (Xn) niz u P(R). Tada niz (Xn) ima svojstvo

kona~nog preseka (
∩

n∈K Xn ̸= ∅ za svaki kona~an podskup K ⊆ N) ako i
samo ako je

∩
n∈N

∗Xn ̸= ∅.

Dokaz. Ako je (Xn) niz u P(R) sa svojstvom kona~nog preseka, onda

su skupovi Yn = X0 ∩X1 ∩ · · · ∩Xn, n ∈ N, neprazni, i ~ine opadaju}i

niz, pa je ∅ ̸=
∩

n∈N
∗Yn =

∩
n∈N

∗Xn iz Teoreme 3.8.

Iz prethodnog lako dobijamo da se komutativnost preslikavawa

∗ : P(R) → P(∗R) i kona~nog preseka (Teorema 4.7. 2◦) ne mo`e da

produ`i na proizvoqne preseke. Tako, na primer, za Xn = R \ [−n, n],
n ∈ N, imamo

∩
n∈NXn = ∅, dok je∩

n∈N
∗Xn =

{
x ∈ ∗R

∣∣ |x| > n za svako n ∈ N
}
= ∗R \ γ(0)

daleko od praznog skupa. Sli~no, za a ∈ R imamo s jedne strane∩
ε∈R,ε>0

]a− ε, a+ ε[=
∩

n∈N

]
a− 1

n
, a+

1

n

[
= { a },

a s druge∩
ε∈R,ε>0

∗]a− ε, a+ ε[=
∩

n∈N
∗
]
a− 1

n
, a+

1

n

[
= µ(a),

jer, prvo, { ε ∈ R | ε > 0 } ⊇ { 1
n |n ∈ N }, i za svako ε > 0 iz R, postoji

n ∈ N za koje je 1
n < ε, a time ∗]a − ε, a + ε[ ⊇ ∗]a − 1

n , a +
1
n [, i, drugo,

za x ∈ ∗R va`i

(∀n ∈ N)
[
|x− a| < 1

n

]
⇔ x ≈ a⇔ x ∈ µ(a).

Zamewuju}i u Teoremi 4.14. skupXn saR\Xn i ̸= ∅ sa= ∅, dobijamo
slede}u verziju aksiome uveli~avawa.

TEOREMA 4.15. Ako je (Xn) niz u P(R), tada je
∪

n∈N
∗Xn = ∗R ako i

samo ako je
∪

n∈K Xn = R za neki kona~an skupK ⊆ N.

Prethodno tvr|ewe mo`emo da iska`emo i malo op{tije.

TEOREMA 4.16. Neka je (Xn) niz skupova u P(R) i Y skup u P(R). Tada
je za neki kona~an skupK ⊆ N

1◦
∪

n∈N
∗Xn ⊇ ∗Y ako i samo ako

∪
n∈K

∗Xn ⊇ ∗Y ;
2◦
∩

n∈N
∗Xn ⊆ ∗Y ako i samo ako

∩
n∈K

∗Xn ⊆ ∗Y .
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Dokaz. Tvr|ewe 1◦ se dobija iz 4.14. jer za sveK ⊆ N va`i∪
n∈K

∗Xn ⊇ ∗Y ⇔
∪

n∈K
(∗Xn∩∗Y ) = ∗Y ⇔

∩
n∈K

∗(Y \(Xn∩Y )) = ∅.

Zamewuju}i u 1◦ skupove Xn i Y wihovim komlementima i dobijene

inkluzije ekvivalentnim inkluzijama izme|u komplemenata, dolazimo

do 2◦.

Do sada smo razmatrali samo skupove u poqu R realnih brojeva

posmatraju}i ih iz {ireg ure|enog poqa ∗R hiperrealnih brojeva. Me-

|utim, poqe ∗R sadr`i i one skupove koji nisu pro{irewe skupova

iz R. Me|u ovakvim skupovima izdvajaju se skupovi koje zovemo in-

ternalnim. Ovi �dobri� skupovi imaju u poqu ∗R ulogu sli~nu onoj

koju imaju otvoreni i zatvoreni skupovi u topolo{kom prostoru, ili

merqivi skupovi u prostoru sa merom. Na primer, ure|eno poqe ∗R
nije kompletno, tj. postoje neprazni odozgo ograni~eni skupovi koji

nemaju supremum (takvi su, na primer, µ(0) i γ(0)), ali kolekcija inter-
nalnih skupova u ∗R ~uva svojstvo kompletnosti. Ova i druge osobine

internalnih skupova, koje }emo u narednom tekstu da istaknemo, govore

nam o wihovoj zna~ajnoj ulozi u poqu ∗R.

Neka je (An), n ∈ N niz podskupova realnih brojeva i neka je skup

⟨An⟩ = {xD | {n ∈ N |xn ∈ An } ∈ D }. Dakle, skup ⟨An⟩ hiperrealnih
brojeva ima osobinu:

xD = ⟨xn⟩ ∈ ⟨An⟩ ako i samo ako xn ∈ An s.s. (po D).

DEFINICIJA 4.3. (a) Skup A ⊆ ∗R je internalan ako postoji niz (An)
podskupova skupa realnih brojeva tako da je A = ⟨An⟩.
(b) Skup A ⊆ ∗R je eksternalan ako nije internalan.

Primetimo da je svojstvo internalnosti skupova u ∗R dobro defi-

nisano. Zaista, iz xD ∈ ⟨An⟩ i xD = yD sledi da slede}i skupovi

{n ∈ N |xn ∈ An } i {n ∈ N |xn = yn } pripadaju familiji D, a otuda
i {n ∈ N | yn ∈ An } ∈ D, tj. yD ∈ ⟨An⟩.

PRIMER 4.4. Za hiperrealne brojeve a, b ∈ ∗R takve da je a < b, interval
[a, b]∗R = {x ∈ ∗R | a ≤ x ≤ b } je internalan skup. Naime, realni

nizovi (an) i (bn) takvi da je a = ⟨an⟩ i b = ⟨bn⟩, odre|uju niz
(
[an, bn]

)
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intervala u R sa osobinom [a, b]∗R =
⟨
[an, bn]

⟩
, jer za x = ⟨xn⟩ ∈ ∗R

va`i:

x ∈ [a, b]∗R ⇔ a ≤ x ∧ x ≤ b
⇔ {n ∈ N | an ≤ xn } ∈ D ∧ {n ∈ N |xn ≤ bn } ∈ D
⇔ {n ∈ N | an ≤ xn ≤ bn } ∈ D
⇔ ⟨xn⟩ ∈

⟨
[an, bn]

⟩
.

Sli~no su i poluzatvoreni intervali [a, b[∗R, ]a, b]∗R i otvoreni inter-

val ]a, b[∗R internalni skupovi.

PRIMER 4.5. Ako je X ⊆ R, tada je, ovim skupom odre|en, standardni

skup ∗X internalan, jer je ∗X = ⟨An⟩, gde je An = X za svako n ∈ N.

Otuda su ∗N, ∗Z, ∗Q i ∗R internalni skupovi.

Istaknimo slede}e svojstvo internalnih skupova kao direktnu po-

sledicu definicije.

TEOREMA 4.17. Internalni skupovi ~ine Bulovu algebru skupova.

Dokaz. U odnosu na skupovne operacije (unija, presek i razlika

skupova) internalni skupovi ~ine poqa skupova. Zaista, ako su skupovi

A = ⟨An⟩ i B = ⟨Bn⟩ internalni, tada je i A ∪ B = ⟨An ∪ Bn⟩ inter-
nalan, jer za xD = ⟨xn⟩ ∈ ∗R va`i:

xD ∈ A ∪B ⇔ xD ∈ A ∨ xD ∈ B
⇔ {n ∈ N |xn ∈ An } ∈ D ∨ {n ∈ N |xn ∈ Bn } ∈ D
⇔ {n ∈ N |xn ∈ An ∪Bn } ∈ D
⇔ xD ∈ ⟨An ∪Bn⟩.

Sli~no su A∩B = ⟨An ∩Bn⟩ i A \B = ⟨An \Bn⟩ internalni skupovi.
Kako su i skupovi ∗R i ∅ internalni, to je ovo poqe skupova Bulova

algebra.

Lako je videti da je i direktan proizvod dva internalna skupa u
∗R internalan skup u ∗R2. Teorema o internalnom definicionom pri-

ncipu 11.4. opisuje, pored navedenih, i druge konstrukcije internalnih

skupova.

Jednakost dva internalna skupa se opisuje na slede}i na~in.
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LEMA 4.1. ⟨An⟩ = ⟨Bn⟩ ako i samo ako je {n ∈ N |An = Bn } ∈ D.

Dokaz. O~igledno je, na osnovu prethodne teoreme,

⟨An⟩ = ⟨Bn⟩ ⇔ ⟨An⟩△⟨Bn⟩ = ∅ ⇔ ⟨An△Bn⟩ = ∅.

Posmatrajmo, stoga, slu~aj ⟨Cn⟩ = ∅ i poka`imo da su skoro svi ~lanovi
niza (Cn) (po neglavnom ultrafilteru D) prazni skupovi. Ako skup

{n ∈ N |Cn = ∅ } /∈ D, onda {n ∈ N |Cn ̸= ∅ } ∈ D. Izaberimo za

svako n za koje je Cn ̸= ∅ neko xn ∈ Cn, a za ostale n ∈ N neka je xn = 0.
Tada je {n ∈ N |xn ∈ Cn } ∈ D i otuda ⟨xn⟩ ∈ ⟨Cn⟩, {to je suprotno

pretpostavci.

Za svaki internalan skup ⟨An⟩ ≠ ∅ mo`emo da pretpostavimo da je
An ̸= ∅ za svako n ∈ N. Ovim ne umawujemo op{tost jer za niz (Bn) ~iji

je op{ti ~lanBn =

{
An, n ∈M
R, n /∈M,

, gde jeM = {n ∈ N |An ̸= ∅ } ∈ D,

va`i Bn ̸= ∅ za svako n ∈ N i ⟨An⟩ = ⟨Bn⟩.
Tako|e, Lema 4.1. daje alternativan na~in izgradwe internalnih

skupova. Za nizove (An) i (Bn) podskupova realnih brojeva, neka je

(11) (An) ≈ (Bn) ako i samo ako {n ∈ N |An = Bn } ∈ D.

Lako se proverava da je relacija ≈ relacija ekvivalencije skupa ni-

zova podskupova realnih brojeva, saglasna sa skupovnim operacijama

∩, ∪ i \. Sada je internalan skup ⟨An⟩ = (An)/≈ odgovaraju}a klasa

ekvivalencije.

Ve} smo napomenuli da je na kolekciji internalnih skupova u ∗R
o~uvana kompletnost. Razmotrimo ovo svojstvo izbliza.

TEOREMA 4.18. Ako je A ⊆ ∗R internalan, neprazan i odozgo ograni~en

skup, tada postoji supremum skupa A.

Dokaz. Neka je A = ⟨An⟩ internalan skup i aD = ⟨an⟩ ∈ ∗R jedna

wegova gorwa granica. Poka`imo da M = {n ∈ N |An ≤ an } ∈ D.
Ako M /∈ D, tada za svako n /∈ M uo~imo xn ∈ An tako da je an < xn,
a za ostale n ∈ M izaberimo xn = 0. Lako se proverava da va`i

{n ∈ N | an < xn } ∈ D, tj. aD < ⟨xn⟩ i ⟨xn⟩ ∈ A, {to je u kontradikciji
sa pretpostavkom da je A ≤ aD.

Za svako n ∈M skupAn ⊆ R je ograni~en odozgo i neprazan (videti

primedbu posle Leme 4.1.), pa prema aksiomi supremuma za poqe realnih
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brojeva, postoji bn = supAn. Neka je bD = ⟨bn⟩, pri ~emu je bn ∈ R za

n /∈M izabrano proizvoqno.

Poka`imo da je bD = supA. Iz {n ∈ N |An ≤ bn } ∈ D sledi

da je A ≤ bD. Ako je A ≤ cD, tada su skupovi {n ∈ N |An ≤ cn } i
{n ∈ N | bn = supAn } elementi familije D i

{n ∈ N |An ≤ cn } ∩ {n ∈ N | bn = supAn } ⊆ {n ∈ N | bn ≤ cn },

a otuda i {n ∈ N | bn ≤ cn } ∈ D, tj. bD ≤ cD.

Neposredna posledica prethodne teoreme je da svaki neprazan, in-

ternalan i odozdo ograni~en skup u ∗R ima infimum.

PRIMER 4.6. Skupovi µ(0), ∗Rfin i ∗R+
fin (skup svih beskona~nih pozi-

tivnih hiperrealnih brojeva) su eksternalni.

Doka`imo da je µ(0) = { ε ∈ ∗R | ε je infinitezimala } eksternalan
skup. Zbog µ(0) < 1 dovoqno je pokazati da ovaj skup nema supremum.

Neka je r = supµ(0). Ako r nije infinitezimala, onda ni
r

2
nije

infinitezimala i µ(0) <
r

2
, pa r nije supremum skupa µ(0). Ako je r

infinitezimala, tada postoji ve}a infinitezimala od r, na primer,

r+ ε, gde je ε > 0 i ε ∈ µ(0), {to je, opet, suprotno pretpostavci da je r
supremum skupa µ(0).

Za ostale navedene skupove na sli~an na~in se pokazuje da su ekste-

rnalni, {to prepu{tamo ~itaocu.

Istaknimo jo{ neke zna~ajne osobine internalnih skupova.

Prvo }emo pokazati da za internalan skupA ⊆ ∗R takav da jeN ⊆ A,
va`i i A ∩ (∗N \N) ̸= ∅. Slede}e tvr|ewe je op{tije.

TEOREMA 4.19. (PRINCIP PRELIVAWA) Ako internalan skupA sadr`i

proizvoqno velike kona~ne brojeve, tada A sadr`i i beskona~ne brojeve.

Dokaz. Slu~aj kada A nema gorwu granicu je o~igledan. Ako A
ima gorwu granicu, tada postoji a = supA koji je beskona~an, jer je a
ve}i od proizvoqnog kona~nog broja. Tada postoji x ∈ A takav da je

a− 1 < x ≤ a, tj. element x skupa A je beskona~an.

Poka`imo i da za internalan skup A ⊆ ∗R takav da ∗N \ N ⊆ A
va`i A ∩N ̸= ∅. I ovu ~iwenicu iskazujemo op{tije.
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TEOREMA 4.20. (PRINCIP PODLIVAWA) Ako internalan skupA sadr`i

proizvoqno male beskona~ne brojeve, tada A sadr`i i kona~ne brojeve.

Dokaz. Uo~imo skup A+ = {x ∈ A |x ≥ 0 }. Ovako definisan

skup A+ = A ∩ [0,+∞[∗R je internalan kao presek dva internalna

skupa
(
[0,+∞[∗R= ⟨R+⟩

)
. Kako je skup A odozdo ograni~en, to postoji

a = inf A. Ako je broj a beskona~an, tada skup A sadr`i i beskona~ne

brojeve mawe od a, {to je suprotno pretpostavci da je a infimum skupa

A. Stoga je a kona~an broj, pa je ono x ∈ A takvo da je a ≤ x < a + 1
kona~an element skupa A.

Stoga internalan skup A ⊆ ∗R koji sadr`i sve pozitivne realne

brojeve, sadr`i i neku infinitezimalu. Zaista, A+ = A ∩ ∗]0,+∞[ je
internalan, i ako je A+ ∩ µ(0) = ∅, onda bi svaka strogo pozitivna

infinitezimala bila dowa granica ovog skupa. Tada bi postojao inf A
koji je, u stvari, supµ(0), {to je nemogu}e. Tako|e, ako sve pozitivne
infinitezimale pripadaju internalnom skupu A, tada i neki realan

pozitivan broj pripada skupu A. Naime, skup A ∩ ∗]0, 1] je internalan
i ograni~en odozgo, pa a = supA ∩ ∗]0, 1] nije infinitezimala.

Svojstvodobre ure|enosti strukture (N,+, ·, 0, 1,≤)prirodnihbro-
jeva nasle|uju internalni podskupovi skupa ∗N.

TEOREMA 4.21. Svaki internalan, neprazan i odozdo ograni~en skup A ⊆
∗N sadr`i najmawi element.

Dokaz. Prvo poka`imo da za hiperprirodne brojeve x, y va`i ne-

jednakost |x − y| ≥ 1 ili x = y. Zaista, iz x = ⟨xn⟩, y = ⟨yn⟩, gde
xn ∈ N, yn ∈ N, i {n ∈ N | |xn − yn| ≥ 1 ∨ xn = yn } ∈ D, sledi
{n ∈ N | |xn − yn| ≥ 1 } ∈ D ili {n ∈ N |xn = yn } ∈ D, tj. |x− y| ≥ 1
ili x = y.

Neka je a = inf A, a ∈ ∗N. Tada, po definiciji infimuma, postoji

x ∈ A tako da a ≤ x < a +
1

2
. Sada je |x − a| < 1

2
, pa je x = a, tj. a je

najmawi element skupa A.

Neposredna posledica je da svaki neprazan, internalan i odozgo

ograni~en skup A ⊆ ∗N ima maksimalan element.

Teorema 4.14. kazuje nam da se i svojstvo kompaktnosti ~uva na

kolekciji internalnih skupova, tj. ako je Ai, i ∈ N, niz internalnih

skupova takav da je
∩

i≤I A
i ̸= ∅ za svaki (kona~an) prirodan broj I ∈ N,
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tada je
∩

i∈NA
i ̸= ∅. Jedna od posledica ovog ekvivalenta principa ω1�

zasi}enosti je da svaki rastu}i niz A0 ⊆ A1 ⊆ A2 ⊆ . . . internalnih
skupova, takav da je

∪
i∈NAi internalan, jeste konstantan, tj. po~ev od

nekog k ∈ N bi}e An = Am za svako n,m ≥ k.

TEOREMA 4.22. Neka je Ai, i ∈ N niz internalnih skupova i neka je skup

A =
∪

i∈NA
i internalan. Tada postoji n ∈ N tako da je A =

∪
i≤nA

i

(kona~na unija).

Dokaz. Skupovi A \ Ai, i ∈ N su internalni i
∩

i∈N(A \ Ai) =
A \ (

∪
i∈NA

i) = ∅. Iz ω1�zasi}enosti sledi da postoji n ∈ N tako da je∩
i≤n(A \Ai) = ∅, a otuda i A =

∪
i≤nA

i.

I pojam internalne funkcije uvodi se na sli~an na~in, polaze}i od

niza realnih funkcija. Pretpostavimo da imamo niz realnih funkcija

fn : Xn → R, n ∈ N, i neka je X = ⟨Xn⟩. Funkciju f = ⟨fn⟩ : X → ∗R
definisanu pomo}u

f(x) = ⟨fn(xn)⟩, x = ⟨xn⟩ ∈ X

zovemo internalnomfunkcijom. Ako je f : X → ∗R internalnafunkcija

i A = ⟨An⟩ ⊆ X internalan skup, tada je i skup f(A) = ⟨fn(An)⟩
internalan; otuda grafik internalne funkcije je internalan skup. Za

fn = f i Xn = X , n ∈ N, dobijamo da je internalna funkcija data sa
∗f = ⟨f, f, . . . ⟩ : ∗X → ∗R nestandardna verzija preslikavawa f takvog
da f : X → R. Neka zanimqiva svojstva internalnih funkcija bi}e

izlo`ena u 7. glavi.

Me|u internalnim skupovima najzna~ajniji su oni koji se, u odre-

|enom smislu, pona{aju kao kona~ni skupovi poqa realnih brojeva.

Ove skupove u ∗R, koji su, dakle, beskona~ni, ali sa kombinatornom

strukturom kona~nih skupova, zovemo hiperkona~nim.

DEFINICIJA 4.4. Internalan skup A = ⟨An⟩ je hiperkona~an ako su

skoro svi ~lanovi niza (An) kona~ni skupovi, {to zapisujemo pomo}u
{n ∈ N | card(An) <∞} ∈ D.

Na ovom mestu, ~iwenicu da hiperkona~ni skupovi u ∗R imaju kom-

binatornu strukturu kona~nih skupova ilustrova}emo slede}im tvr|e-

wem.



74 4.2. SKUPOVI U LAJBNICOVOM UNIVERZUMU

TEOREMA 4.23. Svaki hiperkona~an skup A = ⟨An⟩ ima maksimum i mi-

nimum.

Dokaz. Neka je F = {n ∈ N |An je kona~an } ∈ D. Tada je element
a = ⟨an⟩, gde je an = maxAn ako n ∈ F i bilo koji element skupa An

ako n /∈ F , maksimalan element skupa A. Minimalan element skupa A
je na sli~an na~in odre|en.

Neka je f internalna funkcija ~iji domen sadr`i hiperkona~an

skup A = ⟨An⟩. Slede}a definicija hiperkona~ne sume je korektna.

DEFINICIJA 4.5.
∑

a∈A f(a) =
⟨∑

a∈An
fn(a)

⟩
.

Navodimo neke od o~ekivanih osobina hiperkona~ne sume. Neka

su f i g internalne funkcije i neka su skupovi A ⊆ dom f, dom g i

B ⊆ dom f hiperkona~ni.

TEOREMA 4.24. 1◦
∑

a∈A(f(a) + g(a)) =
∑

a∈A f(a) +
∑

a∈A g(a);
2◦
∑

a∈A α · f(a) = α ·
∑

a∈A f(a), α ∈ ∗R;
3◦
∑

a∈A∪B f(a) =
∑

a∈A f(a) +
∑

b∈B f(b), ako je A ∩B = ∅.

Dokaz. Izlo`i}emo samo dokaz osobine 1◦; ostale osobine imaju
sli~an dokaz.∑

a∈A
(f(a) + g(a)) =

⟨ ∑
a∈An

(fn(a) + gn(a))
⟩

=
⟨ ∑

a∈An

fn(a) +
∑
a∈An

gn(a)
⟩

=
⟨ ∑

a∈An

fn(a)
⟩
+
⟨ ∑

a∈An

gn(a)
⟩

=
∑
a∈A

f(a) +
∑
a∈A

g(a).

Ovaj kratak osvrt na hiperkona~ne skupove zavr{i}emo slede}im

primerima.

PRIMER 4.7. 1◦ Ako je H = ⟨an⟩ beskona~an prirodan broj, tada je

skup [0, H]∗N = { 0, 1, 2, . . . ,H } hiperkona~an skup, jer imamo da je
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[0,H]∗N = ⟨{ 0, 1, 2, . . . , an }⟩. U Primeru 3.3. videli smo da je kardi-

nalnost ovog skupa 2ℵ0 . Uop{te, svaki beskona~an internalan skup ima

mo} kontinuuma.

2◦ Ako jeH = ⟨an⟩ ∈ ∗N \N, tada je hiperkona~ni diskretni vremenski

interval TH =
{
0,

1

H
,
2

H
, . . . , 1 − 1

H
, 1
}
hiperkona~an skup koji ima

H + 1 elemenata
(
TH =

⟨{
0,

1

an
,
2

an
, . . . , 1 − 1

an
, 1
}⟩)

, jer je wegova

internalna kardinalnost

|TH | =
⟨∣∣∣{ 0,

1

an
,
2

an
, . . . , 1− 1

an
, 1
}∣∣∣⟩ = ⟨an + 1⟩ = H + 1.

Koriste}i bijekciju φ : [0,H]∗N → TH datu sa φ(K) =
K

H
, gde je

0 ≤ K ≤ H , nalazimo da je card(TH) = 2ℵ0 . Za svako r ∈ [0, 1]R, postoji

1 ≤ K ≤ H takvo da je
K − 1

H
≤ r <

K

H
, tj. st

(K
H

)
= r. Prema tome,

st : TH
na−→ [0, 1]R, {to je i razlog zbog kojeg TH zovemo hiperkona~ni

diskretni vremenski interval.

3◦ Ako imamo familiju infinitezimala {xk | 0 ≤ k ≤ H } koja je

hiperkona~na, onda je wihova aritmeti~ka sredina (suma je hiperkona-

~na!) 1
H+1 ·

∑H
k=0 xk tako|e infinitezimala. Zaista, µ(0) sa svake dve

svoje ta~ke sadr`i i sve ta~ke izme|uwih, a hiperkona~na familija ima

maksimum i minimum, pa je min{xk | 0 ≤ k ≤ H } ≤ 1
H+1 ·

∑H
k=0 xk ≤

max{xk | 0 ≤ k ≤ H }.

Dakle, svaki skup X iz P(R) ra{irili smo do ∗X ⊇ X . Pre-

slikavawe X 7→ ∗X je 1�1 i saglasno sa inkluzijom i operacijama

nad skupovima. Ono ~uva, kao {to smo videli, neke osobine skupova,

relacija, operacija. Pomo}u ∗ {ire se i strukture {irewem wihovih

skupova nosa~a, relacija i operacija. Tako smo od poqa realnih brojeva

R, dobili nearhimedsko poqe ∗R.

Posmatra}emo sada skupove u Rk, k ≥ 1 posmatrawem wihovih ∗�
slika.

Stepenuju}i R prirodnim brojem k ≥ 1 dobijamo komutativan ure-
|en prsten Rk. Operacije i relacije u Rk definisane su po koordi-

natama (projekcije pr1, . . . , prk stepena R
k na R su morfizmi strukture

Rk naR). Poredak uRk zadr`ava mnoge osobine poretka izR. Tako je,

na primer, skupX ⊆ Rk ograni~en odozgo ako i samo ako su takve svewe-

gove projekcije. AkoX ima supremum, onda je pri(supX) = sup priX za
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sve i ≤ k. Dijagonalno utapawe d : R → Rk, dato sa d(ξ) = (ξ, ξ, . . . , ξ)
je morfizam strukture R u Rk. Su`avawem mno`ewa u Rk sa Rk × Rk

na d(R) × Rk, dobijamo mno`ewe skalarom, odnosno preslikavawe

(ξ, x) 7→ ξx = (ξx1, . . . , ξxk) skupa R × Rk u Rk, a time od Rk dobi-

jamo vektorski prostor. Tako|e i preslikavawa skupa Rk u Rk su k�ti
dekartovski stepeni odgovaraju}ih preslikavawa skupa R u R. Tako

je, na primer, apsolutna vrednost elementa x = (x1, . . . , xk) data sa

|x| = (|x1|, . . . , |xk|).
Polaza}i od galaksije nule u ∗R (γ(0)), defini{imo galaksiju nule

u ∗Rk (γk(0)), a zatim i galaksiju bilo kog x ∈ ∗Rk:

γk(0) = (γ(0))k, γk(x) = x+ γk(0).

Element x iz ∗Rk je kona~an ako i samo ako x ∈ γk(0); on je beskona~an
ako i samo ako nije kona~an.

Iz ovih definicija i osobina galaksije nule u ∗R, dobija se da je

γk(x) =
∏k

i=1 γ(pri x), kao i da je ⟨γk(0),+, ·, 0, 1⟩ potprsten prstena
∗Rk. Ako su x i y iz γk(0), onda su tu i sup{x, y }, kao i svako z iz ∗Rk

sa osobinom x ≤ z ≤ y. Kako je element x iz ∗Rk kona~an ako i samo

ako su kona~ne sve wegove projekcije (nalaze se u [−n, n] za neko n ∈ N)

i kako je ∗[−n, n]k = ([−n, n]∗R)k, to kona~no imamo

(12) γk(0) =
∪

n∈N
∗[−n, n]k.

Kori{}ewem ove jednakosti mo`emo da opi{emo ograni~ene skupove

u Rk: Skup X ⊆ Rk je ograni~en ako i samo ako je ∗X ⊆ γk(0) (svi
elementi skupa ∗X su kona~ni).

Koordinatna veza izme|u ograni~enosti u Rk i ograni~enosti u

R mo`e se prikazati tako {to zamenimo niz nejednakosti |x1| ≤ n,
. . . , |xk| ≤ n nejednako{}u max(|x1|, . . . , |xk|) ≤ n. Uniformna norma

elementa x = (x1, . . . , xk) iz R
k je realan broj

∥x∥ = max(|x1|, |x2|, . . . , |xk|).

Za sve x, y iz Rk i ξ iz R va`i: ∥x∥ ≥ 0, ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0, ∥ξx∥ =
|ξ| · ∥x∥, ∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥, 0 ≤ x ≤ y ⇒ ∥x∥ ≤ ∥y∥, ∥ |x| ∥ = ∥x∥,
∥xy∥ ≤ ∥x∥ · ∥y∥, kao i ∥(1, . . . , 1)∥ = 1.

Preslikavawe x 7→ ∥x∥ skupa Rk u R ima ∗�pro{irewe, preslika-
vawe x 7→ ∗∥x∥ = max(∗|x1|, . . . , ∗|xk|) skupa ∗Rk u ∗R, gde je ∗|xi|
apsolutna vrednost elementa xi u

∗R i maksimum se tako|e ra~una u ∗R.
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Da bi se to uvidelo, dovoqno je dokazati da je ∗�pro{irewe binarne
operacije (x, y) 7→ max(x, y) skupa R maksimum ure|enog para iz ∗R,
{to }emo i u~initi. Ako su x i y iz RN, onda je za svako n ∈ N,

xn ≤ yn ⇔ max(xn, yn) = yn

⇔ (max(x, y))n = yn,

odakle dobijamo

max(⟨xn⟩, ⟨yn⟩) = ⟨yn⟩ ⇔ ⟨xn⟩ ≤ ⟨yn⟩
⇔ ⟨max(x, y)n⟩ = ⟨yn⟩.

Kad je x ∈ ∗Rk i n ∈ N, tada je uslov x ∈ ∗[−n, n]k ekvivalentan sa
∗∥x∥ ≤ n, te je x kona~an ako i samo ako je ∗∥x∥ kona~an. ^esto }emo
pisati ∥x∥ umesto ∗∥x∥.

Sli~no galaksijama posmatra}emo monade. Polaza}i od monade

nule u ∗R (µ(0)), defini{imo monadu nule u ∗Rk (µk(0)), a zatim i

monadu bilo kog x ∈ ∗Rk:

µk(0) = (µ(0))k, µk(x) = x+ µk(0).

Element x iz ∗Rk je beskona~no mali ako i samo ako x ∈ µk(0).
Iz ovih definicija i osobina monade nule u ∗R, dobija se da je

µk(x) =
∏k

i=1 µ(pri x), kao i da je struktura (µk(0),+, ·, 0, 1) ideal

prstena (∗Rk
fin,+, ·, 0, 1). Ako su x i y iz µk(0), onda su tu i max{x, y },

kao i svako z iz ∗Rk sa osobinom x ≤ z ≤ y.
Kada je x ∈ ∗Rk, tada su ekvivalentni slede}i uslovi:

(1) element x je beskona~no mala;

(2) sve projekcije elementa x su beskona~no male;

(3) ∥x∥ je beskona~no mala.

Iz ekvivalencije (1) i (3) dobijamo

(13) µk(0) =
∩∞

n=1

∗
[
− 1

n
,
1

n

]k
,

te, na osnovu Teoreme 4.16. za sve X ⊆ Rk va`i

µk(0) ⊆ ∗X ako i samo ako
[
− 1

n
,
1

n

]k
⊆ X za neko n ∈ N.
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Ako je x ̸= 0 iz ∗Rk, onda je ∥x∥ beskona~no mala ako i samo ako

je
1

∥x∥
=

∥∥∥∥ x

∥x∥2

∥∥∥∥ beskona~no velika, pa permutacija x 7→ x

∥x∥2
skupa

∗Rk \ { 0 } (inverzna sebi samoj) preslikava skup beskona~no malih

razli~itih od nule (u ∗Rk) na skup beskona~no velikih i obrnuto.

Na ∗Rk uvodimo i binarnu relaciju ≈ (beskona~no blisko):

x ≈ y ako i samo ako x− y ∈ µk(0).

Uslovi

• x ≈ y,

• pri x ≈ pri y za sve i = 1, . . . , k i

• ∥x− y∥ ≈ 0

su me|usobno ekvivalentni. Pomo}u
∣∣ ∥x∥ − ∥y∥ ∣∣ ≤ ∥x − y∥ dobijamo

da iz x ≈ y sledi ∥x∥ ≈ ∥y∥.
Binarna relacija ∼ (kona~no blisko) skupa ∗Rk data sa

x ∼ y ako i samo ako x− y ∈ γk(0),

ima sli~ne (dualne) osobine.

Standardni (arhimedski) deo na γk(0) defini{emo kao k�ti dekar-
tovski stepen standardnog dela na γ(0) u ∗R:

stk : γk(0)→ Rk, stk(x1, . . . , xk) = (stx1, . . . , stxk).

Tada je stk morfizam ure|enog prstena ⟨γk(0),+, ·, 0, 1⟩ u Rk ~ije je

jezgro µk(0), a ~ije nepokretne ta~ke ~ine skup Rk.

Posmatrane relacije na ∗Rk (beskona~no malo, beskona~no veliko,

beskona~no blisko, kona~no) su, dakle, k�ti dekartovski stepeni odgo-
varaju}ih relacija na ∗R. Svako x iz

∪∞
n=1

∗Rn nalazi se ta~no u jednom
∗Rk, pa }emo u zapisima γk(0), µk(0), stk(0) ~esto izostavqati k.

Znamo da je u R proizvod beskona~no male i kona~ne veli~ine

opet beskona~no mala. Na pitawe {ta se zbiva sa beskona~nim (ve-

likim i malim) u R pri mno`ewu, odgovor daju asimptotske relacije:

pot~iwen (4), sli~an (≍) i zanemarqiv (≪). Za razliku od pretho-

dnih, asimptotske relacije4,≍ i≪ produ`uju se (sa ∗R) na ~itav skup∪∞
n=1

∗Rn, koriste}i uniformnu normu. Neka su x i y elementi skupa∪∞
n=1

∗Rn i to, na primer, x ∈ ∗Rk, y ∈ ∗Rl.
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DEFINICIJA 4.6. 1◦ x 4 y ako i samo ako za neko ξ ∈ γ(0) va`i ∥x∥ =
∥ξy∥;
2◦ x ≍ y ako i samo ako za neko ξ ∈ γ(0) \ µ(0) va`i ∥x∥ = ∥ξy∥;
3◦ x≪ y ako i samo ako za neko ξ ∈ µ(0) va`i ∥x∥ = ∥ξy∥.

Vidimo da elemente x i y iz
∪∞

n=1
∗Rn asimptotski upore|ujemo tako

{to u ∗R upore|ujemo wihove uniformne norme. ^itaocu prepu{tamo

da se uveri da su osnovna pravila asimptotskog ra~una koja se odnose

na relacije 4, ≍ i≪ (videti 1. glavu) o~uvana.

4.3 Topologija nestandardne prave

Krenimo od po~etnih operacija Analize, sup i inf , koje se javqaju u

wenom zasnivawu u R.

Neka je X ⊆ R i neka postoje a = infX i b = supX . Tada a i b
odre|uju granice do kojih mogu do}i ta~ke skupa X , tj. ~ine �dowu i

gorwu granicu� wegovog prostirawa u R. Nalaze se tamo gde prestaje

osobina �biti u X� ta~ke iz R; dakle, tamo gde bi moglo ne{to zanim-

qivo da se dogodi! Ove ta~ke odre|uju najmawi interval koji sadr`i

skupX (konveksni omota~ skupaX): ]a, b[∪(X ∩{ a, b }). Primetimo da
za A ⊆ R i a ∈ R va`i:

(14) supA = a⇔ (∀y ∈ R) [A ≤ y ⇔ a ≤ y].

Kako je A ≤ y ⇔ (∀x ∈ A) [x ≤ y] ⇔ ¬(∃x ∈ A) [x > y] ⇔ ¬y ∈ >(A),
gde je >(A) zasek relacije > du` skupa A, imamo

supA = a ⇔ >(A) = >{ a }
⇔ ∗>(∗A) = ∗>({ a }), ∗> je relacija > na ∗R

⇔ sup ∗A = a.

Odgovaraju}e dualno tvr|ewe za inf tako|e va`i jer su strukture (R,≤)
i (R,≥) izomorfne (permutacija x 7→ −x skupaR je jedan izomorfizam)

i inf(R,≤)X = sup(R,≥)X .

Primetimo da se iz pravila supA = a ⇔ >(A) = >({a}) lako
dobija slede}a osobina supremuma.

TEOREMA 4.25. Neka je (Ai)i∈I familija nepraznih skupova uP(R), (ai)i∈I
familija u R, supAi = ai za i ∈ I i a ∈ R. Tada je sup

∪
i∈I Ai = a ⇔
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supi∈I ai = a, tj. sup
∪

i∈I Ai = supi∈I(supAi), kada postoji jedan od
ova dva supremuma.

Dokaz. Jednakost sup
∪

i∈I Ai = sup{ ai | i ∈ I } dobijamo iz niza je-
dnakosti>

(∪
i∈I Ai

)
=
∪

i∈I >(Ai) =
∪

i∈I >({ ai }) = >({ ai | i ∈ I }).

Operacijom inf definisana je jedna od prvih funkcija u Analizi.

Rastojawe ta~ke x ∈ R od nepraznog skupa A ⊆ R je

(15) d(x,A) = inf{ |x− a| | a ∈ A }.

Za funkciju dA : R→ R, gde je ∅ ̸= A ⊆ R, datu sa dA(x) = d(x,A) va`i:

1◦ dA ≥ 0,

2◦ ∅ ̸= A ⊆ B ⊆ R⇒ dA ≥ dB ,

3◦ d∪i∈IAi = infi∈I dAi , za svaku familiju (Ai)i∈I nepraznih skupova
u P(R).

Istaknimo, prvo, osnovne deskriptivne osobine skupova topolo-

{kog prostora generisanog metrikom d(x, y) = |x − y| realne prave
koriste}i pritom jezik poqa ∗R. U daqem }e ε i δ biti oznake za

pozitivne realne brojeve.

Ta~ka a ∈ R je adherentna ta~ka skupa A ⊆ R ako je ispuweno

(∀ε)(A∩]a− ε, a+ ε[̸= ∅), {to je ekvivalentno sa

(∀n ≥ 1)
(
A ∩

]
a− 1

n
, a+

1

n

[
̸= ∅
)
, n ∈ N.

Skup svih adherentnih ta~aka skupa A je adherencija ili zatvorewe

skupa A, u oznaci ClA.

TEOREMA 4.26. Ako je A ⊆ R i a ∈ R, tada a ∈ ClA ako i samo ako
∗A ∩ µ(a) ̸= ∅.

Dokaz. Iz Teoreme 4.14. i uslova (∀n ≥ 1)
(
A∩

]
a− 1

n
, a+

1

n

[
̸= ∅
)

imamo

∅ ̸=
∩

n≥1

(
∗A ∩ ∗

]
a− 1

n
, a+

1

n

[)
=

= ∗A ∩
∩

n≥1

∗
]
a− 1

n
, a+

1

n

[
= ∗A ∩ µ(a).
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Ako je a ∈ ClA, onda a ∈ γ(0), i tako|e γ(0) = R+ µ(0), pa otuda

∗A ∩ µ(a) ̸= ∅ ⇔ (∃x ∈ ∗A) x ≈ a
⇔ (∃x ∈ ∗A ∩ γ(0)) x ≈ a
⇔ a ∈ st(∗A ∩ γ(0)),

i otuda ClA = st(∗A ∩ γ(0)), A ⊆ R.

Skup A ⊆ R je zatvoren ako sadr`i sve svoje adherentne ta~ke (A ⊇
ClA) {to je, zbogA ⊆ ClA, ekvivalentno saA = ClA, pa imamo slede}u
karakterizaciju zatvorenih skupova.

TEOREMA 4.27. Skup A ⊆ R je zatvoren ako i samo ako za skup A va`i

jednakost A = st(∗A ∩ γ(0)).

Skup A ⊆ R je okolina ta~ke a ∈ R (a je unutra{wa ta~ka skupa A)
ako sadr`i bar jedan otvoren interval kojem pripada ta~ka a, odnosno
ima slede}u osobinu (∃ε)( ]a − ε, a + ε[⊆ A ). Sa Oa ozna~avamo skup

svih okolina ta~ke a. Unutra{wost skupa A, u oznaci IntA, jeste skup
svih wegovih unutra{wih ta~aka. Kako je

(∃ε)( ]a− ε, a+ ε[⊆ A ) ⇔ ¬(∀ε)( ]a− ε, a+ ε[∩(R \A) ̸= ∅ )
⇔ ¬(a ∈ Cl(R \A))
⇔ ¬(∗(R \A) ∩ µ(a) ̸= ∅)
⇔ µ(a) ⊆ ∗A,

to imamo IntA = R \ Cl(R \A), tj. R \ IntA = Cl(R \A) i

TEOREMA 4.28. Ako je A ⊆ R i a ∈ R, tada a ∈ IntA ako i samo ako

µ(a) ⊆ ∗A.

Ako je a ∈ R, onda

• A ∈ Oa ∧B ∈ Oa ⇔ A ∩B ∈ Oa,

• A ∈ Oa ∧A ⊆ B ⇒ B ∈ Oa,

• ∅ /∈ Oa i R ∈ Oa,

pa vidimo da je Oa filter nad R.

Skup A ⊆ R je otvoren ako je okolina svake svoje ta~ke, odnosno

A ⊆ IntA, {to je, zbog A ⊇ IntA, ekvivalentno sa A = IntA, pa imamo
slede}u karakterizaciju otvorenih skupova.
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TEOREMA 4.29. Skup A ⊆ R je otvoren ako i samo ako A+ µ(0) ⊆ ∗A.

Ta~ka adherencije i skupa A i skupa R \ A je ta~ka ruba skupa A.
Skup svih ovakvih ta~aka je rub skupa A, u oznaci β(A). Otuda imamo:

(16) a ∈ β(A)⇔ ∗A ∩ µ(a) ̸= ∅ ∧ (∗R \ ∗A) ∩ µ(a) ̸= ∅,

kao i

(17) β(A) = st(∗A ∩ γ(0)) ∩ st((∗R \ ∗A) ∩ γ(0)), A ⊆ R.

Skup A ⊆ R je kompaktan ako se svaki otvoreni pokriva~ skupa A
mo`e da redukuje na kona~an potpokriva~. S druge strane, skup A ⊆ R

je kompaktan ako za ma koju familiju zatvorenih skupova {Fi | i ∈ I }
takvu da familija {Fi ∩A | i ∈ I } ima osobinu kona~nog preseka, va`i∩

i∈I(Fi ∩ A) ̸= ∅. Nestandardnu karakterizaciju kompaktnih skupova
daje slede}e tvr|ewe.

TEOREMA 4.30. Skup A ⊆ R je kompaktan ako i samo ako je ∗A ⊆ γ(0) i
st(∗A) = A.

Dokaz. Neka je A ⊆ R kompaktan skup. O~igledno je ∗A ⊆ γ(0).
Pretpostavimo st(∗A) ̸= A, tj. neka za neko x ∈ ∗A va`i (∀a ∈ A)[x /∈
µ(a)]. Tada za bilo koje a ∈ A postoji okolina Xa ∈ Oa takva da

x /∈ ∗Xa. Tako dobijeni pokriva~ {Xa | a ∈ A } skupa A redukujemo na

kona~an podpokriva~ {Xa1 , . . . , Xak }. Iz A ⊆ Xa1 ∪ · · · ∪Xak imamo
∗A ⊆ ∗Xa1 ∪ · · · ∪ ∗Xak , a otuda x /∈ ∗A, {to je suprotno pretpostavci.
Dakle, iz kompaktnosti skupa A sledi st(∗A) = A.

Neka je {Fi | i ∈ I } familija zatvorenih skupova takva da fami-

lija {Fi ∩ A | i ∈ I } ima osobinu kona~nog preseka. Ovim dobijamo da∩
i∈I(

∗Fi ∩ ∗A) ̸= ∅. Za x ∈
∩

i∈I(
∗Fi ∩ ∗A) va`i: x ∈ ∗A i x ∈ ∗Fi za

svako i ∈ I . Otuda, ako je a = st(x), onda a ∈ A i a ∈ Fi za svako i ∈ I
jer su skupovi Fi zatvoreni (Teorema 4.27.), odnosno a ∈

∩
i∈I(Fi∩A).

POSLEDICA 4.1. Ako je A kompaktan podskup od R, onda je A zatvoren.

Dokaz. Ako je A kompaktan, onda A = st(∗A) = st(∗A ∩ γ(0)), pa
tvr|ewe sledi prema Teoremi 4.27.

Za ta~ku x ∈ ∗R ka`emo da je do-standardna ako postoji a ∈ R tako

da x ∈ µ(a). Prema tome, skup A ⊆ R je kompaktan ako i samo ako su sve

ta~ke skupa ∗A do-standardne.
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Bazni otvoreni skupovi u Dekartovom proizvodu Rk, k ∈ N su

skupovi oblika A = A1 × A2 × · · · × Ak, gde su sve projekcije pri(A) =
Ai ⊆ R otvoreni skupovi prostora R. Znamo da za a, b ∈ ∗Rk va`i:

b ∈ µk(a) akko pri(b) ∈ µ(pri(a)) za svako i = 1, 2, . . . , k.

Sada je dokaz poznate teoreme Tihonova2) (kona~na verzija) neposredan.

TEOREMA 4.31. Ako su svi Ai ⊆ R, i = 1, 2, . . . , k kompaktni skupovi,

tada je i skup
∏k

i=1Ai ⊆ Rk kompaktan.

Dokaz. Neka je x ∈ ∗A1 × ∗A2 × · · · × ∗Ak. Kako su sve ta~ke

pri(x) = xi ∈ ∗Ai do-standardne, to za neko (jedinstveno odre|eno)

ai ∈ Ai va`i: xi ∈ µ(ai), i = 1, 2, . . . , k. Tada x ∈ µ(a), pri ~emu je

a = (a1, a2, . . . , ak) ∈ A1×A2× · · · ×Ak, tj. ta~ka x je do-standardna.

I skupovi u ∗R koji nisu pro{irewe skupova izR imaju zanimqive

topolo{ke osobine. Razmotrimo izbliza jedno takvo svojstvo inter-

nalnih skupova. Svaki opadaju}i niz A0 ⊇ A1 ⊇ A2 ⊇ . . . nepraznih
internalnih skupova ima neprazan presek (princip ω1�zasi}enosti),

{to kao zanimqivu posledicu daje slede}e tvr|ewe.

TEOREMA 4.32. Ako je A ⊆ γ(0) internalan skup, tada je st(A) zatvoren
skup.

Dokaz. Ako st(A) nije zatvoren skup, tada postoji element x skupa

Cl(st(A)) \ st(A) i uo~imo opadaju}i niz internalnih skupova dat sa

An = A ∩
{
y ∈ ∗R

∣∣ |x − y| < 1

n

}
, n ≥ 1 i A0 = A. Poka`imo da je

An ̸= ∅ za svako n ≥ 1. Iz x ∈ Cl(st(A)) sledi da za svakom ∈ N,m ≥ 1

postoji r ∈ st(A) takvo da je |x− r| < 1

m
. Tada je

|x− a| ≤ |x− r|+ |r − a| < 1

m
+ ε,

gde je r = st(a), a ∈ A i ε ≈ 0, odnosno |x− a| < 1

n
.

Za y ∈
∩

i∈NAi va`i y ∈ A i |x − y| < 1

n
, za svako n ∈ N. Otuda je

x ≈ y, y ∈ A, tj. x ∈ st(A), {to je suprotno pretpostavci.

Koriste}i prethodno, dobi}emo jedno uop{tewe Teoreme 4.27.

2)Andrey Nikolaevi~ Tihonov (1906�1993)
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TEOREMA 4.33. Ako jeB ⊆ γ(0) neprazan standardan skup, tada va`i da

je st(∗B) = ClB.

Dokaz. Skup st(∗B) je zatvoren jer je ∗B internalan, pa izB ⊆ st(∗B)
sledi ClB ⊆ st(∗B). S druge strane, x /∈ ClB daje µ(x) ∩ ∗B = ∅, pa
x /∈ st(∗B). Otuda je i st(∗B) ⊆ ClB.

Internalan skup A = ⟨An⟩ je otvoren u ∗R = RN/D ako

{n ∈ N |An je otvoren skup u R } ∈ D.

Internalni otvoreni skupovi u ∗R ne daju topologiju u ∗R, jer unija in-

ternalnih otvorenih skupova nije uvek internalan skup. Me|utim, ∗R
i ∅ su internalni otvoreni skupovi, kao i presek neka dva internalna
otvorena skupa. Stoga, internalni otvoreni skupovi u ∗R ~ine bazu

neke topologije u ∗R, zovemo je Q-topologija. Zna~i, postoje i pojmovi
kao {to suQ-otvoren skup,Q-zatvoren skup,Q-interior,Q-zatvorewe,
Q-rub i sli~no. Poka`imo da se na kolekciji internalnih skupova u
∗R ovi pojmovi podudaraju sa ranijim.

TEOREMA 4.34. Neka je A ⊆ ∗R internalan skup. Tada, A je Q-otvoren
ako i samo ako je otvoren.

Dokaz. Ako jeA ⊆ ∗R internalan otvoren skup, tadaA pripada bazi

Q-topologije u ∗R, pa je Q-otvoren.

Neka je A ⊆ ∗R internalan i Q-otvoren skup. Tada je A =
∪
Γ, gde

je Γ skup svih internalnih otvorenih skupova sadr`anih u A, koji je i
sam internalan. Skup A je otvoren, jer se ∗-transferom tvr|ewa �unija

skupa otvorenih skupova je otvoren skup� dobija da unija internalnog

skupa internalnih otvorenih skupova je otvoren skup. Vi{e re~i o

∗-transferu }e biti na strani 213.

Sli~no, internalan skup A ⊆ ∗R je Q-zatvoren ako i samo ako je

zatvoren. Daqe, Q-zatvorewe internalnog skupa A ⊆ ∗R, na primer
skupB, karakteri{e se kao komplement unije svih internalnih otvore-
nih skupova disjunktnih sa A. Iz Teoreme 4.34. sledi da je B = ClA.
Sli~no se IntA i β(A) poklapaju sa wegovimQ-interiorom iQ-rubom.

Internalan otvoren skup oblika
{
q ∈ ∗R

∣∣ |p − q| < r
}
, za neko

p ∈ ∗R i r ∈ ∗R+, jeste otvorena kugla u ∗R. Stoga, skup svih otvorenih

kugli mo`emo uzeti za bazu Q-topologije u ∗R. Skup B ⊆ ∗R zovemo
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S-kugla ako postoji p ∈ ∗R i standardno r ∈ R+ (pi{emo B = S(p, r))
tako da je

B =
{
q ∈ ∗R

∣∣ st |p− q| < r
}
.

Topologiju u ∗R ~iju bazu ~ine S-kugle zovemo S-topologija. Zna~i, po-
stoje i pojmovi kao{to suS-otvoren skup, S-zatvoren skup, S-interior,
S-zatvorewe, S-rub i sli~no. O~igledno jeS-otvoren skup iQ-otvoren,
pa je Q-topologija u ∗R finija od S-topologije.

Svaka monada je unija svih otvorenih kugli koje sadr`i. Stoga je

svaka monada Q-otvoren skup.

TEOREMA 4.35. Za p ∈ ∗R va`i µ(p) =
∩

Ξ, gde je Ξ skup svih S-kugli
koje sadr`e monadu ta~ke p.

Dokaz. Ako q ∈ µ(p) i B ∈ Ξ, tada st |p − q| = 0, pa q ∈ B. Ako

q /∈ µ(p), tada je st |p− q| = r0 > 0, pa q /∈ S(p, r0).

S-interior nekog internalnog skupa u ∗R opisan je na slede}i

na~in.

TEOREMA 4.36. Neka je A ⊆ ∗R internalan skup. Tada p pripada S-
interioru skupa A ako i samo ako µ(p) ⊆ A.

Dokaz. Ako ta~ka p pripada S-interioru skupa A, tada za neko

standardno r > 0 va`i S(p, r) ⊆ A. Iz µ(p) ⊆ S(p, r) sledi µ(p) ⊆ A.
Neka je A internalan skup koji sadr`i monadu ta~ke p. Tada inter-

nalan skup

C =
{
n ∈ ∗N

∣∣ (∀q)(|p− q| < 1

n
⇒ q ∈ A

)}
sadr`i sve beskona~ne prirodne brojeve, pa sadr`i i neki kona~an, na

primer n. Iz S
(
p,

1

n

)
⊆ A sledi da p pripada S-interioru skupa A.

Sli~no su opisani S-zatvorewe i S-rub internalnog skupa.

TEOREMA 4.37. Neka je A ⊆ ∗R internalan skup. Tada

(a) S-zatvorewe skupa A je
{
p ∈ ∗R

∣∣µ(p) ∩A ̸= ∅}.
(b) S-rub skupa A je

{
p ∈ ∗R

∣∣µ(p) ∩A ̸= ∅ i µ(p) ∩ (∗R \A) ̸= ∅
}
.
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Galaksije u ∗R su primer skupova koji su S-otvoreni, ali isto tako
i S-zatvoreni. Zaista, ako je γ = γ(a) galaksija u ∗R, tada iz jednakosti
γ =

∪
p∈γ S(p, 1) sledi da je galaksija S-otvoren skup. Skup ∗R \ γ je

unija svih drugih galaksija, pa je S-otvoren. Stoga, γ je i S-zatvoren
skup.



Glava 5

Modeli

ULajbnicovoj analizi uvodi se sistem brojeva sa istim osobinama kao i

klasi~ni sistem brojeva, ali tako da sadr`i aktuelne beskona~nomale i

beskona~no velike veli~ine. S druge strane realni brojevi o~igledno

nemaju to svojstvo Lajbnicove ekstenzije, {to dovodi do svojevrsnog

paradoksa. Stoga se analiza XVII i XVIII veka smatra, u odre|enom
smislu, protivre~nom.

Savremena matemati~ka logika, posebno jedna wena disciplina,

teorija modela, razre{ava ovaj paradoks, odre|uju}i formalan jezik sa

osobinom da svojstva izraziva u tom jeziku va`e za obi~ne brojeve ako

i samo ako va`e u Lajbnicovoj ekstenziji�nestandardnom pro{irewu

realnih brojeva. Svojstvo posedovawa pozitivne infinitezimale nije

izrazivo u ovom jeziku, dakle paradoksa nema.

U okviru teorije modela razmatraju se uobi~ajene matemati~ke stru-

kture. Abelove grupe, ure|ena poqa, struktura prirodnih brojeva jesu

primeri struktura koje se prou~avaju sredstvima teorije modela. Kao

{to je ve} re~eno, izrazito va`nu ulogu u tim razmatrawima ima for-

malan jezik kojim se precizira skup simbola i pravila na osnovu kojih

se izgra|uju re~enice. Glavni razlog za uvo|ewe re~enica i formula je

da se wima mogu opisati svojstva modela. Otuda nije ~udno da svojstva

modela ~esto jesu posledice strukture odre|enih re~enica ili nekih

teorema koje se odnose na nekakve skupove re~enica. Takve dokaze onda

nazivamo model-teoretskim.

Izgradwa jezika i pridru`enih pojmova (formule, re~enice, dokazi,

teorije itd.) spada u sintaksu. Semantika odre|uje zna~ewa, naime de-

fini{e se bazni pojam relacija zadovoqewa koja kazuje koju od logi~kih

87
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vrednostita~no, neta~no jednare~enicadobija unekommodelu. Teorija

modela je po~ela da se izdvaja u posebnu disciplinu matemati~ke logike

30�tih godina pro{log veka, pre svega zahvaquju}i radovima Tarskog1),

Skolema, Gedela2), Maqceva3), Mostovskog4), Vota5), Henkina6), Kisle-

ra7) i drugih.

5.1 Modeli i jezik

Sinonim za model je operacijsko-relacijska struktura. Navodimo neke

primere modela:

(1) N = (N,+, ·,≤, 0, 1) sistem prirodnih brojeva,

(2) R = (R,+, ·,≤, 0, 1) ure|eno poqe realnih brojeva,

(3) B = (B,∧,∨, ′,≤, 0, 1) Bulova algebra,

(4) P(X) = (P(X),∩,∪, c,⊆, ∅, X) poqe skupova nad X ,

(5) G = (G,H, ·,−1, 1) grupa sa normalnom podgrupom H ,

(6) Rω = (Rω,∈, ⟨, ⟩), gde je R0 = ∅, Rn+1 = Rn ∪ P(Rn) za svaki
prirodan broj n, Rω =

∪
nRn, ∈ skupovna relacija pripadawa i

⟨x, y⟩ = { {x }, {x, y } } operacija skupa Rω.

Glavni pojam teorije modela je, naravno, model.

DEFINICIJA 5.1. Model je svaka struktura A = (A,R,F , C) gde je A
neprazan skup, R skup nekih relacija ~iji je domen skup A, F je

familija nekih operacija skupa A i, najzad, C je skup konstanti domena
A. Dakle,

• ako jeR ∈ R, tada za neki k ∈ N, R ⊆ Ak, tj. R je k-arna relacija
skupa A. Pi{emo ar(R) = k;

1) Alfred Tarski (1901–1983)
2) Kurt Gödel (1906–1978)
3)Anatoliy Ivanovi~ Malýcev (1909�1967)
4) Andrzej Mostowski (1913–1975)
5) Robert Lawson Vaught (1926–2002)
6) Leon Albert Henkin (1921–2006)
7) Howard Jerome Keisler (1936– )
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• ako je F ∈ F , tada za neki k ∈ N, F : Ak → A, tj. F je operacija

du`ine k skupa A. Pi{emo, tako|e, ar(F ) = k.

• Najzad, C ⊆ A. Za c ∈ C, ar(c) = 0.

U primeru (1) R = {≤}, F = {+, · }, C = { 0, 1 }, ar(≤) = 2,
ar(+) = ar(·) = 2. U primeru (5) R = {H }, F = { ·,−1 }, C = { 1 },
ar(H) = 1, ar(·) = 2, ar(−1) = 1.

Ako je R relacija skupa A du`ine k i a1, . . . , ak ∈ A, umesto oznake
(a1, . . . , ak) ∈ R pi{emo i R(a1, . . . , ak). Za modele se tako|e koriste

ove oznake:

A = (A,Ri, Fj , ak)i∈I,j∈J,k∈K ,

a ukoliko su I, J,K kona~ni (prebrojivi) skupovi onda model ozna~a-

vamo ovako:

A = (A,R0, . . . , Rk, F0, . . . , Fm, a0, . . . , an),

odnosno

A = (A,R0, R1, . . . , F0, F1, . . . , a0, a1, . . . ).

Svaki model je model nekog jezika. Naime, zna~ajni delovi matema-

tike mogu se rekonstruisati u okviru takozvanog predikatskog ra~una

prvog reda. Uobi~ajeno matemati~ko rezonovawe iz radne matematike

obi~no se odnosi na nekakav skup objekata E. U analizi osobina in-

dividua iz E javqaju se re~enice koje imaju specifi~an oblik. Jedan

od naj~e{}ih vidova jeste re~enica oblika �x ima svojstvo P �, gde se
P na neki na~in odnosi na E. Ova re~enica se kra}e zapisuje P (x),
i u takvom kontekstu slovo P nazivamo predikatskim ili relacijskim

simbolom. Naravno, neki relacijski znak P se mo`e odnositi na vi{e

individua, {to se onda zapisuje sa P (x1, . . . , xn). Osim ovih simbola

koriste se ifunkcijski znaci i znaci konstanata, koji imaju o~igledna

zna~ewa. Upravo ovi pojmovi odre|uju i sam pojam jezika predikatskog

ra~una prvog reda, ~iju formalnu definiciju sada navodimo.

Operacijsko-relacijski jezik, ili jezik predikatskog ra~una prvog

reda, jeste svaki skup L, gde

L = Rel∪Fun∪Const .

Pri tome, Rel, Fun, Const su u parovima disjunktni skupovi i (zbog

jedinstvenosti ~itawa formula) pretpostavqa se da ni jedan ~lan iz
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L nije kona~an niz nekih elemenata. Elementi R ∈ Rel, F ∈ Fun,
c ∈ Const, se redom nazivaju relacijskim znakom, funkcijskim znakom,

simbolom konstante jezika L. Funkcija

ar : Rel∪Fun→ N

je funkcija arnosti. Ukoliko S ∈ Rel∪Fun i va`i ar(S) = k, onda se
ka`e da je S simbol du`ine k.

Neka je A neprazan skup. Interpretacija jezika L u domen A je

svako preslikavawe J sa domenom L koje svakom relacijskom znaku R
jezika L pridru`uje relaciju J(R) skupa A, svakom funkcijskom znaku

F jezika L jednu operaciju J(F ) skupa A, i svakom simbolu konstante c
jedan element J(c) skupa A. Pri tome, za S ∈ Fun∪Rel va`i jednakost
ar(J(S)) = ar(S). Model jezika L je svaki par (A, J), gde A ̸= ∅ i J
je interpretacija jezika L u domen A. Umesto (A, J) ~e{}e se koristi
oznaka (

A, J(R), J(F ), J(c)
)
R∈Rel,F∈Fun,c∈Const

,

{to odgovara pojmu modela u Definiciji 5.1. Ako je A = (A, J) model
jezika L, za S ∈ L koristi se tako|e oznaka SA. Dakle, SA = J(S).

PRIMER 5.1. 1◦ Neka je L = {+, ·,≤, 0, 1 }, Rel = {≤}, Fun = {+, · },
Const = { 0, 1 }, ar(≤) = 2, ar(+) = ar(·) = 2. Tada su N,R modeli

jezika L.

2◦ Neka je L′ = L ∪ { ′ }, L je kao u 1◦ i ′ ∈ Fun, ar(′) = 1. Tada je svaka
Bulova algebra model jezika L′.

Neka su L,L′ jezici i neka je L ⊆ L′. Tada se L naziva reduktom

jezika L′, a L′ ekspanzijom jezika L. U posledwem primeru imamo slu~aj

redukta odnosno ekspanzije jezika.

Ako je L redukt jezika L′ i ako su A,A′ redom modeli jezika L,L′,
onda se modelA naziva reduktommodelaA′, dok seA′ naziva ekspanzijom
modela A. Ukoliko je RelL = RelL′ i FunL = FunL′ , onda je L′ prosta
ekspanzija jezika L, dok je A′ prosta ekspanzija modela A. Ako imamo
da je S ∈ L′ \ L, tada za S ka`emo da je novi znak jezika L.

Ubudu}e slova A,B,C, . . . koristimo kao oznake za modele, dok sa

A,B,C, . . . ozna~avamo wihove domene.

DEFINICIJA 5.2. Neka su A,B modeli jezika L. ModelB je podmodel

modela A ako i samo ako B ⊆ A i
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• za R ∈ Rel, RB = RA ∩Bk, k = ar(R);

• za F ∈ Fun, FB = FA � Bk, k = ar(F );

• za c ∈ Const, cB = cA.

Ako je B podmodel modela A, koristi se oznaka B ⊆ A. Ako je

B ⊆ A, tada postoji najvi{e jedan podmodel modela A sa domenom B,
te se iz tog razloga umesto �B je podmodel od A� pi{e tako|e �B je

podmodel od A�.

PRIMER 5.2. Ovaj primer bi}e od naro~ite va`nosti u razmatrawu i

izgradwi nestandardnog univerzuma analize. Svakom nepraznom skupu

Apridru`en je jezik tog domena, ozna~en saLA. Ako jeRk-arna relacija
skupa A, tada je R k-arni relacijski znak jezika LA. Simbol R naziva

se imenom relacije R. Sli~no, ako je F operacija du`ine k skupa A,
tada je F ime funkcije F i F ∈ LA. Ako je a ∈ A, tada je a ime elementa
a i a ∈ LA. Puna ekspanzija skupa A je model

A♯ = (A,R,F , C),

gde je R skup svih relacija skupa A, F je skup svih operacija skupa A,
i najzad C = A. Tada je o~igledno A♯ model jezika LA. Primetimo da je

za S ∈ R ∪ F ∪ C, SA♯
= S.

Mnogi pojmovi iz algebre imaju svoj pandan u teoriji modela. To se

pre svega odnosi na razne vrste �morfizama�.

DEFINICIJA 5.3. Neka suA,Bmodeli jezikaL i f : A→ B. Preslika-
vawe f je homomorfizam modela A u modelB ako i samo ako

• iz RA(a1, . . . , ak) sledi R
B
(
f(a1), . . . , f(ak)

)
, za svako R ∈ Rel

du`ine k i sve a1, . . . , ak ∈ A;

• f
(
FA(a1, . . . , ak)

)
= FB

(
f(a1), . . . , f(ak)

)
, za svako F ∈ Fun du-

`ine k, i sve a1, . . . , ak ∈ A;

• f(cA) = cB, za svako c ∈ Const.

Oznaka f : A → B zna~i da je f homomorfizam iz A u B. Ako je f
1-1 (na) preslikavawe, onda se f naziva utapawem (na�homomorfizam

ili epimorfizam). Ako je f 1-1 i na�homomorfizam, tada se f naziva

izomorfizmom, i u takvom slu~aju se koristi oznaka f : A ≃ B ili

f : A
∼−→ B. Ako je f : A

∼−→ A, tada se f naziva automorfizmom

modela A.
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PRIMER 5.3. 1◦ Ako va`i da jeB ⊆ A tada je inkluziono preslikavawe

f : B → A, dato sa f(b) = b za b ∈ B, utapawe.
2◦ Ako je K ure|eno poqe, tada je st : Kfin → R homomorfizam prstena

Kfin u ure|eno poqe realnih brojeva R.

Homomorfizam f : A→ B je jak ukoliko za sve R ∈ Rel du`ine k, za
sve a1, . . . , ak ∈ A, RA(a1, . . . , ak) akko R

B
(
f(a1), . . . , f(ak)

)
.

PRIMER 5.4. Ako jeK nearhimedsko poqe, preslikavawe st : K fin → R
nije jak homomorfizam, jer za a, b ∈ Kfin, st(a) ≤ st(b) nije ekvivalentno
sa a ≤ b (jer mo`e biti a ≈ b).

5.2 Formule

Prilikom analize osobina individua iz nekog domena E uobi~ajeno

je da se formiraju slo`eni iskazi kao {to su �P (x) povla~i Q(x)�,
ili �nije P (x)�, gde su P,Q neki predikatski simboli. U izgradwi

slo`enih iskaza naro~ito va`nu ulogu imaju logi~ki veznici (ne, i, ili,

ako . . . onda . . ., ako i samo ako) i kvantifikatori (svaki, neki). Osim

toga, ve}ina matemati~kih teorija sadr`i koncept jednakosti. Tako,

iskaz vida x = y kazuje da promenqive x, y ozna~avaju isti matemati~ki
objekt. Otuda proizilaze razna svojstva jednakosti od kojih je svakako

najva`nija mogu}nost zamene svakog pojavqivawa x sa y (ukoliko je

x = y) s tim da se logi~ka vrednost polaznog iskaza ne mewa. Sa ovom

motivacijom dajemo formalnu definiciju formule.

U izgradwi formula predikatskog ra~una prvog reda jezikaL pored

simbola iz L u~estvuju tako|e slede}i logi~ki znaci:

pomo}ni znaci: ), , , ( tj. zagrade i zarez;

promenqive: v0, v1, v2, . . . ;

logi~ki veznici: ∧ (i), ∨ (ili), ¬ (ne), ⇒ (ako . . . onda . . .), ⇔ (ako

i samo ako);

kvantifikatori: ∀ (za svaki), ∃ (za neki);
znak jednakosti: = .

Pretpostavqa se da L ne sadr`i logi~ke znake. Treba razlikovati

logi~ki znak � = � od obi~ne jednakosti (tj. metajednakosti). Zato

metajednakost ponekad ozna~avamo sa
◦
= .
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Najjednostavnije formule izgra|ene su od terama. Definicija terma

jezika L je induktivna. Neka je Var skup svih promenqivih i neka je

L = RelL ∪FunL ∪ConstL. Tada

• TermL(0) = Var∪ConstL,

• za svaki n ∈ N, TermL(n+ 1) = TermL(n)∪

∪{F (t1, . . . , tk) |F ∈ FunL, ar(F ) = k, t1, . . . , tk ∈ TermL(n) },

• TermL =
∪

n∈NTermL(n).

DEFINICIJA 5.4. Niz t simbola jezika L i logi~kih znakova je term

jezika L ako i samo ako t ∈ TermL.

Dakle, TermL je skup svih terama jezika L. Ve}ina svojstava terama
dokazuje se indukcijom po slo`enosti terma. Slo`enost terma je pre-

slikavawe sl : TermL → N , takvo da za t ∈ TermL va`i

sl(t) = n akko t ∈ TermL(n) \ TermL(n− 1) ili n = 0.

Ako je sl(t) = n, tada je n slo`enost terma t. Funkcija slo`enosti

terma je dobro definisana s obzirom na slede}i iskaz.

TEOREMA 5.1. (O JEDINSTVENOSTI ^ITAWA TERMA) Za svaki t ∈ TermL

slo`enosti n > 0 postoji jedinstveni k ∈ N, jedinstveni F ∈ FunL
du`ine k, i jedinstveni t1, . . . , tk ∈ TermL takvi da t = F (t1, . . . , tk).

Term t jezika L je zatvoren ukoliko t ne sadr`i promenqive. Ato-
mi~ne formule su elementi skupa AtL, gde u = v ∈ AtL i u, v ∈ TermL,

kao i R(t1, . . . , tk) ∈ AtL za R ∈ RelL, ar(R) = k i t1, . . . , tk ∈ TermL.

Definicija formula jezika L je tako|e induktivna:

• ForL(0) = AtL,

• za svaki n ∈ N, ako φ,ψ ∈ ForL(n), tada

¬φ,φ ∧ ψ,φ ∨ ψ,φ⇒ ψ,φ⇔ ψ, ∀viφ, ∃viφ ∈ ForL(n+ 1),

• ForL =
∪

n∈N ForL(n).

DEFINICIJA 5.5. Niz simbola φ jezika L i logi~kih znakova je for-

mula jezika L ako i samo ako φ ∈ ForL.
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Prema tome, ForL je skup svih formula jezika L. Preslikavawe

sl : ForL → N, gde je za φ ∈ ForL, sl(φ) najmawi prirodan broj n takav

da φ ∈ ForL(n), naziva se funkcijom slo`enosti formula. Kao i kod

terama va`i odgovaraju}a teorema o jedinstvenosti ~itawa formula.

Ubudu}e pretpostavqamo uobi~ajenu konvenciju o brisawu zagrada

i kra}im zapisima. Na primer,

φ1 ∧ φ2 ∧ · · · ∧ φn stoji umesto (φ1 ∧ (φ2 ∧ (· · · ∧ φn) . . . )),

∀x1x2 . . . xnφ stoji umesto ∀x1∀x2 . . . ∀xnφ.

Svako pojavqivawe promenqive vi u formuli φ je slobodno ili

vezano. Pojavqivawe promenqive vi u formuli φ je vezano ukoliko

je vi pod dejstvom kvantifikatora, tj. formula φ sadr`i podformulu

oblika ∀viψ ili ∃viψ. Pojavqivawe promenqive vi u formuli φ je

slobodno ako nije vezano. Ka`emo tako|e da je promenqiva vi slobodna
za φ ukoliko vi ima slobodno pojavqivawe u φ.

Neka su x1, x2, . . . , xn neke promenqive. Ako je t ∈ TermL, tada

t(x1, . . . , xn) ozna~ava da su sve promenqive terma t neke od promenqi-
vih x1, . . . , xn. Ako je φ ∈ ForL, tada zapisom φ(x1, . . . , xn) ozna~avamo
da promenqive koje imaju slobodnopojavqivawe uφ jesu neke od promen-
qivih x1, . . . , xn. U daqem tekstu pretpostavqamo osnovne ~iwenice o

dosad uvedenim pojmovima u vezi s jezikom, kao i o nekim radwama, na

primer o supstituciji promenqive termom u nekoj formuli.

Re~enica, ili zatvorena formula, jezika L je svaka formula jezika

L koja ne sadr`i slobodne promenqive. Skup svih re~enica jezika L
ozna~ava}emo sa SentL.

Teorija jezika L je svaki skup T re~enica jezika L. Ako je T teorija

jezika L i φ ∈ T , tada se φ naziva aksiomom teorije T . Aksiome

teorijeT ~esto se zadajuformulama sa nekim slobodnimpromenqivima.

Tada pod aksiomom treba podrazumevati univerzalno zatvorewe for-

mule φ. Podsetimo se da je univerzalno zatvorewe formule φ re~enica

∀x1 . . . xnφ(x1, . . . , xn).
Teorija T je kompletna ukoliko za svaku re~enicu φ jezika L va`i

φ ∈ T ili ¬φ ∈ T .

PRIMER 5.5. Formalna aritmetika je teorija prvog reda i odnosi se na

strukturu prirodnih brojevaN = (N,+, ·, ′, 0) (′ je funkcija naslednik).
Jezik ove teorije je L = {+, ·, ′, 0 }, gde su + i · dvomesni operacijski

znaci, ′ je unarni operacijski znak i 0 je simbol konstante. Aksiome
ove teorije su
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• 0 ̸= x′, 0 nema prethodnika,

• x′ = y′ ⇒ x = y, ′ je 1-1 preslikavawe,

• x+ 0 = x,

x+ y′ = (x+ y)′, induktivna definicija za + ,

• x · 0 = 0,

x · y′ = x · y + x, induktivna definicija za ·,

•
(
ψ(0, v1, . . . , vn) ∧ ∀v0(ψ(v0, v1, . . . , vn)⇒ ψ(v0

′, v1, . . . , vn))
)
⇒

⇒ ∀v0ψ(v0, v1, . . . , vn).

Posledwa aksioma (poznata kao shema indukcije) je odre|ena za svaku

formulu ψ(v0, v1, . . . , vn) jezika L, gde v0 nema vezana pojavqivawa u

ψ. Dakle ova teorija, ozna~imo je sa P , ima beskona~no mnogo aksi-

oma. Poznato je mnogo zanimqivih rezultata u vezi sa ovom teorijom.

Spomenimo jedan od wih: P nije kompletna teorija, niti je to bilo

koje weno kona~no pro{irewe.

5.3 Relacija zadovoqewa

Logi~ka vrednost formule φ u modelu A postaje odre|ena tek uko-

liko su odre|ene vrednosti u~estvuju}ih promenqivih. Valuacije su

funkcije kojima se dodequju vrednosti promenqivima. Neka je Var =
{v0, v1, v2, . . .} skup promenqivih i neka je A neprazan skup.

DEFINICIJA 5.6. Valuacija domena A je svako preslikavawe σ : Var→
A.

Ako za σ : Var → A va`i σ(vi) = ai, i ∈ N, pi{emo σ = (ai)i∈N.
Iz tog razloga, AN je skup svih valuacija domena A. Defini{imo

vrednost tA[σ] terma t u modelu A za valuaciju σ koriste}i induktivnu
definiciju terma.

Neka je A model jezika L, t ∈ TermL i σ ∈ AN, σ = (ai)i∈N. Ako je
sl(t) = 0, tada
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• tA[σ] = ai za t
◦
= vi,

• tA[σ] = cA za t
◦
= c, c ∈ ConstL.

Ako je sl(t) > 0, k ∈ N, F ∈ FunL du`ine k, t1, . . . , tk ∈ TermL takvi

da t = F (t1, . . . , tk), tada

• tA[σ] = FA
(
tA1 [σ], . . . , t

A
k [σ]

)
.

Iz definicije tA[σ] sledi da ova vrednost zavisi jedino od vre-

dnosti u~estvuju}ih promenqivih u t, dakle od nekog po~etnog dela

a0, a1, . . . , an valuacije σ. Iz tog razloga umesto tA[σ] pi{emo tako|e

tA[a0, a1, . . . , an].

Centralni pojam teorije modela je relacija zadovoqewa, koju je uveo

Tarski. Ovom relacijom se defini{e istinitost ili va`ewe formule

φ u modelu A ukoliko su odre|ene vrednosti u~estvuju}ih promenqivih

u formuli φ. Relacija zadovoqewa ozna~ava se sa |= i zapis A |= φ[σ]
kazuje da je formula φ pri valuaciji σ ta~na u modelu A. Definicija
relacije zadovoqewa je induktivna, prema slo`enosti formule φ.

DEFINICIJA 5.7. Neka je A model jezika L, φ ∈ ForL i σ ∈ AN. Ako je

sl(φ) = 0, tada je φ ∈ AtL, pa razlikujemo slede}e slu~ajeve.

1◦ Za neke u, v ∈ TermL, φ
◦
= (u = v). Tada

A |= φ[σ] akko uA[σ]
◦
= vA[σ].

2◦ Za neki prirodan broj k iR ∈ RelL du`ine k postoje termi t1, . . . , tk
jezika L tako da je φ

◦
= R(t1, . . . , tk). Tada

A |= φ[σ] akko RA(tA1 [σ], . . . , t
A
k [σ]).

Ako je sl(φ) = n+1, tada prema definiciji formule imamo slede}e
slu~ajeve.

3◦ Za neke ψ, θ ∈ ForL(n), φ
◦
= (ψ ∧ θ). Tada

A |= φ[σ] akko A |= ψ[σ] i A |= θ[σ].

4◦ Za neku formulu ψ ∈ ForL(n), φ
◦
= ¬ψ. Tada

A |= φ[σ] akko nije A |= ψ[σ].

5◦ Za neki prirodan broj i, i formulu ψ ∈ ForL(n), φ
◦
= ∃viψ. Tada za

σ = (ai)i∈N imamo

A |= φ[σ] akko za neki b ∈ A, A |= ψ[a0, a1, . . . , ai−1, b, ai+1, . . . ].
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Logi~ki znaci ∨,⇒,⇔, ∀ izrazivi su preko ∧,¬, ∃ (u predikatskom
ra~unu prvog reda), na primer φ ∨ ψ je zamena za ¬(¬φ ∧ ¬ψ), i ∀viφ je

zamena za ¬∃vi¬φ, te se definicija relacije zadovoqewa za ove slu~aje
lako izvodi iz prethodnih.

Prema prethodnoj definiciji imamo slede}e osobine relacije zado-

voqewa.

• A |= φ[σ] ili A |= ¬φ[σ].

• Va`ewe formule φ za valuaciju σ u modelu A zavisi jedino od

slobodnih promenqivih formule φ, dakle od nekog po~etnog dela
a0, . . . , an valuacije σ. Zato, umesto A |= φ[σ] koristimo, tako|e,
zapis A |= φ[a0, . . . , an].

• Ako je φ re~enica jezika L i A |= φ[σ], tada za sve σ′ ∈ AN,

A |= φ[σ′]. Otuda za re~enice φ jezika L umesto A |= φ[σ] pi{emo
jednostavno A |= φ.

Imaju}i na raspolagawu relaciju zadovoqewa uvodimo mnoge druge

pojmove modelsko-teoretske prirode. Najzna~ajniji pojmovi ove vrste

navode se u slede}oj definiciji.

DEFINICIJA 5.8. Neka su A,B modeli jezika L.
1◦ Th(A) = {φ |φ je re~enica jezika L i A |= φ } je teorija modela A.
Otuda, Th(A) je kompletna teorija modela A.

2◦ Model A je elementaran podmodel modela B, u oznaci A ≺ B, akko

A ⊆ B i za sve φ ∈ ForL, sve σ ∈ AN, A |= φ[σ] akkoB |= φ[σ].

3◦ Utapawe f : A→ B je elementarno, u oznaci f : A
≺−→ B, akko za sve

valuacije σ = (ai)i∈N, A |= φ[σ] akkoB |= φ[f(a0), f(a1), . . . ].

4◦ Modeli A,B su elementarno ekvivalentni, u oznaci A ≡ B, akko

Th(A) = Th(B).

Neposredno se proverava da je elementarna ekvivalencija modela

jedna relacija ekvivalencije u klasi svih modela.

TEOREMA 5.2. Ako je f : A
≺−→ B, tada A ≡ B.

Dokaz. Indukcijom po slo`enosti re~enice φ dokazuje se da

A |= φ akko A |= φ[σ] za neku valuaciju σ = (ai)i∈N

akko B |= φ[f(a0), f(a1), . . . ]

akko B |= φ.
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PRIMER 5.6. Neka je za svaki n, σn slede}a re~enica:

(∃v0 . . . vn−1)
( ∧

0≤i<j<n

¬vi = vj∧∀vn(vn = v0∨vn = v1∨· · ·∨vn = vn−1)
)
.

Tada za ma koji model A, A |= σn akko A ima ta~no n elemenata. Otuda,
ako je A kona~an i A ≡ B, tada je iB kona~an i |A| = |B|.

Slede}e tvr|ewe je zanimqivo iz dva razloga. Prvi se odnosi na

samu induktivnu prirodu relacije zadovoqewa. Jer, kao i u dokazu

koji sledi, i u ostalim dokazima tvr|ewa od interesa, a koja se odnose

na relaciju zadovoqewa, jesu po pravilu induktivne prirode. Druga

~iwenica koju saznajemo iz ovog tvr|ewa je da se relacija zadovoqe-

wa u stvari mo`e uvesti jedino za re~enice, naravno ako se polazni

model donekle modifikuje. U ovom slu~aju re~ je o prostoj ekspanziji

modela. Podsetimo se da ako je A model i a0, a1, . . . , an ∈ A, tada je
(A, a0, a1, . . . , an) prosta ekspanzija modela A. Tako|e, podsetimo se da
je a ime elementa a, dakle simbol konstante. Stoga φ

(
a0, . . . , an

)
je

re~enica jezika L ∪ { a0, . . . , an }.

LEMA 5.1. Neka je A model jezika L i φ(v0, . . . , vn) ∈ ForL. Tada za sve
a0, a1, . . . , an ∈ A va`i

A |= φ[a0, . . . , an] akko (A, a0, . . . , an) |= φ
(
a0, . . . , an

)
.

Dokaz. Prethodno dokazujemo slede}e pomo}no tvr|ewe: ako je

t(v0, v1, . . . , vn) ∈ TermL i A′ = (A, a0, . . . , an), onda

tA
′(
a0, . . . , an

)
= tA(v0, . . . , vn)[a0, . . . , an].

Ovo tvr|ewe dokazuje se indukcijom po slo`enosti terma.

Ako je sl(t) = 0, tada

za t $ vi je tA
′(
a0, . . . , an

)
= aA

′
i = ai = tA[a0, . . . , an],

za t $ c , c ∈ ConstL, tA
′(
a0, . . . , an

)
= cA

′
= cA = tA[a0, . . . , an].

Ako je sl(t) = k + 1, tada za neki prirodan broj m i simbol F ∈ FunL
du`inem postoje termi t1, . . . , tm jezika L tako da t

◦
= F (t1, . . . , tm), pa

tA
′(
a0, . . . , an

)
= FA′

(tA
′

1

(
a0, . . . , an

)
, . . . , tA

′
m

(
a0, . . . , an

)
)

= FA(tA1 [a0, . . . , an], . . . , t
A
m[a0, . . . , an])

= tA[a0, . . . , an].
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Sada prelazimo na dokaz same leme koji je tako|e induktivan.

Ako je sl(φ) = 0, razlikujemo slede}e slu~ajeve:
ako je φ formula u = v, u, v ∈ TermL, tada

A |= φ[a0, . . . , an] akko uA[a0, . . . , an] = vA[a0, . . . , an]

akko uA
′(
a0, . . . , an

)
= vA

′(
a0, . . . , an

)
,

akko A′ |= φ
(
a0, . . . , an

)
,

ako je φ formula R(u1, . . . , um), R ∈ RelL du`ine m i u1, . . . , um su

termi jezika L, tada

A |= φ[a0, . . . , an] akko RA(uA1 [a0, . . . , an], . . . , u
A
m[a0, . . . , an])

akko RA′(
uA

′
1 (a0, . . . , an), . . . , u

A′
m (a0, . . . , an)

)
akko A′ |= φ

(
a0, . . . , an

)
.

Neka je sl(φ) = k + 1. Tada razlikujemo slede}e slu~ajeve:

ako φ
◦
= (ψ ∧ θ), tada

A |= φ[a0, . . . , an] akko A |= ψ[a0, . . . , an] i A |= θ[a0, . . . , an]

akko A′ |= ψ
(
a0, . . . , an

)
i A′ |= θ

(
a0, . . . , an

)
akko A′ |= φ

(
a0, . . . , an

)
,

ako φ
◦
= ¬ψ, tada

A |= φ[a0, . . . , an] akko nije A |= ψ[a0, . . . , an]

akko nije A′ |= ψ
(
a0, . . . , an

)
akko A′ |= φ

(
a0, . . . , an

)
,

ako φ
◦
= ∃viψ i pretpostavimo φ

◦
= φ(v1, . . . , vn), i i

◦
= 0, tada (za neki

b ∈ A)

A |= φ[a1, . . . , an] akko A |= ψ[b, a1, . . . , an]

akko (A′, b) |= ψ
(
b, a0, . . . , an

)
akko A′ |= θ[b], gde je θ(x)

◦
= ψ

(
x, a0, . . . , an

)
akko A′ |= ∃xθ(x)
akko A′ |= φ

(
a0, . . . , an

)
.
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Prethodno tvr|ewe kazuje da su re~enice dovoqne za razmatrawa u

teoriji modela, ukoliko je jezik dovoqno bogat. Ovu lemu koristi}emo

u vi{e prilika. Sli~no ovoj lemi, indukcijom po slo`enosti terma,

dokazuje se slede}e svojstvo homomorfizama.

TEOREMA 5.3. Neka suA,B modeli jezikaL i neka je f : A→ B homomor-

fizam. Tada za svaki term t(v0, . . . , vn) ∈ TermL i elemente a0, . . . , an
skupa A va`i

f
(
tA[a0, . . . , an]

)
= tB[f(a0), . . . , f(an)].

Relacija elementarne ekvivalencije je najzna~ajnija relacija izme-

|u modela. Slede}e svojstvo ove relacije pokazuje da se teorija modela

mo`e primeniti na zadovoqavaju}i na~in jedino na beskona~ne modele.

TEOREMA 5.4. Neka su A,B modeli jezika L. Ako je A kona~an model i

A ≡ B, tada A ≃ B.

Dokaz. Neka je |A| = n i pretpostavimo da jeA ≡ B. PremaPrimeru

5.6. sledi

(1) |B| = n.

Sada dokazujemo slede}e pomo}no tvr|ewe:

(2) ako su A,B kona~ni modeli i A ≡ B, tada za svaki a ∈ A postoji

b ∈ B takav da (A, a) ≡ (B, b).

Zaista, neka je a ∈ A i neka je B = { b1, . . . , bn }. Pretpostavimo da
ne postoji b ∈ B takav da (A, a) ≡ (B, b). Daqe, neka je c novi simbol
konstante jezika L. Tada za svaki i ≤ n postoji formula φi(x) jezika L
takva da (A, a) |= φi(c) i (B, bi) |= ¬φi(c). Otuda, (A, a) |=

∧
j≤n φj(c),

odakle, prema Lemi 5.1. imamo A |= ∃x
∧

j≤n φj(x). Kako je A ≡ B, to

B |= ∃x
∧

j≤n φj(x), pa za neki i ≤ n, B |=
(∧

j≤n φj(x)
)
[bi]. Prema

Lemi 5.1. sledi (B, bi) |=
∧

j≤n φj(bi), dakle (B, bi) |= φi(c), {to je

kontradikcija. Prema tome, tvr|ewe (2) va`i.

Uzastopnom primenom tvr|ewa (1) i (2) na neku enumeraciju datu sa

a1, a2, . . . , an domena A nalazimo

(3) (A, a1, a2, . . . , an) ≡ (B, b1, b2, . . . , bn).
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Preslikavawe f : A → B, f(ai) = bi, i ≤ n, je tada izomorfizam
modela A u modelB. Da bismo to dokazali, pretpostavimo radi jedno-

stavnosti da je + ∈ L binarni operacijski znak. Ako su ai, aj , ak ∈ A
takvi da ak = ai +

A aj , tada (A, a1, . . . , an) |= ak = ai + aj pa prema (3)

sledi (B, b1, . . . , bn) |= bk = bi + bj , tj. bk = bi +
B bj . S obzirom na

definiciju funkcije f za sve i, j ≤ n va`i f(ai+A aj) = f(ai)+
B f(aj),

tj. f je homomorfizam za operacije +A i +B.

Slede}a teorema o utapawu struktura omogu}ava formirawe modela

nestandardne analize, o ~emu }e vi{e re~i biti u narednoj glavi. Pre

toga, uvodimo pojam dijagrama modela i elementarnog dijagrama modela.

DEFINICIJA 5.9. Neka je A model jezika L i neka je LA jezik dat sa

LA = L ∪ { a | a ∈ A }. Dijagram modela A je teorija ∆A jezika LA

~ije su aksiome atomske re~enice jezika LA i wihove negacije ta~ne u

prostoj ekspanziji (A, a)a∈A modela A. Elementarni dijagram modela

A je teorija Th(A, a)a∈A.

TEOREMA 5.5. Neka su A iB modeli jezika L. Tada
1◦ postoji utapawe modela A u model B ako i samo ako postoji prosta

ekspanzija (B, ba)a∈A modelaB koja je model dijagrama ∆A;

2◦ postoji elementarno utapawe modela A u modelB ako i samo ako po-

stoji prosta ekspanzija (B, ba)a∈A modelaB koja je model elementarnog

dijagrama Th(A, a)a∈A.

Dokaz. 1◦ Ako je f : A → B utapawe, tada (B, f(a))a∈A je model

teorije ∆A. Na primer, ako R(a1, . . . , an) ∈ ∆A, tada imamo da je

(A, a1, . . . , an) |= R(a1, . . . , an) i
(
B, f(a1), . . . , f(an)

)
|= R(a1, . . . , an)

jer je f utapawe. S druge strane, ako (B, ba)a∈A |= ∆A, tada f : a 7→ ba
je utapawe modela A u model B. Zaista, ako je a1 ̸= a2, a1, a2 ∈ A, tada
(¬a1 = a2) ∈ ∆A, pa (B, ba)a∈A |= ¬a1 = a2, tj. ba1 ̸= ba2 , odnosno
f(a1) ̸= f(a2). Lako se proverava da f ima ostala svojstva utapawa.

Dokaz drugog dela tvr|ewa je sli~an prethodnom.



Glava 6

Lajbnicov princip

Ultraproizvodmodela jedna je od osnovnih konstrukcija u teorijimode-

la kojom se od nekih modela mo`e dobiti nov model. Ovaj nov model ima

jednu bitnu osobinu koja predstavqa jedan vid principa prenosa: uko-

liko neko svojstvo prvog reda va`i na polaznim modelima, onda to isto

svojstvo ima i novodobijeni model. Konstrukcijom ultraproizvoda

poqa realnih brojeva izgra|uje se nestandardni univerzum sa aktuel-

nim beskona~no malim i velikim brojevima, {to zajedno sa pomenutim

principom prenosa omogu}uje neprotivure~no zasnivawe Lajbnicove

analize.

6.1 Redukovan proizvod modela

Konstrukcijiredukovanogproizvodai ultraproizvodamodelaprethodi

konstrukcija proizvoda modela.

DEFINICIJA 6.1. Neka su Ai, i ∈ I , modeli jezika L. Model B jezika

L je proizvod modela Ai, u oznaci B =
∏

i∈I Ai, ako B =
∏

i∈I Ai, a

simboli jezika L imaju slede}u interpretaciju u domenu B:
1◦ ako je c ∈ ConstL, tada je c

B = ⟨cAi | i ∈ I⟩;
2◦ ako je F ∈ FunL, ar(F ) = n, tada za sve f1, . . . , fn ∈ B va`i

FB(f1, . . . , fn) = ⟨FAi(f1(i), . . . , fn(i)) | i ∈ I⟩;

3◦ ako je R ∈ RelL, ar(R) = n, onda za sve f1, . . . , fn ∈ B va`i

RB(f1, . . . , fn) akko RAi(f1(i), . . . , fn(i)) za svaki i ∈ I.

102
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Umesto
∏

i∈I Ai pisa}emo ponekad kra}e
∏

iAi. Ako je I kona~an

skup, recimo I = { 0, 1, . . . , n }, koriste se i ove oznake za proizvod

modela Ai: A0 × A1 × · · · × An,
∏n

i=0Ai. Za ovako izabran skup in-

deksa I , mo`emo (n+1)�torku (a0, . . . , an) identifikovati safunkcijom
{ (0, a0), . . . , (n, an) }, ili pak zadr`ati uobi~ajenu definiciju n�torke
i tome prilagoditi definiciju proizvoda modela. U ovom drugom

slu~aju dobijeni model izomorfan je proizvodu u smislu prethodne

definicije.

PRIMER 6.1. 1◦ Proizvod prstena je prsten. Proizvod poqa nije poqe.

2◦ Proizvod ure|enih skupova je ure|en skup. Proizvod linearno ure-

|enih skupova nije linearno ure|en skup (osim ukoliko nije re~ o

jedno~lanim skupovima).

Preslikavawe πi : B → Ai, gde je za f ∈ B, πi(f) = f(i), naziva
se i�tom projekcijom proizvoda B =

∏
j Aj . Svaka projekcija πi je

homomorfizam za sve operacije modela B. Naime, ako je F ∈ FunL i

f1, . . . , fn ∈ B, tada o~igledno va`i

πi(F
B(f1, . . . , fn)) = FAi(πi(f1), . . . , πi(fn)).

Isto tako, za c ∈ ConstL va`i πi(c
B) = cAi .

U poglavqu o ultraproizvodima opisan je redukovan proizvod pr-

stena i ure|enih poqa. Ova konstrukcija neposredno se {iri na bilo

koje modele. Neka su Ai, i ∈ I , modeli jezika L i neka je D filter

nad I . Prema Teoremi 3.1. filterska relacija =D jeste jedna relacija

ekvivalencije domenaB =
∏

iAi. Za proizvodB =
∏

iAi va`i i ne{to

vi{e.

LEMA 6.1. 1◦ Relacija =D je kongruencija za operacije modela B, tj.

ako je F ∈ FunL du`ine n, onda za sve elemente f1, . . . , fn, g1, . . . , gn
skupa B va`i

f1 =D g1, . . . , fn =D gn povla~i FB(f1, . . . , fn) =D FB(g1, . . . , gn).

2◦ Ako je R ∈ RelL, ar(R) = n, onda za sve f1, . . . , fn, g1, . . . , gn ∈ B
tako da f1 =D g1, . . . , fn =D gn va`i

{ i ∈ I |RAi(f1(i), . . . , fn(i)) } ∈ D akko

{ i ∈ I |RAi(g1(i), . . . , gn(i)) } ∈ D.
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Dokaz. Neka f1, . . . , fn, g1, . . . , gn ∈ B i f1 =D g1, . . . , fn =D gn.
Tada za skupoveXj = { i ∈ I | fj(i) = gj(i) }, j = 1, . . . , n, va`iXj ∈ D,
pa
∩

j Xj ∈ D. Otuda je∩
j
Xj ⊆ { i ∈ I |FAi(f1(i), . . . , fn(i)) = FAi(g1(i), . . . , gn(i)) },

pa je

⟨FAi(f1(i), . . . , fn(i)) | i ∈ I⟩ =D ⟨FAi(g1(i), . . . , gn(i)) | i ∈ I⟩,

a odatle sledi prvi deo tvr|ewa.

ZaY = { i ∈ I |RAi(f1(i), . . . , fn(i)) },Z = { i ∈ I |RAi(g1(i), . . . , gn(i)) }
va`i Y ∩ (

∩
j Xj) ⊆ Z i Z ∩ (

∩
j Xj) ⊆ Y , pa Y ∈ D ako i samo ako

Z ∈ D, a odatle sledi drugi deo tvr|ewa.

Prethodna lema omogu}ava da se na koli~ni~kom skupuA =
∏

iAi/D
defini{e model A na slede}i na~in:

• ako je c ∈ ConstL, onda je c
A = ⟨cAi | i ∈ I⟩D,

• ako je F ∈ FunL i ar(F ) = n, tada za sve f1, . . . , fn ∈ B va`i

FA(f1D, . . . , fnD) = FB(f1, . . . , fn)D,

• ako je R ∈ RelL i ar(R) = n, tada za sve f1, . . . , fn ∈ B va`i

RA(f1D, . . . , fnD) akko { i ∈ I |RAi(f1(i), . . . , fn(i)) } ∈ D.

Ovako konstruisan model A naziva se redukovanim proizvodom mode-

la Ai i ozna~ava se sa
∏

iAi/D, ili kra}e
∏

D Ai. Polaze}i od defini-

cije redukovanog proizvoda, neposredno se proverava da je preslika-

vawe f 7→ fD homomorfizam modela
∏

iAi na model
∏

D Ai. Recimo,

ako je R n�arni relacijski znak i RB(f1, . . . , fn), gde f1, . . . , fn ∈ B,
tada za svaki i ∈ I , va`i RAi(f1(i), . . . , fn(i)), odakle zakqu~ujemo

RA(f1D, . . . , fnD) jer { i ∈ I |RAi(f1(i), . . . , fn(i) } ∈ D.

PRIMER 6.2. 1◦ Ako je D = { I }, tada je
∏

D Ai
∼=
∏

iAi. Dakle,

proizvod modela je poseban slu~aj redukovanog proizvoda.

2◦ Neka je D glavni filter nad I generisan elementom i0 ∈ I . Tada je
preslikavawe τ : fD 7→ f(i0) izomorfizam modela

∏
D Ai i Ai0 .

3◦ Neka je X ⊆ I i D glavni filter generisan skupom X , tj. va`i

D = {Y ⊆ I |X ⊆ Y }. Tada je preslikavawe fD 7→ ⟨f(i) | i ∈ X⟩
izomorfizam modela

∏
D Ai i

∏
i∈X Ai.
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Ukoliko su svi modeli Ai, i ∈ I , me|usobno jednaki, recimo da je

Ai = C za i ∈ I , tada se redukovani proizvod
∏

D Ai naziva redukovanim

stepenom modela C, i obele`ava se sa CD. Slede}e tvr|ewe kazuje da

redukovani stepen komutira sa kona~nim proizvodom.

TEOREMA 6.1. Neka su A1, . . . ,An modeli jezika L i neka jeD filter nad

I . Tada
AD
1 × · · · × AD

n
∼= (A1 × · · · × An)

D.

Dokaz. Preslikavawe τ : (f1D, . . . , fnD) 7→ (f1, . . . , fn)D, fj ∈ Aj
I

za j = 1, . . . , n, je dobro definisano i tako|e 1-1 i na. Zaista, neka je

ispuweno da fj , gj ∈ Aj
I , j = 1, . . . , n, i Xj = { i ∈ I | fj(i) = gj(i) }.

Tada va`i da je f1 =D g1, . . . , fn =D gn ako i samo ako X1, . . . , Xn ∈ D,
tj.
∩

j Xj ∈ D. S druge strane, imamo da { i ∈ I | (f1(i), . . . , fn(i)) =
(g1(i), . . . , gn(i)) } =

∩
j Xj , dakle f1 =D g1, . . . , fn =D gn ako i samo

ako (f1, . . . , fn) =D (g1, . . . , gn). Dakle, τ je bijekcija izme|u skupova
AD

1 × · · · ×AD
n i (A1 × · · · ×An)

D.

Ako je fj ∈ Aj
I , j = 1, . . . , n, preslikavawe g ∈ (A1 × · · · × An)

I

definisano sa g(i) = (f1(i), . . . , fn(i)), i ∈ I , radi jednostavnosti

bele`imo sa g = (f1, . . . , fn). Pri ovakvoj definiciji ure|ene n�torke
funkcija va`i

(f1, . . . , fn) =
⟨
(f1(i), . . . , fn(i)) | i ∈ I

⟩
.

Daqe, neka je F k�arni funkcijski znak jezika L. Tada za M =

AD
1 ×· · ·×AD

n , N = (A1×· · ·×An)
D, σj =

(
f j1D, . . . , f

j
nD

)
, gde f js ∈ AI

s

za s = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k va`i τFM(σ1, . . . , σk) =

= τ
(
FAD

1 (f11D, . . . , f
k
1 D), . . . , F

AD
n (f1nD, . . . , f

k
nD)

)
= τ

(
⟨FA1(f11 (i), . . . , f

k
1 (i)) | i ∈ I⟩D, . . . , ⟨FAn(f1n(i), . . . , f

k
n(i)) | i ∈ I⟩D

)
=
(
⟨FA1(f11 (i), . . . , f

k
1 (i)) | i ∈ I⟩, . . . , ⟨FAn(f1n(i), . . . , f

k
n(i)) | i ∈ I⟩

)
D

= ⟨
(
FA1(f11 (i), . . . , f

k
1 (i)), . . . , F

An(f1n(i), . . . , f
k
n(i))

)
| i ∈ I⟩D

= ⟨FA1×···×An((f11 (i), . . . , f
1
n(i)), . . . , (f

k
1 (i), . . . , f

k
n(i)) | i ∈ I⟩D

= FN(τσ1, . . . , τσk).

Sli~no se dokazuje da je τ homomorfizam za relacije modelaM iN,
dakle τ : AD

1 × · · · × AD
n
∼= (A1 × · · · × An)

D.
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Naro~ito va`no mesto u konstrukciji redukovanih proizvoda imaju

ultraproizvod i ultrastepen.

DEFINICIJA 6.2. Neka je D ultrafilter nad I , i neka su A, Ai, i ∈ I ,
modeli jezika L. Tada se redukovani proizvod

∏
D Ai naziva ultra-

proizvodom modela Ai. Redukovani stepen AD naziva se ultrastepenom

modela A.

Primer 6.2. 2◦ pokazuje da su od interesa ultraproizvodi kod kojih
je ultrafilter D neglavan.

6.2 Lo{ova teorema

Va`nost ultraproizvoda proisti~e upravo iz principa prenosa. O

tome precizno govori Lo{ova teorema.

LEMA 6.2. Neka jeA =
∏

D Ai redukovan proizvod modelaAi, i ∈ I , jezika
L, t, t1, . . . , tm termi jezika L iRm�arni relacijski znak jezika L. Tada
za sve f1, . . . , fn ∈

∏
iAi va`i:

1◦ tA[f1D, . . . , fnD] =
⟨
tAi [f1(i), . . . , fn(i)] | i ∈ I

⟩
D;

2◦ A |= R(t1, . . . , tm)[f1D, . . . , fnD] ako i samo ako{
i ∈ I

∣∣RAi
(
tAi
1 [f1(i), . . . , fn(i)], . . . , t

Ai
m [f1(i), . . . , fn(i)]

) }
∈ D.

Dokaz. 1◦ Preslikavawe τ : f → fD je homomorfizam modela datog

saB =
∏

iAi na model A.

Iz τtB[f1, . . . , fn] =
⟨
tAi [f1(i), . . . , fn(i)] | i ∈ I

⟩
D sledi da 1◦ va`i.

2◦ Neka je gj ∈
∏

iAi definisano sa gj(i) = tAi
j [f1(i), . . . , fn(i)], i ∈ I ,

j = 1, . . . ,m. Tada prema 1◦ va`i

gjD = tAj [f1D, . . . , fnD],

odakle je, prema interpretaciji relacije u redukovanom proizvodu,

RA[g1D, . . . , gnD]

akko
{
i ∈ I

∣∣RAi(g1(i), . . . , gn(i))
}
∈ D

akko
{
i ∈ I

∣∣RAi
(
tAi
1 [f1(i), . . . , fn(i)], . . . , t

Ai
m [f1(i), . . . , fn(i)]

) }
∈ D,

~ime je dokaz tvr|ewa 2◦ zavr{en.



GLAVA 6. LAJBNICOV PRINCIP 107

Slede}a teorema kazuje centralnu osobinu ultraproizvoda. Napo-

miwemo da ona ne va`i za bilo koje redukovane proizvode, no to za nas

ne predstavqa smetwu jer }e Lajbnicov univerzum biti konstruisan

kao jedan ultraproizvod. Ova teorema je tako|e poznata pod imenom

Lo{ova teorema.

TEOREMA 6.2. Neka suAi, i ∈ I , modeli jezikaL i neka jeD ultrafilter

nad I . Tada za svaku formulu φ(x0, . . . , xn) jezika L i f0, . . . , fn ∈
∏

iAi

va`i slede}a ekvivalencija∏
D
Ai |= φ[f0D, . . . , fnD] akko

{
i ∈ I |Ai |= φ[f0(i), . . . , fn(i)]

}
∈ D.

Dokaz. Dokaz ove teoreme izvodimo indukcijom po slo`enosti for-

mule φ, koriste}i induktivnu definiciju relacije zadovoqewa.

Neka je A =
∏

D Ai, i neka je φ(x0, . . . , xn) formula jezika L. Tada
razlikujemo slede}e slu~ajeve.

1◦ sl(φ) = 0. Imamo dva podslu~aja.

• φ(x0, . . . , xn) je oblika t1(x0, . . . , xn) = t2(x0, . . . , xn) gde su t1, t2
termi jezika L. Tada za f0, . . . , fn ∈

∏
iAi imamo∏

D Ai |= φ[f0D, . . . , fnD] akko tA1 [f0D, . . . , fnD] = tA2 [f0D, . . . , fnD]
prema Lemi 6.2.

akko
⟨
tAi
1 [f0(i), . . . , fn(i)]

∣∣ i ∈ I⟩ =D
⟨
tAi
2 [f0(i), . . . , fn(i)]

∣∣ i ∈ I⟩
akko

{
i ∈ I

∣∣ tAi
1 [f0(i), . . . , fn(i)] = tAi

2 [f0(i), . . . , fn(i)]
}
∈ D

akko
{
i ∈ I

∣∣Ai |= φ[f0(i), . . . , fn(i)]
}
∈ D.

• Formula φ(x0, . . . , xn) jeR(t1(x0, . . . , xn), . . . , tm(x0, . . . , xn)) iR
je relacijski znak du`ine m jezika L, t1, . . . , tm ∈ TermL. Tada

tvr|ewe sledi prema Lemi 6.2.

2◦ Pretpostavimo da tvr|ewe va`i za sve formule ψ, sl(ψ) < sl(φ) i
sl(φ) > 1. Tada razlikujemo slede}e slu~ajeve.

• Formula φ je oblika ψ ∧ θ.

Tada je sl(ψ), sl(θ) < sl(φ), te za f0, . . . , fn ∈
∏

iAi imamo

A |= φ[f0D, . . . , fnD] akko A |= ψ[f0D, . . . , fnD] i A |= θ[f0D, . . . , fnD].
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Koriste}i induktivnu hipotezu
{
i ∈ I

∣∣Ai |= ψ[f0(i), . . . , fn(i)]
}
∈ D

i
{
i ∈ I

∣∣Ai |= θ[f0(i), . . . , fn(i)]
}
∈ D, pa i wihov presek je u D,

odnosno {
i ∈ I

∣∣Ai |= φ[f0(i), . . . , fn(i)]
}
∈ D.

• Formula φ je oblika ¬ψ.

Tada sl(ψ) < sl(φ) i tako|e je A |= φ[f0D, . . . , fnD]

akko nije A |= ψ[f0D, . . . , fnD]

akko nije
{
i ∈ I

∣∣Ai |= ψ[f0(i), . . . , fn(i)]
}
∈ D

akko
{
i ∈ I

∣∣Ai |= ψ[f0(i), . . . , fn(i)]
}c ∈ D

akko
{
i ∈ I

∣∣ nije Ai |= ψ[f0(i), . . . , fn(i)]
}
∈ D

akko
{
i ∈ I

∣∣Ai |= φ[f0(i), . . . , fn(i)]
}
∈ D.

• Formula φ je oblika ∃yψ(y, x0, . . . , xn).

Tada je sl(ψ) < sl(φ). Neka je A |= φ[f0D, . . . , fnD] za f0, . . . , fn ∈
∏

iAi.

Tada za neku funkciju g ∈
∏

iAi, va`i A |= ψ[gD, f0D, . . . , fnD]. Prema
induktivnoj hipotezi je

{
i ∈ I

∣∣Ai |= ψ[g(i), f0(i), . . . , fn(i)]
}
∈ D.

Kako je {
i ∈ I

∣∣Ai |= ψ[g(i), f0(i), . . . , fn(i)]
}
⊆

⊆
{
i ∈ I

∣∣Ai |= φ[f0(i), . . . , fn(i)]
}
,

to
{
i ∈ I

∣∣Ai |= φ[f0(i), . . . , fn(i)]
}
∈ D. S druge strane, neka je

X =
{
i ∈ I

∣∣Ai |= φ[f0(i), . . . , fn(i)]
}
∈ D. Tada za i ∈ X va`i

Ai |= φ[f0(i), . . . , fn(i)], tj. za neki ci ∈ Ai, Ai |= ψ[ci, f0(i), . . . , fn(i)].
Neka je g ∈

∏
iAi takva funkcija da je za i ∈ X , g(i) = ci. Tada

X ⊆
{
i ∈ I

∣∣Ai |= ψ[g(i), f0(i), . . . , fn(i)]
}
, te kako je X ∈ D, to

sledi
{
i ∈ I

∣∣Ai |= ψ[g(i), f0(i), . . . , fn(i)]
}
∈ D. Prema induktivnoj

hipotezi A |= ψ[gD, f0D, . . . , fnD], tj. A |= φ[f0D, . . . , fnD].

Kako su ostale logi~ke operacije svodqive na prethodne slu~ajeve,

ovim je dokaz teoreme zavr{en.

Ukoliko jeφre~enica jezikaL, onda istinitostformuleφne zavisi
od izbora valuacije. Otuda prema Lo{ovoj teoremi sledi tvr|ewe.

POSLEDICA 6.1. Neka je φ re~enica jezika L, i neka su Ai, i ∈ I , modeli
jezika L. Tada∏

D
Ai |= φ ako i samo ako { i ∈ I |Ai |= φ } ∈ D.
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Sada smo u mogu}nosti da damo jo{ jedan dokaz Teoreme 3.3. tj. da

je ultraproizvod ure|enih poqa tako|e ure|eno poqe. Zaista, aksi-

ome ure|enih poqa su re~enice prvog reda pa tvr|ewe sledi na osnovu

Posledice 6.1.

Prilikom uvo|ewa redukovanog proizvoda napomenuto je da svaki

ultrafilter odre|uje jednu kona~no-aditivnu meru na skupu indeksa I .
Otuda zapis { i ∈ I |Ai |= φ } ∈ D mo`emo i ovako da ~itamo

• Ai |= φ za skoro svaki i (mod D), ili kra}e

• Ai |= φ s.s. i (mod D),

s obzirom da je { i ∈ I |Ai |= φ } ∈ D akko µD
(
{ i ∈ I |Ai |= φ }

)
= 1.

Posledice Lo{ove teoreme su mnogobrojne, jedna od va`nijih je

slede}a teorema.

TEOREMA 6.3. (KOMPAKTNOST) Neka je T teorija jezika L. Ako svaki

kona~an podskup teorije T ima model, onda i teorija T ima model.

Dokaz. Neka je I skup kona~nih podskupova teorije T i neka je za

svaki i ∈ I , Ai model teorije i. Daqe, neka je za φ ∈ T , definisano
Sφ = { i ∈ I |φ ∈ i }. Tada familija Υ = {Sφ |φ ∈ T } ima svojstvo
kona~nog preseka, dakle postoji ultrafilter D nad I koji sadr`i skup
Υ. Neka je A =

∏
D Ai. Tada je za φ ∈ T , A |= φ. Zaista, kako je

Sφ ⊆ { i ∈ I |Ai |= φ } i Sφ ∈ D, onda { i ∈ I |Ai |= φ } ∈ D. Prema
Lo{ovoj teoremi imamo da je A |= φ.

Neka je T teorija jezika L i neka je Σ(x) = {φi(x) | i ∈ I } skup
nekih formula jezika L. Ukoliko za proizvoqan kona~an podskup

{φ0(x), . . . , φn(x) } ⊆ Σ(x) postoji model A teorije T i element a ∈ A
takav da (A, a) |=

∧
i≤n φi(a), tada za skupΣ(x) ka`emo da jetip teorije

T . Ukoliko jeBmodel jezikaL i b ∈ B takav da je za sve i ∈ I , B |= φi[b],
onda ka`emo da model B realizuje tip Σ(x). Slede}a jednostavna pri-
mena stava kompaktnosti pokazuje da je svaki tip teorije T realizovan

u nekom modelu teorije T .

TEOREMA 6.4. Neka je T neprotivure~na teorija jezika L i neka je Σ(x)
tip teorije T . Tada postoji model A teorije T koji realizuje tip Σ(x).
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Dokaz. Neka je T ′ = T ∪ {φ(c) |φ ∈ Σ(x) }, gde je c nova konstanta
za jezik L. Tada svaki kona~an podskup teorije T ′ ima model, pa prema
stavu kompaktnosti postoji model A′ = (A, a) teorije T ′, gde je cA

′
= a.

Tada je A model teorije T i element a realizuje tip Σ(x) u modelu A.

Na primer, ure|eno poqe F je nearhimedsko ako i samo ako F rea-

lizuje tip Σ(x) =
{
0 < x <

1

n

∣∣n ∈ N \ { 0 }
}
.

Evo jo{ jedne zanimqive posledice stava kompaktnosti.

TEOREMA 6.5. Pretpostavimo da teorija T jezika L ima beskona~an

model. Tada teorija T ima modele proizvoqno velike kardinalnosti.

Dokaz. Neka je κ kardinalan broj, i neka je { cm |m < κ } skup novih
konstanti jezika L. Daqe, neka je

T ′ = T ∪ { cm ̸= cn |m ̸= n, m, n < κ }.

Po pretpostavci teorija T ima beskona~an model, pa neka je A neki

takav model teorije T . Tada svaki kona~an podskup teorije T ′ ima
model, to je neka prosta ekspanzija modela A. Otuda, prema stavu kom-
paktnosti, teorija T ′ ima modelB′ = (B, bm)m<κ, gde je c

B′
m = bm, te je

B model teorije T . Kako zam ̸= n va`i bm ̸= bn, to sledi |B| ≥ κ.

Dokaz ove teoreme mo`e se izvesti direktno koriste}i konstrukciju

ultraproizvoda. Naime, ako je A model teorije T i ako je D neki

ultrafilter nad skupom indeksa I , onda je prema Lo{ovoj teoremi

AI/D tako|e model teorije T . S druge strane, ako se A izabere tako

da je wegov domen A beskona~an i ako se uzme da je D κ�regularan
ultrafilter (videti zadatak 50), onda je |AI/D| = |A|κ (videti isti

zadatak), pa je AI/D model teorije T kardinalnosti ≥ κ.
Posledwa teorema je samo poseban slu~aj Skolem-Levenhajm-Tarski-

jeve teoreme. Ova teorema kazuje da svaka teorija T koja ima beskona~an

model, ima tako|e modele u svim kardinalnim brojevima ve}im od ∥L∥,
gde je ∥L∥ kardinalni broj formula jezika L.



Glava 7

Nestandardni pristup

grani~nim procesima

Kroz ovu glavu o konvergenciji realnih nizova, neprekidnosti, difere-

ncijabilnosti i integrabilnosti realnih funkcija uveri}emo se, jo{

jednom, da je mo} nestandardnog pristupa grani~nim procesima u tome

{to se intuitivni pojmovi pojavquju prirodno, dok je sama tehnika

dokaza jo{ uvek prikrivena.

7.1 Konvergencija realnih nizova

Konvergenciju realnih nizova iska`imo klasi~nim (Vajer{trasovim)

pristupom, kao i pomo}u Fre{eovog filtera nad N.

DEFINICIJA 7.1. Ta~ka x∞ ∈ R je grani~na vrednost (limes) niza

x ∈ RN (oznake: x∞ = limx ili x∞ = limn→∞ xn) ako va`i:

(∀ε)(∃l)(∀n)[n ≥ l⇒ |xn − x∞| < ε], l ∈ N, n ∈ N, ε ∈ R, ε > 0.

Ako je F Fre{eov filter nad skupom N prirodnih brojeva, tj. ako

je F = {M ⊆ N |N \M je kona~an }, tada je x∞ = limx ekvivalentno
sa

(∀ε) x−1
(
x∞+ ]− ε,+ε[

)
∈ F ,

jer je |xn − x∞| < ε ⇔ xn ∈ x∞+ ] − ε,+ε[⇔ n ∈ x−1
(
x∞+ ] − ε,+ε[

)
i zaM ⊆ N je (∃l)(∀n)[n ≥ l⇒ n ∈M ] ekvivalentno sa �skup N \M je

kona~an�.

111
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Niz x ∈ RN je konvergentan ako: (∃a ∈ R) limx = a.

Da bismo ove relacije iskazali nestandardno (u poqu ∗R = RN/D)
primetimo prvo da zaM ⊆ N va`i:

N \M je kona~an ⇔ N \M je ograni~en

⇔ ∗N \ ∗M ⊆ γ(0)
⇔ ∗M ⊇ ∗N \ γ(0).

Primetimo da je ∗N \N = ∗N \ γ(0) skup beskona~nih hiperpriro-
dnih brojeva. Sada je za x∞ ∈ R i x ∈ RN ispuweno:

(∀ε) N \ x−1
(
x∞+ ]− ε,+ε[

)
je kona~an

⇔ (∀ε)∗x−1
(
x∞ + ∗]− ε,+ε[

)
⊇ ∗N \N

⇔ (∀ε)∗x(∗N \N) ⊆
(
x∞ + ∗]− ε,+ε[

)
⇔ ∗x(∗N \N) ⊆ x∞ +

∩
ε>0

∗]− ε,+ε[

⇔ ∗x(∗N \N) ⊆ x∞ + µ(0) = µ(x∞).

Ovim je dokazano slede}e tvr|ewe.

TEOREMA 7.1.

lim
n→∞

xn = x∞ ⇔ (∀ν ∈ ∗N \N) ∗xν ∈ µ(x∞)

⇔ (∀ν ∈ ∗N \N) ∗xν ≈ x∞
⇔ (∀ν ∈ ∗N \N) (st(∗xν) = x∞), x ∈ RN, x∞ ∈ R.

^esto }emo produ`ewe ∗x niza x ∈ RN ozna~avati tako|e sa x; za
n ∈ N je ∗xn = xn, te je svejedno koju od ove dve oznake upotrebqavamo,
dok za ν ∈ ∗N\N oznaka xν za x ∈ RN nema smisla, te je jasno da se radi

o ∗xν .

Primetimo da konvergentan niz ima ta~no jednu grani~nu vrednost.

Zaista, ako je x ∈ RN konvergentan niz i ako izaberemo slede}i element

ν = ⟨0, 1, 2, . . . ⟩D ∈ ∗N \ N (videti Primer 3.1.), onda je grani~na

vrednost limx = stxν jedinstvena.

Videli smo da potreban i dovoqan uslov za konvergenciju niza

x ∈ RN ka x∞ ∈ R jeste xν ≈ x∞ za sve beskona~ne ν ∈ ∗N. Me|utim,

ovaj uslov za konvergenciju niza x mo`emo da oslabimo.
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TEOREMA 7.2. Ako je x standardan niz za koji postoji beskona~noH ∈ ∗N
takvo da je xν ≈ x∞ za sve beskona~ne ν < H , tada je limx = x∞.

Dokaz. Za svaki standardan pozitivan broj ε, internalan skup

A =
{
κ ∈ ∗N

∣∣ |xν − x∞| < ε za sve κ ≤ ν < H
}

je neprazan. Prvo κ koje zadovoqava taj uslov, recimo κ = κ0, je
kona~no. Prema tome, |xn − x∞| < ε za sve kona~ne n ≥ κ0 (u

∗R, i
u R), {to pokazuje limx = x∞.

Navodimo i jedan primer primene pravila

M ∈ F ako i samo ako ∗M ⊇ ∗N \N, M ⊆ N.

PRIMER 7.1. Neka su x, y iz RN i neka su x∞, y∞ iz R takvi da va`i

limx = x∞ i lim y = y∞. Tada

(1) iz x∞ < y∞ sledi {n ∈ N |xn < yn } ∈ F ,

(2) ako je {n ∈ N |xn ≥ yn } beskona~an, onda je x∞ ≥ y∞.

Zaista, neka jeM = {n ∈ N |xn < yn }, tj. M = (x − y)−1( ] −∞, 0[ ).
Tada je ∗M = (∗x−∗y)−1(∗]−∞, 0[ ) = { ν ∈ ∗N |xν < yν }. Za ν ∈ ∗N\N
je xν ∈ µ(x∞), yν ∈ µ(y∞) te je, zbog x∞ < y∞, i xν < yν . Kona~no je
∗M ⊇ ∗N \N, i otudaM ∈ F .

Drugo tvr|ewe je kontrapozicija prvog. Ono se mo`e dokazati i

direktno. Neka je P = {n ∈ N |xn ≥ yn } beskona~an i φ : N
1−1−→ P .

Tada je ν = ⟨φn⟩D ∈ ∗N \ N i x ◦ φ ≥ y ◦ φ, te je xν = ⟨(x ◦ φ)n⟩D ≥
⟨(y ◦ φ)n⟩D = yν , i otuda x∞ = stxν ≥ st yν = y∞.

TEOREMA 7.3. Konvergentan niz je ograni~en.

Dokaz. Neka je x ∈ RN, x∞ ∈ R i limx = x∞. Internalan skup

x(∗N) = x(N)∪ x(∗N \N) ⊆ R∪ µ(x∞) ⊆ γ(0), pa je niz x ograni~en.

Navodimo i nekoliko primera primene Teoreme 7.1.
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PRIMER 7.2. 1◦ Ako je xn = 2n+1
n , onda je, za svako ν ∈ ∗N \ N va`i

xν = 2 + 1
ν ≈ 2 jer je 1

ν infinitezimala. Prema tome, limn→∞ xn = 2.

2◦ Za niz xn = n
√
n va`i xn > 1, n ≥ 2, pa to va`i i za sve beskona~ne

prirodne brojeve ν ∈ ∗N\N. Dakle, za neko ν ∈ ∗N\N je xν = 1+r, gde

je r ∈ ∗R+ (r > 0). Tada je xνν = (1+ r)ν = 1+ νr+ ν(ν−1)
2 r2 + · · ·+ rν i

ν = xνν >
ν(ν−1)

2 r2 > ν2

4 r
2, a to je mogu}e samo ako je r infinitezimala.

Dakle, xν ≈ 1 za sve ν ∈ ∗N \N. Ovo pokazuje da limn→∞ n
√
n = 1.

3◦ (KO[IJEVA TEOREMA) Ako realan niz xn konvergira broju x∞, tada

i niz aritmeti~kih sredina x1+···+xn
n konvergira broju x∞. Neka je

ν ∈ ∗N \N i Sν = x1+···+xν
ν . Izaberimo ξ ∈ ∗N \N tako da je ξ

ν ≈ 0. Na
primer, ξ = [

√
ν ] je beskona~an prirodan broj, jer ako bi bio kona~an,

onda bi i wegov kvadrat bio kona~an a time bi i ν bio kona~an, i va`i
ξ
ν <

√
ν
ν = 1√

ν
≈ 0. Neka je L ∈ R takav da (∀n ∈ N)|xn| ≤ L, {to je

dobijeno iz ograni~enosti konvergentnog niza xn. Ograni~enost stoga
va`i i za sve n ∈ ∗N, pa imamo:∣∣∣∣x1 + · · ·+ xξ

ν

∣∣∣∣ ≤ |x1|+ · · ·+ |xξ|ν
≤ ξ · L

ν
= L · ξ

ν
≈ 0.

Za ξ < i ≤ ν stavimo xi = x∞+εi. Niz εi ≈ 0 je internalan kao razlika
dva internalna niza i va`i:

xξ+1 + · · ·+ xν
ν

=
(ν − ξ)x∞ + εξ+1 + · · ·+ εν

ν

=

(
1− ξ

ν

)
x∞ +

εξ+1 + · · ·+ εν
ν

.

Za svaki pozitivan realan broj ρ imamo
∣∣ εξ+1+···+εν

ν

∣∣ < ρ(ν−ξ)
ν ≈ ρ, {to

daje
εξ+1+···+εν

ν ≈ 0, odnosno
xξ+1+···+xν

ν ≈ x∞. Kona~no,

x1 + · · ·+ xν
ν

=
x1 + · · ·+ xξ

ν
+
xξ+1 + · · ·+ xν

ν
≈ x∞.

Iz Teoreme 7.1. i osobina relacije ≈ proizilaze i poznata alge-

barska svojstva grani~ne vrednosti realnog niza.

PRIMER 7.3. limn→∞(xn + yn) = limn→∞ xn + limn→∞ yn.

Zaista, ako je limn→∞ xn = x∞ i limn→∞ yn = y∞, tada za beskona~no

ν va`i xν ≈ x∞ i yν ≈ y∞, odakle je xν + yν ≈ x∞ + y∞, tj.

limn→∞(xn + yn) = x∞ + y∞ = limn→∞ xn + limn→∞ yn.

^itaocu prepu{tamo slu~ajeve:
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• limn→∞(xn · yn) = limn→∞ xn · limn→∞ yn (limes proizvoda)

• limn→∞
xn
yn

= limn→∞ xn
limn→∞ yn

, (limes koli~nika), uz uslov yn ̸= 0 i

limn→∞ yn ̸= 0.

Ta~ka xt ∈ R je ta~ka nagomilavawa niza x ∈ RN ako va`i:

(∀ε)(∀l)(∃n)[n > l ∧ |xn − xt| < ε], l ∈ N, n ∈ N, ε ∈ R+.

Skup ta~aka nagomilavawa niza x ∈ RN zovemo izvodnim skupom niza x
i ozna~avamo sa x′. Nestandardno se skup x′ mo`e opisati ovako:

x′ = { stxν | ν ∈ ∗N \N i xν je kona~an }.

Zaista, ako je xt ∈ x′, onda za svaku pozitivnu infinitezimalu ε ∈ ∗R+,

i za svako beskona~no ν ∈ ∗N \ N, mo`emo da odredimo ξ ∈ ∗N takvo

da je ξ > ν i da je |xξ − xt| < ε. Tada je i ξ ∈ ∗N \ N i xt = stxξ.
Prema tome, x′ ⊆ { stxν | ν ∈ ∗N \N, za ono ν za koje je xν kona~an}. Da
bismo dobili obrnutu inkluziju, neka je x0 = stxν , ν ∈ ∗N \N. Tada

je |xν − x0| infinitezimala, pa za svako realno ε > 0 i kona~no n ∈ N,

postoji ν iz ∗N tako da je ν > n i |xν − x0| < ε, i otuda je x0 ta~ka
nagomilavawa niza x.

TEOREMA 7.4. (BOLCANO1)�VAJER[TRAS) Ograni~en niz ima bar jednu

ta~ku nagomilavawa.

Dokaz. Neka je niz x ∈ RN ograni~en. Tada su svi xν , ν ∈ ∗N
kona~ni, a otuda stxν postoji za sve ν ∈ ∗N \N, pa je x′ ̸= ∅.

Kako su kompaktni skupovi uR zatvoreni i ograni~eni, to egzisten-

cija ta~aka nagomilavawa niza ~ije su vrednosti iz nekog kompaktnost

skupa u R je neposredna posledica prethodne teoreme. Dajemo i direk-

tan dokaz.

TEOREMA 7.5. Neka je A ⊆ R kompaktan skup i x ∈ AN niz iz A. Tada x
ima bar jednu ta~ku nagomilavawa.

Dokaz. Izaberimo beskona~no ν ∈ ∗N. Ta~ka xν je do-standardna,
pa xν ∈ µ(x0) za neko x0 ∈ R. Otuda je x0 ta~ka nagomilavawa niza x.

1) Bernard Bolzano (1781–1848)
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Po definiciji konvergentnosti, da bismo dokazali da jedan niz

konvergira treba da odredimo wegovu grani~nu vrednost. Te{ko}e na-

staju kada je ta grani~na vrednost van doma{aja na{eg znawa. I ranije

smo se susretali sa sli~nim te{ko}ama. Kada znamo samo prirodne

brojeve,−5 je u beskona~noj tmini na{eg neznawa. Isto je i sa hiperre-
alnim brojevima kada znamo samo realne. Kako da do|emo do, na primer,

eksponencijalne funkcije, kada znamo samo polinomske i operacije +
i ·, pa i lim ? Odgovore na ovakva pitawa dobijamo iz osnova Analize

� aksioma poqa R. Vidimo da je sup (i inf) jedina (aksiomama data)
operacija uR koja nam kazuje o postojawu nepoznatog. Zato }emo i mo}i

da govorimo o konvergenciji �≤�dobrih� nizova bez poznavawa wihove
grani~ne vrednosti.

Niz x ∈ RN je monoton ako je rastu}i (x ↗), {to je zamena za

(∀n) xn ≤ xn+1, ili opadaju}i (x↘), tj. (∀n) xn ≥ xn+1.

TEOREMA 7.6. Neka je niz x ∈ RN monoton. Tada je x konvergentan ako
i samo ako je ograni~en. Ako je x ograni~en, onda je limx = supx ako je

x↗ , i limx = inf x ako je x↘ .

Dokaz. Ve} smo dokazali da je konvergentan niz ograni~en. Neka je

x rastu}i i ograni~en i neka je x∞ = supx = supx(N) (Aksioma supre-
muma). Tada je niz ∗x rastu}i (Teorema 4.10.) i sup ∗x = sup ∗x(∗N) =
x∞, te je xn ≤ xν ≤ x∞ za svako n ∈ N i svako ν ∈ ∗N \ N. Po

definiciji supremuma va`i (∀ε)(∃n) x∞ − ε < xn ≤ x∞, pa va`i i

(∀ν)(∀ε) |xν − x∞| < ε i otuda (∀ν) xν ≈ x∞, tj. limx = x∞.

Na osnovu principa dualnosti va`i odgovaraju}e tvr|ewe za opa-

daju}e nizove.

Sada mo`emo govoriti o konvergenciji realnih nizova bez po-

znavawa wihove grani~ne vrednosti.

DEFINICIJA 7.2. Niz x ∈ RN je Ko{ijev ako va`i

(∀ε)(∃l)(∀n)(∀p)[n ≥ l⇒ |xn+p−xn| < ε], l ∈ N, n ∈ N, p ∈ N, ε ∈ R+.

Sli~no Teoremi 7.1. koriste}i Fre{eov filter nad N, imamo da

va`i: niz x ∈ RN je Ko{ijev ako i samo ako ima osobinu

(∀ξ, ν ∈ ∗N \N) xξ ≈ xν .
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TEOREMA 7.7. Ko{ijev niz je ograni~en (u R).

Dokaz. Neka je x ∈ RN Ko{ijev niz i neka je ν ∈ ∗N \ N ono za

koje je xν kona~no (iz γ(0)). Takvo ν o~igledno postoji. Tada je skup

x(∗N) = x(N)∪ x(∗N \N) ⊆ R∪ µ(xν) ograni~en u ∗R jer su takvi R i

µ(xν).

TEOREMA 7.8. (KO[IJEV PRINCIP KONVERGENCIJE) Realan niz x ∈ RN

je konvergentan ako i samo ako je Ko{ijev.

Dokaz. Neka je x ∈ RN. Ako je x∞ ∈ R i limx = x∞, onda za ξ, ν iz
∗N \N imamo xξ ≈ x∞ i xν ≈ x∞ (Teorema 7.1.), te je xξ ≈ xν .

Ako je x Ko{ijev, onda je on ograni~en, pa za ξ = ⟨1, 2, . . . ⟩D i

ν ∈ ∗N \N imamo xν ≈ xξ i, otuda, stxν = stxξ . Prema tome, imamo da
je limx = stxξ .

Neka je x ∈ RN ograni~en niz. Tada je skup st x(∗N \ N) ⊆ R

neprazan i ograni~en, pa ima infimum i supremum koje ozna~avamo sa

lim inf x, odnosno lim supx:

lim inf x = inf st x(∗N \N), lim supx = sup st x(∗N \N).

Iz ovih definicija dobijamo lim inf x ≤ lim supx, a zatim, na osno-
vu Teoreme 7.1. i da za ograni~en niz x ∈ RN i x∞ ∈ R va`i:

limx = x∞ ⇔ lim inf x = lim supx = x∞.

Primetimo da je skup stx(∗N \N) zatvoren, te je

lim inf x = min stx(∗N \N) i lim supx = max stx(∗N \N).

PRIMER 7.4. (GEOMETRIJSKI NIZ) Neka je q ∈ R. Geometrijski niz je

niz (qn) = (1, q, q2, . . . ). Za |q| < 1 je |q|n+1 = |q|·|q|n ≤ |q|n (n ∈ N) pa je

niz (|q|n) opadaju}i i ograni~en odozdo (nulom), i otuda konvergentan.
Neka je |q|∞ wegova grani~na vrednost. Kako je za ν ∈ ∗N\N (bilo koje)

|q|∞ = st |q|ν+1 = st |q|·|q|ν = |q|·st |q|ν = |q|·|q|∞, bi}e (1−|q|)·|q|∞ = 0
i otuda |q|∞ = 0. Najzad, zbog |qn| = |q|n,

q∞ = 0 za |q| < 1.
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Kada je q = 1, onda je (qn) = N×{ 1 }, ∗(qn) = ∗N×{ 1 }, te je 1ν = 1
za ν ∈ ∗N \N, i otuda

q∞ = 1 za q = 1.

Kada je q = −1, onda je (qn) = (2N)× { 1 } ∪ (2N+ 1)× {−1 }, te je
∗(qn) = (2∗N)× { 1 } ∪ (2∗N+ 1)× {−1 }, i otuda q∗N\N = {−1, 1 }, pa
niz (qn) divergira.

Najzad, za |q| > 1niz (qn) divergira jer nije ograni~en � za ν ∈ ∗N\N
je qν =

1(
1
q

)ν beskona~an hiperrealan broj.

Osvrnimo se i na neke osobine nizova koji nisu standardni. In-

ternalnu funkciju x : ∗N → ∗R zovemo internalan niz hiperrealnih

brojeva.

TEOREMA 7.9. Neka je x internalan niz hiperrealnih brojeva takav da

je |xn| ≤ M za sve kona~ne n ∈ N, gde jeM ∈ ∗R neki hiperrealan broj.

Tada postoji beskona~anH ∈ ∗N \N takav da je |xn| ≤M za sve n < H .

Dokaz. Neka je skup A =
{
n ∈ ∗N

∣∣ |xn| > M
}
neprazan. Kako je

skup A internalan, to za wegov prvi element H va`i tra`eni uslov.

Slu~aj kada je skup A prazan je o~igledan.

Posmatrajmointernalannizx hiperrealnihbrojeva ~iji su ~lanovi
xn infinitezimale za sve kona~ne n ∈ N. Tada je i |yn| = n|xn| in-
finitezimala za sve kona~ne n ∈ N. Otuda, |yn| ≤ 1 za sve n ∈ N, pa

prema prethodnoj teoremi postoji beskona~an H ∈ ∗N \ N takav da je

|yn| ≤ 1 za sve n < H . Prema tome, |xn| ≤ 1
n za sve n < H , odnosno i za

sve beskona~ne n < H ~lanovi xn niza x su infinitezimale.

Dualno Teoremi 7.9. koja predstavqa jedan oblik principa preli-

vawa, imamo slede}u verziju principa podlivawa.

TEOREMA 7.10. Neka je x internalan niz hiperrealnih brojeva takav da
je |xH | ≤ M za sve beskona~ne H ∈ ∗N. Tada postoji kona~an n ∈ N

takav da je |xν | ≤M za sve ν > n.

Neka je x internalan niz hiperrealnih brojeva takav da je xH kona-

~an za sve beskona~neH ∈ ∗N. Ako je yn = 1
n ·xn, tada je niz y internalan
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i |yH | ≤ 1 za sve beskona~neH ∈ ∗N. Za ono kona~no n ∈ N iz Teoreme

7.10. takvo da je |yν | ≤ 1 za sve ν > n, va`i i |xν | ≤ ν. Prema tome, za
sve kona~ne ν > n ~lanovi xν niza x su tako|e kona~ni.

S-topologiji prostora ∗R odgovara slede}i pojam konvergencije

niza (internalnog ili eksternalnog) hiperrealnih brojeva.

DEFINICIJA 7.3. Ta~ka xF ∈ ∗R je F -limes niza x : ∗N → ∗R ako

za svaki standardan pozitivan ε, postoji kona~an n ∈ N tako da je

|xν − xF | < ε za sve kona~ne ν > n.

O~igledno je da su sve ta~ke iz monade µ(xF ) tako|e F -limesi niza
x; obratno, svaka dva F -limesa niza x pripadaju istoj monadi. Prime-
timo, tako|e, da F -limes niza x zavisi samo od ~lanova xn sa kona~nim
indeksom n ∈ ∗N.

U slu~aju internalnog niza opet se ne{to zanimqivo de{ava.

TEOREMA 7.11. Ako je x : ∗N → ∗R internalan niz ~iji je F -limes broj
xF ∈ ∗R, tada postoji beskona~no H ∈ ∗N \N takvo da je xν ≈ xF za

sve beskona~ne ν < H .

Dokaz. Za svako k ∈ N izaberimo νk ∈ N tako da va`i |xν − xF | <
1
k za sve kona~ne ν > νk. Izbor niza (νk) izvr{imo tako da ν1 <
ν2 < ν3 < . . .. Nestandardna ekstenzija niza y : N → R definisanog

sa yn =

{
0, n ≤ ν1
1
k , νk < n ≤ νk+1

zadovoqava yn ≈ 0 za sve beskona~ne

n ∈ ∗N. Skup D =
{
n ∈ ∗N

∣∣ yn ≥ |xn − xF |} je internalan i sadr`i
sve kona~ne prirodne brojeve. Na osnovu principa prelivawa, postoji

beskona~an H ∈ ∗N \ N takav da D sadr`i i sve beskona~ne ν < H .

Kako je yν ≈ 0, to je xν ≈ xF za sve beskona~ne ν < H .

7.2 Konvergencija realnih funkcija

Videli smo u ~etvrtoj glavi da realna funkcija f : A → B, A,B ⊆ R,

ima nestandardno produ`ewe (∗�sliku) ∗f : ∗A→ ∗B odre|eno uslovom

∗f
(
⟨an⟩

)
= ⟨bn⟩ ako i samo ako {n ∈ N | f(an) = bn } ∈ D,

gde je D neglavni ultrafilter nad skupom prirodnih brojeva. Osnovne

algebarske osobine elementarnih funkcija va`e i za wihova nestan-

dardna produ`ewa. Na primer, ∗�slike trigonometrijskih funkcija
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sin, cos : R → R, definisane pomo}u ∗ sin(x) = ⟨sinxn⟩, ∗ cos(x) =
⟨cosxn⟩ za x = ⟨xn⟩ ∈ ∗R = RN/D, imaju dobro poznate osobine.

Istaknimo jednu od wih (za x = ⟨xn⟩ ∈ ∗R i y = ⟨yn⟩ ∈ ∗R):

∗ cos(x+ y) = ⟨cos(xn + yn)⟩
= ⟨cosxn⟩ · ⟨cos yn⟩ − ⟨sinxn⟩ · ⟨sin yn⟩
= ∗ cos(x) · ∗ cos(y)− ∗ sin(x) · ∗ sin(y).

PRIMER 7.5. Realna funkcija [·] : R → Z (celi deo realnog broja) ima

zanimqivo nestandardno produ`ewe, koje }emo ozna~iti opet sa [·].
Naime, za x ∈ ∗R va`i [x] ≤ x < [x] + 1, pa za H ∈ ∗N \ N imamo

x ≤ [Hx]

H
< x +

1

H
. Dakle, hiperracionalan broj

[Hx]

H
je beskona~no

blizak broju x ∈ R.

U odeqku 4.2 videli smo da ∗ prolazi kroz uobi~ajene operacije sa
funkcijama (sabirawe, mno`ewe i kompozicija funkcija): ∗(f + g) =
∗f + ∗g, ∗(f · g) = ∗f · ∗g, ∗(f ◦ g) = ∗f ◦ ∗g, ∗ sup(f, g) = sup(∗f, ∗g)
i sli~no. Sada }emo se upoznati sa nestandardnom karakterizacijom

konvergencije i neprekidnosti realnih funkcija.

Ta~ka b ∈ R je grani~na vrednostfunkcije f : A→ R u okolinita~ke

a ∈ R, koja je ta~ka nagomilavawa skupa A, ako va`i

(∀ε ∈ R+)(∃δ ∈ R+)(∀x ∈ A)
[
0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)− b| < ε

]
,

{to zapisujemo sa limA∋x→a f(x) = b. Posmatrano iz ∗R to izgleda

ovako.

TEOREMA 7.12. limA∋x→a f(x) = b ako i samo ako(
∀x ∈ ∗A ∩ (µ(a) \ { a })

) ∗f(x) ≈ b.

Dokaz. (→) Pretpostavimo da limA∋x→a f(x) = b. Tada za svako

x = ⟨xn⟩ ∈ ∗A ∩ (µ(a) \ { a }) va`i
{
n ∈ N

∣∣ 0 < |xn − a| < δ
}
∈ D.

Kako je{
n ∈ N

∣∣ 0 < |xn − a| < δ
}
⊆
{
n ∈ N

∣∣ |f(xn)− b| < ε
}
,

to je i
{
n ∈ N | |f(xn)− b| < ε

}
∈ D, odnosno ∗f(x) = ⟨f(xn)⟩ ≈ b.

(←) Pretpostavimo da je ∗f(x) ≈ b za svako x ∈ ∗A ∩ (µ(a) \ { a }), i
pretpostavimo da nije limA∋x→a f(x) = b, tj.

(∃ε ∈ R+)(∀δ ∈ R+)(∃x ∈ A)
[
0 < |x− a| < δ ∧ |f(x)− b| ≥ ε

]
.
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Za ε ∈ R+ za koje prethodna re~enica va`i, i za niz δ =
1

n
, odredimo

xn ∈ A tako da je 0 < |xn−a| < δ i |f(xn)−b| ≥ ε. Tada za x = ⟨xn⟩ ∈ ∗A
imamo x ∈ µ(a)\{ a } i |∗f(x)−b| ≥ ε, tj. nije ∗f(x) ≈ b, {to je suprotno
pretpostavci.

Direktna posledica prethodne teoreme i osobina relacije≈ su neka

algebarska svojstva grani~ne vrednosti realne funkcije.

TEOREMA 7.13. Neka je limA∋x→a f(x) = b i limA∋x→a g(x) = c, gde su b
i c iz R. Tada

(1) limA∋x→a(f(x) + g(x)) = b+ c, (2) limA∋x→a(f(x) · g(x)) = b · c,

(3) limA∋x→a
f(x)

g(x)
=
b

c
, ako je g(x) ̸= 0 za svako x ∈ A i c ̸= 0.

Dokaz. Primetimo da je ∗f(x) ≈ b i ∗g(x) ≈ c za svaki element

x ∈ ∗A∩(µ(a)\{ a }). Otuda je ∗f(x)+∗g(x) ≈ b+c i ∗f(x)·∗g(x) ≈ b·c.

Tako|e je ∗g(x) ̸= 0 za svako x ∈ ∗A ∩ (µ(a) \ { a }) i
∗f(x)
∗g(x)

≈ b

c
.

TEOREMA 7.14. Neka je f : A→ B realna funkcija za koju va`i

(∀ε ∈ R+)(∃δ ∈ R+)(∀x ∈ A)
[
0 < |x− a| < δ ⇒ 0 < |f(x)− b| < ε

]
i neka je g : B → R realna funkcija za koju va`i limB∋x→b g(x) = c.
Tada je limA∋x→a g ◦ f(x) = c.

Dokaz. Uslov koji zadovoqava na{a funkcija f daje da za svako

x ∈ ∗A ∩ (µ(a) \ { a }) va`i ∗f(x) ∈ ∗B ∩ (µ(b) \ { b }), a otuda va`i i
∗(g ◦ f)(x) = ∗g(∗f(x)) ≈ c.

U prethodnom odeqku uvo|ewem pojma Ko{ijevog niza govorili smo

o konvergenciji realnih nizova bez poznavawa wihove grani~ne vre-

dnosti. Tako|e nam je dostupan i Ko{ijev princip konvergencije za

funkcije.

TEOREMA 7.15. Uslov da limA∋x→a f(x) postoji ekvivalentan je uslovu(
∀x, y ∈ ∗A ∩ (µ(a) \ { a })

) ∗f(x) ≈ ∗f(y).
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Dokaz. Neka je ∗f(x) ≈ ∗f(y) za svako x, y ∈ ∗A∩ (µ(a) \ { a }). Tada
za onaj element x0 ∈ ∗A ∩ (µ(a) \ { a }) takav da je ∗f(x0) ∈ γ(0) imamo
limA∋x→a f(x) = st ∗f(x0).

Kori{}ewem beskona~no malih i beskona~no velikih veli~ina uR

izbegava se pisawe nepotrebno velikih izraza, {to nam omogu}ava da

istaknemo glavni deo u izrazu za funkciju. Vezu izme|u raznih funkcija

vezano za tok grani~nog procesa uspostavqamo ili Landauovim sim-

bolima o (�malo o�) i O (�veliko o�), ili koriste}i Hardijeve2) oznake

asimptotskih relacija ≼, ≍ i ≪ (pogledati, jo{ jednom, odeqak 4.2 i

1. glavu). Navodimo sada nestandardnu karakterizaciju simbola o i O.
Neka je a ta~ka nagomilavawa skupa A i f : A → R realna funkcija.

Ka`emo da je funkcija f beskona~no mala u okolini ta~ke a ako va`i
∗f(x) ∈ µ(0) za svako x ∈ ∗A ∩ (µ(a) \ { a }). Beskona~no mala f(x) je
beskona~no mala vi{eg reda u odnosu na beskona~no malu g(x) u okolini
ta~ke a (u oznaci f = o(g), x→ a), ako i samo ako je funkcija

h(x) =


f(x)

g(x)
, g(x) ̸= 0

0, g(x) = 0

beskona~no mala u okolini ta~ke a, {to je ekvivalentno sa jednako{}u
∗f(x) = ∗h(x) · ∗g(x) i ∗h(x) ∈ µ(0) za svako x ∈ ∗A ∩ (µ(a) \ { a }).
Sli~no, f = O(g), x → a ako i samo ako je ∗f(x) = ∗h(x) · ∗g(x) i
∗h(x) ∈ γ(0) za svako x ∈ ∗A ∩ (µ(a) \ { a }).

Posebno zna~ajnu klasu realnihfunkcija ~ine neprekidnefunkcije.

Neprekidnost se kao lokalno svojstvo funkcije vezuje za ta~ku u kojoj je

funkcija definisana. Ako je svojstvo neprekidnosti ispuweno u svakoj

ta~ki definisanosti funkcije, pro{iruje se na ~itav skup.

DEFINICIJA 7.4. Realna funkcija f : A → R je neprekidna u ta~ki

a ∈ A ako je limA∋x→a f(x) = f(a).

Pod kojim uslovima je funkcija f : A → R neprekidna u ta~ki

a ∈ A? Jednostavan odgovor daje Teorema 7.12. Potrebno je i dovoqno
da za svako x ∈ ∗A ∩ µ(a) va`i ∗f(x) ≈ f(a).

Za funkciju f : A → R neprekidnu u svakoj ta~ki skupa A ka`emo

da je neprekidna na skupu A. Tada je za svako x ∈ ∗A ∩ µ(A) ispuweno
2) Godfrey Harold Hardy (1877–1947)
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st ∗f(x) = f(st x), gde je µ(A) =
∪

a∈A µ(a). Stoga se neprekidnost

realne funkcije f posmatrano iz ∗R vidi kao komutativnost funkcija

st i ∗f .

Poznata algebarska svojstva neprekidnih funkcija su neposredne

posledice osobina relacije ≈.

TEOREMA 7.16. Neka su realne funkcije f, g : A→ R neprekidne u ta~ki

a ∈ A. Tada su i funkcije f+g, f ·g i f
g
(za g(a) ̸= 0) neprekidne u ta~ki

a.

Dokaz. Za svako x ∈ ∗A ∩ µ(a) va`i ∗f(x) ≈ f(a) i ∗g(x) ≈ g(a).
Stoga je

• ∗f(x) + ∗g(x) ≈ f(a) + g(a), tj. ∗(f + g)(x) ≈ (f + g)(a),

• ∗f(x) · ∗g(x) ≈ f(a) · g(a), tj. ∗(f · g)(x) ≈ (f · g)(a),

•
∗f(x)
∗g(x)

≈ f(a)

g(a)
, tj. ∗

(f
g

)
(x) ≈

(f
g

)
(a), g(x) ̸= 0.

TEOREMA 7.17. Ako je realna funkcija f : A → R neprekidna u ta~ki

a ∈ A i realna funkcija g : B → R neprekidna u ta~ki f(a) ∈ B, tada
je wihova kompozicija g ◦ f neprekidna funkcija u ta~ki a.

Dokaz. Iz x ∈ ∗A ∩ µ(a) sledi ∗f(x) ∈ ∗B ∩ µ(f(a)), a zatim i
∗g(∗f(x)) ≈ g(f(a)), tj. ∗(g ◦ f)(x) ≈ (g ◦ f)(a).

Koriste}i ~iwenicu da svaki hiperkona~an skup ima svoj maksima-

lni i minimalni element (Teorema 4.23.), mo`emo efektivno da odre-

dimo ta~ke u kojima realna funkcija neprekidna na zatvorenom (kom-

paktnom) intervalu dosti`e svoju najve}u i najmawu vrednost. Tako|e,

pokaza}emo da je slika intervala pri neprekidnom preslikavawu opet

interval.

TEOREMA 7.18. (VAJER[TRAS) Realna funkcija f neprekidna na [a, b] do-
sti`e svoju maksimalnu i minimalnu vrednost na [a, b].

Dokaz. Izaberimo H ∈ ∗N \ N i razdelimo interval [a, b] na H
jednakih delova ta~kama skupa

TH =

{
a, a+

b− a
H

, a+ 2 · b− a
H

, . . . , a+ (H − 1) · b− a
H

, b

}
.
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Skup{
∗f(a), ∗f

(
a+

b− a
H

)
, . . . , ∗f

(
a+ (H − 1) · b− a

H

)
, ∗f(b)

}

je hiperkona~an. Neka je ∗f
(
a + i0 ·

b− a
H

)
wegov maksimalan element

(~itaocu prepu{tamo sli~an dokaz za minimalan element), i neka je

x0 = st
(
a+ i0 ·

b− a
H

)
. Tada je x0 ∈ [a, b] jer st : TH

na−→ [a, b] (Primer

4.7.). Iz x0 ≈ a+ i0 ·
b− a
H

i neprekidnosti funkcije f sledi

∗f
(
a+ i · b− a

H

)
. ∗f

(
a+ i0 ·

b− a
H

)
≈ f(x0)

za svako 0 ≤ i ≤ H , pri ~emu je binarna relacija . skupa ∗R uvedena

pomo}u x . y ako i samo ako x ≤ y ili x ≈ y, za x, y ∈ ∗R (videti

zadatak 63). Znamo da za a, b ∈ ∗R iz a . b sledi st(a) ≤ st(b). Stoga,
f(x) ≤ f(x0) za sve x ∈ [a, b].

Skup I ⊆ R je interval ako ima osobinu da za svake dve svoje ta~ke

sadr`i i sve ta~ke izme|u wih. Ova osobina se ne ~uva u ∗R. Monade

su primer skupova iz ∗R koji imaju tu osobinu, a ipak nisu intervali.

Poka`imo da za neprekidno preslikavawe f : I → R i svako a, b ∈ I i
c ∈ R koje je izme|u f(a) i f(b) postoji neko x izme|u a i b takvo da je
f(x) = c.

TEOREMA 7.19. (BOLCANO) Ako je I ⊆ R interval i f : I → R neprekidno

preslikavawe, tada je f(I) tako|e interval.

Dokaz. Neka je c = 0 ta~ka izme|u f(a) i f(b). Funkcija data sa

g(t) = f(b) · f((1 − t)a + tb) je neprekidna na [0, 1] kao kompozicija

dve neprekidne funkcije i g(0) < 0, g(1) > 0. Poka`imo da jedna~ina
g(t) = 0 ima re{ewe u ]0, 1[ .

Neka je H ∈ ∗N \N. Skup
{
k ∈ ∗N

∣∣∣ 0 ≤ k ≤ H i ∗g
( k
H

)
< 0

}
je

hiperkona~an. Neka je k0 wegov maksimalan element. Tada je k0 < H jer

g(1) > 0, a time i k0 + 1 ≤ H . Za t0 = st
(k0
H

)
∈ [0, 1] (Primer 4.7.) je

g(t0) = st ∗g
(k0
H

)
≤ 0 i g(t0) = st ∗g

(k0 + 1

H

)
≥ 0, tj. g(t0) = 0. Tada

je x0 = (1− t0)a+ t0b ta~ka izme|u a i b takva da je f(x0) = 0.
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Slu~aj c ̸= 0 svodi se na prethodni tako{to posmatramo neprekidnu
funkciju h(x) = f(x)− c.

Obratprethodne teoreme vezuje se obi~no zamonotonapreslikavawa.

TEOREMA 7.20. Ako je I ⊆ R interval i f : I → R monotono preslika-

vawe takvo da je f(I) tako|e interval, tada je f neprekidno preslika-

vawe.

Dokaz. Neka je a ∈ I i x ∈ ∗I takvo da je x ≈ a. Ako va`i ∗f(x) ̸≈
f(a), tada izme|u f(a) i ∗f(x) postoji ta~ka f(b) skupa f(I). Zbog

monotonosti zakqu~ujemo da je b ∈ I izme|u a i x, {to je nemogu}e.

Unutar klase realnih neprekidnih funkcija izdvajaju se uniformno

neprekidne funkcije. Uniformna neprekidnost je globalno svojstvo

funkcije koje se vezuje za neki podskup skupa R.

Realna funkcija f : A→ R je uniformno neprekidna na skupuA ⊆ R

ako

(∀ε ∈ R+)(∃δ ∈ R+)(∀x, y ∈ A)
[
|x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε

]
,

{to posmatrano iz ∗R ima slede}u nestandardnu karakterizaciju.

TEOREMA 7.21. Funkcija f : A → R je uniformno neprekidna na skupu

A ⊆ R ako i samo ako za sve x, y ∈ ∗A iz x ≈ y sledi ∗f(x) ≈ ∗f(y).

Dokaz. (→) Neka za x = ⟨xn⟩ ∈ ∗A i y = ⟨yn⟩ ∈ ∗A va`i x ≈ y. Za
proizvoqan pozitivan realan broj ε odredimo pozitivan realan broj δ
takav da za sve x, y ∈ A va`i:

|x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε.

Stoga
{
n ∈ N

∣∣ |xn − yn| < δ
}
∩
{
n ∈ N

∣∣xn ∈ A
}
∩
{
n ∈ N

∣∣ yn ∈
A
}
⊆
{
n ∈ N

∣∣ |f(xn)− f(yn)| < ε
}
. Skupovi sa leve strane inkluzije

pripadaju ultrafiltru D, otuda
{
n ∈ N

∣∣ |f(xn) − f(yn)| < ε
}
∈ D,

odnosno ∗f(x) ≈ ∗f(y).

(←) Ako funkcija f nije uniformno neprekidna na skupu A, tada

(∃ε ∈ R+)(∀δ ∈ R+)(∃x, y ∈ A)
[
|x− y| < δ ∧ |f(x)− f(y)| ≥ ε

]
.

Prema tome, za neko ε ∈ R+ postoje nizovi xn ∈ A i yn ∈ A takvi da

je ⟨xn⟩ ≈ ⟨yn⟩, ali da je
⟨
|f(xn) − f(yn)|

⟩
≥ ε. Stoga, za x = ⟨xn⟩ ∈

∗A i y = ⟨yn⟩ ∈ ∗A va`i: x ≈ y i ∗f(x) ̸≈ ∗f(y), {to je suprotno

pretpostavci.
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PRIMER 7.6. Sabirawe je uniformno neprekidna funkcija skupaR×R

jer iz x ≈ u i y ≈ v sledi (x+ y) ≈ (u+ v). Mno`ewe nije uniformno

neprekidna funkcija na skupuR×R jer za x ∈ µ(0), x > 0, imamo x ≈ 0

i
1

x
≈ 1

x
, ali i x · 1

x
̸≈ 0 · 1

x
.

Na zatvorenom intervalu [a, b] skupa R neprekidnost i uniformna

neprekidnost se ne razlikuju.

TEOREMA 7.22. (KANTOR) Funkcija f : R→ R neprekidna na zatvorenom

intervalu [a, b] ⊆ R je i uniformno neprekidna na [a, b].

Dokaz. Zatvoren interval [a, b] je kompaktan skup u R, stoga je

st ∗[a, b] = [a, b]. Neka su x, y ∈ ∗[a, b] takvi da je x ≈ y. Tada je

st x = st y = c ∈ [a, b]. S obzirom na neprekidnost funkcije f na [a, b]
imamo ∗f(x) ≈ f(c) i ∗f(y) ≈ f(c), a samim tim i ∗f(x) ≈ ∗f(y).

Uniformnoneprekidnarealnafunkcija ima jedinstvenu uniformno

neprekidnu ekstenziju definisanu na zatvorewu wenog domena.

TEOREMA 7.23. Neka je f : A→ R uniformnoneprekidna realnafunkcija.

Tada postoji ta~no jedna uniformno neprekidna funkcija g : ClA → R

takva da je g �A = f .

Dokaz. Uverimo se prvo u postojawe takvog preslikavawa g. Po|imo
od re~enice:

(∀x ∈ ClA)(∀n ∈ N)(∃y ∈ A) |y − x| ≤ 1

n
.

Wenim∗�transferomdobijamo: (∀x ∈ ∗ClA)(∃y ∈ ∗A) y ≈ x. Funkcija
g(a) = st ∗f(x), gde a ∈ ClA, x ∈ ∗A i x ≈ a, jeste ekstenzija funkcije
f jer za a ∈ A bi}e x = a i g(a) = st ∗f(a) = f(a). Poka`imo da je

funkcija g uniformno neprekidna na ClA. Za x, y ∈ ∗ClA i x ≈ y,
nalazimo u, v ∈ ∗A takve da je u ≈ x i v ≈ y. Stoga je u ≈ v, pa
iz uniformne neprekidnosti funkcije f sledi ∗f(u) ≈ ∗f(v). Daqe,
∗g(x) ≈ ∗g(u) = ∗f(u) i ∗g(y) ≈ ∗g(v) = ∗f(v), tj. ∗g(x) ≈ ∗g(y).

Doka`imo sada jedinost takvogpreslikavawa. Neka supreslikavawa

g, h : ClA → R uniformno neprekidna i g �A = h �A. Zbog nepreki-
dnosti funkcija g i h imamo da za a ∈ ClA i x ∈ ∗A takvo da je x ≈ a,
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va`i ∗g(x) ≈ g(a) i ∗h(x) ≈ h(a). Otuda, zbog ∗g(x) ≈ ∗h(x), imamo
g(a) = st ∗g(x) = st ∗h(x) = h(a).

Razmotrimoizbliza jo{neka svojstvafunkcija neprekidnih na kom-

paktnom skupu.

TEOREMA 7.24. Neprekidna slika kompaktnog skupa je tako|e kompaktan

skup.

Dokaz. Neka je A ⊆ R kompaktan skup i f : A → R neprekidno

preslikavawe. Poka`imo da je st ∗(f(A)) = f(A). Ako y ∈ ∗(f(A)) =
∗f(∗A), tada za neko x ∈ ∗A imamo y = ∗f(x). Po{to je skup A kompa-

ktan, to je st x = a ∈ A. Iz x ≈ a i Teoreme 7.22. sledi ∗f(x) ≈ f(a).
Dakle, st ∗f(x) = f(a) ∈ f(A).

TEOREMA 7.25. SkupA ⊆ R je kompaktanako i samoako je svako neprekidno

preslikavawe f : A→ R ograni~eno.

Dokaz. Istaknimo u dokazu samo te`i deo tvr|ewa. Neka je svako

neprekidno preslikavawe f : A→ R ograni~eno. Poka`imo da je skup

A ⊆ R ograni~en i zatvoren. Skup A je ograni~en jer je preslikavawe

f(x) = |x| neprekidno na skupu A. Neka skup A nije zatvoren. Pre-

slikavawe f(x) =
1

|x− a|
, gde je a ∈ ClA \ A, je neprekidno ali ne i

ograni~eno, jer za x ∈ ∗A i x ≈ a imamo da je f(x) beskona~no velika
veli~ina.

Na kraju, osvrnimo se na funkcije koje nisu obavezno standardne.

Oslawaju}i se na S�topologiju skupa ∗R (opisanu u odeqku 4.3)

~iju bazu ~ine skupovi oblika
{
q ∈ ∗R

∣∣ st |q − p| < ε
}
za p ∈ ∗R i

ε ∈ R+, koje zovemo S�kugle, prisutni su i takvi pojmovi kao {to su:
S�ograni~ena funkcija, S�limes i S�neprekidnost.

Funkcija f : ∗R → ∗R je S�ograni~ena na A ⊆ ∗R ako je skup f(A)
sadr`an u nekoj S�kugli, tj. postoji p ∈ ∗R i standardno m ∈ R tako

da je |f(x)− p| ≤ m za sve x ∈ A.

TEOREMA 7.26. Neka je A ⊆ ∗R internalan skup i f : A → ∗R inter-

nalna funkcija. Tada, funkcija f je S�ograni~ena naA ako i samo ako sve

ta~ke skupa f(A) pripadaju istoj galaksiji u ∗R.
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Dokaz. (→) Neka je funkcija f S�ograni~ena na A ⊆ ∗R. Iz neje-
dnakosti |f(x1)− f(x2)| ≤ 2m za sve x1, x2 ∈ A sledi da sve ta~ke skupa

f(A) pripadaju istoj galaksiji.

(←) Neka f nije S�ograni~ena funkcija i neka je

M =
{
n ∈ ∗N

∣∣ (∀p ∈ ∗R)(∃x ∈ A) |f(x)− p| > n
}
.

Internalan skupM sadr`i sve kona~ne prirodne brojeve, pa na osnovu

principa prelivawa (Teorema 4.19.) sadr`i i neki beskona~an element

H ∈ ∗N \ N. Za proizvoqno x ∈ A izaberimo x0 ∈ A tako da va`i

|f(x0)− f(x)| > H . Otuda, f(x) i f(x0) ne pripadaju istoj galaksiji u
∗R.

Broj b ∈ ∗R jeS�limesfunkcije f : A→ ∗R u ta~ki a izS�zatvorewa
skupa A ⊆ ∗R ako

(∀ε ∈ R+)(∃δ ∈ R+)
(
∀x ∈ A \ {a}

) [
|x− a| < δ ⇒ |f(x)− b| < ε

]
.

TEOREMA 7.27. Neka jeA ⊆ ∗R internalan skup, f : A→ ∗R internalna

funkcija i a ∈ ∗R element S�zatvorewa skupa A. Tada, b ∈ ∗R je S�
limes funkcije f(x) kada x→ a uA ako i samo ako f

(
µ(a)∩ (A \ {a})

)
⊆

µ(b).

Dokaz. (→) Za x ∈ µ(a) ∩ (A \ {a}) va`i |x − a| < δ za svako

standardno δ > 0. Otuda je |f(x)− b| < ε za svako standardno ε > 0, pa
f(x) ∈ µ(b).

(←) Neka je ε > 0 u R i neka je

M =

{
n ∈ ∗N

∣∣∣ (∀x ∈ A \ {a}) [ |x− a| < 1

n
⇒ |f(x)− b| < ε

]}
.

Internalan skup M sadr`i sve beskona~ne prirodne brojeve jer x ∈
µ(a), pa na osnovu principa podlivawa (Teorema 4.20.) sadr`i i neki

kona~an n ∈ N. Tada za δ =
1

n
∈ R+ imamo tra`eni uslov.

Funkcija f : A→ ∗R je S�neprekidna u ta~ki a ∈ A ⊆ ∗R ako

(∀ε ∈ R+)(∃δ ∈ R+)(∀x ∈ A)
[
|x− a| < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ε

]
.

Sli~no prethodnom tvr|ewu imamo nestandardnu karakterizaciju S�
neprekidnosti.
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TEOREMA 7.28. Neka je A ⊆ ∗R internalan skup i f : A → ∗R inter-

nalna funkcija. Tada je funkcija f S�neprekidna u a ∈ A ako i samo ako

f(µ(a) ∩A) ⊆ µ(f(a)).

Neprekidnost i S�neprekidnost nestandardne funkcije nisu upore-
divi. ^itaocu prepu{tamo da proveri tvrdwe slede}eg primera.

PRIMER 7.7. Internalnafunkcija f : ∗R→ ∗R definisana jednako{}u

f(x) =

{
0, x = 0

α · sin 1
x , x ̸= 0

, gde je α ̸= 0 infinitezimala, jeste S�ne-

prekidna, ali nije neprekidna u ta~ki x = 0. S druge strane, funkcija

f(x) = x2 je neprekidna, ali ne i S�neprekidna u ta~kama x ∈ ∗R \R.
Tako|e, i neprekidna funkcija f(x) = sinHx, za beskona~an prirodan
broj H ∈ ∗N \N, nije S�neprekidna u ta~kama skupa ∗R \R.

7.3 Diferencijabilnost i integracija

Za realnu funkciju f : A → R ka`emo da je diferencijabilna u ta~ki

a ∈ IntA ako postoji kona~an limA∋x→a
f(x)− f(a)

x− a
. Tada se dobijena

grani~na vrednost zove prvi izvod funkcije f u ta~ki a i ozna~ava

sa f ′(a). Kori{}ewem Teoreme 7.12. dobija se nestandardna karakte-

rizacija diferencijabilnosti.

TEOREMA 7.29. Funkcija f je diferencijabilna u ta~ki a i wen izvod u
ta~ki a je b = f ′(a) ako i samo ako(

∀x ∈ ∗A ∩ (µ(a) \ {a})
) ∗f(x)− f(a)

x− a
≈ b.

Klasa realnih funkcija diferencijabilnih u ta~ki a ∈ R u`a je od

klase realnih funkcija neprekidnih u istoj ta~ki.

TEOREMA 7.30. Ako je funkcija f : A → R diferencijabilna u ta~ki

a ∈ IntA, tada je f i neprekidna funkcija u a.

Dokaz. Iz ∗f(x)− f(a) ≈ f ′(a)(x− a) za svako x ∈ ∗A ∩ µ(a) sledi
∗f(x) − f(a) ∈ µ(0), tj. ∗f(x) ≈ f(a) za svako x ∈ ∗A ∩ µ(a). Prema
tome, funkcija f je neprekidna u ta~ki a.
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Osnovna pravila diferencirawa su direktne posledice osobina

relacije ≈ :

• (f + g)′(a) = f ′(a) + g′(a),

• (f · g)′(a) = f ′(a) · g(a) + f(a) · g′(a),

•
(
f

g

)′
(a) =

f ′(a) · g(a)− f(a) · g′(a)
g2(a)

, g(a) ̸= 0.

Posebno isti~emo pravilo diferencirawa koje se odnosi na izvod

slo`ene funkcije.

TEOREMA 7.31. Ako je realna funkcija f : A → R diferencijabilna u

ta~ki a ∈ IntA i realna funkcija g : B → R diferencijabilna u ta~ki

b = f(a), tada je wihova kompozicija g ◦ f funkcija diferencijabilna u
ta~ki a i va`i

(g ◦ f)′(a) = g′(f(a)) · f ′(a).

Dokaz. Za svako x ∈ ∗A∩ (µ(a) \ {a}) va`i ∗f(x) ∈ ∗B ∩ (µ(b) \ {b}),
a otuda za funkciju h = g ◦ f imamo i
∗h(x)− h(a)

x− a
=

∗g(∗f(x))− g(f(a))
∗f(x)− f(a)

·
∗f(x)− f(a)

x− a
≈ g′(f(a)) · f ′(a).

Realna funkcija f : A → R ima lokalni maksimum u ta~ki a ako

postoji ε > 0 (standardan) takav da za svako x ∈ ]a− ε, a+ ε[⊆ A va`i

f(x) ≤ f(a). Prema tome, funkcija f ima maksimum u a ako i samo ako
je ∗f(x) ≤ f(a) za svako x ≈ a. Dualno se defini{e lokalni minimum
realne funkcije.

TEOREMA 7.32. Ako je funkcija f : A→ R diferencijabilna u ta~ki a i
u woj ima lokalni maksimum, tada je f ′(a) = 0.

Dokaz. Za ta~ke x, y ∈ µ(0) takve da je x < a < y va`i:

∗f(x)− f(a)
x− a

≥ 0 i
∗f(y)− f(a)

y − a
≤ 0.

Otuda imamo, f ′(a) ≈
∗f(x)− f(a)

x− a
≥ 0 i f ′(a) ≈

∗f(y)− f(a)
y − a

≤ 0, tj.

f ′(a) = 0.
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Izdvajamo slede}u teoremu o sredwoj vrednosti diferencijalnog

ra~una.

TEOREMA 7.33. Neka je f : [a, b]→ R realna funkcija neprekidna na [a, b],
diferencijabilna na ]a, b[ i M = supa<x<b |f ′(x)| kona~an realan broj.

Tada je |f(b)− f(a)| ≤M · (b− a).

Dokaz. Linearnom transformacijom svodimo problem na interval

[0, 1]. Neka je funkcija g : [0, 1]→ R definisana sa g(t) = f((1−t)a+tb).
Tada je preslikavawe g neprekidno na [0, 1], diferencijabilno na ]0, 1[,
g′(t) = f ′

(
(1− t)a+ tb

)
· (b− a) i |g′(t)| ≤ M(b− a) za svako t ∈ ]0, 1[ .

Tada je za H ∈ ∗N \N ispuweno:

|g(1)− g(0)| =

∣∣∣∣∑H

k=1

∗g

(
k

H

)
− ∗g

(
k − 1

H

)∣∣∣∣
≤

∑H

k=1

∣∣∣∣∗g( k

H

)
− ∗g

(
k − 1

H

)∣∣∣∣ .
Neka je ck = st

( k
H

)
. Iz∣∣∣∣∗g( k

H

)
− ∗g

(
k − 1

H

)∣∣∣∣ ≈ ∣∣∣∣g′(ck)( k

H
− ck

)
+ g′(ck)

(
ck −

k − 1

H

)∣∣∣∣
≈

∣∣∣∣g′(ck) · 1H
∣∣∣∣ = |g′(ck)| · 1H ,

sledi |g(1)− g(0)| ≤ M(b− a)
∑H

k=1

1

H
= M(b− a), a samim tim va`i

i |f(b)− f(a)| ≤M(b− a).

Realna funkcija f : [a, b]→ R je integrabilna u Rimanovom3) smislu

na intervalu [a, b], iwen integral je broj
∫ b
a f(x) dx, ako za svako ε ∈ R+,

postoji δ ∈ R+ tako da je∣∣∣∣∫ b

a
f(x) dx−

∑n

k=1
f(ξk)(xk − xk−1)

∣∣∣∣ < ε,

za svaku particiju intervala [a, b] odre|enu nizom podeonih ta~aka a =
x0 < x1 < · · · < xn = b za koji je |xk−xk−1| < δ, k = 1, . . . , n, i za svaki
izbor me|uta~aka ξk ∈ [xk−1, xk], k = 1, . . . , n.

3) Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826–1866)
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Posmatrano iz ∗R to izgleda ovako. Neka je H ∈ ∗N \N i neka je π
internalna particija intervala [a, b] odre|ena internalnim nizom a =
x0 < x1 < · · · < xH = b takvim da je xk − xk−1 ∈ µ(0), k = 1, 2, . . . , H .

Neka je ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξH) internalan niz me|uta~aka xk−1 ≤ ξk ≤ xk,
k = 1, 2, . . . , H . Tada

SH(π, ξ) =
∑H

k=1

∗f(ξk)(xk − xk−1)

zovemo hiperkona~na integralna suma funkcije f koja odgovara inter-
nalnoj particiji π i internalnom nizu me|uta~aka ξ.

TEOREMA 7.34. Ako je f : [a, b] → R neprekidna realna funkcija, tada je∫ b
a f(x) dx = st(SH(π, ξ)).

Dokaz. Iz definicije Rimanovog integrala neprekidne funkcije f
na intervalu [a, b] ∗�transferom dobijamo:∣∣∣∣∫ b

a
f(x) dx−

∑H

k=1

∗f(ξk)(xk − xk−1)

∣∣∣∣ < ε,

za svako ε > 0, gde su xk − xk−1 ∈ µ(0). Otuda, SH(π, ξ) ≈
∫ b
a f(x) dx.

Do Rimanovog integrala neprekidne funkcije f : [a, b] → R mogli

smo do}i i na slede}i na~in. Za H ∈ ∗N \ N neka je pomo}u xk =

a+k · b− a
H

, k = 0, 1, . . . , H , data internalna particija intervala [a, b].

Neka je

SHf =
∑H

k=1

∗f

(
a+ k · b− a

H

)
· 1
H

internalna integralna suma. Iz ograni~enosti neprekidne funkcije

f , na primer |f(x)| < M za svako x ∈ [a, b], imamo |SHf | ≤ M(b − a),
tj. SHf je kona~an. Da bismo pokazali da su svi SHf beskona~no

bliski jedan drugom, dovoqno je pokazati SHKf ≈ SHf za beskona~ne

H,K ∈ ∗N \N, a {to sledi iz:

SHKf − SHf =
∑HK

j=1

∗f

(
a+ j · b− a

HK

)
· 1

HK

−
∑H

j=1

∗f

(
a+ j · b− a

H

)
· 1
H

=
∑H

j=1

(∑K

i=1

∗f

(
a+ ((j − 1)K + i) · b− a

HK

)
− ∗f

(
a+ j · b− a

H

))
· 1

HK
≤ ε.
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Prema tome, pomo}u
∫ b
a f(x) dx = st(SHf) mo`emo da uvedemo Rimanov

integral neprekidne funkcije na [a, b].

Na kraju, izdvajamo nestandardni dokaz slede}eg osnovnog rezultata

integralnog ra~una za neprekidne funkcije.

TEOREMA 7.35. Neka je f(x) neprekidna funkcija na [a, b]. Tada postoji
funkcija F (x) =

∫ x
a f(t) dt za koju je F

′(x) = f(x), x ∈ ]a, b[ .

Dokaz. Za proizvoqno c ∈ ]a, b[ i standardno h > 0 takvo da c+ h ∈
[a, b] va`i

F (c+ h)− F (c) =

∫ c+h

c
f(t) dt

= st

(∑H

k=1

∗f

(
c+ (k − 1) · h

H

)
h

H

)
= h · st

(
1

H

∑H

k=1

∗f

(
c+ (k − 1) · h

H

))
.

Neka su u ta~kama c1 i c2 maksimum i minimum funkcije f na intervalu
[c, c+ h]. Tada je

f(c2) ≤
1

H

∑H

k=1

∗f

(
c+ (k − 1) · h

H

)
≤ f(c1),

aodatle f(c2) ≤
F (c+ h)− F (c)

h
≤ f(c1). Kakoovo va`ii zainfinite-

zimalno h ̸= 0, a tada je c1 ≈ c2, pa i f(c2) ≈ f(c1) ≈ f(c), dobijamo
F (c+ h)− F (c)

h
≈ f(c), tj. F ′(c) = f(c).



Glava 8

Elementarne funkcije

Elementarne funkcije ~ine najva`niju klasu funkcija u analizi. U

ovoj glavi zasnova}emo ove funkcije i izvesti najva`nije osobine koje

su zanimqive sa stanovi{ta analize. Naravno, da bismo izgradili

elementarne funkcije koristi}emo metode nestandardne analize koje

smo razvili u prethodnim poglavqima.

8.1 Polinomi i racionalne funkcije

U svakom poqu F = (F,+, ·, 0, 1) postoji klasa funkcija koje su defina-
bilne na jeziku poqa pro{irenom simbolima konstanti iz domena F .
Re~ je o polinomnim i racionalnim funkcijama.

Pre nego {to navedemo ta~ne definicije ovih pojmova, podsetimo

se da simbol LF ozna~ava jezik L ∪ { a | a ∈ F }. Dakle, ako je L jezik

teorije poqa, onda je LF = {+, ·, /, 0, 1 } ∪ { a | a ∈ F }.

DEFINICIJA 8.1. 1◦ Polinom (sa promenqivom x) nad poqem F je

svaki term jezika LF oblika P (x) = a0 + a1x + · · · + anx
n, n ∈ N.

^lanovi niza a0, . . . , an su koeficijenti polinoma P . U zapisu poli-

noma P uobi~ajeno je da se umesto ai pi{e ai. Polinom P je 0�polinom
ukoliko su svi wegovi koeficijenti jednaki 0.
2◦ Racionalni izraz (promenqive x) je svaki term jezika LF oblika

R(x) = P (x)/Q(x), gde su P,Q polinomi poqa F, i Q nije 0�polinom.

Skupovi svih polinoma i racionalnih izraza promenqive x nad

poqem F ozna~avaju se redom sa F[x] i F(x).

134
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Na sli~an na~in se defini{u polinomi i racionalni izrazi vi{e

promenqivih. Recimo, polinom sa promenqivama x1, . . . , xk nad poqem
F je svaki term jezika LF oblika

P (x1, x2, . . . , xk) =
∑

α∈S
aαx

α1
1 · x

α2
2 · . . . · x

αk
k ,

gde je S kona~an skup nekih nizova du`ine k prirodnih brojeva.

DEFINICIJA 8.2. Neka je G(x1, . . . , xk) polinom (racionalni izraz)

nad poqem F. Preslikavawe g : F k → F odre|eno jednako{}u

g(a1, . . . , ak) = GF[a1, . . . , ak]

naziva se polinomnom (racionalnom) funkcijom poqa F.

Pretpostavi}emo elementarne pojmove i osobine polinoma i raci-

onalnih izraza. Ipak izdvajamo, bez dokaza, ove osobine.

TEOREMA 8.1. 1◦ Polinomi P,Q ∈ F[x] su me|usobno jednaki ako i

samo ako su P i Q polinomi istog stepena i imaju jednake odgo-

varaju}e koeficijente.

2◦ Struktura (F[x],+, ·, 0, 1) je komutativan prsten sa jedinicom,

gde je + sabirawe, a · mno`ewe polinoma.

3◦ Struktura (F(x),+, ·, 0, 1) je poqe, gde je+ sabirawe, a · mno`ewe

racionalnih izraza.

4◦ Ako je k ∈ F koren polinoma P (x) ∈ F[x], onda x− k deli P (x).

5◦ PolinomP (x) stepena n ima najvi{e n korena (ra~unaju}i i wihovu
vi{estrukost) u poqu F. Ako su k1, . . . , kn koreni polinoma P (x),
onda u F va`i jednakost P (x) = an(x − k1) . . . (x − kn), pri ~emu
je an vode}i koeficijent.

Ako je F poqe karakteristike 0, onda svakoj polinomnoj funk-

ciji odgovara ta~no jedan polinom. To nije slu~aj sa poqima ~ija

je karakteristika razli~ita od 0. Tako na primer, u poqu ostataka

Zp = (Zp,+p, ·p, 0, 1) po modulu prostog broja p va`i zakon xp = x,
dakle identi~ka funkcija domena Zp odre|ena je sa dva razli~ita poli-

noma, to su xp i x.
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Za Analizu od interesa su polinomi nad poqem realnih i poqem

kompleksnih brojeva. Preslikavawe st : ∗Rfin → R je homomorfizam,

pa otuda imamo

st ∗p(x) = st
∑

i≤n
aix

i =
∑

i≤n
ai(st x)

i = p(st x), x ∈ ∗Rfin.

Kako se neprekidnost realne funkcije f posmatrano iz ∗R vidi kao

komutativnost funkcija st i ∗f , to va`i slede}e tvr|ewe.

TEOREMA 8.2. Svaka polinomna funkcija p : R→ R je neprekidna.

Bez ikakve razlike se dokazuje da je svaka polinomna funkcija takva

da p : C → C, gde je C poqe kompleksnih brojeva, tako|e neprekidna u

C, kao i wihove generalizacije, polinomne funkcije sa vi{e argume-

nata. Tako|e, istim postupkom se dokazuje da su racionalne funkcije

neprekidne na svom domenu.

Ako je p(x) =
∑

i≤n aix
i, an > 0, realna polinomna funkcija

neparnog stepena, onda limx→+∞ p(x) = +∞ i limx→−∞ p(x) = −∞,

pa prema Teoremi 8.2. i Teoremi 7.19. imamo slede}e tvr|ewe.

TEOREMA 8.3. Svaki realni polinom neparnog stepena ima bar jedan re-

alan koren.

S druge strane, poqe kompleksnih brojeva je algebarski zatvoreno,

tj. svaki polinom P (x) ∈ C[x] stepena ≥ 1, ima koren u C. Ovo

veoma va`no svojstvo kompleksnih brojeva dokazujemo u okviru neko-

liko slede}ih tvr|ewa.

Slede}u lemu dokaza}emo kasnije, kada izvedemo osobine trigo-

nometrijskih funkcija.

LEMA 8.1. Jedna~ina zn = a, n ≥ 1, a ∈ C \ { 0 } ima ta~no n re{ewa u
poqu kompleksnih brojeva C.

LEMA 8.2. Ako je p polinomna funkcija nad poqem C, stepena ≥ 1 i

p(z0) ̸= 0, onda postoji z1 ∈ C takav da je |p(z1)| < |p(z0)|.

Dokaz. Polinom p za z0, h ∈ C i z = z0 + h mo`emo predstaviti na
slede}i na~in

p(z) = A0 +A1(z − z0) + · · ·+An(z − z0)n,
p(z0 + h) = p(z0) +A1h+ · · ·+Anh

n.
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Neka je Ak prvi u nizu A1, . . . , An razli~it od nule, i h = tε, gde je ε

jedno re{ewe jedna~ine xk = −p(z0)
Ak

po x, koje prema Lemi 8.1. postoji,

i neka je 0 ≤ t ≤ 1. Daqe, uvedimo Bj = Ajε
j . Tada va`i

|p(z0 + h)| = |p(z0)− tkp(z0) + tk+1Bk+1 + · · ·+ tnBn|
≤ |(1− tk)p(z0)|+ tk+1|Bk+1|+ · · ·+ tn|Bn|
= (1− tk)|p(z0)|+ tk+1|Bk+1|+ · · ·+ tn|Bn|
= |p(z0)|+ tk(−|p(z0)|+ t|Bk+1|+ · · ·+ tn−k|Bn|)
= |p(z0)|+ tkB(t).

Primetimo da je funkcija B(t) realan polinom. Daqe imamo da je

B(0) = −|p(z0)| < 0, pa kako je funkcija B(t) neprekidna, postoji
0 < t0 < 1 tako da B(t0) < 0. Tada za h = t0ε va`i

|p(z0 + h)| ≤ |p(z0)|+ tk0B(t0) < |p(z0)|,

dakle mo`emo uzeti z1 = z0 + t0ε.

LEMA 8.3. Ako je p(z) kompleksan polinom stepena ≥ 1, z ∈ ∗C beskona~an,

tada je i p(z) beskona~an.

Dokaz. Mo`emo uzeti da je p(z) = zn
(a0
zn

+ · · ·+ an−1

z
+ an

)
, gde je

n ≥ 1, an ̸= 0. Otuda
an−k

zk
≈ 0 za k ≥ 1, pa

a0
zn

+ · · ·+ an−1

z
+ an ≈ an.

Sledi
p(z)

zn
≈ an, odakle |p(z)| = +∞.

TEOREMA 8.4. Svaki kompleksan polinom p(z) stepena ≥ 1 ima koren u
poqu kompleksnih brojeva C.

Dokaz. Neka je S =
{
|p(z)|

∣∣ z ∈ C
}
i s = inf S. Infimum skupa

S postoji jer je za sve a ∈ S, a ≥ 0. Dakle s = infz∈C |p(z)|. Otuda

postoji z ∈ ∗C tako da je s ≈ |p(z)|. Kako je s kona~an, to je i p(z)
kona~an, pa prema Lemi 8.3. i z je kona~an. Neka je u = st(z). Polinom
p je neprekidna funkcija, pa je s = st |p(z)| = |p(st(z))| = |p(u)|, tj.
|p(u)| = infz∈C |p(z)|. Prema Lemi 8.2. odmah sledi p(u) = 0.

Dakle poqe kompleksnih brojeva je algebarski zatvoreno, pa prema

Teoremi 8.1. sledi
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POSLEDICA 8.1. Svaki polinom P (x) ∈ C[x] razlo`iv je u proizvod

linearnih faktora, tj. postoje c1, . . . , cn ∈ C takvi da u C va`i

jednakost

P (x) = an(x− c1) · . . . · (x− cn)

i an je vode}i koeficijent.

PremaLajbnicovomprincipupoqe ∗C je tako|e algebarski zatvore-

no. Koriste}i ovu osobinu poqa ∗Cmogu}e je oceniti korene polinoma

P (z) ∈ ∗C[z] ukoliko se koeficijenti uP (z) aproksimiraju elementima
iz C.

LEMA 8.4. Neka je P (z) =
∑

i≤n aiz
i polinom sa koeficijentima u ∗Cfin,

st(an) ̸= 0, i neka je za b ∈ ∗Cfin, P (b) ≈ 0. Tada postoji c ∈ µ(b) takav
da je P (c) = 0.

Dokaz. Kako je ∗C algebarski zatvoreno poqe, to postoje elementi

b1, . . . , bn ∈ ∗C takvi da je P (z) = an(z − b1) · . . . · (z − bn). Daqe, ako je
z ∈ ∗C beskona~an, onda

(1)
|P (z)|
|an||z|n

=

∣∣∣∣1 + an−1

anz
+ · · ·+ a0

anzn

∣∣∣∣ ≈ 1,

tj. ∗C |= (∃h ∈ R)(∀z)
(
|z| ≥ h ⇒ |P (z)| ≥ 1

2

)
, odakle prema Lajbni-

covom principu sledi

C |= (∃h ∈ R)(∀z)
(
|z| ≥ h⇒ |P0(z)| ≥

1

2

)
,

gde je P0(z) = d0+d1z+ · · ·+dnzn, di = st ai za i ≤ n, jer je za z ∈ ∗Cfin,

P0(z) ≈ P (z). Otuda, za neki h0 ∈ R,

C |= (∀z)
(
|z| ≥ h0 ⇒ |P0(z)| ≥

1

2

)
,

odakle prema Lajbnicovom principu, koriste}i da je P0(z) ≈ P (z),
z ∈ ∗Cfin i (1), imamo

∗C |= (∀z)
(
|z| ≥ h0 ⇒ |P (z)| ≥

1

2

)
.

Dakle, svi koreni polinoma P (z) su kona~ni, tj. b1, . . . , bn ∈ ∗Cfin. Ako

bi /∈ µ(b) za svaki i ≤ n, onda

st(P (b)) = st(an) · st(b− b1) · . . . · st(b− bn) ̸= 0,
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{to je kontradikcija uslovu P (b) ≈ 0.

Prema posledwoj lemi imamo zanimqivu posledicu da se polinomi

nad prstenom ∗Cfin, kod kojih najstariji koeficijent nije infinite-

zimala, razla`u na linearne faktore. Tako|e, u mogu}nosti smo da

ocenimo korene polinoma koji se mogu aproksimirati standardnim

polinomima.

TEOREMA 8.5. Neka je polinom p(z) ∈ ∗C[z] stepena m sa kona~nim ko-

eficijentima i neka je polinom q(z) ∈ C[z] stepena n ≥ 1 takav da za
sve z ∈ ∗Cfin va`i jednakost st p(z) = q(st z). Tada va`i:

1◦ Ako je m = n, m,n ≥ 1, onda je b ∈ C koren polinoma q(z) ako i
samo ako postoji koren a ∈ ∗C polinoma p takav da je b = st a.

2◦ Ako je m > n, onda postoji n korena polinoma p(z) ~iji su stan-
dardni delovi koreni polinoma q(z) (ra~unaju}i vi{estrukost ko-

rena) im− n beskona~nih korena polinoma p(z).

Dokaz. 1◦ (→) Neka je q(b) = 0, b ∈ C. Tada va`i 0 = q(b) =
q(st b) = st p(b), tj. p(b) ≈ 0. Kako je q(z) stepena ≥ 1 i q(z) je
istog stepena kao i p(z), to koeficijent ~lana polinoma p sa najve}im
stepenom nije infinitezimala. Dakle, prema Lemi 8.4. postoji a ∈ µ(b)
takav da je p(a) = 0.
(←) Iz uslova p(a) = 0 nalazimo 0 = st p(a) = q(st a). Da je a kona~an
dokazuje se kao u Lemi 8.4. Daqe, ako su a1, . . . , an koreni polinoma p i
b1, . . . , bn koreni polinoma q, onda za neki d ∈ C va`i

(2) q(z) = d(z − b1) . . . (z − bn) = d(z − st a1) . . . (z − st an).

Zaista, ako je st p(z) = q(st z) za z ∈ ∗Cfin, onda se neposredno dokazuje

da tako|e va`i

(3) st(p′(z)) = q′(st z),

gde je p′(z) izvod polinoma p(z). Primetimo da izvod polinoma mo`emo
definisati formalno ne pozivaju}i se na diferencijalni ra~un, naime

uzimaju}i da je izvod polinoma p(z) = a0 + a1z + · · · + anz
n polinom

p′(z) = a1 + 2a2z + · · · + nanz
n−1. Na osnovu ove definicije izvoda

polinoma nije te{ko videti da je a vi{estruki koren polinoma p(z)
ako i samo ako je p(a) = 0 i p′(a) = 0. Otuda prema (3) sledi da su

vi{estrukosti korena ai i st ai jednake, dakle jednakost (2) va`i.
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2◦ Neka su a1, . . . , ak kona~ni i c1, . . . , cl beskona~ni koreni polino-

ma p(z) i neka su Mp,Mq redom koeficijenti ~lanova polinoma p, q
najve}eg stepena. Dakle, p(z) =Mp(z−a1) . . . (z−ak)(z−c1) . . . (z−cl).
Tada 0 = st p(ai) = q(st ai), tj. st ai je koren polinoma q(z). Daqe, ako
je q(b) = 0, onda p(b) ≈ 0. Ukoliko je b ̸= st ai, i = 1, . . . , k, onda va`i
M(b− b1) . . . (b− bk) ≈ 0. Tada za svaki b′ ∈ ∗Cfin imamo

M ·
∏

i
(b′−bi) =M ·

∏
i
((b−bi)+(b′−b)) =

∑
j
(b′−b)j ·M ·

∏
i
(b−bi) ≈ 0,

jer je b′ − b kona~an iM ·
∏

i(b− bi) ≈ 0. Otuda za sve z ∈ ∗Cfin, va`i i

p(z) ≈ 0, odakle sledi da je q(z) 0�polinom, suprotno pretpostavci da
je n ≥ 1.

Da su vi{estrukosti korena ai i st ai jednake, dokazuje se kao u 1
◦.

8.2 Stepena funkcija

U ovom odeqku razmotri}emo izgradwu, kao i algebarske i infini-

tezimalne osobine stepene funkcije (x, y) 7→ xy.

FUNKCIJA xm,m ∈ N

Neke osobine ove funkcije slede iz svojstava polinoma. Najpre

}emo pokazati da funkcija f : R+ → R+, f(x) = xm, ima inverznu

funkciju, drugim re~ima, ako je a ∈ R+, onda a imam�ti koren m
√
a za

svaki pozitivan prirodan brojm.

TEOREMA 8.6. Neka je m prirodan broj i Am = {xm |x ∈ R }. Tada

va`i:

• ako jem > 0 paran broj, onda je Am = R+ ∪ { 0 };

• ako jem neparan, onda je Am = R.

Dokaz. O~igledno, dovoqno je dokazati da za 0 < a < 1 postoji

x ∈ R takav da je xm = a.

Neka je H beskona~an prirodan broj i neka je ci =
( i
H

)m
za i =

0, 1, . . . ,H . Tada je
{
[ci−1, ci[

∣∣ 1 ≤ i ≤ H } razbijawe intervala [0, 1]∗R,
te postoji ta~no jedan i ≤ H takav da je

( i
H

)m
≤ a <

( i+ 1

H

)m
.
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Otuda imamo st
( i
H

)m
. st a . st

( i+ 1

H

)m
, tj. za x0 = st

( i
H

)
va`i

xm0 . a . xm0 , odakle sledi x
m
0 = a.

Od interesa mo`e biti i slede}e tvr|ewe ~iji dokaz daje proizvoqno

dobru aproksimaciju za m
√
a nizom racionalnih brojeva.

TEOREMA 8.7. Neka je m pozitivan prirodan broj. Tada je skup dat sa

Am = {xm |x ∈ Q+ } gust u Q+.

Dokaz. Neka je a ∈ Q, 0 < a < 1, i neka je niz (xn) definisan sa

(4) xn+1 = 1− (1− a) · 1− xn
1− xmn

, x0 = 0.

Tada

1◦ za svaki n ∈ N+ va`i 0 < xn < 1;

2◦ niz (xn) je monotono rastu}i.

Dokaz tvr|ewa 1◦ izvodimo indukcijom, s tim {to navodimo samo

induktivni korak. Po induktivnoj hipotezi 0 < xn < 1, dakle 0 <

xmn < 1. S obzirom na to da je 1 − xn+1 = (1 − a) · 1− xn
1− xmn

sledi

xn+1 < 1. Daqe, prema (4) sledi

(5) xn+1 =
a+ xn + · · ·+ xm−1

n

1 + xn + · · ·+ xm−1
n

,

pa kako je po induktivnoj hipotezi xn > 0, to je i xn+1 > 0. Ovim je 1◦

dokazano.

Dokaz tvr|ewa 2◦ tako|e izvodimo indukcijom. Kako je x0 = 0,
x1 = a, to je x1 > x0, pa xn+1 > xn va`i za n = 0. Daqe, iz (4) nalazimo

(6)
(1− xn+1)(1− xn−1)

(1− xn)2
=

1− xmn−1

1− xmn
,

otuda

(7)
1− xn+1

1− xn
=

1 + xn−1 + · · ·+ xm−1
n−1

1 + xn + · · ·+ xm−1
n

.
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Po induktivnoj hipotezi xn > xn−1, dakle
1 + xn−1 + · · ·+ xm−1

n−1

1 + xn + · · ·+ xm−1
n

< 1,

pa prema (7) sledi xn < xn+1. Ovim je dokazano tvr|ewe 2◦.

Prema 1◦ i 2◦ niz (xn) je konvergentan, dakle Ko{ijev, te za besko-
na~ne prirodne brojeve n,m imamo xn ≈ xm. Neka je n beskona~an

prirodan broj i w = xn. Tada xn+1 ≈ xn, pa prema (5) sledi

(8) w ≈ a+ w + · · ·+ wm−1

1 + w + · · ·+ wm−1
.

S obzirom na to da je 1 +w+ · · ·+wm−1 kona~an, to iz (8) sledi wm ≈
a. Element w je hiperracionalan, pa prema Lajbnicovom principu

skup Am je gust u nekoj okolini broja a. Kako je element a ∈ ]0, 1[Q
proizvoqan, to je Am gust u ]0, 1[Q. Pomo}u preslikavawa x 7→ x−1

(x ∈ Q+) neposredno se dokazuje da je Am gust u Q+.

Na osnovu prethodnog tvr|ewa i ω1�zasi}enosti imamo nov dokaz

Teoreme 8.6. Naime, prema Teoremi 8.7.

Σ(x) =

{
a− 1

n
< xm < a |n ∈ N

}
je kona~no neprotivure~an skup formula, tj. tip (sa jednim simbolom

konstante a), pa kako je ∗Q ω1�zasi}en, to postoji c ∈ ∗Q koji realizuje

tip Σ(x) u ∗Q, tj. cm ≈ a. Uzimaju}i r = st(c), dobijamo rm = a.

FUNKCIJA xq, q ∈ Q+

Iz tm − 1 = (t− 1)(1 + t+ · · ·+ tm−1) zakqu~ujemo da za pozitivan
prirodan brojm u poqu R va`i

LEMA 8.5. Iz t > 0 i tm = 1 sledi t = 1.

Kako je za y1, y2 ∈ R+, ym1 = ym2 ako i samo ako
(y1
y2

)m
= 1, to

prema ovoj lemi i Teoremi 8.6. preslikavawe x 7→ x1/m (x ∈ R+) je
dobro definisano slede}om ekvivalencijom:

DEFINICIJA 8.3. y = x1/m ⇔ y > 0 ∧ ym = x.
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Ako je f : R+ → R+ preslikavawe odre|eno sa f(x) = xm, tada je
prema prethodnoj definiciji, o~igledno, funkcijax 7→ x1/m, (x ∈ R+)
inverzna za f .

Neka je q ∈ Q\{ 0 }. Tada je za neke pozitivne prirodne brojevem,n,
q =

m

n
ili q = −m

n
. Pretpostavi}emo da sum i n uzajamno prosti.

DEFINICIJA 8.4. 1◦ Ako je x ∈ R+ i q > 0, tada xq = (xm)1/n.
2◦ Ako je x ∈ R+ i q < 0, tada je xq = ((xm)1/n)−1.

Prema Definicijama 8.3. i 8.4. odmah dobijamo slede}e algebarske

osobine funkcija x 7→ xq.

TEOREMA 8.8. Neka su x, y ∈ R+, i p, q ∈ Q. Tada

1◦ (xy)q = xqyq, 2◦ (xq)p = xqp, 3◦ xp+q = xpxq,

4◦ ako je 0 < p < q, onda za 0 < x < 1, xp > xq i za x > 1, xp < xq.

Prema Lajbnicovom principu neposredno sledi da jednakosti 1◦�4◦

va`e i za x, y ∈ ∗R+, p, q ∈ ∗Q+.

FUNKCIJA xr, r ∈ R

U ovom odeqku vide}emo da su svojstva funkcije xr (r ∈ R) posledi-
ce infinitezimalnih osobina funkcije xq (q ∈ Q).

LEMA 8.6. Neka su p, q ∈ ∗Qfin takvi da je p ≈ q. Tada za svaki x ∈ R+

va`i xp ≈ xq.

Dokaz. Najpre doka`imo

(9) x1/n ≈ 1, za n ∈ ∗N \N.

Pretpostavimox ≥ 1 i neka jex1/n = 1+ε. Tada je ε ≥ 0 ix = (1+ε)n ≥
1+nε. S obzirom na to da je n beskona~an, sledi da je ε infinitezimala,
tj. (9) va`i zax ≥ 1. Koriste}iosobinepreslikavawax 7→ x−1 dokazuje

se da (9) va`i i za 0 < x ≤ 1.

Pretpostavimo da su p, q ∈ ∗Qfin, p ≈ q, i neka je, recimo, p < q.

Tada postoji n ∈ ∗N \ N takav da je q − p < 1

n
. Prema Lajbnicovom

principu (pogledati stranu 213) i Teoremi 8.8. za x > 1 va`i

1 ≤ xq−p ≤ x1/n ≈ 1,
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tj. xp ≈ xq. Sli~no razmatrawe je i u slu~aju 0 < x < 1.

Sada definicija stepene funkcije xr (r ∈ R) izgleda jednostavno.

DEFINICIJA 8.5. Neka je x ∈ R+, r ∈ R i q ∈ ∗Q takav da je q ≈ r.
Tada je xr = st(xq).

Prema Lemi 8.6. neposredno sledi da vrednost xr ne zavisi od

izbora elementa q ∈ µ(r), tj. za svaki q ∈ µ(r) va`i xr = st(xq). Kako je
st : ∗Qfin → R homomorfizam, prema Teoremi 8.8. neposredno dobijamo

slede}e tvr|ewe.

TEOREMA 8.9. Neka su x, y ∈ R+ i r, s ∈ R. Tada

1◦ (xy)r = xryr, 2◦ xr+s = xrxs,

3◦ za r > 0 je xr ↑ (rastu}a funkcija), a za r < 0 je xr ↓ (opadaju}a),

4◦ za 0 < r < s i 0 < x < 1 va`i xs < xr, a za 1 < x va`i xr < xs,

5◦ (xr)s = xrs.

Dokaz. 1◦ Neka je q ∈ ∗Q takav da je r ≈ q. Tada

(xy)r = st(xy)q = st(xqyq) = st(xq) st(yq) = xryr.

Sli~no se dokazuju i naredne osobine. Izdvojimo samo dokaz posledwe.

Lako je proveriti na osnovu Teoreme 8.8. da za s ∈ Q, 5◦ va`i. Dakle,
prema Lajbnicovom principu ovo tvr|ewe va`i i za x ∈ ∗R, s ∈ ∗Q.
Neka su r, s, x ∈ R i q ∈ ∗Q takav da je s ≈ q. Tada

(xr)s = st (xr)q = st(xrq) = st(xrs+ε), gde je ε ≈ 0.

Koriste}i 2◦ imamo (xr)s = xrs st(xε). Ako je n ∈ ∗N \ N takav da je

ε <
1

n
, tada xε < x1/n ≈ 1, pa st(xε) = 1.

Slede}a infinitezimalna osobina funkcije xr je kqu~ni korak u

dokazima mnogih makro i mikro svojstava ove funkcije.

LEMA 8.7. Neka je ε infinitezimala. Tada za svaki r ∈ R postoji

η ∈ µ(0) takav da je (1 + ε)r = 1 + rε+ ηε.
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Dokaz. Neka je ε pozitivna infinitezimala i neka je funkcija

g : ∗R→ ∗R definisana slede}om jednako{}u

(10) (1 + ε)r = 1 + g(r)ε.

Neka je r ∈ R+ i n prirodan broj takav da je r ≤ n. Tada

(11)
(1 + ε)r − 1

ε
≤ (1 + ε)n − 1

ε
. n, dakle 0 ≤ g(r) . n.

Daqe, 1 + g(−r)ε = (1 + ε)−r =
1

(1 + ε)r
=

1

1 + g(r)ε
.

Kako je prema (10) g(r)ε infinitezimala, to za neki kona~anm ∈ ∗R

va`i
1

1 + g(r)ε
= 1− g(r)ε+mε2, dakle 1 + g(−r)ε = 1− g(r)ε+mε2,

pa

(12) g(−r) ≈ −g(r).

Prema (11) i (12) funkcija f : R→ R data sa f(r) = st g(r) (r ∈ R),
dobro je definisana. Daqe, za r, s ∈ ∗R, koriste}i Teoremu 8.9. imamo
1+g(r+s)ε = (1+ε)r+s = (1+ε)r(1+ε)s = 1+(g(r)+g(s))ε+g(r)g(s)ε2,
dakle

(13) g(r + s) = g(r) + g(s) + g(r)g(s)ε.

Otuda za r, s ∈ ∗Rfin

(14) f(r + s) = f(r) + f(s).

Prema (11), (12) i definiciji funkcije f , za r ∈ R, n ∈ N, va`i

implikacija |r| ≤ n ⇒ |f(r)| ≤ n, pa su ispuweni uslovi Darbuove1)

teoreme za Ko{ijevu funkcionalnu jedna~inu (14), dakle f(r) = f(1)r.
Kako je f(1) = 1, to je f(r) = r. Daqe, g(r) ≈ f(r), te za svaki r ∈ R

postoji η ∈ µ(0) takav da je g(r) = f(r) + η = r+ η, pa tvr|ewe va`i za
r > 0. Koriste}i osobine funkcije x 7→ x−1 tvr|ewe se pro{iruje i na

r < 0.

POSLEDICA 8.2. Za svaki r ∈ R va`i: x ≈ 1⇒ xr ≈ 1.

1) Jean Gaston Darboux (1842–1917)
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Preslikavawe g : (x, y) 7→ xy, x ∈ R+, y ∈ R ima ekstenziju do
∗g : ∗R+ × ∗R → ∗R, i prema Lajbnicovom principu, sve algebarske

osobine funkcije g prenose se na ∗g, na primer osobine iz Teoreme

8.9. Upravo iz ovih algebarskih osobina i infinitezimalnog svojstva

opisanog u Lemi 8.7. mogu se izvesti ostale va`nije osobine funkcije
∗g.

TEOREMA 8.10. Neka su x, y ∈ ∗R, a ∈ R+, b ∈ R takvi da je a =
st(x), b = st(y). Tada va`i xy ≈ ab.

Dokaz. Neka su ε, η ∈ µ(0) takvi da je x = a + ε, y = b + η. Tada,
koriste}i algebarske osobine funkcije xy, va`i

xy = (a+ ε)b+η = (a+ ε)b(a+ ε)η = ab
(
1 +

ε

a

)b
(a+ ε)η.

Prema Posledici 8.2. imamo
(
1 +

ε

a

)b
≈ 1. Daqe, sli~no dokazu Leme

8.7. va`i (a+ ε)η ≈ 1. Otuda sledi xy ≈ ab.

POSLEDICA 8.3. Za x1, x2 ∈ ∗R+
fin i y1, y2 ∈

∗Rfin va`i:

x1 ≈ x2 ∧ y1 ≈ y2 ⇒ x1
y1 ≈ x2y2 .

S druge strane, εη, gde su ε, η infinitezimale, mo`e biti bilo {ta.
Recimo, biraju}i beskona~an prirodan broj n imamo

• Za ε = η =
1

n
, εη =

( 1
n

)1/n
≈ 1.

• Za ε =
1

nn
, η =

1

n
, εη =

1

n
≈ 0.

Iz Posledice 8.3. dobijamo da je funkcija (x, y) 7→ xy, za x ∈ R+ i

y ∈ R neprekidna na R+ ×R.

8.3 Jedna lema

Asimptotsku formulu u lemi koju navodimo iskoristi}emo prilikom

izgradwe elementarnih funkcija exp, sin, cos. Naravno, dokaz ove leme
mogu}e je izvesti metodama klasi~ne analize, ali dokaz koji navodimo

kao i formulacija samog tvr|ewa su nestandardni.
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LEMA 8.8. Neka kompleksan red
∑

n

an
n!

apsolutno konvergira. Tada

∑
k≤n

1

nk

(
n

k

)
ak ≈

∑
k≤n

ak
k!
, n ∈ ∗N \N.

Dokaz. Neka je n ∈ ∗N \N i k beskona~an prirodan broj takav da je
k2

n
≈ 0. Tada

∑
i≤n

1

ni

(
n

i

)
ai =

∑
i≤k

1

ni

(
n

i

)
ai +

∑
k<i≤n

1

ni

(
n

i

)
ai = A+B.

Daqe, A =
∑

i≤k

(
1− 1

n

)
· . . . ·

(
1− i− 1

n

)ai
i!
. Za i ≤ k va`i

1 ≥
(
1− 1

n

)
· . . . ·

(
1− i− 1

n

)
≥
(
1− k

n

)k

≥ 1− k2

n
≈ 1.

Dakle, za i ≤ k imamo
(
1− 1

n

)
· . . . ·

(
1− i− 1

n

)
= 1+ εi, gde je εi ≈ 0

internalan niz. Otuda

A =
∑

i≤k
(1 + εi)

ai
i!

=
∑

i≤k

ai
i!

+
∑

i≤k

εiai
i!
.

Za ma koji pozitivan r ∈ R va`i∣∣∣∑
i≤k

εiai
i!

∣∣∣ ≤∑
i≤k

|ai|
i!
|εi| ≤

∑
i≤k

r
|ai|
i!
≤ r

∑
i≤k

|ai|
i!
.

Red
∑

i

ai
i!

apsolutno konvergira, {to daje da
∑

i≤k

|ai|
i!
≤ L za neki

L ∈ R+, tj.
∣∣∣∑i≤k

εiai
i!

∣∣∣ ≤ rL za svaki r ∈ R+. Otuda
∑

i≤k

εiai
i!
≈ 0,

tj.

(15) A ≈
∑

i≤k

ai
i!
.

Daqe, iz apsolutne konvergencije reda
∑

i

ai
i!
zakqu~ujemo da je

|B| ≤
∑

k<i≤n

(
1− 1

n

)
· . . . ·

(
1− i− 1

n

)
|ai|
i!
≤
∑

k<i≤n

|ai|
i!
≈ 0, tj.

(16) B ≈ 0.
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Iz (15) i (16) sledi da za svaki beskona~an prirodan broj n postoji
beskona~an k ∈ ∗N takav da je

(17)
∑

i≤n

1

ni

(
n

i

)
ai ≈

∑
i≤k

ai
i!
.

Kako je
∑

i

ai
i!
konvergentan red, to za beskona~ne prirodne brojeve

k, n, prema Ko{ijevom kriterijumu konvergencije va`i∑
i≤k

ai
i!
≈
∑

i≤n

ai
i!
.

Otuda, prema (17), tvr|ewe va`i.

8.4 Eksponencijalna funkcija

Neka je en : C→ C niz kompleksnih funkcija definisanih formulom

en(z) =
(
1 +

z

n

)n
.

Tada o~igledno va`i en(z) =
∑

k≤n

1

nk
(
n
k

)
zk, pa bismo rado primenili

asimptotsku formulu iz prethodnog odeqka. Ali, ova lema mo`e se pri-

meniti pod uslovom da red
∑

k

zk

k!
apsolutno konvergira. Zato najpre

doka`imo ovo tvr|ewe:

TEOREMA 8.11. Red
∑

k

zk

k!
apsolutno konvergira.

Dokaz. Neka je z ∈ C, a = |z|, m ∈ ∗N \N i ε =
a

m
. Tada o~igledno

ε ∈ µ(0). Daqe,

S =
∑

m≤k≤m+n

ak

k!

=
am

m!

(
1 +

a

m+ 1
+ · · ·+ a

m+ 1
· a

m+ 2
· . . . · a

m+ n

)
≤ am

m!
(1 + ε+ · · ·+ εn) ≤ am

m!
· 1

1− ε
.
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Kako je
1

1− ε
≈ 1i sobziromna toda je

am

m!
kona~an, imamo 0 ≤ S . am

m!
.

Neka je k ≥ 2a, k ∈ N. Tada

am

m!
=

a

1
· a
2
. . .

a

k
· a

k + 1
. . .

a

m
, pa za t =

ak

k!
sledi

am

m!
≤ t

(
1

2

)m−k

≈ 0, dakle
am

m!
≈ 0.

Otuda sledi S ≈ 0, tj. red
∑

k

zk

k!
apsolutno konvergira.

Prema ovoj teoremi i Lemi 8.8. odmah imamo slede}e tvr|ewe.

TEOREMA 8.12.
(
1 +

z

n

)n
≈
∑

k≤n

zk

k!
, n ∈ ∗N \N.

Prema ovoj teoremi i Teoremi 8.11. sledi da niz en(z) konvergira za
svaki z ∈ C, dakle mo`emo uvesti novu funkciju exp na slede}i na~in.

DEFINICIJA 8.6. exp(z) = st en(z), n ∈ ∗N \N, z ∈ C.

Prema prethodnom tako|e va`i

TEOREMA 8.13. exp(z) = limn→∞ en(z), exp(z) =
∑

n

zn

n!
.

Polaze}i od ovih svojstava funkcije exp, mo`emo izvesti i druge

va`ne algebarske i infinitezimalne osobine ove funkcije.

TEOREMA 8.14. en(x+ y) ≈ en(x)en(y), x, y ∈ C, n ∈ ∗N \N.

Dokaz. Koriste}i

en(x)en(y) =
(
1 +

x

n

)n (
1 +

y

n

)n
=

(
1 +

x+ y

n
+
xy

n2

)n

=

=

(
1 +

x+ y

n

)n

+

(
n

1

)(
1 +

x+ y

n

)n−1 xy

n2
+ · · ·+

(
n

n

)(xy
n2

)n
,

dobijamo en(x)en(y) = en(x+ y) +Rn(x, y), gde je
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Rn(x, y) =
∑

1≤i≤n

(
n

i

)(
1 +

x+ y

n

)n−i (xy
n2

)i
.

Otuda

|Rn(x, y)| ≤
|xy|
n

∑
1≤i≤n

(
1 +
|x+ y|
n

)n−i( |xy|
n

)i−1 1

ni

(
n

i

)
≤ |xy|

n

∑
1≤i≤n

(
1 +
|x+ y|
n

)n( |xy|
n

)i−1 1

ni

(
n

i

)
≤ |xy|

n
en(|x+ y|)

∑
1≤i≤n

(
|xy|
n

)i−1

, jer je
1

ni

(
n

i

)
. 1

≤ |xy|
n
en(|x+ y|) 1

1− |xy|
n

≈ 0,

jer je
xy

n
≈ 0,

1

1− |xy|
n

≈ 1, en
(
|x+ y|

)
∈ γ(0). Dakle, Rn(x, y) ≈ 0, pa

tvr|ewe sledi.

POSLEDICA 8.4. exp(x+ y) = exp(x) exp(y), x, y ∈ C.

Dokaz. Zan ∈ ∗N\N va`i exp(x+y) = st en(x+y) = st (en(x)en(y)) =
st en(x) · st en(y) = exp(x) exp(y).

TEOREMA 8.15. en(−x) ≈
1

en(x)
, x ∈ C, n ∈ ∗N \N.

Dokaz. 1 = en(0) = en(x+ (−x)) ≈ en(x)en(−x).

Navodimo jedan skup nejednakosti na osnovu kojih mo`emo oceniti

asimptotsko pona{awe funkcije exp, a isto tako da odredimo neke

infinitezimalne osobine ove funkcije.

TEOREMA 8.16. 1◦ Ako je h ≈ 0, h ∈ ∗R, n ∈ ∗N\N, tada va`i ocena

1 + h ≤ en(h) ≤ 1 + h+ 2
h2

1− h2
.

2◦ Za sve z ∈ C, n ∈ N i funkciju ên(z) =
∑

0≤i<n

zi

i!
va`i

| exp(z)− ên(z)| ≤
|z|n

n!

1

1− |z|
n

.
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3◦ |en(z)| ≤ en(|z|), n ∈ N, z ∈ C.

4◦ | exp(z)| ≤ exp(|z|), z ∈ C.

Dokaz. 1◦ Prema Bernulijevoj2) nejednakosti va`i slede}a nejedna-

kost en(h) =

(
1 +

h

n

)n

≥ 1 + h, dakle 1 + h ≤ en(h). Daqe,

(18) en(h) = 1 +

(
n

1

)
h

n
+

(
n

2

)(
h

n

)2

+ · · ·+
(
n

n

)(
h

n

)n

.

Tako|e,
(

n
2i+1

) (
h
n

)2i+1 ≤
(
n
2i

) (
h
n

)2i
za 2i + 1 ≤ n i

(
n
2i

) (
h
n

)2i ≤ h2i, pa
prema (18) nalazimo

en(h) ≤ 1 + h+ 2h2 + 2h4 + · · ·+ 2h2m,
n

2
≤ m ≤ n+ 1

2
.

Otuda, en(h) ≤ 1 + h+ 2
h2

1− h2
.

2◦

| exp(z)−ên(z)| =
∣∣∣∣znn! + . . .

∣∣∣∣ ≤ |z|nn!
(
1 +

|z|
n+ 1

+
|z|2

(n+ 1)(n+ 2)
+ . . .

)
≤ |z|

n

n!

(
1 +
|z|
n

+

(
|z|
n

)2

+ . . .

)
≤ |z|

n

n!

1

1− |z|
n

.

3◦ |en(z)| =
∣∣∣(1 + z

n

)n∣∣∣ ≤ (1 + |z|
n

)n

.

4◦ Sledi iz 3◦ i exp(z) = st en(z).

POSLEDICA 8.5. 5◦ Ako je z ∈ ∗Cfin in ∈ ∗N\N, tada exp(z) ≈ en(z).

6◦ Za sve z ∈ ∗C i n ∈ ∗N \N, iz z ≈ 0 sledi en(z) ≈ 1.

7◦ Funkcija exp je neprekidna na C.

Dokaz. 5◦ Sledi neposredno na osnovu druge nejednakosti u pretho-

dnoj teoremi.

6◦ Prema 1◦ i 3◦ prethodne teoreme.
7◦ Neka je z ≈ a, gde je a, z ∈ ∗Cfin. Tada za neki ε ∈ µ(0) imamo
z = a+ ε, odakle sledi

exp(z) = exp(a+ ε) = exp(a) exp(ε) ≈ exp(a),

2) Johann Bernoulli (1667–1748)
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jer prema 6◦ va`i exp(ε) ≈ 1.

Napomenimo da prema Lajbnicovom principu nejednakosti iz Teo-

reme 8.16. tako|e va`e u ∗C. Daqe dokazujemo da je exp stepena funkcija.
S tim u vezi uvedimo slede}u konstantu.

DEFINICIJA 8.7. e = exp(1).

Na osnovu ove definicije konstante e i definicije funkcije exp,
odmah imamo

e = limn→∞

(
1 +

1

n

)n

=
∑

n≥0

1

n!
.

Koriste}i 2◦ iz Teoreme 8.16. nije te{ko videti da je∣∣∣∣e− (1 + 1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

n!

)∣∣∣∣ ≤ 1

(n− 1)! (n− 1)
,

odakle dobijamo da je 2.7182818 jedna pribli`na vrednost za e sa

gre{kom ne ve}om od 3.1 · 10−7. Ovu procenu broja e mo`emo dobiti

uzimaju}i u prethodnoj formuli n = 10.

TEOREMA 8.17. Neka je x ∈ R. Tada je exp(x) = ex.

Dokaz. Neka je
p

q
racionalan broj, gde je q > 0 i p, q su uzajamno

prosti. Tada za beskona~an n ∈ ∗N, prema Teoremi 8.14. imamo(
en

(
1

q

))q

≈ en
(
q · 1

q

)
= en(1),

odakle koriste}i osobine stepene funkcije dobijamo(
en

(
1

q

))q

≈ e, en

(
1

q

)
≈ e

1
q .

Daqe, koriste}i Teoremu 8.10. nalazimo en

(
1
q

)p
≈ e

p
q odakle je, opet

prema Teoremi 8.14. e
p
q = st en

(
p

q

)
, pa

(19) exp

(
p

q

)
= e

p
q .
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Prema Lajbnicovom principu, (19) va`i i za hiperracionalne bro-

jeve
p

q
. Neka je x ∈ R i

p

q
hiperracionalan broj,

p

q
≈ x. Tada prema

Teoremi 8.10. nalazimo ex ≈ e
p
q , pa prema (19) va`i ex ≈ exp

(
p

q

)
.

Kako je exp neprekidna funkcija, imamo

ex = st exp

(
p

q

)
= exp

(
st

(
p

q

))
= exp(x).

Prethodna teorema daje nam motivaciju da realnu funkciju x 7→
ex, pro{irimo na domen kompleksnih brojeva. Za z ∈ C uze}emo po

definiciji da je ez = exp(z). Ako je z = x + ıy, gde je ı imaginarna
jedinica i x, y ∈ R, onda nalazimo ez = ex · eıy.

TEOREMA 8.18. 1◦ exp(z) = exp(z).

2◦ | exp(ıy)| = 1, y ∈ R, ı2 = −1.

Dokaz. 1◦ Neka je n beskona~an prirodan broj. Preslikavawe dato
sa z 7→ z, z ∈ C, je neprekidno, pa exp(z) ≈ en(z) = en(z) ≈ exp(z).
2◦ | exp(ıy)|2 = eıy · eıy = eıy · e−ıy = 1.

Na osnovu Teoreme 8.16. mo`emo izra~unati izvode funkcije x 7→ ex

za realno x, kao i u kompleksnoj ravni. U tom izvo|ewu glavnu ulogu

ima slede}e infinitezimalno svojstvo funkcije z 7→ ez .

LEMA 8.9. Ako je z ∈ ∗C, z ≈ 0, tada
ez − 1

z
≈ 1.

Dokaz. Prema 2◦ Teoreme 8.16. za sve z ∈ C, biraju}i n = 2, va`i

(20) |ez − 1− z| ≤ |z|
2

2
· 1

1− |z|
2

,

odakle

(21)

∣∣∣∣ez − 1

z
− 1

∣∣∣∣ ≤ |z|2 · 1

1− |z|
2

.

PremaLajbnicovomprincipu, (21) tako|e va`i za sve z ∈ ∗C, odakle

za z ≈ 0 imamo

∣∣∣∣ez − 1

z
− 1

∣∣∣∣ ≈ 0, tj.
ez − 1

z
≈ 1.
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TEOREMA 8.19. Kompleksni izvod funkcije ez je
d

dz
ez = ez .

Dokaz. Neka su z, a ∈ ∗Cfin i z ≈ a. Tada je ε = z−a infinitezimala,
pa je prema posledwoj lemi

ez − ea

z − a
= ea · e

ε − 1

ε
≈ ea, tj. lim

z→a

ez − ea

z − a
= ea.

Kao neposredne posledice prethodnog tvr|ewa imamo da je izvod re-

alne funkcije ex tako|e ex. Spomenimo da se pod analiti~kom funkci-

jom u nekom domenu D kompleksne ravni podrazumevaju funkcije koje

imaju izvod u svakoj ta~ki z ∈ D. Dakle, funkcija ez je jedan primer

analiti~ke funkcije u C. Naravno to su i sve kompleksne polinomne

funkcije.

8.5 Logaritamska funkcija

U ovom odeqku razmotri}emo infinitezimalne osobine logaritamske

funkcije, i to najpre funkcije ln = loge, gde je

e = st

(
1 +

1

n

)n

, n ∈ ∗N

konstanta uvedena u prethodnom odeqku.

DEFINICIJA 8.8. ln = exp−1.

Na osnovu osobina eksponencijalne funkcije, mogu se izvesti sve

va`nije osobine funkcije ln. Definicija 8.8. mo`e se zapisati i ovako:

DEFINICIJA 8.9. elnx = x, ln ex = x, x ∈ R+.

Na osnovuLajbnicovog principa oveformule va`e i za svex ∈ ∗R+.

Polaze}i od

ex ≈
(
1 +

x

n

)n
, x ∈ ∗Rfin, n ∈ ∗N \N
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mo`emo na osnovu Definicije 8.9. da odredimo lnx re{avaju}i slede}u
jedna~inu po y (

1 +
y

n

)n
= x, n ∈ ∗N \N, x ∈ ∗R.

Odavde odmah sledi

y = n( n
√
x− 1), tj. y =

n

1 + x
1
n + · · ·+ x

n−1
n

· (x− 1).

Ako je x > 1, koriste}i osobine stepene funkcije, za k < n va`i x
k
n > 1

pa 0 < y < x − 1. S druge strane pretpostavimo 0 < x < 1. Tada za

neki t > 1 va`i x =
1

t
, odakle

y =
n

t
1
n

(
1 + t

1
n + · · ·+ t

n−1
n

) · (1− t).
Otuda je y > 1− t, tj. 0 > y > 1− 1

x
, pa je y tako|e kona~an.

Dakle za x ∈ ∗R+
fin, y = n( n

√
x− 1) je kona~an, pa

ey ≈
(
1 +

y

n

)n
= x, tj. ey ≈ x.

Ako je u = st y i x ∈ R+, tada st ey = x pa zbog neprekidnosti funkcije
exp, eu = x, odakle u = lnx. Prema tome,

lnx ≈ n( n
√
x− 1) za n ∈ ∗N \N i x ∈ R+.

Kao posledicu imamo slede}e tvr|ewe.

TEOREMA 8.20. 1◦ Ako je 1 < x, tada je lnx < x− 1.

2◦ Za 0 < x < 1 va`i 1− 1

x
< lnx.

3◦ ln 1 = 0.

LEMA 8.10. Neka su x, y ∈ ∗Rfin. Tada e
x ≈ ey povla~i x ≈ y.

Dokaz. Pretpostavimo da je ex ≈ ey i x, y ∈ ∗Rfin. Tada je e
x−y ≈ 1

i kako je ex−y > 1 + (x− y) (videti Teoremu 8.16.) sledi x− y ≈ 0.
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POSLEDICA 8.6. ln je neprekidna funkcija.

Dokaz. Ako su x, y ∈ ∗R+
fin i x ≈ y, tada elnx ≈ eln y, odakle je

lnx ≈ ln y.

Slede}e tvr|ewe daje jo{ jednu va`nu osobinu funkcije ln.

TEOREMA 8.21. Ako je x ∈ ∗R+
fin i ε ∈ µ(0), tada

ln(x+ ε)− lnx

ε
≈ 1

x
.

Dokaz. Najpre primetimo da je
ln(x+ ε)− lnx

ε
= ln

(
1 +

ε

x

) 1
ε
. Neka

je n ∈ ∗N \N takav da je n ≤ 1

ε
< n+ 1. Tada

(
1 +

1

x
· 1

n+ 1

)n

≤
(
1 +

ε

x

) 1
ε
<

(
1 +

1

x
· 1
n

)n+1

,

pa kako je

(
1 +

1

x
· 1

n+ 1

)n

≈ e
1
x ,

(
1 +

1

x
· 1
n

)n+1

≈ e
1
x zakqu~ujemo

da
(
1 +

ε

x

) 1
ε ≈ e

1
x . Dakle, ln

(
1 +

ε

x

) 1
ε ≈ 1

x
.

Prema prethodnom sledi da je lnx diferencijabilna funkcija i
d

dx
lnx =

1

x
za x ∈ R+. Osobine ostalih logaritamskih funkcija

izvode se lako na osnovu jednakosti

loga x =
lnx

ln a
, a > 0, a ̸= 1.

8.6 Trigonometrijske funkcije

Najpre }emo uvesti kompleksne trigonometrijske funkcije. Tada }e re-

alne trigonometrijske funkcije biti restrikcije ovihfunkcija na skup

realnihbrojeva. Neke odprednosti uovakvom zasnivawutrigonometri-

jskih funkcija le`e u jednostavnom izvo|ewu algebarskih i diferenci-

jabilnih osobina ovih funkcija.
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DEFINICIJA 8.10. Kompleksne trigonometrijske funkcije su (z ∈ C):

• funkcija kosinus cos z =
eız + e−ız

2
,

• funkcija sinus sin z =
eız − e−ız

2ı
,

• funkcija tangens tg z =
sin z

cos z
, cos z ̸= 0,

• funkcija kotangens ctg z =
cos z

sin z
, sin z ̸= 0.

Neka je x realan broj. Prema Teoremi 8.18. va`i e−ıx = eıx, pa

cosx =
eıx + e−ıx

2
=
eıx + eıx

2
= Re(eıx),

sinx =
eıx − e−ıx

2ı
=
eıx − eıx

2ı
= Im(eıx).

Dakle, eıx = cosx+ı ·sinx, pri ~emu su cos i sin realne funkcije. Prema
tome, restrikcije kompleksnih trigonometrijskih funkcija na R su

realne funkcije, pa te funkcije nazivamo realnim trigonometrijskim

funkcijamaili jednostavno trigonometrijskimfunkcijama. Sobzirom

na definiciju trigonometrijskih funkcija svi algebarski identiteti

koje zadovoqavaju kompleksne trigonometrijske funkcije, tako|e va`e

i za realne trigonometrijske funkcije. Evo nekoliko osnovnih iden-

titeta.

TEOREMA 8.22. Neka je z ∈ C. Tada

1◦ cos2 z + sin2 z = 1,

2◦ cos(−z) = cos z, sin(−z) = − sin z,

3◦ cos(u± v) = cosu cos v ∓ sinu sin v,

4◦ sin(u± v) = cosu sin v ± sinu cos v.

Dokaz. Dokaza}emo samo prvi identitet:

cos2 z + sin2 z =

(
eız + e−ız

2

)2

+

(
eız − e−ız

2ı

)2

=
e2ız + 2 + e−2ız

4
− e2ız − 2 + e−2ız

4
= 1.

Ostali identiteti se dokazuju na sli~an na~in.
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POSLEDICA 8.7. Ako je x ∈ R, tada | cosx| ≤ 1 i | sinx| ≤ 1.

Kompleksne funkcije cos z i sin z dobijaju se slagawem neprekidnih

funkcija, dakle i one same su neprekidne. To isto va`i i za funkcije

tg z i ctg z gde god su ove funkcije definisane. Sli~no se dokazuje da
ove funkcije imaju izvode u svim ta~kama svojih domena definisanosti,

dakle one su analiti~ke. Tako|e va`e slede}i razvoji u redove:

TEOREMA 8.23. Neka je z ∈ C. Tada va`i

cos z =
∑

k

(−1)k

(2k)!
z2k = 1− z2

2!
+
z4

4!
− z6

6!
+ . . . ,

sin z =
∑

k

(−1)k

(2k + 1)!
z2k+1 = z − z3

3!
+
z5

5!
− z7

7!
+ . . . .

Dokaz. Izvo|ewe za funkciju cos z izgleda ovako:

cos z =
eız + e−ız

2
=

1

2

(∑
n
ın · z

n

n!
+
∑

n
(−ı)n · z

n

n!

)
=

=
∑

n

1 + (−1)n

2
· ın · z

n

n!
=
∑

k

(−1)k

(2k)!
z2k.

Sli~no izvo|ewe va`i i za funkciju sin z.

Primetimo da prethodni razvoji va`e i za realne trigonometrijske

funkcije, kao i da su navedeni redovi apsolutno konvergentni za svako

z ∈ C. Uvedimo slede}e delimi~ne sume

cn(z) =
∑

k≤n

(−1)k

(2k)!
z2k, sn(z) =

∑
k≤n

(−1)k

(2k + 1)!
z2k+1.

POSLEDICA 8.8. Ako je z ∈ ∗Cfin, n ∈ ∗N \ N, tada cos z ≈ cn(z) i
sin z ≈ sn(z).

Ubudu}e se ograni~avamo na izu~avawe realnih trigonometrijskih

funkcija.

LEMA 8.11. Funkcija cos je monotona na realnom intervalu [0, 2].
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Dokaz. Dokazujemo prvo da je cosx 1-1 funkcija. Neka su 0 ≤ x, y ≤ 2
i pretpostavimo cosx = cos y. Tada je za

A =
1

2!
+
y4 + y2x2 + x4

6!
+
y8 + y6x2 + y4x4 + y2x6 + x8

10!
+ . . . ,

B =
y2 + x2

4!
+
y6 + y4x2 + y2x4 + x6

8!
+ . . . ,

ispuweno
y2 − x2

2!
− y

4 − x4

4!
+
y6 − x6

6!
− . . . = 0 i 0 = (y2−x2)(A−B).

O~igledno je A ≥ 1

2
. Daqe,

B ≤ 2 · 2
2

4!
+ 4 · 2

6

8!
+ 6 · 2

10

12!
+ . . . =

1

3
+

24

7 · 6 · . . . · 3
+

28

11 · 10 · . . . · 3
<

1

3
+

1

24
+

1

28
+ . . . =

1

3
+

1

24 − 1
<

1

2
,

tj. B < A. Dakle, iz cosx = cos y sledi x2 − y2 = 0, odakle dobijamo
x = y jer smo pretpostavili da je x, y ≥ 0. Prema tome, funkcija cos
je 1�1 na intervalu [0, 2]. Kako je cos neprekidna funkcija, sledi prema
prethodnom da je cos monotono opadaju}a funkcija jer je

(22) cos 2 =

(
1− 22

2!
+

24

4!

)
−
(
26

6!
− 28

8!

)
− . . . < 0,

pa cos 0 = 1 > cos 2.

Daqe, primetimo da je

cos 1 = 1− 1

2!
+

1

4!
− 1

6!
+ . . . =

(
1 +

1

4!
+

1

8!
+ . . .

)
−
(
1

2!
+

1

6!
+ . . .

)
,

tj. cos 1 = C −D. Tada je C > 1, dok je D <
1

2
+

1

22
+ . . . < 1. Dakle

D < C, tj. cos 1 > 0. Na osnovu ovog izvo|ewa i Leme 8.11. (22), kao i
neprekidnosti i monotonosti funkcije cos na [0, 2] sledi

LEMA 8.12. Postoji ta~no jedna realna konstanta, neka je ozna~ena sa

π, takva da je cos
π

2
= 0 i 2 < π < 4.

Za ovako izabranu konstantu π mogu se izvesti i neke druge osobine

funkcija cos i sin. Iz jednakosti cos2 x+ sin2 x = 1 sledi sin2
π

2
= 1,
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tj. sin
π

2
∈ {−1, 1 }. S druge strane, za x ∈ [0, 2] sledi

sinx =

(
x− x3

3!

)
+

(
x5

5!
− x7

7!

)
+ . . . > 0,

odakle imamo slede}e tvr|ewe.

LEMA 8.13. sin
π

2
= 1 i sinx > 0 za svako x ∈

]
0,
π

2

]
.

Iz adicionih formula Teoreme 8.22. kao i posledwe dve leme sledi

TEOREMA 8.24. 1◦ cos
π

2
= 0, sin

π

2
= 1, cos

(
x+

π

2

)
= − sinx,

sin
(
x+

π

2

)
= cosx,

2◦ cosπ = −1, sinπ = 0, cos(x+ π) = − cosx, sin(x+ π) = − sinx,

3◦ cos 2π = 1, sin 2π = 0, cos(x+ 2π) = cosx, sin(x+ 2π) = sinx,

4◦ cos(π − x) = − cosx, sin(π − x) = sinx,

5◦ cos
(π
2
− x
)
= sinx, sin

(π
2
− x
)
= cosx.

Prema prethodnom stavu vidimo da funkcija cosx nastaje tran-

slacijom za
π

2
od funkcije sinx. Ve} se mo`e naslutiti da su osobine

trigonometrijskih funkcija na R u potpunosti odre|ene svojstvima

ovih funkcija na intervalu [0, 2π[ . Pre nego {to tu ~iwenicu i for-
malno doka`emo, raspravimo pitawe monotonosti ovih funkcija na

intervalu [0, 2π[ .

TEOREMA 8.25. 1◦ cos ↓ [0, π], cos ↑ [π, 2π],

2◦ sin ↑
[
0,
π

2

]
, sin ↓

[
π

2
,
3π

2

]
, sin ↑

[
3π

2
, 2π

]
,

3◦ tg ↑
[
0,
π

2

[
, tg ↑

]π
2
, π
]
.

Dokaz. Prema Lemi 8.11. i 8.12. imamo

(23) cos ↓
[
0,
π

2

]
.
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Odavde i prema identitetima iz Teoreme 8.24. lako se re{ava pitawe

monotonosti svih trigonometrijskih funkcija u intervalu [0, 2π]. Naj-
pre primetimo da prema (23) i 5◦ iz Teoreme 8.24. va`i

(24) sin ↑
[
0,
π

2

]
.

Sada doka`imo, na primer, da je cos ↓ [0, π]. Neka su x, y ∈ [0, π]. Tada

• ako je x < y ≤ π

2
, onda je prema (23) cos y < cosx,

• ako je x ≤ π

2
< y, onda iz dela 4◦ prethodne teoreme sledi

cosx ≥ 0 > cos y, odakle cos y < cosx,

• ako je
π

2
≤ x < y, tada imamo 0 ≤ π − y < π − x ≤ π

2
, odakle

cos(π − x) < cos(π − y), pa je prema 4◦ iz prethodne teoreme

ispuweno − cosx < − cos y, tj. cos y < cosx.

POSLEDICA 8.9. Za svako x ∈ ]0, 2π[ va`i cosx < 1.

Dokaz. Ako je x ≤ π, onda prema ta~ki 1◦ prethodne teoreme va`i
cosx < cos 0 = 1. Ako je π ≤ x < 2π, onda prema istoj teoremi imamo
cosx < cos 2π = 1.

Sada smo u mogu}nosti da razmotrimo pitawe periodi~nosti tri-

gonometrijskih funkcija.

TEOREMA 8.26. Funkcija cos ima periodu 2π. Za svaku periodu T ove

funkcije postoji ceo broj k takav da je T = 2kπ, tj. 2π je najmawa

pozitivna perioda funkcije cos.

Dokaz. Prema Teoremi 8.24. 3◦ broj 2π je perioda funkcije cos. Neka
je T ∈ [0, 2π[ i cos(x+ T ) = cosx za sve x ∈ R. Stavqaju}i x = 0 sledi
cosT = 1. Prema Posledici 8.9. onda je T = 0, dakle 2π je najmawa

pozitivna perioda funkcije cos. Daqe, pretpostavimo da je T bilo

koja perioda funkcije cos i izaberimo ceo broj k i t ∈ [0, 2π[ takav da
je T = 2kπ+ t. S obzirom na to da je za svaki x ∈ R, cos(x+T ) = cosx,
dobijamo cos t = 1, odakle je t = 0.

POSLEDICA 8.10. 1◦ Funkcija sin je periodi~na funkcija sa periodom
2π.
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2◦ Funkcija tg je periodi~na funkcija sa periodom π.

3◦ Za z ∈ C, ez+2kπı = ez , tj. funkcija z 7→ ez je periodi~na sa

periodom 2πı.

U vezi sa prethodnim je ~uvena Ojlerova3) formula eıπ + 1 = 0 koja
povezuje naj~uvenije konstante matematike: 0, 1, ı, π, e. Ova formula
va`i jer

eıπ = cosπ + ı · sinπ = −1 + 0 · ı = −1.

Tako|e primetimo da smo prethodnim u potpunosti raspravili pi-

tawe korena i intervala monotonosti trigonometrijskih funkcija jer

se ovi brojevi, odnosno intervali mogu dobiti jednostavnom transla-

cijom za 2kπ, gde je k neki ceo broj, u slu~aju funkcija cos, sin, a u
slu~aju funkcija tg, ctg za kπ.

PRIMER 8.1. 1◦ a je koren funkcije cos ako i samo ako postoji ceo broj
k takav da je a = 2kπ ± π/2.
2◦ a je koren funkcije sin ako i samo ako postoji ceo broj k takav da je
a = kπ.

Ali ostaje i daqe pitawe{ta je zapravo konstanta π. Zna~ajnu ulogu
u odgovoru na ovo pitawe ima slede}e tvr|ewe.

LEMA 8.14. Preslikavawe s : [0, 2π[→ K dato sa s : x 7→ eıx, gde je skup
K =

{
z ∈ C

∣∣ |z| = 1
}
jedini~ni krug kompleksne ravni, jeste 1-1 i na.

Dokaz. Najpre doka`imo da s je 1-1 funkcija. Neka su x, y realni
brojevi iz [0, 2π[ takvi da je y ≤ x i eıx = eıy. Tada je eı(x−y) = 1,
odakle cos(x − y) = 1. Prema Posledici 8.9. odmah sledi x − y = 0.
Dakle s je 1-1 funkcija.

Dokazujemo sada da je s i na preslikavawe. Neka je a+ ıb ∈ K. Tada

je a2 + b2 = 1, odakle −1 ≤ a, b ≤ 1. S obzirom na to da na [0, 2π[
funkcija cosx uzima vrednosti iz [−1, 1], zbog wene neprekidnosti a

prema Teoremi 7.19. sledi da postoji x0 ∈ [0, 2π[ takav da je cosx0 = a.
Primetimo da je cos(2π−x0) = cosx0 = a, tj. ako je x0 ̸= 0, π, onda je za
x1 = 2π− x0 tako|e cosx1 = a. Iz cos ↓ [0, π] i cos ↑ [π, 2π] sledi da
je funkcija cosx 1-1 redom na intervalima [0, π], [π, 2π]. Dakle postoje

3) Leonhard Eüler (1707–1783)
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najvi{e dve razli~ite vrednosti x0, x1 takve da je cosx0 = cosx1.
Mo`emo pretpostaviti da je x0 < x1, tj. 0 ≤ x0 ≤ π ≤ x1 < 2π. Prema
tome imamo slede}e mogu}nosti.

• Ako je a ̸= 1,−1, onda postoje ta~no dve vrednosti x0, x1 takve da
je cosxi = a.

• Ako je a = 1 ili a = −1, onda postoji ta~no jedno x tako da je

cosx = a; to je za a = 1 i x = 0 ili a = −1 i x = π.

• Daqe, b2 = 1 − a2 = 1 − cos2 xi = sin2 xi, odakle | sinxi| = |b|.
Ako je a = 1, onda je b = 0 i x = 0. Ako je a = −1, onda je b = 0
i tada je x = π. Ako je a ̸= 1,−1, onda je 0 < x0 < π < x1 < 2π,
odakle sinx0 > 0, sinx1 < 0, odakle:

ako je b > 0 , onda sinx0 = b,

ako je b < 0 , onda sinx1 = b.

Dakle, za neko j ∈ { 0, 1 } va`i eıxj = cosxj + ı · sinxj = a+ ıb, tj. s je
preslikavawe na.

Prethodno tvr|ewe ima vi{e va`nih posledica. Jedna je da se svaki

kompleksan broj mo`e predstaviti u trigonometrijskom obliku. Naime

va`i:

TEOREMA 8.27. Za svako z ∈ C \ { 0 } postoji jedinstveno ϱ ∈ R+ i

jedinstveno φ ∈ [0, 2π[ tako da z = ϱeıφ.

Dokaz. Ako je z ∈ C, z ̸= 0, onda je

∣∣∣∣ z|z|
∣∣∣∣ = 1, tj.

z

|z|
∈ K, pa

prema prethodnom postoji ta~no jedno φ ∈ [0, 2π[ tako da je
z

|z|
= eıφ,

tj. z = ϱeıφ za ϱ = |z|.

Ako je z = ϱeıφ, onda se φ naziva argumentom broja z i bele`i se sa
arg z. Tako|e se ovakav zapis kompleksnog broja z naziva trigonomet-
rijskim oblikom broja z, dok se preslikavawe z 7→ (|z|, arg z), z ∈ C,

naziva trigonometrijskom reprezentacijom kompleksnih brojeva. Nije

te{ko videti da je relacija skupa C uvedena sa

x = y(mod 2π) ako i samo ako
x− y
2π

∈ Z,

relacija ekvivalencije. Tada za sve u, v ∈ C va`i
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TEOREMA 8.28. arg(u · v) = (arg u+ arg v)(mod 2π).

Prilikom dokaza osnovne teoreme algebre (videti poglavqe 8.1)

ostala je nedokazana Lema 8.1. Sada imamo sredstava da ovu lemu

doka`emo.

Dokaz Leme 8.1. Neka je a ∈ C \ { 0 }, i neka je a = ϱeıφ trigonome-

trijski oblik broja a. Daqe, neka su

xk = ϱ
1
n · eı

φ+2kπ
n , k ∈ { 0, 1, . . . , n− 1 }.

Tada o~igledno va`i xnk = ϱeıφ = a, tj. x0, x1, . . . , xn−1 su re{ewa

jedna~ine xn = a. Ostaje da se proveri da li su ova re{ewa me|usobno
razli~ita. Dakle pretpostavimo 0 ≤ k < t ≤ n − 1, xk = xt. Tada

sledi e2ı
(k−t)π

n = 1, odakle cos 2 (k−t)π
n = 1. S obzirom na to da je

2 (k−t)π
n ∈ [0, 2π[ prema Posledici 8.9. sledi 2

(k − t)π
n

= 0, tj. k = t.

Na osnovu Teoreme 8.27. tako|e imamo ovu zanimqivu posledicu:

POSLEDICA 8.11. exp(C) = C \ { 0 }.

Zaista, ako je z ∈ C i z = x+ ıy, tada ez = exeıy = exeıφ gde je φ =
y(mod 2π), φ ∈ [0, 2π[ . Primetimo da je svaka ta~ka kompleksne ravni,
osim nule, pokrivena prebrojivo mnogo puta vrednostima funkcije exp,
jer, ako su u, v ∈ C takvi da je Imu = Imv (mod 2π), onda eu = ev. Dakle
ne mo`e se govoriti o inverznoj funkciji kompleksne funkcije exp, ali
mo`e se uvesti jedna neprekidna inverzna grana. Re~ je o kompleksnoj

logaritamskoj funkciji.

DEFINICIJA 8.11. Kompleksna logaritamska funkcija definisana je

jednako{}u

ln z = ln |z|+ ı · arg z, z ∈ C \ { 0 }.

O~igledno je restrikcija ove funkcije na R realna logaritamska

funkcija. Neposredno na osnovu definicije lako se izvode ove elemen-

tarne osobine funkcije ln z za z ∈ C \ { 0 }:

TEOREMA 8.29. 1◦ eln z = z,

2◦ (∀z ∈ C \ { 0 })(∃k ∈ Z) ln ez = z + 2kπı,
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3◦ (∀z1, z2 ∈ C \ { 0 })(∃k ∈ Z) ln(z1 · z2) = ln z1 + ln z2 + 2kπı.

Na kraju vratimo se jo{ jednom preslikavawu s : x 7→ eıx realnog

intervala [0, 2π[ u jedini~ni krugK kompleksne ravni. Ovo preslika-

vawe uvedeno je u Lemi 8.14. i prema toj lemi ono je 1-1 i na. Daqe, s
je neprekidno jer x ≈ y povla~i eıx ≈ eıy. Ali s nije homeomorfizam
intervala [0, 2π[ na krug K, jer, na primer, mo`emo izabrati ta~ke

x, y ∈ [0, 2π[ takve da nije |x− y| ≈ 0, ali da je eıx ≈ eıy.
Hiperboli~ke funkcije tako|e uvodimo koriste}i kompleksne eks-

ponencijalne funkcije.

• sinus hiperboli~ki: shz =
ez − e−z

2
,

• kosinus hiperboli~ki: chz =
ez + e−z

2
,

• tangens hiperboli~ki : thz =
shz

chz
,

• kotangens hiperboli~ki: cthz =
1

thz
.

Iz definicije odmah sledi da su restrikcije ovih funkcija na R,

realne funkcije. Tako|e, hiperboli~ke funkcije zadovoqavaju mnoge

identitete, sli~ne trigonometrijskim.

8.7 O geometrijskoj prirodi broja π

U elementarnoj geometriji broj π se defini{e kao koli~nik obima

jedini~nog kruga i wegovog pre~nika.

TEOREMA 8.30. Obim jedini~nog kruga je 2π.

Dakle, mo`emo postaviti prirodno pitawe da li je realna kon-

stanta uvedena uLemi 8.12. zaista brojπ elementarne geometrije, drugim
re~ima da li va`i Teorema 8.30. U ovom poglavqu dokazujemo da to

doista va`i. Da bismo otklonili sve nejasno}e, zadr`a}emo oznaku π
za konstantu uvedenu u Lemi 8.12. Tako|e, koristi}emo slede}e tvr|ewe

elementarne geometrije.



166 8.7. O GEOMETRIJSKOJ PRIRODI BROJA π

LEMA 8.15. Neka je K1 konveksan poligon upisan u bilo kakvom poligonu

K2. Ako je Si obim poligonaKi, tada je S1 ≤ S2.

Dokaz. Neka su A1, A2, . . . , An temena poligona K1. Daqe, neka su

Bi, Ci najbli`e ta~ke temenu Ai dobijene kao presek stranica poligona

K2 i normala na stranice koje polaze iz temena Ai.

Kako je K1 konveksan poligon, imamo ]Ai−1AiAi+1 < 180◦, odakle

sledi da za izlomqene linije ĈiBi+1 koje le`e na K2 i spajaju ta~ke

Ci, Bi+1 va`i ĈiBi+1 ∩ ĈjBj+1 = ∅ za 1 ≤ i < j < n.

Slika 8.1.

Odavde odmah sledi:

S1 = |A1A2|+ |A2A3|+ . . .+ |An−1An|+ |AnA1|
≤ |C1B2|+ |C2B3|+ . . .+ |Cn−1Bn|+ |CnB1| ≤ S2.

Tako|e }emo koristiti ove infinitezimalne osobine trigonome-

trijskih funkcija.

LEMA 8.16. Ako je x ∈ C, ε ∈ C \ { 0 } i ε ≈ 0, tada va`i:

sin εx

ε
≈ x, tg εx

ε
≈ x, cos εx ≈ 1.
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Dokaz. Prema Lemi 8.9. za x ≈ 0 postoji η ≈ 0 tako da je ex =
1 + x+ ηx. Otuda za neke η1, η2 ≈ 0

sin εx

ε
=
eıεx − e−ıεx

2ıε
=

1 + ıεx+ ıεxη1 − (1− ıεx− ıεxη2)
2ıε

= x+
η1 + η2

2
≈ x.

Sli~no se dokazuju preostala tvr|ewa.

Sada }emo razmotriti dva pristupa u dokazu navedene Teoreme 8.30.

Prema prvom prilazu u nestandardnoj analizi mo`emo uzeti da je krug

pravilan mnogougao sa beskona~no mnogo infinitezimalnih stranica.

Slika 8.2.

Dakle, neka je n ∈ ∗N \N i ε =
2π

n
. Tada ta~ke eıεk, k < n, odre|uju

temena pravilnog mnogougla sa beskona~no mnogo infinitezimalnih

stranica. Neka su A,B temena mnogougla redom sa koordinatama eıε,
1 + ı · 0 u kompleksnoj ravni, i neka je s = |AB|.

Slika 8.3.

Prema oznakama na slici odmah nalazimo da je |AA′| = sin ε, |OA′| =
cos ε, odakle je |BC| = tg ε, jer je △OAA′ sli~an △OCB. Otuda prema
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elementarnoj geometriji imamo sin ε ≤ s ≤ tg ε. Obim jedini~nog kruga
je O = st(n · s), odakle je n · sin ε . n · s . n · tg ε. Prema Lemi 8.16.

imamo n · sin ε = n · sin 2π

n
≈ 2π i tako|e n · tg ε ≈ 2π, pa n · s ≈ 2π, tj.

O = 2π, jer O, 2π ∈ R. Prema tome, tvr|ewe 8.30. va`i.

Razmotrimo sada drugu mogu}nost, tj. zadr`imo uobi~ajenu defini-

ciju kruga. Tada se obim kruga mo`e definisati kao supremum obima

konveksnih poligona upisanih u krug K, odnosno O = supX za X =
{ ℓ | ℓ je obim konveksnog poligona upisanog u krug K }. Ovaj supremum
postoji, jer prema Lemi 8.15. sledi da je, na primer za jedini~ni krug,

skup X ograni~en odozgo obimom pravilnog {estougla opisanog oko

krugaK, tj. O ≤ 4
√
3.

Daqe, ako suK1,K2 bilo kakvi konveksni poligoni upisani u krug

K, nije te{ko videti da poligon K3 ~iji je skup temena unija skupova

temena poligona K1 i K2, ima obim ℓ3 ≥ ℓ1, ℓ2, gde su ℓ1 i ℓ2 obimi
redom poligonaK1,K2.

Slika 8.4.

Pretpostavimo da je K1 poligon ~ija temena odgovaraju ta~kama

eıε
k
n kompleksne ravni, 0 ≤ k < n, n ∈ ∗N \N, i neka je K2 bilo koji

poligon upisan u krug K. Ako je P profiwewe poligona K1,K2 dobi-

jeno malopre opisanom konstrukcijom, odmah vidimo da je P poligon

sa beskona~no mnogo infinitezimalnih stranica kao i da je wegov

obim ℓ ≥ ℓ1, ℓ2. Prema tome za obim O jedini~nog kruga va`i ℓ1 ≤ O.
Pretpostavimo, daqe, oznake kao na Slici 8.5. i neka je T du`ina

poligonalne linije na P koja spaja ta~ke A i B. Prema Lemi 8.15.

sledi

|OA|+ T + |OB| ≤ |OC|+ |CB|+ |OB|,
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tj. 2 + T ≤ 2 + x+ tg ε, gde je x = |AC|. Dakle, sin ε ≤ T ≤ x+ tg ε. S
druge strane (1 + x)2 = tg2ε+1, pa 2x < x2 +2x = tg2ε, tj. sin ε ≤ T ≤
1
2 · tg

2ε+ tg ε, odakle je za obim ℓ poligona P

n · sin ε ≤ ℓ ≤ n

2
· tg2ε+ n · tg ε,

tj. 2π . ℓ . 2π, pa O = 2π jer su 2π i O realni brojevi. Prema tome,

tvr|ewe 8.30. va`i.

Slika 8.5.

Na osnovu prethodnog nije te{ko izvesti formulu za povr{inu

kruga (ako se povr{ina kruga defini{e kao supremum povr{ina upi-

sanih poligona). Prema prethodnoj slici i uvedenim oznakama iz

povr{ina trouglova △OAA′, △OCB nalazimo
sin ε

2
≤ m ≤ tg ε

2
,

gde je m povr{ina osen~enog dela poligona P . Otuda za povr{inu M

celog kruga imamo n · sin ε
2

.M . n · tg ε
2
, tj. M ≈ π, pa va`i

TEOREMA 8.31. Povr{ina jedini~nog kruga je π.

8.8 Trigonometrijske funkcije u

elementarnoj geometriji

U ovom odeqku razmatra}emo problem merewa uglova, kao i pitawe da

li se trigonometrijske funkcije elementarne geometrije poklapaju sa

trigonometrijskim funkcijama analize.
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U elementarnoj geometriji ugao se meri delovima pravog ugla ili

punog ugla. Od mera ove druge vrste prakti~no se koristi jedino

mera izra`ena u stepenima (360�ti deo punog ugla ima meru 1◦), i de-

lovima stepena, minutima i sekundama. Geometrijske osobine komple-

ksne funkcije exp i konstante π omogu}uju da se uvede jedna zanimqiva
mera ugla. Naime re~ je o radijanskoj meri ugla, odnosno meri ugla

izra`enoj u radijanima.

Najpre primetimo slede}e ~iwenice.

• Svaki ugao ravni, α, podudaran je nekom centralnom uglu ^AOA′

kompleksnog jedini~nog kruga. Dakle, ako je m bilo koja tran-

slatorno invarijantna mera ugla, onda je m(α) = m(^AOA′).
Prema tome, mera centralnih uglova jedini~nog kruga u potpu-

nosti odre|uje meru proizvoqnih uglova ravni.

• Ako je x ∈ [0, 2π[ , argumentom kao prilikom dokaza Teoreme 8.30.

nalazimo da du`ina luka B̂A jedini~nog kruga iznosi x.

Slika 8.6.

Shodno prethodnom mo`emo uvesti ovu definiciju mere ugla.

DEFINICIJA 8.12. Neka je α bilo koji ugao ravni i ^AOB centralni

ugao kompleksnog jedini~nog kruga K (A,B ∈ K). Ako x ∈ [0, 2π[
odre|uje ta~ku A, tj. ako su koordinate ta~ke A u kompleksnoj ravni

(cosx, sinx), onda je radijanska mera ugla α definisana sa r(α) = x.

Neka je ⊖ nulti ugao i Ω opru`en ugao. Na osnovu definicije
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radijanske mere ugla odmah nalazimo da je

r(⊖) = 0, r(Ω) = π,

r

(
Ω

2

)
=

π

2
, tj. radijanska mera pravog ugla je

π

2
,

r(2Ω) = 2π, tj. radijanska mera punog ugla je 2π.

Neka je binarna operacija+2π (sabirawe po modulu 2π) skupa [0, 2π[
data sa

∀x, y, z ∈ [0, 2π[ (z = x+2π y ⇔ z = x+ y (mod 2π)).

Ukoliko je +2Ω operacija sabirawa uglova po modulu punog ugla, onda

za sve uglove α, β va`i

r(α+2Ω β) = r(α) +2π r(β), r(α) = r(β)⇒ α = β.

Ukoliko je ·2Ω operacija mno`ewa ugla pozitivnim skalarom (pozi-

tivnim realnim brojem) po modulu punog ugla, onda za ugao α i x ∈ R+

tako|e va`i r(x ·2Ω α) = x ·2π r(α). Ovde je ·2π operacija skupa [0, 2π[
uvedena sa

∀x, y, z ∈ [0, 2π[ (z = x ·2π y ⇔ z = x · y (mod 2π)).

PRIMER 8.2. Odredimo ugao α za koji je r(α) = 1. Iz r(α) = 1 nalazimo

π · r(α) = π, tj. r(π · α) = π odakle je π · α = Ω, pa α =
Ω

π
. Kako je Ω

ugao od 180◦, to je
Ω

π
ugao pribli`no jednak 57◦ 17' 44�.

Trigonometrijske funkcije u elementarnoj geometriji za argumente

imaju uglove. Razmotrimo slede}i dijagram.

Slika 8.7.
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Definicija sinusne funkcije za o{tre uglove: Sinα =
a

c
, gde je a

naspramna kateta o{trog ugla α pravouglog trougla, a c hipotenuza,
jeste korektna s obzirom na to da je koli~nik naspramne katete i

hipotenuze sli~nih pravouglih trouglova isti. Neka je S skup o{trih

uglova u ravni. Dakle, Sin: S → R. Daqe, neka su r i s dve bijektivne
mere definisane na S, na primer, neka je r radijanska i s stepena mera.
Prema tome, r(α) jednako je du`ini luka jedini~nog kruga koji odgovara
centralnom uglu α, dok je s(α) jednako broju stepeni ugla α. Neka su

sinr i sins funkcije definisane pomo}u:

sinr(x) = Sin(r−1(x)), sins(x) = Sin(s−1(x)).

Prema dijagramu i ovim jednakostima vidimo da je

Sin(α) = sinr(r(α)), Sin(α) = sins(s(α)) i sinr(x) = sins(s(r
−1(x))).

Otuda, funkcije sin i sinr poklapaju se na realnom intervalu
]
0,
π

2

]
, dok

je sins(x) = sinr

(x · π
180

)
, tj. sins(x) = sin

(x · π
180

)
.

PRIMER 8.3. Ako je α ugao od 30◦, onda je α =
Ω

6
, odakle je r(α) =

r

(
Ω

6

)
=
r(Ω)

6
=
π

6
, tj. sinα = sin

π

6
. Uobi~ajeno je da se kao argument

funkcije f umesto ugla α pi{e wegova mera u stepenima. Dakle u ovom

slu~aju je sin 30◦ = sin
π

6
.

Na sli~an na~in uvodi se mera proizvoqnih uglova, tj. uglova ve}ih

od 2Ω kao i orijentisanih uglova.

Nijedna od ranije uvedenih trigonometrijskih funkcija nije 1-1

preslikavawe svog domena, te se ne mo`e govoriti owihovim inverznim

funkcijama u pravom smislu te re~i. Ipak, neprekidne inverzne grane

ovihfunkcija predstavqaju va`nu klasu elementarnihfunkcija. Prema

osobinama ovih funkcija iz poglavqa 8.6 nalazimo, na primer, da je

funkcija sin strogo monotono rastu}a na
[
−π
2
,
π

2

]
, kao i sin

[
−π
2
,
π

2

]
=

[−1, 1], pa slede}im definicijama mo`emo uvesti ove funkcije.

DEFINICIJA 8.13. 1◦ Neka je x ∈ [−1, 1] i y ∈ R. Tada

y = arcsinx⇔ x = sin y ∧ y ∈
[
−π
2
,
π

2

]
; arccosx =

π

2
− arcsinx.
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2◦ Neka su x, y ∈ R. Tada

y = arctgx⇔ x = tgy ∧ y ∈
]
−π
2
,
π

2

[
; arcctgx =

π

2
− arctgx.

8.9 Beskona~ni proizvodi i

trigonometrijske funkcije

Ojler je u svom delu Introduction ad Analysin Infitorum (obja-

vqenom 1748. godine) izveo formule kojima se elementarne trigono-

metrijske funkcije predstavqaju kao beskona~ni proizvodi. U ovom

poglavqu razmotri}emo kako se do ove reprezentacije trigonometrij-

skih funkcija mo`e do}i primenom nestandardne analize. Najpre raz-

motrimo definiciju i neke osobine beskona~nih proizvoda.

Neka je (zk)k∈N niz kompleksnih brojeva takvih da je za sve k ∈ N,

zk ̸= −1, i neka je Pn =
∏n

k=0(1 + zk). Ako za neki P ∈ C \ { 0 }
postoji grani~na vrednost limPn = P , onda ka`emo da beskona~an

proizvod (1 + z0)(1 + z1) · · · =
∏∞

k=0(1 + zk) konvergira prema P . Ovaj
beskona~an proizvod bele`i}emo kra}e

∏
k(1 + zk). Ako beskona~an

proizvod
∏

k(1 + |zk|) konvergira, onda za
∏

k(1 + zk) ka`emo da apso-
lutno konvergira. Evo nekoliko osobina beskona~nih proizvoda koje

se odmah izvode iz definicije i osobina operatora lim za nizove.

TEOREMA 8.32. 1◦ Ako
∏

k(1 + zk) konvergira, onda limn→∞ zn = 0.

2◦ Proizvod
∏

k(1 + zk) konvergira ako i samo ako za sve beskona~ne
prirodne brojevem,n ∈ ∗N \N, va`i

∏n
k=m(1 + zk) ≈ 1.

3◦ Ako
∏

k(1 + zk) konvergira, onda
∏

k(1 + zk) = st
∏n

k=0(1 + zk) za
svaki beskona~an n ∈ ∗N.

4◦ Ako je proizvod
∏

k(1 + zk) apsolutno konvergentan, onda je i kon-
vergentan.

Dokaz. 1◦ Ako je Pn =
∏n

k=0(1 + zk) i 0 ̸= P =
∏

k(1 + zk), onda je

limn→∞
Pn+1

Pn
= 1, odakle limn→∞(1 + zn) = 1.

2◦ Ova ekvivalencija je posledica Ko{ijevog uslova konvergencije za
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nizove.

3◦ Ovo tvr|ewe je nestandardna preformulacija definicije konverge-

ncije nizova.

4◦ Primenom Ko{ijevog kriterijuma za beskona~nem,n ∈ ∗N imamo

0 ≤
∣∣∣∏n

k=m
(1 + zk)

∣∣∣ ≤∏n

k=m
(1 + |zk|) ≈ 0.

Koriste}i logaritamsku funkciju, beskona~an proizvod se svodi na

beskona~an red.

TEOREMA 8.33. Beskona~an proizvod
∏

k(1 + zk) konvergira ako i samo

ako beskona~an red
∑

k ln(1 + zk) konvergira. Ukoliko red
∑

k ln(1 + zk)
konvergira prema S ∈ C, onda

∏
k(1 + zk) konvergira prema e

S .

Dokaz. Razmotrimo delimi~ne sume Sn = lnPn =
∑n

k=0 ln(1 + zk).
Tada tvr|ewe sledi na osnovu neprekidnosti eksponencijalne i loga-

ritamske funkcije.

Na osnovu posledwe teoreme mogu se izvesti ovi dovoqni uslovi

konvergencije za beskona~ne proizvode.

TEOREMA 8.34. 1◦ Ako red
∑

k |zk| konvergira, onda proizvod oblika∏
k(1 + |zk|) apsolutno konvergira.

2◦ Ako redovi
∑

k zk,
∑

k z
2
k konvergiraju, onda i beskona~an proizvod∏

k(1 + zk) konvergira, ukoliko je (zk) realan niz.

Dokaz. 1◦ Najpre doka`imo da za z ∈ C

(25) |z| < 1

2
⇒ | ln(1 + z)| < 2|z|+ 2|z|2.

Zaista, kako je ln(1+ z) = ln |1+ z|+ ı · arg(1+ z), prema Teoremi 8.20.
imamo

| ln(1 + z)| ≤ | ln |1 + z||+ |ı · arg(1 + z)|
≤ ln(1 + |z|) + | arg(1 + z)|
≤ |z|+ arg(1 + z).
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Daqe, ako je 1+ z = 1+ϱ · cosφ+ ı ·ϱ · sinφ, ϱ = |z|, onda za ϱ < 1

2
va`i

| tg(arg(1 + z))| =
∣∣∣∣ ϱ · sinφ
1 + ϱ · cosφ

∣∣∣∣ ≤ ϱ

1− ϱ
≤ ϱ(1 + 2ϱ)

odakle (25) sledi. Za beskona~ne prirodne brojeve m,n ∈ ∗N va`i

zn ≈ 0 i
∑n

k=m |zk|2 ≤
1

2

∑
k |zk|, odakle prema (25) sledi∣∣∣∑n

k=m
ln(1 + zk)

∣∣∣ ≤ 2
∑n

k=m
|zk|+2

∑n

k=m
|zk|2 ≤ 3

∑n

k=m
|zk| ≈ 0.

Tada prema Ko{ijevom kriterijumu tvr|ewe 1◦ sledi.

2◦ Uz odgovaraju}u zamenu promenqivih, na osnovu Teoreme 8.21. sledi

(26) x ∈ µR(0)⇒ (∃ε ∈ µR(0)) ln(1 + x) = x+ εx, x ∈ R.

Daqe, za neke infinitezimale ε0, ε1, ε2 i realnu infinitezimalux va`i

ex

1 + x
=

(
1 + x+

x2

2
+ ε1x

2

)(
1− x+ x2 + ε2x

2
)
= 1 +

x2

2
+ ε0x

2.

Dakle,

x− ln(1 + x) = ln
ex

1 + x
= ln

(
1 +

x2

2
+ ε0x

2

)
=

x2

2
+ ε0x

2 + ε

(
x2

2
+ ε0x

2

)
=
x2

2
+ ηx2

za neke infinitezimale ε, η. Dakle, za svaku realnu infinitezimalu x

postoji realna infinitezimala η tako da je ln(1 + x) = x− x2

2
+ ηx2.

Neka su m,n ∈ ∗N beskona~ni prirodni brojevi i m ≤ n. Tada

je
∑n

k=m zk −
∑n

k=m ln(1 + zk) =
∑n

k=m ηkz
2
k za neki (internalan) niz

(ηk) infinitezimala. Daqe, s obzirom na konvergenciju redova
∑

k zk,∑
k z

2
k imamo

∑n
k=m zk ≈ 0, i tako|e

∣∣∑n
k=m ηkz

2
k

∣∣ ≤∑n
k=m z

2
k ≈ 0, dakle

prema Ko{ijevom kriterijumu red
∑

k zk−
∑

k ln(1+zk) konvergira, pa
i red

∑
k ln(1 + zk) konvergira. Tada tvr|ewe 2

◦ sledi prema Teoremi
8.33.

Sada }emo dokazati dve tehni~ke leme.
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LEMA 8.17. Neka je p(x) = a0x
r+a1x

r+1+. . .+amx
n kompleksan polinom

gde je a0 ̸= 0 i n = r + m. Ako su x1, . . . , xm koreni polinoma p(x)

razli~iti od nule, onda va`i p(x) = a0x
r
∏m

k=1

(
1− x

xk

)
, x ∈ C.

Dokaz. Postoji polinom q(x)nadC tako da je p

(
1

x

)
=
q(x)

xn
. Koreni

polinoma q su
1

xi
, 1 ≤ i ≤ m, pa koriste}i faktorizaciju polinoma

q(x) imamo

p(x) = a0x
n
∏

i

(
1

x
− 1

xi

)
= a0x

r
∏

i

(
1− x

xi

)
.

Slede}a lema daje potreban i dovoqan uslov za komutativnost ope-

ratora st i
∑
.

LEMA 8.18. Neka je (an)n∈N niz kompleksnih brojeva takav da
∑

n an
konvergira i neka je (bn)n∈∗N internalan niz nestandardnih kompleksnih

brojeva tako da an = st(bn) za svako n ∈ N . Tada va`i ekvivalencija

(∀n ∈ ∗N\N)
∑

k
ak = st

(∑n

k=1
bk

)
⇔ (∀m,n ∈ ∗N\N)

∑n

k=m
bk ≈ 0.

Dokaz. (→) Neka su m,n ∈ ∗N \ N, m < n. Kako je
∑

k ak =
st (
∑m

k=1 bk) i
∑

k ak = st (
∑n

k=1 bk), to je st (
∑m

k=1 bk)− st (
∑n

k=1 bk) =
0, tj. st (

∑n
k=m bk) = 0.

(←) Defini{imo niz cn =
∑n

k=1(ak−bk), n ∈ ∗N. Primetimo da je cn
internalan niz, kao i da je za sve n ∈ N, cn ≈ 0. Neka je n beskona~an

prirodan broj i razmotrimo tip

T (s) =

{
|cs| <

1

n

∣∣∣ n ∈ N

}
∪ {n < s < n | n ∈ N }.

Ovo je kona~no neprotivure~an skup formula, pa na osnovu ω1�zasi}e-

nosti Lajbnicovog univerzuma, postoji n0 ∈ ∗N \N koji realizuje ovaj

tip. Dakle cn0 ≈ 0. Otuda imamo

cn = cn0 +
∑n

k=n0

(ak − bk).
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Daqe, prema Ko{ijevom kriterijumu
∑n

k=n0
ak ≈ 0, dok je prema uslovu

za niz (bn),
∑n

k=n0
bk ≈ 0 tako|e. Prema tome cn ≈ 0, tj.

∑
k ak =

st
(∑n

k=1 bk
)
.

Prema prethodnoj lemi i Teoremi 8.33. imamo ovu posledicu.

POSLEDICA 8.12. Neka je (bn)n∈∗N internalan niz nestandardnih kom-

pleksnih brojeva i neka je (an)n∈N niz kompleksnih brojeva tako da je

an = st(bn) za svako n ∈ N. Ako proizvod
∏

n(1 + an) konvergira, onda
va`i ekvivalencija (za svem,n ∈ ∗N \N)∏

k
(1 + ak) = st

(∏n

k=1
(1 + bk)

)
⇔
∑n

k=m
ln(1 + bk) ≈ 0.

Posle uvodnih napomena o beskona~nim proizvodima, izvedimo

Ojlerovu formulu za razlagawe funkcije sin u beskona~an proizvod.

TEOREMA 8.35. Za svako z ∈ C je sin z = z ·
∏

k

(
1− z2

k2π2

)
.

Dokaz. Neka je n ∈ ∗N \N. Polaze}i od definicije funkcije sin i
funkcije exp, imamo

(27) sin z =
1

2ı

((
1 +

ız

n

)n
−
(
1− ız

n

)n)
.

Neka je pn(z) polinom uveden u (27). Lako je videti da:

• ako je n paran, tada stepen polinoma pn je n− 1, dok za neparno n
stepen polinoma pn je n;

• ako je pn(z) =
∑n

k=0 akz
k, onda je a0 = 0, a1 = 1;

• ako je pn(z) = 0, onda je pn(−z) = 0.

Daqe, uzmimoda jeu = ı· z
n
. Iz prethodnog odmah nalazimoda su re{ewa

jedna~ine (1 + u)n = (1 − u)n, razli~ita od nule, slede}i kompleksni
brojevi:

uk =
1− exp

(
2kπı
n

)
1 + exp

(
2kπı
n

) , |k| <
[
n− 1

2

]
, k ∈ ∗Z.
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Kako je

1− exp

(
2kπı

n

)
1 + exp

(
2kπı

n

) =

exp

(
−kπı

n

)
− exp

(
kπı

n

)
exp

(
−kπı

n

)
+ exp

(
kπı

n

) = −ı · tgkπ
n
, to

su koreni polinoma pn(z),

zk =
nuk
ı

= n · tgkπ
n
, |k| <

[
n− 1

2

]
, k ∈ ∗Z.

Prema Lemi 8.17. tada imamo

pn(z) = z
∏[n−1

2
]

k=1

(
1− z2

n2tg2
(
kπ
n

)) ,
a prema Lemi 8.16. tako|e va`i

(∀k ∈ N)(∀z ∈ C) st

(
z2

n2tg2
(
kπ
n

)) =
z2

k2π2
.

Red
∑

k

1

k2
apsolutno konvergira, pa prema Teoremi 8.34. proizvod

∏
k

(
1− z2

k2π2

)
apsolutno konvergira. Tvr|ewe teoreme onda sledi ako, prema Posle-

dici 8.12. doka`emo

(∀m,n ∈ ∗N \N)
∑n

k=m
ln

(
1− z2

n2tg2
(
kπ
n

)) ≈ 0.

Ako je x ∈ R, onda prema definiciji funkcije tg, Teoremi 8.23. i

cosx < 1, za 0 < x <
π

2
, va`i tgx > sinx > x− x3

6
, odakle

ntg
kπ

n
> kπ −

n
(
kπ
n

)3
6

> (k − 1)π

za k ≤ m, m ∈ ∗N \N.

Dakle, za k ∈ ∗N \ N,
z2

n2tg2
(
kπ

n

) je infinitezimala, pa prema

Teoremi 8.34. 2◦ va`i

ln

(
1− z2

n2tg2
(
kπ
n

)) = − z2

n2tg2
(
kπ
n

)(1 + εk), gde je εk ≈ 0.
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Otuda∣∣∣∣∣∑n

k=m
ln

(
1− z2

n2tg2
(
kπ
n

))∣∣∣∣∣ ≤ |z|2
∑n

k=m

|1 + εk|
n2tg2

(
kπ
n

)
≤ 2

|z|2

π2

∑n

k=m

1

(k − 1)2
≈ 0,

jer je red
∑

k

1

k2
konvergentan.

Na sli~an na~in se dokazuju beskona~ni razvoji.

TEOREMA 8.36. 1◦ cos z =
∏

k

(
1− 4

z2

((2k − 1)π)2

)
.

2◦ shz = z ·
∏

k

(
1 +

z2

(kπ)2

)
.

3◦ chz =
∏

k

(
1 + 4

z2

((2k − 1)π)2

)
.

Ako se u formuli iz Teoreme 8.35. zameni z =
π

2
, dobijamo

1 =
π

2

∏
k

(
1− 1

(2k)2

)
.

Odavde jednostavnim sre|ivawem sledi poznata Valisova4) formula.

TEOREMA 8.37.

π

2
= lim

n→∞

1

2n+ 1

(
(2n)! !

(2n− 1)! !

)2

.

4) John Wallis (1616–1703)



Glava 9

Veri`ni razlomci i Berov

prostor

Ozna~imo sa Ir skup iracionalnih brojeva. Dakle, Ir = R \ Q.
Kona~ni veri`ni razlomci ostvaruju obostrano jednozna~nu korespo-

denciju izme|u racionalnih brojeva i kona~nih nizova prirodnih bro-

jeva, i sa druge strane izme|u iracionalnih brojeva i beskona~nih ni-

zova prirodnih brojeva. U slu~aju racionalnih brojeva postupak za

odre|ivawe korespodentnog veri`nog razlomka svodi se na Euklidov

algoritam.Ovaj postupak na prirodan na~inprenosimoina beskona~ne

veri`ne razvoje iracionalnih brojeva pri ~emu koristimo wihove in-

finitezimalne aproksimacije pomo}u hiperracionalnih brojeva.

9.1 Racionalni brojevi i veri`ni razlomci

Iz elementarne teorije brojeva znamo da Euklidov algoritam daje po-

stupak za odre|ivawe najve}eg zajedni~kog delioca za dva data cela

broja. Ovaj algoritam se nalazi opisan u Euklidovim Elementima (300

g. pre n.e.) i smatra se da je to najstariji netrivijalni algoritam koji je

ostao nepromewen do dana{wih dana. U osnovi Euklidovog algoritma

le`i slede}e tvr|ewe.

LEMA 9.1. (O OSTATKU) Neka su a i b celi brojevi, b ̸= 0. Tada postoji
jedinstven ceo broj q i prirodan broj r tako da je

a = qb+ r, 0 ≤ r < |b|.

180
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Dokaz ove ~iwenice za b > 0 je jednostavan. Zaista, ako je bq najve}i
umno`ak od b koji ne prevazilazi a, tada je r = a − bq nenegativan i, s
obzirom na to da je b(q + 1) > a, imamo r < b. Slu~aj b < 0 raspravqa
se na sli~an na~in.

(EUKLIDOV ALGORITAM) Neka su a i b prirodni brojevi, a > b > 0.
Prema Lemi o ostatku mo`emo konstruisati nizove qi i ri tako da je

r0 = a, r1 = b,

r0 = q1r1 + r2, 0 ≤ r2 < r1,

r1 = q2r2 + r3, 0 ≤ r3 < r2,

r2 = q3r3 + r4, 0 ≤ r4 < r3,
...

...

Prema principu najmaweg elementa za prirodne brojeve, tada skup

{ r0, r1, r2, . . . } mora biti kona~an (ina~e ne bi imao najmawi element).
Dakle, za neki n ∈ N va`i

r0 = a, r1 = b,

r0 = q1r1 + r2,

r1 = q2r2 + r3,
...

rn−2 = qn−1rn−1 + rn,

rn−1 = qnrn.

Nije te{ko videti da je rn = (a, b), najve}i zajedni~ki delilac brojeva
a, b. S druge strane, uz pretpostavku (a, b) = 1 iz Euklidovog algoritma
nalazimo

a

b
= q1 +

r2
b

= q1 +
1

q2 +
r3
r2

= · · · = q1 +
1

q2 +
1

q3 +
. . .

qn−1 +
1

qn
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tj.
a

b
= q1 +

1

q2 +
1

q3 +
. . .

qn−1 +
1

qn

def
= [q1, q2, . . . , gn].

Izraz na desnoj strani ove jednakosti nazivamo veri`nim razlomkom

pridru`enim racionalnom broju
a

b
. Primetimo da su q2, q3, . . . , qn po-

zitivni prirodni brojevi, dok je q1 ceo broj. Ako se u tom veri`nom ra-
zlomku q1, q2, . . . , qn shvate kao promenqive, sre|ivawem ovog razlomka

dobijamo dva polinoma Pn(q1, . . . , qn) i Qn(q1, . . . , qn) tako da je

a

b
= [q1, q2, . . . , qn] =

Pn(q1, . . . , qn)

Qn(q1, . . . , qn)
.

LEMA 9.2. PolinomiPn(q1, . . . , qn) iQn(q1, . . . , qn) zadovoqavaju slede}e
rekurentne formule:

Pn = qnPn−1 + Pn−2, P1 = q1, P0 = 1,

Qn = qnQn−1 +Qn−2, Q1 = 1, Q0 = 0.

Dokaz. Navedene rekurentne formule mo`emo dobiti indukcijom po

n. Pretpostavimo induktivnu hipotezu, tj. da tvr|ewe va`i za fiksi-
rano n. Tada:

[q1, . . . , qn, qn+1] =

[
q1, . . . , qn−1,

qnqn+1 + 1

qn+1

]
=

=

Pn

(
q1, . . . , qn−1,

qnqn+1 + 1

qn+1

)
Qn

(
q1, . . . , qn−1,

qnqn+1 + 1

qn+1

) I.H.
=

qnqn+1 + 1

qn+1
Pn−1 + Pn−2

qnqn+1 + 1

qn+1
Qn−1 +Qn−2

=

=
qn+1(qnPn−1 + Pn−2) + Pn−1

qn+1(qnQn−1 +Qn−2) +Qn−1

I.H.
=

qn+1Pn + Pn−1

qn+1Qn +Qn−1
,

pa Pn+1 = qn+1Pn + Pn−1 i Qn+1 = qn+1Qn +Qn−1.

Za polinome Pn i Qn tako|e va`e slede}i identiteti.

LEMA 9.3. 1◦ PnQn−1 − Pn−1Qn = (−1)n, n ≥ 1,
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2◦ PnQn−2 − Pn−2Qn = (−1)n−1qn, n ≥ 2.

Dokaz. Dokaz ovih identiteta tako|e mo`emo dobiti indukcijom po

n. Na primer, induktivni korak za prvi identitet izgleda

Pn+1Qn − PnQn+1 = (qnPn + Pn−1)Qn − Pn(qnQn +Qn−1)

= −(PnQn−1 −QnPn−1)
I.H.
= (−1)(−1)n. �

Doka`imo jedinstvenost razvoja racionalnog broja q ∈ Q, q =
a

b
,

b > 0, (a, b) = 1 u veri`ni razlomak. Dakle, neka je

a

b
= [q1, q2, . . . , qm] = [q′1, q

′
2, . . . , q

′
n]

gde je, recimo, m ≥ n. Tada za neke ϱ, ϱ′ ∈ Q,

a

b
= q1 + ϱ = q′1 + ϱ′, 0 ≤ ϱ < 1, 0 ≤ ϱ′ < 1,

odakle je q1 = [q] = q′1. Indukcijom daqe dokazujemo da je qi = q′i za
i ≤ n. Neka je q1 = q′1, . . . , qk−1 = q′k−1, k ≤ n. Tada za neke s, s′ ∈ Q

va`i

a

b
= q1 +

1

q2 +
. . .

qk−1 +
1
s

= q′1 +
1

q′2 +
. . .

q′k−1 +
1
s′

tj.
Pk(q1, . . . , qk−1, s)

Qk(q1, . . . , qk−1, s)
=
Pk(q

′
1, . . . , q

′
k−1, s

′)

Qk(q
′
1, . . . , q

′
k−1, s

′)
, odakle je

sPk−1(q1, . . . , qk−1) + Pk−2(q1, . . . , qk−2)

sQk−1(q1, . . . , qk−1) +Qk−2(q1, . . . , qk−2)
=

=
s′Pk−1(q

′
1, . . . , q

′
k−1) + Pk−2(q

′
1, . . . , q

′
k−2)

s′Qk−1(q
′
1, . . . , q

′
k−1) +Qk−2(q

′
1, . . . , q

′
k−2)

.

Kako jePk−1(q1, . . . , qk−1) = Pk−1(q
′
1, . . . , q

′
k−1) i kako sli~ne jednakosti

va`e za Pk−2, Qk−1, Qk−2, nalazimo

s(Pk−1Qk−2 − Pk−2Qk−1) = s′(Pk−1Qk−2 − Pk−2Qk−1).

Kako je Pk−1Qk−2−Pk−2Qk−1 = (−1)k−1, nalazimo s = s′, tj. qk + ϱ1 =
q′k + ϱ′1 za neke 0 ≤ ϱ1 < 1, 0 ≤ ϱ′1 < 1, pa qk = q′k. Ako je m > n, onda
za neki s ∈ Q, s > 0,

qn = qn +
1

s
,
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{to je kontradikcija. Dakle, m = n.

Neka je N∞ skup svih kona~nih nizova pozitivnih prirodnih bro-

jeva. Odavde imamo slede}e tvr|ewe.

TEOREMA 9.1. Neka je v : Q → Z × N∞ preslikavawe definisano sa

v
(a
b

)
= (q1, q2, . . . , qn), gde je

a

b
= [q1, q2, . . . , qn]. Tada je v dobro

definisano preslikavawe i v : Q
na−→
1−1 Z×N∞.

Dokaz. Preslikavawe v je dobro definisano jer svaki racionalan

broj ima jedinstvenrazvoj u veri`nirazlomak. Ako je v
(a
b

)
= v

(
a′

b′

)
=

(q1, q2, . . . , qn), onda

a

b
= [q1, q2, . . . , qn] =

a′

b′
,

pa je v 1-1 preslikavawe. Ako je (q1, q2, . . . , qn) ∈ Z × N∞, onda za
a

b
= [q1, q2, . . . , qn] odmah imamo da je v

(a
b

)
= (q1, q2, . . . , qn), pa je v

preslikavawe na.

Primetimo da je za q ∈ Z×N∞, v−1(q) = [q].

Za dati racionalan broj q =
a

b
imamo slede}e parcijalne razvoje:

q = q1+
1

q2
= q1+

1

q2 +
1
q3

= q1+
1

q2 +
1

q3+
1
q4

= · · · = q1+
1

q2 +
. . .

1
qn

.

Ovim smo definisali niz q(i), 1 ≤ i ≤ n:

q(1) = q1 +
1

q(2)
, q(2) = q2 +

1

q(3)
, . . . , q(n−1) = qn−1 +

1

q(n)
, q(n) = qn.

Dakle, za q(i), 1 ≤ i ≤ n− 1 va`i q(i−1) = qi−1 +
1

q(i)
, tj.

TEOREMA 9.2. q(i) =
1

q(i−1) − [q(i−1)]
, qi−1 = [q(i−1)], i q(i) /∈ N za svako

1 ≤ i ≤ n− 1, gde je
a

b
= [q1, . . . , qn].
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Neka je za (q1, q2, . . . , qn) ∈ Z×N∞, αn = [q1, q2, . . . , qn]. Tada prema
Lemi 9.3.

αn+2 − αn =
Pn+2

Qn+2
− Pn

Qn
=
Pn+2Qn − PnQn+2

QnQn+2
=
qn+2 · (−1)n+1

QnQn+2
,

pa

αn < αn+2 ⇒ αn+2 < αn+4,

αn > αn+2 ⇒ αn+2 > αn+4.

Odavde odmah nalazimo da za niz sukcesivnih veri`nih aproksimacija

za
a

b
va`i:

TEOREMA 9.3. α1 < α3 < · · · < α2l+1 =
a

b
< α2l < · · · < α4 < α2, ili

α1 < α3 < · · · < α2l−1 < α2l =
a

b
< α2l−2 < · · · < α4 < α2 u zavisnosti

da li je n = 2l ili n = 2l + 1, gde je
a

b
= αn.

Na osnovu prethodnog tvr|ewa odmah nalazimo∣∣∣a
b
− αk

∣∣∣ ≤ |αk − αk−1| =
|Pk+1Qk − PkQk+1|

QkQk+1
=

1

QkQk+1
.

Dakle, imamo ovu procenu za niz sukcesivnih aproksimacija:

LEMA 9.4.

∣∣∣a
b
− αk

∣∣∣ ≤ 1

QkQk+1
.

Kako je Qk = qk · Qk−1 + Qk−2 i Q1 = 1 > 0, tada imamo da je

Q1 ≤ Q2 < Q3 < . . . , pa je Qk ≥ k − 1. Otuda va`i

LEMA 9.5.

∣∣∣a
b
− αk

∣∣∣ ≤ 1

k(k − 1)
.

PRIMER 9.1. Neka je
a

b
=

731

41
. Tada iz 731 = 17 ·41+34, 41 = 1 ·34+7,

34 = 4 · 7 + 6 i 7 = 1 · 6 + 1,sledi

731

41
= 17 +

1

1 + 1
4+ 1

1+1
6

.
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Tako|e je α1 =
P1

Q1
= 17, α2 =

P2

Q2
= 18, α3 =

P3

Q3
=

89

5
, α4 =

P4

Q4
=

107

6
i α5 =

P5

Q5
=

731

41
. Dakle,

α1 < α3 < α5 =
a

b
< α4 < α2, tj. 17 <

89

5
<

731

41
<

107

6
< 18.

9.2 Veri`ni razlomci u nestandardnoj analizi

Podsetimo se da je ∗Q skup hiperracionalnih brojeva, tj.

∗Q =
{ a
b

∣∣∣ a ∈ ∗Z, b ∈ ∗N, b > 0
}
.

Jedno od kqu~nih svojstava skupa ∗Q je da se u monadi µ(r) svakog

r ∈ ∗R nalazi neki hiperracionalan broj. Drugim re~ima, svaki hiper-

realan broj se mo`e infinitezimalno dobro aproksimirati pomo}u

nekog hiperracionalnog broja. Prema Lajbnicovom principu, imamo

slede}u infinitezimalnu verziju Teoreme 9.1.

TEOREMA 9.4. Neka je
a

b
∈ ∗Q. Tada postoji ta~no jedan H ∈ ∗N i

ta~no jedanH�niz (nestandardnih) celih brojeva q1, q2, . . . , qH , q1 ∈ ∗Z,
qi ∈ ∗N, 2 ≤ i ≤ H , qi > 0, tako da

a

b
= ∗[q1, q2, . . . , qH ].

Ovde je ∗[·] = ∗(v−1). Umesto ∗[q1, q2, . . . , qH ] pisa}emo ubudu}e

[q1, q2, . . . , qH ]. Tako|e }emo koristiti ~iwenice

∗(Z×N∞) = ∗Z× ∗(N∞), (∗N)∞ ⊆ ∗(N∞).

TEOREMA 9.5. Za svaki r ∈ Ir = R\Q postoji niz q1, q2, . . . celih brojeva
takvih da je q2, q3, · · · > 0 i lim

n→∞
[q1, q2, . . . , qn] = r.

Dokaz. Neka je
a

b
∈ ∗Q takav da je

a

b
≈ r i neka jeαn

def
= [q1, q2, . . . , qn],

gde je n ∈ ∗N, n ≤ H i [q1, q2, . . . , qH ] =
a

b
. Hiperracionalan broj

a

b
je

nestandardan s obzirom da je r iracionalan, pa jeH beskona~an. Prema
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Lemi 9.5.
∣∣∣a
b
− αn

∣∣∣ ≤ 1

n(n− 1)
za sven < H , odakle, |r−αn| .

1

n(n− 1)

za sve n ≤ H . Neka je β = α � N. Tada |r− βn| .
1

n(n− 1)
za sve n ∈ N,

pa je |r − ∗βK | ≈ 0 za sve beskona~neK ∈ ∗N. Prema tome, lim
n→∞

βn = r,

{to daje da lim
n→∞

[q1, q2, . . . , qn] = r.

Ako je r = lim
n→∞

[q1, q2, . . . , qn] iz prethodne teoreme, pisa}emo

r = q1 +
1

q2 +
1

q3 +
. . .

,

iovaj zapisnazva}emo veri`nimrazvojemiracionalnog broja r. Prime-

timo da je za r ∈ Ir, ovaj razvoj beskona~an. Daqe, za
a

b
iz Teoreme 9.5.

prema Teoremi 9.2. va`i qi = [q(i−1)], i ≤ H , gde

q(0) = q, q(i) =
1

q(i−1) − [q(i−1)]
, i ≤ H.

Daqe, za
a

b
= q1 +

r1
b
, 0 < r1 < b, r ≈ q1 +

r1
b
pa je r = q1 + st

(r1
b

)
.

Primetimo da je q1 ∈ Z, jer 0 <
r1
b
< 1. S obzirom na to da je r ∈ Ir,

sledi st
(r1
b

)
> 0, dakle q1 = [r]. Prema tome, niz qi je odre|en sa

q1 = [r], qi = [q(i−1)], i = 2, 3, . . . .

LEMA 9.6. Neka su r i
a

b
kao u Teoremi 9.5. i neka je λ niz realnih brojeva

takav da je

λ0 = r, λi =
1

λi−1 − [λi−1]
, i = 1, 2, . . . .

Tada λi ≈ q(i), [λi] = [q(i)], λi ∈ Ir i qi ∈ Z za sve i ∈ N.

Dokaz. Kako je r ∈ Ir i λ0 = r, odmah zakqu~ujemo da λ1 ∈ Ir,

λ2 ∈ Ir i tako daqe. Sada dokazujemo indukcijom da je λi ≈ q(i), i
[q(i)] = [λi]. Pretpostavimo induktivnu hipotezu, odnosno neka va`i

λi−1 ≈ q(i−1), [λi−1] = [q(i−1)]. Tada

λi =
1

λi−1 − [λi−1]

I.H.
=

1

λi−1 − [q(i−1)]

I.H.≈ 1

q(i−1) − [q(i−1)]
= q(i),
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paλi ≈ q(i). Daqe, q(i) = [q(i)]+s, gde je 0 ≤ s < 1, odakle jeλi ≈ [q(i)]+s,
tj. λi = [q(i)] + st(s), i st(s) > 0 jer λi ∈ Ir. Dakle, qi = [q(i)] = [λi], i
qi ∈ N, za i > 1.

PRIMER 9.2. Za λ0 =
√
2, λ1 = 1√

2−1
=
√
2 + 1, λ2 = 1√

2+1−2
=

√
2 + 1, . . . , tj. q0 = 1, q1 = 2, q2 = 2, . . . imamo

√
2 = 1 +

1

2 +
1

2 +
1

2 +
. . .

.

S obzirom na to da je qi = [λi], prema prethodnoj lemi, niz q1, q2, . . .
takav da je r = [q1, q2, . . . ] je jedinstven. Prema tome, imamo slede}e

poja~awe Teoreme 9.5.

TEOREMA 9.6. Za svaki r ∈ Ir postoji ta~no jedan niz q1, q2, . . . celih
brojeva takvih da je q2, q3, · · · > 0 i

lim
n→∞

[q1, q2, . . . , qn] = r.

Tako|e imamo i ovu posledicu Leme 9.6.

LEMA 9.7. Neka su
a

b
,
a′

b′
∈ ∗Q i neka je

a

b
≈ a′

b′
≈ r, gde r ∈ I+r . Tada za

a

b
= [q1, q2, . . . , qH ],

a′

b′
= [q′1, q

′
2, . . . , q

′
H′ ] va`i q � N = q′ � N.

Dokaz. Prema oznakama iz Leme 9.6. va`i qi = [λi−1] = q′i, gde
i = 1, 2, . . . .

Slede}e tvr|ewe daje interesantnu karakterizaciju iracionalnih

brojeva.

TEOREMA 9.7. Neka je r realan broj. Tada je r iracionalan ako i samo ako

postoji beskona~no mnogo racionalnih brojeva
p

q
takvih da je

(1)

∣∣∣∣r − p

q

∣∣∣∣ < 1

q2
.
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Dokaz. Neka je r ∈ Ir. Tada za veri`ni razvoj
Pn

Qn
= [q1, q2, . . . , qn]

broja r va`i

∣∣∣∣r − Pn

Qn

∣∣∣∣ < 1

QnQn+1
<

1

Q2
n

, n ∈ N, pa (1) va`i za

beskona~no mnogo
p

q
. Neka je r ∈ Q, r =

a

b
, a ∈ Z, b ∈ N. Onda∣∣∣∣ab − p

q

∣∣∣∣ = |aq − bp|bq
≥ 1

bq
ako je

a

b
̸= p

q
. Ako je

∣∣∣∣ab − p

q

∣∣∣∣ < 1

q2
, onda

q < b, dakle ima samo kona~no mnogo razlomaka
p

q
takvih da va`i∣∣∣∣ab − p

q

∣∣∣∣ < 1

q2
.

Prema prethodnoj teoremi, r ∈ R je iracionalan ako i samo ako

monada µ(r), sadr`i hiperracionalan broj
p

q
takav da je

∣∣∣∣r − p

q

∣∣∣∣ < 1

q2
.

Odavde tako|e odmah sledi da je za r ∈ Ir, skup S = { rx+ y |x, y ∈ Z }

gust uR. Zaista, ako je
p

q
hiperracionalan broj takav da je

∣∣∣∣r − p

q

∣∣∣∣ < 1

q2
,

onda mo`emo uzeti da je 0 < rq − p <
1

q
i tada je

1

q
∈ µ(0). Ako je

s ∈ [0, 1]R, onda za neki i ∈ ∗N,
i

q
≤ s < i+ 1

q
. Neka jeK ∈ ∗N najve}i

broj takav da jeK(rq− p) < i+ 1

q
. Tada r(Kq)−Kp ∈ µ(s), pa je S gust

u [0, 1]R, a s obzirom da je translatorno invarijantan nad Z, S je gust i

nad R.

Primetimo da je 2 +
1

H
≈ 2− 1

H
, za H ∈ ∗N \N, ali

2− 1

H
= 1 +

1

1 + 1
H−1

i 2 +
1

H
= 2 +

1

H
,

pa prethodno tvr|ewe va`i samo za hiperracionalne brojeve iz monada

iracionalnih brojeva.

Shodno prethodnom izlagawu, preslikavawe

Φ: Ir → Z×NN

definisano sa ϕ : r 7→ (q1, q2, . . . ), gde je [q1, q2, . . . ] veri`ni razvoj za r,
je dobro definisano. Ono je i 1�1 jer iz Φ(r) = Φ(r′) sledi

r = lim
n→∞

[q1, q2, . . . , qn] = r′,
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odnosno r = st
(a
b

)
= r′, gde r ≈ a

b
≈ r′ i

a

b
∈ ∗Q,

a

b
= [q1, q2, . . . , qH ].

Doka`imo da je Φ preslikavawe na. Neka je (q1, q2, . . . ) ∈ Z × NN, i

neka je αn = [q1, q2, . . . , qn]. Prema Teoremi 9.3. i Lemi 9.5. va`i

(α2n) ↓, (α2n+1) ↑ i |α2n+1 − α2n| <
1

α2n
.

Dakle niz (αn) je konvergentan. Neka je r = lim
n→∞

αn. Primetimo da

va`i i slede}a ~iwenica: ako jeH ∈ ∗N \N i
a

b
= [q1, q2, . . . , qH ], onda

a

b
≈ r i r = [q1, q2, . . . ]. Doka`imo da je r iracionalan. S obzirom na

to da je αn =
Pn

Qn
va`i

∣∣∣∣r − Pn

Qn

∣∣∣∣ < 1

Q2
n

, to postoji beskona~no mnogo

racionalnih brojeva takvih da je∣∣∣∣r − p

q

∣∣∣∣ < 1

q2
,

pa je prema Teoremi 9.7. broj r iracionalan. Upravo dokazana svojstva
preslikavawa Φ iskazujemo u vidu slede}e teoreme.

TEOREMA 9.8. Φ: Ir
na−→
1−1 Z×NN.

9.3 Berov prostor

Neka je zadata diskretna topologija na N. Dakle, svaki podskup od N

je i otvoren i zatvoren.

Slika 9.1.

Berov1) prostor se defini{e kao stepen Ξ = NN prostora N sa

topologijom proizvoda (Tihonovqevom topologijom). Dakle, bazni

1) René-Louis Baire (1874–1932)
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skupovi prostora Ξ su oblika

B =
∩

i∈S
π−1
i [ni], S je kona~an podskup od N,

gde su πi : N
N → N projekcijske funkcije, tj. πi : f 7→ f(i), f ∈ NN,

i ∈ N, {to crtamo kao na Slici 9.1, i ni ∈ N.

Neka je f ∈ NN i neka je µ(∗f) monada od ∗f . Tada

µ(∗f) = {h ∈ ∗Ξ |h ≈ ∗f } =
∩

f∈O
∗O,

gde O je otvoren u Ξ. Ovde }emo koristiti slede}u teoremu (videti

[126]).

TEOREMA 9.9. Neka je X =
∏

i∈J Xi proizvod prostora Xi, i ∈ J . Ako je
g ∈ ∗X i f ∈ X , onda g ≈ ∗f ako i samo ako g(i) ≈ f(i) za sve i ∈ J .

U slu~aju Berovog prostora, s obzirom na to da je N diskretan,

primetimo da je g ∈ ∗Ξ i f ∈ NN, g(i) ≈ f(i) za i ∈ N ako i samo ako

g(i) = f(i). Prema tome, za f ∈ NN,

µ(∗f) = { g ∈ ∗Ξ | g � N = f }.

Ako je h ∈ ∗Ξ, onda prema Robinsonovoj teoremi prelivawa 4.19. s
obzirom na to da je h internalna funkcija, iz h � N = f sledi da za neki
beskona~an H ∈ ∗N, h � [0, H] = ∗f � [0,H]. S tim u vezi defini{emo

µH(∗f) =
{
h ∈ ∗Ξ |h � [0,H] = ∗f � [0,H]

}
, H ∈ ∗N \N.

Prema prethodnoj napomeni imamo

µ(∗f) =
∪

H∈∗N\N
µH(∗f).

Razmotrimo topolo{ka svojstva preslikavawa Φ iz drugog odeqka.

TEOREMA 9.10. Φ: I+r → Ξ je homeomorfizam.

Dokaz. U drugom odeqku dokazali smo da jeΦ 1�1 i na. Doka`imo da

jeΦ neprekidno preslikavawe. Neka je r ∈ I+r i s ∈ ∗Ir takav da je r ≈ s.
Daqe, neka je

a

b
∈ ∗Q takav da je r ≈ a

b
≈ s i a

b
= [q1, q2, . . . , qH ]. Dakle,

r = st(s) ima veri`ni razvoj [q1, q2, . . . ] (primetimo da je H ∈ ∗N \N
jer r ∈ Ir). Doka`imo slede}u lemu.
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LEMA 9.8. Ako su r ∈ Ir, s ∈ ∗Ir takvi da je s ≈ r, onda je [s] = [r].

Dokaz. S obzirom na s ≈ r, za neki ε ≈ 0, q ∈ N i m ∈ R, 0 < m < 1,
va`i s = r+ ε = q+m+ ε. Tadam+ ε < 1, pa q+m+ ε < q+1, odakle
sledi [s] = q = [r], ~ime smo dokazali lemu.

U nastavku dokaza teoreme, prema Lajbnicovom transfer principu,

veri`ni razvoj za s dobijamo na slede}i na~in:

s(0) = s, s(i) =
1

s(i−1) − [s(i−1)]
, si = [s(i−1)], i ∈ ∗N.

Ako je q(0) = r, q(i) =
1

q(i−1) − [q(i−1)]
, qi = [q(i−1)], i ∈ N, dokazujemo da

va`i za sve i ∈ N:

s(i) ≈ q(i), qi = si, s
(i) ∈ ∗Ir, q

(i) ∈ Ir.

Dokaz za ovo tvr|ewe izvodimo indukcijom po i.

Slu~aj i = 1: s(0) = s ≈ r = q(0), pa kako su s i r iracionalni, to je
s1 = [s(0)] = [s] = [r] = [q(0)] = q1.

Pretpostavimo induktivnu hipotezu i− 1. Tada imamo da je vrednost

s(i) =
1

s(i−1) − [s(i−1)]
iracionalna kao vrednost racionalnog izraza sa

iracionalnim argumentom, i sli~no dokazujemo da je i q(i) iracionalan
({to je ina~e ve} dokazano u drugom odeqku). Zbog neprekidnosti

racionalnih funkcija i prema induktivnoj hipotezi sledi

s(i) =
1

s(i−1) − [s(i−1)]
≈ 1

q(i−1) − [q(i−1)]
= q(i),

pa prema Lemi 9.8. si = [s(i)] = [q(i)] = qi.

Dakle, za veri`ni razvoj ∗Φ(s) va`i ∗Φ(s) � N = (q1, q2, . . . ), tj.
∗Φ(s) ≈ Φ(r), pa je Φ neprekidna funkcija.

Doka`imo da je i Φ−1 : (q1, q2, . . . ) 7→ [q1, q2, . . . ] neprekidno pre-

slikavawe iz Ξ u I+r . Dakle, neka je f ∈ Ξ i h ∈ ∗Ξ tako da je h ≈ ∗f .
Tada je h � N = f , pa Φ−1(f) = [q1, q2, . . . ] za f = (q1, q2, . . . ). Ako je
s = ∗Φ−1(h), onda je h veri`ni razvoj za s. Neka su

αn = [q1, q2, . . . , qn], n ∈ N, βn = [s1, s2, . . . , sn], n ∈ ∗N.

Kako je αn = βn za neko n ∈ N, prema Robinsonovoj teoremi prelivawa

4.19. za neki beskona~an H ∈ ∗N,

∗α � [0,H] = β � [0,H].
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Daqe, neka su L,K ∈ ∗N beskona~ni prirodni brojevi takvi da je

2K < L. Prema Lajbnicovom transfer principu, i prvom odeqku,

nalazimo

β1 < β3 < · · · < β2K+1 < · · · < s < · · · < β2K < · · · < β4 < β2,

pa

|βL − s| < |β2K+1 − β2K | <
1

2K(2K − 1)
,

tj. βL ≈ s za sve L ∈ ∗N \N. Uzimaju}i da je L = H , nalazimo slede}e

r ≈ αH = βH ≈ s, gde je r = Φ−1(f), pa r ≈ s. Dakle, ovim smo dokazali

h ≈ f ⇒ ∗Φ−1(h) ≈ Φ−1(f), f ∈ Ξ, h ∈ ∗Ξ,

pa je Φ−1 neprekidno preslikavawe, a samim tim imamo da je Φ homeo-

morfizam.

Na Ξ mo`emo uvesti metriku d(x, y) pomo}u

d(x, y) =


1

min{n |xn ̸= yn }+ 1
, ako x ̸= y

0, ina~e,

gde x, y ∈ Ξ. Uz ovako uvedenu metriku, (Ξ, d) je kompletan prostor.

Neka je (xn) Ko{ijev niz u (Ξ, d). Tada za beskona~ne m,n ∈ ∗N,

d(xm, xn) ≈ 0. Daqe, xn je ograni~en, jer za neki k ∈ N i sve m ∈ N,

m > k, d(xk, xm) <
1

3
, tj. min{ k |xk ̸= xm } > 2, pa za xk = [a1, a2, . . . ]

va`i |xk−xm| < 1, daklexk je ograni~en, tj. xH je kona~an za beskona~an

H ∈ ∗N, pa postoji r = st(xH). Ako je [q1(xH), q2(xH), . . . ] veri`ni
razvoj za xH , i ako je [q1, q2, . . . ] veri`ni razvoj za r, onda d(xH , r) ≈ 0,
tj. min{ k | qk ̸= qk(xH) } je beskona~an prirodan broj. Dakle, r ima
beskona~an veri`ni razvoj, tj. r je iracionalan.

Primetimo da je Ξ tako|e i separabilan prostor. Neka je S skup

svih nizova oblika (q1, q2, . . . , qk, t, t, . . . ). Ako je f ∈ Ξ, onda µ(f)
sadr`i element iz ∗S, to je, na primer, zaH ∈ ∗N \N, bilo koje h ∈ ∗Ξ
takvo da je h � [0,H] = ∗f � [0,H] i h(n) = 0 za n > H .



Glava 10

Zasi}eni modeli i internalni

skupovi

Prve primene nestandardne analize dobijaju se ve} uz jednostavnu pri-

menu teoreme kompaktnosti. Ipak, pravi Lajbnicov univerzum je tzv.

zasi}ena struktura. Zasi}ene strukture s jedne strane mogu biti ko-

risne u analizi modelsko-teoretskih verzija sintaksnih pojmova, kao

{to je na primer eliminacija kvantora u teorijama prvog reda. S

jedne strane, zasi}eni modeli imaju mnoge osobine univerzalnih ob-

jekata u kategorijama {to omogu}ava da se neke osobine modela opisuju

dijagramima strelica. Spomenuli bismo jo{ jedan aspekt zasi}enih

struktura. Naime, kori{}ewe ovih struktura omogu}ava da se i dokazi

i konstrukcije koje koriste transfinitnu indukciju na odre|en na~in

izbegnu. Drugim re~ima, umesto da neki model konstrui{emo u κ ko-

raka, gde je κ neki beskona~an ordinal, mo`emo se jednostavno pozvati
na teoreme egzistencije zasi}enih modela.

S druge strane, zasi}enih modela ima malo; u datom kardinalnom

broju do na elementarnu ekvivalenciju postoji najvi{e jedan zasi}en

model. Postojawe ovakvih modela obezbe|eno je tek uz pretpostavku

nekih skupovnih hipoteza, kao {to je, na primer, generalisana konti-

nuum hipoteza (GCH) ili postojawe nedosti`nih kardinalnih brojeva.
Otuda imamo nekoliko generalizacija ovog pojma za ~ije postojawe nije

potrebna neka dodatna skupovna hipoteza. Ove generalizacije uglavnom

se svode na parcijalnu zasi}enost modela, od kojih je najva`nija κ�
zasi}enost, zatim specijalne modele i najzad rekurzivno zasi}ene mo-

dele.

194
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Internalne skupove mo`emo kratko definisati kao definabilne

podskupove zasi}enog modela. Zbog svojih osobina internalni skupovi

Lajbnicovog univerzuma imaju veliku primenu u Nestandardnoj anali-

zi.

10.1 Zasi}eni i parcijano zasi}eni modeli

Intuitivno, pod zasi}enim modelima podrazumevamo one modele koji

realizuju sve mogu}e tipove (neprotivure~ne skupove formula). Ovaj

pojam uveli su Morli1) i Vot 60-tih godina 20. veka, {to je omogu}ilo

da se teorija modela velikim delom objedini i pojednostavi. Kisler

je uveo pojam κ�zasi}enih modela, dok su rekurzivno zasi}ene modele

uveli Barvajz2) i [lipf3) 1976. godine.

U definiciji zasi}enih struktura kqu~nu ulogu ima pojam tipa, o

kojem je ve} bilo re~i u poglavqu 6.2. Ubudu}e simbol Σ(x) koristimo
da ozna~imo skup formula koji ima jedino promenqivu x kao slobodnu
promenqivu. Ka`emo da je Σ(x) zadovoqiv u modelu A ako postoji

element a ∈ A takav da je A |= φ[a] za sve φ(x) ∈ Σ(x).

PRIMER 10.1. 1◦ Za Σ(x) = { 1 < x, 1 + 1 < x, 1 + 1 + 1 < x, . . . },
ure|enopoqeF zadovoqava (realizuje) tipΣ(x) akoi samo ako jeF
nearhimedsko poqe. ModelM Peanove aritmetike realizuje tip

Σ(x) ako i samo ako jeM nestandardni modelPeanove aritmetike,

tj. M � N.

2◦ Ako je Σ(x) = { p(x) ̸= 0 | p ∈ Q[x] }, Q je poqe racionalnih

brojeva, onda neko poqe F realizuje tip Σ(x) ako i samo ako F
sadr`i transcedentan element nad Q.

Neka je A model jezika L, X ⊆ A i neka je AX = (A, a)a∈X . Pod

tipom modela podrazumevamo svaki skup formula Σ(x) jezika LX koji

je kona~no neprotivure~an sa teorijom ThAX . U slede}oj definiciji

zadr`avamo ovako uvedene oznake.

DEFINICIJA 10.1. 1◦ Model A je zasi}en nad X ⊆ A ako je svaki

tip Σ(x) nad AX realizovan u modelu AX .

1) Michael Darwin Morley (1930– )
2) Kenneth Jon Barwise (1942–2000)
3) John Stewart Schlipf
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2◦ Model A je zasi}en ako je A zasi}en nad svakimX ⊆ A, |X| < |A|.

3◦ Model A je κ�zasi}en, κ je neki kardinalan broj, ako je A zasi}en

nad svakim X ⊆ A, |X| < κ.

Prema prethodnoj definiciji, modelA je zasi}en ako i samo ako jeA
|A|�zasi}enmodel. Podprebrojivo zasi}enimmodelimapodrazumevamo
ω�zasi}ene modele. Zasi}eni modeli mogu se dobiti iteracijom argu-

menta kompaktnosti. Drugi va`an izvor ovih modela daje konstrukcija

ultraproizvoda. Evo primera ove druge vrste.

TEOREMA 10.1. Neka su Ai, i ∈ N, modeli jezika L i neka je D neglavni

ultrafilter nad N. Tada je A =
∏

D Ai ω1�zasi}en model.

Dokaz. Najpre primetimo da D sadr`i opadaju}i lanac skupova

J0 ⊇ J1 ⊇ . . . tako da je
∩

n Jn = ∅. Daqe, za prostu ekspanziju modela
A′ = (A, f1D, f2D, . . . ) postoje proste ekspanzije A′

i = (Ai, a1, a2, . . . )
tako da je A′ =

∏
D A′

i. Otuda, da bismo proverili da li je A ω1�

zasi}en, bez gubqewa op{tosti, dovoqno je realizovati tipove nad A,
tj. uzimaju}i X = ∅.

Neka je Σ(x) = {φ1(x), φ2(x), . . . } skup formula nad L takvih da

je svaki kona~an podskup od Σ(x) realizovan u A. Daqe, uvedimo niz

skupova

Xn =
{
i ∈ Jn |Ai |= ∃x(φ1(x) ∧ · · · ∧ φn(x))

}
, n > 0, n ∈ N.

Tada je
∩

nXn = ∅ i Xn je opadaju}i niz skupova u D, pa za svaki i ∈ N

postoji najve}i ni takav da je i ∈ Xni . Neka je f ∈
∏

iAi funkcija takva

da za ni > 0 va`i Ai |= (φ1 ∧ · · · ∧ φni)[f(i)]. Tada, ako je i ∈ Xn, onda

Ai |= φn[f(i)], pa prema Lo{ovoj teoremi sledi A |= φn[fD]. Prema

tome, fD realizuje tip Σ(x) u A.

Neka je p(x) tip nad modelom AX , X ⊆ A. Kako je p(x) kona~no
zadovoqiv, prema teoremi kompaktnosti sledi da je p(x) zadovoqiv u
nekom modeluBX , gde je AX ≺ BX .

PRIMER 10.2. Neka je A algebarski zatvoreno poqe. Tada je A zasi}en

model ako i samo ako je A beskona~nog stepena transcedentnosti nad

wegovim prostim poqem.
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Napomenimo da je poqe F ⊆ A prosto poqe ako je ono izomorfno

kona~nom (Galuovom4)) poqu Zp ili poqu racionalnih brojeva. Poqe

A je kona~nog transcedentnog stepena nad F ako postoji prirodan broj

n i a1, . . . , an ∈ A tako da je svaki element a ∈ A algebarski nad

poqem racionalnih izraza F(a1, . . . , an). Poqe A je beskona~nog tran-

scedentnog stepena nad F ako ono nije kona~nog.

Sada doka`imo samo tvr|ewe. Ovde }emo koristiti ~iwenicu da

teorija algebarski zatvorenih poqa dopu{ta eliminaciju kvantora.

Dokaz ove ~iwenice mo`e se na}i, na primer, u [14].

Neka je A algebarski zatvoreno poqe beskona~nog transcedentnog

stepena i neka je p(x) tip nad AX , gde jeX ⊆ A. Tada je p(x) realizovan
nekim elementom b u nekom elementarnom pro{irewuB modela A. Ako
je b algebarski element nad X , onda je b ∈ A. Pretpostavimo da je b
transcedentan nad X i neka je C najmawe potpoqe poqa A koje sadr`i

X . Izaberimo element a ∈ A koji je transcedentan nad X . Ovakav

element a postoji s obzirom na to da je X ⊆ A i |A| je jednak stepenu
transcedentnosti poqa A. Neka je C(a) algebarsko zatvorewe poqa

C(a) (racionalnih izraza nad C i elementom a) u poqu A. Neka je

h : C(a)→ B utapawe tako da je h � C = id, h(a) = b. S obzirom na to

da teorija algebarski zatvorenih poqa dopu{ta eliminaciju kvantora,

utapawe h je elementarno, pa element a realizuje p(x) u C(a), {to zna~i
da a realizuje p(x) u A tako|e, s obzirom na to da je C(a) ≺ A.

Prema ovom primeru sledi da je svako neprebrojivo algebarski

zatvoreno poqe zasi}eno.

Koriste}i ~iwenicu da teorija linearnog gustog ure|ewa dopu{ta

eliminaciju kvantora, pokazuje se da su linearno ure|eni gusti skupovi

zasi}eni ako i samo ako su oni ηκ skupovi. Preciznije o tome govori
slede}i primer.

PRIMER 10.3. Za linearno ure|en gust skup A = (A,≤) ka`emo da je ηκ
skup ako za sve X,Y ⊆ A, |X ∪ Y | < ℵκ, X < Y povla~i da postoji

a ∈ A, X < a < Y . Tada je linearno i gusto ure|ewe A κ�zasi}en
model ako i samo ako je A ηk skup.

Slede}e teoreme govore o egzistenciji i jedinosti zasi}enih stru-

ktura.

4) Evariste Galois (1811–1832)
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TEOREMA 10.2. Ako su A iB zasi}eni modeli istog jezika i iste kardi-

nalnosti i ako je A ≡ B, onda je A ∼= B.

Dokaz. Neka je |A| = κ, A = { aα |α < κ } i B = { bα |α < κ }.
Defini{imo nizove (cα)α<κ i (dα)α<κ takozvanim napred-nazad argu-

mentom tako da bude

(1) (A, cα)α<λ ≡ (B, dα)α<λ

za sve λ < κ. Primetimo da se (1) za λ = 0 svodi na ve} dati uslov

A ≡ B. Daqe }emo razlikovati dva slu~aja, kad je λ paran i kada je λ
neparan ordinal. Neka je cλ prvi element u nizu aα koji se razlikuje od
svih cα, α < λ (koji se konstrui{e u prvih λ koraka) i neka je

p(x) =
{
φ(x) | (A, cα)α<λ |= φ[cλ]

}
.

Tada je p(x) tip nad AX , X = { cα |α < λ }. Neka je q(x) tip dobijen iz
p(x) tako {to se svaki cα zamewuje simbolom dα za sve α < λ. Tada je
q(x) tip nad BY , Y = { dα |α < λ }. Kako je B zasi}en model, tip q(x)
je realizovan uB nekim elementom d, pa neka je dλ = d. Tada

(A, cα)α≤λ ≡ (B, dα)α≤λ.

Neka je sada λ neparan ordinal. Konstrukciju izvodimo isto kao u

slu~aju kada je λ paran, s tim da sada modeli A i B uzajamno mewaju

uloge.

Najzad mo`emo definisati preslikavawe h : A→ B uzimaju}i da je

h : cα 7→ dα, α < κ. Nije te{ko proveriti da je h izomorfizam modela

A iB.

Ako su Ai, i ∈ N, beskona~ni modeli ~ija je kardinalnost naj-

vi{e kontinuum, onda je za svaki neglavan ultrafilter D nad N ul-

traproizvod
∏

D Ai mo}i kontinuuma. Otuda prema Teoremi 10.1. i

Lo{ovoj teoremi (pretpostavqaju}i (GCH)) imamo slede}e tvr|ewe.

POSLEDICA 10.1. 1◦ Neka su Ai,Bi, i ∈ N, beskona~ni modeli istog

jezika i D neglavan ultrafilter nad N. Tada∏
D
Ai ≡

∏
D
Bi povla~i

∏
D
Ai
∼=
∏

D
Bi.

2◦ Ako suA,Bmodeli istog jezika mo}i najvi{e kontinuuma,D negla-

van ultrafilter nad N i A ≡ B, onda AN/D ∼= BN/D.
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Prema Primeru 10.2. tako|e imamo ovu posledicu.

POSLEDICA 10.2. Neka su A,B algebarski zatvorena poqa iste karak-

teristike, iste kardinalnosti i beskona~nog stepena transcedentno-

sti. Tada A ∼= B.

Sli~no tvr|ewe uz GCH va`i i za ηκ skupove, naime da su svaka dva
linearno ure|ena ηκ skupa za isto κ me|usobno izomorfna.

TEOREMA 10.3. Neka je A beskona~an model jezika L. Tada za svaki besko-
na~an kardinalan broj κ postoji κ+�zasi}en modelB, koji je elementarno

pro{irewe modela A i za koji va`i |B| ≤ |A|κ.

Napomenimo da je κ+ najmawi kardinalan broj ve}i od κ.

Dokaz. Najpre pro{irimo model A do modela A1 koji realizuje

svaki tip nad AX za svaki X ⊆ A, |X| < κ. Takav model A1 postoji na

osnovu Teoreme kompaktnosti jer je teorija

Th(A, a)a∈A ∪ { p(cp) | p(x) je tip nad AX za neki X ⊆ A, |X| < κ }

kona~noneprotivure~na. PremaSkolem-Levenhajmovoj teoremimo`emo

uzeti da je A1 najvi{e kardinalnosti |A|+ ∥L1∥, gde je

L1 = L ∪ { cp | p(x) je tip nad AX za neki X ⊆ A, |X| < κ }.

Kako je
∣∣{X |X ⊆ A, |X| ≤ κ }∣∣ ≤ |A|κ, to mo`emo uzeti |A1| ≤ |A|κ.

Neka je Aα, α < κ+, elementaran lanac modela konstruisan na

slede}i na~in. Neka je A0 = A1, dok je Aα+1 model kardinalnosti

ne ve}e od |A|κ konstruisan iz Aα na isti na~in kako je konstruisan

A1 iz A. Ako je λ grani~an ordinal, onda je Aλ =
∪

α<λAα. Neka

je B =
∪

α<κ+ Aα. Koriste}i regularnost kardinalnog broja κ+ (to

zna~i da ako je X ⊆ B i |X| ≤ κ, onda je za neki α ≤ κ+, X ⊆ Aα) nije

te{ko videti da modelB zadovoqava uslove teoreme.

10.2 Univerzalnost zasi}enih modela

U ovom odeqku analizira}emo neke osobine univerzalnosti zasi}enih

modela. Prvo svojstvo odnosi se na dijagramska svojstva zasi}enih

modela.
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TEOREMA 10.4. Neka je κ neprebrojiv kardinal. Model A jezika L je κ�
zasi}en ako i samo ako svaki dijagram oblika

Slika 10.1.

ima kompletirawe, gde suB i C modeli jezika L.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da A ima navedenu osobinu dijagrama

sa kompletirawem α. Neka je p tip nad nekim B gde je B ≺ A, |B| < κ.
Egzistenciju modelaB obezbe|uje Skolem�Levenhajmova teorema. Tip p
je realizovan u nekom modelu C, gde jeB ≺ C, nekim elementom c ∈ C. Za
c mo`emo uzeti τb gde je b element koji realizuje tip p uB i τ : B → C
je elementarno utapawe. Tada, tip p je realizovan u A elementom αc.

Pretpostavimo sada da je modelA κ�zasi}en. Bez gubqewaop{tosti
mo`emo pretpostaviti da imamo situaciju kao na dowem dijagramu.

Slika 10.2.

Neka je C \ B = { cδ | δ < κ }. Funkciju α defini{emo na slede}i

na~in, koriste}i napred-nazad argument u jednom smeru. Izaberimo

α � B = iB . Vrednost αcδ defini{emo indukcijom. Pretpostavimo

da je (C, b, cγ)b∈B,γ<δ ≡ (A, b, αcγ)b∈B,γ<δ. Neka je p tip elementa cδ u
(C, b, cγ)b∈B,γ<δ. Tada je p tako|e i tip nadmodelom (A, b, αcγ)b∈B,γ<δ, pa

kako je A κ�zasi}en model, sledi da A realizuje tip p nekim elementom

a. Tada biramo αcδ = a.

Model A je homogen ukoliko ima ovo dijagramsko svojstvo:
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Slika 10.3.

tj. za svaki modelB istog jezika kao i model A i elementarna utapawa

α, β : B
≺−→ A postoji automorfizam γ : A → A takav da je γ ◦ α = β.

Prema posledwoj teoremi odmah imamo ovu posledicu.

POSLEDICA 10.3. Svaki zasi}en model je homogen.

Model A je univerzalan za neku klasu modela M (u istom jeziku)

ukoliko za svaki model B ∈ M kardinalnosti ne ve}e od |A| postoji
utapawe α : B → A. Ukoliko je utapawe α elementarno, onda ka`emo

da je A elementarno univerzalan model.

POSLEDICA 10.4. Model A je zasi}en ako i samo ako je homogen i elemen-

tarno univerzalan.

Dokaz. (→) Pretpostavimoda jeA zasi}enmodel. PremaPosledici

10.3. onda je A homogen model. Doka`imo sada da je A elementarno

univerzalan model za klasu modela elementarno ekvivalentnih mode-

lu A. Dokaz se izvodi na sli~an na~in kao u Teoremi 10.4. naime

kori{}ewem jedne �polovine� napred-nazad argumenta konstrui{e se

niz parcijalnih izomorfizama modela B u model A, ~ija unija daje

utapawe modelaB u model A.
(←) Ako jeA homogen i elementarno univerzalan model, onda na dowem

dijagramu elementarno utapawe β postoji jer je A univerzalan model. S

druge strane, automorfizam α postoji jer je A homogen model.

Slika 10.4.
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Prema tome, u ovom dijagramu model A ima svojstvo o kojem govori

Teorema 10.4. dakle A je zasi}en model.

ModelB je kona~no generisan ako postoji kona~an Y ⊆ B takav da je

B najmawa podstruktura modela B koja sadr`i skup Y . Za ω�zasi}ene
modele imamo ovu varijantu Teoreme 10.4.

TEOREMA 10.5. ModelA jeω�zasi}en ako i samo ako svaki dijagram oblika

Slika 10.5.

ima prikazano kompletirawe, gde jeB kona~no generisan model.

Slede}a teorema opisuje kqu~no svojstvo zasi}enihmodela koje }emo

~esto koristiti u slu~aju nestandardne strukture realnih brojeva.

TEOREMA 10.6. Neka jeC zasi}enmodel regularne kardinalnostiκ, |LC| ≤
κ. Tada za bilo koju teoriju Th(C) ⊆ T , |L(T )| ≤ κ koja ima beskona~an
model postoji ekspanzija C♯ modela C do modela teorije T .

Dokaz. Neka je κ regularan kardinalan broj i neka je A κ+�zasi}en
model teorije T , B = A � LC. Dakle, B je zasi}en model kao redukt

zasi}enog modela. Konstrui{imo nizove modela

A0 ≺ A1 ≺ · · · ≺ Aξ ≺ · · · ≺ A, ξ < κ

B0 ≺ B1 ≺ · · · ≺ Bξ ≺ · · · ≺ B,

takve da je Aξ � LC = Bξ, |Aξ| = |Bξ| = κ, Bξ ⊆ Aξ+1, za sve ξ < κ, i
Bξ su zasi}eni modeli.

Za grani~an ordinal α, Aα =
∪

ξ<αAξ, Bα =
∪

ξ<αBξ.

Najzad izaberimo model A0 ≺ A proizvoqno.

Pretpostavimo da je model Aξ konstruisan. Tada je Aξ � LC model

teorije Th(C), pa prema univerzalnosti modela C, model Aξ � LC se

mo`e elementarno utopiti uC. Pomo}u dijagramskog svojstva zasi}enih
modela, imamo kompletirawe slede}eg dijagrama
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Slika 10.6.

gde jeB κ+-zasi}en.

Neka je Bξ = f(C). Iz Bξ
∼= C sledi da je Bξ zasi}en model.

Pretpostavimo, sada, da je model Bξ ve} konstruisan. Model Aξ+1

takav da je Aξ ≺ Aξ+1, Bξ ⊆ Aξ+1 i |Aξ+1| = κ postoji iz Skolem-

Levenhajmove teoreme. Tada Aξ+1 � LC ≺ B, pa Bξ ≺ Aξ+1 � LC, tj.

Bξ ≺ Aξ+1. Neka jeD =
∪

ξ<κAξ. Tada jeD � LC zasi}en model teorije

Th(C), pa D � LC
∼= C, i D je model teorije T .

Ovom prilikom iskoristili smo regularnost kardinala κ: ako je

X ⊆ D i |X| < κ, tada za neki ξ < κ va`i X ⊆ Bξ.

10.3 Zasi}ena struktura hiperrealnih brojeva

Ciq ovog odeqka je da nastavi studirawe nekih posebnih modela hiper-

realnihbrojevanastalihpomo}udobropoznatih konstrukcija u teoriji

modela. Pozabavi}emo se pre svega zasi}enom strukturom hiperreal-

nih brojeva (∗R,+, ·,≤) ~ija egzistencija je zagarantovana ako pret-

postavimo da va`i generalisana kontinum hipoteza, tj. 2κ = κ+.

Sli~no kao uR i u ∗R mo`emo da posmatramo Dedekindove preseke.

DEFINICIJA 10.2. 1◦ Par (X,Y ) (gde je X ⊆ ∗R i Y ⊆ ∗R) je
Dedekindov presek ako X ∩ Y = ∅, X ∪ Y = ∗R i X < Y , tj.
(∀x ∈ X) (∀y ∈ Y ) x < y.

2◦ Dedekindov presek je rupa ako supX (inf Y ) ne postoji.

3◦ Presek (X,Y ) je regularan ako za svako a > 0, X + a ̸= X .

Slede}i rezultat mo`e biti uop{ten na gusto ure|eneAbelove grupe

i pokazuje drasti~nu nekompletnost u ovom slu~aju.

TEOREMA 10.7. Neka je ∗R = (∗R,+, ·,≤) zasi}eno poqe hiperrealnih

brojeva mo}i κ. Tada ∗R ima 2κ regularnih rupa.
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Dokaz. Kako je ∗R zasi}ena struktura, to je koinicijalnost skupa
∗R+ pozitivnih hiperrealnih brojeva jednaka κ (tj. najmawi, u smislu
kardinalnosti, monotono opadaju}i niz koji te`i nuli je mo}i κ). Neka
je (rα)α<κ enumeracija od

∗Rineka je (εα)α<κ striktnoopadaju}i koini-

cijalni niz u ∗R+.

Dokaz koji }emo sada dati je �semanti~kog� karaktera, pomo}u si-

stema otvorenih intervala. Napomiwemo da mo`e i druga~ije, �sin-

takti~ki� pomo}u tipova, ali razlika je u su{tini nebitna.

Indukcijom po α < κ definisa}emo skup
{
]xt, yt[ | t ∈ α2

}
otvore-

nih intervala od ∗R, takvih da zadovoqavaju slede}e osobine:

(1) ]xt, yt[ ̸= ∅ za svako t ∈ α2,

(2) yt − xt < εt za svako t ∈ α2,

(3) rα /∈ ]xt, yt[ za svako t ∈ α2,

(4) ]xt, yt[ ∩ ]xs, ys[ = ∅ za sve razli~ite elemente t i s u α2,

(5) za svako β < α, za svako t ∈ β2 i za svako s ∈ α2, ako t ⊆ s, tada
]xt, yt[ ⊇ ]xs, ys[.

[Slu~aj 1] α = 0.

]x0, y0[ je proizvoqan otvoren interval koji ne sadr`i r0 i takav da
y0 − x0 < ε0.

[Slu~aj 2] α = β + 1, za neko β.

Pretpostavimo da je
{
]xt, yt[ | t ∈ β2

}
ve} definisan skup koji

zadovoqava osobine od (1) do (5). Za svaki t ∈ β2 izaberimo at, a
′
t, bt i

b′t u ]xt, yt[ tako da

]at, bt[ ̸= ∅, ]a′t, b
′
t[ ̸= ∅, ]at, bt[ ∩ ]a′t, b

′
t[ = ∅,

bt − at < εt, b′t − a′t < εt i rα /∈ ]at, bt[ ∪ ]a′t, b
′
t[ .

Stavimo

xt0 = at, xt1 = a′t;

yt0 = bt, yt1 = b′t.

Tada
{
]xti , yti [ | t ∈ β2 , i = 0, 1

}
zadovoqava uslove od (1) do (5).

[Slu~aj 3] α je grani~an ordinal.
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Pretpostavimo da je za svako β < α skup
{
]xt, yt[ | t ∈ β2

}
ve}

definisan i da zadovoqava uslove od (1) do (5). Neka s ∈ α2. Za svako
β < α stavimo

xβ = xs�β i yβ = ys�β.

Kako je
(
]xβ, yβ[

)
β<α

niz nepraznih otvorenih intervala koji mono-

tono opada (tj. ]xβ, yβ[⊆ ]xγ , yγ [ za γ < β < α), to zbog zasi}enosti ∗R,
skup

∩
β<α ]xβ, yβ[ sadr`i elemente x i y tako da je x < y. Budu}i da

]x, y[ ⊆
∩

β<α ]xβ, yβ[ , mo`emo izabrati xs i ys u ]x, y[ tako da

xs < ys < xs + εα i rα /∈ ]xs, ys[.

Tada
{
]xs, ys[ | s ∈ α2

}
zadovoqava uslove od (1) do (5).

Unirajmo, na kraju, ove skupove po α. Dakle, zakqu~ujemo da skup{
]xt, yt[ | t ∈

∪
α<κ

α2
}
tako|e zadovoqava uslove od (1) do (5).

Defini{imo za svako h ∈ κ2, podskupove Xh i Yh od
∗R sa:

Xh = {x ∈ ∗R | (∃α < κ) x < xh�α },
Yh = { y ∈ ∗R | (∃α < κ) yh�α < y }.

Na osnovu (3) i (5), (Xh, Yh) je Dedekindov presek u ∗R. Na osnovu

(4), ako su f i g razli~iti elementi u κ2, tada je (Xf , Yf ) ̸= (Xg, Yg).
Potrebno je jo{ samo pokazati da je svaki presek (Xf , Yf ) regularan.
Neka je x > 0. Kako je niz (εα)α<κ koinicijalan, to postoji α < κ tako
da je εα ≤ x. Na osnovu (2)

yf�α < xf�α + εα ≤ xf�α + x.

Budu}i da je yf�α u Yf , to je i xf�α + x u Yf . Odatle dobijamo da va`i
Xf + x ̸= Xf .

Sada `elimo da se pozabavimo jednom ravnomernom topologijom na
∗R. U tom ciqu podseti}emo se definicije ravnomerne topologije na

X . Neka su U i V relacije na X . Tada sa ∆, U−1 i U ◦ V ozna~avamo

redom dijagonalu, inverznu relaciju i proizvod relacija.

DEFINICIJA 10.3. Neka je U ⊆ P(X ×X) i neka:

(a) svaki element skupa U sadr`i dijagonalu ∆ skupa X ,

(b) ako U ∈ U , tada V ◦ V ⊆ U za neko V ∈ U ,
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(v) ako U, V ∈ U , tada U ∩ V ∈ U ,

(g) ako U ∈ U i U ⊆ V ⊆ X ×X , tada V ∈ U .

Tada par (X,U) zovemo uniforman prostor. Podskup B ⊆ U je baza

uniformnog prostora ako svaki element iz U sadr`i neki element iz B.

Da bismo definisali kompletnost uniformnog prostora (videti

[68]) koristimo pojam filtera uveden u drugoj glavi. Ka`emo da filter

F konvergira u ta~ki x topolo{kog prostora X kada filter F sadr`i

sve okoline ta~ke x. Ka`emo da je filterF naX u odnosu na uniforman

prostor (X,U) Ko{ijev ako za svako U ∈ U postoji A ∈ F tako da je

A×A ⊆ U .
Neka je (X,U) uniforman prostor. Topologija T koja odgovara

uniformnom prostoru (X,U) (ili tzv. ravnomerna topologija) pred-

stavqa skup svih T ⊆ X , takvih da za svako x ∈ T postoji U ∈ U tako

da { y | (x, y) ∈ U } ⊆ T .

DEFINICIJA 10.4. Uniforman prostor (X,U) je kompletan ako i samo
ako svaki Ko{ijev filter konvergira u ravnomernoj topologiji T .

Za svaki r ∈ ∗R+ defini{imo E(r) sa

E(r) =
{
(s, t) ∈ ∗R× ∗R | |s− t| < r

}
.

Neka je daqe L = ∗R+ \ γ(0), gde je, podsetimo se, γ(0) skup kona~nih
elemenata u ∗R, i neka je E(L) = {E(r) | r ∈ L }. ^itaocu prepu-

{tamo da poka`e da je E(L) baza neke ravnomerne topologije na ∗R.
Odgovaraju}i uniformni prostor ozna~imo sa (∗R, E(L)). Kako je γ(0)
konveksna podgrupa od ∗R, to ∗R/γ(0) je ure|ena grupa.

LEMA 10.1. Par (∗R, E(L)) je kompletan uniforman prostor ako i samo
ako ∗R/γ(0) nema regularnih rupa.

Dokaz. (→) Pretpostavimo da ∗R/γ(0) ima regularnih rupa i neka
je (X,Y ) jedna od wih (i X > 0). Uo~imo filter F ~ija je baza{
]xα, yβ[ |xα ∈ X, yβ ∈ Y

}
. Ovaj filter je Ko{ijev zbog uslova

regularnosti, tj. ako je

E′ =

{
t
∣∣∣ ∣∣∣∣t− yβ + xα

2

∣∣∣∣ < yβ − xα
2

}
,
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tada E′ ◦ E′ ⊆ ]xα, yβ[ . On o~igledno ne konvergira, jer bi u supro-

tnom postojao supX , pa po prethodnoj definiciji uniforman prostor

(∗R, E(L)) nije kompletan.
(←) Pretpostavimo sada da (∗R, E(L)) nije kompletan. To zna~i

da postoji Ko{ijev filter F koji nije sadr`an u sistemu okolina neke

ta~ke. Skup X = {x | (∃Y ∈ F) x ≤ inf Y } odre|uje regularan presek
koji mora biti rupa (u suprotnom, F bi konvergirao prema supX).

Slede}a posledica neposredno sledi iz prethodne leme i Teoreme

10.7.

POSLEDICA 10.5. Ako je ∗R zasi}eno poqe, tada prostor (∗R, E(L)) nije
kompletan.

10.4 Generalisana arhimedska poqa

Videli smo u ~etvrtoj glavi da hiperrealna poqa nisu arhimedska.

Me|utim, ciq ovog odeqka je da poka`e da ona mogu da budu arhimedska

u jednom op{tijem smislu koji }emo neposredno sada da defini{emo.

Neka je F = (F,+, ·, 0, 1,≤) linearno ure|eno poqe i neka F+ =
{x ∈ F |x > 0 }. Ka`emo da je skup T pozitivan ako T ⊆ F+. Tako|e,

ka`emo da je skup T separiran reda a ako je a > 0 i |x − z| > a kad

god x, z ∈ T . Ka`emo da je skup T separiran ako postoji a tako da je T
separiran reda a.

Lako se vidi da je poqe F arhimedsko ako i samo ako postoji

beskona~an pozitivno separiran podskup od F i svaki ograni~en pozi-

tivno separiran podskup je kona~an.

DEFINICIJA 10.5. Neka je κ beskona~an kardinalan broj. Ka`emo da

je poqe F κ-arhimedsko ako

• F ima pozitivan separiraju}i podskup mo}i κ,

• ne postoji pozitivan separiraju}i podskup od F takav da je kar-

dinalnosti κ i ograni~en.

O~igledno da je na osnovu ove definicije poqe F arhimedsko ako i

samo ako je ℵ0-arhimedsko.



208 10.4. GENERALISANA ARHIMEDSKA POQA

Pozabavimo se konstrukcijom primera κ-arhimedskih poqa. Kon-
strukcija koju navodimo pripada Sikorskom5). Osnovna ideja le`i

u razlagawu ordinala po osnovi ω i kori{}ewu operacija Hesen-

berga6). Naime, ordinal α mo`e na jedinstven na~in da bude napisan

kao α = ωβ1 ·n1+ · · ·+ωβm ·nm, gde je β1 > β2 > · · · > βm,m je kona~an,

a n1, . . . , nm su pozitivni prirodni brojevi (videti [74]). Pritom su +
i · uobi~ajeno sabirawe i mno`ewe ordinala.

Hesenbergove operacije sabirawa (+) i mno`ewa ( · ) se defini{u
redom kao polinomno sabirawe i mno`ewe. Tako, ako je α = ωβ1 · n1 +
· · ·+ ωβm · nm i γ = ωβ1 · k1 + · · ·+ ωβm · km (gde smo dopustili, ako je

to potrebno, razvoj sa stepenima ~iji su koeficijenti nula), tada:

α (+) γ = ωβ1 · (n1 + k1) + · · ·+ ωβm · (nm + km),

α ( · ) γ = ωβ1+β1 ·n1k1+ωβ1+β2 ·(n1k2+n2k1)+ · · ·+ωβm+βm ·nmkm.

Re{avaju}i Zadatak 113. prime}ujemo prvo da se operacije (+) i ( · )
pona{aju bitno druga~ije (mo`emo re}i boqe) nego uobi~ajeno sabi-

rawe i mno`ewe ordinala, i drugo da je dobijena struktura sli~na

strukturi prirodnih brojeva. Stoga, ako shvatimo κ kao skup ordinala
mawih od κ, neka je Nκ = (κ, (+), ( · ), 0, 1,≤) i Zκ prsten razlika nad

Nκ koji dobijamo sli~no kao kod prelaska saN na Z (videti [97]). Neka
je tako|e Qκ poqe koje dobijamo sli~no kao kod prelaska sa Z na Q i

neka je Rκ wegovo realno zatvorewe.

U slu~aju da je kardinal κ regularan, svako κ-arhimedsko poqe ima
kofinalnost κ jer ako bi imalo ve}u kofinalnost, onda bi imali

ograni~en pozitivno separiraju}i podskup mo}i κ. Tako|e se lako

pokazuje (za regularan κ) da je Rκ κ-arhimedsko poqe.

Ako jeF arhimedsko poqe kardinalnosti λ, tada jeℵ0 ≤ λ ≤ 2ℵ0 . Na

osnovu Tarski-Skolem-Levenhajmove teoreme, lako se dokazuje i obrat.

Ovo mo`e da se uop{ti tako da ako je F κ-arhimedsko poqe, tada je

κ ≤ CardF ≤ 2κ.

Ka`emo da λ-niz (xα)α<λ elemenata iz F konvergira prema y ∈ F
ako svaki otvoreni interval ]a, b[ koji sadr`i y, sadr`i i xα za sve

dovoqno velike α < λ. Niz (xα)α<λ je λ-Ko{ijev niz ako za svako

ε ∈ F+, postoji β < λ tako da je |xγ − xδ| < ε za sve β < γ, δ < λ.
Ka`emo da je poqe F κ-kompletno ako je κ kofinalnost od F i ako

svaki κ-Ko{ijev niz iz F konvergira.

5) Roman Sikorski (1920–1983)
6) Werner Karl Heisenberg (1901–1976)
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Poqe F je κ-Remzijevo ako je wegova kofinalnost κ i ako svaki

podskup od F mo}i κ sadr`i striktno monoton κ-niz.

Poqe F ima λ-Bolcano-Vajer{trasovo svojstvo (ili predstavqa

λ-Bolcano-Vajer{trasovo poqe) ako ima kofinalnost λ i ako svaki

ograni~eni λ-niz elemenata iz F ima konvergentan λ-podniz.

Niz (xα)α<λ elemenata iz F je totalno ograni~en ako za svako

ε ∈ F+, postoji α < λ tako da za svako β < λ postoji γ < α sa

osobinom |xβ − xγ | < ε. Ka`emo da F zadovoqava slabo λ-Bolcano-
Vajer{trasovo svojstvo (F je slabo λ-Bolcano-Vajer{trasovo poqe) ako
je kofinalnosti λ i ako svaki totalno ograni~en λ-niz elemenata iz F
ima konvergentan λ-podniz. Sikorski je pokazao da za regularno κ > ω
poqa Qκ i Rκ su κ-Bolcano-Vajer{trasova poqa (kra}e, BW (κ)).

Poqe F je Skotovski kompletno ako nema regularnih rupa.

Sada }emo ispitati neke od relacija me|u ovako definisanim poj-

movima.

TEOREMA 10.8. Ako je F BW (κ) poqe, tada je poqe F i κ-arhimedsko.

Dokaz. Kako je κ kofinalnost od F, to je κ regularan. Na osnovu

Zadatka 115. poqe F sadr`i kopiju od Qκ, pa prema tome i pozitivno

separirani podskup kardinalnosti κ. Ako F nije κ-arhimedsko, onda
sadr`i ograni~en pozitivno separiran podskup A kardinalnosti κ.
Suprotno uslovu BW (κ) skup A ne bi imao grani~nu vrednost.

TEOREMA 10.9. Ako je F slabo λ-Bolcano-Vajer{trasovo poqe, tada je F
Skotovski kompletno.

Dokaz. Neka je (X,Y ) regularan presek i neka je (εα)α<λ niz pozi-

tivnih elemenata koji te`i nuli. Neka je (xα)α<λ niz iz X takav da

xα + εα /∈ X . Lako se vidi da je (xα)α<λ totalno ograni~en, pa sadr`i

konvergentan λ-podniz ~ija je granica supremum od X .

TEOREMA 10.10. Ure|eno poqeF jeBW (κ) ako i samo ako jeκ-arhimedsko,
κ-kompletno i κ-Remzijevo.

NAPOMENA. Na osnovu Zadatka 116. κ-kompletnost u teoremi mo`emo
da zamenimo sa Skotovskom kompletno{}u.

Dokaz. Dokaza}emo teoremu samo u jednom pravcu. Glomazniji deo

prepu{tamo ~itaocu ili da doka`e sam ili da pogleda dokaz u radu [18].
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Pretpostavimo da je F κ-arhimedsko, κ-kompletno i κ-Remzijevo poqe.
Neka jeK ⊆ F ograni~en i mo}i κ. Kako jeF κ-Remzijevo, toK sadr`i

striktno monoton (recimo rastu}i) niz (aα)α<κ. Pokaza}emo sada da

iz ~iwenice da je F κ-arhimedsko sledi da je niz (aα)α<κ κ-Ko{ijev.

Pretpostavimo da je b < aα < c za svako α < κ i neka je S maksi-

malan separirani podskup od ]b, c[ reda
ε

2
. Poqe F je κ-arhimedsko pa

|S| < κ. Neka je Sx =
{
α ∈ κ

∣∣ |aα − x| ≤ ε

2

}
za svako x ∈ S. Po{to

je S maksimalan, κ =
∪

x∈S Sx. Kako je κ regularan, neki od Sx0 je

kardinalnosti κ i prema tome kofinalan sa K. Neka je µ najmawi

ordinal u Sx0 . Tada za svaki ordinal β ≥ µ postoji γ ∈ Sx0 tako da je

γ > β. Zbog monotonosti imamo aµ ≤ aβ < aγ , a zbog definicije skupa

Sx0 , |aµ − x0| ≤
ε

2
i |aγ − x0| ≤

ε

2
, pa otuda |aβ − x0| ≤

ε

2
. Otuda za

proizvoqne α, β ≥ µ va`i |aα − aβ| ≤ |aα − x0| + |aβ − x0| ≤ ε, pa je
(aα)α<κ κ-Ko{ijev niz. Budu}i da je F κ-kompletno poqe, niz (aα)α<κ

konvergira iK ima ta~ku nagomilavawa.

Na kraju, navodimo teoremu koja daje jednu vezu izme|u BW (λ) i
κ-zasi}enosti (videti [67]).

TEOREMA 10.11. Neka su κ i λ neprebrojivi regularni kardinali, κ < λ i
βα < λ, kad god je α < κ i β < λ. Tada postoji κ-zasi}en nestandardan
univerzum u kome hiperrealni brojevi imaju BW (λ) svojstvo.
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Zasnivawe nestandardne

matematike

U najve}em delu matematike (izuzev uglavnom u metamatematici, koja je

tako|e matematika) je uobi~ajeno da se po|e od nekakvog nepraznog skupa

X koji je snabdeven nekim operacijama i relacijama. Tako|e, ~esto se

na X uo~ava i familija wegovih podskupova, familija funkcija iz X
u R, i sl. Najpre }e biti izlo`en na~in kako da sve ove objekte sme-

stimo u takozvanu superstrukturu, odnosno u fragment teorije skupova,

preciznije skup snabdeven relacijom pripadawa ∈, a koji predstavqa

svet u kome prou~avamo `eqeni deo matematike. Ostali delovi ove

glave sadr`e konstrukciju nestandardnog univerzuma ∗V (S), kao i jo{
jednu vezu izme|u teorije modela i nestandardne analize.

11.1 Superstruktura i nestandardni univerzum

Polazimo od takozvanog skupa praelemenata (ili atoma) S ̸= ∅ tako
da elementi od S nisu skupovi. Pretpostavqa se da S sadr`i skup R

realnih brojeva jer je uobi~ajeno da se matemati~ke teorije izgra|uju u

vezi sa realnim brojevima. Ako je u pitawu takozvana realna analiza

(pa ~ak i kompleksna) dovoqno je da se uzme S = R.

Superstrukturu V (S) izgra|ujemo indukcijom

V0(S) = S, Vn+1(S) = Vn(S)∪P
(
Vn(S)

)
, V (S) =

∪
n∈N

Vn(S).

Da vidimo sada kako mo`emo da smestimo sve `eqene objekte nad

211
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S u V (S). Lako se vidi da ako x, y ∈ V (S), tada {x, y} ∈ V (S), pa
time i (x, y) ∈ V (S) zbog (x, y) = {{x}, {x, y}}. Odatle daqe svaka

funkcija f sa domenom i rangom u V (S) (koja predstavqa skup ure|enih
parova) tako|e pripada V (S). Daqe, ako je, na primer, (X,Ξ, µ) merqiv
prostor tako daX ⊆ S, Ξ ⊆ P(X) i µ : Ξ→ R+, vidimo daX ∈ V1(S),
zatim Ξ ∈ V2(S), µ ∈ V5(S) i (X,Ξ, µ) ∈ V9(S). Uobi~ajeno je da sve

interesantne strukture �upadnu� u, na primer, V20(S).

Slede}e tvr|ewe se na osnovu definicije superstrukture V (S) lako
dokazuje i to ostavqamo ~itaocu za ve`bu.

TEOREMA 11.1. Za superstrukturu V (S) va`i slede}e:

1◦ ∅ ∈ V (S);

2◦ Vn(S) ∈ V (S);

3◦ ako x ∈ y ∈ Vn(S), tada x ∈ Vn(S);

4◦ ako x ⊆ y ∈ V (S), tada x ∈ V (S);

5◦ ako x ∈ V (S), tada P(x) ∈ V (S);

6◦ ako x ⊆ V (S) i x je kona~an, tada x ∈ V (S);

7◦ (Aksioma izbora) ako je F funkcija sa nepraznim domenom takva

da F ∈ V (S) i (∀x ∈ domF ) F (x) ̸= ∅, tada postoji funkcija

f ∈ V (S) takva da f(x) ∈ F (x) za svako x ∈ domF .

Nadaqe }emo slediti slede}i plan. Prvo }emo intuitivno opisati

preslikavawe ∗, zatim ga strogo definisati preko odgovaraju}ih aksi-

oma, a onda u drugom delu napraviti model u okviru ZFC koji realizuje

navedene aksiome.

Preslikavawe ∗ definisano na V (S) svakom A ∈ V (S) dodequje
∗A ∈ ∗V (S), gde ∗V (S) nazivamo nestandardni univerzum na S, tako da
je za s ∈ S ispuweno ∗s = s. Na primer, ako je A = (X,Ξ, µ), tada je
∗A = (∗X, ∗Ξ, ∗µ) i ovo preslikavawe ~uva �neka� svojstva strukture A.
Koja su to svojstva vide}emo uskoro. Tako|e, ∗ �znatno� {iri skup A
(ako je A beskona~an), preciznije {∗a | a ∈ A} ( ∗A. Od posebnog je

zna~aja skup ∗S jer on predstavqa skup praelemenata za superstrukturu

~iji je deo nestandardni univerzum ∗V (S).

Konkretnije i preciznije, ∗ : V (S) → V (∗S) (gde ∗(A) = ∗A) tako
da ∗ zadovoqava slede}e aksiome za ∗V (S).
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Aksioma 1 Postoji skup ∗S ) S, gde je ∗S skup praelemenata.

Aksioma 2 Preslikavawe ∗ ima slede}a svojstva:

• ∗s = s, za s ∈ S,

• (Lajbnicov princip (transfer)) za svaki A1, . . . , An ∈ V (S) i
za svaku ograni~enu formulu φ(x1, . . . , xn) (tj. formulu koja je

izgra|ena samo pomo}u ∈,=,∧,∨,¬,⇒ i ograni~enih kvantifi-

katora ∀x ∈ y i ∃x ∈ y ) va`i:

V (S) |= φ(A1, . . . , An) ako i samo ako V (∗S) |= φ(∗A1, . . . ,
∗An).

Za narednu aksiomu potrebna nam je slede}a veoma zna~ajna defini-

cija.

DEFINICIJA 11.1. Ka`emo da je skup A ∈ V (∗S) standardan ako je

skup A = ∗B za neko B ∈ V (S), dok je A internalan ako A ∈ ∗B za neko

B ∈ V (S). Ka`emo da je skup A eksternalan ako nije internalan.

Aksioma 3 Ako su A1 ⊇ A2 ⊇ . . . neprazni internalni skupovi iz
V (∗S), tada je

∩
n∈NAn ̸= ∅.

Ovo je veoma zna~ajna aksioma takozvane ω1-zasi}enosti dovoqno

jaka za primenu u najve}em delu matematike (a i ove kwige). Me|utim,

u logici i topologiji ponekad postoji potreba za slede}om aksiomom

koja se za κ = ω1 svodi na prethodnu.

Aksioma 3κ (κ-zasi}enost) Ako je |J | < κ i (Aj)j∈J kolekcija in-

ternalnih skupova sadr`anih u nekom ∗B i koja ima svojstvo kona~nog

preseka (tj. presek kona~nog skupa elemenata kolekcije je neprazan), tada

je
∩

j∈J Aj ̸= ∅.

Aksioma 4 (pro{irewe) Ako je (Aj)j∈J kolekcija skupova iz V (S)
koja ima svojstvo kona~nog preseka, tada za ovu kolekciju va`i relacija∩

j∈J
∗Aj ̸= ∅.

U skladu sa prethodnom definicijom nestandardni univerzum se

sastoji od internalnih skupova, ili preciznije

∗V (S) =
{
A | ∃B ∈ V (S)(A ∈ ∗B)

}
.

Slede}a slika ilustruje vezu izme|u preslikavawa ∗ i slede}e tri stru-
kture:

(
V (S),∈

)
,
(
V (∗S),∈

)
i
(∗V (S),∈

)
.
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Slika 11.1.

Sada }emo pokazati neke osobine internalnih skupova zna~ajne za

wihovu kasniju primenu. Te osobine slede iz navedenih aksioma ali i

iz osobina superstrukture V (S).

TEOREMA 11.2. Internalni skupovi imaju slede}a svojstva:

1◦ ako A ∈ V (S) i x ∈ A, tada ∗x ∈ ∗A (∗ ~uva ∈);

2◦ preslikavawe ∗ ~uva =, tj. ako A ∈ V (S), tada je

∗{(x, x) | x ∈ A} = {(y, y) | y ∈ ∗A} ;

3◦ za a1, . . . , an ∈ V (S) va`i ∗{a1, . . . , an} = {∗a1, . . . , ∗an}, tj. pre-
slikavawe ∗ ~uva kona~ne skupove;

4◦ preslikavawe ∗ ~uva osnovne skupovne operacije, tj. za skupove

A,B ∈ V (S) va`i
∗∅ = ∅, ∗(A∪B) = ∗A∪∗B, ∗(A∩B) = ∗A∩∗B, ∗(A\B) = ∗A\∗B,
∗(A×B) = ∗A× ∗B, ∗domA = dom∗A, ∗rangA = rang∗A, . . . ;

5◦ za A ∈ V (S) va`i

(i) { ∗a | a ∈ A } ⊆ ∗A;

(ii) { ∗a | a ∈ A } = ∗A ako i samo ako je A kona~an skup;

6◦ skup ∗Vn(S) je tranzitivan, tj. iz A ∈ B i B ∈ ∗Vn(S) sledi
A ∈ ∗Vn(S);

7◦ ∗V (S) =
∪

n∈N
∗Vn(S);

8◦ ako A ∈ V (S), tada je ∗A internalan;

9◦ ako je skup B internalan i A ∈ B, tada je i A internalan.
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Dokaz. Dokaz za ta~ke 1◦, 2◦ i 3◦ sledi na osnovu Lajbnicovog

principa koji se redom primewuje na formule

x ∈ A, ∀x ∈ A (x = x), ∀x ∈ {a1, . . . , an} (x = a1 ∨ · · · ∨ x = an).

Kako je ∀x ∈ Vn(S) (x ∈ A \B ⇔ x ∈ A ∧ x /∈ B), gde A,B ∈ Vn(S),
to je ∗(A \B) = ∗A \ ∗B i stavqaju}i A = B, dobijamo ∗∅ = ∅. Sli~no
se dokazuju i ostali delovi ta~ke 4◦.

Deo (i) ta~ke 5◦ sledi na osnovu 1◦, dok jednakost u (ii) va`i ako je
skup A kona~an na osnovu 3◦. Pretpostavimo sada da je A beskona~an

skup. Uo~imo skup Afin = {B ⊆ A |B je kona~an }. Tada familija

F = {A \ B |B ∈ Afin } ima svojstvo kona~nog preseka, pa na osnovu

Aksiome 4 va`i
∩

B∈Afin
(∗A \ ∗B) ̸= ∅, tj. postoji x ∈

∩
B∈Afin

(∗A \ ∗B)
tako da je x ̸= ∗a za svako a ∈ A.

Ta~ka 6◦ sledi na osnovu Lajbnicovog principa (transfera) i ta~ke
3◦ Teoreme 11.1.

Iz Vn(S) ⊆ V (S) i transfera sledi
∪

n∈N
∗Vn(S) ⊆ ∗V (S). Obra-

tna inkluzija u jednakosti iz ta~ke 7◦ sledi na osnovu definicije skupa
∗V (S) i 6◦.

Ako A ∈ V (S), tada A ∈ Vn(S) ∈ V (S) za neko n, pa time va`i
∗A ∈ ∗Vn(S), {to dokazuje 8

◦.

Ta~ka 9◦ sledi na osnovu 7◦ i 8◦.

Navodimo sada dva definiciona principa (koji se dokazuju) od ko-

jih je drugi mnogo zna~ajniji.

TEOREMA 11.3. (Standardni definicioni princip)Skup je standardan

ako i samo ako se mo`e opisati kao

{x |x ∈ ∗A ∧ φ(x, ∗A1, . . . ,
∗An) },

gde je φ(x) ograni~ena formula sa jednom slobodnom promenqivom x i sve
konstante formule φ(x) su me|u standardnim skupovima ∗A1, . . . ,

∗An.

Dokaz. Ako je B = ∗A, tada je φ(x) formula x ∈ ∗A. Obratno,

ako je B = {x ∈ A |φ(x,A1, . . . , An) }, tada je o~igledno ispuweno
∗B = {x ∈ ∗A |φ(x, ∗A1, . . . ,

∗An) }.

TEOREMA 11.4. (Internalni definicioni princip)Skup je internalan

ako i samo ako se mo`e opisati kao

{x |x ∈ A ∧ φ(x,A1, . . . , An) },
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gde je φ(x) ograni~ena formula sa jednom slobodnom promenqivom x i sve
konstante formule φ(x) su me|u internalnim skupovima A1, . . . , An.

Dokaz. O~igledno je zadati uslov potreban. On je i dovoqan jer za

k takvo da A1, . . . , An ∈ ∗Vk(S) primewuju}i transfer na re~enicu(
∀B,B1, . . . , Bn ∈ Vk(S)

)(
∃X ∈ Vk(S)

)(
X ⊆ B

∧ (∀b ∈ B)(b ∈ X ⇔ φ(b,B1, . . . , Bn))
)

dolazimo do internalnog skupa sa tra`enom osobinom.

POSLEDICA 11.1. Ako suA iB internalni skupovi, tada su internalni

i skupovi A ∪B, A ∩B, A \B, A×B, domA, rangA i sl.

Dokaz. Neka je A,B ⊆ ∗Vn(S). Tada je

A ∪B = {x ∈ ∗Vn(S) |x ∈ A ∨ x ∈ B },

pa je skup A ∪B internalan po internalnom definicionom principu.

Sli~no dokazujemo i ostalo.

Zanimqivo je sada da se zadr`imo malo na skupovnoj operaciji par-

titivni skup P. Naravno mo`emo da posmatramo P kao funkciju iz

V (S) u V (S), ali tada P /∈ V (S). Stoga je umesno da se ograni~imo

na neki dovoqno veliki Vn(S) (za neko n ∈ N). Na taj na~in kada P
posmatramo kao funkciju ima smisla govoriti o ∗P(A) ne samo kada je
A ∈ V (S), ve} i kada je A internalan skup.

Na osnovu transfera, za A ∈ ∗Vn(S) va`i

X ∈ ∗P(A) ako i samo ako X ⊆ A i X ∈ ∗Vn(S).

Prema tome, ∗P(A) je skup svih internalnih podskupova od A, tako da
je u op{tem slu~aju ∗P(A) ( P(∗A) (ili ∗P(A) ( P(A), ako je A inter-

nalan). Ova ~iwenica se ~esto ispu{ta iz vida od strane po~etnika{to

lako mo`e da dovede do pogre{nih zakqu~aka u vezi sa primenom Laj-

bnicovog principa. Tipi~an primer je kompletnost realnih brojeva

koja se mo`e zapisati slede}om ograni~enom formulom

∀X ∈
(
P(R) \ {∅}

)(
(∃c ∈ R)X ≤ c⇒

(∃s ∈ R)(X ≤ s ∧ (∀t ∈ R)(X ≤ t⇒ s ≤ t))
)
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koja tvrdi da svaki neprazan ograni~en odozgo podskup u R ima supre-

mum. Ako bi se transfer odnosio na ~itav P(∗R), onda bi se lako

zakqu~ilo da monada nule µ(0) ima supremum, {to nije ta~no (videti
4.6.). U stvari ba{ to {to µ(0) nema supremum u ∗R dokazuje da je µ(0)
eksternalan skup, sli~no kao i γ(0),N,R i sl. Va`no je na ovom mestu

napomenuti da je snaga nestandardne analize pored diskretizacije i

primene zasi}enosti tako|e i u me|uigri izme|u internalnih i va`nih

eksternalnih skupova malo~as pomenutih.

Sada }emo se pozabaviti jednim ekvivalentom Aksiome 3.

Ka`emo da funkcija g : ∗B → A ra{iruje funkciju f : B → A ako

je g � B = f .

TEOREMA 11.5. (Prebrojiva ra{irivost) Slede}a dva tvr|ewa su ekvi-

valentna

(i) Aksioma 3;

(ii) za svaki internalni skup A i svaku funkciju f : N → A postoji

internalna funkcija g : ∗N→ A koja ra{iruje f .

Dokaz. (i)→ (ii) Uo~imo monotono opadaju}i niz nepraznih in-

ternalnih skupova

An = { g : ∗N→ A | g � n = f � n }.

Na osnovu Aksiome 3, postoji g ∈
∩

n∈NAn koje ra{iruje f .

(ii)→ (i) Neka je A1 ⊇ A2 ⊇ . . . opadaju}i niz nepraznih in-

ternalnih skupova iz ∗Vn(S). Defini{imo funkciju f : N → ∗Vn(S)
sa f(n) = An. Tada na osnovu (ii) postoji g : ∗N → ∗Vn(S) koje

pro{iruje f . Na osnovu internalnog definicionog principa skup

{n ∈ ∗N |
∩

m≤n g(m) ̸= ∅ } je internalan i sadr`i eksternalan skup

N. Otuda, postoji H ∈ ∗N \ N tako da je
∩

m≤H g(m) ̸= ∅, pa time i∩
n∈NAn ̸= ∅.

Na kraju izdvoji}emo posebnu vrstu internalnih skupova koji se

zovu hiperkona~ni skupovi. Oni predstavqaju uop{tewe kona~nih

skupova i zadovoqavaju sve wihove dobre osobine.

DEFINICIJA 11.2. Internalan skupA je hiperkona~an (∗-kona~an) ako
postoji internalna bijekcija f : {1, 2, . . . ,H} → A za neki jedinstven

H ∈ ∗N.
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Bitno je naglasiti da funkcija f mora biti internalan skup. Ovde
se mogu uo~iti dve vrste kardinalnosti: internalna kardinalnost kojoj

odgovara hiperkona~an (ili kona~an) brojH ∈ ∗N zajedno sa internal-

nom bijekcijom f : {1, 2, . . . , H} → A i eksternalna kardinalnost za

koju smo videli na strani 52 da je najmawe 2ω. Kada se sre}u obe kar-

dinalnosti, onda sa |A| ozna~avamo internalnu, a sa CardA ili A
eksternalnu.

Jedan od najva`nijih primera hiperkona~nog skupa je ve} ~esto

kori{}eni skup T =

{
0,

1

H
,
2

H
, . . . , 1

}
. O~igledno je |T | = H + 1.

Bitno svojstvo hiperkona~nih funkcija koje uzimaju vrednosti u ∗R
je da imaju maksimum i minimum, kao i da je zbir i proizvod dve

hiperkona~ne funkcije opet hiperkona~na funkcija. Sve ove i druge

osobine hiperkona~nihfunkcija bitnopoma`uuprimeninestandardne

analize. Hiperkona~ni skupovi slu`e i za modelovawe velikih kona-

~nih fenomena.

TEOREMA 11.6. Neka je A hiperkona~an skup i |A| = H . Tada je ∗P(A)
hiperkona~an i |∗P(A)| = 2H .

Dokaz ovog tvr|ewa predstavqa direktnu primenu transfera, {to

prepu{tamo ~itaocu.

Va`no je ista}idamo`emoda sumiramopo hiperkona~nom skupu. Da

bismo to razumeli setimo se da se kona~na suma defini{e indukcijom

u N, pa mo`emo da primenimo transfer u definisawu hiperkona~nog

zbira ∗∑
x∈X x, gde je X hiperkona~an. Tako je, na primer,∑

n≤H
n = 1 + 2 + · · ·+H =

H(H + 1)

2
.

Fakti~ki, ∗∑ je nestandardno ra{irewe funkcije
∑

koja sumira

kona~ne skupove u V (S), tako da, sli~no kao kod ostalih funkcija,

∗ mo`emo da izostavimo.
Slede}a teorema je korisna zanala`ewe hiperkona~nereprezentacije

skupova.

TEOREMA 11.7. Neka je A ∈ V (S). Tada postoji hiperkona~an skup L
tako da je { ∗a | a ∈ A } ⊆ L ⊆ ∗A.

Dokaz. Neka je Fx = {G |G je kona~an, x ∈ G ⊆ A }. Lako se

vidi da kolekcija (Fx)x∈A ima svojstvo kona~nog preseka pa, na osnovu
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Aksiome 4, postoji neko L ∈
∩

x∈A
∗Fx. O~igledno je da L zadovoqava

tra`ene inkluzije.

11.2 Direktne granice modela

U ovom odeqku pozabavi}emo se jednom op{tom konstrukcijom, tzv. di-

rektnim limesom (limitom, granicom). Ovo }e nam biti od koristi

u narednom odeqku za konstrukciju κ-zasi}enih nestandardnih uni-

verzuma.

Ka`emo da je (∆,≤) usmeren skup ukoliko za svaka dva i, j ∈ ∆
postoji k ∈ ∆ tako da je i ≤ k i j ≤ k. Tako su, na primer, ure|eni

skupovi (N,≤), (P(X),⊆) i (Pω(X),⊆) (gde su sa Pω(X) ozna~eni svi
kona~ni podskupovi od X) usmereni skupovi.

DEFINICIJA 11.3. Za familiju S = (Ai, αij : i, j ∈ ∆) modela i

utapawa (gde je (∆,≤) usmereno ure|en skup i αij : Ai → Aj za i, j ∈ ∆)

ka`emo da je direktan sistem ako zadovoqava slede}e dve osobine:

• utapawe αii : Ai → Ai je identi~ko preslikavawe,

• ako je i ≤ j ≤ k, tada αik = αjk ◦ αij (gde je ◦ kompozicija
preslikavawa).

Defini{imo sada model A∞ koji zovemo direktan limes sistema S
i zapisujemo sa A∞ = lim

−→
Ai = lim

−→
S .

Da bismo do{li do univerzumamodela, uo~imo skupoveA =
∪

i∈∆Ai

i A × ∆. Na skupu A × ∆ defini{imo relaciju ekvivalencije ∼ na

slede}i na~in:

(a, i) ∼ (b, j) akko (∃k ∈ ∆) αik(a) = αjk(b), za (a, i), (b, j) ∈ A×∆.

Univerzum modela A∞ bi}e A∞ = A×∆/∼. Neka su daqe ψi kanonska

preslikavawa skupovaAi u skupA∞, tj. ako je a ∈ Ai, onda je ψi(a) klasa
ekvivalencije elementa (a, i). Lako se vidi da va`i ψj ◦ αij = ψi.

Pretpostavimo da je L jezik modela sistema S. Defini{imo sada

relacije, funkcije i konstante modela A∞.

• Ako je R ∈ RelL i ar(R) = n, tada RA∞ [ψi1(a1), . . . , ψin(an)] va`i
ako i samo ako RAk [αi1k(a1), . . . , αink(an)] za neko k ∈ ∆ tako da
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je k ≥ i1, . . . , in. Lako se proverava da je ovako uvedena relacija
dobro definisana.

• Ukoliko f ∈ FunL i ar(f) = n, tada za a1 ∈ Ai1 , . . . , an ∈ Ain i

k ≥ i1, . . . , in defini{imo

fA∞ [ψi1(a1), . . . , ψin(an)] = ψk

(
fAk [αi1k(a1), . . . , αink(an)]

)
.

Prethodna definicija je korektna, jer se lako pokazuje da je za

k,m ≥ i1, . . . , in ispuweno:(
fAk [αi1k(a1), . . . , αink(an)], k

)
∼
(
fAm [αi1m(a1), . . . , αinm(an)],m

)
.

Dovoqno je videti da za s ≥ m, k va`i

αksf
Ak [αi1k(a1), . . . , αink(an)] = αmsf

Am [αi1m(a1), . . . , αinm(an)].

• Ako je c ∈ ConstL, tada c
A∞ = ψi(c

Ai) za bilo koji i ∈ ∆. Ova

definicija je dobra jer za i, j ∈ ∆ postoji k ∈ ∆ tako da i, j ≤ k,
te αik(c

Ai) = αjk(c
Aj ), odnosno (cAi , i) ∼ (cAj , j).

Prema gorwim definicijama lako se vidi da je ψi : Ai → A∞ uta-

pawe.

Sada nam je ciq da doka`emo Tarski-Votovu teoremu za direktan

limes u formi koja }e nam trebati u narednom odeqku. Pretpostavimo

stoga da jezik L sadr`i i binarni predikat pripadawa ∈. Formule sa
ograni~enim kvantifikatorima (kra}e ih zovemo ograni~ene formule)

predstavqaju najmawi podskup skupa ForL, u oznaci BForL, takav da
sve atomske formule pripadaju BForL i ako φ,ψ ∈ BForL, tada i

¬φ,φ ∧ ψ, (∃x)(x ∈ y ∧ φ) ∈ BForL. Pritom, (∀x)(x ∈ y ⇒ φ) i
(∃x)(x ∈ y ∧ φ) pi{emo redom kra}e (∀x ∈ y)φ i (∃x ∈ y)φ.

Sli~no kao u petoj glavi uvodimo pojam ograni~enog elementarnog

podmodela i ograni~enog elementarnog utapawa.

DEFINICIJA 11.4. 1◦ Model A je ograni~en elementarni podmodel

modela B, u oznaci A ≺b B, ako i samo ako A ⊆ B i za sve

φ ∈ BForL, sve σ ∈ AN, A |= φ[σ] ako i samo ako B |= φ[σ].

2◦ Utapawe f : A → B je ograni~eno elementarno, f : A
≺b−→ B, ako

i samo ako za sve valuacije σ = (ai)i∈N, A |= φ[σ] ako i samo ako
B |= φ[f(a0), f(a1), . . . ].
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3◦ Ka`emo da je S = (Ai, αij : i, j ∈ ∆) ograni~eno elementarni

sistem ako je svako utapawe αij ograni~eno elementarno.

TEOREMA 11.8. Neka je S ograni~eno elementarni sistem. Tada je svako
utapawe ψi : Ai → A∞ ograni~eno elementarno, tj. ψi : Ai

≺b−→ A∞.

Dokaz. Dokaz se sprovodi indukcijom po izgra|enosti, tj. slo`e-

nosti formula. Za elementarne formule tvr|ewe va`i na osnovu ~i-

wenice da je ψi utapawe. Indukcijski korak koji se odnosi na iskazne

veznike ∧ i ¬ tako|e se lako sprovodi.
Neka je formula φ(x0, x1, . . . , xn) oblika (∃y ∈ x0)θ(y, x1, . . . , xn).

Tada svaka od slede}ih relacija implicira narednu:

• Ai |= φ[a0, a1, . . . , an] za a0, a1, . . . , an ∈ Ai,

• postoji b ∈Ai a0, tako da Ai |= θ[b, a1, . . . , an],

• postoji ψi(b) ∈A∞ ψi(a0) i A∞ |= θ[ψi(b), ψi(a1), . . . , ψi(an)],

• A∞ |= (∃y ∈ ψi(a0))θ[ψi(a1), . . . , ψi(an)].

Sa druge strane, neka je

A∞ |= (∃y ∈ ψi0(a0))θ[ψi1(a1), . . . , ψin(an)].

Tada za neko b′ ∈A∞ ψi0(a0), gde je b
′ = ψj(b) za neko b ∈ Aj , va`i

A∞ |= θ[ψj(b), ψi1(a1), . . . , ψin(an)].

Za k ≥ j, i1, . . . , in }e otuda biti

Ak |= θ[ψk(b), ψk(a1), . . . , ψk(an)],

pa kako je Ai ≺b Ak, to imamo kona~no

Ai |= φ[ψi(a1), . . . , ψi(an)].

NAPOMENA: Relacija ∈A∞ nije standardna relacija pripadawa. Me|u-

tim, ukoliko su relacije ∈Ai standardne (tj. ∈Ai=∈), dobro zasnovane
(tj. ne postoji opadaju}i lanac x0 ∋ x1 ∋ . . . ), ekstenzionalne (tj.
Ai |= a = b ⇔ (∀x)(x ∈ a ⇔ x ∈ b)) i zadovoqavaju uslove prethodne
teoreme, to se ∈A∞ mo`e fakti~ki zameniti sa ∈. Ovo se posti`e
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funkcijomMostovskog1) ̂ (koja }e biti detaqnije opisana u narednom

odeqku) na slede}i na~in:

ψ̂j(a) = {ψ̂i(b) | ψi(b) ∈A∞ ψj(a)}
= {ψ̂i(b) | ∃k ∈ ∆(k ≥ i, j ∧ ψk(b) ∈Ak ψk(a))}.

Na skupu Â∞ = { â | a ∈ A∞ } defini{emo relacije sa

RÂ∞ [â1, . . . , ân] ako i samo ako RA∞ [a1, . . . , an],

(za a1, . . . , an ∈ A∞), i sli~no za funkcije i konstante. Lako se prove-

rava da je A∞ ∼= Â∞.

11.3 Konstrukcija nestandardnog univerzuma

U ovom delu pozabavi}emo se konstrukcijom nestandardnog univerzuma
∗V (S), tj. konstrukcijom modela za aksiome iz odeqka 11.1. Osnovna

etapa u ovoj konstrukciji je izgradwa ultraproizvoda superstrukture

V (R) i primena Lo{ove teoreme, te je ovo u biti pro{irewe metoda i
rezultata ve} izlo`enih u tre}oj glavi.

Prvo }emo izgraditi model koji realizuje Aksiome 1, 2 i 3, a potom

videti kako se konstrukcija mo`e da modifikuje tako da se zadovoqe

Aksiome 3κ i 4.

TEOREMA 11.9. Postoji nestandardni univerzum ∗V (S) ⊆ V (∗S) i pre-
slikavawe ∗ : V (S)→ V (∗S) tako da su zadovoqene Aksiome 1, 2 i 3.

Dokaz. Neka je na skupuN dat neglavni ultrafilterD (videti glavu

2) koji je, o~igledno, ra{irewe Fre{eovog filtera.

Defini{imo niz takozvanih ograni~enih ultraproizvoda:

Wn = V D
n = {xD ∈ V (S)D |x ∈ Vn(S)N }, za svako n ∈ N.

Neka je Wω =
∪

n∈NWn. O~igledno xD ∈ Wω ako i samo ako postoji

n ∈ N tako da xD ∈ V D
n (ili { i ∈ N |x(i) ∈ Vn(S) } ∈ D). Uo~imo daqe

ultraproizvod modela (V (S),∈), tj. neka je (V (S),∈)D = (V (S)D, E).

1) Andrzej Mostowski (1913–1975)



GLAVA 11. ZASNIVAWE NESTANDARDNE MATEMATIKE 223

Tada je, o~igledno, za xD, yD ∈ V (S)D ispuweno: xD E yD ako i samo

ako { i ∈ N |x(i) ∈ y(i) } ∈ D. Neka je e = E �Wω.

Defini{imo ∗S = W0 i identifikujmo S sa skupom { sD | s ∈ S },
gde c : N → V (S) ozna~ava funkciju sa konstantnom vredno{}u c za
svaki c ∈ V (S). Na taj na~in je o~igledno S ( ∗S, {to nam obezbe|uje

zadovoqewe Aksiome 1.

Defini{imo, daqe, preslikavawe

̂ : Wω → V (∗S)

indukcijom na slede}i na~in:

• x̂D = xD za xD ∈W0,

• pretpostavimo da je ̂ ve} definisano na Wn i defini{imo

x̂D = { ŷD | yD ∈ xD }, ako xD ∈Wn+1 \Wn.

Lako se proverava da jefunkcija ̂ (koju zovemo �spqeskaju}a�funkcija

Mostovskog) dobro definisana i da slika Wn u Vn(
∗S). Zaista, ako je

xD = zD, tada

ŷD ∈ x̂D akko yD ∈ xD akko yD ∈ zD akko ŷD ∈ ẑD,

{to povla~i x̂D = ẑD. S druge strane, ako je xD ̸= zD, tada se lako
pokazuje iz osobina ultrafiltera da postoji, na primer, yD ∈ xD i

da yD /∈ zD, pa otuda x̂D ̸= ẑD, {to zna~i da je funkcija ̂ 1�1.

Pretpostavimo tako|e da ̂ : Wn → Vn(
∗S) i neka je xD ∈Wn+1 \Wn.

Otuda, kako yD ∈ xD povla~i yD ∈ Wn, ima}emo da va`i relacija

x̂D = { ŷD | yD ∈ xD } ⊆ Vn(∗S), tj. x̂D ∈ Vn+1(
∗S).

Defini{imo, najzad, preslikavawe ∗ : V (S)→ V (∗S) sa ∗c = ĉD za

c ∈ V (S). Odatle, ∗Vn(S) = { x̂D |xD ∈Wn } ⊆ Vn(∗S).
Aksioma 2 (Lajbnicov princip ili transfer) sledi iz Lo{ove teo-

reme i ~iwenice da je funkcija ̂ utapawe. Uosnovi se koristi slede}i

ne{to op{tiji rezultat.

LEMA 11.1. Neka je φ(x1, . . . , xn) ograni~ena formula i a1, . . . , an ∈Wω.

Tada su slede}i uslovi ekvivalentni:

• φ(â1, . . . , ân) va`i u V (∗S),

• { i ∈ N |V (S) |= φ(a1(i), . . . , an(i)) } ∈ D (gde umesto âD pi{emo

samo â).
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Dokaz Leme. Dokaz se provodi indukcijom po izgra|enosti formula i

za atomske formule sledi iz ~iwenice da:

â ∈ b̂ akko { i | a(i) ∈ b(i) } ∈ D i â = b̂ akko { i | a(i) = b(i) } ∈ D.

Slu~aj za formule dobijene konjunkcijom ili negacijom se lako pro-

verava. Neka je φ(x1, . . . , xn) ≡ (∃x ∈ x1)ψ(x1, . . . , xn, x). Tada je

V (∗S) |= φ(â1, . . . , ân) akko V (∗S) |= (∃x ∈ â1)ψ(â1, . . . , ân, x)

akko V (∗S) |= ĉ ∈ â1 ∧ ψ(â1, . . . , ân, ĉ ) za neko ĉ ∈ V (∗S)

akko V (∗S) |= ĉ ∈ â1 i V (∗S) |= ψ(â1, . . . , ân, ĉ ) za neko ĉ ∈ V (∗S)

akko {i | V (S) |= c(i) ∈ a1(i)}, {i | V (S) |= ψ(a1(i), . . . , an(i), c(i))} ∈
D

akko { i |V (S) |= c(i) ∈ a1(i) } ∩ { i |V (S) |= ψ(a1(i), . . . , an(i), c(i)) } ∈
D

akko { i |V (S) |= c(i) ∈ a1(i) ∧ ψ(a1(i), . . . , an(i), c(i)) } ∈ D

akko { i |V (S) |= (∃x ∈ a1(i))ψ(a1(i), . . . , an(i), x) } ∈ D.

Ovim je Lema dokazana.

Uzimaju}i u Lemi umesto â1, . . . , ân, redom ĉ1, . . . , ĉn, pri ~emu

c1, . . . , cn ∈ V (S)) dobijamo Lajbnicov princip.

Da bismo dokazali da V (∗S) zadovoqava Aksiomu 3, napomenimo da
su internalni objekti upravo oblika âD gde aD ∈ Wω, tj.

∗V (S) =
{ âD | aD ∈ Wω }. Pretpostavimo da â1D ⊇ â2D ⊇ . . . i svaki âkD ̸= ∅.
Kako je â1D ∩ · · · ∩ ânD ̸= ∅, to je a1(i) ∩ · · · ∩ an(i) ̸= ∅ skoro svuda na
D. Neka je

Xn = { i ∈ N | a1(i) ∩ · · · ∩ an(i) ̸= ∅ }.

Tada Xn ∈ D i Xn+1 ⊇ Xn. Kako je a1(i) ̸= ∅ skoro svuda na D, to za
skoro svaki i ∈ N postoji najve}i ni ≤ i tako da je Xni ̸= ∅. Neka je za
svaki i ∈ Xn, f(i) ∈ a1(i) ∩ · · · ∩ an(i). Kako je za proizvoqno m ∈ N

ispuweno ni ≥ m skoro svuda, to je f(i) ∈ am(i) skoro svuda, pa time i

f̂D ∈ âm za svakim ∈ N.

Sada }emo profiniti konstrukciju koju smo dali u prethodnoj teo-

remi da bismo dobili slede}i ja~i rezultat. Profiwewe se sastoji u

konstrukciji pogodnog ultrafiltera.
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TEOREMA 11.10. Postoji nestandardni univerzum ∗V (S) ⊆ V (∗S) i pre-
slikavawe ∗ : V (S) → V (∗S) tako da su zadovoqene Aksiome 1, 2, 3 i 4
iz odeqka 11.1.

Dokaz. Za svaku kolekciju Ξ ⊆ V (S) koja ima svojstvo kona~nog

preseka, neka je IΞ = {F ⊆ Ξ |F je neprazan i kona~an }. Za indeksni
skup uzmimo I = N ×

∏
Ξ IΞ, gde se proizvod uzima po svim Ξ koji

imaju svojstvo kona~nog preseka. Za svako i ∈ I pi{emo i = (i0, (iΞ)Ξ).
Defini{imo Di ⊆ I sa

Di = { k ∈ I | k0 ≥ i0 i (∀Ξ)kΞ ⊇ iΞ }.

O~igledno, familija {Di}i∈I ima svojstvo kona~nog preseka, pa prema
Teoremi 2.5. postoji ultrafilter D na I koji pro{iruje {Di}i∈I .

Ako daqe postupimo analogno kao u prethodnoj teoremi, dobi}emo

V (∗S) i ∗V (S). Lako se pokazuje da Aksiome 1, 2 i 3 va`e u ovom modelu.
Neka Ξ ⊆ V (R) ima svojstvo kona~nog preseka. Izaberimo f ∈ V (R)I

tako da za svako i va`i

f(i) ∈
∩

X∈iΞ
X.

Tada za X ∈ Ξ, f(i) ∈ X ako i samo ako X ∈ iΞ. Me|utim, X ∈ iΞ
povla~i va`ewe na Di, gde je iΞ Ξ-ta koordinata u i. Otuda va`i

f(i) ∈ X skoro svuda na D, pa time i f̂D ∈ ∗X .

Konstrukcija ovako datog ultrafiltera mo`e da se uop{ti, {to nas

dovodi do pojma λ-odgovaraju}eg ultrafiltera (videti Zadatak 122.).

Na kraju pozabavi}emo se konstrukcijom κ-zasi}enih modela.

TEOREMA 11.11. Postoji nestandardni univerzum ∗V (S) ⊆ V (∗S) i pre-
slikavawe ∗ : V (S) → V (∗S) tako da su zadovoqene Aksiome 1, 2, 3κ i

4.

Dokaz. Ovde }emo dati skicu dokaza, bez nepotrebnih ponavqawa.

Osnovna ideja se sastoji u iteraciji κ+ puta konstrukcije iz prethodne

teoreme.

U tom ciqu stavimo S0 = S i preimenujmo ∗S i preslikavawe ∗
u prethodnoj teoremi u S1 i f0, tako da ∗ : V (S) → V (∗S) postaje
f0 : V (S0)→ V (S1).
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Defini{imo niz (Sα, fα)α≤κ+ pomo}u iteracije (u osnovi ultra-

proizvoda) date na slede}i induktivan na~in: fα : V (Sα) → V (Sα+1),
gde se fα i V (Sα+1) dobijaju iz V (Sα) na isti na~in kako se f0 i V (S1)
dobijaju iz V (S0).

Ako uo~imo utapawa ηαβ : V (Sα)→ V (Sβ), tada za α < β < γ < κ+

va`i fα = ηαα+1 i ηαγ = ηβγ ◦ ηαβ . Ako je δ grani~ni ordinal, tada

je V (Sδ) direktan limes niza (V (Sα) : α < δ) u odnosu na slede}a uta-
pawa (ηαβ : α < β < δ). Neka je V (∗S) direktan limes ~itavog sistema
(V (Sα), ηαβ : α < β < κ+). Tada je V (∗S) pro{ireni nestandardni

model. Neka je ψα : V (Sα)→ V (∗S) kanoni~ko preslikavawe koje pred-
stavqa limes preslikavawa ηαβ za β < κ+, tj.

ψα = lim(ηαβ : β < κ+).

Za α = 0 dobijamo ∗ = lim(η0β : β < κ+).

Aksioma 1 je trivijalno zadovoqena, dok Aksioma 2 sledi iz ana-

logona Tarski-Votove teoreme o zatvorenosti za direktne limese, dok

Aksiome 3κ i 4 slede iz ~iwenice da regularnost kardinala κ
+ obezbe-

|uje �upadawe� svakog skupa od< κ elemenata izV (∗S) u nekiV (Sα),α <
κ+. Preciznije, neka je (Aj)j∈J kolekcija internalnih skupovaizV (∗S)
koja ima svojstvo kona~nog preseka, gde je |J | < κ. Zbog regularnosti
kardinala κ+ postoji α < κ+ tako da kolekcija pripada skupu V (Sα).
Otuda u V (Sα) postoji kolekcija (A

′
j)j∈J tako da je ψα(A

′
j) = Aj . Kako

je V (Sα+1) pro{ireni nestandardni model, to je
∩

j∈J fα(A
′
j) ̸= ∅, pa

time i
∩

j∈J ψα+1fα(A
′
j) =

∩
j∈J Aj ̸= ∅.

11.4 Nestandardna teorija modela

U ovom odeqku povezana je, na jo{ jedan na~in, teorija modela sa ne-

standardnom analizom. Posmatra}emo κ�zasi}ene strukture, gde je

|(V (S))| < κ i κ je regularan kardinal.

DEFINICIJA 11.5. Nestandardni univerzum ∗V (S) ima svojstvo κ�izo-
morfizma ako za svaki jezik prvog redaL koji ima mawe od κ nelogi~kih
simbola i svaka dva elementarno ekvivalentna modela A i B jezika L
~iji domeni, relacije i funkcije su internalni, sledi da su A i B
izomorfni.
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Konstrukcijom iz prethodnog odeqka pokaza}emo da takvi uni-

verzumi postoje, kao i da su nu`no κ�zasi}eni. Tako|e je va`no na-

pomenuti da ovo svojstvo ima interesantne posledice u, na primer,

teoriji modela Banahovih2) prostora (videti [50]).

Neka je L = RelL ∪FunL ∪ConstL jezik prvog reda i ForL(n) skup
formula jezika L ~ije su slobodne promenqive me|u x1, . . . , xn. Tako|e,
neka su A i B modeli jezika L. Mo`emo pretpostaviti da su L, ForL,
ForL(n),A,B kao i relacija zadovoqewa |=⊆ {A }×ForL×AN elementi

odV (S). Wima unestandardnomuniverzumuodgovaraju redom ∗L, ∗ForL,
∗ForL(n),

∗A, ∗B i ∗|=. Na osnovu prenosa }e biti, na primer, ∗A ∗|= ∗φ
pod uslovom da je bilo A |= φ. Nas ne}e toliko interesovati model ∗A
za jezik ∗L ve} wegova restrikcija na L, ∗A � L. Detaqnije, ako je A =
(A,Ri, fj , ck)i∈I,j∈J,k∈K , tada je

∗A � L = (∗A, ∗Ri,
∗fj ,

∗ck)i∈I,j∈J,k∈K .

Slede dve jednostavne leme.

LEMA 11.2. Neka su L jezik, A model za L i φ(x1, . . . , xn) formula iz

ForL(n). Tada

1◦ ∗A ∗|= ∗φ[a1, . . . , an] ako i samo ako
∗A � L |= φ[a1, . . . , an] za sve

a1, . . . , an ∈ ∗A ;

2◦ ∗ je elementarno utapawe modela A u ∗A � L.

Dokaz. 1◦ sledi indukcijom po izgra|enosti formula. Od bitnog

je zna~aja da formule sadr`e kona~no mnogo logi~kih i nelogi~kih

simbola, te se koriste}i definiciju relacije zadovoqewa dokaz lako

provodi.

2◦ Na osnovu prenosa, za a1, . . . , an ∈ A va`i

A |= φ[a1, . . . , an] ako i samo ako ∗A ∗|= ∗φ[∗a1, . . . ,
∗an].

Kombinuju}i ovu relaciju sa onom pod 1◦ lako sledi tvr|ewe.

LEMA 11.3. Neka su A,B ∈ V (S) elementarno ekvivalentni modeli i

neka je ∗V (S) nestandardni univerzum. Tada postoji elementarno uta-
pawe f iz A u ∗B � L. Ako je, pak, g elementarno utapawe izB u A, tada
se f mo`e izabrati tako da zadovoqava f(g(b)) = ∗b, b ∈ B.

2) Stefan Banach (1892–1945)
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Dokaz. Neka je L jezik za A i B. Za svako n ≥ 1, za svaku formulu
φ ∈ ForL(n) i svaki niz a1, . . . , an ∈ A, neka je F(φ; a1, . . . , an) skup
parcijalnih funkcija f : A→ B tako da je f(ai) definisano za i ≤ n i

A |= φ[a1, . . . , an] ako i samo ako B |= φ[f(a1), . . . , f(an)].

Kako je A ≡ B, to skupovi F(φ; a1, . . . , an) imaju svojstvo kona~nog

preseka. Otuda na osnovu Aksiome 4 postoji internalna funkcija g koja
preslikava podskup od ∗A u ∗B takva da je g(∗a) definisano za svako

a ∈ A i da za svako φ ∈ ForL(n), (n ≥ 1), i svaki niz a1, . . . , an ∈ A

∗A ∗|= ∗φ[∗a1, . . . ,
∗an] ako i samo ako ∗B ∗|= ∗φ[g(∗a1), . . . , g(

∗an)].

Na osnovu prethodne leme i prenosa dobijamo

A |= φ[a1, . . . , an] ako i samo ako ∗B � L |= φ[g(∗a1), . . . , g(
∗an)].

O~igledno je funkcijom f(a) = g(∗a) definisano elementarno utapawe.

Da bi se dokazao drugi deo tvr|ewa dovoqno je da se primeni

prethodno na strukture A′ = (A, g(b))b∈B iB′ = (B, b)b∈B .

TEOREMA 11.12. Za svaku superstrukturu V (S) i svaki regularan κ po-

stoji nestandardni univerzum ∗V (S) koji ima svojstvo κ�izomorfizma.

NAPOMENA. Na osnovu Teoreme 5.4. mo`e da se pomisli da je svojstvo

κ�izomorfizma dobijeno direktno transferom. Me|utim, to nije ta~no

jer se transferom dobija ~ak ∗L�elementarna ekvivalentnost (a ne samo
L�elementarna ekvivalentnost) i to samo za hiperkona~ne univerzume,
{to je mnogo ja~a pretpostavka. Istina i zakqu~ak je ja~i jer se tvrdi

postojawe internalne bijekcije za {iri jezik ∗L.

Preciznije, transfer Teoreme 5.4. glasi:

[(∀φ ∈ ∗ForL)(
∗A ∗|= φ⇔ ∗B |= φ) ∧A,B ∈ ∗Fin]⇒

⇒ (∃f ∈ ∗F)(f : ∗A ∼= ∗B).

Dokaz. Sli~no kao u Teoremi 11.11. formira}emo direktni sistem

nestandardnih univerzuma tako da se u induktivnom koraku sa α na

α+1 po~ev od nekog mesta primewuje Lema 11.3. koriste}i slede}i niz
dvostrukih lanaca:
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Slika 11.2.

Pritom se to radi Kantorovom napred�nazad metodom tako da se u

direktnom limesu dobije tra`eni rezultat.

Detaqnije, neka je (V (Sα), ηαβ : α < β < κ) direktni sistem kao u

Teoremi 11.11. i neka je ∗V (S) odgovaraju}i direktni limes. Neka je

tako|e ψα = lim
−→

ηαβ i
∗x = ψ0(x).

Pretpostavimo sada da je Card(L) < κ i neka su A i B modeli

za L koji su elementarno ekvivalentni i imaju internalne univerzume,

relacije i funkcije.

Zbog toga {to je κ regularan kardinal i kardinalnost od L mawa

od κ, postoji α < κ tako da A,B ∈ V (Sα). Otuda dobijamo da se

modelA = (A,Ri, fj , ck)i∈I,j∈J,k∈K mo`epredstavitiprekomodelaA′ =
(A′, R′

i, f
′
j , c

′
k)i∈I,j∈J,k∈K , gde je A′, R′

i, f
′
j , c

′
k ∈ V (Sα) i A = ψα(A

′),
Ri = ψα(R

′
i), fj = ψα(f

′
j) i ck = ψα(c

′
k). Sli~no va`i i za modelB.

Primenimo sada ω puta Lemu 11.3. polaze}i od α-tog mesta preko
gore navedenog niza dvostrukih lanaca. Pritom je

• η′nn+1 = ηα+nα+n+1, An+1 = η′nn+1(An) � L (sli~ne veze va`e za

Bn+1),

• fn+1(η
′
n−1n(a)) = η′nn+1(fn(a)) za a ∈ An−1.

Neka je f =
∪

n≥1 fn i g =
∪

n≥1 gn. Pritom je f ◦ g = id, te je f
o~igledno izomorfizam izme|u

ηαβ(A
′) = (ηαβ(A

′), ηαβR
′
i), ηαβ(f

′
j), ηαβ(c

′
k))i∈I,j∈J,k∈K

i ηαβ(B
′), gde je β = α+ ω. Otuda je ψβ(f) izomorfizam izme|u modela

A iB.

Slede}a teorema je direktna posledica prethodne i od velikog je

zna~aja za primene.
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TEOREMA 11.13. Pretpostavimo da ∗V (S) ispuwava svojstvo κ�izomor-
fizma. Ako su A i B elementarno ekvivalentne strukture u V (S) i
Card(L) < κ, tada su strukture ∗A � L i ∗B � L izomorfne. Ako

je pritom Card(A) < κ i A je elementarni podmodel od B, tada se

izomorfizam mo`e izabrati tako da bude identitet na { ∗a | a ∈ A }.

Podsetimo se da smo u drugoj glavi definisalipojamBulove algebre.

Element a je atom u Bulovoj algebriB ako je a > 0 i¬(∃b)(a > b∧b > 0).
Bulova algebra B je atomska ako za svaki x ̸= 0 postoji atom a tako da
je x ≥ a.

Slede}a lema je veoma poznati rezultat u teoriji Bulovih algebri.

LEMA 11.4. Neka su A i B skupovne i atomske Bulove algebre. Model

(A, a)a∈A′ je elementarno ekvivalentan modelu (B, b)b∈B′ ako i samo ako

za svaki n ≥ 1, svaka dva niza a1, . . . , an i b1, . . . , bn respektivno iz A
′ i

B′ i svaki ∆ ⊆ { 1, . . . , n } elementi

c∆ =
∩

i∈∆
ai ∩

∩
i/∈∆

aci i d∆ =
∩

i∈∆
bi ∩

∩
i/∈∆

bci

imaju ili oba jednovremeno beskona~no mnogo atoma ispod ili jednovre-

meno jednak kona~an broj atoma ispod.

TEOREMA 11.14. Neka je ∗(V (S) nestandardni univerzum koji ima svo-

jstvo κ�izomorfizma. Tada je on κ�zasi}en.

Dokaz. Neka je X ∈ V (S) i neka je A kolekcija internalnih pod-

skupova od ∗X tako da je Card(A) < κ. Pretpostavimo da A ima

svojstvo kona~nog preseka i da je, {ta vi{e, za A1, . . . , An ∈ A, skup
A1∩· · ·∩An beskona~an. U suprotnom,

∩
A bio bi trivijalno neprazan.

Neka a ∈ V (S) i a /∈ X . Stavimo X ′ = X ∪ { a } i A′ = A ∪ { a } za
A ∈ A.

Neka su B i B′ Bulove algebre svih internalnih podskupova od ∗X
i ∗X ′ respektivno, tj.

B = (∗P(X),∩,∪, c, ∅, X) i B′ = (∗P(X ′),∩,∪, c, ∅, X ′).

Bulove algebre B i B′ su atomske i za svaki niz A1, . . . , An ∈ A i za

svaki ∆ ⊆ { 1, . . . , n } skupovi∩
i∈∆

Ai ∩
∩

i/∈∆
Ac

i i
∩

i∈∆
A′

i ∩
∩

i/∈∆
A′

i
c
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su ili oba beskona~ni ili oba kona~ni sa istim brojem elemenata.

Na osnovu prethodne leme sledi da su modeli (B, A)A∈A i (B′, A′)A∈A
elementarno ekvivalentni. Kako ∗V (S) ima svojstvo κ�izomorfizma,
to postoji izomorfizam f izme|u B i B′ tako da je f(A′) = A za svako

A ∈ A. Kako f ~uva atome, to iz
∩

A∈AA
′ ̸= ∅ sledi

∩
A ̸= ∅. Odatle

sledi da je ∗V (S) κ�zasi}en nestandardan univerzum.

Upu}ujemo ~itaoca, na kraju, da druge zanimqive veze izme|u teorije

modela i nestandardne analize zajedno sa primenama u teoriji Bana-

hovih prostora potra`i u [42], [43] i [50].



Glava 12

Elementi nestandardne teorije

mere

U ovom glavi poveza}emo, jo{ jednom, teoriju mere sa nestandardnom

analizom. Jedno od najzna~ajnijih oru|a nestandardne analize kojim se

do{lo do novih rezultata u matematici predstavqa Lebova1) mera. Ona

je posebno zna~ajna za teoriju mere, stohasti~kih procesa, parcijalnih

i integralnih jedna~ina, funkcionalnih jedna~ina i sli~no.

12.1 Lebova mera

Lebova mera daje vezu izme|u diskretne matematike (ta~nije kombina-

torike) i kontinualnih procesa. To }emo neposredno videti iz Fi{e-

rove teoreme, lifting teorema i integracije.

Prvo dajemo neke osnovne definicije iz teorije mere. Neka je skup

R
+
= R+ ∪ { 0,∞}.

DEFINICIJA 12.1. Merqiv prostor ~ini trojka (X,A, µ) gde:

(1) X ̸= ∅;

(2) A ⊆ P(X) je σ-(kompletna)(Bulova) algebra, tj.

(a) ∅, X ∈ A,
1) Peter Albert Loeb

232
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(b) ako Ai ∈ A za i ∈ N, tada
∪

i∈NAi ∈ A,
(v) ako A ∈ A, tada X \A ∈ A;

(3) µ : A → R
+
je σ-aditivna funkcija, tj. ako Ai ∈ A za i ∈ N i

Ai ∩Aj = ∅ za i ̸= j, tada µ
(∪

i∈NAi

)
=
∑

i∈N µ(Ai).

DEFINICIJA 12.2. Kona~no-aditivan merqiv prostor ~ini ure|ena

trojka (X,A, µ) gde:

(1) X ̸= ∅;

(2) A ⊆ P(X) je (Bulova) algebra, tj.

(a) ∅, X ∈ A,
(b) ako A,B ∈ A, tada A ∪B ∈ A,
(v) ako A ∈ A, tada X \A ∈ A;

(3) µ : A → R
+
je kona~no-aditivna funkcija, tj. ako A,B ∈ A i

A ∩B = ∅, tada µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B).

Predpostavqamo da je ~italac upoznat sa osnovnim posledicama

ovih definicija (videti [12]). Za nas je ovde od posebnog zna~aja pojam
internalnog (kona~no-aditivnog) merqivog prostora.

DEFINICIJA 12.3. Neka su X , A, µ internalni skupovi i A ⊆ ∗P(X).
Trojka (X,A, µ) ~ini internalan kona~no-aditivan merqiv prostor

ako je

(1) A Bulova algebra,

(2) µ : A → ∗R
+
kona~no-aditivna mera.

Lako se vidi da je µ
(∪

A∈F A
)
=
∑

A∈F µ(A) za svaki hiperko-

na~an F ⊆ A. Posebno, ako je X hiperkona~an skup, tada govorimo o

hiperkona~nom internalnom prostoru. Slede}i primer takvog prosto-

ra je za nas interesantan.

PRIMER 12.1. Neka je H ∈ ∗N \ N, X = TH =

{
0,

1

H
,
2

H
, . . . , 1

}
,

A = ∗P(TH) i P (A) =
|A|

H + 1
(za A ∈ ∗P(TH)). Tada merqiv prostor

(TH ,
∗P(TH), P ) zovemo hiperkona~an prostor sa prebrajaju}om merom

P

({
k

H

})
=

1

H + 1
(ovu meru zovemo jo{ i uniformna mera).
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Veoma se lako prelazi od internalnog merqivog prostora sa (hiper)

kona~no-aditivnom merom µ na kona~no-aditivan merqiv prostor sta-
vqaju}i µ(A) = st µ(A) za A ∈ A.

Neka je (X,A, µ) internalan merqiv prostor. Skup B ⊆ X je µ-
aproksimabilan ako je

inf{ st µ(A) |B ⊆ A, A ∈ A} = sup{ st µ(A) |A ⊆ B, A ∈ A}.

Slede}a definicija Lebove algebre i Lebove mere je centralna u ovom

delu i poslu`i}e nam da pove`emo teoriju mere sa nestandardnom ana-

lizom.

DEFINICIJA 12.4. 1◦ Lebova algebraL(A) se sastoji od svihB ⊆ X
takvih da jeB ∩F µ-aproksimabilan za svako F ∈ A sa kona~nom

µ-merom.

2◦ Lebova mera od µ je preslikavawe L(µ) : L(A)→ R
+
definisano

sa

L(µ)(B) = inf{ st µ(A) |A ∈ A i B ⊆ A }.

Kao {to }emo uskoro videti, pomo}u poznate teoreme Karateodo-

rija2) mo`emo da poka`emo da se svaki kona~no aditivan merqiv pro-

stor nastao od internalnog mo`e da pro{iri do kompletnog merqivog

prostora. Navodimo sada nekoliko standardnih definicija i Kara-

teodorijevu teoremu (videti [12], [35]).

DEFINICIJA 12.5. Merqiv prostor (X,A, µ) je kompletan ako sadr`i
sve podskupove skupa mere nula, tj. ako je A ∈ A i µ(A) = 0, tada za
svaki B ⊆ A sledi da B ∈ A.

DEFINICIJA 12.6. U kona~nom merqivom prostora (X,A, µ) mera µ je
σ-aditivna ako za prebrojivu familiju disjunktnih skupova Ai ∈ A,
i ∈ N , iz

∪
i∈NAi ∈ A sledi

∑
i∈N µ(Ai) = µ

(∪
i∈NAi

)
.

TEOREMA 12.1. (KARATEODORI) Svaka kona~no-aditivna mera µ na alge-
bri A, koja je σ-aditivna, mo`e biti pro{irena do mere λ definisane

na najmawoj σ-kompletnoj algebri σ(A) koja ra{iruje A.

TEOREMA 12.2. Svaki merqiv prostor mo`emo da pro{irimo do kom-

pletnog merqivog prostora.

2)Kωνσταντ ίνoς Kαραθεoδωρή (1873�1950)
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Slede}a lema je posledicaω1-zasi}enosti i daje nam potrebne uslove

za primenu Karateodorijeve teoreme.

LEMA 12.1. Kona~no-aditivan merqiv prostor (X,A, µ), gde je µ = st µ,
je σ-aditivan.

Dokaz. Poka`imo, prvo, da za svaki monotono neopadaju}i nizA1 ⊆
A2 ⊆ . . . va`i

(1)
∪

i∈N
Ai ∈ A akko

∪
i∈N

Ai =
∪

i≤m
Ai, za nekom ∈ N.

Neka je A =
∪

i∈NAi. Tada A \ A1 ⊇ A \ A2 ⊇ . . . i
∩

i∈N(A \ Ai) =
A \

∪
i∈NAi = ∅, pa zbog ω1-zasi}enosti

∩
i≤m(A \ Ai) = ∅ za neko

m ∈ N . Otuda, A =
∪

i≤mAi. Obrat od (1) je o~igledan.

Stoga, ako je (Ai)i∈N disjunktan niz elemenata izA, to iz (1) imamo

µ
(∪

i∈N
Ai

)
= µ

(∪
i≤m

Ai

)
=
∑

i≤m
µ(Ai) =

∑
i∈N

µ(Ai),

~ime je dokaz leme zavr{en.

TEOREMA 12.3. (LEB) Svaki internalan merqiv prostor (X,A, µ) se

mo`e ra{iriti do kompletnog merqivog prostora.

Dokaz. Ovo je neposredna posledica Teorema 12.1, zatim 12.2. i

prethodne leme.

Da li je merqiv prostor iz prethodne teoreme ba{ konkretan pro-

stor (X,L(A), L(µ))? Odgovor je potvrdan. Prvo navodimo bez dokaza
jedan rezultat Hensona (videti [41]) u obliku leme.

LEMA 12.2. Neka je (X,A, µ) internalan merqiv prostor i neka va`i

L(µ)(B) = ∞ za B ∈ σ(A). Tada ili postoji A ∈ A tako da je A ⊆ B
i µ(A) = ∞ ili postoji niz (Ai)i∈N iz A tako da je B ⊆

∪
i∈NAi i

µ(Ai) <∞ za svaki i ∈ N.

TEOREMA 12.4. Mera L(µ) je kompletna mera na σ-algebri L(A) i ona
predstavqa jedinstveno ra{irewe mere µ. Tako|e, za svako B ∈ L(A) za
koje je L(µ)(B) <∞, postoji A ∈ A tako da je L(µ)(B△A) = 0.
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Dokaz. Doka`imo, prvo, da je L(A) σ-algebra.
Pretpostavimo da B ∈ L(A). Da bismo dokazali da X \ B ∈ L(A),

pretpostavimo da ε ∈ R+, F ∈ A i µ(F ) < ∞. Izaberimo A1, A2 ∈ A
takve daA1 ⊆ B∩F ⊆ A2 i µ(A2)−µ(A1) < ε. Tada (X \A2)∩F ⊆ (X \
B)∩F ⊆ (X \A1)∩F i budu}i da µ

(
(X \A1)∩F

)
−µ
(
(X \A2)∩F

)
< ε,

sledi X \B ∈ L(A).
Treba dokazati da je L(A) zatvoren za prebrojive unije. Neka je

stoga (Bi)i∈N niz elemenata iz L(A) i pretpostavimo da ε ∈ R+, F ∈ A
i µ(F ) < ∞. @elimo da poka`emo da je za B =

∪
i∈NBi, skup F ∩ B

µ-aproksimabilan, tj. da mo`emo da na|emo skupove A1, A2 ∈ A tako

da je A1 ⊆ B ∩ F ⊆ A2 i µ(A2) − µ(A1) < ε. Kako Bi ∈ L(A), to
postoje A1

i , A
2
i ∈ A tako da je A1

i ⊆ Bi ∩ F ⊆ A2
i i da va`i stroga ne-

jednakost µ(A2
i )− µ(A1

i ) < ε · 2−(i+1). Neka je α = limn→∞ µ
(∪n

i=1A
1
i

)
.

Kako je µ(F ) < ∞, to je broj α kona~an. Postoji m ∈ N tako da je

α− ε
2
< µ

(
m∪
i=1

A1
i

)
, i neka jeA1 =

∪m
i=1A

1
i . @elimo da na|emo spoqnu

aproksimaciju A2. Koriste}i Teoremu 11.5. (prebrojiva ra{irivost)

ra{irimo niz (A2
i )i∈N do niza (A2

i )i∈∗N. Kako su (A
2
i )i∈∗N, µ, A inter-

nalni, to je, na osnovu internalnog definicionog principa, i skup

S =
{
n ∈ ∗N

∣∣ ∪n

i=1
A2

i ∈ A i µ
(∪n

i=1
A2

i

)
< α+

ε

2

}
internalan. Ako n ∈ N, tada

µ
(∪n

i=1
A2

i

)
< µ

(∪n

i=1
A1

i

)
+
∑n

i=1

ε

2i+1
< α+

ε

2
.

Otuda N ⊆ S, pa na osnovu principa prelivawa postoji H ∈ S \ N.

Neka je A2 =
∪H

i=1A
2
i . Tada A

1 ⊆ B ∩ F ⊆ A2 i µ(A2)− µ(A1) < ε, pa
otuda B ∈ L(A).

Doka`imo, drugo, da je L(µ) σ-aditivna mera.

Neka je (Bi)i∈N niz me|usobno disjunktnih elemenata skupa L(A).
Treba da poka`emo da je

L(µ)
(∪

i∈N
Bi

)
=
∑∞

i=1
L(µ)(Bi).

Mo`emo da pretpostavimo da je svaki L(µ)(Bi) kona~an, jer je u supro-
tnom gorwa jednakost trivijalno zadovoqena. Tada, Bi je µ-aproksima-
bilan i neka su ε ∈ R+, A1

i , A
2
i ∈ A izabrani tako da je A1

i ⊆ Bi ⊆ A2
i

i

(2) µ(A2
i )−

ε

2i+1
< L(µ)(Bi) < µ(A1

i ) +
ε

2i+1
.
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Pretpostavimo, prvo, da je
∑∞

i=1 L(µ)(Bi) = ∞. Tada, na osnovu

prethodne relacije,
∑∞

i=1 µ(A
1
i ) je tako|e beskona~no, pa seB =

∪∞
i=1Bi

mo`e iznutra aproksimirati internalnim skupovima proizvoqno ve-

like mere oblika
∪m

i=1A
1
i , te je L(µ) (

∪∞
i=1Bi) = ∞. Pretpostavimo

sada da je
∑∞

i=1 L(µ)(Bi) = α <∞. Tada je na osnovu (2) ispuweno

(3)
∑∞

i=1
µ(A2

i )−
ε

2
< α <

∑∞

i=1
µ(A1

i ) +
ε

2
.

O~igledno je µ
(∪m

i=1A
1
i

)
=
∑m

i=1 µ(A
1
i ) > α − ε za dovoqno veliko

m ∈ N, pa je L(µ)(B) ≥ α. Da bismo dobili jednakost, moramo da

aproksimiramo B spoqa. U tom ciqu ra{irimo niz (A2
i )i∈N do niza

(A2
i )i∈∗N. Kako je na osnovu (3) ispuweno

∑k
i=1 µ(A

2
i ) < α + ε za svako

k ∈ N, to opet na osnovu internalnog definicionog principa postoji

H ∈ ∗N\N tako da je
∑H

i=1 µ(A
2
i ) < α+ε. O~igledno je da skup

∪H
i=1A

2
i

aproksimira B odozgo, pa je L(µ)(B) ≤ α.
Mera L(µ) je kompletna, jer za B′ ⊆ B i L(µ)(B) = 0 va`i

0 ≤ L(µ)(B′) = inf{µ(A) |A ∈ A, B′ ⊆ A }
≤ inf{µ(A) |A ∈ A, B ⊆ A } = L(µ)(B) = 0.

O~igledno je L(µ) ra{irewe kona~no-aditivne mere µ. Jedinstve-
nost ra{irewa u slu~aju µ(X) < ∞ sledi neposredno iz definicije

µ-aproksimabilnosti. U slu~aju µ(X) = ∞ jedinstvenost sledi iz

Hensonove leme 12.2.

Na kraju, doka`imo da za svaki B ∈ L(A) ako je L(µ)(B) < ∞, to

postoji A ∈ A tako da je L(µ)(B△A) = 0. U tom ciqu posmatrajmo

monotono rastu}i niz (A1
i )i∈N i monotono opadaju}i (A2

i )i∈N, tako da

A1
i ⊆ B ⊆ A2

i i µ(A
2
i ) − µ(A1

i ) <
1

n
. Ra{irimo date nizove do nizova

(A1
i )i∈∗N i (A2

i )i∈∗N. Tada internalni skup

T = {n ∈ ∗N | (A1
i )i≤n, (A

2
i )i≤n su monotoni i A

1
i ⊆ A2

i }

sadr`i N, pa time i H ∈ T \ N. Stavimo A = A1
H . Tada je ispuweno

A1
i ⊆ A ⊆ A2

i za svako i ∈ N, pa je L(µ)(B△A) = 0.
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12.2 Lebegova mera i wena veza sa Lebovom merom

Neka je I = [0, 1[ . Posmatrajmo skup

L =
{
[a1, b1[∪ · · · ∪ [an, bn[

∣∣n ∈ N, a1, b1, . . . , an, bn ∈ I,

a1 < b1 < a2 < b2 < · · · < an < bn
}
,

tj. skup svih kona~nih unija poluotvorenih intervala. Tada se lako

vidi da L ~ini (Bulovu) algebru u odnosu na uobi~ajene operacije.

O~igledno je I, ∅ ∈ L iL je zatvoren za uniju skupova. SkupL je zatvoren
i za komplement{to se vidi iz ~iwenice da I\([a1, b1[∪ · · · ∪ [an, bn[ ) =
[0, a1[∪[b1, a2[∪ · · · ∪ [bn, 1[ . Defini{imo λ : L → [0, 1] sa

λ ([a1, b1[∪ · · · ∪ [an, bn[ ) = (b1 − a1) + · · ·+ (bn − an).

Pokazuje se da je λ kona~no-aditivna mera na L i da va`i slede}a lema.

LEMA 12.3. Kona~no-aditivan merqiv prostor (I,L, λ) je σ-aditivan.

Neposredna posledica prethodne leme i Karateodorijeve Teoreme

12.1. je konstrukcija familije Lebeg3) merqivih skupova i Lebegove

mere.

TEOREMA 12.5. Prostor (I,L, λ) se mo`e ra{iriti do kompletnog mer-

qivog prostora (I,L, λ).

Lako se vidi daL sadr`iintervale
(
]a, b[ =

∪
n∈N

[
a− 1

n , b
[)
, pa time

otvorene i zatvorene skupove. Na taj na~in vidimo da L predstavqa

dobro poznatu familiju Lebeg merqivih skupova i λ Lebegovu meru.

Tako|e se pokazuje da za

λo(A) = inf{λ(B) |A ⊆ B, B otvoren },
λi(A) = sup{λ(B) |B ⊆ A, B zatvoren }

va`i:

A ∈ L ako i samo ako λ i(A) = λ o(A) = λ(A).

Pokaza}emo sada vezu izme|u Lebove mere na TH (videti Primer

12.1.) i Lebegove mere. Ovde }emo odgovaraju}u meru koja se dobija

3) Henri Leon Lebesgue (1875–1941)
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pomo}u P tako|e ozna~iti sa P . Ova veza je data u obliku slede}e

Fi{erove4) teoreme koja u osnovi pokazuje da st−1 : [0, 1] → TH ~uva

meru.

TEOREMA 12.6. Za A ⊆ [0, 1] slede}a tvr|ewa su ekvivalentna:

(a) A ∈ L;

(b) st−1(A) ∈ L (∗P(TH)), gde je st−1(A) = {x ∈ TH | st(x) ∈ A }.

Ako je (b) ispuweno, tada

λ(A) = P
(
st−1(A)

)
.

Dokaz. Pokaza}emo, prvo, da iz (a) sledi (b). Ako uo~imo interval

[a, b] ⊆ [0, 1[ , tada je

st−1
(
[a, b]

)
=
∩

n∈N
∗
(
a− 1

n
, b+

1

n

)
∩ TH ∈ L(∗P(TH)).

Tako|e se lako vidi da P
(
st−1([a, b])

)
= b − a = λ

(
[a, b]

)
. Neka je

Ai ∈ L za i ∈ N i st−1(Ai) ∈ L
(∗P(TH)

)
. Tada je st−1

(∪
i∈NAi

)
=∪

i∈N st−1(Ai) ∈ L
(∗P(TH)

)
. Sli~no, ako A ∈ L, tada [0, 1[ \A ∈ L,

pa st−1
(
[0, 1[ \A

)
= st−1

(
[0, 1[

)
\ st−1(A) ∈ L

(∗P(TH)
)
. Vidimo da je

za svaki Borelov5) skup (podsetimo se da je algebra Borelovih skupova

najmawa σ-algebra koja sadr`i otvorene skupove) B ∈ L tako|e va`i

st−1(B) ∈ L
(∗P(TH)

)
. Kako jeA ∈ LoblikaA = B△S, gde jeB Borelov

i S mere nula, to je st−1(A) = st−1(B)△ st−1(S) zbog kompletnosti
L
(∗P(TH)

)
tako|e u wemu. Kako je otvoren skup unija disjunktnih

intervala i zatvoren komplement otvorenog, to je λ(A) = P
(
st−1(A)

)
za zatvoren skup A.

Da bismo dokazali tvr|ewe u drugom smeru, pretpostavimoA ⊆ [0, 1]
i st−1(A) ∈ L

(∗P(TH)
)
. Uo~imo internalan skup E ⊆ st−1(A), takav

da P (E) ≥ P
(
st−1(A)

)
− ε. Skup st E = D je zatvoren (Teorema

4.32.) i D ⊆ A. Tako|e E ⊆ st−1(D) ⊆ st−1(A). Na osnovu prvog

dela dokaza λ(D) = P
(
st−1(D)

)
≥ P (E) ≥ P

(
st−1(A)

)
− ε, a otuda

je λ i(A) ≥ P
(
st−1(A)

)
. Sli~an argument kada se primeni na [0, 1[ \A

daje λ o(A) ≤ P
(
st−1(A)

)
. Otuda va`i λ(A) = λ i(A) = λ o(A) =

P
(
st−1(A)

)
.

4) Ronald Aylmer Fisher (1890–1962)
5) Émile Borel (1871–1956)
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Na osnovu prethodne teoreme lako se mogu dobiti Leb nemerqivi

podskupovi odTH . Ako jeA ⊆ [0, 1[Lebeg nemerqiv podskup (na primer,
Vitalijev6) skup, videti [35]), onda je st−1(A) Leb nemerqiv. Do Leb

nemerqivih skupova se sti`e i lak{e. Neka je ∼ relacija na TH , tako
da je k/H ∼ s/H ako i samo ako je k − s kona~an broj. Lako se vidi

da je ∼ relacija ekvivalencije, i neka je E ⊆ TH selektor od ∼ , tj. E
sadr`i po ta~no jednog predstavnika svake klase ekvivalencije za ∼.
O~igledno je

∪
n∈Z(E + n) = TH i ako je E merqiv, P (E) = P (E + n).

Otuda je P (TH) = 0 ili P (TH) =∞, pa otuda E nije Leb merqiv.

Da}emo sada jedan univerzalan postupak za dobijawe nemerqivih

skupova. Ve} smo videli (Primer 4.7.) da beskona~ni hiperkona~ni

skupovi imaju kardinalnost najmawe 2ω. Kako su kardinalni brojevi

dobro ure|eni, postojiH ∈ ∗N\N tako da je { k ∈ ∗N | k ≤ H } najmawe
mogu}e kardinalnosti α. Neka je A = { k ∈ ∗N | 1 ≤ k ≤ log2H } i
A skup svih beskona~nih hiperkona~nih podskupova od A. Na osnovu
izbora broja H i |A| ≤ 2log2 H ≤ H imamo Card(A) = Card(A) =
Card(B) = α za svaki B ∈ A. Tada je A = {Aγ | γ < α } i mo`emo

da defini{emo skupove Bγ = {xδ, yδ | δ < γ } na slede}i induktivan

na~in. Neka jeB0 = ∅. Za γ < α, budu}i da Card(Bγ) < Card(Aγ) = α,
izaberimoxγ ̸= yγ , tako daxγ , yγ ∈ Aγ\Bγ . Ako je γ ordinal naslednik,
stavimo Bγ+1 = Bγ ∪ {xγ , yγ }, a ako je γ grani~ni ordinal, stavimo

Bγ =
∪

δ<γ Bδ. Uo~imo skup V = {xγ | γ < α }. Tada je za B ∈ A,
B ∩ V ̸= ∅ jer za neko xγ imamo xγ ∈ B ∩ V , a tako|e i B \ V ̸= ∅ jer
za neko yγ va`i yγ ∈ B \ V . To daqe zna~i da V ⊆ B ako i samo ako

V ∩ (A \B) = ∅. Otuda

0 = sup{ st µ(B) |B ∈ A, B ⊆ V } ̸= inf{ st µ(B) |B ∈ A, V ⊆ B } = 1,

za svaku neatomi~nu verovatnosnu meru µ (tj. takvu da je µ
(
{x}
)
≈ 0 za

x ∈ A), pa V nije merqiv.

12.3 Proizvod Lebovih prostora

Polaze}i od dva internalna kona~no aditivna merqiva prostora data

sa X = (X,A, µ) i Y = (Y,B, ν) dobijaju se wihovi odgovaraju}i

Lebovi prostori L(X) =
(
X,L(A), L(µ)

)
i L(Y) =

(
Y, L(B), L(ν)

)
.

Sli~no, kao u konstrukciji Lebegove mere, posmatramo kona~ne unije

6) Giuseppe Vitali (1875–1932)
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pravougaonika
∪n

i=1Ai × Bi, gde Ai ∈ L(A) i Bi ∈ L(B). Mo`emo da

pretpostavimo da su pravougaonici disjunktni. Ove kona~ne unije ~ine

algebru na X × Y . Mera

L(µ)× L(ν)
(∪n

i=1
Ai ×Bi

)
=
∑n

i=1
L(µ)(Ai) · L(ν)(Bi)

je σ-aditivna na algebri kona~nih unija pravougaonika, pa se na osnovu
Karateodorijeve teoreme mo`e da ra{iri do merqivog prostora

L(X)× L(Y) =
(
X × Y, L(A)× L(B), L(µ)× L(ν)

)
,

koji zovemo proizvod prostor.

Neka je L(A)× L(B) kompletirawe od L(A)× L(B).
Ako pak krenemo obrnutim redosledom pa prvo defini{emo in-

ternalni proizvod X × Y = (X × Y,A × B, µ × ν), pri ~emu va`i

µ× ν(A×B) = µ(A) · ν(B) za A ∈ A i B ∈ B, pa tek onda defini{emo
odgovaraju}i Lebov merqiv prostor

L(X×Y) =
(
X × Y, L(A× B), L(µ× ν)

)
,

lako se pokazuje da L(A)× L(B) ⊆ L(A× B).
Ovu ~iwenicu je dokazao Anderson u [4] na slede}i na~in. Neka

A ∈ L(A) i B ∈ L(B). Tada postoje internalni skupovi U ∈ A i

V ∈ B tako da L(µ)(A△U) = 0 i L(ν)(B△V ) = 0. Tada je, zbog

(A×B)△(U × V ) ⊆ (A△U)× (B ∪ V ) ∪ (A ∪ U)× (B△V ), ispuweno

L(µ× ν)
(
(A×B)△(U × V )

)
= 0.

Otuda, L(µ × ν)(A × B) = L(µ × ν)(U × V ) = µ× ν(U × V ) = µ(U) ·
ν(V ) = L(µ)(A) · L(ν)(B) = L(µ) × L(ν)(A × B), {to je dovoqno da

obezbedi inkluziju.

U op{tem slu~aju inkluzija je prava, {to pokazuje slede}i Huverov7)

primer.

PRIMER 12.2. Neka jeX hiperkona~an skup i Y = ∗P(X). O~igledno je
|Y | = 2|X|. Neka su PX i PY odgovaraju}e uniformne mere. O~igledno

da jeA = { (x, y) |x ∈ y } ⊆ X×Y internalan skupiPX×Y (A) =
1

2
. Ako

bi A bio u L
(∗P(X)

)
× L

(∗P(∗P(X))
)
, tada bi postojali internalni

7) Douglas Hoover
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skupovi U ⊆ X i V ⊆ Y , tako da U ×V ⊆ A i PX(U) > 0 i P Y (V ) > 0.
Ali U × V ⊆ A povla~i

V ⊆ V1 = {B |U ⊆ B ⊆ X i B je internalan }.

Me|utim, P Y (V1) = st
2|X\U |

2|X| = st
1

2|U | = 0, {to je kontradikcija.

12.4 Lifting teoreme

Snaga Lebove mere najboqe se vidi kroz vezu izme|u merqivosti fun-

kcija na Lebovom prostoru L(X) =
(
X,L(A), L(µ)

)
i internalnih

(A�merqivih) funkcija na X . To se, vide}emo, prenosi i na integra-

bilnost.

DEFINICIJA 12.7. 1◦ Funkcija f : X → R je Leb merqiva ako za

svako r ∈ R va`i {x ∈ X | f(x) ≤ r } ∈ L(A).

2◦ Internalna funkcija F : X → ∗R je A-merqiva ukoliko va`i

{x ∈ X |F (x) ≤ r } ∈ A.

O~igledno, kada je A = ∗P(X), tada je svaka internalna funkcija
A-merqiva.

DEFINICIJA 12.8. Internalna i A-merqiva funkcija F : X → ∗R,
jeste lifting funkcije f : X → R ako

L(µ){x ∈ X | st(F (x)) ̸= f(x) } = 0.

Prema tome, slede}i dijagram komutira za skoro sve x ∈ X

Slika 12.1.

Slede}a teorema (prva od dve lifting teoreme) od velikog je zna~aja.
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TEOREMA 12.7. Neka jeX = (X,A, µ) internalan kona~no aditivan mer-
qiv prostor i L(X) =

(
X,L(A), L(µ)

)
odgovaraju}i Lebov prostor.

Tada funkcija f : X → R je Leb merqiva ako i samo ako postoji inter-

nalna A-merqiva funkcija F : X → ∗R tako da je

L(µ)
(
{x ∈ X | st(F (x)) ̸= f(x) }

)
= 0,

tj. st(F (x)) = f(x) za L(µ)-skoro sve x ∈ X .

Dokaz. Pretpostavimo, prvo, da je F lifting od f . Za svaki realan
broj r,

{x ∈ X | st(F (x)) ≤ r } =
∩

n∈N

{
x ∈ X |F (x) ≤ r + 1

n

}
∈ L(A),

pa je st F Leb merqiva. Kako je f(x) = st(F (x)) L(µ)-skoro svuda, to je
f Leb merqiva.

Obratno, neka je f Leb merqiva funkcija i neka je skupom { qn |n ∈ N }
data enumeracija standardnih racionalnih brojeva. Neka je Bn dat

sa Bn = {x ∈ X | f(x) ≤ qn }. Mo`emo na}i internalne skupove

An ∈ A tako da je L(µ)(An△Bn) = 0 i An ⊆ Am kad god va`i da je

qn ≤ qm. Ovo posledwe sledi iz ~iwenice da iako mo`da nijeAn ⊆ Am,

sigurno jeAn \Am mere nula, pa se svaki kona~an nizAn1 , . . . , Anl
mo`e

�popraviti� do niza A′
n1
, . . . , A′

nl
tako da je A′

ni
⊆ A′

nj
ako i samo ako

qni ≤ qnj . Primenom ω1-zasi}enosti mo`emo do}i do niza (An)n∈∗N

sa tra`enom monotono{}u. Na osnovu principa prelivawa postoji

beskona~noH ∈ ∗N \N tako da je

qn ≤ qm ⇔ An ⊆ Am za sve n,m ≤ H.

Kako je { q1, . . . , qH } hiperkona~an i An ∈ A za sve n ≤ H , to mo`emo

da defini{emo internalnu A-merqivu funkciju F : X → ∗R, takvu da
(∀n ≤ H)(F (x) ≤ qn ⇔ x ∈ An). Ako je qi1 < qi2 < · · · < qiH poredak u
∗Q, stavimo

F (x) =


qi1 , x ∈ Ai1

qij , x ∈ Aij \Aij−1 .
qiH + 1, x /∈ AiH

Tada je
∪

n∈N(An△Bn) L(µ)-mere nula i za svako x van tog skupa

(∀n ∈ N)(F (x) ≤ qn ⇔ f(x) ≤ qn).

Odatle je st(F (x)) = f(x) skoro svuda.
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POSLEDICA 12.1. Neka je X = TH , A = ∗P(TH) i µ = P . Tada je

f : TH → R Leb merqiva funkcija ako i samo ako f ima internalnu

lifting funkciju F (koja je obavezno ∗P(TH)-merqiva).

Slede}i dijagram poma`e nam da uvedemo pojam liftinga.

Slika 12.2.

Lako se vidi da svakoj funkciji f : [0, 1] → R odgovara funkcija

f : TH → R, tako da je f(x) = f(st(x)) za svako x ∈ TH . Na osnovu

Fi{erove Teoreme 12.6. i ~iwenice da va`i jednakost f
−1(

]−∞, r]
)
=

st−1
(
f−1(]−∞, r])

)
sledi da je f Lebeg merqiva ako i samo ako je f Leb

merqiva.

DEFINICIJA 12.9. Internalna funkcija F : TH → ∗R je lifting fun-

kcije f : [0, 1]→ R ako je st(F (x)) = f(st(x)) L(µ)-skoro svuda.

Grafi~ki to predstavqamo gorwim dijagramom koji komutira za

skoro svako x ∈ TH . Na osnovu prethodne definicije, Posledice 12.1.
i veze izme|u Leb i Lebeg merqivih funkcija, dokazuje se slede}e tvr-

|ewe.

TEOREMA 12.8. Funkcija f : [0, 1] → R je Lebeg merqiva ako i samo ako

ima lifting F : TH → ∗R.

Ovo tvr|ewe se lako uop{tava na funkciju f : [−k + a, k + a] → R

i hiperkona~an X ⊆ ∗R takav da je st(X) = [−k + a, k + a] kao i

X ⊆
{

k
H | −H

2 ≤ k ≤ H2
}
.

Neprekidne funkcije mogu se, {to se i o~ekuje, jo{ boqe i nezavisno

od mere da aproksimiraju internalnim funkcijama.

DEFINICIJA 12.10. Internalna funkcija F : TH → ∗R je uniformni

lifting funkcije f : [0, 1] → R ako je st(F (x)) = f(st(x)) za svako

x ∈ TH .
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TEOREMA 12.9. Funkcija f : [0, 1] → R je neprekidna ako i samo ako ima

uniformni lifting.

Dokaz. Neka je funkcija f neprekidna i neka je F = ∗f � TH . Tada
je, o~igledno, za svako x ∈ TH

st(F (x)) = st(∗f(x)) = f(st(x)),

pa je F uniformni lifting funkcije f .

S druge strane, neka je F uniformni lifting za f . Uo~imo a ∈ [0, 1]

i neka je ∆ ∈ µ+(0). Tada za ε > 0 i za svako
k

H
∈ TH va`i:∣∣∣∣ kH − a

∣∣∣∣ < ∆⇒
∣∣∣∣F ( k

H

)
− f(a)

∣∣∣∣ < ε

2
.

Kako implikacija va`i za proizvoqno ∆ ∈ µ+(0), to prema Teoremi

4.20. va`i i za neko standardno δ > 0, tj.∣∣∣∣ kH − a
∣∣∣∣ < δ ⇒

∣∣∣∣F ( k

H

)
− f(a)

∣∣∣∣ < ε

2
.

Neka je x ≈ k

H
≤ a. Tada je o~igledno

∣∣∣∣F ( k

H

)
− f(x)

∣∣∣∣ < ε

2
, pa otuda

(
∀x ∈ ]0, 1]

) (
|x− a| < 2δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ε

)
.

Prema tome, funkcija f je neprekidna.

12.5 Jedna primena lifting teorema

U ovom delu pokaza}emo kako se prethodne dve teoreme mogu primeniti

u kvalitativnoj teoriji funkcionalnih jedna~ina, ili konkretnije,

pokaza}emo da su u jednoj {irokoj klasi sistema funkcionalnih jedna-

~ina sva merqiva re{ewa neprekidna. To }e kao posledicu dati slede}a

dva tvr|ewa.

TEOREMA 12.10. Jedinstveno merqivo re{ewe Ko{ijeve jedna~ine

f(x+ y) = f(x) + f(y)

je f(x) = f(1) · x.
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TEOREMA 12.11. Jedinstveno merqivo re{ewe slede}eg sistema funkci-

onalnih jedna~ina i nejedna~ina

f(x+ y) = f(x)g(y) + g(x)f(y),

g(x+ y) = g(x)g(y)− f(x)f(y),

f2(x) + g2(x) = 1, f(π/2) = 1, g(π/2) = 0,

0 < f(x) < x za 0 < x < π/2

su f(x) = sinx i g(x) = cosx.

Uvedimo, prvo, nekoliko definicija i doka`imo jednu lemu.

Neka je [α] ceo deo od α ∈ ∗Rfin. Defini{imo a(H) =
[aH]

H
i

α ∗ β =
[αβH]

H
, gde α, β ∈ ∗Rfin, a ∈ R i H ∈ ∗N \N. Daqe, neka je

TH
c + d =

{
−c+ d,−c+ d+

1

H
, . . . , c+ d− 1

H
, c+ d

}
hipervremenski interval za c = a(H), d = b(H), a ∈ R+ i b ∈ R.

Lako se vidi da je b = st(b(H)) i

α ∗ β = max

{
k

H
∈ TH

a(H) + b(H)
∣∣∣ k
H
≤ αβ

}
pod uslovom daαβ ∈ ]−a+b, a+b[ , a ∈ R+ i b ∈ R. Tako|e, prime}ujemo

da je st(α ∗ β) = st(α) · st(β). Neka je fa,b : [−a + b, a + b] → R i

Fa,b : T
H
a(H) + b(H)→ ∗R. Va`i odgovaraju}e uop{tewe Teoreme 12.7. i

sli~no Teoreme 12.9.

TEOREMA 12.12. 1◦ Funkcija fa,b je Lebeg merqiva ako i samo ako ima
lifting funkciju Fa,b.

2◦ Funkcija fa,b je neprekidna ako i samo ako ima uniformni lifting
funkciju Fa,b.

LEMA 12.4. Neka su α1, . . . , αn i β realni brojevi tako da su bar dva od

α1, . . . , αn razli~iti od nule. Neka je α = max{ |α1|, . . . , |αn| }. Ako je
ai =

αi

α
za i = 1, . . . , n, m najmawi prirodan broj takav da je mα > 1
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i k prirodan broj takav da je n >
(m+ 2)(k + 1) + 1

2k
, tada za svaki

internalan skup A ⊆ ∗[−k, k] za koji je P (A) > 2k − 1

n
i za svaki

x ∈ TH
a + b (gde a =

[kH/n]

H
i b =

[βH]

H
) postoje x1, . . . , xn ∈ A tako da

x = a1 ∗ x1 + · · ·+ an ∗ xn + β.

Dokaz. Translacijom za
[βH]

H
redukujemo problem na slu~aj β = 0.

Tako|e, dovoqno je da posmatramo slu~aj n = 2 zbog toga {to op{ti

slu~aj sledi iz wega stavqaju}i x3 = · · · = xn = 0. Prema tome,

dovoqno je da poka`emo da za svako x ∈ TH
a postoje y, z ∈ A tako da je

x = y + α ∗ z (0 < |α| ≤ 1). To je ekvivalentno sa A ∩ (x − α ∗ A) ̸= ∅
(gde je α ∗A = {α ∗ a | a ∈ A }).

U suprotnom, iz A ∩ (x− α ∗A) = ∅ sledi

2k +
k

n
≥ P (A) + P (x− α ∗A) > 2k − 1

n
+
P (A)

m+ 2
≥ 2k − 1

n
+

2k − 1

n
m+ 2

.

Otuda, n ≤ (m+ 2)(k + 1) + 1

2k
, {to daje kontradikciju.

Da}emo sada op{tu teoremu iz koje kao primeri slede navedena tvr-

|ewa.

TEOREMA 12.13. Neka je

f i(αi
1x1 + αi

2x2 · · ·+ αi
nxn + βi) =

= gi(f
1(x1), . . . , f

1(xn), . . . , f
m(x1), . . . , f

m(xn), x1, x2, . . . , xn)

za i = 1, . . . ,m sistem funkcionalnih jedna~ina takvih da su funkcije

gi : R
n·m+n → R, i = 1, . . . ,m neprekidne. Tada je svako merqivo re{ewe

(f1, . . . , fm) neprekidno.

Dokaz. Merqive funkcije f ik,0 ≡ f ik imaju lifting F
i
k,0 ≡ F i

k. Neka

je

Ui,k = {x ∈ TH
k | st(F i

k(x)) = f ik(st(x)) }.

Tada za ε =
1

n
postoji Ai ⊆ Ui,k tako da je µ(Ai) > 2k − ε

m
. Neka

je A =
∩
{Ai | i ≤ m }. Lako se vidi da je tada µ(A) > 2k − ε, {to
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nam u slede}im razmatrawima omogu}ava da svaku jedna~inu tretiramo

nezavisno od ostalih i gde }eA biti fiksiran i nezavisan od jedna~ine.

Razlikujemo dva slu~aja koji se odnose na brojeve αi iz prethodne

leme.

SLU^AJ 1 |αi| ≤ 1

Za svako x ∈ αi ∗ TH
a + b (gde je a =

[kH/n]

H
i b =

[βiH]

H
) na osnovu

gorwe leme mo`emo da defini{emo �popravqenu� lifting funkciju

F
i
a,b tako da za x = αi ∗ (ai1 ∗ x1 + · · · + ain ∗ xn) + b i x1, . . . , xn ∈ A

uzima vrednost

min
{ ∗gi(F

i
k(x1), . . . , F

i
k(xn), . . . , F

m
k (x1), . . . , F

m
k (xn), x1, . . . , xn)

}
.

Tada, za neko x01, . . . , x
0
n ∈ A i x = αi ∗ (ai1 ∗ x01 + · · · + ain ∗ x0n) + b

va`i

st(F a,b(x)) = st
(∗gi(F 1

k (x
0
1), . . . , F

m
k (x0n), x

0
1, . . . , x

0
n)
)

= gi
(
st(F 1

k (x
0
1)), . . . , st(F

m
k (x0n)), st(x

0
1), . . . , st(x

0
n)
)

= gi
(
f1k (st(x

0
1)), . . . , f

m
k (st(x0n)), st(x

0
1), . . . , st(x

0
n)
)

= f ik,β(i)(α
i
1 st(x

0
1) + · · ·+ αi

n st(x
0
n) + βi)

= f ik,β(i)
(
st(αi ∗ (ai1 ∗ x1 + · · ·+ ain ∗ xn) + b)

)
= f ik,β(i)(st(x)),

gde je aij = αi
j(α

i)−1, β(i) = βi i k = αi · 1
k
.

Kada k → ∞ zakqu~ujemo da je st(F
i
k(x)) = f ik(st(x)) za svaki ele-

ment x ∈
∪
{TH

k | k ∈ N }. Odatle je F i
k uniformni lifting funkcije

f ik, pa je na osnovu Teoreme 12.9. funkcija f
i
k neprekidna, a samim tim

takva je i funkcija f i.

SLU^AJ 2 |αi| > 1

Za svako x ∈ TH
a + b defini{imo F

i
a,b kao u slu~aju 1 (sa istim a i

b), a zatim i F
i

a,b na slede}i na~in:

F
i

a,b(x) = F
i
a,b

(
[αiS]

H

)
za

[αiS]

H
≤ x < [αi(S + 1)]

H
.
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Tada je

st
(
F

i

a,b(x)
)

= st

(
F

i
a,b

(
[αiS]

H

))
= f ik,β(i)

(
st

(
[αiS]

H

))
= f ik,β(i)(st(x)).

Kao i u slu~aju 1, F
i

a,b je uniformni lifting od f ik, pa je funkcija f
i

neprekidna.

12.6 Integracija

Neka je (X,A, λ) neki kona~an merqiv prostor. Merqiva funkcija

g : X → R se naziva jednostavnom ako ima kona~an rang { r1, . . . , rn }.
Integral jednostavne funkcije g je∫

g dλ =
∑n

i=1
ri · λ

(
g−1({ri})

)
.

Ukoliko je f : X → R ograni~ena i merqiva funkcija, tada se integral

defini{e sa∫
f dλ = supg≤f

{∫
g dλ | g je jednostavna funkcija

}
.

Ukoliko, pak, f nije ograni~ena, tada∫
f dλ = lim

n→∞

∫
f � ndλ,

gde je f � n(x) =
{
f(x), f(x) ≤ n
n, f(x) > n

.

U slu~aju da je X kona~an, integral se svodi na kona~nu sumu.

Tako, na primer, ako je λ({x}) =
1

|X|
, tada je integral aritmeti-

~ka sredina vrednosti koje funkcija uzima u R. Sli~no se dobija

∗-transformacijom na hiperkona~an skup. Tako, ako je F : X → ∗R
internalna funkcija na hiperkona~nom skupu X i λ uniformna mera,
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tada je ∗ ∫ F dλ =
1

|X|
∑

i∈X
F (i). Ovu zvezdicu ~esto izostavqamo

(kao {to je i uobi~ajeno).

Neka je X = (X,A, µ) internalan kona~no aditivan merqiv pro-

stor i L(X) =
(
X,L(A), L(µ)

)
wegov odgovaraju}i Lebov prostor.

LEMA 12.5. Ako je f : X → R ograni~ena Leb merqiva funkcija i F1 i F2

odgovaraju}i ograni~eni liftinzi funkcije f , tada je
∫
F1 dµ ≈

∫
F2 dµ.

Dokaz. Kako su F1 i F2 liftinzi od f skoro svuda, to za svako

unapred fiksirano n ∈ N va`i |F1(x)− F2(x)| <
1

n
skoro svuda.

Neka je M ograni~ewe od f , F1 i F2 (tj. |f | ≤ M i sli~no) i

Bn =
{
x ∈ X | |F1(x)− F2(x)| ≥

1

n

}
.

Kako je L(µ)(Bn) = 0, to se za svako ε > 0 mo`e na}i, nezavisno

od n, internalan skup An ⊆ Bn tako da je µ(An) < ε. Pritom je∫
Fi dµ =

∫
X\An

Fi dµ +
∫
An
Fi dµ za i = 1, 2. Iz

∣∣∫ F1 dµ−
∫
F2 dµ

∣∣ =∣∣∣(∫X\An
F1 dµ−

∫
X\An

F2 dµ
)
+
(∫

An
F1 dµ−

∫
An
F2 dµ

)∣∣∣ dobijamo∣∣∣∣∫ F1 dµ−
∫
F2 dµ

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
∫
X\An

(F1 − F2) dµ

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∫

An

F1 dµ

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
An

F2 dµ

∣∣∣∣
≤

∫
X\An

|F1 − F2| dµ+ 2εM

≤ 1

n
µ(X) + 2εM,

pa time i
∫
F1 dµ ≈

∫
F2 dµ.

LEMA 12.6. Neka je g : X → R jednostavna funkcija i G wena lifting

funkcija. Tada ∫
g dL(µ) = st

∫
Gdµ.

Dokaz. Neka je skup vrednostifunkcije g skup { r1, . . . , rn }. Skupovi
g−1({ri}) su Leb merqivi, pa postoje skupovi Ai (Teorema 12.4.) tako

da je L(µ)
(
g−1({ri})△Ai

)
= 0.

Defini{imo internalnu funkciju G : X → ∗R tako da je

G(x) =

{
ri, x ∈ Ai \

∪
j<iAj

0, x ∈ X \
∪n

i=1Ai,
za i ∈ { 1, . . . , n }.
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O~igledno da je G lifting od g i∫
g dL(µ) =

∑n

i=1
ri · L(µ)

(
g−1({ri})

)
≈

∑n

i=1
ri · µ

(
G−1({ri})

)
=

∫
Gdµ,

~ime je dokaz leme zavr{en.

Na osnovu Leme 12.5. sli~no va`i i za svaku drugu lifting funkciju

G′ (od funkcije g).

TEOREMA 12.14. Neka je f : X → R ograni~ena i Leb merqiva funkcija i

F wen ograni~en lifting. Tada je∫
f dL(µ) = st

∫
F dµ.

Dokaz. Neka je g ≤ f jednostavna funkcija, G wen lifting i F ′

lifting od f tako da je G ≤ F ′ = max{G,F} (za proizvoqan fiksiran
lifting F ). Tada je na osnovu Lema 12.5. i 12.6.∫

g dL(µ) = st

∫
Gdµ ≤ st

∫
F ′ dµ = st

∫
F dµ,

a odatle
∫
f dL(µ) ≤ st

∫
F dµ.

Suprotna nejednakost sledi na osnovu simetrije. Tako, lifting za

− f je − F pa iz ∫
−f dL(µ) ≤ st

∫
−F dµ

sledi −
∫
f dL(µ) ≤ − st

∫
F dµ, a samim tim i

∫
f dL(µ) ≥ st

∫
F dµ.

Ova teorema se mo`e produ`iti i na slu~aj kada funkcija f nije

ograni~ena ali je integrabilna.

DEFINICIJA 12.11. Neka je F : X → ∗R internalna funkcija. Tada

F je S-integrabilna ako i samo ako F je A-merqiva (tj. za r ∈ R

{x ∈ X |F (x) ≤ r } ∈ A) i za svaki beskona~an H ∈ ∗N∫
|F |≥H

|F | dµ ≈ 0.
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O~igledno je svaka ograni~ena A-merqiva funkcija tako|e i S-
integrabilna.

TEOREMA 12.15. Slede}a tvr|ewa su ekvivalentna

(a) Funkcija f je Leb integrabilna,

(b) Funkcija f ima S-integrabilan lifting F : X → ∗R.

Ako je ispuweno (b), tada
∫
f dL(µ) = st

∫
F dµ.

Dokaz. Neka je f ≥ 0 (u op{tem slu~aju razmatramo f = f+ − f−,
gde je f+ = max{f, 0} i f− = min{f, 0}).

Pretpostavimo (a). Neka je F0 ≥ 0 lifting od f i Fn = F0 � n za

n ≥ 1. Tada na osnovu prethodne teoreme i definicije integrala

(1) st

∫
Fn dµ =

∫
(f � n) dL(µ)

je monotono rastu}i niz koji konvergira ka
∫
f dL(µ). Koriste}i pre-

brojivu ra{irivost (Teorema 11.5.) ra{irimo niz (Fn)n∈N i uo~imo

L = {n ∈ ∗N | (∀m < n)(Fn � m = Fm) }. Iz N ⊆ L i principa preli-

vawa sledi da postoji H ∈ L tako da je
∫
FH dµ ≈

∫
f dL(µ). Lako se

vidi da je zbog (1) funkcija FH S-integrabilna. Tako|e je FH lifting

od f jer je f kona~na skoro svuda. Otuda je dovoqno uzeti F = FH .

Obratno, ako F ≥ 0 je S-integrabilan lifting od f ≥ 0, po-
smatrajmo skup T = {m ∈ ∗N |

∫
F≥m F dµ ≤ ε }. Na osnovu prethodne

definicije ∗N \ N ⊆ T , pa po principu podlivawa postoji kona~no

n, tako da za svako m ≥ n va`i
∫
F≥m F dµ ≤ ε. Koriste}i prethodnu

teoremu, za sve kona~nem ≥ n imamo∫
(f � m) dL(µ) ≈

∫
(F � m) dµ ≤

∫
F dµ

≤
∫

(F � m) dµ+ ε ≈
∫

(f � m) dL(µ) + ε.

Odatle je st
∫
F dµ kona~an i jednak je limm→∞

∫
(f � m) dL(µ), {to se

i tra`i.

Slede}a teorema povezuje pojam S-integrabilnosti koji je uveo Leb
u [84] i ekvivalentnog pojma datog od strane Andersona u [3].
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TEOREMA 12.16. Neka je X = (X,A, µ) internalan kona~no aditivan

merqiv prostor i F : X → ∗R A-merqiva funkcija. Tada su slede}a

tvr|ewa ekvivalentna:

(1) F je S-integrabilna;

(2) st
∫
|F | dµ <∞, i

∫
A F dµ ≈ 0, kad god A ∈ A i µ(A) ≈ 0;

(3)
∫
st |F | dL(µ) = st

∫
|F | dµ <∞.

Dokaz. Neka je F S-integrabilna funkcija, an =
∫
|F | � ndµ i

a =
∫
|F | dµ. Tada o~igledno an ↑ a i a ≈ aH za H ∈ ∗N \N. Otuda je

st a ∈ R.

Da bismo pokazali drugi deo ta~ke (2), uo~imo∣∣∣∣∫
A
F dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
A
|F | dµ =

∫
A
|F | � H dµ+

∫
A,|F |>H

|F | dµ ≤ H · µ(A) + ε.

Kako je ε ≈ 0 i H mo`e biti dovoqno malo (ali beskona~no), to je

H · µ(A) ≈ 0 pa time i
∫
A F dµ ≈ 0.

O~igledno da iz (2) sledi (1), jer an ↑ a i a je kona~an pa mora biti
aH ≈ a, otuda je

∫
|F |≥H |F | dµ ≈ 0.

Na osnovu Teoreme 12.15. imamo (1)↔ (3).

DEFINICIJA 12.12. U prostoru L(X) ka`emo da je algebra L(µ) bez-
atomi~na, ako za svako A ∈ A, tako da L(µ)(A) > 0 postoji B ⊆ A,
B ∈ A tako da 0 < L(µ)(B) < L(µ)(A).

TEOREMA 12.17. Slede}a tvr|ewa su ekvivalentna:

(a) st
∫
|F | dµ <∞;

(b)
∫
A F dµ ≈ 0, kad god A ∈ A i µ(A) ≈ 0.

Dokaz. Neka va`i (b). Iz
∫
|F |≥H |F | dµ ≥ H · µ{x | |F (x)| ≥ H }

ukoliko je µ{x | |F (x)| ≥ H } ≈ 0, sledi da
∫
|F |≥H |F | dµ ≈ 0, {to

pokazuje da F je S-integrabilna, pa na osnovu prethodne teoreme va`i
(a).

Pokaza}emo sada da pretpostavka µ{x | |F (x)| ≥ H } ̸≈ 0 dovodi do
kontradikcije.
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Posmatrajmo niz (An)n∈N takav da An ⊆ {x | |F (x)| ≥ H }, An+1 (
An i st µ(An) ↓ 0 (strogo monotono). Ra{irimo ovaj niz do niza

(An)n∈∗N i posmatrajmo skup S = {n ∈ ∗N |
∫
An
|F | dµ > M },M ∈ R.

O~igledno je N ⊆ S, pa postoji k ∈ S \ N tako da je µ(Ak) ≈ 0 i∫
An
|F | dµ > M , {to je suprotno pretpostavci.

Da iz (a) sledi (b) vidi se lako na osnovu konvergencije niza (an)
uvedenog u prethodnoj teoremi.

12.7 Fubinijeva teorema

Videli smo u odeqku o proizvodu Lebovih prostora da je Lebov pro-

stor proizvoda internalnih mera prava ekstenzija proizvoda Lebovih

mera. Teorema koja sledi, dokazana od strane Kislera, predstavqa zato

pro{irewe klasi~ne teoreme Fubinija8).

Neka su X , Y i X × Y hiperkona~ni skupovi, (X,A, µ), (Y,B, λ) i
(X ×Y,A×B, µ×λ) internalni kona~no aditivni merqivi prostori
tako da su singltoni merqivi i neka

(
X,L(A), L(µ)

)
,
(
Y, L(B), L(λ)

)
i
(
X × Y, L(A× B), L(µ× λ)

)
su odgovaraju}i Lebovi prostori. Neka

je tako|e f : X × Y → R ograni~ena Leb merqiva funkcija (L(µ × λ)-
merqiva).

TEOREMA 12.18. (KISLER-FUBINI)

(1) Za skoro sve x ∈ X , funkcija f(x, ·) je Leb merqiva na Y ;

(2) Funkcija g(x) =
∫
f(x, y) dL(λ) je Leb merqiva na X;

(3)
∫
f(x, y) dL(µ× λ) =

∫ (∫
f(x, y) dL(λ)

)
dL(µ).

Radi jednostavnosti mo`emo da pretpostavimo da radimo sa vero-

vatnosnim prostorima.

Doka`imo pre toga slede}u lemu.

LEMA 12.7. Neka je A ⊆ X × Y i neka je za svako x ∈ X

Ax = { y ∈ Y | (x, y) ∈ A }.

Tada su ta~ke od (a) do (g) ekvivalentne

8) Guido Fubini (1879–1943)
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(a) L(µ× λ)(A) = 0;

(b) za svako n ∈ N postoji internalan An ⊇ A tako da je

L(µ× λ)(An) <
1

n
;

(v) za svako n ∈ N postoji internalan An ⊇ A takav da

L(µ)
({

x ∈ X |L(λ)(An)x <
1

n

})
≥ 1− 1

n
;

(g) za skoro sve x ∈ X , L(λ)(Ax) = 0.

Dokaz. (a)→ (b) na osnovu Teoreme 12.4.

(b)→ (v) jer bi u suprotnom L(µ× λ)(B) >
1

n2
za svaki internalan

B ⊇ A.
(v)→ (g) Neka je A′ =

∩
n∈NAn. Tada je

L(µ)
(
{x ∈ X |L(λ)(A′

x) = 0 }
)
= 1 i A ⊆ A′,

pa otuda L(µ)
(
{x ∈ X |L(λ)(Ax) = 0 }

)
= 1.

(g) → (a) Ako bi L(µ × λ)(A) > 0, tada bi postojao internalan

B ⊆ A tako da L(µ× λ)(B) > 0, pa bismo za neko n ∈ N imali

L(µ)
({

x ∈ X |L(λ)(Bx) <
1

n

})
< 1− 1

n
,

pa time i (v) ne bi va`ilo.

Dokaz Teoreme. Na osnovu Teoreme 12.7. funkcija f ima ograni~en
lifting F . Skup

A = { (x, y) | st(F (x, y)) ̸= f(x, y) }

ima meru nula. Na osnovu (g) iz prethodne leme F (x, ·) je lifting od
f(x, ·) za skoro sve x, pa je (1) zadovoqeno.

Neka je G(x) =
∑

y∈Y F (x, y) · λ({y}). Kad god je F (x, ·) lifting
od f(x, ·) imamo st(G(x)) = g(x). Zna~i, G je lifting za g pa je i (2)
zadovoqeno.
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Slede}i niz jednakosti∫
f(x, y) dL(µ× λ) = st

(∑
(x,y)∈X×Y

F (x, y)µ({x})λ({y})
)

= st
(∑

x∈X

(∑
y∈Y

F (x, y)λ({y})
)
· µ({x})

)
= st

(∑
x∈X

G(x)µ({x})
)

=

∫
g(x) dL(µ)

=

∫ (∫
f(x, y) dL(λ)

)
dL(µ)

dokazuje (3).

12.8 Kona~no aditivne mere

Po~eci nestandardne teorije mere vezuju se za Robinsonov rad (videti

[126]). Posmatrana je ∗-transformacija Lebegove mere λ na R, (∗R, ∗λ).
Ova mera je samo kona~no aditivna ali mo`e da poslu`i za definisawe

Lebegove mere i Lebegovog integrala, {to pokazuju slede}e teoreme.

TEOREMA 12.19. Neka je A ⊆ R. Tada su slede}a tvr|ewa ekvivalentna.

(a) A je Lebeg merqiv skup.

(b) Postoje skupoviF,G ⊆ ∗R koji su redom ∗-zatvoreni i ∗-otvoreni,
tako da je F ⊆ ∗A ⊆ G, ∗λ(F ) ≈ ∗λ(G) i ∗λ(F ) je kona~no.

Ako je (b) ispuweno, tada je λ(A) = st ∗λ(F ) = st ∗λ(G).

Dokaz. Neka je A Lebeg merqiv skup. Tada na osnovu Teoreme 12.5.

za svako ε > 0 postoji zatvoren skup F i otvoren skup G tako da je

F ⊆ A ⊆ G i λ(G \ F ) < ε. Na osnovu principa transfera, za ε > 0 i
ε ≈ 0 mo`emo na}i odgovaraju}e ∗-zatvoreno F i ∗-otvoreno G tako da

je ∗λ(F ) ≈ ∗λ(G) i ∗λ(F ) kona~no.

Sa druge strane, pretpostavimo da je ta~no (b). Za slede}e familije

F = {F ⊆ A |F je zatvoren } i O = {G ⊇ A |G je otvoren } i svako
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ε ∈ R+ va`i (∃F ∈ ∗F)(∃G ∈ ∗O)(F ⊆ ∗A ⊆ G ∧ ∗λ(G \ F ) < ε). Na
osnovu transfera dobijamo

(∀ε ∈ R+)(∃F ∈ F)(∃G ∈ O)(F ⊆ A ⊆ G ∧ λ(G \ F ) < ε).

Otuda je A Lebeg merqiv skup.

Ako je (b) ispuweno, tada je o~igledno

λ(A) = st(∗λ(F )) = st(∗λ(G)).

TEOREMA 12.20. Neka je f : [0, 1]→ R Lebeg merqiva funkcija i |f(x)| ≤
k za svako x. Neka je −k = y0 < y1 < · · · < yH = k hiperkona~na

particija od ∗[−k, k] za H ∈ ∗N \N i yi+1 − yi ≈ 0 za sve i. Tada je∫
f dλ = st

(∑H

i=1
yi · ∗λ

(
{x | yi−1 ≤ ∗f(x) < yi }

))
.

Dokaz ove teoreme se oslawa na definiciju integrala i na ~iwenicu

da je podela intervala ∗[−k, k] finija od bilo koje standardne podele.
Ova teorema, kako smo ve} napomenuli, mo`e da poslu`ii za definiciju

integrala iz koje se posle izvode ostale osobine.

Da}emo sada jednu primenu ovog postupka na re{avawe jednog po-

znatog problema iz geometrijske teorije mere.

TEOREMA 12.21. Neka je A ⊆ R2 konveksan i Lebeg merqiv skup ne nulte

mere. Tada je skup A ograni~en ako i samo ako je kona~ne mere.

Dokaz. Podsetimo se prvo da je A konveksan ako sa svake dve ta~ke

sadr`i i ~itavu du` odre|enu tim ta~kama. Tako|e, skupA je ograni~en

ako je sadr`an u nekom krugu sa centrom u koordinatnom po~etku i

kona~nog polupre~nika.

Ako je A ograni~en, onda trivijalno sledi da ima kona~nu meru.

Pretpostavimo sada da A nije ograni~en i uo~imo ∗A. Neka su

a, b, c tri nekolinearne ta~ke skupa A (koje postoje iz ~iwenice da je A
ne nulte mere) i d beskona~no daleka ta~ka iz ∗A.

Tada se bar jedan od trouglova (△abd ili△bcd) ne degeneri{e.
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Slika 12.3.

To daqe zna~i da je povr{ina bar jednog odwih beskona~na. Odatle,
∗A ima beskona~nu meru pa time i A.

12.9 Reprezentacija Lebegove mere

Bern{tajn i Vatenberg (videti [11]) dali su jednu intuitivnu reprezen-
taciju Lebegove mere koriste}i pojam uzorka.

DEFINICIJA 12.13. Neka je X skup i S hiperkona~an podskup od ∗X .

Skup S nazivamo uzorak i defini{emo za svaki A ∈ ∗P(∗X):

µS(A) =
|A ∩ S|
|S|

.

O~igledno je µS internalna kona~no aditivna verovatnosna mera

na ∗P(∗X).

DEFINICIJA 12.14. Neka je (X,X ,m) merqiv prostor. Tada, x ∈ ∗X
je m-slu~ajan ako za svaki standardan A ⊆ X koji je m-mere nula va`i

x ̸∈ ∗A.

LEMA 12.8. Postoji internalan ∗m-merqiv skup S takav da je ∗m(S) =
0 i svaki x ̸∈ S jem-slu~ajan.

Dokaz. Neka je LA = {Y ∈ P(X) |A ⊆ Y, m(Y ) = 0 } zaA ⊆ X koji

jem-mere nula. O~igledno jeLA1∩· · ·∩LAn ̸= ∅ jer sadr`iA1∪· · ·∪An.

Na osnovu aksiome ra{irewa (v. prethodnu glavu)
∩

m(A)=0
∗LA ̸= ∅, pa

postoji Y ∈
∩

m(A)=0
∗LA. O~igledno je

∗m(Y ) = 0 i ∗A ⊆ Y za svaki

A za koji jem(A) = 0. Otuda je svaki element iz ∗X \ Y slu~ajan.

Sada mo`emo da doka`emo teoremu reprezentacije Lebegove mere

pomo}u uzorka.
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TEOREMA 12.22. Postoji uzorak S ⊆ ∗[0, 1] takav da za svaki Lebeg

merqiv podskup A ⊆ [0, 1],

λ(A) = st(µS(
∗A)) = st

(
|∗A ∩ S|
|S|

)
.

Dokaz. Uo~imo I = [0, 1] i IN = { f | f : N → [0, 1] }. Na IN defi-

ni{imo produkt meru sa

λ ( ]a1, b1[× · · ·× ]an, bn[×I × I × . . . ) = (b1 − a1) · · · · · (bn − an)

na cilindru ]a1, b1[× ]a2, b2[× · · ·× ]an, bn[×I×I× . . . . Mera λ se lako
{iri do Borelove mere na IN.

Pretpostavimo da je x ∈ ∗(IN) λ-slu~ajan. Tada }emo pokazati da

postoji beskona~an broj K ∈ ∗N \ N takav da za svaki H ≥ K, skup

S = {x1, x2, . . . , xH } je uzorak koji zadovoqava uslove teoreme.
Primetimo da je skup Aij = {x ∈ IN |xi = xj } mere nula, a takav

je i skup A = {x ∈ IN | (∃i, j ∈ N)(i ̸= j ∧ xi = xj) }. Otuda, ako je x
λ-slu~ajan, sledi da x ̸∈ ∗A, a time xi ̸= xj za sve i, j ∈ ∗N.

Neka je ε fiksirana pozitivna infinitezimala. Koriste}i strogi
zakon velikih brojeva (videti [13]), za standardan Lebeg merqiv skupE
postoji skup SE ⊆ IN Borelove mere nula takav da

(∀x ̸∈ SE) lim
n→∞

1

n

∑n

i=1
χE(xi) = λ(E).

Kako je x λ-slu~ajan, x ̸∈ ∗SE tako da limn→∞
1

n

n∑
i=1

χE(xi) = λ(E).

Odatle, postoji HE ∈ ∗N \N tako da

(∀H ≥ HE)

∣∣∣∣ 1H∑H

i=1

∗χE(xi)− ∗λ(E)

∣∣∣∣ < ε.

Koriste}i (2ω)+-zasi}enost, mo`emo na}i H ∈ ∗N tako da je za svaki

standardni Lebeg merqiv skup E ⊆ [0, 1] ispuweno∣∣∣∣∣ 1H ·
H∑
i=1

χE(xi)− ∗λ(E)

∣∣∣∣∣ < ε.

Za skup S = {x1, x2, . . . , xH } imamo
1

H
·

H∑
i=1

χE(xi) =
|S ∩ ∗E|
|S|

, a odatle

i λ(E) = ∗λ(E) =
|S ∩ ∗E|
|S|

= µS(E).
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U [11] Bern{tajn i Vatenberg su pokazali da uzorak S ⊆ ∗[0, 1] mo`e
biti tako izabran da ima i slede}a interesantna svojstva:

(1) [0, 1] ⊆ S; {to zna~i da ako je A ̸= ∅, tada µS(∗A) ̸= 0 (makar i
µS(

∗A) ≈ 0).

(2) S + p = S( mod1) za sve racionalne p. Odatle sledi, na primer,
slede}a jednakost µS

(∗([0, 16 [∩Q)
)
= 1

3 · µS
(∗([0, 12 [∩Q)

)
, {to se

poklapa sa Paskalovom9) definicijom verovatno}e iako su oba

skupa Lebegove mere nula.

(3) Za svaki realan broj r i internalan A ⊆ ∗[0, 1] va`i µS(A+ r) ≈
µS(A) (gde se sabirawe uzima po modulu 1). To zna~i da pomo}u

st µS dobijamo invarijantnu, u odnosu na translaciju, kona~no

aditivnu ekstenziju odm.

Neka je [a, b]H = {x ∈ TH | a ≤ x ≤ b }.

LEMA 12.9. Neka je A skup sa pozitivnom Lebegovom merom λ(A) = m >

0. Neka je B hiperkona~an skup, B ⊆ st−1
H (A) i µH(B) >

3

10
·m. Tada

postoje a ∈ TH i n ∈ N takvi da µH

(
B ∩

[
a, a+

1

n

]
H

)
>

3

4n
.

Dokaz. Pretpostavimo da ne postoje a i n tako da relacija va`i.

Tada je

S =
{
n ∈ ∗N | (∀a ∈ TH) µH

(
B ∩

[
a, a+

1

n

]
H

)
≤ 3

4n

}
internalan skup i N ⊆ S. Na osnovu principa prelivawa postoji

K ∈ ∗N \N takav daK ∈ S i
K

H
≈ 0.

Neka je B′ =

{
s

K

∣∣∣B ∩ [ s
K
,
s+ 1

K

[
H

̸= ∅
}
. Tada stK(B′) ⊆ A,

B′ ⊆ st−1
K (A) iµK(B′) ≤ L(µK)(st−1

K (A)) = m. S obzirom na ~iwenicu

daK ∈ S imamo:

|B| =
∑

B∩[ s
K
, s+1

K
[H ̸=∅

∣∣∣∣B ∩ [ sK ,
s+ 1

K

[
H

∣∣∣∣
≤ |B′| ·max

s

∣∣∣∣B ∩ [ sK ,
s+ 1

K

[
H

∣∣∣∣
≤ |B′| · 3

4
· H
K
.

9) Blaise Pascal (1623–1662)



GLAVA 12. ELEMENTI NESTANDARDNE TEORIJE MERE 261

Odatle sledi

9

10
m ≤ µH(B) ≤

|B′| · 3
4
· H
K

H
=

3

4

|B′|
K

=
3

4
µK(B′) ≤ 3

4
m,

{to je kontradikcija.

Da}emo sada lak i intuitivan dokaz poznate [tainhausove10) teo-

reme.

TEOREMA 12.23. Neka je A skup pozitivne Lebegove mere λ(A) = m > 0.
Tada postoji interval [a, b] tako da

[a, b] ⊆ A−A = {x− y |x, y ∈ A }.

Dokaz. Neka su a i n kao u gorwoj lemi. Neka je I =
[
− 1

4n
,
1

4n

]
H
i

C = B ∩
[
a, a +

1

n

]
H
. Tada I ⊆ C − C. U suprotnom, C ∩ (C + x) = ∅

za neko x ∈ I i

5

4n
≥ µH(C) + µH(C + x) ≥ 6

4n
,

{to je kontradikcija.

Kona~no, stH(I) ⊆ stH(C − C) = stH(C)− stH(C) ⊆ A−A.

12.10 Braunovo kretawe

Engleski botani~ar Braun11) je 1826. godine zapazio da mikroskopski

male ~estice koje se nalaze u stacionarnoj te~nosti izvode neprekidno

haoti~no kretawe i po wemu je takvo kretawe nazvano Braunovo. Ajn-

{tajn12) je tu pojavu objasnio neprekidnim sudarima ~estica sa moleku-

lima te~nosti i 1905. godine dao je matemati~ki opis ovog kretawa, {to

je kasnije i eksperimentalno potvr|eno. Ovim fizi~kim fenomenom

bavilo se vi{e matemati~ara i fizi~ara. Najprecizniji matemati~ki

10) Hugo Dyonizy Steinhaus (1887–1972)
11) Robert Brown (1773–1858)
12) Albert Einstein (1879–1955)
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model dao je Viner13) u svojoj disertaciji 1918. godine i u nekim kasni-

jim radovima.

Da bismo opisali Vinerov proces, a time i Braunovo kretawe, na-

jpre uvodimo standardne pojmove verovatnosnog prostora neophodne za

ovaj odeqak.

Merqiva funkcija X : Ω → R definisana na verovatnosnom pro-

storu (Ω,A, µ) (tj. merqivom prostoru sa µ(Ω) = 1) zove se slu~ajna
promenqiva. Slu~ajne promenqive X i Y na Ω su nezavisne ako za sve

Borelove skupove A i B, podskupove od R, va`i

µ{ω |X(ω) ∈ A, Y (ω) ∈ B } = µ{ω |X(ω) ∈ A } · µ{ω |Y (ω) ∈ B },

{to lako mo`emo da generalizujemo na nezavisnost kona~nog niza slu-

~ajnih promenqivih X1, . . . , Xn:

µ{ω |Xi(ω) ∈ Ai, i = 1, . . . , n } =
∏n

i=1
µ{ω |Xi(ω) ∈ Ai }.

Slu~ajna promenqiva X ima normalnu (Gausovu) raspodelu sa sredwom

vredno{}um i standardnom devijacijom σ ako za svaki Borelov skupA
va`i:

µ{ω |X(ω) ∈ A } = 1√
2πσ

∫
A
e
−
(x−m)2

2σ dx.

Matemati~ko o~ekivawe slu~ajne promenqive X je broj E(X) =∫
X dµ. Realnu funkciju φ(t) = E(eıtX) zovemo karakteristi~nom

funkcijom slu~ajne promenqive X . Zapazimo da je

φ(t) =

∫ +∞

−∞
eıtx dF (x),

gde je F (x) = µ{ω |X(ω) < x } odgovaraju}a funkcija raspodele. Slu-
~ajna promenqiva X koja ima normalnu raspodelu sa sredwom vre-

dno{}u 0 i disperzijom 1 ima karakteristi~nu funkciju φ(t) = e−t2/2.

Broj E(Xk) zovemo moment k-tog reda, dok E
(
(X − E(X))k

)
zovemo

centralni moment k-tog reda slu~ajne promenqive X . Za k = 2, broj
D(X) = E((X − E(X))2) zovemo disperzijom, a

√
D(X) standardnom

devijacijom slu~ajne promenqive X .

Preslikavawe s : Ω × [0,+∞[→ R takvo da je za svako t ∈ [0,+∞[
preslikavawe st : Ω → R dato sa st(ω) = s(ω, t) slu~ajna promenqiva

13) Norbert Wiener (1894–1964)
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zove se stohasti~ki proces. Tada, preslikavawe pω : [0,+∞[→ R

dato sa pω(t) = s(ω, t) zove se put stohasti~kog procesa s. Ako je s
stohasti~ki proces i t1 < t2 iz [0,+∞[ , ozna~imo sa st1,t2 slu~ajnu

promenqivu definisanu razlikom st1,t2(ω) = st2(ω)− st1(ω).
Vratimo se kretawu ~estica kroz stacionarnu te~nost, tj. fluid.

Neka je b(t) rastojawe u momentu t ~estice od po~etne ta~ke. Razlika

b(t) − b(s), s < t se mo`e posmatrati kao suma velikog broja mawih

razlika. Primenom centralne grani~ne teoreme prirodno je pret-

postaviti da ova razlika ima Gausovu raspodelu. Raspodele promenqi-

vih b(t)−b(s) i b(t+h)−b(s+h), h > 0 se poklapaju, pa pretpostavqamo
da je sredwa vrednost ove razlike nula. Sem toga, razlika b(t) − b(s)
treba da zavisi samo od t − s, a ne, na primer, i od po~etnog momenta

posmatrawa, pa pretpostavqamo da standardna devijacija ove razlike

ima vrednost t − s. Prema tome, razlika b(t) − b(s), s < t ne zavisi od
pro{losti, odnosno ako je b(t) = +∞, tada nikakva dopunska infor-

macija o pona{awu b(s), s < t ne uti~e na poznavawe zakona raspodele.
Time se izra`ava Markovsko14) svojstvo ovog procesa. Preciznije,

navedena svojstva obuhvati}emo uvo|ewem slede}ih pojmova.

Vinerov proces je najjednostavniji stohasti~ki proces koji je model

igre pismo�glava. Neka je z = { zt | t ∈ T } stohasti~ki proces takav da
su slu~ajne promenqive zt nezavisne i

µ{ω | zt(ω) = +1 } = 1

2
, µ{ω | zt(ω) = −1 } =

1

2
,

gde je T =

{
0,

1

n
,
2

n
, . . . ,

n2 − 1

n
, n

}
i n ∈ N.

DEFINICIJA 12.15. Vinerov proces w = {wt | t ∈ T } je familija slu-
~ajnih promenqivih wt definisanih sa:

w0 = 0 i wt+1/n = wt +
zt√
n
.

Prema tome, dwt = wt+1/n − wt =
zt√
n
i wt =

∑tn−1
i=0 dwi/n. Stan-

dardan limes Vinerovog procesa dovodi nas do Braunovog kretawa.

DEFINICIJA 12.16. Stohasti~ki proces b : Ω × [0,+∞[→ R takav da

b(ω, 0) = 0 za sve ω ∈ Ω je Braunovo kretawe ako:

14)Andrey Andreevi~ Markov (1856�1922)



264 12.10. BRAUNOVO KRETAWE

(1) slu~ajne promenqive bs1,t1 , bs2,t2 , . . . , bsn,tn su nezavisne, pri ~emu
je s1 < t1 ≤ s2 < t2 ≤ · · · ≤ sn < tn,

(2) slu~ajna promenqiva bs,t, s < t ima normalnu raspodelu sa sred-
wom vredno{}u nula i standardnom devijacijom t− s,

(3) put bω : [0,+∞[→ R je neprekidan za skoro sve ω, tj.

µ{ω | bω je neprekidan put } = 1.

Koriste}i hiperkona~an verovatnosni prostor i Lebovu konstruk-

ciju mo`emo na jednostavan i intuitivan na~in da prelazimo sa dis-

kretnog na neprekidan slu~aj i obratno. Anderson je u [3] izveo nestan-
dardnu konstrukciju Braunovog kretawa koju }emo upravo da opi{emo.

Neka je H ∈ ∗N \ N beskona~an prirodan broj i neka je interval

[0,+∞[ zamewen hiperkona~nim vremenskim intervalom

T =

{
0,

1

H
,
2

H
, . . . ,

H2 − 1

H
,H

}
.

Internalna preslikavawa ω : T → {−1, 1 } formiraju skup Ω koji je

hiperkona~an i ima 2H
2+1 elemenata. Neka je A algebra svih inter-

nalnih podskupova od Ω i neka je µ(A) =
|A|

2H2+1
, A ∈ A normalizo-

vana prebrajaju}a mera. Lebovom konstrukcijom dolazimo do merqivog

prostora
(
Ω, L(A), L(µ)

)
. Sada je daqa konstrukcija uobi~ajena. For-

miramo hiperkona~an stohasti~ki proces B : Ω × T → ∗R pomo}u:

B(ω, 0) = 0 i

B

(
ω,

k

H

)
=
∑k−1

j=0

ω(j/H)√
H

, k = 1, 2, . . . , H2.

Za svako t ∈ [0,+∞[ , neka je t+ = min{ τ ∈ T | t ≤ τ }.

TEOREMA 12.24. Preslikavawe b : Ω× [0,+∞[→ R definisano sa

b(ω, t) = st B(ω, t+), ω ∈ Ω, t ∈ [0,+∞[

je Braunovo kretawe na
(
Ω, L(A), L(µ)

)
.

Dokaz. O~igledno je preslikavawe b stohasti~ki proces i va`i

b(ω, 0) = 0. Proverimo uslove (1), (2) i (3) iz Definicije 12.16.
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(1) Neka je s1 < t1 ≤ s2 < t2 ≤ · · · ≤ sn < tn iz T i neka su hiperko-

na~ne slu~ajne promenqive Bs+i ,t+i
: Ω → ∗R, i = 1, 2, . . . , n, definisane

sa Bs+i ,t+i
(ω) = B(ω, t+i ) − B(ω, s+i ). Za svako i, neka je µi internalna

mera na ∗R definisana sa

µi(A) = µ{ω |Bs+i ,t+i
(ω) ∈ A }.

Poka`imo sada da su preslikavawa bs1,t1 , bs2,t2 , . . . , bsn,tn nezavisna.
Neka su A1, A2, . . . , An Borelovi skupovi u R. Odredimo internalne

skupove Â1, Â2, . . . , Ân u ∗R za koje je L(µi)
(
Âi△ st−1(Ai)

)
= 0 za sve

i = 1, 2, . . . , n. Tada

L(µ){ω | bsi,ti(ω) ∈ Ai, } ≈ µ{ω |Bs+i ,t+i
(ω) ∈ Âi, i = 1, 2, . . . , n }

=
∏n

i=1
µ{ω |Bs+i ,t+i

(ω) ∈ Âi }

≈
∏n

i=1
L(µ){ω | bsi,ti(ω) ∈ Ai }.

(2) Pisa}emo kra}e
∑t

r=sX(r) zaX(s)+X
(
s+

1

H

)
+ · · ·+X

(
t− 1

H

)
i
∏t

r=sX(r) za X(s) ·X
(
s+

1

H

)
· · · · ·X

(
t− 1

H

)
, gde s, t ∈ T , s < t i

X : T → ∗R je internalna funkcija.

Da bismo pokazali da slu~ajna promenqiva bs,t, s < t ima Gausovu
raspodelu sa sredwom vredno{}u 0 i standardnom devijacijom t − s,
dovoqno je da poka`emo da karakteristi~na funkcija φ(q) = E(eıqbs,t)
slu~ajne promenqive bs,t iznosi e

−q2(t−s)/2. Za odre|ivawe karakte-

risti~ne funkcije koristimo Lemu 12.6, definiciju i nezavisnost slu-

~ajnih promenqivih Bs+,t+ , ~iwenicu da je ω(r) = ±1 sa verovatno}om
1
2 , Tejlorov red i definiciju i neprekidnost eksponencijalne funkcije:

φ(q) =

∫
eıqbs,t(ω) dL(µ) ≈

∫
∗eıqBs+,t+ (ω) dµ

=

∫
∗e

ıq
∑t+

r=s+

ω(r)√
H dµ =

∏t+

r=s+

∫
∗e

ıq
w(r)√
H dµ

=
∏t+

r=s+
∗ cos

(
q√
H

)
=
∏t+

r=s+

(
1− q2

2H
− o

(
q4

H2

))

≈ ∗e
−
1

2
q2(t+ − s+)

≈ e
−
1

2
q2(t− s)

.
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(3) ^itaocu prepu{tamo da izra~una momente drugog i ~etvrtog reda

slu~ajne promenqive Bs,t, s < t iz T i proveri:

E(Bs,t
2) = t− s i E(Bs,t

4) = 3(t− s)2 − 2(t− s) 1
H
< 3(t− s)2.

Neka je Tk = { t ∈ T | |t| ≤ k }, k ∈ N, i neka je

Ωm,n,k =

{
ω | (∃i ∈ N)

(
∃s ∈ Tk ∩

[
i

m
,
i+ 1

m

])
|B i

m
,s(ω)|

4 ≥ 1

n

}
,

za m,n, k ∈ N. Sada na jednostavan na~in prelazimo sa diskretnog

na neprekidan slu~aj koriste}i hiperkona~an verovatnosni prostor i

Lebovu konstrukciju. Neka je
∣∣B i

m
, i+1

m
(ω)
∣∣4 < 1

n i neka postoji element

s ∈ Tk ∩
[

i
m ,

i+1
m

]
tako da

∣∣B i
m
,s(ω)

∣∣4 ≥ 1
n . Izaberimo najmawi takav,

na primer, sω. Za
∼
ω : T → {−1, 1} definisano sa ∼

ω (r) = ω(r) za r < sω
i

∼
ω (r) = −ω(r) za r ≥ sω, va`i

∣∣B i
m
, i+1

m
(
∼
ω)
∣∣4 ≥ 1

n . Kako postoji 1 − 1

korespondencija izme|u
∼
ω i ω, to va`i:

µ(Ωm,n,k) ≤
∑km−1

i=0
µ

{
ω
∣∣ (∃s ∈ T ∩ [ i

m
,
i+ 1

m

]) ∣∣Bi/m,s(ω)
∣∣4 ≥ 1

n

}
≤ 2

∑km−1

i=0
µ

{
ω
∣∣ ∣∣B i

m
, i+1

m
(ω)
∣∣4 ≥ 1

n

}
≤ 2

∑km−1

i=0
n · E

(
B4

i
m
, i+1

m

)
< 6n

∑km−1

i=0

1

m2
=

6kn

m
.

Prema tome, za svako n, k ∈ N ispuweno je

lim
m→∞

L(µ)(Ωm,n,k) = 0,

pa je put bω neprekidan za L(µ) skoro sve ω.

Opisani matemati~ki model Braunovog kretawa na{ao je brojnu

primenu u ~istoj i primewenoj matematici. Na primer, u [63] ~ita-
lac mo`e na}i primenu Braunovog kretawa pri dokazima egzistencije

re{ewa stohasti~kih diferencijalnih jedna~ina.



Glava 13

Nestandardna analiza

Hilbertovog prostora

Pojam vektorskog (linearnog) prostora spada u osnovne matemati~ke

pojmove. Geometriju u vektorskom prostora mo`emo da realizujemo

uvo|ewem skalarnog proizvoda, a zatim norme i metrike. U prvom

odeqku dati su osnovni pojmovi i osobine vektorskih i euklidskih

prostora, pre svega Hilbertovog1), nad poqem kompleksnih brojeva,

kao i osobine kompaktnih operatora u Hilbertovom prostoru. Drugi

odeqak sadr`i nestandardnu karakterizaciju ovih prostora.

13.1 Hilbertov prostor

Neka je neprazan skup V = {a, b, c, . . . } skup vektora, skup komplek-

snih brojeva C = {α, β, γ, . . . } skup skalara, neka je binarna operacija
+: V × V → V sabirawe vektora i funkcija · : C × V → V mno`ewe

vektora skalarom.

DEFINICIJA 13.1. Ure|ena ~etvorka (V,+, ·,C) je vektorski prostor

nad poqem C kompleksnih brojeva ako je

(V1) (V,+) Abelova (komutativna) grupa,

(V2) (α+ β) · a = α · a+ β · a,
1) David Hilbert (1862–1943)

267
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(V3) α · (a+ b) = α · a+ α · b,

(V4) α · (β · a) = (αβ) · a,

(V5) 1 · a = a,

za sve a, b ∈ V i sve α, β ∈ C.

U narednom primeru dati su osnovni primeri vektorskih prostora.

PRIMER 13.1. 1◦ Kompleksni n-dimenzioni aritmeti~ki prostorCn

~ine sve n-torke z = (z1, . . . , zn) kompleksnih brojeva, gde su sabi-
rawe i mno`ewe kompleksnim brojem odre|eni sa

(z1, . . . , zn) + (w1, . . . , wn) = (z1 + w1, . . . , zn + wn),

α · (z1, . . . , zn) = (αz1, . . . , αzn).

2◦ Vektorski prostor C[a, b] ~ine neprekidne kompleksne funkcije
realnog argumenta definisane na odse~ku [a, b] sa uobi~ajenim

operacijama:

(f + g)(t) = f(t) + g(t), (α · f)(t) = αf(t).

3◦ Vektorski prostor nizova kompleksnih brojeva (z1, z2, . . . ) koji
zadovoqavaju uslov ∑∞

n=1
|zn|2 <∞,

sa sabirawem i mno`ewem kompleksnim brojem definisanim na

slede}i na~in:

(z1, z2, . . . ) + (w1, w2 . . . ) = (z1 + w1, z2 + w2, . . . ),

α · (z1, z2, . . . ) = (αz1, αz2, . . . )

ozna~avamo sa l2.

Navodimo one osnovne pojmove i osobine vektorskih prostora koje

koristimo u drugom delu ove glave.

Vektorski prostori V1 i V2 nad poqem C su izomorfni ako postoji

bijektivno preslikavawe f : V1
na−→
1−1 V2 saglasno sa operacijama u V1 i

V2:

f(a1 + a2) = f(a1) + f(a2) aditivnost,

f(α · a) = α · f(a) homogenost.



GLAVA 13. NESTANDARDNA ANALIZA HILBERTOVOG PROSTORA 269

Ka`emo da su izomorfni vektorski prostori razli~ite realizacije

jednog istog prostora.

Vektori a1, . . . , an vektorskog prostora V su linearno zavisni ako

postoje skalari α1, . . . , αn, koji nisu svi jednaki 0, takvi da

α1 · a1 + · · ·+ αn · an = 0.

Beskona~an skup vektora prostora V je linearno zavisan ako je neki

wegov kona~an podskup linearno zavisan. Skup vektora prostora V
je linearno nezavisan ako nije linearno zavisan. Dakle, u kona~nom

slu~aju, vektori a1, . . . , an su linearno nezavisni ako za svaki izbor

skalara α1, . . . , αn, iz α1 ·a1+ · · ·+αn ·an = 0 sledi α1 = · · · = αn = 0.
Beskona~an skup vektora je linearno nezavisan ako je takav svaki wegov

kona~an podskup.

Ako u vektorskom prostoru V postoji skup odn linearno nezavisnih
vektorai svaki skupodn+1 vektora je linearno zavisan, tada za prostor
V ka`emoda jen-dimenzionalanipi{emo dimV = n. Ako u vektorskom
prostoru V postoji beskona~an linearno nezavisan skup vektora, tada

za prostor V ka`emo da je beskona~no dimenzionalan. Prostor Cn

je n-dimenzionalan, dok su C[a, b] i l2 beskona~no dimenzionalni. U

n-dimenzionalnom vektorskom prostoru V svaki skup od n linearno

nezavisnih vektora zovemo bazom prostora V .

Neprazan skup vektoraW vektorskog prostora (V,+, ·,C) obrazuje
vektorski potprostor od V ako je (W,+, ·,C) vektorski prostor, gde

su sabirawe vektora i mno`ewe vektora skalarom restrikcije odgo-

varaju}ih operacija u V . Lako proveravamo da jeW vektorski potpro-

stor od V ako za svako a, b ∈W i svako α, β ∈ C va`i α · a+ β · b ∈W .

Prostor l2 je, na primer, pravi potprostor vektorskog prostora c0 svih
konvergentnih 0-nizova.

DEFINICIJA 13.2. Norma u vektorskom prostoru (V,+, ·,C) je svaka
funkcionela ∥ · ∥ : V → R koja zadovoqava uslove (za sve a, b ∈ V i

svako α ∈ C):

(N1) ∥a∥ ≥ 0,

(N2) ∥a∥ = 0 ako i samo ako a = 0,

(N3) ∥α · a∥ = |α|∥a∥,

(N4) ∥a+ b∥ ≤ ∥a∥+ ∥b∥.
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Nejednakost (N4) poznata je kao nejednakost trougla.

PRIMER 13.2. 1◦ U kompleksnom n-dimenzionom prostoruCn norma

se mo`e uvesti pomo}u

∥z∥ =
√∑n

k=1
|zk|2, z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn.

2◦ Norma u prostoru C[a, b] se mo`e uvesti pomo}u

∥f∥ = max
a≤t≤b

|f(t)|, f ∈ C[a, b].

3◦ Uprostoru l2 norma vektoraσ = (z1, z2, . . . , zn, . . . ) semo`e uvesti
pomo}u

∥σ∥ = supn∈N |zn|.

U normiranom vektorskom prostoru, tj. prostoru u kojem je zadata

neka norma, uvodimo metriku ρ : V × V → R pomo}u

ρ(a, b) = ∥a− b∥, a, b ∈ V.

Kompletan normiran prostor zovemo Banahov prostor. U normiranom

vektorskom prostoru sa topologijom koja je inducirana metrikom ρ
posebno je zna~ajanpojam zatvorenog vektorskog potprostora. To su oni

vektorski potprostori koji sadr`e sve svoje ta~ke nagomilavawa. Ako

je normiran prostor kona~ne dimenzije, tada je svaki wegov potprostor

zatvoren. Ovo se ne de{ava u beskona~no dimenzionom normiranom

prostoru.

PRIMER 13.3. 1◦ UnormiranomprostoruC[a, b] skuppolinomaobra-
zuje potprostor koji nije zatvoren.

2◦ Nizovi (z1, z2, . . . , zn, . . . ) ~iji su skoro svi ~lanovi jednaki nuli
osim, mo`da, wih kona~no mnogo, obrazuju potprostorW normi-

ranog prostora l2 koji nije zatvoren u odnosu na normu izPrimera
13.2. U skupu wegovih ta~aka nagomilavawa nalazi se i niz iz l2(
1,

1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
, . . .

)
, koji nije uW .

Norma u vektorskom prostoru mo`e da se uvede i tako {to se prvo u

wemu defini{e skalarni proizvod.
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DEFINICIJA 13.3. U vektorskom prostoru (V,+, ·,C) skalarni proiz-
vod je svaka funkcija ⟨ ·, · ⟩ : V ×V → C koja zadovoqava uslove (za svako

a, b, c ∈ V i svako α ∈ C):

(S1) ⟨a+ b, c⟩ = ⟨a, c⟩+ ⟨b, c⟩,

(S2) ⟨α · a, b⟩ = α⟨a, b⟩,

(S3) ⟨a, b⟩ = ⟨b, a⟩,

(S4) a ̸= 0⇒ ⟨a, a⟩ > 0.

Primetimo da je zbog (S3) skalarni kvadrat ⟨a, a⟩, a ∈ V uvek nenega-

tivan realan broj, pa u kompleksnom euklidskomprostoru, tj. u prostoru

u kome je zadat skalarni proizvod, normu vektora a ∈ V mo`emo da

uvedemo pomo}u

∥a∥ =
√
⟨a, a⟩.

Lako se proveravaju uslovi (N1)-(N4) iz Definicije 13.2. Nejednakost

trougla (N4) sledi iz dobro poznate [varcove2) nejednakosti (poznate

i kao nejednakost Ko{i-Buwakovskog3))

|⟨a, b⟩| ≤ ∥a∥ · ∥b∥, a, b ∈ V.

Zaista, (N4) sledi iz

∥a+ b∥2 = ⟨a+ b, a+ b⟩ = ⟨a, a⟩+ ⟨a, b⟩+ ⟨b, a⟩+ ⟨b, b⟩
= ∥a∥2 + 2 Re⟨a, b⟩+ ∥b∥2 ≤ ∥a∥2 + 2|⟨a, b⟩|+ ∥b∥2

≤ ∥a∥2 + 2∥a∥ · ∥b∥+ ∥b∥2 = (∥a∥+ ∥b∥)2.

Vektore a, b ∈ V nazivamo uzajamno ortogonalnim ako je ⟨a, b⟩ = 0.
Skup W ne nula vektora je ortogonalan ako je ⟨a, b⟩ = 0 za svaka dva

razli~ita vektora a, b izW . Lako se proverava da je svaki ortogonalan

skup ne nula vektora linearno nezavisan. Ako je ortogonalan skup vek-

tora B baza vektorskog prostora V i ∥a∥ = 1 za svako a ∈ B, tada skup
B zovemo ortogonalna normirana baza prostora V .

PRIMER 13.4. 1◦ Skalarniproizvod un-dimenzionomaritmeti~kom
prostoru Cn mo`e da se uvede sa

⟨z, w⟩ =
∑n

i=1
ziwi, z = (z1, . . . , zn), w = (w1, . . . , wn) ∈ Cn.

2) Karl Hermann Amandus Schwarz (1843–1921)
3)Viktor Ækovlevi~ Bunækovskiy (1804�1889)
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Ortogonalnu normiranu bazu ovog prostora obrazuju, na primer,

vektori e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , en = (0, 0, . . . , 1).

2◦ Vektori σ1 = (1, 0, . . . , 0, . . . ), σ2 = (0, 1, . . . , 0, . . . ), . . . obrazuju
standardnu ortogonalnu normiranu bazu prostora l2 sa skalarnim
proizvodom

⟨z, w⟩ =
∑∞

i=1
ziwi, z = (z1, z2, . . . ), w = (w1, w2, . . . ) ∈ l2.

PreslikavaweA : V → V je linearni operator kona~nodimenzionog

normiranog prostora V ako za sve a, b ∈ V i sve α, β ∈ C va`i:

A(α · a+ β · b) = α ·A(a) + β ·A(b).

Kako je V topolo{ki prostor, to o neprekidnosti linearnog operatora

govorimo na dobro poznat na~in: A je neprekidno u ta~ki a ∈ V ako za

svako ε > 0 postoji δ > 0 takvo da za sve b ∈ V , iz ∥a − b∥ < δ sledi
∥A(a)−A(b)∥ < ε.

PRIMER 13.5. Neka jeW vektorski potprostor od V . Ako V razlo`imo

na direktan zbir prostora W i wegovog ortogonalnog komplementa

W⊥ = { a | (∀x ∈ W )⟨a, x⟩ = 0 }, a time svako a ∈ V predstavimo na

jedinstven na~in u obliku

a = b+ c (b ∈W, c ∈W⊥),

tada preslikavawe PW : V → V dato sa PW (a) = b zovemo operator

ortogonalnog projektovawa. ^itaocu prepu{tamo da poka`e da je PW

neprekidan linearan operator prostora V .

Operator A : V → V je ograni~en ako preslikava otvorenu kuglu

B = { a | ∥a∥ < r} u ograni~en skup, {to koriste}i linearnost mo`emo
da iska`emo i ovako: A je ograni~en operator ako postoji konstanta k
takva da za sve a ∈ V va`i

∥A(a)∥ ≤ k∥a∥.

Najmawa takva konstanta k zove se norma operatora A i ozna~ava sa

∥A∥. Za linearne operatore A1, A2 : V → V lako se proverava:

∥A1 +A2∥ ≤ ∥A1∥+ ∥A2∥ i ∥A1 ◦A2∥ ≤ ∥A1∥ · ∥A2∥,

gde je (A1 +A2)(a) = A1(a) +A2(a) i (A1 ◦A2)(a) = A1

(
A2(a)

)
, a ∈ V .
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Neka je φ1, φ2, . . . , φn, . . . proizvoqan ortogonalan normiran si-

stem vektora u kompleksnom euklidskom prostoru V i σ neki vektor

u V . Brojevi cn = ⟨σ, φn⟩ zovu se Furjeovi4) koeficijenti, dok se red∑∞
n=1 cn ·φn zoveFurjeov red elementa σ po ortogonalnom normiranom

sistemu vektora φ1, φ2, . . . , φn, . . . . Prirodno se name}u pitawa: da li
red

∑∞
n=1 cn ·φn konvergira i, ako konvergira, da li je wegova suma ba{

element σ? Izaberimo za zadato n ∈ N koeficijente d1, . . . , dn tako

da rastojawe izme|u vektora σ i vektora odre|enog delimi~nom sumom

Sn =
∑n

i=1 di · φi bude minimalno. O~igledno je

∥σ − Sn∥2 = ∥σ∥2 −
∑n

i=1
dici −

∑n

i=1
dici +

∑n

i=1
|di|2

= ∥σ∥2 −
∑n

i=1
|ci|2 +

∑n

i=1
|di − ci|2.

Prema tome, minimum se dosti`e za di = ci, i = 1, . . . , n, i tada

va`i ∥σ − Sn∥2 = ∥σ∥2 −
∑n

i=1 |ci|2, tj.
∑n

i=1 |ci|2 ≤ ∥σ∥2. Kako je

n proizvoqno, to
∑∞

i=1 |ci|2 ≤ ∥σ∥2, {to predstavqa dobro pozna-

tu Beselovu5) nejednakost. Za ortogonalan normiran sistem vektora

φ1, φ2, . . . , φn, . . . ka`emo da je zatvoren ako za svako σ ∈ V va`i∑∞
i=1 |ci|2 = ∥σ∥2, a ta jednakost se zove jednakost Parsevala6). Stoga,

ako je φ1, φ2, . . . , φn, . . . zatvoren ortogonalan normiran sistem vek-

tora, tada Furjeov red
∑∞

n=1 cn · φn vektora σ ∈ V konvergira ba{ ka

σ.

Kompleksan euklidski prostor je separabilan ako u wemu postoji

najvi{e prebrojiv svuda gust skup vektora. U separabilnom vektorskom

prostoru svaki ortogonalan normiran skup vektora je najvi{e prebro-

jiv. Zaista, za ortogonalan normiran skup vektora { ai | i ∈ I } prosto-
ra V , va`i ∥ai − aj∥ =

√
2, i ̸= j. Stoga, otvorene kugle B

(
ai,

√
2
2

)
,

i ∈ I , predstavqaju disjunktne skupove koji sadr`e po najvi{e jednu

ta~ku prebrojivog svuda gustog skupa ta~aka u V , pa i wih ima najvi{e
prebrojivo mnogo.

Kompletan kompleksan euklidski prostor zovemo Hilbertov pro-

stor. Do kraja ove glave razmatra}emo samo Hilbertov prostor besko-

na~ne dimenzije.

Svaki separabilanHilbertov prostor ima prebrojivu ortogonalnu

normiranu bazu. Poka`imo da sa ta~no{}u do na izomorfizam postoji

4) Jean Baptiste Joseph Fourier (1768–1830)
5) Friedrich Wilhelm Bessel (1784–1846)
6) Marc-Antoine Parseval (1755–1836)



274 13.1. HILBERTOV PROSTOR

samo jedan separabilan Hilbertov prostor, i da prostor l2 mo`emo

posmatrati kao wegovu �koordinatnu realizaciju�.

TEOREMA 13.1. Svaki separabilan Hilbertov prostor je izomorfan pro-

storu l2.

Dokaz. Neka jeH separabilan kompleksanHilbertov prostor i neka

je skup vektora φ1, φ2, . . . , φn, . . . jedna wegova ortogonalna normirana
baza. Pridru`imo svakom σ ∈ H niz (cn) koga ~ine wegovi Furjeovi
koeficijenti u odnosu na izabrani sistem vektora. Kako va`i da je∑∞

i=1 |ci|2 < ∞, to (cn) ∈ l2. Poka`imo da je preslikavawe F : H → l2
dato sa

F (σ) = (cn)

izomorfizam prostoraH na prostor l2.

Razli~iti vektori prostora H imaju razli~ite Furjeove koefi-

cijente u odnosu na isti sistem vektora φ1, φ2, . . . , φn, . . . , pa je F
injektivno preslikavawe. Da bi ovo preslikavawe bilo na, poka`imo

da svaki (cn) ∈ l2 odre|uje σ ∈ H tako da je ci = ⟨σ, φi⟩, i ∈ N, i∑∞
i=1 |ci|2 = ∥σ∥2. Ova osobina je ina~e poznata kao Ris-Fi{erova7)

teorema. U tom ciqu, stavimo σn =
∑n

i=1 ci · φi. Tada je

∥σn+p − σn∥2 =
∑n+p

i=n+1
|ci|2,

{to zbog konvergentnosti reda
∑∞

i=1 |ci|2 i kompletnosti prostora H
daje da niz (σn) konvergira nekom σ ∈ H . Tada je ⟨σ, φi⟩ = ⟨σn, φi⟩ +
⟨σ − σn, φi⟩. Odnosno, za n ≥ i imamo

⟨σ, φi⟩ = ci + ⟨σ − σn, φi⟩.

Kako leva strana ove jednakosti ne zavisi od n, to koriste}i[varcovu

nejednakost

|⟨σ − σn, φi⟩| ≤ ∥σ − σn∥ · ∥φi∥ = ∥σ − σn∥

dobijamo da ⟨σ − σn, φi⟩ → 0, kada n → ∞, odnosno da je ⟨σ, φi⟩ = ci.
Tako|e, iz ∥σ − σn∥2 = ∥σ∥2 −

∑n
i=1 |ci|2 sledi ∥σ∥2 =

∑∞
i=1 |ci|2.

Ako je F (σ) = (cn) i F (τ) = (dn), tada je F (σ + τ) = (cn + dn) i
tako|e va`i jednakost F (α · σ) = (α · cn), α ∈ C. Tako|e, iz jednakosti

7) Frigyes Riesz (1880–1956)
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∥σ + τ∥2 = ∥σ∥2 + ⟨σ, τ⟩ + ⟨τ, σ⟩ + ∥τ∥2, jednakosti Parsevala i iz∑∞
n=1 |cn + dn|2 =

∑∞
n=1 |cn|2 +

∑∞
n=1 cndn +

∑∞
n=1 cndn +

∑∞
n=1 |dn|2,

sledi

⟨σ, τ⟩ =
∑∞

n=1
cndn = ⟨F (σ), F (τ)⟩.

Prema tome, bijektivno preslikavawe F ~uva + i · , kao i skalarni

proizvod.

Kako posmatramo Hilbertov prostor H beskona~ne dimenzije, to

su posebno interesantna preslikavawa T : H → H koja su kompletno

neprekidna (kompaktna). Ova preslikavawa su po svojim svojstvima

sli~na neprekidnim operatorima kona~no dimenzionog normiranog

prostora.

DEFINICIJA 13.4. OperatorT : H → H je kompletnoneprekidan (kom-

paktan) ako svaki ograni~eni skup preslikava u predkompaktan, tj. u

skup ~ije je zatvorewe kompaktan skup.

U kona~no dimenzionom normiranom prostoru svaki linearan ope-

rator je kompaktan jer ograni~en skup preslikava opet u ograni~en

skup. Jedini~nioperatorHilbertovog prostora je neprekidan, alinije

kompletno neprekidan. Zaista, ako je φ1, φ2, . . . linearno nezavisan

skup vektora uH iEn potprostor odH generisan vektorimaφ1, . . . , φn,

tada je d(φn, En−1) = ε > 0, pa postojiψ ∈ En−1 takav da d(φn, ψ) < 2ε.

Vektori ψn =
1

d(φn, ψ)
· (φn − ψ) zadovoqavaju:

∥ψn∥ = 1, ψn ∈ En i d(ψn, En−1) >
1

2
.

Prema tome, u jedini~noj kugli prostora H nalaze se takvi vektori

ψ1, ψ2, . . . za koje je d(ψn, ψn−1) >
1

2
, pa iz ovog niza vektora ne mo`emo

da izdvojimo konvergentan podniz, {to zna~i da jedini~na kugla u H
nije predkompaktan skup.

PRIMER 13.6. Operator T : l2 → l2 definisan pomo}u

T (z1, z2, . . . , zn, . . . ) =
(
z1,

1

2
z2, . . . ,

1

2n−1
zn, . . .

)
je kompletno neprekidan. Ovaj operator prevodi jedini~nu kuglu pro-

stora l2 u skup sadr`an u �Hilbertovom kirpi~u� prostora l2 koga ~ine
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ta~ke z = (z1, z2, . . . , zn, . . . ) za koje je

|z1| ≤ 1, |z2| ≤
1

2
, . . . , |zn| ≤

1

2n−1
, . . . .

Ovaj skup je primer potpuno ograni~enog, a time i predkompaktnog

beskona~no dimenzionog skupa.

13.2 Nestandardni Hilbertov prostor

Separabilan Hilbertov prostor H nad poqem C mo`emo da pred-

stavimo kao skup nizova σ = (zn) kompleksnih brojeva takvih da je

∥σ∥2 =
∑∞

n=1 |zn|2 < ∞, tj. kao prostor l2 (Teorema 13.1.). Polaze}i
od superstrukture V (S) izgra|ene na jeziku koji sadr`i simbole svih

kompleksnih brojeva, svih skupova i relacija na wima, . . . , mo`emo da

izgradimo na uobi~ajen na~in nestandardni Hilbertov prostor ∗H nad
∗C. Prostor ∗H ~ine svi internalni nizovi σ = (zn) u

∗C takvi da

∥σ∥2 =
∑

n∈∗N |zn|2 konvergira.
Posmatrajmo ekstenziju u ∗C niza σ = (zn) iz H . Koriste}i kon-

vergentnost niza (Sn) parcijalnih suma konvergentnog reda
∑∞

n=1 |zn|2,
dobi}emo da je

∑
n≥κ |zn|2 infinitezimala za svako beskona~no κ ∈ ∗N.

Ovim uslovom, uz dodatak da σ = (zn) iz ∗H ima kona~nu normu,

mo`emo da opi{emo sve do-standardne ta~ke skupa ∗H . Prisetimo se da

je σ ∈ ∗H do-standardan element ako je ∥σ− ◦σ∥ infinitezimala, gde je
◦σ = st σ ∈ H standardni deo od σ.

TEOREMA 13.2. Ta~ka σ = (zn) iz
∗H je do-standardna ako i samo ako ima

kona~nu normu (∥σ∥ je kona~an realan broj ) i
∑

n≥κ |zn|2 je infinitezi-
mala za svako beskona~no κ ∈ ∗N.

Dokaz. Neka je ◦σ = (z′n) element iz H takav da je ∥σ − ◦σ∥ in-
finitezimala. Tada je

∥σ∥ ≤ ∥σ − ◦σ∥+ ∥◦σ∥ < 1 + ∥◦σ∥,

tj. σ ima kona~nu normu. Kako je

∑
n≥κ
|zn|2 ≤

(√∑
n≥κ
|zn − z′n|2 +

√∑
n≥κ
|z′n|2

)2
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i
∑

n≥κ |z′n|2 infinitezimala jer (z′n) ∈ H , a
∑

n≥κ |zn−z′n|2 infinite-
zimala jer ova suma ne prelazi ∥σ − ◦σ∥2, to je

∑
n≥κ |zn|2 infinitezi-

mala za svako beskona~no κ ∈ ∗N \N.

Obratno, neka je sada ∥σ∥ kona~an realan broj i
∑

n≥κ |zn|2 in-

finitezimala za svako beskona~no κ ∈ ∗N. Kako je |zn| kona~an za

svako n ∈ N, to postoji ◦zn. Tako|e,
∑

n∈N |◦zn|2 konvergira u C, pa

niz (◦zn) defini{e ta~ku σ
′ = (z′n) u H ⊆ ∗H takvu da je z′n = ◦zn za

sve kona~ne n. Kako je
∑k

n=1 |zn − z′n|2 =
∑k

n=1 |zn − ◦zn|2 infinitezi-
mala za svako kona~no k, to prema principu prelivawa, Teorema 4.19.
i
∑κ−1

n=1 |zn − z′n|2 je infinitezimala za neko beskona~no κ ∈ ∗N. Iz

∥σ − σ′∥ ≤
∑κ−1

n=1
|zn − z′n|2 +

(√∑
n≥κ
|zn|2 +

√∑
n≥κ
|z′n|2

)2

,

i ~iwenice da je
∑

n≥κ |zn|2 infinitezimala po pretpostavci, a suma∑
n≥κ |z′n|2 infinitezimala jerσ′ ∈ H , sledida je ta~kaσ do-standardna

i ◦σ = σ′.

Neka je T : ∗H → ∗H nestandardna ekstenzija linearnog operatora

T : H → H .

TEOREMA 13.3. Ako je T : H → H kompletno neprekidan linearan ope-

rator, tada T preslikava svaku ta~ku σ ∈ ∗H sa kona~nom normom u

do-standardnu ta~ku.

Dokaz. Poka`imo, prvo, da ukoliko je A kompaktan skup u H , sve

ta~ke skupa ∗A su do-standardne. Naime, ako σ = (zn) ∈ ∗A nije do-

standardan i σ ima kona~nu normu (slu~aj kada norma nije kona~na je

o~igledan), tada prema prethodnoj teoremi postoji beskona~an κ ∈ ∗N
takav da je

∑
n≥κ |zn|2 > 2r2 za neki standardan pozitivan broj r. Stoga,

za proizvoqno τ = (wn) ∈ ∗H va`i

∥σ − τ∥ ≥
√∑

n≥κ
|zn − wn|2 ≥

√∑
n≥κ
|zn|2 −

√∑
n≥κ
|wn|2 > r.

Kako je A kompaktan, to za ovo r postoje ta~ke τ1, . . . , τk iz A takve da

za svako ξ ∈ A va`i ∥ξ − τi∥ < r, za neko i ∈ {1, . . . , k}. Transferom
ovog tvr|ewa dobijamo da je za sve ξ ∈ ∗A ispuweno ∥ξ− τi∥ < r, za neko
1 ≤ i ≤ k, {to je nemogu}e.

Kona~no, neka je σ ∈ ∗H element sa kona~nom normom, na primer

∥σ∥ < r za neki pozitivan standardan realan broj r. Sferu datu sa
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B = { ξ | ∥ξ∥ < r } preslikavamo sa T : H → H u skup ~ije zatvorewe

A = Cl(T (B)) je kompaktan skup. Kako za nestandardnu ekstenziju

T : ∗H → ∗H va`i T (σ) ∈ ∗A, to je T (σ) do-standardna ta~ka.

Ograni~enom linearnom operatoru T : H → H pridru`imo ma-

tri~nu reprezentaciju T = [aij ]i∈N,j∈N, pri ~emu za aij ∈ C va`i∑
j∈N
|aij |2 < ∞, i = 0, 1, 2, . . .∑

i∈N
|aij |2 < ∞, j = 0, 1, 2, . . . .

tj., na primer, (aij) ∈ H za svako fiksirano i ∈ N. Stoga,
∑

j≥κ |aij |2
je infinitezimala za svako beskona~no κ ∈ ∗N i kona~no i ∈ N.

DEFINICIJA 13.5. Operator T = [aij ] je superdijagonalan ako va`i da
je aij = 0 za i > j + 1, j = 1, 2, . . . .

Istaknimo jedno zanimqivo svojstvo elemenata aij matri~ne repre-
zentacije superdijagonalnog ograni~enog linearnog operatora.

TEOREMA 13.4. Neka je T : H → H superdijagonalan ograni~en linearan

operator sa matri~nom reprezentacijom T = [aij ] i neka je p(z) = c0 +
c1z+· · ·+cnzn, cn ̸= 0, n ≥ 1 polinom ~iji su koeficijenti ci standardni
kompleksni brojevi takav da je p(T ) = c0 · 1H + c1 · T + · · · + cn · Tn

kompletno neprekidan linearan operator. Tada postoji beskona~no κ ∈
∗N \N takvo da je aκ+1κ infinitezimala.

Dokaz. Neka je p(T ) = [bij ]. Poka`imo, prvo, da je bij infinite-
zimala za sve beskona~ne j ∈ ∗N dok i mo`e biti kona~no ili bes-

kona~no. Za kona~no i to va`i jer je
∑

k≥j |aik|2 infinitezimala. Za

beskona~no i, neka je σ = (zn), gde je zn = 0 za n ̸= j i zj = 1. Tada je
∥σ∥ = 1, pa τ = p(T )(σ) = (wn) je do-standardan, odnosno imamo da je
wi =

∑∞
k=1 bikzk = bij infinitezimala.

Kona~no, iz bi+n i = cn · ai+1 i · ai+2 i+1 · · · · · ai+n i+n−1 sledi da bar

jedan od faktora, recimo ai+j+1 i+j , mora biti infinitezimala za svako

beskona~no i ∈ ∗N. Prema tome, stavqaju}i κ = i+j ∈ ∗N\N dobijamo

da je aκ+1κ infinitezimala.

Neka je E internalan zatvoren vektorski potprostor od ∗H i neka

je PE : ∗H → ∗H odgovaraju}i projektuju}i operator. Neka je

◦E = {σ ∈ H | ∥σ − σ′∥ je infinitezimala za neko σ′ ∈ E }.
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Kako je ∥σ−σ′∥ ≥ ∥σ−PE(σ)∥, to σ ∈ ◦E ako i samo ako je ∥σ−PE(σ)∥
infinitezimala. Slede}a osobina je za nas interesantna.

TEOREMA 13.5. Ako je E internalan zatvoren vektorski potprostor od
∗H , tada je ◦E zatvoren vektorski potprostor od H .

Dokaz. Neka su σ1, σ2 iz
◦E i c1, c2 standardni kompleksni brojevi.

Za proizvoqne elemente τ1, τ2 iz E takve da su ∥σ1 − τ1∥ i ∥σ2 − τ2∥
infinitezimale, va`i c1τ1 + c2τ2 ∈ E i

∥(c1σ1 + c2σ2)− (c1τ1 + c2τ2)∥ ≤ |c1| · ∥σ1 − τ1∥+ |c2| · ∥σ2 − τ2∥

je infinitezimala. Stoga, c1σ1 + c2σ2 ∈ ◦E, {to pokazuje da je ◦E
vektorski prostor.

Neka σn ∈ ◦E za standardan prirodan broj n, i neka σn → σ,
n → ∞. Tada je ∥σn − PE(σn)∥ infinitezimala za svako n ∈ N. Na

osnovu principa prelivawa postoji beskona~an κ ∈ ∗N takav da je

∥σn − PE(σn)∥ infinitezimala za sve n < κ (posmatramo, naravno,

nestandardnu ekstenziju niza (σn) u
∗H). Kako je

∥σ − PE(σn)∥ ≤ ∥σ − σn∥+ ∥σn − PE(σn)∥,

to je ∥σ − PE(σn)∥ infinitezimala za sve beskona~ne n < κ. Stoga,

σ ∈ ◦E, {to pokazuje da je ◦E zatvoren potprostor od H .

Neka je κ beskona~an prirodan broj i Hκ = {σ = (zn) | zn = 0 za
n > κ }. Tada jeHκ zatvoren linearan potprostor od

∗H i odgovaraju}i

projektuju}i operator PHκ :
∗H → ∗H preslikava σ = (zn) ∈ ∗H u

ta~ku σ′ = (z′n) za koju je z′n = zn, n ≤ κ i z′n = 0, n > κ. Stoga,

∥σ − PHκ(σ)∥ =
√∑

n>κ |zn|2 je infinitezimala za σ ∈ H , pa va`i da

je H ⊆ ◦Hκ.

Neka je T : H → H ograni~en linearan operator i neka je T ′ =
PHκ◦T ◦PHκ . Tada je ∥T ′∥ ≤ ∥PHκ∥2 ·∥T∥ ≤ ∥T∥. Stoga, zaTκ = T ′ � Hκ

va`i ∥Tκ∥ ≤ ∥T∥.

TEOREMA 13.6. Ako je E internalan zatvoren Tκ�invarijantan vektor-
ski potprostor od Hκ, tada

◦E je T�invarijantan potprostor od H .

Dokaz. Za σ ∈ ◦E i τ ∈ E takvo da je ∥σ − τ∥ infinitezimala, po
pretpostavci va`i Tκ(τ) ∈ E, a time i PHκ ◦ T (τ) ∈ E. Iz

∥T (σ)− PHκ ◦ T (τ)∥ ≤ ∥T (σ)− PHκ ◦ T (σ)∥+ ∥PHκ∥ · ∥T∥ · ∥σ − τ∥



280 13.2. NESTANDARDNI HILBERTOV PROSTOR

sledi da je ∥T (σ)− PHκ ◦ T (τ)∥ infinitezimala, pa T (σ) ∈ ◦E.

Internalnom zatvorenom vektorskom potprostoru E prostora Hκ

pridru`imo na uobi~ajen na~in broj dim(E) ∈ ∗N, koji zovemo we-

govom dimenzijom.

TEOREMA 13.7. Ako su E i E1 internalni zatvoreni vektorski potpro-

stori odHκ takvi da jeE ⊆ E1 i dim(E1) = dim(E)+1, tada su svake
dve ta~ke σ1, σ2 iz

◦E1 linearno zavisne po modulu
◦E, tj., na primer,

σ2 = α · σ1 + σ za α ∈ C i neko σ ∈ ◦E.

Dokaz. Neka σ1, σ2 ∈ ◦E1 i neka su τ1, τ2 ta~ke iz E1 takve da su

∥σ1− τ1∥ i ∥σ2− τ2∥ infinitezimale. Tada je, na primer, τ2 = c · τ1+ τ ,
gde τ ∈ E i c ∈ ∗C.

Ako je c infinitezimala, tada σ2 ∈ ◦E, pa su σ1 i σ2 linearno

zavisni po modulu ◦E.

Ako je c beskona~an, tada je c−1 infinitezimala i c−1 · τ ∈ E. Iz
τ1 = c−1 · τ2− c−1 · τ sledi σ1 ∈ ◦E, pa su opet σ1 i σ2 linearno zavisni
po modulu ◦E.

Preostao je slu~aj kada postoji ◦c ̸= 0. Sada je τ = τ2 − c · τ1
beskona~no blisko sa σ = σ2 − ◦c · σ1 jer je

∥σ − τ∥ ≤ ∥σ2 − τ2∥+ |c| · ∥σ1 − τ1∥+ |c− ◦c| · ∥σ1∥.

Stoga, σ ∈ ◦E, pa su opet σ1 i σ2 linearno zavisni po modulu
◦E.

Sada mo`emo da damo osnovni rezultat ove glave. Slede}a teorema

o invarijantnim potprostorima kompletno neprekidnog (kompaktnog)

operatora je uop{tewe problema koji su za slu~aj p(z) = z2 postavili
Halmo{8) i K.T. Smit. Dokaz koji izla`emo pripada J.M. Bern{tajnu

i A. Robinsonu.

TEOREMA 13.8. Ako je T : H → H ograni~en linearan operator Hilber-

tovog prostora H nad poqem kompleksnih brojeva i p(z) = c0 + c1z +
· · · + cnz

n ne nula polinom sa kompleksnim koeficijentima takav da

je p(T ) kompletno neprekidan (kompaktan) operator, tada postoji bar
jedan zatvoren netrivijalan potprostor od H koji je T�invarijantan.

8) Paul Richard Halmos (1916–2006)
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Dokaz. Ako je skup Aσ = {σ, T (σ), T 2(σ), . . . , Tn(σ), . . . } (za neko
σ ̸= 0 iz H) skup linearno zavisnih vektora (Aσ zovemo T�cikli~an
potprostor), tada je Aσ zatvoren netrivijalan potprostor od H koji je

T�invarijantan. Stoga, pretpostavimo da je za svakoσ ̸= 0 izH skupAσ

linearno nezavisan i da generi{e ~itav prostor. Izaberimo σ takvo da
je ∥σ∥ = 1, paGram9)-[mitovim10) postupkompolaze}iod skupa vektora

Aσ izgradimo ortonormalni skup vektora B = { η1, η2, . . . , ηn, . . . } za
η1 = σ. Operator T je u odnosu na bazu B superdijagonalan. Ako je

T = [aij ] wegova matri~na reprezentacija u bazi B, to prema Teoremi
13.4. postoji beskona~no κ ∈ ∗N \N takvo da je aκ+1κ infinitezimala.

Za ovo κ posmatrajmo prostor Hκ i operatore PHκ , T
′ = PHκ ◦ T ◦ PHκ

i Tκ = T ′ � Hκ.

Neka je τ = (zn) ∈ ∗H sa kona~nom normom i (T ◦ PHκ − T ′) (τ) =
ξ = (wn). Tada je wn = 0 za n ̸= κ + 1 a wκ+1 = aκ+1κ · zκ, pa
je ξ infinitezimala jer je ∥ξ∥ ≤ |aκ+1κ| · ∥τ∥. Poka`imo, metodom

matemati~ke indukcije, da va`i

(1) T k ◦ PHκ(τ) ≈ (T ′)k(τ), k = 1, 2, . . . .

Za k = 1 upravo je pokazano da T ◦ PHκ(τ) ≈ T ′(τ). Neka je (1) ta~no za
neko k ≥ 1. Tada je

T k+1 ◦ PHκ(τ) ≈ T ◦ (T ′)k(τ) = T ◦ PHκ ◦ (T ′)k(τ)

≈ T ′ ◦ (T ′)k(τ) = (T ′)k+1(τ).

Kako je PHκ(τ) ≈ τ za τ ∈ Hκ, to p(T )(τ) ≈ p(T ′)(τ) za svako τ ∈ Hκ

sa kona~nom normom.

Prostor Hκ ima �kona~nu� dimenziju κ u smislu nestandardne ana-
lize. Stoga, transferom odgovaraju}e osobine iz standardne teorije

vektorskih prostora, postoji lanac potprostora E0 ⊆ E1 ⊆ · · · ⊆ Eκ,

gde je E0 = {0}, dim(Ej) = j i Tκ(Ej) ⊆ Ej za j = 0, 1, . . . , κ. Pot-

prostoriEj su zatvoreni, opet u nestandardnom smislu, jer su kona~no-

dimenzioni linearni potprostori od ∗H .

Za ma koje τ ̸= 0 iz H , vektor p(T )(τ) nije nula vektor jer bi u

suprotnom vektori τ, T (τ), . . . , Tn(τ), a time i vektori skupa Aτ , bili

linearno zavisni. Neka je ∥τ∥ = 1. Kako je τ ≈ PHκ(τ), p(T )(τ) ≈
p(T )◦PHκ(τ), to p(T )◦PHκ(τ), a time i p(T

′)(τ), nisu infinitezimale.
Stoga je ∥p(T ′)(τ)∥ > r za neki standardan pozitivan broj r.

9) Jørgen Pedersen Gram (1850�1916)
10) Erhard Schmidt (1876–1959)
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Ako je rj = ∥p(T ′)(τ)−p(T ′)◦PEj (τ)∥, tada je ispuweno rj ≤ ∥p(T ′)∥·
∥τ − PEj (τ)∥, j = 0, 1, . . . , κ. Iz r0 = ∥p(T ′)(τ)∥ sledi r0 > r, a iz

∥τ − PEκ(τ)∥ = ∥τ − PHκ(τ)∥ sledi da je rκ infinitezimala i rκ <
r

2
.

Prema tome, postoji najmawe ν ∈ ∗N takvo da je rν <
r

2
i rν−1 ≥

r

2
.

Ako imamo da τ ∈ ◦Eν−1, tada su ∥τ − PEν−1(τ)∥ i rν−1 ≤ ∥p(T ′)∥ ·
∥τ−PEν−1(τ)∥ infinitezimale, {to je suprotno izboru broja ν. Odatle
zakqu~ujemo da ◦Eν−1 ̸= H . Tako|e je ◦Eν ̸= {0}. Zaista, posmatrajmo
ρ = p(T ′) ◦ PEν (τ). Tada ρ ∈ Eν jer PEν (τ) ∈ Eν i Eν je p(Tκ)�
invarijantan, a time, ekvivalentno, i p(T ′)�invarijantan.

Tako|e, ρ ≈ p(T ) ◦ PEν (τ) koji je do-standardan prema Teoremi 13.3.

Dakle, postoji ◦ρ i ◦ρ ∈ ◦Eν . Ako je
◦ρ = 0, tada va`i rν ≥ ∥p(T ′)(τ)∥−

∥p(T ′) ◦PEν (τ)∥ > r− ξ, gde je ξ infinitezimala, a time rν >
r

2
, {to je

suprotno izboru broja ν.

Na kraju, ako ni jedan od T�invarijantnih potprostora ◦Eν−1 i
◦Eν

ne bi bio pravi T�invarijantni potprostor od H , tada ◦Eν−1 = {0} i
◦Eν = H . Me|utim, ovo je u kontradikciji sa Teoremom 13.7.



Glava 14

Alternativna teorija skupova

Od kako je Abraham Robinsin zasnovao nestandardnu analizu kao ispi-

tivawe nestandardnih modela realnih brojeva, koji su pak dobijeni

mo}nim sredstvima matemati~ke logike, postavilo se pitawe da li

se mo`e na}i neki jednostavniji, intuitivniji i direktniji pristup

osnovama analize i posebno zasnivawu beskona~no malih. U tom pravcu

na~iweno je vi{e poku{aja od kojih upu}ujemo ~itaoce na samo neke:

E. Nelson ([109]), H. J. Kisler ([66]), K. Hrba~ek ([53]), D. Laugvic ([77]),
J. Micelski ([107]) i drugi. U ovoj glavi pozabavi}emo se jednim od naj-

interesantnijih poku{aja stvarawa alternativne teorije skupova koji

je u~inio Vopenka1). On ju je upravo tako i nazvao (alternativna teorija

skupova, kra}e AST) jer je ona alternativna poznatim Kantorovskim

teorijama kao{to suCermelo-Frenkelova (ZF), Keli-Mozerova (KM),
Gedel-Bernajsova (GB) i drugim.

14.1 Aksiome za AST

U ovom odeqku da}emo osnovne, najva`nije aksiome ove teorije skupova

sa motivima za wihovo uvo|ewe. Ona ovde (a sli~no i kod Vopenke u

[143]) nije zami{qena kao fiksirana formalna teorija skupova (izuzev
u slu~aju kada se pokazuje wena konzistentnost relativno u odnosu na

ZF) ve} kao teorija skupova koja �pokriva� neku na{uintuiciju o skupo-
vima.

Ta~nije ovo je teorija skupova sa klasama i osnovni objekti su klase,

1) Petr Vopěnka (1935– )
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koje ozna~avamo velikim slovima: X,Y, Z, . . . . Osnovna relacija je ∈ ,
dok su skupovi elementi klasa. Da je klasa X skup kra}e zapisujemo

Set(X), pa je
Set(X)⇔ (∃Y ) X ∈ Y .

Zbog jednostavnijeg izra`avawa uvodimomala slovax, y, z, . . . kao ozna-
ke za skupove. Formule, koje se uobi~ajeno defini{u, ozna~avaju svoj-

stva klasa i odnose me|u klasama. Klase su u principu zami{qene kao

obimne i, za razliku od skupova, date vi{e nekim svojstvom (intenzijom)

nego obimom (ekstenzijom).

U ovoj teoriji, i to je ono {to ovu teoriju odvaja od formalizova-

nih fragmenata Kantorove teorije skupova, postoje posebne klase koje

nazivamo poluskupovi. Poluskupovi su potklase skupova i ~iwenicu da

je X poluskup kra}e zapisujemo sa Sms(X). Prema tome,

Sms(X)⇔ (∃x) X ⊆ x .

Svaki skup je, trivijalno, poluskup, a poluskup koji nije skup je pravi

poluskup. Egzistenciju pravog poluskupa tvrdi slede}a aksioma egzi-

stencije pravog poluskupa:

(∃X) (¬ Set(X) ∧ Sms(X)).

Kako opravdati ovu aksiomu u smislu da deo ne~eg odre|enog (skupa)

mo`e biti neodre|en (klasa)? Nave{}emo poznati Vopenkin primer,

koji se ~esto ponavqa, sa majmunom iz daleke pro{losti i ~ovekom koji

`ivi danas. Naime, prirodnim brojevima mo`emo predstaviti (kodi-

rati) niz majmuna i qudi, od uo~enog majmuna do na{eg savremenika,

tako da je naredni sin prethodnog. Prime}ujemo da klasa kodova ~ini

skup. Me|utim, kako je sin majmuna majmun, i svaki podskup prirod-

nih brojeva ima najmawi element, onda bismo, ako bi kodovi majmuna

~inili skup (a ne klasu), do{li u kontradikciju da je na{ savremenik

~ovek.

Skupovi su formalno kona~ni jer samo takve skupove sre}emo u

prirodi. To preciznije zna~i da va`i slede}ih {est aksioma koje ~ine

Cermelo-Frenkelovu teoriju kona~nih skupova (kra}e ZFfin).

Aksioma ekstenzionalnosti za skupove:

(∀x, y)
(
x = y ⇔ (∀z) (z ∈ x⇔ z ∈ y)

)
.

Aksioma praznog skupa:

(∃1x)(∀y) y /∈ x .
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Uvedimo term ∅ (prazan skup) na slede}i na~in: x = ∅ ⇔ (∀y) y /∈ x .
Aksioma para:

(∀x, y)(∃1z)(∀u) (u ∈ z ⇔ u = x ∨ u = y) .

Aksioma unije:

(∀x, y)(∃1z)(∀u) (u ∈ z ⇔ u ∈ x ∨ u ∈ y) .

Defini{imo terme {·, ·} (par) i ∪ (unija) na slede}i na~in:

z = {x, y } ⇔ (∀u) (u ∈ z ⇔ u = x ∨ u = y) ,

z = x ∪ y ⇔ (∀u) (u ∈ z ⇔ u ∈ x ∨ u ∈ y) .

Uvo|ewe ovih terma (kao i terma ∅) omogu}ava pored odgovaraju}ih

aksioma i aksioma ekstenzionalnosti za skupove. Tako|e imamo da je

{ y, y } = { y }.
Slede}e dve sheme aksioma odnose se na svaku skupovnu formulu

φ(x).

Aksioma regularnosti:

(∃x)φ(x)⇒ (∃x)
(
φ(x) ∧ (∀y ∈ x)¬φ(y)

)
.

Aksioma indukcije:(
φ(∅) ∧ (∀x, y)(φ(x)⇒ φ(x ∪ {y}))

)
⇒ (∀x)φ(x).

U AST, me|utim, va`i op{tija aksioma ekstenzionalnosti za klase:

(∀X,Y )
(
X = Y ⇔ (∀x)(x ∈ X ⇔ x ∈ Y )

)
.

Za svaku formulu φ(x) koja opisuje neko svojstvo skupova postoji

klasa ~iji elementi imaju to svojstvo. Va`i, prema tome, slede}a veoma

mo}na Morseova shema aksioma:

(∃X)(∀x) (x ∈ X ⇔ φ(x)).

Sada je trenutak da se poka`e zna~aj poluskupova za modelovawe ve-

likih kona~nosti, tj. onih velikih skupova (koji su formalno kona~ni)

~iji delovi nisu potpuno obuhva}eni (tj. predstavqaju prave klase).

Pomo}u poluskupova uve{}emo pojmove kona~an i beskona~an skup u

smislu AST (i u tom smislu }e se do kraja koristiti).
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Skup je kona~an ako su wegove potklase skupovi. Drugim re~ima, ako

sa Fin(x) zapi{emo ~iwenicu da je skup x kona~an, tada

Fin(x)⇔ (∀X) (X ⊆ x⇒ Set(X)).

Klasa je kona~na ako je kona~an skup. Skup koji nije kona~an je

beskona~an. Na osnovu aksiome egzistencije pravog poluskupa postoji

beskona~an skup.

Koriste}iMorseovu aksiomu i aksiomu ekstenzionalnosti za klase,

defini{emo univerzalnu klasu V = {x |x = x }, Dekartov proizvod
klasa, relacije, funkcije i tako daqe.

Binarna relacija R je linearno ure|ewe ako je refleksivna, anti-

simetri~na, tranzitivna i

(∀x, y) ((x, y) ∈ R ∨ (y, x) ∈ R).

Pritom, umesto (x, y) ∈ R, naj~e{}e pi{emo xRy. Ka`emo da klasa R
dobro ure|uje X (ili je dobro ure|ewe na X) ako je R ⊆ X × X , R je

linearno ure|ewe i

(∀Y )
(
(Y ⊆ X ∧ Y ̸= ∅)⇒ (∃y) (y ∈ Y ∧ (∀x)(x ∈ Y ⇒ yRx))

)
.

Da je klasa R dobro ure|ewe na X zapisujemo sa We(X,R).

Aksioma dobrog ure|ewa glasi:

(∀X)(∃R) We(X,R).

Sli~no kao u Kantorovim teorijama skupova uvodi se pojam ekviva-

lentnosti klasa ili skupova po brojnosti. Tako su klase X i Y ekvi-

valentne ako postoji funkcija F koja obostrano jednozna~no slika X
na Y . Tu ~iwenicu zapisujemo sa X ≈ Y . Ukoliko su pritom X , Y i F
skupovi, onda suX i Y skupovno ekvivalentni i to zapisujemoX ≈̂ Y .

KlasaX je prebrojiva, {to zapisujemo Count(X), ako nije kona~na
i ako na woj postoji dobro ure|ewe ≤ tako da je:

(∀x) Fin
(
{ y ∈ X | y ≤ x }

)
.

Lako se pokazuje da su sve prebrojive klase izomorfne, kao i da klasa

V nije prebrojiva. Slede}a aksioma tvrdi da su sve neprebrojive klase

izomorfne.
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Aksioma kardinalnosti:

(∀X) ( Fin(X) ∨ Count(X) ∨X ≈ V ).

Dajemo, na kraju, najinteresantniju i najprimenqiviju aksiomu o

produ`ewu. Ona ina~e odgovara ω1-zasi}enosti u nestandardnoj ana-

lizi. Ova aksioma tvrdi da za svaku prebrojivu funkciju klasu postoji

funkcija skup koja je pro{iruje, tj.

(∀F )
(
(F je funkcija ∧ Count(F ))⇒ (∃f)(f je funkcija ∧ F ⊆ f)

)
.

Vopenka koristi pesni~ku metaforu da opravda uvo|ewe ove aksiome.

Tako, po wemu, mo`emo da zamislimo da se nalazimo na po~etku puta

koji dosti`e horizont i prelazi ga. Neka su na jednakom rastojawu

kraj puta postavqeni numerisani kameni stubovi. Stubovi koje vidimo

~ine klasu jer me|u wima ne mo`emo da izdvojimo zadwi. Me|utim,

iza horizonta postoji stub tako da svi stubovi izme|u nas i wega ~ine

skup. Tako se prebrojiva funkcija klasa mo`e �obuhvatiti� skupovnom

funkcijom.

Ve} smo napomenuli da ovo nije potpun sistem i da postoje druge

aksiome koje ovde nisu od interesa za nas. Tako|e je jasno da ove aksiome

ne ~ine nezavisan sistem aksioma.

14.2 Brojevi

Prirodni brojevi se defini{u na dobro poznat fon Nojmanovski2)

na~in. Tako je x prirodan broj ako:

(∀y, z ∈ x)
(
y ⊆ x ∧ (y ∈ z ∨ y = z ∨ z ∈ y)

)
.

Klasu prirodnih brojeva ozna~avamo sa N, a prirodne brojeve sam, n,
p, q, . . . .

Prirodni brojevi slu`e za prebrajawe skupova, tako da se pomo}u

aksiome indukcije dokazuje da za svaki skup x postoji jedinstven priro-
dan broj n tako da je x ≈̂ n.

2) John von Neumann (1903–1957)
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Operacije naslednik, sabirawe, mno`ewe i stepenovawe prirodnih

brojeva defini{emo na slede}i na~in:

S(n) = n+ 1 = n ∪ {n},
p = m+ n⇔ p ≈̂ m ∪ ({n} × n),
p = m · n⇔ p ≈̂ m× n,

mn = { g | dom(g) = n ∧ rng(g) ⊆ m }.

Lako vidimo da se ovako definisane operacije me|usobno sla`u, kao i

da N sa operacijama S, + i · zadovoqava aksiome Peanove aritmetike
prvog reda.

Egzistencija beskona~nog prirodnog broja sledi iz aksiome o egzi-

stenciji pravog poluskupa. Naime, ako je x pravi poluskup i n ≈̂ x,
tada je n beskona~an. Pokazuje se da je prirodan broj n beskona~an ako
i samo ako je n ≈̂ n+ 1.

Klasa kona~nih prirodnih brojeva FN = {n | Fin(n) } je prava

podklasa od N. Klasa FN je dobro ure|ena relacijom ∈ i zatvorena za
S, + i ·. Pokazuje se da FN sa operacijama S, + i · zadovoqava aksiome
Peanove aritmetike. Wena uloga u AST je sli~na onoj koju ima ω u ZF.

Polaze}i odN lako mogu da se izgrade celiZ i racionalni brojevi

RN. Tako, ako su Z− = { (0, n) |n ̸= 0 ∧ n ∈ N } negativni celi

brojevi, onda je klasa celih brojeva Z = N ∪ Z−, a klasa racionalnih
brojeva RN = { (m,n) |m,n ∈ Z ∧ n ̸= 0 }. Pritom treba izvr{iti

identifikaciju (m,n) ≡ (p, q) ako jem · q = n · p. Operacije i relacija
≤ na Z i RN defini{u se na o~ekivan na~in. Tako je, na primer,

(m,n)+(p, q) = (mq+np, nq), (m,n) · (p, q) = (mp, nq) i (m,n) ≤ (p, q)
ako i samo ako mq ≤ np. Naravno, zbog jednostavnosti umesto (m,n)

pi{emo na uobi~ajen na~in
m

n
.

Uobi~ajeno, kona~ni negativni celi brojevi ~ine slede}u klasu

FZ− = { (0, n) |n ∈ FN ∧ n ̸= 0 }, tako da je klasa kona~nih celih

brojeva FZ = FN ∪ FZ−. Kona~ni racionalni brojevi ~ine klasu

FRN =
{ m
n

∣∣m,n ∈ FZ ∧ n ̸= 0
}
koja je o~igledno zatvorena za

operacije na RN.

Od posebnog zna~aja za konstrukciju realnih brojeva je klasa ogra-

ni~enih racionalnih brojeva

BRN = {x ∈ RN | (∃n ∈ FN) |x| < n }.
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U tom ciqu uo~ava se relacija beskona~ne bliskosti =̇. Tako je x =̇ y

ako i samo ako (∀n ∈ FN) |x− y| ≤ 1

n
.

Da bismo konstruisali klasuR ⊆ BRN koja po osobinama treba da

odgovara skupu realnih brojeva u ZF, to prvo dobro uredimo relacijom
ρ klasu BRN, a {to nam omogu}ava aksioma dobrog ure|ewa. Neka je

tada:

R = {x ∈ BRN | (∀y ∈ BRN)
(
(yρx ∧ y ̸= x)⇒ ¬y =̇ x

)
},

R =
(
R \ {x ∈ R | (∃y ∈ FRN)x =̇ y }

)
∪ FRN.

Tako }emo iz svake klase ekvivalencije u odnosu na =̇
izabrati ta~no jednog predstavnika na na~in da FRN ⊆ R.

Operacije na R defini{emo na slede}i na~in:

x+ y = z ⇔ (x+ y) =̇ z ∧ z ∈ R,

x · y = z ⇔ (xy) =̇ z ∧ z ∈ R.

Ure|ewe ≤ je restrikcija ure|ewa sa BRN. Lako se vidi da struktura
(R,+, ·, 0, 1,≤) ~ini ure|eno poqe koje zadovoqava aksiomu supremuma.

Uo~imo operaciju st : BRN→ R definisanu sa

st(x) = r ⇔ r ∈ R ∧ x =̇ r.

Pokazuje se da st predstavqa prirodni homomorfizam koji odgovara

kongruenciji =̇ na BRN.

14.3 Definicije i va`nije teoreme

Od velikog je zna~aja slede}a shema indukcije za kona~ne skupove.

TEOREMA 14.1. Ako ∅ ∈ Z i ako za svaki x ∈ Z i svaki y va`i x∪{y} ∈ Z,

tada je svaki kona~an skup u Z.

Koriste}i prethodnu teoremu lako se dokazuju slede}e posledice.

POSLEDICA 14.1. (Indukcija po kona~nim prirodnim brojevima) Ako

∅ ∈ Z i ako iz n ∈ Z sledi da n+ 1 ∈ Z, tada FN ⊆ Z.
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POSLEDICA 14.2. 1◦ Ako je x kona~an skup i x ≈ X , tada je i X
kona~an skup i X ≈̂ x.

2◦ Ako su x i y kona~ni skupovi, tada su P(x),
∪
x i x × y kona~ni

skupovi.

3◦ Skupx je beskona~an ako i samo ako za svaki y /∈ x imamox ≈ x∪{y}.

4◦ Ako suX i Y prebrojive klase, tada su i klaseX ∪ Y ,X × Y ,
∪
X

i P(X) = {x |x ⊆ X } prebrojive.

5◦ Neka jeX prebrojiva klasa. Tada postoji skup y i linearno ure|ewe
na wemu ≤ (koje je skup) tako da je

X = {x ∈ y | Fin({ z ∈ y | z ≤ x }) }.

6◦ Svaka prebrojiva klasa je poluskup.

Ponekad je potrebno posmatrati kolekciju objekata ~iji su elementi

klase. Takvi objekti naravno ne mogu da budu klase jer bi nas to dovelo

do protivre~nosti. Me|utim, da bismomogli da radimo u na{oj teoriji

(AST) moramo takve kolekcije predstaviti pomo}u kodova. Kodovi

su binarne relacije. Preciznije R je kôd ako postoji X tako da je

R ⊆ X ×X . Vide}emo da se mnoge va`ne kolekcije mogu kodirati, kao

i primere nekih koje ne mogu.

Neka je X ′′Y = { z | (∃y ∈ Y ) (y, z) ∈ X }, dom(X) = {x | (x, y) ∈
X } i rng(X) = { y | (x, y) ∈ X }. Tako|e, neka Rel(X) ⇔ X ⊆ V × V
zna~i da je X relacija i

Fun(X)⇔ Rel(X) ∧ (∀x, y, z)
(
((x, y) ∈ X ∧ (x, z) ∈ X)⇒ y = z

)
zna~i da je X funkcija.

Slede}om definicijom zamewujemo intuitivan pojam pripadawa

klase kolekciji sa η-pripadawem klase klasi.

DEFINICIJA 14.1. (a) X η K
def⇔
(
∃y ∈ dom(K)

)
X = K ′′{y} zna~i

X je η-element odK.

(b) KlasaK kodira kolekciju �{X |φ(X) }� ako

(∀X)
(
φ(X)⇔ (∃y ∈ dom(K))X = K ′′{y}

)
.
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(v) KlaseK i S kodiraju istu kolekciju (u oznaciK ∼ S) ako

(∀X)
(
(∃x ∈ dom(K))X = K ′′{x} ⇔ (∃y ∈ dom(S))X = S′′{y}

)
.

Ovde navodnice u izrazu �{X |φ(X) }� treba da uka`u da je u pitawu
kolekcija u meta smislu.

Klasu K koja kodira neku kolekciju F zovemo kodom kolekcije F .
Ka`emo da je kodK ekstenzionalan ako x ̸= y povla~iK ′′{x} ̸= K ′′{y}.
Pomo}u aksiome dobrog ure|ewa mo`emo da poka`emo da za svaki kod

K postoji kod S ∼ K koji je ekstenzionalan.

Napomenimo da je R relacija ekvivalencije ako je refleksivna,

simetri~na i tranzitivna.

METATEOREMA 14.1. Slede}e kolekcije se mogu kodirati:

• Faktor klasa Z/R = �{X | (∃y ∈ Z) X = Z ∩ R′′{y} }�, gde je R
relacija ekvivalencije.

• ZY = �{F | Fun(F ) ∧ dom(F ) = Y ∧ rng(F ) ⊆ Z }�, ako je

Count(Y ).

• Pω(Z) = �{X |X ⊆ Z ∧ ( Fin(X) ∨ Count(X)) }�.

Da se svaka kolekcija ipak ne mo`e kodirati pokazuje slede}a meta-

teorema u ~ijoj je osnovi Kantorov metod dijagonalizacije.

METATEOREMA 14.2. Kolekcija �{X |X ⊆ V }� se ne mo`e kodirati.

Dokaz. Pretpostavimo da S kodira �{X |X ⊆ V }�. Ako va`i

Y = {x |x /∈ S′′{x} }, tada je Y ⊆ V i za svako x ∈ dom(S) imamo
Y ̸= S′′{x}.

Sa stanovi{ta AST, kolekcija iz gorwe teoreme ne postoji.

Napomenimo da }emo, zbog intuitivnosti, za kod K naj~e{}e ko-

ristiti oznaku {K ′′{x} |x ∈ dom(K) }η ili ~ak pisati nekorektno

{Kx}x∈ dom(K).

Slede}a definicija je od zna~aja za naredni odeqak.
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DEFINICIJA 14.2. Neka je {Ai}i∈B kod. Unija i presek ovog koda se

defini{u na slede}i na~in:

X =
∪
{Ai}i∈B

def⇔ X = {x | (∃i ∈ B) x ∈ Ai },

X =
∩
{Ai}i∈B

def⇔ X = {x | (∀i ∈ B) x ∈ Ai }.

Nave{}emo sada nekoliko tvr|ewa koja predstavqaju bazu za rezul-

tate koje }emo dobiti u narednom odeqku. Sva ova tvr|ewa su posledi-

ca aksiome o produ`ewu koja odgovara ω1-zasi}enosti u nestandardnoj

analizi. Dokazi ovih tvr|ewa se mogu na}i u [143].

TEOREMA 14.2. Neka je X prebrojiva klasa. Klasa
∪
X (odnosno

∩
X)

je skup ako i samo ako postoji z ⊆ X tako da je
∪
X =

∪
z (odnosno∩

X =
∩
z).

POSLEDICA 14.3. Ako je X prebrojiva klasa tako da je
∩
X = ∅, tada

postoji y ⊆ X tako da je
∩
y = ∅.

TEOREMA 14.3. Neka suX i Y prebrojive, disjunktne klase. Tada postoje

disjunktni skupovi x i y tako da je X ⊆ x i Y ⊆ y.

TEOREMA 14.4. Neka su X i Y prebrojive klase za koje va`i da je presek

(
∪
X) ∩ (

∪
Y ) = ∅. Tada postoje disjunktni skupovi x i y takvi da∪

X ⊆ x i
∪
Y ⊆ y.

POSLEDICA 14.4. Neka suX i Y prebrojive klase takve da
∪
X ⊆

∩
Y .

Tada postoji skup z tako da
∪
X ⊆ z ⊆

∩
Y .

Ka`emo da je klasa X razotkrivena ako za svaku prebrojivu klasu

Y ⊆ X postoji skup z tako da Y ⊆ z ⊆ X . Svaka klasa definabilna

skupovnom formulom je o~igledno razotkrivena.

DEFINICIJA 14.3. Klasa Z je usmerena (dualno usmerena) u odnosu na

inkluziju ako iz uslova da x, y ∈ Z sledi da postoji z ∈ Z tako da

z ⊇ x ∪ y (z ⊆ x ∩ y).

TEOREMA 14.5. Neka je (Xn)n∈FN niz razotkrivenih klasa tako da je∩
n≤mXn neprazan za svakom ∈ FN. Tada je tako|e

∩
n∈FNXn ̸= ∅.
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TEOREMA 14.6. Neka je klasa Z definabilna pomo}u skupovne formule.

Neka jeX prebrojiv poluskup odZ. Ako jeX usmeren, tada postoji u ∈ Z
koji je gorwe ograni~ewe svih elemenata odX ure|enih inkluzijom. Ako je

X dualno usmeren, tada postoji u ∈ Z koji je dowe ograni~ewe elemenata

od X ure|enih inkluzijom.

Dokaz. Dovoqno je dokazati prvi deo tvr|ewa. Na osnovu 5◦ Posle-
dice 14.2. postoji skup a tako da je

X = {x ∈ a | Fin({ y ∈ a | y ≤ x }) },

gde je ≤ linearno ure|ewe na skupu a. Neka je

a1 = {x ∈ a | (∃u ∈ Z)(∀y ∈ a) (y ≤ x⇒ y ⊆ u) }.

Kako X ( a1, to izaberimo x ∈ a1 \ X . Tada u ∈ Z takvo da va`i

(∀y ∈ a)(y ≤ x⇒ y ⊆ u) ima tra`eno svojstvo.

14.4 Izgradwa Lebove i Lebegove mere u AST

@elimo da na primeru Lebove i Lebegove mere (videti glavu 12) ilu-

strujemo na koji se na~in ideje iz nestandardne analize, dodu{e na jedan

modifikovanina~in, mogupreneti u AST.Prvo}emoizgraditiLebovu
meru na poluskupovima, a tek onda pomo}u we uvesti Lebegovu meru na

realnom odse~ku [0, 1]. Teoriju merqivih funkcija i integraciju }emo
izostaviti, a zainteresovani ~italac mo`e da pogleda [12] i [35].

U ovom odeqku kona~ne prirodne brojeve, tj. elemente klase FN,
ozna~avamo sa n,m, . . . . Gr~ka slova α, β, . . . rezervisana su za proiz-
voqne prirodne brojeve izN.

Neka je y ⊆ x, x ≈̂ α i y ≈̂ β. Tada je izbrajaju}a (ili prebrajaju}a)

mera skupa y u odnosu na skup x definisana sa px(y) =
β

α
. Pritom, ako

je skup x poznat iz konteksta i fiksiran, izostavqamo indeks x.

Od posebnog je zna~aja za nas, kao{to }emo uskoro videti, postojawe

i zna~ewe sume
∑

α<β f(α) ako je dom(f) = β = { 0, 1, . . . , β − 1 }. To
se lako re{ava jer se indukcijom pokazuje da

(∃1g)
(
dom(g) = β + 1 ∧ (∀γ < β) (g(γ + 1) = g(γ) + f(γ))

)
,
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pa je
∑

α<β f(α)
def
= g(β). Tako|e se kao grani~ni niz kona~nih parci-

jalnih suma mo`e uvesti zbir
∑

n∈FN f(n).

Na osnovu aksiome indukcije lako se mo`e proveriti aditivnost

izbrajaju}e funkcije p. Naime, ako je (yβ)β∈α (za α > 0) niz disjunktnih
podskupova od x, tada je

(1) p
(∪

β∈α
yβ

)
=
∑

β<α
p(yβ).

Kako je zgodnije da se radi sa kompletnim poqem R nego sa RN, to
uvodimo funkciju P : P(x)→ R pomo}u P(y) = st(p(y)).

LEMA 14.1. Neka je (yn)n≤m niz disjunktnih podskupova od x. Tada je

P
(∪

n≤m yn

)
=
∑

n≤mP(yn).

Dokaz. Neposredno iz (1) i st(x+ y) = st(x) + st(y).

Naro~ito su interesantni beskona~ni skupovi koji sadr`e prave

potklase, tj. poluskupovi. O~igledno je da se poluskup X ne mo`e

da meri direktno, ali se mo`e aproksimirati skupovima �iznutra�

i �spoqa�. Ako se grani~ni brojevi mera unutra{wih i spoqa{wih

aproksimacija poklapaju, onda je poluskup X Leb merqiv. Preciznije

o tome govori slede}a definicija.

DEFINICIJA 14.4. Neka je X ⊆ x.

(a) Unutra{wa mera klase X je U(X) = sup{P(y) | y ⊆ X }.

(b) Spoqa{wa mera klase X je S(X) = inf{P(y) |X ⊆ y }.

(v) Klasa X je Leb merqiva ako je S(X) = U(X). Pritom je mera

klase X , P(X) = S(X) = U(X).

Slede}e tri leme se lako dokazuju.

LEMA 14.2. Klasa X je merqiva ako i samo ako za svako ε > 0 postoje

skupovi y i z tako da je y ⊆ X ⊆ z i P(z \ y) < ε.

LEMA 14.3. S(X) = 1− U(x \X), gde je X ⊆ x.
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LEMA 14.4. Ako su X i Y merqive klase tako da je X ∩ Y = ∅, tada je i
klasa X ∪ Y merqiva i P(X ∪ Y ) = P(X) +P(Y ).

Odatle se lako pokazuje da je ovako definisana mera zatvorena za

kona~ne unije i preseke, a tako|e i kona~no aditivna.

Napomiwemo, {to }emo kasnije i da poka`emo, da se kolekcija Leb

merqivih klasa ne mo`e kodirati, ve} se samo mo`e dati u intenzio-

nalnom obliku S(X) = U(X). Stoga je slede}a (Lebova) teorema data u
ne{to izmewenom obliku.

TEOREMA 14.7. Neka je dat kod {Ai}i∈FN Leb merqivih monotono ra-

stu}ih podklasa od x. Tada je i A =
∪

i∈FNAi Leb merqiva klasa i

P(A) =
∑

i∈FNP(Ai).

Dokaz. Neka je za i ∈ FN, P(Ai) = ai i limi∈FN ai = a. Na osnovu
Leme 14.2. treba odrediti skupove y i z tako da je y ⊆ A ⊆ z,P(y) ≥ a−ε
i P(z) ≤ a+ ε.

Skup y se odre|uje lako. Odaberimo n ∈ FN tako da je an ≥ a−
ε

2
. S

obzirom na to da je An merqiva klasa, to postoji y ⊆ An tako da va`i

P(y) ≥ an −
ε

2
. Tada y ⊆ A i P(y) ≥ a− ε.

Odredimo sada skup z. Izaberimo z′n tako da je An ⊆ z′n i va`i

P(z′n) ≤ an +
ε

2n
. Formirajmo monoton niz (zn)n∈FN takav da je

~lan zn =
∪

m≤n z
′
m. Mo`e se pokazati, indukcijom po kona~nim

prirodnim brojevima, da je P(zn) ≤ an +

(
1− 1

2n

)
ε. Neka je sn =

{ z ∈ P(x) | p(z) ≤ a + ε i zn ⊆ z }. Tada o~igledno x ∈ sn i

sn ⊇ sn+1. Na osnovu Teoreme 14.6. iz prethodnog odeqka, kako je

klasa S = { sn |n ∈ FN } dualno usmerena, to postoji s ⊆ sn (i s ̸= ∅).
Tada za z ∈ s imamo P(z) = st p(z) ≤ a+ ε i A ⊆ z.

Pre|imo sada na definisawe Lebegove mere pomo}u Lebove. Neka je

α ∈ N \ FN, t =

{
β

α
|β ≤ α

}
i stt = st � t. O~igledno, stt preslikava

t na klasu [0, 1] = {x ∈ R | 0 ≤ x ≤ 1 }. Indeks t }emo u daqem tekstu

naj~e{}e izostavqati.

Slede}e leme daju osnovne veze operacije st sa presekom i unijom

klasa.
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LEMA 14.5. Ako je {Ai}i∈FN jedan kod, tada su kodovi i {st(Ai)}i∈FN i

{st−1(Ai)}i∈FN .

LEMA 14.6. 1◦ Ako je A ⊆ [0, 1], tada je st(st−1(A)) = A.

2◦ Ako je A ⊆ t, tada je st−1(st(A)) ⊇ A.

LEMA 14.7. Ako jeAi ⊆ [0, 1] za i ∈ FN, tada va`e slede}i identiteti:

• st−1(
∪

i∈FNAi) =
∪

i∈FN st−1(Ai),

• st−1(
∩

i∈FNAi) =
∩

i∈FN st−1(Ai).

LEMA 14.8. Ako ai ⊆ t za i ∈ FN, tada

st
(∪

i∈FN
ai

)
=
∪

i∈FN
st(ai).

Defini{imo sada neke osnovne pojmove topologije naR. Za a, b ∈ R

neka su ]a, b[ = {x ∈ R | a < x < b } i [a, b] = {x ∈ R | a ≤ x ≤ b }
otvoren i zatvoren interval, tim redom. Kolekciju otvorenih in-

tervala ~iji su krajevi kona~ni racionalni brojevi kodiramo klasom

I = { (a, b), x) | a, b ∈ FRN i a < x < b }.
Otvorene klase su prebrojive unije intervala iz I . Kolekciju

otvorenih klasa kodiramo klasom

O = { (g, x) | FN ⊆ dom(g), rng(g � FN) ⊆ FRN2, x ∈ R,

(∃y)
(
y ∈ rng(g � FN), 1st(y) ≤ x ≤ 2nd(y)

)
}.

Zatvorene klase su komplementi otvorenih, pa je kod kolekcije

zatvorenih klasa

C = { (g, x) |x /∈ O′′{g}, g ∈ dom(O), x ∈ R }.

Otvorenu klasu obi~no ozna~avamo sa G, a zatvorenu sa F . Lako

se pokazuje da je R sa O Hausdorfov prostor, a da je F zatvorena i

ograni~ena klasa ako i samo ako je kompaktna klasa.

Na{ ciq }e sada biti uvo|ewe Lebegove mere na intervalu [0, 1].

DEFINICIJA 14.5. Klasa X ⊆ [0, 1] je Lebeg merqiva ako je klasa

st−1(X) Leb merqiva, i pritom je Lebegova mera od X data na slede}i

na~in λ(X) = P(st−1(X)).
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Lebegova mera λ je σ-aditivna.

TEOREMA 14.8. Neka je {Ai}i∈FN kod Lebeg merqivih disjunktnih pod-

klasa od [0, 1]. Tada je
∪

i∈FNAi Lebeg merqiva klasa i λ(
∪

i∈FNAi) =∑
i∈FN λ(Ai).

Dokaz. Prema Lemi 14.7. klasa st−1(
∪

i∈FNAi) je Leb merqiva, pa je
i klasa

∪
i∈FNAi Lebeg merqiva. Pritom je

λ
(∪

i∈FN
Ai

)
= P

(
st−1

(∪
i∈FN

Ai

))
= P

(∪
i∈FN

st−1(Ai)
)

=
∑

i∈FN
P(st−1(Ai)) =

∑
i∈FN

λ(Ai),

~ime je dokaz zavr{en.

Lako se mo`e pokazati da je svaki otvoren interval ]a, b[ merqiv
i da je λ( ]a, b[ ) = b − a. Tako|e je svaka otvorena i svaka zatvorena

podklasa od [0, 1] Lebeg merqiva.

LEMA 14.9. Ako je b ⊆ t, tada je st(b) zatvorena klasa.

TEOREMA 14.9. Za svaku merqivu klasu A va`e slede}e jednakosti:

(1) λ(A) = sup{λ(F ) |F ⊆ A i (∃g) (F = C ′′{g}) }.

(2) λ(A) = inf{λ(G) |A ⊆ G i (∃g) (G = O′′{g}) }.

Dokaz. (1) Neka je F ⊆ A. Tada je st−1(F ) ⊆ st−1(A) i λ(F ) =
P(st−1(F )) ≤ P(st−1(A)) = λ(A). Odatle je

sup{λ(F ) |F ⊆ A i (∃g) (F = C ′′{g}) } ≤ λ(A).

Dabismo dokazali suprotnu nejednakost, uo~imo b ⊆ st−1(A). Tada je na
osnovu prethodne leme st(b) zatvorena klasa i b ⊆ st−1(st(b)) ⊆ st−1(A).
Odatle

λ(A) = P(st−1(A)) ≤ sup{P(b) | b ⊆ A }
≤ sup{λ(F ) |F ⊆ A i (∃g) (F = C ′′{g}) }.

Jednakost u (2) se sli~no dokazuje.
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Na{ ciq do kraja ove glave bi}e da poka`emo da kolekcija Lebeg

merqivih (a tako|e iLebmerqivih) klasa nije kod. U tomciqu uvodimo

pojam Kantorove klase.

Neka je Kn = {x ∈ [0, 1] |
∑n

i=1
ai
3i
≤ x ≤

∑n
i=1

ai+1
3i
, a ∈ {0, 2}n }.

Tada jeK =
∩

n∈FNKn Kantorova klasa.

METATEOREMA 14.3. Ako se kolekcija �{X |ψ(X) }� mo`e kodirati i

pritom je (∀X) (φ(X) ⇒ ψ(X)), tada se i �{X |φ(X) }� mo`e kodi-

rati.

Dokaz. Ako kod kolekcije �{X |ψ(X) }� ozna~imo sa K, tada je

{ (x, y) | y ∈ K ′′{x} i φ(K ′′{x}) } kod kolekcije �{X |φ(X) }�.

METATEOREMA 14.4. Kolekcija potklasa od [0, 1] merqivih u Lebegovom
smislu, a koja se intenzionalno mo`e dati formulom U(st−1(X)) =
S(st−1(X)), ne mo`e da se kodira.

Dokaz. Kako je Lebegova mera kompletna, to je �{X |X ⊆ K }�
podkolekcija kolekcije merqivih podklasa klase [0, 1]. Na osnovu

prethodne metateoreme dovoqno je da poka`emo da slede}a kolekcija

�{X |X ⊆ K }� ne mo`e da se kodira. Neka F : V ≈ K. Ako bi, supro-

tno tvr|ewu, klasa S bila kod kolekcije �{X |X ⊆ K }�, tada bi klasa
T = { (x, y) | (x, F (y)) ∈ S } bila kod za kolekciju �{X |X ⊆ V }�, {to
je suprotno Metateoremi 14.2. iz prethodnog odeqka.

POSLEDICA 14.5. Kolekcija svih Leb merqivih podklasa od t se ne mo`e

kodirati.

Na ovom mestu zavr{avamo sa izlagawem teorije mere i integracije.

Na sli~an na~in se veliki deo teorije izlo`en u glavi 12 mo`e preneti

ovde.



Esej o beskona~nosti

Prirodni i realni brojevi, na posredan ili neposredan na~in, pred-

stavqaju osnovno polazi{te u skoro svimmatemati~kimrazmatrawima.

Zapravo, ispostavqa se da su najdubqe osnovematematike tesno povezane

kako sa principom indukcije, tako i sa shvatawem kontinuuma. Me|u-

tim, oba koncepta izazivaju �strah pred beskona~no{}u�.

Prvi ra~un sa �malim� i �velikim� brojevima stvorili su stari

Grci. To deluje pomalo paradoksalno kada se ima u vidu da su Grci,

na~elno govore}i, bili velikiprotivnicibeskona~nosti.Oni su i{li

~ak dotle da su weno postojawe direktno zabrawivali! To upravo ~ini

~uvena aksioma, iz Euklidovih Elemenata, koja tvrdi da �celina mora

biti ve}a od dela�.

Gr~ka re~ za beskona~nost bila je �apejron�, {to je zna~ilo neo-

grani~en, ali i neodre|en, nedefinisan. U dokazima kori{}en metod

svo|ewe na protivre~nost naj~e{}e je zna~io svo|ewe na beskona~nost.

Za{to su Grci imali tako negativan odnos prema beskona~nosti? Odgo-

vor se krije kako u odre|enim filozofskim stavovima, tako verovatno

i u tome {to su rano uo~ili wenu paradoksalnost, vezanu pre svega za

problem koji je u filozofiji poznat pod nazivom �paradoks }elavca�,

kao i za Zenonove paradokse (aporije). Reakcija starih Grka na ove

paradokse i{la je u pravcu odbacivawa ~ak i potencijalne beskona-

~nosti, {to se mo`e objasniti wihovim shvatawem pojma broja i mere,

shvatawem koje vodi poreklo iz Pitagorine {kole. Osnova svega kod

pitagorejaca jesu prirodni brojevi (za wih i jedini brojevi). Svake

dve veli~ine (du`i, povr{ine,...) mogu se izmeriti nekom tre}om, a sve

skupa jednom jedini~nom, najmawom mogu}om veli~inom. Prema tome,

svakoj du`i odgovara jedan prirodan broj. Jasno je da ta jedini~na

veli~ina mora da bude �mala� (odnosno infinitezimala) i nedeqiva

(poput atoma).

Henokrates, Platonov naslednik na Akademiji, smatrao je da se
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pomo}unedeqivihinfinitezimalamoguobjasnitiZenonoviparadoksi.

Tako, brzonogi Ahil u kona~nom broji koraka sti`e korwa~u. Pritom

je taj broj koraka �veliki� (jer samo �veliki� broj pomno`en �malim�

brojem daje kona~an broj), ali ne i beskona~an.

Koliko su neki od Zenonovih paradoksa povezani sa paradoksom

}elavca najboqe govori Zenonova aporija o mno{tvu:

�ako kotarica kukuruznog zrna prosutog na kameni pod proizvodi

buku, onda to mora biti slu~aj i kada bacimo samo jedno zrno�.

Promena na{eg shvatawa prirodnog broja uverava nas da protivre-

~nosti u ovom slu~aju (a i sli~nim) nema. Naime, u �nestandardnom

sistemu� prirodni brojevi se dele na �male� i �velike�. Podskup koga

~ine �mali� brojevi nema najve}i, a podskup �velikih� (koji dolaze iza

�malih�) nema najmawi element. Prema tome, u ovom sistemu ne va`i

princip najmaweg elementa. Sada, ako broj zrna koja �prave buku� ili

broj dlaka kosmatih qudi ozna~imo kao �veliki� broj, a onaj broj zrna

koja �ne prave buku� ili broj dlaka slabokosih qudi kao �mali� broj,

vidimo da u Zenonovom paradoksu o mno{tvu, kao i paradoksu }elavca,

nema kontradikcije.

Me|utim, Grci su jo{ od V veka pre nove ere koristili infinite-

zimale za re{avawe matemati~kih problema. To se, pre svega, odnosi

na atomiste koji su u osnovi svega stvorili �male� i nedeqive atome

od kojih je sve sastavqeno. Tako je Demokrit iz Abdere pomo}u in-

finitezimala do{ao (daleko pre Arhimeda) do zna~ajnog rezultata da

se zapremine prizme i piramide jednakih osnova i visina odnose kao

3 : 1. Ilustrujemo na~in mi{qewa atomista kroz jo{ jedan zna~ajan

rezultat Demokrita izra`enog na tipi~no gr~ki na~in kao proporcija.

Neka su dati koncentri~ni krugovi O1 i O2. Iz sli~nosti trouglova

CA1A2 i CB1B2 (videti sliku)

sledi jednakost
r1
r2

=
ai
bi
, pa je, na osnovu dobro poznate osobine pro-
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porcije,
r1
r2

=

∑
ai∑
bi
≈ Obim(O1)

Obim(O2)
. Sada, Demokrit poistove}uje krug

sa poligonom sa �velikim� brojem strana koje su sve po du`ini �male�,

te neposredno zakqu~uje da se obimi krugova odnose kao wihovi polu-

pre~nici. Sa stanovni{tva savremene nestandardne analize ovakav

Demokritov metod je mogu} na osnovu principa prelivawa. Naime,

dobijena proporcija
r1
r2

=

∑
ai∑
bi

va`i za proizvoqno veliki kona~an

pravilan mnogougao sa 2n strana, pa }e va`iti i za hiperkona~ni mno-
gougao sa 2H strana, gde je H hiperkona~an (�veliki�) broj.

Za razliku od atomista koji su du` (kru`nu liniju,. . .) zami{qa-
li kao diskretan niz atoma, pore|ani kao prirodni brojevi od 1 do

nekog n, Aristotel je du` zami{qao sasvim druga~ije. Svaka (bilo

kako mala) du` je za Aristotela deqiva, ili, drugim re~ima, izme|u

svake dve ta~ke na du`i mo`e se ubaciti tre}a (od wih razli~ita)

ta~ka. To deqewe du`i je kod wega potencijalno beskona~no, tj. iza

svake deobe mo`e se napraviti slede}a, ali se taj beskona~ni proces

nikada ne mo`e zavr{iti. Naravno, neograni~eno deqewe je fizi~ki

nemogu}e i predstavqa �matemati~ki koncept� koji nije prihvatqiv za

sve matemati~are � filozofe, posebno finitiste koji negiraju svaku

realnost beskona~nosti. S druge strane, Aristotelovo shvatawe nepre-

kidnosti je u nekom smislu nedovr{eno. Potencijalna beskona~nost,

data kao proces deqewa du`i na sve mawe delove, pretvara se u ostva-

renu, tzv. aktuelnu beskona~nost. Prirodno je da se upitamo {ta se

na kraju, posle svih tih deoba du`i, dobija u preseku tog (prebrojivo)

beskona~nog opadaju}eg

[a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ [a3, b3] ⊃ . . .

�niza umetnutih odse~aka ~ije du`ine te`e nuli�. Na taj na~in sti`emo

do pojma Kantorovog kontinuuma koji je dovr{ewe Aristotelovog.

Kako neki proces koji ima beskona~no epizoda uop{te mo`e da

se zavr{i? Ovo je o~igledno zbuwivalo stare Grke, makar one do Eu-

doksa i Arhimeda. Eudoks iz Knidosa, jedan od najzna~ajnijih gr~kih

matemati~ara, uveo je metod iscrpqivawa (eshaustije). U petoj kwi-

zi Euklidovih Elemenata, ~iji je predmet teorija proporcija i koja

uglavnom poti~e od Eudoksa, uvodi se slede}i pojam:

�dve veli~ine �imaju razmeru�, jedna spram druge, ako mogu uvi{e-

stru~ene prekora~iti jedna drugu�.

To zna~i da ako a i b �imaju razmeru� i, na primer, a je mawi od b, onda
se du` b mo`e prekriti sa dovoqnim brojem du`i podudarnih sa du`i
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a. Sli~no va`i i za prirodne brojeve a i b koji �imaju razmeru� i b je
ve}e od a. Tada za neki prirodan broj n, b je mawi od na. Sa stanovi{ta
moderne matematike, Arhimedova aksioma, tj. da svake dve veli~ine a
i b �imaju razmeru�, ekvivalentna je sa nepostojawem infinitezimala.

Naime, ukoliko je a infinitezimala ve}a od 0, tada je a mawe od
1

n
za

svako n iz N, pa je tada na mawa od 1. Otuda a i 1 �nemaju razmeru�, tj.
nesamerqivi su. Obratno, ukoliko su a i b ve}i od 0 i �nemaju razmeru�,

tada je, na primer, b ve}e od na za svako n iz N, pa je
b

a
beskona~an

element, a
a

b
infinitezimala. Kao {to danas znamo (makar to bilo

i nakon ~itawa ove kwige), infinitezimale postoje, pa iz prethodnog

sledi da ne moraju svake dve veli~ine biti u srazmeri. Prema tome,

Eudoks nije nu`no uveo trivijalnu, �nepotrebnu� definiciju, iz ~ega

proizilazi da je, najverovatnije, verovao u postojawe infinitezimala.

Tako je Eudoks �pripremio� dolazak Arhimeda iz Sirakuze. Ve}i

deo ove kwige odnosi se na ono {to se �de{avalo� u analizi, i matema-

tici uop{te, od Arhimeda do danas, a vezano je za uvo|ewe aktuelnih

infinitezimala na strogim matemati~kim osnovama. Kroz naredne

vekove ulagani su veliki napori da se �nestandardni sistem� ukloni iz

matematike, ali se on uvek, kao feniks, vra}ao oboga}uju}i sve vi{e i

vi{e matematiku, da bi postao potpuno ravnopravan sa �standardnim�,

pa u nekom smislu ~ak i superioran.



Zadaci

1. U prvoj glavi koristili smo slede}u ~iwenicu: mo`emo pret-

postaviti da svako ure|eno poqe sadr`i ure|eno poqe racionalnih bro-

jeva. Ova pretpostavka mo`e se opravdati slede}im tvr|ewem.

Ako je h : H→ F utapawe ure|enog poqa H u ure|eno poqe F, onda

postoji ure|eno poqe K ⊇ H i izomorfizam g : K
na−→
1−1 F tako da je

g ◦ i = h, gde je i : x 7→ x, x ∈ H , inkluziono preslikavawe.

Dokazati ovo tvr|ewe.

2. Dokazati da su slede}a tvr|ewa za ure|eno poqe F ekvivalentna:

• F je arhimedsko.

• F nema beskona~nih elemenata.

• F nema infinitezimala osim nule.

• F ima ta~no jednu galaksiju.

• (∀a ∈ F )
(
µ(a) = {a}

)
.

• (∀a ∈ F )(∀b ∈ F )
(
(∀n ∈ N)a ≤ b+ 1

n
⇒ a ≤ b

)
.

3. Dokazati da je ure|eno poqeF kompletno ako i samo ako je arhimedsko

i zadovoqava Kantorovu aksiomu:

svaki opadaju}i niz ograni~enih zatvorenih intervala u F ima ne-

prazan presek.

4. Da li postoji nearhimedsko poqe koje se utapa u bilo koje nearhimed-

sko poqe?

303
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5. Ako je F nearhimedsko poqe i (an)n∈N niz u F sa osobinom �an ≪
an+1 za sve n ∈ N�, ispitati da li postoji a∞ ∈ F takvo da je an ≪ a∞
za sve n ∈ N.

6. Dokazati da svako ure|eno poqe F ima pro{irewe do nearhimedskog

poqa K tako da je F ̸= K.

7. Neka je F ⊇ R ure|eno poqe. Dokazati:

• ako je r ∈ R, r ̸= 0, tada preslikavawe Λr : γ(a) → γ(ra) defini-
sano sa Λr : x 7→ rx, x ∈ γ(a), jeste 1�1 preslikavawe;

• ako je a ∈ F beskona~an, tada θa : R→ {γ(b) | b ∈ F} definisano
sa θa(r) = γ(ra) jeste 1�1 preslikavawe;

• ako F nije arhimedsko, tada postoji najmawe kontinuum mnogo

galaksija u F.

8. Za ure|eno poqeF ka`emo da je realno zatvoreno ako svaki pozitivan

element uF ima kvadratni koren i svaki polinom neparnog stepena ima

koren u F. Dokazati da ako je neko ure|eno poqe F realno zatvoreno,

tada se st(γ(0)) utapa u F.

9. Neka je (an)n∈N niz realnih brojeva, fn : [an,∞[→ R neprekidna

rastu}a funkcija i fn(x)≪ fn+1(x) kad x→∞ za sve n ∈ N. Dokazati

da postoji a∞ ∈ R i neprekidna rastu}a funkcija f∞ : [a∞,∞[→ R

takva da za sve n ∈ N va`i: fn(x)≪ f∞(x) kad x→∞.

10. Za funkcije realne promenqive x:

e0(x) = x = l0(x), en+1(x) = exp en(x) i ln+1(x) = log ln(x)

za n ∈ N, dokazati da red
∑∞

n=1 en(x)/en(n) konvergira lokalno uni-
formno naR i da wegov zbir, funkcija f(x), ima osobinu: f(x)≪ ln(x)
kad x→∞ za sve n ∈ N.

11. Neka je F = (F,+, ·, 0, 1) poqe i P ⊆ F koji zadovoqava:

• 0 /∈ P ,

• (∀x ∈ F )(x ̸= 0⇒ x ∈ P ∨ −x ∈ P ),

• (∀x, y ∈ P )(x+ y ∈ P ∧ x · y ∈ P ).
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Neka je za x, y ∈ F definisano x < y ⇔ y − x ∈ P . Dokazati da je

(F,≤) ure|eno poqe.

12. (Skotovo3) kompletirawe) Nazovimo poqe F Skot-kompletno ako

za svako ure|eno poqe G va`i: F ⊆ G i F je gust u G povla~i F = G.
Dokazati:

• ure|eno poqe F je Skot-kompletno ako i samo ako svaki inici-

jalni segment X ⊆ F za koji va`i ∀ε > 0∃a ∈ X(a + ε /∈ X) ima
najmawu granicu;

• (Egzistencija Skot-kompletirawa) za svako ure|eno poqe F po-

stoji Skot-kompletno poqe G ⊇ F tako da je F gust u G;

• (Jedinstvenost Skot-kompletirawa) ako su Gi Skot-kompleti-

rawa ure|enog poqa F i gi : F → Gi, i = 1, 2, gusta utapawa (tj.
gi(F ) je gust u Gi), onda postoji izomorfizam h : G1

na−→ G2 tako

da je h ◦ g1 = g2.

13. Neka je F skup ideala I nad N takvih da je I0 ⊆ I , pri ~emu je I0
istaknuti ideal nad N. Dokazati:

• ure|ewe realnih brojeva se mo`e utopiti u (F ,⊆);

• ure|eweprvogneprebrojivog ordinalaω1 mo`e se utopiti u (F ,⊆).

14. Neka je F0 skup ideala I nadN takvih da je I ⊆ I0. Dokazati:

• ure|ewe realnih brojeva se mo`e utopiti u (F0,⊆);

• ure|ewe prvog neprebrojivog ordinala ω1 ne mo`e se utopiti u

(F0,⊆).

15. Za X ⊆ P(N) ka`emo da je skoro disjunktna familija ako za ra-

zli~ite U, V ∈ X va`i: U ∩ V je kona~an. Dokazati da postoji skoro

disjunktna familija podskupova od N mo}i kontinuuma.

16. Opisati sve filtereF nadN sa osobinom: za svako U ⊆ N je U ∈ F
ako i samo ako 1 + U ∈ F .

17. Ako je F filter nad E,
∩

U∈F U = ∅, A ⊆ E i skup E \ A kona~an,

dokazati da A ∈ F .
3) Scott W. Williams (1943– )
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18. Ako je X kona~an skup od n elemenata, dokazati da postoji ta~no n
ultrafiltera nad X .

19. Neka je S ⊆ P(I). Daqe, neka je

(1) x ∈ S ∧ y ∈ S ⇒ x ∩ y ∈ S ,

(2) (∀x ∈ P(I)) (x ∈ S ∨ xc ∈ S),

(3) x ∈ S ∧ y ∈ S ∧ z ∈ S ⇒ x ∩ y ∩ z ∈ S .

Dokazati da iz uslova (1) i (2) ne sledi da je S filter, dok iz uslova (2)
i (3) sledi da je S ultrafilter nad I .

20. Dokazati da je svaki ultrafilter nad kona~nim skupom glavni.

21. Dokazati da nad svakim beskona~nim skupom postoji neglavni ul-

trafilter.

22. Dokazati da je presek bilo kojeg broja filtera nad nekim skupom

tako|e filter.

23. Dokazati da je unija lanca filtera tako|e filter.

24. Dokazati da je svaki filter nad nekim skupom I presek nekih ultra-
filtera nad skupom I .

25. Neka je I beskona~an skup. Ultrafilter F nad I je uniforman ako i
samo ako za svaki X ∈ F va`i |X| = |I|. Dokazati:

• svaki neglavan ultrafilter nad N je uniforman;

• nad svakim beskona~nim skupom postoji uniforman ultrafilter;

• ultrafilter F nad I je uniforman ako i samo ako F sadr`i sve

X ⊆ I takve da |Xc| ≤ |I|;

• svaki uniforman filter je neglavan.

26. Neka je κ kardinalan broj i I beskona~an skup. Filter F nad I je
κ-regularan ako i samo ako postoji S ⊆ F takav da |S| = κ i svaki i ∈ I
pripada kona~nom broju ~lanova familije S. Dokazati:

• filter F nad I je ω-regularan ako i samo ako postoji prebrojiv
opadaju}i lanac I = I0 ⊇ I1 ⊇ . . . ~lanova In ∈ F tako da∩

n In = ∅;
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• svaki neglavan ultrafilter nad N je ω-regularan;

• nad svakim beskona~nim skupom I kardinalnosti κ postoji κ-
regularan ultrafilter;

• ako je I beskona~an skup, tada je svaki |I|-regularan ultrafilter
uniforman.

27. Neka su + i · simboli binarnih operacija, ′ simbol unarne ope-

racije i 0 i 1 znaci konstanata. Dajemo slede}i spisak algebarskih

zakona

1. x+ (y+ z) = (x+ y) + z, x · (y · z) = (x · y) · z asocijativnost
2. x+ y = y + x, x · y = y · x komutativnost

3. x+ (x · y) = x, x · (x+ y) = x apsorpcija

4. x+ (y · z) = (x+ y) · (x+ z), x · (y + z) = (x · y) + (x · z)
distribucija

5. x+ x′ = 1, x · x′ = 0 komplement

6. (x+ y)′ = x′ · y′, (x · y)′ = x′ + y′ De Morganovi4) zakoni

7. x+ 0 = x, x · 0 = 0, x+ 1 = 1, x · 1 = x nula i jedinica

8. (x′)′ = x involucija

Dokazati:

• ako je A = (A,+, ·, ′, 0, 1) algebarska struktura koja zadovoqava
ove zakone i ako je po definiciji (∀x, y ∈ A)(x ≤ y ⇔ x = x · y),
tada je (A,≤) Bulova algebra;

• ako je (B,+, ·, ′,≤, 0, 1) Bulova algebra, tada je (B,+, ·, ′, 0, 1) al-
gebra koja zadovoqava ove zakone.

28. Pokazati da je struktura BP iz Primera 2.4. Bulova algebra.

29. Neka je B = (B,∧,∨, ′, 0, 1) Bulova algebra i neka je B∗ skup ul-

trafiltera Bulove algebre B. Daqe, neka je a∗ = { p ∈ B∗ | a ∈ p } za
a ∈ B.

• Dokazati da za sve a, b ∈ B va`i:

(1) (a ∧ b)∗ = a∗ ∩ b∗,
4) Augustus De Morgan (1806–1871)
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(2) (a ∨ b)∗ = a∗ ∪ b∗,

(3) (a′)∗ = a∗c (= B∗ \ a∗),

(4) a ≤ b ako i samo ako a∗ ⊆ b∗,

(5) a ∈ p ako i samo ako p ∈ a∗.

• Dokazati da je svaka Bulova algebra izomorfna nekom poqu sku-

pova.

• Stonov prostor Bulove algebre B je topolo{ki prostor B∗ u

kojem je topologija odre|ena bazom { a∗ | a ∈ B }. Dokazati da je

ovaj prostor kompaktan, totalno nepovezan i Hauzdorfov.

• Dokazati da je svaka Bulova algebra izomorfna poqu otvoreno-

zatvorenih skupova nekog topolo{kog prostora.

• Ako je neki prostor X kompaktan, totalno nepovezan i Hauzdor-

fov, dokazati da je X Stonov prostor neke Bulove algebre.

30. Dokazati da je Stonov prostor kona~ne Bulove algebre diskretan.

31. Ako je B kona~na Bulova algebra, dokazati da je B ∼= P(X) za neki
skup X .

32. Ako je BP Lindenbaumova algebra iskaznog ra~una, dokazati da je

BP homeomorfna slika Kantorovog prostora 2N.

33. Neka je τ diskretna topologija na N. Dokazati:

• Stonov prostor Bulove algebre iz Primera 2.3. 2◦ je Aleksan-

drovqeva5) kompaktifikacija prostora (N, τ);

• Stonov prostor Bulove algebre P(N) je Ston-^ehova kompakti-
fikacija prostora (N, τ), tj. P(N)∗ = β(N).

34. Neka je J ideal kona~nih podskupova od N, i neka je B = P(N)/J
koli~ni~ka Bulova algebra. Dokazati:

• B∗ = β(N) \N, gde je B∗ Stonov prostor Bulove algebra B;

5)Pavel Sergeevi~ Aleksandrov (1896�1982)
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• ako su a0 > a1 > · · · > b1 > b0 dva niza u B, tada postoji c ∈ B
takav da a0 > a1 > · · · > c > · · · > b1 > b0 (Dibua-Rejmonova
separabilnost);

• ako su b, a0, a1, · · · ∈ B takvi da b > · · · > a1 > a0, tada postoji
c ∈ B takav da b > c > · · · > a1 > a0 (Kantorova separabilnost);

• Bulova algebra B sadr`i lance du`ine ω1;

• u B postoji ω1 neuporedivih elemenata.

35. Dokazati da je ultraproizvod ure|enih Abelovih grupa tako|e ure-

|ena Abelova grupa.

36. Algebarsko poqe F je algebarski zatvoreno ukoliko svaki polinom

nad F stepena ≥ 1 ima koren u F . Dokazati da je ultraproizvod

algebarski zatvorenih poqa tako|e algebarski zatvoreno poqe.

37. Dokazati da je redukovani proizvod prstena
∏

D Pi homomorfna

slika proizvoda prstena
∏

i Pi.

38. Neka je Fi, i ∈ I , familija poqa. Daqe, neka je P =
∏

i Fi

proizvodni prsten. Za svaki filter D nad I odre|en je slede}i skup

JD = { f ∈ P | { i ∈ I | f(i) = 0 } ∈ D }. Dokazati:

• za svaki ultrafilter D, skup JD je maksimalan ideal u P;

• ako je J maksimalan ideal u P, tada postoji ultrafilter D nad I
takav da je J = JD;

•
∏

D Fi ≃ P/JD.

39. Ako je D glavni ultrafilter nad I , dokazati da je za neki i0 ∈ I ,∏
D Pi ≃ Pi0 .

40. Neka je D neglavan ultrafilter nad N.

• Dokazati da ure|eno poqe realnih brojevaR ne mo`e se potopiti

u QN/D.

• Obi~no ure|ewe prirodnih brojeva odre|uje na prirodan na~in

ure|ewe na ultrastepenu NN/D. Dokazati da je tip tog ure|ewa

ω + ξ · λ, gde je ω tip ure|ewa prirodnih brojeva, ξ tip ure|ewa
celih brojeva, i λ tip gustog ure|ewa bez krajeva.
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• Dokazati da tip λ iz prethodne ta~ke jeste kardinalnosti konti-
nuuma ali nije tip ure|ewa realnih brojeva.

41. Dokazati da postoji ultraproizvod kona~nih skupova koji je besko-

na~an.

42. Dokazati da se svaki prstenP mo`e potopiti u neki ultraproizvod

kona~no-generisanih potprstena od P.

43. Ako su D1, . . . ,Dn ultrafiltri i F = D1 ∩ · · · ∩ Dn, dokazati da je

PI/F ≃ PI/D1 × · · · ×PI/Dn.

44. Dokazati tvr|ewa u okviru Primera 3.1.

45. U dokazu Teoreme 3.6. tvrdi se postojawe rastu}eg niza f : N → I
koji je kofinalan u I . Dokazati to!

46. Dokazati da postoje utapawa α, β, γ, δ, λ i preslikavawe θ koje je na
tako da slede}i dijagram komutira:

Slika 1.

47. Da li je svako nearhimedsko ra{irewe poqa realnih brojeva izo-

morfno nekom ultrastepenu RN/D ?

48. Ako jeX kona~an skup, dokazati da je za svaki filter D nadN skup

XN/D kona~an ili mo}i kontinuuma.

49. Ako je D filter nad I , dokazati:

• ako je |Ai| = |Bi| za sve i ∈ I , onda |
∏

D Ai| = |
∏

D Bi|;

• ako je |Ai| ≤ |Bi| za sve i ∈ I , onda |
∏

D Ai| ≤ |
∏

D Bi|;

• |
∏

D Ai| ≤ |
∏

i∈I Ai|;

• |A| ≤ |AI/D| ≤ |AI |.
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50. Neka je D κ-regularan filter nad I mo}i κ. Ako je A beskona~an

skup, dokazati da je AI/D = Aκ.

51. Dokazati da svaki beskona~an skup ima ultrastepen proizvoqno

velike kardinalnosti.

52. Ako je D uniforman ultrafilter na skupu mo}i κ i ako je |A| = κ,
dokazati da je |

∏
D A| > κ.

53. Ako je D neglavni ultrafilter nad N, dokazati da je |∗N| = |∗R|.

54. Ako je D ultrafilter nad N i X kona~an skup, dokazati da je

|∗X| = |X|.

55. Ako je D ultrafilter nad N, dokazati:

• ∗(X ∪ Y ) = ∗X ∪ ∗Y , ∗(X ∩ Y ) = ∗X ∩ ∗Y , za sve X,Y ⊆ R;

• ako je Υ poqe skupova generisano skupovima X , za X ⊆ R, i

intervalima [0, H]∗N, H ∈ ∗N, dokazati da je svaki ~lan u Υ
kona~an ili mo}i kontinuuma.

56. Pokazati da je ≈ relacija kongruencije na prstenu ∗Rfin.

57. Dokazati da

• µ(a) = a+ µ(0);

• ∗Rfin =
∪

a∈R µ(a).

58. Dokazati da skup µ(0) nema supremum u ∗Rfin.

59. Dokazati da

• za skup standardnih (kona~nih) hiperprirodnih brojeva va`i
σN = ∗N ∩ γ(0);

• je za skup beskona~nih hiperprirodnih brojeva ispuwena jedna-

kost ∗N∞ = ∗N \ σN;

• skup σN i skup ∗N∞ su eksternalni u ∗N, a pritom je ∗N inter-

nalan skup u ∗R.
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60. Pokazati da Diofantovska6) jedna~ina

1

x1
+

1

x2
+ · · ·+ 1

xn
= 1

ima samo kona~no mnogo re{ewa u skupu celih pozitivnih brojeva.

61. Dokazati da su R, γ(0) i µ(a), a ∈ ∗R eksternalni skupovi u ∗R.

62. Dokazati da je card(µ(0)) ≥ 2ℵ0 .

63. Pokazati da je sa

x . y ako i samo ako x ≤ y ili x ≈ y

definisana refleksivna i tranzitivna relacija (ne i antisimetri~na)

i da je

x . y ako i samo ako st(x) ≤ st(y).

64. Neka je F = { f | f : N → N } i neka su binarne relacije skupa N

date sa:

• a ↑ b ako i samo ako (∃f ∈ F) ∗f(a) ≥ b,

• a ↑↓ b ako i samo ako a ↑ b i b ↑ a,

• a→ b ako i samo ako (∃f ∈ F) ∗f(a) = b,

• a↔ b ako i samo ako a→ b i b→ a,

• a ∼ b ako i samo ako |a− b| je kona~an.

Pokazati:

(1) relacije ↑↓,↔ i ∼ su relacije ekvivalencije;

(2) relacija↔ je stro`a od relacije ↑↓;

(3) ako je a ∼ b, tada a ↑↓ b i a↔ b.

65. Odrediti sve redukte modela (R,+, ·,≤, 0, 1).

66. Neka su A,B modeli istog jezika L i neka je A ⊆ B. Dokazati

da je A podmodel modelaB ako i samo ako je inkluziono preslikavawe

i : A→ B utapawe.

6) ∆ιóφαντoς o Aλεξανδρεúς (200�284)
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67. Dokazati da je relacija izomorfizma jedna relacija ekvivalencije

u klasi svih modela.

68. Dokazati da se aditivnimodel (N,+,≤, 0) utapa umultiplikativni
model (N, ·,≤, 1).

69. Neka je A model jezika L i X ⊆ A. Dokazati da postoji najmawi

podmodelB ⊆ A takav da je X ⊆ B.

70. Neka jezik L sadr`i jedino relacijske znake i neka je A model

jezika L. Dokazati da za svaki X ⊆ A postoji podmodel B ⊆ A takav

da B = X . Da li je prethodno tvr|ewe ta~no ukoliko L sadr`i i

funkcijske ili relacijske znake?

71. Navesti primer modela ~iji je svaki podmodel beskona~an. Navesti

primer beskona~nog modela ~iji je svaki pravi podmodel kona~an.

72. Ako je L jezik modela A♯, odrediti |L|.

73. Neka je Aut(A) skup svih automorfizama modela A, i neka je ◦
slagawe funkcija. Dokazati da je (Aut(A), ◦, iA) grupa.

74. Ako jeA prebrojiv model, dokazati da je Aut(A) prebrojiv skup ili
mo}i kontinuuma.

75. Neka je f : A → B utapawe, gde su A,B modeli istog jezika.

Dokazati:

• postoji podmodelB′ modelaB i izomorfizam g : A ≃ B′ tako da
dowi levi dijagram komutira;

Slika 2.

• postojimodelA′ koji je ekstenzijamodelaAiizomorfizamh : A′ ≃
B takav da gorwi desni dijagram komutira.

76. Kardinalni broj skupa svih formula jezika L ozna~ava se sa ∥L∥.
Dokazati da je ∥L∥ = |L|+ ℵ0.
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77. Dokazati da je TermL najmawi skup T koji ima osobine:

• promenqive i simboli konstanata pripadaju T ;

• ako je F funkcijski znak du`ine k i ako t1, . . . , tk ∈ T , onda
F (t1, . . . , tk) ∈ T .

78. Dokazati da je ForL najmawi skup F koji ima osobine:

• AtL ⊆ F ;

• ako su φ,ψ ∈ F , tada ¬φ, (φ ∧ ψ), (φ ∨ ψ), (φ ⇒ ψ), (φ ⇔ ψ),
∃xiφ, ∀xiφ pripadaju F .

79. Dokazati da svaka formula ima jednak broj levih i desnih zagrada.

80. Dokazati teoremu o jedinstvenosti ~itawa terma.

81. U slede}im slu~ajevima odrediti slobodna i vezana pojavqivawa

promenqivih u formulama:

(1) (∀x)(∃y)(x ≤ y) ∨ (∃y)(x ≤ y),

(2) (∀x)S(x, y, z) ∨ (∃y)S(x, y, z), S je ternarno relacijsko slovo.

82. Ako je T teorija jezika L i T ′ ⊆ T , tada se T ′ naziva podteorijom
teorije T . Koje sve podteorije sadr`i teorija ure|enih poqa?

83. Pretpostavqamo da je ~italac upoznat sa osnovnim pojmovima

teorije dokaza kao {to su: aksiome predikatskog ra~una prvog reda za

jezik L, dokaz, du`ina dokaza, teorema (jezika L), teorema teorije T .
Simbol T ⊢ φ ozna~ava da φ ima dokaz iz T , odnosno da je φ izvodqiva

iz T (φ ∈ SentL). Teorija T je neprotivure~na ukoliko se ne mo`e

svaka formula jezika L izvesti iz T , ina~e T je protivure~na teorija.

Dokazati:

• teorija T je neprotivure~na ako i samo ako svaki kona~an podskup

od T je neprotivure~na teorija;

• ako je φ re~enica jezika L, tada je T ∪ {φ } protivure~na teorija
ako i samo ako T ⊢ ¬φ;
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• svaka neprotivure~na teorija jezika L sadr`ana je u nekoj maksi-

malno neprotivure~noj teoriji (Lindenbaum).

84. Pokazati da za maksimalno neprotivure~nu teoriju T jezikaL va`i:

• T ⊢ φ ako i samo ako φ ∈ T , tj. T je deduktivno zatvorena

teorija;

• nije T ⊢ φ ako i samo ako T ⊢ ¬φ;

• T ⊢ φ ∨ ψ ako i samo ako T ⊢ φ ili T ⊢ ψ.

85. Neka je ∼ relacija u ForL uvedena sa:

φ ∼ ψ ako i samo ako T ⊢ φ⇔ ψ.

Neka jeB = ForL/∼ i neka su operacije+, ·, ′ skupaB definisane ovako

a · b = (φ ∧ ψ)/∼, a+ b = (φ ∨ ψ)/∼, a′ = (¬φ)/∼

gde je a = φ/∼, b = ψ/∼, φ,ψ ∈ ForL, i neka je B0 = SentL/∼.

• Dokazati da je ∼ relacija ekvivalencije skupa ForL.

• Dokazati da je B = (B,+, ·, ′, 0, 1) Bulova algebra.

• Dokazati da se podalgebra B0 utapa u B.

• Dokazati da je teorija T neprotivure~na i deduktivno zatvorena

ako i samo ako je F = T/ ∼ pravi filter u B0. Dokazati da je

T maksimalno neprotivure~na teorija ako i samo ako je F ultra-

filter u B0.

86. Neka jeL = ∅ iT = ∅. Dakle, modeli ove teorije ne sadr`e funkcije,
relacije, niti konstante.

• Dokazati da su svaka dva beskona~na modele ove teorije su izo-

morfna.

• Ako su A,B beskona~ni modeli teorije T , onda A ⊆ B povla~i

A ≺ B.
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• Dokazati da je teorija { θn |n ∈ N } kompletna, gde je θn formula

∃x1 . . . xn
∧
i<j

xi ̸= xj .

• Opisati sva kompletna ra{irewa teorije T .

87. Neka su A,B modeli jezika L takvi da je A ⊆ B. Daqe, neka za svaku

formulu ∃xφ(x, y⃗) jezika L, gde je y⃗ niz promenqivih y1, y2, . . . , yn,
va`i:

ako a⃗ ∈ A i B |= ∃xφ(x, y⃗)[⃗a], onda za neki d ∈ A, A |= φ[d, a⃗].

Dokazati da je A ≺ B. (Tarski-Votova teorema)

88. Neka su A,B modeli jezika L i pretpostavimo da je A podmodel

modelaB. Neka za sve b, b1, . . . , bn ∈ B postoji f ∈ Aut(B) takav da

• za sve k ≤ n, f(bk) = bk;

• za neki a ∈ A, f(b) = a.

Dokazati da je A ≺ B.

89. Koriste}i prethodne zadatke dokazati:

• (Q,≤) ≺ (R,≤);

• ako su X,Y beskona~ni skupovi i X ⊆ Y , onda (P(X),⊆) ≺
(P(Y ),⊆).

90. Da li dva beskona~na modela razli~itih kardinalnosti mogu biti

elementarno ekvivalentna?

91. Teorija T jezika L dopu{ta eliminaciju kvantora ukoliko za svaku

formulu φ jezika L postoji formula ψ jezika L koja ne sadr`i kvantore

i za koju va`i T ⊢ φ ⇔ ψ. Dokazati da ukoliko teorija T dopu{ta

eliminaciju kvantora, onda za svaka dva modela A,B teorije T va`i:

Ako je A ⊆ B, onda A ≺ B.

92. Dokazati da slede}e teorije dopu{taju eliminaciju kvantora:

• teorija iz Zadatka 86;
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• Th(Q,≤), tj. teorija linearnog gustog ure|ewa bez krajeva;

• Th(Q,+,≤, 0).

93. Dokazati da je (Q,+,≤, 0) ≺ (R,+,≤, 0).

94. Dokazati7) da su za svaku teoriju T slede}i uslovi ekvivalentni.

• Za svaka dva modela A,B teorije T va`i: ako je A ⊆ B, onda

A ≺ B.

• Za svaku formulu φ jezika teorije T postoji formula ψ istog

jezika koja u preneks normalnoj formi ima jedino egzistencijalne

kvantore i za koju va`i T ⊢ φ⇔ ψ.

95. Dokazati da je svako ure|eno poqe elementarno ekvivalentno nekom

arhimedskom poqu.

96. Neka suD i E pravi filteri nad skupom indeksa I takvi da jeD ⊆ E .
Dokazati da je

∏
E Ai homomorfna slika modela

∏
D Ai.

97. Neka je D pravi filter nad I . Dokazati:

• ako je svaki Ai utopqen uBi, tada je i
∏

D Ai utopqen u
∏

D Bi;

• ako je za sve i ∈ I , Ai
∼= Bi, tada je

∏
D Ai

∼=
∏

D Bi;

• ako je svaki Ai homomorfna slika modelaBi, tada je
∏

D Ai homo-

morfna slika modela
∏

D Bi.

98. Dokazati da u op{tem slu~aju konstrukcija redukovanog proizvoda

ne komutira sa beskona~nim proizvodom modela, tj. ako je Aij , i ∈ I ,
j ∈ J familija modela i D ultrafilter nad I , tada ne mora da bude∏

D
∏

j Aij
∼=
∏

j

∏
D Aij .

99. Neka je D pravi filter nad I , neka je J ∈ D i neka je kolekcija

E = {X ∈ D |X ⊆ J }. Dokazati da je
∏

D Ai
∼=
∏

E Aj .

100. Dokazati da za svaki filter D nad I postoji J ⊆ I i uniforman
filter E nad J tako da je

∏
D Ai

∼=
∏

E Aj .

7)Teorija koja zadovoqava ove uslove naziva se modelski-potpunom. Ovaj pojam uveo

je A. Robinson, i tako|e, wemu pripada ovo tvr|ewe.
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101. Neka je R = (R,+, ·, exp,≤, 0, 1) ure|eno poqe realnih brojeva

pro{ireno eksponencijalnomfunkcijomineka jeD neglavan ultrafil-

ter nad N. Ako je ∗ exp odgovaraju}a funkcija modela RN/D, dokazati
da va`i ∗ exp(x + y) = ∗ exp(x)∗ exp(y). Ako umesto pretpostavke �D
je neglavni ultrafilter� uzmemo samo da je D pravi filter, da li exp
ima istu osobinu?

102. Koriste}i Lo{ovu teoremu doka`ite da je ultraproizvod

• poqa tako|e poqe,

• algebarski zatvorenih poqa opet algebarski zatvoreno poqe,

• ure|enih poqa tako|e ure|eno poqe,

• modela formalne aritmetike opet model formalne aritmetike.

103. Doka`ite da ultraproizvod
∏

D Ai, D je ultrafilter nad N,

• cikli~nih grupa Ai u op{tem slu~aju nije cikli~na grupa,

• beskona~nih dobro ure|enih skupova Ai nije dobro ure|en skup.

104. Doka`ite da postoji neprebrojiv model formalne aritmetike.

105. Neka je D ultrafilter nad I i neka je a ∈ A, â ∈ AI takav da

je za sve i ∈ I , â(i) = a. Dokazati da je preslikavawe (tzv. prirodno

utapawe) d : A → AD, d : a 7→ âD elementarno. Dakle, ultrastepen AD

sadr`i kao elementaran podmodel izomorfnu kopiju modela A.

106. Neka je R♯ puna ekspanzija poqa realnih brojeva, D neglavan ul-

trafilter nad nekim beskona~nim skupom indeksa I i ∗R = RD. Ako je
∗f interpretacija u ∗Rimena neke elementarnefunkcije f (sin, cos, . . . ),
doka`ite da ∗f zadovoqava iste identitete kao i funkcija f .

107. Neka je Υ klasa nekih modela jezika L. Doka`ite da je Υ elemen-

tarna klasa, tj. opisana nekim skupom aksioma, ako i samo ako je Υ
zatvorena za ultraproizvode i elementarnu ekvivalenciju modela.

108. Neka je D ultrafilter nad I . Dokazati:

• ako je za sve i ∈ I , Ai ≡ Bi, onda
∏

D Ai ≡
∏

D Bi;
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• ako se za svaki i ∈ I model Ai elementarno utapa u Bi, tada se i∏
D Ai elementarno utapa u

∏
D Bi.

109. Neka je x = (xn), u = (un), un ≥ 0, limu = 0 i xn+1 ≥ xn − un za
svako n ∈ N. Dokazati da je { st(xH) |H ∈ ∗N \N } interval.

110. Neka su a1, a2, a3 nekolinearne ta~ke u ravni R2 i neka je P =
Co{ a1, a2, a3 } konveksni omota~ nad a1, a2, a3 (trougao u R2). Ako

neprekidne funkcije fi : P → R, i = 1, 2, 3, zadovoqavaju uslove

• fi(ai) = 0,

• fi · fj = 0 na Lk = Co{ ai, aj },

• fi · fj · fk = 0 na P ,

dokazati da je f1(x) = f2(x) = f3(x) = 0 za neko x ∈ P .

111. Dokazati identitete iz Teoreme 8.36.

112. Pokazati da je E(L) baza neke ravnomerne topologije na ∗R.

113. Pokazati da su operacije (+) i ( · ) asocijativne i komutativne sa
neutralnim elementima 0 i 1 respektivno. Tako|e, pokazati da je ( · )
distributivno u odnosu na (+) (videti odeqak 10.4).

114. Pokazati da je Qκ κ-arhimedovo poqe kardinalnosti κ.

115. Pokazati da svako ure|eno poqe kofinalnosti κ sadr`i potpoqe
izomorfno sa Qκ.

116. Neka jeF κ-arhimedsko i κ-Remzijevo poqe. Tada su κ-kompletnost
i Skotovska kompletnost ekvivalentni.

Uputstvo: Regularnom preseku odgovara kofinalan κ-monoton niz
(i obratno).

117. Pokazati da su slede}i skupovi eksternalni

(1) N, Q, R;

(2) ∗N \N, ∗Q \Q, ∗R \R.
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118. Pokazati da su slede}a tvr|ewa ekvivalentna.

• Aksioma 3 (videti odeqak 11.1).

• Ako je
∩

n∈NAn ⊆ A, tada je
∩

n≤mAn ⊆ A za nekom ∈ N.

• Ako je A ⊆
∪

n∈NAn, tada je A ⊆
∪

n≤mAn za nekom ∈ N.

• Ako je (An)n∈N opadaju}i niz i
∩

n∈NAn = ∅, tada postojim ∈ N

za koje je Am = ∅.

119. Dokazati obrat Teoreme 11.7. tj. ako za svaki A ∈ V (S) postoji
hiperkona~an skup L tako da je { ∗a | a ∈ A } ⊆ L ⊆ ∗A, tada va`i

Aksioma 4.

120. Ka`emo da je binarna relacija ϕ saglasna na domϕ ako za svaki

kona~an skup elemenata x1, . . . , xn ∈ domϕ postoji y ∈ rangϕ takav da
je ϕ(xi, y) za svako i = 1, . . . , n. Dokazati da je Aksioma 4 ekvivalentna
sa slede}im tvr|ewem: za svaku binarnu relaciju ϕ ∈ V (S) koja je

saglasna na domϕ postoji z ∈ rang∗ϕ tako da za svako x ∈ domϕ va`i
∗ϕ(∗x, z).

121. NekaA ima svojstvo kona~nog preseka i neka je FilA odgovaraju}i

filter generisan sa A. Dokazati da ako A i B imaju svojstvo kona~nog
preseka, tada

FilA ⊇ FilB ako i samo ako
∩

A∈A
∗A ⊆

∩
A∈B

∗A .

122. Ultrafilter F nad indeksnim skupom I je λ-odgovaraju}i ako za

svaku nepraznu familiju B podskupova od λ, koja ima svojstvo kona~nog
preseka, postoji preslikavawe s : I → λ tako da za svakoB ∈ B, postoji
F ∈ F sa osobinom s(F ) ⊆ B. Pokazati da polaze}i od Card(V (S))-
odgovaraju}eg ultrafiltra mo`emo kao u Teoremi 11.10. dobiti model

za Aksiome 1, 2, 3 i 4.

123. Dokazati Teoremu 11.13.

124. Neka su (X,A, µ) i (Y,B, λ) ili merqivi prostori ili kona~no-
aditivni merqivi prostori. Ka`emo da se algebraA mo`e potopiti u

algebru B ako postoji 1-1 funkcija f : A → B tako da

(1) f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B) za A,B ∈ A,



ZADACI 321

(2) f(X \A) = Y \ f(A) za A ∈ A.

Ka`emo da gorwa funkcija ~uva meru ako

(3) A ∈ A ako i samo ako f(A) ∈ B,

(4) µ(A) = λ(f(A)) za A ∈ A.

Pokazati da se svaki kona~no-aditivni merqiv prostor (X,A, µ)
mo`e potopiti u neki merqiv prostor (Y,B, λ) tako da to potapawe

~uva meru.

125. Proveriti Teoremu 12.6. za slu~aj:

• I = [0, 1];

• Ik = [−k, k] i T k
H = {−k,−k + 1

H , . . . , k −
1
H , k };

• R = R ∪ {∞} i Ω = { k
H | k ∈

∗Z, −H2 ≤ k ≤ H2 }.

126. Neka je (TH ,
∗P(TH), P ) hiperkona~an uniforman merqiv prostor

i neka je monH(r) = { t ∈ TH | t ≈ r }. Dokazati da je monH(r) merqiv
skup i da je wegova mera 0.

127. Pokazati da skup S = { t ∈ TH | st(t) ≤ t } nije Leb merqiv.
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[7] Ballard D., K. Hrbaček, Standard foundations for nonstandard
analysis, J. Symbolic Logic 57 (1992), 741–748.

[8] Barwise J., An introduction to first-order logic, u Handbook of
Mathematical Logic (J. Barwise, ed.), North-Holland, Amsterdam,
6–46, 1977.

[9] Bell J. L., A Primer of Infinitesimal Analysis, Cambridge Uni-
versity Press, 1998.

[10] Bernstein A. R., A. Robinson, Solution of an invariant sub-
space problem of K. T. Smith and P. R. Halmos, Pacific J. Math.
16 (1966), 421–431.

322



LITERATURA 323

[11] Bernstein A. R., F. Wattenberg, Nonstandard measure theory,
u Applications of Model Theory to Algebra, Analysis, and Proba-
bility (W. A. J. Luxemburg, ed.), Holt, Rinehart and Winston,
New York, (1969), 171–186.

[12] Bhaskara Rao K. P. S., M. Bhaskara Rao, Theory of Charges,
Academic Press, New York, 1983.

[13] Billingsley P., Probability and Measure, John Wiley and Sons,
New York, 1979.

[14] Chang C. C., H. J. Keisler, Model Theory, North-Holland,
Amsterdam, 1973.

[15] Cherlin G., J. Hirschfeld, Ultrafilters and ultraproducts in non-
standard analysis, u Contributions to non-standard analysis (Sym-
pos., Oberwolfach, 1970), 261–279, Studies in Logic and Found.
Math., Vol. 69, North-Holland, Amsterdam, 1972.

[16] Cohen P. J., Set Theory and the Continuum Hypothesis, Ben-
jamin, 1966.

[17] Cohn D. L., Measure Theory, Birkhäuser, 1980.
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[57] Jaćimović M., P. Obradović, Realni brojevi, CID, Podgorica,
2001.

[58] Jech T., Set theory, Academic Press, New York, 1978.
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Darmstadt, Zürich, 1986.

[78] Lighstone A. H., A. Robinson, Non-Archimedian fields and
asymptotic expansions, North-Holland, Amsterdam, 1975.

[79] Lindström T., Hyperfinite stochastic integration I–III, Math.
Skand. 46 (1980), 265–333.



328 LITERATURA

[80] Lindström T., A Loeb measure approach to theorems of Prohorov,
Sazanov and Groos, Trans. Amer. Math. Soc. 269 (1982), 521–
534.

[81] Lindström T., An invitation to Nonstandard Analysis, u Non-
standard Analysis and its Application, (N. Cutland, ed.), Cam-
bridge University Press, 1988.

[82] Loeb P. A., Conversion from nonstandard to standard measure
spaces and applications in probability theory, Trans. Amer. Math.
Soc. 211 (1975), 113–122.

[83] Loeb P. A., An introducion to nonstandard analysis and hyperfi-
nite probability theory, u Probabilistic Analysis and Related Topics
(A. T. Bharucha–Reid, ed.), Academic Press, New York, 1979.

[84] Loeb P. A., Weak limits of measures and the standard part map,
Proc. Amer. Math. Soc. 77 (1979), 128–135.

[85] Loeb P. A., A functional approach to nonstandard measure the-
ory, Contemporary Math., 26 (1984), 251–261.

[86] Loeb P. A., A nonstandard functional approach to Fubini’s the-
orem, Proc. Amer. Math. Soc. 93 (1985), 343–346.

[87] Loeb P. A., Nonstandard analysis and topology, u Nonstandard
Analysis: Theory and Applications (L. O. Arkeryd, N. J. Cutland
and C. W. Henson, eds.), Kluwer, Dordrecht, 1997.

[88]  Los J., E. Marczewski, Extension of measures, Fund. Math. 36
(1949), 267–276.

[89] Lutz R., M. Goze, Nonstandard analysis. A practical guide with
applications, Lecture Notes Math. 881, Springer, 1981.

[90] Luxemburg W. A. J., Non-standard analysis, lecture notes,
Dept. Math. Cal. Inst. Tech., 1962.

[91] Luxemburg W. A. J., A general theory of monads, u Applica-
tions of Model Theory to Algebra, Analysis, and Probability (W.
A. J. Luxemburg, ed.), Holt, Rinehart and Winston, New York,
1969.



LITERATURA 329

[92] Luxemburg W. A. J., What is nonstandard analysis?, Amer.
Math. Monthly 80 (1973), 38–67.
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κ�izomorfizma, 226



336 INDEKS

kona~nog preseka, 35 modela, 106

Separabilan prostor, 273 skupova, 45

σ�aditivna mera, 234 Ultrafilter, 35

Skalarni proizvod, 271 Univerzalni modeli, 201

Skotovo kompletirawe, 305 Uniformna neprekidnost, 125

Skotovski kompletno poqe, 209 Uniformni

Slu~ajna promenqiva, 262 lifting funkcije, 244

Spoqa{wa mera klase, 294 prostori, 206

Standardna devijacija, 262 ultrafilteri, 306

Standardni Unutra{wa

deo, 28 mera klase, 294

definicioni princip, 215 ta~ka, 81

skup, 213 Unutra{wost skupa, 81

Stepena funkcija, 140 Ure|eno poqe, 17

Stonov prostor, 308 Utapawe, 91

S�topologija, 85
Stohasti~ki proces, 263 Filter, 33

Superdijagonalni operator, 278 Formalna aritmetika, 94

Superstruktura, 211 Formule, 93

Supremum skupa, 20 Fre{eov filter, 33

Funkcija raspodele, 262

Ta~ka Funkcijski simboli, 89

nagomilavawa niza, 115 Furjeov red, 273

ruba, 82

Tip teorije, 109 Hilbertov prostor, 273

Teorema kompaktnosti, 109 Hiperboli~ke funkcije, 165

Teorija Hiperkona~an

Abelovih grupa, 18 disketan

grupa, 18 vremenski interval, 75

jezika, 94 skup, 73

komutativnog prstena stohasti~ki proces, 264

sa jedinicom, 18 Hiperracionalni brojevi, 48

linearnog ure|ewa, 18 Hiperrealni brojevi, 48

modela, 97 Homogeni modeli, 201

parcijalnog ure|ewa, 18 Homomorfizam modela, 91

poqa, 18

Termi jezika, 93 Centralni moment, 262

Uzorak, 258 [varcova nejednakost, 271

Ultraproizvod [tainhausova teorema 261


