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IIpearosop

Kmura ce oJHOCH Ha CTPOTO M HEMPOTHBYPEUHO 3aCHUBAME (HYHTaMEHTAI-
HUX MTOjMOBA ¥ KOHCTPYKITHja MaTeMaTHUKe aHATTN3e KAO IITO Cy HeTPeKU/I-
HOCT, KOHBEPIeHIINja, THOUHUTE3NMATHU padyH, UHTErpallija U u3rpaamba
eleMeHTapHuX (yHKIMja. MMamm cMo y BHAY daHac NIBe Haj3HaudajHHje
Merozponoruje: BajepmrpacoBy -0 ananusy u POGWHCOHOBY HECTAHAAPIHY
aHamu3sy. Jleo KmbUTe OTHOCH ce Ha TTpo0IeM HEMPOTHBYPEYHOCTH MHMIHI-
TE3MMAJTHOT PadyHa, KaKO y KIIACHYHOM CMUCITY, TaKO y cMHCTy Jlajonuiose
anammse. Jlakie, ¢ jemHe cTpaHe TUCKYTY]y ce I€TabHO OCOOMHE apXuMes-
CKHX II0Jba U Y TOM OKDPY)XEHY YBOJE€ OCHOBHM ITOjMOBH aHanuze. C npyre
CTpaHe m3jIaxe ce KOHCTpyKIrja JIajOHUIIOBOT YHUBEp3yMa Kao MOJIeNa 3a
paYyH ca aKTyeITHUM OECKOHAYHO MaJIUM 1 OeCKOHAYHO BETMKUM 00jeKTHMA.
[nsb oBOT JBOJHOT MPUCTYNA HUjE JIa ce OIIEHU MPEJHOCT jeJIHe WITU Jpyre
MeTo/le, Beh 1a ce ykaxke Ha YMEHEHUITY 1a Cy 00a IMpuiTa3a 3HayajHa YKOIIUKO
KETMMO J1a C€ Y aHAJIN3W Ha JISTUTHMaH HAa9MH KOPHCTE yOOMIajeH! TTOjMOBH
Kao IITO CY HeAPeKUGHOCHE VA DeCKOHAYHO MAAd 8eIUHUHA.

Taxobhe cy mucum nmann cienehe pasmore qa HEIITO AeTaJbHMjE THIIY O
HecTaHJApAHO] aHanu3u. [lpe cBera 0 OBOM IpeAMETy ce Ha HaIlleM je3UKY
Masro mmcajgo. C apyre cTpane, HeCTaHIapAHA aHaIM3a jeé HOBa oOjacT
MaTeMaTHKe Koja ce Op30 pa3BHja M eHH OKBHPH IpeBa3niia3e aHallu3y.
TauHo je ma ce Boau MojeMHKa O TOME KOJIMKH je HBEeH 3Hauyaj M JOTIPUHOC
KITACHYHO] aHamm3u. MWmax, jemHo je CUTYpHO, HACTAHKOM HeCTaHAap.IHe
aHallM3e pellleH je jedaH ol Haj3HaYajHHjuX M HajcTapHjHux MpoblieMa MaTe-
MaTtuke. Hamme, perreH je TpoOiieM KOH3WCTEHTHOT 3aCHWBama WH(OUHU-
Te3uMaHOT pauyHa. [loaceTumo ce fa ce oBaj MpoOIIEM T0jaBUO Y PYIU-
MeHTapHOM 00uKy Beh y ApXmMemoBo BpeMe, a Ja je BpXyHAIl JOCTUTA0
nojaBoM JIajOHUIIOBOT HH(PUHUTE3NMATHOT padyHa U OCTA0 OTBOPEH CBE 10
Pobunconosor pemema 1960. rogune. CrioMeHIMO U IPYTy 3HAYAJHY CTPAHY
HecTaHJapIHe aHAJHN3e, 1A je OHa Ipe cBera MeToonoruja. To je pa3mor na
ce oHa cpeliHO KOPUCTH U y OPYrMM O0JacTHMa MaTeMaTHKe Kao IUTO Cy
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apUTMETHKA, TeOpHja BepoBaTHohe, anrebpa, 6ecKoHauHA KOMOMHATOPHKA,
MaTeMaTHUJKa JIOTUKA W CByJa TJE CC KOPUCTH TMOjaM OSCKOHAYHO Majle U
0GeCKOHAYHO BeluKe BennuuHe. Heke mpuMeHe TeXHMKA HECTAHIAPIHE aHa-
nm3e Mory ce nponahin y pajoBuMa ayropa (Bumeru, Ha npumep, [6], [29],
[102], [104], [118], [119], .. .).

Kmura je Hacrana U3 mpefaBama Koja Cy ayTOPH APXKaH Ty>KU HU3 TO-
JIMHA HA MaTeMaTHUYKUM JenapTMaHuMma yHusep3utera y beorpany, Kpary-
jeBny m Humy. [IpBu xypc u3 oBe obmactu onpxao je y beorpamy K.
Mujajnosuhi, cana Beh gaBue 1979. romune. Ckopo oaMax poaMiIa ce ujieja
Jla ce M HaTWIIe KIbHTa Ha OBY TeMy, Hajiipe ox ctpane K. Mujajnosuha n 1.
Apanhenopuhia, 1a 61 ce TOM IPOjeKTy yOP30 MPUKIBYUMIN 1 M. ParmkoBuh
n P. Bophesuh. Hajsehn neo pykomnmca nammcan je Tpe BUIIIE O ABAJECET
ronuHa. CTHUIajeM pa3HUX OKOJHOCTH, a Bajbla M 300T MPUIINKA Koje Cy
HacTalJle y BpeMEeHNMa Koja Cy Cieania, KIbHra je 3aBplieHa TeK y jecen 2014,
ronuHe. [lucy cy nmucany nojeAnHA MOTIIABIbA TOCTA HE3aBUCHO O] APYTUX
MoTJIaBJba U ocTaux ayropa. Otyna, KikbUra ce He Mopa uutatu pegoMm. Io-
JEMHY TTOJMOBHU Cy pACIpaBIbaHM U IO JIBA ITyTa, MMajyhul y BUAY pa3nudunTe
ACIEKTEe ¥ OKOJIHOCTH Y KOjuMa ce OHH jaBibajy. . ApanhenoBuh je Hammcao
TOTNIaBIba: Ypefena fiopa M TpBa 1Ba ofelbka moriaBiba Hecillangapghu
apucidyil cpanuynum dpoyecuma; K. MujajmoBuh je Hammcao TOTIIaBiba:
Qunitiepu, Yniwpaipouszsoqu, Mogenu, Jlajonuyos dapunyui, Enemenitiapne
@yuryuje, Bepusicnu paznomyu u bepog apociiop, 3acuhenu mogenu u uniiep-
HaIHU CKYH08U W YBOOHU TeKCT Mailiemaitiuka y Jlajonuyogom ynusep3ymy;
M. PamkoBuh je Hanmcao noriiaBsba: 3acHugarbe HeCliangapghe Maitie Maiiiu-
ke, Enementtiu necitiangapgne itieopuje mepe, AnitiepHaiiugna itleopuja cKyiosa
1 3aBPIIHH TeKCT Ecej 0 beckonaunociuu, a P. Bophesuh je Hamucao rmornassba:
Hecimiangapgnu peannu Opojesu, tTpehn opesbaxk mnornasiba HeciliangapgHu
Apuciiilyil ZpanuyHuM ipoyecuma, oaeibak bpaynoeso kpeitiarwe, Hectiangapgra
anauza Xunoepitiogo upocitiopa i N3BPIINO YHU(DUKAIM]Y LIEITOKYITHOT TeK-
cTa.

Ha xpajy, xxenmumo fa ce 3aXBauMo cieiehuM KoieraMma Koju ¢y YUTallu
pyKomuc y pa3HuM ¢azama MUcamka OBE KIbUTE, TOMOTIU A WCIPABUMO
TpeIKke 1 Jajar HaM MHOTOOpojHe KopHcHe cyrectrje: bpanky Manemesuhy,
npodecopy EnexTporexumukor ¢akynrera y beorpany, Hebojmm Mxonu-
noBuhy, nomenty Marematnukor daxynrera y beorpany m Henany Cro-
janosuhy m Bmammmupy Puctmhy, acucrentnma YHuBepsutera y Kpary-
jesiry. Taxole ce 3axBajbyjeMO Ha TOOPOHAMEPHUM KOMEHTApUMa U KOPHUC-
HUM npuMenbama perienzentuMa bophy Kprunuhy, nonenty Matematudkor
tdaxynrera y beorpanmy, Hayanom caBeTHUKY 30pany OrmanoBuhy u BUIIEM
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HayuyHoM capamnuky [Ipempary TanoBuhy m3 MareMaTHUYKOT MHCTUTYTA
CAHY.

Beorpan, 2014. Aytopn



Maremartuka y Jlajonumosom
YHUBEP3YMY

Hecranpapana ananmmusza KOPUCTH METOJIe TEOpHUje MOJIeNa, TUCITUILTIHE Ma-
TEMATHYKE JIOTHUKE, TAKO IITO Ce YHUBEP3YM KJIACMYHE aHAJIU3e MPOIINpPYje
JTO TAKO3BAHOT HeCIllaHJApgHOZ YHUGep3yMa KOJU CATIpPKU OECKOHAYHO MaJle
(uHpuHUTe3NMANE) ¥ GeckoHauHo Beamke objexrte. Jlajoum je yeo me-
TOJ aKTyeTHUX WH(UHUTEe3NMaNa y TuepeHINjalHA U HHTETPATHA pavdyH
kpajem 17. Beka, amm Tek Po6uncon? messiecernx roanna 20. Beka oBe ugje
IIOCTaBJba Ha CTpOTe MaTeMaTHdke ocHoBe. Op Tama ce oBa 00IIacT BPIIO
Op30 pa3BHja W HAIA3U MHOTOOPOjHE MPUMEHE Y peajiHOj U (PyHKIIMOHAII-
HOj aHAJIN3HU, TEOPHjH Mepe, TEOPHju BepoBaTHONe, CTATUCTHYKO] (hH3HIIH,
TOIOJIOTHjH U OECKOHAYHO] KOMOMHATOPHUIIN.

ITpBY 110YEL AHAJIN3E MOTY Ce Be3aTH 3a ApXuMe/0B>) pajly MateMaTHIu
(3. Bex mpe H.e.). ApXuMen je oapearo MOBPIIMHY OJiceuka nmapabdore, 3a-
TUM 3allpeMHUHE HEeKUX Tella, Ha mpuMep yonte. [Ipum ToMe, KOPHCTHO je
padyH Koju ce cpehe y MoAepHOj aHATIN3H, KAo IIITO je, Ha IPUMEDP CYMUParbe
beckonaunux pegosa. Vmmak, mokase CBOJjUX TeopeMa HUje U3Iarao Ha HAUWH
KaKo WX je MTo0MOo ¢ 003UpOM Ja Ce aitiomu3am Kao METOJ U TIOTIIE Ha CBET
y BpeMe Kaja je )KMBeo HHje IpuxBaTao. Tako je y jaBHOM H3JIaramy CBOjUX
TeopeMa 10Ka3e MPEeBOIUO HAa METOJ MPOIOPIHja KOjU je oHma Ouo ommre
npuxBahen. Kako ce y TakBoM ciydajy HHje jacHO BHAela Haeja JoKasza
HUTHU MOTHUBAIINja U3JI0KEHOT TBpHEma, TO Cy MOjeINHN MaTeEMAaTUIapyu OHOT
BpeMeHa CMaTpaJlu ,,ia ApxuMmeny 6orosu manyhy teopeme”.

Ommre je mpuxBaheHo na cy ABa Benmmka MaremaTu4dapa, Jlajonui u
Hbyru® yBemny, 0JHOCHO NPOHAILIM MATEMATHYKy aHaau3y. Hapasuo, mu-

Y Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646-1716)
? Abraham Robinson (1918-1974)

) Apxiundns (287-212)

9 Isaac Newton (1643-1727)
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XOBOM OTKpHhy IPEeTXOAMIIO je AYTOTOUIIkhe, 00Jbe PEUeHO AYTOBEKOBHO
onpehuBame MOCEOHNX CIydyajeBa MOBPIIMHA, 3AIIPEMUHA, TAHTCHTH, 3aTUM
pa3Boj MexaHuke, acTpoHoMHje U pu3nuke. CMaTpa ce ma cy bbytn u Jlajo-
HUI[ IOLIIN 10 CBOjUX OTKpmha He3aBUCHO, ¢ TUM aa IbyTH cBOjy iicopujy
daykitiyayuja HAje onMax ob6jaBuo. C mpyre crpane, JlajoHumos gugpepen-
yujarnu pauyH BUILE je YTUILIA0 HA Pa3BOj MAaTEMATHYKE aHAIIN3E, ITOCEOHO Y
KOHTWHEHTAIHO] EBpomH, jep je MMao MpUXBATJFUBU]Y HOTAIN]y, OTYyIa je
610 ¥ jeMHOCTaBHM]M 3a m3narame. OcuM Tora, JIajoHUITOB IPUCTYI BHIIIE je
OTOBapao MHTYUTUBHO] MIPEACTABU MTOjMY OECKOHAYHO MaJle BEIMUNHE.

Jlajonun je mom mudepeHIMjaInMa moapasyMmeBao OpojeBe OeCKOHAYHO
Mmaze BenmunHe. Ca mHMa je M3BOAMO CBE yoOHMuajeHe apUTMETHYKE OTle-
panuje, opeIuo UX ca IPYruM BeTMUnHAMA U TIPU TOME je Y3UMao Ja Cy Io-
3UTUBHE MHPUHUTEINMAIIE MAHE OJ1 CBAKOT IMO3UTUBHOT OOMYHOT (peaHoT)
6poja. C gpyre cTpane, pelUIpOYHa BPETHOCT TO3UTUBHE MHOWHUTE3NMAITE
6una je beckoHAYHO BelMKa BenmnunHa. Ha mpumep, y JIajoHurioBoM d-pauy-
Hy cuM00IT d2 03HaYaBao je OECKOHAYHO Mally BEIMYHMHY, A j€ TAKO M3BOJ
6uo npexcrasibed cady = f(x+dx)— f(z) = f/(x)dx. Qaxne, y Jlajouumo-
BOM cHcTeMy d je Omiia MpOMEHJbHBA YHje CYy BPEIHOCTU OECKOHAYHO MaJle.
OBakBa HOTAIMja je MMalla TEXHUUKE MPeTHOCTH y OJHOCY Ha EbyTHOB cu-
CTeM, Ia je IPEeoBIIaIalia U JOBENIa 10 OP30T pa3Boja aHAIN3E.

I'maBHU HeocTaTak JIajOHUIIOBE AHAM3E je OJICYCTBO 3aCHUBAHA, OJTHO-
CHO UMILTUIIMTHA TTPOTUBPEYHOCT CHCcTeMa. YOP30 Cy ce TMojaBuile KPUTHKE,
na ipumep Beh 1734. romnie Bepximir) je yo61uajeHo N30CTaBIbamke WIaHOBA
Tj. ,,06CKOHAUHO MaJMX BHILET pefa’ y jeAHAKOCTHMA Ha3UBao ,,yXOBUMA
necrajyhinx Benmnmuuna”. Ca JaHANIBEr CTAHOBHIITA OBO YjeIHAYABAHE MO-
KeMO OOjaCHUTH Kao yBoheme penamje ,,06CKOHAUHO OJMCKO Y CMHUCITY
caBpeMeHe HecTaHAapHe aHalIn3e.

Hapasno, JIajoHun 1 leroBu cIeI0SHUIN OMITH CY CBECHU OBE YNHLEHUIIE
U TIOKYITIIABaJIM Cy J1a OBe U JipyTe KOHTpaJuKLuje oTkioHe. Tako je JIajoHun
Yy OKBHPY CBOT CHUCTEMa CMAaTpao OECKOHAYHO Maje Kao JIeo MPOIIUPEHOT
crcTeMa peallHuX OpojeBa, Te [1a ce ca lbuMa MOT'Y U3BOJIUTH ajredapcke orre-
pammje, CTMYHO Kao KOJI pealHiX U KOMIIIEKCHIX OpojeBa. OBa nzaeja Onhe
KJbYYHA U Y 3aCHUBamy HecTaHAapane aHanmze y 20. Bexy. [maBHy Temkohy
TIpe/IcTaBibajla je YnibeHnIa aa JIajoHuI u \meroBy CIeI0SHUIN HUCY YCIie-
BaJli Ja MPEenr3HO (POPMYIHIIY CBOjCTBA peaTHUX OpojeBa Kao HH HOBHX,
nneannux enemenata. Mmnak, JIajornun nckasyje ciuenehy npuHONIT: cee witio
sadicu 3a Konaune (peanne) Opojese, sadxcu wakohe sa apowupen cuciiem, u
00puyiTio. Y OBOM HCKa3y, KOJU je TTO3HAT MOA UMEHOM JIajoHuyos dpunyui,

% George Berkeley (1685-1753)
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HUje OWITo Mpenu3upaHo Ha Koja ce TO CBOjcTBa TayHO MucHH. HapaBHo, y
OHO BpeMe HUTH y BPEMeE KOje je CIIenuio, Huje 6miro moryhe Omke ogpeantu
3aKoHe Ha Koje ce JIajonmoB mpuHIMI oHOCH. JeTHOCTABHO HUje TIOCTO0ja0
dhopmaHu OKBUD Yy KojeM Ou ce JIajOHUITOB IPUHIINIT MTPEIIU3HO UCKa3ao. Y
onpeheHOM CMHCIIY TO je JOBEIIO JI0 oNadama 3Hadaja JlajoHumose Teopuje
nHpuHuTE3NMATHUX BenuunHa. C apyre cTpane, mpenu3npameM (hopMaTHOT
okBHpa, JIajoHUIIOB TpUHIIKMIT UMahie TTIaBHY YIIOTY Y HECTAHIAPIHO] aHAJIH-
3M.

V npBoj noosumz 19. Bexa Kormn® cBojoM TeOpHjoM rpaHUYHUX BPeIHO-
CTM Haj3a]l BPIIM 3aCHMBAK-E aHAIM3e, TO yop3o Bajepmrpac’) 3aBpimasa
yBohemeM £é—0 (popmanusma. [aHac ce y aHaIu3u yobudajeno kopuctu Ba-
jeprrrpacosa €9 TEXHHKA.

W mocne Tora ce HacTaBibajy MOKYyIIAju Aa ce ocTBapu JlajoHuiioBa
ujeja, 1a ce Ha KOH3WCTEHTAH HAYWH yBeAy aKTyellHe OECKOHAYHO Male
u Oeckonauno Benmuke BemuumHe. C kpaja 19. Bexa To mokymasa duOya-
Pejmon®, a To ncro mouyerkom 20. Beka umny Xan®), momasehn o KOHCTPYK-
[Mja HaJ HEaPXUMEICKIM IoJbUMa. Y TO BPEME BIIAJAIIO j€ OIIITE YBEPEHE
Jla TAKO HEITO Huje Moryhe yYMHUTH ca IeTTOKYITHOM aHAaTH30M.

W npen camy mojaBy HecTaHZapAHe aHamuze, 1958. J'[ayrBI/Iulo) u mu-
nen'! mocraBibajy HOBY Teopujy MHGUHHTE3MMAIHOL padyHa y KOjoj ce
Jupaxosa!? §-pynkmmja pempesenTyje kao QyHKIMja umje Cy BPEIHOCTH
OecKOHAYHO Malle, OCUM Yy OKoIMHU Opoja 0, T1e 3a 6ecCKOHAYHO MaJle BpeTHO-
ctu (pyHKIIMja y3uMa O€CKOHAYHO BeJIMKE BPeIHOCTH. Mmak HI 0Baj MOKYIIIA]
He pelaBa mpooieM MpodIieM 3aCHUBAKA TIeTTOKYITHOT MHPMHUTE3UMAITHOT
pauyHa.

Abpaxam Pobuncon 1961. rogune y pany Non-Standard Analysis,
Proc. Roy. Acad., Amctepmam, cep A, 64, 432-440, perio je, Moxe ce pehn 'y
noryHocTH oBaj 300 roguHa crap nmpobiaeM 3aCHUBaba NMHPHMHUTE3UMATTHOT
pauyHa.

[TokymajMo aa OATOBOPUMO YKPATKO Ha IIMTAE LITA j€ TO HECTaHAapaHa
ananmza. Ilox oBUM ce moxpaszymMeBa Ipe CBera TeXHHKa, MM METOlI, a He
3acebaH IIpeaMeT, Mt 00IacT MareMatnke. Harve, cBY pesynrati joOnjeHn

® Augustin Louis Cauchy (1789-1857)

" Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897)

® Paul David Gustav du Bois-Reymond (1831-1889)
% Hans Hahn (1879-1934)

19 Detlef Laugwitz (1932-2000)

' Curt Schmieden (1905-1991)

12 Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984)
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y OKBUPY HecTaHAapiHe aHaln3e YIIABHOM MMajy MpeBOJ Ha CTAHNAPIHHU,
Kacnunn obimuk. Tako je Kpajeen!? nokazao 1969. na je mecrammapiana
AHAN3A KOH3EePEAIUGHO Hpowmuperse KIacuIHe aHaimze. Jlakire, CKyMOBH
MCKa3a KOjU C€ OJHOCE Ha peatHe OpojeBe UCTH ¢y, 6e3 0031pa Ha KOjU HAUNH
cy nobujeHn. BaskHOCT OBe MeTOo/Ie OTJIe/ia Ce HajIIpe y TOMe IIITO OHA BOJIH JIO
JEMHOCTABHUjET U MHTYUTUBHUJET n3jlarama aHaiause. To je mamelhy ocranor
omoryhmiro ga ce mohe Mo HOBMX OTKpHha y aHaIN3M, Na M peliekha HEKNX
OTBOpEHUX MPobIIeMa.

Ca craHOBHMIITA 3aCHMBaMKba, MECTO HECTAHIAP/AHE aHAIM3e HAJIA3M Ce
y KOHTEKCTY HIeaTHHX (HOBHX) elleMeHaTa. OBa mzaeja je moOpo Io3HaTa
y matematuiu. Hawmme pamu ce 0 wueju Ja ce HeKa TeopHrja O M3BECHUM
MAaTEeMATUYKAM OOjeKTUMa TIOjeTHOCTABU YBOLEHmEM HO6UX, VIIA UGeHUX
enemMeHata. JJoOpo 1o3HaTy NpuMeEpU OBE BPCTE Cy IPOLIMPEHE 110Jba peall-
HUX OpojeBa Ha MOJbe KOMILTIEKCHUX OpojeBa, WM y anreopu yBoheme mojma
upeana, TAe ce pelanyja nesbuBocTu Meljy OpojeBuMa 3aMemyje CKYTOBHOM
WHKITy31joM MeDhy nneannma.

V HecTaHIapAHOj AHAIM3U YBOJE Ce MICATTHH eEMEHTH KOjH Cy Y oJpe-
henom cmucity 6eckonauno Oaucku 0pojy 0. Ha mpumep, € > 0 je jeman TakaB
eJIEMEHT YKOJIMKO 34 CBE MO3WTHBHE MPUPOJHE OpojeBe n Baxu € < 1/n.
Hacrapmajyhin oBy uaejy, ocUM CKyIla peallHUX OpojeBa INHpe ce U OPYru
CKYTIOBM KOjU Cy y HEKOj Be3W ca pealnnM OpojeBnMa. Ha mpmmep, ako je
f R — R (R je ckyn peannux 6pojesa) u “R O R je Hecrangapanu yHu-
Bep3yM, oHa roctoju excrensuja *f O f tako ma *f : R — *R. Hapasno,
OBaKBa eKcTeH3uja Tpeba a uMa M ofpelieHa, aHTHUIUNUpAHa CBOJCTBA, HA
mpuMep, 1a je peanHa ¢yHKIMja f HermpekuaHa y ¢ € R axo u caMo axo
BaXHU: aKo je T beckonauno omucko a, ouga je *f(x) beckonauno Omucko
*f(a). Ciomuno um crpykTypa npupoanux OpojeBa IN mMa npommpeme 10
HecTaHIap/IHe CTPYKType mpupoauux 6pojeBa “IN u Tana hie 3a peannu Hu3
f:IN = R u npowmpeme *f : *IN — *R 6uru: lim, o fr, = @ ako u caMo
aKo 3a beckonauno senuxe n € *N, *f,, je 6eckonauno baucko 6pojy a.

A. Pob6uncon je 3acHoBao JIajOHUITOBY aHATN3y MPUMEHOM TEOPHje MO-
JleNa, Koja je jemHa oA Oo0JIacTH CaBpeMEHE MaTeMaTW4ke JIormke. Hamwme
MaTeMaTHYKa JIOTHKA Jaje (popMallHU OKBHP 32 3aCHHBAIhe HECTaHIApIHE
anammse. [IpenmmsupameM je3nka U JIOTHIKUX npaBuia JIajOHUIIOB TPUHIINTT
nmobuja jacaH U myH cMucao. Kako 1o m3riena Buaum ce u3 cneneher. Ilocroje
CBOjcTBa pealHux OpojeBa R koja ce omHoce camMo Ha WBHX. Ha mpumep,
y ckyny IR Hema wHbpHHWTE3MMAIa OCUM HyJje, WK apyraunje peueHo, R
je jemnHo (mo Ha m3oMopdmuzaM) KoMmIureTHO ypeheHo mosbe. Jlakie He-

' Georg Kreisel (1923 )
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cragaapaHo pammupere R He Moxe GUTH KOMILIETHO Iojbe. Ilapamokc
canpxad y JIajOHUIIOBOM MPUHIIUITY C€ pa3penraBa Crerupukamjom Gop-
MaJHoOT je3uka L y cMucity MaTeMaTHuke Toruke. Tamga J1ajOHUIIOB IPUHITHII
rJ1acu:

THociwoju dpowuperse peannux Opojesa Koje cagpaicu GecKOHAUHO Mdje
geudUHe U UMA UCIHA C80JCIIBa Kao cucilieM peainux 6pojesa, gokie 2og cy
{ia C60JCliBa U3PANCeHA y UPequKkaitickom padyny jesuxa L.

IIpema ToMeE, HE MOTY CE€ CBa CBOjCTBA M3PA3UTH, JAKJIC HUTHU MPEHETU
ca R na *R, na npumep ,,uMaTé GECKOHAYHO MaJjle BEJIWUYMHE WU ,,0UTH
KOMILTETHO ypeheHno moswe”.

ITopen Tora, Teopuja Mozena Aaje M camMy KOHCTPYKIMjy HecTaHaap-
naHor npoinpema “R, Tj. yuuBepsyMma Hectanmapane (JIajOHUIIOBE) aHATIH3E.
[Toxazamo ce ga JIajoHUIIOB YHUBEP3yM NMa BEOMa 3aHUMJbMBA MATEMATUUIKA
CBOJCTBa, OTY/Ia CE BEJIMKH JIeO UCTPAKUBAIhA OHOCE HA IeTOBY CTPYKTYPY,
1y TOME Takohe [JIaBHO MECTO MMa TEOpHja MOJEIa.



I'naBa 1

Ypehena no/ba

Opnerpak o ypeheHnM mosbuMa je KJbydyaH 3a pa3yMeBarbe HecTaHIapIHe aHa-
mu3e. HamMe, yBoJie ce IOjJMOBH HecTaHIapIHe aHalln3e KOjU ce OJIHOce Ha
OUIT0 KOje HeapxuMeICKo mosbe F: mojam GeckoHAYHO Malor ¥ OECKOHAYHO
BEJIUKOT eJIeMeHTa, MOHajle, Tanakcuje u Apyru. DyHkImja st (cTangapIHu
JIe0) ka0 xomMmoMopdu3aMm u3 npcreHa koHauHux enemenara Fg, y mosse pea-
THUX OpojeBa je (pyHIaMEHTAIHA Y HeCTaHOApIHOj aHAJU3H jep ce moMohy
e 0CTBapyje Tpancdep u3 HecrangapaHor (JIajonumnosor) yausepsyma ‘R y
CTaHAapIaH, Tj. mojbe peannux 6pojeBa R. Ocobune oBe (pyHKIHje OMOIY-
hasajy anrebpaunsamnujy -0 q0Ka3a KJIaCHYHe aHalINu3e.

1.1 Axcuome ypeheHnor nosba

Vpeheno nosbe je cBaka crpykrypa F = (F, +, -, <,0,1), rae je (F, +,-,0,1)
nosbe u (F, <) je nuneapno ypeheme carmacHo ca onepauujama + u - (cabu-
pame 1 MHOXeme y nosby F). Jlakie cBako ypeheHo mosbe 3am0BOJBaBa
cnenehe akcnoMme:

1. r+y+z)=(@x+y) +=z2 acoyujaimiueHoCl cabuparsa
2. r+0=2z, 0+zx==2 HeYupaIHu elemMenit cabuparoa
3. Fy)(z+y=0Ay+x=0) Cyupominu enemeHii
4. r+y=y+x KOMYHaiueHOCT cabuparea
5. z-(y-z)=(x-y) 2 ACOYUJATTIUEHOCITE MHONCETIbA
6. lz=2, z-1=x HeYPANHU eJIeMeHIl MHONMCEebd
7. TYy=y-x KOMYMATUEHOCTH MHONCEHbA

17
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- (y+2)=(x-y)+(x-2) GUCTAPUOY TUEHOCTH

r#0= Fy)(x-y=1) UHBEP3HU eNIeMEHIT
10. 0#1 HETpUSUJATHOCTT T0/bA
11. z<x peghaexcusnocii perayuje <
12. (r<yhy<z)=z=y QHITUCUMETAPUYHOCTE penayuje <
13. (r<yhy<z)=zx<z WpaH3uiueHOCH peaayuje <
14. r<yVy<z JUHeapHocii perayuje <
15. r<y=z+z<y+z caznacrHocll perayuje < ca +
16. (x<yAN0<z)=z-2<y-z  cadnacnociu perayuje < ca -

Teopuja muueapHo ypeheHux mosba caapiku HEKe BaxkHe moaTeopuje. Ha
npuMep, hopmynama 1, 2 u 3 gaTe cy akcuoMe iieopuje epyia, DOK TeopHja
rpyna 3ajenso ca 4 unnu iweopujy AberosuxV (xomymaimuenux) 2pyiia. ae,
dopmynama 1-8 mate Cy akcuoMme idieopuje KoMyHamiueHux Upciliena ca je-
gunuyom, a oBe 3ajenHo ca 9 u 10 uune iweopujy iomsa. Axcnomama 11, 12 n
13 ommmcana je iweopuja dapyujarnoZ ypehersa, a yKOIUKO C€ y3Me M aKCHOMa
14, nobwnja ce iwieopuja runeapnos ypehera.

VYo6ynyhe kopuctuhemo cienehy Horanujy: ykonmukocy caF, K. ... o3na-
yeHa Heka (ypeljeHa) moJba, WM OIINTHje HEKe OIlepallljCcKO-peslalHjcKe
CTPYKTYpE, TaJa cy, peaom, ciiosuma F, K, ... 03Ha4YeHU JOMEHU OBHX CTPY-
kTypa. Takole, mpeTmnocraBbaMo O3HATUM elleMEHTapHE TeopeMe Teopuje
ypehenux mospa.

Heka je F = (F,+,-,<,0,1), n € Nux € F. Tanma nepunumemo

def def
n-r =x4+...+x (nnyra), un = n-1. YMmecro n - x mucahemo n nz.

V3 nmoMoh 3akoHa TUCTpHOYITHje, HUje TeIIKOo JoKa3aTH Ja je n - T = N - T.
Kama je morpebHO, ma OMCMO HATIIACWIN Ja je ped O penarnuju ypehema
noba F, ymecto © < y mumemo z <p y. CIMYHO 3HAUEHE MMa]y O3HAKE
+F,F, OF, 1p.

TEOPEMA 1.1. Ceaxo ypeheno wome je xkapaximepucimuxe O, ij. y F eaorcu:
akor € F\ {0} un € INT, ongan -z # 0.

Jokas. Axojex > 0,oumaje (n+ 1)z =nzx+x >nx+0=nz3a
n € N, ma je nx > 03an > 1 jep Hu3 nx crporo pacre. Ako je x < 0, onma
je(n+lz=nr+zx<nr+0=nrszanc N najenr <03an>1jep
HU3 ML CTPOTO OMAja. [

D Niels Henrik Abel (1802-1829)
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Haxme cBako ypeheno mosbe F campxu m3oMophHy KONH]y MPUPOTHUX
opojesa, To je { n|n € IN }. 3aTo MOXxeMO NPETIIOCTABUTH J1a j€ CTPYKTypa
npupoauux 6pojea N = (IN, +, -, <, 0, 1) moacrykrypa mosba F. Crenehe
TBpheme nmokasyje 1a Baky HELITO BHILE.

TEOPEMA 1.2. Vpeheno iione payuonannux dpojesa Q yitiaiia ce y céaxo ype-
heno fiome na Wauno jegan HA4uM.

Jokas. Hexaje F = (F,+,-,<,0,1) ypeheno nosbe. Jlasbe, aKo je n 1eo
6poj, n < 0, Tama hemo y3eTn n def —m, Thoe je m = —n.

Mpeciukasamwe f : Q — F pedunucano momohy f(m/n) = m - n—1,
m € Z,n € NT onpelyje jenno yraname ypeheror moma Q y F.

C npyre crpane, neka je g : Q — F yraname u Heka je m/n panuonanan
6poj, m € Z,n € NT. Tana paxu

n-w g(m/n) =ng(m/n) = g(n-(m/n)) = g(m) =mg(l) =m-lp =m

omakie gobujamo g(m/n) = m - n~!, naxne g = f. [

IIpema Tome, cBako ypeheno nosbe F cagpku mzomopdHy komujy ype-
henor nospa panmoHaTHNX OpojeBa, ma O6e3 ryOJbera OIIITOCTH MOXKEMO
y3eTH, KaJI TOJI je TO MoTpebHo, fa je ono notmosbe mosba F, 1j. maje Q C F.

1.2 Apxumeacka nossa

Kao mro apxmMesncka mojba MpeAcCTaBibajy MpaMojeN KIACHYHE aHaJN3e,
CIIMYHY YJIOTY HEapXUMEICKa I0Jba UMajy y HecTangapAaHoj anaausu. C gpyre
cTpaHe, ToOPOo je MO3HATO Ja CY OCHOBHHU MTOjMOBH KITACHYHE aHA3¢ OUTHO
Be3aHM, ITope]] aKCHOMe CyIIpeMyMa, 3a apXUMeICKO CBOJCTBO peaTHUX Opo-
jeBa. Bumehemo ma ce oBH MOjMOBHM MOTY MPOIIMPUTH M HA HEKa MOCEOHO
n3abpana apxuMezcKa 1oJba.

JEOUHULIIA 1.1. Apxumencku ypeheHo nosbe je cBako ypeljeHo mose F y
KOjeM Ba)kh ApXHMeTIoBa aKCHOMa:

3a ceaxu a € F wocmwojun € N diaxo ga je a < n.

IIpuMepu apxuMencKH ypeljeHHX Imojba Cy IOJbe PAllHOHAIHUX OpojeBa
Q u ypeheno mosbe peannnx 6pojesa R.
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Crenehu mojMoBM OIHOCE ce Ha TPOU3BOJbHE ypeheHe ckymoBe, gakie U
Ha ypehena nosba. Hexka je A = (A, <) mapuujanno ypelen ckyn u Heka je
X C A. Tana je X xogunanan (kounuyujanarn) y A ako ¥ caMo ako 3a CBaKH
a € Anocroju z € X takas na je @ < z (1j. © < a). Enement a € A je
2oprwa Zpanuya (gora panuya) ckyna X y A yKoauko 3a ¢cBe £ € X Baxu
x < a(rj. a <z). Axo je a € A najmama ropwa (Hajseha goma) rpanuna
ckyna X, oHIa ce a HasuBa cyiupemymom (ungumymom) ckyma X. VY Tom
CIy4ajy KOPUCTHMO O3HaKy a = supp X, ogHocHo a = infa X. Hajzam, X
je eycii y A axo m camo ako 3a ¢cBe a,b € A, m3a < benenn a < x < b3a
Heko z € X.

TEOPEMA 1.3. Heka je ¥ ypeheno iome. Taga cy cregehu ycnosu exeusa-
JICHETHU.

1°  F je apxumegcru ypeheno.

2°  Ckyi payuonannux opojesa Q je 2ycii y F.

3°  Ceaku a € F je cytipemym payuonannux 6pojeea marux og a, iij.

a=supp{q € Qlqg<ra}.

Hoxas. (1° — 2°) Heka cy a,b € F,a < b. Taga 0 < b — a, na 3a
1

1 .
meku n € IN Baxku 0 < —— < n, omakine 0 < — < b—a. Axko je 0 < b,
_ , b—a . 'm m—1
HEKa je M HajMamu npupoaaH 6poj Takas 1a a < —. Taxa
1

< a, Tj.
m m n n

— <a+—,ma< — <b Axojea < b <0,onma 0 < —b < —a,
rﬁl nmpema ngeTxoaHOM z?eny nocroju ¢ € @ takaB na —b < ¢ < —a, nakie
a<—q<b.

(2° — 3°) Heka je a € F. Tama je OYHITIeOHO G FOPHa TPAHMIA CKYIIa
X={qeQ|q¢<pa} Hekajeb<g a,bec F. Ckyn Q jerycry F, naxne
mocroju ¢ € @ TakBo aa je b < ¢ < a. Ilpema ToMe, @ je HajMamba TOPHA
rpannna ckyna X, 1j. a = supp{q € Q| ¢ <p a}.

(3°—>1°)3aa € F,xakojea <a+1lua+1=supp{qgeQ|lg<pa+1},
To mocroju ¢ € Q Takas ma je a < ¢ < a + 1. Heka je n npupomgan 6poj,
n > q. Tamaa < n. |

Hexka je F apxumencko ypeheno mowe, P(Q) = { X | X C Q} u nipe-
cmkaBakbe ®: F — P(Q) maro ca ®(z) = {q € Q|q¢ <¥ z}. TIpema
npetxomaHoj TeopeMu P je 1 — 1 mpecnukaBambe, Jakiie 3a KapaHHAIHE OPOj
|F| cxkyma F Baxu |[F| < 280, 3a apxuMencku ypehena 1moiba MoCTOjH M
anrebapcKo orpaHuverhe, HAMMe CBAKO apXMMEICKO MOJbe MOXKe ce YTOITUTH
y ypeheHno mospe peaTHux Opojesa.
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JAEOVHULIMIA 1.2. Vpeheno nomwe F je komiineiwino ako u caMo aKo CBaKH
HerpasaH, 0703ro orpannyeH ckyn X C I uma cynpemyMm.

Csako xoMimieTHo ypehero noibe F je apxumencko. 3amcra, ako F Huje
apXMMEJICKO, Taja rocroju a € F takas na3aceen € IN Baxun < a. Jaxie
N = {n|n € N} je orpannden o103ro, na nocroju ¢ € F, ¢ = supg N.
Kakxo3zaceen € NBaxuc > n, tojesaceen € N, c > n+ 1, nma je
u ¢ — 1 jemna ropma rpaHuIa, CympoTHO M300py eneMenta c¢. OBaj qokas
HCTOBPEMEHO IIOKA3Yje da CKYU Upupogrux 0pojeea Hema Cyuapemym HUitu y
Jjegrom ypehenom womy.

TEOPEMA 1.4. Csaka gsa komitneitina ypehena iioma cy uzomoppua.

Hokas. Heka cy F u K kommerna ypelena nojpa. C 003upom Ha
Teopemy 1.2. Mmoxemo mpernoctasut 1a je Q C FFu Q C K. Hexa je
[ F — K npecinukaBame JeGUHUCAHO EKBUBAJIEHLIUJOM

fla)=b<{qeQlg<ra}={qeQ|g<k b}, a€F beK.

Haxne, f(a) = bako u camo axo a u b onpelyjy ucre denexunaone” mpecexe
y Q. TIpumerumo na je f(a) = supg{q € Q|q¢ <g a}. 3awucra, axo je
f(a) = b, Tana npema Teopemu 1.3. nmamo:

supg{¢ € Qg <ra}=supg{qeQlg<k b} =0

OBO pa3MaTpame HCTOBPEMEHO TMOKa3yje Aa je TOPHOM E€KBHUBAICHIINjOM
npeciukaBame f n06po nedunucano. Heka je 3a mpousBosban a € F,
Qo ={q € Q| q < a}. Hapeane ocobuHe mokasyjy Ja je mpecinkaBama f
KeJbeHN 3oMopdu3zam.

1° f je monortono pacryhe npecivkasame. Heka je a1 < a9, maj, a2 € F.
Tama Qq, C Qq,, omakie cemnt f(a1) = supg Qq, < supk Qa, = f(a2).
2° fje 1 — 1 npecnukaBame. Axo je f(a1) = f(a2), a1,a2 € F, tana
Qa, = Quy, onakie a; = supyg Qq, = supg Qa, = a2.

3° f je na npecnukaBame. Ako b € K, tama 3a a = supgp{q € Q|¢ <k b}
Baxu b = f(a).

4° TIpuMeTHMO 114 je Ha OCHOBY 1° u 2°

r<py< f(zr) <k f(y)

? Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916)
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3a cBe x,y € F. Heka q o3HauaBa panmonanad 6poj. Ilpso je f(r) = r 3a
ceer € Q jep je
g<Fpr<qg<qQqr<q<kr.

BatuMm f(—z) = — f(z) 3acBe z € F jep je
q<F -z —q2Fre —q=f(—q) 2k f(z) & q <k —f(2).
Hame, f(r+x)=r+ f(x)3acBer € Quzx € F jep je
g<pr+zeq-r<preq-r<k f(z) e q<kr+f(z)
Haj3an, 3a x n y u3 F' Baxu

<SFr+y<=q—T<pYy
S q—f(z)=flg—z) <k f(y)
& q<x f(z)+ f(y),

teje f(z +y) = f(z) + f(y).

5° flxry) = f(z) k fly), z,y € F. Jennaxkocr Baxu xan je x = 0
wm y = 0 (36or f(0) = 0). IlpermocraBumo ma je z # 0 my # 0,
JIOBOJBHO je pasmorputy cayuaj > 0 uy > 0, jep je (—x)(—y) = =y,
(—x)y =x(—y) = —zyn f(—x) = — f(z). 3a oBaj cyyaj Baxu IpeTXOqaH
JTOKa3 3a OTepaInjy - YMECTO olepanuje +, y3 mpeTrnocTaBky ¢ > 0 umajyhn
yBuny najesax > 0us Fux’ > 0us K jennakocr f(x) = 2’ ekBuBanenTHa
¢<rz&q<kgz. u

ITpema nperxonnoMm, ypeheHno mospe peamnux OpojeBa je jeauHo (mo Ha
nzoMopduzam) komrietHo ypeheno nosbe. IMosbe R Moxe ce uarpaantu Ha
BHUIIle HAYMHA, PEIUMO TIO3HATOM KOHCTPYKIIHjoM JlemeKHHIOBUX Mpeceka,
noazehn on ypehenor mospa parmoHaaHuX OpojeBa. Y OKBUPY OBE KEbUTE,
HeIlTo KacHuje, KoHncTpyrcahiemo nosbe R moMmohy xuneppannonamiux 6po-
jea. Crneneha teopema TBpau aa je R Hajsehe apxumencko mosne.

TEOPEMA 1.5. Heka je ¥ apxumeqgcku ypeheno wome. Taga ce F yimiaiia y R
U {0 HA _jeqUHCTIBeH HAYUH.

Joxaz. Hexka je mpecnukaBame f : F' — R nedpunmncano momohy

f(a) =supr{qeQlg<pa}, ackF
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IpecukaBame f je yranamwe u3 F y R, mTo ce Bumm 3 gokaza nmpeTxoiHe
TeopeMe, Iie je TPETIOCTaBKa 0 KoMIuieTHocTH ojka F ynorpebibena jeanno
y IoKasy Jia je f na mpecnmukaBarbe. JeMUHCTBEHOCT MpeciuKaBarma f cren
u3 cieneher pa3marpama. Axkojeg: F' — R yranamwe nosba FyRua € F),
onma 3a ce ¢ € Q Baxu g(q) = quq <p a < q <gr g(a), e je

gla) =supr{q € Qlq<r g(a) } =supr{q € Q|q <ra} = f(a).

1.3 Heapxumeacka no.ba

V oxBupy Kanropose® Teopuje ckymnosa mojam 6ecKoHauHOCTH YBOJM ce Ha
cnenehn Haumn: cxyid X je beckonauan ykoauko ce cKyi upupoguux opojesa
mooice 1-1 apecruxkaiiu y X. Y TOM CMHCITY, Y OKBHPY OBe TeopHje OecMHCIIe-
HO je TpaXXUTH AyajaH IojaM — 1ojaM OeckoHauHo Mane BenmnunHe. C npyre
CTpaHe ujeja 6eCKOHAYHO MaJle BelIMYMHe OWIIA je M3BOp MATeMAaTHUYKe WH-
CTIMpallje U XeypHUCTHUKe TOTBPJIE MPEKO Be XMIbajle TOANHA, O ApXuMena
no Bajepmirpaca. MuaduanTe3nMama, ka0 MaTeMaTHIKNA 00jeKaT HECTAO je
W3 aHalin3e y Ipyroj moJIoBHHU 19. Beka 3acHUBAameM aHalin3e moMohy -0
dopmammsma. lezmecetnx romnna A. POOMHCOH je KOHCTpPYHCAO CIEIH-
jamHa ypehena mosba, mpolmpema mojba peaTHuX 0pojeBa, Koja DOMYINTajy
aKkTyelHe OECKOHAYHO MaJle ¥ OECKOHAYHO BenMke BemnuynHe. CXOmHO Tpe-
TXOIHOM OJIeJbKY, OBe eKCTeH3Mje MPUITAIAjy KITaCH HeapXUMEICKUX TOJbA.

JAEOMHMLIMIA 1.3. Vpeheno mosbe F je Heapxumencko ako HHje apXUMEACKO.

IIpema ToMme, ypeheno nosse F je HeapXuMencko yKONMHKO ocToju a € F'
takas ga 3a cee n € IN Baxu n < a.

TTPUMEP 1.1. (ITpumepu neapxumenckor nojba) 1° Heka je F' ckyn panwo-
h(x)

g()

HaJTHUX H3pa3a HaJ[ TOJbEM PealTHUX OpojeBa ca jeTHOM MPOMEHJBUBOM

z, Tae je

g(x) =x™ +byx™ 4+ ...+ bz, ng<ny <...<ng, by,...,bp#0.

» Georg Cantor (1845-1918)
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V3umajyhu 3a 4 oneparyjy cabuparma 1 3a - OTiepalnjy MHOXeHha PAIOHAT-
HUX u3pasa, crpykrypa F = (F, +,-,0,1) je mospe. Panmonanan uspas — je
g

110 AepUHUIIN]Y Ho3uiliuéar YKOJIUKO je 3a
h(z) = apx™ +arx™ +...+ a2, mo <...<mg, ag,ai,...,a, #0,

ucnymweHo ag > 0. Heka je P C F' ckyn MO3UTUBHUX eeMeHaTa u3 F'. Tana
je (F, <) ypeheno noswe, rzie 3a p,q € F y3umamo p < ¢ aKo U caMoO aKo
q—p € P. ITomuuoM p(x) = x je MHPUHUTE3UMATIA OBOT T10Jba jEP 3a CBAKU

n € Nt Baxu .
1 S—

S —n___ 5.
- p(z) T

2° Hexka je ypeheno mosme F mpaso mpommpeme nmoba R. Tama je F
HeapxuMmencko. 3aumcra, Heka je a € F'\ R. Axo je 3a ceaku n € NN,
n < a (wmm a < —n), oHaa je ounrnenHo F HeapxmMencko. Ako je 3a HeKH
nelN,—n<a<n,onmajeS={q€ Q|qg<r a} uenpazan u orpaHuueH
nmonckyn o R, ma nmocroju r € R Tako na je r = supg S. Tana uzmelhy r u
a Hema panmonanuux 6pojesa y F, 1j. F oner Huje apxumescko.

HamoMennMmo Ja ce mpaBo npoumperme mojba R Moxe mako mo6utn
rnomoliy Heke o Teopema u3 Teopuje Mojena: Teopeme KOMIIAKTHOCTH,
Cxonem?-JIeenxajmMoBe®) TeopeMe O eIeMEHTAPHIM eKCTeH3MjaMa MOJIea,
W oMoy KOHCTPYKIIHje YITPaIponu3BOa.

ArnconytHa BpeaHocT enementa a € F', rae je F ypeheno noswe, nedpunu-
caHa je momohy:
a, ako a >0
la| =
—a, ako a < 0.

Tana Gynxuuja |z| uma osa, no3uara cBOjCTBA:
Z| 20, [z| =0 z=0, [-2z|=|z|, |z+y| <l|z|+yl, eyl = |zllyl,

nok 3a d(z,y) = |x — y|, ctpykrypa (F, d) moctaje METpUYKH TTPOCTOP.

JE®UHULWIA 1.4. Heka je F ypeheno nosbe 1 Heka cy a,b € F'. Tana
1° a je 6eckonauan axo u camo axo 3a cBaku n € IN Baxu n < |al.
2° a je konauan (a € Fgp) ako u camMo ako a Huje GeCKOHAUAH.

9 Toralf Albert Skolem (1887-1963)
% Leopold Léwenheim (1878-1957)
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3° aje ungpunuiiesumana (6eCKOHAYHO MaJla) aKO U caMo ako 3a cBakun € IN
Baxu n - |a| < 1.

4° a = b ako u caMo axo je a — b undpunuTesnmana. Popmyiny a X b yuramo
a je beckonauno oaucko ca b.

5° a ~ bako ucamo ako a — b € Fx,. ®opMmyiy a ~ b 4uTaMo a je KoHauHo
oaucko ca b.

IIperxonHe nepuHULIMje OYMIIIETHO MMAJy CMHCIA jeJIMHO y HeapXu-
MEJICKMM TIOJbUMa jep CY Y apXUMEJCKOM TOJbY CBHM €JIeMEHTH KOHAYHU a
jennHa MHpUHUTEe3UMAaNa je Hyia. [lomaszehm ox oBUX mehHHUIIM]jA JTAKO Ce
npoBepaBajy cienehe unmeHnIIe:

e ypeheno nosbe peannux 6pojesa R Hema Oeckonaunux enemenara u 0
je jemmHa mHGUHATe3UMana y R;

e ypeheno nome F mva Geckonaune enemeHTe ako M camo ako je F
HEeapXUMeJICKO;

® CJIEMEHT a & F je KOHAYaH aKO M caMO akKoO 3a HEKU n & IN BaXXHu
la| < n;

e penauuja & je perayuja exeusanenyuje ckyna F', nakiezacse a, b, c € I
BAKM: a X a,ax~xb=>bran(arbANbxc)=>a=c

e pejaiuja ~ je pejaluja eKBUBajeHIUje cKkymna F

JEOUHULIMIA 1.5. Heka je F ypeljeno nosbe u veka a € F.
1° Monaga enementa a je u(a) = {z |z~ a}.
2° Tanaxcuja enementa a je y(a) ={x € F|x ~a}.

TTPUMEP 1.2. TIpumetnmo aa je 4(0) ckym cBuX uHpUHMTE3NMama noba F,
1ok je v(0) ckyn cBux koHauHux enemenara nosba F. TlpecnukaBarme 1ato

ca h : x — — maspe OeckoHayHe rajaxkcuje (Tj. rajakcuje OeCKOHAYHMX
x

enemenara) y 14(0). 3auncra, ako je a € F 6eckonauan u x € y(a), onna je 3a

1

ceakun € INT, —‘ < —, ma je — nHpUHUTE3NMAA.
x n x

IMpumetnMo 1a je p(a) Kmaca eKBUBAJIEHIMje eleMeHTa ¢ y OQHOCY Ha
penanujy exBuBanennuje ~. Otyna, ako je p(a) # p(b), onma Baxu ga je
w(a) N p(d) = 0. Haxne, {u(a)|a € F} je jenno pasnarame (mapTuimja)
nomena F'. Ciimuno cBOjcTBO nMajy u ranakcuje, nanme y(a) # -y(b) nosnauu
v(a) N7(b) = 0. Ilpumetmo aa je y(a) Kaca eKBUBAJIEHIIjE €TEMEHTA A Y
OHOCY Ha peNlaiujy eKBUBAJICHIN]E ~.
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JIEMA 1.1. Hexka je F ypeheno iowe u nexa je a € F. Taga:

1° p(a) u~(a) cy konsexcnu cxyiosu, mj. us x,y € u(a) u z € F wmaxeo
gax <z <ycrequ z € p(a) (anaroeno sa y(a));

2° wu(a) = a+ p(0) = { a+ ¢| € je ununuimesumana wowva F}.

Jokaz. 1° Hexka cy z,y € pula)mx < z <y. Tamajey —z € u(0).
Kakoje 0 < z —z < y —x, To 3a ceaku n € N Baxu |z — z| < =, 1j.
z—x € p(0), makie z € pu(x). Kaxo je x € p(x) Np(a) cnemn p(x) = p(a),
npema tome z € p(a). Cimuno ce nokasyje oBo TBpheme u 3a y(a).

2° OBaj HU3 eKBUBAJICHIIM]A T0Ka3yje TBpheme:

x € a+ p(0) <> 3a HeKy MHPUHUTE3UMAITY € UIMAMO JIA BAXU & = G + €
< x — a je tHGUHUTE3NMAIIA
— x € pla).

IMoaceTnmo ce HeKUX NehUHUNINjA U YNFHCHUIA Y BE3U ca aluredapcKkum
npcrennMa. Heka je P = (P, +,-,0, 1) KoMyTaTHBaH ITPCTEH Ca jeTHHUIIOM.
Hgeannpcrena P je ceaku noackyn I C P koju 3a10B0sbaBa ciesehe ycnose:

1° [ je noarpyna rpyme (P, +,0).
2° Bacakuz € PBaxkuxl C I,tnejexl = {xi|liel}.

Unean I npcrena P je apasu axo je I # P. Tlpumernmo aa je I nmpasu
umean ako u camo ako 1 & I. U3 eneMeHTapHe TeopHje MpcTeHa 3HAMO Ha
je xomnunnuka crpykrypa P/I = (P/I,®,®,0,1) Takohe mpcren. Jomen
osornpcrenaje P/I = { I+x |z € P}, aonepaimje Ha 1oMeHy seduHncane
cy Ha ciepehm Haun: ([ +2) @ (I +y) =1+ (z+y), [+2)0 [ +y) =
I+ (z-y), nok cy nyna O u jemununa 1 npcrena P/I peqom I n [ + 1.
Hame, nnean I je maxcumanan axo je I mpasu naean u I Hilje mpaBH MOACKYIT
HUjeHOT Apyror npasor uaeaia npcreHa P. Baxu cneneha teopema.

TEOPEMA 1.6. Ako je I maxcumanan ugean KOMymaiiueHoZ Gpciliena ca je-
gunuyom P, waga je komwunuuxu apciien P /I iowe.

Jokas. Jloka3syjeMo Ja cBaku ejeMeHT pasnuuut ox O mpcrena P /I
nuMa cebu unBepsan enement. Heka je a € P/I pasmuuut ox uyne. Tazxa
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mocroju x € PrakaBmajea = I +xux ¢ I. Kako je I MakcuMmanan
unean, 3a (I, x), unean renepucan ckynom I U {z}, Baxu (I, x) = P, naxie
1€ (I,x). Orymanocrojui € I ur € P tako na je 1 =i + rx, mpeMa ToMe
I+r)o(l+z)=1+1=1. [

Crneneha TeopeMa onucyje 6JmKe anredbapcky CTpyKTYpy MOHAJIA U rajia-
KcHja.

TEOPEMA 1.7. Heka je ¥ ypeheno iiowe. Taga éadxncu:
1° ~(0) je nogiapciuen wwoma F.
2°  u(0) je maxcumanan ugean apcimena v(0).

Jlokas. 1° Hexkacy x,y € v(0). Tama 3a nexke n, m € N saxu |z| < n,
ly] < m. Oryma |z +y| < |z|+ |y <n+m,ul|z- -yl <n-m. daxie
x+y,x-y € y(0).

1
2° Hexacy z,y € u(0). Tana 3a ceaku n € INT Baxu |z|, [y| < oy, Aae

3a ceaku n € INT umamo |z + y| < |z| + |y| < o + 5 1. z +y € p(0).
n  2n
Heka je 7 € (0), ¢ € u(0). Ownpa 3a veku ng € IN Baxu |r] < no,

na ler| < lelng < EO 3a cee m € INT. Oryna 3a ceaku n € INT umamo
ler| < smacr € 1(0). Maxe 1(0) je numean npcrena v(0).

Jokaxnmo na je p(0) makcnmanan unean y v(0). Heka je I 2 pu(0)
ujeal npcreHa 7(0)1. Axojer € I\ (0), onma jeln|r| > 1wuoryna ’;’ <n
3aneko n € IN, 1. . €v(0),majeleljepl= . -1, 1j. I =~(0). [

JIMpekTHA MOCIENIIA TPETX0/IHE IBe TeopeMe je crenehe TBpheme:
TMMocnequuA 1.1. Hexa je ¥ ypeheno wome. Taga je v(0)/1u(0) dosmwe.

IMpumernmo aa cy enementu nosba (0)/u(0) monane u(a), a € v(0),
Kao U J1a je mpecnnkasame a — (a), a € v(0), kaHOHCKH XOMOMOpdu3am
npcrena 7 (0) na xonmuunmuxu nperer y(0)/u(0). Penanuja ~ je KOHIpyeH-
nuja npcrena y(0) koja oxrosapa uneany ((0), 1 BaXKK HENITO OMIITH]E:

Vo, 22, y1,2 € F) (t1 =y Awa = y2) = 1+ T2~ Y1+ y2)
Vo1, z2,y1,2 € 7(0)) (t1 =y Azamy2) = 1 -T2 R Y- Y2).

CXOIHO NIPETXOJHOM pa3MaTpamy, /i je KAHOHCKH XoMoMop(u3zaM u3
npcrena v(0) y xommunnuku nperen y(0)/p(0). Hakne, g @ a — u(a),
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a € F, u 3a cBe xonaune a,b € F Baxu cnenehe pu(a +w b) = p(a) + p(d),
wu(awb) = p(a) u(b), rne cy +' n -’ onepanmje noswa v(0)/u(0). Yoynyhe,
ymecto p(a) + w(b) u p(a) - w(b) macahemo jennocrasuo p(a) + p(b) u
w(a) - (). Tpumernmo aa cy nyna 0 u jenununna 1 osor nosba pexom £i(0)
up(l) =1+ pu(0).

IMosse ¥(0)/1(0) Moxe ce ypenuTu Ha cienehy HAYKH:
wla) < p(b) ©a<bVar=b.

Huje rewxo nposeputu aa je (7(0)/u(0), 4, -, <, 0, 1) 3aucra ypeheno nosbe.
3ampaBo Baxwu cienehe TBpheme:

TEOPEMA 1.8. Capyxiypa (7(0)/1(0), +, -, <,0, 1) je apxumegcru ypeheno
fome.

Jlokas. JlokasyjeMo caMo apXUMeICKO CBOJCTBO ypehema. 3amcra, ako
je a € v¥(0), younmo n € IN ca ocobunom a < n, na hemo umatu jaa je

pla) < p(n) =n-p(l)=n-1. L

IIpema nperxoanoj teopemu u Teopemu 1.5. mocroju jenmHCTBEHO yTa-
name h ypehenor nmossa y(0)/1(0) y ypeheno nosbe R. Heka je npeciukaBame
st : v(0) — R nepunucano jennakomhy st = h o p.

+(0) £ +(0)/1(0)
R
Ciuka 1.1.

Haxie, pyHknuja st mpuapyxyje cBakoM KoHauHoM a € F' jemaH peanan
6poj, st(a), koju HazuBaMo cimangapgnum (apxumegcekum) genom og a. Kako
je st mpousBoa xoMoMophu3zama, To je oHma u st xomoMopduzaM U3 ypeheror
npcrena y(0) y R. Makne, 3a mpoussosbre x,y € (0) Baxu:

TEOPEMA 1.9.

st(z+ry) = st(z) +rst(y),
st(z ry) st(z) r st(y),
r<py = st(x)<gst(y).

OcHOBHA CBOjCTBA MpeCIINKaBama st onucana cy y cieaehoj reopemu.
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TEOPEMA 1.10. 1° Axo cy x,y € F ronaunu, onga x =~ y axo u camo ako
st(z) = st(y).

2° Ako je a € F konauan, onga st(a) = supr{q € Q|q¢ <p a}.

3° Jeszepo xomomopgpusma st je u(0).

4°  Axo je R C F, apecruxasare st je pemuparxyuja uz ¥(0) na R, wj. umamo
gast | R = iR, 2ge je iR ugenimuuro upecauxasarve gomena R.

Iokas. 1° Taplheme ciienn Ha OCHOBY ciiefeher HI3a eKBUBAICHIIM]A:
Ty )= puly) < h(u(z) = huy)) & st(z) = st(y).

2° TIpumerumo Hajmpe aa je mpema Teopemu 1.9. mpecnnkasame st Mo-
notono. Heka je Q, = {q¢ € Q|q <r a}, a € ¥(0). C 063upom Ha TO
na je st xomoMopduszam, oHaa st npeciaukasa pauuoHaiHe 6pojese nosba F
y paioHanHe 6pojeBe mojba R. VY3 ycBojeHy MAeHTH(UKAIM]Y IOTIIObA
pauuoHanHux 6pojeBa OMI0 Kojer mojba ca Q, To 3ampaBo 3Hauyu ga je st
UICHTUYKO TIPECTUKABA-E Ha pallMOHAIHUM OpojeBuMa. Jlakire, ako Baxu
naje g € Qq, oHna ¢ <y a, ma 360r MOHOTOHOCTH TIPECITUKABabA St IMaMo
st(¢) <m st(a), omnocno ¢ <g st(a). Tlpema Tome, st(a) je jenna roprma
rpanuia ckyma .. Heka je b < st(a), b € R u Heka je ¢ € Q Taxo na je
b < g < st(a). C o63upom Ha T0 12 je st(q) = ¢, onna st(q) < st(a), ma
KaKo je St MOHOTOHO TIpecMKaBambe, Clenn ¢ < a,Tj. ¢ € Q,. Jakie, st(a)
je Hajmama ropwa rpanuna ckyna (g, na st(a) = supg Qa.

3° Jesrpo mpecinukaBama st je
ker(st) ={z € F|st(z) =0} ={z € F|u(z) =0} = u0).

4° Axojer € R,tamast(r) =supr{q¢€ Ql¢<r} =r,1.st | R =ig.
Oryna un 3a cee a € v(0) Baxu st(st(a)) = st(a), maxme stost = st, ma
(dbyHknMja st uCIymaBa yci06 peiapoqyKiiusHOC . [ |

Heka je R C F. Csako = € 7(0) ce jenHO3HA4HO pa3jIa)ke Ha CBOj
CTaHIApIHU (apXUMEACKH) JIe0 B CBOj Heciliangapghu (HEapXUMEICKH) 1e0:

nst(z) =z — st(x).

ITpu Tome 3a poussosbHe Z,y € v(0) Baxu:

nst(x +y) = mnst(x)+ nst(y),
nst(x-y) = st(z)-nst(y) + nst(z) - st(y) + nst(z) - nst(y),
r<py = st(x)<mst(y)V (st(z) =st(y) Anst(z) <g nst(y)).
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ITpema ToMme, ypehen mperen (0) je m3oMopdaH CTpyKTypH
(St(’}/((])) X M(0)7 +5 S? (07 0)’ (L 0))7
rae je

(r,&)+(sm) = (r+s8+n),
(r,6) - (s,m) = (rs,rn+s§+E&n),
(r,) <(s,n) & r<sV(r=sAg<n),

Tj. TIOpelmaK je JeKCcukKoepagcku, Kao ITO je WIYCTPOBAHO Ha CIUIIN TOJIe
JIEBO.

1(0)

E A mf ‘

Crnuka 1.2. Canxka 1.3.

JlecHa CITVIKa TIPEICTABIbA UHPUHUTCSUMATHU MUKPOCKOT KOjH ,,BUIM
cBe”, a ¥ MOHay Tauke ry F.

O ToMe miTa ce JemaBa ca 6ECKOHAYHUM (BEJIMKUM U MaluM) y F' ipu
MHOXeY TOBOpe acumiiitioiticke peiayuje = (TOTYHbEH), < (cmuyaHn), <<
(3aHemapsbuB) u =~ (ekBuBajeHran) y I’ nedpunucane Ha cinenehiv HaumH:

x =<y akko = =u-y3anekou € y(0),

r=<y akko r=Xyuy=XzT1.2=u-y3anekou < y(0)\ u0),

r<y akko = =u-ys3anekou € u(0),

x>~y  akko T —y <Ly, T1.x=u-ys3anekou € u(l) =1+ u(0).
Janmay® je 2 < y macao y o6muky z = O(y), a < y y ob6IuKy

x = o(y). Ha kpajy oBOT 0/leJbKa UCTHYEMO HEKA MPABUIIA ACUMIITOTCKOT
pauyna (3a x,y, 2, Z,y u3 F'u cuz y(0) \ n(0)):

9 Edmund Georg Hermann Landau (1877-1938)
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[ e e e e e e
© Y XN W= O

© 0 NS oWy

0=z,

r=0&5z2=0,
2y e o) =2yl

r 2z,
(zyny=<z)=z=z
Ty = r ey,
(x=zANy=<z2)=zc+y=<z
(x =ZANy2y) =2y =< 7Y,
| <yl =z =2y,
r=21&xe~(0),

0Lz,

rLrs =0,

T <Ly &z < yl,
rKLy=2=y,
r<yhy22) =22
(ryhNy<Kz)=r<Lz,
ry ey,
(r<zhNy<Kz)=r+y<z,
(r<KZTNYy<Ky) =y < Y,
r<1exep0),

z = o(1) & z je unpuHUTEINMATTA.



I'naBa 2

duirepu

®untepu, a HAPOUUTO YITpAdUITEpU 3aHUMIBMBH Cy IPBO 300T CBOjUX
eKCTPEMATHNX OCcOoOMHA, anmu M 300T JBOJHOCTM CBOje mpupoae. Hamme,
CBakH yaTpaduiITep noaespyje y oapeheHoM CMUCITy HCTUHUTOCHE BPETHOCTH
CKYITy CBMX IOZACKYIIOBa HEKOT cKyma. OBa, y HEKY YKy, JIOTMYKa 0COOMHA
YMHU yATpaduiITepe UHTEPECAHTHUM Y KIIACUYHO] JIOTHLIY U TEOPHjU MOJIETIA.
Ha npumep, J1ajoHnioB yHUBEp3yM, Tj. YHUBEp3yM HecTaHIApAHE aHAIN3e,
KOJH je OBJie 0JT OCHOBHOT MHTepeca, MOXe Ce M3TPaJuTH KopHucTehn yrpaso
yaTpadunTepe 1 KOHCTpYKIHje Hag iuMa. Of THX KOHCTPYKIMja Kao HajBa-
KHUJY CHOMEHUMO YIilpaipou360q.

2.1 CkynoBHu puiarepu

Y Teopuju CKynoBa M TOIMOJOTHjU YITpaguiITepu UMajy Apyradyujy yjory,
Jep ce TaMoO KOpHCTe Kao METOH 3a omuc KoHBeprenmuje. OcobuHa KOH-
BepreHije ynrpadunrepa, koja je y IpupoaHOj Be3n ca KOMIUIETHPAbEeM,
KOPHCTH CE€ U 'y OBOj KEbH3H, HA TIPUIMEP Y U3TPATIIbH PEATHIX OpojeBa MpeKo
xurnepparmonanuaux. [lopen Tora, y JIajoHUIIOBOM YHUBEp3yMYy MHOTH KOH-
IIENITA KJIACHYHE aHaJn3e y3nuMmajy anredapcky ¢hopmy, m3a dera CKpPUBEHO
croje onet yntpadunrepn. Hamomennmo na ce oBe ocobuHe ynrpaduiarepa
TTO/IjeTHAKO OJTHOCE KAKO Ha PUTOPO3HO 3aCHOBAHE IIOjMOBE KIIACHYHE aHAIH-
3e, Ka0 IITO CY HeMPEKUAHOCT M KOHBEPreHIja, TAKO U HA Mambe 3aCHOBaHe
Kao MITO Cy MH(MHUTE3NMAE 1 OECKOHAYHO BEIMKH 00jeKTH. Y TOIMOIOTHjH

32
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ce Ha CITHYHIM ocobMHaMa 1 HaejaMa 3acuuBa Ctoyn!)-UexoBa®) KOMIAKTH-
(ukanmja TOMOJIOMIKUX ITPOCTOPA.

Hapasno, npuya o ynrpadunrepuma opae He mnpecraje. CroMeHNMO
caMo n1a ¢y yarpaduwitepn y OJIMCKOj Be3u ca OMHAPHOM MEPOM, ATl HHTEpe-
CaHTHH CITy4ajeBH ca OBOTI CTaHOBHINTA (Tj. Kaaa je OHa o-aANuTHBHA) BOJe
JI0 Jayieknx (110 HEKMMa XMMEPHHUX ) o0jekaTa y XHjepapxuju TeopHje CKyrnoBa
Kao IITO Cy, HAa TIpUMep, MEPJHPUBU KapAWHATU. Y OBOM OJIeJbKY pa3Ma-
TpaMoO HEKE OCHOBHE OcOOMHE (uiiTepa U ynrpadmirepa Koje ¢y yriIaBHOM
CKYIIOBHOT KapakKTepa.

JEoUHULIMIA 2.1, Heka je I Henpazan ckyn. @unrep Han I je cBaka
KoJekija JF mojackymnosa o I koja 3aoBoJbaBa yCIOBe:

1° IeF,

2° akoje X e Fu X CY,tamaY € F,

3° X,Y € Frnopmaun X NY € F.

®unrep F je apasu ykomuko ) ¢ F.

ITPUMEP 2.1. (IIPUMEPU ®UJITEPA)

1° F = P(I). Osaj punrep nuje npasu.

2° F={I}.

3° Hexka je I Geckonauan ckyn. Tama je dammnmja ckymosa JF, mara ca
F={X| X C1I,X°jexonauan} npasu ¢punrep. OBaj puirep Ha3upBa ce
®peweosum’ durrepom (nax I).

4° Hexkajeip € In F = { X C1I | ip € X}. Konekuuja F je npasu
¢durep. Jlako ce gokasyje na je J makcumaiau npasu puiatep Haja I, Haume
ykomuko je G ¢wmnrep Han [ u F C G, tana G = P(I). 3a oBaj puarep
Ka’jkeMo J1a je TeHepUCaH eJIEeMEHTOM f.

5° Hekaje A C I. Konekunja F ={X CI | AC X } je dunrep nan I.
6° Hexka je (X, 7) rononowku npocrop u a € X. Ckyn O, cBUX OKOJIMHA
Tauke a jecte jenaH ¢uarep Hag X .

Ilojam nyanan ¢punrepy je ugear. OTyna umamo crnenchy neduHUIN]Y:

JEOUHULIMIA 2.2. Heka je I Henpazan ckym. Maean Han I je cBaka KOJeK-
muja J C P(I) xoja 3amoBosbaBa:

D Marshall Harvey Stone (1903-1989)
? Eduard Cech (1893-1960)
» Maurice René Fréchet (1878-1973)
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1° 0eJ,
2° akoje X € JuY C X, tama Y € J,
3° X,Y € Junosmaun X UY € J.

Crenehe TBpheme onmpaBaaBa Ha3UB U Y IPETXOIHO] NeOUHULIH]H.

TEOPEMA 2.1. Heka je I nenpaszan ckyia. @amumja J C P(I) je ugean nag
ckyitom I axo u camo axo je J ugean apciiena P(I) = (P(I), N,N, 0, I), 2ge
Jje XAY = (X \Y)U (Y \ X) cumemipuuna pasnuxa cxyiiosa X u'Y'.

Joxaz. (—) (J,A\,0) je rpyna 6ynyhu na ) € J u X, Y € J nosnaun
XAY € Jopema XAY = (X\Y)U(Y'\X) C XUY u3°,2° Nedpunnimje
22. Jawe, JOP() ={XNY|XeJ YCI}CJjepXNY C Xma
X eJnograum X NY € J.

(«) Axo je J upean npcrena P(I), tana ounrneano @ € J. Akoje X € J
nY CX,tamaYy =XNYmnmaY € J, 1. Baxu 2° y Hebunuumju 2.2. Axo
cyX,)YeJ ranaX\Y CX,reX\Y €J. Oryma YA(X\Y) € J, 1.
X UY € J, naBaxu 3° y Jebnnummju 2.2. [ |

Hexka cy omepauuje + u - ckyna P () nepununcane na cienehn nauun:
X+Y =XAY°nuX-Y = XUY. Tamaje P'(I) = (P(I),+,-,I1,0)
npcren usomopdan npereny P (I); uzomopdusam je npeciukasamwe X — X €,
X € P(I). CnmnuHO IpeTX0IHOj TEOPEMH J0Ka3Yje ce

TEOPEMA 2.2. Hexka je I neiipaszan cxyi. @amunuja F C P (1) je unitiep nag
I axo u camo ako je F ugean apcimena P'(I).

Ipcren P’(I) nasusa ce myannum nperenom nperena P (1), Te ce u3 Tor
pasiora 3a (uiaTepe MOHeKa KOPUCTH Ha3uB gyanu ugean. C 063upoM Ha
TIPETXOHO pa3MaTparbe NMaMo

TEOPEMA 2.3. 1° Heka je J ugean nag I. Taga je {X C I|X¢ € J}
unitiep nag 1.
2° Axo je F uninep nag I, maga je { X C I| X € F } ugean nag I.

2.2  Yarpaduarepu

O06jexTH ca eKCTpeMATHUM CBOjCTBUMA Cy M HAjHHTEPECAHTHUJH Y MaTeMa-
tunm. Takas cryuaj je u OBIIE.
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JEOMHULIMIA 2.3. Heka je I Hempa3an ckyn. Ynrpadwmirep Haa [ je cBaku
npaBu MakcumajaH ¢uirep Haz 1.

Ha npumep, puirep reHeprcaH HekuM efieMeHTOM ¢g € I je yarpadurrep.
OBakse ¢unTepe Ha3uBaMo Takole cnasnum. YaTpadunrep Koju HHje TITaBHU
HasuBa ce neZnasnum. Tlokasyje ce Ja cy o MHTepeca yIpaBo HErJIaBHU YII-
tpaduntepu. CrenchoM TeopeMoM faje ce jemaH anreGapcKy OIHUC YITpa-
durrepa.

TEOPEMA 2.4. Heka je F ¢unitiep nag neapasnum ckyiiom 1. Cnegeha twiep-
herva ¢y exeusaneHimHa:

1° F je ynmpaghunitiep nag 1.

2° Baceaku X C I, X € Fuwm X°¢ e F.

3° Bacee X, Y CI, XUY € Fiosenauu X € FumY € F.

Hokasz. (1° — 2°) Heka je F ynrpaduirep u npernocraBumo na X ¢ F,
XCI CkynG={ZCI|zanexknY € F, X NY C Z} je punrep Hax
I u oBaj ¢unrep cagpxu F, a takohe X € G. C 063upom Ha TO aa je F
ynrpadwrrep cienn G = P(I). Oryna 3a nexu Yy € F, X NYy = (). Kako
jeYo = (X NYy) U (X°NYy) ciemm Yy = XN Yy, omakie Yy C X¢ Te
Xce F.

(2° — 3°) IlpernocraBumo 2° uneka X UY € F, X ¢ F,Y ¢ F. Oryna
XeYe e F,onakite X°NY° € F na npema cojctBy 3° Jledununmje 2.1.
crem X NY°N(XUY) e F, 1. 0 € F, kourpaauxuuja.

(3°—=2°) XuX¢=1I1¢ecFrenz3°ciemu X € Fwm X € F.

(2° — 1°) Heka je G ¢dunrep u F C G. Tana mocroju X C [ takas ga
X eG\F. Tana X ¢ F,ma X¢ € F. Kakoje F C G ciemu X€© € G, nakie
XNXcedg,rj0egd. Mpema2° Nepunnnmje 2.1. cnemn G = P(I). [ ]

Konekuuja ¥ C P(I) renepuiie punrep F ako u camo ako 3a cee X C I:
X € F axo u camo axo 3a nexku n € IN u neke ckymose X1,..., X, € T,
XiN---NX, C X. Konekuuja T 1Ma CBOjCTBO KOHAYHOT IIpeceKa YKOIUKO
je HerpasaH CBaKM Mpecek KOHAYHO MHOTO 4jIaHoBa n3 Y.

TTPMEP 2.2. 1° Csaxu npaBu GuUaTEp UMa CBOJCTBO KOHAYHOT MPECEKA.
2° Konekmuja T = { [n,o00[|n € IN } nMa cBojcTBO KOHAUHOT ITpeceKa.

3° Hexka je A menpasan ckyn, I = {7 C A|i je koHauaH } 1 HeKa je CKyI
Se={i€l|laci}zaac A Tama Y = {S,|a € A} nma cBojcTBO
KOHAYHOT IPeceKa: ako a1, . ..,a, € A,tana{a1,...,an} € Sy N---NS,,,.
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Axo Y C P([]) renepuiue ¢punrep F Hax I, Taga T ounriieJHo UMa CBOj-
CTBO KOHAUHOT npeceka. OCHOBHA TeopeMa O er3uUCTEHIMjU yaTpaduirepa
TBpAU 0OpaT:

TEOPEMA 2.5. Hexka T C P(I) uma ceojcimiso xonaunos ipecexa. Taga iio-
ciioju yrmpagunitiep F naq I waras ga T C F.

Jokas. Heka je ¥ = {G|G jenpasu punrep nan [, ¥ C G }. Tana je
Y} merpasna paMuiIrja ¢ 0031poM aa (uirep reHepucan ckynom Y mpunana
Y. Ipema nemu Kypartosckor® (BapmjanTta akcroMe n36opa) MOCTOJH Ma-
kenManan anan A C X, JTakne, 3a G1,Gs € A Baxu G; C Go i G C G,
Hexka je 7 = [JA. Tana je F npasu ¢punrep: 3acBe G € A, 0 ¢ Gre ) ¢ F.
Ako X e Fu X CY C I, ranazanexuG € A, X € Gonakne Y € G, na
Y € F. Dame, ako X,Y € F,tamazaneke G1,Go € A, X € G1,Y € Go, Te
kako je A manan moxeMmo y3etn G1 C Go, ogakine X NY € Go,ma X NY € F.
Ounrnenno Y C F u F je MmakcuMaian Guirep: ako je G npasu GpuiaTep Hal
I,FCGrana6u N = AU{ G} 6uo manan caxpxany X u A C A/, mro je
KOHTpaJUKINja. [

I[ocneqnuA 2.1. Csaku iipasu ghunitiep cagpaicar je y HeKom yaimpapuiitiepy.

Caku ynTpadmiTep HaJ KOHAYHMM CKYIIOM je rimaBHU. Ersucrenuujy
HeTJIaBHUX yITpaduirepa o0e30ehyje mperxonana TeopeMa u cienehe TBphe-
Be.

TEOPEMA 2.6. Vaiupadpunitiep F nag I je neznasan axxo F cagpaicu @peweos
Qunitiep.

Jokas. (—) Hekaje X C I u X € F rakas na je X¢ = {ip,...,in }
konauan. Kaxo je X¢ = {ip}U---U{i, }, Tous X € F, npema Teopemu
2.4., cnemn na 3a veku k < n, {ix} € F, na iy renepuiie F, CynpoTHO
MPETIOCTABIH.

(«+) Axo F caxpxu ®@pereos punrepu iog € I renepuie F, onna { ig } € F
u {ip }¢ € F, xourpaukimja. ]

I[MocnEOUIA 2.2. Haq céakum 0eCKOHAUHUM CKYHOM HOCTHOjU HEZNA8aH Y-
mpagunitiep.

9 Kazimierz Kuratowski (1896-1980)
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[MpuMeTHMO J1a TipeMa MPETXOTHOM y CBAKOM HETTTABHOM YITpaduiITepy
F cBaku X € F je OeckOHauaH.

3a noka3s [Tocnemurie 2.2. KOpHCTH ce akcnoMa n3bopa. Mehytum, u3 osor
TBpherma He MOXKE CE I0Ka3aTH aKkCuoMa u300pa, JaKJie XUIoTe3a O er3UCTeH-
IIMjU HEeTJIaBHOT yATpaduirepa je crabuja ox akcmoMe n3bopa. Xumnoresa o
€r3UCTCHIIN]H HErJIaBHUX yATpaduiaTepa y TeOpuju CKyImoBa 0e3 akCHoMe 13-
6opa (ZF) exBuBanenTHa je MHOroOpojHMM McKasuma. HaBomumo crenehe:

1° TIpou3Box KOMIAKTHMX Xay3mopdoBHX>) IpoCcTOpa je KOMIAKTaH Mpo-
CTOp.

2° 3a cBaxu I, mpocrop 2! je kOMIakTaH.

3° CraB NOTIYHOCTH 33 MPEIUKATCKY payyH MPBOT peia.

4° CTaB KOMITAKTHOCTH 34 TIPEAUKATCKH PavyH MPBOT pefa.

2.3 ®uarepu y byaosum anredopama

Y oBoMm oj1esbKy pazmoTpuliemo jiBe TeMe. Y OKBUPY ITPBE TeMe IoKa3yje ce j1a
ce (hmITepy MOpe CKYNoBa jaBibajy M y HEKUM APYTUM KOHTeKcTHMa. OBOM
npIHKoM orpanmunhiemMo ce Ha Bymope® anre6pe. Jlpyra TeMa OmXHOCH
ce Ha HeKe CKyIOoBHE ocoOuHe dumrepa (pernnMo Ha 6poj yaTpaduirepa Hal
HEKUM JOMEHOM). 3aHUMJIBUBO je 1a heMo y 0BOM APYToM cITy4yajy KOPUCTUTH
ocobune punTepa Haa cnodboauuMm ByiaosuMm anredpama.

JlajeMo KpaTak IIperjie[l OCHOBHHMX YME-eHHIa 0 ByjoBMM anreGpama.
Bynosa anebpa je csaka crpykrypa B = (B, A,V,<,’,0,1) kxoja 3an0B0-
mwaBa crenehe yenose:

e (B,<,A\,V) je mpexca. HNaxne, (B, <) je mapuujamno ypehen ckym y
KOjeM CBaKM KOHAUYaH MOACKYI nMa WHGUMYM 1 cyripemyM. OB1ie je 3a
cBex,y € B, c ANy=inf{z,y}, xVy=sup{z,y}.

e Emementn 0, 1 cy pemom HajMamy 1 HajBehr eTEMEHT OBE MpEKe.

e Mpexa (B, <,A,V) je guciipubyimiuéna, Tj. 3a cBe T,y,z € B Baxu
zA(yVz)=(@Ay)V(xAz), zV(yAz)=(@Vy AV z).

e B je xomitnemeniiapra mpesica, Tj. 3a ceaku x € BBaxux Ax’ =0u
xVa =1,

%) Felix Hausdorff (1868-1942)
» George Boole (1815-1864)
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CrnuHo, Kao KoJ cKyrnoBa, ¢punrtep Bynose anredpe B je cBaku moackymn
F C B xoju 3aJJ0BOJbaBa OBE YCIIOBE:

1° 1€ F,
2° 3acBaknr € FucBakuy € B, x < y nosmaun y € F,
3° zacBex,y € Fpaxux Ay € F.

®unrep F je ipasu yxomuko 0 ¢ F. lamwe, unrep F je yaiipagunitiep
Bynose anrebpe B ykomuko je F maxcumanan npasu ¢untep y B, Axo
je F = {x € Blx > a} 3a nexu a € B, Ttanma je F 2naénu dunrep.
Kao u y ciryuajy ckynoBHUX (uiITepa O WHTEpeca Cy yrIaBHOM HETJIABHU
yITpapUITepPH.

ITPUMEP 2.3. 1° Crpykrypa (P(X),N,U, C,¢ 0, X) je Bynosa anre6pa u
F C P(X) je punrep (ynrpadunrep) oe Bynose anrebpe ako u camo ako je
F duntep (ynrpadunrep) y emuciy dedurummje 2.1.

2° Heka je B = {Y C X |Y je konauyan unu je Y¢ konavaun}, rue je X
6eckonauan ckyn. Tama je B = (B,N,U, C,¢ (), X) Bynosa anrebpa. Je-
IWHU HeTJIaBHU yiaTpaduirep oBe bynose anredpe je @pemieos dpunrep HAA
X.

3° ®ammmmnja T moackynosa Hekor ckyna X je iobe ckyiosa yKommko je T
3aTBOpeHa 3a omnepanyje N, U U cx (KOMIUIEMEHT y oJHocy Ha ckym X). ¥V
takBoM ciy4ajy (T, N, U, C, cx, 0, X) je Bynosa anmre6pa. OBo je KaHOHCKH
mpuMep ¢ 003MpPoOM Ha TO Ja je cBaka bymosa anrebpa n3omMopdHa HEKOM
moJby ckymoBa (CToHOBa TeopeMa).

4° Ckyn CBHX OTBOPEHO-3ATBOPEHUX TOJICKYITOBA HEKOT TOMOJIOIIKOT MPO-
CTOpa y OJTHOCY Ha CKYIOBHe omepanuje N, U, cx U UHKITY3Hjy YuHU bymoBy
anrebpy. OBO je Takohe KaHOHCKM IpUMEp, jep MMa HCTO CBOJCTBO Kao
BynoBa anrebpa u3 mpeTXoqHOT IpuMepa.

Kao n y ciyuajy ckynosuux ¢uirepa (Teopema 2.4.) Baxxu 1 JoKa3yje ce
Ha cIIMYaH HauuH cieneha reopeMa.

TEOPEMA 2.7. Hexka je F ¢uanitiep Bynose anzeope B. Taga cy caegeha itigp-
herva exsusanenimina:

1° F je ynimpagunigep y B.

2° Baceakux € B, * € Fumx' € F.

3° Bacsex,y € F, xVy € Fuosrawuzx € Fumy € F.

OcHoBHa TeopeMa o guiTepruMa BylToBuX anre6pu OJHOCH ce Ha er3u-
creHnyjy ynrpadmirepa. Hamme, kao u y ciydajy CKyIMOBHUX (UITEpa, aKO
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je X monckyn Bynose anre6pe B ca cBojcTBOM KOHAYHOT ITpeceka, Tj. ako X
3a/I0BOJbaBa

i, xn € X =21 A ANy #0 (n € IN),

onna nocroju yarpabunrep U Bynose aareope B koju cagpxu X. Ipema
ToMe, cBaku (uiTep bynose anre6pe B campixkan je y HekoM ynTpadunrepy
anrebpe B.

TEOPEMA 2.8. Hexka je F ¢uniiep Bynose anceope B u Q) ckyii ceux ynitpa-
gunitiepa y B roju cagpace F. Taga je F =)€L

Jokas. Ouwrneano, 10BoJbHO je mokazatu F O (2. TIpernocraBumo
cympotro. Tama mocroju a € (|Qua ¢ F. Heka je S CKyIl CBUX TIpaBHX
¢unrepa y B xoju caapxe F u He caapxke a. Ilpema Lloprosoj” nemu
Sy uMa MakcuMasaH uiaH, Heka je To Y. Tama F C U ua ¢ U. Jlame,
nokasyjemo aa je U ynrpadunrep bynose anredpe B. Hajnpe nokaxumo na
a’ € U. Heka je V ¢unrep y B renepucan ckynmom U U {a’ }. Opaj ckyn
MMa CBOjCTBO KOHAYHOT ITpeceKa, jep ako je 3a Heku = € U, a’ A x = 0, onna
a > x,na a € U, mro je xoutpaaukimja. Jaxkie, V je npasu ¢uatep na
VeSr UCVuad¢Vijepad € V. Oryna npeMa uzbopy ¢unrepa U
crenu V = U. Jlasbe, Heka je b € B 6uio koju enemenT. [IpeTnoctaBumMo ia
b ¢ U. Tama ckyn U U { ' } uma cBojcTBO KOHAYHOT ITpeceKa, Ia Heka je YV
dunrep renepucan osum ckynom. Tama b’ € W, U C W. Taxobe, a ¢ W
jep @’ € W. Oryma W € Sz, na npema uzbopy ¢punrepa U cnemu W = U,
naxiae u b’ € U. Oum cMo fokazaim nasacee v € B,x € U mmm 2’ € U,
1j. U je ynrpadunrep. Kako je F C U, To ouma U € €2, ma npema n3bopy
€IIEMEHTA @ CIeau a € U, ITO je KOHTPAIUKIIN]a, [ |

[TPUMEP 2.4. (JINHAEHBAYMOBA®) AJITEBPA MCKA3HOI PAUYHA.) Heka je
F cxyn ¢ropmyita uCKa3HOT padyHa HaJ CKYIIOM MCKa3HMX clioBa P u Heka je
~ penamyja ckyna I’ nepmancana ca:

@~ akowucamo ako < 1) je tayronmoruja (p,1) € F).
Hexa je B = F/ ~ u +, -, ' onepauuje ckyna B nepunucane Ha cnemehu

Haune: * +y = (V) ~ x-y = (pAY)/ ~, 2’ = (—p)/ ~, 3a cBe
x,y € Bugp,p € FrakBe max = ¢/ ~uy = ¥/ ~. Jlame, Heka je 0

) Max August Zorn (1906-1993)
® Adolf Lindenbaum (1904-1941)



40 2.3, ®WJITEPU V BYJIOBUM AJITEEPAMA

KIlaca eKBHBaJIeHIIMje HeKe KOHTpaJuKIMje U 1 Kilaca eKBUBAJIEHIIMje HeKe
tayrosnoruje. Ilokasyje ce ma cy omepauuje +, -, ' 106po gepuuucane u
na je Bp = (B,+,-,’,0,1) Bynoa anre6pa. Opa BysoBa anre6pa HaszuBa
ce Jlmnmen6aymMmoBOM anreOpoM MCKA3HOT pauyyHa M MMa MHOTA 3aHUMJbUBA
CBOjcTBa. PenmMo, ako MCKa3HMX CIIOBA Po, P1, - . . UMa MPeOPOjUBO MHOTO,
onna je Bp npebpojusa Bynosa anrebpa. Hdasbe, 3a cBaku ¢ € B, x > 0,
nocroju y € B takaB ga 0 < y < x, 1j. Bp je Hearomuuna Byiosa aiaredpa,
WM TycTO ypeheHa.

IMoacetnMo ce na 3a ynrpadunrepe F BylToBUX anreOpy BaXKu: 3a CBAKU
x € B,z € Fumu ' € F. Oryna caku ynrpadpunrtep D JIungen6aymose
anrebpe Bp onpehyje dynkimjy \: IN — {0,1} nary na cnenehn naunn
Anp = { (1): zig ];Z ; g VKOJHKO je 3a MckasHo cloBo q, ¢ = ¢, ¢° = ¢,
onma ckyn { p)* | n € IN'} renepume D. Hcro Tako, cBaka (yHKIHja A 1aTa
caA: IN — {0,1} onpebyje jenan ynrpadpunrep D) anre6pe Bp na ynpaso
omucaH HaunH. AKO je A # u, OHaa je A, # [y 34 HEKH M, T€ aKO je, Ha
npumMep, A, = 1, py, = 0, ouna p, € Dy \ Dy, 1j. Dy # D,. Otyna nocroju
6ujexknuja uamely ckyna ceux ynrpaduirepa Jlunaenbaymose anredpe Bp
u ckyma 2, cBux npecmukapama w3 IN 'y {0,1}. Jakne, JInngen6aymona
anreGpa MCKAa3HOT pavyHa HaJ MPeGPOjHBO MHOTO MCKA3HHX CIIOBA nMa 220
yaTpaduntepa. YKOJIHMKO ce MpeTnocTaBu na I uMa K, k > N, UcKazHUX
cioBa, onna B p uma 2% ynrpaduirepa.

TEOPEMA 2.9. bpoj yrimipagunitiepa nag IN je 92"0,

Jlokas. TIpeTxogHo JOKaKUMO:

(1) Axo je B Bynosa anzebpa u Py, ..., Pm, Qo,--.,Qn ¢y pasmuuuitiv yi-
wpagunitiepu nag B, maga Po N - NP, N Q5N -+~ N QF # (.

3amncra, Heka je P ma xoju yarpaduirep Hax B pazmunt o Qo, - . ., Q.
Tama nocroje enemMenT a;, i = 0,...,n, TakBu ga a; € P, a;’ € Q;. Taga 3a
a=ag/N---NapBaxua € Pua € ﬂign Qf. Jlakie, nocroje eaementu b;,
1=0,...,mtTakBuma b, € P;ub; € ﬂj<nQ§. Tamazab=0byV---Vby,
Baxu b € ((;<,, Pi) N (<, Q5), ma je oBum (1) rokasano.

®avmmja T noackynosa ckyna IN je nezasucna yKomko 3a CBaKM KO-

HaYaH HU3 PAs3MIuTUX wianosa Xo, ..., X, u3 T U CBAKO MpecinKaBambe
A:{0,1,....,n} —{0,1}, Baxknu

XN nXy£0, meje X' x, x0 9 xe
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Jlokaxxumo:
(2) Iocitoju nesasucna gpamunuja Y iogexyiosa og N mohu 280

IIpema ITpumepy 2.4. JIunaen6aymoBa anre6pa B p uckasHor pauyHa ca
1n1pebpojuBo MHOro ci1oBa nma 2N° pasmmuntux yarpaduarepa. Hexa je €
CKyII cBHX ynTpadunrepa oBe anredpe. I[Ipema (1) €2 je HezaBucHa haMunuja.
ITpema ncrom npumepy nomen Bp anrebpe B p je npebpojus, qakite mocroju

na
6ujexumja f: Bp 1-{ N. Tamaje ¥ = { f(P)|P € Q } nesapucna hammiuja
nax IN. Osuwm je (2) mokazaHo.

Hexka je T nesasncna dammmmja moackynosa ox IN mohn 280, Oryna, 3a
cBakn Z C Y ckyn Z U { A°| A € T\ Z } uMa cBOjCTBO KOHAYHOT ITpeceKa,
nmaxie, mpema Teopemu 2.5., 0Baj CKyIT CAApKaH je Y HEKOM YITpaduiITepy
Dy. Axkoje Z # Z', tamazaneku A € Y Baxku A € Z u A° € 7', naxne
AeDyu A€ Dy, Tj. Dy 7& Dy,

IIpema mperxoanoM, ynrpapunrepa Han IN uMa 6ap KOMUKO M TOJ-

. N
ckynosa ox Y, 1j. 22 °. [ |

IIperxomHm moka3 MOXe ce HemocpeaHo TeHepanm3oBaTH. Hawnme, yi-
TpadmITepa Haa Ma KOjUM OECKOHAYHMM CKYITOM KapIWHAIIHOCTH K WMa
22" JenmHo MPUITMKOM pa3MaTpama Tpeba y3etu JIMHaen6ayMoBy anreopy
WCKA3HOT padyHa ca K MCKAa3HUX CIIOBA.

IIpeTx0HA TeopeMa UMa UHTepeCaHTHY nocieauiy. Hanme, 1Ba yaTpa-
¢unrepa D u F Haa ckynom IN ¢y uzomopdHa yKoIMKo 1ocTroju Oujeximja

[N ;ja IN taxBa ma f(D) = F. C o63upom Ha To aa Hax IN nma 2%
yarpadurrepa 1 camo 20 Gujeximja cliean Aa MocToje Hen3oMophHH yaTpa-
dunTepm.

HaBoaumo jol jeqHo 3aHUMJBMBO CBOJCTBO YJITpaUITEPA M HUXOBUX
6a3a (reHepaTOPHUX CKYIOBA).

TEOPEMA 2.10. Hexka ¢pamunuja Y zenepuwe neznasan yrmpagunimep D nag
IN. Tagaje | Y| > Ro.

Jlokasz. Axo je Y xonauan, ouna A = (| Y renepuine D, 1j. BaXu 1a je
D={X CN|AC X }. Kako je D ynrpadpunrep, To je A jennounan, 1j. D
je rmaBHu ynrpaduitep, CynmpoTHO MPETIIOCTABIIH.

IMpernocraBumo 1a je ¥ = { X, |n € IN } npe6pojusa dpamuuja pas-
JMYUTUX CKynoBa. MoxeMo mpernoctaButé 1a Xo 2 X1 2 Xo 2 ...,
nxade Moxemo yzetn Y’ = {();,.,, Xi|n € N} ¢ o63upom Ha 10 12 T 1
Y’ renepyny neru ¢urrep. Heka je Y u3bopnu ckym 3a GaMuinjy cKynosa
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{ X\ Xit1 |t e N}, pemmo Y N (X;\ Xiy1) ={wi },i € N. TamaY ¢ T
wm Y = Xo.

X1
Xo

Crnuxka 2.1.

V npBom ciyuajy Y U { Y } nMa cBojcTBO KOHAUHOT TpeceKa, Te MOCTOj
npasu punrep G takasga Y C G. Ho, onmaD C G, CynmpoOTHO TTPETIOCTABIIH
0 MakcHUMaJtHOCTH (puirepa D.

Axo Baxu 1a je Y = Xy, onza cy ckynosu hamuimje T cieneher obmka:

Xo ={vo,y1,--- 1, X1 = {y1,y2,... }, Xo = {y2,y3,...}.... Tamaza
ckynoBe A = {yo,|n € N} u B = {yopq1|n € N} Baku AUB € D jep
Xo=AUB, nox A, B ¢ D, wro je cynpotro zeiy 3° Teopeme 2.4. [



I'naBa 3

Yarpanpous3Boau

VarpanpousBoan UMajy W3y3eTaH 3HA4aj yIpaBo 300T CBOjUX MOIEICKO-
TeopeTcKNX ocodmHa. OBOM KOHCTPYKITHjoM Moryhe je moOUTH, Ha TIpUMeED,
HOBa ajrebapcka mojba nojrazehn o Heke haMuiInje mojba, a 1a ¢ MPUTOM
HeKa 3ajeJHHYKA CBOjCTBA IOJIa3HUX IMoJba oapxke. Koja ¢y To cBojcTBa 0
ToMe Oymxe ToBopu JIajOHUIIOB MPUHITNT, OHOCHO Jlomosal) teopema. V
OBOj IJIaBH pa3MaTpaMoO KOHCTPYKIIHje PeIyKOBAHOT IIPOM3BOIA M YJITpa-
MPOU3BO/A.

3.1 PeaykoBaHu npou3BOaAU

Heka je { A;|i € I} nenpasna ¢paMunmja HeIpa3HUX CKYIOBa U HeEKa je
A = [[;e; Ai. TIpumernmo na je npema akcuomu u3bopa ckyn A Hernpasa.
Enementu ckyna A cy dyukumje f: I — (J;c; Ai Takse na f(i) € A; 3a
cBako i € I. Osnaunmo enement f ckyma A ca f = (f(i)|i € I). Hame,
neka je D ¢unrep nag I v =p penanmja ckyna A nedunncana Ha ciaenehu
HAYVH:

f=pg axomcamoako {i|f(i)=g(i)}eD, (f,g€A).

Vumecro f =p g xopuctu ce u o3Haka f = g(mod D), omHOCHO 03HaKa
f(i) = g(i) D-c.c., u oBe O3HaKe peaoM ce 4uuTajy ,,f = g no moayny D,
1. ,f(i) = g(i) ckopo cByma mo momyny D”. Ksanrop ,,ckopo cByaa’
y Be3H je ¢ aIUTHBHUM CKYITOBHMM (pyHKIHjaMa (KOje ce TIOHeT/Ie Ha3uBajy

D Jerzy Losh, (1920-1998)
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u OouHapHoM MepoM). Hamme, ¢untepy D npuapyxyje ce IpeciarnKaBambe
1, ako X €D
P 1 = )
pp: P(I) = {01}, me pp(X) { 0, axo X ¢ D.
MPECIINKABAbE 4D JECTE jelIHA KOHAuHO-aguiiugHa HyHKIMja yKoIMko je D
ynrpadumnrep. Jakie, ako ¢y Xy, ..., X, IUCJYHKTHH IOACKYIIOBH on I,
onna je ip(Ug—y Xi) = 25—y b (Xk).

OBako yBeneHO

TEOPEMA 3.1. Heka je D gunitiep nag I. Taqga je =p penrayuja exeusanenyuje
exyiia A = [[;e; A

Hoxaz. Hexkacy f,g,h € A. Tama

1° f=p fiepl €eDufiel|f(i)=[f(i)}=1

2° f =p g nosnauu g =p f, jep cy cnenehu ckynosu {i € I'| f(i) = g(i) },
{iel|g(i)=f(i)} jenmaxmu;

3° f=pgug=p hnosnaun f =p h,jepza A={iel|f(i)=g9@)}
uB={iel|g(i)=h(i)}saxu A, B € D, ogakne AN B € D. Kaxko je,
ounrnenno, ANB C {ieI|f(i)=h(i)},0je{iecI|f(i)=h(i)}eD,
naxne f =p h. [

Komnunnuku ckyn [ [;c; Ai/ =p o3mauasahemo kpahe | [, A; n nasusa-
hemo ra pegyrosanum iipoussogom ckynosa A;, ¢ € I. Enemente ckyna [ [ A;
sanmcyjemo ca (f(i) | i € I)p nwam kpahe, kaJg HeMa OIaCHOCTH OJ1 3a0yHe,
ca (f(i) |1 € I) m fp. Cxkynosu A; Mory GUTH JOMEHU HEKUX ajIrebapCKuxX
cTpykTypa. Iloka3syje ce 1a je y TaKBOM CITy4ajy penarija =p KOHTpyeHIIHja
ipouszeogne ciupyxiuype. OBne hemMo pa3MOTPUTH OBO CBOJCTBO pelalfje =p
y Clly4ajy IpcTeHa U MoJjba.

Heka cy P; = (P;, +i,,0;,1;), @ € I npcrenn ca jenunuiioMm. Tama je
crpykrypa P = [[;c; Pi = (P, +,-,0, 1) Takohje npcren, rae je P = [[,o; B
a omepanuje + u - ckyna P cy nedunucane Ha cienehu nauvs (f, g € P):
ftg=(fG)+g@) i € 1), f-g=(F@)-g(i) i€ )0 =(0]i¢I)u
1=(1;]iel).

JIEMA 3.1. Hexa je D guniuep nag I u nexka ¢y Py, @ € 1, upciuenu ca
Jegunuyom. Taga je =p KonZpyenyuja iapouzeognoé apcinena P = Hie 1 Pi.

Jloxas. Tlpema Teopemu 3.1. penanuja =p je penalyja eKBHBaJICHITHje
nomena P. JlokasyjeMo J1a je =p carjiacHa ca ornepaiujoM cabuparba mpcTeHa
P. Heka cy f1, 91, f2, g2 u3 P u npernocraBuMo fi =p g1, fo =p g2. 3a
ckynose A = {i € I|fi(i) = q1(i) } u B = {i € I| fa(i) = g2(i) } Baku
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A,B e D. Oryma ANB € D,as6or ANB C {icI|fi(i)+ foi) =

91(1) + g2(7) } Baxu f1 + fa =p g1 + g2. Jloka3 na je =p KOHIpyeHLMjA 1
3a OIepanyjy MHOXKEHa IpcTeHa P je aHamoran mpeTXoJHOM. [ ]

[IpumeTnMo [a y TPeTXOAHOM JOKa3y HUCMO KOPUCTHIIHN YCIIOBE J1a Cy +
U - omepanuje mpcreHa. HawmMe, penmanmja =p je KOHTPYEHIHMja 3a OWIIO
KOjy omepanmjy goMena P. Jlakie, MOXe ce TOBOPUTH O PEIYKOBAHOM
MIPOM3BOAY TpyMa, ypeheHnxX rpymna 1 CIIugHo. Y OAeJbKY 6.2 OBy UYMIHEHHILY
heMo mokaszatu y ganeKko LINpeM KOHTEKCTY, HauMe 3a MIPOU3BOIE IPOU3BO-
JbHUX OTEPaNNjCKO-PENAIN]CKUX CTPYKTYpA.

Kommunnuku niperen P/ =p o3nauasa ce [ [;; Pi /D, nmn kpahe [ [, P;.
Krnaca exBuBanenmuje emementa f € P osnadaBa ce fp. Ilpema Towme,
fop={g € P|g=p f}. lpemanperxoanojiemu umamo cieziehe rBpheme.

TEOPEMA 3.2. Hekaje I neapaszan cxyi, { P; | i € I } konexyuja aipcimena uD
yampaguniiep nag I. Taga je cmpykmypa [ [p Pi = ([1p Pi, +p, D, 0p, 1p)
apciien, apu yemy eaxcu fp + gp o (f+9)pufp-gp © (f - 9)p sa

fo,9p € [Ip P

IMpecnukaBawe f — fp je xomomopduzam mpcrena | [ P; na npcren
[1p Pi.

IMpcren | [ P; Hasusa ce pegykosanum apoussogom nperena P;. Vko-
mko je D ynrpadmrrep Han I, tana ce |[p P wasusa yamwpaipoussogom
npcrena P;.

PasmoTpumo cama cinydaj nmoiba. Axo cy F; mospa, Tama mpousBon
[Lic; Fi umje mome (axo |I| > 2). Ha npumep, npoussox F x K mosma
F u K uma nenvresse nyse, perumo 3a a = (1y,0k), b = (O, 1k) Baxn
a-b=0pxg na,b# 0pxk. C apyre crpare nmamo ciezehe TBpheme.

TEOPEMA 3.3. Vaiwpaiipoussoq iiosma je tove.

Joxas. Hexa je F = [[ F; ynrpanponsson mospa. Ilpema Teopemu
3.2. crpykrypa F je mpcren. Hexa je fp € F Ttakas ma je fp # 0, u Heka je
X ={ieI|f(i) #0}. Oame, Heka je pynxunja g nepunrcana Ha cnegehu

HAa4YMH:
o={ M40 ot

Tanaje fp-gp = lpjep{i € I|f(i) - g(i) =1} = Xu X € D, 1j.
f-9=p1 n
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Axo je A; = B, 3a caku i € I, oHma pemykoBaHH MPou3BOA | [p A;
osnauasamo ca B! /D, u masusamo pegyrosanum ciwieiienom cxkyna B. Crnaio
ce YBOJIH TojaM peaykoBanor crerena P! /D nexor nperena P. Jujazonanno
apeciurasare je dynximja d: P — P! /D nedunucana ca d(r) = Tp, e je
3a cBakn i € I, T(i) = x. Ako je P mpcren, tana je d yraname npcrena Py
npcren P?/D. 3aucra, 3a pasimunure v,y € P, {i € I|7(i) =y(i) } = 0,
Te T #p ¥, nakine d(x) # d(y). Jlako je nposeputh aa je d xoMmoMopduzam.

[IOCIEANUA 3.1. Hexa je D ynimpaguniaep nag N. Taga je RN /D wome roje
cagpaicu u3oMopHy Koiujy ioma pearnux opojesa R.

Koncrpykiyja ynrpanpou3Boa opkaBa U HEKa BaXKHa CBOJCTBA pelia-
mja. Hexka cy (P, <;), i € I, ypehenn npcrenn, D ynrpaduirep Hax I u <
OunapHa penauyja Ha | [, P; nedunncana Ha ciepehn HaumH:

fp<gp akxko {iel|f(i)<;g(i)} €D, 3afp,gpe pri'
TEOPEMA 3.4. ([[p Pi, <) je ypehen apcien.

Joxaz. 1° Penanmja < je mobpo medunmcana. 3ancra, Heka je f1 =p fo
ng =p gouneka ckyn A = {i € I'| f1(i) <; ¢1(4) } npunaga D. Tana
sa B ={i€llfi(i)=fii)}n C={i€Ila()= gi)} Barn
ANBNC e DuAnNBNC CH{iel|fai) <; g2(i) }, maxne, Baxu
{i el fa(i) <ig2(i) } € D.
2° Pemanmja < je TpaH3WTHMBHA. 3aucra, ako je fp < gp n gp < hp, Tana
3a youene ckyrmoBe A = {i € I | f(i) <; g(i) }uB={ie I|g(i) <; h(i)}
Baku ANB €D, xaou ANB C{iecl|f(i)<;h(i)},onakne fp < hp.
3° Penammja < je Totanna. 3ancra, ako je fp £ gp, Taga OUMIIENHO BAXK
{iel|f(i)<;g(i)} ¢ D,nauns Teopeme2.4.{i € I|f(i) <;g(i)}¢ €D,
1. {1 €1|g(i) <; f(i) } € D, onaxne gp < fp.

CriyHo ce Iokasyje Ja je penamuja < caIllacHa ca ollepalidjama + o -
yarpanpoussoia | [ Pi. [ |

[MocnEoUUA 3.2. Vaiwpaipoussog ypehenux iiova je ypeheno oswe.

Cazma MOXeMO /1a KOHCTPYHIIEMO MPOU3BOJHHO MHOTO HEAPXUMEICKUX
nosba. KcToBpeMeHo, cienelia TeopeMa IOKa3yje 3allTO Cy BaXKHH YIIPABO
HETJIABHU YATpadUITepH.
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TEOPEMA 3.5. Heka je D nelnasuu ynimpagunitiep nag cKyaom apupoguux
opojesa N u nexa cy ¥y, i € IN, ypehena iiomwa. Taga je || Fi neapxumegero
iosme.

Hoxaz. Kao n o6uuno, Mmoxemo nperrmoctasut ma je Q C F; 3a cBaku

1
iE]N.HeKajef:< )
n

n e ]N> ue = fp. Jlame, aKo je ¢ MO3UTUBAH

1 c
pannoHaian 6poj, oHaa je {n € ]N‘ 1 < q} KOHAauaH, 1na Kako je
n
1
D uernasan ynrpaduirep, {n IS ]N) 1 < q} € D, maxne ¢ < d(q).

TTpema TOMe, € je MarbH 0J] CBAKOT IIO3UTHBHOT paroHantor 6pojay [ [p Fi,
na Kako je ounriento 0 < e, cieau 1a je € Mo3UTHBHA MH(MHUTE3NMAIa I10Jba
[1p Fi. ipumernmo najec ! = (n+1|n € N)pue~! jecre mpumep jesmor
OecKOHavHOT eneMeHTa mosba | [ F. ]

3.2 Heapxumeacko pamupere peaTHuX OpojeBa

Heka y oBoM ojesbky D o3HauaBa HerjaBaH yITpaduITEp HAIl CKYIOM
npupoaHux opojesa IN. Tanga npema Teopemu 3.5. HENOCPEIHO UMAMO OBY
MOCTIEIMILY.

MmocneanuA 3.3. RN/D je neapxumegcro womwe.

Hekaje*R = RN /D. C 0631pom Ha T0 1a je injaroHaiHo npecnkaBame
d: R — *R yramame, MOXeMO TIOMCTOBETHTH = ca d(x), maKie MOXKeMO
yzetn ga je R C *R. Hame, nekaje *X = { fp|f: N — X } 3a X C R, 1j.
*X ={fp|{i e N|f(i) e X} € D}. Tama ounrnemno Baxu X C *X.
Axo je X C R, cBakoMm mpecinukaBamy ¢: X — R Ha mpupoman HaumH ce
MpUAPYXyje mpecnukasame *p: * X — *R nepunncano na crenehn naumn:

axo je fp € *X, onma *¢(fp) = (¢ o f)p.

ITpema Tome, cienehu qujarpam KoMyTupa.

Crmuka 3.1.
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Enemenre ckyma *R nmasuBamo xuiteppeannum 6pojeBUMa, TOK eleMeHTe
ckyma *@Q Ha3uBaMo xuieppayuonainum OpojeBuMa.

IMpumep 3.1.  1° Emement (0,1,0,1,...)p npumaga *IN. [lame, enement
(0,1,0,1,...)p je O wm 1, Beh mpema ToMe Ja M CKYIT MAPHHUX MIIU CKYII
HEMapHUX MPUPOIHUX Opojea npumnaaa D.

2° Enement H = (0,1,2,...)p takohe npunaga *IN u H je sehm y *R on
ceakor n € IN, jepje {i € N |7 > n } kopunanan y IN, naxie npunana D.
IMpema tome, H = (0,1,2,...)p je ,,6eckonauan nmpupoaan 6poj’.

3° Ckyn *IN je 3aTBOpeH 3a omnepanuje cabnpama 1 MHOXKema CTpykType *R.
Taxohe, *N = (*IN,+,-,<,0) je Momen Ileanose® (popmanne) apuTMe-
tuke. C 063upom aa je *IN \ IN # () (jeanocrasuo (0,1,2,...)p € *IN\ IN),
crpykrypa *N je necitiangapgnu monen Gpopmaine apuTMeTHKE.

4° Hexaje f = (3,3.1,3.14, . ..) nenmumannu pa3soj 6poja 7. Taga a = fp
MpUIaia MOHAIU Gpoja T, alu a # .

Koncrpykmmja ynrpanponsBoga omoryhyje takohe usrpanmy ypehenor
MOJba PeaTHUX 6pojeBa, HapaBHO Nojasehn ol ypel)eHor moJba pAIMOHATTHIX
6pojeBa. OBy UMIbEHUITY HUCKA3yjeMO y BUIy cieneher TBphema.

TEOPEMA 3.6. Hekaje D necnasnu ynimpagunitiep nag N u nexa je ciupyxiuypa
*Q = QN/D. Taga je F = v+¢(0)/u+q(0) kominewmno ypeheno wiomwe.

Hoxkas. Haje F apxumencku ypeheno nosbe tBpau Teopema 1.8. Joka3y-
jemo ma F 3amoBosbaBa akcumoMy cympemyma. Heka je X C F HempaszaH
0/103r0 OIPaHUYEH CKYIl Ca FOPHOM I'DAHULIOM M, U Heka je I ckyn jart ca
I={ze€F|(Jye X)xz <y} [pernocraBumMo HETPUBHjAIIAH CIIyYaj, Ja
X nema najBehm enement. Tama je [ moyetnu neo mosjba F. Kaxo je mpema
Teopemn 1.3. ckyn Q rycry F', TO TOCTOjM MOHOTOHO pacTyhu HU3 painoHall-
nux 6pojesa f: IN — Q xopunamany I. Habe, ckyl I je orpaHiyYeH 0103T0,
na je a = fp konauan. 3aq € INQckyn {n € N|qg < f(n) }je konauan,
npeMa toMe, {n € N|q¢ < f(n)} € D, 1j. ¢ < fp =a. Ckyn I NQ je
kodunanan y I, naxne p(a)¥ je ropma rpanuma y F ckyna I, mpema Tome
Taj eJIEMEHT je Topiba IpaHuila U ckyma X . YKonuko noctoju g € Q takas
naq < mmusacsex € I Baxu x < ¢, onga ounrnenno p(a) < m. Tana

9 Giuseppe Peano (1858-1932)
IMloncetumo ce a je p(a) MOHAMA eNEMEHTA @, KAO U Jia Cy eleMeHTH nojba F Monase
KOHAuYHMX efemeHara n3 = Q.
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je u(a) = supl = sup X. VYkommko He nocroju ¢ € Q ca mpeTXoaHUM
cBOjcTBOM, OHJia M = sup [ = sup X. [ ]

IMpema Teopemu 3.6 u Teopemu 1.4. umamo xa je R >~ v-g(0)/p+g(0).

Buiie muMen3roHaHa aHaIM3a MpoyJyasa (pyHKIIHje KOjuMa je IOMEH CTe-
nen moJba peanHnx 6pojesa. Axo je k € IN, onma je R* = (R¥,+,-,0,1)
npcten, ma npema Teopemu 3.2. crpykrypa *(R¥) = [[p R* je taxohe
nperen. TlocTaiba ce IPUPOIHO IUTaME y KakBoj cy Besu nperenu *(RF) u
(*R)*. KoMteran oAroBop Ha 0BO IHTambe aaje cienelie TBphembe.

TEOPEMA 3.7. Hexa cy Py, ..., Py apciienu u D ¢uniiep nag cxyiom un-
gexca l. Taga [[p(P1 x - x Pp) = [[pP1 x -+ x [[p P

Jenan nzomopdu3zam OBHX CTPYKTYpa je IPECINKABABE

1/}: (fla"'vfk)DH(fl’D7'-'afk’D)7 (fiepia 7':177k)

[lotmyn nmoka3 mpeTxomHOT TBphema Hamaszu ce y mornasiby JlajoHuios
npuHiuIl, Teopema 6.1. re je OHO JJoKa3aHO 3a IPOU3BOJbHE ONePaLHjCKO-
penanmjcke CTpyKType.

MMocneanuA 3.4. *(RF) ~ (*R)*.

C 0631upoM Ha 0By rocneauiy yoymyhe mamremo jexrocrasio *RF ymecro
*(RF) wmm (FR)*.

3a penykoBaHe IPOU3BOJIE M0Jba KOMILTEKCHUX OpojeBa C Bake cimyHa
TBphemwa, Kao u 3a peajHe Opojese. akie, ako je D nerniaBuu yiarpaduirep
nay ckynom IN, n axo je *C = [[, C, onza Baxu:
1° *C je mosbe u *C canpxu nzomopduy xomujy noba C. TIpema ToMme,
MoxeMmo y3etu 1a je C C *C.
2° (*C)* ~*(C*), rne je *(C*) = [ C*.

Baxku ¥ HellITo BHUIIlE, HAUME
3° *C je anrebapcKu 3aTBOPEHO II0JbE.

OBy unmeHuIly gob6wmheMo Kao TPUBHjAIIHY MOCIECAUIY HA OCHOBY all-
rebapcke 3aTBopeHoCTH Mosba C mpumeHoM JIajOHUIIOBOT MpUHIMIIA (Tj.
Jlomoge Teopeme).

C o63upom na o Aa je R C C, maxo je mokazatu ga R = {fo|lf:N—
R} je moamosse nosma *C. Tlpumernmo ga fp € R caapxu cBe QyHKIMje
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g: IN — C 3a koje Baxu f =p ¢, 1aKie, Ty ce HaJla3e U HeKa IPeCITKaBamba
koja ysumajy Bpeanoctu y C \ R. Be3 o63upa na to Baxku R ~ *R, ma
YKOITMKO Ce U3BPIIN yoOuUuajeHo MoucToBehnBame nMaMo

4° *C=*R+1-*R,raejes? = —1.

Haxie, 3a cBaku z € *C mocroje jemunctBenn x,y € *R TakBu ga je
z = x+1y. Jenuuu ayromopduzmu nosba C koju pukcupajy CBe XxuneppeajHe
OpojeBe Cy HIEHTHYKO MpeCIMKaBamhe U KOHjyramuja, Iie je Z = - — 1y 3a
z = = +1y. Merpuuka pyskuuja |z| = z - Z uMa oueKuBaHe 0COOUHE, OCUM
uIto yauma BpeaHoct y *IR. To omoryhaBa na ce yBeny 66CKOHAYHO MAH 1
0eCKOHAYHO BEIMKH KOMIUIEKCHU OpPOjeBH.

JEOUHULWIA 3.1. 1° Enement € € *C je (koMIutekcHa) MHPUHUTE3UMATA
aKo M caMo aKo |e| < r 3a CBaKM NMO3UTHBAH peasian 6poj r.

2° Enement W € *C je GecKOHAYHO BENMKH XHIIEPKOMIUIEKCAH OpOj yKO-
smxo nocroju H uz *IN \ IN rakas na [W| > H.

HapasHo, koHjyranujy Ha *C MoxkxeMo JOGUTH Kao POIIUPehe KOHjyTa-
rrje Ha C mocTymKoM OTIMCAHNM Ha TIOYETKY OBE TIIABE, AW OUTHUX Pa3lInKa
HeMa. Ako je D HernaBHM ynTpadmiaTep, Kao M KO peaTHIX OpojeBa JoKa3y-
jemo nma *C campxu uHpUHUTEINMAITE U OECKOHAYHO BEITNKE EIIEMENTE.

IIPUMEP 3.2. 3a cBaKu XUIIEpPKOMILTEKCHU Opoj z cienehn YCIIOBH Cy €KBH-
BAJICHTHU:

1° 3a cBaku n € IN Baxu |z| > n;

2° 3a Heku GeckoHauaH npupojaan 6poj H saxu |z| > H.

Nmmmkanmja 2° — 1° je TpuBmjanna, ma gqoxasyjemo ga 1° — 2°. Heka
jez=x+w,x,y € *“Rumnekaje |z| > n3acsakon € IN. Tana je 6ap jenan
on 6pojesa |x|, |y| Behu ox cBakor npupoanor 6poja. 3aucra, y CynpoTHOM
6u Baxuno |z| < m, |y| < k 3a Heke mpupoane 6pojese m u k. Otyna
cremu |z| = V2?2 +y? < vVm? + k? < 2 - max{m, k}, wro je cynporno
npernocrasiu 1°. Heka je |z| = fp, tue je f = (fo, f1,- - .), Behin o1 cBakor
npupoanor 6poja. Tama 3a h; = [f;] (uenn neo) Baxu f; > h; > fi — 1,
onakie 3a H = (hg,h1,...)pwumavo fp > H > fp—1,ma H € *“IN\ N u
|z| > H.
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3.3 Kapaunaanu Opoj yaTpacreneHa

VYV o0BoM ofejbKy Takolje IMpeTIocTaB/baMo Aa D o3HayaBa HEKM HETTTABHM
ynrpadmrrep. Crenehe TBpheme mpencTaBiba MpBU KOPAK Y TOKa3y Ja yil-
TpacTeleH o HerlaBHOM yiaTpaduntepy Hanm IN mpeacraBba wi-sacuhieny

CTPYKTYpPY.

TEOPEMA 3.8. (w1- 3BACUREHOCT) Hexa je D nelnasnu ynimpagunitiep nag
IN u nexa je Ag 2 A1 O ... oilagajyhu nuz neapasnux @0gekyinosa peainux

opojesa. Taga je (e *An # 0.

Hoxaz. Heka je f: N — Ay mpecnnkaBare Tako j1a 3a cBaku i € IN,
f(i) € A;. Tapa fp € *A;, 3a cBaku i € IN. [ |

ITperxomna TeopemMa MOXe Ce UCKa3aTH y Bep3uju koja nmojaceha na ompe-
heny Bpcry kommaktHocth: Akoje T = { A, | n € N } ¢amunuja nogekyiosa
peanHux bpojesa wWaxo ga c6axKu KOHA4an H0gcKkyi og Y uma Heupasan upecex,
maga (,en “An # 0.

V nokasy npeTxojHe TeopeMe HUCMO KOPUCTIIIN YnibeHuIy aa je R 3a-
WCTa CKyI peatHnx 6pojeBa. [Ipema ToMe, MPeTXOAHO TBPhemke BaXKH 32 OMITO
KOjH CKYII.

Axo je *X C *R 6eckonauan, taga je *X \ X # (). 3awucra, nexa je
f*IN =1 X. Tama 3a 6o koju g € X, ckyn {i € IN| f(i) = a0} je
npasaH WIK jeIHOYWIaH, TTa TUMe U KoHadaH, gakie {1 € IN| f(i) = xo }© €
D, na fp # xp. Oryma umamo na fp € *X \ X. Ako je ckyn X Geckonauaw,
Taja o0 IleMy HEIlTO BUIlle TOBOpH ciiefiehe TBpheme.

TEOPEMA 3.9. Hexa je D wueznasan ynimpaguninep nag N u nexa je X
Geckonauan iiogexkyi og R. Taga je |*X| = 2%,

Jokas. ®yuximja f — fp npecmukasa RN na RN/D, n *X C *R,
omakie cremn [*X| < [*R| < |RYN|. Haxme |[*X| < 2%, te moxemo yzeru
X ={0,1,2,...}. Heka cy YyBOPOBU GECKOHAUHOT IYHOT OGUHAPHOT JPBETA
O3HAYEHHU MTPUPOIHUM OpojeBrMa Kao Ha crvin 3.2. Tana cBaka rpaHa oBor
npeeta onpehyje jemny ¢yuxmmjy g: IN — X. Hexka je T ckym ¢BUX OBUX
dynxmmja. Tama je | Y| = 2%° ¢ 0631poM Ha To 1a MyHO GUHAPHO APBO HMMA
280 rpana (komuko u npeciukaBamwa u3 Ny {0,1}). Akocy f,g €Y, f # g,
tana je ckyn {7 € IN| f(i) = g(i) } konauan, te fp # gp. C 063upoM Ha TO
na Baxu penaumja { fp| f € Y} C*X, cneqm |* X | = 280, ]



52 3.3. KAPJJUHAJIHU BPOJ VJITPACTEIIEHA

10 11 12 13 14 T3
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N~ N I
\ / Ly

Crnuxka 3.2.

Ha cimuuan HaumH ce qokasyje onmrTaje TBpheme.

TEOPEMA 3.10. Axo je A 6eckonauan cxyii u D neZnasan ynimipagunitiep nag
N, iwaga |AN /D| = | Ao,

Jlokas. 3aucra, neka je |A| = k u ueka je Ty, 1pBO MpeGpPOjUBE BUCUHE
KOje ce payBa y CBAKOM YBODY Ha K IpaHa.

T
Cranxka 3.3.

Harwe, Heka je A = (J;cy Ai, e ¢y ckynoBu A; y3ajaMHO JHUCjyHKTHH 1
cBaku A; je kapaunannocty k. Heka cy uBoposu apsera T} Ha IpBOM HUBOY
O3HAYEHH eJleMeHTHMa CKyma Aj, Ha IpyroM HUBOY eleMeHTHMa cKyma Ag,
u tako peaom 3a ceaku n € IN. Tana cBaka rpana apsera 1, onpehyje jenny
byukumjy g: IN — A. Heka je T ckyn oBako onpehennx dynkmunja. Tama 3a
f,g€Yuf+#gnaxu fp # gp, Te kako je || = |A|™°, TBpheme cnemm. M

ITPUMEP 3.3. Hekaje H € *IN\IN 6eckonauan mpupoaan 6poj. Jlokazahemo
Iay Moaeny “IR mMa KOHTHMHYYM MHOT'O HECTAHAAPIHUX IIPUPOIHUX OpojeBa
Mamux ox H, omnocno |[0, H-| = 2%,
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HaBomumo aBa moxasa. [lpBu je BuIe y ayXy HecTaHAapJHE aHAIIN3E
Uy BEMY Ce KOPHUCTH alredapcka CTPYKTypa peaHux OpojeBa, MOK IPyry
JTOKa3 IToKa3yje Ja Cy HeKH aclleKTH 3aCHUBaFa aHaTN3e y OJIMCKOj BE3W ca
OeckOHAaYHNM KOMOMHATOPHUM KOHCTPYKIMjaMa TeOpHje CKYITOBa.

k
Iokas. 1° Heka je T = {ﬁ‘o <k < H} JoxkasyjeMo ma je
stT = [0,1]r. doBosbHO je noxaszaru ja je ceaku = € [0, 1]g Geckonauno
0JIM3aK HEKOM T k € *IN. TIpema Teopemu 3.6. TIOCTOjU XHITEppPAIMOHA-
. m m n ) Hm
Jan 6poj — TakaB qa ¥ & —, na r ~ ——. Heka je k = [—}, e []
n n H n

Hm
== k 1
- : Tama — < no< S
IpeICTaBiba *-IpoyKembe QyHKImje yeau geo. Tana AT <7 + I
oaKe T A . IIpema ToMe, mpecnukaBambe st: 7' — [0, 1]r je na, onaxie
cnemn |T'| = HO, 1]1R‘ = 2% C nmpyre crpane, mpecnukaBame k T je
6ujexumja nsvehy ckynosa [0, H]-y u T, na |[0, H]«| = 2%, [

HAMOMEHA. Cxkyn 1" GenexxuMo M OBaKo:
1 2 1
T:{O,—,—,...,l——,l}.
H H H

Iokas. 2° Kopucruhemo unejy canpxany y mokasy Teopeme 3.9.

1o [ww—=1 fw+1]

Yool LN/

~. [u, v]

A() -0
Canka 3.4.

Hexka je Ag = [0, H]+N. Ako cy u,v € *IN takBu na je mMX0OBa pasnuka
Oeckonauna, permmo v — u € *IN \ IN, onga nocroju w € *IN takas na je
w —u,v —w € *IN\ IN. Kopucrehn oBy 4MmbeHHILY MOKEMO KOHCTPYHCATH
OeckoHauHO OWHAPHO IpBO CkymoBa Ag Tako ma Baku Ag; = Agg U Ag,
AsoN As1 = 0 Asp, As1 cy BECKOHAYHH CKYIIOBH, S je KOHAYaH HU3 Hylla
u jemuuania. CBaka rpaHa IpBeTa jecTe jenaH onanajyhum jaHal moacKymnoBa
on *IN: [zo,y0] 2 [z1,91] 2 ..., He o = 0, yo = H. Cneneha Jlema je
TOCIIeNIIA W1-3aCHNEHOCTH.
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JIEMA 3.2. NpenTns Yn] # 0.

Hoxaz. Heka je T, = fnp, Yn = Gnp, TOE fn,gn: IN — IN. Hexka je 3a
f,9: N —= NN, f <p g ako u camo ako f(n) < g(n) D-c.c. (1j. fp < gp).
Tana je perammja <p apegypehere y NN, mamve <p je pedrexcuHa u
Tpan3uTuBHa penanuja. Cana ce yeioB 1a je [Ty, Y| onamajyhu Hu3 ckynosa
MOJKe OBAKO MCKA3aTH:

fo<p fi<p...--<p g1 <p 9.

Heka je 3a f,g: N — IN, S(f,g9) = {n € N| f(n) < g(n) }. lIpumernmo
na je f <p g axo u camo axo S(f,g) € D. dasme, neka je S,, HU3 CKYIIOBA
MHIYKTUBHO JerHMCcaH Ha clenehn HauuH:

So = S(ang(]), SnJrl =5,N S(fn+1agn+1)-

Tana S, € Duszai € S, Baxu fn(i) < gn(i). Takoheje Sp D S1 D ....
Jaxie, nocroju pyukimja h: IN — IN Tako ma Baxu fr, (i) < h(i) < g, (i) 3a
i € Sy \ Sny1. Tamazaceen € N, f,, <p h <p gn,ma hp € (), cn[Tn, Yn].
OBnM je ema goxazana.

IMpema nemu, axo je G jenna rpana apsera, ouna (|G # 0. Axo je
zg € (G, onna 3a G # G, cnem v # x¢r. Kako myHo 6GuHapHO ApBO
nma 280 rpama, ciemy aa je HO, H]*]N‘ > oo, ]



I'n1aBa 4

Hecrangapanu peajnu OpojeBH

Busenu cMo y IpeTxoAHOj TIIaBU KaKo KOHCTPYKIIMja yATPAIpoOu3Boia OMO-
ryhyje m3rpaamy ypelheHoTr mospa peamHux OpojeBa moiaszehwm of HHU30Ba
pammonanHux 6pojeBa. Taxobe ce peamHn OpojeBU MOTY ZOOUTH Kao Kiace
E€KBUBAJICHITH]j¢ HU30BA PAIIMOHAIIHIX OpOjeBa 1Mo perarijn

(an) ~ (by) axo u camo ako (an —by) = 0.

lim
n—oo
[IputoMm ce He Boau padyyHa o Op3uHM KoHBepreHiwje. CIMyHO, ad Cym-
TUITHU]jE ¥ KOMIUTMKOBaHUje TIOCTYIMIIM CMO Y MPETXOAHO] TTTABU IPUITUKOM
M3rPajIibe HeapXUMEICKOT ToJba Xurneppeatnnx 6pojesa *R = RN /D. TIpe
CBera, IIMJb HaM je J1a pa3BOjIMO HH30Be TI0 Op3WHU KOHBEpIeHIIUje, TaKO

/14, HA IPUMEP, HU3 €A OIIITHM WIAHOM Up = — Oyne Ovke HyITA O HA3a
n

b, = o Hpyro, iusb HAM je Ja HU30BE LITO Mathe yjeaHauaBamo. TeopeTck,

HajMame yjeqHavyaBame je JeIHAKOCT, ajli OJMax BHAMMO J1a je TO Ipejako,

jep no6ujern nperen RN = (RN, 4 -0, 1) nuje vax nm unTerpanuy goMen,

a KaMOJIH JKeJbeHO MoJbe. 3HauH, MOTPeOHO je HeKo (hHHHUje yjeaHadaBpambe!

VjennauaBameM HA30Ba PEATHUX OpOjeBa MO HETJIABHOM YITpahuiITepy,
KaKo je TO OTMCAHO y MPETXOIHO]j TIIaBH, U3rpaleHo je HeapXHUMeICKO T0Jbe
xurieppeaanux Opojesa. IlpuceTnMo ce HajBaXXHUJUX JIE]IOBA OBE KOHCTPY-
KITHje.

4.1 VYpeheno no/be xuneppeanaHux opojeBa

Hexa je D nermaBuu ynrpaduntep Hag CKynoM IpupoaHnx opojesa IN.
Ha nipcreny peamunx amzosa RN = (RN, 4, -0, 1) nedummcana je penaumja

55
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~ Ha cnenehn HaunH:
(an) ~ (by) aKO M CaMO aKo {neNla,=0b,}€D.

Tpema Teopemn 3.1. u JIemn 3.1. penammja ~ je kourpyenunja nperena RY.
Hexa je (an)p = { (bn) € RN | (ay,) ~ (b,) } kaca exBuBanenmmje nusa (a,,)
u*R = {(a,)p|(a,) € RN }. Enemente ckyna *R 30BeMo xureppeaiuu, a
jour uenrhe HecTaHgAPAHY peannu 6pojeBu. HapasHo, 0Bo je ,,36Mpan’” Ha3uB
3a eo *R jep IMocnenuna 3.1. mnm Teopema 4.2. tBpze aa je *R mosbe koje
caapu n3oMopdHy Komujy mosba peannux opojeea R. Ha *R omeparuje +
U -, ¥ penanuja < neduHUCAHU cy Ha cieaehn HaumH:

(anyp + b)p 2 (an + bo)p,
<an>D : <bn>'D déf <an : bn>D7
def

<an>D§<bn>D = {nG]N\angbn}eD

W3 Ilpumepa 3.1. 3axibyayjemo ma je wmm 1 = (1,0,1,0,...)p wim
0 = (1,0,1,0,...)p u TMMe cMO M30€rM JenuTesbe Hyle (CIMYHO je 3a
ocTtaie ciydajeBe). Takolje je ounriemno <i2> < <l> .
n*/D n/D
VYBenumo dopmaite aepuHULINje Haj3HaYajHUjuX objekara y *R: 6ecko-
HayHO Manux (MH(GUHUTE3UMae) 1 6eCKOHAYHO BETUKUX BeTUYMHA.

JEOUHULWIA 4.1. 1° Bpoj € € *R je uHdpuHUTE3MMATa aKO U CAMO aKo

le] < [ 3acBakon € N.

n
o . ‘T 1
2° Bpoj M € *R je 6beckoHAUHO BelIMKA BEIMYMHA aKO M CaMo aKo je i

nH(pUHUTE3NMAJIA.
Beckonauno Majie 03HaUaBaMo ca &, d, €1, 01, - - . , JOK OECKOHAYHO BEJIUKE

6pojeBe o3HaUaBaMo ca cnabo kopuinheHuM BexukuM cnosuma H, M, K,
S
e

Jenuna wapuHUTe3NMana y R je Hyma, 1ok OeCKOHAYHO BETMKHUX HeMa.

11

HPll/IMEP4.1.11° AKcije&t:<1,2,3,...1D,Taujje5>0n€<n+13a
— : ) k—<—}: k|k>n+2
n+1 <n—|—1 n+1 >D ]ep{ k n+1 {klk=mn+2}

npunaza D. Kako oBo Baxu 3a CBako 1, TO je € MHGUHUTE3UMAJIA.
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. _ 11
2° Ako je 0 = <1,?,?,..

mputom 0 < § < g, MTO 3HAYM J]a IMAMO BWIIE PA3IMUNTHX OECKOHAUHO
Mamux. ITpuMeTnMo u fa je § = £2.

. > , Tazaa je CIIMYHO M 0 WH(PUHATE3NMAJIA
D

Hoxazahemo crnenehie xoprcHo TBpheme.

TEOPEMA 4.1. Csaku nyna Huz peannux bpojesa ogpehyje jeqhy ungpunuitiezu-
many.

Jlokas. Hexa je (a,) nyna nuz u € = (agp,a1,as,...)p. Tama 3a
CBaK{ IPHPOJAaH Opoj n MOCTOjU MPHPOJAaH Opoj m Tako aa Baxku cienehe

1
{k‘\ak\<m}:{m,m+1,...}ED,oaaKneje|5|<m, n

O6paTHO ounrieHo He Baxu. JloBOJBHO je y3etu Geckonauan A ¢ D
1
——, akon ¢ A
U YOUYUTU HU3 Ay = n+1
1, akon € A

(uHuTe3NMMaNa, a npuTom lim a, He mocToju.
n—oo

. Tana je (a1,as,...)p uH-

TEOPEMA 4.2. 1° R G *R.
2° *R Huje apxumeqcro iosme.
3° *R nuje komitneino iosmwe.

Hoxas. Tephemwe 1° crmeam HEMMOCPeIHO U3 eT3UCTEHINje MHGUHUTE3H-
Masa, 10K 2° Clleld U3 er3ucTeHIje OeCKOHAYHO BEJTMKUX BEJIMUMHA.

TBphewe 3° crmenn u3 2° U UMIbEHUIlE J1a Heranuja ApXHMeIoBe aKCHOMe
MOBJIAYM HETAIlNjy aKCHMOMe KOMIUIETHOCTH. [lokaxkmMo Jia, Ha TpuMmep,
orpanmnuen ckyn R nema cynpemym. IIpeTHocTaBUMO CYMpOTHO, Heka je
a = supR. Tana a nHuje xoHauas, jep 6u y cynpotHom a + 1 € R, mro
je Hemoryhe. Takohe a Huje OeckoHadaH, jep 6u MHade a — 1 Takohe Omia
MajopaHTa ckymna R. [ |

IMoxacerumo ce na p(a) = {z € *R|a =~ x } npeacrasba Mmonaay 6poja
a € *R, npu 4yeMy a & T aKO U caMo aKo je a — x uHpunuTesumata. CKym
koHayHux eeMenara u3 "R oznauaBamo ca *Rgy, T1j.

Rip ={z € *R|(Fn e N)|z| <n}.

Cazia MOKXeMO J1a ,,HALIPTaMO ~ XUIIEPPEANIHY ITPABY.
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HeraTUBHU |, . ., TIO3UTMBHMU
N T T

6ec1§0HaqHM 0 . r 6eCKOHAYHN

6pojeBn Ran 6pojeBn

Crnuka 4.1.

Cmmuno Teopemu 1.7. xoja ce onHocH Ha ypeheHna mosba nmamo cienehe
TBpheme.

TEOPEMA 4.3. 1° *Rg, = (*Rgn, +, -, <,0,1) je ypehen apcitien konaunux
opojesa.

2° (u(0),+,-, <,0,1) je makcumanan ugean dpciiena Konaunux bpojesa.

3° "Ren/p(0) = R.

Hoxaz. 1° Axo x,y € *Rgy, Tama moctoje KOHAYHU TIPUPOIHY GpojeBH
ng ¥ Ny TakBu 1a je [z] < ngu ly| < ny, otyma |z +y| < |z +|y| < ng+ny
nx+y € *Ray,. Canuan je moka3 ¥ 3a MHOXEHE. BHINMO Aaxie aa je
*Ran moactpykrypa oa *R, ma otyna Hacielyje cBe akcroMe npcreHa (36or
IbUXOBE YHUBEP3ATHOCTH).

1 1
e W< g
Tj.2+y € p(0). Cmmunoun z -y € p(0).

2° Ako z,y € u(0), taga 3a cako n € N, |z| <

c < <
oryma |z +y| < x|+ |y| < T

IMpema tome, (1(0), +, -, <,0, 1) je momnpcren ox *Rgy,. Jla 6ucMo nokaszanu
na je ugeain, younmo x € pu(0) my € *Rgy,. Taga nocroju m € IN tako na je

ly] < m. Hame, |z| < , otyma |zy| = |z||ly| < R Kako oBo

(n+1)m +1

BaXM 3a CBAKM IpUpojaH 6poj n, To = - y € 1(0). Vkomuko umean p(0) He

6u 610 MakcuManan, Tajga nocroju uaean M rakas gaje (1(0) & M G *Rey.
1 1

Baa € M\ 1(0) Baxknu ; € "Rgp, na a - P 1€ M. Opatne *Rg, = M,

LITO j€ KOHTPAINKIIM)A.

1 1

3° Akoa ¢ p(0), tamaje — € *Rpy u —+ p(0) je uaBeps 3a a+ p(0). Ortymna
a a

*Ren/1(0) je moswe.

Axo craBumo, a + p(0) < b+ 1(0) ako u camo aKo T0CTOje T U Y U3
*Rep Taxku ma x < y, x € a+ u(0) my € b+ u(0), maxo ce mposepasa ja je
*Rn/1(0) u ypeheno nosne.
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IMosbe *Ran/1(0) je apxumerncko, jep 3a a € *Regy, a + p(0) < n+ ©(0)
3anekon € IN.

Caako ypeljeHO apxuMeCKO 1moJbe n30MopdHO je nmotnosby nosba R, nma
To Baxu 1 3a *Rg,/1(0). Kako je R C *Rgy, T03a 2,y € Ruz # y,
x4+ 1(0) # y + ©(0), 1j. moswa R u *Regy, /11(0) cy mzomopdua. ]

Bugiesnu cmo y nokasy nperxoue reopeme aa ckynosu x + 1(0) 3ax € R
unne kocere y *Ryg,/p(0), a cama heMo BumeT na ¢y TO yIpaBoO jequHM
KOCETH.

TEOPEMA 4.4. 3a ceéaxo a € *Rpy, ttociwoju wauno jeguo r € R u iwiauno jegno
e € u(0) maro ga je a = r + €, Wj. céaku Konauan Xxuieppearan opoj je
OeCKOHaUHO OIU3AK JeqUHCTIBEHOM PeanrHoM OPOjy.

Jlokas. Hexa a € *Rg,. Tama mocroju m € IN tako ma je |a| < m.
ITpema tome, ckyn S = {z € R|z < a} je nenpasau (36or —m < a) u
orpanmnyes (ca m) moacky ckyna R. Ha 0cHOBY MOTITyHOCTH ITOJba PEATHHUX
OpojeBa, ckyn S uma cynpemym. Heka je r = sup S. TBpaumo ga je r ~ a.

AKO TpeTnocTaBuMo 1a HUje T & a, cieam aa je |r — al > 3a HEKO

+1
n€N. Oryaar >r— —— >awma >1r+ ——. Y 006a ciyuaja cieau
) n+1 n+1

Ia r Huje cynpemyM. [lpema Tome, Mopa Outh a = 7, Tj. @ = T + € 32 HEKO
e € u(0).

Hoxaxumo jenuHcTBeHOCT. Heka je Takohe a = r1 4 €1. Otyna umamo
majer —ry =e1 —e,nar —ry € 4(0). Kako je nyna jenunu peanan 6poj y
1(0), To je r = r1, Ia TUME M € = £1. ]

ITpema oBoj Teopemu crneacha nepununuja dyakuuje ciiangapgru geo je
KOpEKTHA.

JEOUHULIAIA 4.2, @yuxunjy st: *Rg, — R Taksy na je st(a) = r ako u
camo ako 7 ~ a,r € Rua € *Rgy, 30BeMo crangapaau aeo.

YecTo ce y INTEPATYPHU M3 IPAKTHYHUX pasjiora nuiie °z = st(x). OBako
yBeneHa ¢yHKIMja CTAHOAPAHU €0 y MOTIYHOCTH oAroBapa (pyHkumju st
yBenenoj y 1. rirasm o ypeljeHnM mospnma, Ta TUMe MpaBaaMo IMTO KOPUCTUMO
ucTy o3Haky. Ha nmpumep, cmuuno Teopemu 1.10. mvamo crenehe TBpheme.

TEOPEMA 4.5. @ynkyuja st je xomomoppusam apcimena "R, na vowe R,
wmaxae ga je st(a) = a 3a a € R. Ipuitiom je ker(st) = p(0).
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Jokas. Kako je st(x) ~ z u st(y) = y, a = je kourpyennnja Ha *Rygy,
To st(x) + st(y) =~ = + y u oryza st(x + y) = st(x) + st(y). Cauuno je
st(z - y) = st(x) - st(y).

W3 pnedpunnnmje dyHKIMje CTaHAApAHN A0 CIeAN Aa T < Y TMOBJIA4Yn
st(x) < st(y). O6pHyro He Mopa ma Baxku. OuurienHo, Takohe aa u3
st(z) = 0 ciemn « € p(0). ]

4.2 Ckynosu y JlajoHHIIOBOM YHHBep3yMYy

Kako je yobn4ajeHn MaTeMaTHUKH je3UK JIOTHYKO—CKYIIOBHH, To heMo mpo-
nmpuBame y “R o6jexata n3 R 3amouern mpormmpusameM moackymosa o R.
Haxkie, mocMaTpabe nojackynosa o R 3amennheMo mocMaTpameM BUXOBHX
*—CJIMKA.
Hexa je
% N
X ={zp=(wn)|(2n) € X" }

cmmka ckyma XN C RN npu xanomckom mpeciukasamy ckyma RN ma
*R = RN/D, rze je D wernasuu ynrpadunrep nag N. 3a x = (x,) € RN
MOK&XHIMO JIa BaXH:

(1) ap={(r,)€*X akxo z (X)={icN|z;€X}eD,

acavumtumu *X = {zp | {i € N|z; € X} € D}. Akoje X = 0, (1) Baxu
jepje *0 = 0 m (x,) € *0 je mcrunmro xomko n () = ) € D. Hexa je
X #0uxz e RN, Axo zp = (z,) € *X, onna moctoju eneMent y = (y,) €
XN takas ma je p = yp = (yn). Kakojex H(X) D {i € N|x; = y; }, 10
71 (X)€D. Akojex (X)) =M € D,onmazaa € Xuy = (y,) € XN
. _f zn, neM
TaKas 1a je Yn = { a0, né M,
3. X C Ruz € X je (z,2,2,...) € *X (jep 27 1(X) = N €
D) u, oryna umamo ga je X C *X y3 mgenrudukoBame ckynma X =
{{(z,z,z,...) |z € X} C *X ca ckynom X. V ozmesbky 3.3 Bumenn cmo
na 3a 1-1 npecnukaBame r € X N paxn zp € *X \ X. Cneneha teopema
HaM roBopu kaja he oBU CKynoBU OUTH jeTHAKMY.

6uhe xp = yp, aotymau zp € *X.

TEOPEMA 4.6. Ckyii X C R je konauan axo u camo axo je X = *X.

Jlokas. Hexa je ckym X C R xomauan. Axo z € XN omma je
Uyex rHyl=21(X)=NecDmjer {y} € D3anexoy € X (jep
je D ynrpaduntep) u, otyna, (x,) = (y,y,...) € X, 1j. (xn) € X.
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Heka X C R nuje xonayan, i Heka je € X™ nexo 1-1 mpecnyukaBarmbe.
Tana 3a 6w1o xoje 9 € X ckym x~ {2z } je KOHAuaH, 1a HHje eIEMEHT
HeriaBHor yarpadunrtepa D, 1j. xp # . Otyma xp € *X \ X. [ |

OBHM je, yjeaHO, JT0Ka3aHO ¥ JIa
(2) (zn) € *R\ R, 3a1-1 npecimukasame z € RN,

Taxohe cy ommcanu u 6eckonaunu ckynosn: X C R je Geckonauan axko u
camo ako je X G *X.

IMpecnukaBawe X — *X ckynma P(R) y ckyn P(*R) nma u cnenehe
ocobune (3a X, Y C R):

TEOPEMA 4.7.
1° *(XUY)=*XU"Y, 2° (XNY)="XnN"Y,
3 XCY &*X CHY, 4° X =Y &*X =",
59 *(R\ X) ="R\*X, 6° (X\Y)="X\"Y.

Jloxas. Backynmoe X CR,Y CRuzx € RN yumamo na Baxu JjemHaKoCT
I (XUY) =27 (X)u 27 (Y)ma ! R\ X) = N\ 271(X), ma
jex (X UY) € D axo u camo ako z 1(X) € D wm 2~ 1(Y) € D,
YR\ X) € D axo u camo ako x *(X) ¢ D jep je D ynrpadwurep.
Taxo je mokaszano 1° u 5°, a Tume, 36or X NY =R\ (R\ X)U (R \Y))
nX\Y =XnNn(R\Y),u2°u6°. Hajzax nmumkanuje (<) y 3° u 4°
nmobujajy ce u3

(3) X =RnN*X, 3a XCR,

to hemo ynpaso qokazatu. IIpsoje X C RN*X 3a X C R,jepje X C *X.
Heka je X C Ru (z,) € RN*X. Tana (z,) € R na je 3a nexku peanan
6poj r, (xn) = (r,r,...). Kako je (x,,) € *X, 6uhe {i € N|r e X} € D
u, oryaa, r € X (jep @ ¢ D), nma (x,) € X. [ ]

IMocmaTpajmo mupekTan npousBox noackymnosa o R. Heka je pr; npsa,
a pry apyra mpojexnuja mpoussoaa ckynosa R x R. Tana je mpecnukaBame
z + (pryo z,pryo 2) ckyma (R x R)N y RN x RN wsomopdusam, na
noucrosehyjeMo onrosapajyhe enemenre:

(4) (2,9)n = (Tn,yn) 3azx € RY, y e RN, n e NN,
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1 noncrosehyjemo ckymnose (R x R)N u RN x RN, 3a (z,y) € (R x R)N u

(u,v) € (R x R)N je:

(@,9)n) = ((w,0)n) & {n€IN|(xn,yn) = (Un,vn) } €D
< {nelN|z,=u,}N{neN|y,=v,} €D
< {nelNlz,=up}, {neN|y,=v,} €D
< ((zn), (yn)) = ((un), (vn)).

Crora je npecnukaBame ((z,Y)n) — ((zn), (yn)) ckyma *(R x R) Ha ckyn
*R x *R uzomopdusam, ma omnet morcrosehyjemo oarosapajyhe enemente

(5) ((@.9)n) = (zn), (Yn), saze RN, yeRY,

u tnve u ckynose (R x R) u *R x *R. Bume ox tora tBpau cieneha
TeopeMa (MOTJIeaTH joIl jeqHoM B Teopemy 3.7. IpeTXodHe I1aBe).

TEOPEMA 4.8. *(X XY)=*X x*Y3a X CR, Y CR.

Jloxkaz. Hekaje X CR,Y C R,z € RN u Yy € RN, Tama umamo na je
(z,9) N X xY) =27 H(X) Ny~ (Y) n, otyma, (z,y) " (X x Y) € D axo
mcamo ako = (X)) € Duy (V) € D. ]

VYomuure, cBaka 6nHapHa peranyja Ha R, p C R x R, uma cBojy *—cnuky,
6unapuy penanujy Ha "R, *p C *R x *R, oapeleny ycmosom:

(6) ({zn), (yn)) € *p& {neN|(zn,yn) €p} €D, x € RY, y e RN

ITPUMEP 4.2. Ako je p = {(z,z) |z € R} jennakocr na ckyny R, onzma
je *p = {(z,z)|x € *R} jemmakocr na ckyny *R. Criuuno, axo je cKkym
p={(z,y)|z €R, y € R, v <y} penaunja < ckyna R, rana je wena
s—cmka penamja “p = { (z,y) |z € *R, y € *R, = <y } ckyna *R.

Takole, cBaka peanna pynknmja f: X - R, X C R, 1j. f € X xR,
ca ycoBoM (Vo € X)(F1y € R)(x,y) € f, uma cBojy *—CIUKY, DYHKIH]Y
fCHX xR) =*X x *R ogpeheny ycinoBom:

((zn), (yn)) €*f & {neN|(zn,yn) € f} €D
~ {ne]N]yn:(fox)n}GD
& (yn) =((fox)n).

Oryna mmamo, ako je X C Ru f: X — R, ouma je *f: *X — *Ru
“F({zn)) = ((f o x)n) 3a cBako x € XN,
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TEOPEMA 4.9. *(f(X)) ="f(*X)3a X CRu f: X - R.

Moxaz. TIperxomHo yBolieme pynkimje * f (Tormenatu, jour jeaHom, oesbak
3.2) naje:

FOX) = {f(an) e e XN} = {(for)n) [x e XN}
= {()ly=foze fFON}="(f(X)).

|
Heka je p € R x R. Muepsuna penammja, p~ ' C R x R, oapelena je

YCIIOBOM:

(w,y) €p™' axxo (y,2) € p, w,y € R.

3a z,y € RN umamo:

((xn)s (yn)) € *(p71) & {n e N|(zn,yn
< {nelN|(ypxn
< ((yn)s (zn)) €
< ({zn), (yn) €

)ep'}eD
)epteD
€%p
e ("p)!
Orymaje*(p™") = (*p)~".
Opnpenanuja p CR X Ru7 CR X Rrpaguce pemarjatop C R xR
onpeljeHa yclIoBoMm:

(x,z) eTop akko (Jy € R)[(z,y) €EpAl(y,z)€ET], ,z €R.
3az, z € RN umamo:

((zn), (zn)) € "(Top) &{n e N|(2n,2,) ETop} €D

<{nelN|(Jy, € R)

(Tn,Yn) € pA (Yn,2n) €7) } €D,

<3y € RY) [((za), (yn)) € * A ({yn), (z0)) € *7]

<((zn), (zn)) € "1 0 *p.
Orymaje *(t1op) =*1o*p,tneje p C R x Ru7 C R x R. TTpumernmo na
akoje X CR,Y CR, f: X - Rug: Y — R,onmajegof: f~1(Y) — R.

IMocmatpajmo npojeknujy pri: R xR — R. Kako *pry: *Rx*R — *R

wsa x,y € RN sawu *pry((zn), (yn)) = ((pryo(z,y))n) = (2s), 10 je

* pry npsa mpojexknuja ckyna *R x *R. Taxole je * pry mapyra mpojeximja
ckyma *R x *R. Hexka je p € R x R. Kako je p C pry(p) x R, 6uhe
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*p C *(pr1(p)) x *Ru, oryma, * pry (*p) € *(pry(p)). Axojex € (pry(p))™

(3a ceako n € IN nocroju y, € R ca ocobunom (z,,y,) € p), onza je
(z,y) € p3anexoy € RN u, name, ((x,,), (yn)) € *p 3a Hexo (y,,) € *R, ma
je, najzan, (z,) € *pri(*p). Osum je nokazano *(pr;(p)) C *pry(*p), wro
3ajellHO ca IPEeTXOAHOM MHKIy3ujoM maje “(prqy(p)) = *pri(*p). Takobhe
je *(pra(p)) = *pryo(*p). M3 nperxoaHor HEMOCPEIHO MPOBEPABAMO Ja 3a
p CRxR,ACRup(A) =pr;((AxR)Np) (sacex perayuje p gy cxyia
4), vk *(p(A)) = *p(* ).

IMomohy mpecnukaBamba R O A i> RulR DB SR M3TPAIAMO
npecnukaBawe h = (f,9): AN B — R xR, h(z) = (f(x),g9(x)) 3a x u3
A N B, koje je jeaHo3HAYHO o/ipeljeHO CBOjUM KOOPAMHATHUM MPECITMKaBa-
wuMapryoh = fN((ANB)xR) = f | ANBupryoh =g | ANB. Tanaje
*h: *AN*B — *Rx*R, *pr; o*h = *(pryoh) =*(f | ANB) =*f | *AN
*Bu*prygo*h="g [ *AN*B,1j. *(f,9) = (*f,"9). 3aRxR 2 C R
neunnmmmo H(f,g) = H o (f,g), na umamo *(H(f,q)) = *H(*f,*g).
IMoce6Ho, kana je H: R x R — R cabupame (MHOXemwe) y R, onna je *H
cabuparbe (MHOXeme) y *R, Te je

(8) o ="f+"9, (9 ="f"9

Canuno, momohy mpecnukaBatba R O A i> RuR DB IR rpaJiutMo
u npecnukaBambe h: A x B — R x R nmomohy h(z,y) = (f(x),9(y)) 3a
(z,9) € A x B. OBo npeciukaBame Hazusamo Jexaprosum!) nmpoussogom
npecnukasama f u g, m 6enexxnmo h = fxg. Kaxo jepry oh = fopr; [ AxB
" pryoh = gopry | A x B, 6uhe *pr;o*h = *fo*pr; | *AXx *B
u *pryo*h = *go*pry, [ A X *B, te je *h: "Ax*B — *R x *R n
“h(&m) = ("f(£),"g(n)) 3a (§,n) € "A x *B. Crasmajyhu h = f x g n
akoceckymh C A X Bx R x R mobujamsckyma f x g C Ax R x BxR
nepmytammjoM (z,y,u,v) — (z,u,y,v) npoctopa R*, mperxommmm cmo
JOKa3an

(9) (fxg)="fx"g.
IMpecnmukaBame R O A i> R je paciuiyhe axo je ucnymmeH yCiioB

(Vo € A)(Vy € A)[z <y = f(z) < f(y)],
IITO je eKBUBAJIEHTHO ca

(V(z,y) € Ax A)(z,y) € <= (f x f)(z,y) € <],

D René Descartes (1596-1650)
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1. (f x [)(L) C<,aorymajen (*f x*f)(*<) C * <. OBuM cMo q0Ka3aIu
cenehy Teopemy.

TEOPEMA 4.10. Ilpecmukasarwe R O A N R je paciyhe axo u camo axo je
paciayhe * f.

Taxohe 3a npecnukaBama R O A L> RuRD A 9 R paxu:

f<g & (fxgAxA)C<
<:> *f * S *g.
3a ckyn P(X) cBux noxackynosa ckyna X C R Baxu (Buneru Teopemy 4.9.):

“(P(X)) =*"P(*X) C P(*X). Baxan nmeo ckyna P(R) uune unrepsanu —
ckymosu A C R ca ocoGuHOM:

(Vo,y,z € R)min{ z,y,2 } € AAmax{z,y,2} € A= {z,y,2} C A]

ITpumernmo na cy kpajesu untepsaga A C R 6pojesu inf A u sup A, koje
yzuMamo y ckyny R = R U { —o0, +00 }. 1llTa ce moraha ca unTepBanuMa y
R npu npeciukaBamwy * ?

TEOPEMA 4.11. Ckyiit A C R je unitiepean axo u camo ako je

(Vz,y,z € "R)[min{z,y,2 } € "AAmax{z,y,z} € "A={z,y,2} C"4].

Hoxaz. Heka je p pemanmja < y R (TTpumep 4.2.). Tana, ckyn A je
MHTepBaT ako M caMo ako uMa ocobuny p(A) N p~1(A) C A, 1j. ,cBaxo
y € R koje je > on nexor enementa u3 A (y € p(A)) u < o1 HeKOr eeMenTa
s A (y € p~'(A)) namasu ce y A”. OBO je eKBUBAIGHTHO ca MHKITY3HjOM
p(*A) N (*p) 1 (FA) C A u

Taxo je, Ha ipumep, 3a a,b € Rua < b,

“la,b] = [a,bsr={x€ R|a<z<b},
“la, b = Ja,brr={z e R|a<z<b}.
3aucra, a u b ce Hanasze y *[a,b|, jep je [a,b] C *[a,b], na ce Ha ocHoBy

Teopeme 4.11. Ty Hamasu u ceako * € *R ca ocobunom a < = < b,
1. *[a,b] 2 {z € *Rla < z < b}. C napyre crpane, 3a = € [a,b]N
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jea < z, < bszacsakon € N, maje (a,a,...) < (zn) < (b,b,...).
Oryna je u *[a,b] C {z € *R|a < z < b}. U3 cuenehux jeqnaxocru
*la,b[=*([a,b] \ {a,b}) = *[a,b] \ { a,b} cnenn npyra jemnakocr.

IMoxcernmo ce aa je ckyn A C R unTepBat ako 1 caMo aKo je KOHEeKCaH
(R—konsekcan), Tj.

(10) (VA € [0,1]) [(1 — A\)A + A C A].

Cmnuno je ckyn A C *R xonsekcan (*R—xonBekcan) ako ycinos (10) Baxu
3a cBe A € *[0, 1]. ITpumernmo na cy ckymosu p(0) u v(0) *R-kousekcuu,
amu aucy naTepBaan. Cama Teopemy 4.11. MOkeMO 1a HCKAXEMO  JICTIIIIEM
00HUKY.

TEOPEMA 4.12. Ckyii A C R je R—konsexcan axo u camo axo ckyii *A je
*R~xongexcan.

3a ceaku orpanuuen ckyn A C R mocroju n € IN rtako ma Baxu
A C [-n,n]|. Oryna je *A C *[-n,n] C v(0). OBUM yCIIOBOM ce MOXKeE
OKapaKTepHUCcaTH OFPAHUUYEHOCT CKymoBa y R.

TEOPEMA 4.13. Ckyi A C R je oepanuuen axo u camo axo je *A C ~(0).

Jlokas. JI0BOJBHO je JoKasaTH UMIUTHKanujy (<—). Ako ckym A Huje
orpanuuen, onga je A, = A\ [-n,n] # 0 3a ceako n € N, ma je u
[L,ew An # 0 (axcuoma msbopa). 3a = € [, o An uMamo (z,) € *A
u (x,) > (m,m,...)3acsako m € IN. Oryna Baxu u (x,) € *A\ v(0). W

VCIIoB 32 OrpaHUYEHOCT CKymoBa u3 R MOKEMO /1a HCKaKeMO M OBAKO:
cxyit A C R je o2panuuen ako u camo ako je o2panuuen cxkyii *A C *RR.

ITPUMEP 4.3. Hu 3a jemno A C R wme Baxum *A = IN. 3awncra, ckym IN
je orpannder y *R (6m10 KOjuUM ITO3UTUBHUM OECKOHAYHUM XUIIEPPEATHIM
6pojem) u, ako 6m 6mto A C R u *A = N, umamm 6ucmo A C IN (360t
A C*A)u A je orpannuen y R, ma 6u ckyn A 6mo koHauan u otyna A = * A,
Tj. komauan 6um 6wo cxynm IN. Hapasno, ne mocroju um ckynm A C R ca
ocobunoM *A = *IN\ IN, jep 61 y cynporrom 6mto *(IN\ A) = *IN\ *A = N,

V noxa3y Teopeme 4.13. 1m0jaBMIIO Ce CBOJCTBO Wi—3aCHheHOCTH (BUICTH
Teopemy 3.8.) penykoBanor yiarpacremera *R. Omruje TBphieme maje
cneneha axcuoma ysenuuasarsa.
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TEOPEMA 4.14. Heka je (Xy,) nuz y P(R). Taga nusz (X,,) uma ceojciiso
konaunoe ipecexa (e Xn 7 0 3a ceaxu konauan iogexyis K C IN) ako u
camo axo je (e *Xn # 0.

Jokas. Axo je (X,,) unz y P(R) ca cBojcTBOM KOHAUHOT TIpeceka, OH/Ia
cy ckynoBH Y, = XgN X1 N---N Xy, n € N, Henpasuu, u unne onagajyhu
s, ma je 0 # (Ven “Yn = Npew “Xn n3 Teopeme 3.8. u

W3 nmpeTXOAHOr JIaKo 100MjaMo 1a Ce KOMYTATUBHOCT IMPECIMKABAbA
x: P(R) — P(*R) u xonaunor mpeceka (Teopema 4.7. 2°) He Moke na
NPOyXHU HAa Mpou3BosbHe mpeceke. Tako, Ha npumep, 3a X,, = R\ [-n,n],
n € IN, nmamo (e Xn = 0, 10K je

ﬂne]N*Xn ={z €*R||z| > nszacakon € N} =R\ 7(0)
Jajgexo ox npasHor ckyna. Ciauuso, 3a ¢ € R umamo ¢ jemHe crpaHe

1 1
ﬂseR,e>0]a_€7a+€[: ﬂne]Ni|a_E7a+ﬁ|:: {a}7

a c ipyre

" " 1 1
ﬂ&ER,€>O ]a —&at 8[_ r]nE]N }a B E’a + E [ o 'u(a)7

jep, mpBo, {e € R|e >0} 2 {1 |n € N}, u3acBako ¢ > 0 u3 R, nocroju
o1 1 1

n € N3axojeje ; < ¢, atume *la—e,a+¢[ 2 *la— ,a+ [, n apyro,

3ax € "R Baxu

1
(Vn € IN) [\x—a!<g} Srrasxep(a).

3amemyjyhu y Teopemn 4.14. ckyn X, ca R\ X, u # () ca = (), no6ujamo
cenehy Bep3mjy akcroMe yBenJyaBarba.

TEOPEMA 4.15. Ako je (Xy,) nuz y P(R), wmaga je | J,cn *Xn = *R axo u
camo axo je | J,,c x Xn = R 3a nexu xonauan cxyia K C IN.

ITperxonno TBpheme MOKEMO Ja UCKAKEMO M MAJIO OIIITH]E.

TEOPEMA 4.16. Heka je (X,,) nuz ckyiiosa y P(R) u'Y ckyia y P(R). Taga
Je 3a nexu konauan ckyi K C IN

1° Upen *Xn 2 *Y axo u camo ako U, *Xn 2 *Y;

2° Ve “Xn € *Y ako u camo axo (), cx *Xn C*Y.
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Iokas. Tepheme 1° ce mobuja us 4.14. jep 3a cee K C IN paxu
UnEK X, 2 & UREK( X,NY)="Y & ﬂneK (Y\(X,NY)) = 0.

3amemyjyhin y 1° ckynose X, 1 Y BUXOBUM KOMIIEMEHTHMA U TOOMjeHE
HWHKJTy31je eKBUBAJIGHTHUM MHKITy3HjaMa n3Mel)y KoMIieMeHarTa, J10J1a3uMO
Jo 2°. [

Mo canma cMo pa3maTpalii caMo cKynoBe y mojby R peannux OpojeBa
rnocMaTpajyhn ux us muper ypeljenor nojba *R xuneppeannux 6pojea. Me-
hyrum, mosbe *R caapxu u oHe CKyNOBe KOjU HHUCY TPOIIMPEHE CKYIOBa
m3 R. Mebhy oBakBUM CKyIOBHMA H37Bajajy ce CKYIOBH KOje 30BEMO HH-
tepuannuM. OBy ,,000pu’ CKynoBu umajy y nosby *R. yimory cimuny onoj
KOJy UMajy OTBOPEHM U 3aTBOPEHU CKYMOBH Y TOTOJIOIIKOM MPOCTOPY, HITH
MepJLUBHU CKYIOBH Y TIpocTopy ca MepoM. Ha mpumep, ypeherno mome *R
HHMje KOMITIIETHO, Tj. TIOCTOj€ HEMPa3HHU O03T0 OTPAHWYEHH CKYMOBH KOjH
HeMajy cynpeMyM (TakBu cy, Ha mpumep, £(0) 1 y(0)), anu KoJeKImja HHTep-
HayHux ckyrmosa y *IR 4yyBa cBojcTBO KOMIIIETHOCTH. OBa M Ipyre 0coOuHe
WHTEPHAITHUX CKYIIOBa, Koje heMo y HapeTHOM TeKCTy 1a UCTaKHEMO, TOBOPE
HaM O BUXOBOj 3HAUAjHO]j yao3u y mojby "R.

Hexka je (Ay), n € IN Hu3 mojicKynoBa peajlHUX OpojeBa M HeKa je CKyIl
(Ap) ={azp|{neN|x, € A, } € D}. Haxne, ckyn (A, ) xuneppeansnx
6pojeBa MMa OCOOHHY:

xp = (x,) € (A,) axowucamo ako x, € A, c.c. (mo D).

JEoMHULWIA 4.3. (a) Ckyn A C *R je uniiepnanan axo nocroju uus (A;,)
NOZCKYIIOBA CKyIla pealHux 6pojesa tako aa je A = (A,).
(6) Cxym A C *R je excitiepnanan axo Huje MHTEPHAJIAH.

IIpyMeTHMO [1a je CBOjCTBO MHTEpHAIHOCTH cKynoBa y *IR mo6po medu-
nucano. 3awmcra, u3 xp € (A,) m xp = yp cneay ga cneaehu CKynoBu
{neN|z, € A, } u{n € N|z, =y, } npunanajy pamunuju D, a oTyna
u{nelN|y, € A, } €D, 1. yp € (4,).

TTPUMEP 4.4. 3a xuneppeante 6pojese a, b € *IR taxse 1a je @ < b, naTepBan
[a,b]r = {z € "R|a < = < b} je untepHanan ckyn. Hawwme, peanuu
1308 (an) u (by) Taxeu aa je a = (a,) nb = (b,), onpebyjy 13 ([an, by))
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untepsana y R ca ocobunom [a, bl+g = ([an,bn]), jep 3a © = (z,) € *R
BAXKH:

r€la,b:r & a<zAz<b
< {nelNla,<z,}eDA{neN|z,<b,} €D
< {nelNla, <z, <b,} €D
& (zn) € {[an, bnl)-

CIM4HO Cy ¥ N0JIy3aTBOPEHH MHTEPBAIH [, b[+R, |a, b]«r 1 oTBOpeHu nHTEp-
Ball |a, bR MHTEPHAIHM CKYIIOBH.

ITPUMEP 4.5. Axo je X C R, taga je, oBuM ckynoM ogapelen, ciiangapgiu
ckyi * X wnrepnanan, jep je *X = (A,), tme je A, = X 3a cBakon € NN,
Oryga cy *IN, *Z, *Q u *R uHTepHATIHM CKYIIOBH.

Hcrakanmo cneaehe CBOjCTBO MHTEPHATHUX CKYITOBA Ka0 AUPEKTHY TI0-
crenuIty aeuHUITje.

TEOPEMA 4.17. Hnitiepnannu ckyiosu uune bynosy anéebpy cxyiiosa.

Jloxa3z. 'Y ogHOCY Ha CKyNOBHE omepanwje (YHHja, TIPECeK W pas3lInKa
CKYIOBa) UHTEPHATHU CKYTIOBH YHMHE ITOJha CKYIOBa. 3aMCTa, aKO Cy CKYMOBH
A = (A,) u B = (B,,) unrepuannu, tana jeu AU B = (4,, U B,,) unrep-
HasaH, jep 3a £p = () € *R Baxu:

rpeEAUB & xzpcAVapeB
< {nelN|z,cA,}eDV{neN|z,€B,} €D
< {neN|z,€A,UB,} €D
& xp € (A, UBy).

Cmmunocy AN B = (A, NB,)u A\ B = (A, \ B,,) MHTepHAIIHU CKYIIOBH.
Kako cy u ckynosu *R u () unrepnannum, To je 0Bo 1oJbe cKkynosa bynosa
anrebpa. ]

Jlako je BumeTH fa je M MUPEKTAH MPOM3BOJ /IBa MHTEPHATHA CKYIa Y
*R unrepnanan ckyn y *R?. TeopeMa 0 MHTEpHATHOM Je(hHHUIIMOHOM IPH-
uiuny 11.4. onmcyje, mopen HaBeIeHNX, ¥ APYTe KOHCTPYKIINje MHTEPHAITHUX
CKyTIOBA.

JennaxocT 1Ba MHTEpPHAIHA CKYIIA CE OIUCYje Ha cilefehn HauuH.
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JIEMA 4.1. (A,,)) = (By) ako u camo axo je {n € N| A, = B, } € D.

Jloxaz. OuurienHo je, Ha OCHOBY MPETXOHE TEOPEME,
(An) = (Bn) & (A)A(By) =0 & (A, AB,) = 0.

[MocMatpajmo, crora, ciyuaj (Cy,) = () n moka)mMo 1a ¢y CKOpo CBH YWIAHOBH
nuza (C,) (o nernmasHom ynrpadunrtepy D) npasuu ckynosu. AKO CKyI
{neN|C, =0} ¢ D, ouna {n € N|C, # 0} € D. Uzabepumo 3a
cBako n 3a xoje je Cy, # () nexo x,, € C),, a 3a ocrane n € IN neka je x,, = 0.
Tama je {n € N|x, € C,} € Duoryna (x,) € (Cy), IITO je CYIIPOTHO
MPETIOCTaBIIN. u

3a cBaku uHTepHanan ckyn (A,) # () MokeMo 1a MPeTnoCTaBUMO 14 je
A,, # 0 3a cBakon € IN. OBuM He yMarbyjeMo OIIITOCT jep 3a Hu3 ( B, ) unju
I?R’”:’ Z;j\‘j raeje M = {neN|A, #0} €D,
Baxu B, # () 3a ceakon € Nu (A,)) = (B,).

Taxohe, Jlema 4.1. nmaje anTepHATUBAH HAYWH M3TPATHEe MHTEPHATHIX
ckynoBa. 3a Huszose (A, ) u (B,,) noackymnosa peaaHux 6pojesa, HeKa je

je omnurru yiau By, = {

(11) (A,) ~ (B,) akomcamoako {ne€IN|A,=B,}¢eD.

Jlako ce mpoBepaBa [1a je peraryja ~ peiamyja eKBUBAJCHITN]je CKyIla HH-
30Ba TMOJICKYMOBA pealHuX O6pojeBa, carjacHa ca CKYIMIOBHUM ollepalldjama
N, Un \. Cana je unrepnanan ckyn (A,) = (A,)/~ oarosapajyha xiaca
eKBUBaJICHITH]E.

Beh cMo HammoMeHyIH Ia je Ha KOJIEKIMjU MHTEpHAIHMX cKymoBa y *R
OodJyBaHa KOMIUIETHOCT. Pa3MoTpuMo 0BO CBOjCTBO M30IM3a.

TEOPEMA 4.18. Ako je A C *R unitiepnanan, neiipaszan u 0go3eo 0Zpanuyen
CKY#, Taga wocimoju cyapemym ckyia A.

Jlokas. Heka je A = (A,) untepHanan ckyn u ap = (a,) € *R jenna
merosa ropma rpanuna. Iokaxumo na M = {n € N|A, < a,} € D.
Axo M ¢ D, rana 3a ceako n ¢ M youumo x,, € A, Tako na je an < Tp,
a 3a ocrame n € M wmzabepumo x, = 0. Jlako ce MpoBepaBa Ja BaXH
{neN|a, <zp,} € D,1j.ap < (xn) u (Ty) € A, WTO je y KOHTPAIUKIIN]H
ca mpeTnioctaBkoM 1a je A < ap.

3acBakon € M ckym A,, C R je orpannuen o03ro 1 HempasaH (BUIETH
npumenoy nocie Jleme 4.1.), ma mpeMa akCHOMH CyTIpeMyMa 3a TI0JbE PeaTHUX
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Opojesa, nocroju b, = sup A,,. Heka je bp = (b,,), mpu uemy je b, € R 3a
n ¢ M n3abpaHo POU3BOJBHO.

IMokaxumo na je bp = supA. Uz {n € N|A4, < b,} € D creau
naje A < bp. Axo je A < ¢p, Tama cy ckymou {n € N|A4, < c¢,} u
{n e IN|b, =sup A, } enementn pamunuje D u

{nelN|A, <c, }N{nelN|b,=supA,} C{neN|b, <c,},

aorymau{neN|b, <c,}eD,1j bp <cp. ]

Henocpenna nocienuna NpeTxoiHe TeOpeMe je 1a CBAKU HeIpas3aH, UH-
TEpHAJIaH U 0JI03/10 OrpaHuyeH ckyn y *R nva nHhruMymMm.

TIPUMEP 4.6. Cxynosu p(0), *Rgy 1 *R (ckyn cBux Geckonaunux mnosu-
THUBHHX XHIIEPPEATTHUX OpOjeBa) CY eKCTEPHATHH.

Hoxaxumo na je (1(0) = { € € *R | € je unpunuTesnmana } ekcrepHantan
ckyn. 36or £(0) < 1 10BOJBHO je MOKa3aTH Ja 0Baj CKYI HEMA CYIPEMYM.
Hexka je = sup u(0). Axko r Huje MHGHUHUTE3UMATIA, OHIA HU g HUje
unpunutesumana u p(0) < g, na 7 uuje cynpemym ckyna ((0). Axo je 7
nH(puHUTE3NMATIA, Taga mocToju Beha mHbUHUTE3NMMAaNIA OO 7', HA TIPUMED,
r+e,taejee > 0ue € p(0), mTO je, OIET, CYIMPOTHO MPETIIOCTABIN JIa j€ T°
cynpemym ckymna /4(0).

3a ocraJie HaBeJeHE CKYIOBE HA CIIMYaH HAUMH Ce I0Ka3yje Ja Cy eKCTe-
PHAJHHU, IITO NMPEMyIITaAMO YUTAOILY.

HcrakHUMO jOIII Heke 3HaYajHe 0COOMHe MHTePHATHIX CKYIIOBa.

ITpBo hiemo moxasaru aa 3a unreprajgan ckyn A C *RrakasmajeIN C A,
Baxku u AN (*IN \ IN) # (). Cnenehe TBpheme je ommrnje.

TEOPEMA 4.19. (IIPMHLMII [IPEJIMBABA) Axo unitiepnanan ckyi A cagporcu
HIPOU360.bHO GeNUKE KOHAUHE Opojese, iiaga A cagporcu u b6eckonaune bpojese.

Hoxas. Cnyuaj kana A Hema ropmy rpanmiy je oumrnenan. Axo A
WMa TOPIbY TPAaHMILY, Taaa TIOCTOjU ¢ = sup A koju je GeckoHavaH, jep je a
BehM o mMpoM3BOJLHOT KOHauHOT 6poja. Tama mocroju x € A Takas aa je
a—1 <z <a,rTj. enement x ckyna A je GeckoHavaH. [

IMokaxkumo ¥ jaa 3a uaTepHaiman ckyn A C *R takas ma "IN\ IN C A
Baku ANIN # (). U oBy unmbeHNIly NCKA3yjEMO OTIITH]E.
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TEOPEMA 4.20. (IIPMHLIWII IOJINIMBABA) Ako unitiephanan ckyil A cagparcu
iIpou3eombHO Mane beckonaune bpojese, waga A cagpacu u konautne 6pojese.

JHokas. Youumo ckyn AT = {x € A|x > 0}. Osaxo aedunucan
ckyn AT = A N[0, +oo[+r je UHTepHANaH Kao Hpecek ABa MHTEPHAITHA
ckyna ([0, +oo[~g= (R™)). Kaxo je ckyn A 0710310 orpanude, To 10cToj1
a = inf A. Axo je 6poj a Geckonauan, Tama ckyn A cagpxu n GeckoHauHe
OpojeBe Mame O a, IITO je CYIIPOTHO MPETIOCTABIH 14 je & MHOUMYM CKyIia
A. Crora je a xonauan 6poj, maje ono x € ArtakBomajea <z < a+ 1
KOHauaH eleMeHT ckyrma A. [

Crora untepnanan ckyn A C *R koju caapxu CBe MO3UTHBHE pPeajiHe
6pojese, caapky U HeKy MHpUHUTesuMany. 3aucta, AT = AN *|0, +oo| je
untepHaian, u ako je AT N pu(0) = 0, onga 61 cBaka CTPOro NMO3UTHBHA
nH(pUHUTE3MMATa O1JIa JOa TPAHUIIA OBOT cKyma. Taaa 6u nocrojao inf A
Koju je, y crBapu, sup p(0), wro je nemoryhe. Takobe, ako CBe NO3UTUBHE
nH(pUHUTE3NMAITE TIPUITAIajy MHTEPHAIHOM CKyny A, Tajga w HeKM peajnaH
no3uTHBaH 6poj mpunaga ckyny A. Hanwme, ckyn A N *]0, 1] je unrepnanan
W OrpaHuueH 003ro, na a = sup A N *]0, 1] nuje undunuresnmana.

CgojctBo 106pe ypehenoctu crpykrype (N, +, -, 0, 1, <) mpupomuux 6po-
jeBa Hacnelyjy uHTepHaIHM IoAcKynoBH ckyma *IN.

TEOPEMA 4.21. Csaku unitiepnanan, neiipasan u 0gozqo o2panuyer ckyii A C
*IN cagparcu najmarou enemenia.

Joxaz. TIpBO MOKaXUMO 1a 3a XUIIEPIPUPOIHE OpOjeBe T,y BaXXKU He-
jemnakoct |x —y| > 1 wm x = y. 3aucra, u3 x = (zy,), y = (Yn), IO
Ty € Ny, € Nyu{n € N||z, —yn| > 1Va, =y,} € D, cienu
{nelN||lzpn—yn| >1}eDum{neN|z, =y, } €D, 1j. [z —y| > 1
WM T =Y.

Heka je a = inf A, a € *IN. Tana, no aebununmju nnbumyma, mocroju
r € Arakomaa < x < a—l—%. Camaje |r —a|l < =, majex = a, Tj. a je

2
HajMamy eeMenT ckymna A. n

Henocpeana mocnenuna je fa CBAaKW HeMpa3aH, MHTEpPHATAH M OJI03T0
orpannuen ckyn A C *IN mma Makcnmalan eJIeMeHT.

Teopema 4.14. xa3yje HaM /1a ce M CBOJCTBO KOMITAKTHOCTHM 4yBa Ha
KOJIEKIIMjU MHTEPHAIHUX CKYIoBa, Tj. ako je A, i € IN, Hu3 UHTepHAITHIX
ckynosa Takas 1a je [ ;< ; A* # ) 3a cBaku (konauyan) npupogan 6poj I € IN,
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Tazgaje ;e A' £ (). JenHa o1 TOCIEIUIIA OBOT eKBUBAJIEHTA IIPUHIIHIIA (W1 —
3acuhienoctu je na ceaxu pactyhu un3 Ag C A; C Ay C ... MHTEpHATHNX
CKyIoBa, TakaB Jia je |J;cy A; HHTepHaaH, jecTe KOHCTAHTAH, Tj. II0YEB O]
nekor k € IN 6uhe A,, = A,, 3a cBako n,m > k.

TEOPEMA 4.22. Heka je A%, i € IN nuz uniiepnannux cKyiosa u neka je cKyi
A = U;ew A® unitiepnanan. Taga docmoju n € N @axo ga je A = |J,,, A"
(xonauna ynuja).

Hoxaz. Cxynosn A \ A’ i € IN cy unrepuamnn u [\en(A \ AY) =
A\ (Ujen 4°) = 0. M3 wi-3acuhenoctn cnemm ga mocroju n € IN tako na je
Nicn(A\AY) =0, a0tyman A =, A". [ ]

M nojam nnTepHaaHe (BYHKIIMjE YBOIM Ce Ha CTMYaH HAYMH, TToazehn o
Hu3a peamHux GyHkimja. [IpeTmocTaBuMo Ja IMaMo HA3 peaTHuX (hyHKITHja
fn: Xn = R, n € N, uneka je X = (X,,). Oyuxmmjy f = (fn): X = *R
neduancany momohy

f(@) = (fn(zn)), ©=(zn) € X

30BeMO unitiepranom pyuxyujom. Axoje f: X — *R unrepranna ¢pynximja
n A = (A,) C X unrepnanan ckym, taga je u ckyn f(A) = (fn(An))
WHTEpHAJIaH; OTyaa Tpaduk MHTEpHATHE (GYHKIIM]E je UHTepHAJIAaH CKyI. 3a
fn=fuX,=X,n e NN, nobujamo ma je uHTepHaaHa (PyHKIHja gaTa ca
f={f,f-..):*X — *R necrangapana Bep3uja npecivkaBama [ TAKBOT
ma f: X — R. Heka 3anuM/bMBa CBOJCTBA MHTepHANHUX (yHKIMja Ouhe
U3JI0KEeHa y 7. TJIaBU.

Mely uHTepHAITHUM CKYIIOBHMA Haj3HAYajHUjH Cy OHH KOjH ce, y oape-
henom cmmciny, MoHaIajy Ka0 KOHAYHM CKYMOBH T0Jba PeaTHNX Opojesa.
Oge ckynose y *R, xoju cy, gakie, 6eCKOHAYHU, alu ca KOMOMHATOPHOM
CTPYKTYPOM KOHAUHHX CKYITOBA, 30BEMO XUTEPKOHAUHUM.

JE®UHULIWIA 4.4. Untepranan ckyn A = (A,) je XunepkoHayaH axko cy
CKOPO CBHU uJlaHOBU Hu3a (A, ) KOHAUHU CKYIIOBH, LITO 3AIUCYjEMO MOMOhy
{n € N|card(A4,) <o} e€D.

Ha oBoM MecTy, untbeHHIly [1a XunepkoHauHu ckynosu y *R nmajy kom-
OMHATOPHY CTPYKTYpy KOHAYHUX CKynoBa mrycTpoBaheMo cienehnm TBphe-
BEM.
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TEOPEMA 4.23. Csaku xuitepkonauan ckyii A = (Ay) uma makcumym u mu-
HUMYM.

Jokas. Heka je F' = {n € IN| A, je konauan } € D. Tazna je enement
a = (an), roe je a, = max A, ako n € F' u 6uno xoju eneMenT ckyma A,
axo n ¢ F, makcumanan enement ckyna A. Munumanan enemenr ckyna A
je Ha cTu4yaH HauyuH onpeheH. [ |

Heka je f unrepnanna pyHKUMja Ydju JOMEH CAIPKM XUIIEPKOHAYAH
ckyn A = (A,). Creneha nedunnimja XunepkoHauHe CyMe je KOPEKTHA.

JEOUHULIMIA 4.5. 3 4 fa) = (3 cn, fn(a)).

HaBomnMo Heke o OYEKMBAHMX OCOOMHA XUIIEpKOHAauHe cyme. Heka
¢y f u g unrepnamue (pyuknuje u Heka cy ckymosu A C dom f,domg u
B C dom f xunepkonaunm.

TEOPEMA 4.24. 1° > 4(f(a) + g(a)) = 2qea f(a) + X sc4 9(a);
2° Y eac-fla)=a-3 cq fla), ac™R;
3° ZaeAUB f(CL) = ZaeA f(a) + ZbEB f(b), ClKOje ANB= @

Iokas. Wznoxuhemo camo nokas ocobune 1°; ocrane ocobuHe umajy
CIIMYaH I0Ka3.

S U@ +g@) = (3 (fala) +gala))
acA a€An
= <an Zgn >
a€An a€An
- (3 hio) (X min)
= Y f@+> gl
acA acA

OBaj kpaTak OCBPT Ha XHIEPKOHAYHE CKYIOBE 3aBpimmheMo ciemehmm
IIpUMepHuMa.

ITPUMEP 4.7. 1° Axo je H = (a,) GeckoHayaH mpupojaaH Opoj, Tama je
ckyn [0, H]«w = {0,1,2,..., H } xunepkoHauan CKyIl, jep UMamo Ja je
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0, H»\n = ({0,1,2,...,a, }). Y Ilpumepy 3.3. Bumenau cMo J1a je Kapau-
HaIHOCT OBOr ckyna 2%°, Vomuire, cBaky 6eCKOHAYAH HHTEPHANIAH CKYII MMa
Moh KOHTHHyYMa.

2° Axoje H = (a,) € *IN\ N, tana je xuitepkonaunu guckpeminu 6pemencku

1
unitiepean Ty = { 0, T 11— QE, 1 } xnnep;(onaqaﬂ CKyH KOju UMa
H + 1 enemenara (TH = <{ o,—,—,...,1——,1 }>>, jep je merosa
G G an,

UHTHEPHATHA KAPGUHATTHOCTH

yTHy:<H0,i,3,...,1—i,1}‘>:(an+1>:H+1.

an Qn Aan,

K
Kopucrehu 6ujekunjy ¢: [0, H]+wy — Ty narty ca ¢(K) = T
0 < K < H, namasumo za je card(Ty) = 280, 3a cBako r € [0, 1], mocroju

1<K<H St PP g t<5>_ -
< K < H maxso na je —— <7 < 7, 7. st (57 ) = r. Tlpewa Towe,

na . .
st: Ty — [0, 1], wro je u pasinor 360r kojer T 30BEMO XUIIEPKOHAUHH
JIMCKPETHH BPEMEHCKM MHTEPBAJL.

rae je

3° Axo umamo damumujy unpunuresnmana {xp |0 < k < H} koja je
XUIEPKOHAYHA, OH/IA je IbHX0BA apUTMETHUKA CPeIMHA (CyMa je XUTIEpKOHA-
unal) ﬁ -1, oy, Takohe muduunresnmana. 3aucra, 1(0) ca cBake 1Be
CBOje TauKe CAIPIKU ¥ CBe Tauke n3Mely X, a XUIIepKOHAYHA (haMIIja nMa
MakCUMyM U MUHUMYM, a je min{ 2 |0 < k < H} < ﬁ . ZkH:O T <
max{z,|0<k<H}.

axne, caku ckyn X u3 P(R) pamwmpumu cmo go *X O X. TlIpe-
cmukaBatbe X — *X je 1-1 m carmacHo ca WHKIY3UjOM M omepalryjama
Haja ckymoBuMa. OHO 4yBa, Kao MITO CMO BHJENH, HeKe OCOOMHE CKYMoBa,
penamnyja, oneparuja. [ToMohy * mmpe ce u CTPYKType MUPEHEM FBUXOBUX
CKYITOBa HOCAYa, penalnuja v onepanuja. Tako cMo o1 ToJba peaHux 6pojeBa
R, mo6unm neapxumencko mobe *R.

[MocMatpahemo cama ckymose y R¥, k > 1 mocMaTpameM BHXOBHX *—
CITHKa.

Crenenyjyhu R npuponnum 6pojem £ > 1 nobujamo KoMyTaTUBAH ype-
hen mpcren R*. Oneparmje n perammje y R* nedumcane cy mo xoopmu-
Hatama (TIpojexImje pry, . . . , pry crenena R ma R cy Mopdusmu cTpykType
R* na R). IMopenax y R¥ sanpxasa muore ocobune noperka 3 R. Taxo je,
na puMep, ckyn X C R¥ orpamimden 0103ro ako i camMo ako ¢y TAKBE CBE Hbe-
rose npojekiuje. Axko X numa cynpemym, onja je pr;(sup X) = sup pr; X 3a
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ce i < k. Jlujaromamno yranmame d: R — R, mato ca d(¢) = (§,€,...,€)
je Mmopomsam crpykrype R y R*. Cyxasamem muoxema y R ca RF x R”
na d(R) x RF, nobujamo MHOMKeHE CKANAPOM, OJXHOCHO MPECTHKABAbE
(&,2) = fx = (€x1,...,Ex;) ckyma R x R* y R*, a tume on R* no6u-
jamo BexTOpcku mpoctop. Takolje i mpeciukaBamwa ckyma RF y R¥ cy k—tu
JIEKapTOBCKHU CTeneHu ojrosapajyhux mpecinukasamwa ckyna R y R. Tako
je, Ha TpUMep, ancollyTHA BPEIHOCT ejeMeHTa & = (X1,...,T)) Oarta ca
2l = (1), 7).

IMonaszahu ox ranakcuje nyne y *R (v(0)), nepunnmmmo caraxcujy nyie
y *RF (+#(0)), a 3aTum u ramakcnjy 6mno xor = € *R¥:

0= (0, AM@) =z +4M0).

Enement = u3 *RF je konauan axo u camo axo = € v*(0); on je 6eckonauan
aKO ¥ CaMO aKO HUje KOHAYaH.

U3 oBux meduunnmja u ocoduna rajakcuje nyie vy *R, nobuja ce ma je
VE(x) = Hle v(pr; z), xao u ma je (y*(0),+,-,0,1) moTmpcTen mpcreHa
*R*. Axo cy x uy u3 v*(0), onna cy Ty u sup{ =, y }, xao u caxo z u3z *R”
ca ocobmuoM = < z < y. Kako je enement x u3 *R¥ xomauan axo u camo
aKo Cy KOHAYHE CBE HeroBe mpojekuuje (Hanase ce y [—n,n| 3a ueko n € IN)
u xako je *[—n, n]* = ([—n, n]-r)¥, To KoHauHo MMaMoO

(12) #0) =,

KopuihemeM oBe jeIHAKOCTH MOXKEMO Jla OIHUIIEMO OIPaHHYEHE CKYIIOBE
y R¥: Cxyn X C RF je orpannuen axo u camo axo je *X C 7¥(0) (ceu
eneMeHTH cKyma * X ¢y KOHA4YHH).

Koopmunatna Besa m3Mely orpanmdenoctn y R* u orpanmaenocrn y
R MoO’Ke ce mpuKasaTu TAKo MITO 3aMEHMMO HU3 HejeaHakoctu |z1| < n,

..o, lzk| < n nejennakomthy max(|z1), ..., |zk|) < n. Yuupopmna nopma
enementa r = (x1,...,r;) u3 R¥ je peanan 6poj
|z|| = max(|z1]|, |x2], ..., |zk])-

3a cee 7,y u3 R¥ u ¢ w3 R Baxar: ||z|| >0, ||z =0« = =0, ||¢x|| =
&b llll, llz+yll < llzll + [yl 0 < = <y = llzll < llyll, [zl [| = [|=]],
eyl <zl - lyll, ka0 m [[(1,..., )| = 1.

Mpeciukapame = — ||2|| ckyna RF y R nma *—mpormmperse, mpecimka-
Bame = — *||z|| = max(*|zy1|,...,*|zx|) ckyma *RF y *R, rae je *|x;
arcoJlyTHA BPEJHOCT eyieMenTa ; y *R u makcumywm ce tTakohe pauyna y *R.
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Ha 6u ce To yBHUIETO, TOBOJBHO je JOKA34THU JIa je *—Tpolipemhe OUHapHe
onepanuje (z,y) — max(x,y) ckyna R makcumym ypehenor napa u3 *RR,
mrro hemo u yaunntn. Axo cy x uy u3 RY, omna je 3a ceako n € IN,

Tn <Yn < max(Tp,Yn) = Yn
~ (max(a;, y))n = Un,

oJaxie 10061jaMo

max((zn), (Yn)) = (Yn) < (Tn) < (yn)
< <max(:z;,y)n> = <yn>
Kagje z € *RF un € NN, tana je ycnos x € *[—n,n]* exsupanentan ca
*llz]] < n, Te je x kKoHauaH ako U caMo axo je *||x|| konauan. Yecro hemo
nucatu ||z|| ymecro *||z||.

Crmnuno ramakcijama nocMmatpahemo monanme. Ilomasahm on Monane
uyne y *R (1(0)), nebunmmmmo monagy nyre y *RF (1*(0)), a 3atum u
MoHajy 6urno kor x € *R¥:

pF0) = (u(0))*,  pF(x) =2+ u*(0).

Enemenr x w3 *R* je 6ecronauno mam axo u camo axo z € u*(0).

U3 oBux geduuuimja u ocobuna monazme uyine y *R, mobuja ce ma je
ph(x) = H§=1 pu(pr; ), xao n ma je crpykrypa (u*(0),4,-,0,1) naean
npcrena (*RE | +,+,0,1). Axo cy = ny u3 p*(0), onna cy Ty m max{ z,y },
kao 1 caxo z m3 *RF ca ocobunom = < z < 1.

Kana je © € *R¥, Tana cy exsupanentau cienehu yenopu:

(1) emeMeHT x je OeCKOHAYHO MaJja;
(2) cBe mpojekIHje eneMeHTa T ¢y OeCKOHAYHO MaJle;

(3) ||z|| je Geckonauno mara.

W3 exBuBanentyje (1) u (3) modujamo
(13) ORI AN EEl
Te, Ha ocHOBY Teopeme 4.16. 3a ce X C RF Baxu

1 17k
1F(0) C*X  axo u camo axo [— -, —} C X szamekon € IN.
n’'n
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Axo je  # 0 m3 *R*, onna je ||z|| Geckomauno Mama ako M caMo ako
o1 ' x
je T =

Igd [l
*RF\ {0} (unBep3na cebu camoj) mpeciukaBa CKyIl OECKOHAUHO MAJIMX
pasmauTHX ox Hyne (y *IR¥) Ha ckyn 6eckonauno BeMKIX 1 06pHYTO.

0ecKOHAYHO BENMKa, 1a NepMyTanyja T — CKyma

T
el

Ha *R* yBoaumo u Gumapny penaunjy ~ (6eckonatuno 6aucko):
r~y akomcamoako 1z —y € u*(0).

VYcnosu

[ I a1 y,

e pr,x~pr;y3aceei=1,...,k u

o [[z—yl=0

cy Mebycobro exsusanentnn. Momohy | [|z|| — [ly[|| < || — y|| no6ujamo
nmauns x ~ycremn ||z|| ~ ||yl

BunapHa penanuja ~ (konauno Gaucko) ckyma *R* narta ca
T~y akomcamoako z—7y € *(0),

MMa cIndHe (IyaaHe) ocoOHHe.

Cmangapgnu (apxumegceku) geo Ha v*(0) medunnimeMo kao k—Ti aekap-
TOBCKH crerneH cranmapauaor aena va y(0) y *R:

sth: AR(0) = RE,  stF(xy, ..., 2p) = (stxy,...,stayg).

Tana je st’ mopdmsam ypehenor nperena (74(0),4+,-,0,1) y RF uuje je
jesrpo 1F(0), a unje HemokperHe Tauke unHe ckyn R”.

[Mocmarpane penanuje Ha *RF (6eckonauno Mao, 6eCKOHAYHO BEIMKO,
0eckOHAYHO OIMCKO, KOHAYHO) Cy, AaKie, Kk—TH IeKapTOBCKH CTETIEHH OJro-
Bapajyhnx perannja va *R. Caxo x m3J,~ ; *R" Hanasu ce TauHo y jenHoM
*R¥, ma hiemo y 3armcima *(0), 1*(0), st¥(0) yecto msocraBmath k.

3namo nma je y R mpowsson GeckoHayHO Maljle ¥ KOHAYHE BEJIMYUHE
oreT GeckoHauHo Mana. Ha muTame mTa ce 36uBa ca GeckOHAUYHUM (Be-
JMKUM ¥ MaiimM) ¥ IR mpy MHOXemyY, OITOBOP /1ajy aCHMITOTCKE pelanuje:
notunmbeH (<), cnmmyal (X) U 3aHeMapibuB (<). 3a pas3NuKy oI IPeTXo-
JTHUX, ACUMIITOTCKE peranuje <, < 1 < npoayxyjy ce (ca *IR) Ha unrtas ckyn
U2, *R™, xopucrehu yandopmuy HopMmy. Heka ¢y U y eneMeHTH CKyIia

U, *R" u to, Ha mpumep, = € *RF, y € *R.

n=1
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JEOUHULMIA 4.6. 1° x < y ako u camo ako 3a Heko & € v(0) Baxu ||z|| =
1€yll;

2° x < y ako u camo ako 3a Heko & € (0) \ p(0) Baxu ||z|| = ||Ey|[;

3° x < y ako u camo ako 3a ueko & € p(0) Baxu ||z|| = ||€y].

Bunnmo za enemenre z uy us |- ; *R™ acumrorcku ynopehyjemo tako
wro y *R ynopeljyjemo wuxoe yunbopmue Hopme. UnTaolly npemymramMmo
Jla ce yBepH Ja Cy OCHOBHA IIPaBUJIa aCUMIITOTCKOI padyHa Koja ce OJHOCe
Ha pelanyje <X, < u < (Buzgetu 1. rjiaBy) ouyBaHa.

4.3 Tonomnoruja HecTaHAapaHe NMpaBe

Kpennmo ox mouetnux omepanuja Amammse, sup u inf, xoje ce jaBibajy y
IeHOM 3acHuBamy y R.

Heka je X C R u neka mocroje ¢ = inf X ub =supX. Tamaaub
onpelyjy rpanuie 10 KOjux Mory jpohim tauke ckyna X, Tj. UMHE ,,JI0bY H
roprby FpaHuily EeroBOr IpocThpama y R. Hamase ce TaMo Tjie mpecTaje
ocobuna ,,outn y X tauke n3 R; nakie, Tamo rae 61 MOIJIO HEINTO 3aHUM-
JpUBO 1a ce noroau! OBe Tauke oapeljyjy HajMamU MHTEPBAJ KOJH CaIpiKH
ckyn X (kouBekcuu omorad ckyna X): Ja, b[U(X N{a,b}). pumerumo na
3aAC Rwua e R saxu:

(14) supA=a& (VWeR)[A<ysa<lyl.

Kakoje A<y Ve Az <yl -(Fre A x>yl wye >(A),
rre je >(A) 3acex penanuje > nyx ckyna A, umamo

supA=a & >(A)=>{a}
< *>(A)=">{a}), "> jepenanuja > na ‘R
& sup A =a.

Onrosapajyhe nyanno tBpheme 3a inf takohe Baxu jep cy crpykrype (R, <)
u (R, >) uzomopdue (nepmyranuja z — —x ckyna R je jenan uzomopduszam)
uinf(g <) X = sup(p >y X.

IMpumetnMo ma ce u3 mpasuwia sup A = a & >(A) = >({a}) naxo
nmob6uja crreneha ocobmna cynpemyma.

TEOPEMA 4.25. Hexkaje (A;)icr pamunuja neapasnux ckyiiosay P(R), (a;)icr
pamunja y R, sup A; = a;3ai € Tua € R. Taga je supJ;c; Ai = a &
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sup;ey a; = a, mj. suplJ;e; Ai = sup;er(sup A;), kaga wociwoju jegan og
08a géa cyipemyma.

Joxas. Jemnaxoct sup | J;c; Ai = sup{ a; |7 € I} nobujamo u3 nusa je-
mnaxoetn > (U;er 4i) = Ujer >(4i) = Uier >{ai}) =>{ai |iel})m

Orneparjom inf medunmcana je jenna ox nMpBuX (YHKIHja Y AHAIN3M.
Pacitiojare wiauke x € R og nenpasnor ckyia A C R je

(15) d(z,A) =inf{|x —a| |a€ A}.

3a pynxunjy dq: R — R, rneje) # A C R, naty cada(x) = d(z, A) Baxu:
1° da >0,
2 0 AACBCR=dy>dg,

3° dy,c;4; = infier da,, 3a cBaky hammnjy (A;)icr HENPa3HUX CKyIOBA
y P(R).

Ucrakunmo, npBo, OCHOBHE JECKPUIITUBHE OCOOMHE CKYNOBAa TOIOJIO-
IIKOT TIPOCTOpa TeHeprcaHor Metpukom d(x,y) = |x — y| peanne mpase
xopuctehu mputoMm jesuk moba *R. VYV mabem he € u & 6utH o3Hake 3a
TTO3UTUBHE peatHe Opojese.

Tauka a € R je agxepeniuna wauka ckyna A C R ako je ucrnymeHo
(Ve)(AN]a — €, a + €[# 0), wro je ekBUBaIEHTHO ca

(VnZl)(Aﬂ]a—%,a—F%[#@), n € IN.

CKyIl CBUX QJIXePEHTHHMX Tayaka cKyna A je agxepenyuja Win 3aiieoperse
ckyma A, y osnamm Cl A.

TEOPEMA 4.26. Ako je A C Rua € R, wmaga a € ClA ako u camo ako
*AN p(a) # 0.

1 1
Jokas. U3 Teopeme 4.14. n ycnosa (Vn > 1) (Aﬁ }a— —a+ —[ + (Z))

UMaMo 1 1
07, (anfa—at]) =

:*AﬁngI*}a—%,aA—%[ ="ANpu(a).
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Axojea € Cl A, onma a € v(0), u takohe v(0) = R + p(0), ma oryna

ANup(a) 20 & (FreA)z~a
& (Frxe™Any0)z=a
< aest(*An~v(0)),

noryna C1A =st(*AN~(0)), A CR.

Ckyn A C R je saiuisopen ako caapKu CBe CBOje aaxepenTHe Tauke (A O
Cl A) o je, 360or A C Cl A, exsuBanentno ca A = Cl A, ma umamo crenehy
KapakTepHu3alnjy 3aTBOPEHUX CKYITOBA.

TEOPEMA 4.27. Ckyii A C R je saimisopen axo u camo axo 3a ckyii A saswcu
Jegnarxocii A = st(* AN ~(0)).

Ckynt A C R je okomuna tauke a € R (a je ynympawrsa iwiauxka ckyna A)
aKo CaJpku 6ap jemaH OTBOPEH MHTEPBAJ KOJeM IPHIIAIa Ta4uKa @, OJHOCHO
nma crezehy ocobuny (3e)(Ja — e,a +[C A). Ca O, 03HAUABAMO CKYII
CBUX OKOJIMHA TaukKe a. Yuywpawrsociu ckymna A,y o3namm Int A, jecre ckyn
CBUX FETOBUX YHYTpAIIHUX Tauaka. Kaxo je

(Fe)(la—e,a+e[CA) & —(Ve)(la—e,a+e[NR\A)#0D)
< —(aeCl(R\ A))
< (" (R\A)ﬂu( ) #0)
& pla) C

toumamo Int A = R\ CL(R\ A), 7). R\ Int A=CI(R\ A) u

TEOPEMA 4.28. Ako je A C Rua € R, wwaga a € Int A ako u camo axo
wu(a) C *A.

Axo je a € R, onga

e AcO,NBeO,< ANBeQO,,
e Ac O, NACB= BeO,,

e )20, uR €O,

ma Buaumo aa je O, dpunrep Hag R.

Ckyn A C R je omiéopen axo je okoJMHA CBAKe CBOje TA4yKe, OJJHOCHO
A C Int A, mro je, 36or A D Int A, exBuBanentno ca A = Int A, ma umamo
cenehy kapakTepu3aiyjy OTBOPEHHX CKYIIOBa.
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TEOPEMA 4.29. Ckyia A C R je omsopen ako u camo ako A + 1(0) C *A.

Tauka anxepenimje u ckyrma A u ckyma R \ A je wauka pyba cxyna A.
CxyI cBUX OBaKBHX Tauaka je pyo ckyna A, y osnaum 3(A). Oryna umamo:

(16) a € B(A) & ANnpu(a) 70N CR\TA) N p(a) # 0,
Kao n

(17)  B(A) = st("AN7(0)) Nst(CR\ *4) N ~(0)), ACR.

Ckyn A C R je komitaxitian axo ce CBaK¥ OTBOPEHH MOKpUBay ckyma A
MOXe JIa peAyKyje Ha KoHauan norrnokpusau. C npyre crpane, ckyn A C R
je KoMITaKkTaH ako 3a Ma Kojy (GpaMuinjy 3aTBopeHux ckymosa { F;|i € I}
takBy na hammnmja { F; N A|i € I } uma 0coGuHY KOHAYHOT TIPECEKa, BAXKH
Nicr(Fi N A) # 0. Hecrangapany KapaKTepH3allijy KOMIAKTHHX CKYIIOBa
naje cmemehe TBpheme.

TEOPEMA 4.30. Ckyii A C R je komitaxitian axo u camo axo je *A C ~v(0) u
st(*A) = A

Jlokas. Heka je A C R xommakran ckyn. Ounrienso je *A C ~(0).
IMpernocraBumo st(*A) # A, 1j. ueka 3a Heko x € *A Baxu (Va € A)[x ¢
p(a)]. Tama 3a 6mio xoje a € A mocroju okomuna X, € O, TakBa jaa
x ¢ *X,. Tako nooujenu mokpusay { X, |a € A} ckyma A penykyjeMo Ha
koHauaH noanokpusad { Xg,,...,Xq, . M3 A C X, U---U X,, nvamo
*AC* X, U---U*X,,,aoryna z ¢ *A, mro je CynpoTHO MpPETIIOCTABIIIL.
Jaxie, 3 kommakTHocTH ckyna A ciean st(*A) = A.

Heka je { F;|i € I} ¢paMunuja 3aTBOpeHNX CKyNmoBa TakBa Ja (amu-
mja { F; N A|i € I} nma ocobuny konaunor npeceka. OBum 106ujamo aa
NictCFsN*A) # 0. Bax € (;e;*FiN*A) Bax: v € *Anx € *F; 3a
cBako 7 € I. Otyna, ako je a = st(z), onmaa € Aua € F;3acBakoi € [
jep cy ckynosu F; 3atBopenn (Teopema 4.27.), omgrocHo a € (), (FiNA). B

TToCNEANIA 4.1. Axo je A komitaxiuan iiogekyi og R, onga je A saitieopen.

Jlokas. Axo je A xommakran, onna A = st(*A) = st(*A N ~(0)), na
TBpheme cnemu npema Teopemu 4.27. ]

3a rauky x € *R xaxemo na je go-ciuangapgna axo nocroju a € R tako
nax € p(a). Ipema Tome, ckyim A C R je KoMIakTan ako ¥ caMo aKo Cy CBe
Tauke ckymna * A go-cranmapime.
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Basnu oTBopenn ckyrnosu y JlekaproBoM mpomssogy RF, k € IN cy
ckynoBu obmuka A = Ay X Ag X -+ X Ag, rae cy cBe npojekuuje pr; (A) =
A; C R otBopenu ckymou mpoctopa R. 3mamo ma 3a a, b € *R¥ paxu:

bepF(a) axxo pr;(b) € pu(pr;(a)) 3acsakoi=1,2,.... k.
Capia je 10ka3 nosnare TeopemMe Tuxonosa?) (KOHAuHA Bep3Mja) HEMOCPEIAH.

TEOPEMA 4.31. Ako ¢y ceu A; C R, ¢« = 1,2,...,k xomiaxiunu cKyiosu,
waga je u ckyi Hle A; C R* komiaximan.

Hoxaz. Hexa je x € *Aj X *Ag x --- X "Ai. Kaxo ¢y cBe Tauxe
pr;(x) = z; € *A; mo-cranmapiaHe, To 3a HeKO (jeIMHCTBEHO ojpeheHo)
a; € A; Baxn: x; € pu(a;), i = 1,2,..., k. Taga © € p(a), npu yemy je
a=(ay,ag,...,a) € A; X Ag X -+ X A, Tj. Tauka z je o-craHgapaHa. W

U ckynoBu y *RR koju Hucy npornmpermne ckynosa u3 R nMajy sannMibrse
TomoJonIke ocobune. Pa3MoTprMo M36M3a jeIHO TAKBO CBOJCTBO MHTEp-
Hajaux ckymnoBa. Ceakm omamajyhm nu3 Ag O A; O Ag O ... HenmpasHux
WHTEepHATHUX CKYIOBa MMa HelpasaH Mpecek (MPHUHIMUN wi—3acCHiieHOCTH),
IITO Ka0 3aHUMJBUBY TIOCTIEANIY naje cienche TBpheme.

TEOPEMA 4.32. Axo je A C v(0) uniiepnanan cxyi, waga je st(A) saimieopen
CKY.

Jokas. Axo st(A) Huje 3aTBOpEH CKyIL, Taaa MOCTOjU EJIEMEHT X CKyIa

Cl(st(A)) \ st(A) n younmo omamajyhn HU3 HHTEpHAIHUX CKYIOBa JaT ca
1

A, :Aﬁ{y € *IRHx—y[ < —},n > 1u Ag = A. Tloxaxumo aa je
n

A, # D3acBakon > 1. Uz z € Cl(st(A)) cnemn qa 3a ceakom € N, m > 1

nocroju r € st(A) rakso gaje |z —r| < p— Tana je

1
|z —a| <l|z—r|+|r—a < —+c¢,
m

1
raejer =st(a),a € Aue =~ 0, ogHocHo | — a| < —.
n

1
Bay € (ewAiBaxkny € Au |z —y| < >33 CBAKO N € IN. Orypna je

xRy, y € AT x € st(A), mTo je CyIpOTHO MPETIIOCTABIIH. [ |

Kopucrehu nperxonno, nodbuheMo jemno yommreme Teopeme 4.27.

2 Anapeit Hukonaesna Tuxonos (1906-1993)
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TEOPEMA 4.33. Ako je B C v(0) netipazan ciuangapgan ckyd, aga 6axcu ga
jest(*B) = C1B.

Jlokas. Crynst(*B) je3atBopen jep je * B untepuanan, naus B C st(*B)
cnemun C1 B C st(*B). C apyre crpane, ¢ ClB naje u(x) N*B = (), ma
x ¢ st(*B). Oryna jeust(*B) C ClB. ]

Unrepnanan ckyn A = (A,,) je oropen y *R = RN/D axo
{n € N|A, jeorBopen ckyny R} € D.

Wurepuanuu otBopen ckynosu y *R He najy romonorujy y *R, jep yuuja un-
TepHAJHUX OTBOPEHMX CKYIOBA HHje YBEK MHTEpHANIAH ckyrn. MehyruMm, *R
1 () cy MHTEpHATIHA OTBOPEHH CKYIIOBM, Ka0 M IIpeceK HeKa JBa MHTepHAIHA
oTBOpeHa ckyma. Crora, MHTEpHAJIHA OTBOpPEeHH CKynoBu y *R. unne 6azy
neke tononoryje y *R, 30Bemo je Q-Tomonoruja. 3Hauu, MocToje ¥ IOjMOBH
Kao 1mTo ¢y (Q-0TBOpeH cKyI, (J-3aTBOPEH CKyT, ()-MHTEpHOp, (J-3aTBOPETHE,
Q-py6 u camuHo. TTokaxnMo Ja ce Ha KOJEKIMjU UHTePHATHUX CKYIoBa y
*R 0BM 110jMOBH 1O1yAapajy ca paHUjUM.

TEOPEMA 4.34. Hexa je A C *R uniuepnanan cxyi. Taga, A je Q-ommigopen
aKo u camo aKo je omeopen.

Hokas. Axoje A C *R unTepHaman oTBOpeH cKyI, Taaa A mpumaga 6a3u
Q-ronosoruje y *R, na je Q-oTBOpeH.

Heka je A C *R unrepnanan u Q-orsopen ckymn. Tamaje A = |JI', e
je I' ckyn ¢cBMX MHTEPHAIIHNX OTBOPEHUX CKYIOBA CAAPXKaHWUX y A, KOju je u
cam unTepHanan. Ckyn A je oTBopeH, jep ce *-TpaHcepoM TBphema ,,yHuja
CKyIla OTBOPEHMX CKYIIOBA je OTBOPEH CKYIl 100Mja Ja yHUja HHTEPHAITHOT
CKyIla MHTEPHATHNX OTBOPEHUX CKYIOBA jeé OTBOPEH cKyn. Bwure peun o
*-Tpancepy he 6utu Ha cTpanu 213. [ |

Cmuno, untepHanan ckyn A C *R je ()-3aTBopeH ako M caMo ako je
3atBopeH. [lasbe, (Q-3aTBOpeme nHTepHanaHor ckyma A C *R, na mpumep
CKyII B, KapaKTepHullle ce Ka0 KOMIUIEMEHT VHHUje CBUX HHTEPHAIHUX OTBOPE-
Hux ckymoBa aucjyukTaux ca A. U3 Teopeme 4.34. cnequ na je B = Cl A.
Cinuno ce Int A u 5(A) noknamnajy ca leroBUM (Q-MHTEPHOPOM U Q-pyOOM.

UnTepHaan oTBOpeH CKyIl obymka { ¢ € *R‘ lp — q| < r}, 3a nexo
p € *Rur € *R™, jecte omsopena kyznay *R. CTora, CKyIl CBHX OTBOPEHHX
Ky[JIM MOKeMo y3etu 3a 6a3y (Q-tomosoruje y *R. Ckyn B C *RR 30Bemo
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S-xyzna axo nocroju p € *R u crangapano r € R (mamemo B = S(p, 7))
TaKo Ja je
B = {qE*IR‘ stlp—ql <r}.

Tomomorujy y *R unjy 6a3y unne S-kyrie 30BeMo S-TOMoornja. 3Hauu, mno-
CTOje ¥ TIOJMOBH Kao IITO ¢y S-0TBOPEH CKYI, S-3aTBOPEH CKYII, S-UHTepHOpP,
S-3aTBOpeme, S-pyd u cmuuno. QuurirenHo je S-0TBOPEH CKyI 1 (J-OTBOPEH,
ma je Q-romonoryja y *R ¢unuja ox S-tomomoruje.

CBaka MOHAJIa je YVHHja CBHX OTBOPEHHX KyIJIH Koje canpxku. Crora je
cBaka MOHaJa (Q-OTBOPEH CKYIIL.

TEOPEMA 4.35. 3a p € *R saocu p(p) = (\Z, 2ge je E ckyii ceux S-kyenu
Koje cagpace MoHaqy maqKe p.

Jlokas. Axo q € pu(p) u B € Z, tama st|p —q| = 0, ma ¢ € B. Axo
q ¢ 1(p), Tana je st [p — g = ro > 0,ma g ¢ S(p,ro). u

S-uHTEpHOp HekOT MHTepHANHOT ckyma y *R omwmcan je ma cmemehun
HAYHH.

TEOPEMA 4.36. Hexa je A C *R unitiepnanan ckyi. Taga p dpuitaga S-
unitiepuopy cxyita A axo u camo axo p(p) C A.

Mokaz. Axo Tauka p mpunaga S-WHTEPHOPY CKyma A, Tama 3a HEKO
cragmapano r > 0 Baxu S(p,r) C A. U3 u(p) C S(p,r) cnemn pu(p) C A.

Hexka je A vHTepHAIAH CKYIT KOJM CaIp>KM MOHaIy Tauke p. Taga WHTEP-
HaJaH CKyI

C’:{ne*]l\T’(Vq)(|p—q|<%:>q€A)}

caZpKu cBe OecKkoHaYHe TIPUPOIHE OpojeBe, Ima caapKy U HeK¥ KOHavaH, Ha

1
npumep n. U3 .S (p, ﬁ) C A cienm na p mpunaga S-untepuopy ckyma A. W

CnuHo Cy OnmUcann S-3aTBOPEHE U S-pyd HHTEPHAITHOT CKYTIA.
TEOPEMA 4.37. Hexa je A C *R uniniepnanan cxyi. Taga
(a) S-samsopere cxyia Aje {p € *R ‘ pp) NA#D}

(6) S-py6 cxyia Aje {p e *R|ulp)NA#0D u p(p) N ("R\A) #0}.
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Tanakcuje y *R cy nmpumep ckynosa Koju ¢y S-0TBOPEHH, I UCTO TAKO
u S-3aTBOpenH. 3amcra, axko je y = 7y(a) ranaxkcuja y *RR, Tana u3 jennaxoctu
v = Upe, S(p; 1) cnemm na je ranakcuja S-otsopen ckyn. Ckynm “R \ v je
yHHja CBUX APYIMX rajakcuja, na je S-orBopen. Crora, 7y je u S-3aTBOpeH
CKYIL



I'naBa s

Moneau

V J1ajOHUIIOBO] aHAIM3HU YBOIU CE CUCTEM OpOjeBa ca UCTUM OCOOMHAMAa Kao 1
KITACHYHM CHCTeM OpojeBa, ATl TAKO Ja CAIPKK AKTyelTHe 6eCKOHAYHO MaJie 1
OeckonayHo Benmuke BenmnunHe. C apyre cTpaHe peajHu OpOjeBH OUUTIICTHO
HeMajy TO CBOjCTBO JlajOHHMITOBE eKCTeH3Hje, IITO JOBOIU IO CBOjEBPCHOT
napajokca. Crora ce anasmza XVII u XVIII Bexa cmarpa, y oapeljeHoM
CMMCITY, TPOTHBPEUHOM.

CaBpeMeHa MaTeMaTHYKa JIOTHKa, TOoceGHO jemHa FheHa AMCIUILINHA,
TeopHja MoJesIa, pa3peliaBa oBaj mapagaokc, oapehyjyhu dopmanan je3nk ca
0COOUMHOM J1a CBOJCTBA U3pa3uBa y TOM je3UKy Bake 3a 0OMUHe GpojeBe ako
1 caMo ako Baxe y JIajOHMITOBOj €KCTEH3UjU—HECTAHAAPIHOM TIPOIIUPEHY
peamnux 6pojeBa. CBOJCTBO MOCENOBAMA MO3UTUBHE MH(UHUTE3NMATIE HUje
M3pa3uBO Y OBOM je3UKY, JIaKiie TapaJoKkca Hema.

V okBHUpY TeopHje MojieNa pa3MaTpajy ce yoOndajeHe MaTeMaTHIKe CTPY-
kType. AbGenmoBe rpyme, ypeheHa mosba, CTpyKTypa MpupogHuXx OpojeBa jecy
MIpUMepH CTPYKTYpa KOje ce MpoydaBajy cpelcTBuMa Teopuje Mmozena. Kao
mTo je Beh pedeHo, n3pa3uTo BaXHY YJIOTY Yy TUM pa3MaTpamuMa uMa ¢Gop-
MaJlaH je3UK KOjUM Ce Iperu3rpa CKyn cuMO0Ia 1 IpaBuila Ha OCHOBY KOJUX
ce narpaljyjy peuenure. [ TaBHU pasmor 3a yBoljewe pedeHuIa u popmyna je
Jla ce ’bMa MOTY OTTHCaTH CBOjCTBa Mojena. OTyaa HHje 9yJHO J1a CBOjCTBA
Mojiena 4ecTo jecy MOCIeAuIle CTPYKType ofpeljeHnxX peueHwna MM HEKUX
TeopeMa Koje ce OJIHOCE Ha HEeKaKBe CKyNoBe peueHuIia. Takse lokaze oHaa
HAa3WBaMO MOge/-illeopeiticKuM.

W3rpamma je3nka v mpuapyXeHuX mojMoBa ((popmyire, peueHUIle, TOKa3H,
Teopuje UTH.) criafga y cuHTakcy. Cemantuka ofpelyje 3Hauema, HauMe Jie-
unuie ce 6a3HM M0OjaM perayuja 3ago6o.berba Koja Kasyje Kojy o TOTHIKIX

87
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BPEIHOCTH HiauHo, HelliauHo jeTHA pedueHnIa Jobuja y HekoM Mozeny. Teopuja
MOJIENTa je TIoYesia 1a Ce U3/IBaja y TOCeOHy JUCITUIUINHY MATEMATHUKE JIOTHKE
30—THX TOIMHA IPOIIIOT BeKa, Ipe CBera 3axBabyjyhu pagosuma Tapckor!,
Cxonema, Tenena?, Massuesa®, Mocrosekor?, Bora®), Xenkuna®, Kuce-
pa’? u apyrux.

5.1 Mogenu u je3uk

CHHOHUM 3a MOJIeT je OTNepaInjcKo-penanujcka cTpykrypa. HaBognMo Heke
TpuMepe MoJena:

() M= (N,+,-,<,0,1) cucrem npupoanux 6pojesa,

2) R=(R,+,-,<,0,1) ypeheno nosbe peannux 6pojesa,

4) PX)=(P(X),n,U,%,C,0,X) mnome ckynosa Hag X,

(
(

(3) B = (B,A,V,’,<,0,1) Bynosa anrebpa,
) =

(5) & =(

G,H,-,~',1) rpyna ca HopmamHom noarpynom H,

(6) Ry = (R, €,(,)), tmeje Rp =0, Rpy1 = R, UP(R,) 3a cBakn
npupopan 6poj n, R, = J,, Rn, € CKyIIOBHA penaiyja npuajama u
(z,y) ={{z},{2,y}} onepaumja cxyna R..

I'maBHM mojaM TeopHje Moena je, HapaBHO, MOJIEN.

JEOUHULIWIA 5.1. Mogen je cBaka crpyktypa A = (A, R, F,C) rne je A
HelpasaH CKyI, /R CKyI HeKHX pelandja udju je mqoMeH ckym A, F je
bamumja Hekux onepaipja ckyna A u, Hajzaz, C je CKyIl KOHCTAHTH JOMeHa
A. JTaxie,

e akoje R € R,tanazanexuk € N, R C A* 1j. Rje k-apna penauuja
ckyma A. IMumewmo ar(R) = k;

" Alfred Tarski (1901-1983)

P Kurt Godel (1906-1978)

3 Anaronuit iBanosuu Mansies (1909-1967)
# Andrzej Mostowski (1913-1975)

% Robert Lawson Vaught (1926-2002)

® Leon Albert Henkin (1921-2006)

" Howard Jerome Keisler (1936 )



TJIABA 5. MOJEJIN 89

e akoje F € F,tamasanexu k € N, F: A¥ — A, 1j. F je onepauuja
nyxune k ckyna A. TTumemo, Takobe, ar(F') = k.

e Hajzan, C C A. 3aceC,ar(c) =0.
YV mpumepy (1) R = {<}, F ={+,-}, C={0,1}, ar(<

{
ar(+) = ar(:) = 2. Yopumepy 5) R ={H}, F={-,71}, C=
ar(H) = 1,ar(-) =2, ar("1) = 1.

b

2
1},

—

Axo je R penammja ckyna A gyxune k v a1, ..., ar € A, yMecTo o3HaKe
(a1,...,ar) € R numemo u R(aq,...,ax). 3a moxene ce Takohe kopucre
OBe O3HaKe:

A= (A, R, Fj,ap)icr jeskek,

a ykomko cy I, J, K xonaunu (nmpeGpojuBH) CKYIIOBM OHJIa MOJIEN O3HAYa-
BaMO OBAKO:

A= (A, Ry,...,Ri, Fo,...,Fn,a0,...,a,),

OIHOCHO
Ql::L4rR0%R1,..,Eb,ﬁﬁ,”.,ag,ah...)

CBaky Moz je MOJIeN HeKOT je3nka. Hanme, 3HavajHM AeT0BM MaTeMa-
THKE MOTY Ce PeKOHCTPYHCATH y OKBUPY TAKO3BAHOT MPEIUKATCKOT padyHa
MPBOT pefa. YOoOWYajeHO MaTEMATUYKO PE30HOBAKE M3 PATHE MaTEMATHKE
OOMYHO ce OJTHOCH Ha HeKaKaB CKyn objekata F. Y aHamm3m ocoOWHa WH-
nuBuaya u3 F jaBibajy ce peueHuile Koje uMmajy cnenuduyad ooiuk. Jeman
on Hajuemhux BHOBA jecTe pedyeHUIa OOIMKa ,,x MMa cBojcTBo P, rie ce
P na nekn nauvn omnocu Ha E. Osa peuenunna ce xpahe 3anucyje P(z),
Uy TAKBOM KOHTEKCTY CJIOBO P HA3UBAMO UpequKaiicKum T PelayujcKum
cumbojiom. HapaBHO, HekM petalivjcku 3HaK P ¢e MOXKe OHOCUTH Ha BHIIIC
WHANBHJIYA, IITO ce OHza 3anucyje ca P(x1,...,xy,). Ocum oBux cumborna
KOPUCTE Ce U (hyHKyujcKuy 3HATN ¥ 3HATIN KOHCTHAHATTA, KOJY IMAajy OUNTIIETHA
3Hauema. YNpaBo OBHM MOjMOBH onpel)yjy 1 caM mojam je3nka nmpennKkaTcKor
padyHa IpBOT pena, ynjy GopMaiHy JehIHAIN]Y caaa HaBOIUMO.

Otiepayujcko-penrayujcku jesux, WA je3uk UpequkaitickoZ pavyyHa upeos
peqga, jecre cBaku ckym L, rae

L = RelUFunU Const .

ITpu tome, Rel, Fun, Const ¢y y mapoBuMa IUCJYHKTHH CKYIIOBU U (360T
JEMMHCTBEHOCTH YHMTama (popMylra) MPETIOCTaB/ba CE Aa HU jeJaH WIaH u3
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L uuje xonauan Hu3 Hekux eineMeHata. Emementu R € Rel, F € Fun,
c € Const, ce pemoM Ha3MBajy PeIALNjCKUM 3HAKOM, (DYHKIIMJCKUM 3HAKOM,
CHMOOIIOM KOHCTaHTe je3nka L. dyHKIwmja

ar: RelUFun — IN

je dpynkimja apaoctu. Ykomuko S € Rel U Fun u Baxu ar(S) = k, onna ce
Kaxke 1a je S cumbGor ayxuue k.

Heka je A nenpasan ckyn. Huimiepupeiiayuja jesuka L y nomen A je
CBaKo IpecivkaBame J ca 1oMeHOM L Koje CBAKOM pealMjcKoM 3Haky R
jesuka L npunpyxyje pernannjy J(R) ckynma A, cBakoM (QpyHKIMCKOM 3HAKY
F jesuxa L jenny onepauujy J(F') ckyna A, u cBakom cuMG0I1y KOHCTAHTE ¢
jeman enement J(c) ckyma A. Ilpu tome, 3a S € Fun U Rel Baxu jemnakoct
ar(J(S)) = ar(S). Mogen jesuka L je cBaku map (A, J), tne A # O u J
je unrepnperanuja jesuka L y nomen A. Vmecro (A, J) uenihe ce kopuctu

O3HaKa

(A’ J<R)’ J<F)’ J(C))ReRel,FeFun,CGConst’

mITo oarosapa mojMy moneia y Hepunummju 5.1. Axo je A = (A, J) moaen
jesuka L, 3a S € L xopuctu ce Takohe osmaxa S¥. Jlakme, S* = J(S).

ITPUMEP 5.1. 1° Hekaje L = {+,-,<,0,1}, Rel = { <}, Fun = {+,- },
Const = {0,1}, ar(<) = 2, ar(+) = ar(-) = 2. Taga cy 9N, R Mozmenn
jesuka L.

2° Hekaje L' = LU{’'}, Ljexaoy1°u’ € Fun, ar(') = 1. Tana je caxa
Bynosa anre6pa monen jesuka L.

Hexka cy L, L jesumy u neka je L C L'. Tapma ce L nasuBa pegykitiom
jesuka L', a L exciiansujom jesnka L. Y nocieameM IpUMepPy UMaMO CI1ydaj
PEeIYKTa OTHOCHO EKCITAH3Mje Je3UKA.

Axo je L penykr jesuxa L' u axo cy 2, A" penom monenn jesuxa L, L',
onya ce Mojen 2l Hazusa pexykroM Mojena 2, mox ce 2’ nasua excrianzujom
mozena A. Vkomuko je Rel, = Rely, u Funy = Funy/, onga je L' npocra
ekcransmja jesuka L, nok je 2 mpocra excransuja Momena 2. Axo mmamo
najeS € L'\ L, tana 3a S xaxkeMo 1a je Ho6u 3nax jesuka L.

Vo6ynyhe crnosa 2, ‘B, €, ... KOPUCTUMO KAa0 O3HaKe 3a Mojese, TOK ca
A, B,C,... 03HauaBaMO HUXOBE JOMEHE.

JEOUHULIWIA 5.2. Hexka cy 2, B mozaenu jesuka L. Mogen B je moamonen
Monena A akoucamoako B C Awn
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e 3a R Rel, R®=R¥NDBF, k = ar(R);
esaFcFun, FP=F*|B* k=ar(F);

b

e 3acc Const, ¢®=c%

Axo je B moamomen moaena 2, xopuctu ce o3Haka B C 2 Axo je
B C A, taga mocroju HajBuIIe jenaH noamoen Moaena 2 ca momenom B,
Te ce M3 TOT pasiora ymecro ,,B je moamozen ox 2l mume Taxohe ,,B je
noamoen ox 2A”.

TTPUMEP 5.2. OBaj mpuMep 6uhe o HApOUYNTE BAXKHOCTH Y pa3MATparmby M
M3rpambi HECTAHAAPIHOT YHUBEp3yMa aHajim3e. CBaKOM HENpPa3HOM CKYITy
A mpunpy e je je3uk Tor JoMeHa, o3HaueH ca L 4. Axo je R k-apHa penaimja
ckyma A, taga je R k-apuu penarmjcku 3uak jesuka L 4. Cumbon R nazusa
ce umenom penanuje R. Cmuuno, axo je F' omeparmja ayxuHde k ckyma A,
taga je I ume pynkumje F'u F' € L4. Axo je a € A, Tana je a nMe erreMenTa
ana € L. Ilyna excianzuja ckyna A je Mmomen

Aﬁ = (A,R,]:,C),

rze je R ckyn cBux penaumja ckyna A, F je ckyn cBux onepaumja ckyna A,
v Hajsan C = A. Tana je ounrnenno A? monen jesnka L 4. TTpnvernmo 1a je
saSeRUFUC, SV =5.

MHoTH TT0jMOBH U3 aJIredpe MMajy CBOj TaHIaH y Teopuju Moaena. To ce
Ipe cBera OJHOCH Ha pasHe BpCTe ,Mopduzama’.

JEOUHULIMIA 5.3. Hexka cy 2, B momenu jesuka Lu f: A — B. TIpecnuka-
Bambe f je xomoMopduzam Mozerna A y Moen B ako U caMo aKko

e us R¥(ay,...,a;) cnemn R®(f(ar),..., f(ax)), 3a ceako R € Rel

IyXwuHe k v CBE a1, ...,a € A;
. f(Fm(al,...,ak)) = F%(f(al),...,f(ak)), 3a cBako F' € Fun ny-
xuHe k, U CBE a1,...,a; € A;

o f(c¥) = c®, 3acrako c € Const.

Osnaka f: 2 — ‘B spaun na je f xomomopdmsam u3 2A y B. Axo je f
1-1 (na) npecavkaBame, onma ce f HaswBa yiliailarbem (HaG—XOMOMOpPGhI3aM
uny enuMopduzam). Axo je f 1-1 u na—xomomopduzam, Taga ce f Ha3uBa
n30MOPHU3MOM, U Y TAKBOM CIly4ajy ce KopucTu o3Haka f: A =~ B wim
f:A =5 B, Axoje f: A = A, tama ce f HasuBa ayToMopdhUIMOM
Mmozena .
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ITPUMEP 5.3. 1° Axko Baxu 1a je B C 2 Tajga je HHKIY3HOHO IIPECITHKABAIE
f:B— A, naroca f(b) =bszabe B, yraname.

2° Axo je K ypeheno mose, Taga je st: Ky — R xomoMopduzam npcrena
Kisn y ypelieno nosee peanmnux opojesa R.

Xomomopduzam f: A — B je jax ykonmko 3a cBe R € Rel nyxwune k, 3a
cBeay,...,a; € A, R¥ay,...,a;) akko R®(f(a1),. .., flax)).

ITPUMEP 5.4. Axo je K neapxumesicko nosbe, npeciukasamwe st: K g, — R
HHje jak XoMoMopdmu3am, jep3a a, b € Kgy, st(a) < st(b) Huje ekBuBaIEHTHO
ca a < b (jep Mmoxe OuTH @ ~ b).

5.2 ®opmyae

[MpunmkoMm aHanmM3e 0COOWHA WMHIWBUAya M3 HEKOT JoMeHa [ yoOudajeHo
je ma ce hopMupajy CIOKeHH MCKa3u Kao mro cy ,,P(z) nosmaun Q(x)”,
wn ,,uuje P(x)”, tie cy P, () HeKu NpeauKaTcKu CUMOOM. VY U3Tpaiby
CIIO)KEHMX MICKA3a HAPOYNTO BAXKHY YJIIOTY UMA]y J10ZuuKu gesnuyu (He, u, ui,
aKo ... OHgA . .., KO U camo ako) N KBaHTHGUKaTopH (ceaxu, neku). OcuM
Tora, BehmHa MaTeMaTUYKUX TEOPHja CaAPKU KOHIIENT jeIHaKOCTH. Tako,
WCKa3 BUAA T = Y Kasyje Ja MPOMEHJbUBE X, Y O3HAUYABA]y UCTH MAaTEMATHUKH
00jext. OTyna nmpousmiiasze pa3Ha CBOJCTBA JEAHAKOCTU O KOJUX j& CBAKAKO
HajBaXXHUja MOTYRHOCT 3aMeHe CBAKOT TOjaBJbUBama X ca Y (YKOIHMKO je
T = Y) C TUM J1a ce IOTMYKA BPETHOCT MOJIa3HOT UcKa3a He Mema. Ca oBoM
MOTHBAIIjOM AajeMo popMainy nehuHUIINjy GopMyIe.
VY usrpaawmu hopmylia mpeMKATCKOr padyyHa IpBor pena jesuka L nopen

cumboa u3 L yuectByjy Takole crenehivt TOTMYKY 3HALIN:

nomohnu 3namm: ), ,, ( Tj. 3arpane u 3apes;

MPOMEHJBUBE:  VQ, U1, V2, . . .}

JTOTUYKM Besnuim: A (n), V (umm), — (He), = (axo ... oHma...), < (ako
1 caMo aKo);

kBaHnTH(duKaTopu: V (3a cBakm), 3 (3a HekH);
3HaK jeAHAKOCTH: = .

Ipernocraeiba ce na L He caapxu tornuke 3Hake. Tpeba pa3mkoBaTi
JIOTMYKHM 3HAK ,, = ~ OJ OOMYHE jeMHAKOCTH (Tj. MeTajeqHAKOCTH). 3aTo
. o
METajeTHAKOCT IMTOHEKa I 03HAUaBaAMO Ca = .
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HajjennocraBanje hopmyite m3rpalere cy on tepama. Jlepunurmmja Tepma
jesuka L je unayktuBHa. Heka je Var ckyn CBUX NPOMEHJBMBHX M HEKa je
L = Rel;, UFun;, U Consty,. Tama

e Termy (0) = Var U Constp,
e 3aceaku n € IN, Termy,(n + 1) = Termy,(n)U
U{ F(t1,...,t,) | F € Fung,ar(F) = k,t1,...,t, € Termp(n) },

o Termy, = |J,,cpy Termy (n).

JAEOUHULIWIA 5.4. Hu3 ¢ cumbona je3uka L v JIOrMUYKKUX 3HAKOBA je TEPM
jesuka L ako u camo ako t € Termy,.

Haxime, Termy, je ckym cBuX TepaMma je3uka L. Behnna cBojcTaBa Tepama
JIoKa3yje ce MHAYKIHjOM IO CloXeHOCTH Tepma. CIIOXKEeHOCT TepMa je mpe-
cinukaBame sl: Termy — N, takBo ga 3a t € Termy, Baxn

sl(t) =n axko t € Termp(n)\ Termp(n—1) wm n =0.

Axo je sl(t) = n, Taga je n cioxenoct tepMa t. DOyHKLIMjA CIOKEHOCTH
TepMa je 106po nedunucana ¢ 063upoM Ha cienehu uckas.

TEOPEMA 5.1. (O JEZIMHCTBEHOCTU YATAMA TEPMA) 3a céakut € Termp,
cnoxcenocimiu 1 > 0 docimioju jequuciisenu k € W, jequncitisenu F' € Funp,
gyarcune k, u jequucisenu ty, . . .ty € Termy, wmaxkeu gat = F(t1,. .., tx).

Tepw™m t jesuka L je zaiticopen YKOMUKO T He caapKU MMpoMeHJbUBe. Aitio-
muune gpopmyne ¢y enementn ckyna Atp, rne u = v € Aty mu,v € Termyp,
kaou R(t1,...,tx) € Aty 3a R € Relp, ar(R) = kwuty,...,t; € Termp.

Hedunvnuja popmyina jesuka L je Takohe MHIyKTUBHA!
e Fory(0) = Aty,
e 3aceakun € IN, ako ¢, ¥ € Forp(n), Tana
0, e AN, Vb, o = 1,0 &, Yo, Juip € Forp(n + 1),

e Fory = U, Forr(n).

JAEOVUHHULIMIA 5.5. Hu3 cumbona ¢ jesmka L ¥ JTOTHYKHX 3HaKOBa je dop-
Mmyna je3uka L ako u camo ako ¢ € Fory,.
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IIpema tome, Fory je ckym cBux dopmyna jesmka L. IlpecnukaBame
sl: For, — NN, rze je 3a ¢ € Fory, sl(y) najmawu npupogan 6poj n Takas
na ¢ € Forp(n), HasuBa ce QyHKuujom cioxeHoctu ¢popmyna. Kao u xon
TepaMa BaXxu oroBapajyha TeopeMa o jeIMHCTBEHOCTH YuTarmba (hopMyla.

Y6ynyhe nmpernocraBbaMo yoOmdajeHy KOHBEHIIN]Y O Opricamy 3arpaaa
u kpahum 3anucuma. Ha npumep,

CLAP2 A Aoy, CTOjH YMECTO (i A (@2 A ANpp)...)),
Vrixo...Tne CTOjU YMECTO VaiVas .. Ve, 0.

CBako TOjaBJbUBAE TPOMEHJBUBE v; ¥ hopMmynH ¢ je cI1000aHO WK
Be3aHo. [lojaBibUBame MPOMEHIBYBE V; ¥ (DOPMYIH ¢ je 6€3aHO YKOIUKO
j€& v; MO IejCTBOM KBAaHTHU(UKATOPA, Tj. (HopMyla ¢ caapxu moahopMyiry
obmuka Vv;y wnu Jv;p. IlojaBbuBambe MPOMEHBbUBE v; V (GOPMYIH ¢ je
cmoboHo ako Huje BesaHo. KaxkeMo Takohe a je mpoMeHspbrBa v; Cl1o00IHA
3a ¢ YKOJHKO v; MMa cII000IHO TI0jaBJbUBAKE Y .

Heka cy z1,29,..., %, Heke npoMmenbuBe. Axo je t € Termy, tama
t(xy,...,x,) O3HAUYABA JIa CY CBE IIPOMEHJbUBE TepMa ¢ HEKE OJT IIPOMEHIbH-
BHX X1, ...,Zn. AKo je ¢ € Forp, tama sanucom o(z1, .. ., T, ) 03HAYABAMO
Jla IPOMEHJBHBE KOje MMajy CII0O0THO T0jaBIbUBAILE Y (0 jeCy HEKe 01 TPOMeH-
JBUBUX T1,...,Tn. Y JHaJbEM TEKCTY NMPETIOCTAB/HAMO OCHOBHE UUHLEHUIIE O
JI0cajl yBEICHUM MTOjMOBMMA Y BE3M C JE3UKOM, Ka0 M O HEKMM pajIiaMa, Ha
TIpUMeEp O CYTICTUTYITU]HU TPOMEHIBUBE TEPMOM Y HEKO]j (hOPMYITH.

Peuenuya, v saimicopena gopmyaa, je3uka L je caka dopmyiia jesnka
L xoja He cagpxxu crnoboane npoMensbuBe. CKyIT CBUX pedeHHIa jeanka L
o3nauasahemo ca Senty,.

Teopuja jesnka L je cBaxu ckyn 1’ pedennna jesnka L. Axo je T Teopuja
jesuxka L u ¢ € T, tama ce ¢ HasuBa axcuomom teopuje 1. Axcuome
Teopuje ]’ yecto ce 3a/1ajy hopMyIama ca HEKUM cJI000THUM MTPOMEHIbUBUAMA.
Tanga nox akcnoMoM Tpeba MmoApa3yMeBaTH YHUBEP3aJIHO 3aTBOpEHe (op-
Myie ¢. TToJceTIMO ce Ja je YHUBEP3aTHO 3aTBOpemhe POpMYIIe ¢ pedeHuIa
Var ... xpp(x, ... Tp).

Teopuja T je kominemina yKOINKO 34 CBAKY peUeHUIy ¢ jeauka L Baxu
peTum~peT.

I[TPUMEP 5.5. @opmanna apuiliveiliuka je TeOpHja MPBOT peaa U OJTHOCH Ce Ha
crpykTypy npupoauux 6pojesa 91 = (IN, +, -7, 0) ( je pynxunja nacnennux).
Jesux ose teopuje je L = {+,-,/,0}, rne cy + u - 1BOMECHU OTepanMjcKu
3Hany, ' je yHapHHU omnepanujcky 3Hak 1 0 je cuMOOII KOHCTaHTe. AKCHOME
OBE TeopHje Cy
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o 0+, 0 nema dpemixogruKa,
o=y ==y, ! je 1-1 apecnuxasarve,
e r+0=uz,

z+y =(x+vy), UHGYKTIUGHA gedpunuyuja 3a + ,
e z-0=0,

x-y =x-y+uz, UHGYKITIUGHA geuruyuja 3a -,
. (zp(O, V1, .oy ) A Voo (Y(vo, v1, ...y 0n) = (vo', 01, .. ,vn))) =

= Yoo (v, U1, - .., Up).

IMocnenma akcnoma (ITo3HaTa kao cxema MHAYKIWjE) je oapelhena 3a cBaky
bopmyny ¥(vg, v1,...,v,) jesuka L, Tae vp HeMa Be3aHa IOjaBIbUBAMA Y
1. Jlakje oBa Teopuja, 03HaunMoO je ca P, nmMa GecKOHauYHO MHOTO aKCH-
oMa. TT03HATO je MHOTO 3aHUMJBHBHX PE3yJITATA Y BE3U CA OBOM TEOPHjOM.
CrioMeHnMO jefan o wux: P Huje koMIUieTHa TeopHja, HUTHU je TO OMIIO0
KOje leHO KOHAYHO MPOIINpEhe.

5.3 Penanuja 3a10Bo/bemba

Jlormuka BpemHocT opmyiie ¢ y Moxeny 2 mocrtaje oapeheHa Tek yko-
JMKO Cy onpehieHe BpeIHOCTH yuecTBYjyhHX MpoMeHJbMBHX. Bamyammje cy
(dyHKIIMje KojuMa ce ToAebYjy BpeIHOCTH IpoMeHbuBIMa. Heka je Var =
{vo, v1, v, ...} ckyn mpoMensbUBHX U HeKa je A HempaszaH CKyIL.

JEOMHULIMIA 5.6. Banyanuja momena A je cBako IpeciuKaBame o: var —
A,

Axo 3a 0: Var — A Baxu o(v;) = a;, i € N, numemo 0 = (a;)ien.
U3 tor pasnora, AN je ckym cBux Bamyammja momena A. JledHHMIIIMO
BpezHocT 1% [0] Tepma t y Moaeny 2 3a Banyauujy o KopucTehy HHIYKTHBHY
neUHUIIN]Y TepMa.

Hexa je A momen jesuka L, t € Termp no € AN, 0 = (a;)ien. Axo je
sl(t) = 0, Tama
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o o] =a; sat=u,
o t o] =c* 3at=c, ce Consty.

Axojesl(t) >0, k € N, F € Funy, nyxune k, ti,...,t; € Termy taksu
nat= F(t,...,t), Tana

o o] = F*(t}o],...,t}[0]).

U3 nepunmimje t¥[o] caemyu na oBa BPEAHOCT 3aBUCH jeMHO O Bpe-
JTHOCTH y4ecTBYjyhnX MpOMeHJBbMBHX y ¢, Jakie OJ] HEeKOT IOYeTHOT Jelia
ao,ai,. . ., a, sanyamuje o. M3 Tor pasnora ymecro t*[o] mumemo Taxohe
t*ag, at, . .., an).

LlenTpanau mojaM TeopHje Moiea je peralmja 3a10BoJbeba, Kojy je yBeo
Tapcku. OBoM penanujoM ce TehUHUIIE HICTUHUTOCT WIN BaXeme GopMyIie
@ y Mogery 2 ykomuko cy oapeljeHe BpeTHOCTH y4ecTBYjyhuX MpOMeHIbUBUX
y dopmyiu ¢. Penanuja 3a10B0/bemba 03HaUaBa ce ca = u 3amuc 2A = ¢|o]
Kasyje aa je ¢hopMylia ¢ IpH Bajdyaluuju o TauHa y moaeny 2. HebuHunmja
penamyje 3a40BOJbEHhA j€ UHIYKTUBHA, PEMa CIIOKEHOCTH (popMyIIe .

JIEOUHULWIA 5.7. Heka je 2 Mozen jesuka L, ¢ € Forp nuo € AN, Axo je
sl(¢) = 0, Tana je ¢ € Aty, ma pasnukyjemo cnenehe ciuyuajese.

1° 3a meke u,v € Termy, ¢ = (u = v). Taga

A = ¢[o] aKKO u o] = v7o].
2° 3anexu npupoaa 6poj k u R € Relp, nyxune k mocroje tepmu ty, . . ., tx
jesnka L tako na je ¢ = R(t1,...,t;). Tama
2A = o] aKKO R*tMal, ..., o))

Axo jesl(p) = n+ 1, Tana npema nedpunnnmjn popmyse nmamo ciesehe
clydJajeBe.
3° 3aneke ¥, 0 € Fory(n), ¢ = (1) A 0). Tana

A = plo] aKKO A E=Ylo] n A = 0o].
4° 3a mexy opmyny ¥ € Forp(n), ¢ = ). Tama
2A = plo] AKKO nuje 2A E Y[o].

5° 3a Heku mpEpoaaH 6poj i, u hopmyny ¥ € Fory(n), ¢ = Jv). Tana 3a
o = (a;)ieN ©MamMo

A= plo] akko 3amexn b€ A, AE=plag,ar,...,a;-1,b,a;41,...].



TJIABA 5. MOJEJIN 97

Jlornuky 3HaIM V, =, <, V u3pazuBu cy npeko A, =1, 3 (y IpeauKaTcKoM
padyHy IIpBOT pena), Ha mpumep ¢ V 1 je 3amena 3a —(—p A =), n Yo je
3aMeHa 3a —3v; i, Te ce JepHHULIN]ja pelallije 3a10B0OJbeba 34 OBE CIydaje
JIAKO M3BOJIU U3 IPETXOIHHUX.

ITpema mpeTxoanoj nedmuunuju nmamo cienehe ocodbune penaruje 3a10-
BOJBCHHA.

o A= plo] wm A o]

e Baxeme (GopMyse ¢ 3a Baldyalujy o y Mojeny 2l 3aBHCH jeIHHO O
CI1060JHUX TPOMEHIBUBHX (HOPMYJIE (©, TAKIIE O/ HEKOT MOYETHOT JeNa
agp, . . ., ap Balyammje o. 3aTo, yMecto 2 = ¢|o] kopuctuMo, Takohe,
samuc 2 = lao, - . ., an].

e Axo je o pedennna jesuka L u 2 = ¢[o], Taga 3a ce o/ € AN,
2 |= ¢[o’]. Oryna 3a peuennne ¢ jesuxa L ymecto 2 = ¢[o] numemo
jemnocraBHo A = ¢.

Mwmajyhu Ha pacnonaramy penanujy 3a40BOJbEHA YBOIUMO MHOTE IPYTE
II0jMOBE MOJIEIICKO-TeopeTcke mpupoae. Haj3HadajHHju TIOJMOBH OBe BpCTe
HaBoge ce y cnenchoj nepunmimjm.

JEoUHULIIA 5.8. Heka cy 2L, 5 monenu jesuka L.

1° Th(A) = { ¢ | ¢ je peuenvna jesuxka L u A |= ¢ } je meopuja monena 2.
Ortyna, Th(2() je kommteTHa Teopuja mozena 2.

2° Mopen A je enemenitiapan iiogmogen moaena B, y oznamm A < B, akko
2L C B n3acse ¢ € Fory, cee o € AN, 2 |= p[o] akko B = ¢lo].

3° Vranmame f: A — ‘B je eneMeHTapHo, y o3Hanu f: 2 =, B, aKKO 34 CBe
Banyauuje 0 = (a;)ien, A = p[o] akko B = ¢[f(ap), f(ar),...].

4° Mogemu 2,5 cy ejleMeHTapHO €KBUBAJIEHTHH, y o3Hanu 2 = ‘B, akko
Th(2() = Th(*B).

HenocpenHo ce mpoBepaBa Ja je eleMeHTapHa eKBHBAJICHIIUja MoJjera
jemHa pernanyvja eKBUBAJICHIM]E V KIIACH CBUX MOJIENA.

TEOPEMA 5.2. Axo je f: A —3 B, maga A = *B.

Jokas. VHTYKINOM TI0 CIIOXEHOCTH peueHHIIe ¢ ToKa3yje ce aa

AEp AKKO A |= o] 3a neky Banyauujy o = (a;)icN
aKKO B = ¢[f(ao), f(ar),...]
aKKo B = . ]
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IIPUMEP 5.6. Heka je 3a cBaku n, o, cieneha pedeHuIa:

G .vn_1)< /\ —; = VjAVU, (Vy, = VoV, = V1V- - VU, = ’Un_l)).
0<i<j<n

Tana 3a Ma xoju Mmozen A, A = 0, akko A uma Tauno n enemenara. OTtyua,
axo je 2 xonauan u A = B, tana je u B konauan u |A| = |B].

Crenehe TBpheme je 3aHMMIBMBO U3 nBa pasiora. [IpBu ce ogHOCH Ha
caMy WHIYKTHBHY TIPUPOIY peialyje 3aJ0oBoJbema. Jep, Kao U y IoKa3y
KOjU CTIEN, U Y OCTAJINM JI0Ka3uMa TBphema o MHTepeca, a Koja Ce OJHOCe
Ha peranyjy 3a/10BOJbeha, jecy MO NMpaBWily MHIYKTUBHE mpupose. [pyra
YHIbEHMIIA KOjy ca3HajeMO M3 OBOI TBphema je Ja ce pesanuja 3a10BOJbe-
Ba Y CTBAPH MOXKE YBECTH jJE[IMHO 3a PEUYEHHUIIE, HAPABHO aKO C€ TMOJA3HU
MOJIEN ToHeKIle MoauduKyje. Y 0BOM CITyuajy ped je 0 IpOCTOj eKCITaH3Uuj1

Mojnema. IloaceTMo ce ma ako je /A Momen u ag,ai,...,a, € A, Tana je
(A, ap,ai,...,a,) npocra ekcranszuja mozena 2. Takohe, moaceTuMo ce aa
je a nme enementa a, naxie cum6on xoncrante. Crora ¢(ao, ..., an) je
peuennna jesuka LU {ao,...,an }.

JIEMA 5.1. Hexa je A mogen jesuxa L u p(vo, . ..,v,) € Forp. Taga 3a cee
ag, a1, ..., 0, € A eadcu

A = plao, ..., an] akko (A, ag,...,an) #@(@,...,afn).

Jloxas. TlperxomHo nokasyjeMo cienehe moMohHo TBpheme: axo je
t(vo, v1,...,v,) € Termp u A = (A, ag, . .., ay), onga

tm/(@,...,ai) = t*vg, ..., v0)[a0, ..., an].

OBo TBpheme AoKa3yje ce MHIYKIH]OM IO CIIOKEHOCTH TEPMA.

Axo jesl(t) = 0, tama
3a té’l}i je tm/(@7’a7n): :ai:tm[G/O,""a’nL

3a t=c¢ ,cé€ Constp, tm,(@,...,&):c =c :tm[ao,...,an].

Axo je sl(t) = k + 1, Tanma 3a Heku ipupoaan 6poj m u cum6on F' € Funy,

IYXKUHE M TIOCTOje TepMH t1, . . . , t,y, jesuka L Tako ma t = F(ty,...,tm), ma
tm,(@,...,ain) = Fm,(t?/(@,...,al),...,t%(@,...,al))
= F*tMao,. . an], ... t2[ao, .-, an])

= tm[ao, ce ,an].
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CaJa npelra3uMo Ha JoKa3 caMe JieMe KOjH je Takolje MHIyKTHBAH.
Axo je sl(¢) = 0, pasnukyjemo cnenehe cnyuajese:
aKo je ¢ popmyna u = v, u,v € Termpy, Tama

A = plag, ..., an] AKKO uMag, . .., an] = v¥ao, . .., an)
aKKO Uml(@,...,%):Uﬂ,(@,...,ai),
AKKO A = o(ag, ..., an),

axo je ¢ dpopmyna R(ui,...,un), R € Relp nyxune m u uq,...,up cy
TepMu jesuka L, Tana

A = plag, ..., an) akko  R¥(ulMao,...,an),. .., u>[ao,. .., an))

AKKO Rm/(u%[(@,...,ai),...,u?nv(@,...,al))
AKKO A = o(ag, ..., an).

Hexka je sl(¢) = k + 1. Tana pasmukyjemo cienehe cirydajeBe:
ako ¢ = (1 A 0), Tama

A= plag,...,an]  axkko A EPlag,...,an] 1 A E blag, ..., an)
akko A Ev(ag,...,an) 1 A =6(ag, ..., an)
AKKO A’ |:g0(@,...,a7n),

o]
aKo ¢ = —1), Tama

A = plag, ..., an] akko  nmje A | Y[ag, ..., an]
AKKO mje A’ = (ag, ..., an)
aKKO A = p(ag, ..., an),

(o] [e) . O
aKo ¢ = Jv;1) U MPETIoCTaBUMO ¥ = Y(V1,...,V,), n i = 0, Taga (3a HEKH
be A

A = plal, ..., an) akko A E=Y[bai,...,ap]
axko  (A,b) = ¥(b,ap, -, an)
akko A = 0[], taeje 0(x) = ¥ (z,ag, ..., an)
akko A Jzb(x)
aKKO A = p(ag, ..., an).
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IIpeTx0aHO TBpheme Ka3yje a ¢y pedeHuIle JOBOJbHE 3a pasMaTparmba y
TEOPHjU MO/IENIA, YKOJIUKO je je3UK MOBOJbHO OoraT. OBy JeMy Kopuctuhemo
y Buile npwinka. CIMYHO OBOj JIeMH, UHIYKIIUJOM TI0 CIOXKEHOCTH TepMa,
Jlokasyje ce cienehe cBojcTBO xoMOMOpdu3ama.

TEOPEMA 5.3. Heka cy 2L, B mogenu jesuxa L unexaje f: A — B xomomop-
dusam. Taga 3a ceaxu wwepm t(vo, . . .,vy,) € Termy, u eremenisie ag, . . ., an
ckyita A easicu

f(*ao, - .., an)) = t2[f(ao), - - ., f(an)]-

Penanuja emeMeHTapHe eKBUBaJICHIIM]E je Haj3HAUajHHUja pelalihja U3Me-
hy momena. Crenehe CBOjCTBO OBe peranmje rmokasyje a ce Teopuja Mojaesa
MOJKe IPUMEHUTH Ha 33JJ0BOJbaBajyny HAUMH je[IHO Ha GecKoHavHe MoJIere.

TEOPEMA 5.4. Heka cy U, B mogenu jesuka L. Axo je A xonawan mogen u
A =B, maga A ~ B.

Jlokas. Heka je |A| = n nnpernocrasumo jiaje A = B. IIpema [Ipumepy
5.6. ciienu

(M |B| =n.
Canma nokasyjemo cnenehe momohno TBpheme:

(2) axo ¢y AU, *B konaunu mogeau u A = *B, waga 3a céaxu o € A Gociwmoju
b € B wmakas ga (2U,a) = (B, b).

3ancra, Heka je a € A v neka je B = { b1,...,b, }. [IpeTnoctaBumo 11a
He nocroju b € B takas na (A, a) = (2B, ). damwe, Heka je ¢ HOBH cuMOOII
KoHcTanTe je3uka L. Tama 3a cBaku ¢ < n mocroju popmyna ¢;(z) jesuka L
raxsa 1a (21, @) = pi(c) u (B,b;) = ~¢i(c). Oryna, (2,a) = A, 25(0),
onakye, npema Jlemn 5.1. mmamo A = 3z /\; ., ¢;(z). Kaxo je A =B, 10
B v \j<,pi(z), masanexni < n, B = (/\an ©;(x))[b;]. Mpema
Jlemu 5.1. cnemn (B, bi) = \j<, j(bi), naxne (B,b;) = ¢i(c), o je
koHTpaauknyja. [Ipema Tome, TBpheme (2) Baxu.

Y3acromHoM npuMeHoM TBphema (1) 1 (2) Ha Heky eHyMepanujy JaTy ca
ai,as, ..., 0, JoMeHa A HaJla3uMo

(3) (Q[, ai,ag, ... ,an) = (%,bl,bg, . ,bn)
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Ipecnukaamwe f: A — B, f(a;) = b, i < n, je Tana uzoMopduzam
mozaena A y mozen B. Jla 6ucMo TO g0Ka3aiu, MPETHOCTABUMO PajH jeIHO-
CTaBHOCTH [1a je + € L GuHapHM OIepalMjcKy 3HaK. AKO ¢y a;, aj,ar € A
Takey 1a ar = a; +° aj, Tana (A, a1, ..., a,) = ap = a; + a; na npema (3)
cnemm (B, by, ..., by) | by = bi + bj, 1j. by = b; +® b;. C o63upom na
nebunumjy dynxuuje f 3a csed, j < nvaxku f(a; +%a;) = f(a;) +% f(aj),
Tj. f je xoMoMopdu3aM 3a omepanmje +> 1 +>. [ |

Cneneha Teopema o yramamy CTpyKTypa omoryhasa hopMupame Moiena
HeCTaHAapAHe aHaIn3e, 0 ueMy he Buie peun OuTH y HapenHoj rmasu. [pe
TOra, yBOJUMO T0jaM gujacpama mogeia i eneMeHillapHoZ qujazpama moged.

JEoUHULIIA 5.9. Heka je 2 moznen jesuka L u Heka je L4 je3uk mar ca
Ly = LU{ala € A}. Nujarpam mozmena 2 je teopuja A4 jesuka L4
YHje cy aKCHOMe aTOMCKe peueHuIle jesuka L 4 U BbHUXOBe Heralfje TauHe y
npocroj excriansuju (A, a)q,c4 Monena 2. EjeMeHTapHU aujarpam Mojenia
2 je reopuja Th(, a)gea.

TEOPEMA 5.5. Heka cy 4 u B mogenu jesuxa L. Taga

1° @ocimoju ymaiarwe mogena A 'y mogen B ako u camo ako @oCwoju apociua
excianzuja (B, by)ac A Mogena B koja je mogen qujazpama A 4,

2° docmoju enemeniiapno yimaiarse mogena A y mogen B axko u camo axo wo-
cimioju apocima excianzuja (B, by) qe A4 Mogena B koja je mogen enemenimaphos
gujazpama Th(2, a)ae a.

Hokas. 1° Axko je f: A — B yraname, Tana (B, f(a))eca je Momen
teopuje Ay. Ha mpumep, ako R(ay,...,a,) € Ay, Taga uMamo 1a je
(A,a1,...,an) E R(ar,...,an)n (B, f(a1),..., f(an)) = Rlay,...,an)
jep je f yramame. C mpyre crpane, ako (B,bq)qca = A4, Taga f: a — b,
je yramame mozena 2 y momen *B. 3aucra, ako je a; # ag, aj,az € A, Tana
(ma1 = ag) € Ay, ma (B,by)aca = —a1 = ag, Tj. ba, # bay, OXHOCHO
fla1) # f(a2). Jlaxo ce mpoBepaBa Ja f MMa ocraia CBOjCTBA yTalamba.
Jokas nmpyror mema TBphema je CTHIaH MTPETXOTHOM. ]
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JIajOHUIIOB NMPHHIIKAI

VaTpanpon3Boa Moiela jelHa je 01 OCHOBHUX KOHCTPYKIIH]jA ¥ TEOPHUjU MO/Ie-
J1a KOjOM ce OJ1 HeKMX MOJeTa MOXe JOOUTH HOB Mozen. OBaj HOB MOZIel nMa
jenHy OMTHY OCOOMHY KOja NpefCcTaBiba jedaH B HpuHyuila dpeHoca: yKo-
JIMKO HEKO CBOJCTBO IIPBOT pelia BayKU Ha IOJa3HUM MOAEINMA, OHIIA TO UCTO
CBOJCTBO MMa M HOBOJOOHWjeHM Mofel. KOHCTPYKIMjoM yITpampou3BO/a
[I0Jbd peaHuX OpojeBa m3rpaljyje ce HeCTAHTAPIHU YHHUBEP3YM ca aKTyell-
HUM OECKOHAYHO MaJIMM U BEIMKMM OpOjeBHMa, IIITO 3aj€THO Ca TOMEHYTHM
IIPUHLUIIOM IIpeHoca oMoryhyje HeMpOTUBYpEUHO 3acHUBame JlajOoHMIIOBE
aHam3e.

6.1 PenykoBaH npousBoja Mojesia

KoHcTpykImju penykoBaHOT MMPOU3BOAA U YIITPATIPOU3BOAA MOJIEIA TPETXOIH
KOHCTPYKIIHja IIPOU3BOAa MoJIea.

JEOUHULIMIA 6.1. Heka cy 2;, ¢ € I, monenu jesuka L. Mogen B jesuka
L je npomssox mozena 2A;, y osnamm B = [[,.; A, ako B = [[;c; 4, a
cuMbonu jesnka L mMajy cregehy uHTepIipeTanujy y moMeny B:

1° ako je ¢ € Consty, Tama je ¥ = (¢ |i € I);

2° axo je F' € Funy, ar(F) = n, tama 3acse f1,..., fn € B Baxun
F2(f1, o fn) = (FY(f1(0), ., f(@) |7 € T);
3° ako je R € Rely, ar(R) = n, onna 3a cse f1,..., fn € B Baxnu

RE(f1,....fa) axxo R (f1(i),..., fn(i)) 3acBakui € I.

102
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Vmecro [, i mucahemo monekan kpahe [[, ;. Axo je I xonauan
ckyn, peuqumo I = {0,1,...,n}, Kopucre ce U OBe O3HAKE 33 MPOU3BOJ
Mogmena AU;: R™Ag x Ay x -+ x Ay, H?:o ;. 3a oBako M3a0paH CKYyIl HH-
nexca I, moxemo (n+1)—Ttopky (ag, - - . , Gy ) naeHTUGUKOBATH ca PYHKLIMjOM
{(0,ag),...,(n,a,) }, nmu nax 3aapxaté yobuuajeny aepMHHUIM]Y N—TOPKE
YU TOME MPWIATOOUTH JNePUHULM]Y MPOU3BOAA Moneiaa. Y OBOM JIPYyroM
CiIyvajy gobwjeHn Mozenl n3oMopdaH je MPOW3BOAY y CMUCITY TIPETXOIHE
nebuHUIIje.

TTPUMEP 6.1. 1° TIpousBoj npcTeHa je mpcTeH. [Ipou3Bo Moska Hje moJbe.
2° TIpoussox ypeljenux ckymnosa je ypehen ckyn. IpousBosa nuHeapHo ype-
hennx ckymoBa HMje MHHeapHO ypeheH ckym (OCHM YKOJIHMKO HHje ped o
JeIHOYIIAaHNM CKYITOBUMA).

IMpecnukaBawe m;: B — A;, rne je 3a f € B, mi(f) = f(i), nasusa
ce 1-TOM IIpOjeKIINjoM TIpom3Bojga B = Hj Aj. Csaka mpojekiyja ; je
xoMomopduzam 3a cBe onepaiuje mozena ‘B. Haume, ako je F' € Funy u

fi,..., fn € B, Taga ounrieqHo Baxu
Ti(F2(f1,- 5 fn)) = FR(mi(f1), - mil fa))-
Hcro Tako, 3a ¢ € Consty, Baxku ﬂi(c%) =%

V noriasiby 0 YITPANpOU3BOAMMA OITUCAH je PeAyKOBaH MPOU3BOJI Mp-
creHa u ypehenux mospa. OBa KOHCTPYKIIMja HEMOCPEIHO CE IIUPU HA OWIIO
koje Mozene. Heka cy ;, ¢ € I, monmenu jesuka L u neka je D ¢unrep
Hag I. Tlpema Teopemu 3.1. durepcka penanuja =p jecTe jeaHa peianuja
eKBHBAJIEHIHje ToMeHa B = HZ A;. 3anpousson B = Hz 2; BaXKU ¥ HELLITO
BHIIIE,

JIEMA 6.1. 1° Penayuja =p je koupyenyuja 3a owepayuje mogena B, itj.
aro je F' € Funy, gyocune n, onga sa cee enemeniuie fi,..., fn,g1,---,9n
ckyiia B sasicu

fl =D 917-“,fn =D gn UOGIAYU F%(fla"wfn) =D F%(gl,---,gn)-

2° Ako je R € Rely, ar(R) = n, onga 3a ceée f1,..., fn,q1,---,9n € B
wako ga f1 =p g1, - -, fn =D gn 6adHcuU

{ieI|R¥(fi1(i),..., fa(i)} €D akxo

{i € I| RN(g1(0), ... gn(i)) } € D.
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,ZZOKCB’. Hexa fla"’vf’fl?gl)’"agn € Bn fl =D 91,---5Jn =D Yn-
Tapma 3a ckynose X; = {i € I| fj(i) =g;(i) }, j=1,...,n,Baxu X; € D,
na (); X; € D. Otyna je

M), %5 € (i € TIFN (A0, fali)) = F¥(02(0).- o 9n(D) ),
na je
(FU(f1(0),- o fa@) | € 1) =p (FY(01(d), ., gn(0)) | € 1),

a oJaTIIe CIIeIV TIPBU JIe0 TBphHema.

3aY = {i € I RN (fi(0),..., fuli) 1, Z = {i € T| RN (1(0), ., gn () }
Baxn Y N (), X;) € ZuZnN(;X;) CY,maY € D ako u camo ako
Z € D, a onatiie cliein Ipyru jieo TBphemba. ]

IMperxoxnna iema omoryhasa ia ce Ha komunndakoMm ckyiy A = [[, A; /D
nedunnire mozen 2 Ha crenehn HaunH:

e axo je c € Consty, onma je ¢ = (¢ |i € I)p,

e axo je F' € Funy n ar(F) = n, tanma 3a cse f1,...,fn € B Baku
FX(fips-- s fap) = F2(f1,- -, fa)p,
e axo je R € Rely m ar(R) = n, tama 3a cBe fi,...,fn € B Baku

R*(fip, ..., fap) axko {i € I|R*(f1(i),..., fa(i))} € D.

OBaKO KOHCTPYHCaH MOJIEN 2 HA3UBA CE PegyKOBAHUM TPOU3E0GOM MOIE-
na ; n o3HavaBa ce ca | [ A; /D, wmu kpahe [ [ ;. [Monasehu ox nedunu-
1Mje PeayKOBAHOI MPOU3BOJIA, HEMOCPEAHO CE& IPOBEPABA Jia je IpeciuKa-
Bame f — fp xomomopduzam Momena HZ 2A; Ha Mopen HD ;. Perumo,
axo je R n—apun pemauujcku 3uak 1 RE(f1,..., fa), e fi,...,fn € B,
Taga 3a caku i € I, Baxu R¥(f1(4),..., fu(i)), omakme 3akmydyjeMo
BX(fips-. fup) jep 1 € | R%(f1(0),..., fali) } € D.

[IPUMEP 6.2. 1° Ako je D = {1}, tama je [[p,2 = [[;2. MHaxie,
MIPOM3BO/ MOJIEINA j€ TOCe0aH CIIyvaj peAyKOBAaHOT TPOM3BOIA.

2° Hexa je D rnasuu ¢unrep Hag I renepucan enmementom ¢g € I. Taga je
npecnukaBawe 7: fp — f(ip) msomopduzam mozmena [ [, Ui m s,

3° Heka je X C I u D rnaBuu Guiarep reHepucaH cKynoMm X, Tj. Baxu
D ={Y CI|X CY}. Tanajenpecmkabawe fp — (f(i)]|i € X)
msomopduzam mozena [ [ A u [ [, c x 2.



TJIABA 6. JTAJGHULIOB ITPUHIIUIT 105

Vkomuko cy csu Momenu 2U;, ¢ € I, MeljycoOHO jeqHaku, pernuMo aa je
A; = C3a4 € I, tama ce peyKoBaHU MPOU3BO/] HD 2U; Ha3UBa peyKOBAHUM
cremeriom Mogena €, n obenexasa ce ca €2, Crenche TBpheme kasyje ma
PeIyKOBAHU CTEIEH KOMYTHUPA Ca KOHAYHUM ITPOU3BOIOM.

TEOPEMA 6.1. Heka cy Uy, ...,y mogenu jesuka L u nexa je D unitiep nag
1. Taga
AP o AP 2 (Ap x - x AP

Hokas. TIpecmukasamwe 7: (fip, ..., fap) = (f1,-.., fa)D, fj € AjI
3aj =1,...,n, je 1o6po medpunucano n takohe 1-1 u na. 3aucra, Heka je

ucnymeno 1a fj,9; € A1, j=1,...,n,u X; = {i € I|f;(i) = g;(i) }.
Tama Baxxu 1a je f1 =p g1, - - -, fn =D gn aKo ¥ caMo ako X1,...,Xn €D,
1j. (); X; € D. C mpyre crpane, nmamo ga {i € I|(fi(i),..., fa(i)) =
(1(7)y...,gn(2) } = ﬂ X, maxne fi =p gi,...,fn =D gn AKO U CAMO

ako (f1,--.,fn) =D (gl, ...y 0n). Haxie, T je 6Gujexunja n3mely ckynosa
AP x ... xAEn(Al x - x Ap)P.

Axoje fj € A;T, j =1,...,n, npecmukasamwe g € (A1 x --- x Ap)!
nepunmcano ca g(i) = (fi(i),..., fn(?)), ¢ € I, pagu jeqHOCTaABHOCTH
6enexumo ca g = (f1,. .., fn). IIpu oBakBoj nedunnumju ypehene n—ropke

(YHKIHja BaXu
(fro-o fu) = {(f1(), .., fuli)) | i € T).

Hasbe, vexa je F' k—apuu ¢dyukumjcku 3Hak jesuka L. Tama 3a 9N =
AP - x AP, M= (Ay x -+ x AP, 0 = (f{D,...,fﬁ;D),mefgeAg
sas=1,...,n, j=1,....ksaxu 7F™(0q,...,04) =
:T(Fglle(flle"'aff’D)w"aFm ( T},’D,"'af'r]f'D))

r (<F2‘1<f (Z),--.,f{“(i)) i € Dpyoo, (F2(f1(0),.., FE(0)) |i € I))
(FS (L), o, SE@) [ € 1), (F2 (LG, ., SE@) [ € D)
<(FQ‘1(f1() S E@), e P (fAG), - fR(0)) 1€ Dp
= (FRoe @ (fL@), s fa (@) (FF @), fR@) i€ Dp

= FY(r01,...,70}).

CruyHo ce J0Ka3yje Aa je T xomoMophuzaM 3a penanuje moaena 9 u N,
makie 7: AP x o x AP = (A x - x AP, ]
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HapounTo BaXHO MeCTO Y KOHCTPYKITU)H peAYKOBAHUX IIPOU3BOIA UMA]y
VITPAIPOU3BO U YITPACTEIICH.

JEOUHULIWIA 6.2. Hexa je D ynrpadwmnrep Hag I, mnekacy A, 2;, ¢ € 1,
mogenu jesuka L. Tana ce peaykoBaHu mpousson | [ 2l HasuBa yirpa-
npomssogom mozena ;. Pexykoanu crenen AP nazusa ce ynrpacreneHom
Mogena 2.

ITpumep 6.2. 2° mokasyje aa Cy 0J1 MHTEPECa yATPAIIPOU3BOIN KO KOJUX
je ynrpaduntep D HernaBaH.

6.2 JlomoBa Teopema

BaxxHocT ynrpampou3Bosia IpOWCTUYE YIIPABO W3 MpuHIMMA npenoca. O
TOMe TIpenn3Ho roBopu JlomoBa Teopema.

JIEMA 6.2. Hexaje2l = [[p Ui pegykosan apoussog mogena2;, i € I, jesuxa
L, t,t1,...,tm dwepmu jesuxa L u R m—apnu penayujcku 3nax jesuxa L. Taga
3a cee fi,..., fn €11, Ai 6aocu:

1 Y fipy s fup) = (CH 1), s fa(@)] |1 € T) s
2° A= R(t1, .., tm)[fips - - fup] axo u camo axo

{ie IR (0 (A0, fa@] o 0 [0, fal@)]) } € D,

Iokas. 1° TlpecnukaBaibe 7: f — fp je XxoMoMopdHu3aM MoIeNa JaTOr
ca’B = [[, A; na mopen .

Vs mtB(f1, ..., fo] = (Y[ f1(0), ..., fu(@)] |4 € I)., cnenw na 1° Baxu.
2° Hexka je g; € [[; Ai nedpunncano ca g;(i) = t?li [f1(i), ..., fu(@)], i € 1,
j=1,...,m. Taga npema 1° Baxu

2A
9jp = t] [lea ) fTLD])
OJIaKJIe je, IpeMa MHTEPIIPETALNjU PENTAINje Y PEAYKOBAHOM ITPOU3BOIY,
Rm[gwa <y Gnp)

akko {i€ I‘Rmi(gl(i),...,gn(i))} €D
akko {i € I|RY (3 [f1(0),..., fu(@)s. .., t5[1(0), ..., fuld)]) } €D,

4rMe je ToKa3 TBphemwa 2° 3aBpiieH. [
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Creneha Teopema Kasyje IEHTpaHy OCOOMHY ynTparnpoun3Boaa. Haro-
MUBEMO Ja OHA HE BaXXH 3a OMJIO KOje peayKOBaHEe IPOU3BOE, HO TO 3a HAC
He TIpefcTaB/ba cMeTHYy jep he JlajOHUIIOB yHHBEp3yM OWTH KOHCTpYHCAH
Kao jema" yiaTpanpousBoia. Oa TeopeMa je Takohe mo3HaTa moa UMEHOM
JlomoBa TeopeMma.

TEOPEMA 6.2. Hexacy;, i € I, mogenu jesuxa L u nexa je D yniapagunitiep

nag 1. Taga 3a céaxy gopmyny o(xo,. .., Ty) jesuka Lu fo, ..., fn € 1]; Ai
easicu cregeha exeusanenyuja

HDQ[Z- E olfops .- fap] axko {z el ):go[fo(i),...,fn(i)]} e D.

Jloxaz. Jloka3 oBe TeOpeMe N3BOIMMO MHIYKIIM]OM TIO CIIOKEHOCTH (hop-
MyJte ©, KopucTehn HHAYKTUBHY Oe(hHHUITH]Y pellalije 3a10BOJbeba.

Hexka je 2 = [[p i, u Heka je ¢(zo, ..., z,) bopmyna jesuka L. Tama
pasmukyjemo cienehe cydajese.
1° sl(¢) = 0. Umamo aBa moaciy4aja.

e o(xg,...,xy) je obmuka ti(xo,...,x,) = ta(xo,...,Ty,) TOE CY t1,t2
tepmi jesuxa L. Tama3a fo,..., fn € [[; Ai nmamo

[Ip2i & elfops- -\ fap] akxo tfops -+ fap] = 63 fops- -+, fup]
npeMa Jlemu 6.2.

akko (5 [fo(i), ..., fa(@)] i € I) =p {t3[fo(i), ..., fuli)]|i € T)
axko {i € I\t [foli), ..., fn()] = t3°[foli), ..., fu(i)] } €D

akko {i €| =o[foi),..., [a(i)]} €D.

e ®opwmyna @(xg, ..., Tn)je R(t1(zoy .. &n), .-y tm(Toy ..., n)) U R

je penmarujcKu 3HaK qyuHe m jesuka L, ti,...,t, € Termy. Tama
TBpheme ciean mpema Jlemu 6.2.

2° TlpermocTaBUMo Aa TBpheme Baxu 3a cBe popmyie ¥, sl(v)) < sl(p) u
sl(¢) > 1. Tana pasmukyjemo cnenehe ciyuajese.

e dopmyna ¢ je obnuka Y A 6.
Tana je sl(v),sl(0) < sl(g), te 3a fo, ..., fn € [ [, Ai nmamo

2= @lfops - -+ fup] akko A = Y[ fop, - - -, fap] A = O[fop, - - -, fap]-
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Kopucrehy UHAYKTUBHY XUIIOTE3Y {z el ’ A = Y[fo(i),.... fa(i)] } €D
u{iel|% [ 0[fo(i),...,[a(i)]} € D, nau wuxos npecek je y D,
OIHOCHO
{ie | olfo(@),.... fli)] } €D.
o dopmyia ¢ je obsimka —.
Tana sl(1) < sl(p) nTaxobe je 2 = lfop, - - -, fup)

akko  muje A = Y[fop,. .., fap)

AKKO Huje {iEI‘Qli):l/J[fo(')---afn }GD
akko  {i e T|A = P[foli), ..., fuli)] }" €D
AKKO {iGI‘HHje 2 =Y foli), .., fnli) }ED
aKKO {’L'EI‘Qli):@{fO(i)a"-vfn }GD

e dopmyia ¢ je obmuka Yy (y, To, . .., Tp).

Tana je sl(v) < sl(p). Heka je A = ¢[fop, .-, fap) 3a fo, .-, fn € []; 4.
Tapa 3a Hexy dyukunjy g € [[; Ai, Baxu A = ¥lgp, fop, .-, an] IMpema
MHIyKTHBHO]j xunotesu je {i € | ‘ A | ¥g(i), foli),..., fa(i)] } € D.
Kako je
{ieI|%Evlg), foli),.... fa@)] } C
C {i eI E plfoli), "'7fn( )]}

TO {z € I|Qli E olfo(i),..., fn(d) } € D. C ppyre crpaHe, HeKa je
X ={ielI|% = ¢lfoli),....fa())] } € D. Tanasai € X paku
2, ): @[fo(i), ce vfn(i)]s Tj. 3a HeKku ¢; € A;, 2A; ): ¢[CZ7 fO( )7 R fn( )]
Hexa je g € [[; A; raxsa dynkumja na je 3a i € X, g(i) = ¢. Tama
X Cc{ielld E w[g(i),fo(z’),...,fn ]}, Te kaxo je X € D, to
cnenn {i € T2 = lg(i), fo(i), ..., fu(i) } € D. Tlpema MHIYKTHBHO]
xumotes A 1= G(gp, fops -+ fuph 1. % @lfops- > fupl:

Kaxko cy ocrase 1ornuKe orneparyje CBOAbIBE Ha MIPETXOHE CITyYajeBe,
OBHUM je J0Ka3 TeOPEeMe 3aBpIIICH. ]

YKOIIMKO je ¢ pedeHnIa je3nka L, oHJ1a ICTHHUTOCT hOpMYIIE © He 3aBUCH
on n3bopa Banyaruje. Otyna npema JIommoBoj TeopeMu cieiu TBpheme.

MOCNEAUUA 6.1. Hexa je @ peuenuya jesuxa L, u nexa cy U;, © € I, mogeau
jesuxa L. Taga

HDQli):gp aKO U CAMO aKo {iel|UE=¢}eD.



TJIABA 6. JTAJGHULIOB ITPUHIIUIT 109

Caga cMo y MoryhHocTH ma gamo joI jemaH moka3 Teopeme 3.3. T1j. ma
je ynrpampousBop ypehenux mospa Ttakohe ypeheno mospe. 3awmcra, akcu-
oMe ypeljeHHX I10Jba Cy peueHuIle IPBOT peaa a TBphewe clien Ha OCHOBY
TMocnmenuue 6.1.

[MpwmkoM yBohemba pelyKoBaHOT MTPOU3BOJA HATIOMEHYTO j€ Ia CBAKU
yirpaduirep oapelhyje jenHy KOHaUHO-aIUTUBHY MEPY Ha CKyry nHaekca /.
Oryna zamic {i € I |2; = ¢ } € D MoxkeMo 1 0BaKo J1a IATAMO

e 2, = ¢ 3ackopo cBaku i (mod D), wim xpahe

e A =¢ cc.i(modD),

cobsupom naje {i € I | =} eDaxkopup({i € I|A =p}) =1.

IMocnenuue JlomoBe TeopeMe cy MHOTOOpPOjHE, jeIHA O BaKHHUjUX je
cneneha Teopema.

TEOPEMA 6.3. (KOMIAKTHOCT) Hexa je T imieopuja jesuxa L. Axo ceaku
Konayan iogcekyi weopuje T uma mogen, onga u iweopuja I’ uma mogen.

Jloxas. Heka je I ckyn KoHauHHX TOJCKYNOBa Teopuje I’ M Heka je 3a
ceaku ¢ € I, 2A; momen teopuje i. Jlasbe, Heka je 3a ¢ € T, nedpmHucano
Se ={i€I|pei}. Tama pavmmmja ¥ = {S,|¢ € T} uma cBojcTBO
KOHAYHOT IpeceKa, aakje nocroju yarpaduiarep D van I koju caapxu ckym
Y. Hekaje A = [[p2A;. Tamajesa ¢ € T, A = . 3Bancra, xako je
Se Cliel|ldiEetuS, € Dyonma{i €| = ¢} € D. Ipema
JlomoBoj Teopemu nMamo 11a je 2 = . [ |

Heka je T teopuja jesuka L u meka je X(z) = {pi(x)|i € I} ckyn
Hekux Qopmyia jesuka L. VKOJIMKO 32 NMPOM3BOJbAH KOHAYAH MOJCKYII
{po(z),...,pn(z)} C E(x) nocroju mozen 2A teopuje 1" u enement a € A
takaB 1a (2, a) = A\, <, ¢i(a), Taga 3a ckyn X () kakeMo Jia je iuiuil Teopuje
T. Vxomnko je B monen jesnka Lub € Brakasajesacsei € I, B = p;[b],
oHma KaxeMo ma mozen B peanusyje an X(x). Creneha jennocraBaa mpu-
MeHa CTaBa KOMITAKTHOCTH TTOKa3yje Jia je CBaKW THIT TeopHje 1’ peaan3oBaH
y HeKoM Mojienny Teopuje 1.

TEOPEMA 6.4. Heka je T neapomusypeuna wieopuja jesuka L u nexa je ¥(x)
it weopuje T. Taga docmoju mogen A weopuje T' koju peanusyje i ().
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Jlokas. Hekaje T' =T U{p(c)|p € X(z) }, rae je ¢ HOBa KOHCTaHTa
3a jesuk L. Tajga cBaku KoHayaH nozackyn teopuje 7’ uma mozer, a npeMa
CcTaBy KoMImakTHOCTH nocToju Mozen A = (2, a) reopuje T, tae je & = a.
Tana je A mozen reopuje T’ u enemMenT a peanusyje tan () y mozeny 2. W

Ha mpumep, ypeheno mosbe F je Heapxumencko ako u camo ako F pea-
1
am3yje Tin () = {0<£L‘ < g}nE]N\{O}}

EBo jOI_H je)]He 3aHUMJbUBE ITOCIEAUIIE CTaBad KOMIIAKTHOCTH.

TEOPEMA 6.5. Ilpeimiiiociiasumo ga iteopuja T jesuka L uma beckonawan
mogen. Taga thweopuja T uma mogene GpousgombHO GenUKe KAPGUHATHOCITIU.

Jlokas. Hexa je k xapauuanan 6poj, u vexa je { ¢, | m < k } ckyn HoBux
KOHCTaHTH je3uka L. [lajbe, HeKa je

T'=TU{cm#cn|m#n, mn<k}.

ITo npernocraBuu teopuja 1T’ nma GeckoHayaH MoOjel, a Heka je 2 Hexu
takaB Mozen Teopuje T. Tazma cBaku KoHayaH mojackyn Teopuje T’ mma
MOJIEN, TO je HeKa MpocTa ekcnansuja Momena 2. OTymda, mpeMa cTaBy KOM-
naktHoct, Teopuja T’ uma Mozen B’ = (B, by )mer, THE j& €5 = by, Te je
B monen teopuje T'. Kako 3a m # n Baxu by, # by, Tocnemn |[B| > k. 1

Joka3 oBe TeopeMe MOjKe Ce M3BECTH TUPEKTHO KOpHcTehn KOHCTPYKIH]y
yarpampousBona. Hawnme, axo je 2 Momen teopuje 1T’ u ako je D Heku
yiarpadwitep Haja ckynoM mHzaekca I, onga je mpema JIoiioBoj Teopemu
2! /D Taxohe monen teopuje T. C npyre crpane, ako ce 2 m3abepe Tako
Ia je meroB qoMen A GeckoHayaH M ako ce y3Me ma je D k—perymapan
yrarpaduntep (BumeTH 3aatak 50), omma je |Al/D| = |A|® (Bumern uctu
3anarak), na je A /D mozen reopuje T kapaMHAIHOCTH > K.

IMocnenma TeopeMa je camo rmocedan cimyuaj Crkonem-JIeBenxajm-Tapcku-
jeBe TeopeMe. OBa TeopeMa Ka3yje da cBaka TeopHja 1 kKoja nMa GeckoHayaH
Moies1, uMa Takole Moiese y CBuM KapanHaiHuM Opojesuma sehinm o || L],
e je || L|| xkapmunannu 6poj popmyna jesuka L.



IL'1aBa 7

Hecranpapaau npucryn
IPAHUYHMM MIPOLECMMA

Kpo3 oBy ri1aBy 0 KOHBEpreHINjU PEATHUX HU30Ba, HEITPEKUTHOCTH, Tudepe-
HIMjaOWITHOCTU U UHTErPabMITHOCTH pealTHuX (yHKIMja yBeprheMo ce, join
jemHoM, na je Moh HeCTaHAAPIHOT MPUCTYIIA TPAHUIHUM IIpOIlecHMa y ToMe
IIITO ce MHTYUTUBHH TOJMOBHU T0OjaBJbyjy NMPHUPOJHO, JOK je caMa TeXHHKa
JTOKa3a joIl YBEK TPUKPHBEHA.

7.1 KoHBepreHuuja peasHux HU30BA

KonBeprennujy peaqHux HH30Ba UCKaXuMo KiacuuuuM (BajepiurpacoBum)
npucTynoM, kao u nomohy ®pemieosor ¢uiarepa Hag IN.

JEoUHULIWIA 7.1. Tauka T € R je rpanuunHa BpemHOCT (JIMMeEC) HU3A
z e RN (o3HAKE: Too = lim = MIH Too = limy, o Tp) AKO BAXKU:

Me)@A)(Vn)[n > 1= |z, — 2| <e], €N, neN, ceR, e>0.

Axo je F Dpemreon ¢punrep Haa ckynoM IN mpupognux 6pojeBa, Tj. ako
jeF={M CIN|IN\ M jexonauan }, Tajia je Too = liln & eKBUBAJIEHTHO
ca

(Vo) 27 (2ot | — &, 4¢[) € F,

jepje |Tn — Too| <€ & Ty € Toot ] — &, e[ n € a7 (woot ] — &, +e])
n3a M C INje (3l)(VYn)[n > 1 = n € M| exBuBanentro ca ,,ckyn IN \ M je
KOHAuaH .

111
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Huz z € RN je konsepeeniiian axo: (Ja € R)limz = a.

Jla 6ucmo ose penauuje uckasamu Hecranaapaso (y noby *R = RN /D)
npumernmo nipeo aa 3a M C IN Baxwu:

N\ M jexonawan < IN\ M je orpannuen
& "IN\ "M < ~(0)
& M 2 FIN\ (0).

IMpumernmo ga je *IN\ IN = *IN \ (0) ckyn 6eckoHauHKMX XUTIEPTIPUPO-
aHUX 6pojeBa. Caga je3a Too € Ruz € RYN ncnymeno:

(Ve) N\ 27! (zoo+] — €, +¢[ ) je konauan

(Ve)*x_l(xoo +*—e,+¢[) 2N\ N

(Ve) z(*IN\ IN) C (200 + ] — &, +¢[)

“z("IN\N) C zc + ﬂm | — &, +e]
(I\N) € 2 + 1(0) = pioc).

*

=
=
=
& T

OBuM je goxasano cienehe TBpheme.

TEOPEMA 7.1.

li_>m Ty =T < (YWwe WN\N)* 'z, € pu(rs)
& (WweIN\N) 'z, = s
& (Wwe N\N) (st(*z,) = 2s), z € RN, 25 € R.

Yecro hemo npomyxeme *r mma © € RN o3mauasatn takohe ca x; 3a
n € N je *x,, = x,, Te je CBejeIHO KOjy O OBE JIBE O3HAKE YIMOTPeO/haBaMo,
nok3av € *IN\ IN oznaka x, 3a x € RN gema CMHCIIa, Te je jacHO Oa ce paau
0 *xy.

ITpuMeTHMO J1a KOHBEPTeHTAH HU3 UMa TAYHO jeIHy TPAHUYHY BPEIHOCT.
3ancra, axo je x € RN xonBeprenran nus u ako n3abepemo ciaeaehn eeMent
v = (0,1,2,...)p € *IN\ IN (Bumeru Ilpumep 3.1.), oHma je rpaHu4Ha
BpenHocT lim = st x,, jemMHCTBeHA.

Bunenu cmo na moTpebaH W I0BOJ/bAH YCJIOB 3a KOHBEPIEHIM]Y HH3a
z € RN ka 2, € R jecte 7, & oo 3a cBe Geckonaune v € *IN. MelyTim,
0Baj YCIIOB 32 KOHBEPI'CHIIN]Y HU3a T MOXEMO JIa OCIIabmMO.



TJIABA 7. HECTAHJAPJHU MPUCTYI TPAHUYHUM TTPOLIECUMA 113

TEOPEMA 7.2. Ako je x ciiangapgan Hu3 3a Koju iociioju beckonauno H € *IN
WAKEO ga je T, = Too 3 ce beckonaune v < H, waga je lim x = x.

Jokas. 3a cBakuW cTaHIapAaH MO3UTUBAH Opoj €, MHTEpHAIAH CKYII

A={re*N||z, — 2| <c 3acBe Kk <v<H}

je HempasaH. IIpBo K Koje 3amoBOJbaBa Taj YCIIOB, PEIUMO Kk = Ko, je
konauno. Ilpema ToMme, |T, — Too| < € 3a cBe KOHauHe 1 > Ko (y *R, u
y R), mro mokasyje limx = x. [ |

HaBomuMo u jenan npumep puMeHe IMpaBuiia

M e F axkoumcamoako M DO *IN\NN, M C NN.

ITPuMEP 7.1. Hexa cy z,y u3 RN u neka CY Too, Yoo M3 IR TaKBU 114 BaKu
limzr =2z ulimy = yoo. Tama

(1) U3 Too < Yoo ctemm {n € N |z, <yp } € F,

(2) ako je {n € N|z, > y, } GeckoHauaH, OHAA j€ Too > Yoo-

Bancra, nekaje M = {n € N|z, <y, }, 1. M = (z —y)" (] — o0, 0[).
Tamaje*M = (*z—*y) "1 (*]—00,0[) = {v € *N |2, <y, }. 3av € *IN\IN
jex, € u(roo), Yv € 1(Yoo) T€ je, 360r Too < Yoo, U Ty < Y. Konauno je
*M DO *IN\ N, uoryna M € F.

Hpyro 1tBpheme je koHTpamo3uiyja npBor. OHO ce MOXKE TOKa3aTH U
nupektHo. Heka je P = {n € N|x, > v, } 6eckonauan u ¢: IN = p
Tamaje v = (pn)p € "W\ Nuzop >yop tejex, = ((x0¢))p =
(Yo @)n)D = Yu, 1 OTYHA Too = St Ty > St Y, = Yoo.

TEOPEMA 7.3. KoHeepZeHilian HU3 je 0ZpaHuyeH.

Jloxkas. Hexajex € RN, 2o € Rulimz = x,. WurtepHaman ckyn
z(*IN) =2z(IN) Uz(*IN\IN) C RU p(zs0) € 7(0), ma je Hus x orpanndes.m

Hasoanmo un Hekommko nmpuMmepa mpuMene Teopeme 7.1.
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IIPUMEP 7.2. 1° Ako je z, = %, ona je, 3a ceako v € *IN \ IN Baxmu
T, =2+ % ~ 2 jep je % nnuantesumana. [Ipema Tome, limy, oo z, = 2.
2° 3a Hu3 T, = {/n Baxu T, > 1,n > 2, ma TO BaXH U 3a CBe OECKOHAYHE
npupoane 6pojese v € *IN\ IN. Maxne, 3anekov € *N\Njez, = 1+, rae
jer € *RT (r > 0). Tamajez’, = (1+7r)” = 1+w+@r2+-~+r”n
v=uzx,> @72 > %7‘2, a To je Moryhe camo ako je 7 HHGpUHATE3NMANA.
Haxkie, z, ~ 13a cse v € *IN\ IN. Oso nokasyje na lim,, o ¥/n = 1.

3° (KOLLMJEBA TEOPEMA) AKO peallaH HU3 T, KOHBEPTUPa OPOjy T oo, TAOAA
¥ HM3 apUTMETHUKNX cpemna “H-+n xonpeprupa 6pojy Zoc. Hexa je
ve*N\NuS, =242 Jza6epumvo € € *]N\]NTaKoz[ajeg ~ 0. Ha
npumep, £ = [/v/] je 6eckonauan npupoaan 6poj, jep ako 61 6uo KoHAUaH,
OHJIa O M HeroB KBaJIpaT OMO KOHAUaH a TUMe O U OO KOHAYaH, U BaXXU
% < g = % ~ 0. Heka je L € R Takas na (Vn € IN)|x,| < L, mro je
JI0OMjeHO U3 OrPAHMUYCHOCTH KOHBEPIEHTHOT HU3A Ty. OTpaHMUYEHOCT CTOTA
Baxku M 3a cBe n € *IN, ma umamo:

v o v 2

:L-ézo.
12

3a & <1 < VCTABUMO T = Too +€;. Huz €; = 0 je MHTEpHAJIAH K40 PA3JINKA
[IBa MHTEPHAIIHA HU3a U BAXKMU:

Tep1+ -+, (V=820 tect1+ -+ e
14 14

_ (1_5>xm+€f+1+'“+5v_
1% 1%

. € +-te —
3a cBaKM NO3UTHBAH pealan 6poj p nmamo | HT 2| < 2 (VV 3)

. € +-te x +-tz

~ p, ITO

R Too. KoHauno,
1+ -+ ay 931+"-+:E5+935+1+-~+CEV

= R Too-
v v v

W3 Teopeme 7.1. m ocobuHa penmaryje ~ mpou3miIa3e M Mo3HATa ajre-
Oapcka CBOjCTBA T'PAHUYHE BPETHOCTH PEATHOT HU3A.

TTPUMEP 7.3. limy, o0 (2 + Yn) = limy 00 T, + limy, 00 Yn.
3aucra, ako je limy, o0 T = Too UliMy 00 Yn = Yoo, TANA 32 OECKOHAUHO
V BAKU Ty N Too U Yy = Yoo, OTAKIIE j& Ty + Yy X Too + Yoo, Tj.

Yuraoiy npenymramo ciydajese:
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o lim, oo (Zp - Ypn) = liMp 00 Ty - limy, 00 Y (mumec dpoussoga)

. r, __ lim x .
o lim, .o = limgﬁs (mumec kKomuunuxa), y3 yciaoB Yy, # 0 u

Tauka z; € R je mauxa nazomunasarsa mmza x € R™N axo Basxn:
(Ve)(VD)(3n)[n > LA |z — x| <€), 1€N, neN, eeR".

CK}’H Tayaka HaroMujIaBama HU3a T € R]N 30BEMO U380GHUM CKYHOM HUA3A T
1 O3Ha4YaBaMo Ca $/. HeCTaHIIapIIHO C€ CKyIL x’ MOXKE OIIUCATHU OBAKO:

2 ={stx,|v e *N\Nuux, je xonauan }.

3awucra, ako je r; € ¥, oH/Ia 32 CBAaKy TO3UTUBHY HHpUHUTE3NMAny € € *RT,
u 3a cBako Geckonauno v € *IN \ IN, moxemo ma ogpenumo & € *IN TakBo
maje& >vumaje|re —ay <e Tamajem & € *IN\ N ua; = stag.
Ipema tome, ' C {stx, |v € *IN\ N, 3a ono v 3a xoje je =, koHayan}. Jla
oucMo 106um 0OpHYTY MHKITY3Hjy, Heka je o = stx,, v € *IN \ IN. Tana
je |z, — x| nndunuTesnMana, na 3a ceako peanno € > 0 u konauno n € IN,
nocroju v u3 *IN tako na je v > n u |r, — xg| < €, u oryzna je xro Tauka
HATOMUJIABAHa HI3A T.

TEOPEMA 7.4. (BOJILIAHOV—BAJEPLUTPAC) O2panuuen nu3z uma 6ap jeghy
WayKy Hazomunasared.

Jlokas. Hexa je w3 ¢ € RN orpanwuen. Tama cy cBu z,, v € *IN
KOHAuHH, a oTyja st x,, mocroju 3a cee v € *IN \ IN, ma je 2’ # (). [ |

Kaxko cy komMmakThu ckynoBu y R 3aTBopeH# 1 orpaHUueHH, TO €r3UCTeH-
IIMja Tayaka HATOMIJIaBama HI3a Yije Cy BPEAHOCTH U3 HEKOT KOMITAKTHOCT
ckyna y R je Henocpenna nocieamna mperxoaHe reopeme. JlajeMo u aupex-
TaH JOKa3.

TEOPEMA 7.5. Hexa je A C R xomiaximan ckyiu x € AN nus uz A. Taga x
uma 6ap jequy WaAuKy HAZOMUNABAILA.

Iokas. Wzabepumo 6eckonauno v € *IN. Tauka z, je go-cTaHmapaHa,
na z, € p(zo) 3a neko xg € R. Oryna je xo Tauka HaromuiaBamwa nuza . i

Y Bernard Bolzano (1781-1848)
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[lo medwHUIMjI KOHBEPTEHTHOCTH, a OMCMO TOKA3all Ja jelaH HU3
KOHBeprupa tpeda /1a oJpeIuMO HheroBy rpaHuuHy BpeaHoct. Terkolie Ha-
CTajy KaJla je Ta TpaHWMYHA BPETHOCT BaH JoMalllaja Haller 3Hama. U panuje
CMO ce cycperaiu ca cimunuM tenikohama. Kazga 3Hamo camMo npupojHe
6pojeBe, —H je y beckoHAYHO] TMUHH HaIlleT He3Hama. KcTo je n ca xumeppe-
amHuM OpojeBuMa Kaja 3HaMo caMo peaine. Kako ga nohemo no, Ha mpumep,
EKCIOHEeHIMjalTHe (YHKIIM]je, Ka1a 3HAMO CaMO MOJIMHOMCKE U oTiepanuje +
1 -, ma u lim ? Oprosope Ha OBaKBa MHUTama JOOHjaMO U3 OCHOBA AHaM3e
— akcnoma mosba R. Buanmo ma je sup (v inf) jennna (akcmomama mata)
omneparyja y R xoja HaMm ka3yje o mocTojamy Henmo3Hator. 3aTo hemo n Mohn
J1a TOBOPHUMO O KOHBEPTEHLM]H ,,<-J00pUX  HHU30Ba 0€3 MO3HABAA lUXOBE
TpaHNYHE BPEAHOCTH.

Hums = € RN je monoimion axo je pacmyhu (x /), mro je 3amena 3a
(Vn) x,, < zpi1, W odagajyhu (x ), 1j. (Vn) x5, > Tpiq.

TEOPEMA 7.6. Heka je nuz © € RN yonoimon. Taga je x xonsepzeniwian axo
u camo axo je o2pamuuen. Ako je x oZpanuuen, onga je lim x = sup x ako je
x ', ulimz = inf x ako je x .

Jlokas. Beh cMo nokasanu J1a je KOHBEpreHTaH HU3 orpanndeH. Heka je
x pactyhin ¥ OTpaHMYEH U HEKA je Too = sup x = sup x(IN) (Akcuoma cympe-
myMma). Tana je nus *x pacryhu (Teopema 4.10.) u sup *z = sup *z(*IN) =
Too, T€ je Ty, < T, < T 3a cBako n € IN m cBako v € *IN\ IN. Tlo
nepunumju cynpemyMa Baku (Ve)(3In) oo — € < Xy < Zoo, A BAXKH H
(Vv)(Ve) |2y, — Too| < emoryma (V) T, = Too, Tj. limx = 2.

Ha ocHOBY IpHHIIUIIA IyaTHOCTH BaXKM oaroBapajyhe TBpheme 3a oma-
najyhe HU30Be. [ |

Caga MOXEMO TOBOPUTH O KOHBEPTEHIIMjU pPEATHUX HU30Ba 0Oe€3 Io-
3HABaha HUXOBE TPAHNYHE BPETHOCTH.

JEOUHULWIA 7.2. Huz z € RN je Kowwjes axo Baku

(Ve)(3)(Vn)(Vp)[n > | = |Tnip—an| <e,lEN,n e N, pe N, e € R,

Cmuuno Teopemu 7.1. xopucrehin @pemeos puntep nag IN, mmamo ma
Baxn: Hm3 ¢ € RN je Kommjes ako ¥ caMo ako nMa ocoGuHy

(V& v e "N\ N) z¢ = x,.
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TEOPEMA 7.7. Kowwujes nus je ocpanuyen (y R).

Jlokas. Hexa je € RN Kommjes uu3 n nexa je v € *IN \ IN ono 3a
Koje je 2, konauno (u3 y(0)). Takso v ounrnemno mocroju. Tana je ckyn
z(*IN) = z(IN) Uz(*IN\ IN) € RU p(z,) orpannuen y *R jep cy Taksu R u
(). .

TEOPEMA 7.8. (KOIIMJEB MPUHLIVIT KOHBEPTEHLIWIE) Peanan nuz x € RN
je KonsepZenitian ako u camo ako je Kowujes.

Jlokas. Hekajex € RN, Axo je 20 € Rulimz = x4, ouma 3a &, v u3
*IN\ IN uMamo ¢ X Too M Ty R Too (Teopema 7.1.), Te je x¢ = T,.

Axo je x Kommjes, onza je on orpanmyen, na 3a § = (1,2,...)p u
v € *IN\ IN umamo z,, ~ T¢ W, OTyAa, st x, = st x¢. Ilpema ToMe, HIMaMo na
je limx = st z¢. [ |

Heka je + € R™ orpammuen mms. Tama je ckym st z(*IN \ IN) € R
HEnpa3aH ¥ OTPaHMYEH, NTa UMa HHPUMYM M CYTIPEMYM KOje O3HAYaBaAMO Ca
lim inf 2, onHOCHO lim sup x:

liminfz = infst x(*IN\ IN), limsupz = supst z(*IN \ IN).

W3 oBux gedunuija mooujamo lim inf « < lim sup «x, a 3atimM, Ha OCHO-
By Teopeme 7.1. u na 3a orpanmaen mm3 ¢ € RN n 2o, € R Bawm:

limz =2, < liminfz =limsupz = 2.

IMpumernmo aa je ckyn st z(*IN \ IN) 3arsopen, Te je

liminfz = min st z("IN\IN) wu limsup 2 = max stz(*IN \ IN).

ITPUMEP 7.4. (EOMETPUICKM HU3) Heka je ¢ € R. T'eoMeTpujcku HE3 je
mm3 (¢") = (1,4,6°,-..). 3alq| < Ljelg"*" = |g|-]a|" < [q" (n € N)maje
uu3 (|g|™) onanajyhv u orpannuen 0103710 (HyJIOM), ¥ OTy1a KOHBEPTEHTAH.
Hexa je |¢|°° merosa rpannuna Bpeanoct. Kaxko je3a v € *IN\ IN (6m10 koje)
|a|> = st|q["*! = st|q||a|” = |al-st |g|" = |g|-]q|>°, Guhe (1—[q])-|g|]>* = 0
n otyna |q|* = 0. Hajsan, 360r |¢"| = |q|",

¢ =0 3a |g <1.
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Kamajeq = 1,oumaje (¢") =INx{1},*(¢") =*Nx{1},tejel” =1
sav € *IN\ N, u oryna

¢ =1 3a ¢g=1.

Kanmajeq= —1,onmaje (¢") = (2IN) x {1} U(CIN+ 1) x { =1}, te je
“(¢") = (2'N) x {1}U@2N+1) x {1}, uorynaqg "N ={-1,1},ma
nu3 (¢") muBeprupa.

Hajsan, 3a |q| > 1uu3 (¢") museprupa jep nuje orpannden —3av € *IN\IN

jeq’ = W OGeckoHayaH XuIeppeanad O0poj.

q

OCBpHUMO ce M Ha HeKe 0COOMHe HU30Ba KOjU HUCY CTaHmapaHu. WH-
tepHanHy Gyukunjy z: *IN — *R 30BeMo unisiepnanan nuz xuieppeannux
opojesa.

TEOPEMA 7.9. Heka je x unitiepnanan Hu3 Xuileppeainux opojesa miaxkas ga
je |zn| < M 3a cee konaune n € W, 2ge je M € *R nexu xuiteppeanan 6poj.
Taga wociwoju 6eckonauan H € *IN \ N wakas ga je |xy,| < M 3a cee n < H.

Hoxas. Hexa je ckyn A = {n € *IN||z,| > M } nenpaszan. Kaxo je
CKyn A MHTepHAJlaH, TO 34 HErOB NPBU elleMeHT H Baku TpaskeHH yCIIOB.
Ciyuaj kaja je ckyn A npasaH je OunrjenaH. [ |

ITocMaTpajMo HHTepHAJIAH HU3 & XUTIEPPEATTHAX OpojeBa UHjH CY WIAHOBU
&, nHpUHATE3NMAIE 32 cBe KoHaune n € IN. Tana je u |y,| = nl|x,| un-
¢unuresumana 3a cee konaune n € IN. Oryna, |y,| < 13acBen € N, ma
npeMa ImpeTxoaHoj Teopemu nocroju Geckonauan H € *IN \ IN Takas na je
lyn| < 13acBen < H. Ilpeva ToMe, |2,| < L 3a ce n < H, omnocno u 3a
cBe Oeckonaune n < H waHOBM Ty, HU3A T CY MH(DUHUTE3UMAJTE.

Hyamno Teopemu 7.9. koja mpeacTaBiba jelaH OOIMK MPUHITUNA TTPEITH-
Bamba, MMaMo cirefehy Bep3ujy mpuHINIA TTOITNBAA.

TEOPEMA 7.10. Hexka je x unitiepnaian Hu3 Xuileppeainux opojesa wiakae ga
Je |lzm| < M sa ceée beckonaune H € *WN. Taga wocmoju konauan n € IN
waxas ga je |x,| < M 3a cee v > n.

Heka je x MHTepHATaH HU3 XUIIEPPEATHUX OpojeBa TaKaB JIa je Ty KOHa-
yamn 3a cBe 6eckonaune H € *IN. Axojey, = % -Xp, TAJA je HA3 Y UHTEpHAJIAH
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u lyg| < 13acse 6eckonaune H € *IN. 3a ono xonauno n € IN u3 Teopeme
7.10. TakBo na je |y,| < 13acse v > n, Baxu u |z, | < v. IIpema Tome, 3a
CBe KOHAYHE I > N WIAHOBH T, HU3a X Cy TaKohe KOHAYHH.

S-tomomoruju mpocropa *R oarosapa ciemehu mojaM KOHBEpPTEHIIH]E
HH3a (MHTEPHATHOT WIIM eKCTEPHAITHOT) XHUIIeppeaHiX OpojeBa.

JEOUHULIMIA 7.3. Tauka xp € *R je F-mumec nuza z: "IN — *R ako
3a CBaKM CTaHAapJaH MO3UTHBAH €, nOocToju koHauan N € IN Tako nga je
|z, — x| < € 3a cBe KOHAuHE V > N.

Ouursienno je ga ¢y cBe tauke u3 Monaje u(zrp) takohe F-mimecn Huza
x; 06paTHo, cBaka qBa F-MMeca HU3a & IPUIIAIajy UCToj MoHaau. [Tpume-
THMO, Takole, 1a F'-numec HU3a & 3aBUCH CAMO OJ1 WIAHOBA Xy, CA KOHAYHUM
unnekcom n € *IN.

V ciry4ajy MTHTepHATHOT HHI3a OTIET Ce HEIIITO 3aHNMIBMBO JIeTIaBa.

TEOPEMA 7.11. Ako je x: *IN — *R uniiepnanan nuz wuju je F-mumec 6poj
xp € *R, maga wocmoju beckonauno H € *IN \ N wakso ga je x, ~ xF 3a
cge beckonaune v < H.

Jlokasz. 3a cBako k € IN uzabepumo v € IN tako na Baxu |z, — zp| <
% 3a cBe KOHauHe v > . W360p Hu3a (V) M3BPIIMMO Tako ma v <

V9 < v3 < .... Hecrammapmna excrensmja Hm3a y: IN — R medmnucanor
0, n<u

cayn, = 1 3aJ10BoJbaBa Y, ~ 0 3a cBe OecKOHAUHE
T Ve <n < Vgg

n€*N. Ckyn D = {n € *IN ‘ Yn > |2 — zF| } je unTepHanan u caapku
CBe KOHAUHe MpupoaHe 6pojeBe. Ha oCHOBY mpHHITNTIA TIPETUBAHA, TIOCTOjU
oeckonauan H € *IN \ IN rakas ma D caapxu u cBe Geckonaune v < H.
Kako je y, =~ 0, T0 je x,, = xF 3a cBe beckonaune v < H. [ |

7.2 KoHBepreHnmja peaaHnx QpyHKIuja

Bumenu cMo y 4eTBpTOj ItaBM da peanHa ¢yukimja f: A — B, A, B C R,

HMMa HECTAHIAPAHO TTPOayKerme (x—cianky) * f: *A — * B oapeheno ycrmosom
*f({an)) = (bn) axomcamoaxo {n€IN|f(a,)=by} €D,

rae je D vernaBHu ynrpaduiatep Hag CKYIoM NpupoaHux Opojesa. OCHOBHE
anrebapcke 0coOMHe elleMeHTApHUX (PYHKIHja Bake M 3a FHUXOBA HECTAH-
JapaHa MpoayXema. Ha mpumep, *—CIuKe TPUTOHOMETPH]CKUX (DyHKIIH]ja
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sin,cos: R — R, medunncane momohy *sin(z) = (sinz,), *cos(x) =
(coszy) 3a z = (z,) € *R = RN/D, umajy no6po nmosuare ocobune.
WcrakauMmo jenny o wux (3a = (zy,) € *Ruy = (y,) € *R):

*cos(x +y) = (cos(xn+ yn))

= (cosxy) - (cosyn) — (sinxy,) - (sinyy,)

= "cos(z) - " cos(y) — "sin(z) - *sin(y).

[TPUMEP 7.5. Peanna ¢ynkuuja [-]: R — Z (yemu geo peannoz opoja) nma
3aHUMJBMBO HECTAHIAPAHO MPOJYXkKEHe, Koje heMo o3HauuTH Orer ca [-|.
Haume, 3a * € *R Baxu [z] < z < [z] + 1, ma3za H € *IN\ N numamo

1
Tz < [Hx] <z+ T Haxie, xumieppannoHanaH 6poj Hx je 6eckoHAYHO
6mmsak 6pojy = € R.

V onebKy 4.2 BUIETM CMO 1a * IIPoJIa3é Kpo3 yoOudajeHe onepalje ca
dynxmjama (cabupame, MHOKERE 1 KoMnosunmja dynkunuja): *(f + g) =
“f+7g, " (frg)="f"9,"(fog) ="fo"g "sup(f,g) = sup("f,"g)
u cimuHo. Cama hemo ce yno3HaTH ca HECTaHAAPIHOM KapaKTepHU3allijoM
KOHBEPIeHILMje U HEMPEKUAHOCTH PeaTHuX (PyHKIHU]a.

Tauxa b € R je 2panuuna speqguocia pynxyuje f: A — Ry okonunu miauxe
a € R, xoja je Tauka HATOMMIABAHA CKyma A, ako Baxu

(Ve e RM)(FS e RY) (Ve € A) [0 < |z —a| <§=|f(z) —b| <e],

IITO 3aIHcyjeMo ca limgs, e f(x) = b. IMTocmatpano u3 *R to msriena
OBAKO.

TEOPEMA 7.12. limgs, 4 f(2) = b ako u camo axo
(Vo € AN (u(a)\ {a })) *Fz) ~ b

Jokas. (—) TpernocraBumo za limas, e f(x) = b. Tanma 3a cBako
z = (z,) € *AN (u(a) \ {a}) Baxn {n € N|0 < |z, —a| <&} € D.
Kako je
{neN[0<|zn—a| <6} C{neN||f(z,) — b <e},

tojen {n € N||f(zn) —b] < e} € D, ognocno * f(z) = (f(zn)) = b.
(+-) MpernocraBumo aa je *f(z) ~ b3a ceako = € *AN (u(a) \ {a}), n
NPETIIOCTABUMO JIa Huje lim g5, o f(2) = b, Tj.

(Fe e RNV eRN)(Fz € A) [0< |z —a| <IA|f(z)—b] >¢].
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1
3a e € R 3a koje nperxoiHa peyeHnIa Baxu, ¥ 32 HU3 0 = —, OIPEAUMO
xn € Atakonaje0 < |x,—a| < du|f(x,)—b| > e. Tanazazx = (x,) € *A
nmamo = € p(a)\{atul*f(z)—b| > &,1j. nuje * f(x) ~ b, wro je cynporHo
TPETIOCTABIIN. u

JupekTHa rociaeuiia MpeTxoaHe TeopeMe M 0COOMHA pellalije A Cy HeKa
anrebapcka CBOjCTBA TPAHUYHE BPEAHOCTU peatHe GyHKIHje.

TEOPEMA 7.13. Heka je imas,—q f(2) = bulimas, e g(x) = ¢ 2gecy b
ucuz R. Taga

(1) limasz—e(f(x) +9(x)) =b+c¢ (2) limasy—a(f(z)-g(x)) =b-¢
flz) _ b

3) li — = i 0 S 0.
(3) limasz—q 0@ e axo je g(x) # 0 3a ceaxo uc#

Jokas. Tlpumernmo na je *f(z) ~ b u *g(x) ~ ¢ 3a cBakM eJreMeHT
ze*ANn(p(a)\{a}). Orymaje *f(x)+*g(x) =~ b+cu*f(x)-*g(x) = b-c.

Taxobe je *g(x) # 03acBakox € *AN (u(a) \ {a}) u *;83 ~ g

TEOPEMA 7.14. Hexa je f: A — B peanna ¢pynxyuja 3a kojy sadicu
(Vee RM)(FeRN (Ve e A) [0<|z—a|<d=0<|f(z)—b| <¢]

u neka je g: B — R peanna ¢pynxyuja sa kojy eéaxcu limps, . g(x) = c
Taga jelim s, o g0 f(x) =c

Moxaz. YcmoB koju 3am0BOJbaBa Harma ¢GyHKIMja f maje ma 3a CBako
x € *AN (u(a)\{a}) Baxu *f(z) € *BN(ub)\{b}), a oryna Baxu u
“(go f)(@) ="g("f(z)) = c. u

V npeTxoaHOM 0/1eJbKY YBohiereM nojma KollijeBor Hu3a roBOPUIIA CMO
0 KOHBEPIeHIIMjU PEaJHUX HU30Ba 0e3 Mo3HaBama HBUXOBE I'PAHUYHE Bpe-
nnoctu. Taxole HaMm je moctymad u KommjeB IMpUHINIT KOHBEpIeHIIHjE 3a
dynxyje.

TEOPEMA 7.15. Vcnos ga lim g, f () docitioju exeusanenimian je yciogy

(Vz,y € "AN (u(a) \{a})) “f(x) = "f(y).
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Jokas. Hexaje* f(x) = *f(y)3acBako z,y € *"AN (u(a)\{a}). Tana
3a onaj enement g € *AN (u(a) \ {a}) rakas ga je * f(xo) € v(0) umamo
limasz—q f(z) = st *f(xo). [}

Kopuihewem 6eckoHauHO MaJIMX M OECKOHAUHO BENMKUX BelmunHa y R
n36eraBa ce MICAame HeMOTPEeOHO BENMKHX U3pa3a, ITo HaMm oMoryhasa aa
HCTaKHEeMO TIIaBHH JIeo y u3pa3y 3a pyHkujy. Be3y namely pasuux dyHkimja
BE3aHO 332 TOK I'PAHMYHOT TNpoIleca yCcrnocTaBbaMo Wwin JIanmayoBuM cuM-
6ommmMa o (,Mano 0”) 1 O (,,Benuko 0”), win kopuctehn Xapanjese?) o3nake
ACHMITTOTCKUX penaryja =, < u < (morjaenaTy, jou jeqHoM, ofesbak 4.2 n
1. rmaBy). HaBoauMo cafia HecTaHAApAHY KapakTepu3aiyjy cuMm6omna o u O.
Hexa je a Tauka marommmasama ckyma A u f: A — R peanna ¢ynkimja.
Kaxemo 1a je pyukuuja f deckonayno mana y OKOIUHU TAYKe G aKO BAXKU
“f(xz) € u(0) 3a cako € *AN (u(a) \ {a}). Beckonauno mana f(z) je
beckonauno mana suwes pega 'y OTHOCY Ha 6eCKOHAYHO Maly ¢(Z) y OKOJMHA
tauke a (y o3nauu f = o(g), * — a), aKo ¥ camo aKo je QyHKImja

f(z)
rw) =1 gy IO
0, g(z)=0

OeckOHAYHO Malla y OKOJIMHM Ta4ykKe a, IIITO je eKBUBAJICHTHO ca jeaHaKotrhy
*flx) = *h(x) - *g(z) m *h(z) € u(0) 3a ceako x € *AN (u(a) \ {a}).
Cmuuno, f = O(g), * — a axko u camo ako je *f(z) = *h(x) - *g(x) n
*h(xz) € v(0)3acBako x € *AN (u(a) \ {a}).

IToce6Ho 3HaYajHy Ki1acy peaTHHX (h)YHKIM]ja YMHe HeMTpeKUIHe PYHKITHje.
HenpeknaHOCT ce Kao JIOKAJTHO CBOjCTBO (hYHKITH]E BE3yje 32 TAUKY y KOjOj] je
¢ynknnja nepunrcana. AKo je CBOjCTBO HEMPEKUIHOCTH UCIYILEHO Y CBAKO)]
Ta4Ku TePUHUCAHOCTU (hYHKITH]E, TPOIINPYje CE Ha YUUTAB CKYIL.

JEOVHULVIA 7.4. Peamna ¢yuknuja f: A — R je Henpekunna y Tauku
a € Aaxojelimys, ., f(z) = f(a).

TMox xojum yciaosuMma je ¢ynkimja f: A — R Henmpekuana y Taukn
a € A? JennocraBan oarosop aaje Teopema 7.12. IToTpeGHO je M JOBOJBHO
na 3a cBako x € AN p(a) Baxu *f(x) =~ f(a).

3a dpyukunjy f: A — R HenmpexnmHy y cBakoj Tauku ckyma A Kaxemo
na je HenpekuaHa Ha ckymy A. Tana je 3a cBako € *A N u(A) ucnymweno

Y Godfrey Harold Hardy (1877-1947)
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st *f(xz) = f(st x), rne je u(A) = Uyea #(a). Crora ce HempeKHIHOCT
peanne dhynkimje f mocmarpano u3 *RR Buam ka0 KOMyTaTuBHOCT (DyHKIIH]jA
stu*f.

ITo3nara anrebapcka CBOjCTBA HEMPEKUAHUX (PYHKIHMja Cy HEIIOCPEIHE
HOCIeIiIe OCOOMHA peranuje ~.

TEOPEMA 7.16. Hexa cy peanne ¢pynxyuje f,g: A — R neipexugne y wiauxu
a € A. Taga cy u dpynryuje f+g, f-gu ch (3a g(a) # 0) neipexugne y wauxu

a.

Jloxaz. 3a cako x € *A N u(a) Baxu *f(z) = f(a) u *g(z) = g(a).
Crora je

o “f(x)+"g(x) = fla) + g(a), 1j. *(f + 9)(x) = (f + g)(a),

@) *gla) ~ o) - g(@). Ti. *(f - 0)(@) = (£ - )(a)
DD (D= (Do 2o .

TEOPEMA 7.17. Ako je peamna ¢pynkyuja f: A — R neiipexugna y wiauxu
a € A upeanna pynkyuja g: B — R neapexugna y wauku f(a) € B, wmaga
Je wuxoea komiosuyuja g o f neipexugna ¢pynxyuja y wauxu a.

Joxaz. V3 x € *AN p(a) cniemn *f(z) € *B N u(f(a)), a satnm u
"g("f(2)) = g(f(a), 7). *(g 0 f)(z) = (g0 f)(a). u

Kopucrehn unmenniry qa cBaku XUIepKoHaYaH CKYII IMa CBOj MaKCHMa-
muu 1 MunnManan eneMeHT (Teopema 4.23.), MoxemMo eheKTUBHO Aa OIpe-
IUMO Tayke y KojuMa peaiHa (PyHKIMja HEMpeKuIHa Ha 3aTBOPEHOM (KOM-
MaKTHOM) MHTEpBAIly JOCTHXKE CBOjy HajBehy u HajMamwy BpenHoct. Taxobe,
nokazaheMo 1a je Cmuka WHTepBalla TP HETPEKUIHOM TIPECTUKABARY OTIET
MHTEpBAIL.

TEOPEMA 7.18. (BAJEPIUTPAC) Peanna ¢pynxyuja | neiipexugna na [a,b] go-
CHaUdCe C60Jy MAKCUMAIHY U MUHUMAIHY 6DegHOCI Ha [a, D).

Jokas. Wzabepumo H € *IN \ IN u pasgenumo wnrepsan [a,b] na H
jeIHAKMX JE0Ba TaYKaMa CKyIa

b—a b—a b—a
TH—{a,a+H,a+2- I yoosa+ (H—1)- I ,b}.
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Ckyn

{*f(a),*f(a+b;I“),...,*f(a+(H_1).b}‘{“),*f(b)}

. . ) a
je xunepkonavan. Hexka je * f (a + 0 - T) HBETOB MaKCUMAaJIaH eJIEMEHT

(unTaolry mpenymraMo ciIMYaH 0Ka3 3a MUHUMAaIaH eleMeHT), U Heka je

xo = st (a + i - %) Tama je o € [a,b] jep st: Ty — [a, b] (Ilpumep
h—
4.7). Uz xg =~ a+1ig - Ha ¥ HEMPEKUAHOCTH (yHKIHje f craemnu
b— b—

3a cako 0 < ¢ < H, npu yemy je Ounapna penauuja < ckyna *R yBenena
nmomohy < y ako u caMo ako * < y WM ¢ ~ ¥y, 3a x,y € ‘R (Bugern
3aparak 63). 3namo na 3a a,b € *Ruz a < b cnennm st(a) < st(b). Crora,
f(z) < f(zo) 3acBe x € [a,b]. ]

Cxyn I C R je uHTepBaNl ako UMa OCOOMHY J1a 3a CBaKe JIBE CBOje TauKe
casipXu U cBe Tauke n3Meljy mux. OBa ocobuna ce ne uyBa y *R. Monase
cy mpuMep ckyrnoBa u3 *R koju mMajy Ty 0coOuHy, a UMaK HUCY UHTEPBAIIH.
IMokaxxuMo aa 3a HenpeKuaHo npecnukasame f: I — R u cBako a,b € I u
¢ € R xoje je mamehy f(a) u f(b) mocroju neko x m3melhy a u b TakBo 1a je

flx)=ec.

TEOPEMA 7.19. (BOJIUAHO) Akoje I C Runimepsanu f: I — R ueapexugro
apecuxasarve, maga je f(I) waxohe unitiepsan.

Jlokas. Heka je ¢ = 0 tauka usmely f(a) u f(b). dyHknuja mata ca
g(t) = f(b) - f((1 —t)a + tb) je nenpexnana ua [0, 1] kao kKomnosunuja
nse Henpekuaae gpynkimje u g(0) < 0, g(1) > 0. ITokakumo Ja jeaHaunHa
g(t) = 0 uma pewmeme y |0, 1.

Heka je H € *IN \ IN. Ckyn {k € *]N’O <k< HI/I*Q<%> < O}je
xunepkoHayaH. Heka je kg meros makcumanas ejgement. Tama je ko < H jep

k
g(1) >0, atumeu ko +1 < H. 3aty = st (ﬁo) € [0, 1] (Tpumep 4.7.) je

k ko+1
glto) = st *g(70) < 0mglte) = st *g(*2=) = 0,7, glto) = 0. Tama
jexg = (1 — to)a + tob Tauka nzmely a n b taksa na je f(xg) = 0.
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Ciyuaj ¢ # 0 cBOIH ce Ha IMIPETXOIHHI TAKO LITO ITIOCMATPAMO HEITPEKIIHY
dynxuujy h(z) = f(z) —c. L

OO6pat npeTxoaHe TeOpeMe Besyje ce 00MIHO 32 MOHOTOHA ITPECITHKABATHA.

TEOPEMA 7.20. Axo je I C R unitiepsan u f: I — R monowmiono apeciuxa-
eare wakeo ga je f(I) marohe uniiepsan, waga je f neipexugno dpeciuxa-
sarve.

Jlokas. Hekajea € I ux € *I takBo na je * ~ a. Axo Baxu *f(x) %
f(a), tama usmehy f(a) u *f(x) nocroju tauka f(b) ckyma f(I). 36or
MOHOTOHOCTH 3aKJbyuyjeMo aa je b € I uameljy a u z, wro je Hemoryhe. W

VHyTap Kitace peaTHUX HENMPeKUIHUX QYHKIHja U3IBajajy ce YHH(POPMHO
HenmpekuaHe GyHKImje. YHuGOpMHA HEMPEKUIHOCT je TII00AITHO CBOjCTBO
(dbyHKIIMje Koje ce Be3yje 3a HeKH Mo acKyn ckyma R.

Peanna pyuximja f: A — R je ynugpopmno neipexugna na ckyny A C R
aKo

(Ve e RN)(F0 € RT)(Va,y € A) [z —yl <d = |f(2) - fly)| <e],

mrTo mocMatpano u3 *R uma crenehy HecTaHmapaHy KapaKTepH3aly;jy.

TEOPEMA 7.21. @yuryuja f: A — R je ynugpopmno neiipexugna na ckyity
A C R akxo u camo axo 3a cée x,y € *Auz x ~ y crequ * f(x) = * f(y).

Jlokas. (—) Hekazax = (x,) € *Auy = (y,) € *ABaxunz = y. 3a
NPOU3BOJbal MO3UTUBAH Peaial Opoj € OAPeIMMO MO3UTUBAH peaal 6poj &
TakaB Ja 3a cBe T,y € A Baxu:

[z —y| <d=[f(z) - fly) <e

Crora {n € ]N||J:n—yn| < 5}ﬂ{n € ]N!xn € A}ﬂ{n € ]N’yn €
A} C{neN||f(zn) — f(yn)| <& }. Ckynosu ca neBe cTpaie HHKIy3Hje
npumnanajy yarpaduiarpy D, oryma {n € ]N| |f(xn) — flyn)| < 5} €D,
omnocuo * f(z) ~ * f(y).

(+) Axo dyukuumja [ Huje yHnbOpPMHO HenmpekuaHa Ha ckymy A, tama
(3 € RY)(vo € RY)(3e,y € 4) [z — gl < 5 A F(x) - Fly)] = €].

IMpema ToMe, 3a neko € € R mocroje nusosu z, € A uy, € A taksu ga
je (@n) = (yn), amm na je {|f(zn) — f(yn)|) > €. Crora, za z = (z,) €
*Any = (yp) € "A Baxnm: = yu “f(x) % *f(y), wro je cynpoTHo
MPETIOCTABIIH. n
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I[IPUMEP 7.6. Cabupame je yaudopMHO HemmpekuaHa ¢pyaknyja ckyrna R x R

jepmsz ~uuny ~ vcaemn (x + y) = (u+ v). MHo)embe Huje yHUPOPMHO

HenpekuaHa ¢pyHknuja Ha ckyny R x R jepsax € u(0), z > 0, nmamo = ~ 0
1

n—~—,amuunzx-—2&0- —.
x x x

Ha 3aTBopenom uHTepBany [a,b] ckyma R Hempexuanoct u yaudopmHa
HEMPEKUTHOCT CE HE PA3IIUKY]y.

TEOPEMA 7.22. (KAHTOP) @ynxyuja f: R — R neipekugna na saimisoperom
unimiepsany a,b] C R je u ynugpopmmno neipexugna na [a, b|.

Jlokas. 3atBopen uHTepBan [a,b] je xommaktan ckyn y R, crora je

st *[a,b] = [a,b]. Heka cy z,y € *[a,b] TakBu ma je x ~ y. Tana je
st x = st y = ¢ € [a,b]. C 063upom Ha uenpexuanoct Gpynxuuje f Ha [a, b]
nmamo *f(z) = f(c)n*f(y) =~ f(c),a camum TuM 1 * f (x) =~ * f(y). ]

YuuhopMuo HEmpekuaHa peaiHa GyHKIINja UMa jJeAMHCTBEHY YHU(DOPMHO
HENPEeKUIHY eKCTeH3U]jy Ae(PUMHUCAHY Ha 3aTBOPEHY HBEHOT JOMEHA.

TEOPEMA 7.23. Hexaje f: A — R ynugopmno neiipexugna pearna pynxyuja.
Taga wocimioju wauno jegha yrupopmuo neiapexugna gynkyuja g: C1A — R
wmakea gaje g | A= f.

Jokas. YBepuMO ce IPBO Y TIOCTOjarhe TAKBOT IpecinKaBama g. [lohumo
OJ1 peueHulIe:

(Vx e ClA)(VneN)(Fy e A) ly — x| <

S

Fbennm *—tpanchepom nobujamo: (Vo € *Cl A)(Jy € *A) y ~ x. Oynkuuja
gla) =st *f(z), tnea € ClA, x € *Aux = a, jecte ekcTeHsuja GpyHKIMje
fjeps3aa € Aobuhe z = auga) =st*f(a) = f(a). Tokaxkumo na je
¢yukmja g yaudopmuo nenpekumna Ha ClA. 3a x,y € *ClAu x = y,
HajgasuMo u,v € *A takBe ma je u =~ x m v ~ y. Crora je u ~ v, mMa
n3 yuudopmue Henpekuanoct pynkimje f cnemm *f(u) ~ *f(v). Habe,
g(x) = 7g(u) ="f(u) n"g(y) = “g(v) =" f(v), 1. "g(z) = "g(y).
JTOKaXMMO caJia jeIMHOCT TAKBOT MpeciinKaBama. Heka cy npecnvkaBarmba
g,h: ClA — R yuudopmuo venpexkumgnau g | A = h [ A. 360r Henpexu-
aHoctu gynkuuja g u h mmamo na3a a € ClAu x € *A takso na je z ~ a,
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Baxn *g(z) ~ g(a) u *h(x) =~ h(a). Oryma, 360r *g(z) ~ *h(zx), nmamo
g(a) =st *g(z) = st *h(x) = h(a). [ ]

Pa3zmoTpumo n30113a joir Heka cBojcTBa (hyHKIIMja HEMPEKUTHIX Ha KOM-
HNaKTHOM CKYILY.

TEOPEMA 7.24. Hedpexugha cauka KOMAAKTHOE CKYild je aKohe KoMAaKman
CKYI.

Hoxaz. Heka je A C R xommakran ckynm u f: A — R menpexumno
npecnukaBame. [Tokaxumo ma je st *(f(A)) = f(A). Akoy € *(f(A)) =
*f(*A), rana 3a nexo x € *A umamo y = * f(x). Towro je ckyn A komna-
KTaH, To je st © = a € A. U3 x ~ a u Teopeme 7.22. cinemn *f(x) ~ f(a).

Haxne, st *f(z) = f(a) € f(A). [

TEOPEMA 7.25. Ckyii A C R je komitaxitian ako u camo axo je c6aKo HeiapeKugHo
apecnuxasare f: A — R o2panuueno.

Jlokas. VICTaKHMMO y JJOKa3y caMo TeXH Jeo TBphema. Heka je cBako
HenpekuHo npeciukasamwe f: A — R orpanuueno. ITokaxkumo aa je ckyn
A C R orpannyen u 3atBopeH. Cxym A je orpaHnueH jep je MpecInKaBarme
f(x) = |z| nenpexnmno na ckymy A. Heka ckyn A nuje 3arBopen. Ilpe-

|z —a
orpaHuueHo, jep 3a ¢ € *Au x ~ a umamo 1a je f(x) GeckoHayHO BeMKa
BENMYMHA. ]

ciukaBame f(z) = ,tne je a € ClA\ A, je HENpeKUIHO aju He U

Ha xpajy, ocBpHIMO ce Ha QYHKITHje Koje HUCY 00aBe3HO CTaHTapIHe.

Ocnamajyhn ce Ha S—ronosorujy ckyna *R (ommcany y omesbky 4.3)
ynjy 0a3y 4nHe CKYIOBHU OOJMKA {q € *IR’ stlg — p| < 6} zap € *Ru
e € R*, koje 30BeMo S—KyrJle, MPUCYTHU Cy M TAKBU TIOJMOBM KaO LITO CY:
S—orpanndena GpyHKIMja, S—ITUMEC U S—HEIPEKUIHOCT.

®ynxuuja f: *R — *R je S—oépanuuena na A C *R axo je ckyn f(A)
caipkaH y Hekoj S—kyriu, Tj. noctoju p € *R u crangapaio m € R Taxo
naje |f(x) —p| <m3sacsex € A

TEOPEMA 7.26. Hexa je A C *R uniiepnanan cxyi u f: A — *R unitep-
nanna pynkyuja. Taga, pynkyuja f je S—o2panuuena na A ako u camo axo cee
wmauxe ckyia f(A) apuitagajy ucimioj anaxcuju y *RR.
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Hokas. (—) Heka je pyuximja f S—orpannuena Ha A C *R. U3 Heje-
nuaxoctu | f(z1) — f(z2)] < 2m3acse x1,x2 € A cienu 1a CBe TAUKe CKyIa
f(A) npunanajy ucroj rajakcuju.

(<) Hexa f nuje S—orpannuena GyHkumja u Heka je
M={ne*IN|(Vpe R)Fz € A) |f(z)—p| >n}.

WNutepHarnan ckyn M caapku cBe KOHauHe IPUPOIHE OGpojeBe, 1a Ha OCHOBY
npunnuna npemmBama (Teopema 4.19.) caapxu 1 Hekn OeCKOHAYAH €JIEMEHT
H € *IN\ IN. 3a npoussossno z € A uzabepumo o € A Tako ga Baxu
|f(zo) — f(z)| > H. Oryna, f(z) u f(zo) He npunaaajy ucToj raakcuju y
“R. [

Bpojb € *R je S—mumec pyuxnuje f: A — *Ry rauku a uz S—3aTBOpema
ckyna A C *R ako

(Ve e RY)(36 e RY) (Vo € A\ {a}) [|lz —a| <6 = |f(z)—b] <e].

TEOPEMA 7.27. Hexa je A C *R unitiepnanan cxyi, f: A — *R unitiepnanna
pyurxyuja u a € *R enemenii S—3aimsopersa ckyiia A. Taga, b € *R je S—
numec gynkyuje f(x) kaga x — a'y A ako u camo axo f(p(a) N (A\ {a})) C
pu(b).

Joxaz. (—) 3a z € pla) N (A\ {a}) Baxn |z — a| < J 3a cBako
cragmapano 0 > 0. Oryna je | f(x) — b| < € 3a cBako cranmapano € > 0, ma

f(z) € p(b).

(<) Hekajee > 0y R u nexa je
M:{ne*]N‘(VxeA\{a}) [|x—a!<%:>|f(:v)—b|<e] }

WNurepnanan ckyn M campxu cBe OeckoHauHe MpUpOAHE Opojese jep = €
wu(a), ma Ha OCHOBY NpHMHIMIA MoMBamba (Teopema 4.20.) calipKu U HEKH

xonauan n € IN, Taga3a § = - € R* umamo TpaskeHu ycos. [ |
®yukuyja f: A — *R je S—nenpexugna y tauxku a € A C *R axo
(Ve € RT)(30 € RY)(Vx € A) [|1: —al<d=|f(z)— fla)] < 6].

CIMYHO MPeTXOMHOM TBphery MMaMo HeCcTaHIApAHYy KapaKTepu3anujy S—
HEMPEKUTHOCTH.



T'JIABA 7. HECTAHJAPIHM IPUCTYTI TPAHUYHNM TTPOLIECUMA 129

TEOPEMA 7.28. Hexa je A C *R uniiepnanan ckyi u f: A — *R unitiep-
namna gynkyuja. Taga je pynkyuja f S—netpexugna y a € A axo u camo axo

f(p(a) M A) € p(f(a)).

Henpexuanoct u S—HeMpekuaHOCT HeCTaHAAPIHe (PYHKIIH]e HUCY YIIOpe-
IuBU. YWTaoly MpemymraMo aa IpoBepH TBpAme ciieneher mpumMepa.

TTPUMEP 7.7. UnrtepHanna dynkimja f: *R — *R nebununcana jemnaxomrhy
0, x=0 . .

x) = : , The je o # 0 unbuHUTE3NMANA, jecte S—He-
f(x) {a-sm;, w40 el # 0 und ]
NpeKuIHa, aiy Hyje Herpexkuana y Tauku © = 0. C npyre crpane, dyHKIMja
f(z) = 2? je nenpexuana, amyu He 1 S—Henpekuana y Taukama = € *R \ R.
Taxobe, n nenpexuana Gynxumja f(z) = sin Hx, 3a 6eckoHayan npupogan

6poj H € *IN\ IN, nuje S—nenpekuana y taukama ckyna “R \ R.

7.3 JudepeHuujadMIHOCT U MHTErpauuja

3a peamny ¢yukuujy f: A — R xaxemo na je qugpepenyujabunna y mwiauxu

f(z) = f(a)
T —a

IPaHUYHA BPEIHOCT 30Be MPBU W3BOJA (PyHKIMje f y TAaUuKM @ M 03HAYABA

ca f'(a). Kopwmrhemem Teopeme 7.12. 1o6uja ce HecTaHgapaHa KapakTe-
puzamyja auhepeHInjabmITHOCTH.

a € Int A ako mocroju konauaH lim 45,4 . Tapa ce nobujena

TEOPEMA 7.29. @yuryuja f je qugepenyujabunna y mauku a u wen uzeoq y
wauku a je b = f'(a) ako u camo axo

x “fx) — fla
(v € * A0 (o) \ {a)) LLID o
Kitaca peannux ¢pyHkuuja nudeperimjadbunnux y rauku a € R yxa je on

KITace peaTHuX (PYHKIMja HEMPEKNIHNX Y UCTO] TAUKH.

TEOPEMA 7.30. Ako je ¢pynurxyuja f: A — R qupepenyujabunna y wauxu
a € Int A, waga je f u neapexugna gpynkyuja y a.

Joxaz. VI3 * f(x) — f(a) = f'(a)(z — a) 3a cBako = € *A N p(a) cnean
“f(x) — f(a) € u(0), 1j. *f(x) = f(a) 3a cBako © € *A N p(a). Ipema
ToMme, GhyHKIMja [ je HePEKUIHA Y TAYKH G. [ |
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OcHOBHa TIpaBWiIa JU(EpeHIpama Cy AUPEKTHe TOCIenuIle 0ocobuHa
penamyje ~ :

o (f+9)(a)=[f(a)+g(a),
e (f-9)(a)=f(a) g(a) + f(a)-g'(a),

(! 'a ~ f'(a)-g(a) — f(a) - ¢'(a)
(g> (a)= 9%(a)

IToce6HO MCTUYEMO MPABUITO Au(epeHIMpamba Koje ce OTHOCH Ha U3BOI
cnoxxeHe pyHkumje.

. g(a) #0.

TEOPEMA 7.31. Ako je peanna ¢pynxyuja f: A — R qugpepenyujabumna y
wmauku o € Int A u peanna pynkyuja g: B — R qupepenyujabunna y wiauxu
b= f(a), maga je wuxosa komiosuyuja g © f Qynxyuja gupepenyujabunrna y
HauKy a u eaxicu
(g0 1)(a) = 4'(F(a)) - F'(a).
Hokas. 3acBako x € *AN (u(a) \ {a}) Baxku * f(z) € *BN (u(b)\ {b}),

a oryma 3a pyHKIMjy h = g o f umamo n

h(x) ~hl@) _ gl f@) ~g(f@) “fx) = fla) _ o
T—a - “f(z) — f(a) r—a ~ g (f(a)- f'(a)m

Peanna ¢ynkumja f: A — R wma noxkannu maxcumym y imiauku a axo
nocroju € > 0 (crangapaaH) TakaB Ja 3a CBaKko = € Ja — &,a + [ C A Baxu
f(z) < f(a). Tpema Tome, PpyHkMja [ UMA MAKCUMYM y @ KO M CAMO aKO
je *f(x) < f(a) 3a cBako = =~ a. [lyamHo ce neWHNIIE JTOKATHN MHHIMYM
peanHe GpyHKIH]e.

TEOPEMA 7.32. Axo je ¢pynxyuja f: A — R gupepenyujabunna y wiauxu a u
y 10j uma noxanuu maxcumym, imaga je f'(a) = 0.

Jokasz. 3a tauke z,y € u(0) Takse ma je < a < Yy BaKwu:

S - fla) W) - f@)
T—a - y—a o
Oryna umamo, f/(a) ~ W >0u f'(a) = W <0, T1j

f'(a) =0. ]
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HznBajamo ciemehy TeopeMy O cpelmoj BpeOHOCTH AU(epeHIIHjaTHOT
pauyHa.

TEOPEMA 7.33. Hekaje f: [a,b] — R pearna ¢pynkyuja neapexugna na |a, bl,
gugpeperyujadunna na la,bl u M = sup,,p |f'(x)| konauan pearan 6poj.
Taga je | f(b) — f(a)] < M - (b— a).

Joka3. JlnneapHoM TpaHCc(hHOPMAIHjOM CBOJUMO MPOOIIEM HAa HHTEPBAI
[0, 1]. Hekaje pynkmmja g: [0, 1] — R nedunncanaca g(t) = f((1—t)a+td).
Tana je npeciukasame g Henpexuano Ha [0, 1], mubepennujabuno na |0, 1],
g(t) = f'(1—t)a+1tb) - (b—a)ulg(t)] < M(b— a)sacsako t €]0,1[.
Tana je3a H € *IN \ IN ucnymeno:

(1) = 9(0)] = ‘Zf—l K (151) 9 <k;fl>‘
(

IN
]
|

k
Heka je ¢, = st (E) W3

o(5)-(5)

g (g7 o) +aten (o= ")

1 1
/a) | =@l g

Q

1
cnemn |g(1) — g(0)] < M(b—a) ZkH:1 T= M(b— a), a caMuM THM BaXu

u|f(b) = fla)] < M(b - a). u

Peanna ¢pyuxumja f: [a,b] — R je unitiezpaturna y Pumanogom’

cmuciy
Ha MHTEpBay [a, b], u men uurerpai je 6poj fab f(z)dr,axo3acBakoe € RT,

nocroju § € R Tako na je

b n
[t =Y @@ —nen)| <

3a CBaKy NapTHIMjy MHTEPBAJA [a, b] oapeleHy HU30M TOJEOHNX TAUaKa 4 =
o<z < -+ <xp =b3axojuje|ry—rK_1| < I,k =1,...,n, n3acBaku
u3bop mehyrauaka & € [vr—1, 2], k=1,...,n.

» Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)
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IMocmatpano u3 *R to usrnena osako. Heka je H € *IN \ IN u neka je ™
WHTEPHAJIHA NAPTUIIMja MHTEPBAJIa [a, b onpelena MHTEpHATIHUM HU30M @ =
x9g <z <--- <xyg=braksuMm a je vy — xx—1 € p(0), k=1,2,... H.
Hexka je £ = (&1, &2, - .., {y) unrepnanan nu3 mehyrauaka rx_1 < & < zk,
k=1,2,...,H. Taga

Su(m &) =3 *F(€)(wk — xm)

30BEMO XHTIEPKOHAYHA WHTErpajHa cyma GpyHkIimje f Koja oarosapa uHTEp-
HAJTHOj MMAPTUIMJU T ¥ UHTepHAITHOM HU3y MehjyTauaka &.

TEOPEMA 7.34. Axo je f: [a,b] — R neiipexugna peanna ¢ynxyuja, waga je

2 f(x) dx = st(Sp (x,€)).

Hoxaz. V3 nepmuunnje PumMaHoBOT MHTErpaa Henpekuane Gpynknuje f
Ha MHTepBany [a, b] *—Tpanchepom nobujamo:

b H
[ e =3 r@)m - o) <

3a cBako € > 0, rae ¢y o — xx—1 € u(0). Oryna, S (m, &) = f; f(z)dz. m

Jlo PumanoBor uHTerpajia Henpekuane ¢pyukuuje f: [a,b] — R mormm

cmo gohu u na cnenehu naunn. 3a H € *IN \ IN neka je nomohy z; =
b—a
at+k- 7 k=0,1,..., H, nata untepHajiHa napTuluja uuTepBaa |a, b|.

H —
Suf = Zk:l*f <a+k- bHa> %
MHTEpHAJIHA MHTErpajHa cyMa. 3 OrpaHUueHOCTH HerpekuaHe GyHKImje
f, na mpumep |f(x)| < M 3a cBako = € [a,b], mmamo |Su f| < M(b— a),
1j. Spf je xonauan. Jla 6Gucmo mokaszamu ma ¢y cBu Sy f GeckoHauHO
OIIMCKH jelaH OpyroM, JOBOJBHO je mokazatu Syi f ~ Sy f 3a 6beckoHauHe
H,K € *IN\ N, a mro cnenu u3:

Sukf—Suf = ij*f<a+j.b—“>.1
H . b—a 1
- Zj=1f<a+]' H>H
b
- X (e (e G- nm S

— *fla+j b-a 1 <e
J H S €.

Hexa je
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I1pema Tome, moMmohy ff f(x)dx = st(Syf) moxkemo na yBememo PuManoB
UHTErpaj Henpekuane Gpynkuuje Ha [a, b).

Ha xpajy, n31BajamMo HecTaHIapAHM TOKa3 clieieher OCHOBHOT pe3yiTaTa
MHTErPATHOT pauyyHa 3a HelpeKuHe QyHKIuje.

TEOPEMA 7.35. Heka je f(x) neapexugna ¢pynkyuja na [a,b). Taga dociwioju
dyuxyuja F(x) = [T f(t) dt 3a kojy je F'(x) = f(x), x €]a,b].

Jlokas. 3a mpousBoJbHO ¢ € |a, b[ v cranmapauo h > 0 TakBo 1a ¢ + h €
[a, b] Baxn

ct+h
Fc+h) - F(c) :/C F(t) dt
- st(ZkHzl*f(c—k(k—l)-Z)Z)
= h-st(éijf(ch(k—l)-Z)).

Hexka cy y Taukama ¢1 M ¢ MAKCUMYM U MEHUMYM (QyHKIWje f HA MHTEPBAITy
[c,c+ h]. Tana je

ﬂ@ws;§jijfcﬂwk—n-g)sf@m

F(c+h)— F(c)

aomatne f(co) < < f(e1). Kako 0BO Baxu u 3a MHUHHUTE-
sumaiiHo h # 0, a Tama je ¢; = co, mau f(c2) =~ f(c1) = f(c), nobujamo

Pt M =1« o). (o) = 1(0) -




I'naBa 8

EnemenTapne dpynkumje

EnemeHnTapne (yHKIMje YMHe HajBaXHHUjy Kiacy (yHKIMja y aHaIu3H. Y
0BOj TJIaBW 3acHOBaheMo OBe (hYHKITMje 1 U3BECTH HAjBAXKHUje OCOOUHE KOje
Cy 3aHUMJbMBE Ca CTAHOBHINTA aHanmm3e. HapaBHO, Ja GMCMO HM3TpaIuiIH
ereMeHTapHe (pyHKIMje KopucTHheMo MeToje HeCTaHIapIHe aHaIn3e Koje
CMO Pa3BWIIN Y MIPETXOJHUM TOTJIABIbUMA.

8.1 Iloaunomu u panMoHa/He pyHKUH]e

V ceakom nosby F = (F, +, -, 0, 1) nocroju kinaca pyukuuja Koje cy aeduna-
OMITHE Ha je3WKY T0Jba MPOITUPEHOM CUMOOIMMA KOHCTAHTH U3 ToMeHa F.
Ped je 0 TOMMHOMHNM M pallMOHATHIM (QYHKITHjaMa.

IIpe Hero mTo HaBeAeMO TayHe Jie)MHMIIM]jEe OBUX II0OjMOBA, IOACETHUMO
ce na cumbon Ly osnauasa jesuk L U {a|a € F }. Jaxne, ako je L je3ux
TeopHje mosba, oua je Lp = {+,-,/,0,1}U{a|a € F}.

JEOUHULIUIA 8.1. 1° TlomuHoMm (ca mpoMeHJBMBOM ) Han mojbeMm F je
CBaKM TepM jesuka Lp obmuka P(x) = ag + a1x + -+ + an2™, n € I\
UraHoBu HU3A g, . . . , Gy Cy KoeduIMjeHTH nomuoMa P. 'V 3amnucy nonm-
HoMa P yobuuajeHo je na ce ymecro a; nue a;. IlomunoM P je O—nmomunoM
VKOJINKO CY CBU HeTOBU Koeduijentn jeqHaku 0.

2° PanuoHanHu u3pa3 (IPOMEHIbHBE ) je CBAKU TepM je3uka Lp obimka
R(z) = P(z)/Q(x), rne cy P, Q nomuuomu nosba F, u Q uuje O-nonunom.

CKyIoBM CBHX TOJMHOMA U PALMOHAIHUX M3pa3a MPOMEH/bUBE T Ha/l
nosbeM F o3nauasajy ce penom ca Flz] u F(z).

134
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Ha cnuvan HauuH ce AeHUITY TOTHHOMU M PAIIMOHATTHU U3PA3H BUIIIE
NPOMEHJbUBHUX. PelmMo, MoJIMHOM ca NPOMEHJbMBAMa L1, . . . , Tj HAJl TIOJbEM
F je cBaku TepMm jesuka L obmuka

P(xy,x9,...,21) = Ao x™ xS a0k
(1,2, ..., 7) Eaes—al 2 ko

rae je S KoHaYaH CKyIl HeKMX HU30Ba JAyXKHHE Kk TPUPOIHUX OpojeBa.

JEOUHULWIA 8.2. Heka je G(x1,...,2)) NOMMHOM (palMOHAIHM M3pa3)
nag nossem F. TIpecimkasame g: F¥ — I oxpeheno jemnaxorhy

glay,...,a) = GF[al,...,ak]

Ha3MBa ce IMOJIMHOMHOM (pallnoHaTHoOM) GYHKITHjoM moJba F.

IIpetniocraBuheMo eneMeHTapHe TIOjMOBE M OCOOMHE TIOTMHOMA U PAIlH-
oHaJHUX M3pas3a. Mmak uzasajamo, 6e3 mokasa, 0Be OCOOUHE.

TEOPEMA 8.1.  1° Homunomu P,Q € Flz| ¢y mehycobno jegnaku axo u
camo axo ¢y P u Q @onunomu ucitioz cimeiiena u umajy jegnaxe 0g2o-
sapajyhe xoepuyujenite.

2° Cmpykimypa (F[z],+,-,0,1) je komymiamuean apcitien ca jequruyom,
2ge je + cabuparee, a - MHOXCEHE HOIUHOMA.

3° Cmpyxmypa (F(zx),+,-,0,1) je domwe, 2qge je + cabuparve, a - mHodicerse
PAYUOHATTHUX U3PA3AL.

4° Ako je k € F kopen wonunoma P(x) € Flz|, onga x — k genu P(x).

5° Honunom P(x) ciieiiena n uma najeuwe n kopena (pauynajyhu u rouxosy
suweciipykociu) y iomy ¥F. Axo cy ki, . .., ky kopenu iionunoma P(x),
onga y ¥ sancu jegnaxocm P(x) = an(x — k1) ... (x — ky), apu wemy
Jje ay, 6ogehu xoegpuyujenit.

Axo je F mosme xapaxrtepuctuke 0, oHIa cBakoj MOTMHOMHO] (PyHK-
[IUjU OATOBAapa TAYHO jeJaH MonmHOM. To HHje cTydyaj ca ToJpuMa 4uja
je xapakTtepuctuka paznmuuuta on 0. Taxo Ha mpuMep, y MOJbY OCTaTaKa
Z, = (Zy,+p, p,0,1) mo moxyny npocror 6poja p Baxu 3akoH z¥ = z,
JaKie uaeHTHUKa (pyHKIMja ToMeHa Z,;, oapeheHa je ca ABa pa3IUuUTa IOJIU-
HOMa, TO ¢y ¥ u x.
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3a AHATM3y OJ1 MHTepeca Cy MOJMHOMHM HaJ MOJbEM PEATHUX U MOJHEM
koMmIurekcHux Opojea. IpecnukaBame st: *Rg, — R je xomomopdmszam,
Ia OTyJa IMaMo

st *p(x) = st ZKn a;ix’ = ZKn ai(st )" = p(st ), 2 € *Ray.

Kako ce nHempekugnoct peanne ¢ynkuuje f nmocmarpano u3 “R Buam kao
komyTatuBHOCT dyHkumja st u * f, To Baxu ciienehe TBpheme.

TEOPEMA 8.2. Ceaxa wionunomua gyuxyuja p: R — R je neipexugna.

Be3 nkakBe pa3nuke ce moKa3yje 1a je cBaka MOIMHOMHA (PYHKITNja TaKBa
na p: C — C, rae je C nosbe KOMIUIEKCHUX OpojeBa, Takohe HenpeKuIHa y
C, xao v mUXOBE TeHepaNn3almje, TOITMHOMHE (DYHKIIMjE ca BUIIE apTyMe-
Hata. Taxolje, MICTUM MOCTYITKOM ce ToKa3yje Aa Cy pallMoHATHe (pyHKIIHje
HEMPEKUIHE HA CBOM JJOMEHY.

Axo je p(z) = > -, a;x', a, > 0, peanHa HOTMHOMHA (yHKIHja
HemapHor crenena, ouja lim, o p(z) = 400 u limy_,_ o p(x) = —00,
mma npeMa Teopemu 8.2. u Teopemu 7.19. umamo cnenehe TBpheme.

TEOPEMA 8.3. Ceaku peannu fioiunom Helaproé citieiiena uma oap jegan pe-
ANIAH KOPeH.

C npyre cTpaHe, OJbe KOMIUTEKCHHIX OpojeBa je anre6apcku 3aTBOPEHO,
1j. cBaku nomiHoMm P(z) € Clz] crenena > 1, uma kopen y C. Oso
BEOMa Ba)XKHO CBOJCTBO KOMIUTIEKCHHX OpojeBa TOKa3yjeMo Y OKBHPY HEKO-
Ko cienehux TBphema.

Crnenehy nemy mokasahemo kacHuje, Kaga H3BEIEMO OCOOHMHE TPUTO-
HOMETPHjCKUX (YHKIH]A.

JIEMA 8.1. Jegnauuna z"* = a, n > 1, a € C\ {0} uma wauno n pewersa y
oy Komitnekcnux opojesa C.

JIEMA 8.2. Ako je p uomurnomna ¢pynxyuja naq omem C, ciueiiena > 1 u
p(20) # 0, onga wocimoju z1 € C wakas ga je |p(z1)| < |p(z0)].

Iokas. TlomuuoM p 3a zg, h € Cu z = 29 + h MOXeMO IpeaCTaBUTH Ha
crnenehn Haunu

p(z> = A0+A1(Z_ZO)+"'+An(z—z0)n,
bt h) = plea) 4 Auh oot AP
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Heka je Ay npBu y Husy A1, ..., A, pasauuur ox Hyle, u h = te, rue je €
2

k— —1(40) 1o x, koje mpeMa Jlemu 8.1. mocroju,
k

nnueka je 0 <t < 1. lasee, yBemumo B = Ajej. Tana Baxu

JEMHO pelllerbe jeMHaunHe T

Ip(z0 +h)| = |p(z0) — t*p(20) + t* ' Bpyy + - - + "B,
< (1= t5)p(z0)| + " Brga| + -+ + 7| Ba
= (1=t")p(z0)| + t*"|Byya| + - + | Byl
= |p(20)| + t*(=|p(20)| + | Biga| + - - + " 7| By)
= |p(20)| + t*B(t).

IpumernMo 1a je ¢pynxuuja B(t) peaman nmomunoMm. Jlajbe UMaMo Ja je
B(0) = —|p(20)] < 0, na kako je dynkumja B(t) Henpekuana, mocroju
0 < typ < 1 tako ma B(tyg) < 0. Tama 3a h = tye Baxu

[p(20 + h)| < [p(20)] + 1GB(to) < [p(=0)],

JaKJIe MOXeMO V3eTH 21 = 2 + tp€. [ ]

JIEMA 8.3. Axo je p(z) komitnexcan wonunom ciieiiena > 1, z € *C beckonauan,
wmaga je u p(z) 6eckonauan.

. n [ @0 an—1 .
Jokas. Moxemo y3etu 1a je p(z) = z (z—n + -+ . + an), rJe je
A a Qp—
n>1,a, #0. Oryga Zkk%03ak21,naz—2+~-+ n1+an%an.
z
Cnenn pin) ~ ap, ogakie |p(z)| = +oo. [

TEOPEMA 8.4. Csaku kominexkcan ionunom p(z) cideiena > 1 uma kopen y
oy Komitnexcrux opojesa C.

Hoxas. Hexa je S = {|p(2)] ’z € C} ns =infS. Unpumym ckyna
S nocroju jep je 3a cee a € S, a > 0. Haxne s = inf.cc |p(2)|. Orynma
nocroju z € *C tako ma je s ~ |p(z)|. Kako je s konauaH, To je u p(2)
KoHavaH, na npema Jlemu 8.3. u z je konauan. Heka je u = st(z). [Tonmunom
p je HempekuaHa QyHKIMja, ma je s = st |p(z)| = [p(st(2))] = |p(w)|, 1j.
Ip(u)| = inf.ec |p(2)|. TIpema Jlemu 8.2. ogmax ciemu p(u) = 0. [

Jaxie mojbe KOMIUIEKCHIX OpojeBa je anrebapcku 3aTBOpEHO, Ia IpeMa
Teopemu 8.1. crenu
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IMocnEanUA 8.1. Csaku wonunom P(x) € Clx| pasznoscus je y upouseog
JuHeapHux haximopa, wj. docimoje ci,...,cn, € C maxeu ga y C easxncu
Jeguaxociu

Px)=an(x—c1) ... - (x —cp)

u ay, je 6ogehu Koeguyujenii.

Ipewma JTajonurioBoM npuHIminy mobe *C je Takole anrebapcku 3aTBope-
no. Kopucrehu oBy ocobuny noJba *C mMoryhe je oeHUTH KOPEHE ITOJIMHOMA
P(z) € *C[z] ykonnko ce koeduimjentn y P(z) anpokcumMupajy ereMenTumMa
u3 C.

JIEMA 8.4. Hexaje P(z) =3, a; 2" wonunom ca koeuyujenimma y *Cy,
st(an) # 0, u nexa je 3a b € *Cg,, P(b) = 0. Taga wocimoju ¢ € p(b) warae
gaje P(c) = 0.

Hoxaz. Kaxko je *C anrebapcku 3aTBOPEHO TOJBE, TO MTOCTOjE EIIEMEHTH

bi,...,b, € *C rakBu naje P(z) = an(z —b1) ... (2 — by). Habe, axo je
z € *C beckonayaH, oHJ1a
[ P(2)] an-1 ag
1 -1 ~
(1) lan||z|™ + an 2 ot Ay 2" ’

1
1. *C | (3h € IR)(VZ)<|Z| > h = |P(2)| > 5), onakie mpeMa JlajoHu-
LOBOM NPHHIIUILY CIIEAN

C = (3h € R)(Vz2) (]2\ > h=|Py(z)| > ;) )

raeje Po(z) = do+diz+---+dn2", d; =st a;3a1 < n,jepjesaz € *Cqp,
Py(z) = P(z). Oryna, 3a Heku hy € R,
1
C k(%) (121 = ho = [Po(2)] = 5).
onakne npema Jlajonuuosom npunumiy, kopucrehn na je Py(z) ~ P(z),
z € *Cgy u (1), nMamo

“CE (v2) (\z| > o = |P(2)] > ;) |

JMakiie, cBu kopenu nojaunoma P(z) cy konauuu, 1j. b1, ..., b, € *Cgy,. Ako
b; ¢ p(b) 3a ceaku i < n, onma

st(P(b)) = st(ay) -st(b—01) -...-st(b—b,) #0,
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IITO je KoHTpaauKuuja ycinoy P(b) ~ 0. [ |

[Ipema nocnenmoj 1eMI UMaMO 3aHUMJBHBY MOCIEANITY 1A C€ MOTMHOMHU
Haxa npcreHoM *Cgp, Ko Kojux Hajcrapuju KoeduimjeHT Huje nHpuHUTE-
3UMaia, pa3inaxy Ha nuHeapHe (axTtope. Taxobe, y moryhnoctu cmo ma
OIIEHMMO KOpPEHE IOJIMHOMA KOjU C€ MOTY alpOKCHMHPATH CTaHAAPAHUM
MOJIMHOMUMA.

TEOPEMA 8.5. Hexa je ionunom p(z) € *Clz] cimeiiena m ca konaunum ko-
epuyujeniiuma u nexa je ionunom q(z) € Clz| cmeiiena n > 1 wakas ga 3a
cee z € *Cgy, sadicu jegnaxocim stp(z) = q(st z). Taga sasxcu:

1° Axo je m = n, m,n > 1, onga je b € C kopen wionunoma q(z) axo u
camo ako gocimoju kopen a € *C dorunoma p wakas ga je b = st a.

2° Ako je m > n, onga @ocwmioju n Kopena doaunoma p(z) uuju cy cidan-
gapgnu genoeu kopenu donunoma ¢(2) (pauynajyhu suwecimipykocid Ko-
pena) um — n 6eckonauHux Kopena ioaunoma p(z).

Jokas. 1° (—) Hexka je q(b) = 0, b € C. Tana Baxu 0 = ¢(b) =
q(st b) = st p(b), 1j. p(b) ~ 0. Kaxo je q(z) crenena > 1 u q(z) je
HCTOT CTeleHa Kao U p(z), To KoepHIMjeHT YWiaHa MOJIMHOMA P ca HajBehum
crenenoMm Huje unduuuresumaia. dakie, npema Jlemu 8.4. nocrojua € pu(b)
takas ja je p(a) = 0.

(+) M3 ycnosa p(a) = 0mamasumo 0 = st p(a) = ¢(st a). Ia je a konauan
nmokasyje ce kao y Jlemu 8.4. Jlawe, ako Ccy ay, . . . , Gy KOPSHH TIOJTUHOMA P U
b1, ..., by Kopenu momuHOMa ¢, oHaa 3a Heku d € C Baxn

(2) q(z) =d(z—=b1)...(z —bp) =d(z —st a1)...(z — st ay).

3aucra, ako je st p(z) = q(st z) 3a z € *Cgy, OHIA ce HEMOCPEIHO TOKa3Yje
Jla Takohe Baxu

(3) st(p'(2)) = q'(st 2),

rae je p'(z) m3soa nonmnoma p(z). TIpuMETMO 1a N3BOJI TOJIMHOMA MOKEMO
nmebuHucaTH GopMalTHO He To3MBajyhu ce Ha mudepeHINjaTHI pauyH, HanMe
y3umajyhu 1a je usBox nomunoma p(z) = ap + a1z + -+ - + a, 2" noauHOM
p'(2) = a1 + 2asz + --- + na,z""!. Ha ocHOBy oBe meduHMINje H3BOAA
MOJIMHOMA HMje TENIKO BUIETH [a j€ 4 BULIECTPYKH KOPEH TOIMHOMA P(2)
ako u camo ako je p(a) = 0 u p'(a) = 0. Oryma npema (3) cienu aa cy
BUIIIECTPYKOCTH KOPEHA a; U St a; jemHake, Jakire jeMHakoCT (2) BaXKH.
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2° Heka ¢y ai,...,a; KOHAYHHU U C1, ..., ] OECKOHAUHU KOPEHU MOJMHO-
Ma p(z) u Heka ¢y My, My penoM koeduIMjeHTH WIaHOBA MOIMHOMA D, ¢
HajBeher crenena. [laxie, p(z) = My(z—a1)...(z—ax)(z—c1) ... (2 —q).
Tana 0 = st p(a;) = q(st a;), 1. st a; je kopen noymuoma ¢(z). Jasmbe, ako
je q(b) =0, ouma p(b) ~ 0. Ykomuko je b # st a;, i = 1,...,k, onna Baxu
M(b—10b1)...(b—bg) =~ 0. Tana 3a ceaxu b’ € *Cg,, umamo

M-Hi(b’—bi) = M-Hi((b—bi)Jr(b’—b)) = Zj(b’—b)j -M-Hi(b—bi) ~ 0,

jepje ' — bxonavan u M - [[,(b — b;) ~ 0. Oryna 3a cse z € *Cgy,, Baku u
p(2) ~ 0, omaxne ciemu aa je ¢(z) 0-TMOIMHOM, CyIPOTHO TIPETIIOCTABIIN 1A
jen > 1.

Ja cy BuIIeCTPYKOCTH KOpeHa a; u st a; jenHake, qokasyje ce kaoy 1°. B

8.2 Crenena pynkuuja

V oBOM 0fIeIbKy pa3zMoTpuheMo M3rpaamy, Kao U anredapcke W MHGIHU-
Te3uMaiHe ocobuHe crenene Gpyuxmje (x,y) — xv.

DOYHKIMWIA 2™, m € N

Heke ocoGuHe oBe dyHKIMje ciene M3 cBojcraBa ImojmHoMa. Hajnpe
hemo noxkaszatn ga ¢pynkumja f: RT — RT, f(z) = 2™, uma unsepsny
(GyHKIMjy, IpyruM peunMa, ako je a € R™, onna a uma m—Tu kopen %/a 3a
CBaKW MO3UTHBAH MTPUPOAAH OPOj m.

TEOPEMA 8.6. Heka je m apupogan 6poj u Ay, = {2 |z € R}. Taga
8aocu:

e ako je m > 0 @apan 6poj, onga je Ay, = RTU{0};

® ako je m neiiapan, onga je Ay, = R.

Hokas. Ounrnenno, 1oBosbHO je Aokaszaté aa 3a 0 < a < 1 mocroju
x € R rakaB ga je 2™ = a.
Heka je H OeckonauaH npupogan Opoj ¥ Heka je ¢; = (ﬁ) 3a 1 =

0,1,...,H. Tagaje { [ci—1,¢;[| 1 <i < H } pasbujame nnrepsaia [0, 1]+,

. . ) ) T \™ 1+ 1\m
Te TOCTOjU TadHo jemaH ¢ < H TakaB nma je (E) <a < ( I7i ) .
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Tyaa UMaMo S — a E— T). 3a g = — | BaXH

)t S a S xgt, omakie ceny gt = a. =

OnuaTepeca Moxe Ourtu u cieaehe TBpheme unju q0Ka3 aaje Mpou3BOJLHO
06y alpoKCUMAaIMjy 3a {/a HU30M pallioOHAIHMX 6pojeBa.

TEOPEMA 8.7. Heka je m iiosuitiusan tpupogan opoj. Taga je ckyu gaili ca
Ap ={2™|z e Qt }eycmy Q™.

Hokas. Hekajea € Q, 0 < a < 1, u Heka je uu3 () nepunucan ca

1—=x,

— om’
1—ap

(4) Tpy1=1—(1—a)- xo = 0.

Tana

1° 3acBaxun € INT Baxu 0 < z,, < 1;

2° uwm3 () je MOHOTOHO pacTyhu.

Joxa3 tBphema 1° M3BOAMMO MHAYKIMOM, ¢ TUM IITO HABOJUMO CaMO

nHAyKTHBHU Kopak. Ilo mugykruBHOj xumotesn 0 < x, < 1, gakne 0 <
— T,

1—zm

n

m

Ln

< 1. Co63upomvaTo majel —zpi1 = (1 —a)- crenu

Tn41 < 1. Jame, npema (4) cuenn

a+x,+ - +ap!
Lo, 4+ +apt

(5) Tn+1 =

Ta KaKo je Mo MHAYKTUBHO] XUIOTE3N Ty, > 0, TO je 1 41 > 0. OBuM je 1°
JTOKA3aHO.

Hoxa3 tBphemwa 2° Ttakohe mzBogumo uHaykimjom. Kako je g = 0,
T1 = a,Toje X1 > Xo,NMa Tpy1 > Ty Baxku3an = 0. Jawe, u3 (4) HAIA3MMO

(1 —2p1)(1 —2p1) _ L—apty
(©) (1 —xp,)? 1l am’

1= 2y L4zn 1+ +als)

l—xn  1da,+--+ap !
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L+ apg+- a2l

. Lt o+ +ap!
ma mpema (7) cnemu T, < Tpn+1. OBUM je JoKa3aHOo TBpheme 2°.

I1o MHOYKTUBHO] XUIOTE3U Ty, > Tp—1, JAKITE <1,

Ipema 1° u 2° nus (z,) je KoHBeprenrtan, naxie Koimjes, Te 3a 6ecKo-
Ha4HEe MpUpPOAHE OpojeBe 1, M UMaMoO T, ~ I,. Heka je n GeckoHayaH
TpupoAaH 6poj U w = Zy. Tama 41 = Tp, a npeMa (5) caenn

a+w+--+wn?
w = .
L4+w+ - +wm!

(8)

C o63upoM Ha TO Maje 1 +w + - - - + w™ ! xonauan, To u3 (8) cmemm w™ ~
a. EnemeHnt w je xumepparmoHajaH, ma mpema JIajOHUIIOBOM MPWHIIAITY
ckyn Ay, je rycT y Hekoj okomnHH Opoja a. Kaxo je ememenrt a €]0,1[q
npoussosban, 10 je A, ryct y ]0,1[q. Tlomohy npecimxasama = +— !
(r € Q") nenocpeano ce noxasyje na je A, rycry Q. [ |

Ha ocnoBy nperxomHor TBphema U wi—3acHheHOCTH IMaMO HOB J0Ka3
Teopeme 8.6. Hanme, npema Teopemu 8.7.

1
Z(:L‘):{a—<xm<anelN}
n

je KOHAYHO HEeNPOTHBYpedaH cKyl ¢hopMysa, Tj. THI (ca jeTHIM CHMOOIIOM
KOHCTaHTe @), na kKako je *Q wi—3acuhen, To mocroju ¢ € *Q xoju peanunsyje
in X(x) y *Q, 1j. ™ = a. Yaumajyhu r = st(c), nobujamo ™ = a.

OYHKIWIA 29, € QT

Uzt™ —1=(t—1)(1+t+---+ ™) saxmyuyjemo 1a 3a nos3uTHBAH
pupodan 6poj m y mosby R Baxn

JIEMA 8.5, Uzt > 0ut™ =1 crequt = 1.

m
Kako je 3a y1,y2 € RT, y" = yJ" ako u camo ako (%) =1, To
2

npeMa 0Boj Jlemn u TeopeMu 8.6. mpecinkasame & — /™ (x € RT) je
no6po meduHUcaHOo clienehoM eKBUBAJICHITH]OM:

JIEOUHULIIA 8.3. y = zV/™ &y > 0Ay™ = .
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Axo je f: RT™ — R™ npecnuxapame oapeheno ca f(z) = 2™, Tana je
IIpeMa [IPETXOAHO] AeUHUIIH, ounriIento, hynkuuja x — zV/™, (z € RY)
HHBep3Ha 3a f.

I-717§Kaje q€ Q\n{lO }. Tana je 3a HeKe TIO3UTUBHE NPUPOJIHE OPOjeBe 1M, N,

q = — wmn ¢ = ——. [IpernocraBuheMo na cy m U n y3ajaMHO TPOCTH.
n n

JIEOUHULWIA 8.4. 1° Axojez € R uq > 0, tama 29 = (™)™
2° Akojez € RTuq < 0, tamajez? = ((arm)l/”)_l.

ITpema [ledpunmmmjama 8.3. u 8.4. omMax nobujamo cienehe anredapcke
ocobuHe pyHkimja T —> x4,

TEOPEMA 8.8. Hexa cy x,y € RT, up,q € Q. Taga
1° (xy)? = a9, 2° ()P = 29, 30 pPHa — gPgd
4° akoje 0 <p < q ongaszal0 <z <1l 2 >2%uzax>1 2 <z
IMpema JIajOHUIIOBOM MPUHIIMITY HEMOCPEIHO CIIeIH Aa jeqHakocTu 1°—4°
Baxken3ax,y € *RT, p,q € *QT.
OYHKOWIA 27, r € R
V oBoM oiesbKy Buzehemo na cy csojersa pynkuuje " (r € R) mocnenu-

1e MHpUHUTE3NMATHUX ocobnHa (ynkuuje 27 (g € Q).

JIEMA 8.6. Hexa cy p,q € *Qgy, fwaxeu ga je p ~ q. Taga 3a céaxu v € RT
sazicu P ~ x4,

Jlokas. Hajupe noxaxuMo
(9) 2"~ 1, sanec*IN\N.

IpernocraBumo = > 1 uuekajex'/” = 1+e. Tagajee > Ouzx = (14¢)" >
1+4+ne. C o63upoM Ha TO Aa je n OeCKOHAYaH, CIeIU a je € MHPUHUTe3NMana,
Tj. (9)Baxkn3ax > 1. Kopucrelin ocoGuHe mpecinkaBama & — ! qokasyje
cerma (9)Baxmmzal <z <1,

IIpetnioctaBuMo 11a ¢y p,q € *Qan, p = ¢, ¥ Heka je, pemumo, p < q.
Tama nocroju n € *IN\ IN takas ga je ¢ — p < e ITpema JlajoruioBom

npuHnumny (rmornegatu crpany 213) u Teopemu 8.8. 3a © > 1 Baxu

1<297P < g'/ma,
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1j. 2P ~ 29. CnuuHo pa3maTpame je ny ciydajy 0 < x < 1. [ |
Capna nepununmja crenene pynkuuje z° (r € R) nsrena jeqnocrasHo.

JEOUHULIIA 8.5. Hekajex € RT,r € Ruq € *Q takaB 1a je ¢ ~ 7.
Tana je " = st(z?).

ITpema Jlemu 8.6. HemocpemHo cieau Aa BPEOHOCT X' He 3aBUCH Of
n3bopa enemenra g € (1), Tj. 3a cBaku g € pu(r) Baxu x” = st(z?). Kaxo je
st: *Qan — R xomomopduszam, mpema Teopemu 8.8. Henocpeano mobujamo
cnenehe TBpheme.

TEOPEMA 8.9. Hexacy x,y € RT ur,s € R. Taga
1° (zy)" = 2"y, 90 s — g,
3° zar > 0jex” T (paciuyha ¢pynuxyuja), a sar < 0 je x" | (oniagajyha),
4° 300 <r<sul0<z<lsanuxz® <z, azal < xeanuz" <z’
5° (z")® = 2’
Moxaz. 1° Hexka je ¢ € *Q takas ma je r ~ q. Tana
(zy)" = st(xy)? = st(2xy?) = st(z) st(y?) = 2"y".

CnuyHo ce A0Ka3yjy 1 HapeaHe ocobuHe. M31BojuMO caMo T0Ka3 MOCIIEIbeE.
Jlako je mpoBeputH Ha ocHOBY Teopeme 8.8. ma 3a s € Q, 5° Baxu. laxie,
npeMa J1ajGHMIIOBOM TIPUHIINTTY OBO TBphewme Baxn n 3a ¢ € *R, s € *Q.
Hexkacyr,s,z € Ruq € *Q Takas na je s =~ q. Taga

(27)° = st (27)7 = st(2"9) = st(2™¢), rmejee ~ 0.
Kopucrehu 2° umamo (z")° = 2" st(2®). Ako je n € *IN\ N rakas na je

1
€< —,Tama x° < 2t/n 1, ma St(xa) =1. u
n

Crneneha nHbuHUTE3NMAaNIHA 0coOMHA QyHKIMje =" je KIbYYHH KOPaK y
JOKa3MMa MHOTHUX MaKpo U MUKPO CBOjcTaBa OBe (hYHKITHje.

JIEMA 8.7. Heka je € ungunuitiesumana. Taga 3a ceaku v € R docitioju
n € p(0) wmaras ga je (1 +¢)" =1+ re + ne.
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Jloxaz. Hexka je € mo3uTnBHa MHPHHUTE3NMAala M Heka je (QyHKIHja
g9: *R — *R nedpunncana cnenehom jemnakorrhy

(10) (14+¢e)" =14 g(r)e.
Heka je r € R™ u n npupoman 6poj takas aa je r < n. Tama

1 -1 1 -1
(11) ( +€€) S( +8€) Sn, makre 0 < g(r) Sn.

11
(14 14g(r)e
Kaxko je npema (10) g(7)e nndunnresnmaa, To 3a Hekn KoHadan m € *R,

Hame, 1+ g(-r)e=(1+¢)" =

Baxn ———— = 1 — g(r)e + me?, maxne 1 + g(—r)e = 1 — g(r)e + me?,
T+ g0 g(r) I g(=r) g(r)

na

(12) g(=r) = —g(r).

Ipema (11) u (12) pynxmmja f: R — R maraca f(r) =stg(r) (r € R),
mo6po je nedunncana. Jlabe, 3a 1, s € *R, kopucrehn Teopemy 8.9. nmamo
L+g(r+s)e = (14e)"** = (1+€)"(1+¢)* = 1+(g(r) +9(s))e+g(r)g(s)e?,
JIAKIIe

(13) g(r+s)=g(r) +g(s) + g(r)g(s)e.

Oryma3zar, s € *Ray
(14) fr+s)=[f(r)+ f(s).

IIpema (11), (12) u nepunuimju dyukumje f, 3a r € R, n € IN, Baxu
nvmmikanmja [r| < n = |f(r)] < n, ma cy ncnymenn ycnosu Japoyose!)
TeopeMe 3a Kommjey ¢pynxkunonanny jennaunny (14), maxne f(r) = f(1)r.
Kako je f(1) = 1, 10 je f(r) = r. Hame, g(r) =~ f(r), te 3a ceaku r € R
nocroju 1 € ((0) takas na je g(r) = f(r) +n = r + 1, na TBphemwe Baxu 3a
r > 0. Kopucrehin ocobuue dynkuuje = — r~ tBpheme ce npomupyije u na
r < 0. [

ITocnEOULA 8.2. 3a céakur € R eaocu: z~1=2" ~ 1.

" Jean Gaston Darboux (1842-1917)
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IpecmukaBame g: (x,y) — 2¥, x € RT, y € R uma excrensujy 1o
*g: *RT x *R — *R, u npema JIajoHU1I0BOM NpHHLIMITY, CBE anrebapcke
ocobuHe GyHKIMje g TpeHoce ce Ha “g, Ha mpuMep ocobuHe u3 Teopeme
8.9. YmpaBo n3 oBUX anrebapCckux 0COOMHA 1 MHPUHUTE3UMAITHOT CBOjCTBA
ommcaHor y JleMu 8.7. MOTY ce U3BECTH OCTajle BAKHMje 0cOOUHe (PyHKIIM]e

*

g.

TEOPEMA 8.10. Hexa ¢y x,y € *R, a € R", b € R wmaxeu ga je a =

st(z), b = st(y). Taga sancu v¥ ~ a®.

Jokas. Hekacy e, € u(0) TakBu naje ¢ = a + ¢, y = b+ n. Tana,
kopuctehu anredapcke ocobune GhyHkuuje =¥, Baxu

¥ = (a+¢e)"" = (a+e)(a+e)=d (1 + §>b (a+¢e).

e\ b
IIpema ITocnenumu 8.2. umMmamo (1 + 7) ~ 1. Jame, cmmuHo gokasy Jleme
a

8.7. Baxu (a + €)" ~ 1. Oryma cnenn ¥ = a’. ]

IMocNnEAMLA 8.3. 3a x1,x9 € *Rg_n u Y1, y2 € *Rean saorcu:
T1 R To A ~ = 1 =~ zo¥2.
1 2 Y1 = Y2 1 2

C apyre crpane, €', tae ¢y €, n "HGUHUTE3NMATIE, MOXE OUTH OUITO TIITA.
Pennmo, 6upajyhn 6eckonaual mpupoaad 6poj 7 UMaMo

1 1\1/n
e 3ace=1n=—, e”z(—) ~1
n n
1 1 1
e 3ac=—,n=—, e"=—=0.
n" n n

W3 TMocnenuite 8.3. nobujamo na je pynxumja (z,y) — a¥,3a x € Rt u
y € R HenmpekumHa Ha RT x R.

8.3 Jeana nema

AcuMnToTcKy (hOpMYyIy Y JIeMH KOjy HABOJUMO UCKOPHUCTHHEMO MPUIUKOM
M3Tpalibe eeMeHTapHUX (PYHKIIUja eXP, sin, cos. Hapasno, nokxa3 oBe jgeMe
Moryhe je m3BecTH MeTo/laMa KITACUYHe aHalli3e, ATl T0Ka3 KOjU HABOINMO
Kao u opMmyaija caMor TBphema Cy HECTAaHAAPIHM.
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JIEMA 8.8. Hexa xomiinekcan peq Z aucwzyumo kougepeupa. Taga

1 /n ag *
Z%W(k)awzkgnk!, ne N\

Jokas. Hekajen € *IN\ IN u k Geckonayan npupozan 6poj Takas jia je
2

— =~ 0. Taga
n
1 /n 1 /n 1 /n
Ziﬁnni<i>ai:ZiSkni<z’>ai+Zk<ignni<i>ai:A+B'
1 i1—1\a
ﬂame,A:ziSk@—ﬁ)-...-(l— - )Z—‘Z 3a ¢ < k Baxu
1 1 E\F k2
12(1—)-...-(1—Z >2<1—> >1-Y 1
n n n n
. 1 7 —1 .
Haxie, 3a 7 < k umamo (1—)-...-(1— >:1+5i,rz[eje€i%0
n n

nHTepHanaH Hu3. OTyma

_ N i gidi
A= Zigk(l tei)gr = Zigk a T Zigk i

3a ma xoju mo3utuBan € R Baxu
DI S S S SR TS B
i<k 4! i<k ¢! i<k gl i<k ¢!

a; _ a
Pen Y, Z—Z arcoNlyTHO KOHBEPIUPA, IITO JAje 1A D ;cp —1 lai]

il
, i
LeRt 1 ‘Zz<k —=| <rLsacsakur € RY. Oryna ) ,op ——
Tj.

(15) A Zl<k Z'
. 7 . .
Jlasbe, 13 aIcoNlyTHe KOHBEPIeHIMje peaa » — 3aKbydyjeMo 1a je
i!

1 i—1Y l|ail |a;] .
‘B’§2k<i§n<1—n>'...~( - > -~ §2k<i§n —~0, T

< L 3a Heku
Szaz

~ 0,

7!

(16) B ~0.
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W3 (15) u (16) crequ ma 3a cBaku OeckoHaYaH IPHPOIaH Opoj 1 IIOCTOjU
Gecxonauan k € *IN Takas na je

1 i

. a; .
Kaxo je ), —: KOHBEPTEHTAH P, TO 32 OECKOHAYHE MTPUPOIAHE OpojeBe
7!
k, n, mpema KonmjeBoM KpuTeprjyMy KOHBEPIEHIN]E BAXKH

DD D
i<k §l  L—i<n !

Ortyna, npema (17), TBpheme Baxu. [ |

8.4 ExcnoHeHumjajgHa pyHKIMja

Hexka je ey, : C — C nu3 komiutekcHux ¢yHkimja nepurucannx Gopmyiom
zZ\"n
en(z) = (1 —) .
0= (14

1
Taja OUMTIIEINO BaXY €, (2) = > pop — (1) 2%, na 6ucmo pasio mpumenmm
=" n

ACUMNTOTCKY GOPMYITy U3 IPETXOIHOT OZieJbKa. AJIM, OBa JIEeMa MOJXKE CE IIPH-
MEHHTH TIOJ YCIIOBOM Ja Pex ) 7] AMCOTYTHO KOHBEPTHPa. 3aTo Hajmpe

JTOKaKUMO OBO TBpheme:

k
z
TEOPEMA 8.11. Peg ), T aglconyimiHo KoHeep2upa.

a
Jokas. Hexajez € C, a = |z|, m € *IN\Nue = —. Tama ounrsenuo
m
e € u(0). Mawe,

s - % .
a m<k<m+n k!

_ e e @ a
om! m+1 m+1 m+2 7 m+n
a™ a™ 1

IN

21 ny <« 2 )
m!( tet +€)_m! 1—¢
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a™ a™
Kaxoje - ~ 1l cob63upoMHA TO 14 je — KOHaJaH, umamo 0 < S < S
m! m!
Heka je k > 2a k € IN. Tanga
a™ a a a a a y aF
— = = ...—, maszat= — ciemu
ml 127k k+1 "'m gl A
a™ 1\ a™
— < t| = ~ 0, pakne — ~ 0.
m! 2 m!
Sk
Oryna cemu S = 0, 1j. pen ) o aICoIyTHO KOHBEpPIrHUpa. [ |

ITpema oBoj Teopemu u Jlemu 8.8. ogmax nmamo cienehe TBphemse.

Z\" Zk
TEOPEMA 8.12. (1 + 7> XD k<n o "€ I\ IV
n - :

ITpema oBoj Teopemu u Teopemu 8.11. cnenu na nus e, (2) KOHBEprupa 3a
cBaky z € C, makiie MOKeMO YBECTH HOBY (DyHKIIU]y exp Ha crenehy Haunm.

JIEOUHULIMIA 8.6. exp(z) = st ey(2), n € *N\ N, z € C.

[Ipema mpeTxogHOM Takolhe Baxu

Z'I’L

TEOPEMA 8.13. exp(z) = lim, 00 €(2), exp(2) =3, o

Ilomazehn o oBUX cBojcTaBa (pyHKIHje €XP, MOKEMO H3BECTH M JIpyTre
BakHE anredapcke U MHOUHUTE3NMATHE OCOOMHE 0Be (hyHKITH]E.

TEOPEMA 8.14. e,(x + y) = en(z)en(y), x,y € C, n € *IN\ IN.

Hoka3. Kopucrehn
T\ n T+ xy\"
caledents) = (1+2)" (14 2)" = (14 70 )
n n n n

x+y\" n r+y\" e n\ /xy\n
(e e
n 1 n n n n

nobujamo ey (z)en(y) = en(z +y) + Rp(z,y), toe je
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IN

1—1
|Rn(@,y)| < MZ LA AN |‘Ty’ L
v - n 1<i<n n nt \ i
|lzy| lz+y[\" I:ryl n
7219@ L+ = i
|2y
n

|lzy| zyl\' 1 /n
= —en(!ery!)ZKM ) cdepie o) 51
|lzy|
< I ~
n
..oy 1
jepje = ~0, P 1, en(lz+yl) € 4(0). Aaxre, R, (z,y) ~0,ma
TBpheme cremu. " [ |

[MoCNEANUA 8.4. exp(z +y) = exp(z) exp(y), =,y € C.

Jokas. 3an € *IN\IN Baxu exp(z+y) = st ep(x+y) = st (en(z)en(y)) =
st en(x) - st e, (y) = exp(x) exp(y). ]

1
A En T ~ ) ’ *IN IN
TEOPEMA 8.15. ey, (—x) en(@) xeC, ne*IN\
Hokas. 1 =e,(0) = ep(z+ (—2)) = en(z)en(—x). ]

HaBoauMo jenaH ckyIl HejeTHAKOCTH HA OCHOBY KOjUX MOKEMO OLICHUTH
ACHMIITOTCKO TIOHAINIathe (PYHKIMje eXp, a WCTO TaKo a OJPeIuMO HEKe
HH(pHHUTEe3NMAaTHe 0COOMHE 0Be (hYHKITHjE.

TEOPEMA 8.16.  1° Akojeh ~ 0, h € *R, n € *IN\ N, @waga sasxcu oyena
h?
1+ h<eph)< 1+h+21_h2
i
2° 3acee z € C, n € N u pynryujy é,(z) = ZO<Z<” — gadicu
2" 1

exp(z) — en(2)] <

ﬁ .
n
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3° len(2)] <en(lz]), neN, z € C.

4° |exp(z)| < exp(lz]), z € C.

Jlokas. 1° Ilpema BepnynujeBoj? HejemmakocTu Baxu ciienelia HejemHa-
n

h
KocT ep(h) = (1 + n) > 1+ h, nakne 1 + h < e, (h). dame,

o= ()5 () () -+ () 6

Taxobe, (/1) (4)" < (5) ()% s 2i +1 <mw (3) ()" < B3, ma

npema (18) Hamazumo

1
en(h) <1+ h+2h% + 20 + - + 2R%™ ggmg n;r
h2
Oryna, en(h) < 1+h+21—7h2‘
20
zn

|exp(2)—én(2)| =
n 2
< (1 ()

3° \en(z)|:‘(1—|—%>n < <1+|Z|>n.

4° Crnemy u3 3° u exp(z) = st ep(2). ]

N A T
~ nl n+l (n+1)(n+2)

_I_
~
IA

‘E

- 3
—_

(N
N

TMOCNEOULA 8.5.  5° Akojez € *Cgyun € *IN\NN, wagaexp(z) =~ e, (z).
6° 3aceez€*Cun € *WN\N, us z = 0 crequ e, (z) ~ 1.

7° ®yurkyuja exp je neiperxugna na C.

Hoxasz. 5° Creay HEMOCPEIHO Ha OCHOBY APYre HejeMHAKOCTH Y TPETXO0-
JTHOj TEOPEMM.
6° TIpema 1° u 3° mperxo/He TeopeMe.
7° Heka je z =~ a, tne je a,z € *Cg,. Tana 3a nexu ¢ € p(0) nmamo
2 = a -+ €, oakIe cneau

exp(z) = exp(a + ¢) = exp(a) exp(e) =~ exp(a),

? Johann Bernoulli (1667-1748)
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jep peMa 6° Baxu exp(e) ~ 1. [
HanoMenunmo 1a mpeMa JIajoHUIOBOM IIPUHIMITY HejenHakocTu u3 Teo-

peme 8.16. takohe Baxe y *C. JTaibe moka3yjeMo 1a je exp crenena QpyHkuumja.
C tnM y Be3m yBennMo cienehy KoHcTanTy.

JEOMHULIWIA 8.7. e = exp(1).

Ha ocnoBy oBe meduHMINje KOHCTaHTe € U AedUHUIN]Ee YHKINje XD,
oIMax IMaMo

_y A 1
e =11my_ oo —1—; —anoa.

Kopucrehu 2° u3 Teopeme 8.16. HMje TEIIKO BUAETH 14 je

RN | P !
e— —_— —_— o oe. _—
2! )|~ (n—=1!(n-1)

omakiie mobuwjamo ma je 2.7182818 jemna mpuOmmDKHA BPEAHOCT 3a € ca
rpemxoM He Behom on 3.1 - 1077, OBy mpomueny 6poja e MoxkeMo JOGHTH
y3umajyhu y nperxoaHoj hopmymu n = 10.

TEOPEMA 8.17. Heka je v € R. Taga je exp(x) = e*.

Jloxa3. Hexa je g pammonaian 6poj, rae je ¢ > 0 u p, g cy y3ajaMHO

npoctu. Tazga 3a 6eckonayan n € *IN, mpema Teopemu 8.14. umamo

) R

onaxkie kopuctehn ocobune crenene GpyHKIHje J0OMjaMo

() = e lG) =
en | — ~e, e,|—|) ~eq.
q q

P P .
Hame, xopuctehu Teopemy 8.10. Hamasumo ey, (%) /X ed OJlaKJIe je, ONeT

npema Teopemu 8.14. e = st en <p>’ na
q

(19) exp <p> s

q
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IIpema JlajonumoBoM npuHIUITY, (19) Basku 1 3a XUIeppalloHaIHe Opo-

jeBe 2. Hexa je x € R u = xumeppannonanan 6poj, — ~ z. Taga npema
q
Teopemu 8.10. namazumo e* ~ eg, na npema (19) Baxu e* ~ exp <p>
q

Kaxo je exp HenpekuaHa ¢pyHKITHja, IMaMO

e =stewp (2) =exp (st (7)) = expla.

IIperxonHa TeopeMma naje HaM MOTHBAIMjy Na peaidHy (YHKIHjYy T —
€”, MPOIIMPUMO Ha JOMEH KoMIlekcHnX OpojeBa. 3a z € C ysehemo 1o
nepunMIMju na je e = exp(z). Axo je z = x + 1wy, THe je © IMarnHapHa
jemuuuna u z,y € R, onga Hanasumo e* = e* - e,

TEOPEMA 8.18.  1° exp(z) = exp(Z2).

2° |exp(y)| =1, y € R, 12 = —1.

Jlokas. 1° Heka je n 6eckonada npupojan 6poj. Ilpecnukapame 1aTo
caz— Z, z € C, je HenpekuHo, na exp(z) = e, (2) = ey (Z) =~ exp(z).
2° |expy)2=e¥ - e =eW.e W =1, -

Ha ocHoBy TeopeMme 8.16. MoxkeM0 U3padyHaTH U3BOJIe (GYHKITH]jE & —> €¥
3a peayHo T, Kao M y KOMIUIEKCHO] PaBHU. Y TOM M3BOhemY TTIaBHY yJIOTY
nMa cienehe MHQUHUTE3NMATHO CBOJCTBO (DYHKIIHjE 2> €7,

z
-1
€ ~ 1.

JIEMA 8.9. Axo je z € *C, z = 0, iwaga

Iokas. Tlpema 2° Teopeme 8.16. 3a ce z € C, 6upajyhiu n = 2, Baxu

1
<2
(20) lef —1—2| < ENER
2

OJIAKIIE
e —1 |z 1
_1| < 2.
(21) - 1’_ > T H

Ipewma JIajonuioBom mpunImy, (21) rakolhe Baxun 3a ce z € *C, omaxite

z z
-1

€
~0,1j. —— =~ 1. [ |
z

3a z =~ 0 mMamo
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d
TEOPEMA 8.19. Kowmitnexchu uzeoq gpynxyuje e je aez =e*,

Hoxaz. Hekacy z,a € *Cgynz =~ a. Tagajee = z—a uHpUHATE3NMATIA,
I1a je IpeMa IOoCIeIb0] JIEMH

ef—1 ) .oef—e
=e , T lim ——— =e”.
z—a I3 z—=a 2 — Q@

e? — e

Kao HenocpeHe mocienIie mpeTxoHOT TBphema nMaMo J1a je M3BOJI pe-
amHe pyukmuje e” Takohe e”. CIIoOMeHHMO J1a ce MO aHAIuiliudKoM (PyHKIIH-
JOM y HeKOM JioMeHy DD KOMIUIEKCHe paBHM MoJipa3yMeBajy (yHKIMje Koje
¥“Majy U3BOJ y CBakKoj Tauku 2 € D. [lakie, pyHKIHja €® je jemaH mpumep
anammtnuke ynkipje y C. HapaBHO TO Cy UM CBe KOMIUIEKCHE TTOJIMHOMHE
¢dyHKTIHjE.

8.5 Jlorapuramcka pyHkuuja

Y oBOM ofesbKy pazMoTpulieMo HHOUHUTE3NMATHE OCOOMHE JTOTapUTaMCKe
dbynkimje, u To Hajupe pynknumje In = log,, Tae je

1 n
e:st<1+> ,ne*N
n

KOHCTaHTa yBEJCHA Yy NTPETXOJHOM OJICJbKY.

JEOUHULIMIA 8.8. In = exp~ L.

Ha ocnoBy ocobuna excrnoneHIjanne (GyHKIHje, MOTY Ce U3BECTH CBe
Bakuuje ocobune ¢pyukuuje In. Tedunmumja 8.8. MoxKe ce 3aIIUCaTH 1 OBAKO:

JEOUHULWIA 8.9. €? =z, Ine®” =z, z € RY.

Ha ocnosy JIajouu1ioBor mpuHIumna ose opmyiie Baxke u3acse x € *RT.
ITonazehu ox

x T\" * *
e z<1+*) , = € Rgp, n€ IN\N
n
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MOXeMO Ha ocHOBY Jehunuiyje 8.9. ga ogpenumo In x pemasajyhu cienehy
JemHAYMHY 110 Y

y n
<1+—) =z, ne*IN\N, ze*R.
n

Opmasne ogMax ciieau

y=n({zr—-1), 1. y=

n

T n;l-(x—l).
l4+azn +---4+x 0

. . k
Axo je z > 1, xopucrehu ocobune creneHe GpyHkiumje, 3a k < nBaxuxrn > 1
ma 0 < y < z — 1. C gpyre crpane npernoctaBumo 0 < x < 1. Tana 3a

Heku t > 1 Baxxu x = 7 oJlaxie

n

1 1 n—1
tn (1+tz+...+tT)

Y= (1 —1).

1
Orymajey >1—1,1). 0 >y > 1— —, na je y Takolje KOHaYaH.
T
Haxne sa z € R, y = n(Yz — 1) je konauan, na
Y\" .
e’ = (1+f) =z, 1.~z
n

Axojeu =st ynz € RY, ranast e’ = x na 360r HenpeknanocTu GyHKLMje
exp, " = x, onakie u = Inz. IIpema Tome,

Inz~n({r—1) 3anc* N\NuzxecR*.
Kao mocneqmity mmamo cienehe tBpheme.
TEOPEMA 8.20.  1° Axojel < z, waga jelnz < z — 1.
2° 3a0<:1:<13a:)fcu1—§<ln:c.
3° Inl1=0.
JIEMA 8.10. Hexacy x,y € *Ran. Taga €* ~ €Y iiosnauu x = y.

Iokas. TIpermocraBumo 1a je e* ~ eY ux,y € *Rgy. Tamajee™ Y = 1
u kako je €Y > 1+ (z — y) (Buneru Teopemy 8.16.) cnemmz —y ~0. W
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ITOCJIEAULA 8.6. 1In je neupexugna ¢ynxuyuja.

Jloxasz. Axo cy z,y € *R;{n nx ~ y, taga e"® x~ MY omaxme je
Inz ~Iny. ]

Crnenehe TBpheme naje jolI jeaHy BakHy ocoOuHy GyHKIHje 1n.

1 —1
TEOPEMA 8.21. Ako je x € *]RE{H ue € p(0), maga kA i) =

SHN

1

| —1 <
nzte) -z _ (1+§) . Hexa

Jloxaz. Hajpe mpuMeTnMmo J1a je
1
jen € *IN\ N takas na je n < z <n-+1. Tana

n+1

1 1 \" e\ = 1 1
14— <(+2) <(1+-2) .
r n+1 x T n

(1LY o (gL e .
Ima Kako je — - R e, - = /A er 3aKJbydyjeMoO
J z n+1 r n Yol
1 1
e\ s 1 €\ = 1
Ja (1 + —) ~ ez, [akie, In (1 + —) ~—. [ |
T T T

IIpema nperxoaHom ciienu aa je Inx audepenuujabuina QyHkimja u

d—lnaz = —3ax € RT. OcobuHe ocramyux JOrapuTaMcKHX (yHKIHja
T x

HU3BOJAC CC€ JIAKO Ha OCHOBY je,Z[HaKOCTI/I

1
10gaxzﬂ, a>0,a#1.
Ina

8.6 Tpuronomerpujcke pyHkuuje

Hajmpe hemo yBectn komriekcHe TpuronoMeTpujcke pynknuje. Tana he pe-
aJIHe TPUTOHOMETpHjcKe (PYHKITHje OUTH pEeCTPHKIIH]je OBUX (DYHKIIHM]ja Ha CKYII
peamHux 6pojeBa. Heke o1 mpeTHOCTH y OBAKBOM 3aCHUBAHKY TPUTOHOMETPH-
JCKHX (DYHKIIH]ja JIeXkKe Y jeTHOCTaBHOM M3Boheby anredbapckux 1 qud)epeHIn-
jabmnHux ocoOuHa 0BUX (YHKIM)A.



I'JTABA 8. EJIEMEHTAPHE ®YHKIIUJE

157

JEOUHULMIA 8.10. KoMIutekcHe Tpuronomerpujcke pynkuuje ¢y (z € C):

. elZ _|_ e—ZZ
e (yHKIM]ja KOCHHYC COSZ = —
) ' e _ o2
e dyHKuMja cMHyC sSinz = —,
?

. sin z
e (pyHKIIMja TaHTEHC tgz = ——
COS 2

, cosz # 0,

. cosz .
e (yHKIMja KOTaHTeHC ctgz = S Snz £ 0.

Hexa je = peanan 6poj. IIpema Teopemu 8.18. Baxu e ¥ = €%, ma
1T —x 1T olT
e’ +e e’ +e
cosT = = = Re(e"),
2 2
1T —x 1T olT
) e’ —e e’ —e
sinx = = = Im(e").
2 22

Haxie, e = cos x+1-sin z, IpHu 4eMy Cy cos 1 sin peanne pynkmuje. Ilpema
TOME, PECTPUKIIM]e KOMIUIEKCHUX TpUroOHOMeTpHjckux (yHkimja Ha R cy
peanHe GpyHKIHje, Ma Te (YHKIMje Ha3HBAMO PeaTHIM TPHTOHOMETPH)CKIM
(hyHKIIMjaMa NN JeTHOCTaBHO TPUTOHOMETpHjcknM dyHknmjama. C 0063upom
Ha neUHUIIN]Y TPUTOHOMETPHCKUX (PYHKIMja CBU aare0apckyl HISHTUTETH
KOj€ 3aJI0BOJbaBajy KOMILIEKCHE TPUTOHOMETpUjCKe (pyHKIM]jE, Takohe Baxke
U 3a peajHe TpUTrOHOMeTpHjcke (pyHKIHje. EBO HEKONMMKO OCHOBHUX HJIEH-

TUTECTA.

TEOPEMA 8.22. Heka je z € C. Taga

1° cos? z +sin?z =1,

2° cos(—z) = sin(—z) =

Cos z,

3° cos(u £ v) = cosucosv F sinusinv,

4° sin(u £ v) = cosusinv %+ sinwu cos v.

Moxas. Jloxazahemo caMo TIpBY UAEHTUTET:

-

22

e’LZ + e—ZZ

(5

esz 192+ 67212

cos® z + sin

—sin z,

_ e ¥ 2
21 )

e21z —21 67222 _q

4

Ocrany HOSHTUTETH ce JOKAa3yjy Ha CIIMYaH HA4YMH.

4
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[TOCNENUUA 8.7. Ao je x € R, maga |cosz| < 1u|sinz| < 1.

KowmmnnekcHe dynkmmje cos z M sin 2z 1o0Mjajy ce cirarameM HEMPEeKNIHNX
(hyHKIIM]ja, maKje U OHe caMe Cy HellpekuaHe. To MCTO BaXku U 3a (pyHKIIHje
tg z u ctg 2z Thme roxa cy oBe ¢pyukimje nepunucane. CIuaHO ce JOKa3yje na
oBe (DYHKIIH]je NMajy H3BOJIe Y CBIM TauykaMa CBOjJHX JOMeHa Ae(pHHICAHOCTH,
nmaxie one cy anaautuuke. Takolhe Baxe cnenehu passoju y pemose:

TEOPEMA 8.23. Heka je z € C. Taga sasicu

B (—l)k ok 22 o4 20
COSz = Ek(k)'z —1—§+E—a+,
. B (1% o1 2 P2
e = Y e AT mtE o a

Jloxas. N3Boheme 3a GyHKIM]Y COS 2 U3IJea OBaKo:
e’LZ + e—’LZ 1 n Z’ﬂ n ZTL
cosz = o _Q(an -HJan(—z) e
14 (—1)" n —1)*
_ Z +(=1) .Zn.izz( )sz‘
n 2 n! k (2k)!

Cnnuno n3Boheme Baxkn 1 3a GyHKIMjy sin z. [ |

ITpumeTnMoO ga MPETXOTHU Pa3BOjU BaXe U 32 pPeaTHe TPUTOHOMETPH]CKE
(yHKIIMje, Kao U 1a Cy HaBelleH!N PelOBU aIllCOIYTHO KOHBEPTeHTHH 34 CBAKO
z € C. Veenumo crnenehe neanvuyne cyme

-1 k -1 k
@) =2 e ((2k§ =2, (Q(k +)1)! S

ITOCHEAWLIA 8.8. Ako je z € *Cgyn, n € *IN\ N, @wmaga cosz ~ c,(2) u
sinz /2 sp,(2).

YOynyhe ce orpaHnyaBamMo Ha U3y4aBambe PEaTHUX TPUTOHOMETPHJCKUX
¢dyHKIIHjA.

JIEMA 8.11. ®@yuryuja cos je monoimiona na pearnom unigepsary [0, 2.
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okas. JokasyjeMo mpBo 1a je cos x 1-1 pynknmja. Hexkacy 0 < z,y < 2
U TIPETIOCTaBUMO cOS & = cosy. Tama je 3a

A =
2! 6! 10! ’
s a2 b+ yta? 4 g2zt 4 o
T 8l
2_ .2 .4 .4 6 _ 6
I/IcnyH)eHoy . B N " —..=0u0=(y’—2%)(A-B).

2! 4! 6!
1
Ouurnenmo je A > 5 Harbe,

22 26 210 1 24 28
B < 2-=—4+4-Z—+6- -
- 4'+ 8‘+ 12'+ 3+7-6-...~3+11-10~...-3
_ 1+1+1+ 1+ 1 <1
3 24 928 3 241 "2

1j. B < A. Jlaxie, u3 cosx = cosy ciean 22 — y?> = 0, omaxie 106ujamo
T = Yy jep cMO IpeTnocTaBmM Aa je x,y > 0. IIpema ToMe, pyHKIHja cos
je 1-1 na unrepsainy [0, 2]. Kako je cos nenpekuana GyHkuuja, cieam npeMa
IIPETXOTHOM J1a je COS MOHOTOHO omnanajyha gpyukmmja jep je

22 24 26 28
(22) cos2:<1—+4l> <6'_8'> ... <0,
nacos0 =1 > cos2. [ |

I[an;e, IIPpUMETHUMO )Jaje
1-1 1 1 1 1 1 1 1 1
COSs 1 = —g‘i‘@—g‘f‘ + — +8'+ - +6'+

1 1
1j. cos1l = C — D. TaaajeC>1,)10KjeD<§+§+...<1. Haxite

D < C, 1j. cos1 > 0. Ha ocHoBy oBor u3Bohema u Jleme 8.11. (22), kao u
HENPEKUIHOCTH ¥ MOHOTOHOCTH (yHKIHje cos Ha [0, 2] cnean

JIEMA 8.12. Ilociwioju wwiauno jegna peanna KOHCHIAHINA, HeKA je 03HAYEHA Cd

i
, makgagajecos§:Ou2<7T<4.

3a oBako n3abpaHy KOHCTAHTY T Mory Ce U3BECTH U HEKE APyre 0cOOUHE
g T
¢dynknmja cos m sin. M3 jenHakoctn cos® z + sin® x = 1 creu sin® 5= =1,
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Tj. sing € {—1,1}. C apyre crpaue, 3a x € [0, 2] cneau

z3 2’
51nx:(x—3!>+<5!—7!>+...>0,

onakite mMaMo cirenehe TBpheme.
. . ™
JIEMA 8.13. smg =1 u sinxz > 0 3a céaxo x© € ]0, 5]
W3 amgunnonux dopmyina Teopeme 8.22. ka0 v TTOCIIEAHE IBE JIEME CIISTN

T . T .
TEOPEMA 8.24. 1° cos 5 = 0, sin 5 =1, cos (:1: + 5) = —sinwz,
sin (w + E) = Ccos Z,
2
2° cosm = —1, sinm =0, cos(x+m) = —cosz, sin(z+ 7) = —sinz,
3° cos2m =1, sin27 =0, cos(z + 27) = cosz, sin(x + 27) =sinz,
4° cos(m — x) = —cosz, sin(m — x) =sinz,

" cos(y ) s sin (5 )
5% cos| - —x) =sinz, sin( - —x) = cosz.
2 2
ITpema mpeTxoAHOM CTaBy BMANMO na (yHKIHja COSZ HACTaje TpaH-
. T .
CIIaLMjoM 32 5 OfL dbynkuyje sin x. Beh ce Moxe HaciyTuTu Aa cy ocoOuHe

TpuroHoMeTpujckux ¢ynkija Ha R y mornmyHoctn ompelhene cBojcTBmMa
osux (yukimja Ha untepsany [0, 27[. TIpe HEro mWTO Ty YnEbEHULY U HOP-
MAaJTHO JOKa)XeMO, pacIpaBUMO TUTaHke MOHOTOHOCTH OBHUX (PYHKIMja Ha
untepsainy [0, 27].

TEOPEMA 8.25.  1° cos | [0, 7], cos 1 [m, 2],

2° sin 1 [0, g}, sin | [;3277], sin 1 |:327T,27T:|,

o T T
3 tg 1[0, 5[ tg 1] 5.7
Jlokas. Ilpema Jlemu 8.11. u 8.12. umamo

(23) cos | [0, g} .
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Omnasne u peMa uaeHTuTeTuMa u3 Teopeme 8.24. J1ako ce peraBa NUTambe
MOHOTOHOCTH CBUX TPUTOHOMETPUjCKUX (ynkuuja y unrepsany [0, 27]. Haj-
mpe mpuMeTuMo aa rnpeMa (23) u 5° u3 Teopeme 8.24. Baxu

(24) sin 1 [o, g} .

Caja jokaxkumo, Ha npumep, ja je cos | [0, 7|. Heka cy x,y € [0, 7]. Tazna

. ™ .
e akojexr <y < 5 oA je mpema (23) cosy < cos T,

. T
e axo je ¢ < 5 < y, oHma u3 gena 4° MPeTXOAHE TeopeMe CIeau

cosz > 0 > cosy, omakile cosy < COSZ,

. s
esakoje - <z <y, TamammMamo 0 < T —y < 7T —z < 5’ OJaxJIe
cos(m — ) < cos(m — y), ma je mpeMa 4° U3 IPETXOIHE TEOpEME
UCIYEEHO — COST < — COSY, Tj. COSY < COS . [

TMOCNEANLA 8.9. 3a ceaxo x € 10, 2| sascu cosz < 1.

Iokas. Axo je x < m, OHIOA IpeMa Tauyku 1° ImpeTXo[He TeopeMe BaKu
cosz < cos0 = 1. Ako je ™ < x < 27, OHJA TTpeMa KCTOj TEOPEMH UMaMO
cost < cos2m = 1. ]

Cana cMo y MOryhHOCTH J1a pa3MOTPUMO NHUTaKkE NEPHOINIHOCTH TPH-
TOHOMETPHJCKHX (DyHKIH]ja.

TEOPEMA 8.26. @yukyuja cos uma depuogy 2m. 3a ceaxy depuogy 1 ose
@yuryuje idocimioju yeo opoj k wmarxae ga je T = 2km, wj. 27 je najmarea
Ho3uiliuena iepuoga ynKyuje cos.

Iokas. Tlpema Teopemu 8.24. 3° 6poj 27 je nepuona ¢pyukuuje cos. Heka
jeT €[0,2m ucos(z+T) = cosx 3a cee € R. Crasmajyhu z = 0 ciean
cosT = 1. Ilpema Ilocmemnmu 8.9. onma je 7' = 0, makne 27 je HajMama
no3uTrBHA nepuoja ¢yHkiuje cos. Jaibe, nmpernocraBumo aa je 1 Omio
Koja meproaa GpyHKIuje cos 1 u3abepumo 11eo 6poj k u t € [0, 27| Takas na
je T = 2kmw +t. C 063upoM Ha To 1a je 3a cBaku = € R, cos(x+T') = cosz,
mobujamo cost = 1, omakie je t = 0. [ ]

IToCHEAMUA 8.10.  1° ®yukryuja sin je diepuoquuna pyukyuja ca iepuogom
2.
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2° @ynxyuja tg je ilepuogquuna Gyukyuja ca iepuogom .

3° 3a 2 € C, e*T2h™ = ¢% mj. dyukyuja 2 — € je depuoguuna ca
fiepuogom 2.

Y Besu ca nperxomHuM je uysena Ojieposa® dopmyna €™ + 1 = 0 xoja
TToBe3yje HajuyBeHunje konctante matemarnke: 0, 1, 2, m, e. OBa dopmymna
BaXXH jep

e =cosm+-sinmr=—-14+0-2=—1.

Takohe mpuMeTMO 1a CMO TIPETXOTHIM Y MOTITYHOCTH PACITPABIITN TTH-
Tamke KOpeHa ¥ MHTEPBaja MOHOTOHOCTH TPUTOHOMETPHCKUX (PYHKIH]jA jep
ce OBH OpOjeBH, OJTHOCHO MHTEPBAIN MOTY JTOOUTH jeTHOCTABHOM TpaHCIA-
uujoM 3a 2km, rae je k Heku ueo Opoj, y ciaydajy dbyHKuuja cos, sin, a'y
ciyuajy pyHkimja tg, ctgsa k.

IMPUMEP 8.1. 1° a je kOopeH GyHKIMjE COS aKO ¥ CaMO aKO TTOCTOjH 110 OPO)]
k TaxaB na je a = 2km £ w/2.

2° a je kopeH (GyHKIIM]je sSin aKO U CaMO aKo MOCTOjU 11e0 Opoj k Takas 1a je
a=km.

Ann ocTaje u najbe MUTalbe IITa je 3alpaBo KOHCTAHTa 7. 3HAYajHy YIIOTY
y OJIFOBOPY Ha OBO NUTame uMa cienehe Tepheme.

JIEMA 8.14. Ipecnukasare s: [0,2n] — K gaitio ca s: x +— €', 2ge je ckyi
K= { zeC ‘ |z| =1 } Jequnuunu KpyZ Komilnekcre paghu, jecite 1-1 u na.

Jokaz. Hajnpe noxaxumo ma s je 1-1 ¢ynkuuja. Heka cy x,y peannn
6pojesn u3 [0,27 TakBu ma je y < xu €F = ¥, Tama je /@Y = 1,
onakne cos(x —y) = 1. IIpema IMocneauuu 8.9. oamax ciemn = — y = 0.
Haxue s je 1-1 pynxmmja.

Hoxasyjemo cana 1a je s u Ha npecnukaBamwe. Heka je a +1b € K. Tana
je a®? + b?> = 1, omaxe —1 < a,b < 1. C o63upom Ha To 1a Ha [0, 27|
dbynkuuja cosz ysuma Bpeanoctu u3 [—1, 1], 360r meHe HENPEKUIHOCTH &
npema Teopemu 7.19. crnenu na nocroju zo € [0, 27| Takas 1a je coszy = a.
IMpumeTnmo aa je cos(2m —xg) = cos g = a, Tj. ako je xo # 0,7, onja je 3a
x1 = 27 — xp Takohe cosxy = a. U3 cos | [0,7]u cos 1 [, 27| cnenn na
je dynkmmja cosx 1-1 penom Ha unrepsamuma [0, 7|, [, 27]. Jlakie mocroje

9 Leonhard Eiiler (1707-1783)
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HajBHUIIe OBE Pa3IMYHTe BPEOHOCTH T, Z] TaKBe Ja je COSXy = COSZTj.
Mosxemo npernoctaBuTy aa je g < 1, Tj. 0 < 29 < 7 < 21 < 27, IIpema
TOMe UMaMo cieniehie MoryhHocTH.

e Axo je a # 1,—1, onpma mocToje TaYHO JABE BPEAHOCTH X(, T1 TAKBE JIA
je cosz; = a.

e Axojea = 1 wm @ = —1, oHAa MOCTOjM TAYHO jEIHO T TAKO 1A je
cost=a;10je3aa=1lur=0mwma=—-luzr=m.

o Jlame, b2 = 1 —a? = 1 — cos?z; = sin’® x;, omaxre |sinx;| = |b).
Axkojea =1, onmajeb=0unax =0. Akojea = —1,onmaje b =0

ntagajex = 7. Akojea # 1,—1,oumaje 0 < xop < ™ < 21 < 2,
oxakje sinxg > 0, sinx; < 0, omake:

akoje b >0, onma sinzg = b,
akoje b< 0, omma sinz; = b.
Jaxie, 3a Hexko j € { 0,1} Baxu e = cosxj +1-sinz; = a +1b, 1j. s je

IpeCINKaBamLe Ha. |

[Iperxoano TBpleme nMa BUIIIEe BAXXHUX ITOCTIeNNA. JeaHa je 1a ce CBAKU
KOMITJIEKCaH OpOj MOJKe MPEACTABUTH y TPUTOHOMETPHjCKOM 00mmKy. Hanme
BaXH:

TEOPEMA 8.27. 3a csaxo z € C\ {0} d@ocimoju jequucitiseno o0 € RY u
Jequncmiseno p € [0, 27| mako ga z = pe'?.

Hoxaz. Axo je z € C, z # 0, onna je ||’ =1, 1. |—’ € K, na
z z
. . 4
IpeMa IPeTXOIHOM ITOCTOjH TauHo jeano ¢ € [0, 27| tako na je [ = e,
z
Tj. z = pe'¥ 3a 0 = |z|. |

Ako je z = pe'¥, OHfa Ce Y Ha3KMBa apryMeHToM Opoja 2 u Oesiexu ce ca
arg z. Takole ce oBakaB 3aIIMC KOMIUIEKCHOT Opoja z Ha3MBa TPUIOHOMET-
pujckum 06aMKoM Gpoja z, IOK ce mpecnukaBame z — (|z],arg z), z € C,
Ha3MBa TPUTOHOMETPHUJCKOM peIpe3eHTAIINjoM KOMIUIEKCHUX OpojeBa. Huje
TELIKO BUIETH Ja je penauuja ckyna C ysenena ca
r—y

2

x = y(mod 27) aKo ¥ CaMO aKo €Z,

penanuja exsuBanenmuje. Taga 3a cse u, v € C Baknu
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TEOPEMA 8.28. arg(u - v) = (argu + argv)(mod 2m).

IMpunmrkoM nokaza OCHOBHE TeopeMme anreOpe (BuaeTu moriaBibe 8.1)
ocrana je Hemokaszana Jlema 8.1. Cama MMaMo cpelcTaBa Ja OBY JieMy
JTIOKAXKEMO.

Hokas Jleme 8.1. Hexa je a € C\ {0}, u neka je a = pe'? rpuronome-
TpHUjCKH 00IHK Opoja a. Jlabe, Heka cy

1 zeaJr2k‘fr

xp=o0n-€¢ n» , ke{0,1,...,n—1}

Tanma ouurnenno Baxu x;, = ee'¥ = a, Tj. To,T1,...,Tp—1 Cy pelIema
jemnaumHe " = a. Ocraje 1a ce MPOBEPH J1a JiK Cy OBa periema MehycooHO

pasmuunra. Haxie npermoctaBumo 0 < k <t < n —1, zp = x4 Tama

(k—t)m —t
crenu e = 1, omakie cos 2% = 1.

2*=O7 < (0, 27 npema Mocrenum 8.9. creau 2

n

C 0063upoM Ha TO na je

(k=1

T 0t k=t m
Ha ocnoBy Teopeme 8.27. Takohe »MaMoO OBY 3aHIMJBHBY TIOCIIEIUITY:
IMocneanUA 8.11. exp(C) =C\ {0}

Baucra, akoje z € Cu z = x 41y, Taga e® = e¥e”¥ = e”e’ rue je ¢ =
y(mod 27), ¢ € [0, 27[. TIpuMeTHMO /1A je cBaKa TauKa KOMILIEKCHE PABHH,
OCHUM HyJTe, TOKpUBEeHA MPeGpOjUBO MHOTO MyTa BpeHOCTHMA (DYyHKIIM]e eXDp,
jep, axo ¢y u, v € C taksu aa je Imu = Imv (mod 27), onna e* = €. axie
He MOXe ce TOBOPUTH O HHBEeP3HO] (hDYHKITHjH KOMILTeKCHEe (DYHKIIH]je eXp, allni
MOJKE C€ YBECTH je[Ha HEeNpeKHIHA WHBEp3Ha rpaHa. Ped je 0 KOMIUIEKCHO]
JIOTapUTAMCKO]j (PYHKITH]H.

AEOUHULIWIA 8.11. KommutekcHa orapuramcka GpyHknuja neduHucana je
jenHakomhy
Inz=Inlz|+¢-argz, ze€C\{0}.

OuurienHo je pecTpukija oBe pyHkimje Ha R peamHa morapuramMcka
¢dbynknuja. Hemocpenno Ha OCHOBY Ae(PUHUIIN]E JTAKO CE U3BOJAC OBE CIICMCH-
TapHe ocobune ¢pynkiuje Inzzaz € C\{0}:

TEOPEMA 8.29. 1° el"? = 2,

2° (Vze C\{0})(3k € Z) Ine* = z + 2km,



I'JIABA 8. EJIEMEHTAPHE ®YHKIUJE 165

3° (V21,20 € C\{0})(Fk € Z) In(z; - z22) = Inz; + In 29 + 2km.

Ha kpajy BpaTUMO ce joII jeJHOM TpeciiKaBamwy S: & — e'* peamHor
untepsana [0, 27 y jenunnunn kpyr K komiuiekcue pasuu. OBO npeciuka-
Bame yBeneHo je y Jlemu 8.14. u mpema Toj nemu oHo je 1-1 u na. dame, s
je HenpeKuaHo jep * ~ y nojaaun € ~ e, Aju s Huje xomeoMopdhuzam
untepsana (0,27 wa kpyr K, jep, Ha TpuMep, MOXKEMO U3aOpaTH Tauke
x,y € [0, 27| TakBe na Huje |z — y| ~ 0, anum 1a je e'* ~ eV,

Xunepbonnuke pyHkuuje Takohe yBoaumo kopuctehr KoOMIUIEKCHE eKC-
TIOHEHITHjaTHe PyHKIH]e.

e
® CUHYyC XUNepOonuyku: shz = ——— |

2

e +e’”?
® KocuHYC xunepoonmmuku: chz = —5

shz
® TaHreHc xunepOommuky : thz = —,

chz
® KOTaHIeHC xurepbonmuuku: cthz = e

z

U3 neduHunmje ogmax ciaeau aa cy pecrpuknuje oBux ¢yukiuja Ha R,
peande pynknuje. Taxohe, xumepbonuuke GpyHKIHje 3aT0BOJbaBa]y MHOTE
UIEHTUTETE, CJIMYHE TPUTOHOMETPH]CKHM.

8.7 O reomerpujckoj npupoau opoja m

V eneMeHTapHO] TeOMETpHjH Opoj 7 ce meUHHUIIE Kao KOJIUIYHUK oOMMa
JEMMHUYHOT KPyra M EeroBOr MPEYHUKA.

TEOPEMA 8.30. Obum jequnuunoé kpyéa je 2m.

Jakie, MOXeMO TOCTABUTH TIPUPOIHO NMUTAe Ja JIM je pealHa KOH-
cranTa yBeneHnay Jlemu 8.12. 3aucra Opoj 7 elneMeHTapHe TeOMETpHje, IPYTuM
peunMa na nu Baku Teopema 8.30. ¥V oBOM TornaBiby AoKa3yjeMo Ja TO
nmoucTa Baxu. Jla OMCMO OTKJIIOHWIM CBE HejacHohe, 3ampxkaheMo o3HAKy T
3a KOHCTaHTY yBeneny y Jlemu 8.12. Takole, kopuctuhemo cienehie TBphemne
eIIEMEHTapHE TeOMETPH]E.
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JIEMA 8.15. Hexa je K1 kousexcan aonucon yiaucan y 6uno Kakeom ioaucomy

Ky, Axo je S; 06um wonucona K;, wmaga je S1 < So.

Mokas. Hexka cy A1, As,

K5 n HopMmasta Ha CTpaHMIle Koje ToJtaze u3 TeMeHa A;.

Kaxo je K7 xousexcan momuroH, nMamo £ A;_1A;A;+1 < 180°, omakie

crenn ma 3a w3nomibene unnje C;B;11 koje nexe Ha Ko u cmajajy Tauke

—

C;, Biy1 Baxu CiBiJ,-l N Cij_H =0zal<i< j<mn.

5 e
RS 7K
:0::‘0'0’0‘:‘0’0’0‘

] C
N rodatetototetote! <404
RRIrsrsa Ry, KIEEERRR EX
CIDITZZAERN  [RRRRHIKLLK] K
XRRRIIZAINS PISIIRILK] KRR
RERISERIIRNIKKNANNAXRARAURAIRHKKK]
RRKES RRHRIRRARHA
7 KRR
etetestetetotedd
SILRRKIKS
oroateteteterel
KRR
oSS atetoteds!
RRBKKKKY
2 REas
RIIRIEL KK
IR (RS B
CRRKIEIIIKKS % 3 5
oot st otatetatetetete! X
GERRIIIRKK S
QKKK
IS >
%‘0’0:0000:0:
C’ QXX XXXIRRXY
RR I IITR
R EIrs
1 (SRR
PRIK85] ‘13
[ ototototote! 9%
sassasas Do
FRRIILLRK
[odedodetotetotetetotototed
RIS,
[RIRRKLS
Pa920 0 %a%%

Crnuxka 8.1.

Opnasne ogMax CIIeIu:

S1

N

Taxkohe hemo xopucTuTH OBe MHPUHUTE3NMAITHE OCOOMHE TPUTOHOME-

TPUjCKUX (PYHKITH]ja.

’A1A2| + |A2A3| + ...+ |An,1An| —+ |AnA1|
‘0132’ + |CQB;3| +...+ ’Cn_an| + |CnBl| < 8s.

JIEMA 8.16. Arojex € C, € € C\ {0} u ¢ =0, maga saxcu:

sinex

3

%

tg ex
) ~T

)
S

cosexr =~ 1.

.., A, Temena nomurona K. [aibe, HeKa cy
B;, C; naj6mmke tauke Temeny A; 1oGujeHe Kao Mpecek CTPaHUIIA TTOJIMTOHA
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lokas. Tlpema Jlemnu 8.9. 3a x ~ 0 mocrtoju n ~ 0 Tako ma je e* =
1+ 2 + nz. Oryna 3a Heke 11,72 ~ 0

sinex e —e " 1 4aex +acxm — (1 —ex —1exn2)
€ 2ie 2ie
= x+ Tz alE ~
2
CrmyHo ce 1okasyjy mpeocTaia TBphema. ]

Cana hemo pa3moTputn ABa MPUCTYIA y JoKa3y HaBenene Teopeme §8.30.
IIpema mpBOM IIpHITa3y y HeCTAHIAPIHO] aHATM3H MOYKEMO Y3€TH JIa je KpyT
IpaBUJIaH MHOT'Oyrao ca 6CCKOHa‘IHO MHOT'O I/IH(bI/IHI/ITe?)I/IMaJ'IHI/IX CTpaHuLa.

Crnuka 8.2.

27
Jakre, nexa jen € *IN\ N ne = ——. Tana tauke e, k < n, ompelyjy
n

TeMeHa MPABUIHOT MHOTOYIJIA ca GECKOHAYHO MHOTO MH()MHUTE3UMATHUX
crpannna. Heka cy A, B TeMeHa MHOTOYIJIA PEIIOM ca KOOpAMHATaMa €',
1 + 2 - 0 y KOMIUIEKCHO] paBHH, ¥ Heka je s = |AB].

vy
A=e*
- C
s
€ 1
0 /) ABw
Crnuxka 8.3.
IpeMa o3HaKaMa Ha CJIMIM oaMax Hanmasumo ja je |AA'| = sine, |OA'| =

cose, onakne je |BC| = tge, jep je AOAA" cmmuan AOC B. Oryna npema
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elleMeHTapHOoj reoMeTpuju mMaMo sine < s < tge. OOUM jeMTMHIYHOT Kpyra
je O = st(n-s), onakne je n -sine S n-s S n-tge. Tpema Jlemu 8.16.

. . 77 .
UMaMo 7 - Sine = n - sin — ~ 2w u takohe n - tge =~ 2m, man - s = 27, Tj.
n
O =27, jep O, 27 € R. Ilpema Tome, TBphembe 8.30. Baxu.

Pasmotpumo cama gpyry MOoryhHOCT, Tj. 3aapxuMo yoOudajeHy neuHu-
umjy xpyra. Tama ce o6muM kpyra Moxe aeduHucaTH Kao cynpeMmyMm odnma
KOHBEKCHUX TIOJMTOoHa ymucanux y kpyr K, omnocno O = sup X 3a X =
{ €| ¢ je 06um kouBekcHOT mojMrona ynucanor y kpyr K }. Osaj cynpemym
IocToju, jep mpeMa Jlemu 8.15. creau Aa je, Ha MpUMep 3a jeIUHUYHH KPYT,
ckynn X OrpaHMYeH O[03r0 0OMMOM IMPABUJIHOT IIECTOYIJIa OMHMCAHOT OKO
kpyra K, 1j. O < 4/3.

Hasbe, axo cy K1, Ko OWj10 KaKBU KOHBEKCHU MOJIMTOHU YIIMCAHU Y KPYT
K, Hyje TelIKO BUAECTH 4 IMOJUIOH K3 YU je CKYI TeMeHa YHHja CKYyIIOBa
temena nonurona K1 u Ko, uma obum f3 > 1,05, tae cy £1 u £ obumu
penom noaurona Ky, Ko.

By Cy
CS AZ B3 05
C2 B Ag C@
Cl Al B4 C?
Cranxka 8.4.

IIpernocraBumo aa je K| mMojauroH uyuja TeMeHa OJAroBapajy Tauykama
€' KOMILTEKCHe paBun, 0 < k <n, n € *IN\ IN, u nexa je Ko 6mio xoju
IOJIUTOH yrucaH y kpyr K. Axo je P npodumemne onurona Ky, Ko nobu-
JEHO MaJIOINpe ONMMCAHOM KOHCTPYKIMJOM, OJMax BUAMMO 1a je P mojgurox
ca 0eCKOHAYHO MHOTO WH()DUHUTE3UMATHUX CTPAHUIA KA0 U JIa je HheroB
obum ¢ > {1, 05. TIpema Tome 3a 06um O jenmununor kpyra Baxu £1 < O.
IMpernocraBumo, aajbe, o3Hake kao Ha Ciuiu 8.5. u Heka je T’ myxuHa
IoNMUroHanHe nuHuje Ha P xoja cmaja tauxke A u B. Ilpema Jlemu 8.15.

ciaean

|OA|+T + |OB| < |0C|+ |CB| + |OB|,
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1. 24+ T <24z +tge, rnejex = |AC|. Jakie, sine < T < x +tge. C
npyre crpane (1 + )% = tg2e + 1, ma 2x < 22 + 22 = tg2e, 1j. sine < T <
% -tg?e + tge, omakune je 3a 06uM £ monurona P

n-sine <l < —-tge+n-tge,

n
2
1. 2 SO S 2w, ma O = 27 jep ¢y 27 u O peannu 6pojesu. [Ipema Tome,
TBpheme 8.30. Baxu.

vy

((
))

0 /) A B 7
Cranka 8.5.

Ha ocHOBy mpeTXxogHOT HHje TEIIKO M3BECTH (POPMYIY 3a MOBPIIMHY
Kpyra (ako ce MOBpPIIMHA Kpyra Ae(pUHHIIE KAa0 CYIPEMyM TTOBPIIMHA YITH-
caHux monurona). IlpeMa TIpeTXOMHO] CIUIM M YBeAeHUM O3HakaMa M3
sine tge

<m < —

nospuHa Tpoyrinosa AOAA’, AOCB nanaznMo

s 5

r7e je m MOBPIINHA OCeHYeHOT Meita monurona P. Otyna 3a nospmunay M
sine tge .

LeJIOr Kpyra HMaMo n - — — <M<n- — 1 M = 7, na Baxu

TEOPEMA 8.31. Ioepwuna jequuuunoZ Kpyéa je .

8.8 Tpuronomerpujcke gpyHkumje y
eJIeMeHTAPHO] reOMeTPHju
YV oBoM ofiesbKy pasmaTpahemo mpobitleM Mepema yriioBa, Kao U ITUTAme J1a

JI1 ce TPUTOHOMeTpHjcke (PYHKIHje eJIeMeHTapHe reoMeTpHje MOoKIalajy ca
TPUTOHOMETPHJCKUM (YHKITMjaMa aHaAJIH3e.
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VY eneMeHTapHO] TEOMETPHUJU yTao ce MEepH JIeIOBUMA TIPABOT YIJIa WK
myHor yrma. Op Mepa OBE Apyre BPCTE€ NMPAKTHYHO C€ KOPHUCTH jEIMHO
Mepa u3paxkeHa y crernenuma (360-Tu meo ImyHOr yriia uMa mepy 1°), u ne-
JIOBMMaA CTeTleHa, MUHYTHMa U CeKyHaaMma. l'eoMmerpujcke ocoOnHe KoMILIe-
KCHe (DYHKIIHje eXP B KOHCTaHTe ™ oMOoryhyjy m1a ce yBene jeHa 3aHNMJbHBA
Mepa yria. Hawmme ped je o paamjaHckoj MepH yriia, OJHOCHO MEpH yria
M3paXeHo] y paaujaHuMa.

Hajmpe mpumernmo cnenehe unmenmiie.

e CBaku yrao paBHH, &, IOAyAapaH je HeKoM IeHTpaitnoM yriy <TAO A’
KOMIUIEKCHOT jeMMHUYHOT Kpyra. Jlakie, ako je m Owio kKoja TpaH-
CITaATOPHO MHBapMjaHTHA Mepa yria, oHma je m(a) = m(<AOA’).
IMpema ToMe, Mepa LIEHTPATHUX YIIOBA JEAMHUYHOT KPyra y MOTITy-
HoCTH ofipelyje Mepy IPOM3BOJBHAX YIJIOBA PABHU.

e Axo je z € [0, 27|, aprymenToM Kao IpwinKoM nokasa Teopeme 8.30.
HAITA3UMO J1a TyXKUHa JTyKa B A jemMHUYHOT Kpyra U3HOCH .

vy
e’L&
A
« i B
Al €
Crnuxka 8.6.

CXOJTHO TTPETXOTHOM MOXKEMO YBECTH OBY Ae(PUHUIN]Y Mepe yIia.

JEOVMHULWIA 8.12. Heka je o 6wito koju yrao pasau u <AO B neHTpaniu
yrao KomiutekcHor jemuanunor kpyra K (A, B € K). Axo x € [0,27]|
oapelhyje tauky A, 1j. ako cy koopauHate Tauke A y KOMIUIEKCHO] PaBHU
(cosz,sinz), oHIa je paaMjaHcKa Mepa yria « nepuHucana ca r(a) = x.

Hexka je © uyntu yrao u ) ompyxkeH yrao. Ha ocHoBy nmeduHmimnje
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paajaHcke Mepe yrila oIMax Halla3uMo Ja je

r(©) = 0, r(Q) =m,
Q s . . .
r\3) = 5 1 pammjancka Mepa npasor yria je o,
r(2Q2) = 2w, Tj. pagujaHCcKa Mepa MyHOT yria je 27.

Hexka je Ounapha orepanuja 42, (cabupatbe mo moayiy 27) ckymna [0, 27|
JaTa ca

Va,y,2 € [0,27] (2 =7 +2:y & 2z =2+ y(mod27)).

VYKOIHKO je 420 omepanuja cabuparma yIiioBa o MOIYIY IIYHOT YIJia, OHIa
34 CBE YIJIOBE (v, § BAXU

r(a+oq B) = r(a) o r(B), r(a) =r(8) = a=4.

VKOIHKO je -2¢ OTepalija MHOXKEHA yIila TO3UTUBHUM CKaJlapoM (I1O3H-
THBHHM PeaTHHM 6pojeM) 110 MOy ITYHOT yIyla, oHAa 3a yrao aux € R
takohe Baxu r(x 20 &) = & -2r T(a). OBze je -2 onepauuja ckyna [0, 27|
yBejleHa ca

Ve,y,z € [0,2n] (2 =22y < z=2x-y(mod2m)).
TIPUMEP 8.2. Ompemumo yrao « 3a koju je r(«) = 1. U3 r(«) = 1 Hanasumo
m-r(a) =7, 1. r(r-a) =7onakne je 7 - o = Q, ma o« = —. Kako je §2
s

Q 2
yrao ox 180°, To je — yrao npubamxHo jemHak 57° 17 447,
T

TpuronomeTpujcke GpyHKIVje y eIIeMEHTApHOj TEOMETPH)U 32 apTYMEHTE

nMajy yrioBe. Paamorpumo cregehin gujarpam.
1

s sor
Jo.3] 10.90°
. S .
sin,. sing
Sin
R

Cruka 8.7.
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Hedunummja cuaycHe (yHKIHje 3a OMITPe yrioBe: Sina = ﬂ, rae je a
HacIpaMHa KaTeTa OIITPOT YIila ¢ IMPaBOYIJIOT TPOYIJa, a ¢ XI/ICHOTCHySa,
JecTe KOpeKTHa ¢ O03WMpPOM Ha TO Ja je KOJUYHUK HAcCIpaMHE KaTeTe U
XUTMOTEHY3e CITMYHUX TTPABOYIIIMX TPOyriioBa ucTh. Heka je S ckynm omTpux
yriosa y pasuu. [akie, Sin: S — R. [dasbe, Heka ¢y r U S 1Be OMjeKTUBHE
Mepe neuHIcaHe Ha .S, Ha IpUMep, HeKa je 7 pafjaHcKa U S CTeNeHa Mepa.
ITpema Tome, 7(v) jeIHAKO je y>KUHU JIyKa jeJMHUYHOT KPyra KOju OAroBapa
HIEHTPAITHOM YIJIy v, 0K je S(«v) jenHako Gpojy crermenu yria «. Heka cy
sin, u sing ¢yHKIHMje nepuHNUCaHe TOMOhy:

sin.(z) = Sin(r~(z)), sing () = Sin(s~*(z)).
IMpema mujarpaMy ¥ OBHM jeTHAKOCTHIMA BUIUMO Ja je
Sin(a) = sin,(r(c)), Sin(a) = sing(s(a)) u sin,(z) = sing(s(r~1(x))).
Ortyna, ¢hyHKIHje sin ¥ sin, MoKITanajy ce Ha peaJHOM UHTepBaITy ] 0, g} , IOK

je sing(z) = sin, <%), Tj. sing(x) = sin <%)

Q
TTPUMEP 8.3. Ako je « yrao ox 30°, onma je a = G omae je r(a) =

Q r(Q) T . L
rl5) =6 =g U sina=sing. Yobu4ajeHo je 1a ce Kao apryMeHT

byukumje f ymecro yria o muiie mweroBa Mepa y crenennMa. Jlakie y oBom
cy4ajy je sin 30° = sin 5

Ha cmryan HaunH yBOIM ce Mepa MPON3BOJbHUX YIIIOBA, Tj. yIiIoBa Behnx
o1 2€) ka0 ¥ OPUjEHTUCAHNX YTIIOBA.

Hujenna on paHuje yBeIeHUX TPUTCOHOMETPHjCKHX (yHKIHMja HHUje 1-1
MIPECIINKaBahe CBOT IOMEHA, Te Ce He MOKEe TOBOPUTH O FbHXOBHM MHBEP3HUM
(yHKIIMjaMa y IpaBOM CMUCTY Te peud. Mmak, HenpekuaHe HHBep3He rpaHe
oBUX GYHKIIM]jA MPEACTABIbAjJy BAXHY KJIacy eneMeHTapuux pynkmmja. [Ipema

ocoONHaMa OBUX (l)yHKHI/Ija W3 IorjaBiba 8.6 HaJla3uMoO, Ha IIpUMEDP, da je
T . T T
5, 5 ,KaOo s | —— =

(byHKIIM]a sin CTPOTO MOHOTOHO pactyha Ha [— 55
[—1, 1], ma cnenehum nepunumujaMma MOKeEMO YBECTH OBe (BYHKIIH]E.

JEOMHULWIA 8.13. 1° Hekajex € [—-1,1]uy € R. Tana

. . ™ T
Yy =arcsinr << r =smy A y e [—575};

T .
arccosr = E — arcsinx.
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2° Hekacy z,y € R. Taga

T us
y=arctgr < x=1tgy N y¢& }—5, 5[, arcctgr = 3~ arctgz.

8.9 DbeckoHauynu npou3BoaAu 1
TPUTOHOMeTpHjcKe PYHKUHUje

Ojnep je y cBom gmeny Introduction ad Analysin Infitorum (o6ja-
BJbeHOM 1748. rommne) nzBeo QGopmylie KojuMa ce eleMeHTapHe TPUTOHO-
MeTpHjcke (hYHKIMje TIPEACTaBibajy Kao OECKOHAYHM MPOM3BOAN. Y OBOM
MOTJIaBJby pasMoTpuhieMo KaKo ce O OBe pemnpe3eHTalje TPUT OHOMETPH]-
ckux (yHKITHja MOXe Tohu MprIMEeHOM HecTaHmapaHe aHaiam3e. Hajmpe pas-
MOTpUMO AepMHHULIN]Y B HeKe ocoOuHe OeCKOHAYHUX ITPON3BOIA.

Hexka je (z)keNn HU3 KOMIUIEKCHUX OpojeBa TakBux ja je 3a cee k € IN,
2z # —1, wnexa je P, = [[;_o(1 + 2). Axo 3a meku P € C\ {0}
ocroju rpanuyHa BpegHoct lim P, = P, onaa kaxemo jaa OeckoHavaH
npousBoa (14 29)(1 4 z1) -+ = [[ =y (1 + 2x) xonseprupa npema P. OBaj
Geckonauan npoussox Gemexuhemo kpahe [[, (1 + z;). Axo Geckonadyan
nponsson [ [, (1 + |z;|) xonseprupa, onna 3a [ [, (1 + z) xaxemo na arco-
JIyTHO KOHBeprupa. EBO HEKOIMKO 0ocoOMHA GeCKOHAUHUX MPOU3BOIA KOje
ce oaMax u3BojIe U3 nehuHUIMje 1 0COOMHA omepaTopa lim 3a HU30Be.

TEOPEMA 8.32.  1° Ako [[,(1 + z) konsepzupa, onga limy,_,o 2z, = 0.

2° Ipoussog | [ (1 + z1) konsepeupa ako u camo ako 3a cee beckonaume
apupogne 6pojese m,n € *IN\ N, eancu [[;_, (1 + z;) ~ 1.

3% Ako [, (1 + zi) xonsepaupa, onga [[,,(1 + z) = st [[;_o(1 + 2x) 3a
ceaxu oecxonauan n € *IN.

4° Ako je apouseog | [, (1 + zx) aiiconyiino koneepeenitian, onga je u Ko-
8epZeHiaH.

Jlokas. 1° Axoje P, = [[}_o(1 4+ 2z) n0 # P =[], (1 + 2x), onna je
P

ntl 1, omaxine limy, o0 (1 + 2,) = 1.

2° Osga eKB;BaneHqua je mocneania KommjeBor ycinoBa KOHBEPIEHIIH]E 3a

limy, 00
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HHU30BE.
3° OBo TBpheme je HecTaHAapaAHA npedopMyiianuja AeGUHUIje KOHBEpPre-
HIIHje HI30Ba.

4° TIpumenom KommjeBor kpurepujyma 3a 6eckonaune m, n € *IN umamo

n n
0< ]Hk:m(l —I—zk)‘ <II_ a+lah~o.

Kopucrehn norapuramcky ¢pyHKInjy, 6eckoOHadaH MPON3BOJ CE CBOIM Ha
OecKoHayaH peql.

TEOPEMA 8.33. Beckonauan iipouseog [ [, (1 + zi) xonsepeupa axo u camo
ako beckonauan peg Y ;. In(1 + zy) konsepzupa. Yronuxo peg ;. In(1 + zy,)
ronsepeupa iipema S € C, onga [, (1 + zy) xonsepeupa wipema e”.

Jlokas. Pasmorpumo nenumuane cyme S, = In P, = Y1 In(1 + 2).
Tana TBpheme ciiean Ha OCHOBY HEIPEKHIHOCTH SKCIIOHCHIMjaHe U JIoTa-
puTaMcKe QpyHKITHje. [ |

Ha ocHoBy nocrnenme TeopeMe MOry Ce U3BECTH OBU JOBOJHHU YCIIOBU
KOHBEpreHIje 3a OeCKOHauHe MMPON3BOJIE.

TEOPEMA 8.34.  1° Ako peg ), |z1| konsepzupa, onga ipouseog obruxa
[1.(1 + |2&|) aiiconymino konsepeupa.

2° AKo pegosu ). 2k, Iy 22 KOHEEPIUPAJY, 0HGa U HecKonauan apouseoq
[T (1 + 21) konsepeupa, yxonuxo je (zy) pearan nus.

Iokas. 1° Hajnope nokaxumo na 3a z € C
1
(25) |2l < 5 = IIn(1 + 2)[ < 22| + 2|z|%.

3aucra, kako je In(1+z) =1In|l+ z|+2-arg(l + z), npema Teopemu 8.20.
IMaMo

n(1+2)] < |1+ 2]+ [0 arg(l+2)]
< In(1+ |z|) + |arg(l + 2)|
<

|z| +arg(1 + 2).
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1
Hame,akojel+z=14p-cosp+1-p-sinp, o= |z|,onmaza g < iBa)KI/I

< o(1+2p)

0-sing 0
te(ore(1 4 2)] = <

14+p-cosp| ™ 1—p

omakie (25) cmemu. 3a GeckoHauHe mpupogHe 6pojeBe m,n € *IN Baxu

Zn 2 0m Y p_ |ak]? < 5 >k |2k|, onaxie mpema (25) crenn

n n n 9 n ~
S mrz)|<2Y jalt2Y jmP<sY jal~o

Tama npeMa KoiujeBoMm kpurepujymy TBpheme 1° cnemn.

2° V3 oaroBapajyhy 3aMeHy NpoMeHJbMBHX, Ha ocHOBY Teopeme 8.21. ciean
(26) z € ur(0) = (e € ur(0)) n(l+2z) =2 +ex, z€R.

Habe, 3a HeKe THOUHUTE3UMAIIE £, £1, £2 U peaTHy UHOUHUTE3NMATTY & BOXKH

2 2

e’ T 2 2 2 T 2
=(l4+z+ " +ez” | (L-z+2°+e2?) =1+ = +eoz”.

1+=x 2 2

Jlaxie,

2

e’ T
—1In(1 =1 =In(1+=— 2
r—In(l+z) DI n(+2+50x>

x2+5 te x2+€ 2 x2—|— 2
= — T — ) = —+nx
g 10 g 0 g 1

3a HeKe MHUHUTE3NMAE €, 7). Jlakire, 3a CBaKy peatHy WH(OUHUTEINMAITY T
2

T
nocroju peajna nnduHuTesMMana 7 tako aa je In(l +z) =z — 5 + na.

Heka cy m,n € *IN 6eckoHaunu npupoauu 6pojeBun u m < n. Tana
e r 2k — Yopem In(1 + 2) = D p_. MkZ: 3a HeKM (MHTEpHANAH) HU3
(nk) naduHATE3MManA. [labe, ¢ 003UPOM HA KOHBEPTEHIV]Y PEIOBA » 1. Zk,
> zeuMamo Y, 2k ~ 0, utaxobe | Y p_,, mezi| < Yop_n 22 A 0, nakie
npema KowmjeBoM Kputepujymy pen » . 2k — » ;. In(1+ 2;) koBeprupa, na
upen » ;. In(1 + z;) xouseprupa. Tana tpheme 2° ciean npema Teopemu
8.33. [

Cama heMo moxasaTu IBe TEXHUYKE JIEME.
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JIEMA 8.17. Hexajep(x) = apx” +arz"H 4. . . +am,z" komiinekcan domumnom
2ge je ag # Oun = r+m. Axo cy T1,..., Ty Kopenu donunoma p(x)

x
pasmunuiiu og nyae, onga éasxcu p(x) = apz” [[j=, (1 — — ), z € C.
Tk

q(z)

In

1
Jokas. TlocrojunonuaoM ¢(x) naa C tako ga je p <> = . Kopenn
x

nojimHoma q cy —, 1 < ¢ < m, na xopucrehu pakropuzanujy nojmHoma
Zi
q(z) nmamo

pla) = age" [ (i - ;) Sralt (1 - f) .

(2

Creneha nema naje morpebaH U JOBOJbAH YCIIOB 34 KOMYTATHBHOCT OTIe-
patopast u ) .

JIEMA 8.18. Heka je (an)neN Huz kominekcnux 0Opojesa waxas ga ), Gn
koneepeupa u nexa je (by,)nexIN UHTIePHAIAH HU3 HECTTAHGAPGHUX KOMILIEKCHUX
bpojesa wmarxo ga a, = st(by) 3a ceakon € N. Taga eaxcu exsusanenyuja

(Vn € *IN\IN) Zk a = st <Z::1 bk> < (Vm,n € "IN\IN) ZZ:m b =~ 0.

Hokas. (—) Heka cy m,n € *IN\ N, m < n. Kako je >, ar =
st (D br) 1 D2y ak = st (35— be), 1o je st (3oL, be) — st (Dop—y br) =
0, 1j. st (> p_,,bx) =0.

(+) Hebmunmmmo uus ¢, = > p_; (ar —by), n € *IN. TlpumeTnmo xa je ¢y,
WHTEpHAIIaH Hu3, kao u na je 3a cBe n € N, ¢, =~ 0. Heka je n GeckoHauan
IpUpoaal 6poj U pa3MOTPUMO THIT

1
T(S):{|Cs|<n ‘ nE]N}U{n<s<n|nE]N}.
OBO je KOHAYHO HETIPOTUBYpPEUaH CKYI (hopMyJia, ITa Ha OCHOBY w1—3acuhe-

Hoctu Jlaj6uumosor yuusepsyma, moctoju ng € *IN'\ IN koju peanmmsyje oBaj
tun. Jlakie c,, ~ 0. Otyna nmamo

n
n — Cng _ - .
Cp = Cny + Zk—no (ak bk)
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Jarwe, mpeva KommjeBom kputeprjymy >, ax, = 0, T0K je IpeMa ycioBy
3a uu3 (by,), Z%:no bi ~ 0 takohe. Ilpema Tome ¢, ~ 0, Tj. >, ar =
st (Z%:l bk) . |

ITpema nperxomnoj temu u Teopemu 8.33. mMMaMO OBY TTOCIIEIUITY.

TTOCHEANLA 8.12. Heka je (by,)ne+IN unitiepnanian Hu3 HeCllangapgHux Kom-
wekcHux bpojeea u nexa je (an)neN HU3 KOMIIeKCHUX Opojeea Wako ga je
an = st(by) 3a ceaxo n € N. Axo apoussog ], (1 + a,) konsepeupa, onga
sancu exeusanenyuja (3a cee m,n € *IN'\ IN)

[L,0+a)=st(IT_ (1+60) = 3" In(l+b)~o0.

ITocne yBomHMX HamoMeHa O OECKOHAYHHMM IPOW3BOAMMA, M3BEIUMO
OjnepoBy hopMyiTy 3a pasiarame (yHKIHje Sin y OecCkoHaYaH MPOM3BOI.

2
TEOPEMA 8.35. 3a ceako z € C je sinz = z - Hk <1 — k§772>'

Jlokas. Heka je n € *IN \ IN. ITonaszehn ox nedpunnnuje Gpynxuumje sin u
¢dbyHkyje exp, umaMo

1 12\ " 1Z\"™
27 me=g ((1+5) -(-5))
(27) S = 29 + n n
Hexa je p,(z) monunom ysenen y (27). Jlako je BUmeTH aa:

® aKo je n mapas, Tajaa CTENeH MOJINHOMA Py, je 1 — 1, TOK 3a HemapHo N
CTeTIeH TIOJTHOMA Dy, je 1;

o axoje pn(2) = Y p_gaxz®, onmajeap = 0, a1 = 1;
e axo je pp(z) = 0, onna je pn(—2) = 0.

. z
I[a.]'be, ysMuMo fiajeu = - —. s IIPETXOJHOT OAMAaX HAJIA3UMO 4 Cy pelI€Hka

jemnaunne (1 + u)"” = (1 — )™, pazmuunra ox Hyse, cieaehn KOMIIIEKCHH
6pojeBu:

_ L-ewn (57)

U= 14 exp (2];7”)

-1
, |ky<[”2], A




8.9. BECKOHAYHHU [TPOU3BOAU U
178 TPUTOHOMETPUICKE ®YHKLIWIE

2km kma kma
1 —exp - exp - — exp o

T
K j = = —1-tg—
aroJe <2km> < km) <k:7m> LT
14 exp exp| — | +exp| —
n n n
Cy KOPEHU MOJIMHOMA Py (2),
k 1
=" g™k < [ ] ke'z
) n

ITpema Jlemu 8.17. Taga nmamo

(23] 2
pn(Z) =z sz:l 1-— nZth (kzﬂ') s

a mpeMa Jlemn 8.16. Taxohe Baxkn

22 22
]N - = .
(Y € N)(¥ € C) st (nztgz(fg;r)) P

1
Pen ), w2 arcojIlyTHO KOHBEprupa, rna npema Teopemu 8.34. npousson
2
I1.(1- 5
k k22

arcoyTHO KOHBeprupa. TBpheme Teopeme onma ciuenu ako, mpema ITocie-
oI 8.12. mokaxeMo

" 2
(Vm,n € *IN\ IN) Ek:mln (1 - nztgz(k”)> ~ 0.

n

Axo je z € R, onna npema nepunnnuju pyukiuje tg, Teopemu 8.23. u
3

T . x
cosr < 1,3a0 <z < 5 BaXM tgx > sinz > x — o oTaKyIe

(k7r

km 7)3
tg— > kr— —2— > (k-1
ntg—~ > km 6 > ( )T

2
thgQ <I€7T>
n

2 2
ln(l Z)>— 27(1-1-&%)7 rae je e ~ 0.

sak <m, me*IN\NN.

Haxne, 3a k € *IN\ IN, je naduuMTe3MMAaIa, na npeMa

Teopemu 8.34. 2° Baxu

- n2tg? (kTr _n2tg2 (lm)

n n
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Otyna

(1o
2o\ St 5

IA
o
no
Tm
3
S
R | —
- | =
0%, 4
I EL)
Yk il
S—

IN

X
|
t

=)

L 1
jep je pen ) 72 KOHBEpreHTaH.

Ha cmaan HaumH ce 10oKa3yjy OecKOHAYHH Pa3BOjH.

22
TEOPEMA 8.36. 1° = 1-4— ).
Hk( (2 = 1>7r>2)

2 shz:z.nk<1+(ljj)2).
3° chz =[], <1+4((2]:21)7T)2>.

Axo ce y bopmynu u3 Teopeme 8.35. 3amenu z = g, nmobujaMo

1:727Hk<1—(2]1)2).

OnaB/e jeTHOCTaBHNM cpeljiiBameM creny mo3HaTta Bamicosa® dopmymna.

TEOPEMA 8.37.

T ) 1 2n)!1 \?
— = lim .
2 n=oo2n 41\ (2n —1)!!

4 John Wallis (1616-1703)



I'nmaBa 9

Bepuxkau paziaomuu u bepos
IPOCTOP

Osnaunmo ca I, ckyn mpammonamnux Opojea. [lakie, I, = R\ Q.
Konaunu BeprXHU pas3IOMIM OCTBAPYjy 000CTpaHO jeAHO3HAYHY KOPECIO-
nIeHnnjy m3mely panmnoHanHnx 6pojeBa 1 KOHAYHUX HI30Ba MMPHUPOIHNX Opo-
jeBa, U ca ipyre cTpaHe u3Meljy HpalMoHATHUX OpojeBa U OECKOHAYHUX HH-
30Ba MPUPOTHUX OpojeBa. Y CIIydajy palMOHAIIHUX OpojeBa IOCTYITaK 3a
onpehuBame KOPECOIEHTHOT BEPYIKHOT Pa3iIoMKa CBOJU ce Ha Eykimmos
anropuraM. OBaj OCTyNaK Ha IPUPOJaH HAYMH TPEHOCUMO U Ha GECKOHAYHE
BEPIDKHE pa3Boje MPAIMOHAITHUX OpojeBa P YeMy KOPUCTUMO HBUXOBE MH-
(MHUTE3NMATHE anmpOoKCUMaIrje MoMohy XunepparoHaTHIX OpojeBa.

9.1 PauuoHanaHu OpojeBU U BEPUKHM PA3JIOMIH

U3 enementapue Teopuje OpojeBa 3HaMo a Eykmmmos anropuram maje mo-
cTynak 3a oapehuBame HajBeher 3ajefHHYKOr JeNvola 3a ABa JaTa Lea
6poja. OBaj anroputam ce Hanaszu omucan y Eyknmunosum Exemenitiuma (300
T. IIpe H.e.) ¥ cMaTpa ce Ja je TO HajCTapuju HeTpUBHjaTHU aJITOPUTaM KOjH je
0CTa0 HEMPOMEHEH /10 JJaHAIIBUX AaHa. Y ocHOBU EykinaoBor anropurma
nexku cnenehe TBpheme.

JIEMA 9.1. (O OCTATKY) Hexa cy a u b yenu 6pojesu, b # 0. Taga @iociioju
Jequnucitisern yeo O6poj q u dpupogan bpoj T warko ga je

a=qb+r, 0<r<lb.

180
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Hoxa3s oBe untbenutle 3a b > 0 je jenHocTraBaH. 3aucTa, ako je bg Hajehn
YMHOXaK 0] b KOjU He IpeBa3mias3u a, Taja je ¥ = a — bg HeHeraTuBaH U, ¢
063upoM Ha To 1a je b(q + 1) > a, umamo r < b. Ciryuaj b < 0 pacrpasiba
Ce Ha CIMYaH HAYMH.

(EVKJIMJIOB AJITOPUTAM) Heka cy a u b npuponuu 6pojesu, a > b > 0.
ITpema Jlemu 0 ocTaTKy MOXEMO KOHCTPYHCATH HI30BE ¢; U T; TAKO 11 je

ro = a, ry=2»,

ro = qri+r2, 0<ry<m,
L= q2r2+ 73, 0<rs3<ry,
Ty = qarg+ra, 0<ry<rs,

IIpema mpuHIUITY HajMamker eJIEMEeHTa 3a MPUPOAHE OpojeBe, Taja CKYI
{ro,71,72,...} MOpa 6GUTH KOHauaH (MHa4ye He OM UMao HajMarbM elIeMeHT).
Haxie, 3a nexku n € IN Baxn

ro = a, ry = b,

ro = q1T1+ 72,

L = Qr2+7T3,
Th—2 = (Qn-1Tn—1t7Tn,
Tn—1 = dnTn-

Huje remko Bugetu aa je v, = (a, b), Hajsehn 3ajennmuxu genuan 6pojesa
a,b. C npyre crpane, y3 nmpetnoctaBky (a, b) = 1 u3 Eyknminosor airopur™a
HAJIa3UMO

1
=Gt =t ——g = = a+ :
QQ‘F* q2—|-
2 q3 +

1
qn-1+ —

an
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j.
1 def
- =q + 1 é[Qh(]Q,...,gn}.

q2 +

qs3 +

1
qn—1+ —

n
W3pa3 Ha JecHOj CTpaHH OBE jeAHAKOCTH HAZUBAMO GCPUNCHUM PAZIOMKOM
MPUAPYKEHUM palliOHAIHOM Opojy %. IIpuMeTUMO 114 CY G2, q3, - - - , Gpn TIO-
3UTUBHU IPUPOTHU OPOjeBH, TOK je€ g1 TIe0 OPoj. AKO Ce Y TOM BEpHIKHOM pa-
3IIOMKY q1, 2, - - - , ¢n CXBATe KA0 IPOMEHJbUBE, CpehjUBambEM OBOT Pa3IOMKa
no6ujamo asa nomuuoma P, (q1, ..., qn) 1 Qn(q1, . .., ) Tako aa je

Pn(qla‘”uqn)

== | = oAbt
- =1491,92,---,4n] = .
" Qn(QL-u,Qn)

b

JIEMA 9.2. Honunomu Py (q1, ..., qn) uQn(qa, - - -, qn) 3agosomasajy cregehe
peKypenitine opmyne:

P, = QnPn—1+Pn—27 P1=Q17 P0:17

Qn @nQn-1+Qn-2, Q1=1, Qo =0.

Hoxaz. HaBenene pexypenTtHe GopmMyiie MOXeMO JOOUTH HHAYKIIN]OM IO
n. IlpernocTaBUMO WHAYKTUBHY XHIOTE3Y, Tj. a TBpheme BaXH 3a QUKCH-
pano n. Tana:

_ Ingn+1 +1 i
[Q1)°"aQTLaQTL+l] - q1,.--yqn—-1, ——————— | =
dn+1
1+1 +1
Pn (qla”'vqu—laqnqn-i_> MLPH—I"‘PH—Q
An+1 LH. An+1 _
B +1\  Gnny1 t+1 -
Qn <Q1, s Gt qnqn+1> A L Q1 + Qs
dn+1 dn+1
_ Qn—i-l(QnPn—l + Pn—2) + P Iil. q'rL—i-an + P
QnJrl(Qnanl + an2) +Qn-1 Gn+1Qn + Qn-1 ’
ma Poy1=quii P+ Pt v Qnit = ¢ui1Qn + Qn1. u

3a nonmmuome P, u (Qy, Takohe Baxe ciaeaehn HAEHTUTETH.

JIEMA 9.3. 1° PnQn_l — Pn—lQn = (—1)", n>1,
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2° PnQn—Z - Pn—2Qn = (_1)n_1an n > 2.

Hokas. Jloxa3 OBUX WAEHTHUTETA Takohe MOXeMO JOOUTH NHAYKIHJOM TIO
n. Ha npuMep, MTHIYKTUBHU KOPAK 3a MIPBU UACHTUTET U3IJIea

Pn—i—lQn - PnQn—i—l = (QnPn + Pn—l)Qn - Pn(QnQn + Qn—l)
= _(PnQn—l - QnPn—l) IE. (_1)(_1)11' L

. : . a
JIOKa)XMMO jeAMHCTBEHOCT pa3Boja paLMoHAIHOr 6poja ¢ € Q, ¢ = 7’
b>0, (a,b) =1y Bepwknu paznomak. Jlakie, HeKa je
a
g = [Q1aQ2a~'an] = [QLQQaM;L]
e je, peuuMo, m > n. Tana 3a Heke 0, 0 € Q,
Y e ito=q +d, 0<o<1, 0<d <1
b =q o0=q o, >0 ) Y )
omaxie je ¢1 = [¢] = ¢}. WuaykumujoMm nasbe qokasyjeMo 1a je ¢; = ¢ 3a
i <n. Hekajeqi =q,....,q-1=qy_q, k <n. Tana 3a neke s,s' € Q
BAXU
a n 1 ;L 1
T =q =q
b Q2 + ! q/2 +
Q-1+ 5 Gy + 3

Pk(Ql; e 7qk‘*17 S) — Pk(qi’ cet 7q;€717 S/) OIIaKHeje
Qk(Qh--kafl?S) Qk(qllv"'aqz_lasl),
sP-1(q1, -, qe-1) + Pe—2(q1, -, qr—2) _
5Qk— 1((11,.--,%—1)+Qk—2(Q1;---,Qk72) , / /
8" Pr-1(q1, -+ @p1) + Pe—2(qy,- - q),_)
lekfl(q,la o 7q;g_1) + Qk*?(q,la o 7q;g_2> ‘
Kaxoje Py—1(qi,- -, qr—1) = Pr—1(q}, - - -, q}_1) A KAKO CIMYHE jeAHAKOCTH
Baxe 3a Py_o, Qp_1, Q)_o, HATAZUMO

$(Py—1Qi—2 — Pyi—2Qp—1) = ' (Pho1Qr—2 — Pr—2Qp—1)-

Kaxko je Py_1Qr—2 — Pr_2Qi_1 = (—1)*"!, namasumo s = s, 1j. q1 + 01 =
@, + 0y 3amexe 0 < o1 <1, 0 < ¢} < 1,maq, = qj. Axo je m > n, onza
zanekn s € Q, s >0,

1
n = qn + —,
S
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IITO je KOHTpaauKnuja. Haxiae, m = n.
Hexka je INo ckyn cBUX KOHAUHUX HU30BA MO3UTHBHUX MPUPOIHUX OPO-
jeBa. OmaBae nMamo ciefiehie TBpheme.

TEOPEMA 9.1. Hexa je v: Q — 7Z X Ny ipecauxasare gepunucano ca

a S .
v(g) = (@.a2,- - an), 2ge je o = la1, a2, au]. Taga je v goopo

na
geunucano apecrukasarve uv: Q 11 Z x Ny.

lokaz. TlpecnnkaBame v je 7oOpo nehUHUCAHO jep CBAKM pallMOHAIaH

a a
0poj Ma jeTMHCTBEH pa3B0j Y BEPIDKHU pa3ioMak. AKO je v (5) =0 (b’) =
(91,92, -, qn), onma

a/

a

5 = [QIaq2)°"aqn] - yu

ma je v 1-1 npecnukaBamwe. Axo je (q1,92,.--,qn) € Z X o, onma 3a
a

a ) .
5= [91,G2, - - -, qn] OIMax ¥MaMo 1a je v 3) = (1,92, --,qn), ma je v

TIPECIINKABAKE Hd. u

Mpumernmo aa je 3a ¢ € Z x oo, v 1(q) = [q].

. a . .
3a gaty paronagad 6poj ¢ = 7 Mamo cremehe mapijaaie pa3soje:

+ 1 + L + L + L
a=qrT—5=q 1T -4 T~ =q
q QQ+q3 Q2+q3+qi4 q2 +
1
dn
OBUM cMO JiehMHHUCAITN HU3 q(i), 1< <n:
1 1 1
1) — = (2 = = (n—1) _ B €1 R
q C_Il'i'q(z)»(] (I2+q(3), - q CInfl_‘_q(n)vq dn-
(i) : (i-1) L
Haxmne,3a q\", 1 <1< n—1Baxugq :qi,1+W,Tj.
q

v
aq(z’fl) _ [q(z’fl)]
1 gign—l,égejegz [q17-"aQn]'

TEOPEMA 9.2. ¢V = , Qi1 = [q(i_l)], uq® ¢ IN 3a cearo
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Hekajesa (q1,92,---,qn) € ZXNoo, an = [q1,92, - - -, qn]. Tama npema
Jlemn 9.3.

Qp42 — Op = =
" " Qn+2 Qn QnQn—I—Q QnQn+2 ’

ma

Pryo P, - Pn+2Qn - PnQn+2 _ qn+2 - (_1)n+1

Op < Op42 = Opt2 < Qpid,

Op > Qpto = Opt > Opig.

O):[’CIB,HC OJIMax HaJIa3UMO [a 3a HU3 CYKIICCUBHNX BEPUIKHHUX aHpOKCI/IMaHI/Ija
a

3a g BaXMu:

a
TEOPEMA 9.3. a1 < ag < --- <a21+1:g <ag << ayg <oy, Ul
a
o <oz <---<agoy <og = g < Og_g < - <y < Qg Y 3A6UCHOCTIU

a
gamjen =2lumn =20+1, égejegza”‘

Ha ocnoBy mpeTxoanor TBphema oMax Hajga3uMo

| Pry1Qr — PruQpt1] _ 1
QrQr+1 QrQr+1

Jaxite, iMaMo OBy TIPOIIEHY 32 HU3 CYKIIECHBHUX AIIPOKCUMAIIHja!

a
’E - Oék’ <lag — ag—1| =

JIEMA 9.4. a_ ak‘ <

1
‘ b QrQrt1

Kaxo je Qr = qr - Qp—1 + Qr—2m1 Q1 = 1 > 0, Taga mmamo n1a je
Q1 <Q2< Qs <...,majeQ >k — 1. Oryna Baxu

1
<

a
JIEMA 9.5. ‘g—ak K1)

731
TTPUMEP 9.1. HeKaje% — 2 Tamaws 731 = 17-41+34, 41 = 1-34+7,

41
34=4-T46u7=1-6+ 1,cnrequ
731
it | ST R
ZT I pr——

o
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. 1 Py Ps 89 Py
Takohejeay = — =17, ags = — =18, a3 = — = —, ay = — =
el Q1 Q2 Qs 5 Q4

107 P 731 n
— " a5 = — = ——. Jlakie
6 5T Qs 41 ’
<az<as = <ay< <D B 10T g
o « as = - <« o Tj. < — .
1 3 573 4 25 ] 5 1 5

9.2 BepuHu pa3/IoOMUH Y HECTAHAAPIHO] AHATIU3H
IMoacerumo ce aa je *@Q ckym xuneppauroHaiHux 6pojesa, Tj.
*Q:{%‘ae*Z, b e *N, b>0}.

JemHo on KJbyuHHX cBojcTaBa ckyma *Q je ma ce y MoHamm u(r) cBakor
r € *IR Haja3u Heku xuneppaloHaial 0poj. ApyriuM peunma, CBaK1 XUIep-
pearan 6poj ce Moke MHOUHUTE3NMAIIHO JOOpO anmpoKCHMUpATH ImoMohy
HeKoT XuIeppauroHaaHor 6poja. Ilpema JIajOHULIOBOM IMPUHLIMITY, ©TMaMO
cienehy mauHNTE3NMaTHY Bep3njy Teopeme 9.1.

a
TEOPEMA 9.4. Heka je 3 € *Q. Taga wocmoju wmauno jeqan H € *IN u
wauno jegan H—nu3z (nectmiangapgnux) yeaux opojesa qi,qo, - - -, qH, q1 € *7Z,
g €N, 2<i< H, g >0, iuaro ga

a *

[QIv q2;- .-, qH}
b
Osze je *[] = *(v7!). VYwmecro *[q1,qo,...,qy] mucahemo y6ymyhe
(91,92, - - -, qm]. Takohe hieMO KOPUCTUTH YNH-EHUIIE

“(Z % Noo) = *Z x *(Noo),  ("IN)ae C *(Noo).

TEOPEMA 9.5. 3a céakur € I, = R\ Q @ocmoju nus qi, q2, - . . yeaux dpojesa

wakeux ga je 2,43, - > 0u lim [q1,qa,...,qn] =1
n—oo
. a . a .
Joxaz. Heka je 3 € *QTaKaBnaJeg A2 7 1 HEKa je Oy, def (91,92, -, qnl,
a a
rnejen € *WN,n < Hwu[q,q2,...,q0] = 7 XunepparioHanaan 6poj 7 je

HecTaHgapAaH ¢ 003upoM ja je r upannoHana, na je H 6eckonauan. [Tpema



TJIABA 9. BEPUXXHU PA3JIOMIIU U BEPOB ITPOCTOP 187

1 1
< mwcmn < H,opaxne, |r—ay,| < nn—1)

1
sacBen < H. Hekaje S =« [ IN. Taua|r—ﬁn|§ﬁ3aCBenE]N,
n(n —

na je | — *Si| ~ 0 3a cBe 6eckonaune K € *IN. IIpema Tome, lim S, =r,
n—oo

a
Jlemn 9.5. ‘E — Qp,

IITO Aaje aa nli_{go[ql, 42, qn] =T [
Axojer = nh_)rréo [91,q2, - - -, qn] U3 IpeTX01HE TEOpeMe, mrucahemo
r=q+ ! i ;
@t g3 +

1 0Baj 3amuc Ha3zBaheMo gepusichum pazeojem ipanuoHaHor 6poja r. [Tpume-
a

Mo Aa je 3a v € I, oBaj pa3Boj Oeckonauan. Jlaswe, 3a 3 n3 Teopeme 9.5.

npema Teopemu 9.2. axu ¢; = [¢0~Y], i < H, rae

» 1
V=g¢, ¢V=——" - i<H

(
! (=g’

. "1
najer = qi + st (—)

a r r
,Z[an)e,3af=q1+—l,0<r1<b,r%q1+fl b

b b b

r
IMpumerumo na je ¢ € Z, jep 0 < 31 < 1. C 063upom Ha To na je r € I,
cemu st (%) > 0, makne q; = [r]. IIpema ToMe, HU3 ¢; je onpeleH ca

QI = [T]v Ql - [q(i_l)}a 7’ - 27 37 s

a
JIEMA 9.6. Hexacyru 3 kao y Teopemu 9.5. u neka je \ nus peannux opojesa
makas ga je

1

Ao = T, )‘2 = )
0 Xi—1 — [Ni—1]

i=1,2,....

Taga \; ~ ¢, ] = [q(i)], Ni€l,u g €Zsacsei €N

Hokas. Kako je r € I, u \g = r, oamax 3akibydyjemo ga A1 € I,
A2 € I, u tako mame. Cama M0oKa3yjeMO MHAYKIHMOM Oa je A\; ~ q(l), u

[¢] = [\i]. TIpermocTaBMMO MHAYKTHBHY XMIIOTE3Y, OJHOCHO HEKA BAXKM
Xic1 ~ ¢, [Nia] = [¢UY). Tana

A=l N = [g0Y] gt = [g )]



188 9.2. BEPUXKHU PA3JIOMLIM Y HECTAHZIAPIHOJ AHAJIN3U

ma\; ~ ¢@. Tame, ¢\ = [q(i)]—f—s,rﬂejeO < s < 1,omakie je \; = [q(i)]+s,
1. A = [¢] + st(s), mst(s) > 0jep \; € I.. Jaxne, ¢ = [¢D] = [\], n

q € N,3a: > 1. [ ]
_ R _ 1 _
IIPUMEP 9.2. 3a \g = V2, A\ = o1 V2+1, A = Vorl-2
\@—Fl,...,Tj.QoIl, Q1 =2, gg = 2,... IMaMoO
1
V2=1+ i
2+2+ 1
24

C 063upoM Ha TO J1a je ¢; = [\;], TpeMa IIpeTXOAHO] JIEMH, HU3 (1, 2, - - -
TakaBs jaa je r = [q1,q2,...] je jenuncreen. Ilpema Tome, umamo cieznehe
nojauame Teopeme 9.5.

TEOPEMA 9.6. 3a ceaxu r € 1, docitioju Wauno jegan nuz qi,qo, . .. yeaux
bpojesa wwaxeux ga je q2,q3,--- > 0u

lim [q1,q2,...,qn] =T

n—o0

Taxohe mmamo u oBy mocieauiry Jleme 9.6.
a a/ /
JIEMA 9.7. Heka cy Dy € *Q u neka je 3 ~ 7 ~r, 2ger € IT. Taga sa
/
a

a
gz[qqu,---,qH], 7 = (41, a5 - - qp) aomcu g | N =¢' | IN.

Jlokas. Tlpema osnakama u3 Jleme 9.6. Baxu ¢; = [Ni—1] = ¢, rme
i=1,2,.... -

Crenehe TBpheme aje MHTEPECAHTHY KapaKTEePU3AIN]y UPAIMOHATTHUX
6pojesa.

TEOPEMA 9.7. Hexka je r peanran opoj. Taga je v upayuonaian ako u camo aKo

focitioju 6eCKOHAYHO MHOE0 PAYUOHANIHUX Opojeea — WAKEUx ga je
q

(1)
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P

Hoxaz. Hexa je r € I,. Taga 3a BepiHH pa3Bo)j Q—n = [q1,92, -, qn]
n
P, 1 1
6poja r Baku |[r — —| < —— < —, n € N, ma (1) Baxu 3a
pel Qn QnQn—H Q% ’a ( )
GECKOHAYHO MHOTO ]2. Hekajer € Q, r = 7 a € Z, b € N. Ouna
a p| _lag—bp[ _ 1 _a ,p _|a 1
——=|=-————2> —akoje~ # —. Axkoje |- —=| < —, oHIa
b ¢ bg T bq Jb#q 15 g o
q < b, maxie ¥Ma camMO KOHAYHO MHOTO pasjoMaka P raxemx A BaXH
q
1
2P n
b ooql ¢

Ipema nperxoanoj Teopemu, 1 € R je mpanmonanan ako U caMo ako

P . P 1

Monaza ((7), caapKu XUIleppanoHaial 6poj — Takas ja je |1 — —| < —.
q q q

Opnasne Takohe onmax cnenn na je3ar € I, cxkyn S = {ra +y|z,y € Z}
1

rycty R. 3aucra, ako je g XHUNeppanrionaian 6poj Takas 11a je |7 — 5‘ < ?,
1 1 .

onya MoxeMmo y3etn ma je 0 < rq — p < — mTama je — € p(0). Ako je
q q

i 1+1 . .
s € [0,1]g, onmazamekn i € *IN, — < s < L Heka je K € *IN najsehn

=

Opoj Takas aa je K (rq—p) < i Tanar(Kq) — Kp € u(s), maje S ryct
q
y [0, 1]Rr, a ¢ 063upOM Ja je TpaHCTATOPHO MHBApUjaHTaH Hald Z, S je TycT U

Hazg R.

1
E,3aHE*IN\IN,aJII/I

P - 24 L 94
H™ iy D TTHOTTH

IIpumernmo na je 2 + T ~2—

Ta MPeTXOAHO TBPheme BaXKM caMo 3a XUTIeppaImoHaIHe OpojeBe n3 MoHaIa
HpaIMoHAHUX 6pojeBa.

CXOL[HO HpeTXOHHOM HSJIaFaH)y, npeanKaBaH,e
O: 1, -7 x NN

nedunucano ca ¢: v +— (q1,q, ... ), raeje [qi, g2, - . - | BEpUKHU pa3Boj 3a T,
je no6po nedunncano. Ouno je u 1-1 jep uz ®(r) = ¢(r’) cnemu

r = lim [QLQQa"'vqn] = rlv
n—00



190 9.3. BEPOB ITPOCTOP

@ ey O
g S Qa b [QI7(127--~7QH]-

Jloxaxnmo 1a je ® mpecnmkaBame na. Hexa je (q1,q2,...) € Z x NN n
Heka je &y, = [q1,42, - - -, Gn). TIpema Teopemu 9.3. u Jlemu 9.5. Baxu

a , a ,
OJHOCHO 7" = st i :r,rner%g%r u

1
(a2n) by (Q2ng1) T 1 |aong1 — gy < —.
Qo

Jakne uu3 (o) je kousepreutan. Heka je 7 = lim «,,. IIpumernmo na
n—oo

. a
B U cieneha unmennna: ako je H € *IN\ N u 7= [q1,42, - -.,qu], onna
a .
3 ~Rrur=[q,q2,...|. Jokaxumo aa je r upamronanan. C 063upom Ha
. n Pn ]- .
TO Ja je (tp, = —— BAKHU 1 — ——| < —5, TO TIOCTOjH GECKOHAYHO MHOTO
Qn Qul = @2
palroHaIHKUX OpojeBa TAKBUX JIa je
1
T — p‘ < R
q q

mna je mpemMa Teopemu 9.7. 6poj r upaloHanan. YIpaBo JoKa3aHa CBOJCTBA
npecivkaBama ® uckasyjemo y Buay cienehe reopeme.

na
TEOPEMA 9.8. ®: I, =1 Z x NN,

9.3 bepos npocTop

Hexa je 3amara muckpetHa tomojyoruja Ha IN. Jlakie, cBakn moackyn ox IN
j€ ¥ OTBOPEH U 3aTBOPEH.

Crnuka 9.1.

Bepos!) mpocrop ce medunmmre xao cremen = = INN mpocropa IN ca
tonojorujoM npousBoaa (TuxoHoBsbeBOM TOomosyorujom). Jlakie, 6a3Hu

" René-Louis Baire (1874-1932)
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CKYTIOBH TIpOCTOpa = ¢y 00IIHMKa

)

_ —17,, . :
B= ﬂieS 7, [ng], S je xomauan momckym ox IN,

e cy m;: NN — IN npojeximjcke bynximje, tj. m;: f — f(i), f € NN,
1 € IN, mro nipramo kao Ha Crunin 9.1, mn; € IN.

Hexka je f € INN u nexa je pu(* f) momaga ox * f. Taga

pCf)={heEh~"fr=,_ "0,

feo

rae O je otBopeH y Z. OBge hiemo kopucrtutu cienehy reopemy (BHaeTH
[126]).

TEOPEMA 9.9. Heka je X = [, ; Xi ipoussog apocimopa X;, i € J. Axo je
g€*XufeX, ongagr*farxoucamo axo g(i) =~ f(i) 3a céei € J.

V cnyuajy BepoBor mpocropa, ¢ o63upom Ha 1O na je IN muckperaH,
npuMetiMo 1aje g € *Eu f € NN, g(i) ~ f(i) 3a i € IN ako u caMo ako
g(i) = f(i). TIpema Tome, 3a f € NN,

pCf)={9€*Elg I IN=7F}.

Ako je h € *=, onga npema Po6HUHCOHOBO] TeopeMH IpenuBamba 4.19. ¢
0631pom Ha To 1a je h nareprnanna ¢pyuxnja, uz h | N = f cienm na 3a Hekn
6eckonauan H € *IN, h [ [0, H] = *f | [0, H]. C TuM y Be3u epUHUIIIEMO

()= {he S [0,H) ="f 1 [0,H]}, He N\N.
IIpema MpeTX0/IHOj HATTOMEHH UMAaMO
* _ *
1O = e 28 C 1)
PasmoTtpumo Tomononika cBojerBa mpecnukaBama ® u3 qpyror onerpka.
TEOPEMA 9.10. ®: It — = je xomeomopguszam.

Hokas. Y apyrom oaesbky gokaszanu cMo 1a je ¢ 1-1 u na. Joxaxumo aa
je ® nenpexuano npecnukabame. Hekajer € [ u s € *I, takaB gajer ~ s.

_a , a a
Hasbe, Heka je 7 € "QrakaB majer ~ 7 A~ SU 7= [q1, G2, - -, qm]. Haxe,
r = st(s) nMa BepWKHHU pa3Boj [q1, G2, - . - | (mpumetnmo 1a je H € *IN \ IN

jep r € I.). Hoxaxumo cienehy nemy.
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JIEMA 9.8. Ako cy r € 1, s € *1, maxeu ga je s ~ r, onga je [s| = [r].

Jokaz. C obsupomua s =~ r,3aHekne ~ 0, g e Num e R,0 <m < 1,
BaXus =r+ec=q+m-+c. Tamam-+ec < 1l,mag+m-+ec < g+ 1, onakmne
cieau [s] = ¢ = [r], unme cMo noKaszam jemy.

V HacTaBKy JIoka3a TeopeMe, ipeMa JIajoHUIIOBOM TpaHcdep TPpUHITHITY,
BEPIKHH Pa3BOj 3a $ 10OMjaMo Ha ciiefehn HaunH:
1
s(i=1) — [s(i=1)]

1
TR

=3, s = , Si= [s(ifl)], 1€ *IN.

Axoje ¢ =1, ¢ = = [¢U~V)], i € IN, nokasyjemo aa
Baxku 3a cBe ¢ € IN:
s mq, gi=si, sW e L, ¢V el,.

Hoxa3 3a 0BO TBpheme N3BOANMO MHAYKITHjOM TIO %.

Cryuaj ¢ = 1: s = s ~r = ¢ naxako Cy § ¥ I MpallMOHAJIHU, TO je
s1=[s0)=1[s] = [r] = [¢) = q1.

IIpernocraBuMo MHAYKTHBHY XumoTe3dy ¢ — 1. Tama mmamo fa je BpemgHoct

S(z) = = 7y, ApalliOHaJIHA K40 BPEIHOCT PATMOHAJIHOI U3pa3a Ca
s(i=1) _ [5(7'_1)]

MPAIMOHATHAM apryMEHTOM, H CITHYHO JoKasyjeMo aa je 1 ¢V uparmonanan
(ro je muHaue Beh AOKA3aHO y APYIOM ONEJBKY). 300T HEMPEKUIHOCTU
panyoHaTHUX GYHKIUja U IIpeMa MHAYKTUBHO] XUIIOTE3H CIIeTN

§(0) — 1 ~ 1 _ 4
S0 — [sG-D] gD — [¢G-D] ’

na npema Jlemu 9.8. s; = [s)] = [¢)] = ¢,

Makie, 3a Bepwxuu passoj “®(s) saxu *@(s) [ N = (q1,q2,...), Tj.
*®(s) ~ ¢(r), na je P HenmpexuaHa GyHKIHMja.

Toxaxumo ma je u @~ 1: (q1,q2,...) + [q1,qo,. . .| HempexuaHO TIpe-
ciukaBame u3 Z y I, Jlaxie, neka je f € Zu h € *Z Tako naje h ~ *f.
Tamajeh | N = f,ma @ Y(f) = [q1,q2,--.] 3a f = (q1,q2,--.). Ako je
s =*®71(h), onna je h BepmkHH pa3Boj 3a 5. Heka cy

Qp = [qlv(JQv"'v(In]’ neINa Bn: [517527"'7Sn]7 ne*]N'

Kaxo je oo, = By, 3a Hexo n € IN, mpema PoOMHCOHOBO] TEOPEMY TIPENNBATHA
4.19. 3a nekn 6eckonauan H € *IN,

“a 10, H] = B 1[0, H].
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Haibe, meka cy L, K € *IN Geckonaunu mpupodHyu OpojeBH TaKBH 14 je
2K < L. TIpema JlajonuiioBoM Tpancdep MPUHIUIY, U TIPBOM OJEIbKY,
HaJa3uMO

Br<B3< - <Pogt1 < - <8< < fog <o < Py < Bo,

na
1
2K(2K — 1)
1j. fr ~ s3acse L € "IN\ IN. Vaumajyhu na je L = H, nanasumo cienehe
r~oag =Py~ s raejer = <I>_1(f), mar =~ s. Jlakie, OBUM CMO JOKa3an

1B, — 5| < |Par+1 — Pak]| <

ha f=*d" ()~ '(f), fEE, heE,

na je ® ! HempekuHO MpecMKaBame, a CAMIM TUM HMaMo Ja je P xomeo-
MopdHu3zaM. [ |

Ha = moxemo yBectu MeTpuky d(z,y) nomohy

1
- , AKOT F# Y
d(w,y) = { min{n|o, Z ) +1
0, hHaue,

rae r,y € Z. Y3 oBako yBeldeHy MeTpuKy, (Z,d) je KOMIUIETaH TPOCTOP.
Heka je (x,) Kommje un3 y (Z,d). Tana 3a Geckonaune m,n € *IN,
d(Zpm,xn) ~ 0. Jlambe, x, je orpannyen, jep 3a Hekn k € IN u cee m € NN,
. .

m >k, d(xg, ) < 3> T min{ k |z # =y } > 2, ma3a xp = [ag, az, .. .|
BaXH |Tf— T, | < 1, maxie xy je orpaHuyen, Tj. & je KOHAUaH 3a OeCKOHaYaH
H € *IN, na nocroju v = st(xg). Axo je [qi(xm),q2(xH),. .. ] Bepuxun
pasBoj 3a X7, M aKO je [q1, G2, . . . | BepyKHHU pa3Boj 3a 7, ouna d(xp,r) ~ 0,
1j. min{ k|qr # qr(xm)} je Geckonauan npupoman 6poj. Jakie, © uma
OGeckoHaYaH BEPIDKHH pa3Boj, Tj. T je HpallMOHAaJIaH.

IIpuMeTumo aa je = Takohe u cemapadbuinan npoctop. Heka je S ckym
CBUX HM30Ba o6muka (q1,4G2,...,qk,t,t,...). Axo je f € Z, onma u(f)
caapu efeMenT u3 *S, To je, Ha mpumMep, 3a H € *IN \ IN, 6uo koje h € *=
takBo majeh [ [0, H] =*f [ [0,H|uh(n) =03an > H.



I'masa 10

3acuhenu Moe/ M 1 MHTEPHAJIHH
CKYIIOBH

[IpBe mprMeHe HecTaHapAHE aHATN3e 100Mjajy ce Beh y3 jemHOCTaBHY IpH-
MEHY TeopeMe KOMIAKTHOCTH. Wmak, mpaBu JIajOHUIIOB YHUBEP3YM j€ T3B.
3acuhena crpykrypa. 3acuheHe CTpPYKType C jelHE CTpaHe MOTY OWTH KO-
pUCHE Y aHAIM3M MOMAEICKO-TEOPETCKUX Bep3Hja CHHTAKCHUX TOjMOBA, K0
ITO je HA MpUMEp eJIMMUHAIMja KBaHTOpa y Teopwjama mpsor pema. C
jemHe crTpane, 3acuheHN MOJENTN UMajy MHOTe OCOOWHE YHHUBEp3aJTHUX 00-
jexaTa y kateropujama mro oMmoryhasa /1a ce Heke 0COOMHE MoJIesIa OTUCY)Y
mujarpaMuMa crpenuna. CIIOMeHyJTH OMCMO jOIN jelaH acHeKT 3acHheHHUX
crpykrypa. Haume, kopuiiheme OBUX CTpYKTypa oMoryhasa 1a ce u JJoKasu
1 KOHCTPYKIIH]je Koje KOpHCTe TpaHC(HUHUTHY HHAYKIH]Y Ha oapeheH HaunH
nzberny. Jlpyrum peumma, yMecTo Ja HEKU MOJIE]I KOHCTPYHILIEMO y K KO-
paka, Tae je K HeKH OeCKOHAYaH OPAUHAT, MOXEMO C€ JeTHOCTABHO MO3BATH
Ha TEOpEME Er3UCTeHITN]e 3aCheHnX MOJIena.

C npyre crpane, 3acuheHnx Mozena UMa Majio; ¥ JaTOM KapAuHATIHOM
O6pojy M0 Ha elleMeHTapHy €KBHUBAJICHITH]Y ITOCTOjH HajBUIIE jeJaH 3acuheH
mozen. Ilocrojame oBakBux Mopena 06e30eheHO je Tek y3 MpPEeTHOCTaBKY
HEKUX CKYMOBHHX XMIIOTe3a, Kao IITO je, Ha MpUMep, FreHepalTicaHa KOHTH-
nyym xumnotesa (GCH) i nmocrojarme HeJOCTHKHUX KapIMHATHUX OpojeBa.
Otyma "MaMo HEKOJIMKO TeHepaI3alnja OBOT IT0jMa 3a Yrje MOCTOjambe HiTje
MOTpebHA HeKa IOAaTHA CKYMOBHA XUIoTe3a. OBe reHepain3aliije yriiaBHOM
ce CBOJIe Ha MapIMjaliHy 3aCMNEHOCT MOJeNa, O KOjUX jeé HajBaXHWja K—
3aculieHOCT, 3aTUM CIelUjaliHe Mojielle M Haj3a] PeKyp3UBHO 3aculieHe Mo-
Jiere.

194
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WHTepHATHE CKYMOBE MOXEMO KpaTKO Je(UHHCATH Kao AehuHaOUIHE
MOACKYTOBE 3acuheHor Mozesna. 300T CBOjuX 0COOMHA MHTEPHATHHI CKYITOBU
JTajoHUIIOBOT YHUBEp3yMa MMajy BeJIUKY TpuMeHy y HectanaapmHoj aHamu-
3H.

10.1 3acuhenu u napuujano 3acuhenu mojaenn

WnTyntusHo, no 3aculieHuM MozeIuMa MoApa3yMeBaMo OHE MOJIENIE KOju
peann3yjy cBe Moryhe TUmoBe (HETIpOTHUBYpeuHe cKymnoBe popmyna). OBaj
nojaM yBemu cy Mopmu!) 1 Bot 60-Tux roamua 20. Beka, 1ITo je oMoryhmio
Jla ce TeopHja Mojesa BEIMKUM AeJIoM O0jequHu U nojeaHoctasu. Kucuep
je yBeo mojam k—3acuheHnx Mofena, JOK Cy peKyp3uBHO 3acuhieHe Mojene
yBesn Bapgajz? n MImund?® 1976. roaune.

V neduHunuju 3acuheHuX CTPYKTypa KJbY4HY YJIOTY UMa I0jaM THUIIa, O
KojeM je Beh Omito peun y nornasiby 6.2. Yoyayhe cumbon X(x) KopucTumo
Jla 03HAYNMO CKyI (hopMyia KOjU MMa jeJIMHO MPOMEHIBHBY & K40 CIIOOOTHY
npoMensbuBy. Kakemo ma je X(x) 3amoBosbuB y Mozeny 2l ako MocToju
enement a € A Takas 1a je A = p[a] 3a cBe ¢(x) € 3(x).

ImpuMeP 10.1.  1° 3aX(z) ={l<z,1+1 <z, 1+14+1<ua...},
ypeheno nosbe F 3a0B0basa (peanusyje) tun X () ako u camo ako je F
HeapXuMescKo mosbe. Mogen It [TeaHOBe apiTMETHKE peann3yje THIT
Y (x) ako u camo ako je M necrangapauu Mosen [leaHoBE apUTMETHKE,

). M Z N.

2° Axo je X(z) = {p(z) # 0|p € Q[z]}, Q je mome pampoHaTHUX
Opojesa, onna Heko nosbe F peannsyje tun X (x) ako u camo ako F
CaJIpXKH TPAHCIIEIEHTAH eJleMeHT Hal Q.

Hexka je 2 mopen jesuka L, X C A uneka je Ay = (A, a)qex. Ton
THUITOM MOJIENa TIOPa3yMeBaMO CBAKH CKyIl popmyia X(x) jesuka Ly xoju
je xonauno Henpotusypeyan ca reopujom Th2x. V cnenehoj nepununmju
3aJ]pXKaBaMO OBAKO YBE/ICHE O3HAKE.

JAEOUHUIINIA 10.1. 1° Mogen 2 je sacuhen nag X C A axo je cBaku
in X (z) nax Ay peanuzosan y mogeny Ax.

Y Michael Darwin Morley (1930 )
2 Kenneth Jon Barwise (1942-2000)
» John Stewart Schlipf



196 10.1. 3ACUREHU U ITAPLIMJAHO 3ACUREHU MOJEJIN

2° Mogen 2 je 3acuhien ako je 2 3acuhien nan ceaxum X C A, | X| < |A].

3° Mopen 2 je k—3acuhien, k je HEKM KapauHaiaal 06poj, ako je 2 3acuhen
nan ceakum X C A, |X| < k.

IIpema nperxoanoj nebununuju, Mmoaen 2 je 3acuheH ako 1 camo ako je A
| A|-3acuhen monen. TToxnpe6pojuso 3acuhennM MoaenMMa NOAPA3yMEBAMO
w—3acuhene Mojene. 3acuheHn MO MOTY ce JOOUTH MTEPAIUjOM apry-
MEHTA KOMITAKTHOCTU. JIpyru BakaH U3BOP OBUX MOJENA Aaje KOHCTPYKIHUja
yATpAnpon3Bojia. EBO mpuMepa oBe Apyre BpCTe.

TEOPEMA 10.1. Hexa cy U;, @ € N, mogenu jesuxa L u nexa je D neznaenu
yaimpaguniep nag IN. Taga je A = [[p s wi—3acuhen mogen.

Iokas. Hajnpe mpumernmo ga D caapxwu omnamajyhin JraHail CKyrnosa
Jo 2 Ji1 2 ... tako maje (), Jn = 0. dame, 3a IpOCTy eKCIaH3Mjy MoeTa
A" = (A, fip, fop, - .. ) nocroje mpocre ekcnansuje A, = (A, a1,a2,...)
tako ma je A' = [[, .. Oryna, na 6ucmo mposepumn 1a i je A wi—
3aculieH, 0e3 ry0Jberha ONMIUTOCTH, JOBOJBHO je peann3oBaTu Tunose Haj 2,
Tj. y3umajyhu X = ().

Heka je X(z) = {p1(x), p2(x),...} ckyn ¢opmyna Ham L TakBuX 1a
je cBakyu xoHauaH noackyn of X(x) peamuszosan y 2. Jlajbe, yBEAUMO HU3
CKyIoBa

Xy, ={ie€ | EI(ei(z) A Apn(z)) }, n>0, nelN.

Tana je (), Xn = 0 u X, je onanajyhn uns ckynosa y D, na 3a cBaku ¢ € IN
niocroju Hajeehu n; Takas 1a je i € X,,,. Heka je f € [[, A; dynkimja taxsa
nazamn; > 0BaxuA; = (p1 A+ Apy,)[f(7)]. Tanma, ako jei € X,,, onma
A; = pnlf(7)], ma npema Jlomosoj teopemu ciequ A = ¢, [fp]. TIpema
ToMe, fp peanusyje tun X(x) y 2. [

Hexka je p(z) tun nag momenom Ax, X C A. Kako je p(x) xonauno
3a/I0BOJbUB, IIPEMa TEOPEeMH KOMIIAKTHOCTH CIequ 1a je p() 3aJ0BOJBUB y
HekoMm mogielty By, raeje Ay < By,

IMTpuMEP 10.2. Heka je 2 anrebapcku 3aTBOpeHo nosbe. Tana je 2 3acuhen
MOJ€eN aKO U caMo ako je 2 GeCKOHAYHOT CTeleHa TPAHCLEIEHTHOCTH Hal
HBECIrOBUM ITPOCTUM ITOJBEM.
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Hamomenumo 1a je nojbe F C 2 mpocTo mosbe ako je 0HO U30MOPGhHO
xonaunom (Tanyosom?) nosmy Z, wiu nosby panuonamnux 6pojesa. ITome
2l je KOHAYHOT TPAHCIIEAEHTHOT cTeneHa Haa F' axo mocroju mpuponan 6poj
nwua,...,a, € A taxo ga je csakum emeMeHnT a € A amrebapcku Han
oJbeM pannoHanHux uspasza F(aq, ..., a,). [Tomke 2 je GeckoHayHOr TpaH-
cueneHTHOr creneHa Haja F ako 0HO HMje KOHAYHOT.

Capa poxaxxuMo caMo TBpheme. OBae hemMo KOPUCTUTH YMEHCHUITY 1a
weopuja ancebapcku 3aili6OPeHUX H0bA GOUYWIA eTUMUHAYU]Y KEAHIHOPA.
Jlokas oBe unmbeHule Moxe ce nahu, na npumep, y [14].

Hexka je 2 anrebapcky 3aTBOPEHO MOJbe OECKOHAYHOT TPAHCIEASHTHOT
crenena u Heka je p(x) tam Hax Ax, rae je X C A. Tana je p(z) peanuzoBan
HEKUM €JIEMEHTOM b y HEeKOM ejleMeHTapHOM mpoiupewny B mozena 2A. Ako
je b anreGapcku emement Han X, onma je b € A. IlpermocraBuMo 1a je b
TpaHcueaeHTad Haa X u Heka je € HajMame MOTHoJbe Mosba A Koje caapxu
X. MHzabepumo enemeHnt a € A xoju je TpaHcuenenta Hag X. OBakaB
ejleMeHT a nocroju ¢ 063upom Ha 1o ga je X C A u |A| je jennax creneny
tpancuenentnoctn moba A, Heka je C(a) anreGapcko 3aTBOpermse mMOsba
C(a) (pammonannux uspasa Haa ¢ u emeMenToM a) y mosby 2. Heka je
h: €(a) — B yraname tako naje h [ C = id, h(a) = b. C 063upom Ha 10
Jla TeopHja anrebapckyl 3aTBOPEHUX TOJba TOMYINTA eTMMUHAIIN]Y KBAHTOPA,
yTaname h je eleMeHTapHo, Ta eeMenT a peanusyje p(x) y €(a), mwro 3naun
na a peanusyje p(z) y 2 takohe, ¢ 063upom Ha To aa je €(a) < 2.

IIpema oBOM mpuMepy ClIeou a je CBaKO HEMpeOpojuBO anredapcku
34TBOPEHO IOJbe 3acuhieHo.

Kopucrehy unmbeHuIly ga TeOpHja THHEAPHOT TYCTOr ypeljema JomyTa
eJIMMUHALIN]Y KBAHTOPA, IT0Ka3yje ce 1a Cy JIMHEapHO ypeljeH! I'yCTH CKyIIOBU
3acuheHy aKo M CaMO aKO Cy OHH 1), CKyHoBH. IIperusHuje o ToMe TOBOPH
cnenehu mpumep.

ITpuMEP 10.3. 3a nuneapHo ypehen rycr ckym 2 = (A, <) xaxeMo Ja je 7,
ckym ako 3a cee X, Y C A, [ X UY| < N,;, X <Y nosnaun ga nocroju
a € A, X < a < Y. Tana je nuueapno u rycro ypeheme 2 r—3acuhen
MOJIENT aKO ¥ caMo ako je A 7y CKyIL.

Crnenehe TeopeMe TOBOpE O €r3MCTEHIN]H M JeTNHOCTH 3acMhennx cTpy-
KTypa.

4 Evariste Galois (1811-1832)
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TEOPEMA 10.2. Axo cy U u B 3acuhenu mogenu ucimioZ jezuxa u uciie Kapgu-
Hannociiu u axo je A =B, ouga je A = ‘B,

Jloxas. Hexa je |Al = k, A ={an|a < k}uB ={by|a <k}
JepuHHUIIMO HU30BE (Co)a<k U (do)a<r TAKO3BAHUM HAIIpeI-Ha3a1 apry-
MEHTOM TaKo f1a Oye

(1) (le Ca)a</\ = (%ada)oK)\

3a cBe A < k. IIpumermmo ma ce (1) 3a A = 0 cBoau Ha Beh maTH yCIOB
A =B, Jdame hemo pasnukoBatu [Ba CiIydaja, Kaj je A mapaH ¥ Kaua je A
HemapaH opAnHAN. Heka je ¢y IpBU eeMEHT Y HU3Y O, KOJU Ce PA3IHKYje O
CBHX Cq, @ < A (KOjH C€ KOHCTPYHMILIE Y IPBUX A KOpAKa) U HeKa je

p(@) = {¢(@) [ (A, ca)acr = @lea] }-

Tana je p(x) tum nan Ax, X = {co | a < A}. Heka je ¢(x) tun no6ujen uz
p(x) Tako WITO Ce CBAaKM C, 3aMemyje cumboiom d,, 3a cBe o < . Tana je
q(z) Tun mag By, Y = {d, | o < A\ }. Kaxo je B 3acuhien mozen, tun g(x)
je peanuzoBal y B HeKUM ejgeMeHToM d, Ia Heka je d) = d. Tama

(2, ca)acr = (B, da)a<x-

Hexka je cama A nemapan opauHaid. KOHCTPYKIMjY U3BOJAMMO MCTO K40 Y
cly4ajy Kajaa je A mapad, ¢ TUM aa caga mozenu 2 u B y3ajaMHO Memajy
yJore.

Hajzan moxemo nedunncat pecnukasare h: A — B ysnumajyhu ma je

h:cq — do, o < K. Huje Telrko MpoBepUTH 1a je h m3oMopdu3aM Mojiena
2A u ‘B, u

Axo cy 2;, ¢ € IN, GeckoHaYHH MOJEIH YHja je KapAMHAIIHOCT Haj-
BHUIIIC KOHTUHYYM, OHJA je 3a cBaku HeriaBaH yirpaduiarep D nag IN yi-
Tpanpon3Box | [ 2A; mohn kontunyyma. Oryna npema Teopemn 10.1. n
JTomoBoj Teopemu (npernoctasibajyhn (GCH)) mmamo crienehe Tphemse.

IochaeauuA 10.1.  1° Heka cy ;,%B;, ¢ € N, beckonaunu mogenu ucitos
Jesuxa u D necnasan yrmpagunitep nag N. Taga

HD A = HD B, floenauu HD A, = HD B;.

2° Axo cy A, B mogenu uciio? jesuxa mohu najeuwe xoniunyyma, D nezna-
san ynimpagunidep nag N u A = B, onga AN /D = BN /D,
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ITpema I1pumepy 10.2. Takohe nmMamMo OBy ITOCITEAMITY.

IToCNEAMUA 10.2. Heka cy U, B anzebapcku 3aimieopena iosa uciie Kapax-
mepuciiuKe, ucie KapgUHAIHOCTIU U OeCKOHAYHOZ CIIeTeHA UPaAHCYeqeHTTTHO-
ciiu. Taga A =B,

Cmuno TBphemwe y3 GCH Baxku u 3a 7, CKynmoBe, HaUMe J1a Cy CBaKa JBa
nrHeapHo ypehena 7, ckymna 3a ucro x£ mehycodno nmsomopdna.

TEOPEMA 10.3. Hexa je 2| beckonauan mogen jesuxa L. Taga 3a ceaxu 6ecko-
Hauan Kapguuanan 6poj k docioju k™ —3acuhen mogen B, Koju je enemeniiapho
apowuperse mogena A u sa koju éaxcu |B| < | Al

Hamomenumo na je kT HajMamU KapauHaiaH 6poj Behu o K.

Hokas. Hajnpe npormpumo moaen A g0 monena 2l koju peanusyje
cBaku Tun Hax A x 3a cBakn X C A, | X| < k. TakaB mozen 21 mOCToju HA
ocHOBY TeopeMe KOMITAKTHOCTH jep je Teopuja

Th(A, a)aeca U{p(cp) | p(x) je tum nan Ax 3anexun X C A, |X| <k}

KOHa4yHO HenmpoTuBypeuna. [Ipema CkoneM-JIeBEHXajMOBOj TEOPEMH MOXKEMO
y3eru ja je 2y najsuiie kapaunannoctu |A| + || L1]|, tae je

Li=LU{c,|p(x)jernnHag Ax 3anexn X C A, | X| < kK }.

Kaxo je |{X | X CA|X|< K,}‘ < |AJ%, To Moxkemo y3eru |A1| < | A",
Hexa je 2o, a < KT, enementapan naHal Mojena KOHCTpYMCAH Ha
crenehu Haund, Hexka je A = Aq, nok je Ay4+1 MO KapAMHAIHOCTH
He Behe on |A|" koHcTpyncan u3 A, Ha MCTH HaYMH KaKO je KOHCTPYHCAH
2; m3 A, Axo je A rpanmuan opamnai, onna je Ay = (Jyo\ Ao Heka
je B = Uycpt+ Ua. Kopucrehn perynaprocr kapaunanHor 6poja £ (1o
sHaun fa ako je X C Bu | X| < k, onja je 3a Hekn o < kT, X C A,) unje
TEIIKO BUIETH J1a MojIel B 3a10BOJ/baBa YCIIOBE TEOPEME. [

10.2 YuuBep3aianoct 3acuhennx mojena

Y oBoM ojierpKy ananmm3upahemMo Heke 0COOMHE YHMBEP3aTHOCTH 3acuheHnx
Mozena. [IpBo CBOjCTBO ONHOCH ce Ha JMjarpaMcKa CBOjCTBa 3achheHHX
Mojena.
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TEOPEMA 10.4. Heka je r neiipebpojue xapgqurnan. Mogen 2 jesuxa L je k—
3aculien axko u camo axKo ceaxku gujazpam 06auKa

2
|IB| <k, |C|<k

B __= ,¢
Ciuxka 10.1.

uma Komitnemuparse, 2ge cy 5 u € mogenu jesuxa L.

Hoxa3z. TlpernocraBuMo Hajipe 1a 2 uMa HaBeleHy OCOOMHY aujarpaMa
ca KoMIUteTupameM «. Heka je p Tun Hajx HekuM ‘B e je B < A, |B| < k.
Ersucrenuujy mosena ‘B 06e36ehyje Cronem—JleBenxajmona Teopema. Tum p
je pearm3oBan y HekoMm Mozeny &, rre je B < €, nekum enementoM ¢ € C'. 3a
¢ MOeMo y3eTH 7b TJie je b eeMeHT Koju peamusyje Tun py Bu7: B — C
je eneMeHTapHO yraname. Taaa, THI P je peanmn3oBaH y 2 eIeMEHTOM Q..

IpernocraBumo cana naje moaen 2 x—3aculied. bes rydibema onmroctn
MOYKEMO IIPETIIOCTABUTH JIa IMaMO CUTYAIHjy Kao Ha JOWEeM Jujarpamy.

A
\\
< aNE
<
B ¢
Crnuka 10.2.

Heka je C \ B = {¢5|d < k}. ®ynxunjy o nedunuiemo na cinegehu
HA4MH, KopucTehn HaIped-Ha3al apryMeHT Y jeoHOM cMepy. Mzabepumo
a | B = 1ip. Bpegnocr acs aedpunuiiemo unaykuujom. IlpernocraBumo
ma je (€, b,¢y)peBry<s = (A, b, acy)veB <5 Heka je p Tum enemenra c; y
(€,b, cy)beB,y<s- Tanaje p Takohe n Tun HagmoaenoM (2, b, acy )pe B <5, N
kako je % k—3acuhen Mozen, cieam na 2 peann3syje THIT P HEKMM eJIeMEHTOM
a. Tamga 6Gupamo acs = a. [ ]

Mopen 2 je xomoZen yKOJIMKO MMa OBO J1jarpaMcKO CBOJCTBO:



TJIABA 10. BACMREHU MOJEJI U UHTEPHAJTHU CKYIIOBU 201

5 N IBI<|4l

B —L L9
Crnuxka 10.3.

Tj. 3a cBaKU MoJell B UCTOr je3rKa Kao 1 Mojen 2 U ejleMeHTapHa yTalamba
< . .

a, BB — A mocroju ayromopduzam v: A — A takas ga je yo a = .

ITpema mocmemhoj TEOPEMH OIMAaX UMaMO OBY TOCIIETUITY.

IocneanuA 10.3. Cesaku 3acuhern mogen je xomolen.

Mopgen U je ynusepszanran 3a Hexky kimacy momena M (y HCTOM je3uKy)
YKOJIMKO 3a cBakM mozen B € M xapaunannoctu He Behie ox |A| mocroju
yramame «: B — A. YVKonHKo je yTaname o eleMeHTapHO, OHIa KaKeMO
na je A enemeniiapno yHueep3anan MOJIeL.

TTocneauUA 10.4. Mogen A je 3acuhen axo u camo ako je XoOMOZeH u enemen-
HAPHO YHUBED3AIAH.

Hokas. (—)) IIpermocraBumo aa je XA 3acuhen momen. IIpema IMocnenunu
10.3. ongma je 2 xomoren moxen. Jokaxumo cama aa je A egeMeHTaApHO
YHUBEP3aJIaH MOJIEN 3a KJIAcy MOJIeNla eleMEHTAPHO eKBUBAJIIEHTHUX MOJIe-
ay 2. Jloka3 ce u3BoAM Ha cnvuaH HauuH kao y Teopemu 10.4. Hamme
kopuiihemeM jeHe ,,T0JIOBUHE  HaIlpel-Ha3aJ apryMeHTa KOHCTPYHILE ce
HU3 napiujanrHux usomopduszama mozaena B y mozen 2, uyuja yHuja gaje
yraname Mofena B y monen 2.

(+<) Axo je 2L XOMOT€H U eJIEMEHTAPHO YHUBEP3aJIaH MOJIEN, OH/IA HA JIOHEM
JMjarpamy elleMeHTapHo yranamwe [ nocroju jep je 2 yuusepsaigan momen. C
JIpyre crpane, ayromopdusam o nocroju jep je 2l xoMoreH Mol

B je MpoM3BOJ/baH MOJIE

|B| < |A],

Crnuka 10.4.
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IIpema ToMe, y OBOM Aujarpamy Mozen 2 uMa cBOjCTBO O KOjeM TOBOPH
Teopema 10.4. naxie 2 je 3aculien Mojeln. [ |

Mogaen B je korauno cenepucan axo noctoju koHauyad ¥ C B rakas 1a je
B HajMama IMOACTPYKTYpa Mojena B Koja caapxu ckyn Y. 3a w—3acuhene

MoJIelie mMaMo OBy Bapujauty Teopeme 10.4.

TEOPEMA 10.5. Mogen 2 je w—s3acuhen axo u camo ako céaxku qujazpam o0auKa

A N O] <w
N
<
B = .¢
Crnuxka 10.5.

uMa GPUKA3AHO KOMIIemuparse, 2ge je B KoHauHo eHepucan mMogei.

Creneha reopema ommcyje KJIby4IHO CBOjCTBO 3acrheHnx MoJiena koje hemo
YecTO KOPUCTUTH Y CIy4Yajy HecTaHIap/He CTPYKTYype pealHuX 6pojesa.

TEOPEMA 10.6. Hexa je € 3acuhen mogen pe2ynapne kapgunannociau k, |Lg| <
k. Taga 3a 6uno kojy weopujy Th(€) C T, |L(T)| < k koja uma beckonauan
mogen docimoju exciiansuja € mogena € go mogena iweopuje T.

Jloxas. Heka je k perynapaH kapauHanaH 6poj 1 Heka je 2 xT—3acuhen
mogmen teopuje T, B = A | Lg. Haxie, B je 3aculieH MOJEI Ka0 PEAYKT
3aculieHor Mozena. KoHCTpyHIIIMMO HU30Be MOJIeNa

Ap < A <+ <A < - <, §E<K
By < By << Be<---<B,

takBe 1a je A¢ [ Le = Be, |A¢| = |Be] = K, Be C Aey1,3acBeE < K, 1
B¢ cy 3acuheHy MOJIeIH.

3a rpannyan opannan o, Ao = U, Ae, Ba = Ug,, Bt

Hajzan nzabepumo mogen 2o < 2l npou3BosbHO.

IMpernocraBumo na je Moen 2¢ xoncrpyucan. Tama je ™U¢ [ Le¢ Monen
teopuje Th(C), ma npema ynusepsannoct mogena €, mogen ¢ | Le ce
Moe efeMeHTapHo yronutn y €. ITomohy nujarpaMckor cBojcTBa 3acuhieHuX
MOJIeNTa, IMaMO KOMIUIeTHpare cieaeher nujarpama
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B
y e =

[ olel=x

WAe/Le —= . ¢
Canxka 10.6.

e je B kT -3acuhen.

~

Hexa je B = f(€). U3 By = ¢ cnemm ma je B¢ 3acuhen mozmen.
IIpeTnocTaBUMo, caja, aa je Mozen B¢ Beh xoncrpymcan. Momen ey
takaB 1a je Ae < Aep1, Be C Weqq u [Aepq| = k nocroju u3z Cronem-
JleBenxajmoBe TeopeMe. Tama ™Aey1 [ Le < B, ma Be < Ueyr [ Le, 1.
Be < Aet1. Hexaje D = Jg, Ae. Tanaje D [ Le 3acuhen monen reopuje
Th(C€),ma® [ Lg = €, u® je moaen teopuje 1.

OBOM NPUIMKOM UCKOPUCTHMIIM CMO PETYJIApHOCT KapAWHANA K: aKo je
X CDu|X| <K, tana3zanexkn § < k Baxu X C Be. ]

10.3 3acuhena cTpykTypa xuneppeajaHux opojeBa

Lwsb oBOT OfieJbKa je 1a HACTABH CTYIUPAhe HEKMX TOCCOHUX MO/IeIIa XUITep-
pearHux 6pojeBa HacTauX moMohy 7oOpo MO3HATHX KOHCTPYKIIHja y TEOPUjU
mozena. IlozabaBuhemo ce mpe cBera 3acMheHOM CTPYKTYpOM XHUIIEppeaI-
Hux 6pojeBa (*R,+,-, <) unja ersucreHImMja je 3arapaHTOBaHA aKO IIPET-
IOCTABMMO J1a BaXH T'eHepaicana KOHTHHYM XUIIoTe3a, Tj. 27 = kT,

Cmuno xao y R ny *R MokeMo 1a mocmaTtpamo [deneKuHI0Be mpeceke.

JEOUHULIMIA 10.2.  1° Iap (X,Y) (e je X € *Ru Y C *R) je
Jegexungoe ipecek ako X NY = 0, XUY = *Ru X <Y, 1.
VzeX)VyeY)z<uy.

2° enexunnos npecek je pyiia ako sup X (inf V') ne nocroju.

3° Tlpecek (X,Y) je pecynapan axo 3a cBako a > 0, X +a # X.

Crnenehm pe3ynTaT Moke OUTH yOIIITEH Ha TycTo ypehene Adenose rpyre
1 TIOKa3yje APACTUIHY HEKOMIUIETHOCT § OBOM CITy4ajy.

TEOPEMA 10.7. Heka je *R = ("R, +, -, <) sacuheno wiome xuiteppeantux
opojesa mohu k. Taga *R uma 27 pezyrapnux pyia.
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Iokas. Kaxo je *R 3acuhena cTpykTypa, TO je KOMHUIUJAITHOCT CKyIa
*R4 Mo3UTHBHUX XUNEPpeANHUX OpojeBa jeaqHaka ~ (Tj. HajMarmbH, y CMHCITY
KapOuHATHOCTH, MOHOTOHO OITaf1ajyhu Hu3 Koju TeXH HyJIu je Mohn ). Heka
je (ra)a<x enymepammja o1 *R u neka je (€4 ) o< CTPUKTHO Onaajyhu KOUHU-
nujarau Hu3 y "R .

Jlokas xoju hemMo caga maTv je ,,ceMaHTHUUKOT  Kapakrepa, momohy cu-
cTeMa OTBOpPEHHX MHTepBaslia. HamoMumeMo a MoXe W Apyrauwje, ,,CUH-
TAKTMYKKM TOMONY THITOBA, alM Pa3aMKa je y CylITHHU HeOMTHA.

Unayxumjom no « < k pedunucahemo cxyn { Jzs, yi[| t € “2 } orsope-
Hux uHTepBana oa R, takBux na 3am0BosbaBajy cieache ocodune:

(1) Jxg,y¢[# D 3acBakot € *2,

(2) yr —x¢ < et 3acBakot € *2,

(3) ra ¢ |Jxe,y¢[ 3acBakot € “2,

4) |z, ye[ N ]xs, ys| =0 3a cBe pasnnuute enemente t u sy “2,

(5) 3a cBako 8 < a, 3a cBako t € P2 1 3a cBako s € “2, ako t C s, Tana

]xta yt[ 2 }xsa yS['

[Cryuaj 1] a =0.
|0, Yo je npon3BobaH OTBOPEH MHTEPBAI KOjU HE CAJIPIKHM ') ¥ TAKAB JIa
Yo — o < €p-

[Cryuaj 2] a = S+ 1, 3a Hexo f.
[IpeTmnocraBuMoO 1A je {}xt,yt[ |t € 8 2} Beh meuHMcaH CKyIl Koju
3amoBosbaa ocobune oz (1) 1o (5). 3a caku t € 72 uzabepumo ay, ay, by m
b, y |x¢, yi[ Taxo ma

]atvbt[ 7é Q)') ]a;57b2[7é®7 ]atvbt[m]a;f?b;[zq)a

bh—ar < &, b—a;<e u ro¢lag,b[Ulay,by.
CraBumo

xto = Q, :L‘t1 - a:ﬁ
Yo = bi, Yt1 = bé-
Tama {]xti,yti[ 1tehf2,i=0,1 } 3amoBoJbaBa ycnose of (1) mo (5).

[Ciyuaj 3]  « je rpannuan opauHAL.
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IIpernocraBuMo 1a je 3a cBako 3 < & CKyI {]:ct,yt[ |t € 62} Beh
neduHucaH U aa 3a10BoJbaBa ycimose o (1) go (5). Heka s € “2. 3a cBako
(8 < « cTaBEMO

Tp = Ts|p n Ys = Ysip-
Kaxo je (]zg,ysl) f<q HW3 HENPA3HMX OTBOPEHUX MHTEPBAA KOjH MOHO-
tono onana (1j. |xg, ys[ C |y, yy[ 32y < f < ), To 360r 3acuhenocru *R,
CKyII ﬂ5<a |zg,yp| campxu enemente x u y Tako Aa je x < y. Byayhn na
J2,y[ € Ns<a l28, Ysl, MoxeMO M3abpatn s 1 ys y |2, y[ Taxo ma

Ts < Ys < Ts+ Eq nu Tq ¢ ]I‘s,ys[-

Tama { lxs,ys[ | s € *2 } 3a0BoJbaBa yenose o (1) mo (5).

VHupajMo, Ha Kpajy, OBe CKyIlOBe 1o «. Jlakie, 3aKJby4yjeMO Ja CKyTI
{ o, e |t € Upger “2 } Takole 3amoBosbaBa ycmose ox (1) mo (5).

Hedunummmmo 3a ceako h € *2, moackymose Xp, n Yy on *R ca:

Xn = {ze"R|(Fa<k)z <zpia}s
Yy = {ye"R[(Ja<K)yna <y}

Ha ocnosy (3) u (5), (Xp,Yn) je Henexunnos npecex y *R. Ha ocnosy
(4), ako ¢y f u g pasmmunti eementn y “2, tama je (X, Yy) # (Xg,Yy).
IToTpe6HO je jolr caMo MoKa3aTH fAa je cBaku mpecek (X¢,Yr) perymapan.
Hexka je x > 0. Kaxo je uu3 (€4 ) q<x KOUHUIM]AJIAH, TO MOCTOU (¢ < K TAKO
Ia je £ < x. Ha ocHoBy (2)

Yfia < Tfra + Ea < Zfla + .

bynyhu na je yfjo y Yy, To je u Tfjo + 'y Yy. Onatine nobujamo aa Baku
Xr+ax# Xy [ |

Caga jxelTMMo J1a ce mo3a6aBUMO jeTHOM paBHOMEPHOM TOTIOJIOTHjOM Ha
*R. V ToM musby moacetrhemo ce meduHMIMje paBHOMEPHE TOMOIOTH]E Ha
X. Hexa cy U n V penaruje na X. Tagaca A, U™ u U o V o3nagaBamo
penoM aujaroHay, MHBEP3HY PENaIvjy U IpOu3BO pealnnja.

JEOUHUIMIA 10.3. Heka jed C P(X x X) u Heka:

(a) cBakm ememenT ckymna U caapxu gujaronany A ckyma X,

©) akoU e U, tanaV oV CU3zanexkoV € U,
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B) ako U,V elU,TamaU NV €U,
) akoU eUnU CV CX xX,tamaV € U.

Tana map (X,U) 3oBeMo ynudopman npocrop. IMoackynm B C U je 6aza
yHU(DOPMHOT TPOCTOPA AKO CBAKH eJIEMEHT M3 U Cap i HeKH eleMeHT u3 B.

Ha 6ucMo aehyHMCAITN KOMIUIETHOCT YHU(POPMHOT TpocTopa (BUIETH
[68]) kopucTrMO nojam duitepa yBeneH y apyroj rasu. Kaxkemo na gpuirep
F Konseepzupa y wiauku T TOMOJOWKOT mpoctopa X Kaja duirep F caapiku
cBe okouHe Tauke x. Kaxxemo na je unrep F na X y omnocy Ha yaudopman
npocrop (X,U) Kowujes axo 3a cako U € U nocroju A € F tako na je
AxACU.

Heka je (X,U) yuupopman npocrop. Tomomormja 7 Koja oarosapa
yaudopmuom npocropy (X,U) (umu T3B. paBHOMEPHA TOIOJIOTH]jA) TIPE/-
craBsba ckyn cBux 1' C X, takBux ma 3a cBako x € 1" mocroju U € U Tako
na{y|(z,y) €U} CT.

JEOUHULWIA 10.4. Yuudopman npocrop (X, U) je KOMIUIETAH aKO U CaMO
axo cBaky Kommmjes (puntep KOHBEprupa y paBHOMEPHO] TOHOMOTUju 7 .

3a cBaku r € *R4 pedpunummmo E(r) ca
E(r)={(s,t) e "R x "R||s—t| <r}.

Hexka je name L = *Ry \ 7(0), rue je, noacernmo ce, ¥(0) cKynm KoHAUHKMX
enemenata y *R, u nexa je £(L) = {E(r)|r € L}. Ywuraouy mpemy-
mramo aa nokaxe jaa je £(L) 6a3a neke paBHomepHe Tornonoruje Ha *R.
Onrosapajyhu yaupopmuu mpocrop oznaunmo ca (*R, E(L)). Kako je v(0)
konsekcHa noarpyna oa *R, to *R/v(0) je ypehena rpyna.

JIEMA 10.1. Iap (*R,E(L)) je komitneimian yHughopmarn apocimiop aKo u camo
ako *R/~(0) nema pecynapnux pyiia.

Hoxkas. (—) TIpernocrasumo aa *IR/v(0) uma perynapuux pyna u Heka
je (X,Y) jenna on mux (u X > 0). Youumo dunrep F umja je 6aza
{}ma,yﬁ[ |z € X, yg € Y}. OsBaj ¢unrep je Kommjes 360r ycmosa
PETYIapHOCTH, Tj. aKO j&

Yp — Ta
< )
)

E’:{t‘ ‘t—yﬁﬂa
2
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taga E' o E' C |z,,ys[. OH ounrienHo He KOHBeprupa, jep O y CyIpo-
THOM 1I0CTOjao sup X, na mo nperxoaHoj aeuHunju yHuGopMaH mpocTop
(*R, (L)) Huje koMIuteTaH.

(«—) IIpermocraBumo cama ma (*R,E(L)) nuje xommneran. To 3Haum
na nocroju Koruje punrep F Koju HUje caapKaH y CUCTEMY OKOJIMHA HEKE
tauke. Cxkyn X = {z| (Y € F) z < infY } onpehyje perynapan mpecek
Koju Mopa Outu pyna (y cynporHoM, F 6u KkouBeprupao npema sup X). H

Crneneha mocmeuia HEMOCPEIHO CIIEAN U3 MPETXOAHE jjeMe U Teopeme
10.7.

MMocneanUA 10.5. Ako je *R sacuheno wome, maga apociiop (*R, E(L)) nuje
KOMIICTAH.

10.4 TenepaiucaHa apxXuMeACKa M0/ba

Buzenu cMo y 4erBpTOj IJIaBU Ja XUIEppeajHa I0Jba HUCY apXUME/CKA.
MebhyTrM, INIb OBOT OZIeJbKA je Ja TToKaXe Ja OHa MOTy Jia Oyay apXuMescka
y jeIHOM OMINTHjEM CMHCITY Koju heMo HemmocpeaHo caaa a aehHHUIIEMO.

Hexa je F = (F,+,-,0, 1, <) nuneapuo ypeheno mosbe u Heka F'* =
{z € Flz > 0}. Kaxewmo na je ckyn T wiosuimiuean ako T C FT. Taxobe,
KaxxeMo ma je ckyn 1’ ceiapupan pega a ako je a > 0 u |x — z| > a xan
ron z,z € T. Kaxemo aa je ckyn 1’ cedlapupan ako noctoju a tako aa je 1’
cemapHupaH pena a.

Jlako ce BUIU Aa je mosbe F apXuMencko ako W caMo akKo TMOCTOjU
OeCcKOHAYaH MO3UTUBHO CeNapupaH MOACKyI o1 F' v CBaku OrpaHUYEH 1M1O31-
THBHO CEMapupaH MOJCKYI je KOHAYAH.

JEOMHULIMIA 10.5. Heka je x 6eckoHadyaH kapauHajaH 6poj. Kaxemo ma
jemope F' k-apxumencko axo

e [ yva mo3uTHBaH cenapupajyhu moackyn Mohu x,

e He IIOCTOjU MO3UTHBAH cenapupajyhu moackym on F' Takas 1a je xap-
JMUHATHOCTH K U OTPAaHUYEH.,

OuuriegHo 11a je Ha OCHOBY OBe neduHuINje ToJbe F' apxmMencko ako u
camo ako je No-apXuMeacKo.
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ITo3a6aBUMO ce KOHCTPYKIIMjOM TIpHMepa K-apXUMeICKuX mosba. KoH-
CTpyKIMja Kojy HaBomumo npumnaga Cukxopckom®. OCHOBHA MJeja JIEKH
y pas3Naramy OpIMHANIA TI0 OCHOBU w M Kopuiihemy omneparuja XeceH-
6epra®. Hamme, opamHai @ MOXe HA jeJMHCTBEH HAUMH 1A Oyjie HANMCAH
kaoa = wd ny 4+ whm.n,,, teje f1 > P2 > -+ > B, M je KOHAUAH,
ani,...,MNy Cy NO3UTUBHU NpUpoaHu 6pojeBu (Buaeru [74]). TIpurom cy +
U - yOOMUAjeHO cabupare U MHOXKEHEe OPIUHAIIA.

Xecenbeprose onepanuje cabupama (+) 1 MHOXema (- ) ce geduHuIIy
PEIOM Kao TIOIMHOMHO cabupare i MHOXKeme. Tako, ako je o = w’! - ny +
WP my =Wk 4 4 WPk, (T oMo gomyermim, ako je
TO TTOTPeOHO, Pa3Boj ca CTENCHNMA YHjH Cy Koe(hUIIHjeHTH Hysa), Taaa:

a(+)7:w61 ) (n1+k1)+"’+w’8m (i + Em),

Pemagajyhn 3amatak 113. npumehyjemo npso na ce onepanvje (+) u ( -)
ToHaIajy 6uTHo Apyraunje (MoxkeMo pehm 60Jbe) Hero yobudajeHO cabu-
pame M MHOXEWme OpInHaja, M IpYyro Aa je MoOujeHa CTPYKTypa CIMdYHa
CTPYKTypH ipupoaHuX OpojeBa. CTora, aKo CXBATHMO Kk Ka0 CKYIT OpANHAIA
Mamwux of Kk, neka je N, = (k,(+),(+),0,1, <) u Z, npcren pasiuka Haj
IN,; xoju mo6ujamo cmyHo Kao kof npenacka ca N na Z (Bumetu [97]). Heka
je Takohe Q,; moJbe Koje 1o0MjaMo CIIMYHO Kao KOJ npejacka ca Z Ha Q u
Heka je R, 1eroBo peanHo 3aTBopembe.

VY cnyyajy na je KapAWHAI K peryiaapaH, CBaKO K-apXMMEICKO MOJbe MMa
Ko(HHATHOCT K jep ako 6u mMano Behy xoduHamHOCT, OHma O6W MMan
OTpaHWYEH MO3UTHBHO cenapupajyhm moackyn mohm k. Taxohe ce maxo
Tokasyje (3a peryiapan ) aa je R, xk-apxumencko mosbe.

Axo je F apxumencko nosbe kapanHaaHocTH A, Taga je Ng < A < 2% Ha
ocHoBy Tapcku-Ckonem-JIeBeHXajMOBe TeopeMe, JIAKO ce JoKa3yje U oopart.
OBo MoOKe J1a ce yommTu Tako ga ako je F k-apxumencko mosbe, Taaa je
k < CardF < 2%,

Kaxemo ma A\-Hu3 (Z4)a<) enemenara us F' kounsepeupa ipema y € F
aKo CBaKM OTBOPEHM MHTEpPBAN |a,b[ KOjU CampXHu Y, CAIpKU U Ty 3 CBE
IOBOJBHO Bemnke o < A. Hus (24)a<r je A-Kowwjee nuz ako 3a cBako
e € F*, nocroju f < A tako na je |z, — x5] < € 3acBe f < 7,0 < A,
Kaxemo na je nosbe F  k-xomiineiino axo je x xodpuHaiHoct ox F' u ako
cBaku k-Kommmje Hu3 u3 F' konBeprupa.

% Roman Sikorski (1920-1983)
® Werner Karl Heisenberg (1901-1976)
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Ilome F je r-Pemsujeso ako je meroBa KOGHHATHOCT K M aKO CBaKH
nojackyn oa F' mohu k caip»u CTPUKTHO MOHOTOH K-HU3.

TMomwe F uma \-Boayano-Bajepwitipacoso ceojcitico (MM MPEACTABIbA
A-Bonyano-Bajepuiipacoso iiombe) ako MMa KOPUHATHOCT A U aKO CBaKM
OTPAHUYEHU A-HU3 eJieMeHATa u3 F' Ma KOHBEPTeHTaH A-TTOJIHU3,

Hus (z4)a<x enevenata usz F' je wmomianno o2panuuen ako 3a CBaKO
e € F*, nocroju @ < A Tako nma 3a cBako 3 < A mocroju v < « ca
ocobunoM |zg — x| < €. Kaxemo na F 3amoBosmasa crabo A\-Bommano-
Bajeprpacoso cBojcrBo (F je crabo A-Bonuano-BajepurpacoBo 1moJjbe) ako
je KOpUHAITHOCTH A ¥ aKO CBaKM TOTAJIHO OTPAHUYEH A\-HM3 eleMeHaTa u3 F
MMa KOHBepreHTaH A-moann3. CHKOPCKH je MoKa3ao0 Jia 3a peryiIapHo Kk > w
noma Q. u Ry cy k-Bonuano-Bajepmrpacosa nosba (kpahe, BW (k)).

Iome F je Crowwioscku komineitino ako HeMa peryIapHUX pyIa.

Capga heMo ucrmutat Heke of penanuja Meljy oBako Je(pHHHUCAHUM I10j-
MOBHMA.

TEOPEMA 10.8. Axo je ¥ BW (k) itome, imiaga je iiome F u k-apxumegcro.

Hoxaz. Kaxo je k xobunannocr ox F, To je k perynapan. Ha ocnoBy
3amatka 115. mome F cagpxu xomujy o Q,, ma npeMa ToMe U MO3UTUBHO
cenapupaHu MOACKYI KapauHamHoCTH k. Ako F Huje k-apxmumescko, oHzna
CaAp>XK1 OTPAHNYEH TTO3UTHUBHO CEMapupaH MOACKYIT A KapaAuHAJTHOCTH K.
Cymnpotho yeroBy BW (k) ckyn A He 61 ©Mao rpaHUYHY BPEIHOCT. [

TEOPEMA 10.9. Axo je F crabo \-Bonyano-Bajepwitipacoso womwe, wmaga je F
CKOMO6CKU KOMIUNEIHO.

Jokas. Hexa je (X,Y) perynapan npecek u Heka je (£4)a<) HU3 NO3H-
THUBHHUX eJleMeHaTa Koju Texu Hymu. Heka je (Tq)a<) HU3 U3 X TakaB j1a
T + o ¢ X. JTako ce BUIM 112 je (T4 )< ) TOTATHO OTpaHMYEH, TIa CaIpPKH
KOHBEPreHTaH A-TIOJIHU3 YMja je TpaHuIa cynpeMyM o X. [ |

TEOPEMA 10.10. Vpeheno iione F je BW (k) ako u camo axo je k-apxumeqcko,
K-Komineiino u K-Pem3ujeso.

HANIOMEHA. Ha ocHoBy 3agaTtka 116. K-KOMIUIETHOCT ¥ TEOPEMHU MOYXKEMO
Ja 3aMeHnMo ca CKOTOBCKOM KOMITIIETHOMINY.

Hokas. JloxazaheMo TeopeMy caMo y jenHoM mpasily. [nomasHuju neo
NPEnynITaMo YMTAOILY UIIH J1a JIOKAXKE caM WM J1a TIoTJIea 10Ka3 y paay [18].
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IMpetnocraBuMo 1a je F k-apxuMencko, K-KOMIUIETHO U Kk-PeM3HjeBO ToJbe.
Hexka je K C F orpannuen u Mohiu k. Kako je F xk-Pem3ujeso, To K canpxku
CTPUKTHO MOHOTOH (penuMo pactyhu) Hu3 (aq)a<k. Ilokazahemo cama na
n3 unmennue aa je F k-apxumencko cneam ga je 3 (G )a<x k-Kommmjes.
TMperniocraBumo aa je b < a, < ¢ 3a CBako & < K W HeKa je S MakcH-
MaJiaH cernapupany nojackymn o |b, ¢[ pena S Mome F je K-apXuMesICKo ma
|S| < k. Heka je S, = {a€m||aa—x| < g} 3a cBako x € S. Ilommro

je S maxcnmanan, £ = J,cgSe. Kaxo je s perymapan, neku oa S, je
KapOWHAJTHOCTH K U TpeMa ToMe koduHanaH ca K. Heka je p HajMamu
opauHan y Sg,. Taaa 3a cBaku opauHai S > [ NOCToju v € Sy, Tako aa je
7 > 3. 360T MOHOTOHOCTH UMaMo a,, < ag < G, a 360T JeUHHIHje CKyIa
Szos |ap — 0| < % u lay — xo| < %, ma oryna |ag — xo| < g Oryna 3a
NPON3BOIBbHE v, B > p BaxkH |aq — ag| < |aq — 0| + |ag — xo| < €, na je
(aa)a<r K-Kommjes nus. Bynyhu na je B k-xoMIueTHo mosbe, HU3 (o )a<r
KOHBeprupa u K nma TauKy HaroMuIIaBama. [

Ha kpajy, HaBoIuMO TeopeMy Koja jaaje jenny Besy msmely BW(\) u
k-3acuhenocrtu (Bumetu [67)).

TEOPEMA 10.11. Hexa ¢y Kk u A neiipebpojusu pecynapru kapguuaiu, k < \ u
BY < A Kkag 2og je a < Kk u B < A\ Taga nociwioju k-3acuhen neciiangapgan
yHueep3ym y kome xuieppeannu opojesu umajy BW () ceojciuiso.



I'nmasa 11

3acHuBam-€ HeCTaHAApIAHE
MaTeMAaTHKe

V najsehem nerry MatemaTuke (M3y3€B YrIIaBHOM y MeTaMaTeMaTHIIN, KOja je
Takohe MaTeMaTHKa) je yoOmuajeHo aa ce nole o1 HekakBOT Hellpa3HoT CKyIla
X koju je cHaO/ieBEeH HEKUM onepalidjaMa u pejianujama. Takolje, yecro ce
Ha X youaBa M paMmiMja meroBUX NoJcKynosa, dammimja dhyHkiuja n3 X
y R, n cn. Hajnope he 6utn m3moxeH HauMH Kako Ja CBe oBe 00jeKTe cMe-
CTHMO y TAKO3BaHY CYNepCTPYKTYPY, OAHOCHO y PparMeHT TeopHje CKyIoBa,
Mpenn3Huje CKyN CHAO/IeBeH penalijoM Mpunaaama €, a KOjU MpecTaBba
CBET y KOME IPOyYaBaMo XeJbeHU 1eo MaTeMatuke. OCTalu JEIOBU OBE
IJIaBe caJipyke KOHCTPYKIHN]y HecTaHaapaHor yuusepsyma *V (S), kao u joru
jemny Be3y n3Mmelhy Teopuje Moena u HecTaHIApIHE aHATIN3E.

11.1 CynepcTpykTypa M HeCTAHAAP/IHH YHUBEP3YM

[Tona3suMo 0] TAaKO3BaHOI CKyIa IpaeneMeHata (Wi aroMa) S # () Tako
Jia eleMeHTH o1 S Hucy ckynoBu. IlpeTmocraBiba ce ga S campku ckym R
peaTHUX OpojeBa jep je yoOndajeHo /1a ce MaTeMaTnuke Teopuje mrpaljyjy y
Be3U ca pealTHUM GpojeBMMa. AKO je y MUTamy TaKo3BaHa peallHa aHaIu3a
(TTa 9ax ¥ KOMIUIEKCHA) TOBOJBHO je n1a ce yame S = R.

Cyuepcmpyximypy V (S) usrpalyjeMo HHIYKIMjOM
Vo($) =S, Vaur(8) = Va(S)UP(Va(9)),  V(8) =] _ Va(9):

Ha BuamMo cama Kako MOXEMO J1a CMECTUMO CBE JKeJbeHE OOjeKTe Hall
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Sy V(S). Jako ce Bumu nma ako z,y € V(95), tama {z,y} € V(S), ma
mame u (x,y) € V(S) 36or (z,y) = {{z},{z,y}}. Onatne namwe caka
dynkimja f ca nomenom u paurom y V (S) (koja mpencrasiba ckyn ypehernx
naposa) takohe npunana V' (.S). dabe, axo je, na npumep, (X, =, (1) MepibuB
npocropTako 1a X C S,E C P(X)uu: = — R*, puaumo ga X € Vi(9),
satum = € Va(S), p € V5(S) u (X, =2, 1) € Vo(S). Yobuuajeno je na cse
UHTEPECAHTHE CTPYKTYPE ,,yIaaHy Y, Ha mpumep, Vao(S).

Crnienehe TBpheme ce Ha OCHOBY JeuHHUIIKje cynepcTpykType V (\S) mako
JIoOKa3yje ¥ TO OCTaBJbaMO YMTAOILY 3a BEXKOY.

TEOPEMA 11.1. 3a cyaepcimpyxiuypy V (S) eaxcu cregehe:
1° 0eV(S),
2° V,(S) e V(S),
3° akox € y € V,(9), maga x € V,(S);
4° axox Cy € V(S), maga x € V(S);
5° axo x € V(S), maga P(x) € V(S);,
6° axko x C V(S) u x je konauan, maga x € V(5);

7° (Axcuoma uzbopa) axo je F' pynuxyuja ca neupasnum gomeHoM WaKea
ga F € V(S)u (Vo € domF) F(z) # 0, maga docmoju ¢ynxyuja
f e V(S) marsa ga f(z) € F(x) 3a ceako x € domF.

Hanasmwe hemo cnenuru cnenehu man. IpBo heMo HHTYUTHBHO onucaTn
MIPECITUKABATLE *, 3ATUM Ta CTPOTO Ne(hMHUCATH TPEKO OIroBapajyhmx akcu-
OMa, a OHJIa y IPYTOM JIelTy HarpaBuTH Mojien y okBupy ZFC xoju peanusyje
HaBeJIeHE AKCHOME.

IMpecnukaBame * gepunucano na V(S) ceakom A € V(S) nonemyje
*A € *V(S), rne *V(S) nasuBaMo HecTaHAApIHU YHUBEP3YM Ha S, Tako Ja
je 3a s € S ucnymeno *s = s. Ha npumep, ako je A = (X, =, 1), Tana je
*A = (*X,*Z,* 1) ¥ 0BO IIpecIMKaBarbe 9yBa ,,HeKa CBOJCTBA CTPYKType A.
Koja cy To cBojcTBa Bugehemo yckopo. Takobe, * ,,3HaTHO” mmpy ckym A
(axo je A Geckonauan), npermsnuje {*a | a € A} C *A. Ox noce6HOT je
3Hauaja ckym *S jep OH NpeCTaB/ba CKYII IpaejieMeHATa 3a CylEePCTPYKTYPY
9HjH je Neo HecTaHaapanu yauBepsym *V (.S).

Konkpernuje u npenmsnuje, *: V(S) — V(*S) (roe *(A) = *A) Tako
Ja * 3am0BosbaBa cienehe axcuome 3a *V (S).
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Axcroma 1 TTocroju ckym *S 2 S, rae je *S ckyn mpaenemeHara.

Axcuoma 2 TpecnukaBame * nMa cieneha cBojcTa:
e *s=gs,3as€9,

e (Jlajonunos mpunnun (TpaHcdep)) 3a caku Ag,..., A, € V(S) u
3a cBaky orpanndeny dpopmyiny p(x1,...,2,) (1j. dopMyiy Koja je
marpaljena camo momohy €, =, A, V, 7, = ¥ oTpaHUYEHUX KBaHTU(U-
kaTopa VT € y u 3T € Y ) BaxXu:

V(S) E ¢(A1,...,A,) akouncamo ako V(*S) E p(*A1,...,"Ap).

3a HapenHy akcuomy nmotpedbna Ham je cinencha Beoma 3Hadajua neuHu-
nuja.

JEOUHULMIA 11.1. Kaxemo na je ckyn A € V(*S) cmangapgan axo je
ckyn A = *B 3aneko B € V(S5), nox je A unitiepnanan axo A € *B 3a neko
B € V(S5). Kaxemo na je ckyn A exciiepnanan ako HAje HHTepHAJIaH.

Axcroma 3 Akocy A1 O Ay O ... HeNpa3sHU MHTEPHAIIHU CKYIIOBH U3
V(*S), Tana je e An # 0.

OBo je BeoMa 3Ha4yajHa aKCMOMAa TaKO3BaHe wi-3acuheHociiu JOBOJbHO
jaka 3a mpuMmeny y Hajsehem gemy matematnke (a u oBe Kibure). Mehytum,
y JIOTUIIY ¥ TOTOJIOTHjH TIOHEKA]T TIOCTOju NoTpebda 3a ciienehoM akcHoMoM
KOja ce 32 K = w1 CBOAM Ha MPETXOIHY.

Axcrowma 3, (k-3acuhenoct) Ako je |J| < k u (A;) es Komexunja uH-
TEPHAJIHUX CKYIIOBa Cap)KaHUX Y HeKOM * B 1 Koja uMa CBOjCTBO KOHAYHOT
nipeceka (Tj. Mpecek KOHAYHOT CKYTIa eJieMeHaTa KOJISKIIH]e je Helpas3aH), Tajaa

je ﬂ e Aj 75 @
Axcnoma 4 (npoumpeme) Ako je (A;) ey korexkuuja ckynosa u3 V (S)
KOja MMa CBOJCTBO KOHAYHOT ITpeceKa, Ta/la 3a OBY KOJIEKIIH]Y BaKH pejalja
*
njeJ Aj # 0.
V cKIaay ca MpeTXOAHOM Ae(pUHHIIMJOM HECTAHIAPIHU YHHBEP3YM CE
CacTOjM O MHTEPHAJIHUX CKYIIOBA, MIIM MTPELIU3HMjE

V(S)={A|IB e V(S)(A€*B)}.

Creneha cnuka myctpyje Be3y nsMely nmpecnukapama * 1 ciaenehe TpH cTpy-
xrype: (V(S),€ ), (V(*S),€ ) u (*V(9),€).
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Cmuka 11.1.

Cana hemo moka3zaTy HeKe 0COOMHE MHTEPHATHUX CKYIIOBA 3HAYajHE 3a
ILUXOBY KacHHjy puMeHy. Te ocobGuHe ciefie N3 HaBeIeHUX AKCHOMA Al U
u3 ocobuna cyneperpykrype V (.59).

TEOPEMA 11.2. Unitiepnannu ckyiiosu umajy ciegeha ceojciuisa:
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ako A € V(S)ux € A, miaga*x € *A (xuysa €);

apeciuxasarve * uysa =, wj. ako A € V(S), maga je
H(z,z) [z e A} ={(y,9) |y € "A};

* = * .
3aay,...,an € V(S) sancu*{ay,...,an} = {*a1,...,*ay,}, wj. ape-
CUKABAIbE * UY6a KOHAYHE CKYilo6e;

apecaukagarse * 4yea OCHOBHE CKYHOBHe odepayuje, iWlj. 34 CKyiose
A, B € V(S) saorcu

V=0, *(AUB) = *AU*B, *(ANB) = *AN*B, *(A\B) = *A\*B,
*(Ax B) =*A x*B, *domA = dom* A, *rangA = rang*A4, ... ;

sa A € V(S) sacu

(i) {*alae A} C*A;

(ii)) {*a|a € A} =*A axo u camo aro je A konauan cKyi;

ckyit *V,(S) je mpansumusan, wj. us A € B u B € *V,(S) crequ
A € *V,(S);

V(S) = Unen "Val(5):
ako A € V(5), maga je * A unitiepnanan;

ako je ckyit B unitiepnanan u A € B, waga je u A uniiepnanan.
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Iokas. oxa3z 3a tauke 1°, 2° u 3° cmemm Ha ocHoBy JlajoHMIIOBOT
TIPUHIINATIA KOjU C€ PEIOM IIPUMEmYje Ha hopMyIie

€A VeeA(x=1x), Vre{a,...,an} (z=a1V---Vz=ay).

KakojeVax € V,,(S) (1 € A\B<x € ANz ¢ B),tne A, B € V,,(9),
to je *(A\ B) = *A\ *B u craBmajyhu A = B, nobujamo *() = (). Crmuno
ce 0Ka3yjy 1 OCTau AenoBu Tauke 4°,

Ieo (i) Tauke 5° cneam Ha ocHoBy 1°, 1ok jemnaxocr y (ii) Baxwu ako je
ckyn A xonauan Ha ocHoBy 3°. IlpermocraBnmo cana aa je A GeckoHavyan
ckyn. Yoummo ckyn Ag, = { B C A|B jexonauan }. Tanma damunnja
F ={A\ B|B € Ag, } nma cBOjCTBO KOHAYHOT TIPECeKa, Ma Ha OCHOBY
Axcrome 4 Baxn (e 4, (*A\*B) # 0, 1j. mocrojuz € (e, (*A\*B)
TaKo 11a je * # *a 3a cBako a € A.

Tauka 6° ceau Ha ocHoBY JIajOHUIIOBOT NpUHIUIA (TpaHchepa) ¥ TauKe
3° Teopeme 11.1.

Uz V,,(S) € V(S) u tpancdepa cuiean J,, o “Va(S) € *V(S). Obpa-
THA UHKJTY3Wja y JeIHAKOCTH M3 TauKe 7° CIIeIM Ha OCHOBY JIe(MHUIIM]E CKyTa
*V(S) u6°.

Axo A € V(S), tama A € V,(5) € V(S) 3a Heko n, na tumMe Baxu
*A € *V,(S), wrto gokasyje 8°.

Tauka 9° cneau Ha OCHOBY 7° u 8°. [

HaBomnMo cana nBa aedpuHuIEIONa IpHHITHIIA (KOJU ce JOKa3yjy) OO KO-
JUX je Apyru MHOTO 3HAYAjHU]H.

TEOPEMA 11.3. (Cranmapanu nepuHunuony npuHun) Ckyi je ciiangapgan
AKO U CAMO aKo ce MOJice OTUCATU KAO

{z|x e "ANp(x,"A1,...,"An) },
2ge je () o2panuuena gopmyaa ca jegnom cr060gHOM UPOMEHBUCOM T U C8€

Koncwmanitie popmyne o(x) cy mehy cmangapgrum ckyiosuma *Ay, ..., Ay,

Jlokas. Axo je B = *A, tana je p(x) popmyna x € *A. O6patHo,
ako je B = {z € Alp(x,Ay,...,A,)}, Taga je OUNIIIETHO HCIYHEHO
*B={ze*A|lp(x,*A1,...,"An) }. ]

TEOPEMA 11.4. (MuTtepnanan nedhnuunuonu npunnuin) CKyii je unitiepHaiam
aKo U Camo aKo ce Moice OUUCaiiu Kao

{zlze ANp(z, A,  An) 1,
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2ge je o(x) o2panuuena hopmyna ca jeghom crob60gHOM APOMEHHUBOM T U C6€
koncimanite popmyne o(x) cy mehy unitiepnarnum ckyimosuma Ai, . .., Ap.

Jlokas. Ouurienno je 3amatu yciaoB notpedan. OH je U I0BOJbaH jep 3a
k takBo na A1, ..., Ay € *Vi(S) npumemyjyhu tpancdep Ha peuenuiry

(VB,Bi,...,B, € Vi(9))(3X € Vi(9)) (X C B
A(Wbe B)(be X < ¢(b,By,...,By)))

JO0JIa3UMO JO MHTEPHATTHOT CKYIIa Ca TPAaXECHOM OCOOHMHOM. |

TMocneEauUA 11.1. Axo cy A u B unitiepuannu ckyiiosu, waga cy unitiephainu
u ckyiosu AU B, ANB, A\ B, A x B, domA, rangA u cx.

Hokas. Hexkaje A, B C *V,,(S). Tana je
AUB={z2€*V,(S)|lr€ AVz e B},

ma je ckyn A U B uHTepHAlIaH 10 HHTEPHATHOM Je(pUHUIIHOHOM MPUHIIUILY.
CIMuHO TOKa3yjeMO H OCTaJIo. [ |

3aHIMIBUBO je cajia [1a Ce 3aIP)KIUMO MAJIO Ha CKYTIOBHO] OTIepalljy map-
tutuBHu ckyn P. Hapasuno moxemo ga nocmarpamo P kao dyHkuujy us
V(S)y V(S), amn tama P ¢ V(S). Crora je yMecHO 1a ce OrpaHHYNMO
Ha HEKM J0BOJbHO Bemuku Vi, (S) (3a mexko n € IN). Ha taj nauun xama P
nocMaTpaMo Kao GpyHKIujy uMa cmucia ropoputi o *P(A) He camo kana je
A € V(S), Beh u kana je A unrepHanan ckyi.

Ha ocnoBy tpancdepa, 3a A € *V,,(S) Baxu
X € "P(4) aKo M caMo aKo XCA n X eV, (9).

ITpema tome, *P(A) je ckyn cBUX MHTEpHAIHUX MOACKYNOBa o1 A, tako ga
je y ommrem cyuajy *P(A) C P(*A) (wm *P(A) € P(A), ako je A unrep-
Hanan). OBa YMHEEHHIIA CE YECTO UCITYIITA U3 BUA OJ] CTPAHE IIOYETHUKA LITO
JIaKO MOKE J1a IOBEIE JI0 MOTPENIHUX 3aK/bydaKa y Be3u ca npumenoM Jlaj-
OGHMIIOBOT IpHHIHUNA. TUIIMYaH MPUMeEp je KOMIUIETHOCT pealHux 6pojeBa
KOja ce MOoXe 3amucaTu ciienehom orpanmdaeHoM hopMyIoM

vX e (PR)\{0})(BFceR)X <c=
(FseR)(X <sA(VteR)(X <t=s<1)))
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KOja TBP/IM JIa CBAKY HEMPA3aH OrpaHUueH 003ro mojckyn y R nma cympe-
MyM. Axo 6u ce Tpancdep omnocuo Ha uutaB P(*R), onma 6m ce mako
3aKJbYUIIo qa MoHaza Hyie ((0) uMa cympeMyM, IITO HUje TAUHO (BHAETH
4.6.). V creapu 6au to wro £(0) nema cynpemym y *R nokasyje na je 1(0)
ekcTepHasa ckyt, cinano kao 1 y(0), IN, R u cii. Baxkno je Ha 0BOM MecTy
HANIOMEHYTH /1A j€ CHATA HECTAHAAP/HE aHAJM3€ TOPE] JUCKPETU3ALME U
npuMene 3acuheroctu Takohe u y Mehyurpu u3mely MHTEpHATHUX ¥ BAKHAX
€KCTEPHATIHUX CKYIOBA MAJIOYAC TIOMEHYTHX.

Capa hemo ce 1Mmo3ab6aBHUTH jeTHIM eKBUBaJIEHTOM AKcHoMe 3.

Kaxemo ma ¢pyuknuja g: *B — A pammpyje dyuxmmjy f: B — A ako
jeg I B=F.

TEOPEMA 11.5. (ITpebpojusa pammpusoct) Cregeha gea wiephersa cy exeu-
8a/IeHITIHA

(i) Axcuoma 3;

(i) 3a ceaxu unitiepnamu cxkyia A u ceaxy ¢gynxyujy f: N — A wociwioju
unitiepnanna gynkyuja g: *IN — A koja pawwupyje f.

Jokas. (i) — (ii) VYounmMo MOHOTOHO omajaajyhn HU3 HeNmpasHHUX MH-
TEPHAIHUX CKYIOBA

Ap={g:"W—=AlglIn=fIn}

Ha ocHoBy Axcrome 3, TocToju g € [ ),,cy An Xoje pammpyje f.

(ii)— (i) Hexka je Ay O Az O ... omamajyhu HU3 HeMpa3HUX HH-
TepHanHux ckynosa u3 *V,(S). Hebunuummo ¢pynxunjy f: IN — *V,,(S)
ca f(n) = A,. Tama na ocuoBy (ii) mocroju ¢g: *IN — *V,,(S) koje
npoumpyje f. Ha OCHOBY MHTEpHAIHOTr AeGUHUIMOHOr MPUHIUIA CKYII
{n € *IN| N,,<, 9(m) # 0} je uHTepHATAH ¥ CANPXKH €KCTEPHATAH CKYII
IN. Oryna, nocroju H € *IN'\ N tako na je (), <z 9(m) # 0, ma tume u
Men A # 0. .

Ha xpajy m3aBojuheMo moceOHy BPCTY MHTEPHAIHUX CKYMOBa KOjW Ce
30By XWIEpKOHAYHM CKynmoBHW. OHHU TPEACTaBibajy YONIITEHe KOHAYHHX
CKyIOBa U 33/I0BOJHABAjy CBE BLIXOBE I00PE OCOOMHE.

JEOUHULIMIA 11.2. Unrepranan ckyn A je xunepkoHauaH (*x-KOHauaH) aKO
nocroju uHTepHaiHa oujekumja f: {1,2,..., H} — A 3a HeKH jeIUHCTBEH
H e *IN.
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BuTtHO je HarmacuTH ga GyHknuja f Mopa 6UTH UHTEepHANaH ckyn. OBne
ce MOTY YOUMTH JIBE BPCTE KAPIANHAIHOCTH: UHIHePHATHA KAPYUHATHOCT KOjO]
oaroBapa xunepkonadaH (wmu koadan) 6poj H € *IN zajenno ca uarepuan-
oM Gujeximjom f: {1,2,...,H} — A u excitiepnaina Kapgunamnoci 3a
KOjy CMO BHJIENIM Ha CTpaHu 52 na je HajMame 2“. Kana ce cpehy obe xap-
JMHATHOCTH, oHfa ca |A| osmauaBamo murepnamny, a ca CardA mm A
eKCTEepHAITHY.

Jeman opx HajBAXHHMjUX TpUMEpa XUINEPKOHAYHOT CKyma je Beh decto
’H’?I""’l}' Ouurnenno je || = H + 1.
BuUTHO CBOJCTBO XMIIEPKOHAYHMX (YHKIHja Koje y3umajy BpemHoctd v *R
je ma mMajy MakCUMyM M MHHMMYM, Kao ¥ J1a je 30up M NpOM3BOA /BE
XHIIepKOHAYHe (PYHKIIMje OTeT XHUIepKoHayHa GyHKnuja. CBe oBe W Apyre
0COOMHE XNIIEPKOHAYHUX (DYHKIIHja OUTHO TOMaXy Y TPUMEHH HECTaHAapIHe
aHanmm3e. XUIMEPKOHAYHU CKYIIOBH CIyXe U 334 MOJCTOBAIE BEIMKNX KOHA-
YHUX (heHOMEHA.

xopurthenn ckyn 1' = {0

TEOPEMA 11.6. Heka je A xuitepkonauan cxyii u |A| = H. Taga je *P(A)
xuitepronauan u |*P(A)| = 21,

Hoxa3 oBor TBphewa npencraBba AMPEKTHY IPUMEHY TpaHcdepa, LITOo
MTPENyITaMo YUTAOILY.

Basxxno je ncrahm ma MoxeMo 1a CyMHpPaMo 110 XHITEPKOHAYHOM cKyTy. [a
OGMICMO TO pa3yMeNH CETHMO Ce J1a ce KOHAYHA cyMa AehUHHIIE MHIYKINjOM
y IN, ma MoxemMo 1a mpuMeHNMO TpaHcdep y AedhuHucamhy XUIIEPKOHAYHOT
36upa * ) .y , rae je X xunepkonadan. Tako je, Ha mpumep,

H(H +1)

®akTHUKy, * ) je HecTaHIapIHO paliupeme (QYHKIHje » , Koja cyMHupa
KoHauHe ckynose y V(S), Tako ga, CIMUHO KA0 KO ocTanux (yHKIHja,
* MOXEMO Jla M30CTaBUMO.

Creneha TeopemMa je KOprCHA 32 HATTAKEHE XUTIEPKOHAYHE PEIPE3eHTAIIN]e
CKYIIOBA.

TEOPEMA 11.7. Heka je A € V(S). Taga wociwioju xuiiepkonauan ckyii L
maro gaje {*ala € A} C L C*A

Jokas. Heka je F, = {G|G jekonauan, * € G C A}. Jlako ce
BuaM 1a koekumja (Fy) e 4 MMa CBOjCTBO KOHAYHOT TIPECEKA 114, HA OCHOBY
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Axcrome 4, moctoju Heko L € ﬂxe A " Fy. Ouurnenno je na L 3amoBosbaBa
TpakeHe NHKITY3H]e. u

11.2 JlupekTHe rpaHuine Moaesa

YV oBOM 0/1eIbKY IT03a0aBHheMO ce jeTHOM OTIITOM KOHCTPYKIIU]jOM, T3B. IH-
PEKTHUM JIMMecoM (IUMUTOM, TpanunioM). OBo he HaM OUTH 0Nl KOPUCTH
Yy HapeIHOM OCJbKY 3a KOHCTPYKIHM]y K-3aCHNCHMX HECTAHIAPIHUX YHU-
Bep3yMa.

Kaxemo na je (A, <) ycmepen ckyil yKOIMKO 3a cBaka 1Ba i,] € A
nmocroju k € A tako ma jei < ku j < k. Tako cy, Ha ipnumMep, ypehenn
ckynosu (IN, <), (P(X),C) u (P, (X), ) (rme cy ca P,,(X) o3nauenu cau
KOHAYHU TIOJICKYIOBH 0J1 X ) YCMEPEHH CKYIOBH.

JEOUHULIWIA 11.3. 3a dammmnjy S = (A, a4 @ 4,5 € A) monena u
yramama (rae je (A, <) yemepeno ypehen ckynm u o0 A; — Aj3a i, j € A)
KaXXeMo J1a je qupekitian cucitiem ako 3a10BoJbaBa cienche nBe ocobune:

e yramame aj;: 2A; — 2; je MAeHTUYKO NMpeCIKaBarbe,

eaxo je ¢ < j < k, Tama i = Qi 0 a4 (TAe je © KOMIIO3MIMja
MpecIuKaBarma).

Hedununimmmo caga Moaen Ay, KOju 30BeMO AUPeKTaH JMMEC CHCTeMa S
n 3amcyjeMo ca Ao = lim A; = lim S.
— —

Ja 61cMO IO 10 yHUBEp3yMa Mojiera, younmo ckynose A = | J;ca Ai
n A x A, Ha ckyny A X A pepuHUIINMO peanujy eKBUBAIEHIIHje ~ Ha
cnenehu HaumH;

(a,i) ~ (b,j) axxo (Jk€ A)ap(a) = a;k(b), 3a(a,i),(b,j) € AxA.

Vuusepsym mMojena 2o, 6uhe Ao = A X A/ ~. Heka cy nasbe 1; KaHOHCKa
npecaMKaBama ckynosa A; y ckyn Ao, Tj. ako je a € A;, onna je v;(a) xnaca
eKBHBAJICHIIMje elleMeHTa (a, 7). JIaKo ce BUIM 1a BAXKHU 1)j O (yjj = 1);.

IpernocraBumo na je L je3ux momerna cucrema S. Jegunuimnmo cajga
penanuje, GyHKIMje 1 KOHCTaHTe Mozea oo,

e Axoje R € Relp mar(R) = n, tama R*>~ [y, (ay), ..., (ay)] Baku
ako u camo ako R¥[a; 1 (a1),. .., k(a,)] 3a Heko k € A Taxo na
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je k > 11,...,i,. JIako ce mpoBepaBa Ja je 0BAKO yBedeHAa peJaliija
JI00po aehrHUCaHA.

e Vkomuko f € Funy mar(f) = n, tamazaa; € A;y,...,an, € A;, 1
k>11,...,%, 1eUHAIIIMO

FEo i (ar), - . i, (an)] = Ve (f¥ [ k@), - . - aiykan)]).

IIperxomna aedunuImja je KOPEKTHA, jep CE JIAKO IMOKa3yje na je 3a
k,m >11,..., %, UCIIyEEHO:

(M [cin(@r), .. ipr(an)] k) ~ (f2 [aim(ar), . .. Qiym(an)],m).

HoBosbHO je BumeTH 1a 3a S > m, k Baxu
aksfmk [ai1k(a1)7 R} aznk(an)] - amsfmm [ailm(al)u AR 7ainm(an)]'

e Axo je ¢ € Constr, Tama ¢~ = 1;(c*) 3a 6mmo xoju i € A. Oba
nedununmja je nobpa jep 3a i, j € A nocroju k € A tako na i,j < k,
e i () = ajk(cmj), omrocuo (¢, i) ~ (¢, §).

IMpema ropmum aedununrjamMa J1ako ce Buam aa je ¥ A; — A yra-
Tame.

Cama HaMm je Wb Ja mokaxeMo Tapcku-BoTOBY TeopeMy 3a JUpeKTaH
mmMec y popmu koja he Ham TpebaTu y HapegHOM OJIeJbKy. [IpeTmocTaBuMo
cTora Jia je3nk L campiku 1 GUHApHU TpenuKaT mpunagama €. DopMydie ca
orpaHmYeHnM kBaHTU(puKaTopuMa (kpahe nx 30BeMo orpanudere hopmysie)
MIpeAcTaBibajy HajMamy nojackyn ckymna Forp, y osmamm BForp, Takas na
cBe atomcke dopmyie npunagajy BFory u ako ¢,¢ € BFory, Taga u
-, 0 AN, (3x)(x € y A p) € BFory. Ilputom, (Vx)(xz € y = @) u
(3x)(x € y A p) mumemo penom kpahe (Vz € y)p u (Iz € y)e.

Cu4HO Ka0 y MeTOoj rIaBU YBOAMMO I10jaM OTPAHUYEHOT €JIeMEHTaAPHOT
MOIMO/TENIa M OTPAHUYEHOT eTeMEHTAPHOT yTANAbA.

JEOUHULWIA 11.4.  1° Mogen 2 je oZpanuuen enemenimiapru iogmogein
Moxena ‘B, y o3namu A < B, ako u camo ako A C ‘B u 3a cBe
@ € BFory,cBe o € AN, A |= ¢[o] ako u camo axko B |= ¢[o].

L _ <b
2° Vramamwe f: A — B je ozpanuueno enemeniuapno, f: A —> B, axo
U caMo aKo 3a cBe Baiyanuje 0 = (a;)ieN, A = ¢[o] ako u camo ako

B ): Qo[f(GO)af(al)7 . ]
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3° Kaxemo ma je S = (U;, ayj : i,j € A) o2panuueno enemeniviaphu
cucifiem aKo je CBAKO yTalame (vjj OTPAHIYCHO eIIeMEHTAPHO.

TEOPEMA 11.8. Hexa je S o2panuueno enemenimiapnu cucitiem. Taga je céaxo
o . _ _. <
yidaiiaroe ;: Ui — Woo 02panuyeno enemenimapno, ij. Vi: Ay — Aso.

Jloxaz. Jloxas ce CpoBOIM MHAYKIHM]OM 10 m3rpaheHoctu, Tj. cioxe-
HocTH (opmyrna. 3a ememeHTapHe GopMyiie TBpherbe Bakd Ha OCHOBY UH-
WEHHUIIE 1A je 1); yraname. MHIYyKIMjCKN KOpaK KOju ce OHOCH Ha UCKa3He
Be3HUKe A\ U — Takole ce JaKo CIIPOBOJIH.

Hexka je dopmyna o(zo,x1,...,Ty,) obmuka (Jy € x0)0(y, x1,...,Tp).
Tana cBaka of cienehux penalyja IMIIMINDPA HAPEIHY:

o A = plag,al,...,a,) 38 ag,a1,...,a, € Aj,
e nocroju b €% ag, Tako ma A; = O[b, ay, ..., an),
o nocroju 1i(b) €% i(ao) n Ase = O[11(0), Yi(ar), ..., Yilan)),
o Ao = (Fy € Yi(a0))0[Yi(ar), - - ., pilan)].
Ca npyre crpane, HEKa je
Uso = (Fy € Yig(a0))0[vi, (a1), - .., i, (an)].

Tana 3a nexo b’ €% ¢ (ao), rne je b’ = 10;(b) 3a nexo b € A;, axu

Uoo = 01 (), iy (an), - -, iy, (an)]-

3a k > j,i1,...,i, he oTyma OuTH

Uy = O[Yr (D), Yr(a1), ..., Yr(an)l,

ma Kako je 2A; <p Ay, TO IMaMO KOHAYHO

A = plpi(ar), .. pian)].

HATIOMEHA: Pemanmja €% nmje cranmapana perammja npunagama. Meby-
THM, YKOJHKO Cy penarmje € cranmapane (tj. €% =c), 1o6po 3acHOBaHe
(tj. He mocroju omamajyhm manam o > r1 D ...), eKCTEH3MOHAIHE (Tj.
A, Fa=>b< (Vr)(r € a & x € D)) u3an0BoIbaBajy yCIOBE MPETXOIHE
TeopeMe, TO ce €2 Moxe (haKTHUKH 3aMeHMTH ca €. OBO Ce MOCTIKE
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dynkmmjom Moctosekor! ~ (koja he 6uTH eTalbHUje olMcaHa Y HAPETHOM

o/1eJbKyY) Ha cireaehn HaumH:

dia) = {Dud) [ 4i(0) €% (e}
= {0i(b) | Tk € Ak > 4,5 Ar(b) €™ Yp(a))}.

Ha ckymy Ao = {a@]a € Ay } nedunnmemo penanuje ca

R¥<[ay,...,ay] axomcamoaxo R¥<[ay,...,an],
(Baay,...,a, € Ax), M cIMYHO 3a PyHKIH]je U KOHCTaHTe. JIako ce mpoBe-

paBa 1a je oo = Aso.

11.3 KoHcTpyKknmja HecTaHIAPIHOT YHUBEpP3yMa

V oBoM Jieny mo3abaBulieMo ce KOHCTPYKIIM]OM HECTAHAAPIHOT YHUBEP3yMa
*V(S), 1j. koHcTpyKIMjoM Mojena 3a akcuome u3 ogesbka 11.1. OcHoBHa
eTana y 0BOj KOHCTPYKIUJH je M3rPajiiba YATPAIIPOU3BOIA CYIIEPCTPYKTYPE
V(R) u npumena Jlomose Teopeme, Te je 0BO y OUTH NPOLIMPEHE METOIA U
pe3ynTaTa Beh n3nmoxkennx y Tpehoj rmasm.

ITpBo hieMo m3rpaguTi Monen Koju peannsyje Akcuome 1, 2 1 3, a moTom
BHUJIETH KAKO CE€ KOHCTPYKITHja MOXe Ja MOAU(UKYje TaKO Ja CE 3aI0BOJbE
Axcnowme 3, u 4.

TEOPEMA 11.9. Iocimoju necmangapgnu yrnueepsym *V(S) C V(*S) u ape-
cmuxasare *: V(S) — V(*S) waro ga cy 3agosomene Axcuome 1, 2 u 3.

Hoxaz. Heka je na ckyny IN nat nernasuu ynrpadunrep D (BUaeTH riaBy
2) KOjH je, OuuriieqHo, pamupeme Opemreosor ¢umrepa.

JlehMHUIIMMO HU3 TAKO3BAHUX OZPAHUYCHUX VATAPATPOU3EOGQ:
W,=VP ={zpeV(SP|lz eV, ()N}, 3a ceako n € IN.

Hexka je W, = UnG]N Wy,. Ouurnenno xp € W, ako 1 camMo aKo IOCTOju
n € N rako ga xp € V,P (umm {i € N |z(i) € V,,(S) } € D). Youumo nasse
yrpanponsson mozena (V(S), €), 1j. nexa je (V(S),€)P = (V(S)P, E).

D Andrzej Mostowski (1913-1975)
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Tana je, ounrnenno, 3a xp,yp € V(S )D ncnymeno: xp E yp ako u camo
ako {1 € N|z(i) €y(i)} € D. Hexajee = E [ W,,.

Hedunnmmmo *S = Wy u upentuduxyjmo S ca ckynom {sp|s € S},
rae ¢: N — V(S) osznmauaBa (pyHKIHMjy ca KOHCTAaHTHOM Bpeanomhy ¢ 3a
ceaku ¢ € V(S). Ha Ttaj nauun je ounrneqno S C *S, mro nam 06e36ehyje
3aJ10BOJbehe AkcroMe 1.

Heduunmmmo, najee, IpecInKaBambe
- W, = V()
VMHAYKOMjoM Ha cnenehn HaunH:
e Ip = xp3axp € Wy,

e npernocraBuMo ga je  Beh medunmcano ma W, u medpuHuIImMMO
Tp={yp|yp € xp }, axo xp € W1 \ W,.

Jlako ce mpoBepaBa 1a je pyHknmja _ (Kojy 30BeMo ,,crybeckajyha” pynkuuja
Mocrosckor) 106po gedunucana u ga cmuka W, y V,,(*S). 3aucra, axo je
Tp = zZp, Taga

Yp €Tp akko Yp € Tp AaKKo Yp € 2p aKKo Yp € Zp,

wTo nosnaun Ip = zp. C Apyre crpase, ako je ¥p # 2p, Taja ce JaKo
MoKasyje U3 ocobuHa ynTpaduitepa Ja MOCTOjH, HA TIpUMep, Yyp € Tp H
na yp ¢ zp, ma oryma Ip # Zp, WITO 3HAuM Aa je gynkumja 11,
INpernocraBumo Takohe na ~ : W, — V,,(*S) nnexa je xp € Wy 1 \ W
Oryna, Kako yp € xp noBmaun yp € W,, umalieMo ma Baxxum penaryja
p ={yp|yp €xp} C Vu(*9), 1. Tp € Viuya ("9).

JleuuuInmMmo, Haj3al, mpecnukasBame * : V (S) — V(*S) ca*c = ¢p 3a
c € V(S). Onatne, *V,,(S) = {zp | xp € W, } C V,(*9).

Axcuowma 2 (JIajorumos npuHIMn uiu TpaHcdep) ciaenu u3 Jlomose Teo-
peMe U UMH-eHULE 12 je QyHKIMja ~ yTamame. Y OCHOBHU ce KOPUCTH creaehn
HEIITO OMIUTHjU pe3yiTart.

JIEMA 11.1. Hexaje p(x1,...,%y) 02panuuena popmyrauay, . . ., a, € Wy,
Taga cy cregehu ycnoeu exeusaneniinu.:

o o(ai,...,an) eancuy V(*S),

e {i e N|V(S) E p(ai(i),...,an(i)) } € D (2ge ymecimio ap auwemo
camo a).
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Hoxkas Jleme.  J1oka3 ce mpoBoaAN HHAYKITjoM To u3rpaheHoctr popMymna u
3a aToMcKke hOPMYyIIe CIeaN N3 YUNHECHUIIE 1a:

a€b akko {i]a(i) €b(i)} € D ma=b axxo {i]a(i)=0(i) } € D.

Cry4aj 3a popmyire gobujeHe KOHjYHKIIMjOM WJIM HETAIMjOM C€ JIAKO IpPO-
BepaBa. Hexka je o(z1,...,2,) = (Jz € z1)Y(x1,...,24,x). Tama je
V(*S) E ¢(ai,...,a,) akko V(*S) E Bz € @1)y¥(ay, ..., an,x)

akko V(*S) E=ce ay ANY(ay,...,a,,C) 3aneko ¢ € V(*9)
akko V(*S) EceaiuV(*S) E¢(a,...,an,¢)3aneko ¢ € V(*9)

;IDKKO {11 VI(S) = c@) € (@)}, {i [ V() = ¢(ar(d), -, an(i),c(i))} €

EgKO {i[V(S) k= cli) € ar(2) } N {i[V(S) = (ar(i), .., an(i),c(i) } €

axko { | V(S) = c(i) € ar(i) Ap(ar(i), ..., an(i), c(i)) } € D
akko { 1| V() = (Fr € a1(4))P(ar(i), . .., an(i), x) } € D.

Osum je Jlema goxaszana.

Viumajyhu y Jlemu ymecto ai,...,dn, PeaoM Ci,...,Cp, IIPH YEMY
Cly. .., Cn € V(5)) nobujamo JIajoHUIIOB NPUHIIKIL

Jla 6ucmo mokasanu ga V (*S) 3agoBosbaBa Akcuomy 3, HAIOMEHUMO Ja
Cy MHTepHAIHU 00jeKTH ynpaso obnuka ap rae ap € Wy, 1j. *V(S) =
{ap|ap € W, }. llpernocraBumo a 1p = Gap =2 ... U CBAKU dgp 7 0.
Kakoje aip M-+ Napp # 0, 10 je ar(i) N -+ Nay(i) # 0 ckopo ceyna Ha
D. Hexa je

Xp={ieN|a(i)N---Nan() #0}.

Taga X, € Du X, 11 2 X,,. Kako je a1(i) # 0 ckopo cByzna na D, To 3a
ckopo ceaku ¢ € IN nocroju najsehn n; < ¢ tako ma je X, # 0. Heka je 3a
cBaku i € X, f(i) € a1(i) N--- Nay(i). Kako je 3a mpoussossno m € IN
MCIH,eHO 1 > 112 CKOPO CBY/A, TO je f (i) € am(i) ckopo cByna, na TMMe 1
fp € ay, 3a cBaku m € IN. ]

Cana hemo mpopMHNATH KOHCTPYKIIN]Y KOjy CMO AN y MPETXOTHO] TEO-
pemu ma 6mucMo gobunu ciuenehu jaun pesynrat. Ilpodumerme ce cacToju y
KOHCTPYKIIMJU TTOTOAHOT yaTpaduirepa.



TJIABA 11. 3ACHUBATILE HECTAHAPJIHE MATEMATHUKE 225

TEOPEMA 11.10. ITocimoju necimangapgru ynusepsym *V (S) C V(*S) u ape-
cmuxasarve x : V(S) — V(*S) wmaro ga cy 3agosomene Axcuome 1, 2, 3 u 4
uz ogesmka 11.1.

Jokas. 3a ceaxy xonekuujy = C V(S) koja uma CBOjCTBO KOHAYHOT
npeceka, Heka je [z = { F' C Z| F je Hempasal M KoHayaH }. 3a MHIEKCHH
ckyn yamumo I = IN X [[z Iz, rae ce mpomsBox y3uma 110 CBUM Z KOjH
MMajy CBOJCTBO KOHAYHOT TIpeceka. 3a cBako ¢ € I mumemo i = (i, (iz)=).
Hedunummnmo D; C I ca

Dlz{kEI“{?oZZoI/I(VE)]{JE o1 }
Ounrneano, pamunuja {D; }ic; UMa CBOJCTBO KOHAYHOT TIpeceKa, T1a IpeMa
Teopemu 2.5. nocroju ynrpadunrep D na I xoju npoumpyje {D; }icr.

[1]

AKO J1aJbe MOCTYIMMO aHAJIOTHO KAO Y MPETXO/IHO] TEOPEMH, 1001hieMo
V(*S)u*V(S). JTako ce nokasyje na Akcuome 1, 2 u 3 Bake y OBOM MOJIEINY.
Heka = C V(R) uma cBojcTBO Konaunor npecexka. M3a6epumo f € V(R)!
TAKO J1a 3a CBAKO i BAXKU

f(i) e ﬂXeiE X.

Tanasa X € =, f(i) € X ako u camo ako X € iz. Mebhyrum, X € iz
noBnaun Bakewe Ha D;, rae je iz Z-Ta xoopamnata y i. OTyma Baxu
f(i) € X ckopo cByna na D, ma Tume u fp € *X. [

KoHcTpykimja oBako qaTor yarpaduirepa Moxe Ja ce YOIIITH, ITO HAC
JOBOMIMU 10 IojMa A-oarosapajyher ynrpadunrepa (BumeT 3agatak 122.).

Ha xpajy mozabaBuhemo ce KOHCTPYKIINjOM K-3aCHNSHX MOJIEa.

TEOPEMA 11.11. Iociwmoju necimangapgru ynusepsym *V (S) C V(*S) u ape-
ciukasarwe * : V(S) — V(*S) maro ga cy sagosomene Axcuome 1, 2, 3, u
4

Jloxaz. One heMo nmatu ckuily moka3a, 0€3 HEMOTPEOHUX TTOHABIbAHA.
OcCHOBHA HJIeja Ce CACTOjU Y UTepaLHju k1 MyTa KOHCTPYKIIUje U3 IIPeTX0/IHe
TeopeMe.

VYV Ttom mmipy craBumo So = S u mpenmenyjMo *S U MpecIuKaBame *

y TIPeTXOAHOj TeopeMu y S1 u fo, Tako ma * : V(S) — V(*S) nocraje
fo: V(So) = V(51).
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Hedmmmmmo Hu3 (S, fo)a<y+ MOMolly UTepanuje (y OCHOBU yITpa-
npoussoza) nare Ha cnenehu unnykrusan naunn: fo: V(Sa) = V(Sat1),
rae ce fo 1V (Sa+1) mobujajy uz V (S, ) Ha uctn Haunn Kako ce fo u V (S7)
no6wujajy uz V (Sp).

Axo younmo yramama 1a5: V(Sa) = V(Sg), Tamaza a < f <y < k™"
BAXH fo = TNaatl U Nay = 18y © Nas. AKO je ) TPAHNYHM OpIMHAI, Taaa
je V(Ss) mupexran mamec nuza (V(Sy) @ o < 0) y omnocy Ha cineneha yra-
nama (1Na3 1 o < f < 0). Hexka je V(*S) nupexran mvec 4uTaBor cucreMa
(V(Sa)inap : @ < B < k7). Tama je V(*S) npommpenu HecTanmapanu
mozen. Heka je ¥o: V(Sa) — V(*S) xaHOHMYKO MpecmKaBame Koje mpe-
CTaBJba JIMMeC MPECITHKABAbA 1,4 38 3 < K™, Tj.

Yo =1lim(neg : B < /~£+).

3a a = 0 nobujamo * = lim(neg : B < k™).

Axcroma 1 je TpUBHjaTHO 3aJI0BOJbEeHA, TOK AKcHoMa 2 clleln M3 aHa-
norona Tapcku-BoToBe Teopeme 0 3aTBOPEHOCTH 3a AUPEKTHE JIMMECE, JOK
Axcnome 3, 1 4 ciene U3 YHIbeHHIIE 1a peryJIapHOCT KapauHaa kT 06e36e-
bhyje ,,ynamame” cBakor ckymna on < k ejnemenaraus V (*S) yuexu V(S,), a <
. Ipeunsuuje, neka je (A;) je.J KONEKIMja MHTEPHATHIX cKymoBa 13 V (*.5)
KOja MMa CBOJCTBO KOHAYHOI Tpeceka, rie je |J| < k. 306or perynapHoctu
KapauHana £ mocroju o < k1 Tako oa konmekuuja mpunazga ckymy V (S, ).
Otyna y V/(Sa) nocroju xonexuuja (A%)jes taxo na je o (A}) = A;. Kaxo
je V(Sa+1) npoumipenn nectangapmu Mogien, 1o je (e fa(A}) # 0, ma
tuve ¥ ;e ; Vat1fa(A)) =Ny Ai # 0. [ ]

11.4 HecrangapaHa Teopuja Mojesia

V 0BOM 0fieJbKy TIOBE3aHA je, Ha jOIII jeMaH HA4WMH, TeOpHja MOJela ca He-
cranmapaHoM aHamm3oM. IlocMarpaliemMo k—3acuhieHe cTpyKType, TIe je
[(V(S))| < k u K je perynapan kapauHal.

JEOUHULWIA 11.5. Hecranpapauu ynusepsym *V (S) nma cBojcTBO K—130-
Mop(}H3Ma aKo 3a CBAKM je3UK TTPBOT peia L Koju nMa Marbe OJT K HeTOTHUKIX
cnMOoIIa M cBaka JiBa eJIeMEeHTApHO eKkBUBajieHTHa Mojena 2 u B jeauka L
Yyju OOMEHH, penanuje U (yHKIHje CYy MHTEPHAIHHU, ciaemd aa cy 2A u B
U30MOPQHU.
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KoHcTpykimjoM M3 NpeTXomHOT ofebKa IMoka3zaheMo 1a TakBU YHH-
BEP3yMH IOCTOje, Kao M Ja ¢y HyXHO ~—3acuhenn. Takole je BaxxHO Ha-
MIOMEHYTH Ja OBO CBOJCTBO MMa MHTEPECAaHTHE IOCIeNIe y, Ha IpUMep,
Teopuju mozena Banaxosux? npocropa (Bumern [50]).

Heka je L = Rely UFuny, U Consty, jesuk npsor pena u Fory(n) ckyn
dbopmyia jesuka L auje cy ciioboiHe mpoMeHsbuBe Mely o1, . . ., Tpn. Taxobe,
Heka ¢y 2 u B mozaenu jesuka L. MoxeMo npernocraButu aa ¢y L, Fory,
Fory,(n), A, B xao n pemammja 3anososbema =C { 2 } x Fory, x AN emementn
onV (S). Ibuma y HecTaHIapAHOM YHUBEP3yMY oroBapajy peaom * L, *Fory,
*Forp(n), *2A, *B u =. Ha ocHoBy npenoca he 6uty, Ha mpumep, *A = *p
noy ycnosowm 1a je 6uio A = . Hac nehe tonuko untepecoatu mozen *A
3a jesuk * L Beh merosa pectpukiuja Ha L, * | L. HeramHuje, ako je A =
(A, Ry, fj,ck)ierjesrek, Tamaje "A [ L = (A, "Ry, * f;, ek )ier jeskeK -

Crienie Be jeIHOCTABHE JIEME.

JIEMA 11.2. Heka cy L jesux, A mogen 3a L u p(x1,...,%,) Gopmyra u3z
Fory(n). Taga

1° *A M= *pla, ..., an] ako u camo ako *A | L |= plai, ..., ay] 3a cee
A1y...,0n €*A;

2° x je enemeniuapno yimaiaree mogena A y *A | L.

Iokas. 1° caemn uHayknujoM 1o usrpalenoctu popmyna. Omp 6GUTHOT
je 3Hayaja ma Qgopmye caapKe KOHAYHO MHOTO JIOTHYKUX W HEJTOTHMYKUX
cnMborna, Te ce kopuctehu AeUHUNN]Y pelalyje 3a10BOJbeba IOKA3 JTaKO
MIPOBO/IN.

2° Ha ocHOBY TIpeHOCa, 32 A1, . - . , p € A Baxn
A= play,...,an] axomcamoaxo A= " ai,...,  a,].
Komb6unyjyhu 0By penanujy ca oHOM 1moj 1° mako ciieau TBphembe. [ |

JIEMA 11.3. Heka cy A,B € V(S) enremenitiapno exeusanenivinu mogeau u
nexa je *V (S) necmangapgnu ynusepsym. Taga diocimioju enremeniiapho yia-
darve fuz Ay *B | L. Axo je, ilax, g enemeniniapno yimaiaree u3z B y U, waga
ce [ mooice usabpaiiu wako ga 3agosomasa f(g(b)) =*b, b € B.

? Stefan Banach (1892-1945)
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Ilokas. Hexka je L jesuk 3a A u 8. 3a cBako n > 1, 3a cBaky hopMyiry
¢ € Forp(n) u cBaku uu3 ay,...,a, € A, uexa je F(p;ai,...,a,) CKyn
napiujanaux gynkmmja f: A — B tako na je f(a;) nepunucano 3a i < nu

A = plal,...,a,] axowmcamoako B p[f(ar),..., f(ay)].

Kako je 2 = B, 1o ckynosu F(g;aq,...,a,) UMajy CBOjJCTBO KOHAYHOT
npeceka. OTyma Ha OCHOBY AKCHOMe 4 TOCTOj! MHTEpHATHA (PyHKIIHjA g KOja
IpecuKaBa moackyn ox *A y *B rtaksa na je g(*a) nedunucano 3a cBako
a € Awuna3acsako ¢ € Forp(n), (n > 1), u cBaku U3 ay, . .., a, € A

A= "plfar, ..., "ay] axomcamoako B = Tplg(Far),...,9("an)].

Ha ocHOBY mpeTxoiHe JieMe ¥ IIpeHoca 100ujamMmo
A E plar,...,a,] axoumcamo ako B [ L ¢lg(*a1),...,g9("ay)].

Ouwrnenno je pyukuujom f(a) = g(*a) nepuHnCAHO eTIEMEHTAPHO yTATIAHE.

Jla 6u ce mokazao ApYTH Aeo TBphema JOBOJBHO je Ja ce IpUMEeHH
nperxoano Ha crpyktype A = (A, g(b))pep 1 B’ = (B, b)pep. [ ]

TEOPEMA 11.12. 3a ceaxy cyiepciupyximypy V (S) u ceaxu pecyrapan k io-
cimoju necimangapgnu ynusepsym *V (S) koju uma ceojcitieo k—uzomopgusma.

HAMOMEHA. Ha ocHoBy Teopeme 5.4. Moxe 11a ce TIOMUCITH J1a je CBOjCTBO
k—m3oMopdu3Ma JoOHjeHO TUPEKTHO TpanchepoMm. MehyTtum, To HUje TAUHO
jep ce TpanchepoM qobuja yak * L—emeMeHTapHa eKBUBAJIEHTHOCT (a He CaMo
L—enemeHnTapHa eKBUBAJIEHTHOCT) U TO CAMO 34 XUIIEPKOHAYHE YHUBEP3YME,
IIITO je MHOTO jaya IIpeTIocTaBka. McTHHA M 3aKJbydaK je jaud jep ce TBPIu
MOCTOjathe MHTEPHAJIHE OUjeKITHje 3a IMpH je3nuk * L.

IMpenmsuuje, Tpanchep Teopeme 5.4. rmacu:
(Vo € *Forp)(*A = p < *B = ¢) A A, B € *Fin] =
= (3f € *F)(f: A= *DB).

Joxas. Cruuno xao y Teopemu 11.11. dpopmupalieMo TUpeKTHH CUCTEM
HECTAHJAPIHUX YHUBEP3yMa TAKO Ja Ce Yy MHAYKTMBHOM KOpakKy ca < Ha
a + 1 moyeB ox HekoT MecTa npuMemnyje Jlema 11.3. kopucrehn cnenehn Hu3
JIBOCTPYKHX JIaHAIIA!
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o
A=Ay 24 Ay
g1 g2
77/12
B = ’Bo %1 %2
Cnuka 11.2.

ITputom ce To paan KantopoBoMm Hampen—Hazaa METOAOM TaKo Ja ce y
TUPEKTHOM JTMeCY T00Hje TpaXkeH! pe3yIITar.

Herapuuje, veka je (V(Sa),Map : @ < B < K) IUPEeKTHH CHCTEM Kao y
Teopemu 11.11. u neka je *V(S) oarosapajyhu mupextnu nmuMec. Heka je
takohe 1, = li_rr)maﬁ u 'z = Yo(z).

IMpernoctaBumo cama ma je Card(L) < k u mHeka cy 2 u B Momenu
3a L Koju Cy eleMeHTaApHO EKBUBAIIEHTHH W MIMajy WHTEPHAIIHE YHUBEP3YME,
penaryje u GyHKITHjE.

300r Tora HITO je K peryjapaH KapAuHall U KapAuHaaHOCT o L mama
on k, mocroju a < k Tako ma A, B € V(S,). Oryma mobumjamo ma ce
mouen A = (A, Ry, [}, ck)iel je ke k MOXKe PeACTaBUTH peko Mozena A’ =
(A/,Rgafévc%)iel,jeJ,keK, rue je A, R, ],‘702 € V(Sa) m A = 9o (A),
Ri = a(Ry), fi = Ya(f}) n ek = 1a(cy). Cununo Baxu u 3a mozen B.

ITpumennmo cama w nyta Jlemy 11.3. momazehn o a-Tor Mecra mpeko
rope HaBeIeHOT HU3a JBOCTPYKUX JdaHana. [IpuroM je

/ /
® i1 = Natnatntls nt1 = Myt (An) | L (cimdne Bese Bake 3a
%TH’l):

® fut1(M—1,(a)) = Mni1(fnla)) 3aa € Ay

Hexa je f = U,>1 /o 19 = U,>1 9n. Tlputom je fog = id, te je f
OUHTJICTHO N30Mopdu3am n3melhy

N0s(A) = (1ap(A"), NapRE): Nap(f}): Nap(ck))ict jeskek

1 103(B’), Tre je f = o+ w. Otyna je Yg(f) nsomopdusam nsmelhy Mozena
A u B, u

Creneha Teopema je TMpeKTHA MOCIEIUIA MPETXOAHE W O BEIHKOT je
3Ha4aja 3a MpHUMeEHe.
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TEOPEMA 11.13. Ilpemiiocimiasumo ga *V (S) uciiyrwasa ceojcitico k—uzomop-
Qusma. Axo cy A u B enemenitiapro exeusaneniiine cipyxiaype y V(S) u
Card(L) < &, wmaga cy cmpykimype *A | L u*B [ L usomopgue. Axo
Je apuimom Card(A) < k u AU je eremeniviapnu iiogmogen og B, waga ce
uzomopusam modsice usabpaimiu warko ga 6yge ugenmuime Ha { *a|a € A }.

TToaceTrMo ce a CMO Y IpYToj TaBy deduHucany mojaM bymose anre6pe.
Enement a je aition y Bynosoj anre6pu B ako jea > 0u—(3b)(a > bAbL > 0).
Bynosa anre6pa B je aitiomcka axo 3a cBaxu © % 0 IOCTOjU aTOM @ TakKo Ja
jex>a.

Crneneha jema je BeoMa IO3HATH pe3yiTaT y Teopuju bynosux anredpu.

JIEMA 11.4. Heka cy A u B ckyiiosne u amiomcre Bynose anceope. Mogen
(A, a)qenr je enemeniuiapno exeusaneniian mogeny (B, b)ye pr ako u camo axo
3a ceakun > 1, céaxa gea nuza ay, ..., an u by, ..., by, pecieximueno us A’ u
B'uceaku A C{1,...,n} eremeniuiu

A= mz‘eA ai N migéA aj i da= ﬂieA b migéA b

umajy unu 06a jegHo8pemeno OecKOHa4Ho MHOZO0 ATOMA UCHOG WU jegHO8De-
MEHO jegHaK KOHA4aH 6poj aiioma ucioq.

TEOPEMA 11.14. Heka je *(V(S) necimangapgnu ynueepsym koju uma ceo-
jeiigo k—uzomopgusma. Taga je on K—3acuhen.

Jlokas. Heka je X € V(S) un uexa je A xojekumnja MHTEPHAIHUX TOJI-
ckymoBa on *X tako ma je Card(A) < k. IIpermocraBumo ga A mma
CBOjCTBO KOHAYHOT TIpeceka W Ja je, mrra Buiue, 3a A, ..., A, € A, ckyn
AiN---NA, 6eckonauan. Y cynpotHom, (| .A 61o 61 TpUBHjATHO HETpa3aH.

Hekaa € V(S)ua ¢ X. Craumo X' = X U{a}nu A =AU{a}za
Aec A

Hexa cy B u B’ Bynose anre6pe cBUX MHTEpHAIHMX ITOACKYIOBa of * X
n * X' pecniekTuBHO, Tj.

B=(P(X),nuc%0,X) u B =(CPX'),nNuUZ°0 X").

Bynose anre6pe B u B’ cy aromcke u 3a cBaku un3 Aj,..., A, € Au3za
ceaknu A C {1,...,n} ckynosu

ﬂz‘eA Ain migéA A m mieA AN ﬂz‘gﬁA A
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cy minn oba OeCKOHAYHHM MU 00a KOHAYHM ca UCTHM OpojeM elleMeHaTa.
Ha ocnoBy nperxoane neme cnemu aa ¢y mogenn (B, A)aca n (B, A') sca
efeMeHTapHO ekBuBaeHTHH. Kako *V(S) uma cBojcTBO K—M3oMopdusma,
To nocroju uzomopduzam f usmehy B u B’ tako na je f(A’) = A 3a cako
A € A. Kaxko f ayBa atome, To 13 [ | g4 A" # 0 cnemu () A # (). Omatre
ciemu ja je *V(S) k-3aculien necrangapaan yHUBEP3yM. ]

Vryhyjemo untaona, Ha Kpajy, 1a Apyre 3aHUMJbHBE Be3e n3Mely Teopuje
MoJiela M HeCTaHJap[He aHalu3e 3ajelHo ca npuMeHama y teopuju baHna-
XOBHUX TIpocTopa notpaxu y [42], [43] u [50].



I'maBa 12

EjleMeHTH HecTaHIapJHe TeopHje
Mepe

V oBoM ri1aBu noBe3aheMo, jOI jeMHOM, TEOPHjy Mepe ca HecTaHAapAHOM
aHaIM30M. JemHoO of Haj3HaYajHUjUX opyha HecTanmapaHe aHATIN3E KOJUM Ce
JIOIIITO JIO HOBHIX Pe3y/ITaTa Y MaTeMaTHIM IIpesicTaBiba Jle6osal) Mepa. Ona
je mocebHO 3HAYAjHA 34 TEOPHU]y MEPE, CTOXaCTUYKHX IPOIIeca, apIujaTHuX
¥ MHTETPATHUX jeqHAYNHA, (DYHKITMOHAIHUX jeTHAYMHA ¥ CJIUIHO.

12.1 JleGoBa mepa

JleboBa Mepa naje Be3y m3Mely muckpeTHe MaTeMaTHKe (TadyHHje KOMOWHA-
TOPHUKE) U KOHTHHYAIIHUX mpoueca. To hemo Hemocpeano Buaetu u3 durie-
poBe TeopeMe, TN(TUHT TeopeMa U UHTETpaIlHje.

IIpBo nmajemo Heke OCHOBHe nedHHHUIIHje U3 TeopHuje Mepe. Heka je ckyn
R"=R+*U{0,00}.

JIEOMHULIWIA 12.1. Mepsbus nipocrop unnu tpojka (X, A, i) rae:

() X #0;
(2) A C P(X) je o-(xommerna)(Bynosa) anre6pa, Tj.
(@) 0,X € A,

D Peter Albert Loeb

232
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(6) axo A; € Azai € IN, tama J,cy Ai € A,
(8) ako A € A, tana X \ A € A,

3B) u: A — R je o-agutuBHa QyHkuuja, 1j. ako A; € A3ai € Nu
AinAj=03ai+# j,tanap (Ujew Ai) = Diew #(A).

JAEOMHULIMIA 12.2. KoHauyHO-aAUTHBAH MEpPJHHB MPOCTOp YMHHU ypeheHna
tpojka (X, A, i) rae:

(1) X #0;
(2) A C P(X) je (Bynosa) anredpa, Tj.

(@) 0, X € A,
(6) ako A, B € A, tamta AUB € A,
(B) ako A € A, tama X \ A € A;

3B u: A — R je xoHauno-aauTuBHa QyHKuMja, Tj. ako A, B € A nu
ANB=0,rama u(AU B) = u(A) + u(B).

[peanocraB/baMo JIa je YhTanall yIo3HaT ca OCHOBHHMM IOCIEIUIaMa
oux sedunuimja (Bugeru [12]). 3a Hac je oBue o1 noceGHOr 3HAUAjA MOjaM
MHTEPHATHOT (KOHAYHO-aJUTUBHOI) MEPJLMBOT IIPOCTOPA.

JEOUHULIMIA 12.3. Heka cy X, A, u nuareprannu ckynosu u A C *P(X).
Tpojka (X, A, 1) uMHM MHTEpHAIAH KOHAYHO-AJAUTHBAH MEPJHUB IIPOCTOP
aKo je

(1) A Bynosa anre6pa,

2 p: A— ‘R KOHAYHO-a/INTUBHA Mepa.

Jaxo ce Bumn na je p(User A) = D scr #(A) 3a cBaxyu xunepko-
nauan F C A. TTocebHo, ako je X XuIlepKoHaYaH CKYII, TaJa TOBOPUMO O
XUMEPKOHAYHOM WHTEpHAITHOM npocTopy. Crenehu mpumep TakBOT TPOCTO-
pa je 3a Hac MHTepecaHTaH.

1 2
ITPUMEP 12.1. Heka je H € *N\ N, X = Ty = {O’H’H""’l}’
A
A="*P(Ty)u P(A) = H|+’ : (3a A € *P(Tx)). Taga MepibuB IPOCTOP
(T, *P(TH), P) 30BemMO xunepkoHauaH mpocTop ca npebpajajyhiom Mepom

1
P ({ T > =7 1 (oBY Mepy 30BeMO joIII ¥ YHH(POPMHA Mepa).
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BeoMma ce J1ako Ipesia3y o1 MHTEPHAIHOT MEPJBUBOT IPOCTOPa ca (XHIep)
KOHAUHO-3/IMTUBHOM MEPOM /i HA KOHAUHO-aJINTUBAH MEPJHUB MPOCTOP CTa-
Bibajyhu fi(A) = st p(A)za A € A.

Hexka je (X, A, u) nnreprnanan mepsbus mpocrop. Ckyn B C X je u-
afiipoKcumMadbunan axo je

inf{st u(A)| BC A, Ac A} =sup{st u(4)|AC B, Ac A}.

Cneneha nedununuja Jlebose anredbpe u JIeboBe Mepe je LeHTpaIHA Y OBOM
JIelTy ¥ TTocykuhe HaM J1a TOBEXXEMO TEOPHjy Mepe ca HeCTaHAapIHOM aHa-
JTU30M.

JEOUHULWIA 12.4.  1° Jle6osa anre6pa L(.A) ce cacroju omceux B € X
TakBuX Aa je BN F p-anpoxcumabunan 3a ceako F' € A ca konaunoM
L4-MEPOM.

2° Jle6osa Mepa ox j je mpecaukaBamwe L(p): L(A) — R" neuHUCAHO
ca
L(p)(B) =inf{st u(A)|Ac A u BCA}.

Kao mro hemo yckopo Bumetn, moMmohy mo3nate teopeme Kaparteomo-
puja?) MoXkeMo J1a TIOKakeMo Jia ce CBAKH KOHAYHO aJUTHBAH MepIbUB IIPO-
CTOP HACTAO OJ] HHTEPHAITHOT MOKE JIa TIPOIIHPH JO KOMIUIETHOT MEPJbUBOT
nmpocTopa. HaBommmo cama Hekonmuko cTaHmapaHux Aedunaumuja n Kapa-
TeoiopujeBy Teopemy (Buzern [12], [35]).

JEEOUMHULWIA 12.5. Mepsbus npoctop (X, A, (1) je komitneiian ako caapxu
CBE MOJACKYIIOBE CKyIa Mepe Hyja, Tj. ako je A € Awu pu(A) = 0, Tana 3a
cBaku B C A cnenu na B € A.

JIEOMHULIWIA 12.6. V konaunoM mepspuBoM npocropa (X, A, i) Mepa 4 je
O-aINTHBHA aKo 3a MpeOpojuBy (aMIIMjy AUCJyHKTHHX ckymoBa A; € A,
i€ N,us e Ai € Acnenn Yoy 11(Ai) = 1 (Ujew Ai)-

TEOPEMA 12.1. (KAPATEONOPH) CsaKa KOHAUHO-AGUITTUGHA MeEPA |4 HA alZe-
opu A, rkoja je o-aquitiusna, mModice Ouitiu powupena go mepe \ gegunucare
Ha najmarsoj o-komitnewmnoj anzeopu o(A) koja pawupyje A.

TEOPEMA 12.2. Csaxu mepmug tpocitiop MoHceMo ga apouupumo ¢o Kom-
{neitinoZ Mep.pugos Apociiopa.

YKwrotavtivos Kapabeodwpn (1873-1950)
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Crneneha nmema je mociaenuna wi -3acuiieHOCTH | J1aje HaM ITOTpeOHe yCIoBe
3a npumeny Kapareonopujese Teopeme.

JIEMA 12.1. Konauno-aguitiuean mepaus ipocimop (X, A, i), 2ge je L = st L,
Jje o-aquitiugaH.

Hokas. TlokaxxuMo, IIpBO, [a 3a CBAaKM MOHOTOHO Heonamajyhu nus Ay C
Aoy C ... Baxu

(1) Uie]N A; € A akko Uie]N A, = Uz‘gm A;, 3anexom € IN.

Heka je A = ;e Ai. Tama A\ A1 2 A\ A O ... uen(A\ A) =
A\ Ujen 4i = 0, ma 360r wi-3acnhenoctn (., (A \ 4;) = 0 3a nexo
m € N. Oryma, A = |J,,, Ai. O6par oz (1) je ounrnenan.

Crora, axo je (A4;)ieN aucjynkran nu3 eneMenara us A, 1o u3 (1) nmamo

r <Ui€1N Ai> =H <Ui§m Ai) - Zigm Fi(Ai) = ZZEN Fi(As),

YIMe je JOKa3 JIeMe 3aBpIIIEH. u

<m

TEOPEMA 12.3. (JIEB) Csaku unitiepnaran mepmus apocimop (X, A, ) ce
MOHCE PAUUPUTIU §O KOMIANCTAHOZ MePbU602 UPOCliopa.

Jlokas. OBo je HemocpenHa nocnemuria Teopema 12.1, 3atum 12.2. u
MpeTXOaHE JIeMe. [ |

Ha 1 je MepspUB IPOCTOP U3 MPETXOIHE TeopeMe Oall KOHKPETaH MPo-
crop (X, L(A), L(u))? Onrosop je morBpaan. IIpBo HaBoanMo 6e3 10Ka3a
jeman pesynrat Xencona (Bugetu [41]) y o6mmKy eMe.

JIEMA 12.2. Heka je (X, A, 1) unitiepnanan mepmus Gpocitiop u HeKa 6axcu
L(p)(B) = 00 3a B € 0(A). Taga uw iociwoju A € A maro ga je A C B
u fi(A) = oo ww wocmoju nus (A;)ien uz A waxo ga je B C |J;en Ai u
(4;) < 00 3a ceaxu i € IN.

TEOPEMA 12.4. Mepa L(p) je xomitnemuina mepa na o-anzebpu L(A) u ona
apeqgciiasma jequuciuiseno pawuperbe mepe fi. Takohe, sa ceako B € L(A) 3a
koje je L(j)(B) < oo, docimoju A € A wmarxo ga je L()(BAA) = 0.
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Jokasz. JlokaxuMmo, TIpBo, fa je L(A) o-anrebpa.

IMpernocrasumo ga B € L(A). Ila 6ucmo pokazamu qa X \ B € L(A),
npernocraBuMo 1a € € RT, FF € Aup(F) < co. Uzabepumo A1, Ay € A
takseia A1 € BNF C Agup(As)—p(Ar) <e. Tama (X \Az)NF C (X
B)NF C (X\A)NFu6ynyhnpa p((X\A1)NF) —p((X\A2)NF) <e,
ciemn X \ B € L(A).

Tpeba mokaszaru na je L(.A) 3arBopen 3a mpebpojuse yuuje. Heka je
crora (B;);en nn3 enemenara u3 L(A) n npernocrasumo nae € RY, F € A
u [i(F) < oo. Kemnmo na mokaxemo na je 3a B = |J,c Bi, ckyn F'N B
Ji-aTIpOKCHMAbMIaH, Tj. Ja MosxkeMo aa Haliemo ckymose A, A2 € A Taxo
maje AL € BNF C A% u u(A?%) — u(A') < e. Kaxo B; € L(A), To
IIocToje A}, A? € A taxo na je Ail C B,NF C A? U Ja BaXXH CTpoTa He-
jemmakoct pu(A2) — p(A}) < e- 270 Hexaje o = limy, oo 77 (U1 A}).
Kako je i(F') < oo, 10 je 6poj o xonauan. ITocroju m € IN Tako na je

m
€ .
a-y <n U Al ), muexaje A = U, AL Kenumo na nahemo criomy
i=1
ampoxcnMarjy A2, Kopucrehn Teopemy 11.5. (mpe6pojiBa paIupHBocT)
parmmmpuvo mu3 (A2);en a0 nmsa (A2);c-n. Kaxo cy (A42);en, u, A narep-
HAJTHHU, TO je, HA OCHOBY MHTEPHATHOT Ae()MHUIIMOHOT TPHUHIINTIA, U CKYIT

S:{TLE*]N‘U;lA%EAH ,u(U?ﬂA?) <a+g}

nHtepHanan. Ako n € IN, tama

n 9 n 1 n I £
H <Ui:1 Ai) < H (Uz‘:1 A") + Zi:1 il <@ + 2’
Oryna IN C S, ma Ha ocHOBY IpHHIMIIA IpenuBamwa nocroju H € S\ IN.
Hexa je A2 = JX | A2. Taga A' C BNF C A% u u(A?) — u(A") < &, ma
oryma B € L(A).
Jokaxumo, apyro, aa je L(p) o-anutuBna mepa.

Hexka je (B;);en nu3 mMehyco6no aucjynktaux enemenarta ckyna L(A).
Tpeba 1a moka)xeMo Ja je

100 (U o 2) = 7, H 2.

Mosxkemo na npernocraBumo ja je ceaku L(p)(B;) konauaw, jep je y cynpo-
THOM TOpha jeJHAKOCT TPUBHjAJTHO 3a70BoJbeHa. Tama, B; je p-armpokcuMa-
6uwnan u neka cy € € R, Al, A? € A uzabpanu taxo na je A} C B; C A?
u

— 42 € —/ 41 €
(2) /L(Az) - 9it1 < L(/‘L)(Bl) < /“L(Az) + Qi+l
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IIpernocraBuMo, MpBo, Aa je » .oy L(p)(B;) = oo. Tama, Ha OCHOBY
nipeTxo e peaimje, Y oo fi(A}) je Takobe 6eckonauno, na ce B = | ;2 B;
MOJKE M3HYTpa allPOKCUMHUPATH HUHTEPHAIHUM CKYMOBUMA TIPOM3BOJHHO Be-
make mepe obmmuka (Jio, A}, te je L(u) (U2, Bi) = oo. TIpermocraBumo
cama naje > o1 L(p)(B;) = o < 0. Taja je Ha 0CHOBY (2) HCITYHEHO

% _ oy € co 1 €
Q S A - S <a< YT Al + L
Ounrnemmo je pu (U, Af) = Y7, n(A}) > o — ¢ 3a 10BOsBHO BemnKO
m € N, nma je L(u)(B) > «. da 6ucMo A06WIM jeHAKOCT, MOPAMO J1a
arnpokcuMupaMo B criosba. YV ToM misby pammpumo Hu3 (A2);en o Huza
(A?);e~N. Kako je Ha ocHOBY (3) HCITYHEHO Zle 1(A?) < a + € 3a cBako
k € IN, To oner Ha OCHOBY MHTEPHAJIHOT JepUHULIMOHOT TIPUHLMIIA TIOCTOjH
H € *IN\ N taxo ma je Y11 | 1(A2) < a+e. Ouurnenno je ma ckyn |J2, A2
anpokcumupa B onosro, na je L(p)(B) < a.
Mepa L(p) je kommterna, jep 3a B C B u L(p)(B) = 0 Baxwu

0 < L(u)(B)=inf{m(A)|Ac A B CA}
< inf{@(A)|Ae A, BCA}=L(u)(B) =0

Ouursienno je L(p) pammperme KOHAYHO-aJUTUBHE Mepe fi. JeIuHCTBe-
HOCT pammpema y cnydajy fi(X) < 0o caean HemocpeaHo u3 AepuHuImje
p-anpokcumabunnoctu. Y ciydajy 7i(X) = 00 jeAMHCTBEHOCT Cleam M3
XeHcoHoBe j1eMe 12.2.

Ha kpajy, nokaxunmo aa 3a ceaku B € L(A) axo je L(p)(B) < o0, TO
nocroju A € A tako na je L(u)(BAA) = 0. V ToM nmby nocMaTpajMo
MonoTono pactyhu nus (A});eN 1 MonoToHo onamajyhu (A?);cn, Tako ma

Al € B C A? u u(A?) — u(Al) < =. Pammpumo naTe HU30BE 10 HH30Ba
n
(AD) e 1 (A?)je+v. Tama HHTEPHATHY CKYTI

T ={ne*N|(A})i<n, (A?)i<n cy monoromn u A} C A?}

cagpxu N, na tume u H € T\ IN. Crasumo A = A},. Tana je ucnymeno
Al C AC A? sacpaxoi € N, maje L(u)(BAA) = 0. n
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12.2 JleGeroa Mepa u w-eHa Be3a ca JleboBom Mepom

Hexka je I = [0, 1[. TTocmarpajmo ckym
Ez{[al,bl[u--~u[an,bn[ ’nE]N, ai,bi,...,an,b, €1,
a1<b1<a2<b2<-~<an<bn},

Tj. CKYIl CBMX KOHAYHMX yHM]ja MOJyOTBOPEHHMX MHTepBaia. Tama ce mako
Bumu ga L uyunu (BynoBy) anrebpy y oJHOCY Ha yobOudajeHe oIepaliyje.
Ounrnenno je I, ) € Lu L je3atBopen 3a ynujy ckynosa. Ckyn £ je 3aTBOpeH
1 32 KOMIUIEMENT IUTO ce Buau u3 unmbenuue na I\ ([a1, b1[U- - U [an, by[) =
[0,a1[U[by,az[U--- U [by, 1[. Jepunnmumo \: £ — [0, 1] ca

/\([al,bl[U-”U[an,bn[) = (bl —a1)+---+(bn—an).

ITokasyje ce 1a je A KOHaYHO-aIUTUBHA Mepa Ha L 1 1a Baxu cieneha nema.

JIEMA 12.3. Konauno-aquitiuean mepsous apocimiop (I, L, \) je o-aquitiusar.

Henocpenna nocnenuima nperxomue neme n Kapateonopujese Teopeme
12.1. je xoucrpykuuja dpammnje JTeber? Mep/buBuX ckynoa i JleGerose
Mepe.

TEOPEMA 12.5. Ipocizop (I, £, \) ce modice pawupuitiv go KomManemnos mep-
wusos apociiopa (1, L, \).

JIaxo ce Buau na £ caap Ky MHTEPBAIIE (]a, b[= Unen [a— %, b D , 12 TUME
OTBOpEHE M 3aTBOpeHe cKymoBe. Ha Taj HauuH BUIUMO Aa £ MpeacTaBba
106po mosuaty dgamunujy Jleber Mep/bUBUX CKymoBa B A JIeGeroBy Mepy.
Taxohe ce moka3syje na 3a

Mo(A) = inf{\(B)|AC B, B orBopeH },
Ai(A) = sup{A(B)|B C A, B 3arBopeH }

BaXu:

Ac £ axkomcamoako Aj(A)=Ao(4)=A(4).

IToxazahemo cama Be3sy usmel)y Jle6ose Mepe Ha Ty (Bumetu Ilpumep
12.1.) wu JlebGerose mepe. Omne hemo oarosapajyhy mepy koja ce moOuja

% Henri Leon Lebesgue (1875-1941)
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nomohy P Takohe o3nauntu ca P. OBa Be3a je mata y obmmky crienehe
®umepose? Teopeme xoja y ocHoBu mokasyje ma st~1: [0,1] — Ty uysa
Mepy.

TEOPEMA 12.6. 3a A C [0, 1] cregeha miephersa cy exeusaneniina:

(a) Ae L

(6) st71(A) € L(*P(Tw)), 2gejest ™ (A) = {z € Ty | st(z) € A}.
Axo je (0) ucityrveno, wiaga

A(A) = P(st71(A)).

Jloxaz. Tloxazahemo, mpBo, na u3 (a) cineau (6). AKO yOUnMO MHTEpBAI
[a,b] C [0, 1], Tama je

st () =), (o~ % bt %) AT € LOP(Tw)).

Taxobe ce mako uau ga P(st™'([a,0])) = b —a = A([a,b]). Hexa je
A € L3ai € Nust™'(4;) € L(*P(Ty)). Tamaje st™! (Ujen 4i) =
Usen st~ (4;) € L(*P(Ty)). Cmmuno, ako A € £, Tapma [0,1[\A € £,
na st™! ([0,1[\A) = st~ ([0,1[) \ st™'(A) € L(*P(Ty)). Bugnmo na je
3a cBaku Bopemos® ckym (mozceTMo ce na je anreGpa BopenoBux ckymosa
HajMama o-anrebpa Koja caJpKu oTBopeHe ckynoBe) B € £ Takole Baxu
st™1(B) € L(*P(Ty)). Kakoje A € Lobmxa A = BAS, rneje B Bopernos
u S Mepe nyna, To je st™1(A) = st71(B)Ast™(S) 360r xommierHoCTH
L(*P(TH)) Takohe y meMy. Kako je oTBOpeH CKyn yHHja OUCjYHKTHHX
MHTEPBAJIa U 3aTBOPEH KOMILIEMEHT OTBOPEHOT, To je A(A) = P(st™1(A))
3a 3aTBOpPeH cKyI A.

Jla 6ucmo nokaszanv TBpherse y apyrom cmepy, npernocrasumo A C [0, 1]
ust™'(A) € L(*P(Ty)). Younmo unrepnanan ckyn £ C st~ (A), rakas
na P(E) > P(st™'(A)) —e. Cxynst E = D je sarsopen (Teopema
432) u D C A. Takohe E C st™1(D) C st~!(A). Ha ocnoBy mpBor
nena poxasa A\(D) = P(st™ (D)) > P(E) > P(st™(A4)) — ¢, a oryna
je A;(A) > P(st™'(A)). Cnmuan apryment kama ce npumenu na [0, 1[\A
naje A o(A) < P(st™1(A4)). Oryma Baxu A(A) = A;(4) = Ao(4) =
P(st™1(A)). ]

Y Ronald Aylmer Fisher (1890-1962)
5 Emile Borel (1871-1956)
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Ha ocHoBY mpeTxo/He TeopeMe JTaKo ce MOry J1o0uTH JIeb HeMepIbUBU
nozckynosu oa T, Axoje A C [0, 1] JIeGer HeMepsbHB MOACKYII (Ha IPUMED,
Butamujes® cxym, Bumetn [35]), onna je st (A) Jle6 memeprsus. o J1e6
HEMEPJbMBHUX CKYIOBa ce cTike u jakie. Heka je ~ penauuja va 1, Tako
na je k/H ~ s/H ako u camo ako je k — s koHayan 6poj. Jlako ce BUIM
Jla je ~ pejaluja ekBuBasieHIuje, u Heka je £ C Ty cenexrop oxg ~, 1j. E
CaJIp)KH MO0 TAYHO jeTHOT IPEeICTABHUKA CBAKE KIIAce eKBHUBAJICHIIU]E 3a ~.
Ounrneano je |, cz(E +n) = Ty u axo je £ mepibus, P(E) = P(E +n).
Oryna je P(Ty) = 0 wim P(Ty) = oo, na oryna E unje JIe6 MepIbus.

Hahemo cana jeman yHMBep3aldaH MOCTYIAK 3a J0OHjarbe HEMEPIHbHBUX
ckynoBa. Beh cmo Bumermm (ITpumep 4.7.) nma GecCKOHAYHM XUTIEPKOHAYHU
CKYIIOBU MMajy KapJIHHAIIHOCT HajMame 2“. Kako cy kapauHaaHu OpojeBr
n06po ypehenu, nocroju H € *IN\ N rako naje { k € *IN| k < H } najmame
Mmoryhe kapaunannoctn . Heka je A = {k € *IN|1 < k < logy H } u
A ckyn cBux GeCKOHAYHUX XUIEPKOHAYHUX MozAcKynoBa og A. Ha ocHoBy
m36opa 6poja H u |A| < 29°82H < I pmamo Card(A) = Card(A) =
Card(B) = a3acBaku B € A. Tamaje A = {A, |y < a} u moxemo
na nepunmemo ckynose By = {xs5,y5|d < 7} Ha cnenehu unpyxriBan
naunt. Hekaje By = (). 3ay < a, 6yayhuna Card(B,) < Card(4,) = «a,
M3a0ePUMO Ty # Yy, TAKO 1A Ty, Yy € A\ By. AKO jey OpAMHAI HACIIE/THIK,
craBumo B41 = B, U {24,y }, a ako je 7y TpaHUYHH OPJNHAT, CTABIMO
By = Us<, Bs. Younmo ckyn V = {z, [y < a}. Tamajesa B € A,
BNV # () jep 3a Hexo x, nMaMo £ € BNV, a takohe u B\ V # 0 jep
3a HEKO Y Baxu Yy € B\ V. To name 3naun 1a V' C B ako u caMo axo
VN(A\ B)=0. Oryna

0=sup{st u(B)|Be A, BCV}#inf{st u(B)|Be A, VCB}=1,

3a CBAKy HEATOMHYIY BEpOBATHOCHY Mepy /i (Tj. Taksy za je u({z}) ~ 0 3a
x € A), na V Huje MepIbuB.

12.3 IlIpousBoa JleGoBux npocropa

IMonazehu o1 1Ba MHTEPHAIHA KOHAYHO AJUTUBHA MEPJbHBA TPOCTOPA JaTa
ca X = (X,A,pu) uY = (Y,B,v) nobujajy ce mHUX0oBH oArosapajyhu
Jle6osu npocropu L(X) = (X, L(A),L(x)) n L(Y) = (Y, L(B), L(v)).

CnnvHO, Ka0 y KOHCTpYKIHjU JleberoBe mMepe, mocMaTpaMo KOHAYHe YHUje

9 Giuseppe Vitali (1875-1932)
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npasoyraonnka J;_; A; x B;, tne A; € L(A) u B; € L(B). Moxemo 1a
MPETIIOCTABUMO JIa Cy TPABOYTAOHHIM JUCjyHKTHU. OBE KOHAUHE YHU]E YNHE
anrebpy Ha X X Y. Mepa

L) x L) (U, A % B.) = 37 L()(4i) - L) (B:)

je o-aguTHBHA Ha anreOpy KOHAYHUX YHH]a TPABOYTaOHMKA, 1A Ce Ha OCHOBY
KapateonopujeBe TeopeMe MoKe Ja AP 0 MEPIBUBOT IIPOCTOPA

L(X) x L(Y) = (X x Y, L(A) x L(B), L(n) x L(v)),

KOjU 30BEMO @POU3B0¢ UPOCIOp.

Hexa je L(A) x L(B) xommernpame ox L(A) x L(B).

AKO Tak KpeHeMO OOpHYTHM pPEeIOCiIeNoM Ia MpBO AeDUHUIIEMO HH-
TepHanuu npoussoa X X Y = (X x Y, A X B, X v), npu 4emy Baxu
uxv(Ax B)=u(A) -v(B)3a Aec An B € B, na tex onzia aepuHUIIEMO
oarosapajyhu JIeG0B MepIbUB MTPOCTOP

L(XxY)=(XxY,L(AxB),L(px v)),

nako ce nokasyje na L(A) x L(B) C L(A x B).

OBy unmenuily je nokaszao Anzgepcon y [4] na cnemehu naumn. Heka
A € L(A) u B € L(B). Tama nocroje unrepnamuu ckynosu U € A un
V € B rako ga L(u)(AAU) = 0 u L(v)(BAV) = 0. Tana je, 360r
(Ax B)A(U xV)C(AAU) x (BUV)U(AUU) x (BAV), uctiymweno

L(pxv)((Ax B)YA(U x V)) = 0.

Oryma, L(u X V)(AX B) = L{pxv)(UxV)=puxvU xV)=nu(U) -
(V)= L(pu)(A) - L(v)(B) = L(u) x L(v)(A x B), mro je 10BOJBHO 1a
00e30e11 UHKITY3H]y.

V onmreM cltydajy MHKITy3Hja je mpasa, o nokasyje cieaehu Xysepos”)
TpUMep.

TTPUMEP 12.2. Heka je X xunepkonauan ckynu Y = *P(X). Ounrnenno je
|Y| = 21X1. Heka cy Px u Py oarosapajyhe yrndopmue Mepe. OuurieaHo

1
maje A ={(x,y)|x € y} C X XY unrepnanan ckynu Py xy (A) = oY Axo
6u A 6noy L(*P(X)) x L(*P(*P(X))), Tama 61 noCcTOjali HHTEPHAIIHH

? Douglas Hoover
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ckynouU C XuV CY,takomaU xV C AuPx(U) > 0uPy(V) > 0.
Am U x V C A nosnaun

VCVi={B|UCBCX u B jeunrepnaian }.

9l X\U| 1

Mehytum, Py (V1) = st S st o]

= 0, mTO je KOHTpaTUuKITHja.

12.4 JIudrTunr reopeme

Cuara JleboBe Mepe HajOoJbe ce BUIU Kpo3 Bedy m3Mehy MeprpuBocTH (PyH-
kumja Ha Jle6osom npocropy L(X) = (X, L(A), L(u)) u nnrepuamux
(A—vepipuBux) dynkimja Ha X. To ce, BumehemMo, MpeHOCH W Ha WHTETpa-
OGUITHOCT.

AEOUHULMIA 12.7.  1° @ynkumja f: X — R je JIe6 MeprpuBa axo 3a
cako r € Reaxu {z € X | f(z) <r} € L(A).

2° Unrepnamna ¢yukmmja F: X — *R je A-MepbuBa YKONIMKO Baku

{ze X|F(x)<r}eA

Ouurnienno, kaga je A = *P(X), tana je ceaka unrepHaiana GpyHxiuja
A-meprbuBa.

AEQOUHULWIA 12.8. NnTepHanua u A-mepipuBa pyuximja F: X — *R,
jecre auginune pynxumje f: X — R ako

L{p){z e X| st(F(x)) # f(z) } = 0.

[Ipema Tome, cnenehin aujarpam KoMyTHpa 3a ckopo cBe T € X
R

y
st

X
f\ R
Crnuka 12.1.

Creneha reopema (ripBa o1 1Be TUGTHHT TEOPEME) OJT BEJIMKOT je 3Ha4daja.
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TEOPEMA 12.7. Hekaje X = (X, A, 1) unitiepnanan konauno aguisiuean mep-
wue dpociiop u L(X) = (X, L(A), L(n)) ogeosapajyhu Jlebos apociiop.
Taga ¢pynxkyuja f: X — R je Jleb mepmusa ako u camo ako wociioju uHidep-
nanna A-mepmusa pynkyuja F: X — *R waro ga je

L(p)({z € X | st(F(x)) # f(x)}) =0,
wj. st(F(x)) = f(x) 3a L(p)-cropo cee v € X.

Hoxas. TIpernocraBumo, ipBo, Aa je F' nudrunr ox f. 3a cBakm peanan
6poj 7,

{xeX| St(F(l“))ST}—ﬂnE]N{HTGX!F(ﬂ?)ST+:Z} € L(A),

na je st F' JIe6 mepspuBa. Kaxo je f(x) = st(F(x)) L(p)-ckopo cByaa, TO je
f J1e6 mepibuBa.

O6partHo, Heka je f JIeb mepsbuBa dyHKIMja 1 HeKa je ckynom { ¢, |n € IN }
JaTa eHyMepalMja CTaHTapIHUX paIllnoHamHuX OpojeBa. Heka je B, mar
ca B, = {z € X|f(zx) < ¢,}. Moxemo Hahu uUHTEpHAIIHE CKYyIOBE
A, € A rako na je L(p)(ApnABy) = 0u A, C A, Kaa roj Baxy Ja je
Gn < Gm. OBO IOCTIEIHE CIIEIN U3 UNELEHHILIE 1a MaKko Moskaa uuje A, C A,
curypHo je Ay, \ Ay, Mepe HyI1a, na ce cBaku koHauan Hu3 A, , . . ., A,, Moxe
TOMpaBuTH 110 HM3a A7, ..., A}, Tako maje A, C A} aKo n camo ako
Gn; < Qn,. Tpumenom wi-3acuhenocrn Moxemo jgohu 10 Hmsa (Ap)nerw
ca TpakeHoM MoHoToHomnhy. Ha ocHOBY ImpHMHIMIIA IIPETUBarba IIOCTOjH
oeckonauno H € *IN \ IN tako na je

an < qgm < A, C Ay, 3acBe n,m < H.

Kako je { q1,...,qm } xunepkonauan u 4,, € A 3acse n < H, To MOKeMO
na nepuHuIeMo uHTepHainy A-mepbusy Gpyuknujy F': X — *R, TakBy na
(Vn < H)(F(z) < gqn ez € Ay). Akoje giy < iy < -+ < (i OpeaaK y
*(Q, CTaBIMO

i1 HARS Ail
F(ﬁ): Qi $€Aij\Aij71 .
Qi + 17 X ¢ AiH

Tana je |, en(AnABy) L(p)-Mepe Hyma u 3a CBako T BaH TOT CKyIa
(Vn e N)(F(z) < gn < f(x) < gn).

Omarte je st(F(x)) = f(x) ckopo cByna. [ ]
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HocneauiA 12.1. Heka je X = Ty, A = *P(Ty) u p = P. Taga je
f: Ty — R Jle6 mepmusa pynxyuja axo u camo ako f uma uniieprainy
nupmune pynkyujy F (koja je obasesno *P (T )-meprusa).

Crnenehn aujarpaM momaske HaM J1a yBEAEMO TI0jaM JINQTHHTA.

Ty *R
st st
01— R
Ciuka 12.2.

Jlako ce Buau na cakoj pynxunju f: [0,1] — R oxrosapa dpynxuuja
f: Ty — R, tako ma je f(x) = f(st(x)) 3a cBako # € Ty. Ha ocHoBy
®duiepose Teopeme 12.6. ¥ UNHEHMIIE 1A BAXKH JeTHAKOCT TA (] —oo,r]) =
st (f71(] — o0, 7)) ciienm na je f JleGer mepsbusa axo 1 camo axo je f JIe6
MepJbHBA.

JAEOUHULMIA 12.9. Wnrepnanna pynxkunja F': Ty — *R. je mudTunr GyH-
kimje f: [0,1] — R axo je st(F'(z)) = f(st(z)) L(u)-cxopo cByna.

I'paduuku TO TIpencTaB/baMoO TOPHUM AMjarpaMoM KOju KOMYTHpa 3a
ckopo cBako x € T. Ha ocHoBy mperxomue nedununuje, [Tocaemure 12.1.
u Be3e m3Melyy JIed u Jleber mepspnBHX (ByHKITH]A, TOKa3yje ce cnenche TBp-
heme.

TEOPEMA 12.8. @ynuryuja f: [0,1] — R je Jlebez mepwusa axo u camo axo
uma augpmune F: T — *R.

OBo TBpheme ce mako yommurasa Ha Gpyukuujy f: [k + a,k +a] = R
n xunepkonauan X C *R rakas na je st(X) = [—k + a,k + a] kao u
XC{f|-H*<k<H*}.

Henpexuane gpyHkmje Mory ce, IITo ¢e U 0YeKyje, JoIn 00Jbe M HE3AaBUCHO
O/ Mepe Ja AITPOKCHUMUPA]y MHTEPHATHUM (DyHKIHjaMa.

AEOUHNALMIA 12.10. Wnrepnanua pynxumja [: Ty — *R je yandopmun
maptunr ¢yukuuje f: [0,1] — R ako je st(F(z)) = f(st(x)) 3a cBako
T € TH.
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TEOPEMA 12.9. @yuxyuja f: [0,1] — R je neapexugna axo u camo axo uma
VHUDOPpMHU TUDTUHS,

Iokas. Hexa je pyukimja f HenpexkuaHa U Heka je F' = *f | Ty. Tana
je, OuMIIIeaHO, 3a CBako T € Ty

st(F(x)) = st("f(x)) = f(st(x)),
na je F' yandopmun mbtunr dpyukuuje f.
C npyre crpane, Heka je F ynudopmuu udrunr 3a f. Younmo a € [0, 1]

n Heka je A € uT(0). Taga 3a e > 0 u 3a cBako 7 € Ty Baxu:

’Z—a <A:>’F<§>—f(a)

<&
5"

Kaxo uMmiukamuja Baxku 3a npoussobuo A € pt(0), To npema Teopemu
4.20. Baxku 1 3a HeKO cranmapano 0 > 0, 1j.

‘Z—a <5:>’F<2> — f(a) <§.
Hexka je = ~ E < a. Taga je ounrnegno | F' (k> — f(x)]| < E, Ia oTyaa
H H 2
(Vz €]0,1]) (Jlo —a| <20 = |f(z) — f(a)| <e).
IIpema Tome, hyHKIH]ja f je HEIPEKHUIHA. [ |

12.5 Jeana npumena qudTHHT Teopema

Y oBowM peny nokazahiemo kako ce mpeTXo/IHe IBE TeopeMe MOTY IIPUMEHUTH
y KBaJWTATUBHO] TeOopHju (HYHKIMOHATHUX jeAHAYMHA, W KOHKPETHH]E,
nokasaheMo ma cy y jemHOj IMMPOKOj KITach cucTeMa (PyHKITMOHATHIX jeTHa-
YMHA CBa MEPJbHBA pelliea HenpekuaHa. To hie kao nocnenuiy natu cieneha
IIBa TBphema.

TEOPEMA 12.10. Jeguncitieno mep.vueo pewerve Kowujese jegnauune
fle+y) = f(z)+ fy)
je f(z) = f(1) - .
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TEOPEMA 12.11. Jeguncitiserno mepmuso peuierve ciegehes cuciiema @ynxyu-
OHAIIHUX JeqHAYUHA U HejeqHaYUHA

f@+y) = f(x)g(y) + g(x) f(y),

9@ +y) =g(x)g(y) — f(@)f(y).
fla)+g*(@)=1, f(r/2)=1, g(r/2)=0,
O0< f(x)<zsa0<z<m/2

¢y f(z) =sinz u g(r) = cos .

VBeINMO, TIPBO, HEKOJIMKO JeGUHUIMjA ¥ TOKAKHUMO JEe[IHY JIEMY.
. aH
Hexka je [o] meo meo on o € *Rg,. dedunnmmmvo a(H) = loH] u

H
H
axf= [af{ ],r/:[ea,ﬁE*Rﬁn,aeRHHE*]N\]N. Jasbe, Heka je

1 1
TH 4 d= {—c+d,—c+d+H,...,c+d— H,c+d}
xunepBpeMeHcku untepBan 3a ¢ = a(H),d = b(H),a € RT ub € R.
JTaxo ce Bunm 1a je b = st(b(H)) u

k
a*B:max{

k
H
HeTa(H)er(H)‘Hgaﬁ}

noa ycnosoM 1a a3 € |—a+b,a+b[,a € Rt ub € R. Takohe, npumehyjemo
na je st(a x ) = st(a) - st(f). Heka je fop: [-a+b,a+0b — Ru
Fop: T;{H) + b(H) — *R. Baxu oarosapajyhe yonurewe Teopeme 12.7. u
cmuuno Teopeme 12.9.

TEOPEMA 12.12.  1° @yuxyuja fqp je Jlebee mepmusa ako u camo ako uma

supimune pynxkyujy o p.
2° Dyuxyuja fqp je neipexugna ako u camo aKo uma yHu@opmuu IuGmune
Pymryujy Fop.
JIEMA 12.4. Heka cy o, ..., 0n u 3 peannu bpojesu wako ga cy 6ap géa og
a1, ..., pasmuauitiu og nyse. Hexa je o = max{ |aq|,...,|an|}. Axo je
a; = —sai=1,...,n,m Hajmareu fpupogan 6poj diakag ga je mo > 1

(0}
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(m+2)(k+1)+1

u k apupogan 6poj wiakae ga je n > , waga 3a ceaxu

2k
1
unigiepnanan ckyi A C *[—k, k] 3a koju je P(A) > 2k — . sa ceaxu
kH H
r€TH +b@Egea = [kH /] ub= 15 ]) docimoje x1, . . ., Ty € A mako ga

T=a1*%T1+ -+ ap *x Ty + B

Hokaz. Tpaucmammjom 3a [BH ] penykyjemo mpobiem Ha ciydaj 5 = 0.
Takolje, JOBOJBHO je Ja mocMaTpaMo clydaj n = 2 360T Tora MITO OTIITH
clydaj cleny W3 mera crasibajyhm x3 = --- = x, = 0. Tlpema Tome,

JIOBOJBHO je Ja TTOKa)XeMo J1a 3a CBaKo & € TaH mocroje y, z € A Tako ma je
r=y+axz(0<]|a <1). To je exksusanentno ca AN (z —a*x A) # 0
(tnejeax A={axala€ A}).

V cynporaoM, u3 AN (x — ax A) = () cnenn

1

k 1 P4 1 k-

2k+—->P(A)+ Pz —axA) >2k——+ ()22k—— n

n n m-+2 no m-+2
2)(k+1)+1

Oryna, n < (m+2)(k+1)+ , ITO Jaje KOHTPAINKIIH]y. [ |

2k

Hahemo caza onry TeopeMy U3 KOje Kao IIPUMEPH Clie/ie HaBe/IeHa TBP-
hema.

TEOPEMA 12.13. Hexka je
Filodmr +adw -+ apan + 5') =
= gi(f1($1)7 cees fl(xn)’ s fm(xl)v .- -yfm($n>a$1am27 ce ,$n>

sat = 1,...,m cucitiem QYHKYUOHAIHUX jegHAYUHA THAKEUX ga c) YHKYuje
gi: Rv™* 5 R, i =1,...,m neapexugne. Taga je c6axo mepmuso peuierse
(fY, ..., f™) neapexugno.

Jloxa3. MepibuBe QpyHKIHjE fli,o = f,i nmajy TuTHHr F, 1270 = F,i Hexka
je | |
Ui = {z € Ty | st(Fi(x)) = filst(x)) }.
1
Tana 3a ¢ = — mocroju A; C U, tako na je p(A;) > 2k — . Hexa
n m
je A ={Aili <m} Jlaxo ce Buau ma je tama u(A) > 2k — &, wro
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HaM y cinenehnM pazmatpamuMa omoryhaBa fa cBaky jeMHAYNMHY TPETHPAMO
HE3aBUCHO OJ1 ocTanux u rae he A 6Gut pUKCHpaH 1 He3aBUCAH O[T jeIHAUNHE.

PasnmukyjeMo nBa cirydaja KOjH ce ogHoce Ha OpojeBe o M3 IPeTXOIHe
JeMe.

Ciayuarl ot <1

[kH /]

‘H
ab = 2
H . H ]
TOPHE JIEME MOXEMO JIa NePUHUIIEMO ,,IOTIPABIbeHy  JUPTUHT QyHKIM]Y

Bacpako x € o' * TH 4+ b (rnejea = ) Ha OCHOBY

i , : .
Foprako masax = o' * (a] * o1 + -+ +ay xxp) +bury,... .z € A
y3UMa BPEIHOCT

min { *g;(FL (1), .o, Fi(@n)s oo FP(@1)s oo (), 31, -y 2n) }

Tana, 3a nexo 2, ..., 20 € Anx =o' * (a] x 2 +--- +aj xa)) +b
BaKH
tFapl@)) = st (galEL ), ., FP D)L, 1 20)
= gi(st(Fi (1)), ... st(FL"(2R)), st(a), . . st(a7))
= G (fli (St(l‘?)), ) f,?l(st(acg)), St(x(l))a ) St(l‘?l))

= fli,,@(i)(azi st(2]) + - + ol st(ah) + BY)
— f]iﬁ(i)(st(oai * (ai*xl +...+%*xn) +b))

e je a§- = aé(ai)*l, Bi)=Bnk=a' -

Kama k — oo 3akspyuyjemo ja je st(F;(w)) = fi(st(z)) 3a cBaku ene-
ment z € J{ T |k € N}. Onatne je F), ymudopmuu mudrunr dynkimje
fi, ma je na ocnoy Teopeme 12.9. dyHkumja f; HempekumHA, & CAMUM TUM
Takea je u pyHxmja f*.

Ciavual2 |of| > 1

3a cako x € T 4 b nepmmnmmmvo Ffl’b Kao y caydajy 1 (ca cTHM a u

b), a satum n F', , na cnenehn naunn:

Fosle) = Fun (7)) s 7 <o < DL
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Tana je

st (Fop(e)) = st (F , ([025]»

i (2(5)

= f/i,ﬁ(i)(St@))-

Kao u'y cnyuajy 1, F;, je ynudopmun nudrunr ox fy, na je dyukumja f*
HETpeKnIHA. [

12.6 W urerpanuja

Heka je (X,.A, \) Hexn KoHauaH MepJBMB MPOCTOp. MepsbuBa (GyHKIHMjA

g: X — R ce nasuBa jegnocimiagnom ako uMa KoHadal paur { r1,...,7r, }.

HuTterpan jennocraBHe QyHKIH]E g je

/gd)\ = ijl ri - Mg ({r})-

Vkomuxko je f: X — R orpannyena u MmepjbuBa (GyHKIH]ja, Taaa ce€ HHTErpa
JnedunuIIe ca

/f dA = sup,< ¢ { /g d\| g je jennocrasua dynkuuja } .

YKOIMKo, Tak, f Huje orpannyena, Taga
/fd)\: lim [ f ] ndA,
n—oo

raeje f [ n(z) = { fr(nﬂﬁ,), ;g; iz )

V cnydajy ma je X KoHadaH, MHTETpal ce€ CBOJU HA KOHAYHY CyMy.

1
Tako, Ha npumep, axo je A({z}) = X7 Taja je MHTErpajll apuTMETH-

yKka cpeauHa BpeaHocTu koje dyHkmuja yzuma y R. Crnmuno ce mobwuja
*x-TpaHchopMalljoM Ha XUIepKoHavaH ckym. Tako, ako je F': X — *R
MHTepHAIIHA (QYHKIIMja HA XUIIEPKOHAYHOM ckyny X ¥ A yHudopMmHa Mepa,



250 12.6. UHTETPALIMJA

1
je * | F = — F(q2).
Taga je * [ F d\ X g ex (7). OBy 3Be3aMIly YECTO M30CTAB/HAMO
(kxao mTo je M yoOnuajeHo).

Heka je X = (X,.A, 1) unTepHaANaH KOHAYHO AJAUTHBAH MEPJLUB IPO-
cropu L(X) = (X, L(A), L(n)) meros oarosapajyhu Jle6os mpoctop.

JIEMA 12.5. Axoje f: X — R oepanuuena Jleb mepousa dpynuxyuja u Fi u Fo
og2osapajyhu oZpanuuenu mugmunsu dpynxyuje f, wagaje [ Fydu ~ [ Fadp.

Iokas. Kaxo ¢y F1 u Fy nudtunsu ox f CKopo CByaa, TO 3a CBAKO
ynanpen gukcupano n € IN saxu |Fy(x) — Fa(z)| < -~ CKOPO cBYA.

Heka je M orpanunueme on f, Fy u Fy (1j. |f| < M u cnmuno) n
By ={z e X||Fi(x) - B@)| >+ }.

Kako je L(p)(By) = 0, To ce 3a cBako € > 0 moxe nahu, HE3aBHCHO
on n, unrepnanan ckyn A, C B, tako ma je u(A,) < e. Tlpurom je
[ Fidp = fX\AnFid“+fAnEd” 3at=1,2. U3 |fF1d/L—fF2d/L‘ =

’(fX\AnH dp — fX\AnFQ d,u) + (fAnFl du— [, Fo d,u) ’ nobujamo

’/Fldu—/FQdu‘ / (Fl—Fz)d,u +‘/ Fld,u’—l—‘/ FQd/.L‘
X\Ap, Ap An

/ |F1—F2|d,ul+2€M
X\A,

IN

IN

1
n
natuve u [ Fydp = [ Fodu. |

JIEMA 12.6. Hexa je g: X — R jegnocitiaena ¢pynxyuja u G reena nudimiune

@ynxyuja. Taga
/gdL(u) :st/Gdu.

Jlokas. Heka je ckyn BpeqHOCTH GYHKIWME g CKyn { 71, . . ., 7, }. CKynoBu
g 1({r:}) cy JIe6 mepmuBu, ma nocroje ckynosu A; (Teopema 12.4.) Taxo
naje L(p) (9~ ({r:}) AA;) = 0.

Hedunummmo natepranny ¢pyukimmjy G: X — *R tako na je

Ti, mEAi\Uj<iAj

G(m):{ 0, zeX\Ub A, sai€{1,...,n}.
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Ouurnenuo aa je G TuTUHT O g U

Jodart) = X7 v Ll (o7 ()

%
g
H:*
=
Q
=
=
=
|
—
Q
Q.
F

YIMe je JoKa3 JeMe 3aBpIIeH. [ |

Ha ocnoBy Jleme 12.5. cimnyHO BaXku 1 3a CBaKy ApYry JIUMDTUHT QyHKLIN]Y
G’ (on pynkumje g).

TEOPEMA 12.14. Hexkaje f: X — R ozpanuuena u Jleb6 mepmusa ¢pynxyuja u
F wen ocpanuuen nupimuns. Taga je

/de(u) —st/qu.

Jokas. Hexa je g < f jennocrasna ¢ynkuuja, G wen mudrunr u F’
mudrunr ox f Tako ma je G < F' = max{G, F'} (3a mpousBosban GpuKcHpan
mudtunr F'). Tana je Ha ocHoBy Jlema 12.5. u 12.6.

/gdL(,u)—st/Gdugst/F’du—st/qu,

aomatne [ fdL(p) <st [ Fdp.

CynpoTHa HejeJIHaKOCT clien Ha OCHOBY cuMerpuje. Tako, mudTvHT 3a
—fje — Frnawms

sz <st [~Fay

ciemn — [ fdL(p) < —st [ Fdu,acamumtamu [ fdL(p) > st [ Fdum

OBa TeopeMa ce MOKe TPOAYKHUTH M Ha CIydaj kama (yHknuja f Huje
OTpaHUYEHA alN je MHTEeTrpaduITHA.

JAEOUMHALIMIA 12.11. Hexka je F': X — "R wnrtepnanna gynkumja. Tama

F' je S-unterpabunna axko u camo axo F' je A-mepmuBa (1j. 3a r € R
{z € X|F(z) <r} € A)uszacsaku 6eckonayan H € *IN

/ |F| dp =~ 0.
|F|>H
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Ounrienno je cBaka orpanuyeHa .A-meprbuBa (GyHKIHja Takohe u S-
WHTErpadmiTHa.

TEOPEMA 12.15. Cregeha itispherva cy exsusaneniiina
(a) @yuxyuja f je Jleb uniniezpabunna,
(6) @yuryuja f uma S-uniuezpabunan mgpimunz F: X — *R.

Axko je uciiyroeno (6), @aga | f dL(p) = st [ F dp.

Jloxas. Hexa je f > 0 (y omwrem ciyuajy pasmatpamo f = fT — f~,
raeje fT = max{f,0} u f~ = min{f, 0}).

IIpermocraBumo (a). Heka je Fo > 0 mudtunr og fu F,, = Fy [ n 3a
n > 1. Taga Ha OCHOBY IPETXOAHE TeOpeMe U AepUHUIIN]e HHTErpaia

(1) st [ Fudu= [(7 1m)aLiw)

je MonoToHo pactyhu nus koju konseprupa ka | f dL(u). Kopucrehn mpe-
6pojuBy pammpusoct (Teopema 11.5.) pammpumo Hu3 (F),)cN ¥ younmo
L={ne*N|(VYm <n)(F, | m=Fy,)}. U3IN C L v npuniuna mnpeiu-
Bama cremu 1a nocroju H € L taxo ma je [ Fydu ~ [ fdL(p). Jako ce
Buy 1a je 30or (1) pyukunja Fy S-unrerpabuina. Taxobe je Fy mudtunr
on f jep je f xoHauna ckopo cByna. OTyaa je Z0BoJbHO y3eTu F' = Fiy.

O6parno, ako F' > 0 je S-unrerpabmman mudrunr ox f > 0, mo-
ematpajmo ckyn T = {m € *IN| [,. ~Fdu < ¢}. Ha ocHOBY IIpeTX0/He
nepunnmmje *IN \ IN C T, na no npuHuuIy IOUIMBAKA IIOCTOJM KOHAYHO
N, TaKO Ja 3a CBAKO M > 71 BAXH f Fom Fdu < e. Kopucrehn nperxonny
TeopeMy, 3a CBe KOHAUHe M > 1 IMaMoO

/(Ffm)du</qu

< Jwimaptes [ Tmane e

%

/ (f 1 m) dL()

Opnatue je st [ F dp xonavan u jexuax je limy, oo [(f [ m)dL (), mwro ce
U TpaxHu. |

Crneneha TeopeMa moBe3yje mojaM S-HHTerpabUITHOCTH Koju je yBeo JIe6
y [84] n ekBMBasIEHTHOT ITOjMa JATOT 0/ cTpaHe AHIepcoHa y [3)].
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TEOPEMA 12.16. Heka je X = (X, A, 1) uniiepnanan KoOHauHo aguiiuéan
mepmus dpociiop u F: X — *R A-mepwusa pynkyuja. Taga cy cregeha
wepherba eKeueaneHiuHd:

(1) F je S-unimiecpabunna;
(2) st [ |F|dp < oo,u [, Fdur0, kagéog Ae Aupu(A)~0;

(3) [st|F|dL(p) = st [|F|dp < cc.

Joxas. Hexa je F' S-unterpabwina Gynkumja, a,, = [|F| | ndp n
a = [|F|du. Tana ounrnenno a, T ana ~ ag 3a H € *IN\ N. Otyna je
st a € R.

[a 6ucMo nokazanu Apyru feo Tadke (2), younMo

'/qu‘S/lFldﬂz/\F Hdpt [Pl () e
A A A A|F|>H

Kako je € = 0 u H moxe Outu 10BOJbHO Majio (ayim OECKOHAYHO), TO je
H-p(A)~Onatven [, Fdu=0.

Ouurnenno na u3 (2) cenu (1), jep an, T a ¥ a je koHA4YaH 1Ia MOpa OUTH
ap ~ a, oTyna je f\F\zH |F| dp =~ 0.

Ha ocnoBy Teopeme 12.15. nmamo (1) < (3). [

JEOUHULMIA 12.12. ¥V mpocropy L(X) kaxemo ma je anrebpa L(u) 6es-
aroMuuna, ako 3a cBako A € A, tako ma L(u)(A) > 0 mocroju B C A,
B e Artakona 0 < L(u)(B) < L(p)(A).

TEOPEMA 12.17. Cregeha itispherva cy exsusaneHimna:
(@) st [|F|du < ooy

6) [4Fdu~0,xag2og Ae Aup(A) =0,

Jlokas. Hexa Baxu (6). U3 f\F\zH |Fldu > H - p{x||F(z)| > H}
ykomvko je p{x||F(z)| > H} ~ 0, cneqm na f\F\ZH‘F‘ du =~ 0, mro
nokasyje na F' je S-unterpabuina, ma Ha OCHOBY MPETXOJIHE TEOPEME BAXKH
(a).

IMoxaszahemo cana na npernocraska pu{ x | |F(x)| > H } % 0 noBoau 1o
KOHTpaAuKIIHje.
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IMocmatpajmo uu3 (A, )new TakaB na A, C {z||F(x)| > H }, Apt1 €
Ay, m st p(A4,) 1 0 (ctporo monorono). Pammpumo oBaj HU3 10 HHM3A
(An)ne*v 1 mocMaTpajmo ckyn S = {n € *IN| fAn |F|du > M}, M € R.
Ouursienuo je IN C S, ma nocroju k € S\ IN tako na je u(Ax) ~ 0 n
i) A, |F'|dp > M, mIto je CynmpoTHO MPETIIOCTABIIN.

Ja u3 (a) cienn (6) BUAM Ce JTaKo Ha OCHOBY KOHBepreHuuje Husa (a,)
YBEIEHOT Y TIPETXOIHO] TEOPEMH. [ |

12.7 ®yOuHujeBa Teopema

Bupnenu cmo y omespky o npousBoay JleboBux mpocropa Aa je JIebos mpo-
CTOP MPOM3BOAA MHTEPHAITHUX Mepa IIpaBa eKCTeH3Hja npousBoaa JIeboBux
Mepa. Teopema koja cieau, AokazaHa of crpaHe Kuciepa, npeicrasiba 3aTo
Ipolnpere Kiacuane TeopeMe Oyounuja®).

Heka cy X, Y u X x Y xunepkonaunu ckynosu, (X, A, u), (Y,B,\) n
(X XY, Ax B, X \) MHTepHAJIHY KOHAYHO aJUTUBHH MEPJLUBHU IIPOCTOPH
Tako fa cy cuurTonn Mepisusn u neka (X, L(A), L(pw)), (Y, L(B), L(\))
u (X xY,L(Ax B),L( x \)) cy onrosapajyhu Jle6osu npocropu. Hexa
je Takohe f: X X Y — R orpanunuena JIe6 mepibuBa ¢pynkumja (L(p X N)-
MEpJbUBA).

TEOPEMA 12.18. (KUCJIEP-DYBHMHN)
(1) 3a ckopo cée x € X, ¢pynkyuja f(x,-) je JIeo mepmusa na'Y ;
(2) @ynxyuja g(x) = [ f(z,y) dL(N) je Je6 mepausa na X ;
(3) [ f(z,y)dL(px X) = [ ([ f(z,y)dL(\)) dL(p).

Panu jCHHOCTaBHOCTI/I MOXEMO a IMPETIIOCTABUMO Jda paguMO Ca BEPO-
BATHOCHHUM IIPOCTOPHMA.

Joxaxumo mpe Tora cnenehy memy.

JIEMA 12.7. Hekaje A C X X Y u nexa je 3a ceako x € X
A;E:{yGY‘(l',y) GA}

Taga cy mwauke og (a) go (T) ekeusanenitine

¥ Guido Fubini (1879-1943)
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(@) L(pn x A)(A) =0,

(6) 3a ceaxo n € N wocitioju unitiepnanan A, 2O A imaxo ga je

Lip % N)(An) <

-
n

(B) 3a cearxo n € N iociuioju uninepnanan A, 2 A wmiaxae ga
1 1
L) ({ze XILO) A < - }) 21—
n n
(r) 3a ckopo cee x € X, L(N\)(Az) = 0.

Ilokas. (a) — (0) Ha ocHOBY Teopeme 12.4.
1
(6) — (B) jep 6m y cynpotHom L(u x A\)(B) > —3 33 CBaKM HHTEpHaNaH
B D A.
(B) — (r) Heka je A" = (,,cy An- Tana je

L)({z € X|LON)(A,) =0})=1 u ACA,

na oryna L(p)({z € X | L(N\)(A;) =0}) = 1.

(r) — (a) Axo 6u L(p x A\)(A) > 0, taga 61 MOCTOja0 MHTEPHAIAH
B C A rtako na L(p x X\)(B) > 0, ma 6ucmo 3a veko n € IN nmamm

L ({eex i@ < - }) <1- 2,

n

ra TUMe U (B) He OM BaXHIIO. u

Iokas Teopeme. Ha ocHoBy Teopeme 12.7. pyukuuja f uMa orpaHuded
mudtunr F. Ckyn

A={(z,y)| st(F(z,y)) # f(z,y) }

nma Mepy Hyna. Ha ocHoBy (1) u3 mperxone jeme F'(x,-) je madtunr on
f(x,-) 3a ckopo cBe x, ma je (1) 3am0BOIBEHO.

Heka je G(z) = >_ oy F(z,y) - A{y}). Kanron je F(z, ) midrunr
on f(x,-) mmamo st(G(x)) = g(x). 3naun, G je mudTurr 3a g ma je u (2)
3a/I0BOJBHEHO.
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Crenehn HU3 jemHAKOCTH

(3 exay P DA
(> mx( %Y<ammw9)u«@»
(3. G@u{a))

w0

JECITES

t

Il
w0

I
w0

/9(56)
_ / /fxy dLA)) dL ()

nokasyje (3). [ ]

12.8 KonayHo aauTUBHE Mepe

[Mouernn HecTaHmapAHE TEOPHUje Mepe Be3yjy ce 3a PobunconoB pan (Bumetu
[126]). ITocmatpana je *-Tpanchopmannja JleGerose mepe A Ha R, (*RR, *A).
OBa Mepa je caMO KOHAYHO aIMTUBHA AJIM MOKE JIA OCITYXKU 32 1ehUHUCAHE
Jle6erose Mepe u JleGeroBor MHTErpaa, IITO MOKa3yjy cienehe TeopeMe.

TEOPEMA 12.19. Heka je A C R. Taga cy cregeha misphersa exsusanenivina.
(@) A je Jlebez mepmue ckyil.

(6) Iocumoje ckyiosu F', G C *R koju cy peqom *-3aitieopeHnu u *-0weopetu,
waxo gaje ' C*A C G, *N\(F) = *A\G) u *A\(F) je konauno.

Axo je (6) ucityroeno, waga je \(A) = st *N(F) = st *A(G).

Hoxaz. Hexa je A JleGer mepipus ckymn. Tama Ha ocHOBY Teopeme 12.5.
3a cBako € > 0 mocToju 3aTBopeH ckym F' M oTBopeH ckym (G Tako Ja je
FCACGuMG\F) < e. Ha ocHoBy npunimna tpancdepa, 3a € > 0 u
€ ~ (0 moxeMo Hahu oarosapajyhe *-3aTBopeHo F' u *-orBopeHo GG Tako 1a
je *AF) = *AN(G) u *A(F') xonauno.

Ca npyre cTpaHe, IpeTIIOCTaBUMO 1a je TauHo (0). 3a cienehe damunuje
F={F CA|F jesarBopen } u O = {G DO A|G je orBopeH } u cBaKo
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e € R asxu (IF € *F)(3IG € *O)(F C*AC GA*NG\ F) <¢). Ha
OCHOBY TpaHchepa 100ujaMo

(Ve e RNAFEF)3G € O)(FCACGANG\F) <e).

Oryna je A JIeGer MepIbUB CKYIIL.

Axo je (0) ucnymeHo, Taja je OUnIIeaHO

TEOPEMA 12.20. Hexkaje f: [0, 1] — R Jlebe mepousa pynkywja u | f(z)] <
k 3a céaxo x. Hexa je —k = yo < y1 < .-+ < yg = k Xuilepxonauna
aapwuyuja og *[—k, k] 3a H € *N\ N u y;11 — y; = 0 3a ceée i. Taga je

/fd)\ = st <Zilyz SA{ | yio1 < f(2) <y })) :

Jlokas oBe TeopeMe Ce Ociamba Ha Je(pMHUIN]y HHTerpalia U Ha UAHeHHILY
na je nonena wuntepsana *[—k, k| dunnja oq 6ui0 xoje cranmapaHe nojere.
OBa TeopeMa, Kako cMo Beh HaItoOMeHyJIH, MO3Ke JIa TOCITY KU 1 3a Ae(pUHALI]Y
MHTETrpajia U3 Koje ce TOCIIe N3BOJIE OCTAIe OCOOUHE.

HaheMo cafa jemHy TpUMeHY OBOT TIOCTYIKa Ha pelllaBame jeTHOT To-
3HATOT MPoOJIeMa U3 TEOMETPHUJCKE TEOPH]je MEPE.

TEOPEMA 12.21. Hexaje A C R? konsexcan u Jlebes Mep/bU CKYil He Hyile
mepe. Taga je ckyii A oZpanuuen ako u camo aKo je KOHauHe mepe.

Hoxasz. TlogceTnMo ce TIpBO 1A je A KOHBEKCAH aKO ca CBAKE JIBE TAUKE
caip Ky U YMTaBY IyX onpeheny Tum taukama. Taxohe, ckyn A je orpannden
aKo je caIpkaH y HEKOM KpPYry ca LEHTPOM Yy KOOPIWHATHOM IOYETKY U
KOHAYHOT IOTYIIPEUYHHKA.

Axko je A orpannyen, OHIA TPUBHjATHO CIEAN Aa UMa KOHAYHY MepYy.

IpernocraBumo cama ga A Huje orpannden u younmo *A. Heka cy
a, b, c Tpn HekoMMHEapHe Tauke ckymna A (koje mocToje u3 unmenuiie aa je A
He HyJTe Mepe) U d GeCKOHAYHO Jalieka Tayka u3 * A.

Tana ce 6ap jeman ox tTpoyriosa (Aabd nim Abed) ne nerenepmuirre.
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Ciuka 12.3.

To nasbe 3HAYM J1a je TOBPIIMHA Oap jeAHOT o1 IbHX OeckoHayna. Onartie,
* A nma G6eckoHauHy Mepy nia Tume u A. [ |

12.9 Penpe3entanuja Jleberoe mepe

Bepuiuraju u BarenGepr (sugern [11]) nau cy jeqHy MHTYUTHBHY perpe3eH-
tarjy Jleberose Mepe Kopuctehu mojaM y3opxa.

JEOUHULWIA 12.13. Heka je X ckyn u S xunepkonadan moackym ox *X.
Cxkyn S HasuBaMo y3zopak v nepunuimemo 3a ceakun A € *P(* X):

AN S|
ps(A) = :
5]

OunrmnenHo je jis MHTEPHAIHA KOHAYHO aJMTHBHA BEPOBATHOCHA Mepa
na *P(*X).

JEEOUMHULWIA 12.14. Heka je (X, X', m) mepsbus npocrop. Tama, x € *X
je m-cayuajan axo 3a caku cranmapaan A C X xoju je m-Mepe Hylla BaKH

x & *A.

JIEMA 12.8. Iociwioju unitiepnanan *m-mepwoue ckyi S waxas ga je *m(S) =
0 u ceaxu x € S je m-cnyuajan.

Jlokas. Hexaje Ly ={Y e P(X)|ACY, m(Y)=0}3a A C X xoju
je m-mepe nyna. Ounrnenno je La, N---NLa, # 0 jep canpxu A1 U- - -UA,.
Ha ocHoBy akcmome pammpema (B. IPETXOAHY TIIaBY) ﬂm( A)=0 *La#0,ma
noctoju Y € (,,,(4)=p “La. Ounrnenno je *m(Y) =0u*A CY 3a cBakn
A 3a koju je m(A) = 0. Oryna je caku enement u3 *X \ Y cinyuajanu. [

Cama MoXxeMo /a TOoKakeMo TeopeMy pernpeseHTarmje Jleberose Mepe
romohy y30pxa.
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TEOPEMA 12.22. Ilocimoju ysopax S C *[0,1] wmaras ga 3a ceaxu Jlebes
mepue ilogexyin A C [0, 1],

AA) = st(us(*A)) = st <|A”S|> .

5]

Joxas. Younmo I = [0,1]u IN = {f|f: N — [0,1]}. Ha I™ nedu-
HUIIMMO TIPOJIYKT MEPY ca

A(Jar,bi[ X -+ X ]ap, bp[XI X I x ...)=(by —ai) -+ (by — an)

Ha WAIMHADPY a1, b1 X Jag, ba[ X - -+ X Jan, bp[ XI X I X .... Mepa A ce 1ako
umpu 10 Bopenose Mepe Ha I,

[pernocrasumo 1a je € *(IN) A\-cinyuajan. Tama hemo mokasatu aa
nocroju 6eckonauan 6poj K € *IN \ IN Takas ma 3a ceaku H > K, ckyn
S ={mx1,22,...,2H } je y30paK KOju 3a/10BOJbABA YCIIOBE TEOPEME.

Ipumetnvo 1a je ckyn A;; = {x € IV |z; = x; } Mepe Hyna, a Takap
jemexyn A = {x € IN|(Ji,j € N)(i # j Ax; = x;) }. Oryna, axo je x
A-cydajaH, cnemu na ¢ ¢ *A, a Tume x; # xj3acet,j € *IN.

Hexa je € pukcupana mosutnsHa nHpuaNTE3NMAaIa. Kopucrehn crporn
3aKOH BENMKKX 6pojesa (Bumetn [13]), 3a crannapnan Jleber MepsbuB cKym E
nmocroju ckyn Sg C 1 N Bopenose Mepe Hysa Takas Ja

(Ve @ Se) lim ~ 3" xp(e) = ME).

n—oo N

1 n
Kaxo je © A-cnywajan, * € *Sp tako ga lim, - ZXE(xz) = \NE).
i=1
Onatne, mocroju Hr € *IN \ IN tako na
H

(VH > Hp) ‘; S () - *)\(E)' <.

Kopucrehu (2) " -3acuhenocr, moxemo nahu H € *IN tako 1a je 3a cBaku
crannapauu Jleber mepsbus ckyn E C [0, 1] ucnymeno

<e.

1 H
7 2 ) = AE)

H
1 SN*E
Backyn S = {z1,x9,...,2TH } tMaMo H-ZEZI xXe(zi) = ||S\’

= ps(E). u

, 4 OJIaTIIEe

n ME) = *\(E) = 'S‘r‘sm
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V [11] BepuiuTaju u Baten6epr cy nmokaszamu aa yzopak S C *[0, 1] moxe
6utn Tako m3abpan Ja nMa u ciefcha naTepecanTHA CBOjCTBA!

(1) [0,1] C S; mro 3naum na axo je A # 0, tana pus(*A) # 0 (makap u
ps(*A) = 0).

(2) S+ p = S(modl) 3a cBe paunonanne p. OgaTie cieau, Ha IPUMep,
ceneha jemmaxoct ps(*([0,3[NQ)) = 1 - us(*([0,5[NQ)), mro ce
noknana ca ITackamoBom® meduHUIMOM BepoBaTHOhe Mako cy o6a
ckyma Jleberose Mepe HyIa.

(3) 3a cBaku peanan 6poj r 1 untepHasan A C *[0, 1] Baxu ug(A +1r) =~
us(A) (roe ce cabupame y3uma no momayny 1). To 3naum ga nomohy

st ps moOWjaMo MHBApHWjaHTHY, Y OAHOCY Ha TpaHCIIAlHjy, KOHAYHO
AQIUTUBHY €KCTEH3U]y OII 111

Hekaje [a,blg ={x € Tpgla<z <b}.

JIEMA 12.9. Heka je A ckyit ca nosuitiusiom Jlebezosom mepom AN(A) = m >
0. Hexa je B xuiiepxonauan ckyii, B C st;ll (A) u pg(B) > 0 ™ Taga
3
4n’

Jlokas. TIpeTmocTaBUMO Ja He IMOCTOje a M M TAaKo Ja pelaluja Baxu.
Tana je

1
wwocitioje a € Ty un € N wakeu ga /LH(B N |:CL,CL+ —} H) >
n

S:{ne*]N\(VaETH)uH(Bm |:a’a+%}H> S%}

unTepHanan ckym 1 IN C S. Ha oCHOBY IpUHIIMIA TpeTuBamba MOCTOjH

K
KE*]N\]NTaKaB)IaKESHE%O.

1
Heka je B’ = {;(‘Bﬂ [2,81—{;[11 % @}. Tana stx(B') C A,
B’ Csti (A)upk(B') < L) (st (A)) = m. C 063upoM Ha UHHEHHITY
na K € S umamo:

s s+1
B| = Bﬂ[—, [
18] ZBm[;(,S,tl[H#w‘ K K H’
s s+1
< 1B ma| B[22
< |B]-max K Ly
3 H
Bl-=.=.
< |B 1 '

9 Blaise Pascal (1623-1662)
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Opnatie ciaequ

B 3 H
9 4 K 3B _3 N3
N < B) < = — = — B < —
o™ < pa(B) < 7 1 = ghx(B) = m,
IITO je KOHTPaAUKITHja. [ |

JaheMo cafa mak ¥ MHTYUTHBAH JoKa3 mosHate LlTannxaycose'? teo-
peme.

TEOPEMA 12.23. Heka je A ckyil iiosuitiusne Jlebezose mepe AN(A) = m > 0.
Taga wocimioju unitiepean [a, b| wako ga

[a,b]QA—A:{x—y|:r,yeA}.

1 1
Iokas. Heka cy a un kao y ropwoj temu. Heka je [ = {— —,—] "
] In’ dnlH
C=Bn [a,a—i-f}H. Tana I C C — C. V cynpornom, C N (C' 4+ z) = ()
n

3aHeKO * € I n

)
— > pup(C)+ pu(C +x) >

6
4dn 4dn’

IITO je KOHTPaAHUKITHja.
Konauno, sty (I) C sty (C — C) =sty(C) —sty(C) T A— A ]

12.10 bpayHoBO KpeTame

Enrneckn 6oranmuap Bpayn'D je 1826. roamne 3amasuo ga MEKPOCKOIICKH
MaJie 4YeCcTHUIle Koje ce Halla3e y CTAIlMOHAPHO] TEYHOCTH U3BOJe HEIPEKUIHO
XaO0THYHO KpETame M MO HEMY je TAKBO KpeTame Ha3BaHo bpayHoBo. AjH-
mraju'? je Ty mojaBy 06jacHIO HEIPeKIIHIM CyIapiMa YeCTHIA ¢a MOJEKY-
mMa Te9HOCTH 1 1905, ToImHe a0 je MaTeMaTHIKHU OITUC OBOT KPETamka, IITO
je KacHHje U eKCIIepuMeHTaTHO ImoTBpheHo. OBUM (PU3NIKHM (heHOMEHOM
0GaBwWIO Ce BUIIIE MaTeMaTndapa u ¢puznuapa. Hajmpenusnuju MaTeMaTHIKA

19 Hugo Dyonizy Steinhaus (1887-1972)
D Robert Brown (1773-1858)
2 Albert Einstein (1879-1955)
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13)

Moen nao je Bunep ') y cBojoj nuceptanuju 1918. roaune 'y HeKUM KacHH-

JUM pazmoBrMa.

Ha 6ucmo ommcanu Bunepos mporiec, a Tume 1 bpayHoBO KpeTame, Ha-
JIpe YBOAMMO CTaHIapIHe MIOjJMOBE BEPOBATHOCHOT IIPOCTOPa HEOIIXOIHE 3a
OBAaj OfIeJbAK.

MepsbuBa ¢yukimja X : Q@ — R nedunncana Ha BepoBaTHOCHOM IIPO-
cropy (€2, A, 1) (1j. MeprpuBOoM Tpoctopy ca (£2) = 1) 30Be ce cayuajna
apomenmusa. Ciydajue npomensbuse X u Y na ) cy mesasuche ako 3a cBe
Bopemnose ckynose A n B, noackymnose ox R, Baxwu

pw|X(w) e A Y(w)eB} =p{w|X(w) e A} p{w|Y(w) € B},

IITO JTAKO MOXEMO [1a TeHEepaIN3yjeMO Ha He3aBHCHOCT KOHAYHOT HU34A CIIy-
YajHUX MPOMEHIBUBHUX X1, . .., Xp!

p{w| Xi(w) € Ag,i=1,...,n} = H p{w| Xi(w) € A; }.

Cnyuajaa mpomersbuBa X uMma nopmanny (I'aycoBy) paciiogeny ca cpemmoM
BpeHouthy m v cTaHmapaHOM AEBHjaIMjOM 0 aKo 3a cBaku bopemnos ckym A
BaXU:
(x — m)2
dx.

wlX(w)eAd} =

\/7

Maiuemaimivuko ouekusarse citydajue npomensbuse X je 6poj E(X) =

[ X du. Peammy dymximjy ¢(t) = E(e"X) 30BeMo kapaxiwepuciauanom
@ynrkyujom ciydajue npomersbuBe X . 3ama3uMo aa je

+oo
o(t) = / )

—00

rae je F(x) = p{w| X (w) < x } onrosapajyha ¢ynxyuja paciiogene. Ciuy-
yajHa TpoMeHJbMBA X KOja MMa HOPMAJIHY PAacCHojelly ca CpeamOoM Bpe-
nuomrhy 0 u aucnepsujoM 1 nMa kapakrepucTHany GyHKunjy ¢ (t) = e /2,
Bpoj E(X") soBemo momenisi k-wioé pega, nox E((X — E(X))*) s0Bemo
yenipaniu Mmomenit k-mioZ pega ciydajue mpoMensbuse X. 3a k = 2, 6poj
D(X) = E((X — E(X))?) 308emo guciiepsujon, a /D (X) crangapanom
JICBUJAIIjOM CITydajHe TpoMeHJbuBe X .

IMpecmkaBame s: Q x [0, +0o[ — R Taxso ma je 3a cBako t € [0, +0o0]
npeciukaBame s;: () — R mato ca s;(w) = s(w,t) crydajua mpoMeHsbIBa

') Norbert Wiener (1894-1964)
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30Be ce ciioxacimuuku dpoyec. Tama, TpecmukaBame p: [0, +oo[ — R
nato ca p,(t) = s(w,t) 30Be ce @yl CTOXACTMYKOT Tpoleca S. AKo je s
CTOXAaCTUUKH TIpoliec U t1 < to u3 [0, +00[, 03HAUNMO ca S¢, ¢, CIydajHy
[POMEHIbUBY JIePUHICAHY PABIMKOM St 1, (W) = g, (W) — 8¢, (w).

BpaTuMmo ce KpeTamy YecTHIla KPO3 CTAIlMOHAPHY TE€YHOCT, Tj. (GIIyHI.
Hexka je b(t) pacrojame y MOMEHTY ¢ 4ecTHIIE OJ] IOYETHE TauKe. Pasiuka
b(t) — b(s), s < t ce MOKe TIOCMATpaTH Kao CyMa BEIMKOI 0poja Mamux
pasziuka. I[IpMMEHOM IEHTPAJIHE TPAHMYHE TEOPEME IPHUPOIHO j€ MpeT-
IIOCTABHUTH JIa 0OBa pasjiuka uMa ['aycoBy pacrnozieny. Pacrozerne npoMeHbu-
Bux b(t) —b(s) ub(t+h)—b(s+h), h > 0 ce noknanajy, 1a NPeTNOCTAB/HAMO
Ia je cpelma BPeIHOCT oBe pasiuke Hyna. Cem Tora, pasnuka b(t) — b(s)
Tpeba na 3aBMCH caMo OA t — S, 4 He, Ha IIPUMEP, M OJ1 MOYETHOT MOMEHTA
MOCMaTparma, Ma MPETIOCTaBbaMO JIa CTAHAAPIHA JIEBUjaluja OBE PasJIuKe
nMa BpenHoct ¢ — s. Ilpema Tome, pasiuka b(t) — b(s), s < t He 3aBUCH o1
NPOILIOCTH, OMHOCHO aKo je b(t) = 400, Taja HUKAKBA JOMYHCKA UH(OP-
Malja o oHamamy b(s), s < t He yTHUe Ha TI0O3HaBalbe 3aKOHA PaCIIOJIENe.
Tume ce m3paxkasa Mapkoscko'® cBojcrBo oBor mpoueca. ITpenmsuuje,
HaBelleHa CBOjcTBa oO0yxBaTnheMo yBohemeM ciienehnx mojMoBa.

Bumnepos iipoyec je HajjemTHOCTaBHI]H CTOXaCTHYKH MTPOIIEC KOJH j€ MOAET
urpe micMo-TiaBa. Heka je z = { z; |t € T } croxacTHYKM IpoIlec TaKaB Jia
Cy cilyuajHe IPOMEHJbUBE z; HE3aBUCHE U

1 1
M{w|zt(w):+1}:§7 N{wlzt(w):_l}ziu

12 21
raejeT—{O,,,...,n,n}nnG]N.
n'n n

JEOUHULMIA 12.15. Bunepos npouec w = {wy |t € T } je pamunuja ciy-
YajHUX TPOMEHJbUBUX W AS(PUHICAHIX Ca:

2
v

wp =0 l Wity /n = Wi +

2t tn—1
ITpema Towme, dw; = Wip1/p — Wt = —= LW = Ziio dw; /n- Cran-

NG

nmapman mumec BuHepoBor mporieca JoBOAM HAC 10 BpayHOBOT KpeTama.

JIEOGUHULIMIA 12.16. Croxactnuku nporec b:  x [0, +0o[ — R Takas na
b(w,0) = 03a cBe w € € je Bpaynoso Kpeitiarbe ako:

') Angpeit Auzpeesira Mapxos (1856-1922)
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(1) ciygajue mpomMeHsbuBe bs, ¢, bsy o5 - - - 5 Ds,, 1, CY HE3aBHUCHE, IIPH YeMy
jes1 <t1 < 8o <t <o < sy <y,

(2) cnyuajua npomensbusa by ¢, s < t ¥Ma HOPMaJIHY PACIOJEIY Ca CPEA-
EBOM BpeaHoIThy Hylla ¥ CTAHIAPIHOM JIE€BHjaIlujoM ¢ — S,

(3) nyT by : [0, +00[— R je Henmpekmman 3a CKOPO CBE W, Tj.

pu{w| by, je nenpexupan nyt } = 1.

Kopucrehin xunepkoHadyan BepOBATHOCHH IPOCTOP U JIeGOBY KOHCTPYK-
LMjy MOKEMO Ha JeJHOCTABAH M MHTYMTMBAH HAYMH Ja IPEIA3UMO Ca JUC-
KPETHOT Ha HEMPEKUIAH CIIyuaj u 06paTtHo. AHIEPCOH je y [3] u3Beo HecTan-
IapIHy KOHCTPYKIMjy BpayHoBor kpeTama Kojy heMo yIpaBo 1a OIUIIEeMo.

Heka je H € *IN \ IN Geckonauan npupojan 6poj 1 HEKa je UHTepBaJl
[0, 4+00[ 3aMemeH XUTIEPKOHAYHUM BPEMEHCKMM HHTEPBATIOM

1 2 H? -1
T = - = . =— " H .
{07H7H7 b H ) }

Wurepnanna npecimkaBamwa w: T — {—1,1} dopmupajy ckyn € xoju je

2 .
xunepkonadan u nma 27 11 enemenara. Heka je A anre6pa cBuX mHTEp-
A
HAJIHKX MOJcKymoBa of {2 u Heka je u(A) = 21|{2|+1, A € A nopmanmso-

BaHa pebpajajyha Mepa. JIeGoBOM KOHCTPYKIIM]OM JOJTa3MMO 10 MEPJHUBOT
npocropa (2, L(A), L(n)). Caza je nama koncrpykunja yoouuajena. dop-
MUpaMO XxuilepkoHauan cioxacimuuxku ipoyec B: Q x T — *R momohy:
B(w,0) =0mn

B — | = E e =1,2,...,H".
<w7 H) j:0 \/ﬁ ) k ) ) 9

3a cako t € [0, +oo[, neka je t* = min{T € T'|t < 7 }.
TEOPEMA 12.24. Ipeciuxasarse b: 2 x [0, +oo[ — R gegunucano ca
b(w,t) =st Blw,tt), we, tecl0,+oo

je Bpaynoso xpemiare na (2, L(A), L()).

Jlokas. OuMIIeqHO je MpecnuKaBame b CTOXACTHUKU IPOIEC M BaXH
b(w,0) = 0. TIposepumo ycnose (1), (2) u (3) uz Hebununmje 12.16.
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(1) Hekajes; <t; <sp <ty <---< s, <tyu3T uHEKA CY Xuilepko-
HayHe cyyajue apomenmuse B rat Q= *R,:=1,2,...,n, nepunucane

ca B+ +(w) = Bw,t]) — B(w s). 3a cBako 4, Heka je /i; MHTepHATHA
Mepa Ha *R nedunmncana ca

pi(4) = p{w| By p+(w) € A},

IMToxaxuMo cafia a Cy NpecIuKaBamwa by, ¢, bsy t0s - - -, bs,, t,, HE3ABUCHA.
Heka cy Aj, Aa, .. A Bopenosu ckynosu y R. OJ;[pe;mMo MHTEpHAJIHE

CKYIIOBE Al,Az,... A, y *R 3a koje je L(,uZ)(A A st7(A4;)) = 0 3a ce
1=1,2,...,n. Tama

L(:U’){w | bsi,ti(w) € Ai7 }

Q

p{w|By (W) €Ay, i=1,2,...,n}
= [T mwl By (@) € 4}
~ H L {w|b3271( )EAl}'

t 1 1
(2) Tncahemo kpahe ), X(r)3a X(s) +X(s+ H) + —|—X(t H)

1 1
HHiZSX(T)mX(S)-X(sﬁLﬁ) ~----X(t—ﬁ),rz[es,tET,s<tH
X: T — *R je unrepnanna GpyHknuja.

Ja 6ucMo MoKasau Aa ciydajHa IpoMeHsbuBa by ¢, s < t uma ['aycoBy
pacriogeny ca cpeamoM BpeaHomhy 0 U cTaHOApIHOM ACBUjalldjoM t — S
JIOBOJBHO je J1a OKaXeMo Ja Kapaktepuctuuna dynkumja p(q) = E(e'bs1)
cIy4ajHe NpoMeHJbUBe b ; M3HOCH e~ (t=9)/2 3y onpehuBame KapakTe-
puctnune dpynknmje kopuctumo Jlemy 12.6, neprHnimjy n He3aBUCHOCT CITy-
YajHUX MPOMEHIBUBHX Byt ;+, unmbenniy na je w(r) = +1 ca BepoBaTHOhOM

%, TejmopoB pen v AeGUHUIN]Y 1 HEMPEKUTHOCT €KCIIOHEHIINjalTHE (DYHKIIHjE:

o(q) = /equs,t(w) dL(p) %/*equﬁ’tJr(w) dy

s
s)

(G o5

1 1
L st =sT) (-
e X ~e X

%
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(3) Ywraoly npenymramMo Ja U3padyHa MOMEHTe IPYroT U YeTBPTOT pelia
cimydajHe mpoMenseuse By ¢, s < t u3 T' u mposepu:

E(Bsi?)=t—s5 n E(Bs*) =3(t—s)?—2(t - s)% < 3(t —s)>.

Hexkaje T, = {t € T||t| <k}, k € N, u nexa je

Qm7n7k:{w‘(al€m)<HS€Tkﬂ|:Z7Z+ :|> ‘st<w)’42}7
m m m’ n

3a m,n,k € IN. Cana Ha jemHOCTaBaH HAYMH TIPENTA3MMO Ca JUCKPETHOT
Ha HEMPEKUIaH Ciry4aj Kopucrehn XHIEPKOHANAI BEPOBATHOCHH MPOCTOP 1
Jle6oBy xoHcTpyknmjy. Heka je ‘B i (w)’ < % 1 HeKa IOCTOJU eIeMeHT
s € TN [%, %] Taxko Ja ‘Bﬁs(w)rl > % W3a6epuMo HajMamU TaKaB,
Ha IpUMep, S,. 3a w: T — {—1,1} nedurucano ca W (r) = w(r)zar < sy
HW (r) = —w(r)sar > s,, Baxu {B%%((E)‘ > % Kaxo mocroju 1 — 1

KOpecToHIeHINja n3Mely w 1 w, To BaKu:

M(Qm,n,k)

AN
M
S 3
=
—
&
/N
LLl
[Va)
m
N~
D)
I
+
—_
N—
&
~
3
t
£
S
Vv

AN
Y
L
t»—t
——
&
©

AN
\V]
¥
o
S
=
Sy
~
i

ITpema Tome, 3a cBako n, k € IN ucnymeno je

lm L (p)(Qmn) = 0,

m—r0o0

na je nyr b, nenpexugan 3a L(u) ckopo cBe w. ]

Onycanun MaTeMaTHYKu Mopen BpayHOBOT KpeTama Hallao je OpojHy
NPUMEHY Y YKCTO] ¥ NPUMEEHO] Matemartuny. Ha npumep, y [63] uura-
nan Moxe Hahu npumeny bpayHoBOT KpeTamwa IIpH JOKA3UMa er3UCTEHI]je
pelIema CTOXaCTHYKUX TUGEPEHIINjaTHUX jeTHAYMHA.



I'1aBa 13

Hecranaapana anaausa
Xnj10epToBOr npocropa

ITojaM BEKTOPCKOT (JIMHEAPHOT) MPOCTOPA CHaja Y OCHOBHE MAaTEMAaTUUKE
mojMoBe. ['eoMeTpHjy y BEKTOPCKOM TPOCTOpA MOXEMO [a peaan3yjeMo
yBoljerbeM CKalapHOT TPOU3BONA, 4 3aTHM HOPME U MeTpHKe. Y TPBOM
O/IeJbKY JTaTH Cy OCHOBHU IOJMOBHM U OCOOWHE BEKTOPCKUX W E€YKIMIACKUX
TpocTopa, Tpe cBera XunbepToBor'), Hag MoJbeM KOMIUIEKCHHX Opojesa,
Kao U 0COOMHE KOMIIAKTHHUX OIepaTopa y XmIoepToBOM IpocTopy. HApyru
ollebaK CaApKU HeCTaHAAPIHY KapaKTepH3allijy OBUX MIPOCTOpa.

13.1 Xwua6epToB mpocTop

Hexka je nenpasan ckyn V = {a,b,c,...} ckyn BeKTOpa, CKyN KOMILIEK-
cuux 6pojeBa C = {a, 8,7, ... } cKyn ckanapa, Heka je GMHapHa oneparuja
+:V xV — V cabupame Bektopa u pynknuja -: C x V. — V MHOXKEHmE
BEKTOPA CKAJIAPOM.

JEOUHULMIA 13.1. Vpehena uerBopka (V. +, -, C) je BEKTOPCKH TIPOCTOP
Haj nojbeM C KoMILIeKCHUX OpojeBa ako je

(V1) (V,+) AGenosa (koMyTaTuBHA) Ipyra,

(V2) (a+p)-a=a-a+f-a,

" David Hilbert (1862-1943)
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(V3) a-(a+b)=a-at+a-b,
(Va) - (8- a) = (aP)-a,
(V) 1-a=a,

3acee a,b € Vucsea,p e C.

V HapeaHoM TpUMepy JATH Cy OCHOBHU ITPUMEPU BEKTOPCKUX TPOCTOPA.

IMTPUMEP 13.1.  1° Komiinexcru n-gumensuonu apuiimeimiuyxu ipocigop C"
YHHE CBE N-TOPKe z = (21, . .., Z, ) KOMIUIEKCHHUX OpojeBa, I1e cy cabu-
pame 1 MHOXKEHE KOMIUIEKCHUM OpojeM oapehenn ca

(215 vyzn) + (Wi, wy) = (21 + w1, ..y 20 + wy),
a-(z1,...,2n) = (az1,...,02).
2° Bekropcku npocrop Cla, b] unne HenmpekuaHe KoMIUIEKCHe (DYHKIIHjE

peanHOr aprymenTta jaeuHUCAHE HA OJCEUKY [a,b] ca yoOuuajeHum
omneparjama:

(f+9)#) =ft)+9(t),  (a-f)t) =af(t).

3° BeKTOpCKH IPOCTOp HU30Ba KOMIUIEKCHUX OpojeBa (21, 22,...) Koju

3a10BOJbABAjy YCIIOB
o0
E |2n|? < o0,
n=1

ca cabupameM U MHOXKEHEeM KOMIUIEKCHUM OpojeM He(pMHHUCAHMM Ha
ciaenehn naumn:
(Zl,ZQ,...)-i- (wl,wg...) = (Z1 +w1,22+w2,...),

a-(z1,29,...) = (az1,az,...)

o3HauaBaMo ca lg.

HaBoanMo oHe 0CHOBHE TIOJMOBE M OCOOMHE BEKTOPCKUX ITPOCTOPA KOje
KOPHUCTUMO y APYTOM JIEITy OBE TJIaBeE.

Bexrtopcku nmpocropu Vi u Vs nan momseM C cy uzomopghuu ako mocToju
na
6MjeKTHBHO IIpecuKaBame f: V4 11 Vs carmacHo ca omeparujama y Vi u
Va:
fla1 +a2) = f(a1)+ f(a2) aguTuBHOCT,

fla-a) = a-f(a) XOMOTEHOCT.
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Kaxemo ma cy m3oMop(dHHM BEKTOPCKH IPOCTOPH Pa3IUUUTe pean3arje
JEMHOT UCTOT MPOCTOPA.

Bexropu ay, ..., a, BeKTOpcKor npocropa V cy auneapro 3a6uchu ako
IIOCTOje CKallap! vy, . . . , Oy, KOJU HUCY CBU jeqHaku 0, TAaKBU ma

ar-a+ -+ oap-a, =0.

BeckoHavaH CKyn BeKTOpa mpocTtopa V je IMHeapHO 3aBHCaH aKo je HEKH
HBEroB KOHAYaH IMOJCKYI JMHeapHo 3aBucaH. Ckyn BekTopa mpocropa V'
je sumeapno nesasucan axo HYje JHMHeapHO 3aBUCaH. Jlakie, y KOHAYHOM
city4ajy, BEeKTOPH a1, ..., G, Cy JIMHEAPHO HE3aBHCHM aKO 3a CBAKM M300Dp
cKamapa o, ...,0n, 13 Q1 a1+ -+ an-a, =0caemna; = -+ = ap = 0.
BeckonauaH ckyI BEKTOPa je JIMHEApHO HE3aBHCAH aKO j€ TAKAB CBAKH HErOB
KOHA4aH IOJICKYIL

AKO y BEKTOPCKOM ITPOCTOPY V MOCTOj¥ CKYII OJ1 1 IMHEAPHO HE3ABUCHHUX
BEKTOPA M CBAKM CKYTI 071 N+ 1 BeKTOpA je TMHeapHO 3aBHCAH, TAIa 38 TIPOCTOP
V kaxemo na je n-guMen3uoHaad v uiremo dimV = n. Aoy BEKTOPCKOM
npoctopy V moctoju 6eckoHaYaH TUHeApHO He3aBUCAH CKYIT BEKTOpA, Taaa
3a mipoctop V' kaxemo ma je Geckomauno mauMenswonajian. ITpocrop C™
je n-numensuonanan, nok cy Cla,b] u lo GeckoHaYHO TMMEH3NOHATHU. Y
N-TUMEH3MOHAJIHOM BEKTOPCKOM MPOCTOPY V' CBaKM CKyI OJ1 1 JIMHEAPHO
HEe3aBUCHUX BEKTOpa 30BeMo 0a30M mpocropa V.

Henpasan ckyn Bekropa W sekropckor mpocropa (V, +, -, C) o6pasyje
BeKTOpckM ToTnpoctop ox V ako je (W, +, -, C) BeKTOpPCKH MPOCTOp, TIe
Cy cabupame BEKTOpa M MHOXKEHE BEKTOPA CKAJIApOM PECTPUKIIMjE OAro-
Bapajyhux omeparnuja y V. Jlako npoBepaBaMo aa je W BeKTOPCKH IMOTIPO-
crop ox V ako 3a cBako a,b € Wucsakoa,f € Caxua-a+ 5-be W,
IIpocrop I3 je, Ha mpuMep, TPABH MOTIPOCTOP BEKTOPCKOT MPOCTOPA ¢y CBUX
koHBepreuTHux 0-HU30BA.

JEOUHULWIA 13.2. Hopma y Bektopckom mpocropy (V,+, -, C) je caka
¢yukmmonena || - ||: V' — R xoja 3amoBosbaBa ycrmose (3a ce a,b € V u
cako o € C):

N1) |la]l >0,

(
(
(N3) [~ all = |all|al],
(

)

N3) |la|| =0 ako u camo ako a = 0,
)
)

Ni) lla+ 0l < [l + [|o]|
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Hejennakoct (IV4) mo3Hata je Kao rejegnakocit mpoyaia.

IMpuMEP 13.2.  1° VYV kOMITJIEKCHOM N-auMeH3uoHoM npocropy C" nHopma
ce MOJKe YBeCTH IIoMohy

n
2]l = Zkzl\sz, z=(21,...,2n) € C".

2° Hopwma y npocropy Cla, b] ce mosxe yBectn nomohy

IfIl = max [f(#)], f € Cla,b].

a<t<b
3° Y mpocropy lo HopMa BEKTOpa 0 = (21,22, ..., Zn, - - . ) C€ MOXKE YBECTH
nomohy
o]l = sup,en |2nl-

Y nHopmupanom exitiopckom upociiopy, Tj. TPOCTOPY y KOjeM je 3amaTa
HeKa HopMa, yBOAUMO MeTpuky p: V X V — R nomohy

p(a,b):Ha—bH, a,beV.

Komruteran HopMmupan npocrop 30BeMo banaxos npocrop. Y HOpMHpaHOM
BEKTOPCKOM TPOCTOPY Ca TOTOJOTHjOM Koja je MHAyIIMpaHa METPUKOM p
IToceOHO je 3HaYajaH IojaM 3ailis0peroé seKitlopckos noimipocimiopa. To cy oHn
BEKTOPCKU MOTIIPOCTOPH KOJH CaJpiKe CBE CBOjE TaAUKe HArOMMJIaBamba. AKO
Jje HOpMHUpaH MPOCTOp KOHAYHE ANMEH3Hje, Taa je CBAKU BErOB MOTIPOCTOP
3aTBOopeH. OBO ce He AemaBa y OECKOHAYHO IWMEH3MOHOM HOPMHPAHOM
TIPOCTOPY.

ITPUMEP 13.3.  1° V nopmupanom npocropy C[a, b] ckyn nojmnoma o6pa-
3yje MOTIPOCTOP KOj! HHUje 3aTBOPEH.

2° Husosu (21,22, ..., 2n, - .. ) YAJU CY CKOPO CBU YWIAHOBH jeTHAKU HYJIU
OCHUM, MOXJI4, BbUX KOHAYHO MHOTO, 06pa3yjy notnpocrop W Hopmu-
paHor mpocTopa [ Koju HHje 3aTBOPeH y OHOCY Ha HopMy u3 [Tpumepa
13.2. V ckyny meroBux Tayaka HaroMujiaBama Hajga3u ce U HU3 u3 lo
11 1 ) )
<17§,§,...,H,...),KOJHHHJeyW.
HopMma y BeKTOpcKOM TIpOCTOPY MOXKe /1 Ce YBee M TAKO IITO ce TIPBO Y
weMy JeDUHHIIE CKalapHU GPOU3604.
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JEOUHULMIA 13.3. 'V BekTopckoM npocropy (V, +, -, C) ckamapHu npouns-
BoJ je caka yunkuuja (-, - ): V xV — C koja 3a10B0/baBa yCII0BE (3a CBAKO
a,b,c € V ucsako a € C):

IMTpumetnmo z1a je 360r (S3) ckanapuu kBajapart (a, a), a € V yBek Henera-
TUBAH pearaH 6poj, Ma y KOMIUIEKCHOM eYKAUgCKOM TIPOCTOPY, Tj. Y IPOCTOPY
y KOME je 3a/aT CKajJlapHH MPOM3BOJ, HOPMY BekTopa ¢ € V moxemo na

yBeneMo ImoMohy
lall = v/{a, a).

Jlaxo ce nposepasajy yciosu (IN1)-(Ny) uz Jdepunnumje 13.2. Hejeanaxocr
tpoyrna (INy) ciemm u3 1o6po nosuare IIBaprnose? HejemnakocTH (Mo3HATE
1 kao Hejequakoct Komm-Bymakosckor?)

[(a,0)| < [lall - [lb]], a,beV.
3aucra, (Ny) ciaenu u3

la+b]?> = (a+ba+bd) ={a,a)+ (a,b)+ (b,a)+ (b,b)
= lal* +2Re(a,b) + [[b]|* < [la* + 2[{a, b)| + [|b]*
lall? + 2all - 16l + [Bl* = (lla]l + [[o])-

N

Bexrope a,b € V nasusamo ysajamno opimioZonannum axo je (a,b) = 0.
Cxyn W He Hyna BekTOpa je opimioZonanan axo je (a,b) = 0 3a cBaka JBa
pasmunTa BekTopa a, b uz W. JIako ce mpoBepaBsa a je CBaKW OPTOTOHAIAH
CKYII He HyJIa BeKTOpa JIMHEapHO He3aBUCAaH. AKO je OpTOTOHAJIAH CKYIT BEK-
Topa B 6a3za Bekropckor npocropa V u ||al| = 1 3a cako a € B, taja ckyn
B 30BeMo opitioZonanna nopmupana 6aza mpocropa V.

ITPUMEP 13.4.  1° CxamapHHu IIPOU3BOI Y 7-IUMEH3HOHOM APUTMETHUKOM
npocropy C" modxe 11a ce yBeze ca

n
(z,w) = 21:1 ziw;, 2= (21,...,2n),w = (wy,...,wy,) € C".

2 Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921)
YBukrop Axosnesnu Bynsxosckuii (1804—1889)
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OpToroHaniy HopMHEpaHy 6a3y OBOT IIpocTopa 06pasyjy, Ha IPHMeED,
sektopu e; = (1,0,...,0),ea = (0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1).

2° Bekropu o1 = (1,0,...,0,...),02 = (0,1,...,0,...),... obpa3syjy
cTaHAapAHY OPTOTOHAIHY HOPMHpPaHy 6a3y IpocTopa [ ca cKalapHIM
IPOU3BOJIOM

o0
(z,w) = Zi:l ziw;, z=(z1,29,...),w = (w1, ws,...) € ly.

IpecmukaBame A: V — V jeauneapnu oiiepaitiop KOHAYHO TUMEH3MOHOT
HOpMHpAHOT npocropa V axo 3a cee a,b € V u cse o, § € C Baxn:

Ala-a+p-b)=a-Ala) + B - A(b).

Kaxko je V' Tomonomku mpoctop, To 0 HEMPEKUTHOCTH JINHEAPHOT OTEpaTopa
TOBOPUMO Ha J00pO TO3HAT HAuWH: A je meilpexugno y Tauku a € V ako 3a
cBako € > 0 mocroju § > 0 TakBo ja 3a cBe b € V, u3 ||a — b|| < & cnequ
[A(a) — A(D)|| <e.

IMpuMEP 13.5. Heka je W BekTopcku notpocrop ox V. Axo V pasznoxumo
Ha JUpeKTaH 30up mpocTopa W M HEroBor OpTOrOHAIHOI KOMILIEMEHTA
Wt = {a|(Vz € W){a,z) = 0}, a Tume cBako a € V mnpeacraBumo Ha
jEMMHCTBEH HAUMH Y OOIIHKY

a=b+c (beW, ce Wh),

taga npecnukasawe Py : V. — V' nmaro ca Py(a) = b 30Bemo onepatop
OPTOTOHATHOT IPOjeKTOBamka. UNTaolly IpermyIuTaMo aa IoKaxe aa je Py
HENnpeKMAaH JMHeapaH onepatop npocropa V.

Omnepatop A: V. — V je oZpanuuen axo mpecnnkaBa OTBOPEHY KYTIy
B ={a|lla|| < 7}y orpannuen ckyr, mro kopucrehn TNHEAPHOCT MOKEMO
Jla ICKaKeMo ¥ 0Bako: A je orpanuyeH ormepatop ako MocToju KOHCTAHTa k
TAKBa J1a 3a CBe @ € V BakH

[A(@)]] < Kllall.

Hajmama TaxkBa KoHCTaHnTa k 30Be ce Hopma omiepaTopa A W o3HavaBa ca
I|A||. 3a nuneapue oneparope A1, Ay: V' — V maxo ce npoBepaBa:

A1 + Ao < [JAL]| + [[A2]  um [[A1 o Aol < [[Ax]| - [|A2]],
rae je (A1 + Ag)(a) = Ai(a) + Az(a) n (A1 0 Ag)(a) = Ay (Ag(a,)), acV.
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Heka je ¢1,2,...,¢n, ... IPOU3BOJbAH OPTOTOHATAH HOPMHPAH CH-
CTeM BEKTOPA y KOMIUIEKCHOM €YKIIMICKOM MPOCTOpy V U 0 HEKH BEKTOD
y V. BpojeBu ¢, = (0, ¢n) 30By ce @ypjeosu™ koeduyujenitiu, ToK ce pef
Y02 Cn - Pn 30Be Dypjeos peq eNEMEHTA 0 110 OPTOTOHAIHOM HOPMUPAHOM
CHCTEMY BEKTOPA 1,2, - -« Pn, - - .. IIPUPOAHO ce HaMely IUTama: Ja JIH
pen Yy o2 | Cn- Py KOHBEPIUPA M, AKO KOHBEPIUPA, 1A JIN j€ IeroBa cyma bam
eeMeHT o? WMzabepumo 3a 3amato n € IN koedunujenre dy, ..., d, Tako
Jla pacrojame n3meljy BekTopa o ¥ BeKTopa oapeheHor neTMMHUYHOM CYMOM
S, = Z?:l d; - p; 6yae MuauMaiaHo. OQUUTIIeTHO je

n n —_ n
lo=Sall> = lol?=> " dici=>_  dic;+> _|dif”
=1 =1 =1
n n
= lol> =Y alP+> . |di—cl®
=1 i=1
Ipema TOMe, MuHMMYM ce goctuxe 3a d; = ¢, ¢ = 1,...,n, 1 Tajua
kit [lo — Spl* = |lof* = 320 lail?, 1. o0 lail? < lofl*. Kako je

n Mpou3BOIBHO, TO Y ooy |ei|? < ||o||?, mTo mpeacraBma m06po mo3Ha-
1y BecenoBy®) HejemmakocT. 3a OpTOrOHATaH HOPMHpPAH CHCTEM BEKTOpA

01,92, -+, Pn,... KOKEMO Ja je 3ailiéopeH aKo 3a CBako o € V Baxu
>, Jeil® = |lo|?, a Ta jemmaxoct ce 30Be jemmakoct IMapcesana®. Crora,
aKo je 1,92, -, Pn,-.. 3aTBOPEH OPTOTOHATAH HOPMHMpPAH CHCTEM BEK-

Topa, tana Pypjeos pex Y .., Cy - Ppn BEKTOPA 0 € V KOHBeprupa Gaur ka
o.

Kowmrmekcan eykiInacky MpocTop je ceilapabuian ako y HeMy TOCTOjU
HajBUIIe TPeOPOjUB CBYAA TYCT CKYI BEKTOpa. Y cenapabuiTHOM BEKTOPCKOM
MIPOCTOPY CBAKKM OPTOTOHAJIAH HOPMHUPAH CKYIT BEKTOPA je HajBUIIIE MPedpo-
juB. 3ancTa, 3a OPTOroHAIAH HOPMUPAH CKyI Bektopa { a; | i € I } mpocro-
pa V, Baxu |la; — aj|| = V2, i # j. Crora, oTBOpeHe KyIJe B(ai, ?),
t € I, npeacraBibajy JAUCJYHKTHE CKYIOBE KOjU Caip)Ke MO HAJBHUIIE jeHY
TayKy MpebGPOjJUBOT CBYA TYCTOT CKyNa Tavyaka y V, Ta U ’bUX UMa HajBUIIIE
pedPOjUBO MHOTO.

KoMruteTaH KOMIUIEKCAH EYKIHICKU IPOCTOP 30BeMO Xunbepitios ipo-
citiop. J1o xpaja oBe riraBe pazmarpahemo camo XujGepToB IpOCTOp OECKO-
HAYHE TUMEH3Hje.

CBaku cenmapabuinan XmiIoepToB IPOCTOP UMa IIpedPOjUBY OPTOTOHAITHY
HopMupany 0a3y. [ToxaxuMo ma ca TagHoIThy 10 Ha 130MOPGhU3aM TTOCTOjU

# Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)
% Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846)
® Marc-Antoine Parseval (1755-1836)
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caMo jenaH cemapabunan XuabepToB IIPOCTOP, M Ja IPocTop lo MOKeMO
MOCMATPATH KAO HErOBY ,,KOOPAMHATHY pean3anmjy .

TEOPEMA 13.1. Csaxu ceiiapabunan Xunbepitios apocimiop je uzomopghan apo-
cimopy la.

Jloxas. Heka je H cenapa6unan KoMIniekcal XUI6epToB IPOCTOP U HeKa
je CKyI BEKTOPA 1, P2, - - -, Pn, - - - jeHA HErOBA OPTOTOHAIHA HOPMHUPAHA
6aza. [puapyxumo cBakoM o € H Hus (c,,) Kora unHe merosu dypjeosn
Koe(MIMjeHT Yy OAHOCY Ha m3abpanu cucreM BekTopa. Kako Baxu na je
S22 leil? < 00, 10 (¢r) € lo. Mokaxkumo ma je mpeciukasame F: H — o
JaTo ca

F(o) = (cn)

nzomop¢uzam npocropa H Ha npoctop la.

Pasmmunti BekTOopu mpoctopa H mMajy pasmuunte dypjeoBe Koedu-
LIUjEHTe y OJHOCY HA WMCTU CHCTEM BEKTOPA ©1,%2,--.,Pn,..., Ma je F
MHjeKTUBHO TIpeciMKaBambe. Jla 6M 0BO IpecirKaBambe OWIO Ha, TOKaKUMO
na ceaku (c¢,) € ly ompehyje 0 € H raxo na je ¢; = (0,¢;), 1 € N, u
>, leil? = ||lo||®. OBa ocobmma je unaue mosHata kao Puc-®umeposa’
TeopeMa. Y TOM LUJbY, CTABUMO Oy = Z?:l ¢ - pi. Tana je

n+
lowsp —oull? =" leil
1ITO 360T KOHBEPTEHTHOCTH pefia Y ooy |¢;|? 1 kKommnerHocTn mpoctopa H
naje ma uu3 (oy,) KouBeprupa HekoM o € H. Tana je (0, ¢;) = (on, i) +
(0 — op, pi). OnHOCHO, 32 N > | UMAMO

(0,i) = ¢i+ (0 = om, i)

Kako jeBa cTpaHa oBe jeTHAKOCTH He 3aBHCH O] 1, To Kopuctehnm 1lIBaprioBy
HejeqHAaKOCT

(o = on, i) < llo = anll - llwill = llo = onl

nobujamo na (o — oy, ;) — 0, kKaga n — 00, OAHOCHO 1a je (0, ;) = ¢;.
Taxobe, s [l — o2 = o> — 0 Jeal? cemn o2 = 5%, [eof

Axo je F(o) = (¢p) u F(1) = (dn), tana je F(o +7) = (cp +dy) 1
takohe Baxu jennaxkoct F(a - o) = (a - ¢y), a € C. Takohe, u3 jennakoctu

? Frigyes Riesz (1880-1956)
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lo + 7|12 = ||o||? + {o,7) + (1,0) + HT‘&jeHHaKOCTI/I [TapceBana u u3
Yot len +dul? = 3000 [enl® + 3000 endn + 30070 Cadn + 3007 [dnl,

clenu
(0,7) =) cadn = (F(0), F(7)).

IIpema TOMe, OMjeKTUBHO TIpeciuKaBame F' 4yBa + W -, Kao W CKaJapHH
TIPOM3BO/I. [ |

Kako mocmarpamo Xuiibepros npocrop H OeckoHaune AuMeH3Hje, TO
cy TmoceOHO MHTepecaHTHa mpecnuKkaBama 1': H — H koja ¢y KOMIUIETHO
HenpekuaHa (koMmmakTtHa). OBa MpECIMKaBama Cy MO CBOJUM CBOjCTBHMA
CIMYHA HETPEeKUJIHUM OTepaTopuMa KOHAYHO TUMEH3HMOHOT HOPMHPAHOT
npocropa.

JAEOUHULIAIA 13.4. Oneparop?': H — H je koMIjIeTHO HenpeKuaaH (KoM-
MAKTaH) KO CBAKM OTPAaHMUEHU CKYH IPECIMKaBa y MPEIKOMIIAKTaH, Tj. ¥
CKYTI 4Hj€ je 3aTBOPEHEe KOMITAKTAH CKYII.

YV KOHAYHO JUMEH3MOHOM HOPMHUPAHOM ITPOCTOPY CBAKY JIMHEAPAH OTle-
paTop je KOMITAKTaH jep OTPAaHUYEH CKYI MPECINKaBa OTNET y OrpaHUYEH
CKyI. JeAMHUYHU onepaTop XWIOepTOBOT IIPOCTOPA je HEMPEKUTAH, all HUje
KOMIIITIETHO HEIpeKHOaH. 3aucTa, ako je @1, 2, ... ITHHEApHO He3aBHCAH
ckyn Bektopa y H u E,, motnpoctop oa H reHepucan BEKTOPUMA ©1, . - - , ©On,
tanaje d(pn, En—1) = ¢ > 0, manocroju ¢ € E,_1 takas na d(p,, ) < 2e.

BexTopu 1, = R (¢n — 1) 3am0BOBABA]Y:

d(90n7 (0

1

H%H =1, ¢n SO u d(ﬂ)nvEn—l) > 5

IIpema Tome, y jeauHuuHOj Kyriu npocropa H Hajgasze ce TaKBM BEKTOPH

P1,19, ... 3axojeje d(Vn, Yn—1) > 5 I1a U3 OBOT HU3d BEKTOPA HE MOXKEMO
Jla W3BOjJIMO KOHBEPTEHTAH MOIHN3, ITO 3HAYM J1a jeAWHUYHA Kyrima y H
HUje TIPeIKOMITAKTaH CKYIIL.

TTPUMEP 13.6. Omneparop 1T': Iy — Iy nedpunucan nomohy

1 1
T(21,22, .y 2n,...) = <2175227“"an"“)

je komIutetHo Hempekugan. OBaj OIepaTOp MPEBOIM jeMMHMYHY KyIIy IIPo-
cropa l y cKyn cagpxkan y ,, XuI0epTOBOM KMPIHMIy  NPOCTOPA lo KOra YnHe
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Tauke z = (21,292, ..., 2n, ... ) 32 KOje je

1 1
Al 1, J2al < 5y Jonl < g

OBaj CKym je mpuUMeEp MOTIYHO OTPAHUYCHOT, & TUME M MPEAKOMITAKTHOT
0GECKOHAYHO TUMEH3HOHOT CKyIa.

13.2 Hecranaapauu Xuji0epToB NpocTop

Cenmapabunan Xunbepros npocrop H nam nmomem C moxemo ma mpen-
CTaBMMO Kao CKYIl HM30Ba 0 = (2,) KOMIUIEKCHHX OpojeBa TaKBHX Ja je
loll? = 320% |zn]? < oo, Tj. kao mpoctop Iy (Teopema 13.1.). TTonasehnu
on cynepcrpyktype V (S) msrpahene Ha je3suky xoju caapxu cuMOosIe CBUX
KOMITIIEKCHUX OpojeBa, CBUX CKYIOBA M pelalyja Ha HHIMa, . . . , MOXKEMO J1a
M3rPpaIMo Ha yoOMYajeH HauMH HecTaHaapaHu Xunoeptos mpoctop * H Hax
*C. TIpocrop *H uuHe CBM MHTEpHAIHU HU30BU 0 = (z,) y *C Taxsu ma
o[ =3, cxn |2n|? KoHBeprUpa.

TMocmatpajmo excrensujy y *C unza o = (z,) uz H. Kopucrehn xon-
BepreHTHOCT HH3a (S, ) MAPIHjATHIX CyMa KOHBEPTEHTHOT pefa Y oo |2n|?,
nobuhemo naje > -, |2n|* nndunuresumana 3a ceako 6eckonauno r € *IN.
OBHM YCIIOBOM, Y3 JOJAaTak da o = (z,) m3 *H ¥uMa KOHa4Hy HOPMY,
MOEMO JIa OTIUIIEMO CBE JI0-CTanaapane tauke ckyna * H. TIpucetnmo ce ia
je 0 € *H no-cranmapian eJeMeHT ako je |0 — °o|| unpunuresnmanna, rie je
°0c = st 0 € H crangapaHu 1eo on 0.

TEOPEMA 13.2. Tauka o = (z,) uz * H je go-ciiangapgna axo u camo ako uma
konauny nopmy (||o|| je konauan peanan époj) u’y", <, |zn|? je ungunuiaesu-
Mmana 3a cgaxo beckonauno k € *IN.

Jlokas. Hexka je °0 = (z],) enement u3 H Takas na je |0 — °o| un-

¢unuresnmana. Tana je
loll < llo =" ol + [°ell <1+ °al],

Tj. 0 UMa KoHayHy HopMy. Kako je

2
2 « 2 112
DRI V) DRI AR ) S EY
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M) sk |2/ |? undunnresnmana jep (2)) € H,a Y - |2z, — 2/,|? nndunure-

n>kK
: o 12 . 2

3MMala jep oBa cyMa He Ipenasu ||o — °o||*, To je ), <., |2n|” undHHUTE3N-

Masia 3a cBako Oeckonauno k£ € *IN \ IN.

O6patno, neka je cana |0 xomauan peaman 6poj u Y., -, [2n|? un-
¢dunnresnmana 3a cako Geckonauno k € *IN. Kaxo je |z,| xonauan 3a
cako n € IN, To nocroju °z,. Taxohe, Y, o |°2n|* xonBeprupa y C, ma
nn3 (°zy,) nepunnme tauxy o’ = (2],) y H C *H Taksy na je z,, = °z, 3a

: k 112 _ Kk o, |2
cBe koHauHe n. Kakoje ) |zn — 2,|° = >, 1 |20 — °2n|” undunutesn-
Maja 3a CBAaKO KOHAYHO K, TO MpeMa MpHUHIIMITY TpeuBamba, Teopema 4.19.
—1 .
u Y n_ i |z, — z0|? je undunuresumana 3a nexo 6eckonauno k € *IN. Us

/ k-1 /12 2 2
lo =o'l < S on =4+ (55 o2+ el )

¥l UMILEHUIIE 1A je ., |2n|? undunnresumana no npernocrasim, a cyma

2
)

s |20 |2 iadunuTesnmanajep o’ € H, ceny na je Tauka o [0-cTaHapanHa
n°o =o' ]

Heka je T': *H — *H HecraHmapaHa eKCTEH3Hja JIMHEAPHOT OIlepaTopa
T: H— H.

TEOPEMA 13.3. Adxo je T': H — H xomiinreiino Hedpekugan JTuHeapan oie-
paitop, wiaga T apecruxasa ceaxy wmauky o € *H ca xonaynom nopmom y
go-Clangapguy wmavxy.

Hokas. Tlokaxxumo, NpBo, 1a ykoimko je A xommakraH ckyn 'y H, cBe
Tauke cKyma *A cy mo-cranmapane. Haume, ako 0 = (z,) € *A nuje no-
cTaHaapAaH U ¢ UMa KOHa4YHy HOpMy (Cllydaj Kaja HoOpMa HHUje KOHaJHa je
OuMIIIeaaH), TaJa MpeMa MPETX0IHOj TEOpeMHU MOCTOju beckoHauan k € *IN
TaKaB J1a je ZnZn |2,|? > 272 3a Hexu cTangapIaH no3uTHBAH 6poj r. CTora,
3a MPOM3BOJBHO T = (wy,) € *H Baxu

_ _ 2 2 _ 2
HO' 7_|| > \/Z’RZK |Zn wn’ > \/ZHZH ‘Zn’ \/Z’HZR ’wn‘ > r.

Kako je A KOMIIaKTaH, TO 3a OBO I" IIOCTOje TauKe 71, . . ., Tk U3 A Takse ma
3a cBako { € A Baxu || — ;|| < r,3ameko i € {1,...,k}. Tpanchepom
oBor TBphema nobujamo 1a je 3a cBe { € * A ucnymeno ||£ — 74| < r, 3a Heko
1 <4 < k, wiro je nemoryhe.

Konauno, Heka je 0 € *H eneMeHT ca KOHAYHOM HOPMOM, Ha TPUMED
lo|l < r 3a weku nosurusan cranmapaan peanan 6poj r. Cdepy gary ca
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B = {¢]||&]] < r} npecnukaBamo ca T': H — H y cKyIl unje 3aTBOPEE
A = CIT(B)) je xomnakran ckyrn. Kako 3a HecTaHmapaHy eKCTEH3Ujy
T:*H — *H Baxu T'(0) € *A, 10 je T'(0) mo-cranaapaHa Tauka. [ ]

OrpanunueHom juHeapHoMm orepatopy 1: H — H npuapyxumo ma-
Tpuuny penpesentanujy I’ = [ai;lien, jen, Ipu demy 3a a;; € C Baxu

Do laul’ < oo =012,
ZZ'GIN |aij|2 < 0o, j - 0,1,2,... .

Tj., Ha TipuMmep, (a;;) € H 3a cako puxcnpano i € N. Crora, ), [ai;|
je undunnTe3nmaa 3a ceako deckonauno k € *IN u konauyno ¢ € IN.

JEOVHULMIA 13.5. Omnepatop T' = [a;;] je cymepanjaroHaman ako Baxu 1a
jeaj; =03a:>7+1,7=1,2,....

HcTaknumo je1no 3aHMMJBMBO CBOJCTBO €JIEMEHATA d;j MATPUYHE PErpe-
3eHTaIlje CyIeparjarOHATHOT OTPaHNYeHOT JIMHeapHOT oIlepaTopa.

TEOPEMA 13.4. Heka je T: H — H cyiiepgujaconanan 02panuqer aunHeapan
oitepaitiop ca maiupuunom peipeseniiayujom T = [a;;] u nexa je p(z) = co +
12+ 42", e # 0,n > 1Lidorunom wuju cy kKoeuyujenitiu c; ciuangapgru
Kominekchu 6pojesu wakas ga je p(T) = co - lg +c1 - T+ -+ +¢p - T
KOMiLIeiliHO Helipekugan auneapan oiepaitop. Taga focilioju beckoHauHo K €
*IN \ IN @wakeso ga je ay+1 x ungpunuitiesumana.

Joxas. Hexa je p(T) = [bi;]. [Tokaxumo, npBo, aa je b;; mudpunute-
3uMaiia 3a cBe Oeckonaune j € *IN gok ¢ Moxe OGMTH KOHAYHO MM Oec-
KOHAYHO. 3a KOHAYHO i TO BAKH jep je D 4>, |aik|* nmadummTesnmama. 3a
OecKOHAYHO 7, Heka je 0 = (2,), raeje zp, = 03an # ju z; = 1. Tazna je
lo|l =1, ma 7 = p(T)(0) = (wy) je no-crangapaaH, OJHOCHO UMAMO Ja je
w; = > pey bigzk = byj nHUHUTE3NMATA.

Konauno, u3 b1y = Cp * @iy1i - Qit2i41*** * QGitnitn—1 CIEAN 1A Gap
jenan ox axTopa, peLUMO ;4 j+1 45, MOpa OUTH MHPUHUTE3NMATIA 3a CBAKO
6eckonauno ¢ € *IN. ITpema Tome, craBbajyhn k = i+ 7 € *IN\ IN no6ujamo
J1a j& Q1 MHOUHUTE3NMATIA. [ |

Hexa je E/ nHTepHaan 3aTBOpeH BeKTOPCKU MOTHpocTop on “H u Heka
je Pp: *"H — *H onrosapajyhu npojekryjyhu onepatop. Heka je

°E={0¢€ H||o— 0| je undunuresumana 3a nexo o’ € E }.
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Kaxko je ||oc — o’|| > ||oc — Pg(0)||, To o € °FE axo u camo axo je |0 — Pg(o)||
nnpunnresnmana. Creneha ocobmna je 3a HAC MHTEPECAHTHA.

TEOPEMA 13.5. Ako je E unitiepnanan 3aiieopen 6eKiiopcKu GOMApoCciiop og
*H, waga je ° F 3aiusopen seximiopcku ioimipocitiop og H.

Iokas. Heka cy 01,09 13 °E 1 ¢1, ¢co cCTaHIApAHM KOMILIEKCHH OPOjeBH.
3a mpousBoJbHE enemMenTe Ti, 72 U3 E takse ga cy o1 — 71| u ||og — 12|
HH(pHUHUTE3UMAJe, BAXH C1T] + C2To € E'n

[[(c101 + c202) — (c171 + cam)|| < fea| - ||or — 71| + [e2| - [|o2 — 72|

je undunuTesnmana. Crora, c1o; + caoz € °E, mro nokasyje na je °E
BEKTOPCKHU TIPOCTOP.

Heka 0, € °FE 3a cranmapgaH npupomaH Opoj m, u Heka oy, — O,
n — oo. Tana je |0, — Pg(oy)| undunnresnmana 3a ceako n € IN. Ha
OCHOBY NPHHIIMTIA TPEINBara MoCToju Oeckonauan k € *IN takas ma je
o, — Pg(0y,)|| nudunutesnmana 3a cee n < k (TocMaTpaMo, HApaBHO,
HecTaHgapAHy ekcrensujy nusa (o,,) y *H). Kaxo je

lo = Pe(on)ll < llo = onll + llon — Pr(on)l,

10 je |0 — Pg(0y,)|| nndunnresnmana 3a cee 6eckonaune n < k. Crora,
o € °FE, mrro nokasyje aa je °F 3atBopen motmpoctop ox H. [ |

Heka je k Geckonayan npupogan 6poj u H, = {0 = (z,) |z, = 0 3a
n > k }. Tana je H, 3aTBOpeH MMHeapaH notnpocrop oa * H u oarosapajyhu
npojekryjyhu oneparop Py, : *H — *H npecnukasa 0 = (z,) € *H y
tauky o’ = (z/,) 3a kojy je 2, = zp, n < km z, = 0, n > k. Crora,
lo = Pr,. (0)ll = /2 pss [2n|? je mndunuresnmana 3a o € H, na Baxu na
jeH C°H,.

Heka je T: H — H orpanuyeH nMHeapaH oriepaTop M Heka je T/ =
Py, oTo Py, Tanaje |T')| < ||Pu, |2-|T]| < |T]|. Crora,sa Ty = T" | H,
axcnt || T || < [|T7.

TEOPEMA 13.6. Axo je E unitiepnanan 3aimieopen I .—unsapujaniian eexiuaop-
cku wommpociiop og Hy, maga ° E je T—uneapujanitian iowwipocitiop og H.

Jokas. 3a 0 € °Eut € E taxso 1a je |0 — 7|| undunnresnmana, no
npernoctasim Baxu 1. (7) € E,atume u Py o T(7) € E. U3

IT(0) = P, o T(7)|| < | T(0) = Prr, o T() | + | Prac |l - [IT]] - flo = 7]
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cnemn na je || T(o) — Py, o T(7)|| unpunuresumana, ma T'(o) € °F. ]

WHTepHATHOM 3aTBOPEHOM BEKTOPCKOM moTipoctopy F mpocropa Hy
NpUAPY)KUMO Ha yoOuuajen nwaunn 6poj dim(E) € *IN, xoju 30BeMO mbe-
TOBOM JINMEH3HjOM.

TEOPEMA 13.7. Axo ¢y E u E) unitiepnaniu 3aifieopenu 6eKmiopcKuy omiapo-
ciwiopu og H,;, maxeu gaje E C Fyu dim(Ey) = dim(FE) + 1, waga cy ceaxe
gse iiauke 01,09 uz ° By nuneapno sasucne iio mogyny °E, wj., na apumep,
og=a-01+03aa € Cunekoo € °F.

Joxaz. Hexa 01,02 € °E) u Heka ¢y 71, 7o Tauke u3 E) Takse ma cy
|lo1 — 71| v |2 — 72|| vudunUTe3NMAae. Tana je, Ha npumep, T2 = ¢+ 71 + T,
rmeT € Euce *C.

AKo je ¢ nHQUHUTE3NMANa, Taga oo € °E, ma ¢y 01 U 02 IHHEAPHO
3aBUCHHM 110 MOJyiIy ° E.

Axo je ¢ Geckonauan, Taja je ¢! unpunuresnmana u c -7 € E. U3
mm=cl-m—c ! 7cremno; € °E, nacy oner 01 ¥ 0y TMHEAPHO 3aBHCHH
mo Moayiy °E.

IIpeoctao je caydaj kama mocroju °c # 0. Cama je T = 7o — ¢+ 71
0GecKOHAYHO OJIMCKO ca 0 = g9 — °c - 01 jep je

lo =7l < lloz = 72l + le| - lon = 7l + e = °c| - [l |-
Crora, o € °F, 11a cy oIleT 01 U 0 IMHEAPHO 3aBUCHHU 110 MOoayiy ° F. [ |

Cama MokeMoO J1a JTaMO OCHOBHU pe3yiTat oBe riaBe. Cieneha Teopema
0 MHBAPHUjaHTHUM MOTIIPOCTOPHMA KOMIUIETHO HETTPEKUIHOT (KOMITAKTHOT)
oTepaTopa je yoITeme MpobaeMa Koju ¢y 3a crydaj p(z) = 22 mocTraBmm
Xamvom® u K.T. Cmut. Jloka3 koju usnaxemo npunaga J.M. Bepumrajuy

u A. Pobuncony.

TEOPEMA 13.8. Axo je T: H — H ozpanuuen nuneapan oiepaitiop Xunoep-
wosoZ dpocimiopa H nag womem xomitnexcnux opojesa u p(z) = co + c1z +
<o+ cp2" He Hyna TOAUHOM €A KOMIIEKCHUM KoepuyujeHiliuma fHaKae ga
Jje p(T') komitneimino neipexugan (komiaximarn) oiepaimiop, waga iocimoju 6ap
Jegan saitieopen nemipusujaian doimipocitiop og H roju je T—unsapujanitian.

% Paul Richard Halmos (1916-2006)
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Jlokas. Axo je ckyn A, = {0,T(0),T*(0),...,T"(c),...} (3a Heko
o # 0 w3 H) ckyn nuneapro 3aBucHux Bekropa (A, 30BemMo T-ImKimmyan
IOTIIPOCTOP), Tada je A, 3aTBOpeH HETPUBHjallaH IOTIpocTop o H Koju je
T—wnnBapujantan. Crora, mpeTnocTaBuMo jiaje3a csako o # 0u3 H ckyn A,
JIMHEAPHO He3aBUCAH U Ia TeHEPHUIIIe YUTAB MPocTop. M3abepuMo o TAaKBO Ja
jello|| = 1, maT'pam”-IlImurosum'? nocrynkom nosnasehu o ckymna BeKTopa
A, M3rpajiMo OpPTOHOPMAIHU CKyI BekTopa B = {11,712, ..., N, ... } 3a
n = o. Omneparop 1" je y omHocy Ha 6a3y B cymepamjaronaman. Ako je
T = [a;j] meroBa MaTpnuHa pernpeseHranyja y 6asu B, To npema Teopemn
13.4. mocroju 6eckonauno k € *IN'\ IN TaxBo 1a je a1, MHPUHUTE3NMAITA.
3a 0BO K mocmatpajmo npocrop H,; m onepartope Py, T = Py, o T o Py,
uT,=T | Hy.

Hexka je 7 = (z,) € *H ca xonaunom Hopmom u (T o Py, —T") (1) =
€ = (wy). Tamajew, = 03an # K+ 1a wgr1 = Aut1k * 2x, T4
je & unpunnresnmana jep je €|l < |ax+1x| - ||7||. Toxaxkumo, mMeTomom
MaTeMaTH4YKe MHAYKIH]E, 1a BaXU

(1) TF o Py, (1) =~ (T")*(1), k=1,2,....

3a k = 1 ympaso je mokasano na T o Py, (1) =~ T'(7). Hexka je (1) Tauno 3a
neko k > 1. Tana je

T o Py (1) ~ To(T)¥(r)=To Py, o (T)k(r)
~ T o (T)*(r) = (T (7).

Kako je Py, (1) ~ 73a7 € Hy, 7o p(T)(7) = p(T")(7) 3a cBako 7 € Hy,
ca KOHAYHOM HOPMOM.

ITpocrop H, uma ,,KOHa4YHy JMMEH3HJY K Y CMUCILy HECTAHIAP/HE aHa-
muze. Crora, TpaHchepoMm oarosapajyhe ocoOuHe W3 CTaHIapiHe TEOpHje
BEKTOPCKHUX MPOCTOpPa, IMOCTOjH NaHan normpoctopa Eyg C By C --- C Ey,
rae je By = {0}, dim(E;) = juT.(E;) C Ej3aj = 0,1,...,k. Tlor-
npoctopu E; cy 3aTBOpeHH, OIeT Y HeCTaHIapAHOM CMUCITY, jep Cy KOHAuYHO-
JIMMEH3MOHH JIMHEAPHHU MOTIpocTOpr o * H.

3a ma koje 7 # 0 w3 H, exrop p(T')(T) uuje Hyna BeKTOp jep 6u y
cympoTHoM Bektopu 7, T(7), ..., T™(7T), a THMe ¥ BeKTOpH cKyra A, 6uin
nuueapuo 3asucuu. Heka je ||7|| = 1. Kaxo je 7 =~ Py (1), p(T)(7) ~
p(T)o Py, (1), top(T) o Py, (7),atnme u p(T")(7), Hucy nHUHMTE3NMATTE.
Crora je ||p(T")(7)|| > r 3a nexu crangapaan nozurusan 6poj r.

9 Jgrgen Pedersen Gram (1850-1916)
' Erhard Schmidt (1876-1959)



282 13.2. HECTAHJAPJIHU XWUJIBEPTOB ITPOCTOP

Axojer; = |[p(T")(r) —p(T")o Py, (7)|, Tana je ncnymeno r; < [[p(1")]|-

|7 — Pg,(7)|l, 7 = 0,1,...,k. U3 rg = ||p(T")(7)|| cneqm 9 > 7, a u3
r
T — Pg,.(7)|| = |7 — P, (7)|| cnenu na je r,, uadunntesnmana u r, < 7
r T

ITpema Tome, noctoju HajMame v € *IN TakBo ga je 1y, < 3 BTv-1 > 7

Axoumamo na 7 € °E,_j, tamacy ||t — Pg,_,(7)|| nr,—1 < |p(T")] -
\|T—Pg,_, (7)|| undununresumare, urro je cynporno uzbopy 6poja v. Ounatie
zaksbyayjemo na °E,_1 # H. Takobe je °E, # {0}. 3aucra, mocMaTtpajmo
p = p(T") o Pg, (r). Tama p € E, jep Pp, (1) € E, u E, je p(T,)-
MHBAPMjaHTaH, a TUME, eKBUBaNeHTHO, U p(T”)-uHBapujanTan.
Taxobe, p ~ p(T') o Pg,(T) Koju je mo-crangapman npema Teopemu 13.3.
Jaxine, moctoju °pu°p € °F,,. Axoje°p = 0, Tana Baxur, > ||p(T")(7)| —

r

lp(T") o Py, (7)|| > r — &, tae je £ unpunurTesumana, a TUME 7, > 2 ITO je
CyIpoTHO u36opy 6poja v.

Ha xpajy, axo uu jenan ox 1T —unBapujantiux notmpocropa °E,_1 u°E),
He 61 6uo npasu T—unBapujanTHU oTpoctop o H, taga °E,_; = {0} u
°E, = H. Meljyrum, oBo je y kourpaaukumju ca Teopemom 13.7. [ |



I'1aBa 14

AJITEepHATHBHA TEOPHja CKYIIOBA

On xako je AbpaxaM POGUHCHH 3aCHOBA0 HECTAHIAPIHY AHATTN3Y KAO UCTH-
THBAKkE¢ HECTAHIAPIHUX MOJIENIa peajHuX OpojeBa, KOjU Cy HakK JOOWjeHH
MONHUM CpeficTBUMa MaTeMaTHuKe JIOTHKE, MOCTABHIIO Ce MUTAarbe Ja JIH
ce Moxxe Hahu HEeKM jeAHOCTAaBHUjM, MHTYUTUBHUJU U JUPEKTHHU]HU MPHUCTYII
OCHOBAaMa aHAJIM3E U TTOCEOHO 3aCHUBABY OECKOHAYHO MATTUX. Y TOM IPABILY
HAaYMbEHO je BMILE ITOKYIIaja O KOjuX yrmyhyjeMo YMTaolle Ha caMO HeKe:
E. Hescon ([109]), X. J. Kucnep ([66]), K. Xp6auek ([53]), . JTayrsun ([77]),
J. Munencku ([107]) u apyru. V oBoj rimasu nmozabasuheMo ce jeTHIM OJ1 Haj-
WHTEPECAHTHH]HX TIOKYIIIaja CTBapara aITepHATHBHE TEOPHje CKYITOBa KOjH
je yunnno Bomenxa'). OH jy je yIipaBo Taxo i Ha3Bao (aJITepHATHBHA TEOPHja
ckymoBa, kpahe AST) jep je ona antepHaThBHA TTO3HATHM KaHTOPOBCKMM
TeopujaMa kao mro cy Llepmeno-®penkenosa (ZF), Kemu-Moszeposa (KM),
Tenen-Bepuajcoa (GB) u gpyrum.

14.1 Axcuome 3a AST

Y oBOM oJiesbKy lalieMo OCHOBHe, HajBaXKHHUje aKCHOME OBE TEOpHje CKYIoBa
ca MOTHBHMMA 32 HBMXOBO yBohewe. Ona oBze (a ciauuHO M KoJ Bonenke y
[143]) Huje 3aMuIbeHa Kao puKcupana (popMaliHa TeopHja CKyImoBa (M3y3eB
y Cllyyajy KajJa ce IoKa3yje HbeHa KOH3MCTEHTHOCT PeJIATUBHO Y OJHOCY Ha
ZF) Beh ka0 TeopHja CKyIIoBa Koja ,,JIOKpUBa  HEKY HAIly HHTYMIH]Y O CKyIIO-
BUMA.

TauHuje 0Bo je TeOpHja CKYIoBa ca KilacaMa ¥ OCHOBHU 00jeKTH Cy KItace,

D Petr Vopénka (1935 )
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Koje 03HauaBaMo BeaukuM cnoBuMa: X, Y, Z,.... OcHOBHA penanyja je € ,
JIOK Cy CKymoBu ejleMeHTH Kjaca. Jla je kimaca X ckyn kpalie 3amucyjemo
Set(X), ma je

Set(X) < (FY) X €Y.

360T jeqHOCTaBHU]ET U3paKaBakbhd YBOIMMO MaJla ClloBa &, Y, 2, . . . K40 03Ha-
ke 3a ckymoBe. Dopmyie, Koje ce yobuuajeHo AeuHUIILY, O3HAYaBajy CBOj-
CTBa Kiaca u ogHoce Mehy kiacama. Kiace cy y mpiHINTTY 3aMUIIITbEHE KAO
0OUMHe U, 33 pa3IIUKy O] CKYIOBa, aTe BUIIIE HEKUM CBOjCTBOM (MHTEH3UjOM)
HEro 0OMMOM (EKCTEH3UjOM).

Y 0BOj TeOpHjH, U TO je OHO IITO OBY TEOPH]y OABaja o1 (popMaIm3oBa-
HuX (hparMenata KaHntopoBe TeopHje CKYIoBa, MOCTOje MmocebHe Kiace Koje
Ha3uBaMo #o/1yckyiosu. T10IyCKynoOBU Cy MOTKIIACE CKYITOBA U YMHEHUILY /14
je X momyckyn kpahe 3ammcyjemo ca Sms(X ). IIpema Tome,

Sms(X) & (dz) X Cx.

CBaku CKyM je, TPUBHjAITHO, TTOIYCKYII, a MOJIYCKYIT KOjH HHUje CKYII je IMpaBu
noiryckyn. Eraucrennmjy npaBor nonyckyna tBpau ciieneha axcuoma eZsu-
citieHyuje upasos wonycKyia:

(3X) (= Set(X) A Sms(X)).

Kako ompaBnaTé oBy akcHOMy y CMHCIY Aa Jieo Heder onpeheHor (ckyma)
Moxe Ontn Heonpehen (kmaca)? Hasemhemo mo3natn Bomenkun npumep,
KOJH ce 4eCTO MOHaBJba, ca MajMyHOM U3 JIaJieKe MPOIIIIOCTH U YOBEKOM KOjH
*kuBU maHac. Hanme, mpupoaauM 6pojeBUMa MOXKEMO MPEACTABUTH (KOIH-
paTH) HA3 MajMyHA W JbYOH, Off YOUSHOT MajMyHa /10 HallleT caBpeMEHUKa,
TaKO Ja je HapeaHu CuH nperxonuor. [lpumehyjemo ma kiraca KogoBa YMHU
ckyn. MehyTuM, Kako je CHH MajMyHa MajMyH, H CBaK{ IOACKYIT IIPHPO/I-
HUX OpojeBa MMa HajMAmU eJIeMEHT, OHIa OMCMO, aKo OW KOJAOBH MajMyHa
YMHWIIN CKYTT (2 He KJIacy), JOUDIN Y KOHTPAANKIIN]Y Aa je HaIll CAaBPEMEHNK
YOBEK.

CkymnoBu cy (popMaTHO KOHAYHHU jep caMO TakBe CKymoBe cpeheMo y
npupoau. To npenysHuje 3HauM 1a BaXk cieiefinx 1ectT akcuoma Koje YMHe
Llepmerno-dpeHKenoBy TeopHjy KOHAUHUX cKynoBa (kpahe ZFgy).

AKCHOMA eKCTEH3MOHATHOCTH 38 CKYIIOBE:
(Vz,y) (z =y & (V2) (z €z & z € y)).

Axcmoma TIpa3HoT CKyna:

(Fiz)(Vy) y ¢ x.
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Veeaumo tepM ) (mpazan ckymn) Ha cnenehu Haunn: © = ) < (Vy) y ¢ x.

Axcroma mapa:
(Vz,y)(F12)(Vu) (uezu=cVu=y).
Axcuoma yHuje:
(Vz,y)(F12)(Vu) (ue z = uezVuEey).
Hebunummmo tepme {-, -} (nap) n U (ynuja) na cnenehy Haumn:

z={z,y} & My)(uezeou=xVu=y),
z=z2zUy & Mu)(uezeuecrVuey).

VBoheme oBuX TepMa (kao u TepMa () omoryhasa mopen oarosapajyhux
AKCMOMa M aKCHMOMa €KCTEH3MOHAIHOCTHU 3a ckyrnoe. Takohe mmamo na je

{v,yt={y}

Cnenehe nBe cxeme akcmoma OJHOCE C€ HAa CBAKy CKYITOBHY (popMyIry
p().
Axcuoma peryiapHOCTH:

(Fz)p(z) = (3z) (p(2) A (VY € 2)0(y)).-
Axcnoma MHAYKITHje:
(@) A (Yz,y)(p(z) = ez U{y})) = (Vz)p(x).
YV AST, meljyTum, Bakul OIIIITHja aKCHOMa eKCTEH3HOHATHOCTH 3a KIIace:

VX,)Y) (X =Y & (Va)ze X ©zeY)).

3a cBaky GopMmyny ¢(z) Koja OIHCyje HEKO CBOJCTBO CKYIOBa IOCTOjU
KJIaca 4Mju €JIEMEHTH NMajy TO CBOjcTBO. Baxu, mpema Tome, cieaeha Beoma
Molhina MopceoBa cxeMa aKCHOMA:

(3X)(Vx) (z € X & p(x)).

Capa je TpeHyTaK J1a ce MoKaXke 3Ha4aj MOJIyCKYIOBa 32 MOJCIIOBATHE BE-
JTIUKUX KOHAYHOCTH, Tj. OHUX BEJTMKUX CKyIoBa (KOjH ¢y (hopMaTHO KOHAYHH)
YUjU JIENIOBU HUCY MOTIMYHO oOyxBaheHm (Tj. TIpencTaBibajy MpaBe KITace).
ITomMohy monyckynoBa yBerheMo TOjMOBe KOHA4YaH M GeCKOHAYAH CKYIT Y
cemuciay AST (uy Tom cmucity hie ce 10 Kpaja KOPUCTUTH).
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CKyI je Konauan axo Cy HberoBe MOTKIIACe CKYNOBH. JIpyruM peunma, ako
ca Fin(x) 3anuiiemo unmenuIly 1a je CKyIl & KOHAYaH, Taja

Fin(z) & (VX) (X Cz = Set(X)).

Krnaca je xonauna ako je xoHauaH ckym. CKyIl Koju HHje KOHauyaH je
beckonauan. Ha OCHOBY akCHOMeE €Tr3HCTEHIIN]e MTPAaBOT MOJIyCKYIIA IMTOCTOjH
6GecKoHaYaH CKYII.

Kopucrelin MopceoBy aKCHOMY M AKCHOMY €KCTEH3HOHAITHOCTH 34 KJTace,
nedunnmemo yuusepsanny kinacy V = {z |z = z }, JlekapToB npoussoa
KTaca, penanyje, pyHKIHje U TaKo Jajbe.

Bunapna penauuja R je auneaprno ypehere axo je pediiekcuBHa, aHTH-
CHMETPUYHA, TPAH3UTHUBHA U

(Vz,y) ((z,y) € RV (y,2) € R).

IMTputoMm, ymecro (x,y) € R, najuenthe numemo = Ry. Kaxemo na kinaca R
goopo ypehyje X (mmm je nobpo ypeheme Ha X) ako je R C X X X, R je
TuHeapHo ypeheme n

(VYY) (Y CXAY #0)= (Fy) (y €Y A (Va)(z € Y = yRx))).

Ia je xmaca R no6po ypehemwe na X zammcyjemo ca We(X, R).

Axcmoma gobpor ypehema riracu:

(VX)(3R) We(X, R).

Cimuno kao y KaHTopoBHM TeopHjaMa CKyIOBa YBOJIM Ce I10jaM eKBUBa-
JICHTHOCTH KJlaca WIIM cKyrnoBa 1o 6pojHocty. Tako cy knace X u Y exkBu-
BaJIeHTHE aKo MOocToju ¢yHkIHja F' koja 060CcTpaHo jemHO3HAYHO cuKa X
Ha Y. Ty unmenuny 3anucyjemo ca X ~ Y. Vkomnuko cy nputom X, Y u F
CKynoBH, oHAa ¢y X U Y CKYNOBHO eKBHBAJIEHTHHU M TO 3amucyjeMo X =~ Y.

Kiaca X je npe6pojusa, uiro 3amucyjemo Count(X ), ako Huje konauna
¥ aKo Ha H0j ocToju 1oopo ypeheme < Tako na je:

(Vz) Fin({y e X |y <z}).

Jlaxo ce mokasyje ga cy cBe mpebpojuBe Kiaace n3oMopdHe, Kao 1 Ja Kiaca
V nwmje mpebpojuBa. Cneneha akcmoMa TBpIM Ja CY CBe HeNpeOpojuBe Kitace
n3oMopdHe.
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Axcroma KapaInHAJTHOCTH:

(VX) (Fin(X) Vv Count(X)V X = V).

HajeMo, Ha Kpajy, HajUHTEPECAHTHH]Y M HAjIIPHUMEHJbHBH]Y aKCHOMY O
npoayxemwy. OHa MHaYe oAroBapa wi-3aculiecHOCTH y HeCTaHIAP/IHO] aHa-
mu3u. OBa akcroMa TBP/IM J1a 33 CBaKy MpeOpojuBY PYHKIM]Y KITACY TTOCTOJU
(hyHKIIMja CKyT KOja je MpoImpyje, Tj.

(VF) ((F je pynxumja A Count(F)) = (3f)(f je dynkmmja A F C f)).

Bomnenka xopucTi necHUYKy Metadopy Aa ompaBia yBoheme oBe aKCHOMe.
Tako, 1o meMy, MOXKEMO J1a 3aMUCIMMO JIa C€ HAJa3uMO Ha IOYETKY ITyTa
KOjU JTOCTIDKE XOPHM3OHT WM Ipenasu ra. Heka cy Ha jemHAKOM pacrojamy
Kpaj IyTa MOCTaB/LEHN HyMEepUCAHU KaMeHu cTy00BU. CTyOOBH KOj€ BUIUMO
YiHe Ki1acy jep Mehy mnMa He MOXeMo Ja M3ABOjUMO 3aamn. MehyTnm,
133 XOPHU30HTA TTOCTOjH CTYO TaKo Ja CBU cTyO0BU n3Meljy HAC U Hhera JynHe
ckym. Tako ce mpe6pojusa (PyHKLUja KITaca MOKE ,,00yXBATUTH  CKYTIOBHOM
dbyHKIIHjOM.

Beh cMo HanmoMeHyM J1a OBO HMje MOTIIYH CHUCTEM M Ja II0CTOje Apyre
aKCHOMe KOje OBJIe HICY OJ1 HHTepeca 3a Hac. Takolje je jacHO 1a oBe akcroMe
He YMHE He3aBHCAH CUCTEM aKCHOMA.

14.2 BpojeBun
I[Ipupomuu 6pojeBu ce meduHuIy Ha 106po mosHaT ¢on Hojmanoscku?
HauuH. Taxo je x mpupogan 6poj ako:

(Vy,z€z) (yCaA(yezVy=2Vzey)).

Kiacy npuponuux 6pojesa oznauaBamo ca IN, a mpupoane 6pojese ca m, n,
[

ITpuponnu 6pojeBu ciryke 3a mpedpajame CKYIIoBa, TAKO 1a ce NoMohy
aKcHoMe MHAYKIIHNJE JOKa3yje Aa 3a CBAKH CKYIT & TTOCTOJH JEANHCTBEH MTPUPO-
JaH 6poj n Tako 1a je x = n.

? John von Neumann (1903-1957)
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Ornepaiiyije HACIETHHK, Cabuparbe, MHOXKEE 1 CTEIIEHOBAILE IIPUPOTHUX
6pojeBa neduHuiemMo Ha ciuenehu HauwH:

S(n) = n+1l=nU{n},
p = minepsmU({n}xn),
p = m-nsSpRmxn,
m" = {g| dom(g) =nA rmg(g) Sm}.

Jlaxo BummuMo aa ce oBako aeunmcane onepamuje Mel)ycoOHo craxy, kao u
na IN ca omepanujama S, + 1 - 3a710BoJbaBa akcuoMe [leaHoBe apuTMETHKE
MPBOT pejia.

Ersucrennuja 6eCKOHAYHOT MPUPOTHOT 6poja Cleu U3 AKCHOME O er3H-
CTEHLIMjU MPABOT MOJIycKyna. HawMe, ako je o mpaBu MOJIYCKYIl M N < T,
Tana je n 6beckonavaH. Ilokasyje ce ma je mpupoaaH Opoj n beckoHavYaH ako
M caMo ako jen ~ n + 1.

Knaca xonmaunnx mpupomnux 6pojea FN = {n| Fin(n)} je mpasa
nmoakiaca o IN. Kimaca FN je mo6po ypeljena penanujom € u 3aTBopeHa 3a
S, + u -. ITokasyje ce na FN ca onepanjama S, + 1 - 3a10BOJbaBa AKCHOME
IMTeanose aputmernke. Fhena ymoray AST je cnmmuna onoj kojynumawy ZF.

ITonazehn og IN mako mory ma ce narpazae uenu Zi v pauuoHainu OpojeBu
RIN. Tako, ako ¢y Z~ = {(0,n)|n # 0 An € IN} neratusuu nenu
6pojeBH, oHIA je Kitaca menaux opojeBa Z = IN U Z ™, a xjmaca paryioHaTHUX
opojesa RIN = { (m,n)|m,n € Z An # 0}. Tlputom Tpeba U3BPUIUTH
unentudukanujy (m,n) = (p, q) ako je m - ¢ = n - p. Onepanuje u penaryja
< na Z v RN pedunuiny ce Ha ouyekuBaH HauumH. Tako je, Ha mpumep,
(m,n)+(p,q) = (mg+np,nq), (m,n)-(p,q) = (mp,nqg) n(m,n) < (p,q)
axko u camo ako mq < np. HapasHo, 360r jeIHOCTABHOCTU yMeCTO (1M, )
MUIIIEMO Ha yoOWYajeH HaunH %

YobuyajeHo, KOHAYHN HETaTHUBHU LieMu OpojeBu umue cieachy kiacy
FZ= = {(0,n)|n € FN An # 0}, tako na je Kaca KOHAYHUX IEITUX
opojesa FZ = FN U FZ~. KoHnauHu pauvoHaiHu OpOjeBH YMHE Kiacy
FRN = m ‘ m,n € FZAn # 0} KOja je OYMIJICIHO 3aTBOPEHA 3a
omeparuje He? RN.

On moceOHOT 3HaYaja 3a KOHCTPYKIIM]Y PeaTHUX OpojeBa je Kjaca orpa-
HUYEHHX PAIlOHATHUX 6pojeBa

BRN ={z € RN|(3In € FN)|z| <n}.
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V ToM by youaBa ce peannja 6eckoHauHe OiauckocTd =. Tako jex = y

axko u camo ako (Vn € FN) |z —y| < o
Ha 6ucmo konctpyucami kinacy R € BRN koja mo ocobunama tpeba a
ojarosapa ckyiy peaiinux Opojesa 'y ZF, 1o npBo 106po ypeaumo penaiiujom
p kimacy BRN, a mro nam omoryhaBa akcnoma no6por ypehema. Heka je
Taja:
R = {z¢€ BRN|(VYy € BRN) ((ypa:/\y;éx) =y = x) 1,
(R\{z€R|(3y e FRN)z =y })U FRN.

Tako hemMo M3 cBake Kilace €KBHBAJEHIMje y OOHOCY Ha =
n3abparu TayHo jenHor npeacraBurka Ha Hauud 1a FRN C R,

Onepanyje Ha R nedunuiiemo Ha crienehu HauuH:

r+y=z & (x+y)=zAz€eR,
r-y=z & (xy)=zAzeR.

Vpeheme < je pectpuknmja ypehema ca BRN. Jlako ce Buau ga cTpykTypa
(R, +,-,0,1, <) unnm ypeheno noswe Koje 3a10B0/baBA AKCHOMY CYITPEMYMA.

VYouumo onepanujy st: BRN — R nedunucany ca
st(z) =rereRANz =T

ITokasyje ce ma st mpeacraBba MPUPOIHE XOMOMOpGH3aM KOjU OAToBapa
KoHrpyeHimju = Ha BRN.

14.3 Jledpununuje u BakHuje Teopeme

On Benmukor je 3Havaja cieneha cxema MHAYKIMjE 32 KOHAYHE CKYTIOBE.

TEOPEMA 14.1. Axo () € Ziuaxo 3a céaxux € Zu céaxuy éancurU{y} € Z,
waga je ceaxu KoHadau ckyiu y 7.

Kopucrehn mperxogHy TeopeMy Jako ce goxasyjy cieaehe mocnenuie.

IocneannA 14.1. (Muayknuja mo KOHAYHUM NPHUPOIHUM OpojeBuMa) Ako
)€ Zuakousn € Z cnequgan+ 1 € Z, maga FN C Z.
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IMOCHEAUUA 14.2.  1° Axo je x konauan cxyi u x ~ X, wmaga je u X
Konauan ckyiu X ~ .

2° Ako ¢y x u y konaunu ckyiiosu, waga cy P(z), |Jx u x X y xonaunu
CKY08U.

3° Ckyil x je beckonauan ako u camo axo 3a céakuy ¢ xumamo r ~ xU{y}.

4° Ako cy X u'Y apebpojuse knace, wmaga cy uknace X UY, X x Y, X
uP(X)={z|z C X } apedpojuse.

5° Hexka je X ipebpojuea knaca. Taga iocimioju cKyil Y u auneapHo ypeherbe
Ha wemy < (Koje je ckyil) Wako ga je

X={zey|Fin({zeylz<z})}
6° Csaxa upebpojusa knaca je onycKyi.

ITonekan je moTpeOHO MOCMATPATH KOJIEKIN]Y 00jeKaTa YHjH Cy EIIEMEHTH
kirace. TakBM 00jeKTH HapaBHO He MOTY Aa Oy/y Kiace jep Ou HAac TO JOBEJO
JIO TPOTUBPEUYHOCTH. MeljyTnm, 1a OMCMO MOTJIIU 1a PAANIMO Y HAIIIO] TEOPHjH
(AST) mMopamo TakBe KOJIEKIMje MpeacTaBUTH moMohy kogosa. Komosu
cy Ounapue penanumje. Ilpenusnuje R je xOx ako nocroju X Tako nga je
R C X x X. BuneheMo 51a ce MHOTe Ba)kHe KOJIEKIIMje MOTY KOJMPATH, Ka0
U TIPUMEPE HEKUX KOje HE MOTY.

Heka je XY ={z|(Fy €Y) (y,2) € X }, dom(X) = {z|(z,y) €
X} nmg(X)={y|(r,y) € X }. Takohe, neka Rel(X) < X CV xV
3Hauu aa je X penanuja u

~—

Fun(X) < Rel(X) A (Vz,y,2) (((z,y) € X A(z,2) € X) =y =2)

3Hauu aa je X yHkumja.

Crnenehom gedmHummjoM 3aMermyjeMO WHTYWTHBAH TOjaM TIpUTafarba
KJ1ace KOJIEKIIUJH ca 7)-TIpUINalakbeM Kilace KITacH.

JEOVHULWIA 14.1.  (a) X n K Y (Jy € dom(K)) X = K"{y} snaun
X je n-emement on K.

2

(6) Knaca K xomupa xonekijy ,,{ X | ¢(X) }” ako

(VX) (p(X) & (Jy € dom(K)) X = K"{y}).
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(8) Kmace K u S xogupajy ucty xKonekunjy (y os3uaiu K ~ §) ako

(VX)((3z € dom(K)) X = K"{z} & (3y € dom(S)) X = S"{y}).

Osue naBoanuue y uspasy ,,{ X | p(X) }” rpe6a na ykaxy aa je y nuramy
KOJIEKIIMja Y METa CMUCITY.

Kitacy K koja koaupa HEKy KOJIGKLM]JY J 30BEMO KOJOM KOJjeKiuje JF.
Kaxewmo na je kon K exciiensuonanan ako x # y nosnaun K" {x} # K"{y}.
IMomohy akcnome 106por ypeherma MoKeMo J1a TTOKaKeMo J1a 3a CBaKU KOJ
K mnocroju kox S ~ K KOju je eKCTeH3HOHAIaH.

HamoMennmo ma je R pemanmja eKkBHBaJleHIIHje ako je pecdlieKCHBHA,
CUMETPUYHA U TPAH3UTUBHA.

METATEOPEMA 14.1. Cnegehe konexkyuje ce moZy Kogupaitiu:

e Paximiop knaca Z/R =, {X|(Fy e Z) X =ZNR"{y}}" 2geje R
penayuja ekgusaneHyuje.

e 7¥ = {F|Fun(F) A dom(F) = Y A mg(F) C Z}”, axo je
Count(Y).

e P,(Z2)=,{X|XCZA(Fin(X)V Count(X)) }".

Ja ce cBaka kojeKImja nmak He MOXe KOANpaTH nokasyje ciueneha mera-
TeopeMa y 4Hjoj je ocHoBH KaHTOpOB MeTOI IHjaroHalIn3aIuje.

METATEOPEMA 14.2. Konexyuja ,,{ X | X C V' }” ce ne moawce xogupaitiu.

Jlokas. TlpermocraBuMo na S xommpa ,,{ X | X C V' }”. Axo Baxu
Y ={z|z ¢ S"{x}}, tanaje Y C V u3a cako z € dom(S) nmamo
Y # S"{x}. n

Ca cranosumra AST, xonexiuja u3 ropme TeOpeMe He TTOCTOjH.

HamomMennmo ga hemo, 360r HHTYUTHBHOCTH, 3a kox K Hajuemrhe xo-
pucrtutn osznaky { K"{z} |z € dom(K) }, nim yak nucati HEKOPEKTHO
{Kﬂﬁ}xe dom(k)-

Cneneha nedunuiyja je o 3Hadaja 3a HApEIHN OJIeJbak.
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JEOUMHULWIA 14.2. Hexka je {A;}icp Kon. VHHja M Ipecek OBOT Kola ce
neduHuTy Ha creaehn HaumH:

X=|JAties € X={z|(FieB)ue}
X=Aties € X={z|(VieB)ze A}

Hagemrhemo caga HEKOIMKO TBphema Koja mpeAcTaBibajy 06a3y 3a pe3yi-
TaTte koje heMo mo6UTH y HapemHoM ollelbky. CBa oBa TBphema cy mocienu-
I1a aKCHOME O MPOIYXKEHY Koja OAroBapa wi-3aCHNeHOCTH y HECTAaHAAPAHO]
anannsu. Jlokasu oBux TBphema ce Mory Hahu y [143].

TEOPEMA 14.2. Heka je X upebpojusa knaca. Knaca | J X (ogrnocno () X)
Je ckyil ako u camo axo wocimoju z < X wmarxo ga je |JX = Jz (ogrocno

NX =2).

TTOCNEAULA 14.3. Ako je X @ipebpojusa knaca waxo ga je (\ X = 0, maga
ocmiojuy C X waxo ga je (\y = 0.

TEOPEMA 14.3. Hekacy X uY apebpojuse, gucjyukitne knace. Taga iiocimioje
qucjyukitinu ckyiiosu T u 'y waxko gaje X CrzuY Cy.

TEOPEMA 14.4. Hexa cy X u'Y apebpojuse xknace 3a Koje 6axicu ga je upecex
UX)Nn (JY) = 0. Taga wiocimoje gucjynximinu ckyiiosu x u y makeu ga
UXCzulJY Cuy.

[MOCNEAUUA 14.4. Heka cy X uY apebpojuse knace wmaxee ga| J X C (Y.
Taga wocimoju cxyi z maxo ga|JX C z C (Y.

Kaxemo na je kiaca X pazoitikpuéena ako 3a CBaKy mpedpojuBy Kitacy
Y C X mocroju ckyn 2z Tako na ¥ C z C X. Csaka kitaca aedpuHabmiHa
CKYIOBHOM (hOPMYJIOM je OUHMTIIEAHO PA30TKPUBEHA.

JEOUHULMIA 14.3. Kiaca Z je ycMepeHa (IyalHO YCMEpPEHd) Y OJQHOCY Ha
MHKJIy31]y aKO M3 YClIoBa Jia T,y € Z ClleAu J1a noCToju 2 € Z Tako 1a
z2xzUy(zCzNy).

TEOPEMA 14.5. Heka je (Xp)nerN HU3 pasomikpusenux Kiaca waxko ga je
MNn<m Xn Hetipasan 3a csaxo m € FN. Taga je waxohe (), cpn Xn 7 0.
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TEOPEMA 14.6. Heka je knaca Z gegpunadbunna iomohy ckyiiosne gopmyre.
Hexa je X apebpojue wonyckyii og Z. Axo je X yemepen, iiaga iiocimioju v € Z
Koju je 2opive oZ2panuterse ceux eremenainia og X ypehenux unxuysujom. Axo je
X gyanno ycmepen, wiaga @iocimioju u € Z Koju je qorbe 02paHuierse eieMeHaiid
0og X ypehenux uHKmy3ujom.

Iokas. J10BOJbHO je moka3zaTu npsu aeo TBphema. Ha ocHoy 5° IMocie-
nune 14.2. IocToju CKyII a TaKo 1a je

X={zeca|Fin({yecaly<a})},
rae je < ymueapHo ypehemwe Ha ckymy a. Heka je
agp={z€a|(FueZ)(Vyca)ly<z=yCu)}

Kako X C aj, To uzabepumo T € a1 \ X. Tama u € Z TakBo 1a Baxu
(Vy € a)(y < T =y C u) nMa TpaxxeHO CBOJCTBO. ]

144 Wsrpaama Jleoose u Jlederose mepe y AST

XKenmumo ma na npumepy Jlebose u JleGerose mepe (BumeT riaBy 12) wmiy-
CTpYjeMO Ha KOjH ce HAYMH UJieje U3 HeCTaHIap/IHe aHAJIM3e, JOAYLIE Ha jelaH
MoaudukoBany HaunH, Mory ipenetn y AST. TTpso hemo msrpaguru JIe6oBy
Mepy Ha IIOJYCKYIIOBUMA, a TeK OHIa IoMohy e yBectr JleGeroBy Mepy Ha
peannom oxceuxy [0, 1]. Teopujy mepibuBux pynkumja u uurerpauujy hemo
M30CTABUTH, A 3aMHTEPECOBAHM YHMTAJIALl MOXKe Ja rorneaa [12] u [35].

YV oBOM 0/ieJbKY KOHAUYHE IIpUPOAHE OpojeBe, Tj. enemeHte kiaace FN,
03HAYaBaMO ca n,m, . ... ['puka cioBa «, 3, ... pe3epBUCaHA Cy 3a TIPOU3-
BOJbHe TIpHpoaHe 6pojese 3 IN.

Hekajey C z,x =% any = (. Tana je uzdbpajajyha (uu npedpajajyha)
Mepa CKyIia ¥ y OJHOCY Ha CKyIl = JeuHucana ca p,(y) = —. IIpurom, ako

@
j€ CKyII T TTO3HAT U3 KOHTEKCTa M (PUKCUpaH, N30CTABIHaMO HHIEKC .

On moceOHOT je 3Hauaja 3a Hac, Kao mTo heMo yCKOpO BUIIETH, TTOCTOjarhe
u 3Haveme cyme ), f(@) ako je dom(f) =B ={0,1,...,8—1} To
Ce JIaKO pelIaBa jep ce MHAYKIINjOM TToKa3yje Ia

(F19) (dom(g) = B+1A(Vy < B) (g(v+1) = g(v) + f(7))),
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. def
maje )5 f(a) = g(B). Taxobe ce Ka0 CPAHIYHN HI3 KOHAYHUX HAPIH-

jamuux cyma Moske yBectH 36up », cpy f (7).

Ha ocHoBy akxcmome MHAYKIIHjE JIAKO C€ MOXKE TMIPOBEPUTH aTUTUBHOCT
m36pajajyhe pynkuuje p. Hanwme, axo je (y3)geq (32 o > 0) HU3 AUCjYHKTHHEX
MTO/ICKYTIOBa OJ1 X, TaJ1a je

(1) (U, ve) =, pwe):

Kaxko je sromuuje ga ce paau ca KoMmiieTHuM mosbeM R nero ca RN, To
yBogumo ¢ynkuujy IT: P(x) — R momohy I1(y) = st(p(y)).

JIEMA 14.1. Heka je (Yn)n<m HU3 gucjyHKmiHUX dogckyiiosa og ©. Taga je

Jloxas. Henocpeano us (1) u st(z + y) = st(z) + st(y). ]

HapounTto cy uHTepecaHTHN GeCKOHAYHU CKYMOBH KOJU calpke TpaBe
MOTKJIACe, Tj. TONYCKynoBU. OQUUIIIEHO je a ce Moiryckyn X He MOXe
Na MepH JMPEKTHO, ajli Ceé MOXKe allPOKCMMMPATH CKYIIOBMMA ,,A3HYTpa
u ,cnoba . AKO Ce rPaHM4YHM OPOjeBM Mepa YHYTPAIIBMX M CIIOJbAIIEUX
alpoKcHMaIiyja rmokiamnajy, ouaa je moiayckyn X Jled Mepseus. Ilpernuznmje
o Tome roBopu cieacha aepununmja.

JEOUHULIUIA 14,4, Heka je X C .

(a) Vuyrpamma mepa knace X je U(X) = sup{II(y) |y C X }.
(6) Criospamma Mepa kinace X je S(X) = inf{Il(y) | X Cy}.

(8) Kiaca X je Jle6 mepspuBa axo je S(X) = U(X). Ilpurom je mMepa
kimace X, I1(X) = S(X) =U(X).

Crenehe Tpu meme ce Tako TOKa3yjy.

JIEMA 14.2. Knaca X je mepmusa ako u camo ako 3a céaxo € > 0 docimioje
ckyitosu y u z maxo gajey C X Czull(z\y) <e.

JIEMA 14.3. S(X)=1-U(x\ X), 2ge je X C .
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JIEMA 14.4. Axo cy X u'Y mepmuse knace wwaxo ga je X NY = ), waga je u
knaca X UY meppusau (X UY) =TI(X) + TI(Y).

Opmatie ce JTako ToKasyje Ja je oBako MehWHUCAHA Mepa 3aTBOpPEHA 3a
KOHAYHe YHHje U TIpeceKe, a Takole 1 KOHAYHO aJIUTHBHA.

Hanomumemo, mTo hemo xacHuje 1 1a MOKaxkeMo, aa ce koneknnja Jled
MepJbUBHUX KJlaca He MOXe KOaupatH, Beh ce caMo MoKe JaTH Y MHTEH3UO-
nasnom obnuky S(X) = U(X). Crora je cieneha (Jle6osa) Teopema gara y
HEIITO U3MEHEHOM OOJIHKY.

TEOPEMA 14.7. Heka je gaii kog {A;}icrN Jleb6 mepmusux monomiono pa-
cityhux tiogknaca og x. Taga je u A = |J;cpn Ai JIe6 mepausa knaca u

TI(A) = > iern TI(A).

Jokas. Heka je3ai € FN, I1(A;) = a; u lim;epN a; = a. Ha ocnosy
Jleme 14.2. Tpeba oppemuty ckynose y u z takogajey C A C 2, Tl(y) > a—e
nll(z) <a+e.

€
Cxyn y ce onpeljyje mako. Omabepumo n € FN tako najea, > a— 3 C
063upoM Ha TO Aa je A, MepspbHBa Kitaca, TO mocToju y C A, Tako 1a Baxu
€
M(y) > a, — o Tamay C Aull(y) > a—e.

OnpenuMo cana ckyn z. Msabepumo 2z, Tako aa je A, C 2/, ¥ Baxu
€ ) )
Mn(z,) < a, + on dopMHUpajMO MOHOTOH HU3 (2, )ncFN TaKaB aa je

/

YlIaH z, = Umgn Zm- Moxe ce IIOKa3aTu, I/IH,Z[YKI_II/IjOM II0 KOHaAaYHHUM

1
npupoaHuM 6pojeBuma, na je I(z,) < a, + (1 - 2n> €. Hexa je s, =

{z € P(x)|p(z) < a+euz, C 2z} Tama ouuryienno r € S, U
Sp 2 Sp+1. Ha ocHoBy Teopeme 14.6. 13 mpeTXOogHOT ojiebKa, KakKo je
xinaca S = { s, |n € FN} ayanno ycmepena, To nocroju s C s, (u s # ).
Tana3za z € sumamo I(z) =st p(z) <a+en AC 2. ]

ITpehumo cama Ha nedunucame Jleberose mepe momohy Jle6ose. Heka je
acelN\ FN,t = é |/ <a } n sty = st [ t. Ouurnenno, st; npecnukasa
o

t ma kmacy [0,1] = {z € R|0 < 2 < 1}. WMugekc ¢t heMo y najbeM TEKCTY
Hajuernhe N30CTaBIHATH.

Crenehie neMe majy ocCHOBHe Be3e omepalldje st ca IpeceKoM M YHHjOM
KJraca.
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JIEMA 14.5. Axo je {A;}icrN jegan rog, wmaga cy kogosu u {st(A;)}icrn u
{st71(4;) }iern .
JIEMA 14.6.  1° Axoje A C [0,1], @waga je st(st~1(A)) = A.

2° Ako je A C t, maga je st~ (st(A)) D A.

JIEMA 14.7. Aroje A; C [0,1]3ai € FN, waga easice cnegehu ugenmuimiemiu:

o st7 (Ujern 4i) = Usern st (4i),
o st ((Miern Ai) = Niepn st ().

JIEMA 14.8. Axo a; C tsai € FN, waga

st (Uz‘EFN ai) - UZ-EFN st(as).

Hedunuinmo cana Heke ocHOBHe mojMoBe Tononoruje Ha R. 3aa,b € R
Heka ¢y |a,b[= {z € Rla <z <b}ula,b = {z e Rla <z <b}
OTBOPEH U 3aTBOPEH MHTEPBaj, TUM peAoM. KOJeKIjy OTBOPEHUX HH-
TepBalla YMjU CY KPajeBU KOHAYHH PAITMOHAITHN OpOjeBH KOJAUPAMO KIIACOM
I={(a,b),z)|a,b€ FRNua<z <b}.

Owsopene kaace cy mpebpojuBe yHuje mHTepBaia u3 . Komekimjy
OTBOPEHUX KJj1aca KOAMPAMO KJIACOM

O ={(g,2)| FN C dom(g), rmg(g [ FN) C FRN?, z € R,

(3y) (y € mg(g I FN), 15(y) <2 < 2™(y)) }.

3aitisopene rknace Cy KOMIIEMEHTH OTBOPEHHUX, IMa j€ KOO KOJIEKIHje
3aTBOPEHUX Kilaca

C={(g.2)|z ¢ 0"{g}, g € dom(0), z € R}.

OTtBOpenHy Kitacy o6uyHo o3HauaBamo ca (7, a 3atBopeny ca F. Jlako
ce nokasyje ma je R ca O XaycmnopoB mpocrop, a aa je F' 3aTBopeHa u
OoTrpaHMueHA KJlaca aKo U caMO aKo je KOMIIaKTHA Ki1aca.

Hamr nnss he caga 6utn yoheme JleGerose Mepe Ha untepsaiy [0, 1].

JEOUHULWIA 14.5. Knaca X C [0,1] je JleGer mepipuBa axko je kiaca

st~(X) J1e6 meprsuBa, u IpuToM je JleGerosa Mepa ox X marta Ha cuenehn
Haunn \(X) = (st~ 1(X)).
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JleGeroBa Mepa A je o-aIUTUBHA.

TEOPEMA 14.8. Heka je {A;}icrN Kog Jle6eZ mepmusux qucjyHKHUX i0g-
knaca og [0,1). Taga je | J;cpn Ai JTebez mepmusa knaca u N J;cpn Ai) =
ZieFN )‘(Ai)-

Joxas. Tpema Jlemn 14.7. xnaca st~ (J;cpy Ai) je JTe6 MepibuBa, ma je
v knaca | J;cpy Ai Jleber mepisusa. TTpurtom je

A (UiEFN Al) = 0 (St_l (UiEFN Az)) =n (UiEFN St_l(Ai))
- Zz’EFN H(St_l(Ai)) - ZiEFN A(Al)’

YIMe je JOoKa3 3aBpIlleH. [ |

JIako ce MOXe TIOKA3aTH JIa je CBAKW OTBOPEH MHTEPBAN |a, b| MepibuB
u na je A(Ja,b[) = b — a. Taxobe je cBaka OTBOpeHa M CBaka 3aTBOPEHA
noxknaca ox [0, 1] JleGer mepibuBa.

JIEMA 14.9. Axo je b C t, waga je st(b) saimisopena kaaca.

TEOPEMA 14.9. 3a ceaky mepmusy knacy A easice cnegehe jegnaxociuu:
(1) AM(A) =sup{A(F) | F C Au(3g) (F = C"{g}) }.
(2) A(A) =inf{ \(G)|AC Gu(Jg)(G=0"{g})}.
Joxas. (1) Hexa je F C A. Tama je st™}(F) C st™1(A) u A(F) =
(st~1(F)) < O(st~1(A)) = M\(A). Onatne je
sup{ \(F) | F' C Au (3g) (F = C"{g})} < A(A).

Jla 61cMo ToKa3ali cyIpoTHY HejenHakocT, younmo b C st~ (A). Tanajena
ocnoBy nperxozne neme st(b) 3aTBopena knacau b C st ~1(st(b)) C st™1(A).
Opnatie

AA) = T(st™(A)) sup{I1(b) |b C A}

<
< sup{A(F)|F C Au(3g) (F = C"{g})}.

Jennaxoct y (2) ce cmuaHO OKA3yje. [ |
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Ham mnse mo kpaja oBe rimaBe 6uhe na mokaxemo na xonekiyja Jleer
MepsbHBHX (a Takolhe 1 JIed MepsbUBHX) Ki1aca HHje KOA. Y TOM INJbY YBOANMO
nojaM Kanitiopose Kiace.

; — i it1

Heka je K, = {x € [0,1]| Y01, 5 <o < Y70, =, a € {0,2}" }.

Tana je K = (), cpn Kn Kantoposa xiaca.

METATEOPEMA 14.3. Ako ce konexyuja ,,{ X | (X)) }” mooce kogupaimiu u
apuimiom je (VX) (p(X) = (X)), wmaga ce u ,,{ X | p(X) }” mosxnce xogu-
paitiu.

Jlokas. Axo xon xonexiwje ,,{ X |¢(X)}” osnaunmo ca K, Tana je
{(z.y) |y € K"{z} no(K"{x}) } xon xonexmmje ,.{ X [ p(X) }". u

METATEOPEMA 14.4. Konexyuja womixnaca og [0, 1] mepousux y Jlebezosom
cmucny, a Koja ce umimiensuonanno moxce gaimu gopmyrom U(st™H(X)) =
S(st™1(X)), ne mosce ga ce kogupa.

Jloxas. Kako je JleGerosa mepa komiuierHa, 1o je ,.{ X | X C K}
TMOJKONIEKIMja KOJIeKIMje MepibuBHX Toakiaca kimace [0,1]. Ha ocHoBy
TIPEeTXO/IHE MeTaTeopeMe JOBOJHHO je Jla MokaxeMo Ja ciefeha KoJeKIja
»{ X | X C K}” ne moxe na ce kogupa. Heka F': V ~ K. Ako 6u, cynpo-
THO TBphemwy, Kinaca S 6una ko konekuuje ,,{ X | X C K }”, Tana 6u xnaca
T ={(z,y)|(x,F(y)) € S} 6una xox 3a konexuujy ,.,{ X | X C V }”, mro
je cynmpoTtHO MeTtaTteopeMu 14.2. M3 IpeTXOMHOT OJeJbKa. ]

I[HocneqnUA 14.5. Konexyuja ceux Jle6 mepmusux ogrnaca og t ce ne modice
Kogupaiiu.

Ha oBoM MecTy 3aBpIlIaBaMo ca U3JIarambeM TeOPHje Mepe U HHTerpalmje.
Ha crmiual HaYMH ce BEITUKH JIe0 TeopHje U3II0KeH Y TIaBu 12 Moke peHeTH
OB[IE.



Ecej] 0 0eckOHAYHOCTH

[pupoaHu ¥ peajlHu OpojeBH, Ha IMOCPEIaH WIHM HEMOCPeIaH HAYNH, TIPE/-
CTaBJbajy OCHOBHO MOJIA3MILTE Y CKOPO CBUM MATEMATHYKMM Pa3MaTPAEUMA.
3amnpaBo, HCIIOCTABIba Ce [ CY HajaybIbe OCHOBE MATEMATHKE TECHO IIOBE3aHe
KaKO ca IPMHIMIIOM MHIYKLMjE, TAKO M Ca CXBATamheM KOHTUHyyma. Mely-
THM, 062 KOHIIENTA M3a3MBajy ,,cTpax npex 6eckonaunomrhy’”.

IIpBM pauyH ca ,ManuM | ,,BEIUKAM OpOjeBMMa CTBOPMIIM Cy CTapU
I'puu. To menyje momaiio napajoKcaiaHo Kaja ce uMma y BUAy aa cy I'puu,
HaueJTHO ToBOopehn, OMIN BETMKY MPOTUBHUIIN OeckoHAaYHOCTH. OHU CY NN
JaK JIOTJIE J1a CY eHO MOCTOjame TMPeKTHO 3abpamuBaiu! To ynpaBo YuHM
gyyBeHa akcuoma, u3 Eykimnosux Eremenaitia, K0ja TBpAU 14 ,,IIeIMHA MOPa
6utHi Beha o nema’”.

I'puka peu 3a GeCKOHAYHOCT OUIA je ,,allejpoH , IUTO je 3HAUMIO HEO-
rpaHu4eH, ajau u Heonpehen, HenedmHucan. Y goka3suMa KOpUITheH MEeTO
cBoljerbe Ha MPOTHUBPEUHOCT Hajuelrhe je 3HaUnO cBoljerbe Ha 6eCKOHAYHOCT.
3amro cy I'pun nManm Tako HETaTHBAaH OJIHOC NpeMa 6eckonayHoctn? Oaro-
BOp ce Kpuje Kako y oapeheHnM Qpuimo30(cKuM CTaBOBIMA, TAKO BEPOBATHO
My TOME LITO CY PAHO YOUMJIM HEeHY MapaJoKCAIHOCT, Be3aHy Ipe cBera 3a
npobeM Koju je y puno30dguju Mo3HAT IO/ HA3UBOM ,,Tapagokc hemabma’,
Kao M 3a 3eHoHOBe mapagokce (amopuje). Peakumja crapux I'pka Ha oBe
MapajoKce WIUIA je y MpaBIy oI0alMBama YaK U MMOTeHIHjaTHe OecKoHa-
YHOCTH, IITO ce MOXKe 00jaCHUTH BbUXOBHUM CXBaTameM MojMa Opoja u Mepe,
cXBaTameM Koje Boam mopekio n3 [Iuraropune mxome. OcHOBa cBera Ko
MUTaropejara jecy NpupoaHu OpojeBH (3a HUX U jenuHH O0pojeBu). CBake
JIB€ BeJIMUMHE (YK, MOBPIIHHE,...) MOTY C€ U3MepUTH HeKOM Tpehom, a cBe
CKyIla jeTHOM jeIMHHYHOM, HajMamoM MoryhoMm BemmumHoM. Ilpema ToMme,
CBaKOj Iy’KH OJIroBapa jemaH mpupodaH Opoj. JacHo je ma Ta jemuHUYIHA
BeIMUMHA Mopa Ja 6yje ,,Maina’ (OAHOCHO MH(PUHUTE3MMANa) U Hele/bhBa
(momyT atoma).

Xenokpartec, [1lmaToHOB HAcIeOHNK Ha AKaIeMHUjU, CMATpao je Ja ce
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noMohy HeleJbMBUX MH(UHUTE3NMATIA MOTY 06jaCHUTH 3€HOHOBH MAPaIOKCH.
Taxo, 6p3oHOTH AXWII y KOHAYHOM OpOjU KOpaKa CTIKe Kopmady. [Ipurom
je Taj 6poj Kopaka ,,BeluKu’ (jep caMo ,,BeIMKHM  OpOj HOMHOKEH ,,MAJIUM
OpojeM maje KoHauaH 0poj), ajii He U OECKOHAYAH.

Komyko cy Hekn of 3eHOHOBHX Napafokca IMOBE3aHH ca MapaJoKCoM
hemasiia HajO00Jbe TOBOPH 3€HOHOBA AIOPHja O MHOIITBY:

,, KO KOWapuya KyKYpYy3HOZ 3pHA APOCYM0E HA Kamenu ilog ipou3sogu
OYKy, OHga o Mopa Ouitiu CIy4aj u Kaga oayumo camo jegro 3pho”.
I[Tpomena Hamrer cxBaTtama NMPUPOTHOT Opoja yBepaBa HAC Ja IPOTHBPE-
YHOCTH y OBOM CIyuajy (a M CIMYHUM) Hema. Hawwme, y ,,HeCcTaHIapIHOM
cucteMy  IIPUPOIHM OpOjeBH ce Aene Ha ,Mane U ,,Benuke . T1oacKym kora
yuHe ,,Manu OpojeBM HeMa HajBehH, a IMOACKYI ,,BEMMKUX  (KOjH J0oJIa3e n3a
,MaJIuX ) HEMA HajMamu eIeMeHT. IIpeMa TOMe, y OBOM CHUCTEMY HE BaXHu
IPUHIMI HajMamber efeMenTa. Cazia, ako 6poj 3pHa Koja ,,ipaBe OyKy WM
Opoj AnaKa KOCMATHX JbyI¥ O3HAUMMO Kao ,,BEIMKK  OpOj, a oHaj 6poj 3pHa
KOja ,,He TipaBe OyKy MM Opoj Anaka clnaboKOCHX JbyIM Kao ,,Maiu  6poj,
BHIMMO J1a ¥ 3eHOHOBOM ITapaloKCy O MHOIITBY, Kao U Iapaaokcy hemasiia,
HeMa KOHTPaIuKIIHje.

Melytum, I'piu ¢y jour o V Beka mnpe HOBE epe KOPUCTUIIN MH(DUHKTE-
3WMalle 3a pellaBarbe MaTeMaTHIKuX mpobiema. To ce, mpe cBera, omHOCH
Ha aTOMUCTE KOjU Cy y OCHOBH CBEra CTBOPWIM ,,Majle U HEIE/bUBE ATOME
O] KOJUX je CBe cacTaBJbeHO. Tako je demokput u3 Admepe momohy wH-
(MHUTe3NMaNa JoIIao (Iameko mpe ApXuMena) 10 3HaYajHOT pe3yiaTaTa da
ce 3aIpeMHUHe MPU3Me ¥ MUPAMUIE jeTHAKMX OCHOBA M BHCHHA OJHOCE Kao
3 : 1. HMmycrpyjeMo HauMH MUIIbeha aTOMHUCTA KPO3 jOII jelaH 3HadajaH
pe3yiarat JleMOKpUTa U3PAKEHOT HA TUITMYHO IPUKU HAYMH KaO TPOITOPIIH]a.
Hexka cy nati xonnentpuanu kpyrosu O1 u Oz. VI3 CMTUYHOCTH TPOYIIIOBA
CA1Ag v CByB; (Buzetn ciiuky)

0

. ™ a; .
CHEAN jEHAKOCT = = 2=, 114 je, Ha OCHOBY J100po mo3HaTe 0coOMHE Mpo-
T2 i
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. T Z a; O6I/IM(01)
nopuuje, — = R~ )
T2 z bi O6I/IM(02)
ca TIOIMTOHOM €A ,,BETMKUM  OpOjeM cTpaHa Koje Cy CBE MO TYKUHH ,,Maje ,
T€ HEMOCPETHO 3aKJbYyUyje 1a ceé OOMMU KPYroBa OJTHOCE Ka0 HUXOBH TOIIY-
npeunniy. Ca CTAaHOBHHUINTBA caBpeMeHe HECTaHIapiHe aHalu3e OBaKaB

I[eMOKpI/ITOB METOI je MOFyh Ha OCHOBY NpUHIUWIIA ITPEINBAhA. HaI/IMe,
a;
%bl BAaXH 3a IMPOMU3BOJbHO BCIIMKH KOHa4YaH
)

IpaBUIaH MHOTOyrao ca 2" cTpana, na he BaXuTH M 3a XUIIEPKOHAYHU MHO-
royrao ca 21 crpana, rae je H xunepxonauan (,,eimku’) 6poj.

Cana, JeMokput roucroBehyje Kpyr

. .. r
JIoOHMjeHa mpomopIvja 1=
T2

3a pa3nmuKy o7 aTOMHUCTA KOjH ¢y IyK (KpYy)XHY JIUHH]Y,. . .) 3aMHUIILba-
JIM Ka0 JUCKpeTaH HU3 aToMa, nopehann kao npupoanu 6pojeBu ox 1 go
HEKOT 1, ApUCTOTeN je AyX 3aMUIUbao cacBuM apyraumje. Csaka (6miro
KaKo Maja) Oy je 3a ApHcToTella Ie/bHBa, WM, IPYTUM pednMa, usMmehy
CBaKe JBE Tauke Ha JYXM MOxe ce ydoamnTn Tpeha (om WBHX pa3nmnynTa)
Tauka. To Jelbeme MyXKH je KO Hera IMOTeHINjalTHO OeCKOHAYHO, Tj. M3a
CBaKe Je00e MoXke ce HampaBuTH cieneha, amu ce Taj OECKOHAYHU MPOIIEC
HUKaJa He MOXe 3aBpIMTH. HapaBHO, HEOTpaHWUEHO Nerberbe je (pU3muku
Hemoryhe u nmpeacTaBba ,,MaTeEMATHYKH KOHIIENT  KOjU HYje ITPUXBATILUB 32
cBe MaTeMarnyape — ¢uno3ode, 1ocedHO HUHUTHCTE KOJH HETHPAjy CBaKy
peanHoct 6eckonaunoctu. C apyre cTpane, ApUCTOTEIIOBO CXBATAHKE HETPE-
KHJTHOCTH je Y HEKOM CMHCIY HefoBpileHo. [loTeHnujaaHa OeCKOHAYHOCT,
JlaTa Kao IpoLEC JieJberba Ay>KU Ha CBE Malbe JICJIOBE, IIPeTBapa ce y OCTBa-
peHy, T3B. aKTyelHy 6eckoHauHocT. [IpupomaHo je la ce ymuTaMo ITa ce
Ha Kpajy, TToclle CBUX THX Jeoba IyXH, To0Hja y IpeceKy Tor (IpedpojHBo)
OeckoHayHOT omamajyher

[al,bl] D) [ag,bg] D) [a3,b3] D,

,,HU3a yMETHYTUX OJICEYaKa Yuje Jy>KuHe Texe Hyn . Ha Taj HauuH CTHREMO
1o mojMa KaHTopoBOT KOHTHHYYMA KOjH je TOBpIIeHke ApPHCTOTEIOBOT.
Kako Heku mpouec koju uma OECKOHAYHO €MU30/a YOIILUTE MOXE Ja
ce 3aBpmu? OBo je ounrieqHo 30ymuBaio crape I'pke, makap one mo Ey-
nokca u Apxumena. Eynokc u3z Knugoca, jean o1 Haj3HAYajHUJUX TPUKUX
MaTemMaTh4apa, yBeO je MeTOJ MCHPIUbMBama (ecxaycThje). Y TeToj KibH-
3u EyknmunoBux Enemenaitia, 9dju je IpeaMeT TeOpHja MPOIOpIHja U Koja
yraaBHoM notude ox Eymokca, yBonum ce cnenehn mojam:
,,g6e seudune ,,umajy pasmepy”, jegua cipam gpyse, ako Moy ysuuie-
citipyuene ipexkopauuitiu jegua gpyey .
To 3Haun 1a ako a u b ,uMajy pa3Mepy M, Ha IIpEMeD, & je Mamu o b, oHia
ce Ayx b Moxe MpekpuTH ca JOBOJBHIM OpojeM Iy KU MOIyJapHUX ca TykKH
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a. CIMYHO Ba’kKM U 3a IIPUPOAHE OpojeBe a U b koju ,,uMajy pasmepy  u b je
Behie o a. Tana 3a Heku npupoaan 0poj n, b je Mamu 01 na. Ca CTaHOBUINTA
MOJiepHe MaTeMAaTHKe, ApXUMeI0Ba aKCHOMA, Tj. Ia CBaKe JIBe BETMYUHE G
u b ,uMajy pasmepy’, EKBUBAJIEHTHA je CA HEMOCTOjAbeM MHPUHUTEIUMAIIA.

. ) 1
Hanwme, yxonuko je a nndunnrtesnmana Beha ox 0, Taga je a Mame om — 3a
n

cBako n u3 IN, na je Taga na mamwa ox 1. Oryzna a u 1 ,,uemajy pasmepy , Tj.
HecaMepsbuBH cy. O6paTHo, ykoiuko cy a u b Behu on 0 u ,,HeMajy pazmepy

Taja je, Ha npumep, b Behie oxg na 3a ceako n u3 N, ma je — OeckoHauau
a a

CJIEMCHT, a I/IH(i)I/IHI/ITGSI/IMaJ'Ia. Kao mro JaHaC 3HAMO (MaKap TO OMITO

b
Y HAKOH YMTAala OBe KIbUTe), MHGUHUTE3UMAIIe TIOCTOje, A U3 MPETXOTHOT
ClleI1 J1a He MOpajy CBake JBe BelMUMHE OUTH y cpazmepu. [Ipema Tome,
EyIoKkc HMje Hy’)XHO yBeO TPHMBHjalIHy, ,,HENOTpeOHy AepUHMIM]Y, U3 dera

MIPOM3IIIA3M a je, HajBEPOBATHH]E, BEPOBAO y MOCTOjarbe MHPUHUTE3NMATIA.

Taxo je Eygokc ,,mpunpemuno” nomaszak Apxumena uz Cupaxyse. Behn
JIE0 OBe KEUTe OJHOCH CE Ha OHO IITO CE ,,JelaBajo’ Y aHaJIU3H, U MaTeMa-
THUIIM yOTINTE, O ApXuMena 0 JaHAc, a BE3aHO je 3a yBoleme aKTyeTHUX
MHOPUHUATE3NMAIA Ha CTPOTMM MAaTeMaTHYKUM ocHoBaMa. Kpos Hapemne
BEKOBE yJIATAHU Cy BEJIMKY HATIOPH J1A CE ,,HECTAHAAPIHM CUCTEM  YKJIOHHU U3
MaTeMaTHKe, alli ce OH yBeK, kKao (eHHKC, Bpahao oborahyjyhu cBe Buie u
BMIIIE MATEMATHKY, J1a O I1OCTA0 MOTIIYHO PABHOIPABAH Ca ,,CTAHAAPIHUM ,
A Y HEKOM CMHCITY YaK ¥ CYyIepuOpPaH.
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1. V 1npBoj IIIaBU KOPHUCTHIIM CMO cliefiehy UMbeHMILY: MOdceMo Hpeii-
doctasuitiu ga ceako ypeheno tosme cagpartcu ypeheHo fome payuoHatHux opo-
Jjesa. OBa mpeTmocTaBKa MOXe ce onpasaaTy ciienehuM TBphemeM.

Axo je h: H — F yraname ypehenor nosba H y ypeliero nome F, onna
nocroju ypeheno nosbe K O H u nzomopduzam g: K % F Tako na je
goi=h,rnejei: x — x,x € H, UHKIY3UOHO MpECTNKABAIE.

Hoxka3atu oBO TBpheme.

2. Joxasatu na cy cieneha tBphema 3a ypeheno nosbe F exBuBanenrHa:
o F je apxumescko.

F nema O6eckoHauHMX ejeMeHATA.

F nema nn¢uHuTE3MMAaNTa OCUM HYJIE.

e F uma tauHO jenHy rajakcujy.

(Va € F)(p(a) = {a}).

(VaeF)(VbeF)((VneN)angr%:>a§b>.

3. lokazatu 11a je ypehero mosse F koMIIeTHO ako ¥ caMo aKo je apXUMeIcKo
" 3a710BoJbaBa KaHTOPOBY akcnomy:

ceéaxu onagajyhu nu3 oZpanuyenux 3aiieopenux unitiepsara y F' uma ne-
fpasaH fipecex.

4. Jla ¥ TOCTOjHM HeapXUMEJICKO TI0Jbe KOje Ce yTalla y OMIo Koje HeapXuMe-
CKO T10Jbe?

303
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5. Axo je F neapxumencko noibe u (a,)neN HU3 Y F' ca ocobunoMm ,,a,, <
an+1 3aceen € IN”, ucnuraty 1a Jiu OCTOjM aoo € F' TakBo 12 je ay < oo
3acBen € IN.

6. Joxazatu na cBako ypeheno nosse F nma npormmpeme 10 HeapXUMeICKOT
nosba K Taxo na je F # K.

7. Heka je F O R ypeljeno noswe. Jokaszaru:

e axojer € R, r # 0, rama npecinkasame A, : y(a) = v(ra) nedpunn-
cano ca A,: x — 1z, x € y(a), jecte 1-1 mpecnuKaBame;

e axo je a € F 6eckonauan, taga 6,: R — {7(b) | b € F'} nedunucano
ca 0,(r) = vy(ra) jecre 1-1 mpecnukasarbe;

e axo F nmje apxmmencko, Taga IMOCTOjH HajMamke KOHTHUHYYM MHOTO
ranakcuja y F.

8. 3a ypelheno nosbe F xaxemo n1a je peanno 3aifieopero ako CBAKM MO3UTHBAH
eneMenT y F nMa kBaipaTHH KOpeH ¥ CBAKY ITOJIMHOM HEMAPHOT CTelleHa MMa
xopeH y F. [lokazatu na axo je mexo ypeljeHo nosbe F peanHo 3aTBopeHo,
taga ce st(y(0)) yramay F.

9. Hexa je (an)neN HU3 peannux 6pojeBa, fn: [an,00[— R Hempexumna
pacryha dyukiuja u f, () < fni1(2z) kagx — oo 3a cee n € IN. {okazatu
1a TOCTOjH aoo € R u Hempekuana pactyha dyHkmmja foo: [Go0, 00— R
taksa na 3a cee n € IN Baxu: f,(2) < foo(2) Kam x — o0.

10. 3a ¢ynkuuje peasHe NPOMEHIbUBE T
eo(x) =z =lp(x), ent1(x) = expen(x) ulyr1(z) = logl,(z)

san € IN, nokasatu na pen y o, €n(x)/en(n) KoHBeprupa JIOKaIHO yHH-
dopmuo na R u na meros 36up, pyuximja f (), uma ocobuny: f(z) < l,(x)
kKanx — oo 3acsen € IN.

11. Heka je F = (F,+,-,0,1) nosse u P C F xoju 3a710BoJbaBa:
e 0¢ P,
o VxeF)x#0=x€ PV—x€P),

o Vz,ye P)(x+yePAz-yeP).
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Hexa je 3a z,y € F medunncano r < y < y —x € P. Jloka3aTu na je
(F, <) ypebheno nosbe.

12. (CxoroBo® xommuerupame) Hazosumo nosme F CkoT-KOMIIIETHO aKO
3a cBako ypeheno nmome G Baxu: F C G u F jerycr y G nosnaun F = G.
Jlokazatu:

e ypeheno nosbe F je CKOT-KOMIUIETHO aKO M CAMO aKO CBAKU MHHIIU-
jannu cerment X C F' 3a koju Baxu Ve > 0Ja € X(a +¢ ¢ X) uma
HajMamy [PAHMUILY;

o (Ezsuciuenyuja Croimi-xomilneimiuparsa) 3a csaxo ypeheno nosse F mo-
croju CxoT-koMiuteTHo nosbe G 2 F Taxo na je F' rycry G;

o (Jequncimsenocii Croimi-komineimiuparsa) axo ¢y G; Cxor-KomIuieTu-
pama ypehenor mosa F u g;: F — Gy, ¢ = 1,2, rycra yranama (1j.
gi(F) je rycr y G;), onma mocroju msomopdusam h: G —— Gg TaKo
maje hogi = g.

13. Heka je F cxyn uaeana [ nag IN raksux na je Io C I, mpu uemy je Io
ucrakuyt uneat Haa IN. Jlokazatu:

e ypeheme peannux 6pojeBa ce Moxe yromutn y (F, C);

e ypeheme mpBor HEMPEeOPOJUBOT OpAMHAIA w1 MOXKe ce yromutuy (F, C).

14. Hexa je Fo ckyn uneama I nag IN taksux ma je I C Ip. Jlokasatu:
e ypeheme peannunx 6pojeBa ce Moxe yronuta y (Fo, C);

e ypeheme mpBoT HEMPeOPOJUBOT OpAMHANA W] HE MOXKE CE YTOIUTH Y
(Fo, ©).
15. 3a X C P(IN) xaxemo 1a je ckopo gucjynkimina hpamMuiinja axko 3a pa-
snpunte U,V € X Baxu: U NV je koHauaH. JIoKa3daTH A4 IIOCTOjU CKOPO
JNCjYHKTHa (haMumrja moackymnosa oa IN Mohn KoHTHHYyMa.

16. Ommcatu cBe punrepe F Hax IN ca ocobmnom: 3acBako U C NjeU € F
ako u camo ako 1+ U € F.

17. Axo je F dunrep nan E, (yepU =0, A C Enckyn E \ A xonauan,
nokazatn ja A € F.

» Scott W. Williams (1943 )
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18. Axko je X xoHauaH CKyIl o1 1 eleMeHarta, ToKa3aTH da IOCTOJU TAYHO 1
yarpadunrepa Hag X .

19. Heka je S C P([]). Tarbe, Heka je
(HhrxeSAhyeS=znyes,
) VzeP()) (xeSVaes),
B)rxeSAhnyeSAzeS=xzNynNzes.

Hoxazaru na u3 ycnosa (1) u (2) He ciaequ na je S dunrep, 10K u3 yciaosa (2)
u (3) cienum na je S ynrpadunrep Hax 1.

20. doxa3zatu 11a je cBaku yaTpaduITep HaJ KOHAYHUM CKYIIOM TJIaBHH.

21. JlokazaTu 1a HaJl CBaKMM OSCKOHAYHUM CKYIIOM ITOCTOJU HETJIaBHU YII-
TpaduiTep.

22. JlokaszaTu Aa je mpecek OMIo Kojer O6poja (uimrepa Hag HEKHUM CKYIIOM
Takohe duTep.

23. Jloxa3aTu 11a je yHHja JaHIa puntepa Takohe duirep.

24, Jloka3atu J1a je cBaku puiitep HaQ HEKMM CKyriom [ Mpecek HeKHX yJTpa-
¢uaTepa Hag ckymoMm 1.

25. Hexa je I beckonauan ckym. Yarpadwirep F Haz [ je ynugpopman axo u
camo ako 3a ceaku X € F Baxu | X| = |I|. Joka3zatu:

e cBaku HerasaH yirpaduirep Hag IN je yaudopman;
® HaJ cBaKUM OeCKOHAYHUM CKYIIOM MOCTOjU yHU(OpMaH yaTpaduirep;

e yirpadunrep F Hax [ je yHH(POPMAH aKO U caMoO aKo J CaapiKU CBeE
X C I rakse ga | X€¢| < |I;

e cBaku yHH(popMaH GUITEp je HerJaaBaH.

26. Heka je x kapaunanan 0poj u I Oeckonauan ckyn. ®@uirep F nHan [ je
K-pe2ynapan ako u camo axko nocroju S C F takaB 1a |S| = k ucBakn i € [
IpHnaga KOHAYHOM 6pojy wiaHoBa dhamuumje S. JokazaTu:

e dunrep JF Hag [ je w-perynmapaH ako U caMoO ako MOCTOju ITpedpojuB
onanajyhm mamann I = Ip O I; O ... wranoBa I, € F Tako ma

ﬂnIn = Q;
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cBaku HernaBaH yntpadwrrep Han IN je w-perynapan;

HaJ CBAKUM OECKOHAYHMM CKYyIIoM I KapOUHAIHOCTH K IIOCTOJU K-
perymapan yarpaduinrep;

axo je I Geckonauau ckym, Taja je caku |I|-perynapan ynrpaduirep
yHH(bOPMAaH.

27. Heka cy + u - cumbonm GMHAPHUX onepanuja, ' cuMOOJI yHAapHE Ore-
panuje 1 0 u 1 3Hanu KoHcTaHata. JlajeMo crenehyl criucak anrebapcKux

3aKOHA
. 24+ W+2)=(+y) +z z-(y-2)=(xy)- 2 acoyujamiuenociu
2. z+y=y+z, T-Yy=y-x KOMYaiiugHOCill
3. z4+(x-y)==x, z-(r+y =z aficopiiyuja
4wty =@y (@42, o (y+2)=(r-y)+ @ 2)
guciapubyyuja
5. z4+a2' =1, z-2' =0 KOMineMeHil
6. (x+y) =2y, (x-y) =2+ Jle Mopzanosu® saxonu
7. z+0=2z, -0=0,z+1=1, z-1=z HYJIA U jequHuya
8. () == uneonyyuja
Hoxazartu:
e axko je A = (A, +,-,7,0,1) anmrebapcka CTpyKTypa Koja 3a10BOJbaBa

oBe 3aKkoHe U ako je no aepunuumju (Vo,y € A)(z <y x=1x-y),
Tana je (A, S) BynoBa anre6pa;

axo je (B,+,-,’,<,0,1) Bynosa anre6pa, Tana je (B, +,-,’,0,1) an-
rebpa Koja 3a10BOJbaBa OBE 3aKOHE.

28. ITokaszatu na je ctpykrypa B p uz IIpumepa 2.4. BynoBa anre6pa.

29. Heka je B = (B, A,V,’,0,1) Bynosa anre6pa u Heka je B* ckyn yi-
tpadunrepa Bynose anre6pe B. ame, neka je a* = {p € B*|a € p} 3a

a € B.

e JlokasaTy 11a 3a cBe a,b € B Baxu:

(1) (aAb)*=a*Nb*,

4 Augustus De Morgan (1806-1871)
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2) (aVb)* =a*Ub*,

3) (a) =a™(=B"\a"),

(4) a < bakowucamo ako a* C b*,
(5) a € paxowucamo ako p € a*.

e Jlokazatu na je cBaka bymoa anreOpa m3oMopdHa HEKOM TI0JbY CKY-
MoBa.

e Ciuonog upocitiop Bynose anredpe B je Tomomormku mpocrop B* y
KojeM je Tomonoruja oapehena 6azom { a*|a € B }. lokaszatu na je
0Baj MPOCTOP KOMITAKTaH, TOTAJTHO HETOBE3aH U Xay3a0p¢os.

e Jlokazatu ga je cBaka bymoBa anre6pa nzoMopdhHa Mojby OTBOPEHO-
3aTBOPEHUX CKYITOBA HEKOT TOMOIOIIKOT TTPOCTOpA.

e Ako je Hexy TpocTop X KOMIAKTaH, TOTATHO HelmoBe3aH 1 Xay3aop-
¢dos, nokazatu aa je X CtoHOB mpoctop Heke Bynose anredpe.
30. Hoxazaru na je CTOHOB IpocTop KoHAuHEe byltoBe anredpe nuckperax.

31. Axo je B xonauna Bynosa anre6pa, nokasatu 1a je B = P(X) 3a nexu
ckyn X.

32. Ako je Bp JlunpenbaymoBa anredpa MCKa3HOT pauyHa, J0Ka3aTH J1a je
B p xomeoMopdua cmika Kanroposor npocropa 2.

33. Hexka je 7 muckpetHa toronoruja Ha IN. Jloxazatu:

e CronoB mpocrop bymose anredpe u3 Ipumepa 2.3. 2° je AnekcaH-
npoBibeBa’) KommakTHuKamumja npoctopa (IN, 7);

e Cronos npocrop Bynose anre6pe P(IN) je Cron-Uexosa KoMnakTu-
¢ukanmja nmpocropa (IN, 7), tj. P(IN)* = g(IN).

34. Hexka je J unean xonaunux mozckynosa on IN, u neka je B = P(IN) /J
konmuyHnuka Bynosa anrebpa. Joka3zaru:

e B* = B(IN) \ IN, rze je B* Cronos npocrop Bynose anre6pa B;

MMasen Cepreesuu Asnekcanapos (1896-1982)
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® akocy ap > aj; > --- > by > bp nBa Hu3a y B, Taga nocroju ¢ € B
TakaB 1a ag > a1 > -+ > ¢ > .-+ > by > by (Jubya-Pejmonosa
cenapabuitHOCT);

e axo ¢y b,ap,a1,--- € Brakeuma b > --- > a1 > ag, Taga noCToju
c€ BrakaBma b >c > --- > a; > ag (KantopoBa cemapabuiHoCT);

e BynoBa anre6pa B caapiku maHie QyKuHe wi;

e y B nocroju w; Heynopeausyx ejieMeHaTa.

35. Jlokazatu ja je yarpanpousBoj ypehenux AbdernoBux rpyna takohe ype-
hena AbenoBa rpyma.

36. Anrebapcko nosbe F je andebapcxu 3aifiopeno yKOIMKO CBAKU TOJIUHOM
Hag F' cremena > 1 wMa xopen y F. Jloka3zaTu -a je YITpampou3BO
anre0apcky 3aTBOPEHUX TOJba Takolhe anredbapcku 3aTBOPEHO MOJBE.

37. Jlokasatu 1a je peayKoBaHM IPOM3BOA mpcreHa | [, P; xomomopdna
cuka npousBoga mperena | [, Py

38. Hexa je Fy, ¢ € I, pammwmja nowa. J[lame, neka je P = [[ F;
npousBoanu npcreH. 3a cBaku guiarep D Hax I oxpehen je cienehu ckyn
Jp={feP|{iel|f(i)=0}¢c D}. Nokazatu:

e 3a cBaku yarpadunrep D, ckyn Jp je Makcumaiad uaean y P;

e axo je J makcumanan unean y P, raga nocroju ynrpaduiarep D nan I
TakaB na je J = Jp;

L] H’DFl >~ P/JD

39. Axo je D rnaBuu ynrpaduarep Hazg [, qoxazatu aa je 3a Heku g € 1,
HD PZ ~ PZ'O.

40. Hexa je D nernmaBsan ynrpadunrep Hag IN.

e Jloka3zatu Aa ypeheHo nmosbe peanrnux 6pojeBa R He Moxxe ce moTonmuTu
N
y Q" /D.

e O6uunHoO ypeheme mpupoaHux O6pojeBa oxpehyje Ha mpupomaH HaYNH
ypeljeme na yarpacreneny NN /D. Jlokasatn ma je Tim tor ypehema
w + & - A, Tae je w Tum ypehema npupoauux 6pojesa, £ Tum ypehema
Lenux Opojesa, 1 A Tuil rycror ypeljema 06e3 kpajesa.
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e JlokaszaTH /1a THIT A U3 IPETXO/HE TauKe jecTe KapANHATHOCTH KOHTH-
HyyMa any HHje THI ypehema peaaHnx Opojesa.

41. Jloxazatu Aa MMOCTOjU YITPANPOU3BO] KOHAYHUX CKYITOBA KOjH je Oecko-
HaJaH.

42. Jlokazartu jia ce cBaku npcreH P Mojxe moTonuTu y HeKu yJITpanpou3Bo/
KOHAaYHO-TeHepucaHux nornpcreHa oa P.

43. Axocy Dy, ..., Dy, yarpadunrpu u F = Dy N --- N D, nokazaru aa je
P//F~P!/D; x---x P! /D,.

44. loxazatu TBphema y okBupy [Ipumepa 3.1.

45. V nokasy Teopeme 3.6. TBpau ce nocrojame pacryher nuza f: IN — [
koju je kopunanan y I. Jlokazatu to!

46. JJokxa3zaTu ma 1MocToje yranama o, 3,7y, d, A ¥ mpecnukasame 0 Koje je na
Tako Ja crneaehy aujarpaM KoMyTHpa:

* gl *
Q —— "Qm—— *Q
P 0 0
R A R
Crnuxka 1.

47. Jla 14 je CBAaKO HeapXUMEJCKO pALIMpeERe M0Jba PealHuX OpojeBa U30-
MopdHo Hexom yrnrpacreneny RN /D ?

48. Axo je X xoHayaH CKyI, JoKa3aTH Aa je 3a cBaku puntep D mag IN ckyn
XN /D konavan umi Mohu KOHTHHYYMA.

49. Axo je D ¢unrep Hax I, nokaszatu:
e axoje |A;| = |B;j|3acsei € I, onma | [[p Ai|l = | [Ip Bil;
e ako je |A;| < |Bj|3acsei € I,ouna |[[p Ail <|Ilp Bil;
o [IIp Ail < [1Tier Ails

e 1A <]AT/D| < |AT].
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50. Hexka je D k-perymapan ¢unrep Han I mohu x. Ako je A GeckoHayan
CKYTI, JOKA34TH JIa je AI/D = A",

51. J_—[OKa3aTI/I Ja CBAKHN OeckoHaYaH CKYII UMa YJITPACTCIICH ITPOHU3BOJbHO
BCJIMKC KapJAWMHAJIHOCTH.

52. Axo je D yundopman yarpaduirep Ha ckyny mohu £ u ako je |A| = &,
nokaszatu na je | [[p A| > k.

53. Axo je D nernasuu yarpadunrep nan IN, nokaszartu na je |*IN| = [*R].

54. Axo je D ynrpadunarep Hax IN u X KoHayaH cKym, JOKa3aTH 14 je
"X = [X].

55. Axo je D ynrpadunrep nag IN, nokaszaru:
o (XUY)="XUYY, *(XNY)="XN*Y,3acBe X,Y CR;

e axo je T moibe ckymoBa rexepucano ckymosuma X, 3a X C R, u
untepsamima [0, H]«, H € *IN, nokasatu na je csaku uman y 1
KOHAYaH WX MONY KOHTHHYYMA.

56. ITokaszaTu na je & penaiyja KoHrpyeHiuje Ha npcreny *Ray.

57. doxkaszatu na

e u(a) = a+ p(0);

o “Rin = Uyer 1(a).

58. [oxasaru na ckym p(0) Hema cynpemym y *Reay.

59. loxa3aTtu ma

® 33 CKyHn CTaHAapAHUX (KOHAYHUX) XHUMIECPIPUPOAHUX OpojeBa Baku
7N = *IN N 7(0);

e je 3a CKyI OeCKOHAUHMX XMIEPIPUPOIHHIX OpojeBa MCIyHeHa jeqHa-
kocT *INo, = *IN'\ 7IN;

e ckyn “IN u ckyn *INy, cy excrepuanuu y *IN, a mpurom je *IN unrep-
maman ckyny *R.
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60. ITokaszatu ma ,Zluogbaﬂmoecica6) jemHadMHa
1 1 1
—F — 4+ —=1
1 i) n

MMa caMO KOHAYHO MHOTO Pelllerha Y CKYITY IENNX MO3UTHBHUX OpojeBa.
61. Toxazatu na cy R, v(0) u pu(a), a € *R excrepnanum ckynosu y *R.
62. Jloxasarn ma je card(u(0)) > 2%,
63. [Noxaszatu 1a je ca

x <y aKo M caMo aKo r<y wm TxY

neduHIcaHa pedIeKCUBHA W TPAH3UTUBHA pelaruja (He U aHTUCUMETPUIHA)
U 1a je
r Sy aKo M camo aKko st(z) < st(y).

64. Hexaje F = { f|f: N — IN} u neka cy Gunapue penanuje ckyna IN
nate ca:

e a T bakoucamo ako (3f € F) *f(a) >0,
e at]lbakomcamoako aTbubd 7 a,

e a — bakowucamo ako (3f € F) *f(a) =0,
e g < bakomcamoako a > bub— a,

e a ~ bako ucamo ako |a — b| je konauan.
ITokasatu:
(1) penanmje 1, <> u ~ cy penaiyje eKBUBAIEHIIN]E;
(2) penamuja < je crposka on penarmie T;

(3) akojea ~b,Tanaa ] bua <> b.

65. Onpenutu cBe penykre Momena (R, +, -, <,0,1).

66. Hexka cy 2, B Momenu ucror jesuka L u neka je A C B. JlokaszaTu
na je 2 moaMozmes Mojenia B ako U caMo aKo je MHKIIY3UOHO MPECINKABAE
i: A — B yraname.

O Avbpavtos o Adefavdpets (200-284)
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67. [oxaszatu na je penanuja n3oMopdu3Ma jeIHa pelalifja eKBHBaJICHIIM]e
y KIIACH CBHX MOJIENA.

68. Toxazaru na ce aqurusau moen (IN, +, <, 0) yrana y MyJITUIIIMKATHBHY
mogzen (N, -, <, 1).

69. Hexa je A monmen jesuxka L u X C A. JlokazaTH Ja TOCTOjU HajMarbH
noamonen B C 2 rakas na je X C B.

70. Hexka je3sux L campxku jemuHO pelandjcKe 3Hake M Heka je 2A momen
jesuka L. Jloxazatu nma 3a ceaku X C A nocroju moamomen B C A takas
ma B = X. [la nmu je mMpeTXoaHO TBpheme Ta4HO YKOIMKO L campu u
(dbyHKIIMjCKE WM peanujcke 3HaKe?

71. HaBectu npuMep MoJielia YHjH je CBaKM ITOAMO/IEN OeckoHayaH. Hasectn
npuMep 6eCKOHAYHOT MOJIeNia YUjH je CBAKHU IMPABU TOMOIeT KOHAYAH.

72. Axo je L jesux momena A, omgpemurn |L|.

73. Heka je Aut(2() ckyn cBux ayromopdusama mozaena 2, u Heka je o
crnarame dynknunja. Joxasaru ga je (Aut(2l),0,i4) rpyma.

74. Axo je 2 mpebpojus Moen, nokazath aa je Aut(2l) mpeOGpojus cKym win
MOhU KOHTHHyYMa.

75. Hexa je f: A — ‘B yramame, tae cy 2A,B MOIEIN UCTOT je3WKA.
Jlokazatu:

e nocroju noamozen B’ moxena B u uzomopduzam g: A ~ B’ Tako na
IO JIEBH JjarpaM KOMYTHpa,;

NS

e nocroju mozen 2’ koju je excrensuja Moaena 2A nmsomopduzam h: A’ ~
B TakaB Ja rOpH JIECHU AUjarpaM KOMyTUpa.

76. Kapmunamuu 6poj ckyma cBux dopMmyna jesuka L o3Hauasa ce ca ||L||.
Hoxaszatu na je ||L|| = |L| + No.
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77. Joxa3zatu 1a je Termy, HajMamu ckyn ' Koju IMa oCOOMHE:

e IIPOMEHJbHMBE U CUMOONIM KOHCTaHaTa mpunanajy 17
e ako je F' dyuxuumjcku 3Hak ayxuse k u ako ty,...,tx € T, onma

F(tl,...,tk) eT.

78. Noxa3zatu na je Fory HajMamu ckyn F' Koju ©Ma 0CcOOMHe:
e Aty C F;

e axocy Y € F,mama ~p, (¢ A), (pV ), (¢ =), (¢ 1),
dx;, Vo npunanajy F.

79. doxazatu ga cBaka popmya nMa jeqHak Opoj IEBUX U IECHUX 3arpaja.
80. Joxazatu TeopemMy O jeIMHCTBEHOCTH YNTakba TepMa.

81. V¥ cneaehum crydajeBuma onpenutn ¢no0oaHA M Be3aHA MOjaB/bUBATHA
TIPOMEHJBUBHX Y (hopMyama:

(1) (Vz)(3y)(z <y) vV (Fy)(z < y),

2) (Vz)S(z,y,2)V (3y)S(z,y,2), S jeTepHapHO PENaUMjCKO CIOBO.

82. Axo je T teopwmja jesuka L u T’ C T, Taga ce T’ nasusa iogiteopujom
teopuje 1T'. Koje cBe moareopuje caapxu Teopuja ypehenux mospa?

83. [IlpermocraBmamo fa je umTanal ymo3HaT ca OCHOBHMM IIOjMOBHMMA
Teopuje T0Ka3a Kao MITO Cy: aKCHOMe NPeINKATCKOT padyyHa MPBOT peda 3a
jesuk L, mokas, myxuHa nokasa, reopema (jeauka L), reopema teopuje 1.
Cumbon T' F ¢ o3nauaBa ma @ nma qokas u3 1', OMHOCHO Ja je ¢ U3BOJbUBA
m T (p € Sentr). Teopuja T je neipoimiugypeurna yKOIUKO ce HE MOXKE
cBaka (opmyina jesuka L u3sectu u3 T, unaue 1’ je mpoTUBYpeUHA TEOPH]a.
JlokazaTtu:

e teopujal je HEMPOTHBYpEUHA AKO M CAMO AKO CBAKM KOHAYAH TTOJCKYII
on 1’ je HEIPOTUBYpEUHA TEOPH]a;

e axo je  peuenuna jesuka L, Tama je T'U { ¢ } mpoTuBypeuna teopuja
axko u camo ako 1+ —p;
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e CBaka HEMPOTHBYpEUYHa TeopHja jeamka L caapikaHa je y HEKOj MaKCH-
MaJIHO HEMPOTHBYPEUHOj TeopHju (JImamendbaym).

84. IToka3aTu ga 3a MaKCUMAaJTHO HEIIPOTUBYpeUHy TeopHjy 1 jesnka L Baxku:

e T'F ¢ axkowumcamo ako @ € T, 1j. T je memyKTHUBHO 3aTBOPEHA
TeopHja;

e mmje ' ¢ axkowucamo ako T+ —;

e T'HFpVy akoumcamoako T F ¢ wm T F .

85. Hexka je ~ penanuja y Fory, yBenena ca:
p~1Y akomcamo ako T F o <.
Hexka je B = Fory, / ~ u Heka cy onepaije +, -, ckyna B nepunucane oBako
a-b=(pAY)/~  at+tb=(pVY)/~  d=(p)/~

raejea = p/~, b=1/~, ¢, € Fory, nneka je By = Senty/~.

e Jlokas3aTm 1a je ~ pelallfja eKBUBaJeHIIHje cKyma Fory.

e Jloxaszatu 1a je B = (B, +,-,’,0,1) Bynosa anre6pa.

e Jlokazatu ga ce noganredpa By yrana y B.

e Jlokazaru ga je Teopuja 1’ HEMPOTHUBYPEUHA U JISIYKTHBHO 3aTBOPEHA
axo u camo ako je F' = T/ ~ npasu ¢unrtep y Bo. okazatu na je
T mMakcuMajIHO HEMPOTHUBYPEUYHA TEOPHja aKO M caMo ako je F' yinrpa-
¢dunrep y By.

86. Hexaje L = fuT = (). Jlaxne, Mofenu oBe TeOpHje He caapske pyHKIH]E,
pemanyje, HUTH KOHCTAHTe.

e Jlokaszatu ga cy cBaka aBa OeCKOHAYHA MOJIENIe OBE TEOpHje Cy M30-
Mop(Ha.

e Axo cy 2, ‘B 6eckonaunu momenu teopuje 1, ouma A C B mosaaun
2A < 9B,
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e JlokasaTu 1a je Teopuja { 0, | n € IN } xomrutetna, rie je 6, Gpopmyna

Elxl...xn/\xi;éxj.

i<j
e OmnucaTy CBa KOMIUIETHA paiunpema teopuje 1.
87. Hexa cy 2, B moaenu jesuka L Taxsu na je 2 C B, [lajbe, HeKa 3a CBaKy

dopmyny Jxp(x,y) jesuka L, Tae je ¥ HU3 MPOMEHIBHUBUX Y1, Y2, - - - 5 Yn,
BaXKH:

ako d € A u B = Jxp(x,y)[d], onga sanexud € A, A = [d,dl.
Hoxazaru na je 2 < B. (Tapcku-BoToBa TeopeMa)

88. Hexa cy 2, B mozmemu jesuka L u mpernoctaBuMo Aa je 2l moaMozen
mozena ‘B. Heka 3a cee b, by, ..., b, € Bnocroju f € Aut(*B) rakas na

e sacee k <n, f(by)= by

e zanekna € A, f(b) =a.

Hoxazatu 1a je A < *B.
89. Kopucrehn nmperxonne 3anaTke JOKa3aTH:
¢ (Q,<)<(R,<);
e axo cy X,Y 6Geckonaunu ckymosu u X C Y, onma (P(X),C) <
(P(Y), Q).
90. [a mu qBa OecKOHAYHA MOJIENa Pa3THINTHX KapAMHAITHOCTH MOTY OUTH
€JIEMEHTAPHO €KBUBAJIEHTHA?

91. Teopuja 1 jesnka L normymra eTMMUHALIA]Y KBAHTOPA YKOIIMKO 32 CBAKY
dopmyny ¢ jesuka L moctoju hopmyia v jesuka L Koja He caap:Ku KBAHTOPE
u 3a kojy Baxku 1" = ¢ < . [okazaru aa ykonmko teopuja 1’ gomyinra
eTMMMHAIIN]Y KBAaHTOpa, OHNA 3a cBaka aBa Mojena A, B Teopuje 1’ Baxku:
Axko je 2l C*B, onma A < B.

92. doka3zaTu aa crienehe Teopuje qONyIITajy eTMMUHAIIM]Y KBAHTOpA!

e Teopuja n3 3amatka 86;
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e Th(Q, <), 1j. Teopuja MTMHEAPHOT TyCTOT ypehema 6e3 KpajeBa;

e Th(Q,+,<,0).

93. loxaszaru na je (Q, +, <,0) < (R, +, <,0).

7

94. Jlokasatu’) ga cy 3a cBaky Teopujy 1’ cieaehu ycioBu eKBUBAJICHTHHU.

e 3a cBaka nBa momena A, ‘B teopuje T Baxu: ako je A C B, onma
A < 9B,

e 3a cBaky dopmyiy ¢ jesuka teopuje 1’ mocroju dopmysa P ucror
je3nka Koja y IpeHeKC HopMaTHoj (hopMH UMa jeTUHO er3UCTeHITHjaTHe
KBAaHTODE ¥ 3a Kojy Baxxu I' = ¢ & ).

95. Jlokazatu nia je cBako ypeljeHO IoJbe elIeMEHTAPHO eKBUBAIIEHTHO HEKOM
APXUMEJICKOM TIOJBY.

96. Hexa cy D u € mpasu pumrepu Hax ckynom napekca I taksumaje D C £,
Jokasatn ma je | [¢ 2A; xomomopdHna cika Mozena [ [ ;.

97. Heka je D nipaBu unrep Hag I. [Joka3aTu:

e axo je cBaku 2; yromsen y B;, tana je u [ [ A; yromwsen y [ [ Bi;
e akojesacsei € I, A; =B, ramaje [[p A = [[p Bis

e ako je caxu 2A; XoMoMop(Ha ciuka Mozena B;, tana je | [ A; xomo-
mopdHa cimka mozena [ [ B;.

98. loxa3aTu J1a y OMIITEM CIyuyajy KOHCTPYKIINja peIyKOBAaHOT TPOU3BO/IA
He KOMyTHpa ca 6ECKOHAYHNM TPOU3BOJOM MoOjena, Tj. ako je U;j, ¢ € I,
j € J damumuja Mmomena u D ynrpadunrtep Han I, Tama He Mopa ma Oynme

HD Hj Aij = Hj HD Rij.

99. Hexka je D npasu dunrep Han I, Heka je J € D u Heka je KOJNEKIM]ja
E={XeD|X CJ}. NOoxazatmmaje [[p A = [[c ;.

100. doxazaru aa 3a ceaku ¢uiarep D van I nocroju J C I u yuudopmaH
durrep € nax J tako ma je [ [ A = [ [ ;.

DTeopuja Koja 3a10B0JbABA OBE YCIIOBE HA3KMBA Ce MOAENICKU-IIOTIyHOM. OBaj 110jaM yBeo
je A. PobuncoH, u Takole, iemy mpuraia 0Bo TBpherbe.
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101. Hexka je R = (R, +, -, exp, <,0,1) ypeheno moibe peannnx 6pojesa
MPOIIHUPEHO EKCIIOHEHITM]aTHOM (QYHKIIMjOM 1 Heka je D HeriraBaH yirpadui-
tep Hag IN. Axo je * exp oarosapajyha dynkmmja Mogerna RN /D, noxasatu
na Baxu *exp(x 4+ y) = *exp(x)* exp(y). Ako ymecto npernocraske ,,D
je HermaBuu yatpaduntep” y3MeMo camo Aa je D mpaBu (uitep, 1a IM €Xp
¥“Ma uCTy ocobuny?

102. Kopucrehu JlomoBy TeopeMy JTOKaKHTe Aa je YITPAIIPOU3BOL

e 1oJba Takole nowe,
e anrebGapcky 3aTBOPEHUX IMOJha OTET aNre6apCKu 3aTBOPEHO TOJbeE,
e ypelennx moska Taxolhje ypeheno noswe,

e Mozena opMaiHe ApUTMETHKE ONIET MO/IEN (hopMalTHE AaPUTMETHUKE.

103. JJokaxwure na ynrpanponsson | [, Ui, D je ynrpapunrep nan IN,
® NUKINYHUX Tpyna 2; y ONITeM CiIyuajy HYje IHKINYHA TPyIa,

e OeckoHAYHUX 06O ypeljenux ckynoa 2l; Huje 1oObpo ypeheH ckyil.

104. doxaxure ga mOoCTOjU HEMPEOPOjUB MoAeT hopMaIHE aPUTMETHKE.

105. Hexa je D ynrpadunrep Hax I n nexa je a € A, a € Al taxas na
jesaceet € I, a(i) = a. Jlokazatu 1a je mpeciuKaBame (T3B. MPUPOIHO
yramame) d: A — AP, d: a — ap enemenrapuo. axie, yarpacrenen AP
ca/ipKM Kao elleMeHTapaH 1noaMoiell n3oMopdHy Korujy Moaena 2A.

106. Hexka je R nmyna excriansmja mosba peannux 6pojea, D HerTaBaH yiI-
tpaduTep Hag HeknM GeckonaunuM ckyrmom uapexca I n *R = RP. Axo je
* f unrepnperanuja y * IR numena Hexe eeMenTapue ¢pyukimje f (sin, cos, . . .),
Joxaxute aa * f 3am0BoIbaBA MCTE MACHTUTETE KAo U yHKIHja f.

107. Heka je T xmaca Hekux momena jesuka L. JToxaxute na je T emeMeH-
TapHa Kjaca, Tj. OIMCaHA HEKUM CKYIIOM aKCHOMa, aKO M caMo ako je T
3aTBOpEHA 3a YITPANIPOU3BO/IE U elleMEHTAPHY eKBUBAJICHITH]Y MOJIENIA.

108. Hexa je D ynrpadunrep vag I. JlokazaTu:

e akojesacsei € I, A; =By, ouma [ [, A = [[p Bis
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e ako ce 3a cBaku ¢ € I Monen 2; eneMentapHo yrama y B, Taga ce u
[Ip 2 enemenrapro yranay [ [ B;.

109. Heka je © = (zy), u = (un), up > 0, limu = 0w 211 > Xy — Uy, 3a
cBako n € IN. JTokasatu na je { st(xp) | H € *IN \ IN } unrepsan.

110. Hexka cy aj,as, a3 HeKOJTHHeapHe Tauke y paBHu R? u Heka je P =
Co{ a1,as,a3 } KOHBEKCHM OMOTAY Haj a1, as,az (Tpoyrao y R?). Axo
nenpexnane ¢pynkmuje f;: P — R, i = 1,2, 3, 3an0B0spaBajy ycuose

e fi(a;) =0,
o fi-fj=0mnalL,= Co{aa;},
o fi-fj-Jk=0maP,
noxaszaru aa je fi(x) = fa(z) = f3(x) = 03a neko x € P.
111. doxa3atu ugenturere u3z Teopeme 8.36.
112. TMoxkasaru 1a je £(L) 6a3a Heke paBHOMepHe Tomosoruje Ha *IR.

113. TlokazaTu 1a cy onepanuje (+) u ( - ) acolMjaTHBHE U KOMYTaTUBHE ca
neyrpanuuM enementuma 0 u 1 pecriexktusno. Takole, nmokaszaru na je (-)
JIMCTPUOYTUBHO y ofHOCY Ha (+) (Bumetn omesbak 10.4).

114. ITokazatu 1a je Q) K-apXUMEIOBO IOJbE KAPAMHAIIHOCTH K.

115. Tloxazatn ga cBako ypeheHo Tosbe KOPUHATHOCTH K CAAPKU TIOTITOIbE
nzoMopduo ca Q.

116. Hexka je F k-apxumencko u k-Pem3anjeBo mosbe. Tana cy £K-KOMITIETHOCT
1 CKOTOBCKA KOMITJIETHOCT €KBUBAJICHTHU.

VnyterBo: PerynmapHoM mpeceky oaroBapa KoGUHAIAH K-MOHOTOH HU3
(1 obpatno).

117. Ioxazatu ga cy ciuenehu CKymnmoBH €KCTEPHATIHU
(1) N, Q6 R;
2) *N\N, *Q\Q, *R\R.
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118. Iloxazatu ga cy cineneha TBphema eKBUBaIEHTHA.

e Axcwowma 3 (Bumetu oxebak 11.1).

o Axoje(\,eny An € A, tamaje ()<, An € A3anexom € IN.

n<m

e Akoje A C Une]N Ap,tamaje A C Ungm A, 3a Heko m € IN.

o Axoje (Ay)new onagajyhn mms v (), o An = 0, Tana mocroju m € IN
3a koje je A, = 0.

119. [lokazatu o6pat Teopeme 11.7. Tj. axo 3a ceaku A € V(S) mocroju
xunepkoHadan ckyn L tako nma je {*ala € A} C L C *A, taga Baxu
Axcnoma 4.

120. Kaxemo na je bunapha penainuja ¢ caryiacHa Ha dome ako 3a CBaku
KOHAYaH CKYIl eJleMeHara &1, . .., Ln, € dome MocToju y € rangeo Takas Aa
je ¢(z4,y) 3a cBako i = 1,...,n. Jlokazatu 1a je AkcuoMa 4 eKBUBaJIEHTHA
ca ciemehum TBphemeM: 3a cBaky OuHapHy pernannjy ¢ € V(S) koja je
carimacHa Ha dom¢ mocroju z € rang”¢ Tako maa 3a cBako ¥ € dome Baxu

*o(*x, 2).

121. Heka A nma cBOjCcTBO KOHAYHOT mipeceka u Heka je FilA oxrosapajyhn
¢unrep renepucan ca A. Jlokazatu 1a ako A u B uMajy cBojcTBO KOHAYHOT
mmpecexa, Taaa

FilA D FilB AKO U CaMO aKo ﬂAeA *AC ﬂAeg *A .

122. Vnrpadunrep F Hanx uHaekcHUM ckynoM I je A-ogéosapajyhu axo 3a
CBaky HempasHy ¢haMunujy B moackymoBa o1 A, Koja IMa CBOjCTBO KOHAYHOT
Tpeceka, TIOCTOjU TIpecinKaBame s: I — A tako ma 3a ceako B € B, mocroju
F € F ca ocobunom s(F') C B. Tlokazatu na nomnazehu og Card(V (S))-
oarosapajyher ynrpadunrpa moxemo kao y Teopemu 11.10. modutu Mmozmen
3a AxcioMe 1, 2, 3 u 4.

123. Jdoxazatu Teopemy 11.13.

124. Heka cy (X, A, u) u (Y, B, \) win MepsbuBKM NPOCTOPH UM KOHAYHO-
aJINTUBHM MepJbUBH TipocTopu. Kakemo 1a ce anre6pa A Moxke TOTOIUTH Y
anrebpy B axo nocroju 1-1 ¢pynxmmja f: A — B taxo ga

(1) f(AUB) = f(A)U f(B)3a A,B € A,
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) f(X\A) =Y\ f(A)zaAc A
Kaxemo na ropma GpyHKIHja dyBa MEPY ako

(3) A € Aaxo ucamo ako f(A) € B,
4) w(A)=A(f(A))sad e A

IMoka3zaTy 1a ce CBAKM KOHAYHO-aIMTHBHU MepJbuB npoctop (X, A, i)
MOXe TOTONUTH Y HekHM MepibuB mpoctop (Y, B, \) Tako ma To moTamame
qyBa Mepy.

125. IIposeputn Teopemy 12.6. 3a ciry4aj:
o [ =10,1];
o Ij=[-kkluTk={—k —k+2,....k— %k}
e R=RuU{oo}nQ={L|ke*z, —H?><k<H?}.
126. Heka je (T, *P(TxH), P) xunepkonadan yHUGpOpMaH MePIHUB IIPOCTOP

nueka je mong(r) ={t € Ty |t =~ r}. Jokaszatu na je mony(r) Mep/buB
CKyI M 11a je merosa Mepa 0.

127. Moxkaszatu ga ckyn S = {t € Ty | st(t) <t} uuje JIe6 Mepbus.
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ujean rmpcreHa, 26

¢urep, 33
I1pebpojuBa pammpusoct, 217
Tpenukatcku

(penanujckn) cumoomu, 89
TpuHnmm

Mo INBarba, 72

npenvBama, 71
TTpoussox JIeboBux mpocropa, 241
IIpocra excnansmja Momena, 101

PaBHOMepHa Tomonoruja, 205
PenyxoBanu
npou3Bo Mojena, 104
MPOU3BOJI CKyIIOBa, 44
creneH, 46
PenykT jesuka, 90
Penmammja
OeckoHauHe OyHckocTH, 24
3aJ0BOJbEHA, 96
KOHauHe OJIMcKocTH, 24
Perpaxnuja, 28
Peuennne, 94

CgojcTBO
Kk—u3oMopduzma, 226
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MHAEKC

KOHAYHOT Ipeceka, 35
CenapabwnaH ripocrop, 273
o—aJuTHUBHA Mepa, 234
Ckanapuu npousso, 271
CkoToBO KoMIIIETHpamke, 305
CKOTOBCKHY KOMITIIETHO 1OJbe, 209
Crydajaa mpoMeHJbHBa, 262
Crosparnma Mepa Kiace, 294
Crannmapana nesujanmja, 262
CranmapaHu

neo, 28

TMe(UHUATTNOHN TpHHITHI, 215

ckym, 213
Cremnena ¢ynknuja, 140
Cronos npocrop, 308
S—romomoruja, 85
CroxacTHuku mpoiiec, 263
CynepaujaroHailHu oniepaTop, 278
CynepcTpyKTypa, 211
CynpemymM ckyma, 20

Tauka
HaroMMJIaBama Hu3a, 115
py0Oa, 82
Tun teopuje, 109
Teopema xommnakTHoctH, 109
Teopuja
AbenoBux rpyma, 18
rpyna, 18
je3nka, 94
KOMYTATUBHOT MTPCTEHA
ca jemMHHATIOM, 18
nrHeapHoOT ypehema, 18
Mozena, 97
napuyjatHor ypehema, 18
noJspa, 18
Tepwmu jesuka, 93

V3opaxk, 258
Virpanpousson

Mozena, 106

CKYIIOBa, 45
Varpadunrep, 35
Vuusep3aianu moaenu, 201
YHupOopMHA HEMPEKUIHOCT, 125
Vuudopmun

mudTHHT dhyHKIMje, 244

npocropu, 206

ynrpadwmrrepu, 306
VYayTpamma

Mepa kiace, 294

Tauka, 81
VYHyTpalwbocT ckyna, 81
Vpeheno nosve, 17
VYramame, 91

®untep, 33

dopmanHa apuT™MeTHKa, 94
Dopmyre, 93

®Dperreon durrep, 33
dynknmja pacmomene, 262
®yHK1IMjcku cnMbomm, 89
®dypjeos pen, 273

XunbepToB npocrop, 273
Xunepbomamuxe ¢pynkyje, 165
XunepkoHauan

JTUCKETaH

BPEMEHCKHU MHTEpBaJ, 75

cKkyt, 73

CTOXaCTUYKU MPOIIEC, 264
XwunepparoHatHu OpojeBH, 48
Xuneppeaaau 6pojesu, 48
Xowmorenu moaenu, 201
Xomomopduzam mojena, 91

Lentpanau MmomeHT, 262

IlIBapmoBa Hejemnakoct, 271
IIIrannxaycosa Teopema 261



