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Íàñëîâ äèñåðòàöèjå: Óîïøòå»à Øàòåíîâèõ íîðìè ãðàôoâà è êîìáèíàòîðíå ïðèìåíå

Ñàæåòàê: Ó îâîj äîêòîðñêîj äèñåðòàöèjè äîáèjåíè ñó íåêè ðåçóëòàòè ó îáëàñòè òåîðèjå
ãðàôîâà è »åíèõ ïðèìåíà. Ó ïðâîj ãëàâè òåçå jå äàò ïðåãëåä îñíîâíèõ ïîjìîâà è òåîðåìà èç
êîìáèíàòîðíå òåîðèjå ãðàôîâà, ñïåêòðàëíå òåîðèjå ãðàôîâà, è î ñëó÷àjíèì ãðàôîâèìà
è ðàñïîäåëè »èõîâèõ ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè. Íàjâèøå jå ðàçìàòðàíà ìàòðèöà ñóñåäñòâà
ãðàôà è îäðå¢åíå îñîáèíå »åíîã ñïåêòðà. Åíåðãèjà ãðàôà jå çáèð àïñîëóòíèõ âðåäíîñòè
ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè ãðàôà.

Øàòåíîâå p− íîðìå ïðåäñòàâ§àjó çáèð p−òèõ ñòåïåíà ñèíãóëàðíèõ âðåäíîñòè ãðàôà
ñòåïåíîâàí ñà 1

p
, ñïåöèjàëàí ñëó÷àj Øàòåíîâå íîðìå çà p = 1 jå áàø åíåðãèjà ãðàôà. Ó

òðå£îj ãëàâè îâå äèñåðòàöèjå èìà íàjâèøå îðèãèíàëíèõ íàó÷íèõ äîïðèíîñà. Äîêçàíà jå
õèïîòåçà Íèêèôîðîâà âåçàíà çà Øàòåíîâå íîðìå ãðàôà êàäà jå p > 2. Ïðâî jå ïîêàçàíî
äà õèïîòåçà âàæè çà îäðå¢åíå êëàñå ãðàôîâà (ñòàáëà è jàêî ðåãóëàðíå ãðàôîâå êîä êîjèõ
ñå äîñòèæå ìàêñèìàëíà åíåðãèjà ãðàôà). Ïîòîì jå õèïîòåçà äîêàçàíà è ó îïøòåì ñëó÷àjó.
Ïîìî£íà òåîðåìà ó äîêàçó îâå õèïîòåçå jå òàêî¢å îðèãèíàëàí ðåçóëòàò, à äàjå ãîð»å îãðà-
íè÷å»å çà çáèð êâàäðàòà íàjâå£èõ k ñèíãóëàðíèõ âðåäíîñòè ãðàôà. Ìîæå îä êîðèñòè ó
äà§èì èñòðàæèâà»èìà áèòè è ïîñëåäèöà îâå òåîðåìå êîjà äàjå ãîð»å îãðàíè÷å»å çáèðà
êâàäðàòà äâå íàjâå£å ñèíãóëàðíå âðåäíîñòè. Ó îäå§êó 3.3 íàâåäåíà jå îðèãèíàëíà òåîðåìà
êîjà ïðèêàçójå àñèìïòîòñêî ïîíàøà»å ñïåêòðà à ñàìèì òèì è åíåðãèjå êîìïëåìåíòíîã
ãðàôà çà âåëèêå âðåäíîñòè n. Ó îäå§êó 3.4 jå èçðà÷óíàòà ñðåä»à âðåäíîñò p−òèõ ñòåïåíà
ñèíãóëàðíèõ âðåäíîñòè ñëó÷àjíîã ãðàôà è äîáèjåíî ãîð»å îãðàíè÷å»å çà ãåîìåòðèjñêó
ñðåäèíó ñèíãóëàðíèõ âðåäíîñòè ñëó÷àjíîã ãðàôà.
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Dissertation title: Extended Schatten norms of graphs and combinatorial applications

Abstract: In this doctoral thesis we obtained some results in graph theory and its applica-
tions. In the �rst chapter, we give the review of basic notions and theorems of combinatorial
theory of graphs, spectral theory of graphs, random graphs and distribution of their eigenvalues.
The most detailed consideration is given to adjacency matrix and properties of its spectrum.
In particular, in this dissertation we study Energy of graphs and generalizations of it. Energy
of graph is the sum of absolute values of eigenvalues of a graph.

Schatten norms of graphs represent p-th degree norm of singular values of graph, and the
special cases of this norm for p = 1 corresponds to the Energy of graph. In chapter three of this
dissertation we are given the most original scienti�c contribution. We prove the conjecture of
Nikiforov about Schatten norms of graphs when p > 2. First we prove that conjecture is true
for some special classes of graph (for trees and strongly regular graph with maximal energy).
After that, we prove the conjecture in the general case. Auxiliary theorem obtained in the
proof of this conjecture is also an original result which gives a sharp upper bound of sum of
quadratic of the largest k singular values of graph. A corollary of this theorem which gives an
upper bound for sum of squares of the biggest two singular values of graph can be useful in
further research. In the subsection 3.3 we give an original theorem about asymptotic properties
of spectrum and thus energy of complement graph for a large values of n. In the subsection
3.4 we calculate a mean of p-th degree of singular values and upper bound of geometric mean
of almost all graphs.
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Uopxte�a Xatenovih normi grafa i kombinatorne primene



Uvod

Predmet ove doktorske disertacije je teorija grafova i �ene primene i veze sa
drugim granama matematike. Posebna pa��a je posve�ena svojstvima spektra matrice
susedstva grafa.

Prva glava je pode	ena na tri dela. U prvom delu date su definicije osnovnih
pojmova iz kombinatorne teorije grafova kao i neke najva�nije teoreme. U drugom delu
je dat uvod u spektralnu teoriju grafova, granu matematike koja povezuje strukturu
grafa sa odre�enim svojstvima �emu pridru�ene matrice. Na poqetku su nabrojane
matrice koje se mogu pridru�iti grafu, a onda posebno mesto zauzima matrica susedstva
grafa i svojstva �enog spektra. Navedeni su poznati spektri za neke grafove. Na kraju
poglav	a je data teorema koja je poznata kao min-maks karakterizacija sopstvenih
vrednosti matrice i �ene posledice koje imaju znaqajnu primenu u ovom radu, to su
Koxijeva interlacing teorema, Vejlova teorema, i noviji rezultat do kog su doxli Van
Vu i Terens Tao. Navedene su dve teoreme Peron- Frobenijusa koje daju zanim	iva
svojstva spektra nekih matrica koje imaju primenu u teoriji grafova. Tre�i deo je
posve�en sluqajnim grafovima i sluqajnim matricama. Uveden je pojam sluqajne matrice
i raspodele �enih sopstvenih vrednosti. Na poqetku poglav	a date su neke definicije
iz teorije verovatno�e da bi se lakxe qitao da	i tekst. Zatim je uvedena Vignerova
raspodela sopstvenih vrednosti sluqajne matrice i dat je dokaz Vignerove teoreme
metodom momenata. Za taj dokaz je potreban niz pomo�nih tvr�e�a, ve�ina je data sa
dokazima. Zatim je objax�eno kako se ta teorema mo�e odnositi na sluqajnu matricu
koja je matrica susedstva nekog sluqajnog grafa. U posled�em delu poglav	a navedeni su
rezultati koji unapre�uju ovaj Vignerov rezultat tj. teoreme koje dokazuju konvergenciju
u verovatno�i i skoro sigurnu konvergenciju.

Druga glava se sastoji iz dva ode	ka, prvi je posve�en Adamarovim matricama, a dru-
gi teoriji optimalnih dizajna. Obe ove teme tiqu se dostiza�a maksimalnih vrednosti
determinante. U ode	ku 2.1 je dat pregled osnovnih pojmova i teorema o Adamarovim
matricama koje �e kasnije imati vezu sa problemom izraqunava�a maksimalne energije
grafa. Navedena je i quvena Adamarova hipoteza koja jox uvek nije rexena. Jedan deo
ode	ka posve�en je i odre�iva�u maksimalne detreminante. Jedan od doprinosa ovog
rada je i originalan rezultat u kome je izraqunata gor�a ocena geometrijske sredine
singularnih vrednosti sluqajnog grafa, to je teorema iz samostalnog rada autora [41].
U ovom ode	ku je formulisana teorema koja daje gor�e ocenu determinante matrice
sluqajnog grafa, koja je direktna posledica pomenutog rezultata. U ode	ku 2.2 o opti-
malnim dizajnima dat je opis linearnog regresionog modela i teorema Gaus-Markova.
Kasnije su uvedeni pojmovi dizajna, date su neke pomo�ne leme iz linearne algebre, a
centralno mesto poglav	a je teorema ekvivalencije koja je data sa dokazom. Na kraju je
naveden primer koji pokazuje vezu izme�u optimalnih dizajna i Adamarovih matrica.
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Uopxte�a Xatenovih normi grafa i kombinatorne primene

Tre�a glava sadr�i najvixe originalnih rezultata i nauqnih doprinosa ove teze.
Pomenuti originalni rezultati su iz radova [41], [9], [42], pri qemu je prvi rad samosta-
lan rad autora ove disertacije, a na druga dva je koautor sa mentorom. Prvi deo tre�e
glave posve�en je problemu energije grafa. Energija grafa predstav	a zbir apsolutnih
vrednosti sopstvenih vrednosti grafa. Data je veza sa Hukelovom teorijom u hemiji.
Ova oblast se ubrzano razvija, objav	en je veliki broj radova na ovu temu u posled�ih
dvadesetak godina. Interesantno je da je pojam energije grafa uveo srpski nauqnik,
Ivan Gutman. Navedeni su neki rezultati koji predstav	aju do�a i gor�a ograniqe�a
za energiju grafa. Najznaqajniji i najcitiraniji rezultat je gor�e ograniqe�e Kulena
i Multona koje iznosi 1

2
n + 1

2
n

3
2 . Ova vrednost se dosti�e za jako regularne grafove

sa parametrima

(
n,

n+
√
n

2
,
n+ 2

√
n

4
,
n+ 2

√
n

4

)
. Tako�e je data veza izme�u matrice

susedstva grafa koji ima maksimalnu energiju i Adamarove matrice. Izvedena je i
objax�ena i Kulsonova integralna formula za izraqunava�e energije grafa.

Ode	ak posve�en normama matrice, a posebno Xatenovim normama je 3.2. Na poqetku
je dat pregled osnovnih pojmova i nabrojana su najva�nija svojstva matriqnih normi.
Zatim su navedeni poznati rezultati o svojstvima Xatenovih normi grafa, nejve�i deo
tih rezultata su tvr�e�a Vladimira Nikiforova. Posebno bih istakao teoremu koja je
uopxte�e va�nog rezultata Kulena i Multona i teoremu koja daje vrednosti Xatenovih
normi sluqajnog grafa.

Xatenove norme predstav	aju uopxte�e energije grafa. Navedena je i hipoteza
koju je postavio Nikiforov za Xatenove norme kada je p > 2, ta hipoteza je ovde
rexena i to je jedan od najve�ih doprinosa ove teze. Ova hipoteza ka�e da od svih
neorijentisanih grafova bez pet	i, sa n qvorova najve�u vrednost Xatenove norme za
p > 2 ima kompletan graf. Poxto je poznat spektar kompletnog grafa ta hipoteza se
pretvara u dokaziva�e odre�ene nejednakosti.

Pre nego xto je dokazana u opxtem sluqaju pokazano je da va�i u tri specijalna
sluqaja i to: za grafove kod kojih je p paran broj, za pomenute jako regularne grafove
kod kojih se posti�e maksimalna energija i za stabla. Sve tri navedene teoreme su
originalni rezultati autra teze u radu [41].

Potom je dokazano da hipoteza va�i i u opxtem sluqaju. Ona je posledica jedne leme
iz matematiqke analize koja je u vezi sa dostiza�em uslovnog maksimuma jedne realne
funkcije sa n promen	ivih i jox dve originalne teoreme. Prva teorema daje gor�e
ograniqe�e zbira kvadrata k najve�ih singularnih vrednosti grafa (navedena je i �ena
posledica gor�e ograniqe�e za zbir kvadrata dve najve�e singularne vrednosti), ova
teorema je tako�e originalan rezultat. Druga teorema je jedno uopxte�e Xatenovih
p-normi i iz �e se direktno izvodi rexe�e pomenute hipoteze. Ove dve teoreme i lema
su originalno formulisane i dokazane i radu [9].

U ode	ku 3.3 data je jedna originalana teorema, iz rada autora ove teze sa mentorom
[42], koja prikazuje asimptotsko ponaxa�e energije komplementnog grafa za velike
vrednosti n, u qijem se dokazu koristi ve� spomenuta Vejlova teorema.
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U ode	ku 3.4 navedeni su originalni rezultati o osobinama sluqajnih grafova, a to
su izraqunata vrednost sredina p-tih stepena singularnih vrednosti sluqajnog grafa
za p ∈ (0, 1) i data gor�a ocena vrednosti geometrijske sredine singularnih vrednosti
sluqajnog grafa. Prilikom raquna�a ovih rezultata koristi se jedna teorema Nikifo-
rova koja govori o Xatenovim normama sluqajnog grafa. Obe ove teoreme su u originalu
formulisane i dokazane u samostalnom radu autora, [41].

U qetvrtoj glavi su date neke kombinatorne primene teorije grafova. Ova glava se
sastoji od dva ode	ka. U prvom ode	ku prikazan je uvod u problem zadovo	e�a uslova
(Constraint Satisfaction Problem), skra�eno CSP, date su sve tri definicije ovog problema.
Zatim je navedena hipoteza dihotomije koja je vixe od 20 godina bila predmet pa��e
velikog broja matematiqara a koja je rexena 2017. godine.

Posebno je zanim	iv pristup problemu zadovo	e�a uslova preko neorijentisanih
grafova, koji su glavna tema ove disertacije, tako da je tome posve�ena posebna pa��a u
drugom delu qetvrte glave.

U ode	ku 4.1 definisano je H-boje�e neorijentisanog grafa G i objax�eno da je to
ekvivalent CSP problema. Navedeno je rexe�e hipoteze dihotomije za neorijentisane
grafove, to je poznat rezultat qexkih matematiqara Hela i Nexetrila iz 1990. godine.
Pomenuta teorema ka�e da je problem H-boje�a za bipartitne grafove rexiv u poli-
nomijalnom vremenu, a za nebipartitne NP -kompletan. Naveden je jedan jednostavniji
dokaz od originalnog. Pomenuti dokaz je iz rada [8], gde je autor ove teze koautor sa
mentorom. U dokazu se koriste neke konstrukcije iz originalnog rada Hela i Nexetrila
ali ima ma�e razliqitih sluqajeva i grafovi imaju ma�i broj temena. Poenta je da se
nebipartitni graf koji je ulaz indikatorskim konstrukcijama svede na graf koji je 3-
obojiv (poznato je da je problem 3-boje�a NP -kompletan). Na kraju su data dva primera,
koji slu�e da ilustruju xta je ra�eno u dokazu, prvi graf ima 19, a drugi 27 temena.
Oba grafa iz primera imaju qetiri bitna svojstva koja se posti�u u jednom pomo�nom
tvr�e�u pre same teoreme, a nisu 3-obojivi.

3
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Glava 1

Osnovi teorije grafova

1.1 Osnovi kombinatorne teorije grafova

Teroja grafova je jedna od najvixe prime�ivanih oblasti matematike u drugim di-
sciplinama nauke. Termin graf prvi je upotrebio francuski matematiqar Silvester u
19. veku, ali ovaj termin ulazi u opxtu upotrebu tek 1936. godine kada je objav	ena mono-
grafija Koninga, profesora na Velikoj tehniqkoj xkoli u Budimpexti. Pre toga su se
grafovi prime�ivali u nekim problemima ali nije razvijena prava matematiqka teori-
ja. Me�u najstarijim problemima koji se tiqu grafova je problem keninsberxkih mostova
koji je postav	en jox davne 1736. godine. Pita�e je bilo da li se mo�e pre�i preko svih
7 mostova a da se svaki pre�e taqno jednom. Sliqno pita�e druxtvu postav	aju deca u
ni�im razredima osnovne xkole, a to je da li neku figuru mogu da nacrtaju jednim po-
tezom olovke. Problem keninsbrexkih mostova rexio je quveni xvajcarski matematiqar
Leonard Ojler. Bi�e kasnije reqi o tome xta je Ojlerov put u grafu. Na poqetku ovog
poglav	a definisa�emo osnovne pojmove iz teorije grafova. Postoji mnogo definicija
grafa koje su me�usobno ekvivalentne.

Definicija 1.1.1. Neka je V neprazan skup i E binarna relacija u V . Ure�en par
G = (V,E) se naziva graf. Elementi skupa V nazivaju se qvorovi (ponekad vrhovi,
temena) grafa, a elementi skupa E grane (ivice) grafa.

Ukoliko je relacija E simetriqna graf je neorijentisan, a ukoliko je relacija E
antisimetriqna radi se o orijentisanom grafu.

Prema definiciji je jasno da graf mo�emo lako nacrtati, qvorove grafa predsta-
v	amo taqkama a grane grafa neprekidnim linijama. Ukoliko se radi o orijentisanom
grafu stav	amo strelice usmerene na odgovaraju�u stranu, u zavisnosti koji qvor je sa
kojim u relaciji, ili nekad u oba smera. Kod neorijentisanih grafova bi te strelice
bile na svakoj grani okrenute u oba smera pa se u opxtem sluqaju izostav	aju. Grana
koja povezuje qvor sa samim sobom zove se pet	a. Nekada izme�u dva qvora postoji
vixe grana (kod orijentisanih grafova qak vixe sa strelicom u istom smeru), ovakvi
grafovi se zovu multigrafovi. Tako�e, graf je konaqan ukoliko je skup V konaqan,
a graf je beskonaqan ukoliko je skup V beskonaqan. Za qvorove grafa koji su spojeni
granom ka�emo da su susedni qvorovi, oni su za tu granu krajevi. Ukoliko je qvor
jedan od krajeva grane ka�e se da su taj qvor i ta grana incidentni.

Graf H(U, S) je podgraf grafa G(V,E) ukoliko je U ⊂ V i S = E ∩ U × U . To
jest podgraf grafa se dobija kada se razmatra neki podskup �egovih qvorova i grane
me�u �ima, a iz grafa se uklone svi ostali qvorovi i grane incidentne sa uklo�enim
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qvorovima. Delimiqni ili parcijalni graf grafa G(V,E) naziva se svaki graf H(V, T )
pri qemu je T ⊂ E. Delimiqni graf podgrafa naziva se delimiqni podgraf datog
grafa.

Grafovi imaju veliku primenu u elektronici (strujna kola), saobra�aju, hemiji,
programira�u, biologiji i drugim disciplinama nauke.

Stepen qvora je broj suseda tog qvora. Kod orijentisanih grafova se definixu
takozvani ulazni (broj grana koje ulaze u taj qvor) i izlazni (broj grana koje se stiqu
u tom qvoru) stepen qvora. Grana koja sadr�i qvor stepena jedan zove se vise�a

grana, a qvor stepena jedan se zove vise�i qvor. U ovom radu su glavna tema konaqni
neorijentisani grafovi bez pet	i i vixestrukih grana, koji se ponekad zovu i prosti
grafovi. Tako da se naredni termini uvode samo za ovakve grafove.

Xet�a u grafu G je nizW = v0, e1, v1, e2, v2, e3, ..., en, vn, qiji su qlanovi naizmeniqno
qvorovi vi i grane ei grafa G. Ka�e se da je v0 poqetak a vn kraj xet�e. Ako su grane
e1, ..., en u xet�i W me�usobno razliqite, ka�emo da je W staza. Ako su na stazi svi
qvorovi me�usobno razliqiti ona se naziva put. Put koji poqi�e i zavrxava se u istom
qvoru naziva se kru�ni put ili cikl.

Za graf ka�emo da je povezan ukoliko izme�u svaka dva �egova qvora postoji
put. Ako graf nije povezan mo�emo govoriti o �egovim komponentama povezanosti tj.
o �egovim podgrafovima koji su povezani. Granu grafa qijim ukla�a�em bi graf
izgubio svojstvo povezanosti nazivamo most grafa. Qvor grafa qijim bi ukla�a�em
bila naruxena povezanost zove sa artikulacioni qvor grafa.
Graf qiji svi qvorovi imaju isti stepen naziva se regularan graf, kasnije u ovom radu
posebno mesto �e zauzimati neke vrste regularnih grafova. Konaqan, povezan, regularan
graf stepena dva zovemo kontura.

Povezan graf sa n, (n > 1) qvorova i n− 1 granom zove se stablo ili drvo. Graf qije
su sve komponente povezanosti stabla naziva se xuma. Slede�a teorema deta	no opisuje
svojstva stabala.

Teorema 1.1.1. Neka je G graf sa n, (n > 1) qvorova. Slede�i iskazi su ekvivalentni:

1. G je povezan i ne sadr�i konture;

2. G ne sadr�i konture i ima n− 1 granu;

3. G je povezan i ima n− 1 granu;

4. G ne sadr�i konture, ali dodava�em nove grane izme�u proizvo	na dva qvora obra-
zuje se taqno jedna kontura;

5. G je povezan, ali gubi to svojstvo ako se uda	i jedna �egova proizvo	na nevise�a
grana;

6. svaka dva qvora u G su spojena taqno jednim putem.

Put koji prolazi taqno jedanput kroz svaku granu grafa naziva se Ojlerov put.
Pita�e da li se svaki most mo�e pre�i taqno jednom ili da li se neka figura mo�e
nacrtati jednim potezom olovke je pita�e da li odgovaraju�i graf poseduje Ojlerov put.
Odgovor na ovo pita�e daje slede�a teorema koja je poznata kao Ojlerova teorema.
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Teorema 1.1.2. Povezan graf sa bar jednom granom sadr�i Ojlerov put ako i samo ako
sadr�i 0 ili 2 qvora neparnog stepena.

Rastoja�e izme�u dva qvora u povezanom grafu je du�ina najkra�eg puta izme�u ta
dva qvora. Jasno je da je rastoja�e susednih qvorova jednako 1. Rastoja�e izme�u qvorova
vi i vj se oznaqava sa d = d(vi, vj), vi, vj ∈ V . Ovom funkcijom d je definisana metrika
na skupu qvorova V jer va�e slede�a svojstva:

1. jednoznaqnost d(vi, vj) = 0 ⇔ vi = vj;

2. simeriqnost d(vi, vj) = d(vj, vi);

3. nejednakost trougla d(vi, vk) + d(vk, vj) ≥ d(vi, vj).

U ovom sluqaju skup V na kome je definisana metrika je metriqki prostor. Ako qvorovi
vi i vj pripadaju razliqitim komponentama povezanosti nekog nepovezanog grafa ka�emo
da je rastoja�e izme�u �ih +∞. U povezanom grafu najve�e rastoja�e izme�u neka dva
qvora naziva se dijametar grafa.

Put koji kroz svaki qvor grafa prolazi taqno jednom zove se Hamiltonov1 put.
Hamiltonov put koji poqi�e i zavrxava se u istom qvoru neorijentisanog grafa
naziva se Hamiltonova kontura. Problem trgovaqkog putnika je problem odre�iva�a
Hamiltonovog puta u grafu i spada u grupu NP -kompletnih problema o kojima �e biti
vixe deta	a u 4. glavi ove disertacije.

Za graf ka�emo da je bipartitan ukoliko se �egovi qvorovi mogu podeliti u dva
skupa tako da svaka grana grafa ima po jedan kraj u svakom od ta dva skupa. Me�u
qvorovima ta dva skupa nema susednih. Ako je svaki qvor iz jednog skupa povezan sa
svakim qvorom iz drugog skupa, ka�emo da je graf kompletan bipartitan.

Za graf ka�emo da je k-partitan ako se skup �egovih qvorova mo�e podeliti u k
disjunktnih skupova tako da ne postoje dva qvora jednog skupa da su me�usobno povezana
tj. grane ovog grafa povezuju jedino qvorove iz razliqitih skupova. Ako su svaka
dva qvora iz razliqitih skupova povezana granom ka�emo da se radi o kompletnom
k-partitnom grafu.

Va�na relacija izme�u dva grafa je izomorfizam. Za dva grafa ka�emo da su izo-
morfni ako postoji obostrano jednoznaqno preslikava�e skupova �ihovih qvorova iz
jednog u drugi, koje quva susednost qvorova.
Ova relacija je:

1. refleksivna - jasno je da je graf izomorfan samom sebi;

2. simetriqna - ako je G izomorfno sa H jasno je i da je H izomorfno sa G;

3. tranzitivna - ako je G izomorfno sa H, a H izomorfno sa K prema definiciji
jasno je da je i G izomorfno sa K.

Prema tome radi se o relaciji ekvivalencije, vrlo qesto se ka�e da su grafovi jednaki
ako i samo ako su izomorfni. Nekada je provera da li su dva grafa izomorfna veoma
te�ak problem. Na ovu temu poznata je Ulamova hipoteza koja jox uvek nije rexena.

1Vilijam Rouan Hamilton (1805-1865) irski fiziqar, matematiqar i astronom, koji je dao znaqajan
doprinos u sve tri nauqne oblasti.
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Ta hipoteza glasi: ako razmatramo grafove G sa skupom qvorova g1, g2, ..., gn i H sa
skupom qvorova h1, h2, ..., hn uz uslov (n > 2), ukoliko iz oba grafa uklonimo po jedan
proizvo	an qvor na primer gi i hi ovako dobijamo grafove Gi i Hi. Ako su grafovi Gi i
Hi izomorfni za svako i, onda su tako�e i G i H izomorfni grafovi.

Za graf ka�emo da je potpun ili kompletan ukoliko su svaka �egova dva qvora
povezana granom. Kompletan graf sa n qvorova je regularan stepena n − 1. Potpun
podgraf nekog grafa se qesto u literaturi naziva i klika.

Graf G je komplement grafa G ako ima isti skup qvorova kao G, ali sada su susedni
qvorovi oni koji nisu bili susedni u G i obrnuto. Komplement potpunog grafa je graf
bez grana.

Graf je samokomplemantaran ako je izomorfan svom komplementu. Slede�a teorema
govori o broju qvorova samokomplementarnog grafa.

Teorema 1.1.3. Broj qvorova svakog samokomplementarnog grafa je ili 4n ili 4n + 1,
gde je n prirodan broj.

Definicija 1.1.2. Preslikava�e izme�u dva grafa koje qvorove jednog grafa preslikava
u qvorove drugog grafa ali tako da quva susednost qvorova (tj. slike susednih qvorova
su uvek susedni qvorovi) naziva se homomorfizam grafova.

Graf L(G) je graf grana ili linijski graf grafa G ukoliko su grane grafa G
predstav	ene kao qvorovi grafa L(G) i u grafu L(G) qvorovi su susedni ukoliko su
odgovaraju�e grane susedne u G.

Za graf ka�emo da je planaran ukoliko se mo�e predstaviti u ravni tako da su mu
qvorovi jedini preseci grana, tj. da se grane ne seku. Velika je primena planarnih gra-
fova u saobra�ajnoj infrastrukturi, u teoriji integrisanih kola, ali i u geografiji.
Naravno najve�a primena je u elektronici jer ukoliko bi doxlo do ukrxta�a odr�e-
nih kablova nastao bi kratak spoj. U vezi sa planarnim grafovima je slede�a Ojlerova
teorema.

Teorema 1.1.4. Povezan, planaran graf koji je predstav	en tako da mu se grane ne seku
sa n qvorova i m grana deli ravan na f = m− n+ 2 oblasti.

Iz ove teoreme se izvodi slede�a posledica.

Posledica 1.1.1. U svakom planarnom grafu postoji bar jedan qvor stepena ma�eg od
6.

Najjednostavniji primeri grafa koji nije planaran je potpun pentagraf (kompletan
graf sa 5 temena) i potpun bitrigraf (kompletan bipartitan graf sa 6 temena, koja su
pode	ena u dva skupa od po tri temena, u vezi sa ovim grafom je problem sa tri ku�e
i tri bunara, koji se postav	a �acima u xkoli). Koriste�i Ojlerovu teoremu lako se
dolazi do kontradikcije ako se pretpostavi da je neki od ovih grafova planaran.

Va�na teorema koja klasifikuje sve planarne grafove je dokazana oko 1930. godine i
poznata je pod nazivom Pontrjagina-Kuratovskog. Za ovu teoremu nam je potrebno da znamo
xta znaqi termin potpodela grafa. Graf koji nastaje operacijom kojom se na granama
ve� postoje�eg grafa uvode novi qvorovi zove se potpodela polaznog grafa. Ovu teoremu
navodimo bez dokaza, a dokaz se mo�e videti u k�izi [61].

Teorema 1.1.5 (Pontrjagin-Kuratovski). Graf je planaran ukoliko ne sadr�i kao deli-
miqni podgraf ni potpun pentagraf, ni potpun bitrigraf ni neku �ihovu potpodelu.
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Postoje mnoge primene u kojima se koristi boje�e grafova. Graf se boji tako xto se
svakom qvoru grafa pridru�uje neka boja. Ka�e se da je graf pravilno obojen ako su mu
svaka dva susedna qvora obojena razliqitim bojama. Ako se graf mo�e obojiti pravilno
sa m boja ka�e se da je graf m-obojiv. Hromatcki broj grafa γ(G) je jednak najma�em
broju s tako da je graf s-obijiv.

Jedan od najpoznatijih matematiqkih problema je problem qetiri boje. Taj problem je
postavio jox 1852. godine francuski student postdiplomskih studija, Fransis Gutrije.
On je pokuxavao da boji geografske karte sveta tako da nikoje dve dr�ave koje se graniqe
nisu obojene istom bojom. Pitao se sa koliko najma�e boja bi se svaka karta mogla obojiti.
To pita�e je poslao profesoru svog brata quvenom matematiqaru De Morganu.2 Kasnije
su mnogi bili zaokup	eni rexava�em ovog problema, bilo je qak i nekih prihva�enih
rexe�a koja su se posle pokazala kao pogrexna. Jedan od mnogobrojnih preteqa razvoja
teorije grafova je i ovaj problem. Mogu se dr�ave predstaviti kao qvorovi grafa, a one
dr�ave koje se graniqe (odgovaraju�i qvorovi) spajaju se granom. Onda problem qetiri
boje postaje problem obojivosti nekog planarnog grafa. Ovaj problem je poznat i kao prvi
matematiqki problem koji je rexen pomo�u raqunara i to se desilo tek 1976. godine posle
mnogo pokuxaja. Rexe�e je plod truda grupe nauqnika sa univerziteta Ilinois. Slede�a
teorema rexava problem 4 boje i navodimo je bez dokaza.

Teorema 1.1.6. Svaki planaran graf je 4-obojiv.

Postoji i boje�e grana grafa, grane koje se stiqu u istom qvoru boje se razliqitim
bojama. Jasno je da se boje�e grana grafa G svodi na boje�e qvorova linijskog grafa
L(G). Za vixe deta	a o osnovama kombinatorne teorije grafova i o raznim primenama
videti k�ige [19] i [61].

2Avgust De Morgan (1806-1871), poznati britanski matematiqar, uveo De Morganove zakone u logici,
prvi uveo pojam matematiqke indukcije.
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1.2 Osnovi spektralne teorije grafova

Graf mo�emo predstaviti i matricom, pomenu�emo ovde tri najva�nije vrste ma-
trica koje mogu biti pridru�ene jednom neorijentisanom grafu. Najva�nija je svakako
matrica susedstva grafa i o �oj �e biti najvixe govora u da	em tekstu. Pored �e, tu
su i matrica incidencije i matrica stepena qvorova grafa.

Matrica incidencije qvorova i grana grafa G koji ima n qvorova i m grana je
matrica R = [rij]n×m, pri qemu va�i:

rij =

{
1, ako je qvor vi incidentan sa granom ej

0, ako qvor i odgovaraju�a grana nisu incidentni

Matrica stepena qvorova je dijagonalna kvadratna matrica D = [dij]n×n, pri qemu se
na glavnoj dijagonali nalaze stepeni odgovaraju�ih qvorova.

Matrica A = [aij]n×n ja matrica susedstva grafa G ukoliko va�i:

aij =

{
1, ako je qvor vi spojen granom sa qvorom vj

0, ako ovi qvorovi nisu susedni

Karakteristiqni polinom P (λ) = det(A − λI) matrice A nazivamo karakteristiqni
polinom grafa. Jasno je da je stepen karakteristiqnog polinoma jednak broju qvorova
grafa. Nule pomenutog polinoma tj. sopstvene vrednosti matrice A zovu se sopstvene
vrednosti grafa G, a isto va�i za odgovaraju�e sopstvene vektore. Skup svih sopstvenih
vrednosti grafa G zove se spektar grafa. Sopstvene vrednosti grafa su realne, jer je
matrica susedstva grafa simetriqna i obiqno se predstav	aju u nerastu�em poretku na
slede�i naqin: λ1 ≥ λ2 ≥ λ3... ≥ λn.

Posebna grana teorije grafova koja se bavi �ihovim spektrima zove se spektralna
teorija grafova, u ovoj grani matematike je veliki doprinos srpskih matematiqara.
Spektralna teorija grafova ima veliku primenu u hemiji i raqunarstvu. Primena u
hemiji je vezana za strukturu molekula. U raqunarstvu su brojne primene: brza pretraga
interneta, teorija kodira�a, analiza slike, razvojne mre�e, antivirusna zaxtita i tako
da	e.

Va�e i uopxte�a nekih tvr�e�a koja �e biti navedena u ovom poglav	u, tako neke teo-
reme va�e i za Ermitske matrice, ali ovde se navode samo za realne simetriqne matrice
jer su glavna tema ovog rada grafovi i �ihove matrice susedstva.

Neki od koeficijenata karakteristiqnog polinoma grafa imaju veze sa strukturom
samog grafa. Neka je

P (λ) = anλ
n + an−1λ

n−1 + an−2λ
n−2 + an−3λ

n−3 + ...+ a1λ+ a0

karakteristiqni polinom neorijentisanog grafa G sa n qvorova, tada je: an = (−1)n.
Za koeficijent an−1 va�i da je −an−1 = TrA, naravno sa TrA oznaqava se trag matrice
A tj. zbir elemenata na glavnoj dijagonali. Koeficijent an−2 jednak je zbiru glavnih
minora drugog reda matrice susedstva, xto je ustvari zbir determinanti matrica
susedstva svih podgrafova grafa G koji imaju samo dva qvora. Ako je G graf bez pet	i
i vixestrukih grana onda je −an−2 jednako broju grana grafa.
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Poznata je Zaksova teorema vezana za poznava�e koeficijenata karakteristiqnog po-
linoma neorijentisanog grafa na osnovu strukture samog grafa. Za razumeva�e ove teo-
reme uvodimo dva nova pojma, a to su elementarna figura i osnovna figura. Elementarne
figure su graf sa dva qvora povezana granom i svaka kontura. Osnovna figura Oi je
svaki graf sa taqno i qvorova, qije su sve komponente povezanosti elementarne figure.
Neka su ai koeficijenti karakteristiqnog polinoma P (G) grafa G.

Teorema 1.2.1. Neka je n(Oi) broj komponenta figure Oi, a c(Oi) broj kontura koje se
kao komponente sadr�e u Oi. Tada va�i:

ai =
∑

Oi⊂G

(−1)n(Oi)2c(Oi)

gde se sumira�e vrxi po svim osnovnim figurama sa taqno i qvorova koji se kao deli-
miqni podgrafovi nalaze u G.

Slede�a teorema nam daje vezu izme�u karakteristiqnog polinoma nepovezanog grafa
i karakteristiqnih polinoma �egovih komponenata povezanosti.

Teorema 1.2.2. Neka je dat nepovezan graf G i neka su G1, G2, G3, ..., Gk komponente
povezanosti grafa G. Neka su karakteristiqni polinomi komponenata povezanosti
redom P (G1), P (G2), P (G3), ..., P (Gk) tada je karakteristiqni polinom grafa G:

P (G) = P (G1) · P (G2) · P (G3) · · · P (Gk)

Iz ove teoreme jasno sledi da se spektar grafa dobija objedi�ava�em spektara �ego-
vih komponenata povezanosti.

Jasno je da izomorfni grafovi imaju iste spektre jer spektar ne zavisi od naqina
numeracije qvorova. Obrt ovog tvr�e�a ne va�i tj. postoje neizomorfni grafovi koji
imaju iste karakteristiqne polinome odnosno iste spektre.

Stav 1.2.1. Neka je D maksimalni stepen qvora neorijentisanog grafa G, tada za svaku
sopstvenu vrednost ovog grafa va�i |λ| ≤ D.

Za neke jednostavnije klase grafova poznat je spektar. Spektar kompletnog grafa
Kn se sastoji od brojeva n − 1 i −1, prva sopstvena vrednost je jednostruka, a druga je
vixestrukosti n− 1. Obrt ovog tvr�e�a nam daje slede�i stav, koji ka�e da je dovo	no
znati da jedna sopstvena vrednost grafa koji ima n qvorova n − 1, i odmah se zna da se
radi o kompletnom grafu.

Stav 1.2.2. Neka je G neorijentisan graf bez pet	i, sa n qvorova. Ako jedna sopstvena
vrednost grafa G iznosi n− 1, onda je taj graf kompletan.

Dokaz. Neka je x = (x1, x2, ..., xn)
T sopstveni vektor koji odgovara datoj sopstvenoj

vrednosti. Mo�emo pretpostaviti da je x1 maksimalna vrednost od svih koordinata i
da je pozitivna (to se mo�e posti�i eventualnim mno�e�em permutacionom matricom).
Neka je A = [aij] matrica susedstva grafa G. Prema definiciji va�i slede�a jednakost:

Ax = (n− 1)x

Odavde sledi jednakost za prvu koordinatu:

(n− 1)x1 = a12x2 + a13x3 + ...+ a1nxn
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pri qemu su sve vrednosti aij jednake nula ili jedan. Pomno�imo sada vektor odgovara-
ju�om konstantom da dobijemo da je x1 = 1. Iz prethodne jednakosti sledi da je a1j = 1,
za sve j = 2, 3, ..., n i x1 = x2 = ... = xn = 1. Prema tome sopstveni vektor x koji odgovara
sopstvenoj vrednosti λ = n− 1 je: x = (1, 1, 1..., 1)T

Onda va�i:
A · (1, 1, 1..., 1)T = (n− 1)(1, 1, 1..., 1)T

Prime�ujemo da su stepeni svih qvorova grafa G jednaki n − 1, a to znaqi da je G
kompletan graf.

Slede�a teorema govori o sopstvenim vrednostima bipartitnog grafa.

Teorema 1.2.3. Spektar bipartitnog grafa se sastoji od realnih brojeva koji su kada
se predstave na realnoj osi simetriqni u odnosu na koordinatni poqetak.

Ukoliko imamo kompletan bipartitni graf qiji je skup qvorova pode	en u dva skupa
sa l odnosno k elemenata tada se �egov spektar sastoji od brojeva

√
kl,−

√
kl i 0, pri

qemu je nula vixestrukosti k + l − 2.

Za graf ka�emo da je jako regularan ako ima slede�e parametre (n, k, λ, µ) pri qemu
je n broj qvorova grafa, k stepen svakog qvora, λ broj zajedniqkih suseda susednih qvorova,
µ broj zajedniqkih suseda nesusednih qvorova. Jako regularni grafovi su definisani tek
1963. godine i imaju veliku primenu u odre�iva�u maksimalne energije grafa, o qemu �e
biti reqi u nastavku. Komplement jako regularnog grafa je tako�e jako regularan graf
sa parametrima (n, n− k − 1, n− 2− 2k + µ, n− 2k + λ).
Za matricu susedstva jako regularnog grafa va�e slede�e jednakosti:

1. AJ = JA = kJ

2. A2 = kI + λA+ µ(J − I − A)

Pri qemu je I jediniqna matrica (na glavnoj dijagonali su jedinice, ostali elementi
su nule), a sa J je oznaqena matrica qiji su svi elementi jednaki jedan. Najpoznatiji
primeri jako regularnih grafova su cikl du�ine 5 �egovi parametri su (5, 2, 0, 1),
Patersonov graf (10, 3, 0, 1), zatim konferencijski grafovi reda q sa parametrima
(q, q−1

2
, q−5

4
, q−1

4
), parametar q daje ostatak jedan pri de	e�u sa 4. Pejlijev graf3 je

specijalan sluqaj konferencijskog grafa, koji se dobija kada je q prost broj. Narav-
no ne postoji Pejlijev graf za svako q, najma�i je za q = 5, a to je upravo kontura du�ne 5.

Slede�a teorema daje potreban i dovo	an uslov da je neki graf jako regularan.

Teorema 1.2.4. Graf G je jako regularan ako i samo ako je regularan i ima najvixe tri
razliqite sopstvene vrednosti.

Poznat je i spektar jako regularnog grafa sa parametrima (n, k, λ, µ). Sopstvene
vrednosti ovog grafa su (prema prethodnoj teoremi ima ih najvixe 3 razliqite):
λ1 = k vixstrukosti 1,

λ2 =
1

2
[(λ−µ)+

√
(λ− µ)2 + 4(k − µ)] vixestrukosti

1

2

[
(n− 1)− 2k + (n− 1)(λ− µ)√

(λ− µ)2 + 4(k − µ)

]
,

3Rejmond Pejli (1907-1933), talentovani engleski matematiqar koji je mlad nastrado, ali dao veliki
doprinos matematici.
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λ3 =
1

2
[(λ−µ)−

√
(λ− µ)2 + 4(k − µ)] vixestrukosti

1

2

[
(n− 1) +

2k + (n− 1)(λ− µ)√
(λ− µ)2 + 4(k − µ)

]
.

Ove formule se mogu primeniti na Pejlijeve grafove reda q.
Prema prethodnom spektar Pejlijevog grafa reda q je:

λ1 =
q − 1

2
vixestrukosti 1,

λ2,3 =
1

2
(−1±√

q) obe vixestrukosti
q − 1

2
.

Slede�a teorema povezuje elemente razliqitih stepena matrice susedstva sa brojem
puteva odre�ene du�ine u grafu.

Teorema 1.2.5. Neka je A matrica susedstva grafa G qiji su qvorovi v1, v2, ..., vn. Ele-
ment akij matrice Ak je jednak broju puteva du�ine k izme�u qvorova vi i vj u grafu
G.

Mo�emo znati karakteristiqni polinom grafa, koji se dobija od poznatog grafa
ukla�a�em jedne grane, tu vezu daje slede�a teorema.

Teorema 1.2.6. Neka je uv jedna grana grafa G tada za karakteristiqni polinom grafa
G va�i:

P (G) = P (G− uv)− P (G− u− v)− 2
∑

C∈Ψ(uv)

P (G− C)

Pri qemu se u posled�oj sumi sumira�e vrxi po svim ciklovima koji pripadaju
skupu cilkova koji sadr�e granu uv.

Ukoliko je uv vise�a grana, sa vise�im qvorom v onda va�i:

P (G) = λP (G− v)− P (G− u− v)

Prva jednakost u prethodnoj teoremi je poznata kao Xvenkova formula, a druga kao
Hejlbronerova formula.

Neke teoreme iz ove oblasti i �ihove posledice �e imate veliku primenu u narednom
poglav	u o sluqajnim grafovima ali i u poglav	u o energiji grafa i Xatenovim
normama grafa. Jedna od takvih teorema, qije su posledice veoma bitne je slede�a Kurant-
Fixerova teorema.

Teorema 1.2.7 (Kurant-Fixerova teorema). Neka je A realna simetriqna kvadratna
matrica reda n sa sopstvenim vrednostima λ1 ≥ λ2 ≥ λ3... ≥ λn i neka je V potprostor
od Rn i neka su sa u oznaqeni jediniqni vektori iz V tada va�i:

λi = min
Vn+1−i

max
u

uTAu = max
Vi

min
u

uTAu

Pri qemu je dimenzija potprostora V oznaqena u indeksu.

Ova teorema je u literaturi poznata kao min-maks karakterizacija sopstvenih vredno-
sti matrice. Slede�e teoreme su �ene posledice. Nekada je dobro znati najve�u sopstvenu
vrednost, posebno u teoriji grafova i u nala�e�u gor�ih ograniqe�a za neke grafovske
invarijante.

Posledica 1.2.1. Neka je A realna simetriqna kvadratna matrica reda n sa sopstve-
nim vrednostima λ1 ≥ λ2 ≥ λ3... ≥ λn i neka su sa u oznaqeni jedniqni vektori, tada
va�i:

λ1 = max
|u|=1

uTAu
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Ako razmatramo spektar podgrafa (tj. spektar odgovaraju�e podmatrice matrice su-
sedstva), veliku primenu u ovom radu ali i u mnogim nauqnim radovima iz ove oblasti
ima slede�a teorema poznata kao Koxijeva teorema o preplita�u sopstvenih vrednosti
(interlacing).

Teorema 1.2.8 (Koxijeva teorema o preplita�u sopstvenih vrednosti). Neka je [A]n×n

simetriqna matrica i neka su �ene sopstvene vrednosti λ1 ≥ λ2 ≥ λ3... ≥ λn i neka je
[B]m×m �ena podmatrica qije su sopstvene vrednosti µ1 ≥ µ2 ≥ µ3... ≥ µm tada va�i
slede�a veza izme�u �ihovih odgovaraju�ih sopstvenih vrednosti:

λi ≥ µi ≥ λn−m+i

Jasno je da ako bi matrica B bila dobijena od matrice A ukla�a�em samo jedne vrste
i kolone imali bismo slede�u nejednakost:

λ1 ≥ µ1 ≥ λ2 ≥ µ2 ≥ ... ≥ µn−1 ≥ λn

Mo�e biti od koristi i nejednakost koja se dobija iz prethodne teoreme, kod koje se
sopstvena vrednost grafa koji ima vixe temena nalazi izme�u dve sopstvene vrednosti
ma�eg grafa, a ona glasi:

µi+m−n ≥ λi ≥ µi

pri qemu leva nejednakost va�i za n ≥ i > n−m, a desna za m ≥ i ≥ 1.

Sa druge strane mo�e se posmatrati matrica susedstva nekog grafa kao zbir matrica
susedstva neka druga dva grafa. Slede�a Vejlova teorema nam daje vezu izme�u sopstvenih
vrednosti ta tri grafa tj. �ihovih matrica susedstva. Originalno ona je formulisana
za matrice.

Teorema 1.2.9 (Vejlova teorema). Neka su date kvadratne matrice A, B i C, istih
dimenzija i neka su �ihovi spektri redom µ1 ≥ µ2 ≥ µ3... ≥ µn, λ1 ≥ λ2 ≥ λ3... ≥ λn

i ρ1 ≥ ρ2 ≥ ρ3... ≥ ρn, ako va�i da je A + B = C tada za �ihove sopstvene vrednosti
va�i slede�a nejednakost:

λi + µn ≤ ρi ≤ λi + µ1

Nekad se koristi i Vejlova nejednakost u slede�em obliku.

Posledica 1.2.2. Neka su date kvadratne matrice A, B i C, istih dimenzija i neka
su �ihovi spektri redom µ1 ≥ µ2 ≥ µ3... ≥ µn, λ1 ≥ λ2 ≥ λ3... ≥ λn i ρ1 ≥ ρ2 ≥ ρ3... ≥ ρn,
ako va�i da je A+B = C tada za �ihove sopstvene vrednosti va�i slede�a nejednakost:

λi − µ1 ≤ ρi ≤ λi + µ1

Osim xto je posledica Vejlove teoreme, prethodna nejednakost sledi i iz qi�enice
da je λn ≥ −λ1 (jednakost va�i za bipartitne grafove). Ova nejednakost za najve�u i
najma�u sopstvenu vrednost direktno sledi iz slede�e dve teoreme koje su poznate kao
Peron4-Frobenijusove 5.

4Oskar Peron (1880-1975) poznati nemaqki matematiqar.
5Ferdinand Georg Frobenijus (1849-1917), veliki nemaqki matematiqar, dao je znaqajan doprinos

u teoriji grupa i diferencijalnim jednaqinama. Prvi je dokazao Kejli-Hamiltonovu teoremu, bio je
uqenik Vajerxtrasa, Kronekera i Kumera.
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Teorema 1.2.10 (Peron-Frobenijus 1). Neka je A = [aij] kvadratna, simetriqna matri-
ca dimenzije n kojoj su svi elementi pozitivni (aij > 0, za sve i i j). Ako je λ najve�a
sopstvena vrednost ove matrice, tada va�i:

1. λ > 0;

2. postoji sopstveni vektor x kome su sve koordinate pozitivne, a koji odgovara
najve�oj sopstvenoj vrednosti;

3. λ je jednostruka nula karakteristiqnog polinoma;

4. za sve ostale sopstvene vrednosti λ′ va�i λ > |λ′|.

Dokaz. 1. Poxto je zbir svih sopstvenih vrednosti jednak tragu matrice, koji je kod
ove matrice jasno pozitivan, lako sledi da je λ > 0.

2. Neka je u normiran sopstveni vektor koji odgovara sopstvenoj vrednosti λ. Tada
va�i:

λ · ui =
n∑

j=1

aijuj

Neka je sada xj = |uj| u smislu koordinata, tada va�i:

0 < λ =
n∑

i=1

n∑

j=1

aijuiuj =

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

n∑

j=1

aijuiuj

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

n∑

j=1

aijxixj

Iz posledice 1.2.1 sledi slede�a nejednakost:

n∑

i=1

n∑

j=1

aijxixj ≤ λ

pri qemu jednakost va�i ako je x sopstveni vektor koji odgovara sopstvenoj
vrednosti λ, onda posmatrajmo jednakost:

λxi =
n∑

j=1

aijxj

Ako bi bilo xi = 0 za neko i onda zbog aij > 0 za sve i i j moralo bi da va�i da je
xj = 0 a to je u suprotnosti sa definicijom, pa je xj > 0.

3. Poxto je A realna simetriqna matrica, ako bi λ bila dvostruka nula karakteri-
stiqnog polinoma onda bi postojala dva me�usobno ortogonalna sopstvena vektora
v i w koji odgovaraju pomenutoj sopstvenoj vrednosti. Pretpostavimo da za jedan od
�ih na primer v i za neko i va�i vi < 0, i neka je ponovo |vi| = xi.

Posmatrajmo slede�e dve jednakosti:

λxi =
n∑

j=1

aijxj

λvi =
n∑

j=1

aijvj
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Ako saberemo ove dve jednakosti dobijamo:

0 = λ(|vi|+ vi) =
n∑

j=1

aij(|vj|+ vj)

odavde sledi da va�i |vj| + vj = 0, za sve j. Prema tome va�i |vj| = vj > 0 za sve j
ili je −|vj| = vj < 0 za sve j.
Ako ista razmatra�a primenimo na vektor w, a zatim uradimo skalarni proizvod
vektora v i w dobijamo:

n∑

j=1

vjwj = ±
n∑

j=1

|vjwj| ≠ 0

prema tome vektori v i w nisu ortogonalni, pa je λ jednostruka nula karakteri-
stiqnog polinoma.

4. Neka je u normirani sopstveni vektor koji odgovara nekoj sopstvenoj vrednosti
λ′ < λ. Onda prema definiciji va�i:

n∑

j=1

aijuj = λ′ui

Iskoristimo sada isto kao u 2. delu posledicu 1.2.1, dobijamo slede�u nejednakost:

λ ≥
n∑

i=1

n∑

j=1

aij|ui||uj| ≥
∣∣∣∣∣

n∑

i=1

n∑

j=1

aijuiuj

∣∣∣∣∣ = λ′

Ako je λ′ = λ tada prethodna razmatra�a daju |uj| = xj za svako j i postoji i za koje
je ui = xi.

Posmatrajmo slede�e dve jednakosti:

λxi =
n∑

j=1

aijxj

−λui =
n∑

j=1

aijuj

Ako saberemo ove dve jednakosti dobijamo:

0 =
n∑

j=1

aij(xj + uj) ≥ aii(xi + ui)

Posled�a nejednakost je kontradikcija sa qi�enicom da su svi elementi matrice
pozitivni to jest aii > 0 i jednakosti ui = xi > 0 pa iz svega ovoga sledi da je
λ′ ̸= −λ.
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Za matricu A ka�emo da je razlo�iva ako postoji permutaciona matrica P tako da
je matrica P−1AP oblika: [

X O
Y Z

]

pri qemu su X i Z kvadratne matrice, a O nula matrica. Matricu koja nije razlo�iva
zovemo nerazlo�iva matrica. Ukoliko je matrica susedstva grafa razlo�iva, tj. ako
se mo�e napisati u ovom obliku, onda je u pita�u nepovezan graf. Slede�a teorema je
uopxte�e prethodne.

Teorema 1.2.11 (Peron-Frobenijus 2). Svaka nerazlo�iva nenegativna matrica A ima
pozitivnu sopstvenu vrednost r, koja je jednostruka nula karakteristiqnog polinoma.
Moduli ostalih sopstvenih vrednosti su ma�i ili jednaki od r. Najve�oj sopstvenoj
vrednosti odgovara sopstveni vektor sa pozitivnim koordinatama. Ako matrica ima
h sopstvenih vrednosti koje su po modulu jednake r, ti brojevi su me�usobno razliqiti
i zadovo	avaju jednaqinu λh − rh = 0. A skup svih sopstvenih vrednosti λ1 = r, λ2, ..., λn

posmatran kao skup taqaka u kompleksnoj ravni prelazi u samog sebe pri rotaciji za

ugao φ =
2π

h
. Za h > 1 je mogu�e matricu A permutacijom vrsta i istom permutaci-

jom kolona dovesti na cikliqki oblik, tako da se po dijagonali nalaze kvadratne nula
matrice.

U spektralnoj teoriji grafova, ali i uopxteno u spektralnoj teoriji matrica teoreme
Peron-Frobenijusa zauzimaju va�no mesto i imaju veliku primenu. Objav	eno je mnogo
nauqnih radova gde su dati razni dokazi i primene ove dve teoreme, videti [55], [7] i [34].

Lema 1.2.1. Neka su A i B realne, simetriqne matrice istih dimenzija i neka je rang
matrice B jednak 1. Tada da za svaki intreval I va�i:

|NI(A+B)−NI(A)| ≤ 1

gde je NI(A) broj sopstvenih vrednosti matrice A na intervalu I.

Ovu lemu su dokazali Van Vu i Terens Tao u radu [57]. Kasnije �e se koristiti u ovom
radu kod sluqajnih grafova, tako da mo�e predstav	ati uvod u naredni ode	ak.
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1.3 Sluqajne matrice i sluqajni grafovi

Teorija sluqajnih matrica je grana matematike koja se u posled�ih 70 godina vrlo
brzo razvija, ona povezuje linearnu algebru, matematiqku analizu, teoriju verovatno�e
i matematiqku statistiku.

Sluqajna matrica je matrica qiji elementi su sluqajne promen	ive. U ovom ode	ku
�e se razmatrati sluqajne matrice qiji su elementi na glavnoj dijagonali jednaki nula,
a elementi van glavne dijagonale su nezavisne diskretne sluqajne veliqine koje uzimaju
vrednosti 1 ili 0. Ako uzimaju te vrednosti sa istom verovatno�om onda je matematiqko

oqekiva�e E(aij) =
1

2
, a disperzija D(aij) =

1

4
. Sluqajan graf je graf qija je matrica

susedstva sluqajna matrica. Sopstvene vrednosti sluqajne matrice su sluqajne veliqine
koje imaju Vignerovu polukru�nu raspodelu. Ovu raspodelu je uveo Eugen Vigner6 1958.
godine u radu [62], a deta	an opis postoji i u radu [3]. Va�nost Vignerove raspodele za
teoriju sluqajnih matrica neki matematiqari porede sa centralnom graniqnom teoremom
u opxtoj teoriji verovatno�e. Prvo �emo definisati nexto xto se u literaturi qesto
naziva Vignerov ansambl.

Definicija 1.3.1. Neka je A(i, j) familija nezavisnih kompleksnih sluqajnih veliqina
(za i > j), takvih da je svaka od �ih ograniqena po modulu nekim brojem T , zatim va�i
A(i, j) = A(j, i) i da su A(i, i) realne. Neka je matematiqko oqekiva�e ovih sluqajnih
veliqina nula, a disperzija jednaka 1. Tada je An sluqajna matrica qije su odgovaraju�e
vrednosti A(i, j) pri qemu je 1 ≤ i, j ≤ n i ona se naziva Vignerov ansambl.

Za bo	e objax�e�e nekih pojmova na ovom mestu navodimo definicije konvergencija
u raspodeli, verovatno�i i skoro sigurne konvergencije.

Definicija 1.3.2. Niz sluqajnih veliqina Xn konvergira u verovatno�i ka sluqajnoj
veliqini X ako va�i:

(∀ε > 0) lim
n→∞

P{ω : |Xn(ω)−X(ω)| > ε} = 0

Definicija 1.3.3. Neka je Fn funkcija raspodele niza sluqajnih promen	ivih Xn i
neka je F funkcija raspodele sluqajne promen	ive X. Ka�emo da niz sluqajnih veliqina
Xn konvergira u raspodeli ka sluqajnoj promen	ivoj X ako va�i:

lim
n→∞

Fn(x) = F (x)

za svaku realnu taqku x u kojoj je funkcija F neprekidna.

Jasno je da prethodna definicija ustvari govori o bliskosti raspodela niza sluqajnih
promen	ivih Xn i raspodele neke sluqajne promen	ive X kada je n veliko. Slede�a
definicija je ekvivalentna prethodnoj.

Definicija 1.3.4. Niz sluqajnih veliqina Xn konvergira u raspodeli ka sluqajnoj ve-
liqini X ako za svaku ograniqenu i neprekidnu funkciju f : R → R va�i:

lim
n→∞

E(f(Xn)) = E(f(X))

Definicija 1.3.5. Niz sluqajnih veliqina Xn konvergira skoro sigurno ka sluqajnoj
veliqini X ako va�i:

P{ω : lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω)} = 1

6Eugen Vigner(1902-1995), ma�arski teorijski fiziqar i matematiqar.
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Slede�a teorema iz opxte teorije verovatno�e �e imati veliku primenu u ovom ode	ku
poznata je kao Levijeva7 teorema, ona povezuje konvergenciju taqka-po-taqka karakteri-
stiqnih funkcija nekog niza sluqajnih promen	ivih i konvergenciju u raspodeli.

Teorema 1.3.1 (Levijeva teorema). Neka je Xn niz sluqajnih veliqina i φn(t) niz karak-
teristiqnih funkcija tog niza, ako niz karakteristiqnih funkcija konvergira taqka-
po-taqka ka funkciji φ(t) za svako t ∈ R, onda su slede�i uslovi ekvivalentni:

1. Niz sluqajnih veliqina Xn konvergira u raspodeli ka nekoj sluqajnoj promen	ivoj
X.

2. Funkcija φ(t) je karakteristiqna funkcija sluqajne promen	ive X.

3. φ(t) je neprekidna funkcija.

4.

lim
n→∞

(
sup
n

P{|Xn| > x}
)

= 0

5. φ(t) je neprekidna funkcija u taqki t = 0.

Pri qemu se u 1. i 2. radi o istoj sluqajnoj promen	ivoj X.

U ovom poglav	u za dokaz centralnog tvr�e�a koristi�e se da su uz pretpostavku pod
kojim va�i teorema uslovi 1. i 2. me�usobno ekvivalentni, tako da su nam ta dva uslova
najva�nija.
Neka je A = [aij]n×n simetriqna sluqajna matrica. Posmatrajmo takozvanu normalizovanu

matricu B =
1

2σ
√
n
A, qije su sopstvene vrednosti λ1, λ2, ...λn. Ovako definisana matrica

B qesto se naziva Vignerova matrica.

Oznaqimo funkciju raspodele sluqajnih promen	ivih aij sa F . Neka je Nn(x) broj
sopstvenih vrednosti kvadratne matrice B, dimenzije n koje su ma�e od nekog realnog
broja x, naravno sopstvene vrednosti sada predstav	aju sluqajne veliqine.
Broj Nn(x) mo�e da se definixe na slede�i naqin, neka je:

δλj
=

{
1, λj ≤ x

0, λj > x

pa je

Nn(x) =
n∑

j=1

δλj

Definiximo zatim funkciju Wn(x) =
Nn(x)

n
koja predstav	a empirijsku spektralnu

distribucionu funkciju. Ova funkcija je neopadaju�a i za �u va�e slede�i limesi:

lim
x→−∞

Wn(x) = 0

lim
x→∞

Wn(x) = 1

Funkcija W (x) je neprekidna funkcija i predstav	a funkciju raspodele za Vignerovu
raspodelu.

Slede�a teorema je Vignerov rezultat iz [62].

7Pjer Paul Levi (1886-1971) poznati francuski matematiqar.

19



Uopxte�a Xatenovih normi grafa i kombinatorne primene

Teorema 1.3.2 (Vignerova teorema). Niz sluqajnih veliqina Wn konvergira u raspodeli
ka sluqajnoj veliqini W (koja predstav	a funkciju raspodele za Vignerovu raspodelu),
qija je gustina data slede�om formulom

w(x) =

{
2
π

√
1− x2, |x| ≤ 1

0, |x| > 1

Prethodna teorema je jedan od najva�nijih rezultata iz oblasti sluqajnih matrica i
u literaturi dokazana na vixe naqina. Jedan od naqina je takozvana metoda momenata.

Naredni stav daje vrednosti momenata vixeg reda sluqajne promen	ive W , koja ima
Vignerovu polukru�nu raspodelu.

Stav 1.3.1. Momenti vixeg reda sluqajne promen	ive koja ima Vignerovu raspodelu i
kojoj je gustina

w(x) =

{
2
π

√
1− x2, |x| ≤ 1

0, |x| > 1

iznose:

E(xp) = 0 ako je p neparan broj i E(xp) =
p!

2p(p
2
)!(p

2
+ 1)!

ako je p paran broj.

Brojevi Cn za koje va�i: Cn =
(2n)!

n!(n+ 1)!
nazivaju se Katalanovi brojevi.

Dokaz. Poxto je funkcija gustine raspodele parna funkcija, za neparno p bi funkci-
ja xp

√
1− x2 bila neparna. Odgovaraju�i moment raqunali bismo kao integral neparne

funkcije na simetriqnom intervalu, a to iznosi 0. Ako je p paran broj neka je p = 2k,
onda treba izraqunati slede�i integral:

E(x2k) =
2

π

∫ 1

−1

x2k
√
1− x2 dx =

2

π

∫ π
2

−π
2

sin2k t cos2 t dt =
2

π
I2k

Izraqunajmo sada integral I2k, primenom parcijalne integracije:
u = sin2k t cos t; v = cos t dt;
du = 2k sin2k−1 t cos2 t− sin2k+1 t; v = sin t

I2k =

∫ π
2

−π
2

sin2k t cos2 t dt = −2k

∫ π
2

−π
2

sin2k t cos2 t dt+

∫ π
2

−π
2

sin2k+2 t dt ⇔

⇔ (2k + 1)I2k =

∫ π
2

−π
2

sin2k+2 t dt =

∫ π
2

−π
2

sin2k t dt− I2k ⇔

⇔ I2k =
1

2k + 2

∫ π
2

−π
2

sin2k t dt

Ako posled�u formulu i

∫ π
2

−π
2

sin2k+2 t dt = (2k + 1)I2k prime�ujemo uzastopno dobijamo:

I2k =
(2k − 1) · (2k − 3) · ... · 3

(2k + 2) · 2k · (2k − 2) · .... · 4I0

gde je

I0 =

∫ π
2

−π
2

cos2 t dt =
π

2
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Ako prethodni razlomak proxirimo sa (2k)!! dobijamo:

I2k =
(2k)!

4k(k + 1)! · k!
π

2

Ovim je tvr�e�e dokazano.

Kasnije u ovom radu navodi se jedno uopxte�e ovih poznatih rezultata za sluqajeve
kada k nije ceo broj.

Sada �emo navesti par va�nih teorema iz opxte teorije sluqajnih matrica koje se
mogu primeniti u ovom sluqaju.

Slede�e dve teoreme su poznate kao Bai-Yin teoreme. One daju gor�u i do�u granicu
za najve�u singularnu vrednost sluqajne matrice. Pre nego xto navedemo te dve teoreme
uvodimo definiciju singularnih vrednosti matrice.

Definicija 1.3.6. Singularne vrednosti matrice A su kvadratni koreni sopstvenih
vrednosti matrice A ·AT . Obiqno se oznaqavaju sa σ i date su u neopadaju�em poretku
σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σn.

Teorema 1.3.3. Neka je A realna simetriqna sluqajna matrica qiji su elementi neza-
visne sluqajne promen	ive, qije je oqekiva�e 0, a disperzija 1 i ograniqenih vrednosti
sa O(1), tada je oqekivana vrednost najve�e singularne vrednosti najma�e (2− o(1))

√
n.

Teorema 1.3.4. Neka je A realna simetriqna sluqajna matrica qiji su elementi neza-
visne sluqajne promen	ive, koje imaju istu raspodelu, qije je oqekiva�e 0, a disperzija
1 i qetvrtim momentima reda veliqine O(1) tada za svako ε > 0 nezavisno od n va�i:

σ1 ≤ (2 + o(1))
√
n

asimptotski skoro sigurno.

Iz prethodne dve teoreme o ograniqe�ima za najve�u singularnu vrednost sluqajne
matrice i naqina kako smo mi definisali matricu B mo�emo zak	uqiti da je �ena
najve�a singularna vrednost skoro sigurno 1 + o(1).

Za dokaz Vignerove teoreme je potrebno dokazati da je:

E

∫

R
xk dWn =

∫

R

2

π
xk
√
1− x2 dx+ o(1)

Da bi se doxlo do ove qi�enice treba primetiti da su momenti od Wn ustvari odgo-
varaju�i tragovi matrice 1

n
B tj da va�i:

∫

R
xk dWn =

1

n
trBk

Za dokaz Vignerove teoreme preko metode momenata mo�e biti k	uqna slede�a Karlema-
nova teorema. Pre iskaza i dokaza teoreme navodimo definiciju sub-gausovske sluqajne
veliqine koja ima va�no mesto u ovoj teoremi.

Definicija 1.3.7. Za sluqajnu promen	ivu X ka�emo da ima sub-Gausovu raspodelu
ako postoje pozitivne konstante C i c tako da za svako λ > 0 va�i:

P{|X| > λ} ≤ Ce−cλ2
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Teorema 1.3.5 (Karlemanova teorema). Ako je Xn niz realnih sluqajnih promen	ivih
koje imaju uniformno sub-Gausovu raspodelu i X druga sub-Gausova sluqajna promen	iva,
tada su slede�a dva uslova ekvivalentna.

1. Xn konvergira u raspodeli ka X;

2. E(Xk
n) konvergira taqka-po-taqka ka EXk za svako k = 0, 1, 2..

Dokaz. 1) ⇒ 2)
Neka je N > 0 proizvo	no i neka je φ : R → R glatka funkcija za koju va�i:

φ(x) =

{
1, |x| ≤ 1

0, |x| > 2

Tada iz konvergencije u raspodeli sledi da va�i:

lim
n→∞

EXk
nφ

(
Xn

N

)
= EXkφ

(
X

N

)

Pri qemu �e n zavisiti od N .
S druge strane poxto su Xn i X uniformno sub-gausovske sluqajne promen	ive mogu se
posmatrati slede�i izrazi: EXk

n

(
1− φ

(
Xn

N

))
i EXk

(
1− φ

(
X
N

))
.

Ovi izrazi se mogu uqiniti proizvo	no malim za dovo	no veliko N i fiksirano k. Ako
bismo onda posmatrali razliku i pustili da N → ∞ dobija se:

lim
N→∞

EXk
n

(
1− φ

(
Xn

N

))
− EXk

(
1− φ

(
X

N

))
= 0

To znaqi da se za dovo	no veliko N koje ne zavisi od n izraz:

∣∣∣∣EXk
n − EXk + EXk

nφ

(
Xn

N

)
− EXkφ

(
X

N

)∣∣∣∣

mo�e uqiniti ma�i od nekog unapred datog proizvo	no malog broja ε, a onda u zavisnosti
od tog fiksiranog N mo�e se izabrati n tako da je

|EXk
n − EXk| < ε

pa je ovaj smer dokazan.
2) ⇒ 1)

Za svaku sub-gausovsku sluqajnu promen	ivu va�i da ima ograniqene momente tj. za svako
k ≥ 1 postoji konstanta C koja ne zavisi od k tako da va�i:

EXk ≤ (Ck)
k
2

Sada mo�emo posmatrati karakteristiqne funkcije φXn = EeitXn niza sluqajnih pro-
men	ivih Xn. Ako primenimo Tejlorovu formulu za fiksirano t (mo�emo je primeniti
jer je poznato da je realna sluqajna promen	iva sa ograniqenim k-tim momentima k puta
diferencijabilna), prema tome va�i:

φXn =
∞∑

j=0

(it)j

j!
EXj

n

Ako iskoristimo da je sluqajna veliqina sub-Gausova i primenimo Stirlingovu formulu
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dobijamo:

(Ck)
k
2 |t|k

k!
∼ (Ck)

k
2 |t|k

kk
· ek√

2kπ
= C1

(
t

C2

√
k

)k

Pri qemu C1 i C2 ne zavise od n, k i t. Mo�e se primetiti da za fiksirano t postoji
neko k0 (koje zavisi od t) tako da za svako k > k0 va�i slede�a nejednakost:

|t|
C2

√
k
≤ 1

2

Odavde sledi naredna nejednakost:

∣∣∣∣∣
∞∑

j=k+1

(it)j

j!
EXj

n

∣∣∣∣∣ ≤ C3

(
(Ck)−

k
2 |t|k+1

)

Prema tome va�i:

φXn =
k∑

j=0

(it)j

j!
EXj

n +O((Ck)−
k
2 |t|k+1)

Ako iskoristimo 2) i razmatramo limes dobijamo:

lim sup
n→∞

|φXn − φX | = O((Ck)−
k
2 |t|k+1)

Za fiksirano t i k → ∞ mo�e se zak	uqiti da φXn konvergira taqka-po-taqka ka φX a
onda iz Levijeve teoreme sledi tvr�e�e.

Posledica 1.3.1. Za svaku sub-gausovsku sluqajnu promen	ivu va�i da je �ena raspodela
jedinstveno odre�ena �enim momentima.
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1.3.1 Dokaz Vignerove teoreme

Za dokaz Vignerove teoreme koristi�emo takozvanu metodu momenata. Dokaza�emo da
odgovaraju�i momenti konvergiraju za svako k to jest da za svako k va�i:

∫

R
xk dWn →

∫

R
xk dW

a zatim da odatle sledi konvergencija u raspodeli niza sluqajnih promen	ivih. U dokazu
Vignerove teoreme ne�e se koristiti Karlemanova teorema 1.3.5, nego �e se sluqaj 2) ⇒ 1)
ove teoreme izvoditi direktno ali �e se koristiti qi�enica da gustina raspodele koja
odgovara W ima kompaktan nosaq. Naime, u Karlemanovoj teoremi ukoliko bi sluqajna
promen	iva X imala kompaktan nosaq i ako bi va�io uslov 2) onda bi 2) ⇒ 1) moglo
da se doka�e i da se ne koristi qi�enica da sluqajne promen	ive imaju sub-Gausovu
raspodelu.

Glavni deo dokaza je pokazati da momenti od Wn konvergiaju ka momentima od W .
Posmatra�emo oqekivane momente. Primetimo da va�i slede�i niz jednakosti.

E

∫

R

xk dWn = E
1

n

n∑

i=1

λk
i = E

1

n
Tr(Bk) =

1

n
E Tr(Bk) =

1

n
E Tr

(
A

2
√
n

)k

=
1

2k
1

n
k
2
+1

E TrAk =
1

2k
1

n
k
2
+1

∑

1≤i1≤i2≤...≤ik≤n

EA(i1, i2)A(i2, i3) · · · A(ik, i1)

Trag matrice je zbir dijagonalnih elemenata matrice. Element aij matrice Ak jednak
je broju puteva du�ine k od qvora i do j, specijalno poxto nama trebaju dijagonalni
elementi, aii je broj ciklova koji poqi�u i zavrxavaju se u i a du�ina im je k.

Da bismo lakxe izraqunali ovu sumu izvrxi�emo klasifikaciju svih ciklova
du�ine k na n oznaqenih temena. Neka je i = (i1, i2, ..., ik) ∈ {1, 2, 3, ..., n}k neki cikl
du�ine k , a doprinos tog cikla u sumi je

C(i) = EA(i1, i2)A(i2, i3) · · · A(ik, i1)

Neka je V (i) = {i1, i2, ..., ik} skup qvorova koji cikl pose�uje (�ih je najvixe k, a bi�e ih i
ma�e ako ima ponav	a�a). Neka je E(i) = {(i1, i2), (i2, i3), ..., (ik, i1)} multiskup orijentisa-
nih grana koje pripadaju ciklu pri qemu se neke mogu ponav	ati, a E ′(i) skup grana koje
su neusmerene i ne raqunaju�i mogu�a ponav	a�a. Neorijentisan graf G = (V (i), E ′(i))
zva�emo skelet datog cikla.
Poxto za nezavisne sluqajne veliqine va�i E(XY ) = EX · EY i raspodela elemenata
polazne matrice takva da im je oqekiva�e jednako nula, onda je C(i) = 0, osim za one
grane e ∈ E(i) koje se u bilo kom smeru pojav	uju najma�e dva puta u ciklu. Prema tome

va�i |E ′(i)| ≤
[
k

2

]
.

Poxto je broj qvorova bilo kog neusmerenog povezanog grafa ma�i ili jednak od broja
grana uve�anog za jedan (|V | ≤ |E| + 1), pri qemu jednakost va�i za stabla, onda za nax
skelet graf va�i:

V (i) ≤
[
k

2

]
+ 1

Dva cikla su ekvivalentna ako se jedan mo�e dobiti od drugog permutacijom qvorova. Za
ekvivalentne ciklove i i j pixemo i ∼ j ako postoji bijekcija π : {1, 2, ..., n} → {1, 2, ..., n}
tako da va�i (j1, j1, ..., jk) = (π(i1), π(i2), ..., π(ik)). Prema tome dva ciklusa mogu biti
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ekvivalentna ako imaju isti broj koraka na primer k i pro�u kroz isti broj razliqitih
temena na primer t. Neka Ck,t skup svih klasa ekvivalencije ciklova koji imaju k koraka
i pro�u t razliqitih temena. Sve qvorove mo�emo oznaqiti brojevima od 1 do t tako xto
qvor u kome se cikl naxao prvi put dobije za jedan ve�u oznaku od one koja je prethodno
dode	ena, a poqi�emo od jedinice. Ciklus du�ine k se jedinstveno odre�uje izborom t
ure�enih temena i klasom ekvivalencije Ck,t. Prethodnu sumu mo�emo sada zapisati:

E

∫

R
xk dWn =

1

2k
1

n
k
2
+1

∑

1≤i1≤i2≤...≤ik≤n

EA(i1, i2)A(i2, i3) · · · A(ik, i1)

=
1

2k
1

n
k
2
+1

[ k2 ]+1∑

t=1

∑

[i]∈Ck,t

∑

j∼i

E
∏

e∈E(j)

A(e)

Oznaka A(e) ustvari predstav	a jedan element polazne sluqajne matrice. Zbog ogra-
niqenosti elemenata polazne matrice realnim brojem T (u sluqaju matrice susedstva
grafa T = 1), va�i:

|E
∏

e∈E(j)

A(e)| ≤ T k

Za svaki cikl od t temena broj ekvivalentnih ciklova je broj naqina izbora t od n temena.
To jest broj elemenata jedne klase ekvivalencije je:

|[i]| = |j : j ∼ i| = n!

(n− t)!
∼ nt

Na osnovu toga mo�e se ograniqiti t-ti sabirak u sumi:

1

2k
1

n
k
2
+1

∑

[i]∈Ck,t

∑

j∼i

E
∏

e∈E(j)

A(e) ≤ |Ck,t|T k nt

n
k
2
+1

ovaj izraz se ponaxa kao ok(1) za sve t ≤
[
k
2

]
kada je k parno i sve t ≤

[
k
2

]
+ 1 kada je k

neparno. Za neparno k se mo�e zak	uqiti da kada n → ∞ va�i:

E

∫

R
xk dWn → 0

Moglo bi se onda uoqiti da za parno k va�i slede�a jednakost:

E

∫

R
xk dWn =

1

2k
1

n
k
2
+1

∑

[i]∈C
k, k2 +1

∑

j∼i

E
∏

e∈E(j)

A(e) + o(1)

Ciklovi iz ove sume imaju k koraka i prolaze kroz k
2
+ 1 qvorova, svakom granom u

takozvanom skelet grafu prolaze bar dva puta (u nekom od smerova). Graf koji ima k
2
+1

temena i k
2
ivica je stablo, pa je jasno da je skelet graf stablo. Stablo ne mo�e sadr�ti

ciklove, onda cikl prolazi svakom granom taqno dva puta, po jednom u svakom smeru. U
suprotnom pojavio bi se cikl u skelet grafu xto je kontradikcija sa pretpostavkom.
Za oqekiva�e proizvoda odgovaraju�ih mesta polazne matrice va�i slede�e:

E
∏

e∈E(j)

A(e) = E
∏

e∈E′(j)

A(e)AT (e) =
∏

e∈E′(j)

E(A(e))2 = 1

Iskoristili smo da je polazna sluqajna matrica simetriqna i da su van glavne dijagonale
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nezavisne sluqajne veliqine kojima je disperzija jednaka jedan.
Iz svega ovoga sledi:

E

∫

R
xk dWn =

1

2k
1

n
k
2
+1

|Ck, k
2
+1|

n!

(n− (k
2
+ 1))!

+ o(1) =
1

2k
|Ck, k

2
+1|+ o(1)

Slede�i deo ovog dokaza je da se prema prethodno dobijenom rezultatu za momente vixeg
reda za Vignerovu polukru�nu raspodelu poka�e da ovako opisanih ciklova ima C k

2
. Ovo

mo�e da se uradi ako se iskoriste takozvani Dikovi putevi.
Dikov put je celobrojna puta�a u koordinatnom sistemu (ili grafu qija temena su
oznaqena) sastoji se od koraka napred (gore) ili nazad (dole) ali tako da nikad ne uzima
negativne vrednosti tj. da ne ide ispod x-ose. Naredne dve leme nas dovode do rezultata.

Lema 1.3.1. Postoji bijekcija klasa ekvivalencije koje predstav	aju puteve du�ine
2k na k + 1 qvoru i Dikovih puteva.

Dokaz. U svakom koraku jednog od predstavnika klase ekvivalencije postoje dve opcije:
1) Da ciklus ide u slede�e teme u kojem nije bio (to teme je odre�eno odgovaraju�om
klasom ekvivalencije).
2) Da se vrati u teme u kojem je ve� bio, za to u svakom trenutku postoji taqno jedan
izbor.
Ove dve opcije bi mogle da se oznaqe sa 1 i −1 u svakom koraku, a poqi�e se od nule.
Cikl se zavrxava u istom qvoru u kom je poqeo i stalno ide za po jedan korak (jasno je
da je broj koraka ceo broj).
Ako bismo od nule krenuli korakom −1, znaqilo bi da postoji ivica koja vodi do nultog
qvora a ve� je pre�ena, to bi znaqilo da poxto se uvek polazi od nule postoji ciklus u
skelet grafu, a to je kontradikcija jer je skelet graf stablo. Sada smo opisali kako se
u nekoj klasi ekvivalencije crta odgovaraju�i Dikov put. Obrnuto, ako nam je dat Dikov
put, zapoqi�emo ciklus iz temena 1, kad god Dikov put ide napred u ciklusu se ide do
nepose�enog temena a kada Dikov put ide unazad u ciklusu se vra�amo u teme u kom smo
ve� bili. Ovim je lema dokazana.

Slede�a lema govori da je broj Dikovih puteva jednak Katalanovom broju.

Lema 1.3.2. Broj Dikovih puteva du�ine 2k jednak je Ck.

Dokaz. Broj Dikovih puteva du�ine 2k je ustvari broj celobrojnih puteva u koordi-
natnom sistemu izme�u taqaka M(0, 0) i N(2k, 0), takvih da ne idu ispod x-ose. Svih
celobrojnih puteva izme�u ove dve taqke ima

(
2k
k

)
od ovog broja treba oduzeti sve puteve

koji nisu Dikovi tj. one koji idu ispod x-ose. Putevi koje treba oduzeti su putevi koji
seku pravu y = −1. Da bi se prebrojali ovi putevi mogu se posmatrati i putevi iz si-
metriqne taqke M ′ taqki M u odnosu na pravu y = −1. Oznaqimo sa T1 skup svih puteva
od M do N koji seku pravu y = −1, a sa T2 skup svih puteva od M ′(−2, 0) do N koji seku
pravu y = −1. Neka je S preseqna taqka neke celobrojne puta�e od M do N sa pravom
y = −1, ali takva da joj je apscisa najma�a. Neka je sada t1 put odM(0, 0) do S, a t2 put od
S do N(2k, 0). Neka je ts simetriqan put putu t1 u odnosu na pravu y = −1. Sada se mo�e
definisati funkcija g : T1 → T2 na skupu svih puteva od M do N , tako da za neki put
t va�i da je g(t) = ts ∪ t2. Ovako definisana funkcija je bijekcija pa je jasno da je broj
puteva od M(0, 0) do N(2k, 0) koji seku pravu y = −1 isti kao broj puteva od M ′(−2, 0) do
N koji seku pravu y = −1. A svaki od ovih puteva od M ′ do N ima k + 1 korak na gore
i k − 1 korak na dole pa ovih puteva ima ukupno

(
2k
k+1

)
. Prema tome ukupan broj Dikovih
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puteva du�ine 2k je: (
2k

k

)
−
(

2k

k + 1

)
=

1

k + 1

(
2k

k

)
= Ck

Iz posled�e dve leme mo�e se zak	uqiti da je broj klasa ekvivalencije C k
2
, k
2
+1 jednak

Katalanovom broju C k
2
. Prema stavu 1.3.1, u kom su date vrednosti momenata vixeg reda

Vignerove polukru�ne raspodele, mo�e se zak	uqiti da oqekivani momenti empirijske
spektralne raspodele Wn konvergiraju ka momentima Vignerove polukru�ne raspodele
W to jest va�i: ∫

R
xk dWn →

∫

R
xk dW

Sada �emo koriste�i ovu pretpostavku, qi�enicu da gustina raspodele za W ima
kompaktan nosaq i Levijevu teoremu pokuxati da doka�emo konvergenciju u raspodeli.

Neka je [−M,M ] interval koji je nadskup od [−1, 1], δ > 0 i f : R → R neprekidna
i ograniqena funkcija. Prema Vajerxtrasovoj teoremi o aproksimaciji funkcije po-
linomom za ograniqenu i neprekidnu funkciju f : R → R postoji polinom Pδ tako da
va�i:

sup
[−M,M ]

|f(x)− Pδ(x)| < δ

Posmatrajmo slede�i izraz:

∣∣∣∣
∫

R
f dWn −

∫

R
f dW

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∫

R
Pδ(x) d(Wn −W )

∣∣∣∣+ 2δ +

∣∣∣∣
∫

[−M,M ]c
(f(x)− Pδ(x)) dWn

∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣
∫

[−M,M ]c
(f(x)− Pδ(x)) dW

∣∣∣∣

Prema pretpostavci o konvergenciji momenata prvi sabirak te�i nuli, a tre�i sabirak
se mo�e ograniqiti na slede�i naqin:

∣∣∣∣
∫

[−M,M ]c
(f(x)− Pδ(x)) dWn

∣∣∣∣ ≤ C

∫

[−M,M ]c
|x|p dWn ≤ C ·M−q

∫

R
|x|(p+q) dWn

Pri qemu je p stepen polinoma Pδ, q ∈ N i C realan broj.
Da	e va�i:

lim sup
n→∞

∣∣∣∣
∫

[−M,M ]c
(f(x)− Pδ(x)) dWn

∣∣∣∣ ≤ C ·M−q

∫

R
|x|(p+q) dW ≤ C ·M−q

U posled�e dve nejednakosti prvo je iskoris�eno da odgovaraju�i momenti raspodele
Wn konvergiraju ka momentima raspodele W , a zatim da je nosaq gustine raspodele koja
odgovara W interval [−1, 1]. Analogno tre�em mo�e se ograniqiti i qetvrti sabirak
posmatranog izraza.

Kad q → ∞ a δ → 0 dobijamo za svaku ograniqenu, neprekidnu funkciju f slede�u
konvergenciju integrala:

∫

R
f(x) dWn →

∫

R
f(x) dW

Sad mo�emo iskoristiti Levijevu teoremu, ako niz karakteristiqnih funkcija niza
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sluqajnih promen	ivih konvergira ka karakteristiqnoj funkciji druge sluqajne pro-
men	ive va�i da taj niz konvergira u raspodeli ka toj sluqajnoj promen	ivoj, to jest u
naxem sluqaju ako va�i: ∫

R
eitWn dWn →

∫

R
eitW dW

onda niz sluqajnih promen	ivih Wn konvergira u raspodeli ka sluqajnoj promen	ivoj
W . Prethodno razmatra�e nam pokazuje da to va�i za ograniqenu i neprekidnu funkciju
ali ovaj izraz je ekvivalentan slede�im izrazima:

∫

R
eitWn dWn →

∫

R
eitW dW ⇔

⇔
∫

R
cos(tWn) dWn →

∫

R
cos(tW ) dW ∧

∫

R
sin(tWn) dWn →

∫

R
sin(tW ) dW

A poznato je da su sinus i kosinus neprekidne i ograniqene funkcije pa se mogu prime-
niti prethodna razmatra�a.

Dobili smo da niz sluqajnih promen	ivih Wn konvergira u raspodeli ka W , koja ima
Vignerovu raspodelu.

Ovim je zavrxen dokaz jedne od najbitnijih teorema iz oblasti sluqajnih matrica.
Prvo �emo razjasniti kako se ona mo�e prime�ivati na sluqajne grafove, a zatim u
narednom podode	ku navesti neka �ena unapre�e�a.

Objax�e�e: Neka je data matrica A(G) koja predstav	a matricu susedstva nekog
grafa. Na poqetku ovog poglav	a smo videli da su �eni elementi sluqajne promen	ive
koje uzimaju vrednosti nula ili jedan i kojima je oqekiva�e 1

2
a disperzija 1

4
. Od ove

matrice se mo�e dobiti matrica A koja zadovo	ava definiciju Vignerovog ansambla i
na koju se mo�e primeniti ovde dokazana Vignerova teorema na slede�i naqin:

A = 2A(G)− J

Elementi van glavne dijagonale �e imati oqekiva�e 0 i disperziju 1. Na dijagonali su sve
−1, ali i to tako�e ne remeti definiciju i primenu teoreme. Prema tome od Vignerove
sluqajne matrice mo�e se dobiti sluqajna matrica koja je matrica susedstva nekog grafa
na slede�i naqin:

A(G) =
1

2
(A+ J)

Sva dosadax�a razmatra�a vezana za raspodele sopstvenih vrednosti se mogu prime-
niti na matricu A(G) zato xto sada mo�emo primeniti lemu 1.2.1 na matricu A+J , jer
je matrica J ranga jedan.

Poxto gore definisano Nn predstav	a broj sopstvenih vrednosti sluqajne matrice
na nekom intervalu lema se mo�e direktno primeniti. Dobija se da je razlika broja

sopstvenih vrednosti matrice
1

2
(A + J) i matrice A po apsolutnoj vrednosti ma�a ili

jednaka od jedan na svakom intervalu. Empirijsku spektralnu distribuciju dobijamo

kao
Nn

n
pa kad n te�i beskonaqnosi mo�e se zak	uqiti da sopstvene vrednosti matrica

A√
n
i B =

1√
n
A(G) imaju istu distribuciju. Postoje i druge metode dokaziva�a ovog

Vignerovog rezultata (videti [56] i [14]).
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1.3.2 Napredniji rezultati o sluqajnim matricama

Sada �emo navesti neke najznaqajnije rezultate iz ove oblasti koji su dobijeni posle
Vignerove teoreme.
U. Grenander8 je u radu [25] dokazao da pri uslovima Vignerove teoreme va�i da Wn(x)
konvergira u verovatno�i ka W (x).
L. Arnold9 u [3] je dokazao slede�u teoremu.

Teorema 1.3.6. Neka je data sluqajna simetriqna matrica, qiji elementi van glavne
dijagonale imaju istu funkciju raspodele F , a na glavnoj dijagonali sluqajne promen	ive
koje imaju funkciju raspodele G.

1. Ako va�i

∫

R
x2 dG < ∞,

∫

R
x4 dF < ∞ i

∫

R
x dF = 0, tada empirijska distri-

buciona funkcija raspodele Wn(x) konvergira u verovatno�i ka W (x).

2. Ako jox va�i

∫

R
x4 dG < ∞ i

∫

R
x6dF < ∞ tada Wn(x) konvergira skoro sigurno

ka W (x).

Naredna dva rezultata iz rada [24] govore nam o ponaxa�u najve�e sopstvene vrednosti
ali i druge singularne vrednosti sluqajne matrice.

Teorema 1.3.7. Neka je data sluqajna kvadratna matrica dimenzije n tako da su za i > j
sluqajne veliqine aij nezavisne (nije neophodno da imaju istu raspodelu) i aji = aij i neka
su svi elementi matrice ograniqeni nekim realnim brojem T . Da	e, neka elementi van
glavne dijagonale imaju isto matematiqko oqekiva�e µ i disperziju σ2, a za elemente
na glavnoj dijagonali Eaii = v, pri qemu su T, µ, σ2 i v fiksirani realni brojevi. Ako je
µ > 0, distribucija najve�e sopstvene vrednosti se mo�e aproksimirati normalnom
raspodelom sa oqekiva�em (n− 1)µ+ v + σ2

µ
i disperzijom 2σ2.

Za ostale sopstvene vrednosti, sa verovatno�om koja te�i 1 va�i:

max
i≥2

|λi| < 2σ
√
n+O(n

1
3 lnn)

Ovo na kraju je dobro ograniqe�e odozgo za drugu singularnu vrednost sluqajne ma-
trice. Autori tako�e navode da ta vrednost ne mo�e biti mnogo ma�a od ove sa desne
strane nejednakosti.

Teorema 1.3.8. Pod uslovima prethodne teoreme u sluqaju kada je µ = 0, sa verovat-
no�om koja te�i jedan va�i:

max
1≤i≤n

|λi| = 2σ
√
n+O(n

1
3 lnn)

Ovi navedeni rezultati su kasnije puno puta citirani.

8Ulf Grenander (1923-2016), xvedski matematiqar koji se bavio najvixe teorijom verovatno�e i
matematiqkom statistikom.

9Ludvig Arnold (1937), nemaqki profesor verovatno�e i statistike.
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Glava 2

Maksimalna determinanta i

optimalni dizajni

2.1 Adamarove matrice

Definicija 2.1.1. Za kvadratnu matricu H, dimenzije n, qiji su svi elementi 1
ili −1 ka�emo da je Adamarova matrica ako va�i H ·HT = nI.

Mno�e�em neke vrste ili kolone Adamarove matrice sa −1 dobija se tako�e Adama-
rova matrica. Dobile su ime po quvenom francuskom matematiqaru �aku Salomonu
Adamaru (1865-1963) koji je ostavio dubok trag osim u matriqnnom raqunu (gde je
poznat po hipotezi o kojoj �e biti reqi kasnije) i u diferencijalnoj geometriji, teo-
riji brojeva, teoriji kompleksnih funkcija, parcijalnim diferencijalnim jednaqinama.

Definicija 2.1.2. Adamarova matrica je grafiqka ako je simetriqna i sa
konstantnom dijagonalom. Za Adamarovu matricu ka�emo da je regularna ako joj
vrste i kolone imaju jednake sume.

Za Adamarovu matricu ka�emo da je normalizovana ako joj prva vrsta i prva
kolona sadr�e sve jedinice.

Stav 2.1.1. Svaka normalizovana Adamarova matrica reda 4n u svakoj vrsti (koloni)
osim prvoj sadr�i taqno 2n jedinica i 2n minus jedinica. Tako�e, n minus jedinica u
svakoj vrsti (koloni) se poklapaju u smislu pozicija sa n minus jedinica u svakoj drugoj
vrsti (koloni).

Quvena Adamarova hipoteza koja je postav	ena krajem 19. veka glasi: za svaki pri-
rodan broj n postoji Adamarova matrica reda 4n.
Mnogi matematiqari su pokuxavali da potvrde ovu hipotezu ili da je obore ali jox uvek
nikome to nije poxlo za rukom. Rejmond Pejli, poznati engleski matematiqar je 1933. go-
dine otkrio metodu koja konstruixe Adamarove matrice reda p+1 gde je p prost broj koji
pri de	e�u sa 4 daje ostatak tri. Tako�e je osmislio metod konstrukcije Adamarove ma-
trice reda 2(p+1), gde je p prost broj koji daje ostatak 1 pri de	e�u sa 4. U novije vreme
2005. godine dva iranska matematiqara su u radu [35] konstruisali Adamarovu matricu
reda 428. I pored toga xto se problemom konstrukcije Adamarovih matrica razliqitog
reda bavilo mnogo matematiqara, jox uvek nisu konstrusine Adamarove matrice reda:
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668, 716, 892, 1004, 1132, 1244... i tako da	e. Tako�e veoma kompleksno pita�e predstav	a
i koliko ima razliqitih Adamarovih matrica nekog reda.

Definicija 2.1.3. Neka je H regularna grafiqka Adamarova matrica sa sumom u
vrstama l i sumom na dijagonali m ka�emo da je ona pozitivnog tipa ako je ml > 0, a
negativnog tipa ako je ml < 0.

Teorema 2.1.1. Ako postoji regularna grafiqka Adamarova matrica reda n pozitivnog
ili negativnog tipa tada postoji Adamarova matrica reda 4n oba tipa.

Matematiqari su nalazili razne naqine da konstruixu Adamarove matrice odre�enog
reda. Jedan od naqina da se konstruixe Adamarova matrica vixeg reda je Kronekerova1

konstrukcija.

Teorema 2.1.2. Ako imamo dve Adamarove matrice H1 reda m i H2 reda n onda je i
�ihov direktni (Kronekerov) proizvod tako�e Adamarova matrica, a �ena dimenzija je
m · n.

Kronekerov ili direktni proizvod matrica H1 ⊗H2 je matrica koja se dobija kad se
svaki element matrice H1 pomno�i matricom H2.

Definicija 2.1.4. Za regularnu Adamarovu matricu ka�emo da je Buxovog tipa ako
je n = l2 i pode	ena je u l2 blokova dimenzije l× l. Dijagonalni blokovi su matrice J , a
oni koji nisu na dijagonali imaju zbir vrsta i kolona jednak nuli.

Znaqajan je Adamarov rezultat vezan za maksimalne vrednosti koje mogu da dostignu
determinante matrice.

Teorema 2.1.3. Neka je A kvadratna matrica i neka su svi elementi ograniqeni tj.
|aij| ≤ b tada je

det(A) ≤ bnn
n
2

Primenom ove teoreme na matrice koje sadr�i samo −1 i 1 dobija se naredna posle-
dica.

Posledica 2.1.1. Neka je A kvadratna matrica reda n qiji su svi elementi −1 ili 1,
tada va�i:

det(A) ≤ n
n
2

Slede�a teorema daje gor�e ograniqe�e za vrednosti determinante matrice susedstva
sluqajnog grafa, to jest izraqunata je konkretna vrednost parametra b za ove matrice.

Teorema 2.1.4. Neka je A matrica susedstva sluqajnog grafa sa n temena i ε proizvo	an
realan pozitivan broj, tada skoro sigurno va�i slede�a nejednakost:

det(A) ≤
(
1 + ε√

4e

)n

n
n
2

Prethodna teorema je direktna posledica teoreme 3.4.1 koja je formulisana i dokazana
u ode	ku 3.4, a rezultat je iz rada [41].

1Leopold Kroneker (1823-1891), nemaqki matematiqar, uqenik Dirihlea i Kumera.
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Teorema 2.1.5. Vrednost determinante Adamarove matrice reda n je: detH = n
n
2 i to

je najve�a vrednost determinante matrice qiji su elementi iz skupa [−1, 1].

Za dve matrice ka�emo da su H ekvivalentne ako se jedna od druge mo�e dobiti
zamenom vrsta ili kolona ili mno�e�em vrste ili kolone sa −1.
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2.2 Elementi teorije optimalnih dizajna

Razvoj nauke, posebno prirodnih nauka-fizike, biologije i hemije, zahteva izvo�e�e
mnogo eksperimenata. Za takav vid nauqnog istra�iva�a ponekad su potrebna velika
finansijska sredstva, ali i mnogo vremena zbog velikog broja ponav	a�a. Matematiqka
statistika ovde slu�i da se sa xto ma�im brojem mere�a dobije rezultat koji se mo�e
smatrati validnim. Kraj�i ci	 je izvrxiti eksperiment xto optimalnije i xto se tiqe
vremena i finansijskih sredstava, a da budu prihvat	ivi rezultati. U ovom poglav	u
�emo se baviti matematiqkim aparatom koji je od koristi u ovakvim situacijama.

Eksperimantalni regresioni dizajn je jedna od novijih grana matematiqke statistike
koja se ubrzano razvija i qije su primene sve ve�e. Prvi rezultati iz ove oblasti
objav	eni su krajem pedesetih godina proxlog veka.

Treba kreirati matematiqki model koji pomo�u simbola najbo	e opisuje svojstva
i zavisnost odre�enih pojava u stvarnim uslovima eksperimenta. Veoma qesto se tu
pojav	uje zavisnost nekih veliqina posebno prilikom pojedinih hemijskih reakcija, kad
kraj�i produkt zavisi od poqetnih reagenasa ali i od temperature, pritiska i drugih
fiziqkih veliqina. Te fiziqke veliqine su neke promen	ive i u opxtem sluqaju �ih
ima n pa se mogu opisati vektorom sa n kordinata i tako za svako mere�e. N -dimenzioni
prostor u kome je ovakav vektor definisan zove se prostor kontrolnih promen	ivih.
Skup svih taqaka ovog prostora u kojima su mogu�a mere�a prilikom nekog eksperimenta
zove se eksperimentalni domen i oznaqava se sa X.

Za modelira�e ovakvih eksperimenata najbo	i je vixedimenzioni regresioni model
sa m nepoznatih parametara o kome �e biti vixe reqi kasnije. Qesto je zadatak da se
oceni jedan ili vixe nepoznatih parametara iz neke populacije. To se radi tako xto se
iz te velike populacije na sluqajan naqin bira uzorak od m promen	ivih. Skup od m
nezavisnih sluqajnih promen	ivih sa istom raspodelom naziva se prost sluqajan uzorak
obima m iz te raspodele. Va�no je da taj uzorak bude tako odabran da se na osnovu �ega
mogu donositi zak	uqci o celoj populaciji, takozvani reprezentativni uzorak.

Prilikom ocene parametara sluqajnog uzorka u matematiqkoj statistici va�ni su
slede�i pojmovi koje uvodimo definicijama. Po�e	no je da naxa ocena ima ta svojstva
kako bi sluqajni uzorak bio reprezentativan.

Definicija 2.2.1. Ocena θ
′
nekog nepoznatog parametra θ je nepristrasna ili

centrirana ako je E(θ
′
) = θ.

Ocena θ
′

nekog nepoznatog parametra θ je asimptotski centrirana ako
E(θ

′
) → θ, n → ∞.

Za ocenu θ′ koja nije nepristrasna ka�emo da je pristrasna, veliqina koja meri
pristrasnost je E(θ′)− θ.

Poxto oce�ujemo neke sluqajne veliqine va�no je da se sa pove�a�em obima uzorka
sma�uje odstupa�e izmerene vrednosti te sluqajne veliqine od oqekivane. Za ovo nam
slu�i postojanost ili stabilnost ocene.
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Definicija 2.2.2. Nepristrasna ocena θ
′
nekog nepoznatog parametra θ je stabilna

ili postojana ako konvergira u verovatno�i ka θ tj. ako va�i:

lim
n→∞

P (|θ′ − θ| > ε) = 0

Posmatrajmo vixedimenzioni linearni regresioni model dat slede�om formulom

Y = XΘ+ εn

pri qemu je Θ nepoznati parametar koji treba da se oceni. Ali u ovom sluqaju to je
vektor sa m koordinata. Matrica X je u opxtem sluqaju matrica sa n vrsta i m kolona
za koju se pretpostav	a da je nenegativno definitna, εn je n-dimenzioni vektor kolona
koji predstav	a sluqajnu grexku. Kvadratna matrica [A]n×n je nenegativno definitna
ako za svaki vektor kolona x va�i da je xTAx ≥ 0.

U datom vixedimenzionom regresionom modelu se pretpostav	a da su oqekiva�a
Eεi = 0 i Eεiεj = 0 za i, j = 1, 2, 3, ..., n, osim toga pretpostav	a se i da va�i svojstvo
homoskedastiqnost tj. jednakost disperzija Dεi = σ2 za i = 1, 2, 3..., n. Kada se oce�uje pa-
rametar Θ ci	 je da sluqajna grexka bude xto ma�a tj. da εn = Y −XΘ bude minimalno.
Ocenimo nepoznati parametar Θ metodom najma�ih kvadrata. Metod najma�ih kvadra-
ta u opxtem sluqaju podrazumeva da je razlika izme�u stvarnih vrednosti i izmerenih
vrednosti xto ma�a. Primetimo da poxto je ε vektor kolona va�i:

εT · ε = ε21 + ε22 + · · ·+ ε2n

Prema tome treba oceniti parametar Θ tako da je (Y −XΘ)T · (Y −XΘ) minimalno.
Za ovakvu ocenu potrebni su nam osnovni stavovi iz difrencira�a matrica. Na ovom
mestu navodimo nekoliko tih stavova bez dokaza.

Stav 2.2.1. Neka je A matrica dimenzije m× n tada va�i:

∂A

∂t
=

∂Aik

∂t
; i = 1, ...,m; k = 1, ...n.

Stav 2.2.2. Neka je α n-dimenzioni vektor kolona i A matrica dimenzije m× n tada
va�i:

∂Aα

∂α
= A

Stav 2.2.3. Neka je A matrica dimenzije n × n koja ima pozitivnu determinantu,
tada va�i:

∂(ln detA)

∂t
= TrA−1

(
∂A

∂t

)

Stav 2.2.4. Neka je α n-dimenzioni vektor kolona i A matrica dimenzije n × n tada
va�i:

∂αTAα

∂α
= αT (A+ AT )

Iz ovog stava jasno sledi naredna posledica.

Posledica 2.2.1. Neka je α n-dimenzioni vektor kolona i A simetriqna matrica
dimenzije n× n tada va�i:

∂αTAα

∂α
= 2αTA
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Oznaqimo sa S funkcional qiji minimum �e biti ocena naxeg parametra Θ.

S = (Y −XΘ)T · (Y −XΘ) = (Y T −ΘTXT ) · (Y −XΘ)

= Y TY − Y TXΘ−ΘTXTY +ΘTXTXΘ

Primetimo da je tre�i sabirak ustvari realan broj:

ΘT
1×m ·XT

m×n · Yn×1

Poxto je realan broj, operacija transponova�a ga ne me�a:

(ΘTXTY )T = Y TXΘ

Matrica XTX je simetriqna pa prema tome va�i:

∂S

∂Θ
= −Y TX − Y TX + 2ΘTXTX

Izjednaqimo sada izvod sa nulom:

−2Y TX + 2ΘTXTX = 0

2Y TX = 2ΘTXTX

ΘT = Y TX(XXT )−1

Θ = ((XTX)T )−1XTY

Θ′ = (XTX)−1XTY

Proverimo sada da je ova ocena nepristrasna:

E(Θ′) = E((XTX)−1XTY ) = E(X−1(XT )−1XT (XΘ+ ε))

= X−1XE(Θ) +X−1E(ε) = E(Θ)

Ovim je pokazano da je dobijena ocena nepristrasna. Slede�a teorema se smatra veoma
va�nim rezultatom u matematiqkoj statistici i poznata je kao teorema Gaus-Markova.
Rezultat ove teoreme ima veliku primenu u teoriji optimalnih dizajna, o kojoj �e biti
reqi kasnije.

Teorema 2.2.1 (Teorema Gaus-Markova). Od svih linearnih nepristrasnih ocena za pa-
rametar Θ u linearnom regresionom modelu, najma�u disperziju ima ocena dobijena me-
todom najma�ih kvadrata.

Dokaz. Izraqunajmo prvo disperziju za dobijenu ocenu Θ
′
, koju smo dobili metodom

najma�ih kvadrata, a zatim poka�imo da ni jedna druga linearna nepristrasna ocena
nema ma�u disperziju.

D(Θ′) = D((XTX)−1XTY ) = (XTX)−1XTD(Y )((XTX)−1XT )T

= X−1(XT )−1XTσ2EX((XTX)−1XT )T = σ2(X−1X((XTX)T )−1)

⇒ D(Θ′) = σ2(XTX)−1
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Pri qemu smo iskoristili qi�enicu da je:

D(Y ) = D(XΘ+ εn) = D(XΘ) +D(εn) = σ2EX

Neka je sada Θ1 = GTX + Θ′ neka druga linearna nepristrasna ocena parametra Θ, pri
qemu je GTX = 0 i G nenegativno definitna matrica.
Izraqunajmo sada disperziju ove ocene:

D(Θ1) = D(GTY +Θ′) = D(GTY + (XTX)−1XTY )

= D((GT + (XTX)−1XT )Y )

= (GT + (XTX)−1XT )cov(Y )(GT + (XTX)−1XT )T

= (GT + (XTX)−1XT )σ2EX(G+X(XTX)−1)

= σ2(GTG+GTX(XTX)−1 + (XTX)−1XTG+X−1(XT )−1XTXX−1(XT )−1)

= σ2GTG+ σ2(XTX)−1 = σ2GTG+Θ′

Poxto je G nenegativno definitna onda je i GTG nenegativno definitna matrica pa
prema tome disperzija za ocenu Θ1 je ve�a nego disperzija za ocenu Θ, xto je i trebalo
dokazati.

Pita�e od interesa je odrediti i do�u granicu disperzije svih nepristrasnih oce-
na. Odgovor na ovo pita�e daje slede�a teorema Rao-Kramera. Neka je f(x, θ) funkcija
verodostojnosti, oznaqimo sa l(x, θ) �en prirodni logaritam tj. l(x, θ) = ln(f(x, θ)).

Teorema 2.2.2. Neka je funkcija l(x, θ) dva puta diferencijabilna i neka je θ
′
nepri-

strasna ocena nepoznatog parametra θ, za �enu disperziju va�i slede�a nejednakost:

D(θ
′
) ≥ 1

E

[(
∂l(x, θ)

∂θ

)2
]

Posmatrajmo sada ponovo vixedimenzioni regresioni model:

Y = XΘ+ εn

Oznaqimo vektore kolona matrice X na slede�i naqin:

fT (xi) = (f1(xi), f2(xi), f3(xi), ..., fm(xi))

Na ovom mestu uvodimo pojam dizajna ξ, koji je prvi uveo Kiefer u radu [36] iz 1959.
godine. Ako je ξ neprekidni ili aproksimativni dizajn za vixedimenzioni regresioni
model, definisan u konaqno mnogo taqaka x1, x2, ...xn, iz eksperimantalnog domena X, za
svaku taqku xi va�i:

ξ(xi) = pi, pi ≥ 0, i = 1, 2, .., n

pri qemu je:
n∑

i=1

pi = 1
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Aproksimativni dizajn mo�emo posmatrati kao raspodelu verovatno�a na konaqnom pro-
storu verovatno�a. Matricu korelacije za sluqajne veliqine Yi zovemo disperziona ma-
trica. Slede�a matrica M se zove informaciona matrica za dizajn ξ:

M(ξ) =
n∑

i=1

pif(xi)f
T (xi)

Matrice ovog oblika se qesto u literaturi zovu i Fixerove informacione matrice.
�ene dimenzije su m × m i ona je inverz disperzione matrice tj. va�i D = M−1. Ma-
trica M je tako�e nenegativno definitna. Svi optimalni dizajni su ustvari funkcije
koje zavise od informacione i disperzione matrice. Slede�a teorema nam daje osnovna
svojstva informacione matrice.

Teorema 2.2.3. Informaciona matrica za neki dizajn ξ je matrica oblika:

M(ξ) =
n∑

i=1

pif(xi)f
T (xi)

gde je
n∑

i=1

pi = 1

i n ≤
[
m(m+ 1)

2

]
+ 1 i za �u va�e slede�a svojstva:

1. Ona je pozitivno definitna.

2. Ukoliko spektar dizajna ξ sadr�i ma�e od m taqaka (pri qemu je m broj nepozna-
tih parametara) determinanta ove matrice je jednaka nuli.

3. Skup svih informacionih matrica je konveksan skup.

Slede�a veliqina je disperzija jedne linearne kombinacije u vixedimenzionom re-
gresionom modelu:

d(x, ξ) = fT (x)M−1(ξ)f(x)

Postoji vixe vrsta optimalnih dizajna i svi su neka funkcija informacione matrice.
Ovom prilikom ih navodimo:

1. D-optimalni dizajn minimizuje determinantu matrice M−1.

2. A-optimalni dizajn minimizuje trag matrice M−1.

3. G-optimalni dizajn minimizuje maksimum d(x, ξ), ovaj dizajn je u literaturi poznat
i kao min-maks dizajn.

4. E-optimalni dizajn maksimizuje minimalnu sopstvenu vrednost informacione ma-
trice.

5. T -optimalni dizajn minimizuje trag informacione matrice.
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Za dokaz nekog od idu�ih tvr�e�a bi�e nam potrebna slede�a lema iz linearne algebre
koju navodimo sa dokazom.

Lema 2.2.1. Neka su A i B kvadratne matrice koje su pozitivno definitne i neka je
α realan broj takav da α ∈ (0, 1) tada va�i:

det(αA+ (1− α)B) ≥ (detA)α(detB)1−α

Dokaz. Sve sopstvene vrednosti matrica A i B su pozitivne. Tako�e, i determinante su
pozitivne. Transformiximo izraze na levoj i desnoj strani koriste�i Bine-Koxijevu
teoremu, prema kojoj va�i: det(A ·B) = det(A) · det(B).

det(αA+ (1− α)B) ≥ (detA)α(detB)1−α ⇔

det(A(αE + (1− α)A−1B)) ≥ detA(detA)α−1(detB)1−α ⇔
detA · det(αE + (1− α)A−1B) ≥ detA((detA)−1)1−α(detB)1−α ⇔

det(αE + (1− α)A−1B) ≥ (detA−1 detB)1−α ⇔
det(αE + (1− α)A−1B) ≥ (detA−1B)1−α

Posmatrajmo sada matricu A−1B:

A−1B = A− 1
2A− 1

2BA− 1
2A

1
2

Poxto su A i B simetriqne matrice sliqne dijagonalnoj, onda je to i matrica A−1B,
neka je radi lakxeg zapisa sada A−1B = C. Matrica C je sliqna dijagonalnoj i pozitivno
definitna. Neka su λi �ene sopstvene vrednosti, koje su pozitivne. Sada treba pokazati
da va�i slede�a nejednakost:

det(αE + (1− α)C) ≥ (detC)1−α

det(αE + (1− α)C) =
∏

i

(α + (1− α)λi)

Posmatrajmo sada slede�u nejednakost:

α + (1− α)λi ≥ λ1−α
i

Pokaza�emo da ona va�i tako xto je logaritmujemo i iskoristimo da je logaritamska
funkcija konkavna.

ln(α · 1 + (1− α)λi) ≥ α ln 1 + (1− α) lnλi = ln(λi)
1−α

Prema tome va�i:

∏

i

(α + (1− α)λi) ≥
∏

i

(λ1−α
i ) =

(∏

i

λi

)1−α

= (detC)1−α

Ovo je i trebalo dokazati.

Da bismo izveli dokaz najva�nije teoreme ove oblasti potrebno nam je par lema od
kojih neke navodimo sa dokazom, a neke bez dokaza.
Naredna lema ima primenu i u drugim granama matematike pa je navodimo sa dokazom.
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Lema 2.2.2. Funkcija ln(detM) je strogo konkavna.

Dokaz. Skup informacionih matrica M(ξ) je konveksan skup, treba jox pokazati da
va�i:

ln(detM) ≥ (1− α) ln det(M1) + α ln det(M2)

Pri qemu su M1 i M2 razliqite informacione matrice i va�i M = (1− α)M1 + αM2, a
α je ralan broj i α ∈ (0, 1).
Primetimo da va�i:

ln(detM) = ln(det(1− α)M1 + αM2)

Primenimo sada na determinantu koja je numerus logaritma lemu 2.2.1.

ln(detM) = ln(det(1− α)M1 + αM2) ≥ ln((detM1)
1−α · (detM2)

α)

= ln(detM1)
1−α + ln(detM2)

α = (1− α) ln(detM1) + α ln(detM2)

xto je i trebalo dokazati.

Lema 2.2.3. Neka su ξ1 i ξ2 dva dizajna sa informacionim matricama M(ξ1) i M(ξ2) i
neka je M(ξ) informaciona matrica dizajna ξ = (1− α)ξ1 + αξ2 i α ∈ (0, 1). Tada va�i:

∂

∂α
ln det(M(ξ)) = TrM−1(ξ)(M(ξ2)−M(ξ1))

Dokaz. Informaciona matrica dizajna ξ je:

M(ξ) = (1− α)M(ξ1) + αM(ξ2)

Diferencirajmo sada logaritam determinante koriste�i prethodne stavove:

ln det(M(ξ)) = ln det((1− α)M(ξ1) + αM(ξ2))

∂

∂α
ln det(M(ξ)) = TrM−1(ξ)

∂M(ξ)

∂α

= TrM−1(ξ)(M(ξ2)−M(ξ1))

Lema 2.2.4. U ve� opisanom modelu va�e slede�e dve jednakosti:

n∑

i=1

pid(x, ξ) = m

max
x

d(x, ξ) ≥ m

Naredna teorema je centralno tvr�e�e i poznata je u literaturi kao teorema ekviva-
lencije.
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Teorema 2.2.4. Slede�a tvr�e�a su ekvivalentna:

1. Dizajn ξ∗ minimizuje det(M(ξ)).

2. Dizajn ξ∗ minimizuje maxx d(x, ξ).

3. maxx d(x, ξ) = m.

Svaka linearna kombinacija dizajna koji zadovo	avaju ova tri tvr�e�a tako�e zadovo	a-
va ova tri tvr�e�a i informacione matrice dizajna koji zadovo	avaju ova tri tvr�e�a
su me�usobno jednake.

Drugim reqimaD-optimalni dizajn i G-optimalni dizajn su me�usobno ekvivalentni.

Dokaz. 1) ⇒ 2)
Neka ξ∗ maksimizuje det(M(ξ)). Posmatrajmo linearnu kombinaciju ξ∗ i nekog
proizvo	nog dizajna ξ:

ξ
′
= (1− α)ξ∗ + αξ

Informaciona matrica dizajna ξ
′
je:

M(ξ
′
) = (1− α)M(ξ∗) + αM(ξ)

Uradimo izvod logaritma determinante kao u lemi 2.2.3:

∂

∂α
ln det(M(ξ

′
)) = TrM−1(ξ

′
)(M(ξ)−M(ξ∗))

Ubacimo u ovu jednakost α = 0 primetimo da tada va�i da je ξ
′
= ξ∗ i da je

TrM−1(ξ∗)M(ξ∗) = m dobijamo:

∂

∂α
ln det(M(ξ

′
)) = TrM−1(ξ

′
)(M(ξ)−M(ξ∗))

= TrM−1(ξ∗)M(ξ)−m

Posled�i izraz je prema definiciji ξ∗ ma�i ili jednak od nule.
Posmatrajmo sada izraz:

TrM−1(ξ∗)M(ξ)−m

Bez uma�e�a opxtosti se mo�e uzeti da se dizajn ξ sastoji samo od jedne taqke x ∈ X
onda va�i:

TrM−1(ξ∗)M(ξ)−m = TrM−1(ξ∗)f(x)fT (x)−m = d(x, ξ∗)−m ≤ 0

Iz ove nejednakosti i leme 2.2.4 dela 1) jasno se vidi da ξ∗ minimizuje maxx d(x, ξ
∗).

2) ⇒ 1)
Neka ξ∗ minimizuje maksimum maxx d(x, ξ

∗) a nije D-optimalni dizajn. Po lemi 2.2.2
va�i da je ln det(M) konkavna funkcija. Uradimo izvod linearne kombinacije i opet
izjednaqimo α sa nulom. Ima�emo:

∂

∂α
log det((1− α)M(ξ∗)− αM(ξ)) = TrM−1(ξ∗)M(ξ)−m > 0 (2.1)
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Svaki dizajn ξ se mo�e predstaviti kao linearna kombinacija konaqnog broja dizajna pa
prema tome va�i:

TrM−1(ξ∗)M(ξ)−m =
n∑

i=1

pid(xi, ξ
∗)−m

Poxto je ξ∗ maksimalan tada je
d(xi, ξ

∗) ⩽ m

odavde sledi:
n∑

i=1

pid(xi, ξ
∗)−m ⩽ m

n∑

i=1

pi −m = 0

Iz ove nejednakosti i nejednakosti 2.1 sledi da je u pita�u D-optimalni dizajn 1) ⇔
3) i 2) ⇔ 3) sledi iz 1) ⇔ 2) i leme 2.2.4.

Neka su da	e ξ1 i ξ2 dizajni sa informacionim matricama M(ξ1) i M(ξ2)
D-optimalni i neka je M(ξ1) ̸= M(ξ2). Posmatrajmo informacionu matricu dizajna ξ
koji je konveksna kombinacija dizajna ξ1 i ξ2

M(ξ) = (1− α)M(ξ1) + αM(ξ2)

Logaritam determinante ove matrice je konkavna funkcija pa va�i:

ln det(M(ξ)) ≥ (1− α) log det(M(ξ1)) + α log det(M(ξ2))

Poxto su dizajni ξ1 i ξ2 D-optimalni jasno je da mora da va�i:

det(M(ξ1)) = det(M(ξ2)) ≥ det(M(ξ))

Prethodna nejednakost onda postaje:

ln det(M(ξ)) ≥ ln det(M(ξ1))

Ove posled�e dve nejdnakosti mogu da va�e bez kontradikcije samo ako je:

M(ξ1) = M(ξ2) = M(ξ)

Ovim je dokazana teorema.

Ova teorema je dokazana 1959. godine u radu [37].

Posledica 2.2.2. U taqkama D-optimalnog dizajna ξ∗ disperzija d(x, ξ∗) dosti�e svo-
ju maksimalnu vrednost m.

Teorema 2.2.5. Ako su ξ1 i ξ2 dizajni sa razliqitim informacionim matricama M(ξ1)
i M(ξ2) tako da je det(M(ξ1)) = det(M(ξ2)) tada za informacionu matricu dizajna:

ξ = (1− α)ξ1 + αξ2, α ∈ (0, 1)

va�i:
det(M(ξ)) > det(M(ξ1))
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Primer 2.2.1. Posmatrajmo nekih m objekata koje treba izmeriti na vagi sa dva
tasa. Uzmimo situaciju da imamo ukupno n mere�a koja izvrxavamo. Merimo tako
xto stav	amo po jedan objekat sa obe strane i vaga poka�e koji je te�i tj. levi ili
desni tas se spusti ni�e. Definiximo sada veliqinu xij na slede�i naqin:

1. xij = 1 ako se objekat j nalazi na levom tasu pri mere�u i.

2. xij = −1 ako se objekat j nalazi na desnom tasu pri mere�u i.

3. xij = 0 ako je objekat j izostav	en pri mere�u i.

Neka su da	e θ1, θ2, θ3, ..., θm redom stvarne te�ine datih m objekata i y1, y2, y3, ...., yn
rezultati dobijeni u n mere�a na vagi. Oznaqimo vektor kolone qije su dimenzije m i
koordinate redom θ1, θ2, θ3, ..., θm sa Θ, a vektor kolone dimenzije n qije su koordinate
redom y1, y2, y3, ...., yn sa Y . Tada ovakvo mere�e mo�e da se predstavi vixedimenzionim
regresionim modelom o kome je ve� bilo reqi, a koji glasi:

Y = XΘ+ ε

Sada je ε n-dimenzioni vektor kolona pri qemu svaka koordinata εi predstav	a grex-
ku prilikom i-tog mere�a. Zatim se, kao u polaznom modelu pretpostav	a da je Eεi = 0;
E(εi ·εj) = 0; D(εi) = σ2, prema tome kovarijaciona matrica je σ2I. Prema ve� navedenoj
teoremi Gaus-Markova najma�u disperziju ima ocena:

Θ′ = (XTX)−1XTY

dobijena metodom najma�ih kvadrata. Ta disperzija iznosi σ2(XTX)−1. Hoteling je

1944. godine pokazao da disperzija jedne pojedinaqne vrste ne mo�e biti ma�a od
σ2

n
.

U radovima Kiefera je pokazano da se optimalni dizajni (koji su ekvivalentni) uvek
dosti�u kada je X ·XT = nI.

Ovde se mo�e videti veza izme�u optimalnih dizajna i Adamarovih matrica. Dizajn
odre�en matricom X je optimalan ukoliko postoji matrica reda n ×m koja sadr�i ±1
i kojoj su kolone ortogonalne. Drugim reqima za svako m ma�e ili jednako od n kolone
odgovaraju�e Adamarove matrice reda n odre�uju optimalni te�inski dizajn. Razni
autori su povezivali Adamarove matrice sa optimalnim dizajnima (videti radove [54],
[46], i [31]).
U narednim poglav	ima �e biti ponovo pomi�ane Adamarove matrice, a u vezi drugih
ekstremalnih problema. Prvo �e biti spomenute kao matrice sa kojih se lako prelazi
na matricu susedstva grafa koji ima maksimalnu energiju. Bi�e opisano i kako se sa te
ekstremalne Adamarove matrice koja sadr�i -1 i 1 prelazi na matricu susedstva grafa
(koja sadr�i samo nule i jedinice), koji za odre�enu dimenziju dosti�e maksimalnu
energiju.

Tako�e u poglav	u o Xatenovim p-normama bi�e dato nekoliko teorema koje daju ogra-
niqe�a Xatenove norme r-partitne matrice, koja se mo�e dobiti od Adamarovih i kon-
ferencionih matrica. Jedno uopxte�e Xatenovih normi je i determinanta, dobija se
za p = 0. Odre�iva�e maksimalne Xatenove p-norme za p = 0 moglo bi da se svede na
nala�e�e maksimalne determinante. Bi�e oce�ena i geometrijska sredina singularnih
vrednosti sluqajnog grafa, koja se lako mo�e povezati sa apsolutnim vrednostima deter-
minante matrice susedstva grafa. Poznato je da je proizvod svih sopstvenih vrednosti
matrice jednak determinanti te matrice.
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Glava 3

Energija grafa i �ena uopxte�a

3.1 Energija grafa

Poseban problem koji �e biti zastup	en u ovoj disertaciji je energija grafa. Ovaj
pojam je uveo Ivan Gutman 1978. godine u radu [26] kao va�an pojam za hemijsku strukturu
molekula. Jasno je da molekul mo�e da se predstavi grafom, atomi bi bili qvorovi,
hemijske veze grane, a valenca atoma bi bio stepen odgovaraju�eg qvora i mnogi drugi
pojmovi iz hemije se mogu povezati sa pojmovima iz spektralne teorije grafova, ali o
tome vixe u nastavku. Jasno je da problem energije grafa povezuje hemiju sa spektralnom
teorijiom grafova. Na primer ukoliko se nula nalazi me�u sopstvenim vrednostima
grafa radi se o nestabilnom molekulu koji je kratkog veka, a s druge strane nekada se na
osnovu strukture grafa mo�e utvrditi da li mu je nula jedna od sopstvenih vrednosti
pa samim tim i da li je molekul stabilan.

Definicija 3.1.1. Energija grafa G sa n qvorova, u oznaci E(G) je suma apsolutnih
vrednosti sopstvenih vrednosti grafa tj.

E(G) =
n∑

i=1

|λi|

Kada je hemiqar Hukel poqetkom 20. veka ispitivao stabilnost molekula benzena,
primenio je kvantnu teoriju. Pokazalo se da je takva teorija prime�iva i na druge π-
molekulske orbitalne sisteme, pa je razvijena qitava teorija koja je poznata kao Hukelova
molekulsko-orbitalna teorija. Da bi se dobro opisao neki problem iz kvantne mehanike
potrebno je da se rexi takozvana Xredingerova jednaqina, koja opisuje kako se kvantno
sta�e nekog fiziqkog sistema me�a sa vremenom, ona glasi:

iℏ
∂

∂t
Ψ(x, t) = ĤΨ(x, t)

Opxti oblik vremenski nezavisne, stacionarne Xredingerove jednaqine je:

ĤΨ = ΨE

gde je Ĥ Hamiltonov operator koji karakterixe totalnu energiju talasne funkcije i
predstav	a poznatu veliqinu za svaki molekul, ℏ redukovana Plankova konstanta (negde
je zovu i Dirakova konstanta), a Ψ je talasna funkcija. Plankova i redukovana Planko-
va konstanta figurixu, izme�u ostalog, u izrazu za opisiva�e najma�e mogu�e vredno-
sti energije elektromagnetnog zraqe�a, jednog kvanta. Talasna funkcija opisuje sta�e
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fiziqkog sistema. Opxte sta�e sistema je linearna kombinacija stacionarnih sta�a
sistema. Ci	 je izraqunati E tj. energiju sistema u zavisnosti od stacionarne tala-
sne funkcije. Hukelova teorija je najbo	a za opisiva�e atoma i molekula ko�ugovanih
ug	o-vodonika. Svaki atom ug	enika daje po jedan π-elektron. U Hukelovoj molekulsko-
orbitalnoj teoriji se koristi uprox�en Hamiltonov operator koji je
predstav	en kvadratnom matricom Ĥ = [hij] reda n, ukoliko molekul ug	enika ima n
atoma. Pri qemu je:

hij =





a, ako je i = j

b, ako je i ̸= j i ako postoji hemijska veza izme�u �ih

0, ako je i ̸= j i ako ne postoji hemijska veza izme�u �ih

Prema tome matrica Ĥ se mo�e zapisati na slede�i naqin:

Ĥ = aIn + bA(G)

gde je A(G) matrica susedstva grafa molekula. Da	e je ci	 rexiti takozvanu sekularnu
jednaqinu koja glasi

det(EIn − Ĥ) = 0

Ovu jednaqinu treba rexiti po E pri qemu se dobija n rexe�a E1, E2, .., En koja su ustvari
energije molekulskih orbitala. Pomenuta jednaqina se mo�e transformisati na slede�i
naqin:

det(EIn − Ĥ) = det((E − a)In − bA(G)

= bn det

(
E − a

b
In − A(G)

)

ako bismo sad uveli smenu λ =
E − a

b
dobijamo slede�e:

bn det(λIn − A(G)) = 0

Iz ovoga sledi da je prva jednaqina ekvivalentna posled�oj tj. da je dovo	no izraqu-
nati sopstvene vrednosti odgovaraju�eg grafa molekula. Izme�u energije elektrona i
spostvenih vrednosti odgovaraju�eg grafa postoji slede�a veza:

Ei = a+ λib

Ukupna energija u Hukelovoj molekulsko-orbitalnoj teoriji dobija se sabira�em svih
energija orbitala, naravno vodi se raquna o broju elektrona u svakoj orbitali. Neka je
oi broj elektrona u π-orbitali i. Odre�ene orbitale imaju po 2 π-elektrona (takozvane
vezivne), a odre�ene orbitale koje se zovu antivezivne su prazne pa va�i:

oi =

{
0, ako je λi < 0

2, ako je λi > 0

Prema tome ukupna energija sistema koji ima n π−elektrona se mo�e zapisati:

Eπ =
n∑

k=1

ok(a+ λkb)
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to jest

Eπ = an+ b
n∑

k=1

okλk

Poxto su u pita�u konstante glavni deo je izraqunati sumu:

n∑

k=1

okλk

ali prema definiciji oi jasno je da va�i:

n∑

k=1

okλk = 2
∑

k=+

λk

posled�a suma je samo za pozitivne λ ukoliko je λ = 0 taj sabirak je nula. Raquna�e
energije molekularnih orbitala se ovim svodi na raquna�e zbira pozitivnih sopstve-
nih vrednosti odgovaraju�eg grafa. Iz ovog se mo�e zak	uqiti koliko je energija grafa
va�na za Hukelovu molekulsko-orbitalnu teoriju i odakle motiv za uvo�e�e ovog pojma
u hemiji.
Tek krajem devedesetih godina su matematiqari poqeli da se vixe bave energijom gra-
fa i od tada je ova oblast u ekspanziji, objav	eno je vixe stotina nauqnih radova u
presti�nim qasopisima.

Ono xto najvixe izaziva pa��u matematiqara je kako odrediti graf odre�enih
dimenzija koji ima najve�u energiju. I kako za odre�ene klase grafova odrediti xto
bo	u gor�u i do�u ocenu za energiju grafa.

Jedan od najva�nijih rezultata vezan za dostiza�e maksimalne energije grafa dokazan
je u radu Kulena i Multona [39] i iskazuje ga slede�a teorema.

Teorema 3.1.1. Neka je G graf sa n qvorova i bez pet	i tada za �egovu energiju va�i
slede�a nejednakost:

E(G) ≤ n

2
+

1

2
n

3
2

pri qemu jednakost va�i ako je G jako regularan graf sa parametrima

(
n,

n+
√
n

2
,
n+ 2

√
n

4
,
n+ 2

√
n

4

)

Mnogi kasniji rezultati su izvedeni iz ove nejednakosti. Prvi autor ovog rada u
svom samostalnom radu [44] daje gor�e ograniqe�e za energiju grafa, koje osim od broja
qvorova zavisi i od broja grana tog grafa.

Teorema 3.1.2. Za graf G sa n qvorova i m grana va�i:

E(G) ≤
√
2mn

U istom radu autor daje i do�e ograniqe�e za energiju grafa, koje osim od broja
qvorova i grana zavisi i od determinante matrice susedstva.

Teorema 3.1.3. Neka je G graf sa n qvorova, m grana i matricom susedstva A tada za
�egovu energiju va�i slede�a nejednakost:

E(G) ≥
√
2m+ n(n− 1)| detA| 2n
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Pobo	xa�e ovog ograniqe�a daju autori Gutman i Das u radu [21], ono je iskazano
narednom teoremom.

Teorema 3.1.4. Neka je G graf sa n qvorova, m grana i matricom susedstva A tada za
�egovu energiju va�i slede�a nejednakost:

E(G) ≥

√√√√2m+ n(n− 1)| detA| 2n +
4

(n+ 1)(n− 2)

((
2m

n

) 1
2

−
(
2m

n

) 1
4

)

Grupa autora je u radu [13] ograniqila odozdo energiju grafa samo u zavisnosti od
toga koliko graf ima grana.

Teorema 3.1.5. Neka je dat graf G sa m grana tada za �egovu energiju va�i:

E(G) ≥ 2
√
m

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako G sadr�i kompletan bipartitni graf Ka,b

pri qemu je a · b = m i proizvo	no mnogo izolovanih qvorova.

Za graf ka�emo da je nesingularan ako mu je matrica susedstva nesingularna. U radu
[20] dato je slede�e do�e ograniqe�e za energiju grafa.

Teorema 3.1.6. Neka je dat povezan nesingularan graf sa n qvorova m grana i matricom
susedstva A tada va�i:

E(G) ≥ 2m

n
+ n− 1 + ln | detA| − ln

2m

n

pri qemu va�i jednakost ako i samo ako je G izomorfan kompletnom grafu Kn.

U nekim radovima je posmatrana energija specijalnih klasa grafova i nekih grafova
koji imaju specifiqne matrice susedstva.
Tako na primer u radu [1] autori daju do�e ograniqe�e za energiju bipartirnog grafa u
zavisnosti od toga kakva mu je najve�a sopstvena vrednost.

Teorema 3.1.7. Neka je G bipartitni graf reda n > 2, sa m ivica za koji va�i da je

2m ≥ n, ako je najve�a sopstvena vrednost ograniqena odozdo λ1 ≥ ξ ≥ 2m

n
tada va�i:

E(G) ≥ 2ξ + (n− 2)

( | detA|
ξ2

) 1
n−2

pri qemu jednakost va�i ako je λ1 = −λn = ξ i |λ2| = |λ3| = ... = |λn−1| = E(G)−2ξ
n−2

.

Poxto su za ovaj rad zanim	ivije gor�e granice tj. maksimalna energija grafa u na-
stavku navodimo jox nekoliko rezultata vezanih za gor�e ograniqe�e za energiju grafa.
U radu [39] daje se gor�e ograniqe�e za energiju grafa koje zavisi od broja qvorova i
broja grana.
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Teorema 3.1.8. Neka je G graf sa n qvorova i m grana. Tada za �egovu energiju va�i:

E(G) ≤ 2m

n
+

√√√√(n− 1)

(
2m−

(
2m

n

)2
)

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ili n
2
K2 ili Kn ili nekompletan povezan

jako regularan graf koji ima dve netrivijalne sopstvene vrednosti qija je apsolutna

vrednost

√
2m−

(
2m
n

)2

n− 1
.

Isti autori daju u radu [40] gor�e ograniqe�e za bipartitne grafove, iskazano sle-
de�om teoremom.

Teorema 3.1.9. Neka je G bipartitni graf sa n qvorova m grana, i 2m > n tada za
�egovu energiju va�i:

E(G) ≤ 2
2m

n
+

√√√√(n− 2)

(
2m− 2

(
2m

n

)2
)

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G n
2
K2 ili kompletan bipartitni graf.

U radu [63] autor daje gor�e ograniqe�e za energiju grafa koje zavisi od broja qvorova
i stepena qvorova.

Teorema 3.1.10. Neka je dat graf G sa n qvorova qiji su stepeni redom d1, d2, ..., dn tada
va�i:

E(G) ≤

√√√√ 1

n

n∑

i=1

d2i +

√√√√(n− 1) ·
(
2m− 1

n

n∑

i=1

d2i

)

pri qemu jednakost va�i ako je G ili
n

2
K2 ili kompletan bipartitni graf, ili

jako regularan graf sa dve netrivijalne sopstvene vrednosti koje su obe po apsolutnoj

vrednosti jednake

√
1

n− 1
·
(
2m−

(
2m
n

)2)
.

Definicija 3.1.2. Za kvadratnu matricu reda n ka�emo da je ortogonalna ukoliko
�ene kolone predstav	aju ortonormiranu bazu u Rn. Za �u va�i AT = A−1.

Definicija 3.1.3. Kvadratnu matricu C reda n qiji su svi elementi 1 i −1, a na
dijagonali se nalaze nule zovemo konferenciona matrica ukoliko va�i slede�a jedna-
kost:

C · CT = (n− 1)I

Za konferencionu matricu ka�emo da je normalizovana ukoliko joj prva vrsta i prva
kolona sadr�e samo jedinice, a element a11 = 0.
Slede�i rezultati iz rada [10] su vezani za energiju grafa ukoliko je matrica susedstva
ortogonalna matrica.

Teorema 3.1.11. Neka je G graf bez pet	i sa n qvorova i neka je Os(n) familija svih
ortogonalnih matrica reda n tada va�i:

E(G) ≤ n

2
+maxO

1

2
|O|1 ≤

n

2
+

1

2
n

3
2

gde je maksimum uzet po svim ortogonalnim matricama.
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Oznaka |O|1 predstav	a normu odgovaraju�e ortogonalne matrice koja je data slede�om
definicijom.

Definicija 3.1.4. Za matricu A = [aij] definixemo normu u oznaci |A|1 na slede�i
naqin:

|A|1 =
∑

i,j

|aij|

Vixe deta	a o raznim normama matrice bi�e u posebnom poglav	u ovog rada.
Neka je En = maxGE(G), gde je maksimum uzet po svim grafovima sa n qvorova.
Ka�emo da je ortogonalna simetriqna matrica O = [oij] ekstremalna ako je

En =
∑

i ̸=j

o+ij

i za G sa n qvorova je to ekstremalna energija grafa ako je En = E(G).

Stav 3.1.1. Neka je O = [oij] simetriqna, ortogonalna ekstremalna matrica tada je

En =
n

2
+

1

2
n

3
2 ako i samo ako va�e slede�i uslovi:

1.
∑

j oij = 1;

2. |oij| =
1√
n
;

3. oii ≤ 0.

Slede�e dve teoreme iz rada [30] povezuju maksimalnu energiju grafa sa Adamarovim
matricama.

Teorema 3.1.12. Za sve k,m ∈ N postoji regularna grafiqka Adamarova matrica ne-
gativnog tipa reda n, pri qemu je n = 4k+1m4, takva da joj odgovara graf koji ima
maksimalnu energiju.

Teorema 3.1.13. Ako je n red Adamarove matrice, tada postoji regularna grafiqka
Adamarova matrica reda n2 negativnog tipa i maksimalne energije odgovaraju�eg grafa
qija je ona matrica susedstva.

Poxto je Adamarova matrica H po definiciji (−1, 1)-matrica, a matrica susedstva
grafa (0, 1)-matrica ovde se podrazumeva prelazak sa prve na drugu matricu. Poxto je
naglaxeno da se radi o grafiqkoj Adamarovoj matrici tj. onoj kod koje je konstantna
dijagonala znaqi da su na dijagonali svi elementi −1 ili sve jedinice. U prvom sluqaju
se od Adamarove matrice H prelazi na matricu susedstva grafa A na slede�i naqin:

A =
1

2
(H + J)

U drugom sluqaju kada su sve jedinice matrica susedstva grafa se dobija formulom:

A =
1

2
(J −H)

Prethodne dve teoreme govore o ovako dobijenim matricama tj. grafovima kojima su one
matrice susedstva. Znaqajan problem iz ove oblasti je problem dostiza�a maksimalne
energije grafa sa odre�enim brojem qvorova. Postav	a se pita�e koliko iznosi maksi-
malna energija grafa sa n qvorova i koji graf ima najve�u energiju. Poznati radovi koji
se bave ovim problemom su [48] i [39]. Slede�a teorema iz rada [48] daje do�e ograniqe�e
za energiju grafa.
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Teorema 3.1.14. Za svako dovo	no veliko n postoji graf G sa n qvorova takav da za
�egovu energiju va�i:

E(G) ≥ 1

2
n

3
2 − n

11
10

Definisa�emo sada pojmove hipo-energetskih i hiper-energetskih grafova. Poznato
je da je energija kompletnog grafa sa n qvorova jednaka 2n− 2 i da je to najve�a energija
grafa za grafove sa malim brojem qvorova (ma�e od 9).

Definicija 3.1.5. Za graf ka�emo da je hipo-energetski ukoliko mu je energija ma�a
od n.

Definicija 3.1.6. Za graf ka�emo da je hiper-energetski ukoliko mu je energija ve�a
od 2n− 2.

Sada �emo videti va�nu teoremu iz [47] qija je posledica da su skoro svi grafovi
hiper-energetski. Kasnije u nekom od narednih poglav	a vide�emo da je ova teorema
samo specijalni sluqaj jednog opxtijeg rezultata.

Vladimir Nikiforov je u [47] ocenio energiju za skoro sve sluqajne grafove koriste�i
ve� poznate rezultate Arnolda i Vignera iz pomenutih radova. Slede�a teorema je �egov
rezlutat.

Teorema 3.1.15. Za skoro sve sluqajne grafove va�i:

E(G) =

(
4

3π
+ o(1)

)
n

3
2

Isti matematiqar je u radu [51] izraqunao energiju za skoro sve k-regularne grafove.

Teorema 3.1.16. Neka je k ≥ 2 fiksiran prirodni broj. Energija skoro svakog k-
regularnog grafa G sa n qvorova iznosi:

E(G) =
n

π

(
2k

√
k − 1− k(k − 2) arctg

2
√
k − 1

k − 2

)
+ o(n)

Za raquna�e energije grafa znaqajna je i slede�a Kulsonova 1 integralna formula
koja je dokazana u radu [16] jox 1940. godine. Ako sa P (x) oznaqimo karakteristiqni
polinom grafa onda ta formula glasi:

E(G) =
1

π

∫ +∞

−∞

(
n− ixP ′(ix)

P (ix)

)
dx

Razmotrimo sada kako se mo�e do�i do ove formule.
Neka je P (z) polinom stepena n koji zavisi od kompleksne promen	ive z i neka su
λ1, λ2, ..., λn koreni tog polinoma. Polinom P (z) se onda mo�e predstaviti na slede�i
naqin:

P (z) =
n∏

k=1

(z − λk)

Ako uradimo prvi izvod dobijamo:

P ′(z) = (z−λ2)(z−λ3)···(z−λn)+(z−λ1)(z−λ3)···(z−λn)+...+(z−λ1)(z−λ2)···(z−λn−1)

1Qarls Alfred Kulson (1910-1974), britanski matematiqar i hemiqar.
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Za koliqnik polinoma P ′(z) i P (z) va�i:

P ′(z)

P (z)
=

n∑

k=1

1

z − λk

Odavde se mo�e dobiti:

zP ′(z)

P (z)
− n =

n∑

k=1

λk

z − λk

Primetiomo da va�i i slede�a jednakost:

n∑

k=1

λk

z − λk

=
n∑

k=1

λk

z
+

n∑

k=1

λk

z(z − λk)

Slede�i limes va�i za svako k = 1, 2, ..., n:

lim
|z|→∞

λk

z − λk

= 0

Zbog prethodnih jednakosti i qi�enice da je zbir sopstvenih vrednosti grafa jednak
nuli, dobija se:

lim
|z|→∞

z ·
(
zP ′(z)

P (z)
− n

)
= lim

|z|→∞

(
n∑

k=1

λk +
n∑

k=1

λk

z − λk

)
= 0

Koreni polinoma P (z) ne moraju biti razliqiti. Poxto se raquna energija grafa zna
se da su λ1, λ2, ..., λn realni brojevi qiji je zbir jednak nuli (formula va�i i u opxtijim
sluqajevima). Suma svih sopstvenih vrednosti mo�e da se predstavi kao zbir sume svih
pozitivnih i sume svih negativnih sopstvenih vrednosti. U ovom sluqaju posled�e dve
sume su jednake po apsolutnoj vrednosti, jer je zbir sopstvenih vrednosti jednak tragu
matrice susedstva (ovaj uslov je bitan za validnost Kulsonove formule u opxtem sluqaju,
videti objax�e�a u [28]). Prema tome va�i:

n∑

k=1

λk =
∑

+

λk +
∑

−
λk

Posmatrajmo sada zatvorenu, pozitivno orijentisanu konturu Γ u kompleksnoj ravni
i neka je z0 kompleksan broj. Prema Koxijevoj integralnoj formuli va�i:

1

2πi

∫

Γ

dz

z − z0
=

{
0, ako z0 ∈ ext(Γ)

1, ako z0 ∈ int(Γ)

Neka je kontura Γ polukrug u desnoj poluravni sa centrom u nuli polupreqnika R. Mo�e
se uqiniti da se svi pozitivni koreni polinoma P (z) nalaze unutar konture Γ+, tako
xto se pove�a polupreqnik (R → ∞).

Prema prethodnim razmatra�ima va�i:

1

2πi

∫

Γ+

(
zP ′(z)

P (z)
− n

)
dz =

1

2πi

∫

Γ+

n∑

k=1

λk

z − λk

dz =
n∑

k=1

λk

2πi

∫

Γ+

dz

z − λk

=
∑

+

λk

Ako iskoristimo qi�enicu da su sve pozitivne vrednosti λ unutar konture Γ+ onda
integral:
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∫

Γ+

(
zP ′(z)

P (z)
− n

)
dz

ne zavisi od forme konture. U graniqnom sluqaju kada kontura Γ postaje beskonaqno
velika na integral utiqe jedino �en deo koji le�i du� y-ose. Za deo konture koji ne
le�i na y-osi kada |z| → ∞ podintegralna funkcija pomno�ena sa |z| te�i nuli, pa
integral po tom delu konture tako�e te�i nuli.

Dobija se:

∑

+

λk =
1

2πi

∫

Γ+

(
zP ′(z)

P (z)
− n

)
dz =

1

2πi

∫ −∞

+∞

(
iyP ′(iy)

P (iy)
− n

)
d(iy)

Odavde je jasno da je:

∑

+

λk =
1

2π

∫ +∞

−∞

(
n− ixP ′(ix)

P (ix)

)
dx

Prema tome va�i formula za energiju grafa:

E(G) =
1

π

∫ +∞

−∞

(
n− ixP ′(ix)

P (ix)

)
dx

Za neka unapre�e�a, modifikacije i uopxte�a ovde izvedene Kulsonove formule vi-
deti [17], [18] i [43].
Energija grafa je oblast koja se ubrzano razvija u matematici i hemiji. Zbog toga sada
postoji mnogo vrsta energije grafa, navodimo ovde neke najpoznatije: energija rastoja-
�a, energija spariva�a, Laplasova energija grafa, Randi�eva energija (videti [65], [27],
[29]). U ovom poglav	u je opisana osnovna energija grafa, kako se dobija i data su neka
gor�a i do�a ograniqe�a. Kasnije �emo videti �ena uopxte�a kao i ekstremalne pro-
bleme vezane za ta uopxte�a, to su Xatenove p-norme i dostiza�e �ihovih maksimalnih
vrednosti.
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3.2 Xatenove norme

Norma matrice je veliqina koja ne zavisi od broja vrsta ili kolona matrice i
predstav	a uopxte�e norme vektora. Neka je Mm,n prostor kompleksnih matrica
dimenzije m× n.

Definicija 3.2.1. Norma matrice je nenegativna funkcija ∥ · ∥, ∥ · ∥: Mm,n → R za
koju va�i slede�e:

1. ∥ A ∥= 0 ⇔ A = 0;

2. ∥ αA ∥=| α |∥ A ∥ za svaki kompleksan broj α;

3. ∥ A+B ∥≤∥ A ∥ + ∥ B ∥ za svako A,B ∈ Mm,n.

Najjednostavniji primer norme matrice [A] je takozvana maks-norma, definixe se kao
maksimalna apsolutna vrednost elementa matrice:

∥ A ∥max= max
i,j

|aij|

Jasno je da se mo�e govoriti i o normi grafa ali podrazumeva se da se tada misli na
neku normu odgovaraju�e matrice susedstva tog grafa. Pri tome treba voditi raquna
da su matrice susedstva uvek kvadratne matrice sa elementima nula ili jedan. Ako jox
razmatramo i neusmerene grafove bez pet	i, xto se u ovom radu i jeste sluqaj, onda je
nula na dijagonali i matrica je simetriqna.

Glavna tema ovog rada su Xatenove norme grafa. Pre nego xto uvedemo definiciju
Xatenovih i Ki Fan normi navodimo neka osnovna svojstva matriqnih normi.

Poxto u ovom radu razmatramo isk	uqivo simetriqne matrice kao matrice susedstva
nekog neorijentisanog grafa, mo�e se primetiti da su singularne vrednosti ustvari
apsolutne vrednosti sopstvenih vrednosti ovakvih matrica.
Tako�e za matrice mo�emo definisati razne tipove normi koje mogu biti od znaqaja
prilikom oce�iva�a maksimalne energije grafa.

Definicija 3.2.2. Za matricu A = [aij] definixemo normu u oznaci ∥ A ∥1 na slede�i
naqin:

∥ A ∥1=
∑

i,j

|aij|

Definicija 3.2.3. Frobenijusova norma matrice je:

∥ A ∥f=
√∑

i,j

(aij)2

Ponekad se u literaturi ova norma zove i Hilbert-Xmitova norma.

Definicija 3.2.4. Za simetriqnu matricu A = [aij]n×n definixemo normu u oznaci
∥ A ∥2 na slede�i naqin:

∥ A ∥2=

√√√√
n∑

i=1

λ2
i =

√
Tr(A · AT )

Definixe se i norma koja je zbir singularnih vrednosti.
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Definicija 3.2.5. Za matricu A = [aij]n×n definixemo normu u oznaci ∥ A ∥∗ na
slede�i naqin:

∥ A ∥∗=
n∑

i=1

σi

Gde su sa σ oznaqene singularne vrednosti matrice.

Jasno je da ako je A matrica susedstva nekog grafa, ova norma u stvari predstav	a
energiju tog grafa.
Od velikog znaqaja u matematici je i operatorska norma matrice.

Definicija 3.2.6. Za matricu A = [aij]n×n definixemo operatorsku normu u oznaci
∥ A ∥op na slede�i naqin:

∥ A ∥op= sup
|x|=1

|Ax|

Napomena: ovde je va�no naglasiti da je operatorska norma jednaka najve�oj singu-
larnoj vrednosti matrice, ∥ A ∥op= σ1.

Definicija 3.2.7. Za dve matriqne norme ∥ · ∥ i ∥ · ∥′ ka�emo da su ekvivalentne ako
postoje konstante m > 0 i M > 0 tako da va�i

m ∥ A ∥≤∥ A ∥′≤ M ∥ A ∥

za svaku matricu A ∈ Mn,n.

Nekada je va�no znati kako se odnose norme jedne iste matrice, tako nam slede�i stav
daje nejednakost izme�u operatorske i Frobenijusove norme.

Stav 3.2.1. Ako je data matrica A = [aij]n×n onda va�i slede�a nejednakost za �enu
operatorsku i Frobenijusovu normu:

∥ A ∥op≤∥ A ∥f

Dokaz. Neka su dati vektori v = (v1, v2, ..., vn)
T i ek, gde je ek vektor iz standardne baze

vektorskog prostora (na k-tom mestu je jedinica a ostalo nule), onda va�i:

|Av| =
∣∣∣∣∣A ·

n∑

i=1

viei

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

n∑

i=1

viAei

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

|vi||Aei|

Ako na posled�u sumu primenimo Koxi-Xvarcovu nejednakost dobijamo:

n∑

i=1

|vi||Aei| ≤
(

n∑

i=1

v2i

) 1
2

·
(

n∑

i=1

(Aei)
2

) 1
2

= |v| ∥ A ∥f

Qime je polazna nejednakost dokazana.

Definicija 3.2.8. Matriqna norma ∥ · ∥ se naziva konzistentna ako za svake dve
matrice A,B ∈ Mn,n va�i:

∥ A ·B ∥≤∥ A ∥∥ B ∥

Narednih nekoliko teorema povezuju norme matrice sa �ihovom strukturom pa �emo
videti sada koliko iznosi norma za Adamarove i konferencione matrice.
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Teorema 3.2.1. Ako je H = [hij] kvadratna matrica reda n qiji su svi elementi po
apsolutnoj vrednosti jednaki 1, tada su slede�i uslovi ekvivalentni:

1. za matricu H va�i H ·HT = nIn;

2. sve singularne vrednosti matrice H su jednake
√
n;

3. ∥ H ∥∗= n
√
n;

4. najve�a singularna vrednost matrice H je
√
n;

5. najma�a singularna vrednost matrice je
√
n.

U dokazu prethodne teoreme prime�uje se Koxijeva teorema o preplita�u sopstvenih
vrednosti, koja je ve� navedena u ovom radu.

Slede�i stav daje maksimalnu vrednost norme matrice qiji su elementi realni bro-
jevi iz intervala [−1, 1].

Stav 3.2.2. Ako je A kvadratna matrica reda n takva da je ∥ A ∥max≤ 1, tada va�i:

∥ A ∥∗≤ n
√
n

Jednakost va�i ako i samo ako su sve singularne vrednosti matrice A jednake
√
n tj.

ekvivalentno tome jednakost va�i ako i samo ako je A Adamarova matrica.

Sliqna dva tvr�e�a va�e i za konferencione matrice.

Teorema 3.2.2. Ako je C kvadratna matrica reda n sa nulama na glavnoj dijagonali i
ostalim vrednostima jednakim −1 ili 1 slede�i uslovi su ekvivalentni:

1. za matricu C va�i C · CT = (n− 1)In;

2. sve singularne vrednosti matrice C su jednake
√
n− 1;

3. ∥ C ∥∗= n
√
n− 1;

4. najve�a singularna vrednost matrice C je
√
n− 1;

5. najma�a singularna vrednost matrice je
√
n− 1.

Stav 3.2.3. Ako je A kvadratna matrica reda n sa nulama na glavnoj dijagonali i
∥ A ∥max≤ 1 tada va�i:

∥ A ∥∗≤ n
√
n− 1

Jednakost va�i ako i samo ako su sve singularne vrednosti matrice A jednake
√
n− 1

ili ekvivalentno tome jednakost va�i ako i samo ako je A konferenciona matrica.

Sada �emo uvesti definicije dve vrste normi koje �emo deta	nije obraditi u nastav-
ku.

Definicija 3.2.9. Ako je [A]n×n kvadratna matrica reda n, �ena Xatenova p-norma
je data slede�im izrazom:

∥ A ∥p= (σp
1 + σp

2 + ...+ σp
n)

1
p
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Naravno, Xatenova p-norma grafa je ustvari Xatenova p-norma �egove matrice
susedstva, pa u tom smislu mo�emo koristiti i oznaku

∥ G ∥p= (σp
1 + σp

2 + ...+ σp
n)

1
p

Primetimo da je specijalan sluqaj Xatenove norme za p = 1 bax energija tog grafa.
Tako�e, Xatenova 2-norma je ustvari Frobenijusova norma matrice.

Definicija 3.2.10. Ki Fan k-norma matrice je zbir �enih k najve�ih singularnih
vrednosti:

∥ A ∥[k]= σ1 + σ2 + ...+ σk

U literaturi se ovde definisana norma qesto naziva k modifikacija Ki Fan norme.
Ponovo je energija grafa i specijalan sluqaj Ki Fan norme za k = n.
Slede�e teoreme prikazuju svojstva matriqnih normi.

Teorema 3.2.3. Ako je ∥ · ∥ neka matriqna norma, tada za svake dve matrice A i B iz
Mm,n va�i:

| ∥ A ∥ − ∥ B ∥ | ≤∥ A−B ∥

Teorema 3.2.4. Svaka matriqna norma ∥ A ∥ je neprekidna funkcija po elementima
matrice A.

Za mnoge matematiqare je izazov bio da ograniqe odozgo sumu odre�enog broja najve�ih
sopstvenih vrednosti grafa. Ako bi te sopstvene vrednosti bile pozitivne onda je to
tra�e�e gor�e granice za neku Ki Fan k-normu.
Slovenaqki matematiqar Bojan Mohar je u radu [45] dokazao da gor�e ograniqe�e sume k
najve�ih sopstvenih vrednosti iznosi:

1

2
(
√
k + 1)n

Isti matematiqar je u radu [22] sa grupom autora naxao gor�e ograniqe�e za zbir dve
najve�e sopstvene vrednosti matrice susedstva regularnog grafa. Taj rezultat je iskazan
slede�im stavom.

Stav 3.2.4. Ako je G regularan graf sa n temena, tada suma dve �egove najve�e sopstvene
vrednosti ne mo�e biti ve�a od n−2. Ta najve�a vrednost (λ1+λ2 = n−2) se dosti�e
ako i samo ako komplement grafa G sadr�i bipartitni podgraf.

Vladimir Nikiforov je u radu [52] ograniqio odozgo Ki Fan k-normu matrice tj.
izraqunao je gor�e ograniqe�e za zbir najve�ih k singularnih vrednosti matrice. �egov
rezultat za kvadratne matrice reda n iznosi:

n

2
(1 +

√
k)

Mo�e se primetiti da kada bismo raqunali Ki Fan n-normu, koja u suxtini predstav	a
energiju grafa dobili bismo ve� poznat i naveden rezultat Kulena i Multona. Tako�e
se ovaj rezultat poklapa i sa rezultatom Bojana Mohara za zbir najve�ih k sopstvenih
vrednosti. Pri qemu je Nikiforov raqunao opxtiji sluqaj, maksimalnu Ki Fan k-normu
za pravougaone matrice u radu [52], ovde je taj rezultat naveden samo za kvadratne
matrice.
Jedan od doprinosa ove teze je xto sadr�i i originalan rezultat iz rada [9], u kome
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je dato gor�e ograniqe�e za zbir kvadrata k najve�ih singularnih vrednosti grafa iz
koga je izvedena posledica za zbir kvadrata dve najve�e singularne vrednosti (k = 2), i
navedeno za koji graf se dosti�e ta najve�a mogu�a vrednost.

Primetimo sada da je zbir kvadrata singularnih vrednosti grafa jednak dvostrukom
broju grana tog grafa tj. da va�i slede�a jednakost:

σ2
1 + σ2

2 + ...+ σ2
n = 2m

Jer je A ·AT = A2, a za elemente aij matrice A
2 va�i da predstav	aju broj puteva du�ine

dva izme�u odgovaraju�a dva qvora grafa.

Nikiforov je tako�e naxao do�e i gor�e ograniqe�e za p-ti stepen Xatenovih normi
grafa za razne vrednosti p. Slede�i stavovi su �egovi rezultati.

Stav 3.2.5. Neka je dat graf G sa n qvorova i neka mu je λ najve�a sopstvena vrednost,
ako je q > p ≥ 1 tada va�i:

∥ G ∥pp≤ λp + (n− 1)1−
p
q (∥ G ∥qq −λq)

p
q

Jednakost va�i ako i samo ako je σ2(G) = σ3(G) = ... = σn(G).

Stav 3.2.6. Neka je dat graf G sa n qvorova i neka mu je λ najve�a sopstvena vrednost,
ako je p > q ≥ 1 tada va�i:

∥ G ∥pp≥ λp + (n− 1)1−
p
q (∥ G ∥qq −λq)

p
q

Jednakost va�i ako i samo ako je σ2(G) = σ3(G) = ... = σn(G).

Posebno je zanim	iv sluqaj ako je u ovim stavovima q = 2 tj. ako je p ∈ [1, 2) jer se
tad mo�e iskoristiti da je zbir kvadrata sopstvenih vrednosti jednak dvostrukom broju
grana tj. ∥ G ∥22= 2m. Onda va�e slede�e dve posledice tj. do�e i gor�e ograniqe�e.

Posledica 3.2.1. Neka je p > 2. Ako je G graf sa n qvorova i m grana i λ �egova naj-
ve�a sopstvena vrednost, tada za p-ti stepen �egove Xatenove p-norme va�i slede�a
nejednakost:

∥ G ∥pp≥ λp + (n− 1)1−
p
2 (2m− λ2)

p
2

Jednakost va�i ako i samo ako je σ2(G) = σ3(G) = ... = σn(G).

Posledica 3.2.2. Neka je p ∈ [1, 2). Ako je G graf sa n qvorova i m grana i ako mu je λ
najve�a sopstvena vrednost, tada za p-ti stepen �egove Xatenove norme va�i slede�a
nejednakost:

∥ G ∥pp≤ λp + (n− 1)1−
p
2 (2m− λ2)

p
2

Jednakost va�i ako i samo ako je σ2(G) = σ3(G) = ... = σn(G).

Koriste�i ovo tvr�e�e i qi�enicu da je λ1 ≥
2m

n
autor je u radu [49] doxao do slede�e

teoreme, koja predstav	a uopxte�e nejednakosti Kulena i Multona za maksimalnu
energiju grafa.
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Teorema 3.2.5. Ako je G graf sa n qvorova i p ∈ [1, 2) tada za Xatenovu p-normu tog
grafa va�i:

∥ G ∥p≤
n

1
p
+ 1

2

2
+

n

2

Ako je jox G graf sa maksimalnom energijom va�i:

∥ G ∥p>
n

1
p
+ 1

2

2

Jasno je da je prva nejednakost u teoremi za p = 1 poznati rezultat Kulena i Multona
koji je ve� naveden. Sada �emo navesti teoremu iz teorije matrica iz koje se izvodi jedno
do�e ograniqe�e za Xatenovu normu grafa.

Teorema 3.2.6. Ako je rang matrice A = [aij] bar dva i �ene singularne vrednosti
σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σn, tada va�i slede�a nejednakost:

∥ A ∥∗≥ σ1(A) +
1

σ2(A)

(∑

i,j

|aij|2 − σ2
1(A)

)

jednakost va�i ukoliko su sve nenula sopstvene vrednosti matrice A osim najve�e,
jednake po apsolutnoj vrednosti.

Slede�a posledica ove teoreme nam daje do�e ograniqe�e za Xatenovu p-normu kada
p ∈ [1, 2).

Posledica 3.2.3. Ako je p ∈ [1, 2) i G graf sa m grana, qija je najve�a sopstvena
vrednost λ onda va�i:

∥ G ∥pp≥ λp +
2m− λ2

σ2−p
2 (G)

jednakost va�i ukoliko su sve nenula sopstvene vrednosti grafa G osim najve�e, jednake
po apsolutnoj vrednosti.

Moglo bi se raquna�e Xatenovih p-normi grafa podeliti u tri sluqaja prema vred-
nosti p i to na slede�i naqin: prvi sluqaj za p ∈ [1, 2), drugi sluqaj za p = 2 i tre�i
sluqaj p > 2. Posled�i sluqaj �e u ovoj tezi biti posebno obra�en.
Za sva tri sluqaja, Vladimir Nikiforov je izraqunao vrednosti Xatenovih p-normi za
sluqajne grafove u radu [50]. Taj rezultat je prikazan slede�om teoremom.

Teorema 3.2.7. Ako je G sluqajni graf sa n qvorova tada sa verovatno�om koja te�i
jedan za �egovu Xatenovu normu va�i:

∥ G ∥p=





(
1√
π
· Γ(

p
2
+ 1

2
)

Γ(p
2
+ 2)

+ o(1)

) 1
p

n
1
p
+ 1

2 , za p ∈ [1, 2)
(

1√
2
+ o(1)

)
n, ako je p = 2

(
1

2
+ o(1)

)
n, ako je p > 2

Teorema koja je ve� navedena u kojoj je autor izraqunao energiju sluqajnog grafa je
samo specijalan sluqaj ove teoreme.
Ono xto je posebno zanim	ivo kod ovog rezultata da Xatenova norma posmatrana kao
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funkcija od p (p > 0) za sluqajne grafove nije neprekidna funkcija u taqki p = 2. U
posebnim sluqajevima, kada uzmemo neko konkretno p, svaka Xatenova p-norma je nepre-
kidna funkcija. Tako�e i za p = 2 i neki konkretan graf Xatenova norma je neprekidna
funkcija.

K	uqni delovi dokaza ove teoreme su primena rezultata Vignera i Arnloda koji su
navedeni u ovom radu i teoreme 1.3.7.

Slede�a dva tvr�e�a iz rada [49] daju nam gor�e i do�e ograniqe�e za Xatenovu
p-normu grafa kada je p > 2.

Stav 3.2.7. Ako je p > 2 i G graf sa m grana onda za �egovu Xatenovu p-normu va�i
slede�a nejednakost:

∥ G ∥pp< 2m

(
−1

2
+

√
2m+

1

4

)p−2

Da je ovo dobra gor�a ocena govori nam slede�a nejednakost.

Stav 3.2.8. Za svako m postoji graf G sa m grana qija Xatenova p-norma zadovo	ava
slede�u nejednakost:

∥ G ∥p> −3

2
+

√
2m+

1

4

Posebno su dobijeni rezultati za norme k-partitnih grafova. Naravno moglo bi se
re�i da su matrice susedstva takvih grafova k-partitne matrice. Za �ihove matriqne
norme va�e slede�a tvr�e�a. Ali pre tih tvr�e�a navodimo formalnu definiciju r-
partitne matrice.
Neka je A = [aij], data kvadratna matrica reda n i neka su I ⊂ [n] i J ⊂ [n] neprazni
podskupovi �enih indeksa, oznaqimo sa A[I, J ] podmatricu matrice A koja se sastoji od
aij tako da je i ∈ I i j ∈ J .

Definicija 3.2.11. Kvadratna matrica A se naziva r-partitna ako se skup �enih
indeksa mo�e podeliti na particije na slede�i naqin [n] = N1 ∪ N2 ∪ ... ∪ Nr tako da
za svako i va�i A[Ni, Ni] = 0.

Teorema 3.2.8. Neka je n ≥ r ≥ 2 i neka je A kvadratna matrica reda n za koju va�i
∥ A ∥max≤ 1. Ako je A r-partitna matrica onda va�i:

∥ A ∥∗≤ n
3
2

√
1− 1

r

Jednakost va�i ako i samo ako su sve singularne vrednosti matrice A jednake

√(
1− 1

r

)
n

Matrica A za koju va�i jednakost u prethodnoj teoremi zadovo	ava qitav niz zani-
m	ivih svojstava, a to su:

1. r deli n;

2. svaki element aij koji nije na dijagonalnom bloku ima apsolutnu vrednost jednaku
1;

3. takva matrica zadovo	ava slede�u jednakost:

A · AT =

(
1− 1

r

)
nIn
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4. vrste ove matrice su me�usobno ortogonalne;

5. kolone ovakve matrice su me�usobno ortogonalne.

Teorema 3.2.9. Neka je r red konferencione matrice i neka je k red Adamarove matrice
tada postoji r-partitna matrica A reda n = rk takva da je ∥ A ∥max= 1 i va�i:

∥ A ∥∗= n
3
2

√
1− 1

r

Naredna dva tvr�e�a daju gor�e i do�e ograniqe�e za normu ∥ A ∥∗ gde je A matrica
susedstva nekog r-partitnog grafa, naravno ovo bi bile gor�a i do�a granica za energiju
r-partitnog grafa. Gor�a granica je direktna posledica slede�e teoreme.

Teorema 3.2.10. Neka je n ≥ r ≥ 2 i neka je A nenegativna kvadratna matrica reda n
za koju va�i ∥ A ∥max≤ 1. Ako je A r-partitna matrica onda va�i:

∥ A ∥∗≤
1

2
n

3
2

√
1− 1

r
+

(
1− 1

r

)
n

Posledica 3.2.4. Neka je n ≥ r ≥ 2 i neka je G r-partitan graf sa n qvorova. Ako je
A �egova matrica susedstva onda va�i:

∥ A ∥∗≤
1

2
n

3
2

√
1− 1

r
+

(
1− 1

r

)
n

Teorema 3.2.11. Neka je r red realne simetriqne konferencione matrice i neka je k
red realne simetriqne Adamarove matrice tada postoji r-partitni graf G sa n = rk
qvorova i matricom susedstva A za koju va�i:

∥ A ∥∗≥
1

2
n

3
2

√
1− 1

r
−
(
1− 1

r

)
n

Poxto je energija grafa samo jedan specijalan sluqaj Xatenove p-norme koji se dobija
za p = 1 ova teorema je samo specijalni sluqaj slede�e teoreme koja nam daje gor�e
ograniqe�e za Xatenove p-norme kada je p ∈ [1, 2).

Teorema 3.2.12. Neka je p ∈ [1, 2) i r red realne simetriqne konferencione matrice i
neka je k red realne simetriqne Adamarove matrice tada postoji r-partitni graf G
sa n = rk qvorova za koji va�i:

∥ G ∥p≥
1

2
n

1
2
+ 1

p

√
1− 1

r
−
(
1− 1

r

)
n

Naravno postoje uopxte�a i za gor�a ograniqe�a energije grafa tj. norme ∥ A ∥∗
pa slede�a teorema i �ena posledica daju gor�e ograniqe�e za odgovaraju�e Xatenove
p-norme kada je p ∈ [1, 2).

Teorema 3.2.13. Neka je n ≥ r ≥ 2 i p ∈ [1, 2) i neka je A nenegativna kvadratna
matrica reda n za koju va�i ∥ A ∥max≤ 1. Ako je A r-partitna matrica onda va�i:

∥ A ∥p≤
1

2
n

1
2
+ 1

p

√
1− 1

r
+

(
1− 1

r

)
n
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Posledica 3.2.5. Neka je n ≥ r ≥ 2 i p ∈ [1, 2) ako je G r-partitan graf sa n qvorova
onda va�i:

∥ G ∥p≤
1

2
n

1
2
+ 1

p

√
1− 1

r
+

(
1− 1

r

)
n

Slede�a teorema je uopxte�e prethodne, a daje gor�e ograniqe�e za sve r-partitne
matrice. A kasnije �emo videti i kada se dosti�e ta gor�a granica.

Teorema 3.2.14. Neka je n ≥ r ≥ 2 i p ∈ [1, 2) i neka je A kvadratna matrica reda n za
koju va�i ∥ A ∥max≤ 1. Ako je A r-partitna matrica onda va�i:

∥ A ∥p≤
1

2
n

1
2
+ 1

p

√
1− 1

r

Jednakost va�i ako i samo ako su sve singularne vrednosti matrice A jednake:

√(
1− 1

r

)
n

Slede�a teorema nam daje u ovom smislu maksimalnu matricu tj. onu qija je Xatenova
norma bax jednaka ovom gor�em ograniqe�u.

Teorema 3.2.15. Neka je r dimenzija konferencione matrice i neka je k red Adamarove
matrice ako je p ≥ 1 tada postoji r-partitna matrica A dimenzije n = rk sa
∥ A ∥max= 1 za koju va�i:

∥ A ∥p=
1

2
n

1
2
+ 1

p

√
1− 1

r

Autor je tako�e u radu [53] dao i gor�e ograniqe�e za Xatenovu normu za kompletan
r-partitni graf.

Teorema 3.2.16. Ako je p ≥ 1 i K kompletan r-partitni graf reda n tada za �egovu
Xatenovu p-normu va�i:

∥ K ∥p≤ 2

(
1− 1

r

)
n

U dokazu ove teoreme autor koristi vrednost gor�eg ograniqe�a za najve�u sopstvenu
vrednost ovakvog grafa, koja iznosi

(
1− 1

r

)
n. Dato ograniqe�e je rezultat Dragoxa

Cvetkovi�a.
Tako�e je u radu [49] postav	ena hipoteza za Xatenove norme grafa kada je p > 2, a

koja je rexena u ovoj tezi. Ta hipoteza ka�e da se maksimalna Xatenova p-norma kada je
p > 2 dosti�e kada je posmatrani graf kompletan i va�i nejednakost:

∥ G ∥p<∥ K ∥p

pri qemu je G bilo koji neusmeren nekompletan graf a K kompletan graf koji ima isti
broj qvorova kao G. Slede�i podode	ak daje deta	no rexe�e ove hipoteze.
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3.2.1 Hipoteza Nikiforova

Vladimir Nikiforov je u radu [50] izraqunao Xatenove norme za sluqajne grafove u
sluqajevima kada je 1 ≤ p < 2, p = 2 i p > 2.
A u radu [49] postavio je hipotezu (4.28) koja ka�e da kada se posmatraju p-ti stepeni
Xatenovih p-normi, za p > 2 bilo kog grafa va�i slede�a nejednakost:

∥ G ∥pp<∥ K ∥pp

Sa desne strane je p-ti stepen Xatenove norme kompletnog grafa i jednakost bi
va�ila ako i samo ako bi i G bio kompletan graf.
Poxto je poznat spektar kompletnog grafa onda znamo da va�i:

∥ K ∥pp= (n− 1)p + n− 1

Ova hipoteza se mo�e formulisati i kao slede�e tvr�e�e:
Za svaki graf G sa n qvorova i svako p > 2 va�i slede�a nejednakost:

σp
1 + σp

2 + ...+ σp
n ≤ (n− 1)p + n− 1

Najve�i doprinos ovog rada je xto je ova hipoteza dokazana prvo za neke pojednaqne
sluqajeve grafova a zatim i u opxtem sluqaju. Dokaziva�e ove hipoteze svodi se na
dokaziva�e nejednakosti da za svaki graf tj. za �egove singularne vrednosti va�i:

σp
1 + σp

2 + ...+ σp
n ≤ (n− 1)p + n− 1

Prvo je pokazano da hipoteza va�i za p koje je paran broj, za jako regularne grafove

sa parametrima

(
n,

n+
√
n

2
,
n+ 2

√
n

4
,
n+ 2

√
n

4

)
i za stabla.

Slede�a teorema daje pozitivan odgovor na pomenutu hipotezu Nikiforova ukoliko
je p paran broj.

Teorema 3.2.17. Neka je G neorijentisan graf bez pet	i sa n qvorova, σ1 ≥ σ2 ≥ .... ≥ σn

�egove singularne vrednosti i p > 2 paran broj, tada va�i:

σp
1 + σp

2 + ....+ σp
n ≤ (n− 1)p + n− 1

Dokaz. Neka je A matrica susedstva grafa G i p > 2 paran broj. Elementi aij matrice A
p

predstav	aju broj puteva du�ine p izme�u qvorova i i j po ve� navedenoj poznatoj teoremi
iz teorije grafova. Ako λ sopstvena vrednost matrice A tada λp sopstvena vrednost
matrice Ap. Jasno je da ako iz grafa uklonimo jednu ili vixe grana sma�uje se broj
puteva bilo koje du�ine izme�u bilo koja dva qvora. Prema tome maksimum se dosti�e
za kompletan graf.

Za p = 1Xatenova norma je energija grafa, maksimalna energija grafa kao xto je ve�
napomenuto prema znaqajnom radu Kulena i Multona dosti�e se za jako regularan graf

sa parametrima

(
n,

n+
√
n

2
,
n+ 2

√
n

4
,
n+ 2

√
n

4

)
i iznosi

n+ n
3
2

2
.

Poxto je energija grafa specijalan sluqajXatenove norme bilo je zanim	ivo izraqunati
Xatenovu normu za ovakav jako regularan graf gde je n = 4k, i videti da li za �ega va�i
nejednakost iz pomenute hipoteze Nikiforova za p > 2. Energija kompletnog grafa je
2n− 2. Slede�a teorema daje pozitivan odgovor tj. potvr�uje hipotezu Nikiforova kada
p > 2 za jako regularan graf, koji ima maksimalnu energiju.
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Teorema 3.2.18. Neka je G jako regularan graf sa parametrima(
n,

n+
√
n

2
,
n+ 2

√
n

4
,
n+ 2

√
n

4

)
i singularnim vrednostima σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σn,

pri qemu je n = 4k, k ∈ N tada va�i slede�a nejednakost:

σp
1 + σp

2 + ....+ σp
n ≤ (n− 1)p + n− 1

Dokaz. Dokaza�emo teoremu koriste�i metodu matematiqke indukcije. Neka je n = 4k. Po-
znat je i ve� naveden u ovom radu spektar jako regularnog grafa sa parametrima (n, k, λ, µ)

pa prema tome za ovaj graf su singularne vrednosti: σ1 =
2k + 4k

2
; σ2 = σ3 = ... = σn =

2k

2
Pri uvedenim oznakama polazna nejednakost postaje:

2kp((2k + 1)p−1 + 2k − 1) ≤ 2p(2k − 1)((4k − 1)p−1 + 1)

Kada je k = 1 tj. za n = 4, radi se o kompletnom grafu K4 pa tada bax va�i jednakost.
Pretpostavimo da nejednakost va�i za k i doka�imo da va�i za k + 1.

Trebalo bi dokazati:

2(k+1)p((2 · 2k + 1)p−1 + 2 · 2k − 1) ≤ 2p(2k+1 − 1)((4k+1 − 1)p−1 + 1)

Posmatrajmo sada levu stranu nejednakosti:

2kp · 2p((2 · 2k + 1)p−1 + 2 · 2k − 1) = 2kp · 2p
(
2p−1

(
2k +

1

2

)p−1

+ 2 ·
(
2k − 1

2

))

= 2kp · 2p+1

(
2p−2

(
2k +

1

2

)p−1

+ 2k − 1

2

)

≤ 2kp · 2p+1 · 2p−2

((
2k +

1

2

)p−1

+ 2k − 1

2

)

≤ 2kp · 2p+1 · 2p−2
(
(2k + 1)p−1 + 2k − 1

)

U posled�em koraku se koristi qi�enica da je funkcija y = ax − bx po promen	ivoj x
rastu�a kada je a > b.
Ako bismo sada primenili indukcijsku hipotezu:

2kp · 2p+1 · 2p−2
(
(2k + 1)p−1 + 2k − 1

)

≤ 2p · 2p+1 · 2p−2(2k − 1)
(
(4k − 1)p−1 + 1

)

= 2p · 4p−1(2k+1 − 2)
(
(4k − 1)p−1 + 1

)

= 2p · (2k+1 − 2)
(
(4k+1 − 4)p−1 + 4p−1

)

≤ 2p · (2k+1 − 1)
(
(4k+1 − 1)p−1 + 1

)

Na ovom mestu �emo objasniti nejednakost koja je prime�ena u prethodnom koraku:

(
(4k+1 − 4)p−1 + 4p−1

)
≤
(
(4k+1 − 1)p−1 + 1

)
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Posmatrajmo slede�i izraz:

(
(4k+1 − 1)p−1 + 1

)
−
(
(4k+1 − 4)p−1 + 4p−1

)

Ako je 4k+1 − 1 = a i p − 1 = x tada va�i a > 63 i x > 1, prethodno zapisan izraz pri
ovim oznakama postaje:

ax + 1− (a− 3)x − 4x = ax − (a− 3)x − (4x − (4− 3)x)

Posled�i izraz je razlika dve vrednosti funkcije ax−(a−3)x u taqkama a i 4, a funkcija
je rastu�a po a pa je samim tim dati izraz pozitivan jer je a > 63.

Ovim je teorema dokazana.

Slede�a teorema nam daje pozitivan odgovor na pita�e da li pomenuta hipoteza iz
rada [49] va�i za stabla.

Teorema 3.2.19. Neka je graf G stablo i σ1 ≥ σ2 ≥ .... ≥ σn singularne vrednosti od G
tada va�i:

σp
1 + σp

2 + ....+ σp
n ≤ (n− 1)p + n− 1

Dokaz. Poznati rezultat je gor�e ograniqe�e za najve�u sopstvenu vrednost stabla:

λ1 ≤
√
n− 1

σp
1 + σp

2 + ....+ σp
n ≤ (n− 1)

p
2 + σp

2 + σp
3 + ...σp

n ≤ n(n− 1)
p
2

Za n > 2, n ∈ N i p > 2 va�i slede�a nejednakost:

n ≤ (n− 1)
p
2 + (n− 1)1−

p
2

⇒ n(n− 1)
p
2 ≤ (n− 1)p + n− 1

Ovim dokaz teoreme zavrxen.

Naredna lema �e imati znaqajno mesto u dokaziva�u pomenute hipoteze.

Lema 3.2.1. Neka je dato slede�ih n brojeva x1, x2, ..., xn takvih da x1, x2, ..., xn ∈ [1, c],
gde je c ≥ n. Ako va�i:

x1 + x2 + ...+ xn = c

i q > 1 tada izraz
xq
1 + xq

2 + ...+ xq
n

dosti�e maksimum ako je jedna od promen	ivih (na primer xi) jednaka c−n+1, a ostalih
n− 1 promen	ivih jednake 1.

Dokaz. Posmatrajmo izraz xq
1 + xq

2 + ... + xq
n kao funkciju n promen	ivih. Jasno je da se

radi o neprekidnoj funkciji po svakoj promen	ivoj koja je definisana na zatvorenom
intervalu. Vajerxtrasova teorema ka�e da je neprekidna funkcija na zatvorenom
intervalu ograniqena i da postoje taqke tog intervala u kojima ona dosti�e maksimalnu
i minimalnu vrednost.
Primenimo sada na datu funkciju poznati postupak za nala�e�e uslovnih ekstremuma
funkcije (lokalni ekstremumi pri uslovu).
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Neka je F (x1, x2, ..., xn, λ) Lagran�ova funkcija.

F (x1, x2, ..., xn, λ) = xq
1 + xq

2 + ...+ xq
n + λ(x1 + x2 + ...+ xn − c)

Na�imo prvo prve parcijalne izvode (jasno je da �e zbog simetriqnosti oni biti jednaki):
∂F

∂xi

= qxq−1
i + λ za i = 1, 2, 3.., n

∂F

∂xi

= 0 ⇔ xi =
q−1

√
−λ

q

Zbog uslova imamo da je: xi =
c

n
tada je stacionarna taqka: S

(
c
n
, c
n
, c
n
, ..., c

n

)
.

Sada treba izraqunati druge parcijalne izvode i primeniti Silvesterov kriterijum:

∂F

∂xi∂xi

= q(q − 1)xq−2
i , i = 1, 2, 3, ..., n

q(q − 1)xq−2
i > 0, q > 1

∂F

∂xi∂xj

= 0

Prema Silvesterovom kriterijumu u stacionarnoj taqki S funkcija dosti�e minimum.
Jasno je da se onda maksimum dosti�e na granici. Neka je jedna promen	iva na primer
x1 = 1 (ekvivalentno je da je bilo koja druga promen	iva od x2 do xn jednaka jedan).
Ukoliko primenimo objax�eni postupak na dobijenu funkciju koja ima n − 1 promen-
	ivu dobi�emo stacionarnu taqku S1

(
1, c−1

n−1
, c−1
n−1

, c−1
n−1

, ..., c−1
n−1

)
ponovo �emo zak	uqiti da

se i u ovoj stacionarnoj taqki dosti�e lokalni minimum. Primenimo sada matematiqku
indukciju jox n − 2 puta. U svakom koraku po jedna nova promen	iva je jednaka jedan,
samim tim �emo u svakom koraku imati po jednu nepoznatu promen	ivu ma�e. Odavde
sledi polazno tvr�e�e.

Slede�a teorema daje gor�e ograniqe�e za zbir kvadrata k najve�ih singularnih
vrednosti neorijentisanog grafa bez pet	i.

Teorema 3.2.20. Suma kvadrata k najve�ih singularnih vrednosti neorijentisanog gra-
fa G, bez pet	i, sa n qvorova i m grana qije su singularne vrednosti:
σ1 ≥ σ2 ≥ .... ≥ σn, je ma�a ili jednaka od (n− 1)2 + k − 1 tj. va�i slede�a nejednakost:

σ2
1 + σ2

2 + ...+ σ2
k ≤ (n− 1)2 + k − 1

Jednakost va�i ako i samo ako je G kompletan graf.

Dokaz. Poznato je da je zbir kvadrata sopstvenih vrednosti jednak dvostrukom broju
grana grafa, tj. da va�i slede�a jednakost:

σ2
1 + σ2

2 + ...+ σ2
n = 2m

Broj ivica kompletnog grafa iznosi:
n(n− 1)

2
.

Neka je d razlika broja ivica kompletnog grafa sa n qvorova i posmatranog grafa G tj.
imamo da va�i:

d =
n(n− 1)

2
−m
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Posmatra�emo dva sluqaja:
1) Ako je: d > n

2
− 1

Tada imamo slede�e nejednakosti:

σ2
1 + σ2

2 + ...+ σ2
k ≤ n2 − n− 2d < n2 − n− n+ 2 = (n− 1)2 + 1

Lako smo dobili polazno tvr�e�e.
2) Neka je: d ≤ n

2
− 1

Ako bismo uklonili sada 2d qvorova iz posmatranog grafa G dobili bismo kompletan
graf (naravno qvorove tako mo�emo odabrati da se dobije kompletan graf), oznaqimo ga
sa H.
U radu [2] autori su dokazali da ako je N−1 broj sopstvenih vrednosti grafa koje su ma�e
ili jednake od −1 i ω broj grana najve�eg kompletnog podgrafa datog grafa (najve�e
klike) va�i:

ω ≤ N−1 + 1

Na osnovu ovog rezultata mo�emo zak	uqiti da graf G ima n− 2d− 1 sopstvenih vred-
nosti koje su ma�e ili jednake od −1. Iz teoreme 1.2.10 sledi qi�enica da za sopstvene
vrednosti grafa va�i nejednakost |λ1| ≥ |λn|, tj. najve�a singularna vrednost odgovara
najve�oj sopstvenoj vrednosti matrice. Sada �emo iskoristiti ovu qi�enicu i videti da
va�i slede�a nejednakost. Pre toga podelimo sve singularne vrednosti u tri grupe na
slede�i naqin: neka su u prvoj grupu prvih k najve�ih singulanih vrednosti, u drugoj
grupi one koje odgovaraju sopstvenim vrednostima koje su ma�e od −1 a da nisu u prvoj
grupi i u tre�oj grupi su one koje nisu ni u prvoj ni u drugoj grupi. Leva strana nared-
ne nejednakosti predstav	a zbir kvadrata singularnih vrednosti prve dve grupe (tre�a
grupa u nekim sluqajevima i ne postoji) taj zbir kvadrata je sigurno ma�i ili jednak od
dvostrukog broja grana grafa.

σ2
1 + σ2

2 + ...+ σ2
k + n− 2d− 1− (k − 1) ≤ n2 − n− 2d

σ2
1 + σ2

2 + ...+ σ2
k ≤ (n− 1)2 + k − 1

Smatramo da ovaj rezultat mo�e koristiti u nekim specijalnim sluqajevima, to jest
za razne vrednosti k. Naredno tvr�e�e je direktna posledica ove teoreme, ono nam daje
ograniqe�e odozgo za zbir kvadrata dve najve�e singularne vrednosti neorijentisanog
grafa bez pet	i. Naravno, poznato je da je najve�a sopstvena vrednost grafa sa n temena
ograniqena odozgo sa n−1. Ve� je naveden stav 1.2.2 koji ka�e da ako je najve�a sopstvena
vrednost grafa bax n− 1, taj graf je kompletan.

Posledica 3.2.6. Za svaki neorijentisan graf G bez pet	i, sa n qvorova, qije su
singularne vrednosti: σ1 ≥ σ2 ≥ .... ≥ σn va�i slede�a nejednakost:

σ2
1 + σ2

2 ≤ (n− 1)2 + 1

Jednakost va�i ako i samo ako je G kompletan graf.

Naredna teorema je jedno uopxte�e Xatenovih normi i uopxte�e hipoteze Nikifo-
rova.
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Teorema 3.2.21. Neka je p ≥ 2 i k ≤ n tada za svaki neorijentisan graf G bez pet	i,
sa n qvorova i singularnim vrednostima σ1 ≥ σ2 ≥ .... ≥ σn va�i slede�a nejednakost:

σp
1 + σp

2 + ...+ σp
k ≤ (n− 1)p + k − 1

Jednakost va�i ako i samo ako je G kompletan graf.

Dokaz. Neka je l ≤ k broj singularnih vrednosti koje su ve�e ili jednake od jedan. Sada
po teoremi 3.2.20 va�i:

σ2
1 + σ2

2 + ...+ σ2
l ≤ (n− 1)2 + l − 1

Neka je sada xi = σ2
i za 1 ≤ i ≤ l i primenimo lemu 3.2.1 gde je q = p

2
, dobijamo slede�u

nejednakost:

σp
1 + σp

2 + ...+ σp
l ≤ (n− 1)p + l − 1

Ako je i > l onda prema pretpostavci σi < 1, ako uopxte postoje takve singularne
vrednosti. U sluqaju da ovakve singularne vrednosti postoje, one pripadaju tre�oj grupi
iz prethodnog dokaza. Ovim je teorema dokazana.

Ako bi u posled�oj teoremi pretpostavili k = n dobili bi smo taqno hipotezu Ni-
kiforova iz rada [49]. Ovde �emo je formulisati kao posledicu prethodne teoreme.

Posledica 3.2.7. Ako je p > 2 i G neorijentisan graf bez pet	i sa n qvorova i singu-
larnim vrednostima σ1 ≥ σ2 ≥ .... ≥ σn tada va�i slede�a nejednakost:

σp
1 + σp

2 + ...+ σp
n ≤ (n− 1)p + (n− 1)

Jednakost va�i ako i samo ako je G kompletan graf.

Ovim je rexena pomenuta hipoteza Nikiforova vezana za Xatenove norme grafa kada
je p > 2 u opxtem sluqaju. A i dato je jedno zanim	ivo uopxte�e. Moglo bi se grubo re�i
da su u posled�oj teoremi iskombinovane Xatenove p-norme i Ki Fan k-norme, i data
�ihova oxtra ocena, koja se ostvaruje samo za kompletne grafove.
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3.3 Energija komplementnog grafa

Zanim	iv problem kod raquna�a energije nekih grafova mo�e biti xta znamo o
energiji komplementnog grafa grafu G ili uopxtenije xta znamo o �egovom spektru. Na-
ravno kad je poznat spektar grafa poznata su mu i razna druga svojstva pa tako i energija.

Tako�e mo�e se postaviti pita�e da li nekad ukla�a�em nekih qvorova i grana grafa
(to jest ako uklonimo neki graf kome znamo spektar) mo�emo pobo	xati �egovu energiju.

U k�izi [6] su izvedene vrednosti spektra za komplement regularnog grafa.

Teorema 3.3.1. Neka je dat k-regularni graf G sa n qvorova qiji je spektar:
(k, λ2, λ3, ..., λn). Onda je �egov komplement (n − 1 − k)-regularan graf qiji je spektar:
(n− k − 1, 1,−λ3 − 1, ...,−λn − 1).

Iz ove teoreme jasno sledi da nam je uvek poznata energija za komplement regularnog
grafa ukoliko nam je poznat spektar tog regularnog grafa.

Razmotrimo sada neka svojstva matrica i izvedimo jednu teoremu o asimptotskom
ponaxa�u energije komplementnog grafa, u opxtem sluqaju. Neka je dat graf sa k qvorova
i neka je Gk �egova matrica susedstva, naravno �ena dimenzija je k× k. Proxirimo ovu
matricu nulama tako da bude dimenzije n × n i tako dobijenu matricu oznaqimo sa G.

Pn = I − 1

n
J je projektor na ortogonalni komplement vektora (1, 1, 1..., 1).

Pn =




Ik −
1

n
Jk − 1

n
J

− 1

n
J I − 1

n
J




PnG =




(
Ik −

1

n
Jk

)
Gk 0

− 1

n
JGk 0




PnGPn =




(
Ik −

1

n
Jk

)
Gk

(
Ik −

1

n
Jk

)
−
(
I − 1

n
J

)
Gk

1

n
J

− 1

n
JGk

(
I − 1

n
J

)
1

n2
JGkJ




Napomena: Ovakvo mno�e�e blok matrica je u skladu sa dimenzijama svake od �ih. Neka
je G∗ = PnGPn−G (ovu matricu bismo mogli zvati i mala matrica, jer su �ene sopstvene
vrednosti mali brojevi; oznaqimo ih sa λ∗

1 ≥ λ∗
2 ≥ ... ≥ λ∗

n), procenimo zbir kvadrata svih
elemenata matrice G∗. Procenu vrximo po odre�enim blokovima blok-matrice PnGPn−G
koje �emo oznaqiti na slede�i naqin:

G∗ = PnGPn −G =

[
A11 A12

A21 A22

]
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A11 = − 1

n
GkJ − 1

n
JGk +

1

n2
JGkJ

i ima k2 elemenata. Prva dva sabirka imaju sve elemente ma�e ili jednake od nule i

ograniqene po modulu sa
(k − 1)

n
, a elementi tre�eg sabirka su nenegativni i ograniqeni

po modulu sa sa
1

n2
k(k − 1).

Prema tome, jedan element mo�emo po modulu ograniqiti odozgo sa
2(k − 1)

n
.

A12: Dimenzija je k × (n− k) pa ima k · (n− k) elemenata.

A12 = − 1

n
GkJ +

1

n2
JGkJ

Elementi prvog sabirka su ma�i ili jednaki od nule i mogu se ograniqiti odozgo po

modulu sa
1

n
(k − 1), a elementi drugog sabirka su nenegativni i mogu se ograniqiti

odozgo sa
1

n2
k(k − 1).

Jedan element mo�emo po modulu ograniqiti odozgo sa:
1

n
(k − 1).

A21: Ima (n− k) · k elemenata

A21 = − 1

n
JGk +

1

n2
JGkJ

Elementi prvog sabirka su ma�i ili jednaki od nule i mogu se po modulu ograniqiti

odozgo sa
1

n
(k−1), a elementi drugog sabirka su nenegativni i mogu se ograniqiti odozgo

sa
1

n2
k(k − 1).

Jedan element mo�emo po modulu ograniqiti odozgo sa:
1

n
(k − 1).

A22: Ovaj deo ima (n− k)2 elemenata.

A22 =
1

n2
JGkJ

Svi elementi ove matrice su nenegativni. Jedan element se mo�e ograniqiti odozgo

sa:
k(k − 1)

n2
.

Procenimo sad zbir kvadrata svih elemenata blok matrice, to jest oce�ujemo kvadrat
Frobenijusove norme:

||A||2f = 4
k2 · (k − 1)2

n2
+ k(n− k)

(k − 1)2

n2
+ k(n− k)

(k − 1)2

n2
+ (n− k)2

k2(k − 1)2

n4

=
k(k − 1)2

n2
·
(
4k + n− k + n− k +

k(n− k)2

n2

)
≤ k(k − 1)2

n2
(2n+ 3k) ≤ 5k3

n

Odavde dobijamo:

||A||f ≤
√
5 · k 3

2√
n

(3.1)

U dokazu slede�e teoreme �e se koristiti ova dosadax�a razmatra�a i jedna od posle-
dica min-maks teoreme o karakterizaciji sopstvenih vrednosti, Vejlova teorema 1.2.9.
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Teorema 3.3.2. Posmatrajmo kompletan graf bez pet	i sa n qvorova i uklonimo iz
�ega grane grafa G koji ima k qvorova i qiji je spektar λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λk. Spektar
tako dobijenog grafa tj. komplemanta grafa G �e te�iti (za velike vrednosti n)
slede�im vrednostima

(n−1+O(n− 1
2 ),−1−λ1+O(n− 1

2 ),−1−λ2+O(n− 1
2 ), ..,−1−λk+O(n− 1

2 ),−1+O(n− 1
2 ), ..,−1+O(n− 1

2 ))

pa je energija dobijenog grafa

E = n− 1 +
n−1∑

i=1

|1 + λi|+O(
√
n)

Dokaz. Matrica komplementnog grafa grafu G je J − I −G. Va�i jednakost:

J −G− I = J + Pn − I − Pn(G+ I)Pn +G∗.

Po nejednakosti izme�u operatorske i Frobenijusove norme, stav 3.2.1 i formuli 3.1

sve sopstvene vrednosti od G∗ su po modulu ma�e od

√
5 · k 3

2√
n

. Po Vejlovoj teoremi 1.2.9

sledi�e da su sopstvene vrednosti matrice komplementnog grafa najvixe

√
5 · k 3

2√
n

uda	ene

od sopstvenih vrednosti matrice J+Pn−I−Pn(G+I)Pn. Sopstvena vrednost ove matrice
je n− 1 za sopstveni vektor (1, 1, ...1), a ostali sopstveni vektori su ortogonalni na �ega
i odgovaraju sopstvenim vrednostima matrice Pn(G+ I)Pn iz odgovaraju�eg
potprostora. Spektar matrice PnGPn se zbog G∗ = PnGPn − G razlikuje od spektra

matrice G po analognim razmatra�ima za najvixe

√
5 · k 3

2√
n

, pa �e za matricu Pn(G+ I)Pn

spektar biti:

(
0, 1 + λ1 +O(n− 1

2 ), 1 + λ2 +O(n− 1
2 ), ..., 1 + λk +O(n− 1

2 ), 1 +O(n− 1
2 ), ...., 1 +O(n− 1

2 )
)

gde nula odgovara sopstvenom vektoru (1, 1, ..., 1), pa sledi da je spektar matrice komple-
mentnog grafa:

(
n− 1 +O(n− 1

2 ),−1− λ1 +O(n− 1
2 ), ..,−1− λk +O(n− 1

2 ),−1 +O(n− 1
2 ), ..,−1 +O(n− 1

2 )
)

Neka je spektar komplementnog grafa µ1 ≥ µ2 ≥ ... ≥ µn po Koxijevoj teoremi o
preplita�u (teorema 1.2.8) i komentarima iza �e mo�mo zak	uqiti da su neke sopstvene
vrednosti taqno -1, to jest da va�i: µk+2 = ... = µn−k = −1. Odavde mo�mo dobiti da za
energiju komplementnog grafa (kada n te�i beskonaqnosti) va�i:

Ek =
k∑

i=1

|1 + λi|+ 2n− k − 2 +O(
√
n)

Videli smo da mo�emo asimptotski odrediti spektar, a samim tim i energiju komple-
mentnog grafa za neki poznat graf.
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3.4 Sredine singularnih vrednosti sluqajnih

grafova

U ovom poglav	u �e biti izraqunate sredine p-tih stepena singularnih vrednosti i
oce�ena geometrijska sredina singularnih vrednosti sluqajnog grafa.

Teorema 3.4.1. Geometrijska sredina singularnih vrednosti sluqajnog graf sa n qvorova
je ma�a ili jednaka od: √

n

4e
(1 + o(1))

Dokaz. Primetimo da va�e slede�e jednakosti:

n
√
σ1 · σ2 · · · σn = e

1
n
ln(σ1·σ2···σn) = e

1
n

∑n
k=1 lnσk

Iz teoreme 1.3.6 o skoro sigurnoj konvergenciji funkcija raspodele, sledi da �e funk-
cija raspodele Wn skoro sigurno da te�i ka funkciji raspodele W tj. sa verovatno�om 1
imamo konvergenciju odgovaraju�ih verovatnosnih mera. Poxto je logaritamska funkcija
neprekidna i ograniqena odozgo, nejednakost oqekiva�a empirijske spektralna funkcije
raspodele Wn i Vignerove polukru�ne raspodele W daje:

1

n

n∑

k=1

ln
σk√
n
≤ 4

π

∫ 1

0

lnx
√
1− x2 dx+ o(1)

Izraqunajmo sada slede�i integral:

I =

∫ 1

0

lnx
√
1− x2 dx

Primetimo da va�i:

∫ 1

0

lnx
√
1− x2 dx+

∫ 1

0

√
1− x2 dx =

∫ 1

0

(1 + ln x)
√
1− x2 dx

Posled�i integral se mo�e raqunati metodom parcijalne integracije:

∫ 1

0

(1 + ln x)
√
1− x2 dx = −

∫ 1

0

−x2 lnx√
1− x2

dx ⇒

⇒ 2I +

∫ 1

0

√
1− x2 dx =

∫ 1

0

lnx√
1− x2

dx

Oznaqimo posled�i integral sa I1 i izraqunajmo ga:

I1 =

∫ 1

0

lnx√
1− x2

dx =

∫ π
2

0

ln sin tdt

Upotrebimo sada slede�u formulu:

∫ a

0

f(a− x)dx =

∫ a

0

f(x)dx

2I1 =

∫ π
2

0

ln sin tdt+

∫ π
2

0

ln cos tdt =
1

2

∫ π

0

ln sinudu− π

2
ln 2
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=

∫ π
2

0

ln sin tdt− π

2
ln 2 ⇒ I1 = −π

2
ln 2 ⇒ I = −π

8
− π

4
ln 2

⇒ 1

n

n∑

k=1

ln
σk√
n
≤ −1

2
− ln 2 + o(1)

1

n

n∑

k=1

lnσk ≤ ln
√
n− 1

2
− ln 2 + o(1)

⇔ e
1
n
ln(σ1·σ2···σn) ≤ √

ne−
1
2 · 1

2
eo(1)

⇔ n
√
σ1 · σ2 · · · σn ≤

√
n

4e
(1 + o(1))

Ovim je teorema dokazana.

Ovde bi se moglo govoriti i o vrednosti determinante sluqajne matrice. Slede�a
posledica daje nam gor�e ograniqe�e za vrednosti determinante sluqajne matrice.

Posledica 3.4.1. Neka je A matrica susedstva sluqajnog grafa i ε > 0 proizvo	no. Za
dovo	no veliko n skoro sigurno va�i slede�a nejednakost:

detA ≤ (1 + ε)n
( n

4e

)n
2

Na temu singularnih sluqajnih matrica ima mnogo radova, videti [58], [59], [38] i [60].
Raqunata je verovatno�a doga�aja da je sluqajna matrica singularna tj. da joj je vrednost
determinante nula. Qesto je posmatrana takozvana Bernulijeva sluqajna matrica, to je
matrica qiji elementi su sluqajne veliqine koje uzimaju vrednosti 1 ili −1 sa verovat-
no�ama 1

2
. Oznaqimo Bernulijeve sluqajne matrice sa Mn. Sa pn se oznaqava verovatno�a

da je determinanta sluqajne matrice nula tj. pn = P{detMn = 0}.
Prvi znaqajniji rad iz ove oblaeti je [38] iz 1967. godine, gde je izraqunato da je pn = o(1).
U radu [59] autori su dali gor�e ograniqe�e za verovatno�u pn i ono iznosi

(
3
4
+ o(1)

)n
.

Mnogi matematiqari su postav	ali hipotezu da za verovatno�u pn va�i slede�a jedna-
kost

pn =

(
1

2
+ o(1)

)n

Ova jednakost je dokazana 2020. godine u radu [60].

U nekim radovima su posmatrane i sluqajne simetriqne matrice kod kojih su iznad
glavne dijagonale Bernulijeve sluqajne promen	ive. Za ove sluqajne matrice je u radu
[15] pokazano da su skoro sigurno nesingularne. Xtavixe autori su u ovom radu dokazali
slede�u nejednakost:

pn ≤ n− 1
8
+o(1)

Poxto je ova nejednakost dokazana za simetriqne sluqajne matrice kojima su elementi
Bernulijeve sluqajne promen	ive koje uzimaju vrednosti 0 ili 1, jasno je da ovaj rezultat
va�i i za matrice susedstva sluqajnog grafa.

Slede�a teorema je dokazana koriste�i se istim k	uqnim argumentom kao V. Niki-
forov u radu [47], ali ovde se radi uopxte�e za 0 < p < 1 jer se ne posmatra jedan sluqaj
norme ve� sredina p-tih stepena singularnih vrednosti sluqajnog grafa.
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Teorema 3.4.2. Sred�a vrednost p-tih stepena singularnih vrednosti sluqajnih gra-
fova skoro sigurno iznosi:

Mσ =

(
2

π

(
B

(
p+ 1

2
,
3

2

)
+ o(1)

)) 1
p √

n

Pri qemu je B
(
p+1
2
, 3
2

)
beta funkcija sa parametrima

p+ 1

2
i
3

2
.

Dokaz. Suma p-tih stepena apsolutnih vrednosti sopstvenih vrednosti sluqajnog gra-
fa je p-ti moment odgovaraju�e sluqajne promen	ive, pa prema tome treba izraqunati
slede�i integral:

∫ 1

0

xp
√
1− x2 dx =

1

2

∫ 1

0

√
1− t · t p−1

2 dt =
1

2
B

(
p+ 1

2
,
3

2

)

Sve se mno�i sa
√
n zato xto su λ1, ..., λn sopstvene vrednosti matrice B = 1√

n
A,

definisane u poglav	u 1.3.

Ovde je dat rezultat za p ∈ (0, 1) za sluqajeve p ∈ [1, 2), p = 2 i p > 2 lako sledi iz
teoreme 3.2.7 koja je navedena u prethodnom poglav	u.
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Glava 4

Neke kombinatorne primene

4.1 Problem zadovo	e�a uslova, CSP

Qesto je u kombinatornim problemima ci	 na�i preslikava�e iz skupa promen	ivih
u dati skup tako da odre�eni uslovi budu zadovo	eni. Zbog toga se mnogi kombinatorni
problemi mogu izraziti pomo�u problema zadovo	e�a uslova (Constraint Satisfaction
Problem), skra�eno CSP. Postoje tri razliqita pristupa ovom problemu, nama �e biti je-
dan posebno zanim	iv jer se u tom pristupu qesto koriste grafovi. Pre nego xto uvedemo
problem CSP navodimo definicije nekih pojmova iz matematiqke logike.

Definicija 4.1.1. Operacijsko-relacijski jezik (na da	e samo jezik) sastoji se od:
operacijskih simbola sa odgovaraju�im du�inama (arnostima), simbola konstanti i
relacijskih simbola odgovaraju�e arnosti.

Definicija 4.1.2. Operacijsko-relacijska struktura ili model M na operacijsko re-
lacijskom jeziku L je zadata:

1. nepraznim skupom M , koji se naziva nosaq modela;

2. n-arnom operacijom on : Mn → M za svaki operacijski simbol o arnosti n iz jezika
L;

3. istaknutim elementom cM ∈ M za svaki simbol konstante iz jezika L;

4. n-arnom relacijom ρM ⊆ Mn za svaki relacijski simbol arnosti n iz jezika L.

Navodimo sada tri definicije problema zadovo	e�a uslova.

Definicija 4.1.3. Instancu problema zadovo	e�a uslova CSP qine:

1. konaqan skup promen	ivih V = {x1, x2, ..., xn};

2. konaqan domen vrednosti D;

3. konaqan skup uslova C = {c1, c2, ..., cm}, pri qemu je svaki uslov ci = (si, Ri), gde je
si ki-torka promen	ivih iz V , koja se zove i po	e uslova, a Ri ki-arna relacija nad
D koja se zove i relacija uslova.

Instanca se prihvata ako postoji funkcija f : V → D, takva da za sve i va�i da je
f(si) ∈ Ri.

Pre nego xto navedemo slede�u definiciju problema CSP navodimo definiciju ho-
momorfizma relacijskih struktura.

75



Uopxte�a Xatenovih normi grafa i kombinatorne primene

Definicija 4.1.4. Neka su A(A,R1, ..., Rn) i B(A, S1, ..., Sn) dve relacijske strukture,
preslikava�e h : A → B se naziva homomorfizam ako za sve (a1, a2, ..., an) ∈ Rk sledi da
je (h(a1), h(a2), ..., h(an)) ∈ Sk.

Slede�a definicija �e imati najve�u primenu u da	em tekstu i bazira�emo se na taj
pristup.

Definicija 4.1.5. Neka je H konaqna relacijska struktura na konaqnom jeziku. Pro-
blem odluqiva�a CSP(H) kao ulaz ima konaqnu relacijsku strukturu G na istom jeziku
kao H. Ta relacijska struktura G se prihvata ako i samo ako postoji homomorfizam
sa G u H.

Jasno je da strukture G i H mogu biti grafovi. Moglo bi se re�i da ova definicija
povezuje univerzalnu algebru, matematiqku logiku i kombinatornu teoriju grafova.
Centralna teorema ovog poglav	a se odnosi na H-boje�e grafova. Prethodna definicija
bi mogla da glasi da se rexava�e CSP(H) problema svodi na odre�iva�e homomorfizma
iz grafa G (koji je ulaz) u fiksirani graf H. Definicija homomorfizma grafova data
je u poglav	u 1.1 ovog rada.
Homomorfizam grafa na samog sebe naziva se endomorfizam grafa.

Definicija 4.1.6. Ka�emo da se graf G = (V,E) retraktuje na podgraf H = (W,F )
ako postoji endomorfizam e : V → V tako da va�i e(V ) = W i e(A) = A za sve A ∈ W .
Ovako definisano preslikava�e naziva se retrakcija.

Definicija 4.1.7. Minimalni podgraf na koji se neki graf retraktuje naziva se jezgro
grafa. Za graf ka�emo da je jezgro-graf ako je jednak svom jezgru.

Sada �emo navesti formalnu definiciju H-boje�a grafa.

Definicija 4.1.8. Neka su G i H dva neorijentisana grafa. Ka�emo da je graf G
H-obojiv ako i samo ako postoji homomorfizam iz grafa G u graf H.

Tre�a definicija daje pristup preko primitivno-pozitivnih formula
kvantifikatorskog raquna. Primitivno pozitivne formule su formule oblika
(∃x1)(∃x2)...(∃xn)(R1(s1) ∧ R2(s2) ∧ ... ∧ Rk(sk)), to jest pod kvantifikatorima je samo
konjukcija odre�enih relacija, a sve promen	ive su egzistencijalno kvantifikovane.

Definicija 4.1.9. Problem zadovo	e�a uslova (CSP) predstav	a proveru zadovo	ivo-
sti ulaznih primitivno pozitivnih formula u datom konaqnom modelu.
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4.1.1 Hipoteza dihotomije

Problemi odluqiva�a su pita�a u nekom sistemu koja imaju za izlaz dve opcije,
potvrdan ili odriqan odgovor. Kada se govori o nekim problemima va�no je da se ti
problemi rexe za xto ma�i vremenski period. Treba odrediti algoritam koji problem
rexava za najma�e mogu�e vreme. Za algoritam ka�emo da je deterministiqki ako je u
svakom koraku (trenutku) naredno sta�e jednoznaqno odre�eno. Suprotno tome algoritam
je nedeterministiqki ako u svakom trenutku ima vixe mogu�nosti izbora za naredno
sta�e.

Definicija 4.1.10. Za dati problem qiji su ulazni podaci dimenzije n, ka�emo da je
odre�eni algoritam vremenske slo�enosti O(g(n)) ako vreme izvrxava�a algoritma u
najgorem sluqaju ne prelazi vrednost c · g(n), gde je c konstanta.

Algoritam je polinomske slo�enosti po vremenu izvrxava�a, ako je vremenska
slo�enost najvixe O(nk), gde je k konstanta.

Definicija 4.1.11. Ka�emo da problem pripada klasi slo�enosti P ako se rexava
nekim algoritmom polinomske slo�enosti.

Primer problema za qije rexava�e se koristi algoritam polinomske slo�enosti je 2-
boje�e grafa. Jasno je da se svaki bipartitni graf mo�e obojiti sa dve boje. Ovaj primer
�e kasnije imati va�nu ulogu u formulaciji k	uqne teoreme ovog poglav	a.

Definicija 4.1.12. Problem pripada klasi NP (nedeterministiqka polinomska
slo�enost) ako se rexe�e datog problema mo�e potvrditi algoritmom polinomske
slo�enosti to jest za unapred dato rexe�e utvr�uje se da li su ispu�eni svi uslovi
problema.

Naredna definicija uvodi jednu klasu problema koja privlaqi veliku pa��u mate-
matiqara.

Definicija 4.1.13. Za problem X ka�emo da je NP -kompletan ako pripada klasi NP
problema i ako se svi ostali NP problemi algoritmom polinomske slo�enosti mogu
svesti na X.

Najpoznatiji NP -kompletni problemi su:

1. problem klike, to je pita�e da li dati graf sadr�i kao podgraf kliku od k
qvorova.

2. 3-SAT problem, prvi problem za koji je otkriveno da je NP -kompletan. Ako je
iskazna formula φ data u konjuktivnoj normalnoj formi, da li postoji neka dodela
taqno netaqno promen	ivima tako da je cela formula taqna. Iskazna formula je u
konjuktivnoj normalnoj formi (KNF) ako predstav	a konjukciju podformula koje
su disjunkcija literala. Pod literalom se podrazumeva iskazno slovo ili �egova
negacija.

3. Problem 3-boje�a grafa (boje�e grafa je opisano u prvoj glavi).

4. Problem Hamiltonovog puta, tu je pita�e da li graf sadr�i Hamiltonov put.

5. Problem izomorfizma podgrafa, ovde je pita�e da li graf G sadr�i podgraf
koji je izomorfan datom grafu H.

Teorema 4.1.1. Problem X je NP -kompletan ako pripada klasi NP i ako postoji NP -
kompletan problem Y koji je polinomijalno svod	iv na X.
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Jedan od najpoznatijih otvorenih problema u matematici je P = NP . Treba dokazati
da sigurno va�i ili da sigurno ne va�i ova jednakost. To je jedan od sedam takozvanih
milenijumskih problema, za koje je Klej institut 2000. godine raspisao nagradu od
milion dolara.

Centralni momenat u ovoj oblasti je postav	a�e poznate hipoteze dihotomije, koja
ka�e da je CSP problem ili u klasi P ili NP-kompletan . Ova hipoteza je postav	ena u
radu [23], Federa i Vardija iz 1993. godine.

Veoma je zanim	ivo da je ovu hipotezu izgleda 2017. godine uspeo da rexi ruski mate-
matiqar Andrej Bulatov. Do rexe�a je iste godine doxao i drugi matematiqar Dimitri
�uk, u radu [64], koji je objav	en 2020. godine. Rad Bulatova [11] se u trenutku pisa�a
ovog poglav	a teze (januar 2021. godine) jox uvek nalazi na arhivu, jer je na recenziji.
Poxto je dokazana, hipotezu dihotomije �emo formulisati kao teoremu.

Teorema 4.1.2 (Bulatov, �uk). Problem zadovo	e�a uslova (CSP) na konaqnom modelu
je ili u klasi P ili NP-kompletan.

Teorema qexkih matematiqara Hela i Nexetrila, formulisana u radu [32] iz 1990.
godine potvr�uje hipotezu dihotomije za problem zadovo	e�a uslova kod neorijentisanih
grafova bez pet	i.

Teorema 4.1.3. Neka je dat neorijentisani graf H. Ako je H bipartitni graf onda je
problem H-boje�a u P , a ako je H nebipartitni graf onda je NP -kompletan.

U nastavku �e biti dat originalan i jednostavniji dokaz od dokaza iz rada [32]. Ali
prime�iva�e se tako�e neke ideje koje u ovom radu koriste autori. Slede�e poglav	e je
posve�eno CSP problemu na neorijentisanim grafovima.

Poxto je problem zadovo	e�a uslova veoma aktuelan posled�ih tridesetak godina
za vixe deta	a pogledati radove [5], [4], [12] i [33].
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4.2 Kombinatorni pristup preko grafova

Razmatraju se neorijentisani grafovi bez pet	i. Tema ove disertacija je prvenstveno
teorija grafova i neke �ene primene, ne�e se puno ulaziti u deta	e oko problema zadovo-
	e�a uslova. Akcenat je na rexenoj hipotezi dihotomije za neusmerene grafove i jednom
novom dokazu koji je jednostavniji jer se razmatraju grafovi sa ma�im brojem temena i
ima ma�i broj sluqajeva nego u originalnom dokazu iz [32]. Pre tog dokaza navode se tri
konstrukcije i nekoliko pomo�nih tvr�e�a.

Indikatorska konstrukcija

Neka je I fiksiran graf za qija dva qvora i i j va�i da se pri nekom automorfizmu i
slika u j, a j u i. Ova konstrukcija transformixe graf H u graf H ′ tako xto H ′ ima
isti skup qvorova kao H, ali grane se povlaqe izme�u onih qvorova h i h′ za koje va�i
da postoji homomorfizam koji slika I u H, tako da se i slika u h, a j u h′.

Subindikatorska konstrukcija

Neka je J fiksiran graf sa specificiranim qvorovima j, h1, h2, ..., ht. Ova konstrukcija
pomo�u grafa J transformixe dati jezgro-graf H(V,E), kod koga su oznaqeni qvorovi
k1, k2, ..., kt u graf qiji je skup qvorova V ′, a grane me�u �ima su kao u H. Graf W se
dobija kao disjunktna unija grafova J i H pri qemu se odgovaraju�i specificirani
qvorovi identifikuju ("nalepe"jedan na drugi hi na ki). Skup qvorova V ′ je onaj skup
qvorova koji se dobijaju kao slike qvora j prilikom neke retrakcije grafaW na graf H.

Ivica-subindikatorska konstrukcija

Neka je J fiksiran graf sa specificiranim qvorovima h1, h2, ..., ht i oznaqenom ivicom
jj′, takav da neki automorfizam grafa J quva sve oznaqene qvorove h1, h2, ..., ht a temena
j i j′ me�aju mesta pri istom automorfizmu. Ovom konstrukcijom se transformixe
dati jezgro graf H kod koga su oznaqeni qvorovi k1, k2, ..., kt u graf He. Prvo se oformi
graf W kao disjunktna unija grafova J i H pri qemu se odgovaraju�i specificirani
qvorovi identifikuju ("nalepe"jedan na drugi hi na ki). Graf He je podgraf grafa H
koji se dobija nekom retrakcijom grafa W na H. Grane u grafu He su one grane koje su
slike ivice jj′ pri pomenutoj retrakciji.

Ove konstrukcije kao i naredne tri leme su iz rada [32], Hela i Nexetrila.

Lema 4.2.1. Neka je H1 graf dobijen od grafa H indikatorskom konstrukcijom. Ako je
problem H1- boje�a NP -kompletan tada je i problem H-boje�a NP -kompletan.

Lema 4.2.2. Neka je H∗ graf dobijen od grafa H subindikatorskom konstrukcijom. Ako
je problem H∗- boje�a NP -kompletan tada je i problem H-boje�a NP -kopmpletan.

Lema 4.2.3. Neka je H jezgro-graf i He �egov podgraf dobijen ivica-subindikatorskom
konstrukcijom. Ako je problem He-boje�a NP -kompletan onda je i problem H-boje�a
NP -kompletan.

Slede�a lema je poznato tvr�e�e iz teorije grafova.

Lema 4.2.4. Pretpostavimo da postoji endomorfizam sa grafa H na �egov podgraf H1.
Onda za svaki graf G homomorfizam iz G u H postoji ako i samo ako postoji
homomorfizam iz G u H1.

U da	em tekstu sa K4 oznaqavamo kompletan graf sa 4 temena, a sa K−
4 kompletan

graf sa 4 temena iz koga je uklo�ena jedna ivica.
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Stav 4.2.1. Korix�e�em indikatorske i subindikatorske konstrukcije i uzima�em
jezgra od proizvo	nog nebipartitnog grafa mo�e se dobiti jezgro-graf H∗ bez pet	i,
za koji va�i slede�e:

1. sadr�i trougao;

2. ne sadr�i K4;

3. Svaka dva qvora imaju zajedniqkog suseda (izme�u svaka dva qvora postoji put
du�ine dva);

4. ne sadr�i K−
4 .

Dokaz. Sada �emo videti kako pomo�u prve dve konstrukcije i pravilnim izborom indi-
katora mo�emo dobiti graf koji ima ova qetiri svojstva.
Napomena: Posle svakog koraka uzimamo jezgro grafa, ova operacija ne remeti svojstva
1, 2, 3 i 4.

1. Poxto graf nije bipartitan on sadr�i neparni cikl. Ukoliko najma�i neparni
cikl ima pet ili vixe ivica mo�emo primeniti indikatorsku konstrukciju, gde
je indikator zadat grafom I koji predstav	a put du�ine tri sa kraj�im taqkama
i i j. Jasno je da �e tada sve ivice biti zadr�ane i da �e se pojaviti bar jox jedna
du� koja spaja temena ovog neparnog cikla. Mo�e se ponav	ati ova konstrukcija
dok se ne pojavi trougao.

2. Neka graf sadr�i K4. Primenimo subindikatorsku konstrukciju, kod koje je graf
J zadat kao jedna grana qiji su kraj�i qvorovi j i h1 i neka je kod K4 jedno speci-
ficirano teme k1. Ovom subindikatorskom konstrukcijom gubi se teme k1, a ne gubi
se trougao. Ponav	amo ovaj postupak dok god graf sadr�i K4.

3. Poka�imo prvo da je svaki qvor grafa teme nekog trougla (to jest da se pomo�u
prethodnih konstrukcija mo�e dobiti ovo svojstvo, a da se ne naruxe ve� navedena
svojstva). Primenimo subindikatorsku konstrukciju kod koje je indikator graf koji
se sastoji odK3 i jednog izolovanog temena, koje je jedino oznaqeno. U datom grafuH
na koji prime�ujemo ovu konstrukciju svejedno je koje �e teme biti specificirano.
Ovakvom konstrukcijom se dobija graf qiji je svaki qvor teme nekog trougla. Prema
delu 1 ove leme polazni graf sadr�i trougao, tako da je ovaj graf sigurno neprazan
i nebipartitan.

Ako postoje dva qvora koja nemaju zajedniqkog suseda, oznaqimo ih sa u i v. Prime-
nimo subindikatorsku konstrukciju kod koje je indikator put du�ne dva sa kraj�im
taqkama j i h1 i neka je u = k1. Primenom ovakve konstrukcije dobijamo graf koji
ne�e sadr�ati qvor v. Primenimo ovu konstrukciju na svaka dva qvora koja nemaju
zajedniqkog suseda i dobijamo graf kod koga izme�u svaka dva qvora postoji put
du�ine dva. Ovom konstrukcijom se ne gubi svojstvo da graf sadr�i trougao.

4. Prvo �emo pokazati da se mo�e uqiniti da ne postoji homomorfizam sa grafa S
(slika 4.1) u nax graf. Ako takav homomorfizam postoji onda se qvorovi u, v, w, ...,
slikaju u u′, v′, w′, .... Primenimo onda subindikatorsku konstrukciju kod koje je
indikator graf J sa slike 4.1. Naime, ako se primeni takva konstrukcija kod koje
bi bilo k1 = u, a k2 = v, dobio bi se nebipartitni graf koji sadr�i trougao
a′b′c′, ali ne sadr�i teme w′. Zatim na taj graf sa ma�im brojem temena mo�emo
primeniti opisane postupke u 1, 2 i 3 i ovaj postupak prime�ivati dok god pomenuti
homomorfizam postoji.
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h1 h2

J

Slika 4.1: Graf S i indikator J

Pretpostavimo da je K−
4 kod koga su u i v jedina dva nesusedna qvora podgraf grafa

H i da je graf H jezgro-graf. Primenimo na graf H indikatorsku konstrukciju
kod koje je indikator graf I, sa slike 4.2. Svako 3-boje�e grafa I boji qvorove i i
j razliqitom bojom.

i j

I

Slika 4.2

Primenom ovakve konstrukcije dodaje se jedna ivica, prime�ujmo ovu konstrukciju
dok graf ne izgubi svojstvo da je jezgro-graf. Tako dobijeni graf projektujemo na
jezgro i ponovo primenimo svojstva 1, 2 i 3 na taj graf sa ma�e temena. Prime�ujemo
ovaj postupak dok god graf sadr�i K−

4 . Ova konstrukcija transformixe polazni
graf u graf koji je tako�e neorijentisan (zbog simetriqnosti indikatora) i sadr�i
sve grane polaznog grafa, jer svaka dva qvora imaju zajedniqkog suseda. Tako�e
novodobijeni graf ne sadr�i ni pet	e jer ne postoji homomorfizam sa grafa S
(slika 4.1) u graf H.

Ovim je stav dokazan.

Centralna teorema ovog poglav	a ka�e da je problem H-boje�a za nebipartitne gra-
fove NP -kompletan.

Ci	 dokaza je svesti graf H, pomo�u navedenih konstrukcija na graf koji sadr�i
trougao i za koji se jednostavno vidi da je 3-obojiv. Ovakav graf se mo�e retrakcijom
svesti na trougao.

Dokaz je dugaqak, ali kra�i od originalnog i u okviru dokaza bi�e dokazana jox jedna
pomo�na lema.
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C

X Y

Slika 4.3: Indikator koji se koristi u koraku 1. leme 4.2.5

4.2.1 Teorema dihotomije za neorijentisane grafove

Teorema 4.2.1. Ako je H nebipartitni graf onda je problem H-boje�a NP -kompletan.

Dokaz. Na proizvo	an nebipartitni graf primenimo stav 4.2.1. Primenom ovog stava
dobi�emo graf koji ima slede�a svojstva: sadr�i trougao, ne sar�i K4, svaka dva qvora
ovog grafa imaju zajedniqkog suseda i ne sadr�i K−

4 , oznaqimo ga sa H1. Uzmimo jedno
proizvo	no teme ovog grafa i nazovimo ga centralno teme (svaki qvor grafa mo�e se
uzeti za centralni). Formira�emo nivoe temena u odnosu na ovo teme. Ka�emo da su svi
susedi centralnog temena u drugom nivou u odnosu na ovo centralno teme. U tre�em nivou
su sva temena koja su na rastoja�u dva od centralnog temena. Za neku granu ka�emo da je
u drugom nivou ako su �oj incidentni qvorovi u drugom nivou. Grana je u tre�em nivou
ako su qvorovi koje spaja u tre�em nivou. Ukoliko vixe trouglova imaju jedno zajedniqko
teme nazovimo ih latice. Slede�a lema nam obezbe�uje jox dva va�na svojstva grafa.

Lema 4.2.5. Primenom indikatorskih konstrukcija i uzima�em jezgra ovako opisani
graf H1 mo�e se svesti na jezgro-graf koji osim navedenih svojstava iz stava 4.2.1 ima
i slede�a dva svojstva:

1. u odnosu neko centralno teme S postoji qetvorougao kome su naspramne ivice jedna
u drugom, druga u tre�em nivou;

2. postoji teme X u tre�em nivou koje ima suseda u svim laticama iz centralnog
temena (to jest X je sused sa po jednim krajem svake ivice drugog nivoa).

Dokaz. Na nekoliko mesta u ovom dokazu prime�iva�e se koraci koji dovode do sma�e�a
broja temena. Posle svakog sma�e�a broja temena graf ostaje nebipartitan i ponovo se
prime�uje stav 4.2.1. Obzirom da se broj temena sma�uje jasno je da �e se taj proces
zaustaviti u jednom trenutku.

1. Primenimo ivica-subindikatorsku konstrukciju kod koje je indikator graf I sa
slike 4.3. Dobijeni graf sadr�i samo one grane AB za koje postoji homomorfizam
h, h : I → H1, tako da se teme C slika u posmatrano centralno teme, a tom prilikom
grana XY se slika u granu AB. Ova konstrukcija quva sve grane iz drugog nivoa, sve
grane incidentne sa centralnim temenom ali i one grane koje povezuju jedan qvor iz
drugog nivoa sa jednim qvorom iz tre�eg nivoa. Prilikom ove konstrukcije brixu
se jedino grane iz tre�eg nivoa za koje ne postoji ivica u drugom nivou takva da su
one naspramne ivice qetvorougla. Prema tome ova konstrukcija nam osigurava da za
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neko odabrano centralno teme, za svaku ivicu u tre�em nivou postoji odgovaraju�a
ivica u drugom nivou tako da su one naspramne ivice qetvorougla. Ukoliko se ovom
konstrukcijom dobio graf koji je izgubio svojstvo da izme�u svaka dva qvora postoji
put du�ine dva primenimo ponovo deo 3 stava 4.2.1, ovaj korak �e sma�iti broj
temena. Oznaqimo dobijeni graf sa H2.

2. Ovo svojstvo �emo posti�i u qetiri koraka.

Korak 1:

Prvo konstrukciju iz prethodnog koraka primenimo na sva temena (to jest kao da
je svako teme centralno). Ovom konstrukcijom smo obezbedili da ako bilo koje teme
razmatramo kao centralno, svaka ivica u tre�em nivou ima odgovaraju�u ivicu u
drugom nivou tako da su one naspramne stranice qetvorougla. Poxto posmatrani
graf ne sadr�i K−

4 , to jest ne postoji ivica koja je stranica vixe od jednog tro-
ugla ukla�a�em neke ivice postoje dva qvora koja �e izgubiti svojstvo da imaju
zajdeniqkog suseda (ako razmatramo jedan trougao iz koga je uklo�ena jedna ivica
pomenutom konstrukcijom, qvorovi koji ostaju spojeni vixe nemaju zajedniqkog su-
seda). Ukoliko se to desi treba ponovo primeniti svojstvo 3 iz stava 4.2.1, ovim
korakom sma�uje se broj temena.

Korak 2:

Primetimo da se mo�e uqiniti da pri svakom homomorfizmu koji slika graf U sa
slike 4.4 u graf H2 slike qvorova i i j budu susedni qvorovi.

Primenimo indikatorsku konstrukciju kod koje je indikator graf U . Graf U se
mo�e retrakovati na trougao ali tada se qvorovi i i j ne mogu slikati u isto
teme. Ako dobijeni graf sadr�i pet	e onda postoji homomorfizam sa grafa S sa
slike 4.1 u posmatrani graf, u tom sluqaju ponovo primenimo subindikatorsku
konstrukciju kod koje je indikator graf J , a koja je opisana u dokazu stava 4.2.1.
Ponovna primena ove konstrukcije �e sma�iti broj temena. Tako�e dobijeni graf
�e sadr�ati i sve grane grafa H2. Prime�ujmo ovu indikatorsku konstrukciju dok
god postoje dva qvora u posmatranom grafu da su pri pomenutom homomorfizmu
slike i i j, a da nisu susedni. Posle ovog koraka se mo�e desiti da graf izgubi
svojstva da ne sadr�i K4 ili da ne sadr�i K−

4 , ukoliko se desi da nastane neka od
ove dve figure treba ponovo primeniti delove 2 i 4 iz stava 4.2.1, xto �e sma�iti
broj temena. Ako se izgubi svojstvo iz koraka 1, treba se ponovo vratiti na taj korak
pri qemu �e se tako�e sma�iti broj temena.

Korak 3:

Posmatrajmo sada teme X koje ima suseda u maksimalnom broju latica. Pretposta-
vimo da postoji neka latica u kojoj nema suseda (to jest ivica u drugom nivou takva
da ni jedan �en kraj nije spojen sa X), neka je to latica koja sadr�i ivicu CD.

Treba da va�i svojstvo 3 stava 4.2.1 da postoji put du�ine dva od X do C i D, pri
tome ni jedno od ova dva temena nema suseda u drugom nivou (ako bi postojao qvor
susedan jednom od temena C ili D iz drugog nivoa, onda bi sa ova dva temena i
centralnim zajedno qinili K−

4 ). Tako�e, C i D ne mogu imati zajedniqkog suseda u
tre�em nivou jer bi onda to teme, C, D i centralni qvor qinili K−

4 . Prema tome,
teme X mo�e biti spojeno sa jox dva qvora iz tre�eg nivoa, oznaqimo ih sa A i
B, ova dva temena su zajedniqki susedi sa C i D. Ako bismo teme X posmatrali
kao centralno teme, ivica CD je u tre�em nivou, prema koraku 1 ima odgovaraju�u
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u v
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j

Slika 4.4: Graf U

ivicu u drugom nivou tako da su naspramne stranice qetvorougla, pa su temena A i
B spojena granom (videti sliku 4.5).

Korak 4:

Ako postoji teme X ′ kome je sused C ili D, prema prethodnom koraku ono mora biti
u tre�em nivou (slika 4.5).

D

C

B

A

X

X ′

Slika 4.5

Pretpostavimo da postoji neko teme T iz drugog nivoa koje je spojeno sa X, a nije
spojeno sa X ′. Naravno poxto je u drugom nivou teme T je spojeno i sa centralnim
qvorom koji je sad oznaqen sa S (videti sliku 4.6).

U koraku dva smo obezbedili da su prilikom svakog homomorfizma sa grafa U
u posmatrani graf slike qvorova i i j susedni qvorovi. Mo�e se primetiti da
postoji homomorfizam sa grafa U takav da se temena u i v slikaju u B i D. Pri
istom homomorfizmu qvorovi i i j se slikaju u T i X ′, pa su ova dva qvora susedi.
Prema tome, ako teme X ′ postoji onda je ono sused sa svim laticama sa kojima je
sused i X, pa samim tim postoji teme u tre�em nivou koje ima suseda u svakoj ivici
drugog nivoa.

Posmatrajmo sada graf koji ima sva qetiri svojstva iz stava 4.2.1 i oba svojstva leme
4.2.5 oznaqimo ga sa H3. Mo�e se definisati jedno 3-boje�e drugog nivoa ovog grafa na
slede�i naqin: temena iz drugog nivoa povezana sa X boje se bojom 1, a temena drugog
nivoa koja nisu spojena sa X bojom dva. Ako proxirimo ovo boje�e na ceo graf onda je
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Slika 4.6

centralno teme obojeno bojim 3. Odavde je jasno da je podgraf koji qine prvi i drugi
nivo 3-obojiv. Lako se vidi da dva qvora od kojih je jedan iz drugog a jedan iz tre�eg
nivoa ne mogu biti spojeni granom ako su obojeni istom bojom. Tako�e, nemogu�e je da su
dva susedna qvora iz tre�eg nivoa obojena oba bojom 1 ili 2, jer svaka ivica u tre�em
nivou ima sebi odgovaraju�u ivicu u drugom tako da su naspramne stranice qetvorougla.
Prema tome ili je graf H3 3-obojiv ili postoje dva qvora u tre�em nivou tako da su
oba obojena bojom 3. Ako je graf H3 3-obojiv onda je dokaz zavrxen. Ako ipak postoje dva
qvora u tre�em nivou koja su obojena bojom 3 primenimo na graf H3 subindikatorsku
konstrukciju kod koje je indikator graf sa oznaqenim temenima sa slike 4.7.

h1

h2

j

Slika 4.7

Pri qemu su u grafu H3 oznaqena temena na slede�i naqin: centralno teme je oznaqeno
sa k1, a pomenuto teme X koje ima suseda u svakoj latici iz centralnog temena sa k2.
Primenom pomenute subindikatorske konstrukcije dobija se povezan podgraf grafa H3,
oznaqimo ga sa H4. Ovaj podgraf sadr�i trougao, ali ne sadr�i centralno teme tj. prvi
nivo, prema tome na da	e �emo posmatrati graf sa ma�im brojem temena. Ovim je dokaz
teoreme zavrxen.
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Slika 4.8: Graf opisan u primeru 4.2.1

4.2.2 Primeri

Sada �emo navesti dva primera da bi se bo	e razumeo ovaj dokaz. Naredni primeri
prikazuju grafove koji imaju sva qetiri svojstva iz stava 4.2.1, ali nisu 3-obojivi.

Primer 4.2.1. Posmatrajmo graf koji ima jedno centralno teme i iz �ega idu tri
latice, odnosno 6 temena u drugom nivou. Oznaqimo svaku od tih latica sa A, B i C,
a odgovaraju�a dva suseda centralnog cvora Ax i Ay u latici A, zatim Bx i By u latici
B i sliqno za C. I neka je u svakom od ovih temena iz drugog nivoa formirana latica u
tre�em nivou, a odgovaraju�a temena oznaqena sa 0 ili 1 tj. Ax0 i Ax1 su susedi temena
Ax (videti sliku 4.8). Svaki qvor iz drugog nivoa sa jox dva qvora iz tre�eg nivoa qine
trougao. Osim toga jox neki qvorovi u tre�em nivou moraju biti povezani da bi bilo
zadovo	eno svojstvo da svaka dva qvora imaju zajedniqkog suseda, tj. graf sadr�i i neke
dodatne grane koje nisu oznaqene na slici. Svaki qvor koji je u tre�em nivou a nastaje
iz latice A mora biti povezan sa taqno jednim qvorom iz tre�eg nivoa iz svake latice
nad B i C. Isto va�i i za qvorove iz tre�eg nivoa koji nastaju na laticama B i C.
Na taj naqin dva qvora jedne latice iz tre�eg nivoa su povezana sa dva qvora iz neke
druge latice tako�e u tre�em nivou. Mogu biti povezani isti (oba imaju oznaku 0
ili oba imaju oznaku 1) ili razliqiti (qvor oznaqen sa 0 u jednoj latici sa qvorom
oznaqenim jedinicom u drugoj latici). Mo�e se re�i da je prvi sluqaj bez a drugi sluqaj
sa uplita�em. Neka se latice iz A povezuju sa laticama iz B bez uplita�a, latice iz
B sa temenima iz C bez uplita�a ako i samo ako su im sekundarne oznake iste to jest
ako su obe oznaqene sa x ili y. Latice iz A se povezuju sa laticama iz C sa uplita�em
kada je u pita�u latica kod Ax. Ovako dobijeni graf zadovo	ava sva qetiri svojstva
stava 4.2.1 a nije 3-obojiv.

Pretpostavimo da je graf mogu�e pravilno obojiti sa 3 boje i neka su to boje 1, 2
i 3. Neka je centralno teme obojeno bojom 3, drugi nivo je obojen bojama 1 i 2. Mo�emo
pretpostaviti da je teme Ax boje 1, Ay boje 2, razmotri�emo qetiri mogu�a sluqaja boje�a
drugog nivoa.

1. Neka su sva temena u drugom nivou koja imaju oznaku x boje 1 a sva temena koja imaju
oznaku y boje 2 (mo�emo posmatrati boje qvorova sa slike, s leva na desno su onda
boje 1, 2, 1, 2, 1, 2 tim redom). Posmatrajmo sada qvorove iz tre�eg nivoa u laticama
nad temenima boje 2 ( to su Ay, By i Cy), ta temena moraju biti obojena bojama 1
i 3. Latice nad pomenutim temenima su spojene paralelno svaka sa svakom tako da
ako bi gledano sa leve strane bojili 1, 3, 3, 1, neko od temena tre�e latice bi bilo
spojeno sa temenom iste boje ili u prvoj ili u drugoj latici.
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2. Neka drugi nivo ima boje�e: Ax boje 1, Ay boje 2, Bx boje 2, By boje 1 i Cx boje 1 a
Cy boje 2 (ili skra�eno s leva na desno 1, 2, 2, 1, 1, 2). Posmatrajmo temena u tre�em
nivou u laticama nad Ax, By i Cx, sva ta temena su obojena bojama 2 i 3. Prve dve
latice su spojene paralelno pa se mogu �ihova temena obojiti redom bojama 2, 3, 3,
2. Tre�a latica je sa obe ove spojena sa uplita�em tako da �ena temena kako god
obojimo bi�e spojena sa temenima iste boje ili u latici kod Ax ili By, opet nema
pravilnog 3-boje�a.

3. Neka su u ovom sluqaju redom s leva na desno qvorovi u drugom nivou obojeni na
slede�i naqin 1, 2, 1, 2, 2, 1. Razmotrimo temena tre�eg nivoa u laticama nad te-
menima Ax, Bx i Cy, poxto su ova tri temena obojena bojom 1 pomenuti qvorovi
tre�eg nivoa se moraju bojiti sa 2 i 3. Latice kod Ax i Bx su spojene paralenlno pa
gledano s leva �ihova temena mogu biti obojena suprotnom bojom, ali obe ove latice
su spojene sa uvija�em sa susdima temena Cy, pa se moraju pojaviti spojena temena
obojena istom bojom kako god bojili laticu kod Cy.

4. Neka su u ovom sluqaju temena drugog nivoa s leva na desno redom obojena bojama 1,
2, 2, 1, 2, 1. Temena Ay, Bx i Cx su boje 2, a �ihovi susedi iz tre�eg nivoa moraju
biti obojeni bojama 1 i 3. Poxto su latice nad ova tri temena spojene paralelno
svaka sa svakom, jasno je da �e biti bar dva temena iste boje spojena granom.

Iz svih mogu�ih boje�a drugog nivoa doxli smo do zak	uqka da se graf ne mo�e pravilno
obojiti sa tri boje.

Proverimo jox da li ovaj graf zadovo	ava sva qetiri svojstva opisana u stavu 4.2.1.
Graf sadr�i trougao, to se lako vidi. Od centralnog do svakog drugog qvora jasno po-
stoji put du�ine dva. Svaka dva qvora iz drugog nivoa imaju zajedniqkog suseda, to je
centralno teme. Ako teme iz drugog i tre�eg nivoa imaju istu primarnu oznaku, na pri-
mer B zajedniqki sused im je ili sused u latici, ili drugo teme iz drugog nivoa sa istom
primarnom oznakom. Svako teme iz tre�eg nivoa sa primarnom oznakom A povezano je sa
svakom laticom koja ima teme u drugom nivou sa oznakom B i C, a i isto va�i za temena
u laticama iznad B i C me�usobno, pa temena iz tre�eg nivoa imaju zajedniqkog suseda
sa temenima iz drugog nivoa i ako im je razliqita primarna oznaka.
Prema tome zak	uqujemo da svako teme iz tre�eg nivoa sa svakim temenom iz drugog nivoa
ima zajedniqkog suseda. Ukoliko dva temena iz tre�eg nivoa sa razliqitom primarnom
oznakom nisu spojena onda je sused od prvog spojen sa drugim pa imaju zajedniqkog suse-
da. Ako su dva temena iz tre�eg sa razliqitom primarnom oznakom (na primer A i B )
spojena, onda postoji teme sa tre�om primarnom oznakom (na primer C) sa kojim su oba
spojena, to teme im je zajedniqki sused (videti objax�e�e da graf nije 3-obojiv).

Posmatrajmo sada dva qvora iz tre�eg nivoa koji imaju istu primarnu, a razliqitu
sekundarnu oznaku (takvi su na primer Ax0 i Ay0). Ukoliko im je trecijarna oznaka ista
zajedniqki sused im je u onoj latici, sa razliqitim primarnom oznakom, sa kojom su obe
spojene paralelno. Ako im se tercijarne oznake razlikuju onda im je zajedniqki sused
u onoj latici sa razliqitom primarnom oznakom sa kojom je jedna spojena paralelno, a
druga sa uplita�em.

Dovo	no je jox pokazati da graf ne sadr�i K−
4 to jest da je svaka ivica ovog grafa

stranica samo jednog trougla. Sa slike se jasno vidi da su ivice kojima je jedan kraj
centralno teme i ivice iz drugog nivoa stranice samo po jednog trougla. Tako�e ovo
svojstvo jasno sa slike va�i i za ivice qiji su incidentni qvorovi u drugom i tre�em
nivou. Zatim, ni jedno teme iz tre�eg nivoa nije spojeno sa oba kraja neke ivice iz tre�eg
nivoa koja je povuqena na slici, tako da ni za ove ivice ne postoji vixe od jednog trougla
kome su one stranice. Ostaje da se razmotre ivice koje se dodaju. Svako teme iz tre�eg
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nivoa je stepena 6 i ima jox 4 suseda u tre�em nivou. Mo�e se primetiti da me�u ta
qetiri suseda ima po dva koja su spojena. Tako da bi se moglo re�i da u svakom temenu
iz tre�eg nivoa ima tri latice (pri qemu za svako teme imamo po jednu laticu ve� na
slici). Naravno, ako ovako razmatramo za razliqita temena neke latice se poklapaju,
ali ne postoji ivica koja je istovremeno u dve razliqite latice.

Primer 4.2.2. Posmatrajmo graf koji ima jedno centralno teme iz koga ide pet la-
tica (to jest u drugom nivou ima 10 temena). Obele�imo sva temena u drugom nivou
brojevima 0 ili 1, tako da svaka latica ima jedno teme obele�eno sa 0 i jedno teme
obele�eno sa 1. U tre�em nivou ovaj graf ima 16 temena. Svako teme iz tre�eg nivoa
bi�e povezano sa po pet temena iz drugog nivoa, i to po jednim iz svake latice. Obe-
le�imo sada svako teme iz tre�eg nivoa sa 5 binarnih cifara na slede�i naqin: svaka
od pet binarnih cifara odgovara oznakama temena iz drugog nivoa sa kojima je teme iz
tre�eg nivoa spojeno (to jest svako od pet mesta odgovara po jednoj latici). U svakom
oznaqava�u imamo paran broj jedinica. U tre�em nivou dva qvora su spojena granom ako se
�ihove oznake razlikuju na qetiri mesta. Ovakav graf zadovo	ava sva qetiri svojstva
stava 4.2.1, a nije 3-obojiv.

Ako bismo pretpostavili da je dati graf mogu�e pravilno obojiti sa tri boje neka su
to boje 0, 1 i 2. Neka je centralno teme obojeno bojom 2 a temena iz drugog nivoa obojena
bojom koja odgovara �ihovoj oznaci. Ako bi postojalo tri boje�e onda bi svaki qvor iz
tre�eg nivoa osim qvora oznaqenog sa pet nula morao biti obojen bojim 2 jer je spojen i
sa nekim oznaqenim sa 1 i sa nekim oznaqenim sa 0, ali poxto su i neki od tih qvorova
me�usobno spojeni graf nije 3-obojiv.

Jasno je da ovaj graf sadr�i trougao. Proverimo da li svaka dva qvora imaju za-
jedniqkog suseda tj. da li izme�u svaka dva qvora postoji put du�ine dva. Jasno je da
centralno teme sa svakim drugim ima zajedniqkog suseda. I svaka dva temena iz drugog
nivoa imaju zajedniqkog suseda to je centralno teme. Ako neko teme X iz tre�eg nivoa
nije povezano sa nekim temenom Y iz drugog nivoa ono je povezano sa �egovim susedom
iz latice pa imaju zajedniqkog suseda. Ukoliko je teme X iz tre�eg nivoa povezano sa
temenom Y iz drugog nivoa onda postoji teme Z u tre�em nivou koje je tako�e povezano
sa Y i qije se oznake razlikuju od X na svim ostalim pozicijama. Ali poxto se X i Z
razlikuju na qetiri mesta onda su oni povezani. Prema tome Z je zajedniqki sused od X
i Y . Ostaje da se proveri da li svaka dva qvora iz tre�eg nivoa imaju zajedniqkog suseda.
Posmatrajmo dva temena iz tre�eg nivoa, broj jedinica kojima su oba oznaqena je paran,
a ukupan broj oznaka je 5. Prema tome odgovaraju�e oznake se moraju bar na jednom mestu
poklapati, to znaqi da postoji qvor u drugom nivou sa kojim su oba spojena.

Proverimo jox samo da li ovaj graf sadr�i K−
4 . Ako ni jedna ivica nije istovremeno

ivica vixe od jednog trougla graf ne sadr�i K−
4 . Treba primetiti prvo da ne postoji

trougao kome su sva tri temena u tre�em nivou. Poxto su dva qvora u tre�em nivou
spojena ako se na jednom mestu poklapaju a na sva ostala qetiri razlikuju ne postoje tri
temena koja su spojena svako sa svakim. Jasno je da svaka dva qvora koja qine ivicu iz
tre�eg nivoa imaju taqno jedno zajedniqko teme u drugom nivou. Ivica kojoj je jedno teme
u drugom a jedno u tre�em nivou je ivica samo jednog trougla. Ako takva ivica spaja teme
A iz drugog sa temenom B iz tre�eg nivoa jasno je da je ona samo u jednom trouglu jer ova
dva qvora imaju jednog zajedniqkog suseda iz tre�eg nivoa kod koga je ista oznaka na onom
mestu na kom je latica kojoj pripada A a sve ostale oznake su suprotne od oznaka za teme
B. Jasno je da posmatrani graf ima sva qetiri svojstva iz stava 4.2.1.
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