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NPEOTCTOBOP

OBaj yy6euuk, koju ce PasBKja0o Kpo3 HeKOMMKO MHMeorpagpucaHux ua-
Aawa| BaHpenuux TeuajeBa Benosux TeaepOHCKHX naGopaTopuja, TIpBeH~-
CTBEHO je HAMEHEH CTyNeHTHMAa TeXHWKe W 0] CPOIHHX Hayka.

3a TakBe Cy Caylaoue TexHuuke NpUMEHe ¥ uaycTpaumje ox Hajseher
3Hauala, jep OHe MOTCTHYY xuBO WHTepecoBame H npoayGibyjy 3Hauerbe
anCTPAKTHUX MaTeMaTHYKUX Hieja Koje 6 MHaye Morsie octatu AoCTa He-
jacHe. |MehyTum, ako ce owe NpuMetbyjy HepasGopuTo, HUCY Ge3 OMmacHOCTH;
iep, ako 6M Ce CTYAEHT ocnamwao Ha CBOjy ¢hu3HuKy HHTYHLHK]y BHLIEe Kao
Ha 3aMeHy 3a ancTPaKTHY JOrKKY Hero kao Ha momoh 3a by, M3ry6uo Gu no-
IOBHHY KOPUCTH OX yuetsa. OH Gu 3ancTa Morao nocTuhu 3HaTaH cremen
YMEIIHOCTH y pyKOBalby MaTeMaTHYKUM anapaTom, aam Gu My HepocCTajajo
OHO AyO/be pasymeBame NPHHUUNA KOjU YMHe ‘rpaHuqHy JHHU]Y u3Mely Me-
XaHW4apa W MHXekepa.

a Ou ce u3berna osa MoryhHa onackoct, Behuna HIYCTPATUBHOI Ma-
TepHjalla y OBOM YUGeHHKY cakymbena je y 3acefHa noraasma. OBaj pac-
fOpeA He CaMo Aa A0nywTa HenpekuiHo pasBujame MaTeMaTHuKux uieja, g
Beh Takohe x03Bo/baBa YKbyUHBabe MHOTO BHWE NpUMepa Hero wWTo 61 To
HHa4e DUNO npakTH4yHO. Moxaa he croboga u3bopa, o6e3behena ca opako
MHOro martepujana, 6uTH on mane BPeAHOCTH 3a HAcTaBHUKA Koju hie, Bepo-
BATHO, CBOje uaycTpauuje OMUIKPHO y3HMaTH M3 MpeiMmera 3a Koju ce Tpe-
HyTHO HajBulUe MHTepecyje, na Guio Aa Ce OH Hanasu y yubednky wuam He;
anu cy |Baupenku TeuajeBu nokasanu Aa TO MMa W Jpyry BpemjHOCT, a To
je wTo |6omU CTyseHTH PasBHjajy CMOHTAaHO MHTepecoBame 3a ope HIIycTpa-
uMje yak Kaga MM Ce To U He 3ajnaje, u GaBe ce wUMa 1o CONCTBEHO|] HHH-
unja-méu. Hema notpeGe na ce HAPOYMTO HArnaWapa BacMMTHAa BPesHOCT
TaKBOT CAMOMHULM[aTUBHOI Tpyaa.

¥ |KOHauHOj peBH3uju Kibure MHoro Cy MM KopucTHaa ynyTcTBa L. A.
Mac Coll-a u G. G. Muller-a, unagosa Bemosux TenedoHckux naGopatopwia,.
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Vi MPEATOBOP

KQju cy pykosoiund Banperuum TeyajeBHMa M3 OBOT NPEAMETE, H J. H. M.
Wedderburn-a, npodecopa YH1Bep3uTeTa Princeton, xoju je mpouuTao py-
KOMMC M 120 HM3 AparolieHux cyrectuja. Taxohe mu je y MHOrome momoriaa

Clara L. Froelich, unad BenoBux TesnedOHCKUX naGopaTopHja, Koja je, H3-.

mely ocTanor, NpUMIpeMH/ia LpTexe KojHMa je KibHra HIyCcTpoBaHa, Raja
QArOBOpe Ha 3aJaTKe W BpUINAA KOPEKTYPY.

Hoyjopik : -
1 ¢ebpyapa 1929. Thornton C. Fry

OJ NPEBOIUOUA

OBa je Kiura mpesejeHa Ha CPNCKH jeauk C HamepoM Aa ce Cayura-
ouyma TexHHuKe BEJMKE IUKOJE NMPYXH eneMeHTapaH yBOA Yy AU(epeHlu-
janne jeanaunde. [lopex peh noctojehe gomahe AuTeparype M3 OBe 06/1aCTH
MaTemaTHKe, Hagamo ce jga he y Ty CBpXy, Kao nomohnu yuGenuk, 2o6po
MOCAYXHTH M OBa Kibura. JaCHO nwcaHa, e/eMeHTapHa #3BOHetha HINyCTpo-
BaHa Cy pasHOBPCHUM MpUMepHMa M3 reoMeTpuje, GuaKMKe M TEXHHKE, a Ha-
POYHTO W3 efeKTPOTEeXHHUKE. Cem Tora, uanardfba cy mponpaheHa 3afaunma
3a Bexbarbe M Ha Kpajy Kibure J1aTa pellcma.

V3 oHa MecTa y TeKCTy rie je Gujo HEonxoxHo, ¢ MpEeBOJOM Cy Me-
CTUMHUHO AaTe M Hanomene. Moxixa y npesoljersy Huje Gall yBeK Ha HAlleM
jeauxy usabpad ofrosapajyhu Ta4aH H3pas 3a nojMoBe Koju ce jaBbajy y
NpUMEPHMAa M3 TEXHMKE M eNeKTPOTEXHHKE, HO npeBojuial Bepyje Aa he
CTpyuthaK NPHJIMKOM YHTawa M CaMm yuHHUTH nojfleCHuj H3Gop.

TpeBoAuniaL, je HacTOja0 Aa O4yBa ayToOpoB CTHM mucawma u ,,cno6on-
HHjeM® MpeBohery NPUCTYnao je Camo OHAa Kaka je OBO CMaTpao HEH3- -
Gemuum. 3aTo je M 3agprkao — He Oaml cpehto uzabpan — ‘n3pas ,Npu-
naga xa“ 3a Koju, yocTajoM, M caM nucal jaje objawbere. uranal he,
CBaKak0, M CaM 3amasuTH ja je KO JHHEeapHHX AudepeniMjaiiuX jeiHa-
yMHa BMller peja, u3pas ,pellemne KOje Rpumnaja dbyHKumju f(x) — €KBH-
BafeHTaH KOJZ HAac yoOHuajeHOM u3pasy ,pelemhe HeXOMOoreHe jefHaunHe", a
Xa je wspas ,,peiierse KOje MPHIaLa HyAM* — eKBMBAJIEHTaH KOJ Hac yobu-
yajeHoM M3pasy ,pelierbe XOMoreue jesHauuHe !, — TpH yemy je f(x) pyHK-
uMja Koja ce Hajmasu Ha LeCHOj CTpaHW HeXOMoreHe JMHEapHE nudepeHun-
janHe jepHaquHe. Cem TOra, 3a X)IMOreHy JuHeapHy JuQepeHLHjaTHy jeana-

uyuHy J0GHMBEHy M3 HEXOMOreHe Kan ce MecTo f(x) Ha MeCHOj CTpaH# jeaHa-

yuHe CTaBH HyaauuTanay he Hauhu hHa Haaus ,KOMI/IEMEHTapHa jerHaunHa’,
2 3a meHo pewere HauhM fie MAM Ha Ha3uB ,pelletbe KOMILIEMEHTapHe jen-
HayWHe™ MM NaK Ha Ha3WB ,,KOMIVIEMEHTapHO peuierbe”. Hajsad, n30CTaBbeHo
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Ol NTPEBOAUOLIA

je HEKONMKO peveHML2 KOje HeMajy HemocpeiHe Be3e Ca H3Jaratbem Teopuje
AvdepeHLHjaTHuX jeJHAUMHA.

Ilpesohjere je BpueHo ca Tpeher wramnatba (okTo6ap, 1930) mpsor

'P[3}J.al-ba (¢pebpyap, 1929) opurunana ca nacioBom ,Elementary Differential

Equations®.

Hosembap, 1948 rog. 3. M.
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ritABAI

YBO I

§ t. MNpeTrxonue aeUHMOH|E

Ma Koja ¢yHKUMja HeKOr CKyna NpOMEHBUBHUX U BUXOBMX HU3BOJA |e
AubepeHLIHjaIHH H3pas, a Ma KOja jefHa4YMHa Koja Canapxu AU epeHuyjanHu
w3pas je aHcpepeHUHjaNHA jeanaynta. Ao jejHauuHa Caipid W3BOJE CaMo
no jeAHO] MPOMEH/bMBO], OHA Ce 30Be 06u4Ha  QupepeHLH|aNHa  jeAHUYHHA,
WHaue je napuHjaIHa AMGpe peHUHjaIRA jeAHQUHHA. VY oba cayuaja, NpoMeH-
JbMBE MO KOjWMa je M3BpLIEHO LH(epenunpame jecy He3aBHCHO IPOMEH/BHBE,
a OHe UMji Cy M3BOAW Y3€TH — 3ABHCHO NPOMEHJBHBE. MehyTum, nocieimna
LBA M3pa3a, Ma Ja HeONXOAHA Kaja ce roBOpH WM Kaja ce muie o aude-
peHiIMjaNHUM jeAHauuHaMa, ipeTCTaB/bajy AOHEK/IE BEWITAUKY pasauky, jep,
yBek je moryhno na ce AvepeHurijanin u3pas TpaHcopMuLIe TaKo Ja ce
HeKe OJ MPOMEH/BUBHX KOje CY Hajnpe Guae He3aBMCHe MOjaBe Kao 3aBHCHO
npoMmenbuBe U OGPHYTO. ’ :

Pen nudeperumjante jeiHauuHe je pel Hajsuuler y O] CajpaHor
uspona. Tako, pel jeiHauuHe

PP | 0P 0% | (PN
. 0P 122 4 2 T () =0.
ax3+ 0x +ax2+(by)
je 3.
Cremen') audepeHumjante jeHaunHe je M3JoXuaaL HM3BOAA HajBuLIET
pesa Koju ce {asba y jeAHauMHM, MOTHyHO paUMOHANH30BaHO] M ocno6o-

') Audepenuujanna jeanayvHa n-Tor pepa je cTemeHa S aKO €& MOXe AO0BECTH Ha
ofank

dny\s dny \§—1 dny
it 4 it A0 R O R + 22 f  +f =0,
(dxﬂ)+(dxﬂ) ht dxn ! s
. dy do—1y
raecy fi, i=H2, ...o0n , S, pauuoHan#e QyHKuUH|e apryMeHaTa ¥, — s -eecs T
d d xo—t

ca koehULHjeHTHMA KOjH MOTY 6MTH Ma Kakse q)ym_(uuje OB X. [pema oBOME Ce, Ha MpHA-
Mep, Re 64 MOra0 roBOPHTH O CTeneHy pudeperumMjanHe jeAnatunne

d*y
dz y\3 2 d
c.s ay +edx +——y+x=0.
d x? dx
TO ject, He Mopa cBaka RugepeHLmjanHa jempawMsa WMaTH CTeneH. — Ipes.

Eaementapue anceperuujanne jeanavune 1



2 EJEMEHTAPHE IH®EPEHUHJANHE JENHAYHHE

ﬁeuojson pasnomka. Tako, cTenen ropme jeaHauuHe je 1, jep H3NOXKHAAL
P .

oa v je 1. C npyre cTpane, cTenen og
X

ay d
d x2 =lmy2+—d¥

. : d? :
ie 2; jep,kama ce ocn06044MO KOpeHa, }; Ce jaB/ba Ha Jpyrom CTenewy.
) 3a o6uuHy audepeHuMjaHy leiHauMHYy KaXe Ce Na je JHHeapHa aKo
jé MpBOr CTemeHa y OAHOlY Ha 3aBHCHO MPOMEH/bHBY M CBE H.eHe W3BOJe.
AKO CaapiH Camo jenHy 3aBMCHO MpPOMeHBbHBY, TaKBa Ce jeAHaYMHa yBek
MOJKe HamucaTH y 0OGJuKy

dry
dx®

dr—1
f0) o = = 0L Ly~ a0
X8 dx

¥ cneunjantom cnyuajy Kajaa cy cBe ¢yHKuuje [ KOHCTauTe, 3a OBy ce
JEAHAYMHY KaXKe Aa e JMHeapHa Ca KOHCTaHTHHM Koeduuujentuma. Ona je
HajBaKHW|M TUN OGuuHe JMneaphe jeAHauumHe jep ce cpehe y MHOrMM Ghu-
SHYKMM MpOG/eMIIMA, HAPOYHTO OHMM Y KOjUMa Ce WMa MOCJAa Ca OCLMAA-
TOpHMM cucTemuma. On BeoMa BE/HKE BaXKHOCTH je Y TEOPHjH eneKTpHuHe
crpyje. Jlpyrn cneunjanuu Tun oGMuHe AMHeapHe jejHAuMHe, 3BaHa KowmwjeBa
JiMHeapHa AMdepenumjanHa jenHauvHa, je OHa y KOjoj je KoeHuUMjeHT CBaKOr
M3BOJA NMPOH3BOA KOHCTAHTE M JeAHOr CTeneHa OCHOBE X, Ca HM3JOXKHOLEM
JeAHaKMM pely TOra M3BOAa.

Y ciyuajy Aa ce 3a aeduHuCcare CKyna Be3aHHX 3aBHCHO MPOMEH/bUBHX
ynoTpebu Buuie AudepeHUMjatHUX jelHAauHHA KaXKe Ce 32 Ty rpyny Aa mpet-
CTaB/ba CHCTeM JHpepeHUH]aNHHX jeaHayHHa. Tako je

x2ﬂ+ﬂ_

=72
dx dx
d
—y_xiz_zex,
dx dx

CHCTEM Ol ABe OOWYHe JuHeapHe AudepeHUujaliHe jefHAYHHE npLor pepa u
MpBOr CTENeHa Ca NpPOMeH/bUBHM KOE(DHUMjEeHTHMA.

Ma 3a kojy dyuxkuuonanmy Be3y M3Mely NpOMEHEMBHX Kaxe Ce na je
pelieme jelHadMHE aKO HMAEHTHYKH 3a10BOJbaBa JAHGEpeHUHjanHy jeAHaYHRY.

Tako je ’
dy )
— —2xy=0 L
T y (H
AndepeHunjanHa jeqHaunHa unje je pelerbe
Cy=e% (2)

§1. / NPETXOAHE AE®HHHUMIE 3

jep, ako ce OBa BpeIHOCT 3a ) 3ameHH y (1), LOOHBAa €& WLEHTHYHOCT:

2xext=—2xeX*=00.
BJe je cay4aj Aa je (2) ,pelieibe Mo y W3paxeHO nomohy x“ y cmu-
Cly y| KOMe Ce Ta peuyeHuua ynorpeGbaBa y aare6pu: TO jecT, y nper-
CTaB/Ha jefHy CTpaHy jefHauMHe uMja Ce Apyra CTpaHa CacTOjHu Of MO3HATHX
efleMeHTapHUX (YyHKUHja OX X. AJH, Ca TJIefulITa Teopuje AdepeHLjalHux
jelHayMHa, HMje HEOMXOJHO Ja Ce Ta Be3a jaB/ba y oBOM 06iuKy. YcTBapw,
jeAHayHHa

—x=0, 3>

3Baja| 6u ce Takohe peweme ox (1), Ma na y anre6apcKom CMHCIy OHa HHje
»peleHa“ HH N0 y HMU Mo X.

TOra ce y TeOpHjH AM(epeHUHjaJHUX jelHaYyuHA U3pa3 ,peluere‘
ynotpe6/paBa y OMWITHjeM CMUCIYy Hero y aarebpu. 3aluTo Ce 3axTeBa OBa
onuTHja AedHHHUM]a, MOXe Ce pa3jaCHMTH jefHHM TNpHMepoM. [elHauuHa

d .
x—y—-—smx———O, (4)y
x
OUMIJIELHO je eKBMBa/leHTHa ca
dy  sinx
dx X
: sin x
HapagHo, cneau na je peuere uHTerpan of ——. AJW, Ma jga Ce OBO
x

peluere MOXe HamucaTH Yy 06JuKy

y=fsmxdx, )

X

OHO CE He MOXe HM3pas3uTH MOMohy eneMeHTapHHX ¢yHKUMja'), W3y3eB mno-
Mohy GeCKOHa4YHOT peja MAH TOMe CIMYHO. 3aTo, aKo GM Ce pey ,,peletse
OrpaHpun/a Ha HeHO aare6apCKo 3Hauere, JOBeN0 GM TO A0 3akbyuKa 1a
(4) Hema pewetba. OBaj 61 3aK/byyak NMPOM3UIA3N0 HEe M3 uurbeHulle aa (5)
He HehuHHIIE aleKBAaTHO y Kao (yHKUHMjy 04 X, Beh M3 uuibeHule Aa no-
CTOje MHTerpany KOju Ce He MOry M3pa3uTH y 00JHKY KOju 3axTeBa anrebpa;
a 0BO|je OMeT noc/iejuua BHIle WKW Marbe MPOU3BOBHOI H360Pa OHUX (YHK-
Mja Koje Ce O3HauaBajy Kao ,eleMeHTapHe“. YKpaTko, uariena pasGopuTHje
la ce|u3pas ,peluere’ NpoWKWpH Kako 6u ce obyxBaTuja CBaka (hyHKUHO-
Ha/lHa| Be3a W3Meljy 3aBMCHO M HE3aBMCHO NPOMEH/bUBMX KOja He Caipxu
HbHXOBE M3BOAE W WAEHTHUYKH 3al0BO/baBa AvdepeHUHjanHy jefiHauuHy. ©Oso
je campxuHa rope pare Jedunuimje.

lP Hspas ,enementapne dynkuuje“ oanocu ce Ha oHe tyHKuuje Koje ce 0GUYHO
cpetajy y aare6pu M TPHIOHOMETPHjH, YKbyuyjyhu JOrapuTMe M CTEnewe.




4 EJEMEHTAPHE JUQEPEHUHIAJIHE JEXHAYHHE

§ 2. CMmeHAa NPOMEHUBHX Y AMdpepeHNHjalHHM H3pa3nuMa

Muory ce AMQEpeHUUjaIHM M3Pa3d MOry BEOMa yMpOCTHTH CMER-U-
BarbeM jeJHe O MPOMEHBHBHX HEKOM (YHKIUHJOM jellHe WAH BHILE OA HUX.
YecTo Ce AeiaBa 4a Ce HEKH M3pa3 MoC/Ae TPaHCHOpMalMja MOXE HHTe-
rpUpaTH HENOCPEeAHO pasriefarbeM MM HEKOM paHuje pa3BujeHOM METOJLOM.
Y cayuajy Aa ce TakaB AuepeHLMjanHH M3pas Hanasu y AHdepeHIHjaNHO]
jelHAYMHH, OBaj MOCTYNaK MOXe ROBECTH L0 pELIeHa jeAHauMHe: YHMHbEHHLA
je Ma ce MHOre BaKHe ,KNacM4YHE METOAE pelwaBawa‘“ MOry Tako pactyma-
guTH. 3aTo Cce Mpoyuasaie AudepeHUnjanHuX jeAHaUMHA MOXE 3anpaBo no-
yeTH KPaTKAM MpErjieioM TeXHWKe CMeHe NpOMEeHLUBHX.

TMocmaTpajMO fIpOH3BOLHY (BYHKLMjY NPOMEHBHBMX X H ) H y3acTorHe.

u3so4e O y no x. MoxeMmo je 03HA4UUTH Ca

Fl,y, 'y )
' 7 d}’ dzy .
rie ¢y y, Y t... KPaTKO O3HAYEHH M3BOAM —=, ——7, .-~ Ma kako na je
dx dx?

KOMIUIMKOBaH, 0Baj Ce M3pas MOXe TpaHcdopmucaTH yBohewem HOBe NpO-
MeH/bHBE MECTO jefHe Of CTapuX, MOA YCAOBOM Aa Ce Tako MCTO MOXe
TpaHCOpMHCATH CBAKH Of aprymesara x, y, Yoy o

lMpeTnocTaBUMO Aa 3aBUCHO NPOMEH/LMBY Tpe6a CMEHMTH HOBOM
NPOMEH/bMBOM W, BE3aHOM Ca X W y TO3HATOM jeAHaunHOM
F(x,y,w)=0. . ()

Y oBoMm je cayuajy nocTynak cacBuM jepnocTaBaH. TpeGa Camo PEIIHTH 6)
no y Tako Aa ce AoOnje Besa o6aunKa

y=0(x,w),

a 3aTHM CMeHUTH y, V', V", .... ca ¢ M u3pasuma koju ce pxobGuBajy H3 ¢
NOHOB/bEHNM AudepeHurparem no x. Kako dynKIMja ¢ He caipxu y, TO
HMjeAaH OJ MEHWX H3IBOZA MO X Hehe cagpXaTd y, Te CTOra nocie Hs-
BpIUEHAX 3aMeHa HHjeJHO Y nehe ocrath y AddepeHuujanHoM H3pasy.

IMocmaTpajMo, Kao npumep, AudepeHUMjatHu H3pa3
dzy

d x?

2 LY a4V 4oy %)
dx

Jla ce y CMeH# HOBOM NPOMEH/bMBOM W, BE3ZHOM 33 X My jeAHauHHOM
x2y—w=0,

noTpeGHO je camo wahiu y W HeroBa jBa npsa H3BOAA uapaxeHa mnomohy
x u w. Mehyrum je

— w /
- xzy \8)

§ 2 CMEHA NPOMEH/BHBHX Y AUOEPEHUMIAJIHHM H3PA3HMA 5
na oryaa HENnocpe HNM ﬂ.mpepeﬂuylparbemz

dx x? dx x3
dy 1 d*w 4 dw 6 w
dx? x? dx® x* dx x*
dzw
3ameHom OBWX BpepHocTH y (7) ueo ce u3pas CBOAU Ha e

Y cayuajy Aa ce H3pas (7) wsjeaHauy ca HYJIOM, npousunasH jeHaIHHA

d’y dy
2 & 7 = 0. 8
x dxz+4xdx+2y 0 (8)

Ako 64 uMTanal MMao Aa pewy OBy jeaHaukHy a pacrionaxe camo ca cpel-
CTBMMA KOja Npy»a WHTerpanuu paiy, Hawao Gy ce y HENpUAMUU KAKO Ad
noctynu. Anm, Kaja ce M3BplM 3amena. (8), peliemwe nocraje oAjeAHOM OtH-
rAefHo. YCTBapH, jeiHaunHa (9), nspaxena nomohy w, noGuBa 061K

2
dzw —0,
d x?
yuje je peluerbe
P we—ax+tB, (10)

rge cy o M P Ma Kakee xovicTante. CMEHOM NpOMeHbHBE W Y (10) meHOM
ppeaHowhy x?y petlere jeanauure (9) oamax ce po6uBa y 0OJHKY

y=_a_+j_
x

x2

HKenumo Ju Aa yBeﬂ,eMO HOBY ﬂpOMeH.TbHBy W MecTo He3aBHCHO npo-

MeHb@BE X, MOCTYMaK je HEewTo CoMeHN{M, Ma Aa jolI yBeK CaBpLIEHO jacan.
Pewumo jesHaunty (6) mo x u Heka Je peletbe

xz\y(va)‘ (11)'
Judepenuuparbe 0BOT u3pasa no w naje ’
dx oY dy + 6‘1‘.

dw oy dw ow

dy .
Llena je oBa KoanuuHa dyHKuMja OL CamO TPH aprymenTa y, w H P jep

oY #n oY we caapxe x. Paiu jeAHOCTABHOCTH y MMCAIbY 03HauMMO je ca f-
oy ow
Tana je d x = fdw, na crora

Y = 1 dy (12
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) [ecun 4naH jepHauuHe (12) He caapXu X eKCNIMUMTHO, na cy 3arto

jeaHayrHe (ll) n (12) 3ajenHo 10BO/bHE Na Ce eNMMHHHWE X OUAO M3 Kojer

AM(EPEHUN|aNHOT U3Da3a KOju He CaAPKH M3BOLE 01 y pena BuLler o4 MpBOr.

Axko uma u M3BOAa Bulera pena, Tpeba cam0 HAaCTaBHTH WCTH MOCTyMaK.

I:K(_), Koin4yMHa Kojom Tpeba ja ce cmenu )", moxe ce Hahu Hanomumwyhu
je

y”:iy'z.ii-y':l i(_l.il).
dx f dw fdw\f dw
Yonuwre je
y(ﬂ:li-l__d_....iﬂ, (13)
fdw f dw fdw

1 d
rje ce oO3Haka — i MoHaB/ba 11 nyta ysactonHo. OBaj ce u3pa3 4ecTo

nuwe y ckpaheHom 0GJHKY

y(n): (L i)(n)y
f dw

Ma pa jeanaunse (12) u (13) msraenajy moxaa Beoma CJOXEHe, Mnak
€y 1bMMa TIDETCTABLEHM MOCTYMUYM 4eCTO BeoMa jeAHocTaBHH. Kao obpacum
OHE HUCY OA BaXXHOCTH, jep, aKO je MeTOAa jeNHOM MNpaBMIHO cxBaheHa,
yonuire je npoctuje W Opxe fa Ce noTpeGHe paire W3BOLE HEro ja ce
npuUMeryjy camu obpacuu.

Ha npumep, mocmarpajmo noHoso n3pas3 (7) u Heka
X = o> (] l')
Oyae Besa namehy x, y M W Koja oaroBapa jegHauutu (6) onwTe Teopuje,
—— WCTO OHAaKO Kao WITO je 6una jeAHaunHa x2y — w =0 y NpeTXOAHOM MpH-

mepy. Kako je Bei? pelueHa no x, ouwa Takohe oaroBapa jegaHaumuu (11).
tben u3Boa mo w je

dx
dw

:l)nu, npema OnuIToj AUCKYCHjH, d x = fdw, rae f y oBom cayuajy 3naun ev.
Tyaa

= oW

' dy
=P W e 5 12
y i (12)
3 .
i d dy dy dy
y =e—W*e—W—=e—2‘”(———). 13
dw dw d w2 dw (13)
[Tomohy oBux, (7_) nocraje .
ay dy
——+3—+2y, y
d w2 + dw T2y 0

§3 HENPEKHIHOCT 7

4ynju ce 00AMK pasaukyje oA (7) THMe WITO Cy KOEHLHMjeHTH H3BOAA KOH-
CTaHTHH.

Y Hu3y npo6/iema HaBepeHWX y O0BOM M cuaesehuM moraasmbuma uma-
hemo|nocna ca Tunom u3pasa kome npunaga (7), To ject ca KouwwujeBum
JHedpHUM jeaHayuHama. CBM CKyma OHM MoKasyjy Aa Ce TakBe jeAHauyuHe
yBeK |[MOry CBeCTH Ha 09/uKk (7), y KOMe Cy CBH KOe(HLHjEHTH KOHCTAHTHH,
W 13, Kaj Ceé rof MOXE pelIMTH NOCAeAHH THM, MOXe Ce PelluTH W MNPBH.

§ 3. Henpexuanocrt!)
a KpuBy Ha Ci. 1 Kaxe ce ja je mpekuaHa y A a Hempekuina y B.

OBM M3pas MOJECHH OYHrJEJHO je ca rJefuluTa 34paBOr pasyma,
norpebHa ersakTHuja (hopmyJalylja HUXOBUX 3HAueta Mpe Hero LLTO

0CMaTpajMo Haj-
ayky B umje cy

30HTANIHUX NpPABUX HA N F P

ceuak|s, S,. Ounrnento y|11----[4
i
!
1
*o

jenHa | uamely x, u s,,
a apyra usmehy s, u Cn 1

X, TAKO 1A y MHTEp-

Ba/ly H3Mmeljy HHMX KpWBA CTaJHO JieXH Mehy XopusoHTalama Vo1 ¥ y,—n.

KO Cce u3abepe Apyra BpeLHOCT 3a 7, Matba OJ TPBE, Tauke S, W S,
npumahu he ce 6anxe jeaHa Apyroj, ma moxe OUTH NOTPeGHO Aa Ce M Bep-
THKaJHe Mpase NMpMMakHy GJWKe jelHa APYroj; aaW, joll yBeK OCTaje TauyHo
TBphetbe Ja MOCTOjM HeKH KOHayaH MHTEpBal OKO X; Yy KOME KpHBa He W3-
Jia3¥ HUTLe M3BaH Mapa XOPHM3OHTANHHX MNpaBHX.

ehyTum, oBO TBpheme Huje TauHO 3a Tauky A aKo Cy XOpM3OHTaze
usabpane OHaKO Kao b, W b,; jep, Ma KaKo Maju HHTEpPBa/l y3eld OKO X,
Ae0 KpuBe necHo ox A nexahe W3BaH napa XOpH3OHTaza.

YMrJENHO je Caja JAa pas/ior HeTA4yHOCTH TBphewa 3a Tauyky A jecre
y TOMe WITO KpWBa HWje HempekuiHa y A, a 0BO HaC JOBOJAH Ja YCBOjHMO
cnenehy neduHUUMjy HeMpekuiHe KpHBe:

!) lluTama Koja ce pacmpasbajy y MpeocTaidM OAebUUMa OBe [jaBe camo Cy Y
NocpeAHO] Be3u ca AudepeHun]asHHM jeaHauuHama. OHa Cy Ty CKynubeHa Aa KacHuje He
61 6Mn0 NMoTpeGHO MPEKWAATH I/IaBHO AOKA3WBate Kaja Hahemo 3a noTpe6HoO jAa ce Ha
BHUX NO30BEMO.
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3a kpusy ce kaxe ga je Henpexugra Y X, QKO je 3a [aTy BpemHOCT
n, MOryhHO HahW HHTepBAN 0KO X, y KOMe OpRHHATA HHIZe He oAcTyna on
CBOje BHCHHE Y X, 3a BeJMYHH) Behy 04 M, MQ KAKO Mano GHIO .

Vicra ce uaeja moxe wuckasatu nomohy (pyHKUMje KOjy mnpeTcTaBba
kprBa. Oua Taga 5oGusa o6auk: y je HenpexHAHA BYHKUH]A 04 X Y X = X,,
aKo ce 3a patd 6poj n, moxe Hahu Gpoj € Tako pa, y uHTepBany uamehy
Xo—€ M Xo-€, BPERHOCT y 0CTQje CTANHO y IPAHHLAMA Yo — 1 H Yot
Ma KaKo Maao Guao n. AKO 08O TBphere Huje HCOyHEHO, ynkuuja je
npeKnAHa.

lpumetuhemo na ce wenpexumHocT neduuuuie xao ocodusa KpHuBe He
Kao uemHe Beh MOCeOHMX Tauaka Ha 1b0j. MelyTum, jesHocTaBHa je cTBap
2a Ce paeja HEWTO NPOWMPH W KaXe: awo je KPHBA HEMPeKHAHA Y CBAKO}
TAYKH OTCEYKQ KOJH Nexu H3mehy psejy ancumca x' u x'", ona je Heilpe-
KHAHQ Y 0BUM rpanuuama. Cnvueo, dyHkuuja f(x) npeTcTambeHa Kpuom
HenpekuaHa je y nHvepsany x' x''. Tako kpuBa Ha ca. 1 je HemnpeKkuiHa H3-
Mmehiy O u x; H usmely x, n x,. Amu, oua nuje Henpekuana uimehy Ou x,,
JEP ]J& TpeKWAHA Yy TauYKW X, KOja JIeXKM y TOM MHTepBaJy. i

§ 4. Indepenunjadbunnocr

Y npoyuasaiby AudepeHumMjasHOr pauyHa whTasaly ce ONIUMPHO OcBHO
thopManHUM Npouecuma Kojuma ce Andepenumnpajy byHKUH]e H YORIUTE je no-
€Tynao noj NpeTNOCTaBKOM Aa M3BOA MOCTOjM M Ja Ce MOXe HahM NOLECHUM
pauysom. MehyTum, npetnoctaska aa M3BOA MOCTO[M HHje yMex onpaBhaHa,
Kao IITO Ce MoXe MOKasaTH HaBOhjetem NpuMepa y KOMe OH He NOCTOjH.

. o1
DyHkunja y = x sin — npeTCTaBmbe-
X

Ha je kpuiom Ha cn. 2. tbena Bpes-
HOCT 3a x =0 HewTOo je HeussecHa
ant Ce MOXe NPOH3BOBHO AeHHUCATH
Kao 0, WTO QyHKIU]Y YHHU HEPEKHIHOM.
/ Ba ce Hahe wssos y oBoj Tauku, mopa

Ce anciMcy X jgaTH npupawuTtaj Ax u ca
Ay o3HaunTH npupawTaj Koju, npema
Tome, n06uBa yHkuuja, Kao wrTo je
NOKa3aHO Ha CJMUKM; OBE BPEAHOCTH OA-
pehyjy Tauky A. Kama ce Ax cBe BHlue
¥ Bulle cMmawbyje, A ce nomepa npema
MoYeTKy AyX Kpue. [lpema nedvHuLxsju,
TPaX€HW M3BOJL je rpawvua of %} Kaja

x

S .

Ay

Ca. 2 KoeguumjenT npasua npase OA koja oc-

Luayje rope none uamehy npasux OT,

OT, xapa ce Ax .cmamyje. OBO Ce OCLUHMA0BAWE HACTABHA Ma KAKO Majo
6nio Ax. Jep, Ma Kako Mano 6MA0 pacTojare OA MOYETKa, NnocToje 'Tauke

ce nyctu ga Ax Ttexu 0. Aam, A_ je
. Ax

[T R te

T

§5 OBBOJHHIE ' 9:

Yy Kojuma kpusa poaupyje OT,, W Tauke y Kojuma oma poaupyje OT,.
Crora ce xoeduuujent npasua kpehe on -+ 1 10 — 1 u Hasan (0BO Cy Koe-
buumjeHTn npasaua npasux OT, u OT,), npu yeMy ce OBaj npouec no-
HaB/ba C BpemMeHa Ha Bpeme, He MpuOauXKyjyhd ce HHKaKBO] FpaHHUM. 3aTo-

. A .
He MOCTOjH rpaHHua of B—y Kaja AXx TexM Hyau: TO jecT, y KOOPAHHATHOM
X

d
NOYeTKY He MOXe ce Haku BPEAHOCT 3a EX

b
AKO MoKywamo A2 HaljeMo M3BOL Ma y KOjoj APYyroj Tauku KpuBe, ce-
uha he KOHA4HO NPeKHHYTH OCUWOBatbe Kafa ce AX cmamyje 4 Ha Kpajy
he ce MPUOAMKMTH TaHreHTH Ha KPUBY KAo TpaHMUW. 3aTO QyHKUHja HMa
¥3BOJ 3a CBaKy BpeAHOCT x CeM 3a x =0, a 3a OBy BpeJHOCT He MO-
CTOjU M3BOA.
OuurnenHo je 3aTo Aa MocToje (yHKUHMje Koje Ce He mory audepeH-
uupati. ¥ § 11 Buiehemo na ce 360r oBora MssecHu npoGieMH AHpepeH-
UMjaAHHX jelHa4yMHA He MOry pPeLWTH.

§ 5. O6BOojHHLE

[Tocmatpajmo jeanaunsy obauka f(x,y,c)=0 y K0joj je ¢ HeKa KOH-
CTaHTa KOjoj Ce BPEAHOCTH MOry jaBaTH [0 BOBH. 3a CBaKy BpPEAHOCT OBe
KOHCTaHTe QyHKuuja aedunuine Heky kpuBy. Ilpema Tome, Ta jeaHauuHa
MpeTCTas/ba NOPOAHIY KPHUBHX.

locToje nspecHe oco6HHe OBe MOPOAMLE KPUBMX Koje Ce OAMAX MOry
ycranosutu. Ha npumep, 6poj KpHBHX Koje mpojase Mma KpoO3 KOjy Tauxy
(x,,y) JeaHak je Opojy BpeplHOCTH ¢ Koje 33aJ0BOBbABAjy JeLHAUMHY
f(x;,y,,0) =0. Axo je oBa jesgHaudHa n TOT CTeneHa no ¢, Mmahe OHa
n Kopexa. JeLHOCTaBHOCTH paAau 3Bahemo WX ,6pojeBH ¢ KOjU npunagajy
Tauku (x;,y,)". CsakoMm ojn oBux GpojeBa ¢ ojrosapa Hexa KpuBa KoOja
fpoJiasy Kpo3 Tauky (x,,¥y,) _

Y onuwteM c/yuajy Cy CBH OBM KOpEHH jefHAuYHHE Pa3iuynTH. AKO je

TaKo, OHAA Cy CBHX N KPHBUX Pas/IMUMTH 4YlaHOBM mnopoiuue. MehyTum, y
W3y3eTHHUM C/lyyajeBMMa jepHaunHa MOXKe MMaTH jeJHaKMX KOpeHa M TaAa
Cce MCTa KpHBa MOpa ypauyHaBaTH jAsanyT. [IpMpOAHO, OBH H3Yy3eTHH CJy-
yajeBu JoJjia3e O Heuer HeoGM4HOr Koj nopojuue Kpusux. Ham je uuib y
OBOM OJe/bKy JAa NpOy4dMO OBe H3y3eTHe CjyyajeBe OJ KOjUX Cy HEeKH OR
BAXHOCTH 3a npoyuyaBamwe AudepeHUMjasHUX jefHaunHa. MehyTum, npe Hero
IWITO MOXeMO uhH Aakbe, MOpPaMO MMAaTH HEKAaKBY METOLY pasBpCTaBama’
nojeJHHUX TayaKka y KOjUMa ce jaB/bajy jeiHaku OpojeBH c.
. Jla 6ucmo W3Bead TaKBY METOAY, npeTnocTasuhemo Aa je uzabpad Ma
KakaB nap BPeAHOCTH (X,,y,) 6€3 HMKaKBOr NO3WBawba Ha TO Aa JU OH Aaje
jeauaxe Gpojese ¢ win He. Tana dynkumjy f(x,,y,,C) MOKeMO CMaTpaTH Kao:
dyHkuHjy ox ¢, AoOHBajyhiM Ha OBaj HAaYMH HeKy KPHBY Kao IUTO je 08Ba
Ha ca. 3

F'ae rox oBa kpuBa mpeceua ocy ¢, 3ajoBobeHa je Besa f(x;,y;,¢)=0;
TO jeCT KpMBa Ha cJ. 3 cede oCy ¢ Oawi 32 OHe GpojeBe ¢ KOju mpunapajy
cnpery BpeaHOCTH (x,,y;). OBu 6pojeBM ¢ Cy CBM pa3nH4YKTH, M3Yy3eB aKo
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‘Ce J1ecH, Kao y Tauku A Ha ca. 3, pa KpHBa Apoavpyje ocy c; Tapa ce
.JaB/baly BHIUECTPYKW KOpeHW. Anu, Kapa ¥puBa poavpyje ocy ¢, Tapa He
camn jaa je

fx,p00=0,
‘HEro MCTO TaKo je u

0
_"f(xlvylrc)=0‘
0c

. Enumunncawem ¢ us osux ABejy
i JeAHAYHHA MOXEMO JOGHTH W3BeCHY
Besy uaMehy x, W y, koja Mopa 6uTH
8a10BO/bEHA T'lle Ce roA jaBibajy jes-
Haku c¢. O3HauuMo Ty Besy ca F(xy, )=
=0. Taga oamax moxemo pehu na ce
JeAHaKH ¢ MOry MOjaBMTH y Tauku
(xy, y;) caMo oHAa ako oHa J1eskH Ha KpH-
BOj F (x,y) =0, uuja ce jegHauuna na-
- 71asK e/IMMHHUCAKEM ¢ U3 jefHauMHe
¢ f(xy,¢) =0, «oja Aedunuuie Hawy

MOPOAHILY KPHMBHX, M jeAHayHHe

)
Cn. 3 —'f(x: J’, C)=0'
. dc
KOja ce n06uBa Kaja ce f=0 AMcepeHuupa no c.

Ha npumep, MOCMATPajMO MOPOAHLY KpPHBHX Aedunucany jeaHaunHom

y—cff—(x+cp=o0. . (14)

i : :
L(:KOc;]e OHa Tpeher crenexa no ¢, To NOCTOje yonuiTe TpH pas/iuunTe KpuBe
€ TMOpOoAHMUE Koje nposase ma Kkpos KOjy Tauky (x,,y,). Ha 6ucmo

MIPOHALIN M3Y3eTHE Tauyke y KojUMa Ce jaBmaj jenHak
uc -
hemo (14) no ¢ u fo6uhemo: : T Sl e

—2(y—c)—3(x+4c)2=0. (15)

M3 oBe jeanaunue nanasumo Aa je
== (xp oy
g ) (16)
na, KoMGuHyjyhu 0By ca (14), no6uamo HOBY jelHaunHy

[%(x-{-c)— 1] c(x+¢)F=o0.

§5 OBBOJHHILE 11
; - 5

Peuicba oBe jeAraunHe Cy c=—X M c=——Xx, KOja, Kaja Ce CMeHe y
(15), Rajy') peaom?) | ’

y+x=0
"

4
) X = —.
b 2=

Crleju, Aakae, Aa Ce jefHaku ¢ Mory HahW Camo Ha mapy NMpaBHX Koje
oApehyjy oBe jesHaumnHe.

HawaBwin capa Metony MsaBajarba Tayaka KojuMa MpuNaiajy jeiHaku
¢, NpHMpemM/beHd CMO 3a NOBpaTaK HAlleM M0Ja3HOM MUTaky A3 OAPEAMMO
KaKBMM HEOOMYHOCTMMA Halle MOPOJAHIE KPHBHX MOXe GHTH MPOY3POKOBAHO

OBO HEOOHYHO CTame.
N

Jenna je roroBo ounrnenHa.
Ako kpuBa npecena camy cebe,
Kao WTO TO YHHE OHE y TOpPHEM
JAeny ¢a. 4, Mopa ce cMmaTpaTu
Jla OHa JABanyT MnpojasH Kpo3
Tauky npeceka. Crora ce mopajy Y
NOjaBHUTH jeHaKH C y CBMMa TaK-
BMM ABOjHMM Taukama.?) Ouurnes-
HO, Hal Ta4YHOCT OBOI TBphewa He
yTHYe [BEJIMYHHA NeTHH. AKO HX,
Jakie, MyCTUMO Ja Ce CMamyjy
AOK HE M34Ye3Hy, Npou3Bojelin Ha
Taj HalWH I0BpATHe T(YKe MOKa-
3aHe y|10meM aeny ci. 4, 6ukiemo
J03eAeHH AOT/E Ja OuYeKyjemo

jenHake ¢ u y CBEMa TaKBHM TO- Ca. 4. I'eoMeTPUCKO MECTO ABOJHHUX M MOBPAaTHHUX

BpaTHUM TaykKama. Tadaka

OBH cy 3aK/byyuy HEMOCPELHO OYHFAeLHH. MehyTtum, noctoju u Tpeha
OKOJIHOCT KOja je y3pOK MOjaBH [eAHAKMX C, a KaKO je OHA LajeKo Ba)XkHMja

')| Ako Gk ce BpeaHoCcTH 3a ¢ cmenuae y (14), no6una 6u ce jow jeana jegHauvna
2 . 5 . .

y+ x= -2(7)—. Ma pa je oBa aeo pewema jegHauuHa (14) u (16) ona Huje peweme jej-
Hauuua (14) u (15), Te cTora nuje ox 3Hayaja 3a wmaw npo6aem. Ona je yHeTa y peayarar
Kaja je (15) AuruyTO Ha KBappaT Aa G6u ce pob6uio (16).

?)|OBe zse jemHaunne MOry ce KOMGWHOBATH y jeaHy KOja je Taja aHajlorHa rope
. LS ! 4
ynorpe6beroj jeanaunnn F(x,y) =0. Jep, xan je roa y + x uau y +x—?7—uyna, BH-
X0B npou3sos je Takohe Hysa u o6pHyTO. 3aTO, 06€ 3aje/HO MOXEMO MHUCATH y obauky

F(x.y)=(x+y)(y+.¥—%)=o.

%) [Tayka y xojoj kpuBa npeceua camy cebe 30Be Ce ABOjHA TAYKA WIH YBOP.
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ca raepMwiTa AddepeHurjanHuX jenHaunHa, mopaheMo je paCMOTPHTH HELITO
noapoGxuje. OBa Ce OKOJIHOCT jaB/ba Kaga Cy KpMBE Te MOPOAMLE TAaKBOI
nonojxKaja, — Kao WTo je ciyuaj ca NOPOAMUOM HA CT. 5, — Aa je MoryhHo mo-
Byhn KpuBy A, KOjy, y CBaKO] HeHO] Tauku, LOAMPYje jeaHa KpUEA U3 no-
poauue. TakBa ce kpusa 30Be ,,00B0jHHLA" MOPOAHLE

JeanocTasrocTH pa-
Ay TipeTnocraBuhiemo na
je mopoanua AeuHUCaHa
jeanauuHom f(x,y,¢c)=0
Apyror cTenesa no ¢, Ta-
Ko A2 camo JBe KpuBe
nposnase Kpo3 cBaxky Tay-
ky. Odparuhemo Takohe
nax{tby Ha jefHy noceGHy
KpWBY a u 3adenexunhemo
TayKy a« y KOjOo] OHA HO-
aupyje obsojHuuy. Maa-
6epuMoO Taja HU3 Tayaka
e, B, Y, .. , HAa KpuBOja,
0], KOjuX je cBaka GJamxa.
Tauku o OJ TpeTXohHe
CBakoj o4 OBMX Tauaka
Kao ¥ CBUMa APYrum Tau-
KaMa paBHH, OAroBapajy mo jBe BPEIHOCTH C: OBe oapehyjy ABe Kpuse
Koje mpoJjase Kpo3 youewy Tauky. Ma kojy TayKy usabpanu, jeiHa O OBHX

Ca. 5. O68ojunua

KpHBUX je, ouurjenHo, cama kpusa a. OcTane Cy KpuBe pasimuuTe 3a pas- -

nmuure Tauke. Llprajyhu ux, dopmupamo ckyn kpusux b, ¢, d,"...., O
KOJMX CBaKa MpoJsa3d Kpo3 jenHy oj Tayaka (3, ¥, ¥, .....

! Ounrneato je aa je cBaka O OBMX KPHBMX CBe G/WIKH CyCel KPHBOj
@, Na je MCTO Tako ko] oarosapajyhu 6poj ¢ cBe npubanxuuje jeanak 6pojy
€ KOjH OAroBapa KpHBOj @. YCTBApH, LOBOGHO GNIMCKMM MOMEparmem Tauke
npeceka npema a, cyceaHa KpuBa MOXe GHTH HaHeCeHa TONMKO GIH3Yy KPHBOj}
@ KONMKO ce enu. 3aTo, npenasehu Ha rpaHuMuy kama Cce Tauka mpeceka
NOK/I0UM Ca @, OBMM Mnpouecom oaabpaHa KpHBAa TNoCTaje MAEHTHYHA ca
KPHBOM a: JBe KpHBE KPO3 a MOCTajy CTOra WCTe M NBe BPELHOCTH OJ C Ce
u3jesHayyjy. 3aTo cBakoj Tauku 0GBojHMue A OArOBapajy ABe jeiHaKe Bpea-
HOCTH € KOje Mnpunajajy OHOj KPHMBO] KOja AOAMpYje KpHBY A y TOj Tauku.

Crora kao sakmyuak moxxemo pehu aa f(x,y,c) =0 npeTcTaBba Mo-
poAavuy KpPHUBHMX, U TO 3a CBaKy BPEAHOCT € MO jeAHy KpHBY W 1a, EJIUMH-
HUWYHW ¢ M3 OBe jeflHAUMHE U jefHAYMHE E7 =0, no6uBamMoO reoMeTpHCKO
MeCTO CBHMX Tayaka KOjUMa Npunanajy jeaHake BpeaHoctu c. OBo ce reo-
METPHCKO MECTO Tayaka MOXe CacCTojaTH M3 TPH THUNa KpHBUX:l) ‘

1) Hanomenyhemo na rope gaTom K1acH(UKaUMjOM reoMeTPHCKMX MeCTa Tayaka,.
; 5 . 4
Koje ce-100MBajy elMMHHHCaEM € M3 jefHauuHa f(x,y,¢) =0 5_({_ =0, wHHCy wucup-

nexe ce Moryhinocru. Cem nomeHyTHX, Moxe na ce pobuje jefHauuHa M APYTHX MecTa.
Tayaxka. — [lpes.

§5 OBBOJHHLIE ' 13

1. Kpuse Koje mposase Kpo3 CBe JBOjHE Tauke CKyna f(x, y,¢)=0;
OBe Ce 30By MecTa ABOjHHX TQ4aKa.

2. KpuBe Koje nposase Kpo3 CBe MOBpaTHE Tauke CKymna f@x,y,¢)=0;
oBe ce 30By MeCTa MOBPATHHX TA4AKA.

3. Kpuse Koje y CBaKoj Tauk1 LOAMPY]y HEKOr ullaHa CKymna f(x,y,¢)=0;
oBe ce 30BYy 00BojHHLE.

VYkaszahemo jow M Ha Ciaefehe: Kako Cy OBe KpHBe MeCTa JeAHAKHX C,
TO Ce OHE MOry MOjaBMUTH Camo ako Gap ABe KpUBE CKyna nposiase Kpos CBaKy
Tauky; MehyTHM, KaKo je 6poj KpHBMX KPO3 JelHY TauKy |eAHAK CTEMeHy JeAHa-
yuHe MO ¢ KOja AepuHIiLIE MOPOLHMLY KPUBMX, TO CAEAH Ad MOPOLHLA MONKE
¥MaTH OOBOjHULLY, CaMO aKO je 1beHa jeagHaunHa Gap Apyror CTenea mo c.

Kao npBu npumep, no-

CcMaTpajMo MOPOAMLY KPH- /
BMX MpETCTaB/beHy jeiHa- 9 -

ypHom (14). Owne cy, ouu- /
riefiHo, CeMUKyOHe mapa- /
6osie ca MOBPATHHUM TayKa- r4y-0

ma (—c, +c¢). Kako cse
OBe Tauke JieXe Ha Mpasoj
x +y=0, To jeosanpasa
reoMeTpPHCKO  MecTo  Mo-
BpaTHUX Ta4yaka W Moraa .
6u ce fO6GMTH Manoyac 00- |
jawenum noctynkom. Me-
hyTum, Bugean cMmo Beh aa
je x4y =0 saucra jenHa
oA mpaBMX LyX Koje Tpe6a
ouekusaTH jefiHake OpojeBe
¢. Jlpyra mpasa jeiHaKuxc,

x+y= 24—7, jecte 06BOjHHLLA

NOWHUX rpaHa KpMBHX, Kao
WTO je ouuraesHo us ci. 6.

Kao apyru mpumep, MoCMaTpajMo jeAHaunHy

Cn. 6. (Mopoamua KPHBHUX Ca TFEOMETPHCKHM MECTOM
MIOBPaTHUX Tauaka ¥ OGBOJHHLIOM

PE=(x—c)(x —2¢)% (17)

Indepenuupajyhin je no ¢ u pewasajyhu pesysTyjyhy jeaHaunHy, HasasUMO
aa ¢ mopa 6u'rn——2— X WM o X :

PesynTaTi CMeHe OBHX BPELHOCTH Y [EAHAYHHH (17) jecy y*=0 wu

272 —2x3=0. . .
T'eOMETPHUCKO 'MeCTO Tayaka npBe OA OBHMX JeJHaYHHA € oca 6x, Koja
je MecTo ABOjHMUX Tauaka. Jlpyra jeaHauuHa Ae(HHMWE CeMHKYOHy ma-
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paGoay koja je 06Bojuuua nopoanue kpuBux. [lopoanua je nokasana Ha

cauum 7.1)

177 -

Hajsax, nocmatpajmo no-
POAHUY KpyroBa

(x—e)24-y*—r*=0. (18)

KOjW MMajy WCTH nonynpey-
HUK r, alW 4Yuja Ccy cpenu-
wTa pacnopeheHa ayx oce
X, Kao IITO je NOKasaHO Ha

Ca. 7. Mopoauua KPHBHX Ca F€OMETPHUCKUM MECTOM
AOAMPHMX TadaKa, ABOJHMX Tadaka W O0OBOjHHLOM

HoCcTH y (18) maje y2—r2—0.

Hajsan, norpe6ua je jow
jeaHa Hanomena. Hocax cmo
TOBOPHJIH CaM0O O cllyyajeBHMa
Y KojuMa je Gpoj pazaumumrtux
¢ KoHauaH. MehyTtum, raasuu
PE3Y/ITaTH 0BOT M3/Iararma noj-
JEIHAKO Cy y BaXKHOCTH M Kana
je mHX0B 6poj Geckonauan.
[TocmaTpajmo, Ha npumep, no-
POAHLY CHHyCOHMma

cn. 8. Ounrneano je aa npase
y=r ¥ y=—r caudmasajy
00BOjHHLY M 1a He MOCTOje
NnoBpaTHe HUTH JBOjHE Tauke.
3aTo 6u pewasame jegHauune
(18) sajerno ca mwenum u3Bo-
Aom mo ¢ TpebGaao naHam aa
OBe 1Be MpaBe W HUIWITA Apy-
ro. lucgepenumpatse no ¢ paje
X —c =0, asameHa oBe Bpes-
OBo je ycrsapu npeasuljeHa Besa.

Vaaa :
NOS S o

Cn.8 Mopoxnua KPHBHX Ca TEOMETPHCKHM MecTom
AOAMPRHX Tayaka W O0GBOJHHUOM

Yy—sincx=0.

Ma kpo3 kojy TauKky mpoJasn oBie GECKOHAYHO MHOIO kpuBux. Ho nuge-
PEHLUHDpAkE NO ¢ M eJIMMHHHCAME ¢ BOAM OGBOjHHLM y = 4 1.

SALALH

I. Cmemrru Y y wu3pasy

caw=xy.

2+ 2 4y,
X

dx

!) Mocroju Takoke u Apyra KpuBa 16 y2 — x3 = 0, ya Kojy iemo ce noasaTu KacHuje.

-

3AJALH 4 15

2

CMeHHTH y y jeanadunu

xaﬂ_ﬁ ﬂ ’+4xﬂ+4y =0
d x? 2y \dx dx

ca w =)/ y. Moxere au 106uTH peweme oBe jeguadure ymopehyijyhu ie ca npBuM.
HPHMEPOM Y TEKCTy ?

3] Cvenuty y y jeaHauuuu

dy
_+cy=a
dx

ca w=lecxy. lllra je pewere oBe jepHaunue?

e

o

CM2HUTH Ty jeanadunu

A0 L Tl g g
dar? r dr .

(BecenoBa jegnauuna).

CmeHnTH § y jeanayuamn

L(sin9£)+mPsin_6=0
df ag

(NlexxanapoBa jegHaunna).

ca x = ¢osh.

bl

CMEHHTH y y jeaHauuHu

dy _

iL’l—y’arcsiny
dx X

ca w =|arcsiny.

(1) ga H:

0.

MOJXE c8

rae cy G
(a

hemwe Ta

d
.| Audepenuupatn (3) u pewuty no d—y

lMokasaT# CMEHOM OBe BPEAHOCTH Y-
X
(3) saucra pewemwe jegnauune (1).

dm dz
AKo je x=ew U z=e—nw __}’4' HahiH — u3paXKeHo momoky W u y.
dwm dx
. dny
[lokasaTn MaTeMaTHY4KOM WHAYKUHMIOM Aa Ce, aKO je X = eW, BelWuMHa XN v

ecTH Ha 06JuK
dn dn—1 y
an —}: + an—1 s
dwn dwn—1
POjeBU @ KOHCTauTe.

OKa3 MaTeMaTHYKOM MHIYKUM]OM CacTOju Ce M3 JBa Kopaka: |) nokas pa je TBp-
fHO 32 jeAHY BPEAHOCT N; 2) aKO je TaYyHO Ma 3@ KOjy BPeAHOCT 7, AOKa3 ja je-

d
'+a1—y—+any;
dw

OHO Ta4yHo M 3a caegehy Buwy BpeiHocT. Taga caeau aa je Tephewe Tayso 6HA0 3a

D Kora Ce moxe aocneTu 6pojamem noyeB Of jefaH, 3a Koje je oHO mnoceGHO:

Koje n Al
JA0Ka3aHQ).
10. M3spas obauka
dmy dm—1y dy b
bm xm bm—gxm—t— T 4. ..... + b, x——+ b,y
ola dxm+ e d xm—1 "ax
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30Be Ce€ XOMOTEeHHM NHHea j
HH
some se X PHH Audepenunjaneu uspas. [oxasaTh na ra cMena x = ew CBORH
o 0¥ o Aoty dy
dwm m—p————4 -+ ——F ¥
dwm—1 dw ¢

11. Hanucatu jeanauun

n
pacnopel y MOpORBLE KPYroBa WCTOr MOAYIPEYHHKA & Ca CPeNMIITHMA

€HUM Ha nepudepujn Kpyra nonynpeyndxa 1 OKO KOOPAMHATHOT NOYETKA. -
12, Hahu 06Bojunuy mopoguie Kpusux y 3apatky 1l. .
13. Hahu ofBojunuy nopoguue npasmux

y=px+2p%

14. Jegna Ta
] dKa Heke npase Kau3u Ayx xunepbone xy = 1. [ipyra Tauka xamsu

LAY X oce Xx. Lra ie 06BO, HHUIA NMPaBHX -a ce o T ana Ha Me}jycoﬁHQM oa-
3 BH. KO BE adKke hH 3¢ Jis

5. Kpaj BH XU ' Yy y =
1 e ue aywuHe 1 Kauze H
. ' A Asa Meli o610 BE€PTHUKANHA LUTaAnNa Ko

16.
6. Knacuburosatn cregeke audepenunjanue jeaHadrHe:

{l) d*v = 3”; _|_ ﬂ ¥
du? l/ v dul’
d

b) —V~+u2v:sinu.
du

0 atv + atv - o%v

oy ax? ar’

17. < i
‘7 Knacudukosatn cnepehe audepenunjanue jegnaunne:

d ar:
a) 4y — ay
‘/dx+y /dxz+2'v'
dy

b)

dzz
- 2 =
e + e fn,2).

18. CMEeHMTH 3aBHCHO MPOMEH/LUBY V y jeAHAYUHM
av 2v
du u

=3

ca w==ye2u,

FTTABA [

3HAYEE JUPEPEHUUJATHAX JEJHAYMNHA
1 1bUXOBUX PEULIEA

§ 6. TeomeTpuCcKo Tymademne audepeHnHjanHe jeHAYHHE
npeer peaa

Ma xoja anreBapckal) jeiHaqdHa oGnnka

y=1[(x)

MOXe ce rpagMuKu NpercTasuTH HEKOM kpusom. Kako je, npema AeduHU-
uvjn, pelete AMepeHLmjaIHe jennaynte QyHKUMOHAMHA BE3a u3mehy "X H
y, TO Ce OHO Takohe MOME MpeTcTasuTH KpUBOM. Ha Taj HauuH KpuBY Ae-
duHnlie, y W3BECHOM CMUCIY, 1M anredapcka jeAHaunHa MM AudepeHun-
janHa jegHaunHa. MefyTum, 33 [OCTH3atbe OBOF Li/ba, OHE Ce He ClyXe HCTHM
CpeicTBUMA W NpoyHaBarbe ILUXOBUX pa3/vKka y OBOM Morjely npyxa Apa-
rougHy CAMKYy CTBApHOr 3Hauetha AudepeHunjaiie jeiHaunHe.

Y canyudajy anrebapcke jeiHaunre, Kaja ce usabepe jexHa BpeAHOCT X,
jesHaunHa fedunuwe jesHy Mau Buile BPELHOCTH Y, Koje ce Mory nopesaTH
ca Tum x. OBO SApehyje jefHy uav Buwe Tadaka Ha kpugoj. Hdasarem Apyrux
BpeaHocT obusajy ce n Apyre tauxe. To ject, anreGapcka jeAHadnHa Ae-
dunAwe KPUBY I10BE3HBAtLEM KoOpAHHATA cBaKe Tadie Ha B0j.

C apyre cTpane; JutbepeHujanta jelbadnna He Besyje y ca X AH-
PEKTHO: OHa Ce CJyXu MOTIYHO Lpyrdm TPOLECOM. [MocmaTpajmo 3acan
jeAHaunHy npBor pela KOja Cafp¥u camo IBe UpoMeH/bHBE X M ). Ma koja
Takea jefHauYMHA MOMXe Ce HamucatTH y 06JUKY

dy _ 19
L) (19

Cmena nocebHe BPEAHOCTH 33 X ¥ 0BOj jeAHauWHH HE BOAH HeKOj BPEAHOCTH
3a y; MeCTo Tora, xapa ce nojeiMHauHO OpPeje BPeAHOCTH 33 x u y, Ouhe

1) Kpoa 4uTaBo OBO I0OriaBbe M3pas .anrebapcxu” yrnotpeGmen je 3a O3HaKy Ma
Koje jexnauure KOja HE CAAPKH WM3BOAE.

EnemeHTapHe andepenunjannie jeaHayHne 2
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3 . ] O JecT e ray
L] e Ha Hexka Bpe HOCT a , dKO C ”3368pe Ma KOJa ayKa

(x,y), jeana i

aKoy)np(]',ml:fiauqﬁHﬁa(ng) Onpehyje mpaBau y kome KpHBa MoOpa npopyxwu

b Kppnea cyT Tauky. HapaBHo, He Moxe 6uTH pasJora 3a no}zlvmc”l
BADHO 1po/iasn Kpos OBy Tauky. Mebytum, 3acan hen?lg

nama Kao Ha ‘
cn. 9. Kaga nornegamo na OBy CIMKY, CBaKa CTpeNula Texu
Aa BoAM mornex Ka cnenehoj cTpennuu
:eno € Ha TakaB HayMH 1a cTpeauue
Apyxyje y rpymne. Tounibyhu 6uno y
KOJo] Tauku A M cnajajyhu crpeauue
:axae rpyne 3ajeaHo HacTaje jegHa
PHMBa KOJa MMa KoeduumjeHT npasua
gz;u 3axteBa |esHaunHa (19) 3a CBaky

Tayaka y Kojuma c
cT

CTpeJuLe. Y L

Ako ce 6poj crpeanua jako mo-
Beha, jaxko he ce nosehatu u 6poj Ta-
YaKa y KOjuMa KpHBa 3a40BO/baBa jexn-
Hauuny (19). VcTBapW, HaHowerem
CBe Beher n Beher Gpoja CTpeauua Gu-
70 61 MoryhHo, Gap TEOPHCKH, na ce
Aohe A0 rpaumune kpuse uuje 61 Ko-
Ca. 0 OpAMHATE M KOedHUMjeHT npaBua y

CBAKO] TauKW 3aaoBoJ/baBanu Aucpe-
Pater < upicnd ik Tl "peng,u!an_ﬂy leasaunty. OBa rpanuyna
b Jec?:-e peme;,e e £y Y UMM Je OHa rpaduuKM npeTcTaBHuK,
aTo AHUEpeHuHjaaHa je
y KOMé 0Ba nponasx 1(;]703 csgmﬂ;i:hzzof:)? P;waaxpmy N W
Ba reoMeTpucka ciuka omoryh :
S yhaBa rpacuuky meto 4
o p}lﬂalKJCeHeﬂg\eHl.le!:(ilz1Hel:10y NpaKcu ce Hanasu ga ):)Ha H#j}; p:;gzzaﬁiqﬁg-
e nOCTg_”TerGJban Kajpa Cy eraakTHuje MeToge cyenwé
s y e jn 00;1 € JeAHA OuMrilenHA HeW3BeCHOCT, a TO ie
il ,apyra'KJnBF; géc nounme MHsabepe au ce meka 1||;yra TallK]a
oge HOBE KpHBe, Kao npr(on. CTZZZHG;I:E(,)BI;?:;JBAHMTS e v N
. ; a
0be ,pewera*. OTysa mocroju Buwe of je,zwcfz J;?&Zg:yjéigg\u?u?r?lQc)y

§7. B 2
S /. DPO] pasnuuyuTHux e
u - .
4MHE NpBOr pena peuiewa AnGpepenunjanne jenna-

13 oBe reom j
R nglp)::;r;e :gﬂg;pyxgn]g MOXeMO Takohe no6uTH Bamﬁy npet
C CTOH Oaul OHOJH rnee
. KO peu,
jexn a;;m;e (19) koruko mwma ravaka ma jeaHoj npagoj i;b:ﬂt;:gbepmunjalme
eh cmo mpu j j )
vy & ipmi;ngu Aa Ce JelHO pewete jeanaumue (19) no6uBa mno-
y onasehu ox B. OunrnesHo, morau 6ucmo KOHCTpyH

§17 5POJ PA3JIMUHTHX PEILEHA IH®EPEHIMIAHE JEAHAUYHHE NPBOT PELA 19

caTu|Apyra pelletba monasehin OL ApYyrHX Tauaka mpase AB wn u3 usriepa
ci. 9 3aKbyunan GUCMO Ja Cy CBa 0Ba pelleiba pasiHiuTa.
Morau 6ucmo Takohe KOHCTpyucaTH peluetba nosasehy o Tauaka Koje
Hucy| Ha mpaBoj AB, anM W3 M3riea CAWKe OAMaX MOXEMO BHAETH Ja 6u
Tako| no6uBeHe Kpuse mnpecenaie AB.
3ato, y cayuajy ca. 9, Teopema usriena Aa je TauHa; jep, u3rjexa aa
cBakpj Tauku mpase AB oirosapa jeiHa KpuBa W W3rieAd 1a HEMa Apyrux
moryhHocTH. MehyTum, mopamo OuTH Ha ompesy jaa He 6yieMo 3aBeLeHH
jeaHocTaBHOWhY Hauler LUpTexa; W 3auCTa, OAMaX MOMKEMO Hahu jesHauKHe
Koje [Boje CIMKaMa W3 OCHOBA PasjMuUTHM OL cn.9 W Koje Ha MpBW MOTJENR
W3rJefa Ja TMOHMIUTABajy Hauly TEOpeMy.
Ha mpumep, ako 6u Hawa IvdepeHunjanHa jeAHaynHa Guna

J o,

dy

dx

6u crpenuue vz BepTHKAIHE. 3arto, nonasehu ox A, nobuna Gu ce
npaBa AB-Kao jeiHO peuierbe. Vcto peuletbe, — HE Pa3NUIUTO —
7o 6u ce nonasehn Ma of Koje apyre Tauke mpase AB. Anu, y oBoM
clydajy cBako peLiete jeCTe BEpTHKanHa rpasa, Ma 64 ce, mpema TOMe, CBa
oHa |f06una rojasehu Of Tayaka OGUIO KOje XOPH30OHTQJHE Tpase. Crora je
HHXOB 6pOj OMeT MCTH Kao M Opoj Tayaka Ha jeaHoj mpaBoj.

JeaHauvHa, nak,

cBe
cama
100H

4
ropibe M J0HE€ M0JIOBUHE OCe ). 3aTO NOCTOjH
OCHOBHA TeOpemMa TeopHje MHOXHHA Tauaka T/
Ha HeKoj Apyroj mpasoj, Tako pna Joll YBeK

d X

et =0

dx y 4
umal 3a pellera Kpyrose nokasase Ha cn. 10..
OuMrneaHo je Aa Ce HIEHTHYHAa pellerba A0- £
6usajy mnonasehm on oaroBapajyhux Tayaka \k\y
OHOJIMKO Pa3NMYHUTHX pellera KOJMKO HMa Ta- N~
yaka Ha fgeny mpase (He Ha uenoj). Aun,
TBPAM [Aa Ce 3a OBe MOXe YUMHUTH La Ha
jepaH jepMHM HAUMH OArOBapajy CBHM Taykama Ca. 10
noc OjM 6au OHOJIMKO PasandHuTHX pewetba KOJIUKO UuMa
nomohHoj mpagoj.?) 3aro je Teopema jow yBeK y BaXKHOCTH.

Tayaka Ha O0BO]

1) OBo TBpheme MOme M3r/enaTH Kpajime ancypiHo Kazatu na je nonosuna 6poja

jexnpaka TOM 6poOjy, W3rneia HEMPUPOIHO W, HapaBHO, OBO nocneswe TBPheme HUJe TAYHO
3a OGpojese pasnuuuTe oa Hyae. Tewkoha gexd y HyAHUM ocobunama nojma Geckonad-
u. [puposHo, HUKO Hehe CTaBUTH npumenly Ha Tephewme Aa j& ,M0N0BHHA 6ecko-

HayHor jow yBek 6ecKoHaqHa''.
Moxpaa 6ucmMO ce OBAE MOTIH H
HUje CacBMM ancypiHo. CTBapHO, MaK, OHO HUMa Ly6me 3Hauere,

GAWIKHO TIOKA3aTH jelHUM MPUMEPOM.
006pnyTO, CBAKOM JOrapUTMy OA-

Cpaku no3auTusaH 6poj Mma Jeaas JorapuTam H, :
rosdpa jeman noautusau 6poj. [locroju, makne, 6aw OHONMKO NMO3HTHBHUX OpOjeBa KOJHKO

’
3aycTaBuTH, MOKasyjyfin TeK TOJAMKO na TBphewe
koje Moxemo Gap npu-
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Hajsan, jexHaunHy

fl_y_’,l:o,
dx b

:3a40Bo/baBajy xunepbone Ha cn. 11. Wckopuwhyjyhu Tauke Ha npasoj A B,
U3BYYEHO] UPTHUAMa, Ao6uine 64U ce CaMO OHe KpWBE KOje JIeXe Y MPBOM M
TpeheMm KBajJpaHTy; HeloCTajase O OHe KOje Jiexe y APYroM W UYeTBPTOM.
Ann 64 ce nociefta Tpyna YKiby-
yina uckopulhaBatbeM U LpTHIAMA
usByuene npase A'B'. Oso 6u wus-
riepano pacy notpebue Tauke gsejy
npaBuX; HO, HWCTAa rope foOMeHyTa
onuITa TeopeMa MHOXHHA TaudakKa
omoryhaBa Ad Ce CBE€ OB€ TaukKe
JAOBeRYy Yy Be3y ca TadKama jeﬂHe
nomMohkHe mnpase W Teopema OCTaje y
BAaXXHOCTH.

YctBapu ce jA0Kas Teopeme

MOJXKe NDHMEHUBATH CBe 10K je MO-

ryhHO LeqMTH 4YMTaBy paBaH Xy Ha

. npebpojmus 6poj obaactu (4ycn. 11)

KOJ KOJHX je y YHYTpallmbOoCTH CBaKe

unn dynkuvja f(x,y) U3 jexHauyuHe

(19) uav meHa peUMOpOYHa Bpej-
HOCT KOHa4YHa Y HeNpeKWiHa.

Hajsax, npehytno cmo nper-
. nocTaBuAM Aa je oyukuuja f(x,y)

Ca 11 y jeamauuuu (19) jeanosHauna. OBo

’ 064 M3rjeLano 1a HCKbYUY|eMO BEIHK
Opoj jeAHauMHa — Ha TIpHMED, CBAKy KOja Caap:W KBaipaTHe KopeHe. Aui,
AKo 64 y CBaKOj Tayky fOCTOjane gBe BPEAHOCTH 3a [, Kpo3 my 6u ce
-Morjie nosyhu jaBe CTpenuue, na Gu ce crora, nonasehu y Ta ABa npasiia,
JAobune ape kpue. MehyTum, nako je ysumeTH ha GW ce OBa ABa CKyna
KPUBMX MOr/a MOBe3aTH Ca Taykama /gsejy NOMOKHMX MpaBuX. AJH, ucTa
TeopeMa MHOXHHA Tayaka, Koja je MCKopuliheHa Beh HEKOJMKO 1yTa, 'OMOry-
‘haBa TBpheme jJa ce oBe omeT MOry noBe3aTH Ca ABeMa NONOBHHAMA jexHe

jeAuHe TpaBe, Ma Ce TAKO MOXE OTKAOHMTH 4aK M orpaHuuete na | mopa
OUTH jelHO3HAYHA QYHKUM|a.

Pacyhyjyhv na/be, MOXeMO Hally TeOpeMy MCKasaTh ¥ y MOAECHHjeM
obauky. Pewerse jegnaunHe (19) 6410 je npeunsvipaHo jeiuHO ogpehuBarbeM
Tayke y Kojoj KpuBa npecena npaBy AB. Kako je osa Tauka ojapeheHa
CBOJUM pacTOjameM n OJ 0Ce X, TO Clegd Aa TayaH obaMK peluera Mmopa
3aBHCUTH 0J oBe KOHCTaHTe n. CTora ce OHO Mopa mucaTH y OGAMKY

W JorapuTama. AJM, MOWITO Cy JOrapuTMH OpojeBa MatbuX Of jefaH HEeraTUBHYU, TO OH
Ham Ouna noTpeGHa jeAHa Lena NpaBa Aa MX CBE HaHeceMo, Ma jAa Ou Cce 1MXOBH aHTH-
NOTAapHTMH MOTJAM HaHeTH CaMO Ha jelHO] noJoBMHM npase. Ha oBaj mauuwu posean cmo

y Bedy Tauke MMOJIOBHHE MpaBe Ca TayKama Lesie mpase, a TO je §all OHO IUTO Ce TPAKU
y cayyajy ca. 10.
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§ 8 CEOMETPHCKO TYMAUEILE AUPEPEHILMIANHE JEAHAYWHE JIPYTOT PEJA
°- - e —

& (x, y,m =0,

je Tauna Besa
i e HW Mame HO TO Aa e T
BO O3HauaBawe 3HauM HH BU . .
]:fmgby x ¥ y mosHata Taja v camo Taja Kaja je élaTa Bgeﬁﬂ’?g’l‘ Tﬂo-
Kako Heka BPeAHOCT n TOCTOjM 3a CBaKy T?;{Kym;ip;u;xja]jmg E)enyﬂa‘;me.
6 moryhHo peiueme”’ X r
oBa Besa oOyxpaTa CBaKo : o™ na.
uemy ce nMapTHKYIAp
30B€ ONUITEe pelierme, npy :
SMHBOa Ccexsaxa O BE3a Koja Ce 13 tbera MOXe LOGHUTH AaBarbeM ‘no;l:eﬁt;es Bnp::,T
nocTu 3a n. Ortyna caepeha Teopema, Koja npeTcTaB/ba Kpajlbu pesy
oBe Hallle JAMCKyCH]e: .
( j a ca-
OnwTe pellere jeAHAYHHE {19) jecre Besa uamehy x H Yy KOJ
ApKH jegHy H €aMmo jeaHy npousBo/bHy KOHCTAHTY.

§ 8 FeomeTpPHCKO Tymadene audepennujanne jeAHa-
ygHe Apyror penaa

ce
Jepnaunna (19) ne caapxu H3BOAE peaa Buwer OL gpz(;znﬂza;opsor
reomeTpHcKa kouctpyxuyja y § 7 npumemnyje cang(})‘(ena eiuf e re
eaa, Té Ce 3a TeopeMy AMCKYTOBaHy y § 7 He m p A
" nauune Buwer pexa. Llub crenehux HEKOIMKO ojembaKa | e pacy
l;lfBal—be npownpH Kako 6u ce obyxsaTuie jelHauuHe Apyror peia, 1,
i eja.
aT ¥ 3a jefHauuHe BHLIEr p
Ce MOXe M3BECTH De3yAT 3 : _ .
MocmaTpajmo jeanaduHy Koja Nopel x,yny canpx;:m])(})lm“soﬁggaﬂ
u3gog y”. TlpernocTapumo Kao R panuje Aa je HajBUlIM
Tako Aa jeAHaunMHa p06uBa 00AMK:

y// — f(x, ¥y y') ) (20)

j j i eHuja Hero
rae je f jeaHosHauHa dyukuuja. Cana je curyauuja HewTo (;J]];):( 3achogaHo
l:u-xu]je' ajqy Ce joll yBEK MOXKE JLOGUTH reoMeTPUCKO TyMmMad el
: \ “ e KpuBe — TO jeCT, IO
j KpHBHHE HEKE KP _ )
MojMy ,,NONyNpeYHuKa KL onynpestia
?(?)yra] Kz,)jl/,l, jojyce HajTauruje npuaarohasa. [osnato je Aa je ynp

KpuUBUHE p AAT M3Pa30M
(1 y™):
P=—’r»
3aro .ﬁnno 3a KOjy KpMBY Koja je pellere jexnaunne (20) noaynpeuHUK.
KpuBuHe Mopa GuTH: N
g (YT @)
f x99

. To ject, mo-
1) ¥V'rnagu V Hahu hemo Aa KaTKal uma Hay35Taxoajaogeogg;n:ﬁg};m:cmj nlopoil.uuu
i ] RIyaapna pewea’, K
ecHa peluetba, 3BaHa ,,CH punly.
;;31];?3:;30 ocsane. M'ehymM, uema norpebe Aa ce oap,e“ H;l::oaapa O ooi mopoRH
wTe pellene
z M naxmwy Ha TO Aa ,0m B R cano
maux) Kco)g?e;:eyguuume jgnnaqnﬂa, 0K Ce M3pa3 ,MNapTHKYJapHO peluel )il
Kp
Ha jefHy Of THX KPHBHX.
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Hzate

oy pe&%ﬁ j(;aJ:IaaqTaqK%/OA v npaeau A7, (ci. 12), ¥ nocTaBUMoO 3a-
et L 4 nga vHe (20) nponasu Kpo3 A mpasuem AT. Toaynpeynux
il o ypucx MO?a MMaTH y 0BOj TauykM oamax ce noGuBa u3 (21)
b i - opucte KoopauHate Tauke A, a 3a ' KoeduuMjeHT
AT KO Ha npaBy kpo3 A HaHeCceMO 0BO OTCTOjatbe p HOp-
MmanHo Ha AT p[oGMBWIM Tako
Tayky ‘C, M aKO OKO OBe Tauke
Ka0 CpejylUTa OMMIIEMO KpaTak
JYK AA,, no6uhemo, OYHIJIEAHO,
JeAaH JyK KOjH He caMo jha mpo-
7a3u Kpo3 A 3axTeBaHMM mpas-
LeM Hero, UCTO Tako, MMa KpH-
BHHY KOJy 3axTeBa JAHcepeHLH-

peHUHjasHa jeqHAYHHa.

Kpajiwoj Tauku A, osor nyka
OAroBapa HOB CKym KOOpAMHATa
(x} » ¥1) ¥ HOB KoedbHLMjeHT npasua
Y., NpW 4emy je oBaj NOTOH KO-
euUMjeHT npasBua Kpy:KHOT JyKa
y Toj Tauku. Kapga ce ose Hoee
BpPeAHOCTH 3ameHe y (21), nobusa
- coe HOB MOJIYNpPEYHUK KPUBHHE p, .

; B.63] Bce HaHocH Ha npaBy A,C u
e’ 10GKBa Ce HOBO CpeauLuTe
)KEMOTJ‘:ggﬁTﬁn:;‘:;; cAni‘nell:u KpaTku qyk A A,. ﬂoony;i(yj‘;hﬂu 'rauco(,:1 1\?1?)?
sl TaKBM;V[ ;f’ras o KOja uMa OCOOMHY 43 M3 CBake O3Ha-
el ,auq)epenuu]anuy je,u,ua{)qm:;. M Ca TaKBOM KDMBMHOM KOjH 3a10BO-

Ako
P va?:::ao HCeBeMgYKOBe YUMHHIH TaKO MaluM Ja ce O jeAHOr 10
HaupraHa KpuBa BpJO :a OCETHO, MOr/i¥ GHCMO OYeKMEaTH .1a he Ce Tako
janHe jeaHaunme szBa ajl0 pas/MKOBaTH O TAaYHOT pelleka AWepeHLy-
Ce, ca TeopucKor CTaHOp", OCTENEHUM CKpahuBaeM /yKOBa MOMIH GHCMO
KIS memmns Cxors Bl:iofcra, TA4HOM peiliekby NMPHUGIMKHTH TONIMKO Gan3y
jenHauvHe, Ma na ce OHa - n';lf;)l’(léﬁu‘,“a";aje NPHOHIKHY MeTOLY pellaBaka
Y UpTaiy 036MbHO OrpaHuuaBajy theHy ;)a:Z(})’g:TpembaBa st

).

§9. Bpoj pemema jenHaunua pena Bumer O npBoOr

BaxHoct je i
i er;g;ne’rpucxe MHTeprpeTauuje jeaHaunte (20) He MexKu TOIMKO
e na'epo BOCTM Kao MeTOAe pelaBara KOJHMKO y obaselwutemn
1€ OLHOCHO nOpOAKMUE KPHBUX KOjy AeduHuLIe Ta jeAHaquHay

Ha 6u ce 3anouena KOHCTPYKLH]
= 4 Ja kpuse A A A, ... .. ouno | -
quf:oBuajgg:;Irg 6'Irda-n(y A u npaBau AT. Jla ce usaﬁpana; HeKacl) fp;l("a
i, b ,n3a6pao Hemfe APYro pellerme, 4yak fa Ce 3aApiao HCTH Mpasal;
e 5 Apyru npasau AT,, jow yBek 6u ce no6uno Ap ro,
: aja Ou ce ynorpebGuia ucrta Tauka A. YcrBapu, kpos 'razxy

§ 10 KOHTYPHM YCJIOBH 23

34 npaméH KPMBMX KOje je Hanywitajy y CBUM MoryhHuM npaBuUUMa |
y pewea jensaunxe (20). TNojepune xpuse 0BOr MpameHa MoOry ce pas-
aTH CBOjUM KOE(HUMjEHTHMA NpaRua y Taukd A. 3aTo0, aKko ce 3a OA-
pehuBarbe OBOT KoeduuujeHTa npasla ynoTpeGy o3HaKa 7', YHTaB Ce MpameH
MOXE MPEeTCTAaBUTH Be30M H3Mehy X W ) KOja 3aBMCH OA MpOH3BOBHE KOH-

cTanTe n'.

MehyTum, OBaj mpameH He Caipxu CBa
QIPOTHB, NOCTOjH CMMYaH MpameH 3a CBaKy T
Tauky A. 3arto Besa usMmehy Xx H Y KOj

npona
cBe C
JINKOB

pelwema jeiHaunne (20). Ha-
ayky Ha BEPTHMKANHO] MpaBoj
a obyxsara CBako Moryhiio

Kpo3
pelelbe, — TO jeCT OMUTE peletse AMpepeHumjaIHe |eAHadrHe — Mopa
MCTO | TAKO 3aBUCHTH Of, OpIMHATE M Kao M OA KoedHlHjeHTa npasia 7'. OBo

BOJM | TEOPEMH:
Onwre peulewe AHGepeHUH]ANHE jeAHa4HHE APYyror peaa je ¢pyHkuHO-
HQJIH@ Be3a

¢ (x,y,m,17)=0,
Kkoja |canpxu ZBe H caMo ABe MPOH3BOJbHE KOHCTAHTE ' H n'.

Jla 64 Ce 0Baj 10Ka3 y4MHWO CTPOrum, Ouna Ou notpeGHa MHOra yTaH-
yaBamba, Kao WITO je OWO Cly4aj W Yy RUCKYCH[H AvepeHLHjanHe jeAHauYHHE
npeol pesa. AJM, KaKO He TPaXMMO TOJMKO CTPOr JOKas KOMMKO jacHy
C/IMKY OHOra WITO Haua Teopema 3HauH, A0Kas je mocra poGap.

CnuyHa Ce TeOpaMa MOXe M3BECTH M 3a OMUWTH CAy4aj jerHayuHe n-Tor
pera) MehyTtum, Hema motpebe Aa je MoKy aBamo W3BOAUTH, jep je mo aHa-
JIOTHjH TOTOBO OYMT/IEAHO A2 OHA MOpa rJaCHTH:

Omnuite pewere AHpepeHUH[aNHe [eAHAYHHE N-TOr peaa je ¢yuxuHO-
HANHQ Be3a 00JIHKa

¢(X, V: 7‘; 71’, 7‘”, ...... ) ’n(n—'l)) :O,

y Kofoj €y 0w, Wy vt .. , 7("=Y mpon3BobHE KOHCTAHTE.

§ 10 KouTtypHu yCHOBH

Ca WIKOJCKOr CTAHOBMLITA, PELUMTH AW(epeHuujasny jefHaqnHy 3HA4M
Hahw| meHo omwre peurere. Ca Tora reAMWITa, HUjelaH NpoGiem Huje MoT-
fyHo| pelueH AOK HWje M3BeJeH Pe3yiTaT y KOMe je 6poj MPOM3BObHHX KOH-
cTaHaTa jelHaK pely jeiHa4uHe.

Crame je HeWwTo Apyrauuje ca CTaHoBMwWTa npakce. Kapa ce, y Besu
Ca HEKMM HayyHMM HCTPaXKHBatbeM, M0jaBH LudepeHLMjanta jejHauuHa, Taxa
ce, 06MYHO, TPaXKM MapTHUKY/IapHO peluere — He OMWTe; 3a CamMO HayuHoO
MCTpAXKHMBatbe OGMYHO je OUMIJIEAHO Aa TPAaXEHO pellere, MOopel Tora LTo
3a10B0/baBa CaMy jefHAYnMHy, Mopa 3aJ0BO/baBaTH H3BECHE YCJOBE, CBOj-
CTBeHe JOTHYHOM MCTpaxuBamy. OBM Cy NMO3HATH Kao ,,KOHTYpHH ycnoBu*
WK ,,KOHTYpHE BPEIHOCTH.

Kao npumep, nocMaTpajMo KpeTaie MaTeMaTH4Kor kiaTHa, Ci. 13,

ApXKAHOr MOX HekuM yrom © a onna mywrenor. [osnato je Aa je yriosHO
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2

6p3ame G
yop T

KJlaTHa NpONoOpLYOHAJIHO HHeroBOM YyrJIOBHOM nomepa(-byl) u

L& oHM umajy cynpoThe 3Haxe. Kaja ce u3pase y o6auky jeiHauyuHe, ose
UnmeHulie Aajy

%0
d t?
FAE je p NO3UTUBHA KOHCTAHTA.

Metopom koja ke 6uTh oGjalirbeHa KacHuje y
TEKCTY Hanasu ce Ja je OMIUTe pellierbe OBE jeAHauHHe

—p*6, (22)

5 O=wacospt-+[Lsinpt, (23)
*- :

-0

rie cy o« W  ABe TNpOM3BOJBHE KOHCTaHTe. 360r
Ca 13 NPUCYTHOCTH OBHMX ABEjy TPOMU3BOBHMX KOHCTAHATA,
‘ KpeTawe AedUHACAHO jefHadnHOM (23) moTnyHO je
neonpehero. OB0 ce MoOXe BHAETH Kaja ce nokyua Hahd Ca KOJNHKO Ce Be-
JMKUM YrjioM KJAaTHo kaatu. Jlako je pmosectu jepnaundy (23) Ha o06auk

O0=ya®4-B2¢sin(pt+s),

rhe je

3

tangs:i-

M3 0BOT 064MKa je oukriieano Aa je Ja®-- B2 najseha BpexHOCT KOy O HMKak
moxe poctuhd. AW, Kako Cy « W  MPOM3BOJBHH, TO OBA MAKCUMaJHA BPeJ-
HOCT MOXe 6MTH yomuTe wta 6uio.

C apyre cTpawe, KOi H3HUKOT KpeTara KJAATHA HEMa HUYer Heojpe-
henor. Creap je ofuuyHOr MCKycTBa La je teroBo Gyayhe KpeTare MOTNyHO
OLpeheHO aKo ce OHO ApXH y Mupy nox yraom © a ouma nyctu. Crepn,
HapaBHO, Ja HeKH CKym BPELHOCTH o M 8 MOpa JaTH NpaBO peluerbe, Apyru
CKYNOBM MaK Apyra peuietba, Beh npema MoryhHUM KperatbMMma KJaTHa akKo
Ce OHO NMyCTH HA ApYrv HauyuH. 3aTO Ce Ca NMPaKTHYHOr CTaH )BHIUTA MOXKe
pehn aa je npoGirem peweH camo Kaja Cy HaljeHe oAroBapajyhe Bpex-
HOCTH o U [.

To je y oBom cayuyajy mocta nako. Ako ce ca {=0 o3Hauu Tpe-
HyTaK Kaja je KJaTHO NMyWITeHO, OHAA je NMO3HATO: MpBO, Jla je y TO Bpeme

. . )
6uno O jeaHako O, u apyro aa je Gpsuna % O6una Hyna. Vspawenu y
06JIMKY jeHauMHa OBM YCJIOBH CY:

6=10 Kaga t=20,

24
@=o Kapa t=0. @4)
dt .

) Kaga je 9 mano, 0Bo je TauHO RO BMCOKOT CTeNeHa ampOKCHMALHje, CAMO aKO He
HOCTOJe AMCHNATHBHE CHJE KAao IUTO Cy CHle TPEHha WIW.OTNOp Ba3fyxa.

§ 10 KOHTYPHH YCJIOBH 25.

Amn je u3 (23):

o g— Kaga =0,

(25)
@:pp xaga t=0.
dt

Ynopehyjyhu jeaHauvne (24) wn (25), ounrjeiHo je Aa MOpaMO CTaBHTH.
x=0 u B=0. 3aro je TPaweHO pelitHE

9=0cospt.

Ako ce 6 u f yaMmy Kao opiuMHaTa W ancuuca y JlekapTOBOM Kogpi{l\;l;~
HATHOM CHCTeMY. OBH KOHTYPHH YCNOBHM FOBOpe rae Wy Kome .zpz:i%y quﬂo
npeceua BepTHKaHy oCy. VHTepecaHTHO Je HanomeHyTH naCK;e A
MoAaTaK KOjH Ce MOpao y3eTH NpH KOHCTPYKUHMIH reomeTpmMI o Y8 9.
MeljyTum, nocroje ¥ ApYyr¥ THMOBA yC/a0Ba KO 64 ceP?Aor n ue pa;(o T
O O O Croeros G nonoal Morao G saserexen

Beh Hanasu y Kiaahemwy, el ;
;ﬂi—gzo'rpeﬂyma ca )X;peMEHCKMM pasmMakoMm OJL jedHe c'eiynne.ﬂoﬁcsﬂﬁg;ﬁg.
oBe o3Haumnu ca t==0 u f=1 n aKo 6u oxrosapajyhu no i .

8 =20, n 6=20,, jeanauuHa (23) Hemocpenno 6u jpana:

8, = acosp | Psinp.

Koncranre « W [ Gune 6 Taxa
a=9,
g =6, cosec p — §,cotang p,

a TpaxeHo pewemne

0 =8,cos pt + (8,cosecp — G cotang p)sinpt.
OBa Ce jefHaYMHA MOXe CBECTH Ha HEWITO jeanocTaBHUjM 06/HK

8y sin p (1 —1) -8, sin pt
o sin p

8

['pacutky, 0Baj CKYM KOHTYpHHX ycaoBa onp;}jy]:e 1;;‘3;11}‘?; K’;[qBKO);
03 Ty Tauky, Beh 1
npapal, Y KOMe KpuBa NpOnasu Kp ol
gespoésupg Ha npasie. MHOrM ApYr# TUMOBH KOHTYpHHX ycn;f:a Mggg;eﬂeh
MAMATH MOJjeAHaKo NejCcTBO; Ha MPHMED, yr_nos:ﬁnﬁ;;?nno;z? e s g
T0JTOXKAjH; )
Ba pas3/MYMTAa TPeHyTKa, aau He ) <
ﬁylrlxy pa 6pauHa y Apyrom WTA. PopMynucaHu y 06AUKY jeiHayMHa OBH.
)

6u ycnaosu GuiaM perOM:
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de_e,
E—o 3a f:fo,
de_o, ' (26)
Py 3a t=t¢,,
H
5 =6, 3a t=+t,,
dae
— =0/ 3a t=t,. (20

Apyry opauHaty.
Han
., A:J;v;guyj?;;wg ﬁ;ngugfaoaom MPUMepy npouec peluasata cacrojao
: ; tbe onwrer pewemwa, a 3art ¢
HaTa Tako na Gyay sanopon ; P e
_ €HU KOHTYDHM ycnosu. Of j
KOJMM ce pewaBa Heku npo6 : e
i JIEM Ca KOHTYDPHHM yCa0BHMa
yBex. Beh je peueno pa ce ca i et hat oy
K WIKOJICKOr CT2HOBMWITA 33 |
' ) 4 JeJHaYMHy Kaxe
;:orjlo %el:u;f;i MM Je M3BpLIEH NpBH ox oBux KOpaka, u Ha npgu yﬂOFﬂEll
JIELATH Na OBakaB cTag 3anocTasiba Bpso BaXHy chasy npes-

eo i
A€0 mpoGiaema npunanpa ADYro] rpaun Matematuke — TEOPHjH jeaHaynHa —

4 He npquaBal'by ,llmpepEHU,M AJIHUX eﬂHa"”‘lHa. ClOla LUKO”CKH CcTas l
] J a HH]e

§ 11. okas €r3ucrenyuje

anHOC]aBHMO a ce lpa)K pewelbe €, HayWHe Ol =
Y A Hu

6=29, Kaga t=0,
6 =28, Kapa t=" >
D

Kaza ce oy YC0BH cmene y (23), ony Aajy

§ 11 JOKA3 EM3HCTEHUMIE 27

Oy =«
20 =—u.

‘OunrnesHo, « He MoXe 3a10BO/bABATH 06e OBe jeAHaYMHE; 3aTO TaKBO pe-
were He nocroju. Tako mocrasmenn npoGiaem Huje moryh, n cBaku MoKyLiaj
Ja ce pelr Mopa MpomacTH.

[octeju Qusnuko objawrserse 360r uera 0Baj CKyn YCJIOBa He Moxe
OuTH 3an0Boben. Kaahewe kiaTHa y jeanom npaBily je caBplueHa Konuja
IEeroBor Kaahewa y Apyrom, M3yseB LWiTO Ce y OAroBapajyhum TpeHyLuma
OHO Hajia3y Ha CYNPOTHWM CTpaHaMma BepTHKajne M WTO ce Kpehe y CynpoTHHUM
npaBuMMa. 3aTo, aKo je & y HEKOM TpeHyTKy 6,, OHO MOpa GWTH — 6, no
MCTEKy |l BpeMeHa MOTpeGHOr 3a jefHO MOTMYHO Kaahere. 3axTeBaTH Aa TO
OyAe HEKAKO ApyKuMje Kao WUTO je yYHieHO Ca jeiHauMHaMa (28), dpusanuku
j HC/IEHO.

OBo onroBapa OipeyHO Ha MUTakbe Aa JH ce MOry MCNYHMTH CBH KOH-
TYPHH yC/IOBH, anu He Jaje HAauWHA Ja Ce yHampel Kake A4a Ju je Heku
CKyn ycnoBa moryh wan Hemoryh. Kasa ce oGuuno nojasu nude-
PeHlUMjaIHA jelHAYMHA Y Be3H Ca HeKMM HayyHUM mpoGAeMoM, OHia ce 3a
0Baj MpoG/emM 3Ha 1A MMa HeKM OArOBOp M CTOra je cTBap 3apaBor pasyma
Aa iberpBa MareMaruyka (opMysaluja MOpa WMaTH TaKohe HEKH OAroBOp.
AJM, T3KaB je NOKA3 CaCBMM HHIMDEKTaH M He Laje KpUTepHjyme Of omiuTe
. ynotped/buBocTH. MehyTuM, KOX HayyHnX npoGaeMa ¥Ma Ce KaTKaja nociaa
AMPEKTHO Ca NMMTareM Jla N je jeiHO AATO CTatbe MOryhHO W/M He, W Taga
je oBaj |nokas no 3apaBom pasymy 6e3 HKakse Kopuctu. [loroToBo je wuu-
AMPEKTAH MW yBEK He3aj0BO/kaBajyhum Kaja Ce MMa NOCAA Ca YHCTO MaTeMa-
THYKAM | MHTamuMa. OTyjaa cy MaTemMaTHYapH MOKJAOHWAM 3HATAH AE0 NAXKHe
Ha ,,AOKa3e ersucTEHUHU[e“: TO jeCT, OApPehHBalby OHAX KOHTYPHMX YC/0Ba
3a Koje |Ce MOXe TBPAMTH Aa oMmoryhaBajy peiuewe. CacBum je u3BaH o6uma
OBOT' TEKCTA Ja Ce MPUKaXy METOAE KOjUMa Ce Bplue TaKBa NpoyuaBarba
WM HaK W Jla Ce A2 HeKM 3HAaTaH JAe0 HMXOBMX pesyarata. Ho jemaw nap-
THKyJapaH pesy/aTaT npyxa Tako OAMCKY aHalOrHjy TeOMETPUCKO] CAHLM
KOjy CMO Manouac nokasanu, Aa ra Bpeaw YKPaTKO pa3MOTPHUTH.

Osaj je pesynrar y Besu ca ciyuajem kaga ce KOHTYpHHM YCIOBH Aajy
O/lpehUBAbEM BDPEIHOCTY ) M eroBHX M3BOAa 3a jeary HCTY BPeNHOCT X;
TO [eCT,| KOHTYPHH CY YC/IOBY

Yy =nm,
}:': 'f",
CBe 3a x=E§E.  (29)
y(".—“ —— ')](n—l)
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Xaqﬂo je OBaj TWI KOHTYpHMX BpegHocTH G6uo ynotpeGmern y §§ 6 ao 9.
Llxo ce, KA0 M y TMM OA/bUHMA, MPETAOCTABY 14 je AndepeHunjalHa jeaHa-
MHA peuleHa MO CBOM HajBHiiEM H3BOLY TaKO Ja Ce jaBba y o6auKy

y = f(x,y, ¥, . ..., ye ),

Ha, H i
ca;llzéan Ce 1a OH2 MMa yBeK peliere KOje 3a]080/baBa KOHTypHe yciose (29)
ako dyskuuja [ 3ap0oBo/basa Aga ycioal: 1) oHa je HempekuiHa 3a

x=E, y=mn,...., yoD=x0-D; 2) ona

- RREEE ; ce Moxe JudepeHUUpaTH o
v, 9, . ..,, Y01, 3Hauewe OBAX ycnosa ofjaiutbeHo je y §§p3 u El)
3AJALHK

1. OjpeinTH Mpou3BO/bHE KOHCTaHTe y (23) Tako Aa 3ajoBomaBajy ycnose (26).
2, OppefHTH NPOM3BOLHE KOHCTaHTe y (23) Tako Aa 3aX0BO/baBajy ycaose (27).

1) ¥Yauma ‘ce Taxohe pa je dbyakunja f i i
_ ) jeaso3nayHa. Ako je f BuluesHauna, Guhe
OHOMVKO pellema Koja 3a40BO/baBajy ycaose (29) KOJNMKO HMMa pa3IHuHTHX Bpe}u—xéc'm f.

TrHTABA Il

[MOCTAHAK JUPEPEHUUJATHUX JEAHAYHUHA

§ 12. MlocTanak gudepeHUHjaANHAX jeaHaduHa

Tpe rero wWTO NOYHEMO oGjalIbaBaTH KaKo ce peiuasajy AHpepeHuH-
janne jeaHaquHe, [IOKa3aheMo Ca HEKOJIMKO pedd Kako OHe HacTajy. ¥ OBOM
hemo NOrnaBby MPONMCKYTOBATH ABa pasiavinTa naunka. uckycuja npsor
O OBWX yCTBapH je KOHBEp3#ja [0oKa3a MoKasauor y Ca. Il u, xao u Taj
10Ka3, BOLM MpaBuiy Aa je Gpoj Npou3Be/bHUX KOHCTaHATA ¥ pellerby AM-
(bepenuMjante jeiHauuHE jeRHAK pepy jeAHaune. On je BaXcaH BHlLE Ca Teo-
PHCKOP HEro ca NpakTHuHOP cradoBuiiTa; jep, Audepediuujante jesHaunHe
Ha KOje ce CTBApHO Haw/iasH y TpaKkCKH PETKO HacTajy Ha 0Baj HauyuH. Ha-
npoTHB, OHE Ce yonure jaB/majy HeMocpenHo Kao dopmynaumja (PHIMUKHX
3aKoHa moMohy AvdepeHLujaHnX cumbona. Jpyrd A€o oBe rjlaBe riocseheH
je HEKOAMKUM uaycTpauujama ose BpCTe.

§ 13. Hssolemwe ;m(pepéuuujanﬂe jennayuHe H3 HEHOT
ofmITEer pewemna

Bugeau CMO fa Ce ONUTe peullene Aucepenupjante jeaHaunHe MoOXKe
MpeTCTABUTH 110 POAHLOM KPHBHX. 3aTO je MOAECHO jeHauyuHy 3BaTH adgpe-
peHLHAjaIHa jeAHAYHAA N0POAHLE kpusux. Wb je 0BOT OLebKA na ce of-
JaCHH Kako Ce, Kajaa je Aata MOPOLMLA KPUBUX, MOKE LOGMTH ibeHa auge-
peHiyjanHa jeAHauuHa.

Kao LITO 3HAMO, TMepPOAMLA KpHUBHX JeduHKCcaHa je jelHauMHOM

fx,y,00=0, (30)

Koja CaAp¥H, NOpeL MNPOMEHBUBMX X W y, jeAHy TApPOM3BOJbHY KOHCTaHTY.
PasnnuuTe Kpuse W3 TIOpOAMiE OAroBapaly pa3MuMTUM BPEAHOCTHMA L.
JrdepeHunpatbemM Ce MOXE 106UTY HOBA jeAHaunHa

of L ofdy__ ' 31
ax+aydx 0- G
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Ako oBa jenuaquﬂa_ HE Cajpxu ¢, OHa je TpaxeHa AvidepeHuujanna jenHa-
4MHa. AKO Ce ¥ H0j jaBba u ¢, Ka0 WITO Je 0GH4YHO Clyyaj, nap jesHauuma
,(30) u (31) moxemo YNoTpeGHTH 3a eluMHHUCambE C, M3BOLehH Ha Taj HaynH

HOBY jeAHauMHy Koja Caipxu camo x,y u Z—y OBa he Taga 6utu Audpe-
- . x
PEHUHJaNHA jeaHAYMHA TOPOAMLE KPUBUX (30).

Ha npumep, yamume xa je mopoaHua KpuBHX
y=sincx. (32)
Nudepenunpame paje
y' =ccoscx. - 1(33)

OGe oBe jeanaunne CalpXKe ¢, Na 3aTO HHUjeAHA O HUX HUje TpaeHa jes-
HauuHa. Anw, m3 (32) Hanasumo xa je

coscx=)1— 2,
/ c= i arc sin
X £
M Kaja ce cmene y (33), oe BpegHocTH nAajy

5 ArY Teesie S
a:;bl—y*arcsnny. (34)

Kako je oBa jennaumna MOTNYHO He3aBuCHA OX ¢, TO je oOHa AudepeHum-
Jalda jerHaYnHa nopoauue (32).

OBa] npouec eJUMMHHHCAMa NMPOH3BOJ/BHUX KOHCTaHaTa MOXe ce wu3-

BECTH 4aK kama je 6poj HesaBMCHMX KoHCTaHaTa Belin ox 1. Jla 6ucmo oso
nokasanu, Heka je

]‘(x,y,cl,cz,....,c.,)=0 (35)

JeAHaunHa KOja Besyje x u y u CaApXH n KOHCTaHATA ¢, ¢y, . .., c,. Oba
JeAHauMHa npeTCTaBba, nakse, TMOPOAULY KDHBHX M nNpej Hama je npo6iem
Aa u3BeieMo nudpepeHunjanny jeAHauMny koja he AehUHHCATH CcKyn KDHUBHUX
6es ynotpeGe MpoussomHuUX KOHCTaHaTa. Ako ce (35) IMcdepenunpa no x
M-nyTa ysacronHo, nobuhe ce CKym OX n Apyrux jeanaumna. Oge jelHa4HHe
3ajelHo ca jexnaunHOM (35) yume CKyn o& n -1 jemHauuna noTpe6GHUX 3a

§ 13 H3BOBEE NHOEPEHIUHIAJIHE JEAHAUYHHE M3 HEHOT OMWITEF PEJAA 3k

SABHCHHX KOHCTaHATA y onwitem peuwiersy. OBo je npaBuao koje cmo seh
Ro6uay y T'n.ll 3a 6poj KoHCTaHara y peleny AuepeHUHjanHe jegHaYHHe.,

Kao npumep, mocmarpajmo jeaHaynuHy .
e=asinpt+ﬁcos;)t (23)-

KOja CaupXKH NPOMeH/bHBE © M f W NPOH3BObHE KOHCTAHTE a U . Oudepen-
uupajyhu ABamyT po6uBamo

O =apcospt—Bpsinpt,
' = —ap?sinpt —Bp2cospt.
Y 0BOM ciyuajy enuMMuHHCatbe je BPJIO MpoCTo, jep ce HenocpejaHO BuAM Aa je

d*6
d?

+p6=0. (22)

Oso je| Tpaxena ancpepenunjansa jeaHaunHa. by cmo Beh cpenn y § 10,
FA€ CMD MPOM3BOBHO TBPAMIM Aa je (23) teHO peluere.

§ 14. U3Bohewe nuepenunjanumx jeAHauYMHAa U3 PU3HY-
KHX 3aKOoHa

Indepenumjante ce jegnaunne HeMpecTaHo jaB/bajy y npumenu Mare-
martuke| y TexHuuu u Pu3nuM, jep Ce MHOrHM (HU3HUKH 3aKOHH MOTY jelHo-
CTaBHH|E€ M3pa3UTH noMOhy AMdepeHUH]aNHHX cUM60JA Hero Ma Ha Koju
Apyru HauuH. JeaHwa ce wmaycrpatuja Beh mnojasuaa y §10, rae cy ¢pusuuku
3dKOHH |KOjU B/IaJajy KpeTaweM MaTeMaTHYKOr KJAaTHA OAMaX NOBEIM Z0
AudepeHunjante jesHauuHe Apyror pera. V cnesehum he opemuuma Gutu
AAaTO HEKOJIHKO Apyrux fpumepa.

Hexu on oBux npumepa 3aXTeBajy MpHMeHY (PU3HUKHX 3aKOHA Ca KO-
jUMa uMTanan MOXAa Huje ynosHaT. 3aTo ie, y CBaKOM cilyuyajy, ykpaTko
AaTo TBphewe HayyHWX uYHHEHHL: NOTPeGHHUX 3a pasymesame mnpobJaema.
Hucmo nokywasanu aa o6jammasamo kako ce casuaio LA Cy OBE YHHEHWULE
MCTHHHUTE, jep 64 TO 3aXTeBANO TyMauere OHUX rpaia ®uznKe M3 KOjUX Cy
Y3€Te wyyCTpauuje, WTO je, OYMriefHO, BaH o6ima oBe Kmure. Ca Hawer
Cy CTAHOBMLITA 3aKOHM MOTPe6GHU Camo 3a jeAHy CBpXy: 1a Ce mokaxe na
Auepetumjante jeAnaunHe npousnase NPUPOAHO M HENOCPeLHO W3 UK,
YCTBApH TAKO HENOCPeAHO la YHTanall, — kaja 6H GMO yrosHaT ca npej-
METHMa| Koju ce WwHMa o6palyjy, — He 6M HaWmao Ha Be/MKy Tewkohy na
MCTe jeAHaudHe W cam dopmyauiie.

‘Kako je To uum oBux na3jarawa, Hagamo ce jga he uuTanau GUTH 3a-
AOBObAN Kaja Ce yBepH Ja pasyme 3Hauere HayuHWX TBphewa u jna Hehe
CyBHIIE MPEMHLI/BATH O TOM KaKo® je YCTaHOB/bEHA HUX08a HCTHHHTOCT.
Hpyrum| peunma, on he HajGosbe YCNeTH aKo MPeTXOAHMM TBphewuMa npu-
CTynu CA 10BObHO MNOBepera, 4yyBajyhu CBOj yoGHuajeHH, 3ApaBH CKenTH-
UH3am 3a mMaTeMaTH4Ke JOKa3e KOjH MM Cleje.

*
1
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§13. Mpumep 1. 3axkoH AdejcTrBa maca

XeMHCKe peakiuje ce He JewlaBajy TPeHYTHO Kaja ce pearencul)  go-
Bely y mehycobuu moaup. VsBecHa KoauunHa jeAumberba CTBapa ce y npBoM
XMbAIUTOM AeNy CeKyHAe, HelITO BHiLe Yy APYrom Aedy, H TaKO Labe. Me-
hyTum, 6p3uHa CTBapama jeAuiberba HHMje KOHCTaHTHA, HEro Ce Merba Ca KO-
JMYMHAMA peareHca pacro/iOKHBHM 33 CTBapame jeauiberba. ¥ MHOTHM NpoO-
cTuM TpaHcdopMmauujama GpsuHa peakuuje 1oKOpaBa Ce 3aKOHY TMNO3HATOM
Kao ,,3aKOH jfejcTBa Maca“, KOjU TBPAW Aa je 6p3uHa KOjOM CC CyMNCTaHue
jeauHe MPONOPIKMOHAIHA NPOM3BOAY M3 jOLI HeCjeAMbeHHX KOJRUMHA.

Yamumo Aa je x 6po] Mojekyaa Beh HacTaior jedutberba y TPEHyTKYy f
M a2 CBAKM MOJIEKYJ jeAHibetba CaApXW N MoAeKyaa jejHe BpCTe H m Apyre
spcre. Hajsaa, ysMumo Aa je y MOYETKY 6uno0 N mosiekyna IMpBe BpPCTe H
M apyre. Taia je 6poj HecjepMibeHUX MOJIeKy/la CBaKe BpCTE N—nx, oi-
HOCHO M — m x. 3akoH AejcTBa Maca TBpPAM Aa je OpsuHa — Koja je

dx . . .
. QYMIJIeAHO JaTa ca 17 — KOjoM Ce CTBapajy HOBH MOJIEKY/H jelutbetba,

.IPONOPLMOHA/IHA NPOW3BOLY OBMX JBEjy MOC/AEAHUX KOMMUMHA. OBo Heno-
.cpeAHo Jaje AnepeHuujanHy jepHaunHy
%=k(N—nx)(M—mx). (36)

-§ 16. Mpumep 2. Jlanuanuna

JeaHo yxe ofeuleHo je y Jmema Taukama P, u P, Koje nexe y HCTO]
' XOPM3OHTANHO] pashh Ha MehycoGHOM otcrojay D. Tpawu ce 06auK KOju
.0BO Y€ y3uMa MoJ AejCTBOM CHlle TeXe. ‘

Heka xpuBa Ha ca. 14 npet-
cTaB/ba 0OBaj OO/HMK, Ma YOUHMO HEKH
eJeMeHT ayxyHe ds.?) Jemad je oL
OCHOBHMX CTaBoBa MexaHnKe Ja 0Baj
eneMeHT Mopa GUTH y PaBHOTEXKH MO
cunama Koje Ha wera aejcTByjy. Ose
cy cuae:

P, b P,

a) 1berosa CONCTBERA TEXUHA KO-
ja npercTasiba CHy KOja AejcTBYy}e BEp-
THKAJHO HAHWIKE;

6) BANOH yXeTa Ha 0meM Kpajy
KOjH NejCTBYje y NpaBuly TaHreuTe Ha

. . KpHBY Y TO] Ta4Ky;
/‘\f’ /\0*49 B) HAMOH Y YXKETY Ha TOPIEM
Kpajy KOj# AejCcTBYje y npaBuy TaHTeHTe

Ca. 14 Ha KPHMBY Y TO] TasKH.

1) Pearenc Cy aKTHUBHE XeMHUKaiHje.

?) [1puUpoAHO, OBaj je eJeMeHT 3ampaBso ,TIpypamTaj AyxuHe' vy pvdeperuvjaaHoM
_padyuy obenexuo 6u ce ca As. MehyTum, y HaydHOM paiy je yoGuuajeHo fa ce Of rio-
yeTka L0 Kpaja ynoTpe6u Audepenumjansu CcHMO0N Kaaa Takas npupalutaj Tpeba nycTUTH
A2 Texu myau. OBa mpakca peTkO Kaj A0BOAH AO 3a6yHe, a 4eCTO CYXH KOPHUCHOM UKBY
_Aa Cce mpejBMAY Kaxksa TpeGa pa Gyse MpMpOAA AOKa3nBamba.

4MMO ca k, (38) nocraje

g 16 [PUMEP 3 JIAHUAHWLA 33

O3Haunmo Harube TaHrenarta y osa [1Bad Kpaja c? 6n 6+ dé :}r Ha-
nowe ca T w T 4-dT, n obenexumo AvHeapHy TeXuy')yxera ca m. aja,
aKO €e OBe TpH Cuje pasloxe Ha cBoje komnoHenTe X Y, oHe peiOM Aaly

XLV‘._O) Y1:——ﬂld3,

X, = —Tcos¥, Y,= —Tsin$,

X, = (T 4 dT)cos (8 + d5), y, = (T + dT)sin (6 + d9) .

Axo ce N0A AE|CTBOM OBHX CHAA €leMeRT yKeTa Hanasu y paBHOTEXH, He-
ONXOAHO je 1a Oyae Hysna u cyma X . komnoHenaTa W Ccyma Y - KOMIOHE-

HaTa, TO JECT
Tcos%:(T+dT)cos(e+d6),

T sin 8 == (T -+ dT) sin ¢4 d% — mds.
enehy AeBy ca J€BOM a JAeCHy €a LeCHOM CTpaHOM OBHX JeAHAUHHA, 1061BaMo:

tang 5 = tang (5 - de)~____—’—’ﬂi———-_. (38)
° sV (T - dT) cos (6 + d§)

[pBa 04 ‘jeAHauHHa (37) TBpau Aa je Yy 06a Kkpaja enemenTa ds XopH-

30HTAIHQ KOMMOHEHTA Hanoda jeanaxa. Kako je ds GMUN0 KOjd E€NEMEHT, TO

. o A -
clend A4a je 0Ba KOMAOHEHTa JeiHaka y cBako] Tauky KpuBe.) AKO & 03HA

ds
k

m
tang 5 = tang (5 4 ds) —

AKO OBy jefHauuHy HAnMMIEMO y 0B8auKy

tang (5 -+ d9) —tangb m ds

>
de ko do
na nycTumo pa ds ¢ 49 Tewe HyMM, tbeHa nesa CTpaHa npenasy y M3BOA
o4 tang 5. 3aTo je:

cectg— L 48 (39)
Kk de

Ogo je AucepeHijanta jenHaunHa Tpamere KPHUBE, KaKo MaTemaT'l/l"—{llaE)(};
kamy — Yy CBOM MDHPOLHOM 06ANKY; TO jecT, oHa M3paiasa ﬁgm\y/l\ﬂ% T}y/m
S MEpEHOr OJl HeKe MPOU3BOMBHE rauke nomohy Haruba Tam‘"eme.é‘ h ec)x;ec:ry;
oBaj NpUPOARN OOAUK Huje Gall ysek KopucTad, W 3aTo [e Hajb0okE

1) To jecT, TeXHHY HA jerHuHLly KYKiHE. ‘
%) Osae je OHA HAjMarbK HAMOH Ma 3a KOly TauKy KpPHBE,
HMMyMa KpuBE Tie BEPTHKAIRA KOMUIOHEHTA HAMOHa WIUYE3aBa.

70 jeCT HamOH y TauKh MU~

. . 3
Ernemetirapre AudpepeHuijaniHe jeqHauMHE
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ra Ha obuuan o6/iuK y [lekapToBUM KoopauHaTtama. To 3axrteBa cMeHy od¢
NMPOMEH/bMBE S W 6 HOBMM MPOMEHBMBMM X M ), TIpema penauujama:

. T (40)
dx

(-

[lpomenmusy s ermmunucahemo ako npumeTHmo a je

ds
ds dx
a5 ds
dx

‘To paje

sec26 . _@:ﬂ §=£V1 _l_(ﬂ)z_
dx k dx k dx

Vcto Tako audepenuuparsem jesnaune (40) nanasumo ga je

sec?6. d_e = dl )
dx  dx?
Crora je pesynrar cmene
dy  m[. | [dye
— = /14 (2" 41
dx? k + (dx) ( ,)

: :
To je audepenuujanna jegnaunna TpaxkeHe KpuBe, u3paxeHna y [lekap-
TOBMM KOOpAMHaTaMa X W y.

§ 17. Npumep 3. Toxk CTPYje y eNeKTPUUHO] MpeXH
[ler 3akona koju Bnapaj

" Y TOKOM €JEKTPHUMTETA y eJeKTPHYHO] Mpesi
KoOja je cacTaBbena oA oTmop

a, HHAYKTUBHOCTU M KanauuTeTa jecy:

(I) konnuuna enextpuumurera K0ja yTHYe Ma y KoOjy Tauky rpanatba,

; : ’ s TaKkBYy
Kao b wa ca. 15, mopa Gutu JEAHAKA KONWYMHM KOja HCTHYE;

. (I) anreGapcku 36up ceux €JEKTPOMOTOPHUX CHJIA HA KOj€ Ce HaWiasu uayhu
OKO JEAHOT 3aTBOPEHOT KOJa, TAKBOT Kao IUTO je abeda wnu befeb, mopa Gutu
JelHaK Hyau;

(1 ENEKTPOMOTOpHA CHAa KOja JiejcTByje y Hekom enéhxeury otnopa R jenraka
€ Tmponssogy ox R u crpyje I koja KpO3 mera.nporuye;
. (Iv) €ICKTPOMOTOPHA CHJA KOja AejCTBYje y HeKom €NIEMEHTY MHAYKTHBHOCTHU
L, JEAHaKa Je mpou3BOAY O L M Gp3uHE KOjOM Ce Merba cTpyja;

(V) enektpomotopia cuna Koja JejcTByje y HeKoMm enemeHTy kanaugutera C

jeAHaxa J& KOJIMYHHKY M3 €NEKTPUYHOr TOBapa y KOHAEH3aTOPy M KamauuTteta C.

35
§ 17 MPUMEP 3. TOK CTPYIJE ¥ EJEKTPHUHOJ MPEXH

H Ha-
Jla 6ucmo oBa TBphema Gopmyaucann y MaTeMaTH4YKOM fé:}ly;ifry, :;qu
YUMO C:l X KONMMUMHY eJeKTpULMTETa KOja |e mnpouuia Kpoione yy Tgeuyﬂ(y
yep Of TpeHyTka t=0; ca X, KOIWuKHYy y KOHIEH3Z pya TSy
‘s 0: ¢a R, L n C BequuuHe OTNOpa, HHAYKTMBHOCTH M Kanai, .
— L ) 4 ’
I CTpi’j 1), Tapga je / BesaHo ca X |eAHAYMHOM:

t .
1=£1i W x:fldl‘,
dt 5

pomoTopue cune Eg, EL # Ec, Koje AejCTBYjy y OTNopy, WHAYKTHB=

ioecg‘imn KanauuTeTy, Aarte cy obpacuuma:
B BE =R %’
Ec =£%ﬁ=%“—+—la-jldt.

Tlomohy oBuX o6pasaua M MPUMEHOM 3aKOHA (1) u (II) moryhHo je

0AMax|HamucaTH AMepeHLujaitHe Jel-
HAauWHE KOjuMa ce Mopa TMoKOpaBaTH

b c

¢ Ly —0 L, j

Guno konuuuHa x Owio ctpyja I. ' : | |
Axko npumenumo 3akoH (I) Ha E ) :[ ; Jz

0 10
eJIeKTPUYHO KOJIO y C/I. 13, 10/1a3uM
sak/byHika Aa WCTa CTpyja [, Te4e Kpo3 y
rpaue |ed, da u ab, a wucta CTpyja I, b .

Kpos Tpaue bc, cf u fe, LOK ]ez)bel,——l2 e

cTpyjd Kpo3 mpeocTany rpaty Oe. : |
4 Taga npumena sakona (Ill) u (IV) raje cnejehe e1eKTPOMOTOPHE CUJe

dl,
y ab, LI'
dl,
y bc, Lz’d—t‘;
y cf, Ryly;
y be, R (I, —13);

) ,CTpyja* je 6p3nHa TPaHCMOPTOBAIbA eNneKTpPULHTETA.
2) I, je OLY3eTO jep Tewe y CympOTHOM CMepy on I,.
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AOK je y fe M ed eneKTpPOMOTOpHA Cnjia jeiHaKa HYIM jep Tamo HeMma ele-
MeHata umaefanue. Ipernoctasiba ce Aa ce y da Hanasd reHepaTop KoOjH
NPOH3BOAH €NEKTPOMOTOPHY cuay E Koja cTBapa CTpyjy.

Ca osum BpeanocTuma, npumena 3akona (1) noce6Ho Ha xona abeda
U bcfeb naje TpaxeHe audepenuujante jefHayMHe:

I,
Lo+ Ril— 1)+ E=0,

(42)
L A Ry, — R (I, —1)=0
cdt a2 LA 2 :

Jeanua renoysiava Tauka KOJ QOPMYMCArA OBUX [eAHAUMHA Hanasu
Ce y OlpehnBarby 3HAKOBA PA3IMUMTUX M3DPasa, HAPOUMTO Y ChAyYajy rpae
be. HapaBro. 0BO je TexHWduKa CTBap O K0jOj O €NEKTPOTEXHUUKH MHKEHED
610 p0o0po o0asewiTed. 3acaf je KOBOJBHO NPUMETUTH LA €NEKTPOMOTOPHE
Cunte yBeK cabupamo nonazehu 04 jefgHe TauKe TaKBe K0 @, U CTANHO MAyhH
OKO 3aTBOpEHOT Kona Taxksor Kao abeda warpar ka a. Kaa je rox crpenvua
K0ja MpeTCTashba CTPY]y MOByueHa y CMepy ¥ KOMe HAEMO, Ka0 y Cayuajy
[}, €1eKTPOMOTOPHE CuJjle HA KOje HAWNA3MMO WUMAjy TIO3UTHBAH 3HAaK. A,
aKO CTpesiMila NOKasyle NPOTMB Hac, Kao y cayuajy /, kala ce uie on b
npeMa ¢, eaeKTPOMOTOPHA CHJla yJia3u Ca HeraTHBHMM 3HaKOM.

Usaj ce mpumep pasankyie 01 NpeTXCAHMX THMe WLITO Ce OBLE Hanase
IBE 3aRMCHO MpOMeHmHBe [, i /,, Ma Aa NOCTOJM Camo jeiHa HE3ABHCHO
npomenmura . MehyTum, nocToje ¥ ABe jeaHauyuHe M3 KOjuxX ux Ttpeba o4-
PeAUTH. Y jeaHOM KaCHMjeM OJe/bKy Hakv hemMo Aa HHXO0BO peluasarbe HHje
TELLKO.

§ 18. lpumep 4. lMpoBolewe TOnNOTE

TemnepaTypy cBake' Tauke HEKOr Te/la MOXKEMO IIPETCTABUTH Kao (yHK-
UK}y 5(x,y,2). Ao je TemnepaTypa WcTa y CBMM Tauykama, § je KOHCTAHTa,
MHaye Ce Mema Ca jelHOM MAM BUIUE KOOPAMHATA. AKO Ce Yy YHYTPALbOCTH
Tena nosyue amHnja AB, nysune As, u 3abenexe Temnepatype 8i u S5 y
Kpajibum Taukama A U B, KOJHYHUK

Ba—0a _ A6
As As

mepn cpediby Opsuuy npomene & usmehy A u B. Kapa ce nyctu na As Texu
HYJIH, TDaHuLa OBOr KOJMYHHKA 30BE Ce€ rpajHjeHT TemmepaType y npasuyl

S W obenexasa ce gudepenumjannum cumbonom — . OH 03HAuaBa BpejrOCT
S

fIpomeHe Temnepatype & 3a Hekor nocmaTtpaya Koju Ou ce kpetao og A y

npaBily s. AKO ce npaBal Mokjana ca jeaiHoM OA KOOPAMHAaTHHUX 0ca, OBaj

rpaavjeHT noctaje ofM4yaH napuujajaH H3BOA.

Yy Mpagauw $ 3nayy, HAPasHO, UPaBaill y KOMe je MOBy4¢HA nuHHja AB.

4 27
B of
§' 18 TIPUMEP IPOBOBEE ONNOTE

3acHMBa TpoyuaBame Mpo-

Haseaumo capa TpH 3aKoHa Ha KoHMa ce

goherma TOMAOTE!:

j NPONOPIHO-
() xonuunHa TOUAOTE KOjy Teno Caapiu y jeanunuM 3anpemuHe np P

j i epaTypH; ‘
HaAHA je FeroBOj TeMIl ) . -
i : Y KPO3 KOJY
Te Koja ce NpeHOCH Y JeANHUUM Bpemena OHIo ?13 Ee“&i&-
O yrp: JOMOpUMOnanNHa je fpOoM3BOLY i j

Teda Dj : 3
WwUHy Y YHYTPauwmsoCTH ! ) o
gizgy'rremggspmgﬂg 3 TpajujeHTa TeMnepaType HOpPManHOT Ha TY i

' i /pH.
(ll1) TonaoTa TEHe MpasuEM 0jl BHUIE KA HHUWO] Temieparyp

(L) u (1) soBy ce pecnexTHsHO TC[[;‘—
ugBoCT TEaa n O3HauMhemMo mx ca itk

nama dx. dy v dz saunje
2). [locmatpajmo "Hajope
43 KBaipa Kpo3

KoncTaste NpONOPUHOHANHOCTH ¥
MAYKH KQAQUUTET W TepMHIKQ NPOBOAR

jHO Manu KBajap ca uBY

' a pa je y TaukM (X. ),
eHO TeMe NpeTnocTab/b !
i?se} éLTpaHg yrnpasue Ha ocu X. VaHoC TOMAOTE KOJH OTHA

6Ky OA OBHX CTpana je, npema () ¥ (i),

[locmaTpajmo Geckpa

k —Eﬁ dydz;
aX X, ¥,2
a M3HOC KOjil yTHue ) KBaap KpoO3 jpamy CTpaHy e
k 08 ‘ dy dz .
aX ‘l‘\—i—d.x,y,z

T H3HOC 100MTKA TOMJIOTE, yKO.ﬂMKO ce

A a ¥
: y 1 ynaoTe Koja je yuu
i 4. AKO 3a ORY KOJHAHHY T¢ ,
T et aes cTpa c ¢HY = ‘moTpedumMo 03HAKY
’fzg:iap KpOo3 Tg JBe CTpaHe, 0H4eB O TPLHyTKA iﬂe;‘)éH)anoMgpa 10 oAk
gx, OHAA Ce WHCT M3HOC gofuTEA Yy jednRiud Bp
X

Paznuka wamehy OBMX J& 1ML

dgx .
00AUKY —qu Haxne:

dq}_ =k (2%_{ —_ Pj : ) dy dz.
dt axllx+dx,y,z 0X . xy.2

Ax0 1HY y T NHHO je je}maxa
.e dX ,H,OBOJbHO MaﬂO, KOJIH rHa 3arpa1m pI/IOJ\YI ]
‘——— J i : T K ce nyCcTH
Y i I axKo Kajza
- dx npu eMy ce anpoxcumauma npe Bapa y |eAH C ycT
)
Aaa dx Tewy HyJH. 3aTO HM :

dgx _ i _6.2?; dx dy dz.

= i

dt 0x?
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CAMYHO Ce M3naraibe MOXe MPUMEHUTH Ha CTPaHe ynpasHe Ha OCH ¥
W BOAW pe3yiTaTy Aa 4¥CT L0GHTAaK TOM/MOTE y jeAWHMLM BpeMeHa Kpo3 0Be
CTpatHe UMa BpPEAHOCT:

49y =k 0% dxdydz.
dt 6y2

Kpos npeocrann nap crpama uuctT zo6uTak TomaoTe Yy JeRMHHLM BpeMeHa
HMa BpeLHOCT:
dg, « 0%
dt 02*

dxdydz.

. dqg .
Toranan usHoc KOGUTKA TOWAOTE y jeluHULHM BpemeHa, -[ﬁ], je 36up

OBUX TpHjy u3pasa Kaxo ce on ocTsapyje y sanpemunn dv = dx dy dz, To
4UCTa BPEAHOCT A0GHTKA TONAOTE y jeAHHHMLH 3anpemuue jecTe

— A

dv dt

o ( z (43)
ox* = 9y2 = 9z*

0% 09 )

CBe CMO 0BO R06W/IMA MpUMEHOM APYror M Tpeher 3akona. Cana hemo
npumenuty npeu. Koauuwna tomnorte y jeannuum 3anpemuHe je c5(f) y Tpe-
HYyTRY f, a ¢S (-} df) y TpenyTey t + df. CTora je uucTH R06uTak

clo(t 4 dty—s ), ‘

Ma KAKO Ce OH OCTBapyje y MHTepBany Bpemesa df, BPeAHOCT A06MTKA je

k) —s0 _ 0

. 44
at 7 ot (44)

=

HapaBHo, Tako po6usesa TonaoTa YTHUE KPO3 rPaHWYKe CTPaHe KBalpa
(cem ako HMa W3BGpa TOMAOTE M Y Camos KBaJIpy, WTO Cé y OBOj LHMCKY-
CH]M HE pacMarpa), omakje CAegu 1a W3HOCH (43) u (44) mopajy GutH jei-
Haxu. OBO BOAM Audepenunjanio] jeqsaunnm

2g heo 9 ~ .
AP RN (45)
0)(‘ 61‘12 azz k af

OBy jeanasnny mopa 3a50B0/baBaTw TemnepaTtypa 6HJ0 Kora Teda
Koje mpoBoaM TemASTY. OHa ce ma of KOje A0cal CpeTaHe pastukyje Tume
ITO nOCTOle YeTHPY HE3aBHCHO TPOMEHMBUB2 X, v,z W {, Ma Aa MOCTOfH camo
JelHa 33BMCHO MpOMeHAUBa 5. 3aT0 Cy OBM H3BOAM MapuUMjaldHH H3BOAM, a
jeAHaunHa je napunjanua Audeperirjanta jeanauuHa.

Kao mpcer npumep, nocmarpajmo [eARY BeAHKY paBHY niouy umje cy
C€ CTpaHe OApixKaBane Ha TemnepaTypama 8, M5, TOAMKO Ayro na je Temre-
paTypa CBaKe Tauke y yHyTpalwboCTH Behi geccnena y crasme paBHOTEXeE M

%
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$19
o & je mokasyjy Aa he
1a ce |Buuie He Mmerba. Tapa je > Hyna. YCIOBM CUMeTpHje viy
) t
TemnepaTypa GUTH MCTA y CBUM Taukama 6ym%zex01e paBHM Rnapaiente ca
0%9 . 3
" elHaK® HyJu. 3aTo ce
CTPaHAMa IITO 3HAuM, HAapaBHO, Aa CY o " oz j y
jeaHadnna (45) cBOAM Ha
d
=0,
dx?
jep BYle Hema pasfora 3a ynotpefy osHake 0, TOWTO je mMpeocTana camo
{eAHa |[HE3aBHCHO NMPOMEH/bUBA.
DBa je jeAHauWHA TAKO jeIHOCTaBHA AA je OfMAX MOXKEMO DeLIMTH M Npe
Hero {UTO M3Beiemo paspahene metope. [lpocra unTerpauvja raje
=ax-b, (46)
rAe Cj a a b KOHCTaHTe MHTerpaluje.

Ako cy xoopauHate cTpaHa x =0 u x = X, KOHTYpHH YC/JOBH Cy:
=b,

e1
6,=aX 4 0b.

Y3 o8ux ce 3a a u b Hamasu Aa je

b=5%,,

* lyera (46) noctaje

x N
0= 6, o (.

Crtora je rpadux cyrkuuje 5 04 X npaBa Koja uMa OpAMHATY 6, 3a

cipapy x =0 u opaunaty 6, 3a CTpaHy x=X.

Mpumep 5 DBe3spTAOKHO KpeTamwe uiealHe Tew-
HOCTH

KaZa je Heka TeyHOCT y KpeTaiby, HeHU pasinunti Apenufin mory

YMATM CacBumM pasaHynTe 6p3l/IH€. Axo ce nocMarpa camo X - KOMIIOHEHTA

KpeT
KOOpP

hiha, OUMINEAHO je 4@ je thewa BPeiHOCT 3a CBAKy TauKy Heka (yHkuuja
hunaTa x,y M z, a moryhio Tako ncto u Bpemena f. Oswauumo oBy

i ( 10K TH Heka QyHKUH]ja
dyHRunjy ca u(x,y, 2, ). CinyHO, ) - KOMIOHEHTA MOXKE 61 dy ]

VX,
w{x,

HCTHX OBWX IPOMEHBUBHX, a Z - KOMIIOHEHTa HeKa (bym(mqa

1z, 1)
z, ).
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Moxe ce noxasatu — Ma fa TO OBAe Huje moryhHO — aa cy ose

TpH cpyn‘muue BeOMa yecTo! jeAHAKE TPHMA NapUKjanHuM Mssol{nma jeane
noucTe pyHkumje d(x,v,2,1) no x,yuz Osa je (QyHKkUW]a [03HATA Kao
Zﬁ‘TeeF{umaﬂz‘ 6psure xpetara. UTa Buwe, napuvjanHu u3BoA Te HCTE QyHK-
je ® no t, nponopunonanan® je aryusasarey y Tauku (X,),z), TO jecT
pEeIaTHBHO] NPOMEHH TYCTHHE TEYHOCTH Yy TO] TaukH. ana sy

je Hanwncara GANKY
jeaHadnna, osa TBpherwa nocrajy: e y 0O0aHKY

W= =

o NTLp}e roocTaBmbajyhu aacy Ta TBphetba Tausa, AMdepeHiinjanty jeiHaukHy"
iy m0pa 3a10B0/baBaTH KPETarbe TEYHOCTH, MOXEMO NMOCTARUTH KAKO caean,

[locmaTpajMo ejieMEHT 3amnpemHHe TNOKasad Ha

cI. 16.' 3a speme df KpO3 JiEBY yNpaBHY CTPAHV YTHue
y OBaj eJeMeHT maca TeYHOCTHM pu dy dz dl, a Ha Cy-

NpOTHY CTpaHy NCTHYE KOJIMUYHHA P (11 -+ ou dxjdy dz dt.
0x

Az }
& McTo Tako KOMHMUMHA pV dxélz di yTiHue KpO3 mpeisy
v
v CTpaHy, a KOIW4YnHa p (V -+ av~ dy) dx dz df ucThue KPo3
\ 7
Cn i6 )

:—éam-by. Kpos pomwy crtpany yThue pw dx dy df, a kpo3
) : . ow ’
roptby HMCTHUE p(w +—a; dzj dx dy dt. Bopehu pauyHa o (CBemy OBOME H

\

npeTrocTagbajyhn aa ce rycTHHA @ Y LEAOM OBOM eJEMEHTY 3anpemmiic

pasitiikyje o g 3a 3aHeVapBUBH NM3HOC, BHAMMO AQ KuitiuHa KOjA HCTHY
npemautyje KOAMUMHY KOja pTHYe, 33 W3HOC )

ou

py dx dy dz dt (6
X

ov ., own
+ 212

y C wis 2a i . . -
) Criewjaano, Kapa je TeunccT ,Maeanua’, a meuo Kpetaibe LUE3EP FAOMEIO™.

2y Koncranra ¢ ' i

) , NPONOPLUONAAHOCTH yeeK je HeraTusna. OTyaa 0HIHK A0AL HATHCAWS
“C:IIPTE‘ jCLHHHHHC.
o P . : :
s =S BN ppnouemy je s aryuhwas
Bare, a p Tyt Bat as ice p = S in h i

, @ p TyCTHNE aTO HMAR O OAKUC p == gy {8 T 1), KOjn hemo racumje yIoTpesHTH

RABEM UIAATAibY.

Hanomenyhieno Takobe sa je no zedunuuiiy

v‘j"

s

§ 19 APHMEP 5. BE3BPTOMHO KPETAME WAEAIHE TEGHOCTH 41
19 memMER O BRSR L T

WA, aKO je TaKo 3rOJHH[E TBPAMTH, KOIMUMHA y ENEeMEHTY nosehasa ce 3a
HeraTHBHY BPERHOCT OBOP M3HOCA.

36or oBora HacTaje NMpPOMEHa 3rylithaBarba ds. MehyTum, maca y eje-
3

MeHTy Ouja je y noueTky po (1 +s)dxdydz, a g, 145 —{—%?dz‘)dxdy dz Ha

kpajy. 3arto je rnosehame pog_jdx dy dz di. Visjeanasyjyhu ose ABE KO-

upHe, 106HBAMO

0s ou ov ow

os Y 7L 2 =0,

ot + 0x oy - 0z

WK )
3¢ 20 __ 0% 47
dx2 022 ot

OBo je Tpamepa jeAHaulHa.
AKO je TEYHOCT HECTHLIBHBA, OHAA cByrae W CTaiHo s Mopa ouTH
Hyaa. Y oBom Ce cayuajy jeanaunna (47) cBOAM Ha

0%¢ ', 07
L Y L (48)
0x? 0y* 0z®
Jepnadune (45), (47) w (48) nosmate Cy peCneKTHBRO Kao ,.jeAHauvHa
npoBohera TOMMUTE", ,,TanacHa jeanauwna® u,Jlanpacos jearaunpat, Owe
cnanajy mehy ocrore jeAnaduBe npuperbere Malenaliine, i RakO caipike

Wity KomGuHauMjy H3B0OAA

2 o0

1 ’

FEES 0z°

o je 3a OBY yCBOjuHa cneunjanna oshaka §o. Ca oron arRakon, Koja ce

soBe ,,Habna Ha KBajgpai’, MOMLEMO jrarayine (49), (47) u {43) noHobBy Ha-
sucatit y o0auky

c 0% -
20 == , (43)
oot
. 07
Tp=c @47
01~
vip=0. 48)
[MocToju 4eTBpTa AvdupeHisjatda jeanadrna OL OTpOMHE BaWHOCTH ¥
fipUMerbeHo] Marewariili Koja CaapmiH Mot KOMOMHALUM]y H3BOAA Kao ¥
(45), (47) u (48). To je jeanaunka
V2 4 4rp=0. (49)

TAE je > eNexTpHYRH [OTeHUM]jan a ¢ CYCTHHA CACKIPHUWIETE, T0 |eCT KO-
AMUMHA CACKTPHUMTETA Y JEAMHHUM 3aNf CNHHE. Opa jearaukipd, O3HATE KO
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»[loaconosa jeanauuna“, npercrasma pacrnojeny noTeHuujana y Hekoj 06JacTH
y KOjoOj je eneKkTpuuHu TOBAap pacnopeljeH Ha GHMJIO KOji NPOM3BOJbAH HAUMH.
HapagHo, p je dyHkumnja ox x, Y, M z, KOja noka3yje Ha Kom ce MECTy Ha-
71asn eNEeKTPHYHM TOBAp. ¥V cayyajy Aa eneKTpUYHOR TOBapa YONUTe HeMma,
2 Je Hyna w jeaHauuHa (49) cBogu ce Ha Jlannzcosy jexxauuHy.

§ 20. Hpumep 6. Jeanauuna pacnonene moTeHuuvjama y
CNEKTPOHCKO] LEBH

Kao nocneswu npumep, MOCMATpajMO pacnoaeny rnoTeHuHjana u3Mmehy
J@lHOr Mapa mapanenHux paBHuX €NIEKTPOAA Yy eNeKTPOHCKO] LeBH, 0L KOjHX
Ce 3a jelHy MPeTNocTaBba Aa je TOAUKO TOMAa Aa eMUTYje eNeKTpoHe, Koje
TPUB/IaYM Jpyra eekTpoAa ycnes Mehy muma CTaiHO MOApIKaBaHe TMOTEH-
uujanHe pasauke. AKO ce 3Ha pacnogena EJEKTPHUUTETA y NPOCTOPY M3Mehy
SAEKTPOAd, OHAA, NpeMa TEphewHMa M3HETHM Y MOC/etheM naparpady, oBaj
cayyaj obyxsata aucpepenimjanHa jerHaunHa (49). 3ato je CTBapaH npobiem
la ce Hahe Ta pacnogena.

Ho, kaxa ce merarusan CKEKTPHYHM TOBAp BE/NHYKHE ¢ NpeHece ca
MECTa noTeHuMjana ¢, Ha MeCTO MOTeHuHjana ®,, OCHOBHH je (pU3MYKK 3aKOH
-Aa Ce mpu TOMe 006aBH M3HOC paja (p, — b,)e, Na ce 3aTO KHHETHYKA eHep-
rija Tor ToBapa mnosehaBa 3a 0Baj M3HOC.
lpeTnocrasumo Tana na KpuBa Ha ca. 17 npeTt-
CTaB/ba TpaXKeHy pacnojeny NOTeHUuMjana u
Y3MHMO 5a ce CBaKe CeKyHIe eMHTyje n enek-
1POHA €2 jeJHOr KBaAPATHOT LIEHTHMETPA eJiek-
Tpoae A, na CBaKM eNeKTPOH HOCH eJIeKTPHUYHU
TOBap e M 1a uMa Mo4eTHy OpP3HHY vy, a Macy /m.
Kana Takae enextpow gocne y Tauky Py kojoj
e moTeHUMjan ¢, HeroBa KWHeTHYKa eHep-
ruja noeehasa ce 3a H3HOC (p — Vo e. Kako
je mweroBa kuuetnuka ewepruja Guaa y nmo-

1 .
YEeTKy ? mvo‘-’, TO HEroBa XMHeTHUYKa €Hepruja

Ci. 17

'y Tauku P mopa GutH % mve® 4 (p — V) e.

; . 1 , = -
OBo je melyTam jegnaxo 3 mv®, rie je v herosa Gpsuna y Toj Tauku. 3aTo je:

/ 2
= v+ —V,).

U3 Gpoja enektpona Koju mponaze kpo3 P y JeLHO] CeKYHAM W u3 Op-
3HHe Kojom ce Kpehy, naxo je Hahu ryctuny enekTpuyHor ToBapa p. OGpa-
THMO 32 OBO Maxtby Ha eNeKTPOHe KOju MpoJase KpO3 MOBPLIKHY Of jefHOr
KB2APATHOr LIEHTUMETPA, HOpMaaHy Ha CTPYjy eNeKTpoHa, 3a Bpeme jefHOr
KpaTkor mHTepsana BpemeHa dt. Enextposu KOju Cy mpowam kpo3 OBy no-
BPIUKMHY y MOYeTRY TOr WHTepBana npehn he pacrojatbe vdf o merosor
HCTeKa, 10K OHM KOji Cy mpouuiu Kkpos Ty TOBPWHMHY Kpajem HWHTepBana,

3r\,1f\l:l” 43

TeK LWIF0 Cy yomwiTe W KpeHyad. 3aTo he nocmarpana rpyna 6;1'(1'1;1 ﬁ)ac;:g;
pehena y napafjenonunely MNOMPEYHOr Mpeceka jefaH, a BHCHHE V ¥ f‘l\nn
je 6poj, ouurneiHo, ndt, a BUXOB yKynaH eNeKTpHUHH TOBap — ne df. dt'
aKO je|HeraTuBaH efeKTPUYHM ToBap — ne df pacropeheH y 3arpeMHHH V
Haller | napanenonnneaa, berosa rycTHHa mopa GUTH

ne

3aTo je,llHa';lHHa (49) nocraje

Hame, 36or cumeTpuje npoGrema, NOTeHUMa/ Ce MOXE MeHmaTH CaMo

0% 0% . . _
y npaBuy Xx, ma 3aTo _6)_° u ¥ Mmopajy Guir jeaHaku Hyaum. 36or Tora
(49) nocTaje:
d’¢ ) 47 ne (50)
3 dx?

~——2——— s
VV02+_£(¢ e Vo)

Oa audepenumjanHa jefHaynHa M3pa)kaBa 3aKOH BapHjalluje MOTEHLHU-
jana y yHyTpallk-OCTH eJeKTPOHCKEe LeBH Ca pPaBHHM eJeKTpojama, Mnoj
yC/IOBOM [Jla Cé CBM €/eKTDPOHH eMHUTYjy MCTOM Op3HHOM.

SAIJALMHU

1} Knacuduxosaru cse gudepenunjande jegHayuse y mnornasmuma [ u Il r;ple::;f:
8pcTy (pOuMUHE MM Mapuujande), CTeneHy M Peay, ¥ YCTAHOBUTH Aa NH Cy JHHEapHe W
HUCY H,[aKO Cy Audeapue, fa A CY KOe(WUMjeHTH NPOMEH/BHUBH HIU CTaaHH. '

20 ¥ cayyajy obuywe ngudepeHumjanHe jeaHayuHe YTBPAWTH 6poj HE3aBUCHUX KOH-
CTaHaTq Koje fie Ce MOjaBHTH y OMUTEM pellersy.
3l Koa xojux cy npumepa noGuBena peuerwna Guna omwTa pelerma? HamlcaruKno
IBa MafJTHKyAapha peiuetba 3a CBAaKM MPUMEP Koj Kojer je HafjeHo omwiTe pelere. Ko-
AMKO HN jow uma’? :
4/ Ca posombHom TauHowhy Moxe ce pehu 1a je KOMMYMHA TOMAOTE KOjy ry6M y
CeXYHAH HEKO TOMI0 TeA0 NPONOPUAOHANHA Pa3AHLM TEMNepaTypa Teaa u OKoJHe cpeﬂ,’unea.
Yaumajyliv za Braza osaj 3akoH, HanMcaTH NMGEPEHUMjaNHy [eNHAYMBY KOja n3paas
YUTaIE| TeMNepaType Ha TepMOMETPY Vv (GyHKUMjH BpemeHa, Kaja Ce OBaj mpeHece U3
TORAE )| XJALHY CpeauHy. . .
5| KpuBuna y CcBaKoj Tauxku Hexe KpuBe nponopuHoHanHa je Koecbuun]en;ry npasua
HOpMane nosyuexe kpos Ty Tauxy. Ulta je aucpepenumjanHa jefHauynna Kpuse?

6} Hahu andepenuujanty jegHauuHy MOpoOAMLUE KPyrosa

(x—c)2 + y2 = r2. (18)

~1

Hahu pudepenunjaniy jepnauuny nopoguue KPHBHX

(y—or=(x+or a4
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8. Hahu pudepenuujanny jeAnaynny NOPoOAKHUE KPHBHX
y2=(x —¢) (x —20)%. {7

) 9. Heku xeuak cToju Ha yray A jeiHor nora o01MKa KsagpaTta W ApAM y pylH
jeaan xpaj yxera pyxune L. Llesom CBOjOM AYKHHOM OBO YK€ JE€KM LYK CTpaHe AB
nosa a Ha APYroM je Kpajv npusesas neku Tepet. [leyak nosnasu 4yx cTpade AC, apiehu
ceoj kpaj yxeTa. [IpeTnocTasbajyiv 1a ce TPEHYTHO MOMEPae TePeTa BPLIH yBER V
npasuy yxera, Hahu audepeHUujanny jeAHasuny nyTame TOr TepeTa.

10. Heka Tauxa P xpehe ce -Ha Takas HauuH [a HACTaje jeiHa Kpnea uijM je Kece-
hHUMjeHT mpaBUa 3a CBaKy Tauky NPONOPUMOHAAAH TOBPWMAHN TPOYr1a KOJH Caynibasajv
OpAMHATA Tauyke, 0Ca X H AYX MNOByHeHa uamehy tauaka (2,0) u P. Hahn autheperuujatty
jeAHAuYMHY KpUBE. e

11. Heky mawnuy nokpelie ¢ctaana cuia F, amt 0BO KpeTame yenopasajy  (1n
Tpewa y MeXWIITHUMA, JMPEKTHO MPONOpIuioHante GD3NHY MALUMHE, DM YEMy je ¢akTop
nponopuucHannozTh K. Mefjytum, 30or arpesawa Ma3uBa y REKHUWTHMA, C(2M daxkiop R
Melba Ce Ca BPEMEHOM ¥ MOXe ce npubIviKHO Y3€Tst Ka0 pPeunnpouHa BPEAHOCT O t+1.
Suajyhin ga je yOp3aibe Tead JeAHAKO KONMYHUKY H3 CHAE K0ja AejcTByje M mace, nocrta-
BHTH ull»d)epeaunjanny jeAHauMBY KpeTama O0Be MallnHe.

L,

r'1TABA IV

METOJE PELUABAIbA. JINGEPEHHMJAJHE JEAHAYMHE
NPBOI PEJA

$21. 3asuCHO mpomeHpHBA CE HE jaBmba €KCHNJAHUHMTHO Y
jelHAaYHHH

Jlea jeasocTasHa TUNa AU(EpeHiMjanIX jenHaunHa npsBor pena jecy

OHe KOL KOjMX Ce eKCTHMUWTHO He jas/ba jeAxa wid Apyra Oh POMEHJLHBHX.
TpeTROCTaBUMO Aa Ce 3aBHCHO MPOMEHLUBA J He jaB/ba excamuMTHO. Taaa
jensaunHa mopa Gu4TH 06/HKa
rdy
f (—) , X ) =0.
dx

. dy
Kaza ce oBa jeaHayurHa peunt TO d—)-, npowu3niasu
dy .
= o(x).
dx

[pobnem pelasarba nxdepenLyjante jeiHaunne CBeAeH [& Y OBOM OOJURY
na obGuuny uHTerpauujy. Peluere ie

y o= f¢>(x, dx -+ o, (51)

rae j¢ « NPoOM3BO/BHA KOHCTAHTA.
YecTO je 0RO pelderbe MOAeCHH]e HanucaTH y obanky?

1y 32 pasnnuuTe BOELJOCTH Xo J06MBajY CE nDEMa jeAHAUHAH (32) pqsnuquz -
Terpande KPHBE atd CBara MPOAasH KPO3 Tauky (Yo, 0); ycrBapH, nipehyTHO je l‘lO'CTcBIhEH
jaxtes Aa 3a X = X, Oyge y = 0. — Lnwrdjen npeunaHdje: Hexka je gedruuuona 06aacT
(pyuruuje ©(x) unrepsan (@, b) ¥ KoM je ona 'y MLTO Bpeme H HEMPEKMAHA; Tajna ma xp?;
Kojy Tadky My (Xo, 1) 38 ROly 1€ a <& Xy < b, — o0 < ¥y < A+ o0, TIPOAA3H CHA HHTerpamH

Kpitsa Juepenunjaiie jeanauuse ¥y = P), yuja je jennauHaa
X

¥ =Ve+ fﬁb(«‘i) dx;
Xo
Haime, TO i@ pelueme Koje 33 ¥ = X, 106uBa BPERHOLT ¥ = Yo- — [pes.
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jat f #(x) dx, (52)

rie Je X, KOHCTaHTa uHTerpauuje. Jlako je ysuieTH Aa je oBaj OOMMK HACH-
Thyad ca (51), jep ce ogpehenn unTerpan y (52) moxe uspauyyHaTH 3aMeHOM
JBejy rpaHuua ma y xojem (TO jeCT, HeoZpeheHoM) UHTerpany u OLy3UMarem
pesyntaTta. Ho xaga ce 3ameHu ropmwa rpaHilia, OHa Jaje CaMO Cam He-
OJpeheny uHTerpan, a Kaga Ce 3aMeHM LOHA TpaHHUlLlA OHA Aaje HEKY KOH-
CTaHTy uMja je BPEJAHOCT NpPOM3BOJbHA CBe JOK je X, MPOM3BOMbHO. Ako ce
OBa KOHCTaHTa o3Hauu ca —«, (52) csogm ce Ha (51).

Ha npumep, nocmarpajmo jegHauuHy

dy \2 dy =
— 2:7-4x=0. 53
(dx/ * dx t 52}
0 . dy -
Ba Ce jefHa4YMHa MOXe pelWuTH Mo ——, WTO Zaje
X
dy —
— =] 1—x,
s +)

UHjH je MHTerpan

y=a—xi%<1—x)’m.

3arto je jenHauuHa (53) 3aj0BO/EHA Taja M CaMO Taja Kaja je 3af0BO/bEHa
elHa WM Jpyra ol Be3a

y+x—at 2 (1—x%=0,
(34)
y+x—~a—%(1 —x)2=0.

: OGa ce osa peiwerwa mMory oGyXBaTHUTH jeJHOM jeNHHOM jelHAYHHOM;
Jép, aKo je mMpOM3BOA [ABejy BeJMuMHA Hysla, OHAA W/M jelHa WId 1pyra of
TUX BeJMYMHA MOpA OMTH HyJa, u o6pHyTo. 3aTo cBako peulere 04 (33)
3a10B0JbaBa jefHauMHy

(y—}—x—a)z—%(l—x)a:O, (33)

Koja ce 100HBA MHOXeweM ABejy jeaHauuHa (54) unaH mno uiav. OB6pHyTO,
Kan je roj 3aaoBo/beHa jepHaunHa (55), Mopa OMTH 3af0BO/beHA jeAHA MK
Apyra ol jeAiHayuHa (54), WITO 3Hayu Aa je MCTO TaKO 3aJ0BOJbeHA M jeiHa-
yuHa (53).

§ 22 HE3ABHCHO MPOMEHJ/bMBA CE HE JABJ/bA EKCMJAHUMTHO ¥ JEAHAUHHH - 47

AKo je jour ys To LITO Ce 3Ha Ia y MOpa 3a40B0/baBaTH (33) MosHaTo
Ia y mMopa OuTH Hyna 3a x =0, BPeIHOCT o HHje BHIUE NPOU3BOJBHA HErO
ce Mopa Tako W3abpatu ja oBaj ycnos Oyae mcnywed. Kapa y jenHaunun

2
(55) CTABMMO Aa Cy y M X jefjHaKH HYJM, Hanasumo Aa je a.=j:§. 3arto

je mapTEKynapHo peuwerse! KoOje 3al10BO/baBAa W jeJHAYUHY M HbeH TpaHHyYHN
yC/0B:

e

le3aBUCHO NPOMEH/HHUBA Ce He jaB/ba EKRCHJHLUHUTHO

§.22. H
'y jeAHAYHUHH

Y |cayuajy ma ce y jesHauuHu He jaB/ba HE3aBMCHO MPOMEH/bUBA, jefHA--
4yuHa AQ6uBa 0OJKMK
dy
f(—J—x J’):O

dx
PeuieHal no gi_y_, oBa jaje
dx

dy
__—_¢ ' 5
. ()

WK
dy

oy)

pellietbg OBE jeJHAYMHE je, O4UrNIEAHO,

x=f—d'v—+oc.
()

OHo ce|Takolje MOXe HamucaTh y 00JuKy?

' d
x= f e
#(y)
Yo
Yy Wnu, Go/be, mapTUKylapHa pellea; jep ABE BPeAHOCTH 3aa 1ajy pa3id4ynuTe KPUBE.

2) Bupern npumegly Ha obauk pewema (52). U oBae je mpehyTHo nocTasbeH 3axTee
Xxa y ceakom pewetby 6yae x =0 3a y = y,, Tj. 4a CBaKO peuiere MPONA3H KPO3 TauyKy
(0, y,). Onwtuje u npeuusnuje 6u Guno

y

dy
X =y Tl (A)

D(y)

Yo

rze je M, (x,, ¥,) Ma Koja Tauka 3a Kojy je —ouv < Xxo < + o0, ¢ <y, <d; npu TOM CE
y3uma nja je dyuxuuja 0 necuuncana y uutepsany (c, d) M ia je y MCTO BpeMe H
HeMpeKWaHa y TOM MHTepBany. Taga je (A) ono peweme Koje 3a y = y, A00MBa EPEAHOCT
X = Xx,. + Ilpes.
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Kao nprmep, mocMaTpajMo jeAHauHHy

. dy
sin —-=1—Yy.
dx Y
‘Ona ce cBOAM Ha 0OOJHMK
dy
Y,
arcsin (1 — )
AU
X—f dy .
S R
arcsin(} —y) v (56)

Koauko ce Tpue Teopuje auhensHuniaiHuX jeAHAUNHA, TO je pewewe
aartor n'pofmc.\m. UntheHiiia A4 CC 0BAL HHTLUDIA 110MORY e/1e MEH FAPHUX
pysKupja HE MONMe HIPASHTIL Y KOHAUHOM O0OJKKY HHje NOBO.bHA, anu Ce He
mowe u3behu’). ’

§ 23. lpomenpuBe CYy pas3aBoOjuBE

Onwra audepeHuHjasHa jeiHadiHa NPBOr peaa MOXe CaipXaBaTh camo

: dy .
NpOMeHBHUBE X, Y W H3BOA g 3aTo je TeopuCkd yBeK MOTyhHO peWHTH
d

. dy . -

je mno i’ Kaga ce OBO YuMHH, A00MSa Ce jeaHaunHa 001uKa
Y e, y)
— =X, ¥)- 57
ix y (57)

Ako ce aecu na je pydKumia @(x,)) NPOU3BOA HEKE GbyHKiije €amMo OL X
w Hexe (pyHKIMje €amMo OL ), y Kom Ce ciuydajy OHa MOMe HanHcaTd Kao
(ﬁ,(x)-fpz(;'), MAM aKO Ce OHA Ha HeKW Ha4yWd MOXe A0BeCTH Ha Taj O00JHK
oHga jemmauuny (57) MOKEMO MMCATH KAo WTO CAEAM: ’

/AU
_ay b (x)dx .

ol

OuuraeHo, pelieibe je OBe jeiHadHHe:

J‘—dL :qu,(x) dx.
@5(y)

L . .
- F) MpakTHYHe METOA2 H3PauyHABatba TOT MHTErpana o6jacunhemo y §§ 24 no 26.
TomoRy THx MeTOAQ MOTYAHO [e wiu Aa A06ujemMo KpURY Koja MpercTasmba Be3y Mamely
;D%);e::u a4 u3pauyHamo Tadavuy BPeLHOCTH, yroTrymbyjyhid THMe pewaparbe OBOT

3AJAUM 49
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Osaj mpouec NO3HAT je MO MMEHOM petlagarma AudeperuujaHe jen-
HaulHe ,pa3iBajarbem npomerpHsUX. MeToae objamene y §§ 21 0 22,

jecy creilnjantu cnydyajesu OoBe Cxeme, a puje Tewko HahW W Apyre MpHAEpE.
Ha mpumep, Kana ce pasfBoje NpoMeHbUse ¥ jeapaunnn (34), ona nocraje

dy i
y 2 53

p*oarcsiny x

ko fe 2 . o .

fnaro je “————}—) audepeHimjan oa arcsiny, jeaHaunty (58) MOmeMO Hamd-
catin y o6anKy

d(arcsiny) dx (59)
arcsiny x

upje je peuierse, OUMIACLHO, log arc sin y = log x 4 . OBo ce JNaKo MOXe
cgecTH Ha obBank (32), n3 Kora je panuje U3BCAEHA Audepenijania jeaHa-
uuda (34).

VHTepecaHTHO j& NPUMETHTH Aa npejJoXena 3amenay sapatky 6, § 5,

CBOLY OBY jeAHauMHy Ha OGAHK

dw w
= 60
dx X ©0)

vy KOMe Ce TMpOMEH/bUBE JIAKO pasagajajy. [locne wn3BpLICHMX yHTerpaluja,

Haa3uMMo jJa fe peulieme
Ww=1cX

Koje Ce Ha OCHOBH Be3e pamehy y W w, CBOAM OMET HA 00AKK

y =sincx.

YV cywTiHM, usmely OBMX ABejy MeToja pellaBated HEMa pasimKe.
CmeHa TIPOMEH/BHBHX Y 3aLaTKy 6 yuumeHa je y cxaaly ca jeAHauuBOM
y==sinw uau w==arc siny. Osa ncra pyHKUMja W HBCH AudepeHiujan
GuaIn Cy y JeLHAYHHK (59) HanucCaHM exCINALATHO ¥ ynoTpeb/peHu Tako Kao
1a je cam arcsiny mpomenbnsa unterpauuje. fa m je OHA 3a[prKaHa eKc-
nmuunTio kao y (98) u (59), nau saMetbeHa ca W Kao y (60)y — TO je

cacsuM HpOHEsBOJ’bHO.

3ALALHM

1. PewniTi jeAHAUHHY (39). Ysumajyhfin fa ce LyKHHA JyKa KpuBe Mepi o Tayke
MUHHMYMA, OAPEAUTH KOHCTAHTY uHTerpauuie.

2. Pewwtn 3agatak (3), § 5. Ila au je peiieme MCTO Kao U OHO KOje je paHmje
106HBEHO?

3, PewuTit Audpepenuujaniy jeaHauMHy MSBEACHY Y sapaTky (4), §20. Axo je Tem-
neparypa Tofne Cpeaune 3sa 300 pulua Of XJiajHuje ¥ aKo mocre 1Be CeKyHAe Tepmo-
meTap rokasyje TeMneparypy 3a 20° BHmy Of TeMmrepatype OKOMHE CpeluHe, KOMHKY hie
TemnepaTypy [oKasuBaTd nocne 20 CEKyHAM O TPEHYTKa npesoulea M3 TOMIUE cpe-
nune? La au 61 0BO 610 KOOAp KAMHHYKM TepMOoMeTap?

EneMeHTapHe nudpepeHttjanyae jenHadnHe 4




50 EJIEMEHTAPHE IW®EPEHUMIAJHE JEAHAUHHE

4. Pewnru cregehe jegnauwne:

a) sin x cos? y dx + cos?x dy = 0.
b) dy =32

dr+ I XZ—O.

d
) . ,V—X—y:b(l-f-x?ﬂ <

dx dx

5. Pewntu jegnaukny (36).

6. Pewnrn jepnauuny:

d 1 1 1
T —..r
dx X yA42 x(y*4+2)

§ 24. Hymepuuka HHTerpauyuja
Ceu TunoOBM jenHaunHa AuckyToBanu y §§ 21 xo 23, cBoge ce Ha 06Uk

.[hoody==j}ﬂndX4-«- ©1)

‘Ma na y teopuju AvepeHuMjatHuX jeHaYlHA 0BO npeTcraBba ,,LIKOJICKO
pelleme”, 3a noTpeGe HayyHMKAa OHO MOXE OHTH HELO0BOBHO H TO W3 jesHor
U3 ABajy pasiora: MOXe Ce AECHTH Ha HHje y CTay M3payyHaTH Te HH-
Terpane,uiu, MowTo MX je U3pauyHao, MOXE Ce AECHTH 1a HHje y cTamy
PELINTH HX EKCIIIMLUMTHO M0 y y (YHKUMM OX X. JepHaunHa (56) je wuay-
CTpalnja mpBOr Tuna Tewkohe, KoK he ce 3a pelrere 3azaTka b, § 23, Hahu
Aa je OAMMYAH TNpHUMEp Apyror.
Kaga ce nojasu 6uno koja oz
OBHX OKOMHOCTH, noTpeGHa cy
HeKa Jpyra CpeTcTBa.

3a oBo hemo HajGome yuu-
HATH aKO THM Telkohama mpu-
hHemo oGpaTHO o WHXOBOr Js0-
THYKOT peja, mocmaTpajyhu npeo
wTa 61 Tpebano na ce pasu Kana
Ou QyHKUMje Guae HTerpupate,
1 0HLA KaKO Ja MX HHTerpupamo.

Ako cy ofe (dyHKUMjE WH-
TErpHpaHe — 3a TpeHyTaKk Cae-
JeAHO Kako — ofa ce uHTerpana
y jeanaunsn (61) mory 6ap rpa-
(hHYKM MPUKA3aTH y uCTOM CKyny
, KOOPAMHATHUX 0Ca Kao Ha ci1. 18§,
FAE Cy Ca X OsHaveHe amcuuce 3a jeaHy KpuBy, a ca y 3a apyry. Ilpetro-
CTABUMO 3aTMM 1a je KOHTYDHM yC/IOB NOCTAB/bEH TAKO Ja je y=y, 3a
X=Xx,. Kana oBe Tauke oGenexumo Ha ocu ancuuca kKao Ha ci. 18, o})mu-

Cn. 18

§ .25 MHTECPALLMIA NOMOTRY PEIOBA 51

HaTe Koje MM OAroBapajy MpeTcTaB/bajy BPEAHOCTH Koje MHTerpamu y (61)
MOpajy y3uMaTH KCTOBpeMEHO. 3aTO « MOpa MMaTH BPEAHOCT jelHaKy pas-
MUY BUXOBUX AYXKHWHA, jep MHaue jesHauyuHa (61) He 6 Guaa TayHa.

3Hajyhu BpepHoCT «, sako je Hahu apyru L
nap BPeAHOCTH X WM ), jep jeAHaduHa (61) TBpAun s
na, aKo cy x M y OW0 KOju map ogrosapajyhux
BpPEeLHOCTH, OpJAMHATa KpuBe A y Tayku y Mopa
npemaluuBaTH OpAMHATY KpvBe B y Tauyku X, 3a
U3HOC |0 ¥3MUMO, Aakje, La Ce TPaxu BPeAHOCT
y Koja oarosapa mMa koM x. O3HayuBIUM OBO X
Ha OCY ancuuca W AO0AAaBIIM M3HOC ¢ OpPAHMHATH
Kpuee |B npoayxyjyhu je Ha Taj HauuH JO Tauke
S, Tpeba camo fa NOTpaxXuMo Tauyky T Ha KpHBO]
A Koja MMa UCTYy OpAMHATY Kao M Tauka S, Hu
YUTame CKajle HemocpejHO AoJe JLaje TPaXKeHo ).

Hctum moctynkom moxemo uzabpatu apyre
BPEAHOCTM X M OAPeLMTH. OATOBapajyhe Bpej-
Hoctu |y. Kagma nx umamo noBosban 6poj Ha pac-
TI0JIOXKEHY, MOXEMO WX HaHeTH y KOOPAMHATHOM
CUCTEMY X, Kao Ha ci. 19, na Kpo3 oarosapajyhe Cn. 19

Tauke [nosyhn kpusy C. Ta KpuBa mnpercTasma

Tajga Besy usmehy x u y. QuuriefHo je 4a OBY MOXEMO MPOAYXKHUTH KOJUKO
)K‘e.l'IHMO.

Mo s or oo mm e -——a——-—

<

§ 25. MuTerpauuja nomohy penosa

MeTona y § 24 npernoctaBba MOTyhHOCT WHTerpawuje q)yHKunja‘fl(y)
u fy(x). Cnepehux HeKONMKO ojfe/baka MocBeTHhEMO Tymauewy METOAA Koje
€y KaTKaj KOpHCHe 3a OBy CBpXY.

®yukunje f,(y) ¥ fy(x) yecTo ce mory passutu y Tajiopose penose.
AKO DELOBH KOHBEPTMpAjy y OKOJHMHM BPELHOCTH ) M X, MOTY Ce WHTEerpH-
paTH 4/aH MO 4niaH; a fomohy pesynTyjyhMX peioBa MOry Ce BPLIMTH W3-
pauyHaBama.

[focmatpajmo Kao npumep jesHaunHy
x=j——i¥—f+«, (56)
arcsin (1 —y)

Koja ce nojasuna y § 22. Jla GMCMO CTBAp YHEKOJMKO YNPOCTHAH, CMEHH-
hemMo y HOBOM NPOMEH/BHMBOM W, Ae(UHACAHOM Ca je{HAYNHOM

w == arcsin (1 — y). (62)

cos w
‘x=—f dw -+ a.

Tana je

w
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Ha j
paBHN, OBy jeHAUMHY MOMEMO HanucaTd u y ApYyrom 06anky?
w
cos w '
X == — dw . (63
w %)
Wy
Ay SOSW L
, HUje MOT
| - ] YHHO WHTErpupaTy MOMOKY e/eMeHTapHNX yHK-
uuja; aro

ou T
0 6uao moryhxo, morao Ou ce Takohje oaMax WMHTErpHUpaTH

u uHTerpan (56). Ho, os (LiHj j
omnerion, e je pen y Gyukuujy moryhHo je passuTv y pei Koju 6ps3o

106p0 TO3HAT, a U3 hera oamax A0OHBaMO

cosw 1 w w? w?

T TR T

Kana oBaj
Aa OBAj pef, MHTErpUpamo 4jaH Mo u/aH, p0o6HBAMO

w2 w wé

x=o—logw+ — —
= 2.21 4~4!+6-6!

..... . (64)

“PeIHOC TaBUMO Caja Aa e KOHT ypHH ch[OB y - 0 3a X = O I a4 je
u3 (E2> ¥ arcsin 1 ‘ C‘ ieHa 0BE€ BpeA”O: T AECHOJ CT pai.” c]eﬂ\”a
2 y

;xem{ye l_ggﬁ; n;jeM BpeaHocT o - 0,1052. 3ato, ako x Tpeba ia Oyne Hyna Kaia
le » myna xopa NMaTH BPEIHOCT —0,1052. Caga je nornyso oapehena
By x Wy jennauunama (62) n (64). Tlowro 'je per (64) womsep-

reHTaH M i i
@ 3a Kojy BpeAHOCT w, MOryhHO je M3pauyHaTH Xx Ma 3a KOy

BPELHOCT ) q
j;)he Taqxe) ly\‘ﬁe}% KOOPAMHATHOM CHCTEMY Xy MNOByhM KpHBY KpO3 OAroBapa-
ot (64) Msp};;ré ca rAeinliTa U3payyHasara NpocTHje Gu GHio ,zLapce
¢ X 33 TOjeCHe BPeXHOCTH w?
) 2 | A v na ce U3 (62) Ha
yhe BpeAHOCTH y; jep, mocTynajyhu Ha 0Baj Ha4uH, Mor(ml)6ncz?xg

0AroBapaj
6pojese w i i
poj ¥3abpaT Tako ga umajy mand 6poj uudapa, Te 0MCMO HHUXO0OBE

JorapuTMe Morau Hahu 6 i
e3 WHTepnojauuje K '
HaTu crenede norpebHe y (64). P HHJE 1Y MCTO BPEME RS PR

Ha unTerpan

w

cos w
f dw,
W

Wi

.

B Hpe iYyTHO [ nocTae H 3a = =
Jb€H 3 eB jJa 3a w w 6y e X 0 nieTH P
SS X ra 3 o Al . B i opumesoe

§ 2 WHTECPAL(MIA OMORY PELOBA 53

3=

(

KOju ce jaBmbay (63), uecTO CE Haujasy y npoydaBary audpakiuje CBETA0CTH
u 3pyka. fberose Cy BPEAHOCTH OMIKMPHO cspcTate y Tabanie MO HMEHOM
KOCHHYC MHTErpan’ # oGMUHO Ce 03HauaBajy osnakom? Ciw. HapaBuo, ¥
Tabauuama ce Hanasu oapeheH, a He neoapeheH MATErpal. To jecT, OHE OX-
rosapajy NapTUKyAAPHO] BPELHOCTH Wo, koja je ¥ raGnuiama co. 3aTo,
Kaja jeAHauduHy (63) u3pasumo nomohy OBMX ragnuuHux yHKUMja, MOPamMo
HAMCaTH

x= Ciw,— Ciw. (63)

Huje TeIKO OAPEHTH Wo Tako A4 3a10B0/baBa Hally KOHTYpPHY BpeA-

. . a0 .
HOCT; jep, KaKko X Mopa GuTn Hyna Kapa [& W= ouurnejHo je Aa W

mopa 6mn%. 3ato ie

ckpahenn o0AMK [efAHayuHE (64) wn oaroeapa napmxyﬂapﬂoj BpeIHOCTH
g = —\,

Upipennya Aa jeRHOCTAB2H uzpas (65) u Pel (64) TIpeTCTAaBbajy
jeasy Te HCTY dyHKUK]y MOXE NOCHYXUTH 32 UnyCTpaumjy Kako je ycko
pasnugoBare OHMX dyHKIH{a 32 Koje ce OOMUHO MUCTH na cy npocrte H
OHHX Koje Ce cmaTpajy " C/10KEHNM. Ha npBu norien, Ciw wuaraesa, Bepo-
paTHO, Kao BelTauka O3naka 3a KOMIUIMKOBAHU PR (64) u Aa Ce HHKAKO
He Hanasu y wucrtoj kpacn ca TaKBUM ,,jeﬂ.HOCTaBHHM” dynKunjama Kao wTo
cy logw, cosw 1 ev. MehyTum, u oBe ¢y Y uuby wnapayyHasatbd OR KO-
pUCTH jefuHO 32TO WTO MOCTOje OmuKpHe rabauie, a Te Cy Tadmdue M-
BejeHe Hajnpe M3 peroba.

CiyuHO, Hema OWTHOT pasnora Aa ce Kaxe, Kao 1ITO 64 ce TO ¥
npoyuasarby pHTerpan{or pauyHna MOFJIO YUHHHTH, Aa C€ uHTerpaln

dw
W
cos W
dw
w

He Moke: jep, npBu CE€ WHTErpajl Moxe mnucartu kao logw, a Apyrn Kao
Ciw, 0L KOjuX je cBaku OL KOPHCTH CaMo Kao ¢yukunja 33 Kojy TOCTOje
Tabauie ¥ HHKaKo JpyKuuje.

3aT0 HeMa HH4eT weoGuuHor y ynotpebu peutera y o6nuKy peaa.
Ako ce end, MOrjo 6y ce pewemy Y o6anky pena ma Kor yHTErpana AaTh
HeKo Mme, Kao HTo je wuTerpany (63) mato ume Ciw, a merose On ce

MOXE Mapaqyﬂa"rn, a WMHTErpall

R

1) (Osuaka je ananorta o3Haul ,,C08 w a u3peneHa je ®3 royYeTHHX c10Ba NaTHHCKHX
peun ,,cosinus integralis®.
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BPeAHOCTH MoOrie cBpcraTd y TaGauue. Ono Gu ce Taga MOr/IO CTaBHTH
Gail y WUCTy KaTeropujy ca JIorapuTMUMa W TPUTOHOMETPUCKHM (YHKLH[ama.
[lIto je 0BO y HEKMM Cly4yajeBUMa yUMHEHO a y HEKUM Huje, J01a3u Of
pasnvuMTHUX CTeneHa notpede, a He 3060r OW/IO KOje ApPYyre OAJMKE.

[ra Buwe, TajnopoB pei Huje HEONMXOAHO Hajbo/bH OGJMK pela y Koju
Tpeba pasBuTu Heky dyskuujy. Tako, Aok pen (64) 6p30 Kouseprupa sa
Mane BPeJHOCTH W, C HBUM je TelWKO paiuTy Kaja je w BeJHKO, a Jakd ce
MOXe Hafin Apyru pex Koju oBome Lumby 6osbe cayxu. Cana hemo u3BecTH
TakaB pej, HO He 3a omuTH WHTerpan Beh 3a cam Ciw, jep cMo Buienu na
Ce OMIUTHM MHTErpan Jako M3pakaBa NMOMOhy mera mocpeTrcTBom (65).

HennmuuHOM HHTer’pa[LMjOM WHTErpana

w
. cos w
Ciw= dw,
w
20

w

. sin w sin w
Ciw= +f dv

106uBamo

w w2

oo
WnTerpuwyhu oBaj pesynataTt mo Apyru nyT AeNMMUYHO, AOGHBAMO

w

: sinw  cosw v
Ciw= = _2f0051l, o

w w2 w3
0

Mponyxyjyhn Tako nonasumo Ko pena

Ciw =sin W[L— e + 1 1-2.3-4-56 , ° .
w w? w3 w’? ' '
1 1.2-3 1-2-3-4.5
— Ccos w == SR et
[wz wt % wé ] . (66)

OsBaj pes He koHBeprupa, a unak je’'of KOPHCTH 3a LUBEBE M3pady-

HaBaba KajJla je W BeJUKO; jep, MOXe Ce MOoKa3aTW Aa ako Ce u3pauyHa n

unaHoBa Torla 2peéla, tHUXOB 30Mp Ce pasJHKyje O TauHOT OAT0BOPa 3a M3HOC
S O 230 (n — ])

. Jla 6ucmMo OBO BMJIENM, NPUMETHMO Aa he

nocue n AeNMMUYHKX uHTerpaumja, Ciw GUTHM WM3paxeHo TauHO Kao 30up
NpBUX N yjaaHoBa peaa (66) Buile jejaH MHTerpas, Koju je wau

w

"-123 ...... nj Slnwdwx
watt

S AUMIA 1 55
§ 26 TPAGHUKA MHTETPALM

WK

. TPACMNKA WMTETRARPS 0 - ————

w
cos w
R (P N | I n dw
1.2 3 f wn—}-l
o

TpeMa Tome, jeAaH wuan Apyru oL OBMX M3pasa MPETCTaB/ba rPEWKy KOja Ce

YuH
Ho,

ul kaga ce 3a JLOBOMBHY anpoKCUMauujy ysmy n npBUX WIaHOBa pelad (66).
KaKo sinw M COSW HHUKaja He Mory Gutu Behn oa iepaH, OBe TpELIKE

HeonKoLHO MOpajy OUTH 1O ancoNyTHO] BPEAHOCTH Marwe OL .

w

1 123 ...... (n_.])
1620 3o e s nj dw—=——""""""""

wod ! we

Axo, Aakle, 4IaHOBM y 3arpalama pesa (66) najnpe onaaajy v nocTajy

BpJO majnay, — Kao 1TO CTBApHO ouBa Kal je w ‘BeJIPlKO — & SEITPH\.I\ pacry
W 4pHe A2 pex auBeprupa, MOXe Ce 100UTH aoopa anpomumauwja Kana

ce
€TEe

p3pauyHaBarbe MpexuHe LK Cy ynawosy jowr mManu. Ja ce nobuje MCTH
hen TaudocT w3 (64), 6uno Gu noTpeGHO MHOro BulE TPYAA.

3ADALH

1. Hahu pen 3a (176), § 58, passujajyfiv ¥y MOTEHUM]aNHU Pef GyHKUM]Y €

2. Y3acTonHOM AEIHMHYHOM WHTErpauujom pasBuTH HCTY ¢yukumjy y pea no ona-
Aum cTeneHuma Of X. A

3. M3pauynatu BPERHOCTH Ci1l u Cil0 ma ueTHpu Leuumane ako Je nato Ci e =

= ,4720.

aa

26. Tpacduuka yHaTerpauuja

Kaja cy mpumeHe KOjUMa Cy HametbeHa pellierba Heke jefHauuHe TaKBe
Ce He TPaX¥ BPAO BeaMka TauyHOCT, Ca 3HATHUM npeuMyhCTBOM Ce MOKE

KafKaza KOpUCTHUTH rpaguuka urTerpauuja. HajnpakTuuHuja MeToAd 3acHMBa

ce

wa nsema uiejama. Hpsa je Ta jpa ce uHTerpal KOHCTaHTe rpapuuku

[pPTCTAB/bA MPABOM, UHjH € Koe(pULHMjeHT npasua jeAHaK TOj KOHCTAHTH.
: b

yra je na je MHTerpal Sf(x) dx jeAHaK MOBPLIWHY OrpaHu4eHoj KPUBOM

a

y += f(x), ocom X ¥ OpAWHATaMa y Taukama x=a u x=2=.

Vamnumo na TpeGa WHTEerpupatu dyskupnjy ¥ = [(%) kojy wHa cn. 20

npercrasba KpUBa ABC .... W MpPeTnocTasumo 1a CMO OBY KpHBY 3aMeHUIH
idnommbeHoM JmHUjoM abed . ..., KOHCTPyMCaHOM Tako Aa Cy no asa ,Tpo-
yiaa® cBakor oA naposa a, &; B,B; ...., MO BENM{HHH CBOjHX MOBpPLIKHA

iepnaka. Murerpan u3noMibeHe JVWHHje MOXXEMO JLOOWTH MPUMEHOM NpBE rope

nomenyTe MAieje: TO [eCT, MOBNAYCHEM H#¥3a MpaBux ca OAroBapajyhum Koe-
dMumMjeHTHMA MpasLa. TpeTnocTaBuMo Aa CMO OBO ofaBuau u ja e TO
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10B/10 40 HM3I0MJ je a'c'e’ B :
A MibeHe annuje a'c’e’.. ... Opausate Tasaka A, B’,.... oBe

H3NIOM/bEHE NUHMje Mopajy OMTM jefnake UHTerpany came cpyHuxuuje f(x); jep,

nospuwnne wcnog ABC. ..
CBe A0 OBMX OpAMHATA.
Tauke A', B, (',

. M BbHXOBe anpokcumauuje abed . ..., jejHake cy

Cn. 20. I'padmuxa unTerpanuja

M r r r ~
pajy Tauke A", B', (',...., n orceyuu cd, ef,. .. n nara kpusa ABC nmajy
ucte opavHaTe. 3aTo he Ha OBMM MECTHMa Tpa)eHa WHTErpajHa KpHBa
MMaTH MCTH KOe(HUM{eHT npaBla Kao u3jIombeHa JuHUja a’c'e’ ... .. Ha

OBaj HAuMH He CaMO ja TpaxeHa KpWBa mpoJasd kpo3 Tauke A, B/, .....
Hero OHa y THM Taukama M JOAWpYje u3nomibeny Junujy. OBe unibenuue
Aajy MoryhHOCT Ja IOBY4eMoO jelHY KPHMBY KOja Ca BeJIHKOM TayHouwhy ampoKcy-

Mupa uHTerpan | f(x)dx.

[pakTHuno u3sokhere 0BOT MOCTyNMKa NOKasaHo je Ha ci. 20.

~ TlpBo ce KoHCTpyHllie M3NOM/beHA JHHH|A TaKO Aa MOBPILWHE ONrOBa-
pajyhnx Tpoyraosa cBaxkor napa OyAy jeAHaKe TOJMKO NPHOJMKHO KOMUKO:
Ce MOXE OKOM OLEHHTH. 3aTHM ce peloM obejiexe Tauke a,c¢,e,...., Ha
OCH y y BUCHHHU OArOBapajyhux orceyaxa ab, cd, ef,...., u Tauka q Ha ocH X'
3a jeaHy jeAuwHMuy YMeBO OL KOOpAMHATHOI nouetka. Ilpase ga,qc, ge,. .. .,
¥majy 3aTO MCTe KOeduUMjeHTe npasia Kao W oTcevuu a'c’,c’e’,e'g,.....

Kpusa A'B'C’,...., KOHCTpYWCaHa je yCTBapy Chajamem oOTCedaka napa-
JeJHUX THM NPABUM.

§ 27. Huterpad

flocToju cnpasa Kojy je jesaH IUBajuapckd MexaHuyap! KOHCTPyHCao
TaKo Ja jEAHO MEpO y CACTaBy Te CMpaBe ayTOMATCK¥ MOBAAYM KPHBY
y = { f(x)dx xaja ce ieawa Kxaszamka kpehe ayx xpuse y==f(x). Ona j&

Yy G. Corodi, Uupwx.

3aTo TpameHa WHTerpasHa KpHBa MpoJasu Kpoz.
..... [Wra suuwre, y raykama A, B,C,...., xojuma ojrosa--

i
3

§ 27 MHTETPA® 57

foKasaHa Ha . 21, a Ha cn. 22 AaT je CXeMaTHYKA Aujarpam mbeHor Ha-
4yyHa AejcTBa.

Buthy je cacTaB OBe MailiHe TPOYrao ABC, xoj4 UMa Tpd TNOKpeTHe
crpase. Crpana AB je Tewak Hocau KOju Ce ADXKY MapaneiHo ca ocoM y,

Cn. 21. Hurerpad

HO KoOjn Ce CN0BOAHO KOTP/ba HA TOUKOBMMA WW. Crpana BC apxu ce
napaneiHo Ca OCOM X, HO NOLeLleHa je Taxko na ce Moxe c10G0AHO MOKpETaTH
y npasuy oce y. Fbexa nyxuua, K0ja Ce OApIKaBa CTaAHOM, jeCTe Teopucka
jeamHuua AyxKuHe 3a I€JCTBO Cnpase. Tpeha cTpana AC je jefHa WUMAKA
KOja ce MOCTaBba TAKO Aa MPOJasiH Kpo3 TauKy A y K0joj oca x ceye HOCaY,
u kpo3 kpaj C wunxe BC. Y Tauku C cmeluTeHa je Kasamkal Kojy Tpeba
nokpeTaTH LyX Kpuse y = f(x) unju Ce MHTErpIa TPpaxH.

Ouurseano, nowrto je BC jeaunvua, KoeduUMjeHT mpasua Mpase AC
yBeK je jeAHaK BPeAHOCTH ¢pyHukuuje f(x) Koja oarosapa nocefHo] Tauku C
Haj KOjOM ce HaiasW KasabKa.

TMocTojn Takoke napanesorpam pp'dd’,
upja ce cTpaHa d' ApXH TNOL NPaBuM
yraom ppema wankn AC, mMa Aa Moxe
12 KAypsM caobosHo Ay me. Cpepunire
cympoTHe cTpae d CMeLITEHO je Ha op-
anHaTy Tauke C, W OCOBMHZ Je jeasor
3a0lITPEHOr AMCKa KOjM ce KoTpha no
XapTHjH Kaja ce kpehe Hocay AB. TlowTo
je HeroBa 0OcoBMHA d ylipasHa Ha AC,
156r0BO KpeTarme mMopa Outv napaaesHo
ca AC. 3aTo, Kapa Ce Kasabka nokpehe,
LUCK mpenasv jeamry myTary Ynju je Koe-

(HUM{eHT NIpaBla CTANHO [eAHAK TPEHYT-

HOj opauHaTH f(x) Tauxe C. Otyaa, axo Ca.22. CxexaTuuii Aujarpam MHTErpapa
ce C kpehe ayx Kpuse p==f(x), AHCK

ce MOpa KOTpmaTh 1yX nyTabe yuja je jeAHaunna y = § f(x)dx.

Y wHrerpady je ca AMCKOM CriOjeHO [zAHO nepo Koje Tnosnayu OBY
MHTe! PaHy KpHBY, CTalHO Genexehy HA Ta] MAuMH PeR3yATAT HHTErpucarma.

1y Pagy Nakuler pyKOsama Kasabky HOCE NOAECHIL HOCAHH nokasaiy Ha Can. 21, HO,.
OBO HEMA Be3€ €3 TeOpHjOM crnpase.
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Wuctu i

ity ok R e S A s T
i . , O0MYHO MMajy TakKBe U3 :
Y sehg )%pn;())argn»;qr:]ﬁ(eaa;\lﬂaraxa 1HX0BA e Ta4yHOCT CaCBm\;lly,B,OBOJbHa {lMcea
il 1T AKpO ,un. ehjyTuM, OHM MMajy jelaH HeloCTaTak Koju je
= Cdyg’ i nbcec‘mnx ?epeHAun]anHa jelHauMHa Kao KOHCTaHTe WM mapa-
e S aipxu omwte OpojeBe, MOMe ce jaBuTH notpeba

aHTama jaje HW3 BPeJHOCTM W Ja Ce 3a CBaKy Of HHX

Hahe noce6HO peulem
e. HaparHo, oBe 3axrteB
NOKa3aTH Kao HenpakTHYHO. , O T R TR

Ha npumep, jeanauuny

4y x sin (3y2 2
—_— S
i in (3y% + 2),

J1aKo
Gucmo morau peiuTi nomohy mHTerpada; anM, jeiHauyuHy

¥,

o DS B (67)

MOTrJH 6HCMO peu.”/”” AaBamkeM I p
camo OCE6H"X BpeAHOCTH KOHCTaHTaMa
au b ‘ ;

C zpyre crpa
He, TaKBU Ce MNapameTpu
4ecTO Mor
NeCHOM CMEHOM TpOMeHJbIBHX. TakKo, je,zmaguﬁa e A

ﬂ =X (ayz L1 b)
dx ' (68)

n3rieja Ha MNpBH MOrJef HC
: I MCTO Tako TellKa Ka
ABEjy HOBHX MPOMEH/bHUBUX B lad o i 4

x=cl§:

y=c,
OHa Ce MOXe J0BecTW Ha 00JHK

dn clz( 202 4 p
— = —L(ac,2n? .
e +b)&
3aTtum, ako
, @ Y4YHYUMO 1A C; U C, 3aL0B i pgf
[0} / 2 2
2 3410B0/aBa]y yciloBe ac, =1un—"1=1
Cy

l ro jECl,aKO CTaBUMO ¢, = = Cz—‘ /—— ) x -
7 = Hu e OBa Ceé MOXe CBeCTH Ha
/ab a )

|eLHOCTaBHH|U 064HK
dn

TS (69)

[N}

6pojes

yﬂpOC"I/lTH OBUM Ha4YuHOM, Jep ce cmeHama n=Y)| @ n

NPOMEHJ/BHBE CE PA3BAJAJY 3AMEHOM. XOMOTEHE JEJHAUWHE 59

34To Ou Ce peluaBameM jefHAUMHE (69) morna [OOMTH Heka Kpusa
Koja BE

syje £ u n, TaKBa Kao WTO je moKasaHo Ha CiI. 23. TlowTo ce oBa
nogjeanako R0Gpo npumeryje 3a CBe

BDELHOETH G W b, U3 M€ C& MOXe J0GHTH pe-
P ; P n=afb

5un0 Koje jeiHauuHe 001uKa (68) mpo-

ckana Ha ocama. Tako, aKo je b=
2, x u y BesaHu Cy ca E v 7 no 3aKo-

k= —1—5 u y = 2m. 3aTo, MHOXehH €2 2

. na ocu n W genehn ca 2 owe Ha OCH g oo
£« Tpaucgopmnie ce y APYrY KPHBY g
e3yje X U ). Cn. 23
Yak ce u jeanauuxa (67) moxe 3HATHO 4

£ =x| a, moxe cBe-
1 00K

ﬂ'_’: = Esin (a2 + b),
dg

L MecTO ABA HanasM Camo jelad napamerap.

[ipomenpuBe Ce pasaBajajy 3ameHOM. XomoreHe
jexHauuHe

KaTkaga Ce Lewasa JAa HeKa jelHA4MHA, Kojoj uarnepa Aa cy mnpo-
WBe HepasiBOjuBE, MOXE MOAECHOM 3aMeHOM CBeCTH Ha O0JHuK y KOME

e pasaBsajajy.

TMocmaTpajMo Kao Mpumep jeAHAuHHY

x4yt yx=0.
dx . s

CMEHHMO y Ca w = X), A004Bamo HOBY jerHayuHy

dw w?
g 0,

dx X

je peliere

2 1
x=—uaeV — a eXy.

Be3 cymibe, uuTanal, he OCETMTH Aa je 0BO Heka BPCTA JOBHT/BHBOCTH,

ce MO CBOj MPU/MILKA npumeibyje jeAMHO Yy 3ajauuma Koju cy mpoGpaHu
y cBpxy. 3aucra,y OBOM pearoBaky MMa HEWTO MCTHHE; jep, 4ak ako
CHa 3ameHa ¥ MOCTOjH, HE Mopa 6uTu ouncnennal. [lpema TOME, OBY

1) ¥ oBOM mpuMepy 3a CMeHY 61 HaM MOTAO AaTH MOBOAA 3anaiare fa Cy npsa

d :
ynana A06po mozHaTH, 06pasau 3a E—(x y). Kapa ce uma nocna ca TEUIKUM jefHauu-
- X

yecTO Ce gewaBa jpa ycnex UAU Heycnex 3aBucd Gaw Of TaKBOT 3anaxama.
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&u 6 i
mMeToly yomwuTe Tpebano npobaTH Kao jeAHy OA MOCAELHX. MehyTnm,

NOCTOjM jefaH THIM jefHAaunHe 3a iv i
KOjy je yBex mosHaTa rnpasa i
No3HaT4 Kao XOMOreHa jeJHayHHA. P emera. Ona je

3a jexHauvHy
dy

PR R (70)

Kaxe C i {LLK]
e Ja je XOMOreHa ako ce (yHKLM]a ¢ He Mba Kal Cé X W J CMeHe

ca kx 24 /\y 6E3 ()63”pa Ha BpPEAHOCT BeJIMYKUHE . IO eCT enHayuHa |c
XOMOTeHa ako e p k ’ ]

® (x, y) = ¢ (kx, ky),
Ma 3a kojy Bpeanoct k. CneumjanHo, ako ce k cmeHn ca i, aprymeHTH
X

. . )
dyHkuuje ¢ moctajy 1 un 2 Tana jeaHayuna (70) nobusa OGAMK

To wam paje MEejy Aa Yy CMEHUMO Ca w:l, WTO BOAM j€AHAYMHH
x

xﬂ+ w=2¢(1,w)

dx ’
V KOjoj Ce MpOMeH/bUBE pasaBajajy.
Jamy je opmanHn NocTynax:

_dw _dx.
o (L,w)—w x

dw ]
¢ (1, w)y—w ’

logx:logs:J[—f

f dw
@ (1, w)—Ww
=ae

X =

[ocmaTpajMo Kao ApUMeEp jelHauuHy

. dy
2 2y =) o . N
(x +y)dx+2xy—0, D
WK _

dy _ 2xy

dx Xg—l——yz‘

§ 29 TOTAJHKE AMGEPEHUHIAAHE JEAHAUMHE 61

s - cbAnandr e

Jlako je BUASTH na Ce Ha JeCHOj cTpauu OBC jeaHauMHe He 1eliaBa HUKAKEA
mposeHa ako Ce MeCTO x Wy CTasu Kx ¥ ky. Crasumo capa } =Wx.
Taza je

dw 2w
X—— S w=——7
dx 14w
AN
1 w2 dx
'_j:/ dw = — — .
3w 4+ w? X

WMurerpad OBe jeqHadvHe je
—log x =loga+ 1 log (3w -+ w?)
> > 3 > ny ’
KOJi Ce CBOAM HA

oo ) i
x- —_ =
v+ 3 33

MosKkeMo y3rpei MPUMETHTH Aa Ce O8O cBoherbe Ha OOJMK Y KOM C&
1),

fipoOMeH/bHBE pasngajajy moxe MoAjeHaKo W3BecTu 1 Kala ce X CMeHHu ca w
MehgyTum, 06HHHO je cmeHa 3aBUCHO npoOMeHbUBE jenHOCTaBHnja 0 cmeHe
HEe3aBYCHO NPOMEH/bUBE, Na 18, npema TOMe, npBa Ok OBHX CMeHa jefiHa OL
Hajgue ynorpe6baBannX.

§29. Toranne nuq)epeﬂunjanﬂe jeaHa4dune

Heke pudepenunjaite jeaHaduHe npBOT pela MOMEMO peLMTH ynope-
huBatbeM ca ofpaciiem 34 TOTa/aH gvdpepeHumjan’

de¢ o op dy .
e T = 72)
dx 0x + oy dx (

[MpeTnocTasumo fa Cce AndpepeHurjaina jeAnayMna jaBba y OOJMKY

£ ¥) + 2 (60 y)?zo, (13)
X

—

1 Haume: jeapayuny (70) MOKEMO wanvcaty y cOAHKY

dy = (i, \) dx
y

na CTaBuTH
x = wy, dx = wdy 4 ydw;
Taaa je
dy = ¢ (w, 1y-(wdy + ydwy,
ura. — lipee.
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WM Jla Ce MOxe CBEeCTH Ha Taj o6uuk. OuurnenHo, ako Gucmo Morau Hahn

byHKUMjy ¢ (x, y) TaKkBy ga je 3—(’6:)“ " %:fz, jeaHaumnte (72) u (73)
X y

. do
Ou mocTajle WAEHTHYHe oA mpeTnocTaBkom Aa je — — 0. 3ato 64 oamax
dx

CAEAMNO L2 Je ¢ (x,y) = o pewere jenHaunne (73), jep wumaue Z—qb He Ou
X

Ouno Hysa.

Oso, HapaBHO, He MPETCTABbA CTBAPHO METOAY peluaBamba TaKBHX
JeAHauMHa, jep Ham TO He FOBOpH Kako aa Hahemo tyHKUHjy @. Ho, oso
MOJKE MOCAYXUTH Kao OCHOBa jesHe MeTose peliiaBama, caMo ako MOKemo
00aBHTH jBe CTBapu: PBO, aKO CMO y cTary Hahu MeToAy nomohy koje
MOKEMO W3 CaMe jeAHauHHe YTBPAWTH Ra AW Taxpa $yHkumHja ¢ mocToju
WM He; M Lpyro, ako OHa MocToju, ga cMmo Y CTamy nponahun metosy mo- |
mohy Koje mMoxemo Hahn Ty ¢yHkumjy. 3amcra, moxe ce YUMHHTH H jenHo
Y Apyro, Kao WTO hemMo caza BumeTy. MehyTim, mopamo Hajlipe NpuMeTHTH
Ad, Kala TakBa QyHKuHja ¢ N0CTOjH, jenHauunHy (73) HasuBamo TOTAAHOM

na je cTora Haw NpPBH 3ajpaTak aa nocTaBUMO KPHTepH]yM Kaga je Heka
JeAHAYHHAQ ToTanHa. «

Ha 6ucmo wHamau Takas KpUTepujym, ysmumo pna je jennaunHa (73)
ToTanHa. Tana je, npema AepuHuLmju,

09
ox hs
0%
3y =
Iu PepeHuMpajyhn mpey ox oBux jeAHauMHa mo y, a Apyry mo x, BUAMMO
a1a je
0%p _% ’
dyox 9y’
2 es ail
oxdy  ox’
Oaakne ciean Y pa je
of df»
——_c2 74
ay 0x 5

aKo je jesHauHHa ToTanma. Ulra Buwe, wmoxe ce AoKasaTu u o6p-
HyTO: Haume, ako je, jexHauuua (74) 3apoBosbena, jerHaunna (73) je

') MocToje usyserne tynkuuje 3a xoje

s 0P
HHJE jegHaKo ; and, OHe ce
) ~ _Oyox

TaKo peTKko jasmajy, Hapouuto Y TMpHMEemeHuM Haykama, fa ce y lefHOM eneMeHTapHOM

YuGeHuky notnyHo mory 3aHeMapuTH.

§ 29 TOTAJIHE WO EPEHLMIANHE JELHAUHHE 63

ToTaiua. Ha oBaj HauuH yBeK je MOryhHO OAJNy4YHTH fa 1H je Heka jegHa-
YMHa TOTajlHa WU HMje W 1Ipe MOKYLIAja AQ Ce OHA peLiH.
[la TO noKaxemo, NMOCMAaTPajMO MOHOBO MpUMep

(xz_{_yZ)Q_l_Qxy:O. (1)
d.x

OBzelje f,=2xy u f, = x2 -2, onakne
i —.%-— 2x

= = %x,
dy 0x

W 3aTp je jefHayuWHa TOTaJjHa. :
[TolwTo cMO M3BpLUMAH MPBH 3aiaTak, npehuMo Ha Tpaxere prHKU,mz
®, 33 Koje hemo Hahu ga je McTo Tako jeaHocraBHo. Kama 3Hamo gna |
jeAHayMHa TOTajHa, 3HaMO na Baxe Beae

0D
—=f(xp),
o h

3¢

W e G e
5 fa

][()[”T cCMO — AO0OHUIIU U3 qb ()6‘ YHUM Hcpe eHUHpal-beM BMICI]yﬁH Aa J€
a i A p )
O

. 09 :
Y KOHCTaHTQ, CNeAW Ja ¢ MOXeMo A00MTH H3 dT( 00UYHOM MHTErpauujom,

y3uMajyhu pa je y koHcTasTa. 3aTo je
¢=ffL (x, ) 0x +a(y), : (75)

TAE CMO Hamucany 0X MeCTO dX Aa Ha3HAYMMO Aay Tpebda cmanaTu 520
KOHCTHTY, M TAE CMO ,,KOHCTaHTY MHTerpaumje’ O3Hadumm ca océ})é {L[E
Tako MOpamo CMaTpaTH Ma KOJy (yHKUMjy camo 04 )y, CBe JHOK Ce Bp
napuujanHo nudepeHLupare no x.

Wurerpuwyhu Ha ucTH HauuH Apyry jeanaumnHy, 106MBamMo

p=[hx oy +80. 75)

IlBe ce moryhHOCTH mnojaBibyjy Kai ynopeaumo jegHaunte (75) u (76):

Tpe CBera, MHTerpalt f2(x,y) 0y Moxe OuTH jegHak f}‘. (x,y)0x y lfOM
i i jy ¢ Tama v camo

he caysajy ofe jenmauumHe peduHMcaTH UCTY  (byHKLM]y

Taja 33)13 je dynkunja o (y) jesHaka dpyHKuHn B (x), wTo, HapaBHO, 3axTeBa

Aa 06e oBe yHKUMje Gyay KOHCTaHTe.
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3aTum, MHTErpan f,(x,y)0x moxe J1a Cajpxu HEKY pyHKUH]Yy OA
x, peuumo g (x), Koja ce He jaBba y mHTErpany t, (x, y) 0y; Wi, MHTErpaj

f, (x,y) Oy Moxe Aa CajpiKu HeRy byHKLU]y O Yy, PeHUMO h(y), koja ce

he jasma y wnrerpany | f, (%, y) 0x, — Wid MOX¥e Aa ce pecd w jelHO M

apyro. Ja fu y OBOM Ciyuajy JeAHaqHHE (75) w (76) Ouie WAEHTHYHE TIO-
Tpefno je Aa oyne B(x)=g () u a(y)=Hh(y). May KojeMm OA OBa ABa
caydaja, peluetse jeAHaduie je ¢ =C, rae je C Heka KOHCTaHTa. -
[locmaTpajMo Kao npHmep OneT jeanaunny (71). Kaxo ie

®

(?#:2,\')/,

0x
cnepn

qb:f2xyax+a(y)

=x%y +ay).
VicTO Tako, Kako je
a_(z) — x2 —|— )_,2 R
ay

caenn

b=y + B

Vropehyjyhtt oBe Age jelHAuMHE BUAMMO Aa he OHe ONTH HAEHTHUYHE NOA
. 3 . )3 .
yCca0BOM jAa e B(x)=0m oc(y):-}-g—. Opasae je @ ::xzy—|—~}3—, na je pe-

{ietbe Te jeAHa4YnHE

).3
X‘Z)) + —= C )
3
VicTo CMo peulerbe A00HAM APYTOM meToaom ¥ § 28.

Kao apyru npumep [OCMaTpajMo jelHaYUHY

sec? x tang y dx + sec? ytang x dy = 0.

Oppe je
f1 (x, y) = sec* x tang y,
folx, y)= sec? y tang X,
ojaxne
£
QQ = @—ff — sec2x sec?y.
gy 0x

§ 30 JIAHEAPHE JEAHAUKHE 63

Unrerpuuiyhy Ha rope ofjalurbeH HauMH, HalasuMo:
¢ = tang x tang y + a(y),
¢ = tang x tang y + B (x).
3aro je @ =@ =C, rae je C Hexa KOHCTAHTA, fa je petieme’)

tang x tangy + C=0.

3A0AHHU

dy
1. yZ:x(y—x)—}.
dx
2. ZXZy—}—ya—x“ﬂ:O,
dax
3. (20x+by)+(2cy+bx+c)%¥:g.
X

d
4. sec*x tangy EX + seczy tangx =0.
X

5. t+1ﬂ=m1.
dt

6. 2i+(‘__3iz_).£=0_

3 2ot

7. (ada+ b dp) sin (ax + 8y = (b da + a dg) cos (ba + ap) .

1 dT T
( +1/t2—7‘2) dt (n/tz—Tz )
§ 30. Jinneaphe jepHauuHe

Ako je AudepeHumjanHa jeAHayMHa MpBOr peAd HHEAPHA, OHa Cé MOoXke
wanucatd y OGHKY

By )y =1 0. an
dx

3agatak 3, § 5 Guo je osor Tuma, W HalliH CMO Ja Ce Jlako peliaBa Kaia
ce y CMeHu ca w =e€"y. To Ham faje cyrecTujy Aa 6u ce W 3a OBaj MNpH-
mep morno Hahu HEKO peuiemne cTaB/bajyhil MeCTO y HeKy HOBY MIPOMEHIbHBY
w==y-g(x), noa yC/IOBOM A CMO Y CTatby MOAECHO usabpatu QYHKUH]Y
g (x). MehyTum, KaKo oaroBapajyhiv H300p HUKAKO Huje OuUr/IeLaH, paauheMo
ca HeoapeheHOM gyHKu¥joM, y HaAW Aa C€ MOXe TMOjaBUTH HewTo LWTO ou

cyrepucano nopecan u360p.

1y Mo npasuny Tpe6a CTaB4TH A je ¢ jeanako HEKO] KOHCTaHTH. Ho, jenuna mpo-
U3BO/bHA KOHCTaHTa Beh focToj, na Apyrom KOHCTAaHTOM He OHCMO pobuan HWYer
OMIITH]ET.

EaemeHTapHe nudbepeHnmMjaine jempHaAUUHE 5
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Hawa samena w = g-y Tpancpopmuwe jeanaunny (77) y

D (=L ) gy
dx ! g dx 2.

Ako cazpa g msaGepeMo Tako jga Oyje

—ZE—p,,

g dx

-

APYru 4jiaH OBe je,ﬂ,Ha'-lHHe ui4yesasa, na oamax umamo

w=a-|—jgf2dx.

AJH, OYWI/IEAHO, YC/IOB KOMe CMO MOABPriM YHKUMjy g, BOAH H36OpY

Sf‘ dx

2=t ’

. Sfldx V
w=a+fe fadx.

Bpahajyhin ce ca w Ha y, Hanasumo ia je pewere jesHaunne (77)

g T (a-}-fesf‘dx fzdx). (78)

Osaj obpasay, (78) TpeGa MaMTHTH, NOWITO MHOTe jeAHAYHHE Koje ce
nomohy tbera MOry peuuTH He MOry GMTH pelieHe HH Ha KOju ApYyry Ha4yuH.
Jla 6u pasnuuuTe eTame HeroBOr M3Bohera Guie CaBpLIEHO jacCHe, peuiaBa-
hemo jenHauuHy -

0JaKje MMaMo

2t xp=x, (79)
Kopak no kopak. Oege je
fl (0)=x,
fo(x) =x.
3ato je 3aMeHa Kojy TpeGa W3BpLIMTH
Sxdx‘ x;
w=ye =ye
W3 oBe jepnaunne Hanasumo aa je
x2
. Loty il A xy.
dx dx

§ 31

JEAHAYHHE KOJE CE MOTY CBECTH HA THUN JJHHEAPHWX JEJHAYMHA 67

3ato jeAHauMHA O) KOje CMO MOWAM NOCTaje
dw e
——=xe2.
dx
Crora |je peeme
. x2
w=e? -} a,
UK
_xd
y=14ae 2.
Kao apyru mpumep nocmartpajmo jegHauuHy
d ;
s — Y —sinx.
X
: 1 . ;
OBze je fy=— u fy=sinx. 3aro je | f,dx = logx mna
x =
nocraje

Ann, no AedUHHUMjH JOrapuTma je, e'°8 X = x p e—logx —

y=e—'°gx<a—|—fe'°g"sinx dx).

y=i(a—{—fxsinx a’x),
X

LUITO Ce JIJaKO u3payyHaBa.

§ 31.

H.’

JexnauuHe Koje ce MOry CBeCTH HA THI
jenHauuHa

MEH/bUBMX YYHHUTH JuHeapHuM. Moxaa je HajBaXKHWju THN

Axko ce

B o )y =ty
dx

ym

OBa jefHAuYMHA MO 1eJu ca
1—m

, OHa pobuBa 06/HK

1—m

Dy a—mfy— —(—m)f,.

TpeHyTak nocmartpatba noKasyje Aa je NpBH uYlaH M3BOJ

]
X

(80)

jeaHauuHa (78)

. 3aro je

JUHHEAPHUX

€Ke jelHauMHe KOje HHUCy JMHeapHe MOTy Ce MOLECHOM CMEeHOM npo-

(81)

no X KOJIMYHUHE
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K0ja Ce jaBba M y APYyrom unaHy. 3aTo, aKo je 03HAY¥MO ca w, Jel-

Jm—L
flauvHa (81) noGuBa ofaMK
dw
dx
a TO je AMHeapHa jeiHAUYWHA M JaKO Ce peluasa Mo obpacuy (78). Kaga ce
y pesyntaTy w 3ameHu ca y'~", Hanas¥Mo Aa je

yl—m — c*S(l-—m) fdx (a +J'eS(l—m) [ldx(l——m) fz dx). (82)

O6pasaw (82) pasiuxyje ce OA obpacua (78) camo Time HITO je cBako f
samemeto ca (1—m)f, a y ca yi=™.

+ (1—mf, w=(1—m)f;,

Kao npumep mocmaTpajmo- jelHaunHy

EX L_sinx

83)
dx . X y? 63)
OBge je m==--3, na je 3aTO CMeHa w == y*. 3amemyjyhiu y OBOM IpO-
MeH/bHBOM Hanasumo Aa je
dv 4
—W~—{-—~w——:4sinx,
dx x

a TO je JMHeapHa jejHadyuHa THNa (17), y Kojoj je fl = 4 u f,=4sinx.
X

3ato je pelieme

11»:y4:L(a+4fx4sinx&x).

x*

KOjE ce ojmMax MOXxe u3padyHaTH.

3A0ALH
1. Pewnrn jepnaauny (79 pasgBsajareem NPOMEHIbHBUX.
2. WspauywaTH 10 Kpaja peweme jeguaaune (80).
3. W3pauywaTu 10 Kpaja pelierbe jennaunne (83).
, o _ phast— 26
as 5(0—97
5. (Tlogt— 1 Tdt=1tdT.
6. gX—Q—ycosx:%§in2x.

dx
dy .
7. y—COSX -~ V= y2cos x (1 —sinXx).
dx
dy d
4L yﬂ? = @
dx dx- dx
9. Merogou § 30 pewidtd guepedupiaTy je Haduny tocrasmeny y 3aRaTky 4, § 20

|
i
¥

I
|
i
|
!
t
i

§ 32 JEAHAUMHE KOJE CE MOTY PEWMTH O X WY 10 Y 69

§ 32. Jemnauunue Koje ce MOry pemHTH IO X Hiau no y

MocToju jowr jepHa MeTona peluaBama audpepeHiMjaTHuX  jeAHaIMHa
npsor peaa, Kojy BpeiH MOKYIIATH aKO HHjelHa OA TOope 06jalubeHNUX  HAjE
ycrewHa. To je peuiaBarmbe fo jefiHOj OX TPOMEHBUBHMX X un y .

VaMuMo 4a je jeiHauMHa pelueHa 1o x. Ona je Tapa o0JHKa X =

— o (y,y), rieje )y :._—;%. Tugepeniupajyhu OBY, jenHaunHy, ROGUBAMO

op , , 0 dy'
1=22y 4 5
oy oy’ dx

.. , dy' .

y Kojoj ce Hanasze caMo npomenbuBe y W y' W M3BOL —TT, KOju Ce MOXe
_ dx
dy' .
nucaTH y OBJIHKY y’—dL. To ject, ropwmuM NOCTYNKOM BUPTYEJIHO CMO
y :

CMEHH/AM X HOBOM MPOMEH/BUBOM y'. Moxe 6uTH moryhHO 1a ce OBa jelHa-
yyHa pewn W Aa ce npobuje Heka Besa usmehy y u y'. Axo je TaKo, ajire-
Gapcka elMMUHALHA npomeHbUBE y' 13 OBC H nosfasHe jefHauMHe Aaje Tpa-
KeHo peluerse. Y TMPOTHBHOM cnyyajy, MeTofa Huje ycmena. :

Kao npumep flocMaTpajMo jeAHauMHY (53), Kojy cmo Beh pewnan Apy-
rum HaumhoM. Kajpa je pewme mno NPOMEH/BUBO] X, Ta jesHauMHa mocraje

x=—y2t—2y". (84)
. . dy’ , dy'
Jndepenuupajyhn 1 craBmbajyhu i =y e n06uBamo HOBY AvepeHum-
x y .

jaany jeAHadMHy
: —dy=(y?+2y)dy,
yhje je peliebe, QUUTIEAHO,

2
—y:-gy’“ry’%%- (85)

Pewasajyhu jeRHaduHy (84) no y’, HanasuMo Aa je

y =—14+T—x,

2 Kaja OBO 3aMeHHMO Y jeHaYMHA (85), RofuBaMO KOHa4HO peluebe

y+¢+<§i%1’ﬁ§)(2-—x$2VT———x):0. (86)

Yl nopes CJIOXEHOr M3rieLa, oBa je jeaHauynHa CTBApHO HJEHTHYHA Ca
peuerbeM go6uBeruM y § 21 u moxe ce cBecTd Ha ucTH 00JIMK Ko WITO J€
(55), n3yses HEKE pasnuke y BpeAHOCTH @ y JABemMa [efHayMHama, wTo
Huje OWTHO.
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CnvyHa MeTOZa pellaBatba 3aCHMBA Ce HAa TOMe J1a Ce M0JasHa jefHa-
uMHa pelln MO y M Ha Taj HayuH CBele Ha 06JMK y = (', x). dudepen-
LMpame OBe jelHayWHe 10 X BOLM jefHAYHHH

v 0P dF 08
9y’ dx ox

. d > ' : 8
KOja cafpu camo ', Xx. H d—y, na je 3aTo audepeHLnjalHa jejHaUNHA NIPBOT
x

pela ca 3aBMCHO TpoMeHbHBOM )'. Moxe 6uTh na je MoryhHO peluMTH OBY
JeAHAuMHy HEKOM Be30M M3Mehy )’ M X M, aKo je Tako, MOXeMO NOMOhy Te
Be3e eNMMHHHMCATH )’ M3 MOJIa3He jefHauuHe.

Kao npumep mocmatpajmo jefHa4yuHy

d
T txy=x, (87)
dx
KOja, Kaja je peliumo no y, aaje
y=1—<
x
JudepeHuupamwem ce pobusa
SN N
X wdx x2
MU
' L. g
d—{}—] X dx
y x
Peweme je oBe jegHauuHe =
x2
y=axe 2.

EnumuHauujom y' us oBe M MnoJaasHe jegHayuHe Hala3sMMO Aa je peluewe -

x2

y=1—ae 2.
Wcrto cmo peuwewe pobuan y § 30, u3yseB 3Haka 04 o, KOju Huje GUTaH
jep je o MpOM3BOJBHO.

O6a npumepa HaselleHa y OBOM OAe/bKYy NaKO Ce pellaBajy W Ha Apyre
HaunHe. HanpoTuB, crefehu npumepu ma Aa HUCY TelUKM Kaja Ce peuiaBajy
0BOM METOLOM, Guau OW BP0 TeIKM Kaja OM Ce peliaBand Ha HeKU APYrH
HauuH. :

Jennaunny
L =gl -2 x), (88)
JIaKO MOXEMO PeWWTH N0 y, Tj.

y=xy'+1y.

3AJALH 71

And

nan®

epeHLHMpame Aaje , pe
, dy ' 1 dy
) = x — ) _
) dx ) 2y dx
L. S
dx

.

Peuleibe je OBe jeiHaunHe )’ = o, nomohy Kora ce R0o0WBa OMWITE pelleme
jearaunte (88) y obauky

Ako

Jud

niu

12'x2+y2=a —I— ZGXJ’.

Kao apyru mpumep nocmaTpajMO jeAHAuHHY

d
= (x+ 2. (89)
dx '
OBy jeAHauMHy pewMMo no x, Kobuhemo
x=—3+ Y.
epeHLMparbe Aaje
, 1 ay
1 =— . A
21y dx
dy'

e T T
20+ 1y

Jlako HanasMmo J1a je HmeHO pelueme

y' =tang?(x + a) .

3aTo je omwTe peluewe jegHauuHe (89)

cang
cTad
cKpa

jacH

ryna

(x +y)? =tang® (x + o).
OALH
1. Caectu jeguauuny (86) Ha o6auk (55).

2
2. x(ﬂ)—y—i—Zﬂ:D.
dx dx .

") ¥ Tpamemwy omuTer peuesma AudepeHuujanHe |efHAYWHE (AKTOPHUMA KOjU He
)K€ M3BOAE MOTy Ce JeHayMHEe CKPaTHTH Ha WCTH HauMH Kao LITO Ce CKpahyjy KOH-
Te mpd pewaBawy aaref6apckux jegHayuHa. Ha OCHOBM TOora jefHayMHa Ce Moxe

’

dy

TuTH (hakTOpomM Xx + , KOjUM je TOMHOXEHO d_ (Y oBoM he cayuajy TO GuTH
X

2V y"
: dy' d
1je ako ce crasu y' = p, et g
dx dx

MehyTum, nojasa Takeux anre6apckux dakTopa moxe GUTH 3HAK NMOCTOjawa ,CHH~
PHUX pe uewma’, TO jecT, pewema JudepeHUUjaNHe jeAHAYWHE KOja HUCY CHEUWjamHU

. — Ilpes.)

cny4ajesu onwTter peurewa. O oBuma puckyTtoBahiemo y 'nasu V
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3. 2(51—(5>3+ PV _¢=0.
dr dr ~
dy
4. lLy: CZ e .
dz
5. ]/l‘z—f— T = ~d—7:
dt

dy dy .
6 y=x7—»'<15—,r11eed>maxaf i

o + (dx) i KBa (hyHKuuja.

7. (x*—1) (g—y)zz 1.
dx

8. PewwnTy jefsaunny (89) CMEHOM 3aBUCHE NpomMeHpuBeE y Ca W =X +vy.

§ 33. !enﬂaqnne APYTOr peja KOje ce MOry CBeCTH H&
jemnauune NpBoOr pena

Meuore jegnaunHe Koje m3rJefajy Aa Cy pefa BUIer of npsor, nocrajy’

. d
jenHaudHe TpPBOr pela Kaja ce MeCTo d—y ganuuwe y'. Ha npumep, jeaHa-
X

yuna M3BeleHa y 3ajatky 5, §20, jecte o6auKa F(ﬂ, d_zy) Kapna mecto-
dx  dx?

dy ' - , dy’ .

i Hanuiiemo y’, osa mocraje F(y ) —) : TO je jeAHAYMHa MPBOT peja uuje

X dx

Ce pellere MOXe JaKO Hahu. Pesyatar je, HapaBHO, HOBA jeAHAUMHA Koja

Beayje ), ¥ M X, a oBa je ZudepeHLMjaHa jeJHaYMHa NPBOT pela. )
[locToje Tpu THNa AWEepeHLHjanHuX jeaHayvHa Apyror peaa Ha Koje:

ce MOXe NPUMEHATH Ta meToga. To cy: a) jelHaunne Koje He CaipxKe j ;.

b) jeanaunHe Koje HE CaApxe X; U C) jeaHauMHe Koje He CaapXe HU X HU y(.

HapasHo, ¢) je creupjasaH Cilyyaj WK OA @) MAM OA b).

. dzy dy - L
Jegnaunna THRA a) je obanka F(—, —,x): 0 Koja nocraje jegHa~
o dx? dx
yyHom npsor peaa F (_y V' x>= 0, xazpa ce MecTo ay crasu .
dx dx
2 '
Jeanaunna THA b) je o6nmnka F(fi—Ji, iy—, y) =0 nu F <gy—,y’, ¥y ) =0
dxz dx - dx. "
'

. d !
M3 KOje X MOTMYHO MlUve3apa Kaia ce ay 3aMeHy ca y’d—y—.
) 7 dx dy
Gusa OGAMK jeAHauvHe NpBOr pexa y K0joj je 3aBHMCHO NpPOMEH/bMBA ¥y oa

HE3aBUCHO TPOMEH/bUBA Y .

Ona Taja pno-

JJa unycTpyiemo OBaj MOCHELrbH THI, noCMaTpajMo jeLHaunHy
dzy

dx?

dy
+2E§+y=0, (90

£
5

§ 33 JEJHAUKMHE 1PYLOT PEIA KOJE CE MOTY CBECTH HA JEXHAYHHE [IPBOT PELA 73
3 oY -

Kij MOXEeMO fucaTh

'dy' !
y Sl poy 4y =0.
dy

7

OBo je XOMOreHa jeaHauuHa, na 3aTo y' Tpe6a CMEHMTH Ca W == X To naje
}I
wdw dy _ 0
w-+1D? vy
ypje je pelerne
1
log (w + 1) 4 ————+logy =2
w41

AKO y OBOj jeAHAuMHU W CMEHMMO Ca Lﬂ, 106MBaMO HOBY jeiHa4UHY
X

npsor peaa uuje je peulene TpajxeHa Be3a uamehy x u y. Ha Hecpehy,

ta jeAnaunHa Huje oOsuxa KOju Ce MOxe OCyXBaTHTH rope NpUMetbeHuM

MeToAama. MehyTHM, axo NPAMETHMO ia je w M3BOA MO X OL log y, #3-

rAeAa Aa BPeAM MOKYLUATH CMeHy HOBOM He3aBHCHO TpOMeHBHBOM v =108 Y.

To aaje jegHayuHy

1

dv
100<—‘ 1
()T @,
dx

Koja ce MOXe PpeuuTH 1o V. Pewapajyht H audpepenuupajyhi na HauMH
nokasaH y § 32, HanasnMmo

dv’
——— = V)2
. (14"

Pewietbe je OBe jeanauline
1

2 -
p X

v 1=

3ametbyjyhn 0BO y jeAHAUAHH (91), nobusamo
—log@+ GO FV=%
uny, ¢ 063uMpoM Ha V =logy, )

Bpx  peutx
T = .

Y
a—=8 2—3

— B ‘H :a'::e

Ako o 1 [} CMEHMMO ABEMA HOBYMM KOHCTaHTama o =0

MOKeMO LOGHTH HEWTO jeAHoCTaBHUjH 00AMK

+v=a, @1}

s
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ENEMEHTAPHE IW®EPEHLMIAJHE JEAHAYHHE

Ke

y=("+px)ex.

Jlako ce moxe mposepuTH 1a je 0BO pellerme aTe jefHAYHHE. Mehy-

THM, METOAA KOJy CMO NpUMeHWJH Ha AO00WjeMO TO pellere MHOro je Cio-

HW]a Hero wWTo je noTpe6HO, kao wTo hemo BUieTH y § 62.

ONMWTHU 3AODALHU

1. Pewwntn jeanaumuy (22).
2. Pewwtu jegHauuny (39).
3. PewmntH jegnauuny (41).
4. Pewntu jemnauuny (50) yaumajyhu aa je v,=0, ma je 3a katogy x =0 u za

‘Cy HAa KAaTOAM W MOTEHUHMjan ¥ rPajvjeHT NMOTEHUMjana jeAHAKH HYJH.

5. Hahu omure pewemwe jeanauyune (50).
6. 3Byunu Tanac kpehe ce y npasuy x. 3Ha Ce Aa ce TOKOM BpEMEHa 0Baj rnope-

Mehaj jaB/ba MEpPHOAMYHO M Aa ce H 4 A
e Mema C
HMaTH 061K ay WM z, Tako ja noTesumjan Gpsuue mopa

® = f(x)sin pt.

Hahu ofmuk dyukumje f(x). (losectu y Besy ca npumepom 5, § 19).

7. PewuTH jennaunny usseseny y sagatky 5, § 20.
8. Pewurn jepnauune (68) u (69). INposeputu na cmena, momohy Koje je Apyra

jeyHaguHa pob6uBeHa u3 NpBE, YHHU OBa pellema HAEHTHYHHUM.

HYTKY

9. Pewutu sudepesudjante jegHaunue:

b Vi—wrdv=2uyT1—v?du.
dv e
c) 4+ — ==
1/ du 2

d
a - :ysin(xﬁ—l)_z_y__
X dx VX
d ,
e) e .;_i_
dx xX—y

10. Pewwnru cresehe nudepenumjanne jegnaunse:
dv
a) El +2uv=2u.
) 1 +v)du+(1+ur)vdv=0.
c) uloguﬂ—f—sinzvz l.
du
1. Pewntu audepesuujanny jegnaunny nakeny y 3agatky 9, § 20.

12. Pewntn audepesunjanny jesmauuny nocTasbeHy y 3agaTky 10, § 20.

13. PewuTty jesHauuny mnocraBmeH 3aja § i j
t =0 6p3una Guaa jeguaka Hyad. o R N v e

FTTABA V

CUHT'YJIAPHA PELLEA

§ 34, NedpuHuuHja CHHTYJAapHHX pelrena

Oudepenuyjanta jeAHaunHa WMa TOHEKal

peluerba Koja HHCY CTeuH-

janHy ciydajeBu OMLITEr peLlerba. OaT
KeM0 00jacHUTH aKo Ce MO30BEMO Ha re

akBa peluetba NOCTOje, HajiaKiie MO-
OMETPHMCKO TyMauere Koje CMO pau

v F

Aasn Il Mpema TOM Tymauery, CBaKO NapTHKy/IapHO peluerme OArosapa

jeAH0] KpWBOj, a OMuITE pelerbe 4MTaBOj MOPOAMLLH KPUBHX.

KasaTu fa jefHa OJ OBHX KPMBHX 3a10B0JbaBa IMdepeHLrjanHy jefHa-

yiHy| — 3HAuM CaMO TO Aa HeH KOeHIWjeHT npasua y CBaKOj Tayku, Kao

H K

0OpAMHATE Te Tauke, 3aJ0B0O/baBajy jelHaUHHY. AKO TOpOJAMIA KpPUBHX

uMa |06BOjHHLLY, CBE OBE KOJIWYMHE — KOE(ULMjeHT MpaBla W KOOpAMHATE
— WCcTe Cy 3a HeKy Tauyky 06BOjHHLE Kao M 32 KpHBY KOJy OHa LOLupyje y

TOj

rauky. 3aTto 00BojHMLA TaKohe 3aA0BO/baBA JudepeHlnjanty jeAHauuHy.

Kako OGBOjHMLA HWje y OMIUTEM Cayuajy jeiHa OJ KPMBHX MOPOLMLE, TO Cce

0Ha
rpa

He MOXe N0OMTH JaBatbeM Heke mnoceGHe BPeLHOCTH KOHCTaHTH HHTE-
uuje. 3aTO OHA MPETCTaB/ba HEKO pellerbe KOje HMKAKO HH]e o6yxBaheHo

OnNWTHM pellemeM W 30B€ Ce CHHIYJAapHO pelieme.

CuHrynapHa pelueta MOXeMo 4eCTo Hahu W 6e3 peluaBama Came LH-

(hepeHUMjaNHe jefHAUMHE: FEOMETPUCKH OBO je €KBMBAJEHTHO HCKaSHBARY na

068

CjHHLLy nopojauue KpUBHX 4eCTO MOXeMOo Hahu HEMoCpeJHO M3 IbEHE AH-

(heppHLMjaniHe jeAHAuMHe, 3 A2 M HE 3HAMO MOjeAvHe KpHBE Te TOPOAMLUE.

Ha

Kaz cmo y § 5 AuCKyTOBanaM O 06BOjHMLLAMA, CKpPEHyaM CMO Maxtby
YHIbeBHIly Aa OHE MOCTOje CaMO Taja Kaja BHLIE KPWBMX H3 MOPOAMLE

Npofiasu Kpo3 CBAaKy TauKy. ANH, aKo KpO3 HeKy TauKky MnpoJiasd HEKOMMKO
KPUBUX — peuumMo n — cBaka ca oxroBapajyhum KoeuUMjEHTOM TpaBua,
MOpA TOCTOjaTH N1 BPeAHOCTH )’ 3a CBakM nap BpPEAHOCTH X M . Opyrum

pe4

uma, Kaja ce pewn mo ¥, AudepeHuujania jeiHayHHa

¢ (x,9,y)=0 (92)

Mopa umaTu n kopeHa. OBO Baxu Ma 3a KOju nap BPeAHOCTH X H ). Me-

byt

M, aKO Ce JeCH Aa Ce Tauka Hanasd Ha 00BOJHMLM MOPOAMUE, jeAHY OL

KPUBMX KOje Mposiase Kpo3 Ty TayKy MOpamo ypauyHaBaTH ABanyT, Kao LITO
cmo| Beh npumetuin y §5. 3aTo ce BpelHOCT y' Koja 0AroBapa 0Boj KPHUBO],
Mopla ABamyT MOjaBHTH Kao pellere jejHaunHe (92). Crora je obBojHHLA
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NnopoAule KpUBHX H .

poauie HManeuHaKeer‘, KpuBa AYX Koje AucbepeHuujanHa jefHadynHa Te f0-

jenHauuHa uma 'elma}) MCTO TaKO Kao W KpuBa AyX Koje meHa anrebapcka

Tauaka MO; : ke ¢. Tlokasaim cmo y § 5 aa ce 080 P
ke HahM eJMMMHAUM{OM ¢ U3 jeAHauyuHa LpYro MecTo

f(x:y,C)=0,
A _, ,

oc ’ i

Uctu moxa ;

3 nokasyje na-ce re

" OMETPUCKO MeC i ' '
HahH eAuMMHHAUM{OM J' 13 jeﬂﬁaqnng TO jepHaKkux y' Takohe moxe

?(x,y,y)=0,

o9
9y

0 h

Pesyarat je . .

y: o sze M(%)epoesﬂeu:g;}xnﬂgume Heka jeflHayuHa Koja CapXH CMMO X H
peluetba jenHauuue (92)J 41 a jeaaunna u AOGHAM CMO je Ge3 SHarba onuwter
Fpaduk Canp & o). 3 OHOr IUTO CMO Beh peKsu, OYMIIEAHO j& XA HeH
jalHa jemHauMHa. AJ‘[HJ K;}y NOpOANile KPHBHX KOjy [IeduHulle AHthepeHuu-
cacTojaTH u 3 llpyry;x 2 Hl;JTO_i;A_!eMO BUAETH ¥ § 35, Taj ce rpadgUK MowKe
cMO Beh M3I0MKUMN, puBux. Ho, MaycTpyjmo Hajnpe Aeo TeopHje KOji

Hocmartpajmo audepeHiujansy jesHaunHy
dyye, (4
(e +>{a) = )

y = cx - c? (94)
MOXeMO HahM MeToAOM H3joxeHom y § 32. /

unje ONUITE peluere

OBO je nuneapHa anreGapcka jeiHaddHa: 3aTO je ONWITE peluere nper-

. CTaB/beHO NMOPOLMLOM MpABHX, Koje

P / nokasyje ca1. 24. Yum noraexamo

CMKY, BULMMO Ja mpase nmajy 00-

>%\/ sojuuuy C, fmjy jeRHAUYHMHY MOXKEMO

Hah¥ Ma KojoM OJ JABejy merona:

npBO, MPUMEHOM METOAE M3JI0XKeHe

y § 5, xoja saxTeBa Aa jelHauMHy

(94) andepeHuMpamo no ¢, a 3aThM

Aa € eNMMHHUWEMO. [udepenun-

parwe Aaje x 4 2¢ =0, wro, yBp-

wTeHo y jeaHaunHn (94), BOAM jed-
2

~

Cn. 24 ; x
HAuMHY 06BOjHULE Y = — —; APYro
4 b

NPUMEHOM N j
p 1€ TOLE M3J0XEHEe Y OBOM OJebKY KOja 3axTeBa Aa jenHauuny (93)

T

§ 33 X} MECTO 10AMPHHX TAHAKA 77

MECTO MOBPATHH

AHbepeHunpamo mo y, a 3aTum Aa y' enUMUHUIIEMO. Oso Takohe BOAH
x2
ucToM pesyaTaTy ¥ = T n
Jlpyry of Tux MeroAa MOrM GUCMO NpUMEHUTH HaK ¥ Kaja He OUCMO

3HanM peuietbe Hatle ;mc_pepeﬁuujanﬂe jeRHauNHE.

§ 35. MecToO noBpaTHHX H MeCTO AOAMPpHHUX Tadaxa

Kako y § 5, Tako n OBAE FeOMETPHCKO MECTO jeLHaKnX y’ nopea oG-
BOjHMLLE MOXE Cajpxasath u npyre kpuse. MehyTuM, oHe 0OM4HO He NpeT-
cTaB/bajy peuierba pugepeHLujanie jeAHaunHe NIOpOAHLLE.

AKO KpuBe Koje Caapin nopoAHMLAd MMajy NOBpaTHE Tauke, Kao y ci. 4,

ofe rpaHe Koje ce cacTtajy ¥ NOBPATHO| TayKH uMajy MAEHTHHHE KoedHul-
jente npasua y Toj TaukH. 3aTo, Kala jeAHaunHy (92) pewmmo 1O y', 0Baj
KoeguUMjeHT npasia nojasuhe ce ABanyT, ako Cy X #u Y KOOpAMHATE TaKBE
rioBpaTHe TaukKe. TeoMeTpPHUCKO MeCTO OBHX noBpaTHWX TawaKa o6yxpaheHo
je MeCTOM jeaHadnx y/, NCTO OHaKO Kao uiTo je 6uno o6yxpaheno MeCTOM
jeAHaKUX C.

32WTO OBO FEOMETPUCKO MECTO noBpaTHUX Tadaka Huje peluerbe AH-
depenuujante jenHa4une, JAaKo je sumeTn ca Cl. 4. naume, 30or Tora wTo
KoequUMjeHT MpaBla MecTa noBpaTHUX Tayaka y onuiTeM Cayuajy Huje ACTH
ka0 W KoeduiujentT npasia Ma Koje O KpHBUX H3 NOpOoAKLE Koje mpoJase
Kpo3 Te Tauke: crora OHO He 3340BO/bABA Anepeniujanty jeaHauuny, WTO
61 ce LECWNIO Ha |& peLierse.

AKO Cy KpuBe TakBsor 06anKa Kao WwTo roxasyje c1. 8, ¥ CBaKOj TAuKH
npase AB Y KOjoj ce pasnuduTe kpuBe jeaHa ¢ APYrom JOAMPYIYs jaBmbajy
ce ABe jeAHaKe BPELHOCTH y', ¥ TO MO jeana 3a cBaKy OA KpUBMX KOje Ce
LOXMPY]y Y TOj TaukH. Crora je mpasa AB Takohe MeCTO jelHAKHX y'. Me-
HyTHM, Kao ¥ reoMeTPHCKO MECTO noBpaTHUX TauaKa, OHO OOMUYHO HHje pe-
etbe AMdepeHumMjanne jeAHa4YnHE; jep, KoeduLMjeHT rpaslia came npase AB
Huje y onutem clydajy MCTH Kao koeduLMjeHT Mnpasua ma Koje OA THX
xpusnx. Ha npuMep, y cayuajy nopoauiie Kpyrosa Ha it 8, mUXoBa AMQe-
penuujanta jeaHaulHa 3aXTeBa, ouurfeiHo, Aa y OBHM Taukama y' OyAe
GeckoHauno, 10K je KoeduLnjeHT npasid npase AB Hyna.

TaxBa KpuBa AYX Koje ce HLOAMPYjy KpuBe W3 nopoauie 308e ce reo-
METPHCKO MeCTO [AOQUPHHX TAYAKA.

TeoMeTpHCKO MeCTO B0 jHHX TAYaKa, Koje je Oun0 AeO MecTa jeAHaKUX C,
Huje Leo MeCTa jeanakux ' jep, ka0 Ha Cll. 4, gpe rpatie KpHBE xoje ce
yxpuITajy y ABOjHO] TAUKH umajy y OnTEM ciyuajy pasinuuTe koednin-
jenTe Tpasua y ToOj rauku. Hu mpso Hi APYro OR OBHX MecTa Tauyaxa Hule
peuwere nvdbepeHLmjante jeAHauuHe, jep y omnuTeM cnyﬁajy KoeguuUnieRT
npasiia MecTa IB0jHUX Tayaka passiuT je OX KoeduuujesTa Tpasld ma
Koje Oi rpasa.

a 3ak/by4yuMo: HaulM cMO Ja Ce TeOMeTpHCKO MecTo jeAHaKHUX C
MOJE cacTojaTH W3 TpW TMna KPHBHX: o6BOjHHLE, MECTA noBpaTHUX Ta4aka
A mecTa ABOJHMX Tadaka. FeoMeTPHCKO MECTO jeHaKuX y' Taxohe ce MOXKe
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cacTojatu : i
ﬂonwgﬂux 11:;}(!421 Tngi xg)uenx. 00BOjHHLE, MeCTa NOBPATHUX Tayaka U MeCTa
. BUX MeCTa Tayaka, camo i
X 00BOjHHLIA
CHHPYNIapHO peluetbe AUepeHLy anHe jesHaunHe. ki i

§ 36. OnpehuBame CHHIyJapHHUX pemema

C o6 i
cuurynapﬂosugglﬁe:f: gggxzﬁ;a nocmMaTtpara, jejHOCTaBHA je cTBap Hahu
¢ epeHLMjalHe jeaHayuHe
i, , KO ra OHa yomnwT
4 nosuaT%Bgnllnt;OTpesﬂo CamMo HahM reoMeTPHCKO MECTO jefHaKHMX yc (axg
s 3"M‘Aepeuxex-be) Uiu (aKo_ OHO HH|e MO3HATO) jefHaKUX y', a3atum
s i AmpHOM OLPELHTH KOJU (hAaKTOPH y jeAHAUMHAMA OBHX MecCTa
y EpEHLM|aNHy [eAHAYMHY a4 KOjW He 3a40BO/baBajy.

Ha npumep, noc i
W ) MaTpajMo omner
. uMja je jennaumHa paj NOPOAHMLY KpyroBa fokasaHy Ha ca. 8,

(x_c)z“i‘yz—/'E:O. (]8)

Y § 5 Beh
npa§BHx : =ch2‘ nox_asinn Aa Ce reOMETPHCKO MECTO jefHaKHX ¢ CacTojH 01
» Y= —1, KoJe cauntaBajy 06BojHHLy. Y 3a1aTKV 6, § 20

HaljeHo je MCTO Tako ga nopo
: 7}
s S poauLy KpyroBa (18) medunuiue Takohe Ande-

2000
¢ y (y2+l)~f2=0 (95)

Henocpentom 3 = = — JLOBO/b
aMEHOM BUIMMO Aa (DYHKLH]

! ' : / uje y=r u

Bajy OBy jejHauWHy: 3aTO Cy OHe CHHryJapha peme}ba.-y S

Anu, n . :
R oanepgzllluoeC;:B?lNéo Aa Ham je pata jegHaunHa (95) a 4a He 3HAMO
MOTYESD G ABE T ¥ ). tbeno 6u CHHTYaDHO pellete jOll yBeK 60
Mo awpe IEMOCPELHO M3 Came AHepeHUHjanHe jenHaunHe

peHUMpary jeanaunne (95) no )', Kobuan GuCMO jenHaunsy Jep,

22y —
y2y' =0, (96)

.KOjy 3amoBosbaBa =
L06uBamo jeﬂ.Haqnﬁgn}ly—Tg gn” . =r g L Lk i o
= = — 7 3a Koje cMo0 Beh
ryjapHa peller i e
u)llajaJFl)Hy jinuaqnaﬁ Hg;um Apyra ¢yHkuuja y = 0 He 3a10BO/baBa ,u.n%e;'el:-
i reome'rpucxoy;u a HH]e CHUHry/lapHO peliere. 3aTo OHa Mopa 6uTH
€CTO MOBPATHHX TayaKa MM TeOMETPHCKO MecTo 10

AMpHUX Tauaka. Ona je
7 , YCTBapHu, mnpaBa AB ja j
FEOMETPHCKO MECTO AOAMPHMX qu,axaP SR Fhe F gt

[TpumeTn =
e 65 > 6”igmgec.u.:05n Yy =0 morno 6uTH pelemne jeaHaunHe (95) camo
ke f i e ayHo. ﬂ,pyrnm_peqnma, aKo KpuBa Tpeba na Gyae
g ki 1BeH KOe(HUHM|EHT NMpaBLa MOpa GMTH 6ecKOHAYHO
e lia Rt € npay y = 0. 'ope cMo Beh npumernin sa Kpy-
s b L epuLujeHT npasua. Ipasa y =0 Huje cuHrynapo -
p 800 Tora WITO OHAa Hema TakaB KoedHLHUjeHT npasuap ey

Kao apyru n .
1 pumep, nocma
Hja je jeaHaunHa = TPaJMO MOpoAMLY KPHBHX NOKa3aHy Ha ci. 6,

§ 36 OAPEBUBAIE CHHTYJAPHUX PELIEHA

(y — & — (x4 =0.

¢y 7, § 20, mokasaHo je Aa je nMdepeHUujanHa jeiHayMHa OBE MO-

VY 3aparti
ponmILe
—S—y'3+iy’z—y—X=0. (97)
2 9
Jlucepeduupatbe 1o y' raje
o' 4+1)=0,
uymiu cy koperu y' =0 u y'=—1. 3ameHa OBHX BPELHOCTH Y [eLHAUMHY

(97), naje Ham MecTa Tauaka y+x=0mn y—l—x—E:O.

HepocpesHoM 3aMeHOM HanasuMo 1a yHKuMja y = — X HHUje pelleme

jennauune (97). 3arto je oHa WIH reoMeTPHCKO MECTO MOBPATHWX TauyaKa
WIM TeQMETPUCKO MeCTO NOAMPHHX Tayaka. C apyre crpane, (yuKuuja

—!—i 3a10B0/baBa jefHaunHy (97). 3aTO je OHA CHHIYJIApHO PELIE:E

y=—X
M el je rpauk 00BOjHULA KPUBHX. Kako cMo y § 5 3a y=—x Takohe
HALMM fa je 1e0 MecTa jeAHaKMX C, OYMI/IELHO je Aa j& TO TEOMETPHCKO

MecTO MOBpAaTHHUX Tayaka, Kao IITO TO 3aucra nokasyje ci. 6.
Hajsan, y sapatky 8, § 20, HaheHo je La mopoauua KpHUBHX

yr=(x—¢c) (x — 2¢)? (17)

¥Ma 3a |AudepeHLHjanHy jeLHa4YHHY
4y y’s —2x2y"? 4 4xy ) + x* = 16)? (98)
W NaKO |HAa3MMO Aa je reOMeTPHCKO MECTO jeIHakKuX_)'

(27y% — 2x%) (16y2 — x*)2=0.
Kako cmo Beh HALIM Ja je TEOMETPUCKO MeCTO jeAHaKuX ¢
y2(27y2 —2x%) =0,

crepy fia npasa y =0 u cemuky6ra napaGona 16y2 = x3, Ay KOjUX Ce,
PeCneKTHBHO, jaBibajy jeAHaku ¢ M jelHaku )', CauMtbaBajy TEOMETPHMCKO
MEeCTO [IBOjHMX Tduaka M reOMETPHCKO MECTO AOAMPHUX TadaKa. Cemuky6Ha
napabojia 27y = 2x%, Koja ce Hanas y 06MM jegHaunHama, uiM je 00BOj-
HULA MM je FeOMETPUCKO MECTO MOBPAaTHUX Tavaka. 3ameHOM Ha/la3umo 1a
OHa 3af0BObaBa AvdepeHuujanty jesHauuHy. 3aTo je Ta jenHayMHa CHHIY-
NapHO [pellere, a HEHO TeOMEeTPHCKO MeCTO Tauyaka 00BOjHHMIA KpUBHX (17).
Cea T4 reoMeTpHCKa MecTa Tayaka mokasaHa cy Ha ci. 7. =
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|. Hahu reoMeTpUCKO MecTO jefHakux y' 3a (98).
2. JenHaunna
p[l —cos(®@—6) =1,

e

i“%msl:au;:mnlopogn;y napabona y noapHMM KOOpAMHATAMA. [loxasaT¥ jJa MeToAa KOjy

e y § 5, ocTaje y BaXHOCTH ¥ Kaja ce paju ca jenHauyMHaMa KpHBHX Y TNO-
pHim KoopanHatama. Hahiu 3aTum OGBOjHALY Te MOPOAHLE.

3. Hahu pudepenumjanuy j
) _ jeAHauHHy 3a MOPOAMLY K ;
sojuuuy u3 ose AHPepeHuujanue jennawge PORHLY KPHSIX  3A12TKY 2 Hahw o0-

rnABA VI

NPAKTUYHA NIPMMEHA JIVNPEPEHUMJATHUX JEIHAYNHA

§ 37. ¥Ysoa

Kaza cmo y Tnasu [l auckyTosant o ToMe Kakd Hactajy avdepenun-
jante jeiHaumHe, TIOMEHYAM CMO HEKE npofieme 4uje je MaTeMaTH4KO ¢Gop-
Mysucatbe OAMax AOBeJNO A0 pudepeHimjaniuX jeIHaunHa. Any, Kako Tala
jou HHCMO W3BeJM METOLS peiuaBatba, HHCMO MOKylWIaBall Ka pemuMo Te
jennayane. C BpemeHa Ha ppeme cmo ce y [aBK IV oneT mosuBaiM Ha TE
jepHayuHe H ao6uny peLietba, YKOMMKO je 3a Takse cnyuajeBe TO 610 MO-
ryhHO Ha OCHOBM TaMO OCMaTpaHuX METOAA. Y oBoj [naBu hemo HaBeCTH
joLl HEKOJIHUKO npobnema TOra THMA M nokaszaheMo 1a Ce bMXOBa pellerba
Mory JAaxo nobuTy nomohy Teopuje Judepenunjantux jenHauynHa.

Wsa6pann npumepu <y HajsehiMM AEOM BP0 jeAHocTashy, [eAHO
sGor TOora WTO je MOCMaTpame HeKOJMMKO jeIHOCTABHUX TpUMepa HECTO 3a
cTylerta Of Behe BPEAHOCTH Hero peliaBaime jefHOr TELKOr npo6aema, a
Lpyro 3060r TOra wTO TEXH npofnemy saxTeBajy OfjallibaBarbe TaKo MHOTO
reoMeTpHje, MeXaHuKe H enexTpHuMTeTa Ka Ou ce 3a 0BO ry6ua0 MHOrO
BpPEMEHA, Koje je Gosbe MOCBETHTH MaTeMaTHYKUM HAejama. [naBuy 3ajaTtak
610 HaM je Aa HaBeaeMmo LITO je moryhHO pasﬂospcunje npoGieme ¥ 12 Ha
Taj HauMH 1amo CTBapHy NepcreKTHBY LMPHHE M0/ba npumeHe LugepeHiim-
janHuX JeiHaynHa.

§38 O pacunawmy TOMAOTE HEKe XMHHE

Yy § 18 n3noKHI CMO TP OCHOBHA 3aKOH2 Teopuje NpoBOhEwa TO-
nnote. 3a caepehd je MpHMeED norpe6aH ¥ UYETBPTH. On raacu:
(IV) Hauoc TonnoTe KOj¥ Y jeAWHULM BpEMEHa ry6u Heko TOMO TeN0 OTKO-

eHO TAKBOM CPEMHOM Kao WTO je Ba3nyx, DpOMOPUMOHANAH je pasauuu Temne-
paTypa Tena v OKONHe cpeiuHe.

3akonu (1), (1) 4 (1l1) nHaBeaeHH y § 18 jecy ersakTHH (hU3HUKA 3AKOHH:
Haume, OHM Baxe Yy BpIO luMpPOKMM FpaHuLamMa ca BEMKMM CTereHoM
ragnoctu. C japyre cTpake, 3aKOH (IV) camo je rpy6a anpokcumauuja mMa
0L KOjUM OKOJHOCTMMA, Ma HaK ¥ Taj OZHOC npecraje Aa Oyne y Ba)XXHOCTH
Kaja je pasivKa TemnepaTypa Tefa W OKONHE CpeiuHe BPNO BEHKa. Y ma-

EneMeHTapHe mlcbepeﬁunjanne jegHa4uMHE [




82 EJIEMEHTAPHE JUOEPEHUMIAJHE JELHAUHHE

TemaTHuKkoj o6paiH mpoGiemMa TeopHuje TONNOTE 'OH Ce MMaK 4ecTo NpuMemyje
W3 1Ba pasnora: TpBO, jep je TauaH 3aKOH MO3HAT CaMo y 0GJIMKY eMMHu-
DHCKMX TOAaTaKa; Apyro, jep ymoTpe6oM TaKBMX ToOAaTaKa HacTajy BpIO
Telwke AWgepeHUMjanHe jeiHauuHe, JOK 33KOH (IV) Boau npobnemuma KoOjH
ce 0AMaX MOry pewuTH. PesyaraTd koju ce 106uBajy nomohy OBOr jeiHO-
CTaBHOT 3aKoHa 3a BehWHy TNpaKTHYHMX 3ajaTaka A0BOBHO Cy TauHM, CBE
JOK pas/idKe TemmepaTypa H3HOCe CamMO Maiu 6poj ctenenu Lleasuycose
cKane, — Kao LUTO Ce W HeliaBa, HAa TpUMep, y BehHHU CllyyajeBa TepMmo-
meTpuje. TlpernocraBbamo Aa cy ciepehn npo6JeMy OBOr THMA.

[MocmaTpajMo BpJO AYTy ULy 4ujH Ce jelaH Kpaj OAp)KaBa Ha CTa/lHO|

_ TemniepaTypyu ,, AOK Ce MPeOCTann ibeH €0 Hanasu y BasiyXy Temneparype
0. OuursepHo, xuua he HacTojaTH Aa CBOjy TOMIOTY MpEHECe HA Ba3AyX W
aa ce ctora oxaanu. Tomora he npyu HeHOM Xxnahewy Tehn 0 TOMJHJHX
Ka xAajHWjuM denoBuma kuue. Kax 3ato kamemo ha ce jenau Kpaj 04p-
»aBa Ha CTajHOj TeMIepaTypH, THMe MpEeTNOCTaB/baMo Aa Ce Ha OBOM Kpajy
TOMJIOTa CTa/HO HaZOKHahyje paiyu OLpiKaBawa paBHOTexe Ca rybuuuma y
BasnyX.

Pacrnojena Temnepatype npehn he KOHAyHO y TMEPMaHEHTHO CTarbe, Ma
KakBa ja je 6una y mouerky. [loTom he cBaka Tauka MMaTH cBOjy moceGHy
TeMnmepaTypy Koja ce BHIUE HEe Meia Ca BPEMEHOM. [Ipo6aem ce cacToju y
ToMe 4a HaljeMO OBy ,,CTAalMOHapHy TeMmepaTypy“ y CBaKO] Tauku XKHLE.

O3HaukMO Ca X OTCTOjarme Ma Koje Tauke OJ TOMIOr Kpaja XHIE aca
6 meny TemnepaTypy. Lleo AucepeHunjanHy eJNeMEHT uamehy x u x 4 dx
umahe Taga ycTBapu OBy WMCTy TemmnepaTypy €. 3ato OH Mopa ryb6utd y
jelMHMIM BpeMeHa KoNWuuHy TonnoTe g0 dA, rae je dA BenuuvHa NOBpUIHHE
W3NoKeHe Ba3lyXy a g KOHCTAHTA MPONOPUHOHAIHOCTH 3akoHa (IV).

lMposoherwem TOMIOTE KPO3 TOMIMjM Kpaj OBOr e/emMeHTa npobusa ce

KoauyuHa TormnoTe — ka dt —

)

rie je i rpajiMjeHT TeMnepaType y Tauku
o

dx | x
X U rae je a BeJlWyMHa MOBPLUMHE MOMPEYHOr npecexKa XHLe. CHH‘-IHO, Kpo3
: : deé
XNajAHu|d Kpa] Tor eJieMeHTa l‘yﬁH ce KOJMYHWHa TOMNTOTE — kadt d—} 5
X| x—4-dx

Kako je TemmepaTypa CTallMOHapHa — TO JeCT KaKO Ce OHa He MErba TOKOM
BpeMeHa, A00MUM MOpajy OMTH jelHaky ryGuLuMa, Tako A3 HMaMO jefHauHHy

« dx

+go(x)dAdt. (99)
x—+dx

—kadt—@
dx

AJ'IH, Kajaa dx NnyCcTUMO Aa TEXH HyJiM, ©UMamo
dd do az
e —_—— +

dx x4dx dx

e dx3

X

Victo Tako, dA je jeaHako mpousBoiy M3 o6uma xuue C M AyxuHe dx Tor
enemenTa. Kana oBe BpeLHOCTH 3aMeHMMO y jeiHaunuu (99), Ta ce jefHa4YMHa
nocae jeiHOCTaBHUX ynpolhaBara CBOAW Ha 00JMK

§ 38 O PACHUAWBY TONJOTE HEKE JKHIE 33

d®
— 28—
o p* S (100)
‘ gC
FA€ OMO KOHCTaHTy =>— o6enexunu ca p2.
ka

OB € ]e,[L HHa 1 p §
AdKO pelwaBa met 010M y o] 1,
a c Ha4YuH N 06 alllHkeHOM 3 ) H BOI1U

8 (x) =a, etPx L q, grpx (101)

TA& Cy «, M o, NPOM3BO/bHE KOHCTAHTE MHTerpaimje.

OMOE'(I)‘O lj:’: OMITe pellete AugepeHumjanHe jeanaunne (100). MehyTum,
P Ha Haw npoGiem Huje omwTe pelueme Beh NapTHKVJAPHO, jep
HEMA [HHYer TPOM3BOBHOI KOL (DM3HM4KE JKHMIE uMju Ce jejaH Kpaj onémasaJ
?‘z;Toeﬂ;ﬁj::OJ TEMNEPATYpPU, M 3aTO He MOXe GMTH HHMYEr NpPOU3BOJLHOT Y
L ycno}:;(:f& Omucy ibeHe TemmepaType. Mopamo, nak/e, NOTPaXXUTH KOH-
r j]eia;’i(ﬂoan}('royp:{m ycnos o'-mrne,‘u,aH je: Hamme, 6 Mopa OWTH jelHaKo %
et Ml To};nnu. Hlpyru ce ycnoB 0HOCH Ha CTabe XHIle HA BETHKHM
N e Cor.Kpa]a. 360r pU3HYKKX yc70Ba npo6/iemMa, OunriesHo
e TCTOJatbMMa O TOMJIOr Kpaja, XKMIA MOpa WMAaTH HCTY

PaTypy Kao M OKCJHW Ba3lyX, WITO 3HAaYM Ja 3a Be/lHKe BPEIHOCTH X
Temnepatypa ¢ mopa 6uMTH jeiHaKa HyJM. ;

= 2.:,7 jeaHauuHe (101) BHAMMO na uyjaH ca HEraTHBHUM H3JI0XKHOLEM TEeXXH
y 30 KAKBy BPERHOCT @5, JOK APYTH TEXH 00, CeM QKo je a«, Hy.Ja.

(p X BH HTH AOB H 1
.’;al() he HW3UYKH 3axXTeBY 6 T 3a O/beHU CaMo Kag CTaBUMO Ja |e a

[TowTo cmo ycraHo »
BHJM OBY YMbEHHLY, JIaKO OApehyjem
0 KOHCTaHT
%, W Ka0 KOHA4YHO pelletbe L06MBAMO 9(x)=é0 e—Px, £ y

3 :
§39.| Tok Tonnorte y 3ugoBuma mymn/pbe JONTE

nepﬂ[}gzm:}a’mﬂr&"ﬁ: Apyrd npumep npoGiem CTaUMOHAPHOr CTarba TeM-
Begar A o HEKe LYM/be JONTe MOTOMbEHE Y HEKOM KymaTuay
Pl HEKHY%JI,EM KOjJa y CBOM CPEAMIITY CafpXKK HEKH TOMIOTHH W3BOP
e R & EMEHT KOJW Ce 3arpeBa e/NeKTPHYHUM MyTeM) KOjH OCJIO-
o e mf eHha CTanHy KoauyMHy Tomsote. 360r cuMeTpHje mpo-
ikl L AHO A2 he CBe Tauke jeAHAKO ylabeHe OA CPENMIITA UMATH
| Nepartype; Hamme, Tamnepartypa § je ¢yHKUMja camo ox r.

Lk 4?\:”::;;]3%'3::;: iargpemuue Meljy IBeMa 3aMHLLbEHUM KOHLEHTPHYHHM
Sos i MW Cy nosynpedHuuy r u r —+ dr. Kpos yHyTpauwtby

OBpLIMHA yTHYe y Taj e/ieMeHT y jelMHULN BpeMeHa KOJIMYMHA

9
TOom/0TE — 4 7 r2q —
4 7 riq g Kpos zpyry on Tux NMOBpIUMHA MCTHYE 3a TO MCTO

1
Y Tnasu VIl nanase ce metoge pewasamwa jenHayune (100) nomechuje og mertome

u3 § 33} aau, mowrTo je peuwasa j
) e y 00a clyyaja 1ako, HeMa 107
peu . ebe
MpUMEIHY]EMO METOLY Koja je 6o/ba HO KOjy joru HHCMO,H3J'IO)KH.'IH.p P
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Bpeme KOAMYHHA TOTAOTE oapehera TauHo WCTMM oGpaclem nsyses WITO Ce
MecTo 12 1 = caja Mopajy y3eTH BPELHOCTH KOje olroeapajy 0BOj NOBp-
;
unny. [IpBa 0f THX BPEAHOCTH je OYWIAELHO (r 4 dry?, wro je npubaMKHO
jexHaxo 1 - 2rdr ako je dr posobHO maso. Hpyra je
d _ds a%
dr

dr.

r

. dr?

erde dr

Kako y TOM eeMeHTy 3anpemiHe Hema TOMJIOTHHX M3BOpa, mweroBa he
TemnepaTypa GMTH CTajHa Camo aKO KOJMYAHA TOIIOTE Koja yTHYe KpO3
yHyTpalltby TOBPLUMHY OApPXKaBa paBHOTEXY ca KOMMUYMHOM KOja HCTHUE KPO3
cro/ballitby MOBPLIMHY TOD efeMeHTa. Wsjennauyjyhu ose ABe KOJMUMHE, Bp-
wiehd Heka ouuriefHa yrpowhasama ¥ 3aHemapyjyhu unad Koju canpxu (dr)?
Kao GhakTop, KOOMBAMO AMepeHLujanHy jeAHaunHy

2 .
@, 248
dr? rodr
yyje je onwTe pellere
b—— 8. (102)
P

Crepehy je kopak y mpoGiemy Aa o v 3 OApEAMMO TaKO A jeAHaurHa
(102) 3an0BO/baBa CreupuyHe GU3UIKe yCIoBe ocTaB/beHe y TOM npoGiemy:
NpBO, Ja Ce y jeAMHHLM BpeMeHa MPOM3BOAM CTANHA KOJIMYMHA TOMIOTE,
KOja Heka M3HOCH S jelMHHUA Y CeKYHAW; ApYyro, Ad ce crio/balltba MoBp-
iMHa NONTe OAPIKABA Ha CTAaNHO] TEMMEpaTypH, kojy hemo ysetn aa je O

Ako je TemnepaTypa CTauuoOHapHa, OHMIJICLHO je ma he KOMMYHHA
TOMAOTE KOja Ce MPOM3BOAHM Y |eAMHALW BpemeHa MOpaTH Id GyAe jeaHaxa
KONMUMHA TOMIOTE KOja 3a TO MCTO BpEMe Nponasu Ma Kpos KOJy KOHLIEH~

. d9
TpHUHy ChepHy MOBPLIMHY. 3a 0BY APYTY geh cmO HawM Aa je — 4w ria o
;
Jlupepenumparsem jennaunde (102) nHanasumo Aa oHa naHocu — 4 wao. 3aTo
o MOpa 3aA0BObLABATH jefHaduHy — 4na o = S.

3a crobaluby MOBPLUIMHY JonTe, TAE je 1 == R, Temmepatypa je jeinaxa

HysiHd. 3aMEeHOM OBHX BPEAHOCTH ¥ jennaynnu (102) nanasumo Aa Je B jen-

&L
HaKoO — .

R

CTora je KoHauHo peilerse mpodrema
o= (L_L).
ama \ r R

3aHUM/BHBO € NPUMETHTH Ja Ce YHyTpallitbd noJayrpeYHUK cgepHe
JbyCKe He jaB/ba y pelleky TOT npo6nema. Haume, pacnojena Temnepatype

§ 39 KPHBA CTAJHE KPHBHHE 85

y HeKoj TaHKOj JbyCKH Oufie HCTA Kao M PACMOjefa TeMIepatype y OArosa-
pajyhem aeny Hexe jaeGme JbyCKe. MehyTnm, OBO HHje Oes pasiora, jep
BPEAHOCT rpaiujenTa Temneparype y WCTHM Taukama Ma KOje O THX JbYCKH
Mopa 6MTH TOMMKA Aa TOMIOTA OTHYE MCTOM Gp3MHOM KOJOM C€ MPOU3BOJLH.
Jlakne, ako je cnokallkba Temnepatypa 3a ofe JbyCKe jeAHaKa TO 0AMaxX
chedd Ia TeMAepaTypa Ha JaToM OTCTOjaby Of CpeAniiTa MOpa 6uTH jel-
Haka y ofema JbyCKama.

3A0ALHU

1. EnexTpuunn Kaln Koju ce €acTOju Of METAMHOT KCHAYKTOPA MNPEYHHUKA 5 Muau-
MeTapa, OMOTaH ClojeM K30JALHOHOT Mmarepujaia TpH MuIHMeTpa iel/byHe, NeXKH HA AHY
3anuMBa r'je je TemMnepaTypa yrjaBHOM CTajHa H jeanaka 4°C. 360r enexTPHYHOT OTNOpa
KOHAYKTOPA y TOM Kaly TpOM3BOAM CE€ TONAOTA y H3HOCY 04 S jeamuuua y CEKYHAM HA
jenan uesTumerap. Koauka je Temnepatypa yRyTpalbe noppumMpe caoja?

2. TBO3LEHA UEB CTO/bALIILEr MOAYNpedHuKka 10 UeHTHMETapa NpOBOAU BOALHY mapy
temneparype 105°C. 3HaTan €0 HEHE LYIKUHE MONOKEH je y umauHapy o 6etona noay-
npeunyka 60 neHTHMeTapa. Temnepatypa CpejuHe OKO OETOHCKOI 3MAA MOXeE Ce y3eTH
1a je 20°C. Koauka je TemnepaTypa HEKE Tauke 6eTona ypamene 20 ueHTHMETapa O
3uaa uesu ?

(TepMHuKa NPOBOALUBUCT rBoxha ynopehiena ca TEPMHYKOM npoBoAbKBOIhY GeToHa
TOAMKO je BEeNMKa Na MOXEMO CMATpaTH Aa UeB WMa WCTY TEMIEPATYpy Kao U BOAEHA
napa Koja ce y mOj Hanasm).

3. Mo jepan Kpaj ABejy AYTHX Xuua, OR KojuX je jeana HewTo Ae6ma OX APYTE,
oApHaBa ce Ha TemnepaTypu §°. O6e cy HauuibeHe OX HCTOr maTepujana v o6e rybe
TOMJAOTY y OKOAHM BasyX npema 3aKony (V). Koja je xuua Tonauja Ha jefMHUUM OTCTC-
jama of TomJor Kpaja?

4. Jepas Kpaj Xuue AyXuhe [ uma Temmnepatypy 6, a APYyrd Temneparypy G,.
Ona ry6u TOMAOTY Yy OKOJHM Basiyx npema sakony (1V). Konuko Tonnore pacuna y- je-
AWHHMUK BpemeHa?

5. Jeman Kpaj uie LyHuHe [ uma Temnepatypy o, & ry0il TORIOTY Npema 3aKOHy
(IV) U ca cBoje LMIMHIPHYHE TIOBPLIHHE H €2 APYTOT kpaja. Koauka je TemnepaTypa OBOr
apyror kpaja?

§ 40. Kpusa cTajne KpHBUHE

Vamumo Kao ciaesehu MpuMmep jeAHOCTaBaH reoMeTpUCKH npobneM na
HaheMo jelHauuHy KpHBe yHja je KPMBMHA WCTa y CBAKO] TaHKH. Tlosnato je
Ja je xpuBuHa ojpeheHa obpaciuem

ko= — ,
(1 -+ y2y

rae cy y u Yy H3BOJM OA y TO X. 3ato je npoGiem Aa peUIMMO augepeH-
unjanHy jeiHavyuHy (103), noj NMpeTNnOCTaBKOM 12 |€ k nosHaTa KOHCTaHTa.

(103)

’

Kako je y"' = ?[y_’ TO MHTErpauyjoM jejiHauynHe (103) HemocpeiHO AO-
x

61Bamo
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kx = ,‘*y—'_ - &
1y
Kana oBy jeanauuHy pemwwumo no y’, nanasumo na je
; kx—a
y = —
V1 — (kx — a)?
YMjM je MHTerpan
1 s
y=—71"1 —(kx —a)*+ 8,
unu
(ky — B2 + (kx — a2 =1. (104)

: ) 1 .
Oamax BMAZMMO Aa je TO jeAHayWHa Kpyra MONYMpeuHMKa o, YMju ce

. a . :
LEHTAp Halas¥ y MpPOW3BOJLHO] TauyKH (7, %) Kako je oBo jepan on onux

npoG/iemMa 3a Koju Ce Tpaxu OMWTe peliewe, Hema noTpeGe Aa oapehyjemo
BPEIHOCTH a U .

§ 41. TpajexkTopuje

Caenehu npobrem je yseT Takohe w3 obaacTtu reomerpuje. Y nasu I

AHCKYTOBaIM CMO LOHEKNE O jeAHONMAapameTapCKUM MOPOAMLAMA KPHBHX, TO
jeCT 0 noponMuama KPHBHX YHMje CMO pas/MYMTE YNaHOBeE oapehuBamu na-
BarbeM pa3NMYMTHX BPEAHOCTH jellHOj MPOW3BO/BHO] KOHCTAHTH y CaMO jeftO]
jeAHauynHH. HenpexuaHO u3By4eHe KpuBe Ha Ci. 25 CauntbaBajy TakBy nOpoLyILy,
a LUpTHUAMA H3ByYeHa KPUBA MMa HeOGHMYHY
0COGHHY Aa CBaKy KPHBY M3 MOPOLMILE Ceye
TayHO MOJ WCTWUM yraom. Hawmme, ako no-
ByYEMO TaHTeHTe Ha LPTHLAMA H3ByueHy
KpHBY M Ha jefHy OL KDMBHMX M3 MOpPOAMLE
Y TauKW HBUXOBOr Mpeceka, Te TaHreHTe 3a-
Knanajy MCTH yrao Ma KOjy KpMBY Aa CMO
usabpanu u3 nopomuue. CBaka KpuBa Koja
MMa 0By O0COOMHYy 30Be Ce TpajexTophja
MOpPOAHLE KPHUBHUX. - !

Moxxe mocTojaTn Buwe of jesHe Takse
TpajekToOpHje M, aKo je TO Cnyyaj, OHe Ta-
Kohje unHe mopoauuy kpusnx. [lpoGaem je
OBOT OAe/bKa Zla HAaleMO Ty MOPOJAHLY TpajeKTopH]a. :

3a oBo je notpeGHO Hajnpe jga 3HAMO IuepeHurjanty jegHauuHy
kpuBux. ¥ Tnasu Il ofjacHuin cMo Kako ce OHa Hanasu Kaja je mopoguia
KPHBHX JehHHHCAHA Hekom anreGapckom jenHauuHoM. [lpeTnocTasumo, LaKre,
Aa CMO Hawan aucepeHUMjanHy jelHayMHy KpPWBHX HAa CI. 25 W ga oHa
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raach f(x, y,y’) =0. Kpos Tauky (x, y) nponasu Heka KpHBA M3 Mopoawe.
¥rag § koju ofpelyje nmpaBal, TaHTeHTe Ha OBy KDHMBY y TOj Tauku, AaT je
npeMa penauuju tang 6 = y'. Axko Heka TpajeKTopuja Nposasu Kpo3 Ty ucTy
Tauky (X, y), Mpasall ibeHe TaHreHTe y 0BOj TauKW MOpa GUTH oxpeheH yriom
9+ p M 3aTO KoedHUHMjeHT mpaBua TpajekTopuje Mopa 6uTH tang (6 - «).

Jla ne 6u Ouno sabyHe, 3a KoiMuMHe Koje ce OLHOCE Ha TpajexTopujy
ynotpebuheMo BenHKa C/0Ba, Tako na je y taukn (X, V) mwen KoeuLujeHT
npasja Y'. Creunjanno, 3a youeHy Tauky ose he BpeIHOCTH GHMTH cnepehe:

X=x,
Y=y,
Y'=tang (6 + o)
__ tang6 4 tanga
I —tang @tanga

V' +ttanga
1 —y'tanga

Kana| nx pewnmo, oBe jenHaunxe najy

% =X,
F==E (105)
iz Y —tanga

1t + V'tang o«

Ose Bese Baxe rie roj Heka TpajeKkTOpuja mpeceya HeKy KpHUBY M3
Aare |nOpoAuLEe. AJH, X, y M )’ 3a CBaKy TaKBy Tauky 3210BO/baBaly jeaHa-
uuHe (105). 3ato mopa GutH

f()(, y)LM>=o, (106)
1 4 V' tang «

OBo jp mehyTuM pudepeHumjanua jegHayuHa Y KOjoj Ce Hanase Beawka C/OBA:
TO je |nudepeHumjanHa jegHaYHHa KOjy MOpajy 3a40B0JbzBaTH TpajeKkTopuje.

a0 BP0 jeAHOCTaBaH MpHMep, NOCMATPajMo NOPOAMLYY NpaBUX Mapa-
JeJHAK Ca OoCOM x. OOMYHA jeiHauMHa TakBe MOPOAMILE je y=c, a meHa
AudepeHumjanta jeqHaunta y' = 0. And, K40 LITO MOXKEMO BUAETH U3 jen-
Haunue (103), ako je y' jeanako Hyau, ¥' mopa 6uTu jennako tang «. Taxo
je Y'3+=tang a audepeHunjanna jeaHaunna TpajekTopuja, a Y = X tang « 4 C
FbeHo |pewerse. To je jeAHaunHa Mopoauie NPaBUX Koje HMajy MCTH Koeu-
uujeHT mpaBua tang . OuuraesHo je ga oHe 3a/0BOJbABa]y TPaXeHW }C/OB.

Kao HewTo Texu npumep, moTpaxumo CKyn KPMBHX KOje NOL NpaBuM
yraoByma cexy TOPOAHLY Kpyrosa




38 EJEMEHTAPHE JAW®EPEHIMIAJHE JEAHAUHHE

(x— )2 4yt = c2?
nokasany Ha ci.26. Oamax moxemo Hahn 13 je
yE—x2—2xyy =0

AMepeHlunjanta jeiHaunna Te [opo-
’ ~ auue. 3210 NOPOAMLA KPUBKX, KOja MO
npaBuM yraosuma cede Te Kpyrose,
Mopa 3af0BO/bABATH AM(eperuujanty

jesHadnHy
YZ—X2+2)—<—_){=O,
Yl
i
2
pr 2XY
X2y
OBo je XOoMOreHa jearayuHa gnj> je
pewerse
Cn. 26 o X2 4 V2 —2kY =0.

Oro HPETCTaBJba nopoanuy Kpyrosa ca cpen,um'mma Ha 0CH Y H CBM fponase
Kpo3 KOOpAWHATHU To4yeT aK.

Jla Ma KOju TakaB Kpyr TOJ NpaBuM YrAORMMA Ceue KpyroBe AatTe
NOPOAHLE MOXE Ce NPOBEPUTH jeIHOCTaBHOM reOMeTPUCKOM HHIbeHWHOM A
je otceuak CT TaHreHTe MOBy4ede M3 Heke Tauke C Ha OCv y, MQ HG KOjH
KpYr M3 Te NOPOAMUE, JeAHAK LYXKH CO. 3ato Cy TaxkBu OTCeHlH CBuX TaH-
renaTa nosyuesux us Tauke C jepHake AyXuHe W MOry Ce y3€TH 3a noay-
NpeyHuK jefiHOr WCTOT Kpyra.

Kao moc/earsy npumep OBe BpPCTE, NOCMATpajMO TIpaMeH MPaBHX Koje

npoJa3e KpO3 KOOPANHATHH NOUETAK. HbuxoBa anre6apcka jelHAUKHA je Y == CX,
a AngepenugujanHa

r Y
=
3aTo je '
y,,IXtanga—{—Y
X —Ytang «

andepeHurjanHa jefHauYHHA TpajexTopuja Koje Cexy Taj npameH NOL Yriom
«. CTtora je jelHaunHa TpajekTopuja:

arc tamg%:t_arf_a]og (X2 4 ¥?) + C.

Hamucata y JlekapToBiM KOOpAMHATaMa,0BA jeAHAUWHA U3MIELA L0CTa
KOMIUIMKOBaHa. AJu, ako ynoTpeGMMO MojapHe KOOpAWHATE, BE3€

§ 42 CNOBOJAH MAL TEJA 39

2= X2 Y2,

4
§ = arctang >’

-

CBOJAE j& 0AMax Ha 00JnK

5 =tangalogr+4C. : N
A\

OBe KkpuBe 30BYy Ce JIOrapuTaMm-
cKke cnupalie. JeaHa je nokasana Ha
cn. 27.

Hajsrauajuuja je tbHX0Ba ocobuHa
ynpaso Ta KOjy CMO HCKOPHCTHAH y
U3BOKEY HUXOBMX jefHaudHa: HauMe,
14 cBaK¥ NMOTer y NojapHOM KOOpAW-
HaTHOM CHCTEMY CeKy TauyHO noj MCTHM YrJoM a.

Cn. 27 — Jloraputamcka crninpana

3A0AUHN .

. Hahu jeamaunmmy TpajekTopHja Koje TOA CTanHMM yraoM o CeKy Kpyrose
X 4 yr= . i \

2 TpajexTopuije ce 30By ,0PTOrOHaAHUM® aKO je « npas yrao. Hahu opToronanse
TpajexTopuie I0POAKLE KPyrosa x4y =%

(MowTo ce kpyroBu M MOTEIH meljycoB6HO CeKy MOR MPaBUM yrioBkMa, ma Koja Tpa-
jekTopmja jensor cxyna Guhe UCTO Tako TpajekTopHja Apyror Ckyna, amu he yraosd MOA
KOjum ce CeKy OuTH KOMMJAEMEHTHH).

3. Hahm TpajexTopuje nopoauue napafona y> = cx.

4. Hahu jejHauuny KpHBe uuja je KpUBHRA Y CBaKO] TayKku ODPHYTO TNPOMOPUHMO-
HanHa KBAADATy HEHOI OTCTOjarha O OCe J.

5. Cunycouge y = ¢ sinx ofphy ce Oko oce X TaKo ja HaCTaje Nopoiuua OGPTHHX
noppwuna. Hahu jegnaunny cxkyna noBpuvia HOPMaNHKX Ha TUM OGPTHUM NOBPLIHHAMA.

§ 42. Cnobonan nan Tenra

OCHOBHY je 3aKOH Mexanuke 1a je yOpsawe Tela NPONOPLUHMOHAIHO CHIH
Koja Ha tbera AejCTByje, Npu ueMy je yOpsame jefHaKO H3BOLY Opaune no
spemeny. McTO Tako, OCHOBHH je 3aKOH MexaHWKe Ja je Cuna KOJOM CE€ y3a-
jamHO §puBjaye ABa Teaa 06pHYTO NPONOpUMOHAIHA KBAAPATY HUXOBOT OT-
crojama. OBa Cy ABAa 3aKOHA 10BO/bHA Aa 0LPEAMMO KpeTarme HeKor meTeopa
Koju ca Benukor otcTojara nasa na Cynue.

[pernocTaBumMo Aa ce y TPEHYTKY t =0 MeTeop Hanasu y Mupy, Aa
ra y 1meroBoM KpeTamy He omeTajy Cuie Tpewa Koje 6u ce, Ha npuMep,
riojaBuiae y cayuajy napa Kpos aTmocdepy 3emse, M Aa ce CyHue Takohe
Hanasu y mmpy. Heka oca x Oyae mpaBa Koja cnaja cpeauiute Cynua ca
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CpeaulITEM MeTeopa v Heka ce CyHue Hanasn y Tauku x=0, a Mmereop
Hajope y Taukn x =X. Ma y xom TPEHYTKY Herosa je Op3uHa d_x’ a yop-
dt
2
x
aai-bed?. 3aTo rope moMeHyTH 3aKkoHM Aajy AudepeHunjanty jefHaynHy
2% oWk

T (107)

Kako je ybpsame nanepeno npema Cynuy To oHO Texu na cmamyu x. 360r
TOra CMO y3e/lM HeraTHBaH 3HaK.

P’ewe}be jeanaunne (107) Hanasu ce metosom § 33. Cneau aa je 6p-
3MHa X' oxpeheHa jeaHauMHOM

2

x'2

X

Kako ycnosu mpo6rema Tpame na Ta OpauHa y TpeHyTKy =0 O0yzne jea-
HaKa Hy/u, Kaja ce MeTeop Hanasu Ha X jeauwnnua ox CyHua, mogecHo je
A4 NpOH3BOJBHY KOHCTAHTY NpPBE WHTerpaluje OLPeAMMO Ipe Hero IITO 3a-

nodHemo apyry. Hanasumo pna je weHa BpeiHOCT ——%. 3aro je
x'2=2k<L— l )
X X

Peweme ose jennaunne je

V2kX t = X|xX—x* + X2 arccos V% (108)

KOje 3a70BO/baBA yCcnoB na je x = X kaja et =0

Osa |€AHAYMHA HENOCPeAHO JHaje Bpeme NPONACKA METeOpa KPo3 Heky
Tauky. Fby je Tewxo pewwtu no x 'y (yHKUHM]U BpemeHa f.
) 3aKoH Koju ce 06uuHO Laje 3a cnoGojaH mai Tena je anpokcvMmauuja
jeanaunne (108); oH ce 3acHMBA Ha MPeTNOCTABUM A TeNO naga ca OT-
CTojatba Koje je Mano y omHocy Ha moaynpeunuk Cyuua. Jla 6ucmo u3senu
Td] 3aKOH, MPETNOCTaBUMO Aa METeOp Maja Ha MNOBPLUMHY Cynua ca su-
CuHe /. 3a x Mopamo Taxa yseru noaynpeynnk CyHua, a x4 h 3a X. Ako
I8, Aawie, I mano y omHocy Ha x, Taza je

arccos || = AN
— = arc cos ———
X A F h

i
<V

X

' HMje} 3aMHMCIMMO Aa CMO

§ 43 : CABHJAKE TPEILE 91

pH |4ueMy je OBaj pe3y/aTaT CaMoO MPBW 4JaH KOju HHUje Hyla y Tajroposom

5 1 :
peny 3a dyHKuujy arc cos—l—. Hcto Tako je
1
]+T
IxX—x2=~|hx,
“ = P -
|2k X =12k x.
Kan oBo ynorpe6umo y jesHaunnu (108), ona nocraje
AL kit )
2x2
WiH,| KAKO €y K M X KOHCTaHTe,
h=ct?®.

OBaj 3aKOH BaXku CBe [OK je /I Mano y OAHOCY Ha NHMMeH3Hje Tela Ha
Ha Koje mapa merteop. OH je yBeK 3a40BO/baBajyh y Clyuajy Najatba
Tead y 3eM/bMHOM TPaBUTAUMOHOM MOJbY, jep pacTojare KpPo3 Koje OHa nagajy
HUKdAa He W3HOCHM BMIUE OJ HEKOr Maaor pas3joMKa MOAynpeuyHuKa 3emibe.
JeaHocTaBHKMje ra MOXeMO AOOMTH aKO MPEeTXOAHO MpeTNnoCTaBHMO Aa ce
y TOKy najara TpaBUTAlLMOHA CHJIa HE MeHa OCETHO.

§ 43. CaBujame rpenge

Ako jepaH Kpaj rpefe yx/bellTUMO a O APYyrM O0eCHMO HEKH TepeT,
Kao |lITO nokasyje ci.28, rpepa he ce caBuUTM aKo BejJMYMHA TepeTa He
npehle oapeheHy BpeAHOCT KOja 3aBUCH OJ LMMEH3W]a Trpelie Kao ¥ Oj Ma-
TepHjana OA KOr je HauumeHa, a mweHa he ce oca nedopMHCATH y KpHUBY
JMHKJY KOja Ce 30Be eNacTHYHAa MAM MH(IEKCHOHA JIMHH]a.

Ja ©ucmo wu3Benu
avepeHuujandy  jepHa-
YuHy OBe eNaCTHYHE JiM-

rpely npecekad y mnpo-
M3BQJbHO] TauykW Ma Mo-
CMaTpajMo HeH JeCHHM
OTCEYEHW Je0 W pasMu-
CAMMO O CHJlama Koje Ou
Oune norpebHe aa rpeny
ApHe TauyHo y OHOM Mo-
J0X@jy KOjH je 3aysumana Cn.28

npe |HO WTO CMO Je npe-

cekjqu. OuurnefHo je aa MojeiuHa BlakHa rpeje Mopajy 1ejCTBOBATH THM
UMY | FUMa eKBHUBANEHTHHM CuJama.

[TpeTnocTaBUMO Ja CMO TaKaB Npecek HAYHHUAM Ha MeCTy P, yjrambeHoM
X jeiMHMLA O CJIOOOAHOr Kpaja rpeie y xopusowTanaHom npasuyl). Ia 6u

. ') To uuje WCTO WITO M X jeAMHMUA MEPEHWX AYX Came rpese jep, ycjiei CasH-
jamaj rpejga Huje BUIlle XOPWU3OHTaAHA.
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Ce OTCEUEHH A€0 rpeje OApxao nomohy cuia xoje AejCTBYjy Ha MeCTy rie
je HauMmeH npecek, 6Mo Ou norpefaH Hexu ypehaj Kao WITO je TOKa3aHO
Ha canuny.

3aTo je OUMIrAefHO:

1) aa teper W zejcTByje CHNIOM BEPTHMKANHO HAHHXKE; i

2) pa 3aTerHyTa BJaKHa y TOpwO] MONOBWHM Ipefe AejcTBYjy cuaom P y
npaBuy TaHTeHTE Ha rpepy Ha mecty P;

. 3) Aa NPHUTHCHYTA BAaKHAa y JOHmEM Aely rpeje BejcTByjy cunoM P, koja
je Taxkohje mapanenHa ca TAaHEHTOM Ha MeCTy P alu AejcTBYje V CYynpOTHOM CMepy
oz cune Py;

4) mowTO camo OBe TPM Ccuie He GM MOrjne Ba Cnpeye Of naga OTCRYEHH
LEO Tpeje, TO Ha MecTy P Mopa JAejCTBOBAaTH jOMI K 4YETBPTA CHAa BEPTUKATHO

HaBHllIE.

Mopamo jowr nanomeHyTH pa cuse (2) u (3) mMopajy OnTH jeiHaKke Be-
AWYKHE. ¥ NPOTHBHOM OM C/ydajy MOCTOjalla HeKa pe3yJTaHTa THX Cuia y
npaBuy x, Te OM Ce y TOMe NpaBuy KpeTao M oTcedeHu geo rpepe. Canywo,
cuie (1) u (4) mMopajy 6uTH jejHaKe BeluunHe jep OM Ce OTCEYeHH JLeo rpese
KPETA0 MIi4 TOpe uax Aaone. 3aTo CBaKM OJ THX ABajy napoBa Cuia ojpe-
pehyje no jepan ,Crmper cusia’ KOju TexH Aa rpeiy camo portupa. Tlap cuaa
(1) n (2) 3o0Be ce ,cmper HanmagHWX cuia“, a APyrM nap cuna 308e Ce
»Clper yHyTPalbUX OTAOPHMX cuia“. Kako ce nox nejcTBOM Ta ABa cripera
Cujla OTCEYEHN JEO0 Tpeje Hajla3W y PaBHOTEXM, TO OHH MOPAjy UMATH jel-
Hake MOMeHTe®, — TaKo Trnacu OCHOBHM 33aKOH MeXaHuke. Kako MOMEHT

cnpera HanagHux cujaa usnoch WX, To cnper yHyTpalukbuX OTOOPHHX CHJa
Mopa Takohe uUMaTH Taj MOMEHT.

B

Capna mopamo y3eTu jeiar cTaB u3 TeopHje o caBHjawy rpepa. OH raacu
Jla je MOMeHT cnpera cuiaa PP, nponopuvoHanaH KpUBHHH [pejie Ha MeCTy

P. Kaga ra nanviemo osHakaMa Maremaruke, AoOuhemo andepeHuujanny
jeAHaunny

9y = Wx
(L y)

W JIaKO HaJa3umMo nra je UHTErpan te je,ilHa‘-lHHe

Wx2?
2q +C

p= | 2 axgc, (109)
Vi (G0

rae cy C u C’ KOHCTaHTe MHTerpauuje.

1) Ypehaj Koju ce cacToju OA yxeTa ¥ KOTypa CnpeyaBa OX Tafa NeBH Kpaj oTce-
yeHor jena. Aau oH e 6M crpedHo o4 (1aAa AECHA Kpaj OTCEYeHOr fena. (UBO Bplue nanay
W Mal¥ BalbaK 3aTe3arem TOPHUX U NOTUCKUBAHEM JOWUX BAAKaHA.

%) MoMmeHT cue y OIHOCY Ha Heky fpaBy RedvHMIUIE C& KzO DPOM3BOJ M3 BeJHYMHE
Te cuie M Hajkpaher pacrojama u3Mehy Hanajue AuHuje CHAe M Te Mpase. 1a je npasa
y Fope nocmatpaHom npo6leMmy npasa KoOja fipoJasd Kpo3 P, HOPMAalHO Ha paBaH XapTH,e.
Tapa je moment cune W,y ognocy Ha Ty npasy, jeanak Wx, a moMeHT yHyTpaullme OT-
nopse cuae W', koja pejcTByje BepTMKANHO HABHLUE, [EAHAK j€ HYNM jep HanajiHa JwWHHIA

OBe CuJe Mponasu Kpo3 P. MoMeHT cnpera THX CuAa jejHaK je 36Mpy MOMeHATa MOjepuHUX
cuna U crora jegHak Wx.
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Ca WKOJCKOT CTaHOBHLITA j& OBO pellee J0BOBHO jep Hengcgeg:o
faje y y dyHxumiu on x. Ca mpaxTHYHOT CTaHOBHWITA OHO Hgi;eﬂfoaqgﬂ,ai”;?
Ce Taj MHTErpan nomohy eleMeHTapHuX (yHKLW|a HE MOX " pxonuqnﬂa
Oga ce TewKoha y npakcu usGeraBa naxb#BHM nocmarpatbe Konnauna
Koje Ce jaB/bajy y Camoj JH(epeHLn]aTHo] jeanaunnu. Ipepe ce, Hap )

. dy
i ' ¢ uiaiy. 3aTo je — BeoMa
Kaza He onTepehyjy TAKO TeWKO Aa C& MHOro Caswjaly i ax

Mal0 — yCTBapy Taxo Mano pa ce unak y’* y HMEHUOLY MOXKE 3aHemMapuTH
npema jefuHuUM. 3aTo AudepeHuunjaina jeAHayuHa nocraje
gy"=Wx,
a eHo peluerse
P Wx3

qy=—p— O+

OBo je peluerse jeAHOCTABHO M JLOBOBHO TAdHO, Tako Ia éreaqa;?omiglrlea
TexdnyKe CBpXe 3a10BO/baBajyhe. Ouo je, ;Ha npumep, Beoma KO'“Mac 2
ce npuMenu y rpaheBuHapCTBY. AJu, NOCTOje rpaxe Texmdxae yHa §1 e
jasn:éjy rpese 3a KOje Ta jelHOCTaBHA opmyna Huje TZle'—lHaM Cmypg)o " ﬂé
OMpyra y HEKOM YACOBHWUKY MPAKTUHHO [& jedna caBn]eHaTer iq- B e
ce y TakBOM CJyuajy O BeiuduHy casu|atba mopa BOILKa };{)exd/ 2 la s
jeAHauMHy enacTuyHe JUHHU[Ee T_aKBqur;gyn(‘;ebgn;o;z)a:onp:{maﬂa it
yyHATH CHOXEHW WHTerpan y JeaHa . T2

uie cRHOCTM W3payyHaTe W CBpCTaHe y Tabauie MCTO OHAKO Ka )
2;1‘ CBprcTBapry Ta6nn§e J)llorapmmw, TpUrOHOMETPUCKE Ser}:;L;lf‘]e ;depxogﬂgz
ynrerpanu Ci, n3 § 25. Onu ce 30By ,CAHOTHUKA HHT gHM . lep oy
ceSe MpUBYKAM MaXKtby Hajnpe y nokywajy 1a ce nahe 0 .
Kycdja O OBUM uWHTerpanuma je Bad oB1Ma OBE KibHIe.

§ 44. EKCUEHTPUYHO NPUTHUCHYTH cTyOGOBH

Jlauk pasaukyje rpely OX ctyba Ha T3 Haq‘:;’d Lu;oaBz?mngg
KaWe La je XOpW3OHTanHa, a 3a Apyru IAa € ynpasa. , np
PA3MMKY OH MHCAH MPBEHCTBEHO HA TEPETE, jep
ce ,rpeae’ u ,,CTyGOBM“ MO HEerosBoM MHUWIbEHLY
ynoTpedpaBajy y rpafesunapcTy. ¥ TexHwud
ce 0Ba pasnMKa 43paxasa HeWTO ApyK4Hje, "
ctyGom Ce 30BE Ma KOji UBPCT NPEAMET noa-
BprHyT CUaMa [apaesHiM beroso) LY XHHH;
and, aKko je OH TOABPrHYT Cuiama HOpMaJHHM
Ha rbercBy MykHHy, OH Ce 30Be peAd. Taxo,
KpeTaya M KauNibaya HEKe Maphe MalliMse jecy
cty6oBM Ma jAa Cy, YCTBapH, HECTO no no(—e
J0Ka]y XOpW3OHTanHe, JOK & 3aCTaBHO KOﬂJbK
rpena, yKOAMKO ce y3uMa y o63up npuTHCa Cn 20
BeTpa Ha 3acTasy. .

’ flocmatpajmo cTy6 Koju mokasyje cn. 29. Ako Ha Tajﬁcrg’G giﬁ?;:hﬁ
Hexi TepeT Ha TAaKaB HauMH Jla CaBpLIEHO cumeTpuyHo Oyae p
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OKO FberoBe oCe, OuMr/IefHO je Aa Hehe MOCTOjaTH HMKAKBA TeXmba 1a ce
cTy6 caBuje. Ma na he GuTH HesHaTHO ckpaheH, oH he Mox OBHM ycioBuMa
OCTaTH MOTNyHO npas. AKO TepeT moBehaMo AOT/e Aa maTepujan ox Kojer
je HauMieH CTy6, HHje BHIUE LOBOLHO jaK Aa ra MsApXH, OH he ce CMpBHTH
Ge3 caBujama. A/M, TakBa Ce upeanHa CMMETPUYHOCT y NpaKcH He Mowxe
ycrBapn odexkuBaTH. HanmpoTus, Tepetu cy yBexk Texu Ha jeaHo] Hero Ha
ApYroj CTPaHW, TaKo Aa Cy eheKTHBHO EKBHUBAJEHTHH JeAHO] cunu xoja nej-
CTByje HEWTO MOKpaj cpeguwta cty6a. Ha cauuu cmo 0BO OTCTOjatbe ofe-
AeKHUIM Ca = VIHKetbepu 30BY OBO ,,eKCLEHTPULUTET TepeTa‘.

! F

¥Yamumo caga pa je TepeT momoxeH exc-
LUEHTPUYHO W Ja Ce CTyb CaBHO OHAKO KaKo ro-
Kasyje ca. 30. Ako cTyG mpeceuemo Ha MeCTy
P, nahu hemo 1a noctoje ueTnpu cuie Koje aej-
CTBY]y Ha IeroB ropku OTCeYeHu aeo. To cy:
1) TepeT W, 2) 3aTe3atbe P, y Crio/balium Baak-
HUMa, 3) NpUTHCAK P, y YHYTpallbUM BAaKHHMA
u 4) BepTrkanHa cuna W/, koja cnpeuasa og
napa orcedenu neo. Kao n y § 43, nap cuna
1) 1 4) cauumwasajy Crper HanajHux cuaa, a
2) v 3) cauumwasajy crper YHyTpalmwux oT-
S MOPHHUX CHaa. Ha Te crperose cuna mopamo
TIPHMEHHTH HCTE 33aKOHE KOje CMO MCKOPHCTHIN
Cn.30. Cune xoje gejcrsyjy y Y AMCKYCHju 0 rpemama. Omnn soge nudepe-
caBujeHOM CcTy6y LH1]jaNHO] jeHaAuMHH

qyn
\..:—W E), 1 0
(1 +y ¥ ey

TA€ X MEPHMO y OBOM C/yuajy BEPTHKANHO, a ) XOPH3OHTAMHO.
CaBujamwa cryGosa cy y ONWTeM Ciyyajy Mana Tako aa )'? mokemo
3aHEMapHTH npema jeaunuun. Taga jeanaunsa nocraje

gyt =—W(yel-e);
unje je peulere

y—{—s:Csin[Vg(x—c')].

To je obpasau koju ce o6uumo ycBaja 3a caBujame CTy60Ba; aiw, aKo cy
CaBujatba BenuKa, TpeGa pewnTH jegHaumny (110) Ges ynpowhagBata.

SADIALMU
. 1. dyx uurase rpene pacriopeljen je paBHOMepHO aaTu TepeT. [loxg npermocTaBkom
Aa Je caBujawe BPJO Majao Hahu J€HaYHHY enacTHYHE JHHM|e.
2. QwTpuua nogynupaya Hanasu ce TauHO y TEXKHIUTY TOJyre HeKe XeMHuapcKe

Bare W Ha Kpajesuma noayre oGemeHu Cy Tacosu 3a Teroee. Hahu jepgnaunny enacinune
JIMHU]e noayre.

B
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JeanocTasnuje je 3aMMCIMTH 1a je OHA MOAYNpTA HA KpajeBEMa M 1a ce caBHja
yClIe) MPUTHUCKA KOjU Ha by BPIIM HABWIUE OWITPHLA MOAYNMpaya).

8. Hahu omwre peuwewe jegnaunse (110).

4. 3aspram cTere, Kojy mokasyje ci. 31, Toauko je obpTan
A2 je ieH 3aimu €0 Moueo Aa ce casuja. Hahu jegmauuny enac-
THYHE | IMHW]e TOr fena. [IpeTmocTaBMTH Ja Cy XOPH3OHTalHM
KpalH | CTere amcoiyTHO KPYTH. Cn.31

45.| Tpenepemwe KuUE

un

[IpoGremn nocneata ABa OAebKAa OLHOCHAA Cy Ce Ha MaTepHje
Koje ¢e onupy casujamy. OuMrieniHO je na KOHAllL WM KOMajl MeKe KOXe
He TMpunajajy TOj KAaCW, a TaKO MCTO HM TaHKa XHLUA WM Komap,
3natHor suctuha. Takse ce martepuje onupy AedOpMHCamby CamMo Kajna
Cy 34drerHyte W Taja He 3060r oTnopa caBujaty Beh 3bor Tora wTO
Cce AeopMHCabeM H3BOAE M3 DABHOTEXHOL CTatba CHIE KOje WX 3aTexy.

Kao jesgHocTaBaH mpumep, MOCMaTpajMO 3aTErHYTY BHOIMHCKY Kuuy
npuyBpuiheHy y asema Taykama A u B. ¥ cBom HOPMA/ZHOM MOJOXKajy, Ta
he xuua ysetn 06ank npase koja cnaja Te age-Tauke. AKo je AeopmHILIEMO,
CHJIe KOje by 3aTexy HacToje Aa je MoBpaTe y MOYETHM MOJOKA] M HA Taj
HauuH| CTaB/bajy y KpeTate

[lpernocraBumo ga cmo wu3Bp- Al
LUK [TAKBO JAedopMucare U 1a ce
36or Tora »WUa HanasuW y KpeTamwy.
[lperriocTasnmo pame a2 weH 0GIMK 7
y TPEHYTKY ¢ npercTaBba KpuBa
y=1(x,1) kojy Ha cn.32 moxeMmo
CMaTpaTH kao npeyseanuany”. Hajsan, c; 32 Cue Koje AejcTByjy y 3aTerHyToj
oGenexumo ca T weH HanoH. Ha ene- KUK

MEHT (s KejcTByjy Taja ABe cuie T,

u T, ON KOJUX je CBaKka BesuumHe T, and Cy ynpaBbeHe y HeWTO pasnu-
YATMM| MPABLHMA 360" KpUBHHE e/neMeHTa. AKo ca § M 6 d9 obenexumo
YrJ0BE KOje €2 MO3HTHBHOM CMEpOM OCe X 3akJanajy TaHreHTe y Taukama
X M xHdx, Taga cy — 7T cos® u T cos (9 -+ db) KOMIOHeHTe cuaz T AT,
y Mpabuy oce x, a —Tsin6 u T sin (6 + db), komnonente cuna T, u T, y
npasuy oce y. Kana ce caGepy?, npse nBe 01 0BHX CuJia najy — T sin 6 db
a npyre nge + T cos©d6, ako je dx Bpao mano. Ose cy cunie y3pok y6p-
3ambHMa €NeMEHTa y MNpaBUy X OJHOCHO ) M CTOra BOAE jefHauMHama

4 8

') Hanucanu cmo f(x, ) mecto f(x) jep, ako ce xuua Hanasu y KpeTamwy, ieH he
ce 064K MeraTH TOKOM BpemeHa.

?) 3anemapyjeMo HH(HHWTE3NMane BULIEr Defa OJ MpPBOT.
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2
mds 0°x =—Tsinbde,
ot?
. (11
0%x
mds = T cos6ds,
or?

rae je mds maca youeHOr elemMeHTa.

AKo je )’ BpAO Maio, Kao WTO je OGMYHO cayuaj, cosd je npubanKHO
jelHaK jefuHMIM, HOK cy ¥ sin® n © apvGAMKHO jefHaKK tgo = y'. llra
Bullle, S pasiuKyje ce Ol dx 3a Heky HHQUHUTe3UMany BHUIET pela Ol

npsor. 3aro jepunaunse (111) nocrajy
mdx 0°x =Ty dy',
ot*

(112)

2 .
mdx 0 — 4+ Tay"
a 2

Kaxo je y’ Bpo Mano, JecHa CTpaHa npBe OL THX jeAHa4yMHa npu-
GIAMIKHO je |efiHaKa HY/aM. 3aTO Ce MOXKe 3aHeMApUTH KOMIOHEHTA NOMEpahd
y npasuy oce x. Crora je BaxHa camo ipyra jesHaunHa, Koja p06uBa 00/MK

2 24,
noy 7o (113)
e o2x

OBo je nmapuujaana Audepenunjania jeiHauuHa, na je, s6or Tora, on-
LIMPHO M3Jarame METOAA HheHOI pellaBarba BaH ofuMa oBe KmHre. Aanm je
MOXEMO HCKODHCTHUTH Ja fomohy CpeTcTasa xoja Ham Beh cToje Ha pac-
MOJI0KEY OATOBOPUMO Ha M3BeCHA [CAHOCTaBHA MUTAtHA. dpeKBeHUH]Y Tpe-
rieperba JHMUE MOXKeMO Hahu y Cydyajy ako CMEMO NpeTIOCTasHTH La oHa
Tpernepu Ha TaKas HauWH Ja Ce ¥ CBaKa 1pyra Tadka Hanasu Ha NONOBHHH
CBOT MyTa Kaja Ce HeHa Cpeithd Tauka Hanasy Ra MOJOBHAHM CBOI Mak-
CMMannor nomepama M jfa Cce CBaka jpyra Tauka Haniasu Ha Tpehunu
fyTa Kala Ce HeHa CpeAtba TauKa Hanasu Ha TpehivHu MyTa, ¥ Tako Aajbe.
Hapasuo, moxe Heko pehd aa HWjeAHa JKWUA HHUKajla Hehe TpenepuTu
Ha oBaj HauuH. AKO je TO Ciayuaj, OHLA TpernocTaska Aa oHa Moxe Tpe-
NepuTH HA OBaj HAuMH, MOpPA ROBECTH A0 HEKE anCypAHOCTH Koja he OutH
10Ka3 Te HeMOryhHOCTH. Y CBAKOM Ciiyuajy, HEWTO hemo casHaTH.

Vamumo, gakie, ga je y = f(x) jeaHaynna KpuBe Maxcumaixor nome-
pata. OunriefHo je aa f Huje dbywkumMja Bpemesa. Ma y KOM TpeHyTKy ¢
JKHMlla Ce MOpa foOMepaTh Npema 33aKoHy y = kf(x), rie ce k He Mmema ca
x, Hero je QyHkuuja camo Bpemena f. ObuuHMM pubepeHLIpaem 106UBaMo

% _ Lk
ot? de?
90y _ L
0x? dx?
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rie Ha AECHOj CTpaHW HUCY BHile [OTpeGHe OKpyrje O3Hake 0 jep Cy k u f
(hyHKUMje CaMO jegHe MPOMEH/BHBE. YepwTasajyhn ux y JexHauusy (113},

0Ba MocTaje

m d2k T d¥f .
o = (114)

¢ 2
f dx

Q
~
[

[lowTo f Huje dyHKuuja OF ¢, AecHa CTPaHa OBe jefHAUMHE HE MOXE
ce MemaTH ca BPEMEHOM; a aKo Ceé JeCHa CTPaHa He MOXe MemaTH ca
BPEMEHOM, He MOMe HM JieBa CTpaHa. Name, nowitTo k HUje dyHKLMja OL X,
fesa CTpaHa JefHaunHe He MOKE Ce MemaTH Ca X; a Kaj Ce OHa He Moxe
MeHmaTH Ca X, He MOXKe HM jecda cTpasa. Osa ABa 3ark/byuka TBpAE la ce
u3pasu y jeiHauunn (114) He Memajy HM Ca ! KW ca X. 3aTo Cy OHM KOH-
cranTe. HbyxoBa je BPERHOCT HEMO3HATA, /M j& MOXKEMO O3HAYWTH ca ), y

KoM ce cayuajy (114) csoau Ha gse jelHauuHE

d?k
m =k 115
dt? (115
M
d*f i
= 1f. 116
1 f (116)

Y 0BOj je eTand Haluier LOKasWBatba Apyra OA THX jeiHaudHa OL noO-
ceGHOr WHTEpeca jep iby MCPa 3af0Bo/baBaTH (QYHKUH|A f(x) sa xojy cmo
L0CaL NpeTnocTasbali fa je u3abpaHa NPOU3BOJLHO. To 3nayn pa ce Kuua
MOXKe 10BECTH y CTaibe Tpereperba ,,Kao LefuHa“ Ha rope nperTnocTas/benu
HaudH CaMo ako ce f Tako usabepe 4a 3af0BO/baBa jeAHAUMHY (116). Opyrum
peuuma, jeaHaunna (116) je OroBOp Ha nuTate Aa JH je Kperawe OBOT
Tuna MOTYHRHO WM HHje, MPM HYeMy Taj OATOBOp [/1acH Aa je TaKBO KpeTatbe
MoryhHO Tafa H camo Taja ako Jedopmaumja 3a10B0/baBA jeLHAUHHY (116).

PeliaBarse THX ABejy jelHAYAHA HUje TEWIKO, ald je Be/MKa pasiuka ia

A4 heMo y pellerby y3eTH Aa je : Befie O HyJ/ie WM A2 € OHO Matbe OA HyJe. Ako
fucmo peaom npodanu ofe NpeTNOCTaBKe, HallljH 61CMO A je BaXaH Clydaj OHaj
Y KOM je : Makbe of Hyqe. Hawu GucMo Tajga Aa [ mopa GUTH CMHYCHa (PYHK-
uhja 04 X, & TAKO WCTO Aa je K CHHYCHA dyHKuuja BpemeHa., PpexBeHUH]a

1 / =
oBe Apyre cuHycHe dyHxumje je ?ﬁll —%, a OBy CMO M TPaXHUJH.

O oBom hemo peliewy ONUIMPHUjE AUCKYTOBATH ¥ jeAHOM AOLHUjEM
ofe/bKy. 3acaj je BaxHA MeTOAa pellaBarba Koja Ce 3aCHMBa Ha TNpeTno-
CTaBUM A4 JKWLA TPemepu ,Kao LenuHa', TO JeCT ja Ma y KOM TPEHYTKY
JedopMaliM]y MOXKEMO AOCHTH MHOXERbeM CBUX OpAMHaTa je/lHE KpHBE HCTHM
fpojem, KOju Ce Metba Ca BPEMEHOM. Taxkgo ce KpeTale 30Be ,KapaKTepu-
CTH4HO Tpenepeme” wulie. Kako cy- y peuasatby MHOTMX BPJIO TEeUIKUX
npofiemMa KApakTepPHCTHYHA Tpernepera OJ BeUKe BaXHOCTH, HaBelhemo 1
ApYru [IpUMEp HUXO0BE MPUMEHE.

EnevenrapHe guepeHupjatte jeAHadnHe 7
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§ 46. Tpenepewme memGpane

'

. [IpetnocTaenmo fa je Heka MemOpaHa pasaneTa Tako 4a je Hamow
JelHaK y CBMM mMpaBUMMa W [a je M3 paBHH X) W3BEdEHA Y jeAHO- 01
KapaKTepHCTHYHUX CTawa. Kako he ce oWa moHawartu kaza ce myctn?

[Mouxumo ca npernocTas-
KOM J1a Ce OHa JpXKH y [o-
JI0Xajy KOju, 32 TPEHyTakK, He
MOopa OMTH jelHO 04 KapakTe-
PHCTHYHMX CTama M Mocma-
TpajMo cusie Koje 4ejCTByjy Ha
*r  Manu eaemeHT dxdy, (ca 33).
Meuuy AC wanapa cmaa T
y npasuy 5. To naje cuay
Tdysin$ koja Texu na cma-
Ul nomepame y npasuy z.
CynpotHy ueuuy BD wanaia
CynpOTHa CHJAa BeIHuYHHE

Cn. 33. Cuse xoje LejCTBYjy y memGpauu

Tdysin (6 + dj);
3aHemapyjyhu audepenuujane suwer pesa, pesyiTaHTa THX ABejy CHJa je Ciaa
Tdycos6ds,
Koja Texu na noseha? z.

Caununo, pesyaranta cuaa Koje Hamajajy ocraje MBHLE, je

Tdxcosodo.

[TocToje Takohe CHJIE y NpaBUMMAa X M J, alu Ce OHe MOry 3aHema-
PHTH aKo Cy pechopmaumje AOBO/BHO Masle. AKO Macy eJeMeHaTa 0Be/erxyMo
ca mdxdy, mopa mocTojaTH jegHaumMHa

2

dzz
dt?

mdxdy =+ T(cos8dbdy -+ cos ¢ dp dx). ' (LETy

Kako je 6 yrao mamehy oce x u rtamrente Ha KpHBY 3a KOjy j= y

CTaliHO, TO je
; 2z
tang § = -a—
0x

WIH, 34TO WTO je 6 Bpio Mmaio,
0z

B 28

ox

. :
,,) © Jé Ha CAMUM HEraTHBHO: 3aTO CMJA TeXM 1a noeeha 2.
%) de |e Ha caMUM HeraTHBHO.

un
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HUcTo Tako

na 3aTp

0 1N5072

5 d9=— dx,
+ bx—r 0x2

0%z

0x?

d% — dx.

Clinutio

Y
Cy cos
HauyHHY

KOja o
3
LIKTH

n00UBY

rie cM
03HaKé
jenHau

A
uuja f
BO/baB
onet T
U
yuwH
BpeMe

_ 0z
ay

02z
0y?

dep = dy .

pplITaBajyhk OBe BPEAHOCTH y [eAHAUHY (117) v Hanomuiyhu na
5 M COS¢ TOAjeIHAKO MPUONMMHO jeAHAKH jeAMHHLH, no6uBamo jen-

0%z T ( 0%z 0%z ) ,

m =
0x? 0y?

ot?
ucyje KpeTare memOpaHe.
a c/ayyaj KapaKTepUCTHYHOT Tpenepeta, OBY jelHAYHHY MOKEMO pe-
Ha WCTH HauuH Kako cMo moctynuan y § 45. Kapa nanuwemo
2=k

23 EEA;_I_(EL ﬁ)
kodtr f \oxr ' oyl

0 Ha JecHoj CTpaHW OBe jeflHAayMHe jOII YBeK yNoTpeduan OKpyriae

0 jep je f dyHkuMja 1 o1 x u on y. Kao u y § 45, obaunaHna ose

iHe Mopajy OWTHM KOHCTaHTe, Te je 3aTo

d*k

dt?

MO

m = e

\k0o MeMOpaHa ,,Tpemnepu Kao UEMHHA' Ha rope MOMEHYT HauuH, (yHK-
(x,y) MOpa 3al0BO/bABATH APYry OA OBMX jeiHaunHa. AKO je 3alo-
A, Kao WTO TBphewe Haller npodiema NPeTNoCcTaska, NpBa |efHa4nHa
okasyje aa he Tpenepeme OWTH CHHYCHA (yHKLMja BpemeHa.

MCTHM Ce TOHOM y TeOpHju 3Byka HasuBa ocehaj Heke ocoGe uuje Cy
3/10KEHE TaNACHOM TPUTHCKY KOjU Ce Mera Kao CUHyCHa (yHKUHM]A
ia. Ctora cy nocaeirba ABa Oje/bKa NOKasana aa cy KapakTepucTh4iHa
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Tpenepera OWJIO 3aTErHyTe XHile GWJO 3aTerHyTe mem6paHe YHWCTH TOHOBH.
la unak, M3 HCKYCTBa 3HamMO Aa BUOJMHA ¥ GyGath He 3Byue CAHHUHO. O6jaw-
Ieibe Ce Halasy y TOMe LWITO Ce MPOM3BOAW BHUIUE KapaKTEPUCTHUHAX TO-
HOBa Kaj, Ce CBUpa y BHONMHY uiu yaapa y Oybawm; a kako y o0Ba ABa
ciyuaja (hpexBeHiluje THX TOHOBA CTOje Mehyco6HO y pasivyuTOM OAHOCY,
TO OHM OBMM WHCTPYMEHTMMA Lajy pasiuuuTe ,6oje‘.

3ADALDHN

. Heka wuia 3aTersyTa je mehy Taukama x =0 1 x = 1. Hahu meHo KapakTe-
PUCTHYHO Tperiepete.

(Te Tauke fajy KOHTYpHE yC/ioBe nomohy KOjUX C& MOTY ONPeAWTH ABE KOHCTaHTE.
[TocToje, MeljyTHUM, TPH HEMO3HATE KOHCTARTE: A 4 nBe KOHCTaHTe uHTerpauuje. Hahu he
ce 1a 3a M3BecHe BPERHOCTH X 0BU KOHTYDHH YCNOBH HUCY MOryhHH # oapeRyjy camo
jelHy KOHCTaHTy MHTerpauuje. Haume, ABe KOHCTaHTE Koje oapehyjy dusHuKu YCJA0BH
HHCY ABe KOHCTAHTE MHTerpaukje Beh jeAHa OA thHX; APYra je NPOM3BO/LHO YBELEHA KOH-
cTauTa A).

‘ 2. CkULMpATH Y KOjUM CBE DPAa3MHYHTUM O6AHUMMA MOXKE Td XKuUA Aa TPEMEpH. LiTa
je (bMBMYKO 3uaueme TPH]y NPOU3BO/BHHX xouctanata? Llrta je cTBapar pasaor Tome WITO
MOXKEMO OYeKWBATH fa HehemO OWTH y CTatby OAPEAWTH EPERHOCT jeAHe G THX KOHCTa-
gara koja ocraje Heopzpehena?

3. Hahu dywxudjy Bpemesa Koja OArosapa CBAKOM OA4 THX KapaxTepHCTHYHHX
Tpenepera. Ca KOMMKOM ce (PDEKBEHUH]OM Hulid Bpaha y Hekn nonoxaj?

4. Kawkap jegHoctasaH OAHOC MOCTOjH Mehy (hpekBerunjama Koje OArOBapajy pasiu-
YHTHM KAPAKTEPHUCTUHHHM Tpenepemuma’?

) 5. Onwra (yHKUW|a BpeMEHA y 3agaTky 3 caapxu AB€ NPOU3BOBHE KOHCTaHTe, &
jemMa je mpeocTasa KOA (yHKHM]e OL X KOjy CMO Hawau y 3aQaTRy }. Anu aKo ce Te LBe
(dyHKUM]e H3MHOXKE, OHE Ce Ha TaKas Ha4YuH komGuHyly xa CTBapHO nocToje camo ABe
npou3BosbHe KoucTanTe. Kojum QUanykum ycrosuma OAroBapajy Te KOHCTaHTe?

6 [lpernocTaury a Heka membpana KpyxHOT ofHKa MOXe CAOBOAHO TpenepuTH
Ha TaKaB HAUYMH A4 CE€ CBaKM KPYT KOHLEHTPHYaH Ca COHMOM mem6pane kpehe rope-gone
kao nendpa. Hahu grdpepenuujandy jefnaquny Kojy Tpe6a Aa 3a1080/b3B2A KAPAKTEPHCTHHHO
tpenepewe. He MoKywasaTy aa Ce OHA PELH.

7. PewntH jeanaduse (115) u (116) mox npeTnocTaBKOM A2 je A MO3WTHBHO H MO-
Ka3aTH fa4 pelleibe HE OLroBapa ciydajy Tpenepeiba Heke XHUe.

§ 47. OGpTHe NMOBpWMHE MHUHHMATHE Beauunnel

Axo ase Tauke A u B (ci 34) cnojumo HEKOM KpHBOM y=7f(x) n
ueay civky ofphemo OKO oce X, Kpusa onucyje Hexy OOpTHY MOBDLIMHY.

1) Pewasawe 0BOT M caesefinx npoGneMa Ha Koje ce npumetyjy meTose Bapuja-
LMOHOr pauyHa 3aCHOBAKEMO HA W3BECHUM npefyTHAM NPETNOCTaBKaMa OLROCHO MPHPOAE
Hawer peilera, jep Gn HaC. FIOKyluaj FeUXOBOT aACKBATHOT ofjawbaBamba OABEO CYyBHUIE
nanexo o4 raaswor 3agartsa. Moxmpa je HajrnaBHMja NPETNOCTaBKA Ta Aa je xpuBa KOJy
TPaX#MO HefpexniHa W A2 HeMa OWTpUX BPXOBA. [lpyre NpeTnocTaBKe MOCTaBbajy Orpa-
HuYerba Ha Bapujauuje € (X). Koje CMeMO Aa BPUIMMO. Cpe oOBe MpeTnocTaBke CmMaTpamo
YK/byYEHUM Y MOCTYMUMMA KOjHMA je u3 jepsauune (118) u3seneHa jeanaunna (120); ua
[pUMep, Kaf roBOPUMO O £'(x) OAMAX THAME yK/by4yjemo ¥ TpEeTrnocTaBsky Aa £(x) UMa H3BOA.

KonnKko ce THUe HawMx npobnema, 0Ba Cy OrpaHuyerba OA HTHCTO TEOPHCKOT HHTE-
peca; anu, noctoje Apyru npobaemu 3a KOje 0BO HHje TauHO. Ha npumep, ako 6ucMo cebu

TSR
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BenuudHa OBe NMOBPLIMHE 3aBUCH 0L 00/1MKa KpuBe
noBydese Mehy OBMM Taukama, To jecT o abanka
dynxumje f(x). TlocTojn jelHa KpuBa KOja MMa
ocofuHy Aa je BeluuMHa TMOBpUIMHE Koja HacTaje
o6pTatbeM Te KDHBE, Makba OJ BeIniuHe NOBP-
umHe Koja HacTaje o6pTamemM ma Koje Apyre KpHse.
[po6nem ce cactoju y Tome Aa Hahemo jefHauHHy
oHe kpuBe uMjum 0OpTameMm HacTaje MNOBpLivHA
MHHHMAaJHE BejnuuHe.

Kako je oBaj npofiieM ClHYaH npo6remMnuma
koju ce ofuuHo Aajy y IyepeHur]anHoM paayHy,
a y Kojuma Ce Tpame MaKCHMajiHE M MHHUMAJIHE
Tauke KpuBHMX, L06po he GWTH Ja MOHOBO aHaid- Car 34
3upamo J10Ka3 Ha OCHOBW KOI Ce TAaKBH npo6-
femu pewasajy. On ce cacToju yraaBHOM U3 TpH Kopaka:

() TIpeo ce npermocTasma A4 je MO3HATA ancuuca Tauke MWHUMyMa ¥ ia
je ofenexxena HeKMM CAOBOM X.

(1) 3aTum ce HanoMHibe Aa OJAQKeHme U3 10T MUHUMYMQ MA Yy KOM CMepy
Ay# KpUBE MOPA HYHKUU]Y nopekaru; nanme n f(X +2) n f(X—¢) mopajy 6uTH
sehu oa [ (X).

(lI) Axo je € BpAO Mano, Taia je fX+xfX)+ef(X)nfX—8)=
2 f(X)—ef (X)V. Axo f/(X) He uw4esasa, jepHa OL OBWX BPEAROCTH je Beha a
Apyra mama oA f(X), WTO Cé NPOTHBH 3aK/bYUYKy A0 KOT CMO JoWad y (I). Crora
CNeAY Ja Y TA4YKK MHHEMMYyMa TIpBH H3BOR GhyHKUMje mopa 6uTH jeABaK HyaH.

HapaBHo, O TOM Ce MOXe BullU€ rOBOPHTH oz osor. [TorceTrheMo Ha
npumep Aa je YC/IOB (1l1) uoTpebad M 3a TauKy MaKCHMyMa, H cBe JOK HE
WUCMUTAMO APYrH W3BOL HE MOXEMO 6T CHrypHU WTa CMO pobuan. Me-
jyTum, 33 Hall cajalimpy 3alaTak Huje Ham norpebHO BUle OA OBOT LITO
CMO H3HEIH.

Haw hemMo Cajallibd npobJeM pewdTH Ha OCHOBHM JROKasa Koju ce,
fnapallefiHO rope IOMEeHYTOM, CacTOju TauHO M3 TpY Kopaka. ¥ riasHuM 1p-
Tama OH FJACH:

(1) [fpernocTaBuTH Aa je Tauna xpusQ MO3HATA W 13 UMA jensaguny y = f (x).

(11) 3atum, ako ce el 06n¥Kk Ma HAa KOjd HAuuH TNPOMEnH, BeIUYMHA
ofpTHe noBpLIMHE Mopa CE nopehaTu. AKO ce pasauka nsmely OpauHaTa HOBe
1 crape kpuse obenexu ca g(x), HOBA e jefHauMHA

y=10)+ ()

(1) Tama ce Moxe NOKA3ATH A4 aKO He nwde3apa U3BECTAH AUGepeHuuja-
aaH u3pas3, BeIMUYHHA NOBPLIMHE koja wacTaje ofprameM Kpuse f(x)+s(x) ije sehia,
2 BEJMYMHA MOBPLIMHE KOJA HacTaje 0OpTameM KpHBE f(x)—e(x) ie mama OX Be-
AMYMHE NMOBPLIMHE Koja nacTaje ofpramem Kpuse f{x). 3aTc_> Avepenunjanan u3pas
mopa GMTH jefiHaK HYAH. Taxo ce jaBmba AHdeperuyjaina jefnatina yyje peluewe
AehuHHllIe TPAXKEHYy Kpusy.

nocTaguan 3aLaTak na Hahemo 06Uk npojexTuaa Koju Ou mpu npoaasy KPO3 Ba3AyX Ha-
WWao Ha Hajmary MOFyhEM OTIOP M 2KO 6WCMO PaCMOTPHAM Orpanyuera Kojuma Ccy
nOABprHYyTE Haule MeTOLEe, HE GHCMO LOOWAH TpaMenu pesyiaTar; jep, rosHaro je nra
oGpTHO TEJD O KOM je OBAE pey, HacTaje OGpTameM jeiHE KpHMBE KOja uma omTap BpX.

ty O3naka = ynoTpebmasa ce y CMACTY ,TIPHOJIMIKHO jefHaKo™.
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[lowTo cMO Ha OBaj HauuH y rAaBHAM UpTaMa CKMuupanu npoGiem,
MOYKEMO MPUCTYMHTH AeTasbHOj aHanusyn Aena (llI). Mpupoaro, npsu je kopak
Aa Hanuiemo wu3pas 3a BeJquuYMHY OOpTHe nospuuHe. ToO je jedHOCTaBaH
MpoG/ieM WHTErpaiHOr pauyyHa 4YWjH je OArOBOP

A=2nff[‘1+f'2dx.

Xo

[Ipetnocrasumo caza aa cmo HOBoM KpuBOM y = f(x) ~+ &(x) cmeHunH Kpusy
y = [(x) 4njum o6pTameM HaCTaje NMOBpLIMHA MUHUMAJHE BEIWYHHE. O6pra-
theM Te HOBE KpKBe HacTaje MOBPLUWHA BEIHYMHE

A+dA:2nf(f+s)]f' 1 +(;r+—e%x.

Xq .

Ako je = mara Bapujauuja dyHKUMje ), M aKo Ce OHa n3abepe Taxko aa je
u ¢ mano, taga je .

i EF L=y TeEray L2
I TF7 e
U 3aTo

dA:e:an(evl'l-1-]"2-{—1/.:_'%)(1.\'. (118)

Xo

CBH 4naHOBHM KOje HHCMO HamuCalu y jefHauHHH (118) campxe creriene o1 ¢
BHLI€ O4 MpBOT, Te Ce CTOra MOry 3aHeMapuTH Kal Ce ynopese Ca uJaHo-
BUMa KOj€ CMO 3aipraji.

AKO dA Huje Hyna, OHO Mewa 3HAK Kaj Ce Mera 3Hak ox =. To 3HauH,
HAapaBHO, Ja je BeJMYMHA MNOBPIUMHE KOja HacTaje o0pTameM jefHe O HOBHX
KpHBUX Matba OJ BEIW4MHE OAroBapajyhie MoBplINHE KOja HacTaje o0pTarem
TauHe KpHBe, LITO Je, CUMIJIEAHO, CYNpOTHO MPEeTNOCTaBUM Aa TauyHa KpUBA
o6pTarbeM Aaje MOBPLIHHY MHHHMAaAHe Beawunde. Cieam na dA mMopa GUTH
jeAHAKO HYJIH.

Jeanauuna (118) je nOHekJe eKBUBaJeHT uspasa e f' (X) y nomenyrom
jeAHOCTAaBHOM cCay4ajy AuepeumnjasHor payyHa. [la unak, MOCTOjM jeaHa
BaHa pasnvka. ¥ cayuajy AMepesuujanHor pauyHa, COBO ¢ jaBba ce camo
Kao (hakTop, W 3aTO ClAeAM Aa NPOHM3BOL MOXe GUTH jeiHaK HYJH CamO ako
je Apyru dakTOp jeaHaK Hyau. Y capawisem o6amky, 3a jeaHaunny (118) To
ce He MOXe TBPAMTH. MeCTO Tora my MOpamo TaKO M3MEHMTH 1a & HiuYesHe.
[lpBo hemo uHTerpan pacTaBMUTH Ha JBa leda Of KOjHX Ce jenan cactoju og
M3pasa KOju CaipxH €, a APYrM ON H3pasa Koju Caipxw &. 3aTum Hemo
MpBH Ol OBA ABA HHTErpaia OCTABHTH HEH3MEHEHUM, a APYrH AeAMMHYHO
UHTErpupaTH U Tako LOOMTH

§ 48 BPAXHCTOXPOHA 103

_fei—. IF . (119)
dx | 1412

e
e e

] Xo

Kako |ycnosu npobsiema Tpaxe ia cBaka KpUBa NpOJa3d Kpo3 Tauke A u B,
TO £(x) mopa OuTH jeaHaKO Hy.M 3a 0e rpaHuue uHTerpauuje. 3aTo je npsu
unaH Ha JAecHoj ctpaHu jemdauude (119) jeanak Hyaun. TpaxkeHu ycios 3za
MHHAMYM J00MBaMO 3aMEHOM MpEOCTasor unaHa y jeaHaunHu (118):

X

i (YT — A oy
f(x)(ll—{—f = VW> dx=0. (120)

Xo

Kao u = f'(X) y cayuajy aucepeHumjaqHOr pauyHa, WHTerpaHi ce caia
cacToju u3 1Ba ¢akTopa; M3 £(X), KOje je NPOU3BOJbHO, U M3 U3pa3a y 3arpaiu
KOjH danpxu camo (yHxumjy f(x) v rene ussoge. McTo kao u pauuje, oBaj
nocaegtbu (pakTop mMopa OMTH jefHaK HyJW. Jep, MNPeTMOCTaBHMO LA HHje.
Tana |6u wsmehy x, ¥ X, 1MoCTOjanu HekH WHTepBanu rae 6U OH 6GMO Hera-
THBAH| M HekM HMHTepBanu rue 6u oH Guo nosutuBaH. Kako je ¢(x) mpowus-
80obHY, Morau 6MCMO ra u3abpaTW Tako fa Gyie MO3MTUBHO TaMO TLe je
AucepeHurjaniy (GakToOp HeraTWBaH, a ja Oyle HeraTMBHO Ha OCTaluM Me-
c*rnma£ Taga 6u Wspas Ha neBoj cTpauu jeaHauuHe (120) curypHo 6HO He-

ratvBaH, Te OM Ce BeAMYMHA MNOBPLUMHE CMamwuiaa. 3aTo A0Ja3WMO 10 3a-
K/byuka Aa TadHa KpHBa y = f(X) Mopa 3a10BO/baBaTH AUtepeHLUjaiHy jel-
HauUHY
e d ¢
e R SO § I (121)
dx |14+ f2

DBa je jeAHaunHa TakO jeAHOCTAaBHA [a Ce HEHO pelaBarbe MOXe fpe-
MyCTUTH YHTAOUy. Jow hemo HanomeHyTW jha je OHa gpyror peia W 4a 3aTo

. MOAe 3a10BO/baBATH Gall ABa KOHTypHa ycnosa. Kako Ham npoGrem naje

Gaw TakBa ABa yCAOBa y YTBpheHMM MecTMMa ABejy KpajbHX Tauyaka, ToO je
0Baj pe3yaTaT BPAO Mpelu3aH. YCTBap4, MaTeMaTH4YHH pPe3yaTaTH WMajy
rOTOBQ LOCAaJHO MOHOTOHM 0OMYa] Ja Cy MPELM3HHM.

§ 48. |bpaxuctoxpoHa

Ako nee Tauke A M B (cn. 35) cnojumo raaTKOM KHUOM UMK je 06IHK
MperctaB/bed KPHBOM ) = f(X) M aKo MyCTHMO 1A HEKO Telo CA00O0LHO, Ge3
Tpera, KIW3U LYXK OBe KpuBe 1104 AejCTEOM Texe, Bpeme Koje je noTpe6Ho na
OHO CTurHe y Tadcy B sasucihe on 06avKa Te KpuBe. 3aTO MOCTOjU Heka
KpHBa |IyX Koje he Teno ctuhu y B 3a kpahe Bpeme 0L OHOr BpemeHa Koje
je moTpeGHO 1a OHO CTWTHE y Ty Tauky AyX Ma Koje Apyre Kpuse. Ta ce

') Msysee wTo cmo npernocTaBuau fa cy € u &' Maau. Yak u oBa orpammdersa
HHCY CTPOro noTpeG:a, afid CMO WX MOCTaBMAM A2 GMCMO YHEKOAHKO YAPOCTMAHM AOKa3.
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p 134 30 2 p 1)V - a N
KpHa 30B¢ ,,ﬁpa XUCTOXPpOHA ) n3ame rayaka A u 13 IIDOOJIEM Ce cac
2

y ToMme La ce Hahe 06aMK Te KpuBe.

B(2g/ +a) UuKAOUAA

aBglx-v)

Ca. 35. Bpaxucroxposa

Taj je npob
oo ré ]]womfloogizjw;:aqﬂo HCTOT THMA Kao H npodaem u3 § 47; amu, aa
p u Tpeba sma Hahemo u3pas 3a Bpeme Koje je ho-rpéﬁao

Aa Teo H ‘
a NOMEHYT Ha4YWH CTHUrHe M3 Tauke A y Tauky B ayx ma xojev

KpHBe. a] MSPaS MOXem H '” eCH 'e ecCT (o) T
l eMO0 ajno
A/‘exa}.““(e. 1 A u H3BECTH I]pl/lMEH M pH cTaBa H3

Iy orernuuj i

HopuL AT muer]o(g(l),;lv\asiwpmm HEKOT T€Na Y TrPaBHTAUWOHOM NOBY 3€MbE Po-

P irona pe eeroBom PTHKANHOM OTCTOjaibY HAJL NIOBPIIHHOM 3€MJbeE. Koucrapo
je npou3Bog W3 Mace m Tesa ¥ ybpsama g cuie Texe e

“) Kuneruuxa enepruja HEKOr 7T np p P y

( epruyj 0 eaa CnopUnoBanHa e xaajgpari 6})

3HHE KOJOM C€ OHO erhe. Koucranra OPUHOHAJHOCTH & — m -
nponop

Iy A i i
(lll) Ako Teno He mpeHocH CBojy eHepryjy Ha HEKO APYro Teno, 36Up Herose

NoTenunjalne eHepruje U nyke enepruje ymex je uctu. OsBo je TIPHHLHI oap-
KHHe P
ey 1 )

IIOLUIO cMO HpO5JleM TaK0 noCTaBUJH Aa He HOCIO]e Cune IPEI'ba, Te10

HE T yﬁ“ e”epl H!y NOK KJIH3H JIV}K KHLE. 3a]0 30“p HberoBe KMHeTHYKe

eHepl Hje — /My° W EeroBe MoTeHiuuanHe epr e m - MO TH
2 1L I H €H p H} g ()’0 })1 pa 04

yeex ucTH. To aAaje jeanauuuy

vi=2gy+a, (122)
rAe je o HeKa HenosHaTta KOHCTaHTa?.

paMﬁH]OLU’ UPHMETM’IH Ra ce Teno xpehe YyBeK AYyX Kuue. 3ato
v 3Hayd Op3HHy KOJOM Tej0 I[pOJa3H KpO3 HeKy Tauky Jyxa s T'O jecTt
’ 3

ds
VY o= — | i
e YespwTabajyhu 0Bo y jennayuny (122) Hanasumo

L .
) Oa aRre rpuxe peus Koje 3maue ,Hajkpahe Bpeme*.

Z) Oua 3aBuCH
o k M OF Yo, BHUCHUE Tagke A 1 <
J5G0PON KOOPANHATHOL HOSeTEA. KOJy MOXEeMO Y3eTH [0 BObY NOAECHHM
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s =<

dt 1

o V2gyde

oAakJje BHIKMO Aa je BpeEME AaTO H3pasoM

Kag ds u3pasumo y (pyHKUMjH MPOMEH/BHEE X, pobusamo

x
o [T 123
ng—*—a
Xo

To je unTerpan 4]y BpPELHOCT Tpefa yUWHHTH TOJUKO MaI0M KOJHKO je TO
moryhHo.
llpeTnocTaBumMo caia La je y=f(x) jeanaunna TauHe KpuBe M A3 Je
= f(x) -+ &(x) jennaunHa Ma KOje CcycelHe KpHBE. Otenexumo ca t -+ dt
BpeMe Koje je noTpebHO 32 KpeTame Tena Ol Tauke A 10 Tauke B nyx oBe
HOBe KpuBe; Tala (e

df = <_________f;,—:—_—;——_~_,§fl__‘_—f_fz>dx
Vogf +o V1 H72 (Qef+ )z

o

Kao n y § 47, Tpeda JelMMHUHO WHTErpupaT @ian y KOM Ce HanmasH &' H
HAMOMEHYTY Aa j& & JeAHaKO nynn 3a 0Ge rpanuue WHTerpaumje. Tapa ce
MHTErpaH, CBOAM HA NPOH3EBOA w3 gBa ¢axropa. Kao u pauuje, jefaH OL
oBMX fakropa e &, KOj€ je mpoOU3BOJBHO. Kako 1e0 MHTerpan mopa OnTH
jeaHak Hyaw, TO ApyrH ¢akTOp MOpa GuTH jeniHaK Hym, v Ha Taj HauuH
Lo5MEaMO AMdeperuunjammy jeanaumnny

L(.:;,L—::):-gilif 124
dx \[2gf ve (147 ’

Ogmy je jeaHaudHy moryhHo peiuT 13BOHetbeM HA3HAYEHOT nueper-

Liparba, aau je y 0BOM cayuajy by JaKwe pelnTH OHAKO Kako CTOJH.
[owTo je TO jeAaH 01 OHuX nocTynaka Koju je 4ecto BpAO KOPUCTaH Kako
y DpaKTU4HHM npobaeMuMa Tako H ¥y npobneMumMa Ko Cy BHLLIE TEOPUCKE
npnpoAe, TO hemo ra W3BOAMTH KOpaK no KOpak.

Mpumehyjemo npe cBEra Ja jeAHauMHa He CamRpAHA X eKCTIUTMLUTHO.

Crora je NPHPOAHO Aa fpema MeTOIY N3N0KeHO] Y § 33, U3HaKy e CMEHHMO
x

d H 7 .
IbeniiM EKBHBAJIECHTOM f’—df. Kafa 3aTuM CBe 4naHoEe KO cazpwe [ CEY-

nuMo Ha fesy CTpaHy, jeiHadnna p06uBa 00K

EL_i«::;;:ﬁ>= —g
BN AVEES T TR R ol
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; y : d A .
Koanuuua KOja CTOJM mpen O3HAaKOM d_f Ha JIEBO] CTpaHH OBe JeaHaYyuHe,

CKOpO e jeAHAKa, anM He MOTNYHO, KOMMYHUHM KOja 1oJ1a3| moc/ie Te O3HaKe.
AKo Gu oHe Guse jepHake, ynTaBa Ou JeBa CTpaHa 6u/a NPOU3BOL M3 (DYHK-
Uiije M FbeHOI M3BOAA Te Gu OArosapajyhu uHTerpan 6uo KBaapat Te thyHk-
uuje. 3aTo hemo nokywartu aa TOpHY jeAHAYUHY PelvMO MHOXKEHhEM YMTaBe
JeAHaunHe TaKBUM (akTopoMm Aa ce 0Baj] 06auK ynotnynu. OumriegHo je na
Taj dakTop Tpeba na Gyme 1: | 2gf 4o K KaL mwHUME TOMHOXKHUMO YATaBy
JeAHaunHy, jeAMHA MpOMeHa Ha HeHO| LECHO] CTPaHH je Ta WITO Ce W3JI0KHIALL
?/, cmemwyje nzaoxuouem 2. Kazx Y OBOM CMHC/ly U3MEHHMO FOpHY jelHAYHuHY,
HanasiMo 4a je teH HHTerpan

/2 R i |
(1 +F2)(gf+o) 2gffa

*ﬁh

OBy jenHauMHy /1ako MOXKEMO pelHTH Mo f', To ject

g V T—6 (2ef +a)

Bgf+a

x___ffl&gfji
I'T—B ef+ )

>

OnaKne cuaeau
df .

Vspauynasatbe OBOr MHTerpasa MHoro ce yNpOLUTaBa CMEHOM MPOMEeH/bUBE
f npema jemHaunnu
B (2gf + o) =sin?6, (125)

H Tama Hanasumo aa je HberoBa 8pegHOCT

x:-,»J,_#g'(e—sinOcoss). (126)

Jearaunne (125) u (126) AeuHHILY TpaxeHy GpaXuCTOXpOHY nomohy
jenHe nomohHe npoMeHmBUBE HAM »fapameTpa“ 5. AKO O0BOM mapameTpy
AaMO noceGHy BPEAHOCT, MOXEMO M3 jeiHauHHe (126) nahu BpegHoOCT 3a X,
a u3 jepHaumuHe (125) oArosapajyhy BpeZHOCT 3a y = f(x). Hajyhn napamerpy
6 jenHy BpemHOCT 32 Apyrom, ouuraesHo je, Aakne, na GHCMO Ha GpPaxMCTO-
XPOHH MOT/IM J0OMTH TOAMKO Tayaka KOAMKO IKENHMO. Kpusa kojy Gucmo
A06MIM OBHUM MOCTYNKOM je wuKJIOMAA KOjy nokasyje ci. 35.

Morau Gucmo M3 jennauuna (125) n (126) Takohe enumuHUCaTH napa-

MeTtap 6 W Ha Taj HauMH LOOHUTH JeAH2YMHY KDHUBE Y HeHOM OGUYHOM 006s1Ky.
Oxa rnacu

{3(2gf+d)=sin2(2pg(x~-r)—|—Vﬁ(2gf+a)[l —B(2gf—|—<x)])~

MehyTum, mecTo Tora ga ce KOPHCTHMO OBOM CJOXEHOM jefHAYMHOM OOGHUYHO
je Gome na ce BpaTUMO jegHauMHama (125) n (126) y napamerapckom 06aunky,
KOJe Cy JeAHOCTaBHMje W 3a mucawe M 3a W3pauyyHaBaibe.

§ 49
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§ 49.

[eone3ncke NMHUje HAa KPHBO| NOBPIHHHH

[locmaTpajmo naBe Tauke A 1 B Ha NOBpLIMHU KOjy mokasyje ci. 36.

On KpuBAX KOje Ce HA TO] MOBPLIHHK MOTy nosyhu oI jeaHe A0 Apyre of
OBMX [Ta4yaka MOCTOjH jefHa Koja je

Kpaha

30Be [eoaesticka auuKja. Tpaxu ce
Ta repiesncka JuHHja.

/la GMCMO OApEAHAH OBY Teo-
LE3UCKY NIMHU]Y, 3aMHUCIMMO Aa je
OHa [IpojuUHMpaHa Ha paBaH XJ.

Tana
ToTny

teHe ipojexuuje A’B’ u jeiHauMHOM
NOBpLIKHE.

jeanay
X Hy
HOCHO
MEHT

[Momok
Te Kp

To je

JIHYHO
Heroe
0o

0x

Lndeperuujanny jeanaunny MomeMo M3 oBor
nHTerpana LOOMTH yOoOHMUYajeHUM MOCTYNKOM
YH[M Cy HaM JdeTabi Caja J0BOJLHO MO3HATH,

Te MX
y 004

04 cBux ocrtamux. Ona ce

he reosesumcka auauja 6uTH
HO AedHHHCAHA jeAHAYHHOM

Yamumo ga je z = o(x, y)
MHa moBpuHKHe. AKo ce Taxa
NPOMEHE 3a M3HOC dX Of- : ¢ o0 .

dy, z he ce nMpOMeHNTH 3a W3HO3 dz = — dx 4 — dj. 3aro je esne-
JAyXKrHe Jiyka oapeheH ca ox 0y

Cn. 36

ds? = dx? 4 dy? - dz?=d:<2+dy?—l-(§—¢ dx —+ g—tdy)-
X

IpetnocTasumo caga na cMo Tauke A ¥ B cnojunu ma KOJOM KPHBOM.
Iy IbeHE NpojekuMje y = y(X) Ha paBaH Xy, HAaNasUMO Aa je AyXKHHA

iBe
X1
5= E dx—
dx
o

X0

X

]/1+y'2+(g+g—?y')zdx. (127)

WHTErpan Koju TpeGa Aa GyAe TONMKO Mald KOMHKO je TO MoryhHo.

Yawumo Kao npumep cayuaj napao-

T UWAIHApAa KoM  nokasyje ca. 37;
A je jeaHauuHa z = Dx2. Osge je

bx u ie =0, Tako aa(127)nocraje
JY
x)

Si= fl 1+ 4b2x® + yZ dx .

Xo

He Mopamo ncHaBmbaTH. OHa ce jaBba
1KY Cn. 37
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4 y
dx | 1 4 462 x* 4 y2

Omy je jeanauuHy nako peuwTd. HapaBHo, peuniee paje MOPOLMUY
KPMBMX OJ KOjUX CBaKa MMa OCOGMHY Ja je pacTojame Mehy ABeMa Ha 0]
63HaueHNM TauKaMa Matee OA OArosapajyher pactojama AyX Ma Koje apyre
KpuBe Kojy 6u 6uno moryhHo noByhu uamehy THX Tauaxa. Axo Tpeba Hahu
reofle3vCKy JMHHjy Koja Chaja ABe HLaTe Tauke, Kao WITO ce y Halem npoo-
JieMy M NpeThnocTaska, Tpeba Camo Aa KOOpPAWHATE OBHUX TadaKa HCKOPUCTHMO
K20 KOHTYpHe BpeJHOCTM M A3 Ha OBaj HayuH y HalleM pellerky OAPEeANMO
KOHCTaHTe HHTerpaumje.

§ 50. duaonun mpodiaem

7

CBu npobiemMH NOCJeAUX HEKONMKO OJe/baka 3axTeBaly olpehuBame
HeKe KpHBE AYX KOje je HEIITO TOMKWKO BeNMKO (WU TOJIMKO Majno) KOTHKO:
je To moryhHo. IlpoyvaBame TakBux npoGnema 3ose ce Bapujauuonu pauyH
W npeTcTaBiba BaxHy rpaHy Martemartuke. [lpoGremMu Koje CMO p0Caj Aanu
mpunasajy HajjelHOCTaBHMjeM Tuny npoGiema ca KOjUM Ce y OBOM Npoyda-
Baky WMa nocia. Hamme, HHCMO TPaWu/iuM Aa KpuBe 3ai0BO/baBajy Apyre
yc/ioBE CeM ycnoBa jAa YMHe MHTerpan MakcumanHum. Ha mpumep, y§ 47,
jeAMHO OrpaHuuerse KojeM CMO MOABPrAH KpUBY OWJIO je TO A2 beHHM o6p-
Tawem Tpe6a Aa HaCTaHe TMOBPLUMHA KOja MMa Hajmaiby BeMHuHHy. AjH,
xaTkag je noTpefHO La Ce 3axTeBa Aa KPMBA 3a40BO/baBa U J1pyre yCioBe,
Ha npumep, weHa 6u AyxkuHa Mmorja GWTH AaTa yHampex, Te 64 Ce npoo-
7eM CacTojad y TOME Ja XKHUY JaTe AyXMHE CaBUjeMO TaKO A2 HEHHM
oGpTameM HacTaHe MOBpWHHA MHHMManHe BequuuHe. OurriepHo, oBaj npod-
JeM MMa pelieme a MOAjJeJHAKO je OYMIIEAHO A2 HHMje HEOMXOAHO Aa TO
peweme Gyle OHAaKBO KaKBO CMO NOOMAM panuje; jep, 6una 64 TO BeaHKa
caydajHoCT Kak G ML KOjOM pacnofiaxeMmo Guna TadyHO OHE AyXKUHE NI\
3axreBa Kpusa u3 § 47.

Wma mHoro npoGiema oBe BpcTe. Kao jeaHa Kjaca, OHM Cy MO3HATH
NOJ MMEHOM H30illepumeTpHuKux mpobiema. JeAad TakaB Bp/IO MHTEpPECAHTaH
MCTOPHCKH TpoGNeM No3HaT je Kao [MAOHHH npo6nem. Kaxy na je HuioHa,
kpamuua Kaprarune, Oyayhu y HeMmiocTH KO CBOP 6parta [lurmanuona,
AOKYNMAA CaB HOBall KOju je Morna Hahu M ja je noBersia Ha jyxHy obany
Cpegosemma. Tamo je HauuHuia NOroaly ca Kpambem Jap6acom 3a TOAMKO
3eM/BHIITA KOAMKO Ce MOXe OBYXBAaTUTH jeaHoM KoxoM Ouka. Tapa, ca
KapaKTepHCTHUHOM MCrpaBHOWhY Koje yBeK uma y MHTOJIOTH]H, OHA je KOXY
ucekna y cacBMM TaHKe KaMile, roBe3asa Kpajese W ycmena Aia 00yXBaTH
sembulITe Ha KoM je mogwrnyta Kaprarusa. Ca KapakTepHCTHYHOM (eHH-
YaHCKOM CaBpllieHoWhy OHa je, MeCTO Aa MX CaCTaBH, y4uHWIa A2 Kpajesu
6ysy Ha oGamn mopa. Kacuuje, oHa je Ha Bpa0 HeoOGMYaH HAYMH M3BplLHA
camMoy6vCTBO Ha Ce He Gy yjana 3a Tor ucror JapGaca; anm, Taj A0 MpHYe
Huje TofecaH MaTepHjas 3a KibUry O JM(pepeHumjaHuM jeAHauuHama. BaxHo
je To 1a, 3aMMCIMBLUM 0Baj Cjajuy f/IaH, OHa Ce Cyouynna ca npo6/aeMoM Mo-
CTaB/balba KOXHOF KOHLA TaKo Aa Ce 06yXBaTH Je0 3EMMBHMIITA KOjH UMa

=0. (128y

§ 30 IMJOHUH MPOBJAEM 109
najsehy BpefHOCT, — T4 Guo TO Hajsehu Jeo HAW HE, Beh mpema OKOJ-
HOCTHMA.

Crora je [uaonus npobiem crenehn: gaTa je jeaHa kpusa (MOpCKa
o6ana) a 3Hajyhu BpELHOCT 3eM/bULITA (xoja ce MOXE MeHaTH Of MecTa A0
MeCTa), Kako ce MOxe noByhu xpyBa AaTe AyxXHAHE Tako LA BpeAHOCT 00Y-
xpaheHe MOBpLIMHE H3Mely OB M AaTe KDHUBE, 6yae Makcumym?

Na 6uMCMO MOKa3anM METOAy peliaBarba ¥30MepPUMETPHIKHX npobiema,
peiwnhemo oBaj [luHouuH npoGaem 32 HajjefHOCTABHU}M MoryhHu caydaj y
KOM Ce NpeTnocTae/ba A4 3eM/bHUITE ¥Ma CBYFAS HCTY BPERHOCT ¥ A2 ¢
mopcka ofana npasa. Llra Buue, npernoctasuheMo ja Cé Kpajesn ymeTya
Haxase y ABE YHAOpeL O3HAYEHE TauKe Ha pacTojary OA X jemuunual).
MpoGaem ce Tafa CBOAW Ha oapeluBame xpuBe AaTe AYXUHE KOJ4 obyxBaTa
NOBPIIMHY HajBehe BEIWUMHE. _

Tpaxu Ce Aa Ta Kpusa 3ai0ROMaBA JBd ycnoBa OJ KOjMX Ce [eAaH
ONHOCH Ha HheHy AYyXKHUHY, & Apyrn Ha Beaudddy ofyxpaheHe TNOBpUIMHE.
AxO MOpCKy ofamy yasmemo 3a OCy X ¥ unjeM C€ MO4eTKy Ha/las3u jeAaH Kpaj
y/KeTa, Te YCJIOBE MOMEMO nucath

X

X
L= jl‘ﬁl—l—y'zdx, Azjydx.
o

0

[lpsx of oBa JABa M3pasa Tpeba Aa uma oapeheny BDEAHOCT, & BPEAHOCT
apyror Tpeba ia Oyle TOJAUKO BeJInKa KOJIHKO je TO Moryhr{o.

[IpeTrnocTaBumo Caia Aa je TayHa KpHBa y = f(x), Aa je meHa LyxHHa
L, u za i{e oOyxsaheHa nmospiuinHa A,. [pernocTasumo Aake Aa 0B3] npoo-
nem TpeGa Aa pEWMMO HA panuje [OKa3aH HawuH ¥ A2 Tpeba OBY Ta‘{};ly
KpUBYy Aa yNOpeLiMMO C4 HEKOM Ipyrom KPMBOM uuja je jeiHaunna y = ) +
4 e(x) rpe je e(x) Mmano, any uHade 0e3 Jpyrux orpaHuucisa. Ouurne gHo,
He 6MCMO MOIIM BHLIE L3 KaxXemo A2 je HOBa MOBpLIMHA A, + dA, mama
oL A, jep HOBa Ou KpUBa Moria 6uTn Ayxa oA CTape, Ma Gu crora morja
La o6yxeaTH Behy TNOBPLIMHY. Jpyrum peunma Haul yobuuajeHs HauuH A0-
KasuBarba OTMAZa W NPHUMOpaHd CMO Ad MOTPAXKMMO HEKY HOBY METOLY
peluaBatba. '

To hemO YUYMHATH CKpeTameM Hale naxie ca TlupoHuHOr yHKeTa Ay-
wuHe L, Ha HEKO HOBO YXe LyXuHe L, -+ dL, rne je dL uan no3WTHBHO
WAH HeraTWBHO. [IpeTnocTaBMMO L4 OBO HOBO YXKE Tpe6a Ha Taxkas HauMH
nocTaBATH A& ce 06yxBaTH Hajseha mospuinHa Koja he 6uTy Beha wiaM Matba
ol A, Beh npema 3HaKy OiL- dL. Hajszan, ofenexumo OBy HOBY noBPIHHY

AA . .
ca® A, -+ AA, a KOIUIHUK L (wnn, Goe, TPaHWily TOI KOMMHHWKA Kajia
d

 Wnax, euset npobaeme 8 M 9, § 51 )

—')) Aki %n Tléume Opn X fune Bpm’) gnuay jeina Apyroj, MOXAa 6u 60 noTpebHo J“f
ce KoHAU TMOAOXKM HEWTO  ropes obaie Tako Aa 61 ce NeNOM Hanasuo K H3BaH uncrae;‘;:{
pana ogpehesor Taukama O u X; y Taksom caydaly, — Y 06AMKY Y KOM CMO rawﬂé?ﬂqaj%;
— wuTerpan sa A ne Ou Ono Bule Tadah. Ho, mu ce Ha OBOM MECTY TaKBH! yuaje
Hehemo 6aBHTH BER femo MPETNOCTaBNTH 1A je y JeAHO3HAYHA (hyHKuuja og X. ]

3y Muwemo AA amecto dA sbor Tora wITo 0BY APYrYy 03HAKY MENHMO Ad 33APHKHMO
3a TIPOMEMY MOBPLIHHE HACTany NOCMaTPALEM TPOU3BObHE KPHBE V= F(x) + € (x)-
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dL Texu Hyni) ca %. Taga MOKeMo TBPAUTH: AKO AYAHHY Halle KpHse

11poMeHnMo 3a H3HoC dL, najseha nospuuta Kojy oHa Moixe Aa o6yxBaTu
Anhe A, -+ )dL .

BpaTuMQ Cé Caja pacmaTpamy Halle NMPOH3BOLHE KPHBE y=f(x) 4+
-+ ¢(x) ca kojom Bpuumo nopehere M MPeTNocTasuMo 1a 0Ba MMa LYy KAHY
Ly+dL, koja moxe 6utu Ayxa wiv Kpaha wau jeanaka ca L,. Ofeaexumo
Takohe ca A, + dA NOBpIlUMHY Kojy o0yxsaTa OBa HOBa KpuBa. Ma KO.HKO
Aa & ’meHa NYXHMHA, Cajla HOBa KpHBA CBAKAKO He MOME 00yXBaTHTH MOBp-
WHHY Behy on A, -+ 2dL; jep, Mo MpeTnocTasUH O0BO je HajBeha nospuunHa
KOJy Moxe 1a obyxsaTu Kpuea ayxune L, -+ dL. 3ato MOPamMo 3aKbyulTH
na je

dA < 2 dL,

nau

- o dA —2dL <0.
To Boau Teopemu: ma kawo merwan KpHBY Y + f(x), 6uio ga je Ta
ApOMEHQ TAKBQ AQ tbeHY ZYXKHHY MeHQ HAH He Mera, KoanynHa dA — i dL
HH]€ HUKQA NO3HTHBHA. Anu, kafa dA — . dL HHUj& HUKAJ MO3HTHBHO, A — J.L
He Moxe 6uTH Behe 3a Homy KpUBy Hero 3a ctapy. Opasge moxemo Haly
TEOpPEMY MOHOBO H3/MOKHTH y 3HAaYajHujem 00Ky : 2

OHa ucra kpusa u3Mehy KpHBHX jeaHake AYyXKHHE Koja makcumupa A,
MUKCHMHpA Takohe H KoauynHy A—IL, Ges 063Hpa Ha cBojy AYIKHHY.

) 3aro je mnpobaem Makcumupamwa A ca orpaHuuerem ga L Mopa OuTH
|EAHAKO L,, MAEHTHYaH ca mpobGieMOM MaKcumupawa A — AL Ge3 iKaKkBuX
orpannuera. Mcrtuha, TauyHo pewerse npodsnema ao06uhemMo camo ako yno-
TPeGHMO HCMpaBHy BPeNHOCT 3a ): a KakKo u3rieaa apa je A uHemoryhHo o1-
PEAHTH J1OK He 3HAMO pellewe NpoGaeMa, MOXKe HM3rieiaTH Aa CMO THM
AOKasuBatem Cnabo wWTa nocTuranm. Anu, ako ) OyZemMo CMaTpaan kao He-
MO3HATY KOHCTAHTy, unak hemo HahH Heko CPETCTBO Ja je M3pauyHamo.

3aro je
X

A—L = } (e = 72) dx
v

HHTerpan Koju tpeba Makcnmupatu. Kan ra tpancdopmuiwemo na yoOuuajeHu
Ha4MH, OH BOAM Audepenujantoj jeanaynnm

yuje je pelueme

&)

(x—ap4(y —p)

To je jennaunna kpyra MONynpeuHuka i ca CpeAuwITeM y Tauku (z, f).
OHa campxu Tpu npoussomHe KoHCTaHTE %, f u 2; anu, noctoje u TpH

§ 50 JAMJOHHH MPOBAEM o LI

’

ycaopa mnoMmohy KOjUX MX MOXEeMO OAPEIAMTH: [ep, KpuBa MOpa MponasuTH
xpos| Tauke (0,0) u (X,0) a Takohe mopa 6uTu Ayxune L. BpeaHocT oBux
TPH]y KOHCTaHATa Hajlaklle MOXEeMO OLPeiUTH
CpeTETBHMMAa KOja Ham mpy»xa reometpuja. [losHaTto
Jé 1d CpejuuiTe Kpyra KOju TpoJasu Kpo3 Ase
Tauke A u B nexxu Ha cumerpanu ayxu AB. To

3Haul na o mopa OUTH jeaHako e (Buazern ca.

38). Kako je nmosxaTa XMnoTeHysa u jeai#a CTpaHa
Tpoyfna ADC, nako MOXemO M3padyHaTH LyIKUHY Cn. 38
Apyre cTpaHe. Ha Taj HauuH Hanasumo na je P

jeandko — | 22— X?/4. Hajsaz, —%— je BeauunHa (y paauanmma) yrna ACB.

Yrao| ACD je TayHo mOJOBMHA TOP yrjia W teroB je CHHYC jeaHak X/27.
To naje jepHaunHy

ol X

Sin - —=r—y

21 2)

u3 Koje Tpeb6a oapeautn k. Ta je jeaHaumHa TPAHCUEHAEHTHA M He MOXe
Ce PRUIMTH anreGapCKUM CPETCTBUMA. A je MOXKEMO PEeluTH ,npodarem”
uan flomohy pena. Ha npumep, ako je L = 1,25 X, % nocraje 0,552 X, Te je
3aTo | jeanako — 0,234 X. Taj cmo Kpyr nokasaiu Ha ci. 38.

§ 51 Jenau npoGaem u3 pauyna BepoBaTHOhe a priori

BaxHo je 3a TenehoHCKO APYWITBO A2 3HAa KOMMKO MO3MBa MOKe OYe-
KMBATH y MOjeAMHOM HHTEpPBaMy BpeMmeHa. PajHe OKONHOCTH HUCY YBEK HCTe
M KaTKkal BeomMa oOTexasajy peletbe npodaema Aaw, caefehu je cayuaj
A0BOKHO [EHOCTABAH TAaKO Aa Fa MOXKEMO M OBLE M3NOXKHTH; OH e, y3 TO,
MOBOJPHO GJIM3AK CTBAPHUM OKOJHOCTHMA, TaKo 1a je MocTao Moae.d ca KOjHUM
ce yrlopehyjy M cBe Apyre OKOJHOCTH.

[IpernoctaBumo na je y Hekoj TenehOHCKO] LEHTpaA MOCTAB/bEH jedas
MOCMATpay Aa Masu Ha MpUCTH3are MNO3MBA M Y3MMMO Aa MX OH GpPOjH Y
H3BECHOM WHTEpBaJly BpEMeHa — peluMo y jeaHoj munytv. Koamka je se-
posaTHoha aa he Habpojaru Gaw n noausa?

[peTnocTaBukemo:

a) Na na BepoBatHohy aa he wabpojatu Gaw n ue YTHYE OHO IUTO Ce€ AecHas
pe Ho wWTo je noYeo aa Opoju. Haume, Mowaa je OH npumeTHO na WX je Guao
€06MYHO Mano 3a BpeMe OHMX HEKOJAMKO MHHYTA Kaad | 4eKao Aa LTHOYHE cBOje
pojarbe, MAM HEOGMYHO MHOTO; aiH, MPeTHOCTABBAMO AA My 080 Hehe naT Hu-
KaKBy MHAMKALM]y O OHOM IUTO MMa Aa OYEKYje 3a BPeme CBOT nocmatpatwa. Osa
pernocTaBka Hehie u3rnenatu 6espasnoikHa Kag LOTCETHMO HA TO AA HEKH uper-
JATHUK HeMA HAayWHA Aa Ca3Ha WITAa paje pPyr MPETNAATHHLK, Na 3aTO y Ihero-
MM MO3MBHMA HE MOXKEe Ha 1hera yTHULUATH. OHO LUTO e MOoCMATpay BULeo.

b) Nla BepoBaTHoha na ke mocmatpay rabpojaTu Gaw n noswBa, He 3aBUCH
A 1062 aawa Koje hie om usaGpatu sa CBOjy npooy. Hapagno, y onwrtem cayuajy
Ba MPETNOCTaB<a HHje TayHa; jep, BepOBaTHOhA MPUCTM3aka MO3UBA y TPH yaca
3jyTpa Hu G/H3y HUje TOJMKO BeaMKa Kao y TpM rocie nogue. AjM, yKOJMKO Ce
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flocMaTpay OrpaHudd Ra pajgd camo 3a BpeMe OHHMX YacoBa Yy KOjHMa je ONTH
HUBO caobGpaliaja KOHCTaHTaH, MPETNOCTABKA HHje JajeKo Of, CTBapHOCTH. 3aMucao
je Ta me je cejenHo xohe Au OH ModYeTH ca rnocmaTpawmem y 2h35m ygu y 2h47m
unu y 2h5im,

Tpu cy 3akoua motpefHa u3 Teopuje pauyHa BepoBaTHOhe:
() Axo he ce Hexu gorahjaj CHTYpDHO RECHTH, IEroBa je BepoBaTHoha 1.

(IIy Axo ce jegaH ox ABa jorahaja MOMe JeCHUTH CaCBMM HE3aBHCA0 O TOTA
1a au he ce gecuTd Apyru, BepoBaThoha jga ce pece obagsa je npolu3Bog U3 Bepo-
paTHohe jga ce gecu jepaH M BepoBaTHORe Aa ce AecCH APYTH.

(Itly Axo je memoryhHo pa ce pece 3ajegHo obajsa gorahaja, BepoBaTHORa
1A Ce mecw uAl jegad usu gpyru je 30up BeposaTHORe Ja Ceé AECH MPBH M Bepo-
BaTHOKE Aa Ce [ecH APYrH.

Caj MOXKeMO TpUCTYNuTH pewaBawy Hawer, npo6iema. OHo he ce
cacTojaTy M3 TpH Aena. Y npBOM Aeny Hahv hemo BepoBaTHOhy Aa nocma-
Tpau He u3bpoju HujeAaH TO3uB. Y Apyrom Aeay usBeinhemMo AU(epeHuu-
janHy jefHauMHy 3a BepoBaTHOhy AZa u3Gpoju 6air n nosusa. 3aTum hemo
pelnTy Ty AMdepeHuujandy jeiHayuHy y Tpehem meny.

Ieo 1. O6enexxumo ca { MHTepBas BpemeHa y KOM Ce BpLUW NOCMAa-
Tpame M MOAEAWMO ra y BeAMK Opoj BpJIO Manux MHTepBana di. Y wuuTep-
Baly BpemeHa ! Hehe OMTH HujelHOr O3MBa Tala W CaMO Taja aKO HUjek-
uor He Oyne Ou/I0 V OBMM Maaum MHTepBaiuma. 3aTo BepoBaTHOha, Kojy
hemo ofenexuTH Ca po(f), Aa y uHTepBany BpemeHa [ He Oyjae HujefgHOr
Mo3yBa, NPOM3BOJ je M3 CAMYHMX BepoBaTHoha 3a Te Mane WHTepBaste. To
creau n3 3axona (II). Haume,

R ,
. po (t) = [ po (@)1 %, (129)
raeje pr 6po] MHTepBana.

3arum, Hexa g (df) mpeTcTas/ba BepOBATHORY [Ha Ce fgeCH HEKH MO3WB
Y TakBOM jeAHOM ManioM WHTepBany df. Kako HeKu HHTepBan He MOXKe UCTO-
BpeMeHO M A3a MMa W 13 HeMa Heku no3us, TO 3akoH (Ill) Tspau sa je
po (dty 4+ ¢ (df) BeposaTHORa Ja Ce€ OH y TaKBOM [eAHOM HWHTEpBaAy HaH
necu wm e gecu. OyuriefHo, jeRHO WAM ADPYrO OA OBOra JBora mopa ce
LECHTHA: 3aTO 30Up p, (df) -+ p(dtf) mopa OuTHM npema ApPBOM 3aKOHY jefHaK
jeanHuit. 3ato jexnaunna (129) noctaje

t
po )y =(1—q)%,
VT

; .
log p, (1) = —1log (1 —¢q).
DPD() dt o( ])

Axo je df BpJO Man0 — peUHMO XWBaIWTH Je0 CexyHie — BepoBaT-
HOha fa Ce y TOM MHTepBasiy BpeMeHa JLeCH jegar NMO3WB, j€ Mana; a Bepo-
BaTHOhA xa ce y jefHOM TAaKBOM WHTepBa/ly Jhece 4Ba WM BHlUe NO3MBa,
MOJKE C€ MNOTNYHO 3aHeMapuTH: ¢ je Tala 6eckpajro mano. Aaw, ako je ¢
mano, log (1 — ¢) npubanxkuo je jenHako — q; 3aTo je
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tq
log po(t) = — —- (130)
dat -

[ycTumo cafa Ba di Oyie CBe Mawe H Matbe: OUMI/IRAHO, yC/iel Tora
ce He MOXe MemhaTH JieBa CTpaHa jefHaudHe (130); jep, oHa mMpeTCTaBlba
BepoBaTHChy Aa ce He JecH HUjenaH O3B y YMTaBOM MHTEpBally t; a Kap
ce He Mera JeBa CTpaHa, HE MOXe CE MeraTH HY JeCHa CTpaHa. To Tpaxu
1a g cappxu df kao (pakTop, HauMme

q=kdt. (131)

Tapa ce jeanaunna (130) cBoay Ha
po(f)y=e*".

To je BeposaTHOha ja ce HUjesaH TIO3MB HE AECH Yy MHTepBaly Bpe-
meHa mocmarpama. HapaBHo, k je HenosHarto; aj, OHO HUJE 6e3 ¢usnuKor
3Hayerba, jep_ jeAHaunHa (131) TBpAM A2 je lgdt BepoBaTHOha Xa Ce JAecH
Heky TO3MB y MHTerpafy di, noj ycioBoM 1a |€ dt Bpro mano.

Jleo 1l. ¥YaMumo caja Ma Koju HHTEpBAN BpeMeHa t, 3a KOjUM CleAH
Bp/a0 KpATaxk WHTEpBa dt. OGa 3ajerHo OHH yyHe HHTEepBal BpeMeHa
t - dt xoju hemo 3BaTH ,,Komﬁuﬂosaun WHTepBal”.

Ako y OBOM KOMOWHOBAHOM MHTEpBaNy HMa 7 no3uBa, CBU ce omix
Mopajy HanasuTH WM y HHTepBany { a HujepaH y uHTEpBany dt; ngnﬂg :Ba
y vnTepBany f a jeian y WHTepsaiy dt; wan mory OMTH fl0Le/beH Ha opa
1Ba MHTEpBaia HeKdM ApyruM Ha4YMHOM. Ho cBn ocTanu HauHHH 1€0 Jax
Tepajy Aa y muTepsany di Gyne Bulie OA jeAHOr nosuBa Te Cy 3aTO
MaJ0 BEPOBATHH 1a MX MOXEMO 3aHEMApHTH. . dt

BepoBaThoha na Ce y HHTepsaiy t jecH n TO3MBa a 'y MHTepBany
HHjenaH, e ,
pa (1) po (dt) = pa (H(1 — Q)

— pa () (1 — kdb),

a seposaTHORa Aa Ce y WHTEpBARy { mecu n-——1 mosuBa a y HHTepBany dt
jenan, je _
Pa—1 9] 12 (dt) = Pa—1 (t) kdt.

3a70 |
- po (t 4 dt) = pa (6) (1 — kdt) + par () Kt

epoBaTHOha Ja Ce y KOMGHMHOBAHOM unTepsany Aecu n mosusa. Ty jeAna-
yHHy JIaKO MOXEMO LOBECTH Ha 06K

Ppa(t+dt)—pa ®_ [Pacs (8) — pa (D] - (132)
dt

Opa jeiHauMHa BaXy Camo MOA yC/IOBOM Aa je df BpJo Mgn?;.qax H
Tafa tby MOJKEMO CMaTpaTH Camo Kao BpJO 106py anpokCMMauMjy; jep, Ma

j j 8
EnemenrapHe audepeHmyjante jefHauMHE
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Aa je BepoBaTHOha ja ce y uHTepBany BpemeHa df JeCH BHIIE Of jeAHOT
no3WBa Masa, OHAa HWje cacBHMM jeaHaka Hyad. AnH, Kan df mocTaje CBe Marbe
1 Matbe, anpokcumauuja nocraje cee Goba M Goba, M Kapx df Gyne jefHaKo
Hyau, jenHaynna (132) nocraje taysa. Tako, ma Aa je jexHauuHa (132), y
00/MKY Y KOM CMO je Hamucald, CamMo NPHGAMIKHO TauHa, KHepeHLHjanHa
jeaHaynHa

B — k(o — p), (133)

Koja M3 e clenu, MOTNyHO je TauHa. Tpe6a camo Aa je pewumo u Hahemo
BPENHOCT 3a p,.

[Heo III. TlpernoctaBumo Aa je n jegHako jeauHuuu. Taja jesHauuHa
(133) nocraje
ap

dt

+ kp, = kp,.

Kako 3HaMO 1a je p, jeaHako e, oeo je oGMuHa JMHeapHa AM(epeHLU-
jalHa jelHayuHa uMje je peluere

py= (@, + ki) e=*t.

AKO ce BOAM pauyHa O 3HAuey KOJAMYWHA, OLpehuBarbe TauHe Bpej-
HOCTH 3a KOHCTAHTy WHTerpauuje «, Huje TelIKO; jep, BepoBaTHOha Ha ce
AeCH jejaH NO3WB y BpPJ0 KPATKOM WHTepBaly BpemeHa, mopa GWTH BpJO
Majna M MOpa TEeXWTH HyJM Kald HHTepBaj BpeMeHa Texu Hyau. Haume,
py Mopa GMTH jelHAaKO Hyau Kaj je ! jefHAaKO HyJHW, Te CTOra o, mMopa GHUTH
jeAHaKo HyJau. 3aTo je

py =kt e7kt,

Caununo, 3a n =2, jeanaunna (133) nocraje
dp,
—= L Kp, = k2t ekt
dt + Kkp,

yuje je peulere

2 42
P2=(‘7-2‘|‘k2t )e—k',

rae e, takohe mopa Gutu jeaHako Hyau. [poayxyjyhu Ha oBaj HaumH, mo-
HKeMOo peaom Hatu pg, p,,..... D&

J Oner ce nokasano Aa je AudepeHunjatHa jesHaunHa K/by4 peluaBatba
;€AHOT BaXKHOr TEeXHHYKOr npobiema.

') lpyra uutepecanTHa MeTOja peluaBama jegnaunue (133) 3acuuBa ce Ha cnenehoj
3aMHUCIH :

Hajnpe yBoaumo nomofiny npomenmHBY A u sedunuwemo oyukuujy F (1) Taj-
JIOPOBUM pPELOM

Fo,y=po+arp, +22p,+ - - . (@
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B3AO0ALH

1.| Hahu najkpahy uyrtawy Mehy aBema Taukama y PaBHM Xy aKO Cy KOOpAMHATE
oarosapajyhux tauaxa (Xo, Yo) ¥ (X, ¥y)-

2.| Heko Teno tpeba na ce nomepu ox tauxke (1,0) po Tauke (2,2). [llpupoga no-
BpIIMHE [0 K0jOj ra Tpe6a MOMEDUTH Merma Ce 0) MeCTa A0 MECTA Ha TaKaB HAYMH 1A
je pan )TpOLIEH 33 IEroBO MOMepare Ha jevHuLy PacTojara NPOrnOPUMOHANaH HEroBOM
pacrojasy on moueTka. Hahu nyramy pyx xoje he 6uTH NOTPeOHO Aa C€ yTPOWHM Haj-
Matbe eHepruje.

3.| Hexu Teper Tpe6a noxpenyTu o Tadke x =0 10 Tauke x =1 y jEAHO] CEKYHAH.
Ila ce oBo 06aBM MOCTOjM MHOrO HauuHa: Aa ra nokpehiemo GP3WHOM 1 LENUM NyTEM, Hiu

6p3unoM 2 o x =0 a0 x =3 a ojatie pambe Op3uHOM —2— uny, yormuute, Op3vHOM KOjy
oapehyjé jemmaumna x =f(f). [lpu Tome je moTpeGHO CaBAajaTH Cuay OTMOpa TpoO-

riopumoHanny 6paunn. Kojom 6u ra Gp3usom Tpe6ano MoKperaTH Aa Ce yTpoiu Hajmame
eHepruje

Lt

3a Taj pen HanomumeMo creaehie ABe CTBapu : MPBO, Aa ce OH CBOAM Ha F(I,1) =1 kan
je A = 1|; u apyro, aa 36or oBora OH MOpa GWUTH KOHBEPreHTaH 33 CBE BPEJHOCTH A Ma-
e O jefaH.
ATUM AM(epeHLMpaMo Hall Pei M W3BOAE ON p 3amembyjeMo ca OArosapajyhinm
BpeaHocruma jepHaunte (133). Ha Taj HaumH poGMBaMO

»

LY
dt

w

U " it
Fa,h=a@e * 7

(b)
rae je o (x) ,KOHCTaHTa MHTErpanuje’.

[la 6ucMO OfpeAMAH OBY KOHCTAHTY, Hajlpe HAnOMHMIEMO Ja je cem p, cBako p
jenHaxo [Hyau xag je £ =0. 3aTo ce jeanayvHa (a) jeAHOCTABHO CBOAHM Ha

: F (3,00 = py (0)-
CauuHo |ce jegnauuua (b) cBogu Ha
F(;00=a@)

3aTo je|a () = p, (0), TO jecT Heka koHcranta. C gpyre cTpaue, ako y jepnuyunnu (b) cra-
BHMO Ad je ’A jegHako 1 W npumetumo Aa je F (1, 1) =1, Hana3uMO Aa je BPEAHOCT KOH-
cTaHTe & (1) jegHaKa jefHHULH, TO jecT

—kt 1k
FQ,t)y=e et
k :
PasBujmp caga e’ ty Tajnopos pes ¥ yBpCTMMO y OBy jesnauuny. [lo6uhkemo pesyarat

k2t

Fo,D=e¢ ™ +akte ™ 42 s (F ©

Ha Taj paaun, 3a dynkuujy F(x, f) noHoBo tmo HawiM KousepreuwtaH TajiopoB pea. AJiH,

3a jegny dyHkuujy je HemoryhHo aa Gyne npeTcTaBbeHa ca JBa pasnnuuTa Tajnoposa
peaa. 3ato KoeduuujenTy pefosa (a) M (c) Mopajy GMTH jefHAKH; TO HAM Aaje
—kt —kt Lk —kt
pp=e , pp=kte , PRI
.V

Kao WT .CMO A06MJH M panHje.
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(Taj ce npobuem moxe (HOPMYyAHCATH HEKHM WHTErpajom ca rpanupama x =0 1
x =1, ¥ Taga je 0BO jeAaH M3OMEPUMETPHYaH NPODAEM; WM, UHTErpanoM €a rparuuama
{=0ut=1, n Taga TO Huje u3onepumerpuuad npobrem. Moxere i nahu HCTH Of-

L dx
rosop Ha ofa mauuna? Enepruja je oapeljeHa mnrerpanom dex, WK fF ar dt, rae je
F WHTEH3HTET CHIE).

4. Op jepnor KyOHOT LEHTHMETDA MECHHra Tpe6a HauHHWUTH OBPTHO Teo axcuan-
HOP TIPEYHMKA jelaH LeHTHMeTap. TPaXW Ce ja eroB MOMEHT MHepuHje OKO OCe o6p-
Tawa Gyne munumanad. Kakas 6m My o6amx Tpebano aatu?

(Moment HMHEpLH]e Mace / OKO OCe Koja Ce Hanasu Ha oTcTojay d jeAuHHUa OA
Te mace, je md?).

5. W3 nparte kovyHHE maTepuje KOja My CTO]¥ Ha pacrionoXemwy, HEKO 60)KaHCTRO
Hamepasa Aa CTBOPH CBET ca JKe/pOM aa Taj CBeT 3aA0B0O/baBa TP ycjoBa: fpBO, Tpeba
na Gyﬂe YBpCTO OOPTHO TENO; APYro, TpeGa pa Oyne XOMOreHO; W Tpehe, Tpe6a Aa aej-
CTByJe MakCUMajiHOM TPaBHTALMOHOM CHAOM MpHBAAueHA HA HEKO TeNo MNOCTaB/bEHO Y
HberoBoM ,,CeBEPHOM MONy".

Byayhn csemyspo, G0XaHCTBO je MOCTaBHJO cBOjy AMMEpPEHUH]anHy jexHauuty y
nofapHuUM KOOpAMHATAMA, ynoTpe6myjyhiv ,,ceBepHM NOA* Kao NOYeTaK ¥ HawJo OArosa-
pajyhu ofauk Tor ceeta. YBepen cam Aa fie ynTaouy GUTH NPUjaTHO Kala yBHAM Aa MOKe

W cam HCTO YUYWHMTH M Ja ke 3a)eneTu Aa HaupTa KpPUBY KOja npeTcTasmba nonpedaH
npeceKk TOr HOBOU CBETA. X

6. Hahu kpuBy ayxuue 3 xoja cnaja tauke (—1,1) M (1, 1), unjum he obpTarem
OKO OCe X HAacTaTH NOBPLUMHA MMHUMA/IHE BeJH4MHE.

(Kapa noﬁnje'ge peiuere oBor npobaema, nahyu hete ga jefHa OJ BallMX KOHCTAHaATa
MOXKE HMaTH M2 KOJy Ol JBE BPERHOCTH. OuurnegHo, MOCTOJM CaMO jefHO peilere npob-
nema. Koja je of asejy BpefsOCTH TayHa M WITA 3HAYH Apyra?)

7. Hahu 06pThy NOBpiuMHY AaTe BeauuHE Koja 06yXBaTa MaKkCumafHy 3anpemuiy.
(Kaga nobujete audepeHyujanty jeiHaduHy KOja campXu camo y' u y, nocao he

MHOIO TNOjeJHOCTABHATH CMeHa .l 4 y'2 = — . Y onwmTem cayyajy Hehiete OWTH y CTaby
u

a2 M3payyHaTe Ball NOC/EAbU HHTErpai. MehyTum, ako GyneTe saxTeBand Aa oca poTa-
umje 6yae HOPMAAHQ Ha OGPTHO] MOBPWMHM — WUTO JEAHKO 3HauW [a OHa He CMe MMaTH
owTprx Kpajesa — Hahu fieTe pewetbe KOJe OYeKyjeTe. Kaxso je 3Hauerbe OCTANHX pewemna?)

8. JlugoHa je Takohe Hauwna Ha npobaem Aa C€ OAPEAH KOJIHKO 61 ce Aanexko
jeiHa O Apyre Tpebane j4a mocTase Kpajibe Tauke A U B, (ca. 38), sa 6 wro suwWe
106una CBOjOM KynosuHoM. OATOBOPHTH HA OBO MHTAME TUME INTO ke ce Hahu BejMyMHA
noBpiMHe u3paxeda y Gyskuuju yraa ¢ (ro ject, yrna ACD), v OfpeinTH BPERHOCT P
3a Kojy he Ta BelMYMHA NOBPLIKHE GHUTH MaKCUManHa.

9. OBancko semmulTe Kapraruue BeposaTHO je 6uno on sehie oTeHUMjanHe Bpes-
HOCTH HEro Aajbe YHYTPAllibe KONHO. TO je YHEeKONMKO KOMMAHKOBANO Hunouud mpodaem
HOCTaBbAba KOXKE 6uKa. [1PeTnocTaBUMO Aa CE BPEAHOCT 3EM/bHILITA Merhalla NpeMa 3aKoHy

1
V(Vl)~l—_’—_7‘

rae je-v{n) Bpeasoct jeAMHMUE MOBPLUHHE KOja Ce HanasH Ha oTcTojay n OA Mopa. Hahu
onrosapajyly mehy ako €y CBY OCTany yCNOBU MCTH KaO Wy TEKCTY. He mopate noky-
uaBaTH Aa TIOCNEAtbW HHTerpan uWHTerpupare.

FMTABA Vi

JIMHEAPHE JIINSEPEHUNJAJIHE JEAHAYUHE BULUEI PEJA

§ 52. Yponue panomeHe

Ha oCHOBM npumepa KOju Ce Hanase y §§ 45 n 46 u com peiiasarby
3apaTaka Koju Cy caeiunu THM npuMepuMa, UMTaJaL he 3aK/bY4HTH naq;y
cee audpepeHilpjante jenqHaunHe Gune JuHeaphe. Huje To 61O camo gggmg
HanpoTus, MOXe Ce TOCTaBATH Kao OmiTe Mpasuio Ad Ce 3HaTHaHe nka
npobnema y rnpoyuasarby enacTHuHKX Jedopmaunia (popmyngme m:l o%?xema
LndepeHupjantHrM jeHauMHAMA. OBo MCTO Baxy K 3a BE “H)(;ro ;:)CTaMX
nposohera TOMIOTE HIH eNeKTpPUUMTETA, @ TaKO WCTO 33 MH oo
npo6ieMa TexXHuKe W Hayxe. ycT8apH, NMPETeRHOCT JnuHeapHiX n}ba TpaKO -
janHux jeaHaunHa y oOMuHWjuM 06aacTHMa (pU3NUKOT UCTpaXuBa W{K{)_
BennKa fa 64 ce npoyuaBarbe andepeHLMjantuX JeAHauuna y maTemar ej
¢u3HuLn roToBoO nonje)m)axo MOMIO HA3BATH MPOYUaBalbeM NHAEAPHHX aug

eHUHjaNHKX jeaHaunnal). »
P xl'[pyxpo;mo je, nakne, A2 jejHaunHama TOr obnunKa oﬁpa*nmtA“(?l :gex:g-_
janHy maxipy M, pemMa TOME, ocTaTak je OBe Kikbure roToBo moThy
BeheH UXOBOM pacmaTparby- . .
c One ce ourrio jene Ha ABe Kaace: Ha NHHEApHE nH@epeHquaﬂHe”ieei:
paunHe ca CTQJIHMM ¥ Ha JMHeapHe AvGepeniujaHe jefHaunHe ca r(rapoTO -
buBAM KoeduuujenTma. lpyra OL 0BMX KJjiaca y3nMa ceCyoanheeMO Haml
W TO/ECHO) Ko MpeiMeT OABOJEHOT Kypca npoy4apatba. 'To?ra emo 'e;mo)i
na)ktby OFpPaHWUWTH YrJIaBHOM Ha cnyuyaj CTantux Koeqmun]e§H T 54; o
CTaBHH{jH, Ca jeLMHHM {3y3euMma YBOAHHMX HanomeHa ¥ %unosa ’em;aquua
nojjefHaxko Baxe 3a CBe AMHeapHe jefHAuMHe, W M3BECHHMX 1082 ]_ ainna
y Cnasy IX, ca uumem Ad ce 4yuTaoLUy HaroBeCTH npasau y
el — MOYe KOPHCHO HaCTaBUTH cBOja npoy4aBarba.

HanasMMO Kao MOJECHO Aa KpO3 uiTaBO OBO MpoyuaBatve HudepeH-

uMjanHy M3pas
s ds—ty
£00-LL b fa®) -
dxs .

dxs—t

b 100 S 1oy

—_—

. . 2 ie
1) HapasHo, pa3jior 0Be [peTeHOCTA JUHEAPHHX J!.HfbePEHUMJ«’:UIHHXO“]:A:;‘;P;HO éa
yMsbeHua WTO Ce Y 3HATHO] pehuny npobaema Hayke 3aA0B0/baBaMO A2 p

edexTHMa TIPBOr PEAd.
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obelexXumo Kpar 4
KPaTKOM 03HakoMm F [ x, 0 Hq Ty O3HaKy HaBOJAM YWHEHHLA

WTO Ce M3BOAW PAa3AMYATOr Peia MUY Kao fa Cy CTeneHu oA—d—, TaKo na
. dx
L€0 M3pas MMa M3riej Kao Aa je y NOMHOMKEHO (yHKUMjOM ABejy mpomeH-

JbUBUX X U — . Hapas
5 PaBHO, ako GMCMO esemu ga noceGHy naxxwy 06paTumo

Ha qUbeHuUy 1A je S HajBHIUM HM3JI0XHUIALL o,u,i, TakBy OHCMO (yHKUM]y
dx

: d
NPEeTCTaBU/IM yoOMYAjeHOM O03HAKOM Fs(x,— - Hajonwrnja nuxeapua pu-
dx

(epeHumjanHa jeaHauvHa s-Tor pPela y ToM O3HayaBamwy je

Fs(x,i) —fw),

rae je f(x) ma koja thyHkuHMja on x.

§ 53. lpunuun CynepnosuuHje
-

HajBaxnuja onwra TeOpemMa OJHOCHO JIMHeapHUX AU epeHLHjanHuX

ieﬂ,Ha WHa rno3Hara je Kao anHllHﬂ cyn j l i
J H]e.
q T y epHOBHL[ _’e y BO e pe‘-l (0} ABemMa

d
F, x,a)y=f(X) (134)

Fi(n )y =20, (135)

YKje Cy JeBe CTpaHe NMOTAYHO jexHake a
3 p T ZeCcHe cy UM ]
OL x, u 0 jenHo] Tpeho] jexHaunuu > IO

d
Fs( .E)y=f(X)+g(X), (136)

:g']da ];efcl:ia CTpaHa Takohe MACHTHYHA Ca JIeBUM CTpaHaMma, a gecHa CcTpaHa
p X CTpaHa MNpBUX JBejy jefHauuHa. CazpxwmHa Teopeme je na je

30Mp HEKOr peulerma jemHaymH j
L st (1361). e (134) n HEKOr pewersa jeanadune (135) pe-

[MopecHo je pa cBe Te Tpu i
. PY |eélHA4YWHE CMAaTpPamo MAEHTHYHUM T
! _ oM
CMHUCNy 1a uMajy jeaHaky IHdepeHLujanyy CTPYKTYpY W jga o pemZH;nma

FOBOPMMO Kao Aa , mpunanajy“ na
! PTUKyJlapHOM 0671
Teopema Lo6uBa O6GAUK: ’ e Ll

Teopema 1. 36up pewera AHGe A
_ : PeHLH]aNIHe [eAHAYHHE KOja npH-
flagajy asema gpynkumjama f(x) u g(x) jecre pewerse Koje njpungga

Pyurunjn f(x) + g (x).

§ 53 NPHHLM WHEPLHIE - 119

a OMCMO [A0Ka3anud OBy TeOpemy, O0eNexumMo peiom ca ¢ (x) u ¢ (x)
peulera jesHaunHa (134) u (135). Jesukom Teopeme, OX OBMX [efHO ,,TpH-
naga dyHkuuju ¢ a gpyro ,npunaga pyukuuju g“. Tanaje ¢ 4 ¢ peuweme

Koje ,gpunaga dyHxuuju f -4 g«. )
a GUCMO OAJIyuu]d Ja JIM je Halla TeopeMa TayHa WJM MOrpellHa,
Tpeba camo y jesnaundy (136) yBpcTuTH 30Mp ¢ ¢ W BMAETH Aa JH OH
3a10BOjbaBa jefHaunHy. MehyTum, mowTo je M3BOA Ma Kojer pepa 30upa
¢yHKUK]ja ¢ | ¢ jemHaK 36Mpy M3BOAA MCTOr pejia CBake OL (QyHKumja ¢
W ¢ y3eTHX MOjefHHAYHO, TO, Kaja 30Mp ¢ - ¢ YBPCTUMO y jeAHAYHHY
(136), eH ce JeBM ulaH pa3jgBaja y Aeo KOju CajpXu CaMoO ¢ U [e0 KOjH
caapxu camo ¢. YnopehuBaweMm ca jegHaunHom (134) BMAMMO Aa je MpBH
0Jl OBMX Je/oBa jefHaK (yHKuuju f, a ynopehusamem cCa jeaHaunHom (135)
BHAMMO 1a je APYr¥ Heo jeanck cyHkuuju g. Jlakie, Teopema je AO0Kasaa.
ocaj CMO O (yHKLHjaMa ¢ y ¢ TOBOPUIH KAO NAPTHKYJIAPHHM pe-
wemeM. AJH. ako je ¢ omwTe pelueme jegHadude (134), a ¢ naprukysapHo
pewete jennaunte (135), ¢ + ¢ mopa 6nuTn omwre pelewe jefHaqune (136).
Jep, aKo je ¢ onuwe peleme jeaHauuHe (134), OHO CaipXHU S HE3ABUCHHMX
NpOM3BO/LHUX KOHCTaHaTa. 3aTo ¢ - ¢ Takohe CajpXKH S He3aBHCHUX Mpo-
M3BOHUX KOHCTaHATa, a OMWTe pelleme jerHaunHe (136) He Mmoxe wux
umat [Buted.

Ia npehemo Ha cmeuujanaH caydaj y Kom je g =0, obe cTpane jen-
HauuHa (134) u (136) nocrajy wuiaeHTHune, a (135) mocraje oaroBapajyha
jenHauyHa Ca HYJOM Ha AECHOj CTpaHM, MJIM, KaKo Ce OOMYHO 30Be, KOM-
naemeHTapHa jegHaYMHA. 3a Taj CheuujanaH cayyaj moxemo Teopemy I w3,
JIOXHUTH Kaxko Ciaefu:

Teopema . Onwrte peuierse aHHe(pHe AHpepeHUH]aNHE jeAHA-
ylHe je 36Hp MQ Kojer 04 HEHHX MNAPTHKYJAPHHUX pelletwa H OnNuTer
pelletsa KOMIIeMeHTQpHe jefHaYHHe?,; WIH, ADYTHM DpeyuMma, onuTe
pelrerse fHepeHUMjaIHe [eAHA4YHHe Koje ,ApHNaza QyHKUHH f(x)“,
jé 36Hp Ma Kojer MapTHKYJApPHOr pellewa Koje ,,[IpHIARA (QYHKUH]H
f(x)“ u onmwrer pewera Koje ,npHOAZA HYJH".

I'pTOBO CBe MeToJe peluaBawa JHHEAPHUX AM(epeHLHjalHuX jeiHaYMHA
Cy WM3B¢JAeHe Ha OCHOBM MPMHLMMA CYneprno3uliMje MAM Ha OCHOBM Teopeme

)| Moxzaa hie y npBu Max usrnesatd jna Gu ce cabupamem OnIUTer peLiema Koje
npunajal pyAKUHjM f M OMWTEr peluewna Koje npunafa (yHKUMjH g, LOGMAO0 joul OnUiTH]e
pewetse | jennayune (136), ycnex 2s mpouM3BO/bHAX KOHCTaHaTa. Anu, OX OBMX KOHCTaHaTa
MMa caMp S He3aBMCHUX. 3aTO TUMe He 106uUBaMO HMYEr OMIUTHjer, Kao WTo 6HCMO MOTIH
O4YeKHBaTH Ha OCHOBM Hawux mpumenada.

%) |OnwiT peuerme KOMILIEMEHTApPHe jelHauuHe OOGMYHO Ce 3BBE ,KOMIMIEMEHTAapHO
pewerses MonasHe jefHauyuHe. ANW OBO KuMMJIEMEHTAPHO pellierkhe, ¥ Nopej CBOT HMEHa,
yOmuTe [U HUje peliere; jep, OHO CBOA!l /JeBy CTPaHy jelHauWHe Ha Hyay, He Ha f(x).
W3 Tora pasnora, y OBOj CMO KiW3M M30eraBald W3pa3 ,KOMMIEMEHTAapHO pedlere’ y KO-
pUCT AylKe pedeHule ,pellere KOMnieMeHTapHe jeauaynHe. Yak H Ta-pedenuua je He-
3a10B0O/bAB3jyHa jep TELIKO je BUAETH y KOM Cy CMHCIY jejHa4iHHe KOMIJeMeHTapHe; aiH,
oHa Gap|He 0ABOAM CacBMM C Npasor myTa. TepmMHHOMOrHMja “mMpumaja ka“, 3acHuBa ce Ha
OMIITEM |JHHAMMYKOM 3HAYely jefHAYMHE, Y KOM y 3HAYH NOMepare Koje ,Tnpunaga‘ Cuiu
f(x). LlLTo ce auuHo meHe Tuye, OHO MPBO OMX Pajo M30CTaBHO Ja HU]e YMILEHHLE LITO
61 Taja|uuranay cmaTpao GecMHCIEHWM H3pa3 ,KOMIJAeMeHTapaH“ Kaj OM ra riey KkbH-
rama cpeo.
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Il, xoja je weros cueuujasaH Ciydaj. 3aTo oBMM npuHuunom Tpeba noGpo
Bragatv y o6a ofauxa. Hbux hemMo NpOTyMaunTH y TEODH{H eNeKTPHUHOT

KOJa y jeJHOM ROLHWjeM OAEBKY M BHAeheMO Ja CBAKM O HHX MMa jelHO-
CTaBHO (DM3HUYKO 3HAUEH:E.

§ 54. IpUHUHKN AeKOMNO3MUHKje

Ma aa ce moxe ¢opmupaTH pelueise jegHauuHe (136) kapa cy jexHom
nosHaTa peluera jeaHaddsa (134) u (135), Tpe6a HanomeHyTH Aa ce 06p-
HYTH MOCTyMaK, y OMLTEM Cayuajy, He moxe usBecTd. Haume, ako je mo-
3HATO pelleme Koje npunaga 36upy ¢yHkuuja f--g, y onwrtem ciyuyajy
Hije MOryhHO yTBPAWTH KOJU Ae0 TOr pellera nNpunaja QyHkuujn f a Koju
pynkumjn g. CaMuHO ce AelaBa y eleMenTapHoj apuTmeTuly. AKO cy mo-
sHata gBa Gpoja 3 W 4, mwuxoB 36up 7 je jefHO3HaYyHO OLpeheH: aiy,
ako je mo3HaTo Aa je 7 36up ABa Opoja, ORaBAe HE MOXEMO 3aK/byUHTH k
Koja cy To iBa 6poja. To mory 6utv 3 M 4, wim 2 M 5, uaM Ma Koju
ApyrH oj GecKOHauHo MHOrO maposa Gpojesa.

[ocToju MehyTum jepan crienyjanad caydaj y KOM Taj apHTMETHYKH
7OCTYNaK MOXEMO W3BECTH M y O0OpaTHOM CMepy ¥ 36Mp pasiBOjuTH y CBoje
yjgaHoBe M3 KOjMX je OH y MoveTKy GOpPMHpAH: aKo je 30up KOMM/EKCHH Gpo}
a -+ bi, a no3Hato je pa je pobuen cabupatbeM HEKOT peaHor W HEKor
HMArHHAPHOr Jena, Cjefu LA je peanaH jeo MOpao OWTH a a WMarnHapas
“bi. ¥ cBUM OCTanMM CjyuyajeBuMa y KOjuma je 36up ABa 6poja KOMILIEKCAH
6poj a - bi, Gap jenan je komnnekcad. CanyHO, NoOCTOjH crielivjanas ciay4aj I
NpHHUMIIA CYNEpIio3uiMje y KOM O peluerwy Koje npunana dyHKUMjn f M O
_pelueiby Koje npumaza GyHKUWMjH € MOMXEMO 3aK/bYuMTH H3 pellerba Koje
npunana 36Upy THX (PYHKUMja, W HA Ta] HAYMH HAIa3UMO A2 je oBaj creuu-
janan ciyyaj NOTMYHO aHANOraH jefHOCTABHOM ADHTMETHUYKOM NpDUMeEpY KOjH
CMO Manovac MOMEHYJH.

lMpernocrasumo fa je f(x) peanna dyHkuMja W 42 je g(x) unucTO UMa-
rMHapHa M jeAHaxa i gi(x); MpeTnocTaBuMo Aakbe A2 Cy KOe(HUIHjeHTH CBUX
usBona y jefHauuun (136) peaann. Hajsan, ysmnmo Aa je MO3HATO pelletbe
jenHaunde (136). To he pelleme MMATH HeKW peanaH €0 ¥ HEKM MMarnHapau
160, Te ra MOXEMO HafucaTH y odauky ) == ¢(X) -+ iy (y). AKo 0BO yBp-+
cTumo y jenHaunHy (136), oamax je mokemoO CBECTH Ha 06HK

Fi(x %)ngriFs(x, %)¢,=f<x>+igl<x).

TowTo ¢y ¢ W ¢, pearHe KOIMYMHE, HUXOBH M3BOAW MO X TaKohe Cy

peantu. 3ato je Fs(x, Ed-)qﬁ peanHo a iFs(x, 5—) Y, wumaruHapro. Y3 um-
x x

BbEHUUE A2 Cy ABE KOMIVIEKCHE KOJAUUYHUHE je,ﬂ.HaKe caMO Kap cy jEﬂ,HaKM no-
ce6HO IUXOBH peajiHi W UMArdHapBH AeJIoBH caend, paxne, pa je

R

§ 54 NPUHLIMA 1EKOMITO3HLHUIE

o d
Fs(xy’—)‘.l’lzgl(x)'
dx

Tlpsa OA THX JeAHadHHA TBpAK Aa je & pelere KOje npunaia yHKRU}H

f(x), a apyra Aa je ¢, peuieme KOje npunaia pyHKuHin g (X)-
Peyuma MOXEMO OBy TeOpeMy WU3J0XKWTH Ha Cilejedn HauuH:

Teopema Hl. Axo ¢y Yy JIMHEAPHO| AHcpepeHLHJATHO] jeaHayHHH
Fox )y =1, (134)
dx

KOepHLHjeHTH Koju cToje y3 H3BOAE peainu, a yHKUH]A f(x) H;ZML;
nnexcHa , Taga peasHd H UMQrHHAPHH [€J0BH pellea Koje 1p Hﬂw
yHKUH]H f(x), npunaaajy, pecneKTHBHO, PeanHoMm feny H HMArHHapHo:

aeay o4 f(x).

O npBoj NPETNOCTABUM Y TOj TEOPEMH noTpe6Ha je cneunjana HanoMmena:
aKo HekM KOBQHLMIEHT Y Fs(x, a) Huje peanan, Huje peajian Hu pesyaTar

j MEHMMO HEKOM peanHoM QyHK-
v hemo 1OGWTHM Kal y TOM H3pasy y c )
i(;]jom oA x. 3aTO Huje BHILE MoryhHO 3ak/pyduTy Aa Cy y ieRHauuHH (136)

d L4 , uMa 3a nocneauuy Aa
peanHu ¥ Fs(x, z&)qb u FS(A, &;)np,. To, HapaBHO

i . ' nmep je
Hall A0Ka3 y TaKBOM Chy4ajy HE paxu. [lpyrn HuXE HaBeﬂ,;:H: qré;')womﬂpeoé_
cnyuaj Te BpPCTE H MOXKE NOCHyXHTH Aa Ha OCHOBHU H-era TMoJjBY
XOLHOCT 3axTeBa Aa CBH xoedHIH|eHTH GyRy peaHu. .
CinuHO, Teopema Ce He MOXE NpUMEHNTH 2KO jeAHaurHa Hn;engnuljig};?);
’ i i i WX U3BO
i a y, uan jepan O e , _
ce v TakBOM clydajy (QyHKuUH[A Vs y
lr(:gmnolemn WiK CaMp COBOM MM HEKMM OL oCTanuXx M3BOAa. Ay, aKO |

dyHKuMja y Koja je pelueme jeRHauuHe (134) KOMIUIEKCHR, HEHH cy usBoad

KaKOi]e KOIVUUIEKCHH, Tako ja le Mma KOlH TaKaB “P(‘"3Bo)l HEKH ”90”33011

n3 JABE KOMILIEKCHE KOJIMYNHE. Kako HH]E TayHO A3 ]ELUTO R arAnapaY
l'lpOl/ISBO}.’La HPOHBBO,& pb‘aﬂHHX AenoBa q)amopa, Kao O X q)aKTopa an
AEO nponsBona Hldje Nnpou3BoL ymarvHapHux peraosa nojex )

TO HM y OBOM Clydajy Hau A0Ka3 He BaXH.
Kao npBu npumep, y3MUMO jepHavuHy

dy L2 xtixn (137)
dx x »
MeTtozom § 30 nako Hanasumo Aa je peluere 0BE jesHauuHe
x2  ix? C (138)

y:—— _ — .

4 5 x2
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Canuo, pewerwa jesnaumua

dy 2
e P
ax X ¥
U
d 2
—y—|—~y=ix2,
dx X
Cy, penom,
y:i2 | _cl_
" 4 X2
BN il
s =
5 +x2

T
- Exgripzia';%;::cm 6utH peansﬂu M HMarvMHaphHu pgesiosu ox (138)
KOHCTaHTa ¢ Oyaxe Gusia Komme i ’
KCaH 6poj u
peanan neo Gyne umana ¢, a 3a HMaruHapaH feo ic,. i & fia

MehyTum, ako mecto jexnaunte (137) nanuwemo jeAHaunHy

dy 2 e
FER T (139)

TakKo pa KOetpHU,H]EHl KOI" CTOou y l
] 3 y HH)e Buile pea.ﬂaH, Ha/lasumo Aa ]e

x2 x3 c

e e 15 S S
2tz t izt

Wi

ATt 2 »
= [ZXZ—FEXLFGCOS (b—Zlogx)] -+

o~ o 3 :
+'[—?x2+ﬁx3+as‘" (”—210gx)]”’ (140)

Y ¥ cayuaj ;
HocEan TngaJ{ar;x%B%;f;i M3pasa, pasjBajatbe peanHuX ¥ WMATHHAPHWX [e10Ba je jen-
Gpojesuma umennraa Moi(::uq:']-::e""na‘u TIOMHOXHTH Ca KOHBYrOBAHO KOMIIOKCHUM

SURO uy HHje mosHaTta me i
Pasa. Axo crasumo ¢ = ae'® u wanumemo i
: x 3= p—2i log x
Taj u3pas pobuea 06auk ’
| ael (b—2logx)
Anu je 3
e!® = cose + isine;

3aTo,
, Kaja MecTo e Hanuuwemo b—2log x, nocnentou H3pas nocraje

acos (b—2logx) + iasin(b —2logx).

e,

TIEesE
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0 MPOM3BOJBHY KOHCTAHTY ¢ M3pasuiu y obnuky ae®. Osie Cy peantu

rie Co
FMHApHYM [E/N0BH Pa3iB0jeHM, anu HHMC) pelleiba jefHaunHa

U HMa
dy 21
A __I:x
dx+ X )

ﬂ_l_ﬁy:[xz
dx %

HanpoTus, peliera OBMX jefHa4MHa Cy, PELOM,

X2 ¢y
) — —y
4 242 5 X3
" (141)
bl i A

Jismbr— s
2i4+3 ' x

Ma yaK HUCy HU peanHa.

Taj cMo pesynTat Mopanu M OYEKMBATH, jep MPHHUHI AeKOMMO3HLH]e
(Teopema lll) He BaH ako Cy KOe(pHLUHW]eHTH LU epeHLujalHUX U3pasa KOM-
MJIeKCHYW, Kao WITO je cayuyaj kop jeaHauune (139). Ho, TakBo orpanuyerse
HUCMO| MOCTABHJIM KajJ CMO HM3BOAMNW mpuHUHn cyneprosuuuje (Teopemy I).
3aTo Gu Tpebano na 36up uspasa (141) Gyae jeanax uspasy (140), kao wto
3aUCTa M jecTe.

Hajsan, kao Tpehd mpumep, NOCMaTpajMO jeiHAYHHY

dy 20 N _ o
y(dx—i-xy) x4 ix. . (142)

Jlako [Hanasumo na je peluere Te jefHAuKHE

LY ey LA a8y 143
y_V2i+]+4i+3+x‘“' po

CanuHo, peluerma jeflladynHa

y(ﬂ+£y)=x

dx %
U ;
dy 2i s
Rt ol — b
y<dx i x y)
<y
A Y 144
y_v2i+1+x‘“ (144)
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A a2 -
y =] 2ix3 icy

3 T (145)

(143) A;eng SSKc:PAle Aa (144) n (145) nucy peanHu W MMaruHapHi LENOBA O4
cnyqa’jy h uax HUX0B 30Mp Huje jeanak ca peiersem (143). To jecT, y oBom
eyl HM NPUHUKMN JEKOMNO3WLMje HU MPHHUMM CyMepnosuuuje,

TO 3auCTa Tako u Tpeba pa Oyse jep (142) Huje NMHeapHA jelHaYMHA.

§ 55. luneapHe nu(pepennujanHe jeAHAYHUHE CA KOHCTAHT-
HUM Koeduuujentuma. EkcnoHeHunjanua pememna

o I;lipnuu,nn cynepn.oanunje BaXky 34 CBe JiMHeapHe jeiHayuHe Oe3 o03upa
Ha pupoay KoedHLMjeHTa, a NPUHLIKT JAeKOMI03MLyje BaXu CaMO Kajx cy
eqqum_LmeHTn peanHu. Ho crepeha Hawa u3narama Baxe Camo Kaj Cy Ko-
ﬂuc};i;n;eof;y;l_yxcégwamnn. 3aro hemo kpo3 yuTaB npeoctann neo ose [Jsase
MO O OHHM jefHQAYHHAMQ KOje Cy JHH * j iy

» eapHe *u :

KOHCTQHTHe KoeguLujeHTe. fesy g roe ey

Ma koja TakBa jegHauuHa je 06/mMKa

as

dsy ds—ty d
y
e + as—, dx‘*‘+ """ +alg+a0y=f(x)l (146)

WM, ¥y cuMOOJHYHOM O3Ha4aBamy,

Fs(j—x)yzfm, (147)

Koja ce oA jeaHauuHe (134) pasiuKyje CamO THMe LUTO X EHIUE He Yy/aasu
ka0 aprymenat qyukuuje Fs. Kako hemo mnoxasaTu aa peweme MiI!OFH)(
{e#x;iqnﬂa 3aBMCH OA_peleta Koje A00nBaMO Kala je f(x) HeKa EKCNOHEH-
wjanHa yHkunja 06auka Bef*, yunHnhemo Haj6o/bi yBOA Y MpoyuaBarwe
TaKBHX jejHaunWHa ako GyjaeMO MOCMaTpaiu NPBO O0Baj CreuwWjanad Ciayuaj.

[pernocrasumo, jgakie, Aa je AudepeHinjasHa JeiHAUHHA
d
F — X
s<dx>y_-BeF’ . (148)

Ak‘f_ mei Fy(p) =0, moxemo yBek Hahu napTHKyJapHO peluete y obauKy
y=Aer™ Jep,.axo je y Tor o6auKa, meroBe y3acTONHE M3BOAE OJMaxX MO-
2
JKeMO HanucaTH aKo €amo o 3aMeHuMoO ca p. Tako je —y=py,—y=
X dx Tdx2’
= p?y, U Tako jJakbe. 3aTO, aKO NpeTnocra i i
! BUMO Ja je y T -
yuHa (148) nocraje P A2 je y Tor o6Ka, Jeana

Fy(p) A erx = B erx. (149)
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To wHHje BHULIE Authepenujantia jelHaunna, jep je p camo HeKkM 6poj,
u 3aTo je Fs(p) raxole HexH 6poj. Jemuna HeoapeheHa KOMMHMHA je A

jeaHaunHa OAMax rokasyje Aa A mopa HWMaTH BPeAHOCT
B
CA=—
F(p)
M Tako, NapTHKYNapHO pelietbe jeHaunHe (148) je

B ep*

Taj pesynraT MOXKeMO M3[AsHTH y o6anKy cieiehe Teopeme:

Teopema IV. Ako je necwa cTpaHa JHHeapHe AHpepeHUHaNHe
jeaHaqHHE Ca KOHCTAHTHHM KOe(HUHjeHTHMA HeKa eKCIIOHeHUHJATIHA
pyrxwija BeP*, xkao y caydajy jeaHaynHe (148), u axo je Fs(p) =0,

Tapa je
px
p— _Be (150)
Fi(p)
napTHKYJAAPHO peLieme.
MocmaTpajmo Ha TMpUMep jeNHATHHY >
2
dy | 397 4 oy —6ex. (151)
dx? dx
Axo NpeTnocTaBuMo Aa je HEKO peldeme obnnKa
y=Ae .
¥ aKo ra yBpCTHMO Y jeRHa4uny (151), Ro3uBaMO jeAHAYHHY
12Ae% =67
. 1 . : .
Koja je TayHa Taja u Camo rtaga kaza je A _——?. Jlako je BumeTu Aa |
3aT0
1
= (152)
Y 2
3aWCTa peletbe. .

Kao suro Teopema IV w naropewiTasa, MoCTOjH W3y3eTaH ciydaj y KoM
oBa 3aMucao 3a LOOHBaibe MapTHKy/apHOr pelesba He ycmesa. AKO ce aecH
aa je p KOpeH jesHaunne Fy(p) = 0, nesa cTpana jennaunte (149) je jeAHaxa
HyJH 3a CBAKy BpEAHOCT A, Te jeanaunHa He MOXKE GUTH 3aL0BO/bLEHA. Ha-
paBHO, TO AO/a3H OTyAa WTO peluete jeAHauuHe (148) ne mocroju y nper-
NOCTAB/LEHOM OOMNHKY aKko je p KOpeH jeRHauuHe Fy(p)=70. Metony KOJOM
ce MOMe AOGWTHM TauHo pelleme d4aKk My OBOM K3y3eTHOM Cayuyaly WHs3-

pewhemo y § 63. .
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; 7T4+90
=, Ja,e2x T = p3ix
y 1 + 2, 130

Ws oBor npumepa moxemo w3BecTH Hekomuko nocTa 3Ha4yajHUX 3a-
kbyuaka. Kapa ce Bpatumo NapTHKYJapHOM peluewy (155), Ha oCHOBHU
¥ = co0s 3x -+ isin 3x, 3aK/byyyjeMO [a Ce TO MapTHKYJapHO pellere MOXe
Hanucaty y o6anky

7 9
) =(— ——cos 3x sin 3x \
. ( 130 T30 )+

—}—i(——lg—ocosBx—l—;O—sinh). (156)

MehyTum, nowro (154) 3azosomara cge ycnoée Koje cmo moctaBuan y Te-
opemu Ill, cnenn na peannn u MMarrnHapuu pesosu o4 (156) ,,npunagajy* oa-
roBapajyhum penosuma og e¥x, Hpyrum peunma,

7 9
= — ——0s 3x + ——sin 3x
s 130 130

je mapTHKynapHO peluere AMbepeHLInjaIHe jeaHayHHe

d%y dy
——-+3— 42y — cos 3x,
dx2+ a’x+)
a
y=.—ic053x—isin3x
130 130

je mapTHKynapHO petuerse IucepenuujanHe jeanaunHe

d?y dy :
d—ﬂ+3z+2y=sm3x.

Ha Gucmo no6uan omwra pewersa, TPeGa Camo OBHM MapTHKYTapHUM pe-
luebMMa 10JATH a; e~* - a, e~2% npema Teopemu II.

Hajaag, MOXEMO Ma’JbMBO pPaCMOTPHTH Hexe NpUMepe 38a H3y3eTHe
ClydajeBe Ha Koje ce, y OBOj eTanu meHor M3BOherba, Halla TeopHja He MOxe
TIPUMEHUTH.

Ha npumep, ako 6ucmo mecto (151) umanu jeanauuny

%y dy
— + St Jile sy . 6 e—zx] 1
dx? dx T2 F)
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peliere KOMIVIEMEHTApHE jelHauuHe 6Gua0 6W jow yBek
= e x4 a, e,

W jow yBek GM GMMO TauHO Aa GMCMO AOGHAM OMUITE pellere AucepenLy-
janHe jemHaumne (157) Ha Taj HauWH WTO GHCMO OBO LOAAJH Ma KOJeM HeHOM
NapTHKYNapHOM peuwerby. AJM, Kaj NOKylamo J1a Hahemo napTuKyJapHo
pellieibe METOLOM KOjoM je u3BeaeHo (150) — HauMe, mpernocTasbajyhu na
je To pewete o6auka y = A e~ y yBplwTasajyhu ra y (157) — nonasumo
10 jeAHaunHe

A4—61+2)=6

uau
0-A=6,

W3 Koje| je, HapaBHO, HemoryhHo wHahu A. To foaasu oTymza wToO jenna-
unHa (157) HeMa TaKBOr NapTHKYJApHOr pelllera. YCTBapH, TpPaxeHo nap-
THKYAapHO pelleme je y=—06x e, Kao IWITO Ce NpoOOM J3aKO MOXKE
BWJETH, T€ Je 3aTO OMIUTE peLiere

y=a e X4 a,e 2 —6xe %,

MehyTnm, Kako CMO M3BeaM OBO MAPTHKYJapHO pelieme, 3acal Mopa OCTaTH
HeoO]allbeHo.

Hajsan, ako mecto (151) namuiiemo jeAHa4YnHy

d?y dy !
— 42 = =16 e=—%%, 158
Pl = +v (158)

MOAEMO 0AMaxX HahW MapTHKynapHo pelewe o6auka (150), To jecT

)’ = e—éx‘

Ami, Kako Cy — 1 u — 1 KopeHu mnomohHe jesHaynne p>+2p--1=0,
Kaga npumesom obpacua (153) nokywamo aa HahemMo omwiTe pelere KOM-
NAeMeHTAPHE jefHaunHe, n06uhemo

y=ao, e ta e = (¢, 4 a,) e ;

HO KaKO|a, + @, HMje HHUIITA ONWTHje OA jefHE jelLuHe KOHCTaHTe, TO He
MOKe GMTH TpaxeHo onuiTe pewetse. MeCTO TOra, Kao WITO Ce MOXKEMO
NPOGOM |yBEPHTH, OMITE pellere KOMILIEMEHTApHE jejHauHHe je obauka
(o +ay k) e=*, Tako gxa je .

Shile ;.
y= (2, +ax) e~ 4 g e

OnwiTe peluiewke AudepeHurjante jegHaunde (158).

Enevenrapue nmudepenumjanue jeaHaumue ) 9
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§ 56. Jluneapne nucgepennmnjanue jearHauyxHe ca KOH-
cTauTHUM Koeduunjentuma. TpuroHomeTpHCKA
pemema

Moce6aH cnyuaj NpuMeHe NPWHUMNA [EKOMIO3KUM{e HA peulapame ji-
depedunjante jegHaunHe (154) Mosxke Ce KODHCHO yOMIITHTH. TlpeTnocTaBumo
1a Tpeba pewnTH jefHaunHyy

F(i)y:Bcos(px—ﬂs), (159)

dx

y-k0joj cy B M CBH KOedHLM|EHTH TIONHHOMA F peaanu. Ilpema npusuuny
1eKoMMo3uimje, peluerse jepHaunne (159) je peanad Aeo pelierha jefHaunHe

F< d >V:B[COS(PX—E)+isin(px—s)],

dx

KOjy Takohe MOXEMO HamucaTH y oGuKy

F<i>y=Be”‘€e‘Pﬂ
dx

€
MowTo Beh 3HaMo Kako TpeGa OBY jeHAUMHY peELIABATH NPHMEHOM Teopema
II, IV u V, cem 3a M3BECHe H3y3eTHE cnyuajese, 0AMaxX MOXKEMO Hahy pe-

wetse jesnaunne (159). Mcrospemeno nobuheMo ¥ pelierme jefHavrHe

F<£\y=Bsin(pX—e); (160)
dx /

afmM, HapaBHO, aKO He MOCTOjM HEeKW pasfor s Kor O6u HaM M TO OWIO MO-
Tpe6HO, 0BO he OWTHM GECKODUCTaH Hy3-pesynTaT Tora noctynka.

Ma za je oBaj 3aKk/byyaK HerocpeiHa geaykuuja 13 Teopema I, IV u
V, y npoyuaBairy OCLMAATOPHUX AWHAMHUKAX CHCTEMA OH J& OL TONUKO
OFpOMHE BAXXHOCTH Ja Fa MOXEMO CMaTpaTd Kao WecTy OA HAWHUX BaK-

HUJUX TeopemMa OJHOCHO JHMHE€apHnX ILHq)ep(EHLLI/ljaHHHX e AHA4YUHA.

Teopema VI. Peanan geo napTHKYAQpHOT peuietsa JHHEQHE
AHbepeHLHjaIHe e AHAIHHE Koje npunaza eKCOHEHLHJANHO] YHK-
uHjH B ex~9 jecTe napTHKyAApHO pelletse Koje npHNAAa yHKUH]H
Bcos(p x —¢€), Q@ HMArHHaQpaH Zeo peusewna Koje mpHNafa Toj eKcrno-
HeHUH|QIHO] (YHKUHjH, KAZA Ce H30CTABH i, jecTe MapTHKYJAPHO pe=
uiere Koje HPHIARa QyHKUH[H Bsin(px —¢).

Teopema V1 paje Ham HajjeIHOCTABHU]Y MO3HATY METOAY peliaparba Jel-

Hauuse (159); TO jecT, CTBapHO je nakie Aa pelasamo jennaunte (159) u

1) 3acap Huje TOTPeCHO Aa CTanHo Ha yMy ymMamo pel jenyaunne. 3aTo, MeCTO
d d
F ¢ |—— ] moxemo mucartu F <— .
dx dx
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(160) o6e 3ajeano Hero Aa peliaBamo OABOJEHO Ma xojy on mux. OBa uu-
EeHMIA MOME Ha fPBW [orjef M3rAefaTH 4ylHa, anm Ce TO Y BHLIO] Ma-
TEMATULM MHOTO [pHMeryje, jep je YecTo jefAHOCTABHUjE PAAMTH €4 KOM-
[EKCHHM KOJMUMHAMa Hero ca peannum. Creunjanso, muore oapehene uu-
Terpane uuje Ce BPEAHOCTH TELWKO Hajase SACMEHTapHMM METolama MHTE-
rpajHOr padyHa CaCBMM JaKO MOXKEMO M3PAauyHATH K&l MCKOPHCTHMO H3BECHE

ocobuHe (yHKUM]a KOMIIEKCHUX MPOMEHBHBUX.

BuTHO je, mehyTHM, Ka jaCHO CXBATHMO OTKyA 3ampaso 10/asd y OBOM
cayuajy ycrex Te metode, a 36or Tora Tpeba HapOUMTO nongyhu Ase CTRapH.
[lppa je HeofudHa OCOOMHA EKCMOHEHUM|aTHE thyHKUMje eP*: Kaj HaL oM

H3BPWIKMD Orepalluje HasHaueHe Ca F<di> OBE WMMajy 3a pPesyATaT €amo
X

Npou3BoL M3 Te yHKUnje H F(p). 36or Te ocoduHe, MNapTHKylapHO pe-
luere Ma Koje JAuHeapHe JMdepeHi(MjaiHe jciHAayMHE Ca KOHCTAHTHUM KOE-
dhuUKM]eHTHMA, KOje Tpunaja dyHKLK]M TOT 00AMKA, MOXemo Hahu y 06ANKy
(150) pewasajyhu camo jeaHy anreGapcky jennaunny. To je cappsknna Teo-
peme [V, Jpyra je Ta Aa Cy KOCHHYC M CHHyC peafiii M HmarnHaptu
Je0BY KOMILIEKCHE eKCMOHEHUM]atHe (YHKUHjE; upeMa MPHHLHMY AeKOMNO-
3WUHjE, MOKEMO Ha OCHOBM TOra M3BECTH pDELieibe KOje mpunaga win (QyHK-
LKjH CHHYC WAM (DYHKLW]M KOCHHYC W3 OHOT peiitbd Koje fipunaga TOj exc-
NOHEHUW]ATHO] DYHKUN]H.

Paznor ycnexa Manouac O0jaluirbeHe METOAE Hanasu Ce faur y TOj
YCKO] Beau u3Mely TPHUrOHOMETPUCKIX H eKCTIOHERUM|aNHNX (YHKIM]a, Kao

M y TOME WTO Ce 3a OBy APYry JAako Hanmase peulemna.
Ha npumep, nocmaTpajMo jerHOCTaBHY je AHAUMHY

Y49y —sin3x, (161)
dx
rae je
F<_d_>:fi_+2.
dx dx

Kako je isin3x vumarusapad 4eo OA e%ix | peletpe jenHaunte (161) MoueMO

no6rUTH U3 pewemna jeiHavHHe

d
— 2 )y =
<dx+ )J

e3ix .

TF@E)
e3ix

= — o e 32X

3i4 2 T

2 — 3i) edix

= B2 e e

Pelleme je 0oBe jeaHaunHe

o e

y
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3aro, cTaBmbajyhu e3"‘=.c053x—]—isin3x M y3uMajyhu MMaruHapas Jeo,
Hanasumo Aa je peurewe jegHauuHe (161)

= 2sin3x — 3 cos 3x

a' e—2x,
13 +
SAOJAULHU
1. Pemuty jegnaumny (100).
dzy
2. —d4y=
det T IR0
dzy dy
3. —+Ry=7—
dx’+ # dx
4 d*r .
s —atr=0.
dty
5. @—a‘y=0.
day dv
6. —6— = g~
= Gdu+13v a2y i
dzy dy
7. =— $4—= y=—rvj
dt2+ i y =sint.
8 d?y ! IS .
s d—xz-|-3y=smx+?sm3x.
- d*x 1 I
- gp T lex=eit.
dx
10 5— =:si
o + x =sin 3¢.
d*x d3x d2x dx
I, ——¢—_— ——f— = ¢
dt zit3+“dt2 e T

12, ”0383“4 Ceé Ha 3apmarak 1 §
y , 1 oGjac Hu jo MeToae
0 < ACHHUT Kako ce mor NPUMEHUTH )1
¥

dsy ds—1
A + as—; xs—! y

as X§ —
dx

dy
+ . +a1xK+HoY:f(x)~

dxs—1

13. Axo jesnaumua-y 3apatky 12 tpeba ga 6 i
' e
KaKBa BpPCTa (DyHKUMje Mopa GuTH f(x)? s i e

d'y iy a d
14, xt—2 4 x3—2 _p0p2 LY Vil

et T o o dx? a0 dx ik
15 p dix d’x d?x

dx
R R e SO =
T t e 20¢* 5 + 12¢ it =+ 16x = cos (3 log t)..

/!

81 5 JEAHAYMHE ENEKTPHUHOT KOJA 133

§ 57. |JennauuHe eneKkTpHyHOr xKoaa. ,Jipenasuno“ u
LyCTabeHo“ cTawmwe Yy NPOCTHM KOJAHMMaA

paBuna koja cMo uanoxuan y § 17 sa Besy usmehy cTpyje M eneKTpo-
MOTOpPHE CuJie y NpOCTHM KOJMMa BOJE MHOTMM JIMHEADHUM AMepeHLujan-
HHM jeflHauMHama Oaull OBOr TMMa O KOMe je cajna ped. Y 0BOM hemo opesbKy
Labe MPOTYMAyuTH MpPHUHUMMIE KOje CMO A0Caj M3/0XHau, a noce6Ho pakemo
CTBapHD (PU3NYKO 3Hauewe 3a o06a Jesa Haller peliema — 3a MapTHKY-
JIAapHO pewerse Koje npunaga ¢yHKUMjK f(X) M 3a omwTe pellere Koje ,Mpu-
naga Hyau — y udjeM pasjsajakby, BEPOBATHO, MMa JOLI YBEK HeYer LUTO
M3rjeia HejacHo.

Y| Tome uumy, usabpahemo npso jesaH BpJo jeaHocTasaH npumep. [per-
NOCTaBPMO Ja Cy Ha pejl Be3aHW WHLYKTHBHOCT BeJM4YMHE | M OTHOp Besi-
upHe 2| 71 jga cy y TpeHyTKy ¢ =0 noABprHyTH AEJCTBY eJleKTPOMOTOpHe
cune obnuka sin 3f. Tapa, npema npasuauma u3 § 17, Hanasumo aa je

L -+ 2/ = sin 3t
dt

LUepeHLMjalHa JefHAa4YHHA KOja onucCyje TOK cTpyje. Ta je jeaHayuHa ujJeH-
TU4YHA Ca jegHaunHom (161) 3a umje cmo onwTe peluewme Beh HaWK pa je

(=200 T 2T T L e,

[foTpeGHa je jour Heka KOHTYpHa BpEeLHOCT Ha OCHOBH Koje Tpeba Aa
oxpearmo «''. by oamax moxkemo Hahu Ha caeiehu HauWH: CBe 10 TpeHyTKa
t=0 y xony Huje GuIO CTpyje; HauWme, HMje OWJO EJEKTPOMOTOpHE CHJE,
Te 3aTO HHje Tekaa Hu cTpyja. Tako je BpefHoCcT cTpyje / 6una jenHaka
Hynu ¢Be A0 npep cam TpeHytak f=0. Kapa je nouena pa aejctByje
eNeKTPPMOTOPHA CHJa, CTpyja Ce MM Mojayasana MOCTENEHO MoueB OJ HyJe,
y KOM [je crauajy KOHTYPHM YCJOB OYMr/AefaH, WM je, HaCTa0 HEKH Harau
ckok )| TpenyTky t=0. [lpBa npermocraska je TauyHa. ]ep, Hara¥ CKOK
3Hauyd [KOHa4yHy nNpomeHy cTpyje y TpeHyTky =0, wTo je y cpusnukom

CMMCJ/y| eKBMBA/JIEHTHO 6ECKOHAYHO] BPEAHOCTH O, . Te 3aTO U OJ = +21.

MehyTiM, 0BO ApYyro mopa GMTH {eAHAKO €NeKTPOMOTOPHO| CHJIM Koja je y
TpenyTky =0 noyesa aa AcjcTBYje M He Moxe 64Th Geckonasno. Oxatne
cneiv Ja He MOXKe MOCTOjaTH HAriM CKOK cTpyje / y TpeHyTKy {t=0.

3aTo, «” MopamMO Tako OApeiMTH Aa [ Oyle jelHAKO HYJIM Kaja je
t=0,|na Ha Taj HauMH AO0/a3HMO A0 TPAXKEHOT MAPTHUKYJApHOr pellerba

2 sin 3t — 3 cos 3t 3
/= — e2t, 162
13 +13 ( ;

; 20
Pewere ce cacToju u3 ABa Aesa: NapTHKYJapHOr peluera T sin 3t —

——3c>s 3t koje mpunaja eJeKTPOMOTOPHO] CvAM sSin 3t a KOje He CafpiKH
1 »
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NPOU3BO/bHY KOHCTAHTY, T€ je 3aTO MOTAYHO He3aBUCHO Ol KOHTYPHUX yC-
noBa, M pewea o'e~2 Koje ,ApUNANa HYAU M KOje CALpP:KU MPOU3BOJBHY
KOHCTaHTy, 3a udje je oxpehuBare noTpeGna KOHTYPHAa BPEAHOCT; OBO
61 BWI0 MCTOR 0OJHKA Ma KakBa Ou/la Be1u4YHHA eAeKTPOMOTOpHE Cune, Ma
na 6u, HapaBHO, NapTHUKy/iapHa BPEeLHOCT KOHCTaHTe o moraa OumTu A

ApyKuHja ox 3 Kaga 6MCMO NPOMEHHIIH €JIEKTPOMOTOPHY cuay.) Jesurom

WHIKEHepa eNeKTPOTEXHHKe, MpBH Ce Ae0 30Be WJaH ,yCTabeHOr CTawa® a
ApYTH, 4AaH ,Tipenasnor crawa‘. [lornegajmo sawTo Cy NOAECHA Ta MMeHA.

flocvaTpajMo TNpBO ApPYyrM 4naH JecHe CTpaHe y jeanaun+u (162), To
jecT unad ,0penasHor crama“. Kaga f cse BHlle W Bulle pacTe Taj n3pas
nocTaje cee MarM ¥ Matbu LOK, Hajsal, Balle He Oyie OX NPAKTHYHE Ba-
HOCTH. 32TO, Yy CaCBHM peanHOM CMHCIY, OH MPETCTaBba ,,npenasty CTpyjy”
— CTpyjy Koja ce nojaBmyje y TperyTky t= 0, amu yckopo oneT HecTaje.

C apyre cTpaHe, OpBU je 4aaH abup CUdyCHe (QYHKUM]e W KOCH-
HycHe (yHKUM[e, Te 3aTC ApPeTCTaBba CMHYCHM Tanac KOjM HMa HCTY
MEPUOLY KA0 4 €IeKTPOMOTOPHA CHJIA, A aMIUIHTYAY 1/)/13. Moues on t =0,
OH TMOCTOj AOKTe TrOA AejcTByje €JeKTPOMOTOpHA Cu/ia. 3aTO MOCTOM
camM0 0Ba CTpyja Ka4a je MpenasHa uilnyessa, a yCc/loBH NOCTaad ,,yCTabeHn™.
360r Tora ce OHa -30Be CTpyja ,yCTabeHOr CTama‘'?).

Mornesajmo capa wTa OW ce Zecwlo Kafa OHUCMO MCKIbYYH/aIM enex-
TPOMOTOPHY CHJY NOCTe H3BECHOT BPEMEHA theHOT nejctea. Hexka ce
OBO feCH ¥ TPEHYTKYy f,= 177/6. 3a eneKTpHUHO KOMO jOLLf YBEK BaXH

ety audeperuujanad uspas d——}—21, Kao ¥ paHuje; aly, cal Ham je rno-
t

TpedHO pellete KOje ,APHNAAa camo HyaH“, jep Cal HE Lonasu Bulle y 063up
HUKAKBA eAeKTPOMOpHa cunia. Hawnme, CTpyja mMopa 3aL0BO/bAaBaTH KOMIe-
MEHTapHY jefHaduHy

dl
—+27/=0
dt+

¥ ogrosapajyhu KOHTypHH ycioB. Kaja y jeanaunny (162) yspctumo ¢ = 17/6,
HA/Na3MMO 42 y TPEHYTKY WCKbyduMBatba eJeKTPOMOTOpHE CHie CTpyja uMa

2 . .
BeAWYHHY —B; Ha OCHOBM HCTOr LOKAa3a Ko CMO padHje NOMEHYIH, OHa C¢

1) Ha npumep, ako GucMo MeCTO sin 3{ umand eAeKTPOMOPHY Cuiy 2sin 3t, o' 6use
6 — .
13

2y Taj unau ,yCTabeHOr CTama" BaKH Camo 3a NMapTHKY/AapHO pellene Koje npunaza
€AeKTPOMOTOPHO] CHJIA JEJHOCTABHOT XapPMOHHCKOT THMA, WA 32 cynepnosuijy peinerba
Koja mpuriajajy HeKoM ©Opojy TAKBMX eMeKTPOMOTOPHAX Cyaa Kala ‘oHe HejCTBYjy HCTO-
ppemeno. Haume, morau GucmMo roBOPUTH O CTPYi¥ ,.YCTa/bEHOT CTaba' KOja Mpunaga CHik

i
E =sint 4 3cos 2t + 6sin— ({ — 2),
T

ani  He cuay E =t
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rn

e woke Harao npomenut. Crora, OL TOT BpemeHa na pabe, CTpyja MOpa
3a10B0/baBaTH Audepedunjanny jeAHaUNRY

4 ar—o,
T

2 . ~ . . }
Kao ¥ KOHTYpHYy BPEAHOCT [ = 3 kana je t = t7%/6. 3aTO je 1eHa jeiHa
o
T ' ie cee caabuja W cna-
wuna | = — e3 "7 . Toxom Bpemena cTpyja nocraje i
13

6uja, ¥ Haj3al ulUuesasa. oHa je Taxohe npenasHy uaaH, a unan yCTCaT&C-‘g:g;
cTatba He mocrtoju. [lpenastu unasoBH CY, naKie, CTpyje Koje MOry nocrey
caMo Kaja He AejcTByje HHKAK8a e/IeKTPOMOTOpHA CHJIa.

V| eneKTPOMOTOPHY Culy KOjy CMO y3edd y 0BOM TIpHMEDPY H ‘:)J:(a:
KaKkO yCTa/beHOD CTakba TaKo A npenasaH W Haj3al MOTHyHy CTPYLY, 1

sanu cmo Ha ci 39

EnekTpomo- !
TOpHA CuAA \

s 17n 3
Crpyja ycTa-

sy A
O VAAVAAVARV,
N

|2

{Tpenasne
cTpyie

N
Crpyia 3 /\ '
j\AVA\/ VAAvan

Taba

Cn. 39. Tlpenasme cTpyle H cTpyje ycTameHor ¢

SMATPAjMO OMUITH CayUa] MHLYKTHBHOCTH, OTTOPA

Kao npyrd npumep, no \
u Kanau,wrenp-z se3aHdx Ha pen. Ha ocCHOBH npasuia usnoxenux y § 17, 32

Taj caydaj mofuBamo audepenunjantdy jeAHaduHy

d>x dx X4 Xe
ax  pdt 2N = E(Y),
dtz+ dt+ C

M,

d%q dg , 9 _ (163)
R4 1-=E(), «
L dt: + dt + C
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a0 X CMEHHMO Ca eJeKTPHYHMM TOBApOM y KOHLEH3aTOpy, Koju je
X4 x,=gq. i ,

Onwrre PElleHe OBe jelHauMHe CacTOju Cce Takohe u3 ,,cTpyje ycra-
/bEHOT CTamwa“ Koja mpunaga €/NIRKTPOMOTOPHO] Cuu E (£), u u3 npenasHe
CTpyle™ oxpeheHe KOHTypHuUM ycaosuma. [la 6ucmo oapenunu 6'611”}{ oBe
Apyre, TpeGa camo aa Hakemo KOpeHe nomohHe jegHaumne

Lpi+Rp+— =0

Koju cy,
e i R? 1
BiSort et
, 164
i B (164)
2 2L IEZ*T'
Tana je

g =0, el | a, epat,
HAJOMUWTH|e peluetbe Koje ,,Mpunaga Hyan™ — Haume, HajonwTuje g Koje Ou

lzr;)rno MOCTOJaTH Kaja He AejcTeyje ENEKTPOMOTOpHA cuaa. Kako je / mpeu
804 mo f o X, Te cTora W of 9, ONWTH H3pas 3a npenasuy cTpyjy je

I=uap, ePit L a, p, e Pt (165)

~ Hor_:nenajmo LITa MOXKEMO Ca3HaTH U3 OBOr M3pasa 3a npeaasHy ctpyjy.
X quHn“MO Ca MpeTnocTaBkoM na je R*C < 4L, y xom cy Cllyuajy KBajpaTHH
p Y w3pasuma 3a p, u p, nmaruHaRpHn. Tapa csakn ynay gecne CTpaHe

: — it

Y 1eanadunu (165) campiu daktop e 2L koju TokoOM BpeMeHa onaga wu
Hajsan wwvyesasa. _I'Ipeoc*rann $akTop Mmoxemo oGenexuTH ca @, p, eint 4
%Py e, rae je 7 peasan 6poj:

ﬁ:VL_ﬁ
ICT 3

eM=cosnt—+isinnt

Ho kako je

e —.cos n:t — i sin nt,
Ta] akTop MoxeMo HanucaTy y o6anky

(21 P + 25 py) cosnt4-i(a p,—a,p,) sinnt.

KO””Hﬂé) CBOM n3rneny, Taj ce uspas CacToju W3 peantor unana pyHKUMN]e
ke yC dpekBenumje n/2n, u u3 HMAruHapHor unava gysxuuje CHHYC ucte
¢pekseHunje. Ho To camo Tako H3rnena, jep cy p, W p, Komnnexchu 6po-

AL
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jesn, @ Mory OMTH KOMIIEeKCHM GpOjeBH W o, W a,. YCTBapH, 360r npous-
BO/bHUX KOHCTAHATA o, M &y, KOEQUUH]EHTH &, p, - oy py M (01 p, — o, p,)
Cy Ca¢BWM MNpPOM3BOBHUKM W MOMJIM OMCMO MX MOAjeAHAKO 0BeNeXuTH ca ase
HOBE KOHCTaHTe a ¥ b. Ma y kom ¢usuukom npobaemy, a u b mopann_ Gu
HEOMXDAHO OWTH peanHu, jep (U3HUKE KONMYMHE HUCY HUKAZ KOMIIEKCHe,
ann y| OMWTEM MaTeMaTHYKOM CMUCAy He Mopajy GuTH peanse. Y cBakom
cayqajy, Taj GakTop MOMXEMO HamucaTH y 00/HMKY

acosnt-t+bsinnt.

3aTo ce unTaBo npenasHo peuwere (165) CacTOjM M3 HEKOr CUHYCOU-
R

AanHol 4naHa (pekseHuuje 711/27T, MOMHOXEHOr (haKTOPOM e L' Kao amnan-
TyaoM. [lpenasHa je CTpyja, HauMe, CHHYCHM Ta/jac CTanHO onanajyhe ammnau-
TYAe, /1, KaKO Ce OOMYHO 30Be, ,IPUrYLICHH CHHYCHM Tanac*. dpekseHuuja
7/27, KojoM ocumnyje, Mo3HaTa je Kao ,,CONCTBEHA (PPeKBEHLM]ja" eNeKTPUYHOr
Kona, |jep je TO pekBeHUMja KOjOM €AEKTPHYHO KOJIO OCUMAYje Kaja cCe
MycTH|Aa oCuufyje ,Camo, HauMe, MO NpPECTaHKY LeJCTBA HEKe eJeKTPOMO-
TOpHe | CuJle.

(e ce 0Bo 3achuBa Ha mpeTnocTaBuy aa je R2C < 4L. Ja 6uCMO BHmeau
KaKBe |IpOMeHe HaCTajy Kaaa Taj yC/0B HHje MCIYHeH, MOYYHO je NocMaTpaTH
Kako ¢e mewa cpekBeHUunja 7/2n kana R nocraje cse sehie n Behe. Kako je

. / I R?
n= ST AT oY

] LC 4L
cleay ([Aa 7 Taga MOCTaje CBe Marme ¥ Mawe, W NpemMa TOMe OCLHJIOBaH:e
nocraje Ce cnopuje u cnopuje 10K, kama Gyre R2C = 4L, caceum He mpe-
cTaHe.| VICTy uMbbeHHLY MOXKEMO M3/NOXKHTH M Ha Taj HAYHH aKO KaXKemo aa
»foBeHaBambe OTNOPA y eNeKTPUUHOM KONy CMatbyje Herosy CONCTBEHY
(bpeKBeHUH]Y .
Axko R u jame nosehaBamo, KBAaApaTHH KOPEHH HAa NECHMM CTpaHama
jensaspna (164) nocrajy peanwu Gpojesu’, Tako Aa cy M p, Py ptalsu H
HEraTHBHH, HO pas3anuuTH. [To4 TaKBHM yClOBHMMA, CBAKM je M3Pa3 Ha JeCHO]
CTpany jesHaumHe (165) Hexa eKcnoHeHuWjanHa (yHKUMja CA HEraTHBHHM
H3JI0XKHOLEM KOja HWlUYe3aBa TOKOM BpEMEHA 0e3 OCUHI0BAHKQ, WCTO
OHaKO |Kao WTO Cy Wuw4e3asane M mpesnasHe crpyje Ha cia. 39. Ta ce okoa-
HOCT y ONWTeM CcAy4ajy OMMCyje Ha Taj HAauMH IUTO Ce KaXe Aa je esek-
TPUYHQ KOJO ,,KPUTHYKK NpuryweHo”. [losehaBare OTMOpa WMa HauMe 3a
nocemuy Aa jeiHa MpeJasHa KOMIMOHEHTA WLIYe3aBa CBE Opxe W 6pre,
a apyra CBe CNOpMje W cnopwuje.
Hlocan je maw pokas Baxwno camo 3a npenasuy ctpyjy. A, npumeHa
Teopeyz IV u VI na jeanaumny (163) naje Ham Takofje CTpYyjy ycTabeHor
CTatba [<ja NpUnana elekTPOMOTOPHO] CHAK BP/IO BaxHor Tna E = E, cos nt.
Kapa ¢yHkunjy E = E cos nt cmeHumo ca?

| Kama je R2C Tauso jegwako 4L, Kopewv p, W p, cy jemiak Te je morpeGau
ApyrH OOMMK peleta, KeO wWTo cmo Beh pekan y § 55.
)| Buaetn opunuun gexomnosuumje § 54. — [pes.
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E=E,e", (166)

unjy [e oHa peanad neo, jefwaunHa (163) noctaje

1% q dq 1 )
LL— R_ *L:E int
d12+ " + c e

MaptukynapHo petiete oBe jeaHaunue je
E int
g = 0 ¢

. 1
Rind4+——Ln?
) +C n

HIN
int
E, e

Lin-+ R+

i (167)
Cin

2

}\aj}a Ce peanaH Jeo 0Be KOMMYMHE ROJA AECHO] CTpand [egHaumue (163),
A00MBAMO HAJOMIITH]y CTPy]y KOja MOXe f4a Tede y eJeKTPUuHOM Koiy sbor
Le|CTBA HAWUSMEHHUYHE eJeKTPOMOTOpHE Cuje obanka (QyHKUMje KoCuHyca.
PasnBajae TOr peasHoOr Aefa o MMaruHApHOT OCTas/bamO Kao Bexdame 3a
uypTaoua.

Beh cMO Hamomenyau 1a npetasHa KOMOHEHTA TOKOM BpPEMEHA HMili-
yezaga. 3aTO, aKO Ce e/EKTPOMOTOPHA CHM/A AYr0 OAPXKaBa Yy AEJCTBY, y
eeKTPUYHOM KONy Ce CTpyja OCeTHO CBOAM Ha peanad feo of (167). Crora

je TO CTpyja ,,yCTa/beHOr CTama’ KG]y CTBapa HaH3MEHMYHA e/JeKTPOMOTOPHA
cuna E,cos nt.

§ 58. JenwauuHe eNeKTPHUHOr Koaa. Mmnegaunua

ITokasahemo y oBOM opemKy ycky Be3y uamehy mocan y osoj [uaBu
W3M0XMEHUX fOJMOBA M HEKMX ONWITAX MOjMOBA M3 eNeKTPOTEXHHKE. 33 0BO
je, MehyTuMm, NOTPeIHO Hajnpe Aa YKPATKO M3N0MHMO Te (DU3HUKe MOjMOBE.

Ha npumepuma koje cmo nocmatpanu y § 57 Buaean cMo Aa je, no
Jluye3aBatby NPEJasHuX 4YJaHoBa, CTpyla OWia cutycoujianHa Kaja je CHHy-
conjanHa M eJeKTPOMOTOpKA CHAa Koja je cTBapa. 3anCTa, Kao WTO 0AMax
MoxeMo suaeTH 3 Teopeme IV, TO Baxtu Ma 3a KOjy BPCTY €JeKTPHUHOT
KOJNa Koje OnHCyje JMHeapHa AupepeHUWjanHa [efHAYMHa Ca KOHCTAHTHHM
koeguunjentuma. Ho, ma Kojy TakBy CHHYCOMAANHY €JEKTPOMOTODHY CHJY
HAW CUHYCOMAANHY CTPYjy, KapakTepHily TpW ocobuHe: (peKBeHLHM|a, aMLIH-
Tyla u aza. ok ce roA CTora WHTepecyjeMo CaMO 3a YCJOBE ,yCTabeHOr
cTatba", Halle eNeKTPHYHO KOO MOXKEeMO ajJeKBAaTHO ONHCATH Ha Taj HauWH
wTo HeMO WCKa3aTH y KaKBO] Besu CTOje OBe TPH KapakTepHCTHKE cTpyje
ca oaroBapajyhuM KapaKTepHCTHKaMa efexTpomoTopHe cune. Buiehemo ga
CBe TO NaKO MOXKeMO CasHaTH npoyuaBasmem jegHaunHa (147) no (150).

MehyTiM, Kaga CMO Ce KOHAYHO OANYUMNM 33 €NeKTPOMATHETHO TyMa-
uewe, CMEHHMO V THM jeasaunHama y ca /, x ca t n f(x) ca E(f), na 6ucmo

8
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W

CAMKOBHTHje YKA3ald Ha HHUXOBO (u3Huko 3Hauerse. Taia MOXKEMO KasaTH:
aKo je Hexo eJeKTPHYHO KOAO TAKBe NpPHpene A4 Ce FeroBo NOHALame
onHcYje JAHHEAPHOM LHGepeHUHjAAHOM [eRHAYHHOM
d
F(-)/:Em.
dt

H axo je eaexTpomoTopua cuaa E () uan peanan HIH wmardaapan? geo
excrioHeHUHjanHe (DyHKLUH[e?

E(t)= B e, (168)
TaIQ peanar HAH HMQrHHAPQH ey NapTHKYIapHOr peuerba
int
[ B (169)
Fiam

Aaje CTPYjy yeTABEHOr CTQmA, KOjy cTBapa Ta eJeKTPOMOTAPHA CHAQ.

Mocmarpajmo npso jepHadudy (168) v Hahumo y TO] jeAHAYHHM (DaK-
TOpE KOju OAroBapaly uaspasuma LpekBenumja, ,,aMOanTy1a“ u ,.asa‘.
3a 0BO MOpPaMo Ha JeCHO] CTpauu jenHaune (168) OABOJUTH HbeH MMaru-
HapaH [eo; NPH TOMe MOpamo OOpaTWUTH MNaxiby W HA TO L2 W Camo B
MOwe 6UTH Heku KomnsjekcaH Opoj. Hanuwmmo ra oAMax y o6anky

‘B=E,¢*,
KOjH je Kao WwTo heMo HAa Kpajy BUALTH, H3jNOAECHHU]M, TaKo Aa jeAHAYMHA
(168) aoGiBa 00MMK '

E (f) — EO ei(ntfi) ,

rae cy E,, n ¢ ceu peannn®. Vmarunapan ce 420 y TOM 06MKY N1aKO
pasiBaja U raacu
E ()= E,sin(nt++¢<).

Ho uuranau, RoGpo 3Ha 13 je& amiHTyla TaKBOr OCU/IOBAMA E,, 2a
je merosa dpexsenuuja n/2%, H A2 je merosa dasa =. Crora 0AMax BHAUMO:"

a) Axo KoncTanTy B, Koja y [epHaunHu (168) cToju Kao (GaxkTop y3 KOM-
NAEKCHY eKCOOHEeHUM]anny (QyHKUM]y, Hanmuwemo y obauky B = E, ¢ic, ocuuioBare
gepunncano jegrasunom (168) uma amnantyay Eqy;

1) Cent TeXHWUUKH DOJMOBH O KOjuMa Je OBiue PEeY W3BEAEHH CY Hai®pe NoCMaTpatbem
cunycrux Gynkunja. 36or Tora, OBLe fiemM0 FOBOPUTH CaAMO O UMArUHQPHUM L€i0BIIMA
pawux peuiersa. HapasHo, ako GMCMO Xeneau, Moraiu 6UCMO HALl AUKA3 20 KPaja HIBOLUTH
[OCMaTParbeM KOCHHYCHHX (YHKUM]A; HO, TO GM 3axTEBANO YBOHENE HCUATHBHOT IHAKA HA
jeaHom MeCTy Tie Ou 0BO M3IAEAAs0 Kao CaCBHUM NPOKH3BO/BHO MOACWAEAHLE.

?) BugeTH NpHHUMN Lekomnoskunje, § 54. — Mpes.

) Kaga 61 n 610 KOmOeKcaH 6poj, weros Gu Mmaruuapan 40 OAr0Bapao HEXOM
W3pa3y KOj¥ HiYe3asa Kao WTO CMO BHABAH Y § 57, Te eNEKTPOMOTOPHA CHAA He Ou Guna
,YCTABEHOT cramwa‘.
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b) oHo uma dasy ¢;
C) meHa je ¢hpekBenuuja n/2x .

e OH6ep3.THMO caga namgy Ha jeAHauuHy (169) v Kako F (i n) Takohe mMoxe
KW KOMMJeKcaH 6poj, HanuWWmMo ra 00Ky F(in) = {5
Taga umamo d i dabri

B piwargh e _
0

Buaumo ogmax:

a) Ppeksesuuja cTpyje je ucra kao u (hpekBenyuja eJIeKTPOMOTOPHE CHje.

0) tbena je ammaurysa MPONOPUHOHANHA AMIIAMTYAH €NeKTPOMOTOPHE CHie

Ca (haKTOPOM MPOMOPLUHOHAMHOCTH KOjn je je < j j
_ H
i, ol 1M e jennak peuumpoywoj ancoayToj Bpen-

) ) I;beHa_ je hasa £ —¢', Te Ce O (hase £ eNeKTPOMOTOPHE Cuie pasnukyje
a yrao &', xoju ce jasma kaga F (i n) Hanuiwemo y obauky Z, ei€’.

Konnunuk us €/I€KTPOMOTOpHE CHJIe M CTPyje KOjy OHa CTBapa (To jecT
E/l), y E/IEKTPOTEXHULUM Ce 30Be MMIegaHya @MEKTPpHYHOr Konta. To Ham xaje
1ipaBuno Aa je F (i n) umneganya eJIeKT DHYHOT KOJq.
¥ enekTpoTexHHUH ce 06uyHO ynorpebbasajy W apyra nsa M3pasa 3a
KOje nMaKo MoxeMo Hahu MaTemaTHuke u3pase nomohy Te ucre ¢yuxumje
F (in). oo Tux heMo uspasa Hajnakwe gohu Kaja mpeTnocTaBMMo 1a ce Bpeme
MEpH nouyes of JEIHOr ON OHMX TpeHyTaka Kaja je dasa crpyje jeanaka
Hymu. To 3Haum pa je e =¢', opaxne CMeAH Aa eNeKTPOMOTOpHA CHaa M
CTpyja mopajy 6uTH oxpehenu H3pasuma

E=E,;sin (nt +¢'),

Ea 7
I ==2sin nt. (170)
0
IlpBy onx oBux jesxnaumna naxo MOXEMO HanWcatu y oGsukyl)

E = (E,cos ¢') sin nt 4- (E, sin €') cos nt . (171)

Eg:g:pzzlﬁgoig; Chla jaBba Ce y ToMm 00/IMKy Kao 36up IBajy nenosa:
HMa amnantysy E,cose’ u ¢ ja je j '
B I 0 a3y KOja Je jeaHaka chasu
c:gﬁ? 1 apygog A€1a, KOJM MMa aMnaaTyny Egsinne’, a xoju ce y g))aan
Eu ! Kyje %a 0% Cnauuno kao u Y AedHHuCaBy umnenaHue, y enekTpoTex-

i1 je yobuuajeHo aa ce ,pesucraniom*? €JIEKTPDUYHOr KOJIa Ha3WBa KO-

1
oy A;ylrlchn:J?aEgﬁuﬂgrgiut;%?zi?nm_rtbyunﬁumamaﬁ, oarosapajyhe 61 pasnarame umano
K. 1apa Gucmo Guau npumopanu na Y
Jarawy) pebuHuweMo Herarusmom Bpe, . : foroms S
AHOWhy n3secHor pazromka. Pa j
Apyru unaw y (171) 3aocraje za 90 33 np i j Bin: e e
BHM 4/1aHOM KOju je y dasu; Hau 6
Y TIPBOM 4jaHy HalasHo KOCHHYC a y Apyra : Tt
) M CHHYC, Apyru 6w npepwayu K
CMO neMHUUM]y peakTaHue nanu Ha ¢ L e
7 i OCHOBH eJeKTPOMOTOpPHE CcHae Koj i
CTpyJe Kojy cTBapa, 6110 6u noTpeGuo Nt
ool L 8 PeOHO yBoOfjewe HeraTuBHOr 3naka Aa ce nonpasu Taj

*) W otnop. — pes.
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anyHuk| u3 Egcose’ u cTpyje /, a ,,peakTaHLUOM" KOJMMYHMK M3 E sin<’ u
crpyje |/. Kama 3aTto pesucrauuy oobenexumo ca X, a peakTaHuy ca Y,
MMaMo,| ouurienHo, -

X'=Z, cose,
Y =7, sin’el,
X+ iY=2Z,e¢®=F(in).

[pyruM peunMma: pe3HcTaHLa eNeKTPHYHOT K0Ja je peaiaH Zeo a peaxkTaHua
umarnHapan geo oa F(in) ca n3ocrasmenum i.

Baxna yaora dydkuuje F(in) y 4WTaBO] OBO] TEOPHjU je OYMrAeAHA:
cama Ta QyHKUW]a je HMIefAHLQ eNIEKTPHYHOr KOMIA; FbeH je yrao pasanka y
(ha3aMq eNeKTPOMOTOPHE CHlle M CTpyje; HeH je peanaH Ae0 pe3HCTAHUA a
VMMarMHApaH peaxkTaHuya eNeKTpUuHor Kona. [pyrum peyuma, y TOj ce (hyHK-
LMjH CajpKe CBa OBa ueTHpPH H3Muka ¢akTopa. 360r TOra HMHKewepH
e/leKTpOTeXHHKe CBe BUIIE W BHLIE ONEPHULIY Ca KOMIJEKCHOM KOJIHYHHOM
F (i n), MecTo ca pa3HMM peajlHHM KOJIMUMHAMa y KOje Ce OHa MOXe Ja pas-
Nn0Xu. |Ha OCHOBM HAIUMX nNpoyyaBarba, JAaKO je MOXKeMO AedHHUCATH Ha
cnenehd HayuH: , )

HUmnepanuy enekTpHYHOr KOJIQ, KOje OMHCYje NHHeapHA AH@epeHyHjaIHAa
jeaHaqyHHa

F(£)1=Eoeint,
dt

. d d ,
200HBaMO KQAQ €A [N 3aMEeHHMO pr rae ce rog oo Hanaszu y F ( s ) ; Apyrum

peunma| oHa je oapehena ca F (in).

BAODALH

I. [Hakiu onwTe pewere jepHauvHe eleKTPUYHOT KOJA 32 OTAOP M KamauWTeT Be3a-
uux Ha pen. IlpoauckyToBaTu concTBeHe (pekseHumije.

2. Hahu onwTe peInewe jefHaynHe eNeKTPUYHOT KOJMA CAMO 33 MHAYKTHBHOCT Be3aHy
Ha pel Ca reHepaTopom mepuojvyHe eneKTPOMoTopHe cuie. Koauka je concrsesa dpek-
senuija?| Jluckytosat Tunose cTpyja Koje GM Tekae MO MPECTaHKy AejcTBA GWAO Koje
€/1eKTPOMOTOpHE CHJE.

3. Hahun onwte peuere jefHaunHe eNeKTPUYHOr KOJA 3a UHAYKTHMBHOCT M KarauuTeT
BE3aHHX Ha pej ca reHepaTtopom nepyofMuHe enekTPOMOTOpHe cuae. Koauka je concrsena
tbpexsenynja? Koju Tun cTpyje G Tekao no MpPecTaHKy AejCTBA eleKTPOMOTOPHE CHie M
KOJMMKO Ayro?

4. |MpernoctaButy y 3agmatky 3 aa y TpenyTky { =0 y eNeKTPUYHOM KOJMy HEMa
CTpyje, W Aa je y TOM TPEHYTKy noyena Aaa AejCTBYje eneKTpOMOTOpHA cuna. Haume, u [

dl

o jeagaxu cy Hyau kapa je £ =0. Koja he Bpcta cTpyje Tehu? Kaga wactaje ycra-
bEHO CTatbe?
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5. Pc30HauTHUM dpEKBeHLM]aMa eJeKTPUYHOr KOJd 30By Ce (hpexBeHUWje 3a Koje je
ANCOAYTHA BPEAHOCT WmnepaHue |Z| muuumanHa. To cy cTapHe dusuuke dpexsenunje
3a Koje he maTa cuna CTBApaTM CTPYjy yCTameHOr CTamba jauy Hero Ma 3a KOjy Apyry
¢pekBenunjy. Hahu pesonanThe (pexBeruMje 3a OMTE eEKTPUYHO KOO O KOM CMO HC-
xyToBaau y § 57. [la nu cy ose ucTe xao u concTsede hpexseHunje?

6. AKO HEKO OTBOPEHO eJEeKTPHYHO IIPOCTO KOJIO, KOJE& Ce CACTOJM M3 HanytheHOr
KOHLEH3ATOpA, MHAYKTHEHOCTH M OTi0pa, — CLOJUMO ca Hexkum ocuuiorpadom u Taza
3aTBOPUMO fld Yy3MEMO ocuunorpam, xohe nu (pPexBesuMja OCLUAOBAMKA OMTH CONMCTEeHA

thpeksenunja WM pesoHantHa (pexkpesunia? Kako 6ucte focTynuAn Aa APyry Hahiere
EKCMEPUMEHTANHNM NyTEM?

7. Y tpenyTky t =0 nodesa je 1A 4ejCTBYje KOHCTAHTHA eNeKTDOMOTOPHA CitAd y
STLUTEM EAEKTPUYHOM KoAYy M3 § 57. Hahu cTpyjy nos npernocraBkom ga je A0 T6Gr Tpe-
MYTKA €NeKTPHYHO KOJO MHDPOBAAO.

(YnyTcTBO: KOHCTAHTY E, MOMEMO nanucatu y obauxy £, eo.
. S. EnexTposmotopua cuaa £ (f) Ha RecHoj cTpari
()

Hawe Audepedunjanie jeiHaunHe He Mopa OHTH TaKBa ia
‘ j& MOXEeMO M3DA3UTH HEeKMM JegHOCTABHUM anreGapCkum

u3pasom. Morau Grcmo je, ua npumep, NPeTCTaBUTH ca
i/\ ABe npase Koje nokasyje ca. 40. Haha ctpyjy Koja 64 Tekna
, KPO3 OTNOP M WHAYKTHBHOCT Be3aHWX HA peas ako 6u

“1 oi \ 2 s EJEKTPOMOTOpHA Cuaa Guaa Taksor odauka,

9. Cee nudepeHunjasHe jegHayuHe KOje CMO ymo-

Tpebuaun y § 57, Oune cy Takee NpUPOLE Ja Cy CBH eKC-

noHeHUU]aTHY (GAKTOPY Y NpeJasHuM peletsuma Guau ne-

raTUBHUX M3/0:KMUjaua: peliema Cy Haume Guiaa yeek ape

obauka e—kt cos nt Hero obanka etktcosnt. To je Guno (hU3NUKM CACBUM ONPABAAHO, jep

U3 CTaOMIHMX AMHAMHYKMX CHCTEMa HMKaL He MPOM3MAA3u Taj APYrH Tum pemema. [IpeT-
MOCTaBMMO MMAaK Ja 3& HEeKO EJeKTPHYHO KOJMO BaXu AudepeHuujaiHa jeaHauuna

at I=E (@
at Y

MpoauckyToBaTH CTPYjy KOjy Ou cTBapana enekTpOMOTOPHA cuaa £ sini koja Gu mouena
Ra AejcTByje y TpeHYTKy f==0.

§ 59. MeToae pemapawa onepaTopuma. Pasznarawe one-
patopa y dakTtope

Y maTemaTuuy nOCTOje He CAaMO O3HAKe 3a KOAuuuHe Beh Tako HCTO M
02HaKe 3a pauyHcke paste. Tako cy 2, 3, X, n 6pOjeBH HIH HEKE KOJIMYHHE, LOK CY

ot R dx, OUUFAEAHO, O3HAKe 3a PAYYHCKE pajte UK orepatoput).
X

L2

) Ibrux MOXeMo pPa3nMKOBATH jefHe Of APYTHX MO jeJHOCTABHOM IPABUAY Aa O3HAKE
3a KOMMYWHE, — Kao ¥ HMEHWUe, — Kaj CToje came, uMajy oapehfeHo 3Hadewe; Q0K ce
aHAYeHE OrnepaTopa MoOpa Ja yMOTNyHH HeKOM KOJMYHHOM KOja CTO[W Y3 thera, HCTO OHAKO
Ka0 WITO Npesa3aH raaroj 3axtesa objexaT. Tako 2 MAM X TIPeTCTaBbajy MOTNYHE M0j-
MOBE MCTO KaO0 WTO MNOTMyHE MOjMOBE npercTaBbajy ,kyha“ i ,MajMyH"; LOK -— win
d

—‘d HE NPETCTas/bajy HAILITA CBE AOK UM C€ HE npnquaj}' O3HAKE 3a KOJUYHUHE Y HEKOM Of
X

y
TakBux 00auKa Kao wWTO cy X 42 unaum ——, MCTO QHAKO KAa0 LUTO ,IIPaBMTH' HE 3HAYU

HHWTa AOK ,,NPAaBUTH rajamy‘* 3HayH.

¢
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MeToje pelaBara y KOjuMa ce Bpule TpaHcopMmuCaiba O3Haka 3a anf'

i ]
uyHCKe onepaluje U3 jeAHor o6amKa y ApYrH, rosHate cy y MaTeMarHii }\LCQ‘
MeToge pewasawa oneparoprma. Metope peiiasarbad nomohy onepaTopaprt\_’
Haume QHE y KOjuMa Ce pauyHCKe pajrbe M3BOAE Mpe cd onepaToOpPHMAa HEMO
ca KOJHYHHaMma.

OnepaTop O0X OCHOBHE Bax)HOCTH y npoydasamy nugepeHILIaTHIN

jeiHaunHa je ——, KOju hemo O3IHauMTh Ca p Kaia HKeAumo 23 nocedHy Nawmwy
) dx ) N -
06paTHMO Ha theroB ONepaTopCKH xapaxtep. Kaxo OHVO3H3'-{‘E‘in ;u;cf:psi«_
LUMparbe M0 HE3aBHCHO NPOMEH.bNBOL, TO GucmMo, HapaBro, Aga Taif Ony)1
cronna sndeperlypara HagHauwan ca pp 1w po Crora OucmMo y epa

12y

. asy 2., i o niv
: = Tpeln usBOL pPiy,
TOPCKOM OGEﬂﬁH&aBaH)y ﬂpyrn WU3BOA i nucaat pty, 8]

wra. VcTo Tako, ma Kojy JHHeapRy AucepeHunjanty JeiHatuRHy Ca RO
CTAHTHUM KOe(hHUMjeHTHMA MHUCaAd OHCMO

Flpyy = 1(x). (172)

] 73 i MO
Ta jegHa4yHHQ 3HQYH CACBHM WHCTO WTO H jeAHAYHHA (147); p je caso

ckpahena 03HAKA 34 —d— Ho, oHa Beoma aud¥ Ha quredapcxy JeLfaduHy

dx x = >
(149) y xojoj je p camo HeKH Gpoj. Jacho rogopehi, CylTHHA I\:E.TO,ilc. apt'e
Liapatba OnepaTopMma je Ta Aa ca Tom je AHaAYNHOM rjow)namo_l\a? "ioarln
p Hexn Opoj; aau, Hapaso, camo YTONWKO YKONHMKO J€ moryhHo A0Kas

1a Taj MOCTynaKk BOAM TauHUM OArOBOPUMA.
; 179 - o ad A )
Kako 6MCMO caja pelaBann To Yy [eaxauuny (172) xajpa 0OHcMO

cmarpany Kao Hekn 6poj? JeaHocraBHo GFCMO jeAHauuHy nOdeanant ca F(m
W Taku Ro0uau
y =10 (173)
F(p)

] ji YHHC ]l2v
lO ce pELUEH:e no aHanjlorl H]H 30B8¢e ,,OIlepaIOpCKO peUJEH:e le Ha (
3HaAKa ——— 3 C H 3uja I aT a K 4ecCcTo Ce e y 00~
O / oBe Ce ,M Bep 2 0] ep Op F(P)

JIKK F*l(;\yl)). To je Heka BpPCTa YOTUITCHOT 3Haka 3a uHTerpauujy H HZ\137H;1—
qyjey o6aB/batbe CBUX TOCTYMaka ‘noTpeGHux jAa Ce peuin ]e;u.iaq;ﬂa (#_:).
Ha npumep, 32 HajjeHOCTABHU|H moryhiny cayda] Kapa e (p) = p-
jennadnHa (172) e
dy
- = f(X),
dx

] 7 1y 06aKK
na jegnauniy (173) MOXeMO HanucaTH Uy y

i aka D.
1y Y uicTo] ce MaTeMaTUin suine ynorpebmasa O3H
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_ () c
y=_ (174)
HAM Y 06aHKy ¥
y— f fodc. (175)

(}vlﬂjzﬁﬁz l;é}}lgyro 3Ha'~:;4 cacsum Heto. C jeaHe Tauke rueguwTa je cBaku
C ka Hapehewe na ce wHTerpuwe ¢ j j
0 ! YHKUH]a f(x), a 6un !
OM0 Apyro Hapehewe je u i : g o
» 3/MLIHO aKO ra He MOXKEMO H3B H
¢aydaly obuuHe O3Hake 3a MH j j el W
Terpan je yobuyajeHo ga ce o To
MHCIH Kao na je Beh u usBpue b
i HO ¥ gna ce o0 (172) rosopu kao
MHTerpanuje, na 6ua0 na ce oH p e il
MOXe u3pauyHaTu uwam He. O j
il : : - Ouwnrnegro je
:}3”3:;0“;::: :nomlemo Cmarpatu u (174), jep To je camo Apyrom BpCTO]M
aHo (175). Ako Ha MCTH HauuH NOCTYNHMO M Ca Makbe No3HATUM

vbaukom (173), nonasumo g0 3aK/byyka na je UC) pelewe jegHaunte (172)
F(p)

iep cmo pelueren jexnaunte (172) nassam — ) 1
F(p)

‘Moxzaa he jegan :
npumep pas
Jeanavuny PHMEp pa3jaCHUTH WTa Ce MMCAM THMe fa Kae.

e
dx x’
MOASMO Hanucaty y 00Ky
1
P—1Dy=—.
Xi

Cauy : ‘
HO, FbEHO pellere MOKeMo M3pasuTH WIM y yoGuuajerom 001Ky

1
y=oextex | —exg
| f — e dx, (176)
HaKM y onepaTopckom 00auKy
panods ] (177)

Hujenan 00,
i 1.,1 OL OBMX 00/MMKZ pellera He MOKe Ceé M3pasuTH nomohy koHayHor
Opoja enemeHTapHux yHKuHja, iep =

HeéMa €JIEMEHTapHor HHTErpana;

) x

UHCT je

o Hi ngg_ﬁgjax Hassa"m (176) ,,peurersem AHdepeHuHjante jegHauMHe"

e | MOTYRHOCT 1a Ha HeKW HayuH A06HjeMO HyMepHuKK OATOBOD;
] copuzam HasBaTH (177) ,,pewerem™ axo NOCTOjH Heku Haqm;

1 T 1 2
) To je Takolie Heo6uYHO canuno TBphewy na je x = log,, y pewerse jexnaunne y=10x

4 MM je jefHO AW Hpyro o
A TOTa JBOra a
LITA MOXEMO YUHHHTH TAKBMM napanomamﬁM. FICYPAHO, ¥ nOTAYHOCTH 3aBHCH OA ToTa
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nara ujpauyHamo. OBa TBphema He norafja HY YMbEHHLLA Aa je IPBU HauuH 00e-
nexkaBatba yobuuajet a Apyrud Huje. Hahemo /1 jeAHOM Ha4uH Aa Ce tbUMe KOpH-
CTUMO, MaMO UCTO TOJMKO MpaBa Ja peilenheM Ha3HBaMO NMPBH 00JIMK KOJIMKO i
apyru. Cnenehinx Hexonnko oje/baka nocBeTHheMO Hanaxemwy Oall TakBIX Me-
TOLa TyMauyerwa ¥ NpUMembHBatba OnepaTOPCKUX peulera. HapasHo, noa meTo-
Lama u3paqyrasarba 0lepaTOPCKHUX pellera NoAPasyMeBamMo IpasHIHe METONE,
KOje Aajy TauHe OAr0BOpe; jep, MeTO4e Koje OM BOMHWIE HETaYHUM OATOBO-
pvMa, yau 6y xartkaga BOAWAE HETAYHUM OArOBOpMMA, Ouae O rope Hero
Kana yonwre He OM OMI0 HUKAKBMX METONA, CeM ako He OMCMO 3Hanu 3a
bUXOEa| orpaHxyerma. Taxo heMo mMopaT¥ H3BECHO Bpeme MOCBETHTH TOMe
Aa Ce YBEpMMO KakKO OHO WITO palUMO He CaMO Aa je BepoBaTHO Beh M

NpaBHIIHO.
[ouehemo ca noxasom ciaeaehe Teopeme:

Teopema VI YV smHeapHum ZHpepeHuM[aIHHM  jeAHAYHHAMQ
¢ KOHCTAHTHHM KOEGHLH]eHTHMA, 3a 0MepaTop p Baxe OOHYHM aire-
0apCKH 3aKOHH CabHpPara, OAY3HMAMA H MHOXEeHA,

Jloka3 na Baxke NpBa fBa 3aKOHa, FOTOBO je OYMIJIefaH: jep, W3pas
dy dy dy

et 48t — (@ 4=,
dx dx dx

y 07epdTOPCKOM OBJHKY MocTaje

(xp4+Epy=@+PLpoy,

WwTo IQKasyje Aa BaXW aCOLMjaTHBHH 33aKOH 33 NpPBH M3BOA, a CJANYHO Ce
nokasyjé 4a OH BaXXM H 32 M3BOAE BHILUEr peia.

Jlgxas na 3a OrnepaTop p BaXKW 3aKOH MHOXeHha CaMo jé HeLITO CJ/o-
WeHuju.| AKO CTaBUMO

d
u=a d—i +B8y,
AMPeKTHO AH(epeHuMpamne Mokasyje jna je
y 2 tvu—ratlp et oa +opy.
VY onepdropckom 06/MKYy TNpBM M3pa3 MocTaje
u=@p+8y,
Ypt+hHu=[yep+FE+3)p+3fy.
Kapa BpenHOCT 3a u W3 MpBOr YBPCTHMO Yy ApPYrd M3pas, L00HBaMO

p+d (@p+B) y=Foepr*+Fe+3%a) p+3f]y,
10

EnémventapHe audepeHuMjadHe jegHa4uYMHE i

a Lpyry
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fla KaAa HA JeBOj CTpaHW ONepaTrope TIOMHOXHWMO anre6apcky, Buiehemo aa
OHW Aajy AecHy cTpaHy. To je TpameHu ,J0Ka3“, jep OH noxasyje sa je
NpaBM/HO OHO WITO J00MBAMO Kaj ca (aKTopuMa — OfepaTopHMa MOCTy-
namo anre6apckd. Hapaeeo, OH BaXM camo 3a aHHeapHe (HaKTOpe, W TO
camo 3a g8a $aKTOpa; and NpOLMpEHe HA TPOW3BOA HEKOr MOMHOMa Ma
KOT CTereHa M JuHeapHor ¢aKTopa, a 3aTHM W Ha 1Ba MOJIMHOMA, Camo je
cteap npakce. [loceGHo, aKo Ce M3MHOXe S JIMHEADHWX OMepaTopa, nobuhe
Ce Kao pe3y/qTaT HEKH MOAHHOM-OMepaTop s-TOr pela.

MehyTum, jowl je BaxkHHje TO IUTO Ce Taj MPOLEC MONME WSBOAMTH H
OBpHYTO, ¥ HeKH TMOJMHOM OMNepaTop S-TOr pefa PaslONKUTH y NPOM3BOA M3
s JMHeapHUX (pakTopa. Jep, MPETNOCTasuMO Ja CMO TOJMHOM OREPATOP

Fs(p):asps“i"as—lpsfl‘*" ----- +alp+aﬂ

pasnoXuAn y npoussos caxropal)

as(p—p)(p—0ry) ----- (0 — ps)» (178}

kao na je aaredapckd noaunom. [losHaTo Je Aa OBE JMHEApHE axkTope
CMEMO IMPEKTHS 12 MHOXHMO, 2 Kako y TOM Tipouecy, 33 KoJu CMO LOKa-
3a1u Aa je nmpasuaaH, HacTaje Fy(p), (178) mMopa GHTH €KBMBAJEHTHO Ca Fy(p)
KaKo y ONepaTOpPCKOM TaKo M y anre6apckoM CMuCiy. Tako jpo6usamo cie-
Jehy TeopeMmy:

Teopema VI Jluneapuu mugpepenuHjantn oneparop s-Tor
peaa ca KOHCTAHTHHM KOeQHUUHjeHTHMA MOXe Ce 3AMEHHTH ca S JMH-
HeapHUX AHepeHUH|aNHHX 0Neparopa npsor peaa, HCTO ORako kdo
Kag 6H To OHO anrebapckH H3pas.

Ha npumep, omepartop p*-1, MOXeMO pasfoOXWTH Yy MpPOM3BOL
(p 1) (p— i); saro 6ucmo AOGMM MCTH pe3yaTaT Kaja 6MCMO HeKOj (pyHK-
UMjM JOAANM FheH APYrd M3BOL MM Kaaa GHCMO TpBO thopmupany KOAHYHHY

E——fiy, MOMHOXHAM je Ca i, ma je 3aTUM JOAald H3BOAY TE€ MCTE KO-
x

upne. Ynraouy he 0BO GMTH YHEKONMKO jacHuje ako Gyie OBe paifte 3auncra
W3BEO 32 HEKOJHKO ByHKUMja, Kao WTO Cy y == X%, y = sin nx, W TOME CIUUHO.

Y Besu ca TMM fpoLECOM pasjarama y (axrope HamoMmeHyhemo jou
¥ TO [a Huje OWTaH pej nucama JHHEapHHX (haKTopa. To cnean HenocpeaHo
W3 UMIbEHHLE WTO ce nokasaio Aa je (178) sajoBosbaBajyhivi OnepaToOPCKH
06auK 3a F, (p) yBeK Kaja cy therosd pakTopH 3ap0BoObaBajyhu y anredap-
CKOM CMHCJIy, a 3HaMO [Aa y anre6apckom CMHCIy peA nucama daxTopa
Huje 6utad. JpyrnM peuuma, A0Kaszaiu CMO Aa BaxH # KOMyTaTHBHW 3aKOH
3a MHOXeHe.

.

1) Tpe6a 6uTH HAYUCTO C THM LA Py, P2 -, Ps BUCY onepatopu. To cy Gpojesn
peanHu vaW KOMIUIEKCHH, KOJH Ce Hanase Kao KOpeHw oA Fs(p) =0. Camo p Ge3 ungexca
d

npeTcTaBba — .
dx
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paTopuma. Ilpumena pasaa-

S 60. MeToae pemasata one
; maBame JHHeapHHX nude-

rama y paxTope HZ pe
peHuBjanBAx jeqHa4YHHa .

Jla 6u ce pa3yMeso Kako Tpeba NpHMerUBATH pasnarame y (@axTope,
N0CMaTPajMo puepeHLmjaiHy jeAHaUNHY

Ty Ly =, (179)
d x*
. (pHny=¢e.

TlpeTnoCTaBumo Aa CMO je Hanucanu y 0BJHKY
(p+bp—0Dy==es
punny (p— D V- Tapa jeanaunta (179) nocraje

(p+ Dy =¢5

n yBELMMO O3HAKY Y, 32 Ko/l

WK, Ca O3HAKOM W3BOAZ,
dy .
D pjy, =en
dx

To je nuHeapna jeAHauuHa ypje je peuretbe

. e*
y==*¢€ + i :
Anv je no AeQUHALIA ‘
(p—0y="DVi>

uay, ca ‘03HaKOM M3BOMQ,

dy_, :ae—-ix_*_.__ei_x__,
dx Y 141

To je oner JuHeapHa jeayauuna unje |€ peluetbe
-2 . ex
=‘eiX___..e—|x + —=.
y="p 2i 2 )

' ; ornu
Ha Taj HauuH je jeAHaunta (179) motayHo pelieHa. WcTu pesysaraT M

GUCMO W3BECTH METOJOM § 55.

Vomure, (172) MOXEMO HanucaTd y 0OBauKY

w(p—py) P—P2 - (p—ps)y = [(x) (180)

¥ yBECTH cnenehe aepuHuLMje
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(p—ps)y =s,
(p_’Ps—l) Ys = YVs—1,

(P—P)ys=1y,.
Tapa (180) mocraje et

as(p—p)y, =f(x).

Ca o3sn i i
SHaKOM ¥3BOAA, CBaka je OA4 OBMX jelHAYWHA JHHeApHA jeLHAYMHA.

TMoceGHo, mocneawa jennaunna je

Wiy, o 10

— Y=
dx as
Ca OMWTHM peLiermhem
1
Vo = eP1* ( a, + — Je X f(x)dx
5 f(x) . (181)
e1HaYrH i
Jennaunna koja ce nanazu HEMoCpeaHO Hcnpen, OBe je
dy,
—_— =3
dx p2y3 Vo,
na sarto
)’3:ep2x(°‘2+f€_p2x)’2dx)'
Ho, kako y, Beh 3u |
Va amo u3 (181), 0BO MOXEMO MOHOBO HamucaTH y "00/HKy

) = 2 == 1
4 epx(az'l_fe(p‘ p"'“("lﬂ"a—[e"""‘f(x)dx)dx).
s

Iponyxyjyhu osaj nocTynak, y hemo KowayHo Hahwu y 00/uKy

y = ePsX (“s —|_ fe—psx Vs dx) &

= el’s"(zzs —f—[e(Ps-x —Ps)x (azs_l + (al-}—;]:fe—i’xx f(x)dx) )dx) (182)

Tako cmo H
P b LZI;I;IHB :ngy METORY pellaBamwa JHHeAPHHX AHGpepernujan-
Ko N H.Kl'by. MOXEMO IIDHMEHHTH HQ TPaXKere pellersa
e g sl ] PyHKuHjH f(x), a He camo Ha Tpaxete OHHX peliera
7y MOHEHUH|AIHHM (DYHKLH]jaMa, Kao wITo je 6HO cayyaj y

§55. Jenmnn |
-] je 3axTeB ma ce H
o T0aTa, a3HaueHa WHTErpHCaba MOTy M3BpLIHTH

Kao npumep 3 j
a4 peulewe Koje He GUCM
0 Morau no6u
Joxenum y §§ 55 u 56, nocmatpajmo jeaHaunHy L L e
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a*y dy
— 43—+ 2y =2x2. (183
o i = )

Ty jeHaunHy MOXEMO HamucatH y 06JHKYy
(P+2) (p+1Dy=x2. (184)

Kax crasumo (p 4+ 1)y =y, (184) nocraje (p +2)y, = X2, OJaKje BUAMMO
ca 03HaKOM M3BOAa, jesHauuHa (184) exBMBaneHTHa ABEMA jeiHauMHaAMa

1a je,
npBor | pena
dy, -
—22 L 9y, — x%,
dx T 4)2
dy rd
dx+y—yz-

Pewetba OBMX jeJHauMHa Cy PpeAOM:

yzzal e—2x _l_ e—2x fx2 er dx

y=a2e—"—|—e—"jy2exdx

=, e % — oy e X |- e* f e sz e*dx dx.

HasHdueHa WHTErpuCarba y OBMM pellernMa NaKo je W3BECTH L0 Kpaja.

Jlako Ce MOXe TOKasaTH JAa Cy CBMX S MPOM3BOLHMX KOHCTaHATa «
necashicHe. 3aTo (182) MoxeMo cMaTpaTH Kao 06pasal KojH mpercTasiba
onwiTe peulerse Ma Koje JHHeApHe jeJHAYHHEe ca KOHCTAHTHHM KoeghHLHjeH-
rumal Ako ra pasnoxumo y ABa Aena — jeAaH KOjU CalpXu CBE 4laHOBE
y KojiiMa ce jaB/bajy KOHCTaHTe «, W JApYrH

]_ LS f e(Ps—1 — Ps)Kf e fe(Px—Pz)X fe—l’x" f (x) (dx), (185)
as

y KOM Hema KOHCTaHata «, — OAMax BHAHUMO Aa (185) mMopa GUTH MapTH-
KyJapHO pellielbe Ha KOje Ce MHC/HIO0 Y Teopemu 1l, a pa npeocTtany .una-
HOBH |MOpajy CauMibaBaTM OMIUTE Pelliere KOMIIEMEHTApHE jelHaunHe. 3acan
je BajKHO OBO APYro; jep, HAllW Cajallibk Pe3yNTaTH yOMUTE HE 3axTeBajy
la CBM KOpeHu p; Gyly pasiuuMTH, Kao WITO je TO 610 Ccayuyaj ca pesynaTa-
Tnma|Koje cMo uanoxuau y Teopemn V. Moran OHCMO WX 3aTO HWCKOPUCTUTH
1a ynotnysumo Teopemy V W Halue peliere ,,KOje MpHnaia HyJan' Hahemo
yak Kaj Ce jaB/bajy M BulleCTpykM Kopehu Ho, 0By erany AoKasa OCTaBH-
hemo |3a § 62.

He Tpe6a, nakae, 3abopasuth Aa 00a obpacua (182) u (185) Baxe
6wio|na Cy pj PasAMuWTH OW/I0 Aa HUCY Pa3THUUTH. [peu obpasal naje
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oniuTe pellere a APYrH Aaje NAPTHKYJIAPHO Pellietbe jelHaunHe (172). Me-
HyTHM, aKo Ce JeCH Ja Cy pj PA3NMUHTH, MOXEMO HAeM MapTHKYIApHOM
pewemy (185) momaru wu3pase Koje 3axTesa Teopema V ¥ Ha Taj HauyuH
aohiu Jlo omliTer pelletsa Koje je KaTkah o M3rnely jeiHocTaBHuje of (182).
To je peweme

y =3 a eris 4 % fews_l — b j o fe-Pl" £(x) (dx)s . (186)

=1

Jenmna je 6uTHa pasnuka mehy jeanaunnama (182) u (186) Ta urrd
Ipyra Ba){M Camo axko Cy CBH KODeHH pj PA3NMYHTH, AOK NpBa BaxXu yBeK.

§ 61. MeTone pemaBama oneparopuma. lpumena napuu-
janaux pas3nomaka Ha pemwaBame JHHEAPHUX NH-
hbepeHuMjalHBX jeXHaYHHA

~ Kao wro je 6mo cayuaj ca pasnaramem y caxtope y § 60, no-
CTOje TAaKO MCTO M Jpyre aarebapcke TpaHcgopmaumje ornepatopa Fi(p)
Koje BOAE pelieHMa JIMHEapHUX AvepeHUMjanHuX jeAHaunHa. Moxemo,

Ha npumep, —);—(—) pasfOXWTKH Ha NapuMjanHe pasnomke. Hawme, pewerwne y

s{P
of6auKy onepaTopa

i
Y= ) (173)

MOKEMO 3aMpaBo HanucaTH y o6auxyl)

y:(}7—c—lp\+p——c-2—z>z+ er-c—sps)ﬂx%

niau
¢

y = ; f(x) - 187
j§1 D—Pi & (80

Hapasho, ako TakBO pasnaraie BaXM yomulTe, OHO MOpa BaXWUTH
W y HajjeAHOCTaBHHjeM Clyyajy, TO jecT y caydajy Kaaa je Fs(p) npsor
creneda. Auk, Taja y pasnaramy Ha napuujajiHe pasioMKe NOCTOjM Camo
jeaqH 4nas, Haume

Cy
P—Di

To oaroBapa AvdepeHlUjaaHOj jeRHAHHM

yi= f(x). (188)

1y Y3aumaM0 y OBOM OfebKy Aa jeaHaynHa F. = 0-HeMma BMLLle(;T ,
. A = Ux .
3a Taj cayuaj, supetH § 62. 0 Py wopeia
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d .
D piy=af, (189)
dx

*

a eHOo je pelieme

y = erx(ai +¢ f ePix f (x) dx)- (190)

3aTo, ako (187) Tpeba JAa HMMma TauHo Tymauewe yomiuTe, CBAKW Ce HIaH
MOpa 3aMEHMTH HEKHM M3pasoM obaunka (190).

[pernocTasumo, AaKie, Aa je y 30Mp OL S 4iaHOBa Ol KOjUX je CBaKH
o6mika (190), na yspcTumo Taj 364p

=3 191

y JeBy cCTpaHy jexnaunne (172). Axo je (191) peuieme, TpeGano 6u na
pesyaTaT 3amete Oyae jeanak Qyukuujn f(x). HapaBHo, npy TOME yCTBapH
206uBaMo

S Ry (192)

j=1

ma je cTora npei Hama npobieM Ja MOKaXeMo 13 je 0BO 3aHCTa jelHAKO
pyHKuMin f(x).

Ha oCHOBH OHoOra LITO Beh 3HaMO O MeTojlama peluasarba OnepaTopuMa,
TO HWje TEWIKO TNOKasaTH. Jep, mpe csera, y CBakoM u/aHy OA (192), F«p)
MOXEMO PpasfOKUTH y dakrope M Te dakTOpe HanucaTH Ma KOjUM peroM
(Teopema VIif). Creunjanuo, (haKTop p— p; MOXEMO HanuCaTH HANOCAETKY
(#anMe, y3 y,) y NpBOM HIaHy; thakTop p— P MOXEMO HAMUCATH HaMoCAEeTKY
y Apyrom unauy (rako aa ce Hajasu ¥3 J,), M TaKo Habe. [IpeTnocTaBuMO
‘la CMO TO W3BpLIMAM U A3 CMO H3pase : N

(p—p)Yi» (p—0p3)Yar - -+
3ameHiau KOJWYUHaMa
¢ f(x), e fx}y -

jep cy Ts w3pas, npema (188), jeAHaku OBMM KOAMYWHAMA. Tapa (192)

nocraje

(cias(p—ps) P—ps) -+ P—P)+

4cya (p—p) (p—p) - (P—pIF

+ S o+

teoas(p—py) (p—pd) - - (P f(X) (193)

To je peayarar koju CTBapHO po6usamo yspwrasamem (191) y (172).
AKO MOJKEMO TOKa3aTH Aa je OH jeiHa dynxumju f(x), creanbe Aa e (191)
sancra peuerse. Ho, MO3HaTO je Aa CMEMO ynaHOBE y 3arpajama KOMOWHO-
BATH MCTO OHAKO Kao kaaa Gu OHM Guid anre6apCku, na je cTora AOBOJLHO
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NoKasaTy Na ce Taj U3pa3 y 3arpaiu CBOAM Ha jeAMHMUY Kaja C UM mo-
CTyNamo Kao ca HeKWM anreGapCKUM MOJHHOMOM.
[la 6acmo nokasanm na ce oH cBOAM Ha JeAMHHLY, BpaTHUMO Ce Ha

(187) rae cmo npeTnocTaBuau na je PasJIoKeHO Ha napuwjanHe pas-

Fs(p)
Jomke. Taga cmo NpeTnocTaBuan na je
1 (o i 2
= B SR S 194
Fsp)  p—p  p—p, P—ps i

npz3a aarebapcka je,uHal.ana. [lomHoxumo oGe cTpame Te jeaHauyuHe ca on-
roBapajyhum cTpaHama jegHaumnne

Fp)=asp—p) b—p) ... (p—py).

OHP'IFJIEILHO, Ha NeBOj CTpaHKW pesynTaT he GMTH jefaH, a AecHa CTpaHa no-
CTaje 3pas Koju Ce Hanasn y cpeawoj 3arpasu o (193). Caexu na pasia-

ramem HQ napuHjanHe pasroske 3aucTa JOAA3HMO RO petuera jegHa-
S
ynde (172), nog ycaoBom pa ceaxu yaan obauka = 3ameHHMo ca )
i i P—pj
Koje je pato ca (190). Llra suwe, To je omwre pewerse jegHaqune (172)
Jép OHO cazpikH S HE3ABHCHHX KOHCTAHATQ.

Onwre pewewe 10 Kor 0sa3umMo oOBuM NOCTYNKOM MOXeM0 Tajga
Ja%0 HanpcaTt4 y oGauKy

S S
y= E NS e}‘jxfe—"ix f(x)dx. (195)

=1 i=1

Ka,o u (186), oBO 3axTeBa s mnoceGHux HHTerpauuja; ana, 3a pasiumky oj
(130), To HuCY ,y3acTonuu uererpann“. Ho, y o6a cayuaja, mopajy 6uru
Npe CBera NO3HATH KOpeHW p;. ;

[lpumena ose Teopuje Ha nojeauHe npoGaeme | i
. : . je y omwtem cayuya

MHOrO J€AHOCTaBHM]a Hero WTo je To GHo caywa) ca l-beHl;lyM oﬁjamwasa{bez&y.

[locmarpajmo, Ha NipuMep, AWdepeHLHjaaHy jeAHauynHy ’
(P+2) e+ 1y=2x, (184)

Kojy cmo Beh pewnnu y §60. Osge je

Fp)=(+2) (p+1)

T ) I
Fp) p+1 p+2°
Kapa cabepemo peweisa jeinaunna

P+1)y =x
(p—]—2)y2=—x2,

H 33710
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0AMaX Hala3kMO OMWTe pellete y O6JUKY
y = e X+ a, e~ | X fex xX2dx — e~2¢ fez" X3 (196)

Kapa [u3pauyHamo HHTerpane, 1071a3¥MO A0 KHCTOr pe3yiaTaTa Kao W paHuje.
{ao KoHauaH pesyaTaT usBohemay §§ 60 m 61, MoxeMO NOCTaBUTH
cnezpehy Teopemy:

Teopema IX. Kaga anneapny nugpepenuujanty jegHadusy ca
OHCTAHTHHM KOCQHIH]eATHMA HAnHUIeMO Y 00.1HKY oneparopa Fy(p)y =
= f(x), Taza cmemo oneparop Fp) pasnarati y ¢pakTope, HIH

X :
HDOPMQIHO peluere ) = fx) pas3iaratv HAQ NAapUHjanHe pasnoMEKe,

Fy(p)
704 ycJoBoM pJa ce CBOKH TAko ﬂOﬁHBEHH napuujaﬂﬂu p[ISJIOMCII\’ TY=

MayH Kao peulerse JHHEAPHe AHQEPEHLH[ANHE jeJHAYHHE KOjoj Taj
pa3noMax 0Arosapa.

HapaBHO, 3aCaj CMO MOKasa/i¥ Jla Ta TeopemMa BaxH CaMO aKoO Cy CBH
KODEHH pj DasNHUMTH, aau HieMo OBO OrpaHuyerbe YKAOHHTH y §62.

SAJOALH

Hospuwuty n2pauyHasame pemewa jeaHauune (183), koja cmo nawau y §§ 60
u 61. Jecy au oHa HWAEHTH4YHA?
WspauynaTi BpeaHOCTH M3pasa HanmWCaHHX Y OOJHKY Onepartopa:

X

V=

p—a’
Xxn
by y= .
p—a
sinnx
R =t
p—a
enx
DLy = .
p—a

3. Pewntu sapatke 6 u 7 n3 § 56 nomohy o6pacua (196) JloGueate au ucTa
pelemd Kao u paunje?

4. Pewwutn ucrte 3azatke nomohy o6pacua (195). Kojy metopy npetnocTtasmaTe
Aa ad OHy umja je pesyatat (186) wau oHy uuju je pesyarar (195;?

3. PewnTtu 3asarak 7, § 58, metogama uznoxenum y §§ 60 u 61.

Bugenn cMO fa y enekToHYHOM KOJy y 3aAatKy 5, npejassa CTpyja Milyesasa.
3aTo CBaKM NpenasHu 4aH Koju Tpeda Aa 3as0BObLW KOHTYpHE yciaose 3a t = — o0, MOpa
GuTH JEAHAK HYAH 2a CBZKO KOwayno f. Anu, KO cmaTpamo aa je f(f) y Hawem npoGaemy
ClanHo [Re(UHHCZHO ABEMA JeAH-YMHAMA

fity=0, t<O,

(o)}

Jj@)=E,, t>0,
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(hu3uykK ycnoBu Tpebahe ga 6yay 3aL0BObEHW caMo 3a { = — oco. 3aT0 Ou Tpebasno na
Taqangsnuroaop H3a Haw 3agaTtak Oyge AAaT MapTUKylapHUM peluereM HAM M3 (186) nau
u3 (195).

Hahurte pewewe 3a Taj cayyaj W noxywajre ga nposepuTe pe3ysnTaT 3ajatka .

7. Pewwtwu 2anatak 8, § 58, nomohy odpasaua (186) u (195), noa npeTnocTaskom
_1a je ¢yHkumja f(x) peduHuMcaHa ca 4eTHPH ycjaoBa

1(x) =0, x <0,
foy=x, o0<x<I,
fx)y =2—x, 1<x<2,
f)y=0, x>2.

8. TlapaneiHo OCHOBHMM [0Ka3uMa OBOT nornasma, passutd ,Teopujy pewasarsa
onepatopuma KournjeBe nuneapne gucdepeHuHjasHe jefHadune’.

§ 62. BUumecCTpyKH KOpeHH

W y nocrasmawy Teopeme V u y n3dsohewy Teopeme X ppernocra-
BUJIM CMO Ja Cy CBM KOpeHM jefHauuHe Fy(p)=0 pasnnuuty. CTBapHo, Te-
opeMa V BaXWM CaMO aKC je WCTMyHeH Taj yCJOB; anu, Kao wwTo hemo capa
sugetd, Teopema 1X Baxm 3anWcTa mMa 3a KOjU cayuaj.

[lpernocTaBUMO Ha MpuMep Aa Cy TpH KOpeHa jeaHaka M 00enexumo
ux cge ca p,. Kao wro je no6po noswato, Tpeb6ano 6um Tajna pasnarame
Ha napuujante pasnomke (187) 3ameHuTH ca

Ca

f(X) 2 ¢ C2

i + z+ 3
Fsp)  \p—py  (p—p)*  (p—p)
rie Cy uJlaHOBH, KOje HUCMO HAMWCaan ¥ KOju OAroBapajy KOPEHHMA py, Ps, ...,
uctor o6auka kao W panuje. VMma pasnora npetnocTaBuu na Ov npsa TpH
ynaHa Tpebana ja NpeTCTaB/bajy ‘pellera jeaHayuHa

1. ) (), (197)

(p—p) Y= f(x),
(P—pi)?ys = ¢, f(x), (198)
(.n—pl)a V3 == Caf(x):

TO jecT
d
—}ﬁ—plyl:C,f(x),
dx
dzy dv. y
}92—2p1—yg+pl_y2=czf(x)l
dx? dx
d’ys d?y dy
=8 gp — XS L3, I 58y = cF(x):
dx3 P dx? +3p, e PiYs af (%)

IUTO Ce CTBAPHO MOX<E MPOBEPUTH MCTHM JOKAa30M KOjH CMO TNPUMEHWIH Y
§ 61. Jep, Kaga yBpCTUMO 306Mp THX pellewa y jemHauudy (172), poGuBamo

§ 62 BHILIECTPYKH KOPEHH 135

F(p)y=F(@)y, + F(P)y: +F@)ys+ -

go/beHa aKo je 30up JecHe CTpaHe OBE
MebyTum, kaga F(p) pasnoxumo y_rpax—
(198) koje Yy, Y2 ¥ Vs 3a/0B0/baBajy no

Te he jeanauuna (172) Gutd 3an0
jenHadiHe jelHaK (YHKLUAU f(x).
Tope M y3memo y 0G63up Bese
nehUHULU]H, 1.061BamMo

Fip)y =lasc, (p—p)* (p—p) (p—ps) ==+ (p—ps) +
+ac, (p—p) (p—p) (P—ps) (p—ps)+
-+-ClsC3(p——p4)(P—-P5) (P—Ps)+ ]f(x)
a 6uUTH 3aucTa AHpepeHLUHjanaH OMHOC. LllTa Buwe, ¥ M3pas
S:ol{rgj“oacc; ‘:‘.‘SCI)JILM Taj oaHoc mocne anrebapckor KOMOMHOBaMbA 4/1aHOBA y
CpeArb0j 3arpaiu, npema Teopemu VII, 3aucta |e IudepeHuMjanal M3pas.

Anu, kaf jensauny (197), koja je no AeduHULM]M NpaBa anrebapcka 1e;1u:2-1
yMHA, NOMHOXHWMO Cca F(p), Hanasumo Aa ce Taj ©3pas y 3arpaiu CBOL

d . ; .
jeauuuly. [pyrum peunma, /2 (—d—x—) y je 3aucTa jeAHakKo dynkumjy f(x). Crean,

jakne, ja Baxu jow yBek Teopema IX, uyak M y cayuyajy BULECTPyKHX

KOpeHa. : :
lLIto ce TMye M3pauyHaBatba u3pasa (198), oHO ce MOMKE Hajnakue 13

gecTn nomohy ofpasaua (182), 3a koje 31amo 1a Baxe 0e3 063.upa Ha TO
na M C) KOpeHH p, jeAHAKH UJH HHCY. Opatie oAMax MMamo:

y, =@, e+ epl"fe—mx f(x) dx,

o = (2, X + 2) €9 - Cyen f [t

o (o X% - g x - 1) €905 - € €P f f f epus f(x) (d)"

W y3, LOGKBAMO €0 pelletba Halle

Kana cabepemo Ta TpY M3pasa 3a )i, ) ‘
s # p 3 Kor Kopena, To ject!

jenHadMHe KoOju Ce nojas/myje 360r BULIECTPY
y = (@, x* +a,x+ g} ePr* ==
—+ ¢, P fe‘Pl* f(x)dx + ¢, er"ffe‘Px" f(x) (dx)* +

+ ¢y eP* fjfe‘m f(x) (dx)®.

OBHe Ba)XHOCTM je OHaj KOjH Caipxu npo-

eo OBOr pesysararta OL OCH :
- iy npumennnu Teopemy V, Taj 6u peo 61o

¥3BOJ/bHE KOHCTAHTE. Jla cmO Hacymue

1) HapaBHO, KOHCTaHTe x CY ¥ CBAKO] Of THX j€HAYMHA pa3NU4uTE.
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(2 + oy 4- o) eprx,
TLe TNOCTOjU yCTBapu camo jeAHa KOHCTaHTa a e TpU. HanpoTus, Tayay
pesyaTtar je o6auka
(2 x4 a, x 4 %g) ePix,
Tl Cy KOHCTaHTe He3aBHCHe.
Kana ce ynopege ca (195), unanoBu ca MHTerpaauma Ttakohe cy us-

MEHEHH yTOJNIMKO IITO ce 3Hak MHTErpana noHasba OHONMKO NmyTa Kommxo
H3HOCH CcTenen MMeHWoua napumjansor Pasiomka kojem unau oxrosapa.

To je caceum OMTH pesynrat: jep, y Cayuajy pasnomka o6auka

fx)
\l
(p_px)r
PellIebe MOXeMO Hahu Kana y (182) cBe p; 3amenumo ca pira s ca r- Io-
Clelnua osora je ma cBu U3NOXKHOUK p_y —p,, Pe—2—Piy, -+, p, —p,,
NnocTajy jeaHaku HYJ4, Tako na mo yKnamwatby sarpana (182) nocraje!)

y:eplx(ar+ar—1fdx+ar_2ff(dx)2+....+a1ff....f(dx)f—x)+
£ ern f f &g ] e~ f(x) (dx).

IMocnenwy unap na JLeCHO

KOJH ¥WMajy uynavoBu ca HHTerpanuma y (195), usyses wro ce caga T

"TOCTpyka uuTerpauuja. LUto ce Tuye OCTa/NNX yY/iaHoRa,
Terpanu

erix (a,—]—a,_lx_’_%xZ_’_.... +ﬁxr—1)’

WITO TaKO HCTO MOxXeMo Hanucarty i O6J1HKy

- T R S SR + s o xy,

jep ¢y KoHcTaHTe o fIOTAYHO npownssossHe. 3aTo umamo Teopeme:

Teopema X. ”(IpTHI(y.fIapHO peluetse pupeperiyujanye jearaynue

(P—p)y =f(x)

epux / f f =P f(x) (dx)"

) O6patuTu NaXwy Ha To pa j
AMHOMY (P — p)r — jennak jemuuup.

€ ar — Haume Koeuuujent Koju CTOjH y3 pr y ro-

%

157,

§ 02 BHIIECTPYKH KOPEHH

Teopema XI. Axo je koped p, jeanaunte Fy(p) =m§)e, r-TOCTPYKH,
onwiTe peulerse 0AroBapajyhe QugpepeHUHjaIHE jeAHAY

d -
Fs (—) y o ,
dx
j - ; ) He jeAHOM IMpPO-
CanpXXH eKCIOHeHUH]aaHy (QYHKUH]y eP1™ nomrn_ol/i_tﬂi x1;1_2]+ i
H3BOBHOM KOHCTAQHTOM Beh IMOJTHHOMOM 0y X 2 ,

) KoM ce HQQ3H I' TQKBHX KOHCTAHATA.

[TocmaTpajmo, Ha mpuMmep, jefHAYUHY

: 9
P+DE+DE+dy=x, (199)

wjanHe
joj j . Kaga Pa3noXMMO Ha napi

y Kojoj ce [kopen — 1 jaBba aBanyT I r

pasnomke, p00MBAMO ‘

1 (14 i0)? fla=if 141

P+12(p+D 4+ 4P+ 20 +1)7

X X
M uapase = H , MOXeMO
. TH ’ 2 i
3aTo, aKo |MOXeMO MNpOTyMauu p+1 (p+1)2 p+i

jeHaYKHe
Hahu peuwetbe jenHaunne (199). Adw, Mopa OuTH pelleme jefH

dy
—E =X
dx
M rnacu \
ae~* 4 e_xfe"xdx=1e—"+-\'—l~
x ix - ave, je petuetse
Canyno je +l_=T€ + 1 —ix. C apyre ctp p+1)2
p
jeAHauuHe G+ (+1)y=x
W rjiacu

~~
_

+ Bx) e~ + e—"jfe"x (dx?=(@+px)e*4+x—2.
Kana cBe 0Be pe3dyarare cabepemo, HanasMMO Aa je NMApPTUKYJapHO peliewe
jerHaunte (199)

<1+i>2(1‘—ix)———('+i)z(x—l)—_l;hi(x—2)=1+2i—""’ 200)
e b
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AOK OMUITe pellierhe KOMIJeMEHTapHe jelHauWHe NaCa

(x + Bx) e 4 ye—ix. (201)
36np;)e1uekba (200) u (201) je onwTe peliere jexHaunne (199).
peliaBawy OBOr NMpHMepa CTBa A
¢ : PHO CMO M3BOAMJM airebapck -
topmauuje koje Bose peweiy (201). To, mehyTum, Huje 6m10p ;1(31‘;5;:8'

je Ha
13;?6 Zno r:ipeﬁﬂl:I CMO 3HaNW, Ha OCHOBHM pe3y/JTaTa Haller OMuUTer noKasa, na
p TH 00JIHKa y KOM CMO ra KoHa4y40 W A06HJIH. ’

63. i
§ HU3yseTan cayuwaj eKCNOHEHUHjaJHOr pememna

Mopa i j !
Teopemapl\yoa;xczﬁmg;ﬁgm jour jepaH uayserad ciayuaj, jep cMo Buienu aa’
el e ako je Fy(p) 4= 0. Anu, ma ga y oBom cayuajy Te-
s Sl o ,"] s YBEK MOXEMO MPUMEHHTH METOAE KOje CMO H3/I0-
e Teopemé g HTe, npema TOMe, joul yBeK Bake jesHauuHa (182)
: . Ha ocHoBu oBora moxemo caBinajaTH W Ty Telukoh
[locmaTpajmo, Ha npumep, jegHauuHy ! e

7/

dy
s (08 — p—X
= +y=e

unM, y o6MuKy onepatopa =g ; ;
R jenuaqgﬂe ]_;; , (p+1)y =e—x Tlpema (78), (182) uau (195)

y=ae—x+e*xfe"e—’;dx

=ae X} xeX.

N [Ipe HO WTO NpoTymauumo Taj M3pas, MOCMAaTpajMo APYrd mpumep
d3y d?y d
L3 3 y
dx8 - dx? dx -

1M, y obauKy onepaTtopa 8y =e—
uiee OBe ie!lﬂaqu;:le jg Y }l_ o B Temasye e AL

.y=(a1x2+azx+1s)ef‘+e—*fjf(dX)"

= (2, X2 4o, x + @) e;x+ = &=
3!

On oH i
jenuaquieoox;); E:mebba KOja GMCMO OuYeKMBanM 1a p Huje Kope nomohue
Gt emeﬁasnsuxy]yjenuﬂo YK/byuHBatbeM HeKOT CTemeHa X y nap-

p y. 3aTo je Ta NpoMeHa C/AMYHA MPOMEHM KoOja HacTaje y

§ 64 HEOBHUHA OCOB¥HA ONWTHX PEWEMA (186) u (195) 159

= el = A it i =

KOMIJIEMEHTApHOM Jefy peliersa y caydajy Kaga Cy KOpeHH BUILECTPYKH.
Ho, BaHO je HamoMeHyTH Aa MeTOLe peluaBawba OnepaTopuma Koje CMO
wagenu y §§ 60, 61 u 62 MOeMOo MPUMEHMTH Yak W OHAd Kala MeTOLa
KOjy CMO HM3BEIN Y § 55 He ycnesa.

3AO0ALH

2. (pr—3p + 3 —p)y =

3. (p’—p*%—p—l)r:cosg.

4. TIpOAMCKYTOBaTH THNOBE MpEnasHe cTpyje Koja moxe Tehu y e/IeKTPHYHOM KOIY
Koje omucyje jepHauHHa (163), 3a cayuaj Kaaa je R*C =4L. Hauprarti KpuBYy KOja mpeTt-
CT4B/bA THMNHYAH cay4aj.

5. PewnTtu jepunaunny 90, § 33.

6. Kakas o6auk (yHKuMje je aHanora y3y3€THOM Cay4ajy eKCrIOHEeHIM]alHor peé-
wemba KOoju CMO NMPOAHUCKYTOBaIH y §63, y caydajy KowmjeBe jeAHauHHE?

7. MMpowwpuTe Baile HCMUTHBAMLE sapaTka 8, § 61, kako Gucre ¢ 6yxBaTHIH cnyuaj
BUILLECTPYKHX KOpPeHa y KowwnjeBoj jeAHa4yuuu. :

8. PemuTH jepHauuny

xzi._y_+3x.dy+y=—l—-.
d x? dx X

0. PewuTv Au(epEHUHjaTHY jeAHaUMHY (199) mpumeHOM obpacna (182).

§ 64. Heobununa ocoOMHA ONMUTHX peuewna (186) u (195)

Y § 21, a 3aTUM H ¥ § 25, CKpeHyJH CMO Maxiby Ha YyUibeHULY A2
npoK380/bHY KOHCTAHTY Koja ce jaB/ba KOL HeofpeheHHX WHTerpana, Kao Ha
npumep Kox (51) wim (56), MOXeMO MCTO TaKoO nucaTv Kao, rpaHuuly WHTE-
rpauuje, Kao Ha npumep y (52) n (63). Osa uurzennua HHUKAKO He 3aBHCH
o] MpHpoLe AudepeHumjaTHe jeiHaunHe yCaeL Koje 6u ce nojaBuO Taj HH-
terpan, Beh je cacBum onuwiTa; Ha npumep, KOHCTAHTY WHTerpauuje, Koja ce
jaB/ba y Hallem obpacuy (78) Kao pewermy nuHeapHe AudepeHiujanHe jeaHa-
YuHe NpBOT Pela, MOrau OHUCMO Tako WCTO HAMUCaTH Kao IOy Fpaxully
wHTerpauuje ¥ Ha Taj HauuH ofpasal, HanucaTu y 06Ky

X
—[fdx fi(x)dx -
.V::efl fefl fadx, ;
Xg

y KOM X, MMa WCTy yJa0ry NpoM3BOJbHE KOHCTAHTE Kojy je umano « y jeAHa

1) flpekvTHO je MO TaBbeH 3axTeB Aa 3a x = X, Oyne y = 0. Bugeru npumenbe v3
§§21, 22 u 25. — Npes.
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uuan (78)Y. CimyHo mMoxemo nomaTy PpaHHuLe wuHTerpaumje u y obpacuy
(182), Tako pa Taj o6pasay CalpXxu peiuerme KOMIJIEMEHTADHE jelHaunHe
y osoM o6auky. Kaga To yunsmmo, obpasai (182) no6uBa 06auk

X

fe(ps_l—Ps) Xf. 8 .fe X f(x) (dx)s, (202)

ePs*
as
X1

y KOM Cy MpOM3BOLHE KOHCTaHTE X,, X,, ----, Xxs. To je onmwTe pelleme
AuepeHunjante jegHaunHe

Fs(p)y =f(x)1

MCTO Kao 1WTO je peweme u (182) m moxeMO W3 wera HO6MTH ma Koje
MapTHKY/IApHO peliebe Kaj NPOM3BOBHUM rpaHHLAMA HHTerpana namo oj-
rosapajyhu CKym BpeZHOCTH.

Ho, kama onwre pemwere nanumenmo Y TaKBOM OGIHMKY, MOXEMO jeaHy
theroBy 3Ha4ajHy 0COGHMHY HcKasaTH y 00aunKy creaehe Teopeme:

Teopema XI. Axo csum AOIHM TPUHHLAMQ  HHTerpayuje y
(202) gamo Hcry HYMEPHYKY BPERHOCT (KOjy MOMeMo 03HQYUTH ca
Xy), Taga pewetse 3az080maBa caefehu Ckyn KOHTYpHHX BpegHOCTH:
V TAQYKH X=X, jegHAKH Cy HYJIH He camo Yy Beh H npeux s — |
HEroBHX H3BOAQA. :

Yum Hanuwemo pasHe wusBoxe on (202) M Tapma 3ameHHWMO x ca o
OAMaXx C/elM TAUHOCT HaBeleHe TeopeMe. MehyTtum, Te cy jenHaumHe nocra
KOMN/IMKOBaHe, Te ux HelieMo M3BOAMTY.

Mecto Tora o6paruwo MaXiby Ha jepHaundy (195) oja nper-
CTaBba OMUTE peliee y OHOM OGNHKY y KOM CMO ra AL06HIM MOCTyMnKOM
pasnarawa Ha napusjanHe pasnomke. OmeT MoXemo KasaTH a ce mpous-
BObHE KOHCTAaHTE MuTerpauuje MOry CMeHWTH TIPOM3BO/BHHM JOHWHMM TpaHu-
Uama uHTerpana u Ha Taj HauuH goha 1o obpacua

X

Y= Zs]c,-em‘x fe—Pj*f(x) dx.. (203)..

=
%

[ra Buwe, nikaszakemo JAa OneT Baxu

Teopema XIli. Axo Cy CBe fome rpauuue HHTerpauunje y (203)
jeanaxe x,, oHga cy y u npsux s — 1 merosHx H3Boga, 3a Ty Bpesa-
HOCT 04 X, jeAHaKH HYJH. ’

) AKO GHCMO TO JKenenu Morau 6ucMo rpauuue MHTErpauuje LOAaTH MHTErpasHuMm
3HAKOBMMA KOJH Ce jaBbajy y M3NOKHOLMMA. AnM, 10K TO He 6M 6uA0 of IuTeTe Tako
HCTO He OM GMJIO HU KOPHCHO; jep, Kaga yamemo y 063up u3Boheme obpacua (78), Bugeau
Gucmo na 64 ucty TPOM3BO/LHY KOHCTAHTY Koja je AOAaTa jegHom on H3J10Xuoua, Tpe6aao
OLy3eTH OL Apyror, ¥ Tako 6W Ce Te LBe KOHCTaHTe noTHpase.

§ 64 HEOBMYHA OCOBHMHA OMIUTHX PEWEHA (186) u (195) 161

Mssewrhemo caga jgokas oBe Teopeme. MehyTum, mpe HO wWTO je moy-
HEMO H3BONWTH, MOTPeGHM Cy HAM W3BECHH OAHOCH M3Mely KOHCTaHaTa]cL‘H
pj Koje ce jaBmajy y (195) a Te hemo oxHoce Hajmakiue u3secTH u3 (194),

no crerneHuma

IMouito je Fy(p) s-tor cremeHa, Tajropos pex 3a F0)

o1 - Mopa OuTtH 06auka
p .

1 + k o BRI (204)

as ps ps+1 G ps—i—z
Haume, cBu unaHOBM Ca MBMOXKMOLUMA MatbMM OF § Mopajyggmn ]e;ig:;:g
Hyna. C Apyre cTpaHe, ako 4JaHOse Ha AecHoj CTpauu on (194) pzé)%ms]amo
no onanajyhum cremeHuMa OA p u cabepemo pasHe penoBe Koje ,113 i
Ha Taj HAuud, 36Up Mopa OUTH Taj MCTH peA (204); To cread HgTBepH
mosHate Teopeme Aa je Ma 3a Kojy ¢yHkuujy Tajaopos pex jeaun :
Wssenumo| oBo 10 kpaja. VI3 mpBor unaHa n106uWBamo

51 C‘+C‘pl+cl_p12+....
PO TS R L L . ,
p—p, P p? P
M3 Apyror i
TR S TN T o
p—p, P p* p
M TaKo Aabe. U3 uumeHHle na HHUXOB 36Mp Mopa GHTH MIEHTHYaH ca (204),
OAMax 3ak/pydyyjemo pma 36up KoedULjeHaTa CBUX 4/laHOBA KOX KOJHX je
H3M0KHUMALL Of p MawM OA S, MOopa GMTH jeiHak Hyad. To Ham Jaje Tpa-
JKeHe OJIHOCe:

C]+C2+ +CS=O,
QP+ Cpat - +6p=0," ¢
P+ epltt - Feplt=0, - (20)
aptPtappt+ -0 tapir=0.

Cana moxemo nokasatu Hauwy TEOpeMy, HauMe 1a Cy, 3a X =X,, Kako y
AeduHUCAHO ca
X

y=2y= Z €i e”i‘fe"’i* f(x) dx, (206)
=1

TaKO W CBUX MPBHX s—| 1eroBHX W3BOAA jefHAKH HYJIH.

Ha je y jenHaxko nyau, To je OYHTJIeJHO: jep, Kajxa je X =X,, rpa-
HHLle WHTe[pauuje MocTajy jeiHaKe Te je 3aTO CBAaKH uJaH 3bupa jegHak

Eneméenrapae mmdeperuujanne jemHaumue 11
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. Hynu. [la GHCMO Ce YBepWJH y TO Aa M H3BOAH NOCTajy jelHaKH HYJM, UCKO-

puctutiemo (189) u (191), onakae crelH

d
Y= py 1092,
dx

uau, BoRehH payyHa o NpBOj oA jeliHauuHa (203),
J ) >
Y sy (207y

dx

MehyTnm, Beh CMO CKpeHyJ¥ NaXiby HAa YMBEHHIY A3 je 3a X = X, CBAKH
unad y; y (206) jeanak Hyamw. 3ato (207) Mopa 3a X=X, Takohe OuTh
JeAHAKO HYAH.

Jame, kana audepenuupamo (207) nobusamo
2 :
dx? dx

YHjM NOC/AEANM WiaH ONMET OTNaja 360r Apyre OA jejHaunHa (205), nox je
TPBU 41aH 33 X = X, jeiHaK HYyJM, jep je Taia CBaKO yj jeAHAKO HY.JH.

OuuriefHo je Aa GUCMO Taj MOCTyNaK MOMAM HAacTaBUTH CBE JOK Ce€
He ucupny oasocu (205): 3a TpehM M3BOA HMCKOPHCTHAM GHCMO Tpehu on
ogHoca (205), 3a 4eTBPTH H3BOJ HCKODHUCTHAM GHCMO HEeTBPTY jeAHaYHHy, H
Tako fame. OJATHe 3aKbyuyjeMo Aa 3a X ==X, MOpa OWTH [eAHAKO Hy/H
TOMMKO M3BOAA KOJHKO MMa jefHaumda y ckymy (205), a Taj je 6poj, oun-
rneano, s —1; nakne, Teopema Xl je pokasana.

MocmaTpajMo Kao npumep MOHOBO jefHauuny (183) M meHo pelleme
(196). Tlpema Teopemu XIIl Moxkemo M3BeCTH 13, 3a X = X,, W TO peulene
¥l H-ErOB NMPBH M3BOJ GyAy jeAHaKM HyJj, WA Taj HauuH WTO heMo cacBhM
W30CTaBUTH YNaHOBE KOjH Cajp:Ke NPOU3BOJbHE KOHCTAHTE, NMa AOMMCATH HH-
terpanuma rpaunte O u x. Kaja 0BO yunHUMO ¥ CTBApHO HaheMo uuTerparne,
JLOJIA3UMO A0 jelHaunHe

2
y__—_i._s_x__*_l_ze—x _!_l_e—!_
2 2 4. 4

= p?yi+ f(x) ¢ pys

Yyranal ce OAMAX W CaM MOXKE YBEPHTU y TO Aa Cy H y M IberoB MNpBH
M3BOJ jeAHAKU HYIM 33 X == X;.

§ 65. Heunrterpabunne upyﬂknnje

OnwTy 3amHcao Aa ca' audepeHunjaiHuM ONEpaTopuMa TOCTYNaMO
Kao pa Cy anrebapcke KOJMYMHE YECTO MOXEMO MPUMEHHTH Aa Ao6ujemMo
BAXKHA pa3Bujatba y pel MHTerpaia KOju Ce He MOy M3pauyHaTH y KOHadHOM
06nuky. CxemMy TOF HauuWHa pellasatba MOXEMO [MOKa3aTH MOCMATpatheM
jexsor mam jBa nocefHa npumepa.

'V § 59 ckpeHynH CMO Maxiby Ha HHibeHUIy 13 Ce HH (176), vu 177}
y 00AKWKy onepaTopa, He MOry HHTErpHPaTH y KOHA4HOM o6auky. C apyre

§ 65 HEHHTECP ABHJIHE $YHKUNIE 163
s O O HKOWE

crpase, y 3ajauuma 1u 2 § 25 unTanau je Beh Hawao Aa c;e (176) MO):;
paseuTH 610 Y KOjU OL ABa peid, OA KOJuX jesan ca pacTtynnM a nggm
ca omajajyhum CTeneHHMa OA X. Cnuuxe pesynTaTe Takohe MOXKEMO 10

HenocpesHO H3 a77).

Jla je p anre6apcKa KOIWHMHE, 64 ce MOrJo pasBUTH Ma ¥y

p—1
KOju Of ABa 00/vKa

=__]__p__p‘l__p3__,

WI1n

1 l 1 i

+ T

p—1 p P p

AKO npeTnocTaBuMO A2 je uct mocTynax 103BOJbEH y C/lyuajy Onepatopa,
cneaM 1a je,’y npBom ciay4aly,

i 1 , 1
v:______p___—__l)—_—-—_,-....’
. . by X X
ay,uperM
1 11 11
N L
p x p'x p°Xx

1 .
Mel’)yTHM, YyNaHOBH MpBOT pera Cy YBaCTOﬂHH u3BoAH OL - TakKo jale,

y o6anky pena,

1 { 12_*_1-23___'_.
Y T x T x2 x3 x*
wiTo Ce cnéme ca OAroBOpOM Ha 3ajaTak 2, § 25, camo WTO CMO oBje
H30CTaBHAW 4JaH o eX. :
CavuHo, wlaHoBW Apyror peaa cy ‘
Lx: de———logx, P
p x
RIS :Jlogxdx:x(logx—— N,
pz X ) .
2 v 1
11 Xz - ___) ’
b——g—;:fx(logx——\)dx—m(logx 5
M, yomnuTe,
\ | 1 n i { 1 1 . _L)
— = —- ng X — —_—— —
prtt x n! ( 8 2 3 n
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Kana ce Te unanose caGepemo u NPAMETHMO A je KOeuLHjeHT y3
logx nuenTnyan ca pemom 3a eX, kao pes3y/TaT Hanasumo

X2 1\ X2
= exlogoe—x = (hd ~ gy o
. ] )!( +2)

| |
(BRSO )
2 3! ( T3 13 )
O8-j je pesyarar pasamunt og omor Koju je noGuBeH y samatky 1, § 25,
Ma ja oba caupxe pacTyhe cTemeHe ox x.

[Tpumeny osaksBux passujarma onepatopa y penose moryhHo je ompas-
AaTh y MHOTO DasHOBPCHWX npoGiema, aau 0M MOKyliaj 4a OBO YUMHHUMO
OMO MOTNYHO BaH rpaHKila OBe KrbHre. MebyTum, mMopamo uuTaoua onome-
HyTH 1a Ta MeToja WMa CBOjUX OrpaHH4YeHa M 42 KaTKaj laje HeTayHe
pesy/iTare, ako ce mpumeibyje Ha ClyyajeBe 3a Koje HHje mojecHa. 3aTo uu-
Tajal, HUKaja He OW Tpe6ao Aa Ty MeToLy npuMerbyje NOK Ce WM yHampen
HE YBEpM y TO Aa My OHa HEONXOAHO MOpa JAaTH TayaH pesyarar, MM
M1a4€ Ja KOHAYHO NOKaXke TayHOCT CBOT OATOBOPA MOLITO ra je zo6uo.

SAODAULMHU

. Pemutyu saparax 4, § 58, merozom § 64.

2. Pemmnty 3apatak 2, § 63, na peuwewe nogsphu 3a/0B0/baBatby KOHTYPHHX yCa0Ba
Aa, 3a x =1, u y u weroea npsa TPH M3BoAa Oyay jeaHaka Hynu.

9 3. Pewemne Ruepenunjante jenHauune 3agaTka 8, § 58, y o6anky onepaTopa je
L_p +T?' Crora 6u Tpe6aso na Oyse moryhHO pewasaTu Ty Audepenuujanny jesnayuny

passujamem OBOT oneparopa y pea Wau no pacTyhum uau no onagajyhum cTenenuma,
Kao y § 64. Melytunm, y TOKywaly xa To yyunM, uyuTtansau he wahu ga jenHa oa oBMx
METOAA BOAM TauyHOM pemery, a fa je pesyatat f0GHMBeH u3 Lpyre HeTauyad.

Haupratu pasne aTNpOKCHMATHBHE KPHBE KAa0 M TAYHO pelletse Kojem 6u OHe Tpe-
6ane pa Texe.

F'J1ABA VII

CUCTEMU JIMHEAPHUX JWU®EPEHLMJANIHUX JEAHAYMHA

§ 66. OnmwTH HaupT MeTOoNe pemwaBawmwa CHCTEMA JHHeEeap-
HHX NJU(PEepeHUHU|jaNHUX jeNHAUYHUHA

Merpne pewasata ca omepaTopuMma Koje CMO H3Benu y §§ 60 no 65
71aKO Ce MOry NpOWMPHTH TAKO Aa Ceé MPHUMEHe Ha CHCTEME JHMHeApPHUX IH-
depeHumjatHuX jenrHauuHa. 3a 0Bo Tpefa camMo 4a Ce CEeTHMO Aa je ocHoBHa
Mleja Ha KOjoj Ce 3aCHMBa CXeMa peliaBawka ONepaTopuma TO, LITO O3HaKy

d L
o CMaTpamo Kao Aa je anare6apcka KOMMYMHA, LWITO A0 pellera 40JAa3HMO

b
Moy TOM |MPETNOCTABKOM M IUTO 3aTUM TPaXHMO HEKy MEeTOLY TyMmauera
Ha Taj HafiiH L0GMBEHOr OArOBOPA y OG/KMKY - OMEpPaTOPCKOM.

AKO Ha [eRHOM NpHMepy MOKaXeMO CBE NOCTYMNKe Koje Tpeba jga oba-

BUMO, BEPOBATHO he OMTH M OMIWITA AWCKYCHja HELITO jeanocTashuja. [lo-
cmMaTtpajmQ 3a 0BO ABe jegHayMHe

a2y, dy,
=i 3y —JE2r ==X
PRl le e
F y (208)
, S yl il ) 9 ) _y2. 5 e

dx n+ v + 5y,

3 d
Kan nudepenunjanty osnaky = CMEHMMO Ca p H Ca OBHM MOCTYNHMO Kao
5t

A2 e anrebapcka KOMMYMHA, L01A3HMO 0 EKBMBAJIEHTHHX jelHAUMHA Y 006Ky
oneparopal

P+3Iy+@—1)y,=x,
—@+9y,+(@+5y,=0.

Kan 6u oBe jennaunne Gune anrebapcke M Kaj OMCMO JKeJean 1a X pelwumo
0 NEOMEHBUBHM ), M ), BEPOBATHO GHCMO NPUMEHHIH METOLY AeTepMU-
HaHaTa W pellewke HanWcann y 0oOJHKY
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yo Mo
1 A ’
. M, ) (209)
2 A H
rae M, M, 1 A cTOje MecTo TpHjy AeTepwHHaHaTa:
1 p— 1
M = = (p+5),
0 p+5
" A S .
2 == | = (p -+ 9) ,
L —p—9 0 ; (210)
Ao pr+3  p—1]
A= = (p+1) (p4-2) (p+3).
=9 p+5l

Caja MOpaMO MOTPAXHTH HAyMH JAa [pPOTYMaunmo Te pe3yarate.
YaMuMo Jka TO NOKYLIAMO Ha Taj HauMH WITO HEMO peilere y 061Ky -One-
paTopa pas/MOXUTH Ha NaplujajiHe pasnoMKe, WITO Ce NOKA3ano Kao LEM-
;);o,?:o KOA jeAHe JuHeapHe AndepeHunjanHe jesHaunne. OAmax Hanasumo

p-+5 _ 2 =3 .
PEDE+DP+3  p+1 | pF2  p+3
p+0 4 +}~7‘[ 3 @
PtO+20+3 i1 pk2 ! p+3’
oAakje peluera jefHaunse (209) y o6auKy onepatopa nocrajy:
2
y, = X — 3. x4 : X,
p+1 p+2 p+3
} A . . (212)
1y = X — x4+ ——x.
p+1 P42 p+3

~ Kana cmo pewasanu camo jeAHy jemHauuHy, casHan CMo y § 61 pa Ma
KOjv W3pa3 y OOAMKY onepaTopa, Kao wWiTo je Ha mpumep (188), cmemo mpo-
TYMayuTH Kao peulere oArosapajyhe mnuHeapHe AuchepeHUMjanHe jepHaquHE
(189). To mac je jmoseno po omwrer pesyarata (190). [lpuponxo je moky-
Wati A2 MCTO TyMauerbe NPUMEHHMO Ha IUECT YIaHOBA KOA jehHaquHa (212).
Ho capn cmo Hanwin Ha mutame Koje Ce Huje jaBbano y ciyuajy jene
jenmaunre. Kako n y  m y, y (209) wmajy wcTH umeHunay A, jeanauuse
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- -

1 1
X u

1 o x
p+1  p+2 p+3
caMo IITO Cy PpAa3iMuuTe HyMepuuke BPEILHOCTH koeduuujeHata. Bepyjemo
na OM CBaKK OJ, OBMX 4J1aHOBA Tpebao Aa ce NPOTYyMaun Kao pellerne jesHo-
CTaBHe jefHauMHe KOjO] 4naH OArosapa. A, TMTame Koje Ce mnojaBmbyje je:

X

(212) cacToje ce CTBApHO W3 MCTa TPH YjiaHa

Tpeba AW WM HE Tpe6a 3aXTeBaTH Aa x GyLe HCTO peliesbe M KOL

y, M KoL yy? AKO tpeGa, umahemo Tpu MPOU3BOJBHE KOHCTAHTE — no jefny
32 CBAKKM Of TPM ujlaHa — amu Te HCTe TP KOHCTaHTEe fnojasuhe ce y o61M
jeanaunHama. AKO we Tpefa, NpOM3BObHE KOHCTAHTE y LpYroj jeAHauvHU
Gihe HesaBucHe O OHWX Y TpBOj. ¥ TIPBOM cayuajy umahamo TpH NpoU3-
BOJbHE KOHCTaHTe, a y RpYrom LiecT.

Ouurieano, HajGo/be he GuTH Aa APYry MpeTHOCTaBKY y3MeMO Kao
Taudy, jep BOAM ONWTH{eM Ppe3yiTaTy. Ao ce OHa MOKaxe 07 PeIUHOM,
MOKEMO MCAMTATH TIPBY.

Jlako Hala3uMo Aa je
1
-1

x=0, ¥4 (x—1),

]

1
X = 2, %% —(x——),
2 +2

! x:a38—3x+_1_(x___1_)"
3 3

Npov3BO/bHE KOHCTaHTE. AKO CleA¥MO Haiuoj ApYyroj

rae cy o, % H 9
CTaHTe pasiMUWTHX ulaHoBa Ge3 HKaKse mehy-

npetnocrasud — Aa Cy KOH
coBHe Beae — JAONA3UMO A0 €BEHTya/HWX pellerbd
5 49
¥y :211 e—"—-—3aze‘2" +13 e“sf-{'—'gx— 56’
. 3 31
po=4a,ex—1T o, 67 4= 3ag e —1-? X — o

Caja MOpaMo OLIy4dTH A3 qu Cy Ta eBeHTYQAHQ peuletba TayHa WiH
Hucy. To Hajnakme MOXEMO W3BECTH HEMOCPEIHMM YBPIITABAtbEM y Monaste
AvdepeHunjante jeinadune (208). Anu, Kajg TO Y4HHMMO, Ha/i1asuMo jAa ce
fea cTpaHa mpee jeiHaynHe CBOLH Ha

8 (x, —az) e —21 (o, — ;) €72 - 12 (23— ag) €73 + X, 213)
(e Ha x), LOK Ce JieBa CTpana Apyre jeAHaduHe CBOMH Ha

16 (a,— ) e 21 (g — ) e — 6 (2 — %) €7 214)
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(He Ha Hyay). [lpyrum peuuma, ako cresumo Hallo] ApYroj MpeTnocTaBLu U
AO3BOIMMO la Ce y CBAaKOM 4NaHy yBele ApYra KOHCTaHTa HHTerpauuje,
HQW NOCTYNAaK periaBarks@ 0MepaTopuMa He BOZH HAC TASHOM peluersy
THX jeanayuna. C Apyre cTpae, axo jeay=0,, t=uay, a,=ag, (213) u
(214) cBoze ce Ha x, OZHOCHO Ha HyJMy, Kao WTO Tako M Tpe6a na Gyae.
3aTo je TayHo pelweme

5 49
)y =20, 6% —3q,e 2 L g p—3x —Xx— —,
Vi 1 2 T %3 +6 36
y2=4a1e—x—7a2e—2*+3xae—3"—}—%x——?—é.

Haume, nawe peweme y 00aHKY onepatopa paje Ta4aw pes3yJarar ako
COQKOM NAPUH]AIHOM pA3NOMKY, MQ IZe RQ Ce OH jABH, AAMO HCTO 3HAYCH>e
H 1CTY NPOM3BOLHY KOHCTAHTY.

Hapasno, sacan 3a oso TBphewe 3HaMO Aa je TayHO camo Yy nocednoM
MpEMEpy Koju OBAE MOCMATpamo, M Tek ce Tpeba yBEDHTH Y YHEEeHWLY Aa
je OHO TauHo yomwTe. Ho, Haw A0Ka3 MOKeMo HEWTO MOjeAHOCTABUTH aKO
hajnpe yonuwTHMO NpUHUMN Cynepnosiukje M M3NOKMMO HauMH CBOHera ci-
CTema  AHdepeHUMjaninX jefHaYnMHa Ma KO Peia Ha HeKH ApYrd CHCTeM
LW epeHUMjaTHUX jeaHAYKHHA npBoOr pexa.

§ 67. dpyrmu MPHHOMN Cynepno3uuuje

[TocmaTpajmo npa cucrema jeAHaynHa: cucTem

Fy (@) y, 4+ Fi (p) y, + + Fu(@y-=f (x),
F21(P)}'1+F22 (P)}'2+ ‘{“Fzr(l’)l'r:fz(x)’
+

Fu(p)y, 4 Fo (p) y, + + Fee (p) ye=f: (p),

Y KOM Cy CBM F Ma KaKkBM auHeapHu ONEepaTopy, M HeKH APYru CHCTem
HACHTAYAH Ca cucTemMoM (215), W3yses wro Cy dynkumje f(x),f,(x), - -,
ji(x) samemene apyrum CKynom ¢ynkumja g,(x), g (x), - - - -, gr (x). Haume,
IIPETNOCTaB/baMO 1a Tpeba pewntu Ma KOja 1Ba MAEHTHYHA CuCTema u3y3er
WTO Y [@IHOM Cayuya]y TpaXuMO pelema »KOja npurazgajy" ussecnum hyHk-
uujama fi, L0Ky Apyrom Tpamumo PELIeHba |, Koja npHnanajy” H3BeCHUM (yHK-
UMiamMa gi. Y3aMumo name na 3a CBAKM 04 OBMX ChCTeMa 3HaMO MO jenaH
CKYN pelera: CKyn pewewa Koju Npunapa gyskuujama f;,

Vi=¢(), y=¢, (), Y= (x),
M CKyn peiuema Koju npunaga ¢yHkunjama gi

Yi=y¢,(x), y,=1¢, s AT V= (x).

§ 67 APYTH MPUHUMUN CYNEPNO3HUHIE 169

Tapa moxemo nako gokasatu cienehy Teopemy:

Teopema XIV. Pewema cucrema jeaHaunHa Koja npnqaaajy
ckyny yukuuja fi 4+ g jecy 361«1‘[7031:1 pewera Kaja npunaaa{y _no-
cebHo ¢yHxuHjama fibu pelliea Koja NpHNagajy rmocebHo (yHKLH-
jama g;.

Hla Gucmo oBo aokasanu, TpeGa camo MPHUMETHTH Aa MO yBpLITaBakby
KOMMUMHA =

V1= + ¢4,
Vo= ¥,
Vo=@ ¥r. i
y JeBy CTpaHy ma Koje oA jefHauyuHa (215) — peu,HM'o y npBy — u4jaHoBe
MOXKeMO nopehaTu caesehnm pegom
(Fu@ @i+ Fua(p)d.+ - -+ + Fi (p) &

+[F11(p)¢1+F12(P)'//2+ <o+« 4 Fyi: (p) ol

Ami, npeMa aeduHuuMjd je u3pas Koju ce Hanasu y npsoj 3arpagu jeiHak
(yHrumju |f1(x), a uspas KOjW ce Hanasu y Apyroj 3arpaiu je jeiHak (yHK-

=

uMjn g, (x). CaHYHO, KA CMO MCTe y YBPCTWAM y APYry O jeAHaunHa (215),

AoOuan OHCMO f, -+ g,, 1 Tako Aame. To f0Kasyje Hally Teopemy.

Ho, |ako Teopema XIV Baxu 3a gsa ckyna dynkumja f; 0 g, OHa
BaXH i Ma 3a koju Gpoj cxkynosa. CneuwmjanHo, oHa BaKH 3a CKynose:

fl: 0) Oy 92 e 0;
OpERfss 2 E0% s 05
0, 0, f,, i 05
0, 0L i

ojaKne 3aKbyyyjeno:

Teopema XV. Cucres (215) moxemo pewntH cabuparses
pelirma cnefeAuX r CKynoBa jegHayHHa: 1) HEKOr cKyna y ko je
caakp f usyses f, sameweno ca Hyaom, 2) Hekor CKyma y Ko je
CBaKp [ u3yses f, samersero ca Hyaom; ©, T) Hexor cKkyma y Kom
j¢ cBako f msy3es f. samerbeno ca HYJAOM.

Ta Ham Teopema raje moryhHOCT Za Hawe omuire npoy4aBare HelTo
NOjeAHOCTASHIMO, HaMMe: CBE LITO MOJKEMO AO0KA3aTH A3 BaXKH 3a CHCTEM
Y KOM je CEako f M3y3eB jeAHOr jeLHAKO HYJH, OAMAaX MOXEMO NpPUMEHHTH
¥ Ha OnwTuji cayyaj
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-§ 68. $e3a H3mehy jeaHe AuHeapHe nadepeHnHjanHe
jelHaAa4YHHE H cHUCcTema audepeHnHjanRUX jen-
HauuHa

I'lpemocmtiin;ao pa y IndepenumjanHoj jeasauntn (183) mpoH3BOBLHO
yBeAeMO O3HaKy — = ] j
y " y,. Taga jegnaunna (183) mocraje MAEHTHYHA Ca ABe

_jeAHa4YKHe

dy,
1 L3y, +2y=x?
dx Y ) x5

Ly (216)

0,
dx

Vi

§ 69 10KA3 TAYHOCTH OfUUTED PEWEMDA ¥ OBJIHKY OfEPATOPA 171
AEPATOPA
dys dy,
s 22—y, 3y =2
dx dx
) dy, 0
V3 — T
dx

dy,
—y S5y, =90, =0,
dx

Cnepy, pakjie, jla ma KOjy nviHeapHy jeaHaunHy, win Ma KOjH CHCTEM
AWHEapHMX jefHauuHa M2 KOT peid, MOXKeMO YBEK CBeCTH Ha CHCTEM JauHe-
apHHX jeAHaduHa npsor peja. :

Ca raeguiuTa MNPaKTAYHOT petaBarba AncepeHLrjanHux jeAHauvHa
0oBOM (€ Tpchq)opmaunjom HUWTa He JOOUBA. [TpoGaem MOXEMO ofnuHO

y\x HUje TeWKO AOKAa3aTH jAa Kaja OBaj CcKym
§ 66, LOMa3sHMO A0 WCTOF pellema Koje CMO

jeAHAYMHA peliaBaMO METOAOM
nob6uan y § 60. Canuto, yeo-

peluaBaTH y jeiHoM 06AuMKy WCTO Tako Jako Kao # 7y JpYroMm, H-3auCTa,

y oMM ChydajeBMMa Yy KOjUMa Ce HLITa MOXE pehn mpe y KOpHCT jeAHe

hemem o3HaKe y; = dy Yy = dy

dx dx?’
. MOJKe Ce CBeCTH Ha CHUCTEeM OA S jEﬂ,HaquHai

., OMiITAa JWHeapHa jeanauyuxa (146)

a d)’5—1+a '
s dx st Ys—1 o T ay Vi QY = f(x),
dys_»
Vs—1— J’is = =0,
ax : (217)
dy
Y1 2y =0,

dx

M 3
Oéap(::CTyna]th OHaKO Ka0 W y DPETXOAHOM OAEBKY, HALIIM 6ucMo na H
j CHCTeM K Mona3Ha jelHayHHa MMajy NOTNYHO HCTO pellemne.

jeﬂ,HaHg’ HKa?{i 06a cucTema jeaHaunHa (216) n (217), 3HauajHoO je TO Aa Hu-
jen Ha Ma KOT Of THX CHCTeMa He CaApX#¥ W3BOJ BHIUEr peia on
npsor. [lpyrum pesnma, TOAECHO HasuBajyhH M3BOJE APYrnM HWMeHHMA
yCrenuw CMO A2 jeAHy JMHEapHy jenHauuHy Ma KOr peaa 32MeHNMO cncTemom
NMHeapHWX jeiHauyMHa OJ KOjUX je cBaka NpBOr peaa. '

csecw};la HCTV HauMH MOXKEMO CHCTeM JIMHEAPHHX jenHauMHa Ma Kor pera
. Ma CHCTeM JIMHeapHM) jeAHaunmHa npsor peia. Ha npumep, Kax mMecTo
1

—1 yBenemo 03HaK i i i
ix y aKy y,, CHCTeM OA ABe [ejHauuHE (208), on Kojux je

] ror pella! csopu Ce Ha eKBHBANCHTHH CHCTEM O Ip” €AHaYNHE
CAHa Ilp) ]

MeTole Heroau Apyre, OOMuHO Ce rOBOPH y KopwcT TOra Ja ce Tpauchop-
mauuja He Bpun. MehyTrM, 3aMMCa0 je BP0 KopucHa ca TeOpHCKOT TJie-
AuiLTa, jep Ha OCHOBM b€ MOMEMO 3agbyUMTH 13 CBE OHO WITO BaMK 3a
cucTeMe jefiHauMHa TpBOT peia Mopa RAWUTH W 3a jeiHayuHe BUlUer peld

U3 KOjUX Cy TH CHCTeMH HaCTamm.
§ 69. Nokas TauyHOCTH ONWTEr peuerna y OOGRHMKY
onepaTopa

Jlokasanu CMO 13, aKo MOXEMO peluTH CKYH JudepeHuHjanHiX jea-
Haunnab
’
(ay p+ a0 4 (ayp p+ d) Y.+

4 +(alrp+a'1r))'r:f(’*’):

(ag, p T a,) ¥ T (@ P+ a'sy) Vo
+-~44@p+dﬂw=&

(218)

v

(uaP‘%‘a'rl)}’z'}'(arip_i‘a"z) Vo
Jl_ +(a(,p+a'rr))’r=0y

Koje cy mpsor peia Wy KOjuMa ce jaBba CaMmo jenHo [, MOKEMO peUHTH
W OMWTH CKYD andepenLnjannnx jenHaunHa (215). Ha ocsoe#t pesynTara npu-
Mepa Koju CMO nocMartpain y § 66, Tako WCTO ¥MaMa pasnora Aa Bepyjemo
a peuiere MOXEMO nahy METOLOM pasiarawma Ha napuujasie pasnoMKe
J—

1y Cmarpamo fa CKOpO uuje Hu MOTpefHO HanOMH
6uTH jefHAaKO RyJH.

BhaTH Aa HEKO a uad a' MOxe
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CaMo aKo omepaTopy 06.aHMKa f(x) najemo MOTMyHO MCTO 3Haueme ma

. I .
TAe 1a ce oH nojaBu. Bugehemo ma je To 3aucra Tauwo.

Pewnmo cucrem jeanaunna (218) anre6apcku mMeToZOM JAeTepMHUHaHaTa.
Ha Taj nauun go6usamo:

M

)’I =T]f1
M

Vs =_‘2_f1
A (219)
M,

e fr

rie je A jeTepMHHAHTa CHCTeMa (218), a M, M,, ----, M, MuHOpM eze-

MeHaTa npse BpCTe.
Yamumo caga na je sa osy Hauly AMCKYCH]y JeTepMHHaHTa A s-Tor

CTeneda no pY W ga cy CBU HeHu KOpPEeHH py, Py, - -+, Ds PA3AMUUTUY.
Hajsan, ysmumo na cy csu MuHOpu M, M,, ----, M, Huxier crenena®
on A.

Ma koju konnuuuk M/A, MOKEMO Ha OCHOBH OBHX NpPeTNOCTaBKH pas-
MIOKHTH HA NapuujaNHe PA3NOMKE M HANUCATH y 0BMKy

ﬂ: Cik e Cax el Csk : (220)
A p—p, p—ps p—ps
BAa)XHO je NpPHMETHTH na Cy onepatopu : 3 ] 5 e —], L
P—py p—ps P—ps

UCTH 3a CBAKO TakBO pasnarame ma La Opojesy c, KOjUM Ce TH omepatopu
MHOXE, MOTy OMTH 3a pasinyuTe MmuHope M pasnvunTi.

') Cem ako ce pecu ga Cy a un a' TakBu jga ce W3N0JKMOUM H2{BUIUKX CTeneHa
OA p mOTupy, AeTepmHHawTa A 6uho r-tor cremena. Y CBaxom ciay4qajy je s<r.

. %) Umn je ose npernoctaske jeanno na ce nzwa AMCKyCH]a nojeaHocTasu. M3mene
Koje MacTaly ycnep BHIWECTPYKMX KODEHA CacBHM Cy CAMYHE H3MENama He KOJe CMO Hauwau
y nasu VIL

%) OuurnesHo je pa cy OHM HMXer cTenena aKo je NeTepPMHMHAHTAa A I-TCT CTeneHa.
MebyTtum, y cayuajy s < r, MOryhHO je aa jenaw uam suwe munopa M Oyny jeanakor wau
Bllwer crenesa og A. Ako je To cayuaj, y pasnaramy xonnuuuka M/A wa mapunjanne pas-
JOMKE Mouelie ce ca HEKOM KOHCTAHTOM MM Ca HEKHM MO3UTHBHUM cTenexHom o4 p. Morau
GMCMO HAlW A0Ka3 U3MEHHTH TaKo Aa 0GyXBaTHMO H Te CnyuajeBe; anu, BEPOBATHO je Go/be
Aa pokas Gyse pa3ymmbMB, Ma ja ce THMe HewTo XXPTR) je y onwtocTd. YnTtanau ke nauhu:
Ha TakBe jejHa'iMHe mehy 3afsuMva KOjH ce nanase Ha Kpajy oBor moraasma. 3aicra, y
3a;aTKy 6 peTepMHHAaHTA A 4ak H He Caapxu p.
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NOKA3 TAYHOCTH OMIUTEr PELWIEHA ¥ OBJHKY ONEPATOPA

34MeHnMO JM caja Ta pasnarama y (219), nobuhemo

f RSP
Y =1Cqy 1—"621 P—Po+ +Llp—Ps

f + €y f —l‘""_{'cs?')—f__’

o= 1Cyy y S
Y2 1'p——1h pP— D> [ Ds
he==Cor —}—C;g.» =+ seT

Y " P —pi P— P2 p—0s

[OTIYHO HCTO TyMauerse Y CBAKO] 04 OBHX [eA-

P —Di
nauynHal Haume, y3mumo -na Cy pellema

[ajmo raaa H3pasy
=2 ciu ¥(x),
j=1

ya= 3 cie 41 (x), (221)

=t .

yr=ZsCir¢i(x)‘

=1

rae je | pewetbe AudepeHuujanHe jeiHaunHe
%—PM = f(x), (222)
dx

TO jecT

X

U= a;eri* + ePi"fe—Pj"f(x) dx.

0

(223)

i i WuHa
Jlla Ta eBeHTya/lHa pelletba 3auCTa 3aL0BO/bABAJY cn;CT:sz:M ;ejlé:i:qu_
i HemMo MX 3aMEHUTH
okaszahemo Ha Ta| HayuH LWITO ool
1no«asarrm la Cy OHe 3a4080JbeHe. AJM, 33 0BO Cy Ham TNOTPp .
a4y, e W3 (221) BUAMMO 1A CBM TH HM3BOAW HUMaJy
: :

HOLTH 383 ——,.....
Bpel P dx

218),
HaMma |

WCTH 0OJIUK
Ay _ v 3
Pehd g ; >
dx j=1 dx

% 3aMeHUMO ca BpeaHouwhy pjyi + f(x) w3 (222),

WK, Ka
dx
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dpe < :
jl:z i pi i+ (30 2 Cik- (224)

dax j=1 i=1

Hajsax, u3 (221) u (224) noGuBamo

d : ;
aﬁf +ayo =X (ap +a)epdy +10) X acie

= i=t

BpaTumo ce caja NpBOj 0L jelHaunHA (218) ¥ NPUMETHMO A& je CBaKH
ujaH Ha JieBoj CTpaku Gaw Taksor obauka. [lakne, xal Halua €BEHTyalHa
pellietba 3aMEHHMO y MPBO]j jeiHa4MHH, OHA aaje '

r d ,
L= % (alk ?{% + a'w« yk)

(225)

-

= i (ap pi =+ a'vd cix & + f(x) fr‘_, i AuCi -

k= k=1 j=1

-

-

CAMYHO, Kaj Halia eBeHTyanHa pellerba 3aMEHHMO Yy JIeBO] CTpaHH
apyre oA jeiHauuHa (218), noGHBamo

L=

k=1

dy ,
(azk d}k +a 2k)’k>

X
(226)

S

= Zr: 3 (ax pi 4 "2 iy + 1(X) ‘2 i‘(azk Cik -
= A

1j=1 k=1 j=1

Ocrtane On ce jeAHa4yuHe MOrfie LOBECTH HA ClM4HE ofnKe.

Koanunwe L, L,, ... jecy BPEAHOCTH KOje CTBapHO 106uBajy JeBH
yNaHOBH Kal y HHMMa 3aMEHMMO eBeHTyasjHa pelerna. AKO Cy eBeHTy-
ajlHa pelieiba 3auCTa peilerba, KoauduHa L, Mopa 6uTH ieaHaKa hYHKLHMH
f(x), Dok konpuuHa L, Kao W CBe OCTan€ KOMHUHMHE L, mopa 0OuTH jefHaKa
nyaud. [lperd Hama je mpoGaem Aa MOKAaXEMO 1a KOJMMUMHE L 3aucta umajy
Te BPeAHOCTH.

BpaTHMO ce 3a OBO HAlO] AeTePMHMHAHTH

, .
layp+ayy, QP+ 'y o , Qi pa'ic
A Ay, P+ Qo Qyy Pt oy oo, Qe p A @
lapu+aa, aeptae, - Qe pHde

M warnomenumo a cy M., M,, ..., M. muHOpH e/lemMeHATa NpBE BPCTE.

3aT0, Kaja AeTepMUHARTY A pasBnjeMO MO eJEeMEHTHMA TMpBe BpCTE, 10O-
onkemo

A=(a,p+ alu)Ml‘i‘(amp‘!"a'xz)Mz‘]“ “““ ,

§ 69 AOKA3 TAYHOCTH O”LUNW_J___,__”E’L—EE'
§oy oM
HIv Iy
T
S (awp+aw =1 (227)
ZA _
Ho, Kkaga Te MHHOpE My, My, .-+ M, TIOMHOXHMO e€JieMEHTHMA

Ma Koje BpCTe Cem MpBe, MO3HATO je Kao onwiTa ocobuHa jAeTepMHHaHaTa
aa je 36up Tako JOGMBEHHX MPOM3BOAA (EAHAK HYIH. 3aTo 43 enemeHaTa.
Apyre BpCTe LoGuBaMo

T My

2

k=1

(ax p +a’2k)=0. (228)

Cnuude 61 Ce jeAHAuMHE MOTJE HanucaTH ¥ 3a cBe ocTane BpPCTE.

Capa heMo KOJUUYHUK M /A, Kojy ce Hanasu uy (227) 1 y (228), cMeHNTH
tberoBoM BpeHouwhy (220). PesyntaTn 3aMeue cy:

r 1 . ’
_ AT (anp + @)+ Yo (@ p + a’w) +
p— Py k=1 P P2x=1
4 -+ ! ﬁcsk (awp +aw) =1, (229
. p - Ps k=1
“ .
; . 1 L '
: > cnlanp + a'w) + ¥ e (@up +a'z) T
pP— Pix=1 P— Pri=t
+ ..... -+— I i Csk (GZk p + a’Zk) =0. (230)
P— Psx=t

Hapasho, 32 CBaxy Ol oCTanuX BPCTa AeTepMHHAHTE A nocToju jefHayuHa
caMuHa jeAHadnHA (230).
Ho cBe Te jefHaunHe OL (220) po (230) Baxe 32 cBaKy BPELHOCT p-

— aTvUM L2
[MomMHOXUMO, Aaxie, TpBO jedHauuny (229) ca p—p ¥ MnycTuMo 3 Baé{
p TeXH Ka p;- QOuuraepHo je Aa, cem Mpeor, CBAKM UNaH MOpa ui4esa qH,';
jep CBH OHH cappxe akTop p— P+ 3aT0, Kapa npehemo Ha rpaHnyHy

BpeaHocT p,, umahemo

> cwx (@ p, T a'w)=0.

k=1L
TIOMHOXUMO 3aTHM jefHaunHy (229) ca p—p2 H nycTHMO Aa p TeHH
Ka - Jlo6uheMo

2 Cay (a“( P2 + a’lk) = 0.

k=1
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Yonwre, kaga jernayuny (229) nomuo¥MMO ca pD—p; ¥ NyCcTUMO 1a
p TexXwu Ka pj, noduhemo

2 Cik ('a“( [_’i + a’lk) — 0%

k=1

Hame, kana ca jensaunHom (230) MOCTYNHUMO Ha HCTH HayWH, MOXKEMO
3aKbYYHTH Aa je

r
Z Cik @2k pj + a'a) = 0.
k=1

MehyTiim, jenas norses ma mpse unamoee necHux CTpaHa jeAHauMHa
(225) wn (226) nokasyje mam na cy cabupawa no k TauyHo oBOr 06aMKa. 3aTo
TH 4NAHOBM OTMajajy, Te HaMm oOcCTaje

Li=1(x) ¥ 3 awcp (231)
£ k=1 j=1 '
Ly=f(x) 3 3 au cjc . (232)
k=1 =1

Hapasho, ocrane xonuuune L no6uBajy cauuHe o6muKe.
Bpatumo ce caza noupso jerHaunHu (229) u NyCTHUMO 1A p Texu Gec-

! : a a'

KoHauHocTH. [lowTo je cBaku uwnam o6auka L’L, CBM C€ OHHM CBOJE Ha
P—0Di

HI3HOBE OO/MKA @ ¢, KAO rpaHU4HMM BPeIHOCTHMA. Ha Taj HauuH jegHauMHa

(229) nocraje

r r [ 4
2 i+ P Ao + X anecx =1,
k—=1 k=1 =1
i

S r
E Favep=1; (233)

=1'k=1

Kapa ca jeawaunnom (230) NMOCTYNAMO Ha MOTMYHO WCTH HAYMH, 00-
Oukemo

S

)

=1 k=

Sl

Qg Cik — (8] (234)

-

Ocrane jeanaunHe TOr nociegmwer THNa Morau 0MCMO NOGHTH M3 OCTa/HX
BpCTa AeTepMUHaHTe A.

4 Buaumo cana na cy 30MpOBH, KOjH jow yBek CTOje Ha JeCHOj CTpaHu
jeadaunna (231) u (232), 6aw (233) u (234). 3aro je

L1=f(x)!
ey

§ 70 PEWIEKE CA YC/IOBOM JA 34 Xx=0 CBE NPOMEH/bUBE BYLY JEAHAKE HYJH 177

Jlpyrum peunma, Halwa eseHTyalHa pellera 3auCTa Cy W3jelHadyuaa Jese u
JleCHE 4/1aHOBe jefiHayuHa (218).
Crora Moxemo noctasuTH clesehy Teopemv:

Teopema XVI. Oneparopcko pewere chcrema anneapuux au-
(hepeHUHjanHHX [jeJHAYHHA C€Q KOHCTAHTHHM KOeHUH]eHTHMA CMem O
Pa3foXiHTH HQ NapuujaiHe pasioMKe, aid MQ KoM NQPUHJATHOM pas-

JOMKY f(x), ma rae na ce nojaBu, Tpeba paru Hcto TyMaqemwe
P—D; ;

H H{TY KOHCTQHT) HHTerpauje.

HaplasHo, Haw noxas oBe Teopeme BaxH €Camo yTOJMKO YKOJNKO Cy
KOpeHu JETEepMHMHAHTE A Dasiu4yuTH, & MHHOPM M HMXET CTeneHa oj CTe-
nMeHa camp AetepmuuantTe A. Ann, Teopema BaXH 4ak M KaA TH yC/IOBM HUCY

3aA0BOJ/bEHH.

§70. Pefueme cucrtema AvM@epeHUH]jaTHHX jeAHAYUHA 0OI-
BPIHYTO KOHTYPHOM yCJHOBY Aa 3a MCTY TauyKy CBe
npomMeH/buBe OyAy jedlHAaKe HyadH

[TocToju jeman cKkyn BpeZHOCTH MPOW3BOBHUX KOHCTaHATa y (223) xoju
je 04" HepGMUHOr MHTepeca: Hamme, CKYN y KOM je CBaKO a; jelHaKO HyJH.
Kana ynorpeéumo Taj ckyn BpeixocTH, 3a x =0 je cBaKo |eIHaKO HyJH.
3ato cy y Toj Tauku, npema (221), y,, Vs, -+, Ye Takohe jeLHaKWH HyJH.

Ta je ocoGuHa noOTAyHO aHanoOrHa OCOGMHM KOjy CMO OTKpUIH y § 64
3a clyvaj jende jeAHauMHe pela BMIIEr OJ MPBOr. YCTBAapH, pesyaraT § 64
HEMoCpendo cnefiu ¥3 OBOr A0Kasa, jep, Ko WITO CMO BHAenH y § 68,
JeAHy jeAHauyMHy BULEr peja MOXeMO CBECTH Ha CKyM jeiHauMHa npBor pexa
Ha Taj HauMH LITO YBOAMMO HOBE NpPOMEH/bUBE, Koje TpeGa Aa NpeTCTaB/bajy
ysactonue ussose. Kana Oncmo 080 yuununu, w3 (221) casHann 6uWcmo 1a
he He caMo y, Beh W CBM HeroBM WM3BOAM pela Marer Of S-TOr GHTH jen-
HaKy HyaW 3a x =0.

MehyTum, L0oKa3 oBOr ojfesbxa NpUMetbyje Ce Ha CKyM JMHeapHUX Au-
epeHUM|dNHAX jeAHAYMHA Ma KOT peda, jep Ce, Kao WTO cMo Beh BUAeNH,
Ma KOjM TiakaB CKyn MOXe CBECTH Ha HOB CKym AU epeHLIMjaHNX jeqHauuHa
npsor peja. [la Gucmo %o YUMHWIH, Tpeda CaMo 1a yBeASMO HOBe O3HaKe
8a CBe W3BOAe CBaKe OA 3aBUCHO NPOMEHbUBUX CeM 3 H3BOAE HAjBHIIEr
peaa. Kajg Ttala kamemo aa je 3a x==0 cBako Y JeIHAKO HYJH Y HOBOM
CHCTEMY, TO ]& €KBHBAJSHTHO MCKa3WBalby Aa je CBAKA 3aBHCHO MPOMEH/bUBA
y moiasHoMm cuctemy Takohe jeaHaka Hyau 3a x = 0, 3ajeHO Ca CBUM CBO-
jUM u3BOAMMA ces M3BOAA HajBuwer pena.l)

Taj pesynTaT Baxu yBeK Kaga Cy MCrymeHe NpeTrnoCcTaBKe NojA KOjuMa je uasohen
foka3d y § 6. O Baxu 4ak M Kamna KOpeHH NeTePMHHAHTE A HHMCY CBH Pa3NMYUTH. AW,
3a pasmnky [op Teopeme XV, oH He Bawu yBex Kana Huje HCMyHwEeHa Jpyra MpeTnocTaBka:
HauMe, Kapd je jenan wiM kaja cy Buwe mMHHOpa M WCTOr CTenmeHa Kao u JeTepMUHAHTA
A. ¥V TakBHM cayuajeBuma pasnarama Ha napumjanHe pa3nioMKe MOTY A Cajipe W3BeCHe
Y/1aHOBE KOjj He 3axTeBajy HMKaKBY WHTerpauujy, Te 3a x =0 HHCY JeIHAKW HyJH.

Hexux npumepa ose BpcTe nma mehy samauuma Ha kpajy § 74.

EnemeHTapHe amudepeHumjaniHe jenHaumHe 12
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§71. Cneuujanuu cayuaj pyHKuHje f(x)=eP*

. [octoje ABa creumjanHa cayuaja jeAHadynHa (221) koja cy pobuaa cne-
uyjaiHa WMeHa M Koja Ce 4eCTO NOMUbbY Yy TEXHMWUKO] JINTEpaTypH. ¥ OBOM
heMo Ofe/bKy MOCMaTpaTH OMUTH{M O OBa ABa CJy4aja, O3HAT MOA UMEHOM
YomwureHe XeBucajnose Teopeme 0 paznararby, LOK hemo y caepehemM OAeBKY
NOCMATPaTH ChelyjaHujy Caydaj MO3HAT MOA MMEHOM XeBucajaose Teopeme
0 paznaramby.

AKO NpeTnocTaBMMO Ia je Ha LECHO|] CTpaHM MpBe O] CMCTEMA jelHa-
yuna (218), dyHKumja f(X) eKcroHeHUu]anHa dyHKumMja B eP¥, a TPaXumo aa

Haule pellewe 3aj0BO/baBa CheluujanaH CKyrn KOHTYPHHX yC/oBd O Kojuma
cMo AucKyTOBaim y § 70, mocse n3ppuieHe wnTerpaumje (223) nocraje

epx — ePix
pP—Ppi

3aMeHuMO caja 0BO y (221) ¥ 3aTWm pa3NoOKMMO ¥ NBa 36upa, 04 KOjux
jeaH Bexa cafp K CBE 4laHOBE y KOjuMa Ce jaB/ba exchoHEHLMjanHa QyHKiM|a
ePX, a y ApYyrom HeKa Ce Cajpie CBY OCTaju 4/NaHOBU. Pesynrat je

vj=B

S Cik S Cix epjx -
P = B epx — B . (233)
" D

Bpatumo ce cajpa pasjaramy Ha napuujande pasjomke (220) u Hano-
MeHUMO Aa je 306Mp KOju Ce jaB/ba y NMpBOM 4i1aHy jeanaunne (235) TadyHo
Mk(p)/A(p), rle, HapaBHO, p OBLE 3Hauu OpO] KOju Ce |aB/ba y EKCMOHEHLH-
jandoj ¢yHkuuju er*. Kapa ToO yBeHEMO y jearauuny (235), xoGuBamo Ko-
HauaH obpasal

Mi(p) S, Cix ePi¥
epx

A(p) 2 p—n

ye =B (236)

Taj je pesyarar Beoma jeasocTaBad. He camo wWTO Ce H3pas M/A
106KMBa jeNldHO 3aMEHOM JHbepeHUH]janHe 03HAKE D Y (218) bpojem p, a
3aTuM pelllaBakbeM TOT CHCTEMa jelHauuHa Kao A3 je anre6apcky a He Au-

cpeHUMjalHi, HEro ce Yak M Apyrd dMaH Aeche cTpaHe jepHauuHe (236)
100MBa pasnarameM KoauuHuka Mi/A Ha napuyjanHe pasjioMKe, a 3aTHM
MHOXKEHEM CBAKOP OJ THX MapLHjafHHX pasjiomaka eKCNoHeHUWjaHOM dyHK-
Lujom ePix.

Jipyrum peunma, Kana je Ha AECHO] CTPaHH MPBE OJf CHCTEMA JeHAUMHA

(218) ¢ynKuuja [ Heka exCnOHenuujaHa dyHKUMja M Kaja ce 3axTeBa Aa y
TpaKeHOM pelliesy CBE 3aBMCHO NMpOMEH/bHBE Gyny jeinake Wy sa x =0,
pellieise Ce MOXe JOOHTH UHCTO anre6apcku Ge3 [pHMeHe HHTerpaaHor
payyHa.

Y3MHMO, Ha rpumep, Aa Ce Ha JeCHOj CTpaHu npBe OA CHCTEM2 jeaHa-
yyum (208) mecto X Hanasu COS X. Kako je To peamad Leo OJ e, Bawe
pellieme MOMEMO AOGHTH Kaj MPBO Hahemo peiuere KOje Npunaja 0BOj eKc-
NOHEHUM]aNHO] (PYHKUMH. a 3aTHM 3aLpXKMMO Camo peanan 1€0 TOr pelletba.

4

§ 71 CAEUHJATHA CAYYA] GYHKUMIE [(X) = eP¥ 179

Ja6ucmo pobunau npBe u3pase 3a y; M ¥y, craBuhemo y (210) p=1, ep je
i KoedHMUMjeHT KOju CTOjM y3 X Y Hallo] eKCTOHEeHIWjalHO] pyukunjn. To
HaM Jaje “3pase

M, Uiy
T piX = | — — — | i,
(10 2)

A

M, .. <1 9:’)

2 pix = [ — | e'¥,
10 10

[lto ce THue ApPYrMX W3pasa Ha JecHnMm CTpaHama jenHadnna (236), noso-
BUMO ce Ha jexHadune (211), xoje heMO M3MEHWTH yTOJHKO wto hemo y-
BeCTH OBAe NOCMATpaHy noce6Hy BPEAHOCT p==1 ¥ WTO heMO Tako HCTO
CBAKM unaH [OMHOMMTY EKCMOHEHUMjaNHUM H3Pa30M KojeM Taj unaH OAro-
Bapa. To Ham naje

2.e7% — 3 e e
i+ i+2 i+3’
4e—x  —Te ¥ 3

—t = T .

i+ 1 i+ 2 i+ 3
Kazx ose peayarate cabepemo M3AB0jUMO IHMXOBe peasHe Aen0Be, pobusamo
TpaxeHa peliera

3 .
2 3,

6
e—X . e—2x S
+ 5 10

i [
), = — COS X | — Si X
T 2

1 9 14 9
L osx b sinx — 2e~% 4 — "X — — e,
TR, 5 10

lpakTHYHA BaXHOCT jeAHAUMHA (236) nexu y TOME LITO npobiieMu
eNEKTPOTEXHNKE BPJIO HeCTO BOAE KOHTYpHUM ycnoBuma O KOjuMa CMO AHMC-
kyTcBann y § 70. Ako ce, pakie, AeCH Aa je eAeKTPOMOTOpHA CHia 00JMKa
cospt wau sinpt, Kao 1MTO je HECTO cAyyaj, MapTHKY/JapHO pelemne KOJe
3310B0/bABA TE KOHTYpHE YC/MOBE MOXEMO LOGHTY jeAMHO W3BOherbeM Hu3Bec-
Hor 6poja OCHOBHHX anre6apcKuX padyHCKWX DaitbH. HuxakBa HHTerpucarba
HUCY NOTPEDHA.

§ 72. XeBucajaosa Teopema

PesyaraT O KOM Ce y e/IeKTPOTEXHUYKO] JMTEPATYPH 06UYHO rOBOPH
Kao 0 XeBCaj1OBO] TeOpeMy, jecTe Teopema CaCBuM aHanorHa OHOj KOjy CMO
nocrasuan y §71, HO y KOjoj Ce MpernocTasnba aa je pyHkumja f(x) Heka
xoncTanTa E, a He Heka eKCNIOHeHUMjasiHa dynkunja B eP¥. Haume. ona ol-
rosapa Caydajy Kapa y M3BeCHOM TPEHYTKY flounibe 1a AejCTBYyje ycTabeHa
eneKTPOMOTOpHA CHJA, 2 He OLroBapa cayHaly HAM3MEHUYHE eleKTPOMOTOpHE
cune.
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- MehyTum, kao wTo cmo paHuje wMHHAM HeKOMMKO NyTa, KOHCTAaHTy E
MOMEMO Hanncatu y o6auky E e*. Kako y mokasy ussoheHom y § 71 uuje
MOCTaBbeH 3aXTeB Aa p Tpeba pa Gyae PasNMyuTO O HyJe, Clend oamax
A2 pELICHe HALler cajauitber npo6ieMa MOXEMO AOGHTH Kala CamMo MecTo
P, Ma TAe 1a ce OHO jaBba y (236), HanuwWeMO HyJy. Pesyarar je

\

A’Ik(O) 2 Cik epjx
B Pl i s i (237)
b Mm+E£ pi

Cmenumo x, koje ce Hanasu Ha AeCHOj CTpaHM TpBe 04 CHCTeMa jel-
HauuHa (208), ca 1. Ako Gucmo, Ha npuMep, TpeGanu Aa peHMO 0Baj CHc-
TEM jelHauWHa M Aa pelletbe NOABPrHEMO KOHTYPHMM YCJOBMMa [a, He
CamMo y, W y,, Beh WCTO Tako W NpBY H3BOJ Of V1 Oyne jemHak Hymu
3a x =0, npee u3pase gecHux crpaHa y (237) pobunm 6uCMO Ha Taj HauMH
wro 6ucmo y M,/A u M,/A, p cmennav ca nynom. To 6u Ham gano pesom

- 1

2
ry u = Ha 6ucmo no6unu Apyre u3pase LeCHHX CTpaHa y (237), crasuam
GucmMo y (211) p=0 u cBakM 04 uIaHOBa MOMHOXHJ/IH Ca OAroBapajyhom
BpeaHowhy ePi¥. Tana 64 640 KOHauaH pe3yarar:

5 3 1
—eete 26_" st e—ﬂx = B e-—-Sx,
hs= +2 0

3 7
lg o= —< —adp—% —— g2k e—3x
Va > Hie 5

§ 73. lipenasuo wu yCTabeHo cTate y €eJeKTPHYHHUM
Mpexama

Kap sakone koje cmo wanoxuan y § 17 npumennmo Ha Heko enek-
TPHUYHO KOJIO KOje Ce CacTOjM M3 BuLle NPOCTHX €NeKTPUYHKUX KOMA, LOMA3UMO
RO CHCTEMA NHHeAPHUX AMepeHLnjamHuX jeaHaunHa. Jepa npumep Te BpCTe
Aana cmo y §17, a apyru hemo nokasaTw oBJE.

Nucpepenuniante jennaunne Koje omMCyjy TOK CTpyje y mpexu KOjy
nokasyje cu. 41 jecy:

d2x dx 1
E2: L—L 4 R4~ (x, —x,) = E(t),
T—L R—T——T e Sl at + C(X Xs5) ®
i m C/ Z, Rll | dx
L : j 2 E(xz——x,)-{—R'd—lz=0,

Cn. 41 rAe je X; KOJNMYMHA eNeKTPULMTeTA Koja je npo-

TeKJIa KpO3 HeKy TauyKy NpBOr KoJa noyeB Of
TpeHyTKa f =0, a x, KOMMYMHA eAEKTPHUMTETA KOja je NpoTeKna Kpoa Heky
TauKy Apyror xona noueB oA TpeHyTka {=0. Kaga ux Hanuwemo y ore-

paTopckom 06auKy, Te jeRHaunHe nocTajy

\

§73 TPE/NIASHO M YCTAJEHO CTAWE ¥ EJEKTPHYHHM MPEXAMA 181
| X
Lp*+R —)x o
(p+-p+c ' T e
e (R' i) o6 —"01.
C P+ c )™
Peweme 0BuX jefHauuHa, y ,,06/MKy OmnepaTopckom®, je 3aTo
1
R -ﬁE
R
Xy =—,
3 A(p)
E
Xy =——,
CAp)
rie je 1
1
2 R B —
Lp*+ p+c =
Alp= : :
bl 3 R’ e
l 5 Pt

3aTo cy peueta 3a CTpyje

MR?+%)E

I _ax

L~ A(p)
p % S PE. .
"4t CA(p)

[lpernocraBumo caga aa 0OBO KOO MMpyje CBe A0 TpeHyTKa f =0 u
la Taja MouMibe Ja AejCTBYje eNeKTpoMOTOpHa cuna E(f) = E cosnit. [lo-
Ka30M [I0TAYHO CJMYHAM OHOM KOjH CMO NpuMeHnau y §57 Hanasumo aa

.y TpeHy

Hyau. ]
MecTo

§71.
Al

3UMO A3

onaKne

TKy =0 ¥ X, ¥ X,, a TaKO HCTO U

1 je
L
A(p)=LR'p3+(RR'+—C)P2+ C

N06MBaMO KOpeHe:

R'4+R

X ! :
7 Mopajy OWMTH jemHaKH

[0 Cy TauHO KOHTYpPHM YC/IOBH KOje CMO uanoxuam y §70 wu, axo
Cos nf cTaBUMO e, MOXEMO NPUMEHWTH CreLMjaliHe pe3ynTaTe u3

M, 32 OBO MOpaMoO 3HAaTH KopeHe jeiHaunHe A(p) = 0. Jlako Haaa-
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pi=0, )
pf:—RCP—L+ymcm+¢$—4aﬁw?+ﬁ
2CLR Ty (238)
ﬁ_;RCR—L—Vm?ﬁ+UL4CLRWWW)‘ '
2CLR ) ,
Caga mMoxemo npumennTn obpa3sai (236) xoju Ham Laje
Rin-+ LC |
3
Xy = Eu — eint — F X -——C“ epjt s I
A(in) ’ g in—p; ¢ (239)
i 3 Cj
Xy =Ey——— " — E L] CENLT l
° CA(@n ogin—p,e“ J
pooty
R'p+ —
rpe OWCMO KoedHLIMEHTE ¢j; M Cjz MOT/IM Hahiv pasiaramem _ ¢ 7
) A(p)

———— Ha napuwjante pasnomke. Owi <
Cap) puHj p OHH Cy BOCTa KOMILTMKOBAaHW M3pasH 3a

nUCabe ¥ KAKO HHXOBE TauHe BPeAHOCTH HHCY 3a HAaC OL vHTepeca, Hajfome
he 6uTH a2 WX OCTABMMO HeojpeheHuMm.

etp js)alaan, Kana jemwaudHe {239) nudepenunpamo 00 f, Hajla3HMO 3a
y :

in (R' in-4 L |
_ ‘ , Cay Do
h=Be— T e — e
: P b (240)
1, =E, tn et _E Caz P> ept _E Cy2 P3 t
VI RETE epet RSPl
CA(in) “in—p, “in—p,

Bpatumo ce caga kopeduma (238) ¥ HAnOMeHMMO 1a, Kao M ibkMa
cavunv uspasu (164), p, W p; mory OWTY MM DeaNHH U HETATHBHH WK
KOMMIEKCHH CA HEraTHBHUM PeanHUM AeTOM Buno y mpsom 6WJI0 Yy ApYrom
chyuyajy, uspasu ef2' W ePs' y jejHauMHama (240) nocrajy TOKOM BpemeHa CBe
MalmH W MatbW WM KOHAYHO MUlde3aBajy. 3aTo Cy TO ,mpenasuu’ uspasu. C
Apyre cTpaHe, u3pa3 e'"! He HuYe3aBa TOKOM BpeMeHa. To je ycrameno
crame y Koje CTpyja eBeHTyalHo mnipenasd. [lpyrum peynma, nOpBH 4aaH
yomuTenor XeBHCQjAOBOr pasnarama Aaje peulewse YCTAbEHOr CTawd 0BOT
npobaema; NpeocTasH Cy 4NAHOBH IPeNIA3HH.

) 3p KOjH ApHKE KOp y = =
! Wapasu ko ca OopeH efHaKy CY Hya#, [ep je€ n3BOA OR ept ¢
; B Py JeA » 1 ] 38

§74 PEILABAIGE NPOBAEMA 3A CTPYJE YCTAJBEHOL CTARA : 183
-abBAE TR o

Ca 0oBUM Tymauerbem MOMEMO OAMAX HamucaTH M3BecTaH 6poj crasoBa
napasejHO OHUM Koje cMO H3BEAU Y §§57 u 58, amu npuMersyjyhn ux cana

He Ha MPOCTa ejeKTpuuHa KOJa, seh Ha Mpexy Koja ce CacTojH Ma W3 Kor
fpoja MPoCcTAX eIeKTPUIHUX KOAa:

a) Kopenu jeanauuse A(p) =0 pjajy HaMm COMNCTBEHE (hpexBeHulje Mpexe, a
KCTO TaKO M eKCroHeRuujanue onasajyhe (paxTOpe Kojuma Cy OHE TIOMHOXKEHE. :

b) Ma kojy oa cTpyja mocmarpany, OHa ¥Ma HCTE COMNCTBEHE (hpexBeHLH]e
Kao ¥ Ma Koja apyra ctpyla.

¢} Komuunuun Ejly u E/l, 308y ce ummesaxue kao u pasuje. [lpsa oA OBUX,
Koja jfaje CTPy]y y OHOM KXOly y KOJ€ je yKbyyeHa €NEKTPOMOTOPHA Cuia 30BE ce
yaasna umaegaHuda; apyra e npeHocHa UMIefarud.

d) Peansy 1ef0BH THX KOMIMEKCHHX AMMelaHlld 308y Ce yad3HU OTOOp OA-
HOCHO NPEHOCHU OTAOp €NeKTPUYHOT KON, UMATMHADHY [E/I0BH 30BY Ce PeaKTaHLE.

§ 74 PewaBame npobGaema 3a cTpyje ycTtabeHor crama

YV uuTasoj 0BO] TeOpHiH MOCTOM jeiiHa HCTaKHYTa TewkKoha € 003MPOM
Ha JuHeapHe jelHaUMHE HAHME, ¥ 10j Ce TPaXu Aa Ce C BpeMeHa Hd Bpeme

Hahy KOpeHH Py, Py, 5 Ps HEKE anrebapcke jeanaunte. Ho, ona je not-
AYHO 3an0BO/baBajyia CBE AOK je jeaHaupHa naka 3a peliasaibe; ajid, Kala
MOKYIWAMO Ad PeliMMO TakBse dusuuke npoGreme KaKBH CE 06U4HO {aB/bajy,
HANA3HMO Aa Cy MHOTH O bUX LaleKo OL Tora ja OyAy jeAHOCTaBHU.
Vcrsapy, naky npoGaemu oBe BpCTE Cy TONMKO PeTKH A2 je noTpebHO yJsO-
JKMTY MHOFO TPYAa 3a Halaxere A0BOBHOT 6poja Kako TaxKBHX npobiieMa
Tako W npumepa 3a wiaycTpaudjy y Hauem yuOeHHKY .

MehyTnm, nocTojd jenan Tun npoGnema Koju coBOM He TMOBAAYH Ty
Tewkohy. To je Taxsa BpCTA npofaema y Kojuma ce WHTEpec) jeMo caMo 33
NHO NapTHKYJIapHO pelieibe KOje CMO Ha3Ba/ii pellietbeM ,yCTabeHor crama“.
Buaean Cmo pa Ce y TaKBHM npofieMHMa TpPamu camo Aa HanWweMo Ie-
TepMHHAHTY A U OHaj MuHOp M 3a Koju Ce TPEHYTHO uHTepecyjemo; jep,
npema jefHaunHama (236) n Tymauemy THX jemHauvHa KOje CMO 3aTHM JENI
y §73, peuwerse ycTameHor CTarba Koje mputaga dyrkuuin E, eint, je
Mm

A(in)

int
0 .

Kako Taj nocTynak He 3axTesa Ja peluMo jexHauuHy A(p) =0, uecto je
moryhHO Aa pelwera ycTamkeHOr CTarba najemo uaxk W Taja Kaia cy npe-

Aa3HM M3pasW Bad Haller jomaluaja
MocmaTpajmo, Ha NPHMEDP, MPEXY Kojy mokasyje ci.42. Hhexe cy Iu-
depenupjaine @AHAIMHE:

(Lp+RI,—RI,=E.
CRI+(Lp+2RI,—RI=0,
_RI+ALp+2RI,—RIL=0,

Rl (Lp+2RL=0.




tien

A% - "
<
pefic ..
el

184 ENEMEHTAPHE IH®EPEHUMIATTHE JEAHAYMHE

Ipernocrasumo capa pa ce Tpaxu owa BpcTa CTpyje Koja he esent)anwno
(Haume, no mwyesnyhy npenasHux CTpyja) Tehu y moclexwem Koay 0BOr

NN PNy
R ]

Cn. 42

ENEKTPHYHOT KOAZ, 360r AejCTBAa eNeKTPOMOTOPHE Cuie Eycosnt. Hanu-

cahemo:
Lpip e g 0 0
—R L LEpLIR e 7 0
Atpk= | 4 Y N e R =
0 0 LR LpaZR

=Lp*+TLRp + 15L2R2p” + 10L RS p+ RY,

—R Lp+2R —R
M, (p)=— 0 —R Lp—+2R

0 0 —R
Ha Taj nauun je I, jegnaxo peanHoMm jaeny og

E0R3em(
(LEn* —15L*R*n® 4+ RY) — i (7 L* Rn® — 10L R*n) .’

/ EDR“’(L‘n4—I5L2R?n2—{—R*)
4T cosnt —
(LA — 15 L2R*n? + R%2 4 (7 L3 R n® — (0L R ny?

EyR*(TL*Rn®*— 10 L R )
(L*n* —15L2R* n? 4 R¥)2 4 (TL3 R n® — 10 L RS n)?

sin nt .

Tonuko moxewmo nako YUYMUHUTH: and, Guno GM BpJo TelKo fa Hahjemo
TIpEJIasHO peliere Haller npoGjema jep 6M OHO 3aXTeBajio pelaBame jen-
HayvHe YETBPTOr CTeneHa. :

. i
A

3ALALHM 185
SAODALHU
1.|Pewnty cucreme jennaunna:
day
a) = +y+d4z=1,
dx?
b VS 5 LS
dx dx
al, dl,
Iy, ———1Il,=cosnt,
b) i =iy PT: 2
dl, dl,

2—+4+—+1,=0.
dt+dt+“

c) ﬂ—{-2y—3z=x,

dx
dz
dx?
d P+3)y—E+2)y.=f (),
P+ Dyi—(@+10)y, =1, (x).
2.|PewmTH cuctem jegHaynua
=Yy + P+ 1)y, = fi (x),

(P*+6) y, + (p* +5p) y» = f, (x).

(IMowto je neTepmunanTa A HuKEr cTemeHa of munopa M, u M,, Tpe6a pasnomke
My/A n M,/A penutn cBe goTae poK ce me nobuje HEKM OCTATaK HWIKEr CTemneHa Of [e-
1epmuHaiTe A. Konnuuuk u3 Tor ocTaTka M JeTepPMHHaHTE A MOXe Ce Tana Pa3noKHTH
Ha napuyjanse pasnoMKe). q

3. |Pemntu cuctem jegnauuna
P+Dyi+@E+3y.= 1)),
PYVi+(P+2y,=f(x).

(Mpumehyjyhu na je y, +y,=f,—f, u 3amemyjyhu 0BO y AucpepeHunjaHoj jen-
HauuaW, MoryhiHo Je Hahu pewemwe ogmax. Mnak BPeAH MOKyWAaTH ja ce A0 Kpaja u3sejpe
(hopmanHu npouec peluapama onepaTopuma).
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JUPEPEHUUJAJIHE JEJHAYHMHE BULIET PEJA
§75. ¥YBOI

0 ja oH ¢
1 Crélﬂ;nennﬁ CMO cana A0 Kpaja OHOra LUTO Ce yMpaBo MOXe CMarpaTu
Haqnﬂama-yjeop niﬁggegﬂor'enemgmapﬂor yLi6eHHKa O AUdepeHLnjalHuM jef
; , peHIyjante jeAHaYUHE BUWIEr pe i .
7 a Koje HUCY J
WA ako Cy JMHeapHe a uUMajy u i A
_ / poMeH/bUBe KOeduLHjeHTe, 00
Bajy Cheuujaidy TeXHUKY pellaBa iy i i FpaTh A2 feran
Hha, Kojy je nojecHuje 3a i
puiuy yuGenuk. Mnak, nocroje ’ i " o xamiko] Aive.
| W3BECHW MOJMOBHM KOJHU Ce i
paTypu jaBibajy Tako 4ecTo ma he ] Ya Guwrn KoprcTan
! , BeposaThO, 3a uMTaoua 6
jedaH yBOL y Te mojmose. 3aiaTaK | ’ i fenan Takap
.- e OBOr norJ j Y
B o st i aB/ba la NpyxH jelaH Takas

§ 76. O6uuyna RoceTKa

excnn}:eﬁi AudepeHumjante jeiHauuHe Apyror peia y kojuma ce He'jaBJba
ke o;ilmaj({o MAH X MY y NOCMATpanu CMO Yy § 33, # Hawad CMO Aa cCe
CBOLE Ha AudepeHluujaiHe jeAHaYWHE MPBOr peja Kajga 3a 3a-

HCHO p H y y y’ ==
. oja
B OpOMEH/BHUB 3MEMO I lOC’ 0]” OBOME 6J1”CKa AO0CeTKa K ]

ce OfH j j
JHOCH Ha HZKJe IudepeHunjanHe jejHaydHe y KOjuMa Ce He |aBibajy
’
eKCTIMLUTHO X W=, a Kojy Ov
7 jy 6u uuranaw Tpe6ao 1a 3Ha 300r rbeHe roTOBO

H

dx?

OruTe anMeHe y MeXaHULUHU H (b a, 'e pe —_— T a
U3NUH. K Aa j IWHUMO No y '
- 4dKB

jelHaunHa focTaje
a2y ( '
dx? =70 (241)

. )
JlomHouMO JiK Je ca ZQ, pobrkemo
dx

o 41 &y

dy
2 = 2f(y) —= ,
dx da® 1) dx (242)

8§71 OBMYHA TOCETKA 187

OuuraefHo, YUM TIOrVIELaMO OBY jeAHauuHy, BUAMMO A2 |2 FbeHa nesa CTpaHa

v

dy .
W3BOA OR (——) , a mbeHa JecHa CTpaHa M3BOL on 2 | f(y)dy. 3ato je

(L) =2 ff(y) dy + 2, (243)

e Jvzsmv)dwfx

peluetbe AntepeHupjante jeAHaduHe (241).

Kaga je Ao6po pacMOTPUMO, BULWMO A je OBA AOCETKA MACHTAUHA ca
MOCTYNLKMA KOje CMO W3OMHMIH y § 33, wTO Ce MOWe NpOBEPUTH TPANE-
teM pelierba OHaKO Kako 64 ce UMHWIO V TOM OREBKY.

Kana Hannmemoﬂ =y ﬂ— andeperujania jeLBaYnHa (241) no-
ax? dx
craje
yay' =fody.

Osga ce RpAO Majo pasnukyje OA jeAHaquHe (242). YcrtBapu, aKo je TOMHO-
LIMMO Ca 2 W MNOAENHMO Ca dx, oHa mocTaje MAEHTAYHA Cd jesHa4YnHOM (248).

OuMriefHO, HEHO je pellerbe

y'2=2J f(y) dy + =

Koje je MAEHTHHHO Ca (243). Jame cy obe METOAE peulaBaia ucTe.

Jemsa 04 OBMX ILBejy METOAA he MOWe Ce MHOro MpernocTaBbaTH
JpYFoj: YKOHKO HocTOju, TakBo mpenmyhcTBO MpUaia METOLH H3/0XKEHO]

y §33, KOjOM C& MOTy PelNTH jenHaumHe y Kojuma ce jaBba T , LOK TO-
x

Mmohy JApyre MeToAe TO uuje moryhHo. 3a 0BO je OANMYAH NPUMED oHaj

KOj1 CMO panu y § 33. MehyTum, Hadms peiasawa Koy CMO U3JOKWIHE Y

0BOM OJLEbKYy TaKO je pacnpocTpatbeH na he, paHuje MaW KacrUE, yuranai

CUTYpHO Ha Hbera Hauhi.

§ 77. PemaBame nomohy penosa

.Y § 25 cmo CKpeHyH naxby Ha udmbeHuuy Iiad JudepetumjaiHe jeld-
HauWHe 4ecTO BOAE MHTerpanuma Koju ce He Mory Jako u3pavyHaTH, W Mmo-
ka3any CMO jAa Ce T WHTerpaiu 4eCTO MOTY passuTH y PeroBE, 0B WK -
oue Bpcre. ¥ § 65 cmo [OHOBO HalIM Aa Cy METOAE peluaBatba Onepato-
puma Mmorne 10BeCTH AO pewetba y 0ONHKY pena. MehyTiMm, npuMeHa pe-
J0Ba je CTBAapHO MHOrO 1umpa Hero wTO 6K Ce MOrJo 3aK/bYUUTH M3 THX
npumepa; jep, Kala peleise jeHAuMHE HE MOXEMOQ HamucaTh y 0BAHKY
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HEKOT EKCIUMLUWTHOr WHTerpana WM 4YaK HU y OGJMKY »OTepaTopcKor pe-
wewa”, Moxemo mpuGehn peaosuma. Jlpyru npumep OBOT ofe/bKa je Tor
THNA, 0K je MpBM CamO WAyCTpaluja Te MeTOfe pellaBakba.

lpernocraBumo na Tpe6a PeLUNTH . je JHAYHHY

Y = py2 -
d 2. (244)
O'-IHI‘JIEJIHO, peluewe oBe jEJlHa'-lMHe je
i e \ 4
. (245)

anu ReMmo 3acaj MPeTNoCTaBUTH Aa je oHO Hemo3uaTo. LlIta BHLUE, Y3MHMO
Aa ]& pellere HanmuCaHo y o0auKy pesa

y=aq++ax+a,x24 ..., (246)

Y KOM Cy CcBH KOeUUMjeHTH a Hemo3HaTH. AKo Takas pex MoCTOjH U ako je oH

KOHBepr(:il;TaH, AMGepeHUnpabeM TOr pela uJaH Mo yiaH 1aKO MOKEMO Hahu
pen 3a — Hame, xan pes (246) nomuoxkumo camum co6om, MOKeMo Hahu

W pen 3a % Ta cy uBa pesyaraTa:

A\
dy :
d}‘c_al+2azx'|"3asx"+4a4xa+"": (247)
i :
A J'3=aoz+2aoa1x+200a2x2+200a3xs+--~ :
+a,x2+2ala,x3+-~-~} g
Moske ce mokasati pa nBa pena
" G+axt+a, x4 ...

by by x4 Bpx® v .,

TPETCTaB/bajy WCTYy (yHKUMjy Taga u camo Taja Kaja | j

, : ; je CBako a jegHako
pnrgigpa]yhem b, To ject, camo kaga Cy o6a pelna MAEHTHYHa. 3a!rcf axko
134(8 ) 3aucra peleme Auq)egeﬂuujanue jeaHaunte (244), penosu (247) u
(248) mopajy 6uth upeHTHuHM lep o6a oBa pesa Mopajy 6uTH jenHaka W3-

BOLYy E{ MehyTnm, To 3axTesa na 6yne

N

8 117 PEWABAIE OMOTY PELOBA 189
a; = ay’,
2a, = 2a4a,,
3a, = 2a,a, + @12,
40, = 2a,a; + 2a,a,.
V3 oBux jeiHayMHa NaKo je BUAETH Jha |e
ay=0,%
a, = ag’,
a; = a,°,
a, = ay’,
M fa 3aTo pes (246) mopa OuTH 06anKa
y=ao(l +apx+a>x*+----- )
Oamaxy BuAMMO fAa je 30Mp OBOT peja
a
Y= Ll
b— @y X
L - . 1
KOjU je wuAeHTH4aH ca (245) camo axo je qy=——.
[v4
Kao apyru npumep, nocmatpajmo AndepeHumjanHy jeiHaunHy
d?y dy \2 dy .
3y L) 4 (—J) 14y e _1=0, (249)
do:2 dx X
KOja Cf jaB/ba y M3BECHMM OCHOBHMM MpOyYaBatbWMa y Be3W Ca eJEKTPOHCKUM
; dy
nesima. OKOJMHOCTH Cy TakBe Aa )y mMopa OWTHM jeiHaKo Hyau, a - Mmopa
GWTH [eIHAKO jeAMHMUM Kaja je X jeAHaKO Hyau. 3aTo Ce y OBOM Ciy4ajy
TpaxXu| MapTHKYJIQPHO pellierbe a He OMLITe.
TlpernocTaBMMO, AaKje, Aa je pellerbe
y=ay+ax+ax>+ag x>+ .-
Ako 32 x =0 Taj pen Tpeba Aa Oyle jelHAK HyJ, @, MOpa OWTH jelHAKO
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dy .
HyJAH; a aKo Tx Tpe6a Aa Ce CBeAE H3 jeNMHHUY, @, MOpa GUTH jenHaxo 1.

3aTto Taj pex mopa OuTH 00anKa
y=x-+tax*+azx®faxt4 -
OuNrneino, meroBy Cy H3BOAU

‘%=1+2a2x+303x2+4a4x3—|— ----- ,
d?y
E‘x‘z:2az—i—6a3x+12a4x2—|— ----- ,
Tako aa (249) nocraje
dy

3y
}dxg

4 6a,x + 18a; x> 4 36a,x*+
4 Ba,2x? b 24a,a,x® 4o
dy\2 :
+ (Zivx_) 41  +da,x-+6azx®*+  8a,x*+
4 4a,2x® + 12apa; X3 4 - - -

d
—{—4)71? 4x 4+ 12a,x2 4  16a; x*+
+ Baxi
+y Fxeh 20
—1 —1 , =0,

¥ 3aTO A0NAa3WMO A0 jelHauuHa
10a, +4=0,

24a,; + 10ay? + 122, +1=0,
44a, + 36a,a, + 16a; + 8a,® + 2a,=0.

W3 oBMX HanasuMo:

o

11 47
— a =

Qy=— ", ay= .=

- ! 3

5 120

3300° ' '
Ha Taj HauuH R0BHMBaMO jeAHAYNHY

2
pmx 2y 1 4T

— x? BRI
5 120 3300 -

G
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[

a Kako pel Beoma 6p30 KGhBeprvpa, OH HaM jaje ApHAMYHO 3210BO/bABA-
jyhe peulere AOTAYHOr MpoGirema. Bome peluere HUje MO3HATO.

lMocToju ¥ Apyra MeToAa pellaBama nomohy peoBa, Koja je KaTKal
jeAHOCTaBHMja OA OBE KOjy CMO rope CKulupaiu. Moxemo je HJIVCTpPOB2TH
Ha AvdepeHLMjanHoj jeilHadNHH (244) kojy cmo Beh pewmin ca KOHTYpPHUM
ycnoBoM Aa je y =@, 32 x==0.

3uamo 1a Ma 3a Kojy dymkuujy y(x) Tajnopos pei raacn

Yx) = Yo g e S
1 21 3!

rAE Yo, Vo npercTaB/bajy BPEAHOCTH yHKkuMje y W IbEHMX PaSHUX
usgofa 3a x = 0. TlpBy BpPeAHOCT, Yo, geh 3HaMO M3 Haller KOHTYpHOT YC-
foBa. Jpyry BPEAHOCT, yo', MOXEMO OAMaX nahu Kaja NPUMETHMO 1A H3BOA
y, mopa fuTn jeptax y,2 ¥ 3aTO jelHaK a2, jep AvdepeHuMjanHa jeAHauMHa
(244) mopa NOAjeAHAKO BAXKHTH 33 X —( Ka0 M Ma 3a Kojy Apyry BpeAHOCT
x. LITo ce Tu¥e BPEAHOCTH o', MOMKEMO je Hahy RHQepeHUHparbeM jeiHa-
unHe (244), To jecT

d?y
:2 -7,
dx? Y dx

. d
a 3arHM YBDIITABareM y TOj JeAHAUMHW BPERHOCTH J u Ey 3a x =0. Taxo
x

nobrsamo
Vo =2 ag’.
CauuHo,
ddy dy\? d?y
L =21 == ) 2y —"—
d x3 ( dx 2y d x?
naje

" 4
yo = 6a,

W Tako game. Kaga cse Te BPELHOCTH 3AMEHHMO Yy onwTem obpacuy 3a
Tajaopoe pen, AOGHBAMO

a,® x 2a,°x? 6ayix3
(xX)=a, +—t 7 T 4,
Y=+ ==y, +,3! T
HapaBsHo, 0Ba Ce jefHaukHa CBORM Ha 00K
4 2 2 B +3 3 ao
y:au(l_{'aox‘*_aoux“}‘aox+""):’_—’—’
I —ayx

Kao ¥ pasuje.
OBa cxema Hanawewa KoeduuujeHaTa peia YECTO 3axTeba Mare Nocna
HEro OHa W3 NpBe METOjE; alu, He MOXE Ce YBeK npumennTH. Ha npHMmep,
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unTanay he oiMax BMEeTM 1a Ce OHa He MOXe NMPUMEHHTH Ha peluaBatme
LugepeHurjante jefjHauynHe (249).

§ 78. Ha mTa ce moxe Hauhn y npumenwu penoBa Ha
pewaBame IU(EepeHUU jalHUX jelHAYHUHA

Ann, He Tpe6a 3aK/byuHTH Aa Ce yBeK NOxe HahM HEKH 3a10BObaBa-
Bajyhu ueo pen. Hanporus, Taj ce Cllyyaj peTKO Aeluasa.

Ha nmpumep, pewese audepenuujante jenHaunte n
2

2xy‘-iz=2x3—f—yf,
x

LF

y=VaxF+ 2,

_TO jecT, (yHKUHMja KOja Ce He MOXKe pasBUTH y pen Ttuna (246) Axo moky-
wamo fa HaheMo Takas pej, Aok hemo 40 3aKbyuka 1a CBH HEroBH Koe-
GuLMjeHTH MOpajy GUTH jeAHAKH Hyau.

Cnuuto, peweme AvdepeHuynjanHe jefHaYnHe
je

and, Kaja mpeTnocTaBAMO 1A je pellere HeKH pel M OAPEAUMO KOehHUH-
jeHTe, Ko6MBaMO peayaTaT

Y= x® (1= lek 2ol 38t o 5l )

Taj pea auBeprupa sa csaky BpegmocT X, W 3ato je Ge3 KOpHCTH 3a BehuHy
MpakTHYHWX 3ajaTaka.

Hpyrum peunma, moryhHo je nma ce He Lo6uje HUKaKaB OArOBOp, Kao
y Hawem TMpBOM TNpUMEpy, WM Aa ce R00Hje OArOBOp Ge3 KOPHCTH, Kao y
apyrom. Lro je jow rope, moryhwo je, Ma na ce To peTKo jeliaBa, na ce
Lo0unje nmorpewan 0AroBop. HapaBHO, 0BO He MOe GUTH pasJjor jga ce us-
OeraBajy peliewa y oOGNMKYy pefa MM 4Yak AA Ce MCTHYE norpe6a 3a npet-
XOLHO OCHrypaBatbe Ja he OHM JOEFeCTM 10 TayHWX peayaTaTa; aiH, TO
HANAKE BENTUKY OMPE3HOCT Kajla He MOCTOjM MOTryRHOCT TaKBOr OCHrypaBama.

7
x‘ "M o *2#\4:‘

-

K

¥
A

ourn
~l
©
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§79. becenoBa jeaHauuHa

be:

€JI0Ba JefiHauMHa

@R 1 @+(1_£’)R=o, (250)
dr? ro.dr rz)

YMja cy| pewetba noswaTa Kao Becenose dymkuuje, jaBma ce ¥y MHOrMM

CHHUX CTp

npoGiefiMa TeopHCKe (H3NKE, MPH YeMy je MOLECHO WM noTpedHO ymno-
* TPeGHTH LMIMHADHYHE KOOpAMHaTe, 360F KOHTYpHHX ycnoBa. Ha mnpumep,
uMTansal je Ha by HauwWao y sasatky 6, §46. :
Y3MHMO 1a je HEKO peulere AHdepeHLHjaIHe jeaHauute (250) weo pex
R=ay+art+arrt..... +ajri ... (251)
Tana jd ‘
d*R
— = 1-2.a,4-2-3a4r4 - -,
dré# ;
1 d R ¢ ! :
i a,—+ 2a,+ 3a,r4---,
r.-dr r 3
R= Ty + ar —{_ e
n® 2 ] e : ol
——R=—n?a,— —n?a,——n%a,— n agr—+-.-.
r2 J 2 r
AKO je pea (251) pewerse Audepenuujanne jeanauune (250), 36up cBux ge-

aHa OBMX jelHauMHa Mopa GHTH jeaHak Hyan. [ame, ako je Taj

30Mp jelHaK HynM 3a CBe BPEAHOCTH r, MOCEGHO Mopajy OWMTH jeAHAKH Hy1n

30MpPIBH
aKo je 11

M3
ako n Hj

Us
HaKo 2,

KoedUUMjeHATa y3 jeAHaKe CTeneHe Of r. 3aTo je nfag=—0," 'n,
P43JHYHTO 0L HyJe,

a,=0.

Apyre KOJOHe ropwyx jeaHaunHa pobusamo (1 —n?)a, = 0. 3aro,
je jemHaKO jemnHMLM,

[otTynajyhu na osaj HauyMH, MOXeMO 3aK/byYHTH Ja je CBe 140 a,
CBAaKO a|]elHAKO Hynu. MehyTnM, NpBa KOJIOHA y KOjoj Ce jaB/ba @,, CBOAHM
ce Ha (M7 —n?) @, Na je WAEHTHYKM jeAHAKA HYJM Ma KaKBY BPEAHOCT HMAlO

ap. 3ato

Pea (251) noumibe ca wnakom n-ToOr cTemeHa mno r, 4UjH KoehHULU-

jEHT MOj(e HMaTH Ma KaKBy BpPeAHOCT.

Euxn

MeHTapHe Iuchbepenmmjanue jenmaumie 13
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MocmaTpajmo caja j-Ty KOJIOHY, 3a KOjy je j> 7. V3 mwe credn jed-
HauHHa
ap(n® — J*) = Gj—2.

M3 oBe jegHaunHe OAMax BHAMMO Aa Cy

Apt1s o43, dogs "7 %

Takohe jeiHaKH HyJH, jep je @p—p=10. Tako ucro crean 1a je

..
e 20@2n+2)°
ay
an+4= N
2:42n+2)(2n -4
251
Agtg = —

2.4-6(2n-2) (2n +4)(2n +6)
H TaxKo Aalbe. . .
Cafa cMo oipeluan cBe koeduuujerTe pexa (251) cem KoedULHMjeHTa
aa, KOjU je 3ajeAHHYKH (paKTOp 3a CBE 4/IaHOBE M KOJM |& MpOMU3BO/bAH. Owu
ce OGMYHO CMeyje HOBOM MPOM3BOLHOM KOHCTAaHTOM A, Tako aa je
0 — A
T 2ept

Taga je /ako HanucaTH cBe KoeduuujeHTe nomohy oBe HOBe KOHCTaHTe A.
YcTBapH, MOXEMO H3BECTH OMWTH 0Gpasall

(— 1)p A
20t (np)lp!

Qog2p =
3ato priuetbe JudepeHlujante jeiHauuHe (250) raacu
ran 1 ro\u+2 1
=al( )
<2> n! 2 (n+l)!l!+

Lo Bl B

O6uuno ce M3pa3 y sarpaiu obenexasa ca [a(r). OH je nosHaT Kao
BecenoBa ¢pyHKuMja npe BpcTe H N-Tor pead. Ona ce Takohe Moxe Ha-

nucaTH y 06/nKy
5
A} 2

po=(Lf B e

.

p=0 (n + p)! p!
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lopra ce KUCKyCHja 3aCHMBA HA NPETNOCTaBu4 Aa je n ueo Opoj. 3a
pasiomibeHe BPeAHOCTM OX N MeTOAA pellapaiba je cauuHa. Ao je n pas-
JoMbeH 6poj, pea Koju 3af40BObaBa Auchepenuujanty jearnaduty (250), moxe
ce Hahn y oGauky

R:anrﬂ+_an+lrﬂ+l+...’

y KOM Cy CBH W3/JO0XKHOLM Da3noW/beHM GpojesH jep je 71 pasiomiber 6poj.
busnuxu npobiemu BOJE KaTKal TaKBHM pa3/iOM/bEHMM BpeLHOCTHMA OA 7,
allM y TEXHWUYKO] JMTepaTypu HU GAH3Y HUCY TAKO YeCTH Kao npobaemu
KOjM cajpiKe Lesge nanoxuoue. Hema norpefe 1a O mwHUMa Jakbe AUCKYTY-
jemo, camo bemMO NMPUMETHTH 23 je M3pas KOju Ce Hakasn y Cpeimoj 3a-
rpajy Ha LeCHO| CTpaHy jeinaumHe (252), T|. uspas (253), jow yBeK nyHO-
BaxHa Ledunuunja dynxuuje [o(r) 4ak Kaga je n pasniommeH O6poj, camo
aKO Ce LEJMCXOAHO TIPOLWMPH TojaM (haKTopuese Ha pasioM/beHe KOJHYHHE
a1, . :

Hajsaz, Hekn npofiemMu TeOpHcKe PH3KKe, HAUME OHM Y KOjuMa Ce 01-
pehyie e(eKTHBHM OTNOP NPOBOAHWKA KOjH NPOBOAM BHCOKO-(PEKBEHTHY
CTPYjy, BOAE jeiHAYMHAMA KOje Cy WAeHTHuHe ca jeaHaunHom (250), nayses
WTO Cé 7/ CMekbyje HOBOM NpOMEHBUBOM [ —ig. rie je ¢ peanHa KOJH-
yyra. MehyTum, yak W y TakBHM cayvajeBnma, (253) je NYHOBAXHO pellelbe.
Axo, pakne, Hanmuuwemo | —ig CBYAa rAe Ce jaB/ba I, JecHa CTpaHa Te jell-
HayHHe nocraje KomrsekcHa. OOGHUHO Ce CmaTpa Aa Cy peajHH W HMma-
FHHADHU 1eJOBH. Te jefHauMHe pas3ABOjeHM W Ja ce peaom oGesexasajy
ca beryq u beiy ¢V, Hpyrum peunma, bero g u bei, ¢ Cy peaiuu H HMaru-

HapHu AenoBH dyukuuje fo( '—iq), To ject
' I (l: q) == ber, ¢ + ibeiyq.

Jeanaunna (250) je audepenuujanHa jeAHaynHa Apyror peaa, M 3aTo
61 TpeGano 1a beHO peulere CaLpiHM ABe MPOM3BOJbHE KOHCTaHTe. Pewere
JaTo ca (252) cagpXu Camo jeAHy NpPOM3BOJBHY KOHCTAaHTY, U 3aTO TO Huje
onwre peweibe npobaema. Kaga n Huje 1eo 6poj, MOxe ce MOKa3aTH Aa je
OMIUTE petliewe

R=A]a()~+ BJ-al),
rae ce J_o(r) AeduHUmIE HA Taj HAUMH LITO Ce je]MHO Hanuule — 11 MecTo n
rae ce rof OHO jaBma y (252). C apyre cTpane, Kaaa je n ueo 6poj, Tako

gedunncana dyHkuuja [_q (r) jeAHaka je nau GYHKUH{KH [4(r) MK FbEHO] He-
raTHBHO] BPEAHOCTH, Taxko Aa je

R=[A= B} Jalr)==Clu(r).
Kako oBa jegHaynHa €agpyu Camo jeAHy NPOH3BO/BHY KOHCTAHTY, MOpa

NOCTOjaTH Ol HeKkO Apyro peletbe Andepenumjanve jexHaunne (250) kana
je n ueo 6poj. OBuuHo Ce TO peiwere obenexara ca Ko (r) u sose becerosa

1) OBuM ce o3HAKamMa HamepaBa ca be noTceTHTH Ha Bessel-a, 10K 3aBplUHA CNOBA
r ¥ i 03HAYABajy, PEAOM, ,peanaH” M ,vMaruHapan‘.




196 EAEMEHTAPHE IU®EPEHUHIAJHE JELHAYHHE

(hyHKLUM]ja Apyre BpcTe M N-TOr peja; W TO Ce pellerbe MOXE MpHKa3aTH
jelHUM GeCKOHAYHHM PEAOM TIOMOhy MeTojle KOjy Hema rnorpebe ja HMCOH-
Tyjemo. BarHa ocoGuHa THX (yHKUMja Apyre BpCTe e Ta IWITO CEE OHE
nocrajy GeckoHauHe 3a r==0. Kako KOHTypHW yclAO8H Koje namehe Behunwa
puanuKMx npoiema He AOMywWTajy GeCKOHAYHMX BPEAHOCTH, OOMYHO Ce Ha-
Jasu Aa je koeduUMjeHT B y onwTem pelue:sby

R=A/.(r) +BK.(1),

jeAHaK HyJaW, WTO He 3HAYM HUWTA APYro A0 TO Aa pelueibe npobJema He
caipxu bBecenosy cyHxkuujy apyre Bpcre. :

3a BecesoBe (yHKuuje npBe W Apyre BPCTe, Kao M 3a MOMeHyTe (yHK-
uuje ber ¢ w beig, u3pauyHate cy onwwnpHe Tabauue. Owe ce ynoTpeGiba-
Bajy Ha MCTH Ha4MH Kao M TPUCOHOMETPHCKE W JOrapuramcke TabauLe.

§ 80. CuuxaBawe pena JAMHeapHe nAMpepeHuHjanHe jen-
HauYHHE

Kaga mokywamo Aa peluMMmo JuHeapHy AuQepeHuujaiHy jeAHAuMHY
S-TOr peaa, a 3HaMO HeKO MAapTHKyJMapHO peulewe Koje ,,MpHNaza HyJaH", Mo-
ryhHo je nomohy OBOr MapTHKyJapHOr pelueia Ty AWepeHLMjanHy jefHa-
YMHY CBECTH HA He HeKy ApYry AutepeHlUujanHy jeaHaunty (s — 1)-or peza.

Jla GMCMO OBO BHIE/IM, Y3MHMO Aa je y = ¢(X) napruKyJapHO peluetbe
nupeperumjaate jegHaunte (134) koje ,mpunaga Hynu!. CMEHMMO ) HOBOM
NPOMEH/BUBOM Z KOjy OApehyje jeaHaunHa

y=0(x)z.
Tagna je

dy do dz )

=z — +—,

dx dx -3 dx
42y & | _ dz do d2z (254)
S e b —,
dx? dx? + dx dx & dxt
................................. )

¥ Tako name. CBe Cy OBe jefHauyuHe JHHeapHe MO Z M HEroBMM H3BOAUMA.
3aro, kan ux yspctumo y (134), noGuhemo HOBY sHHeapH)y AHdeEpeHUHWjandy
jeNHaYMHy ca 3aBHCHO MPOMEH/BHBOM 2. i

! di ; \

Lllra Buuie, neduHUCatbe Ma KOr H3BOAA _d_y'- y (254) nounme ca
. 1 -
dig s : g

yjiaHom 2z — Q TQj je YAQH jeAHHH Y KOM Ce jaB/ba CAMO Z, & HE HberoBH
2zl

M3BOAM. 3aTO y HALIO] HOBO] AM(EpeHLMjaTHO] jefHA4YWHK Ca B3aBHCHO NpoO-

MEH/bUBOM 2, KOe(UUH]eHT y3 camo z, Mopa OUTH

ds—teb .

dax—1

Fod . : - T
f) T2 o) S N0 8, T jeer Fu(x ) #.

’

§ 80

Ann, o8
YHHA Ca

{s—1)

R
DI 32 NPOMEHBHBY 2' = —.
dx
Ha npumep, y3aMumMo jegHauynuy
d%y
P =0,
s

umhje je
Hala3nuMm

ojakJje

HJH

Ouurae]
Wi
W3 oBe

WJIn

To je saucra onwrte peluere AudepeHuunjanHe jeaHayrHe (255).

Ka
yHHYy (2]

eLHO peliewme y = sin x. AKO Hamuiemo

y = zsinx,

o ?

0
2 2
d—y=—zsinx—}—2cosxg—z-—|—sinx i
dx? : dx
sinxﬂ—i—2cosxd—z=0,
dx? dx
dz’ , 2cosxdx
e i O,
Z sin x

HO, peliere OBe jejHauMHe je
2SI — a5
dz —='a'cosecx dx .

ieAHayMHe Hajaa3umo

z ={ —acotang x,

y =4fsinx —acosx.

0 ADPyrH Npumep, MPUMEHUMO Haw noctynak Ha bBecenoBy jegHa-
0) kama 3Hamo 1a je jegHo weHO pewewe [qo(r). Hanucahemo
R=xz2 /n(r) )

dR dfa dz

_ 7 — —_—,

dr - dr e dr

d’R d3fq dz dJ, d%z

5 g [ o =l a g ;

dr? dr? dr dr T dr?

CHUXXABAE PEJA JIHHEAPHE JH®EPEHUHJAJTHE JE,&HA‘iHHE

O je Mo AeduHMUM{M jeaHako HyaW. JIpyrHM peuuMa, HoBa jeana-

[(p)KM H3BOAe 04 Z CBe [JO S-Tor, AjJH He H camo z. 3arto je OHa
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crora (250) mocraje

2 (ydls
dar? dr

o, 1 d_fer(l_g)/n]z:o.

Jr dr? rodr

e i)

AM, KaKo je [ peuletbe aucepeHuujanHe jepHaume (250), sHamo Aa je
KoedMUMjeHT KOJH CTOJM y3 z jeAHaK Hynd. 3aTO Ce Ta JeAHAYHHA CBOAM HA

o agims

I dr

20171

dz | pdls  dr_ o
-4 Ja r
Yyuje je peluerse
Zrjt=a,

2=3+af dr

rJar),

HJH

WsyseB Tewkoha MHTerpalnje, 080 je CacBUM NpPHXBAT/bHBO OMITE pelletbe
aubepedumjanse jeiHayuHe (250). 3aucta, us wera GHCMO MOTIH  AOGHTH
dynkunjy Kq(x) kojy cmo momenyan y §79; anu, kako TO Huje Gaiu Haj-
jelHOCTABHMj HAYMH HeEHOr M3Bohewa, Moxaa he Tako HCTO GUTH A06po
L2 TO M He MOKylaBamo.

BaxHo je HanmoMeHyTH TO Aa y Ciyyajy Kaja 3Hamo jeIHO NAPTHKY-
JapHo peluerbe AudepeHLujalHe jefHAYHHE ADYror pela, YBEK je MOMEeMO
3aMEHMTHM HEKOM LpyroM AHdepeHUHjaNHOM jefHaYHHOM NpBOTr pela H Ha
Taj HauMH HahKM HEHO ONTe peLlerbe.

Cnaeal,

1.

3.

11.
12,

13.

14,

15.

OJIrOBOPU HA 3AJATKE

§5, cTp. 14.
L da2w w
x dx? X
dw dw
x2 - 4x — 42w =0; =(
dx? R dx + Y
d—w=ae°"; y=—a——|—ae*°x.
dx c
dZe -
L — ket =0.
di? T
d2p dP
(l—x)—— —2x—-+mP=0.
( ) dx? dx +
dw _ dx
w X
dy
—— =2xy.
dax Y
4z _gnw ( atly im—y)
dx dwm-tt dwm

(x — cos 8)2 4 (y — sin @) =r2
Xt yr=(1 L%

x2
y=—"9"

x = sin — cos®H; y ==sin®6 —cosh.

?ff
32°

B

x2

)’.




2C0 OATOBOPH HA 3AJATKE

16. a) O6uuna, 2-or pena, 3-er crenesa, He/lv4eapHa.

0) OGuuna, 1-or pepa, l-or cremena, JIMHeapHa ca MPOMEeH/LHBUM
KoeduuyjeHTUMa.

¢) Mapuwujanua, 2-or pena, 1-or CTEHEHa, JINHeapHa Ca KOHCTAHTHUM
KoepuuujeHTHMA.

17. a) O6uuna, 2-or pesa, 1-or crenea, HeJlMHeapHa.

b) O6uuna, 2-or pera, 1-or crenena, He/IHHeapHa ceMm ako je Ju-
HeapHa ¢yukumja f(y, 2).
dw

18. — — 1) w = 3e2u,
du+ ( )

Fnasall, §11, CcTpaha 28.
6y’ cos pt, — 6," cos pt, e o 8o’ sin pt, — 6,"sin pt,
psinp(t,—t) psinp (t,—t,)

2 a=eopcos pt,— 9, sin pt, 6o psin pt, — 6/ cos pt,
peosp(ty—t) ' pcosp (t,—t,)

1. o =

Taasa I, §20; crpana 43.

do ' .
4. F k(9—9), rae je ¢ uuramwe ckane Ha TEPMOMETPY a §, Tem-

nepaTypa xaajiHe cpegnuHe.
d?y dy 8/
YT
dx? dx e
6. y2 (ﬂ)z_l_ y2 =12,
dx

8 (dy\s 4 ;dy\e
7. — |- A e o2 .
27(dx)+9(51x) *t+y

8. 4y (ﬂ)s-— 2x2 (-dl)"’+ dxy ( Q) + x% = 162,
dx dx dx

9 ¥ AT
l’sz_yz

=0.

dy
== ey (=2},
dx v )
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11

dv _1‘/

m— :
dt ¢+ 1

rJlC—;Ba 1V, § 23, cTpana 49.

—

naga IV

aasa 1V

tanovezx—}—ﬂ' «=0.
k
y:ae—cx+£
c

8 =06, + ae*; 3a 0,520° By ox TemmepaType OKOJHE cpe,u.uﬂe,,
110BOJ/baH.

a) secx=a—tangy.

b))yl ~xz+XV‘1—y2=a~

c)y==b .
)y +b +1
M e(Nm—Mn) (a+kt) ___ N
= m e(Nm—Mn) (a+kt) __p °
y+tarctangy =a + x -+ log x.
, §25, cTpaHa 35.
x'..’. xS x4 .
=X logx — x — — ).
e («+ log tae T 3a Tam )
] !
y~ze"—i+ : *.__]L_BA_"' B
XZ 3 x* x5
|Ci1=0,3374; Cil0= — 0,0455.
§ 29, crtpana 65.
o y=ae7.
Jy=ax|xzF )2

. axz—}—bxy—l—cyz—gx_;—gy_—_z_

sin“x +38in?y = «a.
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- Y] 3z 2
5. 2t=m[—{—1}f4—mztang[v4 n logaflil mil -t ]

6. 12 —62 = ard,
7. cos(as -+ bB) + sin(ba +af)y = 7. .

8, T’—l—t2—|—2arcsin—z‘7;=a.

Tnasa IV, §31, crpana 68.

2. xy == — XCOSX-sinx.

3. x*y? = 2 — 4dx*cos x -+ 16x% sin x 4 48x® cos x — 96x sinx — 96 cosx.

4, p=ab J+-ab J1—02.
5 T= (14 af +logt)—*.
6. y=ae sinx L sinx —1.

_ secx 4-tangx
sinx+a

8. y=we?+op—1.
9. 0 =20, } ae ¥,

Tnasa LV, § 32, cTpana71.

2 xty+2F2fTF x5y =at2log(— |+ /THxy)—2logx.

3, q5=517——( 430+ —(1—}—3r)’/2

4. z4+1=log(—1+Jat2y)=)a+2y.
42T —t(1 —=117)
afE T —t (1 +)17)°

5. (2T —t|EF T =

6. y = ax 4 ¢(a).
7. e =a (x4 )xT—1).

{ig
¢
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Faasa V, § 33, crpaHa 74.

1.

2.

10.

11.
12.

13.

.a)v=

6 = asin (pt -+ B) .

tang@—}—a:ﬂks.

m(x+a) _ m(x—{—a))
k

2m(ﬁ+y)=k<e ¢ e

')e 3
ne= 9-r x2

. 12nnex =

2 2e (¢ Vn) ‘z 28(¢—V0) ?’
—vp+8ﬂmnl +_€_(___ (VV°+ m —4Jmm)'
¢p f(x) = asin (cpx ).

B+ ky =1 — (kx + @)* +log (kx4 @) —log (1 HT—(kx + «)?).

oLe&!u
u2

by arcsiny = a — 21— u?.

<)

3

2

B 4
d) | —q——cos{x*— 1) ——x".
) logy =o—— ( ) 3

=
a) v=14 ae .

b) log (1 4 v?) 4 2arctangu = «a.

¢) tangv = a -} loglogu.

x— ot Llogy — Llog (L — VIF—y%) — Y IF—".
2l0gy = u -+ k(x —2)". ’

(m+1)v=F[t+1—(—t_T_1W—m].
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I'nasa V, § 36, ctpana 80.
1. (27y2 — 2x%) (162)* — 32x3y2 + x6) =0.
1
’). ==
4 2

dp\2 1
3' (_’>—22—-1; == —,
pr =p*(2p—1); ¢ s

Fnaga VI, §39, crpana 85.

1. 6= 4°C 40,126 >
a

2. 6 =52,0C,
3. Hebma xuua.

!
4. pH = 2xrg (8, 6,) tang hyp (%)

kp 8,

B 0/= "
! kp cos hyp pl + g sin hyp pi

'l‘naBa VI, §41, crpana 89.

1. log B (x2+ »?) =—2tanga‘arctangl.

- %
2. xe=).
3. /8tang?a — | logf (y*tang a 4 2x%tang = — xy) =
2ytanga — x

wﬁ@ﬁrﬂ'
4 (0 =B+ =BV 1—F V(T — ) + 228 —&® —

— xlog (me g l/ﬁ n 1"|a_sz)‘

=0 arc tang(

5. Y2422 = @+ 2log cos x .
Fnasa VI, § 44, crpana 94.

1. 24qy=w(x4—~41x5+61‘3:t.2), aKo je w BeJMYMHA TepeTa Ha jeam-
HHULY LyXuHe, a rpeaa je y x =0 XOPH30HTANHO yK/bewTeHa.

2. 12qy = W (3Ix2 — 2[xJ*), rge ce x MepH OJ OWITpHUE MNOLynHpaya. -

s
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C Wt —aldy
3 h—p . 5 .
: ’+JM¢-4W@+wv—ﬂz

g e

o [2%4 .
— =sin [——(arc sin
o€ [

g T/ 2x ;
)—{——(l ——)], TIe je € AyKHHA
Yot¢/ 2 l

FOpIber M JOHer jena CTere a y, BelH4YMHA XOPU3OHTATHOr M0-

Mepama CpeArbe Tauyke HeHOr BEPTHKAJHOr AeJa.

Caasa VI, § 46, crpawa 100.

. f(x) = Asinnax, rae je n ueo 6poj.

/ n
3. kit)y='B s?n (nrrt I —HY%— C) Y ]/%
4. Due cy nponopuuonante ueaum GpojeBuma 1,2,3, - - - - - .
5. L\.Mn.rnn“y,ma H asa Tpenepema.
6. Cz()zx:az.\‘ LB_X .
ot® or? r or

CnaBa VI, §51, crpana 115.

R R SN e %)
Ti—% LX—x,
2. argsinhyp (1,007y) = arg coshyp (1,007x) — 0,125 . -
et [

4 Uuuupap.

. 3LEABY o
5. f= 4—H]rcos‘).

' 5 1 3 A
6. y =1+ acoshyp — —acoshyp —, rae je «a KOpEeH jeHauuHe
: 3 1y : i :
20 sinhyp —=3. OBa jeaHaunna uma ABa KopeHa, « =+ 0,6165. -
> :
Heratusan KopeH naje MoBpUIMHY MakcHmaHe BeJHuKHe.

7. Jlonra.

b —= .
2 ;
Ldy
9\=::+f — — .
[« —Tog (1 § yF —72
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I'nasa VII, § 56, crpana 132.

10.

i

14.

15.

. Bi=rory @PXL g, @R

Ly =o€ toye, :

y =0y e +a,el

— e —
.r=uqa, e | a,e"39,

o Yi=dy pax _I_ oy e—ax + % elax _|,_ o, p—iax

1

L v=—e} e(3+91)u + oy e@=20 0,

29

= = 1 1
Ly =g 2+ Dt g e—2—VE)t _ _ sint — — cost.
' + 10 5
s My =gy el NI s g e "‘—}-Esmx——l—ésmin.

L x=uq, eV 20—t + @, e V2 —it + x50 Vz(+it SE e—?’?(x-}-i)t +

1
et -
+17
L] 15
x=a,e °F4 —x 596 sin 3t — 526 cos 3t .
x = g+ a, et + a, e 4 ag e ——e—i"t :
0—,(_ 1 2 + + 360
y=a, xs—i—aqaz—{—ocs—}—a4x—3+ xslogx
x=;‘.‘1_i°‘_z‘°g_t+a3r2+a418+ [62 cos (3log ) +

t 47450
- 141 sin (3log1)] .

Inasa VII, § 58, crpana 141.

L.
L R cos nt——a?mﬂf

RC 1
C2nt

+R .

f— 2K, +E0R5m nt—anosnt; By,
L R% 4 L2n?
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E,Cncosnt

t
3. ] = a, COS — -} a, sin
1 V‘LC+ 2 +

1ch | —LCa®’

1 VT
— |/ — ; Hausme-
250 1 EE

HUYHA CTpyja (pexseHiuje LVL, HeorpaHHueHo.
2nt LC

4, | =— Egfn cos ft_ + 5cn cosnt. YCTa/bEHO CTatbe HU-
1 —LCn®  JIC ' 1—LCn®*~
Kaj Hehe HacTaTw.
5. 1/2x/LC; wucy.
6. Concreeda (pekBeHLHM]a.
Rt
T = E_l e “sinat.
Ln (\
" 8. R\I=0, - t<0;
_ Rl
R31=Rt—L<1—e - 7 0<t<;
. CR(=D) R
R?1=—R(t—2)+L<1—2e L e L), 1< t<2;
R(t—") _ Rt=» _ Rt '
RZI—L< e Ve L), 2 F,

Inasa VI, § 61, crpaua 153.
1 3 7
1. p=m e e 2% L —x2 ——X4—
Yi= %y + =+ 5 ) +4

2oa) aly—ide™—ax— .

jecy.

b) avtty = a e — [(ax)" + n(ax)"~' +n(n —1) (ax)*2+4- -4 n']

¢) (a* -4 n?)y = ae® —asinnx — nCOSnX.

d), (n —a)y = a e | e"*.

Inasa VIi, §63, crpana 159.
1. y=(a1—[—a2x)ex-|fa3e—x.
!
2. y=oa,+ (% + a3x + @ x?)e* + E e
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3.r=u0¢ 4 a,co85-Fa sin6——%(cos%—}-@cos%—}—%sin@).

8.xy=a, +ao,logx + % (log x)2.
Tnasa VIII, § 74, crpana 185, o,

1— 20, ¢% — (4 — | 2i)a,e- GHVZ0xE

.a) y=
— @+ 2D a e a=VZoxs,
z==o eX fa,em @ HVENNB 4 g e V20N,

b) I, :(% oy 4+ o, + a3t> e~ t4-(cosnt — n®cos nt +
-+ 2nsin nt)/(1 -+ n2)?,

Iy= (0, oyt + ayt?) et 4

- 2n (sin nt — 3n?sin nt — 3n cos nt - n® cos nt)/(1-+ n*)*.

¢) y =, ex - Ba, (-3 =V F0x/z L Ga, e(=3+ 13002,

z=a ex + o,(l __lgl) e(—3—V3ixr2 + )
+ o, (1 4 '3y et=s+V 3oz ~

d) 2y, = (22, -+ oy + 22,%) e~ - o= [ e [f,(6) -+ o) dx +-
N f dx f e [6/,(x) — 2f,(x)] dx,

2 = (o) + 2,%) =% b g—tn f e [— £,0) 4 fo()] dx +-

+ e—“f dxfe""‘ [3fi(x) — fe(;V)] dx .

X

2 by a6 a2 10 gy
X .

'y
X X

tae T f e 23 1,(x) - 15£,0)] dx —

3
T f e [21f,(x) + 51,(x) dx,

3

Enewmd

3 =200 = 3 g - 250 _ 4t
X

2y, = ) — 208 | A

- X
6y =—ae * — La e—ny i) 10
% 2 * e 2 % €=M dx —?ﬂ(x)‘—fz(x)“i‘ :

I -
+o-e fe [161£,(x) + 105 f,(x)] dx +-

| ‘
e [ esh + ishenax.

ax

dx

HTapHe audepeniujanae jenHaunye
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94
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108
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137
144
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160
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182"

MCmnPABEKEY

6-0M pepy OAO03ro
6-om pely OMO3TO
2-0M pejly Hanomene

13-0M OM03T0

14-om pely OAO03ro
3ajnaTky 3

“« W< “ <<

16-0M peay ORO3RO

jennaunnyu (108)

9-oM peny OAO3AO0 .
11-oM peay 040340
15-om peny 010310
7-MOM peay OAO03ro
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