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TEORIJA POLINOMA

( Prvi deo )
Glava I

§ i) Svaka algebarska jednalina =za
jednom nepoznatom koli&inom, moZe se uvek pi-
sati u obliku
(1) onm +.A.lxm'l+'.......Am_1 x + A =

Leva strana te jednadine je dakle
ceo polincm uredjen po stepenima od x koga
demo kratkode radi oznaditi sa F (x) illj%x)
Jednadina (1) ima dakle obliik:

F(x) = 111 P(x) =0
gde je x nepoznata koli¥ima a2 n ceo i pozi-
tivan broj koji se naziva gtepenon jednadine.
Za jednu algebarsku jednadinu kaZe se da Je
prvog, drugog, trebeg vev.... n-tog satepena,
prema tome koliki je broj n tj. prema tome
koliki je najvisi stepen nepoznate kolidine.
Tako na pr. opdta jednalina prvog stepena ima
oblik:

Ao X + A= 0
drugog stepena

Ao 12 + Al X + A2 =0

Ao’ Al’ A2 "”"f"An gu koeficijenti ‘datg

-



jednaZine, 21i nezavise od x i prestavljaju
realne 111 kompleksne kolidine.

= Ako su koeficijenti dati slovima jed-
nadina naziva op¥tor jednalinom; ako =u ti koe-

ficijenti brojevi, takva jednaéina‘ﬁaziva broj-
mom jednalinom .

U pogiedu reSavanja algebarskih jed-
nadina valja razlikovati, dali jJe t2 jednadina
opSta ili brojna algebarska jednalina,

Besiti op3tmu algedarsku jednadinu zna-

¢i nd6i sve izraze ohrazovane algebarskim ope~
racija tede #s - 5 R 93 LV eeee. iz koofi-
cijenata Ao’ """""An koje kad zamenimo

mesto x u datoj~3=ﬁnaéini njena leva. strana

postane Jednake nwli. 71 se izrazi zova kore-

nima date algebarske Jedna&ine, ili nule da-
tog polinoma, N
Poznato nam je reSavanje algebarskih
Jednadina prvog i drugog, tredag i getvrtog
stepena. Opitu jednadinu, %iji je stepen viZi
od éetvrtog,nemoguée je reSiti kso 3to su do-
kazali &%el i pre mjega ali ne dovolino tadno
_Wanstel. Sto se tiZe brojnih jednaZina one se
mogn uvek re¥iti, FHjihowo reéavanje sagtgii
se u tome da me nadjw pribli¥ue vrodncsii ko-
rena, koje kad smeninmo u dato] jednadini,nje-
‘na leva strana postaje pribliZno Jednaka nuli.
Metode za redavanje brojnih jednadi-

S =3-
iste ma kog stepena one bile, samo 3to
posteje duZi, 3to je stepen vedi.

na su
radun

§ 2 D’ALAMBERT-OV stav

Ispitivanje polinoma tredeg i &etvr-
epena polelo je u XVI veku. Od tog doba
danas poku3aji da se nadju nule polinoma
stepena, ostall su bez uspeha. Usled to-
se pojavila dva pitanja.

o da specijalni polinomi viSega stepe-
ju nule na pr x'-1.Pita se da 1i moraju
evi polinomi viSega stepena da imaju

se kaZe da svaki polinom ima nule, nas-
itanje da 1i se one mogu naéi? :

Prvo pitanje je prvi postavio i od-
o D’Alambert 1746 god. On je dokazao da
polinom mora imati najmanje jednu nulu{
neposredna posledica da polinom n-tog
a2 mora imati tagno n-nnla. L

Kako D’Alambert-ov dokag nije bio
no precizan,_to ga je 1797 god. Gaus,u
| doktorskyj-tezi ponovo dokazac, a docnije
¥ nekoliko slidnih dckaza,

I pored dokaza da nule postoje,poku~-
a se nadju nule polinoma videg od4-og
» 0stali su bez uspeha; otuda se poja-
o drugo pitanje. Na ovo pitanje pokuéaoje



-4 -
da odgovori prvi, italijanski matematildax
Ruffini 1799 g. On je precizno definisaoc Sta
podrazumeva pod "algebarskim redavanjem® jed-
nadine

n

2 3 :
a, + aix + 2y XT 4 35 X 0eo0s a, X = 0

Algebarski red8iti ovu jednadinu znadi nadi

cnaj algebarski izraz ili Ffunkeiju od koefieci-
. jenata H.(ao,'al9 8oy Bzesoly ) koii zémenjen '
umnasio X - a, Jednalinu identidki zsdovol java.
Eod jednatineg drugog stepena na primer taj
izraz jJe '

2 a .

& kod jednaﬁlne tredsg stepena to je Gardanov
obrazac, ata znali ne modéi re3iti algebaraku
'3eanaéln i1i ns moéi nadi nule polinoma? To
znadi da ne poetoji ni jedna funkcija R u
kojojd Sukkoéfiéijen*i vezani algebarskim ope-
racljamag a koge svodi polinom identifno na nu-
la,Ruffinl—avi dokazi Bili su nepotpunl a pvv1

strogi odgovor ne irugo pitanie dac je mladi
matemeti¥ar Abel. On je dokazao da se jednadi-
na videg siepens od 4-%tcg ne moie algebarski
rediti. Vratimo se na p¥vo pitanje 1 doxaéimo
D¥Alambertov siav. Iake se naule pollnoma v1§eg
atepena od dfetvricg ne mogu zlgebarski iz~
reziti moénmo pokazati prvo da svseki polinom
ima ﬁagm&nje jednu pulu, a zatim da polinom

5

5 = ,

n - tog stepenz ima talno n~-nula.
Todimo polinom n-tog stepena )
' n

. : 2, %3
() = 8, 1 8% 4 8% Foota X

23 ¥
D*Alambert-ov stavy kaBe ds positoji najmanje
jedna vrednost xex tekva da je Pn(xg=09 pri
tome X moZze biti realan ili komplieksan bxoj.
Roeficijenti e, &ys fyc..08, mogu bitl ta-
kodje 1 realni i kompleksni, 3ta viZe mi demo
ih uvek smsatbtrati za komplieksne, jer snamg da
je realan‘broj samo specijasen siuda] kKompleke
snog. Da bismo izveii D’Alambert-ov stav doka-
zademo prethodno nske osobine polinomg n-tog
stepena, koje'su nam za njegovo izvadjsnje po-
trebne. '
1°) U polinomu n-tog steperna P au {x} kad (x]
nzima wvelike vrednosti, Slan sa najvidim sté-
penom Xx preovladjuje tj. ceo polincm ponasa
se kso &lan sa najvisim stepencm.Drugim refi~
- k a, x° + a :&’j + Jesn x°
L a, + 8% +8; ‘; 3 o
lim [xl~><0 & *
7aista ako svaki élan polinoma podelime sa
a_ x i pustimo da X ‘teZi beskonadunosti, svi
%lanovi tefe nuli, a poslsénji jedinici.
mo ©a moZe i ovako uah*satl.

-

2 n 1oy
: + 8% ¥ se8_X ~ 3 ad

-1

x,

' lim x>
Ako taj isti stav formuliSemc ovako: Moduo
¢lana sa najvidim stepenom x-& moZe da bhude



koliko puta Zelimc vedl od modula zbira ostalib
&lanova ako je | x| dovoljno veliko, tj.
la, x l > k 'a * 8% + 8y z° e 8 1 xn'ﬂ
(&)
Kako je k¥ dat broj potraZimeod ko-.
je ée poletne vrednosti x-a biti zadovoljend
ova nejedna¥ina.Kako je zbir modula uvek veéi
od modula zbira to ée mnejednalina (A) biti za=-
dovoljena ako je :
‘ax!)kgad iaxl+!a |+..Ja ?495
SkiZaix| (B)
Znali ako x dizaberemo tako da je nejednalini
(B) ispunjena, (A) de biti & fortiori ispunj:=-
na. Ostavimo kratkode radi:
= X}, & = lai| ; nejednaéina (B) se svo-
di na nejednaéine

A 7,>I({)?L+/f1uﬁzz Y T } (<)

Ako oznaélmo sa A najveél od brojeva Ai; .
A =na x (4i),1 = 0,12, .... n-1 tada je ole-
vidno

/f{4+7fza+23+ z""} > Aot Aee AT A0 A s

- tako da de (c) biti zadovoljeno ako je
A TSR A 22
\—v_\/

X Jfff

Ako T izaberemo tako da ova poslednja nejed-
nadina bude zadovoljena, bide a fortiori i

| -7 -
sve pretho&ne ti. (&), (B}, i {A). Kako je da=-
-7 /tfez AR

P T 2=
(ako |je r>1). abr
Ako 2 1zaberamoJ§ako de bude zadovo-

i

ljenda nejednalina {2 >'-—z— biée tim pre
zadovoljena i predhodnd. Uz poslednje, pak,

. i S
/zél’n>,}—/ B 2"/7’1}1 ‘°‘ ;2‘/*/'}5(’,:

Dakle ako I tj ix} izaberemo tako da bude

] P, bié
x| P1 + k =5 Ja , = P, B y o
n
Ean i)kl& +alx~hezx + oese B 4 X i’

1je /EZM-

ina%e smo dokazali &injenicu da &lan
sa jvedim stepenom preoviadjuje ned ostali-
niad } x| izaberemo dovoljnmo veliko.
Kako pak izrag la X ' neprestanc
raste kad se x udaljuje od poletka to na mQ-
kakvoj krivoj liniji, to de ovaj izraz teZiti
—>0a xzad 31“—%"0; a kako ta:j‘ ¢lan preovla-
djuje nad ostalima &lanovima, to ée i ceo po-
lino \_Pn (x)|>xkad x> 1 to u makom prav-
cu X tefio beskonalnosti. Ovaj je stav za
realne brojeve odevidan, ovim je on dokazan
i za kompleksne.
2°) Kako se ponaZa polinom n-tog stepena za
male vrednosti x - a? '

ma,




n
(x) = é% ay = &, + 83X + &, x2 Foooed
+ a, x> 0 kad x>0 tj. polinom se svodi na
a,. Ako su izvesni &lanovi sami po sebi ravni
nuli tj. ako polinom ne podinje od nultog ste-
pena, ved %d q-tog, tj:
a

i > = aq x4 4+ aQ+1xq+1+°,+anxn

tada e ceo polinom teziti nuli, kad

x—>»0. Pitanje je kako de se odnositi &lan sa
najniZim stepenom od x - a prema ostalim &lano-
vima. Dokazademo da zbir ostaldh &lanova moZe
biti polev od- jedne male vrednosti x - a koli-
ko hoéemo puta manji od &lana sa najniZim ste-
penom x - a.

' Drugim reéima, pokazademo da moZemo
uvek izabrati x $ako kako da bude

]aq;qL>k] 841 xI*, o a+2, & x

g+2* +eee 8. (a)

Nastojademo kao i ranije da desnu
stranu ove fiejednadine, neprestano majorirame,
dok ne dbdjemo do izraza iz koga moZemo lako
odrediti jednu gornju granicud za x tako da
nejednadina (&) dude zadovoljena kad je Ix[<¥,

‘ Kako Jl zbir modula veél od modula

. zhira to je kZ'a’ x“)k’Zﬁ 2 ’

Dakls, da bi nejeanaéina (a) vila
ispunjena treba samo izabrati x tako da bu-

de ispunjena nejednadina ]a qu>k,Z|a x]
tegq

LT A Rl 5y

——— o

9 o
L A% >AZ A. rz‘,
1:.?4 :
gde smo kratkodle radi stavili
t=lxd, Ay =/ ail A = nax (&
Kako je A na;vﬁé: ﬁnﬁau kceficijen=~

tima AL to je ﬂ{,? >17 ﬁ 7t

dakle zko 1zabersm0'zuaiva da j= 1sgunae§§
nejednadina A" >7<A£ '1 i A o AR I - (:’ ;f

7-,

bvide utoliko pre 1spunjena i prnthodna nejed-

1,1 1=, 42, ¢ oo,

nadina,

K=ko su u ovom sliudaju vrednastii za
-7 male tc moZemo pretpostaviti da su one ma=
nje od 1 tj. 1< 1, onda su gornji &lanovi svi

pozitivni. Posl&xinju nejednaélnu moZemnec i ova-

ko napisati A Q:>€fi ,—AAZQ

iako T 1zaberemo tak9 da je ispunjena nejed-
nadina A > AR T
pide tim pre ispunjena i prethodna. Odavde Je

- j A A
(R)A>AK: o Ay >(Ax+Ag)n :.a<,;~—f;2 _-.04,—,,2?-:2&;4,

AL
- Ako r izaberemo tako malo da bude manje od ¥

sve prethodne nejednadine ééjbiti ispunjene
pa i poletna. Znadi pofev od izvesne vrednos=-
t1 |xl- a mndquélana sa najniZ¥im stepenom
biée proizvoljno puta veéi od mpdula zbira

svih ostalih &lanova.
Ponodéu ova dva stava moZemo p?eéi na
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sam dokaz D’Alamberi-ovog stava.

Uodimo polinom n-tog stepena | (2),
da bi on imao jednu nulu, mora postnjati jedma
yrednost 2z = 2z, takva da

Pn (Zo) = Q

Kad je P (zo) = 0, mora i iPn(zo)i:O

Ako jedna vrednost z = z, svodi po-
linom na nulun, conda mora svoditi 3 njegov mo-
duo, i obratno., ’

7a avaku realnu 11i kompleksnu vred-
npst 2z, tj. 2 = x + iy, kompleksne ravni z,
poatoji odredjena vrednost za ' B (z). Rako Je
an (2)] realan i pozitiven bro,, moZemo ga
rretstaviti iznad kompleksne rawvni u prostor.
Tada ée funkeije § =]2 (2))= F (z3)
pretsiavlijati za razne vrednosti =z Jednu po-
vriinu koju nazivamo modularna povrdina poli=~-
none P (z).

/\Z = |% | Polinoa postaje
(Do 200 jednak nuli na
onim nestima gde
‘ ‘modularna povr-
¢ X $ina dodiruje
Z- ravan tj.
, e P (2)=0 u onim
9/ ' tadksma rawn(
z u kojom modu-

- 1=
lafR"2 povrfina polinoma Pn (z) dodiruje ravan
Ze
D’Alamber-ov stav se dakle svodi na
to da pokaZemo da de modulsrna povr3ina efek-
tivao dodirivati ravan 2z m2jmanje u jednoj
tadki. S druge smo strane dod 1° dckazali da
za gvaki polinom Pn{z} postoji jedan krug,&i-
ji goluprednik moZemo odrediti, tako da je za
sve [vrednosti van tog krugs |Pn(z)| vede od ma
kakvog unapred datog broja. Prema tome izvan
tog kruge ne moZe Pn(z) = 0. Znadi da modu-
larna povriina moZe dodirivati ravan samo u
tom krugu. .

a) Fako za velike vrednosti [z|- a
polinom IPn (z)l~>%40 on negde u krugu mora
imati svoju najmenju vrednost |

\:E"n (zi)"é ]Pn (z)}‘ za MAKARYS Z

b) Ma koju tadku =z uzeli u krugu,
ako |je za nju i‘Pn(z)f>0 u njenoj blizini mora
postojati talka 2z’ takvo da je ,Pn(z’)|<h5{zﬂ
Otuda sledi da m imimum |Im{z)]
mora bitl tafka za koju je )P (z)l= 0 jer bi
u protivnom u blizini tadke z; postojala tal-
ke z’; za koju bi bilo Jr, (22 )<, (23
Ireva dakle ma oy madin Loxwzati sCedec
stav : ako jelp, (2,11>0 u blisini .
tacke z; postoji tulka z, tako da Jelj)«(z‘z)k“"‘z')‘
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Neka je z, = Zy * h, tada je p_ (2z,) =
2 e
P €z +h)-P (z +— h’
1 1) ? (ZT)?Z'P (Zl)f.»ﬁ;p;i )‘fzd)

'U dobivenom se izrazu
-8 1zr=z moZs ad i 2z e
od izvoda- P ™%z, S e
T R) jednak nuli; poslednji

nede biti jednak nuli jer je P, (n} (= } =ala_

Da bismo ostali u op§tem p}oblemn vretpobwavi—
mo da su izvodi, tek podev od E=tog raglilfisti
od nule. K-%i izvod moZe biti i prvi i drugi
samo mora biti manji od n

. “'to e Tad )
uzims oblik A 2 Pn(zz’

£X o k#H # 'y
P (2pzh(zek)- P P i .P(iz),wr ..... ‘Q f’l ()21)

Kako éo pretpostavei
T P_(z) # O
to moZemo P (zl) podeliti sa P ? I
zl), otuda
Pn(2¢+h)

h ‘70 R4 (A{-H
Rt - v 2 L RG

] - (%) by
T RESICTL P o +f, }C{z(;;)

Ostaje da pokaéemo da moZemo izabrati jedno

takvo h da apsolutna vrednost desne strane
bude manja od l.

- Bt j
avimo h _ge gde je § rastojanje Z5 cd Zye

¥ako s i .
u i brojevi Pn(zl) kompleksni to je

’; P":S)lZ) R d 1 .
P (zo A=K, K44 K+Z, m

\k
o ove vrednostl smenlmo u poslednwam izrazu

=
dobidemo 2 -
Pzl g0 & Juer i g T T T
RS R R

Nama je potrobno da desna strana puds po apsSo-

lutnoj vrednosti manja od 1, a ona ¢e to viti
ako j8 zbir gvih ¢lanové, osim 1, negativan.

§ druge strane znamo da § moZemo izabrati ta-
ko malo da ¢lan na najniiem stepenu preovladju-
je. U ovom slugaju je ¢lan sa najnizim stepe-

‘nom od § drugl tlan i njege mosemo tako de nde-

gimo da on bude negatlvan.'Znamo da je eﬂ1=_i,

~drugi ¢e glan biti ne%\flvan ako © 1izaberemo

tako da bude KO8Ty B R ez_jl_lﬁﬁ

Izraz za O daje Smer u kome treba pclev od
tatke 24 pirati talku 2Z5. 7o je smer u kome ée
modularna povrsina najbrée opadati. Izaberemo
1i tu vrednost za . e dobxéemo:

B (i,+£) o kst Rnt
P'n(.z.,) 1 R g & w.ng e LR Rg € ’
gde {5 zamenjuje odgovaraauée argumenta .Otuda

pledi neaecnaéina.
> (=48 m
R Rk WA KA 4R gk § 3RS,
jer je

et s
Za § < Rx

1R, ¢1= 4R, s
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Iz csobine izvedene pod 2° zZnamo
da u polinomu -‘B_R‘B M +n 4'& §>

mofemo izabrati§ takowralo da Zlan sa najmanjin

stepenom preovlada. Kako je ovde taj &lan nega-

tivanr to de ceo izraz na desnoj strani biti ma-
od 1 otuda:
’—j""(: +X) jg)n(?l)

"z o <4 i ;g’(sal‘(ig (2)’

8to je potrebno dokazati.

Dakle, modularna povréina, P (z)j
wmora negde dodirivati ravan 2z, 2 u tim talka-
ma dodira vrednost polinoma se svodi na nulu.
Dakle: I. svaki polinom mora imati jednu nulu.
Iz ovog posmatranja vidimo da modularne pPOvVr-
Sine imaju i sledede osobine. Onenﬁogu imati
stvapan minimum, i da je on razliditi od nule:
jer su u svakoj tadci razliditoj od nule tan-
gente nagnute, a ne horizontalne, kao 3tc smo
pokazall pa smeru 6. Na slian nadin moZemo
dokagati da modularne pbvréine nemaju stvaran
maksimum no darastu do beskonadnosti Zto demo
dokazati, ako za h izaberemo vrednost, ¢iji Je'
argumenat O-= e

Tada je naime
Mli,l-r{),) Wi /5-(0»4
&
?ﬂ\(l. R? 1‘“" he

e +iiz‘mé/$n

‘ - 15 -
i ako igaperemo takoc de drugi #lan preoviada
desnd |ée strand po apsolutnoj vrednosti biti
vedd 04 1. t}]-
\p, (zem)|> |2, (27)] -
Prema tome ne moZe postojati jedan
stvaran maksimum, jer ma gde 1zabrali taiku

uvek pcqtoji jedan pravac u komelJﬁn ~)|
wriana wedw vRednost.

_ § 3) Ha osnova D’Alamberi-ovog stava
mi mo¥emo sad dokazati slededi opsiiji stav:
II Svaki polinom n-%og stevena ima
tadno, n nula.
Neka je dat polinonm

P (x)
n- tog Stepems, sa realnim 11i imaginarnim
koeficijentima. Prema D’Alambert-ovoj teore-
pi znamo de %aj polinom ima najmanje jednu
nulu, Ozpnadimo tu mulu sa A tada Je
p(c{,) =0

. Podelimo polinom F {x) sa (x -&) 1 izvrsimo

deobu Sve dogod ne dodjemo do ostatka, koji
ne zavisi vile od x; cvo je uvek mogule jer
dogod ostatak sadrzi x mi moZeme deobu pro-
dusiti. Ako oznalimo sa F, (x) kolidnik ili
rezultat deobe, koji pretstavlja jedan poli-
nom (a~-i) stepens, (¥to sledi iz samog nali-
pa izvadjanja), i sa R ostatak dobljamo:
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F {x) Ny
1) eyt P (x) + g»d, - L |
2) F (x) = (x-o4) Fy{x) + R

Ova formula vaZi za sve vrednosti
x-a; Ako stavimo u njej x =;dobijamo

Cdavde sledi: Ako podelimo jedan
polinom izrazom ( x -o,), ostatak deobe dohi-
Jamo kad u polinomu smernimo x sa.

Kako je u na¥em sludaju<, nula datog polinoma
t.J. P (o4y) =0, to je prema (3)

R = o, '
a iz (2) dobijamo

(4) F (x)= (x - 7, (x)

Ova jednalina kazuje ovo pravilo: :

II1I. Ako je o4 nula polinoma P (x)
on mora biti deljiv sa ( x =),

Kako je u jednadini (4) Py (x) Jedan pollnom
(n-i)-og stepena to de i on po D’Alambert-ovom
stavu imati nagmanJe Jednu nulug oznaélmo tu
nulu sacigt is ( ,) = 0. Prems prethodnom

pravilu biée F, (x) deljiv sa ( x=-of) i kolid-

nik *e,deobe bide izvestan polinom (n-2)-og
stﬂpena i ako ga oznadimo sa FQ (x), mo¥emo
staviti

(5) Fy (x) = ( xac{i)-Fz (x).

)

- 17 =

(5), 7 (x) = ( X =, )P, (x).
Na isti nadin i F, (x) je jedan polinom (n-2)
-0g stepena i on mora imati najmanje jednu nu-
lu; neka je ta nula<x3tada je polinom F, (x)
deljiv sa (X-;) i ako oznadimo ostatak te deo=-
be sa F3 (x) moZemo staviti
(6. Fp(x) = (X=cty)- Py (%)
gde je Py (x) jedan polinom (n=-3)-deg stepena,
Kako stepen x-a u tako dobiveninm
koliZinama opada uvek za jedinicu, to ako pro-
dufimo to rezonovanje dovoljan hroj puta, do-
biéemo jedar izvesten koli¥nik F, (x) prvog
stepene, oblika H _; (x). Kako polinom
(7) P4 (x)= Hx ¢+ R
ime jednu nulu = - % Koju éemo oznaditi sa
dn—--ﬁ to je F,_4 (x) deljivo.sa (X~% i do=-
biveni kol::.(‘.nik bide H ¢,j. jedna komstanta
(nezavisna od X) tako dobijamo
n i (X) = H (x"d"\-)
Niz tako izvrdenih operacija.moiemo dakle ne-
pisati u sledeéim jednalinama
F(x) = (x=)F (x)
P, (x)= (X =) Fy (2)
F, (x)= ( X -oty) Py (x)

(X - _4) B4 (x)

n—2 (x)
(X =oln ) P, (x)

P,y ()
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o Yedinah potlnie
gde 8uct, X3,¥3....5., ulse pojedinih polinc

ma F (x:” F,! (x) F3 (x)g 28000l H j&dl’,& ji)§

nepoznata komnstante. dke ove jedsnadine izmmo-
Zzimo medjufsobom to demo dobiti kao konadni
rezultat

(9) P (x) = B (x5« (& =) <o (Xeol o )-(¥odo)

Da bi odredili kpnstantu H primetimo da koe-~
fieijenti odzbbe strane jednadine (9) moraju
biti medju sobom jednaki, a kako je na levo]
strani koeficijenat od x = ravar A pesto j=

P(x)=a,%" 4,23, gﬂ_i‘? + Ay

a koeficijemnat od X2 na desnoj strani je ravan
H to je dakle v

H= Ao
i tako dobijemo identitet

(10) F (x) = A (X=0h)e (Emol)auo (e & o ) (Koln).

Da bi dobili nule polinoma ¥ (x) =0
mo%emo staviti da Je desma strana jednadine
(10) ravna nuli; no po¥to znamo da je jedan
produkat ravan nuli, kad je ma 55l od njego-
vih faktora ravan nuli, to vidimo da su jedi-
ne vrednosti X-a 2za koje je P (x) = o bad ko-
1384089 ., . .00, 0dn poito ni za jedsu dTue

gu vrednost X-a ni Jedan fakior na desno] sira~

ni jednadine (10) ne moZe biti ravan nuli.

Iz ovoga vidimo da Jedan pclinom i

=

W

aktbg satepena ime tadno n onle; 1 time je gore
nja| teorems. dokazana. '

Izrazi (Z~4), (Z=o0), B & JC R, z20Vy 88

korznim Einlocima.lli iinearnim faktorime da-

‘tog polinoma P (x).Iz ovog dokaza roZemo ige

vesti sledede posledice

§ 43IV Svaki polirom 7 (x) n-tog

ST

stepena mo¥e ge rastaviti u Jedan proizvod od

n linearnih faktora pomno¥en koeficijentom

najvifeg stepena od.x, Zato je potredno da me
nadju sve nule polinoma

¥ {x)s
Cbratno moZemo uvek obrazovati jedan
polinom Eije su nule dateunapred, a2 jedino koe-
ficijenat A ostaje proizvoljen.
Iz ovog sleduje da se dva polinomas
koji imaju iste nule mogu razglikovati saR0  jed-
nim konstantnim fakiorom.
Gornje pravilo obuhwaia kao speci*aa
lan 1uéaj pozn&to pravils o kvadratnin tﬂir
nomima ko je glasi ako suﬁﬂfitu’nula kvadraye
nag rinoma

=2 + PX + g
moZe staviti u oblik
22 PX + g = (X-'O‘U (X = Xz)
- Iz gornje teoreme vidimo jo8 1 ovo:
ako Je poznat jedan ¥oren X algsbarske jednaii.

on s




W - T g
ne ¥ {(x) = o niog stepens. moZemo uvek stepen
te jednaéine smanjitl za jesdinicu. Jer axc da-
tu jednedinu F, (z) = o podelimo sa korenia 3i-
niocem, ona se svodi na jednalinu Fy {x) =0
'%1ji je stepen za jedinicu manji jer je
P (x) = Bz}
A x - %
Na or. ako je data jednaldina
x3 + x2 + X = 1= 0
za koju znamo da ime koren X = 1, delconien ko-
renim diniocem (X=1) imamo:
{13 - x2 +4xXx =1} 3 (x=-1) = Xz + 1
Uerijamo dakle jedwnadinu
x2 + 1 =0 \
koja je drugog stepena.

Isto tako ake su poznati R korena
oly,ly y >z s o000 jedne algebarske jedna-
Zine, deobom £a Xorenim Siniocima (X-)(X-L)...

{x =olg} njen stepen moZemo smanjiti za R.

Oovo pravilo mnogo olak3ava reSavanje.

slgebarskih Jednellira, kada se unaprad zna je=-
¢an izvestan hre) niezinih korena. Tako na pr.
vao 3to emo gore nuveli, jadnalina petog stepe-
na nemn¥s ne rafitis ali iako znamo jedan njen
xoren, moZemo je svesti na jednalinu detvrtog
stepena koja se moZe rediti.

§ 5. ViZestruke nule U § 3, § 4
pretpostavljali smo da su svih n nula
Xa;2y 0 0.a Xmpolinoma n-og stepena med ju-

s ,
sobom razlilite; to ne zmcre vvek biti slulaj.
MoZe se degiti da jedan polincm 1ma
dve ili viZe nule msd] uqobom jednsks, u tom
sludaju kaZemo da dotifni polinoam ime viSestru-
kih nulsa.

Eeka .je na prgcifziﬁztej- nska poli-
nom ima dve jednake nule. Tada ce i cigovara-
Juéi koreni inioel ( x =w) Diti medjmschon
jednaki, i na desnej strani ﬁedn&b ing {1G)

§ 3, javide se faktor (x -ou) ; zs takvu nuln
kaZemo da je dvostruksa mula ili nula drugog
reda.

Ako pak dotidni peliwom iga tri Jed-
nake nula,=X,=xodgovarajuéi koreni ¥inicel
bide takodje medjusobom jedpeki 1 polinom ‘e
gadrZati faxtor ( x - )7; za tekvu nuln ksie
ge de je trostruka nula 11i nulas tredeg reda.

Uopdte ako dati polinom ima 1 nuls
jednakil medjusobom, odgovarajuéi koreni €i-
nioci bide jednaki i taj fe polinom sadrZati
faktor ( x -Ci)l; za takvi se nulun kaZe da
Jé 1-tog reda. v

No doti¥ni polinom moZe pored nule

oy 1-tog reda, imeti i nuluC(z 1, reds; X3

13— deg reda itd, s dy = tog reda, tada
ée se n dotilnom polinomu javiti korenl i
nioci oblika

( x ~o), (x =ofpl =

( x o(yg:)l e gyama/?‘\



U opdte, ako polinmcm n=tog stepena
ima samo R { gde je B <n ) medjusobom razli
Zitih neleg o ¥y olg L 3131 sy odgovaerajudi
r@dOVi llg 12’ 13 ;.auaeoo lk tad se premﬂ jed"
nadind ( 10) on moZe napisati w obliku

F(x) =a (=) (xf) L, .
‘ cone (T )X
&de je maravno
11 :@ 12'5- 13 - oovaae*i;d: = 1

Pojedine od kgliéina;ll, 1, svaly mo-
ga bii jedpake‘gea;;igi, u tom se sludaju ka-
Ze da je odgovarajuda mula Jednostavne nulas ili
nulz prvoga reda .

§ &, Zejednigki delitelji dva poli=-

3ioms

feks su date dva polinoms 2 (x) 1
f1 (x) stepena m 1 n
‘3(x) ks p cpud ﬁlxméi 4.Azxm“2 > SR .
o % IPi‘”ﬂm“i z - gm = Q
Yz} =B X% & B X t eseB, X 4 B, =0

Videli amo da ze gvaki ¢d tih polinow

e da rastaviil u orimsrne Faktorve cblika

§(=)= A, fx-«fo*".ﬂ (X-~2)2 (-t
5, ()= Bl Xt ) X (xeo)™

gde je -
- . /
1;”,,,/{2,‘,_“._ rlK = pz “4/4"' 'z+..-.,.ﬁ{;=/ﬁf

"

N

% .
MoZe se desiti u specijalnim sluBaje-

-

vima da oba polinome B {(x) i Fq (x} imaju je-
dan 114 viSe zajedpilkih linearnih fakiora,
Produkat svih tih zajednilkih linar-
nih faktoya polinoumwa F (x) i'Fl (x) zove se nji-
hov najveéi zajsdnifki delitelj. :
Konstantni faktori 4y 1 B ne ulaze
w obzir, Cesto je potrebmo zrati, da 1i dva’
polinoms imaju zajednilki delitelj i ako ga
imaju kako se dobijas njihov najvedi zaje&hié«
ki delfiteli. | |
Heke je mp>n; Podelimo P (x).sa

1(x)3| &ko Je ¥ (x) tadno deljivé,éa,?l(3};
onda je naravno Flfx) njihov najvedi delitelj.
Ako to nije siudaj i ako oznedimo sa (¢ (x),.a
(x) oststak descbe bide
F (a) =0 (x)-Fy(=x) + Ey(x)s
DokaZimo da je najvedi zajednidki
delitelj polinom ¥{x) i ?lfx} isti kao i poli-
noma ¥y (x) 1 ngx}QZ&istéf neka polinomi F(x)
1Pz} }maju Jjedan zajednidki Taktor oblika
( x =g} t.j. mogu se pisati w obliku

P () = (x-o)* $(x) 1 By (x) = (x-o}L 9 (x)
Tada izlgornje Jeénaline imamo

(a-o) A= (xeal) P () Q)+ Fy (=)
3. .
J sz (%)= ('$~°()’£ {f[x/\' ﬁ,ﬂ[r’) C’?/x)} ]

Dakle ako P (x) i Fl(x) sadrie fak-
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tor (x -c()l' ¢cstatak Fz(x) ée takodje sadria-
ti taj faktor. Obratno, ako Fl(x) i Fz(x) 8-
dr¥e iasti faktor (x-C() tj. ako je y
fo(@=(x-0) P i Slx)=(x-) Gl
tada ¢e i polinom F (x) sadrZati taj faktor;
jer iz jedna&ina I. imamo

()= (2-) D) Olac) ¢ (md) 4 )= (x-2) { Q- %}

Dakle, svaki zajednilki faktor poli-
noma F (x) i Fl(x) je u isto vreme zajednilki
faktor polinoma Fl(x) i Fz(x} i obratne

. Prema tome je i produkat svih tak-
vih zajedni¥kih faktora tj. najveéi zajednil-
ki delitelj polinoma F (x) i P (x) takodje
najvedi zajednidki delitelj polznoma Fl(x) i
Folx)- .

IstraZivanje najveéeg zajednilkog
delitelja polinoma P (x) i Fl(x) svodi se dak-
le na istrafivanje najvedeg zajednidkog deli-
telja polinoma F_ (x) i F, (x) koji su niZeg
stepena., Deoha polinoma Fl(x) i Fz(x) moZe bi-
ti bez ostataka i tom Jje slucaju Fz(x) najve-
éi zajednilki delitelj izmedju Fl(x) i Fz(x)
pa Je dakle najveéi zajednilki delitelj poli-
noma P (x) i Fl(x)

Ako F (x) nije tadno delglv sa F,(x)

i ako dobijamo jedan ostatak F; (x) tada
se istraZivanja najvedeg zajednilkog delite—
1lja polinoma #? (x) i Fl(x) svodi na istraZi-

= 28 -
vanje na jvedeg zajednilkog delitelja polinoma
;n(“) 1 P (1) itd.
Tad niz operacija treba produziti
sve dotle doscd ne dodjemo do jednog ostatka
Py koji de tadne deliti predjeSnji ostatak

B _y° Tada je Fy najveéi zajedniZki delitel}]
polinoma F, 4 iF, pa je dakle najveci zajed~

nidki delitelj i pol;noma F(x) i Fl(x)

Primetimo jo$ da ée u gore pomenu-
tom nizu operacije uvek biti kraja poSto ste-
peni polinoma F (x). Fl(x),Fz(x». FB(X)"""
stalno opadaju.

Prema tome demo doéi ili do jednog
ostatka xoji tadno deli predjadnji ostatak,
ili do jednog ostetka nultog stepena t. j.do
jedne konstante., U ovom poslednjem sluéaau
polinomi F(x) 1 zl(x» nemaju ni jednog zajed-
niZkog fektora.

§ 7. ZAJEDNICKE NULE DVA POLINOMA

Istra¥ivanja zajedniékih nula dva
polinoma svode se na istra¥ivanje najveleg
zajedniZkog delitelja tih polinoma t.J.

b(x) 1 a(x) -

Neka dva polinoma imaju k zajed-
nidkih nula (istih ili razliditih med jusobom)
tada de oni imati k zajednilkih korenih &i=-
nioca cblika {x -~ o}, 1] njihovi polinomi ée
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imati k zajednidkih fakioras i produkat tih
linearnih faktora bide jedan polinom P (x),
k-tog atapena koJi je najvedi zajednilki de-
litelj polinoma-g(x) i g;(x).

Pravilo. Da bi dobili zgjednifke nu-
le dotidnih polinoma, treba prems g£OoTe pomenn=
tom nalinu, nadi najvedi zajednidki delitelj
tih polinoms. Tada su nule polinoma P (x) za-
Jednilke nule polinoma-

f(xl‘ i ﬁ(x}

Ako bolinomilj(xj i j4(x) nemaju za-
Jednidkih faktora, tada oni nemaju ni jednu
zajednidku nulu. Kolidnik

—3%}:& (x) = o

daje ostale nule polinoma-f(x), koje nisu nu~
le polinoma 54(1)‘

§ 8. PRARTICNO' UPUSTVO

Pri istraZivanju najvedeg zajednid-
kog delitelja dvaju polinoma §(x) 1 §,(x) vi-
deli smo da imamo da izvrZimo jedan niz dele-
nja. Da bi pri tom delenju izbegii razlomke
i tako olak3sali radun, moZemo me ko ji polino-
m, koji se javlija u doti¥noj deodi, pomnoZi-
ti jednom stalnom kolifinom. Ovim se oblik naj-
vedeg zajedniZzog delitelja nede promenuti.

1°) Naéi zajedni¥ke nule polinoma

.y
$ixy = 2% <357 4 322 Lz, 2
&(x) = 2%0 . sz + X 4 2 .
Preba da nadjemo najvedi zajednidki
delitel} polinomm.%(x) i S;(x), Zato demo ngj-
pre podeliti polinom S(xl sa § (x); da se pri
t0J deobi nebi javio razlomak % moZeme prema
gornjoj primedbi pomnoZiti sve &lanove polino-
umuf(xj &8s 2; tada éemo umesto
- 3:3 * 3x2'- 3z + 2)': (213 - 5x2+x +2)
imagi: : , <
(2x*|~ 627 4 622 - 6x + 4): (2x3-5x2¢x¢2) =x-1

2 x4 - 513 - 12 + 2X
- x|+ 5:2 - 8x + 4
& 1Qx2 - 16x + 8
- 2x3 s 5x2 - X = 2
5 x° é_le + 10
Dakle je osiatak .
fz(x} = 5( %% . 3x 4+ 2).
Dalje je poSto smo ostatak {,(x) po-
delili sa 5, :
(2x° - 5x° + X + 2):(x2 - 3% +2) =2x +1
2K3-6:‘{2+4X '
-3 x4+ 2
=~ 3 X 4 2
o -
kako je f4(x) deljiveo sa };(x) to je
§(x) = F (x}) =x% - 3x 4 2

(R

2

X
X
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najvedi zajednilki delitelj i zajednicéke nule

polinom}(x) i §,(x) dobijamo iz
P{x)=x°"=-3x+2=0

Ostale nulé polinoma § (x) dobijamo iz

TSRS

a polinoma j, (x) 1z

5 (x)
T{?{} =2 X +1=0

2%), Nadéi zajedni¥ke nule polinoma
2

X~

x3 - 3x2 - X + 3
odgovor: P (x) =5 (x% - 1) =
' x’ + 5x2‘— 2x = 24

3 -T7x + 6

odgovor: P (x) =5 (x + X - 6) =
| 5-7x4f19x3-251

c) :
x4 -x3-7x2+ 13x = 6

odgovor: P (x) =2 (13 - 412 + 5x = 2)=0
39) Reéitl Jednaélne
x> - 7x° + 36 =
x3-3x -1ox+24=
znajuéi da je jedan koren prve jednacine tri
puta vedi od jednog korenmddruge jednaline.
. 49)3Reéiti jedna&inu

o !
x+a1x +32 +9.3x+a4=o

+2_12-x-2
a)

b)

znajuéi da ima dva jednaka korena ali suprot-

nog znaka. Kojl uslov mora postojatl izmed ju
KoejncJenafaz

N
§ 9. Oévediivanjie viiestrukih nula

Vigeat ke nule mogu se odrediti na
¢ snoviu sledeéeg pravila:
T. Vi¥estruka nula 1l-tog reda

pclinoms

F (x) je visestruka nula (1-1)-0g reda -izvod-
rnog polinoma _Fl (x).

Neka je o/ viSestruka nuls, /é -tog re-
da polinoma F (x), tj-
| (1) F (x) = (x =) 9”/1”)
gée je £(x) polinom koji viSe ne sadrii faktor
( x -ot) t.3. ¢ (ols)#0. Diferenciranjem ove

jednadine dobljamp,
4. ‘

Filae) =y (xesta) " Ple) #(x- x4) j’[ )
(2) .°. F'x) = ()™t [(:c et)'f'(x)flo‘f(ac)]
‘Jednadina (2) kazuje da jJe o+ jedns
nule izvodnog polinom2 F'(x) i to (].-1)"0g re-
da, jer izraz u zagradi ne moZe biti jednak nu-
1i za x =@/ podto je¥ (o4)* o- Time je gornje
pravilc dckazano. -
Fako cornje pravilo vaZi za nulu S
Yy - tog reda, to ¢e ono vaZiti i za nule o3
/Ez-tog reda., 0[3, l;- toga reda o/K
K~tog weda; +ako da kad pollnom!F (x) sadr-
¥i faktore (x-u(.) {x~ o(;) (x=o() *oes ( x-alz)
izvodni pollnom F ,(X) ée sadrzati m%tpre
z~0/4) (-7 ) veessces( X=%)
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zato e ovi posleddnji faktori Liti zajedni¥~
ki izmedju F(x) i P (x}.
Ako dakle olinomlf(x) ims oy}lk
F(x) =4, (x=9L)" (=) oeo (x5
gde pojedine od kolié:naz&,{,.n.... l&., mogu bi-
%1 jednaki jedinici, najveél zajednidki deli~-
telj izmedju }og polinoma i naegovg; izvoda je
Pl (-4) " (xeata) .o L. (et

U sludaju ako je jedna od koliZina l, na pr.
iQ-: 1, odgovarajuéi faktor (x=¥¢) u polinomu
P (x} i33ezava, 3to je jasno jer je u tome

s8luda judyjednostavna nnla datog polinoma. Mo-
Zemo dakle izraziti sledede pravilo: .

II. Najveli zajednidki de;itelj iz-
med ju polinoma 1 njegovog izvoda je proizvod

svih linearnih kcrenih éinioca 8iji su redovi

smanaenl za- 3edin1cu.

Prav1lo i1 kazuje na koji naéin mo-
Zemo uvideti da 1i polinom ima viSestrukih nu-
la, Zadatek se svodi ne istraZivanje najvedeg
zajednidkog delitel ja 1zmed3u polinoma i nje~
govog 1zvoda.

Ako F (x) 1 P (x) nemagu zajedniékih
fakto;a, oni nede imati ni viSestrukih nula.
Ako je mndjutim P(x) najweéi z8 jednidki deli-

,ta.

TR
telj| polinoma P (x) 1 F’(x) tada jedna&ina
P(x)| = 0 daje viBestruke nule polinoms F (x).
Red pnula X odredjen je i slededinm pravilom

III. Ako je« rula 1l-tog reda po-

linoma F(x) teda je ona u isto vreme nula svih

polinoma

R

P'(x) , B (x) »... P31)(x),

obratno ako su P (z) i njeni (1-i)-vi prvi iz-

vodi jedraki muli zs x=of , tada je & nula

1- tpg reda polinoma P (x). U oba sludaja  je
e F‘""(«)¢o

Ovo pravilo sleduje direktnc iz pra-
vila| I, akec ga primenimo uzastopce na polinome
] é_i)
Px) , ¥ (x), P (x).... (x)
Gormje pravilo moZemo primeniti na izradunava-
nje reda nule samo ako je dotiéna nule pozna-

§ 10. Iagrange-ova Hetoda

Da bismo dobili red pojedinih nula
i rastavili dati polinom na polinomé 32 samo
Jednostavain nulama, primenidemo Lagrangovu
maetodu:

Beka je dat pollnom 5
Flay=Ao(x- nu) re-t) X (o -ts) ,
ko3l \moZe uovSte imati nule prvog, dxrugog s.as
l-tog reda. érupiSimo sve korene &iniocs, koja
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odgovara ju nulama prvog reda. Neka su oni
X1= (’I -d.)(x—d'a)(fn- 'C(‘s) e e (:‘:_C( 7'(-) 2

GrupiSemo korene &inioce, koji.odgovaraju nu-
lama drugog reda; Keka su to:

Xp= (et (x-elaa) _______(x-yy)
produZimo taj nadin dalje da grupifiemo korene
giricce treleg, &etvrtog ;, ....l-tog reda, i
neka su njihovi-odgovarajuéi proizvodi

k
Na taj nadin moZemo dati polinom napisati u
obliku

(1) $(x) =4, x. X2 . X vnens X

XB ? X4’ sesnen X

.}
1

Jedan polinom, mnapisaa u obliku (1), daje sve
potrebne podatke o viSestrukim nulama tog po-
linoma; iz njega vidimo da su polinom Xl od-
red jene \sve nule prvog reda; polinoma 12 sve
nule drugog reda i u opSte polinomomn Xl-sve
nule 1- tog reda.

Da bismo prema tome potpuno redili
zadatak odredjivanja  viSestrukih nula tre-
ba dati polinom napisati u obliku (1).Taj se
zadatak uvek moZe reSiti, Postupak, kako se
dolazi do polinoma X0 Xy oween Xl' pokazademo
kratkode radi na specijalnom sludaju

F (x) = X;. 5 e x% L xi (2)

Neka je dat polinom (2) ne osnovu pravila (II)

naj. zaj. del, D (x} polinoma F(x) i F’ (x} 1e

- 5% -

D (X) =X2 & X%" e X4

Zatim najvedi zajednilki delitelj D, (x) poli=-

~noma D (x) i D* (x), je

?
D1

Naposletku naj. zaj. del. D, (x) polinoma Dy

(x) 1 D° (x) je -
s

Dy (x) =X,

. 2
(x) = XB . 14

Ked bismo dalje tra%ili naj. zaj.
del. polinoma D, (x) i D; (x), videli bismo da
oni nemaju viSe zajednidkih faktora, jer X,

nema viSestrukih nula. Kako pojedipe polinome _
D, D; i D, moZemo uvek dobiti, to dobijamo da-
lje delenjem

P (x B
F‘i‘f} =Q (x) = X]_?XzQst-X@’ ‘

- PE = Q) (x) = X.X5.X,
D, (x) ,
Dp(x) = %2 = 3%
Dz(x) =X,

X)= 8i?x)

X2= dl(x)
L, (x)

.= QU (x)
D, (x)

a odavde



| F e

Na taj nalin dolazimo do polinona Xl’ XQ, XE”' | ‘ Dl(x) = X3 = X'= 1,
k0ji vdredjuiu mule prvog, drugog, .... R-tog - | - t.3. F(x) = (XQ + X + 1)e( x+l)% ( x-1 )3
reds d2tog polinoma. |
Primer.  _Mwa je dat Pofc‘mom: .' § 11. Primena Homogenih Funkcija.-
P(x)=2" o 227 = ¥ +fzj + 2% =~ 13; f : Euler-ova Metoda
QOdrediti njegove wvidestruke nule. : Videli smo u § 9 da je potreban i
i Naj. zaj. dcl, polinoma P (x) i | : doveljan uslov, da bi jedan polinom imao dup-
F (x) je 2 | 1ih nula, da su te nule istovremeno i mule poli-

D {x) = % - - s e O W |
Naj. zaj. del, -olinoma D (x) i D' (x)-
Je : 31 =X =1,

Rakc ovaj polinom nema vigestrukih nula %o vi-
' dimo, da su viZestruke nule datcg polinoma naj-
vife tredeg reda i da ga moZemo pisati u obii-

noma ¥' (x).

Da bi polinom F (x) imao trostruke
nule, te su nule 1stovremeno i nule polinoma
P(x) i F (x;

Primenom homogenih funkcija ti uslo-
vi posta ju Jednostavnlgl. Neka je dat polinom:

ku 2 % :
(x) = » s A s L . n-2
: S X5 I - X &(x) + A3x =1, AZ +oeeothy IX 4
Deled¢i polinome F (x), D (x) 1 Dy (x) jedan s ' : =0
am 1 wis ; 1 o .
“rigin dobijamo . Zemenimo u njemu x sa = 1 pomncZimo sa yn,
-7 hY ) -
R R s TR AN S | tada dobijemo
{ a-l ' m-1 M-1
5 D?x‘\ 2 (2 *F(E): x4y):=4 ~+H x A 2 A 2 t+
Ql(X} = FFIT) & X I ) L F( ) )0( 1‘4) o X 1, 4t 3+ ..... t i~y ? 1’

gde| je ¥ {x47} homogena funkeija n-tog stepena

x) = v - :
l (x) = x 1 po promenljivima x i y, a
Haposletku deledi tako dobijene po=~ (3) (x‘ 1t =0 (x)
linome med juschbomn, dobijamos

Prema Euler-ovom obrascu koji va¥i za homége-

s 5 g du an
S\A;) = x, = e | ng funkylge je i

AT | (4) XY, (x37) + yjf (x43) = Mm-YP{xqy),
Q4 (x) : ' ko nollnom F(x) 1ma jednu nulu.X, ta-

1l

M
*
5

o= < % da Je P (X} =0 i F' (d) =




€3 Pl 4}=0 i P4 4)<0.

vavimo 1i dakle u jednadinu (4) x =i y = 1,
to ¢.bljamo da je i

'f.'.Y (A, 1) =0
t.j. svaka dapla nula polinoma P (%)
nidka nuls polinoms
(5) 4", (x, 3) 19y (=3

kad v njiza stevimo ¥y=1

g zajed-

Eode

Obratno, prema (4) je i svaka zajed-
n.éka nuls pelinoma (R) nula .volinoma ¥ (x)
kako je ons nula polinomaﬁ’ (x,1} = P
Jje ona dupla nula datog polinoma,

Pctreban i doveljan usiov da bhi po-
linom P (x)} imao duplih nula da polinomi {(5)
imaju zajednidxih nula.

U slufoju da polinor P (x) ima jednu
trostruku hulu, ta nula mora zadevoljavatl sgve
tri jednz

F(x

(x) %o

[ £,

ine:

=0, F (x)=¢ F (x)=0
Analogo polinomima (5) mo¥emo nadi

druga tri jednostavnija polinomsa, koja lzraZa-

vaju 1sti usley. ¥eko su ave tri funkeije

Plx,¥)s 3ﬂx (x,¥) :1f (x,y) homogene, i to

prva n-itog, a druge dve {n-1l)=vog stepena,to

moZemo na njih primeniti jednadinu Euler-ovu

i dobijamo:

~

o
Tyl “‘*tﬁiv* = 7154).
| 17 CS IR wg;(xm (M) 7 ()
(0} X }’x?('x a/‘ﬁ‘\é f Li“"‘;‘"’i’ﬁ !)‘fu‘lﬁr Y

Gde jeﬂfix,l} ﬁ-F{x}34ff(xgl} =P {x) 1

vz {x,d
H X * ©w s i ",ﬂ{: v e 3t G
Ako polimom P {n) imn TroEnIUEU wmia 2L 37

=
..J
23
e
b3
-
]
k3
+

O
{; =

vime u 3éqnaé;n¢ma { ’
al g 3 o W
i o= G, drugh !w%

jednadina dadefy (e . ‘
Znaéi, trostriuka nula polino=-

a trecés ?3. .
ma ¥ (x) Bora bltﬂ nula Dollnoma
(7} v .2 ”ff

\;? xy (2:5)s hfy (x:5)

kad u njima stavimo y = L.
Obratno, ako je S nula sva tril
ada je

..

polinome (7}, w kojima je ¥ =
trostruka nala aliﬂoma

F ( x)
Z&cs&a, 12 swiema {(6) stavijajulli x =i y=1

dovijano

Felrhz0
}Qd(ou) o $ (=0

a kako je Y= /I)—F(ac) alf’(x,/D:F'(Jﬁ)
i ? (xd) e

to je zaxata CX trostruka aulz, c¢olinoma

P{x).,
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Dakle potreban i dovoljan uslov da
polinom F (x) ima trostrui\\nule dotidne nu-
le budu istovremeno i nule polinoma (7), u
kojima je y = 1,

ProduZujuéi na taj nadin dalje, do-
bijamo sledede pravilo:

IV. Potreban i dovoljan uslov da PO~
linom F(x) ima nulu (1-1)og reda je, da ta
nula bude zajidniéka nula pollnoma.

‘fe(‘#) '7”,, (xﬁ) )";,2 tY),.....
(9) 7) 44("’3); j’z(xz) .7 ’
u ko;ima Je y—l.
Primeri. .
1°) odrediti viSestruke nula polino-
na: ‘
a) F(x) = x6-4x5 -3x 4 1613 + llx2 + 12x~=9

b) F;(x) x6-6x4 - 4x3+ 9x2 + 12x + 4
¢) F2Cx)= x"-11x%4422° —50xf - 5927415322108
Odgovar : :
a) P(x) = (x+1)e (x+'5) . (x—1)3,
D) Fix)= (x-2)%(xe1)4,
c) Fz(x)- (x=1)< (x—2)2 (x-3)°

2 Nadi uslov, koji treba da zadovo-

1javaju koefiecijenti P 1 g da bi polinom
F (x) = x° + DX + q
imao jednu dﬁplu nulu,
Odgovarajudéa homogena funkcija je:

> £ qv':
' = Px + 2 Q.v 2
¥ S

XS+ ny4 + QFS?

X

%Y) =Ay5F (E)
=5 x" + py’
4

dakles jednadine ( zay =1 )

T'X = s5z* 4 p =0
\f =4 px + 5 =0
J

n 2z » 723 koren
moraju imati jedan zejednilki koren

dobi}j

o kai
dobi

1131

Deng

ima

gde

Tada

ili

nadis

7
jamo iz druge jednaline

ot
A = 4P 2

- e
1 tu vrednost uvrstimo u prvu jednalinu
}amo traZeni us;ové
5 4 A
s)q‘7+4‘7p=0

(3P (D' -0

B il Ao atoa
Da bi nafli jo3 jednalinu treceg ste

: ] = X
» koja2 nam daje ostala itxri korena,mosemo

itd i nali k a2 jednacina
postlipiti na sledeéi na&in. Neka ta Je

oblik: 3+Li:r,2+)gx*3r=0,

~ . - e '--;Y“ R 7o
su nam oéﬁ.& ‘jo8§ nepoznate koliline; o

mo kratkocde radi:

-

59 -k
D

mo*emo datu Jednaélnu ri sata u obliku:
x *t‘f" i.[ne voloe 4{5:::*()(::&1&)

kad faktore desne stran:z izmuciimo:

2 % b
\ isﬁ\o‘x-ﬂi = xs+(d*2fl)xq+( fhld Re H.a)x +w‘+2s[5+c\' x‘m%‘»,(z»q’m /3)1 4( [

3



Kad upsredimo koefioljscie desne 1 leve stra-
ne dobijams

Frve Tvi joednadine daju:
AzedK , B3R ¥ehKD
Iz druge dve jedn2fine, eliaminiss-
njex k dobili bismc gorz nadjeni uslov.
Trafena jedna3ina treéeg.stepena ima
dakle oblik: '

X0 ~ 2kx® 4 3c%% - 4 kO = 0
Ake stavimo u njoj
x = ky

i skratimo sa k° dobijamo:
yj‘” 2y2 + 3 y.- 4 = O,

Ova je¢dnadina ima jedan realen i dva imaginar-
na korena, neka su njeni koreni:
&4,6%5;,

tada su nule datog polinoma rpetog stepena:
_ 51 _ 5q  5q 5 _5gq .
T-® LB Lw LB

3°) Dokazati, @ da je

- i1 -
0 ‘ . 10 §

z CYim=l 1 3
. ) " 14 - yYam=l ;‘;—5 =
\ ‘} . L) l! {;n“” ) O

potrebni wsloy, da vi relinom

Sho

L
X v pPX o+ g

imes jedna dupitv cula: b)) da je ta nmla:

n.
x:mz—& 3 I.'.':n-k
_ _ n-1}p
¢} da polipnom, koji daje ostale {n-Z) nuie,pos=-
taje vosle supstitucije x = - ky

) - . - . 1
(1) yn 2 & Eyn 5 < Byn 4 friyn 2 + oesvae

+{(n-2} y + (n-1)
‘ 4° Ddrediti racionalne kollline X,

, ﬁ;}lﬁ(h tako, da polinom:

F(x) =x" = 4x° - 4hx « 4
imas jednu &uplu nulu obliks o435 .
Dati polinom‘mora imati jo¥ jednu
duplu nulu oblika )
A3,
Ako stavimo P (x) = [(x w-O(}Z - 3[52] y
1 izjedpadimo koeficijente ovih polinowma do-
bijamo.<i=u4 ﬁ:t4 h=2 ﬁn=4
5% Nacdi vwslov 0@ peiimom
%0 + px3 + Q
ima jednu duplu nulu
Uslov je:
\ 108 p3 + 3125 q2 = 0, a odgovarajuéa
dupla nula je 256
Bar
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6°) Hadi red 7 nula a polinoma
P(x) = 22 ¢x) - )] ~[5(x) - f(a)]
gde 3e4f(x jedan proizvoljan po 1ino§. Videti,
koja Je prva kolilina F (a), P’{a) F (a),..
razlidita od nule.
Odgovor: ¢ = 3
7%) Naéi uslow izmedju p 1 g, da hi
rolinon s pzr + Q im&c dednu dupliu wiln,
TraZeni uslov je:

(n ~z) B° (.,) :(%)Z

8°) Naéi uslove, kojima moraju zedo-
voljavati kolidine p, ¢,2 , d2 bi polinom
F (x) = <* + & px2 + 4 qx42 »
imdo jednu nulu tfeieg rada,
Odgpvarajuéa homogena funkeija ima
oblik
"!43‘ (—;—)3 =‘f(x?y) = x* +6px2y2 4-4qu3 + Zy4
Njenl parcijalni drugi izvedi su: E
50”12 12 (x% 4 py?),
P'sy 12 {2pxy + qy?),
‘f;z' 12 (px? + 2qxy +2¥9),
koji moraju imati jednu zajednidku nulu.Ta je
nuls olevidno data drugim polinomom pr¥tc on
ims samo jednu nulu, kojad je - %3

]

#

Stavimo, da ta nula zg 1gvol java pr- -
vu 1 treéuw jednadinu, to dobijamo dva traZena

- 4% -
uslovg:
q2 + 4p3 =0 13 q2 - 4 pt =20,

9°) Faéi uslove, koje moraju ispunja-
vati kolidine p, q¢ 1T, da bi polinom
P (x) = =% 4 pr2 + 4 g% +2
imgo samc dve razlilite nule,
Heka je D (z) naj. zaj. del. poline-
ma F (x) 1 P (x), tads
' ' (x
‘ X
sadrZl sve razlidite nule polinoma F'(x)i 3ve
su te nule prvoga reda, XKako u nadem primeru
polinpem F (x) +treba da ima samo dve razlidi-~

te nule, to mora polinom E i biti drugog

stepena. Podto je F (x) detvrtog stepena, %o
moraju polinomi F (x) i P’ (x) imati jedan
naj. zajZ del. D (x) drugog stepena.
Iz ' {x) = 4 (x° +3px + q),

" :
1 1&+591§+4qz+z: x3+3px+2/x

X +8pxX "+ 3%

3 Bpx? + 39X +T
X + 3 px + 3:

3 px3 + 9p2x.+ 3 pqg =3 bxz + 3qx +f/x- %m

+ 3 qx2 + ZX

-. 3qx + ( 9p2 -2 ) x + 3pq
-3qxa., ._s_x--g&.
( 9p° -7 + 23— ) X + 3 pg + 3——-

2 px3




o A4 =
siedl ds de nuj. ﬁ&jiw dsl., biti drugog alepe-~
ng, 1 to ¥ {x) = % px" + 3 gx+3 ; ske je oatsi~
tak druge deobe jednak null $]. morsja posioja~
t1 uslovi g

9p° =2 ¢ éﬁs =0 1 3pq + q i%
111 9 ps ~2Z7 + 3 Q“ =0 4 g (3pt + T ) =0
Drugi uslov daje dva sludajs

1) 4 = 0, trda jets= qu i polinom P ()
postaje

¥ (x) = xt 4+ 6 pxg + 2 p2 = (32 + 3p)2
$j. ima dve duple nule

2) 3 p° + 7 = 0; gornje uslove moZemo pisa-
ti v obliku

4 93+ q2 = 0, 3q2 -4z2p=0
a to su potrebni uslovi, da bi polinom F (x)
imao rulu tredeg reda (vidi primer 8°).
10°) naéi uslov, da bi polinom
x? - 10 ﬂx3 + 8 bx +
imao Jjednu nulu treleg reda

Uslovi au:3 02 + 64 ab2 = Q, b= 932
Odgovarajuda nula je = gg
4

o
~

11°) Dokazati,akc polinom:
5 3

X7 + QX +-zx2'+ t
“ime duplu nulu ta nula pvlpada polinomu:

- *53“ x o+ gt - -
12° vidi, dali polinoms
‘X = gX 4+ 1

‘waovidentrukih nmula?

GLAVA IY
§ 1, VEZE IZMEDJU NULA I KQEFICIJENATA

Neka je dat polinom

. 0 - Ii"’l
/46 X o+ Alx + cesas Anwi X 4 An

sa realnim 113 imaginarnim koeficijentima i
neka su X,,o, ol njegove nule, Videli smo da
gornji volinom moZemo népiaati u obliku

A =B %f{l 2L L. Am s Ay ngGi A{x m<X2)
ceoen [ X -chy)

Ako dzmnoZimo sve Zinioce na desno) strani
aobljamc izraz oblixa |

A, 2 - A, By =1, A, B, =2 . A, S 23,

P (x) =

+ (12 A, S, gde su kolidine 5y, 8, «...5,
date igrazima:
5434144'&;4'_” “'*C’lm

52 dt‘.’z+3( di"dfx’la* *0{ d’“
53 Q&(QC/ +dd-'s'dll+ . .._.‘70(4;'.2 Q{m-- 0/""

Sa =y Aoy, 0(4,‘
%ajs 83 je zbir Xombinacija prve klase kolili-
ng N %2 ...m’n; 5, zbir kembinacija druge
kiasas tih k@liéiua@53 zbir kombinacija trede
klase i 8, Je preizved svih tik kolidins, Upo-
redimo li sad obe strane taks dobivene Jjadna-
éine
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A,xK+A.:rK-4+Azccx.z+ ,,,,,,, A = A x -A, 51 2;‘3
(-:) ,Smﬂo

doblgamo, poSto koeficijenti istog stepena od
X moraju biti jednaki medjusobom, slededi niz

jednaling A,
A.... A,S, ili 7 < (c( oyt Q/m)‘ Zd

B
Aa.... R.S; » %L = (c(dgw(u/y-_ o, d’«)__zqgw

R o P e e Y B

Koeficijenat najvifeg stepena poli-
noma moZemo uvek svesti na jedinicu, kad pode-
limo dati polinom tim koeficijentom; tj. svaki

polincm moZe uzeti oblik d
¥tz By el B, xT e s By.g X + B,=0
dekle u gornjim jednaXinama mozemo stav1t1
Ao 1.

Na osnovu toga mo¥emo izredi ovaj rezultat:

U polinomu u kome je koefici jenat
najviSeg stepena od x jednak jgdinici,.postgii
ova vezs ggmedgu njegovih koeficijenata i nula:

Koeficijenat drugog &lana pomnoZen
sa_(~1) jednak je zbiru nula.

Koeficijenat tredeg &lana pomnoZen
g3 ( = l)2 jednak je zbiru kombinacija druge
klase tih nula .

Koeficijenat Setvrtog &lana ponnoZen

————

- AT =
sa (-1)7 lednsk je zbiru kombinacija trede kla-
se tih nula,

. Eoeficijenat §~i§ 1} &lanas pomncien
sa (-1)l jednak je zbiru kombinaeija i - te
klase tih nuls. i .

Koaficijenat ({ nsl) Slana tj. neza-
visni &ian pommoiem sa t=3 )" jednsk ‘je proiz-
vodu| gvih avla.

‘ oA

Dakle kod polinoma F (x} n~ stepena
imemp n Jednadina koje vezujn =n nula datog
polirome sa njegevim koeficijentina.

Potrebno je naglasiti da redavanja
tih 'n Jjednalina sa 1a nepoznatih ko0lidina
a1y N2 seve. % me dovode ni do kakvih no-
vih rezultata, jer kad bi iz tih jednaZina eli-
minisali n- 1 nepoznate NQ....Oﬁqdnéli bis=
no do jednadine P (o)) = t. J. do prvobit-~
ne jednaline od koje smo po3li, u kojo] je sa-
mo X smenjeno saX,.

Primer; 1) 0dr di zbir kvadrata nula
9. c’<42+o(j B e

Iz pyrve jednadine imamo

14 A 4 aeinnnons X o= H‘

e (Q/1 +0(a_+.,_,__-§~dm)z= ﬁ,2= OJ.?-W\/Qz-i Ik ,"_'i"?(: + 2‘/"3‘!/.(-\’2“ )




kako je ol,q’a+°/.°/z.+--.----"‘a(ﬂ_.,-a'*l't = He >
? 2
....... ci/.n ;Aq""zﬂl’

2,) Hadéi uslove koi2 trebas da zado-
voljavaju koeficijenti polinoma

]
9.0 Q(, "’Q(;“ 4

x° + PX + Q
da ta] polipom ima jednau duplu nulu. Neka jJe
o, jednostavna, a o, dupla nula; uslov zadat-
ka jeX;= ©{, pa iz jedpadine (1) sleduje

&y +2%3 30 (1)
b e (3)

Kako imamo tri jednaline sa dve ne-

poznate tc mors postojati izvesna veza izmedju

p 1 g, Iz (1] dobijamo

"—\/43 - —20(2_
i kad uvrstim% tu vredn%?t u (2) 1 (3)
/3 “‘“3"(; l' 2_- 2“-/3 &
t 30 _'-E ( )

Veza ko;a mora posto;ati izmed ju koeficijena-

ta je ———
(-3
bede 4p% 27

to je dakle traaeni us%év, Podelimo jednaline

(4) medjuscbom to dcbijamo 249Q:
8. - - 2

2 7%

114 oly = -,;a_

a &4 dobijamo iz jedng (1)

3) Obrazovati polinom &ije su nule
0, 1, -1, 2, -2 ,Postoje dva nalina. Prvo, ako
pomnoZimo sve korene &inioce
P (x) = &y (x-0)- (x=1)s(x+1) «(x-2)+(x+2) =

=4, ( x7 - 5%° 4+ 4 x° )
gde Jje Ae proizvol jna kolidina za koju moZemo
staviti da je jednaka jedinici.

Drugo: moZemo na osnovu jednalina
(I) traZiti odmah koeficijente; tako dobijamo:
Ay = A, (o4l = 1 + 2 = 2)= o0

Ay = A, (e+0+0=1+2=2<2+2-4)=~54

Ay = 4, ( © 40 +0 40 +0 +0 +2 =2 = 4 +4 )= o
Ay = A, (0 +0 40 +0 +4) = 4 A
by = - A;-. 0.+06=0 ,
3. F (x) = A X0 =54 X0 4 4 AX =
22 _‘=/9§xs-5x3+4x)

i kad stavimo A, = 1 dobijamo predjadnji poli-
nom t.j.

x° - 2 22 .+ 4 x.

4 ) Bbrazovati polinome éije su nule

a) 1wt 14

b) 1+ 4, 1 +2d4, 11-6 1"

c) 3y 1, ~4 ..

a) I 1.5 % . «

5) Naéi uslov koji mora postojati
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izmedgu koef%cijenata polinoma
N
X+ Alx + Azx + A3 X 4+ A4
da bi zbir dve nule bio Jednak zbiru ostale
dve nule,i nadi te nule.

. Ako su™,, oy, of; i Q/q nule datog po-
linoma po pretpostavei Je
0(1*‘?/2 = q/3+ X (1)
: Priaenimo 1i jednadine (1) na gornji
polinom dobijemo Setiri sledede veze izmedju
nula i koeficijenata,

C\/4 "'Q/z +d3 +G(lq o A4
ol +’:\/<°‘/3+C(-q/g redyely + ol zRa
dodadzy "d,ﬁ(zc(q sy Ay 4 o, iy =-A
bty oy A, 4
koje moZems.pisati u obliku:
("(: *‘Cgl)f [“(3"}4:(0 =. 144
0/10/24-@/30(‘, +(OZ,+°(2)9(Q(3Q/4) 2 ,qz
of, oz (acde) + _'p(:,r:(;,(’o(,q/z) <3 ;43
ety oyl Ay

Stavimo kratkode radi
§ 5 J
; C(/'“‘q/i’:/-j) 0/3+q/4124 . ‘Mde:/ﬁi 0/30/1“#
tada je

S 4+ 8 = -
4

(2) P+ p® 4+ 8s8° = 4,

ps? 4+ sp” =
E Az

Rako je prema {1l) s = 8? to jednadine

{2) postaju:
: 2i3=-4531

p +p° + g Ay

(3)

M
i
e

s (p? + 2 )
-7 -

PP -aA4

Ako iz jednadina (3) eliminidemo tri

nepagznate koliZine s, p i p’ dobidemo traZeni

uslov izmedju koeficijenata Al, A2, A3 A4.

Iz prve i druge jednaéine dobivamo

P EIE S Aoumg
a iz prve i trede A

p+p == 2

A

5

- A

dakle: Ay - 4 Ajh, + 8 by =0 (4)

Ako je ispunjen uslov (4) nule da~
tog polinoma dobijamo sledeéi nadin. Podto je
o . e st

(5} [ ez xfo P A8 tycdue ! ,
to de kvadratne jednadine, dobivene iz siste-
ma 5) i 6)

(7) g '= 88 & P =0

(8) 22 - 8z + p’= o

deti sve detiri nule N4y Xy , X3 » X4 .Valja
samp izradunati s, p i p’- _ ‘

iz prve jednadine sistema (3)imamo




A
A
Iz trede i Cetvrte jednadine sistema
(3) dobi jamo

p+pF _ 43
P

- W 0 Wl e
& - ThT A
- =5 v
i ‘ pp’ = A,
Prema tome p i p’ su koreni kvadrai-
ne jednadine x‘_zl—{:égc +Pu=0

_ Aa4V AZ-ARy 2—\“:
t3a P’ ',l-],ﬂ5 P .

Kad ove vrednosti uvrstimo u (7) 1
(8]} dobijamo 13.'. A'2+ AseNAS- B o -0

Zl il Z+ Alfih‘s A-Hu: 0
koje daju sve fetiri nule datog polinoma.

5) Naéi uslov xo0ji postoji izmedju

koeficijenta polinoma
x‘l"r + A4 x3 + Az x2 +~A3 X + A4

ako je produkat dve nule jednak proizvodu os-
tale dve nule i pod pretpcstavkom da je taj
uslov ispunjen, naéi te nuie.

7} Dat je polinom:

x4 + 2x3 - 5x2 - 10 x+m

Cdrediti m tako, da zbir kvadrata

dve nule bude jednak~zbiru kvadrata ostales dve |

nule i nadi te nule.
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Ako s?avimo : :
Asadyrdly Aedgrdy Pl ,b'mgv_/,l
i prve dve Jednaéjne kvadrirs ¢ dobijamo,
sl vl DAy Sy bal, A= 4Ly

Kako Je P9 nr=dpostavgi
z*ﬂ(g;&(;-;o/.,
to je .

i = 2p = gt2:n 2 p’

Jednniine (2) iz primera 5 postaju

s + 8" =-=2

p +p* +88 ==5

ps’ + sp! = 10

pp’ =@ : »

Iz ovih pet jednalina treba elimini-
sati deuiri kolidine s, 8’ DP» p® i iz dobive~
ne jednacdine nadi vrednost od m. Iz prve dve
jednadine dobivamo

, : s-s’=-(p+p)
tj. s=-1-B% $wra - 1w BN (1)
Uvrstimo te vrednosti u tredu i getvrtu jedna-

ginu .

]

(p- p*)2 - 4 (p + 2*) = 24
(pf p’)2 -2 (p + p') = 20.
Odavde dobijamo
p+p’ =2
(p =28

<t
»
.
e}
I




- B -
tako da iz poslednje jednadine
pp” = m,
dobi jamo m=« 3,

Da bismo reSili jedradinu
4 +2 % - 5 xf - 10 x =3 =9
uvrstimo vrednosti od p i p’ u jednadine (1}.
Otuda ,
s =~3 SO - il 1,' e
dakle koreni gornje jednadine dati) kvadrat-
nim jednalinamsa

X

22 + 32 +1=0 i z2 . i A 3 =9
t.js
26 B G el
:l ’dl- Q- 013- AT ) Ny 2
Kao kontrola moZema se uveriti da je
zaista

(z2 +32 +l)-(z2 -z ~3) = z4\+2z3 ~524 - 10 =3
8. Kakavuslov treba da zadovoljaveaju
koeficijenti polinoma

. 2

da mu nule budu &lanovi aritmetidne progresije.
Staviwo simetrije radi da su nule date izrazi-
ma, d,:d-s. g =X °(3:°(+(?

Tada jednadine (I sta
-ﬁ::(d-X)-hz.;(gHg)gBd (I) po Ju

Az [ol-f)d+[ci+6”)(o£—5)+ (d+5)¥ < 3;(2_ d?
SERICEY MIATEy IONEN

Iz prve dobijamo.
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A- '
(< LA L 2
iz drugg g S e H’z:—'gi--:qa
Zamenom ovih vrednosti odt§'1<¥ u tre-

éu jednacinu dobijamo traZeni uslov

3
2 Al

Pod predpostavkom da je taj uslov is-

=9 4, 4, + 27 Ay = 0,

punjen nule datog polinome su

X4

LH]

novi

vaju

da mu

Jes

ta po

da je

AI sz‘ - Al A‘ .3;
-—b—v?"ﬁa 3 Q(z:-?" ‘343:--—3-‘* %‘-/ql

9. Dat je polinom
x3 + 3x2 + 3x +2Z
Odrediti T tako d2 mu nule budu &la-
aritmetilke progresije.
10.) Kakav uslov treba da zadovolja-
koefici jenti polinoma
x3 + Alxz - 52 Z o+ A3
nule budu &lanovi geometrijske progresi-
U tome sludaju naéi te nule.,
Primeniti na polinom
8 x7 - 42 x° + 63 x - 27.
Uslov glasi'

3 i

11.) Haéi uslov izmedju koeficijena-~
linoma
x3 + A 12 + A, X + A

1 2 3

dna nula bude jednake zbiru druge dve.
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Naéi u tom sludaju te nule. Primeniti na poli-

nom

36 x3 - 12 12 -5 x 4+ 1

TraZeni uslov je:
3 .

i tada je

2 A
x> 4 Ax + A + A3 = (x= %L )‘(x2+-%1x+A2 Ay

12,) Faéi uslov izmedju koeficiiena-
ta polinoma

13 + Alxz + Alx + A3
d zbir dve nule bude jednak datom broju 8 .
Primeniti na pollnom

2 x0 - x° - Tx - 5

gde je ‘s =1

4ko su oAy, o3, ... ¥, nule datog po-

linoma to poestoje veze
= 4 °/'+’/2*°/3 =- A,
t.Js = -(a+h)

Ako u jednalinu stavimo x =G ,dobi-
jamo traZeni uslov. Kako je poznata jedna nu-
la ¥3to mo¥emo lako nadi ostale dve.

13) Naéi usloy koji treba da 1spune
koeficijenti polinoma

X0 4 PX + q
da jedna nula bude jednaka zbiru inverznih‘

J

vrednosti druge dve, t.j. da 4'.'_;*5,
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Naéi te nule. Primeniti na polinom
x’ +5x + 2
Tra¥eni uslov Je
q2 +p+1=0;
ako je on ispunjen postoji identitet
x° + px + @ = (x=- q)~(x2 + Q. +1).
14.) Dat je polinom
x2 =T x +A
Odrediti A tako da jedn. nula bude
dva puta veéa ed druge. Nadéi te nule.
Odgovor: ima dva rezultata; prvo
A= + 6 tada su rule 1, 2, =3 drugo:A ==6, nule
su = 1, =2, +3s ‘
15.) Koja veza mora postojati izme-
dju koeficijenata polinoma
23 + px2 + g =0
da razlika dve nule bude jednaka datom broju
a; nadi u tom sluéa]u te nule. :
Uslov je: a (a p2 + q(27q + 4p )
a nule su

_p(a%p?) orpoot Kt et
=9 C:' = e —e— O(3=~-—z——
s -Z,b’-r?:(Q -p 2

16.) Odrediti a i b tako da ko-

reni jednacine , 5
xb —4x® - 36x° +ax + b =

budu Slanovi aritméticke progresije; re¥iti

jednadinu.
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Odgovor:

a =178, b = 105,
dl= ’5! Q/€= - 13 d3=3, dll= To»

§ 2 SIMETRICNE FUNKCIJE

A. OpSti pregledi i definicija

Simetridna funkeija k kolidina g,
Dy © eeesl Je ona funkeija, koja se ne menja.
ma kako permutovali koli&ine 2 b, e ..., 1.
Takve su na pr,

1) a+b, a2+2ab +b2; (a-b)z; -é{g%—f—%é%%),ab

2) ab+ac +bc;'a2 +b2+02; abe;

8
rol

a b c
3) Va + Vb + V&; Vab + Jae + Ybe; Vabe
4) e? 4 eP 4e° aeP +be® + ¢c1%4pe? 4ce® +ae®
5) Sina ¢s§nb + Sinc + 8inb sinc +sina
sinb “sinc tsina sina” sinb *sinc

U nizovima 1) i 2) imamo algebarske
racionalne sim. f-je. U nizu 3) imamo algebar-
ske iracionalne sim. f-je u nizovima 4) i 5)inma~
mo transcepdetne simetridne T -je.

I, PRIMEDBA. - Algebarske iracional-
ne i transcedentme sim. f-je nedemo rasmatrati.
Proudidemo samg algebarske racionalne sim. f-je.,

II. PRIMEDBA.- Algebarske racionalne

simetridne funkcije dele se na cele i razloml je-
ne., '

s

dnja simetricna funk-

eija be ac é%
;§ bﬁ (6

je razlomljena. Svodjenjemne zajednidki imeni-

(2

telj ona dobija oblik% -
N b ¢ =

b2 e” & a’e’ + a’b

32 b2 e

3

U ovakvom obliku pomenuta razlomlje -
na simetricéna funkeijs predstavijena je kao ko~
1i¢nik dveju celih simetricénih funkcija cblike
b3 03 + 33 c3 + a3 b5 i a2 b2 02

III. PRIMEDBA.- Cele sim., f.-je mogu
biti|homogene kao ab + ac + bc

i nehomogene t.Jj. sastavljene od viSe hcmogenih
gim,. |f-ja, kao ab + ac + bc = abe

Cele nehomogene simeiriéne f-je dobi-
jamo kada ponaosob izrafunamo sSve njene cele
homogene sim. f-je. Prema tome rismatracdemo
samo|cele i homogene sim. f-je.

B.- OSOBINE SIMETRICNIH FUNKCIJA.

Osobina I. Ako je sim. F=ja& jednolla-
na s8vi njeni Zinioci neuzimajucéi pri tom u ra-
gan stalne koeficijente, moraju imati jednake
izlogioce, na pr,

: onr . b

Osobina II, Ako je sim. f-ja viSe-




e fny

¢lana i aka j e MW jedan njen 3lan, koji se

posle permutovanja ma koliko promenljivih pre-
tyara u ¥, i pre permutacije medju 3lanovima

8im., f-je morao se nalaziti d&lan V.

. Osobina III. Svi ¢lanovi sim, f-je
moraju imati isti broj faktora i u svima se
moraju javljati isti izloZioeci.

Osobine IV. Prem= ovome sim. f-ja mo-
Ze se smstrati kao poznata, ako je poznat je=-
dan ma koji njen &lan a taj dlan je poznat ako
su poznati izloZioci njegovih faktora.

C - OZNAKA SIMETRICNIH FUNECIJA

Iz Setvrte osobine odeljka pod B.
8ledi da se sim. f-je mogu oznadaveti na jed=-
nostevan nadin, i to:

Kazal jke odvojene zapetama uz slovo
S Oznadavaju izlo%ioce asnovaka. Broj kazaba
ljake pokazuje broj &inioca koji se javljaju u
svakom &¢lanu sim. f-je.

Na primer:

= A 2.2
Sl a+b+c, 2» a v +02, S3=,a3+b2+03,

Sl o™ abJ-acwoc, 82 l—azbfabz-sazwac+éc+£c

_ = 2
51,1,1 ,abc, 32’1’1—-a be *—abzc.+abc2

Pored ove oznake postoji jo$ i sle-
deda: V
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: 2 3 _
Za,—-SI, Za = 52, Z a’ . = 33 Z&b = sl,l
2 i 2 _
zia.b = 82,1, Z;abc—-sl,l,l - Z:a bc*‘»se,l,l
T Y

D. IZNALAZENJE CIANOVA SIM.F.JE.

Praktidno upustvo: Da bismo nasli

Slm. l Ju kolléina.&,b C, ooo.co hoo'o 1 Obli“

ka

: By,q oiR Z. Ppd ....... B®
treba od knli&ina a,b,C,
vati sve kombinacije ¢ klase bez ponavljanja
gde < oznalava broj faktora pojedinog,sva-
ku od ovako: doblvenlh kombinacija treba stavi-
+i u zaseban red 1 igpitati onoliko puta koli-

ooﬁuoohocooul Obrazo-

ko ima permutacija kolidina
: Py Qy eseccsseBe :
_Svaku komblna013u pojedinih redo
gtepenovati sa svakom permutacijom eksponenata
Py Gy s8¢ Ovako dobivene &lanove treba sa-
trati 1 dobiveni zbir bide traten_a sim.f-ja.
Primer:
Date su koliline: &, b, ¢ i d; sas-
taviti sim. f=ju

85.2,1 -L&’

Svaki ¢lan je sastavlje

va treba zatim

n iz 3 fékto-
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ra; kombinacije trede klase, tez ponavljanja
iz osnovaka: a, b, ¢, 4 su: abe; abd, acd,
bed, a permUtacije izlecZilaca 1, 2, 3, su:
123, 132, 215, 231, 312, %21.
Dakle je:

e 2.3

i1 _ e Lo
53,2,1 = a’b c¢= ab e’+ab’c“+a“he

+a b C+ C 4+
+a%b5c

d3+ab36 +8 bd +a b3d+a3bd 3b d

L

3d +3 cd3+a cd3+ascd +a3

ab

2
aczd’+ac

be d3+bc3d2*b20d3+b2cd3*b30d2+b302d

E. FRCSTE I SLOZENE SIMETRIOKE FUNKCIJE.

Prosta sim. f-ja ili sim. f-ja._ prvoga redea
Je ona sim f-ja, &iji svaki &lan sadrZi samo
jednu kolilinu, a izloeZitelj moZe biti ceo po-
zitivan ili negativan broj na pr.

Sl =Za=a+b+c + sescecsea + 1,

E_)p _'.‘.Zap: y‘fﬂ‘ +C+-o-ao.-o--* lp

-p 1 1 1 1
S = Za = —— af—— e A8 06 eng imwm

Sim. f~je koje nisu pruste nazivamo eslofe:im
sim, f—Jama, na pre :
2
2.1 “Za. b =g ‘c - ab2 + a’¢c ¢+ ac? +b2c+

ve? ? SloZena sim. f-j& kod koje svaki

¢lan sadréi'po dve keliline se zove sim. f-je
drugog reda.

RNa pr,Z ad‘o/s
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Ako svaki ¢lan sim- f-je sadrzi tri
kolidine ka¥emo de je tredeg reda.
HNa pr_gz ad’b&c
U opSte sim. f-ja je n-tog reda ako
sadrZi n kolidina u svakom &lanu.

§ 3 PROSTE SIMETRICNE FUNKCIJE NULA POLINO-

BA.

Newton-ovi obrasci.
A. Neka je dat polinom m—tog stepe=-

na (1) U = 2™ + Ayx S A2.m s f...+Am_lng£“

1 neka su njegove nule oy ’ o, ’ 0(-3 9058
xmTreba sim. f-ja nula dz se izrazi koefici-
jentima Al, A2, A3, ® & 0 5 o A 2

Ako (1) diferenciramo po x doblgamo.
(2)| U= mx™ 4 (m-1) 422 4 (m-2) Ax"0:

m-1.

(1) moZemo napisati u obliku:

U= (x-0)(x =) (x=9G) »oene (x=5()5(3)
odakle diferenciranjem Gaobijamo

Us=Z (se-2) (e-odo)(me-xg) ... ... (F- 3 (4)
Iz [(3) 1 (4) Sl?dl

_Z 4 A
x- “1 ;-734. ....... = -°(m Ls)
11 Uk Ziszr

Ako (1) vedelimc me




- Gl =
(x-dq)(:r-ﬂ(;) et (e m) Do&iquo-.

-2

x‘:{‘q:x +("(+A4)z +(d ﬂi.ﬂﬁﬂz)x e "‘é’( "A 4 +ﬁ,,,_,)
i odgovarajuée sliéne- obrasce za: ),
wr e
Xoedy ' Xoda T xoal
_ Sabiranjem ovih izraza dobijamos:.
& .
Lz amd spmA (A A )L +S+AS+A1$* )

(#

gde smo stavili P
-d‘ +£2 +d _*.....'(y;m=Zd;

Iz jednaSina (2), (5) i (7} sledujes
v by + 4y =0 iy
53 + Ay S, +AyS5:+ 3h5 = 0

290 00 » O.".l.....'l...l...

00‘.000.000.....-...-o.._o

.Snpl;+ A8 ot ..+(m~1)AmP1 = 0

Iz ovih obrazaca (N) moZemo poste-
penc izradunati sim. f£-je Sl’ Sos 83,.;8m_4,
tako dobijamc:

Y

2 A - 24
85 = A+ 344, 3L3 ;
4 042 -

..10"'..-.--..no.oo-oo'oo..oc'..

—
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Jednaéine (N} daju samo sim. f-je od

B+ do S sta im, f=jet s
1 -1 ° le sim J€ Sm’ Sm+1’-sm+2 ’

itd. debijamo na slede&i nadin:

B.~ IZNALAZEUJE: Sm, Sm-a-l’, Sm-&-Z » itd.

Kako je 1M+/4 0('""'1-/130(, 3

--.-..'}Afw\=o
-t -2 .
<l X% + P2y *+

e e 2 r-

o( */qac..‘ +ﬂz°< —+

------

to sabiranjem ovih jednacina dobijamc:
Sm * Alsm"l + A2Sm“2 'f EEEE NS f&m.i sl‘:‘m}km =Q-
FL(N)

Jednaldina (N’) daje sim. f»ju.sw‘ako

Zn&mo Simw f""je Sl’ Szg S;, a2 e 5 o0 Sm"i[’

Pomn041mo ponaosob svaku gd jednali-
K
na (1) sa.c(',o/ q! seess &, 1 saberimo
tako dobijene rezultate, dobijemo jednaliny:

= (1)

[<)

Speic * 415m4k-1 * 42 Smek-2 ¥ 0t Wp
Ako u ovo] Jednaélnl damo broju Kk vrednasql
1, 2,3, dobiée se sigtem jednalina, koji sa
sistemom (N) i jednaéinom (K’ ) omogudéava izra-
dunavanje. svake sim. f-je S,=




2.~ IZNALAZZNJIE S;ME“RI&H;F FONECIJA:

S::—,E' 2 -S

- 1, ‘me1

enmmn

Proste sim. f-je S_,, gde je z ne-
gativan ceo broj, izraéunavagt se postepenc na
sledeéi nalin.

Neka je f(x) = xP s A sost Ao 9 X +An

dati polinom stavimo l »
f(x) =x" £ (3) Am’I * ApaX 4,

R Alx-s-l . (1)
‘Kako je: f(&;);o
jer je o nula polinoma f (x), to je

Ytﬂu ) 0 (()
Ako sa pollnomoﬁ)prlmenlmo obrasce
(W) (W?) i (N ) dobijamo sledede veze:
' + A o

Ap B + 4y =
Am Sag % A S -1 2 A = 0 g
co‘onuo?ornoocao..aoaow:rncv (”)

- Obrascl (N), (N’), (N ) 3 (N } nae-
zivaju se Newton-ovi obrasci.
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_Pomoéw ov1h obrazaca mogu se uvek odrediti prog~
te sim. f-je nula pomodu koeficijenata peoli i Q-
ma 111 koeficijente polinoma pomodu sim, T=ja

nula_kad su pﬁqnate 8im., f-je Sl do S

De bi emo do¥li do-is¥ih rezultata,
tj. do iznalaZenJa sim. f-ja korena Jjedne als
geb. Jedn. pomoéu njenlh koeficlgenata i obrat-

=no,»postoje i druge metode. Takve su na pr.~me.

tode upotrebe redova i Ceuchy-evs, «mcfvo(@
§ 4.~ sx.oZENE smmnxém FUNKCIJE

NULA POLINOMA.

A - TEOREMA: Svaka sim., f-ja viSega
reda mongsa-izraziti pompéu prostih gim.f-~ja.

Da.bi:smoidokazali'bfu teoremu pode~
¢emo postepeno od dvojnih sim. f-ja pa dalje.
NEka Su: Xl 9 dl '] ds ’, e o e o'- odm
nule. polinoma :

T4+ A 0 -1 e A x n-2 - s ol L+A

- 1, | soo‘.. M- l .

Sluéaa 1) Izraziti sim. f-ju nula
2.’0(59

rq‘-zdo(a. e I’)'-"'L'-#O
koeficijentima Ay Ap eeeelh

Xy,

Pod jimo od 1zraza.
D= 2. f d;n%+

........ Yo
?’_:Z 0(,?: X, ‘+0(2 +o(3>+ C{n.? } ‘4) :

.......



i izmnoZime levs 1 desne strane
2 N ) .
Lol atal " L st &y

iada prvi &lan desne $trane, n&ime,Z:DCf+
pretstavlja zbix proizvo&a prvog i prvog d&la-
na; drugdg i drugog &lana itd. {lanova desné
strane jedna¥ina (1) %.j. |

2, ”?’ .,?‘foza”-a/f%q/;’-ozfan_ o at
iii | "
A;: Q,;i’-ﬂz‘___ oé,m‘i-}q/:w}o{:%i-” o o/,f”’
Drugi ¢lan jednadine (2)

Tt

- predstavlja zbir produkate prvog &lana desne
-strane'prve'jednaé*ne sistema (1) sa svima
¢lanovima, izuzev prvog, desne strane druge
Je@radirve istog sistema, drugog Slanas prve
jednadine sistema (1) sa svima &lanovima, i-
zuzev drugog, druge jednadine istog sisteﬁa,
itd. .... dok ge ne dodje ra posletkun dc pro-
izvcda m;tog ¢lana desne strans prve jednadi-
ne sistema (1) sa svima élandvima,desne stra-
ne druge jednaline (1) izuzev m~tog, tj.

z- h ,\‘

2ol ottt o(3 *040(4 .....‘...+°{°/
; +°<2di+dzeg+d20/‘f+ se e use +Q/-3°('

- . - -

e

. . ‘ ,P
R A A AN S TS T 2=
. Iz jedna&ine (2) dobi jamo dakle:

Zof = Z R LM (8

' r L g
Akxo Je p-q¢ = o t.j. p=q, onda je 04 0(3 =, o(z

otuda je
Lot = Q7 o ),

isto tako imamo

Zoz,_Zozﬁ (ZO(){
Z_o<, =2 x> | (6)

Smencm (4),(5) 1 (6} u (%) dqbijame:

Tl AL TY] @

Slugaj 2) Potra¥imo simetrilnu funkeiju tre-

deg reda Y
VACANASS |
Ako podgemo od sim. f;;e
B R LAV LRV A N
(8
Z °<, ~& 1"0(2, 7"0(3 ‘‘‘‘‘ j’dn\’: )




- 70 =

+ izmnoZimo ih medjusobno, Gobidemo: | iz1o%i
: : \ Ako su sva trl izlocZioca jednaka t.]J

e

T Py 42 - P91 M .
Lol AR o ':Zo(,, T o, £ "’,.Z &, ako je p=q =¢ , jednalina (12) postaje
pla ,r 4 py3 2p ? 3p |
2R B » e ‘ L'l 2V 3 o F «
.g.zd ql ZO[ z+°( (9) 12 X3 =5 : ) Z 1 ZZ i Jf ’
Lrena jednadini L b - S .
e ini (3) 3*3 _ Iz jednadina (3) i (12) vidimo da se
3 . 35 < g M . :
Z"‘v «,q, i,Zo(, -Zo( g simetridne funkcije vigegse reda t,j. sloZene
ped ; i . 1 ] el H - :
, Zn& o( :,Zc(’"")'dl P sim. |f-je. wogu izraziti sim. f-jama prvoga
4 - a'; g ) ) - 2 o ] 8
DTl L I : ': e ke . reda, Ovim se¢ postupkom dolazi do teoreme A.
‘(9‘4 o( ; b s S : 5
3 2 '-'4'\,0(1 A, ~/ WS - .
7 TAL Oy b

A}

> % : B - TEQREMA ~ Svaks racionalna sim.
Smenom izraza {1 u (9) dobijamo: J '

5 ' f-ja nuls polincma moZe se uvak racionalno iz-
2 n ; £ < - )¢ 1%
Zd{ Zdt Zq’l. :ZC{‘,P-*Q,Zq’zf-Zq‘P*lZc{,i-}Zdz‘ﬂl ]

o + raziti pomodéu koeficijensia polinoma.
42%249,&?.. ZZ o PR (i ' Newton=-ovi obrasci dok=zuju da se
} a svaka prosta sim. f-ja moZe izraziti pomodu
Ytuds, komadno koeficijenata. Teorema &. dokazuje da je svaku

AR

FEG AL L AL L Ll

sloZemu sim. f-ju mogude svesti na zbir pros-~
tih 8im . f-ja., Odatle sledi teorem& B,

5 3N *2205”‘2'/* 1z Primeri. 1% Naéigpolinom_treéeg- stepena:
ko su izla®s e , | X7 + pxX 4+ qxX +7
e Ao sw izloZitelji p i g Jednaki, poznavajuéi prozte siZ. f=je nula %, %,X3.
A C(,Pq’z“’f/:-_ °[z d3 o gz[(:: jzdzzo{}l
rremn ‘f‘ome b: 1;0(1;.0(3;
«é U\/Jr‘/ 220{‘&(:\/20(3 : z°1? 420(’.'0(2*0(3
P3 je nréma #223 S ' .__d_g_q&;:)_lz: Znamo da je Lotz -p

R LR SR Z e B i #[(z-Z2Y -2

Pored toga postoji veza




-T2 =

ﬁ’(-,; fQ/13+c\/;-3r¥4q’zQ’5:(o(1+dz "’Q/g)(d,f{-#dél*d:‘ m/g —Q’;Q/3—°/2°/3)
iz koje dobijamo

R== %[(2%,)3- B2 Fwts 22'«(,3]

2) Izraziti
4 4 4 oy
qu :d.' +M2+d3
pomo du

Zo{, ZQ:; ) ZQ-/;)

proslog zadatka.,

3) Nexa je £ (a,b) cela sim. P-ja ko-

1li¢ina a,b. DokaZimo da f (a, b,) ne moZe biti
deljivo sa (a-b) dok nije deljivo sa (a-bv)2

Stavimo

f (8,b) = (a-b) ¥ (a,b);
Tada je

£ (b,8) = (v-a) ¥ (b,a)

ali paéto ie
t (a,b) = £ (b,a)
to je
(a=b) 7 (a,%) = (b-a){¥ (b,a)
11li:
(a=b){ ¥ (a,b) + ¥ (b,8)} = o
kako su a 1 b razliditi %o sleduje:
Y(asb,) +Y(b,a) = o '
Ako stavimo a = b bide
2y (a,a) = o :
Iz ove Jednaélne sledi da je Y (ab)
- deljivo sa (a-b), prema tome je £ (gb) delji-

Odgovor:

= T3 -
vo sa (a,-b}*2 §to je trebalo dokazati.

4) Ako su o ;,, 5, &3 » nule polino-

ma x3+px+q

traZi se vrednest sim . f-je
V= (ot vl ol 2l 243 )0l 1ol -X7)

v=-gq(®+2p)
5) Ako su: o, (3 y <3, nule polino=-
3 /

ma X° + PX + q
Fadi sim. f-ju
Zdeo/z‘-o/,é 361‘&/':13 +c(g/3£
Ako primetimo da Je:
°J4‘:/$g/4é+ e/sze(,«h le
dobi jamo

Z °/16Q/2,é=/9 é+é/_>3237‘ 3Z4



GLAVA III

Transforpacija algebarskih jednaedina

§ 1 ?ransformisati,algebarsku jedna-

&inmm :
' £ (x) =90 I.
zna¢i obrazovati novu, transformovanuy alge-
barsku jednaéipu.

¥ (y) = II.
takvu, da izmed ju korena obeju jednadina pos-
toai unapred dat odnos. Taj odnos moZems ns
taj nadin izraziti, ostavivsi da Jje svaki ko-

ren jedn. II izra¥en datom aigebarskom funkei-
Jom korena Jednadine I. ’

U. Specijalnom sludaju, ako je ta

funkcija, koju moZemo pisati u obliku ;;%32
raqiona;na gde su Y i ¥ . polinomi, tada je

svaki korenfy, (v= 1,3; --.1) transformovane
Jednatine F(y) = 0 vezan koreninma:

oy (v=1,2,3, .. «+n) date jednadine T (x)=0
izrazina ‘

fr= 3 V= 1,2,3%...n III.
.t eJs lzmedju nepoznatin x iy prostoji veza
y= PU=)

. Iv
W(x> '
Dakle, da bismo n33li transformira-
nu Jjednadinu jednadine T(x) = o, kad izmed ju
korena postoji veza III, treba iz jednadine

=t -
Iv. feéiti z i uvrstiti tako dobivenu vr?d—
nost m @atu jedn&éinq f {(x) = 0. Dobi?ena Jeé-
nalina po y bide istog stepena kao i data jed-
nadina. Posto svskom korenu ngOVé?a ?am? po.
jedan koren Ay . Ovde Cfemo detaljnije 1sp1tat%
samo |jedan specijalan sludaj opste tr?nsforma-
cije [IV, i to kada su polimomi $(x} 1¢ (x)
prvog stepena. . P
Op8ti oblik takve trasnsformacije Je

_ax + b W
¥ = 2750

gde su &, a’, b, b’ date konstante. Ta se trans-
formacija naziva = linearnom transfdrmagijpm
po8to se neboznate X i7Y javlijaju na prvom

stepenu.

Iz jedhaéine Y kxad . je resSimo po X

8 'v = b
2 R
i kad tu vrednost stavimo u datu jeanaéin?
fi(x] = 0 dobijamo transform&cionu jednadinu:

=.0;
ey ;
ova 3sdnaélna OS&Obodgﬁn& imeniteljs i uredae

na po stepenima od y wuzima oblik

1_8;&3,9,-1.}‘_' (P.:l.-:,,.:@-"] _—;F{»y)z

a-faJ/
B
Na ta]j smo nadin dobili uransxormlsanu jedn

&obi jamo

8irv |8iji su koreni
/'.})y-‘—" 1‘4" 2, 3;\ coasasell




T
vezani korenima dste jednaline

dv=l, 2, 39 s0asee Il

ﬁv-Qd'+g 42,3
* T T ve ALY

- <

l'viezom:

OpS3tu linearnu transformaciju V.mo-
Zemo rastAaviti u niz jednositavnijih transfor-
nacija; i to na slededi nadin,

1) Akxo je a® # Omi moZemo pisati,de-
lenjem imenitelja i brojitelja sa a’

a
y. a* *'E’
e
i ato izvr3imo deobu 8a'-d’
s (V) ... @z
. Nl mom
Q'
kong £no moZemo staviti
a .-
Yy =¥y 4+ - ba’? - ab?
; a > =
. s i R ) P J2
D b?
yz y3 ’ 33 =X + a7

jer akio iz ovih jednadina eliminiSemo ¥,
B
Y2 Y3 dobidemo vezu V.
)

2) Akec je a' = o, tada jedna&ins

V postaje
ax
y=252+Db _ 2 ., b
b? h? b?
taj. mi 1moi'emo staviti
X b ' a
= P — N = essenams
¥ hEY m = $ Y1 e X

& N

Vidime u glavnom da se svaka lineay.-
na transformacija moZfe svesti na jedan niz jedm
nostavnijih transformacijs, koje imaju oblik

¥ = kx; ¥F=X+h; , ¥= %
Ispitati svaku pojedinu od ovih transformacije,
jer je njihova primena vrlo vaZna. '

§ 2 MNOZENJE KORENA JEDNE ALGEBARSKE
JEDRACINE SA JEDNOM KONSTANTNOM XOLICINOM.

Neka je data jednalina n-tog stepe-

n-1 2 -2

ng fi{x) =x +A1 + AoX +.oootA  X+AN=0

gde je A -1, 8to mozemo u svakoj jednadini uli-

- niti Jednostavnlm delenjem tim koeficijentom.

Ako kodemo da transformifemo datu jednacinu ta-

" ko da svaki od njenih korena tude X puta vedéi

treba staviti i
y = kx i x = % ’

tako da transformirana jedna¥ina glasi .

"-I‘Z‘;=-

£ ¢ “ ) 0

i1li ako zadrZimo istu oznaku
£(g)=o0

Kako mnoZenje jednadine stalnom kéliéinqm ne
utide na oblik njenih koreﬁa, gornju jednagi-
nu maeZemo plsatl u obliku
Pe (F) =x+a kx _1+A2k2xn 24 ..+h KP=0; VI
to je traZena transformovana gednaélna.
Rad Je k=~1,
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tada koreni transformisane jednsdine imaju is-
tu apsolutnu vrednost, ali su suproinog znaka.
Tako transformisanu jednadinu dobijamo kad u
VI stavimo X = - 1 t g.
( -1)2f(-x) = Al +A2xn“2- eo (=1)2an< o

Supstitucija 7=K. X se Sestc upotreb-
ljava u sludajv kad Zelimo transformisati koe-
ficijente jedns&ine tako da oni budu celi Bro=
Jevi, a da pri tomé koeficijent najviSeg stepe-
na od X ostane jedinica.

' Neka su A1, Agy Azeecsae..od koefi-
cijenti date jednadine, tada su koeficijenti
transformirane jednadine

Ea,, k%A, L e )

Ako su koeficijenti A r T =1,2,5,4, cceon
racionalni brojevi, moéemo uvek izabrati ta-
kav broj k da kolidine

kT Ay Blm T N0 oo sun

budu celi brojevi. Najmanji broj K koji ispu=:

njava ove uslove re3ava zadatak. _
Neka je na Pr. data jednadina
f (x) = X0 - = x2 + 7 X - % = 03
transformisana Jednaéina je i 3 '
K2 (F) = x° - Luax® 4 7 K% - 2
Najmanji broj E je ovde 14 po3to
su.2 1 7 prosti brojevi, a K3 sadrzi 23 dak-

le i Setiri. Transformisana Jednadina postaje

- 79 =

p.
x> - 49 27 + 84 x - 3435 = o3
korene ove jednadine trebds podeliti sa 14 da
bisme dobili korene prvobitne jednadine.

§ 3. TRANSFORMACIJA y = x - h

Heka je dats jednadina n-tog stepé—

na

8= l

£ (x} = x% + 4px®7L 4y 02

w... “ An-lX+An=‘o§
ako Zelimo da obrazujemo Jednainu &iji de ko=

reni biti manji za stelnu kolidinu b od kore-
na dgte jednadine, treba izvriisi transformaci-

ju: |y = x -, =y+h,
Transformlrana jednadina
n-1
f (x+h) = B.x +le + ecoetB 1%+B, = 0

gde tredba odredltl koeficijente B, » r=1,2,3,..

se00s(eea e

Primenimo Tayl?r-ov obrazac o
£ (x+h)= £(h) +—L—l X+ 4 ,h_ x2+ oo o ITE:nglJ?

n
+£_;Q-ll xn

=1 otuda sledi da koeflcigenti
= 031,2,3, +eee. n imaju oblik:

5 of
o=’£;(ij =(n) =1
207 (h) | (nfl‘) B +(nT2)Ay= mb + 4y

Boe ffé?%?%ﬁéi =_§ ) ‘h *( ) Aﬂi+Ct§)Az

|
+
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B = LR AL S (A, R AR,

-.——.—._\.._-—“-‘—4—.—~.-\.~_—-.-._—_.~____..—_~~-

= 28 (O EME S slA, R (DA AL Tt K1 A

» izrazi
) K(A V&2 Bered) . AR (Rned)
A2.3 n?
prestavljaju binomne koeficijente.

Gornju transformaciju moZemo primenl—
i ako Z¥elimo, da jedan od koeficijenata B,
=1, 2 +... n transformisane jednadine pos-
tane gednak riali, Kako su koeflclgentl

B = g(n-1) (ﬁ)

(n=-r)t\n - h's (n-l)ﬁlh _ O )AQ‘

= 1y 2y eecese It
polinomi po h moZemo uvek izabrati h tako
da jedan od tih koeficijenata postane jednak
nuli. Dakle da bl B, bio jednak nuli, trebs da
redimo jednalinu

N WS VLDV NI TN GO ) )

gde je nepoznata kolidina h. Ta gn jednadina
r- tog stepena i u opStem sludaju se ne moze
reSiti. Kad bismo hteli izbaciti koeficijenat
Bl_ili B, dolazimo do redavanja jednaéine pr—-
vog i drugog stepena.
| Pako ne pr. ako Zelimo da bude

B1 = o treba odrediti h tako da dbude

2 (0-1) (n) =" nh + &, = O,

- 81 -
A
n
stavimo 11 dakle ovu vrednost za n

r.o h:—

u trensformisanu jednadinu, nestade &lana od
n-1
X .
¥a isti nadin ako Zelimo da bdude

B, =0 treba odrediti h tako da bude
£(0-2) (1), BBD 2 4 (n-1)ay +4, = 0

gornja jednaline daje dve vrednosti za h, t.
j» moZemo na dva nacina transformirati datu
jednradinu, pa da u dobivenoj jednalinl nesta-
ne &lan sa ™2,

Gornju tramsformaciju ne moZemo upo-
trebiti da nestane dva 1li vise koeficijerata’
Brs u tom sludaju koeficijenti date jednadine
moraju zadovoljavati izvesne uslove, Tako na
pr. kad bismo hteli, da u isto vreme nestanu
koeflclgenti B1 i 32 treba da odredimc h ta-
ko da obe jednaline

nh + &, _O 1 Ei%“ll hls+ (n=-1) A1h+A = 0

pudu zadovoljene a to je moguée samo 8koO iz
med ju koeficijenata Ay i A postoji uslov

2
2nhy, = { n=1 ) AT

§ 4. TRANBPORMAOLJA y = 3

Neka je dats jednadina

:::::
w
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W o A I ne=l D=z
'f(A) = A% +h X FhaX 4 .@+Anu,x+£p =0 T,

ako Zeliwo da cbraszujemo jedradinu &iji de ko~

‘renl biti reciprodne vredncsti korena date jed=

naine, treba izvriiti transformaci ju

v o= % z =
g Ay y -]
Transformlsana Jednadina ima oblik
? ( ) 0
ili ako zadrzimo istu oznaku
il (i) =
x
t;}@ 7
Y& “'rj,‘—%;r sy P
b x

Gornau jednaéinu mo¥emo pomnoZiti sa x™ i kad
izmenimo red &lanova dobijamo

- f ‘x) - Anx +An_1x ) +An“2x + se0neee
cee 4 Alx+ Ao = 0, 1I.

Na_osnovu ove transformaci je mozeﬁo
pokazati sledede. Ako u jednadini I prvi k
koeficijenti A, o? Al,,.w. Ak 1» Postanu jedna-
ki nuli tada ona postaje ( n=-k)
oblika
T T U +A, X+ A = 0. III.
lzgleda kao da je prvobitna jednaélna izgubi-
la k od njezinih korena. Med jutim jedna¥ina
II postaje
My (%) = Anxn+An_lxnfl+ n..+Ak+1xk+1 +A, x¥=03

tog stepena

k

- 8% =

one lostaje n-tog stepena, ali se moZe izvadi~

ti X

k

kao zajednidki faktor » Znaci ds

transformisane jednadina ima X korema koji
su Jjednakl nuli, tako da su njima odgovaraju-
é1 Koreni date jedmadine %, t.J.0o .

Odavde vidimo,kad u algebarskoj je-

dnadini k o4 koeficijenata najvisih steperna
od X postanu jednaki nuli, tada k korena

date

jednadine postaju bezkonadno veliki,
PRIMERI:

1), Transformisati sledede jednadi-

ne tako, da koeficijenii budu celi brojevij

8 da

X bude jednak jediniei

AG»X

tako
c&.,

pri tom koeficijenat najvideg stepena od

a) 1214+1o x3+3x2+x+l 0
b) 8x° +4x° + 2x + 1 + O
c) 16 x*i8x%+ 6x +3 =
2) Transformisati Jednaéinu

£B~1
+ AyX toees + A X+ A =0

da bi prva dva koeficijenta budn jedini-

3) Transformisati jednadinu
x? 4 px2 +gx+r=0

tako,'dé nestane &lang sa X.

4). Naéi uslovw koji mora postojati

izmedju koefdicijenata jednadine:

f (x? = on4 + alx3+A2x3 +A3 X + A4 =0




rangiormacijorn ¥ = X- & nestapu dlanovi

ReSiti v tom siudaju jednadinu.Trans-

rormisans jednadina ima oblik
1) o 4. 3 2 . -
T {x+h) =B X 48X ¢ BX" + Bgx # By, _\0

89 = 2
8 BC: Q'O

By =4 A b+ 2y

2 .
By = 6 A K% 3 Ak o+ Ay
2+2A2h+.&3

= A Qh4 + A1h3_-§-. Azhz + Agh 4 A

By = 4 Aqh3 + 3 Ajh

&

'Da bi nestali &lanovi sa X i X° wora By =0

i B3 =90 t.3.
= 2 2, 2 -
4 Ah + Al =03 4 Ah" + 3407+ 24,0 +hg=c

prva jedﬁaéina_daje

i kad tu vrednost uvrstimo u drugu jednalinu
dobvijamo traZeni nslov

3
A>bbagh, + 8 A %A =0 I

Kada je gornji uslow ispunjen transformirana

jednadina ima oblik
4 2 L
Bo "+ By, X7+ B4 = 0
gde je: Bo = A
: 2
Bz = 5K (8 Ak, =324 )

P N

2 -
S W W a4 .A.,f by

- 85 -
— ey 4 4 2 a»
34 = m—y ( .3A1 + 16 AQAl ,ﬁxg_

ih
+ \»1 '-5th B LB By

i njeni koreni sau X = <}
2B,

Aka te korene oznadimo sa Ny, oy , oy ¥y

koreni date jednadine su ~

A A / A
gt el chif gt

5). Ako je wslov I u primeru 4) ise

punjen, jednaéina
A g1x3+ a2x2 ¥ 8zX + By = Os

se moZe pisati u odliku:

(x? solx) 4p (x° +Xx) + @ = 03
odrediticl, » i g. ' ,

6). Obrezovati jednalinmu 81ji su
kxoreni kvadrati korena daie jednafine. Treba

upotrebiti transformaciju
2

¥y =X
t.jgx“:\/_i’—
prapsformisana jednafina ie
P(Vy) =0

111 sko 2za2 korene zadrsimo istu oznaku

" = <O
P {VX) =-An+An_1'J§ +hp 0% +An_311 T Fo.=0
otuda N . |
(A bh _p% + by gX #eeod VE (A _q+hg 5¥ *

- |

+ ® 6 & 5 O P =O
An_sx v
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_ - 87 -
g e . e 2
11i Vx (& .+ Ap_zX + oes)= (Aann_zx + An‘_4x_+,_) glasd 7
| "%—5‘:(%‘*}3:'+u~0,\
ako podignemo obe svrane na kvsdrat oy i e N2
! 42 2 32 ( “y" + p)° =43%y ,
X \A*n1+ An 3x + o.'o) = (A - A 9x+An 41 Fooe Y 2 3

azvijemo i sredimo po stepenima od X, dovija=

mo trafenu jednadinu kake |izraz P—; daje zbir njezinih korena to je
? q~. 3
7) Baéi zbir kvadrata xorens jedna- 5 /j :i i

¥ina: v=4 Ty g2

‘ e + PX + g =0 : | 19)9 Reka je data jednalina
2 i

Ako obrazujemo Jednaérm 8iji su koreni kva- T +PpL+ g =0

drati korena date jednadine, koei’mlaenat od ¢iji su korenidf, Xy, ofy. Izradunati zbir

y2 ga promenjenim znakom daje traZeni zbir. F %{

vsd
: Ol ==
Odegovor: z’ 2/’ Ake u gornjoj jedna¥ini izvriimo

8). Nadi zbir inverznih vrednosti transformaciju y = IF = — » &bir korena tako
korena jednadine : - transformirane jedpa?‘ine je traZen zhir
x3+px+q=o 1 34p

Odogovor: 2_4 =
Transformacijom y = % dolazimo do jednadine

¢iji zbir korena daje traZeni zbir.

Tth-9
A 11). Neka je data algebarska jedna-

dna nr~tog stepena T (x) = o, &iji su koreni

Odogovor: ) Xy =1,2, 3, +e...n. izradunati zbir
9). Nedéi zbir kvadrata inverznih Z‘T 4 L
o 3 4+L¥.r
vrednosti jedna&ine: x” + PX + g = 0
3L i 1=
1 1 Transformacijom y = —+— 2 x = =¥
Transformacijom y = £2 ili x = =5 dolazi- i ¥
2o do jednadine, &iji su koreni inverzne vred- dobijamo jednadinu
noati kvadrata korena date jednadine. Ona £ (l—?r-)-) =1 f=ls %: ) = £ (=1} + % £ (~1)+,..




- 8B -

o .ﬁ%-—i'}— f(n) (=1) = 0,

P d) -1y e P
R L5 TR |

n!

7bir korena trsnsformirane jednadine daje tra-
Yen zbir, t.j.
27 5D
é(“d(‘ §(-1)
18.) Data je jednalina
23 -5 12 + 6 x=1=0
8iji su koreni <1, Xz , ®3; obrazovati jed-
nadinu 8iji su koreni (- 52’)2, (oA~ 2)2,".
(o 2)°. | ”
e 1%.) Data je jednalina
x4+“x3 - 412 -4x +1l=0
%iji su korenioly, T = 1,2,3, 4.
obrazovati jednadinu &iji de biti KoRem:
(2"0"() 27 r=1, 2, 3, 4.
U primerims 12) i 13) i transformisane jedna-
Yine ¢e imati isti oblik kao 1 date jednadine.
14). Obrazovati jednadinu giji de
koreni 34, Pas (35, bitdi kvadrati razlika
dva po dva korena date jednacine
x0 4 PX + q = O. ~
Ako su koreni date jednuéine‘xh,
O(; . 013, treba da obrazujemo jednadinn 8iji
- su koreni

Bi= (dl‘da)l ’312(0(3-0(4)2 [532(044-052)1

Ovde treba izvrditi transformaciju,
kdja sadr¥i dva raglidita korena. Tu transfor-
masigp moZemo svesti na takvo koja e sadrati
samo jedan koren. Kako Je
Paz(-ay)'= (X +ea) - fots oy

1 (a4 23:0, ooy +3( g +lg) =

to iz zadnje dve jednadine dobijamo
(3(44011):-0(3 i d|d1:/34o(32 \

i kad stavimo te vrednosti u prvu jednadinu

dobijamo @,z (-o)’: “3el Ly,

_ga ostala dva korena dobijamo slidno

P (g -olo)te- Doty - 4p
B el -3l o, 2
dakle je pﬁ-g,da’;_l,/, i
Zna&i treba da izvrdimo transformaciju
3 = x - 4 p
t.j. treba iz jednalina
x3 +px+g=0 1 ¥+ 3x2 + 4 p'= o
eliminisati X; prvu jednalinu mo¥emo napi-
sati u ebliku
x2 ( x2 + P )2 = q2
i kad u njoj stavimo ,'Iijik mesto X2 dobi=~
jamo konalino -l _
y3 + 6py2 + 9p2y +4p3 - 27q2 = O X.
Vidimo da je preizvod korena transformirane
jednadine dat izrazdm
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Odavde zakljudujeme 1). Ako data jednadina
x3 + PX + g = ¢ ima viSestrukih korena izraz
II postaje jednak nuli Z.J. mora

4 p3 + 27 q2 = .0
2) Ako su korerni oy, ¥, , &5 realni, izraz II
je uvek pozitivan, a ako su dva od njih ima-
ginarna t.j.
OZ,1= & + bi; 0(;,: a - bti tada je

(cta-oA) (gl ) (Ao Yoz - s 4’*[(a-o<,)2+£j7

i izraz II je negativan. Dakle jednadina

13 +DPX 4+ qQ=o0
ima sva tri korena realna ako Jje

4 1:»3 + 27 q2< 0,
u suprotnom sludaju ona ima samo jedan reelan
koren. |

Dokazati da se do jednadine I dola-
zi i transformacijom

X

15). Obrazovati jednadimu 8iji su
koreni:

o= (2)lly=odz) PusflabsXbyl)  [Byz(olycte)olyaty),

gde su %, o, o(; koreni jednadine
X2 + DX + Q=0
Pokazati da se do nje dolazi jednom od alede-
¢ih transformacija
y=3x°4p

ey

S -91-
163 AkO Su‘iyg X-: 1’2,39 seee I

koreni jednadine n-tog stepena f (x) = o
izradunati zbirove ~m 4
iy i Zi (x-2g)t
= R
’ V=i P =)
Otuda |dokazati: ako su svi koreni jednadine
f (x)|= o realni, jedna&ina
il ?2

F(x)=7%(x) . £ (x)-2£(x)=0
ima sve korene imaginarne,

Kako je -

= a¢-od

logaritmiranjem dobijamo

log f

(x) = log (x=<)+ log (X, =)+ log (x=%):

= E &%(I~°{x)

¥=)

Diferenciranjem ove jednadine po X dobijamo

N
traﬁfﬁfirff,+........+_i_zz 1§
-A g X~y x—dr ‘2‘.-0(8- 8_(1)

¥=|

Ponovnim diferenciranjem dobijamo:

4 i" A . §"(oc) §(2¢) - § ()
oy SN §%(2¢)
t j L] P

3% 565"

¥=!
Iz ov

LL:-&,)'U

$ 420 ;
e jednadine sledi neposredno tvrdjenje,

>
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Ispitivanje realnosti nula polincma.

Dos&daénja pravila vais vopste bilp da
su koeficijenti Ae Al, sees Ar datog polinoma

realni ili imaginarni brojevi. Sada deme izves—
ti neka pravila, koja vaZe samo kadas su koefi-
cijenti realni. |

§ 1. Teorema: Svaki polinom F (x) sa
realnim koeficijentima koji ima jednu kompleks-

govanu nuiu { l=1i).

Iz gornjeg pravila mi mofZemo zaklju-
diti sledede:

Svaki polincem sa reaelnim koeficijen-

tima ima uvek jedan varan hroi {(ili rpula) ima-

ginarnih nula. To je oéigledno iz predjadnjeg

pravila, jer sveko]j imaginarnc]j nuli oblika
a + ib odgovara nuia a-bi.

% gornjeg pravilas delje slesuje:
Svaki polinom sa realninm koeficijentima ima pa-~

ran broj realnih nula, ako je stspen to Oli-
d

nu nulu oblika a + bi mora imati za nulu i nje-

nu konjugovanu vrednost tj. a - bi.

Ako je z = a + bi nula polinoma PF(x)
onda je prema pretpostavei ds su koeflclgenti
polinoma F(x) realni, .

F(z) 0 < . {F(zﬂ:«a A
a kako je {F(z)} P (z) %o odavde izlazi da
je 1 Z = & - bi nula polinoma P (x).

Treba imati na uvwmu da ova osobina

imeginarnih nula vaZi samo ako su svi koefi-
cijenti datog polinoma realni. ‘
Pr. polinom sa imaginarnim koefici-

jentina '
X = ixX = 1 - i

2ije su nule xl=71+i i Xy = - 1l nema konju-

noma paran, 2 neparaen oroj realnih nuls ake Je

njegov stepen neparan.

Odavde vidimo, jo8 da svaki polinom
sa realnim koefiq;;entima,‘éij; ie sfepen ne-
paran broj ima najmanie jednu reclnu nulu,.

§ 2 Neka Jje A= a + bi i & = a=bi
par konjugovanih nula polinoma F (x). Njihovi
koreni dinioci
x -A= (x~a) = bi i x - = (x-a) + Li
bide takodje konjugovane kolidine, tako da je
proizvod realan faktor @rugog stepenae

|x - «f? = ~a) + b°

Keko se pollnom F{x) moZe napisati
u obliku proizvoda njegovih korenih &inilaca,
u tom proizvodu moZkemo izmnoZiti dva po dva
korena dinices koji odgovarsju konjugovano ima-
ginarniz ralama. Na taj dobijamo kvadratne fak-
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m94¢= .
ima R2 razli€itih imaginarnih nula

tore sa realnim k0°fic1dau ina.

! / i \ e £ ) ; : :

Svaki polinom sa realnim koeficijen- \al+1bl)’tal'1bl” (“2*021)"’(ak+lbkh(?k'lbk)
tima moZemo dakle da rastavimo u proizvod real- gde se (al+bli) javljaazputa, (a2+ib2)¢ZZ puta
nih faktora prvog ili drugog stepena. Linearni (ak« ib“)!;puta, polinom F(x) moZemo napisati
faktori odgovaraju realnim nulams a kvadratni 4 obliku yrodukta
faktori odgovaraju konjugovano-kompleksnim nu=- F(:)_A {=- «) 4(:( "‘z) (::c . ) K[(:r: b )+£2 <

"""" ‘I
181[1&. [ 2 2 g
h . g (x-2,0% Q] [(IQ )4{3 Ki
Ako polinom sz realnim koeficijenti- gde je naravno K’ " UK ]
a ima viSestruku imaginarnu nulu i konjugova : 0

I it X g Jg ll + 12+ue~¢+ lk+2¥;+ d&,pz + a0 2&4/*2:

ne nula ée biti videstruka nula istoga reda. 5 B e g
- ojedin 7 i iti
Ako je a + bi nula drugog reda a-bi E e °d brojeva 1 iX mogn biti jednaki

. . d' 3 . 1 - 3 P ’
ée svakako biti nula. Deobom polinoma sa Jedinici;pri tome su brojeviX, a, b realni.

(x-a-bi) (x-a+bi) = (x-2)2 + b2 : PRIMERT:
dobidemo polinom s realnim koeficijertima,ko- 1) Naéi n%le pglinoma o
ji ima nulu a + bi. Prema tome morade imati P(x) =% +ax+ 10 a
kao nulu i koli¥inu vrednosti a - bi. Dakle €ko znamo je jedna nula oblika a + 2ia, gde je
je a = bi takodje druga nula. Polinom F (x) a realan,
sadrzi faktor oblika:

PoSto gornji polinom sa realnim koe-

[( x-a »2 b2] & ) ficijen¥ima ima imaginarnu nulu a + 2 ia to je
Na isti nadin moZemo uop&te dokaza- a = 2 is takodje nula datog polinoma, pa je
ti: ako je a+bi nula l-tog reda polinoma F(x) taj polinom deljiv sa :
onda je i a=-bi nula l-tog reda. (3”3-213) (x-a+2ia) - x? -28X +# 5a2.
Polinom ¥ (x) je prema tom° deljiv sa DPlenjem dobi jamo
[( San )3 it sz (x3 + a°x + 108’ ) (x2 -2ax + 5a° )= x + 2a,
@ opste ako polinom n-tog stepena F (x) sa re- ; otuda F(x) = (x-a=- 4ia) (x=a+2ia) (x+2a).
alnim koeficijentima ima R razliditih nul~ = 2) Nadi nule polinoma
tj. viSestrukih razliBitih nula &y, Kppes...x Pl(x) = x* = 227 + 2x% + 4x - 8

sa odgovarajuéim redovima 11’12"'lk i ako gija |je jedna mula 1 + iV 3
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3} Fadi nulﬁ pﬂllnoma

P (x) =x" + %7 ~ ngd + 41 x + 66
kad znsmo da je jedma nulz 3 + ive.
4) Doksazati: sko polinom
P (x) = A xn + Aqxn'l + An vn’2+ ook L X+A
2 n=1"n

8a I elonaLmlm koeficijian vBima ima iracicnalnu

mwlu oblikz 2 + B gde su a i b ranionslne Xo-

1iZine, on mowra imati i uulu chlika & =¥ b
Prema pretpostavel

F (a+dh) = ﬁo(aﬁJE}n+Al(a+JE)“"l+ A l(a&Jb;

-+ A = 0; ako razvijemo sve &lanove (a+kdb)k,
k=121, 2, ....n i grupiSemo posebno &lanove,ko-
ji ne sadrfe Vo i Zlanove koji ga sadrie dobi-
jame
F fa&\f%) F+Vd Q= 0,

gde je P skup lanova koji ne sadrie Jb a

du— gkup &lanova koji gz sadrZe. PoSto su
koeficijenti Ao’ Al’ AZ ..»..oAn, a i b racio-
nalni to su P i @ takodje racionalni. Dakle

|

jednadina
P+ J%Q
mo%e postojati samo akc je 1
P=o0o 14Q
jer iracionaini droj Vi ne moe biti jednsk
racionalnom broju - P/Q. |
Stavimo sad % = a - Vb to a8 ¥ (a=Vb raziiku-

je samo promenom znaka od Yb tj.

xako je P = c 1 Q =0 .- Fla~ VD) = o

ti. a -V je takodje nulis datog solivoma.
5,) Naci nule polincoms -
iz -8

ako on ima nulw i +d 2.

6.) Badi nule polinoma
4 + 213 + zly? - 9x = 54
ako poznajemo nulu VZ & 1.
7.) ﬁacx nule pol:noma )
0 4 3%0 - 12x% « 30x7 + 2lxT el

gnajudéi da ima nulu oblika 2 + {3,

X e 15 - Bx

BLAVA II
RESAVARSE BRQJFIH JEBRA&I@A

Brojne jednaéina je ona jednsdina
giji su koeficijenti dsti brojevime tj. -
meridkim vrednostima za razlilm od opitih jad-
nadina, &iji su koeficijenti guti op gihh e
jevima tj. slovima.

, Dok smc kod opStih algebarskih jed-
nadina tra%ili de izrazimo korene kao Funkoie
je koeflcijenata, dotle se redavanjs brojnih
jednatina sastoji u neposreaﬂom iznalaZenju
ta¥nih ili pridliZnih brojeva &li sz u naprad
datim otstupanjem koji zadovoljavajn daiu

Eo

\":
¥

5
al

3
et

nadinu. Opite algebarske fednatine viSeg O
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éetvrtog stepens ne mogu reSiti; to nije siu-
2aj kod brojnih Jednalina, jer se svaka broj=-
re jednalina moZe rediti sadno ili priblizno,
ali sa unapred datom tadnoZdu.

ReSavanje brojnih Jedradina vr3i se
8lededim putem,

1) Najpre se jednadina oslobadja vi-
Sestrukih korena i svodi na Jednadinu %iji su
§Svi koreni prosti. Kako J8 %0 uvek mogude, te
éemo od sad predﬁostaviti da imamo posla sa
Jednalinama &iji su koreni prosti,

2) Zatim se tra¥i da 1i jednadina
ima celih racionalnih korena. Zato treba naj-
pre odrediti granice izmedju kojih se nalage
pozitivni i negativni koreni i videti da 1i u
tim granicama jednadina ima racionalnih korena.
Kad smo na3li racionalne korene, delenjem od-
govarajuéim korenim diniocima oslobadjamo jed-
nadinu tih korena i tads preiazimo na

3. Izraéunavanje iracionalnih kore-
Na.~ 0vo vrdimo ns taj nadin, Sto najpre tra-

Zimc granice izmed ju kojih se nalazi svaki po=-
"~ jedini koren, a zatim izradunavamo pribliZno
njegovu vrednost. e

4.) Naposledku kad oslobodimo jedna-
¢inu iracionalnih korena, prelazimo na izradu-
navanjeimaginarnih korena.

§ 1 DokaZimo najpre slededa pravila

=00 o
Neka je data jednadina
F (x) = 0 i brojevi <3
Pravilo I3 Akco su P () i F {(p)

' razliditog znaka izmedju brojeva <{ i (3 nalazi

se najmanje jedan koren date jednadine; ako ih
ime viSe broj korena je neparan. Ovo pravilo je
o%igledno, ako primetimo da funkecija
Y="F (x) 4
dok X raste od X do 5, prelazi iz negativne
vredngsti F () u pozitivau vrednost P (/3)
ili iz pozitivne vrednosti F (X ) u negativnu
vredngst P () Kako je ta funkcija neprekid-
na, pri prelazu iz negativne u pozitivnu vred-
nost ili obratno, ona mora najmanje jedanput
uzeti vrednost nulu., Znadi da se izmedju X
i[3 mora nalaziti najmanje jedna taekva vred-
nost X, od x za koju je

F (xo) = .04 »
Takvih vrednosti moZe biti i viZe: da je nji-
hov broj neparan lako uvidjamo geometrijski.
Diagram funkecije Y = F (x) prestavlja krivu

- liniju, za koju je Yt = F (X )<O 1 Yp=F(A)>0

ili Y« = F (o )>0 i Ip=TF (/5)}<O
Tadke (X, Yyg) i (/5,Yp) moZemo spojiti sa
beskrajno mnogo neprekidnih linija, ali svaka
od njih mora najmenje jedan put sedi X-osu,
ili neparan brpj puta, kao ¥to to pokazuju
slike:
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Y ™

Pravilo II.- Ak~ su

F (o) i B ()
istpge znaka, jednadina P (x) = 0 ili nema ni
jedan koren u razmaku [«,3] i1i ako ih ima,
njihov broj mora biti paran.
Ovo pravils se dokazuje istinm rezonovanjem,

kao i predjasnje ( v. glike)

9.
218

- - -

:

Y& Y>

III. - Ako je koefizijenat najviseg stepena
od X algsbarske jedna&ine F {x)} = O pozitivan,
a zadnji koeficijenat negativan, ona ima najma=-
nje jedan pozitivan koren.
Ako u datu jednadinu F (x) = 0 sta=
vimo x =0 1 x=a bide F (0)<O 1 F (x)—=>+XD
% ~ . ' ;{do[qy;;ca

Dakle se izmedju O i & mora nalaziti najmanje

jedan koren.

§ & ODREDJIVANJE GRANICA KCRENA.

Pod granicama korena podraiumevamo

one brojeve, jzmedju kojih 86 nalaze svi real-

ni koreni date jednagine.

Svakom korenu odgovara jedna talka

na brojnoj 1iniji

gehls. al o P P
) ’_‘é 2. G v gbq O €9 A‘l" "' A‘T:ﬁ
odrediti granice korena znali pnaéi tadke A

4 1 By, By gije su apcise py P> i §, tako, da
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8¢ svi pezitivei koreni nalaze u intervalu
ETA éj' a svi negativni Loreni u intervalu
[ B
granicama koresna i to: P je gzornja granica DO
zitivnih & § donia granica negaﬁivnih korena,
P Gonja granica pezitivnih, a n  gprnja grani-
ca negativnil: korena,

- Takwi brojevi P, N, p, n se nazivaju

Nagin edredjivanja ovih granica je isti i svo=-
di me samo na izraduuavanje gornje granice po~-

u

zitivnih korena. Zaista sko znamo izradunati
gernju graniou pozitivnibk korena ositale grani-
ce dobijamo na sledeli naldin. Izvriime supsti-
tuciju x = - Y tada su svi negativni koreni
date jednadine pozitivni koreni transformira-
ne jednaline; ako je gornja granica pozitivnih
korena transformisane jednadine P° donja gra-
nica negativnih korena transforpisane jednadi-

ne je N = ~ pP*, Izvriime supstituciju x = %—

tada ¢e najmanji pozitivan koren date Jjednagi-
ne viti najvedem korenu transformirane Jjedra=
¢ine; znadi da je gornja granica P“ pozitive
nih korena transformisane jednadine, donja

ranica peozitivnih kerena date aednaélne

1.
b= L

?
gornja granics pozitivaih keore-

na transformisane jednaline, n = = -%m

Naposledku, ako izvriime supstituciju x S
i ako je P" 4

n,,
<
)
£
-t

e
o
(]
o

i

-

se dakle samo na izna

Zadatek iznalzfanjas granica korsna
azenje gornje gre
tivnia korenz. Evo nekelika naéinﬂa

¥~ : 4 - an AT S
kako =sp %a granica dobijza,

L7l nplins- Mac-Laurinova metnda,

Neka je duta Wgebars}a Jednadina
= 0

bt

o~

¥
S0

u kxcjoj Je keeficijened najvisSeg siepena od X
J g

pozitiyvan. Akc nadjeme takav brod Plg da F (x)

rena p
gornja
tn Jed

(z)

Primet
aate j
poziti
X. Dak

biti n

jednad

vrednosti od X koje su vecée od P, osta=
itivno, i ne postoje jodnako nuli (evaj
nslov nije poireban ako predpostavimo da

jednaéins F (z) = o nema videstrukih ko-

arnoga redza), tada de taj broj P, biti
granica pozitivnih korena. Napisimo da-
nac¢inu u obliku.

L n n-1 N2

imo najpre da, ako su svi koeficijenti
ednadine pozitivani, P (x) de uvek biti
vno, ma koju pozitivnu vrednost mi dali
le gornje c¢e granice pozitivnih korena
ula, t.j. P = 0; drugim relima, data
ina nema ni jednog pozitivnog korena.

Ako data jednalina ima i negativnih koefici-

jenate
vni ko
najved

, oznalimo sa - Ak (Ak>0) onaj negati-
eficijenat &ija je apsolutra vrednost
a; tada de polinom P (x) za x>0




witi veda od
. B, g.nml _n=2 ' n-1
A X =A{x" "+ x : 1)= B, e
0 1-.‘, = 909XZ-L} -A X Ak T 1 s
y n il
Fo{z)> 4 1% apX —_ =
X)) . AOX Ak X:—i’“ zg X >»0 , (I)s,
e '
Axo padjemo takvu vrednost P da za sve vrednos-

t1 1.3 P desns strana ove nejednalire dbude po-
zitivna tada de sza te vredoosti 1 F {x) biti :
pozitivono, i $aj broj P moZemo uzeti za goraju
%Izﬂlfﬂ p%?lﬁivnlf korens Am; 1

Yz A%e MK F-I-2 >0 S AKX ARy

A

‘. ee

ake predpcostavimo, da je x >»¢ tada jJe
.uﬂ'l x'l

(FTT > A x-l ’
dak:z ds §orqga jednafine postajati ako jes
A"z M85 4 x2 A i x> 4+-—>1
Dakle Je gornja.gvanica P pozitivnlh korena
¢ata lzrazom

" P=1 ¢4§§-

NEHTON-0ve metuds.

Ova se metods sastoji u tome da se
piredl stekav broj};)—f) da data *ednaéih.a transg-
formacijom X = ¥ + h predje u jednalinu &iji
Za ayl Xoericijenti biti pomitivni. Za takve
jedn=8ine smo videli da Je njihova gornja gra-
ahaoh pozisivain korenms mula %.3. Sransformi-
sanl pelinea T (T+ h) je roszitivan za sve ¥Y>0.
Eake jga ¥ =X ~ b to fe polinom F (x) biti po

- gatim se u f
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zitivan za sve vrednosti X za koje Jje.
°f=1— h'zo’ tojo Z&I} hs
7ua¥i taj broj h daje gornju granicu pozitiv-
pih korene jednadine F (x) = o3 %.j. h =.F.
Koeficijenti trangformisane jednadi-

me. G| ggba sty piRtlleny on
P(ye n)=F(n)+Erill e A CONCe i (n) po-1,

_gﬁi)ghz yn =0

by ? 8
R E(n)cm o=l gy~ ... BBL B (0);
ni ’ m-4)1 3 '
Newton-ovo pravilo: ‘moZemo dakle i ovako formu-

lisati:
Gornja granica pozitivnih korena jednaline
P (x} = je onaj najmanji broj h za koji su
polinom P (x) i avi n3egov1 izvodi pozitivni.
Odredalvange broja & vréi se na sledeéi na-
gin: Polazi se od izvoda nagnlzeg stepena,t.js
od F (n-1) (x), to je polinom prvog stepena i
odredi se broj h, tako da za SVe x2 h bude
F(n"’l) (x)=0; tada se u prethodnom izvodu,
koji je polinom drugog stepena, supstituisu
svi cell brojevi veéi od hl do god se ne dodje
do jednog broda h,, ze koji Je F‘n-l) (hy)> o)
ﬁ (x) supstituisu svi cell
brojevi veéi ‘od hy, do god se ne dodje do bro-
ja by teko da bude p(2-3) (ng)2 0. Taj se ma-
éin proﬂuiuje sve dok se ne dodﬂe do broja h,

sz koji je P (b nﬁ/»°9 taj broj b, predstav-
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1lje traZenu gornju granicu P itivnih kore-

byt

na jednadine P (x) - o.

Ye.

s

Ovaj nacin, koji se u primeni najéeg-
de upotrebl java, sastoji se u tome da se na po-
eeen nadin grupif¥u 3lanovi date

‘”L

Jjednadine ta-

ko, da prvi &lsn svake gruve bude pozitivan .
datim se ciredjuju brojevi kl’ K2 ssce ZA DPOJjE~
dine grupe tako, da za X2%; prva grupa osta-

Je pozitivray; zs X > X, cruga ostaje pozitiv-
na 1td. tada je odevidno, da e nam najvedi
broj K broaeva Kl’ K2 se+s dati traZenu gor-
nju granicu, pozitivnih korena.

§ 3 ODREDJIVANJE RACIONALNIH
KORENA . |

‘Predpostavime da su svi koeficijen-
%1 date jednaline P (x)
vi.

= 0 racionalni broje-

_ linoZenjem date jednaline podesnim
brojem, najmanjim sadréiteljﬁ%menitelgé koe~
ficijenata, moZemo koeficijente svesti na cele
brojeve, tako da od sad moZemo predpostawiti,
da su svi koeficijenti date Jednafine celi bro-
Jevi. Pokazati najpre kako se nalaze koreni ko=
Ji su celi brojevi.

Neka je data jednaéina

o

F

Py

2 n e
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n=.1 q —
P ,a,.An_l X+ An 0

u kgjoj su svi koeficijenti celi brojevi, i ne-

ka Je

2 koren kojl ce¢ broj. Polinom ¥ (x)

je deljiv korenim Ziniocem (x-a} i rezultat de-

lenja je polinom oklika

F.. fx)= =) = Bc'in_".% E‘l

. 2
oy * 280 'U"B Zx*Bnﬂ'l .

gie (su kosficijenti Boy Bys Bg,.,nan_l dati

izrgzins

BO"_' A_O

‘ 2 )
By =42 whagh, = Biax Ay

SN e =
B3 = AS e mlgaehr Botds

7 ~

Bpe1-= Bpop &8y
Zako se u tim izrazima ne javlja de-

lenje, i kxakosu a i Ar,’ r= 1,2,....1, .PO
predpostavei celi brojevi, to su i brojevi

B
ovog

=12, se.ees(n-1), celi brojevi. Iz
zakljulujemo ovo pravilo:

I. Ako de a ceo koreﬁ jednaline F (x) =

tadal.su swi koeflclgentl pollnoma
®Pox) : Y.
celil.brojevi.

Iz ovog pravila neposredno sledi
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sledede
II. Ako je E ce€o0 broj i a ceo koren jedna-
dine P (x) = 0, broj F (E) more biti deljiv
brojem QEgaI.

iko u. jednadini (I) stavimo x=E, to

je By (E) ceo broj, Jjer su svi koeficijenti po=

linoma Fq (x) celi brojevi. Dpakle je broj F (B)
deljiv brojem ( B-a). Ako stavimo da je E=0
bide F (B) =F (0) = A3

Dakle, iz pravile II dobi jamo

Ako ,je a ceo koren jednadinme P (x):0
njen poslé@gﬂ}fkoeficijenat (nezavisan glan)

'Ln mora biti deljiv sa a .

Na ogsnovu OVOg pravila_dobijamo postupak za
iznalaZenje celih korena jednagine F (x) = 0,
koji se sastoji u slededem:

Treba potraziti sve delitelje AgaA2,eenRny
poslednjeg koeficijenta jedna&ine F (x)=0,
podrazumevajuéi medju njima 1 broj 1; uzeti

gvaki tekav broj jedan put sa& znakom +, 3¢ 4AR_
put sp znakom —, i Tako osRAzovati miz:

A, = Ak Y P MY R X A4, Az, ... Ay s Ax (%)
Prema pravilu III, treba cela korene traZiti
samo medju brojevima (II). Da bi olak$ali ra-
gun, treba iz niza (I1) izbaciti sve one bro-
jeve koji leZe izvan granica pozitivnih i ne-
gativnih korena. Ostale brqjeve ﬁ-hz y koji
lese u tim granicema, treba redom uvrstiti u

w -

jednadinu P (x) = 0 i videti, koji je od njih
zadovoljavaju.
Iz pravile II moZemo izvesti i ovo pravilo,ko-
je %esto moZe skratiti ralun:
IV Ako ni jedan od brojeva:

F(1) , 7 (0)=4,,F (<1)  (III)

nije deljiv sa 3, jednaline F (x) = O nema ni °
jednog celog korena. Ovo mo¥emo uvideti na sle=
deéi nadin\B = 1, 0, - 1 tad dobijamo jednadi~-
ne Stavime ] .

P (1) = - (a-1) B (1),
i =F (0) = -a B (0),
FGD = - (asl) By (-1).

Jedan od brojeva (A + 1), a, (a=1} je svakako
deljiv sa 33 ako jedna¥ina ima celih korena,
mora i jedan -od brojeva F (1), F (o) i F (-1)
biti deljiv sa 3. '
Obratno pravilo ne vazi, t.j. ako je jedan od

brojeva (III) deljiv sa 3, jedna¥ina ne mora

imati eelih korensa..

Da bismo ispitali da 5 L1 jedn#éina’
P (x) = 0 ima razlomljenih korena, t.j. kore-
na oblika % , postupame cvako.

MoZemo, bez ogranilenja pretpostayi-
%1 da su p i g celi brojevi koji nemaju zajedA
nifkih delitelja; jer, sko bi ga imali, dele-
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njem 8a tim zajednidkim deliteljom, p/5 se avo-
di na.g?,gde ¥ i 9y viSe nemaju zajednidkih
delitelga. Neka je koren jednadine

F(x) =0 tj.

-1
o n P s a0
F(E):&«;&_ '4".&-1- I+ a0 e 0 Anlq _.Vn—9
g an .Lq .
Ako ovu jednadinu pomnoZimo sa q
Aop +Apn lq + sse0 An“_l pq_ *%q '—‘-O,

gve élanove, 08im prvog, prenesemo na desnu
stranu i podelimo celu jednadinu sa . q, dobi-

jamo:_

‘ a ,

Ay P o nel D=2 , n-2
Qq. . —_ ,“( Alp - A_Zp G 4 se0% Aﬁ;qu

+ A q n-1y,

Desna strana poslednje jednadine je ceo broj.
jer su p, g, ; Ar’ r=1, 2,~~,n, pg predpostavf
c¢i celi brojevi. Dakle mors i AO P biti ceo
q

broj; zmadi da A, p” mora biti deljivo sa Q.
Kako po predpostavei p i ¢ nemaju zajednidkih
delitelja, ‘t:o‘p-n ne moze biti deljive sa g3
znaéi da A mora biti deljivo sa g. Iz ovog
zaklguéuapmo <

Ako jednal¥ina F (x) = 0 imza, raﬁlpm—
Ajene korene, koeficijenat na3v1éeg stepena
od X mora bitl deljiv sa 1men1t91)em tog kore-
na.,
Primenom ovog pravila mofete jednadinu F (x)=0

ra bit
ANasava’

transformisati u drugu tako, da razlomljenlﬁ
korenfima date jednadine odgovaragu celi Koreni
transform¢sane Jednadine,

Z2aists

£

s 2ko izvriimo supgtanci ju:

¥
- =X T aBea
AO s X ﬁ

kaéfiel1cnat na"W1seg stape 22 0d ¥ trangfore

nmisane

i1jenih

Teoje I
jedini
mogu b
O0ve mo

macijo
imo b
lay. o

G, dak

rens -
simo n

Fimo sn

jedne w3ine A F( +):0jedmak je jedinicy,
Prema praviiu v lmenltﬁlgi razlom-
korena moraju deliti taj Koefielﬁenatg

ediniecu, to oni mogu biti samo Jjenaki
¢i, dakle racionalni koreni ako ih ima
iti samo celi brojevi, A

Zemo zakljusiti i ctuda, to transfope

¥ = A X razlomljene korene { E ) mno-
ojem AO, koji sadrZi njlhove 1men1te-
le izrag fg;f_ wolemo skratiti sa
& koren trans-% formissne jednadine mo-
¢eo hroj

maéan 8e dznalafenje ra&lcml;enlh ko~

yodi ns 17nala§enge celih korena. o vr-

taj nadin: u Jednadini F {x) = noﬂizvr-

lenu  x .%7 1 traZimo cele korene jed-
- 0 R N .

e () -

L By seecannas - ti koreni tada sy

’_'!'rl P Mg My,

A RS TR




handis TS B

razlomljeni korenl jednadine P (x] = O.

Iz prav11a v =zazkljnlujemo: Ako Je
koeflcijenax n&av1éeg stepena od % jednak je-
dinici,/‘e jednaélne, ako ima racionalnih kore-
na, T mogu biti samo celi brojevi.
Primetimo Jjo& d= pri svodjenju koeficijenata.
najviSeg stepena od X na jedinicu, nije uvek

potrebno izvrditi sapstituciju = Eza 3 Bea-
, o

to se dedava, da postoji broj A< A, takav da
Je Lg deljivo sa A  § 1 tome je slulaju do~
voljno da igvreSimo supstituciju X -.§~ .
Primeris

1) Primeniti sve trl metode za izrafunavanje
granica Lorena, zatim izralunati racionalne
koreng jednadina:

a) 16 x6+ 24xP-144 x4-90 10493 x%4 66x+ 35=0,
b) 6x" =~ 7x3 + 8%° - 7Xx +. 2 = Cy

2 4 x = 4= 0,

c) 2vx6 ¢.3x5'*110x4 - 7x° - 12x
a) x8-2x7 + lox® - 2x7 -12x*a3x%~100%+1000=0,
e) x3 -3 %% - 4 % 12 = 0,

£) 8x% 4 4x° - 14x° - 3 4 3 = 0,

g) x2 - 3x° - 14 x + 12 = 0,

h) 33'* 6x2’¢ 5% ~12 =0, ;

s\ A ‘Zi ' 2 2
i) 48 x? + 20 x5 - 16 X =3 =0
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k) 90 x° - 19 x « 9 = 0.

Refimo prvi zadatak, t.j. jednalinu:
16 x5+ 24x° -144x*-90x7 +93x° + 663+ 35 = 0.
1. Odredjivanje gornje granice pozitivnih kore-
na, '
a) Maclauarin-ovo pravilo daje: .

= A _ 144 _
P—l*f' =1 % *Tg = 10.

b) Po Newton-ovom pravilu imamo:
f (x)= 16x° + 24x5~l44x4—90x3+93x2+GSX§35,
£r{x)= 6(16x5+30x4- 96x3-45x2 +31x+ 11),

£" (x)= -6 (80x*+120x3-28827-90%+ 31),
£"(x)= 12(160x°+180x°~286x~45),

2(IV) (x)= 288 (20x° + 15%-12),
£(v) (x)= 1440 (8x + 3),

ot (VI)(x» = 81,440,

V%leo, da je ) .
()0 zax20 §'@)>0 za x31 Yo za x>2

&.-(x)»:; - x2Q Px)>0 = :‘.22 g(-x)m X33,

Dakle je P = 3.

¢) Po matodi grupiranja &lanova moZemo gornju
jedn&éinu naplsatl u obliku

i6 x4 (x —9)+2x (12x° -45)+(93x 2 66x435)= 0.

Prva grupa je pozitivna za z = 35
druga 78 X 2 2, & treda za x>o0; .dakle je
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P=3,
2. Odredjivanje donje granice pozitivnih kore-

né. Supstancijom x = 3 debijamo jednafinu

e N 6.,
Yy F (5) = 35y°*q5y5*93y%-90y3-l44y2+24y+16:0.

tq

&, Iz Maklorenovog pravila dobijamo

R mhse
t'J"P—S s .® P:“—'ﬂ_g.

b) Newtonovo pravilec daje~

£ (y) = 355046650 +933%-g0y -144y3+24y116,

£2 (y)= 6(35y° +55y +62y3—453 -48y+4),
”
£ (y)= 6(175y%s220y +186y -903-48),

T (y)= 120360y " +330y»‘186y -45},
f(Iv) (v}

#(7)

r\gm

= 72 (175 y‘ + 110 ¥ + 31),
=720 ( 35 ¥ + I1 ),
f‘VI‘(y) = 35.720.

S" >0 22 sve y30; §wza y20; {"ty>0 za y21
ds‘sk-('s::-;e Z;.,\jaj i Eéui)ao zla..g% yy):»o za y=q
e¢) Grupirsnjem 5la.nova do‘olgamo.
77(93y-90)+3 (36y%46657-142) + 24 y & 16 =
Prva grupa jeuny =1, druga za y=2; a *creéa
za y20; dakle je P = 2,-t.j. p = 35 Xt
3. Cdredjivanije donae granice negat;vnlh kore-
na.» Smenom x = - ¥ dobijamo -

F.{~y) = 15576-243?5-144;&' ¢90y +93y -66"+3) = O

.1
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a) Makl& renovo pravilo daje

P’ -1+ a0, ty.m=-10
b) Primenom Newton-ovog pravila doblaamo.

£ (y) = 18y -24y5 ’4&y4+90y +95y —66y*35,
£2(y) = 6{16y7=~3Qy -96y +45y°+31y~11)

£"(y) = 6(80y*- 1zov3-288y'+90y+31),

£(y) = 12 (160y°~180y°-288y+45),

£(I¥) (y) = 288 (20y°~15y-12),

I

£ (y) = 1440 (8x -3),
24V1) (v) = 8. 1440.
f(v) (y)> 0 za sve y=1; i )(y)>°
zay>2; £V (y)>0zay=2; £ (3)0
z8 § = 35 f’.(y_)>0 zay =45 T (3)>0
za |y = 43" b » .
Dakle je: P =4 i N = -4

c) Gruplsanaem &lanova jeduaélne dobijemo:
4 y* 4y -6y-36)+6y(15y -11)+(93y'* 35)= 0

Prva grupa je pozitivna za sve = 4, druga
zay =21, a treéa za y> 03 dakle jeP =41
N - 4.

4. Od;.ed,]ivan'je gornje granice negativnih ko-

rena doni;amo ;)ednaé:mu Smenom x:--—’—.’. S
f y)—y6-F(f 7 ) = 35y ~663°+93y +90y3-144y -
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a) Maclaurin=ovo pravilo daje:

" :
P = + l’-%-g ~ 5,
i

PSR phto, % :

)

tode

b) po Newton-ovu prav*lu imamo:

£ (y) = 357°-66y7+9335%+90y” ~144y°-24y+16,
£7(y) = 6(35y’u55y +62y3+45y -48y-4),
£'(y) = 6(1755%-220y°+186y%+ 90y-48),

£"(y) = 12 (350y°-330y°+186y+45),
21V ¢y) = 72 (275y%-110y + 31),
£V (y) = 720 (35 y - 12),

£V (y) = 35. 720.
Dakle je:

(V) {y)> 0 za sve y>1; f(Iv)(Y)>O za
v=2l; £ (y)>0za y=1:, 2" (y)>0.2a
yz1l; £’ (y)>0zay»l; £ (y)>0 za y>1;
tejo P. = 1. in=-=1.
C. Grupisanjem &lanova jednalinu svodimo na
obliks

¥2(35y =66) +3y (31ly +30y°-48y-8) + 16 = C.
Prva grupa je pozitivma za sve y=>2; druga
za y>2; treda za y>0; dakle je: k

Pm=2 = _-1
i = ‘2’0

Kpnafao dobijamo, kad od ova tri rezultata

izmenom najtadnija da se negativni koreni na-
laze izmedjn - 4 i - 1, a pozitivni izmedju
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1313

Primedujemo Jda Newton-ova metods daje najtatni-
je rezultate, ali je i najduZa. Medjutim meto-
dcm grupiranje &lanova dolazimo brzo do rezul-
tata, koji se ne razllkugu nnogo od rezultata
Newton-ove metode (=4, -~ 2 Y; (% » 3). Mac-
laurinova metoda koja je nagbréa, daje suvise

sl

% I

velike rezmake ( -10, =

Dz biswc nadli racionalne korene jednaline:
16%84+24x5-144x4-90x°+93x°+66x-35 .= 0, _
gvedimo koeficijenat najviseg stepena na jedi-
nicu. U ovom sludaju dovoljno je izvrSitl sup-
stituciju

X = % 2 ne x=¥3 , jer Je 26=64 deljivo sa

i6 tada dobijamo:

] 3932
s LAk TR &
t 3y +35=0
ML) - % Ys v3y0 -t By e g v
+ 39y +. 3%~

i mnoZenjem sa Cetiri
4- £ (y) = v +3y° - 3654 ~ 45y° + 93y% + 132y +
+ 140 = 0. |
Celi koreni ove jednaline mogu biti samo deli-
telji broja 140 = 2 <2 + 57 1 %o

1 2 4

% 10 20
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| 7 14 28/70,35, 140
t. j. brojevi
140, . 70, -35, "'28, -20’ "14, ‘lO? "'7’ -5!
‘43i‘29'“1’ z |
152, 4, 5? 7, 10, 14, 203,289_35; 70, 140.

Granice korena jednadine F (x) = 0
su: ( -4, -1) 1 {1,3), transformisane jedna-
dtne £ (y) = F (§) = 0 su =

( ’8) ‘2) i (2, 6J)°
Iz gornjeg niza brojeva treba dakle izabrati
Samo brojeve |

7’ -5’ ""4, -2’ ';‘2 +4 i +5;_
Uvrstimo 1i te vrednosti u datu jednadinu do-
bijamo: R
Dakle traZeni racionalni koreni jednadine
F (x) = 0 su: |

7
s 2‘ ? -~ l,» +l, 1_25_ e

Deobom polinoma p (x) korenim &iniocima

7 " 5 '
( x+ %) (x41) (x-2) (x- %), dobs jemo koliSnik

4 x2 +.2X + 1
¢ije su nule =1

t i3
4 :

Na tgj nadin smo nadli sve Ikorene date jednaéi;
ne 6-tog stepena..

2). Naéi racionalne korsne jednadina

a) x4+3ax2 b4y b3-342 SN el
; T 4B+ b =32") x- (b +abTabrans
3 = 7.
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2+a {242) x-a (a+l) = O,

b) XJ= {(2a+1) x
c) x'= ex’+8x° - ax + a - 1 = 0,

gde4su'a-i b celi-brojevi; zatim refiti te jed-
naline. Ovde déemo rediti prvi zadatsak, t.j; ‘

Jednadinu:
3

x0+38x%= (b*41240%=322)x- (b +abtiveabiianc-
~ 8’} =0.° ' '
Kako |su & i b celi brojevi, to su koeficijenti
date |jednaline takodjer celi brojevi a kako je
koeficijenat od x2 jednak 1, to jednalina moZe
imati samo cele korene koje moramc traZiti me-
dju deliteljima inaZa

b5 + a‘n'ﬂr + b4 + ab3 + ab2 - 33.
Primetimo da je ta] izraz jednak null, kad je
a = = b, dakle je on deljiv sa {a+b). Posle
izvr8ene deobe dobijamo :
(b5+ab4+b4+ab3+ab2~a$} : {a+b) = b4+b3+ab-32

Dobiveni-kolidnik je jednek nuli, kad j=

& =+ b’; delenjen sa (e+b°) dobijamo
(E4+b3+ab-a2) : (poga) = b21 b -~ a,
Poslednji koeficijenat prvobitne jédnadine

- (b5+ab4+b4+ ab’+ ab2 - ag) moZemo prema tome
pisati u obliku - (a+b) (a+b2) (b2+h—a}.

Znadi sko jedna¥ina ima celih korenz, to mogu
biti lsamo slededis ’

. 3 (asd), X (asd?), E (bZ4b-a).

Kad uvrstimo ove vrednosti u datn jednadinu,

(ES

vidimo, da_je
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¥ ( :d)' ) = G? F (-au‘bz) = )
i PO +v-a)=o0,

t.Js sva tri korena dats jednadine su celi bro~-
Jevi i t¢ . 3

7 N £
- {a+b), = {2+b%) i (b“sb-a) ;
i

3). Neka je data jednadina F (x) = 0 sa celim
kueflclgentlma, dokezatiddako su ili F (0) i

#(1) 111 F {0) i P ¢
nadina F (x)

~-1) neparni brojevi jed-

§ 4. Odredjivanje broja realnih

Koreana

Descartes-ova metoda. Heka Jje dat
ni; pozitivnin i negativnih brojeva,
N, Az, A Ao (1)

.......

Ako su dva uzastopna broja‘ag i AQM s toga
niza suprotno oznadena ( + -, ili - +), kaZemo,
da oni predstavljaju'g§§3;4ako su dva uzastop-
na broja isto ozna¥ena (+ +, ili - -)s kaZemo,

da oni predstavlijaju sled. 9

Ha pr, u.nizu
+3, =2, =3, -6, +1, +5, =4, +6,
se javljaju Setiri mene i tri sleda,
Za broj mena izmed ju dva ma kakva broja datog
‘niza vaZ2 yve pravilas :
I. Izmed;u,dva brgl¥,n12a (1), koja su suprot-—
0o oznadena, le%i najmanje jedna mena; ako ih
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pek ima vise niihov broj je neparan.

II. Izmedju dva ¢lana istog znaka broj mena je

p 20 {5 nulA ili paran.

= 0 nema celin korsns. Y

Uondimo algebarsku jednzdinu:

- n n-1 n=2
P (x) = &Ox +Ayx ALK Tk s ovA
uredjenu po opadajuéim stepenima od x. Ako se
u nizn koceficijenata

AO’ Alg Azg ’°"An-‘l’ An

javlijaju X wmena i Kl sleda po analogiji ka-
Zemo da dotilna algebarska jednadina ili po-
linom F (x) ima X mena i K, sleda,

DokaZimo sledede pravilo

I1I Ako pollnom F (x) pomnoZimo sa (z-a) gde
Jje_a>o, tada je broj mena toga polinoma pri-
rastao najmanje za jedinicz ili za neparan broj.

Neka je

Fl(g) Anx + A X
uredjen po opadajuélm_stepenima qd x, gde Je
koeficijenat najviSeg stepena od x A poziti-
van. Skupimo njegove &lanove u grupe ne menja-
juéi pri tom red ¥lanova, tcko da s2 u svakoj
grupi nalaze samo &lanovi istoga znaka 1 napi-
éimo.samo prve i zadnje Clanove svake grupe;

n~1
+ seee + Ay X+ A

dotini polinom imade oblik ,r—-—~2L_»~\\ a1
o
A_‘xnm..* hhux"ﬂ el Ah‘:r_)"- ol -Al 3T l :Al\ X Z_‘_ *Ail ”-T
i pt!
= F1> \L\ ’-—‘—T—A————\

A, T At .
. Asx 3_,...£ Ai';'x (] ‘;‘ AAPr G cemmmen ry Q
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Ako na taj nadin dobijemo svega p + 1 grupu,
clevidno je da se u polinomu javljaju svega
p mena. IzvrSimo mnoZenje toga polinoma sa

{(x-a) bide
l«n
ﬁAhu z +A :C

Agt2 ;+z
....tAW:c 4&2“1 L x Aa,_:n)' . -...7A 2~ aA 2~

Azl )_H )41
N -aJ-\ Aﬂ a.A,h.r +,..4.LAA_$42‘

+“A

A,Z
i A,\'I =

:7c++a

ili g%o grupidemo 2 T : ]

oD /\_M-A\ a4
Anx ....-.‘(Ah‘* QAA.“)JC 4 -)(A’.l +.'Ah M)x x
_,—-\Mf__,\ h\_,f_’:__,_\ »+2 e s
-( Ah‘;vaAAf,) 23! ‘u‘:tAa o PUN E;
U tako dobivenom proizvodu znamo znak
samo napisanih &lancva $to je dovoljno da mo-
¥emo zakljuliti gornje pravilo. Kako su dva
uzastopna takva &lana suprotnog znaka,; prema
pravilu I. znamo da se izmedju njih nalazi naj-
manje jedna mena ili ako .ih ima viSe, njihov

je broj neparan. Dakle moéemo aaklguéltl da

se izmedju élanaQA +ah; ¢£Ln‘ i &lana

' (Al umﬁa -n)xhi”
nalazi 1 + 2 k; mens, gde je Ky pozitivan
broj, =& moZe Hltl i nula, Sabergmo 1i sad

‘koefic

sve te
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mene, to, kako je broj &lanova .8a pozna- -

tim znakovima jednak P+2, dobijamo

(1+2k1) + (l+2k2) + L1
+(l§2kp+l) = p41+2 (k1+k2+ > s ok

gde Je

~2 2k3)+0 390 g*(1+2kp)+

p+i)=p+1$2k,

K = Kl"!"Kz + ces0eet %*‘io
Dakle dbro) menz polinoma

Ax-2) F (x)

je uvek za neparen broj veéi no broj mena poli-

noma F (x).

ako je X = 0.
kazang

Taj dbroj 2
Na taj nadin je pravilo III.do-
i moZemo preéi na dokazivanje Descartes-~

K +1 moZe biti jedinica

ovog pravila koje glasi:

IV. U algebarskoj jednadini broj po-

zitivnih korena P ne moZe nikad biti ve&i od

broja

mena M,a, ako je manji, razlika H-P je

paran broj.

Neka je data jednadina F (x) = O,

ime F
MoZemg

gde J
koren

Jo(vic
parsn
2 KO.

i neka ona
> pozitivnih korena koji su XXaj(n %

, staviti

Floe) = (me-ola)(me-ol) . (2-p) Y(oc)

dnadina ¥ (x) = 0 nema viSe pozitivnin

.. Prema pravilu III znaci prvog 1 zadnjeg
:ijenta polinomalf (x) moraju diti isti,t.
1i pravilo_ll)u polinomu y’(x) javlja se
broj mena . Oznalimo taj broj mena sa

Ako pudnemo mnoZiti polinom ¥ (x) redom




e T

g8 ( x - ¥4 ), (x=0{3) veonees (x =%p) pri
svakon mnoZenju prema pravilu III uvadjamc ne=
paran broj mena; neka je taj broj 1 + X
T ="1T) 2atisens Dy
gde Kp moZe biti i nula.Dakle mnoZe=-

njem sa svih P faktora uveddemo svegza

(1. 2k)+ (1+2K2)+ (142Kz) + -..+ (1+2Kp)

\\

Keko polinom‘f (x) ima 2 E, mena, tc Je posle
mnoZenja njihov broj

2 K°+ (l+2K1)+ (1+2K2) - *....+(1+2K§)= D+
+K_+K, + Kp) . :

Dakle ako jednadina F (x) = 0 imea R pozitiv-
nih koren2, broj mena mcra biti za paran broj
ili nulu veéi od R. Time je Déscartos—ovo_pra-
vile dokazano.

Iz ovog praviia moZemo dalje zakljuditi:
Pravilo V.- Ako se u jednaZini Javlja samo jed-

na mena ta jednafina imes talno jedan pozitivan
koren. '

r’

Razlika izmedju broja mena i broja pozitivnih
korena mora biti paran broj, dakle u slugaju,
kad imamo samo jednu menu, ta razlika mora bi-
ti nula.

Pomoéu Descartes-ovog pravila moZemo nadi i
grrnju granicu brojs negativaih korena.
Pravilo VI.- Broj negativnih korena N jedna-
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gine P (x) = 0 ne moZe nikad biti vedi od bro-
Jja mena M’ transformirane Jjednaline, F (-x)=0,
ako je menji, razlika M’ - N je parna.

Pomodéu pravila IV i VI moZemo madi i donju gra-
nicu bréja imeginarnih korensa.

Oznadimo sa M broj mena jednadine F (x)=0
sa M’ broj mena jednaline F (-x) = 0 i neka je
n stepen jednadine imamo '
Pravilo VIl.~ Broj imaginarnih korena jednali-
ne ne moZe nikad biti manji od n~ ( M + N’).

Ovo je pravilo odevidno, jer broj realnih kore-
na R ne moZe nikad biti vedéi od (M + M’). Kad
oznafimo sa I broj imaginarnih korena imamo
R+J=n R=n-J 1iRs (M+M’};

oo n-JsH8+M

o’ e J>n - (M + M),
Descartes-ovo pravilo moZe sluZiti i za odre-
djivanje gornje granice broja korena, koji se

)

nalaze u datom intervelu ( &, ), i to na sle-
dedéi nadin (po Jaccobi-u):
Neka je data jednalina
P (x) =0 ;
Izvr8imo transformaciju

y=2%, 411 x=i‘ﬁ}2§; (1)
jednaina - a+b 2
t (y) F(mz) 0 (11)

je n-t2g stepena. '
Dok y varira od Q0 doSo  x de vard-
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ratl od a2 do bj prema tome kad y vardrajudi
K«

0d O doix> nzidjs na jedan koren jednadine

| a+bhy -
£y} =F ( T;;l,} = Uy .

" x e naidi na jedan koren iednadine ¥ (x)=0,
koji le2i u intervalu { a, &) Dakle »roj kore=-
nae jednsdine ¥ {xj = {; kojil se nalazi izmesdju
a 1 b, jednak je Yroju pvozitivnih korenz jedna-
ine T (y) = 2.

Primeri.

1) Primeniti Descartes~ovu metodu nas jsdnadine:
x3u3x3+5xd—7x « 1 = 0

b) 3x° ~ 7x° - 1 = 0,

) x° 4 X2 +%° 4 x -~ 1= C,
d; = 7x3 + 8Xx" ¢+ x -~ 3 y
e) x° -192° + 14x° - 5x + 7 = 0,
f) 18 + x6v+ x4 + x2 + 1 = 0O,
g) =0 & 5x8 _7xT 4 5x2 4 19x° +X =2 = C;,

Redimo primer =2).
¥ako jednadina

5 x> ?

X7 -~ 3x + bx

predstavlja detiri mene,

korena mo¥e biti ili O,

- 7x + 1 =0,
$0 broj poz;tivnlh
ili 2, 111 4,
Transformisana jednadina F {(-x) - 0,

29w 3x7 = 5%° - Tx « 1 =0

ime seamo 1 menu; dakle data jedaadina ima tad-

no jedan negativan koren.

gin. koren.

ili 2 vpozitv. kor,
ilzig e 3
i1i ¢ " »
Ako primetimo da je

jedneglina P (x) =

Ze imati

111 4| pozitiv. kor.,1 negat.

ili 2 » Ul
Primar

-~ 12

.."’

-

1 negat. kor,

bt et
Z
2

P)=~3
0 mora imati najmenjs ava PO
zitivpa korena (vidi praviic

1 N n

¢) imemo jednadinu:
. 2 Jedn
P {x) =x

3 2

+X7 4K

$odn

kor,

b d
-

Je dsta jednalina S-tog stepena, to moZemo
111 4 pozitiv. kor. 1 negat. kor, O ima -

2 imagin.koren.

2 # LA
4_ . . 1 n
F (o) >ro to

I.); dakle ona mo-

O imagin.koren.
2 n o 1Y)

-1=0

kako onz imz ssamo Jjednu menu, ona ima tadno 1

pozitivan koren,
F (-x) =
tj. 3 |mene; dakle ¥
53 negatiwvnih kor
=6 =1 -3 =

0 t3. x6~x +X

Tranaformisana

3 ,.2

=X =1 =

jednadinsa

0:
H

(x) = 0 moZe imati 1 ili

ena. Kakc je n - (M+M’)
= 2 jednaldina F (x) =

¢} mora imati

najmanje'zawmaglnarnn korena. Dakle Jeanaélna

F (x)|= 0 moZe imati
ili 1 poezit.kor., 1
il 1] = B3

‘negat.Xxoren

a ]

Heka je data jednaZins

T xs w1034
Cna ima 2 mene, dakl

X3 % 5X2 +

e ili 9o i

&

2

2
i

imagin.kor,
L ]

= {,

pesitive

na korems. Transformirana jednadina
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F (=x) =
je x5 + 10x4 + x3 - 512 -2 =0
i ima jednu menu. Jednadina F (x) = 0 ima tad-
no 1 negativan koren, Ovde je n ~ M - M =
=5 ~2 - 1=2; dekle jedualina ima najmanje
2 imaginarna korena.0Dtvda, data jednalina moZe
imeti:
ili 0 pozit. kor. 1 negai. kor. 4 imagin.kor.
S daqae2 n LI | " o 2 " L]
Ako primetimo da jJe
F=2>0 Fi=- 1<0 | F(oo)=+oo>o
‘vidimo da jednadina P (x) = 0 mora imati naj-
manje 2 pozitivna korena, dakle jednacina
P (x) = 0 ima tadno 2 pozitivma, 1 negativan
i 2 imaginarna korena.
2) data je jednalina.
P (x) = x) - %2 ~3x42=0
koliko ona ima korena koji se nalaze izmedju
11372
Smenom X = %:éz dobijamo jednalinu

- (1+3I 11y + 39y2 + 17y - 3 = 0, kako ova.

gednaéina ims samo jedanu menu, to jednalina

P (x) = C ima tadno 1 koren izmeiiun 1 i 3.
Eakc . jednadina. P (x) =0 ima 2 mene, ona mo-
Ze imati ili O, ili 2, pezitivna korena; pol-
to znamo da ona ima jedsn pozitivan koren
(izmedju 1 4 3), te dée ona imati tadno 2.
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pozitivna korena i 1 negativan.
3) Nadi broj keorena jednaline
X0 - x2'+ x-2=0,
koji se nalaze izmedju =11 + 1l
4) Nadéi potrebni uslov koji mora ispuniti broj

a, da jednalina

524 - 4x7 - 12x + a = 0
jma sve 4 korena realna. (0Odgovor a> o potre-
ban ali ne i dovoljan uslovu).Odrediti tadan
broj realnih korena, kad je. & <O

§ 5 Rolle-ova metoda

Videli smo, da prve dve metode mogu
samo pribli¥no dati broj realnih korena ili
broj korene koji'se nalaze u jednom datom in-
tervalu. Medjutim Rolle-ova metoda daje talan
broj realnih korens i u isto vreme razdvaja te
korene, ali samo u sludaju, kad je mogude refi-
ti izvodnu jednaélnu date . jednaline. Relleova
se metoda sastogl iz sledeéa dva pravila:
Pravilo I. Izmedju dva uzas topna korena jedna-
gine F (x) = 0 ralazi se na;mahje-jedan kKoren
izvodne jednadine F’(x) = O é,'agq ih ima visZe,
njihov je broj neparan. .
Zaista, neka su X 1(5 (ﬁ‘%x) dva uzastopna
korena Jednaéine F(x) 0 i neka je & poziti-
van mali broj. Prema praV111ma I i II su izra-
zi
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Fxte) . F(B~&
Flarey l_FF“'(ia{;))
suprotnqg znake, ‘t.j. prvi je pozitivan, a dru-
&l negativan. Keko su kolidine:
F(Aw&) 17 (P-&)
istoga znaka, jer kad bi one bile suprotnog
znaka, jednadina F (x) 0 bi morala imati naj-
manje jedan l-ven. izmedju £ i (3 sto se pro-
tiv1 predpos*afci, to .
Flare) 1F(3-£)
moraju biti suprotna znaka, t.j. 1zmedju X
i A jednadins F‘ {(x) = 0 mora imati najmanje je-
_dan koren, & ako ih ima viZe, njihov Jje broj
neparan.,

Obrnuta teorema prvom Rolleovem pra-
vilu nije tadna tj. ne mora se nalaziti Jed.
koren jednadine F (x) = 0 izmedju dva korena :
izvodne jednaéine F*(x) = 0. Za ove .pak kore~

ne vazi ovo. drugc Rolleovo pravilo, koje gla~
si:
II. Izmedju dva uzastqpna korena iz~

vodne jednadine F'(x) = 0 -mo¥e se nalaziti sa-

mo jedan ¥oiea jednadine F (x} 0 _ili nijedan.
Ovo je pravilo neposredna posledica

prve Rolleove teoreme, jer, ako sud if

dva uzastopna korena . Jednaline F’(x) = ¢ i ako

pretpostavimo, da se 1zmed3u njih nalaze dva

korena jednadine P (x) = 0, tada se po prVOJ

o Ay s

: Rollebvoj teoremi izmedju njik mora nalaziti
jo3 |najmanje jedan koren jednaline F’(x) = (

%to |se protivi pre postavcl.
Da bismo videli, da 1i ss izmedju <
i Rlnalazi koren jednadine F (x) = 0, treba u
Jedna&ini smeniti o i ﬁ'mesto x 1 ako su.
P(x)iP® (ﬂ)) istoga znaka, jednalina F(x)=0
nema ni jednog korena’ izmedju X i A ; a ako su
F (‘ ) i F ( B) razliéitog znaka jednaéina
F (x) = 0 ima ta¥no jedan koren izmedju ¥ i f3,
: Pomoéu ove dve Rolleove teoreme moZe-
mo ta¥no odrediti broj realnih korena jednali-
ne F (x) = 0 i razdvojiti ih ako su poznatl svi
realni koreni izvodne. Jednaéine P (x) =
To se vrdi na sledeéi nalin:
 Neka su: 7

ﬂ’4<{32,<[‘]’3<-......'.é/gp-;fﬁF
svi realni koreni jednaline F’ (x) = 0 uredje-
ni po njihovim velléinama, |
Obrazugemo ova dva nlza - t, zV. Rol-

leovi nizovi:

1) too, B fe ... B, /8,,,+0q
2) F-o), F(A), F( o), F(ﬁs) ....... F(/J,-.4),F(/3,,), Fl+20)

zaﬂu drugqm nizu dva uzastopna d¢lana -

F(ﬁ'z) b F(I?’rzﬂ)

1méju isti znak, Jjednalina F (x) =.0 nema ni
jedan koren izmedju ﬁ" /i” sy & kad dva uza-




- 132 =

stopna &lana F ﬁ{%% JiF (ﬁ;ﬁ4) imaju suprotan
znak, jednadina F (x) = 0 ima talno jedan koren
izmedju_/h i//gﬂﬁ// , & ovo va¥i i za = o031+

Vidimo dakle da broj mena drugoga
niza daje talno broj realnih korena jednafine
F (x) = 0 i da brojevi /3 s =1y 25 awene Dy
razdvajaju te korene. . '

Primenino najpre Rolleovu metodu na
jednafinu tredeg stepena:

P (x) = © & px + ¢ =0
i potraZimo uslov, kad su gva tri njens korena
reslna, Izvéedna jedna#ina je

P (x) = 3x2 +p = 0,
a njeni koreni su '

r_—-- - >

e

Dakle mora ,
p<0 (1);

tada su (3,1 G% realni, i kxad obrazujemo Rol-
lgov niz dobijemo: = ' ‘
-0 —”% Nmﬁ + CJ
() FEED) FHED) Fle)
= 4= — —+

ds bi donji niz imac tri mene, mora da bude:
Fedzy=a - & FOVS7=0 " |
to jest mora biti

P E)eeg LA+ 550 & FF B2 E r <0,
. F ’

dakle u isto vreme treba da dbude
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Kaeko je prema (I) p< o to su leve’
strane. ne jednatina (Ix) i (III) pozitivne.ﬁko
uzmemo da je -a» 0 nejedradina (I1I)} Je ispunje-
na saha pc sebi i trebe zadr¥ati same nsjedna-
sinu (III). Ako je pak a<0; nejednadina (111)
je ispunjena, treba zadrZati samo ne jednacinu
(11), Bije su obe strane pozitivne, aXo podig-
nemo obe strane 2a7kvadrat9 dopi;eeg ssmo jedau
e LS P(L) g (ER<0 o
koji podrazumeve i usiov (I), jer ako je D> Oy
1eve strana nejednaline (1Y) ne moZe nikad biti

negativna - :
U sludaju, da nejednadina (I7) nije
ispunjena, znaci TI-og i III-Ceg ¥lans Rol-
leovog niza ¢e se izmeniti, te ée on dati s&-
mo jednu menu, T-J. jednalina F (xj = 0 ée
imati samo jedan realar koren. _

Dakle, potreban usiov, da ‘jednacina

tredeg stepena ima sVa tri reslna korena, iz<

rajen je nejednadinom (1IV).
U tom slulaju su ta t+ri korena raz-
dvojena brojevima o

B 3
—sa  -V-3, FV3 o

D, DB

e wiviag psk, dz Jo (3 37+ ( §)7=0,
videli simo veé ranije da jednadina ima tri x
realna korena, od kojih je Jjedan dupli.
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¥eo drugi prinmer, primenimo Rolleov
nadin na trinomnu jednafinu TSR U peiaaline 2 o) 2 s

r ' moZe imati drugih realnih korena osim 0, i kao

xk 4 PXT + g = O
i potra%imo uslov, ka&g- ée ona imeti najvedi §to i Dekartovo pravilec deje, _jednaélna F(x)xo
' ‘ ima samo jedan reslan koren.

mogud . broj realnih korena, Ni demd ispitati sae-
wo sludaj, kad su W™ i r nepsrni brojevi, - ' Ako je p<.o (I) Jednafina F (x)=0 mo=
Ze imati tri reelna korena; zaists, poStc jed-

+jo oblika 2n + 1 i 2¢r + 1. Jednadinu mcEemo - |
onda naplsati u.obliku | natina F’(x) = O osim korena 0 ima joi dva real-
g : 2fm-x)

P(x) = x 204l B FR ANy = f TR RaRs +J-12£tip =+
Ispitajimo najpre pomodd Dekartove me- ’ Sl R ks e 4

tode, koliko moZe biti neivedi j nje » i ol o '
y ki ] - | Jvedi droj njeminin = iy Y RS +/5 + ©o

realnih korena prems razlifitin znacima kolidie ;
na pig. P IWER, - - AT g Fop)y  +00

Transformacijom x = ~ y dobivamo ‘jed- Na_jvééi mogudi b;‘oj mena drugog niza je 3, On
nadinu ‘ se_postiée na tri sledeéa nadina:
| yzn*l -+ pyzr 1 -q = 0 -0 , F ( '(5)9 ,%3 4 (‘*‘]3)9 & S
Ako ozna¥imo sa M broj mena date : i ;’_ st 2 B
jednaine, a sa ¥’ broj meng transfc-misane jed- | % il R e
nadine, dobijamo ) | L - *. .- (S '3 _
P>0 1 @>0 M+ M =0 +41=1, : & | Zna&i, da broj mena bude 3, mora pos-
P>0 i g<o M+ M = 1+0=1, 2 i tojati jedan od tri sledeéa dupla usleva.
P40 i g¥0 M+ M =241 =3, F(-p)>o0 i F(+e0)<0 (I1)
P<0 -1 qlob MW =14 2= 3, ili ¢>o0 if(+p) <0 (1I1)
Dekle jednalina P (x) = O moZ¥e imati L g0 1F(-p =0 (Iv)
1 3il3i 3 rsslna ena s i X 2 a5 ,.;)Kako su Loy
, 2lna korena; vide od 3 ne moZe imati. F(-P)=F( ‘/_E%—P-) Am-n)/ 2nid /’) —— ‘g 2
1zvodns jednadina je -1l 2444177,
P (3)=(2003 )37 (201 )P0 (a1 )22 200Dt LF(-FOV Ry - e et 55 7
d“‘L.L 7 - 2 < ‘
TEIT P =oeo. . v to vidimo, da ée uslovi (III) i (IV) biti is-
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punjeni, ako su ispunjeni uslovi (II) koji ima- -
Jju oblik e

2m A 2044 2(4. r;) 2»-44 Inii 2l 1/-z) 2uii
2n- a)F( (3) [zq+4/°] Y Z>0).u,. 'u)Fﬁ) [z:u z(«3/<0

_'),. 7 A 3
ili- L-uw]l( : <ZZ(:+=)2 i L6 j:m/’./ 7 >.22/: ?l.yg V’)

Keko je prema (I) p<Zo to, ako je q>o0 us-
lov (V) je uvek ispunjen, moramo se dakle samo
pridrZavati uslova (VI) u kome su tada obe stra-
ne pozitivne. Ako je q <o uslov (VI) je sam
po sebi ispunjen, 1 treba da vodimo raduna sa-
mo v uslovu {(V), u kome su obe strane negativ-
ne. Dakle ako obe strane rejednadina (V) i (VI)
pedignemo na parnu potenciju 2 (n~r}, nejed-
nadina (VI) de zadr¥ati svoj smisao a ne jedna-
¢ini (V) moramo promeniti smisao, jer su njene
dbe strane negativne.

Tada dobijamc samo jedan uslov,koji
moZemo pisati u ooliku
P= (- o) yael it a) 2(n-x) o, (v11)
8 koji podrazumeva i uslov (I) (p<o); jer ake
je p>o leva astrana nejednadine {VII) uemoZe
niked biti manja od nule. Dakle ako je P< 0
jednadina F.(x) = 0 ima 3 realna korena, a
ako je P>0 jedrnaine ima 1 realan koren.

Tragimo 11 jos uslov, da jednaéiha
F {x} =. x2n+d + p12r+l 4 4 = 0 ima duplihlkore-
ng raglicitit od nuls; tc dobiljams primenom

- 13F =
= 2n+1 5
xomogenih funkclga. £ (x,¥) F B o
2n+1
x 2o+l . px.2r+l 2(n—r) +qy ’
f;;: (XyY) (2n+1) x + (2r+1) px2r yz(n-r),

I
f} (x,y) = 2(1’1-1‘) Px28+1 y2(n-r)-l + (2n+l)2] 1
Stavljajuéi y =1 jednadine
2(n-x) + (2r+l1) E] =0 1

+ (2n+1) q = o

xA 21'[ {(2n+1) x

2 (n_r) “px2r+1

treba da imaju jedan zajednilki koren. Ako na-
djemo x iz prve jednadine i uvrstimo u drugu,-
dobijemo traZeni uslov, koji ima oblik

Posa 2r+1

= ) 2n+l S0k 2r+1 i q).?(n-rj:o.

Dekle, jednadina F (x) = 0 1ma
za P< o 3~realna korena i 2 (n-l) imaginarna

za P=x0 3 - ® * (medju njima jedan du€~
11

za P>0 jedan realini koren i 2 n imaginarnsg
korena. ;

U.slucaju, kad su sva tri korena re-
alne, oni su razdvojeni brojevime:-oco-f3if+0o

PRIMERI:
1) Primeniti Rolleovu metodu na jednadinu:
‘ 4 i g , ¥
gie su A& = 1,4y = 2, Ay = 3; A5 = 4,A,=2,



= X3G -
Treba izvr3iti najpre ove transformacije:
& A =1
X=y - i, 1 5=~ i 3
te svesti jednadinu na oblik a°z4+alz3faaz +
2,) Razdvojiti realne korene jednedine:

x* = 52% £ 7x 4 2 = 0.

3.) Odrediti granice igmedju kxojilh sme varira-
2

to A tako, da jednadina P (A) = 3x ~4x3 12x+

+A=0
ima sva 4 realns korena, :
Primenimo najpre Dekartévu metodu,
ako oznafimo sa M i M’ broj mena date i trans-
formirane jednadine dobijamo: '
za A <o M+M =14+1=2,
"A >0 M+ B =2 4 2 = 4,
Dakle Jednaéina moZe imati 4 realna. korena sa-
mo, eko jeA> o; sko je pakA<0, ona ima tadno
dva realna korena. Uzmimo da jeax>o za igvod-
nu jednadinu dobijamo F’(x) 12x (x -x-2)— 0,
t.j. njemi su koreni: - 1, 0, 2.. A
Dakle Rolleov niz je: l, -, -1, o0, 2, +%
2o +0 A =5, X ,A=32,4+
Da bi data jednalina imala 4 realna korena mo-
ra drugi'niz imati sledede znake:
oy - *y =y 4y
Jer samo u tome sludaju on ima 4 mene.
Dakle uslovi su:

t.3.
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A-5<0 A>0 A-32<40
O0<xp <5 'y @< 32

Ako jj= prvi uslov ispunjen, drugi de uvek biti

ispunjen all ne i obratno. Dakle A sme varira-
t1i dzmedju ¢ 1 5 de bi data jednefina imala 4
realna korend. ' '

Ako je p< A < 32 jednaéina ima samo 2 realna
pozitivna korena. Ako je A > 32,

jednaina ne~

ma ni jednog realnog korens. Dakle, kad -l
varira pd -%do +imemo slededu Sermu:
- <cA ¢ o

sz 32 Bo

A = 32

324 AL+
4e) Kad
su korer

20

2 x4
16" x°
4
i
% .

2 realna korena (lpoz. i 1 neg. s
2 imag. kor.

2 realna raglid, kor. 2 dupia kor.
09 O -hmab. kOI‘.

2 real. kor. (2 poz. 2 neg.)
o imag. kor. :

2 real. razl. kor. 2 real.dupla
kors, O imag. kor. :

2 real, pozit. kore. 2 imag. kor.
2 real. dupla kor,' 2 L "
nijedan realan koren 4 it it

A varira od -wdo +¢0 , videti kakvi
11 jednadina:

+ 6x3 - 18x -

=0 ;
- 20 x° 4 5x +A =0 ;
X +A= 035
ixB + 4 x2'+ A = 0O
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4
%— - % x° +6x+ A = 05

2x6 - 914 + 8x3 + A-=‘O; !
x° - 3x5 *nkx3 -3%%x + 1= 07?
5.) Naéi uslov koji treba da ispune koeficijen-
ti p i q da bi jednadina
x4 + px + g =20
imela najveéi broj realnih korena.
Odgovor: ( E )4 - ( % )3>?0
6.) Dpkazati da su svi koreni jednacline
x6 P x+1=0
imaginarni,
7.) Razdvojiti korene jednaline
| x4 - 2 x2 -~-2x+1=0

8.) Dokazati da jednalina
% ' 3 n-1 -

1+ %1 BTt %T— + ececeset xn—l r e
mo¥e imati najvise 1 realan. koren, i to kad
je n .neparan broj. Kako to vaZi za jednadi-
ne l-og, 2-o0g. 3-¢eg stepena, dokazati pomodéu
Rolleove teoreme, da ako vaZi za n, vaZiée

0

-

i za n+l. _
9.) Razdvojiti realne korene jednadina:
a) x4 + x3 +1 =20,

b) x¥ =3x -1=0,

c) 2x4 - x3 -2 0,

d) x° + 3%x° - 1 =0,

¢) x6 -5x+ 2 0,

]
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) x - 5x4 + 7 = 0,
g) 8 - 8x’! + 2 =0,
"h) x4 - l2x2 + 4x + 3 = 0,
i)l§x5-25’x3+15x+3=0,

k) x" + 2 X7 - x° 4 4x-1=0,
10.) Nadéi uslov 42 jednadina
4+ PX +q=20

ima najvedéi broj realnih korena
Odgovor: .
‘ p \n q n-1
(-ﬁ)-(n_) )0-

§ 6, STURH - ova Metoda

Ako je moguée reSiti izvodnu jedna-
inu aate jednadine F (x) = 0, Rolleova metoda
ge uvek moZe primeniti; med jutim ako izvodnu
jedna&inu nemoZemo re¥iti, Rolleova metoda se
nemoZe primeniti. Ako pored toga Dekartova me-
toda nedaje dovoljno tadne rezultate, treba
primeniti Sturmovu metodu, koja odredjuje ta-
dan broj realnih korena, koji sé nalaze u da-
tom intervalu. Sturmova metoda se moZe uvek
primeniti i sastoji se iz slededeg.

Neka je data jednadina P (x) =0
n-tog stepena, koja nema viSestrukih korena t.
j. polinom F (x) nema nijednog zajednickog
delitelja sa svojim izvodom F’ (x).

Stavimo kratkodée radi,
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P(x) =X 1PF (x) =X

Izvr3imo deobu X : Xl dok nedodjemo do ostatka
ni¥eg stepena od X,. Oznadimo taj ostatak s=
promenjenim znakom sa X2° Izvr3imo deobu le

X2 dogod ne dodjemo do ostatka, ¢iji je siepen
manji od X3 i oznalimo taj ostatak sa. promenje-
nim znakom sa 13 itd. Taj niz operacija, imaju-
¢i uvek na umu da kod svakog ostatka promenimo.
znak, treba produ¥iti, sve dok se ne dodje do
ostatka koji ne zavisi viZe od x tj. koji je
konstantan e do njega se mora dodi jer F (x) 1
F'(x) nemaju zajednidkog delitelja. Oznadimo
taj zadnji ostataek, takodje sa promenjenim zna-
kom sa X, - Na taj nefin dobijamo niz polinoma:
X, X, XQ; cece xr_l, Xy Xpiqsees xp_l,xp,(z)

koji .se naziva Sturmovim nizom, Sturmovo pra-

vilo sastoji se n ovon:

I) Ako u Sturmovom nizu (I) smenimo mesto I j
dva realna broja a i b ( b > a) i. oznadimo sa
—a brpj mena niza, u kojemu je k = a, sa Mi__
broj mena niza, u kolem je x = b, razlika M =
Mb d&;e tadan broj realnih korena jedn9~ine
F(x) =X=0, koji se nalaze izmedju a i b .
Oznafimo sa Q; Q, cee Q_yy kolidine gore spo-
menutih deoba; tada dobijamo, eako uzmemo u ob-
zir, de smo svakom ostafku promenili znak, sle-
deéi niz Jednaélna.

Lk O =Xy
xr-1= Xr e Qp = Xr+l’
I, =X, .0 = Xppo0

Rt it e T T pp——

Tp-2 = Xpop Ay - X

1. Dva ugzastopna polinoms niza (I) ne mogu bi-
ti jednaki nuli za istu vrednost od x.

2. Lko za ;;dnu vrednost od x jedan od. poli-
noma niza (I) peostaje jednak nuli, polinomi -

izmedju kojih se on nalazi uvek su_suprotna
znaka.

- 3.Dok _x varira u jednom intervalu, u
__gim jednaldina F (x) = Q0 nema ni Jednog kore-
na, braj mena SturmOVOg niza cstaje nepromenjen,
4. Kad _x prodje kro# jedan koren jed~
nadine F (x) = 0 Sturmov niz gubi tadno jednu-
menu.

1) Pretpostavimo, da su dva proizvodnja uza-
stopna polinoma X, -1 L X rrjednaka nuli za
jednu istu vrednost od X. Iz jednadina (II)
vidimo da mora i X +1¢- & odavde Jednaélna is-.

- pod_njje daje da mora 1‘Ir+2 biti jednako nulij;
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produZimo 1i tako dalje dobili bismo konagno,
~da Xp mora biti jednako nuli, 3to Je nemogude
jer je Xp konstanta,

Ako je za x =[5 polinom X; Jjednek nu-
1i, iz jednadina (II) sledi :

X1 =-%n
ti. pollnoml, izmed ju éoglh se on nalazi mora-
ju biti razlicita znaka.
3,) Predpostavimc da x varira od x, do Xy,
izmedju kojih jedna&ina F (x) = O nema ni jed-
nog realnog korena. Tada se broj mena u nizu
(1) mo¥e primeniti samo esko jedan od: polinoma
Xpp T = 1, 2, 3, «..(p-1),p,promene svoj znak,
tj. prodje kroz nulu. Uolimo polinom X koji
je jednak nuli za K= ﬁEkﬁﬁ‘<{j kad x varira
od p-£ do ﬁ + h polinom X menja znak. Kako
polinom Xr 1 i xr*l
naki nuli, moZemo uvek 1zabrat1 h ' tako malo
da ti polinomi nemaju korena u intervalu
[P‘- h, [3+' h] . Kako je X_ =0 za& X =, to de
ovi polinomi biti suprovna znaka, dok X va=-
rira od{%- h do /5.+ h. Ma kakav znak imao X,
broj mena niza

Xpo1r Xy o Xri1
ge nede izmeniti do x raste odlﬁw h do(B* h,
jer su Ir-l iX suprotna znaka, tako da je

r+l
broj mena uvek jednak jedinici

ne mogu za X =/3 biti jed-"
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Kako ove vaZl za proizvoljan polinom to 4e ono
vaziti za sve, polinome niza (I), osim krajnjih.
Dakle, ako jedan od pollnoma X 22 = X525 vnens
p~1l, menja svoj znask broj mena niza (I) ostaje
neprqmengen dogod kraqnal polinom X i XP. Kako
polinom X ima uvek isti znak ( jer je konstan-—
tan ) a polinom X = F (x) po pretpostavei u in-
tervalu XG’ X, ne menja zrak vidimo da dok

x varira od X do X, broj mena niza (I) ostaje
repromenjen. -

4. Neka je o reelni koren jednadine X=F(x)=0;
pustimo da x varira od «( = h do  + h. Dok

se god nalazi u‘intervalu_(d-f}cy)_poliﬁom
X= M(x) i Xl,#-F? (x) su suprotna znaka i ima-
ju jednu menui kada Xx predje u interval

(X y &+ h ) ti ée polinomi biti istoga zpna-
ka i nemaju viSe mena. Dakle, dok x raste od
X=h doo{ + h niz (I) gubi tadno jednu menu.
Iz poslednja dva stava sledi Sturmovo pravilo
jer ako jednafina F (x) = 0 ima p korena iz-
medju aib (b>a ), kada X rastuéi od a.
i predje preko jednog korena, éturmov niz gubi
tadno jednu menu. Kako 1zmedju dva korena broj
mena ostaje nepromenjen, to ée Sturmov niz igz-
gublti drugu menu tek kad X predje prekc dru-
gog kaorena. Najzad, kad x predje préko svih

p korena i stigne do b, éturmov niz de izgu-

biti ta¥no p mene. Znaedi da razlika broja me-
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na M, - M, daje tacan broj realnih korena jed-
nadine FA(x}v=vQ koji se nalaze u tome interva-
lu. Ovim je_Sturmovo.pravilo dokazano poa pred-
postavkom da jednadina F (x). = 0 nems viéestru;
kih korena. Ako dasu jednalina ima vi¥estrukih
- korena, kad budemp obrazovali niz

,x& Xl' Ié ) ®co0o0ee xp_1, X§ (Iﬁ :

-poliﬁpm'xl nqée biti vi§é konstanta; on pred-
stavlja najveéi zajednidki delitelj polinoma.
X 1 xlo SVl Polmoml X r = l 2’ oooop b 1’

imacde polinom X xao faktor. Delenjem sv13u po='

linoma niza (I) sa Xp dobijamo nics
V,_ Vl’ V2, ed o0 oo Vp_l, 1 (lII)

pretstavlja.étﬁrmov niz polinoma %Lzl = V.

Niz (II) mo%e dakle potpuno da zamegi niz (I}
iposto jednaéina V=0 sadrZi sve korene jednadi-
ne F (x) = X = 0 samo svaki viSestruki koren
po jedanput Prema tome gubitak broja mena niza
(11) pri -prelazu od x = a do x ='b daje tadan
‘broj realnih korena jedna¥ine F (x) =0"koji se
nalaze izmedju'a 1i-b gde je svaki visestru-
ki koren raéunat samo jedanput. .

Posto se broj mepna niza I;_neée promeniti ako
8vVe njegove Zlanove pomnoZimo- istim brojem

-X {a) i1i Xp(b) vidimo da nije potrebno izvr-
élti deobu sa X_ ved da iz niza (I) moZemo ne=-

posredno dobiti - broj korena koji se nala=-

P

movom|nizu u mesto 2 1 b
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ze izmedju datih granica ralunajudi pri tome
svaki |viSestruki koren samo jedanput. éturmovo
pravilo va%i dakle i u alﬁéaju kad jednadina

F (x)|= 0 ima viSestrukih korena. étu:movo pra-
vilo daje dekle talan bréj realnih korens u
datom|razmeku. Pomodu njega moZemo isto tako

} dobiti tafan broj asviju realnih, ili pozitiv-

nih i}li negatlvnlh korenaj treba samo u Sture
tavitl -0 0,,
+ oo , |Razlike M_ - Ha Mo - Mq_;_ i

Mo ~| M, daju traZene brojeve korena. ¢

-

_éﬁurmovo pravilo moZe sluZiti i za razdvajanje

realnih korena. To se vrsi na slededéi nadin:
ked su nam poznate granics, zmedju kojih se
nalaze svi realni korenl, treba u §turmcvom
nizu uv;stiti sve cele brojeve, koji se nala-
ze igmedju tih granica; prema broju mensa ‘ta-
ko dobivenih nizova vidimo izmedju kojih ‘se

od ovih celih brojeve nalaze realni koreni i
koliko. Ako se izmedju dya cela brojan i

n + 1| nalaze viSe korena, treba u Sturmovon
nizu nvrstiti brojeve koji se nalaze izmedju
njih,| na pr. n+o,i; N+0y23 N+0335 00N+,

i vidpti, izmedju kojih od njih se nalaze do-
tiéni koren1 itd. )
| Sturmova metoda za odredjivanje bro=-
Jja realnlh korena, koal se nslaze u datpm raz-
meku, i razdvajanje tih korena, potpuno reéa-
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va taj zadatek, i sve bi druge metode bile ig-
liSne, kad bi ona u primeni bila jednpatavnija.
Medjutim, u primeni zbog vellxog brcja opera~
cija koje se moreju izvrSiti, ona je veoma za-
masna i upotrebljava se samc kad je neizbeZna.
VaZnost ove metode leZiuvimi u tome, Zto je ona
Jjedina koja potpuno reSava gornje zadatke.
PRIMERI.
1) Pomoéu Sturmove metode razdv031t1 realne
korene Jednaélna.
a) x7-5x4l = 0, ... [-2,-1], [0,2], [1, 2]
b) 1:444{3 5x2-2 -O,....[—B,-Zl [—l 0 EL 2] ]
c) x*-2x7-11x? bx+2 = 0 ..ooeene o, i] 4
d) x%-557% 10x2-152416 = O....... Py g 1
ey x*-16x%8 =0 .. [-4,-3],[-1,0],[0,1] , (3, 4,
£) x4 3x2+1-o eeeea-2,-1 4 [-1,0], 0,1, [2, 2],
g) z* ; ry 2x2 = 06X + 5 =0 teeecns
ﬁema realrih koreuns. Uzmimo prvu jednadinu:
L, K=x2 ~5x4+1=0
p potraéimo na;pre granice, izmedju kojih se
nalaze njeni realni koreni. Grupisanjem '
s 4 x ~-5)%1=0

dobijamo za gornju granicu pozitivnih korens
P = 2. Transformisana ( y - x) jednad&ina
‘ima oblik: '

y? =55 =1=0, tj. ¥ (3*-5) -1 =0
& gornje granica.negatlvnih korena je = -2 .
Qbrazujemo Sturmcv niz. Izvod leve strane da-
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te jednaline je
5 ¢x*-1)
i moZemo staviti .
i
Il"(x -1),

po&to odbacivanjem brojnog faktora znak ne me-

njamo. Delenjem dobijamo:
x5 - 5% % 1 3 x4 -1=Xx
5 e

-X’ & X
- 4x+1, t.jo. -x2 =4 x =1

Ponovnim delenjem: 4 X; : X, t.J.

4xt = 4 s 4x - 1 = TR

Dakle je X; = 255, i Sturm-ov niz glasi:
X = 1/5 - 5x 4 1, Xl=.x4-_;|., ,_x_af?4?’1’ 1.3 =295

Stavimo redomx = = 2, =1, 05 15 2

raspored znakova je:
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2 |-a]of1f2
-G + | +] =] tajs
I -+ 0 - O ot 8
Xl M, - My =1; M_,-HM =0;
o = b * * -— - d —
X.-j ES R RS R S .
5 e 2h 1 rO

Dakle data jednadins ima tri realna korena,
koal 8e nalaze u razmacima

[e2a wif obosalar fa, 2] 5
Raéimo Jjo8 zadatak b). Granice realnih- korena
dobijamo grupisanjem , '

2‘[12-&1:-5‘14-2 0

ti. P = 2; transformisana jedna&ina Je

y4 = y3 - Sy +.2=0, -
ili 2 o - \
Y (y°-y-5) + 2. =0 tj. N =~ 3,
Izvod je 3 %3
= 4x7 * 3x - 10 x.

Delenjem 4 X sa Xl imamo
(4x 4 4x7-20x +8) (4x '+3x -le_) /x-.el
4x4+3x3 ._10x°
2,
- 10x + 8
\\4x3 ’40x + 32
4x3,+3x2_- 10x .

-43x° + 10x+32.

fadis e
X,= 43x° - 10x = 32.
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Delenjem dalje 43+ X, sa %, imamo:

17213+129x -430x : 43x% -121-32j/4x * 169

172x7-40x° -120x

169 x°
72672
7267x2

~-302x
- 12986 x
- 1690 x - 5408

dakle jJe

e

-11296x +5408 = 32 (=353x+169)

= 353 % - 169

_Ponovnim delenjen 353 12 sa X3 dobi jamo

1412 x »35301-11296 H 3531-169//43X = 10797

1412 x +7267x - £y

=3711341x-3977588
 =3711341x1824693
-5802081,
tie 14 = 580208% étu§mov niz je:
X =X"+X Sx + 2,
Xl= 4x3 + 3x - 10x,

Xy= 43 x 1-10x - 32,
Xz= 353z - 169,

i kad u njemu stavimo redom

x = =3, =2, -1, 0, 1, 25

dobijamo sledeéi raspored znaka
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Otuda M_g = M_p ='1; M_p-My = 05 M_y-My=l;
My =¥y =1 My M, = 1o

Dakle, jednalina ima sva 4 realna korena, i oni
se nalaze u razmacima

[-3, -2]: [-1, oo, 1]'[1,2__[




