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PREDGOVOR

Sadrzaj ovog udzbenika predstavlja program predmeta Mehanika fluida
koji drzim studentima studijske grupe za mehaniku Prirodno-matemati¢kog fakul-
teta u Beogradu. Ranijim nastavnim planom studijske grupe za mehaniku bio je
predviden, iz oblasti mehanike f luida, samo jedan predmet: Mehanika fluida. Po
novom nastavnom planu, medutim, pored predmeta Mehanika fluida, uvedeni su
jos kao posebni predmeti Mehanika viskoznih fluida i Hidraulika i hidraulicne masine.
Jasno je stoga da se program sada$njeg predmeta Mehanika fluida razlikuje od ranijeg.
Iz programa ranijeg predmeta, naime, izostavljena su poglavlja koja se odnose na
mehaniku viskoznih fluida i hidrauliku, ¢ime je stvorena moguénost da se ostalo
gradivo u izvesnoj meri progiri, kako po sadrzaju tako i po nadinu izlaganja.

S obzirom da je udzbenik namenjen prvenstvo studentima studijske grupe za
mehaniku Prirodno-matematickog fakulteta u Beogradu, pri pisanju udzbenika
vodio sam raduna o prethodnom znanju studenata. Studenti mehanike, naime, pre
slusanja predmeta Mehanika fluida, slusaju i polaZu kao posebne predmete Tenzorski
racun sa primenama u mehanici i Mehaniku kontinuuma. Stoga se gradivo izlaZe ko-
riéenjem tenzorskog racuna, a bazirano je na osnovama mehanike kontinuuma.
Zelja je, medutim, svakog autora da njegova knjiga moZe posluZiti Sirem krugu
titalaca, pa sam se i ja trudio da potrebne elemente mehanike kontinuuma, kao $to
su, na primer, analiza stanja brzine deformacije i analiza stanja napona, izloZim u
samoj knjizi, tako da ¢itaocu ove knjige prethodno znanje iz mehanike kontinuuma ne
bude neophodno. Ostaje, medutim, &injenica da &italac mora raspolagati osnovnim
znanjem iz tenzorskog racuna. Za studente mehanike Prirodno-matemati¢kog fakul-
teta u Beogradu to ne predstavlja poseban problem, ali onima koji tenzorski racun
nisu izudavali moZe pri¢injavati prili¢ne teSkoce, pa se stoga upuéuju i na knjigu:
Tatomir P. Andeli¢: Tenzorski racun, tre¢e izdanje, Naucna knjiga, Beograd 1973.
Napominjem da su ovde koris¢ene tenzorske oznake uglavnom usaglaSene sa ozna-
kama iz knjige prof. Andeli¢a. Izuzetak Cini samo apsolutni ili Bjankijev izvod po
vremenu koji se, zbog saglasnosti sa oznacavanjem u mehanici kontinuuma, oznatava

3()

J 0¥ i simbolom C)=_8t"

Na kraju pojedinih odeljaka dat je izvestan broj zadataka. Zadatke sam uglav-
nom sam formulisao i to ne u cilju da sami za sebe predstavljaju odredene probleme
mehanike fluida, ve¢ u cilju da njihova refavanja, kao korisna vezbanja, posluZe za



uspesnije savladivanje izloZenog gradiva. Broj zadataka nije velik, jer ¢itaocima stoji
na raspolaganju posebna zbirka reSenih zadataka: Lj. Krsmanovi¢, V. Saljnikov,
M. Sasi¢, M. Puri¢, R. Askovi¢ i V. Dordevi¢: Zbirka zadataka iz mehanike fluida,
pod redakcijom dr K. Voronjeca, Nau¢na knjiga, Beograd 1965,

Recenzenti ove knjige bili su akademik prof. dr Tatomir P. Andeli¢ i prof.
drMarko D. Leko. Njihove brojne primedbe i sugestije bile su mi od velike koristi i ja
im se najtoplije zahvaljujem. Jasno je da za sve propuste, kao autor, odgovornost
snosim sam i unapred se zahvaljujem svakom ko mi na njih ukaZe. Koristim i ovu
priliku da se zahvalim kolegi MiloSu Radosavljeviéu, dipl. mehaniaru, za ve-
liku pomo¢ pri izradi crteza. Najzad, zahvaljujem izdava¢kom preduzeéu ,,Nau¢na
knjiga“, njegovoj tehnitkoj redakciji i slagadima (matematitkog sloga) Beogradskog
izdavaCko-grafitkog zavoda za veliki trud da knjiga izade $to pre i u 3to boljem
obliku.

Beograd, 1975. Pisac
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UVODNI DEO

1. Fluid kao neprekidna materijalna sredina. Jako se izuCava kao posebna
disciplina u okviru mehanike, mehanika fluida je po svojoj sustini deo mehanike
kontinuuma. Mehanika kontinuuma, pa, prema tome, i mehanika fluida, bazirana je
na pretpostavci da je materijalna sredina neprekidna. Fizi¢ka Cinjenica je, medutim,
da materija ima diskretnu strukturu, pa je jasno da mehanika kontinuuma predstav-
lja izvesnu aproksimaciju. Ovde se necemo upustati u pitanje: u kojim slu€ajevima i
pod kojim uslovima takva pretpostavka ima opravdanja, ve¢ samo Zelimo da podvu-
&emo tu ¢injenicu.

Cinjenica da se mehanika fluida izu¢ava kao posebna disciplina posledica je
odredenih fizi¢kih svojstava fluida. Uzimajuéi, naime, u obzir da se pod fluidima
podrazumevaju neprekidne materijalne sredine koje se nalaze u tecnom ili gasovitom
stanju, jasno je tadada fluidi kao takvi poseduju izvesnefizicke osobine kojeih razlikuju
od ostalih neprekidnih materijalnih sredina. Jedna od osnovnih takvih osobina je
fizicka Cinjenica da fluid ne moZe biti u ravnotezi pod dejstvom smicucih napona.
Drugim re¢ima, ako bismo fluid nekom zamisljenom povrsi podelili na dva susedna
dela, on ne moZe biti u ravnoteZi ako uzajamno dejstvo ta dva susedna dela nije
upravno na zajednickoj povrsi.

SL 1

Definiguéi ga sa stanovista mehanike kontinuuma, za fluid kaZzemo da pred-
stavlja materijalnu sredinu koja se sastoji od neprekidno rasporedenih materijalnih
tacaka — Cestica fluida. Tako, na primer, kada govorimo o fluidu konac¢ne zapremine
o, tada pod tim podrazumevamo da je zapremina v u potpunosti ispunjena fluidom,
tj. da svakoj tacki zapremine odgovara po jedna estica fluida. S obzirom da konacna
zapremina v ima neogranicen broj elemenata zapremine dv, fluid kcnaéne zapremine
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@ imace neograniCen broj elemenata fluida zapremine do. Ove elemente fluida zva-
¢emo fluidni deli¢i. Prema svojoj definiciji, fluidni deli¢i imaju infinitezimalnu zap-
reminu, a mogu biti proizvoljnog oblika (sl. 1). Kasnije ¢emo videti da fluidnim
deli¢ima, u cilju lakSeg izvodenja odredenih zakljuaka i jednadina, mozemo da-
vati i konkretne oblike. Osim toga, u skladu i sa matematikom analizom i
sa mehanikom kontinuuma, svakoj tatki u fluidu moZemo koordinirati jedan
fluidni deli¢.

2. Masa i gustina. Ako uo¢imo fluid sadrZan u nekoj konaénoj zapremini o,
ogranifenoj zatvorenom povrsi a, kaZemo da mu odgovara kona&na masa m —
pozitivni realni broj koji izraZava koli¢inu fluida sadrZanog u uolenoj zapremini —
koja podleze slede¢im ogranienjima:

1. Ukupna masa m fluida sadrzanog u zapremini v Jjednaka je zbiru masa dm
[fluidnih delica dv i neprekidna je funkcija zapremine. Prema tome, sledi

2.1) m=fdm

i vidimo da je masa merljiva veli¢ina: fluidu konaéne zapremine v odgovara konaéna
masa m.

2. Masa fluida zapremine v ne menja se tokom vremena ako u uocenoj zapremini
nema izvora ili ponora mase. Prema tome, i masa fluidnih deli¢a nece se menjati
tokom vremena, nezavisno od toga $to se deli¢i tokom vremena mogu deformisati,
tj. menjati i svoj oblik i svoju zapreminu. Na osnovu toga mozemo pisati

. —— d(dm

3. Masa fluida zapremine v ne zavisi od oblika povrsi koja ogranicava tu zapre-
minu niti'od promene tog oblika tokom vremena. To zna&i da je fizicka dimenzija
mase (M) nezavisna od dimenzija duZine (L) i vremena (7).

Na ovaj nacin uvedena, masa je osnovna fizi¢ka veli¢ina koja je neprekidna
funkcija zapremine i apsolutna skalarna invarijanta.

Ako je m masa fluida konaéne zapremine v, tada koli&inik

0.

(23) Psr=—

predstavlja srednju gustinu fluida sadrzanog u konagnoj zapremini ». Srednja gustina
fluida nije funkcija poloZaja, veé je vezana za konaénu zapreminu i moZemo je inter-
pretirati kao masu jedinice zapremine fluida.

Uocimo sada u zapremini v fluida (sl. 2) neku tadku, obeleZimo je sa P, koja
se nalazi u proizvoljno izabranom kona¢nom elementu Ao zapremine v. Ako je masa

. r e A Line

izabranog elementa Am, tada graniénu vrednost koli¢nika A—, kada Av teZi nuli,
v

pri ¢emu se tatka P uvek nalazi u elementu A, nazivamo gustina u tacki P fluida.

Prema tome je

2.4 = limi—=——
( ) e Av—0 Ao do



11

Gustina p fluida ima, u opStem slugaju, razli¢ite vrednosti u razli¢itim tackama
fluida i razli¢itim trenucima vremena, tj. funkcija je polozaja i vremena, pa predstav-
lia polje skalarne veli¢ine,

2.5) >‘*P77=P(xk’ 1),

—

s/v Am

Sl. 2

gde su x* (k=1, 2, 3) koordinate tadaka fluida u odnosu na izabrani sistem referenci-
je. Iz definicije gustine vidimo da ona ima dimenziju mase po jedinici zapremine,
tj. [p]=ML">.

Iz (2.4) vidimo da gustinu u tacki fluida moZemo interpretirati kao srednju
gustinu fluidnog deli¢a koordiniranog toj tacki. Na osnovu toga, iz (2.4) za masu
fluidnog delica dobivamo

(2.6) dm = do,

pa je, na osnovu (2.1), ukupna masa fluida sadrzanog u zapremini v

2.7) m=fpa"u.

izraZzeno jednacinom (2.2) 1 ona u tom ODliKu pre stavlja jednu od matematickih
formulacija zakona konzervacije mase. Tu jednacinu, koriste¢i (2.6), mozemo,
oCigledno, napisati u obliku :

pdv=0.
e e
odnosno
3.1 odv+pdv=0.

S obzirom da je gustina u_opstem slucaju funkcija i polozaja i vremena, iz
(2.5) diferenciranjem po vremenu dobivamo

. _0p Vo =" ( dxk

3.2 =—" 4 p v =—+uv-gradp, v"=—~).

(3.2) vl = gradp et
l

< )
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Da bismo, medutim, na pogodan naéin izrazili brzinu promene zepremine
fluidnog deli¢a, uoci¢emo u nekoj tacki P fluidni deli¢ oblika elementarnog para-

lelepipeda &ije su stranice odredene infinitezimalnim vektorima a’;m, d)_czz) i d;:3,
(sl. 3.). Zapreminu uo&enog fluidnog deli¢a moZemo dobiti kao meSoviti_proizvod
tih vektora, tj.” ' 1

(3.3) dv=c dx(ydxlay dxGy, (i j, k=1, 2, 3),
Flov, TAPREMING -

SL. 3
a moZemo je izraziti i u obliku
(3.4) do =% S dxty dxleydxty,  (irjikypyd,r=1,2, 3),

Apsolutnim diferenciranjem po vremenu, odavde dobivamo

NP T k
dov = 2 ,ﬂ" dXEp) d.X(q) dX(,),

odnosno

A ) i
(3.5) d'0=”2§’0.l ik dx{,,) dx(g) dxf,),

pri Semu smo iskoristili relaciju

i i /
dxp) = v,1 dx(p),

gde je o, kovarijantni izvod kontravarijantnih koordinata vektora brzine u tacki P.
Kako je dalje

par / /3 k ! j k i !
8,‘,‘1( dX(p) dX(q) dX(,) = Eijk ghar d,Y(p) dx{q) d.\’(,) =_§ijk El"k dy = 2 8,’ d’D,

iz (3.5) konagno dobivamo

(3.6) [dvzv,ﬁ dv=divodo.
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Zamenjujuci sada (3.2) i (3.6) u (3.1), dobivamo

(‘;—i«r— p,,;v") dov+ p'l)ﬁ‘d'v=0.‘

m————
Kako ova jednacina mora da vaZi za _proizvoljno dv, sledi da mora biti-
/ ' /‘/, Aok y / /
(3.7 %%+ .U+ P‘U.kk=0, : &/5/4"/‘("//(" ¢ f/f\/ pia /e

§to je uobidajeni oblik jednadine konzervacije mase, koja se u literaturi jos naziva
1 jednacina kontinuiteta. U vektorskom obliku napisana ova jednadina je i

-—
= gl

(3.8) ‘«i %ﬁ+; gradp+pdiv;=0.
it o

(1

Jedna&inu (3.7) moZemo, ocigledno, napisati i u slede¢em koordinatnom obliku

(3.9) %Et+ i) =0

odnosno u odgovaraju¢em vektorskom obliku,

(3.10) %—p;+div (o) =0.

Izvedena jednacina konzervacije mase je lokalna, tj. mora biti zadovoljena u
svim tatkama fluida, pod uslovom, jasno, da medu njima nema singularnih tacaka.

Gustina p fluida je, rekli smo, u opstem slucaju funkcija i poloZaja i vremena.
To znadi da u razli€itim tatkama fluida gustina moZe imati razli¢ite vrednosti, a u
jednoj fiksiranoj tacki moze imati razlicite vrednosti u razli¢itim trenucima vremena.
U specijalnom slucaju, medutim, kada gustina ima istu vrednost u svim tackama
fluida i u svim trenucima vremena, 7a uid kazemo da je nestislji

L v [ v. Fizicka &injenica )
je da u prirodi nema Tealnih fluida koji su nestisljivi. Istina je, medutim, da postoje

“fTuidi koji su pod odredenim usiovima, U oje se sada necemo upustati, mogu smatrati

nesti§ljivim. Nestisljive fluide, prema tome, treba shvatiti kao jedan model fluida
koji u izvesnoj meri predstavlja aproksimaciju realnih fluida. Prema tome, jednacinu

(3.11) p =const.

@oigm@bygt@}ao uslw,egtis'ﬂiymﬁ.ﬁmda. Ako je taj uslov ispunjen, tj. ako se za
fluid pretpostavi da je nestisljiv, iz (3.7) dobivamo jednacinu konzervacije mase u
obliku \
(3.12) v5=0.

———

Na osnovu ove jednacine, iz (3.6) zakljudujemo da je uvek ispunjen uslov do=0,

{j. da fluidni deliéi neée tokom kretanja menjati svoju zapreminu. Jasno je da i fluid
sadrzan u kona¢noj zapremini nece za vreme kretanja menjati svoju zapreminu.
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1z (3.12) vidimo da je kod nestiljivih fluida u svakoj tacki uvek divergencija
brzine jednaka nuli. Vazno je, medutim, uoé&iti da obrnut zakljulak ne va¥, tj. ako
je divergencija brzine uvek jednaka nuli v svim tackama fluida, fluid ne mora biti
nestiSljiv. Da bismo to pokazali, stavimo u jednacini (3.7) da je 'uf‘k:0. Tada
dobivamo

Jp
“Ttp pvk=0,
ot Pk

odnosno, ako jo§ uzmemo da je oe =0,
ot

p,k'vk=0

Sto zna¢i da je vektor brzine upravan na gradijent gustine, tj. da se fluid kreée u
slojevima jednake gustine.




PRVI DEO

KINEMATIKA FLUIDA

I OSNOVI KINEMATIKE FLUIDA

4. Kretanje fluida. Pri proucavanju kretanja fluida smatramo da se ono odvija
u trodimenzionom euklidskom prostoru. Neka se u nekom uodenom trenutku
vremena, koji ¢emo obeleZiti sa ?g i smatrati ga za pocetni, fluid nalazi u kona¢noj
zapremini V, ogranifenoj zatvorenom povrsi A. Za fluid tada kaZemo da se nalazi
u pocetnoj konfiguraciji, koja odgovara pocetnom trenutku vremena. U nekom
drugom trenutku vremena, t>fo, fluid ée se nalaziti u nekoj drugoj oblasti v prostora,
‘koja je ograniena zatvorenom povrsi a, i kaZzemo da se nalazi u trenutnoj konfigu-
raciji, koja odgovara trenutku 7 vremena. S obzirom da pretpostavljamo da je fluid
neprekidan u po&etnoj konf’ iguraciji, pretpostavic¢emo da je neprekidan i u trenutnoj
konfiguraciji, tj. da je neprekidnost oc¢uvana za vreme kretanja. Posto se kretanje
odvija u euklidskom prostoru, polozaj &estica fluida, u bilo kojoj konfiguraciji,
uvek je moguce odredivati u odnosu na proizvoljno izabran sistem Dekartovih
pravouglih koordinata.

Uzmimo da je u pogetnoj konfiguraciji polozaj &estica fluida odreden Dekar-
tovim pravouglim koordinatama ZK (K=1, 2, 3). Znagi, svakoj tacki oblasti V, sa
pravouglim Dekartovim koordinatama ZX, odgovara jedna i samo jedna Cestica
fluida. Dekartov pravougli sistem kooridnata ZK biramo proizvoljno i on je vezan
za pogetnu konfiguraciju fluida. U trenutku 7 vremena, kada se fluid nalazi u trenut-
noj konfiguraciji v, polozaj Zestica fluida moze biti odreden pravouglim Dekartovim
koordinatama z* (k=1, 2, 3). Znadi, svakoj tadki oblasti v, sa pravouglim Dekarto-
vim koordinatama z¥, odgovara jedna i samo jedna estica fluida.

U toku kretanja, polaze¢i od pocetne konfiguracije, fluid prolazi kroz razne
trenutne konfiguracije. Svakoj tacki pocetne konfiguracije ¥ odgovara po jedna
Zestica fluida. U toku kretanja svaka od tih estica nalaziée se u jednoj od tacaka
trenutne konfiguracije v. Za poznavanje kretanja fluida potrebno je da znamo polo-
7aje svih njegovih Cestica u svim trenutnim konfiguracijama, pri ¢emu se svaka od
tih Cestica nalazila u odgovarajucoj tacki poCetne konfiguracije. Prema tome, ako se
neka Cestica nalazila u tacki P pocetne konfiguracije, sa koordinatama Z§, u
trenutku 7 vremena ona ¢e se nalaziti u tacki po trenutne konfiguracije, sa koordina-

tama z&. Bila koja druga Zestica, koja se u pocetnoj konfiguraciji nalazila u tacki
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P, sa koordinatama ZX, u trenutnoj konfiguraciji ¢e se nalaziti u tacki p, sa koordi-
natama z* (s1.4.). Kretanje proizvoljne &estice, prema tome, odredeno je funkcijama
koje tacke pocetne konfiguracije preslikavaju u tatke trenutne konfiguracije,

4.1) Zk=zk(ZK, 1), (k,K=1,2,3).

71

Pretpostavljamo da je ovo preslikavanje jednoznaéno, tj. da se svaka taéka iz pocetne
konfiguracije preslikava u jednu i samo jednu tacku trenutne konfiguracije. Osim
toga, pretpostavljamo da su funkcije preslikavanja neprekidne i diferencijabilne
kao i da gornjem preslikavanju odgovara jednozna&no inverzno preslikavanje

(4.2) ZK = 7K (% 1),

pri ¢emu su i ove funkcije neprekidne i diferencijalne.

Govore¢i o preslikavanjima (4.1) i (4.2), mi govorimo o preslikavanju tacke,
kao geometrijskom pojmu, iz podetne u trenutnu konfiguraciju. Medutim, ako ta&ki,
kao geometrijskom pojmu, pridruzimo pojam &estice fluida, na taj nacin §to kaZemo
da svakoj tacki odgovara jedna i samo jedna &estica fluida, onda je jasno da koordina-
te zF odreduju poloZaj u trenutnoj konfiguraciji one Gestice koja se u pocetnoj kon-
figuraciji nalazila u tacki sa koordinatama ZX. Iz tog razloga uobi¢ajeno je da se
kaZe da koordinate z¥ odreduju polozaj ,,éestice ZK* u pojedinim trenucima vremena.
Koordinate Z¥ identifikuju se, dakle, sa pojmom &estice. Drugim recima, te koordina-
te su vezane za odredenu Cesticu i ona ih ,,nosi* kroz sve trenutne konfiguracije, pa,
na taj nain, i odreduju Cesticu koja se prati tokom kretanja. Zbog ovakve interpre-
tacije koordinata ZX, one se nazivaju materijalne koordinate. Koordinate zk medutim,
s obzirom da odreduju poloZaj odgovarajuée Cestice u trenutnoj konfiguraciji,
nazivaju se prostorne koordinate. Napomenimo jo§ da se u literaturi, umesto naziva
materijalne i prostorne koordinate, mogu naéi nazivi LagranZeve i Ojlerove ko-
ordinate.

Umesto Dekartovih pravouglih, pri opisivanju kretanja fluida mozemo uvesti
proizvoljne, u euklidskom prostoru dopustive krivolinijske koordinate. Ako to
u¢inimo koordinatnim transformacijama

ZK:ZK(XL)’ XK = XK (ZL),

(4.3)
F=zk(x), x=xk(2),
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{
kretanje Cestica fluida ée biti odredeno preslikavanjem

“4.4) xk=xk (XX, t),

odnosno

(4.5) XXX O80),

gde su XX materijalne krivolinijske, a x* prostorne krivolinijske koordinate (sl. 5).
Preslikavanje (4.4) takode je jednozna&no, a funkcije koje ga odreduju su nepre-
kidne i diferencijabilne. Preslikavanje (4.5) je inverzno preslikavanju (4.4), a takode

Sl S

je jednoznaéno i funkcije koje ga odreduju su neprekidne i diferencijabilne. Napo-
menimo bez izvodenja dokaza, da ¢e preslikavanje (4.4) imati inverzno preslikavanje,
dato sa (4.5), onda i samo onda kad je Jakobijeva determinanta koja odgovara
funkcijama preslikavanja razli¢ita od nule, tj. kad je

0 xk
0Xk

det (x5) = #0.

Sistemi materijalnih i prostornih koordinata biraju se proizvoljno i nezavisno
jedan od drugog. Prvi je vezan za poCetnu, a drugi za trenutnu konfiguraciju. Njihov
izbor, jasno, zavisi od konkretnog problema i vrsi se uvek tako da se proucavanje
uéini §to je moguée jednostavnijim. U odnosu na tako izabrane sisteme koordinata,
kretanje je odredeno punktualnim preslikavanjem (4.4), koje u stvari, za kontinualnu
promenu vremena f, predstavlja konacne jednacine kretanja odredenih ¢estica fluida.
Napomenimo, na kraju, da je u vecini sluajeva sisteme materijalnih i prostornih
koordinata pogodno tako birati da se u pogetnoj konfiguraciji poklapaju, tj. da je

k=3%2ZK, (s1=2\, 22=22 23=27),
(4.6)

xk=BE XK, (xl=X), x2=X2, ¥=X3),
za t=ty.

2 Mehanika fluida
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(5.1) , xk = xk (XK, 1),

kao neprekidne funkcije vremena, predstavljaju konaéne jednacine kretanja odre-
. denih , gestica XX fluida. One, prema tome, odreduju poloZaje tih Cestica u pojedi-

nim trenucima vremena u odnosu na sistem prostornih koordinata. Pod brzinom

scestice XK** podrazumevamo brzinu promene njenog poloZaja u odnosu na sistem

prostornih_koordinata. Prema tome, kontravarijantne koordinate brzine ,,cestice

S R D e e
L e

s k K
(5.2) ,vk=,}k=%0,
L or |
i (imo o brzi Cestice XK,
materijalne koordinate smatramo za konstante. 1z (5.2) zakljuéujemo da je

(5.3) K=ok (XK, 1),

tj. da je brzina odredene Cestice neprekidna funkcija vremena.

Ako, medutim, koriste¢i (4.5), iz (5.2), odnosno (5.3) gliminiSemo materijalne
koordinate, dobivamo .

(5.4) o= K [XK (¥, 1), 1] =k (2, 1),

Na ovaj natin izraZena, brzina je funkcija poloZaja i vremena i ne znamo na koju se
Cesticu odnosi. Ako se, naime, u nekom trenutku vremena u tacki prostora sa ko-
ordinatama x* uo¢i neka Cestica fluida, njena brzina ¢e biti odredena relacijom
(5.4); u nekom drugom trenutku vremena, u istoj tadki prostora nalazi¢e se neka
druga Cestica fluida i njena brzina ¢e, na osnovu (5.4), u opstem slucaju biti razli¢ita
od brzine prvobitno uocene Cestice. IzraZena na ovaj nadin, brzina, dakle, predstavlja
vektorsko polje. U svakoj tacki polja brzina je funkcija vremena; u svakom fiksiranom
trenutku vremena ona je funkcija polozaja.

Odredivanje brzina Cestica fluida predstavlja jedan od osnovnih zadataka pri
proucavanju kretanja — strujanja fluida. Na osnovu napred izloZenog, vidimo da
postoje dve razli¢ite moguénosti za proucavanje strujanja. Prva od njih sastoji se u
tome Sto se Cestice fluida prate tokom kretanja kroz prostor, pri ¢emu se sve veli¢ine
koje karakteriSu njihovo kretanje (poloZaji, brzine itd.) izraZavaju kao funkcije vre-
mena. Takav nacin proucavanja strujanja poti¢e od Lagranza i on je analogan na-
¢inu koji se sprovodi pri proucavanju kretanja u mehanici materijalne tacke. Druga
mogucnost potiCe od Ojlera i sastoji se u tome §to se veli¢ine koje karakterisu struja-
nje izraZavaju kao funkcije polozaja i vremena. Te veli¢ine onda predstavljaju
odgovarajuca polja fizi¢kih veli¢ina i proucavanje strujanja se svodi na odredivanje
tih polja. Ta polja mogu biti skalarna, vektorska ili tenzorska, u zavisnosti od toga
o kakvim se veli¢inama radi.

Iako su razli¢ite, obe mogu¢nosti moraju dovesti do istih rezultata pri reSavanju
konkretnih problema. Primena jedne ili druge moguénosti ima za posledicu manju ili
vecu pogodnost u pojedinim sluajevima. Tako, na primer, LagranZev naéin prou-
Cavanja strujanja se pokazuje kao pogodan kod eksperimentalnih ispitivanja. Za
teorijska istraZivanja, medutim, Ojlerov nadin proucavanja strujanja se pokazuje
mnogo pogodnijim.
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Imajuci napred izloZeno u vidu, mi ¢emo se nadalje, pri proucavanju strujanja,
koristiti prvenstveno Ojlerovim nac¢inom. UoCava¢emo, naime, trenutnu konfigu-
raciju o fluida, u odgosu na proizvoljno izabrani sistem prostornih koordinata, i sve
veli¢ine ¢emo smatrati za funkcije polozaja i vremena. Odredivanjem tih veli¢ina u
svim tatkama prostora i u svim trenucima vremena, strujanje nam postaje potpuno
odredeno.

U najopstijem slugaju brzina ima sve tri koordinate razli¢ite od nule, pri demu
svaka od njih zavisi od svih triju koordinata polozaja i vremena, tj.

(5.5) o', X%, 03, ) #£0, o O R 1720, 0° (o], x2,[53, 1) 00

Za strujanje tada kazemo da je trodimenzijsko. Sem ovog, najopstijeg sluaja, moguci
su 1 specijalni siuéajew, u Eopma brzina zadovoljava neke posebne uslove.

Za strujanje kaZemo da e /inijsko-ako se moZe izabrati takay sistem koordinata
(pravolinijskih ili knvolmusknhWosu na ko_u e koordmate brzme biti

(5.6) vl=o! (x,1), 22=0, 23=0:

U sluéaju ovakvog strujanja i ovako izabranog sistema koordinata, u svim tackama
koordinatne povrsi x!=const. brzine ¢e u svakom trenutku vremena biti medusobno
jednake. osredna_generalizacija_ovo

yrste,

(5.7) ol=o! (x, x2, x*, 1), ©2=0, =0, J

1 pseudolinijsko strujanjé druge vrste,

(5.8) Q=g 1), vi=ov*(xl, 1), =+l I1H

&a strujanje kazemo da je dvodimenzijsko ako se moZe izabrati takav sistem
koordinata u odnosu na koji ¢e koordinate brzine biti

(5.9) i ) v =02 (X X2, 1) v —OF

U slucaju ovakvog strujanja i ovako izabranog sistema koordinata, brzine ¢e u
svakom trenutku vremena biti jednake u odgovarajuc¢im tatkama svih koordinatnih
povrsi x3=const,. pa je za proucavanje ovakvih strujanja dovoljno prouéiti ga u
jednoj od tih povrsi, recimo x3=0. Neposredna generahzacua ovog strujanja je
g_seudodvodImenzusko strujanje prve vrste,~.

(5.10) =l (s X2 ) st =2 (xS xS iy o=

i_pseudodvodimenzijsko strujanje druge vrste,

(S:00) o= okl ) et = vil(xl X2, =il bl

Kod strujanja (5.10) brzine su uvek tangentne na koordinatnim povr$ima x3=const.,
medutim, strujanje nije identicno u svim koordinatnim povr§ima x3=const., jer
brzine zavise i od koordinate x3. Kod strujanja (5.11) brzine su uvek identi¢ne u svim
koordinatnim povrSima x3=const., ali nisu na njih tangentne.

Pomocu koordinata metri¢kog tenzora, u odnosu na izabrani sistem prostornih

koordinata, iz kontravarijantnih koordinata brzine mozemo odrediti kovarijantne
1 fizicke koordinate. Kovaruamne koordmate sv

(5.12) z)i:gijv

2%
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a fizicke
(5.13) v, =Vg,v= /v’— (ne sumirati),

i1

gde su gi; koordinate odgovarajuceg metrickog tenzora.
Kvadrat intenziteta vektora brzine je

(5.14) (v)?=g,;v' v/ =v, 7,

a intenzitet brzine jednak je pozitivnoj vrednosti kvadratnog korena iz kvadrata
intenziteta, tj. i

(5.15) v=+V(0)?=+Vg;vv = + V0.

Vezbanja
1. Napisati kontravarijantne, kovarijantne i fizicke koordinate brzine u
Dekartovim pravouglim, cilindarskim polarnim i sfernim polarnim koordinatama.

2. Odrediti intenzitet brzine u Dekartovim pravouglim, cilindarskim polarnim
i sfernim polarnim koordinatama.

._Strujno polje., Putanje estica i strujne lini olje u kome su definisane sve
veli¢ine koje karakteriSu strujanje fluida nazivamo struno polje. Te veliCine, kao $to
smo 1 ranije pomenuli, izrazavamo kao funkcije polozaja i vremena, i one, kao takve,
same za sebe predstavljaju odredena polja fizi¢kih veli¢ina. U opstem slucaju, kada
su velitine koje ih odreduju eksplicitne funkcije i od vremena, ta polja su nestacio-
narna i, kao takva, odreduju w Ako, pak, velicine
koje odreduju strujanje nisu eksplicitne funkcije vremena, tada one predstavljaju

stacionarna polja i, kao takva, odreduju stacionarno strujno polje. Kada je strujno

polje nestacionarno, kazemo da mu odgovara nestacionarno strujanje. Nasuprot
tome, stacionarnom strujnom polju odgovara stacionarno strujanje.

Brzina je osnovna veli¢ina koja karakteriSe strujno polje. Izrazom (5.4) odre-
deno je nestacionarno vektorsko polje brzine i ono, kao takvo, odgovara nestacio-
narnom strujnom polju, odnosno nestacionarnom strujanju. Ako, pak, brzina ne
zavisi eksplicitno od vremena, tj. kad je funkcija oblika

(6.1) ok =% (X)),

kazemo da predstavlja stacionarno vektorsko polje, koje odgovara stacionarnom
strujnom polju, odnosno stacionarnom strujanju. Kod stacionarnih strujanja brzina
ima istu vrednost u fiksiranim tackama polja u svim trenucima vremena, bez obzira
na Cinjenicu sto se u razlicitim trenucima vremena u tim tackama nalaze razli¢ite
cestice fluida.

Tacke strujnog polja u kojima je brzina jednaka nuli nazivaju se zaustavne

tacke. Ukoliko ih ima u strujnom polju, zaustavnih tacaka moze biti jedna 1li konacan
broj. Osim toga, u strujnom polju moZe biti tacaka u kojima brzina nije definisana,
u kom sluéaju je strujno polje prekidno, a tacke prekida se nazivaju singularne facke
strujnog polja. Pri proucavanju strujanja, singularne tacke (ukoliko ih ima) se
izdvajaju (izoluju) iz strujnog polja, tako da se, na taj nacin, strujno polje opet
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definise kao neprekidno. Ukoliko ih ima u strujnom polju, singularne tacke mogu u
njemu biti na razli¢ite naine rasporedene. Mogu, naime, biti diskretno rasporedene
ili neprekidno rasporedene duz jedne ili konaénog broja linija, na jednoj ili kona¢nom
broju povrsi i u jednoj ili kona¢nom broju konac¢nih zapremina strujnog polja.

iniia koja predstavlja skup svih tadaka kroz koje prolazi Cestic da za

reme kretanja naziva se pufanja ili trajektorija Cestice. Jednacina putanje Cestice
fltda je, u stvari, Konacna jednacina njenog Kretana,

(6.2) xk=xk (XX, 1), XX=const.,, f<t<oo.

Ukoliko je u strujnom polju poznato polje brzine, kona&ne jednadine putanje Cestice
dobivamo integracijom sistema diferencijalnih jednacina.

(6.3) dxk = ok (X, t) dt,

v v k
uz, recimo, podetne uslove x¥=_3xX¥ za t=1,.

Linija koja predstavlja skup svih tacka strui'nog polja u kojima je brzina koli-
nearna sa orijentisanim elementom luka uocene linije naziva se stryjnica 11 strujna

Jinija._Strujne linije su, u stvari, vektorske linije vektorskog polja brzine. Dilerenci-
jalne jednagine strujnih linija dobivamo iz geometrijskog uslova da se pravac brzine
poklapa sa pravcem orijentisanog elementa strujne linije, tj. iz uslova da je vektorski
proizvod vektora brzine i orijentisanog elementa luka strujne linije jednak nuli,

(6.4) e dx*=0,

gde su dx* kontravarijantne koordinate orijentisanog elementa luka strujne linije-
Gornjoj vektorskoj jednacini_odgovaraju sledeée tri skalarne: .

2d—v3dx2=0, vidx'—vldx3=0, v2dx'—0'dx*=0,

odakle dobivamo sistem od dve diferencijalne jednacine strujnih linija

dx! dx? dx?
(6.5) g
v ) v

Integracijom ovog sistema diferencijalnih jednacina, pri ¢emu vreme smatramo za
parametar, dobivamo kona¢ne jednacine strujnith linyja

(6.6) L xhx? 3, 0 =€ | (xL 2, %%, )=Coaat
2 )=C;

gde su C; i C, integracione konstante. Svaka za sebe, funkcije f1 i fo, za razliCite

vrednosti integracionih konstanata, odreduju familije povrsi u_prostoru, koje se
nazivaju strujne povrsi. Presecima ovih dveju familija strujnih povrsi odredene su
strujne linije u prostoru. Kod nestacionarnih strujanja, kad brzina eksplicitno zavisi
od vremena, strujne povrsi, pa, prema tome, i strujne linije menjaju se tokom vremena
u prostoru, §to se neposredno vidi iz njihovih jednacina. Iz tog razloga je ocigledno
da se strujne linije ne poklapaju sa putanjama Zestica fluida. Kad je, medutim,
strujanje stacionarno, s obzirom da brzina ne zavisi eksplicitno od vremena, iz

diferencijalnih jedna&ina (6.3) mozemo eliminisati vreme,

dx* D
dt=—,  (ne sumirati),

ok

/



22

tako da dobivamo
=5 dx! dx* dx3

2o —_——= e = —

pa vidimo da se, u sludaju stacionarnih strujanja, diferencijalne jednacine iz kojih
odredujemo putanje &estica fluida poklapaju sa diferencijalnim jednacdinama strujnih
linija (6.5). Prema tome, zakljuéujemo, kod stacionarnih strujanja strujne linije su

fiksne linije u prostoru i poklapaju se sa_putanjama Cestica fluida

je predstavljaju skup uvek istih Cestica fluida nazivaju se materijalne

linije. Pri kretanju fluida, s obzirom da se i njegove &estice krecu, jasno je da se i
materijalne linije na odgovaraju¢i nadin kre¢u kroz prostor. Kada se strujne linije
poklapaju sa putanjema Cestica fluida, one su materijalne linije koje su stacionarne
(ustaljene ili fiksne) u prostoru. Taj uslov je, kao Sto_smo videli, ispunjen kad je
janje stacionarno, tj. kad brzina predstavlja stacionarno vektorsko polje. Moguce

Je, medutim, da strujne linije budu stacionarne linije, tj. da se poklapaju sa putanjama
Cestica fluida i kada strujanje nije stacionarno. Stacionarnost strujanja, prema tome,

je dovoljan ali ne i potreban uslov. Da bismo to pokazali, odredimo prvo uslov

pod kojim ée vektorske linije nekog vektorskog polja biti materijalne linije. U tom
cilju, uo¢imo u strujnom polju vektorsko polje

ck=ck(x,1).
Vektorske linije ovog vektorskog polia odredujemo iz uslova da je u svakoi ta& i
- St el

linije, u fiksiranom trenutku vremena, vektor

c! c: c?

de smo sa dx* oznaCili_kontravarijantne koordinate orijentisanog elementa luka
-vektorske linije vektorskog polja c*.

U _nekom fiksiranom trenutku vremena, vektorska linija vektorskog polja
ck predstavlja odredenu materijalnu liniju, ). u svakoj njenoj tacki nalazi se po jedna
Cestica fluida. Da bi ta linija, kao materijalna, i dalje bila vektorska linija vektorskog
_polja ¥, mora biti '

e P
g ¢/ dxk=0,

odnosno

Egi ¢ dxk+ g, ¢/ dxk = 0.

Stavljajuéi
T o('.l . e i
CI:W-'_ o, dx"=v,k,dx’, .

prethodnu jednacinu mozemo napisati u obliku

i Yetitee ;
e [—+ 1o ) dxk + ¢, civ® dxl=0.
i ot ijk »
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obzirom da_je dx* oriientisani element luka vektorske linije, moZemo_staviti
dx¥—ack, gde je a proizvoljni skalarni faktor, pa pret odna jednacina postaje

ac] P
Eijk 7 Ktepenv e d doki=0,

i moZemo je, otigledno, napisati u obliku

J I -
e,.,k(%wf,d_av{,)ceo,

y)

odnosno

Eijk[%c—:'*" (¢l o' = vi),+ vich ]c"=0

Ako, dalje, drugi ¢lan u zagradi izrazimo na sledeéi nadin

(0 — ¢l v) ;= S’ (em ) ;=81 (™07, =
=¢ile (Cm vn).l= elr (srmn c” ‘Z)"), o

rmn

dobivamo, konacno,

oc/ Sl
(6.7) 1 Eijk[—‘;;'*‘ ]Iremn(c""u”).,+ 'UJC,I]Ck=0,

ili u vektorskom obliku

(6.8) [‘;—% rot (¢ x v) +§Idiv?] xc=0,
t

§to predstavlja uslov da vektorske linije vektorskog polja—c" budu materijalne linije.
osebno, ako uslov (6.7) primenimo na vektorsko polje brzine, ok=vk (x, 1),
dobivamo

————
—

(6.9) €ijk on. k=0, odnosno 0¥ o= 0,
ot ot

olinearna sa_vektorom brIZi

e linije su_materijalne linije, tj.
samo ako su stacionarne. | DOIT }ﬂw

Nestacionarna strujanja kod kojih je ispunjen uslov (6.9) nazivaju se strujanja
sa stacionarnim strujnim linijama. Kod takvih strujanja, na osnovu (6.9), lokalno
ubrzanje u svakoj tacki strujnog polja moZemo izraziti u obliku

(6.10) %’; _F(x1)0,

gde funkcija F (x¥,1) predstavlja proizvoljni skalarni fakt;;f.
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Iz (6.9) vidimo da je stacionarnost strujanja, tj. uslov da je Z_'”zo, dovoljan
t

ali ne i potreban uslov da strujne linije budu stacionarne, tj. da se poklapaju sa puta-
njama d&estica fluida. Potreban i dovoljan uslov za to Jje, prema tome, uslov (6.9).

Vezbanja

1. Ako, u odnosu na sistem Dekartovih pravouglih koordinata x, ¥y, z,
nestacionarnom strujnom polju odgovara nestacionarno polje brzine

X

k=—" y=1, =0,
1+¢

odrediti putanje &estica fluida i strujne linije.

ReSenje. S obzirom da je projekcija brzine na z osu jednaka nuli, a da
projekcije brzine na x i y osu ne zavise od koordinate z, iz zadatog polja brzine zak-
ljuéujemo da ono odgovara nestacionarnom i ravanskom strujanju. Prema tome, s
obzirom da je strujanje identino u svim koordinatnim ravnima z=const., dovoljno
ga je prouditi u jednoj od tih ravni, recimo z=0, pa da ono bude poznato u celom
trodimenzionom prostoru.

Ako sisteme materijalnih i prostornih Dekartovih pravouglih koordinata tako
izaberemo da se u podetnom trenutku 1=1ty=0 poklapaju, tj. da je x=X, y=7Y, za
1=19=0, diferencijalne jednaéine trajektorija Cestica fluida, na osnovu (6.3), su

dx=——dt, dy—d,
134+

uz gornje pocetne uslove. Integracijom ovih Jjednaéina dobivamo

x=C/(1+1), y=C,+1. v
Integracione konstante C; i C> odredujemo iz uslova da Jex=X1iy=Y za 1=0;
na taj naéin dobivamo

C=X (=Y.

Zamenjujudi to u gornje jednadine, dobivamo konatne parametarske jednadine trajek-
terija Cestica fluida

x=X(1+1), y=Y+¢
Eliminacijom vremena iz ovih Jednadina, dobivamo kona&nu Jednaclinu trajektorija
pojedinih Sestica u obliku

X—X(1+y)+XY=0.

Svakoj &estici fluida odgovaraju odredene materijalne koordinate X i Y. Tako, na
primer, jednadina putanje Cestice koja se u pocetnoj konfiguraciji nalazila u tadki
=1, Y=1, Eestice (I, 1), bice
y=nx.
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Putanje pojedinih Zestica (X, Y) prikazane su na slici 6. Kao $to se vidi, putanje
Zestica su prave linije. Svaka od Zestica fluida kreée se, dakle, po jednoj od tih pravih
linija pri emu ¢e u razliCitim trenucima vremena biti u razli¢itim njenim tackama.

(1,2) (1,1)(2,2)
vl ;
(1,0)
(290)
1
s W
A x

Diferencijalna jednacina strujnih linija, na osnovu (6.5) je

dy 1+t
dx x
odnosno
1
dy = L
X

Integracijom, dobivamo konacne jednagine strujnih linija,
y=(1+t)lnx+C,

gde je C integraciona konstanta. Za razli¢ite vrednosti konstante C dobivamo razli-
&ite strujne linije. Iz jednacina strujnih linija vidimo da se one menjaju tokom vreme-
na. U poletnom trenutku vremena, t—0, konaéne jednacine strujnih linija su

y=Inx+C

i prikazane su na slici 7. U ma kom drugom trenutku vremena jednagine strujnih
linija ¢e se promeniti, pa ¢e i oblik strujnih linija biti drugaciji.

o | [
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2. Ako su, u odnosu na sistem Dekartovih pravouglih koordinata, koordinate
brzine

x
x=a y:a—lw-, £=0, (a=const.),

>

X2+y2 X2+y2

odrediti putanje Cestica i strujne linije.

ReSenje. Iz zadatog polja brzine vidimo da ono odgovara stacionarnom
1 ravanskom strujanju. Osim toga uofavamo da je tatka x=y=0 singularna tacka
strujnog polja, jer brzina u toj tacki nije definisana. Iz tih razloga strujanje ¢emo
posmatrati u ravni z=0, pri ¢emu koordinatni pocetak, kao singularnu tacku, isklju-
<ujemo iz strujnog polja.

Diferencijalne jednagine putanja Cestica fluida, na osnovu (6.3), su

dx—= -2 a, dy-—Y _a,
x2+y2 x2+y2

odnosno, ako elimini§emo vreme,

day _y

dx «x

Integracijom ove diferencijalne jednagine dobivamo jednadinu putanja Gestica fluida
u obliku
y=0Cx,

gde je C integraciona konstanta. Ako sisteme materijalnih i prostornih kooridinata
izaberemo tako da se u podetnom trenutku vremena poklapaju, tada integracionu
konstantu odredujemo iz uslova da je x=Xi y=Y za t=1,—0. Na taj na¢in dobivamo

}’—Yx
™

=

SI. 8

Putanje pojedinih &estica (X, Y) su, dakle, prave linije koje prolaze kroz koordinatni

pocetak i sa pozitivnim smerom x ose zaklapaju ugao a=arctg Y (sl. 8). Ako pret-
X
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postavimo da je konstanta a pozitivna, strujna slika odgovara izvoru u kocrdinatnom
potetku, koji je singularna tacka polja. Fluid, dakle, izvire iz koordinatnog pocetka
i njegove &estice se krecu radijalno u svim pravcima udaljavajuéi se od koordinatnog
podetka. U drugom slucaju, kad je konstanta a negativna, strujanje ¢e odgovarati
ponoru u koordinatnom pocetku.

Diferencijalna jednacina strujnica, na osnovu (6.5), je

AR ¥

dx x

a njen integral je g
y=Cx.

7a razliite vrednosti integracione konstante dobivamo razli¢ite strujnice i vidimo da
se one poklapaju sa putanjama Cestica.

Ovo strujanje moZemo posmatrati i u odnosu na sistem cilindarskih polarnih
koordinata. Ako, naime, u ravni z=0, umesto Dekartovih pravouglih, uvedemo
cilindarske polarne koordinate r i ¢,

x=rcosQ, y=rsing; r=+ Vx2+—y_2, p= arctgl ;
X
tada, na osnovu transformacionog obrasca
ox!

v=vF—,
ox*

za kontravarijantne koordinate brzine dobivamo

o or . or B 0 . 9
F=%(r, ) —+y(r9) ,¢=anﬁ+ﬂn®£,
ox oy ox oy
odnosno »
r=i, =0
r

Na osnovu (6.3), dobivamo diferencijalne jednacine

dr="2at, de=0.
r

Iz ovih jednagina integracijom dobivamo kona&ne jednadine kretanja gestica fluida

Ako sisteme materijalnih i prostornih koordinata izaberemo tako da se u pocetnom
trenutku vremena poklapaju, tj. da je r=R i =0 za =0, integracione konstante ¢e
biti
R> 4
Cc,=—, C,=9,
2a
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pa su konacne jednacine kretanja oblika
r’=R*+2at, o=,

Putanje su, dakle, prave linije ¢=®. Za razli¢ite vrednosti konstante ®, koje odgo-
varaju pojedinim &esticama u poletnom trenutku vremena, dobivamo putanje
odgovarajucih &estica. Prva od gornjih jednagina odreduje promenu rastojanja
pojedinih Cestica od koordinatnog pocetka — pola u funkciji vremena.

Diferencijalna jedna¢ina strujnih linija, na osnovu (6.5), je

LITAEL
r 0
odnosno
do=0.
Njen integral je
= C,

gde je C integraciona konstanta. Za razli¢ite vrednosti integracione konstante
dobivamo razlicite strujne linije i vidimo da se one poklapaju sa putanjama &estica
fluida.

7.. Pri kretanju fluida ogigledno je da svaka njegova &estica u razli-
¢itim trenucima vremena, pored toga $to se nalazi u razli&itim tadkama prostora,
moZe imati razli¢ite brzine. Ubrzanije je velidina koia karakteriSe promenu brzine

i dobivamo ga diferenciranjem po vremenu vektora brzine, Ako je brzina odredene

Cestice fluida izraZena kao funkcija vremena, tj.

v =2(XX, 1),
onda je ubrzanje te estice
Dol = 0ui(XKr)
i === —
(-1 =D or ’

pri_¢emu, prilikom diferenciranja, materijalne koordinate smatramo za konstante.
Iz (7.1) zakljucujemo da je

(7 2) u’i = u'i (XK, f),

tj. da je ubrzanje odredene &estice, XX — const.. funkcii . To znadi da

¢e u razliCitim trenucima vremena ubrzanje imati od ovarajuce vrednosti, nezavisno

od toga u kojim tatkama prostora se uotena Cestica nalazi u tim trenucima vremena.
Koriste¢i (4.5), moZemo, medutim, eliminisati materijalne koordinate iz (7.2):

tada dobivamo

(7.3) wi=wi[ XK (x, 1), t]=wi(x*; t).

Na ovaj natin izraZeno, ubrzanje je funkcija poloZaja i vremena i ne znamo na koju
se cesticu odnosi.

Ako je brzina izraZena kao funkcija poloZaja i vremena, tj. kao vekforsko
—Xd0 vektorsko

polje
e v =0l (X, 1),
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.onda je ubrzanje, kao vektorsko polje, odredeno apsolutnim izvodom po vremenu
vektora brzine, t].

D.vi

(7.4) wi= Dt

gde su { fk} Kristofelovi simboli druge vrste racunati u odnosu na sistem prostornih
krivolinijskih koordinata x¥. Kako je
———

ot \ox*
odnosno - )
(7.5) wi= 2% o,
ot
gde je %
i 07)i Sied
(7.6) 'I),k=5;+'vj{jk

kovarijantni izvod kontravarijantnih koordinata vektora brzine.

Kovarijantne koordinate vektora ubrzanja dobivamo kao apsolutni_izvod
kovarijantnih koordinata vektora brzine, tj.

Dy. ~ dv; i 0v
(1.7 e 2 By BNy b= — g, k
( ) w; Dt v; dt vj{'k}‘v ot +v|.kv s
gde je
09, i
(7.8) 'Ui.k=5;;(—'0,-{/k}

—c—‘-——
kovarijantni izvod kovarijantnih koordinata vektora brzine, i izmedu njih i kontra-
varijantnih koordinata, otigledno, postoje veze

(79) w,=8;j wi, wi= gi/ w;.

Fizi¢ke koordinate vektora ubrzanja su

(7.10) Wiy = Ve, W= LT (ne sumirati).

ii

i vidimo da ih moZemo odrediti bilo iz kontravarijantnih koordinata bilo iz
kovarijantnih.

Intenzitet vektora ubrzanja dobivamo kao pozitivou vrednost kvadratnog
korena iz kvadrata intenziteta, tj.

(7.11) we + VR = +Vegwwi=+Veww = +Vww.
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Kad je strujanje stacionarno, tj. kad brzina ne zavisj eksplicitno od vremena,
i

tada je %3=0, pa koordinate ubrzanja
t

W = 0 ok = i (xk),
W, =, ok =w,(xk),

(7.12)

takode ne zavise eksplicitno od vremena. To zna¢i da u fiksiranoj tacki polia ubrzanje
uvek ima istu vrednost, bez obzira na Cinjenicu da se u razli¢itim trenucima vremena

u toj tacki nalaze razlicite Sestice f luida.

Izrazi¢emo, na kraju, ubrzanje u obliku koji ¢e nam biti pogodan za kasnije
kori3¢enje. Izraz (7.7), naime, identi¢kom transformacijom (dodavanjem i oduzima-
njem ¢lana V4, i 0¥), moZemo napisati u obliku

D
=9y k r K
wi_s;_‘_vi.kv T Uy, U — g, 05,

odnosno
97, k k
(7.13) wi=;—+(vi'k—vkﬂ.)v S
4

Kako je, medutim,

= Nn __ §imn — Imn = Imn
vi,k—'vk'i_slfz vm,n—slik z)m,n‘ehke vm,n_sxkle Doty npp

vk.ivk =% (vkvk),r’

izraz (7.13) mozemo napisati u obliku

(7.14) W,-=%+L(vk v")_‘.+s,k,v"s’”'"vm‘,,,
or 2

ili, u vektorskom obliku

—

(7.15) ;=o—v+-lgrad(v)z—;x rot;,
or 2
gde je v intenzitet vektora brzine.

VeZbanja

1. Odrediti kontravarijantne, kovarijantne i fizicke koordinate vektora
ubrzanja u Dckartovim pravouglim, cilindarskim polarnim i sfernim polarnim
koordinatama.

2. Odrediti intenzitet vektora ubrzanja u Dekartovim pravouglim, cilin-
darskim polarnim i sfernim polarnim koordinatama.
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i2roe Fo- ke XE)

7 or vrtloznosti. B _obzirom da je brzina fun-
kcija poloZaja i vremena, jasno je da ce, u fiksiranom trenutku vremena, u razliitim
tatkama strujnog polja brzine u opitem slucaju biti razli¢ite. Ako u strujnom polju
uodimo dve bliske tacke, sa koordinatama x* i x* + dx¥,iakou tacki sa koordinatama
x¥ brzina ima ontravarijantne koor Inate ok, onda ce u tacki sa koor inatama

X%+ dx¥ kontravarijantne koordinate brzine biti v + oo*, gde su

®.1) Sk = ofydx! = (j—’)’; + o)) 4

ontravarijantne koordinate kovarijantnog_diferencijala vektora brzin
duju prirastaj kontravarijantnih koordinata vektora brzine pri prelasku iz tatke sa
Koordinatama x* u tacku sa Koordinatama x* + dx¥, AKo, pak, brzinu izrazavamo

ovarijantnim koordinatama, t. ako je u facki sa koordinatama x* brzina odredena
Kovarijantnim Koordinatama vk, onda su u tacki sa koordinatama x* + dx¥ kovarijan-
ffie Koordinate brzine 0k + 0 Uk, gde su

(8.2) 8vk=vk,,dx’=(%—vj{i,}) dx! =g, 37"
o ;

kovarijantne koordinate kovarijantnog diferencijala vektora brzine, koje odreduju
prirasta) Kovarjjantnin Koordinata vektora brzine pri prelasku iz jedne u njoj blisku
drugu tacku strujnog polja.

Veli¢ine 0¥, odnosno v, koje su kovarijantni izvodi kontravarijantnih,
dnosno kovarijantnih koordinata vektora brzine, nazivaju se gradijenti brzine.

o
Gradijenti brzine, prema fome, karakterisu razliku brzina u dvema bliskim tackama
strujnog _polja u fiksiranom trenutku vremena. U analogiji sa prvim gradijentima
brzine, drugi i Visi kovarijantni izvodi vektora brzine predstavljaju druge, odnosno
vise gradijente brzine. Gradijent brzine ma kog reda je tenzorska veli¢ina. Prema
tome, prvi gradijenti brzine su tenzori drugog reda: % mesoviti, ili jednom
kontravarijantni i jednom kovarijantni, a v, kovarijantni tenzor drugog reda. Veze
izmedu raznih varijantnosti mogu se uspostaviti odgovaraju¢om kompozicijom sa
metri¢kim tenzorom.

Prvi gradijent brzine, identikom transformacijom, mozZemo izraziti u obliku

(8.3) ”k.1=—;—('vk.l+ vl,k)+%'(vk,l—vl.k)'
Uvodeéi oznake

(8.4) dal=%(‘z’k,l+ Vp,k)s mkl=’12‘('vk,1—’01.k)v
dobivamo

(8.5) ' Vg, = Ay + O+

Lako je pokazati, razmenom mesta indeksima k i /, da je tenzor dy; simetri¢an,
tj. da je d,=dy, i da je tenzor wk; antisimetri¢an, tj. da je o= — -

Tzrazen u obliku (8.5), prvi gradijent brzine je, dakle, predstavljen kao zbir
jednog simetri¢nog i jednog antisimetricnog tenzora drugog reda. Ti tenzori su, U
stvari, simetri¢ni i antisimetri¢ni deo gradijenta brzine. Rastavljanje tenzora drugog
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reda na simetridan i antisimetri¢an deo Je jednozna&no, pa, prema tome, gradijentu
brzine odgovara samo jedan simetrian i samo jedan antisimetrian njegov deo.
Napomenimo, jos, da su uobidajene i oznake

A= Ve1yp O =Tt

Tenzor dy, se naziva tenzor brzine deformacije. Kao tenzor drugog reda, on
ima devet koordinata, od kojih, su, s obzirom da je simetri¢an, samo Sest njih meduso-
bno nezavisne. Prikazane u obliku matrice, te koordinate su

dll dl2 dl3
(8.6) {d} = 4y dy dy s dy=dy, dyy=d;,, dy =d,;.

d;, dy, d,, J(k():‘dk(v_g—aw

Tenzor w,, se naziva tenzor vrtloznosti. 1 on ima dev: dinata, od kojih su,
medutim, s obzirom da je antisimetnzan2 samo tri medusobno nezavisne. Prikazane u
obliku matrice, koordinate tenzora vrtloznosti su

0 o, w,
@7 Afow}={w, o0 Grgfr Q2= —Wy Wy = —0y,, Oy =—0),.

O @ 0 ) Uhkey= a, [TFE([TE

Tenzoru vrtloZznosti, kao antisimetri¢nom tenzoru drugog reda, s obzirom da u
trodimenzionom prostoru ima tri medusobno nezavisne koordinate, moZemo u tom
prostoru koordinirati jedan vektor. Koordinate tog vektora su

. a 1 -
(8.8) w'=—l—s'l"mjk, I3 =?sijka>l",

2 1
gde su Ricijevi antisimetri&ni tenzori & /% | €;x_Povezani sa odgovarajudim e-sistemima
fa stededi macin:
sl e o L D

2 A — ,
(8.9) ek = ‘g €L, o ep= Ve ews (g=]g;).

Vektor w se naziva vektor vrtloZnosti ili vrtlog. Ako tenzor vrtloznosti izrazimo
kao antisimetriéni deo gradijenta brzine, za vrtlog dobivamo

Sl I 1 .
(8.10) o = ?E'Jk’vu,kl =E z-:’f"'vj_k= —?s”"v,ﬁj,
odnosno
— l —
(8.11 = ——rot 2.
) 2

Rotor brzine, prema tome, jednak je negativnoj dvostrukoj vrednosti vrtloga.

Iz kovarijantnih koordinata, odgovaraju¢im kompozicijama sa metri¢kim
tenzorom, dobivamo kontravarijantne i meSovite koordinate tenzora brzine defor-
macije i tenzora vrtloZnosti. Tako je

gisr R T
di=ghkglldy,, «i=gikgily,,

i_ -i_ ik i_ ~i_ ik
dj=d; =g' dy, w;j=—w'=g @y
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Fizi¢ke koordinate tih tenzora su

— d,
d(ip=‘/g—u ngj di= ﬁij/? »
(8.12) == (ne sumirati)

=il w
0)(,>=Vg.~ l/g (0']=—_—U— 5
j ii Jj ‘/ # VgT;

Tenzor brzine deformacije ima odredenu fizi¢ku interpretaciju. Radi boljeg shva-
tanja te interpretacije, uo¢imo u tacki P strujnog polja,u nekom fiksiranom trenutku
vremena, fluidni deli¢ oblika pravouglog paralelepipeda (sl. 9.). U toku kretanja, u
nekom drugom trenutku vremena, uoceni deli¢ ¢e se nalaziti u nekoj drugoj oblasti
prostora, pri demu ¢e, u opstem slucaju, promeniti i svoj oblik i svoju zapreminu.

f
IR
IR -(I,\(_‘))‘ :
|
ok
dxg, ]l
Bt idv)
A2,
P dxks Rk dnyy
Sl 9

U prvobitno uoenom trenutku vremena, neka tacka P ima koordinate x*¥ u odnosu
na izabrani sistem prostornih krivolinijskih koordinata. Njoj bliske tacke Pj, P

i P, imaju koordinate x* + dxfy), xk 4+ dxy i x* + dx,, respektivno. Prema tome,
—_— —_ p—
koordinate vektora PP; su dxfl), vektora PP, su dxfz) i vektora PP3 su dxé‘g)_
—_— —_ u _ —_—
Ugao izmedu vektora PPy i PP, obelezimo sa o), izmedu PP i PPy sa a@j)

i izmedu PPy i PP, sa og31). Ako intenzitet vektora PP; obeleZimo sa dsq, i

vektora PP, sa ds), skalarni proizvod tih vektora ¢e biti

(8.13) g, dxyy dxtay = ds;y dsy) €0S ()

Diferenciranjem po vremenu, odavde dobivamo

b ol o .
i j i J
gy dx(y dxy + & Ax(1) dX(2) = sy Sy COS %y

Kako je, medutim,

dXZ|)= ‘Z):kdX(l), dX(2)= ‘U‘Jk dX(z) ’

jer su to prirastaji brzine pri prelasku iz tatke P u bliske joj tatke Py i Py, pri Cemu se
vrednost gradijenta brzine odnosi na tatku P, prethodnu relaciju moZemo napisati
u obliku )

- k 2 i j k e e
8,V kdx(1y Xty + 8,dX Vi dX@ = dSy A8 €0 %) 5

3 Mehanika fluida
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odnosno, posle pogodnih sredivanja,

(814) df(l)df(z) Cos %(1p) = 2dijdle)di\'(jz).

Stavljaju¢i u ovoj relaciji dx21,= dx{z,, %5 =0, dobivamo apsolutni izvod po vre-

menu kvadrata intenziteta vektora dxf.), tj.

K(zl,=2d,jdxf|)dx{1).

S obzirom da je

T I
_ dsiny = 2dsg)dsy,
bice

— i J
2ds,ydsq,y = 2d ;dx) dxgyy,
odnosno

ds(l) Y dx;l) dX(jl) X
dsqy 7 dsq) dsg

Ako sada uvedemo oznaku

dle) n(,
= ngy
dsqy

gde je r—z;,) jedini¢ni vektor vektora P_P:, dobivamo

.

d -
(8.15) By =d,;nayniyy

ij
()]

1vidimo da tenzor brzine deformacije, koji je definisan u tagki P, odreduje trenutnu

brzinu promene intenziteta vektora PP, tj. odreduje trenutnu brzinu promene
rastojanja 1zmedu Cestica fTuida koje su se u uotenom trenutku vremena nafaznie u

bliskim taCkama P 1 P;. Na sliéan nacin dobivamo

dS( ) i ;
—L=d nayn,
ds,)

(8.16) ;
dsy ;s
_ﬁ) = dij n(3) n{;;),
ds )

gde su ;;(2, i ;:3) jediniéni vektori vektora P_I;z PP,
Na osnovu (8.15) i (8.16) moZemo pisati

(8.17) Lo

=d;n'ni,
ds)
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gde je dsn, rastojanje izmedu Cestica fluida koje su se, u uoenom trenutku vremena,
nalazile u bliskim tackama P i P, strujnog polja i gde je n jedini¢éni vektor vektora

17’:.. Prema tome, moZemo rei: tenzor brzine deformacije u svakoj regularnoj tacki
strujnog polja odreduje, u fiksiranom trenutku vremena, brzinu promene rastojanja
izmedu Cestice fluida koja se u tom trenutku vremena nalazila u uocenoj tacki i bilo
koje druge mjoj bliske Cestice.

Ako jedna&inu (8.14) napiSemo u obliku

. . i j
dis, S () COS 0y — dS(1)dS(3) 04y SN 0y = 2 dx(1y A Xi2)

tada, s obzirom da su vektori PP, i PP, po pretpostavci medusobno ortogonalni,

tj. da je a“z’:%’ dobivamo

— ds(,) ds () 0 = 2d;;dX(1ydx(2)

odnosno

1. vy
(8.18) b an=d;nmne)

i vidimo da tenzor brzine deformacije odreduje u tacki P brzinu promene pravog

ugla izmedu vektora ﬁ i IT}_’; Na sli¢an nac¢in dobivamo

1= i j
ey = diinagyn,

I ey
= en=4;n3na) »

(8.19)

pa moZemo pisati

(8.20) = *;— Xmry = dym'n

gde su m i n jedini¢ni vektori bilo koja dva ortogonalna pravca u tacki P. Prema tome,
mozemo reci: fenzor brzine deformacije u svakoj regularnoj tacki strujnog polja
odreduje, u fiksiranom trenutku vremena, brzinu promene pravog ugla izmedu bilo koja
dva ortogonalna pravca u toj tacki.

Pretpostavimo sada da se kretanje fluida posmatra u odnosu na sistem ortogo-
nalnih krivolinijskih koordinata x* (sl. 10.). Kontravarijantne koordinate tangen-
tnih jediniénih vektora na koordinatne linije su

(8.21) Aik) = —Sé A (ne sumirati)
ngk

3®



odnosno
b= {7 o o
(8.22) {\z :[0. é 0},
bl - {0 0 ).

Brzine promene rastOJanJa izmedu Cestice koja se
nalazi u tacki P i njoj bliskih &estica koje se nalaze
na koordinatnim linijama, na osnovu (8.17), su

ey =d; Xy = d,, '/l = '71'“—': e
dS(l) lg“l/gu
ds,y 10
—2—d NNy =d —=d,,,
(8.23) ds,) ’ ” V 82 ngz .
5y 11
— =, 23 N3y = d, Veo =dy,
(€] V&5 Vgn
a brzine promene pravih uglova izmedu koordinatnih linija, na osnovu (8.20), su
1% 1 1
—— = dy A Ny =dy; — v =dgy,, .
i V & l/g“ "
(8.24) i mdioil L
. T a2 =My =dp = ==&y
2 5 : Vg” ngz
1 | 1
S 0‘( »=4d; 7‘(2) 7‘(3) =l o e =iy
Rl Vern Ve

Prema tome, u odnosu na sistem ortogonalnih krivolinijskih koordinata, fizi¢ke
koordinate tenzora brzine deformacije mozemo izraziti u obliku

dS(l) 1 Iy e
= - %12 - - %13
dS(]) 2 2
d(n‘/ d<lz> d<13> 1.4 tT(z)‘ 1.
(8.25)  {dupy={d, dirpy dipyy (= s Sl die . 3
d<3|> d<32> d<33> _
i S W
— g e it G,
g by — o Ea) dscs
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gde su ds, brzine promene rastojanja izmedu Cestice koja se, u fiksiranom trenutku
vremena, nalazi u tacki P 1 njoj bliskih cCestica koje se, u istom trenutku vremena,
nalaze u odgovarajucim tackama koordinatnih linija, a «gmn) brzine promene pravih
uglova izmedu ortogonalnih _materijalnih pravaca Koji se, u uocenom trenutku vre-
mena, poklapaju sa pravcima koordinatnih linija.

Tenzorom brzine deformacije u potpunosti je odredeno stanje brzine deforma-
cije u svakoj ta¢ki strujnog polja. Znajuci, naime, vrednost tenzora brzine defor-
macije u nekoj tagki polja, moZzemo, na osnovu (8.17) i (8.20), odrediti brzinu promene
rastojanja izmedu Zestice koja se u fiksiranom trenutku vremena, nalazi u toj tacki i
bilo koje druge njoj bliske Cestice, kao i brzinu promene pravog ugla izmedu bilo
koja dva ortogonalna materijalna pravca u toj tacki. Na taj nacin, vrednost tenzora
brzine deformacije u svakoj tacki polja karakteriSe brzinu deformisanja fluidnog
deli¢a koordiniranog toj tacki. Ako, naime, u nekom fiksiranom trenutku vremena,
tacki P polja koordiniramo fluidni deli¢ oblika pravouglog paralelepipeda, tada e,
u nekom drugom trenutku vremena, uoeni deli¢ pripadati nekoj drugoj oblasti
prostora, tj. bi¢e koordiniran nekoj drugoj tacki polja, recimo tacki P’, i bice defor-
misan na taj nadin §to ¢e mu se, u opstem slu¢aju, promeniti i duZine ivica i pravi
uglovi izmedu njih (sl. 11.).

Kao i tenzor brzine deformacije i tenzor vrtloznosti ima odredenu fizicku
interpretaciju. Radi boljeg shvatanja te interpretacije, pretpostavimo da je tenzor
brzine deformacije identi¢ki jednak nuli u celom strujnom polju. Tada je brzina pro-
mene rastojanja izmedu bilo koje dve bliske Cestice jednaka nuli, Sto znaci da se
rastojanje izmedu njih neée menjati tokom kretanja. Isto tako, ni uglovi izmedu
bilo koja dva materijalna pravca nece se menjati tokom kretanja. Na osnovu toga
zakljuujemo da fluidni deli¢i tokom vremena ne¢e menjati ni svoj oblik ni svoju
zapreminu, tj. kretace se kao elementi krutog tela. Da bismo to i ratunom pokazali.
postupi¢emo na slede¢i nacin.

Iz uslova da je tenzor brzine deformacije jednak nuli, dobivamo sistem od Sest
parcija'nih diferencijalnih jednacina:

'v,-.j+'v/,,~=0.
Kovarijantnim diferenciranjom, odavde sledi

vkt V=0,
odnosno, ciklickom permutacijom indeksa i, j i k,

Vg, i+ Vi = 0.
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Oduzimanjem prethodne od ove jednacine, dobivamo
Vkoij ~ =0,
odnosno
oy, =0,

odakle zakljuujemo da tenzor vrtloznosti mora biti kovarijantno konstantni tenzor,
tj. moZe biti funkcija samo vremena a ne i poloZaja. Prema tome, iz prethodne
jednacine dobivamo

(8.26) Oy = gy (7).

Iz izraza (8.5), za gradijent brzine u ovom slu¢aju dobivamo
Vg, 1 =0y (1),

pa je, s obzirom na (8.2), razlika brzina dveju bliskih &estica

(8-27) S‘Z/'k: (.l)kl (t) dxl.

Imajuéi ovo u vidu, brzinu &estice koja se nalazi u tacki P; koja je bliska &estici
koja se nalazi u tacki P, moZemo izraziti u obliku

2, (P)=2,(P)+ w;(P)dx/,
odnosno, ako umesto tenzora vrtloZnosti uvedemo vektor vrtloZnosti,

(8.28) 9 (P) =0,(P) + sy o (P) i,

gde je vektor vrtloZnosti » takode funkcija samo od vremena. U vektorskom obliku
napisana, gornja jednalina je

(8.29) 2(P)=v(P)—wx PP,

i vidimo da je to jednagina koja odreduje brzine taaka krutog tela. Prvi &lan u jed-
nacini (8.28), odnosno (8.29), predstavlja translatornu, a drugi rotacionu komponentu
brzine proizvoljne &estice Py fluidnog deli¢a. Ova druga komponenta je posledica

obrtanja deli¢a, kao krutog tela, ugaonom brzinom  oko trenutne ose rotacije

odredene vektorom o u tacki P delica.

S obzirom da, u sluaju kad je tenzor brzine deformacije jednak nuli, vrtlog
predstavlja polje kovarijantno konstantnih vektora, tj. da u fiksiranom tenutku
vremena ima istu vrednost u svim tackama strujnog polja, jasno je da je kretanje
fluida kao celine — kruto kretanje. Brzina proizvoljne &estice fluida opet je odredena
jednadinom (8.29), pri Cemu sada tadka Py ne mora biti bliska tacki P, koja je trenutni
pol rotacije. Ova brzina, kao §to je poznato, ne zavisi od izbora pola, ali za razligite
izbore trenutnog pola rotacije dobivaju se razli¢ite vrednosti translatorne i rotacione
komponente brzine.

-Ako je, medutim, tenzor brzine deformacije razli¢it od nule, brzinu u tacki Py,
koja je bliska tacki P, moZemo izraziti u obliku

2;(P)=v,(P)+3v,
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odnosno, koristeéi (8.2) i (8.5), u obliku
(8.30) v; (P)=v;(P)+d;dxi+ o ;dx,

gde se vrednosti tenzora brzine deformacije i tenzora vrtloZnosti uzimaju u tacki P.
1z (8.30) vidimo da je relativna brzina &estice P, u odnosu na njoj blisku Cesticu P
odredena sa dve komponente. Prva od njih je odredena vredno$éu tenzora brzine
deformacije u tacki P i posledica je promene rastojanja izmedu Cestica Py i P. Ova
komponenta se naziva brzina deformacije ili brzina deformisanja i otigledno je raz-
ligita za razlidite Cestice iz okoline talke P, jer zavisi od vektora dx*. Druga kom-
ponenta, koju moZemo izraziti i u obliku

ey 0 (P) dx/,
je odredena vrednos¢u tenzora vrtloZnosti, odnosno vrtloga u tacki P i posledica je

kruZnog kretanja Cestice Py oko trenutne ose rotacije odredene vektorom o u tacki P.
Ova komponenta se naziva rotaciona komponenta brzine &estice P; i ocigledno je
razlidita za razli¢ite Zestice iz okoline tacke P, jer takode zavisi od vektora dxk.
S obzirom, medutim, da vrtlog ima odredenu vrednost u tacki P polja, jasno je da ce

>
sve Cestice iz okoline tadke P imati istu ugaonu brzinu » kruZnog kretanja oko

trenutne ose rotacije odredene vektorom « u tacki P. Imajuéi, medutim, u vidu da
je tenzor vrtloZnosti, pa, trema tome, i vrtlog, funkcija polozaja, zaklju¢ujemo da ¢e
fluidni deli¢i koji su koordinirani razli¢itim tatkama polja imati i razliCite ugaone
brzine obrtanja oko trenutnih osa rotacije odredenih vektorom vrtloZnosti u tim
tatkama. To je bitna razlika izmedu krutih rotacija fluidnih deli¢a u ovom slu¢aju i u
sludaju kada je tenzor brzine deformacije jednak muli.

U najopstijem sludaju, dakle, kada su i tenzor brzine deformacije i tenzor
vrtloznosti razligiti od nule, iz (8.30) vidimo da se kretanje svakog fluidnog deli¢a
sastoji iz translacije, Ciste deformacije i krute rotacije, pri Semu se, s obzirom da su
brzina, tenzor brzine deformacije i tenzor vrtloznosti funkcije poloZaja, deli¢i ko-
ordinirani razli¢itim tatkama polja na razli¢ite nacine i translatorno krec¢u i deformi-
$u i kruto rotiraju oko svojih trenutnih osa rotacije. Osim ovog, najopstijeg slucaja
kretanja, moguéi su i sledeci specijalni slucajevi:

1. Kada su i tenzor brzine deformacije i tenzor vrtloZnosti jednaki nuli, svi
deli¢i se kre¢u translatorno istom brzinom, pa moZemo zakljugiti da se i fluid kao
celina krece translatorno, jer brzina u svakom trenutku vremena predstavlja polje
kovarijantno konstantnih vektora.

2. Kada je tenzor brzine deformacije jednak nuli, tada je, kao Sto smo vec
pokazali, tenzor vrtloznosti funkcija vremena a ne i poloZaja, pa se fluid kao celina
krece na isti nacin kao i kruto telo, tj. njegovo kretanje se sastoji iz translacije 1 krute
rotacije oko trenutne ose rotacije koja prolazi kroz proizvoljno izabrani trenutni pol
rotacije.

3. Kada je tenzor brzine deformacije razli¢it od nule, a tenzor vrtloznosti
identi¢ki jednak nuli, tada se fluidni deli¢i kre¢u translatorno i na odgovarajuci
nadin deformisu, ali se ne obréu — ne vrtloZe se. Iz tog razloga se ovakvo strujanje
naziva nevrtlo?no. U suprotnom je vrtloZno.
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VeZbanja

1. Izraziti kontravarijantne, kovarijantne i fizitke koordinate tenzora brzine
deformacije, tenzora vrtloZnosti i vektora vrtlo¥nosti u odnosu na:

a) sistem Dekartovih pravouglih koordinata,
b) sistem cilindarskih polarnih koordinata, i
c) sistem sfernih polarnih koordinata.

2. Ako je, u odnosu na sistem Dekartovih pravouglih koordinata, strujanje
odredeno poljem brzine

v,=a(b?*-y?), ©,=0, v,=0,
gdesu a i b konstante i dge je —b<y<b, odrediti koordinate tenzora brzine defor-
macije, tenzora vrtloZnosti i vrtloga.

3. Ako je, u odnosu na sistem cilindarskih polarnih koordinata, strujanje
odredeno poljem brzine

v=pF=0, 2° =é=0, v"=2=a(R?—r?),

gde su a i R konstante i gde je r <R, odrediti kontravarijantne, kovarijantne i fizi¢ke
koordinate tenzora brzine deformacije, tenzora vrtloZnosti i vrtloga.

9. Glavni pravci tenzora brzine deformacije. U prethodnom odeljku smo
pokazali da je brzina deformisanja jedna od komponenata brzine proizvoljne &estice

P, fluidnog deli¢a koordiniranog tatki P polja. Ako je obelezimo sa 1_;, kontravari-
jantne koordinate brzine deformisanja se izrazavaju u obliku

9.1) Di=d} dx,

gde je g;vektor poloZaja Cestice Py u odnosu na tadku P. Iz (9.1) vidimo da je brzina
deformisanja pojedinih &estica f luidnog delica u potpunosti odredena vredno¥é¢u
tenzora brzine deformacije u tagki P strujnog polja.

U opstem slucaju brzina deformisanja pojedinih &estica fluidnog deli¢a nije
kolinearna sa vektorom poloZaja tih &estica u odnosu na tatku P. MoZe se sada
postaviti pitanje: da li u tacki P postoje takvi pravci za koje bi brzina deformisanja
bila sa njima kolinearna? Ako takvi pravci postoje, tada za njih mora biti

dl dxI=d dxi,
odnosno, ako ovu jednadinu podelimo intenzitetom vektora dx,

gde je x jediniéni vektor vektora agc: koji odreduje pravac u tacki P za koji je brzina
deformisanja sa njim kolinearna, i gde Jje d skalarni faktor.

Jednacinu (9.2) moZemo oéigledno napisati u obliku

(9.3) di-dsHn=0
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i ona predstavlja sistem od tri algebarske jednacine za odredivanje koordinata vek-

tora A. Da bi postojala netrivijalna reSenja, mora determinanta gornjeg sistema biti
jednaka nuli, tj.

(9.4) 'di—d3§j|=0.

Ova determinantna jednacdina, koja se jo§ naziva i sekularna ili karakteristicna
jednagina, je algebarska jednalina treCeg stepena za odredivanje onih vrednosti
skalarnog faktora d za koje ¢e sistem (9.3) imati netrivijalna reenja po koordinatama

vektora A U razvijenom obliku, determinantna jednalina (9.4) izgleda

(9.5) d*—dyd* +dyyd—dy; =0,
gde su
d, =8 d\=dj=d\+d3+ d3,

9.6) dy =—%8'}f:dfd§=(d:d§—d§df)+ d}d3—dsd})+ (d3d3— d3 d3),

1 iji m gn i
d,“=—3—'3,f,’f,,d,{dj dk:ldil’

glavne ili osnovne invarijante tenzora brzine deformacije.

S obzirom da je tenzor brzine deformacije simetri¢an, jednacina (9.4), odnosno
(9.5), ima tri realna korena (za dokaz videti: T. Andeli¢: Tenzorski racun, trece
izdanje, Nau¢na knjiga, Beograd 1973, strana 19). Neka su ti koreni djy, doy,
i dg3,; oni se nazivaju sopstveni ili karakteristicni brojevi tenzora brzine deformacije.

Na osnovu (9.3), svakom karakteristiénom broju odgovara po jedan vektor .
Prema tome, u najopstijem slu€aju, kada su sva tri karakteristicna broja medusobno
razli¢ita, u svakoj ta&ki strujnog polja postoje tri pravca za koje je brzina deformi-
sanja sa njima kolinearna. Ti pravci se nazivaju glavni pravci tenzora brzine deforma-
cije i moze se pokazati da su medusobno ortogonalni (za dokaz videti: T. Andeli¢:
Tenzorski radun, treée izdanje, Nau¢na knjiga, Beograd 1973, strana 97). Vektori

Amy n=1, 2, 3, koji odreduju glavne pravce, nazivaju se karakteristicni vektori

tenzora brzine deformacije. Prema tome, u pravcima karakteristi¢nih vektora, koji
su medusobno ortogonalni, brzina deformisanja je sa njima kolinearna.

Ako kretanje fluida posmatramo u odnosu na sistem ortogonalnih krivolinij-
skih koordinata tako izabranih da se u tacki P polja pravci koordinatnih linija pe-
klapaju sa glavnim pravcima tenzora brzine deformacije u toj tacki, tada su, na
osnovu (8.17), brzine promene rastojanja izmedu Cestice P i bliskih joj Cestica na
koordinatnim linijama
9.7) AStn

i J il
=di My Ny = Ay Mimyj My = Dy
dsn
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a, na osnovu (8.20), brzine promene pravih uglova izmedu materijalnih pravaca koji
se poklapaju sa pravcima koordinatnih linija jednake su nuli, tj.

I i
(9.8) ~ oy Hem=d; Ao Nony = dimy emp Moy =0, (m£n),
3to sledi iz Cinjenice da su karakteristi¢ni vektori medusobno ortogonalni.

Prema tome, u odnosu na sistem glavnih koordinata, fizicke koordinate ten-
zora brzine deformacije, prikazane u obliku matrice, su

dyy 0 0
(9'9) { d(l'j>} =110 d(z) 0 ’
0 0 dg

tj. matrica tih koordinata je dijagonalna, a elementi na glavnoj dijagonali su karak-
teristiéni brojevi tenzora brzine deformacije.

Glavne invarijante tenzora brzine deformacije, s obzirom da su skalarne in-
varijante, tj. nezavisne od koordinatnog sistema u odnosu na koji su date koordinate
tenzora brzine deformacije, moZemo sada izraziti i u obliku

dy =8dj=dy)+dy+ i35

.
(9.10) dy = e Sk di dj=dgydy+dayday+ dayd ),

1 ijk m n
din =; & n d:(dj dk:d(l) d(z) d('J)'

— ® [ smr neimivese: peror Teten g

104 Brzina kubne dilatacije. |
zapremine fluidnog delica koordiniranog tagki P strujnog polja izrazava preko
vrednosti divergencije brzine u toj tagki. Po-
kazaéemo sada to na jednostavniji nadin.
Pretpostavimo u tom cilju da se kretanje
fluida posmatra u odnosu na sistem ortogo-

3. odeljku smo pokazali da se brzina promen@

I
K | 3 o5 DRohl ot . S1L:
iy, N nalnih krivolinijskih koordinata. Ako u ta&ki
\: P uoéimo_fluidni delié¢_aoblika pravouglog
_______ | ___ | paralelepipeda &ija su ivice odredene vekto-
<k — —_— —_
dxS, rima dxqy, dxgp, i dxg (sl 12.), tada,

Pk dx Oznacavajucl intenzitete tih vektora sa dsp,,

dsgy 1 _dsay, zapreminu uolenog delica

SL 12 mozemo izraziti u obliku

dv = dsy) s dsy).

Diferenciranjem po vremenu, odavde dobivamo
T

dv =ds,,) dsy) ds )+ dsy dsq) dscs) + dsgyy dsgy dscyy,

[
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odnosno,

dv _dsq dse dse)

dv dsq dsg dSg

Ako sada iskoristimo relacije (8.23), dobivamo

-C;_ s i i o=
(0.1 7'0 e d(.u,\ +dpt d<33> =4 dij= di=dy=v,;=div v
v

Brzina promene zapremine fluidnog deli¢a sratunata na jedinicu zapremine
naziva se brzina kubne dilatacije 1 ona je, kao Sto vidimo, jednaka prvoj osnovnoj

fmvarianti tenzora brzine deformacije, odnosno_diver enciji_brzine. Napominjemo

da, u na sistem krivolinijskih koordinata, diver i mo izra-
ziti u obliku (videti: T. Andeli¢: Tenzorski racun, tre¢e izdanje, Naucna knjiga,
Beograd 1973, strana 119, jednacina 16)

(10.2) div Z=171§ ;ax’k(”k V) (g=lg;)).

U odeljku 3. smo pokazali da se za slu€aj nestisljivih fluida jednacina konzer-
vacije mase svodi na uslov da je divergencija brzine jednaka nuli. Za slu¢aj nestis-
fjivih fluida, jednalinu konzervacije mase, prema tome, mozemo napisati u obliku

0 kilaN =
(10.3) ~1 Vg)=0,
odnosno
(10.4) 9 @Y+ @+~ @ VD=0,
oxt ohx2 ox

gde su x*¥ proizvoljne krivolinijske koordinate.

Tenzor brzine deformacije, kao i svaki tenzor drugog reda, mozemo na jedno-
znadan nacin tazloZiti na zv. sjerni 1 devijatorski deo:

g

i
1 .
(10.5) dij:{—:;‘dlgifF dj»

gde prvi &lan na desnoj strani odreduje sferni deo tenzora brzine deformacije, a drugi,

koji se izrazava u obliku P ~

.

(108 ‘f’_if=d‘"_'13‘d'g"’}‘>

odreduje devijatorski deo tenzora brzine deformacije.

S obzirom da tenzor brzine deformacije u svakoj ta&ki strujnog polja u pot-
punosti odreduje brzine deformisanja u okolini tih taaka, tj. brzine deformisanja
fluidnih deli¢a koordiniranih tim tatkama, jasno je da njegov sferni i devijatorski
deo takode na izvestan nadin odreduju te brzine. S obzirom da je u potpunosti
odreden prvom osnovnom invarijantom tenzora brzine deformacije, odnosno
brzinom kubne dilatacije, sferni deo tenzora brzine deformacije odreduje komponente
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brzina deformisanja fluidnih deli¢a koje i romene zapremine fluidnih
delica bez promene njihovog oblika. Dﬂﬁmﬂd—dﬁﬂ_lmzma_b[z'ede()uic_@__

medutim, s obzirom da mu je prva invarijanta identicki jednaka nuli, tj.
ot e il S e S R

e

g"fd‘-zd,=d]—;—d,-350,

odreduje one komponente brzina deformisanja fluidnih deli¢a_koje su posledica
promene njihovog oblika bez promene zapremine, jer. kao Sto vidimo, ne obuhvata
icaj brzine kubne

ilatacije.

Vezbanja

1. Izraziti brzinu kubne dilatacije i napisati jednacinu konzervacije mase za
nestisljive fluide u Dekartovim pravouglim, cilindarskim polarnim i sfernim polarnim
koordinatama preko: a) kontravarijantnih, b) kovarijantnih i ¢) fizi¢kih koordinata
brzine.

2. Ako se u svakoj ta¢ki strujnog polja bilo koja tri medusobno upravna pravca
mogu uzeti za glavne pravce tenzora brzine deformacije, pokazati da je tenzor
brzine deformacije jednak svom sfernom delu. Prodiskutovati karakter ovakvog
kretanja fluida.

,

11.!/Cirkulaci|'a i nrog@‘. Iloéimo u_strujnom polju dve tacke, obeleZimo ih
sa A i B, koje su spojene nekom krivom I, (sI: 137):

Krivolinijski integral

By

L(B) L(B)

. (L1 J=j v dx (= fv,.dxéL,,
dg, L(A) L(4)

=
de smo sa dx,, ozna&ili orijentisani element luka
Eﬁmﬁ“ﬁmzwmmo,
: ak, u strujnom polju uodimo zatvorenu krivu L,
i Mﬁﬁw—\

(11.2) F=f;-d;(L)=‘¢vidx{L),
/]

L

A

SI. 13 naziva cirkulacija fluida duz uotene zatvorene
krive L.

s DR
S obzirom da zatvorena kriva L ograni¢ava neku konaénu povr$ a u strujnom

polju, moZemo, pod pretpostavkom da na ovrsi @ nema singularnih tadaka strujnog
polja, iskoristiti poznatu teoremu o trans ormaciji krivolinijskih integrala u povrsin- |

ske. Na taj nacin, iz (1 1.2) za cirkulaciju dobivamo

(11.3) T'=§ v,dxlyy = [ e, o4 da,
L a
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—
gde je da orijentisani_element povrsi a. Napisana u vektorskim oznakama, ova

relacija je oblika
(11.4) r=¢o d}'m=j rotv- da,

L a

ili, ako iskoristimo (8.11),

(11.5) r=g§Z-d}(L,=—f22§-dZ,
i :

i vidimo da postoji veza izmedu cirkulacije i vrtloga.

U 8. odeljku smo rekli da se strujanja kod kojih je tenzor vrtloZnosti, pa, prema
tome, i vrtlog, identitki jednak nuli u celom strujnom polju nazivaju nevrtlozna
strujanja. Na osnovu toga i (1 1.5), odmah moZemo zakljuciti da ce kod nevrtloznih
strujanja cirkulacija uvek biti jednaka nuli, za proizvoljnu zatvorenu krivu liniju u
strujnom polju, pod pretpostavkom, jasno, da na povrsi a koju ograni¢ava kriva L
nema singularnih tacaka.

Zamislimo neku fiksiranu kona¢nu povrs @ u s
proizvoljnog oblika (sl. 14). Svakoj tacki ove povrsi, s obzirom da pripada strujnom

polju, odgovara jedan vektor brzine. Povrsinskim integralom

(116) Q=f; d;:f‘z)‘.dai da

a

definise se protok fluida kroz povrs a. Pro-
fok fluida, prema tome, predstavlja zapre-
inu fTuida Koja u jedinici vremena prode
Kroz tu povrs. Ako Je, pak, povrS a zatvo-

rena, tj. ako ograni¢ava neku konacnu zapre-
minu v U strujnom polju, protok ce biti

(117) Q= ( ; d;= fvida". Sl. 14

a

S obzirom da je u ovom slucaju povrs a zatvorena, mozemo, pod pretpostavkom da
u zapremini o, koju ogranicava povrs a, nema singularnih tacaka, iskoristiti poznatu

teoremu o transformaciji povrsinskih integrala u zapreminske, Na taj nacin, za

protok dobivamo

(11.8) Q=9g'u,.da"=fv'kkd'v,

ili, u vektorskom obliku,

(11.9) e <}5§f. d?{=fdiv2dv.

U sludaju strujanja nestisljivih fluida, s obzirom da je divergencija brzine
identi¢ki jednaka nuli, iz (11.9) neposredno zakljucujemo da ¢e protok kroz bilo
koju zatvorenu povr$ biti jednak nuli, pod pretpostavkom, jasno, da u zapremini
v koju ograniCava ta povrs nema singularnih tacaka. Ovo, medutim, ne znadi da



46

kroz uolenu zatvorenu povrs ne protice fluid, ve¢ da je zapremina fluida koja, u
jedinici vremena, ude kroz jedan deo povrsi a u zapreminu v prostora jednaka
zapremini fluida koja, u jedinici vremena, izade kroz drugi deo povrii g iz te
zapremine.

Ako je protok kroz zatvorenu povrs razli¢it od nule, jasno je sada da je fluid
stiSljiv i da protok u tom slu€aju predstavlja razliku zapremine f{uida koja u jedinici
vremena ude i zapremine fluida koja u jedinici vremena izade iz zapremine v prostora
koju ograni¢ava zatvorena povrs a.

Iz izraza za cirkulaciju i protok vidimo da su, u opstem slu¢aju, kada je strujanje
nestacionarno, funkcije vremena. To znad&i da ce kod nestacionarnih strujanja, s

obzirom da se brzine menjaju sa vremenom u fiksiranim tatkama polja, cirkulacija
1_protok za fiksiranu krivu, odnosno POVIS, imati razlidite vrednosi u razliitim
trenucima vremena. Ko stacionarni strujanja, medutim, oni Imaju konstantne

vrednosti.
i el

ROASNOST (210R4]23) R
12{_Xzvori i ponori. Y& smo pomenuli da u strujnom polju mogu postojati

singularne tatke u kojima brzina nije definisana. Takve tacke predstavljaju tatke
prekida strujnog polja, i kao takve, moraju se izdvajati iz strujnog polja. Pomenuli
smo, takode, da takvih taaka moZe biti konadan ili neogranicen broj, pri éemu mogu
biti na razli¢ite na&ine rasporedene u strujnom polju.

Singularne tagke strujnog polja mogu biti razli¢itog karaktera. One singularne
tacke struj olja iz kojih se pojavljuju nove koli¢ine fluida, koje zatim, udes-
i ju, nazivaju se izvors. Analogno: singularne tacke strujnog
sna koli¢ina fTuida, tj. u koje Gestice fluida poniru, nazivaiju
onori_su_karakterisani_izdasnoS¢éu_koja predstavlia za reminu
fluida koja u jedinici vremena izade iz izvora, odnosno ude u ponor. Izdasnost
mmmmmooelentl Sa &, dobyamo, prema fome, kao graniénu vred-
post protoka fTuida kroz proizvoljnu zatvorenu povrg koja obuhvata izvor, odnosno )

ponor, kada ona teZi nuli, t;.

(12.1) e= lim P o.da-lim ¢ oida,.
a—»Oa a—0 <

Iz ove definicije izdasnosti, neposredno sledi da je za izvor €>0, a za ponor £<0,

Jer u prvom slucaju vektor brzine zaklapa oStar ugao sa pravcem spoljaSnje normale
povrsi a, a u drugom slucaju tup ugao.

U sluCaju nestigljivih fluida, medutim, izdagnost izvora ili_ponora moZemo
izraziti kao protok fluida kroz proizvoljnu zatvorenu povrs koja ograni¢ava konaénu

oblast prostora u kojoj se nalazi izvor, odnosno ponor, tj.

(12.2) s=f5-d2=§£v"da,.

Da bismo to pokazali postupi¢emo na sledeéi nadin.

Uocimo neku zatvorenu povrs a’ koja obuhvata izvor (izvor i ponor zvaéemo
zajednic¢kim imenom: izvor, a razlikovaemo ih po tome 3to Je u prvom slu¢aju
€>0, a u drugom £<0) ; koja je obuhvaéena nekom drugom zatvorenom povrsi
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a (sl. 15.). Spojimo, zatim, te dve povrsi nekom ravnom povrsi a”’. Na ovaj nacin

formirali smo regularnu oblast prostora, Koju cemo obeleziti sa V, koja je ograni-

Gena zatvorenom povrsi A=a’' +2a" +a. Protok fluida kroz povrs 4, s obzirom da
ogranicava regularnu oblast prostora, moze-
mo, koris¢enjem teoreme O divergenciji,
izraziti u obliku

955- JZ:] Sedav.
A 4

Kako je, medutim, u sluc':auT nestisljivih

fluida divergencija brzine jednaka nuli, bice
i protok kroz povrs A jednak nuli, tJ.

(12.3) 0-dA=0.
A

Sl 15

Ako sada element povrsi da’ orijentiSemo ka oblasti ¥ prostora, a element da
od te oblasti, integral po povrsi 4 moZemo izraziti u obliku

fpok

pri ¢emu se integrali po povrsi @'’ potiru, jer se integracija po toj povrsi vrii dva puta,
a prilikom druge integracije menja se smer normale na tu povrs. Na osnovu poslednje
jednagine i (12.3), dobivamo

—> —>I P o >
v-da' =P v-da,
a

a’

odakle, izradunavanjem grani¢ne vrednosti kad a' tezi nuli, sledi

~
—_ =

h —_ -
e= lim Pov-da=Po-da,

a0 Y .
a a

¢ime je dokazana vaznost izraza (12.2).

U prethodnom odeljku smo izveli zakljucak da je kod strujanja nestisljivog
fluida protok kroz bilo koju zatvorenu povrs u strujnom polju jednak nuli. Taj
zakljuéak izveli smo, medutim, pod pretpostavkom da u oblasti prostora, koju
ograni¢ava uoCena zatvorena povrs, nema singularnih tacaka. Sada vidimo da je u

slu¢aju kada uoCena zatvorena povr$ obuhtava izvor, protok razlicit od nule, tJ.

jednak izdasnosti izvora, iako je fluid nestisljiv.
Postojanje izvora ima za posledicu pojavu novih koli¢ina mase fluida u strujnom

polju. Koli¢ina mase fluida koja u jedinici vremena izade iz izvora predstavlja
izdasnost mase 1zvora. Ako, uopste, kolicinu mase fTuida koja u jedinicl vremena

prode kroz neku konacCnu povrs$ a u strujnom polju definisemo kao protok Q,,
P iSeseNTmes T

mase kroz tu povrs, tada je

(12.4) 0. = | pvda,

a
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odnosno

(12.5) Q.= pv-da

_u slucaju kad je povrs a zatvorena. Jasno je da je, u sluéa:iu strujanja nestisljivog

Tluida, protok mase kroz bilo koju zatvorenu povrs u.strujnom polju jednak nuli,
ako u oblasti koju ogranitava ta povrS nema singularnih tadaka (izvora mase).
To je lako pokazati ako povrsinski integral (12.5) transformisemo u zapreminski

L

i iskoristimo uslov da Jje p=const., odnosno divo—0. Uvodedi na ovaj naéin defi-
nisani pojam protoka mase, izdasnost mase izvora, e, moZemo izraziti u obliku

(12.6) em=lim P po-da.
a—0
odnosno
(12.7) Epp = p;-d_t;=p ]g'z—;-d;=pe,

za slucaj nestisljivih fluida.

U 3. odeljku smo izveli jedna&inu konzervacije mase u obliku (3.9), pri ¢emu smo
naglasili da ona mora biti zadovoljena u svim regularnim tadkama strujnog polja.
Prema tome, jasno je da jednadina konzervacije mase (3.9). neée biti zadovoljena
u tatkama u kojima se nalazi izvor mase. Da bismo, medutim, izveli odgovarajuéu
jednadinu koja ée biti zadovoljena i u tim tatkama, Jpostupi¢emo na sledeéi na&in.

UoCimo fluidni deli¢ koji je koordiniran tagki strujnog polja u kojoj se nalazi
izvor. Brzina promene mase tog fluidnog delica ocigledno je jednaka izdasnosti mase
1zvora, tj.

dm=c¢,.

IzraZavajuéi sada dm na isti nadin kao §to smo to u¢inili u 3. odeljku, tj.

= 45
dm =[§ + (p v"),k]dv,
dobivamo, konaé&no,

(12.8) : %Hpv").ﬁgm,
ot

e e ol o : Tk s o X
gde je g, = ;’5 specifi¢na izdaSnost mase izvora, t). izdaSnost mase izvora radu-
v

nata po jedinici zapremine.

13. Potencijalna strujanja. Za strujanje kaZzemo da je potencijalno ili nevrtlozno
kada je tenzor vrtloZnosti, pa, prema tome, i vrtlog jednak nuli u svim tadkama 7
strujnog polja. S obzirom da je vrilog povezan sa roforom ve tora brzine (jednacina

(8.11)), zakljudujemo da je kod potencijalnih strujanja i rotor brzine jednak nuli u
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svim tatkama strujnog polja. Prema tome, u svakoj tagki strujnog polja zadovoljen
je uslov

(13t1) kg, =0,

koji predstavlja sistem od tri parcijalne diferencijalne jednaine koje moraju zado-
voljavati koordinate vektora brzine. Ovaj sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina
¢e ocigledno biti zadovoljen ako se brzina izrazi kao gradijent neke skalarne
funkcije, ‘j.

09
(13.2 v, Sl
) kT Pk o x*
jer je
ciikg =0,
posto je @, =9, jk $ gk — etk

Osnovna karakteristika potencijalnih strujanja je, kao Sto smo i ranije zakljucili,
&injenica da se fluidni deli¢i prilikom kretanja ne obréu — ne vrtloZe se. Njihovo
kretanje se, prema tome, sastoji iz translacije i &iste deformacije. 1z (13.2) vidimo da
se kod ovakvih strujanja koordinate brzine mogu izraziti kao parcijalni izvodi neke
skalarne funkcije po koordinatama. Iz tog razloga se skalarna funkcija ¢ naziva
potencijalna funkcija ili potencijal brzine. Ona je, u opétem slucaju, kada je strujanje
hestacionarno, funkcija polozaja 1 vremena, . °

(13.3)

Kod stacionarnih strujanja, medutim, potencijal brzine je funkcija samo polozaja.
Geometrijsko mesto tadaka polja u kojima potencijal brzine ima istu vrednost
obrazije ekvipotencijalnu povrs. Jednacina te povrsi je, prema tome,

(13.4) o (x*,1)=C

P (xk’ 7).

gde je C proizvoljna realna konstanta. Za razlicite vrednosti konstante C dobivamo
razliite ekvipotencijalne povrsi u prostoru. U opstem sludaju, kada je strujanje
nestacionarno, ekvipotencijalne povisi se menjaju tokom vremena, dok kod staciona-
rnih strujanja one ostaju fiksne u prostoru.

Kod potencijalnih strujanja vaZi slede¢i stav: U fiksiranom trenutku vremena,
u svakoj tacki strujnog polja vektor brzine je upravan na ekvipotencijalnu povrs koja

rolazi kroz tu tacku. QUC42A—T/

Dokaz Uo&mo, unekom fiksiranom trenutku vremena, u strujnom polju
jednu ekvipotencijalnu povrs ¢=C (sL. 16). U proizvoljnoj tacki 4 te povrsi uocimo

=
jedini¢ni vektor m koji je tangentan na povrs. Prirastaj potencijala brzine u pravcu

vektora m jednak je nuli, jer potencijal ima istu vrednost u svim tatkama ekvipotenci-
jalne povrsi. Prema tome Je

dom=0,

gde indeksom m u zagradi oznatavamo da se radi o prirastaju u pravcu jedini¢nog

vektora m. Kako, medutim, taj prirastaj, s obzirom da smo vreme fiksirali, moZzemo
izraziti_u_obliku

k
d(P(m) =Pk dx(m) ’

4 Mehanika fluida
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gde su dxf,,.) kontravarijantne koordinate orijentisanog elementa luka u pravcu

jediniénog vektora r;;, dobivamo
(13.5) @, 1 AXomy = D Xy = 0,

odakle zakljudujemo da je vektor brzine upravan na vektor d_x:m,, pa, prema tome,

1 na ekvipotencijalnu povrs, ¢ime je stav dokazan.

e’

Sl. 16

Kod nestacionarnih strujanja tacka A (sl. 16) bi, u nekom drugom trenutku
vremena, pripadala nekoj drugoj ekvipotencijalnoj povrsi. Medutim, i vektor brzine
u tacki 4 bi se promenio, tako da bi opet bio upravan na ekvipotencijalnu povrs.
Kod stacionarnih strujanja, medutim, ni ekvipotencilane povrsi ni vektori brzine se
ne menjaju u fiksiranim tatkama strujnog polja. ;

Kada smo definisali strujne linije u strujnom polju, rekli smo da su to linije u
Cijim tackama je vektor brzine na njih tangentan. Orijentisani element luka strujne
linije je, prema tome, u svakoj talki strujne linije kolinearan sa vektorom brzine.
Imaju¢i to u vidu, kao neposredna posledica prethodnog stava, sledi stav: U
svakoj tacki potencijalnog strujnog polja strujne linije su, u svakom trenutku vremena, .
upravne na ekvipotencijalne povrsi.

Uoc¢imo u potencijalnom strujnom polju dve fiksirane tacke A4 i B. Tacka A

neka pripada ekvipotencijalnoj povrsi = ,, a tatka B ekvipotencijalnoj povrsi
e=op (sl. 17). Kod nestacionarnih strujanja, s obzirom da se ekvipotencijalne

povrsi menjaju sa vremenom, u razli€itim trenucima vremena tacke A4 i B pripadace
razli¢itim ekvipotencijalnim povr§ima. Ako tacke 4 i B spojimo nekom krivom
linijom L, fluidna struja duz te linije 1znosi

L(B) L(B)
k k
J= [ wdxpy= [ o,dxds,
L(A4) L4)

gde su dxf‘L) kontravarijantne koordinate orijentisanog elementa luka krive L.

Kako je, medutim, u fiksiranom trenutku vremena,

k
@,k dxy=do

gde je do;, prirastaj potencijala ¢ u pravcu krive L, dobivamo

L(B)
(13.6) . J= [ doy,=9(B)—9(4),

L(A)
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gde smo sa ¢ (B) i ¢(4) oznatili vrednosti potencijala brzine u odgovarajué¢im tatkama
B1 A, u uolenom trenutku vremena. Na osnovu toga, zakljucujemo da vaZzi slede¢i

stav: Kod potencijalnih strujanja, u_svakom trenutku vremena, fluidna_struja duz

proizvoljne krive linije, koja spaja dve fiksirane tacke polja, jednaka je razlici vrednosti

potencijala brzine u krajnjim tackama krive, koje oni imaju u_ToW Trenalku vretend, i_

nie zavisi od oblika krive (putanje iniegracije).

Sl. 17

Kao neposredna posledica ovog stava sledi s t a v: Kod potencijalnih strujanja,

u svakom trenutku vremena, fluidna struja duZ bilo koje krive, koja spaja bilo koje dve

tacke na dvema ekvipotencijalnim povriima, jednaka je razlici vrednosti potencijala

brzine koje, u tom Ifrenutku vremena, odgovaraju tim povrsima 1 ne zavisi od izbora

tacaka niti krivih koje ih spajaju. Za dokaz ovog stava dovoljno je iskoristiti prethodni

stav 1 cinjenicu da potencijal brzine 1ma 1stu vrednost u svim taCkama ekvipotencija-

Ine povrsi. '
AKo u potencijalnom strujnom polju uo¢imo neku zatvorenu krivu liniju L

(sl. 18), tada, pod pretpostavkom da u strujnom polju nema singularnih tacaka

(u kom slucaju kazemo da strujno polje predstavlja jednostruko povezanu oblast),

cirkulacija duz te krive je

(13.7) = o.dxly= [ egyv™'da=0,
L

a

Sl. 18

e eeeeeti—

jer je rotor brzine jednak nuli, pri &emu je a@ proizvoljna povr§ u struj-

nom polju Koja je_ogranicena zatvorenom krovom linijjom L. Prema tome,

'zjc‘ém'%d( JENKAKA Nt D62 BLO KOFE 2ATVORENE
LNFE m%m .

TU potencijolnom jedngstruko povezanom strujnom polju cirku-

|

@

—
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lacija je jednaka nuli du? bilo koje zatvorene krive linije. Iz (13.7) zakljuCujemo da
vaZi i obrnuto, tj. da vaZi Kelvinova teorema kinematike: Jedno-
struko povezano strujno polje je potencijalno ako i samo ako je cirkulacija jedraka
nuli duz bilo koje zatvorene krive linije u strujnom polju.

Ako je, medutim, potencijalno strujno polje viSestruko povezano, tj. ako u
njemu ima singularnih taaka, u opStem slu€aju ne moZemo koristiti Stoksovu
teoremu o transformaciji krivolinijskih integrala u povriinske, jer povr§ a koju
ograniCava zatvorena kriva linija moZe sadrZavati singularne tatke, pa ne mozemo
zakljuciti da je cirkulacija jednaka nuli. U tom sluéaju, ako cirkulaciju izrazimo u
obliku

(13.8) =1 dogy=o(4)—o(4),
L

moramo razlikovati dva posebna sludaja:

1. Ako je potencijal brzine jednoznac¢na funkcija polozaja, cirkulacija je jednaka
nuli duZ bilo koje zatvorene krive u strujnom polju.

2. Ako je potencijal brzine viSeznatna funkcija poloZaja, cirkulacija moZe
biti jednaka ili razli¢ita od nule, §to zavisi od toga da li je vrednost ¢ (A) potencijala
u tacki 4, od koje potinjemo integraciju, jednaka ili ne vrednosti potencija ¢(A)u
istoj tacki, koju smo obeleZili sa A4’, ali posle obilaZenja po zatvorenoj krivoj (sl. 18).

Iz (13.7) i (13.8), uporedivanjem zakljuujemo: kad je potencijalno strujno
polje jednostruko povezano, tj. kad u njemu nema singularnih tacaka, potencijal brzine
Je jednoznacna funkcija polofaja. U protivnom, ovaj zakljuak ne mora da vaZi.

Tenzor brzine deformacije, koriste¢i (8.4); i (13.2), mozemo, kod potencijalnih
strujanja, izraziti u obliku

(13.9) A=,

odakle, za prvu invarijantu tenzora brzine deformacije, odnosno divergenciju brzine,
dobivamo

(13.10) d=divo=_ghy = Ag.

S obzirom da brzina kubne dilatacije moZe biti manja, jednaka ili veéa od nule,
tj. di<<0, d1=0 ili d;>0, potencijal brzine moZe biti subharmonijska, harmonijska
ili superharmonijska funkcija, tj. moZe biti A <0, Ap=0 ili Ap >0. U slucaju kada je

dI:div;: 0, zaklju¢ujemo, prema tome, da je potencijal brzine harmonijska funkcija,
tj. da zadovoljava Laplasovu diferencijalnu jednadinu

(13.11) Ap=0

i da kao takva ne moZe u strujnom polju imati ni minimum ni maksimum.

Potencijalno strujno polje kod koga je u svim tatkama divergencija brzine
Jednaka nuli naziva se Laplasovo strujno polje. Prema tome, potencijalno strujanje
nestisljivog fluida pripada Laplasovom strujnom polju. Kod Laplasovog strujnog
polja, kao i kod svakog strujnog polja u &ijim tackama je divergencija brzine jednaka
nuli, protok kroz bilo koju zatvorenu povr3 je jednak nuli, pa zakljuSujemo da
strujne linije ne mogu ni pocinjati niti se zavrsavati u strujnom polju.
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Veibanja

1. Pokazati da potencijal brzine zadovoljava relacije
¢ e a_cp = (,D)Z 2 0,
ot

gde smo sa v oznadili intenzitet brzine.

2. Pokazati da je izvod potencijala brzine u pravcu vektora brzine jednak
intenzitetu vektora brzine i na osnovu toga izvesti zakljucke:

a) da potencijal brzine ne moZe nikada opadati po vrednosti u smeru kretanja
duz strujnih linija, 1

b) da su zaustavne tatke stacionarne tatke potencijala brzine duZ strujnih
linija na kojima se nalaze.

3. Napisati Laplasovu diferencijalnu jednaginu (13.11) u sistemu Dekartovih
pravouglih, cilindarskih polarnih i sfernih polarnih koordinata.

4. Pokazati da kod potencijalnih strujanja vektor ubrzanja ima potencijal,
tj. da se moze izraziti u obliku
T 1
w = grad (@ +-— grad ¢ - grad (p) 3
Ol 2
gde je ¢ potencijal brzine.

14. VrtloZna strujanja. Kada je pri strujanju fluida tenzor vrtloznosti razlicit
od nule, za strujanje kazemo da je vrtloZno. Kod vrtloznih strujanja, prema tome,

u tatkama strujnog polja je
(14.1) 2wi=¢lka, = —cky, ;#0,

pa zakljudujemo da prilikom kretanja fluidni deli¢i i kruto rotiraju.

Vrtlog o je u opStem sludaju, kad je strujanje nestacionarno, funkcija polozaja
1 vremena, tj.

(14.2) ok =k (X, 1)

i kao vektorskom polju odgovaraju mu vektorske linije koje se nazivaju vrtlozne
linije. Diferencijalne jednacine vrtloznih linija su, prema tome,

(14.3) g dxk=0,
odnosno
dx! dx* dx?
A

gde su dx* kontravarijantne koordinate orijentisanog elementa luka‘vrtloZne linije.
Integracijom ovog sistema od dve nezavisne diferencijalne jednacine, dobivamo
konaéne jednadine vrtloznih linija

(14.4) o0 2% =€, L, x5 %, 1)=4,

i vidimo da one, u op$tem sluéaju, kad je strujanje nestacionarno, nisu stacionarne
linije u prostoru.
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VrtloZne linije su stacionarne linije u strujnom polju ako i samo ako je

ow/
(14.5) Ei— k=0,
Y
odnosno
a—wx;;:().
ot

Odavde vidimo da je stacionarnost strujanja, odnosno stacionarnost polja vektora

— .

I (%) . . . . .
vrtloZnosti (0——=0), dovoljan ali ne i potreban uslov za stacionarnost vrtloZnih
14

linija. Potreban i dovoljan uslov za to je uslov (14.5). Nestacionarna vrtloZna
strujanja kod kojih je zadovoljen uslov (14.5) nazivaju se vrtloZna strujanja
sa stacionarnim vrtloznim linijama. Jasno je da je stacionarno vrtloZno strujanje
specijalni slu¢aj ovog strujanja.

Iz (14.5) vidimo da kod nestacionarnih vrtloZnih strujanja sa stacionarnim
vrtloZnim linijjama mora biti

(14.6) ‘l;i':F(xk, 1) i,
t

gde funkcija F (x¥, ¢) predstavlja proizvoljni skalarni faktor.

VrtloZne povrsi definiSemo kao one povrsi u strujnom polju u &ijoj svakoj
tacki i u svakom trenutku vremena je vektor vrtloZnosti na njih tangentan. Drugim
refima, vrtloZne povrsi su one povrsi u strujnom polju koje u svakom trenutku vre-
mena predstavljaju skup vrtloznih linija. Pokazademo sada da vaZi sledeéi stav:
Kod vrtloZnih strujanja sa stacionarnim vrtloZnim linijama i nestacionarnim poljem
vektora vrtloZnosti, koja zadovoljavaju uslov (14.6), ekviskalarne povr§i F(x*,t)=C"
su vrtloZne povrsi.

D o k a z. Ako, na osnovu (8.10), vrtlog izrazimo preko rotora vektora brzine,
(14.6) moZemo napisati u obliku

J
odnosno
ik (0% _ ik F ik (F
€ Yl =& (Fo,),;— ™ (F ;).

sJ

Izradunavanjem divergencije, odavde dobivamo
0 (0D .
ke L3 . ijk ijk
g’ ( ) =c*(Fo,), ,—<%F v, —e%F v, ,
15

odnosno
¢*F 9, =0, (grad F-w=0),
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odakle zakljulujemo da je vektor grad F upravan na vektor ZS, odn. da su
ekviskalarne povr$i F(xk, t)=C vrtlozne povrsi kod kojih je u svakoj tacki

o0 y - .00 . 4
vektora— proporcionalan vektoru o, tJ. —a—=Cm', gime je stav dokazan.
t t

Iz (14.5) vidimo da vrtloZno strujanje ima stacionarne vrtloZne linije i kada je
polje vrtloga stacionarno, tj. kada je ispunjem uslov

(14.7) ‘-’(;"—t=o.

Ovaj uslov, medutim, moZe biti ispunjen i u sluaju kada strujanje nije stacionarno,
tj. kada polje brzine nije stacionarno. Stoga vaZi sledeéi s t a v: Potreban i dovoljan
uslov da polje vektora vrtloZnosti bude stacionarno je da brzina bude zbir jednog poten-
cijalnog i jednog stacionarnog polja.

D o k a z. Ako, na osnovu (8.10), vrtlog izrazimo preko rotora vektora brzine,
(14.7) mozemo napisati u obliku

s'f"(&) =0, (rot()—v=0).
ot/ ot

Ovaj je uslov, pa, prema tome, i uslov (14.7), otigledno ispunjen ako postoji skalarna
funkcija =y (x*, ), takva da je

0y (o?)'
—k—y,, |—=grady],
3 Lok 3 g X)

tj. ako lokalno ubrzanje ima potencijal. Integracijom, odavde dobivamo

(14.8) o= ([ 2 G 0y dr) | + £l

na osnovu Sega zaklju€ujemo da ¢e polje vrtloga biti stacionarno i u slu¢aju kada je
polje brzine nestacionarno, ali izraZeno u obliku zbira jednog potencijalnog i jednog
stacionarnog polja, ¢ime je stav dokazan.

Na osnovu prethodnog moZemo zakljuciti da ¢e vrtloZne linije biti stacionarne
linije u strujnom polju u tri posebna slucaja.

|. Kada je strujanje nestacionarno sa nestacionarnim poljem vrtloga, ali je
zadovoljen uslov (14.5).

2. Kada je strujanje nestacionarno sa stacionarnim poljem vrtloga, u kom
slu¢aju je polje brzine oblika (14.8).

3. Kada je strujanje stacionarno.

Na osnovu (8.10), za divergenciju vektora vrtloZnosti dobivamo

(1?'9) dlvb.)=(,0:‘= ———;—.sijkvk'ji—__z_ 4

i vidimo da je identi¢ki jednaka nuli u strujnom polju.
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Ako u vrtloZnom strujnom polju uo&imo neku zatvorenu povrs a, koja ograni-
¢ava neku kona&nu oblast v prostora, tada integralom

(14.10) jgw,da"= - da

a a

definiSemo fluks vektora w kroz uodenu zatvorenu povrs. Pretpostavljajuéi da je
oblast v prostora, koju ogranitava zatvorena povrs a, jednostruko povezana oblast,

£
tada, kori$¢enjem teoreme o divergenciji i (14.9), za fluks vektora w kroz zatvorenu
povrs dobivamo

(14.11) ¢ wida,= [ widv=0.

.
$

Na osnovu ovoga zakljuéujemo: VrtloZne linije ne mogu ni poceti niti se zavrsiti
u jednostruko povezanom vrtlofnom strujnom polju.

Ako vrtloZnu cev definifemo kao povr§ koju obrazuju vrtloZne linije koje
prolaze kroz talke neke zatvorene krive linije u strujnom polju, a vrtlozno viakno
kao vrtloZnu cev sa infinitezimalnim popre¢nim presekom, moZemo reéi: Vrtlozne
cevi, kao ni vrtlozna vlakna ne mogu poceti niti se zavriavati u Jjednostruko povezanom
vrtloZnom strujnom polju.

S obzirom da zadovoljava (14.9), polje vrtloga je solenoidno. Stoga vazjlpt va
‘Helmholcova teorema: Jacdina vrtloga je ista u svakom poprecnom preseku

vrtloZne cevi. - POKAZAT

D ok az Uotimo zatvorenu povrs u strujnom polju koia se sastoji iz povrsi
dela omotaca vrtlozne cevii povrsi dvaju njenih popre¢nih preseka (sI. 19). S obzirom

SI. 19

da je fluks vektora @ kroz uocenu zatvorenu povrs, na osnovu (14.11), jednak nuli,
mozZemo pisati

fco,-da"= — fw,.da'i-# fmida£+ fw,.da’i=0.
a a, a; a’
S obzirom, medutim, da je orijentisani element povrsi da’ u ravan na vektor vrtloz-
nosti u svakoj tacki povrsi a’, treéi integral na desnoj strani je jednak nuli, pa do-
bivamo
(14.12) fcokda’f= f(okdafz).

e az
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.

— —_—
Ako fluks vektora rotv=—2 kroz povrs popreénog preseka vrtloZne cevi definiSemo

kao jacinu vrtloga, zaklju€ujemo da ona ima istu vrednost u svim poprecni -
ma vrtloZne cevi, ¢ime je teorema dokazana. _ :

Ova se teorema mozZe iskazati i u obliku koji je dao K elvin: Cirkulacija
uzeta u istom smeru duZ bilo koje dve zatvorene krive linije, koje ogranicavaju po-
precne preseke vrtloZne cevi, ima istu vrednost.

D o k az. Uogimo na vrtloznoj cevi zatvorenu krivu liniju L koja se sastoji
iz dveju zatvorenih krivih linija, L; i L,, koje ograni¢avaju dva popre¢na preseka, i
linije koja leZi na omota&u vrtloZne cevi i spaja krive LyiL; (sl. 20). Na ovaj natin

&

SL. 20

uolena zatvorena kriva linija L ograniava povrs koja se nalazi na omotacu vrtlozne
cevi. Prema tome, koristeéi Stoksovu teoremu o transformaciji krivolinijskih inte-
grala u povrsinske i uzimajuéi u obzir Cinjenicu“da je na omotalu vrtloZne cevi
vektor vrtloznosti upravan na orijentisani element povrsi, dobivamo

(14.13) vakdfo)= f‘» s"f"vk'ida;=_’2- [(n"da'.: 0.
L a’ a.l
Kako je, medutim,
Ss'vkdfo)= f—l' f—' f— fa
L LS Drsty O [/
dobivamo

(14.14) f}g v dx(1,) = 55 v, dX(1,y:
L, L,

¢ime je teorema dokazana.

Vrtlozne linije nisu u op$tem slu¢aju materijalne linije, tj. ne predstavljaju
skup uvek istih &estica fluida. U cilju da nademo uslov pod kojim ¢e one biti materi-
jalne, s obzirom da su vektorske linije polja vrtloga, iskoristi¢emo jednadinu (6.7),
odnosno (6.8). Prema tome, da bi vrtlozne linije bile materijalne, mora biti ispunjen
uslov

(14.15) [%g-krot(gx;)]x;=0,
t

pri éemu smo, koristeéi jednacinu (6.8), iskoristili Cinjenicu da je dive=0.
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Medutim, izraGunavanjem rotora vektora ubrzanja, iz (7.15) dobivamo

—_ ()‘U —_ —_
rotw=rcta— —rot (v x rot v),
t

odnosno, koristeci (8.11),

rotw — —2—m—2rot(—¢;>: ;)
ot
Odavde je
(14.16) ()—m+rot(;x;)= —Lrot;,
ot 2

pa, na osnovu toga, jednacinu (14.15) moZemo napisati u obliku

(14.17) ;x rotw — 0.

Prema tome, zakljuCujemo: Da bi vrtloZne linije bile materijalne linije potrebno je i
dovoljno da vektor vrtloZnosti bude kolinearan sa rotorom vektora ubrazanja.

Iz (14.17) vidimo da uslov
(14.18) rotw =0

predstavlja dovoljan, ali ne i potreban uslov da vrtloZne linije budu materijalne. Ovaj
uslov ¢e uvek biti ispunjen ako ubrzanje ima potencijal, tj. ako je

(14.19) w— grad @,

gde je ®=O (x*, t) potencijal ubrzanja.

Kada su vrtloZne linije materijalne, jasno je da su vrtloZne cevi i vrtloZzna vlakna
materijalne povrsi. To znaci da ako u fiksiranom trenutku vremena povrs vrtlozne
cevi predstavlja skup odredenih Cestica fluida, predstavljaée je skup istih Cestica i
docnije za sve vreme kretanja. Prema tome, uslov (14.17) je potreban i dovoljan, a
(14.18) dovoljan da vrtloZne cevi budu materijalne povrsi.

Jalinu vrtloga definisali smo kao fluks rotora brzine kroz povr§ popreé-
nog preseka vrtloZne cevi. Pri tome smo pokazali da je u fiksiranom trenutku vreme-
na jalina vrtloga ista u svim popreénim presecima vrtlozne cevi. Jasno je, medutim,
da je u opStem slucaju jacina vrtloga funkcija vremena, tj. da u razli¢itim trenucima
vremena ima razliCite vrednosti, pri éému u odredenom trenutku vremena ima odre-
denu vrednost koja je ista u svim popreénim presecima vrtloZzne cevi. Pokazacemo
sada da vazi slede¢i s ta v: Potreban i dovoljan uslov da jacina vrtloga svake vrtloZne
cevi bude ista u svim trenucima vremena je da ubrzanje ima potencijal.

D o k a z. Brzinu promene jadine vrtloga moZemo izraziti u obliku

7988 ot H
(14.20) Ef——2m"dak= - (fmkdak+j m"da,‘.).

a a a
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Da bismo odredili brzinu promene orijentisanog elementa povrsi, podimo od izraza
(14.21) dak= ek,jdxil)dxfz), (da=dX(l) X dX(z)) ’

— e
gde smo sa dx 1 dx) oznadili linearno nezavisne orijentisane elemente luka na
povrsi popre&nog preseka vrtlozne cevi. Diferenciranjem po vremenu, iz prethodnog
izraza dobivamo
a0, — ey, 01 dxbey dxtey + & dXay 0 A%,
= Ekij V.1 AX(1) AX(2) T Ej AX(1) V14 X2)
3to, odigledno, moZemo napisati u obliku

e P ! s 3 1
da, = &1 (dxydxiy — dx(y dx@)
odnosno

Ezl_kzsk,.jvflb‘,l,{,.dxﬁ)dx&,.
1z (14.21), medutim, kompozicijom sa e¥™?, dobivamo

daj,&mn = 87" dx(1y dX(

tako da je

da, =y € o', da, =80 da,,
odnosno
(14.22) d—ak= v{,dak—vfk da,.

Koristeéi ovaj izraz, (14.20) moZemo pisati u obliku

D o,
Ef_ 2wkda;, = —2f(m"da,;-*—m"vf,dak-—m"vfkda,),
a

a

odnosno
Al k
B-J —2wkda, = —2f(Qg—ﬂ—m'f,v’-i—m"v{,—m’v{‘;)dak.
Dt ot

a a
0 ot g
S obzirom da je w,;=0, bice
K 1 k 1
050+ ok — el = (W' — w'*) = S (o), =

ki
= mr:r (o™ 7)")’, e sklrsmnr (mm ‘ZJ")' 1>

pa dobivamo

k
(1423) %f— zmkdak= "‘2\/‘[2;;i +sk"smnr(mmv"),l]dak

a a
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ili u vektorskom obliku

(14.24) if—2$-d2= —Zf o—w+rot(2o,x‘z_)3 da.
dt ot
Koriste¢i sada (14.16), kona&no dobivamo
(14.25) “3 [—23-5&=frot?v’-£.
dt
a a

Kada ubrzanje ima potencijal, zadovoljen je uslov (14.18), pa se (14.25)
svodi na

(14.26) if—za- da=0,
dr

odakle sledi
(14.27) f L 20 e~ cOmst.,

a
¢ime je stav dokazan. @

I is /2 slov da ubrzanje ima Ppotencijal je
(|potreban i dovoljan da cirkulacija du? bilo koje zatvorene materijalne krive linije ima
istu vrednost u svim trenucima vremena. Ova se teorema u literaturi naziva i T om-

Sonova teorema. PEKAZATY
D ok a z. Ako je uodena zatvorena kriva linija materijalna, tada brzinu prome-
ne cirkulacije duZ e krive mo¥emo 1zraziti u obliku

D k T k Rl
(14.28) Di gg U dX(1) = ngkdx:‘l_) = fwk dx(ry+ 56‘ 0, 1dX(z.
L L L L

Kako je, medutim,

1 1
% Uy v{‘l d)C(IL) = 3— f (v, v")’,dx(lL) o 3 % dypy ()2 =0,
L L

L

dobivamo
e allIO N

D k k
= f Vg dX(L) = % Wy dx(L) >
Dt

7 8 L

ili, u vektorskom obliku,

(]4.29) di ;‘ d;(l_) - ;' d_';(L) .
(4

L /s

Ako sada, pretpostavljajuci da je strujno polie jednostruko povezano krivolinijski
nicgral transformiSemo u povriins 1, dobivamo konaéno

(14.30) if;-d;(L,=frot;-£.
dt
L a
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Kada ubrzanje ima potencijal, zadovoljen je uslov (14.18), pa se (14.30)
svodi na

T TR il d —_ —
(14.31 — «dxy=0,
( ) I W
E
.odakle sledi
(14.32) I'= § v-dxq, = const.,
L

&ime je teorema dokazana.

Da je ova teorema ekvivalentna prethodnom stavu, lako je pokazati na sledeci
nadin. Ako ubrzanje ima potencijal, tada bilo koju zatvorenu materijalnu krivu liniju
moZ¥emo interpretirati kao krivu koja ograni¢ava popreéni presek neke vrtlozne
.cevi. Imajudi to u vidu, transformacijom krivolinijskog integrala (14.31) u povrsinski
neposredno dobivamo (14.26), odakle sledi (14.27).

Na osnovu dokazane teoreme zakljuéujemo da se cirkulacija duz bilo koje
zatvorene materijalne krive linije (koja se, dakle, kre¢e zajedno sa Cesticima fluida)
ne mo¥e u strujnom polju ni stvoriti ni unistiti, ve¢ uvek ima konstantnu vrednost. 1z
tog razloga se strujanje kod koga ubrzanje ima potencijal naziva strujanje sa nepro-
menljivom cirkulacijom. Karakteristika ovakvog strujanja moZe biti iskazana i
drugom i treéom Helmholcovom teoremom. Druga Hel-
mholcova teorema glasi: Kod strujanja sa nepromenljivom cirkulacijom
vrtlone linije su materijalne. Za dokaz ove teoreme dovoljno je iz (14.30), na osnovu
(14.31), zakljuditi da je rotor ubrzanja jednak nuli, pa iz (14.17) sledi da je to dovoljan
uslov da vrtloZne linije budu materijalne. Slobodnije, ovu teoremu mozemo iskazati
re¢ima: Ako u nekom trenutku vremena Cestice fluida obrazuju vrtloZnu liniju, obrazova-
ée je one i docnije za sve vreme kretanja. Tre¢a Helmholcova teorema
glasi: Kod strujanja kod kojih su vrtloZne linije materijalne, u cilju da jacina vrtloga
du? bilo koje vrtloZne cevi bude nepromenljiva potrebno je i dovoljno da strujanje bude
sa nepromenljivom cirkulacijom. Za dokaz ove teoreme, s obzirom da su vrtloZne
linije materijalne, dovoljno je zatvorenu krivu L u (14.32) interpretirati kao zatvo-
renu krivu koja ograni¢ava popre¢ni presek neke vrtlozne cevi, pa transformisanjem
tog integrala u povrsinski neposredno dobivamo (14.27).

Da bi vrtlozne linije bile materijalne, pokazali smo da je potrebno i dovoljno
da bude ispunjen uslov (14.15), odnosno (14.17). Jasno je, medutim, da one, kao
takve, nisu u opitem sludaju stacionarne linije.Kombinuju¢i (14.15) i (14.5),
zakljuéujemo da je uslov

(14.33) & x rot (& x g}0;

potreban i dovoljan da materijalne vrtlozne linije budu stacionarne linije u strujnom
polju. Iz (14.33) zakljucujemo, dalje, da je uslov

(14.34) rot (& x 2) =0

dovoljan, ali ne i potreban za stacionarnost materijalnih vrtloZnih linija.
Veibanja
1. Pokazati da se uslov (14.17) moZe napisati u ekvivalentnom obliku

o/ wi,jn =0,
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gde je
1 (‘)_w' i ‘)Wj)

Wi j=— R
BT s e oy

2. Pokazati da je kod strujanja sa nepromenljivom cirkulacijom uvek ispunjen
uslov

yg;";';‘u)=0-
L

3. Pokazati da se kod strujanja sa stacionarnim poljem vrtloga vektor ubrzanja
mozZe izraziti u obliku

- =

- 2
w=grad(7 +x_)+cox-v,
gde je x potencijal lokalnog ubrzanja koji figuriSe u jednaiini (14.8).

4. Odrediti pod kojim se uslovima iz (14.8) dobiva polje brzine potencijalni
strujanja. ' ({

POARAT DA SV BRVAKSEA- STR. SL02ekA e BAR STO)

15. Lamelarna, slozena lamelarna i zavojna strujanja. Za strujanje kazemo da je
lamelarno ako i samo ako brzina ima potencijal, tj. ako je

(15.1) vk=?'k,
gde je ¢ potencijal brzine. Prema tome, lamelarno strujanje je isto §to i potencijalno

(odeljak 13y,

Za strujanje kazemo da je sloZeno lamelarno ako se brzina moZe izraziti u obliku

(15.2) v,=FG,, (v=FgradG),

gde su F(x',1) i G (x/, t) skalarne funkcije.
Premda izmedu njih ima izvesne analogije, sloZeno lamelarno strujanje je,
za razliku od lamelarnog, vrtloZzno. To je lako pokazati ako iz (15.2) izratunamo

rotor brzine. Tada, naime, dobivamo
(15.3) ek, ;=% F ,G ,,

ili, u vektorskom obliku,

(15.4) roto = grad F x grad G.
Koristeé¢i (8.11), odavde sledi

!

(157 = —%gradegradG,

pa, skalarnim mnoZenjem sa v=F grad G, dobivamo

—_ —

(15.6) w-2=0, (v-roto—0),

Sto je takode uslov da strujanje bude sloZeno lamelarno. Na osnovu ovog uslova
mozemo reci: Da bi STrujanje bilo sloZeno lamelarno potrebno Je 1 dovolino da u svakoj
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tacki strujnog polja i u svakom trenutku vremena vrtlog bude upravan na vektor brzine.
Ovaj uslov mozemo iskazati 1 Tecqima: VritloZno strujanje je sloZeno lamelarno ako i
samo ako su vrtloZne linije upravne na strujne linije.

S obzirom da je gradijent skalarne funkcije upravan na odgovarajuéim
ekviskalarnim povrsima, 1z 7Y zakljuujemo da su strujne linijje upravne na
ékviskatarie povisi G (X, f)—const., sto je u analogiji sa upravnos¢u strujnih
linija na ekvipotencijalne povrsi kod Tamelarnih strujanja. 1z tog razloga vazi sledeci A

sTa v Kod slozenih lamelarnih strujanja strujne Tinije poseduju kongruenciju normalnih

poVrSi.
Ako uslov (15.6) napiSemo u razvijenom obliku.

(15.7) z,](‘)_%_S’?_z)ﬂz(ﬂﬁ_293_)“3("_’2_%):0,
ox? o0x3 03 - oxl ox! o0x?

vidimo da ¢e biti zadovoljen ako je, recimo,

(15.8) v, =0 (08 X%, 1) 0 V=0, (xl, x2,1), v;=0,

a §to je, prema (5.9), uslov za dvodimenzijska strujanja, Prema toIe, zaklju€ujemo:
dvodimenzijska strujanja su sloZena lamelgrpa, strujanja.

@ "Za strujanje kazemo da je zavojno|(hetikoidno) ako je u svakoj ta¢ki polja i u
' akom trenutku vremena vektor-brzine kolinearan sa vektorom vrtloznosti, tj,
ako je

(15.9) o s D 2l

Uporedujuéi ovaj uslov sa (14.34), zakljuujemo: kod zavojnih strujanja vrtloZne
[inije su_materijalne i stacionarne, {j. poklapaju_se sa_strujnim linijama 1 putanjama
Cestica fluida. Ovaj zakljuCak vaZzi bez obzira da Ii je strujanje, odnosno polje vekto-
ra vrtloznosti stacionarno 1li ne.
Pokazacemo sada da vazi sledeci s t a v: Potreban i dovoljan usloy da zavojno
. strujanje bude stacionarno je da polje vektora vriloZnosti bude stacionarno.

Dokaz Uslov (15.9) moZemo napisati u ekvivalentnom obliku

(15.10) o= A (%00
Ako je polje vektora vrtloZnosti stacionarno, tada je N
(15.11) 20 SAT R 6T L.
ot ot o)
1z (15.10), medutim, dobivamo g

—_ —_— —_
rotw=grad A x v+ Arotwv,

=
odakle, mnoZeéi ovu jednacinu skalarno sa o, s obzirom da je

(grad 4 x5-$=(gradA x?f)-AZ:O,

sledi

—> — — —
w-rotw=A4w-roto,
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odnosno, koriste¢i (8.11),

8-rot$=—2A;-c:
Odavde je
A=_L$-r<it;,
2 -0

—

na osnovu ¢ega zakljuéujemo da ako je ® stacionarno vektorsko polje, tj. a—w=0,
ot

—

bice i Z—A=O, pa iz (15.11) sledi Z—v=0, ¢ime je stav dokazan.
t ot ‘

S obzirom na uslov (15.9), iz (7.15) vidimo da se ubrzanje kod zavojnih strujanja
moZe izraziti u obliku

—

- 0v 2?2
(15112 W=—+ rad(—)
) ot € 2

i_istog je oblika kao i u sludaju potencijalnih strujanja (Z:O). Kada je, medutim,
zayojno strujanje stacionarno, ili ekvivalentno, kada je polje vektora vrtloznosti
stacionarno, iz (15.12) dobivamo

- 2
(19541:3) w=grad(»§—>.

Vidimo, dakle, da ubrzanje u tom slu€aju ima potencijal

(15.14) b-—1C

gde je C proizvoljna konstanta, pa na osnovu Tomsonove teoreme sledi
da ¢e strujanje imati nefromenljivu cirkulaciju. Prema tome, zakljuCujemo da vazi
Beltramijeva teorema: Zavojno strujanje ¢e imati nepromenljivu cirku-
laciju_ako i samo ako je stacionarno ili, ekvivalenino, ako je polje vektora vrilo-

nosti stacionarno.

Vezbanja
1. Pokazati da kod sloZenih lamelarnih strujanja, kod kojih je polje brzine
odredeno izrazom (15.2), funkcije F i G zadovoljavaju relacije
Fﬁ=v>0, F(G'—a—G)='v2>0,
0s ot

gde je ;(—; izvod u pravcu vektora brzine.
s

2. Pokazati da je kod zavojnih strujanja uvek ispunjen uslov
©, 0 =0,7;.

3. Ako je kod zavojnih strujanja jaCina vrtloga nepromenljiva duZ svake
vrtloZne cevi, pokazati da ono mora biti stacionarno.



I DVODIMENZIJSKA STRUJANJA NESTISLJIVOG FLUIDA

16. Vrste dvodimenzijskih strujanja. Pri proudavanju kretanja fluida, u 4.
odeljku smo rekli da pretpostavljamo da se ono odvija u trodimenzionom euklidskom
_prostoru, pri demu ga moZemo posmatrati u odnosu na proizvoljni u tom prostoru
dopustivi sistem koordinata. Nezavisnost strujanja od izbora koordinatnog sistema
omoguéuje nam da koordinatni sistem biramo tako da prouavanje uginimo $to je
moguée jednostavnijim.
U 5. odeljku smo definisali dvodimenzijska strujanja kao ona strujanja kod
kojih je moguce izabrati takav sistem koordinata (pravolinijskih ili krivolinijskih)

u odnosu na koji ¢e koordinate brzine biti oblika (5.9). Mi ¢emo detaljnije prouciti
dve posebne vrste dvodimenzijskih strujanja: ravanska i osnosimetricna strujanja.

Za strujanje kaZemo da je ravansko ako je strujna slika identi¢na u svim ravni-
ma koje su paralelne nekoj fiksiranoj ravni u prostoru. Za proucavanje ravanskog
strujanja, prema tome, dovoljno je prouciti ga u jednoj od tih ravni pa da ono bude
poznato u celom trodimenzionom prostoru.

Za strujanje kazemo da je osnosimetriéno ako je strujna slika identi¢na u svim
ravnima koje prolaze kroz neku fiksiranu osu u prostoru. Za proudavanje osnosime-
tri¢nog strujanja takode je dovoljno proutiti ga u jednoj od tih ravni pa da bude
poznato u celom trodimenzionom prostoru. Kao primer osnosimetri¢nog strujanja
moZe se navesti strujanje kroz prave cevi kruznog poprenog preseka. S obzirom na
simetriju ovakvog strujanja, o€igledno je da je strujanje identi¢no u svim ravnima
koje prolaze kroz osu cevi, pa ga je, iz tog razloga, dovoljno prouditi u jednoj od
tih ravni.

17. Ravanska strujanja. Pri prouavanju ravanskih strujanja u veéini slu¢ajeva
je najpogodnije izabrati Dekartov pravougli sistem koordinata %k k=1, 2, 3, i
to tako da ravni u kojima je strujanje identi¢no budu koordinatne ravni z3=const.
(slika 21). S obzirom na istovetnost sfrujanja u svim ravnima z3=const., strujanje
je dovoljno prouéiti u jednoj od tih ravni, recimo z*=0, koja se naziva osnovna

ravan strujanja.

5 Mehanika fluida
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Umesto Dekartovih pravouglih koordinata z! i z2 moZemo, koordinatnim
transformacijama

z1=z1(x}, x?),
(17.1) 22 =2%(x!, x?),

23=x3,

z3 -

Sl 21

u ravnima strujanja uvesti krivolinijske ortogonalne koordinate x1 i x2 (sl. 22).
Koriste¢i transformacioni obrazac

Sl 22

i (17.1), za koordinate metri¢kog tenzora, u odnosu na sistem ortogonalnih koordi-
nata x¥, dobivamo

&1, (x, x?) 0 0
(17'2) {gu}z 0 gzz(xl, x2) 0 s
0 0 1
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Koordinatna linija x3 se poklapa sa Dekartovom osom z3, a ravni strujanja sa ko-
ordinatnim ravnima x3=const.

Polje brzine je odredeno kontravarijantnim koordinatama
(17.3) {of} =fol(x!, 2% 1), (%% ko)

3to je u saglasnosti sa (5.9). Vidimo, dakle, da vektor brzine, s obzirom da nema proje-
kcije na x3 osu, lezi u ravni strujanja. Osim toga koordinate brzine ne zavise od x3,
§to znadi da je brzina ista u odgovarajuéim tatkama svih ravni strujanja x3=const.

S obzirom da je 93=0, iz (10.4) vidimo da je u slucaju ravanskih strujanja
jednadina konzervacije mase oblika

0 0

(17.4) E(leg_)+a—;(v2V§)=o,
gde je, iz (17.2),

(17.5) Ve =Ven 2,

‘0 obliku

dx! o dx?

T
odnosno
(18.1) vl dx? —2v2dx1=0.

Ova jednadina, medutim, u opstem slu¢aju nije egzaktna, pa je, radi dovodenja do
potpunog diferencijala, treba pomnoziti integracionim faktorom 2, tj.

vladx?2—ov2Adx!=0.

Integracioni faktor A odredujemo iz uslova
0

ox!

)= b%(’ 220,

odnosno

0 0
— @) +— (@*»)=0.
oxl( ) dxz( )

Za nestigljiv fluid o&igledno je da se za integracioni faktor moZe uzeti A=)z, jer

¢ tada prethodni uslov identicki zadovoljen, s obzirom da se poklapa sa jedna¢inom

Konzervacije mase (17.4). Prema tome, diferencijalna jednacina strujnih linija

o) g dx2—v2)/g dx1=0

je egzaktna, pa moZemo staviti da je njena leva strana jednaka potpunom diferen-
cijalu neke skalarne funkcije U (x1, x2,1), t].

(18.2) dy =l Vg dx?—v2)/g dx!,

5¢
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tako da postaje

(18.3) d{=0.
Integracijom jednacine (18.3) dobivamo konaéne jednadine strujnih linija
(18.4) Jilod, x200) =G,

gde je C integraciona konstanta. Za razlidite vrednosti integracione konstante dobi-
vamo jednacine pojedinih strujnih linija. Strujna linija koja se dobiva za C=0 naziva
se nulta strujna linija ili nulta strujnica. Jednacine (18.4) odreduju, prema tome, familiju
strujnih linija u osnovnoj ravni strujanja x3=0. U trodimenzionom prostoru, medu-
tim, jednacina (18.4) odreduje familiju cilindriénih povrsi koje se nazivaju strujne
povrsi. Presecima strujnih povrSi sa ravnima strujanja x3>—const. odredene su
strujne linije u ravnima strujanja, odnosno trodimenzionom prostoru.

Funkcija ¢=¢ (x,! x2,¢), s obzirom da odreduje strujne linije, naziva se
strujna funkcija. U opStem slucaju, kad je strujanje nestacionarno, s obzirom da
strujna funkcija zavisi eksplicitno i od vremena, strujne linije, pa i strujne povrsi,
nisu stacionarne u prostoru. Kod stacionarnih strujanja, medutim, kao i kod nestacio-
narnih strujanja kod kojih je vektor lokalnog ubrzanja kolinearan sa vektorom brzine
(uslov (6.9)), strujne linije su stacionarne u prostoru, u kom slu¢aju se poklapaju sa
putanjama destica fluida.

U fiksiranom trenutku vremena, totalni diferencijal strujne funkcije je

dy :—aidxl -!——gq—J dx?,
axl dx2

_pa, izjednadavanjem koeficijenata uz dx! i dx2 na desnoj strani ove jednacine sa koe-
ficijentima uz dx! 1 dx2? u jednacini (18.2), dobivamo

— 3y — 9y
I = e —0? =S5
v')/g = v?)/g =

odakle sledi
1 "o
(18.5) vlr——_%, '02=——1:—¢.
Vg 0x? Vg ox
Vidimo, dakle, da se kontravarijantne koordinate brzine mogu izraziti preko strujne

" funkcije. Pomocu koordinata metri¢kog tenzora (17.2) mozemo iz kontravarijantnih
odrediti kovarijantne i fizike koordinate vektora brzine. Na taj nadin dobivamo

11 1 = 2
0,=817> 7U3=837%

V= Vgu ol, o= ngz v?,

odnosno, koristeéi (18.5) i (17.5),

(18.6) «01=Vg1_134’_, Z,Z:_V_gig.ﬂ,
Vg22 0x? Vgu ox!
(18.7) e LT AT e

=V§()x2 -
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Akou osnovnoj ravnistrujanja uo€imo neku krivu liniju L, tada pod protokom
fluida kroz tu krivu podrazumevamo protok kroz cilindriénu povrs koja prolan
kroz tu krivu, a ograni¢ena je ravnima x3=0i x3=1. Pokazaéemo sada da vaZzi

Cista ﬂ Protok fluida kroz krivu liniju u ravni strujanja, izmedu dve na n]0] j proizvoljno
izabrane tacke, jednak je razlici vrednosti strujne funkcije u tim tackama i ne zavisi od
oblika_krive. M’ﬁ‘

D o k a z. Uodimo u osnovnoj ravni strujanja Kriv i
tacke 4 i B (sl. 23.). Prema prethodnoj definiciji, protok kroz krivu L izmedu
uocenih tacaka 1znosi

x3=1 L(B)

(18.8) 0= |8/ vida,.

X3=0 L(A)

.\'1

SI. 23

Orijentisani element povr§i moZzemo izraziti kao vektorski proizvod orijentisanog

elementa luka krive L i orijentisanog elementa luka u pravcu ose x3, tj.

da; = €, dx{r, dx?,

pa je
vida, = ey, 0 dx(1ydx* = dx® &5, 0" dx(y),

odnosno
: 2 1
vida, = dx3(e,,, v dx{1) + &5, V2 dX(1))

jer je 23=0i dxi,=0. Kako je, dalje, ,,,=Vg i &5, = —Vg, bice

v'da;= dx* (v g dx(1) — 0 /g dxw),
odnosno, ako iskoristimo (18.2),
v'da; =dx*d{,,

gde smo sa d{,;, oznadili prirastaj strujne funkcije u pravcu krive L. Koriste¢i _pret-
Rodni izraz, iz (18.8) za protok dobivamo

x3=1 L(B) L(B)

Q=f dx? f dyy= qul(u,

x3=0 L(A) L(A)
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odnosno, posle integracije,
(18.9) 0=4(B)—9(4),

¢ime je stav dokazan.

1z (18.9) zakljudujemo da ¢e protok kroz zatvorenu krivu biti uvek Jednak nuli
kad je strujna funkcija jednozna¢na funkcija poloZaja. U slu¢aju, pak, kad je strujna
funkcija viSezna¢na funkcija polozaja, protok kroz zatvorenu krivu moZe biti
jednak ili razli¢it od nule, §to zavisi od toga da li se, polaze¢i od neke tacke na krivoj
u ponovnim vra¢anjem u tu tacku posle obllazenja po krivoj, vrednosti strujne
funkcije razlikuju ili ne. Moguce je, naime, kao $to éemo kasnije videti, da se vrednost
strujne funkcije ne menja posle obilaZenja po krivoj, iako je strujna funkcija
viSeznaéna funkcija polozaja.

VezZbanja

1. Izraziti preko strujne funkcije kontravarijantne, kovarijantne i fizicke
koordinate vektora brzine u sistemu Dekartovih pravouglih i polarnih koordinata
u ravni strujanja.

2. Pokazati da je kod ravanskih strujanja protok jednak nuli kroz proizvoljnu
krivu izmedu tadaka koje se nalaze na istoj strujnoj liniji.

3. Neka je, u odnosu na Dekartov pravougli sistem koordinata, ravansko
strujanje odredeno poljem brzine

v,=X, v,=-y, 9,=0.

x

a) Odrediti strujnu funkciju.
b) Odrediti jednadine nultih strujnica.
¢) Izradunati protok kroz krivu liniju izmedu tacaka 4 (0,0) i B (1,1).

d) Pokazati da je protok jednak nuli kroz proizvoljnu krivu izmedu talaka
koje se nalaze na koordinatnim osama.

e) Pokazati da je protok jednak nuli kroz proizvoljnu zatvorenu krivu liniju.

4. Neka je, u odnosu na sistem polarnih koordinata r i 0, ravansko strujanje
odredeno kontravarijantnim koordinatama brzine

1

v=—, 29=0.
r

a) Odrediti strujnu Tunkciju.

b) Pokazati da je protok kroz zatvorenu krivu jednak nu11 ako ona ne obuh-
vata koordinatni poéetak (pol) i jednak 2w ako ga obuhvata.

1

l9l VrtloZna ravanska struingfU prethodnom odeljku smo pokazali da se
koordinate brzine mogu izraziti preko strujne funkcije. Imajuéi to u vidu, jasno je
da se i koordinate tenzora vrtloznosti, pa, prema tome i vektora vrtlozZnosti mogu
izraziti preko strujne funkcije.
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Kovarijantne koordinate tenzora vrtloZnosti su

e i )_L(ﬁ_ﬂ)
AEGN TIT FoN ok 0
S obzirom da je kod ravanskih strujanja 23=0i da ! i 92 ne zavise od x3, zakljutu-

jemo da tenzor vrtloZnosti ima samo jednu nezavisnu koordinatu koja je razlidita od
nule i to
1 (07)1 dvz)

0,=—(—-— :
12
0x? ox!

Ako u ovom izrazu kovarijantne koordinate brzine izrazimo preko strujne funkcije
koriste¢i (18.6), dobivamo

(19.1) “:’12 —[axl(llfg?:i) axZ(V%%)]'

Kontravarijantne koordinate vektora vrtloZnosti su

1
o'= —ckay,,

2

odnosno, s obzirom da su w1;=-—»; jedine od nule razli¢ite kovarijantne koordina-
fe tenzora vrtloznosti,

1 1
e i12 i21 oL, i12 i12
o —-2 Elw ee?lo,)= . ("%, +120,,).

Prema tome je

‘ 1
T 2112 e i12
o= ‘0,=—=¢e"a,,

odakle zakljuujemo da je jedina od nule razliita kontravarijantna koordinata
vrtloga

1
W=, =
Vg = Vgugzz

odnosno, ako iskoristimo (19.1),

1 [0 (Ven o\, 0 Vg, o
19.2 203= e frooti “HA
e R Vgugzz [0x (Vgu axl)-l_t)xz (Vg—zzdxz)]

@5

S obzirom da je g33=1, ovo je ujedno i kovarijantna i fizi¢ka koordinata vrtloga. @
Pokazatemo sada da je (19.2) ekvivalentno sa [ [2@A2(t{ KOORD, VEKTDEL VETCOZ‘N‘O,.
(19.3) 203=A. PREKD STEVINE F-B U Sles Pty

STRUIAN A NESTISGI06 FLVIQY

Da bismo to pokazali, podimo od relacije

diva—=d'; =VLE B%(a" Ve), \
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a,
gde su a' kontravarijantne koordinate proizvoljnog vektora a. Specijalno, ako u

prethodnom izrazu stavimo i grad {, tj. at=g¥ { ;, dobivamo

div (grad ) =gl . = AQ}————(V-g $,5)-

Kako je kod ravanskih strujanja l/g—=l/gug22 i ¢, 3=£};=0, dobivamo

" [ax <Vgugzzg o¢1)+aix2(mgu;—i>]'

Vgngzz

S obzirom da su koordinatne linije x1 i x2 medusobno ortogonalne, to je g11=L
g 11

i g22=L , pa prethodni izraz moZemo napisati u obliku

822
i [ (ngz LI (VZ o¢)]
Vgugzz ox! Vgu oxt/" 9x* ngz ox?
¢ime je, s obzirom na (19.2), dokazana vaZnost relacije (19.3) .
Prema tome, koordinate vektora vrtloZnosti su

(19.4) {d}:{w,}:{%}:{o, 0, %mp},

a intenzitet mu je jednak polovini laplasijana strujne funkcije. \

Na osnovu (17.3) i (19.4) dobivamo da je

et

- v=0ly,+ 6?v,+0*v,;=0,

a to je, prema (15.6), potreban i dovoljan uslov da strujanje bude sloZeno lamelarno.
Prema tome, sledi: Ravansko vrtlozno strujanje je slozeno lamelarno strujanje.

S obzirom da vrtlog ima projekciju samo na x3 osu, zaklju¢ujemo da je upravan
na ravan strujanja. Na osnovu toga sledi zakljudak: Kod ravanskih vrtloZnih strujanja
vrtloZne linije su upravne na ravan strujanja. Pokazac¢emo sada da vaziisledeci stav:
Kod ravanskih vrtloZnih strujanja vrtloZne linije su stacionarne i materijalne, bez
obzira da li je strujanje, odnosno polje vektora vrtloznosti stacionarno ili ne.

D o k a z. Da bi vrtloZne linije bile stacionarne potrebno je i'dovoljno da bude
ispunjen uslov (14.5). Kod ravanskih strujanja, s obzirom da je samo w330, tj.
wl=w2=0, oligledno je uvek ispunjen uslov

t)m/
e — k=0,

dt

—

: ow . g 2 i .
tj. vektor b— je uvek kolinearan sa vektorom , ¢éime je prvi deo stava dokazan.
(4
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Da bi vrtloZne linije bile materijalne potrebno je i dovoljno da bude ispunjen
uslov (14.15). S obzirom, medutim, da smo napred pokazali da su vrtloZne linije
stacionarne, uslov (14.15) se svodi na (14.33), koji moZemo napisati u obliku

E:ljk wjekmn €nrs (mr vs)' m= 0’
odnosno
@ 8 (W' ), ,, =0,
ili '
g 0 (0F o™ — wmok) = 0.
Kako je, medutim, @', =0 i 2,,=0 ovaj uslov moZemo, dalje, izraziti u obliku
€ijx @) (wf‘m " — ™ 'vf‘,,,) =03
ili, u ekvivalentnom obliku,
k K
ey (0&7)"'— o™ 2W—)=0.
Xz oxt

: i : 1 ov! S0 0

S obzirom da je kod ravanskih strujanja w!=0, ©2=0, 23=0, — =0 —=
ox? ox3
gornji uslov je identi¢ki zadovoljen, ¢ime je i drugi deo stava dokazan.

0,

VeZbanja

1. Koriste¢i (19.4), pokazati, integracijom diferencijalnih jednacina (14.3),
da su vrtlozne linije kod ravanskih strujanja stacionarne prave linije upravne na
ravni strujanja.

- -
2. Pokazati da se kod ravanskih strujanja vektorski proizvod vektora o i @
moZe izraziti u obliku

;x;=%Aup grad ¢.

3. Koriste¢i rezultat prethodnog zadatka, pokazati da je vektor rot (Zx;)

kolinearan sa vektorom w, pa da je na taj nacin identi¢ki zadovoljen uslov (14.33),
kao potreban i dovoljan da stacionarne vrtloZne linije budu materijalne.

4. Pokazati da je kod ravanskih strujanja rotor vektora ubrzanja kolinearan
sa vektorom vrtloZnosti, tj. da je ispunjen uslov (14.17) kao potreban i dovoljan
da vrtloZzne linije budu materijalne.

5. Pokazati da kod ravanskih vrtloZnih strujanja ubrzanje ne moZe imati
potencijal, bez obzira da li je strujanje ili polje vektora vrtloZnosti stacionarno ili
ne, izuzev u sluéaju kad je

dwk do* ok odwk ,

T T 4 — =0,
St dt oL i w0

odnosno kad je w=const. Na osnovu toga izvesti slede¢e zakljucke:

a) da se cirkulacija duz svake zatvorene materijalne krive linije u ravni strujanja
menja sa vremenom, tj. da je strujanje sa promenljivom cirkulacijom, i
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b) da se jafina vrtloga duZ svake materijalne vrtloZne cevi menja sa vremenom,
- —
kad je o=w (x1, x2, 1).

6. Pokazati da kod ravanskih vrtloZnih strujanja u ravni strujanja egzistira
familija krivih linija G=const., koje su upravne na strujne linije i koje se dobivaju

kao vektorske linije vektorskog polja @ x ;, pri emu je o=F grad G uslov integra-
bilnosti diferencijalne jednadine tih linija.

[ koS, - Qungre ‘JEDX&E///H@
20. Potencijalna ravanska strujanja. Kod potentijfalnih ravanskih strujanja,

s obzirom da je tenzor vrtloZnosti, pa, prema tome 1 vektor vrtloznosti jednak nuli,
na osnovu (19.4) mozemo pisati i

(20.1) 203=A¢=0.

Prema tome, zakljuCujemo: Kod ravanskih potencijalnih strujanja strujna funkcija je
harmonijska, tj. zadovoljava Laplasovu diferencijalnu jednacinu.

U saglasnosti sa (13.2), vektor brzine moZemo izraziti u obliku

(20.2) sty 2P
ox:

gde je

(20.3) p=0(x!, x2, t)

potencijal brzine ili potencijalna funkcija za ravanska strujanja.

Iz (20.2) vidimo da su kovarijantne koordinate brzine jednake parcijalnim
izvodima potencijala brzine. Iz (18.6), medutim, vidimo da se one mogu izraziti i
preko parcijalnih izvoda strujne funkcije. Uporedivanjem ta dva izraza, dobivamo

'Y — s
ox' Vg, ox* 2 ox? Vg, ox!

pa vidimo da su potencijal brzine i strujna funkcija povezani diferencijalnim
jednacinama

(20.4) o202 _Veu 04 o0 Ve, 0¢

(20.5) o g T Nbe 1 o)

Vg—u ox! Vg, 0x2 Vg, 0x? l/g_ll ox!
Ove se jednaline nazivaju Kosi-Rimanove jednacine i, kao $to ¢emo kasnije videti,
igraju vaznu ulogu kod potencijalnih ravanskih strujanja.
U sistemu Dekartovih pravouglih koordinata x, y u ravni strujanja, s obzirom
da je g;3=1 1 gy=1, Kosi-Rimanove jednadine su oblika
0 0 0
(20.6) (4TS . N
ox 0y oy 0x
_Ako, medutim, u ravni strujanja_uvedemo polarne koordinate r i 0, s obzirom
da je u tom slucaju g;; =11 g, =r2; Kosi-Rimanove jednadine su oblika )

(20.7) og Juw Yl dele L 0

or r 00  r 00 or
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Jednadinama :
(20.8) o(x!, x2, t)=C, (C=const.),

odredene su ekvipotencijalne linije u ravni strujanja, odnosno ekvi otencijalne
cilindriene povrsi u trodimenzionom prostoru. Strujnom funkcijom kao Sto smo
ranije videli, odredene su strujne linije u ravni strujanja, odnosno cilindri¢ne strujne
povr§i u trodimenzionom prostoru. I ekvipotencijalne povrsi i strujne povrsi su
upravne na ravan strujanja i njihovi preseci sa ravnima strujanja x3=const. odreduju
ekvipotencijalne, odnosno strujne linije u_trodimenzionom prostor: kaza¢emo
ada da vaZi sledeéi s t a v Strujne linije i ekvipotencijalne linije su familije medu-
ija u ravnima strujanja. -QOKA2A T1

D o k a z. Gradijenti strujne i potencijalne funkcije su vektori koji su u ravnima
strujanja upravni na strujne, odnosno ekvipotencijalne linije. Skalarni proizvod tih

vektora mozemo izraziti u obliku

J 0
grad - grad<p=g"¢,,~¢,,=g"—q’. a—CP,
. ox' ox
odnosno, s obzirom da je ﬂ=0 i i)$=0,
0 ox3

_a_qi_i)_(a_'_ 2204} OCP_ 1 aLIJ aq’_l_Lﬁp_ﬂ

gy o,=g" )
V19,8 ox! ox! 0x29x% g, oxlox! g, 0x?0x?

Ako sada iskoristimo Kosi-Rimanove jedna¢ine (20.5), dobivamo

1 Ve 09 04 _ 1 Ve, 04 0y

gij‘l’,i

.odnosno

SI. 24

na osnovu &ega zakljuujemo da su grad ¢ i grad ¢ medusobno ortogonalni, odnosno

dasu strujne Timije 1 ekvipotencijalne linije familije medusobno ortogonalnih linjja__

o Taviima Strujanja (St 24); cime je stav dokazan.

Na osnovu prethodnog stava, zaklju¢ujemo da vaZi i sledeéi s ta v: Strujne i
ekvipotencijalne povrsi su familije medusobno ortoganalnih cilindri¢nih povrSi u pros-
toru.
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Polje potencijalnog ravanskog strujanja nestisljivog fluida, s obzirom da su i
rotor brzine i divergencija brzine jednaki nuli, je, kao i u op§tem sluCaju trodimenzio-
nog strujanja, Laplasovo strujno polje. U odeljku 13. smo pokazali da je utom sluéaju
potencijal brzine harmonijska funkcija, tj. da zadovoljava Laplasovu diferencijalnu
Jjednadinu. Kod ravanskih potencijalnih strujanja, medutim, zamenjujuéi (20.2)
u (10.2) i koriste¢i jednaCinu konzervacije mase (3.12), tu jednadinu dobivamo
u obliku

(20.9) g [i (Vg_n ﬂ)Jri(@ ﬂ)]zo,

Vgugzz ox! V?n ox/  9ox*\) g,,.0x*

odakle sledi

(20.10) _b(Vij a_ep):__d(@ ﬂ),
ox! \V g, oxt! 0x2 l/g22 0 x2

S obzirom da su kod ravanskih potencijalnih strujanja i strujna funkcija i po-
tencijal brzine harmonijske funkcije, tj. da obe zadovoljavaju Laplasovu diferenci-
jalnu jednacinu, kao i da su povezane Kogi-Rimanovim jednacinama, ¢ija je posledica
upravnost strujnih i ekvipotencijalnih linija, zakljuujemo: ako postoji ravansko
potencijalno strujanje sa strujnom funkcijom § i potencijalom brzine ¢, postojade i
Strujanje sa strujnom funkcijom ¢ i potencijalom brzine —1, odnosno sa strujnom
Sunkcijom —q i potencijalom brzine ¢. Lako je, naime, pokazati da ako se strujnoj
funkeciji i potencijalu brzine razmene uloge, pri ¢emu se jednoj od njih promeni znak,
obe ¢e, ponovo, zadovoljavati i Laplasove diferencijalne jednacine i Kosi-Rimanove
Jednacine, tj. odredivaée neko novo potencijalno ravansko strujanje.

Strujna funkcija i potencijal brzine mogu se odrediti integracijom odgovarajuée
Laplasove diferencijalne jednagine uz odgovarajuée grani¢ne uslove. Medutim,
dovoljno je da se na taj nadin odredi samo jedna od tih funkcija, a druga se, onda,
moZe odrediti integracijom Kosi-Rimanovih jednaina, $to je u svakom slucaju
Jednostavniji postupak, jer su, za razliku od Laplasove diferencijalne jednadine,

Kosi-Rimanove jednagine — diferencijalne jednadi vog reda. Izlozi¢emo sada
postupak integracije Kosi-Rimanovih jednacina.

Ako je, na primer, poznat potencijal brzine o, iz prve Kosi-Rimanove jednacdine
(20.5) sledi

oY _Va, o9
o0x* Vg, oxt’
odakle je, integracijom,
(20.11) ¢ =f (Viz_z ﬂ)dx2-+f(xl),
: l/gll ox!

&de je f (x1) proizvoljna funkcija od x!. Da bismo odredili tu funkciju, diferencira-
¢emo prethodnu jednacinu po xI. Na taj nacin dobivamo

x2

'ﬂ= 9 V_Zgﬂ Rg e £ ] = 1y _ 0 (x)
oxt oxl(VgT, axl)dx A (f s 0 x! )
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ili, ako iskoristimo (20.10),

2 [0 (VB 28 s

QO

2

oq

~

~n
(=%
=

odnosno, posle integracije,

3£=_([£;zzﬂﬂﬁfwu

ox! I/:g; 0x? |0
Iz druge Kosi-Rimanove jednacine (20.5) sledi
oy _ _Veu 92

[ V& ox?’

pa, zamenom u prethodnu jednacinu, dobivamo

_Ven

ﬁ’;@(@ "_‘P) * Ve oy
ox? Vg Vg 0%/ o Ve
odnosno
29 _09 Ve (V_g_u 0_<P) _Ven ),
0.x% x> Vgll ngz 0x?%/ x2—0 Vgll
Odavde je, o¢igledno,
£ (= —(Vé‘—‘ o L
ngz ()xz x2=0

pa integracijom dobivamo
x1

Vg, o9
i LNy R dx!.
f(X) ;)[(VgZZ ()xz)x2=0 :

Zamenjujuéi sada ovako nadenu funkciju f(x!) u (20.11), dobivamo, konacno,
strujanu funkciju u obliku

x1

" (Ven 09 f Vg, 99
20:42 = Y822 7¥ | dx?— Yeu 77, P
( ) ! 8/‘ (I/gn ‘)xl) d ¥ (ngz a)‘2)x2=0 g

S obzirom da je, po pretpostavci, poznat potencijal brzine, integraciju mozemo
sprovesti i na taj nacin odrediti strujnu funkciju. Prilikom odredivanja strujne
funkcije moglo se po¢i u od druge Kogi-Rimanove jednagine (20.5), u kom slu¢aju
bismo dobili ekvivalentan rezultat.

Ako je, pak, poznata strujna funkcija, onda se, na ekvivalentan nacin, integra-
cijom Kosi-Rimanovih jednalina moZe odrediti potencijalna funkcija.
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Vezibanja

1. Ako je, u odnosu na sistem Dekartovih pravouglih koordinata x, y u ravni
strujanja, ravansko potencijalno strujanje odredeno poljem brzine

V=), U,=X,
integracijom diferencijalnih jednagina (20.2) i (1 8.5) odrediti potencijal brzine i strujnu

funkciju.

2. Ako je kod ravanskog potencijalnog strujanja potencijal brzine, u odnosu na
Dekartov pravougli sistem koordinata x, y u ravni strujanja, odreden izrazom

o= —2xy,
integracijom Kosi-Rimanovih jednadina (20.6) odrediti strujnu funkciju.
3. Kod ravanskih strujanja, vektor ;, ¢ije su kovarijantne koordinate
{a}={v? —o', 0},

gde su ! i »2 kontravarijantne koordinate vektora brzine, je upravan na vektor
brzine, jer je, o&igledno,

a;vi =00l — 9l 92=0.

Pokazati da ée vektorsko polje @ imati vektorske linije, upravne na strujne linije, ako
i samo ako je strujanje slofeno lamelarno ili lamelarno, tj. ako i samo ako je

o=F grad G ili ;=grad @, odnosno, §to je ekvivalentno, ako isamo ako je @ 9=0
ili w=0. (Uslovi o=F grad G, odnosno ;:grad ¢, predstavljaju uslove integra-

bilnosti diferencijalne jedna&ine vektorskih linija vektorskog polja Z).

4. Pokazati da je kod ravanskih potencijalnih strujanja fluidna struja duZ
proizvoljne krive linije u ravni strujanja, izmedu dve na njoj proizvoljno izabrane
tacke, jednaka razlici vrednosti potencijala brzine u tim tackama i da ne zavisi od
oblika krive.

5. Ako ravansko potencijalno strujanje pripada jednostruko povezanom struj-
nom polju, pokazati da je cirkulacija duZ bilo koje zatvorene krive u ravni strujanja
jednaka nuli i da u tom slu€aju potencijal brzine mora biti jednoznagna funkcija
poloZaja.

6. S obzirom da je ravansko potencijalno strujanje nestisljivog fluida u potpu-

nosti odredeno potencijalom brzine i strujnom funkcijom, pokazati da se strujanje

nece promeniti ako tim funkcijama dodamo proizvoljnu konstantu, tj. da su poten-
cijal brzine i strujna f.unkcﬂa odredene do' na proizvoljnu konstantu.
A - - LE B SRY/ VO N

21. Primeri osnovnih po’téncijalnih ravanskih strujanja./U ovom odeljku éemo
navesti nekoliko primera tzv. osnovnih ravanskih potencijalnih strujanja nesti-
Sljivog fluida.

a) Stacionarno pravolinijsko strujanje. U odnosu na sistem Dekartovih pravo-
uglih koordinata, ovo strujanje je odredeno potencijalom brzine

(21.1) p=ax+by,
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gde su a i b realne konstante. 1z (20.12), za strujnu funkciju dobivamo

o firof (3 o
0y /y=0
odnosno

(21.2) {=ay—bx.

Jednadine strujnih linija su ¢=C, odnosno

b
y=—x+0C,
a

i vidimo da su to prave linije koje sa pozitivnim smerom x-ose zaklapaju ugao
a=arc tg( ) (sl. 25).
a

s \
}M
\\\
A\ ¥
A\ \
\
e
\ i \ o
v !
SL. 25 /

Jednadine ekvipotencijalnih linija su ¢=C, odnosno
y=- 2 x+ C,
b

i vidimo da su to prave linije koje sa pozitivnim smerom x-ose zaklapaju ugao
B=°‘+7- Prema tome; strujne i ekvipotencijalne linije su familije- medusobno
upravnih pravih linija.

Projekcije brzine na koordinatne ose su, na osnovu (20.4),

09 _24_, ,_09_ _db_
oy 0x

a intenzitet brzine je
v=)/ a®+ b? =const.
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Vidimo, dakle, da je brzina polje konstantnog vektora, tj. istog je intenziteta i pra-
vca, koji se poklapa sa pravcem strujnih linija, u svakoj tadki strujnog polja. S
obzirom da je strujanje ustaljeno, strujne linije se poklapaju sa putanjama C&estica
fluida.

S obzirom da je strujno polje jednostruko povezano, tj. da su strujna funkcija
i potencijal brzine jednoznacne funkcije poloZaja, protok i cirkulacija su jednaki
nuli za bilo koju zatvorenu krivu liniju u strujnom polju, tj.

0=Fdy=4 )¢ (=0,
L

T=$ vdxiny=§ do=9(4) — ¢ (4)=0.
L L

U posebnom slucaju kad je a=0, s obzirom da je tada v,=0, fluid te&e para-
lelno osi y. Ako je, pak, b=0, tada je v,=0, pa fluid te€e paralelno osi x.

Posto je brzina polje konstantnog vektora, tenzor brzine deformacije i tenzor
vrtloZnosti su identicki jednaki nuli u svim tatkama strujnog polja. Na osnovu toga
zakljuCujemo da se svaka uocena konaéna zapremina fluida kreée kao kruto telo u
jednolikom pravolinijskom translatornom kretanju.

b) Stacionarno strujanje u polju jednog vrtloga. U odnosu na sistem polarnih
koordinata, ovo strujanje je odredeno potencijalom brzine
(21.3) ¢=al,

gde je a proizvoljna realna konstanta. S obzirom da je u sistemu cilindarskih polarnih
koordinata

¥ 1 0 O
&;3={0 r2 0y,
0 0 1

na osnovu (20.12) za strujnu funk-

e e

odnosno, posle integracije,
(21.4) Y= —alnr.

Jednadine strujnih linijja su
Sl. 26 (.I/ZC, odnosno

r=C ‘
i vidimo da su to koncentri¢ni krugovi sa centrom u koordinatnom podetku (sl. 26).
Jednacine ekvipotencijalnih linija su ¢=C, odnosno
0=C

ividimo da su to prave linije koje prolaze kroz koordinatni pocetak, pa su, prema
tome, upravne na strujne linije.
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Kovarijantne koordinate brzine, na osnovu (20.4), su

'p’=a—q)=—l a¢=0’ ‘Z)e=a—<P= —rﬂ=a.
or r o6 00 or
Kontravarijantne koordinate su
=0, =21,
’.2

a fizicke

V=0, vg=—.
3

Brzina, dakle, ima projekciju samo na 6 koordinatnu liniju. Imajudi to u vidu,
kao i Cinjenicu da je strujanje stacionarno, tj. da se strujne linije poklapaju sa
putanjama Cestica fluida, zakljudujemo da &estice fluida imaju kruZno kretanje oko
koordinatnog pocetka u ravni strujanja, tj. kreéu se po koncentri¢nim krugovima
u smeru suprotnom kretanju kazaljke ¢asovnika (ako je a>0) ili u smeru kretanja
kazaljke ¢asovnika (ako je a<0).

Intenzitet brzine je

v=—,
,.

ividimo da je konstantan duZ svake strujne linije, odnosno putanje Cestica fluida, ali
je obrnuto proporcionalan rastojanju od koordinatnog podetka. Prema tome,
intenzitet brzine teZi nuli kad r teZi beskonadnosti. S druge strane, medutim, inten-
zitet brzine teZi beskonadnosti kad r teZi nuli. Na osnovu toga zakljuujemo da
koordinatni poCetak (pol) predstavlja singularnu tadku strujnog polja, odnosno da
strujanje u polju jednog vrtloga ne pripada jednostruko povezanom strujnom polju,
jer singularitet moramo izdvojiti iz strujnog polja obuhvatajuéi ga proizvoljnom
zatvorenom krivom linijom u ravni strujanja. Ova kriva obuhvata oblast strujnog
polja (Srafirana oblast na slici 26) koja se naziva vrtloZno Jezgro. Na taj nacin strujno
polje je podeljeno na dve oblasti. Prva oblast jeizvan vrtloZnog jezgra i neograniceno
Je velika, a druga je oblast vrtloznog jezgra i proizvoljno je mala. Strujanje se ne
proucava u oblasti vrtloZnog jezgra, ve¢ se pretpostavlja da se fluid u njoj kruto
rotira konstantnom ugaonom brzinom. S obzirom da oblast vrtloZnog jezgra moze
biti proizvoljno mala, moZemo smatrati da predstavlja poprecni presek jednog
vrtloZnog vlakna, upravnog na ravan strujanja. Iz toga razloga se ovo strujanje i
naziva strujanje u polju jednog vrtloga, premda je strujanje u oblasti izvan vrtloZnog
Jezgra, koja je regularna oblast strujnog polja, nevrtlozno. Ovo naroéito podvlaéimo
zbog toga da se naziv ovog strujanja ne bi mesao sa pojmom vrtloZnog strujanja.

Iz (21.3) vidimo da je potencijal brzine viSezna¢na funkcija poloZaja, jer istoj
tacki u ravni strujanja odgovara ugao 0 i uglovi 0 +2kn(k=+1,+2,...). Iz tog
razloga cirkulacija duZ zatvorene krive linije u ravni strujanja moZe biti jednaka ili
razliCita od nule, §to zavisi od toga da li kriva obuhvata singularitet ili ne. Ako, nai-
me, u ravni strujanja uo¢imo neku zatvorenu krivu L; (sl. 26) koja ne obuhvata
koordinatni podetak, cirkulacija je

I'=¢dop=o(d)—p(d)=ab,—ab,=0,

6 Mehanika fluida
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jer se, polazeéi od proizvoline tatke 4 na krivoj, posle obilaZenja po krivoj ugao
64 vraca na prvobitnu vrednost. Ako, medutim, uo¢imo zatvorenu krivu L; (sl. 26)
koja obuhvata koordinatni podetak, cirkulacija je

(21.5) F'=p)-9(A)=a@®,+2n)—ab,=2am,

Jer, polazeéi opet od neke tatke 4 na krivoj, posle obilaZenja po krivoj ugao 04
priraste za 2.

S obzirom da cirkulacija ne zavisi od oblika krive, jasno je da ¢e imati istu
vrednost i za krug proizvoljno malog polupreénika sa centrom u koordinatnom
potetku, pa, prema tome, i za krug koji ograni¢ava vrtloZno jezgro. Ako, medutim,

pretpostavimo da se fluid sadrZan u oblasti vrtloZnog vlakna, ¢iji je popreéni presek

vrtloZno jezgro, rotira kao kruto telo konstantnom ugaonom brzinom o, tada je
oblast vrtloZnog jezgra regularna, pa moZemo pisati

I'=9ov.-dxyy= -2fm-da’= —2w [da’= —2wd,

I’ o >

gde je L’ krug koji ograniava vrtloZno jezgro povrsine a’. Prema tome, zaklju-

Sujemo: cirkulacija je jednaka jacini vrtloga duZ vrtloZnog vlakna Ciji je poprecni

presek vrtloZno jezgro. 1z tog razloga se cirkulacija I' naziva jos i jacina vrtloga.
Iz (21.5), konstantu a moZemo izraziti u obliku

r
21’

pa potencijal brzine i strujnu funkciju moZemo pisati u obliku

T T
21.6 =—0, =——Inr,
( ) ® 2 v 2w

pri &emu promena znaka cirkulacije I' ima za posledicu samo promenu smera kretanja
destica fluida.

Za razliku od potencijala brzine, strujna funkcija je jednoznacna funkcija
poloZaja, pa je protok jednak nuli kroz bilo koju zatvorenu krivu liniju u ravni
strujanja. '

Ako ovo strujanje posmatramo u trodimenzionom prostoru, u odnosu na
sistem cilindarskih polarnih koordinata r, 0, z, zaklju¢ujemo da su vrtlozi neprekidno
rasporedeni duZ z koordinatne ose, koja je singularna osa strujnog polja Brzina
je odredena kovarijantnim koordinatama

{v,.}=[o,5%, o].

Na osnovu ovoga lako je pokazati da je tenzor vrtloZnosti identi¢ki jednak nuli, Sto
je posledica pretpostavke da je strujanje potencijalno. Kovarijantne koordinate
tenzora brzine deformacije su

0v; 0 ‘
Zdi;=7’i,j+”f.i=a-ﬂ+a—x’i—2‘"k {is},

odnosno, s obzirom da su kovarijantne koordinate vektora brzine konstante,
(k
dyj= —vy Iij} .
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Odavde zakljuujemo da jedina nezavisna i od nule razli¢ita kovarijantna koordinata
tenzora brzine deformacije iznosi

r

dr0= — Yy {?°}= . ’
2nr
a fizi¢ka
de 1 iy
dypgy=——0—=—d.g= — ;
i Vg"gee r } 2wr?

Prema tome, fizic¢ke koordinate tenzora brzine deformacije su

o —211;r2
{dap}=1— L 0 0y°
' 27w r?
0 0 0

S obzirom da je tenzor vrtloZnosti jednak nuli, a tenzor brzine deformacije razliit od
nule, zakljuujemo da Ce se fluidni deli¢i prilikom kretanja na odredeni na&in defor-
misati, ali se ne¢e kruto rotirati. Kako je dg jedina nezavisna i od nule razli¢ita
fizicka koordinata tenzora brzine deformacije, postojace, kao $to znamo, samo
promena pravih uglova izmedu materijalnih piavaca koji se poklapaju sa pravcima
koordinatnih linija r i 6. Prema tome, ako uo&imo fluidni deli¢ &ije se stranice pokla-
paju sa koordinatnim linijama, on ée se pri kretanju deformisati na taj na&in §to ¢ée
postojati samo promene pravih uglova izmedu njegovih stranica koje se poklapaju
sa koordinatnim linijama r i 0 (sl. 27).

Sl 27
c¢) Stacionarno strujanje u polju jednog izvora. U odnosu na sistem polarnih
koordinata u ravni strujanja, ovo je strujanje odredeno potencijalom brzine
(21.7) p=alnr,

gde je a proizvoljna realna konstanta. Na osnovu (20.12), za strujnu funkciju dobi-
vamo

(21.8) Y=al.
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Jednadine strujnih linija su®=C i vidimo da su to prave linije koje prolaze kroz
koordinatni poSetak (sl. 28). S obzirom da je strujanje stacionarno, one se, jasno,
poklapaju sa putanjama destica fluida.

Jednadine ekvipotencijalnih linija su r=C i vidimo da su to koncentri¢ni kru-
govi sa centrom u koordinatnom pocetku.

Kovarijantne koordinate brzine, na osnovu (20.4), su

OCP 1 04’__‘1 v___()_@:_r ﬂ=0

T)r s (]
or r 00 r 00 or

. - . a : . .
S obzriom da je gr=1, to je o"=v4p,=—, dok je 2®=v,=0. Brzina, dakle, ima
r

projekciju samo na r koordinatnu liniju.

Intenzitet brzine je

v=—),
’

pa vidimo da je obrnuto proporcionalan rastojanju Cestice od koordinatnog pocetka.
Prema tome, intenzitet brzine teZi nuli kad r tezi beskonadnosti, a tezi beskonacnosti
kad r teZi nuli. Na osnovu toga zakljucujemo da je koordinatni pocetak singularna
tacka strujnog polja odnosno da ni ovo strujanje ne prlpada jednostruko povezanom
strujnom polju, jer singularitet moramo izdvojiti iz strujnog polja obuhvatajum
ga proizvoljnom zatvorenom krivom linijom (3rafirana oblast na slici 28), kao i u
prethodnom sluéaju strujanja.

Kad je a>0, tada je i v,,>>0, pa se &estice fluida radijalno krecu u svim pravci-
ma udaljavajuéi se od koordinatnog poéetka, koji u tom slucaju predstavlja izvor.
Nasuprot tome, kad je a<0, s obzirom da je tada i v¢4,<<0, zakljuCujemo da se
Cestice fluida krecu ka koordinatnom podetku, koji u tom slucaju predstavlja ponor.

Iz (21.7) vidimo da je potencijal brzine jednoznaéna funkcua poloZaja, pa je
cirkulacija jednaka nuli duZ bilo koje zatvorene krive linije u ravni strujanja.
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Za razliku od potencijala brzine, iz (21.8) vidimo da je strujna funkcija viSe-
zna¢na funkcija poloZaja, jer svakoj tacki u ravni strujanja odgovaraju polarni uglovi
0+2kr (k=0, +1, +2,...). Na osnovu toga zakljuéujemo da, iako je fluid nestis-
ljiv, protok kroz zatvorenu krivu moZze biti jednak ili razli¢it od nule, $to zavisi od
toga da li se, polaze¢i od neke tacke na krivoj, posle obilaZenja po krivoj vrednost
strujne funkcije menja ili ne. Ako, naime, u ravni strujanja uo¢imo zatvorenu Kkrivu
L, (sl. 28), koja ne obuhvata koordinatni po&etak, tada je protok kroz tu krivu jednak
nuli, tj.

0— f dp=Y(4)—y (4)=ab,—abd,=0,
L,

er se, polazeéi od tatke A na krivoj, posle obilaZenja po krivoj vrednost strujne
funkcije ne menja. Ako, medutim, uo¢imo zatvorenu krivu L, (sl. 28) koja obuhvata
koordinatni po&etak, tada protok kroz tu krivu iznosi

3 39 dy =)= (A)=a®,+2m)—ab,=2am,
Ly

jer, polazeéi od tatke A na krivoj, posle obilaZenja po krivoj ugao 04 priraste za 2. S
obzirom da protok ne zavisi od oblika krive, jasno je da ¢e imati istu vrednost i za
krug proizvoljno malog polupreénika sa centrom u koordinatnom pocetku. Na
osnovu toga zakljuéujemo: protok fluida kroz bilo koju zatvorenu krivu koja obuhvata
koordinatni pocetak jednak je izdasnosti izvora, odnosno ponora, pa moZemo pisati

e=2am.
Odavde, za konstantu @ dobivamo
€
a=—,
27

pa potencijal brzine i strujnu funkciju moZemo izraziti u obliku
€ €
(219 =—7Inr, =—0,
) i 27 v 27

pri éemu promena znaka izdaSnosti € ima za posledicu samo promenu smera kretanja
Zestica fluida, tj. ako je e>0 radi se o izvoru, a ako je ¢<0 o ponoru. S obzirom da je
ovo ravansko strujanje, tj. da protok fluida kroz zatvorenu krivu liniju predstavlja
protok kroz cilindriénu povrsi koja prolazi kroz tu krivu a ogranitena je ravnima
z=01i z=1, jasno je da izdaSnost izvora predstavlja u stvari zapreminu fluida koja u
jedinici vremena izade iz jedinice duZine z ose.

Ako ovo strujanje posmatramo u trodimenzionom prostoru, u odnosu na
sistem cilindarskih polarnih koordinatar, 6, z, zakljutujemo da su izvori neprekidno
rasporedeni duZ z ose, koja je, kaoiu prethodnom sluéaju strujanja, singularna osa
strujnog polja. Brzina je odredena kovarijantnim koordinatama

{v,}={2—i;, 0, o},
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na osnovu &ega je lako izraCunati da je tenzor vrtloZnosti identi¢ki jednak nuli, §to je
posledica pretpostavke da je strujanje potencijalno. Za fizitke koordinate tenzora
brzine deformacije, medutim, dobivamo

_LO 0

r2
€
{d<ij>}:'2—7_c o L of
r2
0O 0 o

na osnovu Cega zakljuujemo da ée se fluidni delié¢i pri kretanju na odredeni nadin
deformisati, ali se neée kruto rotirati. Kako su diry 1 dgey jedine od nule razlicite
fizitke koordinate tenzora brzine deformacije, postojace, kao §to znamo, samo
brzine promene rastojanja izmedu &estica u pravcima koordinatnih linijja r i 6.

Sl. 29

Prema tome, ako uocimo fluidni deli¢ &je se stranice poklapaju sa koordinatnim
linijama, on ¢e se pri kretanju deformisati na taj nain $to ée mu se menjati samo
duZine stranica koje se poklapaju sa koordinatnim linijama r i 6 (sl. 29).

22. Slaganje potencijalnih ravanskih strujanja. Potencijalno ravansko strujanje
nestigljivog fluida kinemati&ki je u potpunosti odredeno potencijalom brzine i struj-
nom funkcijom. Jasno je, medutim, da se proizvoljno izabrani par funkcija ne moze
uvek uzeti kao potencijal brzine i strujna funkcija, jer, kao 3to smo pokazali, one
moraju zadovoljavati i Laplasove diferencijalne jednadine i Kogi-Rimanove Jjedna-
¢ine. Prema tome, moZemo zakljuditi: svake dve harmonijske funkcije koje zadovo-
ljavaju KoSi-Rimanove jednacine mogu se uzeti da budu potencijal brzine i strujna
Junkecija, tj. odreduju neko ravansko potencijalno strujanje nestisljivog fluida.

Neka su, na primer, ¢ i {; dve harmonijske funkcije koje zadovoljavaju
Kosi-Rimanove jednadine, tj.

I o9, 1 o¢ 1 09, 1 o¢,

2.1 - S ¢ B - %%
) l/g11 ox! l/g22 0x? l/g22 ox? l/g11 oxt
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i neka su, jo$, @s i §p druge dve harmonijske funkcije koje takode zadovoljavaju
Kogi-Rimanove jednafine, tj.

Ve, ox' VEZ; ox2’ Vg, 0x* Ve, ox! :
S obzirom da je Laplasova diferencijalna jednalina linearna, o€igledno je da ¢e i
funkcije o=@ + @2 i =y, + {2 biti harmonijske, tj. bice

Ap=A ((P1+<P2)=Aq’1+ACPz:0’ A¢=A(¢1+q’z)=Aq’1+ Ag,=0.

Poito su i KoSi-Rimanove jednagine linearne, ofigledno je da ¢e ih zadovoljavati i
funkcije p=9; +@2 i $=y1 + ;. Da bi se to pokazalo, treba sabrati odgovarajuce
strane jednagina (22.1) i (22.2). Na taj naCin se dobiva

1 a(‘Pl""Pz):l 0+, 1 0(‘?1'*"?2):___1_ 0(Y; +¢,)

Ve, ox Ve, 0x2  Ven ox Ve, ox

odnosno

(22.2) s L T L I

1 o9 1 0 1 99 1 oY

Vg, ox! Vg, 0x* Vg, 0x? Ve, oxt

Prema tome, posto su harmonijske i posto zadovoljavaju Kosi-Rimanove jednacine,
funkcije ¢=¢; + @2 i =11 + 2 se mogu uzetiza potencijal brzine i strujnu funkciju
nekog moguceg strujanja.

Strujanje sa potencijalom brzine p=9, + ¢ i strujnom funkcijom =11+ $2
predstavlja zbir dva komponentalna strujanja sa potencijalima ¢ i @ i strujnim fun-
kcijama ¢ i §,. Jasno je da na isti nacin mo¥emo sabrati konaan broj poznatih
strujanja. Prema tome, vidimo da ako poznajemo izvestan broj strujanja, mozemo,
sabiranjem pojedinih od njih, dobiti &itav niz novih, ponekad veoma interesantnih
strujanja. To jo$ naro€ito dolazi do izraZaja kad se uzme u obzir da potencijalu
brzine i strujnoj funkciji moZemo promeniti uloge uz odgovarajuéu promenu znaka.

Napomenimo, na kraju, da se dva strujanja mogu sabrati i ¢isto grafiCkom meto-
dom u ravni strujanja. Ako su, naime, u tackama ravni strujanja poznate brzine
komponentalnih strujanja, tada se mogu konstruisati njihove strujne linije, jer je vektor
brzine u svakoj tacki tangentan na strujnu liniju. Koriste¢i se sada pravilom paralelo-
grama, tj. pravilom vektorskog sabiranja dva vektora, moZe se u svakoj tacki odre-
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diti brzina zbirnog strujanja, posle dega se mogu konstruisati i njegove strujne linije.
Ako su strujne linije komponentalnih strujanja konstruisane na dovoljno malom
rastojanju, tada su strujne linije zbirnog strujanja odredene dijagonalama paralelo-
grama koje obrazuju strujne linije komponentalnih strujanja (sl. 30). Posto je ovo
graficka metoda, jasno je da se prilikom rada mora usvojiti odredena razmera za
grafi¢ko predstavlanje vektora brzine. Na potpuno isti na¢in moZe se grafi¢kim putem
sabrati i konagan broj komponentalnih strujanja,

23. Primeri zbirnih potencijalnih ravanskih strujanja. U ovom odeljku éemo
prouciti nekoliko primera zbirnih potencijalnih ravanskih strujanja nestisljivih
fluida.

a) Stacionarno strujanje u polju Jednog vrtloga zdruZenog sa izvorom. Ako
saberemo potencijale brzine i strujne funkcije strujanja u polju jednog vrtloga i
strujanja u polju jednog izvora, dobivamo

(23.1) <p=i(slnr+l“9), ¢=i(—rlnr+59).
27 27
Jednatine strujnih linija su ¢=C, odnosno
5 6+C
r=e ,

i vidimo da je to familija logaritamskih spirala. Jednadine ekvipotencijalnih linija su

¢=C, odnosno

“Losc
€

Sl. 31

1 vidimo da su i one logaritamske spirale, ali upravne na strujne linije (sl. 31). Vrste
spirala zavise od znaka cirkulacije I i izda3nosti €, odnosno od toga da li je vrtlog
pozitivne ili negativne cirkulacije zdruZen sa izvorom ili ponorom. Strujanje prikazano
na slici odgovara slu€aju kada su veligine I' i € obe istog znaka, tj. kada su obe pozi-
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tivne ili kada su obe negativne. Jasno je da od znaka izdaSnosti € zavisi i smer kretanja
Zestica fluida. Kada je, naime, €0, u pitanju je izvor, i &estice se kre¢u po logaritam-
skim spiralama udaljavajuci se od koordinatnog pocetka. Kada je <0, bice sup-
rotno. To se, uostalom, lako zakljuduje iz kovarijantnih koordinata vektora brzine,
koje, na osnovu (20.4), iznose

dp 10y e 1 09 oy T

Tor r 00 2= r’ 00 or 2w

r

Fizi¢ke koordinate vektora brzine su

e 1
V=" —h Y@=
2% r

| |
2n 1
pa za intenzitet brzine dobivamo
v =V(ve,)* + (v)* = Lyt
2rm

Intenzitet brzine, dakle, teZi beskona¢nosti kad r teZi nuli, pa zakljucujemo da
je koordinatni podetak singularna tacka, koju, kao takvu, moramo izdvojiti iz
strujnog polja.

S obzirom da strujno polje nije jednostruko povezano, tj. da potencijal brzine
i strujna funkcija nisu jednoznacne funkcije polozaja, lako je pokazati, koristeci
(23.1), da su cirkulacija i protok jednaki nuli za biloe koju krivu koja ne obuhvata
koordinatni pocetak, a jednaki jacini I' vrtloga, odnosno izdasnosti € izvora ako kriva
obuhvata koordinatni pocetak.

b) Stacionarno strujanje u polju jednog izvora i jednog ponora jednakih izdas-
nosti. Neka se, u odnosu na Dekartov pravougli sistem koordinata x, y u ravni
strujanja, u tacki O; (—a, o) nalazi izvor izda¥nosti € (sl. 32). Ako, koordinatnim
transformacijama

x+a=r,cosf,

y=r,sinf,

uvedemo polarne koordinate sa polom u tacki Oy, potencijal brzine i strujnu funkciju
mozemo izraziti u obliku

g €
=—1Inr, =—0,
¥ 2n v 27

odakle zakljudujemo da su strujnice prave 6;=C, a ekvipotencijalne linije krugovi
r'i= C.

Y
’ Mo,y

2 6
0,-a, x

Sl. 32
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Ako se u tagki Oy, sa Dekartovim pravouglim koordinatama (—a, 0) nalazi
izvor izdaSnosti €, a u ta&ki O,, sa Dekartovim pravouglim koordinatama (a, 0)
nalazi ponor iste izda$nosti, potencijal brzine i strujna funkcija zbirnog strujanja su

> € I
=—Inr——Inr,=—1In-1,
2m 2n  r,

(23.2)

€ € €
=—0——0,=—"-(06,—0,),
v 2n ' 2¢ 2 27c(1 2)

gde su r; i 6, polarne koordinate sa polom u tacki O, (sl. 33.).

Moy

0 =(,0). 0,010, X

S1. 33

Veze izmedu Dekartovih pravouglih i uvedenih polarnih koordinata su
(r)?=(+aP+ (% (r)?=(x—a)*+(»)?,

6, =arctg Y , 0,=arctg 24 ,

X-+a X—a

pa potencijal brzine i strujnu funkciju (23.2) moZemo, u odnosu na sistem Dekartovih
pravouglih koordinata, izraziti u obliku

& (e ()2

(P:47r (x—a)?+(y)? ’
(23.3)
_ € —2ay
v 2n arcig (x)?+ (y)?—a? '

Jednatine strujnih linija su ¢=C, odnosno

(0)?*+ (y+aC)?=a?(1 + C?

i vidimo da su to krugovi sa centrima na Y osi, pri semu svi prolaze kroz tatke
(—a, 0) i (a, 0) (sl. 34). Nultu strujnicu dobivamo kad stavimo $=0, pa iz (23.3),
vidimo da je njena jednadina =0, tj. ona se poklapa sa x koordinatnom osom.
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Projekcije brzine na Dekartove pravougle ose su

3 =a_q>=i[ x+a CHIY e—&
T ox 2m|(x+a)?+()? (x-a)2+(y)2]’

.,,="_‘P=i[ y il y ]
7 oy 2m|(x+a)P+()? (x—a)*+ ()’

SP-C
/

~

Sl. 34

odnosno, ako ih izrazimo preko polarnih koordinata,
> [cos 6, cos 62]
o, =—|———|,

r Ty
e [sin6, sin6,
Oy =——f———
218y Ty
pa je intenzitet brzine

€ 1 1 2
v—ﬁ\/w+—(r_2)i—;7005(01—62).

L)

Odavde zakljudujemo da intenzitet brzine tezi beskonadnost kad ry ili rp teZi nuli.
Prema tome, tatke u kojima se nalaze izvor i ponor su singularne tacke strujnog
polja.

S obzirom da singularitete moramo izdvojiti iz strujnog polja, jasno je da ni
ono nije jednostruko povezano. Medutim, kako je potencijal brzine jednoznacna
funkcija poloZaja, zakljuéujemo da je cirkulacija jednaka nuli za proizvoljnu zatvo-
renu krivu liniju u ravni strujanja, bez obzira da li obuhvata singularne tacke ili ne.
Sto se protoka ti¢e, moramo razlikovati tri posebna sluaja:

1. Ako kriva ne obuhvata nijednu singularnu talku protok je jednak nuli,
$to se lako zakljuéuje iz (23.2),, jer posle obilaZenja po krivoj strujna funkcija se vraca
na prvobitnu vrednost.

2. Ako kriva obuhvata samo jednu singularnu tacku, protok je jednak izdas-
nosti izvora, odnosno ponora, §to se takode lako zakljuéuje iz (23.2),, jer posle
obilaZenja po krivoj samo jedan od uglova 0, i 6, priraste za 2.
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3. Ako, pak, kriva obuhvata oba singulariteta, protok je jednak nuli, $to je
opet lako zakljuciti iz (23.2),, jer posle obilaZenja po krivoj oba ugla, i 6; i 0,, pri-
rastu za 2.

U posmatranom strujanju, dakle, fluid izvire u ta&ki 01 (—a, 0), sa izdasnoséu
€, a ponire u tacki O, (a, 0) sa istom izdasnoséu. Pri tome se Cestice fluida kreéu od
izvora ka ponoru po kruZnim lukovima, izuzimajuéi nultu strujnicu po kojoj se
Cestice krecu pravolinijski i to, s jedne strane, od izvora ka ponoru, a s druge, iz
izvora u beskonaénost i iz beskona¢nosti u ponor.

¢) Stacionarno strujanje u polju jednog dvopola. U prethodnom slu¢aju strujanja
izvor i ponor su se nalazili na x osi i to na medusobnom konagnom rastojanju 2 a.
Interesantno, je, medutim, dopustiti da rastojanje iz.anedu izvora i ponora tefi nuli.
U graniénom procesu, izvor i ponor ¢e se poklopiti u koordinatnom pocetku, koji
u tom slucaju predstavlja dvopol. VaZno je, medutim, znati pravac po kome su se u
grani¢nom procesu izvor i ponor pribliZavali. Taj pravac se naziva osa dvopola i
bitna je karakteristika ovog strujanja. Fizi¢ki je jasno da u graninom procesu
izdaSnosti izvora i ponora moraju neogranieno rasti kad rastojanje izmedu njih
teZi nuli, jer bi inace fluid koji izvire momentalno i ponirao, pa ne bi ni bilo strujanja.
Iz toga razloga se ovo strujanje karakteriSe momentom M dvopola koji mora biti
konstantan i koji se definise kao

(23.4) M=1lim 2 ae=const.
a->0
Odavde vidimo da, u cilju da M bude konstanta, € mora teZiti beskona&nosti kad g
teZi nuli.
Potencijal brzine i strujnu funkciju dobi¢emo iz (23.3), ako izdasnost ¢ izrazimo
preko momenta M dvopola i izratunamo grani¢nu vrednost kad a teZi nuli, tj.

MG aP ()

@=Ilim R
a>08an (x—a)’+(y)?
. -2
¢ =lim M. arctg — 2%
a>04am (x)? +(y)?—a?

Primenom Lopitalovog pravila i izraCunavanjem graniéne vrednosti, dobivamo

M X

T2m (02 ()2
(23.5)
M y

27 (x)2+ ()2

ili, ako koordinatnim transformacijama x=r cos0, y=rsinf, uvedemo polarne
koordinate,
M cos®

h2'rc r

M sin6

>

>

2w r
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Jednatine strujnih linija su ¢=C, odnosno
(x)?+ @+ C)*=C?

i vidimo da su to krugovi sa centrima na y osi, pri temu svi prolaze kroz koordinatni
potetak (sl. 35). Nultu strujnicu dobivamo kad stavimo $=0, pa vidimo da je njena
jednagina y=0, tj. ona se poklapa sa x osom.

Sl. 35

Jednadine ekvipotencijalnih linija su ¢=C, odnosno
(x+C)+ (P =C%,

pa vidimo da su i to krugovi, ali sa centrima na x osi, pri éemu takode svi prolaze
kroz koordinatni pocetak.

Projekcije brzine na Dekartove pravougle ose su
do - M (-0
ox 2w [P+
00 M 2 xy

Yoy 2m [0 +0PR]

(23.6)

ili, ako uvedemo polarne koordinate,

M cos26

pa za intenzitet brzine dobivamo
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Vidimo, dakle, da je koordinatni poletak singularna talka, pa je moramo
izvoditi iz strujnog polja, na osnovu Cega zakljuCujemo da strujno polje nije jedno-
struko povezano. Medutim, s obzirom da su i potencijal brzine i strujna funkcija
Jjednoznaéne funkcije polozZaja, zakljudujemo da su i cirkulacija i protok jednaki nuli
za bilo koju zatvorenu krivu liniju u ravni strujanja, bez obzira da I kriva obuhvata
singularitet ili ne.

VeZbanja

1. Prouditi stacionarno strujanje u polju jednog izvora i Jjednog ponora ako se
nalaze na y osi, ako su jednakih izdasnosti i ako su podjednako udaljeni od koordi-
natnog podetka.

2. Prouditi stacionarno strujanje u polju jednog dvopola koji se nalazi u ko-
ordinatnom podetku, ako je osa dvopola:

a) y osa,
b) bilo koja prava koja prolazi kroz koordinatni pocetak.

3. Prouditi kakvo ¢e biti strujanje ako se potencijalu brzine i strujnoj funkciji
(23.5) razmene uloge i ako se pri tome jeinoj od njih promeni znak.

4. Odrediti potencijal brzine, strujnu funkciju i Jednacinu nulte strujnice za
zbirno stacionarno strujanje koje se dobiva sabiranjem pravolinijskog jednolikog
strujanja paralelnog x osi i strujanja u polju jednog dvopola sa x osom kao osom
dvopola.

24. Osnosimetri¢na strujanja. U odeljku 16. smo definisali osnosimetriéno
strujanje kao ono kod koga Je strujna slika ista u svim ravnima koje prolaze kroz
neku fiksiranu osu u trodimenzionom prostoru, koja je osa simetrije strujanja. Pri
proucavanju ovakvih strujanja najpodesnije je izabrati sistem cilindarskih polarnih

A
P

Sl. 36 -,

koordinata r, 9, z i to tako da se osa z poklapa sa osom simetrije strujanja (sl. 36).
Ravni strujanja su, prema tome, koordinatne ravni O=const. i strujanje se proudava
U osnovnoj ravni strujanja 0=0.
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U odnosu na izabrani sistem cilindarskih polarnih koordinata, koordinate
metri¢kog tenzora su

1 H0EO0
(24.1) {gr=1o 2 o}, (Ve=n),
00 51

a polje brzine je odredeno kontravarijantnim koordinatama
(24.2) {'}={v'(r, z, 1), 0, ¥*(r, 2, 1},

§to je u saglasnosti sa (5.9). Brzina, dakle, nema projekcije na 6 koordinatnu liniju,
$to zna&i da leZi u ravni strujanja. Osim toga, koordinate brzine ne zavise od 0,
§to je posledica pretpostavke da je strujanje isto u svim ravnima strujanja.

S obzirom da je °=0, iz (10.4) vidimo da je u slu¢aju osnosimetri¢nih strujanja
nestisljivog fluida jednacina konzervacije mase oblika

Vome B o
(24.3) 3; (ro") + e (rv*)=0.

Prema tome, osnosimetri¢no strujanje nestisljivog fluida odredeno je, u odnosu
na sistem cilindarskih polarnih koordinata sa metri¢kim tenzorom (24.1), poljem
kontravarijantnih koordinata brzine (24.2), pri ¢emu mora biti zadovoljena jednacina

(24.3). : g

na funkcija za osnosimetri¢na strujanja.

25} Stru biferencijalne jednacine

strujnih linija

.5) se u slucaju osnosimetri¢nih strujanj
svode na jednacinu

a, s obzirom da je 2°=0,

dr dz
" o /o :
odnosno —
v'dz—v?dr=0.

Ova jedna¢ina, medutim, nije egzaktna, pa je, u cilju dovodenja njene leve strane do
potpunog diferencijala, treba pomnofZiti integracionim faktorom. Za integracioni

faktor otigledno moZemo uzeti }/g =r, jer se tada uslov integrabilnosti
jednacinom Kkonzervacije mase (24.3 koja Je zadovoljena u svakoj regularnoj tacki

ravni strujanja. Na taj nacin, diferencijalnu jednacinu strujnih linija moZemo pisati
u obliku

rv"dz —rvfdr=0,

odnosno, s obzirom da joj je leva strana totalni diferencijal,

(25.1) dy =rv"dz—rv*dr,
u obliku
dy=0.
Integracijom ove jednacine dobivamo konaéne jednacine strujnih linija
(25:2) Y (r, z, 1)=C,

gde je Y=1{ (r, z, t) strujna funkcija za osnosimetri¢na strujanja.
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Jednadinom (25.2) je odredena familija strujnih linija u ravni strujanja. U
trodimenzionom prostoru, medutim, ta jednacina odreduje familiju strujnih povrsi
kao obrtnih povr3i koje se dobivaju obrtanjem strujnih linija oko z ose. Preseci tih
povrsi sa ravnima strujanja predstavljaju strujne linije u trodimenzionom prostoru.

Totalni diferencijal strujne funkcije moZemo izraziti u obliku

d¢=%dr +%dz,

or 0z

pa, uporedivanjem sa (25.1), dobivamo

rv’—%, rovf= —ﬂ,
0z or
odakle sledi
(25.2) L L T
r oz r or

Vidimo, dakle, da se koordinatne brzine mogu izraziti preko strujne funkcije, pri
¢emu, s obzirom da Je grr=11 g,,=1, nema razlike izmedu kontravarijantnih,
kovarijantnih 1 fizickih koordinata,

Kod osnosimetri¢nih strujanja, pod protokom kroz krivu liniju u ravni strujanja
podrazumevamo protok kroz obrtnu povr§ koja se dobiva obrtanjem te krive za
jedan radijan oko z ose. Kao i u slu€aju ravanskih strujanja, pokaza¢emo da i kod
osnosimetri¢nih strujanja vaZi s t a v: Protok fluida kroz krivu liniju u ravni Sstrujanja,

izmedu dve na njoj proizvoljno izabrane tacke, Jednak je razlici vrednosti strujne fun-
kcije u tim tackama i ne zavisi od oblika krive.

D o k a z. Protok kroz krivu L u ravni strujanja, izmedu tadaka 4 i B na krivoj
(sl. 37), iznosi

0=1 L(B)
0=[vda~ [ [ vda,
a 0=0 L(4)

-

/&_, 0=1 rad

4 f

da

A=
Y

i
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Orijentisani element povr$i moZemo izraziti kao vektorski proizvod orijentisanog
elementa Iuka krive L i orijentisanog elementa luka 6 koordinatne linije, tj.

_ da;= &3 dx (1) dx{oy =V g e dx (1) dx oy
pa je
v’da =re; ijk k) dX(L) dX(e)
Kako je, medutim,
{dx{p}={dr, 0, dz}, {dxis}={0, d6, 0},
dobivamo
vida;=re,,v"dzd0 +rey, v*drdo,
odnosno
vida;=d0 (ro"dz— ro* dr).
Koriste¢i sada (25.1), moZemo pisati

vida,=d0d{,,
pa za protok dobivamo

6=1 L(B) L(B)
0= [do [ dby= [ ddy,
0=0 L (A) L(A4)
odnosno
(25.3) 0=9(B)-4¢(4),

Sto je i trebalo dokazati.

Kao i u sluCaju ravanskih strujanja, i u ovom sluéaju iz (25.3) vidimo da ée
protok biti jednak nuli kroz bilo koju zatvorenu krivu liniju u ravni strujanja ako je
strujna funkcija jednoznacna funkcija polozaja, a moZe biti jednak ili razlidit od
nule ako je viSeznacna funkcija poloZaja, §to zavisi od toga da li se posle obilaZenja po
krivoj vrednost strujne funkcije menja ili ne.

Vezbanja

1. Ako na krivoj liniji u ravni strujanja uo¢imo dve tacke, 4 i B, tada obrtanjem
krive oko z ose njen deo izmedu uocenih tacaka obrazuje obrtnu povrs &ija je osa
simetrije z osa. Pokazati da protok kroz tu obrtnu povrs iznosi

0=2x[Y(B)-¢(4)].

2. Pokazati da je protok jednak nuli kroz obrtnu povr$ koja se dobiva obrta-
njem strujne linije oko z ose.

26. ertlozna osnosimetri¢na strujanja} obzirom da se koordinate vektora
brzine mogu 1zraziti preko strujne funkcije, jasno je da se i ostale kinematicke veli-
éine, kao S§to su, na primer, tenzor brzine deformacije, tenzor vrtloznosti i vektor
vrtloznosti, takode mogu izraziti preko strujne funkcije.

S obzirom da je kod osnosimetri¢nih strujanja polje brzine odredeno koordina-
tama (24.2), 1z 1zraza kojim je definisan tenzor vrtloznosti, tj.

w.:i(vu.—'z)..):i(_av 07))
i

i 1y I i
2 \ox! oxt

7 Mehanika fluida
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zakljutujemo da je jedina nezavisna i od nule razlifita kovarijantna koordinata

tenzora vrtloznosti:
1 (01), 01),)
o, =—|———7].
2

0z yor

Ako koordinate brzine izrazimo preko strujne funkcije, koristeéi (25.2), pri demu
uzimamo u obzir da su kontravarijantne i kovarijantne koordinate medusobno

jednake, dobivamo
ol R ]
2810z°\ r 0z or\r or

19 104 1 ﬂ)
r or: r2 or r 02z°

S obzirom na koordinate metri¢kog tenzora (24.1), jasno je da je ovo ujedno i kontra-
varijantna 1 fizicka koordinata tenzora vrtloZnosti.

Na osnovu definicije vektora vrtloZnosti, tj.

odnosno
1
26.1) o= (

1
i ijk
of=—cew,,

zakljudujemo da je jedina od nule razliita kontravarijantna koordinata vektora
vrtloZnosti: :

1 1
Sy 7 (89’2 ©,,+ i mzr) = Wy, = = Wy,
[ 4

odnosno, ako iskoristimo (26.1),

2 2
26.2) we=_L(L ¢ _1 04 1 2_4')_
; 2 \isorady 3. ond 20z
S obzirom da je gge=r2, jedina od nule razli¢ita kovarijantna koordinata vek-
tora vrtloznosti je

2 2
(26.3) Wy (" . Lo, 0 4’)
29\@2 i r” or 022
a fizi¢ka
2 “ 32
2% Ry T
2\r are_.r* or r-oz?

Prema tome, kod osnosimetri¢nih- strujanja vektor vrtloznost1 je odreden
fizickim koordinatama -

# ] 2
NS P OTa s r2OF Wrir M0Z>

i vidimo da ima projekciju samo na 0 koordinatnu liniju. To znadi da su vrtloZzne
Tifije upravne na ravni strujanja, tj. da su krugovi sa centrom na z osi. Kao 1 kod

ravanskih strujanja 1 u ovom slucaju je identicki ispunjen uslov

—

0-v=0,2'+ 0,2+ 0, *=0,




99

$to ie. prema (15.6), potreban i dovoljan uslov da strujanje bude sloZeno lamelarno.
Prema tome, sledi: Osnosimetri¢no strujanje je sloZeno lamelarno strujanje.

Analogno ravanskim strujanjima, i kod osnosimetri¢nih strujanja vazi stav:
Kod osnosimetricnih strujanja vrtlofne linije su stacionarne i materijalne, bez obzira
da li je strujanje, odnosno polje vektora vrtloZnosti stacionarno ili ne.

Dokaz Kod osnosimetriénih strujanja, s obzirom da je samo w2#0, tj.
©!=0 i w3=0, otigledno je identiki ispunjen uslov

k=
g, — k=0
ijk ’
oot

§to je, prema (14.5), potrebno i dovoljno da vrtloZne linije budu stacionarne, ¢ime je
prvi deo stava dokazan.

Da bi stacionarne vrtloZne linije bile materijalne mora biti zadovoljen uslov
(14.33), koji se, kao $to je pokazano u odeljku 19., moZe napisati u obliku

K
sijkml(éﬁv"'—m’” ﬂ>=0.
ax" ox™
. ¥ A : . ool . 07
Kod osnosimetri¢nih strujanja, s obzirom da je w!=0, w3=0, —=0i—=0,
ax> ox?
ovaj je uslov identi¢ki zadovoljen, &ime je i drugi deo stava dokazan.

Vezbanja

1. Koristeéi (26.5), odnosno odgovarajue kontravarijantne koordinate,
integracijom diferencijalnih jednaina (14.3) pokazati da su kod osnosimetri¢nih
strujanja vrtloZne linije upravne na ravni strujanja i da su stacionarne, tj. da su krugovi
sa centrima na z osi, jer se poklapaju sa 6 koordinatnim linijama.

2. Pokazati da je kod vrtloZnih osnosimetri¢nih strujanja rotor vektora ubrza-
nja kolinearan sa vektorom vrtloZnosti.

3. Pokazati da se kod vrtloZnih osnosimetri¢nih strujanja vektor brzine moZe
izraziti u obliku

;= Fgrad G,

gde su F(r, z, 1) i G (r, z, t) skalarne funkcije, Sto je uslov da strujanje bude sloZeno

lamelarno. @

27] Potencijalna osnosimetri¢na strujanjaj Kod potencijalnih osnosimetri¢nih

strujanja, s obzirom da je vektor vrtloznosti identicki jednak nuli, iz (26.5) zaklju-

&ujemo da strujna funkcija zadovoljava diferencijalnu jednacinu

2 2
ath o 10 20
or:2 r or 022

Ovo, medutim, nije Laplasova_ diferencijalna jednacina, pa zakljuujemo da kod

osnosimetricnih potencijalnih strujanja strujna funkcija nije harmonijska.

7*
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U saglasnosti sa (13.2), vektor brzine moZemo izraziti u obliku

o9 0?}
27.2 Vi =41—> 09 = AR L.
21.2) 3={72, 0,
gde je
(273) e=9¢(r, z, 1)

potencijalna funkcija za osnosimetri¢na strujanja.
Na osnovu (27.2) i (25.2) sledi
@14 020 L0V e 104
or r 0z

° oz roor’

odakle zakljuéujemo da su potencijal brzine i strujna funkcija povezane diferencijal-
nim jednadinama

(27.5)

op_1 09 do_ 1 9y
or r 0z 0z roor’

koje su sliéne Kosi-Rimanovim jednaginama kod ravanskih strujanja.
JednaCinom

(27.6) @ (r, z, t)=C,

jalnih linija u ravni strujanja, odnosno ekvipoten-
cijalnih obrtnih povrsi u trodimenzionom prostoru. Lako je pokazati, koristeéi
Jednacine (27.5), na slican nacin kao kod ravanskih strujanja, da su strujne i ekvipo-
tencijalne linije familije medusobno ortogonalnih linija u ravni strujanja, odnosno
da su strujne i ekvipotencijalne obrtne povrsi familije medusobno ortogonalnih
povrdi u trodimenzionom prostoru.

S _obzirom da je fluid nestisljiv, potencijal brzine zadovoljava Laplasovu
diferencijalnu jednacinu, koja je — lako je pokazati — u ovom slucaju oblika

2 2
(27.7) Apmity 1 08 005F o
or: r or 0z2

Prema tome, potencijal brzine je harmonijska funkcija. Strujna funkcija, medutim,

zadovoljava diferencijalnu jednadinu (27.1) 1, kao Sto smo rekli, nije harmonijska.
Jasno je, stoga, da kod osnosimetri¢nih strujanja potencijalu brzine i strujnoj funkciji
ne mozemo menjati uloge, kao sto smo to mogli, uz odgovaraju¢u promenu znaka,
kod ravanskih potencijalnih strujanja. ‘

Strujna_funkcija i potencijal brzine se mogn odrediti integracijom diferenci-
jalne jednaCine (27.1), odnosno (27.7), uz odgovarajuce graniéne uslove, Medutim,
dovoljno je na taj nacin odrediti samo jednu od tih funkcija, a druga se, onda, moze
odrediti integracijom jednacina (27.5). Pokazaéemo sada postupak integracije tih
jednacina.

Naka je, na primer, poznat potencijal brzine @. Iz prve jednacine (27.5), za
strujnu Tunkciju tada dobivamo '

z

(27.8) ¢=fr0—@d2+f(r)
or

0
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gde ]C f(r) proizvoljna funkcija. Da bismo odredili tu funkciju, diferencirajmo
pretiiodnu jednadinu po 7. INa taj nacin dobivamo

0
¢ f ) dz 41 (r).
Ako, sada, iskoristimo drugu jednacinu (27.5), dobivamo

0
Iz Laplasove diferencijalne jednacine (27.7) sledi

09, Oo_ _ Op_ d(dcp)

or  or 222 . % \ oz

pa prethodnu jednadinu moZemo izraziti u obliku

f ( ) dz f (‘)
0z 0z
odakle je, posle integracue

0z 0z 0

ro--(r3).

0z

Unosec¢i ovako nadenu funkciju f'(r) u (27.8), za strujnu funkciju konaéno dobivamo

(27.9) ¢=] rd_“’dz—f(r‘)_“’) .
or 0z z=0
P 0

0

+£(r).

Odavde sledi

pa integracijom dobivamo

Ekvivalentan rezultat bismo dobili da smo posli od druge jednadine (27.5).
Na slican na¢in moZemo odrediti potencijal brzine ako je poznata strujna
funkcija.

Vezbanja

1. Pokazati da se Laplasova diferencijalna jednacina, koju zadovoljava poten-
cijal brzine kod osnosimetri¢nih strujanja, moze napisati u obliku (27.7).

2. Ako osnosimetri¢no potencijalno strujanje pripada jednostruko povezanom
strujnom polju, pokazati da je cirkulacija duz bilo koje zatvorene krive u ravni
strujanja jednaka nuli i da je potencijal brzine jednozna¢na funkcija poloZaja.
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28. Primeri potencijalnih osnosimetréinih strujanja. Prouci¢emo sada nekoliko
primera potencijalnih osnosimetri¢nih strujanja.

a) Stacionarno pravolinijsko strujanje. Ako je potencijalno osnosimetri¢no stru-
janje odredeno potencijalom brzine

(28.1) ¢=az,

gde je a realna konstanta, za strujnu funkciju, koristeci (27.9), dobivamo

r2
(28.2) ¢=—a—.
2
Jednadine strujnih linija su ¢=C, odnosno
r=C
,
P-c
1 [ O O S
! | B BN R B
J A I I O
1 T T
| } e
l T T
S S O N I
1 U I N U
<
SI. 38

i vidimo da su to prave linije u ravni strujanja koje su paralelne sa z osom (sl. 38).
U trodimenzionom prostoru, medutim, to su cilindarske povrii koje se dobivaju
obrtanjem tih pravih oko z ose.

Jednadine ekvipotencijalnih linija su ¢=C, odnosno
z=C

i vidimo da su to poluprave (jer r ne moZe biti manje od nule) koje su upravne na
z osu.

Projekcije brzine, na osnovu (27.4), su

0 0
z)<,>=—?:0, ? \=—<P=a=const.,

r oz
pa vidimo da je brzina polje konstantnih vektora. Gradijenti brzine su, prema tome,
jednaki nuli, pa je i tenzor brzine deformacije jednak nuli. S obzirom da je i tenzor
vrtloZnosti jednak nuli, zakljuujemo da se fluidni delici pri kretanju nece ni deformi-
sati ni obrtati. Njihovo kretanje, prema tome, kao i kretanje fluida sadrZanog u
kona¢noj zapremini, je jednoliko pravolinijsko translatorno kruto kretanje.

S obzirom da su potencijal brzine i strujna funkcija jednoznaéne funkcije
poloZaja, cirkulacija i protok su jednaki nuli za bilo koju zatvorenu krivu liniju u
ravni strujanja. '

Napomenimo, na kraju, da se ovo strujanje, posmatrano u trodimenzionom
prostoru, moZe proucavati i kao ravansko, §to smo i ucinili u odeljku 21. Oba nacina,
jasno, sa stanoviSta trodimenzionog prostora, dovode do potpuno istih rezultata.
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b) Stacionarno strujanje u polju pravolinijski neprekidno rasporedenih izvora
iste izdasnosti. Ako je potencijalno osnosimetriéno strujanje odredeno potencijalom
brzine '

(28.3) p=alnr,
gde je a realna konstanta, za strujnu funkciju iz (27.9) dobivamo
(28.4) ¢ =az.
Jednaline strujnih linija su ¢=C, odnosno
z=C,

pa vidimo da su poluprave upravne na z osu (sl. 39.). U trodimenzionom prostoru to
su strujne ravni z=const., koje se dobivaju obrtanjem strujnih linija oko z ose.

2 z
W=c /'\
: % 2 —P——({)gc / \\s
s s o 40 00 A i 5 S —] \\
o 41 \\
0 0 s s 8 EN
= e ) .
Sl. 39

Jednacine ekvipotencijalnih linija su ¢=C, odnosno r=C, pa vidimo da su
prave paralelne z osi u ravni strujanja. U trodimenzionom prostoru to su cilindarske
povrsi koje se dobivaju obrtanjem ekvipotencijalnih linija oko z ose.

Koristeéi (27.4), za projekcije brzine dobivamo
0p a 0

Ol = . [DamEsal

pa je intenzitet brzine

Vidimo, dakle, da intenzitet brzine teZi beskona¢nosti kad r teZi nuli, pa zaklju¢ujemo
da su tagke z ose singularne tagke strujnog polja. Iz tog razloga z osu moramo iz-
dvojiti iz strujnog polja (izdvojena oblast na slici 39). Prema tome, Cestice fluida
izviru (ili poniru) u tatkama z ose i radijalno se kre¢u u svim pravcima, ako se struja-
nje posmatra u trodimenzionom prostoru. Intenzitet brzine je obrnuto proporcio-
nalan rastojanju od z ose i u grani¢nom procesu teZi nuli kad r teZi beskonacnosti.

Protok kroz krivu liniju u ravni strujanja, izmedu dve na njoj proizvoljno
izabrane tatke A4 i B (sl. 40), na osnovu (25.3) i (28.4), iznosi

0=¢B)—b(d)=a(zz—2z,
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i vidimo da ne zavisi od oblika krive, ve¢ od vrednosti strujne funkcije u tatkama

A i B.
=
\ B L_6=1 rad

.
J

/

X
Si. 40

S obzirom da strujna funkcija ima iste vrednosti u svim tackama strujne linije,
zakljuGujemo da protok ima istu vrednost za sve krive izmedu bilo koje dve tacke na
strujnim linijama z=z4 i z=zg (sl. 41). To zna¢i da protok ima istu vrednost ako
se umesto krive uzme odseak prave 4’B’ ili prave A”B' izmedu strujnih linija

z=z4 1 z=2zg.

T
|
P
nd
4! B’
A" B"
3

SL 41

Ako se strujanje posmatra u trodimenzionom prostoru, protok kroz obrtnu
povrs, koja se dobiva obrtanjem krive izmedu tafaka 4 i B, iznosi

(28.5) Q=2ra(zz—z,)

i, kao §to vidimo, ne zavisi od oblika obrtne povrsi, tj. ima istu vrednost za sve obrtne
povrsi izmedu strujnih ravni z=z4 1 z=zp. Protok ¢e, dakle, imati istu vrednost ako
za obrtnu povr§ uzmemo povr§ omotaca kruZnog cilindra proizvoljnog polupre€nika
(sl. 42). S obzirom da polupre¢nik cilindra moZe biti proizvoljno mali, zakljucujemo:
Protok fluida kroz bilo koju obrtnu povrs§, izmedu strujnih ravni z=z4 i z=1zp, jednak
Jje zapremini fluida koja u jedinici vremena izade iz duZine zg—z4 z ose.

1z (28.5) konstantu @ moZemo izraziti u obliku

Q _=&

s

1
2 Zp—zZ, 2T
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gde je € zapremina fluida koja u jedinici vremena izade iz jedinice duZine z ose i
naziva se specificna izdasnost. Prema tome, potencijal brzine (28.3) i strujnu funkciju
(28.4) moZemo sada izraziti u obliku

€ €
(28.6) p=—">Inr, =—1z,
27 v 27
a protok kroz proizvoljnu obrtnu povr§ izmedu strujnih ravni z=z4 i z=zp u
obliku
Q=c(z3—2,).
z

Sl. 42

S obzirom da su potencijal brzine i strujna funkcija jednoznaéne funkcije
poloZaja, cirkulacija i protok su jednaki nuli za bilo koju zatvorenu krivu liniju u
ravni strujanja. Pri tome treba imati na umu da u ravni strujanja ne moZe postojati
zatvorena kriva linija koja obuhvata singularitete.

Ako ovo strujanje posmatramo u trodimenzionom prostoru, o¢igledno je da se
mozZe proudavati i kao ravansko, §to smo i ucinili u odeljku 21. Prema izloZenom,
vidi se da se dolazi do istih rezultata u trodimenzionom prostoru, bez obzira da li se
strujanje proudava kao ravansko ili osnosimetri¢no. Da je to tako vidi se i iz fizi¢-
kih koordinata tenzora brzine deformacije, koje su, s obzirom na napred date projek-
cije brzine, u ovom sluéaju oblika

% 4%
r2
€
{diiji‘} :2_7'; 0 _1_ 0
r2
0+ 70, O

pa se vidi da su identi¢ne sa onim koje smo dobili u odeljku 21. Prema tome, fluidni
deli¢i ée se deformisati na nacin prikazan na slici 29, pri ¢emu im se zapremina ne
menja, jer je, s obzirom da je fluid nestisljiv, brzina kubne dilatacije jednaka nuli, tj.

- d'v e /il 1
divo=—=d,,,,+ de + d ,\=——(———)—_——0.
dv R = 2\ r2ir2
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¢) Stacionarno strujanje u polju jednog izvora. Ako je potencijalno osnosimetri-
&no strujanje odredeno potencijalom brzine

1
(287) Q= —am, (a:COHSt.),
r

za strujnu funkciju, koristeéi (27.9), dobivamo
v—a r’dz ’
(r2+ z%2
0
odnosno

(28.8) b

-

zZ
=0 ————.
‘/r2+ ZZ
Jednadine strujnih linija su $=C, odnosno
z=Cr,

pa vidimo da su to u ravni strujanja poluprave koje polaze iz koordinatnog pocetka
(sl. 43). U trodimenzionom prostoru, medutim, to su konusne povrsi koje se dobi-
vaju obrtanjem strujnih linija oko z ose. Izuzetak je strujna povr$ koju obrtanjem
obrazuje nulta strujnica, koja je ustvari ravan z=0 kao specijalni slucaj konusne
povrsi.

Sl 43

Jednacine ekvipotencijalnih linija su ¢=C, odnosno
r?4+22=C?,
pa vidimo da su to krugovi u ravni strujanja sa centrom u koordinatnom pocetku.

U prostoru od tri dimenzije ekvipotencijalne povrsi su koncentrine sfere.
Projekcije brzine, na osnovu (27.4) i (28.7), su

r op z

?
« 20z (r2+ 222

Q———r,
or (r?+z%’h

pa vi.dimo da je koordinatni po&etak singularna tacka strujnog polja, tj. da strujno po-
lje nije jednostruko povezano. Prema tome, zakljuéujemo da fluid u koordinatnom
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potetku izvire (ili ponire) i da se Cestice fluida radijalno kreéu u svim pravcima, pri
&emu intenzitet brzine te#i beskonac¢nosti kad r i z (istovremeno) teZe nuli, a teZi nuli
kad r ili z teZi beskonacnosti.

T

2NN

1](0)"2{!) B, ZB) z

Sl. 44

Ako u ravni strujanja uo&imo proizvoljnu krivu koja spaja tatke 4 (0,—z4) i
B (0, zg) (sl. 44), tada, na osnovu (25.3), protok kroz tu krivu iznosi

0-YB)—¢A)-a [(Wi—z){( Vr_i?)A] ,

odnosno

pa vidimo da ne zavisi od oblika krive ni od poloZaja tadaka 4 i B na z osi (bitno je
samo da se te tatke nalaze sa razli¢itih strana od izvora). Prema tome, protok ¢e
imati istu vrednost i za polukrug proizvoljnog polupregnika sa centrom u koordina-
tnom pocetku.

Protok kroz obrtnu povr$ koja se dobiva obrtanjem oko z ose krive izmedu
tataka A4 i B u ravni strujanja (sl. 44) jednak je, prema tome, protoku kroz bilo koju
sfernu povrs &ji je centar u koordinatnom pocetku i iznosi

Q=4am.

S obzirom da se moZe uzeti sfera proizvoljno malog polupre¢nika, zakljuéujemo da je
protok jednak izdaSnosti izvora, tj.

e=4arm,
pa potencijal brzine i strujnu funkciju mozemo pisati u obliku

€ 1 € Z
o T wu o e
4 )ri+z 4n Jri+z
pri ¢emu pozitivna vrednost izdasnosti ¢ odgovara izvoru, a negativna ponoru.
Posto su potencijal brzine i strujna funkcija jednozna&ne funkcije poloZaja,
cirkulacija i protok za bilo koju zatvorenu krivu u ravni strujanja jednaki su nuli,

pri éemu opet moramo imati u vidu da u ravni strujanja (koja je, u stvari poluravan,
za r>0) ne moZe postojati zatvorena kriva koja obuhvata koordinatni poetak.



III DVODIMENZIJSKA STACIONARNA STRUJ. STISLJIVOG FLUIDA

29{ Ravanska stacionarna strujanja stiSljivog fluid}g od stacionarnih strujanja,

s obzirom da je %=0, Jednacina konzervacije mase (3.10) se svodi na oblik
1.

U+

(29.1) div (p2) = 0.

Kod ravanskih strujanja, medutim, u odnosu na sistem krivolinijskih koordinata sa
metrickim tenzorom (17.2), ova jednacina Jj€ oblika

(29.2) - (_"_ Ve vl) L0 (i V§v2) —0, (p,=const.),
ox1\p, 0x*\p,
gde je l/§=l/g“g22, i mora biti zadovoljena u svim regularnim tackama strujnog
polja. Umesto p uveden je bezdimenzioni faktor -
Po -

Diferencijalna jednagina strujnih linija,

vldx? —v2dx!=0,

nije egzaktna, pa je u sludaju strujanja sti§ljivih fluida moramo pomnoyiti integracio-

nim faktorom - Vg, tako da je jednaina

Po
P Vgoldxi— L Ygv2axi=0
Po Po
integrabilna, jer se uslov njene integrabilnosti poklapa sa jednadinom konzervacije
mase (29.2), koja je uvek zadovoljena. Prema tome, leva strana prethodne jednacine

Je totalni diferencijal strujne Tunkcie, 1.

(29.3) dy=L Vg oldx — L ygoran,
Po Po

pa su konacne jednadine strujnih linija
(29.9) P (xl, x2)=C.
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Kako je, s druge strane, totalni diferencijal strujne funckije

Aty gt 1o S
ox! 0x?

uporedivanjem sa (29.3), dobivamo

(29.5) g B O o, e el A9
Pl/gugzz ox? Pl/gugzz ox!

Kovarijantne koodrinate vektora brzine su

(29.6) v, = Po Vgu 04’ Lo _&V_gz_z oY

2 ’
P ngz oxz e Vgu ox!
a fiziCke

L 1 9 ' t 9
(297) 'Z)<1>=££ —_— —qJ—, 7)<2>= —& —_ _4},

P ngz 0 x?

Jedina nezavisna i od nule razliita kovarijantna kcordinata tenzora
vrtloZnosti je
1 fov, 0w
0.)12 = (‘_1' i _2) ’
2-\@x2 Al

za koju, koriste¢i (29.6), dobivamo

(29.8) m12=]_,: ("" Ve ‘)4’)+ ("0 V &u 0“’)],
2 ox!\p Vgu ox!/ ox*\p ngz ox?
pa je jedina od nule razliCita kontravarijantna koordinata vektora vrtloZnosti

1 1
e Sk s 53D o W
=—ekay=el?0,=

2 Vgugzz

8

w W,

odnosno, koriste¢i (29.8),

(29.9) AT il [ (& Ve N') (Po Veu 044)]'
Vgugzz ox'\ p Vgu 0x [ Wox2\ip ngz ox2

S obzirom da je g13=1, ovo je ujedno i kovarijantna i fizicka koordinata, 1 ocigledno
je mozemo izraziti u ekvivalentnom obliku

(29.10) 200=Pofag-L1 (1 o B L 0_9_"_‘2)
P P \gy ox! oxt g22 ox2 0x?

ili, sazZeto,

|
(29'11 20)3__0_0_<A¢_Lgijip. ﬁ)’
. P po0x.Ox)
jer je L=g“, L=g22, fo—P=0 i ip—=0.

g1 55 ox? 0x3
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Kad je strujanje potencijalno, tj. kad je

_99 99
(29.12) vl_a_xl', vz_a—xz’

s obzirom da je vektor vrtloZnosti jednak nuli, iz (29.9) vidimo da strujna funkcija

zadovoljava diferencijalnu jednacinu

(29.13) i(&@ﬂ)Jri(&iuﬂ):O,
ox!\ p Vgu oxl/ ox%\p Vg_zzaxz

koju moZemo napisati i u ekvivalentnom obliku

A\p—(—l—‘)—""—q’-+ = O "—‘l’)=0,

(29.14)
g, 0x! ox! g,, 0x20x?

ili, saZeto,

(29.15) pAq,_gijfﬂ _oi=0,
oxi 0x

§to neposredno sledi i iz (29.10), odnosno (29.11). Odavde se vidi da kad je fluid
nestisljiv (o=const.) strujna funkcija zadovoljava Laplasovu diferencijalnu jedna-
&inu, tj. harmonijska je funkcija, Sto smo i ranije pokazali proucavaju¢i ravanska
potencijalna strujanja nestisljivog fluida. i

Uporedivanjem (29.12) sa (29.6), vidimo da su potencijal brzine i strujna funk-
cija povezani diferencijalnim jednacinama

(29.16) 1 09 _po 1 0y 1 9d9_ pp 1 99

I/g—ll oxt p Vg—zz o2 Vig,, 0x? P l/_g: ox!
koje su sli¢ne Ko$i-Rimanovim jedna¢inama za slu¢aj strujanja nestisljivih fluida.
Iz (29.12), kompozicijom sa odgovarajuéim koordinatama metrickog tenzora,

dobivamo kontravarijantne kooridnate vektora brzine u obliku

0 0
(29.17) v1=g11—<P, 'vz=g22—CP,

ox! 0x?
pa, zamenjujuéi ih u jednadinu konzervacije mase (29.2), dobivamo diferencijalnu
jednacinu koju zadovoljava potencijal brzine:

(29.18) i(i@ﬁ%i(ﬁ@ﬁ):a
ox!\ p, V?“ oxl/ ox*\p, ngz 0x?

Ovu jednadinu moZemo napisati u ekvivalentnom obliku

(29.19) pA(p-}-i_aia_cP_i_Lg&ﬁP_:O’
£, 0x' ox!  gn 0% 0x*

ili, sazeto,

(29.20) i gulk SR g
ox' ox’
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pa vidimo da u sluaju nestisljivog fluida potencijal brzine zadovoljava Laplasovu
diferencijalnu jednainu.

Za odredivanje potencijala brzine i strujne funkcije moZe se iskoristiti sistem
od dve diferencijalne jednaine (29.16) ili diferencijalne jednacine (29.13) i (29.18).
Medutim, jednatine (29.13) i (29.18) nisu nezavisne od jednagina (29.16), jer
se otigledno iz njih mogu dobiti ako diferenciranjem eliminifemo potencijal brzine
@, odnosno strujnu funkeiju ¢. Istina, jedna&ine (29.13) i (29.18), §to se funkcija
@ i | tiCe, nisu vise spregnute, ali je zato povisen red jednaina. Za razliku od strujanja
nestisljivog fluida, u pomenutim jednalinama, pored potencijala brzine i strujne
funkcije, i gustina p figuriSe kao nepoznata funkcija. Jasno je, medutim, da iz sistema
od dve jednagine ne moZemo odrediti tri nepoznate funkcije. Prema tome, za odrediva-
nje svih nepoznatih funkcija nedostaje nam jo§ jedna jednalina. U specijalnom
sludaju, kad je fluid nestidljiv, ta jednacina je p=const., pa prethodne jednaCine,
kao §to smo i ranije videli, predstavljaju kompletan sistem za odredivanje potencijala
brzine i strujne funkcije.

Vezbanja

1. Pokazati da se kod ravanskih stacionarnih strujanja jednacina konzevacije
mase moZe napisati u obliku (29.2).

2. Pokazati da se diferencijalne jedna&ine (29.13) i (29.18) mogu dobiti iz
sistema (29.16) eliminacijom potencijala brzine o, odnosno strujne funkcije ¢.

3. Ako je pri stacionarnom strujanju brzina kubne dilatacije jednaka nuli,
pokazati da je gustina ista (konstantna) u tatkama strujnih linija, odnosno strujnih
povrsi. Na osnovu toga izvesti zaklju¢ak da ne moZe postojati ravansko strujanje
stisljivog fluida pri kome je brzina kubne dilatacije jednaka nuli.

4. Vektor a, &ije su kontravarijantne koordinate

{@}={-v, 2. 0}
gde su v; i v, kovarijantne koordinate vektora brzine, je u svakoj tadki ravni strujanja
upravan na vektor brzine, jer je, ocigledno,
a-v=dv,= —v,v,+v,0,=0.
Pokazati da ¢e, u sluaju stacionarnih ravanskih strujanja stigljivog fluida,

vektorskom polju a odgovarati vektorske linije, upravne na strujne linije, ako je
zadovoljena jednalina (29.13).

5. Odrediti uslov pod kojim ¢e vektorsko poljez iz prethodnog zadatka imati
vektorske linije, upravne na strujne linije, u slucaju kada jednaéina (29.13) nije
zadovoljena, tj. kada stacionarno ravansko strujanje stisljivg '?a nije potencijalno.

7 )

30.}Osnosimetri¢na stacionarna strujanja stisljivog fluida; K od osnosimetri¢nih
stacionarnih_strujanja_stisljivog fluida, u_odnosu na sistem cilindarskih polarnih

koordinata sa metrickim_tenzorom (24.1), jednacina konzervacije mase (29.1) se

moZe napisati u obliku

(30.1) : il (_p_ r'z),) + 2 (_p_ rvz) =0, (p,=const.),
or \gg 0z \p,
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jer, kao §to smo videli, nema razlike izmedu kontravarijantnih, kovarijantnih i _
fizi¢kih koordinata vektora brzine.

Diferencijalna jedna&ina strujnih linija,

v,dr—v,dz=0,
nije integrabilna, pa je moramo pomnoZiti integracionim faktorom ir, tako da je
Po Fd
(30.2) dy=2rodr— L 1y s,
Po Po
na osnovu Cega dobivamo konalne jednacine strujnih linijja u obliku
(30.3) Y, 2)=¢C.

Koriste¢i (30.2), projekcije brzine moZemo izraziti preko strujne funkcije
u obliku

(30.4) R L VO e

na osnovu Cega za jedinu nezavisnu i od nule razligitu koordinatu tenzora vrtloZnosti
dobivamo

(30.5) w,,=i(0”'_o”z)=i ﬁ(&i%%i(&ai?f&) :
2\oz or 2 or\p r or] oz\p r oz

Jedina od nule razli¢ita kontravarijantna koordinata vektora vrtloznosti je

0__ -0rz ea MR S
w'=e""w,, = : ®,.,

odnosno, ako iskoristimo (30.5),

(30.6) SmE 1 i(fﬂi%).,.i(&l%)
rlor\e r or/] oz\p r oz

i moZemo je, o€igledno, izraziti u ekvivalentnom obliku

2 2
(B0 ~idgmatg Lot (M_L%Jrﬂ)_i(a_f’ﬂJr@"_‘E)_
p r*L\or* r or 0z2) o \or or oz oz

Kad je strujanje potencijalno, tj. kad je

(30.8) By L0

yvektor vrtloZnosti je jednak nuli, pa iz (30.7) vidimo da strujna funkcija zadovoljava
diferencijalnu jednading

1 0 0 Py L8
(30.9) p(‘iﬂi__%jLJ)_(_P‘l\Lrﬁi)zo,
or2  r or 0z2 or or 0z 0z

koja se, oCigledno, za sluéaj nestisljivih fluida svodi na (27.1).
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Uporedivanjem (30.4) i (30.8), vidimo da su potencijal brzine i strujna funkcija
povezani diferencijalnim jedna&inama

Zamenjuju¢i komponente brzine (30.8) u jednacini konzervacije mase (30.1),
dobivamo diferencijalnu jednadinu koju zadovoljava potencijal brzine:

(30.11) 2, (i .
or\p, oOr

i moZemo je, ocigledno, napistai u obliku

(30.12) A REe A8, 08 20y 7
R TR s—anam

odakle vidimo da u slu¢aju nestisljivih fluida potencijal brzine zadovoljava Laplasovu
diferencijalnu jedna&inu.

Za odredivanje potencijala brzine i strujne funkcije na raspolaganju nam je
sistem diferencijalnih jedna&ina (30.10) ili diferencijalne jednadine (30.9) i (30.11).
Medutim, kao i u sludaju ravanskih strujanja, i u ovom sluéaju jednadine (30.9) i
(30.11) nisu nezavisne od jednagina (30.10), jer se ocigledno iz njih mogu dobiti
eliminacijom potencijala brzine ¢, odnosno strujne funkcije ¢. Takode, u tim jednadi-
nama figuriSe i gustina kao nepoznata funkcija, pa vidimo da nam za odredivanje
svih nepoznatih funkcija, ¢, ¢ i p, nedostaje jos jedna jednadina.

Vezbanja

1. Pokazati da su vrtloZne linije kod osnosimetri¢nih stacionarnih vrtloZnih
strujanja stisljivog fluida upravne na ravni strujanja, tj. da se pokalapaju sa 0 ko-
ordinatnim linijama.

2. Pokazati da kod stacionarnih osnosimetriénih strujanja stisljivog fluida u
ravni strujanja egzistira familija krivih linija upravnih na strujne linije, bez obzira
da li je strujanje vrtloZno ili potencijalno.

8 Mehanika fluida



IV PRIMENA KOMPLEKSNIH FUNKCIJA KOD RAVANSKIH STRUJANJA
SLJIVIH FLUIDA

'31.| Kompleksni potencijal.| Ravansko potencijalno strujanje nestisljivog
fluida, s obzirom da se odvija u trodimenzionom euklidskom prostoru, uvek je
moguée proudavati u odnosu na sistem Dekartovih pravouglih koordinata x, y, z.
Ako se jos sistem Dekartovih pravouglih koordinata tako izabere da koordinatne
ravni z—const. budu ravni u kojima je strujanje identi¢éno, onda je dovoljno strujanje
prouditi u jednoj od tih ravni, recimo z=0, koja se naziva osnovna ravan strujanja.

; @ Z=x+iy

Z=x-iy ¥

Sl. 45

PoloZaj tacke u toj ravni odreden je, prema tome, Dekartovim pravouglim koordina-
fama x 1 y. AKO osnovnu ravan strujanja uzmemo za kompleksnu ravan, onda je
poloZaj tacke u toj ravni odreden Kompleksnim brojem z—x--iy (sl. 45), gde je
i=) — 1 imaginarna.jedinica. Njoj simetri¢na tacka u odnosu na x osu odredena je

Konjugovano kompleksnim brojem z=x—1y, tako daje

z+;=2x, z—:z_=2iy,

odnosno

(31.1) x=%(z+;), y= —%(z—;).
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Ravansko potencijalno strujanje nestisljivog fluida, videli smo, u potpunosti
je odredeno potencijalom brzine i strujnom funkcijom, koje su povezane Kosi-Rima-
Fovim jednacinama

(31.2)

d9_0¢ do_ _0¢
0x by’ oy ox

Za funkciju
(31.3) w=o¢(x, y)+i{(x, y),

mogli bismo zakljuditi, na osnovu (31.1), da zavisi od promenljivih z i z. Pokaza-

éemo, medutim, da vazi sledeCi sta v: Kompleksna funkcija Ciji realni i imaginarni

deo zadovoljavaju Kosi-Rimanove jednacine je funkcija kompleksne promenljive z.

D o k a z. Parcijalnim diferenciranjem po z, iz (31.3) dobivamo

ow_09 0x d(p 0y+ 9y dx_H_ﬂQ

0z 0x 0z t)y 0z 0x 0z Qy 0z’

odnosno, s obzirom na (31.1),

aw. 1Rgy i dp, b gl oY
= T x5 dy 2 ox 2 oy

Ako sada iskoristimo Kogi-Rimanove jednatine, pa, na primer, parcijalne izvode
potencijala brzine izrazimo preko parcijalnih izvoda strujne funkcije, dobivamo

dw Nrog B dg 1 o< Bey
2z 270x 29y 2 Oys 2 ox

b

na osnovu ¢ega zakljuGujemo da funkcija w ne zavisi od z. Prema tome je

(31.4) w@=9x, y)+id(x, y),

t_] funkcua (31.3) je kompleksna funkcija kompleksne promenljive z=xiy, Cime

]C StdV uon(azan
Lnkcua (3T.2), &iju su realni i imaginarni deo potencijal brzine i strujna funk-

cija, naziva se kompleksni potencijal i u potpunosti odreduje ravansko potencijalno

strujanje nestisljivog fluida.

Iz teorije kompleksnih funkcija je poznato da su funkcije kompleksne promen-
ljive &iji su realni i imaginarni delovi diferencijabilni i zadovoljavaju KoSi-Rimanove
jednagine — diferencijabilne, tj. da spadaju u klasu tzv. analitickih funkcija. Prema
tome, sledi stav: Kompleksni potencijal je analiticka kompleksna funkcija
kompleksne promenljive.

D okaz Svakoj tatki kompleksne ravni, koja je odredena kompleksnim
brOJem z, odgovara vrednost kompleksnog potencijala w (z). Ako u kompleksnoj
ravni uoélmo dve bliske tacke z i z+A z (sl. 46), tada im odgovaraju vrednosti
kompleksnog potencuala w(z) i w(z+A z). Razlika vrednosti kompleksnog poten-
cuala u tim tackama je

Aw=w(z+Az)—w(2).

8*
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Grani¢na vrednost
im éﬁ= lim w(z+Az)—w(z)=d_w’
Az—0 Az Az—0 Az dz

Sl. 46

definise izvod kompleksnog potencijala u tacki z=x-iy. Na osnovu (31.4), moZemo
pisati
dw_do+idy do+idy

dz dx+idy dx(1+iy)

gde je y’=? koeficijent pravca kojim se u grani¢nom procesu vrsi priblizavanje
x

tacki z. Kako je, dalje,

d(p:a—de+a—(de, d¢=()—¢dx+()—¢dy,
0x oy ox oy
dobivamo
Q?+aipy’+ia—¢+i ﬂy'
dw _ox dy ox 0y
dz 1+ ’

i vidimo da izvod kompleksnog potencijala zavisi od praveca y’. Ako su, medutim,
zadovoljene Kofi-Rimanove jednacine, parcijalne izvode strujne funkcije ntoZemo
izraziti preko parcijalnih izvoda potencijala brzine, pa dobivamo

0—CP(I+iy’)—iQ§)(l+iy')
ox oy

aw _
dz 1+iy ’
odnosno
3L.5) dw_op ;09
dz ox 0y

pa vidimo da izvod kompleksnog potencijala ne zavisi od pravca y’, tj. da je jedno-
znaéno definisan. Prema tome, KoSi-Rimanove jednadine predstavljaju potreban
i dovoljan uslov da kompleksni potencijal bude analiticka funkcija, ¢ime je stav
dokazan.
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S obzirom da su parcijalni izvodi potencijala brzine jednaki projekcijama
‘brzine na ose Dekartovog pravouglog sistema koordinata, iz (31.5) dobivamo

(31.6) ﬂ:vx—ivy=5.
dz

Veli¢ina v, koja, kao $to vidimo, odreduje projekcije brzine na ose Dekartovog
pravouglog sistema koordinata, naziva se kopmleksna brzina. Njen realni deo je
projekcija brzine na x osu, a imaginarni sa promenjenim znakom — na y osu. Iz
(31.6) zakljudujemo, prema tome, da vaZi stav: Izvod kompleksnog potencijala u
nekoj tacki jednak je kompleksnoj brzini u toj tacki.

Kao posledica nezavisnosti izvoda kompleksnog potencijala od pravca, sledi
s ta v: Integral kompleksne brzine du? bilo koje krive izmedu dve proizvoljno izabrane
tacke u kompleksnoj ravni jednak je razlici vrednosti kompleksnog potencijala u tim
tackama i ne zavisi od oblika krive — putanje integracije.

N0 B

S1. 47

D o k a z. Uoimo u kompleksnoj ravni dve tacke, 4 i B (sl. 47), koje se nalaze
na proizvoljno izabranoj krivoj L . Krivolinijski integral

L(B)

f 1)) dZ(L) )
L(A4)

moZemo, s obzirom da izvod kompleksnog potencijala ne zavisi od pravca, tj. da
vaZi (31.6), izraziti u obliku

L(B) L(B) d L(B)
= w
f vdzy = f —dzy= f aw s
dz
L(A) L(A) L(4)
odakle sledi
L(B)’
(31.7) [ vdzgy=wB) -w(4),
L(4)

¢ime je stav dokazan.

Kako je, medutim,
dw=do+id{,
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na osnovu prethodnog stava dobivamo

L(B) L(B) L(B) L(B)
(31.8) [ vdzyy= [ awyy= [ do+i [ dy=J+iQ=w(B)-w(A),
L(4) L(A) L4) L(A)

odakle vidimo da se fluidna struja i protok dobivaju kao realni i imaginarni deo
razlike kompleksnog potencijala u tac¢kama krive i da ne zavise od oblika krive —
putanje integracije.

Kad je kriva L zatvorena, moZemo primeniti Ko§ijevu teoremu koja
glasi: Ako je f(z) analiticka funkcija u jednostruko povezanoj oblasti, integral te
funkcije du? bilo koje zatvorene krive u toj oblasti jednak je nuli. Prema tome, ako
glatka kriva L obuhvata jednostruko povezanu oblast u kompleksnoj ravni, bice

§ ;dZ(LJ = 0 Py
L
odnosno

(31.9) b vdzy=F dwy =9 dogy+i $ dp=T+iQ=0.
L L L L

Vidimo, dakle, da su cirkulacija i protok uvek jednaki nuli ako kriva obuhvata jedno-
struko povezanu oblast.

Ako, medutim, oblast koju obuhvata zatvorena kriva L sadrZi singularitet, onda
singularitet moramo izdvojiti drugom, proizvoljnom zatvorenom krivom L; (si. 48)
i na taj naéin formirati regularnu oblast (Srafirana prstenasta oblast na slici).
Kosijeva teorema se tada moZe primeniti, ali za krivu koja ograniGava ovako
formiranu regularnu oblast. Prema tome, dobivamo

f ‘Z)dZ(L) + f 'I)dZ(L')'— § ‘Z)dZ(L]) - f‘Z)dZ(L”)= 0,
L % L L
odnosno

(31.10) f vdzy=¢ vdz,y.
L

L,

Kako kriva L; moZe ograniGavati proizvoljno malu oblast u okolini singularne
t'fu':ke, zgkljuéujemo da su cirkulacija i protok za proizvoljnu krivu L koja obuhvata
singularitet, na osnovu (31.9), jednaki jacini vrtloga, odnosno izdasnosti izvora.
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Ako, pak, zatvorena kriva L obuhvata konadan broj singulariteta, recimo N,
tada je

(31.1 1) f ;dZ(L)= § ;dZ(LI)+ f 'ZTdZ(Lz)'i‘ DOSIE f ;dZ(LN),
L L, Ly

gde su Ly, Ly, ..., Ly proizvoljne zatvorene krive koje obuhvataju po jedan sin-
gularitet, pa na osnovu prethodnog zakljucujemo: Cirkulacija i protok za proizvoljnu
zatvorenu krivu koja obuhvata konacan broj singulariteta jednaki su algebarskom
zbiru jacina vrtloga, odnosno izdasnosti izvora koji se nalaze u tim singularitetima, t:

M= +0,+---+T, (K<N),
(31.12)
Q=re+ &+ - +ey, (MSN).

Osim navedenih, analiticke funkcije kompleksne promenljive poseduju jo§
jednu osobinu koja ima veliku primenu u mehanici fluida. Poznato je, naime, da svaka
analiti¢ka funkcija Z=Z (z) konformno preslikava geometrijske objekte iz komplek-
sne ravni z u kompleksnu ravan Z. Osnovna karakteristika konformnog preslikavanja
je §to uglovi izmedu preslikanih pravaca ostaju ofuvani, a elementi luka proporcional-
ni, iz kog razloga se jo§ naziva i preslikavanje slicno u malom ili preslikavanje po slic-
nosti u malom. Ove osobine konformnog preslikavanja daju moguénost da se iz
nekog poznatog strujanja u kompleksnoj ravni z, konformnim preslikavanjima po-
moéu razligitih analitickih funkcija Z=Z (z), odnosno z=z (Z), dobiju nova strujanja
u kompleksnoj ravni Z, jer se strujne i ekvipotencijalne linije preslikavaju u fami-
liji medusobno ortogonalnih linija (sl. 49).

y ) W=

SI. 49

Kompleksni potencijal strujanja u ravni Z dobiva se iz kompleksnog poten-
cijala strujanja u ravni z na taj nacin Sto se promenljiva z zameni funkcijom preslika-
vanja, tj.

GL13) w@=9( »)+id(xN=wiz@)]=w@)=9X, Y)+id (X, Y),

gde su ;{; X,Y)i @(X , Y) potencijal brzine i strujna funkcija strujanja u kompleksnoj
ravni Z=X (x, y)+iY (x,y). Iz (31.13) vidimo da je

(31.14) (Y=o V), d(x»N=3& 1),
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pa zakljuCujemo da protok i fluidna struja, odnosno cirkulacija za preslikanu krivu
imaju iste vrednosti, tj. preslikavanjem ne menjaju vrednosti, jer preslikanim struj-
nicama i ekvipotencijalnim linijama odgovara ista konstanta.

Kompleksna brzina u preslikanom strujanju je
= dw
31.15 V=Vy—iVy=—,
( ) x~y=">
a kako je
dw _dw dZ - dz

- dz
31.16 v=v,—ip="" 2 _plL_ 4 iy 9
(31.16) Y dz dZ dz dz Vx=iVy) dz

vidimo da je odnos kompleksnih brzina u nekoj tacki prvog strujanja i odgovarajuéoj
tacki preslikanog strujanja jednak vrednosti izvoda funkcije preslikavanja u toj tagki.

Primena konformnog preslikavanja koristi se u mehanici fluida za reSavanje
dva osnovna tipa zadataka:

1. Koristeci unapred izabranu funkciju preslikavanja, moZe se iz nekog pozna-
tog strujanja odrediti kompleksni potencijal novog strujanja i na taj na¢in omogudéiti
njegovo proudavanje.

2. Nalaze¢i analititku funkciju koja nepoznato strujanje preslikava na neko
proudeno, dakle poznato, moZe se, iduéi posle obrnutim redom, dobiti kompleksni
potencijal nepoznatog strujanja i na taj nadin omoguliti njegovo proucavanje.

Vezibanja
1. Pokazati da se kompleksna brzina moZe izraziti u obliku
v=0vel?,
gde je v intenzitet brzine, a 9 ugao izmedu vektora brzine i pozitivnog smera x ose.
2. Pokazati da se kompleksni potencijal moZe izraziti u obliku
w=Re'®,

pri ¢emu se Ri® na odredeni nacin izraZavaju preko potencijala brzine i strujne
funkcije.

3. Koriste¢i Kosi-Rimanove jednadine pokazati da su potencijal brzine i
strujna funkcija harmonijske funkcije.

4. Pokazati da se izvod kompleksne brzine moZe izraziti u obliku

dz—)_%_l,dvx_ __()vy_idv

hath Y

dz ox oy oy ox
S. Pokazati da vaZe jednakosti

6. Ako je pri ravanskom potencijalnom strujanju nestidljivog fluida v,=0,
pokazati da je ono moguée ako i samo ako Je vy=const. Pokazati da vaZi i obrnuto.
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7. Pokazati da pri konformnom preslikavanju uglovi izmedu preslikanih
pravaca ostaju ofuvani, a elementi luka proporcionalni.

8. Pokazati da se pri konformnom preslikavanju nulta strujnica preslikava u
liniju koja je opet nulta strujnica.

9. Pokazati da se pri konformnom preslikavanju zaustavna tatka (2=0)
preslikava u tacku koja je opet zaustavna taCka.

32. Kompleksni potencijali osnovnih strujanja. U odeljku 21. proucili smo
primere osnovnih potencijalnih ravanskih strujanja nestisljivog fluida. U ovom odelj-
ku, medutim, videéemo kako izgledaju kompleksni potencijali tih strujanja i na
koji nacin ih odreduju.

a) Stacionarno pravolinijsko strujanje. Ako je strujanje odredeno kompleksnim
potencijalom

(32.1) w (2) = az,

gde je a=a;—ia, kompleksna konstanta, rastavljanjem na realni i imaginarni deo
dobivamo
w(2)=(a,—ia) (x+iy)=a,x+a,y+i(—a,x+a,y),

pa su potencijal brzine i strujna funkcija, na osnovu (31.4),
(32.2) p=a,x+a,y, Y=—a,x+ay,

$to je identi¢no sa (21.1) i (21.2).
Kompleksna brzina je

odakle sledi

Cirkulacija i protok su jednaki nuli za bilo koju zatvorenu krivu u kompleksnoj
ravni (ravni strujanja), jer je kompleksna ravan jednostruko povezana oblast, posto
kompleksni potencijal nema u njoj singularnih tafaka.

b) Stacionarno strujanje u polju jednog vrtloga. Neka je strujanje odredeno
kompleksnim potencijalom

(32:3) w(z)=—ialnz,

gde je a realna konstanta. Ako, medutim, u kompleksnoj ravni uvedemo polarne
koordinate, tada je z=rei® pa za kompleksni potencijal dobivamo

w(z)=—ialn (re’®)= —ia(Inr+if)=ab—ialnr,
odakle, na osnovu (31.4), vidimo da su potencijal brzine i strujna funkcija
(32.4) p=a0, ¢=—alnr,
§to je identi¢no sa (21.3) i (21.4),
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Iz (32.3) vidimo da kompleksni potencijal ima singularitet u tatki z=0. Iz
tog razloga cirkulacija i protok za bilo koju zatvorenu krivu koja ne obuhvata singu-
laritet (koja, dakle, obuhvata jednostruko povezanu oblast), na osnovu (31.9) iznose

r+iQ=0,
tj. jednaki su nuli.

Ako, medutim, zatvorena kriva obuhvata singularitet, na osnovu (31.10),
vidimo da ée cirkulacija i protok za tu krivu imati iste vrednosti kao i za bilo koju
drugu zatvorenu krivu koja takode obuhvata singularitet i odredeni su relacijom

TF'+iQ=w(d)—w(A).
Kako je, medutim,
w(d)=ab,—ialnr,,

w(d)=a@®,+27)—ialnr,,

bice
I'+iQ=2ar,

odakle sledi
(32.5) I'=2ar, Q=0.
Za konstantu a, prema tome, dobivamo ‘

r

a=——-,

27
pa kompleksni potencijal (32.3) moZemo izraziti u obliku
(32.6) w(z)= ——iln 2=Llnz,

27 2xwi

gde je I' jagina vrtloga.

¢) Stacionarno strujanje u polju jednog izvora. Ako je strujanje odredeno kom-
pleksnim potencijalom
(32.7) w(z)=alnz,

gde je a realna konstanta, uvodenjem polarnih koordinata u kompleksnoj ravni,
dobivamo
w(@)=aln(re®=a(lnr +ib)=alnr+iab,

pa su potencijal brzine i strujna funkcija
(32.8) e=alnr, ¢=ab,

Sto je identi¢no sa (21.7) i (21.8).

S obzirom da je i u ovom sludaju tatka z=0 jedina singularna tatka kompleks-
nog potencijala, zaklju¢ujemo da su cirkulacija i protok jednaki nuli za bilo koju
zatvorenu krivu koja ne obuhvata koordinatni poéetak, jer, kao i u prethodnom
sluCaju, ta kriva ogranitava jednostruko povezanu oblast kompleksne ravni.

Za krivu koja obuhyata koordinatni podetak, medutim, cirkulacija i protok
su odredeni relacijom

I'+iQ=w(d)—w(A).



123

Kako je u ovom slucaju
w(d)=alnr, +iab,,
w(d)=alnr+ia(0,+27),
bice
r+iQ=i2arm,
odakle sledi
(32.9) =0, Q=c=2arm.

Odavde, za konstrantu a dobivamo

a=—,
2%

pa kompleksni potencijal (32.7) moZemo izraziti, u obliku
(32.10) w(z)=—Inz,

27
gde je e izdasnost izvora.

Vezbanja

1. Diferenciranjem kompleksnog potencijala odrediti kompleksnu brzinu, pa
na osnovu toga fizike koordinate brzine u odnosu na sistem polarnih koordinata
u ravni i to:

a) kod strujanja u polju jednog vrtloga i

b) kod strujanja u polju jednog izvora.

2. Odrediti fluidnu struju i protok za proizvoljnu krivu izmedu taCaka
A (a,0) i B(0,b), za oba slucaja strujanja iz prethodnog zadatka.

33. Kompleksni potencijali zbirnih strujanja. U odeljku 22. smo pokazali da se
ravanska potencijalna strujanja mogu sabirati na taj nacin $to se potencijal brzine
i strujna funkcija dobivaju sabiranjem potencijala brzine i strujnih funkcija kompo-
nentalnih strujanja. S obzirom da je kompleksni potencijal u potpunosti odreden po-
tencijalom brzine i strujnom funkcijom, jasno je da se kompleksni potencijal zbirnog
strujanja dobiva sabiranjem kompleksnih potencijala komponentalnih strujanja.
Prema tome, ako su w, (2), w, (2), ..., Wy (z) kompleksni potencijali N razli€itih
strujanja, kompleksni potencijal njihovog zbirnog strujanja je

(33.1) w@=w@+w,(@+ - +wy(2)

i rastavljajuéi ga na realni i imaginarni deo dobivamo potencijal brzine i strujnu
funkciju zbirnog strujanja.

a) Stacionarno strujanje u polju jednog vrtloga zdruZenog sa izvorom. Ako sab;-
remo kompleksne potencijale strujanja u polju jednog vrtloga i strujanja u polju
_ednog izvora, (32.6) i (32.10), dobivamo

ic
(133:2) w(z)= (E-Fir) Inz.
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Uvode(i polarne koordinate, kompleksni potencijal moZemo rastaviti na realni i
imaginarni deo,

(D)= (clnr+T0) +-L (=Tlnr+e),
2w 27w
odakle za potencijal brzine i strujnu funkciju dobivamo
(33.3) =i(slnr+l“6), ¢=i(—-I‘lnr+sO),
2% 2n

Sto su izrazi identi¢ni sa (23.1).
Kompleksna brzina je

1 z-:x——Fy_i I'x+ey

v= — ,
2 x24+y? 2w x24y?
odakle sledi
1 ex—Ty I Tx+ey
V= —— >, p,= T,
21 x2+ y? 2n x2+4y?

S obzirom da je koordinatni pogetak jedina singularna tacka kompleksnog
potencijala, lako je pokazati da su cirkulacija i protok jednaki nuli za bilo koju
zatvorenu krivu koja ne obuhvata koordinatni poletak, a jednaki jalini vrtloga,
odnosno izdaSnosti izvora ako kriva obuhvata koordinatni pocetak.

b) Stacionarno strujanje u polju Jednog izvora i jednog ponora jednakih izdas-
nosti. Ako se izvor nalazi u tatki —a, a ponor u tacki a, gde je a realan broj,
kompleksni potencijali strujanja u polju izvora i strujanja u polju ponora su

Ziln (z+a) i —Es—ln(z-—a), respektivno. Prema tome, kompleksni potencijal
T T
zbirnog strujanja, na osnovu (33.1), je

(33.4) w(z)=—-1nZta,
2w

Z—a

Da bismo rastavili kompleksni potencijal na realni i imaginarni deo, uvedimo u kom-
pleksnoj ravni polarne koordinate, tako da je

Zta=xta+tiy=red, z—a=x—a+iy=r,e,

gde je
r1=V(x+ a?+y%, r=)(x—a)?+ 2
0, = arctg Y , 0,=arctg 24 ,

X+ a X—a
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Na taj nadin iz (33.4) dobivamo

€ r €
wEz)=—In—-L+i—(0,—6,),
@ 270 ST 27t(l 2)

pa vidimo da su potencijal brzine i strujna funkcija

gk u ¥y x+a)?+y?
Al 8 g GrEa) 4y

¥Tox r, 4m (—ap+y?
(33.5)
€ € —2ay
=— (6,—0,)=—arctg————,
v 271:( VO ag g x2+y*—a®

$to je identino sa (23.3).

Iz (33.4) vidimo da kompleksni potencijal ima dva singulariteta: z=—a i
z—a, Na isti nadin kao i u prethodnim slu¢ajevima, moZemo pokazati da su cirku-
lacija i protok:

1. jednaki nuli ako zatvorena kriva ne obuhvata nijedan singularitet,

2. jednaki nuli i izda$nosti izvora, odnosno ponora, ako kriva obuhvata samo
jedan singularitet i

3. jednaki nuli ako kriva obuhvata oba singulariteta.

¢) Stacionarno strujanje u polju jednog dvopola. Ako je strujanje odredeno
kompleksnim potencijalom ;

(33.6) w(z)=

Ml
21 z

rastavljanjem na realni i imaginarni deo, dobivamo

(33.7) w(z)= -—;ly—=£cosﬁ—i—£sin0,
zm x*+y* 2wr 2nr

odakle vidimo da su potencijal brzine i strujna funkcija

(33.8) <p=—A£~x =£cosﬁ, q;z—ﬂ L =—£sin0,

2w x2+y* 2wmr 2w x%+ y? 27r

§to je identi¢no sa (23.5).

Kompleksni potencijal ima singularitet u tacki z=0, pa zakljuCujemo da su
cirkulacija i protok jednaki nuli za svaku zatvorenu krivu koja ne obuhvata koordi-
natni pocetak. Ako, medutim, kriva obuhvata koordinatni podetak, cirkulacija i pro-
tok su odredeni izrazom

F+iQg=w(4")—w(4).

Iz (33.7) vidimo da se vrednost kompleksnog potencijala nece promeniti posle obi-
laZenja po krivoj, jer cos 0 i sin 0 ne menjaju vrednosti kad polarni ugao priraste za
27, pa zakljuCujemo da su cirkulacija i protok jednaki nuli i za bilo koju zatvorenu
krivu koja obuhvata koordinatni poCetak.



(33.9) ' w(z)=1v,z,

gde je vy brzina jednolikog strujanja.
Ako sada saberemo stacionarno pravolinijsko strujanje sa stacionarnim stru-

janjem u polju jednog dvopola, na osnovu (33.1), sabiranjem kompelksnih potenci-

Jala (33.9) i (33.6), za kompleksni potencijal zbirnog strujanja dobivamo

(33.10) w(z)=voz+£-—l—.
27Tz

Rastavljanjem kompleksnog potencijala na realni i imaginarni deo dobivamo

M 1 M 1
(33.11) w(z)=x('vo+— )+iy(vo——— —)
27 x%+ p? 27 x2+4p?
u Dekartovim pravouglim koordinatama, odnosno
(33.12) w(z)=(vor+£)cos0+i(vor— 2! )sinﬂ
27nr 27nr
u polarnim koordinatama. Odavde vidimo da su potencijal brzine i strujna funkcija
1 1
(33.13) <p=x(vo+ﬂ ) q,:y(vo_ﬂ _)
27 x2+ y? 27w x4 y?

u Dekartovim koordinatama, odnosno

)cosﬁ, ¢=(vor— -
r 2

(33.14) cp=('vor+ . d
2w Tr

)sinﬂ

u polarnim koordinatama.
Jednacine strujnih linija su ¢=C, odnosno

[ y(vo~£ J‘)=C.

27w x%+p?

JednaCina nulte strujnice je

y=0, x2+y?=R2,

gde je R= \/% » pa vidimo da je to x osa i sredi$nji krug poluprecnika R (sl. 50).
0

‘Strujne linije su simetrdie prema osama x i y, kao $to je prikazano na slici. Cestice
Tluida koje se krecu unufar kruga polupreénika R ne napustaju tu oblast, pa, ako

to_krefanje ne uzmemo u obzir, dobivamo strujanje oko kruga polupreénika R,

odnosno oko kruZnog cilindra istog poluprecnika u frodimenzionom prostoru.

1z izraza za polupreénik R dobivamo
M=2mov,R?,
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pa kompleksni potencijal (33.10) moZemo izraziti u obliku
2

(33.15) w(z)='vo(z+—).
Z
Odavde, za kompleksnu brzinu dobivamo
- dw R?
33.16 v=—=0,(1 ——],

( ) dz 0 ( ris )
odakle sledi

R? R* .
(33.17) v‘=vo(1 ~—00520), v, = —vo—sm20.

"2 r2

£y =

Sl. 50

Vidimo, dakle, da kad r teZi beskona&nosti vy teZi nuli, a v, teZi vo. Prema tome, brzina
i beskonacno udaljenim tackama jendnaka je brzini jednolikog strujanja. Na osnovu

toga zakljuCujemo da unosenjem Kkruznog cilindra u jednoliko strujanje ono postaje

poremeceno u svakoj Konacnoj oblasti strujnog polja.

1z (33.16) sledi da je kompleksna brzina jednaka nuli u tackama z=—R i
Z=lG TSu, prema tome, zaustavne tacke u strujnom_polju. U prednjoj
Zaustavnoj tacki, z=—R, nulta strujnica se razdvaja u dve strujnice koje se opet, u

drugo;j zaustavnoj tacki, z=R, spajaju u Jjednu.

Iz (33.12) vidimo da je kompleksni potencijal jednozna¢na funkcija polozaja,
pa su stoga cirkulacija i protok jednaki nuli za bilo koju zatygrenu krivu u ravni
strujanja, bez obzira da li ona obuhvata singularitet ili ne._

nalazi u koordinatnom pocetku, kompleksni_potencijal je, na osnovu (33.15)

(32.6),

2 1"
(33.18) w(z)=v0(z+R—)+l—lnz
z 27
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i, u odnosu na sistem polarnih koordinata, moZemo ga rastaviti na realni i imaginar-
ni_deo

2 2
w(z)= vor(l+£)cosﬂ—£0 4 vor(l—-&)sin6+11nr )
P2 27 r2 21%

pa za potencijal brzine i strujnu funkciju dobivamo

2 2
(33.19) <p=vor(l +§—) cosG—LB, Y=v,r (1 —R;) sin6+£lnr.
e 2m [ T

Jednaline strujnih linija su ¢=C, pa za C=2£ln R, dobivamo
T =

2
(33.20) vor(l—ﬁ)sinﬁ-kiln%:O.

r? T

Otigledno je da ovoj strujnici pripada i sredi3nji krug r=R. Medutim, to nije nulta
strujnica. Imajuéi, medutim, u vidu da je kompleksni potencijal odreden do na proiz-
voljnu konstantu (kompleksnu ili realnu), jer su na taj nacin odredeni potencijal
brzine 1 strujna funkcija, kompleksni potencijal uvek mozemo napisati u takvom

obliku da Zeljena strujnica bude nulta, . ijal
(33.18) pisemo u obliku
R ', =z
(33.21 w(2)=19 <z+_ LML
) (2)=1, - B

strujanje se ne¢e promeniti, ali ée strujnica (33.20) biti nulta strujnica.

S

A\

i

—7,

Sl. 51

/7

Iz (33.18) ili (33.21), diferenciranjem po z dobivamo kompleksnu brzinu u
oblikr
R K e ST % 3 k
(33.22) v=vo(l—R—)+ .

z? 2wz
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Odavde vidimo da ¢e kompleksna brzina biti jednaka nuli u onim tatkama komplek-

sne ravni ¢iji kompleksni broj zadovoljava jednacinu

2nv,z2+il'z—2mo, R*=0.

Posto je ovo kvadratna jednacina, njena resenja, pa, prema tome, i poloZaj zaustvnih
tacaka, zavisi od diskriminante

D= —T'?+ 16 =2 v} R%

Stoga moramo razlikovati tri posebna slucaja:

1. Ako je D>0, tj. '<4wv, R, kompleksna brzina je jednaka nuli u tatkama

92 j
2T :i:\/Rz i

T 16n2v} 4my,

Lako je proveriti da je | z; |=R i | z; |=R, pa zakljuujemo da se zaustavne tatke
nalaze na donjem polukrugu sredisnjeg Kruga, simetricno rasporedene U odnosu na
osu (sl. 51). .

2. Ako je D=0, tj. '=4m vy R, kvadratna jednalina ima jedno resenje

pa vidimo da se zaustavna tagka nalazi u preseku negativnog dela y ose i srediSnjeg
kruga (sl. 52).

Sl 52

3. Ako je, pak, D<O0, tj. '>4m vy R, kompleksna brzina je jednaka nuli u
tackama

Vidimo, dakle, da se obe zaustavne tatke nalaze na negativnom delu y ose, pri Cemu

se jedna od njih nalazi u srediSnjem krugu, a druga van njega (sl. 53).

9 Mehanika fluida

(NG
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Lako je pokazati da su cirkulacija i protok jednaki nuli za bilo koju krivu koja
ne obuhvata koordinatni pogetak, a jednaki jacini vrtloga, odnosno nuli za bilo koju
zatvorenu krivu koja ga obuhvata.

f) Izvori i ponori u stacionarnom pravolinijskom strujarju. Ako saberemo staci-
onarno pravolinijsko strujanje sa stacionarnim strujanjem u polju jednog izvora,
koji se nalazi u koordinatnom pocetku, kompleksni potencijal zbirnog strujanja je

(33i23) w(z)=voz+—e— Inz.
27

Uvode¢i polarne koordinate i rastavljajuci kompleksni potencijal na realni i imagi-
narni deo, potencijal brzine i strujnu funkciju dobivamo u obliku

(33.24) cp='vorcos6+—e—lnr, ¢=vorsin0+i6.
27 27

Kompleksna brzina je
(33.25) v=U§t+ —=

odakle sledi

£ i €

0, =Uy+ — =9,+ cos 6,

27 x%+ y? 27

(33.26)

v, = Sl Sl }

27 X%y 2mr
1z (33.25) dobivamo da je kompleksna brzina jednaka nuli u tacki z= —5 a , kaja
™ 1’0

je, prema tome, jedina zaustavna tacka u ravni strujanja (sl. 54). U toj tacki strujna
linija se razdvaja u dve strujnice koje se vise ne spajaju i koje &ine granicu izmedu
fluida iz izvora i fluida iz pravolinijskog strujanja. Strujna linija koja se u zaustavnoj
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tacki razdvaja u dve strujnice nije, medutim, nulta strujnica. Iz (33.24) zaklju¢ujemo,

naime, da ona odgovara vrednosti strujne funkcije ¢ = C=§ . S obzirom, medu-

tim, da je strujna funkcija odredena do na proizvoljnu konstantu, moZemo joj

dodati —% , tako da postaje

(33.27) $=v,rsin0+ — (6 —m),
27

\._- —-
*l'o

SL. 54
pa strujnica koja prolazi kroz zaustavnu tacku je nulta strujnica sa jednadinom
. €
v rsinf+—(0-m)=0,
27

odnosno

(33.28) P . L

27mw, sinf

Grane nulte strujnice, koje po obliku podse¢aju na paraboli€ku krivu, moZemo
posmatrati kao krutu granicu koja strujanje deli na dva dela. Ako zanemarimo
strujanje unutar te granice (strujanje fluida iz izvora), dobivamo strujanje oko date
krute konture u ravni strujanja, odnosno oko odgovarajuceg cilindri¢nog tela u
trodimenzionom prostoru.

Iz (33.25), izraunavanjem grani¢ne vrednosti kad z teZi beskona&nosti, zaklju-
Cujemo da je brzina u beskonacno udaljenim tatkama ravni strujanja jednaka brzini
9, jednolikog strujanja. Prema tome, i brzine Cestica fluida koje izlaze iz izvora tako-
de su u beskona¢no udaljenim tackama jednake brzini jednolikog strujanja. Na osno-
vu toga zaklju€ujemo da ¢e Sirina konture koju obrazuje nulta strujnica — na slici
54 oznacCena sa b — teZiti kona¢noj vrednosti. Jasno je, naime, da je protok fluida iz
izvora, s obzirom da se ne mesa sa fluidom iz jednolikog strujanja, jednak izdasnosti
izvora i kroz Sirinu b u beskonaéno udaljenim tackama, tj.

b-v,=e.

o%
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Odavde sledi

b=

o

pa, posto su ¢ i vg konaéne velitine, zakljuujemo da je to i b.

U ovom sludaju strujanja nulta strujnica nije zatvorena, pa cilindriCno telo,
koje se nalazi u jednolikoj struji, nije ogranideno. Zatvaranje nulte strujnice, medu-
tim, moZe se posti¢i ako strujanju dodamo i jedan ponor iste izdaSnosti.

Ako, na primer, stacionarno pravolinijsko strujanje saberemo sa stacionarnim
strujanjem u polju jednog izvora i jednog ponora istih izdasnosti, kompleksni poten-
cijal je

(33.29) ‘ w (z)=voz+—s—ln zta
2T

zZ—a

SIL. 55

S obzirom da su izda¥nosti izvora i ponora jednake, jasno je da ¢e sav fluid koji
izlazi iz izvora ponirati u ponor, pa ¢e, prema tome, u ravni strujanja postojati
_zatvorena strujna linija koja razdvaja fluid iz jednolikog strujanja od fluida iz'izvora
(sh. 55). Lako je pokazati da ¢e u ovom sluaju u ravni strujanja biti dve zaustavne
tatke. U prvoj se strujna linija razdvaja na dve, a u drugoj se te dve strujnice ponovo
spajaju u jednu liniju. Ako zanemarimo strujanje fluida iz izvora, dobivamo strujanje
oko zatvorene krive linije, koja po obliku podsec¢a na elipsu, odnosno oko odgova-
rajuéeg cilindri¢nog tela u trodimenzionom prostoru.

U cilju da se dobiju razli¢iti oblici zadnjeg dela zatvorene konture, moZe se
umesto jednog, iza izvora postaviti niz ponora pod uslovom jasno, da je zbir njihovih
izda§nosti jednak izdasnosti izvora. Takode da bi se dobili razliiti oblici prednjeg
dela konture, moZe se umesto jednog uzeti viSe izvora. Prema tome, u jednoliko
strujanje moZemo postaviti konagan broj izvora i kona&an broj ponora, pa na taj
nadin dobiti razli¢ite oblike zatvorene konture u ravni strujanja, odnosno ograni-
genog cilindri¢énog tela u trodimenzionom prostoru. Jedini uslov pri tome je da zbir
izdagnosti izvora bude fednak zbiru izdaSnosti ponora. Napomenimo, na kraju, da
se mo¥e uzeti da su izvori i ponori neprekidno rasporedeni u odredenim granicama
duZ bilo kojih linija u ravni strujanja. Na taj nalin, vidimo, ima neograniceno
mnogo moguénosti za formiranje razli¢itih oblika cilindri¢nog tela koje se nalazi u
jednolikoj struji ravanskog potencijalnog strujanja nestisljivog fluida.
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Veibanja

-

1. Odrediti kompleksnu brzinu i projekcije brzine na ose Dekartovog pravo--
uglog sistema koordinata u sluaju stacionarnog strujanja u polju jednog izvora i
jednog ponora jednakih izdaSnosti. i

2. Proutiti strujanje odredeno kompleksnim potencijalom

w(z)=az+ M. -
2.7 Z
gde je a=a;—ia, kompleksna konstanta.

3. Odrediti poloZaj zaustavnih tataka u slu¢aju strujanja odredenog komplek-
snim potencijalom (33.29), pa, zatim, jednainu strujne linije na kojoi se one nalaze.

34. Primer ‘tdﬁfbrﬁno

. je ukazano na osnovne
karakteristike konformnog preslikavanja. Pri tome je istaknuto da se konformno
preslikavanje primenjuje za reSavanje dva osnovna tipa zadataka. Sada cemo, sa
nekoliko primera, pokazati kako se ti zadaci reSavaju.

a) _Preslikavanje _stacionarnog _pravolinijskog _strujanja_funkcijom z=InZ
Stacionarno pravolinijsko strujanje je, u kompleksnoj ravni z, odredeno kompleks-
nim potencijalnom w (z)=2z, gde je v brzina jednolikog strujanja (paralelnog x
osi). Kompleksni potencijal u_kompleksnoj ravni Z dobicemo ako promenljivu
z zamenimo funkcijom preslikavanja, tj.

(34.1) #(Z)=v,In Z.

Ovo je, kao $to vidimo, kompleksni potencijal strujanja u polju jednog izvora koji
se nalazi u koordinatnom podetku. Prema tome, funkcijom z=InZ, stacionarno

pravolinijsko strujanje u_kompleksnoj ravni z preslikava se na strujanje u polju
jednog izvora, izdasnosti e=27 g, u kompleksnoj ravni Z.Tacka Z=0 je singularna
tacka koja se ne preslikava konfromno, jer j0] u kompleksnoj ravni z odgovara
beskonaéno udaljena tacka.

Inverznom funkcijom, Z=e’, strujanje u polju jednog izvora, izdasnosti &,

v . . oo . . . <
preslikava se u stacionarno pravolinijsko strujanje sa brzinom v, = o Ako se, pak,
e o

izvor ne nalazi u koordinatnom poéetku, ve¢ u bilo kojoj tacki a=a;+ia,, funkcija
preslikavanja je z=In(Z—a), odnosno Z=a-e".

AKo se, pak, zeli odrediti funkcija preslikavanja koja ¢e poznato stacionarno
pravolinijsko strujanje preslikati u poznato strujanje u polju jednog izvora, 1skoris-
ticemo cinjenicu da su vrednosti kompleksnih potencijala iste u svim odgovarajucim
tatkama kompleksnih ravni z i Z, tj. w(z)=w (Z). Prema tome, dobivamo

€
voz=—an,
™

odakle je funkcija preslikavanja

€ *

InZ,

z=
2T,

gde je v brzina datog jednolikog strujanja, a ¢ izdasnost datog izvora.
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Napomenimo, na kraju, da je, s obzirom da funkcija In Z nije jednozna&na
Junkcija poloZaja, jer istoj talki Z=Re!®=Rei(®*+2k™ odgovaraju razliite vrednosti

funkcije, dovolino iz jednolikog strujanja preslikati samo interval 0<y<2m

(s1..56). Strujne linije van tog intervala preslikavaju se u ve¢ preslikane strujnice.

i

N6 " @

27

Sl. 56 i

b) Preslikavanje stacionarnog strujanja u polju jednog izvora funkcijom Z=LZ'

Ako se izvor nalazi u tatki z—=—a, gde je a realan broj, kompleksni potencijal u
kompleksnoj ravni z je

w(z)=iln(z+a).

Koriste¢i funkciju preslikavanja Z=LZ’ za kompleksni potencijal u kompleksnoj

raviii Z dobivamo

- sy
w(Z) 2nn Z+a

i, ako ga napiSemo u obliku

LS
a

Z 3

W(Z)=2—€TEln a

©odnosno, s obzirom da je kompleksni potencijal odreden do na proizvoljnu konstan-
tu, u obliku
1
Z+—
a

Z

W(Z)=;;ln

vidimo da odreduje strujanje u polju jednog izvora i Jjednog ponora istih izdagnosti.

Izvor se nalazi u tagki Z= L , a ponor u ta¢ki Z=0.
a
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c) .Stacionarno strujanje oko elipti¢kog cilindra i ravne ploc"eJAnalitiéka funkci-
ja, koja odreduje transtormaciju Zukovskog,

TR
(34.2) Z=—(rb—% (I=const.)
2 z

konformno preslikava sredi$nji krug polupreénika R=/ u kompleksnoj ravni z
u odsedak realne ose duzne 2/ u kompleksnoj ravni Z, a koncentri¢ne krugove polu-
pre¢nika R>1 konformno preslikava u konfokalne elipse &ije je fokusno rastojanje
jednako 2 /(sl. 57). Da bismo to pokazali, uogimo bilo koji sredi$nji krug u komplek-
snoj ravni z, &iji je polupretnik R veci od /. Tatke koje se nalaze na tom krugu zado-
voljavaju jednadinu

(34.3) z=Re,

@ Yl()

y
@AW
& NS

Sl 57

Da bismo dobili jedna&inu krive na koju se ovaj krug preslikava u kompleksnoj
ravni Z, zameni¢emo (34.3) u (34.2). Na taj natin dobivamo

; 1 PR
(34.4) Z=—(meh~e”ﬁ.
2 R
Posebno, ako je R=I, bice

Z=%I(e"°+ e—i%=1Icosb,

odnosno
X=1Icos0, Y=0,

§to je odsedak realne ose duzine 27 u intervalu —/<X<I/.
Ako je, medutim, R>/, s obzirom da je Z=X+iY, iz (34.4) dobivamo

2 2
X=L(R+I_)cosﬂ, Y=—1—(R—L—)sin6,
2\ R 3 \" R
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Sto su parametarske jednacine elipse. Eliminacijom parametra 6 biée jednadina elipse

X2 B2
2+ 1

2 2
_1_(R+L) ___(R_I_)
4 R 4 R

Ako sa A i u ozna&imo poluose elipse (A>), dobivamo
AR—p2=]2,

Kako je, medutim, J/ A2 — 2=/ rastojanje fokusa elipse od koordinatnog pocetka,
zakljuéujemo da su fokusi Fy i F, u tatkama Z=/iZ=—/, respektivno, pa je fokusno
rastojanje jednako 2 /. PoloZaj fokusa, pa, prema tome i rastojanje izmedu njih, ne
zavisi od R, pa zakljuCujemo da su isti za sve preslikane elipse, tj. one su konfokalne.
Takode, s obzirom da je

2 2
e L (re D), wd(r-y,
2 R

;=1

lako dobivamo
(34.5) A+u=R.

U posebnom sludaju, kad je R=/, treba staviti
(34.6) A=I u=o.

Jasno je sada da strujanje oko elipse, odnosno duZi FiF, u kompleksnoj ravni
Z mozemo dobiti konformnim preslikavanjem strujanja oko kruga odgovarajudeg
poluprecnika u kompleksnoj ravni z, pri éemu je funkcija preslikavanja oblika (34.2)

Kompleksni_potencijal stacionarnog cikli¢nog strujanja oko kruga polupreé-
nika R u kompleksnoj ravni z je oblika

_R2
(34.7) w(z)=az+a B«+-—F— Inz,
LA D

gde je a=a;—ia; kompleksna brzina jednolikog strujanja, tj. kompleksna brzina u
beskonacno udaljenim tatkama kompleksne ravni z, a a=a+iay. Za R>1, ovo se
strujanje preslikava, funkcijom (34.2), na strujanje oko elipse ¢ije su poluose A
Lp. u kompleksnoj ravni Z” odredene polupre€nikom R. Da bismo dobili kompleksni
potencijal cikli€nog strujanja oko elipse u kompleksnoj ravni Z, potrebno je da u
(34.7) promenljivu z zamenimo funkcijom presiikavanja. Iz (34.2), medutim,
dobivamo B

(34.8) ' 2=Z+VZ° -2,
pri ¢emu pred kvadratnim korenom uzimamo samo pozitivni znak, jer odgovara pre-
slikavanju talaka na krugu 1 tafaka spoljasnje oblasti kruga u taCke na elipsi 1 tacke

spoljaSnje oblasii elipse. Kada bismo, naime, pred kvadratnim Korenom uzeli nega-
tivnl znak, tj.

2
z2=Z-YZ?=F =_—l—,,
Z+yz2-1

vidimo da taki z=0 odgovaraju beskona&no udaljene tacke u kompleksnoj ravni Z,
tj. tacke iz unutrasnje oblasti kruga preslikavaju se u tacke spoljasnje oblasti elipse.
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Ako sada (34.8) zamenimo u (34.7) i pri tome iskoristimo (34.5), dobivamo
kompleksni potencijal cikliénog strujanja oko elipse u kompleksnoj ravni Z u obliku

o ——— = (A+p)? P L
AR Z LY 2Pt ag ———=—f = In(Z-LVZ* =)
2)=a(z+V ) iz e (z+VZ2-P)

odnosn
- R

#@)=a(Z+VZ2=P) + EO\J;—:")Z(Z—I/Z_—Z—IZ)-F 2_F__ In (Z+ VZ2=1).
T

U ovom izrazu, medutim, a je kompleksna brzina u beskon¢no udaljenim tatkama
kompleksne ravni z, tj. kompleksna brzina jednolikog strujanja oko kruga. Da bismo

u prethodnom izrazu uveli kompleksnu brzinu u beskonacno udaljenim tatkama
kompleksne ravni Z, tj. kompleksnu brzinu jednolikog strujanja oko elipse, podsetimo
se da je odnos kompleksnih brzina u preslikanim tackama jednak vrednosti izvoda
funkcije preslikavanja u preslikanoj tacki. Prema tome, ako sa 4=A4;—iA; ozna¢imo
kompleksnu brzinu u beskona¢no udaljenim takama kompleksne ravni Z, na osnovu
(31.16) dobivamo

a=A lim d—Z
z—>0 7

Kako je, medutim, iz (34.2),

z_ 1 ( Y iz)

dz 2 22)’
bice

=%,
2

pa kompleksni potencijal mozemo pisati u obliku

(34.9) W (Z)= ;—[A (z+VZF~P)+ 4 Qz‘izu_)f (z- ‘/Zz_lz)]+

Mg (z+Vzz 5R).
2mi

Odavde je lako proveriti da je

LT — Jim EAZ)

Z—>o Z—>o dZ

oy WeF ot .

Kompleksnim potencijalom (34.9) u potpunosti je odredeno stacionarno cik-
licno strujanje nestisljivog fluida oko elipse, odnosno_eliptickog cilindra u trodi-
menzionom prostoru, pri ¢emu su A1 . poluose elipse, / polovina fokusnog rastojanja _ .
1A Eomplel%sna brzina u beskonadno udaljenim tackama. Jasno je da umesto /2 u
‘zrazu (34.9) moZemo pisati A2—p.2.

Ako u (34.9) stavimo I'=0, dobivamo kompleksni potencijal acikli¢nog stru-
janja oko elipse, odnosno eliptickog cilindra u trodimenzionom prostoru, u obliku

(34.10) W(Z)=%[A(Z+VZZ—12)+Z“J;—Z“)Z(Z—1/2_2512)].
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Ovo je strujanje prikazano na slici 58. Ugao koji pravac brzine u beskona¢no udalje-

. b, 2 . ; 4,
nim tatkama zaklapa sa pozitivnim smerom X ose iznosi a=arctg —=.

@ 1
/

Da bismo dobili kompleksni potencijal stacionarnog cikli¢nog strujanja oko

Lduii FF,, odnosno oko ravne ploce u trodimenzionom prostoru, potrebno je da u
izrazu (34.9), na osnovu (34.6), stavimo A=/i n.=0. Na taj naéin dobivamo Y

@)~ U@+ V=) +AEZ-VZ- )+ @V Z=P),

odnosno
3 =5 I s
(34.11) w(Z)=AlZ—iA2VZZ—12+é~—.ln (z+yvZ2-P).
i
Odavde za kompleksnu brzinu dobivamo
_ dw Az
(34.12) V=—=A4 $

Wz "3 Vz: =12
pavidimo da ima singularitete u tatkama Z=/ i Z=—/. U tim tatkama, naime,
‘kompleksna brzina je beskonalna.

Kompleksnim potencijalom (34.11) u potpunosti je odredeno stacionarno
cikli¢fio strujanje oko duzi duzine 2/, odnosno oko ravne ploce Sirine 2/ u trodi-
menzionom prostoru.

Ako u izrazu (34.11) stavimoT=0, dobivamo kompleksni potencijal acikli¢nog
stacionarnog strujanja oko ravne plo¢e u obliku

(34.13) W(Z)=A,Z—-iA,/Z*— .

Ovo je strujanje prikazano na slici 59. Ugao koji pravac brzine u beskonaéno udalje-
4

. v o . . . 215
nim tactkama zaklapa sa pozitivnim smerom X ose takode iznosi a=arctg —2.
=1
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Iz (34.13) za kompleksnu brzinu dobivamo

T il _iAZ :
V ZZ_ |2
pa vidimo da je i u ovom slu€aju kompleksna brzina beskona¢na na ivicama ploce,

tj. u tatkama Z=/i Z=—1.

%.
P 7/

A

SI 59

U slucaju cikli¢nog strujanja moZe se pogodnim izborom jadine vrtloga posti¢i
da kompleksna brzina na zadnjoj ivici ploce (u tacki Z=I/) bude konadna. To ée se
posti¢i ako je u tacki Z=/, na osnovu (34.12), ispunjen uslov

iA,l— iy 3 0,
27i

godnosno, ako je 5
(34.14) F'=-2xl4,.
Sa ovom vredno3¢u cirkulacije I' kompleksni potencijal (34.11) postaje
(34.15) W(Z)=A,Z—iA,VZ* -1+ ild,In(Z+VZZ=T?),
a kompleksna brzina je .

idzelh

i o=
odnosno Ly

- : zZ-1

(34-16) V=Al'~lA2 Z—-{-I

Vidimo, dakle, da je sa vrednos$¢u cirkulacije (34.14) kompleksna brzina na zadnjoj
ivici ploce, tj. u taéki Z=I, kona&na, jer iz (34.16) sledi da je u toj tacki

Vl)=A4,.
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Prema tome, zakljudujemo da fluid sa plode ,,glatko* otige, kao §to je prikazano na
slici 60.

W

// I
X i
-
///
%

Sl. 60

Izborom vrednosti cirkulacije ne moZe se posti¢i da kompleksna brzina bude
konaéna i na prednoj ivici ploge. Tatka Z= —/, prema tome, je uvek singularna
tatka kompleksne brzine, tj. brzina je u njoj neogranieno velika. U praktiénim
primenama, s obzirom da plo&a mora imati neku kona¢nu debljinu, u cilju da bi se
to izbeglo, vrii se zaobljavanje prednje ivice ploge, pa se na taj nalin u izvesnoj
meri postiZe oko nje glatko strujanje. Zadnja ivica plofe, medutim, tanji se da bi se
omoguéilo da fluid sa ploce glatko oti&e, sa éime se u izvesnoj meri smanjuje pojava
vrtloga iza ploce. '

VeZbanja

1. Odrediti kompleksni potencijal i prougiti strujanje oko eliptickog cilindra
i ravne ploge ako je brzina jednolikog strujanja paralelna sa X osom.

2. Polazeéi od kompleksnog potencijala stacionarnog strujanja u polju jednog
vrtloga, koristeci transforamciju Zukovskog odrediti kompleksne potencijale i prou-
&iti odgovarajuéa strujanja oko elipti¢kog cilindra i ravne ploce.

3. Polaze¢i od kompleksnog potencijala stacionarnog pravolinijskog strujanja
kod koga je brzina paralelna sa x osom, odrediti kompleksni potencijal strujanja
koje se dobiva preslikavanjem pomocu funkcije z=2Z", gde je n bilo koji pozitivni
ceo broj veéi od 1, pa zatim, posebno, nacrtati strujne skice za n=2, 3 i 4. Za
navedene vrednosti broja n odrediti koje se strujnice mogu uzeti za krute konture
u ravni strujanja.

4. U sludaju cikli¢nog strujanja oko ravne ploCe, kod koga je kompleksni
potencijal oblika (34.15), odrediti poloZaj zaustavne taCke i pokazati da ¢e se ona
nalaziti u koordinatnom po&etku (na sredini ploge) ako ugao « koji brzina jednolikog

strujanja zaklapa sa pozitivnim smerom X ose iznosi e



DRUGI DEO

DINAMIKA FLUIDA

V OSNOVI DINAMIKE FLUIDA

35. Delovanje sila na fluid. Napon i tenzor napona. Sile koje deluju na fluid,
sadrzan u nekoj kona&noj zapremini, mogu biti zapreminske i povrSinske.

Zapreminske sile, koje se jo§ nazivaju i spoljasnje sile, deluju na svaki fluidni
deli¢ u posmatranoj zapremini i raunaju se po jedinici mase. Ako kontravarijantne
koodrinate zapreminske sile, radunate po jedinici mase, oznadimo sa f%, zapreminska
sila koja deluje na fluidni deli¢ zapremine dv iznosi

(35.1) dFi=fidm=p fidv,
a rezultujuéa zapremiska sila koja deluje na fluid konaéne zapremine v bice
(35.2) Fi=[dF= [ fidm=[of'do.

Kao karakteristi¢an primer zapreminske sile moZe se navesti sila Zemljine teZe. Ako,
naime, sa g¢ oznacimo zapremisku silu Zemljine teZe (silu Zemljine teZe raunatu po
jedinici mase), za koju pretpostavljamo da je konstantna, rezultujuéa sila Zemljine
teze fluida sadrzanog u kona&noj zapremini v bice

Gi=fpgidv=g‘fpdv=lng‘,

gde je m masa fluida zapremine v.

Da bismo objasnili postojanje povrsin-
skih sila u fluidu, koje se jo§ nazivaju i
unutrasnje sile, zamislimo da smo uocenu
kona&nu zapreminu fluida podelili na dva
dela nekom ravnom povrsi a (sl. 61). Da bi
na ovaj na¢in formirani delovi fluida, po- Sl. 61
smatrani kao odvojeni, imali isto kretanje
kao i u slucaju kad pripadaju celini, otigledno je da uticaj jednog dela na drugi
moramo zameniti nekim silama koje deluju na grani¢noj ravnoj povrsi a.




142

Ako na zamisljenoj ravnoj povrsi a, sa normalom nt, uofimo neku tacku M
koja se nalazi u maloj konaénoj povrsi A g, tada na element povrii A a deluje neka
povrsinska sila sa kontravarijantnim koordinatama A T* (sl. 61). Graniéna vrednost

(35.3) = lim ——="__

naziva se napon u tatki M za presenu ravan odredenu normalom nt. U razli¢itim
tackama presefne ravni napon moZe imati razliite vrednosti, pa je, prema tome,
funkcija poloZaja. Ako, medutim, zamislimo da uo&ena tadka M pripada nekoj
drugoj prese¢noj ravni, sa drugim Jjedini¢nim vektorom normale, evidentno je da
bismo za napon mogli dobiti neku drugu vrednost. To znagi da napon u jednoj tagki
moZe imati razlitite vrednosti za razlidite prese¢ne ravni koje prolaze kroz tu tadku.
Kako kroz jednu tatku moZemo postaviti neogranien broj prese&nih ravni, zaklju-
¢ujemo da u toj tacki ima i neograniCen broj vektora napona. Svi naponi u jednoj
tacki odreduju stanje napona u toj tacki. Prema tome, ako kaZemo da nam je poznato
stanje napona u nekoj ta&ki u fluidu, to onda znadi da nam je poznat vektor napona
za bilo koju prese¢nu ravan u toj tagki.

Iz definicije (35.3), vidimo da napon ima dimenziju sile po jedinici povrsine.
Prema tome, on je vektorska veli€ina, sa kontravarijantnim koordinatama r¢ koje
su funkcije ne samo poloZaja veé i presene ravni u odnosu na koju se napon racuna.
S obzirom da je prese¢na ravan odredena jedini&nim vektorom normale, sa kontra-
varijantnim koordinatama nf, mo¥emo pisati

(35.49) 1= ti(xk, k),

PovrSinska sila koja deluje na element povrsi da, na osnovu (35.3), iznosi
(35.5) dT=tida,
a rezultujuéa povriinska sila koja deluje na kona&nu povr§ a je

(35.6) Ti= [ tida,

pri emu povrs @ moZe biti proizvoljnog oblika, a naponi u tatkama povrsi raunaju
se za preseCne ravni tangentne na povr§ u odgovaraju¢im tatkama.

Na osnovu (35.2) i (35.6) zaklju€ujemo da rezultujuéu silu koja deluje na fluid
"konacne zaprenine v, ogranifene zatvorenom porvii a, moZemo izraziti u obliku

(35.7) T =T+ F=§ Gyda+t [of'do,

gde je sa 1.z, oznafen vektor napona u talki povrsi, a za preseénu ravan odredenu

-
jedini¢nim vektorom » normale povrdi u toj ta&ki.

Stanje napona u svakoj ta&ki u fluidu, rekli smo, odredeno je vektorima napona
u toj taCki. Pokazacemo, medutim, da vaZi slededi s t av: Stanje napona u svakoj
tacki odredeno je vektorima napona za bilo koje tri nekomplanarne presecne ravni
u toj tacki.
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D o k a z. Bez gubljenja u opstosti, a radi jednostavnosti pri izvodenju dokaza,
pretpostavimo da su u talki poznati vektori napona za tri medusobno upravne
preseéne ravni. Te ravni moZemo uzeti da budu koordinatne ravni sistema Dekartovih
pravouglih koordinata u uogenoj tatki M (sl. 62). Koordinirajmo sada tacki M

2! ) L)
Sl. 62

fluidni deli¢ oblika elementarnog tetraedra Cije se teme i bo&ne strane nalaze u
koordinatnim ravnima, a osnova u prvom oktantu. Obelezimo sa dag, povrSinu
osnove tetraedra, koja je odredena jedini¢nim vektorom n spoljainje normale, a
sa dagyy, dag, i daga, povrsine bonih strana tetraedra, odredene jedini¢nim vektorima
spoljasnjih normala nly, ny i nly, respektivno, koji su ustavari suprotno orijen-
tisani jedini¢ni vektori koordinatnih osa. Neka su, dalje, 14y, & 1 13 vektori napona
u tatki M za presetne ravni odredene jedini¢nim vektorima spolja$njih normala
nly, ni i ngy, a t&y vektor napona u tacki osnove tetraedra, koja ne prolazi kroz
tadku M i koja je odredena jedini¢nim vektorom n/ spoljasnje normale.

Primenjujuéi sada (35.7) na uo€eni elementarni tetraedar, za rezultujuu silu
dobivamo

4.5 =ty dagy + tndagy+ 1aydag + tydagy + p f'dv,
odnosno

. IR
do_‘}‘_i = t(l;;) da(;;) I Z l('k)da(k) =+ Pfid'l).
k=1

Kako su, medutim, povrine bo¢nih strana tetraedra jednake projekcijama osnove
tetraedra na koordinatne ravni, moZemo pisati

dag,= —'dac.’)"{k)"j, k=1, 2,*3),

jer.su — n(’}() jediniéni vektori koordinatnih osa. Prema tome, rezultujucu silu koja
deluje na posmatrani fluidni deli¢ moZzemo izraziti u obliku

: gy
(35.8) dF = (t(';, — t('k)n(jk) nj) dagy + ¢ fidv.

k=1
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Na osnovui zakona koli¢ine kretanja, rezultujuéa sila je jednaka izvodu po
vremenu koliCine kretanja fluidnog deli¢a, tj.

4.5 =aK,
gde je
dKi = pvido,

pa, prema tome, s obzirom na. jednadinu konzervacije mase,

(35.9) dKi =09 dv, (pﬁ= 0).

Koriste¢i (35.8) i (35.9), zakon koliine kretanja moZemo izraziti u obliku
. 3
(3510) (t(';;)— z t('k) n(jk)nj) da(;;, +p (fi—‘éi) dv=0.
k=1

Ako, dalje, zapreminu tetraedra izrazimo u obliku

h
dv=dazy. —,
(n) 3

gde je h visina tetraedra (normalno rastojanje od temena M do osnove tetraedra),
iz (35.10) dobivamo

R ok
Gh— > linion;+e (f'—ﬁ')?=0’
k=1

Jer (35.10) mora da vaZi za svako dag,). IzraSunavanjem grani¢ne vrednosti kad /4
teZi nuli, iz prethodne jednagine dobivamo

. 3 . .
(35.11) =3 W
k=1

Kad 4 teZi nuli tada i zapremina tetraedra teZi nuli, ali na takav nadin da stranice
tetraedra zadrZavaju svoju orijentaciju. Prema tome, u grani¢nom slucaju osnova
tetraedra prolazi kroz tacku M pri emu njenja orijentacija ostaje nepromenjena, pa

Jje u (35.11) vektor napona t(i;,-) definisan u tacki M za preseénu ravan odredenu
jediniénim vektorom n. Na osnovu toga zakljuéujemo: Vektor napona- t(i;;) za bilo

-
koju preseénu ravan, odredenu jediniénim vektorom », moZe se odrediti ako se znaju
vektori napona tx), k=1, 2, 3, za bilo koje tri nekomplanarne preseéne ravni u

datoj ta€ki, odredene jedini¢nim vektorima normala ng,, $to je i trebalo dokazati.
Ako uvedemo oznaku

3.
(3512) ti = Z t('k)n(’k),

k=1

izraz (35.11) moZemo napisati u obliku

(35.13) 1oy =17n,.
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Tenzor ti/ se naziva tenzor napona. 1z (35.12) vidimo da je tenzor napona odreden u
svakoj tagki ako se znaju vektori napona za bilo koje tri nekomplanarne prese¢ne
ravni u toj tatki. S druge strane, iz (35.13) vidimo da tenzor napona u potpunosti
odreduje naponsko stanje u datoj tacki, jer preko njega moZemo odrediti vektor
napona za bilo koju preseénu ravan u toj tacki.

Tenzor napona ima devet koordinata koje se nazivaju komponentalni naponi.
Prikazane u obliku matrice, te koordinate su

tll 112 t13
{IU}= t21 122 123

l—i‘JJ ]

ﬁ(l)
SI. 63

Ako u tagki M uocimo tri medusobno upravne presecne ravni koje su paralelne
koordinatnim ravnima sistema Dekartovih pravouglih koordinata, tako da su jedini¢-
ni vektori normala tih ravni jednaki jedini¢nim vektorima koordinatnih osa (sl. 63),
na osnovu (35.12) bice .

1y =1t7ng);.
Medutim, kako je
{no;}={1, 0, 0},

=1,

dobivamo

pa su, izraZene u matriénom obliku, koordinate vektora napona 1(jy:

(35.14) {th} = {11, 12, 13},
Na sli¢an nacin bismo dobili

(35.15) {tay} = {112, 122, 132},
(35.16) {1y} ={15, 173, 133},

pa vidimo da su komponentalni naponi ¥ u stvari projekcije vektora napona
1y, 1@ 1 13 na ose Dekartovog pravouglog sistema koordinata.

10 Mehanika fluida
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Komponentalni naponi koji se nalaze na glavnoj dijagonali matrice tenzora
napona deluju upravno na preseéne ravni i stoga se zovu normalini komponentalni
naponi, a komponentalni naponi koji se nalaze van glavne dijagonale u matrici
tenzora napona deluju u prese¢noj ravni i zovu se tangentni ili smicuéi komponentalni
naponi. U opStem slu€aju moZemo reci: Koordinata t'/ tenzora napona je komponen-

-
talni napon za presecnu ravan sa normalom ng, koji deluje u pravcu jedinicnog vektora
— -

ngy. Na primer, koordinata ¢23 je komponentalni napon za presenu ravan sa nor-

- -
malom ny;), a deluje u praveu odredenom jediniénom vektorom n,, kao $to je prika-
zano na slici 63.

Iz (35.13), ako umesto vektora n stavimo -;;, sledi
(35.17) 16 =— 17

pa zakljuCujemo da vaZi stav: Vektori napona koji deluju na suprotne strane iste
povrsi u datoj tacki jednakog su intenziteta a suprotnog smera. Ovaj je stav ekviva-
lentan tre¢em Njutnovom zakonu, na osnovu koga sledi da je sila akcije jednaka sili
reakcije.

Koriste¢i (35.13) moZemo pisati
dTi = tiryda= tin,da=tVda;,
tako da je rezultujuéa povrinska sila koja deluje na konaénu povr$ a

T"=f tida;,

gde je daj orijentisani element povrsi. Na osnovu ovoga, rezultujucu silu koja deluje
na fluid sadrZan u kona¢noj zapremini v, ogranifenoj zatvorenom povrsi a, koja je
predstavljena izrazom (35.7), moZemo izraziti i u obliku

(35.18) Fi=¢ tida+ [ ofido.

Zbog jednostavnosti pri izvodenju odredenih izraza i zakljuaka koristili smo
sistem Dekartovih pravouglih koordinata. S obzirom da u tom slu¢aju nema razlike
izmedu kontravarijantnih, kovarijantnih i fizi¢kih koordinata, komponentalne
napone, iako su biti oznadeni kao kontravarijantne koordinate, nazvali smo pro-
jekcije vektora napona na ose Dekartovog pravouglog sistema koordinata. Upotreba
sistema Dekartovih pravouglih koordinata ne predstavlja, medutim, nikakvo ograni-
denje, jer su izvedeni izrazi tenzorskog karaktera, pa, kao takvi, vaZe i za proizvoljni
dopustivi sistem krivolinijskih koordinata u euklidskom prostoru. U tom sludaju
treba samo praviti razliku izmedu kontravarijantnih, kovarijantnih i fiziékih ko-
ordinata. Kontravarijantne koordinate tenzora napona, na primer, su kontravarijan-
tne koordinate odgovarajuc¢ih vektora napona u odnosu na sistem krivolinijskih
koordinata, dok su fizi€¢ke koordinate projekcije tih vektora na odgovarajuée koordi-
natne linije. Jasno je da pomoéu koordinata metri¢kog tenzora moZemo uspostaviti
veze izmedu kontravarijantnih, kovarijantnih i fizi¢kih koordinata.
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36. Zakoni koli¢ine kretanja i momenta kolitine kretanja. Diferencijalne jed-
natine kretanja. Koli¢ina kretanja fluidnog deli¢a, zapremnine dv i mase dm=pdov,
jednaka je proizvodu mase i brzine deliéa, tj.

(36.1) dKi=p vl dv,
pa je koli¢ina kretanja fluida sadrzanog u konaénoj zapremini v odredena integralom
(36.2) Ki=[pvdo.

v

Zakon koliCine kretanja, glasi: Izvod po vremenu koli¢ine kretanja jednak je
rezultujuéoj sili. Matematicka formulacija ovog zakona je, prema tome, oblika

(36.3) Kim 50

gde je rezultujucéa sila ¥ ¢ odredena izrazom (35.18).
1z (36.2), diferenciranjem po vremenu, dobivamo

(36.4) Ki=[owdo, (pdo=0),

gde su wi=o! kontravarijantne koordinate vektora ubrzania, pa, koriste¢i (35.18),
zakon koli¢ine kretanja moZemo izraziti u obliku

(36.5) b tida,+ [ o (fi—w)dvo=0.

a

Pretpostavljaju¢i da tenzor napona, koji je funkcija poloZaja, nema singularnih
tadaka u zapremini v ograniéenoj zatvorenom povrsi @, povrsinski integral u (36.5)
moZemo transformisati u zapreminski, tj.

(36.6) ¢ tida,= [ 1)dv,
a v

gde je t'f divergencija tenzora napona. Prethodni izraz nam pokazuje da je rezultuju-
¢a povrsinska sila koja deluje na zatvorenu povrs a jednaka fluksu tenzora napona
kroz povrs a. Koristeéi sada (36.6), (36.5) moZemo izraziti u obliku

[ tldv+ [o(fi-w)dv=0,
odnosno
f(tff+ pfi—pw)dv=0.

Kako ova jednadina mora da vaZi za proizvoljno dv+#0, sledi da mora biti

(36.7) (lrofimowl) =

§to je diferencijalna jednaéina kretanja Cestica fluida, koja se jo§ naziva prvi Kosijev
zakon kretanja. Ova je jednadina izvedena u koordinatnom obliku i to kontravarijan-
nom, ali je jasno, moZemo napisati i u kovarijantnom obliku,

(36.8) gty tofi=pwp
i odgovaraju joj tri skalarne jednacine.

10*
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Prvi Kosijev zakon kretanja je ekvivalentan zakonu koli¢ine kretanja. Drugim
reima, da bi zakon koli¢ine kretanja bio zadovoljen mora biti zadovoljena jednacina
(36.7) ili (36.8). 1z tog razloga se diferencijalna jednacina kretanja u literaturi jo§
naziva i jednacina balansa kolicine kretanja.

Moment koli¢ine kretanja fluidnog deli¢a, u odnosu na proizvoljno izabrani
pol, dobiva se kao vektorski proizvod vektora poloZaja i koli¢ine kretanja delica.
Pod vektorom poloZaja deliéa podrazumevamo vektor poloZaja tacke kojoj je deli¢
koordiniran u odnosu na izabrani pol. Ako u proizvoljno izabranom polu O pos-
tavimo sistem Dekartovih pravouglih koordinata z¥, vektor poloZaja proizvoljne
tacke u fluidu, sadrZzanom u konaénoj zapremini v ogranienoj zatvorenom povrsi

a, odreden je Dekartovim pravouglim koordinatama z¥, tj. rz{zk} (sl. 64).

<
o

Sl. 64

Ako, medutim, koordinatnim transformacijama z¥=z* (x/) uvedemo krivolinijske
koordinate x/, vektor poloZaja, u odnosu na sistem krivolinijskih koordinata x/,
odreden je kontravarijantnim koordinatama

rk— 5l 0x*

oz

pa moment koli¢ine kretanja fluidnog deli¢a koordiniranog uocenoj tacki u fluidu
moZemo izraziti u obliku

(36.9) dLiy =g dKk=pe ok do.

’

Moment koli¢ine kretanja fluida sadrZanog u konacnoj zapremini v, u odnosu na
izabrani pol O, odreden je, prema tome, integralom

(36.10) Ly, = [ p ey i ok do.
v

Zakon momenta koli¢ine kretanja glasi: Izvod po vremenu momenta koli¢ine
kretanja u odnosu na proizvoljno izabrani pol jednak je momentu rezultujuée sile za
isti pol. Matematicka formulacija zakona momenta koli¢ine kretanja je, prema tome,
oblika

(36.11) i’(o)i=Mko)i’

gde smo sa M(,; oznacili moment rezultujude sile .7 ; u odnosu na pol O.
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Iz (36.10), diferenciranjem po vremenu, dobivamo

Liyi=[ ey (FoF) dv, (pdv)=0),
odnosno
(36.12) Liyi=[ pepri weav,

Sl e D A
jer je r1=-8——='uf i gy v/ok=0.
t

Moment rezultujuée sile za pol O jednak je zbiru momenata povrsinskih i
zapreminskih sila, tj.
M= fﬁ s,-jkrft"’da,+f p & 1 f* dv.
a v

Ako, medutim, povrSinski integral transformisemo u zapreminski,

§ eyr 1 day= [ (e ri 14), do = J (e )14 + ey ri 1)) do =
v v

a

= f e+ ) do,
v

dobivamo
(36.13) My = [ e (09411 15 + o P f*) do.

Koristeé¢i sada (36.12) i (36.13), zakon momenta koli¢ine kretanja (36.11)
mozemo izraziti u obliku

[ ey lt¥ +ri (1" +pf*— p w*)1do=0.
v

Ako je, medutim, prvi Kosijev zakon kretanja zadovoljen, ova se jednalina, s
obzirom na (36.7), svodi na

fa,.jk thidy=0,
v

odakle, s obzirom na proizvoljnost zapreminskog elementa dv+#0, sledi

(36.14) €ijk th=0,
odnosno
(36.15) =0, ili tV=4¢i,

§to je drugi KoSijev zakon kretanja.

Drugi Kosijev zakon kretanja je ekvivalentan zakonu momenta koli¢ine kreta-
nja. Drugim re¢ima, da bi zakon momenta koli¢ine kretanja bio zadovoljen mora
biti zadovoljena jednacina (36.14), odnosno (36.15). 1z tog razloga se drugi Kosijev
zakon kretanja jo§ naziva i jednacina balansa momenta kolicine kretanja. U ovom
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sluaju, kao $to vidimo, ta se jednatina svodi na uslov da tenzor napona mora biti
simetrican. Prema tome, od devet koordinata tenzora napona, s obzirom da medu
njima postoje tri veze, tj. 112=¢21, 123=¢32 t31=¢13, samo su njih Sest medusobno
nezavisne.

37. Glavni pravci tenzora napona. U odeljku 35. smo pokazali da je naponsko
stanje u bilo kojoj tatki u potpunosti odredeno tenzorom napona u toj tacki. Ako,
naime, znamo koordinate tenzora napona u nekoj tacki, u odnosu na bilo koji sistem
dopustivih koordinata, tada, na osnovu (35.13), moZemo odrediti vektor napona
za bilo koju presenu ravan- u toj tacki
koja je odredena jedini¢nim vektorom nor-

-
male n. Taj vektor moZe u opstem sludaju biti
ma kakvog poloZaja u odnosu na presednu
ravan, tako da ga moZemo razloZiti na kompo-
nentu upravnu na presecnu ravan i komponentu
koja se nalazi u prese¢noj ravni (sl. 65). Te
komponente se nazivaju normalni i tangentni
ili smic¢uéi napon u datoj talki za prese&nu
ravan odredenu jediniénim vektorom nor-

male n. Jasno je da se, dalje, smiuéi napon
moZe razloZiti u dve komponente koje se na-
laze u prese¢noj ravni, tako da sve tri kompo-
SI. 65 nente predstavljaju komponentalne napone ako
Je presefna ravan paralelna jednoj od koordi-

natnih ravni sistema Dekartovih pravouglih koordinata.

Moze se, medutim, postaviti pitanje: da li u datoj ta&ki postoje takve prese€ne
ravni za koje bi vektor napona bio na njih upravan, tj. za koje bi postojali samo nor-
malni, a ne i smi¢u¢i naponi? Ako takve ravni postoje, onda je za njih ispunjen
uslov

(37.1) tey=rni,

tj. vektor napona je kolinearan sa jedini¢nim vektorom normale prese¢ne ravni, gde
Je A proizvoljni skalarni faktor. Ovaj uslov, s obzirom na (35.13), moZemo napisati
u obliku

thn,=nni,
odnosno
(37.2) (17— g¥) n;=0,

Sto predstavlja sistem od tri homogene algebarske jednacine za odredivanje tri
nepoznate koordinate jedini¢nog vektora n;. Da bi sistem imao netrivijalna resenja,
mora determinanta sistema biti jednaka nuli, tj.
(37.3) |19 —2gi|=0.

Ova determinantna jednadina je, u stvari, algebarska jednadina treéeg stepena z2
odredivanje onih vrednosti skalarnog faktora A za koje ¢ée sistem (37.2) imati netri-
vijalna reSenja po n;. U razvijenom obliku, ova jednadina je

(37.4) )\3“t[)\2+t")\_‘t'”=0,
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gde su koeficijenti f1, tix i frrr oblika

ty =g,ti=8th=1,

(37.5) ty= % s e,

’|||=L8£js,: 1t ’/t<=l t; )
3

i nazivaju se osnovne ili glavne invarijante tenzora napona. S obzirom da je tenzor
napona simetri¢an, kao i tenzor brzine deformacije, jednadina (37.4) ima sva tri
realna reSenja. Ta resenja, obeleZimo ih sa Ak (k=1, 2, 3,) jesu karakteristi¢ni brojevi
matrice tenzora napona i nazivaju se sopstvene ili karakteristicne vrednosti tenzora
napona. Na osnovu (37.2), svakoj karakteristi¢noj vrednosti tenzora napona odgo-
vara po jedan vektor ng,; koji se naziva karakteristicni vektor tenzora napona.
Prema tome, u svakoj tacki postoje tri karakteristicna vektora tenzora napona
za koje se, s obzirom da je tenzor napona simetri¢an, kao i u sludaju tenzora brzine
deformacije, moZe pokazati da su medusobno ortogonalni. Pravci koji su odredeni
karakteristiénim vektorima tenzora napona nazivaju se karakteristicni ili glavni
pravci tenzora napona. Svaki od karakteristi¢nih vektora odreduje u datoj tacki
jednu preseénu ravan koja se naziva glavna ravan tenzora napona. Prema tome, u
svakoj tagki postoje tri medusobno ortogonalne preseéne ravni (glavne ravni) za
koje je vektor napona na njih upravan. Naponi za te presecne ravni nazivaju se
glavni naponi. Glavni naponi, prema tome, su upravni na odgovarajucoj presecnoj
ravni, tj. oni su normalni naponi.

ng,

Sl. 66

Ako u nekoj tacki M izaberemo sistem ortogonalnih krivolinijskih koordinata
tako da se jediniéni vektori koordinatnih linija poklapaju sa karakteristicnim vekto-
rima tenzora napona (sl. 66), onda su, u odnosu na tako izabrani sistem koordinata,
smiduéi komponentalni naponi jednaki nuli, tj. matrica tenzora napona je dijago-
nalna, -

. 0 O (o i () L0200
(37.6) {t1}=lo 122 0 {» {t}={0 1, 0 }» {tp}=10 15, 0 s
O Ot 7o DRSO % 0 0 14y
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pa se osnovne invarijante tenzora napona mogu izraziti u obliku
ty =g, 1M+ 8,12 +gy ¥ =11+ 2+ 1= Lan+ Loy + Ly,
(37.7) Ip =ty oy + Ly Tazy + Lggy Bisgys

Lrir= Uy Kagy Eyzy -

Lako je pokazati, kao §to smo pokazali u slu¢aju tenzora brzine deformacije,
da su u odnosu na ovako izabrani sistem koordinata fizicke koordinate tenzora
napona jednake karakteristi¢nim vrednostima tenzora napona, tj.

Ay O 0
(37.8) {tip}={1f}=10 Ay O ¢
0 0 Ag) =

pa se osnovne invarijante tenzora napona mogu izraziti i u obliku
I =An+hy+2g),
(37.9) =2y Ao+ A Ay + Ay Aqys

=2y A Ay -

VezZbanja

1. Pokazati da jednadina (37.4) ima sva tri realna resenja.

2. Pokazati da su glavni pravci tenzora napona medusobno ortogonalni.

3. Ako se sistem ortogonalnih krivolinijskih koordinata tako izabere da se u
svakoj tacki pravci koordinatnih linija poklapaju sa glavnim pravcima tenzora
napona, pokazati:

a) da nema razlike izmedu meSovitih i fizi¢kih koordinata tenzora napona,

b) da su fizicke koordinate tenzora napona jednake karakteristiénim vrednosti-
ma tenzora napona.

4. Razvijanjem determinantne jednacine (37.3) pokazati da je oblika (37.4),
pri ¢emu su koeficijenti 1, 711 i f11r oblika (37.5).

38.| Konstitutivne jednadine. Pri proucavanju kretanja fluida zakljuéili smo da
se fluidni deli¢ u najopstijem sluaju moze i deformisati i kruto rotirati, §to zavisi od
vrednosti tenzora brzine deformacije i tenzora vrtloZnosti u tacki kojoj je deli¢
koordiniran. Kako su, medutim, i tenzor brzine deformacije i tenzor vrtloZnosti
funkcije polozaja, deli¢i koordinirani razli¢itim tadkama na razlicite nadine ¢e se i
deformisati i kruto rotirati. Na osnovu toga zaklju€ujemo da postoji relativno kreta-
nje izmedu fluidnih deli¢a. Fluidi, kao i &vrsta tela, poseduju svojstvo da se kao otpor
relativnom kretanju fluidnih deliéa u fluidu pojavljuju unutradnje sile — naponi.
Na primer, ako dva susedna deliéa klize jedan preko drugog, onda se kao otpor
klizanju na dodirnim povr§inama deli¢a pojavljuje sila trenja. Svojstvo fluida da se

suprotstavlja deformisanju svojih deli¢a naziva se viskoznost.

Viskoznost fluida je materijalna karakteristika, Eksperimentom se, naime, moZe
utvrditi da se pri istom kretanju razli¢itih fluida u njima pojavljuju razli¢ite unutrasnje
sile, ili, pak, da pri dejstvu istih sila razli¢iti fluidi imaju razliCita kretanja. Na taj
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nalin dolazimo do saznanja da razli€iti fluidi imaju razli¢ite viskoznosti. Fluidi sa
veom viskozno$¢u su teZe pokretljivi, nasuprot fluidima sa malom viskozno$éu
koji veoma lako poc€inju da teku. Iz iskustva znamo da, na primer, voda lakse tede
od maSinskog ulja, za koje onda kaZemo da ima veéu viskoznost od vode. Fizi¢ka
je Cinjenica da svi realni fluidi poseduju svojstvo viskoznosti. U prirodi, dakle, nema
neviskoznih fluida. Istina je, medutim, da postoje fluidi kod kojih je svojstvo vis-
koznosti neznatno u poredenju sa drugim fluidima, pa se pri prou¢avanju kretanja
takvih fluida moZe pretpostaviti da su neviskozni. Jasno je da takva pretpostavka
predstavlja izvesnu idealizaciju, ali je prihvatljiva iz dva razloga. S jedne strane,
teorijsko prouavanje kretanja takvih fluida se veoma pojednostavljuje, §to nije od
malog znacaja. S druge strane, medutim, dobiveni teorijski rezultati se sa zadovolja-
vaju¢om ta€noséu poklapaju sa eksperimentima. Iz tih razloga model neviskoznog
fluida nalazi svoje puno opravdanje.

Pri prou¢avanju kretanja onih fluida &ije se viskozno svojstvo ne moZe zanema-
riti, mora se voditi ra¢una o unutra$njim silama koje se javljaju pri njegovom kreta-
nju i utvrditi njihov uticaj na kretanje. Stoga je proudavanje kretanja viskoznih
fluida dosta sloZenije. Ovo postoje jos evidentnije kad se uzme u obzir da viskoznost
fluida zavisi od vise faktora. Na primer, poznato je da jedan isti fluid pokazuje
razliCita viskozna svojstva na razliitim temperaturama. Moguée je, takode, da su
viskozna svojstva odredenog fluida razli¢ita u razli¢itim pravcima, u kom sluéaju za
fluid kaZemo da je anizotropan. Ako su, pak, viskozna svojstva ista za sve pravce u
fluidu, onda kaZemo da je izotropan. Osim toga, viskozno svojstvo fluida zavisi i od
njegovog kretanja: pri razli¢itim kretanjima fluid moZe pokazivati razli¢ita viskozna
svojstva. Pri prouavanju kretanja viskoznih fluida uzimanje u obzir svih faktora
koji uti¢u na viskoznost dovelo bi do velikih matemati¢kih teskoca, pa se, stoga,
pristupa formiranju razli¢itih modela viskoznog fluida kod kojih se samo pojedini
od tih faktora uzimaju u obzir i to oni koji u konkretnom slu¢aju imaju najveéi
uticaj. Na taj nacin se stvara moguénost za teorijsko proucavanje, a dobiveni rezul-
tati mogu biti prihvaceni kao zadovoljavajudi.

Unutra3nje sile u fluidu manifestuju se postojanjem stanja napona u svakoj
tacki fluida, pa ¢e raspored unutrasnjih sila biti poznat ako znamo koordinate ten-
zora napona u svakoj tacki fluidnog prostora. Medutim, kako se u razli¢itim takama
prostora fluidni deli¢i na razliCite naline deformiSu, to raspored unutra$njih sila
zavisi od rasporeda tenzora brzine deformacije u fluidu. Tenzor napona, prema tome,
izrazava se kao funkcija tenzora brzine deformacije, za razliku od &vrstih tela kod
kojih se izraZava kao funkcija tenzora deformacije. Ta funkcionalna veza predstavlja
jednu od osnovnih relacija koja karakteri$e viskozni fluid i koja je neophodna za
proucavanje njegovog kretanja.

Funkcionalna veza izmedu tenzora napona i tenzora brzine deformacije moze
se dobiti, za odredeni model viskoznog fluida, na dva razli¢ita nacina. Prvi od njih
bazira na iskljucivo energetskim razmatranjima. Imajuéi u vidu, naime, da je proces
viskoznog teCenja ireverzibilan, kod koga, dakle, postoji disipacija energije, formira-
njem funkcije disipacije energije i koriS¢enjem osnovnih zakona i principa termodina-
mike ireverzibilnih procesa, mogu se izvesti relacije izmedu tenzora napona i tenzora
brzine deformacije. Drugi nacin sastoji se u tome §to se pretpostave relacije u najop-
Stijem obliku, pa se, zatim, ograni¢avaju na taj nacin $to im se namecu izvesni zahtevi

invarijantnosti: nezavisnost od izbora koordinatnog sistema (tenzorski karakter

jednacina), nezavisnost od posmatrada (princip objektivnosti), nezavisnost od
pojedinih pravaca u fluidu (princip materijalne indiferencije), zahtev_dimenzijske

invarijantnosti (relacije moraju_biti_takvog oblika da su dimenzijski usaglasene)
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itd. Na taj nacin iz najopstijeg pretpostavljenog oblika dobiva se mogu¢i oblik tih

relacija. Ove se relacije u literaturi pominju pod razlicitim nazivima. Kod nas najvise
koris¢en naziv, koj1 pofice 1z engleske literature, je konstitutivie je ; Se

one nazivaju reoloSke jednacine, jednaline ponaSanja ili materijalne jednacine. Napo-
minjemo da se ovde neéemo baviti pitanjem izvodenja konstitutivnih jednadina za
pojedine modele viskoznog fluida, ve¢ éemo samo pokazati kako 1zg@aju te jedna-
¢ine pretpostavljajuéi da je viskozni fluid homogen i izotropan i da J .
teCenja izotermicki, tj. da se odvija pri konstantnoj temperaturi. Na taj nadin elimini-
Semo uficaj eventualnih materijalnih simetrija u fTuidu 1 uticaj temperature.

Kod homogenog izotropnog viskoznog fluida tenzor napona t¥/ zavisi od
tenzora brzine deformacije d¥' na takav nacin da je

(38.1) ti= —pg¥ kad je d¥=

_gde je p=p (x*,t) skalarna funkcija koja se naziva pritisak. Pritisak, prema
tome, ne zavisi od tenzora brzine deformacije. Ako uvedemo oznaku

(38.2) 19+ pgi - B,

tada tenzor B¢/ zavisi iskljuivo od tenzora brzine deformacije i naziva se tenzor
viskoznosti. Tenzor viskoznosti, znaci, jednak je nuli kad je tenzor brzine deformacije

jednak nuli, $to neposredno sledi iz (38.2) na osnovu (38.1).

Viskozni fluid kod koga je tenzor viskoznosti, izraZen kao funkcija tenzora
brzine deformacije, oblika

(38.3) Y= o,y dy, dy, dyy) 87+ *, (d, dyy, dyyy) d¥ + oy (dy, dyy, dyy) & a4,

gde su ay=oy (d1, di1, dim), r=1, 2, 3, skalarne funkcije osnovnih invarijanata tenzora
brzine deformacije, naziva se Stoksov fluid. Stoksov fluid, prema tome, karakterisan
je konstitutivnom jednacinom (38.3), kojoj, s obzirom da je tenzor viskoznosti simet-
rican, odgovaraju Sest medusobno nezavisnih skalarnih jednadiina. Tenzorski,
jednacina (38.3) je drugog stepena po tenzoru brzine deformacije. Po koordinatama
tenzora brzine deformacije, medutim, ona je proizvoljnog stepena, jer funkcije o,
®p 1 o3 mogu biti proizvoljnog stepena po koordinatama tenzora brzine deformacije
koje su uklju¢ene u osnovnim invarijantama tenzora brzine deformacije.

Ako za funkcije o, op, i a3 pretpostavxmo da su neprekldne i dlferencuabllne

funkcije svojih argumenata, a ta pretpostavk ti-

vne jednacine (38.3), moZemo ih predstaviti u obliku stepenog reda, tj.

o, (d, dy, diy)) =g+ oy, dy oy, di+ oy dy 4

(38.4) , (dy, dy din) = oty + oy dy+ 0y, d? + dyydy + - - - -,
ots(dl,d“,dm)-r*-am-i— 131d1+ a32d|2+ a33d||+ LR oy
gde su «,, (r=1, 2, 3, s=0, 1, 2, . . ., n) konstante.

Ako se zadrzimo na linearnim &lanovima po koordinatama tenzora brzine
deformacije, konstitufivne jednacine (38.3), izraZene kao linearne funkcije koordinata
tenzora brzine deformacije, bice oblika -

BY = (a9 + &y, dy) 87 + 01y dV.




A

155

Medutim, kako tenzor viskoznosti mora biti jedak nuli kad je tenzor brzine deforma-
cije jednak nuli, sledi da mora biti «;0=0, pa dobivamo

(38.5) BY = a,, dy gV + oty dV.

Viskozni fluidi Cije su konstitutivne jednaine ovog oblika nazivaju se Njutnovi
fluidi. Konstitutivna jednadina Njutnovog fluida dobiva se, prema tome, kao linearna

aproksimacija konstitutivne jednacine Stoksovog fluida.
Ako uvedemo oznake

— =W =2,

konstitutivnu jednadinu Njutnovog fluida (38.5) moZemo napisati u obliku

(38.6) B/=ud, gl+2nd,

odnosno, ako iskoristimo (38.2), u obliku

gde su, jo$ jedanput da napomenemo, . i v konstante.

Ako, na osnovu (10.5), tenzor brzine deformacije razlozimo na sferni i devijat-
orski deo, konstitutivnu jednalinu (38.6) moZemo napisati u obliku

B""=(p.+%'f))d,g‘7+ 2ndv.

Koeficijent
ks 2
(38.8) Ny =+ )

nalazi se kao mnozilac uz brzinu promene kubne dilatacije, tj. uz onaj deo tenzora
brzine deformacije koji karakteriSe trenutnu brzinu promene zapremine fluidnog
deli¢a bez promene oblika, pa se stoga naziva koeficijent zapreminske viskoznosti.
Koeficijent n, medutim, jé mnozilac uz onaj deo tenzora brzine deformacije koji
karakteriSe trenutnu brzinu promene oblika delica bez promene zapremine, pa se
stoga naziva koeficijent smicuce viskoznosti. 1z (38.8) dobivamo

~ ——i'ﬂ
L="y 3

pa konstitutivnu jednacinu (38.7) moZemo izraziti u obliku

(38.9) ti= —pghi+ ('qv —%n)d, g7+ 2ndv.

U ovoj jednaéini, kao $to vidimo, figuriSu dva koeficijenta viskoznosti, kao dve
materijalne konstante koje karakteriSu mehanicke osobine fluida. Za razliite fluide
ti koeficijenti imaju razli€ite vrednosti, pa je jasno da ¢e se pri istom tenzoru brzine
deformacije kod razli¢itih fluida javljati razli¢iti naponi. Napominjemo da se koefi-
cijenti viskoznosti koji figurisu u jednagini (38.9) za pojedine fluide mogu odrediti je-
dino eksperimentalnim putem.
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Kod onih fluida k jiih. je zapreminska viskoznost neznatna u odnosu na

smi¢uéu, moZe se uzeti da je n,=0, pa je konstitutivna jednacina za takve fluide
~ oblika i

(38.10) = —pg"—%nd. g'+2ndv

i oni se nazivaju fluidi bez zapreminske viskoznosti.
Za nestisljive fluide, s obzirom da je di=0, iz (38.9) dobivamo konstitutivnu
jednadinu u obliku

(38.11) 1= — pgli+ 2 v di.

U sluéaju nestisljivih fluida, prema tome, kao i u sludaju fluida bez zapreminske
viskoznosti, u konstitutivnim jednacinama figurise samo jedan — koeficijent smicuce

viskoznosti.

39[ Navije-Stoksove jednadine.{Diferencijalnu jednacdinu kretanja izveli smo u
odeljku 36, jednacina (36.7). Ta jednacina, medutim, vaZi za bilo koju neprekidnu
materijalnu sredinu i iz nje se mogu dobiti parcijalne diferencijalne jednacine kretanja
za odredeni kontinuum tek ako se znaju konstitutivne jednacine, tj. veze izmedu
veli¢ina koje karakteriSu naponsko stanje i stanje deformacije. Prema tome, da bismo
dobili parcijalne diferencijalne jednadine kretanja viskoznog fluida potrebno je u
jednagdini (36.7) tenzor napona izraziti preko tenzora brzine deformacije, koristeci

odgovaraju¢e konstitutivne jednacine.
Iz konstitutivne jednaCine Njutnovog viskoznog fluida (38.9) dobivamo

ij 3 44 o ij
ty=-p,;8"+ (")v —?Y:) di 8"+ 2nd" ;.

Medutim, kako je

dl,jz'v,kkj

i

i 1 Ny Al 1 i i 1 e [

d’ ;= — (4 vhi)  =—@"+0"))= — Avi+ = 0¥,

. f 2 )./ 2 J l) 2 2 s
dobivamo

i ¥ 2 - . ”

thy=—p, 8+ (VIV & ?7)) 01589+ AV +n vl g,
odnosno

i 1 1 , ;
Ly AP gl (")v 3 o vz) v/ ¥+ 1 A,

Zamenjuju¢i sada ovaj izraz u (36.7), dobivamo

(39.1) pwi=pfi—p  gVi+ (")v + -;- 71) v/ g+ Av,

&

Sto je sistem od tri parcijalne diferencijalne jednaéine kretanja Njutnovog viskoznog

fluida, koje se nazivaju Navije-Stoksove jednacine. Jednacina (39.1) je napisana u
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kontravarijantom obliku, ali je, jasno, moZemo napisati i u odgovaraju¢em kovari-

jantnom obliku

1
(39.2) 9W.-=9f,~~p.,-+(nv+?n) v+ M A,

ili, pak, u vektorskom obliku

(39.3) P %=p?— grad p+ (‘qv+%n) grad (div;)JrnA;.

Za fluide bez zapreminske viskoznosti, stvaljaju¢i ny=0 u prethodnoj

jednadini, dobivamo

(39.4) p?=p?—gradp + —;—ngrad (div*z—;)+'r)A;,
i
odnosno
dv_— 1 v e OIC.
(39.5) :1;=f——gradp+ ?grad (divo)+vAwo,
P

gde je v= & koeficijent kinematicke viskoznosti.
; P

Za hestiéljive fluide, s obzirom da je >div;=0, Navije-Stoksova jednalina je
oblika

(39.6) §:=7—L gradp+vAz—)t
P

Ako su, medutim, zapreminske sile konzervativne, tj.

f =grad U,
uvodenjem generalisanog pritiska,
(39.7) P=p—pU,

Navije-Stoksovu jedna&inu za nestisljive fluide moZemo pisati u obliku

(39.8) %73=—41—-grad P+vAQ,
A e

pri &emu generalisani pritisak obuhvata uticaj ‘i pritiska p i zapreminskih
sila.

Ako u Navije-Stoksovoj jednadini ubrzanje izrazimo u obliku (7.15), vidimo da
ona predstavlja sistem od tri parcijalne diferencijalne jednatine drugog reda. Kao

-

nepoznate velitine u tim jednaCinama figuriSu brzina o, gustina p i
pritisak p, §to je ukupno pet nepoznatih funkcija. Za njihovo _odredivanje na raspo-
laganju su nam tri Navije-Stoksove jednadine i jednalina konzervacije mase, pa
vidimo da nedostaje jos jedna jednalina. Ta jednatina je jednacina stanja fluida,
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koja daje vezu izmedu pritiska, gustine i u opStem slucai. emperature, na kojoj se,
medutim, ovde necemo zadrZavati. U sludaju nestisljivih fluida, s obzirom da je e
poznata konstanta, Navije-Stoksove jednacine zajedno sa jednatinom konzervacije
mase, v,kk =0, predstavljaju kompletan sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina
za odredivanje nepoznatih funkcija vi=ot(xk,t) i p=p (x*,¢), uz, jasno, korektno
postavljene poletne i grani€ne uslove.

I u sludaju nestidljivih fluida Navije-Stoksove jednadine su veoma sloZene.
Osim toga $to su drugog reda, one su i nelinearne, jer u izrazu za ubrzanje (7.15)
figuriSu i nelinearni &lanovi po koordinatama brzine, odnosno njihovim izvodima.
Stoga pitanje egzistencije i jedinstvenosti resenja Navije-Stoksovih jednaina nije
u opStem slucaju reSeno. Ne postoji, dakle, opsta metoda integracije tih jednacina.
Zbog toga s¢, pri proudavanju konkretnih strujanja, postupa na dva nadina: 1)
ili se unapred pretpostavi oblik putanja &astica fluida, pa se, zatim, odreduju partikula-
rna reenja koja odgovaraju tim putanjama i zadatim grani¢nim uslovima, 2) ili se
jednacine refavaju nekom od pribliZznih metoda koje, u zavisnosti od karaktera stru-
janja, dopustaju razna upro§éenja jednadina. U svakom slu€aju reSenja moraju zadovo-
ljavati zadate podetne i granine uslove, koji mogu biti: kinematieki i dinamicki.

Pocetni uslovi moraju biti zadovoljeni u sluaju nestacionarnih strujanja i oni
su kinematiCki ako je u fiksiranom trenutku vremena, recimo r=0, zadat raspored
brzina u strujnom polju, tj.

(39.9) v (x%, 0) = v, (x¥),

a dinamicki, ako je u fiksiranom trenutku vremena zadat rasporeda naponau ta¢-
kama strujnog polja.

Kinematicki grani¢ni uslovi sastoje se u tome 3to se brzinama daju odredene
vrednosti na grani¢nim povriima. Kod viskoznih fluida, medutim, pretpostavlja se
da su brzine Cestica fluida na graniénim povrsima jednake brzini same povrsi, tj.

(39.10) v/, =Vi,

- —_
gde je v/, brzina Cestica fluida na grani¢noj povrsi @, a ¥ brzina grani¢ne povrsi. To
znati da se pretpostavlja da je trenje izmedu Zestica fluida i graniéne povrsi toliko
»jako* da , lepi* Eestice uz grani¢ne povrsi. Dinami&ki graniéni uslovi sastoje se u to-
me §to se naponima na graninim povrsima daju odredene vrednosti.



VI DINAMIKA NEVISKOZNIH FLUIDA

40. Stanje napona u neviskoznom fluidu. Model neviskoznog fluida ne obuhvata
uticaj viskoznosti na ponasanje fluida. Konstitutivnu jednaéinu neviskoznog fluida,
prema tome, moZemo dobiti iz (38.9) stavljajuci da su koeficijenti viskoznosti jednaki
nuli. Na taj na¢in dobivamo

(40. 1) t’]: —P. gl'j'

Vidimo, dakle, da tenzor napona ne zavisi od tenzora brzine deformacije, veé je u
potpunosti odreden hidrostati€¢kim pritiskom. To je jasno, jer kod neviskoznih
fluida se ne javljaju unutrasnje sile kao otpori deformisanju fluidnih deli¢a, pa je
tenzor viskoznosti jednak nuli.

Kod neviskoznih fluida, prema tome, naponsko stanje u svakoj tacki u fluidu
je odredeno vrednoséu hidrostati¢kog pritiska u toj tacki. Vektor napona u bilo kojoj
tacki u fluidu, za proizvoljnu prese¢nu ravan odredenu jedini¢nim vektorom nor-

—
male n, na osnovu (40.1), iznosi

@032 dhy=tin=—pgin——pn

pa vidimo da je kolinearan sa vektorom » a suprot-
no orijentisan, pri ¢emu mu je intenzitet odreden
vrednos$éu hidrostati¢kog pritiska (sl. 67). PovrSinska
sila koja deluje na element povrsi da, na osnovu
(35.5) i (40.2), iznosi

(40.3) dTi=t{syda= —pni da= —p dd’,

pa zakljuujemo da vaZi stav: Kod neviskoznih
fluida povrsinska sila deluje uvek upravno na element
povrsi. 1z tog razloga se naziva elementarna sila pritis-

SL. 67

—
ka i od sada ¢emo je obeleZavati sa dP. Rezultuju¢a
sila pritiska, koja deluje na konanu povr§ a, prema tome, iznosi

(40.4) Pi=— [ pda.

S obzirom da je vektor napona uvek upravan na preseénu ravan, jesno je da u
preseénoj ravni nema smi¢uéih napona. U odnosu na proizvoljni sistem ortogonalnih
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koordinata matrica kontravarijantnih koordinata tenzora napona je oblika

—pg'! 0 0
(40.5) {tii=1 0 — pg? 0 4
0 0 —pg*

dok su meSovite i fizicke koordinate medusobno jednake i prikazane u obliku ma-
trice su

. —-p 0 0
(40.6) {ti}={tip}={ 0o —p 0f>
0 0 —p

Karakteristiéni brojevi tenzora napona, prema tome, medusobno su jednaki i iznose
—p. Karakteristini pravci tenzora napona su ma koja tri medusobno upravna
pravca, §to znaci da se jedini¢ni vektori sistema ortogonalnih krivolinijskih koordinata
uvek poklapaju sa karakteristiénim vektorima terzora napona. Drugim refima,
svaki pravac u fluidu moZe se uzeti za jedan od glavnih pravaca.

Vezbanja

1. Pokazati da je kod neviskoznih fluida devijatorski deo tenzora napona
jednak nuli, tj. da je tenzor napona jednak svom sfernom delu.
2. Pokazati da se kod neviskoznog fluida ma koja tri medusobno upravna
pravca mogu uzeti da budu glavni pravci tenzora napona.
3. Pokazati da kod neviskoznih fluida osnovne invarijante tenzora napona
zadovoljavaju jednadinu
Oty—t ty=0.

41.!Iednaéme stanja neviskoznih fluida. E tanje fluida odreduju tri fizi¢ke veli-
Cine: pritisak, gustina i temperatura. Kod svakog fluida izmedu tih veliina postoji

analitiCka veza koja se naziva jednacina stanja. Pritisak, kao $to smo videli, odreduje
naponsko stanje u neviskoznom fluidu. Pod njegovim dejstvom pojavljuju se naponi
koji uvek deluju upravno na zamisljenu povrs u fluidu. Ogobina fluida da menja

svoju zapreminu pod dejstvom normalnih sila pritiska naziva se stisljivost.
Ako se pod dejstvom elementarnog pritiska dp zapremina dv fluidnog delica
smanji za d (dv), tada odnos d (dv)/dv predstavlja relativnu promenu zapremine
_fluidnog deli¢a, tj. promenu jedinice zapremine pod dejstvom elementarnog pri-

“tiska tu promenu_izratugamo po jediniénom prirastaju pritiska, dobi-
vamo( koeficijent stisljivosti- f@

(41.1) . s=—L M
dv dp

gde negativni_znak dolazi zbog injenice da se zapremina smanjuje pri poveéanju
pritiska i obrnuto. Reciproéna vrednost koeficijenta stisljivosti,

(41.2) O (e W
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naziva sd modul stisljivosti}1z jednacine konzervacije mase,
' d (dm) = d (p dv) = dp dv + p d (dv) =0,

dobivamo, medutim,

Ly
d (dv) dp
pa modul stisljivosti moZemo izraziti u obliku
d,
(41.3) o it
dp
Ako sada iskoristimo poznati Njutnov obrazac za brzinu prostiranja zvuka kroz
homogeni neviskozni stisljivi fluid; - R
.
(41.4 C— \/ —,
: e il

gde je c brzina prostiranja zvuka kroz posmatrani fluid, tada eliminisanjem modula
stisljivosti e iz ove i jednacine (41.3), dobivamo

(41.5) dp=@,
C2
odnosno
dp
(41.6) s
dp

Brzina prostiranja zvuka predstavlja u stvari brzinu - prostiranja bilo kog
malog poremecaja, pa, prema tome, i brzinu prostiranja pritiska kroz fluid. Iz (41.5),
medutim, vidimo da ¢e biti dp=0, odnosno p=const. (fluid nestisljiv), samo u slu-
Caju kad je brzina ¢ beskonacno velika, tj. kad se prirastaj pritiska trenutno prenosi
kroz fluidni prostor. S obzirom, medutim, da brzina prostiranja pritiska ne moze biti

beskonacno velika, jasno je da ni fluid ne moZe biti nestishjiv, ali stisljivost se uvek

moZe zanemariti kad je brzina ¢ dovoljno velika a fluidni prostor dovolino mali, tako

da se prirastaj pritiska u jednoj tacki u fluidu skoro trenutno prenosi u sve ostale

tacke fluidnog prostora.

Stiljivost fluida se menja sa promenom pritiska i temperature. Eksperimentom
se moZe ustanoviti da je stisljivost manja ako su pritisci i temperature veéi. Tako, na
primer, zapremina jednog litra vode na temperaturi 0 °C smanji se za 0,0525 cm3 kad
se pritisak poveca od nule na 1 kp/cm2, dok se pri istoj temperaturi smanji za 0,0488
cm3 kad se pritisak povec¢a od 199 kp/cm2 na 200 kp/cm2. To znadi da se stisljivost
vode smanjuje ako se pri istoj temperaturi pritisak poveéa. S druge strane, ako se
zadrZe promene pritiska ali na temperaturi od 20 °C, utvrduje se da se zapremina jed-
nog litra vode smanji za 0,0491, odnosno 0,0438 cm3, pa zakljuSujemo da se stisljivost

vode smanjuje i pri pove¢anju temperature.

Fluid kod koga je pri konstantnoj temperaturi gustina konstantna, tj. kroz koii

se pritisak trenutno prenosi, rekli smo da je nestisljiv. I kod takvih fluida, medutim,

zapremina se menja sa promenom temperature. Ta promena vr3i se po Gej-Lisakovom

zakonu
(41.7) dop=dv,[1+B(T—T,],

11 Mehanika fluida
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gde je dvy zapremina fluidnog deliéa na temperaturi T, dv, zapremina istog delica
na temperaturi 1, a p koeficijent toplotnog Sirenja. Kako je

d‘vr=i”l, d‘z)0=£rf,
Pr Po
iz (41.7) dobivamo
Po
(41.8 e e S
! A e |

Ede su py i po gustine na temperaturama 7' i T,, a razlika T—T predstavlja prirastaj
emperature. Eksperimentom se moze utvrditi da koe icijent toplotnog Sirenja zavisi
od temperature. Za male temperaturske razlike, medutim, mozemo ga aproksimirati
konstantom, jer bi ve¢ i linearna zavisnost od prirastaja temperature dovela u izrazu
(41.8) do kvadratnog ¢lana po T—T koga, kao malu veli¢inu viSeg reda, mozemo
zanemariti. Osim toga, kod te¢nosti je koeficijent toplotnog Sirenja mnogo manji od
jedinice. Pri temperaturskim razlikama od 0 °C do 100 °C, na primer, za vodu iznosi
0,00044, a za zivu 0,00018. Kod te¢nosti, prema tome, koeficijent toplotnog
girenja ne samo da ne zavisi_od temperaturskih prirastaja koji su_dovoljno mali,
ve¢ je 1 veoma mali broj, tako da se za njih sa dovoljnom tacnosc¢u moze uzeti da
oustina ne zavisi_od_temperature, tj. da imaju jednadinu_stanja

(41.9) p = p, = const.

Znad&i, te¢nosti sa_dovoljno opravdanja moZemo smatrati za nestislive fluide, tj.
da niihova gustina ne zavisi ni_od pritiska ni od temperature. Jasno je da ovakva
jednadina stanja predstavlja izvesnu idealizaciju: uklju¢uje dve pretpostavke o fluidu.
Prvo, da je brzina prostiranja zvuka kroz fluid dovoljno velika a fluidni prostor
dovoljno mali, pa se moZe smatrati da se prirastaj pritiska trenutno prenosi u sve
tacke fluidnog prostora i drugo, da se gustina fluida ne menja pri malim prirastajima
temperature. Samo oni fluidi koji se tako ponasaju (a to su sve tenosti) mogu se sa
dovoljno opravdanja smatrati za nestisljive. Pri tome treba imati u vidu da se u izvesi-
nim sluéajevima stisljivost te¢nosti ne moze zanemariti. Kao primer moZe se navesti
sludaj kad se teCnost nalazi u veoma duga&kim cevima, pa se, bez obzira na vrednost
brzine prostiranja zvuka, ne moZe uzeti da se priradtaj pritiska trenutno prenosi sa
jednog na drugi kraj cevi.

7a razliku od te&nosti, gasovi se ponadaju na sasvim drugaciji na¢in. Za idealne
(neviskozne) gasove uzima se da se ponasaju po opstoj jednacini stanja

1
(41.10) Lr-—,
4 gR

ode je g ubrzanje Zemljine teZe, R gasna konstanta koja ima dimenziju [kpm /kp°K]
i T apsolutna temperatura koja se meri stepenima Kelvinovim, {j. / K=2737F7 °C.

U vazduhoplovstvu stanje atmosferskog vazduha se svodi na tzv. normalnu
ili standardnu atmosferu, u kojoj se uzima da atmosferski pritisak po iznosi 760
milimetara Zivinog stuba (na morskom mnivou), apsolutna femperatura 1y=2/3-
15 "C=288 "K; gasna kKonstanta R=29,27, pa se za gustinu dobiva

Po 10—3——33-'~0,125 [kps?2m™4],

T 29.27.288-9,81
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tako da se jednacina stanja moze napisati u obliku

(41.11) Lol Po g ot

p Dy
Znati, da bismo odredili gustinu vazduha pri datom pritisku potrebno je prvo odre-
diti raspored temperature. On se, medutim, nalazi na osnovu termodinami&kih
razmatranja u koje se ovde neéemo upustati.

ko se iz jednagine stanja stisljivog fluida tem eratura moze izdvojiti
se izraZava kao funkcija samo pritiska, tj.

(41.12) e=/f(p),

Da za fluid kazemo da je barotropan. Inade ie baroklin. Jasno je da se nes.tiﬁlj"ivi fluidi,

p=po=const., mogu smatrati za barotropne. Kod barotropnih fluida, uvodeéi
skalarnu funkciju pritiska

tako da je

vidimo da vazi relacija

(41.13) —::p,i=(f~‘—§)'i,

ili, u vektorskim oznakama,
(41.14) i gradngrad(f-@).
P P

Ako je proces izotermigki (temperaturna konstantna), jednagina stanja baro-
tropn0g fluida je

(41.15) 8 Db,
P Dy

odnosno

(41.16) o= Gp

gde je C konstanta. Prema tome, kod izotermickih procesa barotropnih fluida gu-
stina je linearna funkcija pritiska.

Za politropske procese jednacina stanja barotropnog fluida je

' " po
( ) P 7,
odnosno

(41.18) p"=Cp,

gde je n ceo broj.

e
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Za adijabatske procese (pri kojima nema dovodenja ni odvodenja toplote)
jedna€ina stanja barotropnog fluida je

e* _ po
41.19 Epuplt? |
( ) i g
odnosno
(41.20) p*=Cp,

ode je » ma koji broj. Za vazduh, na primer, je x=1,408.

U svim navedenim procesima temperatura je iskljudena iz jednaCine stanja.
Fluid je, prema tome, barotropan. Za barotropne fluide, pokazali smo, vaZi relacija
(41.13), odnosno (41.14).

,'),l NEETH ’ :
42. Da bismo dobili parcijalne diferencijalne jednacine
kretanja neviskoznog fluida, potrebno _je_da u_diferencijalnoj jednadini_kretanja
kontinuuma (36.7) tenzor napona izrazimo preko konstituti j i i -
og fluida (40.1). Iz (40.1), naime, dobivamo

tij,] — _p’jgl'i’

pa, zamenjujuéi to u (36.7), bice diferencijalna jedna&ina kretanja neviskoznog fluida
oblika

‘ 3o . 1 +
42.1 8l ey Sal]
(42.1) » g 3 P&
U kovarijantnom obliku ova jednacina je
dv; 1
(42.2) —L=fi=—p»
St P
a u vektorskim oznakama
(42.3) @ _7 1 nadp.
dt P

Diferencijalna jedna&ina kretanja neviskoznog fluida u ekvivalentnim oblicima
(42.1)7(42.2) 1 (42.3) poznata je pod nazivom Ojlerova diferencijalna_jednacina kreta-
nja, ili kratko, Ojlerova jednacina. Napred je napisana u ekvivalentnim koordinatnim

oblicima i vektorskom obliku, 1, jasno, odgovaraju joj tri skalarne jednaline. Lako je
zapaziti da se jednacina (42.3) neposredno moze dobiti iz Navije-Stoksove jednacine
(39.3) ako se uzme da su Koeficijenti viskoznosti jednaki nuli.

Ako kovarijantne koordinate vektora ubrzanja izrazimo u obliku (7.14),
Ojlerovu jednainu (42.2) mozemo napisati u obliku

09, 1 . 1
ol 'Z)k i+si ,Dkelmn,vmn.___ — ;
36" 2 (7 %), Kl =S, p,

odnosno

0v; 2?2 1
42.4 ik B . Rl " e A N
o o1 (2) SRFoNTE A4
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Napisana vektorskim oznakama, prethodna jednacina je oblika

i 2 ety —
(42.5) 03+gm(3)+2@x@=f—igm@u
ot 2 ' [
ili, s obzirom na (8.11),
3 2 — — —
(42.6) ‘22+ grad (1)—(1) X rotv)=f—Lgradp.
ot 2 e

i poznata je pod nazivom
transformisana_Qjlerova_jednacina. Za razliku od Navije-Stoksove jednacine, ona
redstavlia sistem od tri nelinearne parcijalne diferencijalne jednaCine prvog reda.
Kao i u Navije-Stoksovoj jednacini, u njo :
pritisak i gustina, odnosno pet ne oznatih skalarnih funkcija: tri koordinate brzine
pritisak i gustina. Za njihovo odredivanje, prema tome, potrebno je pet jednacina.
To su tri Ojlerove jednacine, jednadina konzervacije mase 1 “jednaCina stanja.

Zbog nelinearnosti, Ojlerove jednacine su, kao i Navije-Stoksove, veoma sloZe-
ne za integraciju. Pitanje egzistencije i jedinstvenosti resenja takode u opstem slucaju
nije reseno. Zbog toga se prilikom integracije postupa na isti nacin kao i kod Navije-
-Stoksovih jednaina: ili se unapred pretpostavlja oblik putanja Zestica fluida, ili se
koristi neka od pribliznih metoda, $to zavisi od konkretnog slu¢aja strujanja. U
svakom sluéaju se Ojlerove jednacine upro$¢uju tako da se omogucuje njihova inte-
gracija. Jasno je da pri integraciji moraju biti zadani odredeni pocetni i graniéni uslovi.
Oni, kao i u sluéaju viskoznih fluida, mogu biti kinemati¢kii dinamicki i raznih oblika.
Vazno je, medutim, naglasiti da se kod neviskoznih fluida ne moZe koristiti pretposta-
vka o prilepljivanju &estica fluida uz krute graniéne povrsi. To je jasno jer se kod
neviskoznih fluida trenje izmedu fluidnih deli¢a, kao i izmedu f luidnih deli¢a i gra-
ni¢ne povrsi, ne uzima u obzir. Stoga se brzini moZe nametnuti samo uslov da je
njena normalna komponenta na graniénoj povrsi jednaka nuli, tj. da fluid klizi u
tangentnom pravcu po granicnoj povrsi, bez obzira da li je to slobodna povrs ili
neka kruta povr§ u fluidu.

Pri strujanju neviskoznih fluida Ojlerova jednacina yvek mora biti zadovoljena, @

Ova je jednacina ekvivalentna Ojlerovoj jednacini 42.3

~Na osnovu toga, pokazaéemo saga da vazi sledei s t a Vi: Pri strujanju barotropno,
| neviskoznog fluida u polju konzervativaih zapreminskij “sila ubrzanje ima potencijal.

Dokaz Ako su zapreminske sile konzervativne i ako je fluid barotropan,
tada je

f=gradU, Lgradngrad(ffiiq),
P

P
pa Ojlerovu jednaCinu (42.3) moZemo napisati u obliku
(42.7) @=gw@—f@y

dt P
odnosno

;=grad¢,__ (¢=U—f@),
P

gde je ® potencijal ubrzanja, ime je stav dokazan.
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Na osnovu (14.18) vidimo da je (42.7) dovoljan uslov da vrtlozne linije budu
materijalne. Takode, na osnovu (14.27) zakljuCujemo da Je to potreban 1 dovoljan
uslov da jacina vrtloga bude nepromenljiva sa vremenom duZ svake vrtlozne cevi,
a nd osnovu (14.57) da je strujanje sa nepromenljivom cirkulacijom. Prema tome

JLakljucuiemo: ako barotropni neviskozni fluid struji u polju konzervativnih sila,

zadoyoljene su i Tompsonova i _Helmholcove teoreme (odeljak 14).

-

VeZbanja

1. Ojlerove diferencijalne jednacine (42.6), izraZene preko fizickih koordinata,
napisati u sistemu:

a) Dekartovih pravouglih koordinata,

b) cilindarskih polarnih koordinata i

c) sfernih polarnih koordinata.

2. Ako je strujanje neviskoznog fluida ravansko, napisati Ojlerove jednacine
(42.6) preko fizickih koordinata u sistemu

a) Dekartovih pravouglih koordinata i

b) polarnih koordinata.

3. Ako je strujanje neviskoznog fluida osnosimetri¢no, napisati Ojlerove jed-
naine (42.6) izraZene preko fizi¢kih koordinata.

3

4. Ako pri strujanju neviskoznog fluida ubrzanje ima potencijal i ako su zapre-
minske sile konzervativne, pokazati da fluid mora biti barotropan.

5. Ako pri strujanfu barotropnog neviskoznog fluida ubrzanje ima potencijal,
pokazati da zapreminske sile moraju biti konzervativne.

43 Helmholcova jednatina elmholcova diferencijalna jednacina se dobiva
iz_transformisane Ojlerove jednacine eliminisanjem hidrostanickog pritiska. Ako,

naime, barotropni neviskozni fluid struji u polju Konzervativnih sila, Ojlerovu
Jednacinu (42.4) mozemo napisati u obliku

! 2 d
(43.1) ofﬁ+<”—) +2vkm,.k=<U—[—”)
i J P
pri Semu smo stavili e w'=wik. Ovu jednacinu ogigledno moZemo-napisati u obliku

)i

¥ 2
0vl+2vkwik=(u_,v_f_4p) )
ot 2 @i

pa izraGunavanjem rotora, dobivamo

W~ ¥ =
= (Y v )+ 2% v, + 2 ik o, ;= 0,
ot

jer se, s obzirom da je gradijent skalarne funkcije, desna strana anulira. Prethodnu

Jednacinu mozemo, dalje, napisati u obliku

()0)1 * k i r
——+elig, v +elie,, k=0,

ot
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odnosno
oo (i ij "
o, 7 3t v +8kvte)
t

ili, s obzirom da je w*, =0, u obliku

1
®
9—=v",w'— kol — vk ol
ot
Iz jednacine konzervacije mase,
d
i) ) 'v,kk =0,
dt
medutim, dobivamo
I d
vkk — e _p )
p at

i
g(i_!_m,‘ .vk__l_ 0 =o',
ot p dt

odnosno

! d
_82_*.1_ P ! w'v”
ditsahe dl

Kako je, medutim,
; w!

g

w1 dp., P

= Ty et 8 C

prethodnu jedna¢inu moZemo, kona&no, napisati u obliku

(%)
(43.2) o/ of
Tl O e
ili, u vektorskom obliku,
®
) d( P>_(§_.V);
dt ) :

$to je Helmholcova jednagina. Ona je, kao Sto smo videli, dobivena iz Ojlerove

‘ednacine (43.1), za neviskozni barotropni fluid koji se kreée u polju konzervativnih
sila, eliminisanjem hidrostatickog pritiska. U _njol, prema tome, [12urise jedna nepo-

znata manje, ali je zato povisen red jednacine.
Za nestisljive fluide, p=const., Helmholcova jednacina je oblika
S

ot

]
=o)" DVks

(43.4)
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odnosno, u vektorskom obliku,

(43.5) g i
dt
Helmholcovoj jednagini (43.3) odgovara sistem od tri skalarne, jednacine, koje,
zajedno sa jednadinom konzervacije m stavljaj 1 ih

diferencijalnih jednacina za odredivanje nepoznatih funkcija v; i p. U sluéaju nestis-

Sljivih fluida, medutim, s obzirom da je p poznata konstanta, iz jednadina (43.5)
mogu se odrediti koordinate brzine, uz, jasno, odgovarajuée poetne i grani¢ne
uslove.

Helmholcova jednalina je izvedena pod uslovima pod kojima ubrzdnje ima
potencijal, pa je jasno da su u tom sluaju zadovoljene Tompsonova i Helmholcove
teoreme.

odeljku 42. je pokazano da ubrzanje ima
potencijal kad je neviskozni fluid barotropan i kad struji u polju konzervativnih
zapreminskih sila. Ojlerova jednagina (42.4) moZe se u tom sluéaju napisati u obliku

g d
(44.1) ‘-)73'+(»” -U+fv’3) —=2¢, 0k
P/

1 pokazacemo da se moZe integraliti u nekoliko specijalnih slucajeva.

1. Stacionarno zavojno strujanje. Kod. zavojnih strujanja je vektor vrtloznosti
kolinaran sa vektrom brzine, pa je

(44.2) 2¢,, 0k =0.

U odeljku 15. je pokazano da je zavojno strujanje stacionarno ako je polje vektora
vrtloZnosti stacionarno, pa je o

(44.3) 0% _ ¢
ot
Koristec¢i sada (44.2) i (44.3), jednacina (44.1) postaje
2
(44.4) (3 gt [ip)_,.:o,
2 J e
odakle integracijom dobivamo
2
(44.5) Hlogz f )
2 °

gde _je C integraciona konstanta. Ova jednadina mora biti zadovoljena u svakoj
tacki fluidnog prostora, pri cemu se integraciona konstanta odreduje iz uslova da je

u nekoj tacki x'=xg strujnog polja: v=vy, U=U,, p=py i e=po- Na taj naéin
dobivamo ;

2 2
(44.6) A /‘Eﬂzvo__uo+(fffl’> s
) 2 J P 2 p/o

gde izraz na desnoj strani predstavlja vrednost integracione konstante.
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2. Potencijalno_strujanje. Kosi-LagranZev integral. Ako je strujanje potenci-

jalno, tada je
oo 55
ot ot/

pa se jednalina (44.1) moZe napisati u obliku

2
(44.7) (f’i?+1—u+fﬂ’) b,
ot 2 e /i
Pdakle integracijom dobivamo
2
(44.8) QEP 4 yoark U+ f g[_’ =C(1),
ot 2 )

gde je integraciona konstanta funkcija vremena, ako je strujanje nestacionarno.

Za stacionarna strujanja, medutim, s obzirom da je 3—(P =01 C(t)=C, prethodna
t

jednacina postaje

2
(44.9) -4 —U+ff’f’=c
2 e

i vidimo da je istog oblika kao jednalina (44.5) za slucaj zavojnih stacionarnih

strujanja. Integraciona konstanta se odreduje na isti na¢in kao i u prethodnom sluca-
ju, pa se jednacina (44.9) takode moZe napisati u obliku (44.6). "

Jednacina (44.8) za slutaj nestacionarnih strujanja, odnosno (44.9) za slu¢aj

stacionarnih strujanja, naziva se KoSi-LangraZev_integral Ojlerove ~jednacine ili

KoSi-LagranZeva jednacina. U literaturi se ona joS naziva i Bernulijeva jednacina

za potencijalna strujanja.
Za potencijalna strujanja nestisljivog fluida, s obzirom da je p=const., jedna-

¢ina (44.8) postaje

2
098" 17 B Ly,

ot 2 e
odnosno, ako stavimo 2?=gY¢ ;¢ ;,
0o 14 p
44.10 Ty g0, —U+—=0,
( ) ot 2 B 3 i e

gde smo integracionu konstantu izostavili, jer se uvek, umesto potencijala ¢ moze
uzeti potencijal

o =¢— [ C(t)dr.

U jednagini (44.10) kao nepoznane funkcije figuriSu potencijal brzine ¢ i
hidrostaticki pritisak p. Za njihovo odredivanje, pored jednacine (44.10), na raspo-
laganju nam je i jednadina konzervacije mase, koja je u ovom slu¢aju oblika

vh=Ap=0.
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Prema tome, iz Laplasove diferencijalne jednaline, uz, jasno, odredene grani¢ne
uslove, potrebno je prvo odrediti potencijal brzine, a zatim se iz jednacine (44.10)
moze odrediti hidrostaticki pritisak.

Kod potencijalnih strujanja stisljivih fluida, medutim, pored jednacine (44.8) i
jednadine konzervacije mase, za odredivanje nepoznatih funkcija ¢, p i p potrebna je
jo§ i jednacina stanja fluida.

3. Bernulijev integral. Ako je pri strujanju neviskoznog barotropnog fluida u
polju konzervativnih sila polje vekfora vrtloZnosti stacionarno, tada se brzina
moze izraziti kao zbir jednog potencijalnog 1 jednog stacionarnog polja (videti
Jjednacinu (14.8)), pa je

59,
(44.11) 0—?;'=x,.-, (=7 (x~ 1)).

U ovom slucaju Ojlerova jednalina (44.1) postaje

2
(v —U4-[dp+ x) =2, 0k
2 J e ,

{

Ako sada ovu jednacinu skalarno pomnozimo sa orijentisanim elementom luka

strujne linije, dobivamo

2 ) ;
(44.12) (%— U+ f@+ x) dxy= 2 gy, %o dx(z,,
P 1

Kako je, medutim,

2 il A S 2 >
(—?-—U +f.fl+ X)»dx(,‘,=d(—v —U+/ v‘—ie+x) !
2 P i 2 P w

gde se prirastaj racuna u pravcu strujne linije, i

2¢,, o v dx(y=0,

jer je brzina kolinearna sa orijentisanim elementom luka strujne linije, jednacina
(44.12) moze da se napiSe u obliku

2 4
d(”——u+f--”+x) 0.
2 P @)

Integracijom duZz strujne linije, pri ¢emu vreme smatramo za parametar, odavde

dobivamo

oD R D ; »

(44.13) %—U+f—pr+ x=C(t).
P

_ Posebno, ako je strujanje stacionarno, (44.11) se svodi na

o _,

ot
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pa, bez gublienja u opstosti, moZemo uzeti da je x=0. Na taj nacin jednacina (44.13)

postaje

P L TL L CROCISEREYT L 2
(44.14) ﬂ_UJ,ff"p:c,
2 P

$to je Bernulijev integral OjleroVe jednacine ili Bernulijeva jednacina, iako je Bernuli

Tije izveo u ovom obliku ve¢ u specijalnom slu€aju kad je fluid nestisljiv i kad struji
 u polju sile Zemljine teZe. Vazno je, medutim, ne ispustiti iz vida da je pri izvodenju
jednacine (44.13), odnosno (44.14), integracija vriena duz strujne linije, pa te jedna-
. &ne vaZe samo duZ strujnih linija, tj. vrednost integracione konstante se menja od
jedne do druge strujnice, pri éemu se, u slu¢aju stacionarnih strujanja, strujne linije
poklapaju sa putanjama Cestica fluida.
U Bernulijevoj jednagini (44.14) integracionu konstantu odredujemo iz uslova
da je u nekoj ta¢ki xi=xf, strujne linije (ili putanje Cestica fluida): v=vo, U=U,
p=poi p=po. Na taj nacin, jednainu (44.14) moZemo napisati u obliku

2 2
(44.15) v —U+fd”=”°_uo+(f‘."1’) ,
2 P 2 p 0

pri &eiu izraz na desnoj strani predstavlja vrednost integracione konstante koja se
menja od jedne do druge strujne linije. ‘

Bernulijeva jedna&ina (44.14), odnosno (44.15), je skalarna i u njoj figurisu
tri nepoznate veli¢ine: intenzitet brzine, gustina i hidrostaticki pritisak, pa je jasno
da iz nje ne moZemo odrediti sve nepoznate veli¢ine. Bernulijeva jednalina se moZe
dalje uprostiti u zavisnosti od toga da li je fluid stisljiv ili ne. Iz tog razloga ¢emo u
slede¢im odeljcima posmatrati odvojeno ta dva slucaja.

45| ‘Bernulijeva jednatina za nestiSljive fluide.{Za nestisljive fluide jednatina
stanja je p—const., pa se Bernulijeva jednacina (44.15) moZe napisati u obliku
(o

E’i_U+£ =13—U0+&,
2 P P
odnosno
2l o2 N
(45.1) z : v°+pT‘D°—(U—Uo)=O,

pri éemu gustina u njoj figuriSe kao poznaté konstanta.

Posebno, ako nestisljivi fluid struji u polju sile Zemljine teZe i ako izaberemo
sistem Rekartovih pravouglih koordinata x, y, z tako da osa z bude usmerena verti-

kalno navige (sl. 68), potencijal zapreminske sile je U= — gz, gde je g ubrzanje Zem-
ljine teZe, pa se Bernulijeva jednacina (45.1) svodi na

2 2
(45.2) PP LTV Bl
2 2. il

P

gde su g, pg i zo odgovarajuce vrednosti u tacki strujne linije sa Dekartovim pravo-

‘uglim koordinatama xg, yo 1 Zo (SI. 68). Svi ¢lanovi na levoj strani jednacine (45.2)
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imaju dimenziju energije po jedinici mase: prvi ¢lan predstavlja kineticku energiju,
drugi — energiju pritiska ili pritisnu energiju, a tre¢i — potencijalnu energiju, racu-
nate po jedinici mase, pa zakljuCujemo: Pri stacionarnom Sstrujanju bartropnog
neviskoznog fluida w polju konzervativnili sila, zbir kineticke, pritisne | potencijalne
energije ima istu vrednost u svakoj tacki strujne linije. e

0

Sl. 68

Ako jednacinu (45.2) napiSemo u obliku
2 2
(45.2) S AR K{ R WL
250 g I

gde je y=pg specificna tezina fluida, vidimo da svaki ¢lan ima dimenziju duZine:
prvi se naziva brzinska visina, drugi — pritisna visina, a treci — geodezijska visina,
pa_zakljuéjujemo: Pri stacigrgm‘om strujanju__nestisljivog _barofropnog Jluida " u
polju sile Zemljine teZe, zbir brZjnske, pritisne i geodezijske visine ima istu vrednost u
svakoj tacki strujne linije. '

Ako se strujna linija nalazi u horizontalnoj ravni, s obzirom da sve tacke strujne
linije imaju istu koordinatu z, jednacina (45.2) se svodi na

45.4 Sl = Oy
(45.4) R

odakle vidimo da je zbir kineticke i pritisne energije konstantan duz svake horizon-
talne strujne linije. Na osnovu toga zakljuCujemo da ¢e brzina biti ve¢a u onim
tatkama strujne linije u kojima je pritisak manji i obrnuto. S obzirom da je pritisak
nenegativna veli¢ina, najvec¢a vrednost brzine postici ¢e se u onim ta¢kama u kojima je
pritisak jednak nuli, tj.

(45.5) : 02, =vg 2P0,
P

Takode, iz (45.4) zakljuCujemo da ¢e pritisak imati najvecu vrednost u onim tackama
strujne linije u kojima je brzina jednaka nuli, tj.

5
(456) pmax=p0+p?‘
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Prema tome, hidrostati¢ki pritisak ima najvecu vrednost u mirnom fluidu. Sa po-
veéanjem brzine vrednost hidrostati¢kog pritiska opada, ali ne moZe biti manja od
~nule. Nultoj vrednosti hidrostatitkog pritiska odgovara maksimalna vrednost

brzine. @

46, Bernulijeva jednalina za stiSljive ide. JKod strujanja stiljivih fluida
mogu se zapreminske sile zanemariti, jer je njihov uticaj na strujanje neznatan prema

uficaju ostalih sila. U tom slucaju Bernulijeva jednacina (44.15) postaje

2 o d
(46.1) %+f@=”—2°+( [—p> :
P J P/o
odnosno
P
(46.2) i f@=.
2 e

Po

Da bismo iz ove jednagine brzinu izrazili u funkciji samo pritiska ili samo gusti-
ne, potrebno je da imamo odgovarajucu jednalinu stanja. Posebno ¢emo se zadrzati

na slu¢ajevima izotermickih i adijabatskih strujanja.
a) Kod izotermickih procesa jednaclina stanja je

(46.3) B e,
Po Po
odakle dobivamo e
dp=Podo,
! Po
odnosno
dp _p, de
5 P Po P
pa je AR 2

Po
Na osnovu ovoga, Bernulijevu jednadinu (46.2) moZemo napisati u obliku

2. a2
(46.4) el P g,
2 Po Po
1z (41.6), koristeci jednaginu stanja (46.3), za brzinu prostiranja zvuka dobivamo
R P Pl
do ¢ Qo

pa zakljuéujemo da je kod izotermiCkih procesa barotropnih fluida brzina zvuka
Konstantna, Koristeci brzinu zvuka, jednacinu (46.4) mozemo napisati u obliku

(46.5) 7,,2_7,(2)+2C(2)1n,9,,=0,
Por




174

odakle, s obzirom na (46.3), za raspored pritiska, odnosno gustine, u strujnom
polju dobivamo

vz—v‘z,
14 ) Y
(46.6) Z= B, 7|,
Po Po
b) Kad adijabartskih procesa jednacina stanja je
®
(46.7) ﬂ=(i) ,
Py \Po
odakle dobivamo
x—1
dp :x(£> ge
Po Po Po

odnosno

dp _ P (_ﬁ)"“ dp
P Po \Po P

Ovaj izraz moZemo napisati u obliku
d|
dp__ Py

= Px—de’
P Po

pa dobivamo

14

f@: x £0_px—1 %
P x—1 pg

Po
Po

odnosno, ako iskoristimo jednadinu stanja (46.7),

b

p

fd!’:_x_ P e
e %=1 p*

Po

tj. S _——

P b'd )4 P

)
Po

Po K=l P

V4

f."'_P=L<£_&>.
Dy ] Ao Po

Po

Prema tome, Bernulijevu jednacinu (46.2) moZemo sada napisati u obliku

2__ g2
L

2 x—1\p p,
ili
2 w2 x—1
(46.8) L (B S ﬂ’[(i)x‘—l]=o.
2 n—=1"po |\ D,
Koriste¢i jednacinu stanja (46.7), iz (41.6) za brzinu zvuka dobivamo
(46.9) 2% _. P
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pa je
(46.10) g=x2e.
Po

Vidimo, dakle, da kod adijabatskih strujanja brzina zvuka nije ista u svim tatkama

4 TTuidu, ve¢ se menja sa promenom pritiska i gustine. Brzina prostiranja zvuka
iznosi co u onim tackama u kojima je pritisak pg i gustina pg. Koriste¢i (46.10)

jednacinu (46.8) moZemo izraziti u obliku

2D 2 T
(46.11) g v°+j’_ (L) —~ l="0,
2 x—1]\p,
odnosno, koristeéi jednalinu stanja (46.7),
2. o2 2 x—1
(46.12) o B B (i) S
2 x—1[\p,

Iz ovih jednagina za raspored pritiska i gustine u funkciji brzine duZ strujnih linija
dobivamo

15 2 i 2ol
Po 2 %
1
(46.14) i=(1—"—"—1 g _”‘2’)""
Po 2 b
Pri adijabatskoj promeni stanja, s obzirom da je
& ukr | UETCME
p x—1 p x%—1 % a1l

Bernulijevu jedna&inu (46.2) moZemo napisati u obliku

2 2 2
(46.15) 8 By X Po, consg:
20 =i 2 =l on

Ova jednadina vazi duZ svake strujne linije (za razli¢ite strujne linije razliita je vred-
nost konstante) i pokazuje da je brzina Cestica fluida manja u onima tatkama strujne
linije u kojima je brzina prostiranja zvuka veca i obrnuto. Maksimalna brzina pro-:
stiranja zvuka postiZe se u onim tatkama u kojima je brzina jednaka nuli, tj. u kojima
fluid miruje. U mirnom vazduhu, na primer, pod uslovima standardne atmosfere
na morskom nivou, maksimalna brzina zvuka ima vrednost

_ }p,_ [1,408-10333 5
Crmax = \/X fo 4 ?———‘0’125 ~ 342 m/sr\« 1231 km/h,

$to neposredno sledi iz (46.15), ako stavimo da je brzina jednaka nuli. Jasno je da ¢e
pri istim uslovima standardne atmosfere brzina prostiranja zvuka biti manja ako
vazduh ne miruje veé se kree izvesnom brzinom.
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U tackama strujne linije u kojima je brzina prostiranja zvuka jednaka nuli, a
tada je u njima pritisak jednak nuli, §to se neposredno vidi iz (46.9), brzina Cestica
fluida ima maksimalnu vrednost. Stavljajuéi u jednadini (46.15) da je brzina pro-
stiranja zvuka jednaka nuli, za maksimalnu vrednost brzine u toj taéki strujne linije
dobivamo

Vmax _ %, * Py

2 2 x—1 ¢,

Kako je, medutim, za v,=0, % Po _ 2.4 dobivamo
Po
2 2
vmal —_ Cmax
B b
2 x—1

odakle sledi

2
'vmax = ®— l cmax N

Prema tome, maksimalnu brzinu Cestica fluida, koja se postiZe u tacki strujne linije
u kojoj je brzina prostiranja zvuka jednaka nuli, odnosno u kojoj je pritisak jednak
nuli, izrazili smo preko maksimalne brzine prostiranja zvuka u toj tacki, koja odgo-
vara slu¢aju kad je brzina Cestica fluida jednaka nuli u toj tacki. Pod uslovima
standardne atmosfere, maksimalna brzina Cestica vazduha, prema tome, iznosi

—5
Vrnax = \/O_,Z(E 342~ 760 m/s~ 2736 km/h.

Tacke u fluidu u kojima je brzina Cestica fluida jednaka brzini prostiranja zvuka
nazivaju se kriticne tacke, a brzine koje im odgovaraju — kriticne brzine. Kriti¢nu
brzinu dobivamo ako u jednacini (46.15) stavimo v=c=wg,. Na taj naéin dobivamo

2 »x+ 1 . crznax

Vkr* »
2(x—1) »—1

odnosno

Za vazduh, pod uslovima standardne atmosfere, kriti¢na brzina iznosi

_ ]2 ’

47. Primena Bernulijeve jednacine kod stacionarnih potencijalnib dvodimenzijskih
strujanja nestisljivih fluida. U slucaju stacionarnih potencijalnih strujanja barotropnog
fluida u polju konzervativnih zapreminskih sila, Kosi-LagranZev integral (44.9)
ne razlikuje se po obliku od Bernulijevog integrala (44.14), ali za razliku od njega on
vaZi u svakoj tacki u fluidu a ne samo duzZ strujnih linija, odnosno putanja &estica
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fluida. Prema tome, kod stacionarnih potencijalnih strujanja nestisljivih fluida,
Bernulijevu jedna&inu moZemo napisati u obliku.

2 2
(47.1) v+l _py P
2 P2 P
i ona mora biti zadovoljena u svakoj tacki strujnog polja, pri Semu su 2y, Uy 1 p,

odgovarajuce vrednosti u nekoj fiksiranoj tagki. U ovoj jednadini Jje p poznata kon-

stanta, pa je jasno da se iz nje moZe odrediti raspored pritiska ako su poznati fun-
kcija sile i raspored brzine u strujnom polju.

Uvodec¢i generalisani pritisak

(47.2) P=p—oU,

Bernulijevu jednacinu (47.1) moZemo napisati u obliku
2 2

(47.3) Bl G5
2.1 2 yowp

U slu€aju, pak, kad su zapreminske sile zanemarljive u odnosu na sile pritiska,

moZemo u jednainama (47.1)) i (47.2) izostaviti funkciju sile, pa se Bernulijeva
jednacina svodi na oblik

2 2
(47.4) SINTREC RS )

2, o2 ph

Ovu jednaginu éemo koristiti za odredivanje rasporeda pritiska u strujnom polju

kod ve¢ u kinematici proudenih dvodimenzijskih stacionarnih potencijalnih strujanja
nestisljivih fluida.

1. Ravanska strujanja. U kinematici smo proucili izvestan broj ravanskih po-
tencijalnih strujanja nestisljivih fluida. Za neke od tih strujanja odredi¢emo sada,
kori3¢enjem Bernulijeve jednagine (47.4), raspored pritiska u strujnom polju.

a) Stacionarno pravolinijsko strujanje. Ovo je strujanje odredeno potencijalom
brzine (21.1), tako da je intenzitet brzine

v2=a%+ b?=const.,

gde su a i b projekcije vektora brzine na ose sistema Dekartovih pravouglih koordina-
ta u ravni strujanja. S obzirom da intenzitet brzine ima istu vrednost u svakoj tacki
strujnog polja, iz Bernulijeve jednacine (47.4) dobivamo

odnosno
P =p,=const.

Vidimo, dakle, da je pritisak konstantan, tj. ima istu vrednost u svim taéka{na} st;ujT

nog polja. Jasno je da ovakav rezultat ne bismo dobili ako bismo uzeli u obzir i uticaj

odgovaraju¢ih zapreminskih sila.

12 Mehanika fluida
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b) Stacionarno strujanje u polju jednog vrtloga. Ovo je strujanje odredeno
potencijalom brzine i strujnom funkcijom (21.6) tako da je intenzitet brzine
r

v= ,
2xnr

gde je I jalina vrtloga. U beskonadno udaljenim tatkama brzina je jednaka nuli,
pa ako pritisak u tim takama oznadimo sa po, Bernulijeva jednalina (47.4) postaje

o p_p
8n2r2 p p

Odavde, za raspored pritiska odbivamo
pI?

’
8§ w2r?

P=Dy—

gde je po pritisak u beskona¢no udaljenim tatkama, tj. pritisak u mirnom fluidu.
Prethodnu jednadinu, otigledno, moZemo napisati
1 2
p =p 0 '_2— P %,
pa vidimo kako se menja pritisak sa promenom brzine. Maksimalna brzina estica
fluida postiZe se u onim tatkama u kojima je pritisak jednak nuli, i, iz prethodne
jednagine, za nju dobivamo
p
Vnax = \/ 2 —p"— .

S obzirom da se ve¢a brzina od ove ne-moze postiéi, zaklju€ujemo dau tackama struj-
nog polja mora biti zadovoljena relacija

r \/ Po
V2o

pri &emu se, jasno, uzimaju apsolutne vrednosti. Maksimalna brzina, prema tome,
posti¢i ée se u onim tackama r=R za koje je zadovoljena jednakost

_r _ \/ 2b0

2wR e
Kako, medutim, strujanje nema fizi¢kog smisla u oblasti r<R, jer bi u toj oblasti
pritisak bio manji od nule, jasno je da vrtloZno jezgro ne moZe biti manjeg polupre-

nika od R. Ako uzmemo da se vrtloZno jezgro obrée konstantnom ugaonom brzinom
®, apsolutnu vrednost jaline vrtloga moZemo izraziti u obliku

'=2a0w0=2R"1tw,

pa prethodna jednatina daje
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odakle sledi
=1 \/ 2 Po
® p
Polupreénik vrtloZznog jezgra, prema tome, veci je ako je ugaona brzina obrta-
tanja vrtloZznog jezgra manja i obrnuto. U svakom slucaju, za datu jadinu vrtloga I'
mozemo odrediti polupre¢nik vrtloZnog jezgra i na taj nacin oblast u kojoj strujanje
ima fizi¢kog smisla.
c) Stacionarno strujanje u polju jednog izvora. Ovo je strujanje odredeno poten-
cijalom brzine i strujnom funkcijom (21.9). S obzirom da je intenzitet brzine
€
v=—o01,
2nr
na slian nacin kao i u prethodnom slucaju, iz Bernulijeve jednadine (47.4) za ras-
pored pritiska dobivamo
P=Py— Ld
¢ gm22’
gde je po pritisak u beskonaénc udaljenim tadkama, tj. takama u kojima fluid
miruje.
Masimalna brzina koja se kod ovog strujanja moZe postiéi iznosi

="
P
vmax=\/2 —:"

i postiZe se u tatkama u kojima je pritisak jednak nuli, tj.

€ € / e
r=R= e e A ey

pa strujanje nema fizi€¢kog smisla u oblasti r<<R. Prema tome, oblast ogranienu
polupreénikom R moramo smatrati za singularnu oblast iz koje fluid izvire brzi-

nom v=uv,,,.

d) Stacionarno acikli¢no strujanje oko kruznog cilindra. Ovo je strujanje odredeno
kompleksnim potencijalom (33.15), a projekcije brzine na ose Dekartovog sistema
pravouglih koordinata izrazima (33.17). U ovom sluéaju, kao i u svim sluéajevima
kad fluid struji oko krutog tela, od posebnog je interesa da se odredi raspored pri-
tiska na konturi tela. Na osnovu (33.17), stavljajuéi r=R, za kvadrat intenziteta brzine
u tatkama konture cilindra dobivamc

v2=v§+v§=203(1 —c0520)=4v§sin26.

Koriste¢i ovaj izraz, iz (47.4) sledi
(47.5) p=po+—:lz- pvp (1 —4sin26),

gde je po pritisak u beskonaéno udaljenim tactkama u kojima je brzina v jednaka
brzini jednolikog strujanja.

12¢
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Izrazom (47.5) odreden je pritisak u tatkama kruga polupre¢nika R u ravni
strujanja, izraZen u funkciji polarnog ugla 6. Raspored pritiska po povrsi cilindra
moZe biti odreden i bezdimenzijskom veli¢inom

_ 2

(47.6) k:—‘l”—‘-’L=1~92=1—4sinze,
— pvs Vo
2

koja se naziva koeficijent pritiska. Na ovaj nacin definisan, koeficijent pritiska je
funkcija samo polarnog ugla, tj. ne zavisi od poluprecnika cilindra, gustine i od
pritiska i brzine jednolikog strujanja. Zavisnost koeficijenta pritiska od polarnog
ugla, u intervalu 0<8<{w (zbog simetrije strujanja u odnosu na x osu), graficki je

I
1
0
-1
-
-3 L
z & & a4 & @ 0
% 6 3 5 45 76

Sl. 69

prikazana na slici 69. Koeficijent pritiska je jednak jedinici u zaustavnim tafkama
0= i 6=0. U tim tatkama je pritisak najve¢i i jednak je pritisku pﬁ—%pvol Po-
laze¢i od prednje zaustavne tatke, 0=, koeficijent pritiska se smanjuje i postaje

. . o s 5 T e g1 .. ..
jednak nuli u tacki 6=A6— 7, u kom sluaju je p=py. Iduéi dalje, koeficijent pritiska
ima negativnu vrednost i postiZe minimum, k=—3, u tacki 9:% , u kom slucaju je

3 . ki .\ Lo oy e
p:po——z—pvg. U intervalu 0<9<—2— raspored pritiska je simetrian, Sto se vidi i
\

na slici 69.
Najveéa brzina se postiZe u tatkama u kojima pritisak ima najmanju vrednost.

. . T .. . . o
U ovom sludaju to su tacke 6= i; i intenzitet brzine u njima iznosi v=21,.

Ako Bernulijevu jednadinu (47.4) napiSimo u obliku

1
(47.7) p+—2 p'u2=p0+-é—pv§,
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e = ST ; il 1 e
vidimo da svaki &lan ima dimenziju pritiska. Clan % ov? se naziva dinamicki pritisak,

pa iz Bernulijeve jednaCine (47.7) zakljuéujemo: Zbir hidrostatickog i dinamickog
pritiska je isti u svim tackama strujnog polja. Dinami¢ki pritisak ima maksimalnu
vrednost u tatkama u kojima je hidrostati¢ki pritisak jednak nuli, a jednak je nuli
u zaustavnim tackama u kojima hidrostati¢ki pritisak ima maksimalnu vrednost.
Iz jednacine (47.7), stavljaju¢i p=0, za maksimalnu brzinu dobivamo

(47.8) vmx=\/2”—;+v§,

$to je saglasno sa (45.5), ali vaZi za celo strujno polje, a ne samo duZ strujne linije.
U ovom sludaju strujanja po i vo su hidrostaticki pritisak i brzina u beskonacno
udaljenim tatkama, a hidrostaticki pritisak ima najmanju vrednost,

3
(47.8) =Dy 0o,

o T - . 3 e mes B
u tatkama 6= ¢+ . U tim tatkama, kao $to smo napred videli, brzina ima najvecu
2

G ; ; L, w - %
vrednost koja iznosi v=2v,. Jasno je stoga da su tacke 6=+ o one tacke povrsi

cilindra u kojima brzina moze dosti¢i maksimalnu vrednost, tj. u kojima_ hidrosta-
ti¢ki pritisak mozZe biti jednak nuli. Da u tim tackama hidrostati¢ki pritisak ne bi

bio manji od nule, mora biti

3
(47.9) P> 0005
§to neposredno sledi iz (47.8), odnosno
2 py
(47.10) V< £l ;" :
Brzini jednolikog strujanja v,= % p_: odgovara maksimalna brzina u tackama

0= :I:—;i povrsi cilindra i iznosi

2 p,
(47.11) om=2 5 2.

Veca brzina od ove ne moZe se postici, jer bi za brzine jednolikog strujanja koje su

vece od \/ %% hidrostati¢ki pritisak u tackama 6= + —Tzc— trebalo da bude negativan,

§to je fizi€ki nemogude, pa se u tim tatkama narusava kontinuitet strujanja, tj. u
u okolini tih tataka nastaju praznine. Ova pojava se naziva kavitacija i moZe se
eksperimentalnim putem ustanoviti. Napominjemo da je pojava kavitacije u‘ta(':.kama
strujnog polja nepoZeljna, jer je posledica narusavanja kontinuiteta strujanja.
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€) Stacionarno ciklicno strujanje oko kruznog cilindra. Ovo je strujanje odrede-

no kompleksnim potencijalom (33.21). Kompleksna brzina je odredena izrazom
(33.22), pa, stavljajuéi r=R, tj. z=Ret®, dobivamo kompleksnu brzinu u tatkama
kruga polupre¢nika R,

— . i r ) S elf—emi0 i .

v=7,(1l —e 2%+ BLE I ) vy ie” 18 e e i8,

27 R 2 27 R

odnosno

v=ie i (27}0 sin 0 +~r~).
27 R

Za intenzitet brzine odavde dobivamo

pa vidimo da se za I'=0 svodi na intenzitet brzine u slucaju acikli¢nog strujanja.
Koriste¢i prethodni izraz, iz Bernulijeve jedna&ine (47.7) dobivamo

(47.12) p=pyt—ovt|1 —(2sin0+-——L )2
. = — v —_— .
) eee ( 27 Ry,
Koeficijent pritiska je, prema tome,
— 2
(47.13) k=P"Po ,_(2 sinf4 - L. ) ,
b 27 R,
2 PO

pa prethodnu jednadinu moZemo napisati u obliku
1
(47.14) p=p0+3—pv§-k.

1z (47.13) vidimo da za razliku od acikli¢nog strujanja u ovom sludaju koefi-
cijent pritiska nije funkcija samo poloZaja tadaka na krugu r=R, veé zavisi i od
polupreénika cilindra i vrednosti cirkulacije. Za I'=0 (47.13) se svodi na (47.6).

Lo . - .. . - . L
Lako je izracunati da koeficijent pritiska (47.13) ima minimum u tacki 6:3—. U
toj tacki, prema tome, pritisak ima najmanju, a brzina najveéu vrednost. Stavljajuéi

9=l;— iz (47.13) dobivamo najmanju vrednost koeficijenta pritiska

2
(47.15) Ky = — ( 3. 2L Lm).

A 2
TRy, 47w2R%v;

Jasno je da je ovo minimalna vrednost koeficijenta pritiska za dato I', R i v,. Pro-

menom tih vrednosti, medutim, minimalna vrednost koeficijenta pritiska se menja.

U specijalnom slu¢aju kad je, na primer, I'==4n Ro, u kom slu€aju u strujnom polju
ki1

postoji jedna zaustavna tatka, z=Re 2, minimalna vrednost koeficijenta pritiska
iznosi k= —15.
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Minimalnoj vrednosti koeficijenta pritiska (47.15) odgovara u tacki 9=%
najmanja vrednost hidrostati¢kog pritiska, koja, na osnovu (47.14), iznosi

3 2 pl 0B
47_16 = —_——— DV — —— Uy — .
Sy PP P Ry VB

S obzirom da pritisak ima uvek najmanju vrednost u tacki 0=%, jasno je da u toj

tadki brzina moZe najpre dosti¢i maksimalnu moguéu vrednost u sluéaju kad pritisak
u njoj bude jednak nuli. Staljajuéi p=0, iz prethodne jednacine dobivamo

3= el pI?
47.17 =—pUo+— 9+ >
b b=y P R O B R2 2

odnosno, ako ovu jednacinu reSimo po vy,

2 p [ 1 T
g (el B9 Lo
3 p 36 R®°n? 3 Rm’

(47.18) 2,

pri ¢emu smo negativno resenje po ¥ odbacili, jer pod intenzitetom brzine podrazu-
mevamo apsolutnu vrednost brzine koja ne moZe biti negativna

Iz Bernulijeve jednagine (47.7), za brzinu dobivamo

2
'Z)=\/—P—(po—p)+v(2),
pa ¢e u tacki 0:—7;—, u kojoj je pritisak odreden vrednos¢u (47.16), brzina imati

vrednost

i Ay 2 i

(4719) v—\/4vo+ﬂvo+ﬁ2—w2.

Brzina ¢e u ovoj tacki imati maksimalnu mogucu vrednost kad pritisak bude jednak
nuli, odnosno kad za dato pg, I' i R brzina jednolikog strujanja ima vrednost (47.18).
Koristeéi (47.18) iz (47.19), prema tome, dobivamo

iy T el h, SURAS T AN, fR e
3 p 36Rm* 3 RnV 3 p 36 RZ 7z

Vidimo, dakle, da maksimalna brzina koja se moZe posti¢i zavisi, pored pritiska pg
u beskonaéno udaljenim tatkama, i od cirkulacie I' i polupreénika cilindra R. Za
dato po, I' i R veéa brzina od ove ne moZe se postiéi, pa pritisak pg i brzina vy moraju
zadovoljavati relacije

3 2 el g
47.21 Po=— PVo+—Y+ .
g PoZ sy PO R O B R m2
odnosno
A T R R )
. < it _ .
s “WS\ 3 o T3 Rx2 3 Rm
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Ako je pri datim vrednostima pg, I' i R brzina jednolikog strujanja v, veca
1
od (47.18), u tacki z=Re 2 pritisak bi bio manji od nule, pa zakljucujemo da ée se
u toj tacki narusiti kontinuitet strujanja, tj. pojavi¢e se kavitacija.

Iz (47.20) vidimo da se taj izraz za slu¢aj I'=0 svodi na (47.11), tj. na odgovara-

Jjuéi izraz u sludaju acikliénog strujanja. U posebnom slucaju, kad je, na primer,

I'=4 Rnvg, u kom sluéaju u strujnom polju postoji samo jedna zaustavna tacka,
. byl

z=Re_'7, brzina u tacki z:Rei7 iznosi
(47.23) v=4uy,,

Sto neposredno sledi iz (47.19). Brzina Jednolikog strujanja pri kojoj se u tacki

kL7

z=Re ? postiZe p=0, na osnovu (47.18) iznosi

2p
47.24 =\/-z 20
( ) 7)0 15 P
Prema tome, da ne bi doslo do pojave kavitacije, brzina Jjednolikog strujanja mora
u ovom siucaju zadovoljavati relaciju

W
(47.25) %<y/13 ;O .

Maksimalna brzina koja se moze postici u tacki z=Rei"2', na osnovu (47.23) i (47.24),
iznosi

32 p,
(47.26) Uma= /T3 ”—p" .

Veca brzina od ove ne moZe se postici, Jer bi se pri poveéanju brzine v, iznad vred-
nosti (47.24) pojavila kavitacija.

2. Osnosimetricna strujanja. U odeljku 28. smo prougili nekoliko primera
stacionarnih potencijalnih osnosimetri¢nih strujanja nestisljivih fluida. Pri tom smo
pokazali da se pravolinijsko strujanje i strujanje u polju niza neprekidno raspore-
denih izvora moZe proudavati ili kao ravansko ili kao osnosimetri¢no strujanje. Iz
tog razloga ovde ¢emo se zadrzati samo na primeru stacionarnog potencijalnog
strujanja u polju jednog izvora.

Stacionarno potencijalno strujanje nestisljivog fluida u polju jednog izvora

(¢>>0) odredeno je, u odnosu na sistem cilindarskih polarnih koordinata, potencija-
lom brzine i strujnom funkcijom

B € 771 9= ez
T anyri e Y an ey

Koristeci bilo koju od ovih funkcija, za intenzitet vektora brzine dobivamo

1

€
47.27 — .
( ) 4 riiz?
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Iz Bernulijeve jednacine (47.4) za raspored pritiska dobivamo

1 2
p=po—79v )

gde su pg i 9=0 hidrostati¢ki pritisak i brzina u beskona¢no udaljenim tackama.
Koriste¢i (47.27), prethodnu jednaginu, moZemo napisati u obliku

(47.28) s g !
) ° 32m (r2+z2)?’

i njome su, za dato py, p i &, odredeni pritisci u svakoj regularnoj tacki ravni strujanja
(koordinatni pocetak je jedina singularna ta¢ka).

Ako, pak, jednacinu (47.28) napisemo u obliku

pe? 1
47.29 s e
¢ ) Pl »

gde je R=)/r2+4z2 polupre¢nik kruga u ravni strujanja 6=const., odnosno polu-
pre¢nik sfere u trodimenzionom prostoru, zakljuéujemo da su pritisci isti u svim
tackama sfere R=const. i da rastu sa poveéanjem polupreénika R, od nule do vred-
nosti po u beskona¢no udaljenim tatkama. Hidrostati¢ki pritisak je jednak nuli
u tackama

(47.30) R— \/ = \/L
4 N 2p,

Sto se, stavljaju¢i p=0, neposredno dobiva iz (47. 29). U tim tatkama brzina dostize
maksimalnu moguéu vrednost koja iznosi

(48.31) vmx=\/2%°.

Za dato pg i p veca brzina od ove ne moZe se postiéi, pa strujanje ima fizi¢kog smisla
samo u oblasti

47.32) R,>/\/i N
47 N 2p,

Oblast R<\/%Vp/2;0 moramo, prema tome, smatrati za singularnu oblast

iz koje fluid izvire maksimalnom brzinom (47.31).

48. Primena Bernulijeve jednatine kod stacionarnih potencijalnih ravanskih
strujanja stisljivih fluida. Ravanska potencijalna strujanja sti§ljivih fluida, pretpostav-
ljajuci da su stacionarna, razmatrali smo u odeljku 29. Pri tome smo pokazali da su
potencijal brzine i strujna funkcija povezane parcijalnim diferencijalnim jednadinama

1 1 0 I o 1 o
(48.1) 09 _py ¢y ?__Po b

VgT, ox> 'p l/g_22 ox2’ l/g_22 0x? P l/g_11 oxt
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U ovim jednatinama pored potencijala brzine i strujne funkcije, kao nepoznata
veli¢ina figurie i gustina p. Prema tome, za odredivanje svih nepoznatih funkcija,
@, ¢ i p, pored jednacina (48.1), potrebna je jos jedna jednagina. Napominjemo da
ta jednaGina ne moZe biti jednalina konzervacije mase, jer je ona iskori§¢ena pri
izvodenju jednatina (48.1), tj. identi¢ki je zadovoljena.

Primeni¢emo sada Bernulijevu jednac¢inu u dva konkretna slu¢aja stacionarnih
ravanskih potencijalnih strujanja stisljivih fluida.

a) Stacionarno strujanje u polju jednog vrtloga. Neka je, u odnosu na sistem
polarnih koordinata u ravni strujanja, potencijal brzine,

27
isti kao u slucaju strujanja nestisljivog fluida. Kovarijantne koordinate brzine su tada
r
‘U, = 0, Vo= 5—1'; 5
pa je intenzitet brzine
(48.3) V= ri .
27 r

Pretpostavljajuéi da se strujanje odvija pri adijabatskoj promeni stanja, iz
Bernulijeve jednacine (46.12) dobivamo

— 2\
(48.4) --"~=<1—’f—1 ‘L) g
Po

ri demu su c2=x£3, " i v.=0 odgovarajuée vrednosti u beskonacno
0 Po o o

0
udaljenim ta¢kama, tj. u mirnom fluidu.

Zamenjujuéi (48.3) u (48.4), dobivamo

1
x—1 I'? 1\x=1
8n2 ¢} r2> '

(48.5) p:po(l —

Na ovaj naéin, koris¢enjem Bernulijeve jednaline u odgovarajuce jednafine stanja,
odredili smo raspored gustine u strujnom polju. Prema tome, posto je gustina, kao
funkcija poloZaja, poznata, iz jednaCina (48.1) moZemo odrediti strujnu funkciju.
Jednadine (48.1) u sistemu polarnih koordinata glase

0p_py Lob 109 g 09
or p r 09 r 09 p Or ’
pa, s obzirom na (48. 2), iz prve od ovih jednacina sledi

o9 _
06

s

a druga se moZe napisati u obliku

o9 _ el
or po2mr ’
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odnosno, ako iskoristimo (48.5),

dr 2mi.r

1
dy r l(l_x—ll" ])ﬁ

Odavde je

1
AT R
2T
Ovaj integral, medutim, ne moZe se izralunati u konaénom obliku, ali iz njega zaklju-

&ujemo da je strujna funkcija — funkcija samo od r , pa su strujne linije ($=const.)
koncentri¢ni krugovi r=const. sa centrom u koordinatnom pocetku.

Raspored pritiska u strujnom polju dobivamo iz (46.13), stavlajajuci v¢=0, tj.

b4

x—1 92\x—1
(48.6) p=po(1— - 7%) :
odnosno, koriste¢i (48.3),

x—1 T2 1yieT
48.7 = 1— —— .
( ) . Po( 8%t 'c§ ,.2)

Hidrostati¢ki pritisak je jednak nuli u tatkama
%—=1T2 T [x—10p,
o R i T

i u tim tatkama brzina ima maskimalnu vrednost

[ 2 2%
S vm“=\/x—l “©=Vx—1 !P)ﬁ,

(¢, =Cmpe)-

Veéa brzina od ove ne moZe se posti¢i, pa strujanje nema fizi¢kog smisla u oblasti

| R
T, L ey,

Tu oblast, prema tome, moramo smatrati za singularnu oblast u kojoj se fluid
rotira kao kruto telo konstantnom ugaonom brzinom
r 1
O=- -=41':—K—&~, (Ro=1v,,,).
2R x—1 p, I

b) Stacionarno strujanje u polju jednog izvora. U ovom slucaju pretspostavlja-
mo da su strujne linije prave koje prolaze kroz koordinatni pogetak, tj. da je strujanje
odredeno strujnom funkcijom

(48.10) b= it
2T

na isti na¢in kao i u sludaju strujanja nestisljivog fluida.
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1z (48.10), za kovarijantne koordinate brzine dobivamo

7,:23=_P_0._1_%=8 Po vza_CP__Po’O‘P 0

, =

or o r 00 2mer 00 o or

>

pa je intenzitet brzine

(48.11) v=—""Fo,
27 pr

Za razliku od strujanja u polju jednog vrtloga, u ovom sluéaju brzina zavisi i
od gustine p. U prvom slucaju, kao $to se vidi iz (48.5), strujne linije r=const. su
ujedno i ekviskalarne linije polja gustine, tj. gustina je konstantna u tatkama jedne
strujne linije. U tom slucaju, dakle, fluid struji u slojevima jednake gustine, pa je
divergencija brzine, odnosno brzina kubne dilatacije jednaka nuli, §to ima za posledicu
da su i koordinate brzine i potencijal brzine isti kao i u sluaju strujanja nestisljivog
fluida. Iz toga razloga smo i posli od izraza za potencijal brzine koji je isti kao i u
slu¢aju strujanja nestiljivog fluida. U ovom sluéaju, medutim, polazimo od toga da
su strujne linije, odnosno strujna funkcija isti kao i u slu€aju strujanja nestisljivog
fluida, na vidimo da polje brzine zavisi i od polja gustine. Lako je pokazati da u ovom
slu¢aju brzina kubne dilatacije nije jednaka nuli, tj. da fluid ne struji u slojevima
jednake gustine.

Pretpostavljajuéi opet da se strujanje odvija pri adijabatskoj promeni stanja,
Bernulijeva jednacina je oblika (46.14) i iz nje dobivamo

, 1

(48.12) =0 (1 =t 3) '

2
2

gde su ponovo c(z,zx& s Po» Po 1 vy="0 odgovarajuce vrednosti u mirnom fluidu.
P

0
Zamenjujuéi (48.12) u (48.11), dobivamo
—1 v%\»
(48.13) v(l,ﬁf%! E,) t_e 1

Raspored pritiska u strujnom polju dobivamo iz (46.13), stavljajuci vy==0, t;.

>
w—1 vz)x—l

2
2

(48.14) p=p0(1 —

Stavljaju¢i p=0, iz ove jednacine dobivamo maksimalnu brzinu:

2 2w py 3
(48 1 5) vmax = \/;f.—l CO—\/)i’_’_il 'éo ’ (CU— cmax)’

pa (48.13) moZzemo napisati u obliku

(48.16) 7)(1 —li-)“” L
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Iz prethodne jednacine brzina se moZe izraziti kao funkcija polozaja, ali je
to komplikovano. Medutim, iz te jednadine zakljuujemo da beskona¢no udaljenim
tatkama odgovaraju dve brzine: v=0 i v=v,,,,. Maksimalna brzina, prema tome,
moze se posti¢i samo u beskona&no udaljenim tatkama u kojima je, u tom slucaju,
hidrostati¢ki pritisak jednak nuli. Takode, brzina moZe biti jednaka nuli samo u
beskona¢no udaljenim tackama u kojima je, u tom slucaju, hidrostati¢ki pritisak
jednak po. Ve¢ iz ovoga zaklju¢ujemo da su moguca dva razli€ita strujanja.

Ako u jednagini (48.16) veli¢inu r posmatramo kao funkciju brzine, tj.
1

X il
(48.17) o i.( Vmax_ _)“—'.

2n v\ ,—7?
moZemo zakljuéiti da postoji oblast u kojoj jednacina (48.16) ne daje reSenje za brzi-
nu. Da bismo odredili tu oblast potrebno je da nademo vrednost brzine za koju r
ima minimalnu vrednost. Diferenciranjem po » i izjednaavanjem izvoda sa nulom,
iz jedna&ine (48.17) dobivamo

1 1

= L
(vfnax_vz)n_l _x_ 1 vz(vﬁ'\ax—.‘vz),‘_l

2 =0,

v? (vfnax _—DZ)X7 }
odnosno, posle sredivanja
1

9, conEme) 2
fv_m_v)_[ 2 v ]:0_

2

x—1 (2%, —"v;

Ova jednatina je zadovoljena kad je izraz u uglastoj zagradi jednak nuli, tj. kad je

(48.18) v=\/"“1 £

=1
x+ 1
odnosno, s obzirom na (46.16), kad je v=ovgr. Iz (48.17), koristeci (48.18), dobivamo
minimalnu vrednost polupreénika r:
1

€ %+ 1(x+ 11 1
(48.19) rmm=R=§;\/ Lo (_Zi)

x—1 Dmar

Prema tome, iz (48.16) sledi da strujanje u oblasti < R nije definisano. Stoga pretpo-
stavljamo da iz te oblasti fluid izvire brzinom koja je, prema (48.18), jednaka kriti¢noj
brzini, tj. brzini prostiranja zvuka.

Iz napred izloZenog zakljulujemo da postoje dva razli¢ita slucaja strujanja.
U prvom sluaju fluid izvire iz oblasti r<<R kritiénom brzinom, v=or, i njegove
Zestice se kreéu radijalno u svim pravcima pri ¢emu im se brzine smanjuju i u bes-
konano udaljenim tatkama postaju jednake nuli. Najveta brzina, prema tome,
koja se u ovom sluaju postize jednaka je kriti¢noj brzini i postize se u tackama
kruga r=R. Strujanje se, dakle, odvija podzvuénim brzinama. U drugom slucaju
fluid izvire iz oblasti r<R takode kriticnom brzinom, v=uvkr, i njegove Cestice se
kreéu radijalno u svim pravcima pri ¢emu im se brzine povecavaju i u beskonatno
udaljenim tatkama dostizu maksimalnu moguéu vrednost (48.15). Prema tome,
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najmanja brzina koja se u ovom sluéaju postiZe jednaka je kritiénoj. b(zini, a postiZe
se takode u tatkama kruga r=R. Zavisnost brzine od poloZaja graflék} je prlkaza}na,
za oba slu¢aja strujanja, na slici 70. Oba strujanja, prema tome, imaju istu brzinu,

U=Thax

—
~

V=1,

Q

Sl 70

koja je jednaka brzini prostiranja zvuka, samo u tatkama kruga r=R. Hidro-
statitki pritisak u tim tatkama, na osnovu (48.14) i (48.18), iznosi

Jasno je da se oba strujanja ne mogu odvijati istovremeno, niti jedno moze preéi u
drugo. Moguce je, dakle, ili jedno ili drugo strujanje.

VeZbanja

1. Pokazati da je kod ravanskog stacionarnog potencijalnog strujanja stis-
ljivog fluida u polju jednog vrtloga brzina kubne dilatacije jednaka nuli, tj. da fluid
struji u slojevima jednake gustine.

2. U slucaju ravanskog stacionarnog potencijalnog strujanja stisljivog fluida
u polju jednog izvora, pokazati:

a) da se brzina kubne dilatacije moZe izraziti u obliku

b) da su ekvipotencijalne linije krugovi r=const., i

c) da je vektor brzine kolinearan sa vektorom grad p, tj. da su ekvipotencijalne
linije ujedno i ekviskalarne linije polja gustine.

3. Kod adijabatskih strujanja iz prethodnog zadatka pokazati:

a) da je gustina u tatkama kruga r,;,= R odredena izrazom
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b) da se, polazeéi od pir, gustina povecava sa povecanjem radijusa r, pri
gemu u beskonaéno udaljenim tatkama dostiZe vrednost pg, kad se strujanje odvija
podzvuénim brzinama, i

c) da se, polazeéi od pkr, gustina smanjuje sa povecanjem radijusa r, pri cemu
u beskonano udaljenim tatkama postaje jednaka nuli, kad se strujanje odvija
nadzvuénim brzinama. ’

4. Pokazati da se kod strujanja iz prethodnog zadatka modul stisljivosti moZe
izraziti u obliku

e=xp (1 k. Ei);:l
-« R
Na osnovu ovoga, dalje, pokazati:

a) da u tatkama r=R, u kojima brzina ima kriti¢nu vrednost, modul stislji-
vosti  iznosi

b) da se, polazeéi od ove vrednosti, modul stisljivosti pove¢ava kad r raste,
pri &emu u beskonaé&no udaljenim tadkama dostiZe vrednost e=xp,, kad se strujanje
odvija podzvuénim brzinama;

¢) da se, polazeéi od iste vrednosti, modul sti3ljivosti smanjuje kad r raste, pri
&emu postaje jednak nuli u beskona¢no udaljenim tatkama, kad se strujanje odvija
nadzvuénim brzinama.

49. Sile pritiska na cilindri¢nom telu pri ravanskom potencijalnom strujanju
nestiljivog fluida. U odeljku 47. je pokazano kako se, primenom Bernulijeve jedna-
&ine, moZe odrediti raspored pritiska na povrsi kruznog cilindra pri ravanskom poten-
cijalnom strujanju nestisljivog fluida. Jasno je da se na analogan na¢in moZe odrediti
raspored pritiska na povrsi bilo kog cilindri¢nog tela, ako je poznat kompleksni
potencijal odgovarajuéeg ravanskog strujanja. Ako je poznat hidrostati¢ki pritisak

u svakoj tatki konture tela, rezultujuéa sila pritiska koja deluje na uoceno telo, na

osnovu (40.4), iznosi
(49.1) Py~ — [ pday,

gde je a povrsina cilindri¢nog tela.

. Kod ravanskih strujanja, medutim, s obzirom da je slika strujanja identi¢na
u svim ravnima paralelnim osnovnoj ravni strujanja, z=0, dovoljno je izraCunati
rezultujuéu silu pritiska koja deluje na deo cilindri¢nog tela izmedu ravni strujanja
koje se nalaze na medusobnom rastojanju jednakom jedinici, recimo izmedu ravni
z==0 i z=1(sl. 71). Orijentisani element povr§i moZemo u tom sluc¢aju izraziti u obliku

(49.2) _ da, = e, dLi dz,
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_gde je dL={dL, dLy} orijentisani element luka krive linije J, koja ogranicava telo u ¥
osnovnoj ravni strujanja z=0. Rez C1Lsi ith j je_na_uoCeni deo

cilindri¢nog tela, mozemo sada, koristeéi (49.1) i (49.2), izraziti u obliku

1
P = — f Péis dL"Afdz,
L 0

J 77 ]
5 s %(’Z \\\
\ Pl é S/ &30 7
da i

Sl. 71
odnosno
(49.3) P.= — [ pey, dL'.

L

Ako projekcije sile P na ose sistema Dekartovih pravouglih koordinata obelezimo
sa Py 1 Py, iz (49.3) dobivamo

(49.4) P.=—[pdL, P,=[pdL,
L L

pa, ako ebrazujemo kompleksni izraz

(49.5) P=P,—iP}

bice

(49.6) P=—i[p(@L,—idL).
L

Kako je, medutim,

dL,—idL,=dL (cos § —isin 9) =dL e~i% = dz,,,

gde je 9 ugao koji tangenta na krivu L u osnovnoj ravni strujanja zaklapa sa pozi-
tivnim smerom x ose (sl. 71.), izraz (49.6) moZemo napisati u obliku

(49.7) P=—i[pdz,,.
o
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Kako je, dalje,
dZ(L) = de +i dLy =dL e’s,
bice

= sk dz
dZ(L) =dL e_‘s = ——e:;‘) e i%— o213 dZ(L),

pa (49.7) moZemo izraziti u obliku

(49.8) P=—i[pe28dz,,
L

gde je dz(,, prirastaj kompleksnog broja z duZ krive L.

kriva L u osnovnoj ravni strujanja deo jedne strujne linije ¢=const. (obi¢no se
uzima, kao $§to smo ranije videli, da je kriva L deo nulte strujnice). Prema tome,

duz konture L zadovoljena je Bernulijeva jednacina koja je, ako zanemarimo zapre-

minske sile, oblika

2
1+L=C=const.
2 p
¢Odavde za hidrostati¢ki pritisak dobivamo

22
Y et iy
p=e(c-%)

pa (49.8) mozZemo izraziti u obliku

- 2
(49.9) 7 Y f (c-fz—) e=29dzy .

Ako je kriva L zatvorena, tada je

§ Ce2%dz;,=C § e 28 dzyy=C § dzg)=0,
L L L

jer se z ne menja posle obilaZenja po krivoj, pa se (49.9) svodi na

(49.10) P= i—;— 36 (we=i%?dz ).

L

Kako je, medutim,
ve~%=p(cos¥—isind)=v, —i'u,=;,

izraz (49.10) moZemo, konaéno, napisati u obliku

e 2 J
(49.11) P=i—;—3§'v dzetys
L
ili 2
3 4
(49.12) P=i;p 55 (d—‘z”) dzyy-

-

13 Mehanika fluida
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Prema tome, vidimo da rezultujucu silu pritiska moZemo odrediti ako je poznat
kompleksni potencijal strujanja oko datog cilindri¢nog tela.

Rezultujuéi moment sila pritiska prema z osi moZemo izraziti u obliku

(49.13) M= — [ peyrida,

gde je 7={r‘}={x, »}. S obzirom da je
dal = e dL, dz,

rezultujuéi moment sila pritiska koje deluju na deo cilindri¢nog tela izmedu ravni
z=081"z=1)¢iznos1

1
M, = ——fpek,jef’“r’dmedz,
& °

odnosno
M= [ pdfiridL,.
. L

-

Posto je r3=0, ovaj izraz moZemo svesti na oblik

(49.14) M= [ prmdL,, 81,
L

odakle sledi da je jedina od nule razli¢ita koordinata rezultuju¢eg momenta

M=M= [ prmdL,,,
L

odnosno
(49.15) 5 M= [p(xdL,+ydL).
L

Da bismo (49.15) izrazili na pogodniji na&in, podimo od kompleksnog izraza

z-dz(y=(x+iy) @L,—idL),

odnosno -
zdzgy=xdL,+ ydL,+i(ydL,—xdL,).

Realni deo ovog kompleksnog izraza je

xdL,+ydL,= Re (zdzy,),

pa, s obzirom da je
dz(m=e‘2‘9dz(u,

bi¢e i -
xdL,+ ydL,= Re(ze~%%dz(,,).

Koristeéi ovaj izraz, (49.15) moZemo napisati u obliku

(49.16) M=Re( [ pre=29dz,).
L
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Ako sada, koriste¢i Bernulijevu jednadinu, hidrostati¢ki pritisak izrazimo preko
kvadrata intenziteta brzine, dobivamo

2?2 )
M= Re[P f (C = ?> ze_219dz(,_):, S
Kako je, medutim, L

Re( § Cze=2%dz,)) =C § (xdL,+ydL,)=C/2 § d(x*+?) =0,
L L L

prethodni izraz se, u slucaju kad je kriva L zatvorena, svodi na oblik

M=.Re[——£L f z(ve—"“’)zdzu‘)],
L

odnosno

p =2
M=Re(.—?‘¢"v zdz(L))) -

L

ili, konacéno,

2
(49.17) M=Re|:——;—56(j—:) zdz(,_)].
L

potencijal odgovarajudeg strujanja.

Vidimo, dakle, da i rezultuju¢i moment moZemo gdrediti ako je poznat kompleksni
Izrazi (49.12) i_(49.17), koji_odreduju re@r [tujucu silu pritiska i rezultujudi

moment, nazivaju se|Blazijus-Capljiginovi obrasci.| Uopste, ova metoda za odredi- '
vanje glavnog vektora 1 glavnog momenta naziva se Blazijus-Capljiginova metoda,
jer su je oni, nezavisno jedan od drugog, u opstem obliku formulisali godine 1910,

premda je prvi uveo Zukovski jo§ 1906. godine. @

50.LPraktiéno izratunavanje glavnog vektora i glavnog momentg_., Izrazi (49.12)
1 (49.17) mogu se integraliti ako se iskoriste poznati stavovi iz teorije funkcija kom-
pleksne promenljive.

Pri ravanskom potencijalnom strujanju oko cilindri¢nog tela pretpostavljamo
da je oblast kompleksne ravni izvan zatvorene krive L regularna, tj. da kompleksni
potencijal, pa, prema tome, i kompleksna brzina, nemaju singulariteta na krivoj
L i van nje. Sto se tide oblasti koju ograniava kriva L to ne mora da bude, tj. u toj
oblasti mogu postojati singulariteti. StaviSe, u kinematici smo videli, zahvaljujuéi
singularitetima u toj oblasti, kontura tela, tj. kriva L, moZe se dobiti kao deo jedne
strujne linije (nulte strujnice). S obzirom, prema tome, da je kompleksna brzina

regularna u tatkama krive L i u oblasti van krive, mozemo je, u okolini tacke z= oo,
razviti u Loranov red,

(50.1) Dot i S,
e T

gde su koeficijenti ax, k=0, 1, 2, .. . , kompleksni brojevi. Prvi ¢lan reda je, oigledno,
jednak kompleksnoj brzini u beskonaénosti, tj.

(50.2) )=V —I0,y="7,.

13*
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Integracijom kompleksne brzine po krvoj L dobivamo

(50.3) § vdz=¢ (do+idy)=T+iQ=T,
2 5

L

jer je protok fluida kroz krivu L jednak nuli, pri emu je cirkulacija I jednaka alge-

“barskom zbiru jacina vitloga Koji se mogu nalaziti u singularnim tatkama oblasti. -

ograniCene krivom L. '
Integral

$ f(2)dz
L

jednak je nuli, na osnovu Kosijeve teoreme, ako je funkcija f(z) regularna u oblasti
koju ogranicava kriva L. Ako, medutim, taj integral nije jednak nuli, tada

1
e z)dz,
2Ti §f( )
L
predstavlja ostatak ili reziduum funkcije f(z). S obzirom da je

S}gﬂ_[Z-ﬂ:i zas. n=1
i 0 za n#l,

L

gde je n ma koji ceo broj, iz (50.1) zakljuCujemo da je a; ostatak funkcije v, tj. da je

Lé‘gdz:al,
2mid
I

odnosno
3§ vdz=2Tia,.

L

Uporedujuéi ovo sa (50.3), dobivamo

I'=2wia,,
odnosno
(50.4) a=— z_l“_
2%

L Eolich o
U izrazima (49.12) i (49.17) kao podintegralne funkcije figuriSu v i v z Iz
(50.1) dobivamo

2
(50.5) - Za;al+ an+z22%az A

=y
odakle zakljuujemo da je 2 ag a; ostatak funkcije v tj. da je

—ra

—2
56 v dzgy=4mia,a,.
L
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Koriste¢i ovaj rezultat, (49.12) moZemo izraziti u obliku

(50.6) P=—2mpa,a,,

odnosno, ako jos§ iskoristimo (50.2) i (50.4),

(50.7) P=pTv,+iplv, =ip7,T,

odakle, na osnovu (49.5), dobivamo

(50.8) P, =pl'v,,, P,=—plv,.

Vidimo, dakle, da je rezultujuca sila pritiska odredena vrednoscu cirkulacije i vred-
nos¢u brzine u beskonaéno udaljenim tackama. Kad je strujanje acikli¢no, tj. kad
je cirkulacija jednaka nuli, vidimo da je rezultujuca sila pritiska jednaka nuli.

Pravac brzine u beskonaéno udaljenim tatkama odreduje pravac strujanja.
U ravni strujanja rezultujucu silu pritiska mozemo razloZziti na komponentu u pravcu

strujanja 1 komponentu upravnu na pravac strujanja. Komponenta rezultujuée sile

pritisaka ¢iji se pravac poklapa sa pravcem strujanja naziva se sila otpora, a kom-

ponenta upravna na pravac strujanja — sila_uzgona. Pokazatemo sada da vazi
teorema Kute-Zukovskog: Pri ciklicnom ravanskom potencijalnom strujanju
nestisljivog fluida oko cilindricnog tela sila otpora je jednaka nuli, tj. rezultujuéa
sila pritiska jednaka je sili uzgona.

D o k a z. Rezultujuéa sila pritiska i brzina u beskona¢no udaljenim tackama
odredeni su koordinatama
P={P,, P}, v,={0y Dy}
Koristeéi (50.8), dobivamo

— —

P""o= Pr”yo'vxo_ P vaovyOEO‘

Vidimo, dakle, da je rezultujuca sila pritiska upravna na pravac brzine u beskona¢no
udaljenim tackama (sl. 72), éime je teorema dokazana.

L

SL. 72
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U posebnom sluaju, kad je brzina u beskona¢no udaljenim tatkama paralelna
sa x osom, stavljajuéi vyg=0, iz (50.8) dobivamo

(50.9) P,=0, P,=—plv,,.

Intenzitet sile otpora naziva se otpor, a sile uzgona — uzgon. Iz (50.9) vidimo da su
u ovom sluéaju otpor i uzgon jednaki projekcijama rezultujuce sile pritiska na ose
Dekartovog pravouglog sistema koordinata. Sila otpora je jednaka nuli, a sila uzgona
je jednaka rezultujuéoj sili pritiska i upravna je na pravac strujanja, 3to je u saglasno-
sti sa teoremom Kute-Zukovskog.

Iz (50.5), mnoZenjem sa z, dobivamo
a+2a,a,

2
(50.10) v-z=ajz+2aa,+——"2+ -,
z

_2
odakle zakljudujemo da je af—{—2aoa2 reziduum funkcije v z, tj. da je
f}g Ezzdz(L,= 2ni(al+ 2a,a,).
L

Koristeéi ovaj izraz, (49.17) moZemo izraziti u obliku
M = Re[—pmi(dl+ 2a,a,)],

odnosno, ako jo§ iskoristimo (50.2) i (50.4),

2
(50.11) M= Re|pni £—-—250az .
42
Kako je, medutim,

2
Re(pniL>=0,
42

jer je izraz u zagradi imaginaran, (50.11) moZemo napisati i u obliku
(50.12) M= —27p Re(iv,a,).

Da bismo odredili rezultuju¢i moment potrebno je, kao $to vidimo, da, pored kom-
pleksne brzine u beskona&no udaljenim tatkama, znamo i koeficijent a; u Loranovom
redu (50.1).

51. Primeri izrafunavanja glavnog vektora i glavnog momenta. IzraCunavanje
glavnog vektora i glavnog momenta ilustrovaéemo u ovom odeljku na nekoliko
primera.

a) Aciklicno strujanje oko kruznog cilindra. U sludaju acikli¢nog strujanja
oko kruzZnog cilindra sa brzinom koja je u beskonaéno udaljenim tatkama paralelna
sa x osom, kompleksna brzina je oblika (33.16), tj.

1
o= 2
V=1"0,,—0,R R
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Uporedujuéi ovaj izraz sa Loranovim redom (50.1), nalazimo
a,=v,9, @,=0, a,=—v R
pa, na osnovu (50.6) i (50.12), dobivamo
P=—2mpa,a,=0,
M= —27p Re (iD,a,) = —2mp Re (—iv2g R?) =0.
Vidimo, dakle, da su i glavni vektor i glavni moment jednaki nuli.
Isti rezultat bismo dobili i u slu¢aju kad brzina u beskona&no udaljenim

v iR .
tatkama zaklapa ugao a=arctg-2? sa pozitivnim smcrom x ose. Kompleksni

vxo
po:encijal, naime, u tom sluaju je oblika
2
w(z)=502+'vo(l +£—),
Z

gde je vo=vz0—ivyq i Vog=0z0-+ivyo, pa je kompleksna brzina

odakle, uporedivanjem sa (50.1), nalazimo
ay=v,, a,=0, a,=—v,R
Na osnovu ovih izraza, iz (50.6) i (50.12) dobivamo
P=—2mpaya, =0,
i

M= —2mp Re (iv,v, R?),

odnosno
@\ M= —2mpRe[i @}o+1}0) R =0.

b)¥Ciklicno strujanje oko kruzno "cilih(ﬂ'F“U'sluéaju cikliénog strujanja_oko
kruZnog cilindra, sa brzinom u beskona&nosti koja je paralelna sa x osom, kom-
pleksna brzina je odredena izrazom (33.22), .
=9+ e —v g
x0 21: = x0 zZ

Uporedivanjem sa Loranovim redom (50.1), u ovom slu¢aju dobivamo

pa iz (50.6) sledi

odakle dobivamo
(51.1) P,=0, P,=plv,,.
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1z (50.12), medutim, sledi
M = —27p Re (iD,a,) = 27p Re (iv5o R?) = 0.

Vidimo, dakle, da je sila uzgona upravna na x osu, tj. na pravac strujanja, i da, s
obzirom da je glavni moment jednak nuli, prolazi kroz koordinatni pocetak, tj. pravac
njenog dejstva se poklapa sa y osom.

U slucaju, pak, kad brzina u beskonaénosti zaklapa ugao « sa pozitivnim
smerom x ose, koji se naziva napadni ugao, kompleksni potencijal je

iy
w(z)=5‘,z+vo(1 +£)+£ln—z—,
z 2% R

pa je kompleksna brzind
T ) | , 1
9=9,+— —— 9, R*—.

2 T 87 iz2

Uporedivanjem sa (50.1), odavde dobivamo

pa je, iz (50.6), 4
P=—2mnpaja,= —ipy,I,
odakle sledi

P,=—pv,,I', P,=pv,,I.

Na osnovu (50.12) dobivamo

M= —2mp Re (iD,a,) = 2p Re [i (v30+ v50) R2]=0,

pa zakljudujemo da pravac dejstva sile uzgona opet prolazi kroz koordinatni poCetak.
Stavljajudi

Vyo=|Tp|cOs®, v,0=|0,sin0,

projekcije sile uzgona moZemo izraziti u obliku
(51.2) P,=—p|y|Isine, P,=p|%|Icosa,

pa je intenzitet sile uzgona (uzgon)

P=|P|=VPi+ P} =p|5,|T.

Vidimo, dakle, da uzgon ne zavisi od napadnog ugla «, ali se pravac dejstva sile

“uzgona menja sa promenom napadnog ugla, pri ému uvek prolazi kroz koordinatni

poletak 1 sa pozitivnim smerom y ose zaklapa ugao koji je jednak napadnom uglu.
ajuéi =0, projekcije sile uzgona (51.2) se, ocigledno, svode na (51.1).

¢)|Cikliéno strujanje oko ravne plode. U sludaju cikli¢nog strujanja oko ravne
p pri kome cirkulacija ima vrednost za koju je brzina konalna na zadnjoj ivici
ploCe kompleksna brzina je, na osnovu (34.10),

- . z—I1
V=0,,—iv Akl
(51.3) N
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Razvijanjem u Loranov red, odavde dobivamo

ol L ol et
=001+ U)o ——— 'l)yo—2+ 10
Zi B2 z

Q|

L

pa, uporedivanjem sa (50.1), sledi

Ay =Ty =Vyo— V0>
(51.4) a =ik,

i
ey
a,= P,y

Koristeéi prva dva od ovih izraza, iz (50.6) dobivamo

P=—2mpaja, = —2mpyil,,,

odnosno -
P=—2mplv} —i2mplv,yv,,,

odakle sledi
(51.5) P .= —21':91’0_30, P,=2mplv,,v,,.
Koriste¢i (51.4)3, iz (50.12) dobivamo

= —27pRe [i (¥,0—100) (—l? Izvyo)],

i

odnosno
2
= —mp Re (I*v,,v,,— il*¥}0),

odakle sledi
(51.6) M=—mpl2v, v,,.

Ako projekcije brzine u beskonaéno udaljenim tatkama izrazimo preko inten-
ziteta brzine i napadnog ugla, t).

V,0=|7,| COS t,

(51.7)

V0= 7 |sin t,

projekcije sile uzgona (51.5) moZemo izraziti u obliku

P,=—2mpl|v,|*sin?a, P,=2mpl|",|*sinacosa.

Intenzitet sile uzgona je

(51.8) P=VPi+Pl=2mpl|5,|*sina,

pa vidimo da zavisi i od napadnog ugla «.
. Uvodeéi koeficijent uzgona,

(51.9) cp=

P

1 K b
LAY
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intenzitet sile uzgona moZemo izraziti u obliku

(51.10) P=c,,%p|50|221.

Vidimo, dakle, da se uzgon dobiva kao proizvod koeficijenta uzgona, dinami¢kog
pritiska u beskona&no udaljenim tatkama i duZine ploce.

Koriste¢i (51.8), koeficijent uzgona (51.9) iznosi

(51.11) Cp=2Tsin a.

7. male napadne uglove, sin x~«, koeficijent uzgona je

OI:12) CpA 2T,

Na osnovu (51.11), odnosno (51.12), i (51.10) zakljuCujemo da uzgon zavisi od napa-
dnog ugla, dinami¢kog pritiska u beskonaéno udaljenim tackama i duZine plode.

Koriste¢i (51.7), moment (51.6) moZemo izraziti u obliku

(51.13) M= —mpl?|v,|?%sin « cos a.
_Uvodeci koeficijent momenta,
(51.14) CM=1—M,*’

5o lT[ar
moment moZemo izraziti u obliku
(51.15) ]M|=cM%p|'z—Jo]2412.

Vidimo, dakle, da se moment dobiva kao proizvod koeficijenta momenta, dinami¢-
kog pritiska u beskona&no udaljenim takama i kvadrata duZine plo¢e. Napominjemo
da duZina ploge u izrazima (51.10) i (51.15) predstavlja, u stvari, povrSinu plo&e
izmedu ravni strujanja z=0 i z=1. :

Koriste¢i (51.13), koeficijent momenta (51.14) iznosi

(51.16) cM=§sinacos¢x.

Za male napadne uglove, koeficijent momenta je

(51.17) cMmga, (sina~a, cos arv 1),

pa, koristeci (51.12), odnos izmedu koeficijenta momenta i koeficijenta uzgona iznosi
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S obzirom da su koeficijent momenta i koeficijent uzgona za male vrednosti napaq'x_}og
ugla linearne funkcije napadnog ugla, prethodni odnos moZemo izraziti u obliku

deg,

da Cdey, 1
degit “de, ¥4 ’
do

i on se, sa dovoljnom taéno3¢u, poklapa sa eksperimentalnim rezultatima ne samo za
ravnu plodu, ve¢ i za tanke simetriéne aeroprofile (kao §to je, na primer, simetri¢ni
poprecni presek tankog avionskog krila).

S obzirom da je M moment sile uzgona u odnosu na koordinatni pocetak,
linija dejstva sile uzgona (napadna linija) zadovoljava jednacinu

xPy—yPX=M,
odnosno e imim———p
(51.18) xcoscx+ysinoz=—%lcosa.

Tacka u kojoj napadna ]idija sile uzgona preseca ploéh naziva se centar pritiska.
Koordinate centra pritiska dobivamo ako u jednadini (51.18) stavimo y=0. Na taj
nacin dobivamo

/

Yo=" 1t
2

P d: ?//

Sl. 73

)

tj. koordinate centra pritiska su xcz—éi Yc=0 (sl. 73). Vidimo, dakle, da sc centar

pritiska nalazi na Cetvrtini duzine ploCe, racunajuci od prednje ivice ploce, i da njegov
poloZaj ne zavisi ni od brzine u beskona¢no udaljenim tackama ni od napadnog
ugla. Prema tome, promenom napadnog ugla menja se i uzgon i napadna linija sile
uzgona (koja je uvek upravna na pravac strujanja), ali tako da centar pritiska ostaje
stalan. Posebno, ako je napadni ugao jednak nuli, iz (51.8) i (51.13) zakljuCujemo da
su i uzgon i moment jednaki nuli.







TRECI DEO

STATIKA FLUIDA

VII OSNOVI STATIKE FLUIDA

52. Stanje napona u mirnom fluidu. Iako se u okviru mehanike fluida tretira u
veéini sludajeva odvojeno, a u okvirima mehanike krutih tela i kao poseban predmet,
statika je u sustini specijalni slu¢aj dinamike. Osnovne jednadine statike, naime,
slede iz odgovarajuéih dinami¢kih jednadina ako se uzme da su brzine ili polja kon-
stantnih vektora ili jednake nule. U prvom slu¢aju fluid kao celina ima jednoliko
translatorno kretanje, a u drugom — miruje. S obzirom da su, sa stanovista statike,
oba sludaja ekvivalentna, moZe se pretpostaviti, bez gubljenja u opstosti, da fluid
miruje.

Stanje napona u mirnom fluidu odredeno je tenzorom napona koji se moze
dobiti iz konstitutivne jednatine viskoznog fluida ako se u njoj stavi da je brzina
jednaka nuli. Na taj nacin, iz (38.9) dobivamo

(52.1) 19 = —pg.

Vidimo, dakle, da je stanje napona u tatkama mirnog fluida u potpunosti odredeno
hidrostati¢kim pritiskom, na isti na&in kao i pri kretanju neviskoznih fluida. Na
osnovu toga zakljuéujemo da u sluaju mirovanja fluida nema znadaja da li je visko-
zan ili ne. Drugim re¢ima, efekti koji se uo€avaju u mirnom fluidu nezavisni su od
viskoznosti.

S obzirom da je tenzor napona u potpunosti odreden samo hidrostati¢kim pri-
tiskom, tj. da je sfernog oblika, zakljuéujemo, na isti na¢in kao i u odeljku 40, da
su vektori napona upravni na preseéne ravni u svakoj ta¢ki u fluidu, da su u jednoj
tadki svi istog intenziteta koji je jednak vrednosti hidrostati¢kog pritiska u toj tacki
i da su suprotno orijentisani u odnosu na jedini¢ni vektor normale prese¢ne ravni.
Prema tome, sila pritiska koja deluje na element povrsine da odredena je izrazom

(52.2) dPi= —pdd,

pa rezultujuéa sila pritiska, koja deluje na konagnu povrsinu a, iznosi

(52.3)' Pi— — | pdd.
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53. |Diferencijalne_jednatine ravnoteze Kada fluid miruje kaZemo da se nalazi
u stanju ravnoteze. Diferencijalne jednacine ravnoteZe kontinuuma (tzv. Navijeove
Jednacine) dobivaju se iz diferencijalnih jednaéina kretanja ako se u njima stavi da je
brzina jednaka nuli. Prema tome, stavljajuéi »/=0, ili, §to j i t=9i=0,
‘iz diferencijalne jednaline kretanja kontinuuma (36.7) dobivamo diferencijalnu

JjednaCinu ravnoteZe u obliku

(53.1) ty4efi=0.

Jasno je da ovu jednadinu moZemo dobiti i iz uslova da je zbir svih sila koje deluju na
fluid jednak nuli. Da bismo to pokazali, uogimo fluid sadrzan u nekoj konaénoj
zapremini v, ogranienoj zatvorenom povrsi a, koji se nalazi u ravnote. Tada,
s obzirom na (35.18), moZemo pisati

f}gt’fdaj+fpf‘dv=0,

a

odnosno, ako povrsinski integral transformisemo u zapreminski,

B

f(t_ij:—# pfH)do=0.

Odavde, posto jednadina mora biti zadovoljena za proizvoljno dv #0, neposredno
dobivamo lokalnu jednaginu (53.1).

Koriste¢i (52.1), iz (53.1) dobivamo

e
(53.2) f’=?g"p,,~,

ili, u vektorskim oznakama,

(53.3) 7=igradp,
P

Sto je diferencijalna jednacina ravnoteZe fluida. Ova je jednacina napisana u koordina-
tnom, odnosno vektorskom obliku i, jasno, odgovara joj sistem od tri skalarne difer-
encijalne jednacine. U literaturi se jednacina (53.3) naziva Ojlerova jedngcina ravnote-
ze fluida1li Ojlerova jednacina za miran jluid. OCigledno je da Se ona NEPOSIedno moze
dobitiiz Navije-Stoksove jednacime (39.3) 111 Ojlerove diferencijalne jednadine kretanja
neviskoznih fluida (42.3), ako se stavi da je brzina jednaka nuli.

Iz (53.3) vidimo da je polje zapreminske sile sloZeno lamelarno. Stoga vazi
stav: U mirnom fluidu egzistira familija povrsi p=const. koje su upravne na
vektorske linije zapreminske sile. Dokaz ovog stava Je trivijalan, jer je iz (53.3) oéi-

gledno da je vektor f kolinearan sa vektorom grad p. Prethodni stav se moZe iskazati
i na slede¢i naéin: Fluid moZe biti u ravnote?i ako i samo ako su zapreminske sile
upravne na ekviskalarne povrsi hidrostatickog pritiska.

Iz jednacine (53.3) mogu se iskljuciti gustina i hidrostati¢ki pritisak. U tom cilju
napisacemo jednacinu (53.3) u obliku

oS =P
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i primeniti na nju operaciju rotora. Na taj nacin dobivamo

(o f,), 0, (rot(pf)=0),

odnosno

(53.4) ko fr+o e’ fi ;=0,

ili, u vektorskom obliku,

(53.5) grad p ><7+ e rot7= 0.

Ako sada jednacinu (53.4) skalarno pomnozimo sa f;, dobivamo
(53.6) e f. fr.i=0,

jer je €tk o ; f, fi=0. U vektorskom obliku prethodna jednacina je

(53.7) Frotf=0.

Jednag&ina (53.6), odnosno (53.7), s obzirom da je dobivena iz diferencijalne
jednacine ravnoteZe (53.3), predstavlja potreban i dovoljan uslov da fluid bude u
ravnotezi. Kako, medutim, jednacina (53.7) predstavlja potreban i dovoljan uslov
da polje zapreminske sile bude sloZzeno lamelarno, tj. da je oblika

(53.8) f=Fgrad G,

zakljudujemo: Da bi fluid bio u ravnoteZi potrebno je i dovoljno da polje zapreminske

sile _bude sloZeno lamelarno.
1z (53.7) vidimo da je uslov

(53.9) rot f=0,

dovoljan, ali ne i potreban, da fluid bude u ravnotezi. Kako, medutim, (53.9) pred-
stavlja potreban i dovoljan uslov da polje zapreminske sile bude lamelarno, tj. da je
oblika v

(53.10) f=grad U,
zakljuéujemo: | fluid bi notezi no_J i | potrebno, da polje

zapreminske sile bude lamelarno, 1j. da je zapreminska sila konzervativna.

Prema tome, jednacina (53.7) odreduje klasu zapreminskih sila pod ¢ijim dejst-
vom fluid moZe biti u ravnotezi. Na osnovu jednacina (53.8) i (53.10) vidimo da fluid
moze biti u ravnotezi u dva slucaja: 1) kad je polje zapreminske sile sloZeno lamelar-
no i 2) kad je polje zapreminske sile lamelarno, tj. kad je zapreminska sila konzer-
vativna. Da bi fluid bio u ravnoteZi prvi uslov je potreban i dovoljan, a drugi —
dovoljan.

Kad su zapreminske sile konzervativne, tj. kad su oblika (53.10), iz (53.5)
dobivamo

(53.11) grad p x f=0,

=
odakle zakljuéujemo da je vektor f kolinearan sa vektorom grad p. Stoga vazi stav:

Kad je fluid u ravnoteZi pod dejstvom konzervativne zapreminske sile, vektorske
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linije zapreminske sile su upravne na povrsi konstantne gustine. Zapreminske sile
su, dakle, upravne na ekviskalarne povr3i polja gustine. Kako su, medutim, 1 slu¢a-
ju ravnoteZe zapreminske sile uvek upravne na ekviskalarne povrsi polja hidrostatic-
kog pritiska, zakljuujemo da vaZi i stav: Kad je fluid u ravnotezi pod dejstvom
konzervativne zapreminske sile povrsi konstantne gustine poklapaju se sa povriima
konstantnog hidrostatickog pritiska. MoZe se pokazati da vaZii obrnuto, tj. da vaZi
stav: Ako se ekviskalarne povrsi gustine poklapaju sa ekviskalarnim povrSima
hidrostatickog pritiska, ravnote?a je moguéa ako i samo ako su zapreminske sile
konzervativne.

Dokaz Ako se ekviskalarne povrdi gustine poklapaju sa ekviskalarnim
povriima hidrostati¢kog pritiska, bice

gradp x gradp=0,
pai
1
gradp x —gradp=0,
P

odnosno, ako iskoristimo diferencijalnu jednalinu ravnoteZe (53.3),

grad p Xf; 0.
Na osnovu ovoga, iz (53.5) dobivamo
rot f= 0,
odakle sledi
7= grad U,

&ime je stav dokazan.

54.0snovna jednatina statike fluida.{S obzirom da pretpostavljamo da su
zapreminske sile poznate (zadate), u Ojlerovoj diferencijalnoj jednacini ravnoteZe
kao nepoznate funkcije figuriSu gustina p i hidrostati¢ki pritisak p. S obzirom,
medutim, da jednacina (53.3) predstavlja sistem od tri parcijalne diferencijalne jedna-
&ine prvog reda, jasno je da joj, kao karakteristi¢na jednacina, odgovara jedna obi¢na
diferencijalna jedna&ina. Da bismo dobili tu jednalinu, pomnoZimo jednafinu
(53.2) skalarno vektorom dx;. Na taj nadin dobivamo

(54'1) _=fkdxk.
g

U odnosu na sistem Dekartovih pravouglih koordinata, ako uvedemo oznake

f={f}= Y. 23,

dx = {dx*} = {dx, dy, dz},
jednacina (54.1) je oblika

(54.2) —d£=de+ Ydy+ Zdz.
P

N\
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Jednacina (54.1) se naziva osnovna jednacina statike fluidg. U njoj, kao nepozna-

te funkcije, figuriSu p 1 p, pa je jasno da za njihovo odredivanje moramo koristiti jo§
i jedmacinu stanja fluida.

U prethodnom odeljku smo zaklju¢ili da fluid moZe biti u ravnotezi ili kad
je polje zapreminske sile slozeno lamelarno, u kom slu€aju je zapreminskasila oblika

(53.8), ili ,pak, kad je polje zapreminske sﬂe lamelarno, u kom sludaju je zapreminska
sila ob ika prvom slucaju Ojlerova jednacina (53.3) je oblika

1
(54.3) Fgrad G=-—gradp,

P

e
odakle, skalarnim mnoZenjem sa dx, dobivamo osnovnu jednaéinu u obliku

FdG= b dp,
P
odnosno ‘
(54.4) i’i= dG.
o F

U drugom slucaju, kad su zapreminske sile konzervativne, Ojlerova jedna&ina (53.3)
je oblika

(54.5) gradU = e gradp,
P

o
pa, skalarnim mnoZenjem sa vektorom dx, dobivamo osnovnu jednadinu u obliku

(54.6) 2_au.

slucaju_kad je polje zapreminske sile sloZzeno lame
jednacina ravnoteZe je oblika (54.3), odnosno

1
(55.1) grad G=—gradp,
. pF

pri ¢emu su skalarne funkcije F i G poznate. Da bi ova jednacina bila mtegrahllna
mora njena desna strana biti gradijent neke skalarne funkcije. Prema tome, primenju-
jui operaciju rotora, iz jednacine (55. 1) dobivamo uslov njene integrabilnosti u obliku

(55.2) rot (L gradp) -
p F

Ovaj uslov, s obzirom da je rot (grad p)=0, moZemo izraziti u obliku

(55.3) grad<i)xgradp=o,
p F

14 Mehanika fluida
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i vidimo da ¢e biti zadovoljen ako i samo ako se ekviskalarne povrsi funkcije o F
oklapaju sa ekviskalarnim povrSima hidrostatickog pritiska. Kako je u tom slucaju
p F funkcija samo hidrostatickog pritiska, moze se uvesti skalarna funkcija pritiska

(55.4) ® (p) = f ?’F-,

tako da je
—

1
grad ® =@’ (p) gradp = —Fgradp,
P

odnosno

1 dp
55.5 —~ prad p=grad e 4
(55.5) ng p=gr (pr)

Prema tome, kad je uslov integrabilnosti (55.2), odnosno (53.3), zadovoljen,
vaZi jédnaéina (55.5), pa diferencijalnu jednacinu ravnoteze (55.1) moZemo napisati
u obliku

(55.6) grad G = grad( f @)
o F

-
i mozemo je integraliti. Skalarnim mnoZenjem sa dx, naime, dobivamo

(55.7) dG=d(ff’-’\,
. pF)/
odakle je, posle integracije,
(55.8) fQ—G=C, (C =const).
e F

Ova jednatina predstavlja integral Ojlerove diferencijalne jednaline ravnoteze u
sludaju kad je polje zapreminske sile sloZeno lamelarno i mora biti zadovoljena u
svakoj tacki u fluidu. Jasno je da smo jednaginu (55.8) mogli dobiti integracijom
osnovne jednatine (54.4) kad je ispunjen uslov integrabilnosti. Kad je, naime, ispu-
njen uslov integrabilnosti, tj. kad je pF funkcija samo hidrostati¢kog pritiska, leva
strana jednacine (54.4) predstavlja totalni diferencijal skalarne funkcije pritiska
(55.4), pa integracijom neposredno dobivamo (55.8).

U slu¢aju_kad su zapreminske sile konzervativne, Ojlerova diferencijalna
jednatina ravnoteze je oblika (54.5), sa uslovom integrabilnosti

(55.9) rot (i gradp) _o,
P

odnosno

(55.10) grad (—1—) x grad p=0.
P

Ovaj uslov ¢e biti zadovoljen ako i samo ako se ekviskalarne poyrsi gustine poklapaju
sa _ekviskalarnim povrsima hidrostatickog pritiska, tj. ako i samo ako je gustina
funkcija jedino hidrostatickog pritiska. Uslov da je fTuid barotropan, prema tome,

o
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redstavlja uslov integrabilnosti diferencijalne jednagine ravnot ju kad
su zapreminske sile konzervativne. Stoga vazi s ta v: Fluid mo%e biti u ravnotezi po

- dejstvom konzervativaih zapreminskih sila ako i samo ako je barotropan. Jasno je da

vaziiobrnuto, tj. da vazistav: Barotropni fluid moZe biti u ravnote?i ako i samo ako
su zapreminske sile konzervativne.

Kad je ispunjen uslov integrabilnosti, tj. kad je fluid barotropan, vazi jednadina
(41.14), pa diferencijalnu jednadinu ravnoteze (54.5) moZemo napisati u obliku

(55.11) grad U = grad (ff]p)
P

i moZemo je integraliti. Skalarnim mnoZenjem sa dx, naime, dobivamo

(55.12) dU:d-(f@),
P
odakle je, posle integracije,

(55.13) /‘—1‘-’—U=c, (C=const.).
J e

Ova jednalina predstavlja integral Ojlerove diferencijalne jednadine ravnotese u
slucaju kad su zapreminske sile konzervativne i mora biti zadovoljena u svakoj
tacki u fluidu. Jasno je da smo jednaginu (55.13) mogli dobiti integracijom osnovne
Jednacine (54.6) kad je ispunjen uslov integrabilnosti, tj. kad je fluid barotropan.
S obzirom da je tada gustina funkcija samo pritiska, leva strana jednadine (55.6)
Je totalni diferencijal, pa integracijom neposredno dobivamo (55.13).

Integral Ojlerove diferencijalne jednacine ravnoteZe moze se dobiti iz integrala
Ojlerove diferencijalne jednacine kretanja ako se stavi da je brzina jednaka nuli.
Stavljajuci, naime, da je brzina jednaka nuli, Bernulijeva jednadina (44.9), odnosno
(44.14), se svodi na jednainu (55.13), pri &emu integraciona konstanta C ima istu
vrednost u svim tatkama u fluidu. To je jasno Jer je Bernulijeva jednadina izvedena
pod istim uslovima kao i jednadina (55.13): da je fluid barotropan i da su zapremin-
ske sile konzervativne.

Integracionu konstantu u jednaéini (55.13) mozZemo odrediti iz uslova da jeu
nekoj tacki u fluidu: p=pg, po=0¢ i U=U,. Na taj nacin, jednacinu (55.13) moZemo
izraziti u obliku

P
(55.14) / @—(U—UO)=0.
P

Po

14*
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56. Nestisljivi fluidi. U odeljku 41. smo pokazali da se te¢nosti mogu posmatrati
kao nestisljivi fluidi. Prema tome, za te&nosti, s obzirom da je kod njih jednacina
stanja p=const., konacna jednagina ravnoteze (55.14) se moZe napisati u obliku

(56.1) P=Py_y-uy-0.
P

Ako sistem Dekartovih pravouglih koordinata izaberemo tako da osa z bude verti-
kalna i orijentisana navide, i ako na fluid, kao zapreminska sila, deluje samo sila
Zemljine teZe, funkcija sile je

(.5?2) U= — 82,

pa jednatina (56.1) moZe da se izrazi u obliku

(56.3) PP, g(z—2)=0,
P

odnosno

(56.4) p—po+y(z—zo)=0,

odakle sledi ]

(56.5) p="Po+ Y (Z—2)>

gde je y=pg specifi¢na te¥ina te¢nosti, koja za odredenu tefnost ima konstantnu
vrednost. Vidimo, dakle, da je hidrostaticki pritisak funkcija samo koordinate z.
Na osnovu toga zakljudujemo da su horizontalne ravni, z—const., ravni konstant-
‘nog hidrostati€kog pritiska.

Ako jednaginu (56.4) n@pisemo u obliku

(56.6) P—Py=Y(2,—2),

vidimo da je razlika pritisaka u tatkama sa koordinatama z i z jednaka teZini stuba
te&nosti sa jediniénom povrsinom osnove izmedu ravni z=z¢ i z=z (sl. 74).
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Uotimo sada tednost koja se nalazi u nekom sudu i koja je u ravnoteZi. Sistem
Dekartovih pravouglih koordinata izaberimo tako da ose x i y leZe u ravni dna
suda a osu z orijenti§imo vertikalno navise (sl. 75.). Neka se slobodna povrs te¢nosti,
kojim se ona grani&i sa atmosferskim vazduhom, nalazi na visini z=2z, od dna suda.

z

Sl. 74

Jasno je da je slobodna povrs te¢nosti horizontalnaravan, jer predstavlja geometrijsko

mesto taaka konstantnog pritiska p=ps, gde je pa atmosferski pitisak na slobodnoj

povrsi teCnosti. Na osnovu jednacine (56.5), dobivamo

(56.7) P=p,+Y(,—2).

z-1

V2
3-0 /

Sl. 75

Vidimo, dakle, da je pritisak najmanji u tatkama slobodne povrsi, gde je_jednak

atmosferskom, i da se linearno poveava sa poveanjem rastojanja_od slobodne
povr3i, sto je graficki prikazano na slici 75. Najveci pritisak je u tatkama dna suda

u kojima iznosi p=pa+7YZa-
Jednadinu (56.7) moZemo napisati u obliku

(56.8) T e s

i "
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i vidimo da se ona neposredno dobiva iz Bernulijeve jedna&ine (45.3) ako se stavi da je
brzina jednaka nuli. Prema tome, vazi s t a v: Ako se tecnost nalazi u ravnoteZi pod
dejstvom sile Zemljine teZe, zbir pritisne i geodezijske visine ima istu vrednost u svakoj
tacki tecnosti. Ako bismo, dakle, geodezijskoj visini svake tacke u tecnosti dodali
odgovarajuéu pritisnu visinu, geometrijske mesto krajnjih tacaka tako dobivenih
duzi predstavljalo bi horizontalnu ravan (sl. 75) odredenu jednac¢inom

z:H=&+ z,=const.
0

Slobodna povrs tenosti uvek se dobiva iz uslova da predstavlja geometrijsko
mesto tadaka u kojima je hidrostatiéki pritisak jednak atmosferskom pritisku. Prema
tome, iz jednadine (56.7), stavljaju¢i p=ps, dobivamo jednacinu slobodne povrsi:
z=2z,. Slobodna povrs je, dakle, horizontalna ravan. Jasno je da je ovakav rezultat
posledica pretpostavke da su sile Zemljine teZe koje deluju na pojedine fluidne
deli¢e vertikalnog pravca i medusobno paralelne. Ovakva pretpostavka, medutim,
ima smisla samo ako je prostor u kome se fluid nalazi relativno mali u odnosu na
dimenzije Zemlje. Ako, medutim, prostor u kome se te€nost nalazi nije mali u odnosu
na dimenzije Zemlje, kao §to je, na primer, sluaj sa vodom koja se nalazi u okea-
nima ili morima, &injenicu da pravac dejstva sile Zemljine teze uvek prolazi kroz
srediSte Zemlje ne smemo zanemariti. U tom sluéaju, prema tome, s obzirom da su
povrsi konstantnog pritiska uvek upravne na pravac dejstva zapreminske sile, zaklju-
¢ujemo da ce slobodna povrs biti sfernog oblika.

Cinjenica da je slobodna povrs te¢nosti koja se nalazi u ravnoteZi pod dejstvom
samo sile Zemljine teZe horizontalna ima i prakti¢ne primene. Poznato je, na primer,
da se ta Cinjenica koristi i u instrumentu, tzv. libeli, za odredivanje horizontalnog
polozaja ravnik povrsi. Prakti¢ne primene ima i Cinjenica da slobodne povrsi
te¢nosti koje se nalaze u spojenim sudovima pripadaju istoj horizontalnoj ravni, jer
se na taj nadin moZe vrsiti utvrdivanje poloZaja taaka koje pripadaju istoj horizon-
talnoj ravni, tzv. nivelisanje. Da bismo pokazali da slobodne povrsi te¢nosti u spo-
jenim sudovima pripadaju istoj horizontalnoj ravni postupi¢emo na slede¢i nacin.

I

!_/1 ],,, h2 I,
PR T
/{:

l = H y

Sl. 76

[

Uocimo dva spojena suda, 4 i B, (sl. 76) u kojima se nalazi te¢nost specifi¢ne
teZin€y. Neka se slobodne povrsi tecnosti u sudovima, u &ijim takama su pritisci p;
1 py, nalaze na rastojanjima h; i hp od proizvoljno izabrane horizontalne ravni
z=H=const., tako da je #=h;—h, razlika nivoa te¢nosti u sudovima. Ako se teg-

nost u sudovima nalazi u ravnotezi, pritisak u tackama ravni z=/H ima istu vrednost,

e pp——
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jer.su_horizontalne ravni — ravni_konstantnog pritiska. Ako, medutim, sud 4
posmatramo kao odvojen, pritisak u tatkama ravni z= H iznosi p;+yh, a ako, pak,
sud B posmatramo kao odvojen pritisak u takama iste ravni iznosi p>+vh;. Izjedna-
cavajuci ova dva izraza, dobivamo

(56.9) p,—Py=Y (hy—h)=Yh.

Vidimo, dakle, da je razlika pitisaka u tatkama slobodnih povrsi te¢nosti u sudovima
jednaka tezini stuba tecnosti jedinicne povrsine osnove 1 visine h=h;—h,. Ako je,
medutim, p,=p;=pa, iz (56.9) sledi #=0, odnosno h;=h,, €ime je pokazano da
slobodne povrsi te¢nosti koje se u oba suda graniCe sa atmosferskim vazduhom
pripadaju istoj horizontalnoj ravni.

U odeljku 41. smo pokazali da se pritisak kroz nestisljiv fluid trenutno prenosi.
Pokaza¢emo sada da u sludaju ravnoteZe nestisljivog fluida pod dejstvom sile Zemljine
tee vazitPaskalov zak on:Mko se tecnost nalazi u ravnotezi u polju sile Zem-
ljine teZe, svaka promena pritiska u_jednoj tacki podjednako se prenosi u sve ostale
tacke u tecnosti. Da bismo to pokazali uoimo u te€nosti koja se nalazi u ravnotezi
dve take u kojima su pritisci p; 1 p,. Razlika pritiska u tim tackama odredena je
izrazom

(56.10) Py—=Di=Y(21=2,).

Ako sada pretpostavimo da se pritisak p, na neki na¢in poveca za 3p,, a istovremeno
pritisak p; za 8p;, 1 da pri tome ravnoteZa nije poremecena, na osnovu (56.10)
zakljuCujemo da mora biti

(P>t 8Pz) —(py+3p)=v(z,—2,),

odnosno 8p,=38p;. Prema tome, ako se¢ u jednoj tacki u teCnosti pritisak poveca

za neku vrednost, povecale se za istu vrednost 1 u svim ostalim tackama u tecnosti.

Ovo svojstvo tecnosti takode ima velike prakfiCne primene. Na njemu se, naime,—

zasniva rad_hidrauli¢kih maSina (hidrauli¢ke prese, dizalice 1 sl.), kao 1 hidraulickih

kocnica it
CASPORED_ PRITISKA & STISGIVOM  MIENGM FU(DU {
Frokt P/ (e IcKkD T FROMEK, STAX)A y

57. Stisljivi fluidi. Ako sistem Dekartovih pravouglih koordinata izaberemo
tako da osa z bude usmerena vertikalno navise, jednacinu (55.14) moZemo napisati
u obliku

p
f‘—ig+g(z—zo)=0,
p

Po

jer je funkcija sile oblika (56.2). Prethodnu jednalinu moZemo, dalje, izraziti u
obliku

: 14
(571, zZ—z,= —Lf ip
g e
Po

Da bismo iz ove jednaline odredili raspored pritiska ili_gustine moramo imati i
odgovaraju¢u jednalinu stanja. S obzirom da je po pretpostavci fluid barotropan,
posmatraemo odvojeno sludajeve kad je promena stanja izotermicka i kad je adi-
jabatska.
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a) Izotermicka promena stanja. U ovom slucaju jednacina stanja je

(57.2) iy, B ¥
Po Po
pa je
14
(57.3) fd—”=l’£1ni.
P-F g 8o

Po

Koriste¢i ovaj izraz, iz (57.1) dobivamo

(57.4) 7~ 7, = llin £O-
&Py P

odakle sledi

(57.5) 4 eJP% (—20)

odnosno, koriste¢i jednadinu stanja (57.2),

_ &80

(576) pzpoe Po

(z—29)

Jednadinama (57.5) i (57.6) odreden je raspored gustine i pritiska u fluidu. Iz
njih vidimo da gustina i pritisak opadaju eksponencijalno sa povecanjem visine.

Osim toga, vidimo da su horizontalne ravni, z=const., ravni i konstantne gustine i
" konstantnog pritiska.

b) Adijabatska promena stanja. U ovom slucaju jednalina stanja je

(57.7) P ( i)“,
. Py Po
pa je

p
fﬂ!:L(L_l_’g)
peiic— 1\ s g
Po

odnosno, ako iskoristimo jednadinu stanja,

P x—1

(57.8) fﬁ’:—f—&[(i)T—l].
5 P x=1 Po Py

Koriste¢i ovaj izraz, iz (57.1) dobivamo

(57.9) g o 00 TS [1—(1) ]
8po x—1 Po
odakle sledi

£ oy
(57.10) p:po[l _8p %=1 (Z—Zo)] _
Py ®
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Koristeéi jednadinu stanja (57.7), jednaéinu (57.9) moZemo izraziti u obliku

x—1
(57.11) z—zo=ﬁL[1_(i) ],
8py x—1 Po

odakle sledi
1

x—1 x—1
(57.12) p=po[ /Rl (z—zo)] :
Dy x

JednacCinama (57.10) i (57.12) odreden je raspored pritiska i gustina pri adija-
bataskoj ravnotezZi stisljivih fluida pod dejstvom sile Zemljine teZe. Iz tih jednadina
vidimo da su horizontalne ravni, z=const., ravni i konstantnog pritiska i konstantne
gustine, §to je posledica pretpostavke da je fluid barotropan. Iz jednadina (57.9) i
(57.11) moZemo odrediti horizontalne ravni u kojima pritisci, odnosno gustine,
imaju zadate vrednosti.

Napominjemo da se izvedene jednadine ne mogu sa dovoljnom ta¢no¥éu primeniti na vazduh
u atomsferi, naro¢ito kad su visinske razlike velike. Razlog za to je §to se stanje vazduha u atmosferi
ne menja ni po izotermi ni po adijabati, ve¢ na promenu njegovog stanja uti¢e vise faktora, od kojih
je temperatura jedan od najbitnijih. Stoga se u tehni¢kim primenama stanje vazduha u atmosferi
svodi na normalnu ili standardnu atmosferu. Ako sistem Dekartovih pravouglih koordinata izaberemo
tako da osa z bude usmerena vertikalno navise i da koordinatnom pocetku odgovara nulta nadmor-
ska visina, standardna atmosfera je karakterisana sa:

2

kps
2=2zy=0, T,=273+15°C=288°K, p=p,=0,125 :1‘

i p=p,=760 mm Hg.

Sto se, pak, rasporeda temperature ti¢e, uzima se da u granicama do 11000 m (tzv. tropcsferi) tem-
peratura linearno opada sa visinom za 6,5 °C na svakih 1000 m. Iznad te visine (u tzv. stratosferi)
uzima se da je temperatura konstantna i da iznosi —56,5 °C. U stratosferi se, prema tome, stanje
vazduha menja po izotermi. Prema tome, u troposferi (do 11000 m) temperatura je odredena izrazom

(57.13) T=T,—\z,
gde je
6,5
A= =0,0065 °C/m,
1000

pa je jednadina stanja vazduha

(57.14) —&RT

Osnovna jednadina ravnoteze (54.2) se svodi na

dp
(57.15) e —gdz

i moze se, koristeci (57.13) i (57.14), integraliti. Koristeéi (57.14), iz (57.15), naime, dobivamo
RT
—dp=—gdz,
p

odnosno, ako iskoristimo (57.13),
dp gdz

P R(T—r2)’
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Integracijom, odavde dobivamo

n
Do [
odnosno
2 £
(57.16) 5=(1—— z)”,
Po 7,

gde je po pritisak na morskom nivou koji iznosi 760 mm Hg.

Da bismo dobili raspored gustine u troposferi, napisaéemo jednacinu stanja (57.14) u obliku
p=RpT,

odakle diferenciranjem dobivamo
dp = RTdp+ RpdT,

odnosno, ako iskoristimo (57.13),
dp=RTdp—Rp)rdz.

Koriste¢i ovaj izraz, osnovna diferencijalna jednacina ravnoteze (57.15) se svodi na

de AR—g dz
e R T,—xrz’

* Vg !
In i:ln(l——*z))\R ,

odakle integracijom dobivamo

pO 0
odnosno
> Vg
(57.17) is(l_,_ Z)”‘ ,
Co T,

gde je po gustina na morskom nivou koja iznosi 0,125 kp s2m~*4.

Jednadinama (57.16) i (57.17) odreden je raspored pritiska i gustine u troposferi. Ako konstante
To, A i R izrazimo njihovim brojnim vrednostima, te jednacine mozemo napisati u obliku

p ( 2 )s,zss
(57.18) L § . ,

Po 44300

e 7 \4,255
(57.19) LY § P ,

fo 44300

pri Cemu smo za gasnu konstantu uzeli vrednost R=29,27-¢.
1z jednagina (57.18) i (57.19) vidimo da su u troposferi horizontalne ravni, z=const., ravnii
konstantnog pritiska i konstantne gustine, iako vazduh nismo posmatrali kao barotropni fluid. -
U stratosferi, kao delu atmosfere iznad 11000 m, s obzirom da se uzima da je temperatura
konstantna (—56,5 °C), promena stanja je izotermi¢ka, pa je raspored gustine i pritiska odreden
izrazima (57.5) i (57.6). Jednacina stanja vazduha u stratosferi je, prema tome,

(57.20) P _Po_gr
P Po

gde su po i po pritisak i gustina na donjoj granici stratosfere, tj. na visini od 11000 m, i gde apsolutna
temperatura iznosi T=273—56,5 °C=216,5 °K. Iz jednacine stanja (57.20) dobivamo

&0 _& & 1
p, RT g-2927.216,5 6337’
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pa su, na osnovu (57.5) i 57.6), pritisak i gustina odredeni izrazima

z—11000

6337
(57.21) Lo SF

IS -
pri ¢emu relacije vaze za z> 11000 m. Pritisak po i gustinu po na visini od 11000 m, koji figuri$u u
jednagini (57.21) odredujemo iz izraza (57.18) i (57.19) u kojima, pak, po i po predstavljaju pritisak
i gustinu na morskom nivou. Na taj nacin, za pritisak pg i gustinu po na visini od 11000 m, koji fi-
guri$u u jednacinama (57.21), dobivamo po=169,6 mm Hg i pp=0,0371 kp s> m~—*.

U donjoj tablici date su vrednosti temperature, pritiska i gustine na pojedinim visinama
standardne atmosfere.

z t )4 P
m 3E mm Hg kps2m~—*
—1000 21,50 854,59 0,1374
— 500 18,25 806,17 0,1311
0 15,00 760,00 0,1250
500 11,75 715,99 0,1191 .
1000 8,50 674,07 0,1134
1500 5,25 634,16 0,1079
2000 2,00 596,18 0,1027
2500 — 1,25 560,07 0,0976
3000 — 4,50 525.75 0,0927
3500 — 1,75 493,15 0,0880
4000 —11,00 462,21 0,0835
4500 —14,25 432,86 0,0792
5000 —17,50 405,04 0,0751
5500 —20,75 378,68 0,0711
6000 —24,00 353,73 0,0673
6500 —217,25 330,13 0,0636
7000 —30,50 307,82 0,0601
7500 —33.95 286,74 0,0568
8000 —37,00 266,85 0,0535
8500 —40,25 248,11 0,0505
9000 —43,50 230,42 0,0475
9500 —46,75 213,78 0,0447
10000 —50,00 198,12 0,0421
10500 —53,25 183,41 0,0395
11000 —56,50 169,60 0,0371
11500 —56,50 156,73 0,0343
12000 —56,50 144,84 0,0317
12500 —56,50 133,85 0,0293
13000 —56,50 123,69 0,0271
13500 —56,50 114,31 0,0250
14000 —56,50 105,64 0,0231
14500 —356,50 97,62 0,0214
15000 —56,50 90,22 0,0197

&

58,[Relativno mirovanje nestisljivih fh’uﬁ]ﬂ prethodna dva odeljka posmatrali
smo ravnotezno stanje fluida koji su mirovali, odnosno imali jednoliko translatorno
kretanje u polju sile Zemljine teZe. S obzirom da u tom sluéaju, kao zapreminska
sila, na fluid deluje samo sila Zemljine teZe, pokazali smo da su ravni konstantnog
pritiska — horizontalne ravni. Slobodna povrs tenosti, prema tome, uvek je horizon-
talna ravan. U ovom odeljku, medutim, proudi¢emo ravnoteZno stanje tenosti
koje se nalaze u relativnom mirovanju. Za tenost kaZemo da se nalazi u relativnom
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mirovanju ako se nalazi u sudu koji se kreée a te€nost pri tome u odnosu na sud
miruje. Jasno je da u tom sludaju pored sile Zemljine teZe moramo uzeti u obzir i
uticaj sile inercije. Sila inercije, radunata po jedinici mase, jednaka je suprotno orijen-
‘fisanom vektoru ubrzanja, pa se Ojlerova diferencijalna jednadina ravnoteze (53.3)

moze, u slucaju relativnog mirovanja fluida, napisati u obliku

(58.1) y R BT S
odnosno -

(58.2) B gnidn,
gde je 4 :

(58.3) F=f-w,

rezultujuéa zapreminska sila.

Iz (58.2) vidimo da u fluidu koji se nalazi u relativnam mirovanju egzistira
familija povrsi p—const. koje su upravne na vektorske linije rezultujuée zapreminske
sile. Prema tome, povrsi konstantnog pritiska uvek su upravne na pravac dejstva
rezultujuée zapreminske sile. Na osnovu toga zakljuCujemo da ¢e 1 slobodna povrs
te€nosti, u ¢ijim tackama je pritisak jednak atmosferskom pritisku, biti povrs u
¢ijoj svakoj tacki je pravac dejstva rezultujuce zapreminske sile na nju upravan.,

Posebno ¢emo prouéiti dva mogucéa slu¢aja relativnog mirovanja te¢nosti.

| a) Translatorno kretanje sa konstantnim iem.|Pretpostavimo da se sud sa
#¢noscu kreée niz strmu ravan, koja sa horizontalnom ravni zaklapa ugao « (sl. 77),

= ‘
sa konstantnim ubrzanjem w. Ako na slobodnoj povrsi te¢nosti sistem Dekartovih
pravouglih koordinata izaberemo tako da osa z bude orijentisana vertikalno navise,
a osa x upravna na ravan kretanja, koordinate rezultujuée zapreminske sile su

X=0, Y=wcosa, Z=wsina—g,

Sl. 77

gde smo sa w oznadili intenzitet vektora ubrzanja. Da bismo odredili raspored
pritiska u tecnosti, iskoristicemo osnovnu jednacinu ravnoteZze (54.2) u kojoj,
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medutim, X , YiZ predstavljaju projekcije rezultujuce zapreminske sile. Na taj
nacin dobivamo

‘—1£=wcosozdy+(wsina—g)dz,
P

odakle sledi
p+C=p[ywcos o+z(wsina—g)].

Integracionu konstantu odredujemo iz uslova da je u tatkama y=z=0 pritisak
jednak atmosferskom pritisku. Na taj nacin dobivamo C=—pa, pa s€ prethodna
jednalina moZe napisati u obliku

(58.4) p—p.=plywcosa+z(wsina—g)].

Ovom jednacinom su odredeni pritisci u pojedinim tatkama u tenosti. Da bismo
dobili jednacinu slobodne povrsi te¢nosti, treba u jednaCini (58.4) da stavimo da ie
p=pa. Na taj naCin_dobivamo

(58.5) PR L
g—wsina

r pa vidimo da je slobodna povrs te¢nosti ravan koja sa horizontalnom ravni zaklapa
ugao ‘

WCOS o

B=arctg .
g—wsina

EObrtanie konstantnom ugaonom brzinom oko vertikal e ose.|Neka se tednost
nalazi u cilindriénom sudu polupretnika R i neka se sud obrce konstantnom ugao-

nom brzinom « oko svoje vertikalne ose
simetrije (sl. 78). S obzirom na viskoznost
te¢nosti, jasno je da ¢e se te¢nost u sudu
poleti obrtati i posle izvesnog vremena
obrtaée se zajedno sa sudom kao kruto
telo. Na delice te¢nosti, pored sile Zemljine
teze, delovaée tada, kao sila inercije, i
aksifugalna sila. Ako sistem Dekartovih
pravouglih koordinata izaberemo tako da
se osa z poklapa sa osom simetrije suda i
da je orijentisana vertikalno navise, a da se
koordinatni podetak nalazi na slobodnoj
povrsi tenosti, projekcije rezultujuée za- [

preminske sile su ZIZ

(58.6) X=w?x, Y=ow?y, Z=-g, Sl 78

gde je w intenzitet ugaone brzine obrtanja te€nosti i suda. Koristeéi ove izraze,
‘osnovna jednadina ravnoteze (54.2) se svodi na

(58.7) dp=p (@2 xdx+w?ydy—gdz).

Integracijom odavde dobivamo

(58.8) p —pa=§w (2 +y?) —2gz],
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pri éemu smo integracionu konstantu odredili iz uslova da je u koordinatnom pocetku

pritisak jednak atmosferskom pritisku. Ovom jednaginom odreden jeraspored pritiska

u te¢nosti. Vidimo da pritisci u pojedinim tatkama u te¢nosti intenziteta

ugaone brzine obrtanja teénosti.

Da bismo dobili jednadinu slobodne povrii te¢nosti, stavicemo u jednadini
(5§-8) da je p—pa. Na taj nain dobivamo jednaGinu slobodne povrii feénosti u
obliku

2
(58.9) z2=2"(x24 y2)
2g

i vidimo da je to obrtni paraboloid sa temenom u koordinatnom pocetku (sl. 78).

Prema tome, slobodna povrs te€nosti, koja je pre obrtanja bila horizontalna ravan,
prelazi za vreme obrtanja u obrtni paraboloid. S obzirom da je tegnost po pretpo-
stavci nestisljiva, tj. da ne moZe promeniti svoju zapreminu, Jjasno je da e se teénost za
vreme obrtanja popeti uz zidove suda, odnosno spustiti duz ose obrtanja u odnosu na
prvobitni nivo. Da bismo odredili na koju ée se visinu te¢nost popeti uz zidove suda,
odnosno spustiti duz ose obrtanja, postupi¢emo na sledeé¢i nadin.

Ako visinu te¢nosti pre obrtanja oznadimo sa H, a sa hy-+-4, i sa hg visinu teé-
nosti duz vidova suda i ose obrtanja za vreme obrtanja, iz jednakosti zapremina
tecnosti pre 1 za vreme obrtanja dobivamo

Ran=R2ﬂ:h0+%R21th,

odakle sledi
; |
(58.10) H—hy+—-h.
S druge strane, iz jednadine paraboloida (58.9) dobivamo
2
(58.11) by =2 R3
2g
pa iz (58.10) dobivamo /
3 2 (h
(58.12) hy= H~ 2R3
4z
Koriste¢i ovaj izraz i (58.11), bice ‘
2 f
(58.13) ho+he=H + 2 R2. |
4g -

Izrazima (58.12) i (58.13) odredena je visina te€nosti duZ.ose obrtanja i zidova
suda. Iz Iz tih izraza zakljuéujemo da Ce se te€nost uz zidove suda popeti, odnosno

duZ ose obrtanja spustiti u odnosu na prvobitnu visinu H za isti iznos

2
(58.14) o Biga s 2.,
2 4g

Vidimo, dakle, da visina do koje ¢e se te¢nost popeti uz zidove suda, odnosno spustiti
duZ ose obrtanja, zavisi, za fiksirano R, iskljugivo od ugaone brzine obrtanja. Kad je

ugaona brzina obrtanja veca tecnost ée se popeti na veéu visinu du¥ zidova suda i
obrnuto.
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Iz proudenih primera relativnog mirovanja te¢nosti vidimo da se pritisci u
tadkama te¢nosti, zbog uticaja sila inercije, razlikuju od pritisaka koji se pojavljuju
u slu¢aju kad na te¢nost deluje samo sila Zemljine teZe. Ova &injenica je veoma vaZna i
u prakti¢nim primenama. Da bismo to ilustrovali, pomenimo samo da se pojedine
te¢nosti koriste kao pogonsko sredstvo u raznim pokretnim objektima. Ako se, na
primer, radi o avionu, te¢na goriva se smestaju u posebne sudove — rezervoare i
jasno je da prilikom leta aviona, usled razliitih ubrzanja, moze do¢i do promene pri-
tiska pa, prema tome, i do promene sila pritiska kojima te¢no gorivo deluje na zidove
rezervoara. Odredivanje ovih sila je vaZznozbog pravilnog dimenzionisanja rezervoara,
a njih moZemo odrediti ako znamo, za razli¢ita ubrzanja, vrednosti hidrostatickog
pritiska u pojedinim tackama u te¢nosti.

Iz (58.8) vidimo da je hidrostati¢ki pritisak u nekoj talki u tecnosti koja se

obrée konstantnom ugaonom brzinom veci za Clan

1 2
w?(x2+y?),
2P ¥9)

od hidrostati¢kog pritiska koji bi odgovarao toj tacki u slu¢aju da fluid miruje, tj.
da na njega deluje samo sila Zemljine teze. Prema tome, poveéanjem ugaone brzine
obrtanja, moZemo pritisak u svakoj talki povecavati do Zeljene vrednosti. Ova &inje-
nica ima i prakti¢nih primena u tehnici. Jasno je, naime, da ako se ponfesaju dve
te¢nosti razli¢itih specifi¢nih teZina i takva mesavina ostavi da miruje pod dejstvom
samo sile Zemljine teZe, tenosti e se posle izvesnog vremena razdvojiti na taj nacin
$to Ge tednost sa ve¢om specifiénom teZinom zauzeti poloZaj ispod te¢nosti sa manjom
specifi¢nom tezinom. Razlog tome je nejednak pritisak, usled razli¢itih specifi¢nih
teZina, na istoj dubini od slobodne povrsi, a horizontalne ravni, kao $to smo poka-
zali, moraju biti ravni konstantnog pritiska. Razdvajanje te¢nosti mozZe trajati veoma
dugo ako su te¢nosti veoma viskozne a razlika specifi¢nih teZina mala, jersu sile trenja
koje se suprotstavljaju razdvajanju velike, a razlika u pritiscima mala. Obrtanjem
te¢nosti konstantnom ugaonom brzinom povecavaju se pritisci u tatkama te¢nosti
pa se na taj nafin moZe ubrzati proces razdvajanja tecnosti. Razdvajanje ¢e biti
brze ukoliko je razlika pritisaka u istoj tacki veca. Ako osu z od slobodne povrsi

orijentifemo vertikalno navise, razlika pritisaka dve te¢nosti razli¢itih gustina,

odnosno specifi¢nih feZina, u istoj tacki 1znosl

pi—Py=—(i— Y1) 2,

a ako se te¢nosti obréu konstantnom ugaonom brzinom razlika pritisaka u istoj
tacki je -

pi—py =2 ; P2 2 (24 1) — (1, = YD) 2

i o¢igledno je veca nego u prvom sludaju kad na fluid deluje samo sila Zemljine teZe
Povecanjem ugaone brzine obrtanja, prema tome, moZe se ubrzavati proces razdva-

janja te¢nosti. Na ovom principu, kao Sto je poznato, rade tzv. separatori, koji se

upotrebljavaju u industriji nafte, mlekarstvu itd.

VeZibanja

1. Odrediti raspored pritiska i jedna¢inu slobodne povrsi teénosti ako se sud
sa te¢no$éu kreée pravolinijski po horizontalnoj ravni sa konstantnim ubrzanjem.
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2. Odrediti raspored pritiska i jedna&inu slobodne povrsi te€nosti ako se sud
sa tenoScu krece vertikalno navie konstantnim ubrzanjem.

3. Odrediti raspored pritiska i jednaginu slobodne povrsi te¢nosti ako se sud
sa te¢no§¢u kreée vertikalno naniZe konstantnim ubrzanjem. Pokazati da je hidrosta-
ti€ki pritisak u svakoj talki u te¢nosti jednak atmosferskom pritisku ako sud sa
te¢nos¢u slobodno pada.

4. Ako se u sudu koji miruje u polju sile Zemljine teZe nalaze dve te¢nosti
razliCitih specifi¢nih teZina koje se ne mesaju, pokazati da je povr§ koja razdvaja
teSnosti horizontalna ravan.

59. Delovanje pritiska na povrsi potopljene u te¢nosti. Ako se tednost specifi¢ne
teZine y nalazi u ravnoteZi pod dejstvom samo sile Zemljine teze i ako sistem Dekar-
tovih pravouglih koordinata tako izaberemo da ose x i y leze u ravni slobodne po-
vrii te¢nosti a osu z orijentiSemo vertikalno naniZe, hidrostati¢ki pritisak u pojedinim
tatkama u teénosti je odreden izrazom

2.1) pP=p,+YZ.

a) kelovanje pritiska na ravne povrsi. Ilqéimo konaénu ravnu povrs a koja je
pGtopljena u te€nosti specifi¢ne teZine y tako da osa x lezi u ravni potopljene povrsi
koja sa slobodnom povrsi te¢nosti zaklapa ugao a0 (sl. 79). s

u

v

SI. 79

Ako zanemarimo uticaj atmosferskog pritiska, pritisak u tadkama te¢nosti je
odreden izrazom

pP=xz,

pa silu pritiska koja deluje na element povrsi da moZemo izraziti u obliku

dP'= —pda'= —yzda'.

Kako je, medutim,
da' =dan',

gde je n Jedini¢ni vektor normale potopljene povrsi, bice
dPi= —~zdan',
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Rezultujuéa sila pritiska koja deluje na konaénu potopljenu povrs je, prema tome,

Pi= — fyzdan",
a

odnosno
(59.2) Pi= —~yn fzda,

jer je ni=const., s obzirom da je potopljena povrs ravna.

"~ Ako potopljenu povr§ posmatramo kao geometrijsku figuru, njeno teZifte C

se nalazi na dubini
1
Z,=— f zda,
a
a .
tako da je

(59.3) [zda=z,a,

jer integral na desnoj strani jednacine (59.2) predstavlja staticki moment potopljene-
povrsi prema slobodnoj povrsi. '

Koristeé¢i (59.3), jedna&ina (59.2) postaje

(59.4) | Pi= —vyz.an',
odnosno
(59.5) Pi=—p_.an',

gde smo sa p, oznatili vrednost hidrostatickog pritiska u teziStu potopljene ravne
povrsi.
Iz (59.4) vidimo da je intenzitet rezultujuce sile pritiska odreden izrazom

(59.6) P—v.z.a,
odnosno
(59.7) P=np.a:

pa zakljuujemo da vaZi stav: Intenzitet rezultujuce sile pritiska koja_deluje na
potopljenu ravnu povr$ jednak je pritisku u teZistu potopljene povrSi pomnoZenim
povrSinom potopljene povrsi.

" Ako napadnu tacku rezultujuce sile pritiska — centar pritiska — oznacimo sa
D, koordinate te tatke moZemo dobiti primenom V a rinjonove teoreme

za sistem paralelnih sila u prostoru: Moment rezultante paralelnih sila prema koordina-

tnoj ravni jednak je zbiru momenata komponenata prema istoj ravni. Na taj nacin do-

bivamo

(59.8) Pxp=v [ xzda. Pyp=v [yzda, Pzy=v [ z2da,
odnosno
(59.9) xb=l xzda, yDr-Y—fyzda, zozlszda.
- P P P
a a a

15 Mehanika fluida
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Koordinate centra pritiska je pogodnije izraziti u odnosu na sistem koordinata
u ravni potopljene povrsi. Ako, naime, u ravni potopljene povrsi uvedemo, kao
Gausove parametre, pravougle Dekartove koordinate u i v tako da se osa u poklapa
sa®osom x prvobitno izabranog sistema koordinata (sl. 79), veza izmedu tako uve-
denih i prvobitnih koordinata je odredena koordinatnim transformacijama

X=u, y=wvcosa, z=vsinda.
*Na osnovu ovih transformacija, iz (59.9) dobivamo

1 1,
Uy = fuvda= ==,
av, av

c
a

(59.10)
Py e
“ | Ay av

c

gde je I, proizvod inercije potopljene povrsi a za ose u i v koji se, s obzirom da su te
ose medusobno upravne, naziva centrifugalni moment inercije, a 7, je aksijalni mo-
ment inercije povrsi a za osu u.

Ako iskoristimo Hajgens-Stajnerovu teoremu o vezi momenata
inercije za dve paralelne ose, moZemo pisati

1 1u=Ic+vl‘2a’

gde je I, aksijalni moment inercije povrsi a za teZiSnu osu, pa drugu od jednadina
(59.10) mozemo izraziti u obliku

2
Etv:a
S TSe < :vc+ ‘L,
av, av,

(59.11) —

odakle zakljuCujemo da je v,>v,, tj. da vaZi s ta v: Ako je ravna_povrs potopljena u

tecnosti, centar pritiska je uvek dublji od njenog teZista. 1z (59.11) zakljucujemo da ce
razlika u dubinama centra pritiska 1 tezista biti manja ukoliko je v, vece, tj. ukoliko
Je teziSte povrsi a dublje.

Prethodni stav ne vazi ako je potopljena ravna povr§ horizontalna, jer se u
tom sluéaju centar pritiska poklapa sa tezistem potopljene povr§i. Da bismo to
pokazali, uo¢imo horizontalnu ravnu konacnu povrs koja se nalazi na dubini H
od slobodne povrsi (sl. 80). Veze izmedu Dekartovih pravouglih koordinata x,
y i z i Dekartovih pravouglih koordinata » i » u horizontalnoj ravni potopljene
povrsi su

X=u, y=9, zZ=H=const.

Kako sve tacke potopljene povrsi imaju istu dubinu, jasno je da ée i teziste i centar
pritiska imati istu dubinu H. Na osnovu (59.4), rezultujuca sila pritiska je

(59.12) Pi= —yHan'
a njen intenzitet je

(59.13) P=w%Ha.
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Vidimo, dakle, da rezultujuéa sila pritiska deluje vertikalno naniZe, a njen intenzitet
je jednak teZini stuba tecnosti koji ima oblik cilindra sa potopljenom ravnom povrsi
kao osnovom.

Da bismo odredili polozaj
centra pritiska, primeni¢emo V ari- o
njonovu teoremu za koordi-
natne ravni x=0 i y=0. Na taj
nadin dobivamo

Px,= fxpda=

=fxdea17Hf xda,

odnosno

x,,=\ﬂ [xda=—1fxda=xc. z
2 a

Na sli¢an nacin dobivamo

Sl. 80

1
= da=1y.,
Vb afya et

pa kako je jo§ i z,=z,= H, zakljuujemo da se centar pritiska poklapa sa tezistem.

Ako se te¢nost nalazi u sudu &ije ravno dno ima povrsinu a, intenzitet rezultu-

juée sile pritiska koja deluje na dno suda odreden je izrazom (59.13) i vidimo da ije

jednak tezini cilindricnog stuba te€nosti sa dnom suda kao osnovom 1 visinom jedna-

kom rastojanju od dna suda do slobodne povrsi te¢nosti. Osim toga vidimo-da rezul-
tujuéa sila pritiska ne zavisi od oblika suda, $to predstavlja tzv} Paskalov hidrostaticki 1

mPrema tome, rezultujuce sile pritiska koje deluju na dna sudova prikazanih

naslici 81 imace iste intenzitete ako su dna tih sudova iste povrsine 1 ako je rastoja-
nje od dna suda do slobodne povrsi te€nosti isto za oba suda.

) b g
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b)[Delovanje pritiska na krive povrsi.[Neka je kona&na kriva povrs a potopljena
u teCnosti specifi€ne tezine y. Ako sistem Dekartovih pravouglih koordinata iza-
beremo tako da osa z bude orijentisana vertikalno naniZe, a ose x i y da leZe u ravni
slobodne povrsi te¢nosti (sl. 82), sila pritiska koja deluje na element povrsi da iznosi

day

Sl. 82

Ovoj_jednagini, u_odnosu na izabrani sistem Dekartovih pravouglih koordinata,

odgovaraju sledece tri skalarne jednacine

(59.14) dP,= —~zda,, dP,= —yzda,, dP,= —vzda,,

gde su dPz, dPy i dP, projekcije elementarne sile pritiska, a da,, day i da, projekcije
orijentisanog elementa povrsi na ose Dekartovog pravouglog sistema koordinata..

——
Ako elementarnu silu pritiska dP razloZzimo u pravcima koordinatnih osa u

komponente E’;, cﬁ’; i cE, tada je, oznaCavajuci jedinine vektore koordinatnih
osa sa —1: 7i ;,
(59.15) dP,~dP,i, dF,—dpP,j, dP,—dP,k.

Vidimo, dakle, da projekcije (59.14) elementarne sile pritiska dP predstavljaju

algebarske vrednosti komponenata cﬁ’;, d_P;, i d—ié, a apsolutne vrednosti projekcija
(59.14) su intehziteti tih komponenata.

e
Na isti naCin moZemo orijentisani element povrsi da razloZiti u komponente

(59.16) da,-da,i, da,—da,j, da,=da,k,

pa vidimo da projekcije orijentisanog elementa povrsi da predstavljaju algebarske

vrednosti komponenata da, day i da,, a apsolutne vrednosti projekcija das, day i
da; su intenziteti tih komponenata i predstavljaju vrednosti elementarnih ravnih
povrsina koje se dobivaju kao projekcije elementarne povrsi da na ravni paralelne
koordinatnim ravnima (sl. 82).
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Koriste¢i (59.14) i (59.16), iz (59.15) dobivamo

(59.17) dP,= —yzda, dP,— —yzda,, dP,— —vyzda,

pa vidimo da se elementarne sile pritiska Ji’;, 5_17’;, i aT};; dobivaju kao sile pritiska koje

deluju na vertikalne 1 horizontalnu projekciju elementarne povrsi da na ravni koje
su u datoj tacki krive povrsi a paralelne koordinatnim ravnima. Integracijom, iz
(59.17) dobivamo

(59.18) PatA fzd?z’x, P=-vy fzd?{y, Py fde,,
ax ﬂy az

gde su az, ay i a; ravne povrsi koje se dobivaju kao projekcije date krive povrsi
na ravni paralelne koordinatnim ravnima.

Intenziteti sila (59.18) su

(59.19) |PX|=yfz]dax}, 2=y [z|da,|, |B,|=x [z da,].
ux lly

o

Kako je, medutim,

[ zlda,|=z,]a,], afzrdayi=z¢ylay1,

ax

gde su z., i z,, dubine tezista povrsi a, i ay od slobodne povrsi tecnosti, jer ti
integrali predstavljaju statitke momente povrsina az i ay prema slobodnoj povrsi
te¢nosti, tj. koordinatnoj ravni z=0, i

fz[daz]=V,

L

gde je V zapremina vertikalnog cilindra od date krive povrsi do slobodne povrsi
tenosti, izraze (59.19) moZemo napisati u obliku

(59.20) Bol=vzulal, |Bl=vz,iq,l, |P.l=1-V.

Horizontalne sile pritiska Fz i 1_’; dobivaju.se, dakle, kao sile pritiska koje
deluju na ravne povrsi a; i ay koje se dobivaju kao projekcije date krive povrsi a

na ravni paralelne koordinatnim ravnima x=0 i y=0. Sila P, je vertikalna sila
pritiska i njen intenzitet je jednak teZini cilindri¢nog stuba tednosti od date krive
povrsi do slobodne povrsi te€nosti. Rezultujuéu silu pritiska moZemo dobiti kao
rezultantu horizontalnih i vertikalne sile pritiska, tj.

P=P +P,+P,—~Pi+Pj+PK,

pod uslovom da se te sile seku u istoj tacki. U opstem sluc¢aju, medutim, taj uslov
nije ispunjen, pa se takve sile svode na glavni vektor i glavni moment. Redukcija,
kao Sto je poznato, ima bezbroj, ali postoji samo jedna pri kojoi i elavni vektor i
glavni moment imaju isti pravac, u kom slucaju se dobiva dinama pritiska.
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Napadne linije sila pritiska dobivamo iz uslova da sile 1—”; i F,, deluju u centrima

o
pritiska povrsi as i ay, a napadna linija sile P, prolazi kroz teZiite .zapremine,
14 fluida!, Centri pritiska na povriima az i ay odreduju se na isti na¢in kaoiu
prethodno razmatranom slucaju delovanja pritiska na ravne povrsi i zbog toga se na
njihovom odredivanju ovde ne¢emo zadrzavati. Napominjemo samo da je u ovom

sludaju zadatak olak3an jer su ravne povrsi a, i a, vertikalne.

yvanje pritiska na telo potopljeno u te¢n: eka je kruto telo zapremine
V, ograni¢ne zatvorenom povrsi a, potopljeno u te¢nosti specificne tezine y. Ako
sistem Dekartovih pravouglih koordinata izaberemo tako da ose x i y leZe u ravni
slobodne povrsi te¢nosti, a osa z da bude orijentisana vertikalno naniZe (sl. 83),
hidrostaticki_pritisak u proizvoljnoj tagki te¢nosti je odreden izrazom

(60.1) pP=D,+YZ.

(@)

e

Sl. 83

Elementarna sila pritiska, koja deluje na element povrsi da zatvorene povrsi a koja
ogranicava zapreminu V tela, iznosi

. pa je rezultujuca sila pritiska
(60.2) P.= — ¢ pda.
a

Ako povrsinski_integral transformiSemo u zapreminski, rezultujuéu silu pritiska
(60.2) mozemo_izraziti li

(60.3) Po=— [p,dv,
4

ili, u vektorskim oznakama,

(60.4) P s f grad pdV.
| 4

-
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1z (60.1), medutim, dobivamo

grad p=ly /?
gde je l?jediniéni vektor koordinatne ose z, pa (60.4) moZemo izraziti u obliku
(60.5) F:—y?de.
v

odakle sledi =
(60.6) P e

Rezultujuéa sila pritiska koja deluje na potopljeno telo naziva se sila potiska.
Jz (60.6) vidimo da sila potiska uvek deluje vertikalno navise, a njen intenzitet,
(60.7) o P=y¥,

. b . ey —rr— . . .
se dobiva kao proizvod specificne teZine tednost; j Zapremine potopljenog tela,
Stoga vaZi Arhimedova teorema: Svako telo potopljeno u_tecnosti gubi

_prividno od svoje tefine onoliko koliko tezi njime istisnuta tecnost,
Napadna tacka rezultujuée sile Zemljine teze koja deluje na potopljeno telo

(teZine potopljenog tela) uvek je u teZistu C tela. Napadna tacka sile potiska koja
$e naziva centar potiska, uvek je, medutim, u teZisty D zapremine potopljenog tela,
jer je gustina te€nosti konstantna, pri éemu pod teZiStem zapremine potopljenog tela

(_Ppodrazumevamo teziste tela pod pretpostavkom da je telo homogeno. Jasno ie da se

centar potiska ne nalazi u tezistu tela ako potopljeno telo nije homogeno. Ako je,
pak, telo homogeno, centar potiska nece se nalaziti u teZiStu tela ako je telo samo
delimi¢no potopljeno, Jer se_centar potiska nalazi u teZiStu zapremine potopljenog
dela_tela. -

Ako je potopljeno telo homogeno, centar potiska se poklapa sa teFistem tela,

pa e telo biti u ravnotezi ako Je potisak jednak tezini tela, tj. ako je
b T R LA

odnosno y=v,, gde je v, specifi¢na teZina tela. Ako, pak, sila potiska nije jednaka
teZini tela, telo nece bitj u ravnotezi, pri éemu su moguca dva sluéaja:

a) kad je y;>v telo tone; ]

b) kad je y; <+ telo se penje u te¢nosti sve dok delimi¢no ne izroni, tako da sila

potiska koja deluje na potoplien; deo tela bude jednaka tesin tela.
Ako potopljeno telo nije homogeno, centar potiska se ne poklapa sa teZistem

tela. Ako pri tome centar potiska i teZiste tela ne pripadaju istoj vertikali, sila potiska
i teZina tela obrazuju spreg koji telo obrée i dovodi u polozaj pri kome centar potiska
i teZiste pripadaju istoj vertikali. Ako je u tom poloZaju sila potiska jednaka teZini
tela, telo ¢e se nalaziti u ravnoteZi. Ako je, medutim, sila potiska manja od teine
tela, telo ¢e da tone, a ako Jje veca od teZine tela, telo ée da se penje sve dok jednim
delom ne izroni, tako da sila potiska koja deluje na potopljeni deo tela bude jednaka
teZini tela.

Za tela koja su samo jednim delom potopljena u te¢nosti kaZe se da plivaju.
PoloZaji centra potiska i tezista tela odreduju karakter ravnoteZe tela, $to je naroéito
vazno kod tela koja plivaju. Ravnoteza, naime, moze biti stabilna, labilna i indiferent-
na, a poznato je da se kod plovnih objekata, na primer, zahteva da ravnoteza ne
bude labilna.
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