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PREDGOVOR AUTORA

Ovaj kurs teorijske mehanike namenjen je, pre svega, redovnim i vanrednim
studentima onih tehnickih fakulteta koji proucavaju mehhniku .po skracenom
programu. Kako ti programi mogu da budu veoma razliciti, to se pri izboru i izlaganju -
materije vodilo racuna, pre svega, o tome, da kurs predstavlja Cglinui da da predstavu
o osnovnim metodama mehanike, ¢ije je znanje neophodno inZenjeru, kao i oblastima
primene te nauke. Uzeto je u obzir i to da se udzbenikom mogu koristiti, kako oni koji
mehaniku izucavaju po skracenom programu, tako i oni koji je izu¢avaju po znatno
Sirem programu. ‘

Predstavu o materiji kursa daje Sadrzaj. Mada je kurs kx{atak, ipak su u njemu
razmotreni u vrlo malom opsegu i takvi problemi kao $to su kretanje tela u polju’
sile Zemljine teze (vestacki sateliti — sputnici i elipti¢ne putaﬂ?je), kretanje tela pro-
menljive mase (kretanje raketa), elementarna teorija Ziroskopskih pojava i drugo.
Ovi problemi vrlo su aktuelni u naSe doba, i moraju imati ﬁ(oliko—toliko mesta u
programima cak i vrlo kratkih kurseva. ‘

Pri formiranju kursa poslo se od dubokog ubedenja, potvrdenog viSegodi$njom
praksom, da u udzbeniku, a narocito kratkom, treba uvek i¢i og posebnog ka opstem.
Zato u udzbeniku izlaganju statike u prostoru prethodi statika u ravni, dinamici-
sistema prethodi dinamika tacke, proucavanju krivolinijskog kretanja prethodi prou-
¢avanje pravolinijskog kretanja, itd. Ovaj put omogucuje uéejnicima da brze i bolje
usvoje materiju, a osim toga sam proces ucenja ¢ini oiglednijim i postupnijim.

Pri izlaganju materije u knjizi je pored geometrijske i analiticke metode kori-
$¢ena kao osnovna, opste priznata u dana$nje doba, vektorska metoda , koja imane-
sumljivo Citav niz preimucstava. Medutim, uglavnom su primenjivane one vektor-
ske operacije, koje su, po svem karakterv, analogne odgovaraju¢im skalarnim
operacijama i za Cije usvajanje nije potrebno poznavanje mnogih novih pojmova.

Mnogo prostora u udzbeniku dato je primerima i metodar‘na reSavanja zadataka.
Ovoj materiji posveceno je vise od jedne treéine cele knjige; pri tome se narocito
vodilo racuna o tome da se objasni sustina odgovarajuc¢ih mehanickih pojava i da se
prouce osnovni tipovi zadataka, koji su re$avani raznim metodama koje su izloZene
u knjizi. Re$avanje zadataka propraceno je komentarima, koji treba da pomognu
studertima u njihovom samostalnom radu pri proucavanju kursa. U tom smislu
ova krjiga moze da bude od koristi studentima svih tehnickih struka, a naroCito

vanrednim studentima.




X Predgovor autora

Pri kori$¢enju knjige treba imati u vidu da su zvezdicama oznaceni oni para-
grafiili odeljci pojedinih paragrafa, koji, u slu¢aju potrebe, mogu u potpunosti da se
izostave, a da to ne ometa razumecvanje Citavog ostalog materijala; medutim, ti
paragrafi (odeljci) mogu biti medusobno povezani, tako, da se u jednima citiraju
obrasci izvedeni u drugim. Numerisanje formula u svakom od Cetiri dela je neprekid-
noipri pozivanju na formule iz istog odeljka naznacen je samo njihov broj; medu-
tim, pri pozivanju na formule iz drugih odeljaka dat je pored broja formule jo$ i
broj paragrafa.

Autor izrazava svoju zahvalnost F. R. Gantmaheru, A. J. I8ljinskom i G. N.
Sve$nikovu, na ukazanim, vrlo korisnim, savetima, koji su prihvaceni pri kona¢nom
redigovanju teksta. Autor izrazava takode zahvalnost svim svojim kolegama na paznji
prema ovom radu i za sve primedbe ucinjene pri pregledu rukopisa.

Autor moli sve one, koji bi imali posle ¢itanja ove knjige neke kriticke primedbe
i savete, da mu ih dostave na adresu izdavatkog preduzeda.

PREDGOVOR: DRUGOM IZDANJU

U drugom nepromenjenom (stereotipnom)' izdanju »Kratkog kursa teorijske
mehanike« unete su samo neznatne izmene i ponegde nesto preciznije definicije,
a takode su ispravljene i primecene §tamparske greske.

_ Pri unoSenju ispravki uzete su u obzir kriticke primedbe dobijene od ¢italaca.
Svima onima koji su ucinili ove primedbe autor duguje svoju duboku zahvalnost.




PREDGOVOR PREVODIOCA |
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U bogatoj ruskoj literaturi udzbenik S. M. Targa »Kratak kurs teorijske meha-
nike« zauzima posebno mesto. Njegove odlike su viSestruke. Pre svega, retko je u
kom udzbeniku ove vrste, na tako malo prostora, tako koncizno, tako jasno i sa tako
jednostavnim matemati¢kim aparatom, receno toliko mnogo, koliko u ovom udzbe-
niku. Tom prilikom, po misljenju prevodiocd, upravo briljantno je objaSnjena sustina
mehani&kih pojava i svih nadela na kojima poZiva mehanika. Dalja odlika ovog udZbe-
nika sastoji se u tome $to je velika paznja obra¢ena na metodologiju reSavanja zada-
taka, §to se, takode, vrlo retko moZe nadi, i u takvom obimu, u postojecoj literaturi.
Najzad, vrlo pazljivo odabranih 169 zadataka, detaljno uradenih i proprac¢enih maj-.
.storskim komentarima i analizama, ¢ine posebnu vrednost ovog udzbenika, jer pri-
mena zakona i principa mehanike, pri reSavanju konkretnih zadataka, pricinjava
onima koji je izucavaju najveéu teskocu.

U jeku reforme viseg $kolstva u nasoj zemlji i prelaza
studiranja, ovaj udzbenik ¢e, bez sumnje, mo¢i da nade viSestru

|
na sistem visestepenog
1ku upotrebu. U prvom

redu on predstavlja vrlo pogodan udzbenik za nastavu meharn
svih tehni¢kih fakulteta, a takode i na Vi$im tehnickim $kol:
tako, da moze da posluzi kao udzbenik i na drugom stepes
fakultetima, koji izuCavaju mehaniku po skracenom progran

na iznete odlike ovog udzbenika, on ¢e modi, takode, vrlo d

vanrednim studentima svih tehnickih fakulteta, tj. svima onima

da se koriste redovnom i potpunom nastavom iz ove oblasti.
Pri prevodenju ovog dela sve ruske oznake zamenjene

oznakama, koje se upotrebljavaju na domacim masinskim fa
doduse vrlo retko, dodata je i po koja recenica, koje, po mislje

nose boljem razumevanju i preciznijem definisanjuodgovara
je sve da udzbenik budesto pregledniji i laksi za upotrebu. |
formule i obrasci su uokvireni, svi naslovi paragrafa su izdvoje
materije u pojedinim glavama pocinje na posebnim stranam

Prevodilac smatra za svoju narocitu duznost da oda zah
svima onima koji su u bilo kom vidu doprineli da ovo delo p
¢taocima. U prvom redu odaje zahvalnost Izdavackom pr
knjiga«, koje je na$lo razumevanja da u svoj izdavacki plan s
udzbenika. Ne manju zahvalnost duguje stru¢nom redaktor
stantinu Voronjecu, koji je ulozio vrlo mnogo truda da ovaj
Njegove dragocene primedbe i saveti doprineli su mnogo k

like na prvom stepenu
ama, mada je on pisan
nu na onim tehnickim
nu. Najzad, s obzirom
obro da posluzi i svim
1 koji nisu umogucnosti

su nasim uobicajenim
kultetima. Tu i tamo,
nju prevodioca; dopri-
uée materije. Ucinjeno
J tom cilju sve vaznije
>ni i istaknuti, izlaganje
a, itd. ,

valnost na ovom mestu
ostane dostupno nasiry
eduzeéu »Gradevinska
tavi i prevodenje ovog
u ove knjige dr Kon-
prevod. bude $to bolji.
valitetu prevoda ovog




XII Predgovor prevodioca

udZbenika. Isto tako, prevodilac duguje ne manju zahvalnost i iig ‘Milanu Vreé¢ku,
koji je pristao da bude korektor ove knjige. Tokom rada na korigovanju ovog dela
njegovi struéni saveti daleko su presli okvire rada jednog korektora. Najzad,
potrebno je odati zahvalnost i radnom kolektivu Graficke $kole sa prakti¢cnom obu-
kom, koji je uloZio mriogo napora da sa vrlo skromnim grafickim sredstvima, koja
su mu stajala na raspolaganju, sloZi ovaj vrlo tezak slog.

Predajudi ovaj prevod naSoj javnosti i nadim &itaocima, duboko uverenje je
svih onih koji su saradivali na ovom poslu da ¢e ovaj udzbenik dati svoj doprinos
izuCavanju mehanike i izgradnji nastave iz ove oblasti u nasoj zemlji. U isto vreme
oni su svesni da ovaj prevod mozda ima i nedostataka. Iz tog razloga umoljavaju se
sve kolege po struci i svi ¢itaoci da sve svoje kriti¢ke primedbe i savete, koje budu
imali posle Citanja ovog prevoda, dostave prevodiocu.

Beograd, 22. maja 1962. god. Lj. B. Radosavljevié¢

PREDGOVOR DRUGOM IZDANJU

Sama Cinjenica da je za godinu dana rasprodato prvo izdanje ovog udzbenika
i da je nastala potreba da se izda drugo izdanje, svedodi da je ovaj prevod brzo
na$ao svoje mesto u udzbenickoj literaturi u nasem sistemu $kolstva.

Pri pripremanju rukopisa za drugo izdanje ulinjeno je sve da udzbenik u
svakom pogledu bude $to bolji. Citav tekst je ponovo pregledan i ispravljen. Unete
su i sve prerade koje je ucinio sam autor u novom ruskom izdanju. Ispravljene su
i sve primecene §tamparske greske, &iji broj u prvom izdanju nije bio mali. Sve sli-
ke su zamenjene novim tehni¢ki bolje uradenim slikama: ‘Radi lakse upotrebe
udzbenika pridodat je ovom prilikom registar pojmova i imena. S obzirom na nove
zakonske propise, koji su stupili na snagu u na$oj zemlji donosenjem Zakona o mer-
nim jedinicama i merilima, u ovom izdanju upotrebliavaju se jedinice koje propi-
suje ovaj Zakon. Najzad, novo izdanje je tehni¢ki daleko bolje uradenou Stampariji
»Minerva¢ iz Subotice, koja raspolaze kompletnim grafickim sredstvima. i

Smatram za svoju duznost da se na ovaj natin zahvalim svim kolegama i sarad-
nicima na kritickim primedbama i primeéenim $tamparskim gre$kama u prvom
izdanju. Posebnu zahvalnost dugujem ing Branku Vojnoviéu, visem predavacu
Masinskog fakulteta Univerziteta u Sarajevu, koji nije Zalio truda da mi svesrdno
pomogne pri pripremanju rukopisa za drugo izdanje ovog prevoda.

Beograd, avgusta 1963. god. Lj. B. Radosavljevié

PREDGOVOR TRECEM IZDANJU

Ovo izdanje se ne razlikuje od prethodnog, s tim 3to su samo izvriene
ispravke zapaZenih §tamparskih grefaka u drugom izdanju.

Beograd, oktobra 1967. god. Lj.. B. Radosavljevi¢
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Razvitak savremene tehnike postavlja pred inienjer’e,‘;aznovrsne probleme,
koji su vezani za proratun razli¢itih konstrukcija (gradevina, mostova, kanala,
brana, itd.), zatim za projektovanje, proizvodnju i eksploataciju razli¢itih masina,
mehanizama, motora, a posebno takvih objekata, kao $to su automobili, lokomo-
tive, morski i re¢ni brodovi, avioni, rakete, predmeti naoruzanja i sli¢no. Bez obzira
na raznorodnost svih tih problema, njihovo reSavanje, u izyesnoj fazi, pociva na
nekoliko opstih principa i ima zajedni¢ku nauénu bazu. Ovo se obja$njava time
$to u svim pomenutim problemima znafajno mesto zauzimaju oni problemi kod
kojih treba da se prouce zakoni kretanja ili ravnoteZe ovih ili onih materijalnih tela.

/Nauka 0 opstim zakonima kretanja i ravnotee materijalnih tela, kao i o uzajam-
nim dejstvima, koja tom prilikom nastaju, izmed: materijalnih| tela, zove se teorijska
mehanika. Teorijska mehanika predstavlja jednu od nauénﬂl osnova savremenih
tehnickih disciplida.* ‘

Pod kretanjem u mehanici podrazumevamo promenu Loloiaja, koja se vrsi
tokom vremena, jednog materijalnog tela u odnosu na drugo materijalno telo u
prostoru. Mehani¢kim uzajamnim dejstvom izmedu materijalnih tela naziva se
takav oblik uzajamnog dejstva koji‘ima za posledicu promenu stanja kretanja po-
smatranih materijalnih tela ili pak promenu njihovog oblika (deformaciju). Veli-
¢ina koja predstavlja koli¢insku meru uzajamnog dejstva izmedu materiialnih tela
zove se u mehanici sila.

* Mehanikom se u Sirem smislu te re¢i naziva nauka koja je povac’ena refavanju bilo kojih
zadataka koji su vezani za proutavanje kretanja ili ravnoteZe ovih ili onih materijalnih tela, kao
i uzajamnim dejstvima, koja tom prilikom nastaju, izmedu materijalnih tela. Teorijska mehanika
predstavlja deo mehanike u kome se proudavaju opsti zakoni Kkretanja i uzajamnih dejstava mate-
rijalnih tela, tj. takvi zakoni, koji, na primer, vaZe za kretanje Zemlje é‘)ko Sunca, za ispaljivanje
Taketa i artiljerijskog zrna, itd. Drugi deo mehanike sadinjavaju razli¢ite opste i specijalne tehnicke
discipline posvecene projektovanju i proratunu konkretnih konstrukcija, motora, mehanizama i
masdina ili njihovih delova (detalja). Sve te tehni¢ke discipline baziraju ‘na zakonima i metodama

teorijske mehanike.

1 Mehanika
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‘ Osnovni zadatak teorijske mehanike sastoji se u proutavanju opstih zakona
kretanja i ravnoteZe materijalnih tela pod dejstvom sila koje na njih deluju.

Prema karakteru problema koji se proucavaju u teorijskoj mehanici obi¢no
se usvaja njena podela na tri odvojene discipline: Sratiku, Kinematiku i Dinamiku.

Statika proucava zakone slaganja sila i uslove ravnotefe materijalnih tela pod
dejstvom sila.

Kinematika prouéava opsta geometrijska svojstva kretanja tela.

Dinamika prouéava zakone kretanja materijalnih tela pod dejstvom sila.

Prema svojstvima materije koju proucava teorijska mehanika se deli na:

a) mehaniku materijalne tacke i sistema materijalnih talaka, tj. takvih tela
Cije se 'dimenzije pri proucavanju njihovih kretanja (ili pak pri razmatranju njihove
ravnoteze) mogu da zanemare*;

b) mehaniku krutog tela, tj. takvih tela Cije se deformacije (promena oblika)
pri proucavanju njihovih kretanja (ili pak pri proucavanju njihove ravnoteze)
mogu da zanemare;

¢) mehaniku tela promenljive mase, tj. takvih tela ¢ija se masa u toku vreme-
na menja;

d) mehaniku deformabilnih tela, tj. takvih tela &iji se oblik i zapremina pri
kretanju (ili ravnotezi) menja (teorija elastinosti i teoryja plasti¢nosti):

e) mehaniku teénosti (hidromehanika), i

f) melaniku gasova (aeromehanika i gasna dinamika).

U opstem kursu teorijske mehanike obi¢no se proutava samo mehanika mate-
rijalne tacke i krutog tela, kao i opSti zakoni kretanja sistema materijalnih tacaka.

Teorijska mehanika pripada klasi prirodnih nauka, tj. nauka o zbivanjima
u prirodi. Ona pociva na zakonima koji proistiu iz iskustva, a koji se odnose na
odredenu klasu prirodnih pojava vezanih za kretanje materijalnih tela. Uloga
i znalaj teorijske mehanike sastoji se ne samo u tome §to ona predstavlja naucnu
bazu mnogih oblasti savremene tehnike, ve¢ i u tome §to njeni zakoni i metode
omogucuju da se proudi i objasni ¢itav niz vaznih pojava u svetu koji nas okruzuje.
Time ona doprinosi daljem napretku i razvoju prirodnih nauka u celini, a takode
i izgradnji pravilnog materijalistickog posmatranja sveta.

Pojava i razvitak mehanike**, kao nauke, nerazdvojno je vezan za istorijski
razvoj proizvodnih snaga drustva, i za nivo proizvodnje i tehnike na svakoj etapi
njegovog razvoja.

U drevno doba, kada su se zahtevi proizvodnje svodili uglavnom na zadovo-
ljenje potreba gradevinske tehnike, pocela je da se razvija nauka o takozvanim

* Primedba prevodioca. Kod nas se pojam materijalne tatke strozije definise i pod mate-
rijalnom tatkom se podrazumeva tatka koja zastupa translatorno pokretno kruto telo odredene mase:

**Termin »mehanika« prvi put se pojavio u delima jednog od najistaknutijih filozofa
stare ere Aristotela (384—322. pre naSe ere) i potife od gréke re¢i unyavy, koja u savremenom
Smislu znaci »konstrukcija¢, »masina¢, »pronalazake,



Uvod 3

prostim masinama (kotur, vratilo, poluga, strma ravan) i opSta nauka o ravnotezi
tela (statika). Osnovna nacela statike nalaze se ve¢ u delima jednog od najveéih
naucnika siare ere Arhimeda (287—212. pre nase ere).

- Razvoj dinamike zapoCeo je znatno kasnije. U XV—XVI veku pojava i razvoj
burZoaskih odnosa u zemljama zapadne i centralne Evrope, posluZili su kao pod-
sticaj za znacajan uspon razliitih zanata, trgovine, moreplovstva i nauke o rato-
vanju (pojava vatrenog oruzja), kao i za vazna astronomska otkri¢a. Sve je to omo-
gucilo da se prikupe velike koliCine materijala (Cinjenica) iz iskustva, Cija je siste-
matizacija i ubpétavanje, izvrSena u XVII veku, dovela do otkri¢a zakona dinamike.
Glavna zasluga za. stvaranje (formulisanje) osnova dinamike pripada genijalnim
istrazivatima Galileu Galileju (1564—1642) i Isaku Njutnu (1643—1727). U
Njutnovom delu »Matemati¢ki osnovi prirodne filozofije(, koje je izdato 1687. god.>
bili su izloZeni u sistematskoj formi osnovni zakoni takozvane klasi¢ne mehanike
(Njutnovi zakoni). Docnije su ti zakoni dugim iskustvom provereni i potvrdeni
u procesu opste druStveno-proizvodne prakse Covelanstva., Ovo omogucuje da
naSa saznanja u oblasti mehanike, koja pocivaju na Njutnovim zakonima, sma-
tramo vrlo pouzdanim saznanjima na koja inZenjer moze smelo da se osloni u svojoj
prakti¢noj delatnosti.*

. U XVIII veku zapoteo je u mehanici intenzivan razvoj analitickih metoda
tj. metoda koje su zasnovane na primeni diferencijalnog i integralnog racuna.
Metode za reSavanje zadataka dinamike tacke i krutog tela |postavljunjem i-inte-
'griranjem odgovaraju¢ih diferencijalnih jednalina razradio je veliki matematicar
i mehani¢ar Leonard Ojler (1707—1783). Od drugih istraZivanja u ovoj oblasti
najvedi znacaj za razvitak mehanike imali su radovi istaknutih francuskih nau¢nika
— Z. Dalambera (1717 —1783), koji je formulisao svoj poznati princip za reSavanje
zadataka iz dinamike, i Z. Lagranza (1736—1813), koji je razradio op$tu analititku
metodu za reSavanje zadataka iz dinamike na osnovu Dalamberovog principa i
principa virtualnih pomeranja. U dana3nje doba analiticke metode predstavljaju
osuiiovne metode za reSavanje zadataka u dinamici.

Kinematika, kao posebni odeljak mehanike, izdvojila se tek u XIX veku,
pod uticajem zahteva koje je postavljao razvoj masinske tehnike. U danasnje doba
kinematika ima veliki samostalan znalaj pri proucavanju kretanja mehanizama
i magina.

U Rusiji su veliki uticaj na razvitak prvih istrazivanja u oblasti mehanike imali
radovi genijalnog nau¢nika i mislioca M. V. -Lomonosova (1711—1765), a takode
i stvaralastvo L. Ojlera, koji je dugo vremena Ziveo i radio u Peterburgu (Lenjin-
gradu). Od mnogobrojnih doma¢ih (ruskih) nauénika, koji su dali znacajan dopri-

* Najnoviji razvitak nauke je pokazao da je pri brzinama, koje su bliske brzini svetlosti,
kretanje tela podvrgnuto zakonima mehanike teorije relativiteta, dok|je kretanje mikrodeli¢a.
(elektrona, pozitrona i dr.) formulisano zakonima kvantne mehanike. Ova otkri¢a su jednovremeno.
precizirala oblast primene klasi¢ne mehanike i potvrdila pouzdanost njenih zakona koji se odnose
na kretanja svih tela, koja se razlikuju od mikrodelica, a pri brzinama, kaje nisu bliske brzini svet-
losti, tj. na kretanja onih tela, koja su imala i imaju ogroman prakti¢ni|znacaj u tehnici i nebes-
koj mehanici, ‘
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nos razvitku razli¢itih oblasti teorijske mehanike, treba, pre svega, pomenuti: M. V.
Ostrogradskog (1801--1861), kome pripada niz vaznih proucavanja analitickih
metoda za re$avanje zadataka dinamike; P. L. CebiSeva (1821 1894), koji je dao
nov pravac u prouavanju mehanizama; S. V. Kovalevsku (1850 —1891), koja je
refila jedan od najtezih problema dinamike krutog tela; A. M. Ljapunova
(1856—1918), koji je razradio nove metode za proudavanje stabilnosti kretanja;
1. V. MesCerskog (1859 1935), koji je postavio osnove mehanike promenljive mase;
K. E. Ciolkovskog (1857—1935), koji je dao.niz fundamentalnih otkri¢a u teoriji
raketnog kretanja; A. N. Krilova (1863—1945), koji je razradio teoriju broda i
mnogo doprineo razvitku teorije Ziroskopskih pribora.

Veliki znacaj za najnovija istrazivanja u mehanici imali-su radovi »oca ruske
avijacije« N. E. Zukovskog (1847—1921) i njegovog bliskog ucenika S. A, Cap-
ljigina (1869—1942). Karakteristi¢na crta. u stvaralastvu N. E. Zukovskog bila
je primena metoda mehanike na reSavanje aktuelnih tehniCkih zadataka. Tome
cilju, pod uticajem Zukovskog, usmerena je i nastava teorijske mehanike u viSim
tehni¢kim $kolama u nasoj zemlji (SSSR-u)

Zadatak neprekidnog razvoja i usavr$avanja socijalisticke proizvodnje, koji
se u nase doba postavlja pred domacéu (rusku) ‘nauku i tehniku, a takode i zadatak
unosenja savremene tehnike u proizvodnju, zahteva dalju i $iru izgradnju inZe-
njerskih kadrova i $irenje teorijske baze njihovih znanja. Izvesnu ulogu pri reSa-
vanju ovog zadatka ima i proucavanje jednog od nau¢nih osnova savremene tehnike
— teorijske mehanike.
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STATIKA KRUTOG TELA
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Glava I ‘
OSNOVNI POJMOVI I AKSIOME STA;TIKE

§ 1. Predmet statike ‘

Statikom se naziva deo mehanike u kome se proucavaju| zakoni slaganja sila i
uslovi ravnotege materijalnih tela na koja deluju sile.

Pod ravnotezom podrazumevacemo stanje mirovanja tela u odnosu na druga
materijalna tela. Ako telo u odnosu na koje posmatramo ravnoi_eiu moze da se smatra
fiepokretnim, cda se ravnoteZa uslovno naziva apsolutna, ft u protivnom slucaju
relativna. U statici ¢emo proucavati samo tzv. apsolutnu raynoteiu tela. Pri prak-
ti¢nim inZenjerskim proracunima ravnoteza u odnosu na Zeplju, ili pak u odnosu
na tela koja su ¢vrsto vezana za Zemlju, moZe se smatrati apsolutnom. Ova kon-
vencija bice obrazloZena u dinamici, gde se pojam o apsolutnoj ravnotezi moze
definisati daleko stroZije. Tamo ¢e takode biti proucen i problem o relativnoj rav-
notezi tela. \

Uslovi ravnoteZe tela sustinski zavise od toga da li je telo u ¢vrstom, te¢nom
ili gasovitom agregatnom stanju. RavnoteZa te¢nih i gasovitih tela proucava se
u kursevima hidrostatike i aerostatike. U opstem kursu mf:hanike proucavaju se
obi¢no samo problemi o ravnotezi krutih tela. \

Sva tela u prirodi pod uticajem spoljasnjih sila menj%ju u vecoj ili manjoj
meri svoj oblik i zapreminu (deformisu se). Veli¢ina tih deformacija zavisi od mate-
rijala tela, od njegovih geometrijskih oblika i dimenzija, a takode i od sila (optere-
¢enja) koja deluju na tela. Da bi se obezbedila trajnost razli¢itih inZenjerskih kon-
strukcija biraju se dimenzije pojedinih delova, a takode i materijal od koga se oni
izraduju tako da njihove deformacije pri o&ekivanom opterecenju budu male (ne-
znatne).* Iz tog razloga, pri proucavanju opstih uslova ravnoteze tela, potpuno je
dopusteno da se zanemare male deformacije odgovarajucih tela i da se ta tela po-
smatraju kao nedeformabilna ili apsolutno kruta. Pod apsulutno krutim telom pod-
razumevamo takvo telo kod koga rastojanje izmedu dve bilo koje njegove tacke
ostaje uvek nepromenjeno. U protivnom slutaju, ako se to rastojanje menja, telo

* Na primer, materijal i dimenzije 3tapova, koji “su sastavni delovi neke’ konstrukcije,
biraju se tako da se pri delovanju optereéenja njihova duZina poveca ili smanji za manje od hilja-
ditog dela prvobitne duZine. Deformacija ovoga reda je dopustena pri savijanju, uvijanju, itd.
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se zove Corsto. Ubuduce, pri refavanju raznih problema u statici, smatracemo
da su sva tela apsolutno kruta, i zvatemo ih kruta tela ili samo kratko tela. Kako
ée kasnije biti pokazano u § 3 uslovi ravnoteze koji se dobijaju za kruto telo mogu
se primeniti ne samo na tela koja se neznatno deformisu, ve¢ takode i na ma kakva
deformabilna tela. Na taj na¢in oblast prakti¢tne primene statike krutih tela je
vrlo $iroka.

Deformacije tela uzimaju se u obzir pri proratunu raznih delova inzenjerskih
konstrukcija i masina. Takvi problemi proucavaju se u kursevima otpornosti mate-
rijala i teorije elasti¢nosti.

_ Da bi kruto telo pod dejstvom nekog sistema sila bilo u ravnotezi (u miru)
potrebno je da te sile zadovoljavaju odredene uslove ravnotefe datog sistema sila.
IznalaZenje tih uslova predstavlja jedan od osnovnih zadataka statike. Medutim,
za iznalazenje uslova ravnoteZe razliCitih sistema sila, a takode i za reSavanje Citavog
niza drugih problema u mehanici, neophodno je umeti:

a) -slagati sile koje deluju na kruto telo;
b) zamenjivati dejstvo jednog sistema sila drugim sistemom sila, i u posebnim
slucajevima
¢) svoditi dati sistem sila na prostiji oblik.
Iz tih razloga u statici krutog tela proucavaju se slede¢a dva osnovna problema-
1. slaganje sila i svodenje sistema sila koji deiuje na kruto telo na prostiji oblik;
_ 2. odredivanje uslova ravnoteze sistema sila koji deluje na kruto telo. j
| Zadaci statike mogu se re$avati ili putem odgovarajuéih geometrijskih konstruk-
cija (geometrijske i graficke metode), ili pak numerickim racunom (analiti¢ka metoda).
U ovom kursu prouci¢emo i jednu i drugu metodu imajuci uvek u vidu da geometrij-
ske konstrukcije imaju prvostepenu ulogu pri re§avanju raznih problema u mehanici

§ 2. Sila

Stanje ravnoteZe ili kretanja nekog tela zavisi od karaktera uzajamnog dejstva
izmedu njega i drugih tela, tj. od pritisaka, privlacenja ili odbijanja, koje dato telo
podnosi u rezultatu tih uzajamnih dejstava. Velicina koja predstavija koli¢insku
meru mehanickog uzajamnog dejstva izmedu materijalnih tela zove se u mehanici sila.

Velitine sa kojima ¢emo imati posla u mehanici mozemo podeliti u dve grupe,
jtona:

a) skalarne (skalare) — koje su potpuno odredene svojom broj¢anom vred-
noscu, 1

b) vektorske (vektore) — koje su sem brojcane vrednosti odredene sa jo§ dva
podatka: pravcem i smerom U prostoru.

Sila je vektorska veli¢ina. Njeno dejstvo na telo odreduje se:

1. brojéanom vredno¥iu, tj. modulom ili intenzitetom sile;

2. pravcem i smerom sile, i

3. napadnom tackom sile.

Modul — intenzitet sile odreduje se uporedivanjem njene velicine sa silom
koja je uzeta za jedinicu. U statici za jedinicu sile uzima se sila od jednog kiloponda
(1 kp)*. Za stati¢ko merenje sile sluZe pribori poznati iz fizike, koji se zovu dinamo-
metri.

* To je tehnitka jedinica za silu. Vidi § 101.
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Pravac, smer i napadna tacka sile zavise od karaktera uzajamnog dejstva materi-
jalnih tela i njihovog medusobnog polozaja. Na primer, sila teZe, koja deluje na bilo
- koje telo, usmerena je vertikalno nanize. Sile pritisaka dveju glatkih kugli, koje su
priljubljene jedna uz drugu, usmerene su po normali na povrsine obe kugle u tactkama
njihovog dodira i deluju u tim tackama.

Graficki se sila prikazuje usmerenim odseckom (sa str? £

~ B

licom). Duzina* tog odsecka (4B na sl. 1) prikazuje
razmeri intenzitet sile; pravac i smer odsecka prikazuju pra-
vac i smer dejstva sile, a njegov pocetak (tatka A nasl. 1}
obi¢no se poklapa sa napadnom tatkom sile. Ponekad se sil
prikazuje i drugojacije; npr. da u napadnoj tacki sile bud
vrh (strelica) odseka koji prikazuje silu (vidi sl. 4, c). Prava SL 1

DE, duz koje je usmerena sila, zove se napadna linija sile il

linija dejstva sile. Silu, kao vektorsku veli¢inu, oznacavaéemo slovom F latinske

=
azbuke sa strelicom F. Intenzitet sile oznacavacemo ili sa | F |, ili jednostavno F

U daljim izlaganjima sistemom sila zvacemo skup svih sil‘a koje deluju na bilo
koje kruto telo. Usvojicemo isto tako i sledece nazive: :

1. Telo koje nije neposredno vezano za druga tela i koje iz datog poloZaja
moze slobodno da prede u bilo koji drugi poloZaj u prostoru zove se slobodno telo.

2. Ako slobodno telo pod dejstvom datog sistema sila
onda se takav sistem sila zove wuravnoteZeni sistem sila:

3. Ako jedan sistem sila, koji deluje na slobodno telo, moze da se zameni
drugim sistemom sila, a da se pri tome ne izmeni stanje mirovanja ili stanje kretanja
krutog tela, onda se za takva dva sistema sila kaze da su ekvivalentna.

4. Ako je dati sistem sila ekvivalentan samo jednoj sili, onda se ta sila zove
rezultanta datog sistema sila. Na taj nacin rezultanta je takva sila koja sama (jedina)
‘moze da zameni dejstvo datog sistema sila na kruto telo.

Sila, koja je po intenzitetu jednaka rezultanti, koja ima isti pravac kao i rezultanta,
ali je suprotnog smera, zove se uravnotefavajuca (suprotna) sila.

5. Sile koje deluju na kruto telo mogu da se podele na spoliaénje i unutrasnje.
Spoljasnjim silama nazivaju se sile koje deluju na deli¢e datog tela od strane drugih
materijalnih tela. Unutra$njim silama nazivaju se sile kojima deli¢i jednog istog tela
deluju jedni na druge.

6. Sila koja deluje samo u jednoj bilo kojoj tacki tela zove se koncentrisana sila.
Sile koje deluju na sve tacke zapremine tela ili pak dela njegove povrsine zovu se
‘kontinualno rasporedene (podeljene) sile.

Pojam o koncentrisanoj sili je uslovan — konvencionalan, jer je nemogucno
postiéi da sila deluje na telo samo u jednoj tacki. Sile koje u mehanici smatramo za
koncentrisane predstavljaju u sustini rezultantu nekog sistema kontinualno raspo-
redenih sila.

oze da bude u miru,

* Jedinica za duzinu je metar [m].**

Metar je duZina jednaka 1 650 763, 73 talasnih duZina radijacije 1 vakuumu koja odgovara
prelazu izmedu nivoa 2p,, i 5d; atoma kriptona 86. To je tzv. »talasni metare.

Izvedene mnozine i delovi metra su:

— kilometar [km] 1 km = 1000 m

— decimetar [dm] 1dm = 0,1 m

— centimetar [cm] 1cm = 0,0l m

— milimetar [mm)] 1 mm = 0,001 m

— mikron [um] 1 gm = 0,000 001 m

** Tekst o jedinicama za duZinu ubacio je prevodilac.
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Tako, npr., u mehanici se smatra da sila teZe, koja deluje na dato telo, predstavlja
rezultantu sila teze njegovih deli¢a. Napadna linija te rezultante prolazi kroz tatku
koju nazivamo teziSte tela*

§ 3. Aksiome sta*ike

Sve teoreme i jednacine statike izvode se iz nekoliko osnovnih postavki, koje se
usvajaju bez matematickih dokazivanja i nazivaju se aksiomama ili principima statike.
Aksiome statike predstavljaju rezultat uopstavanja mnogobrojnih opita i opazanja
utvrdenih prakti¢nim iskustvom pri posmatranju ravnoteze i kretanja tela. Izvestan
broj tih aksioma je posledica osnovnih zakona mehanike sa kojima ¢emo se upoznati
u dinamici.

Aksioma 1. Ako na slobodno telo deluju dve sile, onda to telo moze da se nalazi
u ravnotesi, tada i samo rada, ako su te sile jednake po intenuzitetu (F;, = F,) i ako
su usmerene duf istog pravca u suprotmim smerovima (sl. 2).

Aksioma 1. defini$e najprostiji sistem uravnotezenih sila, jer kako pokazuju
opiti i iskustvo, slobodno telo na koje deluje samo jedna sila ne moze da se nalazi u
ravnotezi.

Aksioma 2. Dejstvo datog sistema sila na kruto telo
ne menja se, ako se datom sistemu sila doda ili oduzme uravnote-
Zeni sistem sila.

Ova aksioma tvrdi da su dva sistema sila, koja se razlikuju
samo za jedan uravnoteZeni sistem sila, ekvivalentna jedan
drugom.

Posledica prve i druge aksmme Napadna tacka
sile, koja deluje na kruto telo, moge da se prenosi duf napadne
linije sile u bilo koju drugu tacku krutog tela.

Neka, npr., kruto telo napada sila F u tacki 4 (sl. 3). Uocimo na napadnoj liniji

ove ile bilo koju drugu tacku, npr. tacku Bi opteretlmo u toj tacki dato telo sa dve
> -

uravnoteZene sile F1 i Fz, ali takve da je F1 =FiF, = — F Dodavan;em ovih dveju

uravnotezenih sila, dejstvo sile F na kruto telo nece
_—)

L
se promeniti. Medutim, sile F i F, prema aksiomi 1,
predstavljaju uravnoteZeni sistem sila, pa se onda takav
sistem sila moZe ukloniti**. Na kraju, kao $to vidimo,

g

- -

na telo deluje samo jedna sila F; koja je jednaka sili F,
ali je njena napadna tacka u tacki B.

Na taj nacin mozZe se smatrati da vektor koji pred-

=
stavlja silu F moze da napada kruto telo u bilo kojoj
SL 3 tacki na napadnoj liniji sile (takav vektor zove se —

Elizedi vektor, ili vektor vezan za pravu).

Ovakav jedan zakljucak vazi samo za sile koje deluju na kruto telo. Pri inze-
njerskim proratunima takav jedan zaklju¢ak mozZe da se iskoristi samo onda kada
se ispituje dejstvo spoljasnjih sila na jednu konstrukciju, tj. drugim rec¢ima kada
se odreduju uslovi ravnoteze cele konstrukcije.

* Problem o odredivanju poloZaja teZista bi¢e prouden u VIII glavi. Utinicemo predhod-
nu napomenu: ako homogeno telo ima centar (tacku) simetrije (pravougaoni §tap, cilindar, kugla,
itd.), onda se teZi§te takvog tela nalazi u njegovom centru simetrije.

** Uklonjene ili prenete sile bi¢e u daljim izlaganjima precrtane na crtezu.
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Tako, npr., $tap prikazan na sl. 4,a bie u ravnotezi ako je Fy = F,.

Pri prenoSenju napadne tatke obeju sila u bilo koju tatku C S$tapa

(sl. 4, b), ili pak pri preno$enju napadne .
=%

=y Fr A B /:‘;
tacke sile F; u tacku B, a sile F, u tacku T T e et e O
A (sl. 4, ¢) nete se poremetiti ravnoteza
Stapa. Medutim, dejstvo unutrasnjih A FE ¢l A -
sila u svakom od posmatranih slucajeva 1 b
bi¢e drugojacije. U prvom slucaju ‘
je Stap pod dejstvom datih sila zateg- = B E
nut; u drugom slucaju uopste nije _F?;_.y_‘ __________________ =L Mg}
napregnut, dok je u trecem slucaju stla

pritisnut* Prema tome, pri odredi-
van;u unutras$njih sila nije dopusteno da se prenosi napadna tacka sile duz
njene napadne linije.

Aksioma 3 (aksioma o paralelogramu sila). Due sile koje napadaju
kruto telo u jednoj tacki imaju rezultantu prikazanu dijagonalom paralelograma kon-
struisanog nad- datim silama.

-—’
Vektor F, ¢iji je intenzitet jednak duzini dijagonale paral¢lograma konstruisa-
-
nog nad vektorima F, i F,, Ciji se pravac poklapa sa pravcem dijagonale paralelograma

i k011 je usmeren od tacke' 4 ka tacki B (sl. 5) zove se geometrijski zbir vektora F

i Fz, tako da je:

>

- >
F, = F1 |- &g

Prema tome, aksioma 3. moze da se formulise
i na sledeci nacin: rezultanta dveju sila koje napadaju
kruto telo u jednoj tacki jednaka je -geometrijskom
(vektorskom) zbiru tih sila sa napadnom tackom u
istoj tacki.

U daljim izlaganjima' treba razlikovati pojam SL 5
sume (zbira)sila i pojam njihove rezultante. Neka, npr.,

- -

na kruto telo deluju sile F, i F, sa'napadnim tatkamau 4 i B (sl 6). Pri iznalaZenju

sume dve)u sila n]1h mozemo prenosm u proizvoljno 1zabrané tacke. Npr., nasl. 6
sila F je suma sila’ F1 i F2 (F F1 + Fz), kao dijagonala odgovara;uceg paralelo—
grama. Medutim, sila F nije njihova rezultanta, jer nije teéko videti da sila F ne

> =

moze da zameni dejstvo sila F; i F, na kruto telo. Ne samo to, ve¢ treba reci da sile
-S> - ‘
F, i F, uop$te nemaju rezultantu, kako ¢e to biti pokazano u § 47.

* Da bi $tap bio zategnut (ili pritisnut) silom F 1» potrebno je da se na jedan kraj §tapa delu)e
tom silom, a da se drugi kraj $tapa ili pri¢vrsti Kruto, ili pak da se na njega delu)e silom F2 = — F,,
kako je pokazano na sl, 4. ZateZuéa (ili pritiskujuca) sila bi¢e u oba slucaja )edna te ista i jednaka Fy,a

ne 2 F,, kako se ponekad pogresno misli.
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Aksioma 4. Dva materijalna tela uvek deluju jedno na drugo silama istih intenzi-
teta, dus istog pravca (napadne linije), ali u suprotmim smerovima (krace receno dejstvo

je jednako protivdejstou). -
Zakon o jednakosti dejstva i protivdejstva je jedan od osnovnih zakona mehanike.

-
Iz njega proizlazi, da ako telo 4 deluje na telo B silom F, onda istovremeno i telo B

- -
deluje na telo 4 silom F' = — F(sl. 7).

SL. 6

-»> -
Medutim, sile F i F' ne predstavljaju uravnoteZeni sistem sila, jer one deluju na
razlicita tela. v
Svojstvo unutra$njih sila. Prema aksiomi 4. bilo koja dva deli¢a krutog
tela deluju jedan na drugi silama istih intenziteta, ali suprotno usmerenih duz iste
napadne linije. Kako se pri proucavanju opstih uslova ravnoteze telo moze smatrati
apsolutno krutim onda prema aksiomi 1., sve unutraSnje sile predstavljaju sistem
uravnotezenih sila, koji, opet, prema aksiomi 2., moze da se ukloni.

Prema tome, pri postavljanju opstih uslova ravnoteze treba uzimati u obzir
samo spolja$nje sile, koje deluju na dato telo, ili pak na datu konstrukciju. U
daljim razmatranjima kadgod budemo govorili o silama podrazumevaéemo da se
radi samo o spoljadnjim silama (izuzev u izvesnim specijalnim slucajevima kada ¢e to
biti naglaseno).

Aksioma 5 (princip ukruéivanja). Ako se bilo koje deformabilno telo pod
dejstvom datog sistema sila nalazi u ravnotefi, onda ce ravnotefa da se odrgi i tada,
kada se telo ukruti (postane apsolutno kruto). '

Ova aksioma potpuno je oligledna. Tako npr. jasno je da se ravnoteza jednog
lanca nece poremetiti, ako karike iz kojih se on sastoji zavarimo jedne za druge;
isto tako, ravnoteza savitljivog konopca nece se poremetiti ako konopac postane kruti
krivi $tap, itd. Kako na telo koje se nalazi u miru pre i posle ukrucivanja deluje isti
sistem sila, to aksioma 5. moZe da se iskaze i u drugojatijem obliku:’sile, koje u
slucaju ravnotede deluju na neko deformabilno telo, zadovoljavaju iste uslove kao iu
sluéaju kada deluju na kruto telo; medutim, ti uslovi koji su za deformabilno telo
potrebni, ne moraju u isto vreme da budu i dovoljni.

Tako, npr., za ravnotezu savitljivog konopca na koji deluju dve sile na njegovim
krajevima, potrebni su isti uslovi kao i za kruti $tap (sile treba da su istih intenziteta
i da deluju du istog pravca — napadne linije u suprotnim smerovima). Medutim,
ti uslovi nisu dovoljni. Za ravnotezu konopca potrebno je jo$ da sile budu i zatezuce,
tj. usmerene kao na sl. 4, a.

Princip ukrudivanja upotrebljava se vrlo Cesto u inZenjerskim proradunima.
On omogucuje da se bilo koje deformabilno telo (kaiS, uze, lanac i sli¢no) ili bilo
koja pomerljiva konstrukcija, posmatra pri postavljanju uslova ravnoteZe, kao kruta,
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i da se za ispitivanje ravnoteze takvih tela upotrebe metode i zakoni koji vaze u statici
krutog tela. Ako uslovi ravnoteze dobiveni tim putem nisu dovoljni za re$avanje
posmatranog zadatka, onda se dopunski uslovi ravnoteZe dobijaju iz uslova ravnoteze
pojedinih izdvojenih delova konstrukcije, ili pak iz posmatranja njihovih deformacija
(problemi koji uzimaju u obzir i deformacije; reSavaju se u ersu otpornosti mate-
rijala). ‘

§ 4. Veze i njihove reakcije - |

|
Po definiciji, telo koje nije vezano za druga tela i koje moze slobodno da prede
~u bilo koji proizvoljni poloZaj u prostoru, zove se slobodno telo (npr. balon u vazduhu).
Telo &je je kretanje u prostoru ometeno bilo kojim drugib telom (preprekom)
zove se vezano (neslobodno) telo. Prepreke koje sprecavaju kretrznje jednog tela zovu

se veze. ‘
Tako, npr., teret koji leZi na stolu predstavlja vezano (néslobodno) telo. Vrata

postavljena na $arke takode su vezano telo. Veze u ovim sluéajk:vima su: sto za teret,
koji mu ne dopusta da se krece vertikalno nanize, dok su za vrata veze $arke, koje im
ne dopustaju da se odvoje od stuba za koji su pri¢vricena.

Telo koje pod uticajem datih sila tezi da izvr$i pomerafpie koje ne dopustaju
veze, deluju na vezu silom, koja se zove pritisak na vezu ili jednostavno samo pritisak.
Prema aksiomi 4. i veza deluje-na telo silom istog intenziteta il pravca, ali suprotnog

smera. Sila kojom veza delije na telo, i koja sprecava ova ili ona (neka) njegova po-
meranja zove se reakcija veze (protivdejstvo vesze). ‘ .
Ubuduce sile koje ne predstavljaju reakcije veze (kao nﬁ)r., sila teze) zvacemo
aktivnim silama. Odlike aktivnih sila sastoje se u tome $to njihov intenzitet i pravac
ne zavisi neposredno od drugih sila koje deluju na telo. Reakcije veza, pak, razlikuju
se od aktivnih sila, koje deluju na telo, po tome, $to njihova \(elic':ina uvek zavisi od
tih sila i unapred nije poznata (ako nikakve aktivne sile ne deluju na telo, onda je
reakcija veze jednaka nuli). Da bi se odredile reakcije potrebno je da se resi odgovara-
_judi staticki zadatak. Reakcija veze usmerena je u suprotnom smeru od smera u kome
veza ne dopusta pomeranje telu. Ako veza jednovremeno ne dqpu§ta pomeranje tela
u viSe pravaca, onda je pravac reakcije veze takode unapred nepoznat i mora da se
odredi reSavanjem odgovarajuéeg zadatka. ‘

Odredivanje pravilnog pravca i smera reakcije igra pri re#avaniu stati¢kih zada-
taka vrlo vaznu ulogu. Iz tog razloga razmotrimo detaljno kako su usmerene reakcije
za neke osnovne oblike veza (dopunski primeri dati su u § 26).

1. Glatka povr$ina (ravan) ili oslonac. Pod glatkom povr$inom podra-
zumevamo povrsinu takvih svojstava da trenje tela, koje se nalazi na njoj, U prvom
priblizenju moZe da se zanemari. Takva povrSina sprecava kretémie tela samo u pravcu

_zajedni¢ke normale na povrine dodirnih tela, a u tacki njihovog dodira (sl. 8, a)%

—>
Zato je reakcija F,, glatke povrsine ili glatkog oslonca usr‘rzerena po zajednickoj
normali na povrsine dodirnih tela, a u tatki njihovog dodira, koja je u isto vreme i
napadna tacka reakcije. Ako pak jedna od dodirnih povrsina predstavlja tacku (vidi
sl. 8, b) onda je reakcija usmerena po normali na drugu povrsinu.

2. Konopac Veza ostvarena u vidu savitljivog neistegljivog konopca (sl. 9)
ne dozvoljava telu M da se udalji od taCke veSanja u'pravcj AM. 1z tog razloga
=%

‘es”anja.
\
* Na slikama 8 — 11 nisu prikazane sile koje deluju na tela. U slugajevima, prikazanim na sl.
8 i 9, reakcije imaju nazna¢ene pravce i smerove pri bilo kojim datim| silama nezavisno od toga
da li se pri tome telo nalazi u miru ili se krece.

reakcija konopca F usmerena je dug samog konopca ka tacki’
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3. Cilindri¢ni zglob (lezidte). Ako su dva tela spojena osovinicom kroz
otvore na tim telima, onda se takva veza zove $arnir ili cilindri¢ni zglob; geometrijska
osa osovinice zove se osa Sarnira. Telo AB vezano $arnirom za oslonac D (sl. 10, a)
moze slobodno da se obrée oko ose $arnira (u ravni crteza); pri tome kraj A4 tela ne

P

A\

SL 8 SL. 9

moze da Ef. pomera ni u kom pravcu normalnom na pravac ose $arnira. Iz tog razloga
reakcija F cilindriénog zgloba mofe da ima bilo koji pravac u ravni upraovnoj na osi
$armira, tj. u ravni Axy. U tom slucaju nije poznat unapred ni intenzitet sile I:“) r
a'takode ni njen pravac. U tom slucaju, dakle, za silu F_‘;, treba odrediti dve veli¢ine:

intenzitet F i i ugao a.

"\\

b)
SL 10

4. Sferni zglob (lezi§te) i podupiraé. Ovaj oblik veze pri¢vri¢uje neku
tacku tela tako da ona ne moze da se krece ni u kom pravecu u prostoru. Primer takve
veze je npr. veza kojom se fotoaparat pri¢vricuje za stativ (sl. 10, 4),ili pak podupira¢

=
sa kosnikom (sl. 10, ¢). Reakcija sfernog zgloba F,, ili podupiraca moZe da ima proiz-
voljan pravac u prostoru: U ovom slucaju, dakle, unapred nije poznat ni intenzitet
reakcije F, a takode ni uglovi koje ona zaklapa sa osama x, W x

5. Stap. Ako se tanki Stap, na ¢ijim krajevima deluju dve sile, nalazi u ravnotezi,
onda prema aksiomi 1. te sile moraju da imaju pravac ose tapa(sl. 4, a i 4, b). Prema
tome, Stap optereCen silama na krajevima, &ju tefinu mofemo zanemariti prema
tim silama, »radi« samo na zatezanje ili pritisak. Ako u bilo kojoj konstrukciji takav

=
Stap AB ostvaruje vezu (sl. 11) onda ée reakcija $tapa F,, imati pravac ose Stapa*

* ‘Ovaj zakljutak strogo uzev ima mesta u tom slu¢aju ako su krajevi §tapa pricvriéeni
sarnirima — zglotovima. Ali prakti¢no mozZe se smatrati da je reakcija Stapa usmerena duz ose $tapa
u slu¢ajevima kada su krajevi §tapa zavareni.
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§ 5. Aksioma o vezama

Ravnoteza vezanih (neslobodnih) tela proucava se u statici na osnovu sledeée
aksiome: svako vezano (neslobodno) telo moze se posmatrati kao slobodno, ako uklonimo
veze i njihov uticaj na telo zamenimo dejstvom reakcija veza.

a)
B
8 C
K A
N ~E
0 [g'
Sl 11 SL. 12

Tako, npr., $tap AB, tezine G, na sl. 12,a, Cije kretanje 'sprecavaju povrsina
OE, oslonac'D i konopac OK, moze se posmatrati kao slobodno telo (sl 125603
=,

koje se nalazi u ravnotezi pod dejstvom aktivne sile G 1reakc1]aF F i F .Inten-

ziteti ovih reakcija mogu se odrediti iz uslova ravnoteze sila | ko;e delu]u na telo>
koje je sada slobodno. U ovome se sastoji osnovna metoda za reSavanje zadataka
statike. \

Qdredivanje reakcija ima taj prakti¢ni znacaj, §to znajuci njih, prema aksiomi 4.,
znamo i pritiske na veze, tj. poCetne podatke, koji su potrebni za proratun ¢vrstoce
(otpornosti) odgovarajuc¢ih delova konstrukcije.



Glava II

SISTEM SUCELJNIH SILA

§ 6. Geometrijski natin slaganja sistema sufeljnih sila

Pri proucavanju statike postupno ¢emo prelaziti sa prostijih na sloZenije sisteme
sila. Poénimo sa razmatranjém sistema sudeljnih sila. Sistemom suceljnih sila naziva
se takav sistem sila Cije se napadne linije seku u jednoj tacki (vidi sl. 16, a). To je,
dakle, sistem sila, koji napada jednu tatku tela. Sistem sueljnih sila koji deluje na
kruto telo moZe da se zameni njemu ekvivalentnim sistemom sila, koji deluje u jed-
noj tacki (na sl. 16, a u tacki 4).

Problem odredivanja rezultante sistema suceljnih sila, svodi se, prema aksiomi 3 ,

na operaciju slaganja tih sila.
> : ey
1. Slaganje dveju sila. Rezultanta F, dveju suceljnih sila F,.i F, nalazi se

na dva nacina:
a) po pravilu o paralelogramu sila (sl. 13, @), .ili pak

b) konstrukcijom tzv. trougla sila (sl. 13, &), koji u stvari predstavlja poiovinu
tog paralelograma.

‘Konstrukeija trougla sila vrsi se na slede¢i nadin: iz proizvoljno izabrane tacke
A, nanese se vektor koji predstavlja
jednu silu, a iz njegovog kraja B,
vektor, koji predstavlja drugu silu;
kada spojimo tatku A; (pocetak
prvog vektora) i tacku C; (kraj
drugog vektora), dobi¢emo vektor,
koji po pravcu i veli¢ini predstavlja
=

; rezultantu F,. Ona je usmerena od
Rk tacke A, ka tacki C,.

Intenzitet rezultante odredujemo iz jednaline koja se dobija primenom
kosinusne teoreme

F*—= F}'+ F; — 2 F,F, cos (180° — a),
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gde je a ugao izmedu napadnih linija sila. Prema tome, izlazi da je

F= VF‘il + F;+ 2F,F; cosa. . Q)]

Uglove f iy, koje rezultanta zaklapa sa svojim komponentama, moZemo odrediti
kori$¢enjem sinusne teoreme. Imaju¢i u vidu da je sin (180° + «) = sin a dobivamo

F F R
1 — 2 o . (2)

sin y sinf  sina

Ukoliko se tatka u kojoj se seku napadne linije

> -
suteljnih sila F, i F, nalazi van tela (sl. 14 @) rezultantu
tih sila moZemo odrediti na taj nalin §to ¢emo’ zamisliti
da smo povecali dimenzije tela do veli¢ine koja je na slici
dznalena crtkastim linijama. Posle toga prenosimo sile u
tatku O, konstrui§emo zatim paralelogram sila i iznalazimo

_.)
rezultantu F,, koja moZe da se prenese u bilo koju tacku C

tela na napadnoj liniji rezultante ;
i Ako se napadne linije sila I;: i I?2 seku van crteia'na
kome se vrii slaganje tih sila (sl. 14, ), onda tatku kroz st g
koju prolazi rezultanta moZemo odrediti na slede¢i nacin. U napjdnim tail:ama AiBsilaF,iF,
nanesemo dve proizvoljno izabrane uravnotezene sile F_: i I—;; (F{ = —+ F%) u pravcu AB. Prema
aksiomi 2. dejstvo sila 1_7)1 i —1:")2 na telo time se ne menja. Ako sada slozimo sile ;, i ;; i sile;':2 i ;;
po pravilu paralelograma, sile ;1 i ;2 zameni¢emo drugim ekv.i_\:alentnim sistemcm sila &ije se na-

Sl. 14

padne linije seku u ta&ki C. Kroz tu talku prolazi¢e rezultanta F. Intex}zitet ovog vektora moiemo;
odrediti iz trougla sila (sl. 14, b).

_)

2. Slaganje tri sile koje ne leze u jednoj ravni. Rezultanta F, tri sile
> > -
F,, F,, Fs, koje ne leze u jednoj ravni, dobija se kao dijagonala paralelepipeda kon-
struisanog nad tim silama (pravilo paralelepipeda). Da je to 'zaista tako mozemo se
uveriti primenjujuéi postupno pravilo paralelograma (sl. 15).

3. Slaganje sistema sila. Postupnom primenom aksiome o paralelogramu
sila dolazi se do slede¢eg zakljucka: rezultanta proizvoljnog |
broja suéeljnih sila jednaka je njihovom geometrijskom zbiru sa

napadnom tatkom u talki u kojoj se seku njihove napadne linije. AV
=

Veli¢ina Fy koja je jednaka geometrijskom zbiru svih sila ne- ’

kog sistema (koji moze da bude bilo kakav) zove se glavni vek-|

tor tog sistema sila. Glavni vektor odreduje se ili postupnim '

slaganjem sila po pravilu paralelogramaili konstrukcijom poli-

gona sila. Drugi nacin je prostiji i pogodniji. Tako, npr., ako

. i 23 SL 15
treba da se odredi glavni vektor sistema sila Fy, Fy, Fs, ..., F,,
| =
(sl. 16, a), prvo iz proizvoljno izabrane tacke O, nanesemo vektor Oa, koji u izabranoj
- -
razmeri predstavlja silu F; ; zatim od tatke a nanesemo vektor ab, koji predstavlja silu

2 Mehanika
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- - -
F,; zatim od tacke b vektor bc, koji predstavlja silu Fs, itd. ; od kraja m predposlednjeg
— -

vektora nanesemo vektor mn, koji predstavlja silu F,. Ako spojimo pocetak
—— —
prvog vektora sa krajem poslednjeg vektora dobi¢emo vektor On — Fp, koji

predstavlja geometrijski zbir, odnosno glavni vektor datog sistema sila:

- > - > >
R 1 FF +Fn:
- -
Hy R, 3)

SL. 16

- “qe . . . - +
Od reda kojim budemo nanosili sile, intenzitet, pravac i smer glavnog vektora 8

ne zavisi. Lako je videti da ovaj na¢in konstrukcije poligona sila predstavlja, u stvari,
postupnu primenu pravila trougla sila.

Slika dobivena na sl. 16, b zove se poligon (plan) sila ili vektorski poligon. Na taj
natin geomerrijski zbir ili glavni vektor sistema sila dobiva se Eao zavrina strana poli-
gona konstruisanog od tih sila (pravilo poligona sila). Pri konstrukciji poligona sila
(vektorskog poligona) treba voditi ratuna o tome da strelice svih komponentnih
vektora treba da budu usmerene u istu stranu (po obimu poligona), dok je strelica

-5
vektora F,, ‘usmerena u suprotnu stranu.

- -> "
Ako silu F, = F, .odredenu pomocu poligona sila nanesemo u tatki A tela
(sl. 16, a), onda ona zamenjuje dejstvo svih sila na telo, tj. ona ¢e biti rezultanta
datog sistema sila.

§ 7. Razlaganje sila

RazloZiti datu silu u nekoliko komponenata znadi naci takav sistem od nekoliko

sila kome je datasila rezultanta. U opstem slucaju takav zadatak je neodreden

1 on ima jednoznatno reSenje samo

kada se postave dopunski uslovi.

b E Prou?imo dva najvaznija posebna
slucaja.

I. Razlaganje sile u dva
data pravca. Razlozimo datu silu

=

F (sl. 17) u dva pravca koji su para-
b) lelni pravcima AB i AD (sile i

pravci leZze u jednoj ravni). Zadatak

se svodi na konstrukciju takvog

Sl 17

-
paralelograma, kome bi dijagonala predstavljala silu F, a njegove strane treba da budu
paralelne pravcima AB i AD. Ovaj zadatak reSavamo na slede¢i nadin. Kroz pocetak
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=¥ ‘ - -
i kraj sile F povla¢imo pravce, koji su paralelni pravcima AB i AD. Sile F, i F,
> - >

bice trazene komponente jer je Fy + F, = F. ‘
Razlaganje sile mozZe da se izvede i konstrukcijom trougla‘sﬂa (sl 17 b). U tom

slucaju treba najpre u pr01zv01]no izabranoj tacki a da se nan se sila F i kroz njene
krajnje tatke da se povuku pravci paralelni pravcima AB i AD do njihovog preseka.

> -
Nadene sile F, i F, zamenjuju silu F ako ih nanesemo u tacki JA ili bilo kojoj drugoj
-
tatki na napadnoj liniji sile F. ‘
2. Razlaganje sile u tri data pravca. Ako dati pravci ne leze u jednoj

ravni, onda je zadatak odreden, jer se svodi na konstrukciju t‘akvog paralelepipeda

kome dijagonala predstavlja datu silu F dok su mu ivice parqlelne datim pravcima

(vidi sl. 15). L

> >

Fudvesile F,i F,,

koje lezeulstoy ravni sa s1lomF ako su dati intenziteti sila Fl i F,, pri ¢emu je
F, + F, > F. Zadatak ima dva reSenja.

Ostavljamo c¢itaocu da sam prouc1 slucaj razlaganja date sil

\

Resavanje zadataka. Metodu razlaganja sila moZemo upotrebiti za odrediva-
nje pritisaka na veze, koji nasta;u de]stvom datih sila. Pri tome, da bismo odredili
pritisak na veze, koje ¢vrsto vezu]u telo i ¢ine ga nepomi¢nim, treba data sila da se
razlozi u pravce reakcija tih veza, jer prema aksiomi 4. prmshk na vezu i reakcija
imaju isti pravac (deluju duz iste napadne linije). Prema tome, da bismo resili neki

zadatak Kkori$¢enjem ove metode treba unapred da se znaju pravci odgovarajuih
reakcija veza.

Zadatak 1. Stapovi AC i BC vezani su za vertikalni zid i medusoblom zglobovima u tatkama
4, B iG, pri ¢emu je < BAC = 90°, a ugao <t ABC = a (vidi sl. 18, |a). U zglobu C obesen je
teret tezine G. Zanemarujudi teZine Stapova; odrediti silu koja. pritiskuje §tap BC.
-

Resenje. Dejstvo sile G prenosi se na oba $tapa. Njihove reakcije u tom slucaju usmerene
=Y
su duz $tapova. Iz tog razloga da bismo odredili silu koju traZimo nanesimo silu G u tatku C i
->
razloZimo je u pravce AC i BC. Komponenta F, bice trazena sila. Iz trougla CDE dobijame

G

Cos a

Fy =

1z istog trougla-nalazimo da je $tap AC
zategnut silom

F, = Gtga.

Sa povecanjem ugla a sile.u oba
$tapa se povecavaju i pri uglu a, koji
je blizak uglu od 90°, dostizu vrlo velike
veli¢ine. Npr., kada je G =100 kp \

i @ = 85°, dobijamo da je F; &~1150 kp, \
a F, 1140 kp. Da bismo smanjili sile \
u S$tapovima potrebno je da se smanji SL 1B
ugao d. ‘

Iz dobijenih rezultata se vidi da u nekim slucajevima i pri delovanju relativno male sile
mogu optereéenja u pojedinim delovima konstrukcx)e da budu vrlo velika (vidi takode zadatak 2).
Ovo se ob)asn)ava time, $to se sile slazu i razlazu po pravilu paralelograma, a kod paralelograma
dijagonala moze da bude mnogo manja od njegovih strana. Prema tom v‘ ako pri refavanju nekog

m

zadatka dobijemo da je neka reakcija veoma velika u poredenju sa datim|silama, to ne mora nikako
da znaéi da smo pri refavanju zadatka ucinili neku gresku.

2%
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U zaklju¢ku ukaZimo na karakteristiénu gresku koja se ¢esto &ini prilikom primene metode

_}
‘razlaganja sila. U zadatku 1. potrebno je da se odredi sila u $tapu BC. Nanesimo silu G u tadku C
(sl. 18, b) i razloZimo je u pravac $tapa BC i u pravac koji je upravan na njemu. U tom sluaju dobi-
¢emo
F,=Gcosa, F,= Gsina

Razlagan]e je u ovom slucaju izvrSeno ispravno, ali sila Fl m]e trazena sila u Stapu BC, jer
se dejstvo.sile Fz ne prenosi u potpunosti samo na $tap AC. Sila F . deluje jednovremeno na oba

‘3tapa, pa e, prema tome, izazvati dopunski pritisak na $tap BC, koji nije obuhvacen silom Fl.

Navedeni primer pokazuje da data sila mora da se razlaZe u pravce traZenih reakcija veza,
er u protivnom slu¢aju ne¢emo dobiti traZeno refenje.

Zadatak 2. Lampa teZine G = 20 kp (sl. 19)
obeSena je o dva konopca AC i BC, koji obrazuju
iste uglove a = 5° sa horizontalom. Odrediti kolikom
su silom zategnuti konopci.

-

ReSenje. Nanesimo silu G u tatku C i raz-
lozimo je u pravce konopaca. Paralelogram sila u datom
slucaju bi¢ce romb. Njegove dijagonale su medusobom
upravne ‘i -tacka preseka ih deli na jednake delove. Iz
trougla aCb. izlazi da je:

G .
?A=Flsma,
odakle je
. 1
SL. 19 F,=F, = — 115 kp.
2 sina

1z dobijenih rezultata vidimo.da se sa smanjivanjem ugla a zateZuce sile u konopcima brzo
povecavaju (npr., kada je @ = 1°, onda je F; & 573 kp.) Ako pokusamo da zategnemo konopac
tako da on zauzme horizontalan poloZaj onda ¢e se u tom poloZaju on prekinuti jer kada a — 0,
tada F; —> 0,

Zadatak 3. Odrediti obimnu silu u tacki B krivaje klipnog mehanizma, koji je prikazan

na sl. 20, a takode i pritisak na osovinu O krivaje, koji nastaje usled dejstva sile F u tacki A4 klipa,

a u poloZaju koji je odreden uglovima a i 8. TeZinu klipne poluge 4B i knva)e OB zanemariti.
Resenje. 'Da bismo odredili
traZene sile potrebno je prethodno

._}
da .odredimo silu F, kojom. klipna
-
poluga AB deluje na zglob B. Silu F
-

odredi¢emo razlaganjem sile F, u
pravce AB i AD (AD — pravac u
kome Kklip. pritiskuje na vodice).
Tako dobijamo:

F=—2

Cos a

RN
Sl

_}
Nanesimo sada silu F u tatku B i
razloZzimo je tako, kako je pokazano
na sl. 20. Na taj nadin odrediéemo
- -
SL. 20 obimnu silu F, i pritisak F, na osovinu
’ krivaje:

F, = Fsiny, Fy = Fcosiy.
Ugao y, kao spolja$nji ugao trougla OBA, jednak je a -+ . Prema tome, -definitivno dobijamo:

pp SEHD L ws@h)
?  cosa ?  cosa
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: - -
Kako je a 4+ f << 180° i a < 90°, to je uvek F; > 0, tj. sila F, je

——’ i
je na slici pokazano. Sila F, ¢e biti usmerena od B ka O dotle, dok bude isp

=
kada bude a + 8 > 90° sila F, ¢e promeniti smer i delovace u suprotnor

jzlazi da je F,

Iz datog primera vidimo da se metodom razlaganja sila moZem

uvek usmerena tako, kako
unjen uslova + £ < 90°;
m smeru. Za a + f§ =90°

o Kkoristiti.i u onim slu-

‘¢ajevima kada sila deluje na tela koja se ne nalaze u ravnoteZi. U tom shuaju za odredivanje pri-

tisaka na vezu, sila treba da se razloZi u pravac reakcije veze i u pravac
date sile (kako je to ucinjeno u tacki B). Pritisci na veze, odredeni na o
pritisci, jer pri njihovom odredivanju nismo uzeli u obzir mase, brzine i u
Prakti¢no rezultate takvog ra¢una mozemo koristiti samo u onim slucg
ubrzanja tela koja'se kre¢u mala. Pritisci na veze, koji se odreduju vodeci ra

pomeranja napadne tacke.
vaj nacin, zovu se staticki
brzanja tela koja se krecu.
jevima, kada su brzine i
¢una o masama, brzinama

i ubrzanjima tela koja se krecu, zovu se dinamicki pritisci. Ovi pritisci se nalaze metodama dinamike:

(§ 161).

/ . e . .
§ LS.,,.Pro,ekcljasxle na osu i na ravan

Predimo sada na proucavanje analiticke metode za reSay
Ova metoda zasniva se na pojmu projekcije sile na osu.

Projekcijom sile na osu naziva se skalarna veliéina koja je
intenziteta sile i kosinusa ugla izmedu pravca sile i pozitivnog sm
je proizlazi da su prdjekcije si-
le na bilo koje paralelne i jed-
nako usmerene prave )ednake
jedna drugoj. Ovom se Cinje-
nicom vrlo  dobro Kkoristimo
ako je potrebno da projiciramo
silu na osu koja ne lezi u
istoj ravni sa silom. Oznac¢imo

B
E

By
’
7

anje zadataka statike.

jednaka proizvodu iz
era ose. 1z ove definici-

!
b

Qt-———= >

d
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-
projekciju sile F na osu Ox
simbolom X. Tada za sile
prikazane nasl. 21 dobijamo*

X =Fcosa; X, = F,;cosa, = — F; cos$ ¢.

Kao $to vidimo iz ovog primera projekcija sile na osu je
izmedu pravca sile i pozitivnog smera ose ostar, i negativna
Ako je pak sila upravna na osi onda je njena projekcija na osy j

Iz crteza jasno proizlazi da je projekcija

)

ozitivna, ako je ugao
, ako je taj ugao tup.
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sile na osu jednaka duzini odsecka koji se z
nalazi izmedu projekcija krajeva vektora A
sile, koji se uzima sa odgovaraju¢im znakom. TF
(X = AB, = ab; X1= — D,E = — de).

Pro;ekcz]om sile F na ravan Oxy naziwa 3
se vektor F,y — OB1 koji se nalazi izmedu X"

>
projekcija poletne i krajnje tacke sile F
na tu ravan (sl. 22). Na taj nacin za razliku
od projekcije sile na osu, projekcija sile na
ravan je vektorska veliina, jer ona nije okarakterisana san
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vredno$éu, veé takode i praveem i smerom u ravni Oxy. Intenzitet ove projekcije
-

-
iznosi F,, = F cos 0, gde je 0 ugao izmedu pravca sile F i njene projekcije F,,

U nekim slu¢ajevima kada treba da se odredi projekcija sile na osu, vrlo je
zgodno najpre da se odredi projekcija te sile na ravan u kojoj lezi ta osa i zatim da se
ta projekcija na ravan ponovo projicira na datu osu. Npr., u slucaju prikazanom
na sl. 22 bilo bi

X = F,, cos ¢ = Fcos 0 cos p; Y = Fy, sinp = F cos §sin¢.

§ 9. Analiti¢ki natin definisanja sile

Za analiti¢ki na¢in definisanja sile neophodno je izabrati koordinatni sistem
Oxyz u odnosu na koji ¢e se odredivati pravac sile u prostoru. U mehanici se obi¢no
koristi koordinatni sistem desne dispozicije, tj. takav sistem 'kod koga ¢e doci do
poklapanja najkra¢im putem ose Ox sa osom Oy, ako osu Ox okre¢emo U smeru supro-
protnom -obrtanju kazaljke na ¢asovniku i kada to obrtanje posmatramo iz pozitivnog

v =
N smera ose Oz (sl. 23). Vektor F koji predsta-
o vlja silu mozemo tada prikazati ako znamo in-
z . tenzitet te sile F i uglove a, f#i7y koje zaklapa
(= v . . : 5 4
ta sila sa izabranim koordinatnim osama. Veli-

-
% ¥ y' ¢&ine F, a, 8, y potpuno odreduju datu silu F.
A Napadna tacka 4 sile mora tada da bude odre-
dena dopunskim podacima, tj. svojim koordi-
' natama x, y, 2.

— Pri resavanju zadataka statike pogodnije
0 je definisati silu njenim projekcijama. Poka-

<}

-
zimo da ¢e sila F biti potpuno odredena ako su
poznate njene projekcije X, Y, Z na ose pravo-
uglog dekartovog koordinatnog sistema. Naime, iz formula (4) proizlazi

X = Fcosa; Y = Fcos f; Z = Fcosy.

Sl 23

Ako ove tri jednatine dignemo na kvadrat i saberemo ih dobicemo X* + Y?* 4 27 =
— F?, jer je cos? a - cos? f§ + cos?y = 1. Prema tome u krajnjem rezultatu dobija-

mo:

F=|TTO2,

(5.

5 Y Z
cosa=—; cosfl=-—s COSYy=——-
F F F

Formule (5) omoguéuju da se odredi intenzitet sile i uglovi koje ona gradi sa
koordinatnim osama, ako su poznate projekcije sile na koordinatne ose. Primetimo
da ispred kvadratnog korena u prvoj od formula (5) uvek uzimamo znak plus, jer
.ta formula odreduje intenziter sile.
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S
Ako silu F razlozimo u pravce koji su paralelni praw\%ima koordinatnih osa
> > >
(vidi sl. 23) dobi¢emo komponente X, Y, Z, koje su bro;cano jednake projekcijama

§ 10. Analitiéki naéin slaganja sila

sile na koordinatne ose. Odavde proizlazi da vektor sile F moze da se konstruise i
geometrijskim putem koristeci pravilo paralelepipeda ako su poznate projekcije sile.

U slucaju kada sve sile leze u jednoj ravni, svaka od si‘a moze da se definise
njenim pro;ekcuama na ose' Ox i Oy. Tada formule kojima se potpuno definiSe
sila pomoc¢u svojih projekcija glase:

= X2+ Y2, cosa:%'() cos f3 (6)

51N [
’nm

U ovom drugom sludaju, ako su poznate njene projekcije, sila se grafickim
putem odreduje kori§¢enjem pravila o paralelogramu sila.

§ 10. Analiti¢ki nadin slaganja sil:

Prelaz od zavisnosti izmedu vektora na zavisnost izmedu njihovih projekcija
mozZe da se izvrsi ako iskoristimo sledeéu teoremu iz geometrije: projekcija vektora
koji predstavlja geometrijski zbir vektora na bilo koju osu jednaka je algebarskom
2biru projekcija komponentnih vektora na istu osu. Naime, neka ?e (sl. 24)

> > o > o
§=a; + a3 + ag +.a4.
Tada je:

.y = des s — ae.

Ako sada saberemo redom prve detiri 0

O f--—-————

ot ] .
projekcije dobi¢emo a b
Uy + Aox + Gy + Ay = ae.= Sx> P
¢ime je teorema dokazana. Pri bilo kom broju komponenata piée:
T .
ako je | s = ¥gq, onda je Se = Xaj,. 7

: > > >
Predimo sada na slaganje sila. Neka sistem sila F;, F,, F,. .., F,, bude odre-

den svojim projekcijama na koordinatne ose. Oznacimo geometrijski zbir (glavni

- -» -
vektor) tih sila sa F, tako da je F, = XF;. Tada, prema jednatini (7) bice:

o i e A RS L L (8)
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Kad znamo X, Y} i Z,, onda prema formuli (5) imamo

Fp =V Xk + Y& +Z&,

X 7 e 9)
cos a = R) .COSﬂ:——R, cos y :_R_
R FR FR

Formule (8) i (9) omogucuju da se redi problem slaganja sila analitiCkim putem.
Za sile koje lee u ravni (ravan sistem sila), odgovaraju¢e formule prelaze u

XR —ZX;; YR:ZYi5 FRZVXIzQ ‘{‘Y}zh
XR YR (10)
cosa—FR’ Cosﬁ—'F_R‘

Ako su sile definisane svojim intenzitetima i uglovima koje zaklapaju sa koordi-
natnim osama, onda da bismo upotrebili analiticku metodu slaganja sila, moramo
najpre da odredimo projekcije tih sila na ose koordinatnog sistema.

' -

- >
Zadatak 4. Odrediti zbir tri sile F,, F, i F,, &ije su projekcije na koordinatne ose jednake:
X, =6kp, Y, = 3kp, Z, = 12kp; X, =3kp, Y, = — Tkp, Z, = 1kp; X;= 5kp, Ys= 2kp,
Zy = — 8kp.

Res$enje. Po formulama (8) nalazimo:
Xp=6+3+5=14kp; Yo=3—-7+2=—2kp; Zr=12+1—-8=>5kp,
Ako zamenimo ove vrednosti u jednadini (9), dobijamo:
Fp=]14 4 (— 2)* + 5* = 15 kp;
cosa = 14/15; cosff = — 2/15; cosy = 1/3.
Konatno je Fp, = 15kp;, a = 21°% B =97° 40, y = 70°30

Zadatak 5. Odrediti rezultantu (glavni vektor) tri suceljne sile koje deluju u istoj ravni
(sl. 25, a), ako je dato:
F, = 17,32kp, F,=10kp, F;=24kp, ¢ =30° .y = 60°.

Regenje. Izratunajmo projekcije datih sila na koordinatne ose: X; = F; cos ¢ = 15kp;

y 3 Xy = — Fycosyp = —5kp; X;=0; Y, =
= — F;sinp = — 8,66 kp; Y, = F, sinp = 8,66 kp;
g e Y; = — F;=— 24 kp. Tada po formulama
2 g F. (10) dobijamo:
Wo v X, =15 — 5 = 10kp;
':_." d,? YR = — 8,66 + 8,66 — 24 = — 24 kp.
£ b ~ z Prema tome je:

) ? 5 Be Fp = JT0° 7 (= 247 = 26kp;

a
SL 25 cosa = 5/13, cosf = —.12/13.

‘Konatno je Fp = 26kp, a = 67°20', f = 157°20’
Da bismo redili ovaj zadatak geometrijskom metodom potrebno je da najpre usvojimo izvesnu

> >
razmeru (npr. 1 cm = 10 kp), i da konstrui§emo od sila Fy, F, i F; poligon sila (sl. 25, b). Zavrina.
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H —) . . . . I. —)
strana ovog poligona sila ad u datoj razmeri odreduje intenzitet, pravac i smer vektora Fp. Ako

na primer, pri merenju dobijemo da je ad & 2,5 cm. onda to znati da je F = 25 kp, pa grefka u
odnosu na tagno analiti¢ko resenje iznosi oko 4%.

,
§ 11. RavnoteZa sistema suleljnih sila
- |

1z zakona mehanike proizlazi da kruto telo na koje deluje uravnoteZeni sistem
sila moze da se nalazi ne samo u miru, ve¢ moze i da se krece, pri ¢emu se takvo kreta-
nje zove kretanje »po inerciji«. Takvo je, na primer, ravnomerno (jednoliko) transla-
torno i pravolinijsko kretanje tela.

Odavde proizlazi vrlo vazan zakljulak: uslove ravnoteze statike zadovoljavaju
sile koje deluju kako na telo koje miruje, tako i na telo koje se krece »po inercijic (vidi
zadatak 6.). Odavde sleduje da je uravnoteZenost sila, koje deluju na slobodno kruto
telo, potreban, ali ne u isto vreme i dovoljan uslov za ravnotezu (mirovanje) krutog
tela. U stanju mirovanja telo ¢e se nalaziti samo u tom slucaju, ako je ono mirovalo
i do trenutka kada je pocelo dejstvo uravnoteZenih sila na telo.

Za ravnotezu suleljnog sistemasila koje napadaju kruto telo potrebno je i
dovoljno da rezultanta tih sila (odnosno njihov glavni vektor) bude jednaka nuli.
Uslovi, koje treba da zadovoljavaju same sile, mogu da se izraze kako u analitickom,
tako i u geometrijskom obliku. Prouci¢emo i jedan i drugi naé]tn.

1. Geometrijski uslovi ravnoteze. Kako se rezultanta suceljnog sistema
_) ’
sila F, odreduje kao zavr$na strana poligona sila konstruisanog od tih sila, to rezul-

o)
tanta F, moze da bude jednaka nuli, tada i samo tada, kada se kraj poslednije sile
u poligonu sila poklapa sa potetkom prve sile, tj. drugim re¢ima kada je poligon
sila zatvoren:. — o
Prema tome, za ravnotesu sueljnog sistema sila potrebno je i dovoljno, da poligon
sila, konstruisan od tih sila, bude zatvoren.
2. Analiti¢ki uslovi ravnoteZe. Intenzitet rezultante suceljnog sistema sila,
kao $to znamo, odreden je formulom:

F,=¥X2 1+ v14+2

Kako se pod korenom nalazi zbir pozitivnih ¢lanova, to ée |F, biti jednako nuli,
tada i samo tada, ako je jednovremeno: X, =0, ¥, = 0, Z, =0, tj. kada, kak
“proizlazi iz formula (8), sile koje deluju na telo zadovoljavaju jednacine: ;

IX;=0, XY;=0, XZ=0. (11)

~ Jednatine (11) izrazavaju u analitickom obliku uslove ravnoteze: za ravnoteiu
prostornog sistema suéeljnih sila, potrebno je i dovoljno, da suma projekcija tih sila na
svaku od tri koordinatne ose bude jednaka nuli.
Ako pak sve suceljne sile leZe u ravni, onda one obrazuju ravan sistem suceljnih

sila. O¢evidno je da u slucaju ravnog sistema suceljnih sila po stoje samo dva uslova
ravnoteze: g

ZX;=0, ZY;=0. (12)
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Jednadine (11) i (12) izrazavaju isto tako i neophodne uslove za ravnotezu slobod-
nog krutog tela, koje se nalazi pod dejstvom suceljnih sila.

3. Teorema o tri sile. Pri reSavanju
zadataka statike ponekad je vrlo korisno da se
upotrebi sledeca teorema: ako se slobodno
kruto telo nalazi u ravnotegi pod dejstvom triju
neparalelnih sila, koje lege u jednoj ravni, onda
napadne linije tih sila moraju da se seku u jednoj
tacki.

Da bismo dokazali ovu teoremu uocimo

> -
bilo koje dve (od tri) sile, npr. F, i F, Kako
po uslovima teoreme ove sile leze u jednoj
SL. 26 ravni i nisu paralelne, to ¢e se njihove napadne
linije se¢i u nekoj tacki A4 (sl. 26). Nanesimo

- >
sile F; i F u tu tacku i njihovo de;stvo zamemmo njihovom rezultantom F Sada

¢e na telo delovati samo dve sile: sila F, isila F,,, ¢ija ¢e napadna tacka biti u nekoj

tacki B tela. Ako se telo pri tome nalazi u ravnotezi, onda ¢e, prema aksiomi 1., sile
=¥ =% 3 . . . v .
F; i F, biti usmerene duZ istog pravca, tj. duZ prave 4B. Prema tome, i napadna

=
linija sile F; takode prolazi kroz tacku 4, $to je i trebalo dokazati.

Primetimo da obrnuta teorema ne vaZzi, tj.
ako se napadne linije triju sila seku u jednoj
tacki, onda telo pod dejstvom tih sila moze i da
ne bude u.ravnotezi. Prema tome, dokazana teo-
rema je potreban, ali ne i dovoljan uslov ravno-
teze slobodnog krutog tela pod dejstvom triju
sila.

Telo ¢e biti u ravnotezi pod dejstvom triju
sila ako je poligon od tri sile, tj. trougao sila,
zatvoren. Prema tome, da bi kruto telo pod
dejstvom triju sila u ravni bilo u ravnoteZi,
potrebna su i dovoljna sledeéa dva uslova:

SL 27 a) da se napadne linije seku u jednoj tadki, i

b) da je trougao sila zatvoren.

Primer. Neka se §tap AB, vezan zglobom u tacki 4, oslanja na ispust D (sl. 27). Stap
moZzemo smatrati -slobodnim telom ako odstranimo veze i njihovo dejstvo zamenimo reakcijama

Tada ¢e $tap biti u ravnotezi pod dejstvom triju sila. Napadne linije dveju od tih sila G i F su

poznate; one se seku u tatki K. Prema tome, reakcija zgloba F 4> koja deluje u tacki 4, mora takode

da prolam kroz tacku K, tj. mora da bude usmerena duZ prave AK. Teorema o tri sile u ovom slu¢aju
omogucuje da unapred odredimo napadnu liniju reakcije u zglobu 4, koja je nepoznata. Njen
intenzitet odredi¢emo iz trougla sila.

§ 12. Stati¢ki odredeni i stati¢ki neodredeni zadaci

Pri reSavanju zadataka o ravnoteZi vezanog krutog tela reakcije veza predstavl)a;u
veli¢ine koje unapred nisu poznate. Broj ovih nepoznatlh reakcx)a zavisi od broja i
karaktera veza. Odgovarajuéi stati¢ki zadatak moze biti refen samo u tom slu¢aju
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kada broj nepoznatih reakcija ne prelazi broj uslova ravnoteze, kc};ji sadrZe te nepozna-
te reakcije.. Takvi zadaci zovu se staticki odredeni, a sistemi tela, koji zadovoljavaju
ovaj uslov, zovu se staticki odredeni sistemi. TP O

Zadaci kod kojih je broj nepoznatih reakcijd
ve¢i od broja uslova ravnoteZe, koji sadrZe ove
reakcije, zovu se staticki meodredeni, dok se takvi
sistemi tela zovu szatiéki neodredent sistemi.

Kao primer za staticki neodreden sistem moZe
da posluzi teret obeSen o tri konopca, koji leze u
jednoj ravni (sl. 28). U tom sluc¢aju imamo tri nepoz-
nate veliCine, tri sile u konopcima F;, F,, Fs, a, kao
Sto znamo, za ravan sistem suceljnih sila mogu da se
postave samo dva uslova ravnoteze (12).

Ocevidno je da staticka neodredenost nastaje
zbog postojanja suvi$nih veza. U datom slucaju da
bismo pri proizvoljnim uglovima a i f# obezbedili ‘
ravnotezu, dovoljno je da teret obesimo o dva konopca (vidi zadatak 2., sl. 19), jer
je tre¢i konopac za obezbedenje ravnoteZe nepotreban. ‘

U daljim izlaganjima razmatra¢emo samo stati¢ki odredene zadatke, tj. takve
zadatke kod kojih je broj nepoznatih reakcija veza jednak broju uslovnih jednacina
ravnoteZe, koje sadrze nepoznate reakcije. Za reSavanje stati¢ki neodredenih zadataka
nuzno je da se odbaci predpostavka da su tela kruta, veé ih treba smatrati ¢vrstim,
tj. takvim da se pod dejstvom sila mogu deformisati. Zadaci ovakve prirode resavaju
se u kursevima otpornosti materijala i statike inZenjerskih konstrukcija.

§ 13. ReSavanje zadataka statike ‘

Resavanje zadataka statike svodi se na odredivanje pritisaka na oslonce, ili
pak sila u razli¢itim delovima jedne konstrukcije, pri ravnoteZi. Isto tako, reSavanje
zadataka statike sastoji se u odredivanju op3tih uslova ravnoteZe jedne konstrukcije,
aKo je ona podvrgnuta vezama koje dopustaju neka pomeranja. \

Samo u vrlo prostim slu¢ajevima zadaci ove vrste mogu da Te reSavaju metodom
razlaganja sila (§ 7). Medutim, obi¢no se u statici koristi druga, pogodnija, metoda
reSavanja zadataka zasnovana na razmatranju uslova ravoteZe tela na koja deluju
sile, koje treba da se odrede, ili pak sile, jednake tim silama. K%ko razmatrana kon-
strukcija predstavlja skup Citavog niza tela vezanih jedno za ‘drugo, to pre nego
Sto se pristupi reSavanju zadatka ovom metodom treba da se izabere ono telo &iju
ravnotezu treba posmatrati da bismo odrédili traene velitine.

Sam proces resavanja zadatka svodi se na sledeéi redosled g‘)peracija:

1. Izbor tela Cija ravnoteZa treba da se proudi. %’ri resavanju jednog
odredenog zadatka treba da se proudi ravnoteZa tela na koje deluju date i traZene
sile, ili pak sile, koje su jednake silama koje se traZe (npr., ako treba da se odredi
pritisak na oslonac, onda se moZe posmatrati ravnoteZa tela‘ na koje deluje sila
jednaka pritisku na oslonac — tj. reakcija oslonca — veze, i sli¢no). ¢

Kada date sile deluju na jedno telo, a sve sile koje treba da se odrede deluju
na drugo telo, moZe da se desi da je potrebno posmatrati posebno (pojedinaéno)
ravnotezu svakog od ta dva tela, a ponekad se mora prouciti i ravnoteza tela za koja
-su ova dva tela vezana:
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2. Oslobadanje tela od veza i prikazivanje sila koje deluju na
telo kao i reakcija uklonjenih veza. Telo oslobodeno od veza treba da se
prikaZe (nacrta) posebno* (kao na sl. 12, b). Pri prikazivanju reakcija trebao njima
imati u vidu sve ono §to je re¢eno u § 4.

3. Postavljanje uslova ravnoteze. Oblik tih uslova zavisi od toga kakav
sistem sila deluje na posmatrano telo posle oslobadanja tela od veza i koja se metoda
reSavanja Zeli da primeni (geometrijska ili analiti¢ka). O nacinima postavljanja uslova
ravnoteZe . za razlitite sisteme sila bi¢e govora na odgovarajuéim mestima kursa.

4, Odredivanje trazenih veliina, proveravanje taénosti reSenja
i analiza dobijenih rezultata. Vrlo vazno mesto pri reSavanju nekog zadatka
ima pedantno nacrtani crtez. On omogucuje da se brze odredi pravilan put resa-
vanja i da se izbegnu greske pri postavljanju uslova ravnoteze. Ratunske operacije
treba izvoditi paZljivo i po odredenom redosledu.

Preporucuje se da se pri reSavanju zadataka svi racuni, po pravilu, sprovedu
u opitim brojevima (algebarski). U tom slu¢aju se za trazene veliCine dobivaju
formule, koje omogucuju da se izvrsi analiza dobijenih rezultata. Osim toga, rese-
nja u opstem obliku omogucuju da se nekad otkrije u¢injena greska kontrolisanjem
dimenzija (dimenzija leve i desne strane jednacine mora da bude ista). Ako reSenja
nademo u opstim brojevima, onda brojcane vrednosti stavljamo u dobivene izraze
pbavezno tek na kraju.

U ovom paragrafu bavi¢emo se ravnotezom tela na koja deluju suceljne sile.
Za re$avanje ovakvih zadataka moze da se upotrebi geometrijska i analiticka metoda.

1. Geometrijska metoda. Ova metoda je pogodnija kada je ukupni broj
sila (i aktivnih i reakcija) tri. Pri ravnoteZi trougao ovih sila mora da bude zatvoren
(konstrukciju trougla sila treba obavezno zapolinjati sa datom poznatom silom).
Zatvaranjem ovog trougla odreduju se traZene veliCine.

2. Analiti¢cka metoda. Ova metoda moze da se upotrebi pri proizvolj-
nom broju sila. Da bi se postavili uslovi ravnoteze, kojih, u slucaju ravnoteze rav-
nog sistema sila ima. dva [formule (12)], a u slu¢aju prostornog sistema sila ima
tri [formule (11)], treba, pre svega, da se_izabere koordinatni sistem u odnosu na
koji ¢emo da re$avamo zadatak. Taj izbor moze da se izvr$i potpuno proizvoljno.
Medutim, dobivene jednadine (uslovi ravnoteze) ¢e se jednostavnije ‘reSavati, ako
jednu od koordinatnih osa izaberemo tako, da ona bude upravna na neku od nepoz-
natih sila. Pre nego $to se postave uslovi ravnoteZe, korisno je, da se, u prvo vreme,
dok se ne stekne potrebna rutina, odredene projekcije sila na izabrane koordinatne
ose unose u posebnu tablicu (vidi zadatke 6, 10 i 11).

Niz dopunskih objanjenja bi¢e dat tokom reSavanja zadataka u ovom paragrafu.

,~ * Kada se stekne dovoljna rutina moZe telo ¢iju ravnoteZu razmatramo da se izdvoji iz
konscrukeije samo u mislima i na optem crteZu mogu se prikazati sve aktivne sile koje deluju na
telo (i samo na njega) i r eakcije veza (kao na sl. 31). Medutim, ako je potrebno da se razmotri ravno-
teza jo§ jednog tela konstrukcije, onda je bolje da se to telo izdvoji i da se prikaZe na posebnom
crtezu.
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I

Zadatak 6. Teret tezine G le#i na glatkoj strmoj ravni, koja sa horizontom gradi ugao a
(sl. 29, @). Odrediti velitinu sile F, koja je paralelna datoj ravni, a kojoﬁl treba delovati na teret
da bi on bio u ravnotezi. Odrediti i silu pritiska tereta F, na strmu ravan u tom poloZaju.

Resen)e TtaZene sile delu)u na

razna tela: sila F na teret, a sila F na
strmu ravan. Da bismo reSili zadatak

- -
umesto sile Fp trazi¢emo reakciju FN,

a —_—
koja' ima isti intenzitet, -isti pravac, a F ¢
-y

suprotan smer od sile ¥,. U tom sluaju 6

: P AR
o i TR A /=)
¢e i data sila G i traZene sile F i FN L
delovati na teret, tj. na jedno isto telo. & ¢)
Razmotrimo ravnotezu tereta. U mislima

odstranimo vezu (strmu ravan) i posma- SL 29|
trajmo teret kao slobodno telo (sl. 29, b) ‘

5 _) —_} * .. ._> ol .
i prikazimo (nacrtajmo) aktivne sile G i F koje deluju na telo kao i reakciju veze F '+ Za odredivanje
trazenih sila moZemo iskoristiti geometrijske i analititke uslove ravnoteZe slobodnog krutog tela,
Razmotrimo oba nacina refavanja. J

"_"

> >

Geometrijski na&in. Pri ravnotezi trougao sila konstruisan od sila G, F, F rnora da bude
\ o

zatvoren. Konstrukeiju trougla sila zapotinjemo sa datom (poznatorn) s‘ilom G (sl 29, ¢)..Za-
> >
tim kroz pocetak i kraj ove sile povucimo prave koje su paralelne sa napadnim linijama sila F 1F;..

‘Tacka preseka ovih pravih odreduje teme ¢ zatvorenog trougla sila abc, &ije ¢e strane &c i ca u
izabranoj razmeri biti jednake traZenim silama. Smer ovih sila' se odreduje po pravilu strelica:
kako je u ovom sludaju rezultanta jednaka nuli, to pri obilaZenju oko trougla vrhovi strelica ne smeju
da se suceljavaju ni u jednoj tacki (temenu trougla). ‘

Intenzitet traZenih sila moZe da se odredi iz trougla abc i putex‘n numeri¢kog racuna (u
tom sludaju ne treba voditi ratuna o razmeri u kojoj su nanete sile). Primetimo da je <t abc = a.

Prema tome, u pvom slucaju bice: \
: [
F = ('sind; FN=Gcosa. ‘

Analiti¢ki nacin. Kako je dati sistem sila ravan, izaberimo dve koordinatne ose, pri

&emu, radi upro$c¢enja ra¢una, osu Ox povla¢imo upravno na nepoznatu SIIL F Odredimo projek-
cije tih sila na koordinatne ose (vidi tablicu)*.:

\
- = -> - ‘
X; G F Fy|

|
X; Gsina —F 0
S — Gcosa 0 Fyl

=
* Tablicu treba ispunjavati po stupcima, tj. najpre treba odrediti| projekcije sile G, zatim

-
projekcije F, itd. Prethodno sastavljanje ovih tablica umanjuje mogucnost pravljenja gresaka u
jedna¢inama ravnoteZe; zato je vrlo korisno da se u pocetku koristimo ovakvim tablicama dok se

dovoljno ne uvezbamo u projiciranju sila.
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i, koriste¢i se uslovima ravnoteZe (12), postavimo jednacine:
2X;=Gsina— F =0,

2Y;=— Gcosa +FN= 0.
Resavanjem ovih jednacina dobijamo:

F = Gsina, FV=Gcosa.

TraZeni pritisak tereta na ravan jednak je po intenzitetu nadenoj sili F;V = G cos a, ima isti pravac

-5
kao isila FF N Samo je suprotnog smera. £

Primetimo da je radi odrZavanja tereta na strmoj ravni (u ravnotezi), potrebno da na teret
delujemo silom F, koja je manja od tereta G. Na taj nadin strma ravan predstavlja jednu od naj-
prostijih masina, koja omogucéuje da manjom silom uravnoteZimo vecu.

Kako je bilo ukazano na poéetku § 11, dobijeni rezultati vaZe ne samo u slu¢aju mirovanja tela»
vec takode i pri njegovom kretanju »po inerciji¢. Prema tome, da bi se teret kretao jednoliko (ravno-
merno) uz glatku strmu ravan, potrebno je da na teret delujemo istom silom F = G sin a kojom
teret odrzavamo u ravnoteZi; isto tako, silom F = G sin a treba ko¢iti teret, ako Zelimo, da se teret
ravnomerno (jednoliko) spusta niz ravan*. Da bi teret vriio jedno od tih kretanja potrebno je da mu
se saop$ti odgovarajuca podetna brzina. Ako takvu brzinu ne saop$timo telu, onda ¢e se teret
pod dejstvom sile F = G sin a nalaziti u miru. Pritisak na ravan u svim slucajevima jednak je
G cos a.

Iz ovog primera proizlazi jedan op$ti zakljucak: u zadacima statike koje reSavamo pomocu
Jednadina ravnotese, umesto sila pritiska na veze nalazimo reakcije veza, koje imaju isti intenzitet
1isti pravac kao i sile pritiska, ali suprotan smer. Medutim, pri refavanju zadataka metodom razla-
ganja sila (§ 7) neposredno nalazimo sile pritiska na veze.

Zadatak 7. Stap AB pri¢vricen je za nepomican zglob 4 (sl. 30, a). O kraj B obesen je
teret tezine G = 10 kp i pri¢vriéen je konopac, koji je prebaen preko kotura C. O njegov drugi
kraj obe$en je_teret tezine G, = 14,1 kp. Osovina kotura C i zgloba A nalaze se na istoj vertikali,
pri éemu je AC = AB. Odrediti pri kome ¢e uglu a sistem biti u ravnotezi i kolika ¢e u tom polo-
Zaju biti sila u §tapu AB; teZinu $tapa i dimenzije kotura zanemariti.

ReSenje. Razmotrimo rav-
notezu 3tapa AB na koji deluju
sve date i traZene sile. Odstranimo

;'.-; B veze i posmatrajmo $tap kao slo-

bodno -telo na koje deluju sile:

-> -
teZina tereta G, sila u konopcu F.
.—)

5 i reakcija zgloba FA, usmerena duz

A y F Stapa AB, jer $tap u datom slucaju
V moze da radi samo na zatezanje

44 b ili pritisak (vidi § 4). Ako trenje
Fa konopca o kotur mozemo da zane-
b) c) marimo, onda ¢e sila u konopcu,
koji je prebaten preko kotura,

u poloZaju ravnoteZze, biti jednaka

SlL. 30 tezini tereta obeSenog o konopac,
tj. FK = Gl.
e e

Primenimo geometrijski na¢in re$avanja i konstruidimo od sila G, Fp i F;A zatvoreni trougao.

.—)
sila abe (sl. 30, ©), zapodinjuéi konstrukciju sa silom G. 1z sli¢nosti trouglova abc i ABC nalazimo
da je ab = bc i ¥ abc = a. Prema tome je

jer je FK=GL=ZGsin'—;-

1z dobijenih rezultata proizlazi da je pri ¢ < 180° ravnoteza moguc¢na samo u tom slucaju
ako je G, < 2 G. Stap ¢ée u tom sluéaju biti pritisnut silom koja je jednaka G, nezavisno od veli-
¢ine tereta Gy i ugla a.

* Primedba prevodioca. Istem silom treba pridrzavati telo (ili ga podupirati) i u sludaju
ako se ono kre¢e po strmoj ravni horizontalno (upravno na sliku).
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Slu¢aj kadaje @ = 180°, treba da bude proanaliziran posebno. Lak
sluaju ravnoteza moguéna pri bilo kojim veli¢inama G i G,. Tom priliko
¢e biti zategnut silom koja je jednaka G — G, a ako je G; > G, onda ¢e

koja je jednaka G, — G.
Za date broj¢ane podatke nalazimo F 4 =10 kp, a = 90° (tap je ho
-

Obratimo paznju na to, da sila G, (tezina tereta) nije usla neposredn
trougao sila), jer ta sila deluje na teret, a ne na Stap AB, &iju ravnoteZu raz

Da bismo ubuducde umanjili broj crteza neéemo prikaz

Ciju ravnotezu posmatramo (kao slobodno telo); medutim, pri

deluju na telo uvek treba u mislima telo predstaviti kao slobod

kazano na slici 29, b; 30, b ili 12, b.

Zadatak 8. Kran oslonjen na sferni zglob (leziste) B i cilindri¢no

(sl. 31). Zanemaruiuc’i teZzinu konstrukci

je odrediti reakcije FA i FB, ako je

o je videti da je u tom
m ako je G > G, §tap
Stap biti pritisnut silom

rizontalan).

0 u uslove ravnoteze (u
matramo.

ivati odvojeno telo
nanoSenju sila koje
ino, tj. kako je pri-

leziste 4 nosi teret G
strela krana jednaka /

iakoje AB = h.

Resenje. Razmotrimo ravnotesu Citavog krana
kao celine jer na kran deluju sve date i traZene sile.

U mislima odstranimo veze (leziste A i leziste B) i

posmatrajmo kran kao slobodno telo na koje deluje data
- e
sila G, reakcija FA, koja je upravna na obrtnu osu AB,
B

i reakcija F B koja moze da ima bilo koji proizvoljan
pravac u ravni crteza. Medutim, kran se nalazi u ravno-

o M

tezi pod dejstvom triju sila; prema tome, njihove napadne
linije moraju da se seku u jednoj tacki. Ta tacka je u

datom slucaju tatka E, u kojoj se seku napadne linije sila
- = <

GiF 4 Prema tome, reakcija F B bi¢e usmerena du?
prave BE. SR
- Primenjujuéi geometrijski na&in reSavanja konstrui$imo od sila G, F A

sila abc,

S1

>
pocinjuéi konstrukciju od date sile G. Iz sli¢nosti trouglova abc i AF

31

-
F & zatvoreni trougao

3E nalazimo:

L Ts_ VEFE
G R G h
edakle je
1 P
S e B
B . 3. ._} ‘)
Iz trougla abc se vidi da su smerovi reakcija F B B
prikazani pravilno na crtefu. Pritisci na leziste 4 i B

bice broj¢ano jednaki veli¢inama reakcija

FAiFB,ali ¢e biti
suprotnog smera. Veli¢ine ovih

reakcija bice utoliko vece
ukoliko je ve¢i odnos 7.

Proudeni zadatak predstavlja primer za kori§¢enje
teoreme o tri sile. Obratimo paznju na sledeéi zakljucak:
ako su u zadatku date dimenzije deloya konstrukcije, onda
pri reSavanju trougla sila treba iskoristiti slicnost. trouglova;
medutim, ako su dati uglovi (zadatak 6.), onda je korisnije
da se primene trigonometrijske Jormule.

Zadatak 9 U zglobu A kolenaste prese deluje horizontalna s

nemarujudi tezinu tapova i klipa odrediti silu pritiska klipa na telo M pri

Resenje. Razmotrimo najpre ravnotezu zgloba A na koji deluje jedina data sila
>

=Y
osovinu zgloba, kao slobodno telo, osim sile Fy; deluju i rekacije Stapova F

- X
il FH (s:32, @). Za-
atim vglovima « i f-

-
F =z Na

i IF,, koje su usmerene
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duz $tapova. Konstruidimo trougao sila (sl. 32, ). Uglovi u njemu su: ¢ = 90° — a, p = 90° — B,
y=a+p Kori$¢enjem sinusne teoreme dobi¢emo :

F; K Fy F — cos a i
. 1 sin(a + B) H

sin @ sin'y
Razmotrimo sada ravnotezu klipa. Na klip, ako ga posmatramo kao slobodno telo, “deluju
- > > >
tri sile: reakcija F! = — Fy stapa AB, reakcija zida F Ni reakcija tela koje presujemo F. S obzi-

rom da je broj sila tri, one pri ravnoteZi moraju da prolaze kroz istu tacku.

Ako od ovih sila konstruiSemo trougao sila (sl. 32, ¢), onda ¢emo iz njega dobiti
F = F] cos .
Zamenjujuéi F; veli¢inom koja je njoj jednaka F;, najzad dobijamo
_F cosacosﬁ= Fg .
~ "Hsin@+p) tgat g f
Sila pritiska klipa na telo M jednaka je po intenzitetu sili F, samo je suprotnog smera.

1z poslednje formule se vidi da ¢e se pri jednoj istoj sili Fp pritisak F povecavati kada se
uglovi @ i f budu smanjivali.

F

1l
Ako su duzine $tapova OA i AB jednake, ondajea=fiF = —Z—FH ctg a.

1z redosleda re$avanja ovog zadatka proizlazi slede¢i zakljutak: u nekim zadacima data sila
(ili date sile) mogu da deluju na jedno telo, a trazend sila (ili trafene sile) mogu da deluju na drugo telo;
u takvim sluajevima treba najpre da se razmotri ravnotesa prvog tela i da se odredi sila kojom ono
deluje na drugo telo, a zatim da se prede na razmatranje ravnoteze drugog tela i da se odrede trazene
velidine.

Zadatak 10. Stapovi AB i BC vezani su za vertikalni zid i medusobom zglobovima, a u tacki
B je priévricen kotur (sl. 33, a). Preko kotura je prebacen konopac, ¢iji je jedan kraj vezan za zid,
dok je za drugi kraj obeen teret G. Odrediti reakcije u $tapovima, zanemarujuéi njihovu teZinu i
dimenzije kotura. Uglovi a i § su poznati.

y

f b |a/F
4 Yl 8 =
LRSS
| /R
|m/,’ I
W
45

SI. 33

Redenje. Razmotrimo ravnotezu kotura sa delom konopca DE kcji je priljubljen uz kotur*;
uklonimo veze i zamenimo ih reakcijama (sl. 33, b).
Tada ¢e na kotur sa delom konopca delovati &etiri spoljadnje sile: zatezuca sila u desnom delu

- >
konopca koja je jednaka G; zatim, zatezuca sila u levom delu konopca koja je jednaka F K(ove dve
=y
sile brojéano su jednake, tj. G = F,) i reakcije Stapova F, i F,, koje su usmerene duz §tapova.

K
Ako zanemarimo dimenzije kotura, onda dati sistem sila predstavlja sistem sila koji napada jednu

r * U sli¢nim slu¢ajevima korisno je razmatrati kotur zajedno sa delom konopca koji je priljub-
‘ljen uz njega kao jedno telo. Tada nepoznati uzajamni pritisci konopca i kotura, raspodeljeni po
luku de, predstavljaju uravnoteZeni sistem unutradnjih sila, koje ne ulaze u uslove ravnoteze (vidi
§ 3, posledice aksiome 4.). Ako se pak kotur posmatra odvojeno (sl. 33, ¢ — razmera je na ovom crtezu

iz_;neniena, onda ¢e na kotur delovati po luku “de kontinualno raspodeljene sile pritiska konopca,
_&ja rezultanta treba da se odredi postavljajuéi dopunske uslove ravnoteze dcla konopca DE (korif-

&enjem principa ukruéivanja) §to komplikuje racun.
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tacku. Kako je broj ovih sila veéi od tri, korisno je da se pri refavanju ovog zadatka upotreb1 anali-

ticka metoda. Povucimo koordinatne ose kako je pokazano na crtezu i o
sila na ove ose (vidi tablicu).

dredimo projekcije svih

- - > - -
F; G Fp F, F,
X3 0 —FKcosﬁ F;sina — F,
Y; —G 'FK sin F,cosa 0

Zatjm, kori$¢enjem uslova ravnoteZe (12), postavimo odgovarajuce
zamenimo veli¢inu sile F & 58 veli¢inom G; tako dobijamo:

ZXi=—GcosB + F,sina — F, =0,
2Yi=— G+ Gsinf + F,cosa = 0.
Iz druge jednadine nalazimo:
1 —si
g, dotc S B,
cos a

Ako smenimo ovaj izraz u prvu od gornjih jednatina, i ako izvr¥imo g

posle- sredivanja, dobi¢emo:

sina — cos (@ — f)

F,=

G.
cos a

Iz dobijenog izraza za F, sleduje da je pri bilo kojim veli¢inama ostr:
-

To znatj da je reakcija F, uvek usmerena tako, kako je pokazano na crtezu

usmeren je u suprotnom smeru ($tap BC je pritisnut). Medutim, za reak
Tezultat. Smatrajmo da su uglovi a i f uvek o$tri. Kako je

sin @' — cos (a— f) = sina — sin (90° — a + B);

to ¢e ova razlika biti pozitivna, ako je a > (90° — a -+ ,B), ilikadaje2a > 9

ednacdine i :istovremeno

botrebne transformacije,

ih uglova @ i 8, F; > 0.

Pritisak kotura na §tap
-

ciju F, dobi¢emo drugi

0° 4 p. Odavde sleduje

da je pri a-> (45° + f/2) veli¢ina F, > 0, tj. reakcua F., ima smer naznafen na crteZu; ako je pak

a < (45° + B/2), ondaje F, < 0, tj. reakcija F., ima suprotan smer (od A4

Stap AB je zategnut, dok je u drugom slu¢aju pritisnut. Kada je a = 45°

Obratimo paznju na sledeée zakljucke:

ka B). U prvom sludaju
H B2, tada je F, = 0,

1. Ako u sistemu postoje koturi sa prebaéenim konopcima, onda pri post
treba da se posmatra kotur zajedno sa priljubljenim delom konopca uz njeg
tome zanemarimo trenje konopca o Kotur ili trenje na osovini kotura, onda

)

ljanju uslova ravnotese

a kao jedno telo. Ako pri

sile u oba dela konopca

biti jednake po intenzitetu i usmerene od koturd (u protivnom sluc¢aju konopag bi klizao u stranu veée

sile u konopcu, ili bi se kotur obrtao; vidi takode zadatak 13.).

2. Ako pri predstavljanju sila bilo koj'u_ od reakcija veze ne usmerimo u stranu u koju ond stvarno.

deluje, onda ée ta &njenica da se otkrije pri konstruisanju poligona sila (pr
analitickom reSavanju velitina takve reakcije ispdsti negativna.

Medutim, u svim sluéajevima, kada se to unapred moze predvideti, tre
usmeriti pravilno. Na primer, u zadatku 8 smer reakcije leZista A4 moie

rasudivanjem: ako uklommo leZiSte, onda ¢e kran pod dejstvom sile G I

Prema tome, sila F koja .zamenjuje dejstvo leZifta, mora da deluje ulevg
‘ravnotezi. 3

3 Mehanika,

ilo strelica), dok Ce pri

ba reakciju veze odmah
da se utvrdi sledeéim

boleti da pada udesno;
), da bi cdrzala kran u
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- Zadatak 11. Vertikalni stub 0A, poboden u zemlju, vezan je pomoc¢u dve zatege AB i
AD, &iji pravci zaklapaju sa stubom jednake uglove a = 30°; ugao izmedu ravni AOB i AOD
iznosi ¢ = 60° (sl. 34). Za stub su vezana, paralelno osama Ox i Oy, dva medusobno upravna hori-
zontalna telefonska voda, od kojih je svaki zategnut silom F = 100 kp. Odrediti vertikalni pritisak
na stub i sile u.zategama zanemarujuci njihove teZine.

Regenje. Razmotrimo ravnotezu ¢vora A, u kome se susti¢u zatege i telefonski vodovi.
>

> >
Na &vor deluju zatezuée sile u vodovima Fy i F, (F; = F, = F), sile u zategama F; i Fj, kao i reakcija

_}
stuba F}. Kao $to vidimo sistem sila je prostorni. Povucimo

< koordinatne ose (vidi sliku) i odredimo projekcije svih sila
-
;E-;' na ove ose i zatim ih unesimo u tablicu (projekcije sile Fyna
- ose x i y izratunaéemo tako kako je bilo pokazano na kraju
iF F § 8.
- - - B = 2
F; F, F, F; F. Fy
X; 0 —F 0 0 F;sinasing
Y; | -F| 0 0 Fysina |Fjsina cosg
Z; 0 0 F} —Fjcosa |—Fscosa

Sada koriéenjem uslova ravnoteze (11), postavimo jednacine:
IX;= — F + Fsysinasing = 0
3Y;= — F+ Fysina + F; sinacos g = 0,
XZ; =F,— Fycosa— F;cosa = 0.
Redavanjem ovih jednacina nalazimo:

1= ct ’ F
F,'=F(1 +-tg%)ctga, F,=F 5%, F=

sina sin a sin ¢

) >
Iz dobijenih rezultata se vidi da je pri ¢ < 45° veliina F} < 0, pa reakcija F; ima suprotan smer
od smera koji je pokazan na slici. Kako konopac ne moze da radi na pritisak, to odavde proizlazi
da konopac AB treba da se postavi tako da ugao ¢ bude veéi od 45°. Za date brojane podatke dobi-
¢emo:

F!, = 273 kp, F» = 85kp, Fy = 231 kp.

§ 14. Moment sile za tatku (ili centar)

Opit pokazuje da kruto telo pod dejstvom sila moze pored translatornog kre-
tanja da vrdi i obrtanje oko neke tatke (centra). Obrtni efekt sile karakteriSe se
njenim momentom.

i
Neka sila F napada kruto telo u tacki 4 (sl. 35). Pretpostavimo da ova sila
tezi da obrne kruto telo oko tacke O. Normala A, spustena iz tacke (centra) O na

Y "
napadnu liniju sile F, naziva se krakom sile za tatku O. Kako napadnu tacku sile
moZemo proizvoljno pomerati duZ njene napadne linije, to, o¢evidno, obrtni efekt
sile zavisi od:

q) intenziteta sile F i duzine kraka /;
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1

b) poloZaja ravni obrtanja OAB, koja prolazi kroz tatku O i kroz silu 1?,

¢) od smera obrtanja u toj ravni.

OgraniCimo se za sada na sisteme sila koji deluju u jednoj ravni. U tom slu-
¢aju ravan obrtanja je za sve sile ista i neki dopunski uslovi nisu potrebni, dok
smer obrtanja moZe da se okarakteriSe znakom, smatrajuéi obrtanje u nekom smeru
pozitivnim i u suprotnom smeru negativnim. \

Tada za koliCinsku meru obrtnog efekta sile moZe da se juvede sledeéi pojam

o0 momentu sile: momentom sile ‘
=

F za tacku O naziva se velitina
(uzeta sa odgovarajucim znakom)
koja je jednaka proizvodu iz inten-
ziteta sile 1 kraka sile.

=y
Moment sile F za tactku O
=y

Y . F
oznaci¢emo simbolom. M,. Prema
tome

MOF=+F/7 bJ
Mg = -+ Fh. (13) sl 35 |

2 a)

U daljim izlaganjima smatraéemo da moment ima znak plus (tj. da je pozi-
tivan), ako teZi da obrne kruto telo oko tatke O u smeru suprotnom obrtanju kazaljke
na Casovniku i znak minus (tj. da je negativan), ako tezi da| obrne kruto telo u

=)
smeru obrtanja kazaljke na ¢asovniku. Tako, npr., moment sile F, prikazane na
=)

sl. 35, a, za tatku O ima znak plus (pozitivan je), dok je moment sile F, prikazane
na sl. 35, b negativan (ima znak minus). Ako silu merimo u kilopondima, a krak u
metrima, onda ¢e se moment sile meriti u kilopondmetrima.

Primetimo sledeca svojstva momenta sile:

1. Moment sile se ne menja pri pomeranju napadne tatke sile’ duz njene
napadne linije. !

2. Moment sile za tatku O jednak je nuli samo u tom sluaju, kada je sila
jednaka nuli, ili pak ako napadna linija sile prolazi kroz tatku O, tj. ako je krak
sile jednak nuli.

|
3. Brojcana veli¢ina momenta prikazana je dvostrukom‘ povrsinom trougla
OAB (sl. 35, b). ‘

=
M = - 2 - povrsina AOAB. (14)

Ovaj rezultat proizlazi iz ¢injenice da je ‘
1350 =

povrsina 404B = >

Fh. |

0| =

-_> | - ..
4. Moment sile F za tacku O odreduje tacku kroz koju prolazi napadna linija
sile; ta tacka udaljena je od tacke O za rastojanje \

l ?l |

h:‘MO 3 ‘
F

3% [
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.

_—)
pri ¢emu se 4 nanosi po normali spustenoj na pravac vektora F u stranu koja je
odredena znakom momenta.

) \
§ 15/ Varinjonova teorema o momentu rezultante

Ova teorema glasi: Moment rezultante ravnog

X sistema —suteljnil sila za proizvoljnu talku jednak

je algebarskom. zbiru momenata komponenata za istu
ta¢ku (Varinjonova teorema).*

Da bismo dokazali ovu teoremu -odredimo najpre

izraz za moment bilo koje sile za tatku O, koja deluje

. >
u tatki 4, npr. sile F; (sl. 36). Povucimo osu Ox
upravno na pravu OA. Tada je

2 - povriina AOAB —0A4-0b=04"X,

_}
gde je X; — projekcija sile F; na osu Ox; odavde,
imajuéi u vidu izraz (14), proizlazi

__)
SL. 36 Mg = 04-X,. (15)

=3
Formula (15) vazi i u slu¢aju kada sila F; prolazi ispod linije O4; u tom slu-
aju moment ¢e samo biti negativan, jer ¢e biti negativna i sama projekcija Xj.
5> > > -
¢ Razmotrimo sada ravan sistem suéeljnih sila Fy, F,, Fj, . . ., Fy, sa napadnom

tatkom u tacki A4 (sl. 36). Napadna tacka njihove rezultante takode je u tacki 4;
-

- )
pri tome je F, = XF;. Tada je, na osnovu teoreme 0 proje_lgc_iji sume sila na osu:
X, = 2X;. Ako obe strane ove jednacdine p_or_rmoiimo sa 04, dobi¢emo:
04 - X; = 2 (04 - X5),
ili, prema formuli (15) bice

> -
Mo = ZMgt . (16)

Formula (16) u matemati¢kom obliku iskazuje Varinjonovu teoremu.

§ 16.* Momentne jednadine za ravan sistem suleljnih sila

Uslovi ravnoteZe travnog sistema suleljnih sila mogu da se postave ne samo
pomoéu projekcija tih sila na ose koordinatnog sistema, ve¢ takode i pomocu mo-
menata tih sila. Pokazimo da su za ravnoteZu ravnog sistema suceljnih sila potrebni
i dovoljni slede¢i uslovi:

-

-
» F
IMi =0, ZM =0 17

. * P, Varinjon (1654—1722) — istaknuti francuski nau¢nik, matemati¢ar i mehanicar, IzlcZio
je osnove statike u knjizi »Nacrt nove mehanike« (1687).
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pri ¢emu su B i C — bilo koje tatke, koje ne leze na istoj pravoj sa tatkom Au

kojoj se suceljavaju sile (sl. 37).
.—}

Neophodnost tih uslova je cLéevidna, jer ako je, npr., Z'Mg" = 0, onda je
kako se vidi iz obrasca (16), 1 MI;’ =4 0, a to znaci da je
;', == 0, pa u tom slucaju ne moZze biti ravnoteze.

Dokazimo sada da su ti uslovi u isto vreme i dovoljni.

Ako su uslovi (17) zadovoljeni onda je na osnovu Varinjo-
- -

F, . xqF oo s .
nove teoreme M =01 M = 0, sto je opet mogucno,

-

ili kada je F, = 0, ili pak, kada napadna linija rezultante SL 37
jednovremeno prolazi i kroz tatku B i kroz tatku C. Me-

dutim, ovo drugo je u nasem slucaju nemoguéno, jer rezultanta suceljnog sistema

sila mora da prolazi kroz tacku 4 (sl. 17), dok prava BC, prema postavljenim uslo-
vima, ne prolazi kroz tactku 4. Prema tome, kada su uslovi (17) ispunjeni onda je-

5
rezultanta F, = 0, tj. ravan sistem suceljnih sila zaista se nalazi u ravnotezi.

Ako je ispunjen samo jedan, bilo koji od uslova (17), onda, ‘o¢evidno, ravan
sistem suceljnih sila nece biti u ravnotezi.

Pri resavanju zadataka korid¢enjem uslova (17) mogucno je da se postave jed-
natine (uslovi) ravnoteze u takvom obliku da svaka jednatina sadrzi samo po jednu
nepoznatu veli¢inu; da bismo to postigli potrebno je da se tatke za koje ¢emo odre-
divati momente biraju na napadnim linijama sila koje treba odrediti.

VZadatak 12. Rediti zadatak 7. pomocu momentnih .
jednacina.

Resenje. Uvedimo oznake AB — AC = a i uzmimo
tatke A i C za momentne tatke (sl. 38). Ako iz tatke 4 spustimo

-

-y
normale AE i AK na napadne linije sila FKi G, dobi¢emo:
>

= s I ¥ Frr
AE = acos ?, AK = asin a; prema tome, MAK =
- -

7 acos®. M® = — Gasine. Osimtoga M 4 = 0. N
= Ka S 2, A— sSin a. sim toga ' = U. a

analogan na¢in moZemo izradunati momente sila i za tatku
C. Najzad, postavljanjem uslova ravnoteze (17), dobijamo:

S1. 38

;’ a
-EMAi = FK acos; — Gasina =0,

&%
EMIC:' EFAasina— Gasina = 0.

1z prve jednatine, s obzirom daje F = G,, nalazimo

a a
(G, — 2Gsin7) cos— = 0.

2
Odavde za ugao a, koji odreduje poloZaj ravnoteZe, dobijamo dve vrednosti
\
X . a Gy
a = 180° i sin—=—"+
20 2G

Tz druge jednaine pri a = 180° nalazimo F , = G.
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~ Zadatak 13. U zadatku 10. odrediti reakciju F, kori§¢enjem momentne jednaéine.
Resenje. Birajuu tatku C za momentnu tatku (vidi sl. 33, b) i stavljaju¢i CB = a, dobijamo*
=
F; ;
ZMc =Fpacos(e — ) + Fyacosa — Gyasina = 0.
Odavde, kako je F,. = G, izlazi odmah da je:

F,—G sin a — cos (@ — f3) 1

Cos a

Reakciju F; moZzemo odrediti postavljenjem momentne jednadine za tadku A.

Momentne jednadine, kao $to vidimo, moZemo Koristiti za proveru tacnosti rezultata
dobijenih drugim metodama.
Primetimo da ispravnost jednacdine Fy. = G moze da se potvrdi postavljanjem momentne

jednacine za srediSte kotura (ova jednadina, kako ée biti dokazano u § 24, vazi i za proizvoijan
sistem sila u ravni). Odavde dobijamo Fpr — Gr = 0, gde je r — poluprec¢nik kotura, ili F & =G.



Glava III

RAVNI SISTEMI PARALELNIH SILA I SPREGOVA
\

§ 17. Slaganje i razlaganje paralelnihi sila

' \
Odredimo rezultantu dveju paralelnih sila koje deluju|na kruto telo. Ovde

mogu da nastanu dva slucaja: 1) paralelne sile su usmerene u/istu stranu, i 2) para-
lelne sile su usmerene u suprotne strane. |

1) Slaganje dveju sxla usmeremh u istu stranu Neka na kruto
telo deluju dve paralelne sile F1 i F2 (sl. 39). Koristeci aksiome 112 precmemo
od datog sistema sila na njemu ekvivalentan ravan sistem oc_i dve suceljne sile F,

-

: : v . 1 ¥ &, o
i F. Da bismo to postigli nanesimo u tatkama 4 i B dve| uravnoteZene sile F}
= = ‘ o A
i F, (F{ = — F,), usmerene duz prave 4B, i slozimo ih|sa silama F; i F, po
- -
pravilu paralelograma. Dobivene sile F;" i F;’ prenesemo u tatku O, u kojoj se

seku njihove napadne linije i zatim razlozimo obe sile u niihove prvobitne kom-

ponente. Posle toga u tacki O delovace dve uravnotezZene 31le F1 i Fz, koje onda
-

mozemo da uklonimo, a pored njih delovace duz iste prave sxle F i F2 Prenesimo

ove sile u tatku C i zamenimo ih rezultantom F,, Ciji je mtenzuet jednak

F,=F, +F, | (18)

el 5> > 1
Sila F, je rezultanta -paralelnih sila F; i F,, koje napadaju kruto telo u tatkama
A i B. Da bismo odredili polozaj tatke C razmotrimo trouglove: OAC, Oak i OCB,
Omb. 1z sli¢nosti ovih trouglova sleduje:

i _F ; B _F,
oC F, oC F,’
ili AC - F; = BC - F,, jer je Fi = Fj. |
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~ - Odavde, imajuéi u vidu svojstva proporcija, i ¢injenicu da je BC -+ A?='Z§
i F; + F, = F,, dobijamo ;

BC. AC 4B
FCF T F (19

Prema tome; rezultanta dveju paralelnih sila koje deluju na kruto telo i koje
su usmerene u istu stranu, jednaka je po intenzitetu zhiru intenziteta njenih kompo-
nenata, paralelna im je i usmerena je u istu stranu; napadna linija rezultante prolazi
1zmedu napadnih taéaka komponenata, a na rastojanjima od tih taéaka koja su obrnuto
proporcionalna silama.

E

F—,"

SL 39 SL. 40
2) Slaganje dveju sila usmerenih u suprotne strane. Neka na

. ) > o . \ .
kruto telo deluju dve sile F, i F, i neka je (da bi zadatak bio-odreden) F, > F,
(sl. 40) Uocimo na produzetku prave BA bilo koju tatku C i nanesimo u njoj dve
> > - -
uravnoteZene sile F, i F;, paralelne silama F; i F,. Pri tome, intenzitete ovih
sila i poloZaj tacke C izaberimo tako da budu zadovoljene jednacdine

F, = F, — Ry; (20)

F F, F,

Tada, ako islozimo sile F, i F;, po formulama (18) i (19) nalazimo da ¢e njihova
3 X
rezultanta po intenzitetu biti jednaka F, - F, tj. bi¢e jednaka sili F sa napadnom
. > :
tatkom u tacki 4. Sada sile F i F;, kdo uravnoteZene mozemo ukloniti.. Kao $to
i .- . - - . ) .—> . _) : . e - - 4 . '_* -
vidimo, u-krajnjem rezultatu sile F, i F, bi¢e zamenjene jednom silom F,, koja
predstavlja njihovu rezultantu. Intenzitet ove rezultante, kao i napadna tacka C
ove reziltante odredeni su formulama (20) i (21). Na taj na¢in moZemo redéi:
rezultanta dveju paralelnih sila koje deluju na kruto telo i koje su usmerene u suprotne
strane, jednaka je po intenzitetu razlici intenzitcta njenih komponenata, paralelna
im.je i usmerena je u stranu sile veceg wmntenziteta; napadna hnija rezultante prolazi
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|

izvan pravolinijskog odsecka koji spaja napadne tacke sila koje jlaéemo, a na rastoja-

njima od tih tacaka obrnuto proporcionalwim intenzitetima si la.

Ako na kruto telo deluje veci broj paralelnih sila, onda njihovu rezultantu,
ukoliko ona postoji, mozemo dobiti ili postupnom primenom pravila za slaganje
dveju paralelnih sila, ili, pak, pomo¢u metode koja ¢e biti jizlozena u glavi IV.

3) Razlaganje sila. Pomoc¢u dobijenih formula mogu¢no je da se resi i zada-
tak razlaganja date sile, u dve paralelne joj sile, koje su usmerene u istu, ili pak
u suprotne strane. Ovaj zadatak bice potpuno odreden tek ako su dati izvesni dopun-
ski uslovi (npr., napadne linije obeju trazenih sila ili pak inteazitet i napadna linija
jedne od njih). ' ‘

Zadatak 14. Odrediti pritiske horizontalne grede na oslonce A i B, ako su tezine tereta

koji leze na gredi G, = G, = 80 kp (sl. 41). Dimenzije su date na crteZu tezinu grede zanemariti.
S R gl Al

Redenje. Najpre zamenimo sile G;i G, njihovom rezultantom F* koja prolazi kroz tatku

D. Intenzitet rezultante je F = 160 kp. Zatim, ‘
> o

£l

= ! —04 $ 04 08
razloZimo silu F na sile F; i F; u pravce A _
reakcija oslonaca (vidi napomenu u § 7), Al S B
koje predstavljaju traZene pritiske na oslonce. s t(-;- D g R
Iz jednadine. B 1 pof 2 }—_-z', :
’ 5 1 ¥
Fo o F v prope'y, B
D A8 -S1 4‘1

nalazimo -~ F, =100 kp F; = 60 kp.

Zadatak 15. U zid, debljine @ = 0,5 m, uzidana je greda AB, 4uzine I=2,5m (sl 42).
O kraj B grede obesen je teret G = 3 Mp. Zanemarujuéi tezinu grede,| odrediti pritiske na zid,
smatrajuéi da oni deluju u tatkama A4 i D (greda je vrlo malo iskrivliena‘).

.y Redenje. Da bismo odredili. traZene pritiske razlo-
s - > o
Zimo silu. G na sile F )i F, u pravce reakcija oslonaca u t ﬁ‘f _

S 4 .
tatkama D i A. Kako sila G ne lezi izmedu traZenih sila,
to ¢e pritisci biti usmereni u suprotne strane, pri cemu ¢e

|
|
|
!
|
|
|
T
|
|

= > -
intenzitet sile F D (koja je bliza sili G) biti veci od F 4 iova &

: B
sila imacde isti smer kao i sila G. Iz jednacina
F’ G @
D :
TEIN T 5
nalazimo Fo
I ‘ : ‘
F =—G=15Mp; F,6=12Mp.
o Ri T4 = SL. 42
Za kontrolu mo¥e da se postavi druga proporcija: ‘
i Sy o |
Il —a a ‘

{8.’ Spreg sila. Moment sprega silT.

Spregom sila naziva se sistem od dve paralelne sile, istih inﬁenziteta, a suprotnih
smerova, koje deluju na kruto telo(sl. 43). Sistem sila, koji obrazuje spreg, ofevidno
se ne nalazi u ravnoteZi (na osnovu aksiome 1.). U isto vreme spreg sila, za razliku
od do sada proulenih sistema sila, nema rezultantu.
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/ =2 X0y
Naime, ako bi spreg imao neku rezultantu F,, onda bi sistem sila F, F*i F] =
P _) - v . ’ . . 1 = ¥
— — F. morao da bude u ravnoteZi, §to je. nemogucno, jer je F + F + F, =0

> - -

(posto je F + F =0, a F, == 0); medutim, za ravno-
tezu bilo kog sistema sila, kako ¢e to biti dokazano,
potrebno je da njihov geometrijski zbir bude jednak
nuli. Na taj nacin, spreg sila ne moZe se zameniti niti
uravnoteziti jednom silom. Prema tome, svojstva sprega,
kao posebne mere mehaniCkog uzajamnog dejstva izme-
du tela, treba posebno prouditi.

Ravan koja prolazi kroz napadne linije sila koje.
obrazuju spreg zove se ravan dejstva sprega. Rastojanje
d izmedu napadnih linija sila sprega zove se krak sprega.
Sl 43 Dejstvo sprega sila na kruto telo svodi se na izvestan
obrtni efekt, koji zavisi od:

|. intenziteta F sila sprega i duZine njegovog kraka d;
o boloiaia ravni dejstva sprega;
'3. smera obrtanja u toj ravni.
i)aT)i se okarakterisao ovaj efekt uvodi se pojam momenta sprega.

U ovoj glavi proudi¢emo svojstva spregova koji deluju u jednoj ravni. Za ovaj
slu¢aj, po analogiji se pojmom momentasile (§ 14), mogu¢no je izreci slede¢u defi-
niciju: momentom sprega sila naziva se velifing, uzeta sa odgovarajucim znakom,
koja je jednaka proizvodu iz intenziteta jedne od sila i kraka sprega*. Oznatimo mo-
ment sprega simbolom ). Tada je

M=+ F-d (22)

Moment sprega ima znak plus (pozitivan je), kada spreg teZi da obrne telo u smeru
suprotnom obrtanju kazaljke na Casovniku, i znak minus (negativan je), kada spreg
tei da obrne telo u smeru obrtanja kazaljke na éasovniku. Moment sprega sila, kao
i moment sile, meri se u kilopondmetrima. Ocevidno je da je moment sprega jednak
momentu jedne od sila za napadnu tacku druge sile (sl. 43):

3 e
M= My, = M. (23)

Dokazimo slede¢u teoremu o momentu sprega sila: algebarska suma momenata
svake od sila, koje obrazuju spreg, za bilo koju tacku, koja leZi u ravni dejstva sprcga,
ne zavisi od izbora te tacke i jednaka je momentu sprega sila. Izaberimo u ravni dej-
stva sprega sila bilo koju tacku O; sa sl. 44 nalazimo .

+ e =
Mi=_—-F-Oa i M_=F -Ob.

* QOvaj pojam ne treba mesati sa pojmom momenta sile. Pojam momenta sile vezan je za tatku,
za koju se odreduje moment sile. Moment sprega sila definisan je pak samo silama koje obrazuju
spreg i krakom sprega; ni sa kojom tagkom u ravni ova veli¢ina ne stoji u vezi. Teoriju spregova
razradio je poznati francuski mehaniar i geometricar L. Poanso (1777—1859).
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‘ .
Ako saberemo ove jednatine i ako primetimo da je Ob — Oa =d i F' = F, gde
je d krak sprega, dobi¢emo:

ey

-
M= M5+ ML 24)

Dokazanu teoremu korisno je upotrebiti pri
izratunavanju momenta sila koje obrazuju
spreg za bilo koju tacku.

S«Ll@. Ekvivalentnost spregova sila |

|
Da bismo ustanovili uslove ekvivalentnosti dva sprega, dokazimo najpre sledeéu
teoremu: ne menjajuci uticaj dejstva na telo, moge se spreg silay, koji deluje na kruto
telo, zameniti bilo kojim drugim spregom, koji lesi u istoj ravni i ima isti moment.

Neka na kruto telo deluje spreg (E, %’)
sa krakom d,. Prikazimo sile tog sprega
sa proizvoljno uzetim napadnim tac-
kama na njihovim napadnim linijama;
neka to budu tacke A4 i B (sl. 45) i povu-
cimo kroz te tacke dve bilo koje paralelne
prave AD i BE. Rastojanje izmedu tih

prav1h ozna¢imo sa d,. RazloZimo sada
- -
silu F u komponente F1 i F, duz pra-

'

=

vaca BA i AD, a silu F u komponente

- >

F, i F; duz pravaca AB i BE. Oce-
—>

vidno je da je pri tome F;, = — F,
= <

SIL. 45

I — Fz Sile F, i F,, kao uravnotezene, mozemo ukloniti. Kao $to vidi-
-> > B> >

mo u krajnjem rezultatu spreg (F, F’) zamenjen je spregom (F,, F;), koji obrazuju

druge sile, sa drugim krakom; ove sile o¢evidno mozemo da uzzmemo tako da deluju

u bilo kojim ta¢kama D i E na njihovim napadnim lmljama Pri tome, s obzirom
na potpuno proizvoljan izbor tacaka A4 i 1 By a takode i na proizvoljan izbor pravaca

AD i BE, moze se smatrati da se spreg (Fl, F 1) nalazi bilo gde‘ u ravni svog dejstva.

Poka21mo na kraju da su momenti ovih spregova medusoboql jednaki. Kako je sila
=3 - |
F rezultanta sila F,; i F,, to je prema Varinjonovoj teoremi |

M MF‘ & MF’

2 |
Medutim, kako je: M = Fd,, MF‘ = Fydy, M = 0, to pr01zfla21 daje Fdy = Fyd,,
tj. momenti ovih spregova ]ednakl su jedan drugom, ¢ime )F teorema dokazana.

> |
|
|
|
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1z dokazane teoreme proizlaze sledeée osobine sprega sila:
1) dati spreg moZe se prenositi bilo kako u ravni svog dejstva;

2) kod datog sprega moZe se menjati intenzitet sila ili pak krak sprega, ali
tako da se pri tome moment sprega sila ne promeni.

Odavde proizlazi da su dva sprega, koja deluju u istoj ravni i koji imaju iste
momente, ekvivalentna medusobom, jer preko navedenih operacija oni mogu da
se pretvore jedan u drugi. Istovremeno iz svih dokazanih teorema moze da se
zaklju¢i, da je dejstvo sprega stvarno okarakterisano njegovim ‘momentom.

Da bismo definisali spreg sila koji deluje u datoj
ravni, dovoljno je na osnovu svega izloZenog, da se da
samo njegov moment; ¢emu su pri tome jednake sile,
ili pak krak sprega — nije bitno. 1z tog razloga, narolito
u tehnici, spreg se cesto prikazuje kruZznom strelicom
(usmerenim kruznim lukom), koja pokazuje smer obrtanja,
ne ucrtavajuci sile koje obrazuju spreg (npr., na sl. 46

-

je prikazano da na kruto telo deluju sila F i spreg momen-
SI. 46 ta M) '

Dokazimo sada drugu teoremu: dejstvo sprega sila na kruto telo se ne menja, ako spreg prenesemo-
1z date ravni u bilo koju drugu proizvoljno izabranu njoj paralelnu ravan.

> ;
% Neka spreg (F, F’) deluje u ravni (I) (sL. 47).
) Povucimo ravan (II), paralelnu ravni (I), i uo&imo
F. u njoj odseak DE, jednak i.paralelan odsetku AB.
,E' i — U tackama D i E nanesimo dva para uravnoteZenih
o > > > e
sila F; =F,=F i F' = F}=F. Primetimo da
s slika -ABDE predstavlja paralelogram &ije su dija-
F 1 D gonale tatkom C podeljene na dva jednaka dela.

> -
(=T g Slozimo sada paralelne sile F i F,; s obzirom da su
Ex one jednakih intenziteta, mogu da se zamene rezul-

._-)
tantom Fy, sa napadnom ta¢kom u sredini odsetka
AE, tj. u ta¢ki C; pri tome je F; = 2F. Sli¢no tome
1‘1::’ Y s A . . o
sile F’ i F; moZemo posle slaganja zameniti rezultan-

] -
Fr tom F,, sa napadnom tatkom u tatki C na sredini
idseél_(}a-BD; pri tome je: F, =2F = F,. Sile

Sl 47 F; i F}, kao uravnoteZene, moZeémo sada da uklo-

nimo. Kao §to vidimo, u krajnjem rezultatu smo spreg
> > -5 >
(F, F’), koji deluje u ravni (I), zamenili spregom (Fy, F}) koji deluje u ravni (II).

1z dokazane teoréme proizlazi, da ¢e dva sprega koja deluju u paralelnim ravnima i koja imaju
iste momente, biti takode ekvivalentna.

Obratimo paznju na slede¢u analogiju. Sila koja deluje na kruto telo okarak-
terisana je svojim intenzitetom, napadnom linijom i smerom duZ napadne linije;
napadnu tadku sile moZemo proizvoljno pomerati duz njene napadne linije. Spreg
sila koji deluje na kruto telo, odreden je intenzitetom svog momenta, ravninom
svog dejstva i smerom obrtanja; spreg sila, pak, u ravni njegovog dejstva, mozemo
sasvim proizvoljno premestati. '
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|

Problem o tome kako ¢e da se krece kruto telo ako na njega deluje spreg sila,
spada u probleme dinamike. Pomoc¢u teorema koje vaZe u dinamici moZe se doka-
zati da proizvoljan spreg, koji deluje na slobodno kruto telo, obrée kruto telo oko
njegovog teziSta (vidi § 136). Ako pak telo ima. neponncnu obrtnu osu, onda spreg
sila, koji deluje bilo gde u ravni. upravnoj na.osi obrtanja izaziva obrtanje datog
tela oko date ose i to uvek dejstvom '
istog momenta, $to proizlazi iz jednaline e
(24). B

Zadatak 16. Kriva poluga ABCD (sl. 48)

F

nalazi se u ravnoteZi pod dejstvom dveju paralelnih ’:_7
A
sila F i F koje obrazuju spreg. Odrediti pritiske = t o
na 1e7x§ta, ako je AB = a = 15 cm, BC =5=130 cm, L ,:-1'/
CD = ¢ =20cm, F=F = 30 kp. l
. , et Al ol B Co =
Refenje. Zamenimo.spreg sila (F, F’) ekviva- e
27 AW ‘

lentnim spregom (F,, F;), &ije sile imaju pravce reak- SL. 48

«cije oslonaca. Tada momenti ovih spregova moraju.
biti jednaki, tj. F(c — a) = 5
Prema tome, pritisci na. oslonce brojéano su jednaki

, ¢c—a

jusmereni kako je pokazano na slici.

§ 20. Slaganje spregova koji deluju u istoj ravni.
Uslovi ravnoteZe spregova -
\
Doka21mo slede¢u teoremu o slaganju spregova: sistem wspregova, ko;z delu]e
u jednoj ravni, mo¥e se zameniti jednim spregom, koji deluje u istoj toj ravmi-i c‘yz je
moment ]ednak algebarsko; sumi momenata komponentmh spregova. Neka na kruto
telo deluju tri sprega Ciji su momenti: i, My i M (sl. 49). Na osnovu teoreme
o ekv1valentnost1 spregova moZemo ova tri sprega zameniti sa druga tri sprega

(Fl, 1), (Fz, 2) i (Fs, Fa), koja imaju isti krak d i momente:

M, = Fd,
9)?2 B de,
s =

Ako sada -slozimo posebno sile koje deluju

=
u tackama 4 i B, dobi¢emo u tacki B silu F,,

=%
a u tacki A4 silu F,, koje su jednakih intenziteta
Fr=Fr,'='F1'—F2+F3

Kao s$to vidimo, u krajnjem rezultatu smo tri

> > )
sprega zamenili jednim spregom (F,, F!) <&iji SL 49
je moment

We =Frd =F1d "I‘ (— ng) 'I‘ Fsd: Eml + 9)22 + 9;)23-

\ |
Za slucaj navedena tri sprega teorema je dokazana. Ocevidno je da bismo do
istog rezultata dosli i u slucaju da smo radili sa proizvoljnip brojem spregova.
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Sistem koji se sastoji od n spregova, ¢iji su momenti Iy, My, My, . . ., M, moZe
se zameniti jednim spregom C¢iji jemoment

m = M. ‘ (25)

Iz dokazane teoreme proizlazi da je za ravnoteZu ravnog sistema spregova
potrebno i dovoljno da algebarska suma momenata tih spregova bude jednaka nuli

ZM; = 0. (26)

Zadatak 17. Na zupcanik /, polupreénika r,, deluje spreg sila &iji je moment 9, (sl. 50, a).
Odrediti moment IR, sprega sila, kojim treba delovati na zupcanik 2, pulupre¢nika r,, da bi se
odrzala ravnoteza.

ReSenje. Razmotrimo najpre
uslove ravnoteze zupclanika 1.
Na ovaj zupcanik deluje spreg
¢iji je moment I, koji moZe da
bude uravnotezen samo dejstvom

drugog sprega, u datom slucaju
> -
spregom (F, F’), koji nastaje od
-
pritiska F na zubac od strane zup-
=%

Canika 2 i od reakcije F’ vratila u
tacki A. Tom prilikom je, prema
jednacdini (26),

My + (— Fry) = 0.ili F ="M, /r,.

Razmotrimo sada uslove rav

SL 50 noteze zupcanika 2. Prema aksiomi
4. na ovyaj zupéamk deluje zupca-
__>
nik / silom F1 = — F (sl. 50, b), koja sa reakcijom vratila B obrazuje spreg (F, Fl), 51}1 je moment

jednak — Fir,. Ovaj spreg treba da uravnoteZi spreg koji deluje na zup&anik 2, ¢iji je moment I, ;
prema tome, na osnovu uslova (25) bi¢e M, + (— Fir,) = 0. Odavde, s obzirom da je F{ = Fj;
nalazimo:

My — 2 M.

Ty

Ne treba se Cuditi $to spregovi ¢iji su momenti I, i M, ne zadoveljavaju uslove ravnoteZe (26).
Stvar je u tome §to ovi spregovi deluju na razna tela.
> -
Sile F i F, koje smo odredili refavanjem ovog zadatka nazivaju se obimne sile, koje deluju
na zupcanik. Kao §to vidimo, obimna sila je jednaka koli¢niku iz mementa sprega sila koji deluie
na zupcanik i polupreénika zupcanika




Glava IV
PROIZVOLJAN RAVAN SISTEM SIL

§ 21, Teorema o redukciji sile na tatku (paralelnom ﬂ)reno§eniu sile)
% i

Mnogi zadaci statike, a izmedu njih i zadatak o svodeniu! (redukciji) sistema
sila na prostiji oblik, mogu se resiti koris¢enjem sledece teoreme: silu koja deluje
na kruto telo, moZemo, ne menjajuci njeno dejstvo, prenezi paralelno njoj samoj u bilo
koju tacku tela, ako pri tom sili pridodamo spreg, ¢iji je moment yednak momentu sile
koju prenosimo za tacku u koju se sila prenosz

Neka na kruto telo deluje sila F, Cija je napadna tatka A|(sl. 51, a). Dejstvo
ove sile se ne menja, ako u bilo kojoj tacki tela B dodamo dve uravnoteZene sile

- - - - - - .
F’' i F”, takve da je F' = F, F"" = — F. Dobiveni sistem od tri sile predstavlja
-

5 > >
silu F’, koja je jednaka sili F , sa napadnom tackom u tacki B|i spreg (F, F") Ciji
je moment ‘

-
F

M= Mp- (27)

Poslednja jednaCina proizlazi
iz formule (23). Prema tome, teo-
rema je dokazana. Rezultat Kkoji "SL 51
daje ova teorema moze takode da
se prikaZe i na nacin kako je to pokazano na sl. 51, b (na tom crtcﬁfu sila F je precrta-

na). Razmotrimo nekoliko primera na koje moZe da se primeni gornja teorema.

Primer 1. Da bismo odrZaliu I'anOteZI gredu AB, duZine 2a; i tezme G, treba, ocevidno,
delovati na sredini grede u tac¢ki C silom F kO)a je usmerena navise, a koja je po intenzitetu jednaka
G (sl. 52, a). Saglasno dokazanoj teoremi silu F mozemo da zamenimo silom F’, koja deluje na kraju
A greded spregom momenta It = -Fa. Ako krak ovog sprega smanjimo na veli¢inu 4, onda sile 1:: i
;”, koje obrazuju spreg sila, treba povecati toliko (sl. 52, b) da bude F;# = Fa. Prema tome, da

_}
bismo odrzali gredu u ravnoteZi drZeci je za kraj 4, potrebno je da na gredu,| osim sile F’, delujemo
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- >
takode i spregom sila (F;, F}). Ovaj rezultat, koji proizlazi iz dokazane téoreme, neposredno oseca
&ovetija ruka, kada najpre drzimo gredu za njenu sredinu (sl. 52, @) i zatim za kraj (sl. 52, b).

Primer 2. Na dobo$ a), polupreénika r, namotana su u suprotnim smerovima dva konopca,
- - -
na &jim krajevima deluju dve sile F i F© — — F (sl. 53); na dobo3 &) istog polupre¢nika namotan

-
je konopac, na &ijem kraju deluje sila 2 F. U &emu se razlikuje dejstvo ovih sila?

A F = F
1 a i F
5 f \ B8 G
R | o
. G B
FII "‘—h )
E 2F' 2F"
i S G
SL. 52 SL 53

Na dobos @) deluje samo spreg sila (—F), }_7)’) &iji je. moment 2 Fr, koji obrée dobos. Silu, koja
deluje na dobo$ ) moZemo zameniti silom 2 14:’) =2 F—: koja deluje na vratilo dobosa i spregomi sila
2 1—“: 2 F_’)). U krajnjem rezultatu dobijamo da na dobo§ deluju: 1) spreg sila istog momenta kao'i w
prvom sludaju &iji je moment 2 Fr i koji obrée dobos, i 2) sila 2 ;”, koja izaziva pritisak na vratilo

.doboga. Oba dobosa obréu se istovetno. Medutim, kao $to smo videli, vratilo drugog dobosa podnosi
i pritisak, koji je jednak 2 F, dok vratilo prvog dobosa ne podnosi nikakav pritisak.

( I
§ 22. Svodenje (redukcija) ravnog sistema sila na datu tacku
4
T -
Neka na kruto telo deluje proizvoljan ravan sistema sila: Fy, Fy, Fa, ... Fp.

Uotimo u toj ravni proizvoljnu tatku O, koju ¢emo nazvati redukciona tacka. Koris-
¢enjem teoreme koja je dokazana u § 21 prenesimo sve sile u tacku O (sl. 54, a).
Posle ove operacije na telo deluje sistem sila

- - - > - >

F; = Fy; E.=Fg .. K, —F;, (28)
sa napadnom tatkom u tacki O, i sistem spregova, Ciji ¢e momenti, prema formuli
(27), biti E

_t ;;g N F ’
M = M, My= M, = MEn (28)

_)
Sile koje deluju u tacki O moZemo zameniti jednom silom Fp, Cija se napadna

= s
tacka nalazi u istoj tacki; pri tome je Fp = XF,, ili, prema jednacini (28)

o =
Fp = 2F,. (29)
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1

Isto tako, na osnovu teoreme O slaganju spregova, sve spregove moZemo
zameniti jednim spregom, koji takode deluje u istoj ravni. Moment tog.sprega
je Mo = ZM,, ili, prema jednaCini (28)

ay

Mo = ZMo- | (30)

—>
Veli¢inu F, koja je jed-
naka geometrijskom zbiru svih
sila sistema, nazvacemo, kao
$to je poznato, glavni vektor
sistema; velicinu I, koja
je jednaka zbiru momenata
vih sila sistema za tacku O,
nazvacemo glavni moment sis-
tema za tacku O. Prema tome, y
ovde smo dokazali sledecu SL 54
teoremu: svaki ravan sistem
sila, koji deluje na kruto telo, pri svodenju (redukciji) na tatku O, moZe da se zameni

=P
jednom ‘silom Fg, koja je jednaka glavnom vektoru datog sistema sila sa napadnom
tatkom u taéki O, i spregom, ¢&iji je moment My, koji je jednak glavnom momentu
sistema za tacku O (sl. 54, ¢).

-5
Primetimo da sila Fj, nije rezultanta datog sistema sila, jer ona sama ne moZze
da zameni dati sistem sila, ve¢ zajedno sa spregom.

Iz dokazane teoreme proizlazi da su dva sistema sila, koji imaju jednake glavne
vektore i glavne momente, medusobom stati¢ki ekvivalentna. Da bi se definisao
ravan sistem sila dovoljno je da se dd glavni vektor i glavni moment tog sistema sila

.—)
za neku takku O (Fg, Mo).
'._)

Veli¢ina Fp moze se odrediti geometrijskim putem pohmoéu poligona sila
(sl. 54, b), ili pak analiti¢kim putem po formulama (10) (vidi § 10); od izbora tacke
=

O velitina Fg, otevidno, ne zavisi. Velitina i, odreduje se po formuli (30). Pri
promeni redukcione tatke O veli¢ina momenta i, moZe u opStem slucaju da se
promeni, zbog promene momenata komponentnih sila. Prema, tome, kada se daje
glavni moment, neophodno je re¢i za koju tatku je on izraCunat.

> > > >

Zadatak 18. Na gredu, uzidanu u zid (sl. 55, @), deluju spoljasne sile Fy, Fa, Fy, F,;. Odrediti

unutrainja optereéenja u preseku ab grede*.
> > - : !

Re¥enje. Prenesimo sile Fy, F,, Fy, koje deluju na deo grede desno od preseka ab u tatku O

= > > -

preseka. Na osnoyu dokazane teoreme ove sile moZemo zameniti jednom silom F = F; + F; + F,,

-> - -

&ija se napadna tacka nalazi u tadki O i spregom ¢iji je moment S.D%O = Mg"—l— MS’ - Mg"-

Lako je zakljugiti da se dejstvo delova grede jedan na drugi, ne bi promenilo,kad bi se s potetka od
grede odsekao neoptereéeni kraj ($rafirani deo). Ali, posle prenoSenja svih sila u tatku O, desni
deo grede postaje neoptereéen, i moZze s2 ukloniti s tim da se greda prikaZe lonako kako je pokazano

* Unutra$njim optere¢enjima u preseku @b nazivaju se sile kojim delovi grede razdvojeni
datim presekom delujui jedan na drugi. Na osnovu dokazane teoreme sistem ovih unutradnjih sila
moze da bude zamenjen jednom silom, ¢ija je napadna tacka, na primer, u tezistu preseka, i spregom,

4 Mehanika
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~

- > >
na sl. 55, . Tada, ako razloZimo silu F, u komponente Fzi F - (u pravcu ose grede i upravno na
nju), dobi¢emo, da na levi deo grede, u preseku ab, deluju: 5

= 2o - 1) transverzalna (popreéna) sila F T,koja tezi
F F A da smakne presek ab u pravcu ab;
777 a .
R 2) aksijalna sila Fgp, koja izaziva zatezanje
-0 EE‘;I\E; (ili pritisak, ako je usmerena u suprotnom smeru)
: ! RN grede duZ njene ose,
) b / 3) spreg momenta Mo, koji se zove napadni
F al moment ili moment savijanja, koji u datom sludaju
izaziva istezanje gornjih. vlakana grede i sabijanje
i My = - E donjih vlakana. Na osnovu aksiome 4. levi deo
Fax F grede deluje na desni deo silama i spregom istog:
0 jntenziteta, ali suprotnih smerova.
% % Na analogan nacin odreduju se unutrasnja
- = = optereéenja i u bilo kom drugom preseku grede.
Fr b E\SFs

Primedba. TraZena optereenja moZemo

SL 55 odrediti, takode, i nanofenjem spolja$njih sila,

koje deluju na levi deo grede, u teZiste O preseka;

na taj nacin odredi¢emo dejstvo levog dela grede na desni deo u preseku ab. Medutim, u spoljasnja

optereéenja spadaju, tada, i reakcije ukletenja koje moramo prethodno odrediti iz uslova ravnoteze

cele grede (§ 26). To isto bismo morali da u¢inimo i u prethodnom re$enju, ako bi bilo koja veza
delovala na desni deo grede.

§ 23. Svodenje (redukcija) ravnog sistema sila na prostiji oblik

Teorema koju smo dokazali u § 22 omoguéuje da se resi zadatak svodenja
(redukcije) ravnog sistema sila na prostiji oblik. Rezultat zavisi od toga ¢emu je

. ->
jednak glavni vektor Fy i glavni moment %, datog sistema sila. -

>
1) Ako je za dati sistém sila Fr = 0i I, = 0, onda se on nalazi u ravnoteZi.
Podrobnije razmatranje slu¢aja ravnoteZze ravnog sistema sila izvrsi¢emo u slede-
¢em paragrafu.
-
2) AKko je za dati sistem sila Fr = 0, M, == 0, onda se dati sistem sila svodi
_+

na spreg Ciji je moment I, = Z’Mg" . U tom slucaju veli¢ina momenta )i, ne
zavisi od izbora redukcione tatke O, jer bismo, u slu€aju kada bi ona zavisila od
izbora tacke O, dobili da se jedan isti sistem sila moZe zameniti raznim, medusobno
neekvivalentnim, spregovima, $to je nemoguéno.

N
3) Ako je za dati sistem sila Fy == 0, onda se on svodi na jednu silu, tj. na
rezultantu. Tada su moguéna dva slu¢aja:
—
a) Fr=4=0, M, = 0. U tom sluc¢aju sistem se odmah svodi na jednu silu, -tj.
S>>
na rezultantu Fp = F,, koja prolazi kroz tatku O.

= =
b) Fr=0, My ==0. U tom slucaju (sl 56, a) silu Fr moZemo preneti u
takvu tatku C, za koju ¢e njen moment biti — I,. Tom prilikom kao $to je poznato

dodaje se spreg momenta — Iy, koji uravnoteZuje spreg momenta My, i ceo
- - -
sistem sila zamenjuje se jednom rezultantom Fr = Fr = F,, koja prolazi kroz

==, B N =>
tatku C. Polozaj tatke C, tj. rastojanje d = OC (OC | Fyg) nalazimo tada iz jed-
nacine

|M,| = Fd. (31)
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Pobiveni' rézultat moZemo formulisati i ovako: ako se pri svodenju sistema
- ‘
sila na.tatku O, sistem sila svede na silu Fy i spreg, ¢iji je moment Iy, onda taj
- > -

sistem sila moZemo zameniti samo jednom rezultantom Fi = Fp = F,, koja

prolazi od tatke O, na takvom ra-

stojanju, da bude ispunjen uslov
=

Mo = Mgé Redosled ratunanja u
ovom slu¢aju prikazan je u zadatku 20.

Taj rezultat moZe se dobiti i
druglm putem, ako prikaZzemo spreg,

&iji je moment Yo, tako, kao Sto je
pokazano na sl. 56, b i ako sile sprega

SL. 56
F,’e i F izaberemo tako.da budu po ‘

intenzitetu jednake Fg. Pri tome krak sprega, tj.d = oc odredu;emo opet iz jed-

natine (31). Uklonimo zatim sile FR i FR kao uravnoteZene, tako da se u kraj-
- > -

njem rezultatu sistem sila svodi na rezultantu F}; = Fg = F,, koja prolazi kroz

tacku G, tj. dobijamo isti rezultat kao i ranije.

Dobiveni rezultati pokazuju, da se ravan sistem sila, ako se ne nalazi u ravno-
> -
tezi, svodi‘ili na rezultantu (kada je Fx == 0), ili pak na spreg (kada Fr = 0).

Zadatak 19. Svesti na prostiji oblik sistem sila, koji.deluje na gredu i reSetku prikazane na
sl. 57, a i b, ako su sve sile po intenzitetu jednake jedna drugoj; odrediti pritiske na oslonce.

ot |
ke TR TSRS ) ' E
/ ﬁ; :F1’ b I BY
& e pdatcin A 5
. - 30 —A° F I ‘ ‘
Z 2 7 2 —
-y et
\F2 £ a—t—ta —t—a
| a) b) :\
SI 57

Resenje. 1) Pohgon sila, konstruisan od sila Fl, Fz, Fa, koje delu)u na gredu (sl. 57, a) je

zatvoren; prema tome F r=0. Suma momenata svih sila za bilo koju ta‘cku (npr., tatku C) jednaka

je — Fa, gde je F intenzitet svake od sila. Prema tome, dati sistem sila svodi se na spreg ¢iji je mome-

ment I = — Fa. Ako predstavimo ovaj spreg sxlama, koje su na crtezu pnkazane iscrtkanos
> > > ->

zakljuujemo da sile F;, F., Fj, izazivaju pritiske Fj i Fz, koji su brojéano jednaki F b

2) Primetimo da sile Fz i Fa (sl. 57, b) obrazu)u spreg, koji ¢emo pomerm u polozaj koji je pri-

kazan 1scrtkano na slici. U tom sludaju se sile F1 i F’ uzajamno uravnotpzulu i sistem sila se svodi
.—)
na rezultantu F = Fpi= F’
- _) —_> = . - - U
Odavde zaklju¢ujemo, da se dejstvo sila F;, F,, Fj, svodi na vertikalni pritisak u osloncu 4;

oslonac B je tom prilikom neoptereéen. \
4% :
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Zadatak 20. Odrediti rezultantu sila, koje delujuna gredu (sl. 58), ako je G = 3 Mp,
Fy = F, = F = 4 Mp, a rastojanje CB = a = 0,8 m.
Resenje. Konstrukcijom poligona sila

> > =

od sila G, F;, F,, nalazimo da je sila FR

(glavni vektor datog sistema sila) po inten-
zitetu iedn_aka FR = 5 Mp, jer je u datom
poligonu be = 2 F cos 60° = 4 Mp; ab =
= 3 Mp. Dalje, birajuéi tatku C za mo-
mentnu taCku u kojoj se seku pravci sila
5> >

G i F,, nalazimo da je glavni moment sistema

=0
SL. 58 M =Mt = —F a cos 30° = — 1,6 |/3 kpm.
Tada, po formuli (31) dobijamo

m -
- M| _ 0,32 /32 0,55 m.
FR
s
Ako iz ta¢ke C povucemo pravu, upravnu na pravac F R i ako duZ nje nanesemo otseak d,
odredi¢emo napadnu liniju rezultante. Kako je EDEC < 0, to rezultanta prolazi desno od tatke C

d

_’
moment sile FR za taCku C mora da bude negativan).

§ 24;'Uslovi ravnoteZe ravnog sistema sila

Za ravnoteZu proizvoljnog ravnog sistema sila potrebno je i dovoljno da jedno-
vremeno budu ispunjeni uslovi:

=
I
e
=
O
I

0. (32)

__)
Ovde je O — bilo koja tatka ravni, jer ako je Fr = 0, onda veli¢ina 9,
ne zavisi od izbora tacke O (vidi § 23, tacka 2).
Uslovi (32) su neophodni, jer ako jedan od njih nije ispunjen, onda se sistem

._)
sila, koji deluje na telo, svodi ili na rezultantu (kada je Fx == 0), ili na spreg (kada
je Mo == 0), i prema tome, sistem sila tada nije uravnotezen. Istovremeno uslovi

.—)
(32) su i dovoljni, jer ako je Fr = 0 sistem sila moZe da se svede na spreg &iji je
moment Iy, a kako je My = 0, to se zaista sistem sila nalazi u ravnotezi.

Odredimo uslove ravnoteze u analitickom obliku koji proisti¢u iz jednacina
(32). Te uslove moZzemo dobiti u tri razliita oblika, koje ¢emo postupno razmotriti.
1. Osnovni oblik uslova ravnoteze. Velit¢ine F, i I, odredene su

izrazima:
Fpe=Vxt 4 v,
-y
pri ¢emu je Xp = XX, Yp = 2ZY;; Mo =2ZM g"- Medutim, Fr moZe da bude

jednako nuli samo u tom slu¢aju kao je istovremeno: Xp — 0 i Yz = 0. Prema
tome, uslovi (32) bi¢e zadovoljeni, ako je

-
ZX;=0, ZY;=0, IMZ = 0. (33)
o
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Jednatine (33) izrazavaju u analitickom obliku sledec’e‘ slove ravnoteze: za
ravnotedu proizvoljnog ravnog sistema sila, potrebno je i dovoljno, da suma projekcija
sila na svaku od dve bilo koje koordinatne ose bude jednaka nuli i da suma momenata
svih sila za bilo koju tacku, koja legi u ravni dejstva sila, bu(fe jednaka nuli. Isto-
vremeno, uslovi (33) izraZzavaju potrebne uslove ravnoteze slobodnog krutog tela
na koje deluje ravan sistem sila. U mehanickom smislu prva dva uslova izrazavaju
nemogucénost pomeranja tela u pravcu koordinatnih osa, dol# treéi uslov izrazava
nemoguénost obrtanja oko ose upravne na ravan Oxy. ‘

2.% Drugi oblik uslova ravnoteze: Za ravnotefu proizvoljnog ravnog
sistema sila, potrebno je i dovoljno, da suma momenata svih sz'la\ za bilo koje dve pro-
izvoljno izabrane tatke A i B, i suma projekcija sila na osu Ox, koja nije wormalna
na pravu AB, bude jednaka nuli:

-

|
. \
EMyi=0, EIMp=0, ZX;=0| (34)

Neophodnost ovih uslova je o¢evidna, jer ako bilo koji od tih uslova nije ispu-

>
njen, onda ¢e biti ili F 5=01li M, =0 (M ,==0) i ravnoteza ‘nec’e postojati. Doka-

%imo da su ovi uslovi 1 dovoljni. Ako su za dati sistem \
sila ispunjena samo prva dva od navedenih uslova onda
ée biti M, =0i M, =0. Takav sistem sila, prema
onome §to je re¢eno u § 23, mozZe i da ne bude u ravno-
=y

te?i, a da ima rezultantu F, koja istovremeno prolazi
kroz tatke A i B* (sl. 59). Medutim, prema trecem
uslovu mora da bude X = 2X; = 0. Kako osa Ox
nije normalna na pravac AB, onda poslednji uslov
moze da bude zadovoljen samo kada je rezultanta F, = 0,
tj. samo ako ravnoteza zaista postoji.

3.% Treé¢i oblik uslova ravnoteze (iri mo-, SL. 59
mentne jednacine): za ravnotefu proizvoljnog ravnog ‘
sistema sila, potrebno je i dovoljno, da suma momenata svih sila za proizvoljno iza-
brane tacke A, B i C, koje ne lege na jednoj pravoj, bude jednaka nuli.
|

2 : > |
M} =0, T =0, IM ‘5 0. 35)
|
Neophodnost ovih uslova, kao i u prethodnom slucaju, je ofevidna. Da su
uslovi (35) i dovoljni proizlazi iz Cinjenice, $to ako se pri i;tovremenom zadovo-

lienju tih uslova dati sistem sila ne bi nalazio u ravnotezi, nda bi se on sveo na
rezultantu, koja istovremeno prolazi kroz tatke 4, B i C, §t¢ je opet nemogucno,
jer ove tri tacke ne leZe na istoj pravoj. Prema tome, kada su uslovi (35) ispunjeni,

nastupa ravnoteza. }

U svim razmatranim slu¢ajevima za ravnotezu ravnog sistema sila dobili smo
po tri uslova ravnotefe. Uslove (33) smatramo osnovnim, jer ako se korjstimo njima,
onda ne podleze nikakvim ograni¢enjima ni izbor koordinatnih osa ni momentnih
tadaka. ,

* Qvo proizlazi iz sluaja 3,a) koji je razmotren u § 23.
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> > > -
Ako na kruto telo, zajedno sa ravnim sistemom sila F,, F,, Fy, . ..., Fy, deluje u istoj ravni i
sistem spregova, Ciji su momenti My, My, My, . . ., My, onda je ofevidno da u jednadinama pro-
jekcija spregovi ne ulaze, jer je suma projekcija sila spregova na bilo koju osu jednaka nuli. Nasuprot
‘tome, u momentnoj jednacini sumi momenata sila dodaje se algebarski zbir momenata spregova,
jer je suma momenata sila spregova za bilo koju talku jednaka momentu spregova [§ 18, formula
(24)]. Na taj nacin, na primer, uslovi ravnoteZe (33), kada na telo deluje sistem sila i sistem spregova,
prelaze u ‘

=3
ZX; =0, XZY;=0, ZMgi + ZM; = 0. (36)

Na analogan nadin transformi$u se i uslovi (34) i (35).

§ 29 RavnoteZa ravnog sistema paralelnih sila
U slucaju, kada su sve sile koje deluju na kruto telo paralelne medusobom,
moZemo osu Ox izabrati tako da bude normalna na sile, a osu Oy tako da bude
paralelna silama (sL. 60). U tom slucaju ¢e projekcija svake sile na osu Ox biti jednaka
nuli i prvi od uslova (33) prelazi tada u identitet 0 = 0. Prema tome, za ravnotezu
ravnog sistema paralelnih sila ostaju dva uslova:

-
ZY;=0, ZMy =0, €Y

pri ¢emu je osa Oy paralelna silama.

Drugi oblik uslova ravnoteZe ravnog sistema
paralelnih sila moZemo dobiti iz jednacina (34), koje
sada postaju: '

-

._)
et Fe
IMPF =0, ZMgi=0. (38)

SIL 60

Pri tome tacke A4 i B ne.smeju da leZe na pravoj koja je paralelna silama.

§ 26. ReSavanje zadataka

Pri reSavanju zadataka iz ovog odeljka treba imati u vidu sve ono §to je veé
receno u § 13.

Opet podvlacimo da kada pristupamo re$avanju nekog zadatka, treba, pre svega,
da se izdvoji telo, Cija ravnoteza u datom sludaju treba da se razmotri. Zatim, kada
smo izdvojili to telo, potrebno je dalje da ga posmatramo kao slobodno i da nacr-
tamo sve aktivne sile koje deluju na telo, a zatim i sve reakcije veza po§to smo veze
uklonili.

Posle toga, treba postaviti uslove ravnoteZe i pri tome treba odabrati onu grupu
uslova, koja ¢e u datom slucaju dovesti do najbrZeg reSenja postavljenog zadatka
(najprostije ¢e, razume se, biti takve jednacine od kojih svaka sadrzi samo jednu
od nepoznatih veli¢ina).

Da bismo dobili uslove ravnoteZe u §to prostijem obliku treba se pridrzavati
slede¢ih preporuka (ukoliko one ne oteZavaju tok ratuna):
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a) pri postavljanju jednalina projekcija, jednu od koordinatnih osa treba povuci
tako da bude normalna na neku od nepoznatih sila;

b) pri paszavljanju momentnih ]ednacma, momentne zacke treba birati tdko,
da se $to veéi broj nepoznatih sila seée u toj tacki.

Pri izratunavanju momenata Cesto je vrlo v
korisno da se razlozi data sila u dve komponente  _ § =~ =
i zatim da se upotrebi Varinjonova teorema. | B Fa
Resavanje mnogih zadataka statike svodi se
na odredivanje otpora oslonaca, koji sluze za Xd A
oslanjanje ili pak ukle$tavanje grede, reSetke ili ~ BR - sl
sli¢no. U tehni¢koj praksi obi¢no se susre¢emo — ~T°F 7
sa sledeéim vrstama oslonaca (osim onih koje smo - SL761

ve¢ naveli u §4); .

[ 1. Pokretni oslonac (leZi$te) (sl 61, oslonac 4). Beakcija F,4 takvog
oslonca usmerena je po normali na povrsinu na koju se oslanja pokretni oslonac.
'{ 2. Nepokretni oslonac (leziste) (sl. 61,
oslonac B). Reakcija takvog oslonca prolazi kroz
osu lezista i moze da ima proizvoljan pravac
u ravni crteza (tj. upravno na osu leZiSta). Pri

v

—

Fy

=l

o
reSavanju zadataka reakciju F, prikazujemo preko
- -

njenih komponenata Xp i Yp u pravcima koordi- A %

natnih osa. Ako smo pri reSavanju zadatka odredili M

ove komponentne reakcije Xp i Y3, onda mozemo 4
-

odrediti i ukupnu reakciju Fp; intenzitet ove SL 62

reakcije iznosi Fp = VX‘;‘3 + Y,
~  Natin oslanjanja, prikazan na sl. 61, upotrebljava se radi toga da ne bi u gredi
AB nastali-dopunski naponi pri promeni njene duZine usled promene temperature
ili pri savijanju. ‘

| 3. Ukle$tenje (sl. 62). U ovom sludaju na ukleStenom Kkraju grede od strane
oslonatnih povriina deluje na gredu sistem kontinualno rasporedenih sila. Ako te

>
sile redukujemo na tatku 4, moZemo ih zameniti nepoznatom silom F  sa napad-
._)

nom tatkom u tacki 4, i spregom M ,, ¢iji moment nije unapred poznat. Silu F oy
-

moZemo prikazati preko njenih komponenata X ot

o
Y . Prema tome, ako je veza ostvarena u vidu ukle-

Stenja, onda je za odredivanje njene reakcije potre-
bno da se odrede tri veli¢ine X o iya o iM s

Problem o pravcu i smeru reakcija pri drugim
vidovima veza detaljno je razmotren u § 4.

Zadatak 21. Odrediti sile kojima to¢kovi 4 i B diza-
lice, koja je shematski prikazana na sl. 63, pritiskuju na S$ine.
TeZina dizalice iznosi G = 4 Mp; njeno teZite leZi na pravoj
DE. TeZina tereta koji dizalica podiZe iznosi G; = 1 Mp,

strela dizalice = 3,5 m; rastojanje AB = 2a = 2,5m.
Refenje. Razmotrimo ravnoteZu Citave dizalice.

Na dlzahcu, ako je smatramo slobodnim telom, deluju date

sile G i G1 i reakcije uklonjenih veza F i F . Za dobijeni
sistem paralelnih sila postavi¢emo uslove ravnoteze (37), uzimajudci taéku A za momentnu tatku

G

o

a
SL 63
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i projicirajuéi sile na vertikalnu osu; tako dobijamo:
| ZYi=F,+Fp— G~ G.=0,

._)
ZMjE —Ga+F,+2a— Gy(a+b)=0.
Resavanjem ovih jednadina, nalazimo:
1

1 b
FA=—2—G—?Gl(:—1)=1,1MP,

1 1 b
Da bismo proverili dobijene rezultate postavimo momentnu jednadinu za tatku B

e
IMli=—F, 2+ Ga— G (b —a)=0.

Ako sada nadenu vrednost za F P smenimo u gornju. jednadinu, uveri¢emo se da ona zadovoljava
ovu jednadinu. TraZeni pritisci tofkova na 3ine brojéano su jednaki F o F B ali su usmereni

nanize.
Iz dobijenog rezultata se vidi, da pri

a
Gy, = -——G = 2,22 Mp.
b—a
reakcija F , postaje nula i u tom slu¢aju levi to¢ak prestaje da pritiskuje $inu. Pri daljem poveéanju
tereta G, dizalica bi se preturila. Najvedi teret G, pri kome dizalica ostaje u ravnoteZi, odreduje se
_—) -
iz-uslova Z.‘Mgi =10.

Zadatak 22. Homogena greda 4B, teZine G kp, oslanja se krajem A na glatku horizontalnu
avan i ispust D, a krajem B na strmu ravan, koja sa horizontom zaklapa ugao a (sl. 64). Greda je
. nagnuta prema horizontu pod uglom f.
Odrediti sile pritiska grede na obe ravni i

na ispust D.
Resenje. Razmotrimo ravnotezu
grede AB uklanjaju¢i veze i smatrajuéi
gredu slobodnim telom. Tada na gredu

=y
deluju: data sila G, ¢ija je napadna tacka

_)

na sredini grede i reakcije veza - F B>

e
x  Fnis Fnes koje imaju pravcee koji su upravni
na odgovarajuce ravni. Povucimo koordi-
nate ose (vidi sl. 64) i postavimo jednadine
SL 64 ravnoteze (33) uzimajuéi momente sila za
2 tatku A, u kojoj se seku napadne linije
dveju nepoznatih sila. Prethodno izrat¢u-
najmo projekcije svake od sila na koordi- natne ose i njihove momente za talku A, i zatim

unesimo sve- nadene vrednosti u -tablicu*; tom prilikom wuveli smo oznake AB = 2a

— -
< KAB=y (AK je krak sile FB za talku A).

- = -> - ->
F; Fn, Fns G i
X3 0 Fpn, 0 — FB sin a
Y; Fny 0 -G Fpcosa
L
Mj,- 0 0 — Gacosf Fp*2acosy

* Pri popunjavanju tablice treba imati u vidu napomenu uéinjenu u fusnoti na str. 29
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Postavimo sada uslove ravnoteze:
2 X;=FNy — Fysina =0,

2Y,~EFN1—G+FBcosa=0. ‘

I

=
ZMii = — Gacosf + 2Fzacosy =0.

Iz poslednje jednacine nalazimo:
1 cos
F g= -G _ﬁ .
2  cosy
Kako je AK paralelno strmoj ravni, to je <X KAx = a; odavde je = a — f§. Prema tome, kona¢no je
1 cos ‘
Fg=—G —ﬂ s
2 cos(a—p) :
Sada, refavanjem prve dve jednacine, dobijamo:

cos a cos f sin a|cos 8
Fni=Gl1— ———J Fne = - g
P [ 2cos(a—p) ]’ = 2 cos(a — f)

Pritisci na ravan jednaki su po intenzitetu odgovaraju¢im reakcijama i usmereni u suprotne
strane.
Da bismo proverili tatnost dobijenih rezultata za reakcije Fa,, i Fn, moZemo postaviti momen-

> o -

tne jednacine za tacke u kojima se seku napadne linije sila Fp i Fpp, i sila ‘F B i FNI'

Iz redosleda resavanja prethodnog zadatka proizlazi zakljucak: kada je za odredivanje projekcije,
ili pak monienta sile, potrebno da znamo bilo koju veli¢inu (duzinu ili ugao), koja nije data u uslovima
zadatka, onda ta velitina treba da se oznali nekim simbolom i da se uvede u jednacine ravnotese. Ako
tokom refavanja zadatka ta velitina ne ispadne iz racund, onda ona treta da se izrazi preko datih
velicina.

Zadatak 23. Simetri¢ni luk (sl. 65) opterecen je sistemom sila koji se svodi na silu F=4 Mp

a napadnom tatkom u tatki D, i na spreg, Ciji je moment M, = 12 Mpm. TeZina luka iznosi
G = 8 Mp; pojedine dimenzije su: @ = 10m, & = 2m, » = 3 m, @ = 60°. Odrediti reakcije u
pokretnom osloncu A i nepokretnom osloncu B.

Redenje. Razmotrimo ravnotezu celog luka, uklanjajuéi veze i sinatrajuc’i luk slobodnim
> -

telom. Tada ¢e na luk delovati date sile G i F i spreg ¢iji je moment Mb,~ a takode i reakcije-

> - -
F, X, i Y (reakeiju u nepokretnom osloncu y}— g
prikazali smo njenim dvema- komponentama, ‘
kako je pokazano na sl. 61). Kod ovog zadatka
najprostije je da se postave uslovi ravnoteze u-
obliku (34), uzimaju¢i momente za tatke 4 i B
i projiciraju¢i sve sile na osu Ax. U tom slucaju
u svakoj od jednalina ravnoteZe ulazi samo po =
jedna nepoznata -sila. Izra¢unajmo momente i
projekcije svake od sila i unesimo nadene veli-
¢ine u tablicu. Tom prilikom, da bismo izracunali

N

moment sile F, razloZi¢emo je u njene kompo-
S

nente X, Y i iskoristi¢emo Varinjonovu teoremu.

|
- - - -> - - | M
F; F, G Xp | Y F | D
X 0 0 XB 0 Fcosa 0
- a [
Mii 0 —G—z- 0 Yga —]X]h—[l"]b M
7 4 b
MBi —Fja GE 0 0 |—I|X|h+|Y|(@a—0) M,
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Postavljajuéi uslove ravnoteZe, imajuéi u vidu da je | X| = Fcosa, |'Y | = | F| sin a, dobijamo:
ZXi=Xp+ Fcosa=0, (@)
>
a
ML =Ypa—G — Fbsina — Fhcosa + Mp =0, (b)
= a
ZME =—F,a+G - — Fhcosa + F(a — b)sina+ M, =0. ©

Resavanjem dobijenih jednacina, nalazimo:

Xp=—Fcosa= — 2 Mp,
1 bsina + hcosa Mp
YB=E‘G+F d_ _7%4,09Mp,
1| (@ — b)sina — hcosa M
F,=—=G+F . + —2 27,37 Mp.
2 a a

=5
Kao $to vidimo, veli¢inu X 5 dobili smo sa negativnim znakom. Prema tome, komponenta X o

ima ‘suprotan smer od smera koji je prikazan na crteZu, $to je moglo da se predvidi i unapred.

Ukupna reakcija oslonca B nalazi se kao geometrijska suma sila )? Bl ;B. Njen intenzitet je
Fp = le; + Y22 4,55 Mp.

Ako bi spreg koii deluje na luk imao suprotan smer od smera koji je naznacen na crtezu (sl. 65),
onda je MD = — 12Mpm. U tom slu¢aju dobijamo Y ; = 6,49 Mp, F , = 4,97 Mp; veli¢ina XB
se tom prilikom ne menja.

Da bismo proverili taénost dobijenih rezultata projicirajmo sve sile na osu Ay:

ZYEFA—{—YB—G—Fsina:O. @

Ako u ovu jédnadinu smemmo nadene vrednosti za F ; i ¥ 5, moZemo se uveriti da je pret-

hodna jednatina zadovoljena (smena treba da se izvr$i i sa opstim brojevima, da bismo proverili
tadnost formula, a takode i sa brojéanim podacima, da bismo proverili izvriene racune).

Treba imati u vidu da pri ovakvoj vrsti kontrole moZe da se desi da ne otkrijemo gresku,
koja je nastala usled neta¢nog odredivanja projekcija ili momenta sila, koje su upravne na osi Ay.
Iz tog razloga potrebno je jo§ jednom da se proveri ovaj deo racuna, ili pak, radi kontrole, moZe da
se postavi jo§ jedna jednacina, na primer, momentna jednacina za tatku D.

Primetimo takode sledeée: kao §to je poznato, pri postavljanju uslova (34) osu na koju proji-
ciramo sve sile moramo izabrati tako da ne bude upravna na pravac 4B, tj. da to ne bude u naSem
slu¢aju osa Ay. Ako bismo to ipak uéinili, tj. ako bi nam
tre¢a jednacina bila jednaéina ravnoteZe u obliku projek-
cija na osu Ay, onda bismo dobili sistem jednacina (b),
(c), (d), koje sadrze samo dve nepoznate F P i YB (u
ovom sistemu jedna od jednacina bila bi posledica osta-
lih). To znadi da na ovaj na¢in ne bismo bili u stanju
da odredimo reakciju X B

Zadatak 24. Greda AB, duZine b =0,8m
i tezine G = 100 kp, uzidana je u zid i sa njim zaklapa
ugao a = 60° (sl. 66, @). Unutar ugla D A B lezi cilindar
tezine G, =£0 kp, koji dodiruje gredu u tacki E,
pri ¢emu je AE = @ = 0,3 m. Odrediti reakcije ukle-
stenja.

Refenje. Razmotrimo ravnotezu grede uklanja-
juéi veze i smatrajuéi gredu slobodnim telom. Tada na

S
gredu deluju: sila G, &ja se napadna tatka nalazi na

Sl 66

)

E upravo na gredu (Pazi! nikako G, koja deluje na cilindar, a ne na gredu!) i reakcije uklestenja,
> -

koje ¢emo predstaviti komponentama X ,, Y 4 i spregom ¢iji je moment M 4 (vidi sl. 62).

s
sredini grede, sila pritiska cilindra F, koja deluje u tacki
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Da bismo postavili uslove ravnoteZe (33) izratunajmo projekcije svih sila na koordinatne
ose i izratunajmo njihove momente na tacku A (vidi tablicu). w

- - - - Sy

F; X, Y, F G M,
X; X, 0 Fcosa 0 0
Y; 0 Ve — Fsina — G 0
- b

MII;" 0 0 — Fa — stina M,

> -
Da bismo odredili pritisak F razloZimo silu G, sa napadnom tatkom u sredi$tu cilindra, u
> > ‘
njene komponente F i Fy, koje su upravne na gredu i na zid (sl. 66, &). Iz paralelograma sila nalazimo:
G,

sina

F=

~ Postavimo sada uslove ravnoteZe smenjujuéi u njih istovremeno umesto sile F nadenu vrednost.
Tako dobijamo:
ZX;=X,+ Gyctga=0,

ZY;=Y,~ G~ G=0,

7, B
ZmEi =M, — Glsina'— G—z—sma=0.
Resavanjem ovih jednacina, nalazimo:
X,=—Gcga=1038kp; Y, =G+ G, = 280kp;
MA = GISl + G—z—sma = 96,9 kpm.

'Reakéija ukle$tenja sastoji se iz sile F = VX 2 be Yfl i sprega &iji je moment M X

U zakljuéku podvucimo jo$ jednom osnovni zakljucak koji prmzlazl iz redosleda re§avan)a
ovog zadatka: u wuslove ravnotefe ulaze samo sile koje | g
neposredno deluju na telo Ciju ravnoteZu posmatramo. I

Zadatak 25. Za stub sa kosnikom pri¢vri¢ena
su dva kotura C i D, preko kojih je prebacen konopac,
za -Ciji je kraj obeSen teret G = 240 kp. Drugi kraj
konopca pncvr§cen je u tatki B. Stub se odrZava u rav- Eli
notezi pomocu zatege EE,. Zanemaruju¢i teZinu stuba
sa kosnikom i trenje u koturima, odrediti silu u zategi, 15
a takode i reakciju ukle§ten)a A, smatra)uc1 da je ukle- Fu,
Stenje zglob (tj. ukle$tenje nije kruto i dozvoljava obr-
tanje Stuba oko tacke A). Rastojanje kotura C od stuba
jednako je 1 m; ostale dimenzije su date na crteZu.

—16m

Refenje. Uklanjajuci veze, prouéimo ravnotezu
cele konstrukcue, tj. stuba sa kosnikom, i delom konopca
KDCM, kojij je prebacen preko koturova (Vldl zadatak 105 bl trrrrrrs 1.
konstrukcija je kruta i moZe se smatrati krutim telom). E, A
Na konstrukcuu deluju slede¢e spcljasnje sile: tezma f.?m‘ 00
tereta G, sila F u delu konopca DB i reakcije veza’F SL, 67
‘_)

Y Unutra¥nje sile, koje se uzajamno uravnoteZuju, nisu prxkazane na slici. Kako je
pr| odsustvu trenja u koturima sila u konopcu svuda ista, to je. po intenzitetu F =G
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Izracunajmo projekcije svih sila na koordinatne ose i njihove momente za tatku A4 (tom prili~
kom uvedimo u ra¢un uglove a i §) i sve nadene veli¢ine unesimo u tablicu.

- | -> - > - —
K, . G F FK XA YA
X; 0 Fcosa —FKcosﬁ X 0
Y -G — Fsina —FKsinﬂ 0 Y,
—

Mf;i —G-1,0l — F-09sina FK'I,ZSinﬂ 0 0

Iz pravouglih trouglova AEE, i ADB nalazimo da je EE, = 2,0 m, DB = 1,5m. Odavde
je sina = sin f = 0,8; cos @ = cos f = 0,6. Prema tome, u datom sluaju je a = f. Postavimo
sada uslove ravnoteZe, smenjujuci istovremeno trigonometrijske funkcije nadenim vrednostima i
smatrajuci da je F = G. Na taj nadin dobijamo:

ZX;=0,6G — 0,6 F + X, =0,

2Y;=—G — 08G —0,8F, + Y, =0,
ZME'":;' =—-10G— 072G + 0,96 F . = 0.
Resavanjem ovih jednadina, nalazimo:
FK=£G=430kp; XAz-lgG:lep; YA=9—7»G:776kp.
24 40 30

Obratimo paznju na sledece zakljucke: 1) pri postavijanju uslova ravnotese svaku konstrukciju
koja posle uklanjanja veza ostaje kruta mofemo smatrati krutim telom; 2) unutrasnje sile, koje deluju
na delove konstrukcije (u razmotrenom slucaju sile u delu konopca DC, koje deluju na koture C i D),,
ne ulaze u uslove ravnotese, kao uzajamno nravnotesene sile.

§ @7,'Ravnoteia sistema krutih tela

Staticki proracun inZenjerskih konstrukcija u mnogim slucajevima svodi
se na razmatranje uslova ravnoteZe konstrukcije koja se sastoji iz sistema krutih
tela medusobno spojenih bilo kakvim vezama. Veze pomo¢u kojih su medusobom
vezana pojedina tela date konstrukcije nazvaéemo wunutrasnje veze, za razliku od
spoljasnjih veza, preko kojih se ¢itava konstrukcija vezuje za oslonce.

s Ako posle uklanjanja spoljasnjih veza (oslo-
naca) konstrukcija ostaje i dalje kruta, onda se
na nju, pri ispitivanju ravnoteze, primenjuju svi
zakoni, koji vaze za ravnotezu krutog tela. Pri-
meri takvih konstrukcija proudeni su u zadacima
23 i 25 (vidi slike 65 i 67).

Medutim, mogu se sresti takve konstrukcije,.

SL. 68 koje posle uklanjanja spoljasnjih veza ne ostaju

viSe krute. Primer takve konstrukcije je tzv. luk

sa tri zgloba (sl. 68). Ako uklonimo oslonce 4 i B, onda luk sa tri zgloba nije vise
krut; pojedini njegovi delovi mogu da se obréu oko tatke (zgloba) C.

Na osnovu principa ukruéivanja datog u aksiomi 3., sistem sila koji deluje na
takvu konstrukciju mora da zadovolji uslove ravnoteZe krutog tela. Medutim, veé
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je bilo spomenuto, da ti uslovi, mada su potrebni, nisu u isHo vreme i dovoljni,
pa, prema tome, iz takvih uslova nismo u stanju da odredimo sve nepoznate veli¢ine.
1-a bismo postavili i ostale uslove potrebno je da razmotrim‘p ravnotezu jednog
ili vi$e delova (tela) iz kojih se sastoji konstrukcija. ‘

Tako, npr., ako postavimo uslove ravnoteze za proizvoljgn ravan sistem sila
koje deluju na luk sa tri zgloba prikazan na sl. 68 dobi¢emo tri jedna¢ine u kojima
figuri$u Cetiri nepoznate veli¢ine X 4, Y4, Xz, Y. Ako pak p Stavimo jo$ i uslove
ravnoteze za bilo koji od delova ove konstrukcije za levi ili za desni deo dobi¢emo
jos tri uslova ravnoteZe u kojima se pojavljuju dve nove nepoznate veli¢ine X, Y,
koje na sl. 68 nisu prikazane. Prema tome, na taj nacin, dobi¢emo sistem od Sest
jednacina sa Sest nepoznatih veli¢ina.

Drugi nadin za refavanje zadataka ove vrste sastoji se u tome da uopSte ne
postavljamo uslove ravnoteze za Citavu konstrukciju kao celinL, ve¢ da je odmah
ra$¢lanimo na njene sastavne delove i zatim da postavljamo hslove ravnoteze za
svaki od delova konstrukcije, smatrajuéi posebno svaki deo konstrukcije kao slo-
bodno kruto telo. U takvim slu¢ajevima reakcije unutrasnjih veza javljaju se uvek
u parnom broju, istih su intenziteta, istih pravaca, a suprotnih smerova. Ako na
svaki od #n delova neke konstrukcije deluje proizvoljan ravan sistem sila, onda je
moguéno postaviti 3z jednacina (uslova ravnoteZe), koje omogucuju da se odrede
3n nepoznatih veli¢ina. Treba da se napomene da se pri drugirﬁ sistemima sila broj
jednac¢ina ravnoteze menja. Ako je broj nepoznatih veli¢ina veéi od broja postav-
ljenih jednacina, onda je zadatak staticki neodreden.

Primer na kome je prikazan redosled reSavanja za zadatke ove vrste dat je
u zadatku 27. |

Zadatak 26. Stap AD, tezine G, = 15 kp, vezan je za vertikalnil zid zglobom A, dok
je kosnik CB, tezine G, = 12 kp, krajem C vezan zglobom za vertikalni zid, a krajem B, opet zglo-
bom, za §tap 4D (sve dimenzije date su na crtezu). O kraj D $tapa AD obeSen je teret G = 30 kp.
Odrediti reakcije u zglobovima 4 i C. v !

Re$enje. Uklanjaju¢i sve spolja$nje veze, raz- . =ad > 3a L

motrimo ravnoteZu cele konstrukcije. Na nju deluju
i 7 ) ) A Yoym—— > D

> T Sl y
date sile: G, G,, G, i reakcije veza Xp Y Xe Yc‘ ; Xa /B

7

Ako uklonimo spoljainje veze, onda ova konstrukcija nije 4.7
vie kruta (Stap BC moZe da se obrée oko zgloba B); 7 G,

medutim, na osnovu principa ukruéivanja sile koje deluju D
na ovaj Stap, pri ravnoteZi, moraju da zadovolje uslove
ravnoteze statike. Postavljanjem ovih uslova nalazimo: 4 |- Gz

ZXi= X, + X, =0,

Y=Y, +Y,—G —G —G=0,
->
E ”
l EMp =X 44— Yy a—Gid— G, 2a—
: —G-4a= 0. v X
Tri dobijene jednacine, kao $to vodimo, sadrZe p. j
Cetiri nepoznate XA, Y Xc’ YC. Da bismo resili 1)
ovaj zadatak razmotrimo dopunske uslove ravnoteZe

S
grede AD (sl. 69, b). Na nju deluju sile G, G, i reakcije b) 4
> > o >
'XA’ Pr XB, YB; Cetvrtu jednacinu, koja nedostaje, SL. 69

aj

NN
e
o
<4
K
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@
dobi¢emo postavljanjem momentne jednadine za tatku B (u tom slu¢aju u ovu jednadinu ne ulaze
nove nepoznate X B YB). Tako dobijamo:

_}
IMEi=—Y4'3a+Gra—G-a=0.
Regavajudi sada dati sistem od Cetiri jednadine (polaze¢i od poslednje), nalazimo:
il 2 4
2 o1 4

Iz dobijenih rezultata se vidi da sile X 4 1Y, imaju suprotan smer od smera prikazanog na crtezu.
Reakcija zgloba B, ako je potrebno, moze da se odredi projicirajuéi na ose x i v sile koje deluju na
gredu 4D i koje su jednake: X p = — XA; YB = G+ G — Y '= S0kp.

Pri refavanju ovog sistema jednacina treba da se obrati paznja na to, da vrednost svake od
veli¢ina treba da se smenjuje u slede¢u jednadinu sa istim znakom sa kojim je ta veli¢ina dobijena
prilikom re$avanja prethodne jednatine. U datom slucaju, na primer, u poslednjoj jedna&ini umesto
Y , stavi¢emo — 5 kp, a ne 5 kp. Zbog toga ne treba, kako se to ponekad pogre$no ¢ini, odmah pro-
menm smer reakcije Y na slici ¢im se dobila vrednost Y = — 5 kp, i dalje smatrati da je Y
= 5 kp, jer to moze da dovede do greSaka pri reSavanju sledec1h jednadina ravnoteZe.

Kao $to vidimo, pri refavanju zadataka statike ne treba uvek postaviti sve uslove ravnotezZe za
telo koje posmatramo. Ako u za..atku nije potrebno da odredimo reakcije nekih veza, onda treba
pokusati da se postave takvi uslovi ravnotese u koje ne ulaze reakcije koje se ne trafe. Mi smo u ovom
zadatku tako postupili, jer smo razmatrajudi ravnotezu grede AD postavili samo momentnu jedna-
Cinu za tatku B.

Zadatak 27. Horizontalna greda AB, teZine G, = 20 kp, pri¢vricena je za vertikalni zid
zglobom A i oslanja sé na oslonac C (sl. 70, a). Za kraj B grede zglobom je pri¢vr§cena greda BE,
teZine G = 40 kp, koja se oslanja na ispust D. Pri tome je CB = 1/3 AB i DE = 1/3 BE; ugaoa =
= 45°, Odrediti reakcije oslonaca.

y ReSenje. Rastavimo -ovaj sistem na dva dela i
posmatrajmo odvojeno ravnotezu grede BE i grede
AB. Na gredu BE, ako je smatramo za slobodno telo
- 5> > -
1 c 2 « L. 70, @), deluju sila G ireakcija veza F ), X p, Y B
A === Ako uvedemo oznaku. BE = &, i ako postavimo za ove
L L Xg Y6 | ’
g B % a) sile uslove ravnoteZe (33) dobi¢emo:
— — 2X;=X,— F,_ sina =0,
Y‘d [.:_ )_(7 t B D
7 2B 2Y; = YB—G—i—FDcosa:O,
TA X = o 2 a
X ¢ IYE' b) EMEi=F --~—a— G+——-cosa=0.
I_‘T B D 3 2
SL. 70 Resavanjem ovih jednadina nalazimo da je:
3 3 .
FD—-:TGcosa:Zl,ka; XB=T Gsin2a = 15kp;

3
Y = G(l —Tcosza) = 25kp.

- Na gredu AB ako j ]C smatramo za slobodno telo, deluje sila Gl, reakcije spoljasnjih veza F
X Y i pritisci X B 1 Y grede BE, koji se prenose preko zgloba B (sl. 70, b). Tom pnhkom,

prema aksiomi 4., sile X B Y bi¢e usmerene u suprotnom smeru od smera sila X i Y B> PO
intenzitetu ove sile su Jednake X = X 3 Y =.¥3.
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- i
Uvedimo oznaku 4B = b i za sile, koje deluju na gredu AB, postavimo uslove ravnotee
(34); tako dobijamo:
ZX; = XA—Xé=0,

ZME = —YBb+FC.-3—b—G1-7=o,1
-
2 b b
F'-—;——. . —_— —_—— /-——=
| IME = —Y,; Th+Gi—Y =01

Ako u ove jednaline stavimo X }; =X B i YBﬁ = Yp, i ako ih re$imo dobi¢emo:

1 1 3 3
> = s . - . s . | A £
X,=Xg=15kp; Y, =5 Gi—5 ¥p=—175kp; FC~ZTG1+_2 Y p= 52,5kp

=
Iz dobijenih rezultata se vidi da sve reakcije, izuzey reakcije Y P imaju‘ smerove prikazane na

—)
sl. 70, dok' je reakcija Y 4 stvarno usmerena naniZe.
Pri reSavanju zadataka ovim putem treba da se ima u vidu da ako priljisak Jjédnog tela na drugo

- -> -
relo prikazemo silom F, ili pak njemim komponentama X i Y, ondd, na osnovu aksiome 4., pritisak

- ‘ -
drugog tela na prvo, moramo prikazati silom F’, koja Jje usmerena suprotno| smeru sile F (intenziteti
> > 1
ovih sila su jednaki F = F'), ili pak njenim komponentama X', Y’, koje su lusmerene suprotno smeru
R ‘
komponenata X 1Y (pri ¢emu je po intenzitetu X’ — =07 ‘

Primetimo da se prilikom re3avanja zadataka ovim redosledom vrlo &esto pravi jedna od slede-
¢ih gresaka: .

> = P 3
1) sile X" i Y’ ne usmere se u suprotnom smeru od smera sila X i Y, tako da u tom sludaju

dobijena reSenja neée biti ispravna; ‘/
T . g = :
2) sile X" i Y’ usmere se ispravno (tj. u suprotnom smeru od smera sila X i Y), ali se pri refa-
vanju jednadina ravnoteZe smatradaje X’ = — X, ¥/ — — Y'; krajnji rezPltati pri ovakvom resa--

vanju nece biti ispravni, jer se i na ovaj nadin sustinski Pravi ista greska, kao i-u prvom slucaju.

Da bi se izbegle nabrojane greske pri reSavanju ovakvih zadataka, preporucuje se, kao pravilo,
da se koristi redosled resavanja, koji je bio upotrebljen u zadataku 26. Resavanjem zadataka tom
metodom, obi¢no dobijamo jednaéine]ravnoteZe u prostijem obliku, jer u uslovima ravnoteZe {itave
konstrukcije (vidi refavanje zadatka 26) ne ulaze sile unutrasnjih reakcija. Naravno, tu metodu ¢emo
da koristimo onda kada je to mogu¢no, jer u nekim slucajevima, kada imamo da odredimo veliki

broj nepoznatih veli¢ina, moramo se posluZiti i metodom reSavanja koja je upotrebljena prilikom
reSavanja ovog zadatka. ‘

>
Zadatak 28. Na luk sa tri zgloba (sl. 71) deluje horizontalna sila F. Pokazati da pri odre-
s

X
divanju reakcija oslonaca F 4 1 F g ne sme da se prenese napadna tacka sile Fu tatku E duZ njene
napadne linije.

¥

Resenje. Oslobodimo luk od spolja$njih veza (tj. od oslonaca 4 i B). Tako dobijamo pomer-
ljivu konstrukciju, pa se ona ne moZe smatrati krutim telom. Prema tome, ne smemo prenositi
napadnu tacku sile, koja deluje na ovakvu konstrukciju, duZ pravca DE, ¢ak i prilikom postavljanja
opstih uslova ravnoteZe.
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Proverimo ovit ¢injenicu neposrednim refavanjem zadatka zanemarujuéi tezinu luka. Po-
smatrajmo najpre desnu polovinu luka kao slobodno telo. Na nju deluju samo dve sile: reakcije EB
i I—; C zglobova B i C (sila ; cna crtezu nije prikazana). Pri reﬁvanju zadatka ove sile bi¢e usmerene
duZ jedne iste prave, tj. duz prave BC. Prema tome, reakcija F 5 je usmerena duZ prave BC.

Razmotrimo sada ravnoteZu luka kao celine. U ovom sludaju na luk deluju tri sile: data sila

) Ly _ - . X
F i reakcije F  (Ciji smo pravac i smer odredili) i F . Na osnovu teoreme o tri sile, napadne linije
ovih sila; u slu¢aju ravnoteZe, moraju da se seku u jednoj tacki; odavde nalazimo pravac reakcije
- > o
F,. Intenziteti reakcija FA i F pnalaze se iz odgovarajuéeg trougla sila.
-
Ako silu F nanesemo u tatku E, i ako ponovimo preda3nja rasudivanja i izvr§imo potrebne

> - )
ratune, uveri¢emo se da su sada reakcije F ;1 Fp drugojaije i po intenzitetu po praveu (sl. 71, b).

§ 28.% Kontinualna raspodela sila’

U inZenjerskim proradunima vrlo Cesto se susreemo sa opterecenjima;- koja
su kontinualno rasporedena po nekoj povrSini po nekom  zakonu. Razmo-
trimo nekoliko najprostijih slu¢ajeva kontinualne raspodele sila u ravni.

Ravan sistem kontinualno rasporedenih sila karakteriSe se tzv. specifiénim
optereéenjem g, tj. veli¢inom sile, koja otpada na jedinicu duzine opterecenog od-
secka. Intenzitet ovakvih kontinualnih optereéenja meri se u kp po metru (kp /m).

1. Sile ravnomerno rasporedene duz odsetka prave (sl 72). U
ovom sludaju specifi¢no optere¢enje je konstantna veli¢ina. Pri statickim proracu-
nima takav sistem sila moZe da se zameni njihovom rezultantom

Fy=ql. (39)

Napadna tacka ove rezultante nalazi se na sredini odsecka 4B.

2. Sile kontinualno rasporedene duZz odsetka prave po line-
arnom zakonu (sl. 73). Za primer’ ovakve vrste optere¢enja moze da posluzi
pritisak vode na vertikalnu povrs$inu (branu). U ovom shicaju najvece opterecenje
je na dnu, a najmanje na povrsini vode, gde je jednako nuli. Prema tome, u ovom

Alllllillllleé miu":o

sludaju intenzitet specifi¢nog optereéenja raste od nule do svoje maksimalne veli-
¢ine g,. Rezultanta ovakvog sistema sila odreduje se na isti nacin kao i rezultanta
sila teze jedne trougaone plote ABC. Kako je tezina ovakve plo¢e proporcionalna
njenoj povrsini, to je intenzitet ove rezultante jednak

1
Fy = — ol (40)
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pus /
Napadna talka rezultante F, nalazi se na rastojanju god stra

(vidi § 56, tatka 2).

3. Sile kontinualno rasporedene duZ odsecka
voljnom zakonu (sl. 74). Rezultanta ovog sistema sila, pc
teZe, bi¢e po intenzitetu jednaka povrsini figure ABDE,
izmerene u odgovarajucoj razmeri, i prolazi¢e kroz E
tezite te povrsine (problem odredivanja teziSta povr-

ine BC trougla ABC

prave po proiz-
) analogiji sa silom

$ina bi¢e proucen u § 54).

4. Sile kontinualno ravnomerno raspo-
redene po obimu kruznog luka (sl. 75). Primer
za ovakav raspored sila nalazimo, npr., kod kontinualne
raspodele sila pritiska na unutrasnje zidove cilindri¢nog
suda. Iz simetrije proizlazi da ¢e suma projekcija ovih

A

Sl. 74

sila na osu Oy, koja je normalna na osi simetrije Ox, biti jednaka nuli. Prema tome,

rezultanta ovih sila bi¢e usmerena duz ose Ox. Po intenzitetu
F, = X (qA4L;) cos ¢;, gde je qAl
sila pritiska, koja deluje na ele- ' h

ova rezultanta bice

ment kruznog luka A4, a ¢ — 0
ugao koji obrazuje ta sila sa prav-
cem Ox. Medutim, iz crteza se ?
vidi da je 4L cos ¢; = Ay,;. Tada, :
izvlace¢i opsti umnozitelj g ispred

zagrade, tj. ispred znaka sume, dobi-
éemo F, = 2gAy; = qXAy; = q- AB.
Na taj nacin nalazimo da je

Fq = qh, (41)

SL 75
gde je & duzina tetive nad lukom AB.

Zadatak 2£9. Konzola 4B, &ije su dimenzije naznacene na crtezu (sl. 76), optereéena je
ravnomerno podeljenim teretom intenziteta g, kp/m. Zanemarujuéi teZinu grede i smmatrajuci

da su sile pritiska na mestu ukleStenja rasporedene a
po linearnom zakonu, cdrediti maksimaln: intenzitete
Qm 1 gy, tih sila, ako je b = 2 a (uporedi ovaj zadatak sa

zadatkom 15, § 17).

ReSenje. Ako kontinualno raspodeljene sile qm
o s S Z

zamenimo njihovim rezultantama F,, F i F’, gde je,
prema formulama (39) i (40),

1 1
Fyg = g0, F:'2_4n1a> F,=E'q;na:

i ako postavimo uslove ravnoteZe (37) za paralelne sile
koje deluju na konzolu, dobi¢emo:
ZY;=F;+F—F =0,
_> a a \
EMC — —]=0.

3
5 Mehanika

9%
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Ako umesto Fg, F i F’stavimo u ove jednacine vrednosti navedene malopre, konano ¢emo

dobiti:
b? b b b
‘qm=(3—+2 9o 2= 3;; +4'; 9o

Kadaje b =2a dobijamo daje g, = 16go> gm = 20 go.

Zadatak 30. Nasip pravougaonog poprenog prescka visine /2 i Sirine a postavljen je

na horizontalnu osnovu 4B (sl. 77). Tezina jedinice zapremine vode koja pritiskuje na nasip iz-

nosi y, dok teZina jedinice zapremine zida nasipa

D 3 iznosi ;. Smatraju¢i da su sile pritiska na osnovu

rasporedene po linearnom zakonu (po zakonu trapeza),

odrediti najmanju (g;) i najve¢u (g,) veli¢inu inten-
ziteta ovih sila.

Refenje. Razmotrimo deo nasipa jedinice
duzine u pravcu upravnom na ravan crteza. Sile koje
deluju na taj deo, smatracemo da deluje u njegovom
srednjem preseku, koji je prikazan na sl. 77. Te sile

-

=

= - G bice: sila pritiska vode Fp, teZina nasipa G, vertikalna

=9

reakcija osnove, koju prikazujemo dvema silama F,
._}

oy
i F}, horizontalna reakcija F.

Kako je pritisak vode na dnu odreden tezinom
vodenog stuba te¢nosti visine %, onda je najveci inten-
zitet pritiska vode g, = 9 /4, tako da po formuli (40)

1

<lm

9

dobijamo Fp = 5 qm b= 3 v h°. Komponenta F1 re-

akcije osnove predstavlja rezultantu ravnomerno pode-
Jjenih sila intenziteta g¢;; prema tome, po formuli

Sl 77 (39) je F, = gya. Komponenta F’ predstavlja rezul-
tantu linearno rasporedenih sila sa mtenzxtetom koji se

menja od nule do (¢, — ¢,); prema tome, po formuli (40), bice F; = (g — 1) E . Tezina jedi-

nice duZine nasipa bi¢e G = y, a h. Prema tome je
15 2 a
Fp=—5-'yha, G———-“?’]ah; F, = qa, F1=(42'—'91)’_2'

Postavimo sada jednaline ravnoteze (33). Momentnu jednacinu postavimo za napadnu tatku
_)
sile F;: Tako dobijamo
ZX;=F,—F=0,

2Y;=F,+F —-G=0,
=
EMy

fl

h , @
.—FP.E-I_FI.?:O'

s . v . . - .0 > . . . . .
Prva jednatina sluZi za odredivanje horizontalne reakcije F. Iz druge i tre¢e jednacine nalazimo:

h
Fj =2F, — F, + F, =G.
a

Ako u ovim jednadinama sve sile zamenimo odgovarajué¢im vrednostima, dobi¢emo sistem
od dve jednagine:

3

B— = 2}"‘;’ gs + 91 = 2935

Resavanjem ovih jednadina, nalazimo:

) Ao h:
= (7’1 % ;,‘7’)”: o7 l'}’z =+ “F )h-
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Zanimljivo je ista¢i da pri odnosu $irine nasipa ¢ prema njegovoj visini %, odredenom jedna&inom

a e

h 71 ’

velidina g; postaje nula. Ako je @ manje od % [/ Y., onda je ¢; megativno. To zna& da jedan
71

deo nasipa na kraju A neée da pritiskuje na osnovu, tako da tu voda mo¥e da prolazi i da izazove

rusenje nasipa.

Zadatak 31. Cilindri¢ni balon visine H i unutrainjeg pre¢nika d napunjen je gasom
pod pritiskom p kp/m? Debljina cilindri¢nog zida balona iznosi @. Odrediti zatezu¢e napone
u zidu balona u 1) poduZnom i 2) popre¢nom pravcu (napon je jednak koli¢niku iz zateZuce sile
i povriine popre¢nog preseka). ‘

Refenje. 1) Razdvojimo. cilindar jed- +
nom ravni, koja je upravna na njegovu
osu, na dva dela i razmotrimo ravnoteZu
jednog od tih delova (sl. 78, a). Na takav
deo u smeru ose cilindra deluju dve sile:

nd?

i unu-

4 P

sila pritiska na dno Fp =

tradnje sile ravnomerno rasporedene po po-
vriini popretnog preseka &iju ¢emo rezul-
_’

tantu oznaliti sa F (ova sila predstavlja

uticaj odsefenog dela balona na preostali SL 78
deo). Pri ravnotezi mora biti: F = F o= :
7 d?
- . Kako je povriina poprenog preseka priblizno jednaka 7 da, dobijamo da ¢e zateZuéi
napon biti: )
F 14
0= —— = —-pkp/m".

nda 4 a

2) Presecimo sada cilindri¢nu povr§inu jednom ravni, koja prolazi kroz osu cilindra i pode-
limo na taj nadin balon na druge dve polovine. Razmotrimo ravnoteZzu jedne od ovih polovina,
smatrajuéi da sve sile koje optere¢uju takvu polovinu deluju u ravni srednjeg preseka (sl: 78, b).
Na takvu polovinu cilindra deluju: ‘

a) ravnomerno rasporedene sile pritiska po luku polukruga &iji je intenzitet ¢ = pH; prema
formuli (41) rezultanta ovih sila je F, = qd = p Hd; ‘

b) ravnomerno rasporedene sile u presecima 4 i B (dejstvo uklonjene polovine), &ije éemo
rezultante oznaciti sa ;1 i Ez, pri ¢emu je zbog simetrije Fy = F, = F’. Iz uslova ravnoteZe dobi-
jamo F; + F, = F,, odakle je F' = -; pd H. Xako povriina preseka na Iztoju deluje sila F iznosi
aH (povriinu preseka dna cilindra tom prilikom zanemarujemo), to za napon zatezanja dobijamo

F

Kao $to vidimo, naponi zatezanja u popretnom pravcu su dva puta veéi od napona zatezanja u
poduZnom pravcu,



Glava V
ELEMENTI GRAFICKE STATIKE

§ 29.Poligon sila i veriZni poligon.
Svodenje ravnog sistema sila na dve sile

Pri inZenjerskim proratunima vrlo Cesto se koristimo. grafickim metodama,
koje su manje taéne od analitickih metoda, ali one omogucuju da se do trazenih
rezultata dode lak$im i preglednijim putem.

Grafi¢ka metoda za reSavanje zadataka statike ravnog sistema sila zasnovana

je na konstrukciji poligona sila i veriznog poligona.

> > o
Neka na kruto telo deluju tri sile F;, F,, F3 (sl. 79, ). Slika abcd, konstruisana
od datih sila (sl. 79, b), naziva se, kao §to je poznato, poligon sila.* Napominjemo,

SL. 79

da kada se kraj poslednje sile poklapa sa potetkom prve sile, onda je poligon sila
zatvoren, a u suprotnom slucaju je otvoren.

Uocimo u ravni poligona sila proizvoljnu tatku O, tzv. pol, koji ne leZi na
stranama poligona, ili pak na produzetku ovih strana, i spojimo temena poligona
sa tom tackom (polom O) zracima Oa, Ob, Oc, Od, koje ¢emo numerisati ciframa
01, 12, 23, 30 (¢itamo: nula-jedan; jedan-dva; dva-tri, itd. Ove cifre oznaavaju
sile, koje se suleljavaju u temenu kroz koji prolazi odgovarajuéi zrak).

o> >
* Sile u poligonu sila oznalava¢emo brojevima; umesto F; pisaéemo I, umesto F, pisa-
¢emo 2, itd,



§ 29. Poligon sila i veriZni poligon 69

oada u ravni glavnog crteza (sl. 79, a) izaberimo bilo koju proizvoljnu tatku
Ai povucxmo iz nje pravu, paralelnu zraku 0/, do preseka ove prave sa napaamnom

linijom sile F1 u tacki B. Iz tatke B povucimo pravu paralelnu zraku /2, do preseka

=
ove prave sa napadnom linijom sile F2 u tacki C, itd. Izlomljena poligona]na
linija ABCDE konstruisana na ovaj nalin naziva se verigni poligon.. Ovaj naziv
potice odatle, $to kad bismo u tackama 4 i E vezali kra]eve ;ednog konopca i ako

bismo u tatkama B, C i D konopac opteretili silama Fl, Fz, F3, onda bi konopac,
pri ravnotem, imao poloza1 izlomljene poligonalne 11r111e ABCDE. Verizni poh-
gon je zatvoren, kada se njegove poslednje strane (u naSem slucaju strane 4B i
DE) poklapaju, tj. kada budu usmerene duz iste prave. U protivnom slucaju
verizni poligon je orvoren.

Koristedi se izvedenim konstrukcuama, moZe se bilo kakav ravan sistem sila
zameniti dvema silama, usmerenim po krajnjim stranama (4B i DE) veriznog poli-

gona. Naime, iz sl. 79, b se vidi da se povlatenjem zrakova Oa, Ob, itd., svaka od
> > -

sila Fl, Fy, Fj 'tazlaZe u dve, po§to je
—_ —

—_—  — > | —> = =
Fl—ab—aG—{—Ob ,»F2=bc='b0—{—Oc, F3 = c¢d.= cO + Od.
.—)

—>  — >
Medutim, kako je poznato (vidi § 7isl. 17) sile jednake aO i Ob, zamenjuju silu Fj,.
ako ih nanesemo u bilo kojoj tacki njene napadne linije. Nanesimo ove sile u tacku

B, koja je dobijena pri konstrukciji veriznog poligona (sl. 79, a). Isto tako zame-
—y — —>
nimo sile F2 i F3 silama bO i Oc,ic¢01i Od, nanoseéi ih u tatkama C i D. Primetimo

—_ — — —
sada da se sile Ob, bO i Oc, cO, usmerene po pravama BC i CD, uzajamno uravno-
— > —
tezuju, jer se iz slike 79, & vidi da je Ob = — b 0c'="—"c0; prema tome, ove
SRl =

sile mozemo ukloniti. U kra)njem rezultatu sistem sila F,; F, F3 stvarno ¢e biti

zamenjen dvema silama aO i Od ko;e deluju duz krajnjih strana AB i DE veriznog
poligon,
Sli¢an rezultat bi se dobio i.za proizvoljan broj sila.
/»
/30. Grafiko odredivanje rezultante

Ako poligon sﬂa, konstruisan od datog ravnog sistema sila, nije zatvoren (glavni

-
vektor Fp + 0), onda se takav sistem sila, prema onome $to je re¢eno u § 23, svodi
na rezultantu.

Grafickim putem rezultan-
ta moze da se odredi postup-
nom primenom pravila o slaga-
nju sila pomocu paralelograma
sila, ali je oCevidno da je taj put
vrlo nepodesan u slucaju velikog
broja sila. Daleko prostije moze
ovaj zadatak da se resi kon-
struisanjem poligona sila i veriz-
nog poligona

Neka na kruto telo deluje

proizvoljan ravan sistem sila:
> > o o

F,, F,, F,, F, (sl. 80, a). Konstruidimo od tih sila u izabranoj razmeri poligon sila
abcde (sl. 80, b). Njegova poslednja strana odreduje po pravcu, smeru i veli¢ini rezul-

a)

SL 80 |
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_)
tantu F,. Da bismo odredili napadnu tacku rezultante spojimp temena poli-
gona sila a, b, ¢, d, e sa proizvoljnim polom O i konstruidimo veriZni poligon
sila. ABCDEF povlale¢i paralelne prave AB || aO, BC | b0, itd. (sl. 80, a).
Prema onome Sto smo dokazali u prethodnom paragrafu moze dati sistem sila
da se zameni dvema silama, koje deluju duZ pravih ABi EF. Prema tome, rezul-
tanta ovih dveju sila (pa prema
tome i rezultanta sistema sila
= =2 = =%
F,, - Fy, F; F,) prolazi kroz
tatku u kojoj se seku pravci
AB i EF. Na taj natin, ako
“konstruiSemo veriZzni poligon i
ako produzimo prvu i posled-
nju stranu veriznog poligona,
u preseku ovih pravaca dobi-
¢emo tacku K, kroz koju prolazi
rezultanta datog sistema sila.
SL 81 Ako sada kroz tatku K povu-
-Cemo pravu, paralelnu pravoj
.+

ae, i ako u bilo kojoj tacki ove prave nanesemo silu F,, dobi¢emo rezultantu.

Analogna konstrukcija za slucaj paralelnih sila pokazana je na sl. 81. Poligon

sila degeneriSe sada u odsetak prave linije, a rezultanta je.prikazana odsedkom
> —>

F, = at.
§ 3L Grafitko odredivanje rezultujuéeg sprega

-Ako je poligon sila, konstruisan od datog sistema sila, zatvoren, a veriZni poli-
gon.otvoren, enaa se takav ravan sistem sila svodi na jedan rezultujuéi spreg.
E . . . . . . _-) -—; -> -)
Naime, ake je poligon sila abcde, konstruisan za sile F,, F,, F,, F,, zatvoren
(sl. 82), onda se zraci aO i Oe poklapaju.* Tada su krajnje strane veriznog poli-
gona AB'i EF, ako on nije zatvoren, paralelne medusobom.

Préma onome $to je dokazano
u § 29, dati sistem sila moZemo

zameniti dvema ‘silama, koje su u
v - _——) - —_> . . -

datom slutaju aO i Oa (jer je

— -

Oe = Oq) i usmerene duZ pravih

AB i EF. Prema tome, sistem
> > >

sila Fy, F,, F;, F,, zaista je zame-

— —
njen spregom (2O, Oa) s krakom
d. Moment tog sprega jednak
.SL 82 je Oa-d, pri ¢emu se Oa meri
_ u istoj razmeri u kojoj je merena
sila pri konstrukeiji poligona sila, dok se d meri u razmeri za duZine, koja je bila
Jusvojena pri crtanju osnovnog crteza.

* U ovom slucaju zrake Oa; Ob, . . . oznadavamo brojevima 12,.23, 34, 41, jer kad je poligon
sila zatvoren onda se u bilo kom temenu poligona sudeljavaju (sti¢u) po. dve sile,
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/
/ (§32. Grafi€ki uslovi ravnoteZe ravnog sistema sila

Iz rezultata do kojih smo dodli u prethodnom paragrafu, proizlazi da je za
ravnoteZu ravnog sistema sila, koje deluju na kruto telo, potrebno i dovoljno, da poligon
sila, 1 verigni poligon, konstruisani za dati sistem sila, budu zatvoreni (graficki uslovi
ravnoteze).

Naime, ako je bilo koji od ovih poligona otvoren, onda se u tom sluéaju sistem
sila svodi ili na rezultantu, ili na spreg, i tada telo nije u ravnote#i. Ako su oba
ova poligona zatvorena, sistem sila koji deluje na kruto telo, ocevidno, svodi se
na dve sile istih intenziteta, koje deluju duz iste prave, ali su suprotno usmerene
(sl. 82 pri d = 0), i telo se u tom slucaju nalazi u ravnotei. |

§ 33. Odredivanje reakcija oslonaca

Odredimo grafi¢kim putem reakcije oslonaca 4 i B reSetke, prikazane na
sl. 83, a. Najpre u izabranoj razmeri za duZine. (npr.,. 0,4 m| u stvarnosti prika-

Sl. 83

=
Zimo sa 1 cm na crteZu) nacrtajmo datu refetku i nanesemo sile F, F,, F3, koje
> >
deluju na nju. Reakcije oslonaca oznadimo sa H AR > Dri tome' pravac reakcije
g

Jaun =
F , nije unapred poznat, dok je, nasuprot tome, pravac reakcije-F  Poznat. Sada,

u izabranoj razmeri za sile (npr., 0,5 Mp prikaZimo na crtezu sa 1 cm) konstrui-
$imo poligon od sila koje deluju na redetku, pocinjudi konstrukciju sa silama 7,
2, 3. Konstrukcija poligona sila za trenutak se prekida nano$enjem napadne linije

> -
sile F, jer nije poznat intenzitet sile F > (tj. drugim recima, nije poznata tatka e).
—

Medutim, poznato je da kraj sile F pada u tacku a, jer poligon sila pri ravnotezi
mora da bude zatvoren.

Dalja konstrukcija vrsi se slede¢im redosledom. Izaberimo pol O, i povu-
cimo polne zrake 12, 23, 34, 51. Pravac 45 nije poznat, jer nije poznat poloZaj temena
e poligona sila. Da bismo odredili pravac ovog zraka, konstrui§imo na sl. 83, a

_}
verizni poligon, pocinjuci njegovu konstrukciju od tatke A u kojoj deluje sila F 4 koja
Jje mepoznata po svom pravcu (u protivnom, ako konstrukciju ne zapoinemo od
tacke A, ne bismo bili u stanju da zatvorimo poligon sila, jer za sada nijedna druga

=

taCka na napadnoj liniji sile F , hije poznata). Od tacke 4, posto u njoj deluje sila
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- =5
F povucimo zrak 51 do preseka sa napadnom linijom sile F;, tj. do tatke B.
=

Zatim povlaéimo zrak 12 do preseka sa napadnom linijom sile Fj, tj. do tacke C;
-
potom zrak 23 do preseka sa napadnom linijom sile F3 u talki D, i najzad zrak 34

=5
do preseka sa napadnom linijom sile F,u tatki E. Zatvorimo sada, saglasno uslo-

vima ravnote¥e, verizni poligon pravcem EA. Na taj nacin odredili smo pravac
zraka 45.

Posle toga povlatimo iz pola O (sl. 83, b) zrak 45 paralelan pravcu EA. U
preseku tog pravca i napadne linije sile 4 nalazi se traZeno teme e poligona sila.
- -

5
Prema tome, vektor de, u izabranoj razmeri, predstavlja traZenu silu F B 2 vektor

-— s
ea silu F o Time je postavljeni zadatak reSen.

=
1 Fa =
| Fi e
I )
L
| s
A
Sy 23
B 12 c
Sl. 84

Primer grafitkog odredivanja reakcija oslonaca u slu¢aju dejstva paralelnih
sila prikazan je na sl. 84. U tom slucaju konstrukciju veriznog poligona mozemo
zapoleti iz bilo koje tacke, jer su pravci napadnih linija obeju reakcija unapred
poznati. Zrak 45, koji treba da odredimo, nacrtan je na crtezu duplom linijom.

§ 34.* Grafitko resavanje ravnih reSetki

Refetkom se naziva kruta konstrukcija sastavljena iz pravih Stapova, koji su
na svojim krajevima spojeni zglobovima (3arnirima). Ako svi Stapovi. reSetke leze
u jednoj ravni, onda je reSetkaravna. Mesta spajanja $tapova zovu se fvorovi reetke.
Sva spoljasnja optere¢enja koja deluju na resetku nanose se samo u ¢vorovima
reSetke. Pri prora¢unu redetke teZine samih Stapova redetke (u odnosu na spoljasnja
optereéenja), a takode i trenje u &vorovima se zanemaruje. Prema tome, na svaki
od $tapova reetke deluju dve sile na njegovim krajevima, koje pri ravnotezi imaju
pravce duz samog $tapa. To znaci da moZemo smatrati da $tapovi resetke rade samo
na zatezanje ili na pritisak.

U krutoj ravnoj refetki bez suvisnih Stapova, koja se sastoji iz trouglova, broj
$tapova resetke s i broj ¢vorova n vezan je odnosom

$=2n—3. (42)

Naime, u krutom trouglu, koji obrazuju tri Stapa reSetke, bice i tri ¢vora (vidi,
npr., na sl. 85 trougao, koji obrazuju $tapovi I, 2 i 4). Da bismo vezali za ovaj tro-
ugao svaki slede¢i &vor potrebna su po dva $tapa (npr., na sl. 85 ¢vor 111 spojen
je Stapovima 3 i 5, itd.); prema tome, za preostala (n — 3) &vora potrebno je 2(n — 3)
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\
$tapa. U krajnjem rezultatu broj S$tapova bice: s =3 +12(n —3)=2n—3.
Resetka sa manjim brojem $tapova nije kruta, dok reetka sa ve¢im brojem $tapova
postaje stati¢ki neodredena.

Proratun jedne reSetke svodi se na odredivanje reakcija oslonaca i sila u $ta-
povima redetke. Najpre grafickim putem (§ 33), ili pak analitickim putem (§ 26)
odredimo reakcije oslonaca, posmatrajuci ravnotezu resetke kao ravnotezu krutog
tela. Zatim nalazimo sile u $tapovima reSetke, postupno odvaiajuéi od reSetke svaki
od ¢&vorova i posmatrajuéi ravnotezu Stapova koji se stiCu u tom ¢voru. Ovo se
refavanje zapocinje od ¢vora u kome se sticu dva Stapa (inace ne bi nam poslo
za rukom da odredimo nepoznate sile). Kao primer razmotrimo resetku prikazanu
na sl. 85, a. Kod te resetke je broj 1
¢vorova n = 6, dok je broj Stapova /
s=29. Prema tome, uslov (42) je
ispunjen i redetka je kruta bez suvisnih
$tapova. Reakcije oslonaca za datu reSet-

> >
ku F P F 2 odredene su u § 33. Nact-

tajmo te reakcije zajedno sa spoljas-
B

njim silama Fy, Fy, Fj, koje su poznate.

Razmotrimo sada ravnotezu Sta-
pova koji se sti¢u u ¢voru I (u daljem
radu ¢&vorove ¢emo numerisati rim-
skim brojevima, a S$tapove arapskim
brojevima). Zamislimo sada da smo
odstranili od ovih Stapova (koji se
sticu u ¢voru I) ostali deo reSetke.*
Dejstvo uklonjenog dela reSetke u

- -
mislima zamenimo silama S; i Sy s1 g .
koje moraju imati pravce Stapova I ¥
> 2> - [

i2. Odsila F,, Sy S,, koje se sti¢u u ¢voru I, konstruiSimo zatvoreni trougao

)
(sl. 85, b). U tom cilju najpre, u izabranoj razmeri, nacrtajmo‘silu F , a zatim kroz
potetak i kraj ove sile povucimo pravce koji su paralelni pravcima Stapova I i 2.

5> o
Na taj nadin odredi¢emo sile S; i Sy, koje deluju u Stapovima [ i 2. Zatim razmo-

trimo ravnotezu $tapova, koji se sti¢u u ¢voru I1. Dejstvo preostalog dela redetke,
5> > >
koji smo u mislima. uklonili, na ove Stapove, zamenimo siiama S1, S3, S, koje
> \
imaju pravce odgovarajucih $tapova; pri tome je sila S; poznata, jer. j¢ po zakonu
=5

._)
akcije i reakcije (principu dejstva i protivdejstva) S; = —8;. Konstrusimo zatim
od sila koje se sti¢u u ¢voru I zatvoreni trougao sila (pocinju¢i konstrukciju od
— - -
sile S7) i na taj natin odredimo sile S; i S, (u datom sluéA‘ju sila u Stapu 4 jed-
=

naka je nuli; S, = 0). Na potpuno analogan nacin odreduj#mo sile i u ostalim
$tapovima reSetke. Odgovarajuci poligoni sila za sve évorqve reSetke prikazani
su na sl. 85, b. Poslednji poligon sila (za &vor VI) konstruiSe se samo radi
provere, jer su sve sile koje se sticu u ovom cvoru veénE)oznate.

* Za &vor IIT na sl. 86 nacrtani su $tapovi reetke, &iju ravnoteZu treba razmatrati, Koji
su izdvojeni od preostalog dela refetke. U takvom obliku treba predst viti sebi i sye ostale ¢vo-
rove ove resetke. \
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Karakter sila uw svakom od ¢vorova odreduje se .na sledeéi nacin. U mis-
lima isecimo $tapove koje se sticu u jednom c¢voru (npr., neka to bude &vor
III) i na crtezu prikazimo odgovarajuce sile
u Stapovima koje smo veé odredili (sl. 86); sila,

_)
koja je usmerena od ¢&vora (sila- S; na sl. 86) zateZe
-
$tap, dok sile koje su usmerene ka ¢voru (sile Si
.—)

i S; na sl. 86) pritiskuju Stap. Obi¢no se sile koje
zatezu $tap smatraju da su pozitivne, tj. obeleZava-
ju se znakom plus »-«, dok se sile koje pritiskuju
$tap smatraju da su negativne i one se obeleZavaju
znakom minus »—«. Npr., za navedenu reSet-
ku biée: S; = + 0,2 Mp, Sg = — 0,3 Mp. U
_ razmatranom primeru (sl. 85) §tapovi 7, 2, 3, 6, 7
i 9 su pritisnuti, dok su $tapovi 5 i 8 zategnuti.

§ 35.% Dijagrami Maksvela i Kremone
(Kremonin plan sila)

Grafitko refavanje reSetke moze se sprovesti daleko preglednije i brZe, a osim toga i svi
rezultati mogu se prikazati kompaktnije, ako se pri konstrukciji poligona sila za sve ¢vorove reSetke
konstruise (nacrta) jedan jedini dijagram, tzv. dijagram Maksvela i Kremone ili Kremonin plan sila.

Da bismo nacrtali Kremonin plan sila potrebno je da se drzimo izvesnog redosleda koji-
se sastoji u sledecem: )

1) Odrediti reakcije oslonaca resetke.

2) Nacrtati sv% sile koje deluju na reSetku, takode i reakcije oslonaca, ali tako da sve one
budu van konture resetke (sl. 87, a); oblasti koje se nalaze izmedu tih sila i konture reSetke, a takode
i izmedu $tapova resetke, oznacimo slovima 4, B, C, ..., K.

3) Konstruisati u izabranoj razmeri od svih spolja$njih sila koje deluju na reSetku (tj. od
aktivnih sila i reakcija otpora veza) zatvoreni poligon sila. Tom prilikom sile moramo nanositi
onim redom u kome se one nalaze na samoj reSetki obilazeéi oko reSetke u smeru obrtanja kazaljke
na Casovniku (sl. 87, b — debele linije). Pri tome se preporucuje da se pocetak i kraj sile oznaci
malim slovima, koja odgovaraju oznakama oblasti, koje pri.obilaZenju oko reSetke leze s leve i

- > > -
desne strane od sile (npr., silu F; oznadi¢emo sa ab, silu F, oznati¢emo sa bc, itd.). Na taj nacin
poligon sila za spolja$nje sile bi¢e prikazan poligonalnom linijom abcdea (strelice na krajevima
sila u ovom poligonu obi¢no se ne stavljaju).

4) Na ovom poligonu sila za spoljadnje sile treba sada postupno nacrtati poligone sila za
sve &vorove redetke, pocinjuéi od &vora u kome se sti¢u samo dva Stapa; pri tome konstrukciju
svakog &vora treba zapolinjati poznatim silama i zatim nanositi sve ostale sile onim redom kojim na
njih nailazimo kada oko Cvora obilazimo u smerw obrtanja kazaljke na casovniku (sile u Stapovima
oznadi¢emo na isti na¢in, kao i ostale spoljasnje sile: silu u $tapu 1 sa af, silu u $tapu 2 sa fe, itd.).

Na primer, za ¢&vor VI

>
(sl. 87, a) date sile F3 i F B veé
su predstavljene na dijagramu

5> o>

vektorima c¢d i de (sl. 87, b). Od

tatke e povla¢imo pravu, para-

lelnu $tapu 8, a od tatke ¢ pravu

paralelnu $tapu 9. U preseku ovih

dveju pravih nalazi se tacka &

zatvorenog poligona sila cdeke

za ¢vor VI. Na potpuno isti

nadin konstruifu se poligoni sila
i za sve ostale-¢vorove.

Dijagram poligona sila za

Sl 87 sve ¢vorove (Kremonin plan sila)

kao i za spolja$nje sile prikazan

je na sl. 87, b. Da bismo na tom dijagramu proditali-kolika je na primer sila u Stapu 7, izrezimo

u mislima &vor I, i obilazeéi u smeru kretanja kazaljke na &asovniku, proditamo oznaku sile: af.




» |
Sada na dijagramu nademo veltor af i odredimo njegov intenzitet (prema usvojenoj razmeri);
ako taj vektor nanesemo na kraj $tapa I (vidi sl. 86), mozemo zakljuciti je ovaj $tap pritisnut.
Do istog rezultata dodli bismo, ako izrezemo i &vor I1, ali pri tome, ako| obilazimo oko ¢vora u

g
smeru obrtanja kazaljke na Casovniku, nalazimo, da je odgovarajuéa sila prikazana vektorom fa.

Prema tome, kad Sto vidimo, usvojeni nalin oznaCavanja sila automatski uzima u obzir zakon
(princip) dejstva i protivdejstva (zakon akcije i reakcije).

Obratimo paZnju na sledece specijalne slucajeve.

§ 35.* Dijagrami Maksvela i Kremone
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1) Ako se u &voru, koji nije optere¢en spoljadnjim silama, sti¢u tri $tapa, od kojih su-dva.
usmerena du istog pravca (npr., ¢vor II na sl. 87, a), onda, kao $to se lalq‘o ‘moze videti konstrui-
sanjem odgovarajuéeg poligona sila, sila u tre¢em Stapu (tj. u $tapu 4 na sl. 87, @ jednaka je nuli,
1j. to je tzv. nulti Stap. Zbog toga se.u dijagramu (sl. 87, b) tacke g i f poklapaju (gf = 0).

2) Ako u resetki postoje ukriteni Stapovi (sl. 88, a Stapovi 7 i 5), onda za njih dijagram sila
mozemo Konstruisati obi¢nim putem, posmatrajuéi tacku preseka Stapoya kao ¢vor. Pri tome,
sile u delovima $tapova I i 5, koje su jednake po apsolutnoj veli€ini i znaku bi¢e na dijagramu
prikazane dva puta. Odgovarajuci dijagram prikazan je na sl. 88,5 pri ¢emu odsecci iz ovog dija-

grama de i fg prikazuju sile u $tapu I, aef i gd sile u $tapu 5.

3) Ukoliko pri konstrukeiji di-
-jagrama naidemo na &vor, Kod koga
je broj nepoznatih veéi od dva, treba
pokusati da se Kkonstruife dijagram
(ako je reSetka nesimetri¢na) polaze¢i
jstovremeno sa oba kraja reSetke,.
ijli pak da se odrede sile u nekim
$tapovima reetke analitickim putem
(metodom preseka).

Da bismo odredili sile u bilo
kojim 3$tapovima analitickim putem,
potrebno je da preseCemo reSetku
takvim presekom, ‘koji prelazi preko
tri $tapa (npr., preko Stapova 3, 4, SI. 88
2 na sl. 87, a) i da posiavimo za
*bilo koju od polovina reetke uslove ravnoteZe (35), biraju¢i za momentne tacke one tatke u kojima
se seku pravci presedenih -§tapova. Ako su dva od tih Stapova paralelna1 medusobom, pogodniji
su uslovi (34), pri ¢emu se osa na koju projiciramo sile, bira. tako, da bude normalna na pravac
ta dva $tapa. Na taj nacin vrsi se i kontrolisanje rezultata dobivenih grafi%}dm putem.

Qo

b)




Glava VI
TRENJE

§ 36. Zakoni trenja klizanja

Iskustvo pokazuje da moramo savladati izvesnu silu da bismo prisilili neko
telo da klizi po povrsini drugog tela. Ova sila je sila otpora protiv relativnog kliza-
nja tela. Ona nastaje u ravni dodira oba tela i zove se sila trenja klizanja.

Pojava trenja je, pre svega, uslovljena hrapavo$éu dodirnih povr$ina, koja
prouzrokuje otpor protiv pomeranja kada je jedno telo priljubljeno uz drugo. Pro-
ucavanje svih svojstava pojave trenja predstavlja vrlo sloZen fizi¢ko-matematicki
problem, i ovo proucavanje izlazi iz okvira kursa teorijske mehanike.

U inZenjerskim proratunima ova pojava se uzima u obzir usvajanjem opstih
pretpostavki, koje su na nizu opita potvrdene, i koje, sa ta¢no$éu dovoljnom za
praksu, odraZavaju osnovna svojstva pojave trenja. Ove pretpostavke, koje se
zovu zakoni trenja klizanja pri mirovanju, mogu se formulisati na sledeéi nadin:

\L¥. Kada prisiljavamo neko telo da se pomeri po povr$ini drugog tela, onda
u dodirnoj povrsini nastaje sila trenja, ¢ija veli¢ina moZe da ima proizvoline vred-

._>
nosti od nule do F,,, koja se zove grani¢na sila trenja.

Sila trenja je uvek usmerena u suprotnom smeru od smera u kome spoljasnje
aktivne sile teze da pomere telo.

\ 2/ Veli¢ina grani¢ne sile trenja jednaka je proizvodu iz statitkog koeficijenta
trenja i normalnog pritiska, odnosno normalne reakcije:

Fge=uF N (43)
Staticki koeficijent trenja uy — je neimenovan broj; on se utvrduje eksperimen-

talnim putem i zavisi od materijala tela koja se dodiruju, kao i od stanja dodirnih
povrSina (karaktera obrade, temperature, vlaznosti, podmazivanja, itd.).

3. Velic¢ina grani¢ne sile trenja u dovoljno $irokoj oblasti ne zavisi od veli¢ine
dodirnih povrsina pri trenju.
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Ako objedinimo prvi i drugi zakon dolazimo do zakljutka, da je pri ravnoteZi
sila trenja mirovanja F, < Fr, ili

F, < po FN- (44)

Eksperimentalno koeficijent trenja klizanja moZe da se odredi prostim pri-
borom, koji je shematski prikazan na sl. 89. Horizontalna plota AB i greda D
naprave se od materijala za koje treba odrediti koeficijent trenja; Na gredu D deluje

=

=5
sila teze G, koja je uravnoteZena normalnom reakcijom ploce| F o smicuca sila.

- -
F,, koja je pri mirovanju uravnoteZena silom trenja F, (sila F, brojcano je jednaka
tezini tasa E sa tegovima). Postepeno opte-

recujudi tas, odredi¢emo silu F;* pri kojoj se B
greda pomeri s mesta. OCevidno je da je Fx
grani¢na sila trenja jednaka Fgr = F§. Sada, D
poito je u datom sluéaju F, =G, po £ l E
‘ : N “ 1
formuli (43) nalazimo s —=
A \
Fpe Fi . 4 N
”0 = muaal [ — eyt
P SI. 89

Ako izvréimo niz analognih ‘opita, i ako tom prilikom u|izvesnim granicama
budemo menjali teZinu $tapa, moZemo se uveriti da veli¢ina koeficijenta trenja
Mo OStaje nepromenjena, dok se veli¢ina sile F§ proporcionalfio povecava sa tezi-
nom G. Isto tako, mozemo se uveriti, da se koeficijent trenja ne menja ni u slucaju
ako se u izvesnim granicama bude menjala veli¢ina dodirne povrine grede. Time
se potvrduje ispravnost drugog i tre¢eg zakona trenja. Ispravnost prvog zakona
trenja potvrduje se iz Cinjenice da pri bilo kojim veli¢inama opterecenja Fy, koja
su manja od F¥, teret ostaje U miru, tj. greda se ne pomera. Prema tome, da bi sila
trenja F, uravnotezila silu F;, ona moze da ima proizvoljne veli¢ine pocev od nule
(kada je F,; = 0) pa do Fy (kada je F; > o)

Treba primetiti da je sila trenja F, jednaka smitucoj sili Fy, a ne veliini

Far 7= o FN, sve dok se teret nalazi u miru. Sila trenja dostize veli¢inu o F K

samo u grani¢nom poloZaju ravnoteze (tj. neposredno pre nego §to teret pocne
da se krece). e ' '

Predstavu o veli¢ini trenja moZemo dobiti iz podataka za veli¢ine koefici-
jenta trenja za neke materijale:

drvo o drvo Jto = 0,4 do 0,7;
metal o metal Mo = 0,15 do 0,257
gelik o led o = 0,027.

Potpuniji podaci mogu se na¢i u raznim tehni¢kim priru¢nicima.

Sve §to smo do sada rekli odnosi se na trenje klizanja pri mirovanju. Pri kre-
tanju sila trenja je usmerena U suprotnom smeru od smera u kome se krece telo
i jednaka je proizvodu iz dinamickog koeficijenta trenja klizanja i normalnog pritiska:

F,=pF,.
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Dinamilki koeficijent trenja klizanja x takode je neimenovan broj koji se
utvrduje eksperimentom. Veli¢ina ovog koeficijenta zavisi ne samo od materijala
i stanja dodirnih povr$ina, veé¢ takode, u nekom stepenu, i od brzine kretanja tela.
U najve¢em broju slucajeva sa povecanjem brzine najpre se velitina koeficijenta
trenja nesto smanjuje, da bi zatim zadrZala gotovo konstantnu velid¢inu.

§ 137:,Reakcija hrapave veze. Ugao trenja

U svim dosada$njim slu¢ajevima pri refavanju zadataka statike zanemarivali
smo trenje i smatrali smo da su povriine veza glatke i da su njihove reakcije upravne
na te povrSine. Medutim, u stvarnosti reakcija jednog realnog zgloba, odnosno
jedne hrapave ‘veze, sastoji se iz dveju komponenata: iz nor-

-

=P . ‘ '
- malne reakcije F 1 sile trenia F, koja je upravna na nju.

<"l
=

Prema tome, ukupna reakcua F’ odstupa za izvestan ugao
od pravca normale na povrsinu. Pr1 promem sile trenja od

. 7 F‘ nule do Fgr, sila F menja se od F do th, dok ugao prema
* normali reste od nule do neke gramcne vrednosti g, (sl. 90).

SL. 90 Najvedi ugao ¢y, koji ukupna reakcija hrapave veze
zaklapa sa normalom na povrsinu, zove se ugao rrenja.

Iz slike se vidi da je
F,
gy = f
N
Posto je Fgr = u, FN, to nalazimo slede¢u vezu izmedu ugla trenja i koefi-

cijenta trenja

18 po = HUo- (45)

=%
Pri ravnotezi ukupna reakcija F’, u zavisnosti od smi¢uéih sila, moze da ima bilo
koji proizvoljan poloZaj unutar ugla trenja. U grani¢nom polozaju ravnoteZe ukupna
reakcija odstupa od normale za ugao ¢,.

Ako na telo koje se nalazi na hrapavoj povrsini delu-

jemo silom F koja zaklapa ugao a prema normali (sl. 91),
onda ¢e telo da se pokrene samo tada ako je sila F sin a
veca od Fgr = py F cos a (zanemarujuéi teZinu tela sma-
tramo da je F = Fcosa). Medutim, nejednaina
Fsina > pq F cos a, gde je puo=1tgg, je ispunjena
samo tada ako je tg a > tg ¢y, tj. pri ¢ > @,. Prema tome.
nikakvom silom koja prema normali zaklapa ugao a, koji
je manji od ugla trenja @y, nismo u stanju da pomerimo telo duZ hrapave ravni.
Ovim se objasnjava pojava samoko&enja tela.
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§ 38. Ravnoteza pri trenju

). : . I T - .
Proucavanje ravnoteze tela kada se uzme u obzir i trenje, obi¢no se svodi

. oy v . v . . | *v. . . ’
na razmatranje grani¢nog polozaja ravnoteze, kada sila trenja dostiZe svoju najveéu
veli¢inu Fg,. Pri analitickom reSavanju zadataka reakciju hrapave veze prikazu-

> i ‘
jemo dvema komponentama Fy i Fy, gde je Fg = poFy. Zatim postavljamo
uslove ravnoteze statike, stavljajuci u njih umesto Fg, veliéimg o Fy 1 reSavanjem
postavljenih jednacina odredujemo trazene veliCine. ‘

§ é&. RavnoteZa pri trenju

Ako je u zadatku potrebno odrediti sve mogucéne pol&iaie ravnoteze, tada
za reSavanje takvih zadataka treba prouciti samo slucaj granitnog poloZaja ravno-
teze. Ostali polozaji ravnoteze bi¢e odredeni ako u rezultatima koji su dobiveni
za grani¢ni slucaj smanjujemo koeficijent trenja od o do nule.;*

Primetimo da u poloZajima ravnoteZe koji nisu graniCni, sila trenja F, nije
jednaka Fg, i njenu veli¢inu (ukoliko ona predstavlja neki interes) moZemo odrediti

iz uslova ravnoteze kao novu nepoznatu (vidi drugi deo zadatka 32).
i

Pri geometrijskom re$avanju zadataka preporucuje se dT se reakcija hrapave

i
veze predstavi jednom silom F, koja, u granitnom polozaju ravnoteZe, odstupa
od normale za ugao ¢,.

S

~ Zadatak 32. Odrediti kolikom silom F usmerenom pod uglom a = 30° prema horizontu,
treba delovati na teret teZine G = 10 kp, koji leZi na horizontalnoj ravni (sl{ 92) da bismo ga pomerili
s mesta, ako staticki koeficijent trenja tereta o ravan iznosi p, = 0,6. ‘

Resenje. Prema uslovima zadatka potrebno je da se razmotri Y

grani¢ni poloZaj ravnoteZe tereta. U tom poloZaju na teret deluju ﬁ;, -

sile G, F, FxiFg. Kada postavimo uslove ravnoteZe u obliku pro- = -

jekcija na koordinatne ose, dobi¢emo: 9r - %
Sl eI 757777 88777777

ZX;=Fcosa— Fg: =0, ZXY;=Fy+ Fsina— G=0. \
1z poslednje jednacine nalazimo Fy = G — Fsina, te je ‘ 6
Fyr = poFx = 1o (G — Fsina). j SI. 92

\

Smenimo ovu vrednost za silu F_ - u prvi uslov ravnoteZe i zatim resimo tako dobijenu jednacinu.
Tada dobijamo = ‘
1, G
F=—60 52kp.
Ccos a + p, sina ‘

\
Ako na teret delujemo manjom silom, na primer silom F’ = 4 ké, onda ¢e projekcija ove

sile na horizontalnu ravan biti ¥ cos 30° = 2 V3 = 3,46 kp; maksimalna sila trenja, koja u tom
slucaju moze da nastane, bi¢e Fgr = po (G — F’sin 30°) = 4,8 kp. Prema tome, teret se nece
pomeriti, tj. osta¢e u miru. Tom prilikom sila trenja koja ga odrZava u Eoloiaju ravnoteZe nalazi
se iz jednacine ravnoteze u obliku projekcija na osu Ox i bi¢e jednaka smicucoj sili F”” = F’ cos 30° =
= 3,46 kp, a ne sili Fyr. ‘

_)
Obratimo paZnju na to da pri svim proracunima silu Fgr trdpa odrediti po formuli
F_ .= pyFn,pri ¢emu silu Fj nalazimo iz uslova ravnoteZe. Karakterist}téna greska koja se Cesto
¢ini u slinim zadacima, sastoji se u tome, $to se pri raunanju smatra da je Fgr = §,G, a u

izvesnim slucajévima pritisak na povriinu nije jednak teZini tereta G.

* Naime, kada je ravnoteZa granina, sila trenja je Fu = Fygr = po Fy. U ostalim poloZajima
ravnoteze je Fu < u,Fy.Prema tome, ti poloZaji mogu da se odrede, ako u jednacini Fu=p, Fy
smanjujemo veli¢inu w,. Pri u, = 0, dobi¢emo poloZaj ravnoteZe koji odgovara slucaju kada je
veza idealna, tj. kada je glatka. T
\
|
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Zadatak 33. Odrediti pri kojim vrednostima ugla nagiba strme ravni a teret koji se nalazi
na njoj ostaje u ravnotezi ako je koeficijent trenja klizanja o ravan jednak u,.

Re$enje. U zadatku treba odrediti své polozaje
ravnoteze tereta. U tom cilju odredimo najpre graniéni
,:—g‘r poloZaj ravnoteZe, pri kome je ugao a jednak agr U tom

poloZaju (sl 93) na teret deluje sﬂa teZze G normalna

G reakcija FN i granina sila ‘trenja Fgr Ako konstruiSemo

F_,': trougao sila od pobrojanih sila, onda iz njega nalazimo
da je Fgr = Fytgagr. M=dutim, s druge strane je
Fgr = po Fy»> pa, prema tome, dobijamo

tg agr = Ho. @

Ako u dobiienoj jedna&ini budemo smanjivali veli-

¢inu po, onda Ce se i veliCina agr takode smanjivati. Odavde

zakl)uéu)emo da je ravnoteza mogucna i pria < agr. Prema tome, sve veli¢ine ugla a pri kojima
ée teret biti u ravnoteZi odredene su nejednacinom.

SIL. 93

tg a < Wy (b)
.Ako ne postoji trenje (u, = 0), ravnoteza je moguéna samo u slutaju a = 0. Prema tome,
dok je pri postojanju trenja ravnoteZza moguéna pri bilo kojim veli¢inama ugla a, kojese kre¢u
u gtanicama od nule pa do agr, dotle je, pri odsustvu trenja, ravnoteZa moguéna jedino u slucaju
kada je ugao a jednak nuli. Po ovome se i razlikuje ravnoteZa pri trenju od ravnoteze sistema sa
idealnim vezama (kod konh ne postoji trenje).
Dobijeni rezultat u ovom zadatku, koji je izraZen jednadinom (a), moZe da se iskoristi za
eksperimentalno odredivanje koeficijenta trenja, ako se ugao agr odredi opitom.

Prlmeumo, takode, s obzirom da je u, = tg @,, gde je p, — ugad8™enja, da je onda i dgr = Qo5
tj. najveca veli¢ina ugla pri kojoj teret koji leZi na strmoj ravni ostaje u ravnoteu jednak je u isto
vreme uglu trenja. ; :

Zadatak 34. Greda savijena pod pravim uglom oslanja se u svom vertikalnom delu na
ispuste A i B, izmedu kojih rastojanje iznosi z (sl. 94, a). Zanemarujudi teZinu grede, odrediti
pri kojoj ¢e $irini 4 greda biti u ravnoteZi sa teretom, koji leZi na njenom horizontalnom delu,
_a pri bilo kom poloZaju tereta. Koeficijent trenja grede na osloncima iznosi z¢.

Resenje. Oznadimo teZinu tereta
) sa G, a njegdvo rastojanje od’ vertikal-
F—~ d l— nog dela grede sa /. Razmotrimo gra-
ni¢ni poloZaj ravnoteze grede pri ko-
joj je njena Sirina d = dg. U tom

K : I s

poloZaju na gredu deluju sile G, F N

> 2> > -
FN, F, F'ygde su Fi F’ gramcne sile

B trenja. Ako postavimo )ednacme ravno-
h ]_\ teze (33) i ako uzmemo A za ~mo-
X ;_____“_{ mentnu ‘ta¢ku, dobi¢emo:
G b) g IX; = F, —Fy=0,

SL. 94 .

F+F —-G=0, .

i

I

ZMZ‘ = FNh = -ng: — Gl=0,
gde je F = poF , F' = p,Fj. 1z prvih dveju jednadina nalazimo
Py = Fi. G =2 F;,
Ako nadene vrednosti smenimo u tre¢u jednatinu, i ako je_skfatimo sa F, dobi¢emo
h — piodgy — 2o 1'= 0,
odakle je i n

s i,
Ho
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\

Ako se u ovoj jednacini u, smanjuje do nule, onda ¢e se njena desna strana poveéavati do
beskonalnosti. Prema tome, ravnoteza je moguc¢na pri bilo kojoj veli¢ini ‘d > dgr. Veli¢ina d g¢
ima najvecu vrednost kada je / = 0. Prema tome, greda ¢e biti u ravnoteZi pri bilo kom poloZaju
tereta (pri / > 0), ako je ispunjen uslov

h
d=—-

Mo

Ukoliko )e man]e trenje, utoliko ¢e d biti vece. Pri odsustvu trenja (4, = 0) ravnoteZa, otevidno,

nije moguéna, jer se u'tom slucaju dobija da je d = oo.
|

Regimo ovaj zadatak i geometrijskom metodom. U tom slu¢aju umesto normalnih reakcija

> >

i sila trenja nanesimo u tatkama A i B ukupne reakcije F e i koje u grani¢nom poloZaju odstu-
. 5> 5 o>

paju od normale za ugao trenja ¢, (sl. 94, ). U tom slucaju na gredu deluju tri sile F I B G.

Pri ravnoteZi napadne linije tih sila moraju se se¢i u jednoj tacki, tj. u tatki K, u kojoj se seku

napadne linije reakcija ;: 4 i_I)v“ - Odavde dobijamo (vidi sliku) jednacinu == (I 4 dgr) tg @, + I tg @y,
ili & = (21 + dgr) pos, jer je tg @y = po. U krajnjem rezultatu nalazimo odavde istu vrednost za d gr
kao i pri analitickom re$enju.

Konstrukcija, ¢ija ]e ravnoteZa razmotrena u ovom zadatku, predstavl;a uredaj za kolenje,
koji se vrlo esto primenjuje u praksi.

Zadatak 35. Zanemaru)ua tezinu merdevina AB (sl. 95), odrediti pri kojim veli¢inama
ugla a ¢ovek moZe da se penje po merdevinama do njihovog vrha, tj. do [tatke B, ako ugao trenja
merdevina o pod i vertikalni zid iznosi @,.

Refenje. Razmotrimo graniéni poloZaj ravnoteZe merdevina’
i upotrebimo za resavanje ovog zadatka geometrijsku metodu. U grani¢+

> o
nom poloZaju na merdevine deluju reakcije poda i zida F i F B koje -
odstupaju od normala na te povriine za ugao trenja @,. Napadne linije
reakcija seku se u tacki K. Prema tome; pri ravnoteZi- tre¢a sila koja

e
deluje na merdevine G (teina &oveka) mora takode da prolazi kroz taéku
K. Na taj nacin, u poloZaju prikazanom na crtezu, ¢ovek ne moZe da
se penje uz merdevine dalje od taéke D Da bi ¢ovek mogao da se penje

do take B, napadne linije sila F i F moraju da se seku bilo gde na

pravoj BO, $to je opet mogucno samo tada kada sila F bude usmerena

duz prave AB, tj. kada je ugao a << @,. ‘
Prema tome, Covek moZe da se penje sve do vrha merdevina u SL. 95

svim sluca)ev1ma kada merdevine obrazuju sa vertikalnim zidom ugag

koji nije ve¢i od ugla trenja merdevina o pod Tren;e merdevina o vertikalni zid tom prilikom

nema nikakvog uticaja, tj. vertikalni zid moZe da bude i gladak.

§ 3&“ Trenje konopca (uZeta) o cilindriénu povr¥inu

-
Na jednom kraju konopca prebacenog preko cilindri¢nog vratila (s‘l. 96) deluje sila F. Po-
=

trebno je da se odredi kolikom najmanjom silom F’ treba delovati na drugom kraju konopca da
bi se odrzala ravnoteza. j

Da bismo redili ovaj zadatak razmotrimo ravnotezu elementa konopca DE, duZine d;, = R d6,
gde je R — poluprecnik vratila. Razlika sila zatezanja konopca u tatkama D i E iznosi dFr i
uravnoteZena je silom trenja dF,l = py dFy (gde je dF) normalna reakcx)a), jer ¢e pri najman;joj
veli¢ini sile F’ ravnoteza biti grani¢na. Prema tome

dFr = p, dFy. |

Velic¢inu sile dFn odredi¢emo projicirajuci sve sile na osu Oy. Smatrajuéi da je sinus malog
ugla jednak samom uglu i zanemaruju¢i veli¢ine viSeg reda, dobi¢emo

. do . db do |
dFN=Fn8m7+(FT—|-dFT)SlnE-=2FT?=F‘T¢10.

6 Mehanika
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Ako ovu vrednost za dFx; zamenimo u prethodnu jednacinu, dobi¢emo
dF = uyFr db.
Podelimo obe strane ove jednacine sa Fyp i integrirajmo desnu stranu jednac¢ine u granicama od

0 do a, a levu stranu u granicama od F, do F (jer je konopac u talki gde je 6 = 0 opterecen silom
F’, a u tatki gde je & = a silom F). Na taj nacin

dobijamo
F a F
dF
(F—T = [dﬁ i In =g
o :
Odavde proizlazi da je - =e .
F’ = Fe "%, (46)

Kao $to vidimo, potrebna sila F’ kojom treba delovati

na drugom kraju konopca zavisi samo od koeficijenta

SL. 96 trenja p, i ugla a; sila F’ ne zavisi od veli¢ine polu-

preénika R. Pri odsustvu trenja (u, = 0), dobijamo,

kao §to treba i olekivati, da je F’ = F. Prakti¢no vrlo vaZan je zakljutak da se sa povecavanjem

ugla ¢ moZe znatno da smanji sila F” kojom treba delovati da bi se uravnotezila sila F, $to se vidi

iz tablice 1. Tako, na primer (vidi tablicu 1), silu od jednog megaponda moZemo uravnoteZiti
silom od svega 2 kp, ako dva puta namotamo konopac oko drvenog stuba.

Formula (46) odreduje takode odnos izmedu »vodeée« sile F i »vodene« sile F’ na delu
kaiSa jednog kai¥nika, koji se ravnomerno obrée, ako tom prilikom nema Kklizanja izmedu kaisa
i kaiSnika. Tako, npr., pri uglu a = 7, smatraju¢; da je kai§ od koZe, a kaifnik cd livencg gvcica
tj. uzimajudi da je u, = 0,3, dobicemo da je odnos izmedu sila F’ i F jednak

F|F =¢=%7 1 04.

Tablica 1
Veli¢ine F’[F pri ji, = 0,5
D (Kudeljni kanap o drvo)
I Broj obavijanja a F'[F = ¢ to®
1, 7 0,208
1 2% 0,043
3a 3z -0,009
5 4z 0,002
SL. 97

Zadatak 36. Na polugu DE kolnice sa trakom (pantljikom) (sl. 97) deluje sila F;. Odre-
diti moment kodenja M = koji deluje na todak polupreénika R, ako je CD = 2 CE i ako koeficijent
trenja pantljike o to¢ak iznosi i, = 0,5.

R_e§e’nie. Na tocak zajedno sa delom trake AB, koja je priljubljena uz njega, deluje u tacki
A sila F, pri ¢emu je olevidno F = 2Fy, a u tacki B sila F’, koja je odredena formulom (46). U
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)
nafem slucaju je i, = 0,5 i a = 7 7 = 3,93 radijana. Prema tome

5

F'=2Fc ® ~028F, !

TraZeni moment iznosi [
M = (F — F)R =1,72 F,R kpm. |

Moment ¢e biti utoliko veéi; ukoliko je rnanja sila F’, tj. ukoliko jtlé veci koeficijent trenja

Mo 1ugao a.

§ 40.* Trenje kotrljanja i obrtanja’
Trenjem kotrljanja naziva se otpor koji nastaje pri kotrﬂjanju jednog tela po
povrsini drugog tela.
Neka kruzni cilindar polupre¢nika R i teZine G leZi na hcf»rizontalnoj hrapavoj

- =%
ravni. Neka u visini ose cilindra deluje sila F, (sl. 98, a), koja je manja od Fg,.
U tom slucaju u tacki 4 nastaje sila trenja F,, broj¢ano jednaka sili F,, koja spre-

_}
Cava klizanje cilindra po povrsini. Ako smatramo da normaln% reakcija F,, deluje

- > | >
takode u tacki 4, onda ¢e ona uravnoteziti silu G, dok sile F,iF, obrazuju spreg,
koji izaziva kotrljanje cilindra. Pri takvoj shemi kotrljanja, kako vidimo, kotrljanje

nastaje dejstvom ma kako male sile 1;':

Medutim, kako pokazuju opiti, kotrljanje nece nastupiti éko je sila ;1 veoma
mala. Ovo se objasnjava ¢injenicom da se zbog deformacije tela ona dodiruju duz
neke male povrsine 4B (sl. 98, b). Pri delovanju sile }—;1 intenzitet pritiska se smanjuje
na kraju A4, dok se na kraju B povecava. %ato se normalna ;Ieakcija_) EN donekle

pomeri od tatke A u pravcu delovanja sile F,. Sa povec’avanjerp sile F; ovo pome-

ranje raste do neke grani¢ne vrednosti ¢. Prema tome, u graninom sludaju na
- -

cilindar deluje spreg (Fyg, F.) Ciji je

moment Fj,+ R i njega uravnoteZuje

ey S il -4
spreg (Fy, G), &iji je moment Fy -e. , c !
Iz momentne jednatine nalazimo tada ! .
Fig R = Fy &, odnosno: ’ AN

| G

Flgr == }%FN. (47) b)

[
) .
g SL +8

Ako je F; < Fygr cilindar miruje; medutim, ako je F, > ﬁgr cilindar pocinje
da se kotrlja.

VeliCina &, koja ulazi u formulu (47), zove se koeficijent trenja kotrljanja i
ima dimenziju duZine. Ovaj koeficijent se obi¢no meri u cm. Veli¢ina ovog koefi-
cijenta zavisi od materijala tela i odreduje se opitom. Navedimo veli¢ine ovog
koeficijenta za neke materijale: i

\'
- |
|

|
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drvo po drvetu & = 0,05 — 0,08 cm,
meki &elik po &eliku (to¢ak po $ini) & = 0,005 cm,
kaljeni &elik po &eliku (kotrljni leZaj) & = 0,001 cm.

Odnos £/R za veéi broj materijala znatno je manji od statickog koeficijenta
trenja po. Ovim se obja$njava teznja da se u tehnici, kad god je to mogu¢no, klizanje
zameni Kotrljanjem (todak, valjak, kotrljni leZaj i sl.).

Zadatak 37. Odrediti, pri kojim ¢e velitinama ugla a (sl. 99), cilindar, polupre¢nika
R, koji lezi na strmoj ravni, ostati u miru, ako je koeficijent trenja kotrljanja jednak e.

Regenje. Razmotrimo graniéni polozaj ravnoteZe kada je

- > o
a = a,. Razlaganjem sile G u komponente G, i G, (vidi sl. 99), nala-
zimo da u tom slucaju sila u pravcu strme ravni iznosi Fgr = G, =

— Gsinay, a normalna reakcija Fyy = G, = G cos a;. Tada je po
formuli (47) '

&.
G sinay; = — G cos a;,
R
ili

€
tgay = -

Kada se & bude smanjivalo do nule, veli¢ina ugla a, takode se
smanjuje do nule. Odavde zakljutujemo da se ravnoteza odrzava
pri bilo kom uglu a < @;. Dobijenim rezultatom moZemo se koristiti za eksperimentalno odre-
divanje koeficijenta ¢, ako ugao a, odredimo opitom.

Pojam o trenju obrtanja. Ako na kuglu, koja leZi na horizontalnoj ravni, delujemo
spregom momenta I, koji takode deluje u horizontalnoj ravni, onda spreg teZi da okrene kuglu
oko vertikalne ose. Opiti pokazuju da ¢e kugla poceti da se obrée samo tada kada nroment M bude
imao veli¢inu koja je veéa od izvesne grani¢ne vrednosti Mgr. Ova vrednost je odredena jednadinom

Mor = A Fyr. (48)

gde je F - sila normalnog pritiska kugle na ravan, koja je u datom slu¢aju jednaka teZini kugle.
Ova pojava se obja$njava postojanjem takozvanog trenja obrtanja, tj. otpora pri obrtanju, koji nastaje
usled trenja kugle o ravan. Analogni otpor nastaje i u kotrljnim lezidtima. Koeficijent 4, koji ulazi_
u jedna&inu (48) ima dimenziju duZine i zove se koeficijent trenja pri obrtanju. Po velidini je ovaj
koeficijent vrlo mali (5— 10 puta manji od koeficijenta trenja kotrljanja &).



Glava VII

PROIZVOLJNI PROSTORNI SISTEM SILA.
SPREGOVI U PROSTORU*

§ 41. Moment sile za tatku (centar) kao vektor

Da bismo bili u stanju da predemo na refavanje onih zadataka statike u kojima
se susrecemo sa proizvoljno rasporedenim sistemom sila u prostoru potrebno je
da unekoliko izmenimo i proirimo pojmove sa kojima smo se ve¢ upoznali u pret-
hodnim izlaganjima. Po¢nimo sa momentom sile za tadku. =

l. Predstavljanje momenta vektorom. Moment sile F za tatku (centar)
O (vidi sl. 100), kao karakteristika njenog obrtnog efekta, odreden je sa sledeéa
tri elementa:

a) intenzitetom momenta, koji-je jednak pro-
izvodu iz intenziteta sile i njenog kraka, tj. F-h;

b) ravninom (ravni) obrtanja OAB, koja prolazi

_)
kroz napadnu liniju sile F i kroz tatku O;
¢) smerom obrtanja u ravni obrtanja.

Kada sve sile i tatka (centar) leZe u jednoj
ravni, onda otpada potreba da se svaki put odre-
duje ravan obrtanja OAB, i, kao §to smo videli,
moment moZemo da odredimo kao skalarnu alge-
barsku veli¢inu, jednaku - F/; znak odreduje smer
obrtanja (vidi § 14).

Medutim, u slucaju kada su sile proizvoljno SL 100
rasporedene u prostoru bi¢e ravni obrtanja za raz- !
licite sile razlicite, pa su potrebni i izvesni dopunski podaci. PoloZaj ravni u pro-
storu moze se definisati. usmerenim odsetkom (vektorom) upravnim na ravan.
Ako je u isto. vreme intenzitet tog vektora jednak intenzitetu momenta, i ako je
smer tog vektora odreden smerom obrtanja koji izaziva sila, onda jedan vektor
moZe u potpunosti okarakterisati sva tri elementa, koji karakteri¥u moment sile
za tacku O.

* Citaoci koji Zele da se upoznaju samo s tim kako se refavaju zadaci ravnoteZe tela pod
dejstvom. prostornog sistema sila mogu u ovoj glavi da ispuste paragrafe 44—47, koji se odnose
na svodenje (redukciju) spregova i sila u prostoru.
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->
Prema tome, u optem slu¢aju, moment sile F za tatku O (sl. 100) prikazivacemo
- —> )
vektorom M-, o Cija je napadna tacka u tacki O, koji je po intenzitetu (u izabranoj
razmeri) ]ednak proizvodu zntenzzzeza sile Fi kraka h, i koji je normalan na ravan OAB,

koja prolazi kroz tacku O i silu F. Ouaj vektor bice usmeren u onu stranu iz koje se vidi

da sila vr$i obrtanje u smeru suprotnom obrtaiju kazaljke na Casovniku. Na taj nacin,
__)

vektor M karakteri§e jednovremeno intenzitet momenta, ravan obrtanja OAB,

koja je razhc1ta za razlitite sile, i smer obrtanja u toj ravni. Napadna tacka vektora
-

_)
MF odreduje tatku za koju se moment odreduje Takav vektor zove se vektor

vezan za talku.

2.% Predstavljanje momenta sile pomocu vektorskog proizvoda.
—> >

Razmotrimo vektorski proizvod [O4, F] vektora OA i F (sl. 100) Po definiciji je*

=

— >
| [O4,F]| = 2 povisina A04AB = My,

4

jer je intenzitet vektora MF takode jednak 2 - povrsina 4 OAB..Pravac vektora
— >

[04, F] 1e normalan na ravni OAB i usmeren u onu stranu, odakle se vidi da ¢e

se vektor OA obrtanjem u smeru suprotnom obrtanju kazaljke na ¢asovniku poklo-

piti, najkra¢im putem, sa silom F (kada ih nanesemo u jednu tacku), tj. pravac
oy —)

i smer ovog vektora je isti kao pravac i smer vektora M Prema tome, vektori

g ¥ _,—)
[04, F] i M se poklapaju i po intenzitetu, i po pravcu, i po smeru, i, kao Sto

je lako v1det1, i po dimenziji, tj. oba ova vektora predstavljaju jednu te istu veli¢inu.
Odavde proizlazi

2 M s i '
M, =[04,F] ili M;=IrFl, 49)

> =
gde se vektor r = OA naziva vektorom polozaja tatke A za tacku (centar) O.
-
Prema tome, moment sile F za tatku O jednak je vektorskom proizvodu vektora ‘polo-

> —
Faja r = OA, koji spaja tatku O sa napadnom tackom A sile, i same sile. Ovaj izraz
za moment sile za tatku vrlo je pogodan za dokazivanje nekih teorema.

§ 42. Moment sile za osu

Da bismo presli na re$avanje zadataka statike za slucaj proizvoljno raspore-

denih sila u prostoru potrebno je jo§ da uvedemo pojam momenta sile za osu.
R A .

* Vektorskim proizvodom [a 4] vektora a i b naziva se vektor ¢ koji je po intenzitetu jednak

- >
povriini paralelograma konstruisanog nad vektorima & i b, koji je upravan na ravni koju obrazuju
=

_ -
ovi vektori, a usmeren je u onu stranu, iz koje se vidi-da se poklapanje vektora a sa vektorom b,
najkra¢im putem, postiZe u smeru suprotnom obrtanju kazaljke na ¢asovniku.
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Moment sile za osu karakterie .obrtni efekt, koji vrii sila kada teZi da okrene
telo oko date ose. Neka kruto telo moze da se obrée oko ose 2 (sl. 101), i neka na

-
1o telo u tatki 4 deluje sila F. Povucimo kroz tatku A4 ravan xy, normalnu na osi
iy -> 5 4
2, i razlozimo silu F u dve komponente: Z paralelnu osi z i Exy koja lezi u ravni
-y

- -
xy (F,y je u isto vreme projekcija sile F na ravan xy). Sila Z, koja je paralelna osi z,
otevidno, ne moze da okrene dato telo
oko ove ose (ona samo tezi da pomeri z
telo duZ ose z). Prema tome, celokupni

£
obrtni efekt, koji proizvodi sila F, isto-
vetan je sa obrtnim efektom njene kom-

=3
ponente F,y. Odavde zakljutujemo da je

-

= F
ME= M.?, (50)

SI. 101

- ~>
gde simbol ﬁ zna¢i moment sile F za osu z:
-
Medutim, obrtni efekt sile F,,, koja leZi u ravni upravnoj na osi z bice isti
- -
za osu z ili za tacku O, u kojoj ta osa prodire kroz ravan xy. Prema tome, MEw =Mgw
ili saglasno jednatini (50)*

=%

=
ME =M{» =4 Foy-h. | (51)

|
Na kraju dolazimo do sledeéeg zakljutka: momentom sile za osu naziva se ska-
larna velitina, jednaka momentu projekcije te sile na ravan, koja je upravna na osi,
raéunatom za talku u kojoj osa prodire kroz ravan.
Moment se smatra pozitivnim, ako-iz pozitivnog kraja ose vidimo da sila

—}

F,, tezi da okrene telo u smeru suprotnom obrtanju kazaljke na ¢asovniku, i nega-=

tivnim, ako ona to okretanje tezi da vrsi u smeru obrtanja kazaljke na ¢asovniku.
Sa slike 101 se vidi da pri izratunavanju momenta po formuli (51), ravan xy

mozemo da povla¢imo kroz bilo koju tatku ose z. Prema tome, da bismo odredili

moment sile za osu 2 (si. 102) treba: |

1) postaviti ravan xy upravno na osi z (u bilo kojoj tacki ose 2);
P

2) projicirati silu-F na tu ravan i izradunati velidinu F,y;
3) spustiti iz tatke O, u kojoj osa prodire kroz ravan, normalu na pravac sile
-S>
F,, i odrediti duzinu kraka &;
4) izratunati proizvod Fiy - k;

5) odrediti znak momenta.
>

* Simbol M, koji smo upotrebljavali za ravan sistem sila, koristicemo i u daljim izlaganjima
|

kao simbol za brojéanu (algebarsku) veli¢inu momenta.
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Pri izratunavanju momenta treba imati u vidu sledeée specijalne slucajeve:
1) Ako je sila paralelna osi, onda je njen moment za tu osu jednak nuli (jer
je F,, =0).
: % Algg napadna linija sile se¢e osu, onda je njen moment za tu osu jednak
B nuli (jer je tada 4 = 0).
. F U zaklju¢ku, povodom oba navedena slucaja,
mozemo reci da je moment sile za osu jednak nuli

4 -‘ e ako sila i osa lefe u istoj ravni.
Fzy 3) Ako je sila normalna na osi, onda je moment

0
(xy) sile za osu jednak proizvodu iz intenziteta sile i
S1. 102 rastojanja izmedu sile i ose.

> o
Zadatak 38. Odrediti momente sila G i F, koje deluju na horizontalnu ploc¢u, za koordi-
natne ose, prikazane na sk 103.

-
Resdenje. 1) Sila G je paralelna osi z; ona je normalna na ose x i y, i prolazi pored njih na
rastojanjima 4/2 i @/2. Prema tome, imajuéi u vidu konvenciju za smer obrtanja, bice:

D

-S>
G

b a
M=—G7, My=G?,

' =»
A 2) Da hismo odredili MY proji-
A -

B cirajmo najpre silu F na ravan yz; tom

prilikom dobijamo:

Fy, = Fsina.

_)
Krak sile Fy, za tatku O iznosi &, a iz pozitivnog kraja ose se vidi da je obrtanje koje ona
teZi da izvede suprotno obrtanju kazaljke na &asovniku 5 prema tome, bice:

_)
ME = Fbsin a.
: Faloss 2o :
Izratunajmo sada M,,. Sila F lezi u ravni ABD normalnoj na osi ¥, koja je sete u tatki B.

> > -
Prema tome, bi¢e F,, = F. Ako iz tatke B spustimo normalu na napadnu liniju sile F (vidi pomoéni
crteZ sa desne strane), dobi¢emo da njena duZina iznosi % — a sin a. Kona¢no, imajuéi u vidu
konvenciju za smer obrtanja, dobijamo:

P
Z = ; M, = — Fasina.
: . %
Pl Najzad, da bismo odredili Mf projicirajmo silu F
4 y na ravan xy; tada¥dobijamo F,, = F cos a. Krak ove
/ _. Y projekcije za tatku O iznosi b. Prema tome, imajuéi
14 u vidu konvenciju za smer obrtanja, dobijamo:
X e D
X Fzp >
Mf = Fb cos a.-
SL 104

\qvAnalitiéki izraz za moment sile za osu. U bilo kojoj tacki O prostora
postavimo pravougli koordinatni sistem desne dispozicije (sl. 104) i uo¢imo silu
_.)

F tija je napadna tatka u ta¢ki 4 sa koordinatama x, ¥, 2. Potrebno je da analiti¢kim
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> -
putem definiSemo moment sile F za osu z. U tom cilju projicirajmo silu F na ravan
- |
xy i zatim projekciju ny razloZzimo u dve komponente X i Y; brojéane veli¢ine
o
ovih komponenata biée, o¢evidno, jednake projekcijama sile F na ose x i y. Prema

tome, tada je
-y

> - -
M = My =M% + ML,
Ova poslednja jednacina pr01st1ce na osnovuVann)onove teoreme. Medutim,

kako se vidi sa crteza, Mg = —yX, M =«xY. Prema tome, na kraju
dobivamo
_)

ME =M, =xY — yX.

-5
Analognim putem mogu se odrediti i momenti sile F za ostale dve ose. U
krajnjem rezultatu dobi¢emo da je

MF =yZ — zY.
Mf =M, = 2X — xZ (52)

-
ME =M, =xY—9yX.

._)
Formule (52) predstavljaju analiticke izraze za momente sile Fza koordinatne
ose. Pomocu ovih obrazaca moZemo.izratunati odgovaraju¢e momente za ose, ako
znamo projekcije sile na ose, kao i napadnu tacku sile.

Zadatak 39. Izracunan moment sile F, prikazane na sl. 103 za koordinatne ose.

Resenje. Sila F delu)e u tacki A4 dije
su koordinate x = a, =b, z=0. Njene
projekcije na koordmatne_ ose su:

X = — Fcosa, =10, Z = Fsina.

Ako ove vrednosti smenimo u formule (52),
dobi¢emo:

- >
ME = Fbsin a, ME = — Fasina,
-y
Mf = Fb cos a.

§ 43. Zavisnost izmedu momenta sile za tatku i momenta sile za osu

= ;
Neka na telo u tacki 4 deluje sila F (sl. 105) Povucimo bilo koju osu z i uotimo

na njoj proizvoljnu tacku O. Moment sile F za taCku O bice predstavllen vektorom
-
M g , upravnim na ravan OAB, (iji je intenzitet jednak

_)

Mg = Fh = 2. povr$ina 4 OAB.
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Povucimo sada kroz tatku O ravan xy, upravnu na osi 2, i projiciramo na nju

_}
silu F. Kori$¢enjem formula (51) dobi¢emo

=y o
ME = M, = My» = 2 - povi§ina 4 OA,B,.

Medutim, trougao OA,B; predstavlja projekciju trougla OAB na ravan xy.
Ugao izmedu ravni u kojima leZe ovi trouglovi, jednak je uglu izmedu normala
na te ravni, tj. jednak je uglu y. Tada, na osnovi poznatog obrasca iz geometrije,
dobijamo da je povrina A OA,B, = povrsina 4 OAB cos y.

Ako pomnozimo obe strane ove jednacine sa 2, i ako primetimo da je dvostruka

- -

povriina trouglova O4;B, i OAB jednaka ML i Mg, dobiéemo, na kraju

- -

ML = Mg CcOos . (33)

|
- 5

Kako proizvod Mg cos y odreduje projekciju vektora Mg na osu z, to jed-
nadinu (53) mozemo da predstavimo i u obliku

- -

=y

Na taj nadin smo dokazali da izmedu momenta sile za osu i momenta te sile

__)
za bilo koju tadku, koja leZi na toj osi, postoji sledeca zavisnost: moment sile F za
osu jednak je projekciji na tu osu vektora, koji predstavija moment te sile za bilo koju
tacku koja leZi na toj ost.

§ 44. Spreg sila kao vektor

Dejstvo sprega sila na telo okarakterisano je sa sledeca tri podatka:

1. intenzitetom momenta sprega,

2. ravninom (ravni) dejstva, i

3. smerom obrtanja u toj ravni.

Ako razmatramo spregove koji ne deluju u istoj ravni potrebno je da se za
svaki spreg odrede ova tri podatka. Ovo moZe da se ucini ako, po analogiji sa mo-
mentom sile za taCku, moment
sprega predstavimo vektorom.
U tom cilju dogovorimo se o
slede¢em: moment sprega pred-

._)
stavljalemo wvektorom I, i je
intenzitet jednak (U izabranoj
razmeri) momentu sprega, tj. pro-
izvodu iz jedne sile i mjenog

SL 106 kraka, 1 koji je usmeren normalno

na ravan dejstva sprega u onu

stranu, iz koje se vidi da se obrtanje izazvano spregom r$i U smeru supro-
tnom obrtanfju kazaljke na Easovniku (sl. 106).

Kako spreg moZemo slobodno pomerati u ravni njegovog dejstva, ili pak

o
u ravni koja je paralelna toj ravni (§ 19), to vektor 3t moZe da se nanese u bilo
kojoj tatki krutog tela (takav vektor zove se slobodan vektor).
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- ‘ -
Lako je videti da vektor 3¢ stvarno odreduje dati spreg, jer ako znamo .JN,
_)

i ako povucemo bilo koju ravan upravo na vektor I, time ¢emo odrediti ravan
-
sprega; ako izmerimo duZinu vektora 9 odredi¢emo intenzitet momenta sprega;

o
. . . o e - |
po smeru vektora 9N odredi¢emo i smer obrtanja koje izaziva spreg.
Otevidno je da je po intenzitetu moment sprega jednak momentu jedne od
-

sila za tacku u kojoj deluje druga sila, tj. M = M‘; ; po pravcu i smeru ti se vektori
takode poklapaju (vidi sl. 106 i 100). Prema tome,

- > Syl
M = e o
B A

§ 45.% Slaganje spregova u prostoru. Uslovi ravnoteZe spregova

Pravilo o slaganju spregova koji ne leze u jednoj ravni glasi: bilo koji sistem
spregova, koji deluje na Eruto telo, moge biti zamenjen jednim spregom &iji je moment
jednak geomerrijskoj sumi momenata komponentnih spregova.

Dokazimo najpre. ovu
tecremu za slucaj kada na
telo deluju dva sprega koji
leze u ravnima (I) i (JI) i

—> =

&ji su momenti N i Nas
(sl. 107). Uotimo duz linije
preseka tih ravni odsecak
AB = d. Koriste¢i osobine
spregova, koje su dokazane
u § 19, prikaZimo spreg

- -

&ji je moment I silama F,

SL. 107

—.) -
i Fj, a spreg Ciji je moment

-y >

M, silama F,iF. 5, koje deluju u tatkama 4 i B. Pri tome, ocevidno, bi¢e: Fyd = IM;,

Fd =My ; ; . | > &
Slaganjem sila, koje deluju u tackama A4 i B, zameni¢emo spregove (Fy, Fy)

= = > - -
i (Fy, F}) samo jednim spregom (F,, F,). Odredimo moment I tog sprega. Posto
> >

._}
je F, = F, + Fy, i kako je moment sprega jednak momentu jedne od sila za napadnu
tacku druge sile, to ¢emo prema formuli (49) dobiti:

- — > —_— > - —_— — —_ >
W — [AB, F,] = [AB, F, -+ F;) = [4B, Fi] + [4B, Fyl.
—> > - —_ = =¥
Znamo da je [AB, F;] = My, a[4B, Fp] = IM,. Prema tome je

> - - ‘
M =M, + My, (55)
\
\

1. vektor I moze se prikazati dijagonalom paralelogram}a konstruisanog nad

> o
vektorima M, i M,. Na ovaj nalin je ova teorema za dva sprega dokazana.
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> > o >
Ako na telo deluje 7 spregova, ¢iji su momenti Wy, My, My, .., M, onda
postupno primenjujuéi formulu (55), dobijamo da se. dejstvo # spregova mozZe
zameniti dejstvom jednog jedinog sprega, &iji je moment

->

- -> - -
M= D + Wy + -+ + MW, — T, (56)

Y
Vektor I moZe da se odredi kao zavr$na strana poligona konstruisanog od

=
komponentnih vektora ;.

Ako komponentni vektori ne leze u jednoj ravni, onda je korisno da se radun
sprovede analiti¢ki. Postavljaju¢i koordinatni sistem, na osnovu teoreme o projekciji
sume vektora na osu, iz jednadine (56) dobijamo da je

ng == thx; mzy =3 Egﬂ,y, gﬁz = Zgﬁ,‘z. (57)

-_)
Pomoc¢u ovih projekcija moZemo konstruisati vektor IR. Njegov intenzitet
se odreduje na osnovu formule i
M= V0 + m2 + m2

Iz dobivenih rezultata lako je da se ustanove uslovs ravnotege sistema spregova,
koji deluju na kruto telo. Kako se bilo koji sistem spregova moze zameniti jednim
spregom, Ciji je moment odreden jednadinom (56), onda pri ravnotezi, ocevidno,

—q)
mora biti IN = 0, ili

tj. poligon konstruisan od vektora koji predstavljaju momente spregova, koji deluju
na kruto telo, mora da bude zatvoren.

Uslove ravnoteze u analititkom obliku mo-
Zemo odrediti imajuéi u vidu da ¢ée biti M — 0.
tada i samo tada, ako je jednovremeno

M, = 0, M, = 0, M, = 0.

To Ce, prémav'obrascu (57), biti ako je

I =0, ZMy =0, TM. =0. | (58)

S1. 108

Na kraju, primetimo da ako svi spregovi leze u jednoj ravni (ili pak u paralelnim
‘ravnima), onda su vektori koji predstavljaju momente tih spregova usmereni dus
jedne prave, i njih, u tom slu¢aju, mozemo. sabirati i algebarski. Takav rezultat
dobili smo veé u § 20.

Zadatak 40. Na kruto telo deluju dva sprega, u dvema medusobno upravnim ravnima
(sl. 108). Momenti svakog od spregova iznose 3 kpm. Odrediti rezultujuéi spreg.
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- -
ReSenje. Predstavimo ove spregove vektorima M, i M, &ije se ;Lapadne tatke nalaze u
._) |
tacki 4; rezultujuéi spreg prikazaéemo vektorom 9. Prema tome, rezultujudi spreg deluje u ravni

- [ ot
ABCD, koja je upravna na I; intenzitet rezultujuceg sprega broj¢ano je|jednak 3 J2 kpm. ;
Ako se smer obrtanja jednog od datih spregova promeni, tako da Pude suprotan prvobit-
nom, onda ¢e rezultujuéi spreg lezati u ravni, upravnoj na ravni ABCD. ‘

Zadatak 41. Kocka, prikazana na sl. 109, obesena je o dva Vert;{zalna Stapa AA, i BB,,
_}

- -

tako da je dijagonala 4B horizontalna. Na kocku deluju spregovi sila (F, F") i (F,, F;). Zane-

marujuéi tezinu kocke, odrediti pri kome ée odnosu sila F i F, kocka bitil u ravnoteZi i kolike ée
u tom slucaju biti reakcije u $tapovima. ‘

> > > )

ReSenje. Sistem spregova (F, F’) i (F,, Fy) ekviva-

lentan je jednom spregu, koji moZe da bude uravnoteZen

-> o

‘opet samo spregom. Prema tome, traZene reakcije Fp i Fy

moraju obrazovati spreg. Ovaj spreg prikazacemo vektorom

fb’B

-~

-
M, koji je upravan na dijagonalu AB, kao §to je na crtezu
prikazano. Moment ovog sprega je M = Fy al/2, gde je a —

duZina ivice kocke. Momente datih spregova oznacimo vek-
- -

torima 9, i M,, pri Cemu je M, = Fa, M. = F,a. Smerovi

> >
vektora 9% i M, pokazani su na crtezu,

<| 2 @

R

Povucimo koordinatne ose, i postavimo uslove ravno- B
teze (58):

&

Z My =My — M cos 45° = 0.
Z My =My — M cos 45° = 0.

|
‘Tre¢i od ovih uslova zadovoljen je identi¢no. i y ] ¥
Iz dobivenih jednadina proizlazi da mora biti M, = My, tj. F = Fi. pal;e nalazimo da je
|
|
\

S1. 109

m, - . =
M=——=M,)/2=Fal2
" cos 45° 3 V V
Kako je M = Fy a/2, onda sleduje da je Fy,=F.
Prema tome, ravnoteza je moguéna kada je F = F,. ‘

Reakcije u $tapovima tom prilikom brojéano su jednake F i usmere?e tako, kako je prika-
Zano na crtezu. ‘

§ 46. Svodenje (redukcija) prostornog sistema sila n+ datu tacku

Do sada dobiveni rezultati omoguéuju da redimo zadatak svodenja (reduk-
cije) proizvoljnog prostornog sistema sila na tacku. Ovaj zadatak je analogan zadat-
ku koji smo ve¢ resili u § 22, i moze se
resiti kori$¢enjem teoreme o paralelnom
prenoSenju sile. Da bismo preneli silu
Jacs

F koja u tacki 4 (sl. 110, a) deluje na
telo, tako da ona deluje u tatki O, na-

. ) . —-> - . -> ->
nesimo u tacki Osile F' = FiF’ — — F.

- >
Tada ¢e u tatki O delovati sila F' = F,
__)

SL. ITO

> ) = 5 * . a
i njoj ¢e biti pridodat spreg (F, F"),&iji je moment I, §to se moze prikazati
.slikom 110, &. Pri tome je

-5
W= M| (59)
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5> 5 > -
Neka sada na telo deluje proizvoljan sistem sila Fy, Fp, Fs, . . . s F, (sl. 111, a).

Izaberimo proizvoljnu tacku O za redukcionu ta¢ku i prenesimo u nju sve sile datog
sistema sila, priklju¢ujuéi im tom prilikom i odgovarajuce spregove. Tada ¢e na telo
delovati sistem. sila

> -» -> -
n>

- -
F,=F, F;=Fy..., = (60)

sa napadnom tackom u tacki O, i sistem spregova, Ciji ¢e momenti, prema formuli
(59), biti jednaki

=y=>

> > -2 - Sy
m'(\l =3 MFOI, ,S.D(‘2 T Mf)a’ iy }})(‘n pl Mgu ) (61)

£
Sile-koje deluju u tacki O zamenimo jednom silom F, Cija je napadna tacka

- -
u istoj tacki. Pri tome je Fr = XF;, ili prema jednacini (60)

e

F,=ZF | (62

Da bismo slozili sve do-
bivene spregove, treba geo-
metrijskim putem sabrati sve
vektore koji predstavljaju mo -
mente tih spregova. U kraj-
njem rezultatu sistem sprego-
va bi¢e zamenjen jednim spre-

=
SL. 111 gom, Ciji je moment M, =
>
= X', ili prema jednacini
(61)
- —>;E_
M, = ZM, . (63)

Y
Kao i u slu¢aju ravnog sistema sila, veli¢ina F,, koja je jednaka geometrijskoj

sumi svih sila, zove se glavni vektor sistema sila; sli¢no tome, veli¢ina ﬂ_f}io, koja je
jednaka geometrijskoj sumi momenata svih sila za tacku O zove se glavni momerit
datog sistema sila za tacku O.
Na taj na¢in smo dokazali slede¢u teoremu: bilo koji sistem sila, koji deluje na
kruto telo, prilikom svodenja (redukcije) na proizvoljno uzetu talku O, moge se zameniti
5 v

jednom silom F, koja je jednaka glavnom vektoru sistema, nanetom u redukcionoj

_)
tatki O, i jednim spregom, &iji je momzent I, jednak glavnom momentu sistema sila
za tacku O (sl. 111, b).

S -
Vektori F, i Mo obifno se odreduju analiticki, tj. njihovim projekcijama na
koordinatne ose.



|
|
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_)
Izrazi za X <3 YR, 7 o SU poznati (§ 10). Projekcije vektori m oha koordinatne
ose oznati¢emo sa I, I, M. Na osnovu teoreme o projekciji sume vektora na

5>
osu bice M, = X (M5, ili, prema jednacini (54), M, —= M = IM,. Analog-

nim putem moZemo odrediti i veli¢ine I, i M.
-

Prema tome, za odredivanje projekcija glavnog vektora R{i glavnog momenta

’.D?’o dobijamo formule

XR = ZX,‘, YR == Eyv: ZR == ZZﬂ‘ (64)
m, = ZM,, M, =IM,, M. =ZM.. (65)

T
|

. . . . | .
1z dokazane teoreme proizlazi da su dva sistema sila meduisobom ekvivalentna
'

=4
ako im se poklapaju glavni vektori e i glavni momenti . PrFma tome, za proiz-
voljni sistem sila, koji deluje na kruto telo, dovoljno je dati samo njegov glavni vektor
i glavni moment za datu tacku, tj. drugim recima, dovoljno je dati samo Sest veli-
¢ina, koje su odredene jednacinama (64) i (65). l

Zadatak 42. Odrediti optere¢enja u preseku A4, sloZeno opterécene grede, prikazane

= =% | =p
na sl. 112, a. Sila F, prolazi kroz tezi$te desnog dela grede; sila F lezi u ra\{ni Oxz; sila F, je para-

lelna osi Oy. ‘

e
iR
R B
R L —4—= e
i e %
1 ) F
SL 112 |

Regenje. TraZena optere¢enja odredi¢emo na slican nacin kako je to bilo pokazano u zadatku
18 (§ 22). Iz tog razloga redukujmo sve sile na tatku O — teZiSte preseka. P‘ovucimo kroz tacku O
koordinatne ose x, v, 2 i odredimo glavni vektor i glavni moment datog sis*ema sila po formulama
(64) i (65). Tako dobijamo:

XR=Fsina—F2, YR=—F1, . ERch;sa;
SIRx=Flb- 5)Ry=Fbsina—F2T2—, ] z-:Fl-E'

Prema tome, u preseku A4, delovaée (sl. 112, b): dve popre¢ne (trapsverzalne} sile jednake
Xgr i Yg, aksijalna (zateZuca) sila jednaka Zg, i tri sprega ¢iji su momenti ty, Ny i M3 prva dva
od ovih spregova savijaju gredu oko osa Ox i Oy, dok tre¢i uvija gredu oko ose Oz.
[

§ 47*. Svodenje prostornog sistema sila na prostiji oblik

Teorema koja je dokazana u § 46 omogucuje da se ustanovi na kakav.se najprostiji
oblik mozZe svesti dati prostorni sistem sila. U tom cilju dovoljno je da se samo
odredi glavni vektor i glavni moment za proizvoljnu tacku dato y sistema sila i da se
onda ispituju dobiveni rezultati. %

l

|
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Mogu da nastupe slededi slucajevi:

> -
1) Ako je za dati sistem sila Fp, = 0 i M, = 0, onda se dati sistem sila nalazi
u ravnoteZi. Taj slucaj bi¢e razmotren u slede¢em § 48.

> -
2) Ako je za dati sistem sila F,, = 0, a M, + 0, onda se dati sistem sila svodi

na spreg sila, ¢iji je moment odreden jednacmom (65). Slobodno kruto telo mo¥e
pod dejstvom takvog sistema sila da vrsi (ali

117_751 ne uvek) Cisto obrtno kretanje.
I
Q:J 3) Ako je za dati sistem sila F =|= 0, a
: I =

Fx on Fa EUZO = 0, onda se on svodi na rezultantuF FR,
. koja prolazi kroz tatku O. Veli¢ina rezultan-

Fr te izraCunava se pomocu formule (64).
o Slobodno telo pod dejstvom takvog si-
SL 113 stema sila moze da vr$i Cisto translatorno kre-

tanjc (ako se tacka O poklapa sa te21stem tela)
4) Ako ]e za dati sistem sila FR % 0, ED"O £ 0, ali je pri tome EDEO _J_ FR,

“onda se takode dati sistem sila svodi na rezultantu, koja je jednaka F FR, ali
koja ne prolazi kroz tacku O.

- - - =5
Naime, ako je M, L Fg, spreg, koji je prikazan vektorom M, i sila Fy leze

- -
u jednoj ravni (sl. 113). Tada, ako izaberemo sile F = 1 Fy , koje su po intenzitetu

jednake Fp, i ako ih postavimo tako kako je pokazano na sl. 113, dobi¢emo da su sile
_)

- - -
FpiF medusobno uravnoteZene, pa se sistem sila svodi samo na rezultantu F = Fp,

koja prolazi kroz tatku O’ (vidi § 23, tatka 3, b). Rastojanje 0O’ (OO’ | F, R) odreduje
se pri tome po formuli (3 1), gdejed = O'O.

Lako je uveriti se da ¢ée razmatrani
sluCaj u stvarnosti uvek nastati kod pro-
izvoljnog sistema paralelnih sila, ili pak
kod sila koje leZe u jednoj ravni, ako je

_)

glavni vektor tog sistema Fj = 0
5) Ako je za dati sistem FR * O

9JLO + 0, i ako je pr1 tome vektor Sﬁo

paralelan vektoru FR (sl. 114, a), onda
=
SL 114 se dati sistem sile svodi na silu Fp i

> -
spreg. (F, F’), koji lezi u ravni upravnoj
na sili (sl. 114, b). Takav jedan skup iz sile i sprega zove se dinamitki zavrtanj ili
>

dinama, a prava duz koje je usmeren vektor Fy zove se osa diname. Dalje upro$éenje
takvog sistema sila nije mogucno, jer se pri prenosu spregova sistem ne mefja,
._)

, -
dok se pri prenosu sile Fy, iz tatke O u bilo koju drugu tatku C, momentu I , uvek:
_>

* . . . _)F v ’ s 28
pridodaje njemu upravni moment EUE(; = M R zbog Cega Ce rezultuju¢i moment
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> - - ) =l . A
Me = My + M, nesto da poraste. Prema tome, ovakav jedan sistem sila ne moze
se svesti na jednu rezultantu, ili pak na jedan spreg. Slobodno k‘ru'to telo pod dejstvom
takvog sistema sila moZe da vrsi samo slo¥eno (zavojno) kretanFe.
_)

Ako jednu od sila sprega, na primer F’, slozimo sa |

-»>
silom F, onda se dati sistem sila zamenjuje dvema ukr-
-> >

Stenim silama F, i F, koje ne leZe u jednoj ravni (sl. 115).
Posto je dobiveni sistem sila takode ekvivalentan dinami,
onda se on takode ne moZe zameniti. rezultantom.

1 . L s SL 115
6) Ako je za dati sistem sila Fp £ 0iMo =0,
- -
i ako pri tome vektori 9o i Fr nisu normalni jedan na drugi, niti sumedusobom

paralelni, onda se dati sistem sila svodi takode na dinamu, alii u tom slucaju osa te
diname neée prolaziti kroz tatku O. ‘

>
Da bismo ovo dokazali razlozimo vektor'?JJtO u njegove 7 —
et o : M &
komponente: 9M;, koja je usmerena du pravca Fk,i M., P
- .
ja j . . da j = " ‘ 4
koja je normalna na F, (sl. 116). Tada je M, _§1Jtocoi a, =2 A B
M, =M _sina, gde je @ ugao izmedu vektora M_iF.. | G
2 > > > o ‘ 1
Spreg, predstavljen vektorom S)Rzi M, 1 FR) i silu FR, , =
moZemo, kako je pokazano na sl. 113, zameniti jednom silom 0 R
X 3 DL ) |
F;z’ koja deluje u tatki O’. Kao §to’ vidimo u krajnjem rezul- SL. 116

y > >
tatu dati sistem sila stvarno je zamenjen silom F’/ — F
' 4 T N R
i spregom &iji je moment N,, a koji je’paralelan’sa F, s tj. 52 0som diname Koja prolazi kroz tatku O’
§ 48. Uslovi ravnotee proizvoljnog prostornog sistema sila.
h ;' 'Sluc¢aj paralelnih sila
o\

Proizvoljan prostorni sistem sila, sli¢no Kao i sistem sila'u ravni, mo¥e se
redukovati na proizvoljnu tatku O i zameniti glavnim ‘vektorom I?'R i glavnim
momentom sﬁio [vrednosti za I?Ri Eff)c‘o odreduju se jednaéinam‘ta (62) i (63)]. Rasu~
divanja su ovom prilikom ista kao i u § 24, tj. i ovom prilikom zaklju¢ujemo da,

da bi ‘proizvoljan prostorni sistem sila bio u ravnotezi, potrébno je i dovoljno,
L > - >
da jednovremeno bude Fr =01 Mo = 0. Vektori Fy i PNo m »gu da budu jednaki

nuli, tada i samo tada, kada su jednovremeno jednake nuli sve njihove projekcije
|
na koordinatne ose, tj. kada je' Xp=Yr=2r=0, i ED?"x =, =M, =0,

ili, kada, prema jedna¢inama (64) i (65), dati sistem sila. zadovoljava uslove
J .

ZX; =0, ZY; =0, 2Z; = 0;

. . | (66)
IM,=0, ZM;=0, IM,=0.

7 Mehanika
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Prema tome, moZemo reéi: da bi proizvoljan prostorni sistem sila bio u ravnotezi,
potrebno je i dovoljno, da suma projekcija svih sila na svaku od triju koordinatrih osa

i suma momenata za te ose bude jednaka nuli.*

Jednatine (66) izrazavaju istovremeno neophodne uslove ravnoteze slobodnog
krutog tela, na koje deluje proizvoljan prostorni sistem sila. Pri tome, prva tri
uslova izrazavaju potrebne uslove da se telo ne pomera duZz koordinatnih osa, a
druga tri uslova izraZavaju potrebne uslove da se telo ne obrée oko tih osa.

Ako na telo osim sila deluje takode i spreg; koji je odreden svojim momentom, onda se oblik
prvih triju uslova (66) ne menja (suma projekcija sila na bilo koje ose jednaka je nuli), dok poslednja

tri uslova imaju nesto drugojaciji oblik i glase

ZM, + My =0, EM,+ M, =0,  EM,+ M;=0. (67)

Slutaj paralelnih sila. U slu¢aju kada
su sve sile, koje deluju na kruto telo, paralelne me-
dusobom, mogu se koordinatne ose izabrati tako,
da osa z bude paralelna silama (sl 117). U tom
slutaju ¢e projekcija svake od sila na ose x i y biti
jednaka nuli, a isto tako i moment svake sile za osu
2, pa ¢e se uslovi (66) redukovati samo na tri uslova:

SL 117 >Z;—0, ZM,=0, ZM,=0. | (68)

Ostali uslovi ravnoteze imaju tom prilikom oblik 0 = 0.

Prema tome, 2a ravnoteu prostornog Sistema paralelnih sila potrebno je i dovoljno
da suma projekcija svih sila na osu paralelnu silama, 1-suma momenata sila za druge
dve koordinatne ose, bude jednaka nuli.

\§ é?. Varinjonova teorema o momentu rezultante za osu

5> > > -
Neka na kruto telo deluje sistem sila Fy, Fa, Fg, - - - » F , koji se svodi na rezul-

__}
tantu F,, &ija napadna linija prolazi kroz neku tacku C (sl. 118). Nanesimo u 10j
- —» - -
tatki silu F.= — F,. Tada ¢e sistem sila F;, Fs,

- ->
Fy .« .- 5By Fi biti 0 ravnotezi, pa ¢e za taj sistem
biti ispunjeni uslovi (66). Za bilo koju osu Ox tom
prilikom bice

o 5
IME + Mzr = 0.
. > =y
Medutim, kako je sila F; = — F, i kako su ove
- =
SL 118 sile usmerene du¥ iste prave, to je My" = — M;r

=Y

’

Ako ovu vrednost za MET smenimo u prethodnu jednacinu, dobi¢emo iz nje

-> -

Mfr _ EMfi. (69)

* Pri postavljanju uslova ravnoteze (66) moZe, ako je to korisno, da se izabere za izracu-
navanje projekcija jedan koordinatni sistem, a za izralunavanje momenata drugi koordinatni sistem.
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Prema tome, ako se dati sistem sila svodi samo na rezultantu, onda je moment
te rezultante za bilo koju osu jednak algebarskoj sumi momenata komponentnih sila
za istu osu (Varinjonova teorema).

§ 50. Zadaci o ravnoteZi tela pod dejstvom prostorwog sistema sila

Princip re$avanja zadataka iz ovog poglavlja ostaje isti kao i za ravan sistem
sila. Kada ustanovimo telo &iju ravnoteZu treba prouciti, Anda dejstvo veza na
telo zamenjujemo njihovim reakcijama i postavljamo uslove ravnoteze tela, sma-
trajuéi da je telo slobodno. Iz dobijenih jednacina odredujemo tada traZene velicine.

Da bi se dobile $to prostije jednadine ravnoteze preporucuje se da se ose koor-
dinatnog sistema postave tako, da seku $to je mogucno vedi| broj nepoznatih sila,
ili da budu upravne na $to je moguéno vecem broju sila (qaravno ukoliko to ne
otezava odredivanje projekcija sila na ose ili izracunavanje n-fmenata drugih sila).

1

Novi element koji se pojavljuje sada pri postavljanju uslova ravnoteze je izra-

¢unavanje momenata sila za ose.

U slucaju ako je sa crteza te$ko da se vidi ¢emu je jednak moment neke sile
za neku osu, preporuluje se da se na pomo¢nom crtezu nacrta projekcija posma-
tranog tela (zajedno sa silom) na ravan koja je upravna na t#i 0si.

U sludajevima kada se pri izraCunavanju momenata po%ave teskoce oko odre-
divanja projekcija sila.na odgovarajucu ravan, ili pak, krakova tih projekcija za
odgovarajuée ose, preporuluje se da se data sila razloZi u svoje komponente, medu-
sobno upravne (od kojih jedna treba da je paralelna bilo kojoj koordinatnoj osi),
a zatim treba iskoristiti Varinjonovu teoremu. Osim toga, momenti mogu, kada

je to potrebno, da se izratunaju i analitickim putem prekoi formula (52).

Zadatak 43. Pri podizanju homogene pravougaone ploce, dimeanija aib (sl. 119), jedan
od radnika dr#i je za teme A. U kojim tatkama B i D treba da drZe pioéu druga dva radnika da
bi sile kojima svaki od radnika pridrZava ploCu bile jednake.

- -

Re§enje. Razmotrimo ravnotezu ploce, koja se, kao slobodncﬂ‘ telo, nalazi u ravnotez
e
pod dejstvom Cetiri paralelne sile Fy, F,, Fs, ‘

- - F4 \ ,'_-’
G, gde je G tezina ploe. Za ove sile postavi- !
mo uslove ravnoteze (68), smatraju¢i da je / b A
plo¢a horizontalna i povucimo koordinatne ose E S5 = 0]
tako kako je pokazano na sl. 119. Tako dobi- 2 I ¢ St
jamo: B J szl'/\"/ /
. e
] 2Z=F+F,+F,—-—G=0, //,/ D } E M Py
EM, = Fib+ Fay— G2 =0 z ' /
ol I § o) 2 == 0y y E-
: a Sl 119 ~
EMVz—an—F;,x%—GE:O. ‘

Prema uslovima zadatka mora da bude F; = F, = F3 = F. Tada iz prve pd ovih 'iednaéina
dobijamo G = 3F. Ako ovu vrednost smenimo u druge dve jednacine, kada ih skratimo sa F»

dobi¢emo

3 3
b-}—y:—ib, a+x=—2—d.
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odakle nalazimo:
a
’2_ >

Zadatak 44. Na horizontalno vratilo, koje se oslanja na lezita 4 i B (sl. 120), nasadena
su-upravno na osu vratila kotur 