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Glava 1

Uvod

Istorijat

Rexava�e sistema linearnih jednaqina datira jox od vremena Vavi-
lona, pre oko 4000 godina. Ve� tada su Vavilonci znali da rexe jedno-
stavne sisteme jednaqina sa dve nepoznate. Kasnije, oko 200 godina pre
nove ere, u Kini je objav	ena k�iga ,,Matematika u devet poglav	a\
(eng. ,,Nine chapters of the mathematical art“) u kojoj se, u osmom poglav	u,
bave rexava�em sistema tri i vixe jednaqina sa tri i vixe nepoznatih.
Jedan od primera iz osmog poglav	a ove stare kineske k�ige je slede�i
primer.

Primer 1.0.1. 3 snopa dobrog, 2 sred�eg i 1 loxeg �ita daju 39
merica zrna,
2 snopa dobrog, 3 sred�eg i 1 loxeg daju 34 merice zrna,
1 snop dobrog, 2 sred�eg i 3 loxeg daju 26 merica zrna.
Tra�i se koliqina zrna u snopu dobrog, sred�eg i loxeg �ita.

Problem se zapravo svodi na rexava�e sistema od tri jednaqine sa
tri nepoznate, odnosno na rexava�e slede�eg sistema

3x+ 2y + z = 39

2x+ 3y + z = 34

x+ 2y + 3z = 26.

Postupak rexava�a iz tog vremena se svodi na transformacije kolona
tabele u kojoj su koeficijenti sistema zapisani uspravno1 dok se ne

1u to vreme Kinezi su pisali uspravno

2
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dobije trougaoni oblik. Za navedeni primer tabela je

3 2 1
2 3 2
1 1 3
39 34 26

,

a rexe�e je ure�ena trojka

(
37

4
,
17

4
,
11

4

)
.

Iako nam je danas taj algoritam poznat kao ,,Gausov algoritam\ on
je i u evropskoj matematici bio poznat mnogo pre Gausa. Francuski
matematiqar i kalu�er, Buteo2, je na ovaj naqin rexavao linearne
sisteme u svojoj k�izi Logica, iz 1559. godine.

Linearna algebra je pravi napredak do�ivela tek u drugoj polovini
17. veka. Gaus je tokom 17. veka razvio metodu najma�ih kvadrata u
svojim radovima i k�izi Theoria motus coelestum(1809) koju je prime�i-
vao na linearne sisteme. Svodio je sisteme eliminacijom na dijagonalni
oblik. Gausova teorijska istra�iva�a nisu bila ni blizu teorije linea-
rnih sistema, pa je naziv ,,Gausov algoritam\ doxao tek kasnije, kada su
razvojem numeriqke matematike �egovi radovi iz prime�ene matematike
dobili zaslu�eno mesto.

Znaqaj sistema linearnih jednaqina

Sistemi linearnih jednaqina su nezaobilazni deo matematiqkog
raquna�a za sve prirodne nauke. Istra�ivaqki radovi iz oblasti
hemije, fizike, ekonomije, raqunarstva i drugih nauka gotovo su nemogu-
�i bez upotrebe sistema linearnih jednaqina. Osim toga, koriste�i
linearne jednaqine i sisteme mo�emo predvideti troxkove u svakodne-
vnom �ivotu, izraqunati koliko �e nas koxtati kamata u banci prili-
kom podiza�a kredita, predvideti zaradu za neki odre�eni period,
izraqunati xta nam je isplativije ukoliko imamo vixe opcija u ponudi
i mnoge druge stvari. Zbog svega navedenog mo�emo re�i da je ova oblast
matematike nezaobilazna u �ivotu svakoga od nas.

2 Johannes Buteo, ro�en kao �an Borel,zanim	ivost o �emu je da je jedan od
matematiqara koji su pokuxali da izraqunaju kojih dimenzija je trebalo da bude
Nojeva Barka kako bi u �u stale sve �ivoti�e sveta. Osim navedene k�ige, objavio
je jox k�ige Opera Geometrica (1554) i De quadratura circuli libri duo (1559)
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Sistemi linearnih

jednaqina

U ovom poglav	u osvrnu�emo se na to kako se sistemi linearnih
jednaqina uvode na fakultetu[1].
Neka je F po	e (osnovno po	e ili po	e koeficijenata). Pre nego xto
definixemo sistem linearnih jednaqina potrebno je da definixemo
linearnu jednaqinu.

Definicija 2.0.1. Linearna jednaqina sa n nepoznatih nad po	em
F predstav	a jednaqinu oblika

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = b,

pri qemu su svi ai, b ∈ F, a xi (i = 1, . . . , n) su nepoznate ili promen	ive.

Definicija 2.0.2. Sistem linearnih jednaqina (ili linearni si-
stem) sa m jednaqina i n nepoznatih nad po	em F je skup od m takvih
jednaqina oblika:

a11x1 + a12x2+ · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2+ · · ·+ a2nxn = b2
...

am1x1 + am2x2+ · · ·+ amnxn = bm

, (2.1)

pri qemu su svi aij i bi (i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n) iz po	a F. Elemente
aij nazivamo koeficijenti, bi slobodni qlanovi, a xi nepoznate siste-
ma.

4
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Matrica koeficijenata:
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n

. . .
am1 am2 . . . amn

 ,

naziva se matrica sistema, dok se matrica:
a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2

. . .
am1 am2 . . . amn bm


naziva proxirena matrica sistema.
Rexe�e sistema je ure�ena n−torka (c1, c2, . . . , cn) ∈ Fn koju kada
zamenimo umesto nepoznatih dobijamo m jednakosti u po	u F.

Neka je S skup rexe�a sistema linearnih jednaqina. Za sistem
ka�emo da je saglasan ukoliko je skup rexe�a neprazan, odnosno ako
va�i da je S ̸= ∅, a nesaglasan ukoliko je S = ∅. Saglasan sistem je
odre�en ako je skup S jednoqlan, odnosno neodre�en ukoliko skup S ima
vixe od jednog elementa. Rexiti sistem znaqi odrediti elemente skupa
S. Da	e razlikujemo dve sluqaja u zavisnosti od toga qemu su jednaki
slobodni qlanovi bi, i = 1, . . . ,m - ako je b1 = b2 = · · · = bm = 0 za
sistem ka�emo da je homogen, u suprotnom za sistem ka�emo da je neho-
mogen. Va�no je napomenuti da svaki homogeni sistem ima trivijalno
rexe�e, a to je rexe�e (0, 0, . . . , 0) ∈ S, pa je samim tim svaki homogen
sistem saglasan. Tako�e, ukoliko je homogen sistem odre�en on ima samo
trivijalno rexe�e, dok neodre�en homogen sistem ima i rexe�a koja
nisu trivijalna.

Sistem je jednoznaqno odre�en svojom proxirenom matricom, a svakim
sistemom je jednoznaqno odre�en �egov skup rexe�a. Me�utim, mo�e
se desiti da dva razliqita sistema imaju isti skup rexe�a, xto nas
dovodi do pojma ekvivalentnosti sistema linearnih jednaqina.

Definicija 2.0.3. Neka je pored sistema (2.1), qiji je skup rexe�a
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S, dat i slede�i sistem:

a′11x1 + a′12x2+ · · ·+ a′1nxn = b′1
a′21x1 + a′22x2+ · · ·+ a′2nxn = b′2

...

a′k1x1 + a′k2x2+ · · ·+ a′knxn = b′k

, (2.2)

sa istim brojem nepoznatih i skupom rexe�a S ′. Va�i da je S, S ′ ⊂ Fn.
Sistemi (2.1) i (2.2) su ekvivalentni ako je S = S ′.

Ukratko, dva sistema su ekvivalentna ako je svako rexe�e jednog
sistema istovremeno i rexe�e drugog, i obrnuto. Ekvivalentnost sistema
nam je va�na zbog toga xto postupnom transformacijom sistema u
jednostavniji oblik, vode�i raquna o ekvivalentnosti sistema u svakom
koraku, na kraju dobijamo rexe�e koje je tako�e rexe�e polaznog sistema.

Definicija 2.0.4. Neka je dat sistem (2.1), oznaqimo ga slovom A.
Elementarna transformacija prvog tipa pij (i = 1, . . . ,m, i ̸= j) jeste
zamena mesta i−te i j−te jednaqine u sistemu A.

pij : A 7→ pij(A).

Elementarna transformacija drugog tipa qij(λ) (i, j = 1, . . . ,m, i ̸=
j, λ ∈ F) je dodava�e j−toj jednaqini sistema i−te pomno�ene brojem
λ.

qij(λ) : A 7→ qij(λ)(A).

Elementarna transformacija tre�eg tipa ri(λ) (i = 1, . . . ,m, λ ∈ F)
jeste mno�e�e i−te jednaqine sistema A brojem λ ̸= 0.

Ako je sistem A′ dobijen primenom konaqnog niza elementarnih
transformacija od sistema A, ka�emo da je dobijen ekvivalentnom
transformacijom i obele�avamo to sa A⇝ A′.

Teorema 2.0.1. Ako je A ⇝ A′, tada je A′ ⇝ A i S(A) = S(A′),
odnosno sistemi A i A′ su ekvivalentni.

Dokaz. Da bismo dokazali da su sistemi nakon ekvivalentnih transfor-
macija zaista ekvivalentni potrebno je da doka�emo da svaka od elementar-
nih transformacija sistema ima inverznu transformaciju.
Neposredno se vidi da va�i slede�e:

(pij)
−1 = pij,
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(qij(λ))
−1 = qij(−λ),

(ri(λ))
−1 = ri(λ

−1),

xto dokazuje naxe tvr�e�e.
Dakle, na osnovu prethodnog mo�emo da zak	uqimo da ako je c =

(c1, c2, . . . , cn) rexe�e sistemaA onda je ono i rexe�e sistema pij(A), qij(A)
i ri(A). Odnosno, elementarne transformacije prevode sistem u �emu
ekvivalentan, a nakon primene konaqnog niza elementarnih transformacija
dobijamo da je S(A) = S(A′).

Teorema 2.0.2. (Gausova1 metoda eliminacije2)

i) Svaki sistem A oblika:

a11x1 + a12x2+ · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2+ · · ·+ a2nxn = b2
...

am1x1 + am2x2+ · · ·+ amnxn = bm

,

ekvivalentan je stepenastom sistemu A′ oblika:

a′1j1xj1 + . . .+ a′1nxn= b′1

a′2j2xj2 + . . .+ a′2nxn= b′2
...

a′rjrxjr + . . .+ a′rnxn= b′r

0= b′r+1

...

0= b′m

, (2.3)

pri qemu je 1 < j1 < j2 < · · · < jr ≤ n i a′1j1 · a
′
2j2

· · · a′rjr ̸= 0.
Promen	ive xj1 , . . . , xjr u sistemu stepenastog oblika nazivaju
se glavne promen	ive, dok se ostale (ako ih ima) xi, i ̸= j1, . . . , jr,
nazivaju slobodne promen	ive. Koeficijenti a′1j1 , . . . , a

′
rjr su glav-

ni koeficijenti.

1 C. F. Gauss (1777-1855), nemaqki matematiqar
2Ovu metodu �emo kasnije uvesti i obraditi na naqin na koji se uvodi u sred�oj

xkoli
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ii) Sistem (2.3) je saglasan ⇔ on ne sadr�i jednaqine oblika 0 = b′k
za b′k ̸= 0.

iii) Pretpostavimo da sistem ne sadr�i jednaqine oblika 0 = b′k za
b′k ̸= 0. Tada:

1) Sistem (2.3) je odre�en ako je r = n, to jest nema slobodnih
promen	ivih. U tom sluqaju je ji = i, n ≤ m i sistem ima
slede�i oblik:

a′11x1 + . . .+ a′1nxn= b′1
a′21x2 + . . .+ a′2nxn= b′2

...

a′nnxn= b′n

,

pri qemu smo izostavili jednaqine oblika 0 = 0, ukoliko
ih ima. Rexe�e ovog sistema se dobija hodom unazad, tj.

xk =
1

a′kk

[
b′k −

∑
j>k

a′kjxj

]
, k = n, n− 1, . . . , 1.

2) Za r < n sistem je neodre�en. Do skupa rexe�a ovog sistema
dolazimo tako xto slobodnim promen	ivima dajemo proi-
zvo	ne vrednosti iz po	a F, a glavne promen	ive odre�ujemo
hodom unazad:

xjk =
1

a′kjk

[
b′k −

∑
j>jk

a′kjxj

]
, k = r, r − 1, . . . , 1.

Pri tome postoji bijekcija izme�u skupova S(A) i Fn−r.

Dokaz. i) Tra�imo prvu kolonu (sleva nadesno) koja sadr�i element
koji nije jednak nuli. Ukoliko takve kolone nema, r = 0 i svi
koeficijenti sistema su jednaki nuli, odnosno, sistem se sastoji
iz jednaqina oblika

0 = bi.

Ako takva kolona postoji, oznaqimo sa j1 �en redni broj. Zamenom
vrsta mo�emo vrstu u kojoj je aij1 ̸= 0 da dovedemo na mesto a1j1 .
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Nada	e smatramo da je a1j1 ̸= 0, da su svi elementi u kolonama
1, 2, . . . , j1−1 jednaki nuli i da sistem ne sadr�i nepoznate x1, x2,
. . . , xj1−1. Element a1j1 nam slu�i za eliminaciju nepoznate xj1

iz svih narednih jednaqina sistema. Sada prvu jednaqinu delimo
sa a1j1 , a mno�imo redom sa a2j1 , . . . , amj1 i oduzimamo dobijene
jednaqine redom od druge, tre�e,. . . , m−te, nakon qega dobijamo
sistem A′′ oblika:

a1j1xj1 + a1j1+1xj1+1+ · · ·+ a1nxn = b1

a′′2j1+1xj1+1+ · · ·+ a′′2nxn = b′′2

. . .

a′′mj1+1xj1+1+ · · ·+ a′′mnxn= b′′m

,

koji promen	ivu xj1 sadr�i samo u prvoj jednaqini. Sistemi A i
A′′ su ekvivalentni jer je sistemA′′ dobijen primenom elementarnih

transformacija p1j1 , q12(−
a2j1
a1j1

), . . . , q1m(−
amj1

a1j1
) na sistem A.

Sada isti ovaj postupak primenimo na sistem A′′. Tra�imo prvu
slede�u kolonu sa m − 1 jednaqinom i nepoznatim xj1+1, . . . , xn.
Tra�imo prvu slede�u kolonu sa elementom razliqitim od 0,
sa rednim brojem j2. Zamenom vrsta dovodimo element a′′j2 ̸= 0 na
poqetno mesto i ponav	amo postupak eliminacije promen	ive xj2

redom iz druge, tre�e,. . . ,m−te jednaqine sistema. Posle konaqno
mnogo koraka (najvixem) ovog tipa eliminisa�emo sve nepoznate
i do�i do tra�enog sistema (2.3).

ii) Smer ⇒ je oqigledan zato xto sistem koji sadr�i jednaqinu 0 =
b, b ̸= 0 ne mo�e biti saglasan. Dokaz smera ⇐ sledi�e iz dokaza
pod iii).

iii) Pretpostavimo da je sistem saglasan, odnosno da sistem (2.3) ne
sadr�i jednaqine 0 = b, b ̸= 0. Zanemarimo sve jednaqine oblika
0 = 0, a to mo�emo jer time ne me�amo skup rexe�a. Iz svake od
jednaqina sistema mo�emo izraziti glavnu promen	ivu xjk preko
slobodnih, i to na slede�i naqin:

xjk =
1

a′kjk

[
b′k −

∑
j>jk

a′kjxj

]
, k = r, r − 1, . . . , 1.
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Ukoliko slobodnim promen	ivim dodelimo proizvo	ne vrednosti
ci ∈ F, i ̸= j1, . . . , jr, izraqunava�em po navedenoj formuli za k =
r, r−1, . . . , 1 dobijamo ,,hodom unazad\ redom vrednosti promen	i-
vih xjr , xjr−1 , . . . , xj1 . Na taj naqin izbor slobodnih promen	ivih
odre�uje vrednost glavnih. U tom sluqaju je sistem uvek saglasan,
qime je upotpu�en dokaz dela ii).
Za svaki izbor (n− r)−torke vrednosti slobodnih promen	ivih
(ci | i ̸= j1 . . . , jr) ∈ Fn−r dobijamo jednoznaqno odre�enu r−torku
vrednosti glavnih promen	ivih (cj1 , . . . , cjr) ∈ Fr i na taj naqin
jednoznaqno odre�eno rexe�e sistema (c1, . . . , cn) ∈ S(A) ⊂ Fr.
Time je pokazano da postoji bijekcija izme�u skupa rexe�a S(A)
i skupa Fn−r.
Ako je n = r, kako va�i 1 < j1 < j2 < · · · < jn ≤ n, mora da bude
ji = i. U ovom sluqaju nema slobodnih promen	ivih, a vrednosti
glavnih promen	ivih (koje su u ovom sluqaju sve promen	ive)
poqev od xn su jednoznaqno odre�ene pa je i sistem odre�en.

Napomene

1. Prilikom rexava�a sistema primenom elementarnih transforma-
cija dovo	no je pisati samo koeficijente i slobodne qlanove u
obliku tablice

a11 . . . a1n b1
. . .

am1 . . . amn bm

,

jer se oznake promen	ivih ponav	aju u odgovaraju�im kolonama.

2. Primetimo da su u dokazu teoreme 2.0.2 korix�ene samo transfor-
macije prvog i drugog tipa. Primenom transformacija tre�eg
tipa na prvih r jednaqina sistema (2.3) koeficijenti a′1j1 , . . . , a

′
rjr

koji su razliqiti od nule se mogu uqiniti jednakim 1, xto se u
praksi qesto prime�uje.

3. Fundamentalni skup rexe�a linearnog sistema.

U sluqaju saglasnog neodre�enog sistema, ako za slobodne promen	ive
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uzmemo redom, za sve j ̸= j1, . . . , jr, (n−r) specijalnih (n−r)-torki

(c
(j)
i | i ̸= j1, . . . , jr) iz Fn−r u kojima je

c
(j)
i = δij

3 = δij =

{
1, i = j

0, i ̸= j
,

dobi�emo ukupno (n − r) rexe�a sistema c(j) = (c
(j)
1 , . . . , c

(j)
n ) ∈

S(A), j ̸= j1, . . . , jr koja qine fundamentalni skup rexe�a sistema
A.
Na osnovu fundamentalnog skupa rexe�a, koriste�i operacije
sabira�a n-torki i �ihovog mno�e�a skalarom, mo�e se opisati
ceo skup S(A) rexe�a sistema A jer se proizvo	na (n− r)-torka
slobodnih promen	ivih (ci | i ̸= j1, . . . , jr) mo�e zapisati pomo�u
specijalnih (n− r)-torki

(ci | i ̸= j1, . . . , jr) =
∑

j ̸=j1,...,jr

cj · (c(j)i | i ̸= j1, . . . , jr),

a onda se i proizvo	no rexe�e c mo�e izraziti pomo�u fundamen-
talnog skupa rexe�a.

4. Gaus-�ordanova metoda za rexava�e sistema linearnih

jednaqina.

Ova metoda se od metode navedene u teoremi 2.0.2 razlikuje u tome
xto se ponixtava�e koeficijenata uz glavne promen	ive vrxi
ne samo ispod teku�e jednaqine ve� i iznad �e. Na ovaj naqin
dobijamo stepenasti sistem koji glavnu promen	ivu sadr�i samo
u jednoj, �enoj jednaqini, i to sa koeficijentom 1. Po zavrxetku
imamo jednaqine koje daju gotove izraze za glavne promen	ive
preko slobodnih, odnosno imamo rexe�e sistema. Na ovaj naqin
smo izbegli ,,hod unazad\ jer smo ga implicitno izveli jox u
toku eliminacije. Ova metoda poznata je kao Gaus-�ordanova me-
toda. U sluqaju odre�enog sistema, kada je r = n, nakon izvrxene
eliminacije po ovoj metodi rexe�e �e se prikazati u koloni
slobodnih qlanova.

5. Rexava�e vixe sistema sa istim koeficijentima.

Ukoliko imamo vixe sistema sa istim koeficijentima, koji se

3Kronekerov δ-simbol
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razlikuju samo u slobodnim qlanovima postupkom eliminacije
mo�emo dobiti rexe�a svih sistema istovremeno. Dovo	no je
ispisati slobodne qlanove svih sistema kao kolone na desnoj
strani

a11 . . . a1n b
(1)
1 b

(2)
1 . . . b

(k)
1

. . . . . .

am1 . . . amn b
(1)
m b

(2)
m . . . b

(k)
m

,

a zatim elementarne transformacije prime�ivati na sve kolone
istovremeno.

6. Odgovaraju�i homogeni sistem.

Obele�imo sa A0 sistem

a11x1 + a12x2+ · · ·+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2+ · · ·+ a2nxn = 0

...

am1x1 + am2x2+ · · ·+ amnxn = 0

,

koji smo dobili iz sistema A tako xto smo sve slobodne qlanove
bi, i = 1, . . . ,m, u sistemu zamenili nulama. Sistem A0 naziva se
homogeni sistem koji odgovara sistemu A. Homogeni sistem A0

mo�e se svesti istim elementarnim transformacijama na homogeni
sistem A′

0, koji odgovara sistemu A′, xto vidimo da je mogu�e
na osnovu prethodne napomene. Na osnovu uslova iz teoreme 2.0.2
pod ii) vidimo da je dobijeni sistem saglasan, xto je u skladu sa
qi�enicom da je homogeni sistem uvek saglasan.

Tvr�e�e 2.0.1. Broj glavnih promen	ivih r, kao i same glavne promen-
	ive xj1 , . . . , xjr , 1 ≤ j1 < · · · < jr ≤ n, u teoremi 2.0.2 ne zavise
od redosleda eliminacije, tj. izbora elementarnih transformacija
prilikom svo�e�a sistema A (2.1) na sistem A′ (2.3). Jednoznaqno
odre�en broj r naziva se rang sistema A.

Za rexava�e sistema linearnih jednaqina postoje razliqite metode
koje se koriste na razliqitim nivoima obrazova�a. Prvi put se o
�ima govori u osmom razredu osnovne xkole, a teme koje se obra�uju
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su skup rexe�a, metoda suprotnih koeficijenata, smena i grafiqka
metoda. U sred�oj xkoli, posebno u gimnazijama i sred�im tehniqkim
xkolama, se zna�e iz sistema, steqeno u osmom razredu, u velikoj meri
proxiruje. U posebnim poglav	ima bi�e dat pregled oblasti koje se
rade u osnovnim i sred�im xkolama kao i odgovaraju�i zadaci.
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2.1 Sistemi linearnih jednaqina u

osnovnoj xkoli

Uvod

U osnovnoj xkoli, kao xto je navedeno u prethodnom poglav	u,
sistemi linearnih jednaqina se obra�uju u drugom polugodixtu osmog
razreda. Prvo se izuqava linearna funkcija i �en grafik, a potom i
sami sistemi dve linearne jednaqine sa dve nepoznate, kao i razliqiti
naqini za �ihovo rexava�e. Poseban akcenat je na primeni sistema
linearnih jednaqina prilikom rexava�a tekstualnih zadataka.[2]

Primer 2.1.1. Ove godine je vreme poslu�ilo vo�are i �ihov trud se
isplatio. Kajsije su rodile 20% bo	e nego prethodne godine. Zapravo,
prinos po stablu je porastao za 6kg.

Mo�emo li na osnovu ovih podataka da zak	uqimo koliki

je prinos po stablu bio proxle godine, a koliki je ove godine?

Obele�imo sa x prinos po stablu (u kilogramima) za proxlu godinu, a
sa y prinos po stablu (u kilogramima) za ovu godinu. Dati podaci nam
daju dve linearne veze izme�u nepoznatih veliqina x i y, tj. na osnovu
�ih mo�emo formirati dve linearne jednaqine sa dve nepoznate, uz
poxtova�e uslova da je x ≥ 0, jer prinos ne mo�e biti negativan.
Linearne jednaqine koje formiramo su y = 1, 2x i y = x + 6, a one
zajedno qine sistem linearnih jednaqina :

y = 1, 2x,

y = x+ 6.

Jednakosti y = 1, 2x i y = x+6 mo�emo posmatrati i kao dve razliqite
linearne funkcije. Grafici ovih funkcija se seku. Apscisa preseqne
taqke je rexe�e linearne jednaqine 1, 2x = x + 6, a zamenom u bilo
koju od dve polazne jednaqine dobi�emo vrednost ordinate. Dakle,
x = 30 i y = 36. Ure�eni par (30, 36) je rexe�e obe jednaqine pa je
i rexe�e sistema. Tako�e, ovaj ure�eni par predstav	a koordinate
preseqne taqke posmatranih grafika linearnih funkcija y = 1, 2x i
y = x+ 6.

U narednim poglav	ima �emo se baviti razliqitim metodama rexava-
�a sistema od dve jednaqine sa dve nepoznate.
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Linearna jednaqina sa dve nepoznate

Da bismo mogli da diskutujemo o sistemu linearnih jednaqina potre-
bno je da prvo uvedemo pojam linearne jednaqine sa dve nepoznate.

Definicija 2.1.1. Linearna jednaqina s dve nepoznate x i y je svaka
jednaqina ekvivalentna jednaqini oblika ax+by+c = 0, gde su a, b i c
realni brojevi, a koeficijenti a i b ne mogu istovremeno biti jednaki
nuli (a ̸= 0 ili b ̸= 0).

Primetimo da je u definiciji dozvo	eno da jedna od konstanti uz
nepoznate bude nula, u tom sluqaju bismo imali linearnu jednaqinu sa
jednom nepoznatom. Primeri linearnih jednaqina sa dve nepoznate su

2x− y + 1 = 0, 5x+ 2y + 7 = 0, −x+ 2y − 4 = 0.

Definicija 2.1.2. Rexe�e linearne jednaqine s dve nepoznate ax+
by + c = 0 je svaki ure�eni par (x0, y0) koji, kada zamenimo x sa x0 i y
sa y0, tu jednaqinu pretvara u taqnu brojevnu jednakost.

Na primer, ure�eni par (3,−4) jeste rexe�e jednaqine 3x+2y−1 = 0
jer zamenom u jednaqinu dobijamo 3 · 3 + 2 · (−4) − 1 = 9 − 8 − 1 = 0.
S druge strane, ure�eni par (1, 3) nije rexe�e ove jednaqine jer je
3 · 1 + 2 · 3− 1 = 3 + 3− 1 = 5 ̸= 0.

Primer 2.1.2. Koliko rexe�a ima jednaqina 5x− y − 2 = 0?

Proverom lako mo�emo da utvdimo da ure�eni parovi (0,−2),

(
2

5
, 0

)
,

(1, 3) jesu rexe�a date jednaqine. Me�utim, to nisu jedina rexe�a.
Data jednaqina ima jox (beskonaqno mnogo) rexe�a. Za svako x va�i
y = 5x − 2, pa je svaki ure�eni par oblika (x, 5x − 2) rexe�e date
jednaqine.

Ovaj primer mo�emo da reximo i na drugi naqin. Posmatrajmo
jednaqinu 5x − y − 2 = 0. Mo�emo je posmatrati kao implicitno
zadatu linearnu funkciju. Taj grafik (prava) je potpuno odre�en s
dve (razliqite) taqke koje mu pripadaju (mo�emo odrediti i vixe �ih,
ali su nam dve sasvim dovo	ne za crta�e grafika).

Dakle, na osnovu drugog dela prethodnog primera mo�emo da zak	uqi-
mo da svaku linearnu jednaqinu sa dve nepoznate ax + by + c = 0
(a ̸= 0 ili b ̸= 0) mo�emo tumaqiti kao implicitno zadatu linearnu



GLAVA 2. SISTEMI LINEARNIH JEDNAQINA 16

funkciju. Zato svakoj takvoj jednaqini pridru�ujemo pravu u koordina-
tnom sistemu. Ure�eni par koordinata svake taqke te prave je jedno od
rexe�a odgovaraju�e jednaqine.

Teorema 2.1.1. Jednaqina ax + by + c = 0, za a ̸= 0 ili b ̸= 0, ima
beskonaqno mnogo rexe�a, tj. ima onoliko rexe�a koliko prava ax +
by + c = 0, gde je a ̸= 0 ili b ̸= 0, ima taqaka.

Sistem od dve linearne jednaqine s dve nepoznate

Definicija 2.1.3. Opxti oblik sistema od dve linearne jednaqine
sa dve nepoznate x i y je

a1x+ b1y = c1,

a2x+ b2y = c2,
(2.4)

gde su a1, a2, b1, b2, c1, c2 ∈ R.

Definicija 2.1.4. Rexe�e sistema od dve linearne jednaqine sa dve
nepoznate x i y je svaki ure�en par realnih brojeva (x0, y0) koji je
rexe�e obe jednaqine tog sistema.

Primer 2.1.3. Otac je imao 30 godina kada se rodio �egov sin Marko.
Koliko godina sada ima Marko ako znamo da je trenutno otac tri puta
stariji od Marka?

Rexe�e. Da bismo mogli da reximo zadatak moramo da odredimo xta
nam je nepoznato u zadatku, imenujemo nepoznate, zatim odredimo vezu
izme�u nepoznatih, odnosno da postavimo sistem jednaqina.
Oznaqimo sa x godine sina, a sa y godine oca. Prva reqenica, koja ka�e
da je otac imao 30 godina kada se rodio sin, nam daje jednu vezu izme�u
nepoznatih x i y, odnosno daje nam linearnu jednaqinu sa dve nepoznate
oblika

y = x+ 30.

Druga reqenica nam daje jox jednu vezu izme�u nepoznatih. Qi�enicu
da je otac sada tri puta stariji od sina mo�emo zapisati kao

y = 3x.
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Dakle, opisanoj situaciji odgovara sistem od dve linearne jednaqine
sa dve nepoznate:

y = x+ 30,

y = 3x.
(2.5)

Ono xto preostaje je da na�emo ure�eni par realnih brojeva (x0, y0) koji
zadovo	ava obe jednaqine. Zamenom (x0, y0) u sistem (2.5) dobijamo:

y0 = x0 + 30

y0 = 3x0

zamenom 3x0 iz druge jednaqine u prvu umesto y0 dobijamo

3x0 = x0 + 30,

y0 = 3x0,

odakle se jasno vidi da je

x0 = 15,

y0 = 45.

Grafiqki naqin rexava�a sistema linearnih jednaqina

Kako se rexava�e sistema jednaqina svodi na odre�iva�e preseka
skupova rexe�a dve jednaqine sistema, a znamo da rexe�a linearne
jednaqine grafiqki prikazujemo kao pravu, rexiti sistem jednaqina
ovom metodom znaqi odrediti preseqnu taqku dve prave.

Posmatrajmo sistem jednaqina

x− y = −2,

2x− y = 0.
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Slika 2.1: Grafiqki prikaz rexe�a sistema jednaqina

Svakoj od jednaqina sistema odgovara jedna prava u koordinatnom
sistemu. Ure�eni parovi koordinata svake od taqaka prave y = x+2 su
rexe�a prve, a ure�eni parovi koordinata svake od taqaka prave y =
2x su rexe�a druge jednaqine. Onda je ure�eni par (2, 4) koordinata
preseqne taqke P rexe�e posmatranog sistema, kao xto je prikazano
na slici 2.1.

Teorema 2.1.2. Grafiqki prikaz sistema od dve linearne jednaqine
s dve nepoznate

a1x+ b1y = c1,

a2x+ b2y = c2,

qine dve prave koje su grafici linearnih funkcija a1x + b1y = c1 i
a2x+ b2y = c2.

Dve prave u ravni se mogu na�i u jednom od 3 me�usobno razliqita
odnosa:

1. prave se seku, tj. imaju jednu zajedniqku taqku;
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2. prave su paralelne, ali se ne poklapaju, odnosno nemaju zajedniqkih
taqaka;

3. prave se poklapaju, tj. imaju beskonaqno mnogo zajedniqkih taqaka.

Primer 2.1.4. Nacrtajmo grafiqki prikaz sistema jednaqina

3x− y = 4,

2x+ y = 6.

Slika 2.2: Grafiqki prikaz sistema jednaqina 3x− y = 4 i 2x+ y = 6.

Prave koje odgovaraju jednaqinama sistema su 3x−y = 4 i 2x+y = 6
i one imaju eksplicitni oblik y = 3x − 4 i y = −2x + 6. Date prave
se seku, a taqka preseka ima koordinate (2, 2). Dakle, postoji jedan
ure�eni par (2, 2) koji je rexe�e obe jednaqine datog sistema na osnovu
qega zak	uqujemo da posmatrani sistem ima jedinstveno rexe�e x = 2
i y = 2.

Teorema 2.1.3. Ako grafiqki prikaz sistema od dve linearne jednaqine
s dve nepoznate qine dve prave koje se seku, tada taj sistem ima jedin-
stveno rexe�e.
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Primer 2.1.5. Nacrtajmo grafiqki prikaz sistema jednaqina

x+ y = 1,

x+ y = 5.

Slika 2.3: Grafiqki prikaz sistema jednaqina x+ y = 1 i x+ y = 5.

Prave koje odgovaraju jednaqinama sistema, zapisane u eksplicitnom
obliku, su y = −x + 1 i y = −x + 5. One su paralelne i nemaju
zajedniqkih taqaka. Dakle, ne postoji ure�eni par brojeva koji je rexe�e
obe jednaqine, pa zak	uqujemo da posmatrani sistem nema rexe�e.

Teorema 2.1.4. Ako grafiqki prikaz sistema od dve linearne jednaqine
s dve nepoznate qine dve paralelne prave koje se ne poklapaju, tada taj
sistem nema rexe�e.

Primer 2.1.6. Nacrtajmo grafiqki prikaz sistema jednaqina

x− y = 2,

2x− 2y = 4.



GLAVA 2. SISTEMI LINEARNIH JEDNAQINA 21

Jednaqine x − y = 2 i 2x − 2y = 4 su ekvivalentne (druga se dobija
mno�e�em obe strane prve jednaqine sa 2), pa se grafici koji odgovaraju
ovim jednaqinama poklapaju. To znaqi da je svaki ure�eni par koordinata
koji zadovo	ava jednaqinu rexe�e sistema, odnosno sistem ima beskonaqno
mnogo rexe�a.

Slika 2.4: Grafiqki prikaz sistema jednaqina x− y = 2 i 2x− 2y = 4.

Teorema 2.1.5. Ako grafiqki prikaz sistema od dve linearne jednaqine
s dve nepoznate qine dve prave koje se poklapaju, tada sistem ima bes-
konaqno mnogo rexe�a.

Ekvivalentnost sistema linearnih jednaqina

Definicija 2.1.5. Dva sistema jednaqina su ekvivalentna ako je
svako rexe�e jednog od �ih ujedno i rexe�e drugog, ili ako oba sistema
nemaju rexe�e.

Primer 2.1.7. Posmatrajmo slede�a dva sistema jednaqina:

2x− 2y = 0,

x+ y = 2,
(2.6)



GLAVA 2. SISTEMI LINEARNIH JEDNAQINA 22

i

x− y = 0,

x+ y = 2.
(2.7)

Ono xto mo�emo odmah da primetimo, prve jednaqine ovih sistema su
ekvivalentne (prvu jednaqinu u sistemu (2.7) dobijamo tako xto prvu
jednaqinu sistema (2.6) podelimo brojem 2) dok im je druga jednaqina
zajedniqka.
Prvoj jednaqini odgovara prava y = x, a drugoj prava y = −x + 2,
iz qega sledi da oba sistema imaju isti grafiqki prikaz (slika 5),
na osnovu qega zak	uqujemo sa su dati sistemi ekvivalentni i da je
�ihovo jedino rexe�e ure�eni par (1, 1).

Slika 2.5: Grafiqki prikaz oba sistema jednaqina.

Teorema 2.1.6. Ako jednaqinu sistema zamenimo �oj ekvivalentnom,
dobijamo novi sistem ekvivalentan polaznom.

Primer 2.1.8. Posmatrajmo sistem

x− y = 0,

x+ y = 2.
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Pogledajmo slede�i niz sistema jednaqina koji dobijamo transformacijom
polaznog sistema.

x− y = 0 /+ y

x+ y = 2

x = y

x+ y = 2

x = y

x+ x = 2

x = y

x = 1

y = 1

x = 1

Drugi sistem smo dobili iz prvog zame�uju�i prvu jednaqinu �oj
ekvivalentnom. Na osnovu prethodnog pravila, ova dva sistema su ekviva-
lentna. Zatim, u drugoj jednaqini zame�ujemo y sa x, na osnovu prve
jednaqine y = x. Potom drugu jednaqinu zame�ujemo �oj ekvivalentnim
jednaqinama i tako dolazimo do posled�eg sistema. Vidimo da je jedino
rexe�e posled�eg sistema ure�eni par (1, 1), a to je ujedno rexe�e i
polaznog sistema jer su oni ekvivalentni.

Teorema 2.1.7. Ako u jednaqini datog sistema zamenimo jednu od
nepoznatih izrazom koji je jednak toj nepoznatoj na osnovu druge jednaqine,
dobijamo novi sistem ekvivalentan polaznom.

Primer 2.1.9. Posmatrajmo sistem

x− y = 0,

x+ y = 2.
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Ako saberemo prvu i drugu jednaqinu dobijamo slede�i sistem:

x− y = 0,

2x = 2.

Sada iz druge jednaqine vidimo da je, nakon xto jednakost podelimo
sa 2, x = 1, odnosno, prethodni sistem je ekvivalentan sistemu:

y = x,

x = 1,

odnosno

y = 1,

x = 1,

a posled�i sistem je najjednostavniji oblik sistema iz kog mo�emo
direktno da proqitamo rexe�e. Rexe�e posled�eg sistema je ure�eni
par (1, 1), a kako su svi sistemi ekvivalentni, to je rexe�e i datog
sistema.

Teorema 2.1.8. Ako jednu jednaqinu datog sistema zamenimo jednaqinom
koja je zbir ili razlika jednaqina datog sistema, dobijamo sistem
ekvivalentan polaznom.

Rexava�e sistema metodom zamene

Rexiti sistem jednaqina znaqi odrediti rexe�e (rexe�a) tog sistema
ili utvrditi da taj sistem nema rexe�e. Pri rexava�u sistema ci	
nam je da primenom pravila iz prethodnog poglav	a dobijemo ekvivalentan
sistem najjednostavnijeg oblika.

Suxtina metode zamene je da jednu nepoznatu izrazimo preko
druge (x preko y ili y preko x) na osnovu jedne od jednaqina sistema, a
zatim u drugoj jednaqini zamenimo tu nepoznatu prethodno dobijenim
izrazom. Tada druga jednaqina postaje linearna jednaqina s jednom
nepoznatom, a �u znamo da reximo. Da li �emo izraziti x preko y,
ili obrnuto, zavisi u potpunosti od nas, pa biramo xta nam je u datom
sluqaju pogodnije.
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Primer 2.1.10. Rexiti slede�i sistem metodom zamene:

x+ 2y = 8,

2x− y = 1.

Prvo �emo iz prve jednaqine da izrazimo x preko y:

x = 8− 2y

2x− y = 1.

Sada zamenimo nepoznatu x iz druge jednaqine izrazom sa desne
strane jednakosti, 8− 2y i dobijamo sistem

x = 8− 2y

2(8− 2y)− y = 1.

Kada zamenimo jednaqinu 2(8 − 2y) − y = 1 �oj ekvivalentnom
jednaqinom
16− 4y − y = 1 dobijamo sistem

x = 8− 2y,

16− 4y − y = 1,

a on je ekvivalentan sistemu

x = 8− 2y

15− 5y = 0,

odnosno
x = 8− 2y

5y = 15,

odakle vidimo da je rexe�e druge jednaqine (koja je linearna jednaqina
sa jednom nepoznatom) y = 3, pa sistem ima oblik

x = 8− 2y,

y = 3.
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Ostaje nam da zamenimo vrednost y = 3 u prvoj jednaqini pa dobijamo
najjednostavniji oblik sistema

x = 2,

y = 3.

Dakle, rexe�e naxeg sistema je ure�eni par (2, 3).

Primer 2.1.11. Metodom zamene rexiti slede�i sistem linearnih
jednaqina

4x+ 2y = 5,

2x+ y = 1.

Nepoznatu y �emo izraziti preko nepoznate x na osnovu druge jednaqine.

4x+ 2y = 5

y = 1− 2x.

Sada �emo zameniti izraz 1−2x umesto nepoznate y u prvoj jednaqini:

4x+ 2(1− 2x) = 5

y = 1− 2x.

Zame�ujemo prvu jednaqinu �oj ekvivalentnom

4x+ 2− 4x = 5

y = 1− 2x.

Ponovo me�amo prvu jednaqinu �oj ekvivalentnom

0 · x+ 2 = 5

y = 1− 2x.

Jednaqina 0 · x+ 2 = 5 nema rexe�e, pa ni dati sistem nema rexe�e.

Prethodni primer je zapravo ilustracija slede�e teoreme.

Teorema 2.1.9. Sistem ekvivalentan sistemu qija bar jedna jednaqina
nema rexe�e tako�e nema rexe�e.
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Primer 2.1.12. Metodom zamene rexiti slede�i sistem linearnih
jednaqina

x+ 2y = 5,

5x+ 10y = 25.

Dati sistem ekvivalentan je slede�em sistemu

x = 5− 2y

5x+ 10y = 25,

jer je jednaqina x + 2y = 5 ekvivalentna jednaqini x = 5 − 2y. Sada
zamenimo izraz sa desne strane umesto nepoznate x u drugoj jednaqini

x = 5− 2y

5(5− 2y) + 10y = 25.

Kako je jednaqina 5(5−2y)+10y = 5 ekvivalentna jednaqini 25−10y+
10y = 25, a ona je ekvivalentna jednaqini 0 · y = 0 to sistem ima oblik

x = 5− 2y

0 · y = 0.

Jednaqina 0 · y = 0 je identitet (svaki realan broj y je rexe�e ove
jednaqine), pa su rexe�a sistema zapravo rexe�a �egove prve jednaqine.
Odnosno, ovaj sistem ima beskonaqno mnogo rexe�a i to su ure�eni
parovi oblika (5− 2a, a), a ∈ R.

Prethodni primer je ilustracija slede�e teoreme.

Teorema 2.1.10. Sistem ima beskonaqno mnogo rexe�a ako je ekvivalen-
tan sistemu qija je jedna jednaqina identitet, a druga ima rexe�e.

Rexava�e sistema metodom suprotnih koeficijenata

Za rexava�e sistemametodom suprotnih koeficijenata k	uqna
je primena slede�eg pravila:
ako jednu od jednaqina sistema zamenimo zbirom ili razlikom jednaqina
tog sistema, dobijamo sistem ekvivalentan polaznom.



GLAVA 2. SISTEMI LINEARNIH JEDNAQINA 28

Primer 2.1.13. Rexiti sistem metodom suprotnih koeficijenata

3x+ 2y = 9,

2x− 2y = 1.

U prvom koraku sabiramo jednaqine sistema i na taj naqin dobijamo
jednaqinu u kojoj vixe ne uqestvuje promen	iva y (3x+ 2x+ 2y− 2y =
9 + 1), odnosno dobijamo sistem jednaqina

5x = 10,

2x− 2y = 1.

Sada prvu jednaqinu zame�ujemo �oj ekvivalentnom, x = 2, koju dobijamo
de	e�em obe strane jednaqine sa 5

x = 2,

2x− 2y = 1.

Sada me�amo nepoznatu x sa 2 u drugoj jednaqini

x = 2,

4− 2y = 1.

Zame�ujemo drugu jednaqinu �oj ekvivalentnom (oduzmemo od obe strane
jednaqine 4)

x = 2,

−2y = −3.

U narednom koraku zame�ujemo drugu jednaqinu �oj ekvivalentnom (obe
strane jednaqine podelimo sa −2)

x = 2,

y =
3

2
.

Dakle, rexe�e datog sistema je ure�eni par

(
3,

3

2

)
.
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Metodu suprotnih koeficijenata je najpogodnije prime�ivati
kada su koeficijenti uz istu nepoznatu u dve jednaqine sistema me�usob-
no suprotni brojevi (kao u prethodnom primeru 2 i −2), ili me�usobno
jednaki brojevi. Ukoliko su koeficijenti me�usobno suprotni brojevi
jednaqine sistema sabiramo, kao u prethodnom primeru, a ukoliko su
me�usobno jednaki brojevi, jednaqine sistema oduzimamo jednu od druge.

U narednom primeru �emo prikazati rexava�e sistema kod kog
su svi koeficijenti uz promen	ive razliqiti od 1 i −1, a parovi
odgovaraju�ih koeficijenata nisu me�usobno ni suprotni ni jednaki.

Primer 2.1.14. Rexiti sistem jednaqina

3x+ 2y = −1,

−5x− 3y = 8.

Prvo mo�emo da primetimo, kao xto je ve� navedeno, da sistem
nema specijalni oblik, parovi odgovaraju�ih koeficijenata nisu ni
suprotni ni jednaki, niti su jednaki 1 ili −1 pa mo�emo da izaberemo
metodu koju �emo koristiti za �egovo rexava�e. Kako bismo ilustrova-
li primenu i jedne i druge metode, sistem �emo rexiti na oba naqina.
Prvo �emo rexiti metodom zamene.

3x+ 2y = −1

−5x− 3y = 8

3x = −1− 2y

−5x− 3y = 8

x =
−1− 2y

3

−5·−1− 2y

3
− 3y = 8

x =
−1− 2y

3
5 + 10y

3
− 3y = 8 / · 3
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x =
−1− 2y

3
5 + 10y − 9y = 24

x =
−1− 2y

3
y = 24− 5

x =
−1− 2y

3
y = 19

x =
−1− 2 · 19

3
y = 19

x = −13

y = 19

Dakle, rexe�e sistema je ure�eni par (−13, 19).
Sada �emo sistem rexiti metodom suprotnih koeficijenata.

3x+ 2y = −1 / · 3
−5x− 3y = 8 / · 2

9x+ 6y = −3

−10x− 6y = 16

9x+ 6y = −3

− x = 13 / · (−1)



GLAVA 2. SISTEMI LINEARNIH JEDNAQINA 31

9x+ 6y = −3

x = −13

9 · (−13) + 6y = −3

x = −13

− 117 + 6y = −3

x = −13

6y = −3 + 117

x = −13

6y = 114 / : 6

x = −13

y = 19

x = −13

Primena sistema linearnih jednaqina

Sistemi linearnih jednaqina se koriste za rexava�e razliqitih
problema. To �emo ilustrovati u narednih nekoliko primera.

Primer 2.1.15. Zbir dva broja je za 1 ve�i od trostruke vrednosti
ma�eg od ta dva broja, a petostruka vrednost ma�eg je jednaka dvostrukoj
vrednosti ve�eg. O kojim brojevima je req?

Rexe�e. Da bismo rexili zadatak, potrebno je da prvo postavimo
sistem jednaqina. Oznaqimo sa x vrednost ma�eg od dva broja, a sa y
vrednost ve�eg. Sada mo�emo da, na osnovu teksta, postavimo sistem

x+ y = 3x+ 1

5x = 2y.

Sada nam ostaje da reximo sistem. U ovom sluqaju je pogodnije koristiti
metodu zamene, iz razloga xto nam je jednostavno da izrazimo x preko
y iz druge jednaqine.
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x+ y = 3x+ 1 /− x

5x = 2y / : 5

y = 2x+ 1

x =
2

5
y

y = 2 · 2
5
y + 1

x =
2

5
y

y =
4

5
y + 1 / · 5

x =
2

5
y

5y = 4y + 5 /− 4y

x =
2

5
y

y = 5

x =
2

5
y

y = 5

x = 2

Dakle, req je o brojevima 2 i 5.

Primer 2.1.16. Jovana je otixla u k�i�aru jer je �elela da kupi
5 svezaka i 2 markera. Ponela je 200 dinara. Me�utim, prodavaqica
joj je rekla da joj nedostaje 3 dinara za tu kupovinu, ali da mo�e da
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kupi jednu svesku ma�e i da dobije kusur od 22 dinara. Da li su ove
informacije dovo	ne da odredimo pojedinaqne cene sveske i markera?

Rexe�e. Prvo �emo postaviti sistem jednaqina, a potom odrediti
rexe�e. Oznaqimo sa x cenu sveske, a sa y cenu markera. Sada se
rexava�e postav	enog zadatka svodi na rexava�e slede�eg sistema
jednaqina

5x+ 2y = 200 + 3

4x+ 2y = 200− 22.

Primetimo da su koeficijenti uz y u obe jednaqine jednaki. Zbog toga je
ovaj sistem najpogodnije rexavati metodom suprotnih koeficijenata.

5x+ 2y = 203

4x+ 2y = 178 / · (−1)

5x+ 2y = 203

−4x− 2y = −178

5x+ 2y = 203

x = 25

5 · 25 + 2y = 203

x = 25

125 + 2y = 203 /− 125

x = 25

2y = 78 / : 2

x = 25

y = 39

x = 25
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Na osnovu prethodnog mo�emo da zak	uqimo da informacije jesu dovo	ne
za odre�iva�e pojedinaqnih cena sveske i markera. Sveska koxta 25
dinara, a marker 39 dinara.
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2.2 Sistemi linearnih jednaqina u

sred�oj xkoli

U okviru ovog poglav	a bavi�emo se sistemima linearnih jednaqina
na naqin na koji se izuqavaju u gimnazijama i sred�im tehniqkim
xkolama. Sistemi linearnih jednaqina se obnav	aju ve� u prvom razredu
gimnazije[3], pri qemu se zna�e iz osmog razreda osnovne xkole proxiruje
tako xto se uvodi vixe promen	ivih, te samim tim i vixe jednaqina,
a osim toga uvode se i jednaqine sa parametrom. U tre�em razredu
gimnazije se gradivo koje se tiqe sistema linearnih jednaqina da	e
proxiruje, izuqavaju se determinante i Kramerovo pravilo. Tokom
tre�eg razreda je akcenat upravo na rexava�u sistema linearnih jednaqi-
na primenom Kramerovog prvila.[4]

Sistemi linearnih jednaqina u prvom razredu

sred�e xkole

Opxti oblik sistema od dve linearne jednaqine sa dve nepoznate x
i y je

a1x+ b1y = c1,

a2x+ b2y = c2,
(2.8)

gde su a1, a2, b1, b2, c1, c2 ∈ R.
Rexe�e sistema (2.8) je svaki ure�eni par (x0, y0) koji, zamenom x sa
x0 i y sa y0, obe jednaqine prevodi u taqne jednakosti, odnosno za koji
va�i da je

a1x0 + b1y0 = c1,

a2x0 + b2y0 = c2.

Iz osnovne xkole su poznate metoda suprotnih koeficijenata i metoda
zamene, a ovde �emo obraditi jox jednu metodu za rexava�e sistema
linearnih jednaqina, koja se mo�e vrlo jednostavno uopxtiti i na
sluqaj sistema sa vixe nepoznatih4. U pita�u je Gausov postupak za
rexava�e sistema linearnih jednaqina.

4Opxti oblik ove metode dat je u poglav	u ,,Sistemi linearnih jednaqina\,
teorema 2.0.2
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Pretpostavimo da je u sistemu (2.8) bar jedan od koeficijenata ai, bi, (i =
1, 2) razliqit od nule. Bez uma�e�a opxtosti mo�emo pretpostaviti
da je to bax a1 (sliqan je postupak ukoliko bismo uzeli da je to bilo
koji od drugih koeficijenata). Ako pomno�imo prvu jednaqinu sistema

(2.8) brojem −a2
a1

i tako dobijenu jednaqinu dodamo drugoj jednaqini,

dobijamo sistem

a1x+ b1y = c1,(
b2 −

a2b1
a1

)
y = c2 −

a2c1
a1

.
(2.9)

Dobijeni sistem je ekvivalentan polaznom i to se mo�e lako dokazati.
Oznaqimo sa ∆ = a1b2 − a2b1. Tada se sistem (2.9) mo�e zapisati u
obliku

a1x+ b1y = c1,

∆ · y = a1c2 − a2c1.
(2.10)

Sada �emo posmatrati sluqajeve u zavisnosti od vrednosti ∆.

1. Ako je ∆ ̸= 0 onda druga jednaqina sistema (2.10) ima jedinstveno
rexe�e

y =
a1c2 − a2c1

∆
.

Zamenom ovog izraza u prvu jednaqinu sistema dobijamo

x =
c1b2 − c2b1

∆
.

Dakle, u ovom sluqaju sistem ima jedinstveno rexe�e (x, y) gde
je

x =
c1b2 − c2b1

∆
,

y =
a1c2 − a2c1

∆
.

2. Ako je ∆ = 0 i a1c2−a2c1 ̸= 0 onda druga jednaqina sistema (2.10)
nema rexe�e, pa ni sistem nema rexe�e.
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3. Ako je ∆ = 0 i a1c2 − a2c1 = 0 onda je rexe�e druge jednaqine
sistema (2.10) proizvo	an realan broj y. Zamenom u prvu jednaqinu
sistema dobijamo da je

x =
c1 − b1y

a1
,

xto je mogu�e na osnovu pretpostavke da je a1 ̸= 0.
Dakle, u ovom sluqaju sistem ima beskonaqno mnogo rexe�a, to
je svaki ure�eni par oblika(

c1 − b1y

a1
, y

)
, y ∈ R.

Ostaje nam da razmotrimo sluqaj kada su svi brojevi ai, bi(i = 1, 2)
jednaki nuli. Odatle sledi da je i ∆ = 0. Tada sistem (2.8) ima oblik

0 · x+ 0 · y = c1,

0 · x+ 0 · y = c2,

odakle je jasno da

a) ako je bar jedan od brojeva ci, i = 1, 2 razliqit od nule, sistem
(2.8) nema rexe�a;

b) ako je c1 = c2 = 0, sistem (2.8) ima beskonaqno mnogo rexe�a.
Svaki ure�eni par (x, y), gde je x, y ∈ R je rexe�e sistema.

Teorema 2.2.1. Neka je

a1x+ b1y = c1,

a2x+ b2y = c2,
(2.11)

sistem jednaqina sa nepoznatim x i y, gde su ai, bi i ci (i = 1, 2) dati
realni brojevi i ∆ = a1b2 − a2b1. Tada

1. ako je ∆ ̸= 0 tada sistem ima jedinstveno rexe�e (x, y) gde je

x =
c1b2 − c2b1

∆
,

y =
a1c2 − a2c1

∆
;
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2. ako je ∆ = 0 i bar jedan od brojeva c1b2−c2b1 i a1c2−a2c1 razliqit
od nule, sistem (2.11) nema rexe�e;

3. ako je∆ = c1b2−c2b1 = a1c2−a2c1 = 0 mogu�i su slede�i sluqajevi:

a) ako je bar jedan od brojeva ai, bi razliqit od nule, tada sistem
(2.11) ima beskonaqno mnogo rexe�a5;

b) ako su svi ai, bi jednaki nuli i bar jedan od brojeva ci je
razliqit od nule, tada sistem (2.11) nema rexe�a;

v) ako su svi ai, bi i ci jednaki nuli, tada sistem (2.11) ima
beskonaqno mnogo rexe�a. Rexe�e je svaki ure�eni par (x, y),
x, y ∈ R.

Primer 2.2.1. Rexiti sistem jednaqina

4x+ 2y = 6,

−6x− 3y = −9.

Rexe�e. Jednostavnim raqunom dolazimo do toga da je

∆ = 0,

c1b2 − c2b1 = 6 · (−3)− (−9) · 2 = −18 + 18 = 0,

a1c2 − a2c1 = 4 · (−9)− (−6) · 6 = −36 + 36 = 0

pa, na osnovu prethodne teoreme (sluqaj 3.a), mo�emo da zak	uqimo da
�e sistem imati beskonaqno mnogo rexe�a. Ostaje nam da vidimo kog
oblika su rexe�a.

4x+ 2y = 6 / : 2,

−6x− 3y = −9 / : (−3).

Vidimo da nakon skra�iva�a dobijamo sistem sa dve ekvivalentne
jednaqine

2x+ y = 3,

2x+ y = 3,

a rexe�e ovog sistema je svaki ure�eni par (x, y) koji zadovo	ava
jednaqinu 2x + y = 3, to jest svaki ure�eni par oblika (x, 3 − 2x),
gde je x ∈ R.

5pokazali smo u uvodnom delu sluqaj kada je a1 razliqito od nule
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Napomena. Prilikom rexava�a sistema jednaqina u zadacima nije
neophodno eksplicitno raqunati ∆ i razlike c1b2 − c2b1 i a1c2 − a2c1,
dovo	no je ekvivalentnim transformacijama transformisati sistem
do najjednostavnijeg oblika.

Primer 2.2.2. Rexiti sistem

(x+ 1)2 + (y − 2)2 = (x− 2)2 + (y + 1)2,

(x− 2)2 + (y + 2)2 = (x+ 2)2 + (y − 1)2 + 1.

Rexe�e.Iako na prvi pogled deluje da je u pita�u sistem dve kvadratne
jednaqine sa dve nepoznate, nakon xto izraqunamo sve kvadrate binoma,
nax sistem postaje

x2 + 2x+ 1 + y2 − 4y + 4 = x2 − 4x+ 4 + y2 + 2y + 1,

x2 − 4x+ 4 + y2 + 4y + 4 = x2 + 4x+ 4 + y2 − 2y + 1 + 1,

a nakon sre�iva�a dobijamo sistem

x− y = 0,

−8x+ 6y = −2,

odakle je

x = y,

−4x+ 3y = −1,

odnosno

x = y,

x = 1.

Iz posled�eg para jednaqina se jasno vidi da je rexe�e polaznog
sistema ure�eni par (1, 1).

Sistemi linearnih jednaqina u tre�em razredu

sred�e xkole

U prvom razredu sred�e xkole izuqavaju se sistemi od dve linearne
jednaqine sa dve nepoznate. Rexava�e se svodi na primenu Gausove
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metode. U tre�em razredu se izuqavaju determinante te se zna�e o �ima
prime�uje i na rexava�e sistema linearnih jednaqina od dve (tri)
jednaqine sa dve (tri) nepoznate. Tako�e, ponav	a se Gausova metoda,
pri qemu se uqi �ena primena za rexava�e sistema jednaqina sa vixe
nepoznatih.

Sistemi od dve linearne jednaqine sa dve

nepoznate

Opxti oblik sistema od dve linearne jednaqine sa dve nepoznate x
i y je

a1x+ b1y = c1,

a2x+ b2y = c2,
(2.12)

gde su a1, a2, b1, b2, c1, c2 ∈ R.
Oznaqimo sa∆ = a1b2−a2b1. Za sistem jednaqina (2.12) u prvom razredu
sred�e xkole je pokazano slede�e:

1. ako je ∆ ̸= 0, sistem (2.12) ima jedinstveno rexe�e (x, y) gde je:

x =
c1b2 − c2b1

∆
,

y =
a1c2 − a2c1

∆
;

2. ako je ∆ = 0 i bar jedan od brojeva c1b2− c2b1, a1c2−a2c1 razliqit
od nule, sistem (2.12) nema rexe�a;

3. ako je ∆ = c1b2 − c2b1 = a1c2 − a2c1 = 0 razlikujemo sluqajeve

a) ako je bar jedan od brojeva a1, a2, b1, b2 razliqit od nule tada
sistem (2.12) ima beskonaqno mnogo rexe�a;

b) ako je a1 = a2 = b1 = b2 = 0 i bar jedan od brojeva c1, c2
razliqit od nule, sistem (2.12) nema rexe�a;

v) ako je a1 = a2 = b1 = b2 = c1 = c2 = 0, sistem (2.12) ima
beskonaqno mnogo rexe�a.
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Dobijene rezultate mo�emo pogodnije zapisati, a samim tim i zapamtiti,
uvo�e�em pojma determinante.
Za bilo koje brojeve a, b, c i d definixemo slede�i izraz∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣ = ad− bc

koji se naziva determinanta reda dva.
Posmatraju�i determinantu razlikujemo dve vrste i dve kolone. Brojevi
a i c qine prvu kolonu determinante, dok brojevi b i d qine drugu
kolonu. Prvu vrstu qine brojevi a i b, dok drugu vrstu qine brojevi c
i d.
Sada mo�emo da formiramo determinante koje �e nam olakxati rexava-
�e sistema jednaqina (2.12). Determinantu formiranu od koeficijenata
uz nepoznate x i y oznaqava�emo sa D i ona ima oblik

D =

∣∣∣∣a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ . (2.13)

Determinantu (2.13) nazivamo determinanta sistema (primetimo da
je ∆ = D). Ako zamenimo prvu kolonu determinante (2.13) (odnosno,
koeficijente uz x) slobodnim qlanovima c1 i c2 dobijamo determinantu

D(x) =

∣∣∣∣c1 b1
c2 b2

∣∣∣∣ , (2.14)

a ako slobodnim qlanovima zamenimo drugu kolonu determinante (2.13)
(odnosno, koeficijente uz y) dobijamo

D(y) =

∣∣∣∣a1 c1
a2 c2

∣∣∣∣ . (2.15)

Sada rezultati do kojih smo doxli za rexe�a sistema jednaqina (2.12)
mogu da se formulixu na slede�i naqin:

1. ako je D ̸= 0, sistem jednaqina (2.12) ima jedinstveno rexe�e

oblika

(
D(x)

D
,
D(y)

D

)
;

2. ako je D = 0 i D(x) ̸= 0 ili D(y) ̸= 0, sistem jednaqina (2.12)
nema rexe�a;
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3. ako jeD = D(x) = D(y) = 0, sistem jednaqina (2.12) ima beskonaqno
mnogo rexe�a ili nema rexe�a.

Primer 2.2.3. Rexiti sistem jednaqina

x+ 2y = 5,

2x+ y = 4.

Rexe�e. Formirajmo odgovaraju�e determinante:

D =

∣∣∣∣1 2
2 1

∣∣∣∣ = 1 · 1− 2 · 2 = 1− 4 = −3,

D(x) =

∣∣∣∣5 2
4 1

∣∣∣∣ = 5 · 1− 2 · 4 = 5− 8 = −3,

D(y) =

∣∣∣∣1 5
2 4

∣∣∣∣ = 1 · 4− 5 · 2 = 4− 10 = −6.

Na osnovu rezultata vidimo da sistem ima jedinstveno rexe�e i to je
ure�eni par (x, y) = (1, 2).

Primer 2.2.4. Rexiti sistem jednaqina

ax+ y = 1,

x+ ay = 1.

u zavisnosti od realnog parametra a.
Rexe�e. Formirajmo odgovaraju�e determinante:

D =

∣∣∣∣a 1
1 a

∣∣∣∣ = a · a− 1 · 1 = a2 − 1 = (a− 1)(a+ 1),

D(x) =

∣∣∣∣1 1
1 a

∣∣∣∣ = 1 · a− 1 · 1 = a− 1,

D(y) =

∣∣∣∣a 1
1 1

∣∣∣∣ = a · 1− 1 · 1 = a− 1.

Sistem �e imati jedinstveno rexe�e za D ̸= 0, odnosno za a ̸= 1 i
a ̸= −1. U tom sluqaju je rexe�e sistema

(x, y) =

(
D(x)

D
,
D(y)

D

)
=

(
a− 1

(a− 1)(a+ 1)
,

a− 1

(a− 1)(a+ 1)

)
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tj. (x, y) =

(
1

a+ 1
,

1

a+ 1

)
za a ∈ R\{−1, 1}.

Ostaje nam da razmotrimo sluqajeve kada je a = −1 i a = 1.
Ako je a = −1 tada sistem postaje

−x+ y = 1,

x− y = 1.

Sabira�em prve i druge jednaqine dobijamo da je 0 = 2xto nije mogu�e,
pa sistem nema rexe�a.
Ako je a = 1 tada sistem postaje

x+ y = 1,

x+ y = 1.

Imamo dve ekvivalentne jednaqine pa zak	uqujemo da sistem ima beskona-
qno mnogo rexe�a oblika

(1− y, y), y ∈ R.

Sada �emo navesti neka va�na svojstva determinanti reda dva.

1. Vrednost determinante se ne me�a ako vrste i kolone zamene
mesta. (odnosno, ako prva vrsta postane prva kolona, a druga vrsta
druga kolona)

2. Ako dve vrste (kolone) zamene mesta, determinanta me�a znak.

3. Ako se jedna vrsta (kolona) pomno�i brojem k tada je vrednost
determinante tako�e pomno�ena brojem k.

4. Ako su dve vrste (kolone) determinante proporcionalne, vrednost
determinante je nula.

5. Vrednost determinante se ne me�a ako se jednoj vrsti (koloni)
dodaju odgovaraju�i elementi druge vrste (kolone) pomno�eni
nekim brojem.

Navedena svojstva se koriste prilikom izraqunava�a determinanti
qiji su elementi veliki brojevi kako bi nam olakxala raquna�e.
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Sistemi od tri linearne jednaqine sa tri

nepoznate

Da bismo mogli da govorimo o rexava�u sistema od tri linearne
jednaqine sa tri nepoznate primenom determinanti, potrebno je da
prvo definixemo determinantu reda tri.

Determinanta reda tri definixe se pomo�u jednakosti∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ = a1

∣∣∣∣b2 c2
b3 c3

∣∣∣∣− b1

∣∣∣∣a2 c2
a3 c3

∣∣∣∣+ c1

∣∣∣∣a2 b2
a3 b3

∣∣∣∣ . (2.16)

Potrebno je da obratimo pa��u na koji naqin smo dobili determinante
reda dva na desnoj strani jednakosti. Prvu od �ih dobili smo odbaciva-
�em prve vrste i prve kolone polazne determinante reda tri (to su
vrsta i kolona u kojima se nalazi element a1). Druga je dobijena na
sliqan naqin, tako xto smo odbacili vrstu i kolonu u kojima se nalazi
element b1, dok je tre�a dobijena odbaciva�em vrste i kolone koje
sadr�e element c1. Druga va�na stvar koju je potrebno primetiti je
alternira�e znakova, odnosno, polazimo od znaka +, zatim dolazi znak
−, a zatim opet znak +. Ovakvo izraqunava�e determinante naziva se
razvoj po prvoj vrsti.
Da	im izraqunava�em determinanti reda dva jednakost (2.16) postaje:∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ = a1b2c3 − a1c2b3 − b1a2c3 + b1c2a3 + c1a2b3 − c1b2a3

= a1b2c3 + b1c2a3 + c1a2b3 − c1b2a3 − a1c2b3 − b1a2c3.

(2.17)

Posled�i izraz nam omogu�uje da izraqunamo determinantu reda tri
primenom takozvanog Sarusovog pravila. Ilustrovano Sarusovo pravilo
izgleda ovako:

a1 b1 c1 a1 b1

a2 b2 c2 a2 b2

a3 b3 c3 a3 b3

.

Datoj determinanti dopixemo sa strane prvu i drugu kolonu a zatim
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mno�imo brojeve dijagonalno. Uvek polazimo od elementa koji se nalazi
u gor�em levom uglu, u ovom sluqaju to je element a1. Svaki od tri
proizvoda koje dobijamo mno�e�em elemenata povezanih crvenim crticama
kako je prikazano na xemi ima�e znak+. Zatim polazimo od elementa b1
i mno�imo elemente povezane plavim crticama onako kako je prikazano
na xemi. Svaki od ova tri proizvoda ima�e znak −.
Na ovaj naqin dobijamo bax jednakost (2.17).
Determinantu osim po prvoj vrsti mo�emo razviti i po prvoj koloni,
odnosno va�i:∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ = a1

∣∣∣∣b2 c2
b3 c3

∣∣∣∣− a2

∣∣∣∣b1 c1
b3 c3

∣∣∣∣+ a3

∣∣∣∣b1 c1
b2 c2

∣∣∣∣ .
Prilikom razvoja po prvoj koloni, determinante reda dva sa desne
strane jednakosti dobijaju se na isti naqin kao xto se dobijaju prilikom
razvoja po prvoj vrsti u jednakosti (2.16).
Navedimo sada neka va�na svojstva determinanti reda tri.

1. Vrednost determinante se ne me�a ako vrste i kolone zamene
mesta. ∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
Ovo svojstvo mo�emo dokazati direktnim proverava�em, tako xto
determinantu sa leve strane razvijemo po prvoj vrsti, a determinantu
sa desne strane jednakosti po prvoj koloni.

2. Ako dve vrste (kolone) zamene mesta, determinanta me�a znak.
Ovo svojstvo se dokazuje direktnim proverava�em.

3. Ako se jedna vrsta (kolona) pomno�i brojem k tada je vrednost
determinante tako�e pomno�ena brojem k.
Doka�imo jednakost:∣∣∣∣∣∣

ka1 b1 c1
ka2 b2 c2
ka3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ = k

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ .
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Ako razvijemo determinantu sa leve strane jednakosti po prvoj
koloni dobijamo da je:∣∣∣∣∣∣

ka1 b1 c1
ka2 b2 c2
ka3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ = ka1

∣∣∣∣b2 c2
b3 c3

∣∣∣∣− ka2

∣∣∣∣b1 c1
b3 c3

∣∣∣∣+ ka3

∣∣∣∣b1 c1
b2 c2

∣∣∣∣
= k

(
a1

∣∣∣∣b2 c2
b3 c3

∣∣∣∣− a2

∣∣∣∣b1 c1
b3 c3

∣∣∣∣+ a3

∣∣∣∣b1 c1
b2 c2

∣∣∣∣
)

= k

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ .
4. Ako su dve vrste (kolone) determinante proporcionalne, vrednost

determinante je nula.
Za dokaz ovog svojstva pretpostavimo da je vrednost determinante
qije su dve vrste (kolone) proporcionalneD i da je k koeficijent
proporcionalnosti. Na osnovu S.3 znamo da va�i da je D = k∆,
odnosno, koeficijent mo�e da se ,,izvuqe ispred determinante\.
Nakon toga determinanta∆ ima dve vrste (kolone) koje su identiqne.
Ukoliko te dve vrste (kolone) zamene mesta, na osnovu S.2 znamo
da determinanta me�a znak pa va�i da je ∆ = −∆, odakle sledi
da je ∆ = 0, pa je i D = k∆ = 0.

5. Vrednost determinante se ne me�a ako se jednoj vrsti (koloni)
dodaju odgovaraju�i elementi druge vrste (kolone) pomno�eni
nekim brojem.
Za dokaz ovog svojstva dovo	no je pokazati da va�i slede�a jednakost:∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1 + kb1
a2 b2 c2 + kb2
a3 b3 c3 + kb3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ (2.18)

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1 + kb1
a2 b2 c2 + kb2
a3 b3 c3 + kb3

∣∣∣∣∣∣ = a1

∣∣∣∣b2 c2 + kb2
b3 c3 + kb3

∣∣∣∣−a2

∣∣∣∣b1 c1 + kb1
b3 c3 + kb3

∣∣∣∣+a3

∣∣∣∣b1 c1 + kb1
b2 c2 + kb2

∣∣∣∣
= a1

∣∣∣∣b2 c2
b3 c3

∣∣∣∣− a2

∣∣∣∣b1 c1
b3 c3

∣∣∣∣+ a3

∣∣∣∣b1 c1
b2 c2

∣∣∣∣ .
Posled�a jednakost sledi iz toga xto S.5 va�i za determinante
reda dva, a to je upravo desna strana jednakosti (2.18).
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Razmotrimo sada sistem od tri linearne jednaqine sa tri nepoznate
x, y i z

a1x+ b1y + c1z = d1,

a2x+ b2y + c2z = d2,

a3x+ b3y + c3z = d3,

(2.19)

gde su a1, a2, a3, b1, b2, b3, c1, c2, c3 ∈ R.

Formirajmo determinantu sistema (2.19) od koeficijenata uz x,
y i z, na isti naqin kao u sluqaju sistema od dve jednaqine sa dve
nepoznate:

D =

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ .
Uvedimo i oznake

D(x) =

∣∣∣∣∣∣
d1 b1 c1
d2 b2 c2
d3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ , D(y) =

∣∣∣∣∣∣
a1 d1 c1
a2 d2 c2
a3 d3 c3

∣∣∣∣∣∣ , D(z) =

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 d1
a2 b2 d2
a3 b3 d3

∣∣∣∣∣∣ ,
analogno oznakama koje smo koristili za sisteme od dve jednaqine sa
dve nepoznate.
Poka�imo sada da va�i da je xD = D(x):

xD =

∣∣∣∣∣∣
a1x b1 c1
a2x b2 c2
a3x b3 c3

∣∣∣∣∣∣ ,
sada dodajemo prvoj koloni elemente druge pomno�ene sa y (na osnovu
navedenih svojstava za determinante znamo da se vrednost ne�e promeniti)

=

∣∣∣∣∣∣
a1x+ b1y b1 c1
a2x+ b2y b2 c2
a3x+ b3y b3 c3

∣∣∣∣∣∣ ,
sada �emo dodati prvoj koloni elemente tre�e kolone pomno�ene sa z

=

∣∣∣∣∣∣
a1x+ b1y + c1z b1 c1
a2x+ b2y + c2z b2 c2
a3x+ b3y + c3z b3 c3

∣∣∣∣∣∣ ,
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a na osnovu (2.19) znamo da je to

=

∣∣∣∣∣∣
d1 b1 c1
d2 b2 c2
d3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ = D(x).

Na isti naqin se dokazuje da je yD = D(y) i da je zD = D(z), na osnovu
qega, za D ̸= 0, dobijamo jedinstveno rexe�e sistema (2.19):

x =
D(x)

D
, y =

D(y)

D
, z =

D(z)

D
.

U sluqaju kada je D = 0, tada sistem ima beskonaqno mnogo rexe�a
ili nema rexe�e, u zavisnosti od vrednosti D(x), D(y) i D(z).
Ilustrova�emo sva tri sluqaja kroz naredne primere.

Primer 2.2.5. Rexiti sistem jednaqina

x+ y + z = 6

2x− y + z = 3

x− 2y + 2z = 3

Rexe�e. Prvo �emo da izraqunamo D, D(x), D(y) i D(z).

D =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
2 −1 1
1 −2 2

∣∣∣∣∣∣ = 1

∣∣∣∣−1 1
−2 2

∣∣∣∣− 1

∣∣∣∣2 1
1 2

∣∣∣∣+ 1

∣∣∣∣2 −1
1 −2

∣∣∣∣ = 0− 3− 3 = −6.

Na isti naqin raqunamo preostale determinante i dobijamo

D(x) =

∣∣∣∣∣∣
6 1 1
3 −1 1
3 −2 2

∣∣∣∣∣∣ = −6, D(y) =

∣∣∣∣∣∣
1 6 1
2 3 1
1 3 2

∣∣∣∣∣∣ = −12, D(z) =

∣∣∣∣∣∣
1 1 6
2 −1 3
1 −2 3

∣∣∣∣∣∣ = −18.

S obzirom na to da je D = −6 ̸= 0, sistem ima jedinstveno rexe�e
oblika

(x, y, z) =

(
D(x)

D
,
D(y)

D
,
D(z)

D

)
,

odnosno

(x, y, z) =

(
−6

−6
,
−12

−6
,
−18

−6

)
= (1, 2, 3).
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Primer 2.2.6. Rexiti sistem jednaqina

2x+ y − z = 7

5x− 4y + 7z = 1

7x− 3y + 6z = 8

Rexe�e. Determinanta sistema je

D =

∣∣∣∣∣∣
2 1 −1
5 −4 7
7 −3 6

∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣−4 7
−3 6

∣∣∣∣− 1

∣∣∣∣5 7
7 6

∣∣∣∣− 1

∣∣∣∣5 −4
7 −3

∣∣∣∣
= 2 · (−24 + 21)− 1 · (30− 49)− 1 · (−15 + 28)

= 2 · (−3)− 1 · (−19)− 1 · 13 = −6 + 19− 13 = 0.

S obzirom na to da je determinanta sistema jednaka nuli, to znaqi da
sistem ili nema rexe�a ili ima beskonaqno mnogo rexe�a.
Primetimo slede�e, ukoliko oduzmemo prvu jednaqinu sistema od tre�e
jednaqine dobi�emo sistem oblika

2x+ y − z = 7

5x− 4y + 7z = 1

5x− 4y + 7z = 1.

(2.20)

To znaqi da nax novi sistem nema tri jednaqine ve� dve, jer su druga i
tre�a jednaqina identiqne. Ukoliko stavimo da je z = a, a ∈ R sistem
mo�emo napisati u slede�em obliku

2x+ y = 7 + a

5x− 4y = 1− 7a,

gde nam a ima ulogu parametra. Kako sistem ima dve jednaqine sa tri
nepoznate ne mo�emo da ga reximo pomo�u determinanti ve� �emo na�i
rexe�e tako xto �emo izraziti y iz prve jednaqine i zameniti u drugu.

y = 7 + a− 2x

5x− 4(7 + a− 2x) = 1− 7a

odnosno

y = 7 + a− 2x

5x− 28− 4a+ 8x = 1− 7a
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odakle je

y = 7 + a− 2x

13x = 1− 7a+ 4a+ 28

i konaqno dobijamo da je

x =
29− 3a

13
,

odakle sledi da je

y =
33 + 19a

13
,

pa je svaki ure�eni par

(x, y) =

(
29− 3a

13
,
33 + 19a

13

)
,

za svako a ∈ R rexe�e sistema (2.20), a svaka ure�ena troka

(x, y, z) =

(
29− 3a

13
,
33 + 19a

13
, a

)

je rexe�e polaznog sistema.

Primer 2.2.7. Rexiti sistem jednaqina

x+ y + z = 3

2x− 3y + 2z = 1

3x− 2y + 3z = 7

Rexe�e. Determinanta sistema je

D =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
2 −3 2
3 −2 3

∣∣∣∣∣∣ = 1

∣∣∣∣−3 2
−2 3

∣∣∣∣− 1

∣∣∣∣2 2
3 3

∣∣∣∣+ 1

∣∣∣∣2 −3
3 −2

∣∣∣∣
= 1 · (−9 + 4)− 1 · (6− 6) + 1 · (−4 + 9)

= −5 + 5 = 0.

Mogli smo i bez raquna�a da zak	uqimo da je D = 0 jer su prva i
tre�a kolona determinante identiqne.
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S obzirom na to da je determinanta sistema jednaka nuli, to znaqi da
sistem ili nema rexe�a ili ima beskonaqno mnogo rexe�a.
Ako saberemo prvu i drugu jednaqinu sistema dobi�emo sistem oblika

x+ y + z = 3

3x− 2y + 3z = 4

3x− 2y + 3z = 7,

odakle oduzima�em druge od tre�e jednaqine sistema dobijamo da je
0 = 3, xto nije mogu�e, pa zak	uqujemo da sistem nema rexe�a.

Va�no je pomenuti jox jedan pojam, homogen sistem. To je sistem
oblika

a1x+ b1y + c1z = 0

a2x+ b2y + c2z = 0

a3x+ b3y + c3z = 0

. (2.21)

Sistem (2.21) uvek ima bar jedno rexe�e, a to je ure�ena trojka (x, y, z) =
(0, 0, 0), koje se nazivatrivijalno rexe�e. Za sistem (2.21) va�i slede�e:

1. ako je D ̸= 0, sistem ima taqno jedno, i to trivijalno, rexe�e;

2. ako je D = 0, sistem ima beskonaqno mnogo rexe�a.

Gausov postupak

Ovaj postupak opisan je na poqetku rada, u opxtem delu o sistemima
linearnih jednaqina dok �e u ovom poglav	u biti opisan postupak koji
se prime�uje u tre�em razredu sred�ih xkola i gimnazija.

Gausov postupak se sastoji u postepenom eliminisa�u promen	ivih
iz sistema transformisa�em polaznog sistema u xto jednostavniji
oblik. Postupak �e biti dat kroz primere, bez razmatra�a teorije.

Primer 2.2.8. Rexiti sistem jednaqina

x+ y + z = 6

2x− y + z = 3

x− 2y + 2z = 3.
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Rexe�e. Ako prvu jednaqinu sistema saberemo sa drugom, a zatim je
pomno�imo sa 2 i dodamo tre�oj dobijamo sistem

x+ y + z = 6

3x+ 2z = 9

3x+ 4z = 15.

Primetimo da smo iz druge i tre�e jednaqine sistema eliminisali
promen	ivu y. Sada pomno�imo drugu jednaqinu sa −1 pa je saberimo
sa tre�om. Dobijamo sistem

x+ y + z = 6

3x+ 2z = 9

2z = 6,

koji je ekvivalentan polaznom, a iz kog vidimo da je z = 3. Zamenom
vrednosti z u drugu jednaqinu sistema dobijamo da je 3x = 3, odnosno
x = 1.
Zamenom dobijenih vrednosti za x i y u prvu jednaqinu polaznog sistema
dobijamo da je y = 2, pa je rexe�e polaznog sistema ure�ena trojka
(x, y, z) = (1, 2, 3).

Primer 2.2.9. Rexiti sistem jednaqina

2x+ y − z = 7

5x− 4y + 7z = 1

7x− 3y + 6z = 8.

Rexe�e. Ako prvu jednaqinu sistema, pomno�enu sa−4, dodamo drugoj
i prvu jednaqinu pomno�enu sa −3 dodamo tre�oj dobijamo slede�i
sistem

2x+ y − z = 7

13x+ 3z = 29

13x+ 3z = 29.

Primetimo da je posled�i sistem zapravo sistem od dve jednaqine sa
tri nepoznate, odnosno ekvivalentan je sistemu

2x+ y − z = 7

13x+ 3z = 29

0 = 0.
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Iz druge jednaqine sistema imamo da je z =
29− 13x

3
, za x ∈ R. Zamenom

u prvu jednaqinu sistema dobijamo da je

y =
50− 19x

3
,

pa su sva rexe�a polaznog sistema data sa

(x, y, z) =

(
x,

50− 19x

3
,
29− 13x

3

)
, x ∈ R.

Primer 2.2.10. Rexiti sistem jednaqina

x+ y + z = 3

2x− 3y + 2z = 1

3x− 2y + 3z = 7.

Rexe�e. Ako prvu jednaqinu sistema, pomno�enu sa 3, dodamo drugoj
i prvu jednaqinu pomno�enu sa 2 dodamo tre�oj jednaqini sistema
dobijamo slede�i sistem

x+ y + z = 3

5x+ 5z = 10

5x+ 5z = 13.

Ako drugu jednaqinu sistema pomno�enu sa −1 dodamo tre�oj dobijamo
sistem

x+ y + z = 3

5x+ 5z = 10

0 = 3,

a posled�i sistem je protivreqan pa nema rexe�a, a onda ih nema ni
polazni sistem jer su ekvivalentni.

Gausov postupak nam je veoma znaqajan zbog toga xto �egovom primenom
mo�emo rexavati i sisteme jednaqina kod kojih broj jednaqina nije
jednak broju nepoznatih.
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Primer 2.2.11. Rexiti sistem jednaqina

x+ y + 3z = 4

2x+ y − z = 3

3x− y + 4z = 1

x+ 2y − 13z = 1.

Rexe�e. Ako prvu jednaqinu sistema, pomno�enu redom sa −2, −3
i −1 dodamo drugoj, tre�oj i qetvrtoj jednaqini sistema dobijamo
slede�i sistem

x+ y + 3z = 4

−y − 7z = −9

−4y − 5z = −11

y − 16z = −3.

Ako drugu jednaqinu sistema pomno�enu sa−4 dodamo tre�oj i saberemo
je sa qetvrtom dobijamo sistem

x+ y + 3z = 4

−y − 7z = −9

23z = 25

−23z = −12.

Nakon sabira�a posled�e dve jednaqine dobi�emo neprotivreqan sistem.

x+ y + 3z = 4

−y − 7z = −9

23z = 25

0 = 16,

pa polazni sistem nema rexe�a.

Gausov postupak mo�emo prime�ivati i na sisteme sa parametrom.

Primer 2.2.12. Rexiti sistem jednaqina

x+ 2y + 3z + 4u = 5

2x+ 2y − z + 2u = 6

3x+ 2y − 5z = λ,
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gde je λ realan broj.
Rexe�e. Primeni�emo Gausov postupak. Eliminisa�emo promen	ivu
x iz sistema. Pomno�i�emo prvu jednaqinu sa −2 i dodati drugoj, a
zatim �emo je pomno�iti sa −3 i dodati tre�oj jednaqini polaznog
sistema.

x+ 2y + 3z + 4u = 5

−2y − 7z − 6u = −4

−4y − 14z − 12u = λ− 15.

Ako drugu jednaqinu sistema pomno�enu sa −2 dodamo tre�oj dobijamo
sistem

x+ 2y + 3z + 4u = 5

−2y − 7z − 6u = −4

0 = λ− 7.

Sada je potrebno da razmotrimo mogu�a rexe�a sistema u zavisnosti
od parametra λ. Ako je λ ̸= 7, sistem je protivreqan, odnosno nema
rexe�a, a ako je λ = 7 onda polazni sistem ima beskonaqno mnogo
rexe�a oblika

x = 1 + 4z + 2u, y = 2− 7

2
z − 2u, z, u ∈ R.



Glava 3

Zadaci sa takmiqe�a

U ovom poglav	u nalaze se odabrani zadaci sa dodatne nastave iz
matematike za osnovnu i sred�u xkolu iz oblasti linearnih jednaqina
i sistema linearnih jednaqina, kao i zadaci koji su ranijih godina
bili na takmiqe�ima.

3.1 Zadaci sa takmiqe�a u osnovnoj

xkoli

1. (Opxtinsko takmiqe�e 2012.) Odrediti parametar a tako da
jednaqine

2ax− 1

3
x = a+ 4 i −1

4
(2x− 1) = x− 1 + x

2
budu ekvivalentne.

Rexe�e. Jednaqine su ekvivalentne kada imaju isti skup rexe�a.
Kako druga jednaqina nema parametar prvo �emo rexiti �u, a
zatim �emo u zavisnosti od �enog skupa rexe�a odrediti vrednosti
parametra a.

−1

2
x+

1

4
=

2x− 1− x

2
/ · 4,

−2x+ 1 = 2x− 2,

4x = 3.

Vidimo da je rexe�e druge jednaqine x =
3

4
. Zamenom u prvu

jednaqinu dobijamo:

3

2
a− 1

4
= a+ 4 / · 4,

56
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6a− 1 = 4a+ 16,

2a = 17.

Vrednost parametra je a =
17

2
.

2. (Dr�avno takmiqe�e iz matematike 2014.) Odredi sve parove
celih brojeva (m,n) za koje va�i m(m+ 1) = n(n+ 2).
Rexe�e.Prvo �emo transformisati jednaqinu na slede�i naqin:

m(m+ 1) = n(n+ 2) / · 4,

4m2 + 4m = 4n2 + 8n,

Sada dopunimo do kvadrata binoma:

4m2 + 4m+ 1− 1 = 4n2 + 8n+ 4− 4,

(2m+ 1)2 − 1 = (2n+ 2)2 − 4,

(2n+ 2)2 − (2m+ 1)2 = 3.

Sa leve strane jednakosti nalazi se razlika kvadrata.

(2n+ 2− 2m− 1)(2n+ 2 + 2m+ 1) = 3,

(2n− 2m+ 1)(2n+ 2m+ 3) = 3.

Sada �emo razmotriti sluqajeve. Ima ih qetiri, a svaki od �ih se
svodi na rexava�e sistema dve linearne jednaqine sa dve nepoznate:

a) 2n− 2m+ 1 = 1 i 2n+ 2m+ 3 = 3

2n− 2m+ 1 = 1

2n+ 2m+ 3 = 3.

2n− 2m = 0

2n+ 2m = 0.

n = m

4m = 0.
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Iz posled�eg sistema vidimo da je rexe�e sistema ure�eni
par
(m,n) = (0, 0).
Na isti naqin rexavamo i preostala tri sluqaja.

b) 2n− 2m+ 1 = 3 i 2n+ 2m+ 3 = 1
Rexe�e je ure�eni par (m,n) = (−1, 0).

v) 2n− 2m+ 1 = −1 i 2n+ 2m+ 3 = −3
Rexe�e je ure�eni par (m,n) = (−1,−2).

g) 2n− 2m+ 1 = −3 i 2n+ 2m+ 3 = −1
Rexe�e je ure�eni par (m,n) = (0,−2).

3. (Dr�avno takmiqe�e 2013.)
Rexi sistem jednaqina

x− 2y − 1 = 0

x2 − 4y2 + 4y − 17 = 0

Rexe�e.

x− 2y − 1 = 0

x2 − 4y2 + 4y − 17 = 0

x = 2y + 1

(2y + 1)2 − 4y2 + 4y − 17 = 0

x = 2y + 1

4y2 + 4y + 1− 4y2 + 4y − 17 = 0

x = 2y + 1

8y − 16 = 0
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x = 2y + 1

y = 2

x = 5

y = 2

4. (Xkolsko takmiqe�e 1994.) Odredi sva rexe�a jednaqine
2x2 − y2 = y2 + 1994 u skupu celih brojeva.
Rexe�e.Prvo �emo transformisati jednaqinu na slede�i naqin:

2x2 − 2y2 = 1994 / : 2,

x2 − y2 = 997,

Leva strana jednakosti je razlika kvadrata pa je mo�emo zapisati
kao:

(x− y)(x+ y) = 997,

Kako je 997 prost broj, nada	e posmatramo qetiri sluqaja (u sva
qetiri sluqaja rexavamo sistem od dve jednaqine sa dve nepoznate):

a) x− y = 1 i x+ y = 997

x− y = 1

x+ y = 997.

x = 1 + y

1 + 2y = 997.

x = 1 + y

2y = 996.

Iz posled�eg sistema vidimo da je rexe�e ure�eni par (x, y) =
(499, 498).
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b) x− y = 997 i x+ y = 1.
Rexe�e je ure�eni par (x, y) = (499,−498).

v) x− y = −1 i x+ y = −997.
Rexe�e je ure�eni par (x, y) = (−499,−498).

g) x− y = −997 i x+ y = −1.
Rexe�e je ure�eni par (x, y) = (−499, 498).

5. (Republiqko takmiqe�e 1998.) Na�i rexe�e sistema jednaqina

x2 + y2 = 4x+ 4y − 3

y2 + z2 = 4y + 4z + 5

z2 + x2 = 4z + 4x+ 2,

u skupu realnih brojeva.
Rexe�e. Dati sistem mo�emo da transformixemo na slede�i
naqin

x2 + y2 = 4x+ 4y − 3

y2 + z2 = 4y + 4z + 5

z2 + x2 = 4z + 4x+ 2

(x− 2)2 + (y − 2)2 = 5

(y − 2)2 + (z − 2)2 = 13

(z − 2)2 + (x− 2)2 = 10

Uvo�e�em smene (x−2)2 = X, (y−2)2 = Y i (z−2)2 = Z prethodni
sistem postaje sistem linearnih jednaqina

X + Y = 5

Y + Z = 13

Z +X = 10
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X = 5− Y

Z = 13− Y

Z +X = 10

X = 5− Y

Z = 13− Y

13− Y + 5− Y = 10

X = 5− Y

Z = 13− Y

Y = 4

X = 1

Z = 9

Y = 4

Vra�a�em smene koju smo uveli iz posled�e jednaqine imamo da
je (y − 2)2 odakle je y = 0 ili y = 4.
Tako�e, kako je (x− 2)2 = 1 to je x = 1 ili x = 3, a iz (z− 2)2 = 9
dobijamo da je z = −1 ili z = 5. Dakle, rexe�a su ure�ene trojke
(x, y, z) gde je x ∈ {1, 3}, y ∈ {0, 4} i z ∈ {−1, 5}.

6. (Xkolsko takmiqe�e 2000.) Leka i �arko su podelili 1416

dinara. Kada je Leka potroxio
4

7
svog dela novca, a �arko

3

8
svog, imali su jednake iznose. Koliko novca je svako od �ih dobio
prilikom podele?
Rexe�e. Da bismo rexili zadatak oznaqi�emo sa x deo novca
koji je Leka dobio prilikom podele, a sa y deo novca koji je
pripao �arku. Na osnovu podataka datih u zadatku formiramo
slede�i sistem od dve jednaqine sa dve nepoznate

x+ y = 1416

3

7
x =

5

8
y / · 7

3
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x+ y = 1416

x =
35

24
y

x =
35

24
y

59

24
y = 1416

Iz posled�eg sistema dobijamo da je y = 576, a x = 840. Dakle,
Leka je prilikom podele dobio 840 dinara, dok je �arko dobio
576 dinara.

7. (Xkolsko takmiqe�e iz matematike 2004.) Zbir dva broja je
135. Ako 35% jednog broja iznosi koliko i 28% drugog broja, koji
su to brojevi?
Rexe�e. Oznaqimo prvi broj sa x, a drugi sa y. Tada va�i

x+ y = 135

0, 35x = 0, 28y / : 0, 35

x+ y = 135

x = 0, 8y

1, 8y = 135

x = 0, 8y

y = 75

x = 0, 8 · y

y = 75

x = 60
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Dakle, prvi broj je 60, dok je drugi broj 75.

8. (Dr�avno takmiqe�e 2010.) Rexi sistem jednaqina

|x|+ y + z = 2009

x+ y + z = 2010

x+ y + 2z = 2011

Rexe�e. Zbog apsolutne vrednosti rexava�e sistema jednaqina
razdvajamo na dva sluqaja.

x ≥ 0

x+ y + z = 2009

x+ y + z = 2010

x+ y + 2z = 2011

Ako prvu jednaqinu pomno�imo sa−1 i dodamo drugoj dobijamo
protivreqan sistem

x+ y + z = 2009

0 = 1

x+ y + 2z = 2011,

a on nema rexe�a.

x < 0

−x+ y + z = 2009

x+ y + z = 2010

x+ y + 2z = 2011

−x+ y + z = 2009

x+ y + z = 2010

z = 1

Zamenom vrednosti za z polazni sistem postaje

−x+ y = 2008

x+ y = 2009,

odakle je y =
4017

2
, pa je x =

1

2
xto je protivreqno pretpostavci

da je x < 0.
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Zak	uqujemo da dati sistem nema rexe�a.

3.2 Zadaci sa takmiqe�a u sred�oj

xkoli

Odabrani zadaci sa takmiqe�a iz matematike na razliqi-

tim nivoima za uqenike sred�ih xkola[5][7][8]

1. (Republiqko takmiqe�e 1964., 3. razred) Rexiti po x, y i z
sistem

ax+ by + z = 1

x+ aby + z = b

x+ by + az = 1,

gde su a i b dati brojevi. Diskusija!
Rexe�e. Determinanta sistema je

D =

∣∣∣∣∣∣
a b 1
1 ab 1
1 b a

∣∣∣∣∣∣ = b(a− 1)2(a+ 2).

Ostale determinante su

D(x) =

∣∣∣∣∣∣
1 b 1
b ab 1
1 b a

∣∣∣∣∣∣ = b(a− 1)(a− b),

D(y) =

∣∣∣∣∣∣
a 1 1
1 b 1
1 1 a

∣∣∣∣∣∣ = (a− 1)(b(a+ 1)− 2),

D(z) =

∣∣∣∣∣∣
a b 1
1 ab b
1 b 1

∣∣∣∣∣∣ = b(a− 1)(a− b).

Ako je a ̸= 1 i b ̸= 0 i a ̸= −2 onda je i D ̸= 0 pa sistem ima
jedinstveno rexe�e

(x, y, z) =

(
a− b

(a− 1)(a+ 2)
,

ab+ b− 2

b(a− 1)(a+ 2)
,

a− b

(a− 1)(a+ 2)

)
.
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Ako je b = 0 i a ̸= 1 i a ̸= −2 onda je D = D(x) = D(z) = 0 i
D(y) ̸= 0 pa sistem nema rexe�a.
Ako je b = 0 i a = 1 sistem postaje

x+ z = 1

x+ z = 0

x+ z = 1,

a ovaj sistem je protivreqan pa nema rexe�a.
Ako je b ̸= 0 i a = 1 sistem postaje

x+ by + z = 1

x+ by + z = b

x+ by + z = 1,

oduzima�em prve jednaqine od druge i tre�e dobijamo sistem

x+ by + z = 1

0 = b− 1

0 = 0,

odnosno

x+ by + z = 1

0 = b− 1,

odakle vidimo da ako je b = 1 sistem ima beskonaqno mnogo
rexe�a, dok je za b ̸= 1 sistem protivreqan pa nema rexe�a.
Ako je b = 0 i a = −2 sistem postaje

−2x+ z = 1

x+ z = 0

x− 2z = 1.

Iz druge jednaqine imamo da je x = −z, zamenom u prvu i tre�u
dobijamo da je 3z = 1 i −3z = 1, a to nije mogu�e. Dakle, sistem
je tako�e protivreqan pa nema rexe�a.
Ako je b ̸= 0 i a = −2 onda je D = 0, D(x) = D(z) = 3b(b + 2)
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i D(y) = 3(b + 2) pa za b ̸= −2 sistem nema rexe�e. Za b = −2
sistem postaje

−2x− 2y + z = 1

x+ 4y + z = −2

x− 2y − 2z = 1,

oduzima�em prve jednaqine od tre�e dobijamo sistem

−2x− 2y + z = 1

x+ 4y + z = −2

3x− 3z = 0.

Iz posled�e jednaqine je x = z. Zamenom u prvu i drugu dobijamo
sistem

−2x− 2y + x = 1

x+ 4y + x = −2,

odnosno

−x− 2y = 1

x = −1− 2y.

Zamenom druge u prvu jednaqinu dobijamo da je 1 + 2y − 2y =
1 odakle zak	uqujemo da sistem ima beskonaqno mnogo rexe�a
oblika

(y,−1− 2y), y ∈ R.

2. (Republiqko takmiqe�e 1966., 1. razred) Rexiti sistem jednaqina

mx− 2y = 3

3x+my = 4,

i odrediti m tako da rexe�a budu pozitivna.

Rexe�e. Iz prve jednaqine imamo da je y =
mx− 3

2
, zamenom u

drugu dobijamo

3x+m
mx− 3

2
= 4 / · 2,
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6x+m2x− 3m = 8,

x(m2 + 6) = 8 + 3m,

x =
8 + 3m

m2 + 6
,

pa mo�emo zak	uqiti da je x pozitivno ako je m > −8

3
.

y =
m

2
x− 3

2
,

y =
m

2
· 8 + 3m

m2 + 6
− 3

2
,

y =
8m+ 3m2 − 3m2 − 18

2(m2 + 6)
,

y =
8m− 18

2(m2 + 6)
.

Kako je imenilac uvek ve�i od nule, y �e biti pozitivno ako je

8m− 18 > 0, a to je za m >
9

4
.

Konaqno, rexe�e sistema �e biti pozitivno za m >
9

4
.

3. (Republiqko takmiqe�e 1967., 1. razred) Dat je sistem jednaqina

ax− 4y + 2 = 0

x− ay − 1 = 0,

gde je a realan parametar.

1) Odrediti parametar a tako da sistem

a) ima jedno rexe�e (x, y);

b) nema ni jedno rexe�e;

v) ima beskonaqno mnogo rexe�a.

2) Da li dati sistem jednaqina mo�e imati celobrojna rexe�a?
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Rexe�e. Iz druge jednaqine imamo da je x = ay + 1, zamenom u
prvu jednaqinu dobijamo da je

a2y + a− 4y + 2 = 0,

(a2 − 4)y + a+ 2 = 0.

Za a ̸= ±2 va�i

y =
a+ 2

4− a2
,

pa je

x =
2a+ 4

4− a2
.

Ako je a = 2 sistem postaje

2x− 4y + 2 = 0

x− 2y − 1 = 0 / · (−2),

odnosno

2x− 4y + 2 = 0

−2x+ 4y + 2 = 0.

Sabira�em jednaqina dobijamo da je 4 = 0, dakle sistem nema
rexe�a.
Za a = −2 sistem postaje

−2x− 4y + 2 = 0 / : 2

x+ 2y − 1 = 0

−x− 2y + 1 = 0

2x+ 4y − 2 = 0

x = 1− 2y

2− 4y + 4y − 2 = 0

x = 1− 2y

0 = 0
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pa zak	uqujemo da sistem ima beskonaqno mnogo rexe�a oblika
(x, y) = (1− 2y, y), gde je y ∈ R. Na osnovu prethodnog:

1) a) Sistem �e imati jedinstveno rexe�e za a ̸= ±2.

b) Sistem nema rexe�a ako je a = 2.

v) Sistem ima beskonaqno mnogo rexe�a ako je a = −2.

2) Sistem �e imati celobrojna rexe�a ako a− 2 deli 2 i deli
1, tj. ako je 2− a = ±1, pa je a ∈ {1, 3}.

4. Republiqko takmiqe�e 2003., 3. razred, B kategorija Rexiti
sistem u zavisnosti od realnog parametra a1:

ax+ 6y + z = 1

x+ 6ay + z = 6

x+ 6y + az = 1.

Rexe�e. Determinanta sistema je

D =

∣∣∣∣∣∣
a 6 1
1 6a 1
1 6 a

∣∣∣∣∣∣ = 6(a− 1)2(a+ 2).

Izraqunajmo i D(x), D(y), D(z):

D(x) =

∣∣∣∣∣∣
1 6 1
6 6a 1
1 6 a

∣∣∣∣∣∣ = 6(a− 1)(a− 6),

D(y) =

∣∣∣∣∣∣
a 1 1
1 6 1
1 1 a

∣∣∣∣∣∣ = 2(a− 1)(3a+ 2),

D(z) =

∣∣∣∣∣∣
a 6 1
1 6a 6
1 6 1

∣∣∣∣∣∣ = 6(a− 1)(a− 6).

1Opxtiji oblik zadatka je bio na republiqkom takmiqe�u 1964., 3. razred.,
�egovo rexe�e se nalazi na poqetku ovog poglav	a



GLAVA 3. ZADACI SA TAKMIQE�A 70

Za a ̸= 1 i a ̸= −2 va�i da je D ̸= 0 pa polazni sistem ima
jedinstveno rexe�e

(x, y, z) =

(
a− 6

(a− 1)(a+ 2)
,

3a+ 2

3(a− 1)(a+ 2)
,

a− 6

(a− 1)(a+ 2)

)
.

Za a = −2 va�i da je D = 0 i D(x) ̸= 0 pa sistem nema rexe�a.
Za a = 1 je D = D(x) = D(y) = D(z) = 0 pa je sistem potrebno
rexiti Gausovom metodom. Zamenom vrednosti dobijamo:

x+ 6y + z = 1

x+ 6y + z = 6

x+ 6y + z = 1.

Kada prvu jednaqinu pomno�enu sa −1 dodamo drugoj dobijamo
sistem

x+ 6y + z = 1

0 = 5

x+ 6y + z = 1.

Ovaj sistem je protivreqan pa zak	uqujemo da za a = 1 polazni
sistem jednaqina nema rexe�a.

5. (Republiqko takmiqe�e 2004., 3. razred, B kategorija) U zavisnosti
od realnog parametra a rexiti sistem jednaqina

x+ y − z = 1

2x+ 3y + az = 3

x+ ay + 3z = 2.

Rexe�e. Determinanta sistema je

D =

∣∣∣∣∣∣
1 1 −1
2 3 a
1 a 3

∣∣∣∣∣∣ = (3 + a)(2− a).

Ostale determinante su

D(x) =

∣∣∣∣∣∣
1 1 −1
3 3 a
2 a 3

∣∣∣∣∣∣ = (3 + a)(2− a),
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D(y) =

∣∣∣∣∣∣
1 1 −1
2 3 a
1 2 3

∣∣∣∣∣∣ = 2− a,

D(z) =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
2 3 3
1 a 2

∣∣∣∣∣∣ = 2− a.

Za a ̸= −3 i a ̸= 2 polazni sistem ima jedinstveno rexe�e

(x, y, z) =

(
1,

1

3 + a
,

1

3 + a

)
Ako je a = −3 determinanta sistema je nula, aD(y) ̸= 0 iD(z) ̸= 0
pa sistem nema rexe�a.
Ako je a = 2 Kramerova metoda nam ne�e dati odgovor. Zamenom
vrednosti a sistem postaje

x+ y − z = 1

2x+ 3y + 2z = 3

x+ 2y + 3z = 2.

Ako prvu jednaqinu pomno�enu sa 2 dodamo drugoj, a pomno�enu
sa 3 tre�oj dobijamo sistem

x+ y − z = 1

4x+ 5y = 5

4x+ 5y = 5.

Ako izrazimo x i z preko y dobijamo oblik rexe�a (kojih ima
beskonaqno mnogo)

(x, y, z) =

(
5− 5y

4
, y,

−y + 1

4

)
, y ∈ R.

6. (Okru�no takmiqe�e 2005., 3. razred, B kategorija) U zavisnosti
od realnih parametara α i β rexiti sistem jednaqina

x+ y + βz = α + 2β

x+ αy + z = α2 + β + 1

x+ y + 2βz = α + 3β.
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Rexe�e. Determinanta sistema je

D =

∣∣∣∣∣∣
1 1 β
1 α 1
1 1 2β

∣∣∣∣∣∣ = β(α− 1).

Sistem ima jedinstveno rexe�e za D ̸= 0, odnosno za β ̸= 0 i
α ̸= 1.
Ostale determinante su

D(x) =

∣∣∣∣∣∣
α + 2β 1 β

α2 + β + 1 α 1
α + 3β 1 2β

∣∣∣∣∣∣ = β2(α− 1),

D(y) =

∣∣∣∣∣∣
1 α + 2β β
1 α2 + β + 1 1
1 α + 3β 2β

∣∣∣∣∣∣ = αβ(α− 1),

D(z) =

∣∣∣∣∣∣
1 1 α + 2β
1 α α2 + β + 1
1 1 α + 3β

∣∣∣∣∣∣ = β(α− 1),

a to rexe�e je
(x, y, z) = (β, α, 1).

Za D = 0 razlikujemo dva sluqaja:

1) β = 0
Sistem postaje

x+ y = α

x+ αy + z = α2 + 1

x+ y = α.

Iz prve i tre�e jednaqine imamo da je y = α − x, zamenom u
drugu dobijamo da je z = 1+(α−1)x pa sistem ima beskonaqno
mnogo rexe�a oblika

(x, y, z) = (x, α− x, 1 + (α− 1)x), x ∈ R.
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2) α = 1
Sistem postaje

x+ y + βz = 1 + 2β

x+ y + z = β + 2

x+ y + 2βz = 1 + 3β.

Ako dodamo prvu jednaqinu pomno�enu sa −1 drugoj i tre�oj
dobijamo sistem

x+ y + βz = 1 + 2β

z = 1

z = 1.

Zak	uqujemo da sistem ima beskonaqno mnogo rexe�a oblika

(x, y, z) = (x, 1 + β − x, 1), x ∈ R.

7. (Opxtinsko takmiqe�e 2007., 1. razred, A kategorija) Rexiti
sistem jednaqina ([x] je ceo deo realnog broja x)

x− y = 2005

[x] + [y] = 2007.

Rexe�e. Realan broj x mo�emo napisati kao

x = [x] + {x} ,

gde je 0 ≤ {x} < 1. Dakle, prvu jednaqinu sistema mo�emo zapisati
u slede�em obliku

[x] + {x} − [y]− {y} = 2005,

odakle zak	uqujemo da je {x} − {y} ∈ Z, tj. {x} = {y}, pa sistem
postaje

[x]− [y] = 2005

[x] + [y] = 2007,

odakle je [x] = 2006, a [y] = 1 pa sistem ima beskonaqno mnogo
rexe�a oblika

(x, y) = (2006 + ω, 1 + ω), 0 ≤ ω < 1.
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8. (Opxtinsko takmiqe�e 2007., 3. razred, B kategorija)2 Rexiti
sistem jednaqina

2x+ y + z + u = 1

x+ 2y + z + u = 1

x+ y + 2z + u = 1

x+ y + z + 2u = 1.

Rexe�e.Ukoliko prvu jednaqinu, pomno�enu sa−1 dodamo redom
drugoj, tre�oj i qetvrtoj, nakon sre�iva�a, dobijamo sistem

2x+ y + z + u = 1

x = y

x = z

x = u.

Zamenom u prvu jednaqinu dobijamo da je x = y = z = u =
1

5
.

Dakle, rexe�e sistema je (x, y, z, u) =

(
1

5
,
1

5
,
1

5
,
1

5

)
.

9. (Opxtinsko takmiqe�e 2008., 3. razred, A kategorija) Neka je
a ∈ R. U skupu realnih brojeva rexiti sistem

x+ y + (1− a)z = a

(1− a)x− y + z = −1

x+ (a− 1)y − z = 0.

Rexe�e. Determinanta sistema je

D =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1− a

1− a −1 1
1 a− 1 −1

∣∣∣∣∣∣ = (a− 2)2(a+ 1).

Ostale determinante su

D(x) =

∣∣∣∣∣∣
a 1 −a
−1 −1 1
0 a− 1 −1

∣∣∣∣∣∣ = 0,

2Zadatak je bio u qasopisu ,,Tangenta 38/2\
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D(y) =

∣∣∣∣∣∣
1 a 1− a

1− a −1 1
1 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = −(a− 2)(a+ 1),

D(z) =

∣∣∣∣∣∣
1 1 a

1− a −1 −1
1 a− 1 0

∣∣∣∣∣∣ = −(a− 2)(a+ 1)(a− 1).

Za a ̸= 2 i a ̸= −1 je D ̸= 0 pa sistem ima jedinstveno rexe�e
oblika

(x, y, z) = (0,− 1

a− 2
,
a− 1

a− 2
).

Za a = 2 sistem ima oblik

x+ y − z = 2

−x− y + z = −1

x+ y − z = 0.

Primetimo da iz prve i tre�e jednaqine dobijamo da je 0 = 2,
dakle sistem je nemogu�, odnosno nema rexe�a.
Za a = −1 sistem ima oblik

x+ y + 2z = −1

2x− y + z = −1

x− 2y − z = 0.

Ako prvu jednaqinu dodamo drugoj i prvu jednaqinu pomno�enu
sa 2 dodamo tre�oj sistem postaje

x+ y + 2z = −1

3x+ 3z = −2

3x+ 3z = −2,

odnosno

y = −1

3
− z

x = −2

3
− z.

Dakle sistem ima beskonaqno mnogo rexe�a oblika

(x, y, z) =

(
− 2

3
− z,−1

3
− z, z

)
, z ∈ R.
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10. Sistem jednaqina3

bx+ ay = c

cx+ az = b

cy + bz = a,

ima jedinstveno rexe�e. Dokazati da je abc ̸= 0 i na�i to rexe�e.

Rexe�e. Determinanta sistema je

D =

∣∣∣∣∣∣
b a 0
c 0 a
0 c b

∣∣∣∣∣∣ = −2abc.

Kako nam je u tekstu reqeno da sistem ima jedinstveno rexe�e,
mora va�iti da je D ̸= 0, odnosno −2abc ̸= 0 odakle direktno
sledi da je abc ̸= 0.
Da	e je

D(x) =

∣∣∣∣∣∣
c a 0
b 0 a
a c b

∣∣∣∣∣∣ = a(a2 − b2 − c2),

pa je x =
−a2 + b2 + c2

2bc
.

D(y) =

∣∣∣∣∣∣
b c 0
c b a
0 a b

∣∣∣∣∣∣ = b(b2 − a2 − c2),

pa je y =
−b2 + a2 + c2

2ac
.

D(z) =

∣∣∣∣∣∣
b a c
c 0 b
0 c a

∣∣∣∣∣∣ = c(c2 − a2 − b2),

pa je z =
−c2 + a2 + b2

2ab
.

Na osnovu prethodnog, jedinstveno rexe�e sistema je ure�ena

trojka (x, y, z) =

(
−a2 + b2 + c2

2bc
,
−b2 + a2 + c2

2ac
,
−c2 + a2 + b2

2ab

)
.

3Zadatak je iz zbirke ,,Pripremni zadaci za matematiqka takmiqe�a sred�o-
xkolaca u Srbiji\[8]



Zak	uqak

Ideja ovog rada bila je da se sistemi linearnih jednaqina uvedu
kao pojam i prika�u naqini �ihovog rexava�a u osnovnoj i sred�oj
xkoli. U prvom delu rada akcenat je na teoriji i primerima koji
ilustruju navedenu teoriju dok su u drugom delu rada dati zadaci
sa rexe�ima koji su se jav	ali na takmiqe�ima razliqitih nivoa u
osnovnoj i sred�oj xkoli.
Ono xto je prime�eno tokom pregleda�a zadataka sa takmiqe�a i
izdvaja�a onih u kojima se jav	aju sistemi linearnih jednaqina je
da su se neki zadaci sa republiqkih takmiqe�a iz 1960-ih godina
kasnije pojav	ivali na takmiqe�ima ni�ih nivoa, xto ide u prilog
tome da se program nastave i uqe�a kontinuirano me�a i prilago�ava
te da uqenici danas izuqavaju deta	nije, qak i ranije nego pre 50
godina. Oqigledan primer je i izmena plana i programa nastave i
uqe�a od proxle godine kada je oblast "obrada podataka" iz osmog
razreda premextena da se izuqava u sedmom razredu osnovne xkole.
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