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1 Prsteni

1.1 Pojam prstena

Aditivna grupa celih brojeva (Z,+) je jedno raxire�e aditivne polugrupe
prirodnih brojeva (N,+), u kojoj za svako k ∈ Z va�i taqno jedna relacija:
k ∈ N, k = 0,−k ∈ N. Naravno, tu je 0 neutral te grupe. Otuda, ako se sa
mn oznaqava proizvod prirodnih brojeva m i n, tada je sa m · n = mn, zatim
m · (−n) = (−m) · n = −mn, (−m) · (−n) = mn i m · 0 = 0 · m = 0 defi-
nisana jox jedna binarna operacija u skupu celih brojeva. Zovemo je i �iho-
vim mno�e�em. Uz to se lako proveri da je (Z, ·) jedan monoid, kao i da je
(a+ b) c = ac+ bc, a (b+ c) = ab+ ac za svako a, b, c iz Z, to jest da je ta operaci-
ja distributivna u odnosu na operaciju sabira�a celih brojeva. Tako odre�enu
strukturu (Z,+, ·) zovemo i prstenom celih brojeva.
Sliqna svojstva ima i struktura (Zk,+, ·), gde su + i · operacije sabira�a i
mno�e�a po modulu k u skupu Zk = {0, 1, . . . , k − 1} svih mogu�ih ostataka pri
euklidskom de	e�u sa k. Zovemo je i prstenom ostataka po modulu k.
I uopxte, po analogiji sa tim, pod prstenom podrazumevamo svaku algebarsku
strukturu sa dve binarne operacije, na primer (K,+, ·), koja zadovo	ava uslove:
1◦ (K,+) je komutativna grupa
2◦ (K, ·) je monoid
3◦ Druga operacija je distributivna u odnosu na prvu.
Same operacije prstena obiqno oznaqavamo sa + i · (tim redom) i zovemo �ego-
vim sabira�em i mno�e�em. Uz to, umesto prsten (K,+, ·) qesto ka�emo samo
prsten K.
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1.2 Prosta raxire�a prstena

Neka je L bilo koji natprsten datog prstena K. Jasno je da svaki od �egovih
potprstena A koji sadr�i K i neki fiksiran element λ ∈ L mora da sadr�i
i skup K [λ] svih elemenata a ∈ L koji se mogu predstaviti u obliku

a = α0 + α1λ+ α2λ
2 + . . .+ αnλ

n, αr ∈ K,n ∈ N0.

Pri tom je taj skup i jedna podgrupa aditivne grupe prstena L. Zaista, ako za
uoqeno a i

b = β0 + β1λ+ β2λ
2 + . . .+ βmλ

m

stavimo k = max {m,n}, kao i αr = βs = 0 za svako r > n i svako s > m, tada u
samom prstenu L va�i

a+ b = (α0 + β0) + (α1 + β1)λ+ . . .+ (αk + βk)λ
k,

a time i a + b ∈ K [λ] . Me�utim, u opxtem sluqaju, skup K [λ] ne mora biti i
potprsten prstena L. Ovo posled�e �e biti ako, na primer, samo λ komutira sa
svakim od elemenata iz K, to jest ako je αλ = λα za svako α ∈ K. Naime, kako
je tada i αλr = λrα, ako su a =

∑
αrλ

r i b =
∑
βsλ

s naznaqeni elementi skupa
K [λ], odmah sledi da je i ab =

∑
δkλ

k, sa δk = α0βk +α1βk−1 + . . .+αkβ0. Otuda
je i ab ∈ K [λ] , xto zajedno sa prethodnim znaqi da je tada skup K [λ] upravo
minimalni potprsten od L koji sadr�i λ i uoqeni prsten K.
Posebno, ako je tu L = K [λ] za bar jedno λ ∈ L koje komutira sa svim elementima
iz K, za sam prsten L ka�emo i da je jedno prosto raxire�e datog prstena
K (sa generatorom λ). Jasno je da je tada K [λ] i jedan K-modul sa generatrisom
e = [1, λ, λ2, . . . , λn, . . .] . Uz to, ako je ta familija e i linearno nezavisna nad
prstenom K, to jest ako za svako n ∈ N0 i proizvo	ne αr-ove iz K va�i α0 +
. . .+αnλ

n = 0⇒ α0 = . . . = αn = 0, za samo to λ ka�emo i da je transcendentno
nad K. To taqno znaqi da tada i za svako a iz K [λ] postoji taqno jedan niz
ae = (α0, α1, α2, . . .) elemenata iz prstena K, takav da je αr 6= 0 za najvixe
konaqno mnogo r-ova i a =

∑
αrλ

r.
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1.3 Prsten polinoma

Doka�imo, sada, da i svaki prsten K ima bar jedno prosto raxire�e K [λ]
u kome je to λ i transcendentno nad K. Xtavixe, pokaza�e se da su sva takva
�egova raxire�a i uzajamno izomorfna.
Naime, upravo smo videli da je svako prosto raxire�e K [λ] od K u tesnoj vezi
sa jednim podskupom L svih nizova (α0, α1, . . .), sa αr-ovima iz K. Naravno, tu je
L potpuno odre�eno sa K. Tako�e, ako su a i b bilo koji nizovi iz L, na primer

(1) a = (α0, α1, . . .) , b = (β0, β1, . . .) ,

zbog αr, βr ∈ K, taj skup L sadr�i i, kako �ihovu sumu

(2) a+ b = (α0 + β0, α1 + β1, . . .) ,

tako i �ihov proizvod:

(3) a = (δ0, δ1, δ2, . . .) , δk =
k∑
r=0

αrβk−r.

Time su, po analogiji sa prethodnom taqkom, i u skupu L definisane dve bi-
narne operacije (a, b) 7→ a + b i (a, b) 7→ ab. Xtavixe, lako se proveri da je
i sama ta struktura (L,+, ·) tako�e jedan prsten, sa jedinicom e = (1, 0, 0, . . .) .
Uz to je sa α 7→ (α, 0, 0, . . .) definisan i jedan monomorfizam prstena K u taj
prsten L, qija je slika K0 = {(α, 0, 0, . . .) : α ∈ K} potprsten od L izomorfan
sa K. Samim tim, prstene K i K0 mo�emo i poistovetiti, u smislu da svaki
od elemenata α ∈ K ima znaqe�e niza (α, 0, 0, . . .) u prstenu L, pa tada pixemo
K = K0 i α = (α, 0, 0, . . .) (α ∈ K) .
Da	e, me�u preostalim nizovima iz prstena L najprostiji oblik ima niz X =
(0, 1, 0, 0, . . .) .
Pri tom, iz (3) neposredno sledi da za svako a = (α0, α1, . . .) iz L va�i aX =
(0, α0, α1, . . .) . Tako�e je Xa = aX, kao i αa = (αα0, αα1, . . .) za svako α iz K.
Prema taqki 1, time je i skup

K [X] = {α0 + α1X + . . .+ αnX
n : αr ∈ K,n ∈ N0}

upravo minimalni potprsten prstena L koji sadr�i uoqeni element X i sam
prsten K, to jest K0.
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Naravno, tu je X2 = X ·X = (0, 0, 1, 0, . . .), zatim X3 = X2 ·X = (0, 0, 0, 1, 0, . . .),
i tako da	e, pa na osnovu toga neposredno sledi da je i

(4) α0 + . . .+ αnX
n = (α0, . . . , αn, 0, . . .) ,

sa n ∈ N0 i αr ∈ K. To posebno znaqi da je tu X i transcendentno nad prstenom
K, jer je taj niz nula, ako i samo ako je αr = 0 za svako r.
Tako odre�en prstenK [X] zovemo prstenom polinoma, a same �egove elemente
polinomima po neodre�enoj X nad datim prstenom K.
U suxtini, elementi tog prstena su nizovi odK oblika (4), dok su mu operacije
odre�ene sa (1− 3) . Pri tom je K, to jest K0 potprsten od K [X], uz napomenu
da α ∈ K ima znaqe�e niza (α, 0, 0, . . .), kao i da tu neodre�ena X = (0, 1, 0, . . .)
mo�e biti oznaqena i nekim drugim simbolom.
Same qlanove niza p = (α0, . . . , αn, 0, . . .) zovemo i koeficijentima polinoma
p =

∑
αrX

r. Time su dva polinoma jednaka, ako i samo ako su im jednaki i
odgovaraju�i koeficijenti. Posebno, polinom p =

∑
αrX

r je nula, ako i samo
ako je i αr = 0 za svako r.
Naravno, tu je Xp = pX i za svaki polinom p, iz prstena K [X], ali je, prema
(3), taj prsten i komutativan, ako i samo ako je to i sam prstenK. U tom sluqaju,
prsten K [X] je linearna algebra nad K, sa spo	nom k-operacijom (α, p) 7→ αp.
I na kraju, ako je prsten K potprsten nekog prstena L, odgovaraju�i prsteni
polinoma imaju istu neodre�enu, na primer X, pa je tada i prsten polinoma
K [X] potprsten prstena L [X] .
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2 Racionalni algebarski izrazi

U toku xkolova�a u raznim granama matematike, kao i u mnogim �enim
primenama, susretali smo se qesto sa algebarskim izrazima. Pomenimo, na
primer, izraze 2 (a+ b) za obim paralelograma, 1

2
ah za povrxinu trougla, s

t
za

brzinu kod ravnomernog pravolinijskog kreta�a,
√
2gh za brzinu kod slobo-

dnog pada�a itd. Zajedniqko svim tim izrazima je da su u �ima simboli nekih
konstanti (2, 1

2
, g, . . .) i simboli nekih promen	ivih (a, b, h, s, t, . . .) me�usobno

povezani odre�enim operacijama (sabira�em, mno�e�em, de	e�em, stepenova-
�em, korenova�em, . . . ).

Definicija 1.
1◦ Simboli realnih brojeva

(
1, 2, 0,−4, 1

5
,
√
2, π, . . .

)
su racionalni algeba-

rski izrazi;
2◦ simboli promen	ivih (x, y, a, b, α, . . .) su racionalni algebarski izrazi;
3◦ ako su A i B racionalni algebarski izrazi, onda su i (A+B) , (A−B),

(A ·B) , A
B
racionalni algebarski izrazi (pri tom usvajamo uobiqajene konven-

cije o brisa�u zagrada kad one nisu neophodne);
4◦ svi racionalni algebarski izrazi se dobijaju na opisani naqin (konaqnom
primenom prethodnih pravila).

Dakle, racionalni algebarski izrazi su, na primer,
√
2, 2x−y, ax+b

cx+d
, x

3−3x2y+3xy2−y3
x3+3x2y+3xy2+y3

.

Algebarski izrazi
√
2gh, x +

√
x i sl. nisu racionalni. Kada budemo �eleli

da istaknemo promen	ive koje uqestvuju u formira�u nekog izraza, oznaqa-
va�emo te izraze, na primer, na slede�i naqin: P (x) = 3x2 + 5x + 2, f(x, y) =
xy

x2+y2
, A (α, β, γ) = α + β + γ.

Jasno je da se svaki od racionalnih algebarskih izraza mo�e transformisati
u vixe razliqitih oblika. Na primer, distributivni zakon mno�e�a prema
sabira�u u skupu realnih brojeva, kao xto znamo, glasi x (y + z) = xy+ xz. Tu
jednakost shvatamo kao identitet, u tom smislu xto podrazumevamo da je ona
taqna za sve vrednosti promen	ivih koje u �oj uqestvuju. Tako�e, ona ostaje
na snazi i ako neku od tih promen	ivih zamenimo nekim drugim izrazom, na
primer, (a− b) (y + z) = (a− b) y + (a− b) z.
Mi �emo se baviti celim algebarskim izrazima, tj. onim izrazima u qijem
formira�u ne uqestvuje operacija de	e�a izrazom koji sadr�i promen	ive.
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Takve izraze �emo zvati polinomima. Dakle, polinomi su, na primer, izrazi
0,−
√
3, 1

2
x5y+xz2, 4x3−3x2+2x−1. Specijalno, me�u polinomima �emo isticati

monome (na primer 1, 5x, 1
4
x3,−4xy2z3), binome (na primer 1+x, a− b, x2+y2),

trinome (na primer x2 + x+ 1, a2 − 2ab+ b2).

2.1 Celi algebarski izrazi

Pri radu sa monomima koristimo osobine operacije mno�e�a (·) i operacije
suprotan broj (−). Osim toga, koristimo stepene i osnovne osobine u vezi sa
�ima da bismo pojednostavili zapisiva�e monoma.
Ka�emo da je monom u sre�enom obliku ako predstav	a proizvod konstante
i stepena qije su osnove me�usobno razliqite promen	ive. Konstanta koja se
pojav	uje u sre�enom obliku monoma naziva se koeficijent tog monoma.

Teorema 1. Svaki monom se primenom zakona komutativnosti i asocija-
tivnosti za mno�e�e mo�e transformisati u ekvivalentan monom koji je u
sre�enom obliku.

Na osnovu prethodne teoreme, pa��u mo�emo usmeriti samo na monome u sre-
�enom obliku.
Dva monoma u sre�enom obliku su sliqna ako im se razlikuju samo koefici-
jenti (a imaju iste stepene promen	ivih).
Stepen monoma je zbir izlo�ilaca svih stepena promen	ivih koji se poja-
v	uju u tom monomu. Dakle, konstante su monomi stepena nula.

Primer 1. Monomi 2xy2 i −xy2 su sliqni i �ihov stepen je 3.
Monomi 3xy i 3x2 nisu sliqni, ali su istog stepena 2.
Monomi −3x2yz3 i −3xyz3 nisu sliqni, niti su istog stepena. Stepen monoma
−3x2yz3 je 6, a stepen monoma −3xyz3 je 5. N

Zbirovi i razlike monoma su celi algebarski izrazi. Podse�amo da se razlika
monoma mo�e svesti na zbir: A−B = A+ (−B).
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Sre�eni oblik celog algebarskog izraza koji je zbir monoma dobijamo tako
xto najpre saberemo sliqne monome, a zatim dobijene monome (me�u kojima ne-
ma sliqnih) pore�amo tako da �ihovi stepeni ne rastu gledano sleva nadesno.
Naravno, nesliqne monome istog stepena navodimo jedan pored drugog u pro-
izvo	nom redosledu. Primer sre�enog izraza je 2x4 − xy3 + xy2 + y3 − x + 1.
Zbir dva nesliqna monoma naziva se binom, dok se zbir tri monoma koji nisu
me�usobno sliqni naziva trinom.

2.2 Transformacije celih algebarskih izraza

Transformacije celih algebarskih racionalnih izraza zasnivaju se na odre-
�enim pravilima koja su posledice osnovnih osobina operacija ·,+ i −.

Teorema 2. (Distributivni zakon) Za izraze A,B,C i D va�i:

(a) A(B + C) = AB + AC,A(B − C) = AB − AC;
(b) (A+B)(C +D) = AC +BC + AD +BD.

Prvo tvr�e�e pod (a) je sam distributivni zakon mno�e�a prema sabira�u,
a drugo tvr�e�e pod (a), kao i tvr�e�e pod (b) su �egove jednostavne posledice.
Primetimo odmah da �emo ovo pravilo (a to �e va�iti i za sva ostala pravila
koja navodimo u ovom poglav	u) prime�ivati, zavisno od potrebe, na dva naqi-
na. Naime, nekad �emo ga qitati sleva nadesno, a nekad zdesna nalevo. Tako, ako
�elimo da neki polinom izrazimo kao zbir monoma, izvrxi�emo sva naznaqena
mno�e�a (primena pravila sleva nadesno), na primer:

(a+ b)(a2 + b2) = a3 + a2b+ ab2 + b3,

(x+ 1)(x2 − x+ 1) = x3 + x2 − x2 − x+ x+ 1 = x3 + 1,

(y − 3)(y2 + 2y + 4) + 12 = y3 − 3y2 + 2y2 − 6y + 4y − 12 + 12 = y3 − y2 − 2y.

Primetimo da smo prilikom ovih sre�iva�a jox vrxili svo�e�e sliqnih mo-
noma: x2 − x2 = 0,−x+ x = 0,−3y2 + 2y2 = −y2,−6y + 4y = −2y,−12 + 12 = 0.
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Obrnuto, ako �elimo da polinom bude izra�en u obliku proizvoda drugih po-
linoma (da bude rastav	en na qinioce ili faktorisan), prime�iva�emo
ta pravila zdesna nalevo - u sluqaju pravila (a) ka�emo da vrximo izdvaja-
�e zajedniqkog qinioca, a u sluqaju pravila (b) jox da prethodno vrximo
grupisa�e sabiraka.
Na primer:

ax+ ay − az2 = a(x+ y − z2),

x3 + x2 + x+ 1 = x2(x+ 1) + (x+ 1) = (x2 + 1)(x+ 1),

ax+ by − ay − bx = (ax− ay)− (bx− by) = a(x− y)− b(x− y) = (a− b)(x− y).

Qesto prime�ujemo kombinaciju oba pravila, na primer:

3x4−5x3+3x2−5x = x(3x3−5x2+3x−5) = x[3x(x2+1)−5(x2+1)] = x(3x−5)(x2+1).

Teorema 3. (O razlici kvadrata) Za izraze A i B va�i:

(A−B)(A+B) = A2 −B2.

Dokaz. Primenom distributivnog i komutativnog zakona dobijamo
(A−B)(A+B) = A2 −BA+ AB −B2 = A2 − AB + AB −B2 = A2 −B2. �

Primer 2.
1◦ x2 − 1 = (x− 1)(x+ 1);
2◦ (a+ b)2 − (a− b)2 = [(a+ b)− (a− b)][(a+ b) + (a− b)] = 2b · 2a = 4ab;
3◦ x4 − y4 = (x2 − y2)(x2 + y2) = (x− y)(x+ y)(x2 + y2). N

Poka�imo da se zbir kvadrata u posled�oj zagradi ne mo�e rastaviti na
proizvod dva linearna faktora. Pretpostavimo, suprotno, da postoje realni
brojevi a, b, c, d takvi da za svako x, y va�i x2 + y2 = (ax + by)(cx + dy). Tada
bi moralo da va�i x2 + y2 = acx2 + (ad+ bc)xy + bdy2, za svako x, y. Stavimo u
tu jednakost, redom, najpre x = 1, y = 0, zatim x = 0, y = 1 i, najzad x = y = 1.
Dobijamo da va�e slede�e tri jednakosti: ac = 1, bd = 1, ad+ bc = 0.
Iz prve i druge od tih jednakosti najpre zak	uqimo da brojevi a, b, c, d ne mogu
biti jednaki nuli, a zatim da va�i c = 1

a
i d = 1

b
.

Zamenom u tre�u jednakost dobijamo da je a
b
+ b

a
= 0, odakle a2+b2

ab
= 0, odnosno

a2 + b2 = 0. Posled�a relacija je, me�utim, nemogu�a za realne brojeve a i b
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razliqite od nule.

Teorema 4. (O zbiru i razlici kubova) Za izraze A i B va�i:

A3 +B3 = (A+B)(A2 − AB +B2),

A3 −B3 = (A−B)(A2 + AB +B2).

Dokaz.
(A+B)(A2 − AB +B2) = A3 + A2B − A2B − AB2 + AB2 +B3 = A3 +B3,
(A−B)(A2 + AB +B2) = A3 − A2B + A2B − AB2 + AB2 −B3 = A3 −B3. �

Primer 3.
1◦ x3 + 1 = (x+ 1)(x2 − x+ 1);
2◦ 2xy3 − 54x4z3 = 2x(y3 − 27x3z3) = 2x(y − 3xz)(y2 + 3xyz + 9x2z2);
3◦A6−B6 = (A3−B3)(A3+B3) = (A−B)(A2+AB+B2)(A+B)(A2−AB+B2).

U ovom primeru primetimo da smo umesto da najpre rastavimo razliku kva-
drata A6−B6 mogli da prvo rastavimo razliku kubova: A6−B6 = (A2−B2)(A4+
A2B2 +B4), ali bi tada bilo te�e pogoditi da se trinom A4 +A2B2 +B4 mo�e
rastaviti, na primer, na slede�i naqin:
A4 +A2B2 +B4 = A4 + 2A2B2 +B4 −A2B2 = (A2 +B2)2 − (AB)2 = (A2 +AB +
B2)(A2 − AB +B2). N

Teorema 5. (O kvadratu binoma) Za izraze A i B va�i:

(A+B)2 = A2 + 2AB +B2,

(A−B)2 = A2 − 2AB +B2.

Dokaz.
(A+B)2 = (A+B)(A+B) = A2 + AB + AB +B2 = A2 + 2AB +B2,
(A−B)2 = (A−B)(A−B) = A2 − AB − AB +B2 = A2 − 2AB +B2. �

Primer 4.
1◦ 9992 = (1000− 1)2 = 10002 − 2 · 1000 + 1 = 998001;
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2◦ (x+ y+ z)2 = [(x+ y)+ z]2 = (x+ y)2+2(x+ y)z+ z2 = x2+ y2+ z2+2xy+
2yz + 2xz;

3◦ (ax − by)2 + (bx + ay)2 = a2x2 − 2abxy + b2y2 + b2x2 + 2abxy + a2y2 =
(a2x2 + b2x2) + (a2y2 + b2y2) = (a2 + b2)(x2 + y2);

4◦ 4x2 + 12x+ 9 = (2x)2 + 2 · 2x · 3 + 32 = (2x+ 3)2;
5◦ n3 − 4n2 + 4n = n(n2 − 4n+ 4) = n(n− 2)2;
6◦ 2bc−b2−c2+a2 = a2−(b2−2bc+c2) = a2−(b−c)2 = (a−b+c)(a+b−c). N

U posled�ih nekoliko primera pokazano je kako se prime�uje pravilo o
kvadratu zbira i razlike na rastav	a�e izraza koje nazivamo kvadratnim
trinomima. Me�utim, ono se oqigledno ne mo�e primeniti za bilo koji kva-
dratni trinom, ve� samo na onaj koji obiqno zovemo potpunim, tj. koji je oblika
A2 + 2AB +B2 ili A2 − 2AB +B2.
Kada kvadratni trinom nije potpun, to pravilo je, naravno, neprimen	ivo,
ali ipak se u nekim sluqajevima takav trinom mo�e rastaviti. Pokaza�emo na
primerima dva metoda koji nekad mogu dovesti do odgovaraju�eg rezultata.
Prvi metod: x2+5x+6 = x2+(2+3)x+2·3 = x2+2x+3x+2·3 = x(x+2)+3(x+2) =
(x+ 3)(x+ 2).
Drugi metod: x2 + 5x + 6 = x2 + 2x · 5

2
+ (5

2
)2 − (5

2
)2 + 6 = (x + 5

2
)2 − 1

4
=

(x+ 5
2
− 1

2
)(x+ 5

2
+ 1

2
) = (x+ 2)(x+ 3).

Objasnimo na koji naqin smo doxli do posled�eg rezultata: prva dva sabirka
smo shvatili kao prve sabirke razlaga�a nekog kvadrata binoma; zatim smo
im dodali (5

2
)2 da bismo imali zaista potpuni kvadratni trinom; naravno, taj

broj smo morali i da oduzmemo i na kraju smo prepisali raniji slobodni qlan
6. Prva tri sabirka dobijenog izraza predstav	ali su kvadrat binoma, a sre-
�iva�em ostatka dobili smo jednu razliku kvadrata, qijim rastav	a�em smo
doxli do konaqnog rezultata. Ovaj metod obiqno nazivamo metod dopu�ava�a
do kvadrata binoma.
Navodimo jox nekoliko primera rastav	a�a kvadratnih trinoma:

y2−(2a+1)y+a(a+1) = y2−ay−(a+1)y+a(a+1) = y(y−a)−(a+1)(y−a) =
(y − a− 1)(y − a),

a5−5a3+4a = a(a4−5a2+4) = a(a4−a2−4a2+4) = a[a2(a2−1)−4(a2−1)] =
a(a2 − 4)(a2 − 1) = a(a− 1)(a+ 1)(a− 2)(a+ 2),

a2+2ab−35b2 = a2+2a·b+b2−b2−35b2 = (a+b)2−(6b)2 = (a+b−6b)(a+b+6b) =
(a− 5b)(a+ 7b),

2x2+xy−6y2 = 2(x2+ 1
2
xy−3y2) = 2[(x+ 1

4
y)2− 1

16
y2−3y2] = 2[(x+ 1

4
y)2−(7

4
y)2] =

2(x− 3
2
y)(x+ 2y) = (2x− 3y)(x+ 2y).

Posled�i metod ima prednost xto se kod �ega odmah vidi kada se dati kva-
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dratni trinom ne mo�e rastaviti - to je sluqaj uvek kada se posle dopu�ava�a
umesto razlike dobije zbir kvadrata.
Na primer: x2 − 2x+ 2 = (x− 1)2 + 1, a2 + 2ab+ 4b2 = (a+ b)2 + 3b2.

Teorema 6. (O kubu binoma) Za izraze A i B va�i:

(A+B)3 = A3 + 3A2B + 3AB2 +B3,

(A−B)3 = A3 − 3A2B + 3AB2 −B3.

Dokaz.
(A+B)3 = (A+B)2(A+B) = (A2 +2AB +B2)(A+B) = A3 +2A2B +AB2 +

A2B + 2AB2 +B3 = A3 + 3A2B + 3AB2 +B3,
(A−B)3 = (A−B)2(A−B) = (A2− 2AB+B2)(A−B) = A3− 2A2B+AB2−

A2B + 2AB2 −B3 = A3 − 3A2B + 3AB2 −B3. �

Primer 5.
1◦ 1013 = (100 + 1)3 = 1003 + 3 · 1002 + 3 · 100 + 1 = 1030301;
2◦ (x− 2)3 = x3 − 3x2 · 2 + 3x · 22 − 23 = x3 − 6x2 + 12x− 8;
3◦ 8x3 + 12x2 + 6x+ 1 = (2x)3 + 3 · (2x)2 · 1 + 3 · 2x · 12 + 13 = (2x+ 1)3. N
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3 Polinomi

Polinom qiji su svi koeficijenti jednaki nuli, tj. a(x) ≡ 0 naziva se nula
- polinom. Stepen nula - polinoma se ne definixe.

Budu�i da su polinomi ujedno i funkcije promen	ive x, mogu se posmatrati
dve definicije jednakosti polinoma.

Definicija 1. Dva polinoma, P i Q, su jednaka ako imaju identiqke
kanonske oblike, tj. ako imaju jednake stepene i sve odgovaraju�e koeficijente
jednake me�u sobom.

P (x) = anx
n + . . .+ a1x+ a0, Q(x) = bnx

n + . . .+ b1x+ b0 i
an = bn, . . . , a1 = b1, a0 = b0.

Definicija 2. Polinomi P i Q su jednaki ako su jednake odgovaraju�e
funkcije, tj. ako za svako x ∈ R va�i P (x) = Q(x).
Ispostav	a se da su ove dve definicije jednakosti (u sluqaju prstena Z,Q,R
ili C) ekvivalentne.

Primer 1. Odredi koeficijente p, q i r tako da polinomi a(x) = 3x3 −
px2 + 5 i b(x) = qx3 − 4x2 + (r − 1)x+ 5 budu jednaki.

Rexe�e.Ovi polinomi su jednaki ako i samo ako je 3 = q,−p = −4, 0 = r−1,
tj. p = 4, q = 3, r = 1. N

U zadacima se qesto tra�i zbir (svih ili nekih) koeficijenata polinoma:
• zbir koeficijenata polinoma je P (1) = an + an−1 + . . .+ a1 + a0;
• zbir koeficijenata sa parnim indeksima polinoma je
P (1)+P (−1)

2
= . . .+ a4 + a2 + a0;

• zbir koeficijenata sa neparnim indeksima polinoma je
P (1)−P (−1)

2
= . . .+ a5 + a3 + a1.

Sa polinomima jedne promen	ive mogu se jednostavno izvoditi neke alge-
barske operacije. Zbir, razlika i proizvod dva polinoma su ponovo polinomi.
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Primer 2.
1◦ (3x3 − 2x2 + 4x− 3) + (2x3 + 2x2 − 2x+ 5) = 5x3 + 2x+ 2;
2◦ (4x2 − 2x+ 5)− (4x2 + 2x− 5) = −4x+ 10;
3◦ (x− 1)(x3 + x2 + x+ 1) = x4 − 1. N

Preciznije:

Definicija 3.
n∑
i=0

aix
i +

m∑
j=0

bjx
j =

max{n,m}∑
k=0

(ak + bk)x
k (pri ovome su, ako

je n > m svi bm+1, bm+2, . . . , bn jednaki nuli i obratno, ako je n < m svi
an+1, an+2, . . . , am jednaki nuli).

Definicija 4.
n∑
i=0

aix
i ·

m∑
j=0

bjx
j =

n+m∑
k=0

ckx
k, gde je ck =

k∑
v=0

avbk−v = a0bk +

a1bk−1 + . . .+ akb0 (uz sliqnu napomenu kao u prethodnoj definiciji).

Teorema 1. Neka su P i Q dva polinoma, razliqita od nultog. Tada je ste-
pen polinoma PQ jednak zbiru stepena polinoma P i Q; stepen polinoma P+Q,
odnosno P −Q (ako ti polinomi nisu nulti) nije ve�i od ve�eg od stepena po-
linoma P i Q.

Primetimo da je neutralni element za sabira�e nula-polinom, a suprotni

element za polinom a(x) =
n∑
k=0

akx
k je −a(x) =

n∑
k=0

(−ak)xk.
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3.1 De	ivost polinoma

Mnogo je komplikovaniji problem de	e�a polinoma. U tom smislu situ-
acija je vrlo sliqna onoj koju imamo u skupu Z celih brojeva, pa se i mnogi
pojmovi uvode na sliqan naqin kao u skupu Z.

Definicija 5. Neka su A i B dva polinoma, pri qemu je polinom B ra-
zliqit od nultog. Ako postoji takav polinom Q da va�i A = BQ, onda ka�emo
da je polinom A de	iv polinomom B, ili je B delilac (qinilac) polinoma
A, a polinom Q zovemo koliqnikom pri de	e�u A sa B.

Primer 3.
1◦ Polinom x3−1 de	iv je polinomom x−1, jer je x3−1 = (x−1)(x2+x+1);

koliqnik odgovaraju�eg de	e�a je polinom x2 + x+ 1.
2◦ Polinom x2 + 1 nije de	iv polinomom x − 1. Zaista, ako bi postojao

polinom Q, takav da je x2 + 1 = (x− 1)Q(x), ta jednakost bi morala da va�i za
svako realno x. Me�utim, za x = 1 �ena leva strana uzima vrednost 2, a desna
vrednost 0, xto znaqi da takav polinom Q ne mo�e da postoji. N

Na taj naqin, de	e�e polinoma je operacija koja u skupu polinoma nije uvek
izvod	iva. Umesto toga izvod	iva je operacija koju obiqno zovemo de	e�e sa

ostatkom i koja je zasnovana na slede�oj teoremi:

Teorema 2. Neka su A i B proizvo	ni polinomi, pri qemu je polinom B
razliqit od nultog. Tada postoje i jedinstveno su odre�eni polinomi Q i R,
takvi da va�i

A = BQ+R,

pri qemu je polinom R ili nulti ili ima ma�i stepen od polinoma B.

Dokaz. Doka�imo najpre jedinstvenost polinoma Q i R. Pretpostavimo da
postoje dva para polinoma: Q1 i R1, odnosno Q2 i R2, koji zadovo	avaju uslove
teoreme:

A = BQ1 +R1, A = BQ2 +R2.

16



Izjednaqava�em desnih strana tih relacija dobijamo:

B[Q1 −Q2] = R2 −R1.

Ako polinom na desnoj strani ne bi bio nulti (tj. ako ne bi va�ilo R1 = R2),
taj polinom bi bio stepena ma�eg od polinoma B (jer tu osobinu imaju oba
polinoma R1 i R2). Me�utim, stepen polinoma na levoj strani je ve�i ili je-
dnak od stepena polinoma B (opet izuzev u sluqaju kada je Q1 = Q2). Dakle, ta
jednakost mo�e da va�i samo u sluqaju Q1 = Q2 i R1 = R2, xto je i trebalo
dokazati.
Ostalo je da doka�emo egzistenciju polinoma Q(x) i R(x). Neka su dati poli-
nomi A(x) i B(x) oblika

A(x) = anx
n + . . .+ a1x+ a0, B(x) = bmx

m + . . .+ b1x+ b0,

gde je an, bm 6= 0, tj. stepeni polinoma A(x) i B(x) su n, odnosnom. Ako je n < m,
dovo	no je uzeti Q(x) = 0, R(x) = A(x) i va�i�e A(x) = B(x)Q(x)+R(x). Ako je
n ≥ m, oduzimamo od polinoma A(x) polinom an

bm
xn−mB(x); dobi�emo novi poli-

nom qiji stepen mora biti ma�i od n. Ako je taj stepen ma�i i od m, oznaqimo
polinom koji smo oduzimali sa Q(x)B(x), a dobijeni ostatak A(x) − Q(x)B(x)
sa R(x) i opet �emo imati tra�enu relaciju A(x) = B(x)Q(x) + R(x). Ako to
nije sluqaj, nastavimo opisani postupak oduzima�a dok god ne dobijemo ostatak
ma�eg stepena od stepena m polinoma B(x). �

Definicija 6. Polinom Q iz prethodne teoreme naziva se koliqnikom,
a polinom R ostatkom pri de	e�u polinoma A polinomom B.

Postav	a se pita�e na koji naqin mo�emo praktiqno odrediti polinome
Q(x) i R(x). Pokaza�emo na jednom primeru dva metoda za odre�iva�e.

Primer 4. Podelimo polinom A = x4 − 3x3 + 2x2 + x − 5 polinomom
B = x2 + 2x− 3.

Prvi metod bismo mogli nazvati metod neodre�enih koeficijenata. Koli-
qnik pomenutog de	e�a oqigledno mora biti polinom drugog stepena, a ostatak
stepena najvixe prvog. Tako�e, jasno je da je najstariji koeficijent koliqnika
jednak 1. Zato potra�imo te polinome u obliku Q = x2 + ax + b, R = cx + d.
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Dakle, treba da va�i:

x4 − 3x3 + 2x2 + x− 5 = (x2 + 2x− 3)(x2 + ax+ b) + (cx+ d),

odnosno x4 − 3x3 + 2x2 + x − 5 = x4 + (2 + a)x3 + (−3 + 2a + b)x2 + (−3a +
2b+ c)x+(−3b+ d). Dobijena jednakost polinoma ekvivalentna je jednakostima
odgovaraju�ih koeficijenata:

−3 = 2 + a, 2 = −3 + 2a+ b, 1 = −3a+ 2b+ c,−5 = −3b+ d.

Rexava�e dobijenog sistema jednaqina je jednostavno i daje: a = −5, b = 15, c =
−44, d = 40, tj. Q = x2 − 5x+ 15, R = −44x+ 40.

Drugi metod de	e�a je analogan postupku de	e�a vixecifrenih brojeva; u
stvari, on je praktiqno zapisiva�e onog postupka kojim smo i dokazali egzi-
stenciju polinoma Q(x) i R(x). U datom primeru on se sastoji u slede�em: prvo
delimo najstarije qlanove x4 : x2 = x2, Zatim mno�imo polinom B dobijenim
monomom x2 - dobijamo polinom x4 + 2x3 − 3x2 - i taj rezultat oduzimamo od
polinoma A. U rezultatu −5x3 + 5x2 + x − 5 uoqavamo najstariji qlan −5x3 i
delimo ga sa x2, pa dobijenim koliqnikom −5x mno�imo polinom B itd. Ovaj
postupak ponav	amo dok ostatak ne postane 0 ili polinom ma�eg stepena od 2
(tj. od stepena polinoma B). Zapisujemo:

(
x4 − 3x3 + 2x2 + x − 5

)
:
(
x2 + 2x− 3

)
= x2 − 5x+ 15 +

−44x+ 40

x2 + 2x− 3− x4 − 2x3 + 3x2

− 5x3 + 5x2 + x
5x3 + 10x2 − 15x

15x2 − 14x − 5
− 15x2 − 30x+ 45

− 44x+ 40
Dakle, koliqnik je Q = x2− 5x+ 15, a ostatak R = −44x+ 40, tj. x4− 3x3 +

2x2 + x− 5 = (x2 + 2x− 3)(x2 − 5x+ 15) + (−44x+ 40). N
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Primer 5. Podeliti polinom P (x) = 2x2 + x+ 1 polinomom Q(x) = x+ 1.

Rexe�e.(
2x2 + x+ 1

)
:
(
x+ 1

)
= 2x− 1 +

2

x+ 1− 2x2 − 2x

− x+ 1
x+ 1

2
Ovde smo dobili da polinom P (x) = 2x2 + x + 1 nije de	iv polinomom

Q(x) = x + 1 (tj. dobili smo ostatak 2 i koliqnik 2x − 1). Polinom P (x)
mo�emo predstaviti kao P (x) = (x+ 1)(2x− 1) + 2. N

U nekim zadacima interesova�e nas samo ostatak koji se dobija de	e�em
dvaju polinoma, a ne i koliqnik. Postav	a se pita�e da li se on mo�e dobiti,
a da se ne vrxi ceo postupak de	e�a. Potvrdan odgovor na ovo pita�e u sluqaju
de	e�a linearnim binomom x− a daje slede�a Bezuova teorema:

Teorema 3. Neka je P polinom i a realan broj. Ostatak pri de	e�u poli-
noma P polinomom x−a jednak je P (a), tj. vrednosti polinoma P u taqki x = a.

Dokaz. Ostatak pri de	e�u P sa x − a mora biti ili nula ili polinom
nultog stepena - u svakom sluqaju neki realan broj. Oznaqimo taj broj sa r.
Dakle, va�i

P (x) = (x− a)Q(x) + r,

za neki polinom Q. Ova relacija va�i za svako x, pa zame�uju�i u �oj x = a
dobijamo P (a) = (a− a)Q(a) + r = r, xto je i trebalo dokazati. �

U primenama �emo najqex�e koristiti slede�u jednostavnu posledicu ove
teoreme:

Posledica. Polinom P de	iv je linearnim binomom x − a, tj. mo�e se
faktorisati kao P (x) = (x− a)Q(x), ako i samo ako je P (a) = 0.
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Primer 6.
1◦ Faktorisa�emo slede�i polinom jedne promen	ive P = x3−6x2+11x−6

znaju�i da je �egova vrednost u taqki 1 jednaka nuli. Koriste�i uslov P (1) = 0
zak	uqujemo da je polinom P de	iv sa x−1.Kada izvrximo to de	e�e, dobijamo
koliqnik x2−5x+6, tj. dobijamo da je P = (x−1)(x2−5x+6) = (x−1)(x−2)(x−3).

2◦ Da bismo rastavili polinom P = x4 − x3 + 2x2 + x− 3, primetimo da je
P (1) = 0. De	e�e P sa x− 1 daje koliqnik Q = x3 +2x+3. Da	e je Q(−1) = 0,
pa treba podeliti Q sa x + 1. To de	e�e daje Q = (x + 1)(x2 − x + 3), tj.
P = (x− 1)(x+ 1)(x2 − x+ 3) (trinom x2 − x+ 3 se ne mo�e rastaviti).

3◦ Faktorisati izraz (a− b)3 + (b− c)3 + (c− a)3.

Rexe�e. Posmatrajmo taj izraz kao polinom promen	ive a. Stav	aju�i
a = b, dobijamo da je tada �egova vrednost nula, pa je on de	iv sa a−b. Sliqno,
shvataju�i taj izraz kao polinom po b i stav	aju�i b = c, dobijamo da je on
de	iv sa b− c. Najzad, sliqno dobijamo da je on de	iv i sa c− a. Dakle, mora
biti (a− b)3 + (b− c)3 + (c− a)3 = k(a− b)(b− c)(c− a), pri qemu k mora biti
broj (polinom nultog stepena), jer su obe strane ove jednakosti polinomi drugog
stepena po bilo kojoj od promen	ivih. Da bismo dobili taj broj, dovo	no je u
tu jednakost staviti bilo koje konkretne (ali me�usobno razliqite) vrednosti
za a, b, i c. Na primer, za a = 0, b = 1, c = 2, ta jednakost postaje 6 = 2k, odakle
je k = 3 i konaqno (a− b)3 + (b− c)3 + (c− a)3 = 3(a− b)(b− c)(c− a). N

Primer 7. Ispitati da li je polinom a(x) = x5 − 5x4 − x+ 5 de	iv poli-
nomima x− 1, x+ 1, x− 2, x− 5.

Rexe�e. Kako je a(1) = 0, a(−1) = 0, a(2) = −45, a(5) = 0, po Bezuovoj te-
oremi a(x) je de	iv sa x − 1, x + 1 i x − 5, a pri de	e�u sa x − 2 daje ostatak
−45. N

Primer 8. Polinom p(x) = xn − an de	iv je sa x − a, a polinom q(x) =
x2n − a2n de	iv je sa x+ a jer je p(a) = 0 i q(−a) = 0. N

Primer 9. Ako polinom a(x) pri de	e�u sa x − 1 daje ostatak 3, a pri
de	e�u sa x−2 ostatak 4, koliki je �egov ostatak pri de	e�u sa (x−1)(x−2)?
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Rexe�e. Po teoremi 2 tra�eni ostatak je polinom stepena ne ve�eg od 1;
dakle,

a(x) = (x− 1)(x− 2)b(x) + αx+ β.

Ako u prethodnu jednakost zamenimo x = 1, a zatim x = 2, dobijamo

a(1) = α + β, a(2) = 2α + β.

Me�utim, po Bezuovoj teoremi je a(1) = 3, a(2) = 4, pa je α+ β = 3 i 2α+ β = 4
i, najzad, α = 1, β = 2. Dakle, tra�eni ostatak je r(x) = x+ 2. N

U vezi sa prethodnim zadacima zanim	ivo je postaviti pita�e da li se i na
kakve qinioce mo�e rastaviti proizvo	an polinom jedne (realne) promen	ive.
Odgovor na to pita�e sadr�i slede�e tvr�e�e:
Svaki polinom jedne realne promen	ive sa proizvo	nim realnim koefici-
jentima, stepena ve�eg od nule, mo�e se rastaviti na proizod izvesnog broja
linearnih qinilaca (od kojih neki mogu biti i jednaki me�u sobom) i izvesnog
broja (nepotpunih) kvadratnih trinoma (od kojih tako�e neki mogu biti jedna-
ki me�u sobom).
Na primer, x7 + 2x6 − 2x4 − 4x3 + x+ 2 = (x− 1)2(x+ 2)(x2 + x+ 1)2.

Pogodan metod za raquna�e vrednosti polinoma u taqki α, kao i za de	e�e
polinoma P (x) polinomom x−α je Hornerova xema (dobijamo i Q(x) i r, gde
je P (x) = (x− α)Q(x) + r).
U xemu gore upixemo koeficijente polinoma P (x), poqev od vode�eg (an, an−1, . . . , a1, a0),
levo upixemo broj α i onda po slede�em algoritmu odre�ujemo koeficijente ko-
liqnika Q(x) (bn−1, bn−2, . . . , b1, b0) i ostatak r:
• vode�i koeficijent, an, samo prepixemo, tj. bn−1 = an,
• svaki slede�i koeficijent (bk) dobijamo tako xto broj koji je levo od �ega
(bk+1) pomno�imo sa α i tome dodamo broj iznad �ega (ak+1), tj. bk = bk+1α+ak+1

(uk	uquju�i i r = b0α + a0).
Posled�i broj koji dobijamo je ostatak r i on je, po Bezuovoj teoremi, bax je-
dnak vrednosti polinoma P (α), tj. r = P (α). Ovaj celokupan postupak mo�emo
prikazati xemom.
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an an−1 an−2 . . . a2 a1 a0
α an αbn−1 + an−1 αbn−2 + an−2 . . . αb2 + a2 αb1 + a1 αb0 + a0

bn−1 bn−2 bn−3 . . . b1 b0 r = P (α)

Primer 10. Podelimo polinom P (x) = 2x2+x+1 polinomom T (x) = x+1.
Koeficijenti polinoma P (x) su, redom, 2, 1, 1, dok je α = −1, jer je x + 1 =
x− (−1).

2 1 1
−1 2 −1 2

Prvi broj 2 smo spustili (od 2), dok slede�e raqunamo kao: −1 = 2(−1) + 1
i 2 = (−1)(−1) + 1. Dakle, koeficijenti od Q(x) su 2 i -1, tj. Q(x) = 2x− 1, a
ostatak je r = 2. Tako�e, dobili smo i vrednost polinoma P (x) u taqki x = −1,
tj. P (−1) = 2.

3.2 Najve�i zajedniqki delilac i najma�i

zajedniqki sadr�alac

Definicija 7. Neka su A i B polinomi. Polinom C je zajedniqki deli-
lac polinoma A i B ako je on delilac i polinoma A i polinoma B. Najve�i
zajedniqki delilac (NZD) polinoma A i B (razliqitih od nultog) jeste
onaj polinom D koji je zajedniqki delilac tih polinoma i koji je i sam de	iv
bilo kojim drugim deliocem tih polinoma.

Ova definicija oqigledno ostav	a otvorenim tri pita�a. Prvo, da li po-
linomD sa opisanim svojstvima postoji; drugo, da li je on jedinstveno odre�en?
Najzad, postav	a se i problem odre�iva�a takvog (ili takvih) polinoma D. Na
prvo i tre�e pita�e odgovor daje slede�i Euklidov algoritam.

Neka su dati polinomi A i B. Izvrximo de	e�e (eventualno sa ostatkom)
A sa B:

A = BQ1 +R1.
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Podelimo sada polinom B dobijenim ostatkom R1:

B = R1Q2 +R2.

U slede�em koraku izvrximo de	e�e prethodnog delioca R1(x) ostatkom R2(x) :

R1 = R2Q3 +R3.

Ovaj postupak nastavimo sve dotle dok u nekom koraku ne dobijemo za ostatak
nulti polinom. (Primetimo da se stepeni dobijenih ostataka R1, R2, . . . stalno
sma�uju, te �e opisani postupak morati da se zavrxi na taj naqin.)

Zapiximo dve posled�e jednakosti: Rk−2 = Rk−1Qk +Rk, Rk−1 = RkQk+1.

Teorema 4. Posled�i ostatak Rk razliqit od nultog u opisanom postupku
jeste najve�i zajedniqki delilac polinoma A i B.

Dokaz. Posled�a jednakost pokazuje da je Rk delilac polinoma Rk−1. Oda-
tle sledi da su oba sabirka na desnoj strani pretposled�e jednakosti de	iva
sa Rk, pa je i polinom Rk−2 de	iv sa Rk. Nastav	aju�i ovakva razmatra�a,
redom dobijamo da je Rk delilac i polinoma Rk−3, . . . , R1, B i najzad A (iz prve
jednakosti). Na taj naqin, Rk je zajedniqki delilac polinoma A i B.
Doka�imo jox da je Rk najve�i zajedniqki delilac tih polinoma. U tom ci	u
uoqimo bilo koji zajedniqki delilac C polinoma A i B. Kako su leva strana i
prvi sabirak na desnoj strani prve jednakosti de	ivi sa C, to je i ostatak R1

de	iv sa C. Posle k koraka takvih razmatra�a zak	uqujemo da je i Rk de	iv
sa C, xto je i trebalo dokazati. �

Dokazana teorema daje odgovor na dva postav	ena pita�a. Xto se tiqe je-
dinstvenosti polinoma NZD(A,B), jasno je da on mo�e biti odre�en samo do na
konstantan qinilac, tj. va�i: ako polinom D zadovo	ava uslove definicije 7,
onda te uslove zadovo	ava i polinom kD, za proizvo	no k 6= 0. Najqex�e (mada
ne obavezno) polinom D se bira tako da ima najstariji koeficijent jednak 1 -
u tom sluqaju on je jedinstveno odre�en.

Primer 11.
1◦ Na�imo najve�i zajedniqki delilac polinoma A = x3 + x2 − 4x − 4 i

B = x2 + 4x+ 3.
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De	e�em dobijamo A(x) = B(x)(x− 3) + (5x+ 5), B(x) = (5x+ 5)
(
1
5
x+ 3

5

)
.

Kako je u posled�em de	e�u ostatak 0, tra�eni NZD je ostatak iz prethodnog
de	e�a 5x + 5, odnosno (ako tra�imo da je najstariji koeficijent jednak 1):
NZD(A,B) = x+ 1.

2◦ A = x4 + 3x3 − x2 − 4x− 3, B = 3x3 + 10x2 + 2x− 3.
Rexe�e. U postupku odre�iva�a NZD oqigledno je dozvo	eno u nekim ko-

racima pomno�iti (ili podeliti) neki od polinoma koji se dele konstantom
(razliqitom od nule). To, naravno, mo�e promeniti tra�ene ostatke, ali opet
samo do na konstantan qinilac, xto, kao xto znamo, ne predstav	a problem. U
naxem primeru postupimo na slede�i naqin:

9A(x) = B(x)(3x− 1) + (−5x2 − 25x− 30),

B(x) =

(
−1

5

)
(−5x2 − 25x− 30)(3x− 5) + (9x+ 27),

x2 + 5x+ 6 =
1

9
(9x+ 27)(x+ 2).

Posled�i ostatak razliqit od nule (pomno�en sa 1
9
) jeste x+3 i on je tra�eni

NZD(A,B). N

Pojam najve�eg zajedniqkog delioca mo�e se definisati i za vixe polinoma
i to oqigledno na potpuno analogan naqin. Za odre�iva�e NZD, na primer, tri-
ju polinoma A,B i C, treba najpre odrediti NZD(A,B) = D, a zatim NZD(C,D)
i on �e biti tra�eni NZD(A,B,C).

Primer 12. Neka je A = x2− 1, B = x2− 3x+2, C = x2+x− 2. Euklidovim
algoritmom najpre dobijamo NZD(A,B) = x− 1, a zatim NZD(C, x− 1) = x− 1,
pa je NZD(A,B,C) = x− 1. N

Opisani postupak nala�e�a NZD za dva (ili vixe) polinoma je univerzalan,
ali ima i taj nedostatak xto je qesto veoma glomazan. Jednostavniji postupak
je mogu� u sluqaju da znamo da faktorixemo date polinome i to na qinioce
koji se ne mogu da	e rastav	ati.
Uzmimo kao primer ve� posmatrane polinome A = x3+x2−4x−4 i B = x2+4x+3.
Ako ih rastavimo, dobijamo A = (x+1)(x−2)(x+2) i B = (x+1)(x+3). Odatle
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je jasno da najve�i zajedniqki delilac tih polinoma mora biti D = x + 1, jer
je on zajedniqki delilac polinoma A i B, a oqigledno bilo koji drugi �ihov
delilac mora deliti D. Ovaj postupak mo�emo prime�ivati i za polinome
vixe promen	ivih, kao i kada se tra�i NZD za vixe polinoma.

Primer 13.
1◦ Odrediti najve�i zajedniqki delilac polinoma A = (x− 1)2(x2−x+1)2

i B = (x− 1)3(x+ 2)(x2 − x+ 1).
Rexe�e. Primetimo najpre da su dati polinomi napisani u obliku pro-

izvoda qinilaca koji se da	e ne mogu rastaviti. Faktori polinomaD =NZD(A,B)
bi�e oni koji se jav	aju i u polinomu A i u polinomu B i to su x−1 i x2−x+1.
Pri tom svaki od �ih treba stepenovati ma�im od izlo�ilaca sa kojim on u-
qestvuje u tim faktorizcijama; za x− 1 to je izlo�ilac 2, a za x2 − x+ 1 to je
izlo�ilac 1. Dakle, D = (x− 1)2(x2 − x+ 1).

2◦ Neka je A = x2−4, B = x2−x−2, C = x2−3x+2. Faktorizacijom datih
polinoma dobijamo A = (x−2)(x+2), B = (x+1)(x−2), C = (x−1)(x−2). Zato
je NZD(A,B,C) = x− 2.

3◦ A = (3x− 2)(x+ 4)2(x2 + 2x+ 5)2, B = (3x− 2)2(x− 6)(x2 + 2x+ 5)3, C =
(3x− 2)3(x+ 8)(x2 + 2x+ 5)2,

NZD(A,B,C) = (3x− 2)(x2 + 2x+ 5)2.

4◦ Izrazi a2 − b2, a2 + 2ab+ b2, a2 − ab− 2b2, faktorisani, dobijaju oblik

(a− b)(a+ b), (a+ b)2, (a+ b)(a− 2b).

Zato je

NZD(a2 − b2, a2 + 2ab+ b2, a2 − ab− 2b2) = a+ b. N

Ako je najve�i zajedniqki delilac za dva (ili vixe) polinoma jednak kon-
stanti, ka�emo da su polinomi uzajamno prosti.

Primer 14.
1◦ x2− 7x+10 = (x− 2)(x− 5), x2 +7x+10 = (x+2)(x+5), pa su polinomi

x2 − 7x+ 10 i x2 + 7x+ 10 uzajamno prosti.
2◦ NZD(a2−2ab+b2, a2+2ab+b2) =NZD((a−b)2, (a+b)2) = 1, pa su polinomi

a2 − 2ab+ b2 i a2 + 2ab+ b2 uzajamno prosti.
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3◦ Polinomi (a+1)(a+2), (a+1)(a+3) i (a+2)(a+3) su uzajamno prosti,
jer je �ihov najve�i zajedniqki delilac jednak 1. Primetimo, me�utim, da oni
nisu uzajamno prosti u parovima jer, na primer, prva dva imaju zajedniqki
qinilac a+ 1. N

Definicija 8. Neka su A i B nenulti polinomi. Polinom C je zajedni-
qki sadr�alac polinoma A i B ako su oba polinoma �egovi delioci. Naj-
ma�i zajedniqki sadr�alac (NZS) polinoma A i B jeste onaj polinom D
koji je �ihov zajedniqki sadr�alac i koji je sam delilac bilo kojeg drugog
zajedniqkog sadr�aoca tih polinoma.

Na sliqan naqin se definixe zajedniqki sadr�alac za vixe od dva polino-
ma. Najma�i zajedniqki sadr�alac uvek postoji i odre�en je do na konstantni
faktor (kao i NZD). Za �egovo odre�iva�e poslu�i�emo se metodom sliqnim
drugom od opisanih metoda odre�iva�a NZD, dakle analognom onom xto je po-
znato za prirodne brojeve.

Na primer, uzmimo ponovo polinome A = x3 + x2 − 4x − 4, B = x2 + 4x + 3.
Videli smo da posle faktorisa�a oni dobijaju oblik A = (x + 1)(x − 2)(x +
2), B = (x+ 1)(x+ 3). Sada treba uzeti u NZS sve faktore koji uqestvuju bilo
u A bilo u B, i to sa ve�im od odgovaraju�ih stepena:

NZS(A,B) = (x+ 1)(x− 2)(x+ 2)(x+ 3).

Primer 15. Na�i NZS polinoma iz primera 13.
Rexe�e.
1◦ A = (x − 1)2(x2 − x + 1)2, B = (x − 1)3(x + 2)(x2 − x + 1), NZS(A,B) =

(x− 1)3(x+ 2)(x2 − x+ 1)2.
2◦ S obzirom na poznatu faktorizaciju polinoma A = x2 − 4, B = x2 − x−

2, C = x2 − 3x+ 2, dobijamo

NZS(A,B) = (x− 1)(x+ 1)(x− 2)(x+ 2).

3◦ NZS(A,B,C) = (3x− 2)3(x+ 4)2(x− 6)(x+ 8)(x2 + 2x+ 5)3.
4◦ NZS(a2 − b2, a2 + 2ab+ b2, a2 − ab− 2b2) = (a− b)(a+ b)2(a− 2b). N

26



Postav	a se problem odre�iva�a NZS polinoma za koje ne umemo da na�emo
faktorizaciju. Jasno je da �e jedan od zajedniqkih sadr�alaca takvih polinoma
uvek biti �ihov proizvod, no on naravno ne mora biti i NZS. Za dva polinoma,
me�utim, postoji tvr�e�e kojim se mo�emo poslu�iti da odredimo NZS pod
uslovom da najpre na�emo �ihov NZD. Naime, iz drugog od opisanih metoda
nala�e�a NZD odmah sledi da va�i:

Neka su A i B polinomi sa najstarijim koeficijentom jednakim 1. Tada je
proizvod najve�eg zajedniqkog delioca i najma�eg zajedniqkog sadr�aoca tih
polinoma jednak proizvodu samih polinoma A i B.

Primer 16.
1◦ Uzmimo ponovo A = x3 + x2 − 4x − 4 = (x + 1)(x − 2)(x + 2), B = x2 +

4x + 3 = (x + 1)(x + 3). Videli smo da je NZD(A,B) = x + 1, a NZS(A,B) =
(x+ 1)(x− 2)(x+ 2)(x+ 3), xto je oqigledno jednako proizvodu AB.

2◦ Odrediti NZS polinoma A = x4+3x3−x2−4x−3 i B = 3x3+10x2+2x−3.
Rexe�e. U jednom ranijem primeru odredili smo NZD(A,B) = x + 3.

Kako je proizvod AB jednak 3x7 + 19x6 + 29x5 − 19x4 − 60x3 − 35x2 + 6x + 9,
to se de	e�em tog polinoma sa x + 3 dobija da je tra�eni NZS(A,B) jednak
3x6 + 10x5 − x4 − 16x3 − 12x2 + x + 3 (odnosno jednoj tre�ini tog izraza, ako
zahtevamo da NZS ima najstariji koeficijent jednak 1). N

3.3 Nule polinoma. Osnovni stav algebre.

Posebno znaqajan pojam u teoriji polinoma je pojam nule (korena) polinoma,
tj. one vrednosti promen	ive za koju polinom dobija vrednost nula.

Definicija 9. Nula (koren) polinoma a(x) je bilo koje rexe�e jedna-
qine a(x) = 0.

Ako je α nula polinoma a(x), po Bezuovoj teoremi sledi da je polinom a(x)
de	iv sa x−α, tj. a(x) se mo�e napisati u obliku a(x) = (x−α)b(x), gde je b(x)
polinom stepena za jedan ma�eg nego a(x). Jasno je da va�i i obratno, dakle
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taqno je tvr�e�e:

Teorema 5. Broj α je nula polinoma a(x) ako i samo ako x − α|a(x), tj.
a(x) = (x− α)b(x) za neki polinom b(x).

Teorema 6. Ako su α i β dve razliqite nule polinoma a(x), tada je a(x)
de	iv sa (x− α)(x− β).

Dokaz. Po teoremi 5, bi�e a(x) = (x−α)b(x). Ako u ovoj relaciji zamenimo
x = β, dobija se a(β) = (β−α)b(β), tj. (β−α)b(β) = 0 i, zbog β 6= α, b(β) = 0, pa
je ponovo po teoremi 5, b(x) = (x−β)b1(x). Dakle, bi�e a(x) = (x−α)(x−β)b1(x),
xto znaqi da (x− α)(x− β)|a(x). �

Definicija 10. Broj α je nula k-tog reda (ili k-tostruka nula) polinoma
a(x), k ∈ N, ako je (x− α)k|a(x) i (x− α)k+1 6 |a(x).

Primer 17. Odredi bar jedan polinom qije su nule:
a) α1 = 1, α2 = 3− i, α3 = 5, α4 = −i;
b) α1 = 2 je dvostruka nula, α2 = i je trostruka nula.

Rexe�e.
a) a1(x) = (x− 1)(x− 3 + i)(x− 5)(x+ i);
b) a2(x) = (x− 2)2(x− i)3. N

Znaqajno mesto u istoriji matematike zauzima pita�e da li svaki polinom
sa koeficijentima iz prstena K ima bar jednu nulu u tom prstenu. Lako se
zak	uquje da ako je K jedan od prstena Z,Q ili R, ovakvo tvr�e�e ne va�i.
Dovo	no je uoqiti polinom x2 + 1 sa celobrojnim koeficijentima, koji ne-
ma korene ni u jednoj od pomenutih struktura. Me�utim, u po	u kompleksnih
brojeva situacija je drugaqija. Dokazuje se da svaki polinom stepena n ≥ 1 sa
koeficijentima iz po	a C ima taqno n korena u po	u C (raqunaju�i svaki
koren onoliko puta kolika je �egova vixestrukost). Ovo tvr�e�e sledi iz na-
redne teoreme koja je, zbog svog znaqaja, svojevremeno nazvana osnovnim stavom
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algebre.

Teorema 7. (Osnovni stav algebre) Svaki polinom stepena n ≥ 1 sa
koeficijentima iz po	a kompleksnih brojeva ima bar jednu nulu u po	u C.

Kombinuju�i teoremu 7 sa teoremom 5 lako indukcijom dobijamo da va�i
pomenuta

Teorema 8. Svaki polinom a(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0 stepena
n ≥ 1 sa koeficijentima iz po	a kompleksnih brojeva ima taqno n korena
u tom po	u, pri qemu je svaki koren raqunat onoliko puta kolika je �egova
vixestrukost. Drugim reqima, taj polinom se mo�e predstaviti u obliku

a(x) = an(x− α1)(x− α2) . . . (x− αn),

gde su α1, . . . , αn ∈ C �egove nule.

Mo�e se dogoditi da neki od brojeva α1, . . . , αn iz prethodne teoreme budu
jednaki me�u sobom. Zato se navedena faktorizacija polinoma mo�e napisati
u obliku

a(x) = an(x− α1)
k1(x− α2)

k2 . . . (x− αm)km ,

gde su α1, . . . , αm me�usobno razliqite nule polinoma a(x), k1, . . . , km su priro-
dni brojevi i k1 + k2 + . . . + km = n = st(a(x)). Ovakvo predstav	a�e se zove
kanonska faktorizacija polinoma a(x).

Jox jedna neposredna posledica teoreme 8 je slede�i va�an kriterijum za
ispitiva�e de	ivosti polinoma.

Teorema 9. Polinom a(x) de	iv je polinomom b(x) akko je svaka nula α
polinoma b(x) ujedno nula polinoma a(x) i pri tome red vixestrukosti broja
α kao nule polinoma b(x) nije ve�i od �egovog reda vixestrukosti kao nule
polinoma a(x).
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Primer 18. Polinom a(x) = (cosφ+ x sinφ)n− cosnφ− x sinnφ (n ∈ N, φ ∈
R) de	iv je polinomom b(x) = x2 + 1. Naime, nule polinoma b(x) su α1 = i i
α2 = −i, a a(i) = (cosφ + i sinφ)n − cosnφ − i sinnφ = 0 po Moavrovoj formuli.
Sliqno se pokazuje i da je a(−i) = 0. N

3.4 Vijetove formule

Za kvadratni polinom a2x
2 + a1x+ a0 (a2 6= 0) va�e Vijetove forume

x1 + x2 = −
a1
a2
, x1x2 =

a0
a2

ako i samo ako su x1 i x2 koreni posmatranog polinoma. Znaqaj Vijetovih fo-
rmula kod kvadratnog polinoma nije veliki jer se koreni tih polinoma lako
nalaze primenom poznatog algoritma. Me�utim, za polinome vixeg stepena je
texko, a ponekad i potpuno nemogu�e odrediti korene, pa su najqex�e Vijetove
veze (a one va�e, kao xto �emo videti, za sve polinome stepena ne ma�eg od dva)
te, koje daju jedine informacije o korenima nekog polinoma.

Posmatrajmo sada polinom tre�eg stepena a3x
3+a2x

2+a1x+a0 (a3 6= 0). Na
osnovu teoreme 8 je a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0 = a3(x− x1)(x− x2)(x− x3), pri qemu

su x1, x2, x3 koreni ovog polinoma.
Posle mno�e�a i sre�iva�a dobijamo
a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0 =

= a3x
3 − a3(x1 + x2 + x3)x

2 + a3(x1x2 + x2x3 + x3x1)x− a3x1x2x3, odakle je

x1 + x2 + x3 = −a2
a3
,

x1x2 + x2x3 + x1x3 =
a1
a3
,

x1x2x3 = −a0
a3
.

Lako se pokazuje da va�i i obratno. Na sliqan naqin se dokazuje da za sve po-
linome proizvo	nog stepena n ≥ 2 va�i

Teorema 10. Brojevi x1, . . . , xn su koreni polinoma anx
n + an−1x

n−1 + . . .+
a1x+ a0 (an 6= 0) ako i samo ako va�e Vijetove formule:
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x1 + . . .+ xn = −an−1

an
,

x1x2 + x1x3 + . . .+ xn−1xn = an−2

an
,

x1x2x3 + x1x2x4 + . . .+ xn−2xn−1xn = −an−3

an
,

...
x1x2 . . . xn = (−1)n a0

an
.

Na primer, za polinom qetvrtog stepena a4x
4+a3x

3+a2x
2+a1x+a0 Vijetove

formule glase:

x1 + x2 + x3 + x4 = −a3
a4
,

x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4 =
a2
a4
,

x1x2x3 + x1x2x4 + x1x3x4 + x2x3x4 = −a1
a4
,

x1x2x3x4 =
a0
a4
.

Primer 19. Na�i zbir kvadrata korena jednaqine x4 − 5x2 + 3x+ 4 = 0.
Rexe�e. Po Vijetovim formulama je x1 + x2 + x3 + x4 = 0 i x1x2 + x1x3 +

x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4 = −5, pa je x21 + x22 + x23 + x24 = (x1 + x2 + x3 + x4)
2 −

2(x1x2 + . . .+ x3x4) = 10. N

Primer 20. Du�ine stranica nekog trougla su rexe�a jednaqine x3 −
42x2 + 587x− 2730 = 0. Na�i povrxinu tog trougla.

Rexe�e.Po Vijetovim formulama je x1+x2+x3 = 42, x1x2+x1x3+x2x3 = 587
i x1x2x3 = 2730. Poluobim trougla je s = x1+x2+x3

2
= 21, pa primenom Heronove

formule za povrxinu dobijamo
P 2 = s(s− x1)(s− x2)(s− x3) = 21(21− x1)(21− x2)(21− x3) =
= 214− 213(x1+x2+x3)+212(x1x2+x1x3+x2x3)− 21x1x2x3 = 7056, i P = 84. N
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3.5 Polinomi sa realnim koeficijentima

Teorema 11. Ako je xr koren polinoma a(x) sa realnim koeficijentima,
onda je xr koren istog polinoma. Xtavixe, ako je xr koren reda kr, onda je i xr
koren reda kr.

Dokaz. Neka je a(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0 a0, a1, . . . , an ∈ R i
a(xr) = 0. Tada je
a(x) = anxn + an−1xn−1 + . . .+ a1x+ a0 = anx

n+ an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0 = a(x),

dakle i a(xr) = 0.
Pretpostavimo sada da je xr koren reda kr. Tada je, po teoremi 8, a(x) =
an(x − x1)

k1 . . . (x − xm)
km , k1 + . . . + km = n, pa je, prema prethodnom a(x) =

an(x− x1)k1 . . . (x− xm)km . Iz posled�e jednakosti neporedno sledi tvr�e�e te-
oreme. �

Primer 21. Znaju�i da je x1 = 1+ i jedan koren polinoma a(x) = x4−2x3−
62x2 + 128x− 128, na�i ostale korene.

Rexe�e. Po teoremi 11 nalazimo da je i x2 = 1 − i jedan koren polinoma.
De	e�em polinoma a(x) sa (x− x1)(x− x2) = (x− 1− i)(x− 1 + i) = x2 − 2x+ 2
dobijamo polinom x2 − 64, qije su nule x3,4 = ±8 u isto vreme i nule polinoma
a(x). N

Qi�enica dokazana u teoremi 11, da se kompleksne nule polinoma sa real-
nim koeficijentima pojav	uju u parovima ima znaqajne neposredne posledice.

Teorema 12. Polinom sa realnim koeficijentima neparnog stepena ima
bar jednu realnu nulu; ako ih ima vixe - �ihov broj je neparan.

Teorema 13. Polinom a(x) sa realnim koeficijentima stepena n ∈ N ∪
{0} mo�e se na jedinstven naqin (sa taqnox�u do poretka qlanova) izraziti u
obliku proizvoda
a(x) = an(x− x1)s1 . . . (x− xm)sm(x2 + p1x+ q1)

t1 . . . (x2 + pkx+ qk)
tk ,

x1, . . . , xm ∈ R, s1, . . . , sm, t1, . . . , tk ∈ N, p1, . . . , pk, q1, . . . , qk ∈ R,
pri qemu je s1 + . . .+ sm + 2(t1 + . . .+ tm) = n i za sve i = 1, . . . , k, p2i − 4qi < 0.

Dokaz. Tvr�e�e teoreme sledi iz teoreme 8 i 11, korix�e�em identiteta
(x− xr)(x− xr) = x2 − (xr + xr)x+ xrxr = x2 − (2Rexr)x+ |xr|2. �
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Primer 22. Dokazati da polinom x3+ax+b, a > 0, b ∈ R ima taqno jedan
realni koren.

Rexe�e. Po Vijetovim formulama nalazimo x21+x
2
2+x

2
3 = −2a < 0, pa ovaj

polinom ne mo�e imati sve realne korene. Prema teoremi 12 sledi da on ima
taqno jedan realni koren. N

Primer 23. Po teoremi 13, svaki polinom sa realnim koeficijentima se
mo�e rastaviti u proizvod realnih qinilaca prvog i drugog stepena, pri qemu
qinioci drugog stepena nemaju realne nule. Navodimo nekoliko primera

x4 + 1 = (x2 − x
√
2 + 1)(x2 + x

√
2 + 1),

x3 − 4x2 + 5x− 2 = (x− 1)2(x− 2),
x4 + x2 + 1 = (x2 − x+ 1)(x2 + x+ 1),

x6 − 1 = (x− 1)(x+ 1)(x2 + x+ 1)(x2 − x+ 1). N

Za polinome sa celobrojnim koeficijentima va�e izvesna tvr�e�a koja omo-
gu�uju nala�e�e svih celih, odnosno racionalnih korena tih polinoma.

Teorema 14. Ako je ceo broj α koren polinoma a(x) sa celobrojnim koefi-
cijentima, tada je α delilac slobodnog qlana tog polinoma.

Dokaz. Neka je a(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0, a0, a1, . . . an ∈ Z i
a(α) = 0. Iz a0 = −α(anαn−1 + . . .+ a1) sledi α|a0. �

Primer 24. Neka je a(x) = x3− 2x2−x− 6. Po teoremi 14, celobrojne nule
ovog polinoma mogu biti ±1,±2,±3,±6. Neposrednom proverom ispostav	a se
da je a(3) = 0 i zatim da je a(x) = (x − 3)(x2 + x + 2), pa a(x) nema drugih
celobrojnih nula.
Na sliqan naqin zak	uqujemo da je, na primer,
x3 − 6x2 + 11x− 6 = (x− 1)(x− 2)(x− 3),
x4 − x3 + 2x2 + x− 3 = (x− 1)(x+ 1)(x2 − x+ 3),
a da polinom 3x4 + x3 − 5x2 − 2x+ 2 nema celobrojnih korena. N
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Teorema 15. Potreban uslov da je racionalan broj p
q
((p, q) = 1, p, q 6= 0)

koren polinoma a(x) = anx
n + . . . + a1x + a0 sa celobrojnim koeficijentima

(a0an 6= 0) je p|a0 i q|an.
Dokaz. Iz an(

p
q
)n + an−1(

p
q
)n−1 + . . .+ a1(

p
q
) + a0 = 0 sledi

(1) an
pn

q
+ an−1p

n−1 + . . .+ a0q
n−1 = 0,

(2) anp
n−1 + an−1p

n−2q + . . .+ a0
qn

p
= 0.

Iz (1), imaju�i u vidu da su p i q uzajamno prosti celi brojevi, neposredno
sledi da q|an, a iz (2) da p|a0. �

Primer 25. Posmatraju�i polinom 9x3 − 6x2 − 5x+ 2 zak	uqujemo da, ako
on ima racionalni koren oblika p

q
, (p, q) = 1, po teoremi 15, mora biti p|2

i q|9. Za nule datog polinoma, od racionalnih dolaze u obzir samo brojevi
±1,±2,±1

3
,±1

9
,±2

3
,±2

9
. Neposrednom proverom nalazimo da su nule x1 = 1, x2 =

−2
3
i x3 =

1
3
. N

34



4 Algebarske jednaqine tre�eg stepena

Algebarskom jednaqinom stepena n, n ∈ N, nad po	em realnih brojeva zovemo
jednaqinu oblika:

anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0 = 0

gde su an, an−1, .., a1, a0 ∈ R, an 6= 0, koeficijenti te jednaqine.
Vidimo da je to jednaqina oblika Pn(x) = 0, gde je Pn(x) polinom stepena n sa
realnim koeficijentima.

U prvom razredu smo nauqili da rexavamo proizvo	ne algebarske jednaqine
prvog stepena (linearne jednaqine), odnosno jednaqine oblika

a1x+ a0 = 0, a1, a0 ∈ R, a0 6= 0

i videli da takva jednaqina ima jedinstveno rexe�e x1 = −a0
a1
; to rexe�e je

realan broj.
U drugom razredu smo nauqili da rexavamo proizvo	ne algebarske jedna-

qine drugog stepena (kvadratne jednaqine), odnosno jednaqine oblika

a2x
2 + a1x+ a0 = 0, a2, a1, a0 ∈ R, a2 6= 0

i videli da takva jednaqina ima dva rexe�a u skupu kompleksnih brojeva C.
Ta rexe�a mogu biti: 1◦ me�usobno jednaki realni brojevi; 2◦ me�usobno ra-
zliqiti realni brojevi; 3◦ par konjugovano kompleksnih brojeva.
Tada smo se dogovorili da ih, tradicionalno, zapisujemo u obliku

x1,2 =
−a1 ±

√
a21 − 4a2a0
2a2

.
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Prirodno je postaviti pita�e mo�e li se izvesti formula za nala�e�e

rexe�a proizvo	ne algebarske jednaqine stepena ve�eg od 2.

Nakon godina i vekova, rasprava i dvoboja, burne istorijske proxlosti,
opxte rexe�e kubne jednaqine je ugledalo svetlost dana u kasnoj renesansi u
16. veku u Italiji.

Italijanski matematiqar Del Fero (Del Fero, 1456 − 1526) prvi je rexio
jedan od tipova kubne jednaqine, ali je postupak dr�ao u tajnosti. Na samrti,
on tajnu poverava svom uqeniku Antoniju Mariji Fiori, a belexke je dao svom
zetu Neveu.

Nije poznato koliko je oblika kubne jednaqine umeo da rexi Del Fero.
Qi�enica da je umeo da rexi samo jedan dolazi od kada je samouki matematiqar
i poznati duelant Nikolo Fontana Tarta	a (Niccolo Fontana
Tartaglia, 1499−1557) izazvao Fioru koji se hvalio kako zna metod za rexava�e
kubne jednaqine. Matematiqki dvoboj je odigran, Tarta	a je uspeo da rexi
protivnikove probleme, dok je Fiori uspeo da rexi samo jedan sluqaj kubne
jednaqine. Ostaje tajna da li je Fero znao oba sluqaja kubne jednaqine, ali je
ipak uqeniku saopxtio samo jedan.

Tarta	ina pobeda privukla je pa��u �iraloma Kardana (Gerolamo
Cardano, 1501− 1576), koji je, za razliku od Tarta	e, bio xkolovan matemati-
qar.

Kardano je uspeo izvu�i metod za rexava�e kubne jednaqine, uz obe�a�e da
ga ne�e objav	ivati. Tarta	a je Kardanu poslao rexe�e u stihovima, te ovom
nije bilo texko da zak	uqi kako se radi.

Kada su kub i stvar zajedno

Jednaki nekom konstantnom broju

Prona�i druga dva broja koja se za taj razlikuju.

Tada �ex usvojiti ovo kao naviku

Da im proizvod treba biti jednak

Taqno kubu tre�ine od stvari,

Ostaje onda kao opxte pravilo

Da �e razlika �ihovih kubnih korena

Biti jednaka tvojoj osnovnoj stvari.

Xta se onda dexava?
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Kardano sa svojim uqenikom Ferarijem (Lodovico Ferrari, 1522− 1566) ra-
zvija metodu za rexava�e svih tipova kubne jednaqine, dok uqenik Ferari ide
jox da	e i razvija metod za rexava�e jednaqine qetvrtog stepena.

Sva zna�a i otkri�a su sabrali u delo ,,Velika vextina" (Ars magna,
1545.)

Danas su formule za rexava�e kubne jednaqine poznate kaoKardano-Tarta	ine
formule.

4.1 Kardanova formula

Proizvo	na algebarska jednaqina tre�eg stepena

a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0 = 0, a3, a2, a1, a0 ∈ R, a3 6= 0 (1)

ekvivalentna je jednaqini

x3 + ax2 + bx+ c = 0, (2)

a = a2
a3
, b = a1

a3
, c = a0

a3
, pa �emo u da	em rexavati jednaqinu (2).

Uvedimo novu nepoznatu y zamenom

y = x+
a

3
.

Jednaqina postaje
(
y − a

3

)3
+a
(
y − a

3

)2
+b
(
y − a

3

)
+c = 0, odnosno y3+(b− a2

3
)y+

2a3

27
− ab

3
+ c = 0, odnosno

y3 + py + q = 0, (3)

Uvedimo novu nepoznatu y zamenom

y = x+
a

3
.

Jednaqina postaje
(
y − a

3

)3
+a
(
y − a

3

)2
+b
(
y − a

3

)
+c = 0, odnosno y3+(b− a2

3
)y+

2a3

27
− ab

3
+ c = 0, odnosno

y3 + py + q = 0, (4)
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p = b− a2

3
, q = 2a3

27
− ab

3
+ c.

Pretpostavimo da je
y = u+ v, (5)

gde su u i v nove nepoznate. Ove dve nepoznate treba da zadovo	e jednu jedna-
qinu (3), pa mo�emo nametnuti jox jedan uslov, koji �emo izabrati. Zamenom u
jednaqinu nalazimo

(u+ v)3 + p(u+ v) + q = 0,

odnosno u3 + v3 + 3uv(u+ v) + p(u+ v) + q = 0, tj.

u3 + v3 + (3uv + p)(u+ v) + q = 0. (6)

Sada zahtevamo da bude
3uv + p = 0. (7)

Time jednaqina (5) postaje
u3 + v3 + q = 0. (8)

Dakle, u i v zadovo	avaju

u3v3 = −p
3

27
, u3 + v3 = −q,

pa kubovi u3 i v3 nepoznatih u i v, prema Vijetovim formulama, predstav	aju
rexe�a kvadratne jednaqine

z2 − (u3 + v3)z + u3v3 = 0,

odnosno

z2 + qz − p3

27
= 0. (9)

Rexe�a jednaqine (8) su

z1 = u3 =
−q +

√
q2 + 4p

3

27

2
= −q

2
+

√
q2

4
+
p3

27
,

z2 = v3 =
−q −

√
q2 + 4p

3

27

2
= −q

2
−
√
q2

4
+
p3

27
.
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Odatle, odre�iva�em brojeva (realnih ili kompleksnih) qiji su kubovi jednaki
na�enim brojevima, dobijamo

y =
3

√
−q
2
+

√
q2

4
+
p3

27
+

3

√
−q
2
−
√
q2

4
+
p3

27
. (10)

Dobijena formula (9) poznata je kao Kardanova formula .

Neka je u3 bilo koje od rexe�a kvadratne jednaqine (8),

u3 =
−q +

√
q2 + 4p

3

27

2
= −q

2
+

√
q2

4
+
p3

27
.

Uoqimo bilo koje rexe�e ove kubne jednaqine, u1 =
3

√
− q

2
+
√

q2

4
+ p3

27
.

Neka je u1 = α. Tada je u2 = ωα i u3 = ω2α, gde je ω = cos 2π
3
+ i sin 2π

3
(to je jedan

od tre�ih korena jedinice; ostali su, kao xto znamo, ω2 i ω3 = 1). Iz relacije
(6) dobijamo da je v1 = − p

3α
, v2 = − p

3ωα
i v3 = − p

3ω2α
.

Uvo�e�em smene − p
3α

= β dobijamo

v1 = β, v2 = ω2β i v3 = ωβ.

Onda su rexe�a jednaqine (3)

y1 = α + β, y2 = ωα + ω2β, y3 = ω2α + ωβ,

a rexe�a polazne jednaqine (2):

x1 = α + β − a

3
, x2 = ωα + ω2β − a

3
, x3 = ω2α + ωβ − a

3
.

Primer 1. Rexiti jednaqinu

x3 − 3x2 + 9x− 5 = 0.

Rexe�e: Da bismo uklonili drugi stepen iz jednaqine uvodimo novu ne-
poznatu zamenom y = x + a

3
. Kako je a = −3, imamo da je y = x − 1, odnosno

x = y + 1. Dobija se

(y + 1)3 − 3(y + 1)2 + 9(y + 1)− 5 = 0,
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y3 + 3y2 + 3y + 1− 3y2 − 6y − 3 + 9y + 9− 5 = 0,

y3 + 6y + 2 = 0; p = 6, q = 2.

Kako je

u3 = −q
2
+

√
q2

4
+
p3

27
⇒ u3 = −1 +

√
1 + 8 = 2.

Kako je

v3 = −q
2
−
√
q2

4
+
p3

27
⇒ v3 = −1−

√
1 + 8 = −4.

Sada nalazimo jednu od tri vrednosti takve da zadovo	e uslov 3uv + p = 0 →
uv = −p

3
.

Za realne brojeve 3
√
2 i − 3

√
4 va�i 3

√
2 · (− 3

√
4) = − 3

√
8 = −2 = −p

3
, pa mo�emo

uzeti α = 3
√
2 , β = − 3

√
4. Stoga je

y1 = α + β ⇒ y1 =
3
√
2− 3
√
4;

y2 = ωα+ ω2β ⇒ y2 =
3
√
2

(
−1

2
+ i

√
3

2

)
− 3
√
4

(
−1

2
− i
√
3

2

)
;

y3 = ω2α + ωβ ⇒ y3 =
3
√
2

(
−1

2
− i
√
3

2

)
− 3
√
4

(
−1

2
+ i

√
3

2

)
.

y1 je realno rexe�e, y2 i y3 predstav	aju par konjugovano kompleksnih rexe�a.
Da	e nalazimo

x1 = y1 + 1,

x2 = y2 + 1,

x3 = y3 + 1. N

Primer 2. Rexiti jednaqinu

x3 + 3x− 4 = 0.

Rexe�e: Vidimo da jednaqina ima realno rexe�e x1 = 1 (proveravamo
delioce slobodnog qlana). Stoga je ona ekvivalentna sa

(x− 1)(x2 +mx+ n) = 0,
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odnosno, nakon de	e�a,
(x− 1)(x2 + x+ 4) = 0,

i rexe�a su

x1 = 1, x2 =
−1 + i

√
15

2
, x3 =

−1− i
√
15

2
.

Da smo prevideli ovu qi�enicu, radili bismo preko Kardanove formule.

Drugi naqin: Kako je a = 0, nema potrebe uvoditi novu nepoznatu jer je tada
y = x. Dakle, p = 3, q = −4.
Kako je

u3 = −q
2
+

√
q2

4
+
p3

27
⇒ u3 = 2 +

√
4 + 1 = 2 +

√
5.

Kako je

v3 = −q
2
−
√
q2

4
+
p3

27
⇒ v3 = 2−

√
4 + 1 = 2−

√
5.

Sada nalazimo jednu od tri vrednosti takve da zadovo	e uslov 3uv + p = 0 →
uv = −p

3
.

Za realne brojeve
3
√

2 +
√
5 i

3
√

2−
√
5 va�i

3
√
2 +
√
5 · ( 3

√
2−
√
5) = 3

√
−1 =

−1 = −p
3
, pa mo�emo uzeti α =

3
√

2 +
√
5 , β =

3
√
2−
√
5. Stoga je

x1 = α + β ⇒ x1 = α =
3

√
2 +
√
5 +

3

√
2−
√
5,

odakle se ne nazire rexe�e x1 = 1. Ipak, zbog(
1

2

(
1 +
√
5
))3

=
1

8

(
1 + 3

√
5 + 15 + 5

√
5
)
= 2 +

√
5,

(
1

2

(
1−
√
5
))3

=
1

8

(
1− 3

√
5 + 15− 5

√
5
)
= 2−

√
5,

mo�emo uzeti x1 =
1
2

(
1 +
√
5
)
+ 1

2

(
1−
√
5
)
= 1.

Da	e nalazimo

x2 = ωα+ ω2β ⇒ x2 =
3

√
2 +
√
5

(
−1

2
+ i

√
3

2

)
+

3

√
2−
√
5

(
−1

2
− i
√
3

2

)
,

41



x3 = ω2α + ωβ ⇒ x3 =
3

√
2 +
√
5

(
−1

2
− i
√
3

2

)
+

3

√
2−
√
5

(
−1

2
+ i

√
3

2

)
. N

Primer 3. Rexiti jednaqinu x3 − 3x2 + 12x+ 16 = 0.
Rexe�e: Da bismo uklonili drugi stepen iz jednaqine uvodimo novu ne-

poznatu zamenom y = x + a
3
. Kako je a = −3, imamo da je y = x − 1, odnosno

x = y + 1. Dobija se

(y + 1)3 − 3(y + 1)2 + 12(y + 1) + 16 = 0,

y3 + 3y2 + 3y + 1− 3y2 − 6y − 3 + 12y + 12 + 16 = 0,

y3 + 9y + 26 = 0; p = 9, q = 26.

Kako je

u3 = −q
2
+

√
q2

4
+
p3

27
⇒ u3 = −13 +

√
169 + 27 = 1.

Kako je

v3 = − q
2
−
√

q2

4
+ p3

27
⇒ v3 = −13−

√
169 + 27 = −27.

Sada nalazimo jednu od tri vrednosti takve da zadovo	e uslov 3uv + p =
0 → uv = −p

3
. Za realne brojeve 1 i −3 va�i 1 · (−3) = −3 = −p

3
, pa mo�emo

uzeti α = 1, β = −3. Stoga je

y1 = α + β ⇒ y1 = 1− 3⇒ y1 = −2;

y2 = ωα+ ω2β ⇒ y2 = 1

(
−1

2
+ i

√
3

2

)
− 3

(
−1

2
− i
√
3

2

)
⇒ y2 = 1 + 2

√
3i;

y3 = ω2α + ωβ ⇒ y3 = 1

(
−1

2
− i
√
3

2

)
− 3

(
−1

2
+ i

√
3

2

)
⇒ y3 = 1− 2

√
3i;

y1 je realno rexe�e, y2 i y3 predstav	aju par konjugovano kompleksnih rexe�a.
Da	e nalazimo

x1 = y1 + 1⇒ x1 = −1;

x2 = y2 + 1⇒ x2 = 2 + 2
√
3i;
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x3 = y3 + 1⇒ x3 = 2− 2
√
3i. N

Primer 4. Rexiti jednaqinu x3 + 6x− 20 = 0.
Rexe�e: Kako je a = 0, nema potrebe uvoditi novu nepoznatu jer je tada

y = x. Dakle, p = 6, q = −20. Kako je

u3 = −q
2
+

√
q2

4
+
p3

27
⇒ u3 = 10 +

√
100 + 8 = 10 +

√
108.

Kako je

v3 = − q
2
−
√

q2

4
+ p3

27
⇒ v3 = 10−

√
100 + 8 = 10−

√
108.

Sada nalazimo jednu od tri vrednosti takve da zadovo	e uslov 3uv + p =

0→ uv = −p
3
. Za realne brojeve

3
√

10 +
√
108 i

3
√

10−
√
108 va�i

3
√

10 +
√
108 ·

3
√

10−
√
108 = 3

√
−8 = −2 = −p

3
, pa mo�emo uzeti α =

3
√

10 +
√
108 i β =

3
√
10−

√
108. Stoga je

x1 = α + β ⇒ x1 =
3

√
10 +

√
108 +

3

√
10−

√
108;

x2 = ωα+ ω2β ⇒ x2 =
3

√
10 +

√
108

(
−1

2
+ i

√
3

2

)
+

3

√
10−

√
108

(
−1

2
− i
√
3

2

)
;

x3 = ω2α+ωβ ⇒ x3 =
3

√
10 +

√
108

(
−1

2
− i
√
3

2

)
+

3

√
10−

√
108

(
−1

2
+ i

√
3

2

)
;N

Primer 5. Rexiti jednaqinu 2x3 + 3x2 + 3x+ 1 = 0.
Rexe�e: Uvo�e�em smene x = 1

y
jednaqina postaje 2

y3
+ 3

y2
+ 3

y
+ 1 = 0.

Mno�e�em prethodne jednaqine sa y3, dobijamo

y3 + 3y2 + 3y + 2 = 0.

Da bismo uklonili drugi stepen iz jednaqine uvodimo novu nepoznatu zamenom
z = y + a

3
. Kako je a = 3, imamo da je z = y + 1, odnosno y = z − 1. Dobija se

(z − 1)3 + 3(z − 1)2 + 3(z − 1) + 2 = 0,
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z3 − 3z2 + 3z − 1 + 3z2 − 6z + 3 + 3z − 3 + 2 = 0,

z3 + 1 = 0,

(z + 1)(z2 − z + 1) = 0.

Ako je z1 = −1⇒ y1 = −2⇒ x1 = −1
2
.

Rexava�em kvadratne jednaqine z2 − z + 1 = 0, dobijamo rexe�a z2 = 1+
√
3i

2
i

z3 =
1−
√
3i

2
.

Ako je z2 =
1+
√
3i

2
⇒ y2 =

√
3i−1
2
⇒ x2 = −1

2
−
√
3i
2
.

Ako je z3 =
1−
√
3i

2
⇒ y3 =

−
√
3i−1
2
⇒ x3 = −1

2
+
√
3i
2
. N
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5 Algebarska jednaqina qetvrtog stepena

Opxti oblik algebarske jednaqine qetvrtog stepena je:

a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0 = 0, a4 6= 0 (1)

Jednaqina (1), de	e�em sa a4, ekvivalentna je jednaqini

x4 + ax3 + bx2 + cx+ d = 0, (2)

gde je a = a3
a4
, b = a2

a4
, c = a1

a4
i d = a0

a4
.

Ako je jednaqina qetvrtog stepena svedena na oblik (2), ka�emo da je normira-
na.
Uvek mo�emo jednaqinu (1) da svedemo na oblik (2).
Jedan od naqina rexava�a algebarske jednaqine qetvrtog stepena je Ferari-
jevo rexe�e .

5.1 Ferarijevo rexe�e

Neka je data jednaqina qetvrtog stepena (2), tj.

x4 + ax3 + bx2 + cx+ d = 0.

U ovakvom naqinu rexava�a nastoji se podeliti jednaqinu na dve kvadratne
jednaqine. Posled�a jednaqina je ekvivalentna jednaqini

x4 + ax3 = −bx2 − cx− d.

Odakle dopu�ava�em leve strane jednakosti do kvadrata binoma, dobijamo

x4 + ax3 +
(ax
2

)2
=
(ax
2

)2
− bx2 − cx− d,

tj. (
x2 +

ax

2

)2
=

(
a2

4
− b
)
x2 − cx− d. (3)
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Vidimo da je leva strana potpun kvadrat, nastojimo da i na desnoj strani
dobijemo potpuni kvadrat L2(x), jer bi tada iz (3) proizilazilo:

x2 +
ax

2
= ±L(x). (4)

Ukoliko u prvoj zagradi izraza (3) dodamo nepoznati izraz i poxto je(
x2 +

ax

2
+
y

2

)2
=
(
x2 +

ax

2

)2
+ yx2 +

ayx

2
+
y2

4
,

dobijamo da je(
x2 +

ax

2
+
y

2

)2
=

(
a2

4
− b+ y

)
x2 +

(ay
2
− c
)
x+

(
y2

4
− d
)
. (5)

Da bi u posled�oj jednakosti desna strana bila potpun kvadrat L2(x), treba
diskriminanta po x da bude jednaka 0, tj. da va�i:(ay

2
− c
)2
− 4

(
a2

4
− b+ y

)
·
(
y2

4
− d
)

= 0. (6)

Posled�a jednaqina je jednaqina tre�eg stepena po y koju znamo rexiti i na-
ziva se Ferarijeva rezolventa jednaqine (2).
Znaqi iz jednaqine (6) na�e se y, za takvo y desna strana od (5) postaje L2(x),
pa iz (5) zak	uqujemo da va�i (4); a kvadratnu jednaqinu znamo rexiti.

Primer 1. Rexiti jednaqinu x4 − 10x3 + 35x2 − 50x+ 24 = 0.

Rexe�e: Ideja je da se ova jednaqina podeli na dve kvadratne jednaqine.
Poqetna jednaqina je ekvivalentna jednaqini

x4 − 10x3 = −35x2 + 50x− 24.

Dopu�ava�em leve strane jednakosti do kvadrata binoma, dobijamo

(x2 − 5x)2 = −10x2 + 50x− 24.

Ako u zagradu prethodne jednaqine dodamo nepoznati izraz λ, dobijamo

(x2 − 5x+ λ)2 = −10x2 + 50x− 24 + λ2 + 2λ(x2 − 5x).
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Sre�iva�em desne strane jednakosti, dobijamo

(x2 − 5x+ λ)2 = (−10 + 2λ)x2 + (50− 10λ)x+ λ2 − 24. (1)

Da bi u posled�oj jednakosti desna strana bila potpun kvadrat, treba diskri-
minanta po x da bude jednaka 0, tj. da va�i:

(50− 10λ)2 − 4(−10 + 2λ)(λ2 − 24) = 0.

Odavde dobijamo jednaqinu tre�eg stepena po λ qija su rexe�a λ1 = 5, λ2 =
11
2

i λ3 = 7.
Zamenom vrednosti λ1 = 5 u jednaqinu (1), dobijamo

(x2 − 5x+ 5)2 = 1.

⇒ (x2 − 5x+ 5)2 − (1)2 = 0

⇒ (x2 − 5x+ 6)(x2 − 5x+ 4) = 0

Rexava�em kvadratnih jednaqina dobijamo qetiri rexe�a:

x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3, x4 = 4. N

Primer 2. Rexiti jednaqinu x4 + 2x3 − 7x2 − 8x+ 12 = 0.

Rexe�e: Ideja je da se ova jednaqina podeli na dve kvadratne jednaqine.
Poqetna jednaqina je ekvivalentna jednaqini

x4 + 2x3 = 7x2 + 8x− 12.

Dopu�ava�em leve strane jednakosti do kvadrata binoma, dobijamo

(x2 + x)2 = 8x2 + 8x− 12.

Ako u zagradu prethodne jednaqine dodamo nepoznati izraz λ, dobijamo

(x2 + x+ λ)2 = 8x2 + 8x− 12 + λ2 + 2λ(x2 + x).

Sre�iva�em desne strane jednakosti, dobijamo

(x2 + x+ λ)2 = (8 + 2λ)x2 + (8 + 2λ)x+ λ2 − 12. (1)
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Da bi u posled�oj jednakosti desna strana bila potpun kvadrat, treba diskri-
minanta po x da bude jednaka 0, tj. da va�i:

(8 + 2λ)2 − 4(8 + 2λ)(λ2 − 12) = 0.

De	e�em prethodne jednaqine sa (8 + 2λ), dobijamo

8 + 2λ = 4(λ2 − 12).

⇒ 2λ2 − λ− 28 = 0

Rexava�em kvadratne jednaqine po λ dobijamo rexe�a: λ1 = 4 i λ2 = −7
2
.

Zamenom vrednosti λ1 = 4 u jednaqinu (1), dobijamo

(x2 + x+ 4)2 = 16x2 + 16x+ 4.

⇒ (x2 + x+ 4)2 = (4x+ 2)2

⇒ (x2 + x+ 4)2 − (4x+ 2)2 = 0

⇒ (x2 + 5x+ 6)(x2 − 3x+ 2) = 0

Rexava�em kvadratnih jednaqina dobijamo qetiri rexe�a:

x1 = −3, x2 = −2, x3 = 1, x4 = 2. N
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6 Razni zadaci

1. Koliko ima polinoma P sa celobrojnim koeficijentima za koje va�i
16P (x2) = (P (2x))2, x ∈ R?

Rexe�e. Neka je dat polinom n−tog stepena

Pn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an−1x+ an,

gde je a0 6= 0. Kako je

16P (x2) = 16a0x
2n + . . . , (P (2x))2 = 22na20x

2n + . . . ,

pri qemu smo uzeli qlanove sa najve�im stepenom, iz jednakosti 16P (x2) =
(P (2x))2 izlazi

16a0 = 22na20, tj. 2
2na0 = 16.

Poxto je a0 ceo broj, posled�a jednakost ima tri rexe�a:

1◦ a0 = 1, n = 2; 2◦ a0 = 4, n = 1; 3◦ a0 = 16, n = 0.

1◦ Polinom je P (x) = x2 + a1x+ a2. Iz jednakosti

16(x4 + a1x
2 + a2) = (4x2 + 2a1x+ a2)

2

dobijamo a1 = 0 i a2 = 0, pa je P (x) = x2.
2◦ Polinom je linearna funkcija, P (x) = 4x+a1. Iz jednakosti 16(4x2+a1) =
(8x+ a1)

2 nalazimo a1 = 0, odakle je P (x) = 4x.
3◦ Polinom je konstanta, P (x) = 16.
Dakle, postoje tri polinoma koji zadovo	avaju uslove zadatka: P (x) = x2, P (x) =
4x i P (x) = 16.
Navedenim rexe�ima treba dodati trivijalno rexe�e, P (x) = 0. Dakle, posto-
je qetiri polinoma koji ispu�avaju uslove zadatka.
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2. Odredi proizvod svih racionalnih nula polinoma 2x3 + x2 + 2x+ 1.

Rexe�e. Kako je

2x3 + x2 + 2x+ 1 = 2x(x2 + 1) + x2 + 1 = (2x+ 1)(x2 + 1),

jedina racionalna nula polinoma je x = −1
2
, pa je proizvod takvih nula jednak

−1
2
.

3. Odredi zbir koeficijenata polinoma p(x) = (x3 + 2x2 − x− 1)2002.

Rexe�e. Ako je dat polinom p(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an, zbir koefici-
jenata je jednak vrednosti polinoma za x = 1. U ovom primeru, p(1) = 1.

4. Odredi zbir koeficijenata polinoma P (x) = (2x2 + x3− x− 1)2008 + 2007
uz parne stepene (x0, x2, x4, . . .).

Rexe�e. Ako je polinom P (x) dat u obliku P (x) = a0+a1x+a2x
2+a3x

3+. . .,
za x = 1 i x = −1 dobijamo

P (1) = a0 + a1 + a2 + a3 . . . , P (−1) = a0 − a1 + a2 − a3 + . . . .

Sabira�em ovih jednakosti, nalazimo a0 + a2 + a4 + . . . = 1
2
(P (1) + P (−1)). Za

zadati polinom je P (1) = 2008 i P (−1) = 2008, pa je a0 + a2 + a4 + . . . = 2008.

5. Koliki je zbir koeficijenata polinoma P (x) = (x3 + 2x2 − x − 1)2008 uz
neparne stepene (x, x3, x5, . . .)?

Rexe�e. Neka je dat polinom P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + . . . . Za x = 1
i x = −1 imamo P (1) = a0 + a1 + a2 + a2 + . . . , P (−1) = a0 − a1 + a2 − a3 + . . . .
Zbir koeficijenata uz neparne stepene je a1+a3+a5+ . . . =

1
2
(P (1)−P (−1)). U

naxem zadatku je P (1) = 1 i P (−1) = 1, pa je zbir koeficijenata jednak nuli.
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6. Odredi ostatak pri de	e�u polinoma P (x) = x1994+16x994−28x94−10x4+
x+ 3 polinomom x2 − 1.

Rexe�e. Prema teoremi 2 sa strane 15. dati polinom P se mo�e prikazati
u obliku

(1) P (x) = (x2 − 1)Q(x) + Ax+B,

gde je Q koliqnik i Ax + B ostatak. Za P (x) va�i: P (1) = −17, P (−1) = −19,
pa iz (1) za x = 1 i x = −1 dobijamo sistem

A+B = −17, −A+B = −19 ⇒ A = 1, B = −18.

Ostatak je x− 18.

7. Za koje n ∈ N je polinom P (x) = (2x2+1)n+1−(3x+15)2n de	iv polinomom
x+ 2?

Rexe�e. Ako je polinom P (x) de	iv sa x+ 2, onda je P (−2) = 0, tj.

P (−2) = 9n+1 − 92n = 9n+1(1− 9n−1) = 0, odakle se dobija n = 1.

8. Koliko zajedniqkih delilaca oblika z − α imaju polinomi z6 − 1 i
z45 + z30 + z15 + 1?

Rexe�e. Broj zajedniqkih nula ovih polinoma jednak je broju zajedniqkih
delilaca. Kako je z6− 1 = (z3+1)(z3− 1), ako je z3 = 1, onda je vrednost drugog
polinoma jednaka 4, a ako je z3 = −1, onda je vrednost drugog polinoma jednaka
nuli. Prema tome, dati polinomi imaju tri zajedniqke nule (rexe�a jednaqine
z3 + 1 = 0), tj. tri zajedniqka delioca oblika z − α, gde α ∈ C.
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9. Odredi broj razliqitih celobrojnih rexe�a jednaqine x4 − x3 − 9x2 −
11x− 4 = 0.

Rexe�e.Poxto je proizvod rexe�a -4, celobrojna rexe�a treba potra�iti
u skupu {1,−1, 2,−2, 4,−4} . Direktnim pretra�iva�em utvr�ujemo da su celo-
brojna rexe�a -1 i 4. Kako je

(x4 − x3 − 9x2 − 11x− 4) : ((x+ 1)(x− 4)) = x2 + 2x+ 1,

zak	uqujemo da je -1 trostruko rexe�e.

10. Koliko ima celih brojeva koji zadovo	avaju nejednaqinu x4−2x3−25x2+
2x+ 24 < 0?

Rexe�e. Polinom na levoj strani nejednaqine mo�e se faktorisati na
slede�i naqin:

x4 − 2x3 − 25x2 + 2x+ 24 = x4 − 2x3 − 24x2 − x2 + 2x+ 24
= x2(x2 − 2x− 24)− (x2 − 2x− 24)

= (x2 − 1)(x2 − 2x− 24)
= (x− 1)(x+ 1)(x− 6)(x+ 4).

Rexe�e nejednaqine (x− 1)(x+ 1)(x− 6)(x+ 4) < 0 je x ∈ (−4,−1) ∪ (1, 6). Ima
6 celobrojnih rexe�a: -3, -2, 2, 3, 4, 5.

11. Odredi broj realnih rexe�a jednaqine x4 − 4x3 + 5x2 − 4x+ 1 = 0.

Rexe�e. Data jednaqina je takozvana reciproqna jednaqina koja se rexava
na slede�i naqin:

x4 − 4x3 + 5x2 − 4x+ 1 = 0, odakle je x2 + 1
x2
− 4

(
x+ 1

x

)
+ 5 = 0.

Smenom x+ 1
x
= t, za koju je x2 + 1

x2
= t2 − 2, dobijamo

t2 − 2− 4t+ 5 = 0, tj. t2 − 4t+ 3 = 0, pa je t1 = 1, t2 = 3.

Jednaqina x+ 1
x
= 1, tj. x2−x+1 = 0 nema realnih rexe�a, a rexe�a jednaqine

x + 1
x
= 3, tj. x2 − 3x + 1 = 0 su x1,2 = 3±

√
5

2
. Dakle, jednaqina ima dva realna

rexe�a.
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12. Neka je p(x) polinom stepena n (n ≥ 3). Ako je ostatak pri de	e�u po-
linoma p(x) sa x + 1 jednak 2, a ostatak pri de	e�u polinoma p(x) sa x2 + 1
jednak x−1, koliki je onda ostatak pri de	e�u polinoma p(x) sa (x+1)(x2+1)?

Rexe�e. Na osnovu Bezuove teoreme imamo p(−1) = 2, p(i) = i− 1, p(−i) =
−i− 1. Neka je

p(x)
(x+1)(x2+1)

= q(x) + ax2+bx+c
(x+1)(x2+1)

, tj.

p(x) = (x+ 1)(x2 + 1)q(x) + ax2 + bx+ c.

Za x = −1, i,−i dobijamo redom

p(−1) = a− b+ c = 2, p(i) = −a+ bi+ c = i− 1, p(−i) = −a− bi+ c = −i− 1.

Iz ovog sistema izlazi a = 2, b = 1 i c = 1, pa je ostatak 2x2 + x+ 1.

13. Koliki je ostatak pri de	e�u polinoma P (x) = x4+2x3−13x2−14x+24

polinomom x− 1
2
−
√
3
2
i?

Rexe�e. Na osnovu Bezuove teoreme va�i jednakost P
(

1
2
+ i

√
3
2

)
= R, gde

je R ostatak. Za kompleksan broj a = 1
2
+ i

√
3
2
imamo a3 = −1, tj. a3 + 1 = 0,

odakle je a2 − a+ 1 = 0, tj. a2 = a− 1. Na osnovu toga dobijamo

P (a) = a4 + 2a3 − 13a2 − 14a+ 24 = −a− 2− 13(a− 1)− 14a+ 24

= −28a+ 35 = −28
(

1
2
+ i

√
3
2

)
+ 35 = 21− i14

√
3.

14. Ako je a, b ∈ R i (x2 + 1)|ax2005 + 2x2004 + 3x2003 + b, odredi razliku ko-
eficijenata a− b.

Rexe�e. Poxto je polinom P (x) = ax2005+2x2004+3x2003+b de	iv sa x2+1,
�egovi koreni su ±i. Za x = i imamo

P (i) = ai2005 + 2i2004 + 3i2003 + b = ai+ 2− 3i+ b = 0.

Iz ove jednakosti izlazi a = 3 i b = −2, pa je a− b = 5.
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15. Koliko ima zajedniqkih delilaca oblika x − α polinoma x4 − 1 i
x999 − x666 + x333 − 1?

Rexe�e. Polinom x4 − 1 ima 4 nule: 1,−1, i,−i. Za polinom p(x) = x999 −
x666 + x333 − 1 imamo p(1) = 0, p(−1) = −4, p(i) = 0, p(−i) = 0. Dakle, postoje 3
zajedniqka delioca: x− 1, x− i, x+ i.

16. Koliko zajedniqkih delilaca oblika x−α imaju polinomi P (x) = x5+1
i Q(x) = x44 − x33 + x22 − x11 + 1?

Rexe�e. Polinomi P i Q imaju onoliko zajedniqkih delilaca oblika x−α
koliko imaju zajedniqkih nula. Jedna nula polinoma P je x = −1. Kako je
Q(−1) = 5, x = −1 nije nula polinoma Q. Ostale qetiri nule polinoma P (x)
zadovo	avaju jednaqinu x5+1 = 0, tj. x4−x3+x2−x+1 = 0. Neka su nule ovog
polinoma xk, k = 1, 2, 3, 4. Tada je x4k − x3k + x2k − xk + 1 = 0, a va�i i x5k = −1.
Potra�imo Q(xk) :

Q(xk) = x44k − x33k + x22k − x11k + 1
= x40k · x4k − x30k · x3k + x20k · x2k − x10k · xk + 1
= (x5k)

8x4k − (x5k)
6x3k + (x5k)

4x2k − (x5k)
2xk + 1

= (−1)8x4k − (−1)6x3k + (−1)4x2k − (−1)2xk + 1
= x4k − x3k + x2k − xk + 1 = 0.

Kao xto se vidi, ostale qetiri nule polinoma P su tako�e nule polinoma Q.
Prema tome, ovi polinomi imaju 4 zajedniqka delioca oblika x− α.

17. Ako polinom sa kompleksnim koeficijentima pri de	e�u da x− i, x−4i
i x2−5ix−4 daje ostatke 2i, 5i i Ax+B (A,B ∈ C), odredi zbir koeficijenata
A+B

Rexe�e. Primetimo najpre da je x2−5ix−4 = (x−i)(x−4i). Va�i jednakost

P (x) = (x2 − 5ix− 4)Q(x) + Ax+B.

Na osnovu Bezuove teoreme imamo P (i) = 2i, P (4i) = 5i, tako da se za x = i i
x = 4i jednakost P (x) = (x2 − 5ix− 4)Q(x) +Ax+B svodi na: 2i = Ai+B, 5i =
4Ai+B, tj. A = 1, B = i, odakle je A+B = 1 + i.
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18. Ako je broj
√
2+
√
3 nula polinoma P (x) = x4+ ax2+1, odredi vrednost

koeficijenta a.

Rexe�e. Neka je x0 =
√
2 +
√
3 nula polinoma P . Va�i jednakost

x40 + ax20 + 1 = 0, tj. a = −
(
x20 +

1
x20

)
.

Kako je x20 = 5 + 2
√
6, 1

x20
= 5− 2

√
6, dobijamo a = −10.

19. Ako je P (x) polinom petog stepena sa realnim koeficijentima, qiji je
najstariji koeficijent 3 i qija je dvostruka nula broj 2−i, a broj 3 jednostruka
nula, qemu je jednako P (1)?

Rexe�e. Poxto polinom P (x) ima realne koeficijente, �egova dvostruka
nula je 2 + i. Na osnovu toga je

P (x) = 3((x− (2− i))(x− (2 + i)))2(x− 3) = 3(x2 − 4x+ 5)2(x− 3),

odakle izlazi P (1) = 3 · 4 · (−2) = −24.

20. Pri de	e�u polinoma P (x) sa x − 1 dobija se ostatak 1, sa x − 3 tako-
�e 1, a de	iv je sa x−2. Koliki je ostatak pri de	e�u P (x) sa x3−6x2+11x−6?

Rexe�e. Za polinom P va�e jednakosti P (1) = 1, P (3) = 1 i P (2) = 0. Nule
polinoma x3 − 6x2 + 11x− 6 su 1, 2 i 3. Kako je

P (x)

x3 − 6x2 + 11x− 6
= Q(x) +

ax2 + bx+ c

x3 − 6x2 + 11x− 6
,

gde je Q(x) koliqnik i ax2+bx+c ostatak, posled�a jednakost se mo�e napisati
u obliku

P (x) = (x3 − 6x2 + 11x− 6)Q(x) + ax2 + bx+ c.

Ako u ovu jednakost stavimo x = 1, 2 i 3, dolazimo do sistema

a+ b+ c = 1, 4a+ 2b+ c = 0, 9a+ 3b+ c = 1,
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qije je rexe�e a = 1, b = −4, c = 4. Ostatak je x2 − 4x+ 4 = (x− 2)2.

21. Odredi realni deo kompleksnog korena polinoma P (x) = x4+6x3+6x2−
5x+ 12.

Rexe�e. Primetimo najpre da polinom P nema pozitivnih korena. Po-
xto je 12 proizvod korena, treba ispitati da li neki koren pripada skupu
{−1,−2,−3,−4,−6,−12} . Utvr�ujemo da su koreni x1 = −3, x2 = −4, tj. poli-
nom je de	iv sa (x+ 3)(x+ 4).

Kako je P (x)
(x+3)(x+4)

= x2 − x+ 1, kompleksne korene dobijamo iz jednaqine

x2 − x+ 1 = 0, odakle je x3,4 =
1
2
± i

√
3
2
.

Prema tome, realni deo kompleksnog broja je 1
2
.

22. Neka je R(x) ostatak pri de	e�u polinoma P (x) = x2011 + x2008 + . . . +
x7 + x4 + x polinomom x2 − x+ 1. Odredi vrednost R(2).

Rexe�e. Iz jednakosti P (x)
x2−x+1

= Q(x) + ( ax+b
x2−x+1

), gde je Q(x) koliqnik i
R(x) = ax+ b ostatak, dobijamo

(1) P (x) = (x2 − x+ 1)Q(x) + ax+ b.

Nule trinoma x2 − x + 1 su x1,2 = 1±i
√
3

2
. Poxto je (x2 − x + 1)(x + 1) = x3 + 1,

primetimo da je x31,2 + 1 = 0, tj. x31,2 = −1. Prika�imo polinom P u obliku

P (x) = x(1+x3+x6+ . . .+x2007+x2010) = x(1+x3+(x3)2+ . . .+(x3)669+(x3)670).

Za x = x1 imamo

P (x1) = x1(1− 1 + 1− 1 + . . .+ 1− 1 + 1) = x1.

Ako u (1) uvedemo x = x1 =
1+i
√
3

2
, nalazimo x1 = ax1+ b, odakle je a = 1 i b = 0.

Prema tome, R(x) = x, pa je R(2) = 2.
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23. Ako je 1+i
√
3 jedan od korena jednaqine x4+4x3+10x2+ax+b = 0, a, b ∈

R, odredi zbir modula svih rexe�a jednaqine.

Rexe�e. Poxto su koeficijenti polinoma realni, 1− i
√
3 je drugi koren

jednaqine. To znaqi da je polinom de	iv sa x2 − 2x+ 4, pa va�i razlaga�e:

(x2 − 2x+ 4)(x2 + αx+ β) = x4 + 4x3 + 10x2 + ax+ b.

Izjednaqava�em koeficijenata uz x3 i x2, dobijamo sistem −2+α = 4, 4− 2α+
β = 10, iz kojeg izlazi α = 6 i β = 18. Iz jednaqine x2 + 6x+ 18 = 0 nalazimo
jox dva korena: x3,4 = −3 ± i3. Kako je |x1| = |x2| = 2, |x3| = |x4| = 3

√
2, zbir

svih modula je 4 + 6
√
2.

24. Ako je polinom ax+ b ostatak pri de	e�u realnog polinoma x2008 poli-
nomom x2 + 2

√
2x+ 4, odredi razliku �egovih koeficijenata a− b.

Rexe�e. Nule polinoma x2+2
√
2x+4 su x1,2 = −

√
2(1± i). Ako u jednakost

x2008

x2+2
√
2x+4

= Q(x) + ax+b
x2+2

√
2x+4

, tj.

x2008 = (x2 + 2
√
2x+ 4)Q(x) + ax+ b

stavimo x = −
√
2(1 + i), dobijamo

(1) 21004(1 + i)2008 = −
√
2(1 + i)a+ b.

Kako je (1 + i)2008 = (2i)1004 = 21004, jednakost (1) postaje

22008 = −
√
2(1 + i)a+ b⇒ a = 0, b = 22008.

Prema tome, a− b = −22008.
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25. Odredi ostatak pri de	e�u polinoma x111 + x108 + . . . + x6 + x3 + 8 po-
linomom x2 − x+ 1.

Rexe�e. Va�i jednakost

(1)
x111 + x108 + . . .+ x6 + x3 + 8

x2 − x+ 1
= Q(x) +

ax+ b

x2 − x+ 1
,

gde je Q(x) koliqnik i ax+ b ostatak pri de	e�u. Koreni kvadratne jednaqine

x2 − x+ 1 = 0 su x1,2 =
1±i
√
3

2
. Ako levu i desnu stranu jednaqine x2 − x+ 1 = 0

pomno�imo sa x dobijamo

x3 − x2 + x = 0, tj. x3 = x2 − x = −1, odakle je x31 = −1, x32 = −1.

Prika�imo jednakost (1) u obliku

x111 + x108 + . . .+ x6 + x3 + 8 = (x2 − x+ 1)Q(x) + ax+ b.

Ako u ovu jednakost uvedemo x = x1 i x = x2, nalazimo

−1 + 1− . . .+ 1− 1 + 8 = ax1 + b,

−1 + 1− . . .+ 1− 1 + 8 = ax2 + b,

tj. ax1+ b = 7, ax2+ b = 7, odakle je a = 0 i b = 7. Prema tome, tra�eni ostatak
je 7.

26. Odredi ostatak pri de	e�u polinoma x2
n
+ 1 sa x2

n−1
+ i.

Rexe�e. Kako je x2
n
+1 = (x2

n−1
+ i)(x2

n−1− i), izlazi (x2
n
+1) : (x2

n−1
+ i) =

(x2
n−1 − i), pa je tra�eni ostatak jednak nuli.
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27. Ako je ax+ b (a, b ∈ R) ostatak pri de	e�u polinoma x2010 + x2009 +1 sa
x2 + x+ 1, odredi zbir koeficijenata a+ b.

Rexe�e. Va�i jednakost x2010+x2009+1
x2+x+1

= Q(x) + ax+b
x2+x+1

, tj.

(1) x2010 + x2009 + 1 = (x2 + x+ 1)Q(x) + ax+ b,

gde je Q(x) koliqnik.

Kako je x2 + x + 1 = 0, odakle je x1,2 = −1
2
± i

√
3
2
, zamenom x = x1 u jednaqini

(1), izlazi
(2) x20101 + x20091 + 1 = ax1 + b.

Izraqunajmo x20101 + x20091 . Za x1 imamo x
3
1 = −1, 1 + x1 = −x21, odakle je

x20101 + x20091 = x20091 (1 + x1) = −x20111 = −x20101 · x1 = −((x31)670)x1 = −x1.

Jednaqina (2) postaje −x1 +1 = ax1 + b, tj. 3
2
− i
√
3
2

= a
(
−1

2
+ i

√
3
2

)
+ b. Izjedna-

qava�em realnih i imaginarnih delova, dolazimo do sistema

3
2
= −a

2
+ b, −1 = a, pa je a = −1, b = 1,

odakle je a+ b = 0.

28. Ako je ax2 + bx+ c ostatak pri de	e�u polinoma x2014 + x2013 + x2012 sa
x3 − 1, odredi vrednost a+ 2b− 3c.

Rexe�e. Va�i jednakost

(1) P (x) = x2014 + x2013 + x2012 = x2012(x2 + x+ 1) = (x3 − 1)Q(x) + ax2 + bx+ c,

gde je Q(x) koliqnik i R(x) = ax2 + bx+ c ostatak.
Iz jednaqine x3 − 1 = 0, tj. (x − 1)(x2 + x + 1) = 0, dobijamo tri rexe�a

x1 = 1, x2,3 =
−1±i

√
3

2
. Za x = x1, x = x2 i x = x3 jednakost (1) se svodi na sistem

linearnih jednaqina:

a+ b+ c = 3, ax21 + bx1 + c = 0, ax22 + bx2 + c = 0.

Primetimo da su x1 i x2 nule ostatka. Vode�i raquna da je a+b+c = 3, dobijamo
direktno R(x) = x2 + x+ 1, tj. a = b = c = 1, pa je a+ 2b− 3c = 0.
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29. Ako je jedan koren polinoma x3 − 2x + a, a ∈ R, kompleksan broj 1 + i,
odredi realan koren tog polinoma.

Rexe�e. Poxto su koeficijenti polinoma realni brojevi, a jedan koren,
x1, je kompleksan broj, onda je drugi koren ko�ugovan prvi koren, tj. x2 = 1− i.
Neka je tre�i koren x3. Na osnovu Vijetovog pravila sledi

1 + i+ 1− i+ x3 = 0,

pa je x3 = −2.

30. Jedno rexe�e jednaqine z3 − (4 + 2i)z2 + (5 + 8i)z − 10i = 0 je oblika ai
za neki realan broj a. Odredi modul razlike �ena preostala dva rexe�a.

Rexe�e. Ako u datu jednaqinu uvedemo z = ai, dobijamo

4a2 − 8a− i(a3 − 2a2 − 5a+ 10) = 0.

Iz 4a2 − 8a = 0 izlazi a = 2. Prema tome, jedan koren je z1 = 2i. Na osnovu
Vijetovih pravila imamo

z1 + z2 + z3 = 4 + 2i, tj. z2 + z3 = 4, z1z2z3 = 10i, odakle je z2z3 = 5.

Odavde je

z22 + 2z2z3 + z23 = 16, pa je z22 − 2z2z3 + z23 = (z2 + z3)
2 − 4z2z3 = 16− 20 = −4,

tj. (z2 − z3)2 = −4 i |z2 − z3| = 2.

31.Odredi zbir kvadrata rexe�a jednaqine x3 + px2 + q = 0.

Rexe�e. Na osnovu Vijetovih pravila va�e jednakosti

x1 + x2 + x3 = −p, x1x2 + x2x3 + x3x1 = 0.

Kvadrira�em prve jednakosti dobijamo x21+x
2
2+x

2
3+2(x1x2+x2x3+x3x1) = p2,

odakle je x21 + x22 + x23 = p2.
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32. Zbir dva rexe�a jednaqine 2x3 − x2 + λx − 3 = 0 jednak je 1. Odredi
vrednost parametra λ.

Rexe�e. Na osnovu Vijetovih pravila zbir rexe�a je 1
2
. Poxto je zbir dva

rexe�a jednak 1, tre�e rexe�e je x = −1
2
. Zamenom x = −1

2
u datu jednaqinu,

dobijamo −λ
2
− 7

2
= 0, tj. λ = −7.

33. Zbir dve nule polinoma P (x) = 4x3+8x2+x+λ jednak je tre�oj. Odredi
vrednost parametra λ.

Rexe�e. Prema Vijetovim formulama zbir nula je x1+x2+x3 = −8
4
= −2.

Poxto je zbir dve nule jednak tre�oj, tre�a nula je -1. Iz uslova P (−1) =
−4 + 8− 1 + λ = 0 izlazi λ = −3.

34. Sastaviti jednaqinu tre�eg stepena qija su rexe�a x2x3, x3x1 i x1x2,
gde su x1, x2 i x3 rexe�a jednaqine x

3 + 2x− 1 = 0.

Rexe�e. Neka je y3 + py2 + qy + r = 0 jednaqina koja se tra�i. Primenom
Vijetovih pravila dobijamo

x1 + x2 + x3 = 0, x1x2 + x2x3 + x3x1 = 2, x1x2x3 = 1.

Odavde izlazi

p = −(x2x3 + x3x1 + x1x2) = −2,
q = x1x2x

2
3 + x2x3x

2
1 + x3x1x

2
2 = x1x2x3(x1 + x2 + x3) = 0,

r = −(x1x2x3)2 = −1,

pa jednaqina glasi y3 − 2y2 − 1 = 0.
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35. Zbir dva korena polinoma P (x) = x3 − ax2 + 8x− 11 iznosi -3, a tre�i
koren je pozitivan. Koliki je proizvod svih rexe�a jednaqine P (x) = 0 koja
su iz skupa R?

Rexe�e. Neka je tre�i koren x3. Primenom Vijetovog pravila imamo −3+
x3 = a, odakle je x3 = a+3. Iz jednakosti P (x3) = 0 dobijamo kvadratnu jedna-
qinu 3a2 + 26a + 40 = 0, qiji su koreni a1 = −2 i a2 = −20

3
. Za a = −2 jedan

koren, x = 1, je pozitivan. Kako je (x3 + 2x2 + 8x− 11) : (x− 1) = x2 + 3x+ 11,
ostala dva korena su kompleksna, pa je proizvod realnih rexe�a 1.

36. Odredi razliku x1x2x3− (x1 + x2 + x3) proizvoda i zbira rexe�a kubne
jednaqine 64x3 − 1 = 0.

Rexe�e. Na osnovu Vijetovih pravila imamo x1+x2+x3 = 0 (koeficijent
uz x2) i x1x2x3 = 1

64
(slobodan qlan pode	en sa 64, sa prome�enim znakom).

Prema tome,

x1x2x3 − (x1 + x2 + x3) =
1

64
= 64−1.

37. Odredi zbir svih rexe�a jednaqine zn = 2 (z ∈ C, n ∈ N, n 6= 1).

Rexe�e. Poxto je kod jednaqine zn − 2 = 0 koeficijent uz zn−1 jednak
nuli, na osnovu Vijetovih pravila zbir rexe�a je jednak nuli.

38. Odredi zbir svih rexe�a jednaqine (x2− 7x+2)3− 13(x2− 7x)− 26 = 0.

Rexe�e. Data jednaqina se mo�e prikazati u obliku

(x2 − 7x+ 2)3 − 13(x2 − 7x+ 2) = 0
⇒ (x2 − 7x+ 2)((x2 − 7x+ 2)2 − 13) = 0

⇒ (x2 − 7x+ 2)(x2 − 7x+ 2 +
√
13)(x2 − 7x+ 2−

√
13) = 0.

Leva strana poqetne jednakosti ekvivalentna je proizvodu tri kvadratne je-
dnaqine. Na osnovu Vijetovog pravila svaka od ovih jednaqina ima zbir rexe-
�a 7. Prema tome, tra�eni zbir rexe�a je 3 · 7 = 21.
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39. Neka su x1, x2, . . . , x10 razliqiti od -1 koreni jednaqine x11 + 1 = 0.
Odredi vrednost proizvoda (1− x1)(1− x2) · . . . · (1− x10).

Rexe�e. Smenom y = 1− x, tj. x = 1− y, data jednaqina se svodi na

(1− y)11 + 1 = 0, tj. y11 + . . .− 2 = 0.

Poxto je y = 1 − x, jedan koren ove jednaqine je 1 − (−1) = 2. Primenom
Vijetovog pravila je

2 · y1y2 · . . . · y10 = 2, tj. y1y2 · . . . · y10 = 1,

a to je tra�eni proizvod.

40. Odredi zbir kvadrata korena jednaqine 5x3 − 3x2 − 4x+ 2 = 0.

Rexe�e. Na osnovu Vijetovih pravila imamo

x1 + x2 + x3 =
3

5
, x1x2 + x2x3 + x3x1 = −

4

5
.

Kvadrira�em prve jednaqine nalazimo

x21 + x22 + x23 + 2(x1x2 + x2x3 + x3x1) =
9

25
,

odakle je

x21 + x32 + x23 =
9

25
− 2 · (−4

5
) =

49

25
.
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41. Ako su x1, x2, x3 rexe�a jednaqine x
3− 2x2+x+1 = 0, odredi jednaqinu

qija su rexe�a x21, x
2
2, x

2
3.

Rexe�e. Na osnovu Vijetovih pravila jednaqina tre�eg stepena qija su
rexe�a x21, x

2
2, x

2
3 glasi:

(1) x3 − (x21 + x22 + x23)x
2 + (x21x

2
2 + x22x

2
3 + x23x

2
1)x− x21x22x23 = 0.

Vijetova pravila za datu jednaqinu glase

(2) x1 + x2 + x3 = 2, (3) x1x2 + x2x3 + x3x1 = 1, (4) x1x2x3 = −1.

Kvadrira�em jednaqine (2) izlazi

x21 + x22 + x23 + 2(x1x2 + x2x3 + x3x1) = 4,

pa uz pomo� (3) dobijamo x21 + x22 + x23 = 4− 2 · 1 = 2.
Kvadrira�em jednaqine (3) nalazimo

x21x
2
2 + x22x

2
3 + x23x

2
1 + 2(x1x

2
2x3 + x2x

2
3x1 + x3x

2
1x2) = 1,

odakle je

x21x
2
2 + x22x

2
3 + x23x

2
1 = 1− 2x1x2x3(x1 + x2 + x3) = 1− 2(−1) · 2 = 5.

Najzad, iz (4) je x21x
2
2x

2
3 = (−1)2 = 1.

Tra�ena jednaqina glasi: x3 − 2x2 + 5x− 1 = 0.

42. Ako su x1, x2, x3 rexe�a jednaqine x
3−2x−1 = 0, odredi vrednost izraza

x41 + x42 + x43.

Rexe�e. Vijetova pravila za datu jednaqinu glase:

(1) x1 + x2 + x3 = 0, (2) x1x2 + x2x3 + x3x1 = −2, (3) x1x2x3 = 1.

Kvadrira�em (1), uz pomo� (2), dobijamo

x21 + x22 + x23 + 2(x1x2 + x2x3 + x3x1) = 0, tj. x21 + x22 + x23 = 4.

Kvadrira�em dobijene jednakosti i (2) izlazi
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(3) x41 + x42 + x43 + 2(x21x
2
2 + x22x

2
3 + x23x

2
1) = 16

x21x
2
2 + x22x

2
3 + x23x

2
1 + 2(x1x

2
2x3 + x2x

2
3x1 + x3x

2
1x2) = 4,

pa je x21x
2
2 + x22x

2
3 + x23x

2
1 + 2x1x2x3(x1 + x2 + x3) = 4,

odakle je x21x
2
2 + x22x

2
3 + x13x

2
1 = 4.

Prema tome, jednakost (3) postaje x41 + x42 + x43 = 16− 8 = 8.

43. Neka su x1, x2 i x3 nule polinoma p(x) = x3 + 7x2 − 2, a x1 + x2, x2 + x3
i x3 + x1 nule polinoma q(x) sa najstarijim koeficijentom jednakim 1. Odredi
zbir koeficijenata polinoma q(x).

Rexe�e. Neka je q(x) = x3 + px2 + qx + r. Za nule polinoma p(x) va�e
Vijetova pravila

x1 + x2 + x3 = −7, x1x2 + x2x3 + x3x1 = 0, x1x2x3 = 2.

Iz pre dve jednakosti izlazi x21 + x22 + x23 = 49. Izraqunajmo koeficijente
polinoma q:

p = −((x1 + x2) + (x2 + x3) + (x3 + x1)) = −2(x1 + x2 + x3) = −2 · (−7) = 14;
q = (x1 + x2)(x2 + x3) + (x2 + x3)(x3 + x1) + (x3 + x1)(x1 + x2)

= 3(x1x2 + x2x3 + x3x1) + x21 + x22 + x23 = 3 · 0 + 49 = 49;
r = −(x1 + x2)(x2 + x3)(x3 + x1)

= −(x1 + x2 + x3)(x1x2 + x2x3 + x3x1) + x1x2x3 = 2.

Zbir koeficijenata je p+ q + r = 14 + 49 + 2 = 65.
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