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MOTIVACIJA,
POSTAVKA ZADATKA ISTRAZIVANJA
i PREGLED REZULTATA

Relacija R duzine n na skupovima A1,A2,....An obicno se
definiSe kao podskup kartezijanskog proizvoda tih skupova.
Qpétije, u kategorijama sa proizvodima, relacija je podobjekat
odgovarajuéeg proizvoda objekata A,,A,,...,A . I u uobida jenom
skupovno-teorijskom pristupu,a i u opstijem kategorijskom vrlo
se retko ima u vidu postojanjekrelacija izmedu skupova,odnosno
objekata na kojima je relacija definisana. Cilj ovog istrazi-
vanja je aksiomatizacija upravo takvih slucajeva, za koju se
pokazuje da kategorijska uopsStavanja predstavljaju zaista po-
godan okvir za'njeno uvﬁdenje i razmatranje njenih razliditih
posledica.Neposredna motivacija za formalno proucavanje opisa-
nih situacija proizasla je iz teorije relacijskog modela poda-
taka. Medutim, rezultati su mnogo opStije matematidke prirode
i dopunjavaju postojece opsSte pristupe relacijama, a posebno
- kategorijske. |

U dosadasnjim, posebno kategorijskim pristupima, koJi se
izla¥u u drugom poglavlju ovog rada, relacija iz objekta X u
objekt Y najdeSée se posmatra na sledeéa tri nacina.

Prvo, u kategorijama sa konadnim proizvodima i definisanom
faktorizacijom morfizama, "Kartezijanska" reprezentacija relaci-
je R je klasa izomorfnih strelica sa vrhom u X x Y.

Drﬁgo, kategorije relacija za datu kategoriju K mogu se€




uvesti kao kolicdnik "vede" involutivne kategorije koja sadrzi ka-
tegoriju K pri éemu su kongruencije uvek takve da zavise od izbora
odredene podkategorije (G.Conte /1981/, Y.Kawahara /1973/, H.B.
Brinkmann /1969/). U odeljku 2:1.definisana je jedna nova takva
kongruencija (2:1:7,9,12,14 i 32) inspirisana prirodnom transfor-
macijom raspona izmedu dva objekta,li objedinjeni su rezultati pome-
nutih radova polazecdi od ﬁako izabrane kongruencije. Stavovi sliéni
'stavoﬁima 2:1:22,24. su ved poznati (Y.Kawahara) ali su sada izraze-
ni u drukéijem kategorijskom obliku i u uslovima kada je polazna
kongruencija ~. Oni daju uslove pod kojima je tako definisana kate-
gorija slobodni objekat u kategoriji involutivnih kategori ja.

Trede, "funkcionalna" reprezentacija relacije oblika fR: X — PY.
koriSdenjem Kleisli-eve kategorije pogodno izabrane monade, jo3 je
jedan oblik posmatranja relacija(2:2.). U sludaju kategorije skupova,
to je ﬁonada definiséna partitivnim funktorom i odgovarajuéim pri-
rodnim transformaci jama. Ako je posmatrana kategorija relacija defi-
nisana pomenutim kongruenci jama, funktor ulaganja te kKategorije 1
njemu adjungovani funktor (ako postoji) definisu monadu za koju
Kleisli-eva kategorija daje funkeionalnu reprezentaciju. Tako su ob-
jedinjeni.poznati reiultati o Kleisli~-evom opisivanju relaci ja(E.G.
Phnes,f1976/,G.Conte;/1981/,H.KleiSli /1965/).

Jako su apstraktne relacione strukture E.fried-a i R.Wiegandt-a
/1982/ inspirisane drukéijim idejama, slidnoscu izmedu teorija po-
vezanosti i nepovezanosti za grafove i topoloske strukture, spominju
se u ovom poglavlju kao specifican relacijski model definisan sred-

stvima teorilje kategerija. Apstraktna relacija tipa P na jednom objektt

definise se kao element mreze P(S) gde je P: B —= L, Tunktor iz




bikategorije B, &iji je S objekat, u kategoriju kompletnih mreza ¢ije
strelice Suvaju beskonalne supremume i glavne ideale.

NajvaZniji originalni rezultati ovog rada sadréani su u tredem
poglavlju u kojem se uvodi novi kategorijski model relacija zasnovan
na relacionim strukturama. Relaciona struktura I, u apstraktnom ob-
liku definisana je kéo slobodna graf-kategorija nad odredenim grafom
(3:1:2) i njene strelice odgovaraju vezama koje postoje izmedu ob je-~
kata na kojima se relacije definiSu. Njene osobine su proucavane u
stavovima 3}1:4,8,12,14. Izbor takve strukture je uopsStenje jedne
jednostavne aksiomatski zadane étrukture;(w.ﬂrmstrong /1974/).
Relacije se posmatraju kao interpretacija ove apstraktne strukture
kojom se odreduju konkretni objekti na kojima je relacija definisana.
Kategorijski se ova interpretacija predsﬁavlja funktorom koji postuje
proizvode i koji za svoj domen ima relacionu strukturu, a za kodomen_

kategoriju iz koje se biraju objekti na kojima se relacije definisu.

Domen i relacija, kao funktori povezani su prirodnim transformacijama.

Prednosti strukturnog i kategorijskog vida proucavanja ogledaju
se u moguénosti uopStavanja nekih poznatih relacijskih operacija i

ispitivanju njihovih osobina pod predpostavkama o egzistenciji ove

sloZenije relacione strukture. Operacije su definisane unutar pojedi-

nih relacija (3:3:3,22,23) a i izmedu njih (3:3:4) i ispitan je niz
njihovih osobina (3:356,8,11,16,19). Také se pokazuje da su osobine
ovih operacija veéinom odredene kategorijom relacione strukture, od-
nosno egzistencijom nekih njenih karakteristidnih strelica. Utica]
relacione strukture,néime veza koje postqje izmedu objekata na kojima

se relacija definiSe, detaljno se istrazuje (3:2:11,13,17,20) .Promena

domena date relacije definiSe se kao prirodna transformacija i (3:4:2)




dokazuje se da posteji adjungovani odnos izmedu odgovarajucih kate-
gorija iz koga sledi egzistencija Kleisli-eve kategorije(3:4:7).
Posledica ulaganja kategorije relacija u jednu funktorsku kategeriju
je egzistencija funktora evaluacije (3:4:9).

(Odvajanje strukture relacije od njene konkretne interpretacije,
omogudava razmatranije morfizama relacija sa istom strukﬁurom.

Univerzalne strelice iz proizvoda ("projekcije") razlazu objekat
proizvod na njegove komponentne objekte, a iz tih se komponenti uvijek
dobije prvobitni objekat-proizvod. Analogno, univerzalne strelice ¢iji
su domeni rélacije, razlazu relacije na njihove komponente, ali se ni
operaci jom spajanja ni njenim partikularnim slucajem-proizvodom ne do-
bija uvek prvobitna felacija.Pitanje kakva relacija mozZe biti razlo-
zena u komponente na "prirodan" nacin, a da se pogednim "spajanjima"
koﬁponenti moze dobiti polazna relacija;ima svoj odgovor u kategoril jsk«
obliku. Koristeéi elemente relaci jskog modela - relacionu strukturu,
projekcije i spajanje, a zatim i ocduvanost odredenih limesa, dati su
potrebni i dovoljni uslovi u kojima je razlaganje takvo da se iz njega
moze rekonstruisati polazna relacija. (3:5:1,2,3,5). OCuvanje limesa
nekog funktora priro&nom transfbrmacijomfproéirenja, znacajno je
kategoril jsko quétenje Jednostavnog rezultata © hezavisnim komponentan
relacije (J.. Rissanen /1979/).

Uporedivanjem rezultata iz tredeg poglavlja, koji su dobijeni sa
novim predpostavkama o strelicama izmedu objekata na kojima se rela-
cije definisu, sa ved poznatim rezultatima u kategorijskom obliku
(drugo poglavlje) moze se zakljuditi koliko osnovni rezultati ovoga

rada dopunjavaju ved poznate kategorijske vidove relaci jskih modela.
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1. NEKE KATEGORIJSKE KONSTRUKCIJE

1:1. Osnovne definici je

1:1:1. Kartezijanski proizvod dva skupa X i Y definise se sa

XxY ={ (x,?): xeX, er} .

Projekci je pX:.X XY— X 1 Py! ¥XxY—Y definisane su sa
px(xty) =X, a PY(X,Y) =Y.

Znada jna osobina proizvoda je,da je bilo koja funkeija
h: W—> X x ¥, na jedinstven nadin odredena kompozicijama pyh 1
th. I obrnuto, za dve date funkcije, f: W —> X i g:W— Y po-
stoji jedinstvena funkeija h: W—— X x Y sa osobinom th = f1
pyh = g. Ova osobina proizvoda moZe se prikazati komutativnim

di jagramom

(1:1:2) e XxY

i naziva se osobina univerzalnosti proizvoda. Ova osobina opisuje
jedinstveno kartezijanski proizvod (do na izomorfizam).
Prethodna se konstrukeija prosiruje na funkeije izmedu

proizvoda, na sledeéi nadin: Za dve funkeije j: X — X" 1 k: Y—

proizvod-funkei ja
jxkiXxY—X'xY
definisana je sa {j x k)(x,y) = (j{x),k(y)).
Ako se kartezijanski proizvod posmatra kao operacija,

jednoelementni skup 1 =-{O]7ima osobine jedinice jer postoje izo-
morfizmi

1 xX=X=Xx 1.




1:1:3. Monoid (M,p,7) Jje skup M zajedno sa dve funkei je
M:MxM—->s N, :? : 1 — M takve da komutiraju dijagrami

Mx Mx M Mx M
i
px l "
Mx M _ M
o
(1:1:4)
! i
1 x M L Mx M fﬁir Mx 1
‘.I .~
Q\L He qQ
. Y
M = M = M

gde je 1:= idM:M-—_—phM, identidno preslikavanje definisano na skupu
M, asa Jux1, N X 1, 1 qu, 1 xrz su oznalena odgovarajuda
proizvod-preslikavanja.

1:1:5. Graf | := (S—r0) je skup objekata (&vorova) O i strelica

(grana) S zajedno sa dve funkei je
dom

S o3 O
koje svakoj strelici f: X —= Y (X,Y su &vorovi) iz S pridruzuje njen
"podetak" , dom(f) = X i njen "vrh" cod(f) = Y.

Definicija grafa omogudava da se posmatra skup onih
strelica za koje je definisana kompozicija (povezivanje grana grafa):

Sx, S={(gf): g,fes, dong = codf} .

1:1:6. Kategorija K je graf,u oznaci XK (O (:}Q,S (X)) zajedno sa dve
funkeije (identiteta i kompozicija) |

id: 0 —— 3, 1id(X) = 1x: X —= X, TX('X)

1l
.

k: S X, S — 8, ki(f,g) = gf,

takve da je (i) dom(gf) = dom(g), cod(gf) = cod(f)
(ii) n(gf) = (hg)f, za f, g, h strelice iz S i odgo-

varajuce kompozicije definisane,

(111) 1 4o £ = T, 1y mp = £
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Elementi familije O(X) nazivaju se objekti kategorije
H i1i X -objekti, a elementi familije S(F) morfizmi kategorije X,
Y - morfizmi ili strelice kategorije X . Sa X(X,Y) oznacava se skup
svinh X -morfizama iz objekta X u-objekt Y.

1:1:7. (i) Kategorija skupova ima za objekte skupove, a za morfizme
jednoznaCne funkeije izmedu skupova.
(ii) Kategorija monoidaJU ima za objekte monoide a za morfizme, mor-

fizme monoida.

(iii) Svakoj kategoriji moZe se pridruZiti dualna kategorija, X° &iji
su objekti isti kao i u kategprijifm.a morfizmi f: B — A su u 1-1
korespondenciji sa morfizmima f: A — B u kategoriji K . Kompo-
zicija je definisana sa (gf)O = fogo. Di jagramski, sve strelice me-

njaju svo]j smer u suprotan.

1:1:8. Morfizam grafova E: I —=T' je par funkeija (Ey,Eg), gde Je

EO: 0 —— 07, ES; S —— S, takvih da komutiraju dijagrami
s =
o1 , E
(1:1:9) ES ﬁ 0
v V
St = 0

Sto predstavlja slededi prirodni zahtev: Es(dcmf) = dom(ES(f)) i
Eo(codf) = cod(ES(f)), f je strelica u S.

Definicija morfizma grafova omogudava da se definise
kategorija grafova {; gde su grafovi objekti, a morfizmi su morf{izmi
grafova. Kompozicija je definisana na prirodan nadin, "povezivanjem"

odgovarajucih strelica.

1:1:10. Kovarijantni (kontravarijantni) morfizam kategorija ili
funktor, F: ' —= & je "pridruZivanje" koje svakom objektu X
kategorije K pridruzuje objekt F(X) kategorije K i svakom K -
morfizmu f: X —s ¥ pridruZuje ¥ - morfizam Ff: FX —-s FY




(Ff: FY — FX) pri cemu su ispunjeni uslovi
(i) F(1X) - TFX |
(1i) F(gf) = FegFf ( F(gf) = FfFg)

kadgod je kompoziclija gf definisana za X -morfizme I 1 g.

o

1:1:11. Kompozicija funktora E: X —s=d 1 F; S ——glu
oznaci,FE: X ——» /L je funktor definisan pridruzivanjem

X —f-v) — ~  (FE(f): F(E(X)) — F(E(Y))).

1:1:12. Primeri. (i) Partitivmi funktor P: ¥ —— 7 iz kategorije
skupova u kategoriju skupova pridruzuje svakom skupu X familiju svih
podskupova od X, oznadenu sa PX, a svakoj funkeiji F: X — Y njeno
"partitivno pr&éirenje" Pf: PX — PY, koje svakom elementu A skupa
PX pridruZuje skup fA iz partitivnog skupa PY.S obzirom da je P(1,) =
i P(gf) = PgPf, jasno je da je P dobro definisan funktor.

(ii) Kartezijanski proizvod funktor (-x-): ¥ xJ —= J defini-

san je pridruZivanjem

(4,B) AxB
(1:1:13) | | (f,2) . " fxg
Vi y
(C,D) CxD

(1ii) Svaki bi-funktor F:¥ x & ——sJ implicira postojanje dva

funktora oznacena i definisana sa

F(K,-): d —=" FE,-)(f: L —==L") .F(1K,f)

F(-,L): K. ——j , F(-,L)(g: K——K")

F(gJL).

1:1:14. Izomorfizam kategorija, H:¥ —— ¢ je funktor koji je bijek-

cija i na objektima i na morfizmima. Ekvivalentno, H je izomorfizal

kategorija ako i samo ako postoji funktor H':3¥ — . takav da

je HH'= 14 iHH= 19 .
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1:1:15. Podkategorija kategorije K je kategorija ¥ koja ispunjava
uslove (i) O( & )< O(K)

(11) S(F Y= S(H)

(iii) dom, cod i kompozicija morfizama u & Su restrikeije

odgovarajuéih morfizama u ‘% .

1:1:16. Neka su date kategorije i funktori X ——E—aaéf. <—9——-J\& .
Kategorija (P4 Q) ima za objekte trojke (K,M,f): PK — QM, gde je
K objekt kategorije ™ , M objekt kategorije M. , a za morfizme,
parove morfizama (k,m): (K,M,f) — .(K"-,M‘,f"‘) gde je k: K——= K,
m: M -— M 1 komutira sledeéi dijagram

(K, M, £) PK f — QM
(1:1:17) (k,m) - | Pk ) Qm
Y {
(K* M, F°) PK* — M

Ova opSta definicija ukljuduje mnoge specijalne slucéajeve, zavisno
od izbora funktora P i Q. Na primer, jedan objekt L kategorije
moze se posmatrati kao funktor L: 1 —-——-%—i . Stavljajuéi P = L,
kategorija (P4 Q) postaje (L1 Q) gde je sada umesto funktora P
posmatran fiksirani objekt L. Objekti ovako konstruisane katego-

rije su parovi (M,f:L —
kategorije JU. za koje komutiraju dijagrami

// |
(1:1:18) | J
| ¥
(M, ") -

Uslucaju P = Q = 1y , kategori ja (1,\_1,.4,1% ), sto

se Gesto oznadava sa (£+& ) je kategorija svih morfizama u - , tJ-

objekti su svi morfizmi u ¥ a morfizmi. su parovi strelica koji cine

komutativnim dijagram (1:1:17), stavljajuél P = Q = 1.

QM) a morfizmi su oni morfizmi m: M —= M,

rp—

R ———— R L S

i kel - n B 2 | P Y
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1:1:19. Kategorija X naziva se involutivna kategorija ili katego-

rija sa involucijom ako zadovoljava sledeée aksiome:

(J1) Klasa morfizama X.(A,B) parcijalno je uredena relacijom <
(J2) Ako f,f ¢ J(4,B), ge ¥(B,C) i f<f*, tada je gf< gf.
(J3) Za bilo koje "X -objekte A,B postoji morfizam

koji se naziva involucija i za koji vaze sledede osobine:
(1) (gfY* = ¥z, rcT(a,B), g (B,0)
(i) £¥¥ - £ frc H(a,B)
(iii) Ako je f<g tada je i fl< g™, za morfizme f,g< JA(A,B)
| Involutivni funktor F: K —, je funktor izmedu
involutivnih kategorija J< i . koji Suva pareijalno uredenije i

komutira sa involuci jom.

1:1:20. Neka su E,F: H —uL , funktori. Funktorski morfizem ili
prirodna transformacija t: E ——» F je funkcija koja svakom ob-

jektu X kategorije K pridruzuje morfizam tX: EX — FX, a svakom
morfizmu f: X —— Y komutativni dijagram

X EX > X

(1:1:21) | f Ef Ff

-

EY = FY

Morfizmi ty, X je ‘K -objekt nazivaju se komponentama prirodne
transformacije t. Prirodna transformacija t ¢ija svaka komponenta tX

. . P ' . 2. O17 . r o . .
ima inverziju tx u kategoriji < naziva se prirodni izomorfizam i

oznacava sa t: E T F. U tom sludaju, (ti1) su komponente prirodne

1

transformacije t : F —— E. Fkvivalencija izmedu kategorija Joi

definisana je kao par funktora E: [ —= , F: & ~——- ::i, za jed-

ne sa prirodnim izomorfizmima 1._..=FE i 1., = EF.
e

o

1:1:22. Vertikalna kompozieija prirodnih transformacija s: E —=F ,

t: F—= G u oznaci ts: E —= G je prirodna transformacija &ije

10




su komponente (ts)x:z tXSX' Kompozieija transformacija je asoclja-
tivna operacija. StaviSe, moZe se definisati funktor-kategorija
&iji su objekti funktori a morfizmi prirodne transformacije izmedu

+ih funktora. Identidna transformacija definisana je svojim kompo-

nentama 1TX = 1TX'

U kategorijskom posmatranju, mnoge poznate osobine koji
se iskazuju elementima (skupa, monoida,. ... posmatranog objekta) mogl
se iskazati morfizmima, odnosno strelicama. Najjednostavniji primer
je da se za jednoelementni skup X moZe reéi: Za bilo koji drugi skup
Y postoji tadno jedna funkecija Y — X.

1:1:24. Za morfizam h: A —— B desna inverzija je morfizam K: B -~
takav da je hk = 15, a leva inverzija (retrakecija) je morfizam g
takav da je gh = 1,. Za morfizam f: A —— B kaZe se da e izo-

morfizam ukoliko postoji morfizam f"koji je desna i leva inverzi-

ja za morfigzam £, tj. ff = 1B if°f = 1A'

1:1:26. Morfizam m: A — = B je monomorfizam u X ako za bilo koji

par merfizama f1,f2: M—— A za koji Je mfﬁ = mf2 sledi f‘1 = f2.

Morfizam m: A — B je epimorfizam u X ako iz jednakosti

h1m;= hEm , za bilo koji par morfizama h1,h2: B ——> M, sledi da

Je &1 = B>
U kategoriji skupova monomorfizmi su 1-1 funkei je,
a epimorfizmi su "na" funkei je. |

1:1:27. Objekt | kategorije X je krajnji objekat . I , ako za
svaki Hrobjekat X postoji tadno jedan morfizam X —T . Dualno
se definiSe pocetni objekat.

U kategoriji skupova, prazan skup je pocetni objekat.

a jednoelementni skup je krajnjiobjekat.

1:1:28. Podobjekat} ~objekta K je par (A,f) gde je A K -objekt a

f: A —s K je monomorfizam. Kolidnik obiekat objekta K jz pz~ /T.A)

gde je f: K —» A epimorfizam, a uvkoliko je f retrakeija, par (f,A)

naziva se retrakt objekta K.

H
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1:1:29. Neka je na skupu morfizama T (A,B) definisana relacija
ekvivalenci je ~o saglasna sa kompozicijam; Koliénik kategorija

"W/~ kategorije W u odnosu na datu relaciju ekvivalencije

ima za objekte iste objekte kao i kategorija 3\ , a za hom-sku-

pove skupove klasa ekvivalencije skupa ‘YL(A,B).

1:1:30. Slika~-faktorizacioni sistem u kategoriji je par (E,M),

gde su E i M podklase klase morfizama u W, koji zadovoljava sle-
dece Cetiri aksiome:

(F1) E i M su podkategorije kategorije W,

(F2) Svaki element iz E je epimorfizam i svaki elemént iz M je
monomorfizam. |

(F3) Svaki izomorfizam pripada i klasi E i klasi M

(F4) Svaka strelica f iz posmatrane kategorije ima jedinstvenu
E-M faktorizaci ju. Pbeciznije,'postoji morfizam e iz podkatlegoeri je
E i morfizam m iz podkategorije M, cod(e) = dom(m) = slika(f),
tako da za bilo koji drugi takav par morfizama € i m postoji
izomorfizam b sa osobinom eb =e*, m'b = m".

1:1:31. Abelova kategorija je kategorija koja zadovoljava sle-

deée uslove:

(A1) ima krajnji objekat,

(A2) ima proizvod,

(A3) svaki morfizam ima jezgro i kojezgro.i

(Al) svaki monomorfizam je Jjezgro, a svaki epimorfizam je ko-

Jezgro nekog para morfizama te kategorije.

1:1:32. Stav. U abelovim kategorijama, svaki morfizam ima je-

dinstvenu (Epi, Mono) faktorizaciju.

12
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1:2. Graf i slobodna kategorija

Svaki graf se moZe posmatrati kao objekt kategorije gr
fova ‘Cg . Takode, svaka kategorija X  moZe se posmatrati kao gra
7Y, sa istim objektima i strelicama "zaboravljajuci" koje strelice
su kompozicije 1 koje su identicne. Sllcno, svaki funktor F:X—s>3('
postaje morfizam grafova ZF: Z J — zX'. Ovim opisom definisan je
nzaboravni! funktor iz kategorija u grafove,

Zedol — G,

gde je sa Yok oznadena kategorija ¢iji su objekti kategorije a stre.
lice su funktori izmedu tih kategorija.

Obrnuto, bilo koji graf G sa skupom &vorova O moze
generisati kategoriju X na istom skupu objekata; strelice ove ka-
tegorije bide nizovi povezanih strelica (onih koje se mogL kompo-
novati) tako da je neka strelica A —» B niz uzastopnih strelica u
(od A do B). Tako dobijena kategorija naziva se slobodna kategorija
generisana grafom G. SuStina ove konstrukeije data je slededim stawt

1:2:1. Stav.Neka je G = {S=3 o} graf. Postoji kategorija K = K(G)
sa objektima O i morfizmima grafova D:G —= ZX, sa sledeéom oso-
binom: Ako je data bilo koja kategorija of, i bilo koji morfizam

D': G — Z&f onda postoji jedinstveni funktor E: K —» & takav de
komutira dijagram

G D > Z - K (G)
(1:2:1) D VZE E
7 g

1:2:3. Posledica. Par funktora (F,Z) gde je Z veé definisani "zalx
ravni" funktor, a funktor F: aJ — {st, svakom grafu G pridruzuj
slobodnu kategoriju H(G) generlsanu tim grafom, daje sledeci

prirodni izomorfizam

Yot (¥, = S(G 725).

F e
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1:3. Univerzalni morfizmi i adjungovani odnosi

1:3:1. Neka je G: X —— & furktor i neka je L neki & -objekt.
Par (K,) ),gde je K objekt kategorije K a /i I, — GK morfizam
u Ef; Jje slobodni &£ -objeksl (u odnosu na G) pod uslovom da H ispu-
njava univerzalnu osobinu:

Za dati morfizam f: L ——s GK', K je ob-

jekt kategorije ¥, postoji jedinstveni K -morfizam ¥ : K —= K’
takav da komutira dijagram

L ,Z %GK K
| { .
(1:3:2) £ :G‘P j“f)

7 se naziva inkluzija generatora ili univerzalni morfizam a ‘Y

"W, -prosirenje morfiz ma f u odnosu na G.

1:3:3. Dualno se definiSe ko-slobodni & -objekatu odnosu na fun

F: X —> & , s8to se moZe pratiti komutativnim dijagramom

I, = - .GK K
D A |
] |
(1-3-“) ‘ 1 G\'P !\P
{ | |
| |
GK" K"

1:3:5.Primeri. (i) Neka je - x XC::’]’——;—a—f funktor definisan pr

druzivanjem

K Kx X

| | ©

| |
{1:3:6) " ! ' x1

|

v \/

K K'x X
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7a svaki skup L ko-slobodni ¥ -objekal (K, £ ) moZe se definisati s:
X X

k=L%= {f1x ——1L] 1 €:L°

x X, —> . (evaluacija)

Tada, za dati morfizam f: K x X, — L, odgovarajuéi (jedinstven
Y dat je sa | X

Y: K—s L O, V() = £k, -): XO —_—s L,

gde je f(k*,-)(a) = f(k™,a) za aE&XO. Tada je jednostavno pokazati

neophodnu komutativnost (1:3:4) .

(ii) U dijagramu proizvoda(1:1:2) par projekecija (DX’pY) je ko-uni-

verzalni morfizam u odnosu na dijagonalni funktor A : K —> K xKX
(iii) U Stavu 1:2:1. kojim se konstruiSe slobodna kategorija & ()

nad proizvoljnim grafom [ impliecitno jé sadrZana univerzalna

konstrukei ja data dijagramom (1:3:2).

1:3:7. Lema.( Yoneda, S.Maclane /1971/,str.61)

Ako je F: X —— funktor iz kategorije "X u kategoriju skupova
tada postoji bijekeija

(1:3:8) Prir.transf.(K(K,-),F) £ F(K),

definisana tako da svaku prirodnu transformaciju o : 'K (K,~) —
preslikava u OLK1K’ sliku identitete K —> K transformacijom o .

1:3:9. Posledica. Za objekte K,K kategbrije'jt svaka prirodna
transformaci ja |

d: HK,=) ——"Y (K ,-)

Ima'oblik'UC(h,-) za Jjedinstveni morfizam h: K—= K .

1:3:10. Lema. Bijekeija (1:3:8) je prirodni izomorfizam izmedu fur.
tora E 1 P,,

E,P: Eéﬂ'xﬂCﬁnﬁm—J#.

1:3:11. Pridruzivanja degénisana slededim dijagramom definisu funkt
L] . n D - M 1
izmedu kategorije W i ™ . Taj se funktor naziva Yoneda-in funktor.

Njegova dobra definisanost proverava se koriséenjem poslednje dve

leme.,

15
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(F,K) Prir.transf.{ (K,=),F) — F
(1:3:11) (=, t) By
v Y Y
(F*,K) Prir.transf.( (K ,=-)F") — — F°

1:3:12. Stav. (K,'Z ) Jje slobodni objekal nad L. u odnosu na funktor
G: X —> £ ako i samo ako je pridruzivanjem
G: ((W: Ke—a»K) bmeo (G‘PZL: L GK' ), definisana bijekeija

(1:3:13) | K(k,K) ¥ L(L,6K)

za svaki ¥ -objekat K. Ova je b;i_jel{oija prirodna u K .I obrnuto, za
date objekte K i L bilo koji izomorfizam (1:3:13) ima isti oblik
pridruzivanja za jedinstveni morfizam 7': L — GK za koji je par
(K,Pa ) slobodan objekt nad L.

1:3:14. Neka su K i £ proizvol jne kategorije. Adjungovani odnos

izmedu kategorija K 1 £ je trojka

(F,G,¢): X— L
gde su F: K — &£ 1 G —J funktori, a ¥ je funkeija koja sva-
kom paru objekata (K,L) pridruzuje bijekeiju (1:3:15) koja je pri-
rodna u KiulL (K jeK-objekst L je ¥ -objekal.

(1:3:15) ¥ = ‘f’K % L (FK,L) = K'(K,GL)

Funktor F se naziva levi adjungovani funktor za G, a G je desni

adjungovanl funktor za F. Par (F,G) naziva se adjungovanl par
funktora iz kategorije W u kategoriju & .

1:3:16.Stav. Svaki adjungovani odnos (F,G,P ): K —~JF potpuno je
odreden bilo kojim od sledecih skupova podataka:

(i) Funktori F,G i prirodna transformacija 12':1}-6 —2> GF, takva
da je svaka njena komponenta ’?K: K ——= GFK univerzalni morfizam.
Tada je Y’ definisano sa ¥f = Gf : K — GL.

10




(ii) Funktori F,G i prirodna transformacija €: FG —— 1, ,
takva da Jje svaka komponenta aL: FGL — L univerzalni morfizam.
Tada je ?_1 definisano pridruzivanjem ‘{’_1(5) = CLF(g):FK——a L.

(iii) Funktor G i za svaki K -objekaL K, objekt FOK kategorije K i
univerzalni morfizam b .. K ——> GFOK. Tada funktor F ima objekal
funkeiju F_ a na morfizmima je definisan sa Fo(h) = GF(h)*rY ¢ = Tyh

za [ -morfizam h: K —= K-

(iv) Funktori F,G.i prirodne transformaci je )a : 13(. ~ GF 1
£ : GF —— 156 tako da komutiraju dijagrami

g — L6 > GFG F_FL > FGF
(1:3:17) | 1 GE 1 £F
: .

1

Tada su ¥ 1 ¥ ' definisani sa ¥f = Gf‘lZK , ~e"1g = aLFg.

M se naziva jedinica a € kojedinica adjunkei je (F,G,’& W€ ).

1:3:18. Neka su™ i J kategorije. Dijagonalni funktor A : K — “JQJ
pridrufuje svakom objektu K kategorije X konstantni funktor AK, koJ

ima vrednost K za svaki J -objekat j , I vrednost 1 za svaki J-
morfizam. Ako je f: K — K' morfizam u X , Af: AK—=AK  Je
prirodna transformacija koja ima vrednost f za svaki objekt J ka-
tegorije J.

1:3:19. Limes funktora F: J —— X sastoji se od jednog objekta kate
gorije K. u oznaci limF, i prirodne transformacije € :aAlimF ——F,

pri demu vaZi slededa osobina: Za bilo koju drugu prirodnu transfor-
maciju & : A K —= F, K je objekt kategorije K , postoji jedinstv
ni morfizam f: K — 1imF takav da komutira dijagram

limF £ limE < = F
A A P4
(1:3:20) : if' AT ;
I L 5
| |
K LK _

L
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4:3:21. Primer. Ako je J diskretna kategorija J :-{O,TB\funktor
F: J —> ¥ je par objekata (KO,K1) u kategoriji ‘X a njegov limes

je proizvod KG X K1 zajedno sa parom projekeija Kofff—— Ko'x K1ﬁ-
koje ¢ine odgovarajucu prirodnu transformaciju. Yoneda-ina lema

ukazuje na sledecu bijekeiju (prirodnu u K)
X (K, Ky x Ki) T KK, Kj) x K (K, K;)

koja svakom morfizmu h: K —s K, x K, pridruZzuje par morfizama
(poh, p,h) i obrnuto, paru morfizama (f: K —= K, , &: K —K,)
pridruzuie jedinstveni morfizam h za koji je Pgh = f, psh = g, kao

sto to zahteva definicija 1:3:19.

1:3:22. Jezgro para morfizama f,g: K —= L u kategoriji X Je 1ime3
funktora F: \N, ——¥% (kadgod taj limes postoji). ngovarajuéi
dijagram ima slededi oblik |

(1:3:23) h*

i sadrzZi univerzalnu osobinu: Ako je limF = (E,e) za bilo koji mor-
fizam h: X —> K, sa osobinom fh = gh postoji jedinstveni morfi-
zam h*: X —— E takav da je eh'= h.

U kategoriji skupova, na primer, jezgro para morfi-
zama f,g:K =—=L je skup E:{kc—f(: fk = 51{5 zajedno sa ulaganjem

e: E—— K.

1:3:24. Vliaknasti (fibrirani) proizvod (para morfizama) je limes
funktora F: ( — « «<— ) ——= K . Sastoji se od objekta limF = K ¥
i prirodne transformacije t: K %, L ——= F tako da je ispunjen USLf

M
definicije limesa 1:3:19. koji se sada svodi na komutativnosti dija-

grama (1:3:25), preciznije: Vlaknasti proizvod para morfizama

K-——E—a-M~é~Eu—-L sastoji se od jednog objekta i novog para morfi-

K 3, L —a1) tako da Je

zama (K-xM L, tK: K ¥y L — K, tL: M
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(V2) Za bilo koju drugu trojku (X,sK,sL) za koju je gsy = hSL’
postoji jedinstveni morfizam f: X —K %y ., takav da je ispu-

njen uslov th = Sy th = S;.

(1:3:25)

1:3:26. Stav. (H.Herrlich & G. Strecker /1976/ str.141.)

Neka je K8 .M 1, par X -morfizama zajednickog kodomena. Ne

kategorija I ima proizvode i jezgra i neka je (K x L’pK’pL) proizvo
para 3 -objekata (K,L). Neka je (E,e) jezgro para morfizama (ng,hp
Tada je (E,pKe,pLe) vlaknasti proizvod Eara morfizama (g,h). |

Dokaz je neposredan i daje kanonicku konstrukeiju viaknastog proiz-

voda.

1:3:27. Posledica. Ako kategorija ima konadne proizvode i jezgra

parova morfizama imade i konadne vlaknaste proizvode.

1:3:28. Ponekad, limesi se umesto za funktore definisu za"dijagrame'
Neka je K kategorija, ZX graf dobijen kao slika kategorije U pod
"zaboravnim"funktorom i neka je G bilo koji graf. Tada dijagram u K
cblika G je morfizam grafova D: G —— ZK . Neka je (konus)

t : K—=» D funkcija koja svakom &voru- i grafa G pridruzuje X -
morfizam ti: K-———a»-Di takav da je za svaku strelicu h: i ——s J
grafa G, thli = "tj. Limes dijagrama D je konus (prirodna transfor-:
macija) sa osobinom da za bilo koji drugi konus S : K ——» D po-
stoji jedinstveni morfizam f: L —— K takav da komutiraju di jagrami

(1:3:29) za svaki cvor i grafa G. Konus T naziva se univerzalni konus.

i
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(1:3:29)

Ovakva varijacija u definiciji limesa ne daje nista novo, ali desto se
koristi radi preglednosti.i lakseg pradenja.

1:3:30. Kategorija X, je kompletna ako svi "mali" dijagrami u W ima-
Ju limese u K, tj. svaki funktor F: J ——> K ima limese u W , gde
Jje J "mala" kategorija.

1:3:31. Stav. (kompletnost kategorije skupova)

Ako je ¥ kategorija skupova, bilo koji funktor F: J —F ima
limes koji je skup Konus{x,F) svih konusa s:w»—— F, iz jednoele-
mentnog skupa s u funktor F, dok je limes konus t sa komponentama

tj: Konus{e,F) —> Fj definisanim sa tj(s) = 8,

Sudtina dokaza je prirodna bijekeija Konus(X,F) £ J (X,Konu(w,F))
koja, s obzirom da je konus prirodna transformacija, moze biti na-
pisana u obliku (X je skup, objekt kategorije J ):

| Prir.Transf.(aX,F) 7 ¥ (X,Konus(,F))

1:3:32. Funktor V:}{ ——¢ kreira limese za funktor F: J — W
ako (i) Za svaki limes~konus t: L —— VF u & postoji tadno jedan
konus s: K -+ F takav da je VK = L, Vs = t, 1 ako Je

(ii) konus s: K —— F limes-konus u I .

1:3:33. Funktor H: K ——> 3 duva limeseffunktor‘a F: J — I
ukoliko svaki limes-konus t: B —»F u X 2za funktor F daje kom-
pozicijom sa H novi konus, limes-konus Ht: HB —> HF u kategor-ijii
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1:4, Monada

Neka je ;*I: J —> K funktor iz kategoriie K u tu istu kategoriju
{endofunktor) a M - MM: H—> X 1 M o= MM T —a K odgova-~
rajuce kompozicije. Ako je M : M‘2 —:-» M prirodna transformacija sa
komponentama j\a % M2 X ———-a- MX za svaki (¥ -objekt X, tada

M M3 . > M" oznacava prirodnu transformaciju sa kompo-
nentama (MM = M(W): MX —> MX a transformacija MM: M —— i
ima komponente definisane sa guM)x = My

1:4:1. Monada (M,n,M u kategoriji " sastojl se od funktora M:¥-—-s
i dve prirodne transformacije r& {1 —M JU\ M2 ——>M (1 = 1d3£)
takve da komutiraju dijagrami

Mu
v B Y -

MM f*

) | Y
M2 o » M
W
(1:4:2) |
M Ry M

I i |

Pojam monade poklapa se s pojmom monoida u kate-
goriji skupova, ako se skup elemenata zameni funktorom M, kartezi-
janski proizvod - kompozicijom funktora, mnoZenje - prirodnom trans-
fbrmacijomhpi a Jjedinica - transformacijom Q_ . Zato se ?, naziva
jedinica a ju mnozenje monade. Moze se reéi da je monada monoid u
kategorl ji endofunktora.

1:4:3. Primeri.(i) Neka je P: f —=f partitivni funktor (1:1:12).
Neka su n: 1——>P 1 Ju: p? — = P prirodne transformacije defil

nisane sa
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Qg X—>PX, §e(0) ={x}, a py: PX —> PX, M (&) =Uk .
(PN, je monada u kategoriji skupova.

(ii) Neka je (R,€) uredajna relacija. Funktor M: R ——> R je mono-
tona funkcija a transformacije N i M postoje kKadgod je r<Mr,

MMr< Mr, za sve elemente r skupa R. Otuda Mr{MMr< Mr. Ako je & par-
cijalno uredenje MMr= Mr. Tada je monada u pareijalnom uredenju ope-
racija zatvaranja tj. monotona funkeija m: R ——> R sa osobinom
rem(r) i m(m(r)) = m(r) za svaki element r skupa R.

t:4:4. Ako je (M,rl,j@ bilo koja monada u kategoriji X , M-algebra
(X,h) je uredeni par koji se sastoji od jednog objekta X kategorije
i jednog morfizma h: M{ —» X, kojl se naziva strukturno preslika-

vanje algebre, tako da su komutativni dijagrami

MY M wx X o > MX
(1:4:5) J‘*—x N : h
¥ ¥ | '
MY, > X X
h

Morfizam f: (X,h}) —— (X',h") M-algebri je morfizam izmedu ob
jekata, f: X — X takav da komutira dijagram

MX b > X
(1:4:6) ME | £

¥ . V

m\ h ::-.__X‘

1:4:7. Primeri. (i) U sludaju monade (P, y9 (1:4:3) pokazuje se

da je P-algebra (X,h) kompletna polumreZa gde je a<4b definisano s
h fa,b} = b , supS = hS, za svaki podskup S skupa X.

(i1) Za sludaj uredajne relacije (R,4 ) M-algebra je element r iz
skupa R za koji je rg<Mr<r. Ako je € parcijalno uredenje, r=Mr
te je M-algebra element parcijalnog uredenja koji je zatvoren ( u

uobicajenom smislu).
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1:4:8. Svaka adjunkeija (F.G,YL,E):TC——-AJE omogudava da se u katego
riji ¥, definiSe monada na sledeéi nacin: Kompozicija funktora F i i
M = GF: X ——3 je endofunktor, p Je prirodna transformaci ja

h: 1 —— GF = M a ko-jedinica € : FG—— 1 komponovana na slede-
¢i nacin m = GeF: GFGF ——» GF definiSe prirodnu transformaciju ju.
Iz komutativnosti dijagrama adjugkcijé (1:3:17), "prosledivanjem"

s leva funktorom G a s desna funktorom F, dobijaju se komutativni
dijagrami oblika (1:4:2), odnosno asocijativni zakon i zakon jedi-
nice za monadu (GF,Q,GE:F) u kategoriji ¥ . Tako dobijena monada na-
'ziva se monada definisana adjunkeijom (F,G;1,&).

1:4:9. Primer monade definisane adjunkeijom je monada slobodnog

- grafa definisana adjunkcijom 1:2:3.

1:4:10. Stav. (Sﬁaka monada je definisana svojim M-algebrama.)

Ako je (M, z 4 monada u kategoriji ¥ , tada skup svih M-algebri i
njihovih morfizama odreduje kategpriju.ﬁt Postoji adjungovani
par funktora, definisan pridruZivanjem (1:4:11) kojim je definisan:

adjunkcei ja

(PG rLM M) JC——-—**-‘JC
gde je rL ? £ (X h) = h za svaku M-algebru (X,h). Monada de-
finisana u I ovom adjunkeijom je monada (M 2 JUJ

- {X,h) X (r@:yx)
(1:4:11)
f l , GM . F'M Mf
1 i ¥ }-
(X",h") XX (M )

1:4:12. Stav. ( Kleizli-eva kategorija monade)

Neka je (M,rwu.) monada u kategoriji ¥ i neka je za svaki ) -objekt X
dat novi objekt XM a za svaki morfizam f: X —> MY morfizam

£%X, —> Y. Ovi novi objekti i morfizmi &ine kategoriju ukoliko

je kompozicija definisana sa

b= (M) £)°
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Funktori. FM i GM’ Fy’ N'Y ——)'.KM , GM: 3’:”—-—“-530 definisani
su pridruzivanjima |

X XM XM MX
- F G
: M , M ;
(1:4:13) K ' > (?Yk)b f4 = Mi
y | t Y
Y YM :M MY

tako da je GMXM = MX. Tada bijekeija fbf—f—?'f daje adjungovani odno

(FuoGpp { pp £ P2 H — > ¥
koja definise u X tacdno datu monadu (M,lz.,f-\).

. Iz dva poslednja stava sledi (ne sasvim neposred-
no) zakljucak koji pokazuje odnose izmedu kategorija ‘J{M, ZK,M i

Naime, postoje funktori K i L takvi da komutiraju dijagrami

(1:4:13)

Napomena. U ovom prvom'poglavlju dati su osnovni pojmovi i stavovi
teorije kategorija neophodni za izlaganje drugog i treceg poglavl ja
Kao osnovno sredstvo koriStene su reference S.Mac Lane /1971/ i E.
Manes /1976/ i sve, osim ako je drukdije naznadenoc potide iz ovih
izvora. Stavovi 1:4:8. i 1:4:12. poticdu iz H.Kleisli /1965/ a defi-

nicija involutivne kategorije iz Y-Kawahara /1973/ (1:1:19.).
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2. KATEGORIJE RELACIJA

2:1. Relaclje u kategorijama sa vlaknastim proizvodima

Klasidna definicija relacije u kategoriji skupova defi.
nide relaciju R izmedu dva skupa X i Y kao podobjekt kartezijanskog
proizvoda i;: R —= X x Y, kao 3to je to prikazano komutativnim dij:
gramom (1:1:2). Ovako definisane relacije komponuju se pomocu vlak-
nastog proizvoda i &ine involutivnu kategoriju u koju se kategorija .
skupova mozZe uloziti.

U kategorijama sa konadnim proizvodima pojam relacije
izmedu dva objekta generalise st (Klein,/1970/) na podobjekt u odno
na datu bi-strukturu (bi-proizvod). U Abelovim kategorijama, relaci
su parovi morfizama A «—— X — B koji se jedinstveno mogu fakto-
risati u oblik |

(2:1:1) Ae-—-—rt " ——3» C &«&—— B >——=>B

gde je sa >—> oznacen monomorfizam a sa —= epimorfizam (S.
Maclane /1961/, D.Puppe /1962/). H.B.Brinkmann /1969/, uvodi relaci,
u egzaktnim kategorijama sliéno obliku (2:1:1).

Iz pomenutih radova, a i niza drugih, vidi se da su ¢
dosadasnja proudavanja kategorija relacija kretala u dva pravca. U p
sludaju ( D.Puppe /1962/,Y.Kawahara /1973/, A.Klein /1970/) katego-
rija relacija-defini§e se kao kolicnik-kategorija pogodno izabrane
kategorije "raspona® . £ , £ i g sumorfizmi kategorije.

u kojoj se relacije Zele definisati. Drugi pristup definise "vecu"
involutivnu kategoriju koja sadrZi kategoriju ¥ a koja onda u sebl
sadrzi kategoriju relacija (nad 3§ ) kao svoju podkategoriju.
G.Conte /1981/, pokazuje da su ovde pomenuti pri-
stupi svi definisani kongruencijama slicnog tipa, zavisno od izbora

podkategorije kategorije % .
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Neka je K kategorija sa vlaknastim proizvodima, 7 in-
volutivna kat,egérija i1 G ' —> &, funktor.

2:1:2. G je relacioni funktor (Kawahara,/1973f) ako i samo ako su
ispunjeni uslovi

(RF1) Za svaki morfizam f kategorije ¥ , G(£Y¥G(r) < 1
(RF2) Ako je dijagram

(2:1:3) y £

vlaknasti proizvod u ¥ , tada je G(g)#G(f‘) = G(y)G(x)# .

2:1:Y4, Podkategorija £ ¥ kategorije % naziva se retraktivna pc

tegorija ako i samo ako vaZzZe uslovi

(E1) TIzo(K) = € < Epi(¥)

(E2) Ako je fg morfizam u € tada je i f morfizam ué&.

(E3) Ako je (2:1:3) vlaknasti proizvod u % i morfizam £ je iz kat:
gorije £, tada Je 1 morfizam y strelica kategorije € .

2:1:5. Neka QR(¥) oznadava kategoriju &iji su objekti, objekti

funktorske kategorije Uﬁe_'*’a kompozicija dva objekta A ¢— -—> B
B €—.—> C definisana dijagramom |
| p/( .)\\
h i
(2:1:6) f / k
- ¢ ~ > . & . >
£ h

gde je (i) vlaknasti proizvod para morfizama (g,h), tako da je

(f,g) (h,k) = (fp,kq).

Par morfizama A «——.—8 5 B je slika pod funktorom ( e—.—s) —

1 naziva se raspon iz A u B, a skup svih raspona izmedu A i B ozne
¢ava se sa R (A,B).
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Kompozicija raspona je dobro definisana i (fp.kq) pripada R(A,C).

Asoci jativnost sledi neposrednom primenom svojstava vlaknastog pro-

izvoda. Jedinica ovako definisane kompozicije je raspon (1,1), naime
za (f,g) iz R.(A,B), |

(f,8) (1g,1g) = (f,g).

R, (W) se naziva kategorija raspona nad kategorijom X.

2:1:7. S obzirom da je svaki raspon slika kategorije &———> pod
nekim funktorom (f,g): ( ¢e——s ) ——>¥, u familiji raspona R (4,
moZe se definisati uredajna relacija na sledeéi naéin:

(f,g)< (£°,g") ako i samo ako postoji par prirodnih transformacija
odredenih svojim komponentama,

r

| ROTERENENCR? s (£,8°)
[ (p &g+ (1Y) = (£,8)

gde je s morfizam kategorije "X, e je morfizam retraktivne podka-

tegorije € kategoriie X . a raspon (x,y) je odreden strelicama
A ¢—— doms = dome —> B. Dijagramski, xomutiraju dijagrami(2:1:8
u oznaci (s,e>: (f,g) < (f°,g7).

< L A S >
| u s |
(2:1:8) ' % Yy
| e |
P '
< f : g g

2:1:9. Lema. Neka su (f,g), (£',g") i (f"",g ") rasponi iz A u B
i neka je (h,k) raspon iz B u C. Tada je

(1) (f,g)< (f,g)
(ii) Ako je (f,g)< (£°,2") i (£°,8°)< (£ ", ") onda je (f,g) <(f
(iii) Ako je (f,g)< (£,g") onda je (f,g) (h,k)<(f*,g") (h,k)
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Dokaz. (i) Egzistencija identic¢nih prirednih transformacija je
odigledna,te je (f,g)< (f,8).

(ii) Neka je £s,e): (f,g) <(f",g) 1 {s*,ep: (£7,287) (7,8 ).
Konstrukei jom vlaknastih proizvoda ,kao Sto to prikazuje dijagram

| .
(2:1:10) < v e

odreden je par prirodnih transformaci ja
{s's ,ee’) : (£,2)<(F,2").

Kompozicija s*s™" je morfizam kategorije K a kompozicija ee ~ je
morfizam retraktivne podkategorije € Sto sledi iz osobina kategorije
& i osobina vlaknastog proizvoda.

(iii) Neka je (f,g) (h,k)= (fa,kb), (£*,g") (h,k) = (£7¢,kd) i neka je
{s,e> : (f,8) (f",g ). Konstrukeija vlaknstih proizvoda nad paro-
vima strelica (s,c) i (e,a) kao sSto je prikazano u dijagramu

(2:1:11)

“daje es’= s¢”, ae’= ea), te je dovoljno pokazati da je gae = g es i
fae' = f~es. Iz vlaknastih proizvoda, gea' = gae” 1 gsc' = g s'c.
Kako je ge = g's bide gea’= gae” i gec'= g's’c. Slidno je fae™= f'cs
pa je

(f,8) (h,k?<((f“,g") (h,k).

28




2:1:12. Rasponi (f,g) i (f",g") izmedu objekata A i B kategorije
su ekvivalentni, u oznaci (f,g)~~(f",g ) ako 1 samo ako je
(f,g) <(f*,g") i (£°,8") <(f,a).

2:1:13. Def. Neposrednom primenom prethodne leme, pokazuje se da je
relacija ekvivalencije u familiji raspona %.(A,B). Klasa ekvivalen-
cije raspona (f,g) € A.(4,B) oznadava se sa [f‘,g] i naziva relacija
iz A u B, a kolekeija svih klasa ekvivalencije iz &.(A,B) oznadava
se sa Rel(A,B) = RelE:(A,B).

2:1:14. Za dve relacije [f,g]e Rel(4,B) i [h,k]€ Rel(8,C),
kompozicija (spajanje) se definise kao(slededa)klasa ekvivalencije

[re] [ME = [fekd

saglasno dijagramu (2:1:6).

2:1:15. Stav.Kompozicija relacija je dobro definisana asocijativna

operacija i relacija [ﬁ,1] je Jjedinica te operacije.

Dokaz. Neka [f,g] € Rel(A,B) i [h,k] € Rel(B,C), i neka je
(£,8)~(£",g") , (h,k)~(h",k"). Treba pokazati da je

(f.e] [hk] = [f‘,gj [?‘,kf] . Konstrukeija vlaknastih pro-
izvoda nad parovima strelica (g,h), (e,p), (q,e" ) moze se slediti

na dijagramu

(2:1:16)

Povezivan jem pomenutih vliaknastih proizvdda, kao sto se to vidi na
dijagramu (2:1:17) i koristedi osobine vlaknastog proizvoda, sledi d
morfizam e.kt'~ pripada retraktivnoj podkategoriji € , i da postoJl P?
prirodnih transformacija takvih da je:
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e t7,8,87>: (f,8) (h,k) < (f7,87) (h~,k™).
Slicno se pokazuje da je
(f“,g“) (h™,k™) € (f,g) (h,k),

odnosno |
[r.e] (b = [r,e] [0 k]
t e
o o by ::-l
b - " - i ~
t e.l S 51 | 3
v ‘i’ N v L 4 A
(2:1:17) 3> = 3 >
e, q S,
D h”
. v  J A4 ¥ ‘L
- 2 s eg———p
e 2 8 g
Asoci jativnost definisane operaei je sledi 1z asocijativnosti

operacije kompozicije odgovarajuéih raspona. Takode, neposrednom
primenom definicije kompozicije i odgovarajuéih osobina vlaknastil

proizvoda, pokazuje se

| a0 1a] o8] = [£:€]
[f.e] [1p15] = [F:€]

za relaciju [f‘,g} & Rel(A,B).

2:1:18.‘Q§£, 'Posledﬁjim stavom je pokazano da je familija relacija
sa definisanom kompozicijom.kategorija.'Th se kategorija oznacava
sa Rel(W,€ ) i naziva se kategorija relacija u K nad retraktiv-
nom kategorijom & (Kawahara /1973/).

2:1:19. Stav. (A.Klein,/1971/,str.538.)
Rel(X,&) je kategorija i postoji kontravarijantni funktor ulaganj
("gr'af'”) ‘ ‘

[ : X —— Rel(3,€)
definisan pridruZivanjem

L b i,

(A
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Dokaz. Pridruzivanje [ svakom morfizmu f: A —» B pridruzuje

klasu ekvivalencije E A.f-_'l . S obzirom da je

[y = [}A.1é]
Mo () = [1A,f] [‘IB,gJ :[‘iA,gf] = (g,

[ je odigledno kontravarijantni funktor. Ako je [(f) = [(g). onda
je [ 1,f‘] = [1,3] , odnosno postoji par prirodnih transformacija
<s,ed : (1,f)<(1,g) te jee=s 1 fs = ge, odnosno f = g jer je
e epimorfizam. Znaci, [~ je ulaganje.

2:1:20. Posledica: U slucaju kategorije sa proizvodima, [(f) je

poznati pojam grafa funkeije, i raspon {1,f) ekvivalentan"er*asponu

P p -
A < A [ (£) B > B , gde su p:q i p‘B restrikei je projekeija

A AxB B .
ﬁpA b >

2:1:21. Stav-.(A. Klein, /1971/,str 539.)

Za funktor [ : X ——s Rel(¥ ,E ) vaZe sledede osobine

(1) [£,e] = [(eFT(e)

(i1) ¥ e) = |:1B’1B] ako i samo ako je f £ -morfizam.

(iii) [ je relacioni funktor

(iv) [ (f) je retrakcija u Rel(3,& ) ako i samo ako je £ morfiza
retraktivne podkategorije £ .

Slededi stav, u neSto drugadijoj formi, i na drugl
nacin dokazali su Y.Kawahara /1973/ i Klein/1971/.

2:1:22. Stav. Neka je ¥ kategorija sa vlaknastim proizvodima, & njé
na retraktivna podkategorija i Inv kategorija involutivnih katego-
rija i involutivnih funktora. ”

(a) Relacioni funktor [ 9C Rel(¥ ,€ ) je univerzalni medu
relacionim funktorima G iz kategorije M¥Iny sa osobinom

(2:1:22.%) Ako je f & -morfizam, onda j;e Gy G(F) = 1,
odnosno
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(b) Slobodni Inv-objekt nad "M u odnosu na zaboravni funktor
U: Inv —>Xak je par (Rel(X,&),1 ).

Dokaz. Treba pokazati da za relacioni funktor G:H——4A& , gde
je & involutivna kategorija postoji jedinstveni involutivni funktor
G: Rel(H,E ) —> A takav da komutira dijagram

> Rel(3L, &)

(2:1:23) \ /

Neka je G funktor definisan sa G‘[f,g] = G(ff*b(g). Funktor G je
dobro definisan Jjer je za ¢s,e) : (f,g)<(f ,g ) u kategoriji

c'[f.g] = a(0)¥ ale) = a(£)* Gle)* Gle)ilg) = G(re)® Glge)
= 6(e)* a(e* a(s)ae’) < 6(eH* o) = 6 g7 -

Sliéno se pokazuje i obrnuta relacija, te odigledno definicija
fUhktoba G' pe zavisi od izbora predstavnika. S obzirom da je
c'[1,1] =1, 16 (rgf =cgf] 1 () = 6f) , komti-
ra dijagram (2:1:23).

Ostaje da se pokaze da je G° involutivni funktor,

odnosno,
6" ([F,&] [hK]) = G (FER)* (ka)) = GUep)* Glica)
= G(eTG(PI¥G(q)G(k) = G(EFG(g)G(n)¥a(k)
- G”[f,g] G'[h,K] = G’[fp,ké]
gde su p i q definisani vlaknastim pr;izvodom koil se javlja u

kompozieciji (2:1:6).
Za & ~morfizam £, F(£)¥(f) =1 te je i

(YT GE) = & (MG (M) = 6 (FEFTE)) = 6 (1) =

te vazi osobina (5¢).
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2.1:24. Stav. Neka je X kategorija sa vlaknastim proizvodima i

G:H—># relacioni funktor koji je univerzalan medu funktorima

(X4 Inv) sa osobinom
tko je  G(EYG(E) = 1 onda je H(LFH(E) = 1,

Tada postoji retraktivna podkategorija € kategorije W i jedinstveni
izomorfizam Jt € Rel(¥,e) takav da komutira dijagram

r

>- Rel (J{s E:)

TR

(2:1:25) G
. ‘ﬂ: .

ako i1 samo ako je ispunjen uslov:

(2:1:26) 1< L G{(f) za neki £ -morfizam oL , implicira G () & 1.

Dokaz Dokaz je neposredan ukoliko se moZe odrediti retraktivna
podkategorija & kategorije % . Neka je
&= {feX : ael¥am = 1) .

€ je odigledno podkategorija kategorije X , ali treba jos pokazat]
da je retraktivna. o
(E1) Neka je f izomorfizam u X . Tada,postoji morfizam g takav da Je
fg=1igf=1.38 obzirom da je G relacioni funktor,

a(6)¥* = 6(£)¥a(£)6(g)< G(g)

G(g)< G(RIG(E)G(EMF = G(F), te je

G(F)*= G(g), i otuda vaZi

a(eY¥a(e) = 6(g)Glr) = Glgf) = G(1) = 1,

Sto znadi da izomorfizmi pripadaju kategoriji & . Ako je  morfi-
zam kategorije £ 1 ako je xf = yf, tada je

G(x) = G(fTFG(f)G(x) QQG(fT#G(f)G(y) = G(y) , jer je ceYfair) = 1.

Dakle, x = y jer je G ulaganje te je f epimorfizam. Dakle,
Iso{ )& «— Epi('K), sto je trebalo dokazati.
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(E2) Neka je fg :E£-morfizam. Tada je
1 = alre¥alre) = alrefa(r)olg)
te je na osnovu uslova () G(gT#G(g) = 1, dakle g je & -morfizam.

(E3) Neka je dat fibrirani proizvod (2:1:3). gy = fx. S obzirom
da je G relacioni funktor

atear) = ay)ex™, 1
1<6lg)fale) = aea(r)a(Fale), odnosno
1< ay)a(xae)y¥ole)

‘te iz uslova (2:1:22.x) G(y)G(y)#z 1 , odnosno. y je §& -morfizam.

Sada, vaze uslovi (E1), (E2) i (E3) za podkategoriju &
Sto znaci da je & retraktivna podkategorija kategorije K.

2:1:27. Posledica. Neka su K i 3{,l dve kategorije sa vlaknastim

proizvodima i & , C' odgovarajuée retraktivne podkategorije. Neka

je F: K ~——> X' funktor koji duva vlaknaste proizvede i F(€& )c g .
Tada postojli jedinstveni involutivni funktor

F*: Rel(X,£) Rel(¥'s')

takav da komutira dijagram

H — 3 >3
(2:1:28) rl l'-l
Rel(¥,£) ——F—— Rel(¥)

2:1:29. Regularni epimorfizam (Y, Kawahara /1973/,str.161) u kate-
goriji ‘K je ko-jezgro nekog para morfizama u 3, .

2:1:30. Za relaciju I:f,g] kaze se da je prava relacija ako i

samo ako vaze uslovi

(1,1]<[r.e][g.f] i [e.f][f.g]<[1.1].
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2:1:31. Stav. &« Reg(H) ako i samo ako je ispunjen uslov:

Ako je [f,g] prava relacija, onda postoji jedinstveni morfizam
t u kategoriji X takav da je [f.g] = [(t).

Dokaz: Neka je kategorija & podkategorija kategorije regularnih
epimorfizama, Reg(J) i neka je [f‘,g] prava relacija. Tada po-

stoje prirodne transformacije

¢s,ed : (1,D)<(f,g)(g,f).
S obzirom da je [f,g]lg.f] = ([f,elle,1]) [1.f]
Piee oo s [ Alc([rug)[e DI1E] = (ey](16] = fove]
te je syf = e §€-morfizam i mora biti f ¢-morfizam, pa zato i
regularni epimorf‘izarﬁ jer je €< Reg(¥). To znadi da je morfizam
f jezgro nekog para morfizama, ha_primer fx =fy. Ne smanjujuéi

opstost, neka je fx = fy komutativni kvadrat koji je i vlaknastil

proizvod, Postoje prirodne transformacije

(s",e): [&.f][f.g]= [ex.ay] < [1.1]
koje implieciraju da je gx = gy. Na osnovu regularnosti morfizma
postoji jedinstveni X -morfizam t takav da je g = tf. Otuda je

[r.e] = [t = () = (),
jer je £ &-morfizam.

Obrnute, neka je f neki £ -morfizam i neka je
fx =fy vlaknasti proizvod. Tada je

(£, 0(1,0~(, 1) 1 (1LE(E, D~ (x,1)(1,9).

Jednostavno je pokazati da je sada f kojezgro para morfizama (x,y).

2:1:32. Rasponi (f,1) i {(g,1) 33 codf =codg su uporedivi (2:1:7)

ukoliko postoje prirodne transformacije ,takve da je
(s,ed : (£,1)<(g,1).

- Taj se poslednji uslov svodi na komutativnost dijagrama (2:1:33),
- pa se moze definisati uredajna relacija medu morfizmima istog
kodomena (f<¢g).
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(2:1:33) | f

¢ g ukoliko postoje morfizmi s iz kategorije '™ i e iz kategorije .
takvi da komutira dijagram (2:1:33).

Neposredna posledica Leme 2:1:9. je slededa lema:

2:1:34. Lema. Neka su f,g,h % -morfizmi istog kodomena i neka

je k ‘X -morfizam takav da postoje kompozicije kf i kg. Tada je
fe¢f
f‘(gr g<h =3 f<h

f< g = kf<kg.

Odgovarajuca relacija ekvivalencije: fewg ako i samo ako je f<g
1 g<f je relacija ekvivalencije na klasi morfizama kodomena ,
recimo X.

2:1:35. Klase ekvivalencije f su ¢ -podobjekti od X (Manes/1976/,
str.109). Neka je odgovarajuéi kolidnik oznaden sa Se(X), i neka je

na njemu definisano parcijalno uredenje inducirano uredenjem <

[ £ 1< g]ako je f<eg.

2:1:36. Stav.

(1) Objekti kolic¢nika s.(A x B) mogu se identifikovati sa objektima
familije Rel(A,B) (Y-Kawahara /1973/,str.166, E.Manes /1976/,str. 10%

(ii) (E.Manes) Neka kategorija W ima (£ ,mono) faktorizacije i
neka je £ Mono(H) = Izo(¥). Tada je pridruZivanje ¢, -podobjektima

mono-podobjekata , izomorfizam.
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Dokaz: Svaki¥-morfizam ima jedinstvenu (£,mono) dekompoziciju,

do na izomorfizam. Da se to pokaZe, neka postoje dve dekompozici je
morfizma f, f =me % f =m'e’, gde sue i1 e & -morfizmi, a
mim su monomorfizmi kategorije X . Nad parom strelica m,m moZe
se konstruisati vlaknasti proizvod, na primer md = md , a na
osnovu univerzalne osobine tog vlaknastog proizvoda d i 4" mo-
raju biti monomorfizmi i postoji jedinstveni morfizam s takav da
jeds = e i d's*= e*, S obzirom da je {N Mono(J0 = Izo(X) morfizmi
d i d° su izomorfizmi.

Neka je sada f = me, g=nd i £ g. Iz jedinstve-
nosti faktorizacije sledi da postoje & -morfizmi e” i 4" takvi da
je me = nd* te je m~n. Otuda, pridruZivanje ¢ :[f] — (£
definisane sa [}Pf]~=<ff)> je dobro defiinisano i injektivno. Iz
jedinstvenosti faktorizacije sledi da de pridruZivanje odgovara-

juéih klasa biti izomorfizam, Sto je trebalo dokazati.

2:1:37. Ostaje da se uole dve znalajne &injenice(G.Conte /1981/):

Prvo, kategorije relacija,pomenute do sada, sve su definisane

odredenim kongruenci jama, 1

Drugo, razlicite konstrukei je kategori ja relacija, odnosno invo-
lutivnih kategorija koje ih sadrﬁe, mogu se uporedivati. To se
uporedivanje moZe iskazati osobinama ko-egzaktnih kvadrata u
(2:1:39). ”

2:1:38. Stav. (H.B.Brinkmann /1669/)

Postoji slobodna kategorija 3 = £ (B) i funktor sg! W — &
takav da za bilo koji funktor s:¥ —— §. postoji samo jedan
funktor Hé f —— ¥ takav da komutira dijagram

S

K B d(®)
o/

(2:1:39)
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U kategoriji ¥ na skupu ¥(A,B) moze se definisati relacija
ekvivalenci je

fRg ako i samo ako Je Hs(f) = Hs(g)
saglasna sa kompozicijom i involucijom. Kolidnik kategorija“#i(B)/RS
naziva se simetrizacija u‘¥X i oznalava sa s(R).
Simetrizacije, kao "delovi" od &£ (B) x £(B) , ¢ine uredajnu rela-

ciju < .

2:1:40. Za datu kategoriju T neka je & bilo koja podkategorija
kategorije 'W.. Podkategorija € inducira kongruenciju RE sledecim

uslovima

(i) baﬁ=RE b*a**¥ ako postoji prirodna transformaci ja
<1,f,1> @ (a,b)<(a",b"),

gde su a, b, a ,b” W -morfizmi i £ je & -morfizam.

(ii)Ako je ax = by kvadrat vlaknastog proizvoda nad parom morfizama

a i b, neka je xy¥= a¥*b.

2:1:41.8tav. Neka je & = Izo(3). Tada je funktor s ulaganje katego-

rije ¥ u involutivnu kategoriju raspona definisane u 2:1:5.

(b) Neka je Izo(W)c& 1 neka za vlaknasti proizvod u X,
ax = by, ako je a & -morfizam, neka bude i y & -morfizam. Rela-
cija ekvivalencije na familiji raspona R(A,B) data je parovima

prirodnih transformacija (kao u 2:1:7.):
{s,e>: (F,g)< (f,g")
{s%,eDr (£,87)< (£,8).

2:1:42. Stav.(G.Conte /1981/,str.433)

Neka je &KX 1 ¥ podkategorija kategorije raspona ® (), takva
da svaki raspon (a,b) u'¥, ima do na izomorfizam jedinstvenu
faktorizaciju oblika

(a,b) = (a",b")e
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gde je morfizam e iz kategorije £ a raspon (a*,b”) iz podkate-
gorije & . Tada svaki morfizam kolidnik kategorije "HK(B)/ Re
ima jedinstveno odredenu reprezentaciju datu rasponom iz kate-

gorije ¥ .

2:1:43. Na primer, neka kategorija ¥ ima konaéne proizvode i neka
je kategorija ¢ ,kategorija epimorfizama, Epi(3). Neka je pod-
kategorija ® takva da "proizvod" morfizam definisan univerzalnom

osobinom (1:1:2), u oznaci /a,b/, kao sto se vidi u dijagramu

bude monomorfizam. U ovom slucaju di(B)fRE ima za objekte
mono-podobjekte proizvoda kodomena posmatranih strelica, kao Sto

je to uobicajeno u klasicnom smislu.

2: 144, UZiméjuéi dualne uslove uslovima (2:1:40), u dualnoj formu-

laciji vaZe sve iskazane osobine za relaciju Rg.

2:1:45, Neka je €<X i neka je ua
se kvadrat naziva ko-egzaktni kvadrat ,ako

vb kvadrat morfizama u X . Taj

(K1) Postoji vlaknasti proizvod nad parom morfizama u,v. Neka je
to kvadrat uv'= vu, i u tom slucdaju
(K2) Postoji & -morfizam f takav da jea = v fib=u'f.

2:1:46. Stav.( G.Conte, /1981/)
Neka je 3 kategorija koja ima vlaknaste sume i neka su¢ i Epi(w)

podkategori je kategohijefk,. Ako su ﬁlaknasti proizvodi (odgova-

rajuéi kvadrati) ko-egzaktni, tada je

s(R

O
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2:2. Kleisli-eva reprezentaclja relacija

Binarna relacija iz skupa A u skup B je podskup kar-
tezijanskog proizvoda ovih skupova, RCA x B. S obzirom da je za |
achA i beB, aRb ako i samo ako beRa, gde je Ra = {beB: aRb} po-
stoji priredna bijekeija izmedu relacije R i funkeija iz A u PB, PB
je partitivni skup skupa B. Neka je ScB x C. Kompozicija je defini-
sana Sa

Re S(a) ={ceC: (3b)(beB)(beRa 1 ceSb).

Neka je rl:1-—L—+-P prirodna transformacija definisana na kompo-
nentama sa f,: A —= PA, n,(a) ={aj (1:4:3).

2:2:1. Stav. (E. Manes /1976/,str. 27 )

(a) Trojka (P,Q,n) Je monada u kategoriji skupova.

(b) Kleisli-eva kategorija monade P je kategorija ¢iji su objekti

skupovi a morfizmi relacije.
Dokaz. U primeru (1:4:3) je pokazano da je trojka (P,?hp), gde je
U P2

skupova. Neka A —; B oznalava funkeiju A —— PB i neka je kompozi~

— > P definisana sa Jua’c = Uk, AePA, monada u kategoriji

cija ovakvih strelica definisana sa

(8 % BYo(B 42 ) = A 4 P8 £ Pe,

gde je (:5":" prosirenje funkei je » : B—> PC.
Ako se u monadi (P,?,u) definise prirodna transformacija : P2-L+ P
na sledec¢i nacin
2 | _
Mp=(1 5 : PA——PA) (15 ¢ PA—r A )
P~A
trojka (PrQ!“) postaje monada (P,?tpo i ta korespodencija je bijektiv
na. Odgovarajuéa Kleisli-eva kategorija (1:4:12) ima za objekte
skupove, za morfizme relacije, kompozicija je o , a identidéni morfizal
je prirodna transformaci ja h

U opstem slucaju jedna monada (M}?tﬁd u kategeoriji ¥
moze bitl definisana sa viSe razliditih adjun]govanih parova
funktora. Kleisli~eva kategorija monade daje konstrukeiju konkretnog
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"najmanjeg" adjungovanog para, direktno iz monade.

Neka jel” : ¥ —-> Rel(Jie) =R, relacioni funktor

i neka postoji adjungovani funktor G:¥,———"}, sa prirodnim

transformaci jama rl . - G,&: P - 1.

2:2:2. Stav.( L.Coppey & R.Davar-Panah /1975/,str.143)
Kategorija R kanonidki je izomorfna Kleisli-evoj kategoriji monade
u ¥, definisane parom funktora (T,G).

 Dokaz. Neka je f: X —— GY W -morfizam. Odgovarajuca relacija Rf,

data je sa
R = £41(£).

Obrnuto, ako je data relacija R: X — Y, odgovarajuéi morfizam

foi X —> GY uX, definisan je sa f‘R = G( R)Qx, odnosno komutira

di jagram

a(x) —CBY o aey)

(2:2:3) X
X

G(REMy = G(Ey F (D)0

Sada je fR(I)

= GE Gy = GEYeyf = 1gyf = £ 4 4
R(ER) = &, (FR) = E4M(G(RPy)
= &, T(G(RI(§,)) = R1y = R,

cime je dokaz kompletiran.

2:2:4. Posledica. U kategoriji skupova ¥ , funktor P: ¥ — ¥
moZze se faktorisati u oblik FP = G, gde su funktori G:¥f——

F: §—>Y¥ definisani oridruzivanjima (2:2:5).
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X X
£ G nf
¥ v
Y Y > PY
1Y

(2:2:5)

X PX

YPf
——>  |Pf
A 4 4
PY P2y > PY
| Jry

Za svaku trojku X,Y,Z skupova kategorije U( i svaki par 3§ p-mor=

fizama 1 X —— Y i g: Y ——>'Z kompozicija gf' je definisana sa

Mz

X ——t 5 py P&  pay > PZ

odnosno,
fog =J‘—ZPg £,

Napomena. U odeljku 2:2. o Kleisli-evoj reprezentaciji relacija

koriste se pojmovi i rezultati izlozeni u odeljku 1:4. a izvorni
rezultati mogu se nadéi u referencama H.Kleisli /1965/, E.Manes
/1976/ i G.Conte /1981ff

e i A L YT
e 100 ©

V’?-?’I,F!EEH"Q‘ﬁ v |
&l‘lii‘dﬁt!ﬂdl&‘ﬁ’ A T ‘b vl il
Vv Jugiahunichd VIRV OLET WG WL ELEU0
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2:3. Apstraktne relacione strukture
( E.Fried & R.Wiegandt /1982/)

Iznenadujuéa slicnost izmedu teordja povezanosti 1
nepovezanosti za grafove i za topoloske strukture, posluzila je
E.Fried-u i R.Wiegandt-u da definisu "apstraktne relacione struk-
ture". Iako autori razvijaju ove strukture za odredene primene,

nesumnhjiv je i njihov nezavisni znacdaj.

2:3:1. Neusmereni graf se moZe definisati kao par (S,x) gde je S

skup évorova a xS x S  skup strelica izmedu cvorova, gde stre-
lica sa krajevima a i b, u oznaci (a,b)ex ima osobinu (b,a)ex.
Ovakvi podskupovi od S x S éine kompletnu mrezu L(S) induciranu
uredajnom relacijom  (inkluzija) medu skupovima. Morfizmu

f: Sj-———-a-S2 moze se pridruziti strelica L(f): L(S1)-———* L(S2),
definisana na sledeci nacdin: Za x1eL(S1) neka je

(2:3:2) x, = § (£(a),f(b)): (a,blex,} i

Lt (X.]) = X2. |

; -
Ovim je definisan kovarijantni funktor L: J —— b i gde je sa Ng
oznadena kategorija skupova a sa L’ kategorija ¢iji su objekti

kompletne mreZe , a morfizmi definisani sa (2:3:2).

2:3:3. Topologije na skupu S, (S,x) éiné kompletnu mrezu L(S),
opet induciranu inkluzijom. -Za preslikavanje f: Sf—----an-S-2 neka je

LE(xy) = £ £7'(a £(5,)) + aex, §

Ovako definisano pridruzivanje definise kontravarijantni funktor

I;::P-——fiaﬁf.

2:3:4. Relaciono preslikavanje ¥ :L —H—éé-Lz izmedu dve kompletne

1
mreze je ono preslikavanje ¥ koje ima osobine

(i) cuva beskonacne supremume
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(ii) preslikava glavne ideale iz L, u (glavne) ideale u L,.

2:3:5. Stav. Kbmpletne mreze i relaciona preslikavanja cine kate-
goriju L .

2:3:6. Neka je ® proizvoljna bikategorija i P: ® ——> funktor.
Ako je P kovarijantni- funktor i P

(P1) duva epimorfizme i monomorfizme, P se naziva ko-relacioni
funktor,

(P2) pridruzuje epimorfizmima monomorfizme i obrnuto, P je

kbntra-relaciong funktor. -

2:3:7. Element xeP(S) naziva se apstraktna ko- ili kontra-relaci ja

tipa Pna % -objektﬁ S,zavisno od toga da 1i je P korelacioni

ili kontra-relacioni funktor. Uredeni par R = R(S,x) odreden

$ ~objektom S i elementom x iz njegove slike P(S), naziva se
apstraktna (ko- ili kontra- ) relaciona struktura na % -objektu S
sa apstraktnom relacijom x tipa P.

2:3:8. & -morfizam f: S1-—~9-82 Je slabo saglésan u odnosu na
relacije x,,x, ako je |
Pf(x,)< Xy; (PF(x5)4 x4)

a saglasan u odnosu na relacije_x1,x2 ako je

Pf(x1) < Pf(1)Ax2; (Pf(xz) < Pf(1)hx1.

U tom slucaju kaze se da postoji slabo-preslikavanje
Rf': R(S1,x1) —>— R(SZ’X2)

odnosno preslikavanje

Rf: R(S1.x1)-—{>—- R(Sz,x2).

2:3:9. Kategorija f& apstraktnih relacionih struktura tipa P na

bikategoriji & definiSe se na sledeéi nadin:

1Y
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Klasa objekata O(&) sastoji se od svih apstraktnih relacionin
struktura na ¥ -objektima S sa apstraktnim relacijama tipa P, x:zP(S).
Morfizme kategorije &£ &ine sve strelice Rf: R(S1,x1)-—%r- R(Sz,xz)

za sva preslikavanja f , slabo saglasnau odnosu na Xq1Xy-

Jednostavno jé proveriti da Jje prethodnom definicijom
dobro definisana kategorija apstraktnih relacionih struktura tipa 2.

PridruZivanje F:& ——=% dato sa F(R(S,x)) = S i
F(Rf) = f odreduje funktor,&ija inverzija (koja nije funktor) odre-
duje pridruzivanje &3 ——f dato sa |
{S R(S,x)
£ Rf.

2:3:10. Stav.

(1) -morfizam je ekvivalencija ako i samo ako je bijekeija.

(1) Bilo koji morfizam Rf moZe se faktorisati kao Rf = Rg,Rh.,
gde je Rg1 monomorfizam 1 Rh.I slabi epimorfizam, ili Rf = Rg;_,Rh2

gde je Rgz slabi monomorfizam a Rh2 epimorfizamn.

Za ispitivanje podobjekata i kolicénik-objekata kate-
gorije & neophodni su.uslovi '
2:3:11. (B1) B  ima podetni i krajnji objekt

(B2) Podobjekti bilo kog % -objekta dine kompletnu mreZu.

Isto vazi i1 za kolidnik-objekte.

2:3:12. Stav.

(i) Slabi podobjekti nekog objekta cine kompletnu mrezu.
(ii) Slabi kolicnik-objekti nekog objekta ¢ine kompletnu mrezZu.
(iii) Proizvod relacija R(S,,x,), i&J postoji u kategoriji

ako i samo ako postoji u 4> proizvod objekata (8,), isJ

RE;
R(S!x) = R(Sl,xl)
A
/,/

| .

I //f{ri

| /

T

L5
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U tom slucaju je.x = syp Pﬁ&xi.
(iv) Ko-~-proizvod familije relacija R(Si,xi), ied, postoji u katego-
rijift i u tom sludaju dijagram je dualan dijagramu u (iii),pri

demu je x = ipf suﬁﬁi.

2:3:13. Neka je € puna podkategorija kategorije skupova, koja
zadovol java uslove (B1) i (B2). Bistruktura kategorije S inducira

bistrukturu na@ . Neka jos vazi uslov

(B3) Za bilo koji skup S€0(e) proizvod ﬂ‘iSi: ieJ1] neekvivalentnih
koliénik skupova iz S je u kategoriji &

2:3:14. Neka su R(S,x), R (S",x") i R(Si,xi), ied objekti katego-
rije & tako da je (f*,R') kolidnik a (Hi,fi) podobjekti relacije R.
Ako je S =U{s;: ieJ} i (£°,5) maksimalni kolidnik-objekt od S

sa osobinom da se 1 fi mogu faktorisati kroz krajnji objekt,

R se naziva ekstenzija od (Ri,fi) sa (f",R") i oznacava se sa

ExtJ(Ri,fi,f‘,R‘), a ukoliko je S disjunktna unija, ekstenzija se

naziva disjunktnom i 6znadava se sa Dext , (Ri,fi,f‘,R“).

2:3:15. Stav.

(i) D(Ri.fi,f‘,R“) vazi za trivijalne objekte R;, 1 J ako i samo
ako je RF izomorfizam.

(ii) Neka je (f*,R’) kolidnik objekt od R(S,x). Tada postoje ob-
jekti r., 1&J, takvi da je D(Ri,fi,f‘,R‘_)

(iii) Neka je ExtJ(Ri,fi,f‘,R”). Tada postoje objekti Rj kategori je
takvi da Je

DextJ(Rj,fi,f JR™)
i svakom ieJ odgovara tacno jedan jeJ takav da je F(Ri)g; F(qu. ;
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3. RELACIJE SA I-STRUKTUROM

3:1 Relacione strukture

3:1:1. Neka je (W,<£ ) uredajna relacija. Trivijalna relaciona

struktura T je kategorija definisana na slededi nadin: Za svaki element
X iz skupa W, neka je odgovarajuéi objek:t u T takode oznacden sa X. Ako
su X1 Y objekti, neka je skup morfizama iz objekta X u objekt Y defi-

nisan sa
X — Y, 2ko je Y £ X

T(X,Y):= o
o , ako je Y ¢ X.

Iz definicije kategorije T,vidi se da izmedu dva objekta
postoji najvise jedna strelica (morfizam) jer su strelice inducirane
uredenjem. Ako su fiX ——s Y 1 g ¥ > 2 morfizmi u T, iz tranzitiv-
nosti relacije sledi egzistencija strelice X —= Z. Kompozicija,ovako
definisana, je dobro definisana, asocijativna i sa jediniénim morfizmom
1X: X — X zbog refleksivnosti. Dakle T je kategorija.

Kategorija T odreduje graf G = UT sa istim objektima (kao
cvorovima) zaboravljajuéi koji morfizmi su kompozicije a koji su identi
tete. Ovaj graf je dualan usmerenom grafu koji je induciran uredajnom

relacijom (W,< ).

3:1:2. Neka je (W, < ,sup) sup.kompletna polumreza i G graf dobijen iz
grafa G° dodavanjem neke (najvise prebrojive) familije strelica (ali

ne i novih dvorova). Relaciona struktura I = 1(G), inducirana grafom G

definiSe se u nekoliko koraka.

(i) Prosiriti graf G novom strelicom A4 — XY, XY:= sup{fX,Y} , kadgod
graf sadrzi strelice A —= X i A —— Y, sve dok se viSe ne mogu pro-
izvesti nove strelice.

(ii) Konstruisati kategoriju ¢iji objekti su objekti grafa G a strelice

konacéni nizovi

£ f f
3:1:3 A —Eop 2., Bl g
1 e n
sastavl jeni od n cévorova Ay, Ary...,A, 1 n-1 strelice grafa G. Svaki

takav niz posmatra se kao strelica A, ——= A . Kompozicija ovih strelict
definisana je povezivanjem nizova, pri demu se zajednidki kraj identi-




11i-2

fikuje. Ocigledno, ovako u?edena kompozicija je asocijativna, a identic
strelice su nizovi (Ak) duZine k=1. Svaki niz duzine n >1., kompozicija

je nizova duzine 2. Na primeru (3:1:3) to izgleda ovako

(A1.f A, f

l! 21 21--- A ) - (A f A ) . (Al.fT,Az).

n-1'"n n-1’""n-1'"n
(iii) Na svakom skupu strelica izmedu dva &vora X 1 Y neka je = relacij:
koja identifikuje sve strelice izmedu ta dva cvora. Dakle, skup strelic:
izmedu dva évora ili je prazan skup ili se sastoji od tacno jedne stre-
lice.

Prednjim postupkom korektnc je uvedena kategorija I:=I{G).
Kao svoju podkategoriju, I sadrzi trivijalnu relacionu strukturu T. Neke
znacajnije osobine ove kategorije dokazane su u slededem stavu.

3:1:4. Stav. Relaciona struktura je kategorija koja ima slededle osobine:

(a) I ima konadne proizvode,
(b) I ima konacne vlaknaste proizvode,
(c) Ako je (W, £ ) kompletna mreza, I ima podetni i krajnji objekt.

Dokaz:(a) Par adjungovanih funktora (2),U): I—=—+ IxI definisan je sa
At X ——s (X,X) __
U: (X,Y) —> sup {X,Y} :=XY
za sve I-objekte X 1 Y. Osobina ko-jedinice izrazZena je komutativnim
di jagramom : ‘ _EA,B .
AB (AB, AB) =~ (A,B)

(3:1:5) g (g.8) | (f,,f5)

Y
(X,X)

o

Fgzistencija morfizma g sledi iz univerzalnosti konstrukeije proizveda

i egzistencije takve strelice u grafu G. Komutativnost dijagrama (3:71:5
i jedinstvenost morfizma g sledi iz Cinjenice da kategorija I za skupove
morfizama izmedu dva objekta ima najvise jednodlane skupove, tj.
card(I(X,AB))< 1. Tako ovaj adjungovani par funktora daje proizvod objek
AB za bilo koja dva objekta A i B, kategorije I. Ko-jedinica je par T-%°

fizama (projekcije): A ~—— AB —— B &ije postojanje sledi iz uredeni?
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A< sup {A,B) ,Besup [ A,B! . Generalizacija za konacne proizvode
sledi indukeijom.
(b) Za par funktora (A °,P): I=—=T > =, definisanih sa

Y

P: (A «-—>» 7 «——— B) ——= AB
adjungovanost sledi iz osobina kojedinice EA B date komutativnim

b

di jagramom
AB (AR —» AB «—— AB) o (A —» 7 «— B)
&
| AB
(3:1:6) g A8 £
Y v
X (X — X —=X)
gde su f i. € ,,, komutativni kvadrat ( morfizmi kategorije I~ )
X > A AB = B
(3:1:7) f: - . ;
wl
f 4 v
B A A -7

Fgzistencija strelice g i komutativnost dijagrama (3:1:6) i (3:1:7)
dokazuje se argumentima koji su koristeni u dokazu (a),Tako je konstrui
vlaknasti proizvod A «—— AB —— B za bilo koji par morfizama oblika

Awe—— 272 — B.

—

(c)Neka su L 1 T najmanji i najveéi element mreZe (W,< ). S obzirom d
za svaki element X skupa W vaZi X € 7 , postoji za svaki I-objekt X

— -Til;:

jedinstveni I-morfizam T —— X te je odgovarajuéi I-objekt

pocetni
objekt kategorije I.

Dokaz da I ima krajnji objekt dualan je dokazu da je T
pocetni objekt.

Neka je (F,U): (% == Xol par adjungovanih funktora izme
kategorije grafova i kategorije (malih) kategorija, gde je FG slobodna
kategorija konstruisana nad grafom G kategorijeﬁg , a UX slika kategor:
X pod zaboravnim funktorom U. N
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3:1:8. Stav. Postoji kolicnik kategorija FG,_ i funktor Q: FG —— FG

tako da:
(a) Ako su fl: X —»Yi f2:'X-——a-Y strelice u FG, tada je Qf. = Qf2'
(b) Ako je H: FG ——= X Dbilo koji funktor za koji je Hf, = Hf, ,za sv
f1,f2: X -—> Y, tada postoji jedinstveni funktor H“:FG/= 4
takav da je H Q = H, odnosno komutira dijagram ;
Q
FG , ,-FG/_

(3:1:9) H i

\i,l

X

(¢) Kategorija FGX: irbelaciona struktura I {nad grafom G) su izomorfne
Dokaz: Funktor Q je bijekcija na objektima, a sve strelice koje povezujt
dva objekta X 1 Y u jedinstvenu strelicu X —— Y kategori je FG;_.

Otuda je ecard( FG/=(X,Y))£§ 1. Ostali zahtevi stava ,dokazuju se neposre

3:1:10. Morfizam relacionih struktura M: I,
funktor koji preslikava kategori ju I1 u kategoriju 12 i cuva proizvode.

—— IP je kovarijantni

Kompozicija relacionih morfizama je definisana kao uobicajena kompoziei:

kovari jantnih funktora.

3:1:11. Stav. Relacione strukture i morfizmi relacionih struktura

cine kategoriju, .

3:1:12. Stav. Relaciona struktura I mozZe se u potpunosti okarakterisati

sledec¢im skupom aksioma (Armstrong /1974/):
Neka je (W, € ,sup) sup-kompletna polumreié'i'ﬂ;kolekcija strelica izmedu
elemenata skupa W za koju vaZe aksiome:

(Al) Ako je Y < X onda postoji u W strelica X — Y,

(A2) Ako je X —> Y i Z < V onda je XV —> YZ,

(A3) Ako je X —=- Y 1 YV = 7 onda je XV —s Z,

pri Cemu se strelice mogu povezivati (komponovati) i za svaka dva

elementa iz W postoji najvise jedna strelica iz jednog elementa u drugi.

Napomena. Sistem aksioma Armstrong-a definisan je na partitivnom skupu
nekog skupa S,tj. (PS, = , ! ).
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. Dokaz:Dovoljno je dokazati da je familija strelica W , skup morfizama
kategorije I. Aksiome (A1),(A2), i (A3) jednostavno opisuju osobinu
kategorije I iskazanu dijagramom (3:1:5). Zaista, za date morfizme
£y X —— A1l f,: X ~— B primenom aksiome (A2) na strelice £, 1
idB: B —— B dobija se (f1,idB):XB-———r-AB, a primenom aksiome (A3)
na strelice (f,,idy) i f, dobija se traZeni jedinstveni morfizam
g: X —= AB. Ovaj zakljucak je dovoljan za dalju konstrukeiju kate-
gorije I , kao Sto to pokazuje stav 3:1:8.

Obrnuto tacnost aksiome (A1) sledi iz egzistencije strelic
X —» Y u trivijalnoj relacionoj strukturi T. TraZena strelica u aksiomi
(42) XV — YZ je jedinstveni morfizam (f,g): XV — YZ dobijen uni-

verzalnom konstrukeijom proizvoda, prikazanom dijagramom

Py Py
) - XV -V
i
(3:1:13) £ l (£,8) z
¥ Vv
Y Y 7
3 pY yA PZ P

Za date morfizme £: X —=»Y i g: YV —» Z, morfizam h: XV — Z (A3)
je kompozicija morfizama,h = g.(f,idv) data odgovarajuéim komutativnim

dijagramom.

3:1:14. Stav. Morfizmi kategorije I imaju sledede osobine:

(a) X —> Y ako i samo ako X —> XY i XY ——s X i
(b) X—= Y, X — Z ako i samo ako X —» YZ.

Dokaz: {a) U svakoj su polu-mreZi ekvivalentni uslovi X< Y i XY=X,te
posmatranje odgovarajuéih strelica u grafu daje trazeni zakljudak, pod
uslovom da je X —= Y inducirano relacijom < . Ukoliko nije, svejedno
postoji supremum XY i XY= X daje XY — X. Suprotni morfizam X —- XY
dobija se iz univerzalne konstrukeije proizvoda primenjene na par

strelica X — Y i X —= X.
(b} Iz univerzalnosti konstrukecije proizvoda primenjene na par X — Y

i X —=- Z, sledi egzistencija jedinstvenog morfizma X —— YZ.
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3:1:15. Definicijé. Neka je X proizvoljni objekt relacione struktu-

re I i neka je familija 2z(X) I-cbjekata definisana sa
(1) Xje element kolekelje z(X),
(ii) Ako je Y element familije z(X) i postoji I-morfizam ¥ —= V,
tada je i V element familije z(X), i
- (11i) Svi elementi familije z(X) dobijeni su sa (1) i (2).

Predpostavljaju¢i da kategorija I ima proizvoede mozZe
se posmatrati proizvod svih objekata familije z(X), za svaki I-objekat X.
Imajuéi to u vidu, ima smisla definisati funktor Z: T — = I sa
Z(X) =\J z(X) za svaki I-objekatX, a na morfizmima za f: X —s Y
neka je Z(f): Z(X) —s Z(Y), inducirano projekeijom z(X) —~ z(Y),
Jer svaki objekef familije z(Y) pripada i familiji z(X), s obzirom na
konstrukeiju familije z(X). |

Za ovako definisani endofunktor,postoje i sledece
dve prirodne transformacije: € : Z ——> 1
;f €:2—\ 7°
definisane sa €y: Z(X) —> X i SX: Z(X) —> Z(Z(X)) = Z(X).
3:1:16- Stav. (Z,¢,4 ) je ko-monada u kategoriji I. Odgovarajude Z
ko-algebre su oni objekti za koje je Z(X) T X.

Dokaz. Z je endofunktor , Z: I —= I. Jednostavno je proveriti da za
definisane prirodne transformacije ¢ 1 & komutiraju dijagrami

s .2

L —— 7 zZ
(3:1:17) gl Zo / J/g\i
2 “ > »

od kojih prvi dokazuje'asocijativnost ko-mnozenja, a druga dva levo i
desno pravilo ko-jedinice. Z-koalgebra je, na osnovu definicije (1:4:12)
neki I-objekt sa mor £1 zmom X —> Z(X). S obzirom da postoji uvek mor-
fizam Z(X} —— X, 1 da su I-morfizmi jedinstveni, Z-koalgebre su tadno
oni objekti za koje je Z(X) ¥ X. |
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3:2. Relacije date strukture I

Svaka relaciona struktura I odreduje na apstraktan nadin relacije,koje
se mogu definisati polazeéi od kategorije I, dodel jujué¢i objektima
(&vorovima) kategorije I pogodne domene i pogodne podobjekte proizvoda

domena, imajudi,u vidu postojede strelice izmedu Cvorova.

3:2:1. Stav. Neka je X kategorija koja poseduje sledeée parove adjun-
govanih funktora:

(8,50 K—=1 i (8,B): H—W
i neka je D: I — ¥ kovarijantni funktor koji éuva proizvode (domen-
funktor). Funktor-kategorija X1 ima podkategoriju (¥ D) &iji su

objekti prirodne transformacije dR: R —~—» D, R: I —=X odnosno

oni funktori R za koje postoji prirodna transformacija R — D. Mor-
fizmi su prirodne transformacije t: R —= S za koje komutira dijagram

| Rﬁhﬁhﬁ“ifim
(3:2:2) t l D
: Hﬂfffffg”'
- d
Dokaz: Kategorija oblika (PV Q) gde su P i Q funktori za jednickog kodo-
mena definisana je u prvom poglavlju ( S.MacLane /1971/,str.51.). Bira
funktore P i Q na sledeéi naéin

(gde je funktor 1 = id:RI* , a kategorija 1 kategorija sa jednim objekt:
i identiénim morfizmem na tom objektu) ,{P.l Q) postaje kategorija (11

odnosno (3¢I¢ D) je dobro definisana podkategorija kategorijeiﬁ?.

Napomena. Adjungovani parovi (3:2:1) daju novi adjungovani par

(A, I): He=" K xI kojim se dokazuje da kategorijaX ima konacne proizv:

Kako izgleda D(I)? Moze se zamisliti da funktor D samo
dodeljuju domene pojedinim ¢évorovima relacione strukture I. S obzirom
D cuva proizvode, strelice kategorije T postaju projekcije i znacdajno
uotiti postojanje tri morfizma q, r, s data komutativnim dijagramima
(3:2:4).
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3:2:4. (i) Ako je X —» Y strelica kategorije T, komutira dijagram

DX x DY = DX
1

p J ;

DY

(ii) Ako su X — Y i X-Huy-z strelice kategorije T, tada je

DX — > DY
! ]
r
XxDY —-— === DY x DZ
' 4 . l
DY — ~= D7

(iii) Ako su X —» Y i YV — Z strelice kategorije I. tada je

DY
' :
\ g

DX X DV - = = = » Y x DV — DZ

‘t/
DV

étq je direktna posledica stava 3:1:12.

3:2:5. Prosirenja su one prirodne transformacije e: R ——- D kategorije

CR;¢ D) ¢ije su sve komponente ey RX —s DX, X je objekt kategorije I.

monomorfizmi.

3:2:6. Lema. Komponente prosirenja su monopodobjekti odgovarajudih
slika pod funktorom D.

Dokaz: S obzirom da domen~funktor D: I —— % duva proizvode,

D(s;p xi) = Dx1 X DX2 X DX3 X ene

i imajuéi u vidu da je e: R —= D prirodna transfbrmacija. komutira ju.

za svako 1, dijagrami (3:2:7) gde su esupX i e, monomorfizmi za svak
i i
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esup}{i
supX. R(supX. ) 2 » D(supX.)
s | | i
i i i
(3:2:7) p Rp Dp
' y °X, {
Xl . RXl - _ o= DXi

Stavljajuci A:sup{Xﬂ; monomorfizam m = e , definise monopodobjekt

sgpxi
m: RA —> DX, x DX2 X .... I vise od togé, za svaku strelicu X —s Y,
vazi (Df‘)eX = eY(Rf). S obzirom da su XY —» X i XY — Y strelice
trivijalne strukture T, njihove slike pod funktorom D su projekcije
jer je

DXe—DXY £ DX x DY —— DY

a slike pod funktorom R restrikeije tih projekeija, . jer su €ys Sy i

eXY monomoriizmi.

3:2:8. Funktor R: I — K, je relacija sa I-strukturom ako postoji

u (ZEIiD) prosirenje.e: R —» D, D je domen-funktor.

r
{

2
Ovako definisane relacije cine kategoriju "R = (&LQKI,D)

relacija sa strukturom I i domenom D, podkategoriju kategorilje (Tﬁ;i,D).

3:2:9, I-morfizam f: X ——> Y uloﬁen_je u relaciju R ako i samo ako

komutira dijagram

' RX
Rp
(3:2:10) ‘KR\\“\\\f
£ R -
v w/
Y Ry~ TPy

gde su px:;fzu——a-x i pY:TT-——qb'Y , T-morfizmi. Morfizam f je ulozen

u RA, A je objekt kategorije I, ako i samo ako postoje T-morfizmi
A - X i A — Y takvi da komutira dijagram (3:2:10) ako se u njemu
T zameni sa A.
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3:2:11. Stav. Relacije sa strukturom I i domenom D i prirodne transfor-
macije t: R—>» S, takve da je teR = es, za prosirenja eR: R ——== D
i e 5 —» D, ¢ine podkategpriju.gk:= 5{$¥I,D) kategori je (TKI$ D).

U kategoriji Q, vaze sledece osobine:

(a) Neka je e: R —— D proSirenje. Svaki I-morfizam f ulozen je u

relaciju R.
(b) ProSirenja T-morfizama su restrikeije projekeija.
(c) Domen-funktor déuva krajnji objekt, kadgod krajni objekt u I postoji

(odgovarajuéa komponenta prosirenja je jedinstvena).

Dokaz. Direktnim kategorijskim argumentima proverava se da je dobro
definisana podkategorl ja.Kompozicija morfizama je kompozicija prirod-
nih transformacija,a komutativnost teR = es dokazuje da je t dobro
izabrani morfizam. I identicna prirodna transformacija 1: R —=> R
zadovol java uslov 1eh = &R, | |

(a) S obzirom da postoje T - morfizmi 77 —= X i T —= Y komutiraju

di jagrami

X RX.
(3:2:12) £ \R\\\x T ;:HHH&H“*u KT
/ |

Y

¥
Y RY

gde je drugi dijagram slika prvog funktorom R. ( i visSe, slika prosirenje

eR. )

(b) Ako je A = XY, s obzirom da je DA = DX x DY odgovarajucée projekei je
su Dpy: DA —» DX i DpY: DA ——» DY, a preslikane funktorom R,
Rpy: RA —— RX 1 Rpy: RA — RY. Pro3irenje e: R —>» D transformise

projekeije na sledeéi nadin

(Dpx)eA § ex(Rpx) i (DPY)eA'= eY(RpY)
gde su €10 €y Sy monomorfizmi te su, zaista RpX i RpY restrikei je,
redom projekeija DpX i DpY. |
(e¢) S obzirom da domen-funktor cuva proizvode i imajuéi u vidu da jJe

proizvod (limes) prazne familije u I krajnji objekt L bide D(} ) krajnj:

56




ITT-11

objekt u ¥ .0Otuda, postoji jedinstveni morfizam m: M —-> D(L) za
svaki X, -objekt M, i prema tome jedinstvena !l ~komponenta e : R(1}) —=
svakog prosirenja eR.

3:2:13. Lema. Morfizam (e Y: RX x RY —— DX x DY je monomorfizam.

x' Sy

Dokaz. Neka su m,,m,: M —-> RX x RY dva razlicdita morfizma i neka jJe
(ex,eY)m1 =_(ex,eY)m2. Za projekeije qy: DX x DY —— DX 1

. . F - - T-V
Qy: DX x DY —— DY bice qx(ex,eY)m1 = qx(ex,eY)m2 i sliéno za Y

ayley,epim, = qY(ex,eY)me, tako da komutiraju pravougaonici u dijagran

°x
RX . _ » DX
ffffffffffjf TPX . | 9%
(3:2:14) M ——2 RX x HY » DX x DY
X’eY)
Py Oy
A
RY - > DY

Iz komutativnosti trouglora u gornjem dijagramu sledi €yPyll, = €yDyll,

i erYme a s ob21ro¢ da su ey i ey monomorfizmi bice

Pylll = Dyllly: M —= RX
me1 =me2 M a3 RY,
Tz univerzalnosti proizvoda RX x RY sledi egzistencija jedinstvenog

morfizma m, = m.-:

1 5t M—— RX x RY , te je (ex,eY) monomorizam.

3:2:15. Stav. Postoji jedinstveni monomorfizam m: R(XY) —— RX x RY.

Dokaz. Konstrukecija morfizma m sledi iz egzistencije "projekcija"

Py R(XY) ——> RX 1 Py* R(XY) — RY. Iz osobina prirodne transformac
e: R —~— D, sledi da je eyPy = Qyeyy i ?YPY = Qyeyy gde je eyy XY-K
ponenta transformacije e, eyy’ R(XY) > D(XY) = DX x DY te se mogu

razmatrati(komutativni)dijagrami (3:2:16).Iz osobina proizvoda -
(DX x DY, €y Dy erY) sledi da je ey jedinstveni morfizam takav da

Kako je e

X

komutiraju odgovarajuéi'dijagrami. Ali, (ex,eY)m.= e

XY’ XY
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monomorfizam, mora biti 1 (ex,ey) monomorfizam, odnosno m Je monomor-

fizam. Zaista,za date morfizme m M —>» R(XY) za koje vazi

m.,:
172
mn, = mm,, bice (ex,eg)mm1 = (ex,ey)mm2 sto implicira m, = m,, jer je

eyyfly = ey, gde je'EXY monomorfizam.

(3:2:16) RX = DX
A A
Py % ay
(ey,e)
R(XY) M o R x RY X X > DX x DY
Py L exy y
RY _ ~ DY
Y

3:2:17. Lema. Neka je t: R ~~ S morfizam u . I-morfizam f: X — Y
ulozen je u R i u S tako da je

S(f)tx = tyR(£),

S5 _ R, .5 _ _R
eXtX = €y } eYtY = ey .

Dokaz je direktna posledica komutativnosti dijagrama (3:2:18):

N

£l (1)

@

et

DY

gde Je komutativni trougao (i) prosirenjima eR i es preslikan u
odgovarajuce komutativne trduglove, ¢iji su odgovarajuéi vrhovi po-
vezani komponentama prirodne transformacije t. |
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3:2:19. Stav. Za kategoriju I = (FG =) relacija R: I =~ k. odrede~
na je na jedinstven nacin ako je poznat morfizam grafova
h: G — UX. |

Dokaz. Na osnovu adjungovanog para funktora (F,G):fg ~ ki
morfizam h: G —= UJ¥ ,prosiruje se na jedinstveni funktor

H: FG — UJY . Zatim na osnovu Stava 3:1:8. funktor H prosiruje se
do jedinstvenog funktora R: FG _-——e;sg tako da vazi (3:1:9) od-
nosno RQ = H, sto je i trebalo aokazati.

U slededem stavu data je interpretacija sistema relacija
povezanih datim uslovon.

3:2:20. Stav. Neka je D: I ——K domen-funktor i neka je dat funktor
F: JxI —>¥, gde je J proizvoljna mala kategorija. Ako za sva-
ki J-objekt j postoji proSirenje e’: F(Jj,-) —=> D tada funktor F
odreduje J-familiju relacija u kategoriji ¥ .

Dokaz. Funktor F(j,-) preslikava relacionu strukturu I u kategoriju
J, a s obzirom da postoji proSirenje eV F(j,-) —— D, bice
F(j,~) objekt kategori je & . Par adjungovanih funktora u kategoriji

((= x I),(=)D): Fot M4
ima za svaku kategoriju ¥ iz Hal kojedinidni dijagram (3:2:21)

Kojim je definisan novi funktor F*: J'—-—erfi;, a time i zeljena
J-familija relaci ja.

(3:2:21) F*
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3:2:22. Primer. Neka je J kategorija generisana grafom

w

0 — 1 e 2 e, — ] —me NI+ —— ..

Tada funktor F: J-—m-—aqKI odredu je faﬁiliju funktora i pri-

rodnih transformacija, predstavljenih u obliku niza
F'(0) == F (1) == F(2) == ..o~ (n) === F (n+1) —= ... £ (W)

a 5 obzirom da za svaki objekt n kategorije J postoji prirodna

n

transformacija tj. prosirenje e': F'(n) — D, ocigledno je

te familija relacija.

3:2:23. Primer relacione strukture. Ako je trivijalna relaciona

struktura definisana polazedi od uredajne relacije "inkluzija"

na partitivnom skupu troelementnog skupa X, Y, Z ,a graf G,
dodavanjem novih strelica XY —» 7 i Z — ¥, relaciona struktura
moze se prikazati u obliku slededeg usmerenog grafa
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3:3. Operacije u kategoriji R

3:3:1. Projekeije relacije R kategorije & ,sa proSirenjem e:7 ——> D,
definisu se kao slike odgovarajuéih projekeija relacione strukture.

I pod prosirenjem e.

3:3:2. Proizvod dve relacije ,odredene prosirenjima eR: R—-=Di1

eS: S —> D, u oznaci

eRxeS: RxS —sD

definisan je odgovarajudéim komponentama prosirenja:

(eR X eS)(X):= (eﬁ, ei): RX x SX —=DX.

3:3:3. Za dati par I-strelica Y ——> X <& 2 funkcionalno
spajanje morfizama £ i g , u oznaci R(Y) %y R(Z), Je vlaknasti
proizvod para & -morfizama (Rf, Rg) uX.

3:3:4. Za dve relacije R i S,odredene proSirenjima e™: R —>» D i

es: S —> D, funkcionalno spajanije relacija, u oznaci R¥ S —— D,

definisano je sa .
(R % S)(X):= RX =., SX

DX
- odnosno, kao vlaknasti proizvod para morfizama (e;,eg) u kategoriji X .

3:3:5. Kompozicija relacija R(XY) i R(XZ) u kategoriji skupova

definisana je sa

R(YX)oR(XZ) = { (y,x,2): (y,x)e R(YX) i (x,2) eR(X2)} .

Jednostavnim kategorijskim argumentima moZe se proveriti da su sve
uvedene oﬁeracije dobro definisane, i ako se zatvorenost operacija
prosiruje do . “

Sledeéim stavom pokazana je ekvivalentnost kompozicije 1 funkcionalnog

spajanja para projekcija, u Kategoriji skupova.
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3:3:6. Stav. U kategoriji skupova ¥ . kompozicija relacija R(XY) i R(XZ)

je funkeionalno spajanje (do na komutativnost) para projekei ja

Py Ay

R(XY) > R(X) ¢ R(XZ).

Dokaz. U dijagramu (3:3:7) vlaknasti proizvod para morfizama (px,qx)'

oznacen je sa

R(XY) ¢ R(XY) o R(XZ) : % R(XZ)
PXY X Ty7

i predstavlja skup svih parova (rT,rz) takvih da r1e:R(XY), PEEER(XZ) i

Pyl'q = AyF»-

(3:3:7)
R(XY)ﬂxﬁ(XZ) —» R(XZ)
r
XZ
r
XY
v N 4 R
R(XY) > R(X)
Py

Odigledno to je podskup kartezljanskog proizvoda R(XY) x R(XZ) koji

ima Zeljenu osobinu vlaknastog proizvoda. Zaista, za dati par funkeija
ki M —> R(XY) i h: M ——> R(XZ) za koji je pyk = gyh funkeija

reM —> R(XY)GXR(XZ) moze se definisati sa r(w) = (k(w).h(w)), weM

i slédeéi dijagram (3:3:7) jednostavno se proverava trazena osobina uni-
verzalnosti. S obzirom da su Py 1 ay projekei je R(XY)GXR(XZ) sastoji

se od svih trojki (x,y,z) takvih da (x,y) € R(XY) i (x,z) € R(XZ) od-
nosno (x,y,z)¢e R(XY) e R(XZ). |

3:3:8. Stav. Ako postoji I-morfizam £: X —> Y tada je
R(X) ¥y R(Y) = R(Y).

Dokaz. Dovoljno je pokazati da morfizam r: R(Y) — R(X) ®y R(Y), koii
je definisan di jagramom vlaknasog proizvoda (3:3:9), izomorfizam.
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R(Y)
{:\
‘~r -1
.
‘\::L \

—

(3:3:9) R(X) Xy R(Y) > R(Y)
| Rf" *

Py RF

R(X) . 3> R(X)

Relacija Pyl = 1R(Y) je ocigledna a relaeija rPy = 1R(X) x R(Y) doka-
zuje se posebno, dokazujuéi prvo da je prmonomorfizam, Neka su
Pyl N::::;R(X)-ﬁx R(Y) takvi morfizmi da je Pyl = Py5. Tada je
R(f‘)pYr1 = R(f‘)pYr2 te je, s obzirom da je R(f‘)pY = py, tacna relacija
Pyl'q= Pyl's- Par morfizama

Pyr'y = Pyt N R(Y)

Pyl'y = DPyl'nt N—> R(X)

daje dve strane komutativnog kvadrata (3:3:10) , te na osnovu definici je
vlaknastog proizvoda postoji jedinstveni morfizam N —— R(X)'*X R(Y),
odnosno r, = r.,. Znaci Py Jje monomorfizam.

N > R(Y)
(3:3:10)
\ Jr
R(X) —— R(X)

Ostaje da se pckaze da je rpy = 1. Neka je suprotno, rpy £ 1. Kako
Je Py monomor{izam i Pyl = 1, iz PyPy # Py sledi Py # Py sto je
kontradikeija. Otuda rpy = 1, te je r: R(Y) ——— R(X) *y R(Y) izo-

morfizam. -

3:3:11 .Posledice.

(a) R(X) %, R(X) = R(X)
(b) R(X) x_ R(T) = R(T)
(e) R(L) % R(Y) = R(Y).
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Strelice izmedu objekata R(YZ), R(Y) Xy R(Z) i R(Y) x R(Z) u

kategoriji K opisane su slededim stavom.

3:3:12. Stav. U kategoriji X postoje slededi jedinstveni morfizmi:

g: R(YZ) ~mmmmee > R(Y) xyR(Z)
k: R(YZ) wemmeee » R(Y) x R(Z)
“hi R(Y) %y R(Z) ————-m=v R(Y) x R(Z),

takvi da je hg = k, 1 svi su monomorfizmi.

Dokaz. Imajudéi u vidu univerzaln;st proizvoda i vlaknastog pro-
izvoda i njima odredenih morfizama, mogu se formirati komutativni
dijagrami (3:3:13) koii olakSavaju pradenje dokaza. Postojenje
morfizama g, k i h sledi iz jedinstvenosti redom objekata

R(Y) x R(Z), R(Y)'xx R(Z) 1 R(Y) x R(Z), a komutativnost tro-
ugla hg = k, dokazuje se jednostavnom proverom.

~|— — — = R(Y) x R(Z) Gy
\ ¥ / r
R(Y) —— R(X)
Py
(3:3:13)
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Komutativni dijagram vlaknastog proizvoca R(Y)-ﬁx R(Z) daje uslov

(1) QyS = pyr, |

te iz uslova pypy = AyPy: R(YZ) —> R(X), na osnovu osobine univer-
zalnosti, sledi postojanje jedinstvenog morfizma g:R(YZ) —— R(Y) Ky |
za koji vaze uslovi

(ii) rg = Py » S& = Pg.

Egzistencija i jedinstvenost morfizma h: R(Y)-aex R(Z) R(Y) x R(Z)

sledi iz konstrukeilje proizveda (R(Y) x R(Z), e rz) pri ¢emu su

ispunjeni uslovi
(iii) Pyry = Qyohy, riho=r, roho= s,
Sliéno,koristedi jos jednom univerzalnost proizvoda R(Y) x R(Z), pos-
toji jedinstveni morfizam k: R(YZ) —> R(Y) x R(Z), tako da je
(iv) r.k = py, rk = p,. |
Tz uslova (ii) i (iii),rzhg = py.=rki imajuci u vidu da su morfizmi
h,k i g jedinstveni, hg = k, 3to je i trebalo dokazati.

Ostaje jos da se pokaZe da su h,k i g monomorfizmi.
U Stavu 3:2:16. pokazano je da je k monomorfizam. S obzirom da je
hg = k, g je monomorfizam. Direktnom primenom definicije monomorfizma
1Myt M= R(Y) 3%, R(Z)
dva razlidita morfizma, ali takva da je hm, = hm,. Iz ovog uslova sledi
(V) pyrmy = Dyrly, qysiy = qysmy,

jer je pyrmy = pyrqhm, = pyrihm, = pyrm,, i slicno qysm, = qysm,.
Iz (i) 1 (v) i jedinstvenosti konstrukeije vlaknastog proizvoda

R(Y)

pokazuje se da je i h monomorfizam. Neka su m

Ry R(Z) sledi m, = m,. Dakle, h je monomorfizam.

3:3:14, Stav. Neka su u kategoriji I date strelice X LN . A Y,
a: A —— B. Tada lanac strelica u I

W—>A—>B—s ||

-

indueira, za svaku relaciju R, lanac morfizama (x)

g, h
ROF) —RE5 RO~ ROO %, RO —B— R(X) #, R(Y) —2—> R(OOx

za koje vazi
mg, = 8p» 8ghp = K = gjh,
gAR(t) ~ tAs EBH(t) = tB.
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Dokaz. Morfizmi gﬂ’gB’hA’hB’k uvedeni su u Stavu 3:3:12. gde je poka-
zano da su monomorfizmi i da je g, = gghp = k.Morfizam m definise se
iz uslova univerzalnosti posmatranih vlaknastih proizvoda, Sto je

jednostavno uociti u sledelem dijagramu

//?? R(au)
R(u
R(X)-ﬁ- R(Y) ————ahﬁ(x;-x* R(Y) Thhhhhﬂar;;;;HhH‘HMT“ R(B)

\ \ /R(av)
R(Y)

Iz jedinstvenosti morfizama: m, gy 8g i njihove konstrukeije sledi
mg, = gp. T Je pocetni objekt u I, te postoji morfizam t: T — XY,
a imorfizmi x: W —> X, y: ¥ —— Y tako da je

R(u)R(x) = R(v)R(y),

te postoje jedinstveni morfizmi tys R(T) =====> R(X) %, R(Y),
tg: R —ww-- > R(X) %y R(Y), pri demu je

Koristeéi argument slicdan onome u dokazu Stava 3:3:8. da se pokae
da je h monomorfizam,moze se pokazati da su m, ty» tg monomorfizmi.

Napomena. 3:3:14:a. Lanac strelica odigledno se nalazi u kategori-

ji K ,i nije u opStem sludaju direktna slika nekog niza morfizama
1z relacione strukture. Ipak, on inducira uredajnu relaciju defini-
sanu izmedu specificnih objekata kategori je EKf(rezultata operaci je
spajanja ) i1 polaznih objekata iz slike relacione strukture , R(1)
nad kojima se vrse posmatrane operaci je. | |
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3:3:16. Stav. Neka su X i Y objekti kategorije I, a R relacija u .
Tada je

R(X) * R(Y) = R(X) x R(Y).

Dokaz. Treba dokazati da je dijagramom (3:3:17) dat vlaknasti proizvod
para morfizama k: R(X) ———R(L) i h: R(Y) — R(W). |

R(X) x R(Y) » R(X)

(3:3:17) | k
W WV

RCY) h > R{1L)

Ali, R je funktor koii duva krajnji objekt, R(4) ==L&5e se dokaz svodi
na kategorijski poznatu cinjenicu da je vlaknasti proizvod nad parom
strelica ¢iji je zajednidki kodomen krajnji objekt kategorije, pro-
izvod domena tih strelica.

Ako je posmatrana kategorija, kategorija skupova, vazi

R(X) x, R(Y) = R(X) x R(Y).

3:3:18. Stav. Za svaku relaciju R kategorije R ,

R(YZ) = R(Y) g R(Z) ako i samo ako postoji u relacionoj strukturi T
bar jedna od strelica X —a Y, X e Z,

Dokaz. Neka postoji u kategoriji (ne smanjujuéi opstost) morfizam

X — Y. Vlaknasti proizvod R(Y) ®, R(Z) definisan je na slici funkto-
rom R,para I-morfizama Y —-= X «—— Z te vazi u I izomorfizam X ¥ Y.
Otuda, na osnovu Stava 3:3:6.za svaki ® ~objekt R bide

R(Y) %, R(Z) ¥ R(X) %, R(Y) ¥ R(Y). Takode, postoje u I strelice

Y s YZ (3:1:14) i YZ — = ¥ (projekcija) koje daju izomorfizam

Y = YZ édnosno, za svaku relaciju R, R(Y) ¥ R(YZ). Otuda je za svaku
relaciju R, pod uslovom da postoji jedan od morfizama X —s Y t].

X e Z, R(Y) %y R(Z) ¥ R(YZ).0Obrnuto, neka graf G ima samo tri cvora,
nema strelica i “neka je R(XYZ) = (x,y,2): x®+y2=z1,2z=0 .Tada je

R(XY) ¥y R(YZ) # R(XYZ).
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3:3:19. Stav. Operacija funkcionalnog spajanja (pod uslovom da je

definisana) ima sledecde osobine:

(a) R(X) R(X) = R(X) (idempoténtnost)

¢

(b) R(X) *, R(Y) = R(Y) R(X) (komutativnost)

.y
A
() (RX) %, R(Y)) %, R(Z) = R(X) %, (R(Y) %, R(Z))

("visestruka" asocijativnost)
(d) (R(X) *®, R(Y)) x—_ER(Z) = R(X)

("sukcesivna" asocijativnost)

%y (R(Y) o R(Z))

(e) (RIX) %, R(Y)) wy R(Z) = R(X) %, R(Z) (apsorpeija)

(£) (R(X) x R(Y)) %, R(Z) = (R(X) %, R(Z)) x R(Y)

*a
(proizvod i spajanje)

Dokaz.Osobina (a) je posledica Stava 3:2:9., a osobina (b) je posledica
simetrije di jagrama vlaknastog proizvoda. |

(¢) Neka su date I-strelice X — A, X —= B, X ——= C. Vlaknasti
proizvod morfizama RX —- RA, RY — RA, RZ — RA moZe biti kons-
truisan kao iterirani objekt (R(X) e R(Y)) %) R(Z) ,odnosno

R(X)-xh (R(Y) , R(Z)) kao 3to je to prikazano dijagramom

R(X) %, (RO %y R(2). — R0 %, KD
h“‘HTL:JE
h =k ‘\I‘-\... . |
(3:3:20) (RO x, R(D) x, R(Z) - R(2)
l \,
R{X) X, R(Y) > R(Y)

: A v
R(X) > R(A)
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Visestrukom primenom cinjenica o univerzalnosti konstrukeije vlak-
nastih proizvoda, Sto je sve ilustrovano dijagramom (3:3:20), poka-
zuje se da postoje jedinstveni morfizmi

o h
R(X) xA(R(Y).xA_R(Z))-izk = (R(X) x, R(Y)) x, R(Z)

takvi da je hk = 1 i kh = 1, gde su sa 1 oznaceni identicni mor-

fizmi na odgovarajuéim objektima.

(d) LCijagram (3:3:21) prikazuje konstukciju morfizama s i r za koje
treba pokazati da su kompozicije rs i sr identicni morfizmi na odgo-

varajuéim objektima:

R(A) R(B)

Gornji dijagrami sadrze u sebi slededa funkcionalna spajanja:
(i) (R(X) Xy R(Y),PA,SA) za par morfizama (fA’gA)’ fﬁrA = 8pSp

(11) (R(Y) xg R(Z),rp,sp) za par (fh,85), forp = g55;

BB~
(1ii) ((RQO Xy R(Y)) Xp B(z),p1,p2) gde Je f,p, = &)I'pPs;
(1v) (R(X) =, (R(Y) x5 R(2)),8,,8,) gde Je fgs,a, = 8-

Kombinovanjem ovih vlaknastih proizvoda dobijaju se traZeni

morfizmi i neophodni uslovi, kao $to sledi u dokazu.
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Iz uslova spajanja (iii) i (iv) sledi egzistencija jedinstvenih mor-
fizama
p: (R(X) %, R(Y)) %, R(Z) - R(X) #, R(Y) 1

q: R(X) y (R(Y) ¥y R(Z)) -*R(Y) *p R(Z).

Otuda,vaze sledece komutativnosti

V) ryp = pyy 3P = rppy, 1

(Vi) sAq2_= PBq, SBS = q1.

Za par morfizama (PAQE,Q) iz uslova (i) i (vi) sledi f,r,q, = &,rgq 3
a taj uslov implicira egzistenciju jedinstvenog traZenog morfizma

r: R(X) X, (R(Y)-*B R(Z)) ————=- - (R(X) *h R(Y))-xB R(Z), sa osobi-
nama

(vii) Pir = I'pdy; Por' = Q.

Analogno iz uslova (ii) i (v) sledi egzistencija jedinstvenog morfizma
st (R(X) %, R(Y)) % R(Z) ~—=——> R(X) %, (R(Y) x5 R(Z))

uz uslove

(viii) QS = Pyy SpPy = q4S. |

Sada, iz uslova;(vi), (vii) 1 (viii)‘sBp2:= Q48 = S5AS = SgP,r's, a iz
(v), (vii) i (viii) ryQs = P4r = r,Dr = r,q.sr, odnosno bide

-

SpPoI'S = SpPs 1 r'pQusr = r'ydse S obzirom da su morfizmi r i1 s jedin-
stveni sledi rs =11 sr = 1, 8to je i trebalo dokazati.

Poslednji stav sugerise generalizaciju operacije funke
cionalnog spajanja na sukcesivno funkeionalno spajanje (odnosno,suk-
cesivni viaknasti proizvod) i kao njegov specijalni slucaj, visSestruko
spajanje. Osobina (¢) tog stava definiSdviSestruko spajanje kao limes
di jagrama oblika |

X
(3:3:22) \\\\\!l
' A

a osobina (d) definise sukcesivno spajanje kao limes dijagrama oblika

(3:3:23) |
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xn _Xn+1
\ //;
Ann+1

X, %
(3:3:23) \ / \
A2 Ayg -

Preciznije,

3:3:25. Za datu kolekeiju I-strelica oblika (3:3:23) sukcesivno
funkcionalno spajanje, u oznaci

( 3 R(IXJ): j=1,2,... ; r,: .Qé R(X.) -——Q-R(Xi), i=1,2... )
A.. J toa., J

J3+1 3341
je objekt kategorijeX, zajedno sa femilijom morfizama } r'ils (o1 5
takav da: Prvo, komutiraju dijagrami (3:3:26)(i) za svaki indeks i=1,2,...
1 Drugo, za datu kolekeiju morfizama m, : M-———9~R(Xi), i=1,2,...
takvu da komutiraju dijagrami (3:3:26)(ii), postoji jedinstven: morfizam
t: M——o 6 R(X,) takav da je ,za svako i=1,2,... ; rit = m,, kao sto

J
je prikazano trouglom (iii).

. . 1
R(X ;) > R(X, ) M —> R(X, )
l (1) l (i1) l
RCX, ) > R(A,; ) R(X,) —— R(A,, )
(3:3:26) M m----E-----¢®n(xj)
r.
3

R(Xi)

3:3:27. Za dati skup I-morfizama fi: Xi-——m-A visestruko funkcionalno

spajanje je objekt kategorije 3 , oznaden sa
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(9 R(X %R(Xj)———-}R(Xi), i=1,2,...), pri demu je

J)’ P!
Prvo, R(fi) = R(fi+1)ri+1, i=1,2,...51

Drugo, za datu familiju morfizama m,: M-———}-R(Xi) za koju je

, postoji jedinstveni morfizam t: M ———— ), R(Xj),

Mry = Bialia 3

takav da Je rit = m, .

3:3:28. Stav. Sukcesivno i viSestruko spajanje su dobro definisani
(objekti kategorije 3 ) limesi dijagrama (3:3:22) 1 (3:3:23).

3:3:29. Stav. Kategorija X ima sukcesivna spajanja ako 1 samo ako
poseduje funkcionalna binarna spajanja, za sve posmatrane parove objekata.

3:3:30. Napomena. JTako rezultati operacija u nisu uvek slikn
nekog objekta relacione strukture funktorom R, odnosno moglo bi

se reéi pro3irenjem e posmatrane relacije R, rezultat se nalazi u
Sirem okviru - vrsti funktorske kategorije u koju je ulozeno
funktorom ulaganja. U odeljku 3:5. biée pokazano pod kakvim struk-~
turnim predpostavkama vaze ovakve c¢injenice za operaciju spajanja,
tj. kada je rezultat operacije spajanja slika nekog objekta ka-

tegorije I funktorom R.
Odvajanje strukture relacija u posebnu kategoriju, od

njene konkretne interpretacije omogudava razmatranje odnosa

(morfizama) izmedu razliitih relacija, njihovih razliditih projek-

cija 1 rezultata pojedinih operacija.
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3:4. Promena domena. Funktor evaluaci je

3:4:1. Funktor D: T —— ¥ ,uveden je kao funktor koji odreduje do-
mene ovorova relacione strukture I. Promena domena je prirodna mono-
transformacija p: D —.D", gde je D': T —— ¥, ,takode domen-funk-
tor. Prirodna transformacija p odreduje funktor

F: ERﬁRfI,D)-——~>*?u}L(I,D“)

ko ji proéirenje'e: R —— D preslikava u vertikalnu kompozicilju

transformacija pe: R——>» D".

3:4:2, Stav.. Za funktor Fp:ﬁQRKI,D)=———a-3L3b(I,D‘) postoji adjungo-
vani funktor Gp: ﬁgREI,D)-——ﬁ}GRJQ(I,D‘), definisan pridruzivanjem

peR D
G
t D" P_ £ 3 b
. {
3 D eR & /
R'IL H‘ xD-u D

Dokaz. Funkcionalno spajanje relacija definisano je u 3:2:4. Medu-
tim,tako definisano spajanje je funktor, te je neophodno definisati
kako taj funktor preslikava I-strelice i njihovu kompoziciju. Neka
je f1 X — Y proizvoljﬁa T-strelica. Morfizam-(R~xD,D)(f) odreden
je konstrukeijom odgovarajuéih vlaknastih proizvoda u domenu X i ko-
domenu Y i njihovom univerzalno3du, kac Sto se lako prati na dija-
gramu (3:4:4). Sada je

(R 2 D)(£): (R % D)(X) —> (R ac—D..D)(Y)
i direktno se moZe pokazati da funktor duva kompoziciju I-strelica,

odnosno
(R % D)(£g) = (R ®,:D)(f) (R %,.D)(g).
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DX - > RX

RX ¥

D*X Z

(3:4:4)

Funktor Gp pridruZuje prosirenju R —— D' prosirenje R xDQD-———y D
u kategoriji relacija fROb(I,D). Ko-jediniéni dijagram adjungova-
nog para (Fp’Gb) ima slededéi oblik

(3:4:5)

D
- 4
_—

A *D’D A 3¢

t

E
R

3:4:6. Napomena. Funkcionalno spajanje relacija (3:2:4. i 3:4:3.)

dobro je definisano. Adjungovani par (&,P):Ji——imikf*'éh stepenova-
njem sa I postaje adjungovani par

( I I) 1

AL,PT): T — (TRT%**)I = (:R;)ﬁélf_

Iz ovako posmatranog adjungovanog para sledi egzistencija funktora

R xD..D: I —'X .
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3:4:7. Stav. Neka je data promena domena p: D —— D° 2za kategoriju
A(D):= R,(I,D). Tada, postoji monada M = (GF,y, ,G&F) u katego-
riji®.(D) i postoji jedinstveni funktor K: R (D) — (GK(D))

gde je (GR(D))M Kleisli-jeva kategorija monade M, tako da Je

M
=G i KF = F
GI:K P | P

Dokaz. S obzirom da svaka adjunkcija definiSe monadu (1:4:8.) 1
ad jungovani par (Fp,Gp,q_,E;) definisade monadu M u R (D) na sledeci
nadin: Gpr: R (D) — R (D) je endofunktor definisan tako da

morfizam R —— S preslikava u prirodnu transformaciju

R ¥ .D—=—358 %D (3 4:2), Jjedinica adjunkcije je n 1 —> Gpr’

definisana sa rL(D) ¥y D, a ROJedinlca £ : FpGp-——> 1

pogodnom horizontalnom kamp021cljam postaje prirodna transformaclja

M= - F
M= Ge For (GF )2 > GoF ) -

Zakl jucak stava je da postoii jedinstveni funktor K,

takav da komutiraju dijagrami:

RUD) —mmmBeemy (3 (DM
A A
(3:4:8) FM GM
| Fp Gp p P
W N
(D) = 2. (D)

Taj je zakljudak posledica stava o poredenju adjungovanih parova
sa M-algebrama (S.MacLane /1971/,str.138) na osnovu koga je funktor K
definisan sa | |

K(R) = (G (R), ) = (R %¥..D, G &

P "R D D S)

K(R —> S) = Gp(t) (R %y D, Gpa-; ) ———> (S aeDuD Gch,S).

Jednostavno je proveriti da je K dobro definisan funktor, Jedinstve-
nost funktora K sledi iz &injenice da obe posmatrane adjunkeije imaju
istu jedinicu 7 i da se na jedinstven nadin odreduje odgovarajuda
algebra.
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3:4:9. Stav. Za kategoriju relacija R = GLREI’D) postoji funktor

evaluaci je definisansa

Ve Qx I (XL D)
i to na objektima R
. | o
veeR: R —=5 D, X) = (R(X) —Z> D(X))

V(p: R—— S, f: X — ¥) = (S(f)py = pyR(): R(X) — S(Y¥)),
ili u skracenom obliku
"V(R,X) = R(X)

Vip, f) = S(f)px = DYR(f).

Dokaz. Morfizam u domenu funktora V je par (p, f) gde je p prirodna
transformaci ja za koju komutira dijagram(3:4:10) i f: X —- Y jJe
strelica relacione strukture I.

S
(3:4:10) &R lﬁ

Otuda, V je dobro definisan funktor, cuva kompoziciju i jedinicu,
Sto se direktno proverava. Zna¢i, V je funktor. Dobra definisanost
sledi iz komutativnosti dijagrama (3:4:11)

RY
R(f) R\“\ | Py

(3:4:11) s(f)pxszR(f)
RY mereeinom s s e o e e e e e > SY
\\}%b\\\u J//,f’é?;;
eR SX e§
X
v W
DX DY
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3:4:12. Lema. Neka je e: R—3D prosirenje iz kategorije A . Tada
je limR = (R(T), v), limD = (D(F), p),gde su ¥ : AR) >~ R i
W :AD(@F) —> D prirodne transformacije i postoji jedinstveni

morfizam lime = eﬁ:

: 1imR ——> 1im D takav da je polime = ed.

Dokaz. S obzirom da je T podetni objekt relacione strukture I i prema
tome jedinstven, svaki funktor R: I — 3, ima limes, naime limR = R(¥)
i oligledno, limD = D(¥). Iz definicije limesa i limitirajuéeg konusa

sledi komutativnost dijagrama

D(F) 3 > D
(3:4:13) ﬁ.e,rl | le
R(T) \);. > R

gde je e =lime i a: R (I D) —— (}xy D) di jagonalni funktor.
Jedinstvenost morfizma e sledi iz univerzalnosti konusa ¥ i .

3:4:13. Lema. Za svaki R -morfizam p: R - S postoji jedinstveni
‘¥ - morfizam limp: limR ——> limS takav da je lime’p = lime limp = lime,
gde su e i e' prosirenja redom funktora R i S.

Dokaz. AKo se u dijagraﬁu (3:4:13),umestolrelacije R posmatra relacija
S, dijagram de takode, komutirati. S obzirom da je prosirenje p pri-
rodna transformacija izmedu relacija R i S, povezivanjem odgpégrajuéih
dijagrama, jednostavno se uocava zakljucak leme.

3:4:14. Stav. Neka je E: R
cija sa I-strukturom i domenom D u kategoriju % LLD. Neka je za
svaki I-objekt A definisan funktor HA' R —— K4D sa

3@~LD funktor ulaganja kategorije rela-

Hy: (62 R —>5) | ' > (t,: E(R)(A) —> E(S)(A),

za bilo koji®R -morfizam t:R —ws S,

Tada je ko-limes funktora E par (D, VR) gde je D domen-
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funktor, a vR: E(R) ——> D je prirodna transformacija.

Dokaz. Za svaki I-objekt A, par,'(D(A),eiz HA(H)-—*—%-D(A)) definisan
za svaki & -objekt R,ko-limes je funktora Hh, i za bilo koji I-morfi-
zam f: A —> B komutif_a dijagram

R
EA '
Hy (R) > D(A)
(3:4:15) H, (£) D(f)
h '3 \'4
Hy(R) - > D(B)
°B

Neka je L: I —— XV D funktor i neka je Wp ! E{(R) —— L prircdna
transformacija definisana za svaki ® -objekt R i takva da za bilo koji
morfizam t : R —— S, wSE(t) = W,. Tada, za svaki R -objekt R i sva-

ki T-objekt A komutira dijagram

R*

H,(E) = E(R)(A)

(3:4:16) 7

L(A) E(t)(A)

| WS(A) W
HA(S) = E(S)(A)

Na osnovu definicije ko-limes, za svaki objekt relacione strukture I,
postojli jedinstveni morfizam s(A): D(A) ——= L(A) takaﬁ da Jje
S(A)vaA) = S(A)BE = Wp(A), za svaku relaciju R. Oigledno, s jJe
prirodna transformacija iz domena D u limes L i sﬁR - W, , Sto je
trebalo dokazati. | |

Nﬁpdmena. U kategoriji skupova, kolimes funktora ulaganja kategorije
relacija sa I-strukturom u kategori ju (3’¥LD) je domen-funktor D

zajedno sa familijom prirodnih transformacija VR: R —— D. Funktor
HA Je tzv. hom-funktor (S.Maclane /1971/ str.35 ) posmatran u ovim

specifidnim uslovima.
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3:5. Dekompozicija relacija 1I1-33

3:5:1. Definieija. Pro3irenje e: R ——= D iz kategorije® :jLKEI,D)
c¢uva limes funktora V: G ——> I, ukoliko su ispunjeni uslovi:

(L1) Ako je Y:AlimV —-» V limes funktora V, tada je
R(3): ARQimV)—=> RV

limes funktora RV: G ——=¥X.
(L2) Postoji mono-prirodna transformacija 4 1imRV

(L3) evR(Q) ¥ €y imy

C1imv

> DV, tako daje

3:5:2. Stav. Prosirenje e: R —> D duva binarne fibrirane proizvode

za one parove J-morfizama X —— A ¢«—— Y za koje je A # 1. 1 postoji
bar jedna od I-strelica A —— X ili A —> Y.

Dokaz. Stav je neposredna posledica stavova 3:3:14. i 3:2:23.

3:5:3. Posledica. Ako su {x1, ST R {',‘f1, Yopeues ¥
D Cuva vlaknaste
proizvode, i ako cuva binarni vlaknasti proizvod za par objekata

{ XjXpe - Xy Y1Y2...'Yhﬂ tada e duva i vlaknasti proizved kolekcije
(X,,%,, .0, ., Ty

kolekeije objekata za koje prosirenje e: R

Dokaz sledi indukeijom, primenjenom nz sluca] izlozen u Stavu 3:5:2. .

'3:5:4, Neka /X%Y/ oznacava sledeci uslov za par objekata X, Y rela-

cione strukture I:

(3Z L)X —Z&Y).
Neka jednostavnosti radi U(x):= X, X je I-objekt, slika G-objekta x
pod funktorom G. ‘

3:5:5, Stav. Proéirenje'e:ﬂ-——l+~D cuva vlaknasti proizvod (limes)

funktora U: G —> I za one i samo one familije I-objekata za koje
vaze uslovi: “
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(1) Za svaki par I-objekata X i Y za koji je inf)X,Y3 # %, i

vazi jedan od uslova /X»Y/ odnosno /Y=X/.

(2) Ne postoji konadna podkolekcija oblika { Z,, Z,y Y, Yoyeer, ¥ 3
takva da za svako k,1. = 1,2 : i,j = 1,2,...n vazi uslov /Yi%-Yj/ a
ne vazi /Y% 2Z [/ ine vazi 1T, % 2,/

Za dokaz stava neophodne su dve leme.

3:5:6. Lema. Neka je Y familija I-objekata koji ispunjavaju uslov

. (1) stava 3:5:5. 1 neka postoji konadna podfamilija od X  oblika

datog u uslovu (2) stava . |
Tada, za familiju objekata X , 1imRU(X ) # RlimU( X).

Dokaz. Neka je G graf-kategorija dobijena kada se kategorija generi-
sana familijom X, zaboravnim funktorom preslika u kategoriju grafova.
Neka Je X = Z(Y1,...,Yn). Ako bi A bio element zatvorenja, postoji
I-objekt Z takav da

i ;—-e}'r1 —>U ¥, —> X — A,

te vaii uslov /Yﬁ*ﬁ/ Sto je kontradikeija predpostavei
leme. Slicno,ne moZe biti /Y %B/. Znaci ni A ni B ne pripadaju za-
tvorenju. Cinjenica da nisu ispunjeni uslovi /A% B/ i /BxA/ i
predpostavke leme daju_uslov inf A,B = ) te Jje binarni vlaknasti pro-
izvod, na osnovu Stava 3:3:6 ,R(4) X, R(B) = R(A) x R(B). Zato je,

14mR(V) = R(A) x R(B) x R(L Y. Y ),

2
R(1imV) = R(ABY1Y2...Yn), dakle bice 1imR(V) # R(1limV).

3:5:7. Lema. Pod uslovima Stava "3:5:5. za bilo koja dva I-objekta
A i B postoji I-objekt C i podkolekcije A = Ao, A1, ceay An =C
iC = BO’ B1’ ceuy Bm = B, takve da je / A*A /, /B.XB

i-1 3 T3+ 1
indekse i = 0,1,2,...,n~1; j = 0,1,2,...,m 1.

Dokaz. Indukeijom na broj "meducbjekata" izmedu A i B (na osnovu (1)),

odnesno na najmanji broj objekata A = YO’Y1""’Yk =z B takvih da je
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/Yi*Yj/ za sve i,J = 1,2,...,k. Ako Je k = 1, Y = B i ocigledno,
B = C. Neka je rezultat tadan 2a sve k¢ i-1. Na osnovu induktivne
predpostavke postoji objekt Y' sa "meduobjektima" do A i do
Yi—1' Ukoliko je /Yi:? B/ , dokaz je kompletan. Ako nije, neka je
/B*%Y, ,/ i neka se izmedu Y i Y, , nalaze C'= Up,...,0.= ¥; 4. Ako
za neko i vazi uslov /U B/ moZe se staviti C = C*, i dokaz je
kompletan. |

| U suprotnom, dokaz dalje sledi indukeijom po j. Naime,
postojl neko k J_::a-_. J tako da je /B*U-kJ/ i s'kup I-objekata |
{Uk ye J3y U j'?‘. ispunjava trazene .uslove. .-k -3 .= r rezultat je neposre-
dan dko se stavi k, = n: Neka je ispunjen uslov /B»U, ‘+1/ i neka
familija objekata L  ispunjava takav uslov za svaidi par svojih
elemenata. Iz predpostavke, k j+1; j+1. Postoje I-morfizmi takvi da
vazi uslov /U U, ./ te se na osnovu leme 3:4:22. primenjene na

J- i+ - ..
familiju {UJ,B,UR_ R ,UJ+1}, moZze javitl jedan od sledecih
J+

sludajeva: (1) /Um* B/, j¢<mg kj+1 s (41) /Um* UJ./, Jj< mékjﬂ ;

/ (iv) /U= B/.

J

Prvi i posledniji uslov su u kontradikeciji sa pred-
postavkom (2) Stava 3:5:5. koja je data i u ovoj lemi. U drugom i
tredem sludaju, na osnovu induktivnih predpostavki k y = j. MozZe se u
slucaju da ne postoje I-morfizmi takvi da je /U.% B/, za svako 1,
stavljajuéi j = 1, primeniti C = B.

(1ii) /B%U‘j

Dokaz Stava 3:5:5. Neka je X familija I-objekata za koju vazi

uslov (1) . Na osnovu uslova (2) Stava, postoji I-objekt Z, takav da
postoje I-morfizmi takvi da je ispunjen uglov /21* X/, za svaki objekt
X familije X . Ako to ne bi bilo tadno, neka je Z, objekt takav da
vazi uslov /Z,% X/ za maksimalan broj elemenata familije X i neka je
Z, takav I-objekt da ne vazi uslov /Z,% 7,/ Tada postoji,na osnovu

1/ i /2% 22/,
Sto je kontradikeija maksimalnosti broja objekata X za koje postoje

leme 3:5:7..,takav objekt Z da su ispunjenii uslovi /Zx Z

I-morfizmi /Z,% X/. Tako se familija X mofe urediti u niz I-obje-
kata X.l, xz,...,xn,... tako da je /Xi* XJ/ za sve i< j. Indukci jom
na broj i, na osnovu 3:5:3 ;imajudi u vidu da je limitirajudi

konus funktora U dat prirodnom transformaeijom ¥ :AlimU £ AUX —» U,
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bide limes funktora RV: G — K odreden sa

(3:5:8) R(W): &OR(QimV) T AR(UX ) © AlimRV ~—— RV.

S obzirom da je e: R — D mono-prirodna transfor-
macija, za svaki I-objekt A, e p* RA —— DA je monomorfizam u'l .,
Kako je i 1imV objekt kategorije I, postoji monomorfizam

e\limv : R(limV) —= DV, 1 na osnovu (3:5:8)
€1imy 1imRV —— IiV, te _je ispunjen uslov (L2) definicije 3:4:17.

S obzirom da su pod uslovima Stava ispunjeni uslovi (L1) i (L2) defi-
nicije 3:5:1. komutiraju slededi dijagrami -

(3:5:9) ADIimy —20) -~ DV
A }
X le
A llmev.. A el imV_ '
1limV AlimV —— e ¥ AlimRV 2 AR(1imV) = RV

f v o -~
| ya .

W AW AS. |

mI

za bilo koji IG_- morfizam AW ——V i E}(,I—morf‘izam AS —- RV.
Tako je ispunjen i uslov (L3) definicije 3:4:17,

evR(Q) ¥ A elimVD(\?) =4 lime,.
Obrnuto, ako prosirenje e:R —== D duva sukcesivni
vlaknasti proizvod za familiju I-objekata X , treba pokazati da
su vazedi uslovi (1) i (2) Stava. Predpostavljajuéi suprotno, neka
uslovi (1) i (2) ne vaZe. Ako ne vasi uslov (1), e ne duva vlakna-
ste proizvode na osnovu Stava 3:5:2. , a u sluéaju da ne vazi uslov

(2), e ne ¢uva vlaknaste proizvode na osnovu Leme 3:5:5.
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Napomena. Ideja o mono-epi faktorizaciji i njenoj vezl sa oCu-
vanjem nekih limesa (S.Mac Lane /1971/, L.Coppey & R. Davar-Panah
/1975/) bila je podsticaj za proucavanje odnosa limesa nekih
funktora 1 prirbdne transformacije -prosirenja.U relacijskom modelu
podataka inspirisanom aksiomima Armstrong-a /1974/ (A.V.Aho, C.
Beeri & J.D.Ullman /1978/ J.Rissanen /1979/) proucavana je nezav1snost
komponenti relacije u smislu moguéih "prirodnih" razlaganja. Stavovi
3:5:1. 1 3:5:2. predstavljaju i sustinska i kategorijska uopéteﬁja
tih rezultata.

J.E.Fried i R.Wiegandt /1982/ proudavaju odredene faktorizaci je
u svojim apstraktnim relacionim strukturama. Ali to su u stvarl
pOdObJEktl i kolicénik - objekti kompletnih mre’a sa strelicama ko je

duvaju beskonacne supremume i glavne ideale, a ne razlaganje u ovde

definisanom smisliu.
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