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Matematika je kraljica nauka,
a teorija brojeva kraljica matematike.

K.F.Gaus(1777-1855)
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1. Uvod

Broj je osnovni pojam u matematici. Drugim re¢ima, pojam broja ne objasnjavamo koristeci
druge jednostavnije pojmove. Pocev§i od prvog razreda osnovne pa kroz srednju skolu i kasnije na
fakultetima upoznajemo se sa viSe skupova brojeva. Najpre je to skup N, prirodnih brojeva. Potrebe
prakse zahtevaju da taj skup prosirimo do skupa Z, celih brojeva, zatim skupa Q, racionalnih brojeva,
skupa R, realnih brojeva i kona¢no skupa C, kompleksnih brojeva. U radu su navedene jednacine koje
opravdavaju takva prosirenja.

Kada govorimo o jednom skupu brojeva nauc¢imo i binarne operacije u njemu. Svojstva tih
operacija prenosimo i na ostala proSirenja. Govorimo o principu permanencije.

U uvodnom delu je navedeno $ta je sustina (temelj) svake matematicke teorije (aksiome i osnovni
pojmovi). Za istu teoriju temelji mogu biti razli¢iti. Navedena su dva pristupa izgradnje teorije prirodnih
brojeva. Nisam se upustala u detalje. To bi mogla biti tema posebnog rada. Skup Z, celih brojeva, sadrzi
N kao pravi podskup. Od skupa N je nasledio asocijativnost i komutativnost sabiranja i mnoZenja.
Logi¢no je $to Z ima i dodatne osobine. Zbog toga je, izmedu ostalog, i formiran.

Zbog nemogucnosti reSavanja jednacine a- X =b zaa# 0 u skupu Z izvedeno je novo proSirenje
do skupa Q. O ovom skupu je reéeno nesto vise jer to zahteva nastavni plan matematike u osnovnoj i
srednjoj Skoli. Objasnjeni su postupci kojima decimalne brojeve piSemo u obliku razlomaka. To su
¢injenice koje mogu shvatiti uc¢enici osnovne $kole. Zbog toga treba insistirati na njihovom razumevanju i
potpunosti.

U nastavku izlaganja je pokazano da +/2 ne pripada skupu Q i da dijagonala i stranica kvadrata
nisu samerljive duzi.

Skup Q, iako svuda gust, ima odredene manjkavosti. Drugim re¢ima, brojna prava na kojoj smo
predstavljali racionalne brojeve ima 3upljina. Ne mozemo u skupu Q resiti jednaginu x> = 2 i sl. Zbog
toga je uveden skup iracionalnih brojeva, |. Navedeni su primeri koji pokazuju da je skup | beskonadan.
Skup R, realnih brojeva, je unija disjunktnih skupova Q i I. Kao i kod ostalih brojnih skupova postoje
razliCiti pristupi (temelji) izgradnje njihove teorije. Odabrala sam metod prihvatljiv za ucenike srednje
Skole. Navedene su aksiome uredenog polja ( R, +, -, < ). Koriste¢i te aksiome u osnovnoj, a zatim i u
srednjoj Skoli nau¢imo teoreme o ekvivalentnim jednacinama i nejednacinama. Znacajne nejednakosti u
skupu R, pojam korena, stepena sa realnim eksponentom, logaritma itd. Nastojala sam da deo izlaganja
bude prihvatljiv za osnovce i srednjoskolce gde se pomenuti sadrzaji predaju. Na kraju rada sam navela i
odredena tvrdenja potrebna za pocetne korake u Analizi 1 i njenim primenama.U literaturi koju sam
koristila mogu se naci izlozeni sadrzaji, i mnogo vise od toga.

Prijatna mi je duznost da se zahvalim mentoru rada prof.dr. Aleksandru Lipkovskom, redovnom
profesoru Matematickog fakulteta, Univerziteta u Beogradu. Zajedno smo odabrali temu, profesor je
svojim primedbama doprineo da ubrzam pisanje rada i da kvalitet izloZenog bude §to bolji.




Master rad — Uvodenje realnih brojeva u osnovnu skolu Marina Kovacevic¢

1.1 Istorijski pregled razvoja pojma broja

Razumljivo da se brojevima prvo nazivaju prirodni brojevi 1, 2, 3, ... Ostali brojevi su kasnije
tekovine ljudske kulture. Medutim, dok se razlomci i raunanje razlomcima nalazi ve¢ u papirusu, dotle
negativne i imaginarne brojeve ne nalazimo ni kod Grka ni Arapa, a u Zapadnoj Evropi ovi brojevi sti¢u
pravo gradanstva tek u 17. veku. Ukoliko se nailazi, pri reSavanju jednaéine, na negativne brojeve,
nazivaju ih ,,apsurdni brojevi“ , a slicno se i kompleksna reSenja nazivaju ,,sakrivena reSenja®“ . Za
Lajbnica su imaginarni brojevi ,,uto¢iste Bozjeg duha®, ,,medubice, izmedu bica i nebi¢a®. Isto tako ni
Grei ni Arapi ni evropski matematicari srednjeg veka ne smatraju nulu brojem i ne uzimaju je kao reSenje
jednacine.

U tom pogledu daleko je naprednija induska kultura. Indusi za negativne brojeve imaju i poseban
znak: tacku iznad broja. Naziv za pozitivne i negativne brojeve imaju znacenje imetka, odnosno duga.
Zbog poznavanja relativnih brojeva i operacija sa njima, Indusi imaju umesto Diofantova tri pravila za
reSavanje kvadratnih jedna¢ina samo jedno takvo pravilo. Isto tako, Indusi imaju za nulu poseban znak,
$to je 1 omogucéilo doslednu izgradnju pozicionog sistema pisanja (celih) brojeva, jedne od najvecih
tekovina ljudske kulture (naime, kad nema jedinica odredene klase na odgovarajue mesto stavlja se
nula).

Uvodenje negativnih i kompleksnih brojeva proisti¢e iz nastojanja da se uspostavi jedan opsti
stav za sve algebarske jednacine: da ova jednacina ima onoliko reSenja koliki je njen stepen. Zatim, za
uvodenje negativnih brojeva od velikog je znacenja bila Dekartova analitiCka geometrija, jer je bilo
prirodno da se od pozitivnih ordinata i apcisa prede na negativne.

Za afirmaciju kompleksnih brojeva znacajan je Gausov pronalazak grafickog predstavljanja
kompleksnih brojeva, pofetkom 19. veka, kao tacaka koordinatne ravni (Gausova ravan), jer je na taj
nacin kompleksnim brojevima prvi put dao neko realno tumacenje.

Za afirmaciju negativnih brojeva znacajniji su radovi velikih matematicara 17. 1 18. veka. Za
zasnivanje teorije negativnih brojeva znadajna je zasluga Henkela (1839-1873). Za zasnivanje teorije
kompleksnih brojeva znacajniji su radovi Hamiltona (1837), Kronekera (1887), Henkela (1867), koji je
uspostavio princip ,,permanencije‘.

lako Grci, do Diofanta, ne smatraju razlomke brojevima nego vise mnozinu delova jedinice ili
kao odnos celih brojeva, kod Diofanta nalazimo shvatanje razlomaka kao brojeva, jer reSenja mnogih
Diofantovih zadataka koji se odnose na ,,naci broj* jesu razlomci.

Drugacije stvar stoji sa iracionalnim brojevima ¢ija istorija po¢inje sa gréckom matematikom. Grci
su, naime, otkrili nesamerljive veli€ine (na primer, jo§ u Pitagorejskoj Skoli otkrivena je nesamerljivost
dijagonale i stranice kvadrata), kojima kao mere odgovaraju iracionalni brojevi, i razvili uenje o tim
veli¢inama, ali oni u stvari nisu dosli do pojma iracionalnog broja. Naprotiv, Euklid kaze, u knjizi
»Elementi“: ,,Nesamerljive veli¢ine ne odnose se jedna prema drugoj kao brojevi“. Diofant pri reSavanju
kvadratnih jednacina postavlja uslov da diskriminanta bude potpuni kvadrat.
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Na Zapadu se prvo znalo samo za korenske iracionalitete koji sli¢no negativnim i kompleksnim
brojevima dobijaju nazive ,,nemi brojevi® .

Svaki racionalan broj je reSenje neke algebarske jednacine, npr. broj g je resenje jednacine gx —

p = 0. Ali i svaki iracionalni broj oblika korena V/a je resenje algebarske jedna¢ine X" — a = 0. Postavilo
se pitanje ima li iracionalnih brojeva koji nisu koreni nijedne algebarske jednadine s racionalnim
koeficijentima. Da takvi brojevi postoje dokazao je prvi Liouville (1844), zatim Cantor (1874). Takve
iracionalne brojeve jo§ Lajbnic naziva transcendentnim veli¢inama. Nasuprot njima, brojevi koji su koreni
bilo koje algebarske jednacine s racionalnim koeficijentima nazivani su algebarskim brojevima.

Aritmeti¢ke definicije 1 teoriju iracionalnih brojeva daju tek Kantor i Dedekind definiSuci
iracionalne brojeve prvi pomoéu tzv. fundamentalnih nizova, a drugi pomocu tzv. preseka u skupu
raconalnih brojeva.

Interesantno je da Egipc¢ani raunaju samo sa razlomcima ¢iji je brojilac uvek jednak 1, tako da

razlomak mogu da oznace jednostavno na taj nacin da iznad imenioca stave, kao znak da se radi o

111

razlomku, jednu tacku. Sve razlomke oni svode na takve razlomke, npr. 1% =1 TS

Pisanje razlomaka na taj nacin da se brojilac stavi iznad imenioca potic¢e od Indusa koji imaju za
sve Cetiri raCunske operacije s razlomcima pravila sli¢na dana$njim. Ovaj nacin pisanja doSao je preko
Arapa u Zapadnu Evropu. Odvajanje brojioca od imenioca crticom nalazimo prvi put u ,,Liber abaci“
(1228.) Leonarda iz Pize.

Interesantno je da Diofant pri mnoZenju razlika upotrebljava nazive ,,dodavajuéi” i
,,oduzimajuéi*“ brojevi i daje pravila za mnoZenje ovih brojeva sasvim sli¢na pravila o predznacima pri
mnozenju relativnih brojeva, no ipak kod njega ne postoji pojam negativnog broja, jer on pri tom operise
sa razlikama kod kojih je umanjenik vefi od umanjioca. Kod Diofanta, kod Arapa, kao i kod
matematicara srednjeg veka na zapadu ne postoje negativna reSenja jednacina.

1.2 Vazniji logi¢ki momenti u matematici

Formalno logic¢ko zaklju€ivanje, kao i rezultati istrazivanja u matematici formuliSu se u stavove.
Matematika je deduktivna nauka, tj novi stavovi se izvode iz ve¢ poznatih zaklju¢ivanjem na osnovu
pravila formalne logike. U logici izu¢avamo pravila izvodenjem novih sudova, na osnovu poznatih. Pri
tome je vazna forma, vrsta sudova, a nije bitan konkretan sadrzaj tih sudova. Zato govorimo o formalnoj
logici.

Primer 1: Ako nemamo predstave o pojmu realne funkcije, Sta znaci neprekidna, a Sta
diferencijabilna funkcija, mozemo zakljuciti da ova dva suda:

1) Sve neprekidne funkcije su diferencijabilne.
2) Neke neprekidne funkcije nisu diferencijabilne.

ne mogu biti oba tacna. Netacnost iskaza 1) utvrdujemo tako sto navedemo primer funkcije koja jeste
neprekidna, ali nije diferencijabilna. Takva je npr. funkcija

6
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f(X) =Vx wutackix=0.
Primer 2: Posmatramo ova dva iskaza:

1) Svaki paralelogram je centralno simetricna figura.
2) Pravougaonik je paralelogram.

Svako, ko i ne zna sadrzaj pojmova paralelogram, pravougaonik i centralna simetrija, izvodi tacan
zakljucak.

3) Pravougaonik je centralno simetricna figura

U primeru 2. je naveden skup od tri iskaza, gde iz prva dva, koje zovemo premisama, izvodimo
zakljucak, odnosno treéi iskaz. Takav skup zovemo silogizam.

Bitno je ista¢i da se formalno-logi¢kim zaklju¢ivanjem ne utvrduje apsolutna ta¢nost treCeg suda
u silogizmu ve¢ samo to da je on istinit ako su takve premise. Ako su premise u silogizmu dobijene kao
zakljuécei nekih prethodnih silogizama, jasno je da se pitanje istinitosti izvedenog suda prenosi na
istinitost premisa ovih silogizama itd.

Aksiome i osnovni pojmovi. U matematici se novi stavovi izvode logickom dedukcijom iz
prethodnih, ovi iz njima prethodnih itd. Prema tome, pre svake dedukcije treba imati neke unapred zadate
stavove iz kojih bismo izvodili nove. Ove poCetne stavove zovemo aksiomama. Zato kazemo da su
aksiome polazni stavovi svake matematicke discipline, koji se uzimaju kao istiniti bez dokaza.

Za jednu matematic¢ku teoriju treba da je dat odreden sistem aksioma za koji su utvrdeni precizni
uslovi koje moraju ispunjavati. Svi ostali stavovi te teorije su logi¢ka posledica utvrdenog sistema
aksioma i zovu se teoremama. Obrazlaganje tacnosti tvrdenja teoreme logickim zaklju¢ivanjem primenom
aksioma i prethodno dokazanih teorema zovemo dokaz teoreme.

Da bi bilo jasno sta iskazuju aksiome i teoreme kotistimo, osim obi¢nih termina iz zivota, i
struéne nazive prisutne npr. u matematici. Kratko re€eno, moramo znati o ¢emu govorimo. Recenice
kojima odredujemo znacenje i sadrzaj pojmova su definicije tih pojmova.

Primer: Za prirodan broj p kazemo da je prost, ako ima tacno dva delioca, p i 1.

U ovoj definiciji prostog broja se pominje strucan termin delilac. Njega definiSemo pomocu
drugog pojma. Vidimo da u jednoj matemati¢koj disciplini za sve koriS§¢ene pojmove ne mozemo dati
definiciju. Neke od pojmova uzimamo kao polazne, primarne, osnovne. Drugim rec¢ima, znacenje takvih
pojmova uzimamo poznatim. Svi pojmovi koji nisu osnovni zahtevaju definiciju. Zovemo ih izvedeni
pojmovi. Definicija je ispravna, ako, izmedu ostalog, sadrzi samo osnovne pojmove i pojmove prethodno
definisane.

U jednoj matematic¢koj teoriji moZzemo govoriti o dokazu u strogom smislu samo ako je za tu
teoriju postavljen sistem aksioma i osnovnih pojmova. Ako je ovaj uslov ispunjen, celokupna teorija je
logicka posledica tog sistema.
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1.3 Zasnivanje teorije prirodnih brojeva

Zasnhivanjem neke nauc¢ne teorije zovemo naucni postupak postavljanja temelja te teorije(sistem
aksioma i osnovni pojmovi). Treba naglasiti da sistem aksioma i pripadaju¢ih im osnhovnih termina u
jednoj matematickoj teoriji nije uvek jednoznacno odreden. Aksiome mozemo zameniti ekvivalentnim
aksiomama. Kazemo da su aksiome A i B ekvivalntne u odnosu na sistem S ostalih aksioma ako se iz
sistema koji ¢ine A i S moZe izvesti B i obrnuto.

Navescu kratko dva nacina izgradnje teorije prirodnih brojeva.
1) Ovaj nacin je postavio italijanski matematicar i logi¢ar Peano.

Definicija: Skup prirodnih brojeva je neprazan skup N za ¢ije elemente n i n’ postoji odnos “ n’ sledi n” i
tacne su aksiome:

1) 1 je prirodan broj.
2) Svaki prirodan broj n ima sledbenika n’ = n+1.
3) n’# 11j. 1nije sledbenik ni za koji prirodan broj n.
4) Akojen’=m’, onda jen=m,tj. dva prirodna broja su jednaka ako su jednaki njihovi sledbenici.
5) Aksioma indukcije: Ako neki skup M koji sadrzi prirodne brojeve ima ove dve osobine:
1) 1eM,
2) Ako je n bilo koji prirodan broj iz M implicira n’ € M, onda je M = N, tj. skup M sadrzi sve
prirodne brojeve.

Koriste¢i navedeni pristup mogu se definisati operacije sabiranja i mnozenja u skupu N, a zatim navesti
osobine tih operacija.

2) U srednjoj, delom i u osnovnoj $koli, ucenici se upoznaju sa pojmom funkcije, bijekcije,
operacijama sa skupovima pa im je jasna ova:

Definicija: Za skupove A i B kazemo da su ekvivalentni i pisemo A ~ B ako postoji bijekcija f sa skupa
A na skup B.

Koriste¢i navedenu definiciju, kao i steCena znanja o relacijama, inverznoj funkciji i
slaganju(kompoziciji) funkcija ucenici za vezbu mogu pokazati da je definisana relacija jedna relacija
ekvivalencije.Prema tome, moZemo, U smislu uvedene relacije, posmatrati sve skupove ekvivalentne
zadatom. To su klase ekvivalencije. Za dva ekvivalentna skupa kazemo da imaju isti kardinalni broj.
Prazan skup ima kardinalni broj 0. Ako sa n(A) oznac¢imo kardinalni broj skupa A onda je:

n(@)=0;
n{0} =1;
n{0,1} =2;
n{0, 1,2} = 3; itd.

8
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Operacije sabiranja i mnozenja u N, ako imamo u vidu ovaj pristup, definiSemo kao kardinalne
brojeve od A U B, gde su A i B disjunktni za slu¢aj sabiranja, odnosno kardinalni broj Dekartovog
proizvoda A x B kod mnoZenja. Osobine operacija se izvode koriste¢i osobine operacija sa skupovima.

2. Metodicki pristup obradi teme “Uvodenje realnih brojeva u
osnovnoj skoli”

Sa pojmom realnog broja uéenici se prvi put sre¢u u sedmom razredu osnovne Skole. Do tada su
upoznati sa skupom N,prirodnih brojeva, operacijama i jedna¢inama u tom skupu. Skup Z, celih brojeva
je, po planu, na pocetku Sestog razreda. Novi pojmovi su negativan broj, apsolutna vrednost, suprotan
broj, uporedivanje brojeva u Z, brojevna prava. Pri izlaganju ovih sadrzaja voditi raCuna o preciznosti,
postupnosti i ta¢nosti. Definicije treba da budu ispravne, u jezickom, logi¢kom 1 matematiCkom smislu.
Tako, npr. naglasimo da apsolutna vrednost celog broja a, u oznaci |a| je pozitivan broj ili nula sa
osobinom:

|a|_{ a, a=0
—a, a<0

Od ucenika mozemo cuti npr. apsolutna vrednost moze biti plus ili minus $to je, naravno,
pogresno. Isticemo da suprotni brojevi a i —a imaju istu apsolutnu vrednost pa npr. jednacina |x| = 8 ima
reSenja X = 8 ili x = -8. Iz primera koje navedemo mozemo resiti jenacinu |2x — 7| = 5.

Naravno, pazimo, (za sada) da reSenje bude ceo broj. Isto tako, isticemo da apsolutna vrednost celog broja
nije negativan broj. Prema tome, jednacina |x| = a ima reSenje samo za a = 0. Ako je taj uslov ispunjen,
ona je ekvivalentna sa x = a ili x = -a.MoZemo navesti i jednostavne primere nejednacina: |x| <5, x| >
7,15l

Kada govorimo o operacijama u skupu Z, na nivou osnovne $kole, istaknemo i trazimo da ucenici
zapisu pravila za sabiranje, mnoZenje i deljenje dva cela broja istog znaka i suprotnog znaka. I pored
insistiranja da je npr. zbir dva negativna broja negativan, a proizvod i koli¢nik pozitivni, cu¢emo izjave :
Minus i minus daju plus. ”, “ Plus i minus daju minus. “ i sl. Ovakve izjave ispravljamo navode¢i da je
zbir dva negativna broja negativan, a njihov proizvod pozitivan.

Kada govorimo o oduzimanju, u pocetku to svedemo na dodavanje broja suprotnog umanjiocu.
Kasnije to, kada ucenici savladaju tehniku, mozemo izostaviti.

Sa skupom pozitivnih razlomaka, decimalnih brojeva, pretvaranju jednih u druge, ucéenike
upoznamo u drugom polugodistu petog razreda. Ako smo dobro savladali deljivost u skupu N, prirodnih
brojeva, pokazuje se da u ovom delu nema poteskoca.

U Sestom razredu uéenike upoznamo sa skupom Q, racionalnih brojeva, pa napisemo da je :

Q={2aezb en}.
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Ovo je matematicki zapis definicije koju navedemo. Dobro je da istu ucenici zapiSu u sveske.
Ovde se pokaze da trud koji smo ulozili u petom i poc¢etkom Sestog razreda, kada smo radili cele brojeve,
se isplati viSestruko. Najpre, na primerima, a zatim u opStem slucaju navodimo osobine operacija
sabiranja, oduzimanja i mnozenja u skupu Q. Neke od tih osobina su poznate i prenesene prvoizNuZ, a
zatimiz Zu Q.

Kada uspesno zavrSimo $esti razred, ocekuje nas skup R, realnih brojeva, ve¢ na poéetku sedmog.
Ova nastavna tema je podeljena u vise nastavnih jedinica. U udzbenicima (9., 10., 11.) koje sam koristila,
izlaganje pocinje sa kvadratom racionalnog broja(sto je potpuno opravdano). Obzirom da je ucenicima
poznat obrazac za povrsinu kvadrata i povrSinu kocke, mogu na primeru odrediti povrSinu kvadrata ako

a€ {5cm; 2dm;0,4m, ... }.
Kako bi izlaganje bilo jasno i ucenici motivisani da prate nastavu, na pocetku casa treba ponoviti:

1) Definiciju skupa Q;
2) Pravila za proizvod dva racionalna broja istog znaka;
3) Komutativnost i asocijativnost proizvoda.

U glavnom(centralnom) delu ¢asa navodimo definiciju kvadrata racionalnog broja a.
Slede primeri tipa:

Popuni prazna mesta u tabeli:

Tabela treba da sadrZi odredene vrednosti za a € Q, npr. a € {5; -8; %; 0;1;0,3;2 i} zatim —a, a?, (-a)z,

2
lal, lal®.
Ako je zadatak, uz pomo¢ nastavnika, reSen, onda mozemo zakljuciti:

1) Kvadrat racionalnog broja nije negativan broj.
2) Suprotni brojevi imaju jednake kvadrate, (-a)? = a2
3) Jednakost |a|’= &’ je tatna za sve brojeve u tabeli( kasnije se pokaze da vazi Va € R).

Ucenicima predlozim da sve brojeve u tabeli koje smo dobili racunanjem razlikujemo od zadanih, npr.
zaokruZivanjem.

Kako bismo upoznali osobine kvadrata racionalnog broja, mozemo resiti zadatke tipa:
Ako su x i y zadani racionalni brojevi, zapisi:

- kvadrat zbiraod x iy, (x + y)?;

-zbir kvadrata od x iy, x%+ y?;

-kvadrat proizvoda od X iy, (x - y)?;

10
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-proizvod kvadrata od x iy, x? - y?;
-kvadrat kolicnika odx iy, y# 0, (x : y)?;
-kolicnik kvadrata odx iy, y # 0. x* : y?;
AKo je, npr. x =14,y = -7, na¢i svaki od navedenih izraza. Ima li medu njima jednakih?
Ako su a i b racionalni brojevi i b # 0, onda je:
1) (a-b)?=a’ b
2

2 =
Zbog simetrije jednakosti, ove formule mozemo procitati i primenjivati u oba smera. Koriste¢i tu
¢injenicu, mozemo izracunati:

1) (-8-5)%
2) (034
3) 16%- (0,25)%

282
4) (_7)2
U cilju uvezbavanja i usvajanja izlozenih sadrZaja, moZemo zadati domacéi zadatak(iz zbirke koju
ucenici imaju). Uobi¢ajeno je da ucenici istog odeljenja, $kole, a u manjim mestima i cele opstine, koriste
udzbenike istog izdavaca. Smatram da predmetni nastavnik treba da je upoznat sa udZbenicima viSe
izdavaca, da predlozi uCenicima dva ili tri 1 da izbor prepusti njima. Zavisno od interesa i strucnog
misljenja nastavnika, moZe se preporuka suziti na jedan ili dva.

Kada savladamo kvadrat racionalnog broja, spremni smo za nastavnu jedinicu ReSavanje jednacine
2
x“=aa =0.

Cas po¢injemo pregledom i analizom domaéeg zadatka(ako je bio zadat), a zatim ponovimo definiciju
kvadrata racionalnog broja sa naglaskom da je a®? > 0, zaa € Q.

Primer: Odrediti a) obim i stranicu kvadrata povrsine 81 cm?.
b)ivicu i zapreminu kocke povrsine 150 cm?.
Resavanje zadatka se svodi na jedna¢inu a? = 81 pod a, odnosno 6 - a? = 150 pod b.

Prema tome, imamo posla sa jednacinom x2 = a, gde je x nepoznati broj. Obzirom da je x? > 0,
jednacina ima reSenje samo ako je a = 0 $to smo istakli u naslovu.

U obradi i utvrdivanju nastavne jedinice “Kvadrat racionalnog broja” od ucenika bih trazila da u sveske
zapiSu i nauc¢e kvadrate prirodnih brojeva iz intervala [1, 20], (za pocetak).

11
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Ako su to prihvatili, onda zakljucuju da je a = 9 stranica kvadrata i a = 6 ivica kocke u navedenom
primeru.

Imamo posla sa odredivanjem broja ¢iji je kvadrat pozitivan ili nula.

0°=0,v/0=0;
12=1,V1=1;
3°=9,/9=3;

Uvodimo pojam kvadratnog korena iz pozitivnog racionalnog broja. Egzistencija kvadratnog korena iz
broja 2 ¢e biti dokazana kasnije. Tada ¢emo navesti i teoremu koja govori o postojanju kvadratnog korena
iz pozitivnog broja.

Definicija: Kvadratni koren iz pozitivnog broja a je pozitivan broj x Ciji je kvadrat jednak broju a.
Va=xex*=a,a>0,x>0,
Vo =o0.

Na osnovu definicije vidimo da kvadratni koren iz negativnog broja ne postoji u skupu do sada poznatih
brojeva.

Tako, npr. vV—1,v/=2,v=20, ... ,4/—100 nisu definisani u skupovima koje smo do sada uili.
U udzbenicima (9., 10. i 11.) ne nailazimo na zadatke tipa:

*Za koje racionalne brojeve su definisani: Vx, V=x,Vx —2,V5 —2x?
Sre¢emo se sa hovim pojmom (operacijom) kvadratni koren.

Potrebno je istadi:
1. V0=0,

2. Koren iz pozitivnog broja je pozitivan broj.

Primer: Kvadratni koren iz 9 je \JO = 3 jer je 32 = 9.

2
Kvadratni koren iz broja 8 je v/8 koji treba kvadrirati da se dobije 8, tj. v/8 = 8. Definicija korena i niita
drugo.

n u 2 U n u

Izjave “koren i kvadrat se skrati”, “poniStimo koren i kvadrat”, “nestane koren”, “ovo 2 i ovo 2 nema” i
sli¢no, koje ¢ujemo od ucenika, ispravljati u startu.

12
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Primer: Koristedi definiciju kvadratnog korena proveriti:
V256 = 16, jer je 16” = 256

V361 = 19, jer je 19° = 361,

ali iv444 889 = 667 (za ucenike).

Na osnovu definicije kvadratnog korena i pravila za kvadrat proizvoda i koli¢nika, dobijamo:

1. va-vb=+a-b,
va _ |a
2. == [

Primere moZemo uzeti iz zbirki autora udzbenika (9., 10.i 11.).

Primer: Stranice trougla sua =9, b=10ic = 17. Odredi njegovu povrsinu i najduzu visinu.

a+

brc poluobim, onda je P = \/s(s —a)(s—=b)(s—o0).

Akojes =
2

U nadem sluéajujes=18,pajeP =v/18-9-8-1=4/2-9-9:8=+4/9-9-16 =1/9-V/9-V/16 =3-3 -

a'Zh“ dobijamo h, = 8.

4 = 36. NajduZa visina odgovara najkracoj stranici,a=9.1zP =

(Neki od ucenika ¢e odrediti proizvod 18 -9 -9 = 1296, pa nas pitati: “Da li je koren iz 1296
okrugao broj?” i sl. Zato je dobro potkorenu veli¢inu pisati kao proizvod potpunih kvadrata, tamo gde je
to mogude.)

U navedenim zbirkama i udZbenicima se ne insistira na izrazima (vx)? i x. Ako sa izrazima
izvodimo operacije, potrebno je znati znacenje tog izraza, uslove postojanja u skladu sa definicijom i
operacije. Konkretno, (v/x)? je x samo ako je x > 0. S druge strane, x postoji Vx € Q (kasnijeix € R).

Naucili smo da suprotni brojevi imaju jednake kvadrate koji su pozitivni. Na osnovu toga pitanje
redenja jednacine x? = 25 moZe da glasi: Odredi sve brojeve ¢&iji je kvadrat jednak 25. To su brojevi 5 i —

5. Na ovom mestu naglasimo da jednacdina x? = a, za a >0 ima dva redenja: x = Va ix = —/a.
Pozitivno resenje te jednacine je va. Zato va i reenja jednacine x? = a, za a > 0, nisu jednaki skupovi.

Primer za veZzbu za domadi:

2
Restiti jednacine: x> = 49, 5x2 = 80, (x — 1)? = 25, (3x +2)> = 100, (x - %) =2

* Odredititi duZinu stranice kvadrata ¢ija je povrsina 5 cm?.

Redenje: DuZina stranice je pozitivno redenje jednatine a® = 5, tj. a = V/5.
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2.1 Pojam iracionalnog broja

Na pocetku casa, joS jednom, ponovimo definiciju skupa Q . Ovoga puta naglaSavamo da se u
skupu Q nalaze svi brojevi oblika %, gde je a ceo broj, a b prirodan broj. Ovo je prilika da se podsetimo

postupka pretvaranja Cisto perioodic¢nih i mesSovito periodi¢nih decimalnih brojeva u razlomke. To su
decimalni brojevi koji imaju beskonac¢no mnogo cifara iza zareza, pri ¢emu se jedna cifra ili grupa cifara
ponavlja (period).

Teorema: Jednacina x* = 2 nema resenja u skupu racionalnih brojeva.
Dokaz: Najpre pokazujemo:
Lema: Ako je kvadrat prirodnog broja paran, taj prirodan broj je paran.
Dokaz: U matematici ¢esto koristimo sledecu tautologiju:
P=>9e(-ag=-p).
Ova tautologija je poznata pod imenom zakon kontrapozicije. Iskazi p = qi (= q = — p) su iste tanosti.
(a? je paran = a je paran) < a je neparan = a? je neparan.
a=2k+1> a? =4k? + 4k + 1 = 4k(k + 1) §to je neparan broj.
Prelazimo na dokaz teoreme:

Treba pokazati da v2 nije racionalan broj, tj v/2 ne mozemo napisati u obliku razlomka % gde su
m i n uzajamno prosti prirodni brojevi tj. % je nesvodljiv. Pretpostavimo da to tvrdenje nije tacno, tj.
2
V2= %, gde je D(m, n)=1im,n € N. Tada je 2 =% tj m? =2.n2%. Desna strana, 2-n?, ove jednacine je
paran broj. Zato je i m? paran broj.

Na osnovu navedene Leme je i broj m paran, tj. m=2 - a, a € N. Tada iz m? = 2 - n? dobijamo 4
-a?=2-n%tjn?=2 - a? Posto je 2 - a? paran, to je i n? paran. To je, na osnovu Leme, moguce ako je
nparantjn=2-b.

Pretpostavka da je V2 racionalan dovodi do zakljutka da je D(m, n)=2, §to je suprotno da su m i
n uzajamno prosti brojevi.

Sliéno se pokazuje da brojevi /3, \/E V5 + 2, 3 —+/7nisu racionalni.
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Skup iracionalnih brojeva je skup brojeva koje ne mozemo zapisati u obliku razlomka kod koga
su brojilac i imenilac celi brojevi i imenilac nije nula. Dakle, iracionalni brojevi su neperiodi¢ni decimalni

brojevi sa beskonaéno mnogo cifara iza zareza. Takvi su v2,v3,V5,V6,V7, \/E%\/f, \E itd.

Neke od iracionalnih brojeva, konkretno 1, upoznajemo u sedmom razredu. Ostale u srednjoj skoli.
Slededi primeri pokazuju da je skup iracionalnih brojeva beskonacan:

1. Zbir racionalnog i iracionalnog broja je iracionalan.
2. Proizvod racionalnog i iracionalnog broja je iracionalan.

U oba slucaja, pretpostavimo suprotno, pa koristimo da je skup Q zatvoren u odnosu na

sabiranje, mnoZenje i deljenje. Na osnovu toga je svaki broj oblika a + b2 iracionalan, ako su a, b € Q
.Primeri pokazuju da zbir i proizvod dva iracionalna broja moze biti racionalan i iracionalan.

Znaci, skup | nije zatvoren u odnosu na sabiranje i mnozenje.
Primer:
1. a=3++5
b=3-+5

Tadajea+b=6€¢Q,a-b=4€Q.

2. a=+7+4V3
b=/7—mﬁ
Tadajea+ b =4ia-b = 1,tj. oba puta racionalan broj.

3. a=5++3 €l
b=3-+2 €l
a+b=8++3 =2 €l.

I R=QUI
QnNni=09
R\Q=1I

R\ I=Q

15
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Kao primer, moZemo navesti zadatak:
3 V3 . . . .. . .
Iz skupa {Z :0; —V7:0,(56); =574 - 5\/5} izdvoj racionalne i iracionalne brojeve.

Sada mozemo navesti i primere jadnacina Cija su reSenja iracionalni brojevi. Mozemo koristiti
zbirku autora udzbenika (10), str. 11. Zadatak 7.

Ucenicima moZzemo za domaci traziti da iz zbirke nadu i reSe jednaCine ¢ija su reSenja iz skupa Q
odnosno I.

Primer: Koji od sledecih izraza je racionalan, a koji iraconalan?
1. (V5 +3)- (5 - 3)
2. (VZ-3VB +5v50) -9
3. V9+4V5 — V9-445

Ucenicima smo naveli izraze za kvadrat zbira (razlike) ne izvodeéi dokaz u opstem slucaju. Mozemo
resiti primer 3:

Neka je

x=v9+4V5 — J9—45
Tadaje x2 = ( 9+4\/§)2+ (\/9—4\/3)2—2\/9+4\/§ J9— 45

x2=94+4V5+9— 4V/5—-2-/81—-80
x2=18-2=16

U skupu realnih brojeva jednadine x = a, i x? = a? nisu ekvivalentne. Druga od njih ima i reSenje
x = —a koje ne zadovoljava prvu. Zato u startu odredimo kog je znaka x. Ovde je x > 0 pa je x = 4.

Napomena: Akoje y =+v9—4v5 — /9445, ondaje y<0 i y2=16,t. y=—4.

U koris¢enim udzbenicima (9, 10, 11) ¢injenici Va? = |a| nije (po mom misljenju) posveéena
potrebna paznja. To je po planu posebna nastavna jedinica, pa je kao takvu (a narocito zbog kasnijeg
ucenja matematike) treba posmatrati.

Ja? = |a|

Naglasimo i na primerima pokazimo da jednakost vazi za svaki realan broj a.

Primer: Zadat je skup S = {3; —E :0;1—-+/5;0,8; \/§—\/§}
lzdvoj A ={x €S |Vx? = x}

B ={x €S|Vx? = —x} pana¢i AnB.
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Ovog puta naglasimo da izrazi Va2, (\/E)z, a nisu jednaki. (objasniti)
Resimo jednacinu:

a) (2x—-3)2=7
b) Vx2—6+9 =3
c) yx—3)2=3(=)x-3=3vx—-3=-3, x=6Vx=0.

Ovde ucenici ponekad ,,skrate” koren i kvadrat pa dobiju npr. 2x — 3 = 7 za a). Ima i onih koji
startuju ispravno, pa piSu 2x —3 =7 ili 2x —3 = —7, reSe prvu , dobiju x =5, a potom, po njima
poznatoj inerciji, napiSu x = —5 ne reSavajuci drugu.

Kod izvodenja operacija sa realnim brojevima, smatram da na pazljivo odabranim primerima
treba ponoviti sve operacije, ukljuujuci i kvadriranje u skupu Q, a zatim i u R, imajuci u vidu kvadratne
korene.

Ista¢i da: vVa-+vb =+ab , \E = ‘/—‘/E ,vazi za a > 0i b > 0, dok je za sabiranje potrebno poStovati

pravila koja ¢e upoznati kod sli¢énih monoma.
Primer: 2v/5+43V8—-4V80+5V72=2V5+3-2V2—4-4-V5+5-6-1/2 =
= 2V5 + 6v2 — 16V5 + 30v2 = —14v5 + 36V2 .

Uocila sam da ucenici (izgleda da im je tako lakSe) ra¢unaju i ovako.

va? + b? = a + b (posebno u opstem slu¢aju). Manja je $ansa, naroéito ako nastavnik kaze ,,pazi®, da
ée napisati V9 + 16 = v/9 + /16 . Sli¢no je kod korenovanja razlike.

Obzirom da su iracionalni brojevi neperiodi¢ni decimalni brojevi sa beskona¢no mnogo cifara iza
zareza u konacnom rezultatu ih treba ostavljati kao iracionalne. Ako je naglaSeno, kao npr. u udzbenicima
da koristec¢i kalkulator ili tablice, pro€itaju pribliznu vrednost V57 i da rezultat zaokruze na 3 decimale,
onda treba tako i da postupe. Pazimo da u€enicima koji kazu da je npr. V3 = 1,73, @ = 3,14, skrenemo
paznju da je greSka i u ¢emu se ona sastoji. O pribliznim vrednostima iracionalnih brojeva je dovoljno
receno u udzbenicima 9, 10, 11. Izlaganje ovih sadrzaja ne predstavlja ve¢i problem ucenicima.

O predstavljanju realnih brojeva na pravoj mozemo detaljnije govoriti nakon obradenih primena
Pitagorine teoreme. Tada od ucenika mozemo zahtevati da na brojnoj pravoj predstave iracionalne
brojeve V2, V3, 2+/3, V/5, itd. Konstruisati kvadrat ¢ija je povriina jednaka zbiru ili razlici povriina dva
data kvadrata je zadatak koji nalazimo u pomenutim udzbenicima.

Kada su u pitanju konstrukcije mozemo kod ucenika naici na razne poteSkoce. Naglasimo da
konstruktivni zadatak ima 4 etape: analiza, konstrukcija, dokaz i diskusija.

U ve¢ini pomenutih udzbenika su zadati podaci konstantni, sa takvim zadatak ima jedinstveno
reSenje pa su dokaz i diskusija suvi$ni. Osnovni problem je analiza. Pravilno provedena ukazuje na
korake koje treba izvesti u konstrukciji.
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Primer: Konstruisati kvadrat P = 5cm?.
Ako je a stranica kvadrata, a? = 5.

Koristimo li Pitagorinu teoremu potrebno je broj 5 napisati kao zbir ili razliku kvadrata dva (obi¢no)
prirodna broja.

a’?=4+1
a’? =22 +12%,
pa je a hipotenuza pravouglog trougla ¢ije su katetete 2 i 1.

Ukoliko neki od ucenika napise da je

i kaze da je a kateta pravouglog trougla ¢ija je hipotenuza 3, a kateta 2, obavezno ga treba pohvaliti.

Za vezbu mozemo zadati da prirodne brojeve manje od 25 koji nisu potpuni kvadrati zapiSemo
kao zbir ili razliku kvadrata dva prirodna broja.

Pri kraju sedmog razreda ucenike upoznamo sa obimom kruznice i njenih delova, povrSinom
kruga i njegovih delova i iracionalnim brojem m. Podvuc¢emo da je 3,14 priblizna vrednost broja  na dve
decimale. Isti broj koristimo kod povrsina i zapremina obrtnih tela.

Neke od primedbi vezane za ovu temu:

UcCenici malo, usudila bih se reci, skoro uopste ne koriste postoje¢e udzbenike.Uglavnom se
zadovolje onim §to Cuju na CGasu i reSavanjem (za neke Citati prepisivanjem) domacih zadataka. Osim
toga, deo ucenika tekst zadatka ne piSu u svesci. Tako postupaju i kod izrade domaéih zadataka. Nakon
naslova ,,Domacéi zadatak® i eventualnog datuma izrade jedan deo ucenika napiSe, npr. STR 12. ZADACI
6(a, b, g), 9(a), 15(a, d). Posle toga rese, ili prepisu od druga ili iz zbirke gotove rezultate. Mislim da je
obavezan tekst zadataka. Ako je to uradeno, onda ta¢no znamo $ta nam je Ciniti. Uz pretpostavku da
zadatak pravilno re$i, onda nasa Skolska sveska i domaci zadatak mogu posluziti i drugima.

Proucavajuéi sadrzaje udzbenika 9, 10 i 11 i zbirku zadataka navela bih:

1. U svakom od udzbenika bi elemente uopstene teorije (na nivou osnovne $kole) trebalo smanyjiti.
2. Na primerima potencirati ispravnost i potpunost u izrazavanju.
3. Zbirke treba da sadrze zadatke razlicitih tipova.

Nisam nai$la na zadatke tipa:

1. Brojv5je:
a) Ceo
b) Realan
¢) Racionalan
d) Iracionalan

Zaokruzi tacan odgovor.
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2.Akojea =7 — 43 — /7 +4V3, odrediti a? pa navedi da li a € R\Q.

3. Ako su a i b racionalni brojevi i a + b\/3 = 0, pokazati dajea =0ib = 0.
Na osnovu toga, iz a + bvV3 = ¢+ dv3,a,b,c,d € Q, zaklju¢ak jea = ci b = d.
Sigurno postoje zbirke zadataka u kojima su ispoStovani prethodni i mnogi drugi elementi.

Zadatak nastavnika je da prouci takve zbirke, izdvoji dobre sadrzaje iz njih i po potrebi predlozi
zainteresovanim ucenicima.

Istakla bih da se tema Realni brojevi realizuje u sedmom razredu u okvuru 18-20 nastavnih
¢asova. To je sasvim dovoljno da ovu materiju pravilno izlozZimo ucenicima. Medutim, realni brojevi su
zastupljeni kroz kompletno matemati¢ko obrazovanje. Zato izlozene sadrzaje, kad se ukaze prilika treba
koristiti 1 kasnije. Znanja Ce biti sadrzajnija kad upoznamo polinome i operacije sa njima.

2.2 Zadaci za vezbu i za kontrolni kod kojih se prave najcesce greske

1) Izracunaj:
a) —2°=
b) (-2)°=
0 —(-2°=
d) (-2°)=

2) Upisi znak >, < ili = tako da dobije$ ta¢no tvrdenje:

a) (7+57°o7°+5%

by 172-8*m 2% (5)%):

c) 1+ = O 1,25;

16

d) —20% o (-20)%
3) Dati su izrazi (vx)% Vx2, X %2 . Koji su od svih jednakosti jednaki za x € R?
4) Uporedi razliku kvadrata brojeva 6,25 i 3,75 sa proizvodom zbira i razlike tih brojeva.
5) Zaa= %, b = -16 odrediti vrednost izraza —7% -va? - b2

6) Iz skupa A= {—%; 0;8:0,(54);3,14; 1,73; V3 — 2; n} izdvoj racionalne brojeve.
7) Koja jednakost je ta¢na:
(—2021)% = 2021,

/1089 = 33,

J=E(=25) = V& - V25,

VA9 =-72
8) Resi jednadine:

(2x —5)* = 81:

x? + 7= (-5)° + 3;
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1 5, 3_1

5 4 2
9) Uprosti izraze:

a) 5V12 -V75 + 4V108;
b) 3v45 - 2/20 + 3v/80;

10) Ako je A=+/0,36 + \/% + 1+ (- 2)2 - /3= 0,44, odrediti A%. Koje tvrdenje je tatno:

a) VAER
b) VAER\I
c) A’eN
11) Dopuni jednakosti tako da budu ta¢ne:
a) Qnli=
b) Qul=
c) R\Q=
d RnNnQ=
e) I\R=
) NnzZ=
g Z\N=

12) Ako za realne brojeve a i b vazi a > b da li je a®> > b® ? Navedi primer koji ilustruje odgovor.

13) Vrednost izraza /(2 —/5)2 je:

a) 2-45,
b) 2+4+/5,
¢) V5-2
d) 2-+/5.

14) Dati su brojevi: a = (Zi\/— -z\/?) - 6v50, b = (2v/3 + 3v/2) - (-5v/32). Iracionalni su:

1) samoa

2) samob

3) oba

4) nijedan.
15) Dati su skupovi:

A:{Jﬁ,ﬂ@,?,—\é, |=2,5V18,5 .\/%,%_5};

B={V6 2, 2,3-2V5,V2 8, n-2};
OdrediANnl,Bnl.
16) Povezi izraz sa odgovaraju¢om formulom:
a) Zbir kvadrata brojeva a i b;
b) Kvadrat razlike brojeva a i b;
¢) Proizvod kvadrata brojeva a i b;
d) Razlika kvadrata brojeva a i b;

e) Kvadrat zbira brojeva a i b;

(a—b)?
(a+h)
a? +b?
a?— b?
a?- b’
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17) Neka je A skup jednocifrenih zavrSetaka kvadrata prirodnog broja n i B skup delilaca broja 30.
Odrediti A, B, AUB, AnB.

18) Pokazati da je broj % racionalan.

19) Dokazati nejednakost:

J12+ J12+ V12 <4

20) Proveriti taénost jednakosti
)12+ 22+ 33+ =L@ CHD oo g

b) Koliko na $ahovskoj tabli 8 x 8 ima kvadrata?

2.3 Resenja zadataka, komentari i najceSc¢e greSke koje ucenici prave

1) Izracunaj:

e) 2°=-4

f) (-2°=4
9) —(-2)*=-4
h) (-2°)=-4

U ovom zadatku pojedini ucenici u svim primerima dobiju isti rezultat, broj 4. Najcesc¢e greSe u primeru
pod ¢) gde kazu “Minus i minus daju plus.”, zatim kvadriraju samo broj 2 i dobiju rezultat 4, a ovo je
ustvari suprotan broj broju (—2)? kao i pod d) kada vide da je i minus u zagradi kazu “Pa rekli ste kada je i
minus u zagradi da se kvadrira broj -2 i onda je to pozitivno.” zanemarujuci to $to na kvadrat nije posle
zagrade.

2) Upisi znak >, < ili = tako da dobije$ ta¢no tvrdenje:

e) (7+5)2>7°+5%;
Najcesce u ovakvim primerima ucenici stave znak jednakosti, vodeci se pravilom za kvadrat proizvoda.

f) 172-82>22.(5)%
Ovde neki od 17 oduzmu 8 pa rezultat kvadriraju, 2 pomnoze sa 5 pa kvadriraju i tako dobiju da je leva
starana manja od desne.

’ 9 _ .
g) 1+ E—1,25,

Cesta greska je $to kazu “Koren iz 1 je 1, a koren iz 1i6je % i onda saberu 1 i % , umesto da saberu pa tek
onda racunaju koren.

h) —20° < (-20)%;
Ovo je nekim ucenicima jednako.
U ovakvim zadacima posebno treba skrenuti paznju i naglasiti da pravila
a’-b®=(a-b)*ia’ :b*>= (a:b)® nikako ne vaze kada su u pitanju sabiranje i oduzimanje, tj. ne vazi a’
+ b= (a + b)? kao ni a’ b*= (a-b)%

3) Datisuizrazi (Vx)? Va2, xi % . Koji su od svih jednakosti jednaki za x € R?
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2
Resenje: (vVx)* = x; Vx2 = |x|; x; = x i ovde x ne sme biti jednako nula.
Ovaj zadatak dajem uvek na kontrolnom i bar polovina u¢enika ovde odgovori samo da su svi izrazi
jednaki.
Vx? - za ovaj izraz neki kazu “Koren i kvadrat se skrate.”, pa im ostane samo X.

2
— = X - insistiram u ovakvim i sli¢énim primerima da uvek prvo napiSu kada dati izraz postoji.

4) Uporedi razliku kvadrata brojeva 6,25 i 3,75 sa proizvodom zbira i razlike tih brojeva.

Resenje: 6,25*—3,75° 00 (6,25 + 3,75) - (6,25 - 3,75)
39,0625 — 14,0625 =3 10 - 2,5
25 =125

U trenutku kada rade ovaj zadatak nisu jos ucili formulu za razliku kvadrata, pa im kada urade zadatak i
vide da su reSenja ista napomenem da je to formula koju Ce tek uciti i da je mnogo kraci put i lakSe resiti
zadatak primenom te formule, $to vide i sami iz ovog primera.

5) Zaa=-, b=-16 odrediti vrednost izraza -7% -Va? - b2,

PN

. . . , v " .. . . . 1
U ovakvim primerima se uglavnom prave sledece greske: ucenici “skrate” koren i kvadrate 1 ostane im "

- (-16). Zato je jako vazno ponavljati da znaju vVx2 = |x|.

6) lzskupa A= {—%; 0;8;0,(54);3,14; 1,73; /3 - 2; n} izdvoj racionalne brojeve.

Resenje: {— 2;0;8;0,(54);3,14; 1,73}.

Neki uéenici u reSenju ne navedu 3,14 jer kazu to je m, a ucili smo da je m iracionalan broj. To je dobar
zadatak, da im se skrene paznja, da zapamte, da to nije 7, jer je 3,14 priblizna vrednost broja 7. Nije w =
3,14. Sli¢na situacija je sa 1,73. U&enici kazu to je broj v/3, a on je iracionalan pa je 1,73 iracionalan. Ali,
treba naglasiti da je 1,73 priblizna vrednost broja v/3 i da nije v/3 = 1,73.

7) Koja jednakost je ta¢na:

J(=2021)2 = 2021, (T)
V1089 = 33, (T)
J=4-(=25) = V& - V25,(T)
V49 =-7? (H)
Resenje: \/(—2021)2 = |-2021| = 2021;
33 .33 =1089 pa je /1089 = 33;
J—%4 - (=25) =100 =10, V4 - V25 =2-5=10;
v/49 = 7 . Koren bilo kog broja je uvek veéi ili jenak od nule.
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8) Resi jednadine:

a) (2x-5)>=81;
b) %+ 7=(-5)°+3;
c) %xz -% = %
Resenje:
a) (2x—-5)*=81
2x-5=9ili2x-5=-9
2x =14 2x = -4
X=17 X=-2
U ovoj, 1 slicnim, jedna¢inama se deSava da zaborave da napiSu 2x — 5 = -9, nego napiSu samo da je 9. Ili,
napiSu oba slucaja a onda kada dobiju reSenje za prvu jednacinu, 2x — 5 = 9, X = 7, drugu ne reSavaju nego
samo napisu suprotan broj broju koji su dobili za reSenje prve, u ovom slucaju -7. Zbog takvih, i slicnih
greSaka, uvek insistiram da za svaku jednac¢inu imaju postupak i da provere reSenje.
b) x2+7=(5+3
x?=25+3-7
x=++21

1

2

O
~
[
N = N
11 " I§) .
o s
Nlm"}lu'l-hlu'l |

9) Uprosti izraze:

c) 5V12-+/75 +4/108;
d) 3v45-2v20 + 3V80;
Resenje:
a) 5V12 — /75 + 4/108 = 10v3 - 5v3 + 24+/3 = 29v/3;
b) 3V45 - 2120 + 3v/80 = 95 - 4V5 + 12V/5 = 17V/5;

Kada dajem ove zadatke na kontrolnom, reSenja su razna:
-neki saberu i oduzmu sve brojeve i ispred korena i pod korenom,
-neki pomnoze brojem ispred korena broj pod korenom pa sve oduzmu i saberu i sl.

10) Ako je A=+/0,36 + \/% + 1+ (— %)2 - V3= 0,44, odrediti A%. Koje tvrdenje je taéno:

d VAeR

e) VAeER\I
f) A’eN
Resenje:
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A= 0,36 +\/§+ /1 + (=2)2-V3-044=06+—-+--16=06+133-16=033
A?=0,1089, tacno je pod a).

11) Dopuni jednakosti tako da budu ta¢ne:

h)y Qnl=¢
) QUI=R
i) R\Q=1
kf RnQ=Q
) 1\R=¢
m NnZ=N

n) Z\N=2u {0}
Ovaj zadatak uvek postavim ucéenicima nakon obradene teme Realni brojevi, jer se ovde vidi ko je
razumeo skupove i koji brojevi su u kom skupu. Postoje ucenici koji sve urade ta¢no, a naravno ima i
onih koji posebno znaju koji je koji skup ali ne znaju ovo da urade.

12) Ako za realne brojeve a i b vazi a > b da li je a? > b? ? Navedi primer koji ilustruje odgovor.

ReSenje: a > b, ne znati da je a®> > b% To se najbolje vidi na primeru negativnih celih brojeva, -2 je veée
od -5, ali (-2)> = 4, a (-5)? = 25, a 4 nije veée od 25. Nekolicina u¢enika ovde samo napise da jeste i na
pitanje zasto jeste kazu pa logi¢no nam je da jeste, dok ne provere na primeru.

Zato je za ovakve nejednakosti najbolje dati primere, jer tako uéenici mnogo bolje i brze zapamte.

13) Vrednost izraza /(2 —/5)2 je:

e) 2-4/5,
f) 2++/5,
g) \/g - 2’
h) 2-+/5.
ReSenje: ’(2 —+5)2 = |2 — \/§| = /5 — 2 zato §o je V5 veéi od 2. Kao i u nekim od prethodnih
primera, &esto je ovde odgovor pod a) 2 - V/5 jer udenici “skrate kvadrat i koren”.
14) Dati su brojevi: a = (Zi\/f —%\/f) - 6v50, b = (24/3 + 3v/2) - (-5v32). Iracionalni su:
5) samo a,
6) samo b,
7) oba,
8) nijedan.
Resenje: a = (V2 - 2v2) - 6vV50 = CV2 - 2V2) - 302 = 22 - 30v2 = 45V,
b= (2v3 +3V2) - (-5v/32) = - 10v/81 - 15v/64 = -10 - 9— 15 - 8 = -210,
pa je tatan odgovor pod 1).
Najcesce greske ovde su Sto neki ucenici ¢im vide u izrazu korene kazu to ¢e biti iracionalan broj na kraju
jer ima korene iz kojih ne mozemo da izraCunamo broj.
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15) Dati su skupovi:

A:{\/lz,\/169,‘/2—6,—\/§, |=,5v18,v5 .Jso,%};

_ (/g Yiz Vi8 5 : — 2l
B_{\/gj\/gﬁ\/gﬁs nglﬁ vﬁl T 2}1

OdrediAnl, Bnl.
ReSenje: A= {2v3,13,2,— 22,3,15v2,20,5}, B={v6,2,73,3 - 25, 4,1 - 2},

Ani={2v3- 22 1577},
Bnl={V6v3 -2V5,r—-2}

U ovakvim zadacima treba prvo izra¢unati brojeve koji mogu da se izra¢unaju, iz oba skupa, pa tek onda
raditi presek sa skupom I. Greska uc¢enika je $to to ne urade prvo, nego sve brojeve kod kojih vide koren
svrstaju u iracionalne.

16) PoveZi izraz sa odgovaraju¢om formulom:

f) Zbir kvadrata brojeva a i b; (a—b)?

g) Kvadrat razlike brojeva a i b; (a+h)?

h) Proizvod kvadrata brojeva a i b; a’ + b’

i) Razlika kvadrata brojeva a i b; a’— b’

j) Kvadrat zbira brojeva a i b; a® - b?
Resenje:

a) a’+b%

b) (a—b)*

c) a? b%

d) a?-b?%

e) (a+bh)?

Neko ¢e, mozda, pomisliti zaSto ovo davati kao zadatak. Iz iskustva sam videla da je i ovo nekima
problem, da razgranice $ta je npr. kvadrat zbira, a Sta zbir kvadrata.Zato uvek insistiram na zapisivanju
ovih formula i na ¢asu dok u¢imo i vezbamo, a i na proverama.

17) Resenje:

A={0,1,4,5,6,9},
B={1,2,3,5,6,10, 15, 30},
AuB={0,1,23,4,5,6,9,10,15,30},
ANB={1,5,6}.
18) Resenje:
0,(592) =222 j 0,(925) =22
999 999

. . 592 _37-16 _16 [16 _ 4
Potkorena veli€ina je — = ==, [==-=€0Q.
925 37-25 25'4[25 5

19) Resenje:
Ucenici sa nekoliko kvadriranja dobiju nejednakost V12 < 4 koja je tacna, $to je pogresno.

......

krenuti.
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VI2<412+412<16=2/12+ V12<4=12++/12 + \/12<16=>\/12+ 12 + V12 < 4.

Moze se zadata nejednakost zamenjivati ekvivalentnim dok ne dobijemo nejednakost V12 < 4 koja
je tacna. Obzirom da je ekvivalentna polaznoj i polazna je ta¢na.

20) Resenje:

a)

b)

12+ 2°+ 32+ 42+52+62+7°+8°=204=L

8-(8+1)(2-8+1) _ 8-9-17
6

=204=D

6
L=D

Na $ahovskoj tabli ima 8 - 8 = 82 kvadrata stranice 1, 7 - 7 = 7% kvadrata stranice 2, 6 - 6 = 6
kvadrata stranice 3, ..., 1 - 1 = 1% kvadrat stranice 8. Ukupno: 1? + 22 + 3* + ...... + 8% = 204.

. Skup N, prirodnih brojeva

Sa skupom N, prirodnih brojeva, ucenici se upoznaju ve¢ u prvom razredu osnovne skole. To je

skup N={1,2,3,4,...n-1,n,n+1,...}.

Ucenici primec¢uju neke od njegovih osobina:

Najmanji element tog skupa je 1.

Taj skup sadrzi beskona¢no mnogo elemenata.

Svi brojevi iza, na primer, 5 su veéi od 5. Prvi od njih sa tom osobinom je 6. Kazemo da je 6
sledbenik broja 5. U tom slucaju je 5 prethodnih broja 6. Broj 1 nije sledbenik nijednog prirodnog
broja.

Svaki prirodan broj n, osim 1 ima prethodnika, n -1, i sledbenika, n + 1.

Sa tehnikom pisanja, sabiranja i mnoZenja u N ucenici se upoznaju u prva 3 razreda osnovne

Skole. Uz pomo¢ nastavnika uofavaju odredene osobine navedenih operacija. Zakljuuju da zbir dva
prirodna broja ne zavisi od redosleda sabiraka, pa je, na primer, 25 + 17 = 17 + 25. Isto tako, zakljucuju
da se zbir tri i vise prirodnih brojeva ponekad moze lakSe izracunati ako ih podesno grupisemo. U tim
situacijama, zadatak moze da glasi: Navedeni zbir odrediti na 2 ili viSe nacina. Nakon savladanog
sabiranja govorimo o zbiru dva ili vise jednakih sabiraka. Uvodimo pojam mnozenja, na primer piSemo:

7+7+7=3.7=21

Kazemo da je 21 proizvod brojeva 7 i 3. Brojevi 7 i 3 su ¢inioci ili faktori proizvoda.Nastavniku

ostaje da objasni zasto se u izrazu 8§ + 3 - 7 prvo izvodi mnoZenje (mnozenje prirodnih brojeva je
specijalno sabiranje, to jest kraci nacin zapisivanja istih sabiraka).

=0.8 =

Kod ucenja tablice mnozenja jednocifrenih brojeva ucenicima treba navesti da je, na primer, 8-9
72, 67 =17-6 =42 isli¢no, pa u tablici nema toliko mnogo rezultata kao na prvi pogled.

Kad povezujemo operacije sabiranja i mnoZenja u skupu N ucenici mogu dobiti, na primer, zadatak:

Ako jedno jaje kosta 12 dinara koliko kosta 17 jaja?
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Ukoliko su savladali mnozenje jednocifrenih brojeva, ucenici mogu racunati ovako: 17 jaja po 10 dinara
je 170dinara, 17 jaja po ostalih 2 dinara su 34 dinara.

Ukupno 170 dinara + 34 dinara = 204 dinara.

Prethodno rezonovanje zapisujemo ovako:

17.12=17-(10+2)=17 - 10+ 17 - 2= 170 + 34 = 204.

Na istom principu zasnivamo mnoZenje vi$ecifrenih brojeva medusobno.

Koriste¢i N kao oznaku za skup prirodnih brojeva, a, b, ¢ bilo koje prirodne brojeve i univerzalni
kvantor V, sa kojim se upoznajemo na pocetku prvog razreda srednje $kole, prethodnu pri¢u matematicki
zapisujemo ovako:

1) (Va, beN)a+b=b+ a(komutativnost sabiranja);

2) (Va,b,ceN)(a+b)+c=a+ (b+c) (asocijativnost sabiranja);

3) (Va,beN)a-b=Db-a(komutativnost mnozenja);

4) (va,b,ceN)(a-b) -c=a- (b c) (asocijativnost mnozenja);

5) (va,b,ceN)a:(b+c)=a:b+a-c(distributivnost mnoZenja prema sabiranju);
6) (VvaeN)a-1=1 a=a/(brojl je neutralni element za mnoZenje);

U skupu N, prirodnih brojeva, definisemo relaciju <.

Ve¢ u prvom razredu uéenici nauée da je, na primer, 53 > 8 jer je 53 = 8 + 45. To moZzemo tumaditi i
ovako: Ako deda ima 53 godine, a unuk 8, onda je deda za 45 godina stariji od unuka.

Koriste¢i matematicke oznake i steCena znanja, mozemo kazati :

7) Relacija < je refleksivna, to jest a <a, Va e N;

8) Relacija < je antisimetri¢na, to jest (a <bib <a) — a = b;

9) Relacija < je tranzitivna, to jest (a <bib <c) — a <c;

10) Poredak uveden relacijom < je linearan, to jest (va,b e Njea <bili b <a);

U nizim razredima osnovne $kole ne treba insistirati previse na stru¢nim definicijama. Potrebno je
koristiti te osobine. Govore¢i o binarnim relacijama u prvom razredu srednje Skole i kasnije, mozemo
relaciju < u skupu N, kasnije i ostalim skupovima Z, Q, I, R navesti kao dobar primer relacije linearnog
uredenja (poretka).

11) Relacija < je saglasna sa sabiranjem (Va,b,ceN)a<b—a+c<b +c;

Na poslednjoj osobini, koja vazi i za skup R, se zasniva teorema o ekvivalenciji jedna¢ina, 0dnosno
nejednacina (8. razred).

12) U skupu N, prirodnih brojeva, relacija < je saglasna sa mnozenjem, to jest (Va, b, ¢ € N)
a<b=a-c<b-c
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4. Skup Z, celih brojeva

Nakon savladanih operacija sabiranja i mnoZenja u skupu N uéenici dobijaju da rese jednostavne
jednacdine, na primer:

x+5=19
27 +x=43 ...
Naravno, udzbenici sadrze i tekstualne zadatke koje mozemo prevesti na “jezik algebre”.

Primer:Luka ima 250 evra. Za kupovinu bicikla potrebno mu je ukupno 430 evra. Koliko evra treba da
dobije od deke i bake za rodendan da bi izvrsio ovu kupovinu?

Ako je poznat jedan sabirak i zbir, drugi sabirak odredujemo operacijom oduzimanja. Ponovo
mozemo navesti primer iz prakse.

15-8=7
430 — 250 = 180

Ako bismo upitali u¢enika prvog, drugog, mozda i tre¢eg razreda koliko je 2-5 odgovor bi bio “ne
moze”. Isti odgovor dobijamo u slu¢ajevima 15-40 , 98-153 i sli¢no. Vecina ¢e za 20-20 kazati da je 0
(neki kazu nista).

Vidimo da je u skupu N, prirodnih brojeva, operacija oduzimanja izvodljiva samo u odredenim
situacijama. Tako je a - b prirodan broj za zadane a, b ¢ N samo ako je a > b. Resenje prethodnih i
mnogih drugih zadataka dobijamo prosirivanjem skupa N, prirodnih brojeva.

Ucenici sestog razreda se prvi put srecu sa takvim prosirivanjem. Upoznati su da temperatura
moze biti 25° sredinom oktobra ali i -7° u januaru. 1z geografije znaju $ta je nadmorska visina, pa su ¢uli
za 2573m ali i 2m ispod nivoa mora. Zbog toga ne treba na tom nivou insistirati na apstraktnim
definicijama.

Kada prosirujemo skup prirodnih brojeva, kasnije i ostalih, zaklju¢no sa skupom C, kompleksnih
brojeva, u srednjoj $koli, postujemo princip permanencije. Sustina je u slede¢em: Navedene su odredene
osobine operacija i relacija u skupu N. Prosireni skup ¢e sadrzavati sve elemente od N pa ¢e naslediti i
osobine operacija i relacija iz tog skupa.

Primer: Operacija sabiranja u N je komutativna, pa ¢e takva biti i u proSirenjima N, Z, Q, R.

Ne insistiraju¢i previSe na uopStenoj definiciji sabiranja u N nauc¢imo postupak sabiranja. U
prosirenom skupu takode govorimo o sabiranju (za sve elemente od N ali i za sve dodatne).

Mozemo krenuti ovako: Ako jea € N onda je i

a—a=0,
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a-(a+1)=-1,
a-(@a+2)=-2
a-(@+n)=-n.

Tako dobijamo brojeve -1, -2, -3, ...... , -N za koje kazemo da su negativni celi brojevi suprotni brojevima
1,2, 3,4, ...,n. Broj 0 je sam sebi suprotan.

Ako je N={1,2,3, .....,n}
-N={-1,—-2,-3, ....,—n}, onda je
Z =N U (-N) U {0} skup celih brojeva.
Prema tome Zz={.....,-3,-2,-1,0,1, 2,3, ....}.
U udbenicima se nalaze i ove oznake: Zt={1,2,3, ...}
Z ={-1,-2,-3,..}.
U tomssluéajuje Z= Zt v Z~ U {0}.

Elemente skupova Z* odnosno Z~ zovemo pozitivni odnosno negativni celi brojevi. Vidimo dajeN c Z
tj. svaki prirodan broj je ceo broj. Postoje celi brojevi koji nisu prirodni.

Za razumevanje operacija i relacija u skupu Z potrebno je uvesti pojam apsolutna vrednost.
Definicija: Apsolutna vrednost celog broja x u oznaci || je:
x ,akoxe Z*
|x| =4 0 ,akojex=0
—x , akox € Z~
Uocavamo da je |X| = |-x|, |x |= 0, pri ¢emu je x| = 0 akko je x = 0.
Osobinu po kojoj je | x | = -x| koristimo pri reSavanju jednacina.

4.1 Operacije u skupu Z

S obzirom da je Nc Z, operaciju sabiranja u Z treba definisati tako da primenjena na elemente
skupa N daje isti rezultat dobijen na prethodnim nivoima obrazovanja.

Pokazuje se kao korisno da treba govoriti o zbiru:
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2 pozitivna broja, 2 negativna broja, pozitivnog i negativnog broja i zbiru u kojem je jedan sabirak nula.
Insistirati na pravilnosti i potpunosti u reSavanju. Ucenici to zapamte na osnovu vise resenih primera.
Sledi ispravna definicija operacije sabiranja u Z.

Definicija: Ako su a i b zadani celi brojevi, njihov zbir a + b definisemo ovako:

1) Akoa, b€ Z* =N, zbir a + b je prirodan broj koji dobijamo sabiranjem brojeva a i b kao sto
smo radili u N;
2) a+0=0+a=a;
3) Akoa€e Z-,be Z ondajea+b=-(al+|bl);
4) AkoaeZ* beZ tada:
a) ako je la] > |b|ondajea+b=b+a=|a|—|bl;
b) ako je |a|l < |b| ondajea+ b =-(|b| — |al);
c) akoje |al = |b|ondajea+b=b+a=0 tj.zbir dva suprotna broja je nula;

U odnosu na sabiranje, skup Z, celih brojeva, ima osobine kao skup N u odnosu na istu operaciju. Osim
togajea+0=0+a=a, Va€eZ. Kazemo da je 0 neutralni element za sabiranje u Z. Zajedno sa
prethodnim osobinama imamo:

1) (va,be Z)a+beZtjZjezatvoren u odnosu na sabiranje;

2) (va, be Z) a+b=Db+ a(komutativnost);

3) (va,b,ce ) (a+b)+c=a+(b+c)(asocijativnost);

4) (vVa€ Z)(30€2) a+ 0 =0 + a = 0 (neutralni element);

5) (vae€ Z2)(3-aeZ)a+ (-a)=-a +a =0 (-a je suprotan element od a);

Uredeni par (Z,+) je algebarska struktura koju zovemo Abelova grupa.
Operacija oduzimanja u skupu Z se definiSe ovako:
a—b=a+ (-b) gde je —b suprotan broj od b.
Teorema: Jednacina X + a = b za bilo koja dva cela broja a i b ima jedinstveno resenje
Xx=b + (-a).
Dokaz:b+(-a) +a=b+((-a) +a)=b+0=h.
4.2 MnoZenje U skupu Z

Ponovimo da je Z={...,—3,-2,-1,0,1, 2,3,..}. Obzirom da su pozitivni celi brojevi prirodni,
mnozenje u delu skupa Z znamo od ranije.

Ako Zelimo precizno napisati definiciju mnozenja u Z, Korisno je uvesti pojam znaka celog broja.

Definicija: Ako je x € Z\ {0}, znak od x u oznaci sgn(x) definisemo:
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1, xe Z%
o ={ 5 FEL

Znak celog broja 0 se ne definise.
Definicija: I Mnozenje znakova + i — (zbog lakSeg pamcenja) definisemo.
- H=0-00=0);
®-O=0®H=0)
Il Ako je jedan od celih brojeva nula, i proizvod je nula.
11l Ako su a i b celi brojevi razliciti od nule, onda je:
a-b=(sgn(a)) - (sgn(b)) - (lal - [bl);
pri ¢emu su apsolutne vrednosti od a i b pozitivni brojevi, pa njihov proizvod odredujemo kao i ranije.
Za ucenike osnovne Skole prethodnu definiciju, za prakti¢nu primenu razdvojimo:
-oba ¢inioca su istog znaka,
-¢inioci su razli¢itog znaka,
-jedan ¢inilac je nula.
Skup Z u odnosu na mnozenje ima ove osobine:

1) (va,beZz)a-be Z (zatvorenost);

2) (va,beZz)a-b=b-ae Z(komutativnost);

3) (va,b,cez2)(@a-b) c=a- (b-c)e Z (asocijativhost);

4) (Vva€ZzZ,31eZ)=>a-1=1-a=a (neutralniili jedinicni element);

Prema tome, struktura (Z, -) je komutativna polugrupa.
5) (va,b,ceZ)a-(b+c)=a-b+a-c(mnozenje je distributivno prema sabiranju);
Za svaki ceo broj x vaZi: 0 - x=x-0=0.
Dokaz:0-x=0-x+0=0-x+(0 -x+(-0-X))=(0-x+0-X)+(-0-x)=(0+0)- x+ (-0 x)=
0-x+(-0-x)=0.
U ovom dokazu smo koristili:
-nula je neutralni element za sabiranje

-nulu smo zamenili zbirom dva suprotna broja
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-asocijativnost sabiranja
-distributivnost mnozenja prema sabiranju

-zbir dva suprotna broja je nula.

Algebarska struktura (Z, +, -) je komutativan prsten sa jedinicnim elementom.

5. Skup racionalnih brojeva

U skupu Z, celih brojeva, neograni¢eno su izvodljive operacije sabiranja, oduzimanja i mnozenja.
Drugim recima, zbir, razlika i proizvod bilo koja dva cela broja je ceo broj.

Kazemo da je skup Z zatvoren u odnosu na navedene operacije.
Neka su a i b zadani celi brojevi i x nepoznat broj. Treba resiti po X jednacinu a - x = b.

Za a=0ib =0 resenje je proizvoljan ceo (i realan) broj. Ako je a = 0 i b # 0 jednacina je protivre¢na, tj
nema resenja.

U nastavku pretpostavimo da je a # 0.
Resenja slede¢ih jednacina:
2-x=8; -3-x=15; -7 - x=42su celi brojevi 4, -5, -6 respektivno.

Jednaine 2 - x=9; 5 - x=8; -7 - x = 18 i sli¢ne nemaju reSenja u skupu celih brojeva. Zbog toga
je skup Z, celih brojeva, potrebno prosiriti tj. dodati mu nove elemente. Kod proS$irivanja, kao i u
prethodnom slucaju, od N na Z, poStujemo princip permanencije. Osobine sabiranja i mnoZenja se
prenose sa skupa Z na prosireni skup. Medjutim, u prosirenom skupu ima elemenata koji nisu u Z.

Pri definisanju operacija u proSirenom skupu treba voditi racuna da te operacije imaju “logicko
opravdanje”, s jedne, i primenjene na elemente skupa Z daju isti rezultat koji smo dobili ranije, s druge
strane.

Defnicija: Neka su a i b zadani celi brojevi i b # 0. Kolicnik brojeva a i b je broj a : b = % koji

pomnozen sa b daje broj a.
Primer: (-8 :2) -2 = -8;
(18:(-3)) - (-3) = 18;

%-bza, b#0 .

. . . =35 7 . . .
U skladu sa navedenom definicijom, izrazi: gy , % , gde je a # 0 nemaju smisla.
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Pokazano je da za svaki ceo broja vazia - 0 =0 - a =0, pa ne postoji ceo broj koji pomnoZen sa nulom
daje-3,5,7, ..., a

Kazemo da deljenje nulom nije definisano(nema smisla).

Napomena: lzraz g je neodredjen. Objasnjenje za taj naziv je poznato iz Analize 1 u kojoj se izucavaju

grani¢ne vrednosti niza i funkcije.
Definicija: Skup Q, racionalnih brojeva, c¢ine brojevi koje moZemo zapisati u obliku % gdejea € Z,
b eN.

Ako koli¢nik a : b napiS§emo u obliku %, onda je to razlomak kod koga je a brojilac, b imenilac.
Q={;la€ZbeN}
Ceo broj mozemo zapisati a = % tj. svaki ceo broj je racionalan, pa je Z podskup skupa Q.

U petom razredu osnovne $kole ucenici se upoznaju sa pojmom pozitivnih razlomaka, operacija sa njima,
decimalnim zapisom istih kao i reSavanjem jednacina i nejednacina.

Pocetkom S$estog razreda po planu je upoznavanje uéenika sa celim brojevima( pozitivnim, negativnim i
nulom). Na osnovu toga dolaze do pojma pozitivnih i negativnih razlomaka.

Ako je imenilac razlomka 10, 100, 1000, ...., 10", n € N kazemo da je razlomak decimalan.

Primer: Sledecée decimalne brojeve pretvori u razlomke:

_ 8 _4
1) O,B—E—EEQ
2) o,125=£—§eQ

1000

=_35 __7
3) -0,35= 00 = € Q
Na osnovu prethodnih primera(koriste¢i pravilno ¢itanje decimalnih brojeva) pokazujemo da vazi:

a, = S L T pri ¢emu a; € {0,1,2,3, ..., 9}

Prema tome, decimalan broj sa kona¢no mnogo cifara iza zareza mozemo zapisati u obliku razlomka kod
koga su brojilac i imenilac celi brojevi. Zato su takvi brojevi racionalni.

Ako razlomak treba napisati u obliku decimalnog broja, to mozemo, u opstem slucaju, uraditi deljenjem
brojioca imeniocem.

3 34=075
4 77
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17—17 25 = 0,68
25 T

9
—— =9:250 = .
550 50 = 0,036

Ako je imenilac razlomka oblika 2™ - 5™ | gde su m i n iz skupa N U {0}, onda je zapis razlomka u
decimalnom obliku konagan. Dovoljno je razlomak progiriti tako da mu je imenilac oblika 10%, k € N.

Primerl: Napisati u decimalnom obliku % :

1-1:7=0,1428571 ...

-0
10
=7
30
-8
20
-14
B0
-s6
40
-35

50
-49

10
-7
3

U postupku deljenja ponovo se pojavio ostatak 1 koji smo imali na pocetku. Ako nastavimo postupak
deljenja, cifre koli¢nika ¢e se ponavljati.

Prema tome, decimalni zapis razlomka % ima beskona¢no mnogo cifara. Medjutim, grupa cifara 142857
se ponavlja. Kazemo da je taj decimalni broj periodi¢an, a grupa cifara 142857 je njegov period.

Napomena: Navedimo proizvod broja 142857 sa 1, 2, 3, 4, 5, 6 i redom:
142857-1=142857
142857-2=285714
142857-3=428571
142857-4=571428
142857-5=714285
142857-6=857142

Vidimo da se dobijeni proizvodi piSu uvek ciframa 1, 4, 2, 8, 5, 7 u rasporedu kao na slici:
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KaZemo da je period od % ciklicki broj.

. . . . . 23
Primer 2: Napisati u decimalnom zapisu e

23
—=23:44=0,522727 ...
230
=220

100
— 88
120
— 88
320
— 308
120
— 88
32

. . 23 . e . o : .
Decimalni zapis razlomka e takode periodi¢an sa periodom 27. Izmedu zareza i periode su cifre 5 i 2

koje ¢ine predperiod.

5.1 Pretvaranje periodi¢nih decimalnih brojeva u razlomak

Definicija: Za decimalni broj kazemo da je cisto periodican ako se u njegovom zapisu odmah iza zareza

periodicno ponavija 1 cifra ili grupa cifara (period).

U sledec¢a dva primera pokazac¢emo kako ¢isto periodi¢an decimalan broj piSemo u obliku razlomka:

Primer 1: Napisati u obliku razlomka broj 0,243243... .

X =0,243243...

Period je trocifren broj 243, pa zadanu jednakost mnozimo sa 10°= 1000.

Daobijamo:
1000x = 243,243243... tj.

1000x = 243 + 0,243243...
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Obzirom da je 0,243243... = X, prethodnu jednaéinu piSemo u obliku:
1000x = 243 + x, tj.

999x = 243.

. . . . 243
Resenje ove jednacine je broj x = 599"

Skrac¢ivanjem ovog razlomka najpre sa 9, a zatim sa 3 dobijamo:

27 9

X=—=—€q(Q.

111 37

Razlomak 317 je nesvodljiv (neskrativ) tj. brojilac i imenilac su uzajamno prosti.

Primer 2: Zapisati u obliku razlomka broj 3,243243243... .
y = 3,243243243...
Koriste¢i prethodni primer dobijamo redom:

y = 3+ 0,243243243...

- 243 _ 2 _ 120
y_3+999 3-|_37_ 37EQ'
Za vezbu

1. Napisati u obliku razlomka:

a) 0,202120212021...

b) 5,232323...

Prikazi kompletan postupak.

2. Ako decimalan broj 0,259259259...napisemo u obliku nesvodljivog razlomka %, odrediti zbir a i b.

Definicija: Za decimalan broj kazemo da je mesovito periodican ako se izmedu zareza i perioda nalazi

jedna cifra ili grupa cifara (predperid).

Takvi su brojevi:

2ji7484848...
0/234912121...

Napomena: U udzbenicima se period pise u zagradi ili se cifre perioda oznace crtom iznad.
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Primer:

0, 0;0z...0,) =0, 0:05...4,.

U skladu sa ovim dogovorom, Cisto periodi¢an decimalan broj kod koga je broj celih nula i1 period
a,8,...a, Zapisujemo:

0,( ay0z..0,) = 0, 0103...0,.

Primer: Koristeéi prethodna dva primera pokazati da je broj 0, 43(128) racionalan.
x=0,43(128)

Period je dvocifren pa jednakost pomnozimo sa 102 = 100.

100 - x =43, (128)

100 - x =43 + 0, (128)

_ 128

Kao u primeru 1 pokazujemo da je 0, 128128128....= 559 P2 je
_ g _ 43-999+128 _ 43-1000+128-43 _ 43128-43
100-x=43 + 999 999 999 T 999
Prema tome, x = 0,43(128) = 2222=%3 ¢ .
99900

Za vezbu: Pokazati da su slede¢i brojevi racionalni:

1) 0, 285(37)
2) 0, 413(287)

Prikazi postupak.
Koriste¢i prethodni postupak pokazac¢emo da vazi:

Teorema: 1.Cisto periodi¢an decimalan broj kod kog je na mestu celih O je razlomak ¢iji je brojilac
jednak periodu kao celom broju, a imenilac se zapisuje sa onoliko cifara 9 koliko period ima cifara tj

0,(a1a,..... an) = 99

2. Mesovito periodican decimalan broj je razlomak ciji je brojilac jednak razlici celog
dekadnog broja zapisanog ciframa predperioda i perioda i celog dekadnog broja zapisanog ciframa
predperioda, a imenilac ceo broj napisan sa onoliko devetki koliko period ima cifara, a zatim onoliko
nula koliko predperiod ima cifara tj.

........... an—b1b;...
99999...9000...0

'"'bm.(n devetki, m nula).
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Dokaz:

1) Koristeéi zbir geometrijskog niza i ¢injenicu da je geometrijski red Y-, a;q™ ! konvergentan, ako je
-1< gq<1 idajenjegovasumas = 1a_—1q , ovu teoremu mozemo dokazati u III razredu srednje $kole.

Na nivou sedmog razreda, kada se pominju periodi¢ni decimalni brojevi, dokaz bi tekao ovako:
a=0,(a1ay.....a,)

10" X =aqa; .....ay,(a1a; .....ay)

10" x=ajay .....ap + 0,(a;ay .....ay)

Imajuci u vidu da je 0,(a,a; .....a,) = x dobijamo:

10" x=aqay .....ap + x

(10" —1)- x=aqa; .....a,

v a e . .
Konacno, X = ¢ime je prvi deo dokazan.

10m—1  99999...9(n devetki)

Napomena: Dobijeni rezultat mozemo, ako to nije i sam zadatak, koristiti kao poznat. Ukoliko dobijeni
razlomak mozemo skratiti dobijamo nesvodljiv razlomak.

2) Neka je x = 0, biby .....bp(aia, ... ... a,). Obzirom da predperiod ima m cifara, jednakost ¢emo
pomnovziti sa 10™. Dobijamo:

10m X = ble e bm(alaz ...... an).
10m -x=b1b2 .....bm +0, (alaz ...... an).

Na osnovu prvog dela dokaza je 0, (a;as ... ... a,) = —0;” pri ¢emu imenilac ima n devetki.

Prema tome je

10™ - x = byby .....bpy + A1dz-lp

99999....9
10™ - 5 = 9999 ...9(b1b; ... by 103 Ay
9999 ....9
(10n_1)b1b2 bmiaya a
10M . x = s 1a2....9n
9999...9
10m Cx = ble ..... bm 000...0+a1a2 ...... an—blbz ..... bm
9999...9
10m Cx = ble ..... bm aiaj...... an—b1b2 ..... bm

9999...9
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Konacno,

9999....9000...0

¢ime je dokaz zavrSen.

Prema tome, svi periodi¢ni decimalni brojevi su racionalni.

Teorema: Neka su a i b racionalni brojevi i a < b. Dokazati da je a < %< b. Dati tumacenje ove
nejednakosti.
Dokaz:

Iz a < b na osnovu saglasnosti relacije < sa sabiranjem dobijamo
ata<b+a

2-a<b+a

a <% ().

Sli¢no iz a < b dobijamo
a+tb <b+b

a+b<2-b

a+b

— < b (2).
Prema tome je a < == < b, iz (1) i (2), ¢ime je dokaz zavrsen.

Obzirom da je skup Q, racionalnih brojeva, zatvoren u odnosu na sabiranje i deljenje brojeva, koji
. e e .. . . . .. . b .. . . .
nisu nula, iz Cinjenice da su a i b racionalni dobijamo da je i % tj aritmeticka sredina od a i b
racionalan broj.

Dokazano tvrdenje znaci da se izmedu svaka dva racionalna broja nalazi racionalan broj. Koriste¢i
a+b

ZT. Nastavljajuci ovaj

postupak zakljuc¢ujemo da se izmedu svaka dva racionalna broja nalazi beskona¢no mnogo racionalnih
brojeva.

a+

- R . . a+b Lo .
dobijeni rezultat, zakljuéujemo da se izmedu a i aT nalazi racionalan broj

Definicija: Za skup kazemo da je svuda gust, ako se izmedu svaka dva njegova elementa nalazi bar jedan
element.

Pokazali smo da je skup racionalnih brojeva, Q, svuda gust. Tu osobinu nemaju skupovi N i Z.
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Prosirivanjem skupa Z u skup Q mozemo resiti jednaéinu a - X = b, za slucaj da je a # 0.
U odnosu na sabiranje, skup Q ima sledece osobine:

1) V%,g iz Q sledi % + 2 iz Q tj. skup Q je zatvoren u odnosu na sabiranje. Kazemo da je sabiranje
unutrasnja operacija u Q;
2) Ako su %,2,% proizvoljni elementi iz Q, onda je
a c e _
Q+ﬁ+7—

3) %+o=o+%=

+(§ + %) tj sabiranje je asocijativna operacija u skupu Q;

, Za svaki racionalan broj nula je neutralni element za sabiranje;

[SEESSS RS

4) Zaracionalan broj % postoji suprotan racionalan broj —% td. je
@ 8o _a,a_y.
T EP=5 4570
5) Za proizvoljne racionalne brojeve% i 2 je
=+ ===+ tj. sabiranje je komutativna operacija;
Uredeni par (Q, +) je komutativna ili Abelova grupa.

Navedene osobine koristimo kod odredivanja vrednosti brojevnih izraza.

U odnosu na mnozenje skup Q ima sledece osobine:

6) MnozZenje je unutrasnja operacija u Q tj V %, 5 eQje %-

€ Q;

Qo

7) MnozZenje je asocijativna operacija u Q tj jednakost
@ ). =2 (L. &) vz i i raci L ce.

(;- E) i (d f) vazi za bilo koji racionalan broj b a
8) Racionalan broj 1 je neutralan element za mnozZenje u skupu Q, tj.

£.1=1.2=4 ,vaZViVEEQ;

b b b b

. .a .. . . . . a\"1_» .

9) Zaracionalan broj > # 0 postoji inverzni(reciprocni) element (E) =- td je

a, 2 = 11
b a
10) Mnozenje je komutativna operacija u skupu Q tj

Na osnovu toga vidimo (Q \ {0}, -) Abelova grupa.

MnozZenje u skupu Q je distributivno prema sabiranju tj. jednakost:
afepey=a.c,a.eyace
Z'(E-I_f) =3 a2ty f’vb'd'fEQ'

Napomena: Jednakost je simetri¢na relacija u skupovima N, Z, Q, R pa se navedene jednakosti mogu
Koristiti u oba smera.
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5.2 Kvadrat racionalnog broja

Ucenici se, ve¢ u Cetvrtom razredu, upoznaju sa obimom i povr§inom pravougaonika i kvadrata.
AKo sa a ozna¢imo duzinu stranice kvadrata, njegova povrsina je P =a - a = a?.

Definicija: Ako je a € Q, onda je a%? = a - a.

Primer: Popuni prazna mesta u tabeli:

a |5 -3 0.8
a2
—a 2 0 0.8
2
(—a)?
|al 3
|al? 9

1z tabele zaklju¢ujemo (moze se pokazati da vazi u opStem slucaju) da je:

1) a®=(-a)?
2) a?>0zaVa€Q,pricemujea’? =0 a=0;
3) |a|?> = a?.

Primer: Resi jednacinu: x*> — 2|x| — 15 = 0 u skupu Q.
Resenje: Obzirom da je x? = |x|? zadanu jednacinu piSemo u obliku:
|x|? = 2|x] =15 = 0.
Uvodenjem smene |x| = t,t > 0 dobijamo:
t? —2t—15=0,
a nakon dopunjavanja prva dva ¢lana do kvadrata binoma dobijamo:
t?—2t+1=15+1
(t—1)% =16

t—1=4ilit—-1=-4
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t=5ilit=-3<0.
Prematomejet = 5, tj. |[x| = 5, odnosno x = 5 ili x = —5.
Koriste¢i komutativnost mnoZenja u skupu Q i definiciju kvadrata, dobijamo:
1. (a-b)? =a?-b?
2 (g)2 = Lb#0.
Primer: 252 4% = (25-4)? = 100% = 10 000;
(5-0,4)2 =52-0,4%2 = 25-0,16 = 4;

2 32 9
0,03)2 = ( ) = =
(0,03) 100 100 ~ 10 000

5.3 Jednatina x% = a

Obzirom da je x? > 0, zakljucujemo da da ova jednacina ima reSenje samo ako je a = 0. Misli se
na reSenje u do sada upoznatim skupovima.

Primer: Povrsina kvadrata je P = 36 cm®. Odrediti duZinu stranice tog kvadrata i njegov obim.
AKo je a stranica kvadrata, onda je P = a?,tj. a® = 36.

Primec¢ujemo da je a = 6 cm, jer je a > 0.

Tada je obim: 0 = 4a =4-6 =24 cm

Definicija: Kvadratni koren iz nenegativnog broja a, u oznaci va je nenegativan broj x ¢iji je kvadrat
jednak a.

Va=xe x2=a x>0a>0
Vo=0& 02=0

Prema navedenoj definiciji, kvadratni koren iz negativnog broja ne postoji u do sad upoznatim
skupovima.

Primer: Odredi cele brojeve x za koje je definisan /% = f(x).

Resenje:
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2x —5
6 —x

=0

Nule brojioca su resenja jednacine 2x —5 =0, tj. x = 2 Imenilac promeni znak za 6 — x = 0, tj. x = 6.

Znak razlomka je naveden u tabeli:

2x—5
6—x

@ X -

i
+N|U‘l

Iz tabele je: % >0zax€ E 6). Celi brojevi iz ovog intervala su: 3, 4 i 5.

Napomena: Uéenici osnovne $kole su upoznati sa znakom razlomka i ekvivalencijom.
A
EZO S (A=Z0AB>0)V((A<0AB<O0

. v 2x-5 v e -
Navedenu nejednacinu p— > 0 mogu resiti i ovako:

2% —5>0 —5<0
I){6—x>OVH){ x <0

. . .5 . ..
Resenje prvog sistema je - < x < 6, dok drugi sistem nema resenja.

* Ako su a i b pozitivni racionalni brojevi, onda je:

Va-vb=+a-b

S

Dokaz: neka je va = x,v/b = y, pri emu su X iy pozitivni.
Tada je: x2 = a i y?2 = b. Na osnovu pravila o kvadratu proizvoda je:

x2-y?>=a-b,tj. (x-y)? =a-b. Iz poslednje jednakosti, na osnovu definicije kvadratnog korena je

x-y=\/a-b,tj.\/a-\/—=\/a-b.

Sli¢no se dokazuje druga osobina.

. . , 1 25 | 144 _ ’ 169 49
Primer: IzraCunati [6=+ 3- | =+ — 2 + 3.=2==
4 16 16 \/ 16
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Pokazali smo da je skup Q, racionalnih brojeva, zatvoren u odnosu na sabiranje i oduzimanje,
mnozenje i deljenje pri cemu je delilac # 0. Na osnovu toga mozemo reSiti u skupu Q jednacine u vezi sa
sabiranjem, oduzimanjem, mnoZenjem i deljenjem. Ako su ,,uCesnici u jednacini racionalni brojevi,
resenje ¢e biti racionalan broj.

UCcenici se na Casovima matematike, fizike, hemije upoznaju sa pojmom merenja. Kada govorimo
o realnim brojevima, upozna¢emo se sa merenjem duzi. Za sada:

Definicija: Za duzi AB i CD kazemo da su samerljive ako postoje prirodni brojevi m i n tako da je AB

. . . AB . ... . .
2% - CD. Ovaj uslov je ekvivalentan sa o= %tj. razmera duzi je racionalan broj.

Ako takvi prirodni brojevi ne postoje, onda su duzi AB i CD nesamerljive. Velika je zasluga Pitagore i
njegove Skole jer su pokazali da postoje i nesamerljive duZi.

Sledece tvrdenje mogu razumeti i uc¢enici osnovne skole:

Teorema: Dijagonala i stranica kvadrata su nesamerljive duZi.

Dokaz: U prethodnoj teoremi je pokazano da +/2 nije racionalan broj. Ako je a stranica kvadrata,
njegova dijagonala je d = a+/2, pa je gz /2, ¢ime je teorema dokazana.

Neka je ABCD zadani kvadrat stranice a.

D C

A B

Koristimo Euklidov algoritam za odredivanje NZD stranice i dijagonale kvadrata. Potrebno je vecu
duz(dijagonalu) podeliti manjom. Za pocetak, stranicu prenesemo na dijagonalu. Neka je AE = AD. Sa
slike je AC = AE + EC, tj duz EC je prvi ostatak dobijen Euklidovim algoritmom. Sada stranicu (npr. BC)
delimo sa EC. Neka je EF | AC. Tada je trougao ECF jednakokrako pravougli, pa je EF = CF.

Obzirom da je AB = AE = AD = a i AF=AF dobijamo AABF = AAFE pa je EF = BF.

Ako je G Cetvrto teme kvadrata EFGC, vidimo da ponovo treba stranicu EF preneti na dijagonalu. To smo
imali i na pocetku. Ostatak smo dobili u prvom koraku prenoseci stranicu na dijagonalu, pa ¢emo ga uvek
dobijati.

To pokazuje da su dijagonala i stranica kvadrata nesamerljive duzi.
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6. Primeri iracionalnih brojeva

Pokazali smo da je V2 iracionalan broj. Obzirom da je svaki racionalan broj koliénik dva cela
broja sa imeniocem razli¢itim od nule, pokazali smo da su, izmedu ostalih, racionalni svi ¢isto periodicni i
mesovito periodi¢ni decimalni brojevi. Osim toga mozemo i decimalne brojeve sa kona¢no mnogo cifara
iza zareza smatrati periodi¢nim. Tako je npr. 0,273 = 0,2729999... Na osnovu toga mozemo, na nivou
osnovne skole, kazati da su iracionalni brojevi neperiodi¢ni decimalni brojevi sa beskona¢no mnogo
cifara iza zareza.

Primer 1: Pokazati da je broj v/7 - V2 iracionan.

Pretpostavljamo suprotno, da je /7 - V2 = a, a € Q.

5-a?

Ova jednakost je ekivalentna sa +/7 =2 + a, odnosno sa 7 = 2 + 2v/2 a + a’ Odavde je: V2 =

2a

Ako je a € Q, obzirom na zatvorenost skupa Q u odnosu na sabirnje, mnoZenje i deljenje brojem
vl .5-a?. . . .

razligitim od nule, broj Z—Z je racionalan, pa je takav i v2.

Primer 2: Zbir racionalnog i iracionalnog broja je iracionalan broj.

Neka jenpr.a€ Qib € I, gde je | oznaka za skup iracionalnih brojeva. Ako je x = a + b racionalan, onda
je b = x—aracionalan kao razlika dva racionalna broja, suprotno prethodnom stavu.

Posledica: Ako je a € Q i V2 € | prema ovom primeru je a + v/2 € | pa je skup I, iracionalnih brojeva,
beskonacan.

Primer 3: Proizvod racionalnog i iracionalnog broja je iracionalan broj, ako racionalan broj nije nula.

ObrazloZenje je isto kao u prethodnom primeru ako imamo u vidu zatvorenost skupa Q u odnosu na
deljenje.

(@aeQ AV3el)=a3€l

Primer 4: Ucenici se u sedmom razredu upoznaju sa obimom (duzinom) kruznice i njenih delova. Tada se
srecu sa jos$ jednim iracionalnim brojem w = 3,1415926535... Isti broj se nalazi u izrazima za povrsinu
kruga, njegovih delova, kao i u izrazima za povrsine i zapremine obrtnih tela koje se izucavaju u osmom
razredu, a zatim u lll razredu srednje skole. Dokaz iracionalnosti se ne izvodi.

Primer 5: Jedna od vaznih matematickih konstanti je iracionalan broj e, poznat kao Ojlerova konstanta.

n
Pokazuje se (IIT razred srednje $kole) da je brojni niz sa opstim ¢lanom a, = (1 + %) monotono rastudi i

n
ogranicen, pa je konvergentan. Grani¢na vrednost tog niza je lim,_,q (1 + %) =e = 2,71828 ... Broj e
je iracionalan.
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Brojevi skupa v2,v/3 , 2v/3,—3V/5 su iracionalni. Takvi su 7 i e. Izmedu ova dva skupa postoji bitna
razlika.

Definicija: Za realan broj a (racionalan ili iracionalan) kazemo da je algebarski ako postoji polinom
P(x) sa celim koeficijentima td. je P(a) = 0 ¢j. broj a je nula tog polinoma. Jedno od resenja jednacine x*—

2=0 je x =+/2 paje V2, slicno i /2, algebarski broj.

Definicija: Za realan broj kazemo da je transcedentan ako ne postoji polinom sa celim koeficijentima
¢ija je nula upravo taj broj.

Ne postoji polinom sa celim koeficijentima kojima su z, odnosno e nule. Prema tome, brojevi z i
e su transcedentni.. Dokaz ovog tvrdenja zahteva poznavanje algebarskih struktura, reSivosti jednacina i
slicno. Moze se naéi npr. u univerzitetskom udzbeniku ,,Angebra II*, ¢ije je autor prof. dr. Veselin Peric.
Razumljivo je §to se takav dokaz ne navodi ¢ak ni u srednjoj skoli.

Primer: U II razredu srednje skole ucenici se upoznaju sa pojmom logaritama, logaritamske funkcije,
Jjednacina, nejednacina i sistema. Za osnovu logaritama obicno imamo broj 10, pisemo log,o x = log x
ili pomenuti iracionalni broj e, kada je log, x = In x (prirodni logaritam).

Jednostavno se pokazuje da je log;, x racionalan, samo ako je x oblika 10» gde su m i n celi brojevi.
Dokaz se izvodi sli¢no kao ¢injenica da je log,, 7 iracionalan.

Ako bi logq, 7 = % na osnovu definicije logaritma dobijamo 10» = 7 ili 10™=7" §to je nemoguce ako
su m i n celi brojevi.

Nekada su u sistemu $kolovanja bile u upotrebi logaritamske tablice. [zmedu ostalih sadrzaja tu
smo mogli naéi logaritme pozitivnog broja za osnovu 10, vrednosti trigonometriskih funkcija, uglova iz
intervala (0°, 90°) kao i logaritmi trigonometriskih funkcija. Pomenute vrenosti su obi¢éno na 5 decimala.

Primer: Vrednosti trigonometriskih funkcija uglova mogu biti racionalni i iracionalni brojevi. Tako je

. T T 1 n T y . . . . . T V3
npr. sin-=cos_=-, tg, =ctg, = 1 Sto su racionalni brojevi. Medutim sing =cos—=—,

tg% = ctg% =3, sm% = cos% = g svaki od njih je iracionalan.
Primer: Pokazati da je broj cos% iracionalan.
v - T T T 1. - . ..
Uocimo da je 3- 5 = 3 cosZ = iprimenimo adicionu formulu:
cos3x =4cos3x—3cosx,zax =g
cos= =4 —3cosZ, tj.
3 9

1 T T
-~ =4cos3=—3cos—.
2 9 9
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Uvodenjem smene cos% = t,% < t < 1 dobijamo % = 4t3 — 3t ili 8t3 — 6t — 1 = 0 $to je algebarska
jednacina tre¢eg stepena.

Ako je racionalan broj % reSenje te jednacine, onda je m delilac od -1, a n delilac od 8. Obzirom da je
1 . 111 . o .. i e
S<t< 1 u obzir dolaze samo PAers Proveravanjem vidimo da nijedan od njih nije reSeje. Prema tome,

. v v . . v . qe .. 1 1 1 .. v .
ova jednac¢ina nema reSenja u Q. Jednostavnim ra¢unom vidimo da nijedan od — "3 5 hije resenje te

jednacine.

Primer: Broj 0,01001000100001 ... u kojem se broj nula izmedju dve susedne jedinice stalno poveéava za
jedan je iracionalan. Ako bi taj broj bio periodican onda bi nakon perioda doslo npr. k-nula, k € N, pa bi
period bio sastavljen od samih nula, Sto je netacno.

Primer: Zbir dva iracionalna broja moze biti racionalan ili iracionalan.

Uotavamo da je kvadratni koren iz pozitivnog iracionalnog broja iracionalan. Tako je npr. 7 + 4v/3

iracionalan broj, pa je i v 7 + 4+/3 iracionalan. Slicno je i v7 — 4v/3 iracionalan. Medutim v/ 7 + 4v/3 +

V7 — 43 je racionalan. Ugenici upoznati sa kvadratom zbira, proizvodom korena i razlikom kvadrata
dokaz izvode:

X=v7 +4V3 +7 — 43, x>0

Uslov x > 0 treba navesti jer se kvadiraranjem koje ¢emo izvesti iz zadane jednacine ne dobija

ekivalentna jednacina.
X227 + 43+ 7 — 43 +272 — (4v3)

x 2= 144+2+/1 = 16, ito zbog x > 0 daje x = 4

Primer: Broj x =6 + 2v5 — 6 — 2v/5, je racionalan.

Kadaje 6 — 2v/5< 6 +2V5t0jex>0

x?= 6- 25 < 6+2v5 -2 /62 - (25)"

x2=4,izbogx<4ijex=-2.

Jedna zanimljivost iz istorije jednacine tre¢eg stepena je data nakon slede¢eg primera.

3 3
Primer: Broj \/6 + %\/g + \/6 — 1—31\/§je racionalan
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Najpre je x € R. Ako iskoristimo jednakost (a + b)®> = a®>+ 3a’h + 3ab®+ b® = a°+ b+ 3ab(a + b) i
enjenicu da u skupu R vazi ekivalencija X = a & x2"*1 = g?"*1 vn € N, dobijmo

x3=6+ —\[ +6— —\[ +3- 11 - x , gde smo iskoristili znacenje od X.
3=12+3 ’ 36 1217
x°= 5 3%

S = 1243 (36— on)

X~ = 27 X
s qgag. |28

X" = 07 X

Prema tome je x realno reSenje jednadine.
3—5x —12=0
Delioci broja-12su: +1,+2,£3,+4,£6, £ 12

Proverom utvrdujemo da je X = 3 jedino reSenje te jednacine. Na osnovu toga je vrednost zadatog izraza
racionalan broj 3. Deljenjem polinoma x 3 — 5x — 12 dobijamo:

(x3—=5x —12):(x —3)=x2+3x +4
Polinom x %2 + 3x + 4 nema realne nule.

Jedna zanimljivost: Polazeéi od jedna¢ine Ax3 + Bx% + Cx + D = 0 u kojoj su A, B, C, D ralni brojevi i
A # 0 dobijamo najpre

x3 +%-x2 +%x +% = 0, odnosno
x3+ax?+bx+c=0

Smenomx = X — % poslednja jednacina dobija oblik
X3 + pX + q = 0 u kojoj nema keoficijenta uz X2.

Italijanski matemati¢ar Kardano (neki navode i druge) je pokazao da se reSenje jednacine x 3+p X
+0=0 mozZe napisati u obliku:
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x=3j—§+ /(%)2+<§)3+3J—§— &2+

Na prvi pogled uo¢avamo da ova formula nije prakti¢na za primenu. Obi¢no se koristi kada druge
metode ne pomazu. Medutim, moZemo sastaviti jednacinu oblika x3+px+q=0 &ije je reSenje unapred
zadan, npr racionalan broj. Jedna¢ina x3+5x-12=0 ima resenje X = 3. U toj jednadini je p = -5,q = -12 pa
se primenom Kardanove formule dobija:

3 3
x=\/6+ /36—%+\/6— 36— —=
3 927-125 , 3 927-125 _
‘\/6+\/T+\/6_\/T‘

3 3
=j6+ ¥+\/6— >, VBAT=VI2T - V7, VZ7=V9 -3

3 11 |7, 3 11 |7 . . . . .
X= |6+ F e 6 — S .3 ©OvVojeupravo broj na pocetku poslednjeg primera.

Prema tome, poznavanje Kardanove formule moze posluziti kao bogat izbor za sastavljanje zbira
iracionalnih izraza sa tre¢im i kvadratnim korenom ¢ija je vrednost unapred zadan racionalan broj.

Primer: Pokazati da je x=3/20 + 142 + 3/20 — 14+/2 prirodan broj.

Posmatramo jednac¢inu x 3 - 6 x —40 =0, p = -6, q = -40. Primenom Kardanove formule je

x =3/20 + V400 — 8 + Y20 — V200 — 8

X =v20 + 14v2 + Y20 — 14v2 =4.
7. Skup R, realnih brojeva

Skup R, realnih brojeva, je unija skupova Q, racionalnih brojeva, i I, iracionalnih brojeva, tj. R =
Q U L. Na oshovu definicije vidimo da je Q n 1 =@ tj Q i | su disjunktni skupovi.

7.1 PribliZzna vrednost realnog broja. Zaokrugljivanje

Naveli smo da skup I, iracionalnih brojeva, ¢ine neperiodi¢ni decimalni brojevi sa beskona¢no
mnogo cifara iza zareza. U praksi se pokazuje da je tesko racunati s takvim brojevima. Korisno je takve
decimalne brojeve zameniti brojevima koji imaju manje decimala. Pri tom postupku postujemo princip po
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kom greska rezultata zaokrugljivanja bude $to manja. Potrebno je, osim pojma apsolutne vrednosti broja,
uvesti pojam apsolutne greske.

Definicija: Apsolutna greska pribliznog broja x' u oznaci A(x") je A(x")=|x — x'| gde je x tacna, a x'
priblizna vrednost.

Sve numericke tablice koje sadrze iracionalne brojeve su sastavljene tako da je broj decimala konacan,
npr 5.

Ako umesto zadatog decimalnog broja napiSemo drugi broj koji sadrzi odreden broj cifara, kazemo da
smo izvrsili zaokrugljivanje. Pri tome, imajuéi princip ¢injenja manje apsolutne greske postujemo pravila:

1) Ako je n+l-va cifra veta od 5, onda se n-ta cifra uveca za 1, a sve cifre ispred nje ostaju
nepromenjene. Kazemo da smo broj zaokruzili na n decimala.

2) Ako je n+1-va cifra manja od 5, prvih n cifara ostaju nepromenjene.

3) Ako je n+l-va cifra 5 i ako iza 5 ima jo§ cifara koje nisu sve same nule, onda se cifra ispred 5
poveca za 1.

4) Ako je n+l-va cifra 5 i iza nje nema drugih cifara, dogovorom po$tujemo tzv pravilo parne cifre,
tj cifru ispred 5 ne menjamo, ako je ona parna, a povecavamo za 1, ako je ona neparna.

Napravili bismo istu apsolutnu gresku da u slucaju 4 uradimo i obrnuto.
7.2 Uredeno polje (R, +, -, <)

Naveli smo da je skup R, realnih brojeva, unija skupova Q, svih racionalnih, i I, skupa svih
iracionalnih brojeva. Pokazali smo da je skup I, iracionalnih brojeva, beskonac¢an. Ve¢ u sedmom razredu

osnovne $kole udenici su upoznati sa primerima iracionalnih brojeva. Takvi su, npr. v2,+/3 , 5vV6, .

. . . . . vo ood . .
Pokazali smo da su dijagonala i stranica kvadrata nesamerljive duzi, tj - Je iracionalan broj v2 .

Primenom Pitagorine teoreme mozemo konstruisati duzi ¢ije su duZzine V2,43 ,2V3 ..., ako je data
jedini¢na duz. Za neke od iracionalnih brojeva konstrukcija je data na slici. Tu je OA=1 jedini¢na duz.

Tatkama B,, C;, Dy, E; odgovaraju brojevi +v2,v/3,v4,V/5. Ranije smo pokazali da se izmedu
svaka dva racionalna broja nalazi jedan, a zatim i beskona¢no mnogo racionalnih brojeva. I pored toga,
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obzirom da postoje iracionalni brojevi, vidimo da na brojevnoj pravoj Cije tacke odgovaraju samo
racionalnim brojevima ima Supljina. To je jedan od razloga zbog kog je skup racionalnih brojeva prosiren.
Pokazati da postoje nesamerljive duzi uopste nije bio lak zadatak. Precizno reSenje ovog zadatka i
uvodenje realnih brojeva dato je u XIX veku radovima tri nemacka matematiCara : Vajerstras, Dedekind i
Kantor.

7.3 Supremum i infimum
Obzirom da smo upoznati sa skupom Q, racionalnih brojeva, i strukturom (Q, +, -, <) vreme je za:

Definicija: Neka je S podskup skupa Q. Kazemo da je skup S ogranicen odozgo ako postoji M € Q td je X
<M, VX € S. Podskup S skupa Q je ogranicen odozdo ako postoji m € Q td je m < x, Vx € S. Ako je skup
S ogranicen odozgo i odozdo kazemo da je ogranicen.

Brojeve M i m iz prethodne definicije zovemo redom majoranta i minoranta skupa S. Ako je M
majoranta skupa S, onda je svaki broj ve¢i od M takode majoranta tog skupa. Sli¢no, ako je m minoranta
skupa S, onda je i svaki broj manji od m minoranta tog skupa. Prema tome, ako je skup S © Q ogranicen,
mozemo govoriti o skupu njegovih majoranti i skupu minoranti. Ako skup A ima majorantu M koja mu
pripada, onda je to najveéi element skupa S, njegov maksimum u oznaci M = maxS. Na isti nacin
defini§emo minimum skupa S. To je element m € S, td. za svako X € S vazi m < X.

Prethodno razmatranje pokazuje da je opravdana sledeca:

Definicija: Supremum skupa S je minimum skupa svih majoranti skupa S < Q (ako postoji), oznaka sups.
Ako postoji, maksimum skupa svih minoranti skupa S € Q, to je infimum skupa S, infS.

7.4 Aksiome realnih brojeva

U uvodu smo naveli da se jedna matemati¢ka teorija moze zasnivati polazeéi od razli¢itih temelja, koji
¢ine sistem aksioma i osnovnih pojmova. Postoji i viSe nacina na koje zasnivamo teoriju realnih brojeva.
Obi¢no se navede sistem aksioma koji definiSu osnovne operacije i relacije u skupu R. Ako prihvatimo
takav nacin, onda lakSe dolazimo do vaznijih osobina ove strukture.

Definicija: Neka je S neprazan skup. Binarna operacija definisana u skupu S je svako preslikavanje
*:SXxS-S.
Primer: (@€ N, beN), (a,b) eNxN
(a,b)—a+b

Definicija: Skup R, realnih brojeva, je skup u kom su definisane 2 binarne operacije , sabiranje (+) i
mnozenje (-) i binarna relacija < tako da su ispunjene sledece osobine:

1) (W YER)X+y=y+X;
2) (VX Y,ZER) (x+Yy) +z=x+(y+2);
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3) (30 eR)(VxeER)x+0=x;

4) (VXER)@AXER)x+x=0;

5 (V{,YER)X:y=y: X

6) (VX y,zeR)(x-y) z=Xx-(y-2);

7) (31 e€eR/{0})(VYXER)Xx 1=x;

8) (Vx€R/{0}) @xeER)x-x=1;

9) (VX Y,ZER)X:-(y+2) =X y+X-Z;
10) (vx e R)x < x;

1) (WX, YER) (XS YAY<X)—=>X=Y);
12) (Vx,y,z€R)((x<YyAy<17) > X <2);
13) (v, YER)(x<yVy<x);

14) (VX,y,zER)XSy—->x+z2<y+17);
15) (Vx,yER)((0 < x40 <y) =0 < xvy);
16) Svaki neprazan, odozgo ogranicen podskup skupa R ima supremum u R.

Govoreci o skupu Q, racionalnih brojeva, pokaze se da je struktura (Q, +, -, <) uredeno polje.

Osobina 16) nema u skupu Q. Osobina 16) je poznata kao Aksioma neprekidnosti ili aksioma supremuma.

Apsolutna vrednost realnog broja x, u oznaci |x|, definise se kao §to je to navedeno u skupu Z, celih
brojeva:

|x|_{x, x=0
T g, x<0

Koriste¢i ovu definiciju moze se dokazati:
Teorema: Zasvako x,y € Ria> 0 vazi:

1) |x|<al -a<x<a;
2) -lx| <x<xl;

3) lx+yl<lxl+lyl;
4) |x-yl=Ix|-Ilyl;

5) Ako jey # 0, onda je |§| = :i—:

Kada govorimo o grani¢noj vrednosti niza i funkcije, upoznamo se sa pojmom okoline realnog broja. Pre
definicije navodimo jednu od posledica prethodne teoreme.

Posledica: Vx, xo ERic ER je |[x —xo| <& akkoxy-& < X< xg + &.

Dokaz: Uocavamo da se ovo tvrdenje dobija iz dela 1 prethodne teoreme, ako X zamenimo sa x — x, i a
zamenimo sa €. Dobijamo - & <x- x5 < &.

Obzirom da je (osobina 14)) relacija < saglasna sa sabiranjem, mozemo pisati xy - &€ < X< xg + €.
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7.5 Neke posledice teoreme o supremumu
1z aksioma uredenog polja (R, +, -, <) realnih brjeva pokazacemo da skup R ima Arhimedovo svojstvo.
Teorema 1: Za proizvoljne pozitivne realne brojeve a i b postoji prirodan broj n takavdajea <n - b.

Dokaz: Posmatramo podskup A skupa R zadan ovako A={n -b|n € N} i pretpostavimo da
tvrdenje teoreme nije tacno. Tada, za svaki prirodan broj n vazi a > n - b, pa je broj a majoranta skupa A.
Prema tome, skup A je ograni¢en pa na osnovu aksiome o supremumu ima supremum C = Sup A.

Posmatrajmo broj ¢ — b, on je manji od ¢ zbog b > 0, pa ne bi smeo da bude njegova majoranta, prema
definiciji supremuma c. Znaéi, morao bi da postoji ny € N za Kkoji je no - b > ¢ — b. Ova nejednakost daje
(no + 1) - b > ¢. Ovo bi znaéilo da je element (ny + 1) - b skupa A veéi od njegovog supremuma C, §to je
nemoguce. Dobijena kontradikcija pokazuje da je tvrdenje teoreme ta¢no.

Sada mozemo dokazati da broj v2 postoji.
Teorema 2: U skupu realnih brojeva postoji jedinstven pozitivan broj x za koji je X* = 2.

Dokaz: Posmatramo skup A = {x € R | x* < 2}. Najpre, skup A nije prazan, jer na primer 1 € A.
Jos je A c R, ograni¢en odozgo( broj 2 je jedna njegova majoranta). Prema aksiomi o supremumu, skup
A ima supremum i ozna¢imo ga sa y = sup A. Dokazaéemo da je upravo y* = 2.

Dovoljno je pokazati da nije y* < 2 i y* > 2. Ako je, npr. y* < 2 izabraéemo prirodan broj n za koji je n >
2y+1
2-y?’

Na osnovu Arhimedovog svojstva skupa R, takav broj postoji.

. 1 1 1 1 1 1
Tada je: (y+;)2=y2+2-y-;+n—2<y2+2-y-;+ ;=y2+(2-y+1)-;<y2+(2—y2)=2(naosnovu
izborane N . Zbog (y + %)2 < 2vidimo day +% € A. Kako je on oc€igledno veci od y dobili smo da je jos

jedan element skupa A veci od njegovog supremuma, $to je nemoguce. Sli¢no se dokazuje da ne moze
biti y* > 2, pa je y*= 2.

Pokazali smo da broj y € R* zadovoljava jedna¢inu y* = 2. Treba dokazati njegovu jedinstvenost.
Pretpostavimo da postoji jos jedan pozitivan broj, z za koji je 22 = 2 i da je npr. y < z. Tada bi bilo: 2= y?
< 72=2, §to je netaéno. Dakle, broj y sa trazenom osobinom je jedinstven pa je

Definicija: Broj y &ija je egzistencija dokazana u Teoremi 2 zovemo “kvadratni koren iz 2”, a pisemo /2.
Na osnovu ove definicije je (vV2)? = 2.
Ako bismo u Teoremi 2 broj 2 zamenili bilo kojim pozitivnim brojem a, mogla bi se dokazati:

Teorema 3: U skupu pozitivnih realnih brojeva za dati pozitivan realan broj a postoji jedinstven
pozitivan broj x za koji je X’ = a.
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Ako je u pitanju jednac¢ina X" = a, n € N, a € R", vaZi sli¢no tvrdenje. Dokaz je sloZeniji od prethodnih.

7.6 Intervali

U procesu ucenja matematike, reSavanja nejednacina, sistema, ispitivanja funkcija, posebno u
analizi vidimo da je potrebno resenje zadatka zapisati u obliku specijalnih podskupova skupa R i njihovih
unija, preseka, razlika i sli¢no.

Definicija: Neka su a i b dati realni brojevi i npr a < b. Tada je:

1) Otvoreni interval (a, b) je skup definisan:
(@a,b)={x €eR|a <x <b}.
2) Zatvoreni interval (segment ili odsecak) je skup [a , b] definisan:
[a,b]={x €R|a <x < b}.
3) Okolina broja (tacke) a € R je svaki otvoreni interval skupa R koji sadrzi tacku a. Specijalno, ako
je ta okolina oblika (a - €, a + € ), zovemo je € okolina(simetricna okolina tacke a).

Ug(a)={x eER||x—al < ¢}
Primer: Na slici je prikazan otvoren interval (c, d) koji je okolina tacke a kao i € okolina te tacke:

) >
C  g-e 9 g+e d

Vidimo da svaka okolina tacke a sadrzi neku &€ okolinu te tacke.

Definicija: Neka su [a,, b,] , N € N odsecci ose brojeva. Ako je za sve n € N ispunjeno

[an+1, bnil Slan, by,

kazemo da je niz (I, ), I, =[ay, by] niz umetnutih odsecaka.
7.7 Konacni i beskona¢ni skupovi

Ako govorimo o brojnim skupovima, obi¢no krenemo od skupa N, prirodnih brojeva, kao neceg
poznatog. Vazna je, pa je navodimo ponovo,

Definicija: Za skupve A i B kazemo da su ekvivalentni i pisemo A @ B ako postoji bijekcija sa skupa A na
skup B.

Primer: Skupovi A ={a,b,c,d,e} i B={1,2,3,4,5} su ekvivalentni jer je f = (‘i lz’ ; Z g )
jedna od 5! = 120 bijekcija skupa A na skup B.
Ovako uvedena relacija je relacija ekvivalencije tj vazi:

1) Refleksivnost: A ~ A (identi¢na funkcija f(X) = X, VX € A je bijekcija)
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2) Simetri¢nost: A ~ B onda je B ~ A (ako je f : A - B bijekcija, onda je f~ : B — A bijekcija)
3) Tranzitivnost: A~ BiB ~C—A ~ C (ako jef: A— B bijekcija i g: B — C bijekcija, onda
jeg°f: A - Cbijekcija).

Definicija: Za skup A kazemo da je konacan, ako postoji prirodan broj n td. je skup {1,2,3,...,n}
ekvivalentan skupu A. Za skup koji nije konacan kazemo da je beskonacan.

Primer: Skup N, svih prirodnih brojeva, je beskonac¢an. Naime, ako je {1,2, 3, ..., n} podskup skupa N,
onda skup N nije ekvivalentan sa navedenim skupom. Dovoljno je uzeti sledbenik prirodnog broja n koji
nije slika nijednog elementa iz {1, 2, 3, ..., n}.

{1,2,3,...,n}
{1,2,3,...,n,n+1,n+2,....}.
U sledeée dve teoreme navodimo osobine konacnih i beskonaénih skupova:
Teorema: Svaki beskonacan skup se moze bijekcijom preslikati na svoj pravi podskup.
Dokaz: Neka je S beskonacan skup i neka je
a€eSs
beS\{a}
c € S\{a,b}
de S\{ab,c}itd.
DefiniSimo preslikavanje f: S —S ovako:
fa)=b
f(b) =c
f(c) =ditd. i f(x) = x, zasvaki x € S\{a,b,c, ... }.

Na slici je prikazano preslikavanje f
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Preslikavanje f je bijekcija skupa S na skup S \ {a}, jer element a nije slika nijednog elementa iz S.

Teorema: Svaki skup koji se bijekcijom moze preslikati na svoj pravi podskup je beskonacan.
Dokaz: Neka je S neki skup, P njegov podskup i f: S — P bijekcija. Posmatramo element a € S\ P.
a€eS\P
b =1f(a)
c = f(b)
d = f(c) itd.
Obziromdaae S\PibeP jerf preslikava S — P, to je a # b. Posto je bijekcija, ,,1-1 preslikavanje, iz
f(a) # f(b) dobijamo a # b. Na isti nacin je:
f(b) #f(c) pajeb#c.

Prema tome, skup S je beskonacan jer sadrzi beskonacan podskup {a, b, ¢, d, ...}

Na osnovu definicije funkcije f vidimo da je:

b = f(a),

¢ = f(b) = f(f(a))= F*(a),
d = f(c) = f(f*(a) = *(a), itd.
Prethodne dve teoreme moZzemo formulisati ovako:
Teorema: Skup S je beskonacan akko postoji bijekcija tog skupa na neki njegov pravi podskup.

Primer: Bijekcija f : N—N zadana sa f(n) = 2n preslikava N na pravi podskup parnih brojeva.

=G 46w 2m -

Prema tome, skup N je beskonacan.
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7.8 Neprebrojivost skupa realnih brojeva

Definicija: Za skup A kazemo da je prebrojiv ako je ekvivalentan skupu prirodnih brojeva.
Primer 1: Skup No = N U{0} je prebrojiv. Funkcija f(n) = n — 1 je bijekcija i preslikava N na N,.

Primer 2: Skup parnih prirodnih brojeva je prebrojiv jer bijekcija f(n) = 2n preslikava N na skup parnih
prirodnih brojeva.

Primer 3: Skup Z, svih celih brojeva, je prebrojiv. Funkcija zadana sa

(25

0 ,zax =1
f(x) = %x ,Za x paran broj
— % (x—1) ,zaxneparanbroj
je bijekcija skupa N — Z.
Primer: Skup svih racionalnih brojeva iz intervala (0, 1) je prebrojiv.

Zapisimo skup racionalnih brojeva inteervala (0, 1) u obliku trougaone Seme:

6'6'6’6"6

U ovoj Semi se neki racionalni brojevi pojaljuju vise puta, npr:

22 i,
6

57



Master rad — Uvodenje realnih brojeva u osnovnu skolu Marina Kovacevic¢

Ako izostavimo racionalne brojeve koji su se jednom veé pojavili, mozemo definisati bijekciju N — (0, 1)

ovako:
= 2

Vidimo da je skup {x| x € Q i x € (0, 1)} ekvivalentan skupu N, pa je taj skup prebrojiv.

N R =
wir N
win W
N YN
»lw Ul
[GEEEe)Y

Teorema: Skup realnih brojeva iz intervala (0, 1) nije prebrojiv.
Dokaz: Treba pokazati da ne postoji bijekcija skupa N na (0, 1).
Pretpostavimo da takvo preslikavanje postoji:
1 — X, = 0,an1812°--a1n°+
2 — Xp = 0,882 -a

3 — x3=0,a3183" 30"

N — X, = 0,@n8n2°-@pn**

Posmatramo broj x = 0,a;a,a3:- u kojem je svaka od cifara razli¢ita od 0 i 9. Cifre a;, ap,as,
biramo tako da je a; # a1, @ # @, as# ass, **+, an# ann. Broj X je realan i pripada intervalu (0, 1). Taj broj
se razlikuje od svakog od brojeva Xy, X, X3, ---. Prema tome, x nije slika nijednog prirodnog broja. Dakle,
skup realnih brojeva iz intervala (0, 1) nije prebrojiv.

Primer: Svi intervali realnih brojeva, bez obzira na njihovu duZinu su ekvivalentni.
Linearna funkcija f(x) = (b - a)x + a, a < b je bijekcija skupa (0, 1) na (a, b).
Sledece posledice aksiome neprekidnosti navodimo bez dokaza:

1. Svaki neprazan odozgo ograni¢en podskup skupa R ima infimumu R.

2. Za proizvoljne pozitivne realne brojeve a i b postoji jedinstven prirodan broj n tako da je:
(n-Da<b<n-a.

3. Za svaki realan broj b postoji jedinstven ceo broj k takav daje k <b < k + 1.

Definicija: Ceo deo reanog broja x je najveci ceo broj koji nije veci od x. Oznaka: [x].
Postojanje takvog broja je navedeno u posledici.

U nastavku izlaganja ¢u navesti jedan primer u kom koristimo aksiome uredenog polja ( R,+, -,
<). Ovaj sadrzaj se izu¢ava u 8. razredu osnovne $kole u temi “Linearne jednaine i nejednadine sa
jednom nepoznatom”. Tada se u€enici upoznaju sa opStim pravilima za reSavanje takvih jednacina. Sve
do tada su u jednacini uocavali koju “ulogu” ima nepoznata ili izraz koji sadrzi nepoznatu i nacin kako se
odreduje. Zainteresovani ucenik uocava da su ta pravila primenjena na jednacine ranije upoznatih oblika
saglasna sa prethodno steCenim znanjem.
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8. Ekvivalentnost jednacina (nejednacina)

8.1 Ekvivalentne jednacine (nejednacine)

Definicija 1: Za jednu jednacinu (nejednacinu) kazacemo da je u jednoj brojnoj oblasti posledica date
Jjednacine (nejednacine) ako je svako njeno resenje u toj oblasti ujedno resenje i te jednacine.

Skup svih reSenja posledice jedne jednaCine (nejednadine) sadrzi sva reSenja te jednacine
(nejednacine), ali posledica moze da ima reSenja koja nisu i reSenja te jednacine (nejednacine). Za ova
reSenja kazemo da su za datu jednacinu (nejednacinu) strana. Ako posledica nema drugih reSenja osim
reSenja date jednaCine (nejednacine) onda za nju kazemo da je ekvivalentna sa datom jednac¢inom
(nejednacinom).

Definicija 2: Za dve jednacine (nejednacine) kazaéemo da su ekvivalentne, ako je svako resenje prve
ujedno i resenje druge i obratno.

Primeri:

1) Jednatine x —1 =0 i x3—1=0 su u oblasti realnih brojeva ekvivalentne, jer obe imaju samo
jedno 1 isto reSenje x = 1. U oblasti kompleksnih brojeva druga jednacina je samo posledica prve, jer

ona tada pored reSenja x = 1 ima jo§ dva reSenja x = —21 + ?i koja nisu i reSenja prve jednacine.
2) Jednatina x —2 =3 ima jedno reSenje x = 5, a jednacina (x —2)2 =9 jo$ i reSenje x = —1.
Druga je posledica prve.
3) Jednaine2x —1=x+2 i xTH = 3x4_1 su ekvivalentne, jer obe imaju samo jedno reSenje x = 3.

3x—1
4

4) Nejednaéine 2x —1>x+ 2 i xT_l +1< su ekvivalentne, jer je x > 3 oblast reSenja za obe

nejednacine.

Primedba. Jednagine x —1 =0 i x> —2x + 1 = 0 imaju jedno isto reSenje x = 1. Medutim, posto je
druga jednacina kvadratna, smatra se da ona ima dva reSenja koja su u ovom slucaju jednaka, kaze se da
je x =1 za drugu jednacinu dvostruk koren. Zbog toga, ako se uzima u obzir viSestrukost korena, ove
jednacine mogu se smatrati neekvivalentnim.

Grafi¢ko tumacenje ekvivalentnosti jednacina. Ako su jednacine F(x) = 0 i G(x) = 0 ekvivalentne, to
znaci da grafici funkcija y = F(x) i y = G(x) imaju iste prese¢ne tacke na x-0si.

8.2 Ekvivalentnost jednaéina (nejednadina) pri transformaciji izraza u njima

Pri reSavanju jednacina vrse se identicke transformacije izraza u njima, tj. vr$i se zamena izraza
sa njima identicnim izrazima. Pri tome, ako nije doSlo do promene definicionog podrucja jednacine,
dobijena jednacina mora biti, razume se, ekvivalentna sa prvom jedna¢inom. Ali, ako se primenom

identickih transformacija promenilo definiciono podru¢je dobijena jednaCina ne mora uvek biti
ekvivalentna sa prvom jednacinom. Tako, ako se definiciono podrucje prosirilo, nova jednacina, moze
imati reSenja koja ne pripadaju definicionom podrucju prve jednacine, pa su ona za nju strana. Ako se

59



Master rad — Uvodenje realnih brojeva u osnovnu skolu Marina Kovacevic¢

definiciono podrucje suzi, onda se moze desiti da neko reSenje prve jednacine ne spada u definiciono
podrucje nove jednaCine, pa ono ne moze biti reSenje te jednacine. Kazemo da je doslo do ,,gubitka*
korena jednacine.

Definiciono podrucje izraza menja se pri skracivanju razlomljenih izraza, primene pravila za operacije
korenima i pravila za operacije logaritmima.

Primeri:
(x-1)2

x2 -1
Ako izvrS§imo skracivanje tog izraza sa x — 1, dobijamo izraz kojiza x =1 imasmislaix =1

1) x =1 nije reSenje jednacine = 0, jer za tu vrednost izraz na levoj strani nema smisla.

je resenje dobijene jednacine i—;i =0.

2) Definiciono podrugje jednadine Vx —1 - vVx +1 =0 je interval x > 1i refenje x = 1. Ako
primenimo pravilo va - Vb = vab dobijamo jednaginu Vx2 — 1 = 0, ¢&ije definiciono podrugje
su dva intervala x < —1 ix > 1. Zato nova jednacina ima dva reSenja x = +1.

3) Jednac¢ine log(x —2) +log(x —3) =log(x+1) i log(x+2)(x—3) =log(x+1) nisu
ekvivalentne, jer druga jednacina ima reSenja x =1, x =5, od kojih prvo ne spada u
definiciono podrucje prve jednaCine, jer su za x = 1 logaritmi na levoj strani te jednacine
negativni. Pri primeni pravila loga + logb =logab doslo je do prosirenja definicionog
podrudja.

Ove primedbe mogu da se odnose i ha nejednadine.

8.3 Transformacija jednacina (nejednacina)

Teorema 1: Ako jednoj i drugoj strani strani jednacine (nejednacine) dodamo izraz koji je definisan u
definicionom podrucju jednacine (nejednacine) dobijena jednacina (nejednacina) je ekvivalentna sa
datom.

Dokaz: Dokaz se zasniva na stavovima.

a) lza=b sledia+c=b+c,
b) Iza+c=b+c sledi a=0»b,
C) lza<b,sledia+c<b+c,
d) Iza+c<b+csledia<b.

Dokazac¢emo teoremu za jednacine, za nejednacine je dokaz identic¢an.

Neka je data jednacina

fx) =gx) @)

neka je njeno reSenje, tj.

fl@) =g(@ )
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i neka je h(x) bilo kakav izraz definisan u definicionom podrucju jednaéine. Tada je h(a) odredena
vrednost. Dodajmo s obe strane od (1) izraz h(x):

fG) +h(x) = g(x) + h(x) @)
1z (2) prema stavu a) sledi
f(@) +h(a) = g(a) + h(a) (4)

Sto zanéi da je a reSenje i jednacine (3). Pretpostavimo da je a reSenje od (3), tada vazi (4). Na osnovu
stava b) iz (4) sledi (2), Sto znaci da je a reSenje od (1). Dakle, svako reSenje od (1), je i reSenje od (3) i
obratno svako resenje od (3) je reSenje od (1), tj. (1) i (3) su ekvivalentne.

Primedbe:

1° Posto oduzeti izraz h(x) znadi dodati izraz —h(x) to se od jedne i druge strane jednadine
(nejednacine) moze takode oduzeti isti izraz.

2° 1z dokaza se vidi da izraz h(x) ne mora da bude definisan u celom definicionom podruéju
jednacine (1), dovoljno je da on bude definisan za vrednosti x koje su reSenja jednacine (1), tj. da
h(a) ima uvek smisla kad je a reenje jednacine (1).

3° Ako h(x) nije definisan za neko resenje a od (1) onda izrazi s leve i desne strane od (4) nemaju
smisla, te a nije reSenje od (3). (1) i (3) nisu ekvivalentne.

4’ Na teoremi 1. zasniva se tzv. pravilo ,0 prenoSenju “ ¢&lanova s jedne strane jednadine
(nejednacine) na drugu. Da bismo na primer ¢lan g, (x) u jednacini

f(x) =g,(x) + g2(x)

preneli s jedne strane na drugu treba jednoj i drugoj strani dodati izraz —g, (x):

f) = g2(x) = g1(x) + g2(x) — g2(%) ,
odakle, fG) = g2(x) = g1 ().
Ovo prenoSenje ¢lanova moZe se objasniti i neposredno posto iz f(a) = g;(a) + g,(a) sledi
f(a) — g»(a) = g,(a) i obratno.
Jednacina koju smo dobili iz date prenoSenjem ¢lanova je uvek ekvivalentna sa datom.
Primeri:

1) Jednagine 2x+1=x i 2x + 1+ x(3x — 1) = x + x(3x — 1) su ekvivalentne.

.. . 2 2 . . .
2) JednaCine2x+1=x i 2x+1+ ﬁ =x+ ﬁ nisu ekvivalentne, posto za vrednost

x = —1 koja je reSenje prve jednacine izraz h(x) = % nije definisan.

Teorema 2. Ako obe strane jednacine pomnozimo izrazom koji u definicionom podrucju jednacine je
definisan i ima vrednost razlicitu od 0, dobijena jednacina je ekvivalentna sa datom.
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Dokaz: Dokaz se zasniva na stavovima

@) 1z a = b sledi ac = bc,

B)lzac =bcic # 0sledia = b.
Neka je a reSenje jednaéine (1), tj. vazi (2) i neka je h(x) izraz koji zadovoljava uslove
teoreme. PomnoZzimo obe strane od (1) sa h(x) :

fO) - h(x) = g(x) - h(x) (5)
Posto iz (2) na osnovu stava «) sledi
f(@)-h(a) = g(a) - h(a) (6)
i obratno iz (6) , s obzirom da je po pretpostavci h(a) # 0, sledi (2) to su(1) i (3) ekvivalentne.
Primedbe:

1° Za definisanost izraza h(x) vaZi re¢eno uz teoremu 1. , tj. dovoljno je da ovaj izraz bude definisan za
sva reCenja od (1). Ako on nije definisan za neko od tih reSenja, (1) i (5) nisu ekvivalentne.

2° Ako je za neku vrednost x = a u definicionom podruéju jednacine (1) h(a) = 0, onda je jednakost (6)
tacna, tj. a je reSenje od (5), bez obzira da li je ili nije f(a) = g(a), tj. da li je ili nije a resenje od (1).
AKo a nije reSenje od (1), onda (1) i (5) nisu ekvivalentne. No, iako je a reSenje od (1) ono je resenje od
(5) sa pove¢anom visestrukosti.

Primer:
1) Jednatina 2x + 1 = x ima reSenje x = —1 , a jedna¢ina (2x + 1)(x% — 4) = x(x? — 4) jo§ i
reSenje x = +2 za koje se h(x) = x? — 4 poniStava; jedna¢ina (2x + 1)(x + 1) = x(x + 1)
nema novih reSenja jer se sada izraz h(x) = x + 1 ponistava za x = —1 koje je reSenje prve

jednacine, ali je sada -1 dvostruki koren poslednje jednacine, posto je ona kvadratna.

Dakle, mnozenjem jednacine sa izrazom koji moze biti jedak nuli uvek uvla¢imo strana recenja, ili bar
povecavamo visestrukost reSenja date jednacine.

3° Iz teoreme 2. sledi da jedna¢inu uvek mozemo pomnoziti konstantnim brojem # 0 .

4° Ako jedna¢inu pomnozimo sa 0 dobijena jednaéina 0 = f(x) = 0 = g(x) je identitet zadovoljena za
sve x u definicionom podrucju jednacine
5° Posto podeliti izrazom k(x) znaéi pomnoziti izrazom h(x) = ﬁ to teorema 2. vazi i za deljenje

. , . . 1 .. .- . v . v
sa izrazom sa sledecom primedbom: izraz proe kojim sad mnozimo jednacinu je uvek razli¢it od 0, a

da bi on bio definisan treba da izraz k(x) bude ne samo definisan nego i razli¢it od nule. Otud izlazi
sledeca teorema:

Teorema 3. Ako obe strane jednacine podelimo izrazom koji je definisan i nije jednak 0, za vrednosti
koje su resenja date jednacine, dobijena jednacina je ekvivalentna sa datom.

Posebno. Jednacinu moZzemo uvek podeliti konstantnim brojem # 0.

Ako je izraz k(x) kojim delimo jednak 0 za neko reSenje date jednacine onda ono biva izgubjeno.
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Ova teorema moze se dokazati neposredno bez oslonca na teoremu 2.

Primeri:
ye . 2x+1 X . . . ..
a) Jednatine 2x + 1 =x i —— = — su ekvivalentne jer se izraz k(x) = x — 1 kojim smo
. o . - . e o we 2x+1 .
podelili ne ponistava za reSenje x = —1 prve jednaéine. Naprotiv, jednacina ;T = ﬁ nije

sa prvom ekvivalentna, jer se za x = —1 izraz x + 1 ponistava.
b) Ako jednacinu (x — 1)(x + 2) = 5(x — 1) koja ima za reSenje x = 1, ,,skratimo*“ sax — 1 ,
onda je to resenje izgubljeno, jer ono nije reSenje dobijene jednacine x + 2 = 5.

Dakle, skra¢ivanjem jednacine izrazom koji sadrZi nepoznatu i koji moze biti jednak nuli dolazi uvek do
gubitka reSenja, ili smanjivanja viSestrukosti resenja.

3. Posto za nejednakosti stavovi analogni stavovima «) i £) glase:
I1za < b sledi ac s bc, prema tome da li je ¢ 2 0,
I1zac < bcsledia s b, prematome dalijec 2 0,

To za mnozenje nejednacine izrazom vazi sledeca teorema.

Teorema 4: Nejednacina f(x) < g(x) je ekvivalentna sa nejednacinom f(x)h(x) < g(x)h(x) za one
vrednosti x iz definicionog podrucja prve nejednacine za koje je h(x) > 0, a sa nejednacinom
f(x)h(x) > g(x)h(x) za one vrednosti x iz te oblasti za koje je h(x) < 0.

Posebno, nejednacinu mozemo uvek pomnoziti s pozitivnim konstantnim brojem, i sa negativnim s tim da
se izmeni znak nejednakosti u suprotan.

Primer: Nejednacina % < 2, ¢ije je definiciono podruéje x # 3, je u oblasti x > 3, gdejex —3 > 0,
ekvivalentna sa nejednac¢inom 3x — 1 < 2(x — 3), a u oblasti x < 3 s nejednac¢inom 3x — 1 > 2(x — 3).
Ako pomnozimo nejdnacinu sa (x — 3)? Koji izaz je za x # 3 pozitivan dobijena nejednacina

(3x — 1)(x — 3) < 2(x — 3)? je ekvivalentna sa datom.
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Pri obucavanju dece neophodno je teziti
ka tome da se kod njih postepeno
sjedinjuje znanje sa umenjem. Izgleda da je
od svih nauka jedino matematike sposobna da u potpunosti zadovolji ovaj zahtev.

Imanuel Kant
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