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Naslov master rada: Algoritmi za ravansku interpretacijugrafova u vidu mreze minimal-

nesirine i visine

Rezime: Problemi ravanske interpretacije grafova spadaju u klasu problema iz oblasti teorije
grafova sa znacajnom primenom u praksi. Ovi problemi se bave odredivanjem adekvatnog nacina
konstruisanja geometrijskih prikaza struktura koje su modelovane grafovima, zadovoljavaju¢i neke
unapred zadate kriterijume. Problem ravanske interpretacije grafova u poslednje vreme privla¢i ve-
liku paznju zbog brojnih prakti¢nih primena u ra¢unarstvu, dizajnu integralnih kola, gradevinarstvu,
kartografiji, itd. Od posebnog interesa su pravolinijske ravanske interpretacije grafova u kojima je
svaki ¢vor grafa predstavljen kao tacka pravougaone mreze, dok su grane predstavljene kao duZi koje
spajaju dva ¢vora i pri tome se ne seku. Dodatni cilj je minimizacija veliCine rezultujuée pravougaone
mreze.

U okviru ovog rada ¢e najpre biti pruzen pregled osnovnih pojmova o grafovima, sa posebnim osvrtom
na planarne grafove. Bi¢e razmotreni razli¢iti nacini za predstavljanje planarnih i ravanskih grafova
u vidu pravougaone mreZe, kao i minimizacija veli¢ine rezultuju¢e pravougaone mreze. Teorijski
pristup problemu ée takode biti pokriven klju¢nim teoremama i dokazima na kojima se zasnivanju

algoritmi kojima je postignuta minimalna Sirina, odnosno duzina.

Kljuéne reci: graf, teorija grafova, crtanje na mrezi, graficka reprezentacija grafa
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Glava 1

Uvod

"Poceci teorije grafova su skromni, ¢ak i
neozbiljni"

Norman L. Biggs

1.1 Istorijat i znacaj vizualizacije grafova

U matematici, odnosno preciznije u teoriji grafova, graf predstavlja strukturu preko koje se mod-
eluju odnosi nekih objekata u odnosu na druge. Zbog svojih osobina grafovi danas imaju brojne
primene, pocevsi od matematickog modelovanja, preko racunarskih nauka do drustvenih nauka za
predstavljanje veza i relacija izmedu odredenih entiteta. Upravo zbog toga mozemo naéi razne
primene grafova ili grafolikih struktura tokom ljudske istorije. Tako model i osobine grafova pocivaju
na matematickim principima, bitna osobina grafova je i njihova graficka reprezentacija, odnosno
nac¢in na koji graf predstavljen u vidu slike, da bi se vernije i jasnije pribliZila struktura koju graf
predstavlja. Na slici 1.1 je predstavljeno porodi¢no stablo iz nau¢no-fantasti¢ne TV serije Dark.
Karakteristicna stvar za ovo stablo je da postoji cikl, na kom se bazira radnja serije, a nije lako

uocljiv prilikom gledanja serije, dok se na grafickoj reprezentaciji ovog stabla vrlo jasno vidi.

Bernd
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Slika 1.1: Primer grafa kroz porodi¢no stablo nemacke nau¢no-fantasti¢ne TV serije "Dark"!

1Slika preuzeta sa: https://en.wikipedia.org/wiki/Dark (TV _series)



Nisu poznati tacni poceci koriS¢enja grafova. Smatra se da su se grafolike strukture u vidu
geometrijskih crteza koristile jos od najranijih zacetaka ljudske civilizacije u razli¢ite svrhe. Neke od
najranijih upotreba koje su zabeleZene se na primer odnose na razli¢ite igre - na zidovima u grobnici
Ramzesa I (1305-1303 p.n.e.) se mogu naci crtezi ondasnjih igara koji nalikuju danasnjoj igri Mice.
Takode, iako su materijalni dokazi unisteni, tekstovi Plinija Starijeg i Seneke svedoc¢e o tome da
su neke patricijske atrijume u Starom Rimu krasili crtezi porodi¢nih stabala porodica kojima su
te rezidencije pripadale. Zadeci moderne teorije grafova se pripisuju Ojleru® i ¢uvenom problemu
mostova Kenigsberga. Naime u gradu Kenigsbergu (danasnji Kalinjingrad) reku Pregel dva ostrva
dele na dva rukavca i na toj reci postoji 7 mostova. Postavlja se pitanje da li je moguce obiéi sve
mostove tako da se nijedan most ne prede vise od jedanput. Godine 1736. je Ojler dao odgovor
na ovo pitanje pokazavsi da ovakva Setnja ne postoji i to se smatra zafetkom proucavanja teorije
grafova. Medutim, uprkos tome, ovo jos uvek ne oznacava pocetak graficke reprezentacije grafova.
Naime, rezultat ovog Ojlerovog rada sadrzi crtez koji predstavlja mostove i obale (slika 1.2) ali to

nije vizualizacija grafova kakvu poznajemo danas, u vidu ¢vorova i grana.

KONINGSBERGA

Slika 1.2: Ojlerov problem mostova Kenigsberga

Godine 1892. u svojoj knjizi britanski matemati¢ar Rauz Bol? prvi put daje grafovsku vizual-
izaciju Ojlerovog problema, tako da se ovo moze uzeti za pocetak moderne ravanske interpretacije

grafova (slika 1.3) [7].

Slika 1.3: Bol-ov nacrt Ojlerovog problema?

2Leonhard Paul Euler (1707 - 1783) - svajcarski matematicar i fizicar
3Walter Rouse Ball (1850 - 1925) - britanski matematicar i pravnik
4Slika preuzeta iz [7]



U godinama nakon toga, posebno nakon industrijske revolucije sredinom 19. veka kao i sa daljim
razvojem nauke, je potreba za vizualizacijom grafova rasla, te osim u raznim granama matematike,
njene primene danas mozemo nadi i u raznim drugim oblastima, kao $to su hemija (na primer matem-
aticko modelovanje molekula u vidu grafova kako bi se njihova fizicka svojstva $to bolje prezentovala),
nauci o organizaciji rada i, generalno, kada su hijerarhijske strukture u pitanju, zatim elektrotehnici
(modelovanje elektri¢nih Sema, gde ¢vorovi predstavljaju razlic¢ite elektri¢ne elemente, a grane to kako
su oni medusobno povezani), kartografiji, itd. Takode, uzevsi u obzir znacajnu ekspanziju poslednjih
decenija, ni softversku industriju nije moguce zamisliti bez grafova, pocevsi od brojnih dijagrama (di-
jagram toka podataka, dijagram stanja, klasni dijagram objektno-orijentisane paradigme, dijagram
baza podataka koji modeluje odnose medu entitetima, itd.), preko modelovanja konkretnih razgra-
natih sistema, kao §to su, recimo, aktuelne drustvene mreze, primene u oblasti vestacke inteligencije,
logicke programske paradigme i mnogih drugih. Trend rasta koli¢ine podataka koji se svakodnevno
delatnosti, kako bi se podaci vizualizovali i kako bi se odnosi medu njima predstavili sto konciznije,
sa uoCavanjem odredenih pravilnosti u njima, a sve sa ciljem smanjenja kompleksnosti, veé¢ "velikih"
sistema. Na slici 1.4 moZemo videti jasno prikazanu mapu dela grada (levo) dok sa desne strane je
prezentovan graf koji predstavlja taj deo grada, gde je svaka raskrsnica oznacena ¢vorom. Ovakva

reprezentacija se kasnije koristi za razne algoritme (najkraéi put i sli¢no).

Slika 1.4: Primer grafa u sluzbi mapiranja grada®

Takode jedna od standardnih primena reprezentacije grafova je i modelovanje odnosa izmedu
ljudi. Prethodno je pomenuto porodi¢no stablo, ali takode se mogu modelovati i predstaviti odnosi

izmedu ljudi na drustvenoj mrezi, kao $to je to uradeno na slici 1.5.

5Slika preuzeta sa: https://research.aimultiple.com/graph-analytics/
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Slika 1.5: Primena grafa u svrhu analize drustvenih mreza

Bududi da je primena grafova ovako Siroka, dosta paznje se posvec¢uje proucavanju teorije grafova.
U tom smislu, kao jedna od grana ove oblasti, ne zaostaje ni ravanska interpretacija grafova (odnosno
"crtanje grafova"), pri ¢emu bi ravanska interpretacija jednog grafa ¢uvala topologiju tog grafa.
Naime, bitno je da ravanska (ali i 3D) interpretacija grafa bude "dobro" vizuelizovana, jer se na taj
nacin u velikoj meri mogu uprostiti i sistematizovati slozeni razvojni procesi. Kriterijumi za "dobru"
vizuelnu interpretaciju grafova bi na primer bili da grane grafa budu ravne, da se seku pod pravim
uglom i da se taj broj preseka minimizuje, te simetrija, planarnost, itd, a sve sa ciljem povec¢anja
¢itljivosti. Osim navedenog, u neposrednoj upotrebi se mogu naéi razli¢iti standardi vizualizacije
grafova - strogo ravne linije u matematici ili ortogonalna crtanja u nekim granama softverskog
inZenjeringa. Ono Sto predstavlja uopStenje je da su najéeS¢e grane prosta, otvorena Zordanova

kriva, a da su ¢vorovi grafa tacke, krugovi ili pravougaonici.

1.2 Osnovni pojmovi

U okviru ove sekcije bi¢e formalno uvedeni pojmovi koji ée biti kori§éeni u nastavku rada. Osnovni
pojmovi i definicije koji su izloZeni u ovoj glavi preuzeti su iz [1], [6], [23].

Na samom pocetku bi¢e definisan pojam grafa.

6Slika preuzeta sa: https://research.aimultiple.com/graph-analytics/



Definicija 1.2.1. Graf G = (V, E) je uredeni skup, pri ¢emu V predstavlja konac¢an, neprazan skup
elemenata koji se nazivaju cvorovima (eng. wvertices) grafa, dok je E konacan skup elemenata koji
se nazivaju granama (eng. edges) grafa G.

Ukoliko je F prazan skup, u pitanju je graf bez grana, dok se u suprotnom moze definisati preslika-
vanje f koje svakoj grani pridruzuje dva ¢vora koji se nazivaju krajevima te grane. Cvorove koji su
krajevi iste grane nazivamo susednim, a kazemo da je grana incidentna tim ¢vorovima, kao i oni njoj.
Ako je poznato koji je od ¢vorova pocetni, a koji zavrsni, grana se naziva orijentisana (usmerena),
dok je u suprotnom neorijentisana (neusmerena). Takode, moguce je da grana podinje i zavrSava se

u istom &voru - ovakve grane se nazivaju petlje [1], [29].

Graf moZe biti orijentisan (usmeren), neorijentisan (neusmeren) ili meSovit u zavisnosti od toga
da li su sve njegove grane orijentisane, sve njegove grane neorijentisane ili ima i orijentisanih i
neorijentisanih grana (redom). Paralelne grane grafa su grane koje imaju iste krajeve. MozZe se
desiti da graf nema paralelne grane niti petlje, i u tom sluc¢aju ¢e on biti nazivan prost graf. To ée

biti jedna od pretpostavki u daljem toku rada.

Primer 1.2.1. Na slici 1.6 je dat primer orijentisanog grafa sa 7 ¢vorova, pri ¢emu su grane inci-

dentne ¢vorovima 3 i 6 paralelne.

Slika 1.6: Primer orjentisanog grafa

Jedan od bitnijih pojmova kada je re¢ o grafovima je i podgraf grafa.

Definicija 1.2.2. Podgraf grafa G = (V, E) je graf G = (V',E') akko je V' CV, E' C E i vazi
da je, za neprazno El, preslikavanje f/, koje svakoj grani e € E dodeljuje ¢vorove v € 1’8 koji

predstavljaju krajeve te grane, restrikcija preslikavanja f na V' (preslikavanje f, analogno, svakoj



grani ¢ € E dodeljuje ¢vorove v € V koji predstavljaju krajeve te grane). Ako su skupovi V' i V'

jednaki, onda se ovakav podgraf G naziva razapinjucéim ili povezujuéim podgrafom grafa G [14].

Primer 1.2.2. Na slici 1.7 je prikazan graf G i njegova dva podgrafa G i G . Moie se primetiti

da je G" ujedno i razapinjuéi podgraf grafa G, buduéi da sadrzi sve ¢vorove ovog grafa.

G G’ G"
Slika 1.7: Primer grafa G i njegova dva podgrafa Gid"

Sledec¢a definicija uvodi pojam stepena ¢vora grafa, kao i pojam stepena grafa.

Definicija 1.2.3. U sluc¢aju neorijentisanog grafa stepenom ¢vora se naziva broj grana incidentnih
tom Gvoru (pri Gemu se svaka petlja ra¢una dvaput). U slucaju orijentisanih grafova, buduéi da se
pravi razlika izmedu grana koje uviru, odnosno izviru, iz ¢vora, razlikuju se i ulazni, odnosno izlazni
polustepen ¢évora, tj. broj grana koje uviru, odnosno izviru iz ¢évora, respektivno.

Stepen neorijentisanog grafa (o kakvim ¢e biti re¢i u nastavku rada) predstavlja sumu stepena svih

njegovih ¢évorova.

1.2.1 Graficka interpretacija grafa. Pojam planarnog grafa.

U prethodnoj sekciji ovog poglavlja je ve¢ pomenut znacaj graficke interpretacije grafova, a to je
ujedno i pojam kojim ¢ée se ovaj rad i baviti. Formalnije govoreéi, ¢vorovi grafa se mogu predstaviti
kao tacke nekog euklidskog prostora, a u tom prostoru granama datog grafa mogu biti pridruZeni
neprekidni lukovi koji spajaju tacke koje odgovaraju ¢vorovima koji predstavljaju krajeve te grane,
pri ¢emu orijentacija luka odgovara orijentaciji grane. Dakle, svakom grafu moze biti pridruZena
njegova graficka interpretacija u nekom euklidskom prostoru. Vazi i obrnuto - svaka figura u nekom
euklidskom prostoru koja se sastoji od kona¢nog skupa tacaka povezanih ili ne, orijentisanim ili
neorijentisanim neprekidnim lukovima predstavlja graficku interpretaciju nekog grafa. Graficka in-

terpretacija grafa nije jedinstvena. Naime, isti graf moZe imati razli¢ite graficke interpretacije [1].

Primer 1.2.3. Na slici 1.8 su date dve razli¢ite graficke interpretacije istog neorijentisanog grafa.
Druga graficka interpretacija b) ilustruje primenu kriterijuma minimizacije broja preseka izmedu
grana, dok a) favorizuje kriterijum simetrije graficke interpretacije grafa. O ovim kriterijjumima ¢e

viSe re¢i biti u nastavku rada.



ﬂ) b)
Slika 1.8: Dve razli¢ite graficke interpretacije istog grafa

U uskoj vezi sa grafickom interpretacijom grafova je i pojam planarnog grafa (eng. planar graph,).
Svi algoritmi za graficku interpretaciju grafova koji su izlozeni u ovom radu uzimaju planarnost
ulaznog grafa kao pretpostavku. Staviée, poslednjih godina je na ovu temu prezentovana velika
koli¢ina istrazivackog materijala [15], [17], [25].

Za karakterizaciju pojma planarnosti grafa bitan je pojam homeomorfnih grafova. Naime, dva grafa
su homeomorfna ako se oba mogu dobiti izbacivanjem ¢vorova stepena 2 i njima incidentnih grana,
pri ¢emu se ¢vorovi susedni izbadenom ¢voru spajaju novom granom ili dodavanjem novih évorova

stepena 2 unutar njihovih grana [1].

Primer 1.2.4. Na slici 1.9 dat je primer homeomorfnih grafova.

L]

Slika 1.9: Homeomorfni grafovi

Naredna definicija uvodi pojmove kompletnih i bipartitnih grafova.

Definicija 1.2.4. Kompletan graf, u oznaci K, se definiSe kao prost graf sa n ¢vorova, pri ¢emu
su svaka dva ¢vora susedna. Ako se skup ¢vorova prostog grafa moze podeliti u dva disjunktna
neprazna podskupa, takva da grane grafa povezuju samo ¢vorove iz razli¢itih podskupova, onda se
takav graf zove bipartitni graf.

Bipartitni graf je i kompletan (u oznaci K, ,, pri ¢emu su m i n brojevi évorova dva pomenuta
podskupa) ako je svaki ¢vor jednog podskupa susedan svakom ¢voru drugog podskupa i analogno za

&vorove drugog podskupa [1].

Na slici 1.10 dat je primer kompletnog bipartitnog grafa K 5.



Slika 1.10: Kompletan bipartitni graf K s

1.2.2 Pojam Setnje, puteva i cikla. Povezanost grafa.

Definicija 1.2.5. U sludaju neorijentisanog grafa G = (V, E) kona¢ni neprazni niz alternirajuéih
¢vorova u; € V,0 <7 < nigranae; € E,1 < j < m koje ih povezuju, ug, €1, U1, ..., Un—1, €m, Un,
predstavlja Setnju od ¢évora ug do ¢vora u,. Put je Setnja u kojoj nema ponavljanja grana. Cikl u

grafu je zatvoreni put, odnosno put €ji su pocetni i krajni &vor isti [1].

Definicija 1.2.6. Dva proizvoljna ¢vora u neorijentisanom grafu G su povezana akko postoji Setnja
od jednog do drugog. Graf G se naziva povezanim ukoliko su svaka njegova dva ¢vora medusobno

povezana.

Definicija 1.2.7. Povezanost grafa G, u oznaci k(G), predstavlja najmanji broj ¢évorova ¢ijim
uklanjanjem se dobija nepovezan graf ili graf koji sadrzi samo jedan ¢vor [23]. Skup évorova ¢ije
uklanjanje rezultuje ovakvim grafom se naziva separator ili razdvajajuéi k-skup grafa G.

Graf je k-povezan akko sadrzi viSe od k ¢vorova i ne sadrzi razdvajajuéi k—1 skup évorova. U skladu
s tim, 1-povezani, 2-povezani, 3-povezani grafovi se, respektivno, nazivaju povezani, bipovezani i

tripovezani grafovi.
Naredna definicija uvodi relaciju izomorfizma izmedu dva grafa.

Definicija 1.2.8. Za grafove G = (V,E)iG = (V', E') kaze se da su izomorfni ako postoji bijekcija
f:V —V tako da je {u,v} € E ako i samo ako {f(u), f(v)} € E.
Funkcija f se naziva izomorfizmom grafova G i G Takode, moze se primetiti da izomorfizam

predstavlja relaciju ekvivalencije u skupu grafova.
Konatno, definisani su pojmovi potrebni za definisanje planarnog i ravanskog grafa [21], [27].

Definicija 1.2.9. Graf koji se moze predstaviti slikom u ravni ili na sferi bez presecanja grana, osim
u eventualnom zajednickom ¢voru, naziva se planarnim (eng. planar) grafom [1]. Njegovo utapanje
u ravni naziva se ravanskim grafom (eng.plane graph) i on je izomorfan datom planarnom grafu [16],

[31].



Primer 1.2.5. Na slici 1.11 je dat primer jednog planarnog grafa i njemu izomorfnog ravanskog
grafa. Obe graficke reprezentacije predstavljaju isti graf. Na levoj slici se grane seku, dok na desnoj

ne.

Primer 1.2.6. Na slici 1.8 a) je graf koji naizgled deluje kao neplanaran, medutim slika 1.8 b)
pokazuje da nije tako, odnosno da se on moze interpretirati u ravni bez presecanja grana, osim,

eventualno, u zajedni¢kim ¢vorovima.

Slika 1.11: Planarni graf i njemu izomorfan ravanski graf

Ravanska interpretacija planarnog grafa particioniSe ravan, tacnije one tacke ravni koje ne pri-
padaju grafu (nisu ¢vor grafa, niti pripadaju granama grafa), na povezane oblasti koje se nazivaju
stranama (eng. faces) ili regionima grafa. Neograni¢ena oblast se naj¢eS¢e naziva spoljasnjom stra-
nom grafa. U opStem slucaju ¢e granicu strane predstavljati neka Setnja grafa. Na primer, granica
spoljasnje strane ravanskog grafa na slici 1.11 jeste cikl odredjen ¢vorovima 1,9,5,7,8,1.

Jednu zanimljivu karaktrerizaciju ravanske interpretacije planarnog grafa, tj. vezu izmedu broja

grana, ¢vorova i strana, daje Ojlerova teorema iz 1750. godine [1]:

Teorema 1.2.1. Neka je data proizvoljna ravanska interpretacija G povezanog planarnog grafa, pri

¢emu su m,n,p brojevi grana, ¢vorova i strana, redom, u G. Tada vazi:
n—m-+p=2 (1.1)

Dokaz:

Teorema ¢e biti dokazana matematickom indukcijom po broju grana grafa, tj. po m. Ako je
m = 0, onda je n =1, jer je G povezan, a p = 1 (jedna neogranicena strana), dakle u ovom slucaju
teorema trivijalno vazi.
Pretpostavimo da teorema vazi za grafove sa najvise m — 1 grana. Potrebno je pokazati da vazi i za

grafove sa m grana. Neka je G proizvoljna ravanska interpretacija grafa sa m grana. Ako je G stablo



(povezan acikli¢an neorijentisani graf), onda vazim =n—1,p = 1, daklen—m+p=n—n+1+1=2
¢ime je tvrdenje dokazano. U suprotnom ako GG poseduje neki cikl, pretpostavimo da je e proizvoljna
grana tog cikla. Odstranjivanje grane e iz G, rezultuje povezanim, planarnim grafom sa n ¢vorova,
m — 1 granom i p — 1 strana, pa je n — (m — 1) + p — 1 = 2 prema induktivnoj pretpostavci, odakle

direktno sledi n — m + p = 2, ¢ime je pokazano da teorema vazi i za grafove sa m grana. [

Definicija 1.2.10. Maksimalni planarni graf je planarani graf sa maksimalnim brojem grana,
odnosno takav graf da bi dodavanje grane koja je incidentna sa proizvoljna dva ¢vora grafa narusilo

njegovu planarnost.

U okviru ovog rada fokus ¢ée biti na neorijentisanim ravanskim grafovima. Jos jedna od pret-
postavki algoritama koji ¢e biti izlozeni u nastavku ovog rada jeste i pretpostavka o triangulaciji

grafa.

Definicija 1.2.11. Prost cikl u grafu se definiSe kao zatvorena Setnja bez ponavljanja grana i

¢vorova, osim prvog odnosno poslednjeg ¢vora.

Definicija 1.2.12. Tetiva cikla grafa je grana koja povezuje dva ¢vora iz cikla, a da ne pripada

samom ciklu, ukoliko takva grana postoji za dati cikl.

Na slici 1.12 se uocava cikl odreden ¢évorovima H, D, G, odnosno granama HG, GD i DH. Svaki
¢vor koji pripada tom ciklu nije povezan ni sa jednim drugim ¢vorom, preko grane koja ne pripada
tom ciklu. Takav cikl se naziva cikl bez tetiva. Dalje se uocava i cikl izmedu ¢évorova D, F, E, C,
B, odnosno grana DF, FE, EC, CB, BD, medutim ¢vor D je povezan sa drugim ¢évorovima cikla sa

granama DE i DC, ove grane su tetive cikla.

Slika 1.12: Primer grafa sa prostim ciklima, kao i cikla sa tetivama 7

7Slika preuzeta sa https://en.wikipedia.org/wiki/Cycle (graph_theory)
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Definicija 1.2.13. Graf je trianguliran ukoliko nema proste cikle duzine veé¢e od 3, odnosno ako
svaki cikl u grafu duZzine n > 3 poseduje grane (tetive) koje povezuju svaka dva neuzastopna ¢vora

[24].

Primer 1.2.7. Graf na slici 1.13 je jedan primer trianguliranog grafa, svaka unutrasnja strana ovog

grafa je trougao. U pitanju je graf koji formira "skelet" ikosaedra.

|
©
° =
L ] »
o 3 o
>
L & )

Slika 1.13: Primer trianguliranog grafa

1.2.3 Nacini reprezentacije grafova

Osim grafickih interpretacija grafova o kojim ¢e mahom biti re¢i u okviru ovog rada, postoje i neki
drugi nacini reprezentacije grafova koji ée u odredenim situacijama dati neSto pogodnija predsta-
vljanja grafova. Na primer, zbog ograni¢enja arhitekture ra¢unara, grafovi se na specifican nacin
moraju ¢uvati u memoriji ra¢unara kako bi ih softver efikasno koristio. Takode, analogno predsta-
vljanje se moze iskoristiti i u slu¢aju da se radi o grafovima velikih dimenzija, gde bi bilo potencijalno
nepogodno graf predstaviti grafickom reprezentacijom.

Konkretnije, pomenute alternative reprezentacije grafova se odnose pre svega na predstavljanje
grafova razli¢itim strukturama podataka. Strukture podataka koje su najcesce koriSéene u te svrhe
su liste 1 matrice i to lista povezanosti (lista susedstva) (eng. adjacency list) 1 matrice - matrica
povezanosti (matrica susedstva) (eng. adjacency matriz) i matrica incidencije (eng. incidence ma-
triz).

Dimenzija liste povezanosti je uvek jednaka broju ¢vorova, jer se graf reprezentuje na takav
na¢in $to se svakom ¢voru v € V grafa G = (V, E) dodeljuje lista njegovih suseda. Ovaj naéin
predstavljanja je nesto pogodniji kada su u pitanju retki grafovi. Ova ¢injenica govori u prilog tome

§to je prostor potreban za skladistenje liste povezanosti grafa reda veli¢ine O(|V| + |E|).
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Matrica povezanosti grafa G = (V, E) je kvadratna matrica A = (a;;) dimenzija n x n, gde
je m broj ¢vorova grafa G, takva da svaki element matrice a;; predstavlja broj grana koji povezuju
¢vorove v, v; € V. Moze se primetiti da je ova matrica i simetri¢na u slucaju da je graf neorijentisan,
kao Sto su grafovi koji ¢e se dalje obradivati u okviru ovog rada. Sli¢no, ako je G prost graf, moze
se uocCiti da ¢e svi elementi matrice A na glavnoj dijagonali biti jednaki nuli. Ono $to je mana ovog
nacina reprezentovanja grafova je prostor potreban za njeno skladistenje. Naime, taj prostor je reda
velitcine O(]V']?) i zbog toga u nekim slu¢ajevima, kao sto su pomenuti retki grafovi, liste imaju
prednost.

Matrica incidencije grafa G = (V, E) predstavlja na¢in koji se nesto rede koristi za reprezentaciju
grafova nego pomenuta dva. Ova matrica A = (a;;) je dimenzija n xm, gde su n i m brojevi ¢vorova,
odnosno grana grafa G, respektivno. Svaki element a;; ove matrice je, u slucaju neorijentisanih

grafova, jednak 1 ako je ¢vor v; incidentan grani e; i 0 ukoliko to nije slucaj.

Primer 1.2.8. Na slici 1.14 je dat primer grafa sa 4 ¢vora i 4 grane. Njegova matrica povezanosti

01 1 0 1100
.1 0 1 0 N L .. 1010 . .
111 0 1l dok je njegova matrica incidencije 0 1 1 1| Pricemu sugrane oznacene
0 010 00 01

na sledeéi nacin eg = (vo,v1), e1 = (vg, v2), ea = (v1,v2), €3 = (v2,v3), a &vorovi v; = 4,1 = 0,1,2,3.

Slika 1.14: Graf iz primera 1.2.8%

1.3 Opsti pristup grafickoj reprezentaciji grafova

Pre svega, nije trivijalno objasniti pojam "najbolje" reprezentacije grafa. Razlog za to je $to pojam
dobre grafi¢ke reprezentacije podloZzan subjektivnoj oceni ljudskog oka i uz to dosta zavisi od samog
domena primene reprezentacije grafa, odnosno za koje potrebe se pravi graficka interpretacija grafa.
Na primer, na razli¢it na¢in se predstavljaju hijerarhijske strukture (reprezentovane grafovima bez

cikla, tj. stablima) i na primer saobracajna, telokomunikaciona ili ra¢unarska mreza. Razli¢itost

8Slika preuzeta sa https://www.geeksforgeeks.org/add-and-remove-vertex-in-adjacency-matrix-representation-of-
graph/
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je u ovom slucaju direktno uslovljena odnosima izmedu entiteta koji se predstavljaju, odnosno
specifitnoséu domena u okviru koga se grafovi i njihovo reprezentovanje primenjuju. U uskoj vezi sa
pomenutim parametrima je i klasa grafova koja se uzima za ulaz algoritma za graficku interpretaciju
grafova. Naime, pojedini algoritmi ¢e dati bolje rezultate za reprezentaciju malopre pomenutih
stabala, nego u sluéaju cikli¢nih algoritama [13], [22].

Iz ovih razloga je bitno definisati neke standarde koji bi opisivali "dobru" reprezentaciju grafa
i u tu svrhu uvesti koncepte kao Sto su konvencije graficke reprezentacije, estetski kriterijumi,
ogranifenja grafi¢ke reprezentacije ili efikasnost i optimalnost graficke reprezentacije grafa [11].

Razli¢ite konvencije reprezentacije grafova se odnose na uslove koje reprezentacije moraju
da zadovoljavaju kako bi dati prikaz bio prihvatljiv. Na primer, u softverskom inZenjerstvu se algo-
ritmi predstavljaju dijagramima toka, odnosno grafovima gde su ¢vorovi koji predstavljaju naredbe
vizualizovani pravougaonicima, uslovna ra¢vanja rombovima, itd. Neke od najrasprostranjenijih kon-
vencija su reprezentacije ¢ije su grane predstavljene ravnim linijama, ortogonalne reprezentacije gde
su grane predstavljene alterniraju¢im nizom horizontalnih i vertikalnih duzi, ravanske reprezentacije
grafova, reprezentacije na mreZi sa celobrojnim koordinatama (o kojima je i re¢ u ovom radu) i
druge.

Estetski kriterijumi dobre reprezentacije grafa postoje u cilju povecanja Citljivosti grafa.
Neretko se, zbog toga Sto su ovi kriterijumi zahtevni za izra¢unavanje, u cilju ispunjavanja ovih
kriterijuma primenjuju odgovarajuce heuristike i optimizacije. Neka od najces¢ih estetskih kriteri-

juma su:

1. Minimizacija broja preseka izmedu grana grafa,

2. Minimizacija povrsine koju zauzima interpretacija grafa - moze se definisati kao povrSina min-

imalnog (u smislu inkluzije), poligona koji prekriva ravansku interpretaciju grafa,
3. Minimizacija sume duZina grana,
4. Minimizacija maksimalne duZine grane interpretacije grafa,

5. Minimizacija ukupnog broja savijanja grana grafa (posebno vazno svojstvo u slu¢aju ortogo-

nalnih interpretacija),
6. Maksimizacija minimalnog ugla koji zaklapaju dve grane incidentne istom &voru,

7. Minimizacija proporcija (eng. aspect ratio) ravanske interpteracije grafa, odnosno minimizacija
odnosa duzine i Sirine minimalnog (u smislu inkluzije) pravougaonika koji pokriva ravansku

interpretaciju grafa,

8. Simetrija interpretacije grafa.
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Kada su u pitanju ogranienja reprezentacije grafa, za razliku od prethodnih svojstava, ovo
se odnosi na podgrafe zadatog grafa. Konkretno su najces¢e koriséena: centriranje (pozicioniranje
datog ¢vora u okolini srediSta interpretacije grafa), pozicioniranje datog ¢vora u okolini spoljasnjih
granica grafa, klasterovanje (grupisanje odredenog podskupa ¢vorova), levo/desno ili gore/dole pozi-
cioniranje ¢vorova, zadavanje unapred predefinisanog "oblika" grafa ili nekog njegovog podgrafa i
mnoga druga svojstva. Poslednje, ali takode vazno svojstvo metoda, tj. algoritama koji realizuju
interpretaciju grafova je i efikasnost. Generalno je dobra praksa da algoritam ima $to manju vre-
mensku slozenost. Ovo pogotovu moze postati bitno kada su u pitanju algoritmi koji se izvrsavaju u
realnom vremenu (eng. real-time). Za konkretan primer se moze uzeti nadgledanje neke saobracajne
strukture koja je predstavljena u vidu grafa. U tom sluc¢aju je dosta vazno §to pre uociti izmene

koje se desavaju.
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Glava 2

Graficka interpretacija ravanskih
grafova

U ovom poglavlju ¢e biti vise re¢i o planarnim grafovima i rezultatima koji su do sad izloZeni u
vezi sa predstavljanjem ravanskih grafova na mrezi. Takode, nesto viSe paznje ¢e biti posveéeno
definisanju kanonskog uredenja grafa i metodi pomeraja.

Pojam planarnog grafa zauzima znac¢ajno mesto u teoriji grafova. U skladu s tim je i odredivanje
planarnosti grafa bitno pitanje zahvaljuju¢i kome su se razvili brojni algoritmi koji u linearnom
vremenu izvriavaju ovaj zadatak.

Kada je teorijska pozadina odredivanja planarnosti grafa u pitanju, vaznu karakterizaciju, odnosno

neophodne i dovoljne uslove daje teorema Kuratovskog! (1930):

Teorema 2.0.1 (dokaz se moze naéi u [30]). Graf je planaran akko nema podgraf homeomorfan sa

Ks ili Ks.3.

O

a) (1) )
o\ Ae}‘ /e
e'Ao o/ ‘g\e

Slika 2.1: Na slici a) je graf K5, a na slici b) graf K3 3°

U nastavku rada ¢e biti podrazumevano da je svaki graf uzet u razmatranje planaran i njegovo

utapanje u ravni ¢emo nazivati, kako je i ranije pomenuto, ravanskim grafom. Matematicar Feri je

1Kazimierz Kuratowski (1896 - 1980) - poljski matematicar i logi¢ar
2Slika preuzeta sa https://www.researchgate.net/figure/ Auxiliary-graphs-in-Kuratowski-theorem-a-K5-and-bK3-
3 figd 257878116
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dao rezultat koji dokazuje da svaki prost planarni graf ima pravolinijsko crtanje i da se moze nacrtati
bez presecanja grana. Teorema je nazvana po Istvanu Feriju®, mada je i nezavisno dokazano od strane
Klausa Vagnera?! (1936), i Sermana Stajna® (1951). Detaljnije o ovome se moZe naéi u [10].

Jedna od najpoznatijih metoda za konstrukciju konveksnih grafickih interpretacija 3-povezanih
ravanskih grafova (odnosno planarnih grafova sa fiksiranim utapanjem u ravni) je i baricentri¢na
metoda koju je u svom radu 1963. izlozio matematicar Tut® [30]. Motivacija ove metode je u vezi
sa reSavanjem sistema linearnih jednacina, gde se svaki ¢vor grafa postavlja u baricentar (teziste)
njegovih suseda, odakle i naziv metode. Tut je pokazao da je dobijeno reSenje ovako postavljenog
sistema jedinstveno i da korespondira konveksnoj grafickoj interpretaciji polaznog grafa koja pritom
ima neka od svojstava poZeljnih kada je graficka interpretacija grafa u pitanju. Moze se pokazati
da se pod odredenim uslovima moze ostvariti i simetri¢nost ovakve ravanske interpretacije. Primer

graficke interpretacije konstruisane na ovaj nac¢in dat je na slici 2.2.

Slika 2.2: Graficke interpretacije dobijene baricentri¢cnom metodom

Ovako dobijena crtanja pokazuju izvesne manjkavosti ove metode. Naime, koordinate uzimaju
realne vrednosti visoke preciznosti i kako je ovo usko povezano sa brojem ¢vorova ulaznog grafa,
ovu metodu nije preporucljivo koristiti u slu¢aju grafova sa nesto veé¢im brojem &vorova (npr. 100).
Jos jedan problem predstavlja i odnos izmedu najveéeg i najmanjeg euklidskog rastojanja izmedu
dva &vora grafa (eksponencijalno raste sa veli¢inom, odnosno porastom broja ¢vorova grafa). Dakle,
ukoliko bi se ove koordinate aproksimirale celobrojnim vrednostima, dobijena mreza graficke inter-
pretacije grafa bi bila prili¢no velika odnosno eksponencijalnih dimenzija u odnosu na broj ¢vorova

polaznog grafa.

3Istvan Fary (1922 - 1984) - matemati¢ar madarskog porekla

4Klaus Wagner (1910 - 2000) - nemacki matemati¢ar poznat po svojim doprinosima teoriji grafova
5Sherman K. Stein (1926) - ameri¢ki matematigar, autor brojnih udzbenika

6William Thomas Tutte (1917 - 2002) - britanski matemati¢ar i razbija¢ ifara
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Ovi problemi su bili motivacija da se postavi pitanje da li se ravanski grafovi (ne nuzno 3-povezani)
mogu predstaviti pravolinijskom grafickom interpretacijom na mrezi dimenzija O(n*) x O(n*), pri
¢emu je n broj ¢vorova grafa, a k neka fiksirana konstanta. Dodatno, ova mreZa bi imala celobrojne
koordinate.

Na ovo pitanje, odgovor je dao De Frejsi” 1988. godine u radu [9], kada je pokazao da se
svaki planaran graf sa n ¢vorova moze graficki interpretirati na mrezi dimenzija (2n — 4) X (n — 2),
za broj Gvorova vedi ili jednak 3 (pretpostavlja se da ovo vazi u nastavku rada). Ova metoda
se naziva metodom pomeraja (eng. shift method) i o njoj ¢e biti viSe redi kasnije u nastavku
rada. Takode, ovaj i njemu srodni algoritmi koji ée kasnije biti spomenuti, pretpostavljaju da je
ulazni graf G trianguliran. Ukoliko to nije slucaj, triangulacija grafa se moze posti¢i relativno
jednostavno, dodavanjem minimalnog broja grana tako da je dobijeni graf G trianguliran. Da bi
graf GG bio trianguliran graf mora da ispuni uslov da svaki prost cikl u okviru grafa ne sadrzi vise od 3
¢vora. Zatim se odredi pravolinijska graficka interpretacija grafa G; na celobrojnoj mrezi pomenutih
dimenzija, a onda se naknadno izvrsi brisanje pomo¢nih grana koje su dodate u svrhu triangulacije.

Motivisani idejom metode pomeraja, 1995. godine su Crobak® i Pejn® u svom radu [20] predlozili
algoritam koji implementira metodu pomeraja i izvr8ava se u linearnom vremenu.

Nezavisno od njih je i Snajderlo doSao do algoritma koji, bez gubljenja na kompleksnosti, daje
graficke interpretacije na mrezi ne§to manjih dimenzija. Ovaj metod se naziva metod realizacije (eng.
realizer method) i zasniva se na baricentri¢nim reprezentacijama ravanskog grafa koje se mogu dobiti
iz tzv. realizacije trianguliranog ravanskog grafa GG. Realizacija grafa G predstavlja particionisanje
skupa grana grafa G u tri skupa od kojih svaki indukuje podgraf grafa G koji predstavlja stablo i
moze se pokazati da svaki triangulirani ravanski graf ima svoju realizaciju. Na ovaj na¢in se dobijaju
pravolinijske graficke interpretacije ulaznog trianguliranog ravanskog grafa na mrezi dimenzija (2n —
5) X (2n —5) ili u slu¢aju oslabljenih uslova ove metode, rezultuju¢a dimenzija moze biti i (n —2) x
(n — 2). ViSe o ovome se moZe naéi u radu [26].

Pitanje koje se namece je, kolika je minimalna dimenzija ovako dobijene mreze? De Frejsi je
zapoCeo reSavanje ovog problema i pokazao da za svako n > 3 postoji utapanje planarnog grafa
(odnosno ravanski graf) dimenzije n, gde n ozna¢ava broj ¢vorova, takav da je za proizvoljnu pravolin-
ijsku graficku interpretaciju ovakvog grafa potrebna mreza minimalnih dimenzija (2n/3—1) x (2n/3—
1). Generalno se, motivisano ovim De Frejsijevim rezultatima, odnosno uz manju optimizaciju istih,
moze do¢i do rezultata da za proizvoljno n > 3 obe dimenzije moraju biti minimum |2(n—1)/3]. Ova
ocena minimalne Sirine (odnosno visine) od |2(n — 1)/3] vazi ¢ak i u slu¢aju da je druga dimenzija

neogranicena.

"Hubert de Fraysseix - francuski matemati¢ar
8Marek Chrobak - matematicar i informaticar
9T.H.Payne - ameri¢ki matematicar i informaticar
10Walter Schnyder - matematicar i informaticar
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Optimizovanje ovih rezultata se nastavlja i dalje, pa se razvila i pretpostavka da svaki ravanski
graf sa n évorova moZe da se interpretira pravolinijski na mrezi dimenzija [2n/3] x [2n/3], medutim
ovo jo§ uvek predstavlja otvoren problem u teoriji grafova [23].

Za neke specifi¢ne klase grafova su poznate i nesto optimalnije dimenzije. Na primer, 4-povezani
planarni graf G sa n C¢vorova, sa minimum 4 ¢vora na ivici spoljasnje strane grafa G se moze
reprezentovati u vidu pravolinijske graficke interpretacije na mrezi dimenzije ([n/2 — 1]) x (|n/2]).

U nastavku ovog rada biée izloZzena implementacija algoritma, zajedno sa teorijskom pozadinom
istog, koja u linearnom vremenu daje graficku interpretaciju ulaznog ravanskog i trianguliranog grafa
na mreZi ¢ija je Sirina najvise |2(n — 1)/3], kao i implementacija algoritma koji redukuje visinu na
4|2(n—1)/3] — 1.

Na slici 2.3 pod a) se moze videti graficka reprezentacija trianguliranog grafa, pri ¢emu su grane
predstavljene krivim linijama, dok se na slici b) moZe videti pravolinijska ravanska interpretacija

istog grafa na mrezi.

Slika 2.3: a) Ravanski triangulirani graf G b) Pravolinijska graficka interpretacija grafa G na celo-

brojnoj mrezil!

2.1 Interpretacija grafa na mrezi

Pomenuto je da ¢e u okviru rada jedan od preduslova biti da je graf interpretiran na mrezi, konkretno
mreZi sa celobrojnim koordinatama. Neke od pogodnosti kada je u pitanju restrikcija na celobrojne
koordinate su direktno vezane za pojednostavljanje ra¢una i spreCavanje moguénosti da dode do
greSaka prilikom zaokruzivanja Sto je slucaj sa realnim vrednostima koordinata. Ovaj problem
potice iz razlic¢itih reprezentacija brojeva sa pokretnim zarezom na razli¢itim ra¢unarima. Takode,
uvodenje celobrojnih koordinata olakSava prikazivanje grafickih interpretacija na uredajima koji

koriste rastersku grafiku 2.

M1 Slika preuzeta iz [23]
12Prikazivanje slike u pikselima, odnosno tackama
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Definicija 2.1.1. Neka je dat ravanski graf G = (V, E) i neka je data funkcija P : V — Ny x Ny,
gde je Ng = N UO, pri ¢emu funkcija P svakom ¢évoru v € V pridruzuje uredeni par koordinata
(z,y) € No x Ny. Ukoliko preslikavanje P daje topoloski ekvivalentnu strukturu grafa G, onda se

naziva interpretacijom grafa G na mreZi.

Na ovaj nac¢in svaka grana e € E grafa G, se moZe interpretirati kao e = [P(u), P(v)] i ako
e predstavlja duz, onda je re¢ o pravolinijskoj interpretaciji grafa G na mrezi. Godine 1998. su

matematicari Crobak i Nakano'® pokazali sledece [18]:

Teorema 2.1.1. Postoji ravanski graf G,,, za svako n > 3 ( n predstavlja broj ¢vorova datog grafa),

takav da su $irina i visina svake interpretacije grafa G,, na mrezi minimum [2(n — 1)/3].

Dokaz:

Dovoljno je pokazati da ovo vazi za jednu dimenziju, npr. Sirinu grafa G,. Rekurzivno se
konstruisu grafovi G,,. Gj je inicijalni graf, trougao €ji su ¢vorovi (v1,vs,v3), a na dalje se, za
svako n > 4, G, konstruisu na isti na¢in - dodavanjem ¢vora v, u spoljasnju stranu grafa G, _1 i
povezivanjem ¢vora v, sa ¢vorovima v, _s3,Un_2,V,—1, tako da je ivica spoljadnje strane (kontura)
grafa G,, (Un,Un—1,Un—2).

Dokaz se izvodi indukcijom. Primetimo da, za n € {3,4,5}, G,, imaju $irine minimum 1,2,2
(redom). Pretpostavimo da tvrdenje vazi za graf G, (induktivna hipoteza). Dodavanje ¢vorova
Un41, Unt2 1 Unts u Gy, zahteva uvodenje bar jos dve z koordinate, tako da tvrdenje sledi indukcijom.
O

W i H oznacavaju, redom, Sirinu i visinu ortogonalne intepretacije na mrezi, a n predstavlja broj
&vorova grafa G [25]. MozZe se pokazati da, u slu¢aju proizvoljne ortogonalne interpretacije ravanskog
grafa G, pri ¢emu su grane takve interpretacije predstavljene kao vertikalne ili horizontalne duzi,
vaze sledeCa ogranicenja i ona su najbolja moguca: W+ H < 5§ i W -H < % kao ogranicenje

povrsine koju zauzima pomenuta ortogonalna interpretacija.

Na slici 2.4 je ilustracija prethodnog dokaza, odnosno prikaz konstrukcije grafa H,,.

2.2 Kanonsko uredenje grafa

U svrhu realizacije metode pomeraja uvodi se pojam kanonskog uredenja (poretka) grafa (eng. canon-
ical ordering), definisan na isti na¢in koji su u svom radu [9] dali De Frejsi, Pah'® i Polak!6. Pojam
kanonskog uredenja je od sustinskog znacaja za interpretaciju ravanskih grafova i u osnovi je mnogih

algoritama koji se bave reSavanjem tog problema.

13Shin-ichi Nakano - japanski matematicar i informaticar

1 Glika preuzeta iz [18]

15 Janos Pach (1954) - madarski matematicar i informaticar
16Richard M. Pollack (1935 - 2018) - americki matematicar
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Vil Vi

Slika 2.4: Konstrukcija grafa H,, iz teoreme 2.1.114

Definicija 2.2.1. Neka je G = (V, E) triangulirani ravanski graf sa n ¢évorova (n > 3) i neka
je m = (v1,...,v,) uredenje skupa ¢vorova V, takvo da (v1,v2,v,) predstavljaju konturu grafa G,
odnosno ¢vorove spoljasnjih grana grafa, pri ¢emu je redosled ¢vorova suprotan smeru kretanja
kazaljke na satu, odnosno matematicki pozitivan. Neka je i sa G oznacen podgraf grafa G koji je
odreden ¢vorovima (v1, ..., vx) 1 neka je sa C}, oznafena ivica njegove spoljagnje strane (tj. kontura).
Uredenje 7 nazivamo kanonskim uredenjem grafa G akko su Vk, 3 < k < n ispunjena sledeca tri

uslova:
1. Gy je 2-povezan i trianguliran,
2. C} sadrzi granu incidentnu ¢vorovima vy i ve, odnosno (v, vs),
3. Ako je k < n, onda vy pripada spoljasnjoj strani podgrafa Gy.

Primer kanonskog uredenja trianguliranog grafa sa n = 16 ¢vorova je dat na slici 2.5.

Kako je De Fraysseix pokazao [8], svaki triangulirani ravanski graf ima kanonsko uredenje:

Lema 2.2.1. Svaki triangulirani ravanski graf sa granom (vi,v2) na ivici spoljasnje strane ima

kanonsko uredenje koje pocinje ¢vorovima vy, vs.

Dokaz:

Neka je G proizvoljan triangulirani ravanski graf i n broj ¢vorova tog grafa. U slucaju n = 3
dokaz je trivijalan.

Pretpostavimo da je n > 4. Dokaz ée biti izveden metodom matematicke indukcije po n, odnosno
broju évorova grafa.

Neka je proizvoljan G = (V, E) triangulirani ravanski graf sa n > 4 &vorova. Pokazimo da je
dovoljno odabrati ¢vor v, razli¢it od ¢vorova vy, v, takav da v, € C(G) i da v, nije kraj neke tetive
u C(G), a zatim primeniti metodu matematicke indukcije na graf G \ v,. (MoZe se pokazati da

ovakvo v, uvek postoji, dokaz izostaje.)
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Treba pokazati da vazi sledece:
1. graf G,,—1 := G\ v, je trianguliran i 2-povezan,
2. grana (v1,v9) pripada ivici spoljasnje strane grafa G,,_1,

3. induktivno dobijenom kanonskom uredenju grafa G,_; se moze dodati ¢vor v,, pri ¢emu se

na taj nacin dobija kanonsko uredenje grafa G.

Tvrdenje 2. sledi direktno iz ¢injenice da je ¢vor v, razli¢it od ¢évorova vy i vo. Takode, buduéi da je
G = Gy, jasno je da su uslovi (1-3) iz definicije 2.2.1 ispunjeni za k = n, pa tvrdenje 3 vazi. Dakle,
ostalo je jo§ pokazati da vazi tvrdenje 1.

Svaka unutraSnja strana grafa G,_; je ujedno i unutrasnja strana grafa G, a bududi da je G
trianguliran, sledi da ¢e to vaziti i za G,,_1. PokaZimo da je graf G,,_1 2-povezan. Ivica spoljasnje
strane grafa G, _1, tj. C(G,—_1) se dobija uklanjanjem &vora v,, iz C(G) i eventualnim dodavanjem
skupa &vorova ug, ..., u;,—1 (koji moZe biti prazan). Buduéi da &vor v, nije bio kraj neke tetive u
C(G), tj. nijedan &vor iz skupa {us, ..., u;, } nije pripadao ciklu C(G), C(G,—_1) takode predstavlja
cikl. Dodavanjem ¢vora v u spoljasnjost grafa GG,,_; i povezivanjem ¢vora v sa svakim ¢vorom koji
pripada C(G,—1), dobija se maksimalni planarni graf (triangulacija) H, H D G, _;. Kako vaZi da
je svaki maksimalni planarni graf sa barem 4 ¢vora 3-povezan 7, odatle sledi da je H 3-povezan, a

samim tim i da je G, _1 2-povezan §to je i trebalo dokazati. [J

Algoritam za odredivanje kanonskog uredenja ravanskog trianguliranog grafa koji je implemen-
tiran u okviru ovog rada se izvrSava u linearnom vremenu, tj. slozenosti je O(n).

U nastavku rada ¢e uredeni par (G, ) oznacavati triangulirani ravanski graf G sa zadatim kanon-
skim uredenjem 7 = (v, ...,v,), pri ¢emu je (vi,v2,v,) ivica spoljasnje strane grafa G zadata re-
dosledom u matemati¢ki pozitivnom smeru. Ovakav uredeni par (G, ) ¢e biti nazivan uredenim
trianguliranim ravanskim grafom.

Takode, na dalje ¢e simbol < biti koris¢en da oznac¢i poredak ¢vorova u kanonskom uredenju

grafa G.

Definicija 2.2.2. Neka su sa wp, Wp41, ..., wg € G} oznaceni susedi ¢vora v = vp41, 3 < k < n.
Unutrasngim stepenom ¢évora v, u oznaci deg™(v), oznacava se broj suseda od v u Gy, odnosno
deg—(v) = ¢ — p+ 1. Takode, indeks cvora w; u odnosu na v, u oznaci ind,(w;), predstavljace
broj ind,(w;) =i—p+1, p<i<gqi€ N. Stepen deg™ (vg) i indeks ind,, (w;) nisu definisani za
k=1,23.

"Dokaz se moze naéi u http://www.cs.cmu.edu/afs/cs/academic/class/15456-s10/Homeworks /hw3-answers.pdf
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Slika 2.5: Kanonsko uredenje grafa

2

Primer 2.2.1. Na slici 2.5 je dat primer kanonskog uredenja grafa. U tom slucaju je deg™(8) = 2,
deg—(10) = 5, deg—(14) = 4. Kako su susedi ¢vora 8 u podgrafu G7, redom, &vorovi 11 7, to ¢e
indeks ¢vora 8 u odnosu na ¢vor 7 biti 2, odnosno ind7(8) = 2. Analognim postupkom se dobija
i indy1p(7) = 3 (susedi cvora 10 u Gg su, redom, 9, 8, 7, 3, 4), ind14(6) = 4 (susedi cvora 14 u
G13 su, redom, 13, 12, 11, 6), pri ¢emu su ¢vorovi u prethodnim primerima oznaavani brojem koji

predstavlja njihov redosled u datom kanonskom uredenju grafa.

2.3 Metoda pomeraja

Metoda pomeraja (eng. Shift method) je jedna od poznatijih metoda za realizovanje graficke inter-
pretacije odredene klase ravanskih grafova. Ovu metodu su u svom radu [8] predstavili De Frejsi,
Pah i Polak 1990. godine. Originalna metoda za ulaz uzima triangulirani ravanski graf i za svaki
¢vor racuna njegove koordinate na celobrojnoj mrezi, tako da je rezultat interpretacija polaznog
grafa na mrezi kvadratne dimenzije.

Neka je (G, ) zadat uredeni triangulirani ravanski graf sa kanonskim uredenjem 7 = vy, va, ..., Up,
pri ¢emu je n > 3. Ideja samog algoritma je da se, jedan po jedan, u svakom koraku metode, dodaju
¢vorovi onim redosledom kojim se pojavljuju u kanonskom uredenju.

Prilikom dodavanja ¢vora vg41 kontura Cy, = (w1 = vy, wa, ..., Wy, = v2) (ivica spoljasnje strane)

podgrafa G}, mora da zadovoljava odredenu invarijantu. Sama metoda pomeraja se zasniva na
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oCuvanju te invarijante. Da bi se invarijanta o¢uvala, ukoliko je to potrebno, u datom koraku ¢e se
izvrsiti pomeranje ¢vorova, odnosno korekcija koordinata pojedinih ¢vorova iz podgrafa Gy.
Odatle i motivacija za naziv metode. Formalnije, u vezi sa tim bi¢e predstavljen pojam U-

skupova.

Definicija 2.3.1. U-skup ¢e za svaki ¢vor v; u oznaci U (v;) predstavljati skup &vorova ¢ije bi pozicije
trebalo azurirati svaki put kada se pozicija ¢vora v; promeni, odnosno kada se ¢vor v; "pomeri". MoZe

se primetiti v; € U(v;).

Dalje, neka je pozicija ¢vora v € V, gde je V skup &vorova grafa G data funkcijom P(v) =

(z(v),y(v)) = (x,y).

Definicija 2.3.2. Menhetn rastojanje (eng. Manhattan distance) (poznato i kao taksi metrika ili
1 norma) izmedu dve tacke z = (z1,...,2n) 1 ¥y = (Y1, ..., Yn) se u euklidskom prostoru dimenzije n

definise kao X', |x; — 4.

Manhattan distance

I/ P2

euclidean distance
P

v

Slika 2.6: Menhetn rastojanje'®

Ako su A = (x1,y1) 1 B = (x2,y2) dve tacke ravni ¢ije je Menhetn rastojanje parno, onda
presek prave koja prolazi kroz tacku A i ima koeficijent pravca 1 i prave koja prolazi kroz tacku
B i ima koeficijent pravca -1 predstavlja jednu tacku mreZe koja ¢e se u nastavku oznacavati sa
(A, B). Realizacija metoda pomeraja se odvija na sledeéi nac¢in. Inicijalni korak algoritma za
realizaciju metode pomeraja je interpretacija trougla G3, gde su pozicije ¢vorova ovog trougla date
sa P(v1) = (0,0), P(v2) = (2,0), P(v3) = (1,1) na celobrojnoj mrezi. Vazi i U(v;) = v;,7 = 1,2, 3.
Neka je pretpostavka da je u koraku k—1 > 3 podgraf Gy_; "ispravno" interpretiran, tj. "utopljen"

u ravan, odnosno da vaze sledeéi uslovi :

183lika preuzeta sa https://subscription.packtpub.com/book/big data and business_ intelligence/9781789956399
/1/ch01lvllsec05/introduction-to-k-means-clustering

23



mpl: P(v1) =(0,0) i P(vy) = (2k — 6,0),

mp2: z(wy) < x(wz) < ... < (W), pri ¢emu m predstavlja broj ¢vorova ivice spoljasnje strane

podgrafa Gj_1, odnosno Cy_1 = wy, ..., Wy, W1 = V1, Wy, = V2,

mp3: Svaka grana (w;, w;+1) u Ck_1 je predstavljena pravom linijom sa koeficijentom pravca 1

ili -1.

U nastavku ¢e biti objasnjeno dodavanje ¢vora vy sa pretpostavkom da je Gj_1 veé interpretiran.
Neka su wp, Wp1, ..., wq susedi od v na Ci—1. U tom slucaju ée se govoriti da évor vy, pokriva ¢vorove
Wp, Wpt1, -.-, Wg. Prema uslovu mp3 vazi da je Menhetn rastojanje izmedu ¢vorova w, i wg parno,
pa stoga p(wp,wy) predstavlja jednu tacku mreze. Ako bi évor vi bio postavljen u toj tacki, onda
bi grane (wp,vg) 1 (wp,wpt1) imale presek, odnosno presek bi bio neprazan skup, buduéi da je
koeficijent pravca grane (wp, wp11) jednak 1. Stoga se izvodi pomeranje ¢vorova ws, ...w, 1 jo§ nekih
unutradnjih ¢vorova nalevo za 1 i pomeranje ¢vorova wy,...wm, (kao i nekih unutrasnjih ¢vorova)
nadesno za 1, a tacki u(w,, w,) se pridruzuje évor vy, odnosno to postaje njegova pozicija. Na slici
2.7 dat je prikaz opisanog postupka. Tacka pu(w,, w,) = (z',y) u kojoj se nalazi &vor vy zadovoljava

sledece uslove :
gsml: z(w,) <z < 2(w,),
gsm2: y/ 2 max{y(wp+1)7y(wq71)}v

P . . P . - / ’ - e . .
gsm3: svi &vorovi wy, ..., wq su "vidljivi" iz tacke (x,y ), 5to znadi da je presek konture Cj i grana

(Vg Wp)s -, (U, Wq) jedino u Evorovima wy, ..., wy.
Formalnije, prethodna prica se svodi na sledeée korake:
1. Yo € UP_ U(w;) se x koordinata menja na sledeci nacin: z(v) = x(v) — 1,
2. Yv € UL U(w;) se x koordinata menja na sledeci nacin: z(v) = z(v) + 1,

3. P(vx) = p(wp, wy),

e

U(or) = {ox} U (U,

p+1U(wi))-

Dodatno, moze se primetiti da skupovi U(wq), U(ws), ..., U(w,,) particioniSu évorove u Gj_1.
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(0,0) @ (2k-6,0)

(-1,0) (b) (2k-5,0)

Slika 2.7: Ilustracija metode pomeraja'?

Pozicija ¢vora vy je, oCigledno, nakon metode pomeraja, u tacki (—1,0). U cilju translacije P(v;)
u koordinatni pocetak (odnosno translacije celog crteza na desno za 1) se umesto prva dva koraka

metode, uvode sledeéi koraci, pri ¢emu ¢e uslovi mpl, mp2, mp3 i dalje vaziti:

1. Vv e U;’;;HU(wi) se x koordinata menja na sledeci nacin: z(v) = z(v) + 1,

2. Vv € U" U(w;) se = koordinata menja na slede¢i nacin: z(v) = z(v) + 2.

Potrebno je pokazati da je na ovaj nacin data pravolinijska interpretacija Gj. Ovo tvrdenje sledi

iz leme koju su u svom radu izneli i dokazali De Frejsi, Pah i Polak (1990).

Lema 2.3.1. Neka G} predstavlja pravolinijsku ravansku interpretaciju na nacin koji je prethodno
opisan i neka je dat neopadajuéi niz nenegativnih celih brojeva p; < p2 < ... < pp,. Translacija
svakog elementa skupa U(w;), Vi za p; na desno ¢e za rezultat takode dati pravolinijsku ravansku

interpretaciju.

Dokaz:

Dokaz ove leme se izvodi indukcijom po k. Pretpostavimo da vazi za Gi_1. Potrebno je pokazati
da tvrdenje vazi i za G.

Neka je, kao i u konstrukciji metode ivica spoljasnje strane, odnosno kontura Gi_1, Cr—1 =

(w1, wa, ... Wy, ). Dodajmo &vor vy. Fiksirajmo niz nenegativnih celih brojeva:

< Pm (2.1)

N
N
<
N
)
N
>
N

P1

198lika preuzeta iz [27]
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i translirajmo svaki U(w;) za p;, a &vor w; za p. Neka je, dalje, fiksiran niz p; < py < ... < p,,

koji se dobija na sledeéi nacin:

) pi,Vi=1,...,p
piz{ p+LVi=p+1,..,q9-1 (2.2)
pi +2,¥Yi=gq,....m

Po induktivnoj pretpostavci, nakon translacije skupova U(w;) od Gr_1 za p;, Gj_1 ostaje
pravolinijska ravanska interpretacija. Neposredno odatle sledi i da je Gy, pravolinijska interpretacija,
buduéi da se i vy, pomera strogo sa wy, ..., wq. 0

Tokom vremena je dolazilo do razli¢itih optimizacija originalne metode pomeraja koja je pred-
stavljena i postizani su bolji rezultati kada su u pitanju dimenzije rezultujuée mreze. PoboljSanja se
ogledaju u oslabljivanju uslova mp3, odnosno invarijante da su koeficijenti pravaca grana iz uslova
11ili -1. Naime, na taj nacin su dimenzije rezultujuée mreze Sirina 2n — 4 i visina n — 2. Moze se
pokazati da se, ukoliko bi se za koeficijente pravaca uzimale vrednosti -1 ili proizvoljne nenegativne
vrednosti, moZe doéi do rezultata (n — 1) x (n — 1), buduéi da se u svakom koraku izvrsava tacno
jedno pomeranje. Dodatna optimizacija bi bila modifikacija koraka za poslednji ¢vor, Sto bi dalo
rezultat dimenzija mreZe (n — 2) x (n — 2) (érobak i Kant 1997, a Snajder je pokazao da postoji
interpretacija ovih dimenzija koja se realizuje u linearnom vremenu).

Sto se same slozenosti algoritma tice, relativno je lako postiéi kvadratnu vremensku sloZenost
izvrSavanja algoritma O(n?). De Frejsi, Pah i Polak su u svom radu uspeli da vremensku sloZenost
izvrsavanja redukuju na O(nlogn).

U okviru ovog rada biée implementirani algoritmi koje su u svom radu izneli Crobak i Pejn,
1995. godine [20], koji postize linearnu vremensku sloZenost izvrsavanja O(n). Algoritam se moze
predstaviti na sledeéi nacin:

Gy se, za svako k, moZe posmatrati kao Suma koja se sastoji od stabala U(wy),...,U(w,,), pri
¢emu su korenski ¢vorovi ovih stabala, redom, wi, ..., w,,. U daljem toku rada ¢e biti koriséene
sledeée oznake: prethodno pomenuta Suma ¢e biti posmatrana kao binarno drvo i bi¢e oznacavana
sa T. Levim T-detetom nekog ¢vora bi¢e oznacavan ¢vor koji je njegovo najlevlje dete, ako postoji,
a desnim T-detetom &vora bi¢e oznafavan ¢vor koji je njegov prvi desni rodak (&vorovi koji imaju
istog roditelja su rodaci) ukoliko on postoji.

Za svaki ¢vor v #£ vy ¢e biti definisana i sledeca veli¢ina x-pomeraja Ax(v) = z(v) — x(w), gde je
w T-roditelj ¢vora v. I opstije, ako je w predak od v, ova veli¢ina ¢e biti definisana na sledeé¢i nadin:
Az(v,w) = xz(v) — z(w). Konafno, u svrhu predstavljanja algoritma pomeraja, biée uvedene i ove

veli¢ine:
e [(v) - levo T-dete ¢vora v,

e (v) - desno T-dete &vora v,
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e Ax(v) - z-pomeraj ¢vora v u odnosu na T-roditelja &vora v,
e y(v) - y koordinata ¢vora v.

wi, ..., Wy, oznacava ivicu spoljadnje strane, tj. konturu podgrafa Gj1; takode wy, ..., w, pred-
stavljaju susede ¢vora vg u Gg_1.

U koraku inicijalizacije se uvode ¢vorovi vy, v2, v i postavljaju se vrednosti veli¢ina ovih promenljivih
na sledeéi nacin:

Az(vr),y(v1),r(v1),1(v1) se inicijalizuju na, redom, 0,0, v3, null

Ax(va),y(va), r(v2), [ (v2) se inicijalizuju na, redom, 1,0, null, null

Az (vs),y(vs), r(vs),l(vs) se inicijalizuju na, redom, 1, 1, ve, null

Dalje se ¢vorovi, u redosledu u kom su dati u kanonskom uredenju, u svakom koraku ugraduju

na sledeéi nacin:

Algoritam 1 Faza ugradivanja ¢vorova u okviru metode pomeraja

for k:=4ton do

Az(wpt1) + Az(wpir) +1

Az(wg) + Az(wy) +1

Ax(wp, wq) — Ax(Wpt1) + ... + Az (wg)
A(og) & H-y(up) + Ay, w) +y(uw,)
y(vk) < %[y(wp) + Az(wp, wq) + y(wy)]
Az(wg) < Az(wp, wy) — Az(vg)

> ugradivanje ¢vora v

r(wp) +— vk
r(vk) < wy
if p+ 1 # ¢q then

l(vg) + wp1

r(wg—1) < null
else

l(vg) < null
end if

end for

U drugoj fazi algoritma bice koriséena funkcija AzuriranjeX (v, delta). Funkcija ¢e biti pozvana
za vrednosti v = v; i delta = 0 koja radi tako $to vrsi obilazak stabla i na osnovu pomeraja ra¢una
krajnje vrednosti 2 koordinata. Rafunanje = koordinate se vrsi tako §to se Az(v) akumuliraju tokom
izvrSavanja funkcije AzuriranjeX, pa Ax(v) zapravo predstavlja x koordinatu nakon zavrSetka

izvrSavanja funkcije AzuriranjeX. Ta funkcija je implementirana na sledec¢i nacin:
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Algoritam 2 Funkcija azuriranja koja predstavlja drugu fazu metode pomeraja

function AZURIRANJEX (v: ¢vor, §: integer)
if v # null then
Az(v) + Azx(v)+ 6
AzuriranjeX(l(v), Az (v))
AzuriranjeX(r(v), Az (v))
end if
end function

Na slici 2.8 je jedan primer graficke reprezentacije grafa dobijenog pomoéu metode pomeraja.
Metoda pomeraja predstavlja polaznu tacku u okviru ovog rada, posto algoritmi koji ¢e biti pred-
stavljeni u nastavku rada pokuSavaju da optimizuju graficku reprezentaciju dobijenu pomoc¢u metode

pomeraja, u smislu Sirine i visine rezultujucée celobrojne mreze graficke reprezentacije grafa.

14

12 A

10 A

Slika 2.8: Primer interpretacije dobijene metodom pomeraja
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Glava 3

Ravanska interpretacija grafova
minimalne Sirine

U okviru prethodnog poglavlja predstavljena je metoda pomeraja koja je jedan od nacina da se
uredeni triangulirani ravanski graf predstavi na mrezi. Pitanje koje se namece je na koji nacin
rezultati mogu da se optimizuju, odnosno konkretnije, da li je moguée redukovati dimenzije ovako
dobijene mreze. Odgovor na ovo pitanje je delimi¢no dat u vidu povrsSnog osvrta na optimizovanije
rezultate koje su matematicari dobijali proteklih godina, a u sklopu ovog poglavlja ¢e detaljnije
biti izlozen algoritam do kog su 1998. godine dosli matematicari Crobak i Nakano [18], a koji daje
za rezultat graf kome je gornja granica Sirine mreze |2(n — 1)/3], odnosno ovo predstavlja gornju

granicu Sirine mreze u okviru koje je graf graficki prikazan.

3.1 Uvodni pojmovi

U nastavku ¢ée biti koriSéene oznake kao u prethodnom delu rada, pri éemu 7 predstavlja kanonsko
uredenje grafa. Neka je, dakle, (G, ) uredeni triangulirani ravanski graf, pri ¢emu je 7 = (vq, ..., vy)
dato kanononsko uredenje, gde je n broj ¢vorova grafa G. Neka su, takode, wy, ..., wq, susedi ¢vora
v = V41 na konturi Cy, odnosno ivici spoljasnje strane Gy.

Nakon dodavanja &vora v u Gy, deo konture takode postaju i (wy,v) koja ée dalje biti nazivana
prednjom granom (eng. forward edge), kao i (v, w,) koja ¢e u nastavku biti oznacena kao zadnja
grana (eng. backward edge). Neke od grana ¢e prilikom dodavanja ¢vora v prestati da budu deo
konture i one ¢ée biti nazivane granama pokrivenim od strane cvora v. Dodatno, ¢vor v # vy, va, U3
¢e biti oznafen kao prednje orijentisan (eng. forward-oriented), odnosno zadnje orijentisan (eng.
backward-oriented) ako pokriva, redom, prednju, odnosno zadnju granu.

Pretpostavka koja ¢e vaziti u nastavku je da je broj évorova grafa najmanje 4.

Neka je v = vp41,2 < k <n—2 1w, kao i do sad najlevlji sused ¢vora v u Gy, odnosno takav da
je ind,(wp) =1 (wp, = v1 u sluaju k = 2). Neka je, dalje, z ¢vor koji pokriva granu (w,,v) (takvo

z postoji, buduéi da je v # vy,).
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Definicija 3.1.1. U nastavku, pod navedenim uslovima za svaki ¢vor v # vy, v definiSe se pojam
stabilnog i nestabilnog ¢vora. Takode svakom ovakvom ¢voru v biée pridruZzen niz ¢vorova koji ée
biti nazivan domino lanac (eng. domino chain) u oznaci DC(v), kao i funkcija dom(v), koja se
naziva dominatorom ¢&vora v, kojom se svakom ¢voru pridruzuje ili ¢vor ili nedefinisana vrednost u

oznaci L. Uzimajuéi u obzir navedene uslove i oznake vazi:
o (dl1) Ako je ind,(v) = 2, tada je DC(v) = v, dom(v) = z i v je nestabilan,
e (dI2) Ako je ind.(v) = 4, tada je DC(v) = v, dom(v) = z i v je stabilan,

o (dI3) Ako je ind,(v) = 31 DC(z) = (z1,22,....,2; = 2), tada je DC(v) = (21, 22,...2;,v) 1

dom(v) = dom(z). Vazi i da je v stabilan akko je z stabilan.

Dodatno, u slu¢aju v = v,, domino lanac i dominator bi¢e definisani na slede¢i nacin:

DC(vy) = (vp)

dom(vy,) = L (3.1)

Definicija 3.1.2. Nestabilan ¢vor v # vy, v9, v3 unutrasnjeg stepena 2 se naziva ¢vorom m-pomeraja

(intuicija iza ovog naziva ¢e biti pojasnjena u daljem tekstu).

Intuitivnije, npr. u grafovima koji reprezentuju dijagrame kontrole toka, pojmovi dominatora
¢vora mogu biti posmatrani i na sledeé¢i nacin - ¢vor p dominira ¢vor g ako svaki put od ulaznog
¢vora do ¢vora g mora da prodje kroz p.

Zanimljivo je primetiti i da je naziv "domino lanac" opravdan time §to se svi ¢vorovi u lancu
ponasaju na isti nacin - ako je prvi stabilan, bice i ostali. Analogno vazi za slu¢aj da je prvi évor
nestabilan.

Jos neke od osobina domino lanaca i dominatora ¢e dati i sledeé¢a lema.
Lema 3.1.1. Neka jen >4 i u,v # v1,vs. Tada vazi:

1. Ako u € DC(v), onda je DC(u) prefiks lanca DC(v), to jest svi &vorovi lanca DC'(u) se nalaze

na pocetku lanca DC(v),
2. Ako u ¢ DC(v) iv ¢ DC(u), onda vazi:
(a) DC(u)NDC(v) =0
(b) Ako su w i v nestabilni, onda vazi dom(u),dom(v) # L i dom(u) # dom(v)
Dokaz:
Prvo tvrdenje (1) sledi direktno iz definicije domino lanaca, buduéi da je prethodnik (roditelj)
svakog ¢vora u domino lancu jedinstveno odredjen.

U svrhu dokazivanja drugog tvrdenja (2), odnosno tvrdenja (2a) pretpostavimo suprotno. Pret-

postavimo da postoji neprazan zajednicki prefiks ovih lanaca i neka je ¢vor z poslednji ¢vor ovog

30



prefiksa (takav Evor mora postojati, buduci da je prefiks neprazan). Neka su v’ i v sledbenici (deca)
ovog &vora u DC(u) i DC(v), redom. Po definiciji domino lanaca je u,v" < z,ind,(u) = 3 i
ind,(v') = 3, §to je kontradikcija. Dakle, vazi (2a).

Dokazimo tvrdenje (2b). Pretpostavimo da su ¢vorovi u i v nestabilni. Odatle neposredno sledi
prvi deo tvrdenja dom(u),dom(v) # L, jer bi, u suprotnom, ¢vorovi u i v bili stabilni. Dalje, neka
su &vorovi u i v prvi &vorovi u lancima DC(u) i DC/(v), redom. Iz tvrdenja 2a sledi da je v’ # v’
Pretpostavimo suprotno, to jest da z = dom(u) = dom(v). Odatle z = dom(u') = dom(v"). Vazi
u',v" < z Budud da je u nestabilan, svi &vorovi u lancu DC(u), uklju¢ujuéi i v’ moraju biti
nestabilni. Analogno vazi i za v'. Odatle se moze zaklju¢iti da je ind. (u') = ind, (’u') = 2, §to je

kontradikcija, ¢ime je i ovo tvrdenje dokazano. []

Primer 3.1.1. Na slici 2.5 je dato jedno kanonsko uredenje grafa, te se mogu odrediti dominatori

i domino lanci ¢vorova ovog grafa. Recimo:

e U trecem koraku dodaje se ¢vor 4. Njegov najlevlji sused je ¢vor 3, a kako granu (3, 4) pokriva

¢vor 10 i indi04 = 5, to je prema definiciji DC(4) =4 1 dom(4) = 10 i &vor 4 je stabilan,

e Sli¢no prvom slucaju, za korak k = 4 dobijamo i DC(5) = 5,dom(5) = 11, pri ¢emu je &vor 5

nestabilan,

e U koraku k = 5, se dodaje ¢vor 6, a buduéi da je ind;16 = 3, bice DC(6) = (11,6), dom(6) =
dom(11) = 12 dobijamo i DC(5) = 5,dom(5) = 11. Takode, ¢vor 6 je, kao i 11, nestabilan.

3.2 Algoritam za generisanje trianguliranih grafova

U svrhu testiranja implementiranih algoritama iz ovog rada, takode je implementiran i algoritam za
generisanje instanci koje sadrze triangulirane grafove.

Algoritam podiva na ¢injenici da je svaki trianguliran graf sastavljen od odredenog broja trou-
glova. Svaki trougao je odreden sa tri ¢vora i granama koje ih povezuju. Pocetni korak je formiranje
prvog trougla T3, odnosno grafa sa tri ¢vora vy, vo 1 v3 (leva strana slike 3.1). Posmatranom trouglu
T1, mozemo dodati ¢vor vy i spojiti ga sa svim ¢vorovima koji odreduju trougao 77, odnosno sa
¢évorovima wv1, v3,v3 i time trougao 77 podeliti na tri nova trougla Ts,T5 i Ty, kao §to je ilustrovano
na desnoj strani slike 3.1.

Opisani korak se dalje ponavlja za sluc¢ajno izabran trougao 7T; iz grafa G kome se dodaje novi
évor vy, gde se izabrani trougao T; razbija na nova tri trougla, na isti nacin kao §to je opisano na
slici 3.1. Ovaj korak se ponavlja dok se ne doda dovoljan broj ¢vorova n.

Posto se u svakom koraku na slu¢ajan nacin bira trougao, ovim se postize da generisane instance

budu razlidite.
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T

Slika 3.1: Tlustracija koraka dodavanja ¢vora za generisanje trianguliranih grafova

3.3 Skica algoritma za redukciju Sirine mreZe

U okviru ove sekcije bié¢e izlozeni detaljni koraci algoritma za redukciju Sirine mreze o kome je rec
u ovom poglavlju. U daljem radu ée se definisati i algoritam za redukciju visine mreze, stoga radi
lakSeg obelezavanja algoritam za redukciju Sirine mreze nazivaéemo Algoritam A. Ideja algoritma je
da se minimizuje broj pomeraja u svakom koraku, ali da se takode o¢uva invarijanta iz uslova mpl,
mp2, mp3, tj. x(w;) < x(w;y1),Vi. Pritom ée jednakost vaziti samo u slucaju y(w;) < y(wit1).
Prilikom dodavanja stabilnog ¢vora, on ¢e zadrzati = koordinatu svog najlevljeg suseda, tj. bicée
smesten neposredno iznad svog najlevljeg suseda. U slucaju nestabilnog ¢vora, x koordinata ¢e biti
veéa za 1 u odnosnu na z koordinatu njegovog najlevljeg suseda. Ako je ovaj ¢vor pritom i ¢vor
m-pomeraja, moze doé¢i do naruSavanja malopre pomenute invarijante (&vor koji se dodaje moze biti
smesten iznad svog najdeSnjeg suseda), pa ovaj slucaj zahteva nesto dodatnih operacija - pomeranje
desnog suseda na desno, tj. aZuriranje njegove x koordinate, kako bi se napravilo mesta za ¢vor koji
se dodaje. Otuda i naziv ¢vora, jer zahteva "pomeranje mesta".

Skica algoritma:

Ulaz algoritma obradenog u ovom poglavlju je uredeni triangulirani ravanski graf (G, ), gde je
T = vy, ..., Uy, kanonsko uredenje grafa G.

Neka su sa ay i ap oznaceni ukupni brojevi ¢vorova grafa G unutrasnjeg stepena 2 koji su, redom,
prednje, odnosno zadnje orijentisani. Neka takode vazi af < ap.

U slu¢aju n = 3 pozicije prva tri ¢vora kanonskog uredenja bic¢e: P(v1) = (z(v1),y(v1)) = (0,0),
P(vz) = (2(v2),y(v2)) = (1,0), P(v5) = (w(va), y(v3)) = (0, 1).

U slu¢aju da je n > 4, inicijalno ée ¢vorovi vy, va, v3 biti pozicionirani na sledeéi na¢in: P(vy) =
(0,0), P(v2) = (2,0), P(vs) = (1,1). U svakom slede¢em koraku bi¢e dodavan po jedan &vor u

sledeé¢em redosledu: vy, vs, ..., Up.
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U nastavku ée biti opisan korak k,3 < k < n — 1, odnosno dodavanje ¢vora v = vg11. Neka je,
kao i do sad, Cy = (w1, ..., wy,) kontura, odnosno ivica spoljadnje strane Gy, a wp, ..., w, susedi &vora
v u Gyi. Ako je v stabilan, onda je z(v) = x(w,), a u slucaju da je v nestabilan, bice z(v) = z(w,)+1
i dodatno ¢e se u slucaju deg™ (v) = 2 izvrsiti operacija shift(wg). Ova funkcija potiGe iz metode
pomeraja, opisane u sekciji 2.3 i za ¢vor konture wj;,1 < j < m predstavlja operaciju koja x
koordinatu svakog ¢vora u € U ;U(w;) povecava za 1.

Koordinata y ¢vora v bi¢e odredena tako da je to najmanji celi broj takav da P(v) = (z(v),y(v)) =
(z',y") zadovoljava sledece uslove: y > maz{y(wpi1),y(wy_1)} i da su &vorovi wy, ..., w, vidljivi iz
¢vora v (kao i u metodi pomeraja).

Slucaj koji jos treba obraditi je ay > ap. Za potrebe ovog slucaja bi¢e posmatran graf (G/77r/),
odnosno graf koji je simetri¢an grafu G, tj. njegova "kopija u ogledalu". Kanonsko uredenje ovog
grafa, 71',, bi¢e zapravo razli¢ito od m po tome $to je obrnut redosled ¢vorova vy i vo. Odatle se
moze zaklju¢iti da je ¢vor prednje (odnosno zadnje) orijentisan u uredenju 7 ako i samo ako je
zadnje (odnosno prednje) orijentisan u uredenju 7. Ta ¢injenica za posledicu ima to $to se u
tom sluc¢aju prethodni opisani slu¢aj algoritma i ulaz (G,7) moZe primeniti na (G/,w/). Nakon
toga se dobijena interpretacija moZe modifikovati primenom refleksije, odnosno: xg +— x(vg) i

z(vg) «— xo — x(vk ), Vk kako bi dobijena interpretacija bila topoloski ekvivalentna grafu G.

3.4 Primer izvrSavanja algoritma za redukciju Sirine mreze

Na sledeé¢im slikama bic¢e graficki prikazano izvrSsavanje koraka algoritma za redukciju Sirine mreZe
na primeru jednog grafa sa n = 16 ¢vorova. Zbog prethodno navedenog na¢ina generisanja ulaznih
grafova, indeksi ¢vorova se ne poklapaju sa redosledom koji vra¢a kanonsko uredenje. Kao i sam
proces generisanja ulaznih instanci i algoritam A pocinje od trivijalnog koraka gde se uzimaju prva
tri ¢vora v1, v2, v3 koji obrazuju trougao, nakon ¢ega se za k = 4, ...,n dodaju novi ¢vorovi v na veé
postojeéi podgraf Gy_1.

Kanonsko uredenje grafa je sledece, navedeno u obliku vy, : [wy, ..., wy] gde su, prateci redosled iz
kanonskog uredenja, za svaki ¢vor v u okviru uglastih zagrada navedeni njegovi susedi sa konture

Ck,li

(]

[1, 2]
(1, 3, 2]
4, 21
(4, 6, 2]

0 N O b W N

[4, 7]

33



5 : [1, 4]

13 : [8, 7]

10 : [1, 5, 4]

9 : [10, 4]

15 : [7, 2]

14 : [4, 8, 13, 7]

12 : [10, 9, 4]

11 : [1, 10]

16 : [1, 11, 10, 12, 4, 14, 7, 15, 2]

Na slici 3.2 se vidi graf dobijen nakon dodavanja ¢vora vy. Kako je stepen ¢vora v,y nije jednak
2 i ¢vor nije stabilan dodeljuje mu se x koordinata sa vrednoséu 1, odnosno koordinata najlevljeg
suseda sa grafa G3 uvedana za jedan x(v1) + 1 u naSem slucaju. Koordinata y(vs) se odreduje na
osnovu treceg uslova metode pomeraja (gsm3, tj. uslov "vidljivosti") odnosno uzima se najveca y

koordinata koja zadovoljava da se grane iz v4 kao ostalim susedima ne seku sa konturom C3 grafa

Gs.

2.00 4
1.75 -
1.50 -

1.25 4

1.00 - 3
0.75 A
0.50 A
0.25 A

o004 1 2

T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 175 2.00

Slika 3.2: Korak 3 - Dodavanje ¢vora 4

Sledeéi ¢vor koji se dodaje prema kanonskom uredenju je vg, na slici 3.3 je predstavljeno stanje
nakon dodavanja vg. PoSto je stepen ¢vora vg tacno 2 i ¢vor vg nije stabilan, to znaci da ceo U — skup

vezan za ¢vor vg mora biti pomeren na desno. U ovom slucaju to je samo ¢vor ve, ¢ija se x koordinata
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uvecava za 1, pa je sad z(vy) = 3. Kako je koeficijent pravca prave koju obrazuju najlevlji sused
vg sa konture Cy (v4) 1 najdesnji sused (ve) negativan, a vg nije stabilan bic¢e y(vg) = 2 odnosno y
koordinata najlevljeg suseda sa Cs u oznaci wp, to jest v4 u ovom sluéaju. Takode, z koordinata
&vora vg ¢e biti jednaka z(ve) = z(w,) + 1 = x(v4) + 1 = 2, posto kao §to je prethodno spomenuto

vg nije stabilan évor.

2.00 4 6

1.75 1

1.50 4

1.25 4

1.00 3

0.75 4

0.50 4

0.25 4

pooq 1 2

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Slika 3.3: Korak 4 - Dodavanje ¢vora 6
Sli¢no kao i kod dodavanja ¢vora vy, dodavanje ¢vora v; prati iste korake, samo $to umesto ¢vora

v1 gledamo vy i gleda se ispunjenje uslova da se grane ne seku sa konturom Cj. Na osnovu toga

&voru vy pridruzujemo koordinate (2,3) kao §to je predstavljeno na slici 3.4.
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3.0 - 7

2.5 1

2.0 | 4 6

1.5 1

1.0 - 3

0.5 A

0o 1 2

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Slika 3.4: Korak 5 - Dodavanje ¢vora 7

Prilikom dodavanja ¢vora vg prati se sli¢na procedura kao kod dodavanja ¢vora vg, stim §to u
ovom slucaju se Siftuju évorovi vz, ve i v2, a posto vg nije stabilan i w), i wg odnosno vy i v7 obrazuju
pravu ¢iji je koeficijent pravca pozitivan, vs se dodeljuju koordinate (2, 3), kao Sto je prikazano na

slici 3.5.
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3.0 A g — 7

2.5 1

2.0 | 4 6

1.5 1

1.0 - 3

0.5 A

0.o4 1 2

Slika 3.5: Korak 6 - Dodavanje ¢vora 8

Svaki sledeé¢i korak dodavanja novog ¢vora prati korake koji su analogni prethodno opisanim
koracima. Jedini slu¢aj koji nije obuhvacen jednim od prethodnih koraka je kada je koeficijent
pravca prave koji obrazuju w, i wg jednak 0, u kom slucaju ¢vor v, uzima y koordinatu prema
formuli y(vk) + y(wq) + 1. Medurezultati svakog koraka su prikazani na slikama 3.6-3.14, pri ¢emu

su objasnjenja izostavljena jer se mogu zakljuciti na osnovu objasnjenja dodavanja prva 4 ¢vora.

3.0 4 8 7 4.0 4 13
35 \
2.5
// 3.0 4 8 7
2.0 5 4 6 //
254
159 2.0 5 4 6
104 3 1549
/ 10 3
0.5+ / \
0.5
00 1 2 004 1 2
0 1 2 3 2 5 0 1 2 3 2 5
Slika 3.6: Korak 7 - Dodavanje ¢vora 5 Slika 3.7: Korak 8 - Dodavanje ¢vora 13
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4.0
354
3.0 4
254
2.0
154
1.0 4
05

0.0

Slika 3.8: Korak 9 - Dodavanje ¢vora 10

4.0
3.5 4
3.0 q

2.5

n

2.0

154

«n

1.0 1

o

0.5

n

0.0 1

Slika 3.10: Korak 11 - Dodavanje ¢vora 15

Slika 3.12: Korak 13 - Dodavanje ¢vora 12
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Slika 3.9: Korak 10 - Dodavanje ¢vora 9
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Slika 3.11: Korak 12 - Dodavanje ¢vora 14
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Slika 3.13: Korak 14 - Dodavanje ¢vora 11
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30 4 16

25 4
20 4
15 ~

10 A

12 14
11— 10— ‘%?b
o- Jégéﬂilg%z

0 1 2 3 4 3 6 7

Slika 3.14: Korak 15 - Dodavanje ¢vora 16

Prilikom izvodenja ovog algoritma, dobijeni su slede¢i medurezultati: dominatori ¢vorova ulaznog

grafa su odredeni na sledeéi nacin, pri ¢emu —1 odreduje nepostojanje dominatora za taj ¢vor:

dom(16) = -1
dom(3) = 4
dom(4) = 5
dom(6) =7
dom(7) = 8
dom(8) = 14
dom(5) = 10
dom(14) = 16
dom(13) = 16
dom(10) = 11
dom(9) = 12
dom(15) = 16
dom(12) = 16
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dom(11) = 16.

Domino lanci su odredeni na sledeéi naéin u oznaci vy, : [domino lanac]:

16 : [16]
(3]
(4]
(6]
(7]
(8l
(5]
14 . [14]

o 0 N O P W

13 @ [14, 13]

10 : [10]
9 : [9]

15 :  [15]
12+ [12]
11 ¢ [11]

Neposredno u vezi sa odredivanjem dominatora ¢vorova i domino lanaca je i odredivanje stabil-
nosti ¢vorova i rezultati za ovaj primer su sledeéi: Za svaki ¢vor je definisana funkcija stable(v) koja

vraca vrednost True ukoliko je on stabilan i False ukoliko vaZi obratno. Dakle:

stable(16) = True
stable(1) = True

stable(2) = True

stable(3) = False
stable(4) = False
stable(6) = False
stable(7) = False
stable(8) = False
stable(5) = False
stable(14)

True

stable(13) = True

stable(10) = False
stable(9) = False

stable(15) = True
stable(12) = True
stable(11) = False
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Takode i U-skupovi prema kojima se vrsi pomeranje zavisnih ¢vorova u oznaci U (vy) = [U-skup] :

U = [1]
U(2) = [2]
U@3) = [3]

U4) = [4, 3]

u(e) = [6]

u(r) = [7, 6]

u(g) = [8]

Uu(s) = [5]

U(13) = [13]

U(10) = [10, 5]
U9 = [9]

U(15) = [15]

U(14) = [14, 8, 13]
U(12) = [12, 9]
U(11) = [11]

u(16) = [16, 11, 10, 5, 12, 9, 4, 3, 14, 8, 13, 7, 6, 15]

Algoritam A za koriSéenu test instancu grafa daje graficku reprezentaciju na mreZi Sirine 7 i

visine 29, slika 3.14.

3.5 Korektnost algoritma i procena dimenzija rezultujuée mreze

U okviru ovog poglavlja bi¢e pokazana korektnost algoritma za redukciju Sirine mreze izloZenog u
poglavlju 3.3. Takodje, bi¢e pokazano da ovaj algoritam rezultuje ravanskim interpretacijama na
mreZi ¢ija je §irina najvise |2(n — 1)/3], a visina najvise n?/4.

Za potrebe ovih dokaza neophodno je uvesti sledeée oznake. Koeficijent pravca grane (u,v), za
neka dva ¢vora u i v pozicionirana na mrezi ravanske interpretacije grafa G, bi¢e definisan i oznacavan

na sledeéi nacin:

- 2320

gde su z(v),y(v) koordinate pozicije ¢vora v na mreZi ravanske interpretacije grafa G (analogno i

(3.2)

za &vor u). Za x(v) = x(u) ée vaziti da je kp(u,v) = +oo, gde ¢e znak biti odreden znakom razlike
y(v) = y(u).
Posmatrajuéi korake algoritma A, moZe se uociti da prilikom izvrSavanja istih dolazi do promene

koeficijenta pravca pojedinih grana. Recimo, grane (u,v) koje nikad nisu pripadale konturi grafa
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¢e imati konstantan koeficijent pravca. S druge strane, ako je grana (u,v) deo konture grafa, njen
koeficijent pravca bi¢e nepromenjen sve dokle god je ta grana deo konture. U slucaju da je bitno
naglasiti promenu njenog koeficijenta pravca, bi¢e data preciznija oznaka kpy(u,v), koeficijenta
pravca grane (u,v) u k-tom koraku, odnosno u ravanskoj interpretaciji G.

Moze se primetiti da prilikom realizacije algoritma, u svakom koraku algoritma, grana (w;, w;11)

konture C} za proizvoljni korak k, moze pripadati jednom od sledecih tipova:
e vertikalna: x(w;) = x(wi11) 1 y(w;) < y(wit1),
e horizontalna: y(w;) = y(wiy1),
e usmerena na gore: y(w;) < y(wip1) i z(w;) < z(w;y1),
e usmerena na dole: y(w;) > y(wiy1) i z(w;) < z(wiy1).

U algoritmu izloZenom u ovom poglavlju vazi da ée horizontalne, kao i grane usmerene na dole,
odnosno gore, biti ili prednje ili zadnje grane, dok ¢e vertikalne grane uvek biti prednje grane.

U vezi sa klasifikacijom grana, moZe se primetiti, takode, da za ¢vorove v unutrasnjeg stepena 2
algoritam odreduje y koordinatu pozicije ¢vora v na mrezi na slede¢i na¢in: Ako je grana (wp, wq)
usmerena na gore, onda ¢e biti y(v) = y(wy). S druge strane, ako je grana (w,,w,) horizontalna,
onda ¢e vaziti y(v) = y(wp) + 1 = y(wy) + 1. U slucaju da je pak grana (w,,w,) usmerena na
dole, y(v) ¢e, u zavisnosti od toga da li je ¢vor v stabilan ili nestabilan, biti ili y(w,) + 1 ili y(wp),

respektivno.

Teorema 3.5.1. Neka je G triangulirani planarni graf sa n > 3 ¢vorova. Tada algoritam za reduko-
vanje Sirine mreZe koji je opisan u ovom poglavlju rezultuje ravanskim interpretacijama na mrezi

¢ija je Sirina najvige [2(n —1)/3], a visina n?/4.

Dokaz:

Buduéi da je slucaj n = 3 trivijalan, neka je data pretpostavka n > 4. Korektnost algoritma c¢e
slediti iz dokaza da naredne invarijante vaze u svakom koraku k = 3, ..., n algoritma:

Neka se posmatra korak u kome se dodaje &vor vj41, pri ¢emu C, = (w1, ..., Wy, ) 0znadava ivicu

spoljasnje strane, odnosno konturu Gj. Treba pokazati da vazi:

(a) z(w;) < 2(wj1),
(b) z(wj) = x(wj41) akko w; < wjy1 1 wjy1 je stabilan. Takode, iz x(w;) = x(wj41) sledi

y(wy) < y(wjtr). (t1)

2. Ako je k < mn i wp,...,wq su, kao i do sad susedi od vi41 u Gy, onda nakon dodavanja ¢vora

Vg1 vaze uslovi gsml, gsm2 i gsm3 iz opisa metode pomeraja. (t2)
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Kako iz uslova gsm1, gsm2, gsm3 direktno sledi korektnost, odnosno da algoritam daje korektne
pravolinijske interpretacije, dovoljno je pokazati da vazi tvrdenje 1 (t1), odakle ¢e slediti i tvrdenje
2 (t2).

Dokazimo tvrdenje (t1) indukcijom. Tvrdenje oc¢igledno vazi za k = 3. Neka (t1) vazi za k < n,

pokazimo da je ta¢no i za k + 1. U tu svrhu ¢ée biti dokazana dva pomoc¢na tvrdenja:
Lema 3.5.1. z(wpt1) > x(wp).

Dokaz leme:
Ako je wpy1 < wp, onda po induktivnoj hipotezi sledi z(wp41) > x(wp). Pretpostavimo obratno,
neka je wp, < wpy1. Bududi da je u tom slucaju ind,(wpy1) = 2, tada je prema definiciji v =

dom(wp41) 1 wpy1 je nestabilan, pa tvrdenje sledi iz induktivne hipoteze (t1). A
Lema 3.5.2. Ako je vy nestabilan i deg™ (vi41) > 3, onda vazi x(wpt2) > x(wpt1).

Dokaz leme:

Ako je wpt2 < wpi1 onda tvrdenje direktno sledi po induktivnoj hipotezi. Pretpostavimo
obratno, neka je wpy1 < wpi2. Bududi da je u tom slucaju ind,(wp42) = 3 i da v prekriva granu
(Wpt1, Wpt2), iz pretpostavke da je viy1 nestabilan sledi da je i w,1o nestabilan i u tom slucaju
tvrdenje sledi iz induktivne hipoteze (t1). A

U daljem nastavku dokaza teoreme bice razlikovana tri slucaja:

o Cvor vg je stabilan: Iz leme 3.5.1 i induktivne hipoteze (t1), ako se izabere takvo x(vgy1)
da je z(vg41) = z(wp) 1 dovoljno veliko y(vg41), onda ¢ée vgyt1 zadovoljavati uslove (mp2,
mp3). Takode, kako je z(wp) = x(vkt1) < T(wpr1) < x(wy), vazi i mp3 uslov, pa je time
dokazano (t2). Dodatno, iz induktivne hipoteze i prethodnih nejednakosti sledi da je i invari-

janta tvrdenja (t1) oCuvana.

o Cvor vy je nestabilan i deg™ (vp1) = 3: Iz lema 3.5.1 i 3.5.2 sledi z(wy) < z(wpi1) <
x(wp42). Uzimajuéi dalje u obzir induktivnu hipotezu tvrdenja (t1), postavljajuéi z(ve41) =
x(wp) + 1 1 birajuéi dovoljno veliko y(vg11), &vor vg41 e zadovoljavati uslove (mp2, mp3). Iz
toga i ¢injenice da je z(wp) < T(vk+1) < T(Wpt1) < T(wpt2) < z(wy) sledi (£2). Dodatno, iz

induktivne hipoteze i prethodnih nejednakosti sledi da je i invarijanta tvrdenja (t1) o¢uvana.

e Cvor Ug+1 je nestabilan i deg” (vg41) = 2 i neka je vy ¢vor m-pomeraja. Prema lemi
3.5.1, nakon izvr8avanja operacije pomeraja, bice z(w,) > x(wp) + 2. Odatle, postavljanjem
z(vk41) = z(wp) + 1 1 biranjem y(vg41) kao u algoritmu, sledice (mp2, mp3). Buduéi da
je x(wp) < x(viy1) < x(wq), vazi (t2). Analogno i prethodnim slucajevima, iz induktivne

hipoteze i prethodnih nejednakosti sledi da je i invarijanta tvrdenja (t1) o¢uvana.

Ovo pokazuje korektnost algoritma.

Ostalo je dokazati procenu §irine i visine mreZe ravanske interpretacije konstruisane algoritmom.
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3.5.1 Procena Sirine mreZe

Neka su a i b brojevi ¢vorova unutras$njeg stepena 2 i unutrasnjeg stepena ¢ija je vrednost barem 3,
redom. Pritom su évorovi vy, ve, v3 izuzeti iz ove pretpostavke. Dakle, sledi n =a+ b+ 3, gde je n
kao i do sad broj ¢vorova grafa. Bez gubitka opstosti, moZe se pretpostaviti da je ay < ap.

U nastavku ¢ée biti izvedena ocena Sirine mreze ravanske interpretacije koja je dobijena algoritmom
iz ovog poglavlja. Dakle, neka je ta Sirina oznacena sa w i neka je a, broj ¢vorova m-pomeraja
(razli¢itih od ¢vorova vi, vg,vs3). Tada je w = a, + 2.

Moze se primetiti da dominator ne moze biti zadnje orijentisan ¢vor unutrasnjeg stepena 2.
Takode, prema lemi 3.1.1, dominatori ¢vorova m-pomeraja su medusobno razli¢iti i takode su razli¢iti

od dominatora ¢vora vs. Odatle je: a, +1 < ay + b, odakle sledi:
w=ap,+2<(af+b—-1)+2<a/2+b+1=n—0a/2-2. (3.3)
Bududi da vazi i w < a + 2, dolazi se do krajnjeg zakljucka
w<minf{a+2,n—a/2 -2} <2(n—1)/3. (3.4)

3.5.2 Procena visine mreze

Neka je fiksiran korak algoritma k i neka je 7, najmanji koeficijent pravca medu koeficijentima
pravaca grana u Cj. Prema t1 vazi da je —oo < 7y, < 0.
Ako bi vazilo
Ve = al +2—k, (3.5)

gde je a} broj ¢vorova m-pomeraja koji pripadaju skupu {vs, ..., v}, onda bi vazila i procena Sirine

data u formulaciji teoreme 3.5.1. Naime,
T Zap+2—n=w-—n, k=n (3.6)

i odatle je visina mreze ravanske interpretacije dobijene ovim algoritmom najvise w(n — w) < n?/4.

Ostalo je jos dokazati:

Lema 3.5.3. Ako je a} broj ¢vorova m-pomeraja koji pripadaju skupu {vs, ..., v}, onda vazi v, >

a2—|—2—k.

Dokaz:

Ovo tvrdenje ¢e biti dokazano indukcijom po k.

U slucaju k = 3, bice af = 0,73 = —1, dakle tvrdenje vazi. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za
neko k,3 < k < nida u tekué¢em koraku dodajemo ¢vor v = vg41. Treba pokazati da tvrdenje vazi
iza k+ 1. Takode, dovoljno je u razmatranje uzeti u obzir nove grane konture, tj. (wp,v) i (v, wy)

i to kada su one usmerene na dole.
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Bice razlikovana dva slucaja:

e Prvi slucaj je kada je évor v évor m-pomeraja. Tada je a}) 1= aj, +1, pa je dovoljno pokazati
da su koeficijenti pravaca novih grana konture barem ~y;. Grana (wp,v) je uvek horizontalna
ili usmerena na gore. Pretpostavimo da je grana (v,w,) usmerena na dole. Ako je (wp,wy)
horizontalna, onda je koeficijent pravca grane kp(v,w,) > —1, a ako je (wp,w,) usmerena na
dole, onda je koeficijent pravca grane (v, w,) jednak koeficijentu pravca grane (w,, wy) u k-tom

koraku, buduéi da dolazi do pomeraja,

e Drugi slucaj je kada ¢vor v nije ¢vor m-pomeraja, pa je aZH = af. Pokazacemo da su
koeficijenti pravaca bilo koje grane nove konture barem ~y, — 1. Posmatrajmo granu (w,,v) i
pretpostavimo da je ona usmerena na dole. Tada je svakako koeficijent pravca grane (wp,v) u
k + 1-om koraku veci od koeficijenta pravca grane (wp,wp41) u k-tom koraku. Posmatrajmo
dalje slu¢aj gde je (v,w,) grana usmerena na dole. Ako je tada deg™(v) = 2, onda vazi
z(v) = x(wp),y(v) = y(wy) + 1, dakle, vazi i kpgi1(v,wy) = kprp(wp,wy) — 1 = v — 1.
U suprotnom, za slucaj kada je deg~(v) > 3, kao posledica biranja minimalnog y(v) koje
ispunjava potrebne uslove, sledi da postoji grana usmerena na dole (w;, w;+1),p <@ < g — 1,
za ¢iji koeficijent pravca vazi kp(w;,wit1) > kp(v,wi+1) = kp(w;, w;+1) — 1. Bududi da je

kp(v,wq) = kp(v,w;41), bice kp(v,wp) > kp(w;, wit1) —1 > v — 1. O

Ovim je ujedno i zavrSen dokaz teoreme 3.5.1. [J
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Glava 4

Ravanska interpretacija grafova
redukovane visine

U prethodnom poglavlju je izloZen algoritam Crobaka i Nakana koji za zadati ulazni uredeni trian-
gulirani ravanski graf odreduje njegovu ravansku interpretaciju na mrezi maksimalne 8irine |2(n —
1)/3]. U istom radu [18] se moZe nadi i algoritam izloZzen u ovom poglavlju, kao i pojmovi koji
¢e nadalje biti koriséeni. Radi pravljenja razlike izmedu algoritma iz prethodnog poglavlja i algo-
ritma koji ¢e biti prezentovan u ovom, ovaj algoritam ¢e se nazivati algoritam B. Osim ocene Sirine,
pokazano je i da visina rezultuju¢e mreze algoritma A moZe biti i kvadratna u odnosu na broj ¢vorova
ulaznog grafa, tj. gornja granica visine mreze ravanske interpretacije je n2/4, gde je n broj ¢vorova
ulaznog grafa.

U okviru ovog poglavlja ¢e biti prezentovan algoritam koji redukuje ovu ocenu visine i daje
ravanske interpretacije grafa na mrezi visine maksimalno 4|2(n—1)/3| —1 [18]. Ulazni graf ¢e, kao i
do sada, biti triangulirani ravanski graf (G, 7) sa zadatim kanonskim uredenjem 7 = (vy,va, ..., Up).
Ovaj algoritam ¢e se u velikoj meri zasnivati na algoritmu A, uz izvesne modifikacije. Apropo toga,
zanimljivo je i da algoritam B zadrZava gornju ocenu visine mreZe koja je data algoritmom A.

Algoritam B se izvrSava u linearnom vremenu, tj. sloZenosti je O(n).

4.1 Uvodni pojmovi

Na samom pocetku bi¢e uveden pojam slack-a [18] izmedu Evorova u i v ulaznog grafa G i to na

slededi naéin:
slack(u,v) = y(v) + 4[x(v) — z(u)] — y(u) = 4Az(u,v) + Ay(u,v). (4.1)

Buduéi da je koeficijent pravca grane (u,v) definisan na sledeé¢i na¢in kp(u,v) = %, moze

se izvesti veza izmedu ove veli¢ine i slack-a:

slack(u,v)

Ax(u,v) (42)

slope(u,v) = —4 +
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Naredna lema ¢e dati neke od osobina funkcije slack:
Lema 4.1.1. Neka je vy, ...v; proizvoljna Setnja u grafu G = (V, E),v; € V,1 < i < I. Tada vazi:
1. slack(vy,v;) = Eé;}slack(vhviﬂ),

2. Neka je slack(v;,viy1) 2 1,Vi=1,..,1-111 < a < b < l. Tada je slack(v1, v;) > slack(vg, vp).

Dodatno, ukoliko je a > 1 ili b < I, onda je slack(vi,v;) > slack(vq,vp) + 1.

Dokaz:

Dokaz prvog tvrdenja leme je trivijalan, sumiranjem se dobija data jednakost. Drugo tvrdenje
leme sledi direktno iz prvog. O

Ranije je napomenuto da se realizacija algoritma B zasniva na realizaciji algoritma A. Kako je
glavni cilj algoritma B redukcija visine mreze dobijene algoritmom A, osnovna razlika ¢e se ogledati
u ideji algoritma B kojom se ovo postize, a to je da nagibe, odnosno koeficijente pravaca svih grana
konture ograni¢ava odozdo nekom konstantom, na primer. ¢. To za posledicu ima ¢injenicu da ée
visina ovako dobijene mreze ravanske interpretacije biti ograni¢ena sa cxSirina mreZe ravanske inter-
pretacije. Konkretnije, algoritam B ¢e koristiti koeficijente pravaca veée od -4 i posledica o¢uvanja
ove invarijante ¢e zahtevati potencijalno vise operacija pomeraja nego §to to zahteva algoritam A.

Pre samog izlaganja algoritma B, bi¢e definisani pojmovi potrebni za realizaciju algoritma.

U okviru algoritma A su uvedeni ¢vorovi m-pomeraja. Za potrebe algoritma B pored ovakvih
&vorova uvesce se 1 pojam cvorova kp-pomeraja (eng. slope-shift vertices). Naime, prilikom dodavanja
¢vora v ¢e, u cilju smanjivanja apsolutne vrednosti koeficijenta pravca grane (v,w,), dolaziti do
potrebe da se ¢vor w, "pomeri". Takav ¢vor v se naziva ¢vorom kp-pomeraja. Treba napomenuti
da proizvoljan ¢vor v moze biti ili ¢vor m-pomeraja ili ¢vor kp-pomeraja. U proizvoljnom koraku se
ne mogu desiti oba tipa pomeraja istovremeno.

Dalje ¢e, kroz opis osnovne ideje algoritma, biti uveden i pojam cvorova koji cuvaju slack (eng.
slack-preserving). Neka se posmatra korak & algoritma u kome se dodaje ¢vor v = vg41, pri ¢emu je
deg~(v) > 4. Neka je, kao i do sad, w, njegov najdesnji sused u konturi C, i neka je grana (wy—1, wy)
usmerena na dole to jest ima negativan koeficijent pravca. Kako bi algoritam bio korektan, ¢vor
wq mora biti vidljiv iz ¢vora v, odnosno koeficijent praveca (v, w,) mora biti manji nego koeficijent
pravca (wq—1,wq). Mozda bi bilo o¢ekivano da se, sa dodavanjem ¢vorova na ovaj nacin, koeficijent
pravca spusti na vrednost manju od -4, medutim to nije slu¢aj i otuda i naziv ovakvih ¢vorova.

Naime, prema definiciji vazi da je koeficijent pravca proizvoljne grane veéi od -4 akko je slack te
grane pozitivan. Bududéi da je deg™ (v) > 4, v se moze dodati tako da vazi z(v) < z(wq—1). Tada,
postavljanjem vrednosti y koordinate ¢vora v na y(v) = y(w,) + 4Ax(v,wy) — slack(wg—1,w,),
postize se slack(v,wy) = slack(wy—1,w,). Dakle, koeficijent pravca grane (v, w,) ¢e biti veéi od -4.

Sa druge strane bice razlikovani i ¢vorovi koji redukuju slack (eng. slack-reducing), odnosno

oni ¢vorovi na kojima se ne moze primeniti prethodno objasnjena ideja. Za konkretan primer se
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moze uzeti dodavanje stabilnog ¢vora v, pri éemu je deg™ (v) = 2 i vazi da je (wp,w,) usmerena
na dole. U tom slucaju ¢e ¢voru v biti dodeljene sledeé¢e koordinate prilikom izvrSavanja algoritma:
z(v) = z(wp),y(v) = y(wp) + 1 1 u tom slucaju ée biti slack(v, w,) = slack(wy—1,w,) — 1. Ako bi
bilo slack(wq—1,w,) = 1, onda bi bilo slack(v,w,) = 0, u kom slu¢aju bi se morala izvriti operacija

pomeraja wy, kako bi invarijanta bila oéuvana. U nastavku se uvodi pojam pivota cvora.

Definicija 4.1.1. Neka je v = vi41 ¢vor koji se dodaje u k-tom koraku i neka su njegovi susedi u
Gy, ¢vorovi wp, ...wq. Neka jeip+1 < r < ¢. Tada se ¢vor w, naziva pivotom &vora v akko je r

najmanji indeks, takav da je w; stabilan i w;—1 < w;, Vi=7r+1,...,¢q

Tvrdenje 4.1.1. Pivot w, ¢vora v grafa G je dobro definisan za svaki ¢vor grafa G. Ako je

deg—(v) = 2, onda je r = p+ 1. Ako je ¢vor v nestabilan i deg™(v) > 3, onda vazi r > p + 2.

Dokaz:

Dokaz ovog tvrdenja sledi iz definicije stabilnih ¢vorova. [J

4.2 Skica algoritma za redukciju visine mreze

U okviru ove sekcije biée izloZeni koraci algoritma za redukciju visine mreze (u nastavku algoritma
B) kao i reprezentativni primer izvrSavanja ovog algoritma.

Kao $to je spomenuto ranije, ulaz je triangulirani, ravanski graf G sa zadatim kanonskim ure-
denjem 7 = vy, ..., v,. Neka su oznake ay i a; date kao i u algoritmu A i neka pritom vazi ay < ap.

U slucaju n = 3 pozicije prva tri &vora kanonskog uredenja bice: P(v1) = (x(v1),y(v1)) = (0,0),
P(v2) = (x(v2),y(v2)) = (1,0), P(vs) = (x(vs),y(v3)) = (0,1) sli¢no kao i pri realizaciji algoritma
A.

Neka je data pretpostavka n > 4 i da je trenutni korak k,3 < k < n—1 u kome treba dodati ¢vor
v = vgy41. UobiCajeno, Cr = (w1, ..., W) 1 Wy, ..., wq ¢e predstavljati susede ¢vora v u Gy. Neka je

w; pivot ¢évora v. Korak dodavanja novog ¢vora vi na Gy dati su algoritmom 3.
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Algoritam 3 Korak dodavanja ¢vora vi u G—1 u algoritmu B

if stable(vy) then
(vg) = 2(wp)
else
x(vg) < x(wp) +1
end if
if deg~(vy) = 2 then
if stable(vy) then
y(vk) < maz(y(wy) + 1), y(wy))
else
shift(wg) > operacija pomeraja wy
if grana (w,,w,) usmerena na gore then
y(vr) < y(wg)
else
y(vr) < maz(y(wp), y(wy) + 1)
end if
end if
else
if deg™ (v) > 3 then
y < y(w,) + 4Az(vg, w,) — slack(w,—1,w,)
if r=p+1 or (not stable(vy) and r = p + 2) then
Yy +1
end if
y(vr) < maz(y', y(wg-1)
end if
end if
if slack(v,wq) =0 then
shift(wyg)
end if

U nastavku ¢e biti pokazana lema koja potvrduje ocenu Sirine ravanske interpretacije realizovane

algoritmom B.

Lema 4.2.1. Algoritmom B se dobijaju korektne ravanske interpretacije grafa na mrezi. Visina
ovako dobijene mreze ravanske interpretacije je manja od 4 vrednosti Sirine mreZe ove interpretacije,

odnosno y(v,) < 4x(va)

Dokaz leme:
Kako je slu¢aj n = 3 trivijalan, pretpostavimo n > 4 i pokazimo da vaZi slede¢a invarijanta (u

nastavku I1) iz koje ¢e direktno slediti i dokaz leme 4.2.1:

I1: Neka je 3 < k < niCyp = (wy,..,wy). U tom sluaju ravanska interpretacija dobijena

algoritmom B zadovoljava sledece uslove:

(a) Vie{l,...m—1}
i. Vazi z(w;) < z(w;4+1). Dodatno, jednakost se dostize akko w; < w;y1 1 ¢vor w1 je

stabilan,
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ii. slack(w;,w;+1) > 1. Dodatno, ako je ¢vor w;y; nestabilan i w; < w;11, onda je
P

slack(w;, w;y1) = 2.

(b) Za k < n, neka je v = vp41 1 neka su wy, ...w, susedi &vora v u Gy, kao $to je prethodno
i naznageno. Neka, takode, slack’ (v, w,) oznacava slack(v,w,) pre nego §to je poslednja
naredba B algoritma (if slack(v,w,) = 0 then shift(w,)) izvr8ena. Tada vazi:

i oz(wp) < z(v) < z(wg),

ii. y(v) = maz{y(wp+1),y(wy—1)}, Evor v pripada spoljasnjosti Gy, i &vorovi wy, ..., wq
su vidljivi iz v,

ili. Neka je deg™(v) = 2. Ako je grana (wjp,w,) usmerena na gore ili horizontalna, onda
je slack (v, wy) > 3.
Ako je grana (w,, w,) usmerena na dole, onda je ili &vor v stabilan i slack (v, w,) =
slack(wy, wy) — 1 ili je v nestabilan i slack (v, w,) = slack(wy, w,),

iv. Neka je deg~(v) > 3. Ako je y < y(wqg—1), onda je grana (v,w,) usmerena na
gore. Ako je y/ > y(wy—1), onda za &vor v vaZi sledeée: ako je r = p+ 1 ili ako
je v nestabilan i r = p + 2, onda je slack’ (v,wq) = slack(wy—1,w,) +q¢—7—1. U

suprotnom, slack’ (v, wq) = slack(wy_1,wy) +q—r.

Korektnost ravanske interpretacije sledi direktno iz korektnosti metode pomeraja i iz tvrdenja
(b)ii (b)ii. Buduéi da iz invarijante (a)ii sledi da je kp(v,,v2) > —4, odatle direktno sledi i ocena
Sirine mreZe ravanske interpretacije y(v,) < 4z(vs).

Dokaz I1:

Invarijanta I1 ée biti dokazana metodom matematicke indukcije po k. Za k = 3 se neposrednom
proverom moze utvrditi da tvrdenje (a) vazi. Pretpostavimo da, u k-tom koraku, k > 3, G, zado-
voljava (a). U induktivnom koraku bi¢e pokazano da (a) implicira (b), kao i da (a) vazi, tj. da se
(a) ¢uva nakon dodavanja ¢vora v.

Za potrebe ovog dokaza bié¢e koriséena sledec¢a tvrdenja:

Tvrdenje 4.2.1. z(wpt1) > z(w,). Ako je v nestabilan i deg™ (v) > 3, onda je x(wpt2) > x(Wpt1)-

Dokaz tvrdenja 4.2.1 se sprovodi kao u lemama 3.5.113.5.2. A

e Dokaz tvrdenja (b)i: Ako je v stabilan, onda vazi z(v) = z(wp) < z(wy) prema prethodnom
tvrdenju 4.2.1. U slucaju da je v nestabilan i deg™ (v) > 3, vazi z(v) = x(wp) +1 < 2(wpy1) <
x(wy) prema prethodnom tvrdenju 4.2.1. Ako je v &¢vor m-pomeraja, onda je z(v) = z(wp)+1 <

x(wq) kao posledica operacije pomeraja. Dakle, z(w,) < 2(v) < z(wg) vazi u svakom slucaju.

e Dokaz tvrdenja (b)ii: U sludaju da je deg™ (v) = 2, ta¢nost tvrdenja sledi direktno iz koraka
B algoritma (koraci kada je deg™ (vi) = 2). Neka je deg™(v) > 3 i neka je v takav da je

v = (z(v), y/), gde je na ovaj nadin data pozicija ¢vora v'. Iz koraka algoritma B (koraci kada
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je deg™ (vg) > 3), direktno vazi sledec¢e: Ako je v stabilan i » > p + 1 ili ako je v nestabilan i
r > p—+ 2, onda je slack(v',wr_l) = slack(v',wr) — slack(wy—1,w,) = 0. U suprotnom ¢e biti

slack(v',w,_1) = —1.

Neka je, na dalje, sa H; oznaena otvorena poluravan koja se nalazi sa leve strane grane
(w;, w;y1) (ukoliko se posmatra orijentacija od w; ka w;+1). H; ¢e se u tom slu¢aju nalaziti
iznad (w;, w;11) pod uslovom da ova grana nije vertikalna. Takode, moZe se primetiti da za
z(v) < z(wit1), slack(v' wiy1) < 0 implicira v* € H;. U daljem toku dokaza koristice se

sledeée tvrdenje.

Tvrdenje 4.2.2. ¢ > matp<icry(w;) i v e ﬁf;;Hi.

U narednim koracima bi¢e dokazano da prethodno tvrdenje 4.2.2. implicira (b)ii, a nakon toga
¢e i samo tvrdenje 4.2.2. biti dokazano.

Bududi da je y(w,) < ... < y(wgy) iy(v) = mam(y/,y(wq_l)), sledi da je y(v) = maxp<i<qy(w;).
Takode je v e H;,i=r,..,g—1, buduéi da se ¢évorovi w,, ... w, dodaju vertikalno i z(v) <
z(w,). Dakle vazi v e Np<i<gHi. Odavde sledi da je ¢vor v u spoljasnjem regionu podgrafa
Gy, i da su ¢vorovi wy, ..., wy vidljivi iz évora v'. Kako se évor v dodaje direktno "iznad" ¢vora

v/, to isto vazi i za ¢vor v.

Dokaz tvrdenja 4.2.2:

Pretpostavimo da je ¢vor v stabilan. Ako je r = p+1, onda je z(v) = z(w,) i y = y(wp) +1,
dakle tvrdenje ocigledno vazi. U slucaju da je » > p + 1, po induktivnoj hipotezi, tvrdenju
4.2.1 1 lemi 4.1.1 sledi da je z(w;) > x(v) i slack(w;, w,) = slack(w,—1,w,), i =p+1,...,r—1.

Specijalno, za i = p, z(wp) = z(v) i slack(wy, wy,) > slack(w,_1,w,). Dakle, Vi € {p,...,r —1}

y = y(wy) + 48z (v, w,) — slack(w,_1,w,) > y(w,) + 4Az(w;, w,) — slack(w;, w,) = y(w;).
(4.3)
Dalje je, Vi € {p,...,r — 1}

slack(v',w;) = slack(v',wy_1) — slack(w;, wy—1) < slack(v ,w,_1) = 0 (4.4)

odakle sledi v € H;.
Posmatrajmo slucaj kada je ¢vor v nestabilan, ako je r = p+2, onda je z(w,) < 2(v) < z(wpt1)

i

y = y(wy)+4Az (v, w,)—slack(wps1, wr)+1 > y(w,)+4Az(wpt1, wy)—slack(wpt1, wr) = y(Wpt1)-
(4.5)
Jednakost slack(v’, w,) = slack(w,y 1, w,)—1 implicirav” € H, ;. Buduéi daje slack(v',wpyi1) =

slack(v', w,) — slack(wyy1,w,) = —1 < slack(wy, wyy1), dobija se da vazi v' € H,.
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U slu¢aju da je r > p + 2, postupak dokaza je slican slu¢aju kada je v stabilan i r > p + 1.
Iz induktivne hipoteze, tvrdenja 4.1.1 i leme 4.1.1 sledi da je z(w;) > x(v) 1 slack(w;, w,) >
slack(wr—1,w,), i =p+2,..r — 1, kao i z(wpt1) = z(v) i slack(wpt1,wy) > slack(wy—_1,w,).
Dakle, Vi € {p+1,....r—1},y > y(w;). Vazi i slack(v’, w;) < 0,Vi € {p,..r — 1}, odakle sledi

v € H; &me je dokaz tvrdenja 4.2.2 zavren. A

e Dokaz tvrdenja (b)ili: Ako je grana (w,,w,) usmerena na gore, onda je grana (v,w,) hor-
izontalna, dakle vazi slack(v,wg) > 4. Ako je pak grana (wp,w,) horizontalna, onda je
z(v) < z(wy) i y(v') = y(w,) + 1, to implicira slack(v,w,) > 3. Pretpostavimo dalje da
je grana (w,,w,) usmerena na dole. U slucaju da je &vor v stabilan, vazi slack (v,w,) =

Ay(v, wq) + 4Az(v,wy) = Ay(wp, wy) — 1 + 4Ax(wp, wy) = slack(wp, wq) — 1.

U slucaju da je v nestabilan, oznacimo sa z (w,) z-koordinatu &vora w, nakon operacije m-
pomeraja. Sledi daje slack (v,w,) = Ay(v, wy)+4[x (wy)—x(v)] = Ay(wy, wy) +4AL(wy, wy) =

slack(wy, wy).

e Dokaz tvrdenja (b)iv: Neka je deg™ (v) > 3. Pretpostavimo y < y(wy_1), tj. y(v) = y(wg_1).
Ako je r < ¢, onda y(wy) > y(wy—1), ¢ime je dokaz zavrSen. Ako je r = ¢, onda su, prema
(b)ii, &vorovi w,_1 i w, vidljivi iz &vora v'. Dakle, bududi da je z(v") < x(w,_;), mora biti
y(wq) > y(wg—1), pa je grana (v, w,) usmerena na gore.

Pretpostavimo sada da je y > yY(wg—1), tj. y(v) = y. Zasveic€ {r,....,q — 1} su grane
(wi, wi41) vertikalne, pa imamo slack (v, w;11) > slack(v,w;). Dakle vazi slack (v, wq) >
slack(v,w,)+q—r. Odatle sledi tvrdenje (b)iv, buduéi da je slack(v, w,) = slack(w,—1,w,)—1
ako je v stabilan i r = p + 1 ili ako je v nestabilan i r = p + 2. Inale je slack(v,w,) =

slack(w,—1,w,).

Dokazimo sada da (b) implicira da je invarijanta (a) o¢uvana. Prema induktivnoj hipotezi, dovoljno

je u razmatranje uzeti dve nove grane (wp,v) i (v, wy).

e Dokaz tvrdenja (a)i: Ako je &vor v stabilan, onda je, prema tvrdenju 4.1.1, z(v) = z(wp) <
z(wpt1) < z(wgy). Uslucaju da je v &vor m-pomeraja, onda je kao posledica operacije pomeraja
z(v) = x(w,) + 1 < 2’ (w,). Pritom je sa ' (w,) oznafena nova z-koordinata &vora w,. Ako
je deg(v) > 3 1 v je nestabilan, onda ¢ée, prema tvrdenju 4.1.1. biti z(v) = z(wp,) +1 <

z(wpt1) < z(wg). Ovim je zavrsen dokaz tvrdenja (a)i.

e Dokaz tvrdenja (a)ii: Pokazimo da tvrdenje vaZi za granu (wp,v). Ovo je o¢igledno u slucaju
da je ¢vor v stabilan, buduéi da je z(v) = z(w,) 1 y(v) > y(w,). Slitno vazi i za slucaj da je
v &vor m-pomeraja. Pretpostavimo dakle da je ¢vor v nestabilan i da je deg™(v) > 3. Ako je

r > p+2, bice slack(wy,v) = slack(wp, wr_1)+ slack(wy—1,w,) —slack(v,w,). U slu¢aju da je
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r > p+3, bice slack(wy, wy—1) = 2 i slack(v,w,) = slack(w,_1,w,). Ako je r = p+2, onda je

slack(wp, wy—1) > 11 slack(v,w,) = slack(w,_1,w,) — 1. U oba slu¢aja vazi slack(wp,v) > 2.

U slu¢aju dokaza za granu (v, w,) dovoljno je pokazati da vazi slack(v,wq) > 1. Pretpostavimo
da je deg™ (v) = 2. Prema (b)iii tvrdenje vazi ako je grana (wp,w,) usmerena na gore, hori-
zontalna ili ako je slack (v, w,) = slack(w,,w,). Posmatrajmo slucaj kada je grana (w,,w,)
usmerena na dole i ¢vor v je stabilan. U tom slucaju je slack’ (v, wq) = slack(wy, wy) —1 > 0.
Ako je slack’ (v,wq) > 0, dokaz je zavrSen, a ako je slack’ (v, wq) = 0, operacija pomeraja koja

se deSava na kraju algoritma B ¢e rezultovati time da je slack(v, w,) = 4.

Obradimo i slucaj kada je deg™ (v) > 3. Neka je takode v = v (inade je grana (v, w,) usmerena
na gore). Bududi da je slack(w,_1,w,) = 11q > r, iz (b)iv sledi da je slack (v,wy) > 0, pri
¢emu se jednakost postize samo u slucaju da je r = ¢ = p+ 2 i ¢vor v je nestabilan. Tada je

takode slack(v,w,) = 4 kao posledica operacije pomeraja na kraju algoritma B. O

4.3 Primer izvrSavanja algoritma B

U okviru ove sekcije bi¢e obrazlozeno izvrSavanje algoritma B po koracima. Za ulazni graf uzima se
isti graf koji je koriséen i kod opisa izvrSavanja algoritma A u prethodnoj glavi.
Algoritam B pocinje od kanonskog uredenja grafa. Kanonsko uredenje grafa je sledec¢e, navedeno

u obliku vy, : [wy, ..., wy] odnosno &vor i njegovi susedi sa konture Cj_1, isto kao i kod algoritma A:

1: 1

(]

[1, 2]
[1, 3, 2]
[4, 2]
(4, 6, 2]
(4, 71

g 00 N O o W N

[1, 4]

13 : [8, 7]

10 : [1, 5, 4]

9 : [10, 4]

15 : [7, 2]

14 : [4, 8, 13, 7]

12 : [10, 9, 4]

11 : [1, 10]

16 : [1, 11, 10, 12, 4, 14, 7, 15, 2]
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Sliéno algoritmu A prva dva koraka pocinju od formiranja kompletnog grafa iz prva tri ¢vora
v1, V2, v3, odnosno trougla. Nakon toga sledi dodavanje ¢vorova prema datom redosledu kanonskog
uredenja grafa.

Prvi évor koji se ubacuje je &vor vy. Cvor vy nije stabilan, stoga mu se odmah dodeljuje koordinata
najlevljeg suseda u konturi Cs uvecana za 1, odnosno z(vs) = z(wp) + 1 = z(v1) + 1 = 1. Posto
je stepen ¢vora v4 jednak 3, odnosno razli¢it od 2, y koordinata se rac¢una na sledeé¢i nacin y(w,) +
4Az(vg, wy) — slack(wp—1,w;,), gde je w, = va a w,_; = vz za &vor vy u trenutku dodavanja.

Rac¢unom se dobija da je y(v4) = 2, Sto se vidi na slici 4.1.

2.00 A 4

1.75 4

1.50 +

1.25 4

1.00 3
0.75 -
0.50 -

0.25 4

oo 1 2

T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 175 2.00

Slika 4.1: Korak 3 - Dodavanje ¢vora 4

Drugi ¢vor koji se dodaje prema kanonskom uredenju je évor vg, a kao i ¢vor vy u prethodnom
koraku, ni &vor vg nije stabilan, stoga je x(vg) = 2, po istom principu navedenom u prethodnom
koraku. Kako je stepen ¢vora vg tacno 2 i ¢vor nije stabilan, vrsi se pomeranje ¢vorova zavisnih od
najde$njeg suseda od vg na Cy, odnosno u ovom slu¢aju samo ¢vora vy. Kako prava koju obrazuju
wp 1wy sa svojim koordinatama, nema pozitivan koeficijent pravea, y(vs) = max(y(wp), y(wy) + 1)

odnosno maz(y(vy), y(ve) + 1), Sto je jednako 2, to jest y(v4). Ovaj korak je opisan na slici 4.2
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2.00 - 4 6
1.75
1.50

1.25 4

1.00 3
0.75 -
0.50 -
0.25 -

0.004 1 2

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Slika 4.2: Korak 4 - Dodavanje ¢vora 6

Dalje se algoritam B izvrSava na slican nacin kao Sto je opisano u prva dva koraka. Proces
izra¢unavanja (v ) koordinate je analogan prethodno opisanom postupku dodavanja ¢vorova i svodi
se na odredivanje stabilnosti ¢vora wvy.

Kako je algoritam B razvijen da bi optimizovao veli¢cinu mreze potrebne da bi se algoritam
graficki prezentovao, glavni vid optimizacije se odnosi na odredivanje y(vy) koordinate, koji je u
algoritmu B znacajno brzi jer se ne proverava uslov seCenja grana prilikom odredivanja i biranja
y(vk) koordinate. Stoga je prirodno proces odredivanja y(vy) nesto komplikovaniji, gde se uzimaju
u obzir faktori koeficijenta pravca koju obrazuju najlevlji i najdesnji sused od v; na Cj_1 odnosno u
Gj—1, kao 1 eventualna korekcija pomocu pomeranja ¢vorova ukoliko je slack(vy, w,) = 0. Poslednji
slucaj nije pokriven sa prva dva koraka ali je proces isti kao prilikom svakog drugog pomeraja, samo
je uslov zapoc¢injanja pomeranja drugaciji.

Dalji koraci, tj. dodavanje ¢vorova vy, ...,v16 su analogni prethodno opisanim postupcima i

graficki su opisani na slikama 4.3 - 4.12.
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Slika 4.3: Korak 5 - Dodavanje ¢vora 7
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Slika 4.5: Korak 7 - Dodavanje ¢vora 5
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Slika 4.7: Korak 9 - Dodavanje ¢vora 10
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Slika 4.4: Korak 6 - Dodavanje ¢vora 8
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Slika 4.6: Korak 8 - Dodavanje ¢vora 13
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Slika 4.8: Korak 10 - Dodavanje ¢vora 9
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Slika 4.9: Korak 11 - Dodavanje ¢vora 15 Slika 4.10: Korak 12 - Dodavanje ¢vora 14
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Slika 4.11: Korak 13 - Dodavanje ¢vora 12 Slika 4.12: Korak 14 - Dodavanje ¢vora 11
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Slika 4.12: Korak 15 - Dodavanje ¢vora 16

Za potrebe izvrSavanja ovog algoritma svi medurezultati koji se odnose na dominatore, domino
lance, stabilnost ¢vorova i U-skupove su isti kao i za algoritam A i mogu se pogledati u sekciji 3.4.
Za test instancu grafa algoritam B daje graficku reprezentaciju na mrezi Sirine 8 i visine 27, §to

predstavlja neznatno manju mreZzu u odnosnu na mrezu dobijenu Algoritmom A za isti graf.
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Glava 5

Prezentovanje rezultata

Odredivanje dobre grafi¢ke reprezentacije grafa nije nesto sto se moze jednostavno testirati ili izracu-
nati jedinstveno, prvenstveno zato §to pojam dobre ili optimalne graficke reprezentacije moze varirati
od ¢oveka do ¢oveka. Odnosno, graficka reprezentacija koja je jednoj osobi pregledna, ne mora nuzno
biti pregledna i dobra za drugu osobu. U okviru ovog rada razmatrana su tri nacina za generisanje
optimalne graficke reprezentacije grafa - metoda pomeraja, algoritam A i algoritam B [18].

Sva tri pomenuta algoritma za ulaz zahtevaju triangulirane ravanske grafove. Koordinate rezul-
tuju¢e mreze su celobrojne, medutim sama graficka reprezentacija ne mora nuzno biti prijemciva
oku. Rezultujué¢i grafovi za karakteristiku imaju to da im se grane ne seku (osim u zajednickim
&vorovima), kao i to da su ¢évorovi tacke u ravni. Prilikom grafickog prikazivanja, obi¢no je ¢vor
prikazan krugom, tj. ima znatno vecu povrsinu od tacke, kao i same grane koje su prikazane lini-
jama, koje opet, imaju svoju debljinu, tj. Sirinu. Stoga treba uzeti u obzir da se koordinate mogu
mnoziti sa odredenim faktorom radi lepSe fizicke reprezentacije.

Za potrebe testiranja sva tri algoritma, koristi¢e se 5 klasa grafova. Klase ¢e se razlikovati po
broju &vorova u okviru te klase. Svaka klasa ¢e imati po 15 grafova generisanih sa istim brojem
¢vorova. Rezultati ¢e biti prezentovani u vidu prosetnog vremena izvrSavanja, takode, bic¢e prezen-
tovana i prose¢na veli¢ina dimenzije mreze po klasi.

Kako ¢e grafovi koji pripadaju odredenim klasama imati veliki broj ¢vorova, njihova graficka
reprezentacija ne¢e moci da bude prikazana u okviru ovog rada.

Klase koje ¢ée se razmatrati u okviru testiranja su:
e 10,

e 100,

e 500,

e 750,

e 1000.
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Algoritam je teoretski moguce primeniti i na veée ulaze, medutim kako je cilj dobijanje graficke
reprezentacije grafa, sve preko 500 ¢vorova prevazilazi upotrebu u svakodnevne svrhe, odnosno
upotreba rezultata zahteva da specifiéni ra¢unarski zahtevi budu ispunjeni, kao na primer, dovoljno
veliki monitor za prikaz ili implementacija parcijalnog prikazivanja graficke reprezentacije, sto nije
deo ovog rada.

Implementacija osnovnog algoritma za graficku reprezentaciju grafova na mrezi je algoritam
metode pomeraja. Implementacija koriSéena prilikom testiranja je preuzeta iz biblioteke otvorenog
koda pod nazivom networkz' stoga je oéekivano da metoda pomeraja bude brza u odnosu na algo-
ritme A i B koji su implementirani u okviru ovog rada. Razlog tome su dodatne optimizacije koje
postoje u okviru biblioteke networkz, koje su $to racunarske, $to matematicke prirode. Sva testiranja
su izvrSena na raCunaru sa procesorom 2.6 GHz 6-Core Intel Core i7 sa 16GB RAM memorije pod

MacOS-BigSur operativnim sistemom. Algoritmi su kodirani u programskom jeziku Python.

5.1 Dobijeni rezultati

Ulazne instance su za potrebe testiranja generisane na slu¢ajan nacin. Proces generisanja instanci
je opisan u sekciji 3.2. Takode, kao §to je prethodno pomenuto, iz svake klase se na slu¢ajan nacin
generiSe 15 instanci. U tabeli 5.1 predstavljeni su podaci koji se odnose na vreme u sekundama koje
je bilo potrebno algoritmima da dodu do traZene reprezentacije grafova. U prvoj koloni navedene su
dimenzije problema, to jest ukupan broj ¢vorova grafova nad kojima se vrsi testiranje. U naredne tri
kolone nalaze se prosefna vremena izvrsavanja (u sekundama) za svih 15 instanci po klasi koja su

bila potrebna algoritmima A i B i metodi pomeraja respektivno, da bi dosli do rezultujuce graficke

reprezentacije:
Klasa | Algoritam A | Algoritam B | Metoda Pomeraja
10 0.00407488 | 0.001434888 0.001287699
100 0.096903937 | 0.014813764 0.013858131
500 0.710259557 | 0.104404705 0.098012907
750 1.01170373 | 0.175941127 0.145398123
1000 1.541114313 | 0.262413161 0.14973075

Tabela 5.1: Prosecno vreme izvrSavanja algoritama u sekundama po klasama

Kao sto se moze primetiti u tabeli 5.1 sva tri algoritma su vrlo ucinkovita. Algoritam A se
pokazao kao najmanje u¢inkovitan, kao §to je i oéekivano, prvenstveno zbog naivnog odredivanja y
koordinate, tj. kao posledica odrzavanja uslova "vidljivosti", odnosno da se grane ne smeju seéi sa
konturom prethodnog podgrafa prilikom dodavanja novog ¢vora.

U tabeli 5.2 su predstavljeni podaci koji se odnose na prose¢nu Sirinu mreze dobijenih grafi¢kih

reprezentacija po klasama. U prvoj koloni, kao i u prethodnoj tabeli, navedene su dimenzije prob-

Thttps://networkx.org/
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lema. U drugoj koloni su date vrednosti gornje granice Sirine mreze, koju garantuje algoritam A.
Naredne tri kolone predstavljaju prose¢nu vrednost Sirine mreze dobijenih na 15 instanci iz svake

dimenzije problema, respektivno za algoritam A, B i metodu pomeraja.

Klasa N:f;)erciiatlga Algoritam A | Algoritam B | Metoda Pomeraja
10 6 5 5 16
100 66 47 48 196
500 332 234 245 996
750 499 353 369 1496
1000 666 471 493 1996

Tabela 5.2: Prose¢na Sirina mreze algoritama po klasama

Tabela 5.3 je organizovana na sli¢an nacin kao i prethodne dve tabele, s tim $to se u drugoj i
tre¢oj koloni nalaze vrednosti najveée vrednosti visine mreZe garantovane algortimom A odnosno
algoritmom B. U poslednje tri kolone se nalaze prose¢ne vrednosti visine rezultuju¢ih mreza dobijene

algoritmima A, B i metodom pomeraja, respektivno.

Klasa szgsfia\;flza Njfggrciiaﬁflga Algoritam A | Algoritam B | Metoda Pomeraja
10 25 23 14 15 8
100 2500 263 182 177 98
500 62500 1327 1003 957 498
750 140625 1995 1464 1441 748
1000 250000 2663 2001 1952 998

Tabela 5.3: Prosecna visina mreze algoritama po klasama

Kao 8to se moze videti u tabeli 5.2 najmanja Sirina je postignuta algoritmom A, za sve klase
grafova osim u slucaju sa 10 ¢vorova kada je prosecna Sirina ista, Sto se oCekuje na instancama
sa malim brojem ¢évorova. Sirine grafova dobijene algoritmima A i B su uporedive, dok metoda
pomeraja daje oko 4 puta Sire mreZze. Dobijene vrednosti za Sirine mreze algoritama A i B su za oko
30% manje nego $to garantuje gornja granica pomenutih algoritama.

Sto se tide prose¢ne visine rezultuju¢e mreze u tabeli 5.3 se moze primetiti da algoritam B
rezultuje manjom visinom mreze u odnosu na algoritam A, osim u slu¢aju sa malim brojem ¢vorova,
odnosno sa 10 ¢vorova u ovom slucaju. Metoda pomeraja daje graficke reprezentacije sa mrezom
najmanje Sirine, medutim uzimajuéi u obzir Sirinu i visinu rezultujué¢ih grafova, odnosno povrsinu

dobijenih mreza, rezultati metode pomeraja nisu uporedivi sa rezultatima algoritama A i B.
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Radi vernijeg prikazivanja rezutlata, uzete su prosecne vrednosti Sirina i visina mreza potrebnih
za prikazivanje dobijenih grafi¢kih reprezentacija grafova. Kao §to se vidi iz tabela 5.2 1 5.3, algoritmi
A i B daju znatno manje mreZe na kojima se grafovi mogu prikazati. U proseénom slu¢aju to su
viSestruko manje mreze, kao na primer kod grafova G759 odnosno kod grafova sa 750 ¢vorova, metoda
pomeraja daje mrezu u prosefnom slucaju [1496, 748] dok algoritam B, kao optimizovanija verzija
algoritma A, daje mrezu dimenzija [369, 1441].

Takode, moze se primetiti razlika u Sirini i visini, gde konkretno metoda pomeraja daje dosta
Sire reprezentacije. Generalno govorec¢i, to se ne moze okarakterisati ni kao dobra, a ni kao losa
osobina, jer svi postavljeni uslovi su ispunjeni, stoga preferenca prema Sirim, odnosno visim grafickim
reprezentacijama je strogo subjektivna ili zavisi od tehnickih ogranicenja, tj. samih zahteva koje

reprezentacija treba da ispunjava.
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Slika 5.1: Primer klase 10 - A Algoritam
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Slika 5.3: Primer klase 10 - Metoda pomeraja

Na slikama 5.1, 5.2 1 5.3 su prikazane graficke reprezentacije sluc¢ajno izabranog primerka iz klase
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10. Lako se uocava da je nacin crtanja i postavljanja ¢vorova dosta slican izmedu algoritma A i B,
dok se u slucaju metoda pomeraja razlikuje, imajuéi u vidu raspored ¢vorova koji vise orbitira oko
sredine graficke reprezentacije u odnosu na levo dominantne graficke reprezentacije algoritama A i
B.

Zbog tehnickih ograniCenja graficke interpretacije grafova sa vise od 20 ¢vorova nisu pogodne
za prikazivanje u okviru pisanog rada. Slika 5.4 je graficka reprezentacija dobijena algoritmom B
za slucajno izabran graf sa 100 ¢vorova, i kao $to se moZe primetiti, potrebna je ve¢a povrsina za
adekvatan prikaz ovakve interpretacije. Jedno reSenje bi svakako bilo skaliranje koordinata kako bi
interpretacija mogla da bude ¢itljiva, a samim tim i ima upotrebnu vrednost. Interpretacija sa slike

5.4 je data u okviru rada kako bi se naslutio izgled rezultujuceg grafa u sluc¢aju veceg broja ¢vorova.

200
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100 A

75 1
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25 1

Slika 5.4: Primer klase 100 - Algoritam B
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Glava 6

Zakljucak

Potreba za grafickom interpretacijom grafova, s posebnim osvrtom na reprezentaciju ravanskih
grafova u vidu mreze celobrojne $irine i duzine (o ¢emu je i bilo re¢i u ovom radu), je od velike
vaznosti za prakti¢nu upotrebu.

U okviru ovog rada su opisane i implementirana tri algoritma za generisanje grafickih reprezentacija
grafova na celobrojnim mrezama. Metoda pomeraja koja predstavlja industrijski standard za gener-
isanje grafickih prikaza grafova, algoritam A, koji nastoji da redukuje Sirinu mreze i algoritam B,
kao nadogradenu verziju algoritma A u pogledi rezultujuce visine mreze. Ulazne instance sva tri
algoritma su triangulirani ravanski grafovi.

Rezultati prikazani u ovom radu pokazaju da prezentovani nacini graficke interpretacije ovih
grafova na mrezi minimalne Sirine i visine daju zadovoljavajuce rezultate. Uprkos tome $to estetski
dojam rezultujuce interpretacije dosta zavisi od samog posmatraca i svrhe u koju ée interpretacija
biti koriS¢ena, kao i jo$ nekih faktora, kao $to je, recimo, broj ¢vorova, mozZe se reé¢i da, iako nesto
manje prijem¢ivi oku od metode pomeraja, algoritmi A i B dobro optimizuju dimenzije rezultujuce
mreze ravanske interpretacije i u tom smislu mogu biti od velike koristi.

Postoji dosta prostora za napredak kada je re¢ o ovom pitanju. Pre svega, u pogledu optimizacije
dimenzija rezultuju¢e mreZe. S tim u vezi je otvoreno i pitanje da li se visina rezultuju¢e mreze
dobijene algoritmom B moZe dodatno optimizovati? Ta optimizacija bi, izmedu ostalog, mogla da
se odnosi na modifikaciju trenutne invarijante, odnosno da koeficijent pravca bude ogranicen sa -3
umesto sa -4. Ipak, pokazano je (kontraprimer se moze na¢i u radu [18]) da na ovaj nain ne moze
da se garantuje postignuta dimenzija Sirine rezultuju¢e mreze. S druge strane, potencijalno bolji
rezultati bi se mogli posti¢i prou¢avanjem nekih drugih klasa ulaznih grafova i u tom smeru bi se

mogla vrsiti neka dalja istrazivanja.
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Appendix A

Pratece informacije

Prateéi prakti¢ni deo ovog rada je pisan u programskom jeziku Python.
Sav kod se nalazi na GIT repoziturijumu na adresi https://github.com/kaca-1212/master-thesis.

U okviru koda se nalazi implementacija za sledeée stvari:

Generisanje trianguliranih grafova

Odredivanje kanonskog uredenja

Metoda pomeraja

Algoritam A

Algoritam B

Takode za potrebe ovog rada i testiranja razvijene su moguénosti pra¢enja medurezultata i koraka

za algoritam A i B.
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