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Predgovor

Ideja centra mase se u istoriji matematike pojav	uje jox u 3. veku pre nove

ere, u Sirakuzi na Siciliji i pripisuje se Arhimedu. Arhimed je otkrio svojstva

poluge promenom rastoja�a izme�u oslonca i krajeva poluge. Poznata je �egova

reqenica
”
Dajte mi oslonac i dovo	no dugaqu polugu i pomeri�u svet". Pored

Arhimeda, veliki doprinos razvoju ove teorije su dali Papus Aleksandrijski i

Paul Guldin. Smatra se da su oni nezavisno jedan od drugog otkrili formule

kojima se opisuju veze izme�u te�ixta i obrtnih povrxina.

Xta je centar mase najslikovitije se mo�e opisati primerom klackalice. Gde

treba postaviti oslonac da bi klackalica bila u ravnote�i ako na �oj sede dve

osobe iste mase? A ako je na jednom kraju deqak, a na drugom �egova majka duplo

ve�e mase? Matematiqkim jezikom formulisano, gde se nalazi te�ixte du�i u

prvom, a gde centar mase du�i u qijim krajevima su postav	ene masem i 2m u dru-

gom sluqaju? Ovo su osnovni primeri. Slede�i po slo�enosti je primer trougla,

posmatranog kao sistema od tri taqke sa pridru�enim masama. Pri pogodnom oda-

biru masa, centar mase �e biti neka od znaqajnih taqaka trougla. Tako�e, trougao

se mo�e gledati kao parqe homogenog lima. Onda je req o kontinualnoj situaci-

ji. Istovetno, u sluqaju prostornog objekta, na primer tetraedra, diskretno se

mo�e tra�iti centar mase sistema od qetiri taqke sa pridru�enim masama, a

kontinualno centar mase tetraedra odre�ene zapremine i homogene gustine.

Iz same definicije bi�e jasno da je centar mase taqka qiji je vektor polo�aja

pomno�en zbirom svih pridru�enih masa jednak linearnoj kombinaciji vektora

polo�aja pojedinaqnih taqaka sistema sa koeficijentima jednakim pojedinaqnim

masama. Odavde, grubo govore�i, qitav sistem ili objekat se mo�e tretirati kao

jedna taqka, �en centar mase sa pridru�enom ukupnom masom sistema, te da se

kreta�e celog sistema mo�e poistovetiti sa kreta�em ove materijalne taqke.

Centar mase se definixe za sisteme materijalnih taqaka, za homogene linije,

povrxi i tela.

Tehnika centra mase se pokazuje kao veoma korisna pri rexava�u raznih geo-

metrijskih problema, i to ne samo trivijalnih. Glavno svojstvo ovih metoda koje

ih qini jako popularnim i izvan okvira matematike je jednostavnost pravila i

lako�a primene bez obzira na dimenziju prostora. U tome se krije glavna name-

na ovog master rada. Specifiqan ci	 je osvet	ava�e uqestalosti ovog pristupa

u gradivu matematike osnovnih i sred�ih xkola u Srbiji, kao i mogu�nosti za

�egovu intezivniju primenu.

Fokus rada je na diskretnim objektima, tj. sistemima konaqnog broja taqaka

koje su na konaqnom rastoja�u. To je sadr�aj prve glave koja je najdeta	nije obr-
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a�ena. U okviru �e bi�e definisani centar mase i te�ixte, izvedena �ihova

osnovna svojstva, ura�eni primeri koji ilustruju rad ove metode, sa akcentom na

osnovnim svojstvima trouglova i �egovih znaqajnih taqaka. Da	e, dobar deo prve

glave �e biti posve�en poznatim geometrijskim tvr�e�ima koja se mogu dokazati

tehnikom centara masa. Req je najpre o Qevinoj i Menelajevoj teoremi, a zatim

i Simsonovoj , Gausovoj , Paposovoj i Dezargovoj. Tako�e, tvr�e�a o znaqajnim

taqkama trougla bi�e izvedena na jox jedan naqin, preko ovih teorema.

U drugoj glavi tehnika centra mase �e biti prikazana iz drugog ugla, uvo-

�e�em vektorske i skalarne Lajbnicove funkcije. Bi�e dokazana �ihova osnovna

svojstva kroz Lajbnicovu i Stjuartovu teoremu, izlo�ena primena kroz razne pri-

mere i na odre�enim mestima naprav	ena analogija sa primerima iz Hilbertovog

prostora.

Mogu�i su razni smerovi da	eg uopxtava�a ove metode. Jedan od �ih �e biti

iznet u tre�oj glavi kroz kontinualnu situaciju. Naime, oqekivano dolazi do

prelaska sa konaqnih na beskonaqne sume, te na integralni raqun. U okviru ove

glave, nezaobilazno je pomenuti Arhimedovu teoremu, pravila simetrije, kao i

nekoliko osnovnih primera u razliqitim dimenzijama prostora.

Autor se ovim putem zahva	uje mentoru, prof. dr �or�u Krtini�u, na ideji

za izradu rada, kao i na beskrajnom strp	e�u, sugestijama i pomo�i pri izradi

istog. Tako�e, autor se zahva	uje qlanovima komisije prof. dr Zoranu Petro-

vi�u i dr Tijani Xukilovi� na primedbama, sugestijama i ukazanim grexkama.

Iskustvo mentora i qlanova komisije znaqajno je unapredilo kvalitet rada. Na

kraju, autor se iskreno zahva	uje porodici i prijate	ima, koji su ga bodrili pri

izradi rada.



1 Centri masa u diskretnoj situaciji 3

1 Centri masa u diskretnoj situaciji

Posmatra�emo sisteme konaqnog broja materijalnih taqaka na konaqnim ra-

stoja�ima. Pod materijalnom taqkom se podrazumeva ure�en par qija je prva ko-

ordinata taqka, a druga �oj pridru�ena masa.

Na samom poqetku, definisa�emo centar mase i jedan �egov specijalan sluqaj

 geometrijsko te�ixte.

Definicija 1.1. Neka je dat sistem materijalnih taqaka sa pridru�enim

masama {(Ai,mi)| Ai ∈ Rk,mi ∈ R, i = 1, n} tako da je
∑n

i=1mi 6= 0. Taqka C ∈ Rk

takva da je
∑n

i=1mi
−−→
CAi =

−→
0 se zove centar mase datog sistema materijalnih

taqaka.

Definicija 1.2. Specijalno, ako je dat sistem materijalnih taqaka sa pri-

dru�enim jednakim masama {(Ai,m)| Ai ∈ Rk,m ∈ R\{0}, i = 1, n}, onda se taqka
T ∈ Rk takva da je

∑n
i=1

−−→
TAi =

−→
0 se zove geometrijsko te�ixte datog sistema

materijalnih taqaka.

Centar mase postoji i jedinstven je pod uslovom o nenula zbiru masa iz �egove

definicije, o qemu govori slede�a primedba.

Primedba 1.3. Za svaki sistem materijalnih taqaka postoji jedinstveni cen-

tar mase.

Dokaz: Neka je C taqka iz definicije 1.1 i O proizvo	na taqka razliqita od C.

Jednakosti
∑n

i=1mi
−−→
CAi =

−→
0 dodajmo na obe strane

∑n
i=1mi

−−→
AiO.

Dobijamo
n∑
i=1

mi(
−−→
CAi +

−−→
AiO) =

n∑
i=1

mi
−−→
AiO

tj.
n∑
i=1

mi
−→
CO =

n∑
i=1

mi
−−→
AiO

odakle je konaqno

−→
OC =

∑n
i=1mi

−−→
OAi∑n

i=1mi

(1)

Desna strana prethodne jednakosti jedinstveno odre�uje vektor
−→
OC, odakle

zak	uqujemo da taqka C postoji i jedinstvena je. �
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Posledica 1.4. Specijalno, ako je T te�ixte iz definicije 1.2, a O proiz-

vo	na taqka, onda va�i

−→
OT =

∑n
i=1

−−→
OAi
n

. (2)

Primetimo da je u sluqaju svih pozitivnih masa, uslov iz definicije 1.1 tri-

vijalno zadovo	en. Dakle, ovo je specijalan sluqaj naxe definicije, tj. pristup

definisa�a je deduktivni, od opxteg, ka pojedinaqnom.

Nije suvixno napomenuti da smo centar mase mogli definisati i induktivno.

Najpre za sluqaj pozitivnih masa, a onda proxiriti na realne pod datim uslovom.

U sluqaju da uslov nije zadovo	en, tj. ako je zbir masa nekog sistema bax

jednak nuli, centar mase ili ne postoji ili nije jedinstven. Na primer, za sis-

tem {(A1, 1), (A2,−1)} ne postoji taqka C iz definicije 1.1 ako su taqke A1 i A2

razliqite, dok je taqka C proizvo	na ako je A1 ≡ A2.

Da bismo izbegli komentarisa�e degenerisanih sluqajeva, nalik ovom iz pret-

hodnog kontraprimera, u ostatku rada �emo razliqito oznaqene taqke smatrati

razliqitim. Tako�e, gde god ne budemo specijalno proveravali da li je, pretpo-

stav	a�emo da je zbir masa razliqit od nule.

1.1 Osnovna svojstva

Najpre na�imo analitiqku vezu izme�u centara masa dva sistema materijalnih

taqaka i centra mase �ihove unije.

Lema 1.5. Ako su C i C ′ centri masa sistema materijalnih taqaka

B = {(Ai,mi)| Ai ∈ Rk,mi ∈ R, i = 1, n} i B′ = {(A′i,m′i)| A′i ∈ Rk,m′i ∈ R, i = 1, n′},
redom, onda za centar mase X sistema materijalnih taqaka B ∪B′ va�i

−−→
OX =

M ·
−→
OC +M ′ ·

−−→
OC ′

M +M ′

gde je M =
∑n

i=1mi, M
′ =
∑n′

i=1m
′
i i M,M ′,M +M ′ 6= 0.

Dokaz: Prime�uju�i (1) na C i C ′, dobijamo redom

−→
OC =

∑n
i=1mi

−−→
OAi

M
,
−−→
OC ′ =

∑n′

i=1m
′
i

−−→
OA′i

M ′

tj.

M ·
−→
OC =

n∑
i=1

mi

−−→
OAi, M

′ ·
−−→
OC ′ =

n′∑
i=1

m′i
−−→
OA′i
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Sabira�em posled�e dve jednakosti, pa podelom obe strane sa M +M ′, dobijamo

M ·
−→
OC +M ′ ·

−−→
OC ′

M +M ′ =

∑n
i=1mi

−−→
OAi +

∑n′

i=1m
′
i

−−→
OA′i

M +M ′

Kako je desna strana ove jednakosti na osnovu (1) jednaka sa
−−→
OX, dolazimo do

tra�ene jednakosti. �

Posledica 1.6. Specijalno, ako su Tk i Tl te�ixta B = {Ai| Ai ∈ Rs, i = 1, k}
i B′ = {A′i| A′i ∈ Rs, i = 1, l}, redom, onda za te�ixte T skupa B ∪B′ va�i

−→
OT =

k ·
−−→
OTk + l ·

−−→
OTl

k + l
.

Odredimo najpre centar mase du�i u qijim kraj�im taqkama su odre�ene mase.

Naravno, najjednostavniji sluqaj je sluqaj te�ixta, odnosno kada su u kraj�im

taqkama du�i iste mase.

Primer 1.7. Te�ixte du�i je �eno sredixte.

Posmatrajmo du� AB sa masama 1 u krajevima. Oznaqimo �eno sredixte sa C.

Kako su
−→
CA i

−−→
CB suprotni vektori, to je 1 ·

−→
CA+1 ·

−−→
CB =

−→
0 xto po definiciji

1.2 govori da je C te�ixte du�i AB. 4

Ubudu�e ne�emo voditi raquna da li upotreb	avamo req sredixte ili centar

du�i jer smo upravo pokazali da oba imenuju istu taqku.

Zatim na�imo centar mase du�i u qijim krajevima su razliqite mase. Ovaj

primer �e biti od naroqitog znaqaja pri rexava�u zadataka koji slede nexto

ispod.

Primer 1.8. Centar mase sistema materijalnih taqaka {(A, 1), (B, λ)}, gde je
λ ∈ R je taqka C kolinearna sa A i B takva da je

−→
AC
−−→
CB

= λ i za proizvo	nu

taqku O va�i
−→
OC = 1·

−→
OA+λ·

−−→
OB

1+λ
. Diskutuj polo�aj taqke C u odnosu na vrednost

realnog parametra λ.

Prvu tra�enu jednakost dobijamo iz 1 ·
−→
CA + λ ·

−−→
CB =

−→
0 , po definiciji 1.1

jer je C centar mase sistema {(A, 1), (B, λ)}. Jasno je da je C kolinearna sa A i B

jer su vektori
−→
AC i

−−→
CB linearno zavisni. Druga jednakost je direktna posledica

jednakosti (1).
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Odredimo sada polo�aj taqke C u zavisnosti od parametra λ.

Trivijalni sluqaj λ = 0 se svodi na sistem {(A, 1)}, pa je i C ≡ A. Ako je λ > 0,

onda su vektori
−→
AC i

−−→
CB istog smera, pa je taqka C na du�i AB, tj. va�i raspored

taqaka A− C − B. Specijalno, za λ = 1, C je centar du�i. Ako je λ < 0, onda su

vektori
−→
AC i

−−→
CB suprotnog smera, tj.

−→
AC i

−−→
BC su istog smera, pa je taqka C van

du�i AB. Mogu� je jedan od dva rasporeda taqaka: A−B−C ili B−A−C. Ako je
λ ∈ (−∞,−1), onda je vektor

−→
AC du�i od

−→
AB, pa je A−B −C. Ako je λ ∈ (−1, 0),

onda je vektor
−→
AC kra�i od

−→
AB, pa je B − A − C. Specijalno, za λ = −1, centar

mase nije definisan jer je zbir masa nula. 4

Posledica 1.9. Centar mase sistema materijalnih taqaka {(A, a), (B, b)}, gde
su a, b ∈ R je taqka C kolinearna sa A i B takva da je

−→
AC
−−→
CB

= b
a
i za proizvo	nu

taqku O va�i
−→
OC = a·

−→
OA+b·

−−→
OB

a+b
. Tako�e, nije texko uoqiti da je taqka C na

du�i AB ako su a i b oba pozitivna ili oba negativna, a van du�i ako su a i b

razliqitog znaka. 4

Zbog velike va�nosti za da	e primene u klasiqnoj geometriji, izdvajamo spe-

cijalan sluqaj posledice 1.6. Req je o vezi izme�u te�ixta sistema materijalnih

taqaka i te�ixta �egovog podskupa nastalog eliminisa�em samo jedne taqke. Nai-

me, ova dva te�ixta su kolinearna sa eliminisanom taqkom i mo�e se odrediti

odnos u kom se nalaze.

Lema 1.10. Neka su {Ai| Ai ∈ Rk, i = 1, n} i {Ai| Ai ∈ Rk, i = 1, n∧ i 6= j} sistemi
materijalnih taqaka sa te�ixtima T i Tj, redom. Onda se za svako i = 1, n

AiTi seku u taqki T i va�i
−−→
AiT :

−−→
TTi = (n− 1) : 1.

A sada formuliximo vezu izme�u centara masa dva sistema razliqitih taqaka,

sa istim pridru�enim masama.

Lema 1.11. Dati su sistemi materijalnih taqaka sa pridru�enim masama

{(Ai,mi)| Ai ∈ Rk, i = 1, n} i {(A′i,mi)| A′i ∈ Rk, i = 1, n}, gde je mi ∈ R i
∑n

i=1mi 6=
0. Neka su centri masa ovih sistema C i C ′, redom. Onda va�i

n∑
i=1

mi

−−→
AiA

′
i =
−−→
CC ′

n∑
i=1

mi.

Dokaz: Iz slede�eg niza jednakosti, preko definicije centara masa C i C ′,
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dokazujemo tvr�e�e. Naime,

n∑
i=1

mi

−−→
CC ′ =

n∑
i=1

mi(
−−→
CAi +

−−→
AiA

′
i +
−−→
A′iC

′)

=
n∑
i=1

mi

−−→
CAi +

n∑
i=1

mi

−−→
AiA

′
i +

n∑
i=1

mi

−−→
A′iC

′

=
n∑
i=1

mi

−−→
AiA

′
i. �

Gde se mora nalaziti centar mase nekog sistema taqaka sa pridru�enim pozi-

tivnim masama? Primetimo da je u sluqaju du�i centar mase bax na �oj. Da li

je centar mase trougla u �egovoj unutrax�osti? A mnogougla? Naredna teorema

daje odgovore na ova pita�a.

Teorema 1.12. (O konveksnom omotaqu)

Dat je sistem materijalnih taqaka {(Ai,mi)| Ai ∈ Rk,mi > 0, i = 1, n}. �egov

centar mase pripada konveksnom omotaqu taqaka Ai ∈ Rk, i = 1, n.

Dokaz: Indukcijom po n:

Baza: Za n = 2 imamo sistem od dve taqke sa nekim pozitivnim masama. Centar

mase pripada du�i qije su te taqke krajevi, a kako je du� konveksan omotaq

svojih kraj�ih taqaka, to je baza zadovo	ena (videti primer 1.8);

I.H.: Posmatrajmo sistem materijalnih taqaka {(Ai,mi)| Ai ∈ Rk,mi > 0, i = 2, n}.
Neka C1, �egov centar mase, pripada konveksnom omotaqu taqaka Ai ∈ Rk, i =

2, n;

I.K.: Posmatrajmo sistem materijalnih taqaka {(Ai,mi)| Ai ∈ Rk,mi > 0, i = 1, n}
sa centrom mase C. Kako je C1 centar mase sistema materijalnih taqaka

{(Ai,mi)| mi > 0, i = 2, n}, to prema lemi 1.10, C ∈ A1C1. S druge strane, po

I.H. C1 pripada konveksnom omotaqu taqaka Ai, i = 2, n, odakle C1 pripada

i konveksnom omotaqu taqaka Ai, i = 1, n, pa time i du� A1C1 pripada kon-

veksnom omotaqu taqaka Ai, i = 1, n. Iz ova dva zak	uqka je jasno da taqka C

pripada konveksnom omotaqu taqaka Ai ∈ Rk, i = 1, n. �

1.2 Poqetni primeri primene u geometriji

Ve� smo odredili centar mase du�i, u sluqaju jednakih, a i razliqitih masa

u �enim krajevima. Pre�imo sada na trougao i neke slo�enije figure.
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Najpre �emo na�i te�ixte trougla, u smislu definicije 1.2. Kako je termin

te�ixta veoma dobro poznat u kontekstu znaqajnih taqaka, naslu�ujemo da je req

o istim pojmovima.

Primer 1.13. Te�ixte trougla je na te�ixnim du�ima i deli ih u odnosu

2 : 1.

Slika 1: Te�ixte trougla

Posmatramo sistem materijalnih taqaka {(A, 1), (B, 1), (C, 1)} i odre�ujemo �egov
centar mase, tj. te�ixte T . Te�ixte T celog sistema na osnovu posledice 1.6

ostaje neprome�eno ako mase iz A i B prebacimo u �ihovo te�ixte, xto je po

primeru 1.7 sredixte C1 du�i AB. Sada je u C1 masa 2, a u C je 1, pa je na osnovu

primera 1.8 T taqka na du�i CC1 data sa
−→
CT :

−−→
TC1 = 2 : 1. Analogno se pokazuje

da T pripada i drugim dvema te�ixnim du�ima i da i �ih deli u istom odnosu.

Tako�e, kako T pripada trima te�ixnim du�ima, to su one konkurentne. 4

Logika pronala�e�a te�ixta u ravni se prenosi i u prostor, o qemu govori

slede�i primer.

Primer 1.14. Dat je ABCD tetraedar. Neka suM,N,P,Q,R, S sredixta du�i

AB,BC,CD,DA,AC,BD i A1, B1, C1, D1 te�ixta trouglova BCD,CDA,DAB,

ABC, redom. Tada se du�i MP,NQ,RS,AA1, BB1, CC1, DD1 seku u istoj taqki

T koja prve tri du�i polovi, a preostale qetiri deli u odnosu 3 : 1 i te�ixta

tetraedara ABCD i A1B1C1D1 su jednaka taqki T .

Posmatramo sistem materijalnih taqaka {(A, 1), (B, 1), (C, 1), (D, 1)}. Oznaqi-
mo �egov centar mase sa X.

Najpre �emo pokazati da X polovi du�i MP,NQ,RS. Kako je centar mase

sistema {(A, 1), (B, 1)} taqka M , a centar mase sistema {(C, 1), (D, 1)} je taqka P ,
to pokupimo mase iz A i B i ubacimo u M , a iz C i D ubacimo u P i dobijamo si-

stem materijalnih taqaka {(M, 2), (P, 2)} sa istim te�ixtem kao poqetni sistem.
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Odavde je jasno da je X bax sredixte du�i MP . Analogno, ako grupixemo A i

D, a B i C, dobijamo da je X sredixte od NQ i ako grupixemo A i C, a B i D,

dobijamo da je X sredixte od RS.

Slika 2: Te�ixte tetraedra

Da	e, pokazujemo daX deli du�i AA1, BB1, CC1, DD1 u odnosu 3 : 1. Pokupimo

mase iz B,C,D i smestimo u te�ixte trougla BCD, tj. u A1. Dobijamo sistem

{(A1, 3), (A, 1)} sa istim te�ixtem kao poqetni. Dakle, X je taqka sa du�i AA1

takva da va�i AX : XA1 = 3 : 1. Analogno, smexta�em masa iz temena trouglova

ACD, ABD i BCD u �ihova te�ixta, dobijamo redom da X pripada du�ima

BB1, CC1 i DD1 i da ih deli u istom odnosu. Dokazali smo da se sve tra�ene

du�i seku u te�ixtu tetraedra ABCD, tj. X ≡ T i da va�e svi tra�eni odnosi.

Najzad, ostaje da poka�emo da su te�ixta tetraedara ABCD i A1B1C1D1 ista.

Ako pokupimo masu 1
3
iz svakog od temena B,C,D i smestimo u �ihovo te�i-

xte A1, po
1
3
iz A,C,D i smestimo u B1, po

1
3
iz A,B,D i smestimo u C1, a

po 1
3
iz A,B,C i smestimo u D1, onda umesto poqetnog sistema dobijamo sistem

{(A1, 1), (B1, 1), (C1, 1), (D1, 1)} sa istim te�ixtem. 4

Da je tehnika centara masa alat xiroke primene i da rexava pregrxt tipova

geometrijskih zadataka, vidi se u slede�em primeru koji ilustruje dokaziva�e

kolinearnosti neke tri taqke.
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Primer 1.15. Neka je
−−−→
A1B1−−−→
B1C1

=
−−−→
A2B2−−−→
B2C2

, gde su Ai, Bi, Ci dve trojke raznih kolinearnih

taqaka. Tada taqke A3, B3, C3 koje dele du�i A1A2, B1B2, C1C2 u istom odnosu

pripadaju jednoj pravoj.

Uvedimo slede�e oznake:

−−−→
A2A3
−−−→
A3A1

=

−−−→
B2B3
−−−→
B3B1

=

−−−→
C2C3
−−−→
C3C1

= a,

−−−→
C1B1
−−−→
B1A1

=

−−−→
C2B2
−−−→
B2A2

= b.

Posmatrajmo sistem materijalnih taqaka {(A1, ab), (C1, a), (A2, b), (C2, 1)}. Kako
su sve taqke sistema razliqite, to je ab+a+ b+1 = (a+1)(b+1) 6= 0, pa je centar

mase sistema korektno definisan. Odredimo centar mase ovog sistema na dva

naqina koriste�i se pritom lemom 1.5 i posledicom 1.9.

Najpre, kako je centar mase sistema {(A1, ab), (A2, b)} taqka A3 sa pridru�enom

masom (a+1)b, a centar mase {(C1, a), (C2, 1)} taqka C3 sa pridru�enom masom a+1,

to je centar mase celog sistema na du�i A3C3. ♥
S druge strane, kako je centar mase sistema {(A1, ab), (C1, a)} taqka B1 sa pri-

dru�enom masom (b+1)a, a centar mase {(A2, b), (C2, 1)} taqka B2 sa pridru�enom

masom b+ 1, to je centar mase celog sistema bax taqka B3. ♣
Iz ♥ i ♣ direktno zak	uqujemo da su taqke A3, B3 i C3 kolinearne. 4

Sada �emo navesti primer jedne vektorske funkcije, qije se slike mogu

jednostavno odrediti ako ih tra�imo u kontekstu sistema materijalnih taqaka

sa odre�enim centrom mase.

Primer 1.16. Date su taqke A1, . . . , An ∈ Rk i preslikava�e f : Rk → Rk

f(P ) = Q⇔
−→
PQ =

−−→
PA1 + . . .+

−−→
PAn.

1. Xta je preslikava�e f?

2. Ako je n = 3 i taqke A1, A2, A3 nekolinearne, xta opisuje taqka Q ako se

P kre�e po opisanoj kru�nici oko trougla A1A2A3?

3. Ako je n = 3 i taqke A1, A2, A3 nekolinearne, xta opisuje taqka Q ako se

P kre�e po Ojlerovoj kru�nici trougla A1A2A3?

Posmatrajmo sistem materijalnih taqaka {(Ai, 1)| Ai ∈ Rk, i = 1, n} i oznaqimo
�egovo te�ixte sa T .

1. Ako je P proizvo	na taqka, iz (2) dobijamo

−→
PT =

∑n
i=1

−−→
PAi
n
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tj.

n
−→
PT =

n∑
i=1

−−→
PAi =

−→
PQ.

Ako u ovu jednakost umesto P uvrstimo T , dobijamo
−→
PQ =

−→
0 , tj. f(T ) = T .

Odavde je T fiksna taqka preslikava�a f , pa �emo je uzeti za koordinatni

poqetak. Na�imo sada vezu izme�u vektora
−→
TP i �egove slike

−→
TQ. Kako je

−→
TQ =

−→
TP +

−→
PQ =

−→
TP + n

−→
PT = −(n− 1)

−→
TP ,

to mo�emo opisati preslikava�e f kao kompoziciju h◦ g, gde je h centralna
simetrija sa centrom u T , a g homotetija sa centrom u T i koeficijentom

n− 1.

2. Kako je
−−→
TAi 7→ −2

−−→
TAi =:

−−→
TBi

to je
−−→
BiT = 2

−−→
TAi

tj. te�ixte trougla A1A2A3 je ujedno i te�ixte trougla B1B2B3, pa su Ai

sredixta od BjBk, gde je i 6= j, k. Iz svega reqenog se vidi da se opisana kru-

�nica oko trougla A1A2A3 slika u opisanu kru�nicu oko trougla B1B2B3.

3. Kako Ojlerova kru�nica sadr�i sredixta stranica trougla, na osnovu

prethodnog dela, direkno zak	uqujemo da se Ojlerova kru�ica slika u opi-

sanu kru�nicu oko trougla A1A2A3. 4

Uradimo jox dva primera sa trouglom.

Primer 1.17. Dat je jednakostraniqan trougao ABC i taqke M i N na stra-

nicama AB i BC takve da je AM
MB

= m i CN
NB

= n. Neka je MN ∩ BD = {O} i
BD ⊥ AC. Na�i odnose DO

BO
i MO

NO
.

Posmatrajmo sistem materijalnih taqaka {(A, 1), (B,m+n), (C, 1)} i odredimo
�egov centar mase T na dva naqina. Najpre, kako je centar mase du�i AC sa masama

1 u krajevima �eno sredixteD, onda T pripada BD. S druge strane, kako je centar

mase sistema {(A, 1), (B,m)} taqka M , a centar mase sistema {(C, 1), (B, n)} taqka
N , onda T pripada MN . Iz ova dva zak	uqka je jasno da je T ≡ O i da va�i

DO

BO
=
m+ n

2
,
MO

NO
=

1 + n

1 +m
. 4

Primer 1.18. Na stranicama AB i AC trougla ABC su date taqke K i L

takve da je KB
AK

+ LC
AL

= 1. Te�ixte trougla ABC pripada du�i KL.
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Oznaqimo KB
AK

= k. Onda je LC
AL

= 1−k, gde je k ∈ (0, 1). Posmatramo sistem mate-

rijalnih taqaka {(A, 1), (B, 1), (C, 1)} i odredimo �egov centar mase na dva naqina.
Najpre, centar mase trougla sa istim masama u temenima je te�ixte trougla T .

S druge strane, podelimo masu iz A na k i 1− k, pa tako umesto poqetnog posma-
tramo dva sistema {(A, k), (B, 1)} i {(C, 1), (A, 1 − k)}. Kako je centar mase prvog

taqka K, a centar mase drugog sistema taqka L, onda te�ixte pripada du�i KL.

Iz ova dva zak	uqka je jasno da je T ∈ KL. 4

Naxli smo te�ixte trougla, tj. centar mase u sluqaju da su temenima pri-

dru�ene jednake mase. Xta se dexava kada su mase razliqite? Da li se mo�e

postaviti takav sistem masa u temena trougla, da �ihov centar bude neka dru-

ga znaqajna taqka? Naravno da mo�e. Naredni primeri govore o centru upisane

kru�nice i centrima pripisanih kru�nica u trouglu kao centara masa odgovara-

ju�ih sistema, xto za posledicu dokazuje odgovaraju�e rasporede taqaka i odnose

du�i.

Slika 3: Standardne oznake elemenata trougla

Primer 1.19. Neka su a, b, c du�ine stranica standardno oznaqenog trougla

ABC (vidi sliku iznad). Odredi centre masa slede�ih sistema materijalnih

taqaka: {(B, b), (C, c)}, {(B,−b), (C, c)}, {(A, a), (B, b), (C, c)},
{(A,−a), (B, b), (C, c)}, {(A, a), (B,−b), (C, c)}, {(A, a), (B, b), (C,−c)}.

Najpre, centar mase sistema {(B, b), (C, c)} je taqka X1 takva da

(b+ c)
−−→
AX1 = b

−→
AB + c

−→
AC.

Kako su oba sabirka sa desne strane ove jednakosti vektori inteziteta bc, to je

�ihov zbir vektor qiji se pravac poklapa sa pravcem dijagonale romba stranice

bc, tj. simetrale ugla α. A tra�eni centar mase X1 je kraj tog vektora.

Da	e, sliqnom analizom sistema {(B,−b), (C, c)} zak	uqujemo da je �egov cen-
tar mase X2 kraj�a taqka vekora qiji se pravac poklapa sa pravcem simetrale

spo	ax�eg ugla kod temena A, a koji zadovo	ava jednakost

(−b+ c)
−−→
AX2 = −b

−→
AB + c

−→
AC.
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U potrazi za centrom mase X sistema {(A, a), (B, b), (C, c)}, poslu�i�emo se

slede�im jednakostima:

(a+ b+ c)
−−→
AX = a

−→
AA+ b

−→
AB + c

−→
AC = b

−→
AB + c

−→
AC,

(a+ b+ c)
−−→
BX = a

−→
BA+ b

−−→
BB + c

−−→
BC = a

−→
BA+ c

−−→
BC,

(a+ b+ c)
−−→
CX = a

−→
CA+ b

−−→
CB + c

−→
CC = a

−→
CA+ b

−−→
CB.

Iz �ih redom zak	uqujemo da X pripada simetralama uglova α, β, γ, tj. tra-

�eni centar mase je centar upisane kru�nice u trougao ABC.

Najzad, me�u posled�a tri sistema, dovo	no je prona�i centar mase jednog. Za

druga dva �emo zak	uqak izvesti po analogiji.

Posmatramo sistem {(A, a), (B,−b), (C, c)} sa centrom mase Y . Kao i malopre,

poslu�i�emo se slede�im jednakostima:

(a− b+ c)
−→
AY = a

−→
AA− b

−→
AB + c

−→
AC = −b

−→
AB + c

−→
AC,

(a− b+ c)
−−→
BY = a

−→
BA− b

−−→
BB + c

−−→
BC = a

−→
BA+ c

−−→
BC,

(a− b+ c)
−−→
CY = a

−→
CA− b

−−→
CB + c

−→
CC = a

−→
CA− b

−−→
CB.

Iz �ih redom zak	uqujemo da Y pripada simetralama uglova α1, β, γ1, tj.

tra�eni centar mase je centar spo	a pripisane kru�nice naspram temena B

trougla ABC. Dakle, centar mase sistema {(A,−a), (B, b), (C, c)} je Sa, sistema
{(A, a), (B,−b), (C, c)} je Sb, a sistema {(A, a), (B, b), (C,−c)} je Sc. 4

Primer 1.20. Neka je S centar upisanog kruga trougla ABC, M dodirna taqka

kruga sa AB, C1 sredixte stranice AB, O proizvo	na taqka ravni. Prava SC1

polovi du� CM i va�i
−→
OS = a

−→
OA+b

−−→
OB+c

−−→
OC

a+b+c
.

Slika 4: Centar upisane kru�nice trougla 1.
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Kako je po prethodnom zadatku S centar mase sistema {(A, a), (B, b), (C, c)}, to
va�i jednakost

−→
OS =

a
−→
OA+ b

−−→
OB + c

−→
OC

a+ b+ c
.

Iz jednakosti parova tangentnih du�i iz temena na upisanu kru�nicu trougla

ABC, dobijamo da je AM = s − a, a MB = s − b gde je s poluobim trougla.

Posmatra�emo sistem materijalnih taqaka {(A, s− b), (B, s− a), (C, c)} i prona�i
�egov centar mase na dva naqina.

Najpre, kako je centar mase sistema {(A, s− b), (B, s− a)} taqka M sa pridru-

�enom masom 2s − b − a = c jer je AM
MB

= s−a
s−b , onda je centar mase celog sistema

sredixte du�i MC.

S druge strane, ako pokupimo mase a, b, c iz A,B,C i pridru�imo ih taqki S

koja je po prethodnom zadatku �ihov centar mase, onda poqetni sistem ima isti

centar mase kao i sistem {(A, s− a− b), (B, s− a− b), (S, a+ b+ c)}. Kako je centar
mase sistema {(A, s−a−b), (B, s−a−b)} taqka C1 , to je centar mase celog sistema

na du�i SC1. Odavde je jasno da prava SC1 polovi CM . 4

Primer 1.21. Neka su P,Q,R taqke dodira pripisanih krugova trougla ABC

i stranica BC,CA,AB, redom. Tada se prave AP,BQ,CR seku u jednoj taqki X

koja pripada pravoj ST , gde su S i T centar upisanog kruga i te�ixte tog

trougla i va�i S − T − X i ST : TX = 1 : 2. Izrazi OX preko OA,OB,OC i

stranica trougla.

Poznato je da su du�ine tangentnih du�i na spo	a pripisane krugove trougla

jednake

BR = CQ = s− a, AR = CP = s− b, AQ = BP = s− c.

Zbog toga je zgodno posmatrati sistem {(A, s− a), (B, s− b), (C, s− c)}. Kako je
centar mase sistema {(B, s−b), (C, s−c)} taqka P sa masom 2s−b−c = a, to centar

mase poqetnog sistema pripada du�i AP i deli je u odnosu a : (s−a). Analogno se
pokazuje da centar mase pripada i du�ima BQ i CR i �ih deli redom u odnosima

b : (s− b) i c : (s− c). Dakle, prave AP,BQ,CR su konkurentne u X.

Kako je X centar mase pomenutog sistema materijalnih taqaka, to va�i

(s− a+ s− b+ s− c)
−−→
OX = (s− a)

−→
OA+ (s− b)

−−→
OB + (s− c)

−→
OC,

tj.

−−→
OX =

(−a+ b+ c)
−→
OA+ (a− b+ c)

−−→
OB + (a+ b− c)

−→
OC

a+ b+ c
.
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Slika 5: Spo	a pripisani krugovi 1.

Da bismo naxli vezu izme�u taqaka S,X i T izvrximo drugaqiju raspodelu ma-

sa. Naime, umesto poqetnog sistema, posmatramo dva nova {(A,−a), (B,−b), (C,−c)}
i {(A, s), (B, s), (C, s)}. Centar mase prvog je S sa pridru�enom masom −(a+ b+ c),
a centar mase drugog je T sa pridru�enom masom 3

2
(a+b+c). Odavde je centar mase

poqetnog sistema taqka X sa prave ST takva da va�i S−T −X i ST : TX = 1 : 2.

Jox samo treba proveriti dobru definisanost svih pomenutih centara masa.

Naime, svi zbirovi masa s, −2s, 3s, a, b, c su razliqiti od nule. 4

Primer 1.22. Neka su P,Q,R taqke dodira upisanog kruga u trougao ABC i

stranica BC,CA,AB. Tada se prave AP,BQ,CR seku u jednoj taqki X. Tako�e,

prave SaA1, SbB1, ScC1 se seku u jednoj taqki Y koja pripada pravoj XT , va�i

X − T − Y i XT : TY = 2 : 1. Sa Sa, Sb, Sc su oznaqeni centri spo	a pri-

pisanih krugova naspram temena A,B,C, redom, sa A1, B1, C1 centri stranica

BC,AC,AB, redom, a sa T te�ixte trougla.

Poznato je da su du�ine tangentnih du�i na upisanu kru�nicu trougla jed-

nake

AR = AQ = s− a, BR = BP = s− b, CQ = CP = s− c.

Zbog toga je zgodno posmatrati sistem materijalnih taqaka{(
A,mA = (s− b)(s− c)

)
,
(
B,mB = (s− a)(s− c)

)
,
(
C,mC = (s− a)(s− b)

)}
. Kako
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je centar mase sistema
{(
B, (s− a)(s− c)

)
,
(
C, (s− a)(s− b)

)}
taqka P , to centar

mase poqetnog sistema pripada du�i AP . Analogno se pokazuje da centar mase

pripada i du�ima BQ i CR. Dakle, prave AP,BQ,CR su konkurentne u X.

X je centar mase sistema
{(
A, (s− b)(s− c)

)
,
(
B, (s− a)(s− c)

)
,
(
C, (s− a)(s− b)

)}
sa pridru�enom ukupnom masom m = (s− b)(s− c) + (s− a)(s− c) + (s− a)(s− b).
Ostalo je jox da na�emo raspored taqaka T,X, Y i odnos du�i XT i TY , pa �emo

krenuti od sistema {(A,m), (B,m), (C,m)} qiji je centar mase T .
Pridru�ene mase prethodnom sistemu treba adekvatno raspodeliti u dva si-

stema, tako da centar mase jednog bude X, a drugog Y . U tom ci	u, primetimo da

je

m = (s− b)(s− c) + (s− a)(2s− c− b) = (s− b)(s− c) + a(s− a),

m = (s− a)(s− c) + (s− b)(2s− a− c) = (s− a)(s− c) + b(s− b),

m = (s− a)(s− b) + (s− c)(2s− a− b) = (s− a)(s− b) + c(s− c).

Slika 6: Spo	a pripisani krugovi 2.

Ako centar mase
{(
A, a(s − a)

)
,
(
B, b(s − b)

)
,
(
C, c(s − c)

)}
oznaqimo sa Y1, a

kako je centar mase
{(
A, (s− b)(s− c)

)
,
(
B, (s− a)(s− c)

)
,
(
C, (s− a)(s− b)

)}
taqka
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X, to va�i

X − T − Y1, XT : TY1 = 2 : 1.

Ako poka�emo da je Y ≡ Y1, imamo tra�eno tvr�e�e. Kako je

b(s− b) = −b(s− a) + bc,

c(s− c) = −c(s− a) + bc,

to umesto sistema
{(
A, a(s − a)

)
,
(
B, b(s − b)

)
,
(
C, c(s − c)

)}
, mo�emo posmatrati

slede�a dva {(
A, a(s− a)

)
,
(
B,−b(s− a)

)
,
(
C,−c(s− a)

)}
,{

(B, bc), (C, bc)
}
.

Centar mase prvog sistema je po primeru 1.19 taqka Sa sa pridru�enom masom

(s−a)(a− b− c) = −2(s−a)2, dok je centar mase drugog sistema taqka A1 = S(BC)

sa pridru�enom masom 2bc. Zak	uqujemo da Y1 ∈ SaA1. Analogno se pokazuje da

Y1 ∈ SbB1 i Y1 ∈ ScC1, pa je zaista Y ≡ Y1. 4

Primer 1.23. Neka su A′, B′, C ′ taqke preseka bisektrisa uglova kod temena

A,B,C sa naspramnim stranicama i S centar upisanog kruga trougla ABC.

Tada va�i: 1
4
< AS

AA′
· BS
BB′
· CS
CC′
6 8

27
.

Iz primera 1.19 imamo da je

−→
AS =

b
−→
AB + c

−→
AC

a+ b+ c
,
−−→
AA′ =

b
−→
AB + c

−→
AC

b+ c
.

Odavde je
AS

AA′
=

b+ c

a+ b+ c
.

Analogno dobijamo i da je

BS

BB′
=

a+ c

a+ b+ c
,
CS

CC ′
=

a+ b

a+ b+ c
.

Dakle,

AS

AA′
· BS
BB′

· CS
CC ′

=
(b+ c)(a+ c)(a+ b)

(a+ b+ c)3
=

(s+ x)(s+ y)(s+ z)

8s3
,

gde su x, y, z redom du�ine tangentnih du�i iz A,B,C na upisanu kru�nicu, a s

poluobim trougla ABC.
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Prva nejednakost va�i zahva	uju�i:

(s+ x)(s+ y)(s+ z)

8s3
=

1

8

(s3 + (x+ y + z)s2 + (xy + xz + yz)s+ xyz

s3
)

=
1

8

(
1 +

(x+ y + z)

s
+
xy + xz + yz

s2
+
xyz

s3
)

>
2

8
=

1

4
,

dok je druga posledica nejednakosti aritmetiqke i geometrijske sredine, tj.

1

8s3
(s+ x)(s+ y)(s+ z) 6

1

8s3
(
s+ x+ s+ y + s+ z

3
)3

=
1

8s3
· (4s

3
)3 =

8

27
.

Primetimo da se jednakost u drugoj nejednakosti dosti�e za a = b = c, tj. u

sluqaju jednakostraniqnog trougla.Tako�e, prva nejednakost se ne mo�e pobo	xa-

ti jer

(∀ε > 0)(∃(x, y, z)) : lim
ε→0+

1

8

(
1 +

(x+ y + z)

s
+
xy + xz + yz

s2
+
xyz

s3
)
=

1

4
Na primer, uzeti x = y = ε, z = 1− 2ε. 4

Evo primera sa jox nekim znaqajnim taqkama  ortocentrom i centrom Oj-

lerovog kruga.

Primer 1.24. Ako su H,E redom ortocentar i centar Ojlerovog kruga trougla

ABC, tada je E te�ixte qetvorougla ABCH.

Slika 7: Ojlerov krug
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Te�ixte X qetvorougla ABCH je isto kao centar mase sistema {(T, 3), (H, 1)},
gde je T te�ixte trougla ABC. Dakle, to je taqka X takva da va�i

H −X − T, HX : XT = 3 : 1.

S druge strane, za taqke sa Ojlerove prave va�i

H − E − T −O, HT : TO = 2 : 1, HE = EO.

Iz ovih proporcija se vidi da je X ≡ E. 4

Rezimirajmo xta smo do sada uradili, uz prikaziva�e jox nekih naqina

dokaziva�a.

Primer 1.25. Te�ixne linije, visine, simetrale uglova trougla se seku u

jednoj taqki.

1. Sluqaj te�ixnih linija je pokazan u primeru 1.13.

2. Kod visina, sa A′, B′, C ′ oznaqimo podno�ja visina iz temena A,B,C na nas-

pramne stranice redom (videti sliku dole levo). Zato nam odgovara da pos-

matramo slede�i sistem materijalnih taqaka:

{(A, a cos β cos γ), (B, b cosα cos γ), (C, c cosα cos β)}. Kako je centar mase si-

stema {(B, b cosα cos γ), (C, c cosα cos β)} taqka A′, to centar mase celog si-

stema pripada visini AA′. Analogno, centar mase pripada i drugim dvema

visinama, pa su visine trougla konkurentne.

3. Najzad, sluqaj simetrala uglova je ve� pokazan u primeru 1.19. Ovde �emo po-

kazati na drugi naqin. Naime, oznaqimo sa A′, B′, C ′ redom preseke simetrala

uglova α, β, γ sa naspramnim stranicama. Da	e, neka je x rastoja�e taqke C ′

od stranica a i b trougla ABC (videti sliku dole u sredini). Onda je jasno

da je AC ′ = x sinα i C ′B = x sin β. Na sliqan naqin na�emo du�ine du�i

BA′, A′C,CB′, B′A. Posmatrajmo {(A, sin β sin γ), (B, sinα sin γ), (C, sinα sin β)}
sistem materijalnih taqaka. Sistem {(B, sinα sin γ), (C, sinα sin β)} ima cen-
tar mase A′, pa je centar mase poqetnog sistema na du�i AA′. Analogno

pokazujemo da centar mase poqetnog sistema pripada i du�ima BB′ i CC ′,

pa su simetrale uglova konkurentne.

Naravno, da bi centar mase bio dobro definisan, svuda treba proveriti da li su

sume masa razliqite od nule. 4
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Slika 8: Ortocentar, simetrala ugla, visina trougla

A sada pristupimo ortocentru trougla iz jednog novog ugla. Najpre uz pomo�

skalarnog proizvoda i kosinusne teoreme raspiximo vektor visine trougla kao

linearnu kombinaciju vektora stranica koje polaze iz istog temena kao ta vi-

sina. Zatim, uoqimo sistem temena trougla sa novim masama(u odnosu na one iz

prethodnog primera) qiji je centar bax ortocentar trougla. Ovaj sistem �e nam

kasnije biti od koristi pri dokaziva�u jedne leme.

Primer 1.26. Ako je AA′ visina standardno oznaqenog trougla ABC,

onda je
−−→
AA′ = 1

a2
[(b2 − bc cosα)

−→
AB + (c2 − bc cosα)

−→
AC].

Kako su A′, B, C kolinearne taqke (videti sliku gore desno), onda za neko λ ∈ R
va�i −−→

AA′ = λ
−→
AC + (1− λ)

−→
AB.

Da	e, ako sa · oznaqimo skalarni proizvod, onda je
−→
AC ·

−→
AC = b2,

−→
AB ·

−→
AB = c2,

−→
AB ·

−→
AC = bc cosα,

pa zbog normalnosti pravih AA′ i BC va�i
−−→
AA′ ·

−−→
BC = 0. Odatle je:(

λ
−→
AC + (1− λ)

−→
AB
)
· (
−→
AC −

−→
AB) = 0

λb2 − λbc cosα + (1− λ)bc cosα− (1− λ)c2 = 0

λ(b2 + c2 − 2bc cosα) = c2 − bc cosα

λ =
c2 − bc cosα

b2 + c2 − 2bc cosα
, 1− λ =

b2 − bc cosα
b2 + c2 − 2bc cosα

.

Najzad, primetimo da je po kosinusnoj teoremi

b2 + c2 − 2bc cosα = a2,

uz pomo� qega dolazimo do tra�ene jednakosti. 4
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Primer 1.27. Centar mase sistema {(A, ctg β ctg γ), (B, ctgα ctg γ), (C, ctgα ctg β)},
gde je ABC standardno oznaqen trougao je �egov ortocentar.

Koriste�i oznake i sliku iz prethodnog primera, mo�emo zak	uqiti slede�e:

a = CA′ +BA′ = b cos γ + c cos β.

Analogno je

b = a cos γ + c cosα, c = a cos β + b cosα.

Zapiximo prvu jednakost iz prethodnog reda na drugi naqin

b− c cosα = a cos γ,

pa je zatim pomno�imo sa b
a2
. Time dobijamo koeficijent uz

−→
AB u prethodnom

primeru, koji se mo�e preurediti na slede�i naqin:

b

a2
· (b− c cosα) = b cos γ

a
=

sin β

sinα
cos γ =

sin β cos γ

sin(β + γ)
=

sin β cos γ

sin β cos γ + sin γ cos β
.

Kra�e�em posled�eg razlomka sa sin β sin γ, dobijamo koeficijent uz
−→
AB:

ctg γ

ctg γ + ctg β
.

Analogno se pokazuje da je koeficijent uz
−→
AC jednak

ctg β

ctg β + ctg γ
.

Najzad dobijamo

−−→
AA′ =

ctg γ

ctg γ + ctg β

−→
AB +

ctg β

ctg β + ctg γ

−→
AC.

Odavde je jasno da je A′ centar mase sistema {(B, ctg γ), (C, ctg β)}. Analogno je B′

centar mase {(A, ctg γ), (C, ctgα)} i C ′ centar mase {(A, ctg β), (B, ctgα)} sistema.
Iz ova tri zak	uqka izvodimo i taj da centar mase poqetnog sistema pripada

pravama AA′, BB′ i CC ′, pa se on bax podudara sa ortocentrom trougla. 4

Evo jox jednog primera u prostoru. Naime, treba pokazati da dodirne taqke

sfere i prostornog qetvorougla pripadaju jednoj ravni.

Primer 1.28. Ako su AB,BC,CD,DA tangente neke sfere, tada su dodirne

taqke koplanarne.
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Slika 9: Tangente sfere

Neka su taqke dodira sfere i du�i AB,BC,CD,DA redom P,Q,R, S. Uvedimo

slede�e oznake za du�ine tangentnih du�i koriste�i pritom jednakost onih koje

si povuqene iz iste taqke:

AS = AP = x, BP = BQ = t, CQ = CR = y, DR = DS = z.

Radi lakxeg pra�e�a, ovo je prikazano na slici iznad. Ideja je izabrati adekvat-

ne mase i postaviti ih u tri uvedene taqke tako da centar mase dobijenog sistema

bude bax u qetvrtoj taqki.

Posmatrajmo sistem

{(P, 1
x
+

1

t
), (Q,−1

t
− 1

y
), (S,−1

z
− 1

x
)}.

Centar mase ovog sistema je dobro definisan jer je zbir masa razliqit od nule.

Naime,
1

x
+

1

t
− 1

t
− 1

y
− 1

z
− 1

x
= −1

y
− 1

z
6= 0.

Kako je, na osnovu teoreme 1.12 centar mase posmatranog sistema u ravni odre�enoj

taqakama P,Q, S, ostaje da poka�emo da je taj centar taqka R, odakle �emo imati

zak	uqak da su P,Q,R, S koplanarne taqke. U tom ci	u raspodelimo mase na drugi

naqin. Prebacimo masu 1
t
iz P u B, a 1

x
iz P u A. Dobijamo dva sistema.

Prvi sistem je

{(B, 1
t
), (Q,−1

t
− 1

y
)}.

Kako je

(−1

t
− 1

y
)
−→
CQ+

1

t

−−→
CB = −y + t

yt
· y

y + t

−−→
CB +

1

t

−−→
CB = (−1

t
+

1

t
)
−−→
CB =

−→
0 ,
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to je �egov centar mase taqka C sa pridru�enom celokupnom masom sistema

mC =
1

t
− 1

t
− 1

y
= −1

y
.

Drugi sistem je

{(A, 1
x
), (S,−1

z
− 1

x
)}.

Kako je

(−1

z
− 1

x
)
−→
DS +

1

x

−−→
DA = −x+ z

xz
· z

x+ z

−−→
DA+

1

x

−−→
DA = (−1

x
+

1

x
)
−−→
DA =

−→
0 ,

to je �egov centar mase taqka D sa pridru�enom masom

mD =
1

x
− 1

z
− 1

x
= −1

z
.

Na osnovu izvedenih zak	uqaka, centar mase poqetnog sistema je isti kao cen-

tar mase sistema

{(C,mC = −1

y
), (D,mD = −1

z
)}.

Kako je −→
RC
−−→
RD

= −y
z
= −mD

mC

,

to je bax taqka R centar mase sistema taqaka C i D, a time i poqetnog, qime smo

dokaz kompletirali. 4

Naredna dva primera, kao i primer 1.27 �e nam koristiti u dokaziva�u

tvr�e�a o tzv. Simsonovoj pravoj, koje u celosti navodimo nexto ispod.

Primer 1.29. Ako je α+β+γ = π, onda je ctg β ctg γ+ctgα ctg γ+ctgα ctg β = 1.

Naravno, pod uslovom da su sve vrednosti kotangensne funkcije definisane, xto

je svakako ispu�eno ako su α, β, γ uglovi trougla.

Kako je

− ctgα = ctg(β + γ) =
ctg β ctg γ − 1

ctg β + ctg γ
,

to dobijamo slede�i niz jednakosti

ctg β ctg γ + ctgα ctg γ + ctgα ctg β = ctgα(ctg β + ctg γ) + ctg β ctg γ =

=
1− ctg β ctg γ

ctg β + ctg γ
· (ctg β + ctg γ) + ctg β ctg γ = 1− ctg β ctg γ + ctg β ctg γ = 1,

qime dokazujemo tra�eno. 4
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Primer 1.30. Neka su AXM i AMY pravougli trouglovi sa zajedniqkom hi-

potenuzom AM , taqke X i Y sa razliqitih strana prave AM , ^MAX = γ1 i

^Y AM = β1. Odredi odnos u kome XY deli AM .

Slika 10: Dva pravougla trougla sa zajedniqkom hipotenuzom

Neka je AM ∩XY = {Z} i ^XZA = φ. Jasno je da treba da odredimo AZ
ZM

. Kako je

zbir naspramnih uglova π, to je qetvorougao AXMY tetivan. Na osnovu ovoga je

^MY Z = γ1. Primenom sinusne teoreme na trougao Y ZM dobijamo

ZM

YM
=

sin γ1
sinφ

,

dok je iz trougla AMY

YM = AM sin β1.

Kombinova�em ove dve jednakosti dobijamo da je

ZM =
AM sin β1 sin γ1

sinφ
. ♥

Sliqno, primenom sinusne teoreme na trougao AXZ dobijamo

AZ

AX
=

sin(π
2
− β1)

sinφ
=

cos β1
sinφ

,

dok je iz trougla AXM

AX = AM cos γ1.

Kombinova�em ove dve jednakosti dobijamo da je

AZ =
AM cos β1 cos γ1

sinφ
. ♣

Najzad, iz ♥ i ♣, dobijamo

AZ

ZM
= ctg γ1 · ctg β1. 4
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Lema 1.31. (Simson)

Ako je M taqka sa opisane kru�nice trougla ABC razliqita od temena, do-

ka�i da podno�ja normala iz M na BC,CA,AB pripadaju jednoj pravoj (tzv.

Simsonova prava). Tako�e, toj pravoj pripada i sredixte du�i MH, gde je H

ortocentar trougla.

Dokaz: Bez uma�e�a opxtosti, neka taqka M pripada onom kru�nom luku BC

koji ne sadr�i taqku A. Uvedimo slede�e oznake:

^MCA = α1, ^MAB = β1, ^CAM = γ1.

Iz jednakosti odgovaraju�ih periferijskih uglova, dobijamo

α = β1 + γ1, γ = α1 − β1, β = π − α1 − γ1.

Oznaqimo sa P,Q,R podno�ja normala iz BC,CA,AB redom. Najpre dokazujemo

prvi deo tvr�e�a, tj. da su taqke P,Q,R kolinerane. Posmatrajmo sistem materi-

jalnih taqaka

{(A, 0), (B, ctg β1), (C, ctg γ1)}.

Odredimo �egov centar mase na dva naqina.

S jedne strane, kako su β1 i γ1 uglovi trouglaMBC, to primenom primera 1.27

na taj trougao, zak	uqujemo da je centar mase posmatranog sistema taqka P jer je

ona podno�je visine iz M na BC.

S druge strane, kako je

0 = ctgα1 − ctgα1 = ctgα1 + ctg(π − α1),

to umesto poqetnog, mo�emo posmatrati slede�a dva sistema materijalnih taqaka

{(A, ctgα1), (C, ctg γ1)}, {
(
A, ctg(π − α1)

)
, (B, ctg β1)}.

Xto se tiqe prvog navedenog sistema, kako su α1 i γ1 uglovi trougla MAC, to

primenom primera 1.27 na taj trougao, zak	uqujemo da je �egov centar mase taqka

Q jer je ona podno�je visine iz M na AC. Sliqno i za drugi sistem. Kako su β1 i

π−α1 uglovi trouglaMAB, to primenom primera 1.27 na taj trougao, zak	uqujemo

da je �egov centar mase taqka R jer je ona podno�je visine iz M na AB. Najzad,

dobijamo da P ∈ RQ, pa su ove tri taqke zaista kolinearne.
U drugom delu tvr�e�a treba dokazati da je sredixte du�iMH na Simsonovoj

pravoj. Posmatrajmo sistem materijalnih taqaka

{(M,k), (H, k)}, k = ctg γ1 · ctg β1,
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i odredimo �egov centar mase na dva naqina. Najpre, trivijalno je centar mase

bax sredixte du�i MH. Dovo	no je pokazati da centar mase pomenutog sistema

pripada Simsonovoj pravoj. U tu svrhu, posmatrajmo sistem

{(M,k), (A, k · ctg β · ctg γ), (B, k · ctgα · ctg γ), (C, k · ctgα · ctg β)},

koji ima isti centar mase kao poqetni na osnovu primera 1.27 i 1.29. Primetimo

da je na osnovu primera 1.27 centar mase sistema

{(A, ctg β · ctgα · ctg β1 · ctgα1), (C, ctg β · ctgα · ctg β1 · ctg γ1)},

taqka Q, dok je na osnovu istog centar mase sistema

{(A,− ctgα · ctg γ · ctgα1 · ctg γ1), (B, ctgα · ctg γ · ctg β1 · ctg γ1)},

taqka R. Na osnovu ovoga, dobijamo sistem

{(M,k), (A,mA), (Q,mQ), (R,mR)},

sa istim centrom kao poqetni. Dovo	no je pokazati da centar mase sistema taqaka

{(M,k), (A,mA)} pripada pravoj QR. Izraqunajmo koliko je mA, dok nam mQ i

mR nisu od znaqaja. U tome �e nam koristiti slede�e jednakosti:

Na osnovu primera 1.29 je

ctg β ctg γ = 1− ctgα ctg γ − ctgα ctg β. ♥

Da	e, kako je α1 + γ1 = π − β, to je

ctgα1 ctg γ1 − 1 = (ctgα1 + ctg γ1) ctg(π − β) = − ctg β(ctgα1 + ctg γ1). ♥♥

Tako�e, kako je α1 − β1 = γ, to je

1 + ctgα1 ctg β1 = ctg γ(ctg β1 + ctgα1). ♣

Najzad, kako je π − α + β1 + γ1 = π, to po primeru 1.29 va�i

ctg β1 ctg γ1 + ctg(π − α) ctg β1 + ctg(π − α) ctg γ1 = 1. ♣♣

Dakle,

mA = ctg β1 ctg γ1 ctg β ctg γ − ctgα1 ctg β1 ctgα ctg β + ctgα1 ctg γ1 ctgα ctg γ,

xto je na osnovu ♥ jednako

ctg β1 ctg γ1 − ctgα ctg β ctg β1(ctgα1 + ctg γ1) + ctgα ctg γ ctg γ1(ctgα1 − ctg β1).
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Da	e, zamenom jednakosti ♥♥ i ♣ u prethodni izraz, dobijamo

ctg β1 ctg γ1 + ctgα ctg β1(ctgα1 ctg γ1 − 1)− ctgα ctg γ1(1 + ctgα1 ctg β1) =

ctg β1 ctg γ1−ctgα ctg β1−ctgα ctg γ1 = ctg β1 ctg γ1+ctg(π−α) ctg β1+ctg(π−α) ctg γ1

Ovo je, najzad, na osnovu ♣♣ jednako 1. Dakle mA = 1. I na kraju, po primeru

1.30, imamo da centar mase sistema

{(M,k), (A,mA)} = {(M, ctg β1 ctg γ1), (A, 1)}

pripada du�i QR, xto je i trebalo pokazati. �

Slika 11: Simsonova prava

Kasnije �emo egzistenciju Simsonove prave dokazati i na drugi naqin.

1.3 Slo�eniji primeri primene u geometriji

Me�u brojnim poznatim geometrijskim rezultatima nesum�ivo veliku prime-

nu imaju Qevina i Menelajeva teorema od kojih jedna govori o konkurentnosti

odgovaraju�ih pravih, a druga o kolinearnosti odgovaraju�ih taqaka. Uz pomo�

�ih se mo�e dokazati pregrxt tvr�e�a koja imaju veliku va�nost u geometriji.

Neka od �ih �emo dokazati u nastavku. Xto se tiqe samih dokaza Qeve i Menelaja,
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najpoznatiji su oni preko sliqnosti trouglova i Talesove teoreme. Pokaza�emo

da je �ihove dokaze mogu�e izvesti i tehnikom centara masa.

Primetite da smo Simsonovo i tvr�e�a o znaqajnim taqakama ve� dokazali

metodom odre�iva�a centara masa. Sada �emo ih dokazati na drugi naqin, prime-

nom Menelajeve teoreme. A kako �emo samu Menelajevu teoremu dokazati tehnikom

centara masa, to �e izvedeni dokazi biti ekvivalenti. Naravno, oba naqina doka-

ziva�a su mogu�a i u svim preostalim sluqajevima.

Qevina teorema daje neophodan i dovo	an analitiqki uslov da prave koje

spajaju teme sa taqkom naspramne stranice nekog trougla budu prave jednog pra-

mena.

Teorema 1.32. (Qeva)

Neka taqke P,Q,R pripadaju stranicama BC,AC,AB trougla ABC, redom. Tada
−→
AR
−−→
RB
·
−−→
BP
−→
PC
·
−−→
CQ
−→
QA

= 1 ako i samo ako su prave AP,BQ,CR prave jednog pramena.

Dokaz:

Slika 12: Qevina teorema 1.

⇐: Neka su najpre prave AP,BQ,CR konkurentne (slika gore levo). Posma-

trajmo sistem materijalnih taqaka {(A, pq), (B, 1), (C, p)}. Neka va�e odnosi
−−→
BP
−→
PC

= p i
−−→
CQ
−→
QA

= q. Odredi�emo centar mase pomenutog sistema na dva naqina.

Najpre, kako je P centar mase {(B, 1), (C, p)}, onda centar mase celog sistema
pripada du�i AP . S druge strane, kako je Q centar mase {(A, pq), (C, p)},
onda centar mase celog sistema pripada du�i BQ. Iz ova dva zak	uqujemo

da je centar mase u preseku pravih AP i BQ. Kako su po pretpostavci te

dve prave konkurentne sa CR, to je R centar mase sistema {(A, pq), (B, 1)},
pa je odatle −→

AR
−→
RB

=
1

pq
.
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Iz svih dobijenih odnosa, dolazimo do

−→
AR
−→
RB
·
−−→
BP
−→
PC
·
−→
CQ
−→
QA

=
1

pq
· p · q = 1.

Neka su sada prave AP,BQ,CR paralelne (slika gore desno). Po Telesovoj

teoremi
−→
AR
−−→
RB

=
−→
CP
−−→
BC

i
−−→
CQ
−→
QA

=
−−→
BC
−−→
PB

. Zamenom ovih jednakosti u tra�eni proizvod,

dobija se: −→
AR
−→
RB
·
−−→
BP
−→
PC
·
−→
CQ
−→
QA

=

−→
CP
−−→
BC
·
−−→
BP
−→
PC
·
−−→
BC
−−→
PB

= 1.

⇒: Prave AP i BQ mogu da se seku ili budu paralelne.

Neka se AP i BQ seku. Pretpostavimo suprotno, tj. CR nije konkurentna sa

�ima. Onda postoji neka taqka R′ 6= R takva da R′ ∈ AB i T ∈ CR′, gde je
{T} = AP ∩BQ.

Slika 13: Qevina teorema 2.

Odavde je jasno da su AP,BQ,CR′ konkurente. Onda je za �ih zadovo	en

prethodan smer teoreme, pa va�i

−−→
AR′

−−→
R′B

·
−−→
BP
−→
PC
·
−→
CQ
−→
QA

= 1.

Tako�e, po pretpostavci ovog smera je

−→
AR
−→
RB
·
−−→
BP
−→
PC
·
−→
CQ
−→
QA

= 1.
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Iz ova dva je
−→
AR
−→
RB

=

−−→
AR′

−−→
R′B

,

a kako obe taqke R,R′ ∈ AB, to su one jednake xto je u kontradikciji sa

definicijom taqke R′.

Neka su AP i BQ paralelne. Pretpostavimo suprotno da prava CR nije pa-

ralelna sa �ima. Onda na primer za CR i BQ va�i prethodni sluqaj prava

koje se seku, pa se i AP seqe sa �ima xto je u kontradikciji sa paralelnox�u

pravih AP i BQ.

Ovim je dokaz zavrxen. �

Menelajeva teorema daje neophodan i dovo	an analitiqki uslov da taqke sa

pravih koje odre�uju stranice trougla budu kolinearne.

Teorema 1.33. (Menelaj)

Neka taqke P,Q,R pripadaju stranicama BC,AC,AB trougla ABC, redom. Tada
−→
AR
−−→
RB
·
−−→
BP
−→
PC
·
−−→
CQ
−→
QA

= −1 ako i samo ako su taqke P,Q,R kolinearne.

Dokaz:

⇐: Pretpostavimo da su taqke P,Q,R kolinearne i da pripadaju pravoj p. Pra-

va p mo�e se�i dve stranice trougla i produ�etak tre�e ili produ�etke

sve tri stranice trougla. Koji god da je od ova dva sluqaja, dokaz izvodimo

na isti naqin. Uvedimo slede�e oznake

−→
AR
−→
RB

= r,

−−→
BP
−→
PC

= p,

pa posmatrajmo sistem materijalnih taqaka{
(A, 1), (B, r),

(
P,−r(1 + p)

)}
i odredimo �egov centar mase na dva naqina.

Prvo, centar mase sistema {(A, 1), (B, r)} je R jer je r ·
−→
RB + 1 ·

−→
RA =

−→
0 na

osnovu definicije broja r. Odatle zak	uqujemo da centar mase posmatranog

sistema pripada pravoj RP .

Drugo, centar mase sistema
{
(B, r),

(
P,−r(1 + p)

)}
je C jer je

−−→
BC
−→
CP

=

−→
CP +

−−→
PB

−→
PC

= −1−
−−→
BP
−→
PC

= −1− p = −r(1 + p)

r
.
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Odatle zak	uqujemo da centar mase posmatranog sistema pripada pravoj AC.

Iz dva dobijena zak	uqka, izvodimo i taj da je centar mase bax PR ∩AC, a
to je upravo taqka Q po pretpostavci ovog smera. Dakle, Q je i centar mase

sistema {(A, 1), (C,−pr)}, odakle dobijamo
−→
CQ
−→
QA

=
1

−pr
.

Najzad, prostom zamenom dobijamo da je

−→
AR
−→
RB
·
−−→
BP
−→
PC
·
−→
CQ
−→
QA

= r · p · 1

−pr
= −1,

xto je trebalo dokazati.

Slika 14: Menelajeva teorema

⇒: Pretpostavimo suprotno, tj. taqke P,Q,R nisu kolinearne. Onda postoji

neka taqka R′ 6= R takva da R′ ∈ AB i P,Q,R′ su kolinearne, pa je za ove

tri taqke zadovo	en prethodan smer teoreme odakle je

−−→
AR′

−−→
R′B

·
−−→
BP
−→
PC
·
−→
CQ
−→
QA

= −1.

Tako�e, po pretpostavci ovog smera je

−→
AR
−→
RB
·
−−→
BP
−→
PC
·
−→
CQ
−→
QA

= −1.

Iz ova dva je
−→
AR
−→
RB

=

−−→
AR′

−−→
R′B

,



1.3 Slo�eniji primeri primene u geometriji 32

a kako obe taqke R,R′ ∈ AB, to su one jednake xto je u kontradikciji sa

definicijom taqke R′.

Ovim je dokaz zavrxen. �

Najpre navodimo posledice Menelajeve teoreme, isto znaqajne rezultate sa ve-

likom primenom u euklidskoj geometriji.

Lema 1.34. Neka su P,Q,R taqke preseka stranica BC,CA,AB sa tangenta-

ma na krug opisan oko trougla ABC u taqkama A,B,C. Doka�i da su P,Q,R

kolinearne taqke.

Dokaz: Po Menelajevoj teoremi je dovo	no pokazati

−→
AR
−→
RB

−−→
BP
−→
PC

−→
CQ
−→
QA

= −1.

Oznaqimo najpre sa A1, B1, C1 preseke tangenti kroz B i C, A i C, A i B, redom.

Primenom Menelajeve teoreme na trouglove CA1B, CB1A, AC1B i kolinearne

taqke P −B1 − C1, C1 − A1 −Q, R−B1 − A1 dobijamo redom

−−→
CB1
−−−→
B1A1

−−−→
A1C1
−−→
C1B

−−→
BP
−→
PC

= −1,
−→
CQ
−→
QA

−−→
AC1
−−−→
C1B1

−−−→
B1A1
−−→
A1C

= −1,
−→
AR
−→
RB

−−→
BA1
−−−→
A1C1

−−−→
C1B1
−−→
B1A

= −1.

Mno�e�em ove tri jednakosti dobija se

−→
AR
−→
RB

−−→
BP
−→
PC

−→
CQ
−→
QA

−−→
CB1
−−−→
B1A1

−−→
AC1
−−→
C1B

−−→
BA1
−−→
A1C

= −1,

pa je za zavrxetak dokaza jox potrebno pokazati da je

−−→
CB1
−−→
B1A

−−→
AC1
−−→
C1B

−−→
BA1
−−→
A1C

= 1.

To �e po Qevinoj teoremi va�iti ako su AA1, BB1, CC1 konkurentne prave. �iho-

vu konkurentnost �emo pokazati metodom odre�iva�a centra mase. Posmatrajmo

slede�i sistem materijalnih taqaka {(A1, tg β tg γ), (B1, tgα tg γ), (C1, tgα tg β)},
gde su α, β, γ unutrax�i uglovi standardno oznaqenog trougla ABC. Kako je cen-

tar mase sistema {(B1, tgα tg γ), (C1, tgα tg β)} taqka A, to centar mase poqetnog

sistema pripada pravoj AA1. Analogno se pokazuje da centar mase pripada i pra-

vama BB1 i CC1, te su one konkurentne (videti sliku ispod).

Primetimo da korix�e�e uvedenog sistema materijalnih taqaka nije mogu�e

u sluqaju pravouglog trougla, ali je ovde taj deo dokaza zapravo trivijalan. Nai-

me, u pravouglom trouglu ABC, sa hipotenuzom AB centar opisane kru�nice je
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sredixte od AB, pa su tangente na ovu kru�nicu u taqkama A i B paralelne, tj.

seku se u beskonaqnoj taqki koja je kolinearna sa dve proizvo	ne u ovom modelu. �

Slika 15: Lema 1.34.

Primedba 1.35. Primetimo da je prethodna lema specijalan sluqaj poznate

Paskalove teoreme iz projektivne geometrije, prime�ene na trotemenik i krug.

Podsetimo, Paskalova teorema glasi: Ako je xestotemenik A1A2A3B1B2B3 upi-

san u ovalnu krivu, tada su taqke dobijene preseca�em pravih A1B2 sa A2B1,

A1B3 sa A3B1 i A2B3 sa A3B2 kolinearne.

Lema 1.36. (Simson)

Ako je M taqka sa opisane kru�nice trougla ABC razliqita od temena, do-

ka�i da podno�ja normala iz M na BC,CA,AB pripadaju jednoj pravoj (tzv.

Simsonova prava).

Dokaz: Ve� smo dokazali ovo tvr�e�e(i vixe od toga). Sada �emo dokaz izvesti

na drugi naqin, slu�e�i se Menelajevom teoremom.

Bez uma�e�a opxtosti, pretpostavimo da jeM taqka na kru�nom luku AB koji

ne sadr�i C. Ako oznaqimo podno�ja normala iz M na BC,CA,AB sa A1, B1, C1,

redom, po Menelajevoj teoremi je dovo	no dokazati

−−→
BA1
−−→
A1C

·
−−→
CB1
−−→
B1A

·
−−→
AC1
−−→
C1B

= −1.
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Slika 16: Simsonova prava

Uvedimo slede�e oznake: α1 = ^MBC1, β1 = ^MBC, γ1 = ^BCM . Primetimo da

je ^MCA = α1 i ^MAB = γ1 zbog jednakosti periferijskih uglova nad istim

kru�nim lukom, kao i da je ^MAC = 180◦ − β1 zbog tetivnosti qetvorougla

BCAM . Odavde je i ^B1AM = β1. Najpre, iz trouglova A1CM i A1BM je redom

A1C = ctg γ1A1M, A1B = ctg β1A1M,

pa je −−→
BA1
−−→
A1C

=
ctg β1
ctg γ1

,

ili drugim reqima A1 je centar mase sistema {(B, ctg γ1), (C, ctg β1)}. Da	e, iz
trouglova AMC1 i BMC1 je redom

AC1 = ctg γ1 MC1, BC1 = ctgα1 MC1,

pa je −−→
AC1
−−→
C1B

=
ctg γ1
ctgα1

,

tj. C1 centar mase sistema {(B, ctg γ1), (A, ctgα1)}. Najzad, iz trouglova B1CM i

B1AM je redom

B1C = ctgα1 MB1, B1A = ctg β1 MB1,

pa je −−→
CB1
−−→
B1A

= −ctgα1

ctg β1
,
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tj. B1 centar mase sistema {(A, ctgα1), (C,− ctg β1)}. Proizvod dobijena tri ko-

liqnika je zaista −1, qime dokazujemo tra�enu
kolinearnost podno�ja normala. �

Lema 1.37. (Gaus)

Ako se prave AB i CD seku u taqki E, a AD i BC seku u F (tj. qetvorougao

ABCD nije trapez), onda sredixta du�i AC,BD,EF pripadaju jednoj pravoj

(tzv.Gausova prava).

Dokaz: Kako su taqke E,D,C kolinearne i pripadaju pravama na kojima le�e

stranice trougla ABF , to po Menelaju va�i

−→
AE
−−→
EB
·
−−→
BC
−→
CF
·
−−→
FD
−−→
DA

= −1.

Tako�e, kako su taqke B,C, F kolinearne i pripadaju pravama na kojima le�e

stranice trougla EAD, to po Menelaju va�i

−→
AB
−−→
BE
·
−−→
EC
−−→
CD
·
−−→
DF
−→
FA

= −1.

Uvedimo oznake α =
−→
AE
−−→
EB

i β =
−−→
BC
−→
CF

i odredimo jox neke od gor�ih koliqnika.

Jasno je da je −−→
FD
−−→
DA

=
−1
αβ

,

−→
AB
−−→
BE

=

−−→
BE +

−→
EA

−−→
EB

= −(α + 1),

−−→
DF
−→
FA

=

−−→
FD

−−→
AD +

−−→
DF

=
1

αβ − 1
.

Posmatrajmo sistem materijalnih taqaka {(A, 1), (C, 1)} i odredimo �egov cen-
tar mase na dva naqina.

Najpre, trivijalno je centar mase sistema sredixte du�i AC. ♥
Na drugi naqin �emo do centra mase do�i tako xto masu pridru�enu taqki C

rasporedimo u B i F , a iz A u B,E,D, F . Naime, kako je β =
−−→
BC
−→
CF

, to taqkama B

i F dodelimo mase 1
1+β

i β
1+β

prenete iz C, tako da u C ne ostane nixta. Da	e,

masu 1 iz A najpre podelimo na a i 1 − a, gde je a neki broj koji �emo kasnije

adekvatno izabrati. Onda, kako je −(1+α) =
−→
AB
−−→
BE

, to taqkama B i E dodelimo mase

−αa i (α+1)a i kako je −1
αβ

=
−−→
FD
−−→
DA

, to taqkama D i F dodelimo mase (1−αβ)(1− a)
i αβ(1 − a), sve preneto iz A, tako da ni u A ne ostane nixta. Najzad, dobijamo
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{
(A, 0), (C, 0), (B, 1

1+β
−αa),

(
E, (α+1)a

)
,
(
D, (1−αβ)(1− a)

)
,
(
F, β

1+β
+αβ(1− a)

)}
sistem materijalnih taqaka. Sada izaberemo a tako da mase pridru�ene taqkama

E i F budu jednake. Nakon kra�eg raquna, dobijamo da je a = β
1+β

. Kada tu vrednost

za a uvrstimo u mase pridru�ene taqkama B i D, ispostavi�e se da su one jednake

i iznose 1−αβ
1+β

. Dakle, centar mase celog sistema pripada pravoj koja prolazi kroz

centre du�i EF i BD. ♣
Najzad, iz ♥ i ♣ izvodimo tvr�e�e. �

Slika 17: Gausova prava

Lema 1.38. (Papos)

Neka su taqke A1, A2, A3 i B1, B2, B3 sa pravih a i b, redom.

Tada se prave AiBj, i 6= j seku u kolinearnim taqkama.

Dokaz: Uvedimo oznake

C1 = A2B3 ∩ A3B2, C2 = A1B3 ∩ A3B1, C3 = A1B2 ∩ A2B1,

X = A3B1 ∩ A1B2, Y = A3B1 ∩ A2B3, Z = A1B2 ∩ A2B3.

Primenom Menelajeve teoreme na trougao XY Z i kolinearne C3 − C2 − C1, da

bismo doxli do tvr�e�a, dovo	no je pokazati da va�i

−−→
ZC3
−−→
C3X

·
−−→
XC2
−−→
C2Y

·
−−→
Y C1
−−→
C1Z

= −1.

Najpre �emo primeniti Menelaja na kolinerane trojke A1−C2−B3, B1−C3−A2,

A3 − C1 −B2 i trougao XY Z, tako�e. Odatle dobijamo redom:

−−→
XC2
−−→
C2Y

·
−−→
Y B3
−−→
B3Z

·
−−→
ZA1
−−→
A1X

= −1,
−−→
XB1
−−→
B1Y

·
−−→
Y A2
−−→
A2Z

·
−−→
ZC3
−−→
C3X

= −1,
−−→
XA3
−−→
A3Y

·
−−→
Y C1
−−→
C1Z

·
−−→
ZB2
−−→
B2X

= −1.
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Mno�e�em prethodne tri jednakosti dobijamo:

−−→
XC2
−−→
C2Y

·
−−→
Y B3
−−→
B3Z

·
−−→
ZA1
−−→
A1X

·
−−→
XB1
−−→
B1Y

·
−−→
Y A2
−−→
A2Z

·
−−→
ZC3
−−→
C3X

·
−−→
XA3
−−→
A3Y

·
−−→
Y C1
−−→
C1Z

·
−−→
ZB2
−−→
B2X

= −1. ♥

Kako, tako�e na osnovu Menelajeve teoreme prime�ene na trougao XY Z i

kolinearne A1 − A2 − A3 i B1 −B2 −B3 va�i

−−→
XA1
−−→
A1Z

·
−−→
ZA2
−−→
A2Y

·
−−→
Y A3
−−→
A3X

= −1,
−−→
XB1
−−→
B1Y

·
−−→
Y B3
−−→
B3Z

·
−−→
ZB2
−−→
B2X

= −1,

onda iz ♥ dobijamo −−→
ZC3
−−→
C3X

·
−−→
XC2
−−→
C2Y

·
−−→
Y C1
−−→
C1Z

= −1

xto je i trebalo pokazati. �

Slika 18: Paposova teorema

Lema 1.39. (Dezarg)

Ako temena trougla pripadaju pravama jednog snopa, tada se �ihove stranice

seku u kolinearnim taqkama. Tj. ako su ABC i A1B1C1 trouglovi takvi da su

AA1, BB1, CC1 prave jednog snopa, onda su taqke BC ∩B1C1 = {X}, AC ∩A1C1 =

{Y } i AB ∩ A1B1 = {Z} kolinearne.

Dokaz: Primenom Menelajeve teoreme na trougao ABC, da bismo doxli do tvr�-

e�a, dovo	no je pokazati da va�i

−→
AZ
−→
ZB
·
−−→
BX
−−→
XC
·
−−→
CY
−→
Y A

= −1.
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Primenom Menelaja na kolinerane trojke Z −B1 − A1, X −B1 − C1, Y − A1 − C1

i trouglove OAB, OBC, OAC dobijamo redom:

−→
AZ
−→
ZB
·
−−→
BB1
−−→
B1O

·
−−→
OA1
−−→
A1A

= −1,
−−→
BX
−−→
XC
·
−−→
CC1
−−→
C1O

·
−−→
OB1
−−→
B1B

= −1,
−−→
CY
−→
Y A
·
−−→
AA1
−−→
A1O

·
−−→
OC1
−−→
C1C

= −1.

Mno�e�em prethodne tri jednakosti i kra�e�em dobijamo bax ono xto smo �ele-

li. �

Slika 19: Dezargova teorema

Najzad, ilustrujmo neke primene Qevine teoreme.

Primer 1.40. Doka�i da su slede�e du�i u trouglu konkurentne:

1. te�ixne du�i;

2. visine;

3. simetrale uglova;

4. du�i koje spajaju teme sa taqkom dodira naspramne stranice i upisanog

kruga;
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5. du�i koje spajaju teme sa taqkom dodira naspramne stranice i spo	a pri-

pisanog kruga;

Primetimo da smo prethodno tvr�e�e ve� pokazali, ali sada �emo dokaz izve-

sti koriste�i se Qevinom teoremom. Uvedimo oznake

k =

−→
AR
−→
RB

, l =

−−→
BP
−→
PC

, m =

−→
CQ
−→
QA

,

gde su P,Q,R taqke koje �emo za svaki primer posebno definisati. Dakle, ci	 je

dobiti klm = 1.

1. U sluqaju te�ixnih linija, va�i k = l = m = 1 jer su P,Q,R sredixta

stranica, pa je uslov zadovo	en.

2. Kod visina, sa P,Q,R oznaqimo podno�ja visina iz temena A,B,C na na-

spramne stranice redom. Tada je jasno da va�i

AR = b · cosα, RB = a · cos β, AQ = c · cosα,

QC = a · cos γ, CP = b · cos γ, PB = c · cos β.

Odavde se lako dobija da je klm = 1. Primetimo da su pomenuti koliqnici

dobro definisani sem u sluqaju pravouglog trougla, a kako sve �egove visine

sadr�e teme pravog ugla, to su one trivijalno konkurentne.

3. Najzad, sluqaj simetrala uglova �emo pokazati na dva naqina. Pre toga napo-

menimo da su ovde P,Q,R preseci simetrala uglova kod A,B,C sa naspram-

nim stranicama. Najpre, kako je

P4APC =
1

2
bAP sin

α

2
=

1

2
bCP sin γ, P4ABP =

1

2
cAP sin

α

2
=

1

2
cBP sin β,

to je

CP =
AP sin α

2

sin γ
, BP =

AP sin α
2

sin β
,

pa je

l =
sin γ

sin β
.

Analogno se dobija i

k =
sin β

sinα
, m =

sinα

sin γ
,

pa je klm = 1 xto smo i �eleli da poka�emo.
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Za drugi naqin dokaziva�a koristimo se osobinom simetrale ugla da su sve

�ene taqke na jednakoj uda	enosti od krakova ugla. Oznaqimo sa x rastoja�e

taqke P od stranica c i b. Kako je

sin γ =
x

CP
, sin β =

x

PB
,

to je

l =
sin γ

sin β
.

Analognim postupkom dobijamo i k i m, te da je klm = 1.

4. Oznaqimo dodirne taqke upisane kru�nice i stranica BC,AC,AB redom sa

P,Q,R. Zbog du�ina tangentnih du�i na upisanu kru�nicu koje smo ranije

raqunali dolazimo do slede�ih vrednosti za

k =
s− a
s− b

, l =
s− b
s− c

, m =
s− c
s− a

.

Odavde je jasno da je klm = 1.

5. Oznaqimo dodirne taqke pripisanih kru�nica i stranica BC,AC,AB re-

dom sa P,Q,R. Zbog du�ina tangentnih du�i na pripisane kru�nice koje

smo ranije raqunali dolazimo do slede�ih vrednosti za

k =
s− b
s− a

, l =
s− c
s− b

, m =
s− a
s− c

.

Odavde je jasno da je klm = 1. 4
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2 Lajbnicova funkcija

2.1 Osnovne definicije i svojstva

Razmatra�emo sistem od n taqaka A1, . . . , An ∈ Rk kojima su respektivno pri-

dru�eni brojevi α1, . . . , αn ∈ R, i nad �im definisati dve funkcije, jednu vek-

torsku, a drugu skalarnu.

Definicija 2.1. Lajbnicova vektorska funkcija je preslikava�e f : Rk → Rk

takvo da je

f(P ) = α1

−−→
PA1 + . . .+ αn

−−→
PAn

za α1, . . . , αn ∈ R, A1, . . . , An ∈ Rk.

Definicija 2.2. Lajbnicova skalarna funkcija je preslikava�e ψ : Rk → R
takvo da je

ψ(P ) = α1|PA1|2 + . . .+ αn|PAn|2

za α1, . . . , αn ∈ R, A1, . . . , An ∈ Rk.

Primedba 2.3. U prethodnoj definiciji je sa |PAi| oznaqena du�ina vektora
−−→
PAi. U nastavku �emo koristiti jednostavno PAi.

Teorema 2.4. (Lajbnic)

Neka su α1, . . . , αn ∈ R, A1, . . . , An ∈ Rk, f , ψ Lajbnicova vektorska i skalarna

funkcija, redom, P,Q ∈ Rk proizvo	ne taqke.

Tada:

1. f(P ) = f(Q) + (α1 + . . .+ αn)
−→
PQ;

2. ψ(P ) = ψ(Q) + 2
−→
PQ · f(Q) + (α1 + . . .+ αn)PQ

2;

3. ako je
∑n

i=1 αi = 0, onda je f konstantna funkcija, a ako je
∑n

i=1 αi 6= 0, onda

je f bijekcija;

4. ako je
∑n

i=1 αi 6= 0 i C je centar mase {(Ai, αi)|i = 1, n, Ai ∈ Rk, αi ∈ R}
sistema materijalnih taqaka, onda je ψ(P ) = ψ(C) + (α1 + . . .+ αn)PC

2 i

f(X) = 0⇔ X ≡ C.

Dokaz:

1.

f(P ) = α1
−−→
PA1 + . . .+ αn

−−→
PAn

= α1(
−→
PQ+

−−→
QA1) + . . .+ αn(

−→
PQ+

−−→
QAn)

= α1

−−→
QA1 + . . .+ αn

−−→
QAn +

−→
PQ(α1 + . . .+ αn)

= f(Q) + (α1 + . . .+ αn)
−→
PQ;
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2.

ψ(P ) = α1PA
2
1 + . . .+ αnPA

2
n

= α1(
−→
PQ+

−−→
QA1)

2 + . . .+ αn(
−→
PQ+

−−→
QAn)

2

= α1(PQ
2 + 2

−→
PQ ·

−−→
QA1 +QA2

1) + . . .+ αn(PQ
2 + 2

−→
PQ ·

−−→
QAn +QA2

n)

= PQ2(α1 + . . .+ αn) + 2
−→
PQ · (α1

−−→
QA1 + . . .+ αn

−−→
QAn) + α1QA

2
1 + . . .+ αnQA

2
n

= ψ(Q) + 2
−→
PQ · f(Q) + (α1 + . . .+ αn)PQ

2;

3. neka su P,Q ∈ Rk proizvo	ne taqke. Ako je
∑n

i=1 αi = 0, onda iz 1. dobijamo

f(P ) = f(Q). Odatle je jasno da je f konstantna funkcija. Ako je
∑n

i=1 αi 6= 0,

onda, s jedne strane, kako je

f(X) = α1

−−→
XA1 + . . .+ αn

−−→
XAn = −→x ,

to za svaku taqku X ∈ Rk postoji jedinstveni vektor −→x tako da je f(X) = −→x .
S druge strane, iz 1. je

f(X) = f(O) + (α1 + . . .+ αn)
−−→
XO = −→x ,

−−→
OX =

f(O)−−→x
α1 + . . .+ αn

za proizvo	nu taqku O. Odavde zak	uqujemo da je svaki vektor −→x ∈ Rk

slika samo jedne taqke X ∈ Rk. Iz svega pomenutog je jasno da je funkcija f

bijekcija;

4. kako je za
∑n

i=1 αi 6= 0, f bijekcija, to postoji jedinstvena taqka C ∈ Rk takva

da je f(C) =
−→
0 , tj.

α1

−−→
CA1 + . . .+ αn

−−→
CAn =

−→
0 ,

xto je definicija centra mase sistema materijalnih taqaka {(Ai, αi)}ni=1, pa

je

f(X) = 0⇔ X ≡ C.

Da	e, ako u 2. umesto Q stavimo centar mase C i iskoristimo prethodno

dokazano, dobijamo

ψ(P ) = ψ(C) + 2
−→
PC · f(C) + (α1 + . . .+ αn)PC

2 = ψ(C) + (α1 + . . .+ αn)PC
2,

xto je trebalo dokazati. �

Primedba 2.5. U delu 2. Lajbnicove teoreme je sa · oznaqeno skalarno mno�e�e

vektora.
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Iz prethodne teoreme uoqavamo blisku vezu pojma centra mase i Lajbnicove

funkcije, odnosno mogu�nost upotrebe Lajbnicove funkcije pri dobija�u rezul-

tata koji govore o centru mase odgovaraju�eg sistema. U tome se krije razlog

prouqava�a Lajbnicove funkcije u ovom radu.

Sada �emo posmatrati tri kolinearne taqke i qetvrtu van prave koju one odre-

�uju, pa na�i vezu izme�u kvadrata rastoja�a qetvrte od prve tri taqke. Ovo

je tzv.Stjuartovo tvr�e�e i prirodno proizilazi iz Lajbnicove teoreme jer je

req o kvadratima rastoja�a koji figuruxu u definiciji Lajbnicove skalarne

funkcije.

Lema 2.6. (Stjuart)

Neka va�i raspored taqaka A−B −C i neka je AB = m, BC = n, P proizvo	na

taqka. Tada je nPA2 +mPC2 = (n+m)(PB2 + nm).

Dokaz: Kako je −→
AB
−−→
BC

=
m

n
,

tj.

n
−→
BA+m

−−→
BC =

−→
0 ,

to je B centar mase sistema {(A, n), (C,m)}.

Slika 20: Stjuartova lema

Sada, primenom dela 3. teoreme 2.4 na sistem {(A, n), (C,m), (B,−n−m)} mase 0,
zak	uqujemo da je Lajbnicova vektorska funkcija f ovog sistema konstantna. Da-

	e, iz

f(A) = n
−→
AA+m

−→
AC − (n+m)

−→
AB = −→e

(
0 +m(m+ n)− (n+m)m

)
=
−→
0
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je jasno da je f ≡ −→0 . Iz dela 2. teoreme 2.4 je

ψ(P ) = ψ(A) + 2
−→
PA · f(A) + (n+m− n−m)PA2 = ψ(A),

tj.

nPA2 +mPC2 − (n+m)PB2 = nAA2 +mAC2 − (n+m)AB2.

Odavde je

nPA2 +mPC2 = m(n+m)2 − (n+m)m2 + (n+m)PB2

= m(n+m)(m+ n−m) + (n+m)PB2

= (n+m)(mn+ PB2)

xto je trebalo dokazati. �

2.2 Primeri primene Lajbnicove funkcije

Primenu definisanih funkcija i �ihovih svojstava �emo ilustrovati kroz

primere.

Najpre �emo prona�i geometrijsko mesto taqaka za koje je linearna kombinaci-

ja kvadrata rastoja�a od n fiksiranih taqaka sa fiksiranim koeficijentima

konstantna.

Primer 2.7. Neka su α1, . . . , αn ∈ R takvi da je α1+ . . .+αn 6= 0, A1, . . . , An ∈ Rki

l ∈ R. Odredimo geometrijsko mesto taqaka P ∈ R2 takvih da je

α1PA
2
1 + . . .+ αnPA

2
n = l.

Neka je C centar mase sistema materijalnih taqaka {(Ai, αi)}ni=1. Iz dela 4.

teoreme 2.4 je

ψ(P ) = ψ(C) + (α1 + . . .+ αn)PC
2,

tj.

α1PA
2
1 + . . .+ αnPA

2
n = α1CA

2
1 + . . .+ αnCA

2
n + (α1 + . . .+ αn)PC

2.

Ovo mo�emo zapisati kao

l = d+ αPC2,

gde je α1CA
2
1 + . . .+ αnCA

2
n = d = const zbog jedinstvenosti centra mase, a

α = α1 + . . .+ αn. Najzad je

PC2 =
l − d
α

.

Odavde je tra�eno geometrijsko mesto:
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1. krug sa centrom C i polupreqnikom
√

l−d
α

ako je l−d
α
> 0;

2. taqka C ako je l−d
α

= 0;

3. ∅ ako je l−d
α
< 0. 4

U narednom primeru �emo na�i geometrijsko mesto taqaka za koje je zbir kva-

drata rastoja�a od fiksiranih taqaka konstantan, ali u sluqaju da jedna od tih

fiksiranih taqaka pripada tra�enom geometrijskom mestu.

Primer 2.8. U ravni su date taqke A1, . . . , An. Odredimo geometrijsko mesto

taqaka u ravni koje sadr�i taqku A1 i qiji je zbir kvadrata rastoja�a od datih

taqaka konstantan.

Taqka P ∈ R2 pripada geometrijskom mestu koje tra�imo ako je

PA2
1 + . . .+ PA2

n = l.

Analogno prethodnom primeru, dobijamo

PA2
1 + . . .+ PA2

n = CA2
1 + . . .+ CA2

n + nPC2,

xto se mo�e zapisati kao

l = d+ nPC2,

gde je CA2
1+ . . .+CA

2
n = d = const. Jasno je da je l > d, a kako je n > 0, zak	uqujemo

da je tra�eno geometrijsko mesto k(C,A1C) jer on sadr�i taqku A1. 4

Naredni primeri pokazuju neke poznate veze osnovnih elemenata trougla, koje

su neposredne posledice osobina Lajbnicove funkcije.

Primer 2.9. Neka su A1, B1, C1 redom sredixta stranica BC,CA,AB i

T te�ixte trougla ABC. Poka�imo da je tada:

1. AA2
1 =

1
4
(2AB2 + 2AC2 −BC2);

2. AA2
1 +BB2

1 + CC2
1 = 3

4
(AB2 +BC2 + CA2);

3. AT 2 +BT 2 + CT 2 = 1
3
(AB2 +BC2 + CA2).

Naime,
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1. Primenom leme 2.6 na taqke A,B,C,A1 i koriste�i da je A1 sredixte du�i

BC, dobijamo

BC · AA2
1 − A1B · AC2 − A1C · AB2 = −A1C · A1B ·BC

BC · AA2
1 = −

1

4
BC3 +

1

2
BC · AB2 +

1

2
BC · AC2

AA2
1 =

1

4
(2AB2 + 2AC2 −BC2);

2. na osnovu dela pod 1. je

AA2
1 =

1

4
(2AB2 + 2AC2 −BC2)

BB2
1 =

1

4
(2AB2 + 2BC2 − AC2)

CC2
1 =

1

4
(2AC2 + 2BC2 − AB2)

Sabira�em ovih jednakosti, dobijamo tra�eno tvr�e�e;

3. na osnovu dela pod 2. ovog primera i 1.13, dobijamo

AT 2 +BT 2 + CT 2 =
4

9
(AA2

1 +BB2
1 + CC2

1)

=
4

9
· 3
4
(AB2 +BC2 + AC2)

=
1

3
(AB2 +BC2 + AC2). 4

Primer 2.10. Neka su H,T,O,E redom ortocentar, te�ixte, centar opisa-

nog kruga i centar Ojlerovog kruga, a R polupreqnik opisane kru�nice trougla

ABC. Poka�imo da je tada:

1. OT 2 = R2 − 1
9
(AB2 +BC2 + CA2);

2. OH2 = 9R2 − (AB2 +BC2 + CA2);

3. AH2 +BH2 + CH2 = 3R2 +OH2;

4. AE2 +BE2 + CE2 = 3R2 − 1
4
OH2.

Naime,
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1. Primenom dela 4. teoreme 2.4 na te�ixte T i primera 2.9 dobijamo

ψ(O) = ψ(T ) + 3OT 2

OA2 +OB2 +OC2 = AT 2 +BT 2 + CT 2 + 3OT 2

OT 2 =
1

3

(
3R2 − (AT 2 +BT 2 + CT 2)

)
OT 2 = R2 − 1

9
(AB2 +BC2 + CA2);

2. primenom prethodno dokazanog, dobijamo

9R2 − (AB2 +BC2 + CA2) = 9 ·
(
R2 − 1

9
(AB2 +BC2 + CA2)

)
= 9OT 2.

Jox treba dokazati da je

OH2 = 9OT 2,

tj.

OH = 3OT.

To je jasno iz svojstva Ojlerove prave H −T −O i T deli HO u odnosu 2 : 1;

3. primenom dela 4. teoreme 2.4, primera 2.9, prethodno dokazanog i svojstva

Ojlerove prave da va�i

H − E − T −O, HT : TO = 2 : 1, HE = EO,

dobijamo slede�i niz jednakosti:

AH2 +BH2 + CH2 = ψ(H) = ψ(T ) + 3HT 2

= AT 2 +BT 2 + CT 2 + 3 · 4
9
OH2

=
1

3
(AB2 +BC2 + CA2) +

4

3
OH2

=
1

3
(9R2 −OH2) +

4

3
OH2

= 3R2 +OH2;

4. sliqno prethodnom delu, zak	uqujemo da je:

AE2 +BE2 + CE2 = ψ(E) = ψ(T ) + 3TE2

= AT 2 +BT 2 + CT 2 + 3 · 1
36
OH2

=
1

3
(9R2 −OH2) +

1

12
OH2

= 3R2 − 1

4
OH2. 4
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Naredni primeri ilustruju primenu Lajbnicove teoreme na trougao, qetvoro-

ugao i petougao.

Primer 2.11. Ako taqka P pripada opisanoj kru�nici oko jednakostarniqnog

trougla ABC, tada je AP 2 +BP 2 + CP 2 = 2AB2.

Slika 21: Jednakostraniqni trougao, opisana kru�nica i te�ixte

Primenom dela 4. teoreme 2.4 na sistem materijalnih taqaka {(A, 1), (B, 1), (C, 1)}
qiji je centar mase T , dobijamo

ψ(P ) = ψ(T ) + 3PT 2,

tj.

PA2 + PB2 + PC2 = AT 2 +BT 2 + CT 2 + 3PT 2

= 6R2 = 6(
AB
√
3

3
)2 = 2AB2. 4

Primer 2.12. Ako je P taqka iz ravni pravougaonika ABCD, tada je

PA2 + PC2 = PB2 + PD2.

Primenom dela 4. teoreme 2.4 na sisteme materijalnih taqaka {(A, 1), (C, 1)} i
{(B, 1), (D, 1)} qiji je centar mase u preseku dijagonala O, dobijamo redom

PA2 + PC2 = OA2 +OC2 + 2PO2,

PB2 + PD2 = OB2 +OD2 + 2PO2.
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Slika 22: Pravougaonik

Sabira�em ove dve jednakosti zaista dobijamo PA2 + PC2 = PB2 + PD2. 4

Primer 2.13. Ako je O taqka sa stranice BC trougla ABC takva da je
−−→
BO = 2

−→
OC, tada je AB2 + 2AC2 = 3AO2 + 6CO2.

Slika 23: Jedna taqka na stranici trougla

Iz
−−→
BO = 2

−→
OC je O centar mase sistema {(B, 1), (C, 2)}. Primenimo na taj

sistem 4. deo teoreme 2.4. Dobijamo

ψ(A) = ψ(O) + 3OA2,

tj.

AB2 + 2AC2 = OB2 + 2OC2 + 3OA2.

Najzad, iz

BO2 = 4OC2,
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dolazimo do AB2 + 2AC2 = 3AO2 + 6CO2. 4

Primer 2.14. Dat je trougao ABC. Ako su X, Y ∈ BC takve da va�i raspored

taqaka B−X−Y −C i BX = XY = Y C, onda je AB2+AC2 = AX2+AY 2+4XY 2.

Slika 24: Dve taqke na stranici trougla

Kako je X sredixte du�i BY , iz 4. dela teoreme 2.4, dobijamo

AB2 + AY 2 = XB2 +XY 2 + 2AX2,

tj.

AB2 + AY 2 = 2XY 2 + 2AX2. ♥

S druge strane, kako je Y sredixte du�i XC, na isti naqin je

AX2 + AC2 = Y X2 + Y C2 + 2AY 2,

tj.

AX2 + AC2 = 2XY 2 + 2AY 2. ♣

Sabira�em jednakosti ♥ i ♣ dobijamo tra�enu jednakost. 4

Primer 2.15. Ako je O centar pravilnog petougla ABCDE, tada je

AB2 + AC2 = 5OA2.

Taqka O je te�ixte pravilnog petougla, pa je iz 4. dela teoreme 2.4 jasno

ψ(D) = ψ(O) + 5OD2,
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Slika 25: Pravilan petougao

tj.

DA2 +DB2 +DC2 +DD2 +DE2 = OA2 +OB2 +OC2 +OD2 +OE2 + 5OD2.

Du�ine svih stranica pravilnog petougla iz ove jednakosti oznaqimo sa AB,

dijagonala sa AC, a polupreqnika upisane kru�nice sa OA. Dobi�emo

2AC2 + 2AB2 = 10OA2,

xto je nakon kra�e�a sa 2 tra�ena jednakost. 4

Primer 2.16. Ako su P,Q redom sredixta dijagonala AC,BD ravanskog

qetvorougla ABCD, tada je AB2 +BC2 + CD2 +DA2 = AC2 +BD2 + 4PQ2.

Najpre, taqka P je sredixte du�i AC, pa je iz 4. dela teoreme 2.4

DA2 +DC2 = PA2 + PC2 + 2DP 2, BA2 +BC2 = PA2 + PC2 + 2BP 2.

Sabira�em ove dve jednakosti, a na osnovu

PA2 + PC2 =
1

2
AC2

dobijamo

AD2 +DC2 +BA2 +BC2 = AC2 + 2(DP 2 +BP 2). ♥
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Sliqno, taqka Q je sredixte du�i DB, pa je

PD2 + PB2 = QD2 +QB2 + 2PQ2,

tj.

PD2 + PB2 =
1

2
BD2 + 2PQ2,

xto nakon mno�e�a sa 2 daje

2PD2 + 2PB2 = BD2 + 4PQ2. ♣

Najzad, sabira�em ♥ i ♣, dobijamo

AD2 +DC2 +BA2 +BC2 = AC2 +BD2 + 4PQ2,

xto je trebalo dokazati. 4

Slika 26: Ravanski qetvorougao

U slede�em primeru �emo pokazati da je taqka za koju je zbir kvadrata rasto-

ja�a od fiksiranih n taqaka zapravo te�ixte sistema koji qine te taqke.

Primer 2.17. Date su taqke A1, . . . , An. Odredimo taqku X takvu da

XA2
1 + . . .+XA2

n bude minimalan.
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Primenom dela 4. teoreme 2.4 na sistem materijalnih taqaka {(Ai, 1)}ni=1 qiji

je centar mase C, dobijamo

ψ(X) = ψ(C) + nXC2,

gde je X proizvo	na taqka. Kako je

nXC2 > 0,

to je

ψ(X) > ψ(C),

pa je jasno da funkcija ψ dosti�e minimum u taqki C. 4

Navedimo kroz naredni primer potvrdu za jox jedan od mogu�ih smerova uopx-

tava�a metode centara masa. U pita�u je analogon prethodnog primera u Hilber-

tovom prostoru (normiran prostor sa normom indukovanom skalarnim proizvo-

dom). Ispostav	a se da se aparat iz Lajbnicove teoreme koji povezuje centar mase

i Lajbnicovu funkciju, korix�en u prethodnom dokazu, na idejnom nivou prenosi

i u ovo beskonaqno dimenziono okru�e�e.

Primer 2.18. Neka je H Hilbertov prostor, ‖ · ‖ norma indukovana skalarnim
proizvodom u tom prostoru, n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ H takvi da je x1 + . . . + xn = 0

i ‖x1‖2 + . . .+ ‖xn‖2 = 1. Odredi minx∈H

∑n
k=1 ‖x− xk‖2.

min
x∈H

n∑
k=1

‖x− xk‖2 = min
x∈H

(‖x− x1‖2 + . . .+ ‖x− xn‖2) =

= min
x∈H

(〈x− x1, x− x1〉+ . . .+ 〈x− xn, x− xn〉) =

= min
x∈H

(‖x‖2 − 〈x1, x〉 − 〈x, x1〉+ ‖x1‖2 + . . .+ ‖x‖2 − 〈xn, x〉 − 〈x, xn〉+ ‖xn‖2) =

= min
x∈H

(n‖x‖2 − 〈x1 + . . .+ xn, x〉 − 〈x, x1 + . . .+ xn〉+ ‖x1‖2 + . . .+ ‖xn‖2) =

= min
x∈H

(n‖x‖2 + ‖x1‖2 + . . .+ ‖xn‖2) = min
x∈H

(n‖x‖2 + 1) = 1. 4

Primer 2.19. (Jednakost paralelograma)

U paralelogramu ABCD va�i jednakost AC2 +BD2 = 2AB2 + 2BC2.
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Slika 27: Jednakost paralelograma

Primenom dela 4. teoreme 2.4 na sistem materijalnih taqaka {(A, 1), (B, 1), (C, 1), (D, 1)}
qiji je centar mase presek dijagonala O, dobijamo

ψ(D) = ψ(O) + 4DO2,

tj.

DA2 +DB2 +DC2 +DD2 = OA2 +OB2 +OC2 +OD2 + 4DO2.

Odavde iz osobine polov	e�a dijagonala paralelograma, dobijamo

BC2 +DB2 + AB2 =
1

2
AC2 +

1

2
BD2 + 4 · 1

4
DB2,

tj.

AC2 +BD2 = 2AB2 + 2BC2. 4

I najzad, analogon ovog primera u H je poznato pravilo paralelograma koje

va�i za svaku kvadratnu formu. Qak je i naqin dokaziva�a potpuno isti, sa-

mo sa aparatom prostora u kome radimo. Zapravo, to je isto tvr�e�e, ali radi

preglednosti ih navodimo zasebno.

Primer 2.20. (Pravilo paralelograma u Hilbertovom prostoru)

Neka je H Hilbertov prostor, ‖ · ‖ norma indukovana skalarnim proizvodom u

tom prostoru i f, g ∈H . Onda va�i ‖f + g‖2 + ‖f − g‖2 = 2‖f‖2 + 2‖g‖2.

Po definiciji norme ‖f‖ :=
√
〈f, f〉, gde je 〈. , .〉 skalarni proizvod, a f ∈ X,

gde je X vektorski prostor i na osnovu osobina skalarnog proizvoda, dobijamo

slede�i niz jednakosti:

‖f + g‖2 + ‖f − g‖2 = 〈f + g, f + g〉+ 〈f − g, f − g〉 =

= 〈f, f〉+ 〈f, g〉+ 〈g, f〉+ 〈g, g〉+ 〈f, f〉 − 〈f, g〉 − 〈g, f〉+ 〈g, g〉 =

= 2〈f, f〉+ 2〈g, g〉 = 2‖f‖2 + 2‖g‖2. 4
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3 Centri masa u kontinualnoj situaciji

Setimo se da smo na samom poqetku rada kroz jednu primedbu, izveli izraz

−→
OC =

∑n
i=1mi

−−→
OAi∑n

i=1mi

koji jedinstveno odre�uje centar mase sistema od n taqaka.

Ako uvedemo oznake −→rc , −→ri za vektore polo�aja centra mase C i taqaka Ai,

redom, ovaj izraz �e dobiti oblik

−→rc =
∑n

i=1mi
−→ri∑n

i=1mi

.

Odavde je jasno da su koordinate centra mase C(xc, yc, zc) odre�ene sa:

xc =

∑n
i=1mixi∑n
i=1mi

, yc =

∑n
i=1miyi∑n
i=1mi

, zc =

∑n
i=1mizi∑n
i=1mi

.

Sada �emo posmatrati tela koja su homogena(konstantne gustine), kruta(qestice

tela su na konstantnom rastoja�u) i nalaze se u homogenom gravitacionom

po	u(gravitaciono ubrza�e je konstantno).

Zamislimo da je telo pode	eno na elementarne mase dm. Time prelazimo sa

sume na integral i dobijamo slede�e izraze za vektor polo�aja centra mase i

�egove koordinate:

−→rc =
∫
m
−→r dm∫
m
dm

, xc =

∫
m
xdm∫

m
dm

, yc =

∫
m
ydm∫

m
dm

, zc =

∫
m
zdm∫

m
dm

.

Kako su masa i zapremina (tako�e, masa i povrxina, kao i masa i du�ina)

direktno proporcionalne veliqine povezane konstantnom gustinom, to �emo inte-

gra	e�e u prethodnim izrazima vrxiti po jedinici zapremine (tj. povrxine, kao

i du�ine). Tako dolazimo do narednih zak	uqaka.

3.1 Te�ixte homogene linije, povrxine i zapremine

Te�ixte homogene linije

Neka je u prostoru data homogena linija du�ine l. Koordinate te�ixta te linije

se nalaze na slede�i naqin:

xc =

∫
l
xdl

l
, yc =

∫
l
ydl

l
, zc =

∫
l
zdl

l
,
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gde je l =
∫
l
dl.

Te�ixte homogene povrxine

Neka je u ravni data homogena figura povrxine P . Bez uma�e�a opxtosti, sma-

tra�emo da je figura u xy ravni. Koordinate te�ixta te figure se nalaze na

slede�i naqin:

xc =

∫∫
P
xdydx

P
, yc =

∫∫
P
ydydx

P
, zc = 0,

gde je P =
∫∫

P
dydx.

Te�ixte homogene zapremine

Neka je u prostoru dato homogeno telo zapremine V . Koordinate te�ixta tog tela

se nalaze na slede�i naqin:

xc =

∫∫∫
V
xdzdydx

V
, yc =

∫∫∫
V
ydzdydx

V
, zc =

∫∫∫
V
zdzdydx

V
,

gde je V =
∫∫∫

V
dzdydx.

3.2 Princip simetrije i Arhimedova teorema

Neka je T te�ixte homogenog tela. Ako je telo ravanski, osno ili centralno

simetriqno, postupak pronala�e�a te�ixta se pojednostav	uje.

Naime, va�e slede�a pravila:

1. Ako telo ima ravan simetrije α, onda T ∈ α;

2. Ako telo ima osu simetrije a, onda T ∈ a;

3. Ako telo ima centar simetrije C, onda je T ≡ C.

Primer 3.1. Na slici ispod dati su primeri nekih linija qija te�ixta nal-

azimo jednostavno u preseku osa simetrije, tj. uoqava�em �ihovog centra sime-

trije. To su du�, jednakostraniqna trougaona linija, granica kvadrata, granica

pravougaonika, pravilna xestougaona linija, kru�nica redom.

Slika 28: Simetriqne linije
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Primer 3.2. Na slici ispod dati su primeri nekih figura qija te�ixta

nalazimo jednostavno u preseku osa simetrije, tj. uoqava�em �ihovog centra

simetrije. To su jednakostraniqan trougao, kvadrat, pravougaonik, pravilan xe-

stougao, krug, redom.

Slika 29: Simetriqne figure

Primer 3.3. Na slici ispod dati su primeri nekih tela qija te�ixta nal-

azimo jednostavno u preseku ravni simetrije, tj. uoqava�em �ihovog centra

simetrije. To su Platonova tela (tetraedar, heksaedar/kocka, oktaedar, dode-

kaedar, ikosaedar, redom) i lopta.

Slika 30: Simetriqna tela

Teorema 3.4. (Arhimed) Ako se geometrijsko telo T sastoji iz dva disjunktna

tela T1 i T2, tj. T1 t T2 = T , onda su te�ixta C, C1, C2 poqetnog tela i dva

ma�a, redom kolinearne taqke.

Dokaz: Neka tela T , T1, T2 imaju zapremine V , V1, V2 i te�ixta C(xc, yc, zc),

C1(x1, y1, z1), C2(x2, y2, z2), respektivno. Jasno je da je V = V1 + V2. Kako je

xc =

∫
V
xdV

V
, x1 =

∫
V1
xdV

V1
, x2 =

∫
V2
xdV

V2
,

to je na osnovu V = V1 + V2

V · xc =
∫
V

xdV =

∫
V1+V2

xdV =

∫
V1

xdV +

∫
V2

xdV = V1x1 + V2x2,

tj.

(V1 + V2) · xc = V1x1 + V2x2.
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Ponav	a�em analognog postupka za y i z koordinatu, dobijamo

xc =
V1x1 + V2x2
V1 + V2

, yc =
V1y1 + V2y2
V1 + V2

, zc =
V1z1 + V2z2
V1 + V2

.

Dakle, taqka C je konveksna kombinacija taqaka C1 i C2, pa su ove tri taqke za-

ista kolinearne i va�i C1C : CC2 = V2 : V1. �

Pokazali smo sluqaj tela u prostoru. Primetimo da bi se teorema analogno

dokazala i u sluqaju ravanske figure. Upravo taj sluqaj �emo koristiti u slede-

�em primeru.

Primer 3.5. (Odre�iva�e te�ixta L-figure) Korix�e�em Arhimedove

teoreme, odredi�emo te�ixte figure sa slike (1), ispod.

Slika 31: Te�ixte L-figure

Najpre, podelimo datu L-figuru na pravougaonike sa te�ixtima A i B koji

se nalaze u preseku �ihovih dijagonala, kao na slici (2). Te�ixte O L-figure

pripada du�i AB. Zatim izvrximo drugaqiju podelu, kao na slici (3). Sliqno, O

pripada du�i CD, gde su C i D preseci dijagonala pravougaonika iz ove podele.

Odavde je jasno da je O u preseku pomenutih du�i, tj. {O} = AB ∩ CD. 4

Primer 3.6. Odrediti te�ixte crvene figure sa slike ispod.

Slika 32
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Prikaza�emo dva rexe�a.

Najpre, koriste�i se prethodnim primerom. Datu figuru mo�emo na vixe naqina

podeliti na dve L-figure. Dve mogu�e podele su prikazane na slici ispod.

Slika 33

Opet korix�e�em Arhimedove teoreme zak	uqujemo da te�ixte O ove figure

pripada du�ima AB i CD, gde su A,B,C,D redom te�ixta L-figura 1, 2, 3, 4

(videti sliku ispod). 4

Slika 34

Te�ixte se mo�e na�i i direktnom primenom Arhimedove teoreme. Naime,

neka su T1 i T2, P1 i P2, O1 i O2 redom ve�i i ma�i pravougaonik, te �ihove

povrxine i te�ixta, redom. Da	e, neka je T = T1 \T2 data figura i neka je �ena
povrxina P i �eno te�ixte O. Jasno je da je T1 = T t T2 i P1 = P + P2. Po

Arhimedovoj teoremi je

xO1 =
P · xO + P2 · xO2

P + P2

, yO1 =
P · yO + P2 · yO2

P + P2

.

Odavde je

xO =
P1 · xO1 − P2 · xO2

P
, yO =

P1 · yO1 − P2 · yO2

P
.

Dakle, odredimo te�ixte ve�eg pravougaonika i dodelimo mu pozitivnu masu,

zatim odredimo te�ixte ma�eg pravougaonika i dodelimo mu negativnu masu.

Onda se odredimo te�ixte za te dve dobijene taqke.
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3.3 Primeri odre�iva�a te�ixta

Primer 3.7. Odredi koordinate te�ixta homogene du�i.

Bez uma�e�a opxtosti, posmatra�emo du� OA, gde je O(0, 0) i A(x1, 0).

Jasno je da je yc = 0. Da	e, kako je l =
∫
l
dl =

x1∫
0

dl = x1, a
∫
l
xdl =

x1∫
0

tdt = x12

2
,

to je xc =
x1

2

2

x1
= x1

2
. Dakle, C je bax sredixte du�i OA, tj.C(x1

2
, 0). 4

Primer 3.8. Odredi koordinate te�ixta homogenog trougla.

Bez uma�e�a opxtosti, posmatrajmo trougaoOAB gde jeO(0, 0), A(x1, 0), B(x2, y2).

Najpre, povrxina trougla OAB je

P =
OA · hOA

2
=
x1 · y2

2
.

Zatim, da bismo izraqunanali potrebne integrale, treba na�i jednaqine pravih

OB i AB. Na osnovu formule za jednaqinu prave kroz dve taqke, dobijamo

(OA) : y − y2 =
0− y2
0− x2

(x− x2), (AB) : y − y2 =
0− y2
x1 − x2

(x− x2),

tj.

(OA) : x =
x2
y2
y, (AB) : x =

x2 − x1
y2

y + x1.

Da	e,

∫
P

xdP =

∫∫
P

xdxdy =

y2∫
0

x2−x1
y2

y+x1∫
x2
y2
y

xdxdy

=
1

2

y2∫
0

[(
x2 − x1
y2

y + x1)
2 − (

x2
y2
y)2]dy

=
1

2

y2∫
0

[y2 · (−2x1x2
y22

+
x1

2

y22
) + y · 2x2 − x1

y2
x1 + x1

2]dy

=
1

2
[
y2

3

3
· x1(x1 − 2x2)

y22
+
y2

2

2
· 2x1(x2 − x1)

y2
+ x1

2y2]

=
1

6
(y2x1

2 + y2x1x2) =
x1y2(x1 + x2)

6
,
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∫
P

ydP =

∫∫
P

xdxdy =

y2∫
0

x2−x1
y2

y+x1∫
x2
y2
y

ydxdy

=

y2∫
0

y(
x2
y2
y − x1

y2
y + x1 −

x2
y2
y)dy

=

y2∫
0

(−x1
y2
y2 + x1y)dy

= −x1
y2
· y2

3

3
+
x1y2

2

2
=
x1y2

2

6
.

Najzad, dobijamo koordinate te�ixta

xc =
x1y2(x1 + x2)

6
· 2

x1y2
=
x1 + x2

3
, yc =

x1y2
2

6
· 2

x1y2
=
y2
3
. 4

Primer 3.9. Odredi koordinate te�ixta homogene kupe.

Bez uma�e�a opxtosti, posmatrajmo kupu qiji je centar osnove u koordinatnom

poqetku, a osnova le�i u xz ravni. Kako je y osa zapravo osa simetrije ove kupe, to

te�ixte kupe pripada bax �oj. Dakle, xc = zc = 0. Neka je R polupreqnik osnove,

a h visina kupe. Ako preseqemo kupu sa ravni paralelnom osnovi na visini y po

krugu polupreqnika r, iz sliqnosti odgovaraju�ih trouglova, dobijamo r
R
= h−y

h
,

tj. r = R
h
(h− y). Da	e,

dV = r2πdy =
(R
h
(h− y)

)2
πdy =

πR2

h2
(h2 − 2hy + y2)dy = πR2(1− 2

h
y +

1

h2
y2)dy,

pa je

V =

∫
V

dV =

h∫
0

πR2(1− 2

h
y +

1

h2
y2)dy = πR2(h− 2

h

h2

2
+

1

h2
h3

3
) =

πR2h

3
,

∫
V

ydV =

h∫
0

πR2(y − 2

h
y2 +

1

h2
y3)dy = πR2(

h2

2
− 2

h

h3

3
+

1

h2
h4

4
) =

πR2h2

12
,

i najzad

yc =
πR2h2

12
· 3

πR2h
=
h

4
,

pa je C(0, h
4
, 0). 4



Zak	uqak

Ideje centra mase se prirodno pojav	uju i u drugim oblastima matematike,

pogotovo pri radu sa konveksnim figurama.

Me�u najpoznatijim sa kojima se studenti sre�u u toku xkolova�a, pomenimo

aritmetiqke ili Qezarove sredine (Teplicova, Koxijeva, Xtolcova teorema). Ta-

ko�e, metod sumira�a aritmetiqkim sredinama prime�uje se i u teoriji Furijeo-

vih trigonometrijskih redova gde se n-to Fejerovo jezgro mo�e videti kao centar

mase sistema sastav	enog od prvih n Dirihleovih jezgara. Naravno, kasnije se vi-

�aju brojna uopxte�a ovih rezultata recimo, prilikom rada sa aproksimativnim

jedinicama.

Xto se tiqe nastave matematike, utisak je da ova tema nije dovo	no obra�ena

u sred�oxkolskoj literaturi. Na primer, ve�i deo rezultata prve glave se obiqno

dokazuje elementarnom geometrijom, bez prikaziva�a uqenicima drugih metoda,

a qesto nastavnici ka��avaju bilo kakav analitiqki pristup. Kod rezultata

drugog dela se obiqno forsira pristup rada sa klasiqnom analitiqkom geome-

trijom, dok se, na primer, prilikom primena Stjuartove teoreme obiqno forsira

rexava�e kosinusnom teoremom, bez i pomi�a�a pristupa koji je prikazan u ovom

radu. Prilikom rada sa uqenicima vid	ivo je da qesto lakxe prihvataju veze ko-

je se dobiju, naroqito u vektorskoj algebri, ako im se prika�e i ovakav pristup.

Na starijim godinama sred�e xkole, prilikom obrade delova linearne algebre,

ve�ina nastavnika se vixe vremena zadr�ava na rexava�ima sistema, pa za ovu

tematiku ne ostane vremena, a na qasovima fizike je uobiqajno da se neke formu-

le, koje nam se qini da se ovom metodom mogu predstaviti uqenicima kao logiqne,

izlo�e kao aksiome (qesto se i po u
benicima fizike vi�a tvr�e�e o te�ixtu

neke figure bez dokaza ili ikakvog obrazlo�e�a).

Ideje koje nam centri masa nude, pretvaraju suvoparno dokaziva�e geometri-

jskih tvr�e�a i zadataka u neki oblik igre. Ovaj pristup deluje dosta flek-

sibilnije i prijemqivije qitaocu, pa se stiqe utisak da bi i na decu delovao

motiviraju�e. Nadamo se da �e ovaj materijal bar malo popraviti sadax�e sta�e

u nastavi matematike i zainteresovati nastavnike entuzijaste i uqenike da iz-

laskom iz usta	enih tokova, osve�e svoje zna�e i poqnu posmatrati geometrijske

probleme i iz druge perspektive.
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