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IIpearosop

Tema oBor pajia je jiecdbunncame xpoMmarcke QyHKIHje rpada 1 n3ydaBarbe mHe-
HUX Haj3HAYAJHUjUX KAPAKTEPUCTUKA. XPOMATCKa (DYHKIHja HAM Jaje MOryhHOCT
J1a rpadoBe, KOju Cy 10 CBOjOj MPUPO/ I KOMOMHATOPHU OOjeKTH, ajaredpusyjeMo u
IpoydaBaMoO FbUXOBa CBOjCTBa Kopuctehu Teopujy cumerpudnnx dynmnuja. OBa
dyukimja je npu myT yBegena 1995. roaune y pagay Puuapaa Crennuja Kao yo-
HIITEHe, OJHOCHO OECKOHAYHU aHAJONOH XPOMATCKOT MOJHHOMA. ¥ TOM pPajy Cy
[IOCTaBJ/bEHA JIBA TVIABHA IHUTAma KOja Beh 4eTBPT BeKa OKYNUPAjy MaKiby MaTe-
Mmatu4dapa. IIpBo je na jim xpomarcka yHKIHja pasnkyje Hem3oMopdHa cradia,
mTo je 1o caja nmorspheno camo 3a oxapehene dpamuauje cradbasa. Ipyro, 3Haqaj-
HUje, je MUTame TaKO3BaHe e-TMMO3UTUBHOCTUA XpoMaTcKe (pyHKIje rpada, Koje je
caapxkano y Crenmu-CreMOpuiioBoj xumnoresu. V1 oBo nurame je jorn yBeK OTBOpe-
HO, MaKO Cy JIO Ca/la JOKA3aH!U HEKHU CJAOUjU PE3yITATH.

Y yBoamHoj TyiaBu JiedUHUAINIIEMO TIOjMOBE KOjU he HaM OUTH HEOUXOJHU y Jia-
JbeM pajty. pyra riaBa ce baBu XpOMATCKUM MTOJIMHOMOM, OOjeKTOM KOjU je IPBU
myT yBeaeHn 1912. roaune y BupxodoBoM pajiy y nmu/by pelaBaimba IIpodeMa ue-
tupu 0oje. Hakon Tora, y Tpehoj riiaBu, yBOAMMO 10jaM CHUMETPUYHE XPOMAaTCKe
dyuaKIMje rpada U U3BOJIUMO HEeH pa3B0oj Y MOHOMHjaJIHO] U cTelneHoj oa3u. Kao
JIUPEKTHY TIOCJIEIUITy OBUX pa3Boja, J00MjaMO pe3y/iTare KOju Cy 3HAYajHU 3a
npBo CreHsnjeBo nmuTame. YeTBpTa U meTa rjaBa HaM J1ajy HEeKe OJl MHOTUX KOM-
OMHATOPHUX HMHTEpIIpeTaluja KoeduimjeHata xpoMarcke (GyHKIMje TPU pa3Bojy
y pa3jmyuTuM dazaMa IpocTopa cuMeTpudHux dynkiuja. Hakon Tora, medunu-
meMo MOAUMUKOBAHY XPOMATCKY (DYHKIIA]Y U HAJA3UMO HTPUPOIHY Be3y u3mebhy
e U KjJacudHe xpomarcke dpyuknuje. HarocieTky, ceama 1iiaBa je pe3epBucaHa
3a HEKe O] pe3y/iTaTa KOju Cy JOKa3aHW y IHUJby pelnaBama Japyror CreHanjeBor

IInTaiba.
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I'maBa 1

YBOI

VY yBogHOM Jiesty hemo jatu jgeduHUIje OCHOBHUX II0jMOBa KOje U3ydaBaMoO U

KOPUCTUMO Yy JdaJb€M Day.

1.1 IIapTrunuje

Hedununmja 1.1. Haprumuja A = (A1, A9, ...) je cBaku HU3 (KOHAYAH, WU OeC-
KOHAYAH) HEHETaTHBHUX IEJINX OPOjeBa TAKBUX Jia je A\ > Ag > -+, KOJU CaJIPKA
caMO KOHAYHO MHOTO HeHyJa ejemeHaTa. l[lonmcToBehyjemMo cBake jBe mapTHIlyje

KoOje ce pa3jIuKyjy caMo y HH3y HyJia Ha KPajy.

HenmoBu napTunigje A cy meHU HEHYJIA eJIeMeHTU. Bpoj HeHyJia eJieMeHaTa map-
Turyje A je gayxkuna o A\, y ozHanu [(\). Beauuuny |A| = A; + Ay + -+ 30BeMO
TEYXKUHOM TIAPTHITH]E .

Ykosuko je |A\| = n, kaxkemo na je A\ maprunuja Opoja n u mmmemo A F mn.
Ckyn cBux naprunuja dpoja n o3HaYaBaMO ca P, KapJUHAJHOCT OBOI' CKYIIa Ca
p(n), a ckyn ceux naprunuja ca P. Cuernujanano, cKym Py ce CACTOjU O CaMoO jesiHe
napTuIyje, Kojy o3nadaBamo ca, 0.

[Maprunuje moxkemo 3amucuBatu Uy obauky A = (17272 ...4"...), rae je
r; = m;(\) Bpoj mesoBa o1 A KOju Cy jeTHAKHU i, BeJUUINHA KOjy HA3MBAMO MYJITH-
ILIAIIUTETOM O ¢V A.

Csakoj maprurju A = (A1, Ag, ..., Ag) MOXKEMO HPUPOJIHO MPUIPYKUTH HHEH
JjarpaM, OJIHOCHO Tadesy of d BpcTa Koja y ¢-Toj BpcTH, 3a 1 < ¢ < d, cajp:Ku
\; TIOJbA.

ITpumep: Ilocmarpajmo naprurnujy (5441) u ¥0j HPUIAPYKEH JHjarpam:
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Hujarpam maprunyje HaMm oMmoryhasa Jia Ha BPJIO IPUPOJIAH HAYUH JIeUHUIITE-
MO KOHjyraT MapTHIje - TO je HOBa mapruija A’ 9uju je amjarpam TPaHCIIOHAT
nujarpama A. JIpyrum pednma, aujarpam ox A Jod0ujaMo 3aMEHOM MecTa BpCTa U
KOJIOHa aujarpama naprunuje A. Ouurinemano, ' = A.

®opmasno, X' he durn maprunuja amjn je meo N, = [{j > 0| A; > i}|. Crenu-

jamuo, \] = [(\). U3 nperxoaHo HABEJIEHOT MMaMO
mi(A) = {7 2 01A; =i} = [{7 =2 0[A; =i} — {7 =2 O[A; Z i+ 1} = i — Ay

IIpumep: U3 qujarpama 3a mapruimjy (5441) jako BUAUMO Ja je 0]

KOHjyroBana naprurumja (43331).

Hedbunnnmja 1.2. 3a ase naprunuje A = (A, Ay, ...) u g = (u1, fo2, . ..) dpoja n
KaxkeMo Ja je A < p YKOJIMKO je 3a cBako i € N HCIymeHO A\ + Ay + -+ + \; <

J25 el V% e el VO

[Tpumernmo ja mpeTxoaHo JiebuHmcaHA pesaluja jecte ypeherbe, aan Jia TO
ypebheme He mopa outu ToTasHo. HajMmamu esremMeHT oBor ypehema je mapruruja
(1,1,...,1), a majsehu naprunmja (n). Jlako youaBamo ma cy Te JBe HMapTHUIHje
MelycoOHO KOHjyTOBaHe.

[TocmaTpajmo 3a TpeHyTaK BEKTOpE ca IeJI0OPOjHUM KOOpIMHATAMA:

a = (ay,as,...,a,) € Z". Cumerpuana rpymua S, JejcTByje Ha Z" mepMyTaIlldjoM
KOOp/IMHATA, & IPeceK OpouTe OUJIO KOI' ejJleMeHTa a4 € Z" 1pu OBOM JIejCTBY U

ckyma P, = {(by,ba,...,b,) | by > by > -+- > b,} je jenHownan (BeKTOp 100UjeH
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PEepacIoesioM KoopanHara y Hepactyhn mopegak). O3Haummo Taj eleMeHT ca
at.

Kao u majonpe, MmoxkeMo jgeduHucaT nopefak Ha CKyIry Z":
3a a,b € Z" kaxemo Ja je a < b akko je 3a cako i € {1,2,...,n} ucmnymeHo

a1+a2++al§b1—|—b2—|——|—bl

JIema 1.3. Heka je a € Z". Taga je a € P, akKo je 3a cBaKy mepMyTamujy o € S,

oa < a.

Jloxas. Heka je a = (ay,as,...,a,) € P,. Yronuko je (by, by, ...,b,) HeKa mepmy-
Tanuja HU3a @, Tajga je a; + as + -+ +a; > by + by + - -+ 4+ b; jep ce y npBoj cymu
1ojaBJbyje ¢ HajBeNUX KOOPIAUHATA OJI G.

ObparHo, HeKa je 3a CBaKy mepMmyTaIujy o € S, ucinymweno oa < a. Crernuja-

HO, IMaMO J1a je 3a Ipou3BOJbHO i € {1,2,...,n}
(Ch, sy Qi1 Qg1 Ay Qg2 - - - aan) < a.
OnmaBne je a; + -+ a;—1 + ajy1 < ay + -+ a;_1 + a;, OTHOCHO G;1+1 < G;. O]

1.2 CumerpuyHe pyHKIHUje

[Tocmarpajmo npered Z[xy, . . ., &,] TOIMHOMA Ca TEJI0OPOJHIM KOeDUIIUjeHTH-
Ma HaJl n npoMmeHsbuBux. CumerpudHa rpyna S, JiejCTByje Ha 0Baj IPCTEH MEPMY-

TaI_LI/Ij OM IIPOMEHJ/bUBUX.

Hedbuunumja 1.4. 3a nosmsom u3 Z[zy, . .., T,| KaXKeMo Ja je CAMeTPUIaH YKO-

JINKO je WHBapHUjaHTaH y OJIHOCY Ha JI€jCTBO TpyIe S,.

Jlako ce mpoBepaBa J1a CKyI CBUX CHMETPUYHUX IOJUHOMA U3 Z[T1,...,T,)
dopMEpa MOTHPCTEH MOJIA3HOT IPCTeHA, KOjU O3HaYaBaMo ca A,,.

HpI/IMeTI/IMO Ja, YKOJIUKO Ca AI;’; O3HA4YMMO CKYII CBUX CUMETPUYIHHUX IIOJITMHOMA

u3 Z[z, ..., T,| Koju cy crenena k, 3ajeJTHO ca HyJIa-IIOJMHOMOM, HMAMO:
_ k
A= DA
k>0

mro eMo y HACTaBKy HA3UBATH CBOJCTBOM I'DAJIyUCAHOCTH IIPCTEHA A,,.
Yrouuko je a = (o, ...,q,) € N, ozaaunmo ca z* moHOM Z{' - - 2%". AKO je
A duiio Koja nmapruimja JyKuHe He Behie 011 1, MOXKEMO II0CMATPATH CUMETPUIHK

IIOJIMHOM::
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ma(xy,...,T,) = Zx“,
«

rJie ce CyMallfja BPIIU [0 CBUM mepMmyTanujama o o A = (Aq, ..., A,). [llraBurre,
jacuo je na je my(x1,...,x,) 3a0paBoO y CKYILy AR

Jlako ce yodaBa u Jia CKyII IIOJIMHOMA M), KaJa A Ipohe CKyIIOM CBUX ITapTHU-
nuja mayxube He Behe ox n dopmupa jeany Z-6a3y ox A,, OJIHOCHO Ia ce CBaKu
CUMETPUYHHU ITOJIMHOM OBOT' IIPCTEHA MOXKE Ha jeIMHCTBEH HAYMH IIPEJICTAaBUTH KAO
7Z-nuHeapHa KOMOWHAIIN]a TTOJTUHOMA M)

[TocmaTpajMo IPECTUKABAILE Py, © L[T1, .. o Ty —> L[, . .., Ty], THE je M >
n 1eUHUCAHO TAKO JIa MAJbE L1, T, ..., Ty Y T1,T2, ..., T, PECIEKTUBHO, & OCTaJIe
x; y 0, Te mpommpeno ;10 xoMoMpdu3Ma mpcTeHa. Y KOJUKO PECTPUKYjEMO OBaKO
JebUHICAHO IIpec/IMKaBambe Ha A,,, 1001jaMo XoMoOMOpdu3aM KOju 00ejIerKaBaMo

Ha MCTU HAYMH:
Pt Ny — Ay

ITpumehyjemo ma py, pn, masbe my(xy, ..., Tm) y ma(xy, . .., T,) yroauko je [(A) <
n, ogHocHo y 0 ykosmko je [(A) > n (jep ce y cBAKOM MOHOMY TaKBOI' ITOJIMHOMA
I0jaBJbyje HeKa O IIPOMEH/BUBUX KOja Ca P, , uze y 0).

Pecrpuknujom xomoMopdusma py, , Ha A¥ nodujamo:
pr ot A, — AL

[Ipumerumo na ckynosu A¥ u A* mucy sarBopenn 3a mMHOXKeme, ma camum
TUM HuCy HU TpcTeHu. MeljyTum, onu cBakako jecy agutusHe rpyte u pF, . jecre

xoMoMopdusam oBux rpyma. Ipenusauje, pf  je xomomopduszanm opux Z-MoIyIa.

CraB 1.5. Xomomopduzam an,n neduHncaH 32 m > n u k > 0 je cypjeKTHBaH.

Ykonuko je u n > k, oBaj xomomopdu3aM je U UHjeKTUBAH.

Zoxas. Jla ducmo jokazaju MpBU JI€0 CTaBa, JIOBOJLHO jeé BUJETHU JIa jé XOMOMOD-
duzmom p’fn’n rorobher cBakm mosuHOM My (21, . .., x,) u3 AF. Mehyrmm, on jecre
CJIIKA TIOTTMHOMA M) (L1, .. .y Typ).

Kako je pf,  xoMomopdusaM Ipyia, JOBOJBHO je YBUJETH Ja Ce y ClIydajy Ja
jen > k, jeauHo HyJja IIOJMHOM U3 JIOMEHA CJIMKa Y HyJIa HOJUHOM u3 KojgoMena. C
003MpPOM Ha TO JIa CBAKK HEHYJIa CHUMETPUYHU IOJUHOM CTeleHa k Mopa caIpKaTu
MOHOM y KOM Ce€ OJI TPOMEH/bUBUX jaB/bajy caMo (MOXKIa He CBHU) T1,..., T, KOjU

pu xoMoMopbusMy pF - uMajy HeTpuUBHjaJHY CIIUKY, OBO jecTe MCIYHEHO. [
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Y nacrtaBky heMo KeJjleTu J1a rmocMaTpaMo OeckoHadHe (popMaJTHe cyMe, Te HaM

je morpedaH 1mojaM MHBEP3HOT JIMMECa MOJLyJIa:

Hedbunnnnmja 1.6. Heka je {4, },eny HU3 Z-Moayna u g, : Apyn — A, XOMOMOD-
dbuzam Z-momyna 3a ceako n € N. Ilap ({ A, }nen, {gn}nen) ce Ha3UBa MHBEpP3HU

cucteM. VIHBep3HM JTuMeC OBOI' cucTeMa, ce JeUHUIIE KAO:

lgnAn = {(xn)nEN € H An | gn(xn-i-l) = xn;vn € N}

neN

Cama MoKeMO J1e(DUHUCATH:

AF = lim A®

«—

y onHocy Ha xomomopdusme pf ¢ enement ckyma AF je Hus f = (fn)nen, roe je

CBaKM fn XOMOI'€tH CUMETPpUYHHU IIOJIMHOM CTeEIleHa kcan IIPOMEH/bUBUX U TIe je

p’fLH’n(an) = fn. Apyrum peunma, f,(z1,...,2,) = foi1(z1,...,2T,,0) 3a cBako
n € N. OgmaBme ako BUAMMO J@ BaXKU W ONIITHjU pe3ynarar: fn(Ti,...,2,) =
fm(x1, ... 20,0, ...,0) ka7 TOT je m > m.

Kaxko je mpeciukapame p’fn’n nzoMopdusaM KaJi roji je m > n > k, BUJIUMO U
na je mpojexnmja pf : A¥ — AF koja f = {f,}nen cuKa y f, Takobhe mzomop-
dbuzam 3a ceako n > k. Crora, AF mva Z-6a3y koja ce cacToju 0 MOHOMU]jaTHIX

CUMeTPUIHNX (DYHKIHja M), 3 CBAKy MapTUIHU]Y A O k, Koje JedUHUAIIEMO Kao:
p]:L<m)\) = m)\(xh cee 7xn)

re je n > k. Jlaxye, A* je crobonan Z-momyn panra p(k).
Ha kpajy, nedpunnmemo A Kao cioboman Z-MOIYJI TeHEPUCAH Ca My, Kaaa A

pohe ckymom P

A:@Ak.

E>0
Hedbununuja 1.7. IIperxomgno nedunncan A HazHBaMO IPCTEHOM CHUMETPUIHIIX

dyHKIIIja ca TpedpojuBO MHOTO ITPOMEH/HbUBUX.

[Tpumernmo ma enemenTn ox A Bumie Hucy moamHomu, Beh dopmasne decko-

HavHe cyMe MOHOMa. Takobhe, IPUMETHMO JIa UMaMO CypjeKTUBHE XOMOMOpdu3Me:

Pn:@PZ:A—)An-

k>0
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YmecTo npcTeHa Z, MOTJIN CMO y Je(UHUIIAJU KOPUCTUTHU OUJIO0 KOjH KOMYTa-
TUBHM TPCTEH Ca jeUHUINOM A, Teé TaKo JOOUTH MPCTEH CUMETPUIHUX (DYHKIHja
Ay. Ba A = Q, nodujamo mpcTeH CUMETPUIHUX (DYHKIHja Ca PAIMOHAJHUM KOe-

dbunnmjenTma Ag.

Paznuuure 6aze mpoctopa A

Y TOKy came KOHCTPYKIHje MpcTeHa A, CKyln MOHOMHjAJHUX CHMETPUIHUX
dyHKIMja ce MPUPOIHO HAMETHYO Kao 0a3a oBor Z-mojaynaa. Jla jum mocroje jorrn
HeKe ,cMmucyaene”’ daze?

Heka je r > 0. Hedbunumumo eg = 1 u

€ = E Li1 Lig ** = Lj,,

1 <tg<-<ip
3a r > 1. OBe dyHKIIIje HA3UBAMO €JIEMEHTAPHUM CUMETPUIHUM (DyHKIHIjama. 3a

cBaky naprunujy A = (Ag, Ag, . ..), gedunumemo :
Ex = €EX\€ENy "0

Cras 1.8. Heka je )\ meka naprunuja. Taja je

ey =my + E ax My

p<A
rjie Cy @y, HEHETaTUBHU IIEJH OPOjeBH.
/okas. YKomMKO popMaHO MBMHOKUMO HPOM3BOJL €y = €/ €y, * - -, JIOOHJAMO Cy-
MYy MOHOMa O] KOjUX je CBaK! OOJIMKA
— (0%
(xilxiQ"')(lexjé'“)"' =T,
rae je iy <y < --- <y, J1 < ja < - < jy, U TAKo Jasbe. bpojese i1, ig,. .., iy

YIUCYjeMO y NIPBY KOJIOHY JrjarpaMa 3a naprunmjy A (Koja 3amcra uma Aj mospa).
bpojese j1,J2,---,] X, YIHECYjeMO y JIpyTy KOJIOHY, U TaKO Jiajbe, JOK He IOIyHUMO
qUTaB JUjarpaM.

VYkosmko je r € N, BujmMo J1a ce, HAKOH OBaKBOI' TIOIyIhaBarba Tadese, OpojeBu
He Behu o1 r Mory Hahwm jesuHO y IpBUX 1 BpcTa aujarpama. Crora, ag+- -+, <

A+ -+ A\ 3a cBako r € N, minn ekBuBajenTno o < \. ITo jemu 1.3, Buaumo 1a

ey = E [Swnum

590

Je
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A

ca ay, > 0. Takobhe, mako BUAUMO J1a ce U3pa3 I~ IOjaBJbyje caMo jeIHOM (3a
N )

ix = Ji = --- = k 3a cBako k), Te je ay ) = 1. O
ITocnemauua 1.9. Ckyn cBux ey je Z-6a3a momyna A.

Jloxas. Tlpumerumo 1a cy ey W 1M, XOMOI€HW CUMETPUIHH IOJUHOMU CTeleHa
|A|. Crora, moBOJBHO je mocMaTpaTH IITa ce JellaBa HA HUBOY HAPTHINja HEKOD
yHanpes, ¢pukcupaHor npupoasor opoja n. Heka cy Ai, Ag, ..., Ap,) cBe maprunuje
o7 n 'y HeKOM onajajyhem moperky panra (Ha IOCJEIHEM MECTY je HajMambu
enement (1, 1, ..., 1), upe Tora cy oHe mapruiyje Koje cy Behe jenHO 011 HajMarber
eJIEMEHTA,,. . . , Ha IPBOM MeCTY je Hajsehu ejieMeHT, ojHOCHO napruimja (n)). Cras

1.8 mam naje:

2V Loaya - AX1,Ap(n) my,
6)\/2 B 0 1 s CL,\%,\p(n) my,
(Y 0 0 cee 1 my

p(n) p(n)

rJIe Cy WCIIOJ TJIaBHE JIMjaroHaJie HyJie, a Ha TJIaBHOj qujaronasn jeauuure. Crora,
JIeTEpMUHAHTa OBE Marpurle je 1, ma je u MHBEPTUOWJIHA Yy CKYIY IeJJOOPOjHIX
MaTpHIlA, T€ Ceé MOHOMHUjAJIHE CUMeTpuyHe (DYyHKIMje MOTY Ha jeJIMHCTBEH HATIH
U3PA3UTH IIPEKO eJIeMEHTAPHUX cuMeTpuaHux dyHkIimja. C 003upoM Ha TO J1a CKYyIT
MOHOMUjAJTHUX CUMETPUIHUX (DYHKIMja 9uHU 0aly 3a A, BUJIMMO Ja aHAJOTHO

BaxKM U 3a (PYHKIHI]E €. O
ITocaenuma 1.10. Ckyu {e, },>o je jenna anredapcka Ha3a npcrena A.

3a cBako r > 0, geduHUIIEMO KOMILUIETHY cCUMeTpudny (byHKIwujy h, Kao
h/r = Z my.
Abr

[TocmaTpajmo reneparopHe dyHKIHje 32 €, U h, PECIIeKTHBHO, OJTHOCHO (HOp-

MaJIHEe CTEIIeHe peloBe

E(t)=>) et" =[] +:t)

>0 ieN

H(t)=> ht" =][> aft" =] —z:t)™

>0 i€N k>0 ieN
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Opnasre je jacuo na je H(t)E(—t) = 1, omHoCcHO

n

E (-=1)"e hyr =0 (1.1)
r=0
3a cBaKo n > 1.

N3 mperxomHe Be3e, MHIYKIHMJOM JIAKO 3aKJbydyjeMO @ Ce CBAKU €, MOXKe
U3Pa3UTU MPEKO hy, Te hie CKyI CBUX KOMILIETHUX CUMETPUYIHUX (PYHKITA]ja YUHUTH
jean ajredapcku reHepaToOpHH CKyT 3a A.

Yrosuko je A = (A1, Ag, . ..) maprumnuja, Moxkemo Jedbunucaru hy = hy hy, - -

[Tocmarpajmo xomomopduzam w npcreHa A kKoju je 3a1ar Ha DA3HUM ejleMeH-

THMAa, €, Ca.:

w(e,) = h,.
CraB 1.11. IlpeciimkaBame w je HHBOJIYIHA]A.

Joxas. C obzupom Ha TO J1a je w 3a1aT0 Ha aaredapckoj dasm, Te MPOITUPEHO 0
XOMOMOpP(dU3Ma MPCTEHA, IIPUMETUMO Jia je JIOBOJBHO Jia JoKaxKeMo ja je w(h,) =
e, 3a cBako n € N. OBo Jlako 100MjaMO UHILYKIIHjOM:

(B): B3an =0, e, =h, =1.

(IX): Heka Baku 3a cBe MHJIEKCE Mambe O N.

(MK) Ako nmpumenunmo w Ha Be3y (1.1), modujamo

n n

> (1) hw(hyy) =0="Y (=1)"hen_.

r=0 r=0

Kako je mo xunoresu, w(h,_,) = e,_, 3a cBako r € {1,..,n}, 1o ckpalinBamem

n — 1 cabupaka nperxojae jBe cyme jgooujamo how(h,) = hoey,. O

IMocnemuna 1.12. Ckyn {h,},cn je jenmna anredapcka basza, a ckym cBux hy je
7Z-6a3a 3a A.

Y macraBKy he HaM OUTH HEOIXOJHE W CTEIeHe CUMETPUYHe (pyHKIMje 1edu-

br = Zm:

1€N

Hucame 3a r > 1 ca:

VKOJIMKO ITOCMaTpaMo reHepaToOpHy (DYHKIU]Y 3a Py

CUED TSRS D) DETSED 3) PETE ) phe

r>1 r>1 :>1 i>1 r>1 i>1
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BuMo a P(t) mMoxkemo mocmaTpaTu Kao hOpMaHI H3BO/

Hake, -
(t) = H((t)) (1.2)

u IIOTIIYHO aHaJIOI'HO E/ t
Pt = E((t)) (1.3)

Kako w 3amemyje E(t) u H(t), u3 Be3a (1.2) un (1.3) Buaumo 1a je w(p,) =
(=1)""pn.

Ykommko je A = (A1, Ag, . ..) HEKa MapTHUIIKja, TaJa Ca Py O3HATABAMO Dy, P, * * *
I3 IpeTxoHOT JIaKo 3aKsbydyjemo ma je w(py) = (—1)MN=Wp, . Osnaammo mpen-
3HAK (—1)‘)"_[(’\) ca €). HamoMeHnMO 1@ CKyIl CTeneHnX CUMETPUYIHUX (DYHKIIHja,

Huje Z-0a3a 3a A, anu jecre Q-0a3a 3a Ag.

Hedunaunmuja 1.13. 3a nonymasame JujarpaMa HeKe MMapTUIje A\ TO3UTUBHUM
IeJIUM OpOjeBUMa KaxKeMo Jia je JAHroB TadJ/I0 Ha A YKOJUKO BarKU:

(a) monymaBame je Heonaajyhe y cBakoj BpCTH

() momymasame je crporo pacryhie y cBakoj KOJOHH.

Crangap/au Tabiio je OHaj KOju je TOIyEeH OpojeBuMa oi 1 j10 |A|, mpu yemy

ce CBaKU OPOj T0jaB/byje TAYHO j€THOM.

Kaxemo na je tadbmo T maprunuje A texune o = (q,ao,...), aKO ce Opoj
i mojamimyje a; = o;(T) nyra y mwemy. [Ipumernmo Ja je caMo KOHAYHO MHOIO
OpojeBa «; pa3nu4uTo of Hyse u 1a je [A| = >, a;. Ca T, , 03HaIaBaMO CKYI CBHX
JaHrosux TabdJ0a TeKuHe «, a ca K , KapJUHAJIHOCT OBOI' CKYyIla, OJHOCHO OpOj
pasmmauTuX Tad/ioa TeXKUHE (.

3a Janros Tadmo T TexuHe o nedUHATIIEMO
[L’T = x?lxg2 e,
[Tox HlypoBoM dyHKIHjOM Sy, IJie je A HEKa MapTUIlHja, TT0IPA3yMEBaAMO:

S\ = E I’T,
T

IIpU YeMy Ce CyMallja BPIIHU 110 CBUM JaHrOBUM TadJionMa Jgujarpama A.
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HupektHo n3 nedununuje [lypose dpyuknuje modujamo ma je
sv= Kyar®,
«

rJie ce CyMalyja BPIINU [0 CBUM TEXKHMHAMA (v OJT |Al.
Cras 1.14. 3a cBaky naptunujy A, lllyposa dyHkiuja sy je cumerpuvHa.

/loxas. [IoBO/bHO je JIOKa3aTW Jia ce Sy He Meba KaJla 3aMEHHMO T; U X;.1. He-
kKa je |\l = n m meka je a = (ay,q0,...) pactaBpame o n. O3HadmMo ca
o = (aq,. .., 1,0511,Q;, Qiya, . ..). Kako je Illyposa dyHKimja cyma MOHOMA
MHIEKCHPAHUX Tad/IONMa, JOBOJLHO je KOHCTpyHcaTH Omjekiujy mamehy 7Ty, #
Tro/» jEPp TaJa 3HAMO J1a je KoeUuIujeHT y3 % jeqHaxk KoedHIUjeHTy y3 .

Hexka je T' € Ty . AKo KoJIOHA He caJpKu HUjeaHy ox hemmja ca ¢, mwim ¢ + 1,
3aMeHa Ha Iby He yTude, I1a He pasmarpamo Taj ciaydaj. Hu ciayuaj kama cy obe
oBakBe hesnje y UCTOj KOJIOHU HAC He 3aHUMa 3aTO IIITO Ty 3aMeHa He MOXKe J1a ce
M3BPIIH, & Ja MOoIyhaBame octane Tadso. Crora, mocMaTpajMo KoJIOHE Yy KOjuMa
ce TojaBJbyje i, a He TojaBibyje ce ¢ + 1. AHaJIOrHO pa3MaTpame MPoJia3u U Yy
OOPHYTOM CJIy4ajy.

Hexka ce y Bpctu Hasiazu r henmja ca yHOCOM ¢ WCIOJ KOjUX HUCY hesuje ca
yHocoM ¢ + 1 u s henuja ca yHOCOM ¢ + 1 M3Ha I KOjUX HHUCY heJirje ca YHOCOM i.
Koucrpywummumo apyru tadjao o1 MpeTXoHOT, TAKO IITO Y JIEBUX S OJ TUX T + §
henuja ynumemo i, a y gecHux r ynumemo i + 1. IloHaB/bameM OBOI MOCTYIIKA
3a CBaKky BPCTY amjarpama, jpodujamo tadio 1" € T, . Ha oBaj mauun, modujamo

TpaKeHy OWjeKITn]y. [
[Iperxo/inu cTaB AUPEKTHO HOBJIAYU:

Sy = Z K, m,(x). (1.4)
pE[Af

Cras 1.15. Heka cy p n A maprumuje ucror npupojaHor dpoja. Axo je Ky , # 0,
taga je p < A. domarno, Ky, = 1.

Jloxas. Heka je K, # 0. To snaun ma moctoju tadso 1T naujarpama A\ TexKuHe
. Heka je k npousBospan mnpupogan opoj. Taga ce dpojesu ox 1 ;10 k mopajy
HaJIa3uTu y IpBux k BpcTta Tabdsoa 1" jep cy Tadjaou cTporo pacTyhu mo KoJOHAMA.
Crora, pq + -+ + pur < Ay + -+ + Mg 3a cBako k.

VKouKo je A = p, OHJIa 3a CBaKO %, y ¢-TOj BPCTU MOpPa Ja Ce HaJIa3u CaMO

Opoj ¢, ma MoCToju caMo jeTaH Takas TadJIo. [
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[Tpumenom mperxogsHor crasa Ha (1.4) modujamo

Sy = my + E K/\,umu'
p<A
Crora, HCTO KO KO/ €JIEMEHTAPHUX CUMETPUYIHUX (PYHKIM]a, JOOMIA CMO CH-

CTeM je/THAUYNHA 4YHja je JleTepMUHAaHTa 1:

Ilocaemuna 1.16. Illypose dyukImje sy, Kaja A Mpojas3u CKyIIOM CBUX HapPTH-
nuja ox n, dnue daly 3a A". [llypose dyHKIWHje Sy, Kaja \ IpoJia3u CKyIIOM CBUX

nmapTuija, JuHe 0asy 3a A.

1.3 Mpexe

Hedununnmja 1.17. Heka je (P, <) mapuumjasno ypehen ckymn. 3a mera Kakemo
Jla je MpexKa YKOJIMKO 3a CBaKa JiBa x,Yy € P mocToju HajMaibe ropmhe OrpaHuderhe

(koje obesexkaBamo ca x V y) u HajBehe J0mbe orpanndemne (Koje obesekaBamo ca

x Ay) ckyna {z,y}.

Hedununmja 1.18. Heka je (P, <) maprmjanso ypeben ckyn u z,y € P. Ilog
cerMeHTOM [, y] mogpasymeBamo ckyn {z | z < z < y}. Kaxemo ja je P jiokaaHo
KOHAYAH YKOJINKO jeé CBaKM CETMEHT KOHAYAH CKYII.

[ToBpemeno hie HaM OWTH HEONXOJHU U TOJYOTBOPEHU (OTBOPEHM) CETMEHTH

(x,y], [x,y), (x,y) y xojuma cy oxrosapajyhe Kpajme Tauke uzdadeHe.

Anredpa mHIIMOEHIIUjE

Hexka je (P, <) jokasaHo KoHa4uaH napimjaaso ypehen ckym. [Tocmarpajmo ckyn
CBUX peaJiHo BpegHocHUX dyHkimja f(x,y) nedunncanux va P x P takBux ja je
f(z,y) = 0 kag rox je x £ y. 36up nBe dbyHKIUje f 1 g, Kao 1 MHOXKewe DYHKIHje
f peamnuM ckajgapom A gedUHHUIIEMO Ha yOOMYajeH HAYUH.

MebhyTum, npuMeTHMO JIa Ha OBOM CKYILY MOXKEMO YBECTH Ha, IPUPOIAH HAYUH
jour jemny (yHyTparismy) omeparmjy. YKOIUKO ¢y f u g jaBe dyHKIHUje, Taja moJy
KOHBOJTyIjoM (mpousBozioMm) f u g, y o3Harm f x g, moapasymeBaMo (DyHKIH]Y
3aJ1aTy ca

(frg)(zy) = Y flx,2)g9(zy).

z<z<y
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Kako cmo mpermocraBuin Jia je maprujaaHo ypeheme JIOKaJIHO KOHAYHO, OBa
cyMma je moopo nmedununcana. 3a QYyHKIHU]Y f * g OYULIEIHO jeCcTe UCIYHEeH yCI0B
(f *g)(x,y) = 0 ykouko je x £ y ¢ 003UPOM Ha TO Ja je y TOM CJIydajy cyMa ca

JiecHe CTpaHe Ipa3Ha.

Hedbunnnuja 1.19. Ilox anredpom mHIMICHIIAjE JIOKAJTHO KOHATHOT TTAPIIAjaTHO
ypebenor ckyma P mojapa3yMeBaMoO CKYII CBUX IOpeHaBeJeHUX (DYHKIIMja 3ajeHO

ca orepaljamMa caduparma, MHOXKEIba PEAJTHIM CKaJIapOM M KOHBOJIYIIH]E.

Ha cBakoMm JIOKaJIHO KOHAYHOM MapIujaHo ypehenom cKyiy MozkeMo JeruHu-
catu Heke (PYHKIHje 3a KOje ce BPJIO JIAKO IIPOBepaBa Jia jecy eJIeMEeHTHU aJiredpe
VHIUJCHITI]E - 3eTa U jeaTa MYHKII]Y:

[Ton 3eta dyukimjom anredpe uHIMIeHTTje P mogpazyMeBaMo GyHKII]Y
1, <y
Clxy) =9
0, z£y
Kponekeposa nenra dpyHkmja, gedpuHrcana Kao 1 HHAYE:

1, ==
MM%Oxﬁ

ce TIOHAIIa Kao HeyTpaJ 3a KOHBOJIYIU]Y:

6+ 9)(@,y) = Y 8(z,2)9(2,9) = g(z,y)

<2<y

(f#0)(w,y) = Y fl@,2)8(2,y) = f(2,y).
<2<y
Hedbununmja 1.20. 3a dyukiujy f anredpe uHIMICHIIje Tapiujaino ypeheror
ckyma P KaXXeMo J1a je MHBEePTHOWIHA YKOJIMKO TOCTOjU (DYHKITHja ¢ TAaKBa Ja je

f*xg=gx*f=90. Pyuknujy g HazuBamo uupep3om dyHkIuje f.

Cras 1.21. 3era dhyHKIHja JJOKAJIHO KOHAYHOT HapIiiujaino ypehenor ckymna P je

MHBEPTUOMIHA.

Jloxas. eduuucahemo nupeps u(x,y) dynknmje ¢ MHAYKIMJOM IO OPOjy ejieme-
HATa y CEIMEHTY [x,y]:

Heka je p(z,x) = 1 3a cBako = € P.
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Hasbe, npernocraBumo ja je pu(x,z) nedunucano 3a ce z € [x,y). Hedbunn-

IIMMO

p,y) =— Y pule,2).

r<z<y
Ouwnritesino, p jecte nusep3 pyukimje ¢ u 30BeMo je MedujycoBom byHKIHIjOM

napiujaano ypehenor ckyna P.
[

1.4 T'eomeTpujcke mMpexke

Heduunumja 1.22. 3a napuujanao ypehen ckyn xkazkemo ja uma 0 (oxsocHO 1)

VKOJIUKO UMa jeﬂI/IHCTBeHI/I MUHUMAJIHN (OI[HOCHO MaKCI/IMaHHI/I) CJIEMCHT.
[Taprujamao ypehen ckyn ca 0 u I 3a/0Bo/baBa yCJIOB JIAHIA YKOJUKO CBU

JINHEapHO ypeheHu MOJACKYIOBU ca MAKCUMAJJHUM OpPOjeM eJleMeHaTa UMajy je/IHaK

Opoj eeMeHaTa.

Hedununuja 1.23. Heka je P naprujaino ypeheHu ckyi Koju 3a710B0/baBa yCJIOB
JaHma u Heka je p € P. [ledunumemo panr (Bucuny) esementa p, y o3Hanu 7(p)
Kao JIy?KUHY MaKCUMAaJHOr JjiaHna y cermenry [0, p] ymameny 3a 1. Bucuna ox P

je nedunncana kao r(I) + 1.

[Tpumerunmo ma je, y ckiaamy ca mnperxoanoM jpedununujom, r(0) = 0. Ilog

aTOMMMa TO/Ipa3yMeBaMO CBe eJIeMeHTe KOjU Cy paHra 1.

Hedbununmuja 1.24. Kaxkemo ja eJleMeHT & TapiujaaHo ypehenor ckyma P HaT-

KPHUBa eJIEMEHT Y YKOJIUKO je Yy < & U He IIOCTOJU eJIEMEHT 2 TakaB Ja je y < z < .

Ykonuko je Ha ckyny P peduHucan paHr U yKOJUKO €JIEeMEHT & HaTKPHUBA
eJIEMEHT Y, Taja je ounriento r(x) = r(y)+1. JacHo, aromu cy damt oHE eleMenTn
KOju HaTKpuBajy MuanMasan eaement 0. Ilox myasnuM aTommma mogpasymMeBamMo

OHE eJIeMEeHTe KOje HATKPUBA MAKCHUMAJIHUA eJieMeHT I .

Hedbununuja 1.25. Konauna Mperka Koja 3a10B0O/baBa YCJIOB JIaHIa ca (DyHKIHI-
jOM paHra r y Kojoj je:

(a) cBaKM eJIeMEHT HAjMalbe FOPHe OrPAHIYEHhe HEKOD CKYIIa aTOMa

(6) 3a cBaka aBa esemenTa a u b ucnymweno r(a A b) + r(aV b) < r(a) + r(b)

j€ TeOMETPHjCKa MPeXKa.
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Jlema 1.26. Heka je p MebujycoBa dyHKIMja reomeTpujcke Mpexke L U HeKa je

a € L takBo ja je a > 0. Tana je

Z 1(0,2) =0

xzVa=I

Joxas. Tlpumerumo na autbenurie fa je p*x ¢ =0 u % = § PECIeKTUBHO J1ajy:
1, z=y
x,2) =
> e
1, z=y
2,Y) =
> ulzy) { 0 sy

Caja Buammo j1a je

Z M(O,CL‘) = Z(M(O,IE) Z /L(Z’I» = Z Z C(ZE,Z)ILL(O,Z')M(Z,I) =

zVa=I zeL zVa<lz<I z€Ll a<z<I]
Z ZC(:U,Z’)/L(O,.%‘)M(Z,I) = Z (2, I)( Z (0, z))
a<z<I z€L a<z<I 0<z<Lz

Kako je y mocieamem uzpady 0 < a < z, To je 0 # z, na je cyma y 3arpaju 0.

]

Cras 1.27. Heka je u MebdujycoBa dyHKIMja KOHAUYHE T€OMETpUjCKe Mpexke L.
Tanma:
(a) 3a cBaka gBa z,y € L Baxu na je u(x,y) # 0 yroauko je z < y.

(6) Ako y HarkpuBa z, Taga cy pu(x,y) u p(zr, z) CynmpoTHOr 3HAKA.

Jloxa3. CBaku CErMEHT [, y| FeOMETPHjCKe MpPEeXKe je TaKohe TeOMEeTPUjCKa MpPeXkKa,
I1a je JOBOJHHO IIpeTnocTaBuTu Ja je © = 0, y = [ 1 1a je 2 HEeKu JIyaJTHA aTOM.
Jloka3 cripoBOANMO WHIYKITM]jOM 110 BUCUHHU Mpexke L.
BU: Vkonuko je Bucuna of L jeqHaka 2 (€KBHBaJIEHTHO, YKOJIHMKO je L =
{0,1}), tama je mo nedununuju Medujycose dyukimje p(0,1) = —p(0,0) = —1.
NX: Heka je TBpheme TagHO 3a cBe Mpeske Bucuue n > 1.
NK: Heka je L mpexka Bucune n+ 1. Ha ocHoBY nipeTxo/iHe jemMe, 3a HEKU aTOM

a Mpeke L BaxKu:

1(0,1) = — Z (0, z)

xzVa=I,x#1
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Heka je x Heku esleMeHT KOju (DUTYpPUIIIE Y TPETXOTHOj CYMH. Y KOJIMKO OU OUJIO
a < x, tama ou xVa = x # I. Crora, x u a cy meynopeausu, na je x A a = 0.

Caga, u3 ocobune cydamurusaocru (0) medunurmje 1.25 nmamo
r(zANa)+r(xVva)=r0)+r(I)=n<r(x)+r(a) =r(z)+1,

te je r(x) > n—1. Crora, = je nyasuu arom. VI3 HHAYKTHBHE XUIIOTE3€ U INEHEHUIIE
& Mpeka L 3a710Bo/baBa yCJIOB JIAHIA, UMaMO JIa Cy CBU CAOMPIU y TMOPIHOj CyMU

HeHysa u ucror 3Haka. Crora, 11(0, ) je HeHysIa U CyIPOTHOT 3HAKA OJ CBUX EbUIX.

]

IMocnenuma 1.28. (Popmysia MedujycoBe maBep3uje) Heka je f peasino
BpesiHOCHA (DyHKIHja AeduHUCaHa HA JOKAJHO KOHAYHOM HapIliujaHo ypehenom
ckymy P. IlpernocraBumo ja mocroju eslemeHT p takas ja je f(z) = 0 3a cBako x
3a Koje Huje x > p. AKo je

g(@) = f(y)

y<z
Taga je

f@)=> gy, z).

y<z

Jloxas. Tlpumerumo na je dyHKIMja g 100po jeduHICcaHA ¢ 003UPOM Ha TO Jjia g()
MOXKEMO BHJIETH Ka0 CyMy IO CerMeHTy [p, 2| Koju jecre KoHauan ckyi. Ilohumo

0J1 JIeCHE CTpaHe jeJIHaKOCTU KOjy Tpeda Jia JJOKayKeMOo:

S 9wy, x) =D > fEuly,x) =Y > f)(zyuly,x) =

Y P Gz yulyx) =) f(2)(z,x) = f(x).

1.5 I'padoBu

Hedununnmja 1.29. I'pad je ypebenu nap G = (V, E), rue je V KoHauan ckyii, a
E monckyn ckyna gBowiaHux nojckynosa o V. EjxemenTn ckyna V' cy uBopoBu
(remena), a eementn ckyna E rpane (nsune) rpada G. 3a {z,y} € E kopucrumo

ckpaheHny o3HaKky xy.
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Hedbununuja 1.30. 3a usopose z,y € V rpada G = (V,E) raxemo ja cy
cycenan ykomuko je xy € E. Ckyn N(z) = {y | xzy € E} 30BeMo cyceiacrBom

yBopa . [lox crenenom uBopa x mojapasymeBamo Beamanny d(z) = |N(x)].

Hedbuuunuja 1.31. Yromuko je G = (V,E) rpad u S C V, rana ca G[S]
ozrauaBamo rpad (S, E') rue 3a cBaka nBa x,y € S Baxu vy € E' < zy € E.
Ipad G[S] 30Bemo nnaykoBanmM noarpadom rpada G.

Hedunummja 1.32. Yromuko je G = (V, E) rpad, tajsa je Herop KOMILIEMEHT
G = (V, E') rpad Takas /1a je 3a CBaKa [[Ba Pa3IMIuTa 9Bopa a u b u3 G UCIyHeHo
abe E <= ab¢ E'.

Hedununmja 1.33. Heka je G = (V, E) rpad u v € V. I'pad G \ v je ypehenn
map (V\{v}, E'), tneje B' ={zy € E|z,y € V \ {v}}.

Hedbunnnuja 1.34. Heka je G = (V, E) rpad u mexa je e = zy € E. I'pad
G\ e je ypehenn nap (V, E \ {e}). 3a rpad G/e = (V', E') nedbunucan ca V' =
(V\A{z,y}) U{vyy} (mompasymesamo na v,y ¢ V), a E' = (E\U)UU’, tae je
U={za'|2" € N@)}U{yy' [y € N(y)} nU" = {vgyz | 2 € (N(2)UN (y))\{z,y}},
KaxkeMo Ja je gooujer o1 (G KOHTPaKIMjOM I'pDaHe €.

Hedopmainno, rpad G \ e je nobujer on (G msdanmBameMm rpaHe e, JO0K je
rpad G/e nodujen o G caxkumarmeM TpaHe e (U HbeHUX YBOPOBA) y jeJaH 4BOp.

Ouursiesito je ma u G\ e u G/e numajy mame rpana ox rpada G.

Hedbununuja 1.35. 3a rpad H kaxkemo 1a je muHOp rpada G ykoauko ce rpad
nzomopdan rpacdy H moxke modutu ox G NpUMEHOM KOHAYHO MHOTO cJjejiehux
oreparmja:

(1) bpucame aBOpaA

(2) dbpucame rpane

(3) KoHTpaKIMja TpaHe.

Hedbunnnuja 1.36. llerwa y rpady G = (V, E) je Hus uBopoBa vy, v, . . . , Uy, U3
V rtako nma 3a cako i € {1,...,k — 1} Baxku v;v;41 € F. 3a OBy IIeTHY KaxKeMO
J1a je of vy 10 V. YBOAMMO peJalujy ~ Ha CKyIly 9BopoBa V ca:

U ~ U aKKO ITOCTOJH TIETHa o 4 J10 v ¥ G.

3a pemamujy ~ ce JaKo IpoBepaBa Ja je pejainnja ekpubastennuje. Kiace ekpu-
BaJICHIIHje peJialiije ~ Cy KOMIIOHeHTe roBe3aHoctu rpada G. Ykoiauko rpad G

“Ma Ta4vHO je/THYy KOMIIOHEHTY ITOBE3aHOCTH, KayKeMO Ja je TIOBe3aH.
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Hedbununuja 1.37. [lerma vy, vs, ..., v y rpady G je MUKIYC YKOJIUKO je v =
Uk, JIOK CY CBHU OCTaJId IBOPOBU Mel)yCOOHO PA3JIUIUTA U PA3IUIUTH OJT V1, OJTHOCHO
vi. Hlerwma vy, v, ...,0; v rpacdy G je myT YKOJUKO CY CBH YBOPOBU OBE IIETIHE

Mel)ycoOHO pas3/IuIuTH.

Hedbunnunuja 1.38. 3a rpad kaxkemo 1a je crad/io YKOJUKO je TMoBe3aH u 0e3
UKIyca. 3a rpad KaxkeMo Ja je IIyMa YKOJUKO je CBaKa FheroBa KOMIIOHEHTA

ITOBE3aHOCTHU CTADJIO.
3a 4BopoBe cTadJia KOju MMajy CaMo jeHOr Cycejia KarXKeMo Jia Cy JIUCTOBH.
Jlema 1.39. Csaxko ctadso ca dap 2 uBopa uma dap 2 Jucra.

/loxaz. YKOJIUKO IMOCMaTpaMo HajIyKu 1yT P : vy, vy, ..., v, ¥ OBOM CTad/Iy, CBU
cycell YBOpOBa U U U, ce Hajaze Ha P (uHade ducmo moriaum Ja Hahemo jryxwu
nyT). YKOJIMKO Ou v; Ha myTy P mMao join HeKOr cyceja v;, MOPeJl vs, Taja ou
V1, Vg, ..., V;, V] OMO IUKJyC, MITO HUje MOoryhe. AHATOTHO 3aKJ/BydIyjeMO U 3a Uy,

T€ Cy YBOPOBH Uy W V, JIUCTOBU. Il
Jlema 1.40. Cradso ca n uBopoBa uma n — 1 rpamy.

Zloxas. CtaB TpuUBHjaJIHO BaxKu 3a CTAdJIO Ca JeTHUM YBOPOM. Y KOJHKO UMaMO
n > 2 YBOPOBa, TaJla y TOM TI'pady MOCTOjU JINCT YUjUM YKJIAHAHmEM T00UjaMo

cTabJIo ca jeJITHMM YBOPOM U jEJIHOM I'DAHOM MArbe. ]

ITocnenuna 1.41. Ilyma ca n uBopoBa u | KOMIIOHEHTH TOBE3aHOCTUA UMa 1 — |

rpaHa.

Hedbunnunuja 1.42. 3a rpad Kaxkemo Ja je KOMILIETaH YKOJIUKO Cy CBaKa JIBa

9BOpa TOr rpada cyceiHa.

Hedununmja 1.43. 3a nojackyn S ckyna usoposa V rpada G = (V, E) kaxkemo

Jla je He3aBUCAH CKYIl YKOJUKO HUKOja JBa 4Bopa u3 S Hucy cyceqana y G.

Hedbunnnmja 1.44. 3a rpad G = (V, F) kaxkemo Ja je OUIAPTUTHU YKOJUKO
II0CTOjU pa3dujarbe ckyma V' Ha Hempa3He JIUCjYHKTHE He3aBUCHE CKYIIOBE YBOPOBA

A u B. Ckynose A u B nazuamo naprurimjama rpada G.

JIema 1.45. Ykomuko je G = (V, E) rpad u C1,Cy, ..., C) merose KOMIOHEHTe

nosesanocty, Tajga je |V| < k + |E|.
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Zloxas. Jloka3 cripoBOanMO WHIYKIIMjOM 10 Opojy rpana rpada G.

BU: Vkommko G Hema Hujenny rpany, taia je k = |V|.

NX: Cras Baxu 3a G = (V, E) ca [ rpana.

UK: Vronuko G uma [ + 1 rpaHy, Taja ra MOXKEMO BHIETH Kao rpad ca
[ rpana KojeM cMO Jojiaju jorn jeany rpany. Jlomara rpaHa Moxke OUTH TpaHa
n3mel)y gBa 4UBOpa Koja cy M y IPBOOUTHOM Tpady OHIa y MCTOj KOMIOHEHTU
II0BE3aHOCTH, Te ce Opoj k He Mema, I1a HejeJIHaKOCT OCTaje Ha CHA3W, WM I'paHa
u3Mmely JBa YBOpa U3 PA3IUIUTUX KOMIIOHEHTH ITOBE3AHOCTHU y ITPBOOUTHOM T'pady,
KaJia ce Opoj k cmamyje 3a 1, a BeJudnHa ca JeCHEe CTpaHe HEejeIHAKOCTH OCTaje

HEIIPOMEIHEHA. ]

Hedbuunumja 1.46. Heka je G = (V, E) rpad. 3a ckyn M C E xkaxkemo Ja
je ymapuBame y (G ako HHUKOje aBe rpaHe w3 M Hemajy 3ajeTHUYIKU TIBOP. 3a
yrnapuBame M KaxkeMo J1a je CaBpIIeHO YKOJUKO 3a CBaKu YBOp v u3 (G mocToju
rpana u3 M Koja je MHIMJIEHTHA Ca v, a CKOPO CaBPIIEHO YKOJHUKO HCTU YCJIOB

BayKW 3a CBE YBOPOBE, OCUM (E€BEHTYAJHO) jeJIHOL.

1.6 Ilaprunuje ckymoBa

[Topen mapruruja Koje cy yBeneHe jeduHunmjoMm 1.1, y MaTeMaTHUIm beCTO
IIOCMAaTPaMO U MAPTUIHje CKYIIa - Pa30ujare CKyla Ha Helpa3He JIMCjyHKTHE 0/
CKyIIOBe KOje Ha3uBaMo OJiokoBuMa Te maprunuje. O3naummo ca |7| d6poj diokosa
MMapTHUIAje 7.

[IpumernMo 1a cBaKOj MapTUNHjU T KOHAYHOT CKyHa V' MOXKeMO HIpHUAPYIKU-
T maprunujy type(n) opoja |V| umju cy mesoBu jemHaku BesmunHAMa OJIOKOBA
(napaBHO, y HepacTyliem moperky).

Ha ckyny cBux nmapruiiija KOHaAYHOT CKyIa V' MOYXKEMO YBECTH pesalujy mpo-
dbumema: 3a jBe naprunuje T U 0 Kaxkemo Ja je 7w ¢dpunuja ox o (OJHOCHO Ja je
o rpydsba Ol T), y O3HAIM T < O, YKOJUKO je CBAKU OJIOK OJ T TIOJICKYIl HEKOT
os0Ka ox 0. Jlako ce BuaM J1a je OBO jeHa peJialija MOPeTKa y KO0joj je HajMarmu
eJIEMEHT TIapTUIAja CKyIa V Ha jeJIHOUIaHe TIOJICKYTIOBEe, OJJTHOCHO CUHIJITOHE, JIOK
je majsehn {V'}.

[Ipenusuje, ckym cBUX NMapTUIja KOHAYHOT CKyla V' IocTaje Mperka y OTHOCY
Ha OBy peJialujy. ¥ BEpUMO ce y TO:

VYkonuko cy m u ¢ ase napruije ox V', tasa he muxoBo HajBehe j10me orpa-

HUYerme T A 0 OUTH NapTUIja Yuju cy OJIOKOBU JedUHUCAHN Ha ciejehn HaduH:
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Bax €V, ykomuko cy A u B OJIOKOBU O T U 0 PECIIEKTUBHO KOjU CaJIprKe X, TaJ1a
je AN B 00K ox ™ A 0 KOJu CaIapKU €JIEMEHT .

Kako je ckyn cBux mapTuiidja KOHAYHOD CKyIla KOHAYAH, TO HAjMarbe NOPHHE
OTrpaHUYEehbe MOYKEMO BHJETU Kao HajBehe J0mbe OrpaHnverhe CKyIa CBUX TOPIbUX
orpaHuvema 3a T U 0 (KOju je Hempa3aH 300r ersucTeHIuje Hajselier ejiemMeHTa
OBOT TTOCETA).

[Tocmarpajmo e maprunuje m = {Ay, Ay, ..., Ay} nu o = {By,Bs,...,B,}
korauHor ckyna V. Kpeupajmo dunaprutau rpad G = (AU B, E), rue je A =
{ai,a9,...,an}, a B = {by,bs,...,b,} (aBopoBHu he onrosaparn O10KOBUMa OBUX
naprunuja), 10K je E = {a;b; | 6noxoBu A; n B; umajy nenpasan mnpecek }. Oqn-
rJIe/IHO, apTunuja 7 A ¢ he uMaTu OHOJIMKO OJIOKOBA KOJUKO MMAMO HEIPA3HUX
Ipeceka OJIOKOBa OBUX IapTUIIMja, OJHOCHO, C OO3WPOM HA HAYUH HA KOJU CMO
yBesin rpad (G, OHOJIMKO KOJIMKO MMaMo I'pana y oBoM rpady. Ca apyre crpamne,
os0k0Ba y 7V o he dutn oHOMIMKO KOMKO rpad G mMa KOMIIOHEHATA TOBE3aHOCTH
(cBaka JBa OJIOKa KOja MMajy HermpasaH Ipecek, y 7V 0 MOpajy OUTH MOJCKYIOBH

ucror dsioka). Hakon oe maTepperanuje, jsema 1.45 Ham naje:
Jlema 1.47. YKO/JIUKO Cy ™ U 0 JBE NApTUIUje KOHATHOT CKYIIa, TaJa je

| + |o| < |7 Vo|+]|m Aol

Mpe>ka KOHTpaKIinje

VY nacraBky HeheMo mocmaTpaTy HapTUIje OUI0 KOr CKyla, Beh ckymna 4IBo-
poBa Hekor rpada. [Ipurom, om Tux napruiuja hemMo 3aXTeBaTU Ja UCILYHaBa]y

HEKE OCOOMHE:

Hedbununmja 1.48. Heka je G = (V, F) rpad. [Maprunmja © = {V, Vs, ..., Vi}
ckyma uBoposa V rpada G je mosesana ykoJsuko je 3a cBako i € {1,2,... k}

unaykoBanu noiarpad G[V;] nosesan.

Ckyn cBUX TOBE3aHUX MApPTUIMja NpUPOIHO Hacaelyje ypeheme mpodume-
wa. Ako je rpad G mosesan, Tasa cy Haciaehenn n Hajpehw m HajMambU €JIEMEHT
(ykonmuko G Huje mose3aH, Hajsehn esement he dutn pasdujare HA KOMIIOHEHTE
noBe3aHocTH). Jlako youaBamo ma he m oBaj ckym y omHocy Ha pesaryjy mpodu-
IbeIba, OUTHU MpezKa: YKOJUKO Cy M W O JIB€ IOBE3aHe MapTUIlhje, Taja je u ™V o
takohe nmoezana. Ca apyre cTrpane, /Ao He MOXKe OUTH YBEIEeHA Kao KO OOMIHIX

IapTuIpja 300r Tora IITO IPeceK JiBa MoBe3aHa Mojarpada He MOpa OUTH ITOBE3aH
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noarpad. Crora, m A ¢ y OBOM CJIydajy YBOJMMO KaO HajMalhe FOPHe OrPAHIICHHe
CKyTla CBUX JIOFHX OFpaHHYera 3a m 1 o (0BO je J00po jeduHHCAHO jep je Taj
CKyIl KOHAYAH W HeIpa3aH - CaJIpXKU JUCKpeTHy naprunujy). [Ipumerumo jma u y

OBOM MOIM(MDUKOBAHOM CJIy4ajy, Jiema 1.47 octaje Ha CHA3WU.

Hedbunnnmuja 1.49. Mpexy jnedunucany y mpeTxogHoM pa3MaTparby HAa3WBAMO

MpezkoM KoHTpakiwmje rpada G = (V, E) u osnagaBamo je ca L.

Yynamno mMe oBe MpexKe JI0J1a3u U3 cjejgeher KOHCTPYKTHBHOI HAYMHA Ja Ce
MU3IEeHEPUIly CBU €JIEMEHTU OBOI' II0CETa, OJIHOCHO CBE TOBE3aHe MapPTUINje HEKOT
rpada G: npermocraBuMo Jia IBop v rpada G mpejacrasba jenHodwaaH cKyn {v}.
Crora, Ha cCaMOM MOYETKY OBE KOHCTPYKIIHje, UMAaMO JINCKPETHY HapTUIIHA]y. Y KO-
JIIKO je v¥1V9 HeKa I'paHa OBOT rpada, ’eHOM KOHTPAKIIMjOM JI00MjaMO HOBHU YBOP
KOjU Y OBOj MHTEPIIPETAIN]U MOXKEMO JOKUBETH Kao {v1, U}, T€ CMO JOOUIIM HOBY
noBe3any napruiiujy rpada G. Ouurieino, cBaka moBe3aHa mnapruiija rpada ce
MOYKe JOOUTHU Ha OBaj HAYMH U OOpPaTHO.

ATtomu oBe Mpezke cy dalll mapTuIrje Koje J001njaMo KOHTPAKIIHjOM CaMO jeJTHe
rpaHe, OJTHOCHO IIapTHUIIHje Y KOjUMa Cy CBHU OJIOKOBHU jeJIHOUJIAHU, OCUM jETHOT KOju
je mBowran. JIako BUIMMO J1a CBAKy IIOBE3aHy HAPTUIIA]y MOXKEMO ITOCMATPATH Ka0
HajMalbe TOpHhe OIPDAHIYere HEKOI CKyIla aToMa, Te je OBa Mpeka M aTOMUYHA.
Taxobe, ykoauko oznaqumo 7(7) = |V| — ||, aupekTHOo yTBphyjemo ma dynkImja

r jecre jemHa (yHKIMja paHra Ha ckyiy Lg, MoK HaMm Jjema 1.47 maje jga BaxKu:
r(rANo)+r(nVao) <r(r)+r(o).
Ha ocnoBy mperxojiHor pa3marparma u ctaBa 1.27, 1o0ujamo:

Cras 1.50. Mpexa xourpaknuje L rpada G je KOHAUIHA T€OMETPHjCKa MPEKA.

Hbena MebujycoBa dyuknuja je aarepuupajyha.
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XpoMaTcKH IIOJUHOM rpada

Hedununmja 2.1. Heka je G = (V, E) rpad. Bwio kojy dyukuujy k: V — N
30BeMO (YHKIIjOM Oojema dBopoBa rpada G. Komomen oBor mpeciukapatmba N
30BEMO CKYTIOM 00ja. 3a dojeme k KaxKeMo J1a je MPaBUIHO YKOJIMKO 33 CBaKa JBa

cycenna uBopa x,y € V Baxu 1a je k(x) # k(y).

[Tpumernmo a je y 0BOM TPEHYTKY BPJIO MPUPOIHO HMOCTaBUTHU cienehe mura-
Ibe: 3a JIATH MPUPOJAH OpOj N, HAa KOJUKO HadWHa je Moryhe mpaBumiHO 000juTH

rpad G, yKOJUKO HaM je JO3BOJHEHO J1a Kopuctumo camo doje {1,2,...,n}?

Hedunnnmja 2.2. Xpomarcku nojmuoM Yg(n) rpada G je 6poj pazamantux
HadYMHA HA Koje je Moryhe mpasmiHo odojutu jatu rpad G kopucrehu ne Buie

01 N Pa3INIUTUX OOja.

Hamomenumo na u3 came neduHUIMje XPOMATCKOT TOJMHOMA, HUje jacHO Ja je

y muTamy 3aucta moguHoM (1o n). Mehyrum:
Cras 2.3. Heka je G = (V, E) rpad u neka je e € E. Tazna je

xc(n) = XG\e(n) - XG/e(n)'

/loxas. Heka je e = xy 3a x,y € V. Bpoj npaBuinux dojema nmomohy n 0oja rpada
G \ e y KojuMa Cy YBOPOBHU X ¥ Y 0DOjJEHU PA3IMYUTUM OOjaMa je UCTHU De3 0d3upa
HA TO JIa JIU Cy YBOPOBU T U Y CYCEJIHU, UJIH He, Te je cTora jeaHak Y (n). Camano,
6poj npasmwinux bojema rpada G \ e nomohy n Hoja y KojuMa cy YBOPOBH X U Y
000jeHn UCTOM D0jOM je jeHak OpOjy HadYMHA Ja ce MPaBUJIHO 000ju rpad J100ujeH

on rpadga G moucropehimBameM OBHX YBOPOBA, MITO je, MAK, JEJIHAKO BEJMYUHU
Xc/e(n). O

21
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ITocnenuma 2.4. Ako je G rpad, Taga je x¢(n) moauHOoM 110 N.

/loxas. [loka3 crpoBOIMMO WHIYKIIMjOM I10 OPOjy IpaHa.

BU: Ako je E mpaszan CKyIl, Taja OYUIJIEJHO CBAKU YBOP MOXKEMO OOOJUTH
npousBosbHOM Gojom, Te je xg(n) = n?, tue je d = |V|.

NX: Heka TBpheme Baxku 3a cBe rpadoBe ca Mambe OJ1 m IpaHa.

UK: VYkomuko je G = (V,E) rpad ca m > 0 rpana, taga je (3a e € F
IIPOM3BOJ/bHY I'PaHy) Ha OCHOBY IIPETXOIHOI cTaBa Xg(n) = xae(n) — Xa/e(n)

pa3J/inKa JABa IIOJIMHOMAa II0 7, T€ CTOI'a IIOJIMHOM IIO 7. [l

Cneneha Jsiema je JupeKkTHa TOCTEIUIA JePUHANHAjE XPOMATCKOT MOJHMHOMA

rpada u IpUHIUIIA TPOU3BO/IA!

Jlema 2.5. Ykommko cy Cq,Cy, ...,y KoMmmonenTe moBe3aHoctu rpacda G, tama

Je

XG = XG[C1]XG[C2] """ XG[Cy]-

Hedununmja 2.6. Xpomarcku d6poj rpada G, y oznanu x(G), je HajMamu npu-

pojiaH Opoj n 3a KOjU MOCTOjU MPaBUJIHO Oojeme 011 G ca n doja.

Kao mgupexkTny nocieauity JiebuHUIIAjEe XPOMATCKOT MOJUHOMA U XPOMATCKOT

Opoja, modujamo cienehe:
IMocaenuna 2.7. x(G) = min{n € N | xg(n) > 0}.

IIpumep: [Ipumernmo mga Ham gopmysia gata y craBy 2.3 jaje epukacan Ha-
9uH /12 (MIOTIYHO aHAJIOTHO Kao y JOKa3y mocseune 2.4) u3padyHaMo XPOMaTCKI
IMOJIMHOM 3a HekH 3a1atu rpad G. Mckopuctumo 1o y ciaydajy Kazaa je G cTadiio:

Jokazkumo jia 3a crabio G ca k uBoposa Baxku Xg(n) = n(n — 1)1 unmyk-
nujom 1o k:

BU: 3a k =1 je ounrsenno xg(n) = n.

NX: Heka dbopmysna Baxku 3a cBa cradya ca k — 1 yBoposa.

UK: Axo je G crabsio ca k > 2 yBopoBa, TaJia Ha OCHOBY Jieme 1.39 mmamo
na G cagpxu oap jeman Jjmmct v. Heka je e jeqmua rpaHa mHIKAEHTHa ca v. Kako
je G\ e rpad dumja je jemHa KOMIOHEHTa TOBe3aHOCTH CcTadyo ca k — 1 4BopoBa,
a jpyra cuHrITOH {v}, TO HA OCHOBY WMHJYKTHUBHE XUIOTE3€e U jieMe 2.5 mMamo
Xc\e(n) = n-n(n—1)*"2. Ca npyre crpane, rpad G/e je cradmno ca k — 1 usoposa,
na je mo xunoresn xg/.(n) = n(n —1)2.

Hamocnerky, dopmyrna uz crasa 2.3 nam jaaje:
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Xe(n) = xa\e(n) = Xare(n) =n*(n — ¥ —n(n — 1) = n(n — 1)1,

CaMuM TUM, BUJIAMO JIa XPOMATCKU TTOJTUHOM HUKAJIA, ,,HE PA3JIUKYje’ JIBa CTa-

Os1a ca ucTuM OpojeM IBOPOBA.

[Tocmarpajmo cajia konadan ckyn B ca n ejemeHara u HEKO CBOjCTBO A Ko-
je Heku ejieMeHTH cKyma B 3aj0Bo/baBajy, a Heku He. O3mnaummo ca n(A) 6poj
eJleMeHaTa CKyIa B Ko KOjux je CBOjcTBO A MCITyHbeHO.

VkommKo ca A 03HAYMMO CBOJCTBO CYIPOTHO CBOjcTBY A (OIHOCHO CBOjCTBO
KOje je 33/I0BOJbEHO O CTpaHe OHUX W CaMO OHUX eJleMeHaTa KOjU He UCIIyHaBajy

A), Tazia je ouureHO
n(A) =n —n(A)

Yrosuko cy Ay, As, ..., A, Heka cBojcTBa, 03HaUnMO ca n(A;As ... Ay,) Opoj
eJleMeHaTa CKyna B Koju 3a710BO/baBajy CBa OBa CBOjCcTBa. MaTeMaTHIKOM MHIYK-

IIjOM JIAKO JIOOMjaMO YOIIIITehe TpeTXoHe hopMmyie:

n(A1 Ay ... Ay) =n —[n(Ar) + n(Ay) + -+ n(Ay)]+
+[n(A142) + n(A1As) + -+ n(An_1An)]

[TocmaTpajmo casa ckym cBux dojema Hekor rpada G = (V, E) ca A doja, rae
je E={ey,eq,...,€e,}. O3naunmo ca A, CBOjCTBO KOje 3a[0BOJbABA]y OHA U CAMO
OHa Dojerba y KOjuMa Cy Kpajibi YBOPOBU I'PaHe € 0D0jeH! UCTOM O0jOM. 3HAMO Jia
je dojemse paBMJIHO aKKO HHUKOja JIBa CYyCE€JIHa YBOPa HUCY 000jeHa MCTOM OO0joM,
Te cy IpaBHJIHA OOjerba OAIl OHa KOja 3aJ0BO/baBajy cBojcTBO A, A, ....A. .
Crora, kako je X¢(A) dam dpoj mpasmianx dojema rpada G momohy A doja, 1o

IIPETX0/THO] (popMy/I UMaMO

XG()‘) = n(ZmZ@ s Aek) =n- [n(Ael) + n<A62) +oet n(Aek)]+
+[n(A61A62) + n(AelAes) ot n(AemflAem)] - [n(A€1A€2A€3) +oe ]+ (2'1)
+-+ (=1)"n(A4, A, ... Ae,),

. €m

rJIe je m Kap IMHAJIHOCT YUTABOI CKyIMa KOjU ITOCMaTpPaMo, OJIHOCHO OpPOj CBUX OO-
jema rpada G momohy A 5oja, mro je Gamr VI,
YV 1peTxoaHO] CyMH, CabUpIA Cy y OMjeKTUBHO] KOPECIIOHICHIIN]U Ca ITOJICKY-

nosuma S ckyma rpana E rpada G (IpBu wiaH cyme OAroBapa IpasHOM CKYILY ).
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Heka je n(A,
H = (V, {ekl, Chyy v - ekl})‘

Bojema rpada G koja 3a10B0/baBAjY AeklAek2 .. .Aekl Cy yIpaBO OHA 0Ojerba y

Aey, - 'Aek,) ommTH YjaaH nperxomHe cyme. [locmarpajmo rpad

KOjUMa Cy CBaka JiBa cycejiHa yBopa rpada H odojena mctom dojom. Ipyrum pe-
qynMa, y rpacdy H, cBu YBOPOBH je/iHE KOMIIOHEHTE TTOBE3aHOCTH Cy 000j€HU MCTOM
bojoM. Ykomuko ca c({eg,, €y, - - -, €k, }) OBHATUMO OPOj KOMIIOHEHTH IOBE3AHOCTH

y rpacdy H, Bujgumo ja je

n(Ae, A ) = Aelfenyergrmen D),

eny Aer, - - - Aey,

CwMmemrameM 0BOI pesyiarara y (opmyity 2.1 U IpenMeHOBameM ITPOMEH/bUBE
A CTaHJapHOM O3HAKOM m (Koja je y IpPeTXoJHOM u3Bohemy Ouiia pesepBucaHa),

Jgodoujamo ciiegehu cras:

Cras 2.8. 3a rpad G = (V, E) Baxun:

xel(n) = 32 (=1
SCE

[TokymajMo 1a Ha joIn je/aH HAYMH U3PAIyHAMO XPOMATCKU MOJUHOM Tpada.
Heka je m mHeka naprunuja ckymna V' u Heka je fo(m,n) dpoj dojema usopoBa rpada
G y3 nomoh n 0oja y KOjuMa Cy YBOPOBU M3 HMCTOT OJIOKA ITAPTHUIMje 7T 000jeHU
HCTOM OOjOM, a YBOPOBH U3 CYCEJTHUX OJIOKOBa (OHOCHO OJioKoBa By u Bs 3a Koje
HOCTOje CyCeJIHU YBOpOBU vy € By, vy € By) pasimauro. YKOIUKO ca G, 03HAYUMO
rpad modujer ox rpada G ,caxkuMameM YBOPOBa M3 HCTE MApTUIHje Y jeIaH
9BOp, Taja je ounriento fq(m,n) = xq,(n). Ca apyre crpane, 3a cBako dojerbe
k:V —{1,2,...,n}, nocroju jequHCTBEHA [TOBE3aHA TAPTHUIIUja T O V TakBa Jia
k durypurie y fo(m,n). Hanme, maprurujy 7 1001jamo Tako mTo cyceiHe IBOpOBe
0dojere ucToM d0joM y k cmemtaMo y UCTH OJIOK OJ 7 (Ha IpUMEp, IPABUIHUM
bojemuma hie oxroBaparn auckperHa maprunuja). Bpoj dojema y Kojuma cy cBu
YBOPOBU M3 UCTOT OJIOKA y TMAPTUIMJU 71 0D00jeHU MUCTOM OOjoM y3 moMoh 7 doja

jemmax je n!™. Crora,

nll = Z falo,n) = Z Xa, (n).
n<o,0€Lg n<o,0€Lg
Kopucrehu dopmyny Medujycose naBepsuje 1.28, nodumjamo:

Xa,(n) = Z pu(m, o)nlol,

n<o,0€Lg
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Kako nac 3anumajy mpaBuiHa 00jera, OJITHOCHO OHA KOja OJITOBapajy JUCKPET-

noj nmaprunuju 0, nodujamo:

Cras 2.9. Ba rpad G = (V, E) Baxu:

xa(n) =Y p(0,0)n"!,
oeLlg
Y cnenehoj rimaBu, yBemrheMo jemaH 00jeKaT KOMOMHATOPHOI THUIIA KOJU MO-
JKEMO JIOXKMBETH Kao OECKOHAYHHU aHAJIONOH XpoMmaTcKor mnojuHoMma. [lopem Tora,
JokazaheMo cTaBOBe KOjU Cy aHAJOTHU IPETXOJIHO JIOKa3aHuM cTaBoBuMa. [lore-
mKoha Ha TOM IIyTy je YME-€HUIIA Jla HEMaMO Kao opyxkje popMysly Opucama u

KOHTPAKIje JaTy y cTaBy 2.3.



I'maBa 3
Xpomarcka pyHKIHja rpada

Hedununmja 3.1. Heka je G = (V, F) rpad u weka je V = {v, vg,...,v4}. og

XpoMaTckoM (dyHKImjoMm rpada G mogpaszyMeBaMo

Xo = Xg(z) = Xg(z1,22,...) = Zxk(m)xk(@) “ The(ug)
!

rJe ce cyMallija BPIIU IO CBUM IPABUIHUM OojemuMa k uBoposa rpada G.

N3 nedununrmje je ouurseano jga je xpomarcka ¢pyakimja rpacda G jeana cume-
TpudHa xoMorena dyukmuja crenena d = |V| (npenymeparuja 50ja He Hapyiiasa
npaBmIHOCT bojerba). Oasie BUAMMO J1a u3 XpomaTcke (byHKIUje rpada MOKeMO
LJIpounTaTH OpPOj YBOpPOBa y JAaToM rpady. Ipyrum peunma, nBa rpada ca ucrom

XPOMATCKOM (PYHKIIJOM HMA]y UCTH OPOj IBOPOBA.
Cras 3.2. Heka je n npuponan opoj u G rpad. Tazma je xq(n) = Xg(1™).

Joxas. Y cymu KojoMm je nedpunMCaHa XpoMarTcKa dyHKIHja he ce mojaBuTu camo
OHU CYMAaHJIM y KOjuMa (PUTYPHUIILY UCK/BYIUBO L1, T, .. .,~T,, OJJHOCHO CAMO OHA
Oojema y KojuMa je KopuirheHo pBUX N 00ja U TO ca BumrecTpykoiirhy 1, Te hemo

CBAKO TAaKBO OOjere TaYHO jeJIHOM IpedpojaTu. ]

[IpupoaHo je mocTaBUTH IUTAE Ja JIX XpoMaTcKa (DYHKIHja rpada pa3iuKyje
nenzomopdue rpacdose. Mehyrum, xpomarcka DyHKIIAja je UCYBUIIE jeTHOCTABAH
KOMOMHATOPHU 00jeKaT Ja OM TaKo HeHmTOo OWJI0 ucCIymeHo. lcrocraBba ce ja

ce xpomaTcke yHkimje cBux 11 Hemzomopduux rpadosa ca 4 YBopa pas3iukKyjy,

26
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Cauka 3.1: menzomopduu rpadoBu ca jeJHAKIM XPOMATCKUM (DYHKITHjaMa,

aJIu Jia TIOCTOjU jEeJIMHCTBEHU TIap HeM30MOPGHUX rpadoBa ca H YBOPOBa UHje CY
XpomaTcke OyHKIHje jeTHAKE.

VY cekmuju 1.3 cMo JeduHncaIn MOHOMUjaJIHE CUMeTpUYHEe (DYHKIUjE M) U
BUJIEJIN JIa HAM OHE J1ajy MPUPOIHY 0a3y MpcTeHa cuMeTpuaHux dyHkiuja. Paan
MI0jeTHOCTaB/bEIba HEKNX (POpMy/ia y HACTABKY paJjia, MOHOMHUjAJIHE CUMETPUYHE

dyukimje hemo masmo momuduroBaTH:

Hedununmja 3.3. Ykosuko je A = (171272 .. .) Heka napTuiumja, Taja mos ysehanom

MOHOMUjAJTHOM CHMETPUIHOM (PYHKIIHJOM TOIPA3YMEBAMO
m)\ = 7“1!7“2! TNy

Youumo J1a, 3a pasymKy O ,,00MIHNX MOHOMHjaJTHUX (pyHKIMja, yBehaHe Mo-
HoMujausiHe pyHKnuje Hucy daza 3a A. Ca apyre crpane, one jecy Q-daza 3a Ag.
[TpumeTnmo J1a je podeM TpaBUIHOT OO0jerba rpada eKBUBAJIEHTAH ITPOOJIEMY

MapTUITNOHNCAA T'Pada Ha He3aBUCHE CKYIIOBE YBOPOBA:

Hedununmja 3.4. Ilox cradumnom naprurmjom rpada G = (V, E) noapasyme-
BaMO CBaKy MApPTHIjy 7 CKyIla 4BOpoBa V TakBy Ja je cBaku OJOK omg m y G

HE3aBUCAH CKYI YBOPOBA.
Kao nupekTry mocsieauily npeTxoHUX AedUHUATI]jA, JTOOUjaMO:

ITocaenuna 3.5. Heka je a) 0poj craduaux maprunuja m rpada G TakBux ja

XG = Z a,\ﬁz,\

AEV|

je type(m) = A. Taza je:

oxas. Koedurmjent y3 monom z7'z5? ... v X jenmak je 6pojy mpaBmiHEX Go-
J y 1 T2 y J J

jema rpada G y KojuMma je A\ YBOpOBa 0D0OjEHO IIPBOM OOjOM, Ay IBOPOBA JPY-
roM,. .. JIpyrum pednma, jeaHak je Opojy HadmHa Ja ce m3adepe CTaOMIIHA Tap-

turja rpada G tuna A = (A, Ag,...) = (1"2™...), a HAKOH TOra Dojere Koje
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Heku OJIOK BesimauHe \; boju 60joM i 3a cBako 1. Kaja uzabepemo 7 (1I1To MoKeMO

YUUHUTHU HA @) HAYMHA), DOjere MOYKEeMO m3adparu Ha 71!79! - - - HaunHa. ]

Hedununmja 3.6. Yrommko je G = (V, E) rpad u S C E, rana je A(S) napru-
muja Opoja |V| umju cy je0BU jeJlHAKN BeJIMYMHAMA KOMIOHEHATA [TOBE3aHOCTU

rpada Gg = (V,S).

Teopema 3.7.

Xo =) (-1)pxs)

SCE

Joxas. Axo je S C F, umamo 1a je

pags) (@) = ) o,

keEKs

rie je Kg ckyn cBux dojema k : V' — N Koja cy MOHOXpPOMATCKA HA KOMIIOHEHTaMa

nosesanoctu o Gg u rie cMo ca ¥ ozraumim Th(v1) The(vg) ** *

Crora,
Z(_l)‘s‘pk(s) — Z(_l)ISI Z oF = Zxk Z (_1)\5\, (3.1)
SCE SCE keK k SCEy

r7e je mpBa cyma 1o cBuM dojemuma k rpacda G, a Ej je ckyn cBux rpana y rpady
G 4auju cy Kpajmbu IBOpoBu 000jeHu mctoM dojom mpu k. Crora, japyra cyma je
sampaso (1 — 1)IBxl = 0, ocum y ciyuajy kama je Ej mpasan ckym (Te je Ta cyMa

1), omrocHO Kaza je bojeme k mpasuino. lakie, (3.1) je 3ampaso
>
2

rJe ce cyMaldja BPIIM 0 CBUM HPaBWJIHUM OojetbuMa rpada G, ajmum To je 1o

neduHUTEjI darr xpoMmarcka yHkiuja o1 G. L]

[TpumeTnmo s1a OBy TeOpeMy MOXKEMO JIOKUBETH Kao YOIITemne ctaBa 2.8. Kao
IITO CMO Beh HaBesn, XpoMarcka (pyHKIHja He pa3jnKyje CBaKa JiBa Hen30MOpPd-
Ha rpada. MoxkeMo ce 3anuTaTé KoOje CBe 3ajeHIYKe 0coOWHE (ITopej] jeHAKOT
Opoja uBopoBa) Mopajy umaru JBa Hemzomopdua rpada Ja du BUXOBE XPOMAT-
cke dyukIiuje duite jenrake. CIIMIHO, MOXKEMO Ce 3AIUTATHA KOje TO Hem30MOphHE

rpadose xpomarcka QPyHKIHja ,,pa3IuKyje’.
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ITocneauna 3.8. Ako aBa rpada mmajy mcre xpoMarcke GpyHKIHjE, Tala UMajy

HUCTU OPOj TpaHa W UCTU OPOj k-€JIeMEHTHUX yIapUBaIba.

Jloxas. Yrkomko je G = (V,E) rpad u Xg = D c\py, U3 IPETXOJHE TeOpeMe
BIJIUMO J1a je (3a S C E jeanounan) Opoj rpaHa 3ampaBo jeHAK OPOjy —C(21,..1)-
Amnajiorso, 6poj k-ejleMeHTHHX yIIapuBaiba C€ MOXKE IIPOYUTATH U3 Cy, TIe je A =

(2,...,2,1,...,1) maprunuja ca k mesoBa jeqHaKuX 2. ]

ITocnemauna 3.9. Ako aBa rpada mmajy ucre xpomarcke QyHKIHje, Taja UMajy

U UCTYy CyMY KBaJpaTa CTEIeHa IBOPOBA.

Jloxas. Heka je S(G2 2 6poj moarpadosa on G = (V, E) ca ckynom usoposa V u
aBe nucjynkTHe rpane. [lo Teopemu 3.7, Taj 0poj je damn jeaHak KoepUIMjeHTY
Y3 P2,21,..,1) ¥ passojy on Xg. Crora, ykomuko G u H = (V', E') nmajy ucry
XpoOMaTcKy (DYHKIIHU]Y, Taja je S(G2 2 = Sg’Q). Hasbe, HEKA je Sg’ ) opoj noarpadosa
o1 G ca CKyImoMm 4YBOpoBa V U JiBe TpaHe ca jeJHUM 3ajeJHHIKNM dBopoM. Kako
cy cBu nosirpadosu o1 G ca cKymnmoMm uBopoBa V' u JBe TpaHe jeJHOT O/ ITPETXO/IHO
HaBeJeHa JBa THIIA, J00UjaMo Jia je ('g‘) = 58’2) + Sg’).

ITo mperxomHO] mOCeaUIHN, 3aK/bydyjeMo na je 3a G u H ucmymeHo Sg’ ) =
SS’). Ca npyre crpane, omadup moarpada Koju purypuiie y Sg ) exBuBaeRTAH je

n300py IMEHTPAJHOT YBOpA U HEKe mherose jiBe rpane. Crora,

59 =3 (")) = 3 T - do) = 3 S ) - Bl

veV veV veV
OnaBzie AMPEKTHO BUIUMO Ha je y_ i d*(v) = 2(89 + |E|) = Q(SS) + |E|) =
ZUEV’ d2(v)' L

ITocnemuma 3.10. Axo aBa rpada nmajy ucre xpoMarcke MyHKIje, Taga IMajy

U UCTH OPOj TPOYTJIOBA.

Joxas. Axo je Tg 6poj Tpoyriosa y rpady G, JJaKO BHAMMO J1a je KOehUIHjeHT

Y3 P3,1,..,1) Y Pa3Bojy 3a X dam jeaHax Sg) —T5. [

-----

IMocaenuna 3.11. Ykomuko je G = (V, E) crabmno, X¢ = Y cxpa, Tajga je |, 1]

opoj nmozcTadama on G ca j IBOPOBA, a C(,—1,1) OPOj MHuCcTOBa y G.

/loxas. IlpBu 1eo TBphema ciaean JUPEKTHO U3 TeopeMe 3.7 U UYUILEHUIE J1a je
S C E ckyn rpaHa j-ememeHTHOr ctadia akko je A(S) = (4,1,...,1), a apyru
POU3MWJIA3U U3 TOTA IITO je CBaKo mozcradsio ox G ca n— 1 uysoposa 3amnpaso G \ v

3a HEKH JIUCT V. L]
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Hapenny Teopemy, ca Jipyre cTpaHe, BUINMO Kao YOIIITEHe cTaBa 2.8, a KaKo

je 1 J0Ka3 MOTIIYHO aHAJOTaH, M30CTaB/baMoO Ta.

Teopema 3.12.
Xo = Z 1400, 7)Pype(r) -

meLg
Hedbunnnmja 3.13. Ako je mgara baza {uy} nmpocropa A, KazkeMo J1a je CUMeTpH-
yHa dyHKIHja f u-IO3UTHUBHA YKOJIUKO Cy y pa3Bojy f = Y dyu) cBu Koedurm-
jentu d) neneratusuu. Kazkemo 1a je rpad G u-mO3UTHUBAH YKOJIUKO TO BayKU 3a

ETrOBY XpoMaTcKy OyHKIHAjy Xq.
Ilocaemuna 3.14. Oyukiuja wXg je p-TIO3UTUBHA

Jokas. Kaxo je 3a A F |V| mcnymeno €y, = (—1)VI=WN | uvamo ga je Etype(r) =
(—1)VI=I"l. M3 reopeme 3.12 m ummenune ma je Mebujycosa dbynknumja on L

ajTepHupajyha, Buaumo:

wXa = Y |10, 7) Prype(r)-

w€Lg

]

Y one/bKy 2, BHJEIN CMO J1a XPOMAaTCKH IIOJIMHOM HE DAa3J/IKyje cTadja ca
nctuM dOpojem uBopoBa. Vcmocrasiba ce ga xpomMaTcka pyHKIMja CTadIa HUje TO-
JIMKO jefHOCTaBaH odjekar. IIpumerumo npso na, ykosuko je G = (V) E) mywma,
Taja je Mpexka KOHTpakimje Lo m3oMopdHaA MapTUTUBHOM CKymy ckyma of |E|
enemenara. Hanme, omadup nosesane napruiiuje rpada G je eKBUBAJEHTAH OJa-
OMpy HEKOr IOJICKyIla cKyna rpaHa F, u 3a jBe moBe3aHe MapTUIIAje T U 0 BayKU
T < 0 aKKO je WHIYKOBAHU TOJCKYIl I'paHa 3a 7 IOJACKYI WHIYKOBAHOI CKyIa
rpana 3a 0. OBo He BaxKu 3a IIPOU3BOJbAH I'Pad jep MOXKEMO, Ha IIPUMED, Y UCTOM

OJIOKY HeKe MapTUIlje UMATH TPU YBOPA OJ KOjUX je CBAKU Ca CBAKUM CYCEJaH.

Jlema 3.15. Ako je G myma u 7 HeKa [OBe3aHa MapTUIIHja, TAJa je
(0, 7) = (=1)VI-Il.

/loxasz. Jloka3 MOXKeMO CIIPOBECTU WHIYKIIMjOM TIO PAHTy mapTturuje my Lg.
(BU): Ykomuko je 7 = 0, tana je u(0,0) =1 = (—1)°.

(X): Heka Baku 3a CBe MapTUIje PAHIa MAEr OJL 1
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(UK): Ako je m mapTunuja panra n, Tajia je

u0.m) == Y o)== [1= () (5) -+ 0 (L) =y

0<o<m

rie je [ Opoj rpaHa mpHIpPY2KEHOr IOoJcKyla rpaHa. [IpuMernmo a cBaku 0J10K
on m 'y rpady G unaykyje cradyio, Te cBaku OJIOK B; mapTuiije m IpuIipyrKeHOM

nojcKymy rpana gaje |B;| — 1 rpany. Crora, [ = ) (|B;| — 1) = |V| — |«]. O

ITocnemuma 3.16. Heka je G = (V, E) myma. Taga 3a ceako A - |V| 3Hamo 6poj
ay crabunHux naprunuja of G Koje cy Tuma A akko 3a cBako A b |V| smamo opoj

by moBe3aHUX MAPTUIIAja TUIIA .

Jloxas. Tlo mocaenumu 3.5, 3aamo Xg = > aymy. Ha ocHOBY mperxojne jieme u
Teopeme 3.12, mvmamo X = 3 p1(0, T)pryper) = . (— 1)Y= Mbypy. Kaxo cy {my}
u {p,} Q-baze 3a Ag, TO KoeduUjeHTe U3 IPBOT Pa3BOja MOXKEMO U3PA3UTH IIPEKO

KoeduIjeHaTa u3 JIpyror pa3Boja u 0OPaTHO. O]



I'maBa 4
AukKJn4dHe opHjeHTalllje

Hedunumnuja rpada kojy cmo jganam y norjasmy 1.5 je nedunuimja meopu-
jeHTHCaHOT Tpada - rpaHe CMO MMOCMATPAJIN Kao JIBOYJIAHE MOJCKYIIOBE, & He Kao
ypebene mapose obinka (a,b), rue cy a u b pasnuauru ysoposu. Kama ducmo ycso-
jui OBy JIpyTy KOHBEHIIN]Y, MOIJIM OMCMO T'paHy ab /ia mocMaTpaMo Kao yCMEpPeHy

rpany ,,0/1 9YBOpa a JI0 94Bopa b”.

Hedbunnnuja 4.1. Opujenranuja rpada G = (V, E) je cBako IpecinKaBarbe
O:E — {(a,b) | a,b € V} tue je 3a cBaky rpany ab ucnymeno O(ab) = (a,b),
wm O(ab) = (b, a).

Hedbununuja 4.2. 3a opujerranujy rpada G KaxkeMo J1a je aruKJInIHa YKOJIUKO

He CaJIPXKU yCMepeHe IUKJIIyce.

AnukmaHe opujeHTaIje Cy y TECHOj BE3U Ca XPOMATCKOM (DYHKITHjOM U XPO-

MaTCKUM IOJIMHOMOM Trpada.

JIema 4.3. x¢(n) je zanpaso 6poj ypebenux naposa (o,0), rue je o : V. —
{1,...,n}, a O opujenranuja ox G Koja je:
(a) aruKIMIHA

(6) yxommko je O(uv) = (u,v), taga je o(u) > o(v).

Jloxas. Tlpumernmo Ja ucmymweHOCT ycsaoBa () maje Ja je mpecauKaBambe o mpa-
BUJIHO Oojembe rpada, aan u 1a je opujertamnuja O anmukiandaa. OOpaTHO, YKOJIUKO
je o npasuiaHO O0jeme rpada nmomohy n doja, Taga MOXKEMO yBECTHU jeIUHCTBEHY

OpHjeHTaIjy Ha TPaHaMa TaKo Jia je UCIOIITOBaH yCaoB (). O

Hedbunaunuja 4.4. Cniusnuk opujentucanor rpada G je cBaku 9Bop TOr rpada

qrja HUjeHA IpaHa HUje OpHjeHTHUCaHa ,,07 hera’.

32
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[IpumeTrnMo J1a cBaka alUKJIWYIHA OPHUjEeHTAIlMja UMa Oap jeJlaH CJIUBHUK jep
OmcMo mHave JOOWIM KOHTPAIMKIIA]Yy Ca YCJAOBOM KOHAYHOCTU CKYIIA YBOPOBA.
[[IraBure, cBaka KOMIIOHEHTa IOBE3aHOCTH rpada Mopa CajpKaTu CJIUBHUK Yy
JATO] alMKJIMIHO] OPUjEHTAIIN]H.

[Tocmarpajmo weku dopmannau crenenu pen F(x) = F(xy,x9,...) ca mpe-
OpOjUBO MHOTO TMPOMEH/bUBUX U PAIMOHAJIHUM KOeMDUINjeHTUMa U O3HAYUMO Ca

[(ll az

DY ak
T lwpt ek

ik

|F'(x) koedunujent y3 mMonom xi' i) - - xik y F.

4.1 IIpocTop kKBazucumMeTpuIHnNX (PpyHKIHja

Hedbununuja 4.5. F' je kBazucuMeTpuIHa ako je

(i @iy - @i F = [aglagy -2 F

Kl TOM je 17 < 19 < - < G U J1 < Jo < --- < Jg. CKym CBEUX XOMOI'€HUX

KBasucuMeTpuuHnX yHkimja Haa Q cremena d o3nauaBamMo ca Q.

JacHo, cumerpudne hpyHKIMje cy U KBasucuMeTpudre. Jlako Buanmo u 1a je Oy
BekTOpcKu mpocTop Haj Q mumensuje 297! (6poj pasmmuuTHX perrera jeHadrHe
a; + as + - -+ + ax = d 3a cBe k He Behe ox d).

Ba n € N, osnaunmo ca [n] ckym {1,2,...,n}. Ako vam je mar S C [d — 1],

MOXKeMO J1e(bUHUCATHA TaKO3BaHy (PYH/IAMEHTAJIHY KBAa3UCUMETPUIHY (DYHKITU]Y

Qsa(x) = Z Tiy Ty

11<<ig
i5<ijy1,J€5
Ckyu {Qsa | S C [d—1]} je jeana da3a 3a IPOCTOP KBA3UCHMETPHIHUX (DYHK-
nja crerera d. Kama je jacHo mra je d, m30cTaB/hbaMO T'a U3 O3HAKE U IIHIIEMO
caMo (g.
Y HacraBky he HaM OUTH HEOIIXOJHO JIMHEAPHO MpeciaukaBame ¢ @ Q; — Qlt]

JeduHICAHO Ha Da3M ca:

t(t —1)', yxomuko je S={i+1,...,d—1}

0, nHAYe

0(Qs) = {

Hedbunnnmja 4.6. Yromuko je P = {vy,vq,...,v,} nmapuujanso ypeben ckyi,

TaJia je meroBa xpoMarcka (QyHKIHja 1edUHICAHA KAO

Xp = Z Lho(v1) Th(va) ** * Th(vg)
k



I'JTIABA 4. AIIMKJINMYHE OPUJEHTAIINJE 34

rJIe je cymalmja M3BPINEHa 10 CBUM cTporo pacryhum dyukmnujama k : P — N

(ommocHO TakBuUM ma u < v = k(u) < k(v)).
Jacno, Xp je kBazucumerpudna pyHKIH]ja.

Hedbununmja 4.7. Ykonuko je P napuujaiano ypehen cky ca d eemenara, Taja

je muHeapHO TpojyIKeme o P cBaka dujeknumja v : P — [d] Koja uyBa mopenak.

[TpumernMo ma cBakM KOHa4YaH HMaplujaaHo ypeheH cKyl mma JImHeapHO IIpo-
JlyKerbe (MUHUMAJHUM eJIEMEHTUMA JIOJIeJIUMO HajMAe UHIEKCE,. . . ). YKOJUKO
je w: P — [d] neka dukcupana dujexnuja koja okpehe mopegak (0IHOCHO JinHE-
apHO IpojryKembe yasa P* on P), Taja 3a JMHEAPHO POy kKemwe o o] P, MOXKeMOo
nocmarparu (w(a™(1)),...,w(a"(d))) = (a1, ..., aq) Kao nepmyranujy ox [d]. Ca
L(P,w) o3HauaBaMO CKyIl CBUX JIMHEAPHUX IPOJIyXKewma oJ1 P, Koje mocmaTrpamo
Kao nepmyTarmje o [d] y ogHocy Ha w. /JedMHUIIIMO CUIa3HU CKYI OJ1 JIMHEAPHOD
npoxnyxema « (y ogHocy Ha w) Kao D(o) = {j | a; > a;+1}.

Penumo, ykosmko je w = d + 1 — «, Taga je oBa mepmyramnumja (d,...,1), a
CUJIA3HU CKYIl 9uTaBo [d].

C obsupom Ha TO 12 je Xp jenna KBazucuMeTpudHa (PYyHKIHja, 3aHUMA HAC

KakaB je pa3Boj on Xp y dyHIaMeHTaJIHOj da3u 3a Q.

Jlema 4.8. YkoymKo nmMaMo napiujaano ypehen ckymn P ca d egemeHaTa u ca Jin-
HeapHUM I[IPOJLyKerbeM jiyasa w : P — [d], Taja cBaka crporo pacryhia dyHkimja
k: P — N uHayKyje jeIMHCTBEHO JIMHEAPHO MpoayxKeme « : P — [d] TakBo na
je
(a) k(a™'(1)) < k(a'(2)) < -
w

(a™'(d))
(6) Axo je w(a™t(i)) > :

<k
(a7 (i+1)), rama je k(a™'(4)) < k(a™'(i + 1)).

/loxas. Ykonmko ca B; 03HaAYMMO CKYTI CBUX ejleMeHaTa u3 P Koju ce ca k ciukajy
y 1, godujamo jeauy maptunujy ckyma P na dsokose Bi, Bs,.... C 0b3upom Ha
yciaoB (a), BHAUMO Jia je pacropej OJOKOBa y JAT0] MepMyTaliji jeJInHCTBEHO
onpeben. [a we ducmo mapymmmim yciaos (D), eeMente yHyTap uctor djoka B;
(koju cy mebhycobHo Heymopeausu jep je k crporo pacryha) MopaMo COpPTHpPATH
y w-pactyhem moperky. Crora, BUIUMO Ja je mepMmyTaliija Koja 3a0Bo/baBa OBa

JIBa YCJIOBa jeMHCTBEHO opebheHna. ]

3a a u k Koju 33/10BOJbaBA]y yCJIOB IIPETXO/IHE JIeMe KayKeMO Jia CY KOMIIaTUOMI-

un. Ako cana, 3a a € L(P,w) ca X, 03HAIAMO Y, Ti(a-1(1)Th(a-1(2)) " " Lhia—1(d))
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rJie ce cyMallyja BpIIK O ¢BUM cTporo pacryhum k : P — [d]| koje cy KommaTu-

omnne ca «, BuguMo J1a je X, = Qp(). Crora:

Xp= Z L)) Th(ve) " Th(vg) = Z Z L(a=1(1)TE(a=1(2)) " " Th(a—1(d))
Kk

a€L(Pw) k xomnaruduino ca o

= Z Xo = Z QD(a)~

a€L(Pw) a€L(Pw)

Teopema 4.9. Axo je P mapnujayiHo ypeheH CKyIl ca JUHEAPHUM IIPOJLYKEHheM

ayaja w, Taaa je:

Xp = Z Qp(a)-

acL(Pw)

ITpumep: Ako je (P,w) 3amaro Ha cienehem aujarpamy, taja je
L(P,w) =1{(3,4,1,2),(3,4,2,1),(4,3,1,2),(4,3,2,1),(4,2,3,1)}, nmok cy cunasuu
CKyToBH OBHUX mepmyTarmja pegom {2}, {2,3},{1,2},{1,2,3},{1, 3}.

Lo 2

Jlema 4.10. Vkonuko je P maprumjaano ypeben ckymn ca d ejemeHara, Taja je

o(Xp) =t™, vae je m 6poj MUHUMATHUX ejleMeHaTa y P.

Zloka3. YKOJUKO je w JIMHEeApHO POy Keme Jiyasa P*, je luHr HAYuH Ja J0OUjeMO
nepmyranujy (ai,as, ..., aq) Koja uma cunasuu ckyn {i + 1,...,d} jecre cnenehin:

OadbeprMo MHHIMAJIHE €JIEMEHT ¥ Tako Ja je w(v) najsehe. Nzadbepumo duto
KOJUX % MUHHUMAJIHUAX €eJIeMeHATa Ui, . .., U; PA3JIUIUTUX O/ U U U3JIUCTAJMO UX Y
pactyheM MOpPeTKY y OJHOCY Ha w. 3aTHM CMEIITaMO v, JIOK IIPEOCTAaJIe eJIeMEeHTe
pacrniopehyjemo y onasiajyhem moperky y ojHocy Ha w. Kako mocroju (m;l) HaYNHA,

J1a 0/TadepPeMO ¢ MUHUMAJITHUX eJIEMEeHATa Pa3JIUuIuTuX OJ U, TO je

m—1

p(Xp) =) <m Z_ 1>t(t — )=ttt -1+ 1) ="

1=0



[VIABA 4. AIIUKJIMYHE OPUJEHTAIINJE 36
4.2 CauBHUIIN

Teopema 4.11. YKoJHKO je

XG = Z CAEN

AV
Taja je

sink(G, ) = Z Cx,
ARV
1X)=J

rze je sink(@G, j) 6poj anukananux opujeHTanuja rpada G ca j cIUBHUKA.

Jokas. Ykonuko je O anuk/JImdHa opujeHTaInja, a k dojeme, kaxemo ma je k O-
KOMITATHOMITHO yKOJIUKO je k(v) > k(u) xax rox je O(uv) = (v, u). Beh emo Bugenn
Jla CBAKOM OOjerby OJIroBapa TadHO jeJHa AIMKJIMIHA OpPUjeHTaIrja, Te yYKOJUKO
ca Kg 0o3HaYMMO CKyIN CBHUX IpaBUJIHUX Oojema rpada G, a ca Ko ckyn cBux

O-kommaTnOMIHEX 0ojera o1 G, Taja

Ko = |_| Ko.

O anukam4IHA

Crora, yKoauko ca X¢ o3HauuMo Y x*, e je cyma 1o csum (O-KOMIIATHOUTHIM

Xg = Z Xo.

O anukJInYHA

0ojerrMa, MMaMOo

Osnaunmo ca (O tpansutuBHO 3arTBOpere penanuje O(FE), 0IHOCHO Ipecek
CBUX TPaH3UTUBHUX pesaruja Koje cy Behe on O(F). Kako je O anukindna, TO

je O maprmjamuao ypebeme ckyma V. Ilo medununmju xpomarcke yHKImje 3a

naprujaiaHo ypeben ckyn, umamo ga je Xp = Xg, Te je

Xg = Z X5. (4.1)

O anukgnyHa
[Ipumerunmo 11a je 6poj ciauBHUKA arukianydae opujentaruje () 3amnpaBo Opoj mMu-
HuMasiHux esemenara o O. Crora, ako npumeHnMo ¢ Ha (4.1), mperxomHa jema
HaM Jiaje:

o(Xg) = Zsink(G, .

Uspauaynajmo cana ¢(ey): medunumumo mocer P, kao maucjyHkTHY yHEU]Y [(A)

JaHAIA ca A, Ao, ... edeMeHaTa. OunrienHo, Xp, = ey, Te je 10 IPETXOIHO] JeMU
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o(ey) = '™, U3 paspoja 3a X mpeko e, u mperxoHe hopMyJIe, T00H]aMo
Z ext'® = Z sink(G, 7).
A J

UsjemmauasameM Koedunmjenara y3 t/, qodujamo Tephembe. O

ITocnenura 4.12. Ykoauko je G = (V, E) rpad ca N anukJInIHAX OPHjeHTAIH]a,
taza je xo(—1) = (=DIVIN.

/oxas. Hpumernmo na je ex(1") = (') () ... o crasy 3.2, mmamo ga je

PV
n n
Xa(n) = c sl 4.2
=2 A(M) ()\2) &5
ARV
Ykonuko cMecTuMo n = —1 y npeTxoiany (hopMyJIy U UCKOPUCTUMO YUIHEHUILY J1a

je (_]1) = (—1)?, nodujamo

o(=1) = ()M 3" e
AH|V|
MebhyTum, npeTxoHa TeopeMa HaM Jaje 13 je CyMa » , ) jeJHaKa OpOjy alluKJIn-

JHUX opujeHTanuja rpada G. O]
Vkomuxko je P(n) mexu mosmHoM, ozHadnmMo ca [n*]P(n) xoedunujent yz n* y
P(n).

ITocnenumna 4.13. Bpoj anukianunux opujenranuja rpada G = (V, E) ca jeaun-

ctermM cymHAIKOM jerHax je (—1)VIHV|[n]xg(n).

/loxas. Bpoj anuKINIHUX OpUjeHTalldja ca TAYHO jeJJHIM CJIMBHUKOM j€ 3aIpaBO

sink(G, 1). Ha ocroBy dopmyse (4.2), mmanmo

wor= 2o () ()

Ykosmko je [(\) > 2, Taja je moJuHOM (;1) (;;) ... JIeJbUB ca n?, Te je 1o TeopeMu
4.11,3a 5 = 1:

; . _1\IVI-1
[n]xa(n) = cqvpln] <\V|) = sink(G, 1)[n] (|V|> = sink(G, 1)( 1|‘)/_| :

Vi-1

MHozkemeM JieBe U JleCHEe CTpaHe npeTxojHe jeanakocru ca |[V|(—1) 3aBpIia-

BaMoO JI0Ka3. L]
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C 0d3upom Ha TO 2 y rpady KOju je HelmoBe3aH He MOYKEMO UMATHU AITUKJIATHY
OpHUjeHTAIHjy Ca CAMO JeJIHUM CJIUBHUKOM, JTUPEKTHO JOOUjaMO J1a je ¥ XPOMATCKOM
ITOJIMTHOMY HeIoBe3aHOoTr I'pada KoedUIHjeHT y3 JUHEApHU YJIaH jeIHAK HYJIU.

Ucnocrasiba ce ja xpomarcka (pyHKIHja rpada He MOpa OUTH e-TIO3UTUBHA,
OJTHOCHO KOeUIHjeHTUu ¢\ y pa3Bojy Xg y 0a3um eJIeMEeHTApHUX CUMETPUIHHX
dyukimja mory dutu u neratuHu. Hajmamu mpumep Taksor rpada jecre Tako-

3BaHa ,KaHIIa , OJHOCHO OunapTuTHHU rpad K 3 3a Koju je
Xg=e4+5e31 —2e0+e21,1.

O oBoj Temaruru Ouhe BuIlle pedn y TOTJIABBY 7.

Hazosumo maprurmjy p = (1, pi2, .. .) HEKOr upupojgsor opoja r < |V| mo-
myctusoM y onuocy Ha rpad G = (V, E) yKOJUKO TOCTOjU CTAdUJIHA MAPTUIIN]A
Hekor ckyna W C V koja je tuna p. Ha ckymy ¢BUX JOMyCTHBHX NapTHIHja YBO-
MO TIPUPOJIHO ypeheme kao y medunurnuju 1.2. 3a maprtunujy g - 7 KaxKemo
Jla je MaKCUMAaJIHA YKOJIUKO je MaKCUMAaJIHA Y OJIHOCY Ha MPUPOIHO ypeherme cBux
JIOIIYCTUBUX MTAPTUIIHA]A O T

Vkoauko je mara anukygndda opujentanuja O rpada G, moxkeMo aeduHUCATH
un3 ciamsuuka ss(O) = (sq,Sg,...,5;) Ha cuenehn Hadun: s je OpoOj CIUBHHKA
y O. Kajia u3 G yKJIOHUMO CBe CJIMBHUKE, 3aj€JHO Ca CBUM IbUXOBUM T'paHaMa,
JodoujamMo HOBH rpad ca Sy camBHHUKA. [Iporeypy monaB/baMo 0K He JioheMo
J10 rpacda yuja je cBaka KOMIOHEHTa [MOBE3AHOCTHU jeJIHOWIAHA (14 U TPUBUjATHU
CJIIBHUK) U TO je 0poj s;. Ilpumernmo ma, ykosuko esemente of ss(O) ucuuremo
y onanajyhiem moperky, podujamo jonycruBy mapruiujy ox |V| jep Hukoja asa
CJIUBHUKA HE MOTY OUTH CYCEJIHA.

VYkomko je P naprujaano ypeheH KOHa9aH CKYII, MOKEMO MY JOJETUTU AIlH-
KJIMYHO OPHjeHTHCaH Tpad y KOM Cy YBOPOBH ejieMeHTH cKyma P, a rpana (v,u)
yKoHKO je u < v. Crora, ss(P) je u'y oBoM ciaydajy J00po JeHHUCAHO.

YKosuko je p naprunuja, nedunumneMo xomomopdusam ¢, : Qg — Q|t], xoju

je 3as1aT Ha dyHIaMeHTaaIHoj a3y ca:

t(t—1)", yxomuko je S = {u1, ...,y +i+1,....,d—1}

0, nHAYe

SOM(QS) =

3a ;10Ka3 rJIaBHe TeopeMe OBOT TIOTJIaB/ba, Onhe HaM HEOITXOJIaH aHaJIOTOH JIeMe

4.10 3a MonudukoBane @, XoMoMopdusme:

Jlema 4.14. Heka je P naprujasso ypehen ckyu ca d enemenara vt jt = (fiy, . . ., j4)

MMapTUIyja, ayKuHe .
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Yromuko je ss(P) = (p1,..., 1, m,...), Taga je ¢, (Xp) =t".
Yrouuko je ss(P) = (v, vg,...), TAKO Ja je 3a HEKO § UCIYHEHO U] + -+ - +v; <

w1+ g, T8 je QOM(XP) = 0.

Jloxas. Heka je w : P — [d] Heko nuHeapHO TpoOjyKeme jyana P*. Axo je
ss(P) = (u1y..., g, m,...), JeIUHA HAYWH [ JIOOUjEMO JIMHEAPHO IIPOJLYIKEHe
a ox P koje mma omamajyhm ckym {py,...,pu,m +i+1,...,d — 1} je caenehn:
U3JIUCTaMO (1] MUHUMAJHUX ejieMeHara ol Py pacryheMm Moperky y OJHOCY Ha w.
BarumM, U3IUCTAMO (o CleJehnX MUHUMAJIHUX eJleMeHaTa y pacTyheM MOpeTKy y
onHOCy Ha w. [TocTynak HacTaB/baMoO JIOK HE M3JIMCTaMO fi1 + - + - + f1; eJIleMeHaTa OJ1
P na oBaj naunn. Heka je v MUHUMAJIHM €JIEMEHT MPEOCTAJIOT Jiejia ca HajBehnm
w(v). N3adeprmMo MpOU3BO/GHUX § MUHUMAJHUX €JIeMEHATA U1, . . ., U; PATMIATIX
O/ ¥ ¥ UBJIUCTAjMO UX y pacTyheMm MOpeTKy y ojaHocy Ha w. Hakow Tora, y Hu3
CMEIITaMO v, TIa IPEeOoCTasIe eJieMeHTe y oma1ajyhieM moperky y ogHocy Ha w. Kako
oCTOju (m;l) o/ladupa i MUHMMAJHUX €JeMeHaTa Pa3JUIuTUX O U, JTOOUjaMO
0, (Xp) =t™ xao y nokazy seme 4.10.

Habe, yKOJIMKO TIpeTnocTaBuMo jia je ss(P) = (v, ve,...), Tae je v1+- - -+ v; <
i1+ -+ + | 3a HEKO ¢, Tajia OYUIJIEHO He MOXKEMO KOHCTPYHUCATH JIMHEeapHO

npoxnyeme « ox P xoje ou nmaso omagajyhu ckyn S 3a koju je ¢,(Qs) Herpu-

BUjaJTHO. [
Teopema 4.15. Heka je p = (u1,..., ) Makcumanana mapramuja ox r < |V|
nyxune | n veka je Xg = > cyexn. 3a j € {0,...,|V]| —r}, 6poj anuknmmaanx
opujentanyja O ox G 3a koje Hu3 cauBHUKa $$(O) UMa 00IUK (L1, ..., [y Jy---),

y o3Hamu sink(G, p, j) jeqHax je:

sink(G, p, j) = Z Ch,

A

rjie ce cyMaryja BpIu 1o ceuM naprurnujama A F |V| auju koujyrar N 3aj0BosbaBa
A’lz,ul, )\/2:/,02, ...,)\;:/Ll, )\;+1 :j

/loxas. Kaxko je p makcmMaJsiHa, 3HAMO JIa HE MOYK€ MMOCTOjaTH AITUK/IMYIHA OPHjEH-
rarja O ca ss(O) = (vy,v9,...) 3a KOjy je

(a) v+ +v; > g+ -+ p; 3a cBako i € [[

(6) v1 4+ -+ +wv; > pg + -+ p; 3a HEKO @ € [I].

Crora, wn je ss(O) = (p1,..., 1, m,...), Kaga je ¢,(Xg) = t", win je

ss(0) = (vy,v9,...), THe je v1 + ... +v; < p1 + ...+ p; 3a Hero @ € [I], Kaza je
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vu(Xp) = 0. Jaxie, ako IPUMEHNMO (), HA BE3y:

Xe= Y Xp

O anukInYHA

J1001jaMo
ou(Xa) =) sink(G, p, j)t'.
j

Cazma xesmmmo ma uspadyHamo ¢,(ey) 3a A F |V|. Ha ocmnoBy crasa 1.8, e,
Cy mM3pazkeHe IPEKO M, IyTeM ropmerpoyraone marpuie. Heka je, kao u unauqe,
Xo =) cren.

AKo HEKO A 3a]10BOJbaBa

(a) ex #0

(©) A+ + X > pg + -+ + p1; 38 cBaKo i € [l]

(B) N+ -+ -+ X >pi+ -+ p; 3a cBako i € [l
Taja ducmo Takohe mmasm ay # 0 (pa3Boj uz mocsaemmie 3.5), MTO je y KOH-
TPaIUKIUjn ca MakcuMmaJsHomhy mnaprurmje . Crora, N moxke Outm 0dJIMKa
(1y oy gy - - ), Wik (V1,09,...), TJ€ je 3a HEKO i € [l] ucnymweno vy + «- - + v; <
M e e

Heka je P, xao y moka3y Teopeme 4.9. Ha ocHOBy IpeTxXojHOI pa3MaTrparba,

nMaMo Jia je

t™,  ykomuko je N = {p1,...,p,m,...}

‘PM(P/\) = {

0, nHa4Ie
Cana je
D at™ = pu(Xa) =) sink(G, p, )Y,
J
rjie je nmpBa cyma 1o csuM naprurmjama A E |V| 3a koje je N = (uq, ..., py, m, . ..).

VaumameM Koedunujenara y3 t/ ca obe cTpane IpeTxoHe jeJHAKOCTH 3aBPIIaBa-

MO JIOKAa3.

]
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Pa30ujenu mukiaycu

Hedununmja 5.1. Ako je G = (V, E) rpad ca ¢ rpana, tajga je o3HaYaBAE
rpada G cBaka dujekimja o : B — {1,2,...,q}.

[Ipumernmo ma cBaku nukiryc y rpady G MoKeMO UIeHTH(MUKOBATH Ca CKYIIOM

rpaHa Koje ce y meMy I10jaBJbY]y.

Hedununmja 5.2. Ako je G = (V, E) rpad u a meroBo o3HavaBame, TaJa MoJ|
caromsbennM 1mkiaycom C mogpasymesamo nukiayc C' rpada G uumja je najseha
rpana (y OIHOCY Ha O3HAYABaIbe (v) YKIIOmeHa. KOMILIEKC CIIOMIbEHUX IUKITYCa Y
OJIHOCY Ha O3HavaBaibe (v, y o3HaIM B¢, jecTe CKyIl CBUX IIOJICKYIIOBa IpaHa rpada

G Koju He caJIprKe CJIOMJbEHH ITUKJIYC

Ha ckymy cBux mukiyca rpada G ca o3HaUaBameM I'PaHa @ MOXKEMO YBECTH
crporo ypebheme Ha cirenehn Hadus: 3a a8a nukayca C u Cy numemo ga je C < Csy

yKoJsuKo je ucnymeno max{a(e) | e € C1} < max{a(e) | e € Cs}.

Teopema 5.3.
o) = Y (<)l
SeBa
/oxas. IlpernocraBumo ja y G umamo o ciaomsbennx mukiyca Cp, Csy, ..., C, Koju

cy nopebanu y Heomasajyhm HM3 y OZHOCY Ha O3HaAYaBale (@ IpaHe KOjy CMO
n30aImIn Ja OUCMO JIOOWJIM JAaThU CJIOMJbeHH IuKayc. llogenmunhemo nomrpadose
on G = (V, E) koju cy odbska (V,5) 3a S C E ua o + 1 nozxckynosa Ha cieaehn
HaYUH: y IIPBU CKYII S CMeITaMo cBe moarpadose Koju cagapke cse rpaune ox Cy; y
IpyTH cKyI So cMermTaMo cBe moarpadose koju He cagapxke C, amau cagpxke Co; . . . ;

y IpeTnocaeamn S, cMerraMo ¢Be noarpadose Koju He caap:xke Cp, Co, ..., Cy_q,

41
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am cagpxke C,, TOK y TOCTEIBU CKYI S, CMEIITaMo CBe moarpadoBe KOju He

caJpke HUjedaH ciaoMmsbern mukayc. Ctap 2.8 HaM Jaje

Xe(n) = (=1)¥n®). (5.1)
SCE

Hexka je e; rpana koja je m3bdbauena ma ou ce modno pasdujenn nukayc Ch. Buaumo
J1a cBakoM moArpady y S1 KOju He CaJp:Ku e; OAroBapa jeJUHCTBEH moarpad m3
S, 1odujen jogaBameM rpaHe e; U odparHo. Crora, n3pas3u KOju 0JroBapajy OBUM
noArpadoBIMa, y TPETXO/IHOj CYMH Cy CYIPOTHHX 3HAKOBA, ajli MCTUX CTEIeHa 1
jep je e; rpaHa Koja cmaja JBa UBOpa Koja ce HaJia3e Ha cJaoMJbeHOM nukiaycy Cf,
Te ce OPOj KOMIIOHEHTH ITOBE3aHOCTU He Meba JlojaBameM e1. Jlakie, n3pasu Koju
o/iroBapajy noarpadosuma u3 S; ce aHyIupajy.

Pasmorpumo cama cadbupke Koju omrorapajy moarpadoBuMa u3 Ss: aKo je e
rpaHa Koja je uzdadena jia ou ce go00mo Co, Tajia ce e; e Hamasu uu 'y C, au 'y Cs.
Crora, cakoMm moarpady m3 Ss KOju He CaJp:Ki I'PaHy g OJroBapa jeJIMHCTBEH
nozarpad u3 Sy Koju je caapKu u 00paTHO. AHAJIOIHO Kao Majonpe, ouu ¢y y (5.1)
CYyIPOTHUX 3HAKOBA, T€ Ce W M3Pa3u KOJU OJroBapajy S aHyIupajy.

Hacrap/bajyhu mpeTxo/iHU TOCTYIIAK, BUJIUMO JIa Ce CBU CAdDUPIM KOJU OJINO-
Bapajy moarpadosuma u3 Ss,...,S, amyaupajy. Crora, ocrajy camMO OHU KOju
KOPECIIOHINPajy CKYyIy S,i1, OJHOCHO OHU KOjU HE CaJipyKe HUjeJaH CJIOMJHEHU
IAKJTYC.

[Tocmatpajmo jenan uspas y (5.1) koju oxrosapa ckymy S € S,.1. datu rpad
He CaJIPKMU HUje/laH MUKJIYC, jep OM MHAdYe CaJprkao U cjaomsbeHn mukiayc. Cto-
ra, jgatu rpad je myma, Te je Opoj KOMIOHEHTH ToBe3aHocTu jejnak |V| — |S|.

CymupameM CBUX OBHUX M3pa3a, J0OMjaMO

xon) = 3 (~1)BlalVEIs = $7 (CpySiplViFis,

S€Ss+1 SE€Bg

]

2Kenmmmo, Kao 1 y MPeTXOIHUM TOIVIaB/bUMA, Ja mpoHahemo oarosapajyha ana-
JIOTHa TBphema Koja ce TUIy XpoMaTcKe (DyHKIHje y OJTHOCY Ha JaTH KOMOWHAa-
TopHu odjekar. [Ipumernmo ja kao aupekTHy mocieuily ciejehe reopeme (3a
aprymenT 1") modujamMo IpeTXojHy, ajau ¢ 003UPOM Ha TO ja hemo y JoKa3y Mo-
paTu Ja KopucTuMo (hbOpPMYJIaInjy IPETXOIHe TeopeMe, MOPAIN CMO U HE3ABUCHO

Ja je JOKaXKeMo.
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Teopema 5.4.
Xo= Y (=1)¥pys)
SeBg
Jloxas. Heka je m € Lg panra k. Heka je G, rpad (V) E,), tae je
E, = {uv | uv je rpana y rpacdy G u 4BOpOBU u U ¥ Cy y UCTOM OJIOKY OJ T }.
Crora, mpexa KoHTpakiwmje Lg_ je msomopdua cermenty [0, 7] mpexe L. Ilo

craBy 2.9, umamo

Xa,(n) = Y u(0,0)nl7,

O’ELG7T

JIOK TI0 TIPETXO/THO] TeOpeMu

X (n) = Z (—=1)ISIplVI=Ist,

SGBGTr

Vnopehusamenm koedunujenara y3 nl™, suamvo ma je (—1)*u(0, m) jenmaxo pojy
k-enementaux nojickymnosa S C F, Koju He cajpke pa3dujene nukiayce. [Ipumern-
Mo Ja je rpad (V, S) mywma ca |V | —k = |7| komnonenara nosezanoctu. Mehyrum,
KaKO je CBaKa KOMIIOHEHTa IMOBE3AHOCTH OBe IIyMe IOJICKYI HEKOr OJIOKA O T
KOJUX YKYIIHO MMa |T|, BUJMMO Jia Cy KOMIIOHEHTE IOBE3aHOCTH OBE IIyMe Oarll
dJstokoBu oj1 7. Baxku u obparHo - cBakoM S € By ojiroBapa TavHO jeJIHA HAPTHU-
nmnja ™ € Lg y CKIIajly ca MPeTXOHUM pa3MarpameM. 3a T € Lg, o3Hadanmo ca A,

ckyn cBux S € Bg koje joj oaroapajy. Mmamo
Be= | | A
w€Lg
[Io Teopemu 3.12, konadHo je

Xa =Y t0,m)Pryper) = Y (=D Ar|prypeim = D (=1)FIpygs).

w€Lg w€Lg S€eBg

]

ITocaenuna 5.5. Heka je a osnauaBame rpada G = (V, E) u Heka je v F |V].
Bpoj moackymosa S C E koju He cajip:ke pa3dujeHn MUKJIYC y OJHOCY Ha O3HAYTA-

Bame o U 3a Koje je A\(S) = v He 3aBuCH O] (.

Joxas. Tlo mperxomnoj Teopemu, Taj 6poj je jenmax (—1)1°! myra xoedurnujent y3

P, y pa3Bojy ox Xg- ]



I'maBa 6
Penmunponurer

[Ipumerumo ma cmo y ryiaBu 4 cBako dojerbe rpada mocMaTpan Kao CTporo pa-
ctyhy dpyHKIIMjy Ha ITOCETY KOjH je MHIYKOBaH HEKOM AITUKJIMIHOM OPUjEHTAIIjOM
naror rpada. IlTta ce gemasa ykoamko mocMmarpamo GyHKIWje Koje ¢y (HecTporo)

pactyhe?

Hedbununuja 6.1. Heka je G rpad. Tama je momudurkoBana xpomarcka GyHK-

nja rpacda G aeduHHCAHA KO
YG = Z .fL’k,
(O,k)

IJIe ce CyMallja BPIIMH 110 CBUM arukandauM opujerTarujama O u dojemnma k 3a

Koje je k(u) < k(v) xax rox je (v,u) rpana ox O.

Jlema 6.2. Ykoymko mMaMo mapiujaiano ypehen ckyn P ca d enemenara u ca
JIMHEAPHUM TIPOJIyKemeM Jyaia w : P — [d], Taga cBaka pacryha dyHkimja
k: P — N unayKyje jeJMHCTBEHO JIMHEAPHO MpojykKeme « : P — [d] Takso ja
je
(a) k(a™'(1)) < k(a™'(2)) < -
(6) Axo je w(a™(7)) < w(a™(

Zloxas. Amajorno xao y jiemu 4.8, mocmarpahemo ds10koBe ckyna P Ha Kojuma je k

- < k(amH(d))
i+ 1)), Tama je k(a™'(7)) < k(a™(i +1)).

koHcranTHa. C 003upoM Ha ycJioB (a), pacrope] OJIOKOBA je jeTHO3HAYHO ojipeher.
Kako He Sucmo Hapymuau ycjioB (5), HEOIXOIHO je Jia eJeMeHTe YHYTap HUCTOr
OJ10Ka pacropeaumo y w-onajajyhu ums. [Ipumernmo j1a je oBakBa mepmyTariyja
3amncTa JIMHEApPHO IMPOJIyKeme C 003UpoM Ha TO Ja je k pacrtyha, a w JIMHEAPHO

POy Kerhe JIyasa, Ia 9aK U akKo Cy y HCTOM OJIOKY ejeMeHTH a U b 3a Koje je

44
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a <by P (oBue erementn ucror djaoka He Mopajy dutu MeljycobHO Heynmope B

jep k muje crporo pacryha), ucro to fie BaKuTu u HAKOH [EPMYTOBAbA. Il

[TpuMeTHMO CIUIHOCT OBe JieMe ca jieMoM (4.8), y3 masy MoguduKaimjy ycJio-
Ba (D), Koja je Ty Kako ducmo 0de3benuin Ja y oBoM ciaydajy i ¢ D(a) < i€
D(«a). Kaxkewmo ga cy pacryha dysknmja k n auHeapHO TPOLYZKeHe o KOMIIATH-

OUJIHY YKOJIMKO 33J10BOJbaBajy yciose (a) u (0) mperxojne Jjieme.

Teopema 6.3. Ako je w craHgapJHa WHBOJIYIMja Ha IPOCTOPY CHUMETPUIHUX

dbyrkmuja, Taga je wXa = Xg.

Zlokas. ledunummnmo 3a naprujaigno ypehern ckyn P ca d enemeHaTa pyHKII]Y
Yp = Z l‘k,
k

rje ce cymaruja Bpimm 1o csuMm pacryhum dyskmujama k : P — N (ogrocHO
rakBuM Ja je k(u) < k(v) kagrox je u < v). Ha mpoctopy cBuX KBa3UCHMETPUYHIX
dbynrKImMja crenena d NpUPOIHO ce YBOIW JMHeapHU ayToMopdusam w’ 3amar Ha
da3u ca:
W'(Qs) = Q3

re je S = [d— 1]\ S. 2Kemmvo na mabhemo sesy msmehy Xp u X p. C 063upom Ha
TO 1a je ayromopdusam w’ 3amar Ha GYHIAMEHTAJIHO] a3u IPOCTOPa KBA3UCHME-
rpuuHExX dyHKIMja, HahuMo pasBoj 3a X p:

Vkomuko je o € L(P,w), osnaunmo ca X, = Y., z¥, tie ce cymanuja sprm
no ceuM pacryhum dyHknujama k Koje cy Kommarubuiane ca « (y CKiIajay ca

JINCKyCHjoM HakoH Jieme 6.2). Ouursienno, X, = QW’ ma je
¥ k
Xp=D "= > ) = 2 Xa= ) Qg
k a€L(Pw) k xommaTndummo ca o a€L(Pw) a€L(Pw)

Crora, ako npuMeHuMO w’ Ha pa3Boj u3 teopeme 4.9, nodujamo

S(Xp)=w'( Y Qo)=Y w = Y Opg

aeL(Pw) a€L(Pw) a€L(Pw)

Cuenujaaso, ykoauko je A = (A1, Ag,...) HeKa mapruimja, a Py mapiujaaso
ypehen ckym Koju ce cacToju OJi JUCjYHKTHUX JIAHAIA JIYKUHE A1, Ag, ..., Taja

je Xp, = ey, a Xp, = hy. Crora, mpeciukaBame w' MOXKEMO JOXKUBETH Kao
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POJIyZKeme TpecinKaBama w (Ia ra y HACTABKY Tako W O3HadaBaMmo). Jlakie,

YKOJIKO MMPUMEHNMO w Ha Bedy mary dopmyaom (4.1):
Xe= Y Xo
O anukmMIHA
J100UjaMo
B k
wXa)= Y, wXg)= Y. Xog= ) >k,
O anukIMIHA O anukimyHa O anukiuuna k

rie ce cymanuja spiu 1o ceuMm O-pacrtyhum k : V' — N. /lecna cTpana jejiHako-

cru je dam X ¢. ]
Kako je w naBOTyNIHja, 0Max JI00MjaMO Ja BaXKU U OOPATHO:

Iocaenuna 6.4. 3a cBaxu rpad G Baxn wX g = X¢.



I'maBa 7

ITo3uTUBHOCT

Kao mro cMo m Buzenn y JgocaialimeM W3Jjaramy, KOeUIujeHTH Y Pa3Bojy
xpomaTcke (yHKuje rpada y TPUPOJHUM da3aMa BEKTOPCKOr ImpocTopa A Mo-
Iy UMaTHU pa3jnduTe KOMOWMHATOpPHE MHTeprpeTraruje. bamr 300r Tora je wecto
MATAE Y aJredapCcKoj KOMOMHATOPUIIN HEHETaTUBHOCT OBUX Koedurmjenara. 13

rocsieuiie 3.14 u reopeme 6.3 god0ujamo:
ITocaenuna 7.1. Moaudukosana xpomarcka byHKIHja X ¢ je P-IO3UTHBHA.

Beh cmo manomenynu ja xpomarcka (yHKIHja IIPOU3BO/LHOI rpada He Mopa
outn e-rnio3uTuBHA. HajMamy TakaB mpuMep je ympaBO KOMILJIETAH OUIIAPTUTHU

rpad K 3, OTHOCHO ,KaHIIA .

Hedbununuja 7.2. Axo je P KoHadaH IOCET, TaJIa je HEroB rpad HEyIOpeimBO-
cru, y o3narm inc(P), rpad ca ckynom uopoBa P, rie cy asa u,v € P crojena

IPaHOM aKKO Cy HEyIOopeJauBHu y mnocety P.

[Tpumernmo 1a je ,KaHa’ 3amrpaBo rpad HEYIIOPEIUBOCTH I€TBOPOEJIEMEHTHOT

roceTa KOJU Ce CacTOju OJI JIBa JUC]YHKTHA HEyIOopeInBa JIAaHIa JyzKuHa 1 1 3.

Hedununmja 7.3. 3a nocer kaxemo Ja je (a+ b)-ca0boman yKOJIUKO HE CaIpKI
MHJIYKOBaHU MOTIIOCET KOju je n30Mop(aH ca YHUjOM JBa JIUCjyHKTHA HEYIOPEIUBa

JIAHTIQ JIy2KUHA a 1 b.

Crennu u Crembpunr 1993. rogune mocraBsbajy ciefiehy xumoresy, qnja je Ba-

JINJTHOCT 3a CaJla IIPOBEPEHa Ha CBUM IIOCETHUMa Ca HE BHUIIIE O 8 ejlemeHarTa:

Xwumnoresa 7.4. Ako je mocer P (3 + 1)-ciodonan, taga je inc(P) e-mo3uTuBaH.

47
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[IpuposHo ce mocTaB/ba MUTAbE JIa JIM je UMILIMKAIFja Y TPEeTX0IHOj XUTIOTe-
31 3alpaBO €KBHUBaJIeHIIHja. /IpyruM pedmma, MOKEMO ce 3aIllUTaTH Jia JIU CBaKU
rpad Koju He canpxku K3 Kao MHIYKOBaHU moarpad Mopa OUTH e-IIO3UTHBAH.

HazxkastocT, o/roBop je HeraTuBaH:

Ca ppyre crpane, rpad K3 je oduriesnu MHHOD IpeTXogHOr rpada. Jomr
yBeK HHje IpoHalen rpad Koju HHUje e-IO3UTUBAH U He caap:Ku K 3 MUHOD.

Ilobpo je mo3uaTo Ja je 3a CBaKy HapTUIUjy A, DYHKIHUja €) S-TIO3UTHBHA
(obpar, Haxkasoct, He Baxu). Ctora, U3 e-O3UTUBHOCTH HEKE CUMETPUYHE (DYHK-
[1je JTUPEKTHO J00njaMo U heHy s-no3utuBHOocT. Cnaduju pesysrar xumnorese 7.4

je mokazao lamapos:

Teopema 7.5. (lamapos [10]) Axko je mocer P (3 + 1)-cioboman, Tana je inc(P)

S-IIO3UTHUBaH.

Hedbununuja 7.6. 3a rpad G ca d dBopoBa KazkeMoO J1a je J00ap YKOJIUKO 3a
cBaky A F d 3a Kojy mocroju cradmiHa maprunnja rpada G Thuma A u 3a CBaky

naprurijy 4 < A nocroju crabuina naprunuja rpada G tuna .
CraB 7.7. Axo je rpad G s-osuTuBaH, Ta1a je u jg0dap.

Zoxas. G nocemyje cTaduIHy MapTUIN]y TUIA [t AKKO je KOePUIUjeHT y Pa3Bojy
X¢ y 0asn MOHOMMjaTHUX CUMETPHYHUX QyHKIUja y3 m, HeHeratusaH. /I3 nokasza
craa 1.15, 3HaMo J1a je KoedUIIUjeHT y3 M, y PasBojy 3a Sy HEHyJa aKO U CaMo

ako je pu < . ]
JIMpeKTHOM MPUMEHOM IIPETXOIHOI CTaBa, J00UjaMO Pe3yJITar:

ITocnemuua 7.8. Axo je G dunapruruu rpad ca d I9BOPOBa KOJU CAIPIKHU UBOP U

d

ca BUIIE O (ﬂ cycena, tajia G HUje S-TIO3UTHUBAH.

/oxas. Kako je G dunmaprturtHm, moctoju naprunuja o (G Ha HE3aBUCHE CKYIIOBE
usoposa (V1, V,) u Heka je To napruryja tuma (m, d—m). YKOJIUKO IPETIOCTABUMO

Ja 9Bop v € Vo, jjodujamo ja m > (%W
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Kako cBu cycemu uBopa v mMopajy outu y mcrtoj naprunuju, To G He cajpKu

CTadUJIHY TTApPTUIIAjy THUIIA ([%W , L%J) < (m,d —m). ]

Caneneha mocmenuna je mMaju ,,J0Ka3” BaJUHOCTHA Xurorese 7.4:

Ilocaemuna 7.9. I'pad G u cBU HmeroBu MHAYKOBAHU MOArPadOBHU Cy JI00PU aKO

u camo ako (G He caJp:Ku WHIyKoBaHH Horpad msomopdan ca K ;.

Jlokas. Kako K 3 nuje modap, jep caapku cradminy mapruiujy tumna (3,1), a me
caJIpKu CTadU/IHY mapTuimjy Tuna (2,2), To JUPEeKTHH CMep JI00MjaMo OJMax.
Jla ducmo Jiokazayim 00paTHU CMep, TPUMETHMO Ja je JOBOJBHO Jia JOKaXKeMO
JIa aKO IIOCTOjH CTaOWJ/IHA MapTUIAja THIA A U A HATKPUBA [, OHJA TOCTOjU U
crabwina mapruruja tuna . OYuriaeaHo, [ je J00ujeHo om A ojay3uMameM 1 o
HeKor Jiesia \; IMapTUlyje A 1 JojaBameM 1 HEeKOM JApyrom jeiay A; < \; — 2.
Heka je m crabumaa nmaptunuja ox G tunma A u A u B OJIOKOBU KapIUHAJTHOCTH
Ai 1 \; pecekrusHo. I'pad G[A U B] je dunaprurau, a kaxko je G Takas Jga He
caJpKu nHyKoBaHu noirpad msomopdan ca K3, To je cBaku uBop y G[A U B]
crenena Hajsuie 2, te je G[A U B] 3ampaBo yHuja myTeBa u nukiyca. Kako je
|A| > |B], To mocroju iyt P (MOXK/a U jeIHOWIAH) KOjU MMOYNEbE U 3aBpIIaBa, ce
y A. CradbuiHy mapTunmjy TUIa (4 JOOUjaMO ako OJokoBe A m By 7w 3aMeHUMO

bnokosuma (A — P)U(BNP)u (ANP)U (B —P). O
Texnnmkom kKomOuHaTopHux XoroBux ajaredpu, moryhe je moxazarTu:

Teopema 7.10. (Bosdranr [11]) Axo je mosesan rpad G koju mMa d 9IBOpOBa
e-TIO3UTUBAH, TaJla 33 CBaKy napruijy A - d mocroju nosezana mnapruruja o G

Koja je Tuma A.

Kopucrehu mnperxomny Teopemy, ,BpJio JIakO' MOXKEMO TPOBEPUTH Jla HEKH
rpad HUje e-TI03UTHBAH - JI0BOJHHO je Haliu maprunujy A of |V| 3a Kojy He mocroju
noBesaHa naprumyja Tor rpada tuna A. 3a naprunuje tana (2,2, ..., 2), 0JHOCHO
(2,2,...,2,1), todbujamo:

ITocnemunua 7.11. Heka je G nosesan rpad ca d usoposa. Ako GG HeMa CaBpIIEHO
ylapuBame (3a d mapHO), OJIHOCHO CKOPO-CABPIIIEHO yIapuBame (3a d HemapHo),

taga G HUje e-TIO3UTUBAH.

Ako ce mpuceTuMO TeopeMa, JIOKa3aHUX y IVIaBH 4, JaKO J0JA3UMO U JO CJie-

Jehux 3aHUMJBUBUX PE3YJITATA:
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ITocnemuma 7.12. Ykoiuko je p MakcumasHa naprunuja of |V| y omHocy Ha
rpad G = (V,E), a Xg =) cren, Taga je ¢,y > 0.

/loxas. Ykoymmko npuMeHnMo Teopemy 4.15 3a j = 0, godujamo
sink(G, p,0) = ¢,

Kako je p makcumaJsna JI0OIycTuBa, TO MOCTOju arukjanaaa opujentaruja O ca
ss(O) = p, Te je BeIMUUHA Ca JIeBe CTPaHe MO3UTUBHA (YBOPOBUMA KOJU OJIrOBAPA]y
OJIOKY t; JTOJEJIUMO DOjy MHJEKCA ¢ M IIOCMAaTPaMO OPHjEHTAIN]Y WHIYKOBAHY TUM

bojemem ). O

ITocnemnma 7.13. Ako 3a ckymn uopoBa V rpada G mocroju mapruimja V =
AL B raksa na cy G[A] nu G[B] kommiernu rpadosu (€KBUBAJIEHTHO, YKOJIHUKO je
G SunapTuTHE Tpad), Taja je 3a cBako \ KoeHIHjeHT ¢y y pasBojy Xg = Y. caex

HeHeraTuBaH.

Jloxas. onyctuse nmaprunumje on G cy obmuka A = (192°), e je a + 2b = d.
Crora, ykommko je (2°) momycTusa, Taja je 1 MaKCHMAJHA.

Axo je a > 0, mzadepumo p = (2°) u j = 1. Axo je a = 0, uzabepunmo u = (2°)
u j = 0. Kaga oBo cmectumo y pesynrar u3 teopeme 4.15, BuamMo 1a je jemHa

mapTUIlnja Koja ce mojaBibyje y cyMmu ca jecue crpane dam A. Crora, ¢y > 0.
[

7.1 Crnenujanau rpadpoBu

1. KomniierHu rpadoBu

YKOIMKO mocMaTrpaMo Komiuietan rpad ca n usopoBa K, (omHocHO rpad ca
n YBOpOBa M CBUM MoryhimMm rpanama), nmpumeliyjemo ja cBe oje y IPaBHIHOM
0ojemsy Tor rpada mopajy ourn mehycodHo pasaumumre. Kako 3a dukcupaHmx
n 0oja, mocroju n! pasIUUYNTHX HaYWHA Ja ce 000je upopoBu rpada K, Jrako
3aKJbYIyjeMO

Xk, = nle,.

OpaBne nupekTHO cjiequ fa je cBaku rpad K, jeman e-mo3utuBan rpad.



I'JTIABA 7. IIOBUTUBHOCT 51

2. IlyTeBn

[Tox myrem P, (3a n > 2) mompasyMeBaMO CTAdJIO OJ 1. YBOPOBA OJ] KOJUX CY
n—2 crernena 2, a 2 crenena 1. Cam Crennu je cmarpao jia Hu rpadoBu, 1ma 9ak HU
cradJjia, He TOIITYjy HUKAKaB IIA0JIOH, WJIM IPABUJIO, 10 KOM OUCMO ayTOMATCKHU
3HAJIU Ja Cy HEKW OJ] ’huX e-nmo3utuBHU. MelyTum, ucrocraBiba ce ga CBU IIyTeBU

jecy e-o3UTUBHU:

Jlema 7.14. '
S ot
pt" = . -
>0 ‘ 1= (i —1eit
Jloxas. Heka P; nma ckyn usopoBa V = {vy,...,v4} ca rpanama v;v;41 3a 1 <

i < d—1. Quxcupajmo n € N u neka je X, =Y, z¥, The ce cymanmja BpIHM 1O
cBuM npasuiaHuM dojemuma k @ V' — [n] Taksum na je k(vg) = i. Heka je
Fi(t)y =) Xt
d>1
Jacno, 3a 1 <17 < n je:
Fit)y = ait + > F(t)it,
J#
IJe IPBU cadupak morude of myTa P, 1ok je cyma j1odujena oJ1 MpaBUIHOT OOjerba
nyta Py 1 3a d > 2, 1o/1aBameM KpPajiber 9Bopa U 00jerheM UCTOTr Y 00jy 1.
Pemasajyhu nperxomuau cucreM o 1 JIMHEAPHUX jeHAYMUHA 110 7 HEIIO3HATUX

F(t),..., F"(t) (peuumo Kpameposum mpasuiom), 1odujamo
i s €T, Ty o

L= (0= Deg(wr, ..zt
rJle O3HAKa I; 3HAYH Ja M30CTaB/baMo IIpoMeHsbuBy ;. Cana je

S Yoiso i@, .., xn)t
Xp(x1,..., e )t? =1+ FI(t) = = -
% o ) ; ®) L= (i =Dei(xr, ... 20t

VYKOJMUKO IIyCTUMO Ja N — 00, JJ0OUjaMo dalll OHO IIITO Tpeda. Il

Fi(t) =

Teopema 7.15. Caku iyt P, je e-1io3uTuBaH.

/loxas. Pa3BojeMm secHe cTpaHe jeTHAKOCTH U3 IMPETXOJHE JIeMe JT00UjaMOo
d i - ij
g Xpt® = E et E (g (1 — 1)e;t").
d>0 i>0 §>0 i>1
Kako cy cBu koedwurujeHTn y3 crerneHe t ca JeCHe CTpaHe HEHEraTUBHH, YIIO-
pebuBamemM KoedurmjenaTa y3 t¢ jieBe n mecHe cTpaHe 100UjaMO TPayKeHU pe3yil-

TaT. L]
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3. LHukorycu

Nako cMo y yBOIHOM pa3Marpamy 3a JeduHuIjy rpada y3ean mnojaMm rpada
KOju je Oe3 BHIIECTPYKHUX I'paHa U 0€3 IeT/bH, CMHUCJIEHO je IIOCMaTpaTH IHUKJIYC
on jexnor usopa ()] Kao IE€T/by y TOM YBOPY, OJIHOCHO IHMKJIYC OJI JIBA YBOPa
Cs xao nymry rpany m3mehy tux uBopoBa. Kako je y mpBoMm ciydajy Xpomarcka
dyuknuja ounrseno 0, 0K je APyru CIydaj ca CTAHOBUIITA XPOMATCKe (DYHKITHje
nzomopdan nyry P», 3akmydyjemo gna C u Cy jecy e-TIO3UTUBHMU.

CnmdHO Kao KOJ, IyTeBa, MOXKEMO JIOKA3aTH Ja je W npom3Bo/baH mukiayc Cy

Takohe e-mo3uTUBaH rpad:

Jlema 7.16.

il — et
Z Xcdtd _ ZZZO ( . ) i
= 1= (= 1est

PazBojem m3pasa ca jiecHe cTpaHe jeJHAKOCTU U3 MIPETXOJIHE JIeMe, JI00UjaMo H:

Teopema 7.17. Caku nukiyc Cy je e-TIO3UTHBAH.

4. ITaykoBu

Yrosuko je A = (Aq,...,\g) F n—1, rae je d > 3, nox naykom S(A) moapasyme-
BaMO CTadJIO Of] I YBOPOBa KOje ce cacToju of d JUCJyHKTHHX IyTesa P, ..., P,
(koje Ha3WBAMO HOTaMa) M YBOpa (KOjU HA3UBAMO IEHTAp) KOJU je CyceJaH ca
TAYHO jeJHUM JIMCTOM cBakor myrta. llox i-rom mHOrom mayka S(A) 3a 1 < i < d
HOZIpa3yMeBaMoO HOT'Y ca \; YBOPOBA U T€ IBOPOBE OOEJIEZKABAMO Ca S; 1, - .-, Si);,
rje je s;1 IBOP IOBe3aH Ca IICHTPOM.

IIpumep: Ilayk S(2,2,1,1):

Pazior 300r Kor je MmaremaTndapuMa 3aHIMJBUBO JIa N3YYaBa]y e-IO3UTUBHOCT
IMayKoBa je Taj IIITO HAM HapeJHe JIBe JieMe OMOryhaBajy Ja IpoydaBaibe e-

IIOBUTHUBHOCTH IIOBE3aHUX rpa(bOBa CBE€JEMO Oalrr Ha IIayKOBE€:
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Jlema 7.18. Heka je T cradiio ca uBopom v crenena d > 3 u (ty, ... ,tq) naprunuja
YUjU JIeJIOBU OJIroBapajy BeamdnHaMa KommoneHata nosesanoctu (17,...,7Ty) on
T\ v. Ykomuko T uma nosesany naprunujy tana j, taga u S = S(ty,...,t;) uma

IIOBE3aHy MApPTUNHI]Y THUIA L.

Jloxas. Heka je C = {Vi,...,V,} noBesana naprurmja ox 1T’ kKoja je tuna p. Bes
yMamema OIMITOCTH, HeKa je v € Vi. Kako je T cradbjio, He IOCTOjU IIOJCKYII
y C (ocum, HapaBHo V) KOju Cajp:KU YBOPOBE M3 JIBE PA3JINIUTE KOMIOHEHTE
nosesanoctu oj, T'\ v. Crora, Heka V) cajpxku 1o n; usoposa u3 mnojcradia T; 3a
1 <i<dumnekacey 7T; C C namaze cBu ckynosu u3 napruimje C' KOju caaprke
camo uBopoBe u3 mnojcradiaa T;. [Ipumernmo ma 7; canp:ku t; — n; 9BOPOBA.
Koncrpyumumo nosesany naprurmjy {Wi, ..., Wy} nayka S tuna u. Heka je
Wi ={v}U{si;|1<i<d,1<j<n;}, rue je v nenrap nmayka S. [Ipumermmo
na je S\ Wi yunuja d nucjyHkTHux myresa gyxkusa t; —n; 3a 1 < ¢ < d. Kako myr
JayKuHe | MoxKe OUTH pasdujeH Ha MOBe3aHy MapTHUIUjy OMJIo Kor Ttumna v b [, To

ocraJjie cKynose W; KOHCTpyHIIIeMO TaKo Jia OJIroBapajy BeJMdnHaMa CKyIoBa U3

T .

[Iperxomana jJema ce BPJIO JIAKO yOINIITaBa Ha ojpeheHy Kjacy moBe3aHUX rpa-

dosa:

Jlema 7.19. Heka je GG nosesan rpad ca uBopom v TakBuM na G \ v mma dap
3 kommonente nosesanoctu (Ch,...,Cy) u Heka je (cq,...,Cq) NAPTUIUjA YAjUA
JIEJIOBH OJI'OBapajy BeJUYMHAMA OBHUX KOMIIOHEHTH. YKOJIMKO (G MMa IMOBE3aHy

napTunujy tana (i, raga u S = S(cy,...,cy) UMa OBe3aHy MAPTUIIU]Y TUIA [i.

C ob3upom Ha TO ma hemMo y HACTABKY KeJIETU Ja MCKOPUCTUMO PEe3yJITaT

Teopeme 7.10 u ocaeaure 7.11, duhe HaMm HeorxomgHa cieaeha jgema:

JIema 7.20. Heka je S = S(Ay, ..., \;) nayx.
(a) S uma caBpIIEHO yIapuBambe aKKO je TAYHO je/IHA HOra HellapHe JIyKHHE.
(6) S uMa CKOpO CaBpIIEHO yIapUBAKEe AKKO HEMa HOT'Y HellapHe JIyKUHe, VI

nMa 2 Hore HellapHe Ay2KHHE.

Jloxas. (a) OunrienHo, ¢ 003UPOM Ha TO Jia Ce y CABPIINEHOM YIAPUBALY [EHTAD
Mopa Hahu Kao IBOP TAYHO jejHe TPaHe.
(6) Heka S mma CKOpO CaBpINEHO yIAapUBalbe U HEKa je v’ 4BOp KOju je m30-

CTaB/bEH y OBOM yTapuBamby, Te S \ v/ MMa CaBpIIEHO yHnapuBarmbe. YKOJUKO je v
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darm 1eHTap, Taja cBe Hore o1 S Mopajy ouru mapHe mayxkuHe. MHade, ayBop v’ je
y HEKOj HO3U L W y TOM C/Iy4ajy, UMamo JiBe MOryNHOCTH:

1) Ykomuko je v' cyceman ca mentpoM v, a d(v) = 3, Tajga OpucameM YBOpa
v' mobujaMo yHuUjy JBa myTa (IPUTOM, JIPYTH MyT CBAKAKO MOYKE OWTHU IIPa3aH,
omrocuo umatu 0 ysoposa). Kako oBaj rpad 1o mpermnocTaBiu UMa CABPIIEHO
ylapuBame, T IyTeBu cy mnapHe jyzkuHe. Crora, Hora Koja IoJa3u U3 4Bopa v’
Mopa douTu HerapHe gaykube y S. Kako je m myT Koju cajpiKu IeHTap v HapHe
JIy2KWHe, BUIAMO W JIa jeJIHa OJ] MPeocTajux HOI'y MOpa OWTH IMapHe, a JIpyra
HeIapHe JTyKUHe.

2) Y cBUM ocTaJIUM CHTyalujaMa, opucameM dBopa v', oi nayka S jpodujamo
yuujy nayka S’ u jemnor myra P(omrocHO ocrarka nore L). Kako oBaj rpad nma
CaBPpIIIEHO yIIapuBambe, BUIUMO Ja je S’ mayk ca jeJHOM HOTOM HelapHe JIyKUHe,
JI0K je P iyt napue gyxkune. YKoJMKO je y S’ moderak Hore L HenmapHe JIyKUHE,
Tajga je y S mora L mapHe jyxkune, Te je S MayK KOju HE CAJIPKU HOTY HelapHe
nyzkune. Muade, y S’ HeKa Jipyra HOra MMa HENApHY JIyXKHUHY, T€ je TOYeTaK HOre
L napue nayxwune. Crora, L je y S nenapue jpyxkune, ma S uMa JBe TaKBe HOTE.

ObparHo, yKOJUKO S HeMa HUjeJHy HOT'Y HelapHe Jy:kuHe, Tajga S \ v, e je
v TeHTap o S, UMa caBpIIeHo ynapuBame. AKo S nMma 2 HOTe HelapHe JIyKUHe,
TaJIa MOXKEMO OOPUCATHU JIUCT jeJ[He HOre W TAKO JOOUTH MayKa Koju je Tura (a)

OBE JIieMe. L]

IMocnemauna 7.21. Caku nayk ca dap 3 HOre HemapHe Jy’KWHE HEMa CaBPIITEHO

yhapuBambe, Te HUje e-TTO3UTUBaH.

MebhyTum, mapHOCT Jay>KHUHA HOT'Y HHje jeJIMHa CTBApP KOja MOXKe JIeTEPMUHUCATH

€-IIOBUTUBHOCT IIayKa.:

Jlema 7.22. Heka je A F (n — 1) naprunuja 3a kojy je [(\) > 3 u Heka je m

Hajeelin eo ox A. Yrommko je m < |%|, rana mayk S = S(\) Huje e-nosuTHBaH.

Jloxas. lokazahemo ja S Hema nosesany naprunujy tuna (n—m—1,m+1). Kako
je m ryKuHa HajyKe HOre y S, jacHO je Jia TOBe3aHy MapTUiujy Tuma (n — i,1)
ox S Moxkemo KoHcTpyucaru akko je 1 < ¢ < m. Kako je m < ng, MMaMo J1a je
n—(m+1)>m+1. O

Jlema 7.23. Heka je i > 0, a A b N maprunumja 3a xojy je [(\) > 2 u uuju je

najsehu geo m. Ykomuko S(i, \) Hema nosesany naprurujy tuna g (N +i+ 1),
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rie je m+1 < pp < N 3a cBaKu J1€0 g, o1 i, Taga S = S(i+ N, \) Hema noBe3aHy

naprunujy tana (N, 1), Te HUje HA e-TI03UTHBAH.

Jloxas. TlpernocraBuMo CympoTHO, JIa IOCTOju nmoBe3ana napruimja o S(i+ N, )
tunia (N, ). Heka je V] nosesana komioHeHTa oBe mapruiije ca N 9BOPOBA.
Osnaunmo ca L' ckyn aBopoBa Koju cy Jieo Hore jayxuHe ¢ + N, a ca Lj 4BopoBe
KOjU CYy JIe0 HOT€ JIy2KUHE .

Axko V) me caapxu mujeman usop usz L', tama Vi Mopa caap:kaTu IeHTap v
OBOT' TTIayKa jep Ccy cBe octaJie Hore jyxkuue He Behe oq m < N — 1. IIputom, V)
OYUIJIETHO HE MOYKEe CaJ[pyKaTh CBe ocrtaje YBopose y noarpady S(A) ox S kojux
nma N + 1. Crora, S\ V| cagpxu uszosnosanu 1uBop. Kako cMo mpermocraBuiin jia
je cBakm jeo maptuigje i crporo Behm o 1, oBa curyanuja Huje Moryha.

Crora, Vi Mopa caapxKaTtu Heke 9BopoBe u3 L'. YKomuko V) cajpKu U 4BOpPOBe
u3 HeKe Jpyre Hore, Taja V] Mopa CaJp:KaTu W IeHTap v o S. AHAJOrHO Kao
y TpeTxogHoM ey, Vi He moxe cajpxkatu cBux N + 1 uBopoBa u3 moarpada
S(A), Te S\ Vi uma bap /1Be KOMIIOHEHTE MOBE3AHOCTH O] KOjuX je bap jelHa ImyT
JLy>KuHe He Behe oj1 m, 1a Kako je CBaKW JIe0 MapTHIlHje ( CTporo Behu o m, Hu
OBa CUTyallnja He JI0JIa3u Y 003UP.

Haxue, Vi cme campxkaru camo uopoe u3 L'. Crora, S\ Vi je maucjyHkTHA
yanja mayka S(j,\) u myra myxuHe i — j 3a HeKo j TakBo Ja je 0 < j < i
MebhyTum, ykosmko dou oBaj rpad mMMao MOBe3aHy MAPTHUIIA]Y THUIA [4 3a HEKO j,

Taja ou u S(i, \) UMao MoBe3aHy MAPTUIM]Y TUIA [i. ]

[Tomohy mpeTxojHO J0Ka3aHUX JieMa, MOXKEMO KOHCTpyucaTu paMUInjy may-

KOBa KOjI/I HUCY €-1IOSUTUBHU:

Teopema 7.24. Heka je A = N u neka je m uajsehu neo mapruiuje . YKOJIUKO
je max{2m — N 4+ 1,0} < i < N, taga nayk S(i + Na, \) HUje e-TIO3UTUBAH HU 3a
jenso a > 0.

Jloxas. Hoxkazahemo ma nayky S(i + Na, \) HejocTaje oBe3aHa MapTUIlnja TUIA
B (Nt 4+ 1), m<i<N
=Y (N N+i—mm+1), i<m
[Tpumernmo mpBo ja, yKoauko je A = (IN), tana je u m = N, na He MOCTOJU i 3a
koje je N +1 < i < N. Crora, [(\) > 2. Jamu jJ0Ka3 jgeauMo Ha JiBa ciydaja, y
3aBHUCHOCTH OJI OJTHOCA 7 U M;:
1)1<m<i<N:
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Kako je m < N — 1, umamo u 5a je 2m — N + 1 < m, Te je ycjoB 3a 1
cBakako ucnymen. [Ipuvernmo ma cy cse Hore mayka S(i, ) myRuHe He Behe o
1< L#J, Te 10 JieMu 7.22, OBOM IayKy HeJ0CTaje MoBe3aHa MapTUllfja TUIlla
(N,i+1). C ob3upom Ha 10 fa je m + 1 < i+ 1 < N, no jsemu 7.23, umamo Ja
nayky S(i + N, \) memocraje nmopesana naprunuja tumna (N, N i+ 1).

[Tocneauano, S(i + Na, \) Hema nosesany napruimjy tuna (Nt i+ 1). Vko-
JITKO OMCMO MPETHOCTaBUIN Jia UMa, Taja ou (a — 1) moBe3ana KommoneHTa o1 N
YBOPOBA MOpaJjia OUTH cajprkaHa y Ho3u ayxkube | + Na (jep du nHade jeaHa o1
OBUX KOMIIOHEHTHU CaJiprKaJjia IeHTpayinu 98op u N — 1 ipyrux 4BopoBa, Te KaKO
je i > m, He ducMo MoryM Jia J100ujeMo ToBe3any napruimjy Tuna (N i+ 1)).
MebhyTum, oBo du 3a mocaenuryy umano to ga S(i + N, \) uma DapTUIMjy TUIA
(N, N,i+ 1), mTo je KOHTPAIUKITH]a.

2)i<m:

Axo mpermoctaBumo fa je 0 < 2m — N +1<1i < m, tama je 2m+ 1 < N + 1,

Te je

N+i+1 2m + 2 .

L—Q JZL 5 J:m+1>m>z,
na nayk S(i, A\) Hema mosesany napruiyjy tuna (N + i —m,m+ 1) mo jsemn 7.22.
Crora, kako je m+1 =N+ 2m —-N+1)—m < N +i—m < N, umamo 1a
S(i+ N, A) no jemu 7.23 Hema nosesany naprunujy tumna (N, N +7—m,m + 1).

AsrrepHaTrBHO, YKOIUKO TpernoctaBumo fa je 2m — N +1 < 0 < i < m, u3s
IIpBe HEejeTHAKOCTU UMaMO Ja je m < %, Te je

1+ N+1
LTJ >m.

Hasbe, mo siemn 7.22, S(i, \) Hema nosesany napruryjy tuna (N +i—m,m+1), Te
kako je m~+1 < N +i—m < N, mmamo ma S(i+ N, \) Hema TOBe3aHy MApTUIH]Y
tuna (N, N +i—m,m + 1).

Anasiorso kao y cayuajy 1), mayk S(i+ Na, \) Hema oBe3aHy MapTUIjy TUIA
(NN +i—m,m+ 1) jep ou unade S(i + N, \) uMao moBe3aHy NapTUIH]y THIA
(N,N +i—m,m+ 1), mro je KOHTPAIUKIIH]a. O

Kao aupekTHy mocieuily IpeTxo/iHO JTOKA3aHOT JT00UjaMo:

Teopema 7.25. Axo je A F N, m najsehun meo maprurmje A\ u m < L%J, a

N > i >0, taga nayk S(i, \) HUje e-IO3UTUBAH.
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/loxas. Ilo mpeTxoHOj JeMu, JIOBOJBHO je jgoKazaTw ja je 2m — N + 1 < 0, mrro

JUPEKTHO CJIEJIN U3 YUHEHUTIE J1a je m < L%J [l

Cajta hemo nipehn Ha ajTepHATUBHU HAYMH TPaKeiba MTOBe3aHe MAPTUIIHje KOja

HejocTaje oapehenom mayky.

JIema 7.26. Heka je S = S(\;,...,\;) mayk ca n 9BopoBa TakaB Ja je A; >
Ao+ o+ A, a2 < A < Ag+---+ A Hera je u n = q(Ay + 1) + 7, rae je
0<r<X+l,ar=qd +1r3a0<7r" <q. YKomuko je \y > 3, miu ako je Ao = 2
i q > 3, Taza S Hema nosesany maprunujy tama (A + d' +2)" (Mg +d +1)477,

Jloxas. IlpernocraBumMo CympoTHO, fa S uMa noBesaHy napTunujy tuma (A +d +
2)" (Mg +d +1)9~"". TlocmaTpajmo 60K Vi 0OBe IAPTUIHEje KOJH CaIPIKI JIHCT HOTe
JayxkuHe \o. Kako cBakmu OJIOK JaTe mapTuildje Mopa uMaTu doap A; + 1 4BopoBa, y
V1 ce mopa Hahu u 1eHTap OBOT TIayKa, T€ CAMUM THUM U CBe HOTe TaykKa S 4nja je
Jy2KuHa He Beha o1 As.

Kako je Ay < A3+ -+ Ay, umamo

Vil > 14+ X+ A3+ +Xg > 1+ 2. (7.1)
Ca spyre cTpane, Kako je Ay > Ag + - -+ + Ay, BaxKn
n=14+X N+ X+ F+X>1+2N+ -+ A5 >2(\2+1).

Crora, 3a ¢ u3 dhopmyaruje jeMe yBeK BaxKu q > 2. Jlakiie, yKOJIUKO je Ao > 3,

Taga je

A2
=1+ <2<q,
Ao — 1 -1 =1
JIOK YKOJIHKO je Ay = 2 U ¢ > 3, TUPEKTHOM IIPOBEPOM YTBPDHYjeMO J1a Heje THAKOCT

A2
Ao—1

< ¢ W JaJbe OCTaje Ha CHA3M, T je MOKeMO KOopucTuTu yHudopmuo. Crora,
r—r'=qd <r < <qA—1),

omakiie je d < Ay — 1. YKOJIMKO Ha 00e cTpaHe IPEeTXOAHE HejeJHAKOCTU JIOAAMO
A2+ 2, modujamo Ay +d +2 < 142)\,. Crora, cBaku OJIOK OBe IIOBE3aHE [IAPTUIIN]je

uma Marme of] 1 + 2Xy uBoposa. OBo je y KouTpaukimju ca dopmynom (7.1). O

['enepanu3zariujom IpeTxojHe jJeMe, JT00UjaMo:
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Jlema 7.27. Heka je d > i > 3, a S = S(\,...,\y) mayk ca n 4BOpoBa Takas
Jaje 2 <N < A+ -+ Aga N > A+ -+ Ag 3a e j < 4. YKOJIHKO je
n=qN+1)+rz30<r<\+1l,ar=qd +7,3a0 <7 <gq, taga S Hema
nosesany napruiujy Tuma (N +d +2)" (A +d' +1)777,

/loxas. TlpermocraBuMo cynpoTHO, jJa S WMa IOBE3aHY MapTHUIN]y JATOr THUIIA.
[TocmaTpajmo 010K V) OBe mapTuiiyje KOju CaJipxKu JIUCT HOre jyxkube \;. Kako
CBaKM OJIOK OBe MapTUIHje Mopa caJap:KaTu oap \;+ 1 aBopoBa, To 0J10K V) campku
U TeHTap mnayka S, aad U cBe Hore gayxkuHe He Behe ox \;. Crora, Kako je \; <

Air1 + -+ Ag, IMaMO

Vil > 14X+ XN+ A > 142\ (7.2)

MebyTum, kako je \; > 2, umMamo u Ja je A;\ii < 2, ma xopucrehnu ycmoB \; >

Ajr1+ -+ A\g 3a cBe j < 7, 1001MjaMO
n=1+X+-+ X\
>1+2(X+ -+ Ag)
>1+4(As+ -+ \g) (7.3)

>14+27 N+ 4 M)

Crora, (q+1)(N+1)=qgXN+ 1)+ XN +1>qgN+1)+7r=n>2"1\+1).
Onasre je ¢ +1 > 2171 e, xaKko je 7 > 3, mmamo q > 2071 > 4 > 2.

OpmaBe, aHAJIONHO Ka0 y J0Ka3y IIPETXOIHe JIeMe, 3aK/bydyjemMo aa je 1+2\; >
Ai +d 42, mTo je y KOHTpaIuKIUjU Ca BEJMIUHOM OJI0Ka V| KOjy CMO IPOLCHIIN
dbopmyom (7.2). O

JIlema 7.28. Heka je S = S(\y,...,\y) nayk ca n 94BopoBa

a) YKOIUKO je A\; > Ao+ -+ Ag, a \; > \p1 + -+ Ag3a cBe 2 < i < d, taga
jen > 241,

6) Vkomuko je d >4, Ay > do+- -+ A, a s > N+ + N gza2<i<d—1

n A\g_1 = Ag =1, Tama je n > 2971,

Jlokas. a) Tepaumo ja mapTuimja A 3aJI0BoJbaBa YCIoB A\g_; > 201X\, 3a cee
1 <i<d-—1. OBo je Tauno 3a ¢ = 1 1O IPETHOCTABIU. ¥YKOJUKO MPETTIOCTABIMO

Ja TBpheme Baxku 3a cBe 1 < j < ¢, 100ujamMo
i—1 i—1
Ad—i > Z )\d—j > A\g+ Z 2j_1)\d = 2@'—1)\(1'

=0 j=1
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Crora,
d—1
=14 M+ > A+ Y 27N =20 > 20
i=1
6) Casa TBpIMMO Jla TAPTUIMja A 3aJI0BOJbaBa YCJIOB \g_; > 32072 3a 2 <
1 < d — 2. Ilo npermocrasiu, 0OBO je Ta4HO 3a ¢ = 2. YKOJMKO IPETIIOCTABUMO Jia
BaXKM 3a CBe j Takse ja je 2 < j < ¢, UMaMo /Jia je
i—1 i—1

Ad—i ZZ)‘d*j—’—)‘dfl—i_)\d"_l 23+23,2j*2:3_2i72.

=2 =2
Crora, xKako je d > 3,

d—3
n:1+>\1+~--+/\d223~2j—1+3:3~2d‘2—1>2d‘1.
=0

O

Konauno cmo y cramy J1a JO0KaXKeMo TJIAaBHY TeOpeMY O e-TIO3UTUBHOCTH Tay-

KOBa:

Teopema 7.29. Heka je S = S(\,...,\;) mayk ca m 9IBOpOBa 3a KOjU BayKu

d > logon + 1. Taga S Huje e-mo3uTuBaH.

Jloxas. Tlo memy a) mperxojHe jieMe, MOpa BaXKUTH A\ < Ay + -+ + Ag, mwam \; <
Aix1+ -+ Ag3a HEKO 2 < ¢ < d. Y npBOM ciIy4ajy, Jiema 7.22 HaM Jaje j1a S Huje
€-TIO3UTHUBAH. YKOJIUKO HUje A1 < Ag+ -+ Ay (OIHOCHO Bazku Ay > Ay + -+ -+ A\y),
UMaMo JIBa IOJICTTyYaja:

1) Ako je 3 < Ay < A3+ -+ Ay, Jiema 7.26 HaMm jaje ja S HUje e-IO3UTHBAH.

2) Ako je 2 = Ay < A3+ -+ Ag, Taga, 300r d > 3, 3aK/byUyjeMO Ja Az TOCTOjU
u A3 < 2. Crora, n > 9, na cy ycaoBu Jjieme 7.26 OIeT UCITYHEHM.

3) Ako je 1 = Ay < A3+ -+ + Ay, moHOBO 3001 d > 3 mMamo J1a je A3 = 1, e je
n > 5. Kako je d > log,n+1 > 3, umamo 11a je d > 4, Te je u Ay = 1. Kako nmamo
3 HOTe HellapHe JIy2KWHe, Tocjieauia 7.21 3aBpiiaBa oBaj CIydaj.

4) Kako cMo y mperxomHa 3 ciydaja MOKPUJIM CBE MOTYHHOCTH y KOjUMAa je
i = 2, y IOCJIe/IIbeM cIydajy heMo pa3MOTPHUTH CUTYAIU]y y KOjOj je ¢ > 3 HajMambu
WHJIEKC 3a Koju je \; < Ajyq + -+ - + A\g. Ounrnenno, d > 4. Axo je \; > 2, mema
7.27 HaM [aje TparKeHy IOBe3aHy HapTUIMjy Koja He roctoju kox S. Muade je

A; = 1. Tlo mesy ) nperxo/He Jjieme, Mopa outh i < d— 1, jep yKOJUKO OU BazKUJIO
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i =d — 1, mmasm ducmo 1 1a je d < logyn + 1. IlonoBO, IIeHTap mMayka je moBe3aH
ca Odap Tpu JjmcTa, I1a HaM mocjaeauna 7.21 maje ma HU y OBOM ciaydajy S Huje

€-TIO3UTUBAM. OJ

5. IloBezanm rpadoBm

Y mpeTxoHOM IIOrJIaB/by CMO HaBeJIU JIBe JieMe Koje HaM oMoryhaBajy ja pas-
MaTpaibe e-II03UTUBHOCTU MTOBe3aHUX I'padoBa CBEIEMO Ha PAa3MaTpambe MayKOoBa.
Y oBoM moriaB/by hemMo Ty NIpHMeHYy U WJIYCTPOBATH, KOpUCTehn Haj3HaYajHUje

JOKa3aHe pe3yJiTaTe.

Teopema 7.30. Ykoimko je (G moBe3an rpad ca n IBOPOBA KOJU CAAPXKU IBOP v
takas jia rpad G\ v uma dap d > 3 KoMIIOHEeHaTa [TOBE3aHOCTH, Ijie je d > logon—+1,

taga G HUje e-TIO3UTUBAH.

/loxasz. Ilo nmemm 7.19, oBaj rpad He MOXKe MMATH TIOBe3aHE MAPTHUIU]E CBAKOT
THIA jep OM OHJA TO BayKWJIO W 3a Iayk npuiapyzkeH rpady G\ v (y ckiaaiy ca

dbopmynamujom seme 7.19), mTo je y KOHTPaIUKINAjUA ca TeopeMoM 7.29. [

Ilocaemuna 7.31. Ykonuko je T cTtabyio o n 9BOpPOBa U ca IBOPOM CTeleHa d,

rrae je d > log,n + 1, taga 1" Huje e-mo3uTUBaH rpad.

Teopema 7.32. Vkoymko je (G moBe3an rpad ca n IBOPOBa KOJU CAAPXKU IBOP U
takaB jia rpad G \ v mma d > 3 komnonenara nosesanoctu C1, . .., Cy Koje cy cBe

BEJIMYUHE CTPOT'O Mame O] [%J, taga G HUje e-TIO3UTHUBAH.

/loxas. Ilo temama 7.19 u 7.22, cBaku TakaB rpad He CaIPKU TTOBE3aHy TaPTUIIHA]y

onpehenor Tura. ]
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