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Naslov master rada: Bajesov metod potpornih vektora

Rezime: U ovom radu opisana je reprezentacija metoda potpornih vektora, koja
pomocu skrivenih promenljivih omogucéava upotrebu alata cesto koris¢enih u Ba-
jesovoj statistici, kao Sto su ocenjivanje parametara EM ili MCMC algoritmima.
Pokazano je da je minimizacija funkcije gubitka metoda potpornih vektora ekvi-
valentna pronalazenju mode pseudo aposteriorne raspodele nepoznatih parametara
modela. Koris¢enjem skrivenih promenljivih, pseudo aposteriornu raspodelu moguce
je predstaviti kao meSavinu normalnih raspodela. U radu je opisana implementacija
algoritma i predstavljeni su rezultati primene modela nad razli¢itim skupovima po-
dataka.
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Glava 1

Uvod

Metod potpornih vektora jedan je od najpopularnijih metoda binarne klasifika-
cije. Razvijao ga je Vladimir Vapnik sa svojim kolegama iz kompanije ATET Bell
Laboratories. Model je pokazao izuzetne rezultate u brojnim problemima masinskog
ucenja, zbog ¢ega je i stekao svoju popularnost. Jedna od primena na kojoj su radili

istrazivaci iz AT&T-a je prepoznavanje rukopisa (v. [2]).

Model je neprobabilisticki i primenom nad novim podacima ne daje direktno
informaciju o verovatnoéi pripadnosti odredenim klasama. Takode, za resavanje op-
timizacionog problema, tacnije za minimizaciju funkcije gubitka, koriste se specijalno
konstruisani numericki algoritmi.

Navedeni potencijalni nedostatci mogu biti reSeni Bajesovom reprezentacijom
ovog modela, koja je 2011. godine opisana u radu Nikolasa Polsona i Stivena Skota
(v. [19]). Ovim pristupom, minimizacija funkcije gubitka metoda potpornih vekto-
ra postaje ekvivalentna nalazenju mode pseudo aposteriorne raspodele parametara
modela. Ovu raspodelu moguce je predstaviti kao meSavinu normalnih raspode-
la uvodenjem skrivenih promenljivih, koje se dalje koriste za konstrukciju EM ili

MCMC algoritama za ocenjivanje parametara modela.

1.1 Organizacija rada

U glavi 2 predstavljen je metod potpornih vektora. Opisana je upotreba regu-
larizacije u ovom metodu i izvedena je funkcija gubitka. U glavi 3 opisan je metod
maksimalne verodostojnosti, kao i Bajesov metod ocene nepoznatih parametara.

Opisan je i nacin rada EM i MCMC algoritma u opStem slucaju. U glavi 4 dokazane
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su glavne teoreme o reprezentaciji aposteriorne raspodele nepoznatih parametara
mesSavinom normalnih raspodela. Izvedene su i uslovne raspodele skrivenih promen-
ljivih, koje su dalje primenjene na konstrukciju EM i MCMC algoritma za konkretan
sluc¢aj ovog modela. PonaSanje ovog modela na realnim podacima i uporedni prikaz
rezultata za razli¢ite nivoe regularizacije, dat je u glavi 5. Glava 6 sumira utiske o
prednostima i manama ovog pristupa. Na kraju, implementacija modela pisana je u

programskom jeziku R i kodovi najvaznijih funkcija priloZeni su u glavi 7.



Glava 2
Metod potpornih vektora

Metod potpornih vektora (eng. support vector machine) jedan je od popularnijih
modela nadgledanog ucenja. Osnovna verzija ovog metoda reSava problem binarne
klasifikacije. Neka imamo skup za obucavanje D koji ¢ini n tacaka.

D = {(x;,y;)|x; € R*,y; € {—1,1}}1,

Ideja je nac¢i hiperravan, takvu da su sve tacke jedne klase sa iste strane te
hiperravni, a tacke razli¢itih klasa sa suprotnih strana. Ukoliko takva hiperravan
postoji, dati skup tacaka nazivamo linearno razdvojivim. Bez dodatnih uslova takva
hiperravan ne mora biti jedinstvena, ali nisu sve podjednako dobre. Prema ovom
metodu, optimalna hiperravan je ona sa najve¢om razdaljinom do najblize tacke
skupa za obucavanje. Drugim re¢ima, ovaj metod maksimizuje Sirinu pojasa oko
razdvajajuce hiperravni, zbog ¢ega se i naziva metodom zasnovanim na Sirokom

pojasu (eng. large margin).

h
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Slika 2.1: Izbor optimalne hiperravni



GLAVA 2. METOD POTPORNIH VEKTORA

2.1 Metod potpornih vektora sa tvrdim pojasom

Metod potpornih vektora sa tvrdim pojasom pretpostavlja linearnu razdvojivost
klasa. U suprotnom, trazena hiperravan ne postoji.

Jednacina proizvoljne hiperravni je Bx — ¢ = 0, gde je B vektor normale na tu
hiperravan. Ako je uslov linearne razdvojivosti zadovoljen, onda moZzemo odabrati
dve paralelne hiperravni koje razdvajaju klase, takve da je rastojanje izmedu njih
najvece moguce. Optimalna hiperravan tada naleze tacno u sredini izmedu ove dve,
tj. ona je podjednako udaljena od najblizih tacaka obe klase. Jednacine hiperravni
paralelnih optimalnoj su B — ¢ = a i Bx — ¢ = —a. Deljenjem ovih jednacina sa a

i preimenovanjem koeficijenata 3/a i ¢/a nazad u B i ¢ imamo:
Bxr—c=1

Bxr—c=—1

Tacke najblize optimalnoj hiperravni, tj. tacke koje pripadaju hiperravnima pa-

ralelnim optimalnoj, nazivaju se potpornim vektorima.

LA

Slika 2.2: Hiperravni paralelne optimalnoj leze na potpornim vektorima
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Rastojanje tacke od hiperravni dato je sa:

Bz — ¢|
1812
Ukoliko je ta tacka potporni vektor, vazi |Bx — c| = 1, pa je rastojanje koje treba
maksimizovati, tj. rastojanje izmedu najblizih pripadnika razli¢itih klasa ﬁ Uz to

je potrebno da vazi i da su sve tacke sa odgovarajuée strane optimalne hiperravni,
kao i da su na veéem rastojanju od nje u odnosu na potporne vektore, koji su na

rastojanju 1. V(x;,y;) € D :
Bx;—c>1y, =1
Br;—c< —1,y=—1

Ekvivalentno, ovaj optimizacioni problem se moze napisati kao:

18]l2
2

min
B

vi(Bxi—c)>1, i=1,.,N

Resavanjem ovog optimizacionog problema dobija se optimalna hiperravan u

odnosu na koju se odreduju klase bilo koje nove tacke x, kao y = sgn(Bx — c).

2.2 Metod potpornih vektora sa mekim pojasom

Pretpostavka o linearnoj razdvojivosti klasa je prejaka da bi ovakav metod u
praksi nasao stvarnu primenu. Metod potpornih vektora sa mekim pojasom dozvo-
ljava preklapanje klasa, tj. prihvata postojanje tacaka koje ¢e se nac¢i sa pogresne
strane hiperravni odredenih potpornim vektorima. Ideja o pronalazenju najSireg
pojasa oko optimalne hiperravni ostaje ista, ali se toleriSe odreden broj gresaka,
tj. tacaka koje kad ne bi postojale, pojas oko optimalne hiperravni bi u potpuno-
sti razdvajao klase. Potrebno je da ovakvih greSsaka bude $to manje. Zbog toga se
uvode nove pormenljive &;,2 = 1, ..., N, koje mere udaljenost tacaka od hiperravni
odredenih potpornim vektorima odgovarajucih klasa, ali samo u slucaju da se one

nalaze sa pogresne strane. Za tacke x;, koje su sa prave strane, & = 0.

18112
2

potrebno i da greske & budu $to manje, kao i da su sve tacke sa odgovarajucéih

Kao i u prethodnom slucaju, potrebno je naé¢i ming , ali je sada uz ovo



GLAVA 2. METOD POTPORNIH VEKTORA

Slika 2.3: Metod potpornih vektora sa mekim pojasom

strana hiperravni, ili ako nisu, da su na rastojanju & od njih. Poslednji uslov moze

se zapisati kao:
yi(Bx; —c)>1-¢, i=1,..,N

Optimizacioni problem se tada svodi na:

18] .
. 2
min =5 + C ;:1 &i

yi(Bx; —c)>1-¢&, &>0, i=1,.,N

U slucaju da je promenljiva & > 0, tada vazi y;(Bx; —c) < 1, a & je onda bas
jednako & = 1 — y;(Bx; — ¢). Suprotno, & = 0 odgovara onim tackama za koje vazi
yi(Bx; — c) > 1. Iz ovoga sledi da je

& = max(0,1 — y;(Bx; — ¢)),

a prethodni problem moze se preformulisati u

N
mﬁin @ + C’;max(o, 1 —y;(Bx; — ).

U slucaju metoda potpornih vektora sa mekim pojasom, potpornim vektorima

se pored onih koji se nalaze na ivici pojasa, nazivaju i sve tacke skupa za obucavanje

6
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koje se nalaze unutar pojasa, kao i one koje se nalaze sa suprotne strane pojasa u
odnosu na ostale predstavnike svoje klase. Primetimo da model zavisi samo od ovih
tacaka. One tacke koje se nalaze izvan pojasa nikako ne uti¢u na rezultat optimiza-

cionog problema, dokle god ostanu sa ispravne strane pojasa.

Kod ovog metoda, regularizacija je uklju¢ena u samoj formulaciji optimizacionog
problema. Metaparametar C' odreduje koliko se znacaja prilikom optimizacije prido-
daje greskama, tj. koliko njih je prihvatljivo da postoji u modelu. Metaparametar C'
zapravo kontrolise nagodbu izmedu pristrasnosti i disperzije modela. Ukoliko je C
veliko, greske modela su izuzetno vazne pa parametri &; teze da budu 0, Sto rezultuje
uskim pojasom. U tom slucaju je potpornih vektora malo, pa dobijeni model moze
imati nisku pristrasnost, ali visoku vrednost disperzije. Suprotno, ako je C' malo, to
dovodi do jace regularizacije. Tolerancija prema greskama je veca, pa je i pojas Siri.
Potpornih vektora ima vise i ovakvi modeli mogu imati nesto visu pristrasnost, ali
nizu disperziju. éak, ukoliko bi bilo C' = 0, greske modela bi mogle biti proizvoljno

velike, jer nisu uopste vazne. Optimalno resenje takvog problema je 3 = 0.

[FTR SY - T - -]

Hoom

[ N W Y I - =]

=

Slika 2.4: Sirina pojasa u odnosu na parametar C
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Optimizacioni problem se moze ekvivalentno zapisati i kao

N
> max(0,1 - y;(Bx; — c)) + A|B2. (2.1)

Regularizacioni izraz stoji uz parametar A i ima vecu tezinu za vece vrednosti A,
suprotno parametru C. Funkcija greske je oblika L(u,v) = max(0,1 — uv) i naziva

se funkcija greske u vidu Sarke (eng. hinge loss).

Resenje ovog problema dobija se numericki. U te svrhe su konstruisani razni
algoritmi, jedan od kojih je SMO algoritam (eng. Sequential minimal optimization),
koji je 1998. godine razvio Dzon Plat (v. [18]).

Resenje je oblika
N
B= Z QiYiLi,
i=1

gde su «a; Lagrazovi mnozioci za koje vazi 0 < «; < C. Za x; koji odgovaraju
potpornim vektorima vazi da je a; > 0. Za sve tacke koje nisu potporni vektori vazi
a; = 0, samim tim reSenje uopste ne zavisi od njih (v. [13]).

Model je dat funkcijom

N
fg(w) =pr—c= Z@iyi(% ‘) —
i=1
a klasa nove instance se odreduje kao znak date funkcije

sgn(fz(x)).



Glava 3
Ocena parametara

Kao sastavni deo statistickog modela, ¢esto su ukljuceni razni parametri koje je
potrebno oceniti kako bi model bio u potpunosti odreden. Iz skupa mogucih para-
metara, treba odabrati one, pri kojima model najbolje opisuje podatke nad kojima
je treniran. Tacnije, pri dobro odabranim parametrima modela, verovatnoca realizo-
vanog uzorka bi trebalo da bude $to visa. Jedan od metoda ocenjivanja parametara

koji je zasnovan na ovom principu je metod maksimalne verodostojnosti.

3.1 Metod maksimalne verodostojnosti

Neka su X = (Xi, ..., X,,) slucéajne veli¢ine sa zajednickom gustinom raspodele
f(x;0), gde su 6 € O svi nepoznati parametri koji odreduju raspodelu od X. Na
primer, u slucaju da vazi X ~ N(u,0?), tada je = (u,0?) iz skupa O, gde je
O ={(u,0%)|p € R,0* > 0}.

Funkcija verodostojnosti se definise kao:

n

L(6;x) = f(x;0) = | | f (2::6)

i=1
Funkcija verodostojnosti je zajednicka raspodela realizovanog uzorka (z1,...,x,) i
zavisi od nepoznatog parametra 6. U prethodnom izrazu, druga jednakost vazi samo

ukoliko su komponente uzorka, X;, i = 1,...,n nezavisne i jednako raspodeljene.

Definicija 3.1.0.1 Neka je za uzorak x = (21, ..., x,), funkcija L(0) najveca po ©,
za 0 = S(x), odnosno

ggglj(@) = L(S(x)).
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Tada je 6 = S(X) ocena maksimalne verodostojnosti parametra 6.

Dakle ocena metodom maksimalne verodostojnosti je ona vrednost parametra za
koju je funkcija verodostojnosti najveca. Takva ocena, ukoliko postoji, ne mora biti
jedinstvena.

U praksi se ¢eSée umesto maksimuma funkcije verodostojnosti trazi maksimum

logaritma te funkcije, zbog pogodnijih analitickih osobina:

[(0) =log L(0,x) = Zlogf (x;,0) .

3.2 Bajesov metod

Parametri koji u¢estvuju u modelu se obi¢no smatraju nepoznatim konstantama
¢ija vrednost se moze oceniti pomocu dostupnih podataka. Nasuprot tome, Bajesov
metod nepoznati parametar 6 opisuje funkcijom raspodele nad prostorom ©. Pre po-
smatranja podataka, parametru 6 je dodeljena apriorna raspodela sa gustinom 7 (0).
Pomocu nje se izrazava nivo uverenja o vrednostima, iz prostora ©, koje parametar
0 moze imati. Drugim rec¢ima, iskazuje se subjektivna pretpostavka o mogué¢im vred-
nostima parametra . Zajednicka gustina f(x;6) se smatra uslovnom gustinom, pod
uslovom datog parametra 6. Uzimajuéi u obzir podatke, apriorna raspodela se azuri-

ra uz pomo¢ Bajesove teoreme i ovako nastala raspodela 6|X naziva se aposteriorna.

Gustina aposteriorne raspodele parametra 6 uz dato X = x se definise kao:

[ 0)m(9)
m(f =) = o f(@ Hn(tydt

Primetimo da u prethodnoj formuli, izraz u imeniocu ne zavisi od parametra 6, pa

sledi

m(0 [ x) oc f(a; 0)m(0) = L(0)m(0),
gde je L(0) funkcija verodostojnosti.
Ovim pristupom, parametar 6 je opisan aposteriornom funkcjiom raspodele na-

kon opazanja datih podataka, uzevsi u obzir i apriornu raspodelu. Sva informacija

o nesigurnosti u odabiru parametra 6 opisana je aposteriornom raspodelom.

10
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Pretpostavimo da imamo parametar 6 ¢ija je apriorna raspodela 6 ~ T'(«, [3).
Ova raspodela takode zavisi od nekih parametara o i 8. Ovi parametri se ¢esto zovu
hiperparametri. Kako je prema Bajesovom metodu apriornu raspodelu neophodno
odrediti nezavisno od podataka koji su dostupni, ove parametre je takode potrebno
odrediti a priori. Medutim, taj korak je moguce izbeéi ako se ovi parametri ocene iz
podataka, a onda se tako dobijene vrednosti koriste u apriornoj raspodeli. Neka je
7(0; ) gustina apriorne raspodele koja zavisi od hiperparametra . U ovom primeri

bi bilo v = («, ). Tada mozemo definisati marginalnu zajednicku gustinu kao:

o) = / F(; 0)m(0; 7)do

Hiperparametar v se onda moze oceniti, na primer, metodom maksimalne verodo-
stojnosti, koriste¢i zajednicku gustinu g(x;v) kao funkciju verodostojnosti. Ovaj
metod iako dosta koristan, zapravo sustinski nije u potpunosti Bajesov, jer se pri-
likom odredivanja apriorne raspodele nepoznatog parametra koriste podaci. 1z tog

razloga ovaj pristup pripada takozvanom empirijskom Bajesovom zakljucivanju.

Ocena parametra 6 moze se dobiti kao neka deskriptivna statistika aposteriorne
raspodele. Cesto se koristi srednja vrednost, medijana ili moda, tacka u kojoj apo-

steriorna raspodela dostize najveéu vrednost.

Iako se apriorna raspodela moze odabrati proizvoljno, zgodno je odabrati takvu

raspodelu da je iz nje aposteriornu raspodelu lako moguce izvesti.

Definicija 3.2.0.1 Neka je Fy = {f(x;0) : 0 € ©} familija gustina koje zavise od
parametra 0. KaZemo da je familija apriornih raspodela P konjugovana familija od

F, ako za svako fy € F vaZi da aposteriorna raspodela parametra 6 pripada P.

Odabirom takve apriorne raspodele, aposteriornu je moguce direktno izvesti bez
upotrebe numerickih metoda. Jedan od primera su raspodele koje pripadaju ekspo-

nencijalnoj familiji raspodela.

Definicija 3.2.0.2 Neka je X ~ Fp,0 = (04, ...,0,). KaZemo da je Fy k-parametarska

eksponencijalna familija raspodela ako se fy € Fy moZe predstaviti kao:

f(@:0) = exp (3 el O)Ti(x) — d(0) + 5())),

=1

pri éemu nosaé raspodele supp(f(x;0)) ne zavisi od parametra 6.

11
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Primetimo da u prethodnoj definiciji & ne mora biti jednako p. Primeri raspodela
koje pripadaju eksponencijalnoj familiji su normalna raspodela, gama, beta, bernu-

lijeva, eksponencijalna raspodela, itd.

Primer 3.2.0.1 Familija gama raspodela v(a,b), a,b > 0 je dvoparametarska ek-
sponencijalna familija raspodela.
X =(Xy,....Xn), X ~~(a,b)

a

b
f(x]a,b)= v texp(—bx), x>0

['(a)
f(z|a,b) :Hf(xz | a,b) = exp ((a— 1)Zlnxi—bei+n-a~lnb—n-lnF(a))

Ovde je c1(0) =a—1, Ty(0) = > 1, Inx;, c2(0) = —=b, To(0) = >0 | x;.

Primer 3.2.0.2 Familija gama raspodela v(a,b), a,b > 0 je konjugovana familija
od £(0).
(0 | ) oc f(a;0)m(6)

n be
0 —0z; Qa—l —bo
x g e _F(a) e

o 9a+n71€f(b+nf)9
odakle je 0 | © ~ v(a + n,b+ nT).

Aposteriorna raspodela takode pruza osnovu u predvidanju vrednosti novih op-

servacija. Neka je T nova opservacija. Tada je:

P (7| X) = /f(a?: 16) - (0| X)db. (3.1)

Ovaj pristup kao rezultat daje raspodelu verovatnoc¢a koja uzima u obzir nesigur-
nost prilikom ocenjivanja nepoznatog parametra. Nasuprot tome, drugim metoda-
ma, kao na primer metodom maksimalne verodostojnosti, prvo se pronade optimalna
vrednost nepoznatog parametra 6, a onda se pomocu gustine rapsposele f (7 | é),
i fiksne vrednosti ocenjenog parametra, dobije raspodela koja zanemaruje mogucéu

gresku ocenjivanja, ¢ime se varijacija prediktivne raspodele potcenjuje.

Konjugovane familije apriornih raspodela obi¢no se koriste radi lakSeg izracuna-
vanja aposteriorne raspodele. [ako one imaju lepa svojstva, ne mora biti slucaj da se
njima subjektivna uverennja o nepoznatom parametru mogu dovoljno dobro opisa-
ti. Porastom performansi modernih ra¢unara, jednostavnost izraCunavanja postaje

manje vazna i sve viSe se koriste numericki metodi ocenjivanja parametara.

12
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3.3 EM algoritam

Prilikom ocenjivanja metodom maksimalne verodostojnosti, ¢esto nije moguce
do¢i do konkretnog izgraza za trazenu ocenu. U tim sluc¢ajevima ona se odreduje
numericki. Jedan od moguéih metoda je algoritam ocekivanja i maksimizacije, u da-

ljem teksu EM algoritam.

EM algoritam je jedan od najpoznatijih metoda pronalazenja ocena metodom
maksimalne verodostojnosti i ima Siroku primenu u statistici. lako se pojavljivao i
u ranijim radovima, naziv kakav ima danas dobio je 1977. u radu v. [3].

Najcesce se koristi u slucajevima kada postoje nedostajuci podaci, ali se tako-
de moze primeniti i u slu¢aju da u modelu postoje odredene skrivene (eng. latent)
promenljive z. U tom slucaju, skrivene promenljive se tretiraju isto kao da su nedo-
stajuéi podaci. One takode nisu opazene, ali za razliku od nedostaju¢ih podataka,
njih nije ni predvideno opazati. Uz pretpostavku da su skriveni parametri empirijski
poznati, njihova uloga je da olakSaju ocenjivanje parametara, onda kada je ocena
parametara raspodele f(x;60) teska. Obzirom da parametri modela nisu poznati, pr-
vi korak EM algoritma je odredivanje inicijalnih vrednosti parametara. Nakon toga,

algoritam ¢ine dva koraka:

e E-korak: Izracunavanje ocekivane vrednosti logaritma verodostojnosti E[l(0; x, z)]

e M-korak: Ocenjivanje parametara tako da ocekivanje iz prethodnog koraka

bude najvece.

EM algoritam u svakom koraku poboljSava ocenu iz prethodne iteracije. Me-
dutim, algoritam zavisi od odabira pocetnih vrednosti nepoznatih parametara, pa
je moguce da iskonvergira ka lokalnom maksimumu umesto ka globalnom. Iz ovog
razloga se prepotucuje da se algoritam pokrene viSe puta, za razli¢ite vrednosti ini-

cijalnih parametara.
Neka su X dostupni podaci, Z skrivene promenljive i # parametri modela. Zelimo

da maksimizujemo funkciju verodostojnosti f(x;6) po 0. Za proizvoljnu raspodelu

¢(z) imamo:

13
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log f(x | 6) = log f(x | 0) / 4(2)dz

= L(q,0) + KL(q||f),

gde su

L(q,0) = /Q(Z) IOgW

KL(|lf) = / 4(2) log Wd

dz

Sa K L ozna¢avamo Kulbak-Lajblerovo razilazenje izmedu raspodela ¢(z)

i f(z |

x, 0), koje predstavlja meru sli¢nosti izmedu dve raspodele. Vazi da je KL > 0,

odakle sledi:
log f(x | 0) > L(q,0).

S’ obzirom na to da f(x | €), zbog skrivenih promenljivih, ne moze direktno da se

maksimizuje, Zelimo da maksimizujemo L(q, ). L£(q,0) se maksimizuje iterativnim

procesom. Tokom E-koraka, parametar 6 je fiksiran, nazovimo ga 6*~!, a ¢(z) biramo
tako da maksimituje £(q,0" ). Najvece L(q,0"!) je ono za koje je KL(q||f) = 0,

a to se desava samo u slucaju g = f, tj.

q(z) = f(z ]| x,6").

Dalje, tokom M-koraka, ¢(z) je fiksirano, a € se bira tako da maksimizuje £(q, 6).

1) f(x,2]0)
/fz|x9 Fo]x 9t1)dz

Z/f(z [ x,6"") log f(x,2 | G)dz—/f(z | x,6'™")) log f (2 | x,6'") dz

Desni deo prethodnog izraza ne zavisi od 6, pa je dovoljno maksimizovati samo levi

deo. OznaCimo ga sa

Q (H,Gt_l) = /p (z | x, Gt_l) log f(x,2z | 0)dz

Dakle, EM algoritam ima sledece korake:

14
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Algoritam:
1. Odabir inicijalne vrednosti parametra 6!

2. E-korak: Odrediti ocekivanje

E[l(0;x,z)] = /p (z | x,0""") log f(x,2z | 0)dz
— Q (87 Qt—l)
3. M-korak: Odrediti ¢ tako da vazi

0" = arg maxQ (9, 9“1) .
0

o1 o

Koraci 2 - 4 se ponavljlaju do konvergencije.

3.4 MCMC algoritam

Kod velikog broja probabilistickih metoda, direktno izvodenje zakljucaka anali-
ticki Cesto nije moguce i neophodno je osloniti se na numericke aproksimacije. Do
sada je metod maksimalne verodostojnosti bio izabrani metod ocenjivanja parame-
tara. Ukoliko Zelimo da se oslonimo na Bajesov metod i pronalazenje aposteriorne
raspodele nepoznatih parametara, da bi izvodenje zaklju¢aka o njihovim vrednosti-
ma bilo moguée, neophodno je uzorkovanje iz rezultujuce aposteriorne raspodele.
To moze biti rac¢unski veoma zahtevno. Jedna popularna klasa algoritama za uzor-
kovanje iz aposteriorne raspodele je Monte Karlo algoritam sa lancima Markova (na
dalje MCMC). Osnovna ideja je da se konstruiSe lanac Markova koji je ergodican
i stacionaran, ¢ija grani¢na raspodela je upravo ona iz koje Zzelimo da generiSsemo
uzorak. lako elementi lanca Markova nisu medusobno nezavisne slucajne veli¢ine,
kao sto je slucaj kod uzoraka generisanim standardnim Monte Karlo metodama,

uzorak dobijen MCMC metodom zaista jeste iz trazene raspodele (v. [1]).

Definicija 3.4.0.1 Neka je {Xn, n e N} slucagni proces sa prebrojivim skupom sta-

nja S. KaZemo da je dati proces lanac Markova ako ispunjava Markovljevo svojstvo:

Za svakon € N ¢ za sve iy, ...,1, € S vazi:
P{Xn =1ln | Xo =10, X1 =1i1,..., Xpn 1= in—l} - P{Xn = lp | X1 = in—l}

15
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Markovljevo svojstvo sustinski govori da stanje u kome ¢e se proces nac¢i u buduc¢em

trenutku zavisi samo od trenutnog stanja procesa. Dodatno, lanac je homogen ako
(VZ7.7 S Z) Dij = P{Xn :j | Xn—l - 1}

ne zavisi od izbora n. U suprotnom je lanac nehomogen. Verovatnoce p;; naziva-
mo verovatno¢ama prelaska iz stanja ¢ u stanje j. Matrica verovatnoce prelaska je
matrica P = [p; j]; jez 1 za nju vazi da je zbir elemenata po svim redovima jednak

jedinici.

Definicija 3.4.0.2 Neka je {Xn, n e Ng} homogeni lanac Markova sa skupom sta-

nja Z. KaZemo da je stanje j € Z dostizno 1z stanja i € Z ako je
S P{Xi#£§. X # o X1 # 5, Xn=j | Xo=1} >0
i=1

Stanja i i j medusobno komuniciraju ako je stanje j dostizno iz stanja i i obratno.

Definicija 3.4.0.3 Skup S je nerazloZiv ukoliko proizvoljna dva stanja iz tog skupa

medusobno komuniciraju.

Definicija 3.4.0.4 KaZemo da je Markovljev lanac nesvodljiv ukoliko mu je ceo

skup stanja nerazloZiv.

Definicija 3.4.0.5 Neka je {Xn, n e Ng} homogeni lanac Markova sa skupom sta-

nja Z. Raspodela verovatnoca (m;)icz,» ; = 1 je stacionarna raspodela tog lanca ako

vazi:

Ekvivalentan iskaz sa prethodnim je sledeéi:

m = (m;)iez je stacionarna raspodela u odnosu na matricu P akko vazi

(Vn € N)m = 7P"

Definicija 3.4.0.6 Markovljev lanac je ergodican ako vazi:

(\V/Z,j S Z)E'nll_)lglopz](n) =p; > 0
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pri cemu p; ne zavisi od i 1 vazi

> pi=1

jEZ
Raspodela (p;)jez je granicna raspodela.

Veza izmedu ergodic¢nosti lanca i stacionarne raspodele je slede¢a. Naime, nesvo-
dljivi lanac Markova ima stancionarnu raspodelu akko je ergodican. Takode, ako je
lanac ergodican, onda ima jedinstvenu stacionarnu raspodelu, koja je upravo jednaka
grani¢noj raspodeli.

Primetimo i sledeé¢e: Ako je 7 stacionarna raspodela homogenog lanca Markova

sa skupom stanja S, a P njegova matrica prelaska, tada vazi

/g P(x, y)(x)dz = n(y)

Cilj je iskoristiti svojstva lanaca Markova da bi se mogao izvuéi uzorak iz trazene
raspodele. To je moguce ukoliko uzmemo ergodi¢an lanac Markova ¢ija je granic-
na raspodela ba$ ona koja nam je potrebna. Uz to vazi da ¢e ovakav lanac uvek

iskonvergirati zeljenoj raspodeli bez obzira na izbor pocetne tacke.

Gibsov algoritam

Gibsov algoritam je primer MCMC algoritma, koji je specijalan slucaj Metropolis
- Hejstings algoritma (v. [20]). Neka je p(0) = p(6i,...,0x) raspodela iz koje je
potrebno izvuéi uzorak i neka je 6(©) pocetno stanje lanca Markova. Svaki korak
Gibsovog algoritma podrazumeva izvlacenje uzorka jedne sluc¢ajne veli¢ine, ¢ija je
raspodela uslovljena trenutnim vrednostima svih ostalih slu¢ajnih veli¢ina. Ovaj
postupak je primenljiv kada trazena zajednicka raspodela nije eksplicitno poznata
ili je tesko uzorkovati iz nje direktno, ali je uslovna raspodela svake promenljive
poznata ili je iz nje lakSe uzorkovati. Ovakav niz uzoraka ¢ini Markovljev lanac, a
moze se pokazati da je granicna raspodela upravo trazena zajednicka raspodela.

Pretpostavimo da Zelimo da dobijemo N uzoraka iz zajednicke raspodele slucaj-

nog vektora 6 = (61,0s,...,0k).

Algoritam:

1. Inicijalizacija lanca: 0(©) = <9§0), 950), e aei(go))
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2. Za1=0,...N—1:
izaj=1,...k:

i1 i1 i+1) i
O ~p (01080, 050, 00,00

Dakle, za svaku od N iteracija (za svaki od N elemenata uzorka), svakoj slu¢ajnoj
veli¢ini iz zajednicke raspodele dodeljuje se vrednost koja je izvucena is raspodele
uslovljene vrednostima svih ostalih slu¢ajnih veli¢ina iz te iteracije, ili prve prethod-

ne ukoliko u tekucoj iteraciji toj slucajnoj veli¢ini jo$ nije dodeljena vrednost.

Treba dokazati da se datim algoritmom zaista dobija uzorak iz trazene raspo-
dele. Pre svega, raspodela p(6®) mora biti ista za svaki i, tj. raspodela mora biti
stacionarna. Ovo vazi jer prilikom uzorkovanja iz raspodele p (6; | #\i), marginalna
raspodela p (A\i) ne zavisi od 6;, pa je u svakom koraku ista. Kako uslovna i mar-
ginalna raspodela odreduju zajednicku raspodelu, ona je takode ista za svako 1, tj.

raspodela je stacionarna.

p<017'-'79k>
0;|61,...,0;-1,0,41,...,0k) = xp(f,...,0
p( ]| 1 j—1, Y541 k?) p(el,...,9j71,0j+1,9k) p( 1 k?)

Uslov ergodi¢nosti takode mora biti zadovoljen. Dovoljan uslov ergodi¢nosti lanca

je da nijedna od uslovnih raspodela nije nigde nula. U tom slucaju je iz svake tacke,
iz skupa stanja lanca Markova, moguce doc¢i do bilo koje duge tacke nakon konac¢no
mnogo koraka, tj. lanac je nesvodljiv. Kako je grani¢na raspodela stacionarna, on je
onda i ergodic¢an. Ukoliko ovaj uslov nije zadovoljlen, ergodi¢nost se mora eksplicit-

no dokazati.

Da bi algoritam bio potpuno odreden, neophodno je definisati i raspodelu ini-
cijalnog stanja lanca, iako ¢e nakon dovoljno mnogo iteracija, raspodele elemenata
lanca postati prakticno nezavisne od pocetne raspodele. Zbog toga Sto su susedni
elementi lanca Markova medusobno visoko korelisani, ukoliko je potrebno do¢i do
priblizno nezavisnih slucajnih veli¢ina, lanac je neophodno ,prorediti”, tj. potrebno
je uzvuéi odredeni poduzorak, koji , na primer, moze biti sacinjen od svakog m-tog

elementa lanca.

Posto uzorci iz pocetnih iteracija nisu bliski onima iz aposteriorne raspodele,
praktikuje se primena zagrevanja, tj. odredeni broj uzoraka na pocetku se ignorise.

Nakon sto lanac dostigne stacionarnost, marginalnu raspodelu bilo kog podskupa
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sluc¢ajnih veli¢ina iz zajednicke raspodele je mogucée odrediti iz dobijenog uzorka. Ili
ukoliko je eksplicina forma uslovnih raspodela, koje ucestvuju u algoritmu, poznata,

tada se raspodela slucajne veli¢ine, npr. X; moze dobiti na sledeéi nacin:

Py, (u) = ﬁ S <u | X0, 0 £ k) . (3.2)

U prethodnom izrazu se prvih n uzoraka odbacuje, nakon kojih se proces stabi-

lizuje i dostize se stacionarnost (v. [7]).
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Glava 4
Bajesov metod potpornih vektora

Metod potpornih vektora za klasifikaciju, na osnovu prediktora X = (X, ..., Xy),
X; € R", j = 1,...,k, zavisnoj promenljivoj y;, ¢ = 1,...,n dodeljuje vrednost iz
skupa {—1, 1}. Optimizacioni izraz koji je potrebno minimizovati, sa L*, a € (0, 2]

regularizacijom, je:

n k
do(B,0) =Y max (1= yix 8,0) + A D[], (4.1)

i=1 j=1
gde je \ parametar regularizacije, a x7 3 je skalarni proizvod i-te realizacije predik-
tora i parametra 8 = (f, ..., Ox). Pretpostavka je da su podaci nad kojima se model
obucava standardizovani, tj. da je standardna devijacija svakog prediktora jednaka
jedan. Kao Sto je pomenuto u glavi 2 na strani 8, ovaj optimizacioni problem se

reSava numericki.

Minimizacija izraza 4.1 ekvivalentna je pronalazenju mode raspodele p(5 | A, a, y)

definisane na slede¢i nacin:

p(B A a,y) =Co(NL(y | B)p(B | A, @)

4.2
o exp (~da(B, N). 2

C. () predstavlja konstantu normalizacije koja osigurava da prethodnim izrazom
raspodela dobro definisana. p(5 | A, @) je apriorna raspodela parametra [, takva da

vazi

k
p(B| A a) o exp (—%Z |/3j|°‘> ,
j=1
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a L(y | B) je aproksimacija funkcije verodostojnosti koja nije normalizovana po y,

zbog Cega se zove i pseudo funkcija verodostojnosti:
Ly | 8) = ][ Li (wi | B) = exp {—2 > max (1 - yx! B, 0)} L (43)
i i=1

U prethodnom izrazu, svako L;(y; | ) = exp {—2 max (1 —yx! B, 0)} moguce
je zameniti normalizacijom L;(y; | 8) = Li(y; | 8)/(Li(y: | B) + Li(—y; | B)), ¢ime
bi L postala prava funkcija verodostojnosti, jer y; moze biti samo 1 ili -1. Medutim,
koriséenjem funkcije L kao u 4.3, dobija se model koji odgovara standardnom metodu
potpornih vektora. Zbog koriséenja pseudo funkcije verodostojnosti, raspodela p(f |

A, a, y), definisana u 4.2, naziva se pseudo aposteriorna raspodela (v. [19]).

4.1 Reprezentacija meSavinom normalnih

raspodela

Uvodenjem odredenih skrivenih promenljivih, metod potpornih vektora je mogu-
¢e interpretirati bajesovski. Ta¢nije, pomocu njih je pseudo funkciju verodostojnosti
moguce predstaviti kao mesavinu normalnih raspodela, sto dalje omogucava ocenji-
vanje parametara modela tehnikama kao sto su MCMC ili EM algoritam. Skrivene
promenljive {v;},—1 ., se definisu tako da vazi da je L;(y; | #) marginalna raspodela

zajednicke raspodele L;(y;, v; | B).
Teorema 4.1.0.1 Pseudo funkcija verodostojnosti za svako y; moZe se izraziti kao:

Li(y; | B) =exp {—2 max (1 —y:x] 3, O)}
. ( (4w yixiTB)2> T

2 V;

Dokaz: Da bi dokazali ovu teoremu potrebno je prvo dokazati da vazi slede¢i iden-
titet:

/0 o(u | —v, v)dy = e~ 2max(w0), (4.5)

Kao $to je pokazano u radu [8], za svako a,b > 0 vazi:

o0
0 2my
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Zamenom a = 1, i b = i mnozenjem prethodnoh izraza sa e~ dobijamo:
o0 2
/ L e B U ey = e lul—u
0

Koriséenjem poznatog identiteta 2max(u,0) = |u| + u dobijamo trazeni identitet

00 1 2
_ (utr)® _
/ e 2 du = e 2max(u0),
0

\2my

Dokaz teoreme sada sledi iz prethodnog izraza zamenom v sa v; i u = 1 —y;x 3. O

Odgovarajuéi rezultat se moze izvesti i za apriornu raspodelu parametra 5. Ona
se moze zapisati u obliku generalizovane normalne raspodele (v. [14]) ¢ija je funkcija

gustine:

i a\ k b
p(B1xa)=]]rB I \a)= (m) exp <—Z |)\5j|a> : (4.6)

j=1
Specijalni sluc¢ajevi za o = 2 ili @ = 1 odgovaraju gustinama normalne i Laplasove
raspodele. Ti slucajevi su ujedno i najvazniji jer se za o = 1 radi o LASSO regula-

rizaciji (v. [23]), a za a = 2 o grebenoj regresiji (eng. ridge regression) (v. [5]).

Definicija 4.1.0.1 Neka su X; © Xy nezavisne kopije slucajne velicine X . KaZemo
da je X stabilna ako za svako a,b > 0, aX1 4+ bXy ima istu raspodelu kao cX +d za
neke c >0 1d € R.

Funkciju gustine stabilne raspodele, u opstem sluc¢aju, nije moguce predstaviti ana-
liticki, ali njenu karakteristi¢nu funkciju jeste. Specijalno, slu¢ajna veli¢ina sa pozi-

tivnom stabilnom raspodelom indeksa « ima karakteristi¢cnu funkciju oblika

p(t) = exp (=7[t|*[1 + isgn(t) tan(am/2)]),

gde je 0 < aw < 1, v > 0 i nosa¢ raspodele je [0,00) (v. [17]) .

Apriornu raspodelu je takode moguce izraziti kao meSavinu normalnih raspodela.
Raspodele iz familije generalizovanih normalnih raspodela, ta¢nije raspodele ¢ija je

gustina oblika:
f(z)=Ce " 2 cR,

mogu se predstaviti kao meSavina normalnih raspodela. To je dokazano za slucaj
a € [1,2] uradu [25], a kasnije je, u radu [6], prosireno na « € (0, 1]. Opsti slucaj je

dat sledeé¢om teoremom.
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Teorema 4.1.0.2 Apriorna raspodela parametra 3 moZe se izraziti kao meSavina

normalnih raspodela
P 10a) = [ 0(810.3%) (s | a)d (4.7
0
_3
gde je p(w; | a) oc w; 2Sts (w;l), a St je funkcija gustine pozitivne stabilne slu-
2 2
cagne promenljive sa indeksom /2. Specijano, za o = 1 vazi

1

PN =1 = [ 6(8100%) g F i (48)

Na ovaj nacin je odreden jo$ jedan skup skrivenih promenljivih {w;}i—1 k-

Konacno, pseudo aposteriorna raspodela parametra [, dobija se kao marginalna

raspodela prethodne po skrivenim parametrima v i w,

p(BAay) = /p(ﬁ, v,w |\ a,y)dvdw.

Uz ovako definisanu raspodelu nepoznatog parametra [, algoritmi za ocenjivanje

parametara kao sto su EM algoritam ili MCMC mogu biti primenjeni.

4.2 QOdredivanje uslovnih raspodela

Neka je Q = diag(w), N = diag(v), a X matrica dimenzije n x k ¢iji je i-ti red
jednak y,x;.
Da bi se odredila uslovna raspodela parametra parametra [, model se, kao u
radu [19], moze zapisati u hijerarhijskom obliku
1+v=XB+Nze
1 1
= —Q38
ﬁ A € 7
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gde su €’ i €’ vektori nezavisnih slu¢ajnih veli¢ina sa standardnom normalnom
raspodelom, ¢uje dimenzije odgovaraju dimenzijama parametara v i 3.

Sledi da je aposteriorna raspodela parametra [ takode normalna
p(B [ A v,w,y) ~N(b, B),
gde su parametri raspodele
B =X+ X'N'Xib=BX" (1+v7").

Definicija 4.2.0.1 Slucajna velicina X ima inverznu Gausovu raspodelu X ~ ZG(u, \),

sa parametrima i 1 N, ako je njena funkcija gustine

A Az — p)?
pla ) = g e (2550,

gde je x € (0,00) i parametri p, X > 0.

Za sluc¢ajnu veli¢inu sa inverznom Gausovom raspodelom vazi da je FX = pu, a

DX = i/ (v. [4]).

Definicija 4.2.0.2 Slucajna velicina X ima generalizovanu inverznu Gausovu ras-

podelu X ~ GZG(v,1,X), sa parametrima v, i X, ako je njena funkcija gustine

2 \z

p(x | 7,9, x) = Cy,4, x)z" " exp <—1 (X + wx)) 7

gde je C(~,1,x) odgovarajuca konstanta normalizacije, x € (0,00) i parametri vy €
R i,y > 0.

Vazi sledeca osobina (v. [9]):
Ako slucajna veli¢ina X ima generalizovanu inverznu Gausovu raspodelu X ~
GZG(1/2,\,\/u?), tada X! ima inverznu Gausovu raspodelu X ~ ZG(u, \).

Koris¢enjem ove osobine, moze se dokazati posledica teoreme 4.1.0.1.

Posledica 4.2.0.1 Uslovna raspodela skrivenog parametra v; je

p (vt By) ~IG (\1 —yxB| ", 1) .
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Dokaz: 1z teoreme 4.1.0.1 sledi

_uxTB —)?
p(Vz' | B,yl) X 1 exp {_ (1 yz);zyiﬁ Vz) }

1 1 ((1—yxTB)”
X \ 2Ty, P {_5 ( v; + Ui) }

1
~ GIG {5, 1,(1— yixiTﬁy} .

Iz prethodne osobine sledi

_ ~1
p(yzl‘ﬁayz)r\’zg(‘l_yzx;rﬁ‘ 71>>
Sto je trebalo dokazati. O
Analogno prethodnom, uslovna raspodela skrivenog parametra w; moze se izve-
sti iz izraza 4.7 u teoremi 4.1.0.2. Medutim, gustinu stabilne raspodele, u opstem
sluc¢aju, nije moguée odrediti analiticki. Kako za dva najznacajnija slucaja, « =11

a = 2, to ipak jeste moguce, oni ¢e biti opisani. Za o = 2 vazi da je p(w; | f) =1,

dok za o = 1 vazi sledec¢a posledica teoreme 4.1.0.2.

Posledica 4.2.0.2 Uslovna raspodela skrivenog parametra w; za o =1 je
p(wit ] 8. A) ~ZIG (1/A1B;].1).
Dokaz: 1z izraza 4.8 sledi

1 IWONH
p(wjyﬁjv)‘)oc\/mexp{_§( w; +W2>}
1
~ GIG (5,1,A25]?).

Primenom iste osobine kao u prethodnoj posledici dobija se trazena uslovna raspo-
dela. O

4.3 Konstrukcija algoritama za ocenjivanje

parametara

Uslovne raspodele izvedene u prethodnom odeljku mogu biti upotrebljene za

konstruisanje EM ili MCMC algoritma za ocenjivanje nepoznatog parametra [3.
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Ocenjivanje nepoznatih parametara EM algoritmom

Kao sto je opisano u odeljku 3.3, na strani 13, EM algoritam ¢ine dva koraka

koja se smenjuju. Pretpostavimo da je parametar regularuzacije A fiksiran.

o E-korak: Q (8| 87") = [logp(B | y,v,w)p (v,w | B, y) dvdw
e M-korak: 8 = argmaxz Q (0 | 571)

Funkcija Q predstavlja ocekivanje logaritma verodostojnosti i ocenjuje se u od-
nosu na vrednosti parametara odredenim u prethodnoj iteraciji. Logaritam aposte-
riorne raspodele, pod uslovom poznatih skrivenih parametara, moze se izvesti iz
izraza 4.9:

1 ¢ (1+Vi—iniTﬂ)2

logp(ﬁ | Vaway) :CO(V,W,y7/\)_§Z

=1

Vi

(4.10)

za pogodno odabranu konstantu cy.

Liw™t Kako je @ funkcija od 3, parametar

U prethodnom izrazu ucestvuju v, v~
A moze biti uvucen pod konstantu c¢g, jer ne stoji uz § . Dakle bitan deo jednacine
4.10 je linearna funkcija od v~ i w™!, pa se funkcija @ (5 | 8°~!) moze dobiti ako

1

se u jednacini 4.10 v~ i w™! zamene njihovim uslovnim oc¢ekivanjima.

Q (ﬁ ’ Btil) = /01(1/,W,y,)\)p (V,w ‘ ﬁtil,y) dvdw
- %/Z (—2yix] Br" = 2yx! B+ (yix; B)v ) p (v,w | B, y) dvdw
i=1

N B2
— / ) Z jp (V,w | Bt_l,y) dvdw.
j=1 7

n

1

= eoly, A B = 5 D (2wl 85 — 2y B + (yix! 8%, 1)

=1
2 9 A —1(t)
Y Zﬁj%‘
j=1

=logp(B |y, 10 1),
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~—

gde je ﬁi_l(t) =E (v 'y 0, a w; W= p (wj_l | y, 8, ). Na osnovu posledice

)

4.2.0.1 i osobina inverzne Gausove raspodele vazi

o0 = 11— yixrﬁtrl .

1

Ocekivanje od w™" zavisi i od a. Za a = 2 vazi p(w; | B) = 1, pa je w; = 1. Za

a € (0,2) rezultat se izvodi iz sledece posledice teoreme 4.1.0.2.

Posledica 4.3.0.1 NekajeO < o < 2. Ako je 35 = 0 tada je w;l“) =F (w;l |y, B, ) =
oco. U suprotnom

o' = a| A,

J

Dokaz: 1z teoreme 4.1.0.2 sledi:
pla)= [ 0(810.0%w) p(ws | a)d (4.11)
0

gde je, na osnovu 4.6, p (B, | o) o exp (— [A\G;]|”) . Dalje vazi

99 (B; | 0, \w;)
0B,

Dakle, za 3; # 0 jednacina 4.11 moze se diferencirati po j3;:

—)\23.
= w.ﬁj¢ (B; 10, A2w;) .
J

0o 2

\23;
NG (3 1a) = [ 08100 %0) by | @) B
0

J

Deljenjem leve i desne strane sa p(f; | o) dobija se:

axt ! = [P s - (o]0
odakle sledi
dzj_l(t) =F (w;l | Bj,0) =« |Bﬂa_2 X2,
O
Ovime je funkcija Q (3 | 87!) potpuno odredena, tj. E - korak je zavren, nakon
¢ega sledi M - korak, tj. pronalazenja vrednosti parametra § koje maksimizuje Q).
Kako je

Q (8871 =logp(B |y, o, ", 071"y,
vazl

argmaxlogp(3 | 7", &) = argmaxp(8 .7, 0,1),

(2 (2

510

. ) ~ N(b, B), maksimum se dostize u vrednosti oceki-

a kako je p(8 | y, ;"""
vanja, pa je

Bt =b.
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Algoritam:
e Odrediti inicijalnu vrednost nepoznatog parametra 3°.

e E - korak: Kori§¢enjem parametra iz prethodne iteracije 57!, iztacunati:

ﬁ;l(t) = |1 - yixiTﬂtflrl, 1=1,...n

o1 =

i (0%

—11a—2 \ a— .
BTN =1,k

~

N0 = diag(s; ")

A

O = diag(w; ')
e M - korak: Izrac¢unati /3

B =b= (X200 4 XTNW)X)_1 X7 (1+5710).
e E i M korake ponavljati do konvergencije ili do unapred zadatog broja iteracija.

Jedno znacajno svojstvo EM algoritma je monotonost pseudo aposteriorne raspo-
dele parametra (3, pod uslovom opazenih podataka. Tac¢nije, za niz ocena parametra
B, 82,8, ... vazi p (B | N a,y) < p(BY] N a,y). Ovo svojstvo moZe biti korisno

za posmatranje konvergencije niza ocena prilikom treniranja modela.

U sluc¢aju da neka od vrednosti v~ ili w™! dostigne izuzetno visoke vrednosti,
EM algoritam postaje numericki nestabilan. Stavise, takvo ponaSanje je oc¢ekivano
za algoritam koji funkcionise ispravno. Kada je w™! = oo, tada je 8; = 0. U tom
slucaju odgovarajuca kolona moze jednostavno biti izostavljena iz podataka. Nasu-

1 = o0, tada je vazi da je y;87x; = 1, tj. opservacija i je bas

prot tome, kada je v~
potporni vektor. Ovi sluc¢ajevi komplikuju ocenjivanje parametara EM algoritmom,

Sto moze biti potencijalna mana ovog pristupa.

U nekim modelima postoji vise nepoznatih parametara koje je potrebno odredi-
ti. Na primer, parametar regularizecije A je moguce oceniti iz podataka zajedno da
ostalim parametrima modela. Za ocenjivanje parametara na ovakav nacin moze se
koristiti generalizacija EM algoritma, algoritam uslovne maksimizacije oc¢ekivanja,
ECM (eng. expectation-conditional maximization algorithm) (v. [12]). Ovaj algori-
tam menja M korak EM algoritma nizom koraka, kod kojih se svakim korakom

funkcija () maksimizuje po jednom od parametara, pod uslovom da su svi ostali
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parametri poznati (C'M korak). U radu [11] je pokazano da ovaj algoritam konver-
gira brze ukoliko se maksimizacija funkcije ) zameni maksimizaciom aposteriorne
raspodele (C'M E korak). Ovaj algoritam je nazvan FC'M E i za njega, kao i za ECM

algoritam vazi isto svojstvo monotonosti kao i kod EM algoritma.

Za ocenjivanje parametra regularizacije A zajedno sa [ potrebno je odrediti apo-
steriornu raspodelu p(A | 3, «) koja ¢e se koristiti u CME koraku. Za apriornu
raspodelu parametra A, zgodno je uzeti y(a, b) raspodelu, jer je ona konjugovana sa

generalizovanom normalnom raspodelom iz jednacine 4.6
p(A") oc (A")" " exp (=DA%,

Na osnovu 4.6 vazi

k
p(B |\ a) o< \¥exp (— Z |)\6j|°‘> .
i=1

Odakle, za fiksirano «, sledi

k

p(A | B) o< p(B | A)p(A) oc A exp (— > Mﬂj!a> (A" exp (—bA%)

i=1
k
e o+ )
i=1
Dakle,
I k
POV B) ~ 7 (a+ DS |ﬁj|“> . (112
i=1

Kod ECME algoritma E korak je isti kao i kod EM algoritma,s’ tim Sto A viSe nije
fiksiran veé¢ se uzima iz prethodne iteracije, dok se M korak menja CME korakom.
Za ocenu parametra A uzima se moda, kao tacka koja maksimizuje aposteriornu
raspodelu.

Algoritam:

e Odrediti inicijalnu vrednost nepoznatih parametra \° i 5°.

e I - korak: Kori¢enjem parametra iz prethodne iteracije A'=1 i 87!, iztacunati:

ﬁ;l(t) = 11— yix;fpﬂt_lrl , 1=1,...n
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G =alg TN =tk

~

N1 = diag(ﬁ[l(t))

A

Q10 = diag(; ™)
e CME - korak: Izracunati 8% i A"
gt — ()\2(1&—1)@—1(1&) 4 XTN—I(t)X> -1 X7 (1 4 ﬁ—l(t))

B a+§—1
b+, |Bﬂa

e £ i CME korake ponavljati do konvergencije ili do unapred zadatog broja

t

iteracija.

Ocenjivanje nepoznatih parametara MCMC algoritmom

Reprezentacija mesavinom normalnih raspodela, opisana u odeljku 4.1, omogu-
¢ava koriS¢enje Gibsovog algoritma za ocenjivanje vrednosti nepoznatih parametara.
Za svaki od nepoznatih parametara, potrebno je odrediti raspodele uslovljene vred-
nostima svih ostalih parametara koji uéestvuju u modelu. One su izvedene u odeljku

4.2 1 imamo:

p (vt Boyi) ~IG (11— yixiB 1),
p(wy 8, 0) ~IG (1/NB;],1),  a=1,

w=1 «a=2,

p(B |y, vt w™h) ~ N(b,B).
Algoritam:
e Odrediti inicijalnu vrednost parametara v~ =10 i g0
e Zat=0,...N —1:
1D (vt B(t),y), i=1,...,n

W o p(wT [ BYy), i=1k

BUD s p(v=h | AD ) )

30



GLAVA 4. BAJESOV METOD POTPORNIH VEKTORA

Ovim algoritmom je, dodavanjem jednog koraka, moguée izvuéi uzorak i za pa-

rametar regularizacije A iz odgovarajuce uslovne raspodele. Na isti na¢in kao i kod

k o
p(M/J’)Nv(Ha,H;!Bj\ )

Kako su eksplicine forme uslovnih raspodela, koje uc¢estvuju u algoritmu, pozna-

4.12 imamo

te, za ocenu parametra mozemo uzeti uzoracku sredinu, kao u 3.2.
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Glava 5

Primene

Oba pristupa u ocenjivanju parametara modela, EM i MCMC algoritmom, te-
stirana su nad razli¢itim skupovima podataka i rezultati su uporedivani nad svakim
od njih. Kodovi su pisani u programskom jeziku R. Odabrani skupovi podataka su

oni koji se ¢esto koriste u literaturi za poredenje kvaliteta modela klasifikacije.

1. Podaci Spam sadrze 4601 mejl koji je klasifikovan na one koji jesu i koji nisu
nepozeljna posta. Sadrze 57 promenljivih od kojih 54 predstavljaju frekvencije
pojedinih reci, brojeva ili specijalnih znakova u tekstu. Ostale 3 promenljive

su proseCan broj, najduzi niz i ukupan broj velikih slova u tekstu mejla (v.
[10]).

2. Podaci BreastCancer opisuju tumore koji se klasifikuju na maligne i benigne.
Podaci sadrze 699 opservacija i 10 promenljivih koje opisuju razli¢ite karakte-

ristike tumora (v. [16]).

3. Podaci Ionosphere prikupljeni su od strane sistema u mestu Goose Bay, Labrador.
Sistem se sastoji od antena koje emituju elektromagnetne talase koji gadaju
elektrone u jonosferi. Talasi koji su se odbili detektuju prisustvo odredene
strukture u jonosferi, a opservacije koje odgovaraju tim sluc¢ajevima klasifiku-

ju se pozitivno. Podaci sadrze 351 opservaciju i opisani su pomocu 34 varijable
(v. [21)).

4. Podaci PimalndiansDiabetes sadrze dijagnosticke podatke 768 Zena Pima in-
dijskog porekla. Klasifikuju se po prisustvu dijabetesa i opisuju se pomoc¢u 9

promenljivih (v. [15]).
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5. Podaci Sonar sadrzi 208 opservacija i 60 promenljivih koje predstavljaju zvuc-
ne signale koji se klasifikuju po tome da li su se dobili od metal ili od stenu.
(v. [22)]).

5.1 Rezultati

Tako su EM i MCMC algoritmi dva razli¢ita pristupa u ocenjivanju parametara,
model koji ti parametri odreduju je isti, pa bi i koeficijenti modela, tj. ocene trazenih
parametara, dobijeni pomoc¢u oba pristupa trebalo da budu priblizno jednaki. Na
slede¢em grafiku je dato poredenje koeficijenata modela dobijenih EM i MCMC

algoritmom, za iste vrednosti hiperparametara o = 2, A = 1.

Spam lonosphere
Poredenje koeficijenata Poredenje koeficijenata

MCMC
MCMC

2

]
5]
'
=]
-

4 -2 0 2 - -
EM EM
EMvs MCMC EMvs MCHC

Slika 5.1: Parametri modela ocenjeni EM i MCMC algoritmom

Vrednost hiperparametra o = 1 odgovara LASSO regularizaciji (eng. Least Ab-
solute Shrinkage and Selection Operator). Kao §to je ve¢ pomenuto u poglavlju 2, a
na osnovu optimizacionog izraza 2.1, vrednost hiperparametra A kontrolise nivo re-
gularizacije modela. Na slede¢im graficima prikazano je kretanje parametara modela
u zavisnosti od nivoa regularizacije.

Takode, za razliku od grebene regresije, LASSO ima osobinu da koeficijente mo-
dela moze dovesti tacno u nulu, ¢ime se ujedno dobija i proreden model, tj. parametri

modela, koji su manje znacajni, se izostavljaju. Na podacima Sonar prikazano je
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Sonar
LASSO regularizacija

Beta

-R-

10~

-2 0 2
log10(lambda)
Kretanje parametara

Slika 5.2: Zavisnost parametara modela od nivoa LASSO regularizacije

kretanje broja parametara koji su iskljuceni iz modela, kao i ta¢nost predvidanja

modela na skupovima za obucavanje i testiranje.

Sonar Sonar
LASSO regularizacija LASSO regularizacija
. J
& 1.0
.
L 0a-
40-
= B o8- Podaci
2 . =
- H — Trening
S
= @«
m To7- — Test
20-
L * 0.6-
L]
.
L
0 * 0.5-
5 0 2 2 0 2
log10(lambda) log10(lambda)
Broj koeficijenata jednakih nuli Preciznost modela nad trening i test podacima

Slika 5.3: Ta¢nost i proredenost modela
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Vertikalna linija na graficima oznacava ono A za koje su performanse modela

najbolje. U ovom slucaju to je A = 5.

Rezultati prikazani na prethodnim graficima zavise od podele na trening i test
podatke, ali su prikazani kao ilustracija rada regularizacije. Na narednim graficima
prikazano je prose¢no ponasanje modela nad 10 razli¢itih podela na trening i test

podatke. Sa grafika se vidi da su performanse modela u proseku ipak bolje za A = 10.

Sonar Sonar
LASSO regularizacija LASSO regularizacija

50- o 10-
L]
Y -
40- 09-
Podaci

v\/\ — Trening

L
=)

=

@
'

— Test

Praciznost

Broj nula
5 ¢
o
~

[
=

10- 05-
*

2 -2 2

0
log10(lambda)
Preciznost modela nad trening i test podacima

0
log10(lambda)
Broj koeficijenata jednakih nuli

Slika 5.4: Prose¢na tac¢nost i proredenost modela

Primenom EM algoritma dobija se niz ocena parametara 3%, 32, 33, ... za koji vazi
P | A ayy) < p(B'| A ay). Kako vai i da je p(B | A, y) o exp (—da(8, A))
(4.2), gde je dn(B,\) optimizacioni izraz 4.1, imamo da niz ocena optimizacionog
izraza {d,(8®,\)}2, monotono opada. Ova osobina moZe biti korisna za posma-
tranje kovergencije niza ocena, a moze se koristiti i kao jedna od provera ispravnosti

implementacije algoritma.
Sledeéi grafik pokazuje jedan moguéi tok treniranja modela EM algoritmom za

parametre o = 2, A = 1 nad Spam podacima.
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Spam

Minimizacija funkcije gubitka
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Slika 5.5: Monotonost funkcije gubitka

Tokom treniranja modela, svakom iteracijom azuriraju se ocenjene vrednosti
parametara modela. Na narednom grafiku je primer niza ocena parametara modela,

za inicijalne vrednosti 3° = 1.

BreastCancer
Miz ocena parametara

— Clthickness

— Cellsize

Cell.shape
= Marg.adhesion

Epith.c.size

— Bare.nuclei

0.0- Bl.cromatin

Marmal.nucleali

— Mitoses

0 50 100 150
epoch
EM

Slika 5.6: Niz ocena parametra beta
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Pored parametra 3, kao $to je napomenuto, Bajesovim pristupom metodu pot-
pornih vektora, moguce je i parametar regularizacije A oceniti iz podataka, zajedno
sa parametrom (. Na narednom grafiku prikazan je niz parametara regularizaci-
je koji su ocenjivani tokom treniranja nad podacima BreastCancer i Spam, kao i

funkcije gubitka u oba slucaja.

BreastCancer BreastCancer
Automatsko podesavanje parametra regularizacije Minimizacija funkcije gubitka
50- °
.
14-
.
.
45
.
12- .
2 2 :
5 s 2
= 40- S
10- =
35
08-
I
.
0 50 100 150 0 50 100 150
epoch epoch
EM EM
Spam Spam
Automatsko podesavanje parametra regularizacije Minimizacija funkcije gubitka
13- L
3
.
.
.
13- ® 1200~
.
. .
.
3 P
E11- . g1ooo-
s a3

. . . . . 600 - . . . .
o 50 100 150 200 o 50 100 150 200
epoch epoch
EM EM

Slika 5.7: Odabir parametra lambda

Iako na prethodnim graficima, zbog razlic¢itih skala na y osi, ne deluje tako, model
je nad podacima BreastCancer iskonvergirao posle manje od 200 iteracija, dok nad
podacima Spam nije. U prvom sluc¢aju regularizacija dostize stabilan nivo A = 1.5,
dok u drugom A ima opadajuéi trend i zahteva veci broj iteracija da bi se postigla
konvergencija, Sto odgovara i vec¢oj dimenzionalnosti podataka Spam u odnosu na

BreastCancer. Ovo je ujedno i jedna od mana iterativnog pristupa treniranju modela.
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Nad Spam podacima, koji imaju 4601 opservaciju, 500 iteracija nad 70% podataka
traje skoro 5 minuta. Kako par hiljada opservacija, za danasnje standarde, nije ta-
ko puno, upotreba ovog pristupa nad realim podacima postaje neefikasna. Nedavno

je uradu [24] ponudeno jedno resenje ovog problema, §to moze biti tema za dalji rad.

U tabeli 5.1 data su vremena obucavanja modela u sekundama, nad 70% poda-

taka i za maksimalno 500 iteracija.

EM MCMC
Podaci a:2)\:1‘o¢:1)\:a azQAzl‘oz:lx\za n ‘k
Spam 269.35 216.77 272.38 275.66 4601 | 57
BreastCancer | 0.43 0.33 1.72 1.69 699 | 10
Tonosphere 0.21 1.01 1.56 1.59 351 | 34
Pimalndians | 1.37 0.11 2.00 1.89 768 |9
Sonar 0.55 0.45 1.64 1.70 208 | 60

Tabela 5.1: Vreme treniranja u sekundama

Metod potpornih vektora je metod zasnovan na Sirokom pojasu. Mesto Sirokog
pojasa, kao i optimalne hiperravni koja razdvaja klase, odredeno je potpornim vek-
torima. Novim podacima koji se klasifikuju klasa je dodeljena u zavisnosti od toga
sa koje strane hiperravni se nalaze, ali osnovna verzija ovog metoda ne daje nikakvu
informaciju o verovatno¢i pripadanja rezultuju¢im klasama.

Jedna od prednosti Bajesovog pristupa metodu potpornih vektora je upravo
to. Imajuéi aposterirornu raspodelu parametara modela, na osnovu 3.1, moguce je
odrediti verovatnoc¢u pripadanja klasi.

Tako dobijene verovatnoé¢e mogu biti vrlo korisne prilikom podeSavanja modela.
Na primer, moguce je promeniti prag klasifikacije sa 0.5 koji je podratumevan na
neki drugi koji daje bolje rezultate. Opseg mera kvaliteta kojima model moze biti
evaluiran se takode §iri i na one kojima je neophodna verovatnoca. Jedan primer
takve mere je AUC, koja se veoma Cesto koristi, pogotovo za merenje kvaliteta
modela treniranim nad nebalansiranim skupom podataka.

Nad podacima PimalndiansDiabetes dobijen je AUC = 0.878 koris¢enjem MCMC

algoritma za ocenu parametaraiuz a =2, A = 1.

38



GLAVA 5. PRIMENE

]
- R
— _‘-r‘_d—‘
w | | ©
[ (=]
z
©
o @ | | @
= O =]
=
2
o | | =
Lo R | (]
2
'_
o™ | ™
(] =]
(=]
P — O

| | | | | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

False positive rate

Slika 5.8: ROC kriva

Evaluacija modela radena je nad skupom za testiranje, koji ¢ini 30% podataka.
Podela nije postojala prilikom preuzimanja podataka, ve¢ je nastala nasumic¢nim
odabirom, stratifikovanim po ciljnoj promenljivoj. Odabrane mere kvaliteta su tac-
nost i F1 mera. Ta¢nost se Kkoristi jer je najjednostavnija mera, dok F1 mera bolje
odgovara neizbalansiranim podacima. Odabrane su takode jer se mogu izra¢unati
bez znanja o verovatno¢ama pripadnosti klasama, Sto je vazno zbog poredenja sa

drugim modelima, o kojima ¢e biti reci kasnije.

Predvidena
-1 1
s -1 134 17
g
e 1] 29 50

Na osnovu date matrice konfuzije, za isti model, imamo:
e Tacnost = 80%

e 1 mera = 0.685
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Koris¢enjem ovih mera mogu se uporediti modeli ¢iji parametri se ocenjuju EM

i MCMC algoritmom, kao i njihove performanse za razli¢ite vrednosti hiperparame-

tara. U narednoj tabeli prikazani su rezultati dobijeni primenom EM algoritma, sa

najvise 500 iteracija, za vrednosti parametara « € {1,2}, A € {1, 10, auto}, gde opci-

ja auto oznacava automatsko biranje nivoa regularizacije tokom obucavanja modela.

Modeli su evaluirani unakrsnom validacijom sa 5 slojeva, a podele su radene

stratifikacijom po ciljnoj promenljivoj.

a=1 Tacnost F1 mera

Podaci Azl‘Ale‘/\:auto Azl‘Ale‘)\:auto
Spam 0.929 | 0.931 0.930 0.908 | 0.911 0.909
BreastCancer 0.966 | 0.967 | 0.966 0.950 | 0.953 | 0.950
Ionosphere 0.880 | 0.878 | 0.860 0.810 | 0.804 | 0.772
PimalndiansDiabetes | 0.773 | 0.775 0.772 0.636 | 0.636 0.633
Sonar 0.740 | 0.754 | 0.755 0.718 | 0.732 | 0.731
a=2 Tacnost F1 mera

Podaci )\:1‘)\:10‘/\:aut0 Azl‘Ale‘)\:auto
Spam 0.929 | 0.922 | 0.929 0.909 | 0.899 | 0.908
BreastCancer 0.966 | 0.969 | 0.966 0.950 | 0.955 | 0.950
Ionosphere 0.852 | 0.880 | 0.872 0.746 | 0.809 | 0.795
PimalndiansDiabetes | 0.773 | 0.769 0.773 0.636 | 0.632 0.636
Sonar 0.750 | 0.793 | 0.741 0.726 | 0.782 | 0.709

Tabela 5.2: Rezultati modela primenom EM algoritma

Za iste vrednosti parametara « i A prikazani su rezultati primenom MCMC

algoritma sa 500 iteracija. Nakon toga je dat uporedni prikaz oba algoritma i za

svaki od njih su izdvojeni parametri modela koji daju najbolje rezultate.

a=1 Tacnost F1 mera

Podaci Azl‘Ale‘/\:auto Azl‘)\le‘A:auto
Spam 0.930 | 0.931 0.931 0.910 | 0.911 0.911
BreastCancer 0.966 | 0.966 | 0.966 0.950 | 0.951 0.950
Ionosphere 0.877 | 0.877 | 0.883 0.804 | 0.802 | 0.812
PimalndiansDiabetes | 0.776 | 0.771 0.773 0.638 | 0.630 0.634
Sonar 0.760 | 0.798 | 0.765 0.734 | 0.784 | 0.737
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a =2 Tacnost F1 mera

Podaci )\:1‘)\:10 A=auto | A=1 Ale‘A:auto
Spam 0.929 | 0.922 0.930 0.909 | 0.898 0.910
BreastCancer 0.966 | 0.967 0.967 0.950 | 0.953 0.952
Tonosphere 0.877 | 0.886 0.869 0.808 | 0.820 0.789
PimalndiansDiabetes | 0.773 | 0.771 0.775 0.633 | 0.634 0.635
Sonar 0.774 | 0.803 0.784 0.753 | 0.793 0.757

Tabela 5.3: Rezultati modela primenom MCMC algoritma

EM MCMC
’ Podaci Tacénost \ F1 \ a, A | Tacnost \ F1 \ a, A
Spam 0.931 0.911 | 1, 10 | 0.931 0.911 | 1, a
BreastCancer 0.969 0.955 | 2, 10 | 0.967 0.953 | 2, 10
Ionosphere 0.880 0.810 | 1, 1 0.886 0.820 | 2, 10
PimalndiansDiabetes | 0.775 0.636 | 1, 10 | 0.776 0.638 | 1,1
Sonar 0.793 0.782 | 2, 10 | 0.803 0.793 | 2, 10

Iz prethodnih tabela moze se zakljuciti da se model primenom oba metoda za
ocenjivanje parametara, u veéini slucajeva, ponasa prili¢no slicno. Takode, biranje
parametra A tokom obucavanja modela ne daje nista bolje rezultate od nasumic¢no
odabranih parametara A = 1, ili A = 10. Jedno moguce objasnjenje bi bilo da se
prilikom treniranja modela parametar A bira tako da funkcija gubitka bude mini-
malna, §to nije uvek garancija da ¢e i na skupu za testiranje dati bolje rezultate
jer je moguce da preteranom minimizacijom dode do preprilagodavanja. Pouzdaniji
nacin izbora parametra A bi ipak bio, na primer, koriséenjem validacionog skupa,
ali i ovako dobijeno A moze posluziti kao dobar orijentir, u kom intervalu bi traziti
optimalnu vrednost.

Kod MCMC algoritma, zajednicka raspodela svih nepoznatih parametara se
uzorkuje i samim tim model ne mora uvek ispasti isto. Takode se gubi i mono-
tonost funkcije gubitka tokom obucavanja modela. Uprkos tome, za dovoljan broj
iteracija, tj. za dovoljno veliki uzorak, rezultati su prilicno sli¢ni onima dobijenim
primenom EM algoritma, kao Sto je prikazano u tabelama 5.2 i 5.3 i na grafiku 5.1.
Marginalne raspodele svakog od parametra se mogu oceniti iz uzorka. Na narednim
graficima prikazano je kretanje dva proizvoljna koeficijenta modela, kao i njihove
raspodele. Parametri modela su ocenjeni kao uzoracka sredina na osnovu uzorka
obima N = 1000, nakon sto se prvih 50 uzoraka izbaci kao burn — in. Model je

treniran nad podacima Sonar, uz parametre o = 2 i A = auto.
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Slika 5.9: Kretanje parametara 31 i 45
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5.2 Poredenje sa drugim modelima

Bajesov metod potpornih vektora, u daljem tekstu BSV M primenjen je nad
skupovima podataka opisanih na pocetku poglavlja 5. Nad tim podacima, model je
poreden sa logistickom regresijom, linearnom i nelinearnom varijantom standardnog
metoda potpornih vektora, slu¢ajnim Sumama, kao i sa klasifikacijom Gausovim

procesima. U slede¢im tabelama dati su rezultati primene ovih modela.

Podaci LR .SVM . S.’VM .| GP RF | BSVM
linearni | nelinearni

Spam 0.914 | 0.930 0.933 0.931 | 0.954 | 0.931

BreastCancer 0.967 | 0.966 0.971 0.963 | 0.969 | 0.969

Tonosphere 0.880 | 0.875 0.934 0.866 | 0.920 | 0.886

PimalndiansDiabetes | 0.776 | 0.773 0.771 0.768 | 0.768 | 0.776

Sonar 0.717 | 0.769 0.866 0.813 | 0.856 | 0.803

Tabela 5.4: Tacnost klasifikacije

Podaci LR .SVM . S.VM .| GP RF | BSVM
linearni | nelinearni

Spam 0.892 | 0.910 0.914 0.911 | 0.941 | 0.911

BreastCancer 0.952 | 0.950 0.959 0.946 | 0.955 | 0.955

Ionosphere 0.815 | 0.797 0.900 0.773 | 0.886 | 0.820

PimalndiansDiabetes | 0.642 | 0.636 0.631 0.644 | 0.637 | 0.638

Sonar 0.692 | 0.746 0.849 0.787 | 0.837 | 0.793

Tabela 5.5: F1 mera

Poslednja kolona predstavlja najbolji rezultat BSVM modela izvucen iz tabela
5.2'1 5.3. Na svim podacima, osim na PimalndiansDiabetes nelinearni modeli daju
nesto bolje rezultate. Najbolje se pokazao nelinearni metod potpornih vektora, mada
na ovim podacima ni ostali modeli nisu drasti¢no losiji.

BSVM daje rezultate najsli¢nije linearnom metodu potpornih vektora, Sto je
i ocekivano, jer su to sustinski isti modeli, samo razvijeni razli¢itim pristupima.
Uporedivnost ovih rezultata ukazuje na to da algoritam zaista radi i da je korektno
implementiran.

U tabelama 5.4 i 5.5, za linearni metod potpornih vektora, prikazani su rezultati
sa podrazumevanim parametrom regularizacije A = 1. Moguénost Bajesovog meto-

da potpornih vektora, da bira parametar A\ tokom obucavanja, zajedno sa ostalim
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parametrima modela, mogla bi se uporediti sa vrednostima koje se kod linearnog
metoda potpornih vektora pokazu kao optimalne. Izdvojeno je 70% podataka za
obucavanje, stratifikovanih po ciljnoj promenljivoj, nad kojima je treniran BSV M,
sa odabirom nivoa regularizacije. Nad istim podacima za obucavanje, unakrsnom
validacijom odabran je optimalan parametar regularizacije za linearan SVM, nakon
¢ega je za tako odabrano A model istreniran na celom skupu za obucavanje. Oba
modela su evaluirana na preostalih 30% podataka. Rezultati primene modela, kao i

parametri A odabrani na oba nacina, prikazani su u tabeli 5.6.

BSVM SVM
‘ Podaci Tacnost ‘ F1 mera ‘ A Tacénost ‘ F1 mera ‘ A
Spam 0.922 0.900 2.012 | 0.920 0.898 100
BreastCancer 0.957 0.931 2.103 | 0.957 0.931 0.05
Tonosphere 0.857 0.800 0.002 | 0.895 0.836 0.5
PimalndiansDiabetes | 0.796 0.680 2.566 | 0.804 0.690 0.5
Sonar 0.758 0.706 2.045 | 0.758 0.694 0.05

Tabela 5.6: Regularizacija

Na ovim konkretnim podacima regularizacija nema previse uticaja, pa se ne mo-
ze utvrditi da li odabir parametra A Bajesovim metodom potpornih vektora ima

prakticnog znacaja.

Logisticka regresija takode ocenjuje verovatnoce pripadanja klasama, pa je mo-
guée i na taj nacin uporediti rezultate. Naredni grafici porede verovatnocée dobijene

BSVM modelom i logistickom regresijom, kao i parametre tih modela.

BreastCancer BreastCancer
Poredenje verovatnoca pripadanja klasama Poredenje parametara modela

1.00-

=)
~
o
.

o
w

Bajesov metod potpornih vektora
=

Bajesov metod potpornih vektora
=
&

=)
i

0.00-

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 -1 0 1
Logistitka regresija Logistitka regresija

Slika 5.10: Logisticka regresija vs BSVM
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Sa levog grafika moze se videti da, iako BSVM dodeljuje nesto vece verovatno-
¢e pripadanja pozitivnoj klasi nego logisticka regresija, ako se za prag uzme 0.5,
dodeljene klase se svim opservacijama iz skupa za testiranje poklapaju.

U BSVM model ukljucena je i regularizacija, kojoj u ovom sluc¢aju odgovaraju
parametri « = 2, A = 1. Zbog toga su parametri ocenjeni BSVM modelom blizi
nuli od onih dobijenih logistickom regresijom, ali sa desnog grafika se vidi da su

medusobno uglavnom proporcionalni.
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Zakljucak

Nalazenje minimuma funkcija gubitka metoda potpornih vektora 4.1 vrsi se al-
goritmima koji su uglavnom malo poznati statisticarima. Bajesovim pristupom op-
timizaciji, ovaj problem se resava metodama i algoritmima koji se u statistici ¢esto
koriste. Ipak, obuc¢avanje modela ovim pristupom moze biti prili¢no sporo na poda-
cima vec¢e dimenzije, na Sta ukazuje tabela 5.1.

Jedna od prednosti ovog pristupa je Sto pruza direktnu informaciju o verovat-
noc¢i pripadnosti klasama, $to omogucava bolju evaluaciju i daje vecu fleksibilnost
u podesavanu modela. Primenom MCMC algoritma dobija se uvid u zajednic¢ku
raspodelu svih nepoznatih parametara.

Kao sto je prikazano u tabelama 5.4 i 5.5, rezultati dobijeni primenom ovog
metoda sli¢ni su rezultatima dobijenim drugim popularnim metodama binarne kla-

sifikacije.

46



Glava 7

Dodatak

7.1 Kodovi

I library (dplyr)

2 library (MLmetrics)

3 library (mlbench)

4 library (kernlab)

5 library (MASS)

6

7

8 trainBSVM<-function(X, y, alpha, estimator, hyper, nepoch = 1000){
9

10 # X - training data - converted to (n,k) matrix including
intercept
11 # y - target values - takes binary, logical or +/-1 values -

converted to +/-1

12 # alpha - type of regularization - 1 (lasso) and 2 (ridge) are

supported
13 # estimator - EM or MCMC
14 # hyper - regularization constant (int) or ’auto’ - tuned

automatically

16 # nepoch - number of iterations for estimator - default = 1000
17

18

19

20 column_names_orig<-c(’Intercept’,names (X))

21 column_names<-column_names_orig

22
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X<-as.matrix (X)
X<-scale (X)

center<-attr (X, ’scaled:center?)

scale<-attr (X, ’scaled:scale’)

n<-nrow (X)
X<-cbind(rep(1l,n) ,X) #additional column for intercept
k<-ncol (X)

if (is.logical(y) | all(y %in% c(0,1))){
y<-y*2-1
Yelse if (! all(y %in% c(-1,1))){
stop("invalid y - should be binary, logical or +/-1")

if (! alpha %in% c(1,2)){
stop ("Unsupported value of alpha. Put 1 for lasso or 2 for
ridge.")

X

if (estimator=="MCMC"){
mcmc<-1
}else if (estimator=="EM"){
mcmc<-0
Yelse{
stop ("Unsupported estimator. Use MCMC or EM.")

if (is.numeric (hyper)){
lambda<-rep (hyper ,nepoch+1)

}else if (hyper==’auto’){
lambda<-rep (0,nepoch+1)
lambda [1]<-1 #default initial value
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}else{

stop("hyper should be numeric or ’auto’")

HHERAHHAHHH AR HBAAH BB B AR HBRA R AR HRAHH AR A R AR B RS R RSB ARHBRSH BRI HH

#initial values:

burnin<-50 #number of initial samples which are
discarded - MCMC

fvals<-rep(0,nepoch) #value of objective function for each
iteration

mfval<-rep (0,nepoch) #value of objective function - MCMC

mb<-rep (0,k) #optimal beta - MCMC

ib<-rep(1l,k) #initial beta

invomega<-rep(1l,k) #latent variable

b<-matrix (0, nrow = nepoch+l, ncol = k) #saving paths for beta
minf<-Inf #min (fvals)

cnvg<-0 #convergence indicator

ind<<-0 #EM is unstable indicator

lasso<-c() #keeps column names discarded by LASSO

#estimate
b[1,]<-ib
for(i in 1:mnepoch){

if (i %% (nepoch %/% 10) ==0){
message (paste (i/ (nepoch %/% 10),°0%’,sep = ’°))

#E step

invnu<-est_invnu(X,y,b[i,] ,mcmc) #Step 1:

if (alpha!=2){
invomega<-est_invomega (alpha,b[i,],lambda[i] ,mcmc,k) #Step 2:

49



GLAVA 7. DODATAK

#M step / Step 3:

#LASSO
izbaciti<-which(invomega >100000000000000)

if (length(izbaciti) >0 & mcmc==0) {
lasso<-c(lasso,column_names [izbacitil])
if (sum(is.na(lasso)) >0){

break

}
column_names<-column_names[-izbacitil
X<-X[,-izbaciti]
b<-b[,-izbacitil
invomega<-invomega[-izbaciti]
k<-k-length(izbaciti)

tryCatch(b[i+1,]<-est_b(X,y,invnu, invomega, lambda[i] ,mcmc,k),
error=function (e){
ind<<-1
print ("EM is unstable - System is computationally
singular.")
b
if (ind==1){
b[i+1,]1<-b[i,]
cnvg<-10

#CME step / Step 4:

if (hyper==’auto’){
lambda[i+1]<-est_lambda(alpha,b[i+1,] ,mcmc,2,1,k)

#average over sample paths for MCMC

if (i>burnin & mcmc){
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mb<-mb+(b[i+1,]-mb)/(i-burnin)

mfval[i]<-objective (X,y,mb,lambda[i+1],alpha)

Yelsed{
mfval [i] <-NA

#loss function

fvals[i]<-objective(X,y,b[i+1,],lambda[i+1],

if (abs (minf -fvals[i]) <=0.001) {
cnvg<-cnvg+1
}
if (cnvg>=10) {
if (ind==0) {
print (paste ("Convergence reached after"
}

break

3

minf<-min(fvals[i] ,minf)

if ('mcmc) {

y_pred<-(X%*%b[i+1,]1>=0)*2-1

coefO0<-which(column_names_orig %in% lasso)

mb<-c(b[i+1,],rep(0,length(coef0)))

alpha)

,i,"iterations."))

id<-c(seq_along(b[i+1,]), coef0+0.5-c(1l:1length(coefl)))

mb<-mb [order (id)]
}else{
y_pred<-(X%*%mb>=0) *2-1

train_acc<-mean(y_pred==y)

if (mcmc) {
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Sigma<<-cov (b)

modelBSVM<-1list (coef = mb, loss =

fvals, MCMCloss

i, lambda = lambda, center = center,
scale = scale, coef_path = b, Sigma
train_acc = train_acc)

class (modelBSVM)<-"LinearBSVM"

return (modelBSVM)

objective<-function(X, y, b, lambda,alpha){
f<-lambda~(alpha) *sum(abs (b) ~alpha) + sum(ifelse (1-y*X%*%b>0,1-yx*

X%*%b,0))

return (f)

2 est_invnu<-function(X,y,b,mcmc) {

invn<-1/abs (1-y* (X%*%Db))
indinf<-is.infinite (invn)
if (any (indinf)) {

invn[indinf]<-max (invn[invn!=Inf]) ~2

}
if (mcmc) {
for(j in 1:nrow(X)){
invn[jl<-rinvgauss(n = 1,mean
}
}

return (invn)

invn[j], shape

mfval, iter

1

Sigma,
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est_invomega<-function (alpha,b,lambda ,mcmc,k){

invo<-alpha*lambda~(alpha-2)*abs(b)~(alpha-2)
if (mcme) {
for(1l in 1:k){

invo[l]<-rinvgauss(n = 1,mean = invo[l],shape = 1)

return (invo)

est_lambda<-function(alpha,b,mcmc,a_lambda,b_lambda,k){

if (mcmce) {
lambda<-rgamma(n = 1, shape = a_lambda+length(b)/alpha, rate =
b_lambda+sum(abs(b) ~alpha))
lambda<-lambda~(1/alpha)
}elsed{
lambda<-(k/alpha+a_lambda-1)/(b_lambda+sum(abs(b) ~alpha))
}
lambda<-lambda~(1/alpha)

return (lambda)

est_b<-function(X,y,invnu,invo,lambda,mcmc,k){

invsigma<-t (X)%x*%diag(as.vector (invnu))%*%X + diag(lambda~2,k)%*%
diag(as.vector (invo))

Sigma<<-solve(invsigma)

m<-Sigma%*%t(X*xy)%*%(1l+invnu)

if (mcmc) {
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b<-mvrnorm(n = 1,mu = m,Sigma = Sigma)
}else{
b<-m

return (b)

testBSVM<-function (model ,X,y){

if (any (names (X) !=names (model$center))){

stop("Variables do not match training data.")

if (is.logical(y) | all(y %in% c(0,1))){
y<-y*2-1
}else if (! all(y %in% c(-1,1))){
stop("invalid y - should be binary, logical or +/-1")

X<-scale(X,center = model$center, scale = model$scale)
n<-nrow (X)

X<-cbind(rep(1,n) ,X) #additional column for intercept

y_pred<-X%*jmodel$coef >=0
y_pred<-y_predx*2-1

acc<-mean (y_pred==y)
f1<-F1_Score(y,y_pred,positive = ’17)
cm<-table(y,y_pred)
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#p (y=1|X=x)
X<-as.matrix (X)

y_prob<-c()

coefO<-which(model$coef==0)

if (length (coef0)>0){
for(i in 1:n){
y_prob[i]l<-pnorm ((X[i,-coefO0]%*%model$coef [-coef0])/(t(X[i,-
coef0]) %*%model$Sigma¥*%X[i,-coef0]+1))
}
Yelsed{
for(i in 1:n){
y_prob[i]l<-pnorm ((X[i,]%*%model$coef)/(t(X[i,])%*%model$Sigma
hxhX[i,1+1))
}

out<-list (Accuracy = acc, Fl_score = f1, Confusion_Matrix = cm,

pl = y_prob)

return (out)

test_dataset_prep<-function(dataset){

if (! dataset %in% c(’spam’, ’BreastCancer’, ’Ionosphere’, ?
PimaIndiansDiabetes’, ’Sonar’)){
stop("Dataset is not included in test.
Available: spam, BreastCancer , Ionosphere,

PimaIndiansDiabetes, Sonar")

}

if (dataset==’spam’){
data (spam)
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spam<-spam %>} arrange (type)
y<-ifelse(spam$type==’spam’,1,0)
X<-spam%>%dplyr::select(-c(’type’,’num3d’))

}else if (dataset==’BreastCancer’){
data(BreastCancer)
BreastCancer<-BreastCancer %>} arrange(Class)
y<-ifelse(BreastCancer$Class==’malignant’,1,0)
X<-BreastCancer’>%dplyr::select(-c(’Id’,’Class’))
X$Bare.nuclei[is.na(X$Bare.nuclei)]<-1

}else if (dataset==’Ionosphere’){
data(Ionosphere)
Ionosphere<-Ionosphere %>J arrange(Class)
y<-ifelse(Ionosphere$Class==’bad’,1,0)
X<-Ionosphere%>%dplyr::select(-c(’V2’,’Class’))

}else if (dataset==’PimalndiansDiabetes’){
data(PimaIndiansDiabetes)
PimaIndiansDiabetes<-PimaIndiansDiabetes %>/, arrange(diabetes)
y<-ifelse(PimalIndiansDiabetes$diabetes==’pos’,1,0)
X<-PimaIndiansDiabetes’>)dplyr::select(-’>diabetes’)

Yelsed{
data(Sonar)
Sonar<-Sonar %>J) arrange(Class)
y<-ifelse(Sonar$Class==’R’,1,0)
X<-Sonar¥%>%dplyr::select(-’Class’)

}

#factor to numeric

indx <- sapply (X, is.factor)

X[indx] <- lapply(X[indx], function(x) as.numeric(as.character (x)
))

return(list (X,y))

}
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