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YBon

JenHO MMMEH3MOHO CIYyYajHO JIyTalme OMHOCHU Ce HA KPEeTalme 3aMUIIbeHEe YECTUIE IO PEaJHOj IPaBOj, IpU
JyeMy Cy y OATAKBY jeIUHUYHU KOPAIW Y MO3UTUBHOM Wiy HeraTuBHOM cMmepy. OBaj OCHOBHU Mozes uMma OpojHa
U Pa3iNYUTa YOIIITEeHma, Kao IITO Cy JyTame y BUIIE NUMEH3HUja, CIyYajHO JyTame IO PemeTKHu, rpady, y3
[OIAaTHA OrPaHUYEH A, UTH, KOja TakoDe Hajla3e CBOjy IPUMEHY y IPAKCH.

Y npBOj ryaBU paga M3JI0KEHU Cy OCHOBHU IOjMOBU M3 TE€OPUj€ CIIyUYajHUX IpOoleca, Ae(UHUI]e U OCHOBHE
ocobune nanamna MapkoBa, Ka0 U Je(UHUIIja U OCHOBHA CBOjCTBA MapTUHIAJA.

Y npyroj riaBu ce yBOIM IIOjaM CIIYUYajHOT JyTama, aHAJIMU3UPA Ce jeTHOAUMEH3UOHO CIyYajHO JIyTame y
KOHTEKCTY Teopuje nanana MapkoBa u HaBoIe HeKa meropa yomnmrema. llopen Tora, yBoau ce W CIydajHO
JyTame y IBe OVMEH3Wje U HeroBa OCHOBHA CBOjCTBA.

Y tpehoj raaBu ce HaBOAE HEKU IPUMEPU MApPTUHTAJIA U AHAJIU3UPA CE MOA KOJUM YCIOBUMA je CIIyYajHO
JyTame MapTWHTaJ, OQHOCHO CyOMapTHHIraJ, OQHOCHO cymepMapTunrai. lTaxkobe, y oBOj riaBu ce yBOOU U
IpUHOUI pediercuje u y3 ToMON mera ce mOkKa3lyjy pas3Ha TBpDema y Be3u ca CIyUajHUM JIYTaAmeM

Y 4eTBPTOj I'JIaBU C€ HABOJE HEKU MPUMEPU MPUMEHE CIYYajHOT JIYyTamha, MOPEN OCTAJINX U MPUMED IPUMEHE

CIIy4YajHOT JIyTama y (UHAHCU]CKO] MaTEeMaTUIU.



1 Cuayuajau mpoiiecu

1.1 OcHOBHU IIOjMOBU CJIyYajHUX IIpOIleca

Hedmunmuja 1.1. Hera je (2, A, P) npoctop Beposaruoha u (R, B) mepmus npocrop, rae je B Bopenos
ckyn. Pavuiuja {Xi, ¢t € T} pyurmuja X : Q@ — R nepunucanux #a npocropy seposartnoha (2, A, P) u mepibu-
BUX y omHOCY Ha curMa aarebpe A u B, y cvuciy ma 3a csaku ckyn B € B sazxu X ~1(B) € A, 30Be ce cayuajnu

npoyec. Cryn T ce 30Be napamemapcru ckyn, a upocrop (R, B) ce 30Be dasnu npocmop.

Axo je T =R = (—o00,+00),T = [0,+00) nmu T = [a,b] C R, onna ce mapamerap t € T yriaBHOM MHTEPIpe-
Tupa Kao BpeMme, a cayuajuu npouec {X;,t € T} 30Be ce cayuajan npouec ca Henpekuonum epemenom. Ao je
T C Z, rue je Z cxyn nenux 6pojesa, oHna ce cayuajuu nponec { Xy, t € T} 30Be cayuajan npoyec ca duckpemmum
apemenom, mma cayuajan Huz. Axo je T C R, rme je d > 2, omna ce cayuajmm mponec { Xy, t € T} 30Be cayuajno

nosme.

IIpu pasmMaTpamy CIyJajHUX IPONeca ca HENMPEeKUIHNM napamerpoM pamuje hemo kopucturu o3uary { X (t),t €

T} ymecro {Xy,t € T}. Takobe hemo 3a ciayuajuu npouec kopuctutu u o3uary X = {X;,t € T}

CaojcTBa cayJajHux npoueca GUTHO 3aBUCE O CTPYKTyPe napameTapckor ckyna T’ u on npocrtopa (St, By )ier,

y KOjuMa CIyYajHU ejJeMeHTH X; y3uMajy BPETHOCTH.
Hagemhemo cam Heke mpuMepe Ciydvajux mporeca:

ITpurmep 1.1. IIpernocraBumo ma aBuoH Tpeba 1a JIE€TW KOHCTAHTHOM OP3MHOM ¥) y TOKY BPEMEHCKOI WH-
tepsana T = [a,b]. [lox mejcTBoM pasHmx cayuajHMx (akrropa (HOp: kosebama Op3uHe BeTpa, Kojdebama TeM-
nepaType, Ipoja3 Kpo3 CJ0jeBe Ca Pa3iIMYUTUM I'YyCTUHAMA) YMjU MHTEH3UTET U NeJOBaa Ha OP3UHY aBUOHA
ce He MOT'y yHampen 3HaTu, Op3uWHa aBUOHA y BpeMmeny 1 Hehe OuTu cTajHO jemHaka vy, Beh camo Oaucka vg.
CrBapHy BPEIHOCT y HEKOM MOMEHTY t € [a, b] MoskeMO cMaTpaTu jemHoMm on MOry iux BpeMHOCTU HEKE CIIydajHe
BeJIMUMHE, KOja je pasnnuuTa (y OMIITeM CIyuajy) 3a pasiauumre BpemHocTu t. Jlakie, y MOMeHTY ¢ Op3uHA je
V =V(t), rae je V(t) cayuajua Beaumumna. 3aro hemo pehiu na je 6p3una aBuoHa ciaydajHa (QyHKIMja BpEMEHA:
V =V(t),t € [a,b].

IIpnmep 1.2. Hanorm V u jaumna esexTpuuHe cTpyje I Ha Kpajy IPOBOAHUKA IIYJICUPAjy y BPEMEHY:
V =V(t),I = I(t). To monasm oTyma mWTO TOIMJIOTHA KPETaHa MOjeIMHNX €JEKTPOHA M3A3UBajy MPOMEHE OBUX
BenmunHa. MebhyTnM, Te mpoMeHe HUCY OETEPMUHUCTUYKOL, Bell CIydajHOr KapakTepa. 3aTO ce MO/Ke cMaTpa-
tu ga cy manou crpyje {V = V(¢),t € T} u jauuna crpyje {I = I(t),t € T} cayuajue pyHEKUUje BpeMeHa, Tj.

CJy4YajHU TPOIECH.

ITpumep 1.3. He mopa obaBe3no ma apryMeHT ciaydajHe ¢yHEIUuje Oyne Bpeme. Ha nmpumep, Temmeparypa
Ba3lyXa Ce MOKe IIOCMATPaTU Kao ciaydajHa QyHkuuja sucune: Z = Z(h). Ilopen Tora, nma u npumepa ciaydaj-
HUX (YHKIUja KOje 3aBuce He on jemHor Beh ox Bume aprymeHara. Penumo, temMmeparypa Ba3ayXa, IPUTUCAK
Basmyxa, Op3WHA BeTpa- CBe Cy TO HPUMEPU CIAyYajHUX (QYHKOMja OJ YeTUPU apryMeHTa: TPUjy TPOCTOPHUX

KOODAMHATA T,y U Z U BPeMeHa t.



IIpumep 1.4. Heka je (X,)p>1 HU3 HE3ABUCHUX CIyYajHUX BeJIuduHa 1 Heka je S, = X1 +Xo+---+X,,,n > 1,
HU3 maprujasHux 36uposa. JacHo je ma cy winanoBu Hu3a (S,) 3aBUCHe ciydajHe BeawuuyuHe. Y BE3U Ca OBUM
Hu3oM npumernMo cienehe: Aro cy s1 < t1 < sg < to npuponHu OpojeBu, OHAA Cy CIyJYajHe BeauduHe Sy, —S,, U
St, — Ss, He3aBUCHE, Tj. npupamraju 36upa Ha UHTEpPBAIUMA (S1,t1] U (S2,t2] Cy He3aBUCHE CilydajHE BEIUYUHE.
Ako cayuajue Bermunue X1, Xo,... y3umajy, Ha IpUMeEp, BPEAHOCTU y CKYIly Ieaux OpojeBa ca BepoBaTHONOM
1, ouma cy takBu u cBu uwiaHoBu Huza (S,). Aro cy cuayuajHe Beanunse X1, Xo,... AICOJIYTHO HENPEKUIHE

cilyJajHe BeJIrWduWHE, OHAA CY TAKBU U MAPIVjaJHU 30UPOBU.

ITpumep 1.5. [IpoyuaBa ce HeKa Gu3NUKa BEJIUUNHA KOja Ce MEHA TOKOM BPEMEHa, Ha IPUMED, TEMIEPATY DA
Baznyxa Ha ompebhenom mecty. BpemmocT Te Benuumme y TpeHyTKy t je caydajHa Benawuumna X (1), ma ce oBue

IPUPOTHO MOjaByje pamuimja ciaydajuux seauumna {X (t) : ¢ > 0} ca amcoIyTHO HENIPEKUTHUM PACIOIeTaMa.

Ilpumep 1.6.5poj ucniara ommreTa KOjé TOKOM BpPEMEHa, MOYMEYNU O HEKOT TPEHYTKa, ucmiahyje ocu-
rypasajyhie apymrBo omnmcyje ce dpaMmuiaujoMm ciaydajuux seamumua {N(t),¢ > 0}, roje 3aBuce ox mapamerpa
t € [0,4+00). IIpu Tome, cBaka cayuajua Beauuuna X (t), koja nmpencrasma 6poj nennahenux ommrera Ko Tpe-

HyTKa t, y3uMa BPEeIHOCTU y CKYIly HEHEraTWBHUX LeJInX OpojeBa.

1.1.1 KomauHOmMMEH3MOHE pacHmonesie CJIYyYajHOT Impomeca

Hexka je {X(t),t € T} mar cnyuajumu mpomec. 3a cBako ¢urcupano t € T, X (t) je cayuajHa BEIUUMHA KOy
30BEMO 3acek WU ceveme mponeca X y Taukum t. Ta ciayuyajHa BeJWUYMHA WMa CBOj 3aKOH PACIONEIe KOju je

onpeben onrosapajyhom ¢yarnmjom pacmomnese:

Fi(z) = P{X(t) < z}.

Sammnuja tux Gysruuja y omocy t € T {Fy,t € T} je famusuja jeOnoOUMERZUOHAANUT PYHKYUIQ pacnodene.

Axo ¢purcupamo n BpeMEHCKUX TPeHyTaka ti,ta,. .., t,, no6ujamo n caydajuux seamauna X (t1), X (t2),..., X (tn),
KOje MOMKEeMO IIOCMaTpaTy KA0 KOOPAUHATE N-IUMEH3UMOHAIHOT ciydajHor Bekropa (X (t1), X (t2),...,X(t,)). To
je jemaH n-dumensuonaaku 3acex ciaydajuor mporeca X. Pacmomena n-mumensmonanHOr 3aceka onpebena je

N-IAMEH3VOHAJIHOM (YHKIMjOM PACIOIese

Foooa, (21,0, 20) = P{X (1) <z1,...,X(tn) <z}

Axo mycrumo na (ti,...,t,) opobe kpo3 ckyn T, orxa D06UjaMo Gamuitfy n-OuMeHUORAARUT GYRKYUJQ Pacno-

deae ciryuajuor mnporeca X .

Konaunoumen3uonaane pacmoesie CIydJajHOr IPOIeca 3a10B0JbaBajy cieneha nsa yciosa:

(1) Yeaos cumempuge

3a mpousBosbHy mepmyTanyjy (ji,jo,...,Jn) ckyma {1,2,...,n} Baxn

th17tj2"~atjn ($j17.'17j2, M 7xjn) = Ftl,t27.-.,tn (‘Tla m27 e ,.’I;n)7



Tj. KaJ IPOMEHVMO PEIOCJEeN MHICKCUPama, (YyHKIMja PACIOIeNe Ce HE MEHA.

(2) Yeaos cazaacrocmu

Ako HAM je TO3HATA paMUIMja N- IMMEH3NOHNX (PYHKIMja pacuoene nporeca (n > 2), oHIa HAM je MO3HATa

u ¢pamMuianja cBUX k-ouMeH3uOHUX (yHKIUja pacnozmerne, rae je 1 <k <n—1, 1j.

Ftl,tg,...,tk (zlax27 s 7xk) = Ftl,tQ,...,tk ($1,$2a cee 7xk)-

W3 KonMmoroposibeBe TeopeMe 3HAMO Ja 3a CBaKy (aMUINjy KOHAYHOAMMEH3MOHAJIHUX (YHKIVja PaCIOe-
Je Koja 3aJJ0BOJHABA yCJIOBE CUMETPUje U CATJIACHOCTU MOCTOju BeposarHOCHU mpoctop (2, A, P) u cayuajou
nponec {X;, ¢t € T} mepunucan Ha TOM IPOCTOPY KOME OAroBapa nara (paMUiInja KOHAUHOIUMEH3NOHAJHUX

¢pyHKOUja pacuonesa.

1.1.2 TpajekTopuje ciryuajHOT IIpoIEeca

Hexra je {X;,t € T} peanan cayuajun nponec mepuHUCAH HA HEKOM mpocTtopy BeposatHoha (Q, A, P). Cuy-
yajuu npouec X : T'xQ — S je, 3anpaBo, ¢pyurnuja nsa aprymenta: t € T u w € ). Kaga ¢puxkcupamo BpeMeHCKN

TpenyTak t nobujamo ¢pyurnujy X (¢,e) mepmuBy y omHocy Ha A, Tj. 1obujaMo CiIydyajHy BEIUYUHY.

Hedunnrnuja 1.2. IIpu purcupanom w € Q pynrmmuja X¢(w),t € T, 30Be ce mpajexmopuja cay“ajnoz npoyeca
{X,t €T}.

IIpema Tome, Tpajexropuja X;(w),t € T, peasHor ciaydajHOr HmpoUeca je KOHKPeTHa (QYHKIMja Koja CKym T

IpeciIuKaBa y CKyT peaJHux 6pojeBa, Tj. emement ckyma R7T.
Hasennmo meke mpumepe:

ITpurmep 1.7. 3amumcanMo ma ce pamd O MepemuMa jeqHe KapakTrepuctuke X KOja je MO CBOjOj IPUPOIA
caydajHa ¢yHKmmja Bpemena: X = X(t). Hup. Bpme ce Mepema HalOHA eNEeKTPUYHE CTPyje y jeIHO] Tauku
€JIEKTPUYHOr KOJIA. 3aMUCIUMO & Ce PEruCTPYjy BPEOHOCTU T€ KAPAKTEPUCTUKE Y CBAKOM TPEHYTKY jeIHOT
BpPeMEeHCKOr nHTepBaJja. [ paduuku npukas HanoHa he matu jenny auaNjy-Tpajexropujy. [Ipuanunujanno, nctu
cay4daj je W Kaja Ce PETUCTPYjy BPEIHOCTU KapakTepucTuke X y MOMEHTUMA ti,...,l; HEKOT BPEMEHCKOT
WHTEpBajga. Y CBaKOj O Tadaka ti,...,l; Kao BpeaHoctT BeauuuHe X nobuja ce oxpelheHa HyMepruykra BPEIHOCT

x(t1),...,z(tg). Cryn Tavara {(t1,2(t1)),..., (tx,2(tx))} je Takobe Tpajexropuja cayuajuor mporeca.

IIpumep 1.8. Ilat je cayuajuu npounec X (t) = A+ Bt,t € R, rue cy A u B meDycobHo He3aBucHe ciydaj-
He BesmumHe ca HopMaJsHuM pacnomenama N (my,o?) u N (ma,03) pecnextusno. TpajekTopuje TOT CIydajHOT

mpoliieca Cy mpaBe V PaBHU.

IIpumep 1.9. Ilar je cayuajuu npomec X(t) = A+ Bit,t € R, rume cy A u B mehycobuo mesaBuche u

A U[0,2], B : N(m,0?). Ckyn Tpajekropuja je CKyI NpaBUX y DaBHM Koje TpoJase Kpo3 oacedaxr [0,2] ma



opaunaTHO] ocu. Ako je A : B(2, %), P{B=-1} = %, P{B=0}=P{B=2}= %, Tama je CKyl Tpajekropuja
{y:y=a+bt,ac{0,1,2},be {-1,0,2}}.

1.1.3 Bekropcku ciyuyajHu mporiiec

Moryhe je pasmarparu u Bekropcku caydajuu nporec { X (t),t € T}. Oxn ce onpebyje pamunujom cayuajuux

BEKTOpA

Xt:(th,...,Xtm)SQ—)Rm7 tET,mEQ,

KOju Ccy mepuHMCAHM Ha mMCTOM mpoctopy BeposatHoha (2, A, P), npu uemy mpermocraBmaMo na je T 6ecko-
HauvaH CKyn. Y 3aBUCHOCTH OJ Tora Imra je ckyn I (moce6Ho muTepecanTHu caydajesu I C R u T C Z), yBomu

ce CIMYHA KIacu(UKaNUja U TEPMUHOJIOTHMja 3a CIydYajHe BEKTOPe, Kao IITO je yBeAeHa 3a CIydajHe IIPOoIece.

1.2 IlIpomecu ca He3aBUCHUM IIpUpAIITAajEMa

IlocToje passe kKIace CIydajHUX TPOIECA KAO MITO Cy CIYUYAjHU MPOIECU Ca KOHAYHUM MOMEHTHMA APYTOT
pena, IpoIecu ca OPTOTOHAJHUM IprpamTajuMa, ['aycoBu nporecr, MapKoBCKy Iponecu, IPoOLecu ca He3aBU-
CHUM BPEIHOCTUMA, UTH. JenHa Ol HAjBAXKHIjUX KJIACa CIYYajHUX MPOIECA jeCTe KJIaca IPOIeca Ca HE3aBUCHUM
IpUpaITajuMa, Koja ce KO MPOoleca ca MUCKPETHUM ITapaMeTPOM IO0jaBJbyje Y BE3U Ca CyMUPAHEM HEe3aBUCHUX

cnyqaj HUX BEJIMYUHA.

Hedpunnunuja 1.3. 3a cayuajan npounec {X;,t € T} 3a xoju Bakm ma Cy ciaydajHe BeawuamHe Xy, Xy —
KXigy -, Xu, — Xy

KaKeMO Ia € CAYYaAjaMn NPouec G He3a8UCHUM NPUPAUMAJUMA.

MmeDhycobuo HeszaBucHe 3a 6mio koje n € N, u 6mno roju u3bop 0 =ty < t1 < -+ < ty,

n—1

3a mosnaBame npoueca { X (t),t € T} ca He3aBUCHUM MPUPAMITAjUMA TOBOJLHO je 3HATU (PYHKIMjE PacIoese

cayvajaux BenuurHa X (t) u X (t) — X(s), Tj. moBomHO je 3HATU QyHKOUjE

F(x) = P{X(t)<u},
Gis(x) = P{X(t)—X(s) <z}

IlBa BpJIO BaskHA mpoleca ca HE3aBUCHUM IIPUPAIITAjUMa, KOjU C€ U3 MHOTUX PAa3Jiora CMaTpajy OCHOBHUM

y Teopuju ciaydajHux mpoueca, jecy Ilyaconos m Bunepos nporec. IlyacoroB npoiec Kopuctu ce ka0 OCHOBHU



MOJIEJI Y TEOPUjU MACOBHOT OICIY:KUBaKa, aKTyapCKO] MATEMATHUIM, UTA. BuHEpOB mpouec ce moceGHO KOPUCTHI
Y MOJeNupamy BPEMEHCKUX cepuja y (UHAHCU]CKO] MaTeMaTUIN.
JHepuunmuja 1.4. Cayuajuu npouec {N(t),t > 0} je Iyaconoe npouec, ako uma caeneha csojcrsa:
(a) N(0) =0 c.c.

(6) Cayuajum npouec N mMa He3aBUCHE IpUpALITaje, Tj. 3a CBe NpUPOAHEe OpojeBe n U CBe peasHe Gpojese

t1,...,ty, Tme je 0 =ty < t; <t9 < --- <t,, He3aBUCHe cy cienehe ciayuajue Beauumue:

N(tg) — N(tgk—1), k=1,2,...,n.

(8) Hocroju meonanajyha ¢yurmuja p : [0,+00) — [0,400), Koja je Henperuana ¢ necue crpane, u(0) =0 u
TakBa Ia 3a npousBosHe 0 < s < t Basku N (t) —N(s) € P(u(t) —p(s)). Pymrumja p 308e ce gynryuja cpedne

apednocmu IlyaconoBor mpoueca N.

(r) Ca Beposatnohom 1 Tpajekropuje {N(t,w),t > 0} cayuajuor npomeca N HEIPEKUIHE Cy Ca IECHE CTPaHe

3a t > 0 u umajy neBy rpaHuilHy BpenHocT 3a t > 0.

He¢uuumuja 1.5. Cayuajan npouec {W(t),t > 0} mepunucan ma mekoMm npocropy sepoBarHoha (€, A, P)

je Bumnepoe npoyec unu BpayHOBO KpeTame, akO BasKu:
(a) W(0) =0 c.c;
(6) cayuajan npouec W nMa He3aBUCHe Ipupamraje;

(8) 3a cBe peanne Gpojese 0 < s < ¢ < 00 Bau W (t)—W(s) € N(0,t—s), Tj. cayuajua senmamna W (t)—W (s)

Ma HOpMaJIHY pacnoneny Ca MaTeéMaTU4YKUM OYEKUBAHECM Om ,HI/ICHep:’)I/IjOM t—s.

1.3 Jlammu MapkoBa

Jom jemma BpJO BaskHA Kjaaca CIydYajHHX mpoieca jecy sannu Maprosa. MHore peasHe mojaBe u mporecu
oCeyjy U3BECHY UHEPIM]Y, 300 yera \bUXOBU MATEMaTUYKYA MOJIEJU YeCTO He MOT'Y OUTHU CIYYajHU IPOLECH Ca
HE3aBUCHUM BpenHocTuMa, Bell mpomecu cioxkenujer tumna. Jemnan ox TakBUX Momesa jecy gauiu Maprosa. To
je caydajHu mpolec ca OUCKPETHUM BPEMEHOM KOJ KOr'a 3aKOH pacloeie 3aceka y 6uiao koM 60ymayhem momeHTy
3aBUCHU OJ BPEOHOCTHU MPOIECA y CaNallbeM MOMEHTY, & He 3aBUCKU OX TOra KOje Cy BPEIHOCTU Ipoleca Ouie

Yy IpOomJIOCTHU.

Hedunnrnuja 1.6. 3a cayuajuu a3 {X;,t € N} rawemo ma je zomozen aanay Maproea ako 3a cBako t € Ny

U CB€ %,7,%0,...,0t—1 € Z BaKU jeTHAKOCT

(1) pij = P{Xi11 = j| Xy =i} = P{X 41 = j|Xo =0, ..., X4—1 = 041, Xy = i}



Jemuaroct (1) ce masusa Mapkoaweso ceojcmao, a 6poj p;; eeposamuohiom npesacke U3 CTama i y crame j, a

matpura P= [pij]\z\x\z\ ce 30Be mMampuua eeposammoha npesacka, m uma ciaenehm obauk:

Poo Po1 Po2 Po3
pPio P11 P12 P13
P20 P21 P22 P23

Pio  Pi1 Pi2  Pi3

IIpumerumo na je marpuiia BepoBaTHONA Mpesacka CTOXACTUYKA, Tj. [a UMa CBOjCTBA:

1) pij >0, 3a cBe k,j € Z;

2) >_pij =1 3a cBaro i € Z.
j

Axo BepoBaTHOha mpesnacka cucreMa U3 CTama i y CTalme j 3aBUCU OX TPEHYTKa i, OHIA Ce Paaud O Hexo-

Mmozenom aanyy Maprosa u Tana BepoBaTHOoNy npenacka obenexkaBamo ciaenehom HOTaMjOM:

(2) Pt = P{Xp = j| X, = i}

j

Y pany hemo, YKOJIWKO HHje Apyravurje HATJIAIIEHO, pa3MaTpaTd XOMoreHe JjaHie MapkoBa ” 3BATH WX
KpaTtko MapKOBJLEBY JIAHIIA.

Ocrano HaM je jomr ma yBeneMoO O3HakKe 3a BepoBaTHONEe MOYeTHUX cTama, Tj. 3a BepoBaTHOohle morabaja ma
Ce CUCTEM y IIOUYETHOM TPEHYTKY HAJa3Uu y HEKOM OJ CTamAa:

PO =P{Xy=1i}, icZ

. 0
" 3a oBe BepoBaTHOle OUMIIENHO BAXKU jeXHAKOCT Zpg ) =1.
i

Hasemhiemo can Heke nmprMepe xoMorenux Jjanamna Maprosa:

ITpumep 1.10. (Jednodumensuono caywajno aymawe) Hera je S ={0,1,2,...} u 3amucanmo na mMamMo MaTe-
pUjasiHy Y4ecTUly KOja ce 3a jeIMHUYHO BpeMe U3 moJokaja j € S momepa y momnoxkaj (j+ 1) ca seposaTrHohom
pj, y monoxkaj (j —1) ca BepoBarHohioMm ¢; mwim ocraje y monoskajy j ca sepoBarHohoMm r; =1 —p; — g;, npu
yemy je j > 1. Ilopen Tora, Heka je po1 = po, Poo = o = 1 — po. Heka je X; momoskaj vecturie y TPEeHYTKY t.

Tana je {Xy,t € Ng} xomoren manan Mapkosa ca MaTpunoMm BeposaTHONa mpenacka

To Po 0 0 0

Xomoren aganan MapkoBa ce nobuja m Kaga je CKyI CTama CKyIl CBUX IeJUX OpojeBa u

Djj+1 = PjsPjj-1 = 45, Pjj = 75>

rze je p; +q; +r; = 1 3a cBako mexobpojuo j. Axro je S = {0,1,2,...} u py = 1,rp = go = 0, panu ce o



CIy4YajHOM IOMepamy ca onbojHuM 3unoM y tauku & = 0. Aro je S ={0,1,2,...} mr9 =1, qo = po = 0, onna

ce paly O CIY4YajHOM IIOMepamy ca amcopOyjyhum smnom y tausu = = 0.

ITpumep 1.11. (Epengecmos moden dugysuge)

Y muramy je ciydajHO moMepame ca ckymoM crama {0,1,...,m}, BepoBarHohama mpesaza
2m —1 i
Diit1 = ——Pii-1 = 54t =0,1,...,m
2m 2m

u on0ojHMM 3umoBuMa y Taukama r =0 u x = m.

Puznuka maTEpIpeTanuja oBor Moaenaa je ciaeneha: Mmamo 2m vectuna Koje cy cMenrTene y aBa pe3epBoapa
A u B, upu uemy je ¢ yectuna y pesepsoapy A, a ocraise cy y pesepsoapy B. Ilpu cBakom onuty ce ce Gupa
jemHa dvecTHIa W3 jeAHOr pe3epBoapa W mpememra y apyru pesepsoap. Crame cucremMa y CBAKOM MOMEHTY
je 6poj uectuna y pesepBoapy A. Ako je y HekoMm MoMenty y A Ouio i wectuna, omma he y caemehem Ty

6utu i + 1 mau ¢ — 1 vecruna, 3aBUCHO OX TOora na jau je m30Op decTuna BpuieH y pesepBoapy B wmm y A.

2m—1i i
om n am PECIIEKTUBHO.

Beposaraohe Ttux msbopa cy
Kaparkrepuctuka oBUX momepara je y TOME IITO Ce Uae U3 pe3epBoapa ca BelloM KOHIETPAIUjoM Ka pe-
3epBOapy ca MamOM KOHIETDALUjOM, Ca TEHIEIUjOM KpeTama Ka cTamy ¢ = m. TakBy cuTyaimjy mMamo KOI

mudysuje.

IIpumep 1.12. ITocmarpajmo cepujy Bepnynujesux ommra ca msa moryha ucxoma: ycuex (U) u meycmex
(N). Heka je y cakom omutyP(U) = p, P(N) =1 —p = ¢q. KaskeMo ma ce y MOMEHTY 7. DealmM30Baja cepuja
ycmexa myskuHE 7 ako cMo uMmasu caenehe pesynrare: AjAs - Ap—r 1 An—rAp—ry1-- Ap_1An, voeje Ay = N,
Aprr1=U,..., A1 =U, A, =U. Crame cucrema y TpEHyTKy N je Iy:KUHA CEpUje ycIexa Koja ce peajusyje
y n-ToM TpeHyTKy. M3 crama r ce moxke npehu y crame r + 1 winu y crame 0. 3aro marpuna BepoBaTHONA

IIpeJjyia3a 3a jeﬂaH KOpaK u3rjena OBaKO:

1.3.1 BepoBarHohe mpesacka y n KOpaka

[Ipu pasmarpamy MaproB/imeBUX JaHala jaBba ce nmorpeba M 3a pa3MaTpameM BepoBarTHONa mpesacka
13 jeqHOT CTama y HEKO APYTO cTame y BeheMm 6pojy Kopaka. Kako ce morpeba 3a pauyHameM OBe BepoBaTHONe

jaBiba ¥ OIPUIMKOM M3yUaBama CIYydajHOT JyTaHa y OBOM IOTJIaBbY NEMO ce Mo3abaBUTU TUME.
Heduaummja 1.7. Marpuna P, = [p;;j(n)]|z/x|z| uaju cy aranosu onpebenu jemmaxoctuMa

pij(n) = P{Xm+n = ]‘Xm = i}v 1,j € Z,

30B€ CE Mampuya eeposamnoha npeaacra y n xKopaxa.



Ouurnenso je na Baxku Py = P. 3a onpebuBame BepoBaTHOha npenacka y Behiem 6pojy Kopaka KopucTu

ce CHGEGEBJTeOpeMaZ

Teopema 1.1. 3a npousBosbHe npuponae 6pojeBe m u n Baxke caenehe jeonauune Yenmen-Koamozoposa:

(3) Dij m+n Zp’tk pk:] a i7.jak € Z.

Base u jemmaroctu Ppyqyn = Py, Py, u P, = P", rne je P™ o38aka 3a n-tu crenecH Marpune P.
IToka3s. 3a npoussosue norabhaje A, B u C Bayku jeqHAKOCT:

P(ABI|C) = P(A|BC)P(B|C).

Kopucrehu oBy jemmakocr u MapkoBbeBO CBOjCTBO mobujaMo Ia 3a BepoBarTHONy p;;(m + n) Baxke jenHa-

KOCTU

P{Xpin = j1Xo = i}
5 P(Xmsn =3 X = KXo = )

pij(m +n)

ZP{Xern :.7|Xm =k, Xo= z}]D{)(m = k|XO = 7’}
k

ZP{Xm+n = j|Xm = k}P{X,, = k| Xo =i}

= szk pk]

Tume je mokazana jemuaroct (3), a jennaroctu Pp,ypn = PP, u P, = P" cy jemuocrashe nocuemuue. O
Osrauumo p = P{X,, =i},n € Nyg. Tazna 3a npousBosbHe IpupoaHe GpojeBe m U N BaKU jeJHAKOCT
p§m+n) = P{Xyin =7}
= > P{Xpin =j|Xm = i}P{X,, =i}

> p™pis(n)
A

1.3.2 MapxkoBsbeB MOMeHAT M jako MapKOBJLEBO CBOjCTBO

Hedpunnmuja 1.8. Hera je {X;,t € Nyo} mpoumssoma Maprosmes maman ca ckynom crama Z. Cryuajom
momeHar 7 € Ny 30Be ce Mapkoswes momenam UM epeme 3aycmasnama ako He 3aBucu on OyayhHOCTH, Tj. ako

ce norabaj {7 =t} jemnosnauno oapebyje cayuajuum Besmumnama {Xg, s < t}. [1]



OsBa mepuHUIIja ce MOKE MHTEPIPETUPATUA U Ha ciieneim HAUMH: CBaKa €BOJYNMja CUCTEMA 10 TPEHYTKA
t sakmyuno, Tj. Hu3 norabaja Xg = ig, X1 = 41,...,X; = i3, jemsosnauno onpebyje na nu je T =t wiu T # t.
ITpumepu MapKOB/LEBUX MOMEHATA Cy: TPEHYTAK MPBOT HOJACKA CUCTEMA y CTAHE i, TPEHYTAK MPBOT TOBPATKA
y IIOYETHO CTame, TPEHYTaK k-TOr MOBpAaTKa y IIOYETHO CTalme, UTHA. lIpuMep CaydajHOr TPEHYyTKa KOjU HUje
MapkoBJ/pEB MOMEHAT je MOCIeqma mocera ogpeheHor ckyma.

IMoxcernmo ce ma MapKOBILEBO CBOJCTBO Kaske na je, 3a cBako n, 6yxyhu npouec {X,, X,41,... | He3aBUCAH
oxn upomuror upoueca {Xo,...,X,} ako 3Hamo cagammoct X,,. Cana hiemo nmokasatu na oso tBpheme ocraje
TAYHO U KaJ JeTePMUHUCTUYKYA TEHYTAK N 3aMEHUMO ciydajuuM MapkoBsmeBuMm momenToMm 7. OBO jade cBOjCTBO

3gahemo jaxum ceocmeom Mapxosa unu jaxum Maprosmesum ceojcmeom.

Teopema 1.2. (Jaxo Mapxrosweso ceojemeo) llpernocrasumo na je {X,,n > 0} xomoren maman Maprosa.
Heka je 7 Mapkosmes momenart. Tana, ako je 7 < oo u X, = i, 6ynyhu npouec {X;1,,n > 0} je HezaBucan ox
nponwtor npoueca {Xo, ..., X,} 1 IMa UCTU 3aKOH PAIIOAENE KA0 M OPUTMHAIHU HPOLEC KOJU 3aII0YET U3 CTAmA

1.

Hoxa3z. Heka je 7 Maprosmes momenar. Heka je A 6uno xoju morabaj ompeben mpomumomhy {Xo,..., X}

ako je 7 < oo. Iomro je (Xo,...,X)I{r < o0} = > (Xo,...,Xn)I[{r = n}, cBako TtakBo A MOpa mmaru
nely
CBOjCTBO 1ma, 3a cBako 1 € Zy, AN {r =n} je ompebeno ca (Xy,...,X,). Hoazahemo na 3a cBaro Tarso A,

P{X:11 =71, Xr12 =J2,.. s A|X:, 7 < oo} = P{X741 = j1, Xrp2 = Jo, ... | X7, 7 < 00} P{A|X;, T < 00}

u 1a je
P{X; 11 =j1. X020 =Jo,. .. | X; =4, 7 <00} = Pi i Pjr g
HNmamo:
. . (a) . . .
P{X,; 1 =51, X2 =Jo,-- ;A7 =0} = P{Xpi1 =51, Xnt2=Jo, - ;A Xp =i, 7 =n}

= P{Xn+1 :jlaXn+2 :jg,... |Xn = i,A,T = n}P{Xn = ’L',A,T = n}
= P{Xn+1 :jl,Xn+2:jg,...|Xn=i}P{Xn:i,A,T:n}

= PiiPirg. P{Xn =14, A, 7 =n},

rae je (a) Tpusmjaano, (b) Basku mo neduHMIMj ycaoBHe BeposarHohe, (v) 360r unmenune na je AU {r = n}
onpebeno ca (Xo,...,X,) u (d) 36or Tora mro je (X,,) xomoren MaprosibeB nanarn ca BepoBaTHollaMa mpesasa

p;j. Hame TBpame ce can gako nobujajy cabuparmeM IO CBAM 1 (OJAKIE Ce MOjaBibyje T < 00) U OHNA NeJbEHEeM

o6e crpane ca P{X, =i,7 < 00}.O
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1.3.3 IloBpaTHa m mpoJia3Ha cTama

Hegpununmja 1.9. Heka je {X;,t € No} Maprosmes nanain. Crame i je noepamno ako je
P{X, =i3amexo n >1|Xo=1i} =1,

Tj. aKO je BepoBaTHONA MOBpATKA CUCTEMA y CTAaME § IPU YCIOBY 14 jé OH Y MOYETHOM TPEHYTKY Yy TOM CTamy

jemnaka 1. Crame ¢ je npoaa3no ako BaKU CTPOra HejeTHAKOCT
P{X, =i3ameko n>1|Xy=1i} < 1.

ITocraBma ce nurame oapebhuBama TOTPeOHOT U HOBOJHHOD yCJIOBA A je HEKO CTame { MOBpaTHO. 3060r Tora

yBOomuMO u ciaenehe o3make:

Hepunumnuja 1.10. Hera je

Uij(n) :P{Xl %jv"'vanl #]aXn:,”XO:Z}a

Tj. Heka je v;;(n) BepoBaTHoha nmorabaja ma cucrem mpsu myT nobe y crame j y TPEHYTKY 1, aKO je ¥ MOYETHOM
TPEHYTKY OUO y CTamy i.

Tana je BepoBarnoha morabaja ma he cuctem 6uisio kang nohu y crame j aKO je ¢ TOUYeTHO CTame aaTa Cca

oo
’UZ']‘ = Zv”(n)
n=1
ITo meduunnmjn cmarpamo ga je v;;(0) =0 3a cBe ¢ u j.

Jedpunnunumja 1.11. Heka je {a,} Hu3 peannux GpojeBa taras na cremnenu pen G(s) = Y. a,s” roseprupa
n€eNg
y HEKoM umHTepBausy (—so,S0), So > 0. OBakro nepunucany ¢yriujy G(S) HA3UBAMO 2eHEPAMOPHOM HYNKUUJOM

1u3a {an fnen, -

Cana MO¥keMO Ia NeUHUIIEMO TeHepaTopHe (yHKIMje HU30Ba {P;;(n) nen, U {vij(n)}nen,:

oo

(4) Py(s) = > pij(n)s",
n=0

(5) Vils) = Y wij(n)s™ = wy(n)s™,
n=0 n=1

rue je

1 axko je i =7,
ii(0) = 6 =
pij (0) ! {0 aKo je i # j
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Teopema 1.3. Baske caenehe jemmakocrtu:

(6) Pyi(s)

1+ Vii(s)Pii(s),
Vi(s)Pi(s), o je i £

Hoxa3. Heka cy i u j ¢purcupana crama. 3a cBako n € N o3Haummo

Ap, :{Xn :j}, B, :{Xl #jv"an—l #]axn:]}

Tana Bawu A, = A,B1U---UA,B,, npu uemy cy A,Bi,...,A,B, mebycobuo mucjyuxktau morabaju, ma
nooujamMo
pij(n) = P{X,=j|Xo=1i}=> P{A,Bi|Xo =i}
k=1
= Y P{By|Xq = i}P{Ap|By, Xo = i}
k=1

= ZP{Bk|X0 =i}P{A,|Br} MapkoBmeBo CBOjCTBO
k=1

11 KOHa4YHO

(8) pij(n) = kZ: vij(k)pjj(n — k).
Kopucrehin (4), (5) u (8), nobujamo ma je
W@ﬂ@::iwwwimww
- ii@dhmﬂn—U+~~+wﬂn—UmﬂU+wﬂmMﬂmb"
_ nf:pij(n)s" _ { Py(s) axojei#j.
Z

Pi(s)—1 arojei=j
IMocnemuma 1.1. Crame i je IOBPATHO aKO U CAMO aKO je
o0
(9) Zpii(”) = +o0.
n=1
JIoxka3s. Heka je i moBparuo crame. Tana je

+o0o

n=1

IIpema ABGenoBoj Teopemu,

12



“+ o0
sgnﬂ Vii(s) = Z:lvii(n) =v; =L

N3 jemmaxoctu (6), cnemn na je Pi;(s)(1 — Vi;(s)) = 1, ma omarne caemm nma je HI{I P;i(s) = 4o0. ITomro je,
s—1—

+o0 —+o0
npema AGenosoj Teopemu, lim Py;(s) = > pii(n), To je > pii(n) = +oo.
s—1- n=0 n=0
“+o00
Cnnuno je u y obpuyToMm cmepy. IIpermocrasumo ma je Y. pii(n) = 4+oo. Tana, Ha ocHoBY AGenose
n=0

“+oo
TeopeMme, BaKU lir{1 Pii(s) = > pii(n) = +o00. VI3 jennakoctu cienu na je liI{l Vii(s) = 1. IlonoBO pUMEHUMO
s—1— el s—1—

+oo
AbGenoBy Teopemy, m nobujemo 1 = 1ir{1 Vii(s) = 3 vii(n) = vy, Hakae, v; = 1, yuMe cMO JoKazanu ma je 4
S—1— n=1

IIOBPAaTHO cTame. O

Hanomena. AGesoBa TeopeMa Koja ce oBhe HoMume riacu: Ako je a, > 0 3a n € Ny u aro pen G(s) =

+oo +o00 +oo
> ans™ xoHBeprupa 3a |s| < 1, onna Basku liII{ G(s) = ). an, HE3aBUCHO OJ TOra Ja JIU je 30up Y, a4, KOHAUYAH
n=0 s— n=0 n=0

niayu OEeCKOHAUAaH.

1.3.4 Cpenmme BpeMe UeKkama MOBPATKA Y OATO CTAH€

O3naumnMo ca T; TPEHyTaK IPBOI HOJACKa CUCTEMa Yy CTame j, Tj.

7; =min{n > 1, X,, = j}.

ITo medumUIMjm cMaTpaMo ma je 7, = 00 aKO CHCTeM HUKaJa He JOCTUTHE CTAmE j.

ITpu tome P{71; = co|Xy =i} > 0 Basku axko U caMo akKo je cTame i IPOJAa3HO U Yy TOM CJIydajy CMATpaMo Ia je
E(TiIXO = ’L) = Q.

Hepuaumuja 1.12. Cpeowe epeme wexamwa nogpamxa cmamwa i nedpuruie ce ciaenehuM jenHakocTrMa:

oo
(10) m; = E(1| X0 =1) = Zm}ii(n) AKO je i IOBPATHO CTAHE,
n=1

(11) m; = E(1;]Xo =1) =00 ako je i nposa3Ho crame.

ITpumerumo na 36up Koju ¢Gurypuile Ha gecHO] cTpanu y jexuaxkocty (10) Moske 6uTy M KOHAYAH U GECKOHAUAH.
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1.3.5 CranmuoHapHe pacmoznee

Y ommreMm ciydajy ce He Moske ouekmBary na jgasarn Mapkosa {X;,t € Ng} kouBeprupa ka HEKOM (UKCHU-
paHOM cTamy, ajau 6m npu ogpebeHrM yCIOBMMAa MOIJIO Oa C€ OYeKyje Aa Yy HEKOM CMUCIY HOCTOjU IDAaHUYHA

pacmozmesa.

Iedpunurnmja 1.13. Pacnonena seposaruoha (7;)icz, nae je Y. m; = 1, je cmayuonapra pacnodesa 3a XOMOTE€H
i

Mapkosimes nanan {X,,n € Ng} ca ckymom crama Z, ako Ipu yCcIOBYy Ia je mOYeTHA pacmonesa BepoBarHoha

II0 CTalkbMa

(12) pgo) =m;, 3acBeiE€Z,
pacnogena y HADERHUM TPEHYIMMA BPEMEHA OCTaje HEIPOMEmEeHa, Tj. ako 3a cBe n € N Bakn

(13) pz(-n) =P{X,=i}=m, 3acseié€lZ.

Teopema 1.4. Pacnonena (m;);ecz je cranmonapHa 3a JjaHar MapKoBa ako U CaMO ako je

(14) T = Zm-pij, 3a cBe j € Z,

3

U, TeHEPAJHO, aKO U CAMO aKO 33 CBAKU IPUPOAAH OPOj n BaKm

(15) T = Zm—pij(n), zZa sve j € 7Z.

(n)

JHoxa3. Heka je (m;);ez crammonapra pacnogena. To 3Hauu na je p; ~ = m; 3a cse i € Z. Ha ocuoBy Teopeme

Kommoropos-YenmMena 3namo na je p§.”) = P{X,, =j} =Y pipij(n). I3 nperxoanor ciaenu na je m; =y mp;;(n).
i€S i

Caza npeTnocTaBuMo Ja je IoUeTHa pacuoieia BeposaTHoha no cramuma nara ca (12) u na Basku je IHAKOCT
(15). Kopucrehn omer ummenumny na je pgn) = P{X, = j} = Zpgo)pij(n) ka0 u jemmarocru (12) m (15),
i€S

nobujamo na je:

n 0
P = ZPE 'pij(n) = > mipij(n) = ;.

i€S i€S

Ako ca 7 osHaummo pacmomeny m = (m;)icz, npu demy P mpenmcrasma mMaTpuily BepoBaTHoha mpenacka,

raga jemaarocT (14) MOKEMO na HAIMIIEMO y MATPUYHOM OOIUKY
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1.4 MapTuHrajn-ocHOBHA CBOjCTBa

Jenman on HauMHA HA KOjU Ce MOYKE AHAJIM3UPATHU CIYYAJHO JIyTame, KOjUM ce ODABUMO y OBOM PaIy, jecte y
KOHTEKCTY TeOpuje MapTUHraJga. ¥y OBOM IOTJABJLY NEMO yBECTHM MapTUHTaJje, a oHaa hemo y Tpehoj riasu

aHAJU3UPATHU CIydYajHO JyTame Kao MApPTUHTAJ.
Hexa je (2, F, P) npocrop BeposaTHOhaA.

Hedunnnuja 1.14. Pamumuja F = {F,,n > 0} o-nonanreGpu o-anrebpe F TakBux na 3a cBako n > 0 Bakwm

Fn C Fnt1 30Be ce puampayugja. [3]

JHedpunnnumja 1.15. Hus cayuajuux senuunHa (Y, )nen, je adanmupan Ha ¢unrtpaimjy F ako je 3a CBaKoO

n > 0 cayuajua npoMenmusa Y, F,-Mepiusa, Tj. ako je o(Y,) C F,. [3]

Jepuunmuja 1.16. Hus (Y,,, F,,) ce Ha3uBa Mapmunean aKO BasKu
1. E(|Y.]) < o 3a cBako n > 0,
2. (Yn)nen, je anantupan Ha F,

3. E(Yn41|Fn) =Y, 3a cBaro n > 0.

Hedpununmja 1.17. Hus (Y, F,) ce HazuBa cydMapmunza.n aKO BAKN
1. E(Y,}) < 0o 3a cBako n > 0,

2. (Yn)nen, je ananrupan Ha F,

3. E(Ynt1|Fn) > Y, 3a cBako n > 0.

Hepumunmuja 1.18. Huz (Y,,, F,,) ce HA3UBa CYnepMapmuHzas aKO BasKU

1. E(Y,) < o0 3a cBako n > 0,
2. (Yn)nen, je anantupan Ha F,

3. E(Ynt1|Fn) <Y, 3a cBako n > 0.

Hedunnnuja 1.19. Hus cayuajunx Bennunua (S, )nen, je npedsudue ako je Sp =0 u S, F,_1-MepbuBa 3a

cako n > 1.

Jedpuunnumja 1.20. Hus cnyuajunx Bemuuusa (S, )nen, je neonadajyhiv ako je P{Y, < Y,11} =1 3a cBako
n > 0.

Teopema 1.5. (Hoobosa dexomnosuyuja) Cyomaprunran (X, F,) ca KOHAYHIM OUEKUBAHEM CE MOYKE IPel-

craButu y obmury X, = M, + S, rzme je (M, F,) maprunarax u (S,, F,) Heonanajyhu npeasuaus npounec. OBa

JEKOMIIO3UIIAja j€ jeTMHCTBEHA.
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Jlokas.

Hedunammemo Sy := 0, My := Yy, u 3a cBako n >0

n
3
I

Snfl + E(Xn|]:n71) - anly
M,: = X,—5S5,.

IlomTo je

E(Xn|]:n—1) Z Xn—la

cirenn na je

Sn 2 Sn—lan S N

mro 3Ha4n Aa je (Sp)nen, Heonanajyhn aHus.
IMowmrto je Sp—1 Fn_o C Fn_1 Mepius, a E(X,|F,—1) — Xn—1 Fn_1 Mepius, o je S, F,_1 Mepius. Tume
cMO mokaszanu na je Hu3 (Sp)nen, IPEIBUINB, Ia HAM OCTaje na gokakeMmo xa je (M,,F,) mMapruHrai. 3aTto

padyHaMo

E(My|Fn-1) = E(Xy = SulFn-1)
= E(Xu|Fn-1)— Sn
= (Xpo14+ S0 —Sn-1) — Sn
= X’nfl - Sn,1
= M,_;.

IIpeocramo maMm je jom ma MOKaKEMO jeOIWHCTBEHOCT OBe mekoMmmo3unuje. IIpermocraBumo CympoTHO, ma

[OCTOjU jOII jemHa MEeKOMIIO3UIMja KOja 3a10BoJbaBa ycaose Teopeme X = M’ +5'. Tana je

- Mn+1 - Mn + Sn+1 - Sna

n

Xp1 =Xy =M,y — M, +5,.,-5,
OJaKje cienu na je

E(M, = M, + 5,1 = Sp|Fn) = E(Mpy1 — My, + Spir — Sl Fr),
Tj.

' /
n+l = Sy = Snt1 — Sn.

Kako je Sy = S}, = 0, To ureparusno mobujamo na je S, = S) 3a csaxko n € Ny, na nomro je, X = M + 5 =

M'+ S’ To cnenn na je u M = M’, Tj. na je nexommosunuja jequHcTBeHA. O
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2 CuayuajHo JsiyTame Kao JiaHar MapkoBa

2.1 JemHOMMMEH3MOHO CJIYUYajHO JIyTAhe

Heka je (X,,)neN HA3 HE3ABUCHUX jeIHAKO PACIOAEILEHUX CIYyYajHUX BEJIUYMHA Ca PACIONEIOM BepoBaTHoNa:

P{X,=1}=p, P{Xp=-1}=1-p, pec(0,1).

n
Hu3z cnyuajuux Bemwunsa (Sp)nen, TakBux na je Sop = 0 ckopo curypro u S, = >, Xj 3a n € N HasuBa ce
k=1

JEOHOOUMERIUOHO CAYHATHO AYyMmame. Y KOIUKO je p = %, OHJA j€ y TMUTAKY jeOHOOUMENRIUOHO CUMEMPUYHO CAYA)-

HO AymMame.

leomeTpujcku riaemnano, ciydajHa BeJIUYUHA S, MPEICTABIbA MOJIOXKA] UYeCTUlle Koja mosaa3u u3 tauke 0, u
KOja y jeIVHWUIM BPpEMEHA IPABU jeAMHUYHU KOPAK y HO3UTHMBHOM CMEDY Ca BEPOBATHONOM p M y HEraTUBHOM

cMmepy ca BepoBaTtHohom 1 — p.

o — o
— o o o o
o - o o o o o o o o
A o o o o o o
o o o
I I T T
5 10 15 20

Cuura 1: Ileo peanmzanuje jeTHOIUMEH3MOHOT CIYUajHOT JIYTAA
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ITpumernmo na je Hu3 (Sp)nen, XoMoreH sanan Maprosa. Beposataohie mpenacka onpebene cy jemnaro-

CTUMA
D, ako je j =1+ 1,
Pij = 1—p, arojej=1—1,
0, ako je j ¢ {i—1,i+1}.
IToueTna pacmomesa BepoBaTHoha MO CTamuUMa je mgaTa ca: p(() ) = 1, p(o) =03a1i#0.

Beposarnoha p;j(n) npenacka u3 Tadke i y Tauky j y n kKopaka gako ce oxpebyje. Heka je wecruna mpu
KpeTamy U3 ¢ [0 j HaIpaBUJia & KOpaka y MO3UTUBHOM CMEPY U ¥ KOpaka y HeraTuBHOM cMmepy. Tana je x+y =n
ux—y=j—1i, omariae mobujamo ma je x = (n+j—1)/2, y = (n—j+1)/2. Harae, 6poj n+ j — i mopa Ouru

napas. 3a p;j(n) mobujamo: p;;(n) =0 ako je n+ j — i Hemapan 6poj u

n

0= (0 o

>p(n+ji)/2(1 —p)=I+)/2 ako je n mapam Gpoj.

Canma hemo mcnuraru ma Jau je TPOM3BOJBLHO CTame i € 7 MOBPATHO WM MPOJA3HO Y 3aBUCHOCTU OJ BPEI-

voctu p. VI3 jemnakocTtu mobumjamMo BEpOBATHONY MOBpATKA y TAUKY i MOCJE 2n KOPaKa:

ptzn) = ()1 -

Kopucrehiu CtupaunroBy dopmyny n! ~ n™e™"+/2mwn, npu n — 0o, nobujamMo na mpu n — 0O BaKU

(2n)! (2n)*e=2"/4mn (4p(1 —p))™
pi(2n) = " (1= p) (e vz P (1-p) N

(o]
Canma hemo menmuTaTy KOHBEPTEHTHOCT pena . py;(n) 3a mpomssosmHO i € Z.

n=1
1) Axo je p= %:

pl—p) 1
i(2n) ~ =
pis(2n) NZTD NZZD

oo ) 1

a Ha OCHOBY TeOpeMe 3aKbydyjeMo na je crtame ¢ moBpartHo. [lakise, 3a p = % cBa cTtama ¢ € Z cy

moBpaTHA.
2) Ako je p # % :

dp(1—p < 1
NZZD NZTD

=

4dp(1 —p) < 1= p;i(2n) ~

;Pu(ﬂ) = nz::lpu'@n z:: \/i

= Zpu < +o00,
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la Ha OCHOBY TeOpeMe 3aKbydyjeMo ma je crame i mposasuo. llakae, 3a p # % cBa cTama 1t € Z cy

IpoJia3Ha.

Onpemuhemo jom BepoBaTHONy v;; morabaja ma he uecruna nonasehu us crama ¢ ctuhu y crame j. Pas-

MmoTpuhiemo 3 ciaydaja: Kanmg je ¢ < j, Kam je ¢ > j U Kamg je 1 = j.

1. Hera je i < j. Ouurnenno Basu v;; = vy . Ha ocHOBY popmyite normyne BepoBaTHOhe mobujamo na Baku

vor =p + (1 — p)vgy,

OmaKJIe CIenu na je

1 /T—4p(1—p) 1+(2p—1)
T T -y T T 2(i-p)

Iaxne, vgy = ﬁ nim vy, = 1. Kaxko je vgiBeposaTrOoha, 3mamMo ma Baskwu v € [0, 1]. ITomto je ﬁ > 1 3a

p> %, TO 3a OBe BpemHocTu mobujamo na je vgy = 1. akie, nobujamo ma je 3a i < j:

. 1
vor = ﬁ, axo je 0 <p < 3,
1, axoje%ﬁpgl.

M3 nperxomuor cienu ma je

(16) I { (%)j*i’ ako je 0 < p< %,
ij —

1, axoje%gpgl.
2. Hexra je ¢ > j. Tama je v;; = ’Uiaj. Ha ocuoBy ¢popmyine nmormyrne BepoBarHOhe mobujamo na BaKu

V10 = 1 _p+p1}%0a

OJaKJie ciIenu na je

1+/T—dp(I—p) 1+(2p—1)
V10 = = .
2p 2p
Iakne, vig = 1;% unu v1p = 1. Kako je vipBepoBarnofia, 3amo na Basku vig € [0,1]. Iomoro je lp%p >1

3ap < %, TO 3a OBe BpemHOCTH mnobujamo ma je vig = 1. llarse, nobujamo ma je 3a i > j:

IN A
[ —

)

<p
<p

W3 nmperxomHor ciemu na je

(17) v — { (%)i—j’ axo je 3 <p <1,
1)

1, ako je 0 <p <
3. Ocrao mHaMm je jomr caydaj kan je ¢ = j. Ha ocHOBY ¢opmyiie mormyHe BepoBaTHONE Basku
vi; = pUit1i + (1 = p)vie1.
Kopucrehu ¢opmyne (16) u (17), nobujamo na je
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) o\ (_P\i—(i—1) : 1
v = p-1+(1 p)(l_p) , ako je 0 <p < 3,

p(lip)i—‘,—l—i_'_(l_p).l’ aKo je %<p§1

_ 2p, aﬁojeOSpg%,
2(1 —p), aﬁoje%<p§1,

Tj. v =1—2p—1].

OBme cMO omeT BUAEIU [a j€ CBAKO CTAE i MOBPATHO aKO U CAMO aKoO je p = %

2.1.1 Cumynamnuja

Canma hemo cumynuparu y R-y jeqHO jeIHOOMMEH3MOHO CUMETPUYHO CIydajHO JdyTame. IIpBo hemo nanuca-
Tn ¢pyHKIU]y slucajno_lutanje(x,n). IIpBu apryment te ¢pyHKUUje, X, IPEACTABHA IOYETHU IOJOXKA] UECTUILE,
a Apyru apryMeHT, N, IpeAcTaBba Opoj Kopaka y cayvajooMm ayramy. OBa ¢pyHkuuja Bpaha momoskaje dectuie
y OPBUX N KOPaKa CydYajHOr JIyTamba.

slucajno_lutanje<-function(x,n){
s<-numeric(n)
a<-sample(c(-1,1) ,n,replace=TRUE)
s[1]=x
for(i in 1:mn)
sli+1]=s[il+alil]

return(s)

Kana mo3osemo Ty ¢ymruujy ca aprymenruma 0 u 20,

set.seed(6)
slucajno_lutanje (0,20)

oHa HaM Bpaha mososkaje yectuie Koja je kpenyia n3 crama 0 y npBux 20 xopaka

[1] 0-1+ 0-12 0 1 2 3 2 1 2 3 4 5 6 5 4 3 4 3 4.

ITopen Tora, mosxkeMo u HampTaTu TpajekTopujy 3a npBux 20 KOpaKa CIIYyYajHOT JIyTamkma KOje MOJIA3U U3 TAUKe

0.

plot(slucajno_lutanje(0,20),type="o"
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Cnuka 2: Tpajerropuja 3a npBux 20 KOpaka CIy4ajHOT JIyTama

2.2 YomImreHOo jeTHOMMMEH3MOHO CJIyYajHO JIyTabhe

Y OpeTxomHOM Aey CMO IPETHOCTABJHAJIN Na CE YECTUIA y CBAKOM KOPAKy MOYKE IOMEPUTHU 33 TAUHO jeNaH
KOpak y OWio KOjy Ol HOBE CTpaHe, a caja heMo MPETIOCTABUTHU Oa Ce UEeCTUIAa y CBAKOM TPEHYTKY MOKE
mOMepUTu y OWJIO KOjy OX JBe CTpaHe M 3a HEeKu JApyru 1eo Opoj kopaka. Hasemhiemo can Heke mpumepe

YOUIITEHOT jeTHOANMEH3NOHAIHOr CIYyYajHOT JIyTama.

ITprmep 2.1. Y oBOM mpumepy IPETIOCTABHAMO Oa CE€ YECTHUIA y CBAKO] jeAWHWI BPEMEHA Ca BEPOBAT-
HohowMm pi momepa 3a k ropaka, nupu demy je k € Z. [lakie, yecTtuna y CBaKOM KOPaKy MOKE Ia Ce IIOMepHU y
OuJI0 KOjy cTpaHy 3a Ouio Koju 1meo O0poj kopaka yrbyuyjyhu u 0, Tj. MOKe U ma OCTaHE y UCTOM MECTY.

Ilakne, pa3MaTpaMoO CIYYajHO JyTame 4YeCcTUlle Koja moja3y m3 tavke 0 M y jeInHUIM BPEMeHa IPaBU
KOopak ay:kuse k ca BepoBaTtHohoM pi rae je k € Z. Kopamu y myTamy npencraBbajy HU3 CIAYYAjHUX BEJIUIUHA
X1, Xa,... ca ucrom pacnomenoMm sepoatnoha P{X; =k} =pi, k € Z, Tj.

-2 -1 0 1 2
P-2 P-1 Po P1 P2

Xil

[Monowxkaj uectune nocie n € Ny kopaka je caydajHa BermdnHa S, DePUHUCAHA jeTHAKOCTUMA

So = 0,

Sn - ZXZ’ TLEN.

Hus (S, )nen mpeacrasma ciiydajuo gdyTame. Marpuna BepoBaTHOoha mpenacka je
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bP-2 DP-1  DPo D1 D2
P-2 DP-1  DPo P11 P2

P-2 P-1 Po P1 P2

ITpumep 2.2. OBaj npuMep je crmenujajad ciyyaj IPeTXOMHOT, rae NeMo IPeTIOoCTaBUTA 1A je Dy = P_k 38

cBaku npuponan opoj k. akue, opne he duru

e =2 -1 0 1 2 ...
XZ'Z .
v P2 pP1 Po P1r P2 -

Y oBoMm cayuajy HU3 (S),)neN KOjU je meduHUCAH Ca

So = 0,

Sn = ZX“ n € N.

IpeacTaB/ba CUMETPUYHO CIydajHO JgyTame. Marpuma BepoBaTHOoha mpesacka je
P2 P1 Po P1 P2

P2 P1 Po P1 P2

P2 P1 Po P1 D2

ITpumep 2.3. Y oBom mpumepy hemo takobhe mpermocTaBUTH Oa Ce UECTHUIa y CBaKOj jeAUWHUIM BPEMEHA

MO:Ke IOMEPUTH ¥ OUIIO KOjy CTpaHy 3a OmiIo Koju meo Opoj KOpaka, ¢ TMM IITO Cy OBAe BepoBaTHOhe pj mare

ca
Po = 07
1
P = P k—m-
ITomTo je
+oo >
k=—o00 k=1
1 I 1
= — 2 — _—
2 + 8 22’“
k=0
_ 1 + 1 1
= 4. T
2 4 1-3
= 1,
TO CYy
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-2 -1 0 1 2
b2 P11 Po P1 D2

Xz'i

pacnozesne BepoBaTHoha ciayuajHux BeiamumHa X;, ¢ € N, KOje IpencTaBibajy KOpake y CIYYajHOM JIyTamby.

Husz (S,)nen KOju je nedpunucan ca

IpeACTaB/ha CAMETPUYHO CIy4YajHO nyTame. Marpuna BepoBaTrHolia mpemacka je

=

5‘»—* /o] [T Ny
oo L N I
Bl 0ol g‘»-.
ool ;‘»—t

—
[

IIpumep 2.4. Jom jemmo yommreme CAyvyajHOr JyTama Ou moOMIM ako Ou IPETIOCTABUIU 3 CE YECTUIA y
CBaKOj jeIVHUNM BPEMEHa MOKe IIOMEPUTU 3a OIPpAHWYEH OpOj Kopaka, Tj. aa je py = p—x = 0 3a k > kg rae je
ko Heku mpupomad Opoj. Ako jom mpeTmocTaBuUMO A je P = P_k, AOOMjaMO oIl jeAHO CUMETPUUHO CIyUIajHO

ayramwe. OBme marpuna BepoBaTHONA mpenacka uMma ciaenehu obauk

0O px -+ P pPo pP1 - pp O
P = 0O » -~ p pPo p1 - P O
0O pt -+ P pPo P - Dk

2.2.1 Cumymnamnmuja

Cana hemo cumynuparu y R-y jeiHO yommITeme jemaHOAMMEH3MOHOT CUMETPUYHOT CIYUAjHOT JIyTama U3
IIpumepa 2.4. 3a nmorpebe oBe cumynanuje heMo IpeTnocTaBUTH Aa je po =P1 = -+ = Dy = 21@0%

IIpeo hemo mammcaru ¢ynrumjy uopsteno_slucajno_lutanje(x,n,k.0). IlpBu apryment te ¢ynrumje, x,
peACTaB/ba MOYETHU MOJIOMKA] YECTUIE, APYTU apryMeHT, N, IPEICTaBha OPOj KOPAKA y CIYyUajHOM JIyTamy,
a tpehu apryment, k0, mpeacraBba MakcuMaJiaH OpOj KOpaka KOjU UeCTHUIA MOXKe Aa HAIPABU Y j€AWHUIN

Bpemena. Pynrnuja Bpaha mojgokaje decTure y NpBUX N KOpPaka CYyUYajHOT JIyTamba.

uopsteno_slucajno_lutanje<-function(x,n,k_0){

s<-numeric (n)
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a<-sample (seq(-k_0,k_0),n,replace=TRUE)

s[1]<-x
for(i in 1:n)

s[i+1]<-s[il+ali]

return(s)

Kana mozoBemo Ty ¢ymruujy ca aprymenrnma 0, 20 u 3,

set.seed (2)

uopsteno_slucajno_lutanje(0,20,3)
oHa HaM Bpaha mosokaje dectune koja je kpenyna u3 crama 0 y npsux 20 Kopaka
[1] o 1 4 6 8 5 6 3 3 4 1 -1 -2 -5 -6 -4 -6 -7 -4 -1 2.

Ilopen Tora, MoskeMO M HAIIPTATU TPAjEKTOPHUjy 3a mpBuUX 20 KOpaka CIYyUYajHOT JIyTama KOje MOJMa3u U3 TauKe

0, 1 y cCBAKOM TPEHYTKY MOK€ HallPABUTU KOPaK MAaKCUMAaJIHE NY:KUHE 3

plot (uopsteno_slucajno_lutanje(0,20,3),type="0")

2
|

uopsteno_slucajno_|utanje(0, 20, 3)
0

Index

Cuura 3: Tpajexkropuja 3a npsux 20 KOpaka CIydajHOT JIyTama

2.3 JemHOCTaBHO CJIyUajHO JIyTalh€ y OBE OUMEH3Uje

ITopen jennonnMeH3MOHOT CIIyYajHOT JIyTama MOrylie je yBeCTu U CIydYajHO JIyTame y ABe JUMEH3H]e.
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Hexka je (X, )nen HA3 HE3aBUCHMAX jeIHAKO PACIONEbEHUX CIYUAjHUX BelIUdnHa NeDUHUCAHUX HA Z2 ca pac-
€

oIeJioM BepoBaTHONA:

P{Xk:(oal)}:p’ P{Xk:(ovfl)}:qv P{Xk:(lao)}:ra P{Xk:(*l,())}:lf(p+q+7’).

n

Hu3z cayuajunx semuunsa (Sp)nen, TakBux na je Sy = 0 ckopo curypuo u S, = >, Xj 3a n € N Hasusa ce
k=1

jeonocmaeno cayuajno aymamne. Yrommro je p =q=r=1—(p+q+7r) = i, OHIA je V TUTamy jedHoCmasHo

CUMEMPUUHO CAYUAFHO Aymake y dae Jumenauge. [5]

TeoMeTpUjCKM TIIeIaHO, CAyYajHA BeAUYUHA S, IPEeICTaBba MOJ0Ka] decTule koja monasu u3 tauke (0,0)
U KOja Y jeIUHWIN BPEMEHA MPAaBU JeAMHUYHU KOPAK Yy MO3UTUBHOM WUJIU HETATUBHOM CMEPY MO jeIHOj On IBe
KoOpAuHATHE oce (Ca jeIHAKOM BepOBATHONOM, y CIIydajy CUMETPUUYHOr CIyUYajHOT JIYTAhA).

1

Axo je x € Z?, onna hemo ca r! 03maUaBATH XOPU30HTAIHY, a ca T2 BepTUKAJHY KOOPAMHATY. To 3HauUM na

n n
: 1 g2 1 2
je Sn = (S, Sn) = (X Xi, > X7).
i=1 i=1
Y HacraBry hemo ce 6aBaTu jeJHOCTABHUM CHMETPUYHUM CIyUYajHUM JYTAHEM y OBE AUMEH3UjE.

IToka:xxumo na Baku:

Teopema 2.1. (S,ll)nez+ je cayuajuo myrame. (S%),ecz, je, Takobe, cayuajuo myrame. Ta mBa ciyuajua

JIyTama HUCY HE3aBUCHA.

Hoxa3z. IlomTo cy cayuajue Beauumne X,, n € N mehycobHo He3aBucHe, OHIA Cy HE3aBUCHE W CIydYajHe

pesmumne X!, n € N. [lopexn Tora, oHe Cy ¥ jeIHAKO pacmoie/heHe Ca PaclomesoM BeposaTHoha:

P{X! =0} = P{X,=(0,1)}+P{X,=(0,-1)} = % n i _ %
PIX}=1} = P{X,=(1,0)=
P{X!=-1} = P{X,=(-1,0)}= i

Iaxie, (S,ll)nez+ je cyMa He3aBHCHUX jeTHAKO PaCIONEJbeHUX CIyYajHUX BEJUYNHA, 18 CAMUM TUM U CIyYaj-

HO myTame. Huje y muTamy jeIHOCTABHO CIIydajHO JyTame jep ciayudajHa BemuuuHa X! MOke y3eTu U BPeJIHOCT

0.
A . . Sz .
HAJOTHO ce HoKa3yje u nma je (S )nez+, Takobe, ciydajHO nyTame.

MebyrumM, cayuajme Bemmumne X, m X2 HUCy HeszaBUCHe, jep, ako jemna y3me spemmocT 0, Apyra Mopa

y3etn HeHyna Bpensoct. Onparie caenu u ga ciaydajaa ayrama (S))nez, 1 (S2)nez, Hucy mesapucue. O

Pazmorpumo cama mpoMeHy KOOpAMHATHOT cucTeMa. PortmpajMo roopauuaaTHe oce 3a 45°. Hexka je

R, = (Ry,R}):=(S,+S3,5,—S2).
Tana Baske cienehe Teopeme:

Teopema 2.2. (R, )nez, je ciaydajuo myrtame y ase muvensuje. (RL)nez, u (R2)nez, Cy jeIHOIMMEH3MOHATHA
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cayuajra nyrama. Ciyuajam nponecu (R} )nez, n (R2)nez, cy MebycoGHO HesaBucHu.

n n n

Ilokas. 3namo na je RL = Y (X! +X?), R2 = Y (X! - X?). Hakne, R, = > Y, rneje Y, = (X} + X2 X} -
=1 =1 =1

X2). Bnamo zna je (X,)nez, HU3 HE3aBUCHUX jeIHAKO DACIONEbEHUX CIydajHAX BeIUUMHA, IIa OJATIE CEIu

na je u (Y,,L)nez+, takobhe, HM3 HE3aBUCHUX jeIHAKO PACHONEJHEHUX CIydajHuX BeamuuHa. Onarie cienu na je

(Rp)nez, CIydajHO IyTame y ABE OUMEH3Hje.
Cnmaso ToMe, 3akmydyjeMo na ¢y (RY)nez, u (R2)nez, jeAHOMVMEH3NOHANHA CIIydYajHA JTyTamba.
Ila 6ucMo mokazanu ma cy caydajaa ayrama (R),ez, u (R2),cz., HE3aBUCHU CIYYAjHU IPOLECU, IIPBO
y y Yy n/)Neliy n)neliy y )

hemo mokazatu ma cy cayuajme semuumbe Y, = X! + X2 u Y2 = X! — X2 mesasucue 3a cBako n. BpemmocTn

Koje y3uMmajy cayuajue sequuune Yl u Y2 cy 1 u —1. Iakne, umamo

P{Y,=1Y?=1} = P{X,=(1,0)}= i,
PIi=-L¥2=-1} = P{X,=(-1,0)=1,
PYVI=1Y2=-1} = P{X,=(0.1}=1,
P{Yi=-1,Y?=1} = P{X,=(0,-1)}= i.
Omnasne cinemu na je
PV =1} = P(Y} = 1) = L u P{¥? =1} = P{¥} = 1} = .,

mna je
P{Y, =1, Y,} =y} = P{Y,} - P{Y,] = y2} 3a cBaxo y1,y2 € {~1,1}. O

JIlema 2.1. Baxu
2
2n 1

Joka3z. IIpumernmo na je

P{Son =0} = P{Ran =0}

(RL,) m (R3,) cy jemHocTaBHA CHMETPUYHA CIydajHA JyTama, ma je

2n\ 1
PU, =0} = P, = 0) = () g

OJaKJe cienu na je
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2n\? 1

Teopema 2.3. CuMeTpUYHO CIyUYajHO JIyTame y IBe NUMEH3Uje je MOBPAaTHO.

ITokas. Kao mTo 38aMO, CIydyajHO JyTame y IBe IUMeH3Wje je IMOBPATHO aKo je CBAKO cTame i € Z2 moBpaT-
—+o0
Ha. VI3 mocaenuie 2.1. 3HAMO A je cTame i MOBPATHO akO W caMo ako je Y. pii(n) = +oo.
n=1

Hexka je i € Z? nmpoussosmno. Kako je py(n) = 0 3a cBaku Hemapam 6poj n, OHIa Baku

+oo +oo +o00
Zpu(n) = Zpll(zn) = ZP{SQn = O}
n=1 n=1 n=1

Kopucrehiu Ctupauurosy dopmyiny u3 geme 2.1. mobujamo na je

2 1
P{S2n =0} = ( : Sin
B (2n)!\2 1
N (n' nl) 24

— 24n 1
- an 24n
1

o ™

Jakie, 3a IPOU3BOJBLHO § € 72 HOOUIN CMO 18 BasKA

+oo +oo 1
Zpu‘(n) = Z o +00,
n=1 n=1

IIa CMO NOKA3aJ{ OHO IITO je TpaskeHo. [
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3 CuyuajHO JIyTamk€ Kao MapTUHTAJI

3.1 Ilpumepn

Harkon mTo cMO ce y IpBOj IVIaBU yIO3HAJIU Ca MapTUHTAJINMA U IbUXOBUM CBOjCTBUMA, CaJa N€MO HaBECTHU
HeKe IIpUMepe MapTUHraJa, IPOBEPUTHU Ja JIU j€é CUMETPUYHO CIYYajHO JyTame MapPTUHraJ, Ka0 U IOJ KOjUM

YCIIOBUMA Cy YOIIITEHa CIydajHOr JyTama MapTUHCAJIU.

IIpumep 3.1. Ako je X,, HU3 HE3aBUCHUX CIyYajHUX IPOMEHLUBUX Koje 3anoBomasajy F(X,) =03an > 1,

ouna je um3 Sy = 0,5, = X7 +---+ X, 3a n > 1 mapruaran 3a mn3 {X,, : 1 <n < co}.

IIpumep 3.2. Axo je X,, HA3 HE3ABUCHUX CJIyJYajHUX IPOMEHJBUBUX Koje 3anoBomaBajy E(X,) =0u D(X,,) =

2 2

0% 3a cee n > 1, onma je mu3 My = 0, M,, = S? — no? 3a n > 1 mapruaran 3a {X,, : 1 <n < oo}.

2

Kako je S,QL —no? 3a n > 1 agantupan Ha {X, : 1 < n < oo}, npoBepuliemo jom ma am Baxke U IpeocTaya

IBa ycioBa u3 gepuHunuje 1.16:

1)
B(S; —no®)) = E((Xi+-+Xy)? —no?|)
= BE(X7+--+X2+2 > X, X;—no’
1<i<j<n
= 0<oo,3an€eN.
2)
E(Mn|X1aX27 cee 7X'IL—1) = E((Sn—l + Xn)2 - n0'2|X1,X2, cee aXn—l)
= B(S? | +2S, 1 X, +X2—no*X1, X0, ..., Xpn_1)
= M,_13an2>1.
Kako je S2_, ¢ymrmumja ox {X1, X2,..., X, 1}, TO je YCIOBHO OUYeKHBame TPBOT cabupka S2_,;. 3a apyru

cabupak Ba:KU

E(Sn 1 Xn|X1,Xo,..., Xp1) = Sn 1 E(Xn| X1, Xo, ., Xno1).

Hame je E(X,|X1,X2,...,Xn-1) = E(X,) = 0 jep X,, ue 3aBucu on Xi,...,X,_1. OueruBame Tpeher

cabupka padyyHaMO CIMYHO

E(X72L|X1,X2,...7Xn,1) = E(X2) — o2

n

M3 nperxomuor cienu ma je

E(My| X1, Xo,..., X, 1) =52

2 4ot -—not=85% | —(n—1)0* =M, ;.

n
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ITpumep 3.3. Pazmorpumo cayuajao ayrame S, = X1+ Xo+--+ X, rme je P{X; = -1} =p, P{X;, =1} =¢
3ai €N, p,ge(0,1), u Sy =k. Tana je S, —n(p — ¢) MapTunTrAadI.

Kako je S, —n(p—¢q) 3a n > 1 anantupan "a {X,, : 1 <n < oo}, nposepuhiemo jom na nu Baske U mpeocrasa

IBa yciaoBa m3 nepumHunuje 1.16:

E(|S, —np—q)]) =0<o00,3an €N,

E(Spi1— (n+1)(p—q)|X1,....Xn) = E(Su+Xns1—n+1)(p—q)X1,...,Xn)
= S+ EXnpy1) - (n+1)(p—q)
= Spt+lp—q¢)—(n+1)(p—29q)
= Sup—nlp—q.

Iakne, nokasamau cmo xa je S, — n(p — ¢) MapTUHTAL.

ITprmep 3.4. CuMeTPUYHO CIIyUYajHO JIYyTaHe jé MApTUHTAJI.

IIpoBepaBamo nma num Baske cBa TPU CBOjcTBa u3 Aedurunuje 1.16.:
1) E(|Sy]) =0 < oo,
2) (Sn)nen je amantupan Ha {X, : 1 <n < oo},

3)

E(Spit| X1, Xn) = E(Sp+ Xng1lX1, ..., Xn)
= E(S,|X1,...,Xn) + E(Xp1|X1,..., X,)
= S+ E(Xnp)
= S,

Ilakne, CUMETPUYHO CIydYajHO JyTame jecTe MapTUHIAJ.
Cana hemo npoBeputu na gy Cy yOUNITEHa CIydYajHOT JyTalmha MapTUHIAIN U IO KOJUM YCJIOBHMA.
ITpumep 3.5. Pa3MoTpuMo ma au je ciaydajHO JyTame U3 npruMeapa 2.1 MapTUHraJI.

n
Karo je S, = Y X; 3a n > 1 agantupan ma {X, : 1 < n < oo}, mposepuhemo jom ma nm Baske m mpeocraiua
i=1
IBa ycioBa u3 nepuaunuje 1.16:

E(ISa) = E(Xi+---+ Xal)

IA

ZE(\XA) < +400,3a n €N,

i=1
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E(Sps1| X1, Xn) = E(Sy+ Xni1|X1,..., X,)
= E(Sp|X1,.... X)) + E(Xns1X1,..., X0)
= Sp+ E(Xpi1).

Paznukyjemo Tpu ciayuaja:
1) Axo je E(X,41) =0, ouzna je (Sp)neny Mapmunean.
2) Ako je E(X,41) >0, ouzna je (Sp)nen cyomapmunzan.

3) Axro je E(Xp4+1) <0, onna je (Sp)nen cynepmapmunzan.
+oo +oo
IMowro je EX,, = > kpr= > k(pr — p—k) 3a cBaro n € N, oHzxa Ba:kn
k=—o0 k=1
1) Axo je pr = p_r 3a cBako k € N, Tj. ako je cayuajHo ayrame cumeTpuuno, ouzxa je EX, = 0 3a cBaku
npuponas 6poj n, na je (Sp)neNn MAPTUHTAUL.

2) Ako je pr > p_k 3a cBako k € N, ouna je EX,, > 0 3a cBaku npuponas 6poj n, na je (S, )nen cyOMapTUHradL.

3) Axko je pp < p_i 3a cBako k € N, onna je FX,, <0 3a cBaku npuponad 6poj n, na je (S,)nen Cynmepmap-

THUHITAJI.

ITpumep 3.6. PazMoTpuMo ma au je ciydajHO JIyTame U3 IpuMepa 2.2 MapTUHTAJI.

n
Kako je S, = > X; 3an > 1 anantupan 5a {X,, : 1 <n < oo} u E(S,) < 400 nposepuhiemo jom a au Baxu
i=1
tphu ycnos u3 medpununuje 1.16:

E(Sns1|X1,. .. X0) E(Sn 4 Xni1|X1,. .., X,)

E(Sy|X1,. ., Xn) + E(Xpni1| X1, -, Xn)

Kaxko je S, ¢ymrmmja om X1, Xo,...,X,, 10 je E(Sy|X1,...,Xn) = Sp. Ocum Tora, cayuajua semwumHa X, i
je HezaBucHa ox ciaydajuux seamuuna X1, Xo, ..., X, na je E(X,11|X1,...,X,) = EX,41. Honcerumo ce na je
0Baj IpUMep CIIENUjAJHU CJIydaj IIPETXOMHOT, The CYy BepoBaTHONE MO3WTUBHUX M HETATUBHUX KOPAaKa jeIHAKE,
Tj. cayuajHO JyTame je cuMerpuuHo. 360r Tora Baxku ga je E(X,) = 0 3a ceako n u3 N. VI3 nperxonsor ciaeam

na je

E(Sp1|Xa,..., X)) = Sp+ E(Xny1)
— 5,40
= S’ru

IIa je OBO CJIyYajHO JIyTalkhe MapTUHTAJ.

ITpumep 3.7. Y npumepuma 2.3. u 2.4. cIydajHO JIyTame je UCTO CUMETPUYHO, ITa Cy TO, Takohe, mpumepun

MapTHUHIraJa.
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3.2 Ilpmanun pediekxcuje

Hexka je (Sp)nen, JEIHOCTABHO CUMETPUYHO CJIyYajHO dyTame. PasMaTrpa ce 1eo TpajeKTopuje je [HOCTABHOT
CUMETPUYHOT CIIYUAJHOT JIYyTamha IO TPEHYTKA N, KOju HOCTm:ke HUBO m € N y HEKOM TPEHYTKY T, < n. Om Tor
TPEHYTKAa, IPABU ce Pe(IEKTOBAHA TPAjEKTOPUja KOja UAe KOPAK FOpe CBAKU IIyT Ka A OPUTMHAJ UAe KOPaK IoJe,
u 0OpHYTO. AKO Cce OpurmHAIHA TPajeKTOPUja 3aBpIIaBa M3HA HUBOA M Yy TPEHYTKY N, OHIA ce pedJIeKTOBAHA
TpajeKTopuja 3aBpIllaBa UCIOL HUBOA 171l Y TPEHYTKY 1, 1 OOPHYTO. AKO Ceé OpUTrMHAJHA TPAjeKTOPUja 3aBPIIaBa

y HUBOY M y TPEHYTKY N, OHIA Ce U Pe(IEKTOBAHA TPAjeKTOPUja 3aBpLIaBa y HUBOY M y TPEHYTKY n. [6]

m+C A '
1 | .

-
-
-
-

Cuaura 4: PeduerroBana tpajekropuja

Heka je m € N u 7, = min{n € N: S, = m}.

Teopema. 3.1.(Ipunyun pedaercuje) 3a m,c € N Baku

P{Sn:m—c,ngn}:P{Sn:m+c}

JHoxa3z. [Tocmatpa ce meo TpajeKTopuje jeAHOCTABHOT CUMETPUYHOT CJIYYajHOT KpeTama OO0 TPEHYTKa 7N.
Bpoj tpajekTopuja Koje Ccy mOCTUILJIE HUBO M TIpe TPEHYTKA N, a ¥ TPEHYTKY N Cy y HUBOY M — C, jemHaK je
Opojy TpajekTopuja Koje Cy y HUBOY M + ¢ y TpeHyTKy n. Jloka3 ciemu Ha OCHOBY MPETXOITHE YUHCHUIE U HA

OCHOBY TOra IITO je BepoBaTHONA CBaKe TpPajeKTOpUje 2% O

Teopema. 3.2. 3a m,n € N Baku

a) P{7, <n}=P{S, ¢[-m,m—1]};

6) P{rm =n}=L[P{Sn 1 =m—1} - P{Sn_1 =m+1}].
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Jlokas.

a) Ha ocmoBy npuniuna pediexcuje 1 CUMETPUYHOCTHU CIYYajHOI KpeTarma CJiean

P{Tm < n} = ZP{Sn = ba Tm < Tl}

beZ

= Y P{Su=b}+ > P{Sy=b7,<n}
beZ,b>m beZ,b<m

= P{S,>m}+ > P{S,=0}

b>m

= P{S, >m}+ P{S, >m}
= P{S, >m} + P{S, < —m}
= P{S, ¢ [-m,m—1]}.

P{r,,=n} = P{n,<n}—P{r,<n-1}
= P{S,>m}+ P{S, < —m} — P{S,—1 >m} — P{S,—1 < —m}
= P{S,>m}+ P{S, >m}— P{S,-1 >m} — P{S,_1 >m}
= Y P{S,=0[Sy_1=b—1}P{S,_1 =b—1}
b>m

+ 3 P{Sy =[Sy 1 =b+1}P{S, 1 =b+1}

b>m
+ > P{Sy =b[Sn_1 =b—1}P{S,_1 =b—1}
b>m

+ > P{Sy =b|Su1 =b+1}P{S, 1 =b+1}
b>m

—P{Sn,1 > m} — P{Sn,1 > m}
= Y P{X,=1}P{Sy,1=b-1}+ > P{X,=—1}P{S, 1 =b+1}

b>m b>m
+> P{X,=1}P{Sy_1=b—1}+ > P{X, =-1}P{S,_1 =b+1}
b>m b>m

—P{S,-1 >m} — P{S,_1 > m}
= IP(SiaZm— 14 P{Ss 2 mt 1)

5 IPLSs 1 > m =1} + P{Su1 > m o+ 1] = P{Sy 1 > m) — P{S 1 > m)
— PS> m—1}+ %P{Sn,l —m—1)

FP{Sh1 > m)+ %P{Sn_l —m 41} — P{Sp_1 >m} — P{Sn_1 > m}
= SP(Sea=m— 4 SP(Si i =m A1)~ P{S, = m 1)

1

= SIP{Sii=m—1} = P{Sy1=m+1}]. D

ITocnemuma 3.1. 3a m,n € N Baxnu
P{7m =n} = —P{S, =m)}.
n

Hoxa3s. IloaceTumo ce maenturera Koje heMo KOPUCTUTU ¥ OBOM ITOKA3Y
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() =2l ()= 0)

Kopucrehu nperxonne nmeaturere mobujamMo ma je

P{Sn,1 =m — 1}

-1
2—(n—1) n
<n—;m -1
_ 2—<n—1>"+2m( n )
n n+m
2

TIOK je

~1
P{Sp_1=m+1} = 27" ”(Zm

— 9=(-1H_ 2 +>

2
_ ntm
_ Qni -n n
n +

= 272 P == .
n {Sp =m}

Ha ocuoBy Teopeme crenu na je

1
P{rm=n} = Z[P{Sui-1=m—1} = P{S,-1=m+1}]
1 n+m _ nq;m
= 32-2-P{S, =m} —2m—2P(S, = m}]
1 nng TL+ n+m
= 52—71 P{S, =m}
n—+m

—n

m
= ZP{S,=m}. O
n {57 }

Hexra je M, = max{So, S1,...,5,}. Y HacraBry onpebyjemo pacmomeny ciydajHe senuunae M,,.

JIema 3.1. 3a cumerpuuno caydajuo ayrame {S,,n=0,1,2,...} Baxn

P{S,, = b}, b>r

P{M, > 7S, = b} =
Mz ! {P{Sn2rb}, b<r

Iokas. Heka je b > r. Kaxo je M,, = max{Sy,S1,...,S.}, T0o je M,, > S,, onakne cnenu na je P{M, >
r, S, = b} = P{S, = b},
Axo je, mak, b < r, 6poj TpajeKTopuja Koje JOCTUTHY HUBO I' Y HEKOM TPEHYTKY IIPE TPEHYTKA 1, & ¥ TPEHYTKY

n cy y HABOY b je uctu ka0 GpOj TpajeKkropuja Koje Cy y TPEHYTKYy N HOCTUrJIe HUBO T + (r —b) =2r —b. O
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Cauka 5: Caura y3 Jlemy 3.1

Teopema 3.3. 3a cumeTpruno caydajuo aytame {S,,n =0,1,2,...}, M, = max{Sy, S1,...,S,} nr > 1 askn

P{M, >r}=P{S,=r}+2P{S, >r},

P{M, =r}=P{S, =r}+ P{S, =r+ 1} = max{P{S,, =r}, P{S, =r+ 1}}.

JTokas.

P{M, >r} = > P{M,>rS,=b}
b
Ao S prg, =0} + 3PS, = 2r — b}
b>r b<r
= P{S.=r}+ ) P{S.=k}
k>r

= P{S,>r}+P{S,>r}
= P{S, =r}+2P{S, >r}.

ﬂanC, OPpUMCHOM OOKa3aHOT OeJjia TeopeMme, Ccienun

P{M, =r} = P{M,>r}—P{M,>r+1}
= P{S,=r}+2P{S, >r}—P{S,=r+1} —2P{S, >r+1}
= P{S,=r}+2P{S,=r+1} - P{S,=r+1}
= P{S,=r}+P{S,=r+1}
= max{P{S, =r}, P{S, =r+1},

jep je camo jenma on seposatunoha P{S, =r} u P{S, =r+ 1} pasauuura oxn mye.
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Cana hemo pauynarn Beposaraohiy P{m = 2j — 1}.

Bana ce cumerpuuan HoBurh Hemapan Gpoj myTa (25— 1 myra), ogakie ce nobuja je THOCTABHO CUMETPUUHO
caydajHo Kperame. Heke TpajekTopuje TOr ciaydajHOr Kperama he moctmhu HuBO 1 3a mpBux 25 — 1 KOpaka,
a Hexe Hehe. Y cayuajy Tpu bamama, Tj. 32 j = 2, IOCTOjU OCaM MOTyNuUX TPajeKTOpHUja O KOjUX CAMO IIeT

moctwky HUBO 1. (Crnuka 6.)

™ GGP ™ < GPG m - GPP

[ - [ - M [0 -

YT T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
oo 1.0 20 3.0 0o 10 20 30 oo 10 20 30 oo 10 20 30

o I PGG o I PGP o I PPG o o FPF

o~ — o — o - [ I

f<
|
:

|
|
|
-3

|

o0 1.0 20 30 00 10 20 30 0.0 10 20 30 0.0 10 20 3.0

Cuaura 6: M3BopHe Tpajekropuje

Pasmatpa ce Ttpajexkropuja koja mocturte HuBo 1 y HekoM TpeHyTky 71 < 25 — 1. O TOr TpeHyTKa, IpaBu
ce pedierroBana rpajekropuja (Camka 7.), Koja uIe KOPak rope CBAKM IyT KaJ OPUTMHAJ KUAE KOPAK HOJIe
u o6pHyTO. AKO Cce OpUrMHAJHA TpajeKTopuja 3aBpmasa u3Han 1 y TpeHyTky 25 — 1, oHma ce pediekToBana
TpajexkTopuja 3aBpmasa ncnon 1 y rperytry 2j — 1, u o6pryTo. Ilopen Tora, ako ce opuruHagHa TpajeKTopuja
3aBpmaBa y 1 y TpeHYTKY 2j — 1, oHZa ce m pedlileKTOBaHAa TpajeKTopHuja 3aBpmaBa y 1 y TperyTky 27 — 1.

Ilox TpajekTopujama Koje HOCTUTHY HUBO 1 y HEKOM TpeHyTKY 71 < 27 — 1 moapa3yMeBajy ce TpajeKTopuje
Koje cy m3Han 1 y TpeHyTKYy 27 — 1, 3aTuUM KOje Cy y HUBOY 1 M OHe KOje Ccy Impe TpeHyTkKa 2j — 1 mpomuie Kpo3
HUBO 1, a y TpeHyTKy 27 — 1 cy ucnon HuBoa 1.

PedraexroBane tpajexkropuje xoje cy m3HaL HUBOA 1 y TPeHyTKY 2j — 1 oaromapajy TpajeKkTopujama Koje
cy mpe TpeHyTKa 2j — 1 mpomure Kpo3 HuUBO 1, a y TpeHyTkKy 2j — 1 cy mcmnon mmsoa 1. IlocToju omosmko
pe(IIeKTOBAHUX TPAajeKTopHUja Koje Cy M3HA HUBOA 1 y TPEHYTKY 2j — 1 KOJIMKO M OPUTMHAJIHUX TPajEeKTOPUja
KOje cy M3HalI HuBOoa 1 y TpeHyTKy 25 — 1.

ITocroju TauHO jenna TpajekTopuja Koja je m3HaL HUBOa 1 y TpeHyTky 3 (HAKOH Tpu Gaunama), U TO je
I'TT. Ilocroje Tpu Tpjerropuje koje cy y HuBoy 1 y tpernyrry 3 m to cy I'I'Il, T'TIT', IIT'T. ITocroju jemma

pediekToBana Tpajexkropuja usHan Husoa 1y tpemytry 3 (I'IIII).
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Cnuka 7: PedaerroBane Tpajexkropuje

Iakmne, 6poj Tpajekropuja Koje MOCTUTHY HUBO 1 y HEKOM TpeHYyTKY 71 < 27 — 1 mobuja ce Tako mITO ce Ha
Opoj TpajekTopuja Koje cy m3Ham HuUBOA 1 y TpeHyTKy 73 < 2j — 1 moma mBoCcTpykKu OPOj OHUX TPajeKTOpUja
KOje cy m3Han HuBoa 1 y Tpeuyrry 27 — 1. Ipyrum peumma, 3a jeAHOCTABHO CUMETPUYHO CIYyUAjHO JIyTAHE

BaXHn

P{Tl < 2] - ].} = P{ngfl = 1} + 2P{S2j71 > 3}

Kako je {S,,n=0,1,2,3,...} jeIHOCTABHO CHMMETPUYHO CIYUajHO JIyTame, TO je

P{S3; 1> 3} = P{Sy; 1 < —3}.

Iake,

P{r <2j—1} = P{Ssj_1 =1} + P{Sy;_1 > 3} + P{S2j_1 < =3} =1 — P{Sy;_1 = —1}.

Ha 6u Sy;_1 6uno —1, y tux 2j — 1 Samama Mopa Outu j — 1 rpbosa m j mucama. Bpoj Tpajexkropnuja ca

a CBaKa TaKBa TPAjeKTOpUja ce peajusyje ca BepoBaTHONOM (%)23—1, TaKo Ia je

OBOM OCOOWHOM je

1\2i-1 (25 — 1)!
P{Syj1=—1} = (5) JG =1
AmHanor=o,
1\2i-3 (25 —3)!
P{Syj_5=—1} = (5) G-DIG -2
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Cuenu na je 3a j > 2 Bayu

P{T1=2j—1} P{T1§2j—l}—P{T1§2j—3}
(1= P{S2j-1=-1}) — (1 = P{S2j—3 = —1})

P{ng_g = *1} — P{ng_l = *1}

o /1\2-3 (25— 3)! 1\2-1 (25 — 1)!
- (5) (j_1)!(j_2)!_(§) G —1)!
_ (;)2“;!2(??1);! (450G —1) = (2 —2)(2j — 1))
— (5)7 SRSt - 2 - i - D)
1\2-1 (25 = 3)! .
- (5) ;!(33'—1))!(2‘7_2)
o 1N\2-1 (25 — 2)!
- (5) GG —1)!
TAKO 1A je MOKAa3aHO
o (INZL (25— 2)!
Pln=2-1}= () G-
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4 IIpumMeHa ciryuyajHOT JIyTamha

4.1 EpendpecTroB Mones ypHe

Y oBowm moriaBipy hemo omnucatu EpendecTtoB Momesn ypHeE KOju IpeICTaB/ba MATEMATUYKM MOIEN KOju
ommcyje nudysujy MOJEKyIa Kpo3 IponycThuBy MeMOpany. IIpe Tora hiemo kpo3 jeman mpumep yBecTH IOjaMm

cAy4YajHOT JyTama ca bapujepama.

IIpumep 4.1. (Jeonodumensuonaana cayuajna nomepawa) Hera je S = {0,1,2,...} u 3amucanmo ga mmamo
MaTEepUjaJHy YeCTHUIY KOja Ce 3a jeMMHUYHO BpeMe U3 Mojo:kaja j € S momepa y monoskaj (j+ 1) ca Beposat-
HohowMm p;, y momoxaj (j — 1) ca BepoBarHONOM ¢; MM ocraje y mojokajy j ca BepoBarHohiom 7; =1 —p; —gj,
npu uyemy je j > 1. Ilopen Tora, HeKa je po1 = Po, Poo = o = 1 — po. Hera je X, mosmoskaj decturie y TpeHyTKY

t. Tana je {X;,t € No} xomoren nanan MapkoBa ca MaTpunoM BepoBaTHONa mpesacka

To Po 0 0 0

Xomoren nanan MapkoBa ce nobuja u Kanga je CKyI CTama CKYIl CBUX IeJuX OpojeBa u

Djj+1 = PjsPji-1 = 45, Pj5 = T3>

rae je p; +q; +r; = 1 3a cBako 1mea06pOjHO j.

Axro je S ={0,1,2,...} mpy = 1,79 = go = 0, paam ce 0 ciaydajEoM moMepamy ca pedaexmyjyhiom bapujepom
y tauku x = 0. Axo je S = {0,1,2,...} w9 = 1, g0 = pp = 0, oHZIA Ce pamu O CIYyYajHOM IOMEDPAmY Ca

ancopbyjyhom bapujepom y tauku x = 0.

ITpumep 4.2. Heka cy mare mBe ypae o3umauvene ca A u B y KojuMa ce HaJia3u YKYIIHO m JonTuiia. Heka
ce y ypuu A manasu x, a y ypuu B m — x nontuna. Ha cayuajanm mauun OupaMo jenHy O JIONTHUIA IIPU
JyeMy OPeTHOCTAB/HAMO Oa CBAKy O JIONTHUIAa OupamMo ca mctoMm BepoBaTHOloMm. VM3abpaHy JsonTuiy moOTOM
npebalyjeMo u3 ypHe y Kojoj je 6buna y apyry ypay. O3mauumo ca X, ciyuajHy BeJWUYUHY KOja IPEACTABILA

6poj nontuna y ypuu A HakoH n—ror mssmavema. Tanma je {X,,n € N} cayuajuo myrame ca CKymoMm crama

S ={0,1,...,m} u Beposarnohama npenacka
m—1 . .
=t awo je j=1i+1,
Pij = -, awroje j=1i—1,
0, nHaYe

Hac 3arnMa rako ce Mema KOIUYMHA JONTULA Y YpHaMa nocie onpebenor Bpemena. Jla 6ucmo To onpenuiu,

mahwu hemo crammonapuy pamozmeny npouneca {X,,n € Ng}. Marpuna seposarnoha mpenacka je obanka
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0 1 0 0 0
— 0 =1 9 0
o 2 0 =2 0
P = ) .
0 0 mi g L
0 0 0 0
Axo je m = (w9, 71, ..., Tm) CTAIMOHADHA PACIOAEA, OHAA Basku m = 7 - P, Tj.
0 1 0 0
Lo =1 9
o 2 o0 =2
(70, M1, Tm) = (MoyT1yeensTm) - .m .m
0O 0 mTl
0 0 0
Oparne caenu na je
1
U — )
m
—(—1 1
™ = wm_l—i—imﬂ, 1=12,....m—1,
m m
1
Tm = —Tm-—1,
m
OTHOCHO UMaMO
m
T = Mmmgy = 0
(1)
om m m(m — 1) m
T2 = 27T1 27To 9 o 9 To
m +m—1 mm(m —1) m—1 m(m — 1)(m — 2)
T3 = — ™= — o — mmy =
° 3’23 T3 2 Y3 0 6

m
Ty = T0-
m

Iobunu cmo ma je

(18) = ("Z)m), sa i€ {1,2,...,m}.

Kako Basxku nma je Y m; = 1 u Baske jemnaroctu (18), To nobujamo ma je
i

o = )

Tj.
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(%)

2m

T = , 3a1€{0,1,...,m}.

Ilakne, oueKyjeMO na ce HAKOH MHOIO BpeMeHa y obe ypHe Hajga3u IPUOJIMKHO UCTU OpOj JIONTULA jep Cy

Te BepoBaTHohe majBehe.

4.2 3amarak o mMpomacTy Urpada

Pasmarpamo caemehu nmpobaem: Mrpau urpa Heky urpy Ha cpehlly y K0joj HAKOH yCIelIHe mapTuje mnobuja
jemaH »KeTOH, a HAKOH HeycuemHe rybu ynoskeH skeroH. CmaTrpa ce na je urpa ¢ep, Tj. ma cy BepoBaTHohe
ycuexa 1 Heycliexa y jeIHOj MapTUju jeqHaKe U U3HOCE % IIpernocraBmamo na urpad uMa T ;KeTOHA Ha MOYETKY
urpe, ca KOjoM mpecraje Kal ckynu tadno M skertona wium kan m3ryou cBe. Ako ckynu M skeToHa KaskeMO na
je mobenmo, a ako m3rybu cBe, Ka)KeMO Oa je IPOoImao.

ObGenexumo ca g, BepoBaTHONY mpomacTu urpadva Mol yCJIOBOM A je Ha MOYETKYy UI'Pe UMAaOo & KeTOHA, Tj.
Heka je ¢ = P(W|Dgy = z), rne je W morabaj ma urpau msrybu cse sxetoHe, a D, ciaydajHa BEIUYMHA KOja
npencraBiba Opoj skeToHa Mrpava HakoH n-te mapruje. Cama hemo mzpauyHaTt qg.

3a mouerak, UMaMO OBa TpuBMjaJHa ciaydaja. Hamme, ako je z = 0, urpau je mponao, na je go = 1, a ako je
xr = M, ougma je urpau nobenuo, na je qp = 0.

IIpernocrasumo can mna je 0 < z < M. Aro ca A obenexxknmo morabaj ma je urpau Guo ycmeman y IpBOj
nmapTuju, a ca A morabaj ma je urpau 6mo HeyCHemAaH y IPBOj IMAPTUjU, OHIA, HA OCHOBY (OPMYyJe IOTIIyHE

BepoBaTHONE MMaMO:

¢z = PWI|Dy=1x)
= P(WnNA|Dy=z)+ PWnA|Dy=z)
PWNAN{Dy=2z}) PWNAN{Dy=z})
P(Dg = ) P(Dg = x)
= P(A|Dy=2z) - PWI|AN{Dy =x})+ P(A|Dy = z) - P(W|[AN{Dy = z})

1 1

= 5 PWIDi=a+1)+5 PW|Di =2 1)
1 1
1 1

- iq:erl"_iq:cfl'

Hakmne, nobunm cMo na je q, = %qmﬂ + %qi_l. Cam, Ha OCHOBY YWHEHUIE 1A je

1 1 1 1
éqx + QQm =z = §QI+1 + 5%71,
nodujamMo na je
1 1
i(ql’+1 - qgc) = 5(‘]1: - qufl)v

OMIaKJIE CIenu na je
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Qz+1 — 4z =4z — qz—1 = "' = q1 — qo-

W3 nperxonue jemnaxkocTtu u ycioBa qog = 1 u gy = 0 caenu ma je

-1 = gqu—q
M-1
= > (gkr1 —ax)
k=0
M-1
= (1 — q0)
k=0
= M(q1 — q)-
Onasne je
1
q1—qo = M
Cama, 3a cBako 0 < x < M Basku
x—1
9z —qo = (qr+1 — qr)
k=0
x—1
= Z(fh = qo)
k=0
= z-(q1— q)
- _*
= A

Hakme, 3a cBako 0 < x < M, BepoBarHoha ma wurpad mpomanHe akKoO je Ha MOYETKYy UTrPe MMao T KEeTOHA

jecre

x
szl_M

Ha name hemo ce GaBuTm Ay:KMHOM WUI'De, TAUYHUjEe yCIOBHUM MAaTEMATUYKUM OUYEKUBAMEM IY/KUHE UIDE.
Heka je t, ouekumBanu Kpaj urpe, Tj. TPEHyTak mobeme MM MPONACTH Urpada, MO YyCJIOBOM Ma je mrpad Ha
MMOUETKY WUIpe MMao & sKeToHa. Ako je S ciayuajHa BeanuuHa Koja IpeacTaBba Opoj mapTuja mo mobeme wiau
OpONACTH Urpava, OHIA MOEKeMo 3amucaru na je t, = E(S|Dy = x). Jacuo je ma je to = tpr = 0, momroje urpa

3aBpinena unM urpad uma 0 mnu M xerona. 3a 0 < x < M Baku

t, = E(S|Do=z)
= E(SNA|Dy=x)+ E(SNA|Dy = x)

= %-E(S’\Dl=$+1)+%~E(S|D1=x—1)
= %(1+E(S|Do=x+1))+%(1+E(S|Do=x—1))
1 1 1 1
= 5 + §tm+l + 5 + itz_l
= 1+ 17fac+1 + 1%-1-
2 2

Axo t, manumemMo y oGJIUKY %tz + %tm nobujamo ma je
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1t + 1t =14+ 1t + 1t

2 T 2 xr — 2 x+1 2 rz—1,
OJAaKJE je

1 1

—(tpa1 —tz) = =14 =(tz —tz—1),

2( +1 ) +2( 1)
Tj.

loy1 —te = —2+1y —te1.

Kopucrehnu ycaose ty =ty = 0, nobujamo na je

0 = ty—to
M—-1

= Z (trtr — ti)

k=0
M—-1
= (—2ki +t — to)
k=0
M(M -1
VTRV

omakiye je t1 —tg = M — 1. Ilame, 3a 0 < z < M Bawkmu

r—1

te—to = Y (ka1 —tn)

k=0
— mz:(f% it — o)

k=0
_ 725”(%2_ Yy ar—1)
= z(M —2x).

Ilaxne, BepoBaTHONA mpomacTu urpava je ¢, = 1 — {7, a yCJIOBHO MaTeMaTUYKO OYEKUBAHE Iy/KUHE UI'De
jety =ax(M —x), rme je 0 < x < M.

4.2.1 Cwumynanuja

UckopuctuheMmo 3amarak 0 TpONACTU Urpada 3a MPUKA3UBAHKE KOMILjYTEPCKE CUMYJIANUje CIYUYajHOr JIyTa-
wa. sKesa HaM je ma Buaumo na au he Opoj urapa y Kojuma je urpad mpomnao ODUTH y CKIALy ca BepoBaTHONOM
MPOMIACTY UIr'pada KOjy CMO M3padyHaJu, U & JU [ie IpOoCcedHa Iy;KUHA UT'pe OUTU Y CKIAAY CA YCIOBHUM Ma-

TEMATUYKIM OUYEKUBAKEM NY/KMHE UTPE KOje CMO, TaKoDe, M3padyHAIn Yy OIPETXOTHOM Oey.

IIpBo hemo mamucram ¢yurmujy propast(x,M). Kao mro BummMo Ta ¢yHKIUja nMa OBa apryMeHTa, X U

M. IlpBu aprymeHnT, X, IpencraBjba OpOj KeTOHA KOje UI'pad MMa Ha IOYETKYy WUIPe, MOK APYTW apryMeHT, M,
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IpeacraBiba OpOj sKeToHA Kojem mrpad tpeba na mma ga 6ucmo ra cMmarpanau nobemaukoM. OBa QyHKIMja HAM
Bpahia BeKTOp uMju je NpPBUM eNeMEHT MHIUKATOD Tora ha ju je urpad m3rybumo (spaha 1 ako je msryGuo,

onuocuo 0 ako je moGenuo), a APYTU €JIEMEHT IPEICTaBiba LY:KUHY TPajarma Urpe.

propast<-function(x,M){

S<-x

t<-0

while (S!=0 & S!=M){
x=sample(c(-1,1),1)
S=S+x
t=t+1

}

if ($==0)
return(c(1,t))

else

return(c(0,t))

Capna hemo 10000 myTa cuMyaupaT UTPY MO MPETIOCTABKOM A je Ur'pady Ha MOYETKY Ur'pe UMao 2 KeTOHA,
a ma je morpebHO ma mMa 5 skeToHa ma 6mucMmo ra cMmarpaiau nobenaukoMm. Hakou Tora hemo mapauyHaTu cpenmy
BPEIHOCT CBUX MHAMKATOPA MOpPa3a, Kao U AY;KUHA Tpajama Urpe, Aa ODMCMO UX YIOPEIuJu ca BepoBaTHONOM

oponacTu, OJHOCHO YCJ/JIOBHUM MaTEMaTUYKNM OYEKUBambEM AYKUHE UT'DE.

set.seed(5)
R<-replicate (10000, propast(2,5))
mean (R[1,])
mean (R[2,])

Ilobujamo ma je cpensma BPpeAHOCT CBUX mHAuEaTopa mopasa 0.6038, a cpemma BpEAHOCT Ly:KUHA Tpajama

urpe 6.0006. Ha ocmoBy Teopujckor mena 3mamMo na BeposaTHoha mpomacTu urpada UsHOCH ¢ = 1 — 37 =

1—2 =2 =06, a ycToBHO MaTeMATHYKO OYeKmBame AyxuHe urpe t, = z(M — z) = 2(5 — 2) = 6. Onarye
BUAMMO 1a je BepOBAaTHONA HPONACTH Urpada IPUOIIMKHO MCTa CPEIH0Oj BPEIHOCTU CBUX WHAMKATOPA IMOpPa3a
U a je YCIOBHO MaTEMAaTUYKO OUEKMBAIE NYKUHE UrPe TPUOJIKHO UCTO CPEHh0j BPETHOCTU Ty KUHE TPajamha
urpe.

Ilakne, 3akpy4dyjeMo na je Opoj mrapa y KOjuMa je mrpad mpolao y CKIALYy ca BepoBaTHONOM mpomacTu

urpava, U Aa je IpoCevHa AY:KUHA UT'DE Y CKIALY Ca YyCIOBHUM MATEMAaTUYKUM OUEKMBAIEM Iy:KWHE UTDE.
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4.3 CuyuajHo JyTame y (UMHAHCHjCKOj MaTEeMaTHUIH

4.3.1 OCHOBHM IOjMOBM y (pMHAHCHjaMa

Y oBoj riaBu hemo ce 6aBUTH IPUMEHOM CJIYyYajHOr JIyTama y (UHAHCHU]CKO] MaTEeMAaTUNV, TAYHWUjE BU-
nehieMo Kako ce KOPUCTHU CIydajHO JyTame y onpebuBamy Oyayhux nena ommuja. IIpBo hemo medpunumcarm

OCHOBHE TIOjJMOBE€ U3 (MHAHCH]CKE MaTeMaTUKE KOje NeMo KOPUCTUTHU.
dunarcujcro cpedcmeo je HeU3nIKO CPEACTBO YMja Ce BPEAHOCT M3BOAU W3 YyTOBOPEHOr MOTPAKUBAA.

Bpeonochu nanupu (nnu zapmuje 00 epedrocmu) cy GUHAHCU]CKA CPEACTBA KOJUMA Ce MOyKe TproBaTu. Bpen-
HOCHU NAIIPU C€ JeJie Ha BPEIHOCHE NAMUpe ca QUKCHUM NpuXonoM (OOWYHU U OPOYEHU yJIo3U y OaHnm, o0Be-
3HUIE, XUTIOTEKE, AHYUTETU, UT].) U BPEIHOCHE TIANUpPe ca IPUXOA0M Koju Huje prkcan. HajsaskHuju Bpe tHOCHM
ManMpu ca IPUXOIOM KOjUu Huje PUKcaH cy armuje. Axyuje cy BpeIHOCHU MATUPYU KOjU NMPEICTABILA]Y BIIACHUII-

TBO HAJ AEJOM KoMnauuje.[2]

Ilopmgoauvo je KonexMja BpeIHOCHUX NaIMpa KOje HEKO mocenyje. BpennocT mopdomuja je nnHEeapHa KOM-

BuHAIja BPEIHOCTH MOjeAVHUX BPEIHOCHUX mamupa. [2]

Tox woeya je mMpoW3BOJbAH CKYI (MHAHCKUjCKAX TpaHCakmuja. 1Ok HOBHa 4ymHe ypeDeHn mapoBu peaHUX

6pojeBa, rue mpBu OPOj mpeacTaB/ba BpeMe, a APYTW M3HOC TPAHCAKIU]E.

Kamama npencrasiba HATOKHALY 3a Kopuinheme kanuraaa. Kamaheme ce meim Ha OUCKPETHO U HEMPEKUIHO,
Ipyu YeMy OUCKpPEeTHO kaMaheme MOKe OUTU MPOCTO U CIOMKEHO.

Kon mpocror kamahema kamMaTa je MpOMOPIUOHATHA BPEMEHY 3a Koje ce kamara obpauynasa. Ha mpumep,
aKo yJIOKMMO A HOBUAHMX jeAMHWNA HAa ¢ TOAWHA NMPU KAMATHOj CTOIM ¢, OHHA NeMO HAKOH ¢ BpeMEeHA UMATU
A(1 + it) HOBUAHMX jenuHUTA.

Kon crnoxkenor kamahema ce HakOH oOpadyHCKOr mepuona 3apabeHa kamara momaje TJIABHUIU W THUME Ce
nobuja raaBHUNA 3a HApeAHU OOpadyHCKEU mepuon. AKOo ce kamaTa obpadvyHaBa Ha TOIUINEEM HUBOY, OHIA he
BPEIHOCT yJIOKEHUX A HOBUAHMX jeMHMIA TPU KaMaTHO] cTomu i, HakoH t romuua 6utu A(1l +4)'. Kamara ce

He MOpa oOpauyHaBaTy Ha I'OOWIIEKEM HUBOY, Beh ce Hajuyemmhe roawHa mOJeau HA M jeIHAKUX IEePUOa, Ia Ce

3(m)

oOpauyH BpImIM Ha KPajy CBaKOT OJ THUX NMEpUoOa, IPU YeMy je KamaTa 3a CBaKd OJ[ TUX Hepuoaa “—

rme je

i(™) romumma kamMaTHa croma. Y TOM CIIy4ajy, aKo YIOKAMO A HOBUAHUX jeAVHUIA, TOCJE TOAUHY daHa hemo
;(m) .

mvatu A(l + ZT)"L HOBUAHUX j€IUHUIA.

Kamatry cromy 4 koja mpu mpocToM KaMaliemy nociie rOAUHY faHa IPOM3BOIY UCTY PE3YITAT KA0 U II0JIA3HA
kamarHa croma i) mpu ciaosenom kamaliemy ca m jeIHAKMX OGPAUYHCKUX IEPUOLA HAZHBAMO efexmuena
KaMamma cmona, TOK KaMaTHy cTomy (™) HAZMBAMO HOMUNGAMOM Kamammuom cmonom. Tama Baxn

Z’(nL) m
1+i=(1+2—)".
m

Axo myctumo nma m Tesrum OECKOHAUYHOCTH, OHAa mobujamo Henperuano kamaheme. Kox memperkumaor ka-

Mmahema ce y CBAKOM TpeHYyTKy oOpauyHaBa KaMaTa U JOJAaje Ha TJIABHUILY. Y JIOKEHUX A HOBUAHUX jeNUHUIA

HKOH I'OJUHY OJaHa HEIIPEKWJHOI ramahema ca TOooUIIEOM KaMaTHOM CTOIIOM Z(m) Ma BpeOqHOCT
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4(m) (m)
lim A(1+ —)™ = lim ¢ =¢",

m—o0 m m— oo
rae je r = lim (™). Hakon t roaumna oBakBor kaMahema yrowennx A HOBUaHWX jemuHnna mMalie BpemHOCT
m—o0
. im) . (m)
lim A(1+ —)™ = lim "~ =e™.
m—00 m m— o0

IIperxoauo pazMarpame HAM IOMaske Ja padyHaMo canamme u Oyayhe BpenHocTu HoBYaHux TokoBa. Heka
je (zo,x1,...,%n) TOK HOBIA. AKO BPIIMMO NPOCTO Kamaheme Ipu roAnInm0j KaMaTHO] CTONH §, OHJA CY CAJAIlma

u Oyayha BpegHOCT JATOT HOBYAHOI TOKA
T n
k k
PV = —_— = TRV
S =y
k=0 k=0

n

FV = ap(l+i)" "
k=0

Axo BpmmMoO cioxkeno kamaheme m Iy Ta MOOUIIEE Ca I'OAUIIHOM KAMATHOM CTOIOM i(m), onga he camamma

u 6ynyha BpeaHOCT MCTOT HOBYAHOT TOKA OUTH

S Lk S m)\k
PV =>%" T > (ol
k= k=0

0 (1 + m
" n (m)
M)\ n—k
FV = (1 —) :
> w1+ —
k=0
AKo KaMaTHY CTOIy oOpadyHaBaMO HENPEKUIHO, OHAA Cy calalllma M Oyayha BpemHOCT HOBYAHOT TOKA
(l‘(to),x(tl), .. 7:17(15”))
n n
PV = thke_”’“ = thkvt’“
k=0 k=0
u

n
FV = g, e (tnt)
E . .
k=0
Baxbo je mamoMmenyTu na nBa TOKa HOBIA MMAjy UCTY BPEOHOCT aKO Cy UM CaJalllhe BPENHOCTU jenHaKe U

Tada KaKeMO Oa Cy Ta ABa TOKa eK8UBAAEHTMHA.

4.3.2 Omnnuje

Onyuje cuanajy y GUHAHCHUjCKe AeprBaTe, MITO 3HAYM Ia j€ IHbUXOBA BPEIHOCT M3BEICHA U3 APYIUX BPEIHO-
CHMX Iamupa Koje Ha3uBaMo nodsoza. Ilommora 3a onnuje cy yriasBuHoMm arnuje. Onmnuja je yroBop KOju OHOME
KO ra Iocemnyje Iaje mpaBO, aju He u o0aBe3y, Oa KyIU WM IPOJA HEKM BPETHOCHU IAIUD MOXA JOTOBOPEHUM
ycaoBuMa (OJ yCIOBAMA C€ MUCJU HA [EHY U BPEME).

YTOBOpEHY IIeHy, IO KOjOj Ce MO:Ke KYIUTH, OZHOCHO NPOIATU BPETHOCHU Hamup, Nemo o3HauvaBaTtu ca K,

a BpeMe 10 mcTeka ommuje ca 1.
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OcHoBHE TIOzeNE onnuja Cy y OAHOCY HA TO A JIM CE ONNUja MOYKE KYIUTU WU HPOJATU U Yy OIHOCY HAa

BpeMe U3BpIIeHa Omiuje. Y TOM TOryeny, uMmamo 4 BpcTe omiuja

1. FEeponcke xoa onyuje-najy mpaBo, aju He U obaBe3y KYNOBUHE BPEAHOCHOT IalMpa IO yHAIpEeX HOrOBOpe-
HOj teHn K u MoOry ma ce akTUBUPA]jy caMo y yroBopeno BpeMe 1. llery eBpoICcKe KOJI OIIMje O3HAYABAMO

ca C.

2. FEeponcke nym onyuje- 1ajy IpaBo, aau He u 06aBe3y Ipoaaje BpeIHOCHOT Ianupa o YHAIpeI JOTOBOPEHO]
mern K m MoOry na ce akTUBUPAjy caMo y yroBopeHo Bpeme 1. IleHy eBpoIicke IyT ommuje O3HAYABAMO

ca p.

3. Amepuuke xoa onyuje- majy mpaBo, aju He U 0baBe3y KyNOBUHE BPEIHOCHOT MaMUpa MO YHAIpe JOTOBO-
penoj e K m MOTY na ce akTUBUPAjy y OMIO KOM TPEHYTKYy BPEMEHa Ipe YrOBOPEHOT BpeMeHa 1 Kao

u 'y TpenyTry 1.

4. Amepunre nym onyuje-najy IpaBo, ajiu He U 0b6aBe3y Npoaaje BPeIHOCHOT MANNpPAa M0 YHAIPE J0TOBOPEHO]
mern K u Mory na ce akTHUBUPAjy y OMIIO KOM TPEHYTKY BpPeMeHa IIpe YyIOBOPEHOr BpeMeHa I Kao U y

TpeHyTKy 1.

[Touerny BpegHOCT mamupa Ha KOjU Ce OJHOCH OIINMja y TPEHYTKY CKJAlama yroBopa O3HadaBaMo ca Sy, a
neny y tpeuytry t, 0 <t <T ca S;.

Pasmorpumo cana eBponcky ko omujy ca BpemeHoMm mcrtera 1’ u yroBopenowm nenom K. Heka je St mena
akIyje Ha KOjy ce omuja oqaocu y TpeayTky 1. Onpenuhemo rkoanko Bpeau kou onmuja y TperyTky 1. I[Toctoje

2 ciayuvaja, Kama je IeHa akiuje Mama Hero IeHa ONiuje, U Kalda je meHa aknuje Beha Hero meHa OIIuje.
1) Ako je St < K, oHza je BpeQHOCT ONIUje HyJIa, jep aKIUjy MOKEMO KyNUTH je(TUHUje Ha TP:KUIITY.

2) Ako je Sp > K, onna omuja mmMa BPEIHOCT, jep HaM oMoryliaBa Ja akOujy KyHOUMO IO yTOBODEHOj LEHU
K xoja je mwka on TpsxumHe nexHe St. Kymmeny aknujy mo nenu K MoskeMO o4Max Ia MPOJAMO IO IEeHU

S, u Tume ocrBapumo npo¢ur St — K.
Ilaxne, BpeJHOCT KOJI ONIUje Y TPEHYTKY ucreka 1 je
¢ = max{0,St — K}.

CrBap he Outu cympoTHa akO pa3MOTPUMO €BPOICKY IIyT OmIujy, Takobhe, mo yroBopenoj mexu K u y

yrosopeno Bpeme 1. TlonoBO paszmarpamo ciydajese kan je Sp < K u kan je St > K.

1) Ako je St < K, oHza IyT onnuja uMma BPEIHOCT, jep MOKEMO KyNUTHU Ha 0ep3n akiujy mo menu St, ma je

oHna mpoaatu no uenn K, m tume ocrBaputu npodur K — Sp.

2) Ako je St > K, nyt onuuja Hema BPEIHOCT, jep je OECMUCIEHO MPONABATH akmujy 1o mnenu K, ako je

MOKEMO MPOJATHU Ha TPRUIITY 3a ST > K.

Ilakme, BpeIHOCT €BPOIICKE IIYT OMIUAje V¥ TPEHYTKY ucteka 1 je

p = max{K — Sr,0}.
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4.3.3 Teomerpujcko ciyuajHO JIyTame

Y OCHOBU CJIy4dajHOr JIyTalma je MPEeTIOCTABKa Ma Cy CBU KOpPalWd y CIYYajHOM JyTamy, Tj. CBE CiIydajHe
Benuuube (X, )neny MeDycobuo nezaBucue. MehyTumM, eKOHOMCKe BpEMEHCKe cepuje He 3aI0BOJbaBajy Ty IpeT-
mocraBky. Ha nprMep, ce30HCKe OCImIIanuje MeCEUHUX MIPOJAJHUX MOAATAKA Y AICOJNYTHIM M3HOCUMA Cy 3HATHO
Behe ako je mpoceuHa romumma Iponaja BUcoka. HacynmpoT Tome, pesaTWBHE MM IPOIEHTYAJIHE IPOMEHE Cy
cTabuiHe TOKOM BpEMeHa U He 3aBUCE O TPEHYTHE BpeAHOCTU S,. 360r Tora yBOOUMO 2€0MEMPUICKO OUHOMHO

cayuajno aymame (Sp)nen, TOMONy jenHaxkocTu

(19) Sn:Xn'Snfl :SO' HXk7
k=1

rae cy cayuajue Beaununte (X, ),en MeDycoOHo HezaBucue u umajy caenehiy pacmozmeny Beposarnoha:

P{Xn:u}:pa P{Xn:d}:qzl_pa u,d;«éO,l,pE(O,l)

3a CBaKU MpUpomaH 6poj n. [7]

Tana je
EX,=up+d(l—p)=(u—dp+d3sacsako n € N,

[a U3 IPETIOCTABKE O HE3aBUCHOCTU ClydajHux Beaumuumsa (X, )nen ¥ jenHaxkoctu (19) ciemu na je

ES,=ESy- (EX1)"=ESy-((u—d)p+d)",
mro 3uaun na FS, pacre miau omana ekcrnoHeHnujaJgHo ako je £X; > 1, omgrocuo FX; < 1.

1—-d

Ako je EX; = 1, 1j. ako je p = u_fl, ouga je mpouec (Sp)nen, cTabuaan y npoceky. Cnenumjanno, ako je

d:%,OHILajeEX1:13ap:u%rl.

Ako norapurmyjemo jemuakoct (19), nobujamo na je

InS, =InS;+ Y InX;.
k=1

Cayuajan mpomec S, = In S, je obuuno cayuajro ryrame, rae je S =InSo u X,, = In X,,, n € N, npu uemy
cnydajue Bemmunae X,,,n € N uMmajy crenehy pacmomeny seposarHOha
P{X,=u}=p, P{X,=d}=1-p.

Ilaksie, oBOM TpaHC(OpPMANIjOM CMO, O M€OMETPHUjCKOI OMHOMHOI CJIydYajHOr JIyTama, TOOWIn OOWYHO CIy-

yajHO nyTame (KOI KOra KODAaK HUje jeMUHUYHM). [ 'eOMETpPHjCKO GMHOMHO CIIYUYajHO JyTame Ce KOPUCTU KO

onpebuBame nena akmuja OMHOMHUM MOIEJIOM.
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4.3.4 BuHOMHU MoOIeJ ca jeHUM KOPAKOM 3a €BPOIICKE KOJI ONIIUje

3a HaJajKeme IeHe eBPOICKe KOJI OIIUje IMOJIa3uMO On OuwHOMOr Momena. llpuaukom ompebuBama mene
eBpOIICKe KoJI onuuje nomroBaliemo npunnun koju ce 308e Risk— Neutral Valuation (uponena koja je HeyTpassa
on pusuka). Taj IpuHIUI HAM Kaske Oa je IeHa ONNUje CaNalliha BPeAHOCT MATEMATAYKOI OUEKUBAKA O JOOUTHU
omnnuje.

Pasmorpumo GunoMHEM MOmes ca jemHuM KopakoM. Heka je camamma IeHa akmuje Sy u Heka je [ meHa KoJ
ommyje ca MCTeKOM y TpeHyTkKy 1 um yroBopenowm meHoMm K. IlpermocraB/paMo ma IeHa OmIUje MOKE WA O
mopacre u Oyme Sou, rme je uw > 1, wium na omamme, u Oyme Sod, rae je d < 1. Takobhe, mpermocraBumo na
cy BepoBaTHONe kKoje omrosapajy TuMm aBema moryhuoctuma p m 1 — p, pecuektuBHO. [lakie, nmeHa akimuje Ha

MOYETKY APYrOr Mepuojla je ciydajHa mpoMeHmuBa S1, ca ciemehom pacmomemom

SUU Sod

Sli
p 1-p

Mogen je onpeber ako je mo3HaTa jeoumHWIAa BPEMEHA Y KOjO] Ce IPOMEHE I[eHa HelaBajy, Gpakrtopu u u d, Kao
u BepoBarHOoha p.

Axo nena aknumje mopacte , 106uT on Kox omnnuje usnocu f, = mar{Sou — K,0}, a ako nena naznse mobur je
fa = maxz{Spd — K,0}.

ITocmarpajmo cam moprhoamo Koju ce cacToju Ox:
1) A akumja Koje CMO KyIWJIM U Yuja je TPEHyTHA IeHa Sj.
2) Ilpomanu cMO jenHy €BPOICKY KOJI ONIU]y HA T€ aKUuje.

Hum wam je ma ompemumo OHY BpemHocT 3a A 3a Kojy je oBaj mopTdoano Ge3pusmyad, Tj. 3a KOjy je
BPEIHOCT MOPTHOIAUa y TPEeHyTKYy 1 ucTa HE3aBUCHO OJ TOTA A JIX BPETHOCT aKIUja MOPaCTe WU OTalHe.

Axo meHa akmuje mopacte y TpeHyTky 1, BpemnocT moprtdoaua je SouA — f,, a ako IneHa akuuja maHe
y tpenyTky 1, Bpemnoct moprthonua je SodA — fy. Ila Ou mCOOUITOBAIN TPUHIWN OE3PU3MYHOCTH, Tj. na Ou

mopTdoano OMO HEe3aBUCAH O MIPOMEHE IIeHE aKIuja, MOpa OuTuy

SouA — fi, = SodA — fq,

OJAaKJE je

_ fu_fd
(20) A= Sou_Sed

Y Towm ciydyajy, noprdoano Tpeba ma 3apaar UCTO OHOJIUKO KOJIMKO OU Ce 3apaguiio Ja Cy MOYEeTHA CPEeICTBA

yiokeHa y GaHKy mo kamaTHO] cronu ¢. Camamrma BPeIHOCT TOI HOPTHOIna je

(Soul — fu)e™'.

Ilena xojy cMo minaTtunu 3a TOpPTHOIUO je

SOA_fa

ma cjaeau na je
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SoA — f = (Soul — f,)e 7,

OJaKJe je

f=50A— (So’u,A — fu)e_iT.

Kopucrehin jemnakocr (20) mobujamo na je

_ fu_fd _ fu_fd _ —iT
Jo= SoguToa UG Tsea e
fu_fd_ fu_fd_ —iT
T ou—d (uufd fu)e
_ L w ip Lt u oy 1
a fu(u—d u—de te )+fd(u—de u—d)
T —iT

= fuz_d(eiT—u—I—(u—d)) —|—de

T _d iT

_ 4T

= ¢ h u—d u—d
iT iT

et —d u—e

- ¢ (ufdfu—’— ufdfd)

= e T(pfu+ (1 —p)fa),

e’ —d
u—d

rme je p =

Ilakne, y ciaydajy Kana ce IpPOMeHA IleHa aKIfje MOoaeIrpa OMHOMHUM MOIEJOM Ca jeTHMM KOPAKOM, I[€HA

aknuje je maTta (GOPMYJIOM

et —d
u—d

(21) f=e"(pfu+ (1—p)fs), rme je p=

IIpumep 4.3. Hahu neny eBpomncke kKoJ onmuje Ha akOujy 4duja je MeHa y MOoYeTHOM TpeHyTky Sy = 208 ca
nocnehem kpos Tpu Mecena (Tako ga mmamo T = 2 = 0.25) n yrosopenom nerom ox 21$. Ilena aknuje Morke
nma mopacrte Ha 22$ mim na mamme Ha 188 mo Kpaja yroBopeHOr TpOMECedHOr mepmona. be3pusmuHa KaMaTHA

crona msHocu 12%.

Pememe. [lakne, umamo ma je T = 0.25, Sy = 20, K = 21, Spu = 22 u Syd = 18. Onparae ciuemu na je

u:%zll.lMdz%zOQ,KaoyIﬂaje

fu = max{Sou — K,0} = max{22 — 21,0} =1
fa = max{dSy — K,0} = max{18 — 21,0} = 0.

Kopucrehiu ¢popmyny (20) mobujamo ma je

_ _fu—fa 120 =0.25,
Sou — Sod 22— 18

IITO 3HAYM na ce Ham 0e3pm3uyHy noprdoinauo cacroju ox 0.25 armnuja u jense xou onnuje. Tana je

T _ g 012025 _ (g
P=a 11-09 ’

na u3 popmyie (21) mobujamo ma je BpeOHOCT Ommuje
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f=e012025(0,6523 - 1 + (1 — 0.6523) - 0) = 0.6523 - ¢~ *-120-25 — (,633.

4.3.5 BuHOMHU MOOeJI ca BUIIE KOPAKa 3a €BPOIICKE KOJI OIIUje

Canma hemo ropucTuTu OGMHOMHU MOZIEJ 3a MOIEJUpPAHE IIeHe €BPOICKE KOJI ONIUje MOCJEe ABa IEePUOIA.
Kopucrtuhemo ciuune o3nake ka0 u koI OMHOMHOD MOzesia ca jeHuM KopakoM. Jlakie, HeKa je camalima IeHa
akmuje So u Heka je f BpemHOCT ommuje ca ucrekoM 1’ u yropopenoM nesHoM K. Ilema akmuje y mpBOM mepuomy
MOKe na mopacte u Oyme Sou, u > 1 mam ma omamme u Oyme Spd, d < 1. CiuuHO je M y APYrOM MEPUOLY:
aKo je IeHa TocJe MpBOT mepuona Sou, OHIA TOCJae APYror Moxke outu mmm Sou? mwmm Spud, a ako je mocie
npsor mepuona Sod, orma je mocme apyror mmu Sod? mmu Sodu. Ca f,, o3maunheMo BpeIHOCT ONIUje HAKOH
IBa IEepUoaa ako je IeHa mopacia y oba mepuona, ca f,q aKO je IeHa y jeQHOM IMePUOLy MOpPAacia, a y APYToM
omaina, a ca fgq ako je y oba mepuoma onasa. (cauka)

Tarobe, ocraje mpernocraBka ma IeHA aKOUje y CBAKOM IMEPUOLY HopacTe ca BepoBaTHohoM p, a omanxe ca
BepoBaTHOhoM 1 — p.

Tana je

fuuw = mazx{Sou® — K,0},
Sud max{Soud — K, 0},
fad max{Sed* — K,0}.

ITocmaTpamMo uctm mOpTHOINO Ka0 U y CIydajy OMHOMHOT MOZena ca jeoHUM kopakoM. [lakie, moprdoano
ce cacToju on A akIuja KOje CMO KyNWJIV W Yuja je TPEHYTHA IeHa Sy U jelHe IpOoHaTe eBPOICKe KOJI OIIje
Ha Te akiuyje.

Ipumenom dpopmyse (21) mobujamo na je

fu = e_iT(pfuu+(1_p)fud>7
fo = e (pfua+ (1 = p)faa),

IIa OIleT, IPVMMEHOM HcTe (opMmyJie, nobujaMo na je

f=eT(pfu+ (1 —p)dy),

j,

f = e_QiT(p2fuu + 21)(1 _p)fud + (1 - p)Qfdd)~

Amajiorso ce padyHajy GpopMyJiie 3a U3padyHaBame BPEAHOCTU MOPTHOINA U KO OMHOMHUX MOJEJIa Ca BUIIE
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oo OBa KOpaKa.

HpI/IMep 4.4. Heka Bake ucrtu YCJIOBM KaO y IpPeTXOoJHOM IIPpUMMEpPYy C TUM HITO Cad MOAEJMPaMO BPEIHOCT

omnmnyje ODMHOMHMM MOZEJIOM Ca ABa KOPakKa.

Pememe. [Toncerumo ce na je T'=0.25, K =21, Sy =20, u=1.1, u d =0.9. Tana je

fuuw = maz{Sou® — K,0} = mar{24.2 — 21,0} = 3.2,
fua = mazx{Syud — K,0} = max{119.8 — 21,0} = 0,
faa = maz{Sed*> — K,0} = max{16.2 — 21,0} = 0.

—iT _ g —0.12:0.25 _ () g
p=F = ¢ — 0.6523.
u—d 11-0.9

Kopucrehu dpopmyay (21) mobujamo na je

fu = €T pfuu+ (1 —p)fug) = e 212925(0.6523 - 3.2) = 2.0257,
fa = e T (fua+ (1=p)faa) =0,

ma, kopucrehu ucty Gpopmynay mobmjaMo ma je BPpeOHOCT OIIu]je

f=e"T(pfu+ (1 —p)fs) =e 21202506523 - 2.0257 = 1.2823.

4.3.6 DBuHOMHU MOOeJI 3a €BPOIICKE IIYT OIIIUje

Bpemnocr eBpomnckux myT omiuja ce padyHa CINYHO KAO W BPEIHOCT €BPOICKUX KOJ onuuja. CymTUHCKH,
pa3iuKa je y TOMe KaKO Ceé PadyyHa BPEIHOCT IOjeIWHAYHUX OIIU]jA.

IlonceTrumo ce, eBpoOIICKe Iy T ONIMje Iajy IPaBo, ajau He 1 0b6aBe3y IpoJiaje BpeIHOCHOT IaInpa IO YHAIPeH
J[OroBOpeHoj menn K m MOTy [a ce akTUBUpPAjy caMo y yroBopeHo Bpeme 1. Ako ca S7 03HAUMMO IEHY AKIje

y TpeHyTKY 1, OHIa pa3iNKyjeMO OBa CIydaja:
1) Axo je Sr < K, onna nyt onnuja uma Bpensoct K — Sp.
2) Axko je St > K, onma myT onmuja Hema BPEIHOCT.

Hakae, p = max{K — St,0}. CBe ocTano je IPAKTUYHO KUCTO KAO U KOJI €BPOICKAX KOJ ommja. [loKakuMo TO

Ha jeTHOM IpPUMEDY.
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ITpumep 4.5. Hahu neny eBpoicke myT omiuje 3a 6 Mecenu Ha akiyjy 4Yuija je IeHA y IOYETHOM TPEHYTKY
Sp = 20% ca mocmehem kpo3 3 Mecena u yropopenoM neroM on 218$. Ilena akmuje moske 3a 3 Mecena na mopacte

10% wnn na omamue 10%. Bespusnuna kamaTHa croma uznocu 12%.

Iakne, nmamo na je T'=0.25, So =20, K =21, u=1.1, d=0.9 u ¢« = 0.12. Tana je

fuu = maz{K — Spu?,0} = maz{21 — 20 -1.1%,0} = maz{-3.2,0} =0,
fua = maz{K — Spud,0} = max{21 —20-1.1-0.9,0} = max{1.2,0} = 1.2,
faa = max{K — Syd* 0} = maz{21 —20-0.9%} = max{4.8,0} = 4.8,

iT_ g 012025 _ (g
p=C = — 0.6523.
u—d 1.1-0.9

Kopucrehu ¢popmyay (21) mobujamo na je

fu e T (pfuuw + (1 = p)fua) = e 12025(0.6523 - 0 + 0.3477 - 1.2) = 0.4049,
fa = e (pfua+ (1 —p)faa) =e *12925(0.6523 - 1.2 + 0.3477 - 4.8) = 2.3793,

ma, kopucrehu ucty Gpopmyay mobmjaMo ma je BpeOHOCT OIIu]je

f=eT(pfu+ (1 —p)fs) =e 12025 .(0.6523 - 0.4049 + 0.3477 - 2.3793) = 1.0591.

Ilakne, Bpenuoct oBe myT ommuje je 1.0591.
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5 3arkdbydak

CuyyajHO JgyTame je BakaH MATEMATUUYKU KOHIENT KOjU MMa BEJUKY NPUMEHY y DA3HUM HAayJHUM OO0Ja-
cTuMa, jep oMoryhaBa peayiHO ONMCUBALE CIAYyYajHUX MOjaBa y mpakcu. llopen MaTreMaTuke, CIIydYajHO JyTAkE
HaJla3u IPUMEHY M y HayKaMa Kao IITO Cy eKOHOMUja, Ouojoruja, (pU3uKa, eJeKTPOTEXHUKA, UTI.

Y oBOM pamy CMO aHAJIU3UPAJN OCODMHE jeTHOIMMEH3NOHOT CIYYajHOT JyTama Y KOHTEKCTY TEOpUje JIaHAla
MapkoBa 1 Teopuje MApPTUHTAJIa U OIMUCAJJIN CMO HEKA IBeroBa yommrema. Takohe, HaBeaum CMO U HEKe mpuMepe
IpUMEHE CIYYajHOT JIyTalma, IPe CBEra, IPUMEp IPUMEHE CIYYajHOr JIyTamha Y QUHAHCU)jCKO] MATEMATUIN, KOI

onpebuBama 1eHa €BPOICKUX OIIIKja.

53



JInreparypa

IIaBne Munanenosuh, Beposarnoha u crarucrurka, Maremarnuku paxynrer Beorpan, 2008.

Cnobonanka Jankosuh, Bojana Munomesuh, Exementu ¢punancujcke maremarure, MareMaTudsu Gakyi-

tet, Beorpan, 2017.

Serik Sagitov, Probability and Random Processes, Chalmers University of Technology and Gothenburg University,
2013.

Mapro Kpcruh, Cayuajuo gyrame u youmrrema, MaTeMaTuuku paryITeT
Takis Konstantopoulos, Introductory lecture notes on Markov chains and random walks, 2009.

Luca Avena, Markus Heydenreich, Frank den Hollander, Evgeny Verbitskiy, Willem van Zuijlen, Random Walks
(lecture notes), Mathematical Institute, Leiden University, The Netherlands

http://stb649.wiwi.hu-berlin.de

54



	Uvod
	Sluchajni procesi
	 Osnovni pojmovi sluchajnih procesa
	Konachnodimenzione raspodele sluchajnog procesa
	Trajektorije sluchajnog procesa
	Vektorski sluchajni proces

	Procesi sa nezavisnim prirashtajima
	Lanci Markova
	Verovatnoc1e prelaska u n koraka
	Markovljev momenat i jako Markovljevo svojstvo
	Povratna i prolazna stanja
	Srednje vreme chekanja povratka u dato stanje
	Stacionarne raspodele

	Martingali-osnovna svojstva

	Sluchajno lutanje kao lanac Markova
	Jednodimenziono sluchajno lutanje
	Simulacija

	Uopshteno jednodimenziono sluchajno lutanje
	Simulacija

	Jednostavno sluchajno lutanje u dve dimenzije

	Sluchajno lutanje kao martingal
	Primeri
	Princip refleksije

	Primena sluchajnog lutanja
	 Erenfestov model urne
	 Zadatak o propasti igracha
	Simulacija

	 Sluchajno lutanje u finansijskoj matematici
	Osnovni pojmovi u finansijama
	Opcije
	Geometrijsko sluchajno lutanje
	Binomni model sa jednim korakom za evropske kol opcije
	Binomni model sa vishe koraka za evropske kol opcije
	Binomni model za evropske put opcije


	Zakljuchak

