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Uvod

Jednodimenziono sluqajno lutaǌe odnosi se na kretaǌe zamixǉene qestice po realnoj pravoj, pri

qemu su u pitaǌu jediniqni koraci u pozitivnom ili negativnom smeru. Ovaj osnovni model ima brojna

i razliqita uopxteǌa, kao xto su lutaǌe u vixe dimenzija, sluqajno lutaǌe po rexetki, grafu, uz

dodatna ograniqeǌa, itd, koja tako�e nalaze svoju primenu u praksi.

U prvoj glavi rada izlo�eni su osnovni pojmovi iz teorije sluqajnih procesa, definicije i osnovne

osobine lanaca Markova, kao i definicija i osnovna svojstva martingala.

U drugoj glavi se uvodi pojam sluqajnog lutaǌa, analizira se jednodimenziono sluqajno lutaǌe u

kontekstu teorije lanaca Markova i navode neka ǌegova uopxteǌa. Pored toga, uvodi se i sluqajno

lutaǌe u dve dimenzije i ǌegova osnovna svojstva.

U tre�oj glavi se navode neki primeri martingala i analizira se pod kojim uslovima je sluqajno

lutaǌe martingal, odnosno submartingal, odnosno supermartingal. Tako�e, u ovoj glavi se uvodi i

princip refleksije i uz pomo� ǌega se dokazuju razna tvr�eǌa u vezi sa sluqajnim lutaǌem

U qetvrtoj glavi se navode neki primeri primene sluqajnog lutaǌa, pored ostalih i primer primene

sluqajnog lutaǌa u finansijskoj matematici.
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1 Sluqajni procesi

1.1 Osnovni pojmovi sluqajnih procesa

Definicija 1.1. Neka je (Ω,A, P ) prostor verovatno�a i (R,B) merǉiv prostor, gde je B Borelov

skup. Familija {Xt, t ∈ T} funkcija X : Ω→ R definisanih na prostoru verovatno�a (Ω,A, P ) i merǉi-

vih u odnosu na sigma algebre A i B, u smislu da za svaki skup B ∈ B va�i X−1(B) ∈ A, zove se sluqajni

proces. Skup T se zove parametarski skup, a prostor (R,B) se zove fazni prostor.

Ako je T = R = (−∞,+∞), T = [0,+∞) ili T = [a, b] ⊂ R, onda se parametar t ∈ T uglavnom interpre-

tira kao vreme, a sluqajni proces {Xt, t ∈ T} zove se sluqajan proces sa neprekidnim vremenom. Ako je

T ⊂ Z, gde je Z skup celih brojeva, onda se sluqajni proces {Xt, t ∈ T} zove sluqajan proces sa diskretnim

vremenom, ili sluqajan niz. Ako je T ⊂ Rd, gde je d ≥ 2, onda se sluqajni proces {Xt, t ∈ T} zove sluqajno

poǉe.

Pri razmatraǌu sluqajnih procesa sa neprekidnim parametrom radije �emo koristiti oznaku {X(t), t ∈
T} umesto {Xt, t ∈ T}. Tako�e �emo za sluqajni proces koristiti i oznaku X = {Xt, t ∈ T}.

Svojstva sluqajnih procesa bitno zavise od strukture parametarskog skupa T i od prostora (St,Bt)t∈T ,
u kojima sluqajni elementi Xt uzimaju vrednosti.

Navex�emo sad neke primere sluqajih procesa:

Primer 1.1. Pretpostavimo da avion treba da leti konstantnom brzinom v0 u toku vremenskog in-

tervala T = [a, b]. Pod dejstvom raznih sluqajnih faktora (npr: kolebaǌa brzine vetra, kolebaǌa tem-

perature, prolaz kroz slojeve sa razliqitim gustinama) qiji intenzitet i delovaǌa na brzinu aviona

se ne mogu unapred znati, brzina aviona u vremenu T ne�e biti stalno jednaka v0, ve� samo bliska v0.

Stvarnu vrednost u nekom momentu t ∈ [a, b] mo�emo smatrati jednom od mogu�ih vrednosti neke sluqajne

veliqine, koja je razliqita (u opxtem sluqaju) za razliqite vrednosti t. Dakle, u momentu t brzina je

V = V (t), gde je V (t) sluqajna veliqina. Zato �emo re�i da je brzina aviona sluqajna funkcija vremena:

V = V (t), t ∈ [a, b].

Primer 1.2. Napon V i jaqina elektriqne struje I na kraju provodnika pulsiraju u vremenu:

V = V (t), I = I(t). To dolazi otuda xto toplotna kretaǌa pojedinih elektrona izazivaju promene ovih

veliqina. Me�utim, te promene nisu deterministiqkog, ve� sluqajnog karaktera. Zato se mo�e smatra-

ti da su napon struje {V = V (t), t ∈ T} i jaqina struje {I = I(t), t ∈ T} sluqajne funkcije vremena, tj.

sluqajni procesi.

Primer 1.3. Ne mora obavezno da argument sluqajne funkcije bude vreme. Na primer, temperatura

vazduha se mo�e posmatrati kao sluqajna funkcija visine: Z = Z(h). Pored toga, ima i primera sluqaj-

nih funkcija koje zavise ne od jednog ve� od vixe argumenata. Recimo, temperatura vazduha, pritisak

vazduha, brzina vetra- sve su to primeri sluqajnih funkcija od qetiri argumenta: triju prostornih

koordinata x, y i z i vremena t.
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Primer 1.4. Neka je (Xn)n≥1 niz nezavisnih sluqajnih veliqina i neka je Sn = X1+X2+· · ·+Xn, n ≥ 1,

niz parcijalnih zbirova. Jasno je da su qlanovi niza (Sn) zavisne sluqajne veliqine. U vezi sa ovim

nizom primetimo slede�e: Ako su s1 < t1 ≤ s2 < t2 prirodni brojevi, onda su sluqajne veliqine St1−Ss1 i
St2 −Ss2 nezavisne, tj. priraxtaji zbira na intervalima (s1, t1] i (s2, t2] su nezavisne sluqajne veliqine.

Ako sluqajne veliqine X1, X2, . . . uzimaju, na primer, vrednosti u skupu celih brojeva sa verovatno�om

1, onda su takvi i svi qlanovi niza (Sn). Ako su sluqajne veliqine X1, X2, . . . apsolutno neprekidne

sluqajne veliqine, onda su takvi i parcijalni zbirovi.

Primer 1.5. Prouqava se neka fiziqka veliqina koja se meǌa tokom vremena, na primer, temperatura

vazduha na odre�enom mestu. Vrednost te veliqine u trenutku t je sluqajna veliqina X(t), pa se ovde

prirodno pojavǉuje familija sluqajnih veliqina {X(t) : t ≥ 0} sa apsolutno neprekidnim raspodelama.

Primer 1.6.Broj isplata odxteta koje tokom vremena, poqiǌu�i od nekog trenutka, ispla�uje osi-

guravaju�e druxtvo opisuje se familijom sluqajnih veliqina {N(t), t ≥ 0}, koje zavise od parametra

t ∈ [0,+∞). Pri tome, svaka sluqajna veliqina X(t), koja predstavǉa broj ispla�enih odxteta do tre-

nutka t, uzima vrednosti u skupu nenegativnih celih brojeva.

1.1.1 Konaqnodimenzione raspodele sluqajnog procesa

Neka je {X(t), t ∈ T} dat sluqajni proces. Za svako fiksirano t ∈ T , X(t) je sluqajna veliqina koju

zovemo zasek ili seqeǌe procesa X u taqki t. Ta sluqajna veliqina ima svoj zakon raspodele koji je

odre�en odgovaraju�om funkcijom raspodele:

Ft(x) = P{X(t) ≤ x}.

Familija tih funkcija u odnosu t ∈ T {Ft, t ∈ T} je familija jednodimenzionalnih funkcija raspodele.

Ako fiksiramo n vremenskih trenutaka t1, t2, . . . , tn, dobijamo n sluqajnih veliqina X(t1), X(t2), . . . , X(tn),

koje mo�emo posmatrati kao koordinate n-dimenzionalnog sluqajnog vektora (X(t1), X(t2), . . . , X(tn)). To

je jedan n-dimenzionalni zasek sluqajnog procesa X. Raspodela n-dimenzionalnog zaseka odre�ena je

n-dimenzionalnom funkcijom raspodele

Ft1,...,tn(x1, . . . , xn) = P{X(t1) ≤ x1, . . . , X(tn) ≤ xn}.

Ako pustimo da (t1, . . . , tn) pro�e kroz skup Tn, onda dobijamo familiju n-dimenzionalnih funkcija raspo-

dele sluqajnog procesa X.

Konaqnodimenzionalne raspodele sluqajnog procesa zadovoǉavaju slede�a dva uslova:

(1) Uslov simetrije

Za proizvoǉnu permutaciju (j1, j2, . . . , jn) skupa {1, 2, . . . , n} va�i

Ftj1 ,tj2 ,...,tjn (xj1 , xj2 , . . . , xjn) = Ft1,t2,...,tn(x1, x2, . . . , xn),
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tj. kad promenimo redosled indeksiraǌa, funkcija raspodele se ne meǌa.

(2) Uslov saglasnosti

Ako nam je poznata familija n-dimenzionih funkcija raspodele procesa (n ≥ 2), onda nam je poznata

i familija svih k-dimenzionih funkcija raspodele, gde je 1 ≤ k ≤ n− 1, tj.

Ft1,t2,...,tk(x1, x2, . . . , xk) = Ft1,t2,...,tk(x1, x2, . . . , xk).

Iz Kolmogorovǉeve teoreme znamo da za svaku familiju konaqnodimenzionalnih funkcija raspode-

le koja zadovoǉava uslove simetrije i saglasnosti postoji verovatnosni prostor (Ω,A, P ) i sluqajni

proces {Xt, t ∈ T} definisan na tom prostoru kome odgovara data familija konaqnodimenzionalnih

funkcija raspodela.

1.1.2 Trajektorije sluqajnog procesa

Neka je {Xt, t ∈ T} realan sluqajni proces definisan na nekom prostoru verovatno�a (Ω,A, P ). Slu-

qajni proces X : T×Ω→ S je, zapravo, funkcija dva argumenta: t ∈ T i ω ∈ Ω. Kada fiksiramo vremenski

trenutak t dobijamo funkciju X(t, •) merǉivu u odnosu na A, tj. dobijamo sluqajnu veliqinu.

Definicija 1.2. Pri fiksiranom ω ∈ Ω funkcija Xt(ω), t ∈ T , zove se trajektorija sluqajnog procesa

{Xt, t ∈ T}.

Prema tome, trajektorija Xt(ω), t ∈ T , realnog sluqajnog procesa je konkretna funkcija koja skup T

preslikava u skup realnih brojeva, tj. element skupa RT .

Navedimo neke primere:

Primer 1.7. Zamislimo da se radi o mereǌima jedne karakteristike X koja je po svojoj prirodi

sluqajna funkcija vremena: X = X(t). Npr. vrxe se mereǌa napona elektriqne struje u jednoj taqki

elektriqnog kola. Zamislimo da se registruju vrednosti te karakteristike u svakom trenutku jednog

vremenskog intervala. Grafiqki prikaz napona �e dati jednu liniju-trajektoriju. Principijalno, isti

sluqaj je i kada se registruju vrednosti karakteristike X u momentima t1, . . . , tk nekog vremenskog

intervala. U svakoj od taqaka t1, . . . , tk kao vrednost veliqine X dobija se odre�ena numeriqka vrednost

x(t1), . . . , x(tk). Skup taqaka {(t1, x(t1)), . . . , (tk, x(tk))} je tako�e trajektorija sluqajnog procesa.

Primer 1.8. Dat je sluqajni proces X(t) = A + Bt, t ∈ R, gde su A i B me�usobno nezavisne sluqaj-

ne veliqine sa normalnim raspodelama N (m1, σ
2
1) i N (m2, σ

2
2) respektivno. Trajektorije tog sluqajnog

procesa su prave u ravni.

Primer 1.9. Dat je sluqajni proces X(t) = A + Bt, t ∈ R, gde su A i B me�usobno nezavisne i

A : U [0, 2], B : N (m,σ2). Skup trajektorija je skup pravih u ravni koje prolaze kroz odseqak [0, 2] na
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ordinatnoj osi. Ako je A : B(2, 13 ), P{B = −1} = 1
5 , P{B = 0} = P{B = 2} = 2

5 , tada je skup trajektorija

{y : y = a+ bt, a ∈ {0, 1, 2}, b ∈ {−1, 0, 2}}.

1.1.3 Vektorski sluqajni proces

Mogu�e je razmatrati i vektorski sluqajni proces {X(t), t ∈ T}. On se odre�uje familijom sluqajnih

vektora

Xt = (Xt1, . . . , Xtm) : Ω→ Rm, t ∈ T,m ≥ 2,

koji su definisani na istom prostoru verovatno�a (Ω,A, P ), pri qemu pretpostavǉamo da je T besko-

naqan skup. U zavisnosti od toga xta je skup T (posebno interesantni sluqajevi T ⊂ R i T ⊂ Z), uvodi
se sliqna klasifikacija i terminologija za sluqajne vektore, kao xto je uvedena za sluqajne procese.

1.2 Procesi sa nezavisnim priraxtajima

Postoje razne klase sluqajnih procesa kao xto su sluqajni procesi sa konaqnim momentima drugog

reda, procesi sa ortogonalnim priraxtajima, Gausovi procesi, Markovski procesi, procesi sa nezavi-

snim vrednostima, itd. Jedna od najva�nijih klasa sluqajnih procesa jeste klasa procesa sa nezavisnim

priraxtajima, koja se kod procesa sa diskretnim parametrom pojavǉuje u vezi sa sumiraǌem nezavisnih

sluqajnih veliqina.

Definicija 1.3. Za sluqajan proces {Xt, t ∈ T} za koji va�i da su sluqajne veliqine Xt0 , Xt1 −
Xt0 , . . . , Xtn − Xtn−1

me�usobno nezavisne za bilo koje n ∈ N, i bilo koji izbor 0 = t0 < t1 < · · · < tn,

ka�emo da je sluqajan proces sa nezavisnim priraxtajima.

Za poznavaǌe procesa {X(t), t ∈ T} sa nezavisnim priraxtajima dovoǉno je znati funkcije raspodele

sluqajnih veliqina X(t) i X(t)−X(s), tj. dovoǉno je znati funkcije

Ft(x) = P{X(t) < x},

Gt,s(x) = P{X(t)−X(s) < x}

Dva vrlo va�na procesa sa nezavisnim priraxtajima, koji se iz mnogih razloga smatraju osnovnim

u teoriji sluqajnih procesa, jesu Puasonov i Vinerov proces. Puasonov proces koristi se kao osnovni
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model u teoriji masovnog opslu�ivaǌa, aktuarskoj matematici, itd. Vinerov proces se posebno koristi

u modeliraǌu vremenskih serija u finansijskoj matematici.

Definicija 1.4. Sluqajni proces {N(t), t ≥ 0} je Puasonov proces, ako ima slede�a svojstva:

(a) N(0) = 0 s.s.

(b) Sluqajni proces N ima nezavisne priraxtaje, tj. za sve prirodne brojeve n i sve realne brojeve

t1, . . . , tn, gde je 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tn, nezavisne su slede�e sluqajne veliqine:

N(tk)−N(tk−1), k = 1, 2, . . . , n.

(v) Postoji neopadaju�a funkcija µ : [0,+∞) → [0,+∞), koja je neprekidna s desne strane, µ(0) = 0 i

takva da za proizvoǉne 0 < s < t va�i N(t)−N(s) ∈ P(µ(t)−µ(s)). Funkcija µ zove se funkcija sredǌe

vrednosti Puasonovog procesa N .

(g) Sa verovatno�om 1 trajektorije {N(t, ω), t ≥ 0} sluqajnog procesa N neprekidne su sa desne strane

za t ≥ 0 i imaju levu granicnu vrednost za t > 0.

Definicija 1.5. Sluqajan proces {W (t), t ≥ 0} definisan na nekom prostoru verovatno�a (Ω,A, P )

je Vinerov proces ili Braunovo kretaǌe, ako va�i:

(a) W (0) = 0 s.s;

(b) sluqajan proces W ima nezavisne priraxtaje;

(v) za sve realne brojeve 0 ≤ s < t < +∞ va�i W (t)−W (s) ∈ N (0, t−s), tj. sluqajna veliqina W (t)−W (s)

ima normalnu raspodelu sa matematiqkim oqekivaǌem 0 i disperzijom t− s.

1.3 Lanci Markova

Jox jedna vrlo va�na klasa sluqajnih procesa jesu lanci Markova. Mnoge realne pojave i procesi

poseduju izvesnu inerciju, zbog qega ǌihovi matematiqki modeli qesto ne mogu biti sluqajni procesi sa

nezavisnim vrednostima, ve� procesi slo�enijeg tipa. Jedan od takvih modela jesu lanci Markova. To

je sluqajni proces sa diskretnim vremenom kod koga zakon raspodele zaseka u bilo kom budu�em momentu

zavisi od vrednosti procesa u sadaxǌem momentu, a ne zavisi od toga koje su vrednosti procesa bile

u proxlosti.

Definicija 1.6. Za sluqajni niz {Xt, t ∈ N} ka�emo da je homogen lanac Markova ako za svako t ∈ N0

i sve i, j, i0, . . . , it−1 ∈ Z va�i jednakost

pij = P{Xt+1 = j|Xt = i} = P{Xt+1 = j|X0 = i0, . . . , Xt−1 = it−1, Xt = i}.(1)
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Jednakost (1) se naziva Markovǉevo svojstvo, a broj pij verovatno�om prelaska iz staǌa i u staǌe j, a

matrica P= [pij ]|Z|×|Z| se zove matrica verovatno�a prelaska, i ima slede�i oblik:

P =



p00 p01 p02 p03 · · ·
p10 p11 p12 p13 · · ·
p20 p21 p22 p23 · · ·
...

...
...

...

pi0 pi1 pi2 pi3 · · ·
...

...
...

...


.

Primetimo da je matrica verovatno�a prelaska stohastiqka, tj. da ima svojstva:

1) pij ≥ 0, za sve k, j ∈ Z;

2)
∑
j

pij = 1 za svako i ∈ Z.

Ako verovatno�a prelaska sistema iz staǌa i u staǌe j zavisi od trenutka t, onda se radi o neho-

mogenom lancu Markova i tada verovatno�u prelaska obele�avamo slede�om notacijom:

pt,t+1
ij = P{Xt+1 = j|Xt = i}.(2)

U radu �emo, ukoliko nije drugaqije naglaxeno, razmatrati homogene lance Markova i zvati ih

kratko Markovǉevi lanci.

Ostalo nam je jox da uvedemo oznake za verovatno�e poqetnih staǌa, tj. za verovatno�e doga�aja da

se sistem u poqetnom trenutku nalazi u nekom od staǌa:

p
(0)
i = P{X0 = i}, i ∈ Z.

I za ove verovatno�e oqigledno va�i jednakost
∑
i

p
(0)
i = 1.

Navex�emo sad neke primere homogenih lanaca Markova:

Primer 1.10. (Jednodimenziono sluqajno lutaǌe) Neka je S = {0, 1, 2, . . . } i zamislimo da imamo mate-

rijalnu qesticu koja se za jediniqno vreme iz polo�aja j ∈ S pomera u polo�aj (j + 1) sa verovatno�om

pj, u polo�aj (j − 1) sa verovatno�om qj ili ostaje u polo�aju j sa verovatno�om rj = 1 − pj − qj, pri
qemu je j ≥ 1. Pored toga, neka je p01 = p0, p00 = r0 = 1 − p0. Neka je Xt polo�aj qestice u trenutku t.

Tada je {Xt, t ∈ N0} homogen lanac Markova sa matricom verovatno�a prelaska

P =


r0 p0 0 0 0 · · ·
q1 r1 p1 0 0 · · ·
0 q2 r2 p2 0 · · ·
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

 .

Homogen lanac Markova se dobija i kada je skup staǌa skup svih celih brojeva i

pj,j+1 = pj , pj,j−1 = qj , pjj = rj ,

gde je pj + qj + rj = 1 za svako celobrojno j. Ako je S = {0, 1, 2, . . . } i p0 = 1, r0 = q0 = 0, radi se o
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sluqajnom pomeraǌu sa odbojnim zidom u taqki x = 0. Ako je S = {0, 1, 2, . . . } i r0 = 1, q0 = p0 = 0, onda

se radi o sluqajnom pomeraǌu sa apsorbuju�im zidom u taqki x = 0.

Primer 1.11. (Erenfestov model difuzije)

U pitaǌu je sluqajno pomeraǌe sa skupom staǌa {0, 1, . . . ,m}, verovatno�ama prelaza

pi,i+1 =
2m− i

2m
, pi,i−1 =

i

2m
, i = 0, 1, . . . ,m

i odbojnim zidovima u taqkama x = 0 i x = m.

Fiziqka interpretacija ovog modela je slede�a: Imamo 2m qestica koje su smextene u dva rezervoara

A i B, pri qemu je i qestica u rezervoaru A, a ostale su u rezervoaru B. Pri svakom opitu se se bira

jedna qestica iz jednog rezervoara i premexta u drugi rezervoar. Staǌe sistema u svakom momentu

je broj qestica u rezervoaru A. Ako je u nekom momentu u A bilo i qestica, onda �e u slede�em tu

biti i + 1 ili i − 1 qestica, zavisno od toga da li je izbor qestica vrxen u rezervoaru B ili u A.

Verovatno�e tih izbora su 2m−i
2m i i

2m respektivno.

Karakteristika ovih pomeraǌa je u tome xto se ide iz rezervoara sa ve�om koncetracijom ka re-

zervoaru sa maǌom koncetracijom, sa tendecijom kretaǌa ka staǌu i = m. Takvu situaciju imamo kod

difuzije.

Primer 1.12. Posmatrajmo seriju Bernulijevih opita sa dva mogu�a ishoda: uspeh (U) i neuspeh

(N). Neka je u svakom opituP (U) = p, P (N) = 1 − p = q. Ka�emo da se u momentu n realizovala serija

uspeha du�ine r ako smo imali slede�e rezultate: A1A2 · · ·An−r−1An−rAn−r+1 · · ·An−1An, gde je An−r = N ,

An−r+1 = U, . . . , An−1 = U,An = U . Staǌe sistema u trenutku n je du�ina serije uspeha koja se realizuje

u n-tom trenutku. Iz staǌa r se mo�e pre�i u staǌe r + 1 ili u staǌe 0. Zato matrica verovatno�a

prelaza za jedan korak izgleda ovako:

P =


q p 0 0 0 · · ·
q 0 p 0 0 · · ·
q 0 0 p 0 · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

 .

1.3.1 Verovatno�e prelaska u n koraka

Pri razmatraǌu Markovǉevih lanaca javǉa se potreba i za razmatraǌem verovatno�a prelaska

iz jednog staǌa u neko drugo staǌe u ve�em broju koraka. Kako se potreba za raqunaǌem ove verovatno�e

javǉa i prilikom izuqavaǌa sluqajnog lutaǌa u ovom poglavǉu �emo se pozabaviti time.

Definicija 1.7. Matrica Pn = [pij(n)]|Z|×|Z| qiji su qlanovi odre�eni jednakostima

pij(n) = P{Xm+n = j|Xm = i}, i, j ∈ Z,

zove se matrica verovatno�a prelaska u n koraka.
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Oqigledno je da va�i P1 = P . Za odre�ivaǌe verovatno�a prelaska u ve�em broju koraka koristi

se slede�a teorema:

Teorema 1.1. Za proizvoǉne prirodne brojeve m i n va�e slede�e jednaqine Qepmen-Kolmogorova:

pij(m+ n) =
∑
k

pik(m)pkj(n), i, j, k ∈ Z.(3)

Va�e i jednakosti Pm+n = PmPn i Pn = P n, gde je P n oznaka za n-ti stepen matrice P .

Dokaz. Za proizvoǉne doga�aje A,B i C va�i jednakost:

P (AB|C) = P (A|BC)P (B|C).

Koriste�i ovu jednakost i Markovǉevo svojstvo dobijamo da za verovatno�u pij(m + n) va�e jedna-

kosti

pij(m+ n) = P{Xm+n = j|X0 = i}

=
∑
k

P{Xm+n = j,Xm = k|X0 = i}

=
∑
k

P{Xm+n = j|Xm = k,X0 = i}P{Xm = k|X0 = i}

=
∑
k

P{Xm+n = j|Xm = k}P{Xm = k|X0 = i}

=
∑
k

pik(m)pkj(n).

Time je dokazana jednakost (3), a jednakosti Pm+n = PmPn i Pn = P n su jednostavne posledice. 2

Oznaqimo p(n)i = P{Xn = i}, n ∈ N0. Tada za proizvoǉne prirodne brojeve m i n va�i jednakost

p
(m+n)
j = P{Xm+n = j}

=
∑
i

P{Xm+n = j|Xm = i}P{Xm = i}

=
∑
i

p
(m)
i pij(n).

1.3.2 Markovǉev momenat i jako Markovǉevo svojstvo

Definicija 1.8. Neka je {Xt, t ∈ N0} proizvoǉa Markovǉev lanac sa skupom staǌa Z. Sluqajni

momenat τ ∈ N0 zove se Markovǉev momenat ili vreme zaustavǉaǌa ako ne zavisi od budu�nosti, tj. ako

se doga�aj {τ = t} jednoznaqno odre�uje sluqajnim veliqinama {Xs, s ≤ t}. [1]
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Ova definicija se mo�e interpretirati i na slede�i naqin: svaka evolucija sistema do trenutka

t zakǉuqno, tj. niz doga�aja X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xt = it, jednoznaqno odre�uje da li je τ = t ili τ 6= t.

Primeri Markovǉevih momenata su: trenutak prvog dolaska sistema u staǌe i, trenutak prvog povratka

u poqetno staǌe, trenutak k-tog povratka u poqetno staǌe, itd. Primer sluqajnog trenutka koji nije

Markovǉev momenat je posledǌa poseta odre�enog skupa.

Podsetimo se da Markovǉevo svojstvo ka�e da je, za svako n, budu�i proces {Xn, Xn+1, . . . } nezavisan
od proxlog procesa {X0, . . . , Xn} ako znamo sadaxǌost Xn. Sada �emo pokazati da ovo tvr�eǌe ostaje

taqno i kad deterministiqki tenutak n zamenimo sluqajnim Markovǉevim momentom τ . Ovo jaqe svojstvo

zva�emo jakim svostvom Markova ili jakim Markovǉevim svojstvom.

Teorema 1.2. (Jako Markovǉevo svojstvo) Pretpostavimo da je {Xn, n ≥ 0} homogen lanac Markova.

Neka je τ Markovǉev momenat. Tada, ako je τ <∞ i Xτ = i, budu�i proces {Xτ+n, n ≥ 0} je nezavisan od

proxlog procesa {X0, . . . , Xτ} i ima isti zakon rapodele kao i originalni proces koji zapoqet iz staǌa

i.

Dokaz. Neka je τ Markovǉev momenat. Neka je A bilo koji doga�aj odre�en proxlox�u {X0, . . . , Xτ}
ako je τ < ∞. Poxto je (X0, . . . , Xτ )I{τ < ∞} =

∑
n∈Z+

(X0, . . . , Xn)I{τ = n}, svako takvo A mora imati

svojstvo da, za svako n ∈ Z+, A ∩ {τ = n} je odre�eno sa (X0, . . . , Xn). Poaza�emo da za svako takvo A,

P{Xτ+1 = j1, Xτ+2 = j2, . . . ;A|Xτ , τ <∞} = P{Xτ+1 = j1, Xτ+2 = j2, . . . |Xτ , τ <∞}P{A|Xτ , τ <∞}

i da je

P{Xτ+1 = j1, Xτ+2 = j2, . . . |Xτ = i, τ <∞} = pi,j1pj1,j2 · · · .

Imamo:

P{Xτ+1 = j1, Xτ+2 = j2, . . . ;A, τ = n} (a)
= P{Xn+1 = j1, Xn+2 = j2, . . . ;A,Xn = i, τ = n}
(b)
= P{Xn+1 = j1, Xn+2 = j2, . . . |Xn = i, A, τ = n}P{Xn = i, A, τ = n}
(v)
= P{Xn+1 = j1, Xn+2 = j2, . . . |Xn = i}P{Xn = i, A, τ = n}
(g)
= pi,j1pj1,j2 · · ·P{Xn = i, A, τ = n},

gde je (a) trivijalno, (b) va�i po definiciji uslovne verovatno�e, (v) zbog qiǌenice da je A ∪ {τ = n}
odre�eno sa (X0, . . . , Xn) i (d) zbog toga xto je (Xn) homogen Markovǉev lanac sa verovatno�ama prelaza

pij. Naxe tvrdǌe se sad lako dobijaju sabiraǌem po svim n (odakle se pojavǉuje τ <∞) i onda deǉeǌem

obe strane sa P{Xτ = i, τ <∞}.2
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1.3.3 Povratna i prolazna staǌa

Definicija 1.9. Neka je {Xt, t ∈ N0} Markovǉev lanac. Staǌe i je povratno ako je

P{Xn = i za neko n ≥ 1|X0 = i} = 1,

tj. ako je verovatno�a povratka sistema u staǌe i pri uslovu da je on u poqetnom trenutku u tom staǌu

jednaka 1. Staǌe i je prolazno ako va�i stroga nejednakost

P{Xn = i za neko n ≥ 1|X0 = i} < 1.

Postavǉa se pitaǌe odre�ivaǌa potrebnog i dovoǉnog uslova da je neko staǌe i povratno. Zbog toga

uvodimo i slede�e oznake:

Definicija 1.10. Neka je

vij(n) = P{X1 6= j, . . . , Xn−1 6= j,Xn = j|X0 = i},

tj. neka je vij(n) verovatno�a doga�aja da sistem prvi put do�e u staǌe j u trenutku n, ako je u poqetnom

trenutku bio u staǌu i.

Tada je verovatno�a doga�aja da �e sistem bilo kad do�i u staǌe j ako je i poqetno staǌe data sa

vij =

∞∑
n=1

vij(n).

Po definiciji smatramo da je vij(0) = 0 za sve i i j.

Definicija 1.11. Neka je {an} niz realnih brojeva takav da stepeni red G(s) =
∑
n∈N0

ans
n kovergira

u nekom intervalu (−s0, s0), s0 > 0. Ovako definisanu funkciju G(s) nazivamo generatornom funkcijom

niza {an}n∈N0
.

Sada mo�emo da definixemo generatorne funkcije nizova {pij(n)}n∈N0
i {vij(n)}n∈N0

:

Pij(s) =

∞∑
n=0

pij(n)sn,(4)

Vij(s) =

∞∑
n=0

vij(n)sn =

∞∑
n=1

vij(n)sn,(5)

gde je

pij(0) = δij =

{
1 ako je i = j,

0 ako je i 6= j
.
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Teorema 1.3. Va�e slede�e jednakosti:

Pii(s) = 1 + Vii(s)Pii(s),(6)

Pij(s) = Vij(s)Pjj(s), ako je i 6= j.(7)

Dokaz. Neka su i i j fiksirana staǌa. Za svako n ∈ N oznaqimo

An = {Xn = j}, Bn = {X1 6= j, . . . , Xn−1 6= j,Xn = j}.

Tada va�i An = AnB1 ∪ · · · ∪ AnBn, pri qemu su AnB1, . . . , AnBn me�usobno disjunktni doga�aji, pa

dobijamo

pij(n) = P{Xn = j|X0 = i} =

n∑
k=1

P{AnBk|X0 = i}

=

n∑
k=1

P{Bk|X0 = i}P{An|Bk, X0 = i}

=

n∑
k=1

P{Bk|X0 = i}P{An|Bk} Markovǉevo svojstvo

i konaqno

pij(n) =

n∑
k=1

vij(k)pjj(n− k).(8)

Koriste�i (4), (5) i (8), dobijamo da je

Vij(s)Pjj(s) =

∞∑
n=1

vij(n)sn
∞∑
n=0

pjj(n)sn

=

∞∑
n=1

{vij(1)pjj(n− 1) + · · ·+ vij(n− 1)pjj(1) + vij(n)pjj(0)}sn

=

∞∑
n=1

pij(n)sn =

{
Pij(s) ako je i 6= j,

Pii(s)− 1 ako je i = j
. 2

Posledica 1.1. Staǌe i je povratno ako i samo ako je

∞∑
n=1

pii(n) = +∞.(9)

Dokaz. ⇒ Neka je i povratno staǌe. Tada je

vii =

+∞∑
n=1

vii(n) = 1.

Prema Abelovoj teoremi,

12



lim
s→1−

Vii(s) =

+∞∑
n=1

vii(n) = vii = 1.

Iz jednakosti (6), sledi da je Pii(s)(1− Vii(s)) = 1, pa odatle sledi da je lim
s→1−

Pii(s) = +∞. Poxto je,

prema Abelovoj teoremi, lim
s→1−

Pii(s) =
+∞∑
n=0

pii(n), to je
+∞∑
n=0

pii(n) = +∞.

⇐ Sliqno je i u obrnutom smeru. Pretpostavimo da je
+∞∑
n=0

pii(n) = +∞. Tada, na osnovu Abelove

teoreme, va�i lim
s→1−

Pii(s) =
+∞∑
n=1

pii(n) = +∞. Iz jednakosti sledi da je lim
s→1−

Vii(s) = 1. Ponovo primenimo

Abelovu teoremu, i dobijemo 1 = lim
s→1−

Vii(s) =
+∞∑
n=1

vii(n) = vii. Dakle, vii = 1, qime smo dokazali da je i

povratno staǌe. 2

Napomena. Abelova teorema koja se ovde pomiǌe glasi: Ako je an ≥ 0 za n ∈ N0 i ako red G(s) =
+∞∑
n=0

ans
n konvergira za |s| < 1, onda va�i lim

s→1
G(s) =

+∞∑
n=0

an, nezavisno od toga da li je zbir
+∞∑
n=0

an konaqan

ili beskonaqan.

1.3.4 Sredǌe vreme qekaǌa povratka u dato staǌe

Oznaqimo sa τj trenutak prvog dolaska sistema u staǌe j, tj.

τj = min{n ≥ 1, Xn = j}.

Po definiciji smatramo da je τj =∞ ako sistem nikada ne dostigne staǌe j.

Pri tome P{τi =∞|X0 = i} > 0 va�i ako i samo ako je staǌe i prolazno i u tom sluqaju smatramo da je

E(τi|X0 = i) =∞.

Definicija 1.12. Sredǌe vreme qekaǌa povratka staǌa i definixe se slede�im jednakostima:

mi = E(τi|X0 = i) =

∞∑
n=1

nvii(n) ako je i povratno staǌe,(10)

mi = E(τi|X0 = i) =∞ ako je i prolazno staǌe.(11)

Primetimo da zbir koji figurixe na desnoj strani u jednakosti (10) mo�e biti i konaqan i beskonaqan.
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1.3.5 Stacionarne raspodele

U opxtem sluqaju se ne mo�e oqekivati da lanac Markova {Xt, t ∈ N0} konvergira ka nekom fiksi-

ranom staǌu, ali bi pri odre�enim uslovima moglo da se oqekuje da u nekom smislu postoji graniqna

raspodela.

Definicija 1.13. Raspodela verovatno�a (πi)i∈Z, gde je
∑
i

πi = 1, je stacionarna raspodela za homogen

Markovǉev lanac {Xn, n ∈ N0} sa skupom staǌa Z, ako pri uslovu da je poqetna raspodela verovatno�a

po staǌima

p
(0)
i = πi, za sve i ∈ Z,(12)

raspodela u narednim trenucima vremena ostaje nepromeǌena, tj. ako za sve n ∈ N va�i

p
(n)
i = P{Xn = i} = πi, za sve i ∈ Z.(13)

Teorema 1.4. Raspodela (πi)i∈Z je stacionarna za lanac Markova ako i samo ako je

πj =
∑
i

πipij , za sve j ∈ Z,(14)

i, generalno, ako i samo ako za svaki prirodan broj n va�i

πj =
∑
i

πipij(n), za sve j ∈ Z.(15)

Dokaz. Neka je (πi)i∈Z stacionarna raspodela. To znaqi da je p(n)i = πi za sve i ∈ Z. Na osnovu teoreme

Kolmogorov-Qepmena znamo da je p(n)j = P{Xn = j} =
∑
i∈S

pipij(n). Iz prethodnog sledi da je πj =
∑
i

πipij(n).

Sada pretpostavimo da je poqetna raspodela verovatno�a po staǌima data sa (12) i da va�i jednakost

(15). Koriste�i opet qiǌenicu da je p
(n)
j = P{Xn = j} =

∑
i∈S

p
(0)
i pij(n) kao i jednakosti (12) i (15),

dobijamo da je:

p
(n)
j =

∑
i∈S

p
(0)
i pij(n) =

∑
i∈S

πipij(n) = πj .

Ako sa π oznaqimo raspodelu π = (πi)i∈Z, pri qemu P predstavǉa matricu verovatno�a prelaska,

tada jednakost (14) mo�emo da napixemo u matriqnom obliku

π = π · P . 2
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1.4 Martingali-osnovna svojstva

Jedan od naqina na koji se mo�e analizirati sluqajno lutaǌe, kojim se bavimo u ovom radu, jeste u

kontekstu teorije martingala. U ovom poglavǉu �emo uvesti martingale, a onda �emo u tre�oj glavi

analizirati sluqajno lutaǌe kao martingal.

Neka je (Ω,F , P ) prostor verovatno�a.

Definicija 1.14. Familija F = {Fn, n ≥ 0} σ-podalgebri σ-algebre F takvih da za svako n ≥ 0 va�i

Fn ⊂ Fn+1 zove se filtracija. [3]

Definicija 1.15. Niz sluqajnih veliqina (Yn)n∈N0
je adaptiran na filtraciju F ako je za svako

n ≥ 0 sluqajna promenǉiva Yn Fn-merǉiva, tj. ako je σ(Yn) ⊂ Fn. [3]

Definicija 1.16. Niz (Yn,Fn) se naziva martingal ako va�i

1. E(|Yn|) <∞ za svako n ≥ 0,

2. (Yn)n∈N0
je adaptiran na F ,

3. E(Yn+1|Fn) = Yn za svako n ≥ 0.

Definicija 1.17. Niz (Yn,Fn) se naziva submartingal ako va�i

1. E(Y +
n ) <∞ za svako n ≥ 0,

2. (Yn)n∈N0
je adaptiran na F ,

3. E(Yn+1|Fn) ≥ Yn za svako n ≥ 0.

Definicija 1.18. Niz (Yn,Fn) se naziva supermartingal ako va�i

1. E(Y −n ) <∞ za svako n ≥ 0,

2. (Yn)n∈N0
je adaptiran na F ,

3. E(Yn+1|Fn) ≤ Yn za svako n ≥ 0.

Definicija 1.19. Niz sluqajnih veliqina (Sn)n∈N0
je predvidiv ako je S0 = 0 i Sn Fn−1-merǉiva za

svako n ≥ 1.

Definicija 1.20. Niz sluqajnih veliqina (Sn)n∈N0
je neopadaju�i ako je P{Yn ≤ Yn+1} = 1 za svako

n ≥ 0.

Teorema 1.5. (Doobova dekompozicija) Submartingal (Xn,Fn) sa konaqnim oqekivaǌem se mo�e pred-

staviti u obliku Xn = Mn+Sn, gde je (Mn,Fn) martingal i (Sn,Fn) neopadaju�i predvidiv proces. Ova

dekompozicija je jedinstvena.

15



Dokaz.
Definixemo S0 := 0,M0 := Y0, i za svako n ≥ 0

Sn : = Sn−1 + E(Xn|Fn−1)−Xn−1,

Mn : = Xn − Sn.

Poxto je

E(Xn|Fn−1) ≥ Xn−1,

sledi da je

Sn ≥ Sn−1, n ∈ N

xto znaqi da je (Sn)n∈N0 neopadaju�i niz.

Poxto je Sn−1 Fn−2 ⊂ Fn−1 merǉiv, a E(Xn|Fn−1) −Xn−1 Fn−1 merǉiv, to je Sn Fn−1 merǉiv. Time

smo dokazali da je niz (Sn)n∈N0 predvidiv, pa nam ostaje da doka�emo da je (Mn,Fn) martingal. Zato

raqunamo

E(Mn|Fn−1) = E(Xn − Sn|Fn−1)

= E(Xn|Fn−1)− Sn
= (Xn−1 + Sn − Sn−1)− Sn
= Xn−1 − Sn−1
= Mn−1.

Preostalo nam je jox da poka�emo jedinstvenost ove dekompozicije. Pretpostavimo suprotno, da

postoji jox jedna dekompozicija koja zadovoǉava uslove teoreme X = M ′ + S′. Tada je

Xn+1 −Xn = M ′n+1 −M ′n + S′n+1 − S′n = Mn+1 −Mn + Sn+1 − Sn,

odakle sledi da je

E(M ′n+1 −M ′n + S′n+1 − S′n|Fn) = E(Mn+1 −Mn + Sn+1 − Sn|Fn),

tj.

S′n+1 − S′n = Sn+1 − Sn.

Kako je S0 = S′0 = 0, to iterativno dobijamo da je Sn = S′n za svako n ∈ N0, pa poxto je, X = M + S =

M ′ + S′, to sledi da je i M = M ′, tj. da je dekompozicija jedinstvena. 2
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2 Sluqajno lutaǌe kao lanac Markova

2.1 Jednodimenziono sluqajno lutaǌe

Neka je (Xn)n∈N niz nezavisnih jednako raspodeǉenih sluqajnih veliqina sa raspodelom verovatno�a:

P{Xk = 1} = p, P{Xk = −1} = 1− p, p ∈ (0, 1).

Niz sluqajnih veliqina (Sn)n∈N0
takvih da je S0 = 0 skoro sigurno i Sn =

n∑
k=1

Xk za n ∈ N naziva se

jednodimenziono sluqajno lutaǌe. Ukoliko je p = 1
2 , onda je u pitaǌu jednodimenziono simetriqno sluqaj-

no lutaǌe.

Geometrijski gledano, sluqajna veliqina Sn predstavǉa polo�aj qestice koja polazi iz taqke 0, i

koja u jedinici vremena pravi jediniqni korak u pozitivnom smeru sa verovatno�om p i u negativnom

smeru sa verovatno�om 1− p.

Slika 1: Deo realizacije jednodimenzionog sluqajnog lutaǌa
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Primetimo da je niz (Sn)n∈N0 homogen lanac Markova. Verovatno�e prelaska odre�ene su jednako-

stima

pij =


p, ako je j = i+ 1,

1− p, ako je j = i− 1,

0, ako je j /∈ {i− 1, i+ 1}.

Poqetna raspodela verovatno�a po staǌima je data sa: p(0)0 = 1, p(0)i = 0 za i 6= 0.

Verovatno�a pij(n) prelaska iz taqke i u taqku j u n koraka lako se odre�uje. Neka je qestica pri

kretaǌu iz i do j napravila x koraka u pozitivnom smeru i y koraka u negativnom smeru. Tada je x+y = n

i x − y = j − i, odakle dobijamo da je x = (n + j − i)/2, y = (n − j + i)/2. Dakle, broj n + j − i mora biti

paran. Za pij(n) dobijamo: pij(n) = 0 ako je n+ j − i neparan broj i

pij(n) =

(
n

(n+ j − i)/2

)
p(n+j−i)/2(1− p)(n−j+i)/2, ako je n paran broj.

Sada �emo ispitati da li je proizvoǉno staǌe i ∈ Z povratno ili prolazno u zavisnosti od vred-

nosti p. Iz jednakosti dobijamo verovatno�u povratka u taqku i posle 2n koraka:

pii(2n) =

(
2n

n

)
pn(1− p)n.

Koriste�i Stirlingovu formulu n! ∼ nne−n
√

2πn, pri n→∞, dobijamo da pri n→∞ va�i

pii(2n) =
(2n)!

n!n!
pn(1− p)n ∼ (2n)2ne−2n

√
4πn

(nne−n
√

2πn)2
pn(1− p)n =

(4p(1− p))n√
πn

.

Sada �emo ispitati konvergentnost reda
∞∑
n=1

pii(n) za proizvoǉno i ∈ Z.

1) Ako je p = 1
2 :

pii(2n) ∼ 4p(1− p)√
πn

=
1√
πn

∞∑
n=1

pii(n) =

∞∑
n=1

pii(2n) =

∞∑
n=1

1√
πn

= +∞,

pa na osnovu teoreme zakǉuqujemo da je staǌe i povratno. Dakle, za p = 1
2 sva staǌa i ∈ Z su

povratna.

2) Ako je p 6= 1
2 :

4p(1− p) < 1⇒ pii(2n) ∼ 4p(1− p)√
πn

<
1√
πn

∞∑
n=1

pii(n) =

∞∑
n=1

pii(2n) <

∞∑
n=1

1√
πn

= +∞

⇒
∞∑
n=1

pii(n) < +∞,
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pa na osnovu teoreme zakǉuqujemo da je staǌe i prolazno. Dakle, za p 6= 1
2 sva staǌa i ∈ Z su

prolazna.

Odredi�emo jox verovatno�u vij doga�aja da �e qestica polaze�i iz staǌa i sti�i u staǌe j. Raz-

motri�emo 3 sluqaja: kad je i < j, kad je i > j i kad je i = j.

1. Neka je i < j. Oqigledno va�i vij = vj−i01 . Na osnovu formule potpune verovatno�e dobijamo da va�i

v01 = p+ (1− p)v201,

odakle sledi da je

v01 =
1±

√
1− 4p(1− p)
2(1− p)

=
1± (2p− 1)

2(1− p)
.

Dakle, v01 = p
1−p ili v01 = 1. Kako je v01verovatno�a, znamo da va�i v01 ∈ [0, 1]. Poxto je p

1−p > 1 za

p > 1
2 , to za ove vrednosti dobijamo da je v01 = 1. Dakle, dobijamo da je za i < j:

v01 =

{
p

1−p , ako je 0 ≤ p < 1
2 ,

1, ako je 1
2 ≤ p ≤ 1.

Iz prethodnog sledi da je

vij =

{
( p
1−p )j−i, ako je 0 ≤ p < 1

2 ,

1, ako je 1
2 ≤ p ≤ 1.

(16)

2. Neka je i > j. Tada je vij = vi−j10 . Na osnovu formule potpune verovatno�e dobijamo da va�i

v10 = 1− p+ pv210,

odakle sledi da je

v10 =
1±

√
1− 4p(1− p)

2p
=

1± (2p− 1)

2p
.

Dakle, v10 = 1−p
p ili v10 = 1. Kako je v10verovatno�a, znamo da va�i v10 ∈ [0, 1]. Poxoto je 1−p

p > 1

za p < 1
2 , to za ove vrednosti dobijamo da je v10 = 1. Dakle, dobijamo da je za i > j:

v10 =

{
1−p
p , ako je 1

2 < p ≤ 1,

1, ako je 0 ≤ p ≤ 1
2 .

Iz prethodnog sledi da je

vij =

{
( 1−p
p )i−j , ako je 1

2 < p ≤ 1,

1, ako je 0 ≤ p ≤ 1
2 .

(17)

3. Ostao nam je jox sluqaj kad je i = j. Na osnovu formule potpune verovatno�e va�i

vii = pvi+1,i + (1− p)vi−1,i.

Koriste�i formule (16) i (17), dobijamo da je
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vii =

{
p · 1 + (1− p)( p

1−p )i−(i−1), ako je 0 ≤ p ≤ 1
2 ,

p( 1−p
p )i+1−i + (1− p) · 1, ako je 1

2 < p ≤ 1

=

{
2p, ako je 0 ≤ p ≤ 1

2 ,

2(1− p), ako je 1
2 < p ≤ 1,

tj. vii = 1− |2p− 1|.

Ovde smo opet videli da je svako staǌe i povratno ako i samo ako je p = 1
2 .

2.1.1 Simulacija

Sada �emo simulirati u R-u jedno jednodimenziono simetriqno sluqajno lutaǌe. Prvo �emo napisa-

ti funkciju slucajno lutanje(x,n). Prvi argument te funkcije, x, predstavǉa poqetni polo�aj qestice,

a drugi argument, n, predstavǉa broj koraka u sluqajnom lutaǌu. Ova funkcija vra�a polo�aje qestice

u prvih n koraka suqajnog lutaǌa.

slucajno_lutanje <-function(x,n){

s<-numeric(n)

a<-sample(c(-1,1),n,replace=TRUE)

s[1]=x

for(i in 1:n)

s[i+1]=s[i]+a[i]

return(s)

}

Kada pozovemo tu funkciju sa argumentima 0 i 20,

set.seed(6)

slucajno_lutanje(0,20)

ona nam vra�a polo�aje qestice koja je krenula iz staǌa 0 u prvih 20 koraka

[1] 0 -1 0 -1 0 1 2 3 2 1 2 3 4 5 6 5 4 3 4 3 4.

Pored toga, mo�emo i nacrtati trajektoriju za prvih 20 koraka sluqajnog lutaǌa koje polazi iz taqke

0.

plot(slucajno_lutanje(0,20),type="o")
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Slika 2: Trajektorija za prvih 20 koraka sluqajnog lutaǌa

2.2 Uopxteno jednodimenziono sluqajno lutaǌe

U prethodnom delu smo pretpostavǉali da se qestica u svakom koraku mo�e pomeriti za taqno jedan

korak u bilo koju od dve strane, a sada �emo pretpostaviti da se qestica u svakom trenutku mo�e

pomeriti u bilo koju od dve strane i za neki drugi ceo broj koraka. Navex�emo sad neke primere

uopxtenog jednodimenzionalnog sluqajnog lutaǌa.

Primer 2.1. U ovom primeru pretpostavǉamo da se qestica u svakoj jedinici vremena sa verovat-

no�om pk pomera za k koraka, pri qemu je k ∈ Z. Dakle, qestica u svakom koraku mo�e da se pomeri u

bilo koju stranu za bilo koji ceo broj koraka ukǉuquju�i i 0, tj. mo�e i da ostane u istom mestu.

Dakle, razmatramo sluqajno lutaǌe qestice koja polazi iz taqke 0 i u jedinici vremena pravi

korak du�ine k sa verovatno�om pk gde je k ∈ Z. Koraci u lutaǌu predstavǉaju niz sluqajnih veliqina

X1, X2, . . . sa istom raspodelom verovatno�a P{Xi = k} = pk, k ∈ Z, tj.

Xi :

(
· · · −2 −1 0 1 2 · · ·
· · · p−2 p−1 p0 p1 p2 · · ·

)
.

Polo�aj qestice posle n ∈ N0 koraka je sluqajna veliqina Sn definisana jednakostima

S0 = 0,

Sn =

n∑
i=0

Xi, n ∈ N.

Niz (Sn)n∈N predstavǉa sluqajno lutaǌe. Matrica verovatno�a prelaska je
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P =



. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . . p−2 p−1 p0 p1 p2

. . .
. . .

. . .
. . .

. . . p−2 p−1 p0 p1 p2
. . .

. . .
. . .

. . .
. . . p−2 p−1 p0 p1 p2

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .


.

Primer 2.2. Ovaj primer je specijalan sluqaj prethodnog, gde �emo pretpostaviti da je pk = p−k za

svaki prirodan broj k. Dakle, ovde �e biti

Xi :

(
· · · −2 −1 0 1 2 · · ·
· · · p2 p1 p0 p1 p2 · · ·

)
.

U ovom sluqaju niz (Sn)n∈N koji je definisan sa

S0 = 0,

Sn =

n∑
i=0

Xi, n ∈ N.

predstavǉa simetriqno sluqajno lutaǌe. Matrica verovatno�a prelaska je

P =



. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . . p2 p1 p0 p1 p2

. . .
. . .

. . .
. . .

. . . p2 p1 p0 p1 p2
. . .

. . .
. . .

. . .
. . . p2 p1 p0 p1 p2

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .


.

Primer 2.3. U ovom primeru �emo tako�e pretpostaviti da se qestica u svakoj jedinici vremena

mo�e pomeriti u bilo koju stranu za bilo koji ceo broj koraka, s tim xto su ovde verovatno�e pk date

sa

p0 = 0,

pk = p−k =
1

2(k+2)
.

Poxto je

+∞∑
k=−∞

pk = p0 + 2 ·
∞∑
k=1

1

2(k+2)

=
1

2
+ 2 · 1

8

∞∑
k=0

1

2k

=
1

2
+

1

4
· 1

1− 1
2

= 1,

to su
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Xi :

(
· · · −2 −1 0 1 2 · · ·
· · · p2 p1 p0 p1 p2 · · ·

)
raspodele verovatno�a sluqajnih veliqina Xi, i ∈ N, koje predstavǉaju korake u sluqajnom lutaǌu.

Niz (Sn)n∈N koji je definisan sa

S0 = 0,

Sn =

n∑
i=0

Xi, n ∈ N.

predstavǉa simetriqno sluqajno lutaǌe. Matrica verovatno�a prelaska je

P =



· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
. . . 1

16
1
8

1
4

1
8

1
16

. . .
. . .

. . .
. . .

. . . 1
16

1
8

1
4

1
8

1
16

. . .
. . .

. . .
. . .

. . . 1
16

1
8

1
4

1
8

1
16

. . .

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·


.

Primer 2.4. Jox jedno uopxteǌe sluqajnog lutaǌa bi dobili ako bi pretpostavili da se qestica u

svakoj jedinici vremena mo�e pomeriti za ograniqen broj koraka, tj. da je pk = p−k = 0 za k > k0 gde je

k0 neki prirodan broj. Ako jox pretpostavimo da je pk = p−k, dobijamo jox jedno simetriqno sluqajno

lutaǌe. Ovde matrica verovatno�a prelaska ima slede�i oblik

P =



. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

0 pk · · · p1 p0 p1 · · · pk 0
. . .

. . . 0 pk · · · p1 p0 p1 · · · pk 0

. . .
. . . 0 pk · · · p1 p0 p1 · · · pk

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .


.

2.2.1 Simulacija

Sada �emo simulirati u R-u jedno uopxteǌe jednodimenzionog simetriqnog sluqajnog lutaǌa iz

Primera 2.4. Za potrebe ove simulacije �emo pretpostaviti da je p0 = p1 = · · · = pk0 = 1
2k0+1 .

Prvo �emo napisati funkciju uopsteno slucajno lutanje(x,n,k 0). Prvi argument te funkcije, x,

predstavǉa poqetni polo�aj qestice, drugi argument, n, predstavǉa broj koraka u sluqajnom lutaǌu,

a tre�i argument, k 0, predstavǉa maksimalan broj koraka koji qestica mo�e da napravi u jedinici

vremena. Funkcija vra�a polo�aje qestice u prvih n koraka suqajnog lutaǌa.

uopsteno_slucajno_lutanje <-function(x,n,k_0){

s<-numeric(n)
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a<-sample(seq(-k_0,k_0),n,replace=TRUE)

s[1]<-x

for(i in 1:n)

s[i+1]<-s[i]+a[i]

return(s)

}

Kada pozovemo tu funkciju sa argumentima 0, 20 i 3,

set.seed(2)

uopsteno_slucajno_lutanje(0,20,3)

ona nam vra�a polo�aje qestice koja je krenula iz staǌa 0 u prvih 20 koraka

[1] 0 1 4 6 8 5 6 3 3 4 1 -1 -2 -5 -6 -4 -6 -7 -4 -1 2.

Pored toga, mo�emo i nacrtati trajektoriju za prvih 20 koraka sluqajnog lutaǌa koje polazi iz taqke

0, i u svakom trenutku mo�e napraviti korak maksimalne du�ine 3

plot(uopsteno_slucajno_lutanje(0,20,3),type="o")

Slika 3: Trajektorija za prvih 20 koraka sluqajnog lutaǌa

2.3 Jednostavno sluqajno lutaǌe u dve dimenzije

Pored jednodimenzionog sluqajnog lutaǌa mogu�e je uvesti i sluqajno lutaǌe u dve dimenzije.
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Neka je (Xn)n∈N niz nezavisnih jednako raspodeǉenih sluqajnih veliqina definisanih na Z2 sa ras-

podelom verovatno�a:

P{Xk = (0, 1)} = p, P{Xk = (0,−1)} = q, P{Xk = (1, 0)} = r, P{Xk = (−1, 0)} = 1− (p+ q + r).

Niz sluqajnih veliqina (Sn)n∈N0 takvih da je S0 = 0 skoro sigurno i Sn =
n∑
k=1

Xk za n ∈ N naziva se

jednostavno sluqajno lutaǌe. Ukoliko je p = q = r = 1 − (p + q + r) = 1
4 , onda je u pitaǌu jednostavno

simetriqno sluqajno lutaǌe u dve dimenzije. [5]

Geometrijski gledano, sluqajna veliqina Sn predstavǉa polo�aj qestice koja polazi iz taqke (0, 0)

i koja u jedinici vremena pravi jediniqni korak u pozitivnom ili negativnom smeru po jednoj od dve

koordinatne ose (sa jednakom verovatno�om, u sluqaju simetriqnog sluqajnog lutaǌa).

Ako je x ∈ Z2, onda �emo sa x1 oznaqavati horizontalnu, a sa x2 vertikalnu koordinatu. To znaqi da

je Sn = (S1
n, S

2
n) = (

n∑
i=1

X1
i ,

n∑
i=1

X2
i ).

U nastavku �emo se bavati jednostavnim simetriqnim sluqajnim lutaǌem u dve dimenzije.

Poka�imo da va�i:

Teorema 2.1. (S1
n)n∈Z+ je sluqajno lutaǌe. (S2

n)n∈Z+ je, tako�e, sluqajno lutaǌe. Ta dva sluqajna

lutaǌa nisu nezavisna.

Dokaz. Poxto su sluqajne veliqine Xn, n ∈ N me�usobno nezavisne, onda su nezavisne i sluqajne

veliqine X1
n, n ∈ N. Pored toga, one su i jednako raspodeǉene sa raspodelom verovatno�a:

P{X1
n = 0} = P{Xn = (0, 1)}+ P{Xn = (0,−1)} =

1

4
+

1

4
=

1

2

P{X1
n = 1} = P{Xn = (1, 0)} =

1

4

P{X1
n = −1} = P{Xn = (−1, 0)} =

1

4
.

Dakle, (S1
n)n∈Z+

je suma nezavisnih jednako raspodeǉenih sluqajnih veliqina, pa samim tim i sluqaj-

no lutaǌe. Nije u pitaǌu jednostavno sluqajno lutaǌe jer sluqajna veliqina X1
n mo�e uzeti i vrednost

0.

Analogno se pokazuje i da je (S2
n)n∈Z+, tako�e, sluqajno lutaǌe.

Me�utim, sluqajne veliqine X1
n i X2

n nisu nezavisne, jer, ako jedna uzme vrednost 0, druga mora

uzeti nenula vrednost. Odatle sledi i da sluqajna lutaǌa (S1
n)n∈Z+

i (S2
n)n∈Z+

nisu nezavisne. 2

Razmotrimo sada promenu koordinatnog sistema. Rotirajmo koordinatne ose za 45o. Neka je

Rn = (R1
n, R

2
n) := (S1

n + S2
n, S

1
n − S2

n).

Tada va�e slede�e teoreme:

Teorema 2.2. (Rn)n∈Z+
je sluqajno lutaǌe u dve dimenzije. (R1

n)n∈Z+
i (R2

n)n∈Z+
su jednodimenzionalna
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sluqajna lutaǌa. Sluqajni procesi (R1
n)n∈Z+ i (R2

n)n∈Z+ su me�usobno nezavisni.

Dokaz. Znamo da je R1
n =

n∑
i=1

(X1
i +X2

i ), R2
n =

n∑
i=1

(X1
i −X2

i ). Dakle, Rn =
n∑
i=1

Yn, gde je Yn = (X1
n+X2

n, X
1
n−

X2
n). Znamo da je (Xn)n∈Z+

niz nezavisnih jednako raspodeǉenih sluqajnih veliqina, pa odatle sedi

da je i (Yn)n∈Z+
, tako�e, niz nezavisnih jednako raspodeǉenih sluqajnih veliqina. Odatle sledi da je

(Rn)n∈Z+
sluqajno lutaǌe u dve dimenzije.

Sliqno tome, zakǉuqujemo da su (R1
n)n∈Z+

i (R2
n)n∈Z+

jednodimenzionalna sluqajna lutaǌa.

Da bismo dokazali da su sluqajna lutaǌa (R1
n)n∈Z+

i (R2
n)n∈Z+

nezavisni sluqajni procesi, prvo

�emo pokazati da su sluqajne veliqine Y 1
n = X1

n + X2
n i Y 2

n = X1
n −X2

n nezavisne za svako n. Vrednosti

koje uzimaju sluqajne veliqine Y 1
n i Y 2

n su 1 i −1. Dakle, imamo

P{Y 1
n = 1, Y 2

n = 1} = P{Xn = (1, 0)} =
1

4
,

P{Y 1
n = −1, Y 2

n = −1} = P{Xn = (−1, 0)} =
1

4
,

P{Y 1
n = 1, Y 2

n = −1} = P{Xn = (0, 1)} =
1

4
,

P{Y 1
n = −1, Y 2

n = 1} = P{Xn = (0,−1)} =
1

4
.

Odavde sledi da je

P{Y 1
n = 1} = P{Y 1

n = −1} =
1

2
i P{Y 2

n = 1} = P{Y 2
n = −1} =

1

2
,

pa je

P{Y 1
n = y1, Y

2
n = y2} = P{Y 1

n } · P{Y 2
n = y2} za svako y1, y2 ∈ {−1, 1}. 2

Lema 2.1. Va�i

P{S2n = 0} =

(
2n

n

)2
1

24n
.

Dokaz. Primetimo da je

P{S2n = 0} = P{R2n = 0}

= P{R1
2n = 0, R2

2n = 0}

= P{R1
2n = 0} · P{R2

2n = 0}.

(R1
2n) i (R2

2n) su jednostavna simetriqna sluqajna lutaǌa, pa je

P{R1
2n = 0} = P{R2

2n = 0} =

(
2n

n

)
1

22n
,

odakle sledi da je
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P{S2n = 0} =

(
2n

n

)2
1

24n
. 2

Teorema 2.3. Simetriqno sluqajno lutaǌe u dve dimenzije je povratno.

Dokaz. Kao xto znamo, sluqajno lutaǌe u dve dimenzije je povratno ako je svako staǌe i ∈ Z2 povrat-

na. Iz posledice 2.1. znamo da je staǌe i povratno ako i samo ako je
+∞∑
n=1

pii(n) = +∞.

Neka je i ∈ Z2 proizvoǉno. Kako je pii(n) = 0 za svaki neparan broj n, onda va�i

+∞∑
n=1

pii(n) =

+∞∑
n=1

pii(2n) =

+∞∑
n=1

P{S2n = 0}.

Koriste�i Stirlingovu formulu iz leme 2.1. dobijamo da je

P{S2n = 0} =

(
2n

n

)2
1

24n

=
( (2n)!

n! · n!

)2
· 1

24n

=

( (
2n
e

)2n√
4πn((

n
e

)n
·
√

2πn
)2
)2

· 1

24n

=

(
22n√
πn

)2

· 1

24n

=
24n

πn
· 1

24n

=
1

πn
.

Dakle, za proizvoǉno i ∈ Z2 dobili smo da va�i

+∞∑
n=1

pii(n) =

+∞∑
n=1

1

πn
= +∞,

pa smo dokazali ono xto je tra�eno. 2
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3 Sluqajno lutaǌe kao martingal

3.1 Primeri

Nakon xto smo se u prvoj glavi upoznali sa martingalima i ǌihovim svojstvima, sada �emo navesti

neke primere martingala, proveriti da li je simetriqno sluqajno lutaǌe martingal, kao i pod kojim

uslovima su uopxteǌa sluqajnog lutaǌa martingali.

Primer 3.1. Ako je Xn niz nezavisnih sluqajnih promenǉivih koje zadovoǉavaju E(Xn) = 0 za n ≥ 1,

onda je niz S0 = 0, Sn = X1 + · · ·+Xn za n ≥ 1 martingal za niz {Xn : 1 ≤ n <∞}.

Primer 3.2. Ako je Xn niz nezavisnih sluqajnih promenǉivih koje zadovoǉavaju E(Xn) = 0 i D(Xn) =

σ2 za sve n ≥ 1, onda je niz M0 = 0,Mn = S2
n − nσ2 za n ≥ 1 martingal za {Xn : 1 ≤ n <∞}.

Kako je S2
n − nσ2 za n ≥ 1 adaptiran na {Xn : 1 ≤ n < ∞}, proveri�emo jox da li va�e i preostala

dva uslova iz definicije 1.16:

1)

E(|S2
n − nσ2|) = E(|(X1 + · · ·+Xn)2 − nσ2|)

= E(|X2
1 + · · ·+X2

n + 2
∑

1≤i<j≤n

XiXj − nσ2|

= 0 <∞, za n ∈ N.

2)

E(Mn|X1, X2, . . . , Xn−1) = E((Sn−1 +Xn)2 − nσ2|X1, X2, . . . , Xn−1)

= E(S2
n−1 + 2Sn−1Xn +X2

n − nσ2|X1, X2, . . . , Xn−1)

= Mn−1 za n ≥ 1.

Kako je S2
n−1 funkcija od {X1, X2, . . . , Xn−1}, to je uslovno oqekivaǌe prvog sabirka S2

n−1. Za drugi

sabirak va�i

E(Sn−1Xn|X1, X2, . . . , Xn−1) = Sn−1E(Xn|X1, X2, . . . , Xn−1).

Daǉe je E(Xn|X1, X2, . . . , Xn−1) = E(Xn) = 0 jer Xn ne zavisi od X1, . . . , Xn−1. Oqekivaǌe tre�eg

sabirka raqunamo sliqno

E(X2
n|X1, X2, . . . , Xn−1) = E(X2

n) = σ2.

Iz prethodnog sledi da je

E(Mn|X1, X2, . . . , Xn−1) = S2
n−1 + σ2 − nσ2 = S2

n−1 − (n− 1)σ2 = Mn−1.
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Primer 3.3. Razmotrimo sluqajno lutaǌe Sn = X1+X2+· · ·+Xn, gde je P{Xi = −1} = p, P{Xi = 1} = q

za i ∈ N, p, q ∈ (0, 1), i S0 = k. Tada je Sn − n(p− q) martingal.

Kako je Sn−n(p− q) za n ≥ 1 adaptiran na {Xn : 1 ≤ n <∞}, proveri�emo jox da li va�e i preostala

dva uslova iz definicije 1.16:

E(|Sn − n(p− q)|) = 0 <∞, za n ∈ N,

i

E(Sn+1 − (n+ 1)(p− q)|X1, . . . , Xn) = E(Sn +Xn+1 − (n+ 1)(p− q)|X1, . . . , Xn)

= Sn + E(Xn+1)− (n+ 1)(p− q)

= Sn + (p− q)− (n+ 1)(p− q)

= Sn − n(p− q).

Dakle, dokazali smo da je Sn − n(p− q) martingal.

Primer 3.4. Simetriqno sluqajno lutaǌe je martingal.

Proveravamo da li va�e sva tri svojstva iz definicije 1.16.:

1) E(|Sn|) = 0 <∞,

2) (Sn)n∈N je adaptiran na {Xn : 1 ≤ n <∞},

3)

E(Sn+1|X1, . . . , Xn) = E(Sn +Xn+1|X1, . . . , Xn)

= E(Sn|X1, . . . , Xn) + E(Xn+1|X1, . . . , Xn)

= Sn + E(Xn+1)

= Sn.

Dakle, simetriqno sluqajno lutaǌe jeste martingal.

Sada �emo proveriti da li su uopxteǌa sluqajnog lutaǌa martingali i pod kojim uslovima.

Primer 3.5. Razmotrimo da li je sluqajno lutaǌe iz primeara 2.1 martingal.

Kako je Sn =
n∑
i=1

Xi za n ≥ 1 adaptiran na {Xn : 1 ≤ n <∞}, proveri�emo jox da li va�e i preostala

dva uslova iz definicije 1.16:

E(|Sn|) = E(|X1 + · · ·+Xn|)

≤
n∑
i=1

E(|Xi|) < +∞, za n ∈ N,

i
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E(Sn+1|X1, . . . , Xn) = E(Sn +Xn+1|X1, . . . , Xn)

= E(Sn|X1, . . . , Xn) + E(Xn+1|X1, . . . , Xn)

= Sn + E(Xn+1).

Razlikujemo tri sluqaja:

1) Ako je E(Xn+1) = 0, onda je (Sn)n∈N martingal.

2) Ako je E(Xn+1) ≥ 0, onda je (Sn)n∈N submartingal.

3) Ako je E(Xn+1) ≤ 0, onda je (Sn)n∈N supermartingal.

Poxto je EXn =
+∞∑

k=−∞
kpk =

+∞∑
k=1

k(pk − p−k) za svako n ∈ N, onda va�i

1) Ako je pk = p−k za svako k ∈ N, tj. ako je sluqajno lutaǌe simetriqno, onda je EXn = 0 za svaki

prirodan broj n, pa je (Sn)n∈N martingal.

2) Ako je pk ≥ p−k za svako k ∈ N, onda je EXn ≥ 0 za svaki prirodan broj n, pa je (Sn)n∈N submartingal.

3) Ako je pk ≤ p−k za svako k ∈ N, onda je EXn ≤ 0 za svaki prirodan broj n, pa je (Sn)n∈N supermar-

tingal.

Primer 3.6. Razmotrimo da li je sluqajno lutaǌe iz primera 2.2 martingal.

Kako je Sn =
n∑
i=1

Xi za n ≥ 1 adaptiran na {Xn : 1 ≤ n <∞} i E(Sn) < +∞ proveri�emo jox da li va�i

tr�i uslov iz definicije 1.16:

E(Sn+1|X1, . . . , Xn) = E(Sn +Xn+1|X1, . . . , Xn)

= E(Sn|X1, . . . , Xn) + E(Xn+1|X1, . . . , Xn)

Kako je Sn funkcija od X1, X2, . . . , Xn, to je E(Sn|X1, . . . , Xn) = Sn. Osim toga, sluqajna veliqina Xn+1

je nezavisna od sluqajnih veliqina X1, X2, . . . , Xn, pa je E(Xn+1|X1, . . . , Xn) = EXn+1. Podsetimo se da je

ovaj primer specijalni sluqaj prethodnog, gde su verovatno�e pozitivnih i negativnih koraka jednake,

tj. sluqajno lutaǌe je simetriqno. Zbog toga va�i da je E(Xn) = 0 za svako n iz N. Iz prethodnog sledi

da je

E(Sn+1|X1, . . . , Xn) = Sn + E(Xn+1)

= Sn + 0

= Sn,

pa je ovo sluqajno lutaǌe martingal.

Primer 3.7. U primerima 2.3. i 2.4. sluqajno lutaǌe je isto simetriqno, pa su to, tako�e, primeri

martingala.
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3.2 Princip refleksije

Neka je (Sn)n∈N0 jednostavno simetriqno sluqajno lutaǌe. Razmatra se deo trajektorije jednostavnog

simetriqnog sluqajnog lutaǌa do trenutka n, koji dosti�e nivo m ∈ N u nekom trenutku τm ≤ n. Od tog

trenutka, pravi se reflektovana trajektorija koja ide korak gore svaki put kad original ide korak dole,

i obrnuto. Ako se originalna trajektorija zavrxava iznad nivoa m u trenutku n, onda se reflektovana

trajektorija zavrxava ispod nivoa m u trenutku n, i obrnuto. Ako se originalna trajektorija zavrxava

u nivou m u trenutku n, onda se i reflektovana trajektorija zavrxava u nivou m u trenutku n. [6]

Slika 4: Reflektovana trajektorija

Neka je m ∈ N i τm = min{n ∈ N : Sn = m}.

Teorema. 3.1.(Princip refleksije) Za m, c ∈ N va�i

P{Sn = m− c, τm ≤ n} = P{Sn = m+ c}.

Dokaz. Posmatra se deo trajektorije jednostavnog simetriqnog sluqajnog kretaǌa do trenutka n.

Broj trajektorija koje su dostigle nivo m pre trenutka n, a u trenutku n su u nivou m − c, jednak je

broju trajektorija koje su u nivou m+ c u trenutku n. Dokaz sledi na osnovu prethodne qiǌenice i na

osnovu toga xto je verovatno�a svake trajektorije 1
2n . 2

Teorema. 3.2. Za m,n ∈ N va�i

a) P{τm ≤ n} = P{Sn /∈ [−m,m− 1]};

b) P{τm = n} = 1
2 [P{Sn−1 = m− 1} − P{Sn−1 = m+ 1}].
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Dokaz.

a) Na osnovu principa refleksije i simetriqnosti sluqajnog kretaǌa sledi

P{τm ≤ n} =
∑
b∈Z

P{Sn = b, τm ≤ n}

=
∑

b∈Z,b≥m
P{Sn = b}+

∑
b∈Z,b<m

P{Sn = b, τm ≤ n}

= P{Sn ≥ m}+
∑
b>m

P{Sn = b}

= P{Sn ≥ m}+ P{Sn > m}

= P{Sn ≥ m}+ P{Sn < −m}

= P{Sn /∈ [−m,m− 1]}.

b)

P{τm = n} = P{τm ≤ n} − P{τm ≤ n− 1}

= P{Sn ≥ m}+ P{Sn < −m} − P{Sn−1 ≥ m} − P{Sn−1 < −m}

= P{Sn ≥ m}+ P{Sn > m} − P{Sn−1 ≥ m} − P{Sn−1 > m}

=
∑
b≥m

P{Sn = b|Sn−1 = b− 1}P{Sn−1 = b− 1}

+
∑
b≥m

P{Sn = b|Sn−1 = b+ 1}P{Sn−1 = b+ 1}

+
∑
b>m

P{Sn = b|Sn−1 = b− 1}P{Sn−1 = b− 1}

+
∑
b>m

P{Sn = b|Sn−1 = b+ 1}P{Sn−1 = b+ 1}

−P{Sn−1 ≥ m} − P{Sn−1 > m}

=
∑
b≥m

P{Xn = 1}P{Sn−1 = b− 1}+
∑
b≥m

P{Xn = −1}P{Sn−1 = b+ 1}

+
∑
b>m

P{Xn = 1}P{Sn−1 = b− 1}+
∑
b>m

P{Xn = −1}P{Sn−1 = b+ 1}

−P{Sn−1 ≥ m} − P{Sn−1 > m}

=
1

2
[P{Sn−1 ≥ m− 1}+ P{Sn−1 ≥ m+ 1}]

+
1

2
[P{Sn−1 > m− 1}+ P{Sn−1 > m+ 1}]− P{Sn−1 ≥ m} − P{Sn−1 > m}

= P{Sn−1 > m− 1}+
1

2
P{Sn−1 = m− 1}

+P{Sn−1 > m}+
1

2
P{Sn−1 = m+ 1} − P{Sn−1 ≥ m} − P{Sn−1 > m}

=
1

2
P{Sn−1 = m− 1}+

1

2
P{Sn−1 = m+ 1} − P{Sn−1 = m+ 1}

=
1

2
[P{Sn−1 = m− 1} − P{Sn−1 = m+ 1}]. 2

Posledica 3.1. Za m,n ∈ N va�i

P{τm = n} =
m

n
P{Sn = m}.

Dokaz. Podsetimo se identiteta koje �emo koristiti u ovom dokazu
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(
n

k

)
=
n

k

(
n− 1

k − 1

)
,

(
n− 1

k

)
=
n− k
n

(
n

k

)
.

Koriste�i prethodne identitete dobijamo da je

P{Sn−1 = m− 1} = 2−(n−1)
(

n− 1
n+m

2 − 1

)
= 2−(n−1)

n+m
2

n

(
n

n+m
2

)
= 2

n+m
2

n
2−n

(
n

n+m
2

)
= 2

n+m
2

n
P{Sn = m},

dok je

P{Sn−1 = m+ 1} = 2−(n−1)
(
n− 1
n+m

2

)
= 2−(n−1)

n− n+m
2

n

(
n

n+m
2

)
= 2

n− n+m
2

n
2−n

(
n

n+m
2

)
= 2

n− n+m
2

n
P{Sn = m}.

Na osnovu teoreme sledi da je

P{τm = n} =
1

2
[P{Sn−1 = m− 1} − P{Sn−1 = m+ 1}]

=
1

2
[2
n+m

2

n
P{Sn = m} − 2

n− n+m
2

n
P{Sn = m}]

=
1

2
2
n+m

2 − n+ n+m
2

n
P{Sn = m}

=
n+m− n

n
P{Sn = m}

=
m

n
P{Sn = m}. 2

Neka je Mn = max{S0, S1, . . . , Sn}. U nastavku odre�ujemo raspodelu sluqajne veliqine Mn.

Lema 3.1. Za simetriqno sluqajno lutaǌe {Sn, n = 0, 1, 2, . . . } va�i

P{Mn ≥ r, Sn = b} =

{
P{Sn = b}, b ≥ r

P{Sn = 2r − b}, b < r

Dokaz. Neka je b ≥ r. Kako je Mn = max{S0, S1, . . . , Sn}, to je Mn ≥ Sn, odakle sledi da je P{Mn ≥
r, Sn = b} = P{Sn = b},

Ako je, pak, b < r, broj trajektorija koje dostignu nivo r u nekom trenutku pre trenutka n, a u trenutku

n su u nivou b je isti kao broj trajektorija koje su u trenutku n dostigle nivo r + (r − b) = 2r − b. 2
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Slika 5: Slika uz Lemu 3.1

Teorema 3.3. Za simetriqno sluqajno lutaǌe {Sn, n = 0, 1, 2, . . . },Mn = max{S0, S1, . . . , Sn} i r > 1 va�i

P{Mn ≥ r} = P{Sn = r}+ 2P{Sn > r},

P{Mn = r} = P{Sn = r}+ P{Sn = r + 1} = max{P{Sn = r}, P{Sn = r + 1}}.

Dokaz.

P{Mn ≥ r} =
∑
b

P{Mn ≥ r, Sn = b}

Lema
=

∑
b≥r

P{Sn = b}+
∑
b<r

P{Sn = 2r − b}

= P{Sn ≥ r}+
∑
k>r

P{Sn = k}

= P{Sn ≥ r}+ P{Sn > r}

= P{Sn = r}+ 2P{Sn > r}.

Daǉe, primenom dokazanog dela teoreme, sledi

P{Mn = r} = P{Mn ≥ r} − P{Mn ≥ r + 1}

= P{Sn = r}+ 2P{Sn > r} − P{Sn = r + 1} − 2P{Sn > r + 1}

= P{Sn = r}+ 2P{Sn = r + 1} − P{Sn = r + 1}

= P{Sn = r}+ P{Sn = r + 1}

= max{P{Sn = r}, P{Sn = r + 1},

jer je samo jedna od verovatno�a P{Sn = r} i P{Sn = r + 1} razliqita od nule.
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Sada �emo raqunati verovatno�u P{τ1 = 2j − 1}.
Baca se simetriqan novqi� neparan broj puta (2j−1 puta), odakle se dobija jednostavno simetriqno

sluqajno kretaǌe. Neke trajektorije tog sluqajnog kretaǌa �e dosti�i nivo 1 za prvih 2j − 1 koraka,

a neke ne�e. U sluqaju tri bacaǌa, tj. za j = 2, postoji osam mogu�ih trajektorija od kojih samo pet

dosti�u nivo 1. (Slika 6.)

Slika 6: Izvorne trajektorije

Razmatra se trajektorija koja dostigne nivo 1 u nekom trenutku τ1 ≤ 2j − 1. Od tog trenutka, pravi

se reflektovana trajektorija (Slika 7.), koja ide korak gore svaki put kad original ide korak dole

i obrnuto. Ako se originalna trajektorija zavrxava iznad 1 u trenutku 2j − 1, onda se reflektovana

trajektorija zavrxava ispod 1 u trenutku 2j−1, i obrnuto. Pored toga, ako se originalna trajektorija

zavrxava u 1 u trenutku 2j − 1, onda se i reflektovana trajektorija zavrxava u 1 u trenutku 2j − 1.

Pod trajektorijama koje dostignu nivo 1 u nekom trenutku τ1 ≤ 2j − 1 podrazumevaju se trajektorije

koje su iznad 1 u trenutku 2j − 1, zatim koje su u nivou 1 i one koje su pre trenutka 2j − 1 proxle kroz

nivo 1, a u trenutku 2j − 1 su ispod nivoa 1.

Reflektovane trajektorije koje su iznad nivoa 1 u trenutku 2j − 1 odgovaraju trajektorijama koje

su pre trenutka 2j − 1 proxle kroz nivo 1, a u trenutku 2j − 1 su ispod nivoa 1. Postoji onoliko

reflektovanih trajektorija koje su iznad nivoa 1 u trenutku 2j − 1 koliko i originalnih trajektorija

koje su iznad nivoa 1 u trenutku 2j − 1.

Postoji taqno jedna trajektorija koja je iznad nivoa 1 u trenutku 3 (nakon tri bacaǌa), i to je

GGG. Postoje tri trjektorije koje su u nivou 1 u trenutku 3 i to su GGP, GPG, PGG. Postoji jedna

reflektovana trajektorija iznad nivoa 1 u trenutku 3 (GPP).
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Slika 7: Reflektovane trajektorije

Dakle, broj trajektorija koje dostignu nivo 1 u nekom trenutku τ1 ≤ 2j − 1 dobija se tako xto se na

broj trajektorija koje su iznad nivoa 1 u trenutku τ1 ≤ 2j − 1 doda dvostruki broj onih trajektorija

koje su iznad nivoa 1 u trenutku 2j − 1. Drugim reqima, za jednostavno simetriqno sluqajno lutaǌe

va�i

P{τ1 ≤ 2j − 1} = P{S2j−1 = 1}+ 2P{S2j−1 ≥ 3}.

Kako je {Sn, n = 0, 1, 2, 3, . . . } jednostavno simetriqno sluqajno lutaǌe, to je

P{S2j−1 ≥ 3} = P{S2j−1 ≤ −3}.

Dakle,

P{τ1 ≤ 2j − 1} = P{S2j−1 = 1}+ P{S2j−1 ≥ 3}+ P{S2j−1 ≤ −3} = 1− P{S2j−1 = −1}.

Da bi S2j−1 bilo −1, u tih 2j − 1 bacaǌa mora biti j − 1 grbova i j pisama. Broj trajektorija sa

ovom osobinom je (
2j − 1

j

)
=

(2j − 1)!

j!(j − 1)!
,

a svaka takva trajektorija se realizuje sa verovatno�om ( 1
2 )2j−1, tako da je

P{S2j−1 = −1} =
(1

2

)2j−1 (2j − 1)!

j!(j − 1)!
.

Analogno,

P{S2j−3 = −1} =
(1

2

)2j−3 (2j − 3)!

(j − 1)!(j − 2)!
.
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Sledi da je za j ≥ 2 va�i

P{τ1 = 2j − 1} = P{τ1 ≤ 2j − 1} − P{τ1 ≤ 2j − 3}

= (1− P{S2j−1 = −1})− (1− P{S2j−3 = −1})

= P{S2j−3 = −1} − P{S2j−1 = −1}

=
(1

2

)2j−3 (2j − 3)!

(j − 1)!(j − 2)!
−
(1

2

)2j−1 (2j − 1)!

j!(j − 1)!

=
(1

2

)2j−1 (2j − 3)!

j!(j − 1)!
(4j(j − 1)− (2j − 2)(2j − 1))

=
(1

2

)2j−1 (2j − 3)!

j!(j − 1)!
(4j(j − 1)− 2(j − 1)(2j − 1))

=
(1

2

)2j−1 (2j − 3)!

j!(j − 1)!
(2j − 2)

=
(1

2

)2j−1 (2j − 2)!

j!(j − 1)!
,

tako da je pokazano

P{τ1 = 2j − 1} =
(1

2

)2j−1 (2j − 2)!

j!(j − 1)!
. 2
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4 Primena sluqajnog lutaǌa

4.1 Erenfestov model urne

U ovom poglavǉu �emo opisati Erenfestov model urne koji predstavǉa matematiqki model koji

opisuje difuziju molekula kroz propustǉivu membranu. Pre toga �emo kroz jedan primer uvesti pojam

sluqajnog lutaǌa sa barijerama.

Primer 4.1. (Jednodimenzionalna sluqajna pomeraǌa) Neka je S = {0, 1, 2, . . . } i zamislimo da imamo

materijalnu qesticu koja se za jediniqno vreme iz polo�aja j ∈ S pomera u polo�aj (j + 1) sa verovat-

no�om pj, u polo�aj (j − 1) sa verovatno�om qj ili ostaje u polo�aju j sa verovatno�om rj = 1− pj − qj,
pri qemu je j ≥ 1. Pored toga, neka je p01 = p0, p00 = r0 = 1− p0. Neka je Xt polo�aj qestice u trenutku

t. Tada je {Xt, t ∈ N0} homogen lanac Markova sa matricom verovatno�a prelaska

P =


r0 p0 0 0 0 · · ·
q1 r1 p1 0 0 · · ·
0 q2 r2 p2 0 · · ·
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

 .

Homogen lanac Markova se dobija i kada je skup staǌa skup svih celih brojeva i

pj,j+1 = pj , pj,j−1 = qj , pjj = rj ,

gde je pj + qj + rj = 1 za svako celobrojno j.

Ako je S = {0, 1, 2, . . . } i p0 = 1, r0 = q0 = 0, radi se o sluqajnom pomeraǌu sa reflektuju�om barijerom

u taqki x = 0. Ako je S = {0, 1, 2, . . . } i r0 = 1, q0 = p0 = 0, onda se radi o sluqajnom pomeraǌu sa

apsorbuju�om barijerom u taqki x = 0.

Primer 4.2. Neka su date dve urne oznaqene sa A i B u kojima se nalazi ukupno m loptica. Neka

se u urni A nalazi x, a u urni B m − x loptica. Na sluqajan naqin biramo jednu od loptica pri

qemu pretpostavǉamo da svaku od loptica biramo sa istom verovatno�om. Izabranu lopticu potom

prebacujemo iz urne u kojoj je bila u drugu urnu. Oznaqimo sa Xn sluqajnu veliqinu koja predstavǉa

broj loptica u urni A nakon n−tog izvlaqeǌa. Tada je {Xn, n ∈ N} sluqajno lutaǌe sa skupom staǌa

S = {0, 1, . . . ,m} i verovatno�ama prelaska

pij =


m−i
m , ako je j = i+ 1,
i
m , ako je j = i− 1,

0, inaqe

.

Nas zanima kako se meǌa koliqina loptica u urnama posle odre�enog vremena. Da bismo to odredili,

na�i �emo stacionarnu rapodelu procesa {Xn, n ∈ N0}. Matrica verovatno�a prelaska je oblika
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P =



0 1 0 0 · · · 0
1
m 0 m−1

m 0 · · · 0

0 2
m 0 m−2

m · · · 0
...

. . .
. . .

. . .
. . .

...

0 0 · · · m−1
m 0 1

m

0 0 0 0 1 0


.

Ako je π = (π0, π1, . . . , πm) stacionarna raspodela, onda va�i π = π · P, tj.

(π0, π1, . . . , πm) = (π0, π1, . . . , πm) ·



0 1 0 0 · · · 0
1
m 0 m−1

m 0 · · · 0

0 2
m 0 m−2

m · · · 0
...

. . .
. . .

. . .
. . .

...

0 0 · · · m−1
m 0 1

m

0 0 0 0 1 0


.

Odatle sledi da je

π0 =
π1
m
,

πi =
m− (i− 1)

m
πi−1 +

i+ 1

m
πi+1, i = 1, 2, . . . ,m− 1,

πm =
1

m
πm−1,

odnosno imamo

π1 = mπ0 =

(
m

1

)
π0

π2 =
m

2
π1 −

m

2
π0 =

m(m− 1)

2
π0 =

(
m

2

)
π0

π3 =
m

3
π2 +

m− 1

3
π1 =

m

3

m(m− 1)

2
π0 −

m− 1

3
mπ0 =

m(m− 1)(m− 2)

6
π0 =

(
m

3

)
π0

...

πm =

(
m

m

)
π0.

Dobili smo da je

πi =

(
m

i

)
π0, za i ∈ {1, 2, . . . ,m}.(18)

Kako va�i da je
∑
i

πi = 1 i va�e jednakosti (18), to dobijamo da je

π0 =
1

2m
,

tj.
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πi =

(
m
i

)
2m

, za i ∈ {0, 1, . . . ,m}.

Dakle, oqekujemo da se nakon mnogo vremena u obe urne nalazi pribli�no isti broj loptica jer su

te verovatno�e najve�e.

4.2 Zadatak o propasti igraqa

Razmatramo slede�i problem: Igraq igra neku igru na sre�u u kojoj nakon uspexne partije dobija

jedan �eton, a nakon neuspexne gubi ulo�en �eton. Smatra se da je igra fer, tj. da su verovatno�e

uspeha i neuspeha u jednoj partiji jednake i iznose 1
2 . Pretpostavǉamo da igraq ima x �etona na poqetku

igre, sa kojom prestaje kad skupi taqno M �etona ili kad izgubi sve. Ako skupi M �etona ka�emo da

je pobedio, a ako izgubi sve, ka�emo da je propao.

Obele�imo sa qx verovatno�u propasti igraqa pod uslovom da je na poqetku igre imao x �etona, tj.

neka je qx = P (W |D0 = x), gde je W doga�aj da igraq izgubi sve �etone, a Dn sluqajna veliqina koja

predstavǉa broj �etona igraqa nakon n-te partije. Sada �emo izraqunati qx.

Za poqetak, imamo dva trivijalna sluqaja. Naime, ako je x = 0, igraq je propao, pa je q0 = 1, a ako je

x = M , onda je igraq pobedio, pa je qM = 0.

Pretpostavimo sad da je 0 < x < M . Ako sa A obele�imo doga�aj da je igraq bio uspexan u prvoj

partiji, a sa A doga�aj da je igraq bio neuspexan u prvoj partiji, onda, na osnovu formule potpune

verovatno�e imamo:

qx = P (W |D0 = x)

= P (W ∩A|D0 = x) + P (W ∩A|D0 = x)

=
P (W ∩A ∩ {D0 = x})

P (D0 = x)
+
P (W ∩A ∩ {D0 = x})

P (D0 = x)

= P (A|D0 = x) · P (W |A ∩ {D0 = x}) + P (A|D0 = x) · P (W |A ∩ {D0 = x})

=
1

2
· P (W |D1 = x+ 1) +

1

2
· P (W |D1 = x− 1)

=
1

2
· P (W |D0 = x+ 1) +

1

2
· P (W |D0 = x− 1)

=
1

2
qx+1 +

1

2
qx−1.

Dakle, dobili smo da je qx = 1
2qx+1 + 1

2qx−1. Sad, na osnovu qiǌenice da je

1

2
qx +

1

2
qx = qx =

1

2
qx+1 +

1

2
qx−1,

dobijamo da je

1

2
(qx+1 − qx) =

1

2
(qx − qx−1),

odakle sledi da je
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qx+1 − qx = qx − qx−1 = · · · = q1 − q0.

Iz prethodne jednakosti i uslova q0 = 1 i qM = 0 sledi da je

−1 = qM − q0

=

M−1∑
k=0

(qk+1 − qk)

=

M−1∑
k=0

(q1 − q0)

= M(q1 − q0).

Odavde je

q1 − q0 = − 1

M
.

Sada, za svako 0 < x < M va�i

qx − q0 =

x−1∑
k=0

(qk+1 − qk)

=

x−1∑
k=0

(q1 − q0)

= x · (q1 − q0)

= − x

M
.

Dakle, za svako 0 < x < M , verovatno�a da igraq propadne ako je na poqetku igre imao x �etona

jeste

qx = 1− x

M
.

Na daǉe �emo se baviti du�inom igre, taqnije uslovnim matematiqkim oqekivaǌem du�ine igre.

Neka je tx oqekivani kraj igre, tj. trenutak pobede ili propasti igraqa, pod uslovom da je igraq na

poqetku igre imao x �etona. Ako je S sluqajna veliqina koja predstavǉa broj partija do pobede ili

propasti igraqa, onda mo�emo zapisati da je tx = E(S|D0 = x). Jasno je da je t0 = tM = 0, poxtoje igra

zavrxena qim igraq ima 0 ili M �etona. Za 0 < x < M va�i

tx = E(S|D0 = x)

= E(S ∩A|D0 = x) + E(S ∩A|D0 = x)

= E(S|{D0 = x} ∩A) · P (A|D0 = x) + E(S|{D0 = x} ∩A) · P (A|D0 = x)

=
1

2
· E(S|D1 = x+ 1) +

1

2
· E(S|D1 = x− 1)

=
1

2
(1 + E(S|D0 = x+ 1)) +

1

2
(1 + E(S|D0 = x− 1))

=
1

2
+

1

2
tx+1 +

1

2
+

1

2
tx−1

= 1 +
1

2
tx+1 +

1

2
tx−1.

Ako tx napixemo u obliku 1
2 tx + 1

2 tx, dobijamo da je
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1

2
tx +

1

2
tx = 1 +

1

2
tx+1 +

1

2
tx−1,

odakle je

1

2
(tx+1 − tx) = −1 +

1

2
(tx − tx−1),

tj.

tx+1 − tx = −2 + tx − tx−1.

Koriste�i uslove t0 = tM = 0, dobijamo da je

0 = tM − t0

=

M−1∑
k=0

(tk+1 − tk)

=

M−1∑
k=0

(−2k + t1 − t0)

= −2
M(M − 1)

2
+M(t1 − t0)

odakle je t1 − t0 = M − 1. Daǉe, za 0 < x < M va�i

tx − t0 =

x−1∑
k=0

(tk+1 − tk)

=

x−1∑
k=0

(−2k + t1 − t0)

= −2
x(x− 1)

2
+ x(M − 1)

= x(M − x).

Dakle, verovatno�a propasti igraqa je qx = 1 − x
M , a uslovno matematiqko oqekivaǌe du�ine igre

je tx = x(M − x), gde je 0 ≤ x ≤M .

4.2.1 Simulacija

Iskoristi�emo zadatak o propasti igraqa za prikazivaǌe kompjuterske simulacije sluqajnog luta-

ǌa. �eǉa nam je da vidimo da li �e broj igara u kojima je igraq propao biti u skladu sa verovatno�om

propasti igraqa koju smo izraqunali, i da li �e proseqna du�ina igre biti u skladu sa uslovnim ma-

tematiqkim oqekivaǌem du�ine igre koje smo, tako�e, izraqunali u prethodnom delu.

Prvo �emo napistai funkciju propast(x,M). Kao xto vidimo ta funkcija ima dva argumenta, x i

M. Prvi argument, x, predstavǉa broj �etona koje igraq ima na poqetku igre, dok drugi argument, M,
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predstavǉa broj �etona kojei igraq treba da ima da bismo ga smatrali pobednikom. Ova funkcija nam

vra�a vektor qiji je prvi element indikator toga da li je igraq izgubio (vra�a 1 ako je izgubio,

odnosno 0 ako je pobedio), a drugi element predstavǉa du�inu trajaǌa igre.

propast <-function(x,M){

S<-x

t<-0

while(S!=0 & S!=M){

x=sample(c(-1,1),1)

S=S+x

t=t+1

}

if(S==0)

return(c(1,t))

else

return(c(0,t))

}

Sada �emo 10000 puta simulirati igru pod pretpostavkom da je igraq na poqetku igre imao 2 �etona,

a da je potrebno da ima 5 �etona da bismo ga smatrali pobednikom. Nakon toga �emo izraqunati sredǌu

vrednost svih indikatora poraza, kao i du�ina trajaǌa igre, da bismo ih uporedili sa verovatno�om

propasti, odnosno uslovnim matematiqkim oqekivaǌem du�ine igre.

set.seed(5)

R<-replicate(10000,propast(2,5))

mean(R[1 ,])

mean(R[2 ,])

Dobijamo da je sredǌa vrednost svih indikatora poraza 0.6038, a sredǌa vrednost du�ina trajaǌa

igre 6.0006. Na osnovu teorijskog dela znamo da verovatno�a propasti igraqa iznosi qx = 1 − x
M =

1 − 2
5 = 3

5 = 0.6, a uslovno matematiqko oqekivaǌe du�ine igre tx = x(M − x) = 2(5 − 2) = 6. Odatle

vidimo da je verovatno�a propasti igraqa pribli�no ista sredǌoj vrednosti svih indikatora poraza

i da je uslovno matematiqko oqekivaǌe du�ine igre pribli�no isto sredǌoj vrednosti du�ine trajaǌa

igre.

Dakle, zakǉuqujemo da je broj igara u kojima je igraq propao u skladu sa verovatno�om propasti

igraqa, i da je proseqna du�ina igre u skladu sa uslovnim matematiqkim oqekivaǌem du�ine igre.
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4.3 Sluqajno lutaǌe u finansijskoj matematici

4.3.1 Osnovni pojmovi u finansijama

U ovoj glavi �emo se baviti primenom sluqajnog lutaǌa u finansijskoj matematici, taqnije vi-

de�emo kako se koristi sluqajno lutaǌe u odre�ivaǌu budu�ih cena opcija. Prvo �emo definisati

osnovne pojmove iz finansijske matematike koje �emo koristiti.

Finansijsko sredstvo je nefiziqko sredstvo qija se vrednost izvodi iz ugovorenog potra�ivaǌa.

Vrednosni papiri (ili hartije od vrednosti) su finansijska sredstva kojima se mo�e trgovati. Vred-

nosni papiri se dele na vrednosne papire sa fiksnim prihodom (obiqni i oroqeni ulozi u banci, obve-

znice, hipoteke, anuiteti, itd.) i vrednosne papire sa prihodom koji nije fiksan. Najva�niji vrednosni

papiri sa prihodom koji nije fiksan su akcije. Akcije su vrednosni papiri koji predstavǉaju vlasnix-

tvo nad delom kompanije.[2]

Portfolio je kolekcija vrednosnih papira koje neko poseduje. Vrednost porfolija je linearna kom-

binacija vrednosti pojedinih vrednosnih papira. [2]

Tok novca je proizvoǉan skup finansijskih transakcija. Tok novca qine ure�eni parovi realnih

brojeva, gde prvi broj predstavǉa vreme, a drugi iznos transakcije.

Kamata predstavǉa nadoknadu za korix�eǌe kapitala. Kama�eǌe se deli na diskretno i neprekidno,

pri qemu diskretno kama�eǌe mo�e biti prosto i slo�eno.

Kod prostog kama�eǌa kamata je proporcionalna vremenu za koje se kamata obraqunava. Na primer,

ako ulo�imo A novqanih jedinica na t godina pri kamatnoj stopi i, onda �emo nakon t vremena imati

A(1 + it) novqanih jedinica.

Kod slo�enog kama�eǌa se nakon obraqunskog perioda zara�ena kamata dodaje glavnici i time se

dobija glavnica za naredni obraqunski period. Ako se kamata obraqunava na godixǌem nivou, onda �e

vrednost ulo�enih A novqanih jedinica pri kamatnoj stopi i, nakon t godina biti A(1 + i)t. Kamata se

ne mora obraqunavati na godixǌem nivou, ve� se najqex�e godina podeli na m jednakih perioda, pa se

obraqun vrxi na kraju svakog od tih perioda, pri qemu je kamata za svaki od tih perioda i(m)

m gde je

i(m) godixǌa kamatna stopa. U tom sluqaju, ako ulo�imo A novqanih jedinica, posle godinu dana �emo

imati A(1 + i(m)

m )m novqanih jedinica.

Kamatnu stopu i koja pri prostom kama�eǌu posle godinu dana proizvodi isti rezultat kao i polazna

kamatna stopa i(m) pri slo�enom kama�eǌu sa m jednakih obraqunskih perioda nazivamo efektivna

kamatna stopa, dok kamatnu stopu i(m) nazivamo nominalnom kamatnom stopom. Tada va�i

1 + i =
(

1 +
i(m)

m

)m
.

Ako pustimo da m te�i beskonaqnosti, onda dobijamo neprekidno kama�eǌe. Kod neprekidnog ka-

ma�eǌa se u svakom trenutku obraqunava kamata i dodaje na glavnicu. Ulo�enih A novqanih jedinica

nkon godinu dana neprekidnog kama�eǌa sa godixǌom kamatnom stopom i(m) ima vrednost
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lim
m→∞

A(1 +
i(m)

m
)m = lim

m→∞
ei

(m)

= er,

gde je r = lim
m→∞

i(m). Nakon t godina ovakvog kama�eǌa ulo�enih A novqanih jedinica ima�e vrednost

lim
m→∞

A(1 +
i(m)

m
)mt = lim

m→∞
eti

(m)

= ert.

Prethodno razmatraǌe nam poma�e da raqunamo sadaxǌe i budu�e vrednosti novqanih tokova. Neka

je (x0, x1, . . . , xn) tok novca. Ako vrximo prosto kama�eǌe pri godixǌoj kamatnoj stopi i, onda su sadaxǌa

i budu�a vrednost datog novqanog toka

PV =

n∑
k=0

xk
(1 + i)k

=

n∑
k=0

xkv
k

i

FV =

n∑
k=0

xk(1 + i)n−k.

Ako vrximo slo�eno kama�eǌe m puta godixǌe sa godixǌom kamatnom stopom i(m), onda �e sadaxǌa

i budu�a vrednost istog novqanog toka biti

PV =

n∑
k=0

xk

(1 + i(m)

m )k
=

n∑
k=0

xk(v(m))k

i

FV =

n∑
k=0

xk

(
1 +

i(m)

m

)n−k
.

Ako kamatnu stopu obraqunavamo neprekidno, onda su sadaxǌa i budu�a vrednost novqanog toka

(x(t0), x(t1), . . . , x(tn))

PV =

n∑
k=0

xtke
−rtk =

n∑
k=0

xtkv
tk

i

FV =
n∑
k=0

xtke
r(tn−tk).

Va�no je napomenuti da dva toka novca imaju istu vrednost ako su im sadaxǌe vrednosti jednake i

tada ka�emo da su ta dva toka ekvivalentna.

4.3.2 Opcije

Opcije spadaju u finansijske derivate, xto znaqi da je ǌihova vrednost izvedena iz drugih vredno-

snih papira koje nazivamo podloga. Podloga za opcije su uglavnom akcije. Opcija je ugovor koji onome

ko ga poseduje daje pravo, ali ne i obavezu, da kupi ili proda neki vrednosni papir pod dogovorenim

uslovima (pod uslovima se misli na cenu i vreme).

Ugovorenu cenu, po kojoj se mo�e kupiti, odnosno prodati vrednosni papir, �emo oznaqavati sa K,

a vreme do isteka opcije sa T .
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Osnovne podele opcija su u odnosu na to da li se opcija mo�e kupiti ili prodati i u odnosu na

vreme izvrxeǌa opcije. U tom pogledu, imamo 4 vrste opcija

1. Evropske kol opcije-daju pravo, ali ne i obavezu kupovine vrednosnog papira po unapred dogovore-

noj ceni K i mogu da se aktiviraju samo u ugovoreno vreme T . Cenu evropske kol opcije oznaqavamo

sa c.

2. Evropske put opcije- daju pravo, ali ne i obavezu prodaje vrednosnog papira po unapred dogovorenoj

ceni K i mogu da se aktiviraju samo u ugovoreno vreme T . Cenu evropske put opcije oznaqavamo

sa p.

3. Ameriqke kol opcije- daju pravo, ali ne i obavezu kupovine vrednosnog papira po unapred dogovo-

renoj ceni K i mogu da se aktiviraju u bilo kom trenutku vremena pre ugovorenog vremena T kao

i u trenutku T .

4. Ameriqke put opcije-daju pravo, ali ne i obavezu prodaje vrednosnog papira po unapred dogovorenoj

ceni K i mogu da se aktiviraju u bilo kom trenutku vremena pre ugovorenog vremena T kao i u

trenutku T .

Poqetnu vrednost papira na koji se odnosi opcija u trenutku sklapaǌa ugovora oznaqavamo sa S0, a

cenu u trenutku t, 0 ≤ t ≤ T sa St.

Razmotrimo sada evropsku kol opciju sa vremenom isteka T i ugovorenom cenom K. Neka je ST cena

akcije na koju se opcija odnosi u trenutku T . Odredi�emo koliko vredi kol opcija u trenutku T . Postoje

2 sluqaja, kada je cena akcije maǌa nego cena opcije, i kada je cena akcije ve�a nego cena opcije.

1) Ako je ST < K, onda je vrednost opcije nula, jer akciju mo�emo kupiti jeftinije na tr�ixtu.

2) Ako je ST > K, onda opcija ima vrednost, jer nam omogu�ava da akciju kupimo po ugovorenoj ceni

K koja je ni�a od tr�ixne cene ST . Kupǉenu akciju po ceni K mo�emo odmah da prodamo po ceni

ST , i time ostvarimo profit ST −K.

Dakle, vrednost kol opcije u trenutku isteka T je

c = max{0, ST −K}.

Stvar �e biti suprotna ako razmotrimo evropsku put opciju, tako�e, po ugovorenoj ceni K i u

ugovoreno vreme T . Ponovo razmatramo sluqajeve kad je ST < K i kad je ST > K.

1) Ako je ST < K, onda put opcija ima vrednost, jer mo�emo kupiti na berzi akciju po ceni ST , pa je

onda prodati po ceni K, i time ostvariti profit K − ST .

2) Ako je ST > K, put opcija nema vrednost, jer je besmisleno prodavati akciju po ceni K, ako je

mo�emo prodati na tr�ixtu za ST > K.

Dakle, vrednost evropske put opcije u trenutku isteka T je

p = max{K − ST , 0}.
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4.3.3 Geometrijsko sluqajno lutaǌe

U osnovi sluqajnog lutaǌa je pretpostavka da su svi koraci u sluqajnom lutaǌu, tj. sve sluqajne

veliqine (Xn)n∈N me�usobno nezavisne. Me�utim, ekonomske vremenske serije ne zadovoǉavaju tu pret-

postavku. Na primer, sezonske oscilacije meseqnih prodajnih podataka u apsolutnim iznosima su znatno

ve�e ako je proseqna godixǌa prodaja visoka. Nasuprot tome, relativne ili procentualne promene su

stabilne tokom vremena i ne zavise od trenutne vrednosti Sn. Zbog toga uvodimo geometrijsko binomno

sluqajno lutaǌe (Sn)n∈N0 pomo�u jednakosti

Sn = Xn · Sn−1 = S0 ·
n∏
k=1

Xk,(19)

gde su sluqajne veliqine (Xn)n∈N me�usobno nezavisne i imaju slede�u raspodelu verovatno�a:

P{Xn = u} = p, P{Xn = d} = q = 1− p, u, d 6= 0, 1, p ∈ (0, 1)

za svaki prirodan broj n. [7]

Tada je

EXn = up+ d(1− p) = (u− d)p+ d za svako n ∈ N,

pa iz pretpostavke o nezavisnosti sluqajnih veliqina (Xn)n∈N i jednakosti (19) sledi da je

ESn = ES0 · (EX1)n = ES0 · ((u− d)p+ d)n,

xto znaqi da ESn raste ili opada eksponencijalno ako je EX1 > 1, odnosno EX1 < 1.

Ako je EX1 = 1, tj. ako je p = 1−d
u−d , onda je proces (Sn)n∈N0

stabilan u proseku. Specijalno, ako je

d = 1
u , onda je EX1 = 1 za p = 1

u+1 .

Ako logaritmujemo jednakost (19), dobijamo da je

lnSn = lnS0 +

n∑
k=1

lnXk.

Sluqajan proces Sn = lnSn je obiqno sluqajno lutaǌe, gde je S0 = lnS0 i Xn = lnXn, n ∈ N, pri qemu

sluqajne veliqine Xn, n ∈ N imaju slede�u raspodelu verovatno�a

P{Xn = u} = p, P{Xn = d} = 1− p.

Dakle, ovom transformacijom smo, od geometrijskog binomnog sluqajnog lutaǌa, dobili obiqno slu-

qajno lutaǌe (kod koga korak nije jediniqni). Geometrijsko binomno sluqajno lutaǌe se koristi kod

odre�ivaǌe cena akcija binomnim modelom.
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4.3.4 Binomni model sa jednim korakom za evropske kol opcije

Za nala�eǌe cene evropske kol opcije polazimo od binomog modela. Prilikom odre�ivaǌa cene

evropske kol opcije poxtova�emo princip koji se zove Risk−Neutral V aluation (procena koja je neutralna

od rizika). Taj princip nam ka�e da je cena opcije sadaxǌa vrednost matematiqkog oqekivaǌa od dobiti

opcije.

Razmotrimo binomni model sa jednim korakom. Neka je sadaxǌa cena akcije S0 i neka je f cena kol

opcije sa istekom u trenutku T i ugovorenom cenom K. Pretpostavǉamo da cena opcije mo�e ili da

poraste i bude S0u, gde je u > 1, ili da opadne, i bude S0d, gde je d < 1. Tako�e, pretpostavimo da

su verovatno�e koje odgovaraju tim dvema mogu�nostima p i 1 − p, respektivno. Dakle, cena akcije na

poqetku drugog perioda je sluqajna promenǉiva S1, sa slede�om raspodelom

S1 :

(
S0u S0d

p 1− p

)
.

Model je odre�en ako je poznata jedinica vremena u kojoj se promene cena dexavaju, faktori u i d, kao

i verovatno�a p.

Ako cena akcije poraste , dobit od kol opcije iznosi fu = max{S0u−K, 0}, a ako cena padne dobit je

fd = max{S0d−K, 0}.

Posmatrajmo sad portfolio koji se sastoji od:

1) ∆ akcija koje smo kupili i qija je trenutna cena S0.

2) Prodali smo jednu evropsku kol opciju na te akcije.

Ciǉ nam je da odredimo onu vrednost za ∆ za koju je ovaj portfolio bezriziqan, tj. za koju je

vrednost portfolia u trenutku T ista nezavisno od toga da li vrednost akcija poraste ili opadne.

Ako cena akcije poraste u trenutku T , vrednost portfolia je S0u∆ − fu, a ako cena akcija padne

u trenutku T , vrednost portfolia je S0d∆ − fd. Da bi ispoxtovali princip bezriziqnosti, tj. da bi

portfolio bio nezavisan od promene cene akcija, mora biti

S0u∆− fu = S0d∆− fd,

odakle je

∆ =
fu − fd
S0u− S0d

.(20)

U tom sluqaju, portfolio treba da zaradi isto onoliko koliko bi se zaradilo da su poqetna sredstva

ulo�ena u banku po kamatnoj stopi i. Sadaxǌa vrednost tog portfolia je

(S0u∆− fu)e−iT .

Cena koju smo platili za portfolio je

S0∆− f,

pa sledi da je
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S0∆− f = (S0u∆− fu)e−iT ,

odakle je

f = S0∆− (S0u∆− fu)e−iT .

Koriste�i jednakost (20) dobijamo da je

f = S0
fu − fd
S0u− S0d

− (S0u
fu − fd
S0u− S0d

− fu)e−iT

=
fu − fd
u− d

−
(
u
fu − fd
u− d

− fu
)
e−iT

= fu

( 1

u− d
− u

u− d
e−iT + e−iT

)
+ fd

( u

u− d
e−iT − 1

u− d

)
= fu

e−iT

u− d

(
eiT − u+ (u− d)

)
+ fd

e−iT

u− d

(
u− eiT

)
= e−iT fu

e−T − d
u− d

+ e−iT fd
u− eiT

u− d

= e−iT
(eiT − d
u− d

fu +
u− eiT

u− d
fd

)
= e−iT (pfu + (1− p)fd),

gde je p = eiT−d
u−d .

Dakle, u sluqaju kada se promena cena akcije modelira binomnim modelom sa jednim korakom, cena

akcije je data formulom

f = e−iT (pfu + (1− p)fd), gde je p =
eiT − d
u− d

.(21)

Primer 4.3. Na�i cenu evropske kol opcije na akciju qija je cena u poqetnom trenutku S0 = 20$ sa

dospe�em kroz tri meseca (tako da imamo T = 3
12 = 0.25) i ugovorenom cenom od 21$. Cena akcije mo�e

da poraste na 22$ ili da padne na 18$ do kraja ugovorenog tromeseqnog perioda. Bezriziqna kamatna

stopa iznosi 12%.

Rexeǌe. Dakle, imamo da je T = 0.25, S0 = 20, K = 21, S0u = 22 i S0d = 18. Odatle sledi da je

u = 22
10 = 11.1 i d = 18

22 = 0.9, kao i da je

fu = max{S0u−K, 0} = max{22− 21, 0} = 1

fd = max{dS0 −K, 0} = max{18− 21, 0} = 0.

Koriste�i formulu (20) dobijamo da je

∆ =
fu − fd
S0u− S0d

=
1− 0

22− 18
= 0.25,

xto znaqi da se nax bezriziqni portfolio sastoji od 0.25 akcija i jedne kol opcije. Tada je

p =
eiT − d
u− d

=
e0.12·0.25 − 0.9

1.1− 0.9
= 0.6523,

pa iz formule (21) dobijamo da je vrednost opcije
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f = e−0.12·0.25(0.6523 · 1 + (1− 0.6523) · 0) = 0.6523 · e−0.12·0.25 = 0.633.

4.3.5 Binomni model sa vixe koraka za evropske kol opcije

Sada �emo koristiti binomni model za modeliraǌe cene evropske kol opcije posle dva perioda.

Koristi�emo sliqne oznake kao i kod binomnog modela sa jednim korakom. Dakle, neka je sadaxǌa cena

akcije S0 i neka je f vrednost opcije sa istekom T i ugovorenom cenom K. Cena akcije u prvom periodu

mo�e da poraste i bude S0u, u > 1 ili da opadne i bude S0d, d < 1. Sliqno je i u drugom periodu:

ako je cena posle prvog perioda S0u, onda posle drugog mo�e biti ili S0u
2 ili S0ud, a ako je posle

prvog perioda S0d, onda je posle drugog ili S0d
2 ili S0du. Sa fuu oznaqi�emo vrednost opcije nakon

dva perioda ako je cena porasla u oba perioda, sa fud ako je cena u jednom periodu porasla, a u drugom

opala, a sa fdd ako je u oba perioda opala. (slika)

Tako�e, ostaje pretpostavka da cena akcije u svakom periodu poraste sa verovatno�om p, a opadne sa

verovatno�om 1− p.
Tada je

fuu = max{S0u
2 −K, 0},

fud = max{S0ud−K, 0},

fdd = max{S0d
2 −K, 0}.

Posmatramo isti portfolio kao i u sluqaju binomnog modela sa jednim korakom. Dakle, portfolio

se sastoji od ∆ akcija koje smo kupili i qija je trenutna cena S0 i jedne prodate evropske kol opcije

na te akcije.

Primenom formule (21) dobijamo da je

fu = e−iT (pfuu + (1− p)fud),

fd = e−iT (pfud + (1− p)fdd),

pa opet, primenom iste formule, dobijamo da je

f = e−iT (pfu + (1− p)dd),

tj,

f = e−2iT (p2fuu + 2p(1− p)fud + (1− p)2fdd).

Analogno se raqunaju formule za izraqunavaǌe vrednosti portfolia i kod binomnih modela sa vixe
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od dva koraka.

Primer 4.4. Neka va�e isti uslovi kao u prethodnom primeru s tim xto sad modeliramo vrednost

opcije binomnim modelom sa dva koraka.

Rexeǌe. Podsetimo se da je T = 0.25, K = 21, S0 = 20, u = 1.1, i d = 0.9. Tada je

fuu = max{S0u
2 −K, 0} = max{24.2− 21, 0} = 3.2,

fud = max{S0ud−K, 0} = max{119.8− 21, 0} = 0,

fdd = max{S0d
2 −K, 0} = max{16.2− 21, 0} = 0.

i

p =
e−iT − d
u− d

=
e−0.12·0.25 − 0.9

1.1− 0.9
= 0.6523.

Koriste�i formulu (21) dobijamo da je

fu = e−iT (pfuu + (1− p)fud) = e−0.12·0.25(0.6523 · 3.2) = 2.0257,

fd = e−iT (pfud + (1− p)fdd) = 0,

pa, koriste�i istu formulu dobijamo da je vrednost opcije

f = e−iT (pfu + (1− p)fd) = e−0.12·0.25 · 0.6523 · 2.0257 = 1.2823.

4.3.6 Binomni model za evropske put opcije

Vrednost evropskih put opcija se raquna sliqno kao i vrednost evropskih kol opcija. Suxtinski,

razlika je u tome kako se raquna vrednost pojedinaqnih opcija.

Podsetimo se, evropske put opcije daju pravo, ali ne i obavezu prodaje vrednosnog papira po unapred

dogovorenoj ceni K i mogu da se aktiviraju samo u ugovoreno vreme T . Ako sa ST oznaqimo cenu akcije

u trenutku T , onda razlikujemo dva sluqaja:

1) Ako je ST < K, onda put opcija ima vrednost K − ST .

2) Ako je ST > K, onda put opcija nema vrednost.

Dakle, p = max{K − ST , 0}. Sve ostalo je praktiqno isto kao i kod evropskih kol opcija. Poka�imo to

na jednom primeru.
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Primer 4.5. Na�i cenu evropske put opcije za 6 meseci na akciju qija je cena u poqetnom trenutku

S0 = 20$ sa dospe�em kroz 3 meseca i ugovorenom cenom od 21$. Cena akcije mo�e za 3 meseca da poraste

10% ili da opadne 10%. Bezriziqna kamatna stopa iznosi 12%.

Dakle, imamo da je T = 0.25, S0 = 20, K = 21, u = 1.1, d = 0.9 i i = 0.12. Tada je

fuu = max{K − S0u
2, 0} = max{21− 20 · 1.12, 0} = max{−3.2, 0} = 0,

fud = max{K − S0ud, 0} = max{21− 20 · 1.1 · 0.9, 0} = max{1.2, 0} = 1.2,

fdd = max{K − S0d
2, 0} = max{21− 20 · 0.92} = max{4.8, 0} = 4.8,

i

p =
eiT − d
u− d

=
e0.12·0.25 − 0.9

1.1− 0.9
= 0.6523.

Koriste�i formulu (21) dobijamo da je

fu = e−iT (pfuu + (1− p)fud) = e−0.12·0.25(0.6523 · 0 + 0.3477 · 1.2) = 0.4049,

fd = e−iT (pfud + (1− p)fdd) = e−0.12·0.25(0.6523 · 1.2 + 0.3477 · 4.8) = 2.3793,

pa, koriste�i istu formulu dobijamo da je vrednost opcije

f = e−iT (pfu + (1− p)fd) = e−0.12·0.25 · (0.6523 · 0.4049 + 0.3477 · 2.3793) = 1.0591.

Dakle, vrednost ove put opcije je 1.0591.
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5 Zakǉuqak

Sluqajno lutaǌe je va�an matematiqki koncept koji ima veliku primenu u raznim nauqnim obla-

stima, jer omogu�ava realno opisivaǌe sluqajnih pojava u praksi. Pored matematike, sluqajno lutaǌe

nalazi primenu i u naukama kao xto su ekonomija, biologija, fizika, elektrotehnika, itd.

U ovom radu smo analizirali osobine jednodimenzionog sluqajnog lutaǌa u kontekstu teorije lanaca

Markova i teorije martingala i opisali smo neka ǌegova uopxteǌa. Tako�e, naveli smo i neke primere

primene sluqajnog lutaǌa, pre svega, primer primene sluqajnog lutaǌa u finansijskoj matematici, kod

odre�ivaǌa cena evropskih opcija.
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