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Apstrakt

Ideja ovog master rada jeste da uvede u pric¢u o statistici u stohastickim dife-
rencijalnim jednacinama i modelima zasnovanim na njima. Ukratko ¢e biti
predstavljen relativno nov pristup diskretizacije zasnovan na metodama delje-
nja. Ovaj metod je dobro poznat u numerickoj matematici i ima znacajnu
primenu na polju obi¢nih diferencijalnih jednacina, ali jos uvek njegov poten-
cijal nije iskoriS¢en u domenu stohastickih diferencijalnih jednacina. Master
rad ¢e se pozvati na odredene naucne radove koji pokazuju kako ovakva vrsta
diskretizacije kod oscilatornih modela ¢uva sva bitna geometrijska svojstva.
Pomenuto povlaci i statisticka svojstva, kao Sto je postojanost i asimptotska
raspodela. Rad ¢e, takode, na odredenoj klasi difuzija ilustrovati razlicite
nacine ocenjivanja parametara zasnovane na metodi maksimalne verodostoj-
nosti. Takode, nakon ocenjivanja parametara, moguce je uraditi dijagnostiku
modela, odnosno testiranje saglasnosti modela sa podacima. Na konkretnom
primeru bic¢e predlozen statisticki test na osnovu reziduala modela i bice ispi-
tana njegova svojstva. Sve simulacije i neophodne funkcije bi¢e uradene u
programskim jezicima R i Wolfram Mathematica.
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1
Uvod

U prethodnih nekoliko decenija razvoj informacionih tehnologija nadmasio je sva ljudska
ocekivanja. Danas je gotovo nezamislivo da ljudi nisu ¢uli za masinsko ucenje i vestacku
inteligenciju. Sve viSe se ulaze u razvijanje modela dubokog ucenja koji rade kao crne
kutije i resavaju probleme za koje do pre par godina nismo mogli ni da pretpostavimo
da ¢e biti resavani od strane masina. Pored svih pozitivnih strana ove istrazivacke sfere
postoji i o¢igledna mana, a to je da se statisticka i programerska nauc¢na zajednica sve
vise fokusira na modele masinskog ucenja, a sve manje na Ciste statisticke modele za koje
jos uvek ne postoji metodologija koja bi opisala protokol modelovanja. Jedna takva tema
jesu upravo modeli zasnovani na stohastickim diferencijalnim jednac¢inama koji opisuju
neku pojavu ili proces u neprekidnom vremenu.

Kada je re¢ o neprekidnim funkcijama u matematici, postoji vrlo dobar matematicki
aparat koji se bavi ovim problemom. Svima su dobro poznati integrali, izvodi, funkcionali
i diferencijalne jednacine. Sa druge strane, kada pricamo o neprekidnom vremenu, nailazi-
mo na maglovitu rupu u statistickom delu matematike. Razlog za ovo je vrlo ocigledan:
svi podaci koje imamo i mozemo dobiti i skladisiti su diskretizovani, cak i kada je proces
koji posmatramo neprekidan po vremenu. Zbog toga modeli kao Sto su linearna regresija,
ili generalizovana linearna regresija, imaju razvijen ceo metodicki aparat - znamo kako
da postavimo problem, Sta je cilj i kako da donosimo smislene statisticke zakljucke o
ovakvim modelima. Sli¢no vazi i za neke druge statisticke grane kao sto su vremenske
serije ili analiza prezivljavanja.

Kada pricamo o stohastickim diferencijalnim jednacinama, vrlo ¢esto problem posma-
tramo sa ¢isto probabilistickog pristupa, tj. bavimo se teorijom iza stohastickih dife-
rencijalnih jednacina, kao $to su dobra definisanost same jednacine (problem sa dife-
rencijabilnoséu Braunovog kretanja), jedinstvenost i postojanje resenja i, eventualno,
kako analiticki resiti tu jednacinu. Takode, pod uticajem numericke matematike za obicne
diferencijalne jednacine, u velikoj meri istrazeno je i diskretizovanje date stohasticke dife-
rencijalne jednacine i vrlo ¢esto se mogu naci simulacije i njihova analiza. Medutim,
kada je re¢ o modelovanju stvarnnih procesa stohastickom diferencijalnom jednacinom
i kada je re¢ o statistickom zakljucivanju, nailazimo na jako mali broj radova koji se
uglavnom bave specificnim modelom i neretko se problemu pristupa tzv. brut forsom
(na eng. brute force), $to znac¢i da se ne trazi pametan i optimalan nacin, veé iskljucivo
postoji zelja da se dati podaci uklope u dati model i donesu zakljué¢ci koji su u uskoj vezi



sa konkretnim problemom. Zbog svega pomenutog cilj ovog master rada je da pokrene
ideju o formiranju jedinstvene metodologije za resavanje pomenutog statistickog pitanja.
Bi¢e predstavljene sve neophodne definicije i teoreme iz teorije verovatnoca, statistike,
diferencijalnih jednacina, numericke matematike, kao i neka nova zapazanja o tome kako
doé¢i do jedinstvenog protokola. Pre svega toga, u narednom odeljku bi¢e uveden pro-
blem iz realnog zivota koji ¢e nam kroz ceo rad sluziti kao primer za prikazanu teoriju i
simulacije.

1.1 Motivacija - modelovanje akcionog potencijala

Ideja ovog odeljka je da ukratko ukaze na to da postoje razne oblasti van granica
matematicke apstrakcije koje primenjuju sve Sto Ce biti izlozeno u ovom master radu.
[zabrani primer se tice modelovanja akcionog potencijala jednog neurona. Ovaj primer
jeste najprostiji moguc iz oblasti neurologije, ali je takode dosta zanimljiv i prilicno se
razlikuje od generickih primera koji se koriste kada se izucavaju regresija ili vremenske
serije. Kako bi rad bio potpun, ukratko ¢e biti opisana bioloska strana problema.

Signali kroz nasSe telo se prenose kroz nerve, a svaki nerv sac¢injen je od nervnih ¢elija -
neurona. Na slici je prikazan Sematski prikaz neurona. Signal se preko sinapsi prenosi
kao elektricni impuls od jednog neurona do drugog. Kada se naglo promeni voltaza u
membranskom potencijalu, stvara se akcioni potencijal koji deluje kao okida¢ za prenos
signala sa jednog neurona na drugi. Na nastanak akcionog potencijala utice promena
voltaze u membrani, kao i impuls dobijen od nekog prethodnog neurona. Da bismo bolje
razumeli ove procese, potrebno je nesto blize da sagledamo okolinu membrane neurona.
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Slika 1.1: Shematski prikaz neurona.

1Slika preuzeta sa: https://en.wikipedia.org/wiki/File:Blausen_0657_MultipolarNeuron.
png
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1.1.1 Membranski potencijal

Membranski potencijal je razlika izmedu elektricnog potencijala unutrasnjosti i
spoljasnjosti ¢elije. Ovaj potencijal se uobicajeno izrazava u milivoltima. Transmem-
branski proteini, poznati kao jonske pumpe, aktivno guraju jone kroz membranu dok, s
druge strane, jonski kanali dozvoljavaju jonima da se vrac¢aju odakle su prethodno dosli.
Jonske pumpe i jonski kanali u membrani ekvivalent su bateriji i otpornicima, te tako
stvaraju napon izmedu dve strane membrane. Vazno je jos napomenuti da su kljucni
joni za stvaranje akcionog potencijala u stvari pozitivno naelektrisani joni kalcijuma i
natrijuma, Ka™ i Na®. Ovo ne znaci da su oni jedini joni, veé da su najznacajniji.
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Slika 1.2: Akcioni potencijal neurona. 1. Stimulus (ili nadraZaj) pokrece brzu promenu
napona ¢ u trenutku prelaska praga, akcioni potencijal je ispaljen. 2. Depolarizacija
je uzrokovana brzim povecanjem membranskog potencijala zbog otvaranja kanala za jone
natrijuma. 3. Membranska repolarizacija nastaje brzim zatvaranjem kanala natrijuma,
kao 1 dolaskom velike kolicine jona kalijuma kroz otvorene kanale za jone kalijuma. 4.
Hiperpolarizacija je stanje posle repolarizacije kada je membranski potencijal smangjen
1spod nivoa mirovanja, a uzrok tome je suvisan nivo jona kalijuma i zatvaranje kanala za
jone natrijuma. 5. Stanje mirovanja se potom polako dostize i membranski potencijal se
vraca na nivo na kom je bio pre stimulusa.ﬂ

Neuroni u svom stanju mirovanja imaju membranski potencijal u relativno stabilnom
stanju u granicama od —70mV do —80mV. Ovaj potencijal se naziva i potencijal
mirovanja. Otvaranje i zatvaranje jonskih kanala u slucaju da napon postane manje
negativan moze izazvati pomeranje iz ravnoteze koja se naziva depolarizacija. Dovoljno
velika depolarizacija potom moze dovesti do akcionog potencijala u kom se membranski
potencijal menja vrlo brzo i jako znacajno u jako kratkom vremenskom periodu (reda
veli¢ine od 1 do 100 milisekundi). Akcioni potencijal je ono $to zelimo da izuc¢avamo.

2Slika preuzeta sa: https://www.moleculardevices.com/applications/
patch-clamp-electrophysiology/what-action-potential
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On je kljucan za prenos impulsa sa jednog neurona na drugi i kljucan za razumevanje
fiziologije mozga i nervnog sistema. Na slici prikazan je akcioni potencijal neurona.

Pre nego sto nastavimo, vazno je uvesti pojam obrnutog potencijala, iliti Nernstovog
potencijala. Nernstov potencijal, poznat jos i kao potencijal ekvilibrijuma, konstantna je
vrednost za svaki tip jona i predstavlja napon na kom se potencijali na membrani potiru.
Drugim rec¢ima, na toj voltazi vise ne postoji protok jona kroz membranu. Dakle, struja
je nula i ne menja se kada je potencijal konkretnog jona dostigao Nernstovu vrednost.
Obicno se oznacava kao Ej,.

Sada, nakon §to smo u odredenoj meri upoznati sa pricom o akcionom potencijalu, kroz
naredni pododeljak diskutova¢emo dva najpoznatija modela membranskog potencijala.

1.1.2 Hodzkin-Hakslijev i FicHju-Nagumov model

Hodzkin-Hakslijev model predlozen je 1952. godine kao objasnjenje inicijalizacije i
propagacije akcionog potencijala unutar gigantskog neurona lignje. Za ovaj model Alan
Hodzkin i Endru Haksli su 1963. dobili Nobelovu nagradu koja se dodeljuje za psihologiju
ili medicinu.

Ovde ne¢emo izvoditi model, ve¢ ¢emo ga predstaviti gotovog i pokusati ukratko da
objasnimo njegove komponente. Model ¢ini ¢etvorodimenzionalni nelinearni sistem dife-
rencijalnih jednacina i glasi

C% = —gnam’h(U — En,) — gxn* (U — Ex) — (U — Ey) + 1(1), (1.1)
Z_T _ _%(%U), (1.2)
2_7; _ _%[(}()U)’ (1.3)
% _ _%IO})U) (1.4)

Glavna komponenta ovog modela je U Sto je napon koji zelimo da modelujemo i kroz koji
pratimo akcioni potencijal. Ostale diferencijalne jednacine opisuju kada su kanali otvoreni
za protok odgovarajucih jona. Funkcije m i h opisuju aktivaciju, odnosno deaktivaciju
protoka natrijuma, dok funkcija n opisuje aktivaciju protoka kalijuma. Funkcija I(t)
predstavlja spoljni stimulus ubacen u sistem i najces¢e se modeluje kratkim pulsom ili
konstantom. Ovo je velicina koju eksperimentalno zadajemo. Vrednosti Fy,, Ex i E)
predstavljaju Nernstove potencijale za protok jona natrijuma, kalijuma i ostalih jona
(najcesée hlora), respektivno. Skracenica [ u oznaci, od engleske je reci leak i oznacava
"curenje” ostalih jona kroz membranu. Parametri gy,, gk 1 g; predstavljaju maksimalnu
provodljivost kada su svi kanali otvoreni. Poslednje tri jednacine opisuju otvaranje i
zatvaranje kanala i uzimaju vrednost izmedu 0 i 1. Njih interpretiramo tako Sto se za
fiksiranu vrednost napona U, promenljiva z priblizava ciljnoj vrednosti zo(U) brzinom
7.(U), gde = predstavlja jednu od promenljivih m,n i h. Na slici su prikazane ciljane
funkcije ng, mg i ho u zavisnosti od napona U dobijene empirijski. Na isti nac¢in odredena
su i vremena 7, (U).
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Slika 1.3: Vrednosti ekvilibrijuma za promenljive n, m 1+ h u zavisnosti od napona U.
Strelica pokazuje na stanje mirovanja U = —70mV.E|

Iako je nastao davno, ovaj model i danas je referenca za modelovanje neurona i akcionih
potencijala. S obzirom na to da je model zamisljen da modeluje konkretan neuron, vrlo
lako je prilagodljiv i moze se prosiriti na modelovanje ¢itavog snopa neurona, odnosno
nerava, Sto je mnogo prakticnije u primeni. S druge strane, mozemo primetiti da je model
sam po sebi dosta kompleksan. Ima cetiri dimenzije Sto automatski iskljucuje izuc¢avanja
faznih portreta, a o kompleksnosti ocenjivanja parametara ne moramo ni govoriti. Iz
tog razloga ¢emo, motivisani prethodnim modelom, definisati pojednostavljenu verziju
modela u 2 dimenzije. Ovaj model, poznatiji kao FicHju-Nagumov model, bi¢e glavni
primer kroz ceo master rad na kome ¢emo primenjivati svu izlozenu teoriju.

FicHju-Nagumov model dobio je ime po R. FicHjuu koji je predlozio model 1961. godine i
J. Nagumou koji je ekvivalentan model predlozio naredne godine. FicHju-Nagumov model
se dobija upros¢avanjem Hodzkin-Hakslijevog modela, tako Sto se iskoristi ¢injenica da
je brzina promene promenljive m jako velika u odnosu na ostale promenljive, pa se m
moze aproksimirati sa m(U) = mo(U). Druga aproksimacija se zasniva na Cinjenici da
su brzine promene za n i h veoma slicne, pa mozemo jednom promenljivom V' zameniti
pomenute dve uvodenjem smene V' = b — h = an. Time smo dobili dvodimenzionalni
model oblika

U1

o~ FOV) ), (1.5)
av 1
— = ;G(U, V), (1.6)

gde su 1y i 7y parametri brzine, a F' i G nelinearna vektorska polja kretanja dinamickog
sistema. Dobili smo uopsteni model, a konkretno FicHju-Nagumov model ima sledeéi
oblik

dUu U3

- _ T 1.
o U 3 V+1, (1.7)
av 1

- (U — b 1.
i 7_(U a+bV), (1.8)

3Slika preuzeta sa: https://neuronaldynamics.epfl.ch/online/Ch2.S52.html
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gde su a,b i 7 parametri modela, a I eksterni stimulus koji moze biti poznat, ali i ne
mora. Kao i do sad U predstavlja membranski napon, a nova promenljiva V' se naziva jos
i promenljivom oporavka. Ona aproksimira kontrolu svih kanala koji dovode jone unutar
neurona, a time i do akcionog potencijala, ali i kontrolise oporavljanje nakon ispaljivanja
stimulusa. U ovom modelu je dovoljan samo jedan vremenski parametar 7 koji kontrolise
brzinu oporavka. Ve¢ smo videli da akcioni potencijal kada se desi, desi se jako brzo, dok
oporavak traje jako dugo. Upravo to modelujemo parametrom 7 koji nam govori da je
brzina promene V' drasti¢no drugacija od brzine U.

U daljem radu, kako bismo se sinhronizovali sa odredenim radovima radi poredenja rezul-
tata, koristi¢emo varijaciju FicHju-Nagumovog modela. Dalje ¢emo ukratko izdiskutovati
odakle dolazi sluc¢ajnost, a potom ¢emo zavrsiti poglavlje opisom statistickog problema i
kako ¢emo mu pristupiti.

1.1.3 Stohasti¢cnost u modelu

Zasad smo opisali proces koji se desava svakog trenutka u mozgovima svih nas i uspeli
smo da ga opiSemo matematickom jednac¢inom. Problem ovog modela, kao i veé¢ine de-
terministickih modela danas, jeste sto ne uracunava slucajnost koja se desava iz raznih
razloga. Neki od najcéesc¢ih razloga zasto moramo ukljuciti slu¢ajnost u deterministicki
model su:

1. Broj jonskih kanala u odredenom delu membrane je konacan, ali razlikuje se od
neurona do neurona, od dela membrane do njenog drugog dela. Takode, otvaranje
i zatvaranje tih kanala je sluc¢ajan proces.

2. Do jednog neurona stize na hiljade drugih koji salju svoje signale i impulse. Kada
problem posmatramo iz ugla jednog neurona, ti impulsi dolaze nasumicno.

3. Greska merenja je takode jedan od razloga $to moramo ukljuciti Sum u determini-
sticki model, pogotovo kada merimo nesto tako malo i delikatno kao Sto je neuron.

Na slici 7?7 je prikazano vise ponavljanja istog eksperimenta koji indukuje odredeni impuls
u neuron. Mozemo odmah primetiti da svaki eksperiment ima drugaciju trajektoriju, sto
implicira da je posmatrani proces slucajan.

Postoji viSe nacina reSavanja ovog problema. Verovatno najc¢eséi nacin koji su naucnici
sirom sveta koristili skoro u svakoj situaciji, jeste posmatrati prosek realizacija i pretvarati
se da je taj prosek deterministicki odreden. Drugi nacin se bavi modelovanjem ispalji-
vanja akcionog potencijala Puasonovim procesom. U ovom scenariju putanja napona
membrane je i dalje opisana deterministickom formulom, ali se modeluje verovatnoca da
napon prede prag i aktivira akcioni potencijal u svakom trenutku. Vise o ovom nacinu
modelovanja moze se naéi u knjizi [5]. Ono $to nas zanima, jeste da modelujemo di-
namicki sistem stohastickom diferencijalnom jednacinom i bavimo se statistikom unutar
okvira stohastickih diferencijalnih jednacina. U ovom radu ¢emo posmatrati okvir [toovih
stohastickih diferencijalnih jednacina gde ¢emo gresku modelovati Braunovim kretanjem,
iliti Vinerovim procesom. Postoje i drugacije definicije stohastickog integrala, ali se ovde



ne¢emo baviti njima. Takode, postoje i druge raspodele za greske, a Braunovo kretanje
se moze uopsitit Levijevim procesima, Sto takode izlazi iz okvira ovog master rada.

-40

-140

TN T T
VT

10 ms

Slika 1.4: Stohasticko ponasanje napona membrane u istom predelu istog neurona
snimljeno pri ponavljanju istog eksperimenta. Struja koja se salje u vidu impulsa (gornji
red) se primenjuje na mali deo jednog neurona, i taj eksperiment se primenjuje viSe
puta (svaki red je realizacija jednog eksperimenta). Uprosecene realizacije su prikazane u
poslednjem Tedu.ﬂ

Dakle, nas model ¢e imati sledeéi oblik

1

dU, = —(F (U, V;) + Ddt + o1dW}, (1.9)
TU
1

dV; = —G (U, Vy)dt + o9dW7, (1.10)
A%

gde su o7 1 09 novi parametri modela koji odreduju rasprsenost, a W}, W2 dva nezavisna
standardna Vinerova procesa. U kasnijem radu ¢e ovi modeli biti formalno uvedeni.

Nakon sto smo ukratko sagledali primer iz realnog sveta, njegovo fizicko manifestovanje
i kako ga matematicki modelujemo, spremni smo da uopstimo problem na veliku klasu
primera i da vidimo kako mozemo da ga resimo iz statistickog ugla.

4Slika je preuzeta sa: https://neuronaldynamics.epfl.ch/online/Ch2.S2.html
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1.2 Opis problema i predlozeni pristup

Kao sto smo videli u prethodnom primeru, problem iz stvarnog zivota se prili¢no jedno-
stavno opisuje diferencijalnim jednacinama i dinamickim sistemima. Ovakvih primera
ima u svim oblastima od neurologije, preko ekonomije i finansija, do ekologije i klimatskih
promena. Glavni problem kod ovakvih modela je sto iskljucuju svaki vid slucajnosti. Isto
kao i u prethodnom primeru, postoje razliciti izvori za sluc¢ajnost, na primer slucajne
greSke ili nedovoljan broj informacija kao sto su koliko ima jonskih kanala i kako se
otvaraju. Svi ovi nedostaci modela i uprosSéena verzija stvarnog procesa mogu da se
poboljsaju ukljucivanjem slucajne komponente u jednacinu.

Glavni cilj svakog modelovanja se svodi na neki vid predvidanja. Na osnovu datih po-
dataka, ¢esto zelimo da vidimo kako ¢e se stvari odvijati za one podatke koje jos uvek
ne posedujemo (npr. kada zelimo da predvidimo buduénost ili ponasanje nekog neurona
kog ne mozemo da snimimo). Ako ne ura¢unamo slu¢ajnost u model, ocene i predvidanja
su Cesto gruba i zavise od eksperimenta, te nemamo nikakvu predstavu o verodostoj-
nosti, kao ni to koliko odstupamo od stvarnih vrednosti parametara modela i ne mozemo
da testiramo hipoteze. Zbog svega ovoga mnogo je bolje da model na samom pocetku
postavimo kao stohasticki. Tako u tom slucaju mozda deluje da se kompleksnost udvo-
strucuje, dobijeni rezultati su znatno informativniji.

Bilo da je re¢ o obi¢nim ili stohastickim diferencijalnim jednac¢inama, jasno je da problem
pravi neprekidnost vremena. Niti mozemo da merimo, niti da skladistimo neprekidno
vreme, zbog ¢ega je neophodno pomiriti se sa greskom diskretizacije. Kad smo ve¢ pri-
morani da diskretizujemo, zelimo da to uradimo Sto smislenije kako bi dodatna greska
koju ¢inimo bila sto manja i da bi se sve osobine naseg neprekidnog modela prenele na
diskretizovani model. U radu ¢e biti pomenute neke vrste diskretizacije i njihove osobine.
Vide¢emo da najpoznatija i najjednostavnija diskretizacija nije uvek najbolji izbor iako
se i dalje koristi u najvec¢em broju slucajeva.

Krajni cilj ovog rada bi bio da se formiraju metodologija i protokol koji ¢e koristiti
napredne metode diskretizacije i koji ¢e biti efikasni u statistickim zadacima kao sto su
ocene parametara, testiranje hipoteza i predvidanje tamo gde podaci nisu dostupni. Nara-
vno, skup svega navedenog prevazilazi okvire jednog master rada, ali ¢emo se potruditi
da uvedemo citaoca u pricu, da objasnimo pojmove i pokazemo Sta sve danas postoji u
literaturi, kao i da predlozimo neke od nacina za priblizavanje cilju.

1.3 Sadrzaj master rada

Master rad je izdeljen na Sest poglavlja. U prvom poglavlju videli smo sta je problem i
kako planiramo da mu pristupimo. Prikazali smo primenu na realnom primeru. Ukratko
smo sagledali fiziku iza aktivacije neurona i kako se moze matematicki modelovati. Takode
smo videli ogranicenja deterministickog modela i kako je mogu¢ prelazak na stohasticki.
U sledeé¢em poglavlju ¢emo se podsetiti svih vaznih matematickih pojmova i osobina
u vezi sa slucajnim procesima, numerickom matematikom, diferencijalnim jednac¢inama



i, konacno, stohastickim diferencijalnim jednac¢inama. U tre¢em poglavlju ¢emo uvesti
neke od algoritama diskretizacije modela, videti neke njihove osobine, kao i ukazati na
to zaSto su neki bolji od drugih. U ¢etvrtom poglavlju bice vise re¢i o oceni parametara.
Na primeru FicHju-Nagumovog modela poredi¢emo ocene dobijene razlicitim metodama.
Na kraju, u petom poglavlju, zapoce¢emo diskusiju o testiranju hipoteza i pozabaviti
se pitanjem testova saglasnosti sa modelom. Poslednje poglavlje je zakljucak gde ¢emo
ukratko iskomentarisati dobijene rezultate.



2

Matematicki preduslov

U ovom poglavlju ¢emo se podsetiti nekih pojmova i uvesti poneki nov iz oblasti nu-
mericke matematike, diferencijalnih jednacina, slucajnih procesa i stohastickih diferenci-
jalnih jednacina. Svi ovi pojmovi bi¢e potrebni za bolje razumevanje materije, s obzirom
na to da su znanja iz razlicitih oblasti potrebna kako bi se tema zaokruzila.

Najpre ¢emo se ukratko podsetiti obic¢nih diferencijalnih jednacina, a potom d¢emo
uvesti neke osnovne pojmove iz numericke matematike u vezi sa njima (diferencijal-
nim jednac¢inama). Potom ¢emo se podsetiti slucajnih procesa i Braunovog kretanja.
Pomenuéemo vaznu osobinu Braunovog kretanja koja kaze da realizacija Braunovog kre-
tanja nije nigde diferencijabilna sa verovatnoc¢om jedan. Ovo ¢e biti vazan koncept
za uvodenje Itoovog integrala, kao i stohasticke diferencijalne jednacine zasnovane na
[toovom integralu. Zatim ¢emo uvesti pojam stohasticke difuzije i pomenuti regula-
torne uslove pod kojima postoji jedinstvena difuzija kao resenje stohastcke diferencijalne
jednacine. Na kraju poglavlja podseti¢emo se osnovnih pojmova iz statistike.

2.1 Elementi obi¢nih diferencijalnih jednacina

Podsetimo se definicije autonomne obi¢ne diferencijalne
jednacine
Y'(t)=f(y), y.feR. (2.1)

Odgovarajué¢i prostor R? nazivamo faznim prosto-
rom. ResSenje prethodnog sistema u faznom pro-
storu nazivamo trajektorijom. Dodatno, fazni
portret je kolektivni grafik trajektorija u faznom pro-
storu. Ocigledno ne mozemo nacrtati sve trajektorije,
pa faznim portretom nazivamo uprosceni grafik koji
prikazuje nekoliko trajektorija. Na slici je prikazan
primer jednog faznog portreta. Slika 2.1: Fazni portert

Dve trajektorije u faznom prostoru se ne smeju preseci jer bi to znacilo da reSenje nije
jedinstveno u tacki preseka. Takode, resenje diferencijalne jednacine ,putuje” krivom
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trajektorije samo u jednom smeru, tj. ne moze se okrenuti jer bi to ponovo bilo u
suprotnosti sa jedinstvenoséu resenja.

Funkcija f : R? — R? definise vektorsko polje na vektorskom prostoru, tj. svaka tacka
y € R9 odgovara vektoru f(y) € RY. Vektorsko polje f je svuda tangentno na sva resenja
diferencijalne jednacine 2.1} Trajektorija se jo§ naziva i orbita ili integralna kriva u
faznom prostoru.

2.1.1 Tok vektorskog polja

Ako na diferencijalnu jednacinu (2.1) dodamo i inicijalnu vrednost y(0) = yo, dobijamo
Kosijev problem. Za Kosijev problem definiSemo tok vektorskog polja, skraceno
samo tok, kao preslikavanje

@ (yo) = y(7), (2.2)

gde je y(t) resenje Kogijevog problema. Preslikavanje ®, : RY — R¢ preslikava inicijalnu
vrednost u poslednju vrednost posle trenutka 7.

Posmatrajmo diferencijalnu jednacinu sa inicijalnim uslovom y(0) = yg i oznac¢imo
sa yi reSenje u trenutku t1, tj. y(t1) = y1. Sada posmatrajmo diferencijalnu jednacinu
sa inicijalnim uslovom y(0) = y; i oznacimo sa y» reSenje u trenutku ¢y, odnosno
y(t2) = y2. Zbog invarijantnosti autonomnih sistema na translaciju vremena, jasno je da
je yo resenje koje bismo dobili da smo resavali diferencijalnu jednacinu sa uslovom
y(0) = yo, posle vremena t; + t. Drugim rec¢ima, vazi

(I)tg o @tl = @t1+t2 = ®t1 o) ¢t2a tl, t2 > 0. (23)

Dakle, kompozicija dva toka je takode tok istog vektorskog polja. Kada bismo mogli da
reSimo diferencijalnu jednacinu za sva pozitvna i negativna vremena, onda bismo pisali

(I)t ©) ®—t = (b[), (24)

ali @q je resenje diferencijalne jednacine na intervalu nulte duzine, pa je to zapravo samo
identitet. Dakle, vazi
o, =, (2.5)

Dakle, familija svih tokova {®; | ¢ € R} ¢ini grupu u odnosu na operaciju kompozicije.

2.1.2 Linearne diferencijalne jednacine i ekvilibrijumi

Linearna diferencijalna jednacina
' =Xx+¢, x(0) =z, (2.6)

ima jedinstveno resenje
A 1

A

e

x(t) = eMag + ¢, (2.7)
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gde su \,c € R, ax: R — R. Ekvilibrijum ili fiksna tacka sistema se dobija kada
resimo jednacinu 2’ = 0, tj. =z = —%. Za ekvilibrijum kazemo da je stabilan ako je
A < 0, a nestabilan ako je A > 0.

Visedimenzionalna linearna diferencijalna jednacina
y =Ay+b, y(0)=yo, (2.8)
gdeje A c R™ becR?iy:RY— R? ima jedinstveno resenje
y(t) = eryo + A7 (e —T)b, (2.9)

kad je A invertibilna matrica. U sluc¢aju da nije, inverz je zapisan kao konvergentan red.
Vazno je prisetiti se eksponenta matrice koji je definisan za kvadratne matrice A kao

oo
et =2
k=0

gde je A’ = T jedini¢na matrica. Prethodni red konvergira za sve kvadratne matrice
A. Dalje nece biti re¢i o eksponentu matrice, iako ¢e se kasnije u radu koristiti neke
od njegovih osobina. Za vise informacija o eksponentu matrice konsultovati bilo koji
udzbenik iz dinamickih sistema.

| —

k
AL (2.10)

3

U visedimenzionalnim linearnim jednacinama ekvilibrijum se trazi na isti nac¢in i dostize
u tacki y = A~'b, kada je matrica A invertibilna. Stabilnost ekvilibrijuma odreduju
sopstvene vrednosti matrice A i to: ako su sve sopstvene vrednosti (ili realni delovi
sopstvenih vrednosti) negativne, ekvilibrijum je stabilan; a ako su sve pozitivne, ekvili-
brijum je nestabilan. Ako ekvilibrijum nije ni stabilan ni nestabilan, onda je sedlo.
U zavisnosti od toga da li su sopstvene vrednosti realne ili kompleksne, vrsi se dalja
karakterizacija ekvilibrijuma, Sto za nas nece biti vazno.

U sluéaju nelinearne diferencijalne jednacine odre]uje se
ekvilibrijum i onda se izvrSava linearizacija Tejlorovim
razvojem kako bi se odredila stabilnost. Ovaj metod
radi skoro uvek, osim u pojedinim sluc¢ajevima (kada
je ekvilibrijum centar), mada navedeno nece biti od
vaznosti za dalji rad.

FicHju-Nagumov model koji ¢emo koristiti u radu za-
dat je sledeé¢im sistemom nelinearnih diferencijalnih
jednacina

m |=

(Ut) = U = V(t) +s),

Uf) =
(t) (2.11)
V() =~U(t)—V(t)+ .
Slika 2.2: Fazni  portret
za FicHju-Nagumov model sa Neznatno smo izmenili jednacine u odnosu na originalan
parametrima € = 0.1, v = 1.5, model radi poredenja sa nekim drugim radovima koji
s =11 a = 13. Bela linija koriste ovu verziju modela. Parametar ¢ kontrolise ra-

predstavlja jednu trajektoriju.  gliku u brzini, dok je parametar s impuls koji kontrolise

12



istrazivac. Cesto se pretpostavlja da je s = 0. U zavisnosti od izbora parametara e, v, o i
s, ovaj model ima jedan, dva ili tri ekvilibrijuma i njihova stabilnost zavisi iskljuc¢ivo od
vrednosti parametara. Na slici prikazan je fazni portret za jedan FicHju-Nagumov
model. Primetimo da ovaj model ima nestabilan ekvilibrijum koji je bela trajektorija
zaobisla. Umesto toga, stvara se graniéni krug, tj. stabilna zatvorena linija ka kojoj
trajektorija konvergira.

2.2 Elementi numericke matematike

Bilo da je re¢ o obi¢nim diferencijalnim jednacinama ili o stohastickoj verziji, potreban je
jak numericki aparat. Pretpostavimo da zelimo da resimo slede¢u obi¢nu d-dimenzionalnu
diferencijalnu jednacinu

y' = f(y), y(to) =yo, t €D = [to,to +T7. (2.12)

Mozemo rec¢i da je osnovni zadatak numericke aproksimacije da moze da aproksimira
model u kona¢nom broju operacija. Proces zamene neprekidnog resenja kona¢nim, naziva
se diskretizacijom. To radimo tako sto zamenimo interval D tackama t, = ty 4+ nh,
n =0,1,...,N, kojih ima N. Vrednost T predstavlja duzinu intervala, a h = T/N je
duzina koraka. Sli¢no, menjamo neprekidno resenje y(¢) na intervalu D numerickim
aproksimacijama

Vo y(t,), n=0,1,2 ., N. (2.13)
Algoritmi kojima ¢emo se baviti aproksimiraju y,1 rekurzivno pomocu y,, h i ekspli-
citne forme vektorskog polja f. Ovakve metode su zasnovane na aproksimaciji jednog
koraka unapred, zbog Cega se i nazivaju metode jednog koraka. Postoje metode koje
idu i unazad ili koriste vise od jednog koraka. Jedna od najpoznatijih klasa metoda su
metode Runge-Kutovog tipa, ali o njima nece biti re¢i u ovom radu. Pomenué¢emo
samo najjednostavniju metodu iz ove klase o kojoj ¢e u daljem radu i biti reci.

2.2.1 Ojlerova metoda diskretizacije

Ovo je najstarija i najjednostavnija metoda diskretizacije obi¢nih diferencijalnih
jednacina. Ojlerova metoda data je sledecom rekurzivnom jednacinom

Ojlerova metoda se moze interpetirati na vise nac¢ina, a neki od njih su:
(1) direktna ekstrapolacija lokalnog nagiba kroz tacku (t,,¥,);
(2) Tejlorov razvoj prvog reda;
(3) definicija izvoda preko limesa, ali bez grani¢ne vrednosti.
Postoji i stohasticki pandan ove metode o kojem ¢e biti re¢ nesto kasnije. Sada ¢emo

definisati numericki tok, prokomentarisati kako se meri greska metode i na kraju uvesti
metode na osnovu deljenja vektorskog polja koje ¢e biti kljuéne za master rad.
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2.2.2 Numericki tok vektorskog polja

Iz definicije toka vektorskog polja ([2.2)) vidimo da za dve uzastopne tacke ¢, i t,.; na
razdaljini h vazi

Y(tns1) = Pn(y(tn)). (2.15)
Analogno, Ojlerovu metodu mozemo videti kao iteraciju preslikavanja
Un(y) =y +hf(y), (2.16)

koja aproksimira tok ®;. Za preslikavanje ®;, kazemo da je numericki tok i definisSemo ga
kao

Ynt1 = Un(¥n)- (2.17)

Za razliku od obi¢nog toka vektorskog polja ®j,, numericki tok ¥, ne formira grupu i
mozemo odmah videti da
\Ilh o) \Ifh 7é \Ifgh. (218)

Ovo je glavna razlika izmedu obi¢nog i numerickog toka vektorskog polja.

2.2.3 Red konvergencije

Kao sto je prikazano, numericka metoda je aproksimacija tacnog toka diferencijalne
jednacine. Uzevsi je u obzir kao takvu, uocavamo da uvek postoji greska metode.
Definisemo globalnu gresku posle n koraka kao razliku izmedu diskretizovane aproksi-
macije 1 tacnog reSenja, tj.

€, =Yn—Yy(tn). (2.19)

Za aproksimaciju zelimo da ima Sto manju gresku, pa bi bilo pozeljno da za svaki korak
simulacije ima ogranic¢enu globalnu gresku, t;j.

< :
max|len] <9, (2.20)

=VU,...,

za unapred izabran prag tolerancije . Za dato vektorsko polje f, inicijalnu vrednost y
i vremenski interval 7', imamo samo jedan slobodan parametar - duzinu koraka h = T'/N
koja moze da se menja tako da se osigura da globalna greska ne prede prag tolerancije.

Ako je vektorsko polje f LipSicovo, za metodu kazemo da konvergira ako za svako T’

lim max |le,| = 0. (2.21)

h—0n=0,...,\N

DefiniSemo lokalnu gresku numericke metode diskretizacije kao razliku izmedu nu-
merickog i tacnog toka, tj.

le(y, h) = ¥n(y) — Puly). (2:22)
Lokalna greska meri gresku posle jednog koraka duzine h. Ako postoji konstanta C' koja
zavisi od y(t) i njegovih izvoda, ali ne i od h, tako da vazi

le(y, h)|| < CRP*, (2.23)
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za neko p > 1, onda kazemo da je metoda postojana. Prethodna nejednakost se moze
zapisati i pomocu notacije veliko o, tj.

[eCy, h)|| = O(A"*Y). (2.24)

Globalnu gresku mozemo zapisati kao razliku numerickog i ta¢nog toka na sledeéi nacin

€11 =Yni1 — Y(tn-H)
=V (¥n) — Puly(tn))

= \DZ(YO) - cbnh(yo)’ (2'25)

gde smo iskoristili oznaku

H=U, oWt U =4, (2.26)

Sledeca teorema je dosta jaka i govori nam da je dovoljno da je metoda jednog koraka
postojana da bi konvergirala. Ova teorema je uproséena verzija Laksove teoreme ekviva-
lencije [10]. Ona ¢e takode biti korisna za uvodenje reda konvergencije.

Teorema 2.2.1. Za diferencijalnu jednacinu sa Lipsicovim vektorskim poljem f
1 postojanom numerickom metodom jednog koraka Vy, globalna greska zadovoljava

max [V (y0) — Pun(yo)ll = O(RF).

=U,...,

(2.27)

Prethodna teorema nam daje da je dovoljno da proverimo postojanost numericke metode
da bismo znali da ona konvergira. Na osnovu toga za postojanu numericku metodu za

koju vazi relacija (2.24) ili (2.27)) kazemo da konvergira sa redom konvergencije p.
Ojlerov metod ima red konvergencije 1.

2.2.4 Metode deljenja vektorskog polja

P, Mo o o o o o o o EREEER
AR oo o o o o SIS
/////??54 o om o o om om om0 fttti%
AAST - oo o> o> o> TR B

e frrrr =TI 4+ my fRI
AT TR AT PO S

Slika 2.3: Primer deljenja vektorskog polj

Ove metode su verovatno najvaznje za razvoj algoritama aproskimacije u kontekstu dife-
rencijalnih jednacina. Pretpostavimo da zelimo da resimo diferencijalnu jednacinu

2 = f(z) = fU(z) + fP(2), (2.28)

1Slika preuzeta iz knjige [6].
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gde obe diferencijalne jednacine

7 = fU(z), (2.29)
7 = f%(z) (2.30)

mogu da se rese analiticki. Primetimo da to ne znaci da je pocetna jednacina analiticki
resiva. Na slici prikazan je genericki primer kako mozemo podeliti vektorsko polje.

Za svaku tacku u faznom prostoru vektorsko polje moze biti podeljeno na dve komponente
FU i £ Ovaj metod moze biti konstruisan tako §to prvo napravimo jedan korak
u pravcu prvog vektorskog polja prateé¢i njegovu integralnu krivu, a potom napravimo
sledeci korak u pravcu drugog polja i odgovarajuce integralne krive za svaki korak duzine
h. Preciznije, mozemo krenuti od tacke z,, i resiti slede¢i Kosijev problem

7 = fP(z), z(0) = z,, (2.31)

na intervalu duzine h. Sada smo u tacki z* = z(h, z,,), gde z/@ predstavlja tacno resenje
diferencijalne jednacine (2.30). Sada kreéemo iz tacke z* i resavamo sledeéi Kosijev
problem

7 = fl(z), 2(0) =z", (2.32)
na intervalu duzine k. Time dobijamo sledeé¢u tacku, z,41 = zl'(h, z*). Ako oznacimo sa

@E} i @E] tacne tokove vektorskih polja f B f [2], redom, onda se prethodni proces moze
zapisati kao

Zr = U () = o} (2f(z,)) = (@} 0 @]Y) (2). (2.33)

Zn+1

[LT] ~
v -

h - 2
Tq’[h]

Z, ——— Z*
alll

Slika 2.4: Prikaz kompozicije Li-Troterove metode deljenja

Opisani metod se naziva metodom deljenja vektorskog polja, preciznije Li-Troterov
metod deljenja. Na slici prikazan je dijagramski prikaz Li-Troterovog deljenja.
Moguce je zameniti mesta ®,° i cbf , ali iz konvencijalnih razloga to ¢e oznacavati novo
deljenje kada su zamenjena mesta i vektorskih polja f 4 f[z].

Prema [I], neke od najznacajnijih prednosti ovih metoda su

e laki su za implementaciju;

e najcesce su eksplicitne metode (ne zahtevaju poznavanje buduéih tacaka za ocenu
proslih);

e efikasni su u pogledu memorijske efikasnosti;
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e i mozda najvazinije: ¢uvaju strukturne osobine tacnog resenja Sto ih ¢ini superi-
ornijim u odnosu na druge numericke metode, pogotovo kada se radi o duzim vre-
menskim intervalima. Neki od primera ovih strukturnih osobina su: simpleksi¢nost,
cuvanje zapremine, vremenska simetri¢nost i cuvanje prvih integrala.

Pitanje koje se namece jeste koji je red konvergencije ovih metoda. Slede¢a teorema nam
daje odgovor na isto.

Teorema 2.2.2. Li-Troterova metoda deljenja za diferencijalnu jednacinu

ima lokalnu gresku
h2
le(z, h) = = [ £, 7] + 0(?), (2:34

gde [f,g] oznacava komutator vektorskih polja f i g, $to je jos jedno vektorsko polje
dato sa

[f.g]=(Vfg—(Vg)f, (2.35)
gde je V f Jakobijan vektorskog polja f.

Ako vektorska polja £ 1 £ komutiraju, tj. ako je [fm, qu = 0, onda metoda deljenja

daje tacno resenje. Medutim, ovakvi sluc¢ajevi nisu previse zanimljivi.

Prethodna teorema nam daje da je red konvergencije Li-Troterove metode deljenja 1,
isti kao i Ojlerova metoda. Medutim, ova metoda je i dalje bolja od Ojlerove jer ¢uva
strukturne osobine. Sa druge strane, metode deljenja mogu da F)oveéaju red konvergencije
tako Sto se u kompoziciju tokova uvede jos tokova oblika @;}_h. Jedan primer takvog
deljenja je poznat kao Strangovo deljenje gde je numericki tok vektorskog polja dat sa

S 2 1 2
vy =) 00 00, (2.36)

[2]
®y)0

— Znpt1

Stika 2.5: Prikaz kompozicije Strangove metode deljenja

Moze se pokazati da Strangova metoda deljenja ima red konvergencije 2. Na slici
prikazana je Strangova metoda deljenja.

U slucaju da analiticko resenje za diferencijalne jednacine posle deljenja vektorskog polja
ne postoji, moramo pribe¢i numerickom aproksimiranju tih resenja. Kada komponujemo
numericke tokove umesto tacnih tokova, te metode nazivamo metodama kompozicije.
O ovome nece biti dalje reci u master radu jer ¢emo pretpostavljati da vektorsko polje
mozemo podeliti tako da su sve dobijene diferencijalne jednacine analiticki resive.

U radu [1] je re¢eno da metode deljenja ili komponovanja ukljuc¢uju tri koraka:
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(i) biranje skupa vektorskih polja £ tako da > i = 5.
(i) resavanje jednacina z’ = fU(z) analitickom ili numerickom metodom;

(iii) kombinovanje dobijenih resenja tako da se konstruise numericko resenje pocetnog
problema.

Pretpostavimo da tok polazne diferencijalne jednacine formira odredenu grupu difeomor-
fizama. Ako je f podeljena prema koraku (i), svi tokovi novonastalih diferencijalnih
jednacina formiraju istu grupu difeomorfizama, a njihova reSenja mogu biti analiticki
dobijena (korak (ii)), tada pri komponovanju tih resenja prema koraku (iii) dobijamo
numericku aproksimaciju reSenja polazne jednacine koja nasleduje geometrijske osobine
tacnog resenja. Ova razmatranja (sa odredenim modifikacijama) vaze i kada polazno
vektorsko polje formira semigrupu ili simetriéni prostor.

Sto se tice koraka (i) i (i), doda¢emo jos par komentara. Prvo, za neke klase obiénih
diferencijalnih jednacina deljenje vektorskog polja moze da se uradi sistematicno za svako
f, dok u nekim drugim sluc¢ajevima nije poznato da li postoji opsti obrazac deljenja, pa
se deljenje vrsi po dogovoru od slucaja do slucaja. Drugo, nekada je poznata standardna
procedura deljenja za dato vektorsko polje f, ali postoje druge metode deljenja koje su
vise efikasne. Trece, ako prvobitna jednacina poseduje odredena geometrijska svojstva
koja zelimo da sacuvamo, neke metode deljenja ¢e sacuvati jedna, a druge neka druga
svojstva. Nije uvek moguce sacuvati sva svojstva jednom metodom.

Ovo je bilo sve sto ¢e nam biti potrebno za dalju analizu problema iz ugla numericke
matematike i diferencijalnih jednacina. Sada ¢emo se podsetiti odredenih stvari iz oblasti
verovatnoce i statistike kako bismo bili spremni da se vratimo problemu rada.

2.3 Elementi verovatnoce 1 statistike

U ovom poglavlju ¢emo se prisetiti osnovnih stvari u vezi sa slu¢ajnim procesima, pogo-
tovo u vezi sa Braunovim kretanjem. To ¢e nam posluziti za uvod u stohasticke dife-
rencijalne jednacine. Tu ¢emo pomenuti linearnu, tj. najjednostavniju stohasticku dife-
rencijalnu jednacinu. Ona ¢e nam biti glavna komponenta u deljenju vektorskog polja sto-
hasticke diferencijalne jednacine. Na kraju ¢emo se prisetiti nekih statistickih pojmova,
kao sto su ocene, postojanost i testiranje hipoteza. Za pocetak, podsetimo se pojedinih
elementarnosti iz teorija verovatnoca, kao sto su konvergencije slucajnih veli¢ina.

Neka je od sada pa nadalje (2, F,P) prostor verovatnoca na kom ¢emo raditi.

2.3.1 Konvergencije sluc¢ajnih veli¢ina

Neka je { X, }nen niz slucajnih veli¢ina sa odgovarajuéim funkcijama raspodele { F}, },en.
Ako sluc¢ajna velicina X ima funkciju raspodele F' i ako za svako x € R vazi

lim F,(z) = F(x), (2.37)

n—oo
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onda kazemo da niz X, konvergira u raspodeli ka X i piSemo d — lim X,, = X ili
n— o0

d . e o . :
X, — X. Ova konvergencija znaci jedino da raspodele konvergiraju, ali zapravo ne govori
nista o slucajnim velicinama. Zbog toga nam treba jaca definicija od prethodne. Kazemo
da niz X,, konvergira u verovatnodi ka slucajnoj velicini X ako za svako ¢ > 0 vazi

lim P(|X, — X| >¢) =0. (2.38)

n—00

.. s -« . oy P
Konvergenciju u verovatnodi oznacavamo sa p — lim X,, = X ili X,, — X. Ova vrsta
n—oo

konvergencije je tzv. tacka po tacka jer oznacava konvergenciju verovatnoca. Ipak, i
dalje je ovo jaci tip konvergencije i implicira verovatno¢u u raspodeli. Dva najjaca tipa
konvergencije su skoro sigurna konvergencija i konvergencija u srednjem, poznata
i kao L?-konvergencija. Obe ove konvergencije impliciraju konvergenciju u verovatnodi.
Skoro sigurna konvergencija, zapisana kao X,, =23 X, kaze da X,, konvergira ka X ako
vazi

P(MnXﬁ:X):l. (2.39)

n—oo
Konvergencija u srednjem kaze da X,, konvergira u srednjem ka X ako vazi

E[X, — X]* =0, (2.40)

2
a oznacava se sa L2 — lim X, = X ili X, L% X, Sve prethodne konvergencije se lako
n—oo

mogu uopstiti i u visedimenzionalom slucaju.

2.3.2 Slucajni procesi

Realni slu¢ajni proces {X, | v € I'} je familija slucajnih veli¢ina, uzima realne vre-
dnosti i definisan je na skupu I' x 2. Dakle, slucajne velicine ove familije mozemo po-
smatrati kao funkcije

X TxQO—=R
(7,w) = X(7,w).

Ako jeI' = N, onda imamo sluéajni proces sa diskretnim vremenom, a ako jeI' C R,
onda kazemo da je sluc¢ajni proces sa neprekidnim vremenom. Zainteresovani smo
za ove druge, preciznije kada je I' = [0, +00) i uvek razmisljamo o I' kao o vremenskom
intervalu.

Kada govorimo o ovim procesima, najces¢e ¢emo ih oznacavati sa X = {X; | t > 0},
a ponekad da bismo izbegli nagomilvanje indeksa, oznacavacemo ih sa X (¢) umesto X;.
Najcesée ¢emo i oznaku celog procesa skratiti na X ili X (¢) i to onda kada ne bude bilo
zabune da govorimo o ¢itavom procesu, a ne samo o jednoj sluc¢ajnoj veli¢ini u trenutku
t. Za fiksiranu vrednost w, skup {X (t,w) | t > 0} se naziva putanjom ili trajektorijom
procesa i predstavlja jednu realizaciju procesa. Za fiksirano ¢, skup {X(t,w) | w € Q}
predstavlja sva moguca stanja procesa u trenutku ¢.
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Filtracija {F; | t > 0} predstavlja rastuéi skup pod-o-algebri od F indeksiran sa t > 0.
Drugim re¢ima, vazi

V0<s<t) Fs CF, Fo=19,Q} (2.41)

Svaki proces X = {X; | s > 0}, za svako ¢ > 0, moze biti pridruzen najmanjoj o-algebri
generisanoj procesom X do trenutka t, tj. F; = 0(X;0 < s < t). To znadi da je
F; najmanja pod-o-algebra od F koja ¢ini slucajne veli¢ine X (s,w) merljivim za svako
0 < s <t, odnosno to je najmanji skup podskupova od €2 koji omogué¢ava da dodelimo
verovatnoce svim dogadajima procesa X do vremena t. Ova filtracija se naziva jos i
prirodnom filtracijom procesa X.

Za slucajni proces X = {X; | t > 0} i filtraciju {F; | ¢t > 0} (ne nuzno generisanu
slucajnim procesom X), kazemo da je proces X adaptiran na filtraciju {F; | ¢ > 0} ako
za svako t > 0, X; je Fi-merljivo.

Ocekivana vrednost i disperzija slucajnog procesa X definisu se kao
EX; = / X(t,w)dP(w), tel0,T], (2.42)
Q

Prethodne veli¢ine su dobro definisane. DefiniSemo i funkciju kovarijacije procesa X
u vremenima s i ¢t kao

cov(X,, Xy) = E[(X, — EX,)(X; — EX,)). (2.44)

Slucajna velicina X; — X, naziva se prirasStaj slucajnog procesa X od trenutka s do
trenutka ¢, s < t.

Slucajna velicina Z = E[Y | F] naziva se uslovno ocekivanje od Y u odnosu na o-
algebru F ako su ispunjena sledeca dva svojstva:

(1) Y je F-merljivo,

(2) E[Y14] = E[X1,], za svako A € F,

gde je I, indikator sa verovatno¢om jedan ako je w € A, odnosno nula u suprotnom.
Uslovno oc¢ekivanje, ako postoji, jedinstveno je.

Slucajni proces X = {X; | t > 0} je martingal u odnosu na filtraciju {F; | ¢ > 0} ako
vazi

(1) E|X;| < o0, za svako t > 0,
(2) X je adaptiran na filtraciju {F; | ¢t > 0},

(3) E[X, | Fs] = X, za svako 0 < s < t < 0.
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Poslednji uslov znaci da je X, najbolji prediktor za X; ako nam je poznato F;. Ako je
jednakost u svojstvu (3) u prethodnoj definiciji zamenjena znakom ,,>”, onda proces X
nazivamo submartingal, a ako je znak ,<” onda je X supermartingal. [z svojstva
uslovnog ocekivanja imamo da je

EX, = E[E[X; | F]] = EX,, (2.45)

Sto znac¢i da martingali imaju konstantno ocekivanje za svako t > 0.

2.3.3 Braunovo kretanje

Definisemo Braunovo kretanje ili standardni Vinerov proces kao W = {W, | t > 0}
tako da vazi

(1) Wy = 0 skoro sigurno,

(2) W ima nezavisne prirastaje, tj. sluc¢ajne velicine Wy, — W5, i W, — W, su nezavisne
za svako tl S t2 S S1 S S,

(3) W je Gausov proces, tj. Wy — W, ~ N(0,t —s),za 0 < s < t.

Iz prethodne definicije lako mozemo izracunati funkciju kovarijacije za Braunovo kretanje
i ona je data sa
cov(Ws, W;) = min(s,t) = s A t. (2.46)

Za dati korak h > 0 vrlo lako mozemo simulirati trajektoriju Braunovog kretanja na
intervalu [0, 7] koristedi da je

Wipn — Wy ~ N(0,h) ~ VRN (0,1). (2.47)

Jos jedna varijacija Braunovog kretanja koja ¢e nam koristiti jeste Braunov most.
Braunov most B; je sluc¢ajni proces sa neprekidnim vremenom c¢ija raspodela je zadata
kao uslovna raspodela Braunovog kretanja W;, pod uslovom da je W = 0, tako da je
proces zakucan za pocetak u po¢etnom i krajnjem trenutku, ¢ =01 ¢ =T. Formalno,

B, = (W, | Wr =0), t €]0,T). (2.48)
Ocekivanje Braunovog mosta je 0, a disperzija je @, Sto znaci da je najveca rasprsenost

na sredini mosta, a bez rasprSenosti na krajevima. Funkcija kovarijacije je data sa
cov(Bs, B;) = min(s, t) — 2*. Prirastaji ovog procesa nisu nezavisni.

2.3.4 Totalna i kvadratna varijacija

Jedno od najvaznijih svojstava Braunovog kretanja jeste da ima nigde diferencijabilne

trajektorije. Ovo mozemo videti preko totalne varijacije procesa W koja je definisana
kao grani¢na vrednost u verovatnoci

Vi(W)=p— lim ni W (te1) — W (te)l, (2.49)

[T | =0
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gde je II,, particija intervala [0,¢] u n manjih podintervala 0 = ¢ty < t; < ... < t,, = t.
Procesi sa diferencijabilnim trajektorijama imaju ogranic¢enu totalnu varijaciju. Medutim,
za Braunovo kretanje W vazi V(W) = +oo. To znaé¢i da W ima nigde diferencijabilne
trajektorije.

Drugi indikator nigde diferencijabilnih trajektorija jeste i kvadratna varijacija Braunovog
kretanja koja nije 0. U sluc¢aju da su trajektorije diferencijabilne, kvadratna varijacija bi
morala biti nula. Nju definiSemo kao

WoWl=p— Jim 3" [W(ten) ~ WP (2.50)

T, [|—0

Za Braunovo kretanje W vazi da je

(W, W], =t, t >0. (2.51)

2.3.5 Stohasticke diferencijalne jednacine

Kako bismo sto bolje razumeli definiciju stohasticke diferencijalne jednacine i Itoovog in-
tegrala, prvo predstavljamo heuristiku iza notacije. Kre¢emo od velicine X; koja sluc¢ajno
varira kroz vreme t > 0. Razmotrimo sada varijaciju AX; = X;;a; — X; na malom in-
tervalu [t, ¢t + At). Brzina promene velicine X je dinamika definisana kao odnos AX,; /At
i mozemo je razloziti na

AX,
At

Mozemo pretpostaviti, za pocetak, da je deterministicki deo konstantna veli¢ina u, a za
stohasticki deo pretpostavimo da je povezan sa varijacijom nekog izvora Suma. Oznac¢imo
sa AW, = Wy ay — W, varijaciju procesa Suma i pretpostavimo da je proporcijalan kon-
stanti 0 > 0. Prirodna hipoteza bi bila da pretpostavimo Gausovsko ponasanje Suma,
Sto implicira da bi W trebalo biti Braunovo kretanje. Time smo brzinu promene od X
opisali slede¢om jednacinom

= deterministicki deo + stohasticki deo.

A X, AW,

A MR
Ako sada razmatramo infinitezimalne intervale, tj. pustimo da A — 0, prethodna
jednacina dobija oblik

(2.52)

X, =p+oW. (2.53)

Medutim, znamo da ovo nema smisla jer ne mozemo diferencirati Braunovo kretanje W.
Alternativa bi bila zapisati prethodnu jednacinu u obliku diferencijalne forme

dX; = pdt + odW,. (2.54)

Ovo i dalje nema nikakvo matematicko znacenje jer znamo da totalna varijacija dW; nije
konac¢na. Da bismo dali prethodnoj jednacini znacenje, moramo naciniti jos jedan korak
i prebaciti se na integralnu formu

t t
X, =X, + / pdu + / odW,, (2.55)
0 0
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gde smo pretpostavili da veli¢ina X ima pocetnu vrednost X u trenutku ¢ = 0. Prethodna
jednacina uvodi stohasticki ili Itoov integral slucajne velicine X

I(X) = /0 t X,dW, (2.56)

u odnosu na Braunovo kretanje. Sada je pozeljno da konstruiSemo ovaj integral i damo
intuiciju prethodnom razmatranju. Prirodno, jednac¢inu ([2.55)) bismo resili kao

Xt = XO + ,ut + UWt, (257)

gde smo pretpostavili da je
t
/ odW, = o(Wy — Wy) = oW, (2.58)
0

Naravno, obe vrednosti p i ¢ mogu biti funkcije od ¢ ili X;, pa nam je potrebna uopstena
definicija za I(Y). U jednostavnom slucaju, kada je X deo-po-deo konstantan proces,
mozemo iskoristiti isto Sto i malopre da reSimo jednacinu . U suprotnom, kada
X nije prost proces, definisemo integral I(X) kao limes integrala [ (X (”)), gde su X
prosti procesi definisani sa

X" (tw) = X(tj,w), t; <t <t (2.59)

za t; € I,,, gde je II,, particija intervala [0, 7], tako da maksimalna duzina podintervala
IIL,|| tezi 0, kad n — co. Tada definisemo I (X ™) kao

= ZX(tj) (W (tjp1) = W(ty)) . (2.60)

Na prethodnu jednakost ne mozemo primeniti limes jer znamo da W nema ograni¢enu
varijaciju. Sa druge strane, znamo da Braunovo kretanje ima osobinu E[W; —W,]? = t —s,

za t > s, pa vazi
n—1

E[1(XM)]" =3B [XO)] (4 — 1)), (2.61)

j=0

Moze se pokazati da X konvergira u srednjem ka X, pa zajedno sa prethodnom
jednac¢inom mozemo pokazati da

I(x™) 5 1(x). (2.62)
Iz prethodne, grube, konstrukcije Itoovog integrala mozemo izvucéi neke od osobina koje

slucajna velicina X mora da zadovoljava. Za pocetak, X mora biti adaptiran na prirodnu
filtraciju Braunovog kretanja, tj. X; mora biti F;-merljiv, za svako t > 0. Dodatno,
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ponasanje podintegralne funkcije mora da kompenzuje ,¢udno” ponasanje Braunovog
kretanja. To znac¢i da mora da vazi

/tE[XuPdU < 0. (2.63)

Neka od svojstava Itoovog integrala su:

1. Ako je X Ito integrabilan, onda je

E [ /0 ' Xtdwt] 0, (2.64)

T T
D (/ Xtth> = / EX?dt (Itoova izometrija). (2.65)
0 0

2. (Linearnost) Ako su X i Y dva Ito integrabilna procesa, a a i b dve konstante,
onda je

T T T
0 0 0
3. Ako je X Ito integrabilan, onda je proces
T
Mt - M() + / Xtth (267)
0

martingal sa oc¢ekivanjem M, gde je M, konstanta.

2.3.6 Stohasticke difuzije
Itoov proces {X; |t > 0} je slu¢ajni proces koji moze da se napise u formi
t t
X, = Xo + / Goudu + / HodW,, (2.68)
0 0

gde su G, H : [0,T] x 2 — R dve progresivno merljive funkcije (tj. B[0,T] ® F;-
merljive, gde je B[0, T| Borelova o-algebra), takve da je

T
/ Guldt < o s.5. (2.69)
0

T
/ Hldt < 0o s.s. (2.70)
0

Proces difuzije ili stohasticka difuzija ili slucajna difuzija, proces je koji resava
slede¢u stohasticku diferencijalnu jednacinu

dXt = /l,(t, Xt>dt + O'(t, Xt)th, (271)
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sa pocetnim uslovom X,. Kao i do sad, prethodnu jednacinu interpretiramo u Itoovom
integralnom smislu kao

t t
X = Xo +/ p(u, Xy)du +/ o(u, X,)dW,. (2.72)
0 0

Pocetna vrednost X, moze biti slucajna ili ne. Ako je slu¢ajna veli¢ina, onda mora biti
nezavisna od o-algebre generisane Braunovim kretanjem W i mora da vazi EX? < oc.
Funkcije i 1 0 nazivaju se funkcijama drifta i difuzije, redom. Kroz ceo test, cak i kada
nije naznaceno, pretpostavljamo da je

/T sup {|u(t,z)| + o®(t, x)} dt < oo s.s. (2.73)
0 l|z|<R

za sve T, R € [0,00). Prethodno se pretpostavlja da bi proces bio Itoov proces.
Sledeca teorema nam daje uslove za postojanje i jedinstvenost stohasticke difuzije.
Teorema 2.3.1. Neka stohasticka diferencijalna jednacina zadovoljava sledeéa dva

uslova

(1) (Globalna Lipsicovost) Za sve x,y € R, i sve t € [0,T], postoji konstanta
K < oo takva da je

(2) (Linearni rast) Za sve x € R, i sve t € [0,T], postoji konstanta C' < oo takva da

je
\p(z, )| + |o(t,z)] < C(1 + |z]?). (2.75)

Tada postoji jedinstveno, neprekidno i+ adaptirano jako reSenje X stohasticke diferen-
cijalne jednacine sa pocetnim uslovom Xy, takvo da vaZi

T
[
0

Prethodni rezultat nam kaze da je resenje X jakog tipa. To u stvari implicira da je
trajektorija resenja jedinstvena, odnosno da je

< 00. (2.76)

P (sup XM - X3 = o) =1, (2.77)

t>0

gde su XM i X jaka reSenja sa istim pocetnim uslovom. Takode je moguée dobiti i
slabo resenje pod oslabljenim uslovima. U mnogo slucajeva u statistici uslovi za slabo
resenje su dovoljni jer to zapravo znaéi da dva slaba resenja X i X® nemaju identi¢ne
trajektorije (¢ak ne moraju biti definisani ni na istim prostorima verovatnoca), ali da su
njihove raspodele iste, sto je dovoljno za statisticko zakljuc¢ivanje. Naravno, jako resenje
jeste i slabo resenje, dok suprotno ne vazi.

25



Mozemo primetiti da su prethodni uslovi za jako resenje previse restriktivni i ¢esto neis-
punjivi. Postoje oslabljeni uslovi koji garantuju postojanje i jedinstvenost jakog resenja,
ali o njima nece biti re¢i u ovom radu jer zahtevaju dodatne definicije koje nisu previse
vazne za isti. Za vise informacija o ovim uslovima pogledati u knjizi [8]. U nastavku
¢emo predstaviti jos i uslove za slabo resenje.

U sustini smo zainteresovani za autonomnu verziju stohasticke diferencijalne jednacine
(2.71)), gde obe funkcije p i o ne zavise od vremena t. Drugim re¢ima, zanimaju nas
diferencijalne jednacine oblika

Sledeca teorema govori o tome kada ovakve stohasticke diferencijalne jednacine imaju
jedinstveno slabo resenje.

Teorema 2.3.2. Stohasticka diferencijalna jednacina 1ma jedinstveno slabo resenje
ako je p lokalno ograniceno, o neprekidna funkcija © ako postoji konstanta A takva da je

ru(x) +o?(z) < A1+ 22). (2.79)

2.3.7 Itoova formula

Vazan alat u stohastickoj analizi, koji je ¢esto koristan i u simulacijama, jeste Itoova
formula ili Itoova lema. Ova formula se moze shvatiti kao stohasticka verzija Tejlorovog
razvoja funkcije f(X) zakljucno sa drugim redom, gde je X stohasticka difuzija. Itoova
lema kaze da za dvostruko diferencijabilnu funkciju f(¢,z), po oba argumenta, vazi

F(t. X)) = £(0, Xo) + /0 Fulw, X, )du+ /0 fx(u,Xu)quJr% /0 Foalt, X)(dX,)2, (2.80)

gde smo koristili slede¢e oznake za parcijalne izvode

it = o), 2.81)
fao(t,x) = g—i(t, x), (2.82)
Jez(t, ) = %(t, ). (2.83)

Itoova formula (2.80) moze se zapisati i u diferencijalnom obliku
1
df (t, Xy) = fi(t, Xp)dt + fo(t, X;)dX; + ifmfm(t,Xt)(dXtV. (2.84)

Uprkos naizgled jednostavnom obliku Itoove formule, u opStem slucaju je tesko razviti
¢lan (dX;)? bez dodatnog znanja o difuziji. Treba imati na umu da su ¢lanovi dtdW; i
(dt)? reda O((dt)?), sto znaci da za [toovu formulu kada razvijamo (dX;)?, sve ¢lanove u
kojima su diferencijali dtdWj ili (dt)? moZemo zanemariti. Takode, iz osobina Braunovog
kretanja znamo da se (dW;)? ponasa kao dt, pa u Itoovoj formuli mozemo svuda zameniti
(dW;)? sa dt.
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2.3.8 Ornstajn-Ulenbekov proces

Ornstajn-Ulenbekov proces je jedinstveno jako resenje sledece stohasticke diferenci-
jalne jednacine
dX; = (01 — 0oX;)dt + 03dWy,  Xo = 0, (2.85)

gde su 61,0, € R i3 > 0 parametri. Za 05 > 0, Ornstajn-Ulenbekov proces se vraca
ka proseku, sto znaci da proces tezi da oscilira oko nekog fiksnog stanja. Jos jedno
interesantno svojstvo ovog procesa jeste da, za razliku od Braunovog kretanja, ovaj proces
ima konacnu disperizju za sve ¢ > 0. Jos jedna ¢esta parametrizacija ovog procesa data
je sledecom jednacinom

dXt = H(ILL — Xt)dt + O'th, XO = Xy-. (286)

Parametre ovog procesa interpretiramo na slede¢i nac¢in. Parametar ¢ > 0 predstavlja
volatilnost procesa, p predstavlja krajnji ekvilibrijum procesa, a 6 brzinu dostizanja tog
ekvilibrijuma. Primenom Itoove leme mozemo pokazati da je krajnje resenje dato sa

t
Xy =p+ (xg — u)efet + a/ e =W . (2.87)
0
Za t > 0, Ornstajn-Ulenbekov proces ima Gausovu raspodelu prelaska p(zyopn | x¢), tj.

gustina raspodele od X, pod uslovom da je X; = z; normalna raspodela sa o¢ekivanjem
i disperzijom

E[Xon | Xe =) = p+ (= p)e™™, (2.88)
21 o 6—20h
D[Xt+h ‘ Xt = .’ﬂt] =0 2—9 (289)
Pod uslovom da je Xy = z¢ konstanta, uslovna funkcija kovarijacije data je sa
o2
cov(Xs, Xy | Xo=x0) = %(efelt*s‘ — e 0t+e)), (2.90)

Ornstajn-Ulenbekov proces je primer Gausovog procesa koji ima ograni¢enu disperziju
i stacionarnu raspodelu za razliku od Braunovog kretanja. Takode, postoji razlika i u
driftu: za Braunovo kretanje on je konstantan, dok kod Ornstajn-Ulenbekovog procesa
zavisi od trenutnog stanja procesa.

Ovaj proces je resenje linearne stohasticke diferencijalne jednacine koju mozemo u pot-
punosti da resimo, isto kao i u slucaju linearne obi¢ne diferencijalne jednacine. Zbog
toga ¢e ovo biti vazan proces u daljem pokusSaju da napravimo matematicki alat za ocenu
parametara na velikoj klasi modela zasnovanih na stohastickim difuzijama. Pre nego
Sto se podsetimo nekih osnovnih pojmova iz statistike, uvedimo, dodatno, sve prethodno
klju¢ne pojmove u vise dimenzija.

2.3.9 Visedimenzionalne stohasticke difuzije

Neka je X = {X; | t > 0} d-dimenzionalni slu¢ajni proces koji uzima vrednosti u R%
definisan na prostoru verovatnoca (€2, F,P). Za slucajne veli¢ine X; mora da vazi da su
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L4-merljive, za svako t > 0, gde su sada £¢ Lebegovi podskupovi od R?. Ovo se razlikuje
od jednodimenzionalnog slucaja kada su bili dovoljni Borelovi podskupovi.

Najjednostavniji d-dimenzionalni sluc¢ajni proces sa nula driftom g = 0 i jedini¢nom
matricom difuzije 3 = 1, jeste d-dimenzionalno Braunovo kretanje W, =
(WL W2, ...,W2), &je su koordinate medusobno nezavisna Braunova kretanja. Sledeéa
teorema nam daje karakterizaciju ovog vektorskog procesa.

Teorema 2.3.3 (Dubova teorema). Vektorski proces {X; = (X}, X2, .., X3) | t > 0}
adaptiran na filtraciju {F; | t > 0} je d-dimenzionalno Braunovo kretanje ako i samo
ako, za sve i,j =1,2,...,d i sve 0 < s <t vazi

(1) Xt =0, skoro sigurno,
(2) E[X; - X{] =0,
(3) BI(X] = XD(X{ = X{)] = 8](t - 5),

gde je 53 Kronekerov delta simbol definisan sa 527 =1, za 1 = j, odnosno (517 =0 u
suprotnom.

Neka je W m-dimenzionalno Braunovo kretanje. Posmatrajmo d-dimenzionalnu vek-
torsku funkciju p : [0,7] x Q@ — R za ¢ije koordinate vazi /|u*| € L%, za sve
k=1,2,..,didxm matri¢cnu funkciju ¥ : [0,T] x Q — R¥™  za &ije koordinate vazi
Yiie L2 zai=1,2,..,dij=1,2,...,m. Uanalogiji sa realnim slu¢ajem, oznaci¢emo sa
p, 1 X, vektorsku i matriénu slucajnu veli¢inu u trenutku ¢. Tada simbolicki oznacavamo
d-dimenzionalnu stohasticku diferencijalnu jednacinu sa

Prethodnu jednac¢inu interpretiramo preko vektorske integralne forme
t t

koju interpretiramo koordinatno, tj.
t m t ) )
XF = x* +/ pfdu + Z/ SRIAWI k=1,2,..,d. (2.93)
S ]_1 S

Za unapred definisano Fy-merljivo X, resenje prethodne stohasticke diferencijalne
jednac¢ine X = {X; = (X}, X?,...,X?) | t > 0} naziva se viSedimenzionalna sto-
hasticka difuzija. Vektorsku funkciju g nazivamo vektorom drifta ili pomeraja, a
d x d kvadratnu matricu ¥ matricom difuzije.

Neka funkcija U : [0,7] x RY — R ima neprekidne parcijalne izvode 2¥, 99 o°U

ot ? 9k’ oxkoxl)
i,k =1,2,..,d. Definisimo realni proces {Y; |0 <t < T} sa

zZa

YV, =Ut,Xy) =U (t, X, X7, ... X]),
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gde je X; visedimenzionalna stohasticka difuzija koja resava jednacinu (2.91). Tada je
visekomponentna Itoova formula data sa

8Ude 1 Gn < ijeny 02U LGOU
dY, = Equ;ut +22;22 5aiaT ZZE th, (2.94)

j=1 i,k=1 7j=1 =1

gde su parcijalni izvodi racunati u tacki (¢, Xy).

Mozemo jos vise generalizovati [toovu formulu i dobiti viSedimenzionalnu Itoovu for-
mulu za dovoljno glatku vektorsku funkciju U : [0,7] x R? — R! viSedimenzionalne
stohasticke difuzije X;. Definisimo [-dimenzionalni vektorski proces Y, = U(¢,X;). Da
bismo dobili uopsteni oblik, moramo primeniti multikomponentnu Itoovu formulu na
svaku koordinatu. Dakle, dobijamo

d m d
o = (% S 3303 st S Y 30

7=1 i,k=1 7j=1 =1
(2.95)

zap=1,2, .., 1, gde su parcijalni izvodi ra¢unati u tacki (¢, X;).

Mogli bismo ¢ak Itoovu formulu generalizovati u stohasticki Tejlorov razvoj, ali za
to bi nam bilo potrebno mnogo vremena i strana. Za pocetak bismo morali uvesti
visedimenzionalne Itoove integrale. Za vise informacija o ovoj temi predlazemo knjigu [9].
Medutim, iako ne¢emo pricati o stohastickoj verziji Tejlorovog razvoja, ona je kljucna za
jednu metodu diskretizacije o kojoj ¢e kasnije biti re¢i. Ovu metodu ¢emo dati u krajnjoj
formuli bez objasnjenja kako je ona dobijena, jer se za nju koristi ovaj razvoj.

Ostaje nam jos da pomenemo viSedimenzionalnu verziju Ornstajn-Ulembekovog
procesa. Ovaj vektorski proces je definisan kao resenje sledece stohasticke diferencijalne
jednacine

gde je @ d x d invertibilna realna matrica, g je d-dimenzionalni realni vektor, a o je
d x m realna matrica takva da je kvadratna matrica oo’ pozitivno definitna. Vektorski
proces W je m-dimenzionalno Braunovo kretanje. Moze se pokazati da d-dimenzionalni
Ornstajn-Ulenbekov proces X ima d-dimenzionalnu normalnu raspodelu prelaska, tj.

X(t+h) | X(t) ~ Ng(M(h), E(h)),
gde su ocekivana vrednost M i matrica kovarijacije 3 date sa
M(h) = p+ e " (X(t) — p), (2.97)

t+h
3(h) = / e gg e (-9) s, (2.98)
t

Izraz za kovarijacionu matricu se izvodi koriste¢i [toovu izometriju.

Na kraju ovog poglavlja dodatno ¢emo se prisetiti i osnovne logike iza ocene parametara,
principa maksimalne verodostojnosti, testiranja hipoteza i sl.
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2.3.10 Ocene parametara

Ve¢ znamo da su parametri modela presudni u razlikovanju dva modela. Na primer,
linearnom regresijom mozemo modelovati broj Nobelovih nagrada na osnovu broja poje-
dene cokolade po glavi stanovnika, ali mozemo modelovati i sre¢u pojedinca na osnovu
godisnje zarade. Oba ova prosta modela koriste linearnu regresiju, ali parametri modela
¢e odrediti kako ta prava izgleda. Zato je kljuéno da u svakom modelu imamo dobro
ispitan nac¢in za odredivanje parametara i ispitivanje njihove efikasnosti.

U linearnoj regresiji imamo dobro poznat metod najmanjih kvadrata koji minimizuje
sumu kvadrata reziduala. Bilo da je re¢ o linearnoj regresiji ili bilo kom drugom modelu
masinskog ucenja, uvek postoji neka funkcija koja se minimizuje. Ove funkcije se najcesce
nazivaju funkcijama gubitka ili funkcijama troska. U statistici se najcesée funkcija
gubitka zasniva na funkciji verodostojnosti.

Princip maksimalne verodostojnosti zasniva se na tome da maksimizujemo
verovatnocu da je upravo nas opisani model generisao podatke koje imamo. Kada mak-
simizujemo ovu veli¢inu, tada dobijamo zeljene parametre. U daljem radu videcemo da
nekad nije mogucée dovoljno brzo i efikasno optimizovati funkciju verodostojnosti, pogo-
tovo kada je broj parametara velik (reda velic¢ine 5), a funkcija izrazito nelinearna. U
tom slucaju ¢emo morati da pravimo neke smislene aproksimacije koje ¢e uciniti problem
optimizacije mnogostruko laksim.

Dve su najces¢e mere koliko je neka ocena parametra dobra.

Kazemo da je ocena parametra postojana ako sa povecanjem obima uzorka, ocena
parametra konvergira ka pravoj vrednosti parametra. Preciznije, sa povecanjem uzorka,
empirijska raspodela ocenjenog parametra postaje izrazito koncentrisana oko prave vre-
dnosti parametra. Formalno govoreé¢i, neka je #,, ocena parametra 6 na osnovu uzorka

obima n. Ako vazi
p— lim 6, =0, (2.99)

n—oo

onda kazemo da je ocena postojana.

Sa druge strane, ocena je nepristrasna ako u proseku dostize pravu vrednost parame-
tra, tj. ocekivanje empirijske raspodele ocene treba da bude jednako pravoj vrednosti
parametra. Formalno zapisano, ocena parametra je nepristrasna ako je

E[g,] = 6. (2.100)

2.3.11 Testovi saglasnosti

Cesto zelimo da testiramo hipotezu o nekom parametru ili o tome koliko nam je model
zapravo dobar, Sto je ¢esto najvaznija stvar koju mozemo uraditi. Ako model nije dobro
postavljen, sta god radili sa njim neé¢e nam pomoci da dobro predvidimo i modelujemo
zeljenu pojavu. Zato ¢emo se osvrnuti na neke nacine testiranja saglasnosti modela.

Ono sto zelimo da testiramo jeste da li podaci prate odredenu raspodelu, a to mozemo
pomocu sledec¢e hipoteze:

HO F = FO pI'OtiV H1 - F 7£ Fo. (2101)
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Ono $to odmah mozemo primetiti iz postavke problema jeste da, za razliku od testiranja
hipoteze o parametrima, ovde ne zelimo da odbacimo Hy u korist H;. Razlog tome je
jednostavan: postoji beskona¢no mnogo alternativa protiv kojih mozemo testirati nultu
hipotezu. Iz tog razloga je aparat za testiranje ovakvih testova dosta laksi ako zelimo da
minimizujemo gresku prve vrste, dok je stvar znatno kompleksnija ako se bavimo greskom
druge vrste i moci testa.

Zato ¢emo pomenuti neke testove koji se bave testiranjem hipoteze (2.101)). Pre toga
uvodimo empirijsku funkciju raspodele definisanu sa

n

1
F(z) ==Y 1(Xy <), za svako x € R. (2.102)

n
k=1

Prethodna formula nije nista drugo do broj slucajnih veli¢ina iz prostog slucajnog uzorka
X koje su manje od x. Zato empirijsku funkciju raspodele mozemo posmatrati kao
proporciju

_#HEk=1,2,..,n| Xy <}
B n

Na osnovu jakog zakona velikih brojeva imamo da je za svako x € R,

, za svako x € R.

F,(z) = F(z), (2.103)
n—oo

Medutim, ovakav vid konvergencije zahteva da se prvo fiksira x, pa da se za takvo x
odredi n iz definicije limesa. Znamo da definicija kaze: ,za svako € > 0, postoji n(¢) € N
takvo da ...” Kada pricamo o konvergenciji tacka-po-tacka, nase n ne zavisi samo od
e, ve¢ i od x. To nam govori da ovakva konvergencija nije dovoljno dobra za nasu test
statistiku jer ne zelimo da nam konstrukcija, pa samim tim i osobine, test statistike zavise
od podataka. Da bismo dobili konvergenciju za sve z odjednom, gde n nece zavisiti od =,
potrebna nam je uniformna konvergencija koja nazalost nije garantovana zakonom velikih
brojeva. Zbog toga nam treba centralna teorema matematicke statistike.

Teorema 2.3.4 (Glivenko-Kanteli). Neka je F' funkcija raspodele obelezja X i F,, empiri-
jska funkcija raspodele prostog slucajnog uzorka X, obima n, iz populacije sa obeleZjem
X. Tada vazi
|F = Fulloo = sup | F(x) — Fu(a)] = 0. (2.104)
z€R

n—oo

Time smo dobili prvu i najjednostavniju test statistiku za testiranje hipoteze saglasnosti

(2.101]), datu sa

KS, = |Fy — Fyllw. (2.105)

Prethodna test statistika naziva se test statistika Kolmogorov-Smirnova. Nultu
hipotezu odbacujemo kada je KS, veée od neke kriticne tacke C),. Neke od poznatijih
test statistika zasnovanih na empirijskoj funkciji raspodele su i Anderson-Darlingova
test statistika, kao i Kramer-fon Mizesova test statistika, ali o njima nece biti reci
u ovom radu. Pomenute test statistike su varijacija Kolmogorov-Smirnovljeve i dobijaju
se promenom metrike koja generise normu.

Videli smo kako konstruisati K5 test statistiku, kao i to da je takva konstrukcija dobra.
Sada zelimo da vidimo neke od osobina ovog testa. Pre svega, zelimo da vidimo pojedine
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teorijske rezultate, kao na primer, koja je grani¢na raspodela test statistike i kojom
brzinom test statistika konvergira ka njoj.

Lako se pokaze iz osobine Bernulijevih slucajnih veli¢ina i centralne grani¢ne teoreme da,
za svako x € R,

VA(F(x) ~ F(x)) — N0, F(x)(1 ~ F(x))). (2.106)
Ovaj rezultat jeste vazan, ali nam ne govori mnogo o test statistici K'S,,. Razlog je isti
kao i malocas. Naime, prethodnu konvergenciju vidimo tacka-po-tacka, Sto znaci da je
gledamo nezavisno za svaku tacku z € R ponaosob. Da li mozemo pojacati prethodni
rezultat kao u slucaju Glivenko-Kantelijeve teoreme? Ne toliko jednostavno. Primetimo
da zelimo da nademo grani¢nu raspodelu za

KS,, =sup|F(z) — F,(z)|.

z€R

Mi zapravo ne posmatramo supremum slucajne veli¢ine, ve¢ slucajnog procesa
{|F(z) — F,(x)| : x € R}. (2.107)

Zbog toga moramo naci granican slucajni proces, a ne grani¢nu slucajnu veli¢inu. Prvo
Sto nam moze pasti na pamet jeste Braunovo kretanje jer u njegovoj konstrukciji figurise
normalna raspodela, a mozemo ga smatrati i neprekidnim (po z) uopStenjem normalne
raspodele. Medutim, znamo da za Braunovo kretanje {W; |t > 0}, u tacki ¢, vazi

Wt ~ N(Oat)>

sto implicira da disperzija ovog procesa tezi beskona¢nosti. S druge strane, vidimo da za

nas proces (2.107)) vazi

D[F,(z) — F(z)] = D{Fy(z)] = L= F@) ane

n

Dakle, Braunovo kretanje nece biti granican proces, ali ho¢e modifikovano Braunovo
kretanje, odnosno Braunov most, sto nam daje sledeca teorema.

Teorema 2.3.5 (Donsker). Neka je F' neprekidna funkcija raspodele obelezja X i neka
je F, empirijska funkcija raspodele prostog slucajnog uzorka X, obima n, iz populacije sa
obelezjem X . Tada vazi

Visup |F,(z) — F(z)] = sup |By], (2.108)

z€eR n—oo  0<t<1

gde je {B; | 0 <1 <t} Braunov most na [0, 1].

Vidimo da smo nametnuli dodatni uslov o neprekidnosti funkcije raspodele F'. Time smo
automatski ogranicili skup raspodela za koje mozemo testirati hipotezu . Razlog
tome je oc¢igledan. Ako zelimo da dobijemo neprekidan granican proces gde neprekidnost
gledamo po x, moramo imati slucajan proces koji je takode neprekidan po z. Kako F),(x)
ocigledno nije neprekidno, to F'(z) mora biti. Ovo ne znaci da ne mozemo primeniti KS
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test na funkcije koje nisu neprekidne, ali znac¢i da se u tom slucaju ne mozemo osloniti
na matematicki aparat razvijen za neprekidne funkcije i koristiti prethodnu teoremu.

Supremum Braunovog mosta nam nisSta ne govori, pa ¢emo navesti jos jednu teoremu
koja nam daje raspodelu tog supremuma [4].

Teorema 2.3.6 (Kolmogorova raspodela). Neka je {B; |0 <1<t} Braunov most na
0,1]. Tada je

P ( sup | By < :c> =1-2) (-1)"e™ = L(z), x>0 (2.109)

0<t<1 —
n=1

Vrednost grani¢ne raspodele L racuna se numericki.

Pre nego sto zavrsimo poglavlje, podsetimo se jos kako merimo da li je neki test dobar
ili nije. Nakon toga ukratko ¢emo se podsetiti Monte Karlo i butstrep (eng. bootstrap)
metoda koje su neizostavne u svakodnevnim statistickim simulacijama.

2.3.12 Mera i mo¢ test

Kada govorimo o tome koliko dobro test radi u odnosu na nultu hipotezu, mozemo
pomenuti kriterijum mere testa. Mera testa je maksimalna verovatnoca pravljenja
greSke prve vrste, odnosno verovatnoc¢a odbacivanja nulte hipoteze kada je ona tacna.
Dakle, za dobre testove o¢ekujemo da mera bude bliska 0.05.

Sa druge strane, kada govorimo o tome koliko je neki test dobar protiv odredenih al-
ternativa, onda govorimo o moci testa. Moc¢ statistickog testa je verovatnoca da test
tacno odbaci nultu hipotezu kada je alternativna hipoteza tacna. Odnosno, mo¢ testa je
povezana sa greskom druge vrste.

2.3.13 Statisticke metode simulacije

Dve, mozda najvaznije, metode u statistickim simulacijama su Monte Karlov metod i
metoda butstrepa.

Sustinski, Monte Karlov metod je ponavljanje iste simulacije vise puta, gde u svakoj ite-
raciji ocenjujemo parametar ili racunamo test statistiku ili bilo sta vezano za statisticko
zakljucivanje. Kada to uradimo dovoljan broj puta dobijamo empirijsku raspodelu ocenje-
nih parametara, odnosno test statistika. Bez ovog metoda ne bismo mogli da donosimo
nikakve empirijske statisticke zakljucke. Kako je nekad skup ili je nemoguce vise puta
generisati podatke iz istog modela, tada u pomo¢ pristize butstrep. U sustini butstrep
je samo poduzorkovanje sa ponavljanjem iz polaznog uzorka. Slicno kao Monte Karlov
metod, prvo generiSemo podatke iz odredenog modela. Posle toga poduzorkujemo sa
ponavljanjem i ocenimo parametar ili test statistiku. Onda ponovo poduzorkujemo novi
uzorak i tako dok ne dobijemo niz ocena parametara ili test statistika. Na osnovu tog
niza zakljucujemo o raspodeli pomenute ocene.

Ovim, najzad, zavrSsavamo poglavlje i pocinjemo sa prvim problemom pri statistickom
zakljucivanju u stohastickim difuzijama - diskretizacijom modela.
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3

Diskretizacija stohastickih
diferencijalnih jednacina

U ovom poglavlju zelimo da se fokusiramo na problem diskretizacije stohastickih diferen-
cijalnih jednacina kao vaznom koraku ka statistickom zakljucivanju. Primena statistike
zahteva prilicno dobre aproksimacije stohasticke diferencijalne jednacine. Iz tog razloga
uvodimo koncept reda srednje-kvadratne konvergencije koji ¢e nam pomoéi da poredimo
diskretizacije i vidimo zasto diskretizacija na osnovu Ojlerove metode nece biti dovoljno
dobra iako je prosta za implementaciju. Takode, statisticke metode se ¢esto oslanjaju na
generisanje i simuliranje trajektorija stohasticke diferencijalne jednacine. Prema tome,
potrebna je dobra diskretizacija koja ¢e ovo uciniti efikasnim i racunarski povoljnim.
Pored toga, jedna od glavnih osobina koju mora da poseduje diskretizacija, jeste da
sacuva najvaznije osobine stohasticke difuzije kao modela i to za najve¢u moguéu duzinu
koraka diskretizacije h. Osobine koje zelimo da sacuvamo diskretizacijom su na primer:
hipoelipti¢nost, geometrijska ergodicnost, ali i oscilatorna dinamika kao Sto su amplitude,
frekvencije i faze oscilacije.

U ovom poglavlju predstavi¢emo neke od najvaznijih rezultata iz ovogodisnjeg rada [2]
na pomenutu temu. Rad koristi metode deljenja toka vektorskog polja na stohasticke
diferencijalne jednacine odredenog tipa i pokazuje superiornost ovih metoda u odnosu na
metode bazirane na Ojlerovoj diskretizaciji.

Na pocetku ovog poglavlja uveséemo pojmove kao sto su red srednje-kvadratne konver-
gencije i joS nekoliko metoda diskretizacije za stohasticke diferencijalne jednacine. Potom
¢emo opisati Sta je to hipoelipticnost i zasto je vazno ocuvati je kroz diskretizaciju, a za-
tim ¢emo uvesti klasu modela sa kojima ¢emo raditi. Na kraju ¢emo se fokusirati na
rezultate iz rada o redu srednje-kvadratne konvergencije metoda deljenja, kao i o tome
kako ove metode ¢uvaju osobine modela.

3.1 Red srednje-kvadratne konvergencije

Razmatrajmo diskretizovani vremenski interval [0, 7] sa ekvidistantnim tackama duzine
h =t; —ti_1, takav da je 0 =ty < t; < ... < t, = T. Oznaci¢emo sa {X(t;)}iz01,. n
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numericko resenje genericke d-dimenzionalne stohasticke diferencijalne jednacine cije je
stvarno resenje stohasticka difuzija {X(t) |t € [0,7]}. Neka je X(5) = Xo.

Kazemo da numericko resenje X srednje-kvadratno konvergira redom konvergencije
p > 0 ka pravom resSenju ako postoji konstanta C' > 0 takva da je

mw(EMM@—i@)?YQSCw, (3.1)

t;,€[0,T]

Neka X, | x(t;) oznacava tacno resenje stohasticke diferencijalne jednac¢ine u trenutku
t;, ako je u trenutku ¢;_; bilo X(¢;_1) = x. Sli¢no, neka Xti_hx(ti) oznacava numericko
resenje jednog koraka unapred stohasticke diferencijalne jednacine u trenutku ¢;, ako je
u trenutku ¢;_; bilo X(t;,_1) = x.

Kazemo da je numericka aproksimacija zasnovana na jednom koraku unapred, iti,l,x@i)y
srednje-kvadratno postojana reda p > 0, ako za sve t;, i = 0,1,....,n i sve x € R?
vazi

| [Xecants) = X alt)]| = 0107, (3.2

(IE {thmx(ti) ~ X, () 2} ) " O(hP*1), (3.3)

Pored srednje-kvadratne postojanosti, ograni¢enost drugog momenta numerickog resenja
mora biti pokazana. U slucaju kada je zadovoljena globalna LipSicovost, ovo je za-
garantovano linearnim rastom. Medutim, mi zelimo da generalizujemo model i da ne
pretpostavljamo da vektor drifta zadovoljava globalno Lipsicov uslov. Zato definiSemo
srednje-kvadratnu ogranic¢enost.

Numericko resenje i(tl) je srednje-kvadratno ograni¢eno ako postoji konstanta
K(T) > 0 takva da

t;€[0,7

IMXEMXm)quwUu+ENXWD_ (3.4)

Sledec¢a teorema nam daje karakterizaciju kada numericko reSenje ima red srednje-
kvadratne konvergencije p. Primetimo da je teorema vrlo slicna onoj koju smo videli
u diskretnom slucaju u poglavlju 2, s tim Sto sada netemo pretpostaviti globalnu
Lipsicovost, ve¢ u odredenoj meri oslabljene uslove uz srednje-kvadratnu ogranicenost.

Teorema 3.1.1. Neka je }z(tz) numericko resenje u trenutku t; stohasticke diferencijalne
jednacine sa pocetnim uslovom Xy. Neka je ovo resenje konstruisano metodom jednog
koraka Xy, | x(t;). Pretpostavimo da je numericko resenje srednje-kvadratno postojan red
p > 0 i da je srednje-kvadratno ograniceno. Ako za funkciju drifta stohasticke diferenci-
jalne jednacine pu vazi

(1) funkcija drifta p je globalno Lipsic neprekidna sa jedne strane, tj. ako postoji
konstanta ¢y > 0 takva da je

(x—y px) —py) <alx-yl*, xyeR’ (3:5)
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(2) funkcija drifta p raste najvise polinomijalno, tj. postoje konstante co > 0 1 & > 1
takve da

I(x) = pIP < e (L+ %72+ [y [*72) Ix - y]*, xyeRY  (3.6)
onda numericko resenje konvergira srednje-kvadratno sa redom konvergencije p.

Prethodna teorema ¢e nam pomoci da pokazemo da je red srednje-kvadratne konvergen-
cije za metode deljenja Li-Trotera i Stranga p = 1. U nastavku ¢emo prikazati neke
poznate metode diskretizacije stohastickih diferencijalnih jednacina.

3.2 Metode diskretizacije

Pretpostavimo da zelimo da diskretizujemo slede¢u d-dimenzionalnu stohasticku diferen-
cijalnu jednacinu

gde je W m-dimenzionalno Braunovo kretanje. Diskretizacija intervala [0, 7] i korak h
su definisiani kao i do sada.

3.2.1 Metode Ojler-Marujame

Kao i u diskretnom slucaju, poc¢injemo od najjednostavnije metode Ojler-Marujame
koja je dobijena kao adaptacija Ojlerove metode u stohastickom slu¢aju i glasi

XOM(1) = XOM(t, 1) + hpp(XOM(t:_1)) + VEE(XOM(t;-1)) &1, (3.8)

ode je &; "R Nwn(0,1), zai=1,2,...,n.

Ako nametnemo globalnu Lipsicovu neprekidnost na funkciju drifta i difuzije stohasticke
diferencijalne jednacine, pokazano je da Ojler-Marujamova metoda ima red srednje-
kvadratne konvergencije p = 1, odnosno p = 1/2, kada je sum aditivan, odnosno multi-
plikativan, redom. Multiplikativan Sum u ovom slucaju znaci da intenzitet Suma, odnosno
funkcija difuzije zavisi od trenutnog stanja procesa. Medutim, ako zelimo da bar jedan
od koeficijenata stohasticke diferencijalne jednacine raste brze od linearne funkcije, kao
u slucaju FicHju-Nagumovog modela u kom imamo polinomijalni rast, onda ova metoda
ne konvergira u srednje-kvadratnom smislu.

Kao sto vidimo, ovaj metod jeste intuitivan i lak za implementaciju, ali ne radi ve¢ u
slucaju nekih poznatih modela kao sto je FicHju-Nagumov, a jos uvek nije bilo ni reci
o tome da li ¢uva geometrijska svojstva modela. Da bi se zaobisao ovaj nedostatak
konvergencije, pribegava se modifikaciji ove metode. Ovde ¢emo predstaviti neke od
primera.

Prva varijanta dizajnirana je za polinomijalni rast i LipSicovu neprekidnost sa jedne
strane za funkciju drifta, odnosno globalnu LipSicovost za funkciju difuzije, a zasniva se
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na ,ukroc¢ivanju pertubacija” i izbegava velike vrednosti prouzrokovane polinomijalnim
rastom drifta. Metoda je definisana na sledec¢i nacin

hp(XUOM(t;_1))
L+ | p(XVOM(t,_y)) |

XUOM (1) = XUOM (4, ) 4 +VEER(XYOM(t,_Neiy. (3.9)

Nazva¢emo je ukroéenom Ojler-Marujamovom metodom (eng. tamed FEuler-
Maruyama method). Za nju se moze pokazati da se poklapa sa Ojler-Marujamovom
metodom do drugog stepena u Tejlorovom razvoju. Ova ¢injenica je posluzila da se
pokaze da je red srednje-kvadratne konvergencije isti kao i u slucaju Ojler-Marujame, s
tim Sto su uslovi za koeficijente stohasticke diferencijalne jednacine oslabljeni.

Slede¢a metoda slabi pretpostavke i za funkciju difuzije, tj. ukrocuje i funkciju drifta
i funkciju difuzije i dopusta da obe ove funkcije rastu polinomijalno i da su Lipsic
neprekidne sa jedne strane. Metoda je definisana na slede¢i nacin

hn(XUPOM(1,1)) + VAR (XM (¢, ) ey
L+ Al p(XUPOM (1)) || + VA Z(XUPOM(t; 1) )e; |
(3.10)
Ovu metodu ¢emo nazivati Ojler-Marujamovom metodom ukrocéene difuzije (eng.
diffusion tamed Euler-Maruyama method). Moze se pokazati da ova metoda konvergira
u srednje-kvadratnom smislu sa redom konvergencije p = 1/2.

XUDOM(ti) _ XUDOM(ti_l) +

Pored navedene dve, poznate su tzv. okrnjene varijante Ojler-Marujamove metode koje
nemaju red srednje-kvadratne konvergencije i date su sa

hae(XOOM(t, 1))
max {1, hl| (XM (1)) }

XOOM(t;) = XOM(t;_1) + +VRE(XYOM(t1))ei,

(3.11)

s (XOPOM (1)) + VAS(XOPOM(t;_y))e; s
max { 1, 2] (XOPOM (t;_))|| + VI B(XOPOM(t;1))e |}
(3.12)

iODOM(ti) _ XODOM(ti,l) +

Prethodne dve metode ¢emo nazivati okrnjenom Ojler-Marujamovom metodom
(eng. truncated Euler-Maruyama method) i okrnjenom difuzijom Ojler-Marujamove
metode (eng. diffusion truncated Euler-Maruyama method), redom.

3.2.2 Metode viSeg reda

Da bi se povecao red konvergencije, pribegava se daljem razvoju stohasticke verzije
Tejlorove formule i dodavanju vise ¢lanova u metodu. Nakon Ojler-Marujamove naj-
jednostavnije metode sledi metoda Majlstajna koja dodaje ¢lan drugog reda iz Itoove
formule. Medutim, formule metoda viseg reda su jako kompleksne i zahtevaju dosta
¢lanova i razvoj stohasticke verzije Tejlorove formule. Kako smo preskocili razvoj ove
verzije Tejlorove teoreme, to ¢emo preskociti i visedimenzionalne metode viseg reda i
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pokazati formule samo u slucaju da imamo jednodimenzionalnu stohasticku diferenci-
jalnu jednacinu. Majlstajnova metoda u jednoj dimenziji je data slede¢om formulom

- - - - o~ .
XM(t) = X0 4+ hu(XE) + \/EU(X}L)@—I + EJ(XiI\EI)O- (X)) (5?—1 - 1) . (3.13)

Ova metoda ima red srednje-kvadratne konvergencije p = 1, bez pretpostavke o tipu
Suma, ali u slucaju kad su koeficijenti stohasticke diferencijalne jednacine globalno
Lipsic neprekidni. U suprotnom, mora se primeniti ukro¢ivanje kao i u slucaju Ojler-
Marujamove metode. Primetimo jos da kada je Sum aditivan, tj. ¢ nije funkcija od =,
Majlstajnova metoda se podudara sa metodom Ojler-Marujame.

Korak dalje, stizemo do metode 1.5 predlozene u [9]. Opet, ova metoda se zasniva
na razvoju viSe elemenata u stohastickoj verziji Tejlorovog razvoja. Ova metoda ima
kompleksan zapis ¢ak i u jednodimenzionalnom slucaju, a on glasi

~ - - ~ L ~ -
X1’5(ti) = Xilésl + hH(Xilj) + \/EU(Xi1;51)€i—1 + §U(X11451)U,(Xi1;51) (5?—1 - 1)
+ iﬂg<)?1~5) /(5@5) 4 h_2 (5@5) /(551.5) + 102(551.5) //(551.5)
\/§ i—1 )M \A 1)1 5 PAA 1)) (A 9 i—1)M i—1

~ ~ 1 =~ ~ 1
#102 (W(REEE) + 50X (E) ) (21 - Son)

2 v
R/ Y 1.5 S15 w15y sy ) (L2
+ TU<X1‘71) X (X))o (X27) 55171 —1 )&, (3.14)
gde su g;,m; N (0, 1) medusobno zavisni nizovi normalnih slucajnih veli¢ina, takvi da
je
3
Elei] = é i=1,2,...n. (3.15)

Vidimo da metode viseg reda zasnovane na dodavanju ostalih ¢lanova u stohastickoj
verziji Tejlorovog razvoja nisu odrzive, tj. sa svakim novim c¢lanom formula postaje
sve kompleksnija, a implementacija iste postaje isuvise zahatevna. Dok ove formule
povecavaju red konvergencije pod jakom pretpostavkom globalne LipsSicovosti, dodatno
se mora prilagoditi svaka od prethodne dve formule, kao u slucaju Ojler-Marujamove
metode.

Pokazano je da sve pomenute metode zasnovane na Ojler-Marujamovoj, kao i
Majlstajnova metoda, ne ¢uvaju geometrijska svojstva neprekidnog modela (kao sto su
hipoelipti¢nost, simetri¢nost, amplitude i frekvencije kod oscilatornih modela, itd). U
slucaju metode 1.5 u radu [3] pokazano je da ova metoda ¢uva hipoelipti¢nost. Na
primeru ¢emo empirijski pokazati da ova metoda cuva i geometrijska svojstva kao Sto su
amplituda i frekvencija kod oscilatornih modela. Sa druge strane, sama implementacija
metode je ¢ini neprakticnom za upotrebu u opstem slucaju.

U nastavku poglavlja ¢emo videti zasto su metode deljenja superiornije od prethodno
pomenutih iako imaju red srednje-kvadratne konvergencije p = 1. Pokaza¢emo da
¢uvaju hipoelipticnost i da pogodno izabrana Li-Troterova metoda dovodi do Gausove
verovatnoce prelaska, Sto ¢e omoguciti ocenu parametara i testiranje hipoteza.
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Pre nego sto uvedemo metode deljenja sa kojima ¢emo raditi do kraja ovog rada, prvo
¢emo prodiskutovati jos jednu osobinu modela slucajnih difuzija - hipoelipti¢nost.

3.3 Struktura Suma: elipti¢nost i hipoelipti¢nost

Pretpostavimo da u modelu imamo aditivan Sum, tj. matrica difuzije ne zavisi od
promenljivih u modelu. U zavisnosti od strukture Suma, razlikujemo dva tipa modela.

U prvi tip spadaju elipti¢ne stohasticke diferencijalne jednacine koje karakterise nesingu-
larna matrica difuzije, odnosno matrica ¥X " ima potpun rang, tj. det(EET) # 0. Dakle,
modeli u kojima je m = d sa dijagonalnom matricom difuzije 3 = diag[oy, 09, ..., 04], gde
jeo; >0,zai=1,2,..,d, jesu elipticni modeli.

Drugi tip modela ¢ine modeli koji imaju singularnu matricu difuzije. Razmotrimo slucaj
kada je m =d — 1 i kada je X data sa

5 - [051] , (3.16)

gde je I' = diagloy, 09, ...,04_1] € R x R¥! takva dajeo; > 0,zai=1,2,....d — 1.
Tada se prva kolona resenja X (¢) naziva glatkom (eng. smooth) jer Sum ne utice direktno
na nju. Za ostale kolone kazemo da su hrapave (eng. rough) jer sum uti¢e direktno na
njih. U opisanom sluc¢aju dati model je ¢esto hipoeliptican. To znaci da verovatnoca
prelaska ima glatku funkeiju gustine ¢ak i kada ¥X" nema potpun rang.

Potreban i dovoljan uslov da proces X(¢) bude hipoeliptican, jeste da se bar jedna
od hrapavih koordinata pojavljuje u glatkoj komponenti funkcije drifta. Konkretno, u
prethodno opisanom primeru mora da vazi sledeci uslov

(vx eR) (I =1,2,...,d — 1) ({V,u(x),%7) #0, (3.17)

gde je 7 j-ta kolona matrice I' u opstem slucaju, a

Op (x)

TOry
Vo (x) = : (3.18)

8#1' (%)

Oxg

gradijent sa parcijalnim izvodima prve koordinate vektora difuzije p1, po svim hrapavim
koordinatama.

Prethodno razmatranje se moze uopstiti na vise glatkih koordinata tako Sto za svaku
glatku koordinatu mora da postoji bar jedna hrapava koja se propagira kroz funkciju
drifta glatke koordinate.

Cesto u realnom svetu ne zelimo da dodajemo Sum na sve koordinate modela, veé
zelimo da Sum bude propagiran na ceo sistem kroz odredene koordinate koje ¢e biti
zaduzene, izmedu ostalog, za modelovanje Suma. Zbog toga nam je vazno da numericka
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diskretizacija moze da sacuva ovu osobinu. Primer elipticne stohasticke diferencijalne
jednacine bi bio

dX, = f(X3,Yy)dt AWy,

{ t (X, Yi)dt + o1 dW; (3.19)

dY; = g(X, Yy)dt + 02dWy,

gde su 01,09 > 0. Primer hipoelipticne stohasticke diferencijalne jednacine, bio bi za
npr o1 = 0. Tada bi w x 2 matrica difuzije imala rang 1, ali bi se Sum propagirao kroz
funkciju drifta f preko koordinate Y. Primer stohasticke diferencijalne jednacine koja
nije ni elipti¢na ni hipoelipti¢na je

dXt — f(Xt, n)dt
dYt = g(Xt, }/;5, Zt)dt, (320)
dZt = h(Xt,}/;,Zt)dt—f—O'th.

Tada se Sum propagira kroz Z do Y koje je u ovom slucaju glatka koordinata, ali se ne
propagira do X. Tako rang nije potpun, ali ni Sum ne dolazi do svih koordinata.

U nastavku poglavlja fokusira¢emo se na model, pretpostavke modela i diskretizaciju
metodom deljenja, kao i osobine te diskretizacije.

3.4 Model 1 osobine

Posmatrajmo slede¢u d-dimenzionalnu stohasticku diferencijalnu jednacinu

dX, = p(X,)dt + SdW,
— AX(t) + N(X(1)) + ZdW,, X(0)=X,, tel0,T], (3.21)

gde je W m-dimenzionalno Braunovo kretanje, T > 0, A € R>? ¥ € R™™_ a vek-
torske funkcije p, N : R? — R? lokalno Lipsic-neprekidne. Inicijalna vrednost Xg je Fo
merljiva R? slu¢ajna veli¢ina koja je nezavisna od Braunovog kretanja W i takva da
je E[||Xo]|?] < oo. Pretpostavi¢emo da prethodna stohasticka diferencijalna jednacina
ima jedinstveno jako resenje pod uslovima datim u knjizi [§], tj. da je resenje defini-
sano na celom intervalu [0, 7] i da njegove trajektorije ne izdivergiraju u beskona¢nost u
kona¢nom vremenu. Formalno, zahtevamo postojanje slucajne difuzije X(¢) adaptirane
na F(t) koja ima neprekidne trajektorije koje zadovoljavaju

X(t):Xo+/tp,(X(s))ds+/t SdW(s), te [0,T). (3.22)

Sada ¢emo uvesti neke pretpostavke modela koje ¢e biti neophodne da bismo dokazali
razli¢ite osobine.

Pretpostavka 1 (P1). Funkcija N je globalno Lipsic neprekidna sa jedne strane, tj.
postoji konstanta c¢; > 0 takva da je

(x—y.N(x) - N(y)) <erllx -y’ xyeR- (3.23)
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Pretpostavka 2 (P2). Funkcija N raste najvise polinomijalno, tj. postoje konstante
co >01&>1 takve da

IN(x) = NI <2 (T %[22+ [ly[I*7%) [x = y[I”, x,yeR” (3.24)
Pretpostavka (PfI)) sluzi da oslabi uslov o globalnoj Lipsicovosti, dok pretpostavka (P2)

sluzi da osigura ograni¢enost momenata stohasticke difuzije X(¢). Konkretno, postoji
konstanta K (7') > 0 takva da je

max E [|X(®)|]*] < K(T) (1 +E[||Xo]?]) (3.25)

t€[0,T]

Takode, slucajna difuzija {X | ¢t € [0,T]} je Markovljev proces. Ozna¢imo sa B(R?)
Borelovu o-algebru na R?. Tada definisemo verovatnoéu prelaska difuzije X sa

PJ(A,x) = P(X(t) € A| X(0) = x), (3.26)

gde je A € B(R?). Prethodna definicija opisuje verovatnoc¢u da je proces dostigao Borelov
skup A C R? u trenutku ¢ > 0 ako je krenuo iz pozicije x € R? u trenutku 0.

3.4.1 Metode deljenja za stohasticku diferencijalnu jednacinu

Ovde ¢emo predloziti strategiju za deljenje modela sa prethodnim karakteristikama.
Podelimo stohasticku diferencijalnu jednacinu (3.21)) na sledeée dve

daXW(t) = AXU()dt + £aw (t), XM ) =X, te 0,7, (3.27)
dXA(t) = N(XP(#)dt, X20) =X, telo,T17. (3.28)

Mozemo primetiti da je prva od dve stohasticke diferencijalne jednacine resiva uvek i da
je njeno resenje Ornstajn-Ulenbekov proces dat sa

t
XU (1) = eAxl + / ATIBIW (s). (3.29)
0

Ve¢ smo videli da prethodna sluc¢ajna veli¢cina ima normalnu raspodelu jer Itoov integral
ima normalnu raspodelu sa oc¢ekivanjem 0 i matricom kovarijacije

t
C(t) = / AlIBRTeA (-9 g, (3.30)
0

Dakle, resenje stohasticke diferencijalne jednacine (3.27) moze biti diskretizovano na
slede¢i nacin

ol (xM(t,_)) = XW(t) = eAXW(t,_)) + 6,0y, i=1,2,....n, (3.31)
gde je &; "X Ny (0, C(h)).

Sto se tice obicne diferencijalne jednacine (3.28), moramo napraviti jos jednu jaku pret-
postavku.
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Pretpostavka 3 (P3). Funkcija N : R? — R? je takva da diferencijalna jednacina
ima analiticko resenje.

Pod prethodnom pretpostavkom mozemo diskretizovati i obi¢nu diferencijalnu jednacinu
i dobiti
(X (t, 1)) = XP(t) = £, XE(ti0)), i=1,2,..m, (3.32)

gde je f;, : RY — R? eksplicitno reSenje obicne diferencijalne jednacine . Pret-
postavka se moze oslabiti tako da umesto eksplicitnog reSenja koristimo neku nu-
mericku metodu za dobijanje aproksimacije ovog resenja, ali to bi zakomplikovalo dokaze
koji slede. Stoga, radi jednostavnosti pretpostavljamo da je model dat sa pretpostavkom

(P3).

Da bismo kona¢no dobili numericko resenje polazne stohasticke diferencijalne jednacine,
koristimo metode Li-Trotera i Stranga na osnovu ¢ega dobijamo

X (1) = (cp,[j] o q>§1> ()N([LTJ (ti_1)> — g, (fdm (ti_1)> +ei, (3.33)

XBl(t;) = (@32 0o®, o q’f}g) (5([51 (ti—1)> = Fi <6Ahfh/z (X[S](ti—l)) + €i—1) - (3.34)

Mozemo jos naglasiti da su prethodna dva resenja vrlo jednostavna za implementaciju jer

se eksponent matrice eA”" i matrica kovarijacije C(h) moraju samo jednom izracunati.

3.4.2 Srednje-kvadratna konvergencija za metode deljenja

U narednom delu éemo iskoristiti teoremu [3.1.1] i pokazati da Li-Troterova i Strangova
metoda konvergiraju u srednje-kvadratnom smislu sa redom konvergencije p = 1, ¢ak i u
slucaju polinomijalnog rasta i globalne LipsSicovosti sa jedne strane. Da bismo iskoristili
tu teoremu, potrebno je da dokazemo postojanost ovih metoda reda p = 1 i da pokazemo
da su one srednje-kvadratno ogranicene. Navedeno dokazujemo kroz dve leme. Date leme
i dokazi su opisani u radu [2].

Lema 3.4.1 (Srednje-kvadratna postojanost). Neka vaZe pretpostavke (H1)), (H9) i (H3)
@ neka su X,[fLi]x(t@) i ngl . x(t:) Li-Troterova i Strangova metoda jednog koraka unapred

definisana kao u (3.33) i (3.34)), redom. Tada su ngjx(tz) z’f(lﬁﬂhx
postojane sa redom postojanosti p = 1.

(t;) srednje-kvadratno

Dokaz. Oznacimo sa || - |2 = /E][|| - ||?] L?*normu. Prvo ¢emo pokazati postojanost
za Li-Troterovu metodu. Koristimo na pocetku nejednakost trougla da bismo dobili

[ [t = K w)]|| < [ [t = XL @)]|| + B [XEVA () - X000 |, (3:35)
1
[0t = X0 |, < et = XE )|+ [ RO = X)L, (3:36)
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gde je Xt Jx( t;) Ojler-Marujamovo numericko resenje jednog koraka unapred. S obzirom

na to da smo pretpostavili aditivnost slucajne greske, iskoristi¢emo ¢injenicu da je Ojler-
Marujamova metoda srednje-kvadratno konzistentna sa redom p = 1, tj.

B %1 xt) = X2V | = 02) (3.37)
HX” x(ts) = Xk (1) L, = Ol he). (3.38)

Ostaje jos da se ograni¢i razlika izmedu Ojler-Marujamove metode i metoda deljenja.
Koristedi stohasticku verziju Tejlorovog razvoja na stohasticku diferencijalnu jednacinu

(3.27) dobijamo

o(x) = x + Axh + SVhp, |+, (3.39)

gde ;,_; ~ Ny(0,1) i r vektor ostatka za €iju svaku komponentu vazi E[r;] = O(h?)

i E[TJZ] = O(h?). Sliéno, koriste¢i deterministicku verziju Tejlorovog razvoja na ([3.32)
dobijamo

ol7(x) =x + N(x)h +q, (3.40)

gde za svaku komponentu vektora q vazi ¢; = O(h?). Tada, Li-Troterova aproksimacija
jednog koraka ima sledeci razvoj

Xt = (@0 @) (x) = @} (x + Nx)h + q) (3.41)
— x+N(x)h+q+ Axh + AN(x)h? + Aqh + SVhep, | +r.  (3.42)
Kako je Ojler-Marujamov metod dat slede¢om jednac¢inom

XM (1) = x + Axh + N(x)h + SVhp, |, (3.43)

tl 1,X

to je razlika izmedu ova dva metoda

X () = XML () = a + AN(x)h? + Agh +, (3.44)

zlx

odakle vidimo da je

[ [t - R 0] | = 0 .45
X520 = XE (e, = 0%), (3.46)

¢ime je dokaz gotov za Li-Troterov metod deljenja. Dokaz za Strangov metod je slican, ali
zahteva nesto obimniji racun. Poc¢injemo sa definicijom Strangove aproksimacije jednog
koraka

X[?] 15 x(ti) = (q)f/]Q © (I)m ®£L2}2) (%) (3.47)
h
= ((I)E/]z o @[1]) (x + N(X)§ + q) (3.48)

= 307, (x +NX)L + q+ Axh + AN(x)h? + Aqh + SV, | + r> . (3.49)
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Radi jednostavnosti zapisa, uvedimo slede¢u oznaku

h
w = N(x)5 +q+Axh+ AN)H* + Agh + SVhap,_, + 1. (3.50)

Tada je Elw;] = O(h), kao i E[w}] = O(h), za j = 1,2,...,d. Onda je

X lt) = @ (x + ) (3.51)
h
:x+w+N(x+w)§+q (3.52)
h h
zx+w+N(X)§+w*§+q, (3.53)

gde je w* dobijena Tejlorovim razvojem oko x i ima isti red kao i w, tj. E[w;] = O(h),
kao i E[(w})?] = O(h), za j = 1,2, ...,d. Tada je

S S h? h
XBL () = XM () = 2q + AN(x) 7 +Agh+1 4w, (3.54)
odakle sledi dokaz tvrdenja u slucaju Strangovog metoda. |

Sto se tice srednje-kvadratnog ogranic¢enja, ovde nece biti izlozen dokaz za metode delje-
nja. Ceo dokaz i neke dodatne pretpostavke mogu se pronacéi u radu [2]. Umesto toga,
pokusa¢emo intuitivno da argumentujemo zasto o¢ekujemo da ovako nesto vazi. Prvo,
imamo lokalno Lipsicovu obi¢nu diferencijalnu jednacinu koja ima globalno eksplici-
tno resenje na intervalu [0, 7. To znac¢i da se u kona¢nom vremenu ne deSava nikakva
nepredvidena divergencija putanje. Prema tome, kada komponujemo ovo reSenje sa
Ornstajn-Ulenbekovim procesom i metodama Li-Trotera i Stranga, ne dodajemo nikakve
eksplozije ni divergencije u momentima u kona¢nom vremenu. Dokaz ovog tvrdenja nije
trivijalan i zahteva dodatne pretpostakve o vektorskom polju. Ovde ¢emo, svakako,
izloziti dodatnu pretpostavku i lemu kako bismo zaokruzili pricu o srednje-kvadratnoj
konvergenciji metoda deljenja.

Pretpostavka 4 (P4). Za funkciju f, : R? — R? definisanu sa postoji konstanta

¢y > 0 takva da za sve x € R? vazi
[F2 GNP < [1x]]% + eah. (3.55)

Lema 3.4.2 (Srednje-kvadratno ogranicenje). Ako vaZe pretpostavke (H3) i (H4)) onda su
Li-Troterova aproksimacija X1 (t;) i Strangova aproksimacija X9\(t;) srednje-kvadratno
ogranicene.

Na osnovu svega prethodno navedenog imamo sledecu teoremu.

Teorema 3.4.3 (Srednje-kvadratna konvergencija). Neka su XET(t;) i XI9(t;) Li-
Troterova 1 Strangova aproksimacija reSenja stohasticke diferencijalne jednacine ,

redom. Pod uslovima teoreme i lema[3.4.1i[5.4.5, ove dve aproksimacije konvergi-
raju u srednjem ka pravom resenju sa redom konvergencije p = 1.
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3.4.3 Ocuvanje hipoelipti¢nosti

Da bismo dobili analogiju verovatnoce prelaska u diskretnom vremenu, definiSemo
verovatnocu prelaska u k-koraka numerickog resenja X(¢;) stohasticke diferencijalne

jednacine kao N N
P, (A, x) =P(X(ty) € A| X(0) = x), (3.56)

gde A € B(R?) i x € R% Pretpostavimo sada da je stohasticka diferencijalna jednacina
hipoelipticna. Tada je njena verovatnoca prelaska glatka bez obzira na to
Sto rang matrice £ nije potpun. Sledeéa definicija nam daje analogiju hipoelipti¢nosti
za numericka resenja.

Definicija 3.4.1. Neka je X(tz) numericko resenje stohasticke diferencijalne jednacine
3.21)) i neka je k € N najmangi prirodan broj za koji verovatnoca prelaska ma
glatku gustinu. Tada za numericko resenje X(t;) kaZemo da je hipoelipticno u k-koraka.

Prethodna definicija nam govori o tome kako numericke aproksimacije prenose Sum
na glatke komponente posle k koraka iteracije. Kada je re¢ o simuliranju trajektorija
stohasticke diferencijalne jednacine, ova osobina nije previse vazna dokle god je vre-
menski okvir dovoljno velik i uvek ¢e postojati neko k£ za koje su standardne metode
diskretizacije hipoelipticne. Na primer, Ojler-Marujamove metode su hipoelitpi¢ne u 2-
koraka. Medutim, slucaj za k = 1 je kljucan za statisticke zakljucke. U ovom slucaju
¢esto uvodimo novu oznaku za verovatnoc¢u prelaska i piSemo

Py(A,x) =P(X(t;) € A| X(ti_1) = x). (3.57)

Takode, kada zelimo da ocenimo parametre metodom maksimalne verodostojnosti u
slucaju visedimenzionalne raspodele, uocavamo sledec¢i problem. Uslovna raspodela
izmedu svaka dva koraka numericke aproksimacije resenja normalna je sa odredenim
vektorom sredine i kovarijacionom matricom, tj.

X(t) | X(tio1) ~ N (mi(i(ti_l), h: 0), Q(h;e)) , (3.58)

gde je 6 skup parametara modela o kojima Zelimo da donesemo odredene statisticke
zakljucke na osnovu diskretizovanog uzorka difuzije X(¢). Pod pretpostavkom da su
podaci {x(t;) | i = 0,1,...,n} dostupni, mozemo oceniti parametre 6 tako §to resimo
slede¢i optimizacioni problem

argmin {nlog det Q(h; 0) + zn: (X(t;) — mi(X(tio1), h;0)) " Q(h; )71 (X(t;) — my(X(ti1), by 9))} (3.59)
0 =1

Ovaj nac¢in ocenjivanja parametara validan je samo ako je inverz Q(h;6)~! dobro

definisan, odnosno ako je numericki metod X(t;) hipoelitpican u 1-koraku. Za Ojler-

Marujamove metode ovo ne vazi, te u njihovom slucaju dobijamo singularne matrice

kovarijacije date sa B B
cov(XOM(¢)) | XIOM(¢,_)) = hZxT. (3.60)

Dakle, Ojler-Marujamov metod i sve njegove adaptacije nemaju gustinu prelaska u slucaju
hipoelipti¢nih difuzija, pa su samim tim neprakti¢ne za koris¢enje prilikom statistickog
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zakljucivanja. Ovaj problem se moze resiti metodama diskretizacije viseg reda, pocevsi od
metode 1.5, ali kao Sto smo ve¢ videli, ovakav pristup nije uopste lak za implementaciju,
a jos teze ga je generalizovati u vise dimenzija.

Resenje oba prethodna problema pruzaju metodi zasnovani na principima deljenja vek-
torskog polja, kao sto su Li-Troterov ili Strangov metod. Veé¢ smo se uverili da
su pomenuti jednostavni za implementaciju, a sada ¢emo prodiskutovati zasto ¢uvaju
hipoelipticnost. Oba pomenuta metoda imaju normalan slucajni vektor &, koji ima ma-
tricu kovarijacije C(h) definisanu u jednacini . S obzirom na to da i matrica drifta
A i matrica difuzije ¥ ulaze u C(h), to su metodi deljenja hipoelipti¢ni u 1-koraku, pod
uslovom da je Ornstajn-Ulenbekov proces hipoeliptican.

Dok Strangov metod nema eksplicitnu raspodelu prelaska, Li-Troterov metod nam daje
nedegenerisanu normalnu raspodelu.

Teorema 3.4.4. Neka je model hipoeliptiéan.  Pod pretpostavkom (H3), Li-
Troterova aproksimacija X(t;) je hipoelipticna u 1-koraku © uslovna raspodela

1zmedu svaka dva koraka je normalna sa sledecim komponentama

XTI (8) | KOt )~ N (M F,(XE( 1)), C0)) (3.61)

Dokaz. Videli smo da Li-Troterova aproksimacija jeste hipoelipticna u 1-koraku, a nor-
malnost sledi direktno iz svojstva slucajnih vektora &;. |

3.4.4 Ocuvanje strukture modela

U ovom delu ¢emo prikazati prednosti metoda deljenja u odnosu na ostale metode kada je
rec o geometrijskim svojstvima kao sto su amplituda, frekvencija i orbita kod oscilatornih
modela. Ovo ¢emo pokazati empirijski na primeru FicHju-Nagumovog modela. Prisetimo
se formulacije modela

{dUt = YU, — U} =V, + s)dt + o1dW,, (3.62)

d‘/;g = (’)/Ut — ‘/t + Oé)dt + O'Qth.

Razmatra¢mo najpre vremenski interval T' = 30. Izabra¢emo da je o1 = 0 kako bi model
bio hipoelipti¢can. Takode, stavicemo i da je s = 0 jer se ovaj parametar smatra poznatim,
a za samu simulaciju nije od klju¢ne vaznosti. Biramo ostale parametre tako da je ¢ = 1,
v =20, a = 0.8, 0o = 0.4. Na slici vidimo trajektoriju FicHju-Nagumovog modela
simuliranu razli¢itim metodama diskretizacije i za razlic¢ite veli¢ine koraka diskretizacije
h. Metode koje smo koristili su Ojler-Marujamove metode, metoda 1.5 i dve metode
deljenja. Primetimo da nismo koristili Majlstajnovu metodu. Razlog za to je sto se
Majlstajnova metoda i Ojler-Marujamova metoda podudaraju kada je sum aditivan.
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Simulacije FicHju-Nagumo modela
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Slika 3.1: Simulacija trajektorija FicHju-Nagumovog modela na intervalu duzine T =
30, za parametrec =1, s =01 =0, a = 0.8 i g9 = 0.4. U kolonama su prikazane razlicite
metode simulacija i to: Ojler-Marujamova metoda (OM), ukroéena Ojler-Marujamova
metoda (UOM), ukroéena difuzija Ojler-Marujamove metode (UDOM), okrnjena Ojler-
Marujamova metoda (OOM), okrnjena difuzija Ojler-Marujamove metode (ODOM),
metoda 1.5 (1.5), Li-Troterova metoda (LT) i Strangova metoda (S). Kroz redove se
mengja veli¢ina koraka diskretizacije © to h = 0.0001, h = 0.001, h = 0.01 + h = 0.1,
odozgo na dole.

Na slici [3.1] se jasno vidi da za vece korake diskretizacije jedino mozemo koristiti metodu
1.5 1 metode deljenja. Medutim, s obzirom na to da je metoda 1.5 vrlo teska za imple-
mentaciju i potrebno je ru¢no racunati viSestruke Itoove integrale, vidimo da su metode
deljenja superiornije od ostalih. Sto se ti¢e Ojler-Marujamove metode i njenih varijacija,
vidimo da one ne uspevaju da sacuvaju orbitu oscilatornog modela i da se sa pove¢anjem
koraka diskretizacije, povecava i greska i to toliko da za h = 0.1 trajektorija eksplodira,
Sto znaci da drugi momenti nisu sacuvani.

Videli smo da metode deljenja ¢uvaju orbitu oscilatornih modela, a sada ¢emo prikazati
njihovu prednost pri ¢uvanju amplitude i frekvencije. Da bismo ovo bolje uocili, posma-
tracemo na trenutak deterministicki model, odnosno uzeé¢emo da vazi oo = 0. Takode,
zbog laksSeg uporedivanja, skraticemo vremenski interval na 7' = 10. Na slici
uporedujemo razlicite metode diskretizacije za simulaciju trajektorije komponente U,
deterministicke verzije FicHju-Nagumovog modela. Mozemo videti da metode zasnovane
na Ojler-Marujamovom principu ne ¢uvaju ni amplitudu ni frekvenciju za velike korake
diskretizacije. Ovaj put je takode uocljivo da ni metoda 1.5 ne ¢uva amplitudu za jako
veliki korak. To znaci da su se metode deljenja jos jednom pokazale kao najbolje.
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Deterministi¢ka trajektorija komponente U
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Slika 3.2: Simulacija trajektorije U komponente deterministickog FicHju-Nagumovog
modela na intervalu duZine T = 10. Parametri su zadati sae =1, s =01 =09 =01 =
0.8. U kolonama su prikazane razlicite metode simulacija i to: Ojler-Marujamova metoda
(OM), ukroéena Ojler-Marujamova metoda (UOM), ukroéena difuzija Ojler-Marujamove
metode (UDOM), okrnjena Ojler-Marujamova metoda (OOM), okrnjena difuzija Ojler-
Marujamove metode (ODOM), metoda 1.5 (1.5), Li-Troterova metoda (LT) i Strangova
metoda (S). Kroz redove se menja veli¢ina koraka diskretizacije i to h = 0.0001, h =
0.001, h =0.01 : h = 0.1, odozgo na dole.

U radu [2] pokazano je da metode deljenja ¢uvaju i ergodi¢nost i graniénu raspodelu,
Sto izlazi van okvira ovog master rada. Za viSe informacija o navedenom konsultovati
pomenuti rad.

Ovim smo zavrsili tre¢e poglavlje. Videli smo neke poznate metode diskretizacije i njihove
performanse na realnom primeru. Pokazali smo da metode deljenja imaju red srednje-
kvadratne konvergencije p = 1, kao i da, za razliku od metoda Ojler-Marujamovog tipa,
cuvaju hipoelipticnost i geometrijska svojstva oscilatornih modela. Videli smo da metoda
1.5 koja je dobila naziv po svom redu srednje-kvadratne konvergencije, dominira nad
metodama deljenja po pitanju brzine konvergencije, ali ipak ima veliki problem jer je
neprakticna za implementaciju, a to je ono sto je krucijalno pri reSavanju problema iz
stvarnog sveta. Sve prethodno nam daje argumente zasto su metode Li-Trotera i Stranga
najbolje za koris¢enje kada je re¢ o simulaciji trajektorija stohasticke difuzije u opstem
slucaju.

Na kraju, prisetimo se teoreme koja kaze da raspodela prelaska diskretizovanog
modela ima normalnu raspodelu ako koristimo Li-Troterovu metodu deljenja sa odgo-
varaju¢im vektorskim poljima. Ovo ¢e biti od kljuéne vaznosti za dalji rad jer ¢e nam
omoguciti statisticko zakljuc¢ivanje kao sto su ocene parametara i testiranje hipoteza.
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4

Ocenjivanje parametara

U prethodnom poglavlju smo videli da nije nimalo trivijalno sti¢i od postavke mode-
la sa neprekidnim vremenom do dovoljno dobre aproksimacije koja ¢e nam pomoéi da
izvucemo statisticke zakljucke. Videli smo da postoje razni nacini i predlozi kako se model
diskretizuje, ali i da su neki modeli bolji od drugih.

U ovom poglavlju ¢éemo pomenuti neke novije nacine za ocenjivanje parametara, zasno-
vane na metodi 1.5. Prikaza¢emo ih i ukazati na njihove prednosti i mane, kao i na njihove
statisticke osobine. Takode, predlozi¢emo ocenjivanje parametara posle diskretizacije Li-
Troterovom metodom deljenja. Izabrali smo ovu diskretizaciju iz dva razloga. Prvo, to je
jednostavnija od dve metode deljenja za koje smo videli da ¢uvaju hipoelipti¢nost i ostala
geometrijska svojstva kod oscilatornih modela. Drugo, ova diskretizacija nam uvek daje
normalnu raspodelu prelaska, odakle odmah mozemo dobiti funkciju verodostojnosti.

Na kraju ¢emo empirijski porediti sve tri metode na primeru FicHju-Nagumovog modela.

4.1 Funkcija verodostojnosti

Cilj ovog poglavlja je oceniti parametar 6 koriste¢i metod maksimalne verodostojnosti.
S obzirom na to da ne znamo pravu raspodelu naseg modela, koristicemo raspodelu
diskretizovanog modela p,. S obzirom na to da je diskretizovan proces Markovljev,
funkciju verodostojnosti mozemo zapisati kao

Pr(Xom | 0) = p(Xo | 6) H (X | Xio1;0), (4.1)

gde je p(Xo | €) raspodela inicijalne vrednosti procesa. Doprinos ove tacke modela je
zanemarljiv za dovoljno veliki uzorak, tako da ¢emo je zanemariti pri oceni parametara
i pretpostaviti da je inicijalna vrednost deterministicka. Prethodna funkcija verodosto-
jnosti predstavlja pseudo funkciju verodostojnosti za tacno resenje stohasticke diferenci-
jalne jednacine. Optimizacija pseudo funkcije verodostojnosti je ¢esta pojava u statistici
i desava se kada nam je prava raspodela nepoznata ili nedostupna. Tada menjamo tacnu
funkciju verodostojnosti aproksimiranom.
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U slucaju da je aproksimirana raspodela prelaska normalna sa vektorom sredine A, (X; )
i kovarijacionom matricom 3,(#), onda parametre nalazimo tako $to resimo sledeéi opti-
mizacioni problem

arg;nin {nlog det Eh(e) + ]{i:l (Xk — Ah(kal; 9))T Eh(Q)*l (Xk — Ah(kal; 9))} (42)

Bilo da koristimo metodu 1.5 ili Li-Troterovu metodu, dobi¢emo isti oblik funkcije koju
zelimo da optimizujemo. Medutim, razlika ¢e biti u vektoru sredine i kovarijacionoj
matrici. Pre nego $to nastavimo sa prezentovanjem nekih nacina za ocenu parametara,
razmotri¢cemo razliku izmedu ocena u elipticnom i u hipoelipticnom slucaju.

4.2 Problemi hipoelipticnog modela

Prva razlika izmedu elipticnog i hipoelipticnog slucaja jeste Sto se parametri unutar
funkcije drifta i funkcije difuzije mogu razdvojiti i posebno oceniti u elipticnom slucaju.
Na primer, u jednodimenzionalnom slucaju gde je stohasticka diferencijalna jednacina
diskretizovana Ojler-Marujamovom metodom, imamo slede¢u ocenu parametara

; " (X1 — Xy, — hp(Xp—150))?
(9,1,6i> = aregn;in {nlog Y2 (o) + g (Xets ZZQ(h:)( e-1;6)) } : (4.3)
7 k=1

gde je p funkcija drifta, a ¥ funkcija difuzije. U ovom slu¢aju skup parametara drifta 6,
nezavisan je od parametra difuzije o jer optimizacioni problem mozemo razbiti na dva
dela i minimizovati svaki posebno, bez uticaja jednog na drugi. Kesler [7] je pokazao da
ocena #,, konvergira ka pravoj vrednosti ¢, sa brzinom konvergencije v nh. Takode, kako
je

E [(Xep1 — Xi — hu(Xy-1;0))°] = O(h), (4.4)

za sve 6, odatle imamo konvergenciju parametra o2. Ovaj parametar konvergira brzinom
V.

Kako prethodni primer nije narocito zanimljiv, pozabavi¢emo se slucajem kada je sto-
hasticka diferencijalna jednacina hipoelipticna. Tada se stvari dodatno komplikuju. Prvo,
parametar drifta 6 je sada unutar kovarijacione matrice 3. Drugo, disperzija glatke
koordinate je reda O(h?), dok je disperzija hrapave koordinate reda O(h). Zbog toga
pokazivanje konvergencije parametara postaje kompleksan problem. Da bismo ovo bolje
razumeli, uveséemo jedan genericki hipoeliptican model koji ¢emo dalje koristiti u ovom
poglavlju. Posmatrajmo model

(4.5)

X, = b(Xt,Yt;¢)dt7
ay, = B(Xu Yy @)dt + F(XnYt; O')th,

gde je X; slucajni proces koji uzima vrednosti u R, Y, sluc¢ajni proces koji uzima vrednosti
uRP, p > 1, W, p-dimenzionalno Braunovo kretanje. Funkcije a : RP*! — Ri A : RPH —
R? zavise od nepoznatih parametara i ¢, redom. Oznacimosapu = (b,BT)T160 = (¢, p).
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Dalje, I' : RP*1 — RP*? je parcijalna matrica difuzije koja zavisi od nepoznatog vektora
o. Potpuna matrica difuzije je data sa

Cleyia) = [p, %) (49

gde je 0, p-dimenzionalni vektor nula. Pretpostavi¢emo dijagonalni Sum, odnosno

o1(z,y;0) 0 0
0 os(T,y;0) ... 0
0 0 v op(x,y50)

Oznacimo sa I' = (04(z,y;0),02(2,y;0),...,0,(x,y;0)) vektor elemenata sa dijagonale
parcijalne matrice difuzije. Za kraj, uves¢emo oznaku tezinskog Laplasovog operatora

Vi() = Zof(x,y;a)aa—zﬁ(-). (4.8)

Radi kraceg zapisa, uvedimo oznaku Z; = (X, Y,). U nastavku poglavlja ¢emo videti dva
nacina kako mozemo oceniti parametre pomoc¢u gore pomenute funkcije i pokazati da su
ocene postojane i asimptotski normalne. Oba nacina koriste metod 1.5 za diskretizaciju,
te ¢emo videti nesto blize kako ova diskretizacija izgleda. Za posmatrani model
diskretizacija 1.5 ima oblik

jszrl )?k )?kﬂ
~ = | ~ + M ~ X 9 + e ) 4.9
[YkJrl] Yy " ( [Yk+1] ) : (49)
gde je
) , h2 , h2 ,
M (z;6) = hpn(2:0) + = (u(z:0), Vi (2:0)) + - Vipl (2:0), (4.10)

zai=1,2,..,p. Takode je, ex ~ Npi1 (0, zh(ik; W, a)) niz nezavisnih slu¢ajnih vektora

za koje vazi

oy [(Vyb(z ) T (250) (Vyb(z;90) T o Vyb(z; )T (2;0)
En@ 0 0) = T (3 0) (Vyb(z ) (2 )22 oy | 4

2

Prethodna matrica je aproksimirana po svakoj koordinati tako da je najmanji red od h
prisutan.

4.3 Iterativni pristup: Ditlevsen-Samson

U radu [3], autorke S. Ditlevsen i A. Samson nisu uspele da pokazu postojanost i asimp-
totsku normalnost minimizujuéi (4.2)) odjednom, veé su podelili optimizacioni problem na

51



dva podproblema: jedan za glatke koordinate stohasticke diferencijalne jednacine (4.5)),
a drugi za hrapave. Preciznije, posmatrale su optimizacioni problem za parametre 1
koordinate X odvojeno od optimizacionog problema za parametre (¢, 0?) koordinate Y.
Na kraju, ocena parametara je dobijena iterativnom metodom.

Dva podproblema se zasnivaju na pseudo marginalnim funkcijama verodostojnosti za
glatke, odnosno hrapave koordinate i data su sa

2
(X1 = X — IM{D(Z450))

n—1
- 3
Y, = argmin 73 Z

v = O(Zy DT (Zgs ) (22) T (Zs )
2o b\ "
+;0log%(zk;w)rﬁ(zk;a) <(9_x) (le?M} (4.12)

Na osnovu prvog optimizacionog podproblema najpre su ocenjeni parametri
glatke koordinate. Pokazano je da ocene ovih parametara konvergiraju brzinom \/%
Kako su parametri hrapave koordinate prisutni samo uz clanove viseg reda, pokazano
je da oni nemaju uticaja na konvergenciju parametara glatke koordinate. Kada je do-
bijena ocena parametara @@n glatkih koordinata, ona je uvrstena u drugi optimizacioni
podproblem

~1
(¢n.0672) = argmin{ Zlog I'T"(Z;0) (4.13)

2
®,0 k=

n—1

+ 3 (Yep = Y — hMy(Zi;0)) T (BTT(Zi;0)) " (Yiin — Y — AMy(Zgs 9))}.

k=0

Tako su ocenjeni parametri hrapavih koordinata ¢,, kao i parametar difuzije &2.

Pokazano je da ¢, konvergira ka pravoj vrednosti brzinom v/nh, dok 62 konvergira brzi-
nom +/n, Sto je identicno elipticnom slucaju.

Slaba tacka ovog pristupa, pored toga Sto je potrebno iterativno ocenjivati parametre,
jeste sto je da bi se pokazala konvergencija parametara hrapave koordinate i parametra
difuzije, potrebno da se parametri glatke koordinate fiksiraju na prave vrednosti. U
nastavku ¢emo kratko predstaviti glavne teoreme ovog rada.

Stav 4.3.1. Pretpostavimo da funkcija drifta glatke koordinate ima oblik

b(a,y;4) = bu(;90) + by (y) ili b(w,y;9) = ba(2) + by (z,y). (4.14)

Neka je 1y prava vrednost parametra 1. Ako su (¢,0?%) poznati i ako je h — 0, nh — oo,
onda je

a2 . (4.15)

Stav 4.3.2. Neka su (pg,02) prave vrednosti parametara (@,0%). Ako je 1 poznat i ako
je h = 0, nh — oo, onda je

(@n,02) = (20,03)- (4.16)
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Teorema 4.3.3. Neka je v stacionarna funkcija gustine za model . Ako h — 0,
nh — 0o i nh? — oo, onda je

Vih(n = ¢0) 5 N (o, (v ((VBCowo)) (07 (00) " (VB soo))))‘l) (4.17)
), (4.18)

V(62 — o) S N (0, P (,, ((varrT(-, 20)) (TTT(-,00)) " (V,ITTT(-, @0))))2

gde je v(f(-)) = [ f(x)dv(z).

Teorema 4.3.4. Pretpostavimo da funkcija drifta glatke koordinate ima oblik

b(z,y;9) = ba(w; ) + by (y) ili b(x,y;9) = be(z) + ¥by(z,y). (4.19)

Neka je v stacionarna funkcija gustine za model . Ako h — 0, nh — oo i nh* — oo,
onda je

B — o) SN (07 4 (0 ()T (Vb ) P o) (7,8, 0)7) 04 w))) - (4.20)

Da bismo dokazali ova tvrdenja, potrebno je pratiti upute iz rada [7]. Dokazi prethodnih
teorema kao i svih pomo¢nih tvrdenja mogu se naéi u radu [3]. Glavni deo za pokazivanje
prethodnog je sledeci stav koji pokazuje ograni¢enja momenata diskretizacije 1.5.

Stav 4.3.5 (Ograni¢enja momenata). Neka su X; i Y, tacna resenja stohasticke diferen-
cijalne jednacine koju smo diskretizovali metodom 1.5 kao Sto je dato u . Tada

Je

E [ X — Xp — AMY(Z4;00) | 2 = z] = O(h?), (4.21)

E Y1 — Y — hM®(Zy;0,) | Zy = z} = O(h?), (4.22)
: ) \

E (Xk:—i-l — X — hML (Zy; 90)) | Zy, = Z} = % (VyO)TTT (Vyb) ' +O(h"),  (4.23)

.
E (Xk+1 — Xp — hMP(Zy; 90)) (YH1 — Y, — hMP(Zy; 90)> | Zy = z] = hTTT + O(h?), (4.24)

E [(Xps1 — Xp — AMu(Zy; 600))" | Zi = 2] = O(hY), (4.25)

™2
E ((Xk+1 — X, — kMY (Zy; 90)) (Yk+1 — Y, — hMP(Zy; 00)) ) | Zy = 2

= O(h?). (4.26)

Videli smo neke osobine diskretizacije metodom 1.5 i kako je ona iskoriS¢ena za ocenu
parametara u hipoelipticnom scenariju. Prethodni pristup jeste dosta inovativan i resava
problem hipoelipti¢nosti, ali i dalje postoji potreba za iterativnim resenjem, Sto nekad
nije prakticno. Takode, u dokazima postojanosti koriste se prave vrednosti parametara,
Sto nije realno. Zato ¢emo pomenuti sledeéi pristup koji reSava ova dva problema.
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4.4 QOcenjivanje bez iteracija: Melnjikova

U radu [11], autorka predlaze drugaciji pristup ocenjivanja parametara u dvodimenzio-
nalnom modelu. Za razliku od prethodnog pristupa, optimizacioni problem se ne
deli na dva podproblema, ali se i dalje vodi racuna o razli¢itim brzinama konvergencije
i eventualnim zavisnostima izmedu parametara. To znaci da u dokazima postojanosti
i asimptotske normalnosti i dalje imamo podelu parametara po koordinatama. U radu
se prvo pokaze postojanost i konvergencija za skup parametara glatke koordinate 1.
Kao i u prethodnom pristupu, dokaz prati standardne upute iz rada [7]. Ovaj put se
vrednost parametra hrapave koordinate ¢ ne fiksira na tacnu, ve¢ moze biti proizvoljna.
Zatim se ocenjuju parametri ¢ i o2, Ovi parametri neée konvergirati za proizvoljnu
vrednost . Medutim, u radu je pokazana postojanost i asimptotska normalnost ocena
ova dva parametra kada se koristi ocena ﬁn Sve to uz dodatnu pretpostavku o linearnosti
parametara koju imamo i u prethodnom pristupu.

Takode, razlika ovog rada u odnosu na rad [3] jeste u diskretizaciji. Melnjikova koristi
diskretizaciju zasnovanu na lokalnoj linearizaciji. Ovaj metod nismo opisali pre, ali u
sustini se zasniva na Tejlorovom razvoju funkcije drifta i potom resavanju linearne sto-
hasticke diferencijalne jednacine. Ako se drift razvije zakljuéno sa drugim stepenom
koraka h, dobijena diskretizacija se podudara sa metodom 1.5. Ovaj metod je dosta intu-
stav o ogranicenjima momenata za metod 1.5 vazi i za metod zasnovan na lokalnoj
linearizaciji.

Sada ¢emo nesto detaljnije izdiskutovati doprinos ovog rada.

Pretpostavka o funkciji drifta glatke koordinate jeste da su parametri te koordinate line-
arni, tj. da se ona moze zapisati kao

b(z,y;¢) = f(z,y) + (¥, 9(2)), (4.27)

gde su funkcije f i g odgovarajué¢ih dimenzija i takve da vaze sve prethodne pretpostavke
o modelu.

Uz prethodnu pretpostavku se moze pokazati postojanost i asimptotska normalnost ocene
zﬂn parametra 1. Asimptotska disperzija se u odredenoj meri razlikuje od one koju
smo videli kod Ditlevsen-Samsoninog principa. Razlog tome krije se u ¢injenici da sada
imamo kovarijaciju izmedu koordinata koja nije vazna kada se ocenjivanje podeli na 2
optimizaciona problema za glatku i hrapavu promenljivu. Brzina konvergencije, medutim,
ostaje ista. Prethodna pretpostavka o linearnosti parametara glatke koordinate potrebna
je da bi se dokazala asimptotska normalnost. Medutim, nije potrebno fiksirati parametre
¢ i 02 na prave vrednosti, kao $to su to uradile Ditlevsen i Samson.

Dokaz postojanosti i asimptotske normalnosti za parametre hrapave koordinate dosta je
kompleksniji i zahteva poznavanje gustoce niza sluc¢ajnih veli¢ina (eng. tightness), o cemu
nece biti re¢c u ovom radu. U sustini, moze se pokazati da uvek postoji niz ocena @Z;n takav
da je niz (Q/Ain — 1) gust. Tada se uz gustocu i postojanost ocene @En pokazuje da su ocene
Yn 1 0, postojane i asimptotski normalne. Ovde ponovo moramo iskoristiti dodatnu
pretpostavku o linearnosti parametra 1. Postoji moguc¢nost slabljenja ovog uslova uz
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Lipsicovu neprekidnost i dodatne tehnikalije o kojima ovde nece biti vise rec¢i. Dobijene
brzine konvergencije se poklapaju sa onima u Ditlevsen-Samsoninom pristupu, s razlikom
Sto parametri nisu fiksirani na prave vrednosti.

Pored opisanog algoritma ocenjivanja, u istom radu [I1] je ponuden jo$ jedan nacin
ocenjivanja koji se bazira na uslovnoj metodi najmanjih kvadrata.

4.5 Metoda najmanjih kvadrata: Melnjikova

Nekada je, iz vise razloga, dosta efikasnije razdvojiti parametre iz funkcije drifta od
parametara iz funkcije difuzije. Prvo, time smanjujemo dimenzionalnost optimiza-
cionog problema i tako dobijamo na efikasnosti. Drugo, u slucaju visedimenzionalnih
hipoelipti¢nih stohastickih diferencijalnih jednacina lakse je generalizovati metodu naj-
manjih kvadrata zasnovanu na parametrima drifta.

Ideja ovog pristupa jeste da se optimizuju razlike kvadrata izmedu diskretizovanog
uzorka Zj i odgovarajuce ocekivane vrednosti. Diskretizacija se moze obaviti bilo ko-
jom metodom koju smo videli do sada. U ovom radu autorka se bazira na diskretizaciji
zasnovanoj na lokalnoj linearizaciji. Dakle, ocena parametara je data sa

n—1
~ 2
U = argininz (Xk:—i-l — MY (X, Y 0, @)) : (4.28)
k=0
n—1 9
@n = argminz HYk+1 — MEZQ)(Xk, Yk; 77[), QO)H . (429)
Y k=0

Ovaj optimizacioni problem ¢e takode dati postojane i asimptotski normalne ocene. Pred-
nost ovog postupka u odnosu na prethodni jeste Sto su problemi nezavisni i nije potrebno
fiksirati nepoznati parametar. Takode, nema potrebe za pretpostavkom o linearnom
parametru glatke koordinate. Medutim, asimptotska disperzija se razlikuje od prethodna
dva pristupa. Moze se desiti da ovaj pristup da mnogo gore ocene od prethodnog jer je
manje robustan u prisustvu autlajera. Takode, performanse ovog pristupa su lose kada
je koeficijent difuzije velik.

Primetimo da nismo ocenili parametar o2. Mozemo primetiti i da ostali parametri kon-
vergiraju nevezano za parametar o2. Jedan od nacina je da ubacimo ocenjene parametre
drifta u neki od prethodna dva pristupa i da tako ocenimo parametar difuzije. Takode, u
radu [I1] je predlozeno da u slucaju dvodimenzionalne hipoeliptiéne stohasticke diferenci-
jalne jednacine koja ima aditivan §um, parametar o2 ocenimo na osnovu uzorka hrapave
koordinate i to na slede¢i nacin

i
L

(Vi1 — Yi)* (4.30)

1
nh

b
Il

Pokazano je da je ova ocena postojana i asimptotski normalna.

Videli smo dva nac¢ina ocenjivanja parametara koja su izu¢avana u prethodne dve go-
dine. Sada ¢emo predloziti jedan na osnovu Li-Troterove diskretizacije. Ovaj nacin nije
sustinski drugaciji, ali zelimo da istrazimo kako se ponasa u poredenju sa prethodna dva.
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4.6 Nov predlog ocenjivanja parametara

Pocinjemo sa diskretizacijom modela (4.5]) kao $to smo to radili u poglavlju 3. Koristeéi

jednacine (3.27) i (3.28))
Z[LT} (ti) _ eA(H)hfh (Z[LT] (ti71)> + 5171(9),, (4-31)

gde je f, resenje nelinearne diferencijalne jednacine, a A matrica iz linearne sto-
. : . . .. . S ii.d
hasticke diferencijalne jednacine. Slucajni vektori €; imaju normalnu raspodelu €; ~

Ny (0,Cy(0)), gde je matrica kovarijacije data sa
t
Ci(6) = / AOE=D(H)TT (9)eAT O g (4.32)
0

Radi lakSeg zapisa, uvedimo oznaku za vektor sredine
M,,(2;0) = A0 £, (2;6) . (4.33)

Ova diskretizacija, nazalost, nema ista ograni¢enja momenata kao diskretizacije 1.5 i
lokalna linearizacija. Preciznije, prvi momenti za glatke, odnosno hrapave koordinate,
poklapaju se do na h?. Navedeno nam daje sledeéi stav.

Stav 4.6.1 (Ogranicenja momenata). Neka je Z, = (X;,Yy) tacno resenje stohasticke
diferencijalne jednacine koju smo diskretizovali metodom deljenja Li-Trotera. Tada

Je

E | X1 — MY (Z;00) | Zso = z} = O(h?), (4.34)
E Y1 — M?(Z4;00) | Z), = z] — O(h?), (4.35)

3

: 2 ,
E | (Xeor = M (Zys00) ) | 2 = ] = 5 (Vyb) LT (Vyh) "+ O(h), (4.36)

.
E <Xk+1 ~ MV (Z; 90)) (Y,g+1 ~ M@ (z; 90)> | Zy = z] = hTT" + O(h?), (4.37)

E [(Xpr1 — Mu(Zi; 60))" | Zi = 2] = O(hY), (4.38)

2
E ((Xk—i-l - Mgl)(zk; 90)) <Yk+1 - Mf)(zkz; 90)) ) | Zy, =z

= O(h?). (4.39)

Posledica prethodnog stava jeste da ne mozemo iskoristiti ideju koju su Ditlevsenova i
Samsonova iskoristile za dokazivanje postojanosti jer nam nedostaje preciznost u aproksi-
maciji. Sa druge strane, kako se u radu Melnjikove nigde ne fiksiraju parametri na
pravu vrednost, za razliku od rada Ditlevseonve i Samsonove (stavovi[£.3.1]1[4.3.2), to se
ogranicenje prvog momenta smanjuje sa O(h?*) na O(h?).

Primetimo da se prethodni stav neée promeniti kada ne fiksiramo parametre na pravu
vrednost, tako da i u nasem sluc¢aju mozemo iskoristiti isti dokaz za postojanost i asimp-
totsku normalnost parametara koji je Melnjikova predlozila. Iz tog razloga ovde vise nece
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biti reci o statistickim osobinama parametara, ve¢ ¢emo zavrsiti poglavlje sa numerickim
eksperimentima i uporediti prikazane metode na primeru FicHju-Nagumovog modela.

Dakle, parametre ¢emo oceniti na sledeéi nacin

O = argmin {nlog det C,(6) + i (Zie — My (Zy—1;0)) " Co(0)! (Zy, — My, (Zi—y: 9))}. (4.40)
0 k=1

Uporedi¢emo ovaj metod sa metodom Melnjikove, pre ¢ega ¢emo predloziti jos dva nacina
ocenjivanja zasnovana na Tejlorovom razvoju nelinearne funkcije drifta My, i kovarijacione
matrice C, u okolini h = 0. Ovo ¢emo demonstrirati na primeru FicHju-Nagumovog
modela.

4.7 Numericki eksperimenti

Resavanje optimizacionog problema (4.40)) nije uvek izvodljivo u praksi. Primetimo da
su i funkcija drifta M, i matrica kovarijacije C;, jako nelinearne po parametrima 6.
Ovo nije slucaj u ostalim metodama diskretizacije, kao sto su metoda 1.5 ili lokalna
linearizacija. Sve metode, osim metoda zasnovanih na principima deljenja vektorskog
polja, koriste neku vrstu Tejlorovog razvoja i imaju polinomijalni oblik po promenljivoj
h. Time se najces¢e dobija i polinom po parametru 6 ako ve¢ nismo imali nepolinomi-
jalne nelinearne transformacije ovih parametara u poc¢etnom modelu. Sa druge strane,
posle kompozicije resenja metodom Li-Trotera, parametre i korak diskretizacije h trans-
formisemo nelinearno, funkcijama kao $to su eksponencijalna ili neka trigonometrijska.
Zbog toga ¢emo funkciju drifta i kovarijacionu matricu razviti u Tejlorov red drugog ste-
pena. Takva funkcija drifta ¢e se razlikovati od one dobijene u lokalnoj linearizaciji, ali
¢e kovarijaciona matrica biti ista. To ¢e nam dati jos jednu ocenu parametara. Dakle,
prvo ¢emo parametre ocenjivati jednacinom , a potom ¢emo tu jednacinu razviti
Tejlorovom formulom, pa ponovo oceniti parametre. Ove dve metode ¢e nam dati ra-
zlicite parametre koje ¢emo uporediti. Ako se funkcija drifta razvije do drugog stepena
od h, numericki se moze pokazati da su svojstva kao sto su amplituda i frekvencija i
dalje sacuvana. Medutim, ako uzmemo u obzir grublji razvoj do prvog stepena, tada vise
nemamo ocuvanost ovih geometrijskih svojstava. Bez obzira, pogleda¢emo i ove ocene jer
¢e zapravo biti ono sto bi nam Ojler-Marujamov metod dao u elipticnom smislu.

Dakle, imamo ocenu dobijenu aproksirmiranjem funkcija drifta i kovarijacione matrice

AlLTa) . ~ n —~ T~ 1 —~

AIET) — argmin { nlog det Cp(6) + 3 (zk. - Mh(Zk_1;9)> Cu(6) (zk - Mh(Zk_l;H)) , (4.41)
6 k=1

gde su Mh i éh aproksimacije dobijene Tejlorovim razvojem u okolini h = 0 zaklju¢no sa
stepenom h?.

Mozemo iskoristiti ideju o marginalnoj metodi najmanjih kvadrata i primeniti je u Li-
Troterovoj diskretizaciji. Uz to, da bismo potpuno ubrzali ocenjivanje parametara,
aproksimira¢emo funkciju drifta Tejlorovim razvojem prvog stepena, a kovarijacionu ma-
tricu ¢emo zadrzati tako da na svakoj koordinati uc¢estvuje najmanji stepen od h. Tada
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za FicHju-Nagumov model (4.48) imamo slede¢e optimizacione probleme

= ~() 2
(OAén7 ’A}/n) = argminz (Uk+1 - Mh (Uka V;m a, 7, 8)) ) (442)
7 k=0
! =) 2
&, = argminz (V}Hl —M, (Uk, Vi; a7, 5)) . (4.43)
k=0

Da bismo ocenili parametar ¢ mozZemo iskoristiti marginalnu funkciju verodostojnosti
za koordinatu V;, odnosno

~(2,2) n ( —~(2)

2
02 = argmin,» {nlog C, (g,0)+ ﬁ oA Viern = M, (Ug, Vi; a,’y,g)) } . (4.44)
C}L (8,0’) k=1

Funkcije Mh i 6h su Tejlorovom formulom razvijene do najmanjeg stepena od h. U
slucaju FicHju-Nagumovog modela one su date sa

h
= u—i-g(u—u?’—v)

M (u,v;0,7.€) = , (4.45)
v+ h(yu — v+ )
i
h®  h?
: 5=
Cu(e,0) = o? th °l. (4.46)
% h

Primetimo da je vektor drifta sada isti kao i u Ojler-Marujamovoj diskretizaciji. Dakle,
ove ocene odgovaraju onima u Ojler-Marujamovom sluc¢aju kada bi difuzija bila elipti¢na.
Medutim, pokazano je da su i u elipticnim difuzijama ocene dobijene Ojler-Marujamovom
diskretizacijom dosta pristrasne i ta pristrasnost raste sa povecanjem koraka h. Bez obzira
na pomenuto, nastaviéemo sa ovim ocenama da bismo ih uporedili sa ostalim. Prethodni
optimazicioni problem se svodi na sistem jednacina

b = > (Vi = Vier + B(nUs—1 — Vie1)),
k=1

Xn: (Vie—Vi—1—h(Gn—Vi—1))Uk—1
,S/n = A= n )
h 3 UR,
X L (4.47)
> (U1 =UR_ = Vi—1)?
&, =h k=1

n - )
kZ (Up=Up—1)(Up—1—U}_, —Vi_1)
-

62 =23 (Vi = Vier — B(3Ui—1 — Vit + G))2.
k=1

Sada smo spremni da poredimo ocene. To ¢emo uciniti na primeru FicHju-Nagumovog
modela. Poredi¢emo 4 razli¢ita nacina dobijanja ocena:
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1. Diskretizacija lokalnom linearizacijom i potom ocenjivanje svih parametara odje-
LL
dnom, bez iteracije. Ovu ocenu ¢emo oznacavati sa ol

2. Diskretizacija Li-Troterovom metodom i ocenjivanje svih parametara odjednom bez
[LT
Tejlorovog razvoja. Ovu ocenu ¢emo oznacavati sa oI,

3. Diskretizacija Li-Troterovom metodom i ocenjivanje svih parametara odjednom sa
LT
Tejlorovim razvojem drugog stepena. Ovu ocenu ¢emo oznacavati sa gl

4. Diskretizacija Li-Troterovom metodom i ocenjivanje parametara preko marginalnih
funkcija verodostojnosti za svaku koordinatu sa Tejlorovim razvojem prvog stepena.
, . . ALT
Ovu ocenu éemo oznacavati sa O ™.

Model je dat sa

dU, = YU, — U2 —V,)dt
{t (U = U = Vi), (4.48)

dVy = (yU(t) = V(t) + a)dt + odW,.

Prave vrednosti parametara ¢emo fiksirati na (o, ¢,v,0) = (0.3,0.1,1.5,0.6). Da bismo
imali fer eksperiment, model ¢emo simulirati Ojler-Marujamovom metodom za h = 0.0001
na vremenskom intervalu 7' = 5. Zatim ¢emo izvlaciti svaki stoti element iz uzorka i
taj uzorak koristiti za ocenjivanje parametara. Tako izbegavamo sve posledice Ojler-
Marujamove diskretizacije jer fiksiramo jako mali korak diskretizacije h. Sa druge strane,
poduzorkovanjem izbegavamo posedovanje ogromne koli¢ine podataka koja bi prili¢no us-
porila simulaciju. Na kraju dobijamo uzorak na intervalu 7' = 5 sa korakom diskretizacije
h = 0.01 i obimom uzorka n = 500.

Na slici vidimo jedan primer trajektorije FicHju-Nagumovog modela za date parame-
tre i hiperparametre. Jasno se vidi razlika izmedu glatke koordinate i hrapave koordinate,
a takode je primetan stohasticki efekat i na glatkoj koordinati. Na slici vidimo jednu
evoluciju modela kroz vreme, pra¢enu po obe koordinate.

Da bismo dobili empirijsku raspodelu parametara, koristicemo Monte Karlo metodu.
Simulira¢emo nM C' puta jednu trajektoriju modela sa pravim vrednostima parametara, a
potom ¢emo oceniti parametre u svakoj iteraciji. S obzirom na to da za ocenu parametara
moramo reSavati optimizacioni problem, broj Monte Karlo iteracija ¢e biti nMC' = 100.
Svesni smo da ovo nije dovoljno da bi se sa preciznoséu ocenilo tacno oc¢ekivanje za svaki
od parametara, ali je dovoljno da vidimo pribliznu raspodelu parametara na osnovu koje
mozemo zakljucivati o pristrasnosti.

S obzirom na to da je potrebno numericki resavati optimizacioni problem, mi ¢emo samo
ponoviti simulaciju iz rada [I] i koristiti funkciju optim u programskom jeziku R. Metod
optimizacije ¢e biti CG kao i u samom radu. Ovaj metod se naziva konjugovanim gradijen-
tnim metodom (eng. conjugate gradient method) i zasniva se na iterativnoj optimizaciji
u pravcu gradijenta. Kako ova oblast prevazilazi granice ovog rada, o navedenom metodu
dalje nece biti reci.
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05}

/\ L L : ; — vreme
5

vreme
-05¢

1.0}

(a) Glatka koordinata, Uy (b) Hrapava koordinata, V;

vreme

(¢) Trajektorija modela kroz vreme za obe koordinate

Slika 4.1: Primer trajektorije FicHju-Nagumovog modela na vremenskom intervalu T =
5, za korak diskretizacije h = 0.01 i za parametre (o, e,7,0) = (0.3,0.1,1.5,0.6).

U nastavku ¢emo prikazati empirijske raspodele svakog od parametara dobijenih razli¢itim
metodama ocenjivanja. Poredi¢emo stvarne vrednosti sa ocenjenim i videti koji metod
najbolje radi.

U tabeli[4.TJmozemo porediti ocenjene vrednosti parametara i stvarne vrednosti sa kojima
smo generisali model. Ve¢ smo pomenuli da je obim Monte Karlo simulacije jako mali da
bismo donosili sigurne i precizne zakljucke, ali mozemo pogledati oko kojih vrednosti se
ocene krecu.

Primetimo ovde da za resavanje optimizacionog problema moramo dati po¢etne vrednosti
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Ja (90 G[LL] G[LT} Q[LTa] e[LTm]

~ 1.5 1.498 (0.0002) 1.500 (0.0002) 1.500 (0.0003) 1.467 (0.0034)
a |/ 0.3 0.307 (0.0012) 0.313 (0.0017) 0.311 (0.0015) 0.279 (0.0023)
e || 0.1 0.101 (0.0005) 0.114 (0.0015) 0.114 (0.0015) 0.101 (0.0000)
o | 0.6 0.606 (0.0126) 0.583 (0.0132) 0.575 (0.0143) 0.597 (0.0009)

Tabela 4.1: Srednje vrednosti (standardna odstupanja) ocenjenih parametara za razlicite
metode ocengjivanja.

parametara. S obzirom na to da ne zelimo da se bavimo dodatnim numerickim greskama
u ovom poglavlju, svaki put smo pokretali optimizacioni algoritam sa inicijalnim vredno-
stima postavljenim na prave vrednosti parametara. Takode, ocene koje odgovaraju koloni
L™ dobijene marginalizacijom funkcije verodostojnosti i dobijene najgrubljom aproski-
macijom Tejlorovim razvojem, ne zahtevaju inicijalne vrednosti jer se mogu pronadi kao
reSenje linearnog sistema. Ovo nije uopsteni slucaj i zahteva da parametri budu linearni
po svim koordinatama. Takode, ovaj metod u nasem slucaju daje najbrze ocene, ali po
cenu pristrasnosti. U tabeli vidimo da je u najve¢oj meri metod zasnovan na lokalnoj
linearizaciji najbolje ocenio parametre. Naravno, opet pominjemo da je broj iteracija pre-
mali da bismo sa sigurnos¢u mogli da zaklju¢imo da je ovaj metod najbolji, ali teorijska
podloga nam govori da bi ovaj metod trebalo da nadjaca ostale.

He@uo@r o
gama alfa
30 10.0
75
20
5.0
10
25
1.46 147 148 1.49 1.50 1.51 0.26 0.28 0.30 0.32 0.34
epsilon sigma
40
50
40 30
30
20
20
10
10 | i
0 _— JIJ:.J)H_LH—. 0 . Eale = ﬂ—.-l—l]j
0.09 0.10 0.1 0.12 0.2 0.4 0.6

vrednost parametra

Slika 4.2: Raspodele parametara za razlicite metode ocenjivanja dobijene Monte Karlo
simulacijom sa 100 iteracija
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Na slici mozemo videti empirijske raspodele parametara za svaku od metoda ocenji-
. ) . . . ~[LTm] . . [LTm]
vanja. Ono sto odmah vidimo jeste pristrasnost ocena as, i4, . Sa druge strane,
ovaj metod daje vrlo dobre rezultate za ostala dva parametra gde disperzija gotovo da
ne postoji. Pored toga, ostale metode ocenjivanja daju mnogo ta¢niju ocenu parametra
v, gde veé vidimo da raspodele lice na normalnu. Sto se ti¢e parametara € i o, oni
su najtezi za oceniti ih i vidimo da za 100 iteracija raspodela ovih parametara nije ni
pocela da se formira. Disperzija je jako velika i sve ocene deluju uniformno rasporedeno.
Ocekujemo da se ovo ispravi sa povecanjem broja Monte Karlo iteracija. Vidimo da
postoji pristrasnost i za ocenu «, kao i da nijedan metod nije dao nepristrasnu ocenu.
Ovo se mozda popravi sa veéim brojem iteracija, medutim, to ne mozemo tvrditi sa

sigurnoscéu.

Dakle, u ovom poglavlju smo videli neke od nac¢ina kako mozemo dobiti ocene parame-
tara u modelima zasnovanim na neprekidnom vremenu. Neke metode su lakSe za imple-
mentaciju, dok su neke komplikovanije. Neke metode daju nesto bolje ocene u empiri-
jskim studijama, dok za neke imamo sve vazne asimptotske rezultate teorijski dokazane.
Ovaj problem i dalje ostaje otvoren bez konkretnog resenja i putokaza kako najbolje
oceniti parametre u opstem slucaju. Nadamo se da ¢emo se u daljem istrazivanju vise
pribliziti odgovoru na to pitanje. Do tad, prelazimo na poslednje poglavnje u ovoj prici
o statistickom zakljucivanju u stohastickim difuzijama.
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5

Testiranje saglasnosti podataka sa
modelom

Ocenjeni parametri modela ne sluze nicemu ukoliko model ne odgovara podacima. Upra-
vo zato vazan deo svakog statistickog zakljuCivanja jeste testiranje saglasnosti (eng.
goodness-of-fit) modela sa podacima. Kao i u slu¢aju ocenjivanja parametara, ne po-
stoji nijedan opsteprihvaceni i sveobuhvatni metod koji resava ovaj problem. Takode,
posmatrano i van okvira stohastickih difuzija, u nekim prostijim modelima postoji puno
testova saglasnosti koji su dobri u odredenim situacijama, a losi u nekim drugim. Tako
je i sama oblast konstrukcije i biranje testova saglasnosti za proizvoljnu raspodelu velika
i kompleksna i nema jedinstvenu metodologiju postupanja u odredenim situacijama.

Vecina testova koji su konstruisani za stohasticke diferencijalne jednacine bavi se
isklju¢ivo jednacinama u jednoj dimenziji, kao i onim koje nemaju parametre. S obzirom
na to da zelimo generalizovani primer, predstavi¢emo test koji je opisan u jednoj dimenziji
i predlozi¢emo njegovu adaptaciju za testiranje saglasnosti sa FicHju-Nagumovim mode-
lom. Za opisano ¢emo koristiti marginalnu raspodelu hrapave koordinate kao polaznu
jednodimenzionalnu stohasticku diferencijalnu jednacinu.

U ovom poglavlju ¢emo detaljno predstaviti jedan od mnogih nacina testiranja saglasnosti.
Ovaj test ¢e se bazirati na testiranju raspodele reziduala modela. Vide¢emo neke vazne
teorijske osobine samog testa i numericki ih ispitati.

Pre toga, pomenimo jos jedan test koji posmatra model bez parametara.

5.1 Negri-NiSijaminov test saglasnosti

Test je predstavljen u radu [12] gde autori I. Negri i J. Nisijama pretpostavljaju model
sledeceg oblika

X,dt = S(X,)dt + ca(X,)dW,, Xo =, te[0,T]. (5.1)

Funkcija drifta S i funkcija difuzije o zadovoljavaju sve pretpostavke o postojanju i
jedinstvenosti resenja prethodne stohasticke diferencijalne jednacine. Proces W; je stan-
dardno Braunovo kretanje. Autori u radu izucavaju asimptotski slucaj kada e — 0. Nulta
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hipoteza koju zelimo da testiramo je
Hy: S =08, zadato Sy, protiv Hy : S # Sp. (5.2)

U radu je posmatrana sledeéa uopstena diskretizacija. Proces X = {X; |t € [0,T]} je
posmatran u trenucima
0=15 <ti <..<tpo=T, (5.3)

tako da je h. = o(g?), kad € — 0, gde je

he = 1%?35%5) |t5 — tf_1| . (5.4)
Bez umanjenja opstosti, pretpostavlja se h. < 1 i e < 1. Oznac¢imo reSenje obicne
diferencijalne jednacine
dx?
dt
sa 2% = {x7 |t € [0,T]}. Tada je alternativna hipoteza zapravo H; : S € S, gde klasu S
funkcija S definisemo tako da

= S(azf), a:g = Xg, (5.5)

/uS(S(xf) — So(x))dt # 0, za neko ug € [0,T]. (5.6)

Naravno, za funkcije S € S vaze svi regulatorni uslovi za postojanje i jedinstvenost
reSenja diferencijalne jednacine. Oznacimo sada

T
gy — / o2(25)dt > 0. (5.7)
0

Pokazano je da je

n(e)

S 8122 (X - thl)g (5.8)

i=1

postojana ocena za Yg,. Test statistika iz rada se bazira na slede¢em slucajnom procesu
U ={U¢(u) | u e [0,T]} datom sa

n

—~

2
1t < w) [ X = Xr_, = SolXeg )t ee )| (5.9)
1

Us(u) =

m | =

7

Na kraju, konstruisana test statistika za koju je pokazano da je postojana protiv alter-
native H; : S € S i asimptotski slobodna od raspodele pod Hj, data je sa

SupuE[O,T] U= (u)] LA sup |Wt| (5.10)
>e t€[0,T] ’

gde je Wt standardno Braunovo kretanje.

Glavni doprinos ovog testa jeste sto je asimptotski slobodan od raspodele i §to je jedan
od prvih testova koji se bazira na diskretizovanom uzorku umesto na uzorku na osnovu
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opservacijama iz neprekidnog vremena, kao sto su to radili testovi pre ovog. Sa druge
strane, mane ovog testa jesu u tome S$to model ne podrazumeva parametre u funkciji
drifta i difuzije, kao i $to pretpostavlja parametar € koji je uslovljen da tezi ka nuli. Time
se gubi na opstosti modela jer se podrazumeva da je Sum u modelu jako mali. Iako bi bilo
zanimljivo uporediti ovaj i sledeéi test, to nec¢e biti uradeno u ovom master radu i ostace
otvoreno za neka druga istrazivanja. Sada prelazimo na slededi test koji ¢emo numericki
testirati.

5.2 Lijev test saglasnosti

Pre nego sto uvedemo test i model, vazno je napomenuti da autor radova [14] i [13]
Sangjeol Li (eng. Sangyeol Lee) nije ista osoba po kojoj je Li-Troterova diskretizacija
dobila naziv (Sofus Li, eng. Sophus Lie). U radovima [14] i [I3] autori predlazu test
saglasnosti na osnovu empirijskog procesa reziduala. U prvom radu se ne pretpostavljaju
parametri u funkciji difuzije, dok se drugi rad nadograduje na prvi, a potom uopstava
tako da su parametri dopusteni i u funkciji difuzije. Oba rada se baziraju na modelu u
jednoj dimenziji. Pokazano je da asimptotska raspodela empirijskog procesa reziduala ne
zavisi od ocenjenih parametara, odnosno da je test statistika zasnovana na ovom procesu
slobodna od raspodele. Ovo je pokazano naustrb obima uzorka. Naime, ako posmatramo
uzorak obima n, na vremenskom intervalu T, sa korakom diskretizacije h, gde je n = T/h
ceo broj, onda empirijski proces reziduala posmatra samo prvih 7" umesto svih n reziduala.
Time smo izgubili ogromnu veé¢inu podataka, ali smo dobili asimptotski slobodan test,
tako da je cena koju smo platili diskutabilno zadovoljavajuc¢a. Sada ¢emo malo detaljnije
prikazati model i test statistiku.

Posmatrajmo sledec¢u stohasticku diferencijalnu jednacinu
dXt = G/(Xt; G)dt + b(Xt, O')th, Xt = Xog, t e [O, T], (511)

gde je (0,0) p+ ¢-dimenzionalni nepoznat parametar. Funkcije a i b su realne i takve da
vaze svi regulatorni uslovi za stohasticku diferencijalnu jedna¢inu. Standardno, proces
W; je standardno Braunovo kretanje. Hipoteza koju Zelimo da testiramo je

Hy : Wy je standardno Braunovo kretanje protiv Hy : = H,. (5.12)

Dok se prethodni test zasnivao na testiranju funkcionalne hipoteze, odnosno oblika
funkcije drifta S, ovaj test se bazira na testiranju raspodele reziduala modela. U ovim
radovima se pretpostavlja sledeéa diskretizacija procesa X. Neka je {h,}nen niz pozi-
tivnih brojeva takav da h,, — 0 kad n — oo. Neka vaze i sledeci uslovi

vnh,

lnn

nh, — 0o, nh? — 0, i — 00, kad n — oo. (5.13)

Posmatrajmo onda diskretizaciju X;,, gde je t; = th,, zat=1,2,...,n. U ovim radovima
se ne bavi ocenjivanjem parametara i podrazumeva se da su parametri ocenjeni tako da
budu postojani i asimptotski normalni sa slede¢im redovima konvergencije

Vb, (0, — 0) = Op(1) i V/n(6, — ) = Op(1). (5.14)
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Primetimo da bar za dve vrste ocenjivanja znamo da ispunjavaju ove osobine, kao Sto
smo videli u prethodnom poglavlju. S obzirom na to da je jedino za ocene dobijene na
osnovu lokalne linearizacije formalno pokazano da su parametri postojani i asimptotski
normalni sa istim redovima konvergencije, bez pretpostavke o fiksiranju parametara na
prave vrednosti, koristi¢emo te ocene za numericko testiranje ovog testa.

U radovima [I4] i [13] se koristi Ojler-Marujamov metod diskretizacije da bi se dobili
reziduali. Ovaj metod, kao $to znamo, nece raditi u hipoelitpi¢nom slucaju. Medutim,
u ovim radovima nije naglaseno kako su dobijene ocene, pa ¢emo probati da ispitamo
slede¢im postupkom. Generisemo model Ojler-Marujamovom metodom kao i do sada, sa
finim korakom diskretizacije, pa izvlacimo poduzorak da bismo smanjili obim uzorka.
Zatim, ocenimo parametre hipoelipticnog modela nekom od metoda iz prethodnog
poglavlja. Nakon toga mozemo posmatrati marginalnu raspodelu hrapavih koordinata i
nju diskretizovati Ojler-Marujamovom metodom. Tada ¢emo posmatrati reziduale samo
hrapavih koordianta i testirati hipotezu o njihovoj normalnosti. Ono §to Zelimo da vidimo
jeste da li ¢e ovaj nacin ocenjivanja parametara i testiranja saglasnosti uticati na efika-
snost testa. Svi podaci su poznati, imamo uzorak i sa glatke i sa hrapave koordinate, kao
i ocenjene parametre koji ispunjavaju uslove iz radova [14] i [13].

Dakle, posmatrajmo diskretizovani model

Xti — Xti71 ~ hna(Xt ) 9) + b(Xt

i—17

o)Wy, = Wi, _,), (5.15)

i—1 ’
i za njega definisimo reziduale i ocenjene reziduale, redom

o Wti B Wti—l

hi = T — s 5.16
U N (5.16)
" th‘ — Xt.71 — hna,(Xt.il; én)

ni — - = - 5.17
K Vhnb(X,, 1 60) (5.17)
Sada definiSemo empirijski proces reziduala kao
[nhn]
En(x) = —®(z)), zeR, (5.18)

VI nh Z
gde je @ funkcija standardne normalne raspodele, a || funkcija ceo-deo. Primetimo
ovde da je za empirijski proces reziduala iskoris¢eno samo prvih [nh,] elemenata uzorka
umesto celog uzorka obima n. Postavlja se pitanje da li je ova restrikcija neophodna.
Prema radovima [I4] i [13] ovo je jedini nacin da bi se pokazala asimptotska sloboda od
raspodele. Pogledajmo teoremu bez dokaza koja je data u radu [13].

Teorema 5.2.1. Pod regulatornim pretpostavkama modela, pretpostavkama o koraku
diskretizacije h,, 1 pretpostavkama o asimptotskoj normalnosti ocena parametara vazi

[nhn]
o) = (1 < x) — ®(x)) + Ru(z), (5.19)

gde je
sup [Rn(x)| = Op(1). (5.20)

To znaci, da &,(D71(t)) slabo konvergira ka Braunovom mostu B,.
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Dokaz prethodne teoreme je vrlo tehnicki i zahteva par strana da bi se sve kalkulacije
izvele do kraja, zbog ¢ega ga neé¢emo ovde predstaviti, ali ¢emo iskomentarisati ideju
dokaza. Ceo dokaz se moze prona¢i u pomenutom radu. Za pocetak, uvedimo sledece
nizove slucajnih veli¢ina

t;

A= / " (a(Xe0) — (X, 0))ds + / (B(Xe:0) — b(X, :0)dWs,  (5.21)

ti—1 ti—1

di = a(Xy,_30,) — a(X,, ,:0). (5.22)

1—17 i—17?

Prvi niz se moze razumeti kao pristrasnost modela u svakoj tacki diskretizacije. Sada
¢emo koristiti osnovne algebarske operacije kako bismo empirijski proces reziduala pred-
stavili preko teorijskih reziduala. Poé¢injemo tako sto model (5.11)) zapisujemo u integral-
nom obliku

ti t;
Xi , — Xy, = / a(Xs; 0)ds +/ b(Xs; 0)dW, (5.23)
ti—1 ti—1

:/t (a(Xs;0) — a(Xy,_ 1,6))ds+/t.i (b(Xy;0) — b(X,, ;0))dW, (5.24)

+ hpa(Xy, 1;0) + / hab( Xy, |5 0) 0 (5.25)
— A+ hna(Xe, 30) + VTnb( X, 5 0V (5.26)

Sa druge strane, iz definicije ocenjenih reziduala (5.17) imamo da je

Xti—l — \/ b th 1, A 777—” + h CL(XtZ 1,9 ) (527)

Iz prethodnog vidimo da je veza izmedu ocenjenih i teorijskih reziduala data sa

V hnb(Xtifl; U)nnz + Anz - hndnl

Tni = - (5.28)
Vhnb( Xy, 500)
Konacno, uslov 7,; < x je ekvivalentan uslovu
b(Xt 10 ) Am' dm
i < T —~ + iy — (5.29)
b(th 1 ) thb<Xt¢71;0) b<th 1) )

U narednim koracima dokaza eksploatisacemo ¢injenicu da je raspodela za 1,; pod nultom
hipotezom standardna normalna. Sada empirijski proces reziduala &, (z) mozemo zapisati
kao

[nhn] .
~ 1 (th 70'7‘0) Api dni
gn(x) = Z <1 (nnl <z b(Xe, 11’ Yy Vhnb(Xe,_130) + v hnb(Xti_l;J)> - (I)(‘T))

= : (1 < ) = ®(2)) + Ln(2) + 1L (2), (5.30)
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gde su

[nhn] b . A
o 1 (Xt;_130m) . Ani dn; _
I(z) = o] ; ((D (x W% ) Vhnb(Xe, o) TV hnb(xti_l;a)> (b(x))’

1

nhn] b(th i0n) A / dn;
|: (nnz = b(th 11’ Yy Vhnb(Xt, ;0) + hnb(Xti—ﬂU))

i—1 t;_1»

e = — +Vh
( b(th 1 ) \/h_nb<Xt¢,1; tz 1 )

+ ®(x) — L(ny < :1:)] . (5.31)

~

I1,(x)

7

Ostatak dokaza je tehnicki i na nekoliko strana pokazuje da vazi

sup |I,,| = Op(1) i sug |I1,] = Op(1), kad n — oc. (5.32)
xE

zeR

Postavlja se pitanje da li je moguce koristiti ceo obim uzorka n umesto samo nekolicine
[nh,] u empirijskom procesu reziduala. Prema radovima [14] i [I3] ispostavlja se da ovo
nije moguce. Niz slucajnih veli¢ina A,,; dat u ne mozemo smatrati uniformno zane-
marljivim ako koristimo ceo uzorak i nece biti moguce staviti ga u ostatak R,,. Prisetimo
se da h, ne sme biti previse mali broj jer nh,, mora teziti ka beskonacnosti, Sto znaci da
postoji granica koliko mozemo smanjiti pristrasnost modela u smislu jednacine . U
praksi koriséenje samo [nh,] podataka ne mora naneti veliku stetu ako je obim uzorka
dovoljno veliki. U suprotnom, sva statisticka zakljucivanja se dovode u pitanje jer pre
svega ocene parametara nisu pouzdane.

Takode, najces¢e ocena parametra o utice na grani¢nu raspodelu. Medutim, to ovde
nije slucaj. Opet, razlog tome je $to koristimo samo [nh,| opservacija, dok je ocena 62
postojana sa redom konvergencije y/n. To je ¢ini vrlo efikasnom u odnosu na obim uzorka

Prethodni rezultat se moze iskoristiti da se testira saglasnost pomocu testova normal-
nosti kao sto su Kolmogorov-Smirnov test ili test Kramer-fon Mizesa, jer zbog teoreme o
neprekidnom preslikavanju vazi

KS, = sup |&,(®(u)| S sup |B], (5.33)
u€(0,1] te(0,1]
odnosno,
CV M, / E.(D ()| du—>/ |B,[2dt. (5.34)

gde je B, Braunov most.

Odbacujemo nultu hipotezu Hy da je W, Braunovo kretanje, Sto je ekvivalentno hipotezi
da X; prati model difuzije ((5.11)) za velike vrednosti test statistika K S, i C'V M,,.
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5.3 Numericki eksperimenti

Na kraju poglavlja zelimo da testiramo sve §to smo do sada videli. Iskoristi¢emo Lijev test
u kombinaciji sa Kolmogorov-Smirnov i Kramer-fon Mizesovom metrikom. Izvrsi¢emo dva
eksperimenta. Prvo, pretpostavi¢emo da je asimptotska raspodela pod nultom hipotezom
slobodna od parametara za empirijski proces reziduala kao sto je pokazano u prethodnoj
teoremi. Oceni¢emo meru testa koriste¢i Monte Karlo simulaciju. Takode, to ¢emo uraditi
za razlic¢ite vrednosti pravih parametara kako bismo se uverili da je mera testa ista bez
obzira na njih. Zatim ¢emo oceniti mo¢ testa protiv date alternativne hipoteze. Opet,
ovo ¢emo uraditi za dva seta pocCetnih parametara kako bismo ispitali da li moé¢ testa
zavisi od parametara modela.

Kao i do sada, testove ¢emo izvoditi na primeru FicHju-Nagumovog modela. Nulta
hipoteza ¢e biti da podaci prate ovaj model

(5.35)

dVy = (U(t) = V(t) + a)dt + odW,.

Za alternativnu hipotezu ¢emo pretpostaviti da funkcija difuzije nije aditivna, veé¢ zavisi
od trenutnog stanja procesa. Ovaj alternativni model ¢emo zadati sa

dU, = YU, —U3 —V,)dt
{t (U = U7 = Vi)t (5.36)

AV, =QU(@) = V() +a)dt+o\/|U, — Vi|dW,.

u v

1.0
1.0}
051 /‘\ 05}
. - ¢ — vreme ‘M ﬂ
1 3 5 1 . . - | — vreme
2 3 + WV s
=051
,05 L
,1 0 L

(a) Glatka koordinata, Uy (b) Hrapava koordinata, Vi

Slika 5.1: Primer trajektorija modela pod alternativnom hipotezom H; na vremen-
skom intervalu T = 5, za korak diskretizacije h = 0.01 i za parametre (a,e,7y,0) =
(0.3,0.1,1.5,0.6).

Izbor ovakve alternativne hipoteze je motivisan cestom alternativom protiv Ornstajn-
Ulenbekovog procesa, a to je Koks-Ingersol-Rosov model (eng. Coz—Ingersoll-Ross) ili
skra¢eno CIR. S obzirom na to da testiramo reziduale samo za drugu koordinatu, kada je
proces prve koordinate poznat, marginalnu stohasticku diferencijalnu jednacinu za proces
V' mozemo posmatrati kao linearnu. To znac¢i da mozemo zadati alternativu slicnu kao
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u slucaju CIR modela, s tim $to moramo biti oprezni. Ornstajn-Ulenbekov proces, kao
i CIR model, definisani su na skupu pozitivnih brojeva, dok FicHju-Nagumov model
nije. Iz tog razloga ¢emo u alternativhom modelu dodati koren iz apsolutne razlike
izmedu koordinata. Razlog razmatranja obe koordinate jeste da bi se smanjio uticaj
na rasprsenost, kako bi modeli pod nultom i alternativnom hipotezom bili relativno iste
disperzije. Na slici [5.1] vidimo primer jedne trajektorije po koordinatama za alternativni
model. Ako uporedimo sliku sa vidimo da su trajektorije priblizno iste i ne mozemo
zakljuciti sa slika da dolaze od dva razlicita modela.

vreme

(a) Glatka koordinata, Uy (b) Hrapava koordinata, V;

10
; —T T S
= = === —‘\ \\

F_"’_‘j—x—_, R

T G 6
(¢) Trajektorija modela kroz vreme za obe koordinate

Slika 5.2: Primer trajektorije FicHju-Nagumovog modela na vremenskom intervalu T =
10, za korak diskretizacije h = 0.01 i za parametre (o, e,v,0) = (1.2,0.1,1.3,0.4).

70



U oba eksperimenta, posmatra¢emo dva seta parametara

01 = (061761,’)/1,0'1) = (03, O]_, 15706), (537)
92 = (&2,62,72,0'2) = (12, 01, 13,04) (538)

Model koji odgovara parametru 6 ¢e se dosta razlikovati od modela sa parametrom 6,
jer izborom parametara menjamo ekvilibrijume modela, kao i njihove stabilnosti. Na
slici mozemo videti jednu trajektoriju FicHju-Nagumovog modela za druge vrednosti
pocetnih parametara. Ovaj put smo prosirili vremenski interval 7' = 10, ali ni to nije
bio dovoljno veliki interval da vidimo jednu frekvenciju oscilacije koordinata. To ne znaci
da model nije vise oscilatoran, ve¢ da su oscilacije dosta rede zbog jake privla¢nosti sta-
bilnog ekvilibrijuma. Dakle, da model nije stohasticki, dinamicki sistem bi iskonvergirao
ka stabilnom ekvilibrijumu, ali zbog slucajnog Suma, model izlazi iz ekvilibrijuma. U
terminima akcionog potencijala, kada voltaza prede odredeni prag, potencijal naglo opali
i posalje signal drugom neuronu. U modelu sa drugim setom parametara ovaj dogadaj je
mnogo redi, Sto vise odgovara modelovanju akcionog potencijala.

Prilikom testiranja ¢emo prosiriti vremenski okvir na 7" = nh = 50 jer imamo uslov da
nh — oo, kaoidan — ocoih — 0. Za h = 0.01, imamo obim uzorka n = 5000. Opet,
podatke simuliramo Ojler-Marujamovom metodom za h = 0.0001 i uzimamo svaki stoti
iz uzorka.

Prvo zelimo da proverimo mere testova K.S, i CV M, zasnovanih na empirijskom pro-
cesu reziduala. To radimo pomocéu Monte Karlo simulacije. Postavljamo broj ite-
racija na nMC = 5000. U svakoj iteraciji ¢emo generisati uzorak iz nulte hipoteze
sa pravim vrednostima parametara za oba seta parametara, kao Sto je gore opisano.
Potom ¢emo iskoristiti ocenu parametara dobijenih metodom zasnovanom na lokalnoj
linearizaciji. Sada ¢emo na osnovu tih parametara oformiti ocenjene reziduale dobi-
jene Ojler-Marujamovom diskretizacijom samo za marginalnu diskretizovanu stohasticku
diferencijalnu jednacinu. S obzirom na to da imamo dve koordinate i da jedna nema Sum
koji se propagira posle Ojler-Marujamove diskretizacije, posmatra¢emo reziduale dobijene
samo za hrapavu koordinatu. Ovde nije oc¢igledno da ¢e ovaj pristup raditi jer menjamo
diskretizacije za parametre i za reziduale. Takode, koristimo samo deo podataka, tj. samo
jednu koordinatu umesto obe. Ovo zelimo da istrazimo. Kada smo dobili ocenjene rezidu-
ale, ra¢unamo test statistiku za njih. Koristimo samo 7' = nh prvih reziduala. Ovde je
takode logic¢nije koristiti poslednje jer na pocetku proces nije stabilan, ali prati¢emo up-
utstva iz rada, a napomenuto ¢emo testirati u daljim istrazivanjima. U svakoj Monte
Karlo iteraciji dobi¢emo jednu vrednost za svaku od dve test statistike. Na kraju ¢emo
imati dva niza od 100 vrednosti. Ove nizove ¢emo porediti sa odgovaraju¢im asimpto-
tskim raspodelama za K.S,, i CV M, test statistiku. Broja¢emo koliko smo prose¢no puta
odbacili nultu hipotezu i time ¢emo dobiti ocenu mere testa.

U tabeli[5.1] vidimo ocenjene mere testova za razlicite prave vrednosti parametara. Prime-
timo da je Zeljena mera testa 0.05 i da su dobijene mere relativno blizu zeljene. Ra-
zlog zasto nismo dobili o¢ekivanu meru verovatno lezi u tome sto nas vremenski interval
T = nh = 50 nije dovoljno velik. Ostaje za buduca istrazivanja da se proveri da li se
mera poboljSava za veéi vremenski interval. Za sad mozemo zakljuciti da su, s obzirom
na okolnosti, ocenjene mere dobrog reda velicine. Takode, postoji velika razlika izmedu
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[7] &5 _ovi |

61 || 0.0836 0.0774
0, || 0.0415 0.0353

Tabela 5.1: Ocenjene mere KS, © CV M, testova Monte Karlo metodom sa nMC =
5000 iteracija. Mere su ocenjene za dva seta pravih parametara 6, i 6y zadatim u

jednacinama i .

mera za razli¢ite parametre, sto ne bi trebalo da se desava ako je asimptotska raspodela
pod nultom hipotezom slobodna od parametara. Opet, ocekujemo da je razlog ovome
nedovoljan obim posmatranih reziduala 7. Mozda bi se mere manje razlikovale da smo
posmatrali poslednjih T reziduala, umesto prvih.

U drugom eksperimentu ¢emo ocenjivati mo¢ testova protiv date alternative. U svakoj
iteraciji Monte Karla simulira¢emo podatke iz alternativne raspodele i testirati test stati-
stikom pod nultom hipotezom. Na kraju ¢e prosek odbacenih nultih hipoteza biti ocena
moci.

[7] &5 _ovin ]

01 || 0.9186 0.9564
0y || 0.2373  0.2684

Tabela 5.2: Ocenjene mocéi KS, 1+ CV M, testova Monte Karlo metodom sa nMC =
5000 steracija. Moci su ocenjene za dva seta pravih parametara 6, i 0y protiv
gorepomenutog alternativnog modela H .

U tabeli mozemo videti da je C'V M, test bolji od K5, testa u oba slucaja. S druge
strane, vidimo da su u prvom slucaju oba testa dovoljno moé¢na da razlikuju alternativnu
hipotezu od nulte, dok u slucaju modela sa stabilnim ekvilibrijumom, ovi testovi nisu
pouzdani.

Razlog za to lezi u konstrukciji alternativne hipoteze i modela sa stabilnim ekvilibriju-
mom. Jedina razlika izmedu nulte i alternativne hipoteze jeste Sto u alternativoj hipotezi
sum mnozimo sa \/|U; — V;|. U sluéaju modela sa stabilnim ekvilibrijumom, ova slucajna
velicina u oba modela ima ocenjeno ocekivanje oko 1, Sto znaci da se alternativni model
ne razlikuje od nultog. Ovo mozemo videti na histogramima na slici [5.3] Na slici vidimo
apsolutnu razliku izmedu koordinata za jednu trajektoriju procesa simuliranu pod ra-
zlicitim uslovima. U redovima imamo razli¢ite pocetne parametre, dok u kolonama imamo
modele iz nulte, odnosno alternativne hipoteze. Vidimo da u slu¢aju modela sa po¢etnim
parametrima 6y apsolutna razlika ima prilicno simetri¢nu raspodelu oko vrednosti 1. To
znaci da je jako tesko razlikovati alternativni model od nultog. Dakle, za testiranje moci
testa u ovom slucaju moramo koristiti neku bolju alternativu.

Ovime zavrSsavamo poglavlje i sam master rad. Ostaje jos zakljucak gde ¢emo ukratko
rezimirati sadrzaj rada i predloziti dalja istrazivanja.
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|U,-V,| za 0; pod Hy |Uy - V|| za 0, pod H,

Slika 5.3: Raspodele apsolutne razlike koordinata pod razlicitim hipotezama i razlicitim
pocetnim parametrima
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6
Zakljucak

U ovom master radu bavili smo se statistickim zakljucivanjem u stohastickim difuzijama.
Videli smo da je oblast vrlo kompleksna i zahteva znanje i intuiciju iz raznih grana
matematike. Naravno, sve prikazano u radu nije ni pribliZzno onome sto postoji u ovoj
oblasti, ali je zamisao bila da se rad koncipira tako da uvede ¢itaoca u pricu i ukaze na
potencijalne probleme i neke od nacina da se problemi izbegnu.

Na pocetku rada smo videli motivaciju iza modelovanja stohastickim difuzijama, odnoso
zasto je vazno imati modele sa neprekidnim vremenom koji modeluju odredeni Sum. Uveli
smo primer FicHju-Nagumovog modela koji smo koristili kroz ceo rad za razlicite tipove
simulacija.

Potom smo napravili kratak pregled svih matematickih pojmova i nekih vaznih teorema
koje su neophodne da bi se bolje razumelo okruzenje u kome radimo. Akcenat je sta-
vljen na numericki deo resavanja stohastickih diferencijalnih jednacina, kao i na osnovno
razumevanje pojmova iz obi¢nih diferencijalnih jednacina. U delu koji zalazi u koncepte
iz verovatnoce i statistike videli smo kako se intuitivno uvode stohasticki integrali, a time
i stohasticke diferencijalne jednacine, kao i koje sve statisticke eksperimente radimo kada
se bavimo bilo kakvim modelom.

U tre¢em poglavlju fokusirali smo se na metode deljenja za stohasticke diferencijalne
jednacine. Uverili smo se da su ove metode vrlo uspesne za simulaciju u smislu jednosta-
vnosti, ali i u smislu efikasnosti. Dosta elegantno resenje koje daje aproksimaciju koja
konvergira u srednjem sa redom p = 1. Tako ovo nije naroc¢ito poseban rezultat, svi osta-
li rezultati bili su bolji nego u slu¢aju drugih poznatih metoda diskretizacije. U ovom
poglavlju smo se takode pozabavili i pitanjem hipoelipti¢nosti stohasticke diferencijalne
jednacine. Videli smo da se ona cesto bira za modelovanje procesa iz realnog sveta, ali i
da nije lako ocuvati ovu osobinu posle diskretizacije. Zakljucili smo da su diskretizacije
na osnovu deljenja najbolje sto se tice simulacije modela.

U nastavku smo najzad zapoceli statisticko zakljuc¢ivanje. Sama ¢injenica da ovo nismo
mogli na samom pocetku, dovoljno govori o kompleksnosti problema. Najpre je bilo
potrebno uvesti Citaoca u pricu i objasniti Sta sve postoji i kako od neprekidnog modela
do¢i do diskretizovanog uzorka. Videli smo da i posle celog puta koji smo presli i dalje
nije trivijalno oceniti parametre modela. Ocene parametara u velikoj meri zavise od
diskretizacije, zbog ¢ega smo dosta vremena proveli na prethodnom poglavlju. Videli smo
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nekoliko nacina ocenjivanja. Prvo smo pomenuli nac¢in ocenjivanja koji su predlozile S.
Ditlevsen i A. Samson koje i pored toga sto su koristile izrazito kompleksnu diskretizaciju,
nisu uspele da ocene parametre odjednom. Razlog tome jeste u hipoelipti¢nosti modela i
¢injenici da se Sum propagira sa razli¢itim redovima velic¢ine na glatke, odnosno hrapave
koordinate. Posle toga smo se upoznali sa nacinom ocenjivanja predlozenim od strane
A. Melnjikove. Ona je uspela da oceni sve parametre zajedno, bez razdvajanja, i da
pokaze njihovu postojanost i asimptotsku normalnost. Takode je resila i problem koji
se javio kod S. Ditlevsen i A. Samson, a to je diskretizacija. Njen nacin diskretizacije
je dosta intuitivniji i lakse se implementira, a dovodi do identicnog rezultata. Dakle,
diskretizacija zasnovana na lokalnoj linearizaciji preovladava u smislu ocene parametara.
Na kraju smo predlozili dve ocene zasnovane na Li-Troterovoj diskretizaciji. Ove ocene,
iako nisu bolje od prethodno predlozene, ipak imaju odredenih prednosti. Pre svega,
ocena zasnovana na Li-Troterovoj aproksimaciji koristi nelinarne funkcije od parametara
i koraka diskretizacije h, Sto znaci da se ocekuje da ove ocene rade bolje u slucaju kada
je korak diskretizacije dovoljno velik da Tejlorova aproksimacija ne daje dobre rezultate.
Sa druge strane, ako bismo Tejlorom aproksimirali funkciju drifta i difuzije dobijene iz
Li-Troterove aproksimacije samo do prvog stepena, tada bismo dobili ekvivalent Ojler-
Marujamove ocene kada bi stohasticka diferencijalna jednac¢ina bila elipticna. U slucaju
kada su parametri linearni, tada ih mozemo oceniti bez numerickog resavanja optimiza-
cionog problema. Ovakve ocene necCe biti nepristrasne, ali su jako efikasne Sto se tice
kompjuterske brzine i memorije, tako da u trenucima kada nam je to jako vazno, mozemo
grubo oceniti parametre na ovaj nacin.

Za kraj, u petom poglavlju smo se bavili problemom testiranja saglasnosti modela sa po-
dacima. Ovaj problem je izrazito vazan u statistickom zakljucivanju jer ocene parametara
nisu vazne ako ne mozemo verovati modelu. Videli smo, opet, da je to jos jedno otvoreno
pitanje u nizu pitanja iz ove oblasti. Pomenuli smo dva nacina testiranja saglasnosti,
oba bazirana na jednodimenzionalnim difuzijama. Prvi test koji smo prikazali jedan je
od prvih koji je asimptotski slobodan od raspodele i koji se zasniva na diskretizovanom
uzorku. Doduse, mana ovog testa je Sto postavlja jake pretpostavke o modelu. Iz tog
razloga nismo se bavili numerickim eksperimentima za isti. Drugi test mozemo okarakte-
risati kao prilicno interesantan. Objavljen je u radu koji se bavi empirijskim rezidualima
i pokazuje da se ukoliko se zrtvuje veéina reziduala, moze konstruisati asimptotski test
slobodan od raspodele pod nultom hipotezom. Ovaj test koristi samo mali procenat svih
reziduala i ne zavisi od ocenjenih parametara. Za njega smo izveli odredene numericke
simulacije. Za kasnija istrazivanja ostaju otvorena sledeca pitanja. Prvo, kako mozemo
uopstiti ovaj test na vise koordinata? Zatim, kako uopstiti test da koristi druge tipove
diskretizacije umesto Ojler-Marujamove? Sto se numerickih istrazivanja tice, bilo bi do-
bro istraziti kako se test ponaSa pri vecem vremenskom intervalu T = nh, kao i da li
postoji razlika u koriséenju razli¢itih reziduala za konstrukciju test statistike. Za kraj,
moze se ispitati i asimptotska sloboda od raspodele pri nultoj hipotezi pomoc¢u butstrep
metode.

Ovim zaklju¢ujemo ovaj master rad uz nadu i uverenja da ¢emo u narednom periodu
dobiti odgovore na navedena pitanja.
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