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Normalna lema o upore�ivanju i njene primene

1 Uvod

Osobina normalnosti zauzima centralno mesto u teoriji verovatno¢e i
statistici, a nizovi slu£ajnih veli£ina sa normalnom raspodelom pripadaju
najvaºnijoj klasi stacionanih nizova. Njihovoj vaºnosti doprinosi i £inje-
nica da je n-dimenziona raspodela ovakvog niza odre�ena matemati£kim
o£ekivanjem i strukturom kovarijanse niza.

Normalna lema o upore�ivanju ima primenu, izme�u ostalog, u is-
traºivanju ekstremnih osobina normalnih stacionarnih nizova, a ocenjuje
razliku izme�u dve (standardizovane) n-dimenzione funkcije raspodele,
uz pomo¢ odgovaraju¢e funkcije njihovih kovarijansi. Njena primena je
²iroka, a razvijali su je na razli£ite na£ine Slepian (1962), Berman (1964,
1971) i Cramer i Leadbetter (1967).

U prvom delu rada su de�nisani pojmovi koji su od zna£aja za ovu
temu, a u drugom delu sama lema i njen dokaz, kao i primene. Prikazane
su i teoreme koje predstavljaju unapre�enje osnovne normalne leme o
upore�ivanju, kao i njihova primena pri proceni verovatno¢e da slu£ajni
polinom nema realnih nula.
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2 Kovarijacija

De�ni²imo pojmove kovarijacije i koe�cijenta korelacije, koji mere za-
visnost slu£ajnih veli£ina i jo² neke od osnovnih pojmova, kovarijacionu
matricu slu£ajnog vektora i par tvr�enja iz teorije matrica.

De�nicija 2.1.

Neka su X i Y slu£ajne veli£ine sa kona£nim disperzijama koje su
strogo ve¢e od nule. Kovarijacija slu£ajnih veli£ina X i Y je broj
cov(X, Y ) zadat sa

cov(X, Y ) = E(X − EX)(Y − EY ) = E(XY )− EX · EY.

Koe�cijent korelacije slu£ajnih veli£ina X i Y je broj

ρ(X, Y ) =
E(XY )− EX · EY√

DX
√
DY

.

De�nicija 2.2.

Disperzija slu£ajne promenljive X je o£ekivana vrednost kvadra-
ta odstupanja slu£ajne promenljive od njenog matemati£kog o£ekivanja,
odnosno

DX = E(X − EX)2.
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Disperzija se tako�e moºe posmatrati kao kovarijacija slu£ajne pro-
menljive X i nje same.

DX = cov(X,X).

Kovarijaciona matrica slu£ajnog vektora

Neka je

B = [bk l]n×n =


b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
... ... . . . ...
bn1 bn2 · · · bnn


proizvoljna kvadratna matrica.

Matrica B je simetri£na, ukoliko je bkl = blk za sve k, l ∈ {1, ..., n}.
Matrica B je nenegativno de�nitna (pozitivno semide�nitna), ako

za proizvoljan vektor (β1, ..., β1) ∈ Rn vaºi nejednakost

n∑
k=1

n∑
l=1

βkβlbkl ≥ 0.

Matrica B je pozitivno de�nitna, ako za proizvoljan vektor (β1, ..., βn) ∈
Rn vaºi nejednakost

n∑
k=1

n∑
l=1

βkβlbkl > 0.
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Matrica B je nesingularna (invertibilna) ako postoji matrica A =
[ak l]n×n takva da AB = BA = In, gde je In jedini£na matrica, a matricu
A nazivamo inverzom matrice B.

De�nicija 2.3.

Neka je X = (X1, ..., Xn) slu£ajan vektor, takav da za sve k ∈
{1, ..., n} vaºiEX2

k < +∞. MatricaB = [bk l]n×n, gde su bk l = cov(Xk, Xl),
zove se kovarijaciona matrica slu£ajnog vektora X.

Teorema 2.1

Matrica B = [bk l]n×n je kovarijaciona matrica nekog slu£ajnog vek-
tora (X1, ..., Xn), ako i samo ako je B simetri£na i nenegativno de�nitna
matrica (pozitivno semide�nitna).
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3 Vi²edimenziona normalna raspodela

Vi²edimenziona normalna raspodela (ili vi²edimenziona Gausova ras-
podela) predstavlja generalizaciju jednodimenzione normalne raspodele.
Po jednoj de�niciji slu£ajni vektor ima n-dimenzionu normalnu raspode-
lu, ako svaka linearna kombinacija njegovih n komponenti ima jednodi-
menzionu normalnu raspodelu. Vaºnost vi²edimenzione normalne raspo-
dele ogleda se u vi²edimenzionoj centralnoj grani£noj teoremi. �esto se
koristi da bi se opisao, barem otprilike, bilo koji skup (mogu¢ih) koreli-
sanih stvarnih vrednosti slu£ajnih promenljivih.

De�nicija 3.1.

Neka je

B = [bk l]n×n =


b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
... ... . . . ...
bn1 bn2 · · · bnn


simetri£na, nenegativno de�nitna i nesingularna matrica, tj. matrica za
koju vaºe uslovi:

1) bij = bji, za sve i, j ∈ {1, 2, ..., n} ;

2)
∑n

i=1

∑n
j=1 βiβjbij ≥ 0 za svaku n− torku (β1, β2, ..., βn) ∈ Rn;

3) detB ̸= 0.
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Neka je

B−1 = A = [ak l]n×n =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

an1 an2 · · · ann


inverzna matrica matrici B im = (m1, ...,mn) ∈ Rn. Funkcija f : Rn →
Rn data sa

f(x1, ..., xn) =
|A|

1
2

(2π)
n
2

e−
1
2

∑n
k=1

∑n
l=1 akl(xk−mk)(xl−ml)

zove se gustina raspodele n-dimenzione normalne raspodele.

Matrica B = A−1 predstavlja kovarijacionu matricu slu£ajnog vekto-
ra (X1, ..., Xn).

Specijalno, u dvodimenzionalnom slu£aju, vektor (X1, X2) ima
normalnu raspodelu sa gustinom

f(x1, x2) =
1

2πσ1σ2
√

1− ρ2
e
− 1

2(1−ρ2)

(
(
x1−m1

σ1
)2−2ρ

x1−m1
σ1

x2−m2
σ2

+(
x2−m2

σ2
)2
)
.

Koe�cijent ρ koji �guri²e u izrazu predstavlja koe�cijent korelacije
komponenti X1 i X2, za koje vaºi X1 ∈ N (m1, σ1) i X2 ∈ N (m2, σ2).
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4 Stacionarni slu£ajni nizovi

Pri razmatranju problema odre�ivanja asimptotske raspodele maksi-
muma prvih n £lanova stacionarnih nizova kod kojih £lanovi imaju istu
raspodelu pri n → ∞, zahteva se da su £lanovi niza slabo zavisni, ako se
indeksi tih £lanova puno razlikuju. U daljem tekstu razmatramo strogo
stacionarne nizove u smislu slede¢e de�nicije.

De�nicija 4.1.

Slu£ajan nizX1, X2, X3..., je strogo stacionaran, ako za sve prirod-
ne brojeve n i k slu£ajni vektori (X1, X2, ..., Xn) i (X1+k, X2+k, ..., Xn+k)
imaju istu raspodelu.

Iz de�nicije neposredno sledi da svi £lanovi stacionarnog niza imaju
istu raspodelu, ²to je jedan od uslova koji je pretpostavljen i u klasi£noj
teoriji ekstremnih vrednosti.

Uslovi slabe zavisnosti

U teoriji ekstremnih vrednosti zavisnih slu£ajnih veli£ina grani£ne
teoreme se dokazuju pri odre�enim pretpostavkama koje se odnose na
slabu zavisnost (pome²anost) £lanova niza £iji se indeksi puno razlikuju.
Postoji vi²e de�nicija slabe zavisnosti, a odre�ene su koe�cijentima po-
me²anosti koji daju meru zavisnosti izme�u £lanova strogo stacionarnog
slu£ajnog niza. U de�nicijama koje se navode u daljem tekstu, podra-
zumevamo da indeks n uzima vrednosti iz skupa prirodnih brojeva. Pri
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prou£avanju ekstremnih vrednosti, doga�aji oblika {Xj ≤ u}, odnosno
{Xj > u}, od posebnog su interesa, a de�nicije navedene u daljem tekstu
se odnose samo na takve doga�aje.

De�nicija 4.2.

Neka je (Xn) strogo stacionaran slu£ajan niz, a (un) niz realnih bro-
jeva. Uslov D(un) je zadovoljen, ukoliko za sve prirodne brojeve

1 ≤ j1 < · · · < jk < jk+1 < · · · < jk+l ≤ n,

gde je jk+1 − jk ≥ l, vaºi nejednakost

∣∣∣∣∣P (
k+l⋂
s=1

{Xjs ≤ un})− P (
k⋂

s=1

{Xjs ≤ un})P (
k+l⋂

s=k+1

{Xjs ≤ un})

∣∣∣∣∣ ≤ αn,l,

i αn,ln → 0 pri n → ∞ za neki niz ln = o(n).

De�nicija 4.3.

Neka je (Xn) strogo stacionaran slu£ajan niz, a (un) niz realnih bro-
jeva. Uslov D′(un) je zadovoljen ukoliko je

lim
k→∞

lim sup
n→∞

n ·
[n/k]∑
j=2

P {X1 > un, Xj > un} = 0.
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Stacionarni nizovi slu£ajnih veli£ina sa normalnom

raspodelom

Niz slu£ajnih veli£ina {ξn} nazivamo normalnim ukoliko je za bilo
koje n, i1, ..., in, n-dimenziona raspodela za (ξ1, ..., ξn) normalna.

Ove kona£no - dimenzione raspodele su jasno odre�ene matemati£kim
o£ekivanjima pojedina£nih slu£ajnih veli£ina ξn i kovarijansama izme�u
parova ξn i ξm, za bilo koje m i n.

Za stacionarne normalne nizove matemati£ko o£ekivanje i disperzija
od ξn ne zavise od n i mogu se, bez gubitka op²tosti, uzeti vrednosti
0 i 1, redom. U daljem tekstu podrazumeva¢emo da su normalni nizovi
standardizovani.

Iz stacionarnosti sledi da kovarijanse izme�u parova ξn i ξm zavise
samo od razlike izme�u m i n (njihove apsolutne vrednosti), tj.

cov(ξn, ξm) = rn−m = r|n−m|.

gde {rn} ozna£ava niz kovarijansi procesa. Pri standardizaciji dobijamo
r0 = D(ξn) = 1 i rn = cov(ξj, ξj+n) = E(ξjξj+n).

Sve kona£no - dimenzione funkcije raspodele Fi1...in(x1, ..., xn) = P (ξi1 ≤
x1, ..., ξin ≤ xn) niza sa standardnom normalnom raspodelom odre�ene
su nizom kovarijansi {rn}. Niz kovarijansi ne moºe biti proizvoljan, s
obzirom da kovarijaciona matrica za ξi1, ..., ξin mora biti nenegativno de-
�nitna (pozitivno semide�nitna).
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Normalna lema o upore�ivanju i njene primene

Berman (1964) u [7] je dao jednostavne uslove za niz kovarijansi {rn},
potrebne da biMn = max(ξ1, ..., ξn) imalo grani£nu raspodelu dvostruko
eksponencijalnog tipa,

P {an(Mn − bn) ≤ x} → e−e−x

,

kada n → ∞, pri £emu su an i bn konstante takve da vaºi

an = (2 log n)
1
2 ,

bn = an −
1

2an
(log log n+ log4π).

Jedan od Bermanovih rezultata je da je dovoljno da vaºi uslov

rnlog n → 0,

kada n → ∞. Ovaj uslov garantuje da vaºe i uslovi D(un) i D′(un) za
odgovaraju¢i niz {un}.
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5 Normalna lema o upore�ivanju

Glavni alat koji se koristi pri dokazivanju da su i uslovi D(un) i
D′(un) na snazi za odgovaraju¢i niz {un} ukoliko vaºi rnlog n → 0, kada
n → ∞, predstavlja rezultat koji je tema ovog rada, a to je normalna

lema o upore�ivanju. Ona ocenjuje razliku izme�u dve n-dimenzione
funkcije raspodele, uz pomo¢ funkcije njihovih kovarijansi. U daljem tek-
stu sledi sama lema i njen dokaz, a zatim nekoliko posledica i primene.

Teorema 5.1. (Normalna lema o upore�ivanju)

Pretpostavimo da su ξ1, ..., ξn promenljive sa normalnom raspodelom
sa kovarijacionom matricom Λ1 = (Λ1

ij), i η1, ..., ηn tako�e, sa kovarija-

cionom matricom Λ0 = (Λ0
ij) i neka je ρij = max(

∣∣Λ1
ij

∣∣ , ∣∣Λ0
ij

∣∣). Zatim,
neka su u1, ..., un realni brojevi. Tada

P {ξj ≤ uj; j = 1, ..., n} − P {ηj ≤ uj; j = 1, ..., n} ⩽

⩽
1

2π

∑
1≤i<j⩽n

(Λ1
ij − Λ0

ij)
+(1− ρ2ij)

− 1
2e

−
1
2 (u

2
i+u2j )

1+ρij (1)

gde je x+ = max(0, x).

Specijalno, ako je maxi ̸=j |ρij| = δ < 1, vaºi
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P {ξj ≤ uj; j = 1, ..., n} − P {ηj ≤ uj; j = 1, ..., n} ⩽

⩽ K
∑

1≤i<j⩽n

(Λ1
ij − Λ0

ij)
+e

−
1
2 (u

2
i+u2j )

1+ρij , (2)

za neku konstantu K, koja zavisi samo od δ.

Dalje je

|P {ξj ≤ uj; j = 1, ..., n} − P {ηj ≤ uj; j = 1, ..., n}| ⩽

⩽
1

2π

∑
1≤i<j⩽n

∣∣Λ1
ij − Λ0

ij

∣∣ (1− ρ2ij)
− 1

2e
−

1
2 (u

2
i+u2j )

1+ρij (3)

gde faktor 1
2π(1 − ρ2ij)

− 1
2 moºe biti zamenjen sa K, ako je maxi ̸=jρij =

δ < 1.

Dokaz:

Pretpostavimo da su Λ1 i Λ0 pozitivno de�nitne matrice i da (ξ1, ..., ξn)
i (η1, ..., ηn) imaju zajedni£ke gustine raspodele f1 i f0 redom. (Slu£aj ka-
da su ove matrice semi-de�nitne je lako re²iti uz pomo¢ neprekidnosti,
ako posmatramo ξi+ εi i ηi+ εi, pri £emu su εi nezavisne promenljive sa
normalnom raspodelom, matemati£kim o£ekivanjem 0 i kada Dεi → 0.)
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Dakle,

Λ1 = (Λ1
ij) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
Λ1
11 Λ1

12 · · · Λ1
1n

Λ1
21 Λ1

22 · · · Λ1
2n

... ... . . . ...
Λ1
n1 Λ1

n2 · · · Λ1
nn

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

Λ0 = (Λ0
ij) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
Λ0
11 Λ0

12 · · · Λ0
1n

Λ0
21 Λ0

22 · · · Λ0
2n

... ... . . . ...
Λ0
n1 Λ0

n2 · · · Λ0
nn

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
pri £emu je Λ1

ij = cov(ξi, ξj) i Λ0
ij = cov(ηi, ηj).

Ako ozna£imo u = (u1, ..., un) bi¢e

P {ξ1 ≤ u1, ..., ξn ≤ un} =

∫ u

−∞
· · ·
∫

f1(y1, ..., yn)dy(
=

∫ u1

−∞

∫ u2

−∞
· · ·
∫ un

−∞
f1(y1, ..., yn)dyndyn−1...dy1

)
,

P {η1 ≤ u1, ..., ηn ≤ un} =

∫ u

−∞
· · ·
∫

f0(y1, ..., yn)dy(
=

∫ u1

−∞

∫ u2

−∞
· · ·
∫ un

−∞
f0(y1, ..., yn)dyndyn−1...dy1

)
,

pri £emu su f1 i f0 gustine normalne raspodele bazirane na kovarijacionim
matricama Λ1 i Λ0, a integracija na skupu {y; yj ≤ uj, j = 1, ..., n}.
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Posmatrajmo matricu Λh = hΛ1 + (1 − h)Λ0, (0 ≤ h ≤ 1) koja je
pozitivno de�nitna,

Λh = h

∣∣∣∣∣∣∣∣
Λ1
11 Λ1

12 · · · Λ1
1n

Λ1
21 Λ1

22 · · · Λ1
2n

... ... . . . ...
Λ1
n1 Λ1

n2 · · · Λ1
nn

∣∣∣∣∣∣∣∣+ (1− h)

∣∣∣∣∣∣∣∣
Λ0
11 Λ0

12 · · · Λ0
1n

Λ0
21 Λ0

22 · · · Λ0
2n

... ... . . . ...
Λ0
n1 Λ0

n2 · · · Λ0
nn

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
(4)

Λh =

∣∣∣∣∣∣∣∣
hΛ1

11 + (1− h)Λ0
11 hΛ1

12 + (1− h)Λ0
12 · · · hΛ1

1n + (1− h)Λ0
1n

hΛ1
21 + (1− h)Λ0

21 hΛ1
22 + (1− h)Λ0

22 · · · hΛ1
2n + (1− h)Λ0

2n
... ... . . . ...

hΛ1
n1 + (1− h)Λ0

n1 hΛ1
n2 + (1− h)Λ0

n2 · · · hΛ1
nn + (1− h)Λ0

nn

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

S obzirom da je Λ1
11 = cov(ξ1, ξ1) = D(ξ1) = 1, ..., Λ1

nn = cov(ξn, ξn) =
D(ξn) = 1 i Λ0

11 = cov(η1, η1) = D(η1) = 1, ..., Λ0
nn = cov(ηn, ξn) =

D(ηn) = 1, matrica Λh ima jedinice na glavnoj dijagonali (h · 1 + (1 −
h) · 1 = 1) i elemente hΛ1

ij + (1− h)Λ0
ij za i ̸= j.

Λh =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 hΛ1

12 + (1− h)Λ0
12 · · · hΛ1

1n + (1− h)Λ0
1n

hΛ1
21 + (1− h)Λ0

21 1 · · · hΛ1
2n + (1− h)Λ0

2n
... ... . . . ...

hΛ1
n1 + (1− h)Λ0

n1 hΛ1
n2 + (1− h)Λ0

n2 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Neka je fn n-dimenziona gustina normalne raspodele bazirana na Λh

i

F (h) =

∫ u

−∞
· · ·
∫

fh(y1, ..., yn)dy (5)(
=

∫ u1

−∞

∫ u2

−∞
· · ·
∫ un

−∞
fh(y1, ..., yn)dyndyn−1...dy1

)
.

S obzirom da kada je h = 1 imamo Λh = hΛ1+(1−h)Λ0 = 1 ·Λ1+0 ·
Λ0 = Λ1, a za h = 0 imamo Λh = hΛ1+(1−h)Λ0 = 0 ·Λ1+1 ·Λ0 = Λ0,
prime¢ujemo da je

P {ξ1 ≤ u1, ..., ξn ≤ un} = F (1),

P {η1 ≤ u1, ..., ηn ≤ un} = F (0).

Pa je leva stana jedna£ine (1) iz postavke leme jednaka F (1)− F (0), tj.

P {ξ1 ≤ u1, ..., ξn ≤ un} − P {η1 ≤ u1, ..., ηn ≤ un} = F (1)− F (0).

Dakle,

F (1)− F (0) =

∫ 1

−∞
F ′(h)dh−

∫ 0

−∞
F ′(h)dh =

∫ 1

0

F ′(h)dh,

pri £emu F ′(h) dobijamo kada diferenciramo (5), t.j.

F ′(h) =
∫ u

−∞· · ·
∫ ∂fh(y1,...,yn)

∂h dy
(
=
∫ u1

−∞
∫ u2

−∞· · ·
∫ un

−∞
∂fh(y1,...,yn)

∂h dyndyn−1...dy1

)
.
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Gustina fh zavisi od h samo preko elemenata Λh
ij matrice Λh (s obzi-

rom da je fh funkcija od Λh
ij za i ≤ j), Λh

ii = 1 ne zavise od h, dok za

i < j vaºi Λh
ij = hΛ1

ij+(1−h)Λ0
ij, tako da

∂Λh
ij

∂h = Λ1
ij−Λ0

ij. Prema tome

F ′(h) =
∑
i≤j

∫ u

−∞
· · ·
∫

∂fh
∂Λh

ij

∂Λh
ij

∂h
dy =

=

∫ u

−∞
· · ·
∫

∂fh
∂Λh

11

∂Λh
11

∂h
dy +

∫ u

−∞
· · ·
∫

∂fh
∂Λh

12

∂Λh
12

∂h
dy + ...+

+

∫ u

−∞
· · ·
∫

∂fh
∂Λh

(n−1)n

∂Λh
(n−1)n

∂h
dy +

∫ u

−∞
· · ·
∫

∂fh
∂Λh

nn

∂Λh
nn

∂h
dy =

=
∑
i≤j

(Λ1
ij − Λ0

ij)

∫ u

−∞
· · ·
∫

∂fh
∂Λh

ij

dy.

S obzirom da je Λ1
i i = 1 i Λ0

i i = 1, bi¢e (Λ1
ij − Λ0

ij) = 1 − 1 = 0 za
i = j, pa je

F ′(h) =
∑
i<j

(Λ1
ij − Λ0

ij)

∫ u

−∞
· · ·
∫

∂fh
∂Λh

ij

dy.

Svojstvo normalne n-dimenzione raspodele koje ¢e nam koristiti je
da je njen izvod po kovarijansi Λij jednak drugom parcijalnom izvodu
po promenljivama yi, yj redom, odnosno

∂fh
∂Λij

=
∂2fh
∂yi∂yj

.
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Prema tome,

F ′(h) =
∑
i<j

(Λ1
ij − Λ0

ij)

∫ u

−∞
· · ·
∫

∂2fh
∂yi∂yj

dy.

Nakon integracije po yi i yj dobijamo

F ′(h) =
∑
i<j

(Λ1
ij − Λ0

ij)

∫ u′

−∞
· · ·
∫

fh(yi = ui, yj = uj)dy
′, (6)

gde fh(yi = ui, yj = uj) ozna£ava funkciju sa n−2 promenljive, formirane
zamenom yi = ui i yj = uj, a integracija je po preostalim promenljivama.

Posmatrajmo integral iz jednakosti (6) kada promenjljive uzimaju
vrednost od −∞ do ∞. S obzirom da

∫ ∞

−∞
· · ·
∫

fh(yi = ui, yj = uj)dy
′

zavisi od dve promenljive koje uzimaju vrednosti (ui, uj) i koje imaju
standardizovanu normalnu raspodelu sa korelacijom Λh

ij, moºe se zapisa-
ti na slede¢i na£in,

1

2π(1− (Λh
ij)

2)
1
2

e
− 1

2(1−(Λh
ij

)2)
(u2

i−2Λh
ijuiuj+u2

j )
. (7)

18
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S obzirom da vaºi
∣∣Λh

ij

∣∣ = ∣∣hΛ1
ij + (1− h)Λ0

ij

∣∣ ≤ max(Λ1
ij,Λ

0
ij) = ρij,

bi¢e

1

2π(1− (Λh
ij)

2)
1
2

≤ 1

2π(1− ρ2ij)
1
2

. (8)

S druge strane, vaºi i

u2 − 2ρuv + v2

1− |ρ|
≥ u2 − 2 |ρ| |u| |v|+ v2

1− |ρ|
,

pri £emu desna stana dostiºe minimum kada je ρ = 0, pa ¢e vaºiti ne-
jednakosti

u2 − 2ρuv + v2

1− |ρ|
≥ u2 − 2 |ρ| |u| |v|+ v2

1− |ρ|
≥ u2 + v2

1
≥ u2 + v2

1 + ρ
,

kada primenimo poslednju nejednakost na drugi £inilac iz izraza (7),
dobijamo da vaºi

u2i − 2Λh
ijuiuj + u2j

1− (Λh
ij)

2
≥

u2i + u2j
1 + ρij

,
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odakle sledi

e
1
2

u2i−2Λh
ijuiuj+u2j

1−(Λh
ij

)2 ≥ e
1
2

u2i+u2j
1+ρij ,

odnosno,

1

e
1
2

u2
i
−2Λh

ij
uiuj+u2

j

1−(Λh
ij

)2

≤ 1

e
1
2

u2
i
+u2

j
1+ρij

. (9)

Iz (8) i (9) sledi da vaºi slede¢a nejednakost

1

2π(1− (Λh
ij)

2)
1
2

e
− 1

2(1−(Λh
ij

)2)
(u2

i−2Λh
ijuiuj+u2

j ) ≤ 1

2π(1− ρ2ij)
1
2

e
−

1
2 (u

2
i+u2j )

1+ρij .

Zamenom poslednjeg izraza u jedna£inu (6), dobijamo

F ′(h) ≤ 1

2π

∑
i<j

(Λ1
ij − Λ0

ij)
+(1− ρ2ij)

− 1
2e

−
1
2 (u

2
i+u2j )

1+ρij . (10)

S obzirom da je

P {ξj ≤ uj; j = 1, ..., n} − P {ηj ≤ uj; j = 1, ..., n} = (11)

= F (1)− F (0) =

∫ 1

0

F ′(h)dh,
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na osnovu (10) imamo

P {ξj ≤ uj; j = 1, ..., n} − P {ηj ≤ uj; j = 1, ..., n} ≤

≤
∫ 1

0

(
1

2π

∑
i<j

(Λ1
ij − Λ0

ij)
+(1− ρ2ij)

− 1
2e

−
1
2 (u

2
i+u2j )

1+ρij

)
dh =

=
1

2π

∑
i<j

(Λ1
ij − Λ0

ij)
+(1− ρ2ij)

− 1
2e

−
1
2 (u

2
i+u2j )

1+ρij

∫ 1

0

dh =

=
1

2π

∑
i<j

(Λ1
ij − Λ0

ij)
+(1− ρ2ij)

− 1
2e

−
1
2 (u

2
i+u2j )

1+ρij ,

£ime smo dokazali (1).

U specijalnom slu£aju, kada maxi̸=j |ρij| = δ < 1, s obzirom da vaºi
(1− ρ2ij)

− 1
2 ≤ (1− δ2)−

1
2 , iz (1) sledi

P {ξj ≤ uj; j = 1, ..., n} − P {ηj ≤ uj; j = 1, ..., n} ≤

≤ 1

2π

∑
i<j

(Λ1
ij − Λ0

ij)
+(1− δ2)−

1
2e

−
1
2 (u

2
i+u2j )

1+ρij =

= K
∑
i<j

(Λ1
ij − Λ0

ij)
+e

−
1
2 (u

2
i+u2j )

1+ρij ,

za konstantu K = 1
2π(1− δ2)−

1
2 koja zavisi od δ, pa vaºi i (2).
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Ako u (1) zamenimo mesta verovatno¢ama koje se odnose na ξj i ηj,
imamo

P {ηj ≤ uj; j = 1, ..., n} − P {ξj ≤ uj; j = 1, ..., n} ≤

≤ 1

2π

∑
i<j

(Λ0
ij − Λ1

ij)
+(1− ρ2ij)

− 1
2e

−
1
2 (u

2
i+u2j )

1+ρij , (12)

a za (Λ1
ij −Λ0

ij)
+ = max(0,Λ1

ij −Λ0
ij) i (Λ

0
ij −Λ1

ij)
+ = max(0,Λ0

ij −Λ1
ij)

vaºi

(Λ1
ij − Λ0

ij)
+ ≤

∣∣Λ1
ij − Λ0

ij

∣∣ ,
(Λ0

ij − Λ1
ij)

+ ≤
∣∣Λ1

ij − Λ0
ij

∣∣ .
Prime¢ujemo da vaºe slede¢e nejednakosti,

P {ξj ≤ uj; j = 1, ..., n} − P {ηj ≤ uj; j = 1, ..., n} ⩽

⩽
1

2π

∑
i<j

∣∣Λ1
ij − Λ0

ij

∣∣ (1− ρ2ij)
− 1

2e
−

1
2 (u

2
i+u2j )

1+ρij

P {ηj ≤ uj; j = 1, ..., n} − P {ξj ≤ uj; j = 1, ..., n} ≤

⩽
1

2π

∑
i<j

∣∣Λ1
ij − Λ0

ij

∣∣ (1− ρ2ij)
− 1

2e
−

1
2 (u

2
i+u2j )

1+ρij ,
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odakle sledi nejednakost

|P {ξj ≤ uj; j = 1, ..., n} − P {ηj ≤ uj; j = 1, ..., n}| ⩽

⩽
1

2π

∑
i<j

∣∣Λ1
ij − Λ0

ij

∣∣ (1− ρ2ij)
− 1

2e
−

1
2 (u

2
i+u2j )

1+ρij .

Time smo dokazali da vaºi i (3). □

U daljem tekstu su navedene neke posledice ove leme (bez dokaza)
koje se odnose na simpli�kaciju izraza sa desne strane nejednakosti iz
tvr�enja leme.

Posledica 5.1.

Ako pored ostalih uslova u normalnoj lemi upore�ivanja dodamo

uslov u = min(u1, ..., un), onda faktor e
−

1
2 (u

2
i+u2j )

1+ρij moºe biti zamenjen fak-

torom e
− u2

1+ρij u svakom od izraza (1), (2) i (3). Nakon zamene dobijamo
slede¢e nejednakosti

P {ξj ≤ uj; j = 1, ..., n} − P {ηj ≤ uj; j = 1, ..., n} ⩽

⩽
1

2π

∑
1≤i<j⩽n

(Λ1
ij − Λ0

ij)
+(1− ρ2ij)

− 1
2e

− u2

1+ρij ,

P {ξj ≤ uj; j = 1, ..., n} − P {ηj ≤ uj; j = 1, ..., n} ⩽

⩽ K
∑

1≤i<j⩽n

(Λ1
ij − Λ0

ij)
+e

− u2

1+ρij ,
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|P {ξj ≤ uj; j = 1, ..., n} − P {ηj ≤ uj; j = 1, ..., n}| ⩽

⩽
1

2π

∑
1≤i<j⩽n

∣∣Λ1
ij − Λ0

ij

∣∣ (1− ρ2ij)
− 1

2e
− u2

1+ρij .

Posledica 5.2.

Neka su ξ1, ..., ξn, η1, ..., ηn slu£ajne promenljive sa standardnom
normalnom raspodelom i cov(ξi, ξj) ≤ cov(ηi, ηj) za svako i i j. Tada,
za bilo koje realne brojeve u1, ..., un vaºi nejednakost

P {ξj ≤ uj; j = 1, ..., n} ⩽ P {ηj ≤ uj; j = 1, ..., n} .

Specijalno,

P {max(ξ1, ..., ξn) ≤ u} ≤ P {max(η1, ..., ηn) ≤ u} ,

za sve u.

Prethodna posledica govori da ako su kovarijanse od ξi ograni£ene
vrednostima kovarijansi od ηi, onda su ξi stohasti£ki ve¢e od ηi i maksi-
mum od ξi je stohasti£ki ve¢i od ηi.
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Posledica 5.3.

Neka su ξ1, ..., ξn slu£ajne veli£ine sa zajedni£kom normalnom (stan-
dardizovanom) raspodelom i cov(ξi, ξj) = Λij, pri £emu je δ = maxi̸=j |Λij|
< 1. Tada za bilo koje realno u i cele brojeve 1 ≤ l1 < · · · < ls ≤ n vaºi

∣∣P {ξlj ≤ u; j = 1, ..., s
}
− Φ(u)s

∣∣ ≤ K
∑

1≤i<j≤s

|rij| e
− u2

1+|rij | ,

gde je rij = Λlilj korelacija izme�u ξli i ξlj , a K je konstanta koja zavisi
od δ.

Ako je dodatno, niz {ξn} stacionaran i ri = cov(ξ1, ξ1+i), pri £emu je
1 ≤ l1 < · · · < ls ≤ n, |ri| ≤ δ < 1 za svako i = lj − lk, onda

∣∣P {ξlj ≤ u; j = 1, ..., s
}
− Φ(u)s

∣∣ ≤ Kn

n∑
i=1

|ri| e
− u2

1+|ri| . (13)

Specijalno, za s = n, sledi da za svako u vaºi

|P {Mn ≤ u} − Φ(u)n| ≤ Kn

n∑
i=1

|ri| e
− u2

1+|ri| . (14)

Ova posledica razmatra ²ta se de²ava ukoliko su ηj nezavisne. Pri-
metimo da ako je vrednost desne strane izraza (13) dovoljno mala, on-
da (kada zamenimo s = n) doga�aji {ξj ≤ u} su skoro nezavisni za
1 ≤ j ≤ n. Dalje iz (14) vidimo da je funkcija raspodele maksimuma
bliska vrednosti Φ(u)n, koju bi uzela u slu£aju da su ξi nezavisne, a sa-
ma nejednakost nam zapravo daje ocenu granice za njihovu razliku. U
svakom od navedenih slu£ajeva, ²to je u ve¢e, aproksimacija je bolja.
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6 Primene

Nejednakost iz normalne leme o upore�ivanju igra vaºnu ulogu u te-
oriji ekstremnih vrednosti, a situacija koja se moºe desiti u praksi je
da imamo Λ1

ij ≥ Λ0
ij za sve 1 ≤ i < j ≤ n i ºelimo da izra£una-

mo verovatno¢u P {ξ1 ≤ u1, ..., ξn ≤ un}, a pritom nam je verovatno¢a
P {η1 ≤ u1, ..., ηn ≤ un} poznata. Nejednakost iz leme implicira nulu
kao niºu granicu za razliku verovatno¢a koje posmatramo, dok gornja
granica ne moºe biti od koristi ukoliko gre²ka ocene nije bliska nuli. Li i
Shao (2002) su se u radu [5] bavili pobolj²anjem gornje granice u nejedna-
kosti iz normalne leme upore�ivanja. U narednom tekstu bi¢e prikazani
neki od rezultata do kojih su pritom do²li.

Teorema koja sledi tvrdi da se £lan (1−ρ2ij)
− 1

2 u nejednakosti iz leme
moºe zanemariti.

Teorema 6.1.

Pretpostavimo da su ξ1, ..., ξn slu£ajne promenljive sa standardnom
normalnom raspodelom i kovarijacionom matricom Λ1 = (Λ1

ij), kao

i η1, ..., ηn, sa kovarijacionom matricom Λ0 = (Λ0
ij) i neka je ρij =

max(
∣∣Λ1

ij

∣∣ , ∣∣Λ0
ij

∣∣). Zatim, neka su u1, ..., un realni brojevi. Tada

P {ξj ≤ uj; j = 1, ..., n} − P {ηj ≤ uj; j = 1, ..., n} ⩽

⩽
1

2π

∑
1≤i<j⩽n

(arcsin(Λ1
ij)− arcsin(Λ0

ij))
+e

−
1
2 (u

2
i+u2j )

1+ρij (15)

gde je x+ = max(0, x).
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Dokaz:

Dokaz ove teoreme svodi se najve¢im delom na korake iz dokaza nor-
malne leme o upore�ivanju. Pri dokazu leme dobijena je jedna£ina (10)
(str. 20):

F ′(h) ≤ 1

2π

∑
i<j

(Λ1
ij − Λ0

ij)
+(1− ρ2ij)

− 1
2e

−
1
2 (u

2
i+u2j )

1+ρij .

Imaju¢i u vidu

P {ξj ≤ uj; j = 1, ..., n} − P {ηj ≤ uj; j = 1, ..., n} = (16)

= F (1)− F (0) =

∫ 1

0

F ′(h)dh,

na osnovu (10) dobijamo

P {ξj ≤ uj; j = 1, ..., n} − P {ηj ≤ uj; j = 1, ..., n} ≤

≤
∫ 1

0

(
1

2π

∑
i<j

(Λ1
ij − Λ0

ij)
+(1− ρ2ij)

− 1
2e

−
1
2 (u

2
i+u2j )

1+ρij

)
dh =

=
1

2π

∑
i<j

(Λ1
ij − Λ0

ij)
+e

−
1
2 (u

2
i+u2j )

1+ρij

∫ 1

0

(1− ρ2ij)
− 1

2dh =

=
1

2π

∑
i<j

(Λ1
ij − Λ0

ij)
+e

−
1
2 (u

2
i+u2j )

1+ρij

∫ 1

0

1

(1− ρ2ij)
1
2

dh =

27



Normalna lema o upore�ivanju i njene primene

=
1

2π

∑
i<j

(Λ1
ij − Λ0

ij)
+e

−
1
2 (u

2
i+u2j )

1+ρij

∫ 1

0

1

(1− (hΛ1
ij + (1− h)Λ0

ij)
2)

1
2

dh =

=
1

2π

∑
i<j

(Λ1
ij − Λ0

ij)
+e

−
1
2 (u

2
i+u2j )

1+ρij

∫ 1

0

1

(1− (hΛ1
ij + Λ0

ij − hΛ0
ij)

2)
1
2

dh =

=
1

2π

∑
i<j

(Λ1
ij − Λ0

ij)
+e

−
1
2 (u

2
i+u2j )

1+ρij

∫ 1

0

1

(1− (h(Λ1
ij − Λ0

ij) + Λ0
ij)

2)
1
2

dh.

Uvedimo smenu t = h(Λ1
ij−Λ0

ij)+Λ0
ij. S obzirom da je dt = (Λ1

ij−Λ0
ij)dh

imamo

P {ξj ≤ uj; j = 1, ..., n} − P {ηj ≤ uj; j = 1, ..., n} ≤

=
1

2π

∑
i<j

(Λ1
ij − Λ0

ij)
+e

−
1
2 (u

2
i+u2j )

1+ρij

∫ Λ1
ij

Λ0
ij

1

(1− t2)
1
2

· dt

Λ1
ij − Λ0

ij

=

=
1

2π

∑
i<j

(Λ1
ij − Λ0

ij)
+e

−
1
2 (u

2
i+u2j )

1+ρij
1

Λ1
ij − Λ0

ij

∫ Λ1
ij

Λ0
ij

1

(1− t2)
1
2

dt =

=
1

2π

∑
i<j

e
−

1
2 (u

2
i+u2j )

1+ρij

∫ Λ1
ij

Λ0
ij

1

(1− t2)
1
2

dt =

=
1

2π

∑
i<j

e
−

1
2 (u

2
i+u2j )

1+ρij (arcsin(Λ1
ij)− arcsin(Λ0

ij))
+.

Ovime je teorema dokazana.□
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Posledica 6.1.

Pretpostavimo da su ξ1, ..., ξn slu£ajne promenljive sa standardnom
normalnom raspodelom i kovarijacijom Cov(ξi, ξj) = ρij. Tada∣∣∣∣∣P {ξj ≤ uj; j = 1, ..., n} −

n∏
j=1

P (ξj ≤ uj)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

4

∑
1≤i<j≤n

|ρij| e
−

u2i+u2j

2(1+|ρij |)

za svako realno ui, i = 1, ...., n.

Teorema 6.2.

Neka je n ≥ 3 i neka su ξ1, ..., ξn i η1, ..., ηn slu£ajne promenljive sa
standardnom normalnom raspodelom i kovarijacionim matricama Λ1 =
(Λ1

ij) i Λ
0 = (Λ0

ij), redom. Ako je

Λ1
ij ≥ Λ0

ij, za sve 1 ≤ i, j ≤ n,

onda vaºi

P {ηj ≤ uj; j = 1, ..., n} ⩽ P {ξj ≤ uj; j = 1, ..., n} ⩽

⩽ P {ηj ≤ uj; j = 1, ..., n} e
∑

1≤i<j⩽n ln

(
π−2 arcsin(Λ0

ij)

π−2 arcsin(Λ1
ij

)

)
e
−

u2i+u2j

2(1+Λ1
ij

)

(17)

za bilo koje ui ≥ 0, i = 1, 2, ..., n koje zadovoljava slede¢i uslov

(Λh
ki − Λh

ijΛ
h
kj)ui + (Λh

kj − Λh
ijΛ

h
ki)uj ≥ 0, (18)

za h = 0, 1 i za sve 1 ≤ i, j, k ≤ n.
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Pre dokazivanja prethodne teoreme, razmotrimo slede¢i slu£aj. Uko-
liko je ui = u ≥ 0, za svako i, tada

(Λh
ki − Λh

ijΛ
h
kj)ui + (Λh

kj − Λh
ijΛ

h
ki)uj = u(Λh

ki + Λh
kj)(1− Λh

ij) ≥ 0,

vaºi za sve 1 ≤ i, j, k ≤ n. S obzirom da je uslov (18) zadovoljen, imamo
slede¢u posledicu.

Posledica 6.2.

Neka je n ≥ 3 i neka su ξ1, ..., ξn slu£ajne promenljive sa stan-
dardnom normalnom raspodelom i kovarijacionom matricom Λ = (Λij).
Pretpostavimo da je Λij ≥ 0. Tada

P {ξj ≤ u; j = 1, ...,m}P {ξj ≤ u; j = m+ 1, ..., n} ⩽

⩽ P {ξj ≤ u; j = 1, ..., n} ⩽

⩽ P (ξj ≤ u; j = 1, ...,m)P {ξj ≤ u; j = m+ 1, ..., n} e
∑m

i=1

∑n
j=m+1 ln

(
π

π−2 arcsin(Λij)

)
e
− u2

Λij

,

za 1 ⩽ m ⩽ n− 1, u ⩽ 0 i

P (ξ1 ≤ u)n ⩽ P {ξj ≤ u; j = 1, ..., n} ⩽

⩽ P (ξ1 ≤ u)ne
∑

1≤i<j⩽n ln
(

π
π−2 arcsin(Λij)

)
e
− u2

Λij

, za u ≥ 0.
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Dokaz Teoreme 6.2.:

Neka je Λh = hΛ1 + (1 − h)Λ0 = (Λh
ij) za 0 ≤ h ≤ 1. Neka su

φ = (φ1, ..., φn) := (φh
1 , ..., φ

h
n) slu£ajne promenljive sa normalnom ras-

podelom i kovarijacionom matricom Λh i neka je fh funkcija gustine od
φ i

F (h) =

∫ u

−∞
· · ·
∫

fh(y1, ..., yn)dy (19)

gde je u = (u1, ...un) i dy = dy1...dyn. Tada je

F (1) = P {ξj ≤ uj; j = 1, ..., n} ,
F (0) = P {ηj ≤ uj; j = 1, ..., n} .

Neka je

g(h) = e

∑
1≤i,j≤n ln

(
π−2 arcsin(Λ0

ij)

π−2 arcsin(Λh
ij

)

)
e
−

u2i+u2j

2(1+Λ1
ij

)

.

Dovoljno je pokazati da je F (h)
g(h) nerastu¢e, ili, ekvivalentno tome

g(h)F ′(h) ≤ g′(h)F (h), za 0 ≤ h ≤ 1.
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Sli£no kao i u dokazu normalne leme o upore�ivanju (13 - 23. str)
dobija se

F ′(h) =
∑

1≤i, j≤n

(Λ1
ij − Λ0

ij)

∫ u′

−∞
fh(yi = ui, yj = uj)dy

′

gde fh(yi = ui, yj = uj) ozna£ava funkciju od n− 2 promenljive i formi-
rana je zamenom yi = ui i yj = uj, a integracija je po ostalim promen-
ljivama.

S obzirom da vaºi

g′(h)

g(h)
=

∑
1≤i<j≤n

2(Λ1
ij − Λ0

ij)

(π − 2 arcsin(Λh
ij))(1− (Λh

ij)
2)

1
2

e
−

u2i+u2j

2(1+Λ1
ij

) ,

potrebno je jo² samo pokazati da vaºi i

∫ u′

−∞
fh(yi = ui, yj = uj)dy

′ ⩽

⩽
2

(π − 2 arcsin(Λh
ij))(1− (Λh

ij)
2)

1
2

e
−

u2i+u2j

2(1+Λ1
ij

)P {φm ≤ um,m = 1, ..., n} (20)

za 1 ≤ i, j ≤ n.
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Neka je ϕ(x, y; Λ) standardna dvodimenziona normalna gustina ras-
podele sa odgovaraju¢im koe�cijentom korelacije Λ. Tada moºemo zapi-
sati

∫ u′

−∞
fh(yi = ui, yj = uj)dy

′ = ϕ(ui, uj; Λ
h
ij)P {φ′ ≤ u′ | φi = ui, φj = uj} .

Zbog jednostavnosti, razmotrimo slu£aj kada je i = 1 i j = 2. S
obzirom da je

(Λh
i1 − Λh

12Λ
h
i2)u1 + (Λh

i2 − Λh
12Λ

h
i1)u2

konkavna funkcija od h za k = 3, ..., n, uslov (18) implicira slede¢e

(Λh
k1 − Λh

12Λ
h
k2)u1 + (Λh

k2 − Λh
12Λ

h
k1)u2 ≥ 0,

za 0 ≥ h ≥ 1.

S obzirom na prethodno,

{
φk −

(Λh
k1 − Λh

12Λ
h
k2)

1− (Λh
12)

2
φ1 −

(Λh
k2 − Λh

12Λ
h
k1)

1− (Λh
12)

2
φ2, k = 3, ..., n

}
i {φ1, φ2}

su nezavisne, pa vaºe slede¢e nejednakosti.
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P

{
φj ≤ uj, j = 3, ..., n

∣∣∣∣ φ1 = u1, φ2 = u2

}
=

=P

{
φj −

(Λh
j1 − Λh

12Λ
h
j2)

1− (Λh
12)

2
φ1 −

(Λh
j2 − Λh

12Λ
h
j1)

1− (Λh
12)

2
φ2 ⩽

⩽ uj −
(Λh

j1 − Λh
12Λ

h
j2)

1− (Λh
12)

2
u1 −

(Λh
j2 − Λh

12Λ
h
j1)

1− (Λh
12)

2
u2, j = 3, ..., n

}

⩽ P

{
φj ≤ uj +

1
1−(Λh

12)
2

((
Λh
j1 − Λh

12Λ
h
j2

)
φ1 +

(
Λh
j2 − Λh

12Λ
h
j1

)
φ2

)
, j = 3, ..., n

}
=

=

P

φ1−Λh
12φ2≤0, φ2−Λh

12φ1≤0, φj≤uj+
1

1−(Λh
12)

2

(
Λh
j1(φ1−Λh

12φ2)+Λh
j2(φ2−Λh

12φ1)

)
, j=3,...,n


P{φ1−Λh

12φ2≤0, φ2−Λh
12φ1≤0}

≤
P
{
φ1 − Λh

12φ2 ≤ 0, φ2 − Λh
12φ1 ≤ 0, φi ≤ uj, j = 3, ..., n

}
P
{
φ1 − Λh

12φ2 ≤ 0, φ2 − Λh
12φ1 ≤ 0

}
≤ P {φ1 ≤ 0, φ2 ≤ 0, φi ≤ uj, j = 3, ..., n}

P
{
φ1 − Λh

12φ2 ≤ 0, φ2 − Λh
12φ1 ≤ 0

}
≤ P {φj ≤ uj, j = 1, ..., n}

P
{
φ1 − Λh

12φ2 ≤ 0, φ2 − Λh
12φ1 ≤ 0

} .
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Sli£no kao i u dokazu normalne leme o upore�ivanju (13 - 23. str),
imamo

ϕ
(
u1, u2; Λ

h
12

)
≤ 1

2π
(
1−

(
Λh
12

)2) 1
2

e
− u21+u22

2(1+Λ1
12) . (21)

S obzirom da vaºi cor(φ1 − Λh
12φ2, φ2 − Λh

12φ1) = −Λh
12, dobijamo

P
{
φ1 − Λh

12φ2 ≤ 0, φ2 − Λh
12φ1 ≤ 0

}
=

π − 2 arcsin
(
Λh
12

)
4π

.

Kori²¢enjem gornjih nejednakosti dobijamo da (20) vaºi za i = 1 i
j = 2. Sli£no, (20) vaºi za sve 1 ≤ i < j ≤ n. Ovime je dokaz zavr²en.□

Ova teorema daje bolje ograni£enje koje moºe biti posebno korisno
kada vrednost ui nije velika i predstavlja glavni doprinos u radu Li i Shao
(2002) [5].
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Verovatno¢a da slu£ajni polinom nema realnih nula

Neka je ai, i ≥ 0 niz nezavisnih slu£ajnih promenljivih sa istom
raspodelom, matemati£kim o£ekivanjem 0 i svim kona£nim momentima.
Razmotrimo slu£ajni polinom

fn(x) =
n∑

i=0

aix
i, −∞ < x < ∞.

Dembo, Poonen, Shao i Zeitouni (2000) su u radu [6] dokazali da vaºi

P (fn nema realnih nula) = n−b+o(1),

dok n → ∞ i predstavlja paran ceo broj. Konstanta b je de�nisana na
slede¢i na£in

b = −4 lim
T→∞

1

T
lnP ( sup

0≤t≤T
X(t) ≤ 0),

pri £emu je X(t) stacionarni Gausov proces za koji vaºi

EX(s)X(t) =
2e−

|t−s|
2

1 + e−|t−s| .
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Dembo, Poonen, Shao i Zeitouni (2000) su u radu [6] tako�e dokazali
da vaºi 0.4 ≤ b ≤ 2. Slede¢a teorema predstavlja primenu Teoreme 6.2.
kojom su Li i Shao (2002) unapredili ograni£enja za konstantu b u radu
[5].

Teorema 6.3.

Neka je ai, i ≥ 0 niz nezavisnih slu£ajnih promenljivih sa istom
raspodelom, matemati£kim o£ekivanjem 0 i svim kona£nim momentima,
pri £emu

fn(x) =
n∑

i=0

aix
i, −∞ < x < ∞.

predstavlja slu£ajni polinom. Ako je n−b+o(1) verovatno¢a da fn nema
realnih nula za paran ceo broj n → ∞ i konstanta b de�nisana na slede¢i
na£in

b = −4 lim
T→∞

1

T
lnP ( sup

0≤t≤T
X(t) ≤ 0),

pri £emu je X(t) stacionarni Gausov proces za koji vaºi

EX(s)X(t) =
2e−

|t−s|
2

1 + e−|t−s| ,

tada za konstantu b vaºi ograni£enje 0.5 < b ≤ 1.
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Dokaz:

Dovoljno je pokazati da vaºi slede¢e

P

(
max
1≤i≤3n

X(4i) ≤ 0

)
≤ e−0.125(12n)

za n ≥ 1. Neka je r(x) = 2e−2x

1+e−4x .

Na osnovu (17) u Teoremi 6.2 imamo

P

(
max
1≤i≤3n

X(4i) ≤ 0

)
≤

≤ P

(
max
1≤i≤3

X(4i) ≤ 0

)n

e
∑

1≤i<j≤n

∑3
k=1

∑3
l=1 ln( π

π−2 arcsin(r(3(j−i)+k−l)))

≤ P

(
max
1≤i≤3

X(4i) ≤ 0

)n

e3n
∑∞

i=1 ln( π
π−2 arcsin(r(3i)))+2n

∑∞
i=1 ln( π

π−2 arcsin(r(3i+1)))+

+2n
∑∞

i=1 ln( π
π−2 arcsin(r(3i−1)))+n

∑∞
i=1 ln( π

π−2 arcsin(r(3i+2)))n
∑∞

i=1 ln( π
π−2 arcsin(r(3i−2)))

:= P

(
max
1≤i≤3

X(4i) ≤ 0

)n

eλ12n.
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Dobija se da je λ ≈ 0.0205. S druge strane, u radu [8] David (1953)
je pokazao

P

(
max
1≤i≤3

X(4i) ≤ 0

)
=

1

8
+

1

4π
(2 arcsin(r(1)) + arcsin(r(2))) <

< 0.17074 < e−0.1473 ·12.

Dakle, vaºi¢e

P

(
max
1≤i≤3n

X(4i) ≤ 0

)
≤ e−(0.1473−0.0206) ·(12n) ≤ e−0.1268 ·(12n).

Ovime je dokaz zavr²en. □
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7 Zaklju£ak

Normalna lema o upore�ivanju, dakle, predstavlja glavni alat pri do-
kazivanju da ukoliko je Bermanov uslov na snazi, bi¢e zadovoljeni i uslovi
D(un) i D′(un) za odgovaraju¢i niz {un}. S obzirom da nejednakost iz
leme implicira nulu kao niºu granicu za razliku verovatno¢a koje posma-
tramo, dok gornja granica ne moºe biti od koristi ukoliko gre²ka ocene
nije bliska nuli, javlja se potreba za pobolj²anjem gornje granice u skladu
sa razli£itim primenama.

Jedna od primena kojima su se bavili Li i Shao (2002) u radu [5]
je ocenjivanje verovatno¢e da slu£ajni polinom nema realnu nulu, £ime
su se ranije bavili Dembo, Poonen, Shao i Zeitouni (2000) u radu [6].
Prou£avanje broja nula slu£ajnog polinoma ima dugu istoriju i ve¢ina
se bavila asimptotskim pona²anjem o£ekivanja slu£ajne veli£ine Nn koja
predstavlja broj razli£itih realnih nula polinoma, umesto verovatno¢om
P (Nn = 0). Pretpostavlja se da je razlog tome ²to je o£ekivanje mno-
go lakse oceniti. U radu [5] unapre�ena je ocena eksponenta u okviru
verovatno¢e da slu£ajni polinom nema realnih nula. Zatim, odre�ivanje
konstanti u takozvanom zakonu iteriranih logaritama (opisuje magnitu-
du �uktuacija slu£ajne ²etnje) kojom su se ranije bavili Erdos i Revesz
(1990), a kasnije i sam Shao (1994).

Jo² jedna od vaºnijih primena je u vezi sa frakcionim Braunovim
kretanjem (generalizacija Braunovog kretanja) kojom se bavio Kesten
(1992), a kasnije i Li i Shao (2002).
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