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NORMALNA LEMA O UPOREPIVANJU I NJENE PRIMENE

1 Uvod

Osobina normalnosti zauzima centralno mesto u teoriji verovatnoce i
statistici, a nizovi slucajnih veli¢ina sa normalnom raspodelom pripadaju
najvaznijoj klasi stacionanih nizova. Njihovoj vaznosti doprinosi i ¢inje-
nica da je n-dimenziona raspodela ovakvog niza odredena matematickim
ocekivanjem i strukturom kovarijanse niza.

Normalna lema o uporedivanju ima primenu, izmedu ostalog, u is-
trazivanju ekstremnih osobina normalnih stacionarnih nizova, a ocenjuje
razliku izmedu dve (standardizovane) n-dimenzione funkcije raspodele,
uz pomo¢ odgovarajuce funkcije njihovih kovarijansi. Njena primena je
Siroka, a razvijali su je na razli¢ite nacine Slepian (1962), Berman (1964,
1971) i Cramer i Leadbetter (1967).

U prvom delu rada su definisani pojmovi koji su od znacaja za ovu
temu, a u drugom delu sama lema i njen dokaz, kao i primene. Prikazane
su 1 teoreme koje predstavljaju unapredenje osnovne normalne leme o
uporedivanju, kao i njihova primena pri proceni verovatnoce da slucajni
polinom nema realnih nula.
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2 Kovarijacija

Definisimo pojmove kovarijacije i koeficijenta korelacije, koji mere za-
visnost sluc¢ajnih veli¢ina i jos neke od osnovnih pojmova, kovarijacionu
matricu sluc¢ajnog vektora i par tvrdenja iz teorije matrica.

Definicija 2.1.

Neka su X 1Y slucajne veli¢ine sa konac¢nim disperzijama koje su
strogo veée od nule. Kovarijacija sluc¢ajnih veli¢ina X 1 Y je broj
cov(X,Y) zadat sa

cov(X,Y) = BE(X — EX)(Y — EY) = E(XY) — EX - EY.

Koeficijent korelacije slucajnih velicina X i Y je broj

E(XY)— EX -EY

Y = VDY

Definicija 2.2.
Disperzija slucajne promenljive X je ocekivana vrednost kvadra-

ta odstupanja slucajne promenljive od njenog matematickog ocekivanja,
odnosno

DX = E(X — EX)*.



NORMALNA LEMA O UPOREPIVANJU I NJENE PRIMENE

Disperzija se takode moze posmatrati kao kovarijacija slu¢ajne pro-
menljive X i nje same.

DX = cov(X, X).

Kovarijaciona matrica slu¢ajnog vektora

Neka je
biy b1z -+ by
boy boy -+ by,
B=lbln=1{, & .
bnl bn2 T bnn

proizvoljna kvadratna matrica.
Matrica B je simetri¢na, ukoliko je by, = by za sve k,l € {1,...,n}.
Matrica B je nenegativno definitna (pozitivno semidefinitna), ako
za proizvoljan vektor (B, ..., 1) € R" vazi nejednakost

> BuBib > 0.

k=1 =1

Matrica B je pozitivno definitna, ako za proizvoljan vektor (51, ..., 5,) €
R" vaZzi nejednakost

Z Z Br.Bibr > 0.

k=1 I=1
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Matrica B je nesingularna (invertibilna) ako postoji matrica A =
lak1], s, takva da AB = BA = I,,, gde je I, jedini¢na matrica, a matricu
A nazivamo inverzom matrice B.

Definicija 2.3.
Neka je X = (Xi,..., X,) slucajan vektor, takav da za sve k €

{1,...,n} vazi EX} < 4+00. Matrica B = [by],,..,,, gde su by; = cov(Xy, X)),
zove se kovarijaciona matrica sluc¢ajnog vektora X.

Teorema 2.1

Matrica B = [bki],,.,, je kovarijaciona matrica nekog slu¢ajnog vek-
tora (X1, ..., X;,), ako i samo ako je B simetri¢na i nenegativno definitna
matrica (pozitivno semidefinitna).
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3 ViSedimenziona normalna raspodela

Visedimenziona normalna raspodela (ili visedimenziona Gausova ras-
podela) predstavlja generalizaciju jednodimenzione normalne raspodele.
Po jednoj definiciji slu¢ajni vektor ima n-dimenzionu normalnu raspode-
lu, ako svaka linearna kombinacija njegovih n komponenti ima jednodi-
menzionu normalnu raspodelu. Vaznost visedimenzione normalne raspo-
dele ogleda se u visedimenzionoj centralnoj grani¢noj teoremi. Cesto se
koristi da bi se opisao, barem otprilike, bilo koji skup (mogucih) koreli-
sanih stvarnih vrednosti slu¢ajnih promenljivih.

Definicija 3.1.

Neka je
bll b12 T bln
B=lbillyen=| . . .
bnl an o bnn

simetri¢na, nenegativno definitna i nesingularna matrica, tj. matrica za
koju vaze uslovi:

1) bij = bji, za sve 1,5 € {1,2,...,n};
2) Y12 i1 BiBibij > 0 za svaku n—torku (By, Ba, ..., B,) € R

3) detB # 0.
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Neka je
ai;p aiz -+ Aip
Bl = A= [arl,y, = et
Anl QAp2 -+ Qpp

inverzna matrica matrici Bim = (my, ..., m,) € R". Funkcija f : R" —
R" data sa
1
f(.fl?l a:n) = (|A‘)2 eféz:Z:l > ag(zr—my) (zr—m)
T 272

zove se gustina raspodele n-dimenzione normalne raspodele.

Matrica B = A~! predstavlja kovarijacionu matricu slu¢ajnog vekto-
ra (Xl, ceey Xn)

Specijalno, u dvodimenzionalnom slu¢aju, vektor (X7, X5) ima
normalnu raspodelu sa gustinom

1 _ 1 ( .'L'l—'fn/l 27 .'L'l—'rnl .’L‘2—7n2 .'1;2—7”/2 2)
f(z1,290) = e - \Ca T SRR
2mo 1094/ 1 — p?

Koeficijent p koji figuriSe u izrazu predstavlja koeficijent korelacije
komponenti X7 i Xo, za koje vazi X1 € N(my,01) 1 Xy € N(ma,09).
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4 Stacionarni sluc¢ajni nizovi

Pri razmatranju problema odredivanja asimptotske raspodele maksi-
muma prvih n ¢lanova stacionarnih nizova kod kojih ¢lanovi imaju istu
raspodelu pri n — oo, zahteva se da su ¢lanovi niza slabo zavisni, ako se
indeksi tih ¢lanova puno razlikuju. U daljem tekstu razmatramo strogo
stacionarne nizove u smislu sledece definicije.

Definicija 4.1.

Sluc¢ajan niz X1, X9, X3..., je strogo stacionaran, ako za sve prirod-
ne brojeve n i k slu¢ajni vektori (X1, Xo, ..., Xp) 1 (Xvak, Xovk, ooy Xnak)
imaju istu raspodelu.

Iz definicije neposredno sledi da svi ¢lanovi stacionarnog niza imaju
istu raspodelu, §to je jedan od uslova koji je pretpostavljen i u klasi¢noj
teoriji ekstremnih vrednosti.

Uslovi slabe zavisnosti

U teoriji ekstremnih vrednosti zavisnih sluc¢ajnih veli¢ina granic¢ne
teoreme se dokazuju pri odredenim pretpostavkama koje se odnose na
slabu zavisnost (pomesanost) ¢lanova niza ¢ji se indeksi puno razlikuju.
Postoji vise definicija slabe zavisnosti, a odredene su koeficijentima po-
meSanosti koji daju meru zavisnosti izmedu ¢lanova strogo stacionarnog
slu¢ajnog niza. U definicijama koje se navode u daljem tekstu, podra-
zumevamo da indeks n uzima vrednosti iz skupa prirodnih brojeva. Pri
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proucavanju ekstremnih vrednosti, dogadaji oblika {X; <u}, odnosno
{X; > u}, od posebnog su interesa, a definicije navedene u daljem tekstu
se odnose samo na takve dogadaje.

Definicija 4.2.

Neka je (X,) strogo stacionaran sluc¢ajan niz, a (u,) niz realnih bro-
jeva. Uslov D(uy,) je zadovoljen, ukoliko za sve prirodne brojeve

L<gi <o <Jgp <Jrr1 < <Jru=m,

gde je jp11 — Jr = 1, vazi nejednakost

k+l k k+1
P(m {X), Sun}) - P(ﬂ {X), <uap)P( ﬂ {X), Sunl)| < any,
s=1 s=1 s=k+1

1 oy, — 0 pri n — oo za neki niz [, = o(n).

Definicija 4.3.

Neka je (X,,) strogo stacionaran sluc¢ajan niz, a (u,,) niz realnih bro-
jeva. Uslov D’(uy,) je zadovoljen ukoliko je

[n/k]
lim limsupn - Z P{Xy > u,, X; >u,} =0.

k=00 p—oo ;
j=2
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Stacionarni nizovi sluc¢ajnih veli¢ina sa normalnom
raspodelom

Niz sluc¢ajnih veli¢ina {&,} nazivamo normalnim ukoliko je za bilo
koje n, i1, ..., iy, n-dimenziona raspodela za (&1, ..., &,) normalna.

Ove konacno - dimenzione raspodele su jasno odredene matematickim
ocekivanjima pojedinac¢nih slucajnih veli¢ina &, i kovarijansama izmedu
parova &, i &, za bilo koje m i n.

Za, stacionarne normalne nizove matematicko ocekivanje i disperzija
od &, ne zavise od n i mogu se, bez gubitka opstosti, uzeti vrednosti
011, redom. U daljem tekstu podrazumevac¢emo da su normalni nizovi
standardizovani.

Iz stacionarnosti sledi da kovarijanse izmedu parova &, i &, zavise
samo od razlike izmedu m i n (njihove apsolutne vrednosti), t.

cov(§ny &m) = Tnem = Tjn—m)-

gde {r,} oznacava niz kovarijansi procesa. Pri standardizaciji dobijamo
ro = D(fn) =1lir,= COU(£j7 €j+n) = E(gjgj—b-n)

Sve kona¢no - dimenzione funkcije raspodele F;, ; (z1, ..., x,) = P(&;,
r1,...,& < x,) niza sa standardnom normalnom raspodelom odredene
su nizom kovarijansi {r,}. Niz kovarijansi ne moze biti proizvoljan, s
obzirom da kovarijaciona matrica za &; , ..., &, mora biti nenegativno de-

finitna (pozitivno semidefinitna).

10

<
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Berman (1964) u 7] je dao jednostavne uslove za niz kovarijansi {r, },
potrebne da bi M,, = max (&, ..., &,) imalo grani¢nu raspodelu dvostruko

eksponencijalnog tipa,
P{a,(M, —b,) <z} —e ",

kada n — oo, pri ¢emu su a,, 1 b, konstante takve da vazi
an = (2logn)*,
b, = a, — QL(log logn + logd).

n

Jedan od Bermanovih rezultata je da je dovoljno da vazi uslov
rnlogn — 0,

kada n — oo. Ovaj uslov garantuje da vaze i uslovi D(u,) i D'(u,) za

odgovarajudi niz {u,}.

11
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5 Normalna lema o uporedivanju

Glavni alat koji se koristi pri dokazivanju da su i uslovi D(uy) i
D’(uy,) na snazi za odgovarajudi niz {u, } ukoliko vazi r,logn — 0, kada
n — 0o, predstavlja rezultat koji je tema ovog rada, a to je normalna
lema o uporedivanju. Ona ocenjuje razliku izmedu dve n-dimenzione
funkcije raspodele, uz pomo¢ funkcije njihovih kovarijansi. U daljem tek-
stu sledi sama lema i njen dokaz, a zatim nekoliko posledica i primene.

Teorema 5.1. (Normalna lema o uporedivanju)

Pretpostavimo da su &1, ..., &, promenljive sa normalnom raspodelom
sa kovarijacionom matricom A' = (Azlj), L M1y .y My takode, sa kovarija-

cionom matricom A° = (AY;) i neka je p; = max(}A}j| : ‘A?j‘). Zatim,
neka su uq, ..., u, realni brojevi. Tada

P{&<uy j=1,.un}—P{n<u; j=1,..,n} <
1 PR (el
<o D (AR ph) e T (1)
1<i<g<sn

gde je x* = max(0,x).

Specijalno, ako je max;z;|pij| =0 < 1, vazi

12



NORMALNA LEMA O UPOREPIVANJU I NJENE PRIMENE

P{&<uj j=1,..un}—P{n<u; j=1,..,n} <
3 (uf +u3)
SK ) (AG—ApTe T (2)

1<i<ji<n

za neku konstantu K, koja zavisi samo od 9.

Dalje je

|\P{{ <wj; j=1,...n}—P{n<wuj; j=1,..,n} <
1 1 0 9\ _1 _%(u?-‘ru?)
< or Z ‘Az’j - Az’j| (1—pj;) 2e Mo (3)

1<i<y<n

gde faktor %(1 — pfj)_% moZe biti zamenjen sa K, ako je mawxi.jp;j =
< 1.

Dokaz:

Pretpostavimo da su A i A pozitivno definitne matrice i da (&1, ..., &)
i(m,...,n,) imaju zajednicke gustine raspodele f1 i fy redom. (Slucaj ka-
da su ove matrice semi-definitne je lako resiti uz pomoc¢ neprekidnosti,
ako posmatramo & +¢; 1 1; + €;, pri ¢emu su €; nezavisne promenljive sa
normalnom raspodelom, matematickim ocekivanjem 0 i kada De; — 0.)

13
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Dakle,
M A e AL
e e
My Ay o AL,
My AL A,
A=) = | TR,

A%l A%z e A
pri ¢emu je A}j = cov(§&;, &) 1 A?j = cov(n;, 1;).

Ako ozna¢imo u = (uy, ..., u,) bice
P{& <upy..., & <u,} = / : / fi(yr, ooy yn)dy

<: / / .. / fl(yh . yn)dyndynldyl> 5

P{nl S ULy eeey Tin S un} - //fO(ylaayn)dy

(: / / . / fO(y17 ceey yn)dyndyn—ldyl) ,

pri ¢emu su fi 1 fp gustine normalne raspodele bazirane na kovarijacionim
matricama A' 1 A a integracija na skupu {y; y; <wuj, j =1,...,n}.

14
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Posmatrajmo matricu A, = hAY + (1 — h)AY, (0 < h < 1) koja je

pozitivno definitna,

A=} A:21 A:22 ; A.Zn 4 (1—h) A:21 A:22
M Mo e A A A -

hAL, + (1 —h)AY, hAL + (1 —h)AY,
AP hAL, + (1 — Rh)AY, hAL, + (1 —h)A,

hAL, + (1 —h)AS, hAL, + (1 —h)AY, -

S obzirom da je A, = cov(&1, &) = D(&) = 1,..., AL = cov(&,,€,) =

D) =11 A = cov(n,m) = D) =1,..., A = cov(n,, &) =
D(n,) = 1, matrica Aj; ima jedinice na glavnoj dijagonali (h -1+ (1 —

h) -1 =1) i elemente hAj; + (1 — h)A}; za i # .

1 hAL, + (1 — h)AY,

AP = [hAS + (1= h)AY, 1

RAL + (1= h)AY hALy + (1 — R)AD, ---

1

15
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Neka je f,, n-dimenziona gustina normalne raspodele bazirana na Ay,

— /_o:/ fh(yl,...,yn)dy (5)
(= [ ]2 7 oot

S obzirom da kada je h = 1 imamo Aj, = hA'+(1—h)A" = 1-A1+0-
A=Al aza h =0imamo A, = hA*+(1—h)A" =0-A1+1-A% = A°,
primec¢ujemo da je

P{gl S ULy oeny ‘Sn S un} = F(l),
P{m <wuqy,... n, <u,} = F(0).
Pa je leva stana jednacine (1) iz postavke leme jednaka F'(1) — F'(0), tj.

P{& <upyeey & Suny — P{m < ug, ooy mp Sy} = F(1) = F(0).

Dakle,

F(1) - F(0) = /_ 1 F'(h)dh — / : F'(h)dh = /0 1 F'(h)dh,

pri ¢emu F’(h) dobijamo kada diferenciramo (5), t.j.

f f@fh Y1, ayn ( f ulf qu tn Ofu(Y1seyn) yl’ ) — I Ay Ay -1 - dyl)

16
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Gustina f; zavisi od h samo preko elemenata A?j matrice Ay, (s obzi-
rom da je fj funkcija od Ah- za i < j), Ah = 1 ne zavise od h, dok za

i < jvazi Ay = hAl;+(1—h) = Aj; — A};. Prema tome

’L]’

s / / 05 0Ny
2 AL an ¢
Y[ Ofn 0Nl /u/ O fn OAL,
_ ... dy dy
/OO/ oA Oh o 6A’f2 ah o

u aAh h
oAl o oA Oh

=Sy [f e

Z<]

S obzirom da je Aj; = 11 AJ; = 1, bice (Aj; —A})}) =1-1=02za

1 =7, paje
P =20 [ G

’L<]

Svojstvo normalne n-dimenzione raspodele koje ¢e nam koristiti je
da je njen izvod po kovarijansi A;; jednak drugom parcijalnom izvodu
po promenljivama y;, y; redom, odnosno

Ofn _ 0% fn
0Ny OyiOy;

17
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Prema tome,

Fi(h) =2 L//iiy

z<j

Nakon integracije po y; i y; dobijamo
P = 3o - Ay [ - /m = uy = u)dy (6)
z<]

gde fn(yi = w;, y; = u;) oznacava funkciju sa n—2 promenljive, formirane
zamenom y; = u; 1y; = u;, a integracija je po preostalim promenljivama.

Posmatrajmo integral iz jednakosti (6) kada promenjljive uzimaju
vrednost od —oo do 0o. S obzirom da

// fh(yi = Ui, Yj :Uj)dy/

zavisi od dve promenljive koje uzimaju vrednosti (uz,uj) i koje imaju
standardizovanu normalnu raspodelu sa korelacijom A%, moze se zapisa-
ti na sledec¢i nacin,

17

1 — s oai (U —2A i tuf)
o 200D _ (7)

18
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" S obzirom da vazi |AZ| = |hA21j + (1 — h)A%‘ < max(Aj;, AY;) = pij,
ice

1 1
h\2)% < 2\%°
2m(1 — (Az’j) )z 2m(1 - pij)2

(8)

S druge strane, vazi i

u? — 2puv + v? - u? — 2|p| [ul |v| + v?
L—1[p]  — 1—|pl

Y

pri ¢emu desna stana dostize minimum kada je p = 0, pa ¢e vaziti ne-
jednakosti

u? — 2puv + v? u2—2|p\|u|\v|—|—v2>u2—|—v2>u2—|—1)2
L—1[p]  — 1—1p| -1 T 1+p

kada primenimo poslednju nejednakost na drugi ¢inilac iz izraza (7),
dobijamo da vazi

u? — 2A%uiuj + u? u? + u?
L= (A} 7 I4py’

19
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odakle sledi

2_oah 2

D et 1 R Bl L udtu?
2 1—(AP)H2 5 ~

e (A3) > g2 1tri )

odnosno,
2 oAb, o2 — 2, 2" (9)

1 us _2AiLj“z"]+“j 1% +uj
2 AR 2 2 T4p;;

e 1 (Aij) e Pig

Iz (8) i (9) sledi da vazi slede¢a nejednakost

L2 42
1 R _2(1—(1A?j>2)(“12_2/\%“2'“#“?) < 1 — 6—7(1@;])
2m(1 = (A)?)2 2m(1 — pj;)2
Zamenom poslednjeg izraza u jednacinu (6), dobijamo
/ 1 1 0\+ 2\—2 e
F'(h) < %Z(Azj — Ay) (L= py;)ze T (10)
i<j
S obzirom da je
P{¢<u;; j=1,..,n}—P{n <wuj;; j=1,...,n} = (11)

_ F(1) - F(0) /0 " F ),

20
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na osnovu (10) imamo

P{§ <upj=1..nt—P{n <u;j=1..,n}<

1 1 1 0 9 1 7@
= /0 o Z(Aij — Ay (L= piy)2e T dh =

i<j

1 , i) el
—or Sl A= gt e T [ an—
0

27 L—
1<J
1,2 2
1 1 _E(“i""“j)
_ 1 0\+ 2\—= [Ey
= o (Aij _Aij) (1 _pij) ’e g
i<j

¢ime smo dokazali (1).

U specijalnom slucaju, kada maz,; |pi;] = 6 < 1, s obzirom da vazi
(1—p2)72 < (1—6%)72, iz (1) sledi

P{&<uj; j=1,.,ny—P{n<wu; j=1,..,n} <

l(u2+u2)
1 1 0+ -1~
S_E (Aj; =) (1 =0%)"2e i =
2m —
1<J
) 0 %(u?-&-u?)
_ + " T
—KE :(Aij_Aij) € g
i<j

za konstantu K = 5-(1 — 62)72 koja zavisi od 8, pa vai i (2).

21
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Ako u (1) zamenimo mesta verovatnocama koje se odnose na &; i n;,
1marno

< o (A - AT - ) He T (12)

a za (Agj —A%)Jr = mazx(0, Allj — A?j) i (A?j — A}j)Jr = maz(0, Agj —Azlj)

vazi

(AL =A%) < AL =AY,
(A — AT < AL =AY

Primec¢ujemo da vaze slede¢e nejednakosti,

P{&<uj;j=1,...n}—P{n <u; j=1,..n}<
L 1 0 o1 S
S %Z ‘AZ] - AZJ‘ (1 - pij) 20 1trij

1<J

P{77j <wj; j=1,.. n}—P{fj <uwu;; j=1,..,n} <

1.2, .2
g (uj +uj)

Z}A (L= p3) 2 T

z<]

22
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odakle sledi nejednakost

1P{& <wuj; j=1,...n}—P{n; <uj; j=1,..n} <
! 1 0 9 _1 S ud)
s 2 Z Ay — A (L= pfy) e T

1<j

Time smo dokazali da vazi i (3). O

U daljem tekstu su navedene neke posledice ove leme (bez dokaza)
koje se odnose na simplifikaciju izraza sa desne strane nejednakosti iz
tvrdenja leme.

Posledica 5.1.

Ako pored ostalih uslova u normalnoj lemi uporedivanja dodamo
_ Sirud)
uslov u = min(uy, ..., uy,), onda faktore i moZe biti zamenjen fak-
2

torom e ™% u svakom od izraza (1), (2) i (3). Nakon zamene dobijamo
sledeée nejednakosti

]_ 1 _L
<o D (AL AR - ph) R T,

1<i<j<n

P{<u;; g=1,..,n}—=P{n<u;; j=1,..,n} <
SKE Y (AL —AY)te

1<i<j<n
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|\P{{ <wj; j=1,..,n}—P{n <wuj; j=1,..,n} <
1 _L -
Som Do G- AL =g e

1<i<j<n

Posledica 5.2.
Neka su &1, ..., 0, M, -y M Slucagne promenljive sa standardnom

normalnom raspodelom i cov(&;,&;) < cov(n;,mj) za svako i i j. Tada,
za bilo koje realne brojeve uq, ..., u, vazi nejednakost

P{{ <wuj; j=1,..,n} < P{n <wu;; j=1,...,n}.

Specijalno,
P{max(&,...,&) < u} < P{max(m,...,n,) < u},

24 Sve U.

Prethodna posledica govori da ako su kovarijanse od &; ogranicene
vrednostima kovarijansi od 7;, onda su &; stohasticki ve¢e od 7; i maksi-
mum od &; je stohasticki veéi od 7;.
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Posledica 5.3.

Neka su &y, ..., &, slucajne velicine sa zajednickom normalnom (stan-
dardizovanom) raspodelom i cov(&;, ;) = Aij, pri cemu je § = maxizj |Aij|

< 1. Tada za bilo koje realno u 1 cele brojeve 1 < 1 < --- < ly < n vazi
W
‘P{Slj < u; ] S} (I) ’ < K Z ‘rij’ e 1+\7‘ij\,
1<i<y<s

gde je ri; = Ny, korelacija izmedu &, i &, a K je konstanta koja zavisi

od 9.

Ako je dodatno, niz {&,} stacionaran i r; = cov(&y,&144), pri cemu je
1<h<---<ly<m, |ri| <§<1 za svako i =1; — I, onda

P{& <uj=1,...s} —®(u |<Kn2m\el+\wl (13)

Specijalno, za s = n, sledi da za svako u vazi
1P {M, <u} —®(u |<Kn2\r|e o) (14)

Ova posledica razmatra $ta se deSava ukoliko su 7; nezavisne. Pri-
metimo da ako je vrednost desne strane izraza (13) dovoljno mala, on-
da (kada zamenimo s = n) dogadaji {{; < u} su skoro nezavisni za
1 < j < n. Dalje iz (14) vidimo da je funkcija raspodele maksimuma
bliska vrednosti ®(u)", koju bi uzela u slu¢aju da su &; nezavisne, a sa-
ma nejednakost nam zapravo daje ocenu granice za njihovu razliku. U
svakom od navedenih slucajeva, sto je u veée, aproksimacija je bolja.
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6 Primene

Nejednakost iz normalne leme o uporedivanju igra vaznu ulogu u te-
oriji ekstremnih vrednosti, a situacija koja se moze desiti u praksi je
da imamo Azlj > Agj za sve 1 < ¢ < 7 < n i zelimo da izracuna-
mo verovatnocéu P {& < uy, ..., & < u,}, a pritom nam je verovatnoca
P{m <wuy,..., n, <u,} poznata. Nejednakost iz leme implicira nulu
kao nizu granicu za razliku verovatnoca koje posmatramo, dok gornja
granica ne moze biti od koristi ukoliko greska ocene nije bliska nuli. Li i
Shao (2002) su se u radu [5] bavili poboljsanjem gornje granice u nejedna-
kosti iz normalne leme uporedivanja. U narednom tekstu bic¢e prikazani

neki od rezultata do kojih su pritom dosli.

Teorema koja sledi tvrdi da se ¢lan (1 — p?j)_% u nejednakosti iz leme
moze zanemariti.

Teorema 6.1.

Pretpostavimo da su &, ..., &, slucajne promenlpve sa standardnom

normalnom raspodelom i kovarijacionom matricom A' = (A}j), kao
i Mi,..ey N, Sa kovarijacionom matricom A° = (A?j) i neka je pij =
ma:p(‘/\%j , A?j|). Zatim, neka su uq, ..., u, realni brojevi. Tada

P{<uj;j=1,...,n} —P{n<u; j=1,...,n} <
1 _ 3
< o Z (arcsin(Aj;) — arcsin(A)) e T (15)

1<i<i<n

gde je T = max(0, ).
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Dokaz:

Dokaz ove teoreme svodi se najveéim delom na korake iz dokaza nor-
malne leme o uporedivanju. Pri dokazu leme dobijena je jednacina (10)
(str. 20):

1.2 2
1 3 (uj +uj)

F'(R) < o= Y (Al = Al (1= ph) Fe T
i<j

Imajuéi u vidu
P{&<uy j=1,..n} = P{p;<uy j=1,..,n} =  (16)

:mn—ﬂmzluwwm

na osnovu (10) dobijamo

P& <y j=1liyn} = Pl <uj j=1,.0n) <

1 l(u2+u2)
1 g R
S/0 (%E (AL =AY (L= pf) e T )dh

1<J

1 N (el Ry 51
= o (Aj; — Ag) e T / (1 —pj;) 2dh =
— 0
i<j
1 ) 0 _%(u?Jru?) 1 1
=5 (Aj; — Ay;)Te Tou / ———dh =
2 J J 0 (

i<j
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 i+ad) 1
_Z(Al Te Ty / 1 0 \2) 1

i i<j o (1-— (hAij +(1— h)Aij) )2
1 _%(u%+u?) 1 1
o Z(Agj TN fe T / 1 0 02 rdh =

1 i +u2) 1

e S,
o i<j 0o (1- (h(Aij - Aij) + Aij) )?

Uvedimo smenu t = h(Aj;—AY;)+AJ;. S obz

1mamo

irom da je dt =

=1,

,n} <
1 it

P{g <usj=1,..
%(uZJruz-) Al
— v J
+€ 1+pij /

1
1 0
27T (A AU) 0
1<j Aij
1 %(U?Jru?) 1
= 5= E (A} TFpij
2 b= Y A1
1<]J
1 _%(u +u?) AZIJ 1
= — e e -
27 _$2)\3
i<j Ay (1—1%)
2(“ +“ )
= — E 1+p23
2<]

Ovime je teorema dokazana.[]

T Al 0
(1122 Aj— Ay
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Posledica 6.1.

Pretpostavimo da su &, ...,&, slucagne promenlyive sa standardnom
normalnom raspodelom i kovarijacijom Cov(&;,€;) = pi;. Tada

1 u%+u3

P{&§ <uj; j=1,..n) = HP & =)=y D lpile D

1<i<j<n

za svako realno u;, 1 =1,.....,n.

Teorema 6.2.

Neka je n > 3 1 neka su &, ...,&, @ N1,y ..., M Slucagne promenljive sa
standardnom normalnom raspodelom i kovarijacionim matricama A' =

1 0 _ (AO ~
(A;) i A% = (A3)), redom. Ako je
A1 > A?], za svel <1i,5 <n,

onda vazi

P{nj<ujj=1,..,n} < P{{<u; j=1,..,n} <

uz2+uj2
Z o 1n<‘n’2arcsin(/\?j)> 72(?/\}])
< P {/'7] S uj’ ] _ 17 - ’]’L} e 1<i<j<n 7r—2arcsin(A11j) (17)
za bilo koje u; > 0, 1 = 1,2, ...,n koje zadovoljava sledeci uslov
(Afs — ALAR s + (AR — ALAL ) u; >0, (18)

za h=0,17zasvel <1,5,k<n.
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Pre dokazivanja prethodne teoreme, razmotrimo sledeci slucaj. Uko-
liko je u; = u > 0, za svako i, tada

(AR — AZAZj)ui + (AZj - A%Azz')uj = u(A}; + AZj)(l - AZ) >0,

vazi za sve 1 < 4,5,k < n. S obzirom da je uslov (18) zadovoljen, imamo
sledec¢u posledicu.

Posledica 6.2.

Neka je n > 3 @ neka su &, ...,&, slucajne promenljive sa Sstan-
dardnom normalnom raspodelom i kovarijacionom matricom A = (A;).
Pretpostavimo da je A;j; > 0. Tada

P{{&<wu j=1,..m}P{<u; j=m+1,..,n} <

<SP{<u j=1,...,n} <

w2
ij

<SP <w j=1,mP{E < j=mt 1, n} o Do (i )

zal<m<n—1,u<0:

2

u

_Tj

< P(£1 S u)n621§i<j<n ln(ﬂ72arc7;in(Aij))e 7 20 U Z 0
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Dokaz Teoreme 6.2.:

Neka je A, = hA' + (1 — R)A® = (A};) za 0 < h < 1. Neka su
© = (01, ..., o) = (©}, ..., o) sluéajne promenljive sa normalnom ras-
podelom i kovarijacionom matricom A" i neka je f;, funkcija gustine od

Y1
F(h) :/'~/fh(y1,---,yn)dy
gde je u = (uy,...u,) i dy = dy;...dy,. Tada je

F(1)=P{{ <wuj; j=1,...,n},
F(0)=P{nj<u;; j=1,..,n}.

Neka je
u2+u2
7r—2arcsin(A?j) 72(1_5_/\1,1],)
Zlgi,jgn In 7r72arcsin(Ah4) !
g(h) =e ij
.. : . F(h) o :
Dovoljno je pokazati da je ol nerastuce, ili, ekvivalentno tome

g(h)F'(h) < ¢ (R)F(h), za0 < h <1.

(19)

31



NORMALNA LEMA O UPOREPIVANJU I NJENE PRIMENE

Sli¢no kao i u dokazu normalne leme o uporedivanju (13 - 23. str)
dobija se

Ll/
1 0
F'(h) = Z (Aj; — Aij)/ fnlyi = wi,yj = uj)dy’
1<i,j<n -
gde fi(y; = w;, y; = u;) oznacava funkciju od n — 2 promenljive i formi-
rana je zamenom y; = u; 1 y; = u;, a integracija je po ostalim promen-

ljivama.

S obzirom da vazi

g'(h) _ 3 2(Af; — AY) ~sinh
g(h) ’

(m — 2arcsin(A£?j))(1 _ (A%)g)%

1<i<j<n

potrebno je jo§ samo pokazati da vazi i

u/
/ fo(yi = wi, yj = uj)dy’ <
— 0

2 2
uy +uj

2 - i
e NP Loy < up,m=1,...,n}(20)

(m — 2arcsin(Ai?j))(1 _ (A%)Q)%

<

zal <1, 7 <n.
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Neka je ¢(x,y; A) standardna dvodimenziona normalna gustina ras-
podele sa odgovarajué¢im koeficijentom korelacije A. Tada mozemo zapi-
sati

u/
/ Sy = wi, y; = uj)dy’ = ¢(ui’uj;A?j)P{90/ <u'| g =, @; = uj}.
—0o0

Zbog jednostavnosti, razmotrimo slucaj kada je i = 115 = 2. S
obzirom da je

(A — Ay Ay )ur + (A — AToAR Ju
konkavna funkcija od h za k = 3, ..., n, uslov (18) implicira sledece
(A — AAJuy + (Afy — Ay AT ug >0,

za 0> h > 1.

S obzirom na prethodno,

(AZI - A?QAZ2) (AZ2 - A?QAZI) } .
Ok — 01 — w2, k=3,....,np i {1, p2}
{ 1 — (Al,)? 1 — (Al,)?

su nezavisne, pa vaze slede¢e nejednakosti.
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P ijguﬁj:?’a“'vn gpl:UI’@QZUQ}:

b { (Al — AlAL) (A, — ABAY)

Y — w1 — V2 <
’ 1— (Aly)? 1 — (Afy)?

h h Ah h h AR
(Ajl - A12Aj2) (Aj2 - A12Aj1)u2’ j=3 “m}

SUTTII(ARR T TS (AL
12 12

P{@1—A§L2QO2SO,@2—A?2@1§07QOjSUj+1_(/i{L2)2 <A;L1 (@1_A§L2<102>+A?2(302_1\5_12301)) 7.j:35"',n}

P{p1—Aly2<0, 00— Alyp1 <0 }

< P{o1— Alyps <0, 00 — Alypr <0, ¢ <uj, j=3,...,n}
B P {1 — Alypa <0, pa — Ay <0}

<P{¢1 < Oa ¥2 < 07 Pi < uj7j:37“'7n}
T P{p1 = Aypr <0, oo — A1 <0}

 Plesuimlen)
P {1 — Aiyps <0, 2 — Alypr <0}
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Slicno kao i u dokazu normalne leme o uporedivanju (13 - 23. str),
1mairno

1 __uf+ud

¢ (w1, us; A}fQ) < e 2(+Ma), (21)

or (1 - (A;LQ)?)%

S obzirom da vazi cor(p; — Albyps, 0o — A1) = — A%y, dobijamo

m — 2arcsin (A?Q)

Pl — Nyps <0, 00 — Ay <0} = e

Koris¢enjem gornjih nejednakosti dobijamo da (20) vazi za i = 1 i
j = 2. Sli¢no, (20) vazi za sve 1 <i < j < n. Ovime je dokaz zavrsen.[

Ova teorema daje bolje ograni¢enje koje moze biti posebno korisno

kada vrednost u; nije velika i predstavlja glavni doprinos u radu Li i Shao
(2002) [5].
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Verovatnoéa da slucéajni polinom nema realnih nula

Neka je a;, ¢ > 0 niz nezavisnih slucajnih promenljivih sa istom
raspodelom, matematickim ocekivanjem 0 1 svim konac¢nim momentima.
Razmotrimo slucajni polinom

n

fn(fﬁ) = Zaixi, —o0 < xr < oQ.

1=0

Dembo, Poonen, Shao i Zeitouni (2000) su u radu [6] dokazali da vazi

P(f, nema realnih nula) = n~"+°W,

dok n — oo i predstavlja paran ceo broj. Konstanta b je definisana na
slede¢i nacin

1
b=—4 lim —InP(sup X(¢t) <0),

T—o00 0<t<T

pri ¢emu je X (t) stacionarni Gausov proces za koji vazi

_ [t—s|

2e” 2

EX(s)X(0) = Ty
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Dembo, Poonen, Shao i Zeitouni (2000) su u radu [6] takode dokazali
da vazi 0.4 < b < 2. Sledeéa teorema predstavlja primenu Teoreme 6.2.
kojom su Li i Shao (2002) unapredili ogranicenja za konstantu b u radu

15].

Teorema 6.3.

Neka je a;, 1 > 0 niz nezavisnih slucagnih promenljivih sa istom
raspodelom, matematickim ocekivanjem 0 i svim konacnim momentima,
pri cemu

n
folz) = Zaixi, —00 < T < 0.
i=0

predstavlja slucajni polinom. Ako je n~"t°M) werovatnoéa da f, nema

realnth nula za paran ceo broj n — oo i konstanta b definisana na sledeci
nacin

1
b=—4 lim —InP(sup X(¢t) <0),

T—o0 0<t<T

pri cemu je X (t) stacionarni Gausov proces za koji vaZi

_ [t—s|

2e” 2

EX(s)X(t) = [P

tada za konstantu b vazi ogranicenje 0.5 < b < 1.
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Dokaz:

Dovoljno je pokazati da vazi sledeée

1<:<3n

P ( max X(4Z') < Q) < p—0-125(12n)

zan > 1. Neka je r(z) = 124:—2;

Na osnovu (17) u Teoremi 6.2 imamo

+2n 37 ) In( ey ) Lo W (sormemnmmm )" oo (s menamy)
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Dobija se da je A ~ 0.0205. S druge strane, u radu [8] David (1953)
je pokazao

P (gf}g X(4i) < 0) = % + ﬁ (2arcsin(r(1)) + arcsin(r(2))) <

< 0.17074 < ¢~ 01473-12,

Dakle, vazice

P ( max X(4Z) < 0) < 6—(0.1473—0.0206)-(1271) < 6_0'1268'(1271),

Ovime je dokaz zavrsen. [
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7 Zakljucak

Normalna lema o uporedivanju, dakle, predstavlja glavni alat pri do-
kazivanju da ukoliko je Bermanov uslov na snazi, bi¢e zadovoljeni i uslovi
D(u,) i D'(u,) za odgovarajuéi niz {u,}. S obzirom da nejednakost iz
leme implicira nulu kao nizu granicu za razliku verovatnoca koje posma-
tramo, dok gornja granica ne moze biti od koristi ukoliko greska ocene
nije bliska nuli, javlja se potreba za poboljSanjem gornje granice u skladu
sa razli¢itim primenama.

Jedna od primena kojima su se bavili Li i Shao (2002) u radu [5]
je ocenjivanje verovatnoce da slucajni polinom nema realnu nulu, ¢ime
su se ranije bavili Dembo, Poonen, Shao i Zeitouni (2000) u radu [6].
Proucavanje broja nula slu¢ajnog polinoma ima dugu istoriju i veéina
se bavila asimptotskim ponaSanjem ocekivanja sluc¢ajne veli¢ine IV, koja
predstavlja broj razli¢itih realnih nula polinoma, umesto verovatno¢om
P(N,, = 0). Pretpostavlja se da je razlog tome §to je o¢ekivanje mno-
go lakse oceniti. U radu [5] unapredena je ocena eksponenta u okviru
verovatnocée da sluc¢ajni polinom nema realnih nula. Zatim, odredivanje
konstanti u takozvanom zakonu iteriranih logaritama (opisuje magnitu-
du fluktuacija sluc¢ajne Setnje) kojom su se ranije bavili Erdos i Revesz
(1990), a kasnije i sam Shao (1994).

Jos jedna od vaznijih primena je u vezi sa frakcionim Braunovim

kretanjem (generalizacija Braunovog kretanja) kojom se bavio Kesten
(1992), a kasnije i Li i Shao (2002).
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