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Naslov master rada: Heuristi£ki pristup re²avanju lokacijskog problema ograni-

£enih kapaciteta sa nadmetanjem sa delimi£nim zadovoljenjem potraºnje

Rezime: Lokacijski problem prikazan u radu je problem ograni£enih kapaciteta sa

nadmetanjem, sa delimi£nim zadovoljenjem potraºnje korisnika. Lokacijski problemi

sa nadmetanjem spadaju u klasu diskretne optimizacije, koji imaju povezanost sa

teorijom igara s obzirom na to da se rivali (lider i sledbenik) nadme¢u na trºi²tu.

Sastoje se u odre�ivanju optimalnih lokacija za uspostavljanje objekata kompani-

je koja pruºa odre�enu uslugu korisnicima unutar posmatrane oblasti u kojoj ve¢

postoji odre�en broj uspostavljenih objekata konkurentske kompanije, sa ciljem ma-

ksimizacije pro�ta oba igra£a. Problem koji se razmatra spada u klasu NP -te²kih

problema. Za navedeni problem izloºena su dva modela koja su preuzeta iz literatu-

re: u prvom modelu igra£i moraju da zadovolje celokupnu potraºnju korisnika, dok

je u drugom modelu dozvoljeno da drugi rival zadovolji samo deo potraºnje korisni-

ka. Predloºene su tri heuristi£ke metode za re²avanje navedenog problema: genetski

algoritam, osnovna metoda promenljivih okolina i memetski algoritam koji predsta-

vlja hibridizaciju genetskog algoritma i osnovne metode promenljivih okolina. Sve

implementirane metode me�usobno su upore�ene testiranjem na instancama male,

srednje i velike dimenzije. Za re²avanje optimizacionog problema lidera kori²¢ene su

navedene heuristike, dok je za ra£unanje funkcije cilja sledbenika kori²¢en egzaktni

re²ava£ CPLEX.

Klju£ne re£i: lokacijski problem ograni£enih kapaciteta sa nadmetanjem, genetski

algoritam, osnovna metoda promenljivih okolina, memetski algoritam, teorija igara,

delimi£no zadovoljenje potraºnje.
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Glava 1

Uvod

1.1 Lokacijski problemi

Lokacijski problemi £ine zna£ajnu klasu zadataka optimizacije koji u poslednje

vreme izazivaju zna£ajno interesovanje u savremenim operacionim istraºivanjima.

Teorija lokacije bavi se formulacijom i re²avanjem lokacijskih problema. Zadatak

teorije lokacijskih problema predstavlja izbor jedne ili vi²e lokacija za objekte ko-

ji pruºaju odre�ene usluge u prostoru odre�ene dimenzionalnosti, tako da potrebe

korisnika budu zadovoljene uz minimalne tro²kove ili maksimalan pro�t. Lokacija

predstavlja mesto odnosno poloºaj gde je ne²to locirano, odre�eno geografsko po-

dru£je ili deo prostora izabran za obavljanje odre�ene delatnosti. Objekti obi£no

predstavljaju neku vrstu centara koji pruºaju odre�ene usluge, koji se ne£esto na-

zivaju snabdeva£i ili resursi, a £ije usluge koriste odre�eni klijenti odnosno korisnici

(potro²a£i) tih usluga. Pri re²avanju lokacijskih problema mogu se odrediti lokacije

objekata, ali i njihov broj kao i kapacitet objekata. Korisnici, odnosno njihov raspo-

red u prostoru bitna su karakteristika lokacijskih problema, £ije re²avanje vrlo £esto

podrazumeva izbor lokacija uz istovremeno alociranje (dodeljivanje, pridruºivanje)

korisnika tim lokacijama. Posebna paºnja pridaje se interakcijama izme�u samih

lokacija i prostorno raspore�enih korisnika. Interakcije prema svojoj prirodi mogu

biti raznovrsne i direktno zavise od prirode objekata koji se lociraju. Na primer inte-

rakcije mogu predstavljati transport robe, transport ljudi ili �zi£ke veze kao ²to su

saobra¢ajnice, cevovodi, kablovi, komunikacije i sli£no. Teorija lokacije naj£e²¢e se

bavi problemima lociranja ta£ke u dvodimenzionalnom prostoru. Potreba za re²ava-

njem lokacijskih problema prouzrokovala je ubrzan proces izu£avanja ovog tipa pro-

blema, i kao takvi oni imaju ²iroku primenu u industriji, trgovini transportu i sli£no
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Istorijat lokacijskih problema

[31]. Na primer, prilikom odre�ivanja lokacija supermarketa u okviru jednog trgo-

vinskog lanca, odre�ivanja lokacija zdravstvenih ustanova, bolnica, centara mobilne

telefonije, centara kurirske sluºbe, pozicioniranja autobuskih i ºelezni£kih stanica,

odre�ivanja lokacija ²kola, policijskih stanica itd.

1.2 Istorijat lokacijskih problema

Prvi lokacijski problem koji se pojavio u istoriji matematike, poznat u literaturi

i kao Fermaov zadatak [56], glasi: Ako su date tri ta£ke u ravni, na¢i £etvrtu ta-

£ku takvu da je suma njenih rastojanja do preostale tri ta£ke minimalna. Pjer de

Ferma1 se naj£e²¢e navodi u literaturi kao istraºiva£ koji je prvi postavio lokacijski

problem. Dakle, Ferma je postavio lokacijski problem u kojem je potrebno na¢i ta£ku

trougla £iji je zbir rastojanja do temena minimalan. Tori£eli 2 je prvi matemati£ar

koji je re²io ovaj problem konstruktivnom metodom. Problem je re²io tako ²to je

konstruisao jednakostrani£ne trouglove nad svakom stranicom sa spolja²nje strane

trougla. U preseku krugova opisanih oko novonastalih trouglova nalazi se traºena

ta£ka koja je kasnije nazvana i Tori£elijeva ta£ka. Prema drugim izvorima smatra se

da je Bonaventura Cavalieri 3 prvi formulisao lokacijski problem, a kasnije ga i re²io

konstruktivnim putem. Skoro ceo vek kasnije Tomas Simpson 4 predlaºe jo² jedno

konstruktivno re²enje. Simspon kasnije uvodi uop²tenje ovog problema: svakoj ta£ki

trougla dodeliti teºinu, a potom na¢i ta£ku takvu da je suma teºinskih rastojanja

od temena trougla do te ta£ke minimalna. Razvoju lokacijskih problema doprineli

su i Vivijani 5, Roberval 6 i drugi. Dva veka nakon postavke Fermaovog zadatka,
1Pjer de Ferma (franc. Pierre de Fermat, 1601 - 1665) bio je jedan od najzna£ajnijih francuskih

matemati£ara, kao i pravnik u tuluskom parlamentu. Jedan je od za£etnika diferencijalnog ra£una
sa svojom metodom pronalaºenja najve¢ih i najmanjih ordinata krivih linija, analognim tada jo²
nepoznatom diferencijalnom ra£unu. Veliki doprinos dao je izu£avanju teorije brojeva, analiti£koj
geometriji i verovatno¢i. Poznat je po Velikoj Fermaovoj teoremi, koja je po njemu i dobila ime.

2Evan�elista Tori£eli (it. Evangelista Torricelli, 1608 - 1647) bio je italijanski �zi£ar i matema-
ti£ar, najpoznatiji po svom izumu barometra. Poznat je jo² i po Tori£elijevom zakonu, Tori£elijevoj
trubi, a dao je doprinos i dokazu formule za sumu geometrijskog niza. Asteroid 7437 Tori£eli je
nazvan u njegovu £ast.

3Bonaventura Kavalijeri, (it. Bonaventura Cavalieri, 1598 - 1647) bio je italijanski matema-
ti£ar koji se bavio optikom, kretanjem, logaritmima, beskona£no malim veli£inama i integralnim
ra£unom.

4Tomas Simpson, (eng. Thomas Simpson 1710 - 1761) bio je engleski matemati£ar i pronalaza£.
Poznat je po Simpsonovom pravilu o pribliºavanju de�nitivnih integrala.

5Vi¢enco Vivijani (it. Vincenzo Viviani, 1622 - 1703) bio je italijanski nau£nik koji se bavio
�zikom i geometrijom. Bio je Tori£elijev u£enik i Galilejev pomo¢nik.

6�il de Roberval (franc. Gilles de Roberval, 1602 - 1675) bio je francuski matemati£ar i astro-
nom koji je podrºao Kopernikov heliocentri£ni sistem.
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Istorijat lokacijskih problema

1909. godine engleski ekonomista Veber 7 je na²ao prakti£u primenu ovog modela u

industriji i izneo je u radu [1]. Veber je preformulisao Fermaov problem tako da se

moºe primeniti na prakti£ni problem minimizacije tro²kova transporta, koji se £esto

javlja u industriji. Naime, dva od tri temena trougla Veber ozna£ava kao resurse

sirovina, a tre¢e teme trougla ozna£ava kao lokaciju potro²a£a. Svakom temenu je

pridruºio odre�enu teºinu. Zadatak predstavlja traºenje optimalne ta£ke odnosno lo-

kacije za uspostavljanje industrijskog postrojenja sa ciljem da cena transporta bude

minimalna. Veber je re²io problem konstruktivnim putem i predloºio isti postupak

za dimenzije ve¢e od 3. Zanimljivo je da je uop²tena teºinska verzija problema sa m

�ksiranih ta£aka kasnije vezana za Veberovo ime, iako je on nije ni prvi put formu-

lisao niti ju je prvi re²io. Veberov problem tj. uop²tena teºinska verzija navedenog

problema sa m �ksiranih ta£aka glasi: Neka su (Xi, Yi), i = 1, ..., n koordinate ta£aka

(lokacije korisnika) i Wi, i = 1, ..., n, odgovaraju¢e teºine (cena transporta do datog

korisnika po jedinici rastojanja). Odrediti ta£ku (X∗, Y ∗) takvu da suma teºinskih

rastojanja do ostalih ta£aka bude minimalna (na¢i optimalnu lokaciju skladi²ta ta-

ko da se minimizuju ukupni tro²kovi). Veberov problem nalaºenja optimane lokacije

skladi²ta se matemati£ki formuli²e na slede¢i na£in:

min W (x, y) =
n∑

i=1

widi(x, y) (1.1)

gde di(x, y) =
√
(x− xi)2 + (y − yi)2 predstavlja euklidsko rastojanje ta£aka (x, y)

i (xi, yi) za i = 1, 2, ..., n.

Kako se Veberov problem prou£ava i danas, razvijene su brojne metode i modeli

za re²avanje raznih njegovih modi�kacija, dopuna i uop²tenja. Od sredine ²ezde-

setih godina 20. veka teorija lokacijskih problema po£inje sve vi²e da se razvija,

matemati£ki se formuli²u razli£iti tipovi lokacijskih problema i uvode se razli£iti

algoritmi za njihovo re²avanje. U to vreme rad na lokacijskim problemima sastojao

se prvenstveno od istraºivanja raznih pojedina£nih problema i njihovih primena.

Vremenom po£inju da se istraºuju primene u odre�ivanju lokacija vatrogasnih ce-

ntara, deponija, fabri£kih postrojenja, u telefonskoj industriji, ºelezni£koj industriji

i sli£no. Navedene primene mogu se na¢i u radovima [53], [44], [41], [42] i [20].
7Alfred Veber (nem. Alfred Weber, 1868 - 1958) bio je nema£ki ekonomista, geograf, sociolog

i teoreti£ar kulture £iji je rad uticao na razvoj moderne ekonomske geogra�je.
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1.3 Klasi�kacija lokacijskih problema

Imaju¢i u vidu veliku oblast primene lokacijski problemi su tokom poslednjih

decenija izu£avani i sa teorijskog i sa prakti£nog aspekta. S obzirom na ²irok spektar

tipova ovih problema, vremenom se javila potreba za njihovom sistematizacijom.

Uprkos brojnim poku²ajima i dalje ne postoji ta£na podela, takva da obuhvati sve

varijante ovih problema. Naime, lokacijski problemi se mogu klasi�kovati prema

raznim kriterijumima, a neki od njih su slede¢i:

� Topogra�ja prostora

Jedna od najbitnijih podela lokacijskih problema jeste podela po vrsti pro-

stora koji se pretraºuje. Prostor pretrage moºe biti kona£an i beskona£an. Na

osnovu prostora pretrage lokacijski problemi se dele na diskretne, kontinualne

i mreºne probleme. Ukoliko dopustivi skup pretrage ima beskona£no mnogo

ta£aka, onda se govori o kontinualnim lokacijskim problemima, ²to zna£i da

se objekti mogu locirati bilo gde u dopustivom prostoru (R2,R3, . . . ). Uko-

liko dopustivi skup pretrage predstavlja kona£an skup lokacija gde se mogu

locirati novi objekti onda se govori o diskretnim lokacijskim problemima. U

mreºnim lokacijskim problemima objekti se mogu locirati na bilo kom £voru

zadate mreºe.

� Broj objekata

Lokacijski problemi se mogu klasi�kovati prema tome da li je broj objekata

koje treba uspostaviti unapred zadat ili ne. Endogeni lokacijski problemi su oni

problemi kod kojih je broj objekata koje treba uspostaviti unapred poznat, dok

su egzogeni lokacijski problemi oni problemi kod kojih broj objekata koje treba

uspostaviti nije unapred zadat, ve¢ i taj broj predstavlja rezultat optimizacije

problema. Tako�e, endogeni problemi se dalje mogu klasi�kovati prema broju

objekata koje je potrebno uspostaviti. Uglavnom se razlikuju modeli kod kojih

je potrebno uspostaviti jedan objekat (eng. single facility) i modeli kod kojih

je potrebno uspostaviti vi²e od jednog objekta (eng. multi-facility).

� Oblik funkcije cilja

Prema obliku funkcije cilja lokacijski problemi se dele na Min-Sum i Min-

Max modele. Kod min-sum modela funkcija cilja minimizuje ukupnu sumu

rastojanja izme�u objekata i korisnika, dok u min-max modelu funckija cilja

minimizuje maksimalno rastojanje izme�u objekta i klijenta.
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� Kapacitet objekata

Objekti koji se uspostavljaju na odre�enim lokacijama mogu imati ograni£en

ili neograni£en maksimalni kapacitet. U literaturi postoji veliki broj lokaci-

jskih problema sa neograni£enim kapacitetima, me�utim ograni£enje kapaci-

teta objekata koji se uspostavljaju na odre�enim lokacijama umnogome bolje

modeluje realne situacije. Na osnovu navedenog lokacijski problemi mogu se

podeliti na lokacijske probleme ograni£enih kapaciteta i lokacijske probleme

neograni£enih kapaciteta.

� Na£in lokacije i alokacije

Lokacijski problemi se mogu podeliti na lokacijske, alokacijske i lokacijsko-

alokacijske probleme. Preciznije mogu se locirati objekti na unapred odre�e-

nim lokacijama, mogu se alocirati korisnici za ve¢ unapred zadate objekte na

unapred odre�enim lokacijama, a mogu se ujedno i locirati objekti na unapred

odre�enim lokacijama i alocirati klijenti za tako uspostavljene objekte.

� Na£in pridruºivanja

Ukoliko je neophodno locirati vi²e usluºnih objekata naknadno je potrebno

alocirati korisnike uspostavljenim usluºnim objektima. Korisnik se moºe pri-

druºiti samo jednom uspostavljenom objektu, svakom od uspostavljenih obje-

kata ili �ksiranom broju r uspostavljenih objekata, koji je manji ili jednak

ukupnom broju uspostavljenih objekata. Na osnovu navedenog, lokacijski pro-

blemi se mogu podeliti na osnovu tipa alokacije, respektivno, na probleme sa

jednostrukom alokacijom (eng. single allocation problems), probleme sa vi²e-

strukom alokacijom (eng. multiple allocation problems) i probleme sa r aloka-

cijom (eng. r � allocation problems).

� Karakteristike korisnika

Korisnici mogu imati posebne zahteve kada je u pitanju izbor uspostavljenih

objekata. Zahtevi korisnika mogu biti unapred poznati i nepromenljivi, a mogu

se menjati u zavisnosti od posebnih karakteristika objekata kao ²to su uda-

ljenost, cena, snabdevenost, kvalitet i sli£no. Na osnovu navedenog, lokacijski

problemi se prema zahtevima korisnika dele na lokacijske probleme sa nee-

lasti£nim zahtevima korisnika i lokacijske probleme sa elasti£nim zahtevima

korisnika, respektivno. Tako�e, pona²anje korisnika pri odluci za koji objekat

¢e se alocirati moºe biti unapred odre�eno u zavisnosti od nekog konkretnog

faktora, na primer od udaljenosti ili cene, a moºe zavisiti i od vi²e faktora. Na
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osnovu navedenog, lokacijski problemi se prema pona²anju korisnika mogu po-

deliti na lokacijske probleme kod kojih je pona²anje korisnika deterministi£ko

i probabilisti£ko, respektivno. U probalisti£kom slu£aju uvodi se funkcija pri-

vla£nosti sa ciljem da se pomo¢u nje meri uticaj svih karakteristika usluºnih

objekata na odluku korisnika.

� Karakteristike objekta

U odnosu na poºeljnost objekata od strane korisnika, lokacijski problemi se dele

na lokacijske probleme sa poºeljnim (eng. pull objective), nepoºeljnim (eng.

push objective) i kombinovano poºeljno-nepoºeljnim (eng. pull-push objective)

karakteristikama objektima. Na primer, ako se lociraju marketi u nekom gradu,

svi korisnici ºele da se objekti lociraju ²to bliºe njima, ali ako se na primer

lociraju deponije, izabrane lokacije treba da budu ²to dalje od korisnika.

� Na£in odre�ivanja cene usluge

Pri odre�ivanju cilja lokacijskog problema bitno je imati u vidu prirodu pro-

blema. Na primer, uglavnom se u privatnom sektoru dobit meri u nov£anim

jedinicama. Me�utim, postoje slu£ajevi kada se cilj ne moºe predstaviti u

nov£anim jedinicama, na primer pri odre�ivanju lokacija hitnih medicinskih i

vatrogasnih sluºbi, te se u tim slu£ajevima funkcija cilja ne moºe predstaviti

samo cenom prevoza. Na osnovu navedenog, lokacijski problemi se ºargonski

re£eno mogu podeliti na probleme privatnog i javnog sektora. Tako�e, postoje

razni na£ini odre�ivanja cene proizvoda. Na primer, kompanija koja je uspo-

stavila objekat na odre�enoj lokaciji ima mogu¢nost da u cenu svog proizvoda

ne uklju£i tro²kove prevoza (eng. mill � price policy) ili da u cenu svog proi-

zvoda uklju£i tro²kove prevoza (eng. delivered price policy).

� Tip nadmetanja

Kao ²to se moºe videti, postoji mnogo na£ina za klasi�kaciju lokacijskih pro-

blema. Daljom razradom svaki tip lokacijskih problema se dalje moºe klasi�-

kovati. Detaljnija klasi�kacija se moºe na¢i u radu [28]. Kako ovaj rad govori

o lokacijskom problemu sa nadmetanjem, ovde se napominje i na£in podele na

osnovu tipa nadmetanja. Lokacijski problemi mogu biti stati£ki, dinami£ki i

sekvencijalni. Stati£ki problemi podrazumevaju da su karakteristike kompani-

ja koje se nadme¢u (lokacija njenih objekata, strategija, cena proizvoda koje

nude i sli£no) unapred poznate, odnosno poznate pre ulaska na trºi²te, kao i da

su date karakteristike �ksirane i ne menjaju se pri uspostavljanju novih obje-
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Klasi�kacija lokacijskih problema

kata od strane konkurentske �rme. Kod dinami£kih problema sve kompanije

donose svoje odluke istovremeno, ali su mogu¢e odgovaraju¢e reakcije konkure-

ntskih kompanija na izmene situacije na trºi²tu. Kod sekvencijalnih problema

postoji odre�ena hijerarhija u uspostavljanju objekata, ali su tako�e mogu¢e

odgovaraju¢e reakcije konkurentskih kompanija na izmene situacije na trºi²tu.
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Glava 2

Lokacijski problemi sa nadmetanjem

Lokacijski problemi sa nadmetanjem (eng. Compatitive Facility Location Pro-

blem, CFLP) predstavljaju klasu problema teorije lokacije u kojima se odre�ene

kompanije takmi£e na trºi²tu. U klasi£nim lokacijskim problemima nalazi se jedna

kompanija koja ºeli da maksimizuje svoj pro�t tako ²to ¢e uspostaviti snabdeva£e na

odre�enim lokacijama i svojim karakteristikama pridobiti korisnike. Naime, osnovna

varijanta lokacijskih problema podrazumeva da se na trºi²tu nalazi jedna kompanija

i da ona nema konkurenciju, ²to predstavlja monopol. Tako�e, u osnovnoj varijanti

lokacijskih problema kompanija koja se nalazi na trºi²tu jednostavno prihvata cenu

koja preovladava na trºi²tu. Ono ²to lokacijske probleme sa nadmetanjem razlikuje

od osnovne varijante ovih problema jeste uzimanje u obzir konkurencije i odre�enih

efekata koje ta konkurencija nosi sa sobom. S obzirom da je uticaj konkurencije od

klju£nog zna£aja u realnim problemima, granaju se i klase lokacijskih problema sa

nadmetanjem. Osnovnu varijantu ovog problema £ini odre�en broj potro²a£a koji-

ma je potrebna odre�ena usluga, odre�en broj proizvo�a£a koji nude datu uslugu i

lokacije na kojima proizvo�a£i mogu da uspostave svoje objekte. Zadatak navede-

nog problema jeste da proizvo�a£i, imaju¢i u vidu konkurenciju na trºi²tu, prona�u

lokacije na kojima da uspostave svoje objekte kako bi maksimizovali svoj pro�t.

Vi²e o lokacijskim problemima sa nadmetanjem moºe se na¢i u radovima [24], [54],

[52] i [19]. Lokacijski problem sa nadmetanjem me�u prvima je izu£avao statisti£ar

Harold Hoteling1 , odnosno prvi se bavio analizom uticaja nadmetanja na pona²a-

nje konkurentskih kompanija na trºi²tu. Hoteling je 1929. godine u radu [13] izneo
1Harold Hoteling, (eng. Harold Hotelling, 1895 - 1973), ameri£ki statisti£ar i ekonomista. Pored

drugih doprinosa, uveo je Hotelingovo pravilo, Hotelingovu lemu i Hotelingov zakon u oblasti
ekonomije i T-kvadrat raspodelu u oblasti statistike.
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princip minimalne diferencijacije (eng. principle of minimum di�erentiation), koji

je jo² poznat i kao Hotelingov zakon. Hotelingov zakon govori o tome da je kompa-

nijama £esto najisplativije da svoju uslugu ²to vi²e prilagode usluzi koju pruºaju

konkurentske kompanije. Na primer, £est je slu£aj da trgovinski lanci, restorani,

apoteke, benzinske pumpe imaju svoje objekte na jako maloj razdaljini od objekata

svojih konkurenata. Zanimljiv primer predstavlja primena Hotelingovog zakona na

politi£ke partije koje tokom izbora poku²avaju da pribliºe svoje politi£ke programe

drugim partijama i na taj na£in privuku ²to vi²e glasa£a.

U nastavku je predstavljen linearni Hotelingov model. Pretpostavlja se da na

trºi²tu vlada duopol, odnosno da postoje dve kompanije (igra£i) koje ºele da otvore

svoju prodavnicu u jednoj ulici. Stoga, govori se o duopolu i o linearnom modelu.

S obzirom da je usluga (cena, kvalitet, ...) obe kompanije ista, pretpostavlja se da

¢e kupci birati kompaniju koja im je bliºa. Cilj oba igra£a je da maksimizuju svoj

udeo na trºi²tu pove¢anjem traºnje, pri £emu se zanemaruju svi tro²kovi kao ²to su

tro²kovi uspostavljanja, tro²kovi transporta i sli£no. Zadatak se svodi na to da se

na�e ravnoteºna ta£ka, koja podrazumeva da svaka od kompanija opsluºuje po pola

trºi²ta. Iako postoji vi²e na£ina da se postigne navedeni cilj, problem se oslikava

u tome ²to svaka kompanija teºi da pove¢a svoj uticaj na trºi²tu. Ukoliko se dve

�rme pozicioniraju na krajevima ulice svaka kompanija ¢e opsluºiti po pola trºi²ta,

²to zadovoljava krajnji cilj problema i prikazan je na slici 2.1a. Me�utim, postoji

opasnost za jednu kompaniju da se druga pribliºi i preuzme ve¢i deo trºi²ta, ²to je

predstavljeno na slici 2.1b. Kako bi kompanije izbegle ovaj rizik, obe se postepeno

pribliºavaju ka centru, i jedini na£in da svaka od njih opsluºi polovinu trºi²a, a da

ne postoji rizik da se druga kompanija pribliºi i time prvoj preotme kupce, je da se

obe �rme poziciniraju na centar ulice, jako blizu jedna drugoj, kao ²to je prikazano

na slici 2.1c. Iako bi sa ta£ke gledi²ta kupca najvi²e odgovaralo da se prodavnice

lociraju na £etvrtini udaljenosti od krajeva ulice, kompanije se ipak odlu£uju za ovo

re²enje, jer ne ºele da se udalje od sredine i na taj na£in dopuste rivalu da se pro²iri.
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Veza teorije igara i lokacijskih problema sa nadmetanjem

Slika 2.1: Slika 1

2.1 Veza teorije igara i lokacijskih problema sa

nadmetanjem

Teorija igara predstavlja matemati£ku teoriju i metodologiju koja se koristi za

analizu i re²avanje kon�itknih situacija. Svaku igru de�ni²u igra£i, potezi igra£a i

isplata. Igra£i mogu biti pojedinci, drºave, kompanije, bilo ko ko ima neki interes

od igre. Igra£i donose odluke od kojih zavisi dalji tok igre. Potez ili odluka igra£a

se druga£ije zove i strategija igra£a, dok isplata predstavlja doprinos igre igra£ima.

Lokacijski problemi sa nadmetanjem predstavljaju tipi£an problem optimizacije koji

je usko povezan sa teorijom igara, gde kompanije predstavljaju igra£e. Kada se na

trºi²tu nalaze dve kompanije data igra predstavlja duopol. Simultane igre nemaju

vremensku osu i odluke se saop²tavaju simultano, tj. u isto vreme. U sekvencijalnim

igrama igra£i naizmeni£no razmenjuju poteze i na taj na£in se omogu¢ava analiza

strategija igra£a u odnosu na vreme.

Kod sekvencijalnih igri kompanije na trºi²tu na kome vlada duopol se naj£e²¢e

nazivaju vo�a (lider) i sledbenik (pratilac), (eng. Lider and Follower). U zavisnosti

od toga da li vo�a i sledbenik donose odluku istovremeno ili jedan pa drugi, model

¢e slediti Ne²ovu2 ili Stackelbergovu 3 ravnoteºnu ta£ku (ekvilibrijum).
2Dºon Forbes Ne² (eng. John Forbes Nash, 1928 - 2015) bio je ameri£ki matemati£ar i bavio

se teorijom igara, diferencijalnom geometrijom i delom diferencijalnim jedna£inama. Dobitnik je
Nobelove nagrade za ekonomiju 1994. godine i Abelove nagrade 2015. godine. Po njemu je nazvan
Ne²ov ekvilibrijum.

3Hajnrih Frajher fon Stakelberg (eng. Heinrich Freiherr von Stackelberg, 1905 - 1946) bio
je nema£ki ekonomista koji je doprineo teoriji igara i industrijskoj organizaciji i poznat je po
Stakelbergovom modelu liderstva.
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Heuristi£ke metode za re²avanje lokacijskih problema sa nadmetanjem

U teoriji igara Ne²ov ekvilibrijum predstavlja pro�l strategija (po jedna za svakog

igra£a) de�nisanih tako da nijedan igra£, imaju¢i u vidu izbor strategija ostalih

igra£a, ne¢e posti¢i bolji rezultat za sebe jednostrano. Dakle, Ne²ov ekvilibrijum £ini

onaj par strategija koji predstavlja uzajamno najbolji odgovor igra£a na postavljenu

igru. Ne² je 1950. godine izneo teoriju da svaka igra koja ima kona£ni broj igra£a sa

kona£nim brojem strategija (kona£na igra) ima najmanje jednu ravnoteºnu ta£ku,

koja je kasnije i nazvana po njemu - Ne²ova ravnoteºna ta£ka.

Igra£i ne moraju uvek biti ravnopravni, ve¢ jedan moºe biti dominantan. Radi

izbegavanja zabune, pod terminom �dominantnosti� ovde se ne smatra stroga domi-

nacija koja je poznata u teoriji igara. Dominantnost je posledica veli£ine ili mo¢i,

brzine obrade podataka ili jednostavno nedostataka informacija kod jednog od igra-

£a. Na primer, time ²to igra£ 1 dopu²ta igra£u 2 da prvi odabere svoju strategiju,

igra£ 2 dominira.

Neka igra£ima 1 i 2 stoji na raspolaganju izbor po jedne promenljive s1 i s2,

a njihove funkcije efekta su P (s1, s2) i Q(s1, s2), respektivno. Oba igra£a teºe da

minimizuju svoje P odnosno Q pri £emu je izbor promenljivih ograni£en: s1 ∈ S1 i

s2 ∈ S2, a pri tome prvo bira igra£ 2, a potom igra£ 1. Ako postoji preslikavanje T ko-

jim se za svako s2 ∈ S2 odre�uje s1 = T (s2), i to tako da je P (T (s2), s2) ≤ P (s1, s2)

za svako s1 ∈ S1 i ako postoji s∗2 ∈ S2 takvo da je Q(T (s∗2), s
∗
2) ≤ Q(T (s2), s2) tada

par (s∗1 = T (s∗2), s
∗
2) predstavlja optimalne strategije za oba igra£a , kada je igra£

2 dominantan. Ove strategije nazivaju se optimalne u smislu Stakelberga, odnosno

Stakelbergove ravnoteºne ta£ke (ekvilibrijumi). Na sli£an na£in de�ni²u se i opti-

malne strategije (s∗1, s
∗
2) kada je igra£ 1 dominantan. Ukoliko je u igri u kojoj nijedan

igra£ nije dominantan ravnoteºna ta£ka ista kao i ravnoteºna ta£ka (u istoj igri) u

kojoj je neki igra£ dominantan, to zna£i da dominantni igra£ nema koristi od toga

²to je u dominantnom poloºaju.

2.2 Heuristi£ke metode za re²avanje lokacijskih

problema sa nadmetanjem

Problemi kod kojih se odre�eno re²enje X moºe veri�kovati u polinomskom vre-

menu, tj. moºe se utvrditi da li je X re²enje problema, ali ne i utvrditi njegova

optimalnost za polinomsko vreme, nazivaju se NP te²ki problemi. Ve¢ina problema

kombinatorne optimizacije su NP -te²ki problemi. Postoji mnogo prakti£nih proble-

ma velike dimenzije, na primer u industriji, za koje egzaktne metode ne mogu na¢i
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Heuristi£ke metode za re²avanje lokacijskih problema sa nadmetanjem

optimalno re²enje usled nedovoljno memorijskog prostora ili nedopustivo velikog

vremena izvr²avanja algoritma. Rapidan tehnolo²ki razvoj je doprineo primetnom

pobolj²anju mo¢i i performansi ra£unarskih sistema. Me�utim, instance ve¢ine NP-

te²kih problema velikih dimenzija i dalje je prakti£no nemogu¢e re²iti usled ograni-

£enja vremenskih i memorijskih resursa. Budu¢i da su lokacijski problemi uglavnom

NP-te²ki, vreme izvr²avanja algoritma koji ih re²avaju moºe postati nedopustivo

dugo, ²to algoritam £ini prakti£no neupotrebljivim.

Metode koje u prihvatljivom vremenu dolaze do dovoljno dobrih, neretko i opti-

malnih re²enja jesu heuristi£ke metode [30]. One predstavljaju klasu aproksimati-

vnih metoda za re²avanje optimizacionih problema. Pregled metoda optimizacije za

re²avanje lokacijskih problema moºe se na¢i u radovima [47], [21] i [22]. Kod heuri-

sti£kih metoda ne postoji sigurnost da ¢e algoritam dosti¢i optimalno re²enje, kao

kod egzaktnih metoda, me�utim kada se heuristika dobro osmisli i prilagodi pro-

blemu koji se re²ava, ove metode dolaze do re²enja dovoljno bliskog optimalnom ili

dostiºu optimalno re²enje. Pri re²avanju prakti£nih problema u realnim ºivotnim si-

tuacijama £esto je bolje brzo na¢i dovoljno dobro re²enje koje je blisko optimalnom,

(ili jednako optimalnom), nego utro²iti mnogo vremena da se sa sigurno²¢u dostigne

optimalno re²enje. Kako bi se obezbedila visoka preciznost metoda se mora dobro

prilagoditi konkretnom problemu koji se re²ava. Kako bi se prevazi²ao ovaj pro-

blem, stvorene su metaheursti£ke metode koje predstavljaju uop²tenje heuristi£kih

metoda za re²avanje vi²e vrsta problema. Izu£avanje navedenih metoda zapo£eto je

sredinom 20. veka i do sada je razvijeno mno²tvo njih, dok su prve metaheursti£ke

metode konstruisane tokom osamdesetih godina istog veka. Najvi²e metoda koje su

razvijene inspirisane su prirodnim procesima poput procesa preno²enja genetskog

algoritma, pona²anja roja p£ela, pona²anje skupa mrava i sli£no. Za veliki broj pro-

blema optimizacije dokazano je da su NP-te²ki. Navedena £injenica pove¢ava zna£aj

heuristi£kih metoda i ostavlja prostor za dalji razvoj istih.

Osnovna podela metaheuristika je podela na S i P metaheuristike. S - meta-

heuristike su metode zasnovane na iterativnom pobolj²anju jednog re²enja (eng.

single solution), dok su P - metaheuristike zasnovane na pobolj²anjima skupa re²e-

nja - populacije (eng. population based). Najpoznatije S-heuristike su lokalna pre-

traga, iterativna lokalna pretraga, pohlepna stohasti£ko-adaptivna procedura pre-

trage, simulirano kaljenje, tabu pretraga i metoda promenljvih okolina. Lokalno

pretraºivanje (eng. Local Search, LS ) predstavlja najstariju i najjednostavniju S-

metaheuristiku. Ideja ove metode je do¢i do najboljeg re²enja sukcesivnim pretraºi-
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Heuristi£ke metode za re²avanje lokacijskih problema sa nadmetanjem

vanjem okolina re²enja koja se pose¢uju tokom procesa pretrage. Iterativna lokalna

pretraga (eng. Iterated local search, ILS ) predstavlja metaheuristiku zasnovanu na

ponavljanju lokalne pretrage sa ciljem pove¢avanja kvaliteta uzastopnih dobijenih

re²enja. Pohlepna stohasti£ko-adaptivna procedura pretrage (eng. Greedy Randomi-

zed Adaptive Search Procedure, GRASP) je metaheuristi£ka metoda sa vi²estartnim

pristupom zasnovana na lokalnom pretraºivanju. Svaka iteracija se sastoji iz dve

osnovne faze: nasumi£no-pohlepnog algoritma za konstrukciju inicijalnog re²enja i

lokalne pretrage. Simulirano kaljenje (eng. Simulated annealing, SA) je tako�e za-

snovano na lokalnom pretraºivanju koje dozvoljava pose¢ivanje lo²ijih re²enja u cilju

nalaºenja globalnog optimuma. Inspirisana je procesom kaljenja £elika. Tabu pretra-

ºivanje (eng. Tabu Search, TS ) je S - metaheuristika zasnovana na lokalnom pretra-

ºivanju koja koristi memoriju procesa pretrage u cilju izbegavanja zamke lokalnog

optimuma. Metoda promenljivih okolina (eng. Variable neighborhood Search, VNS )

je S-metaheuristika £ija je osnovna ideja sistematska promena unapred de�nisanih

okolina £ime se izbegava zaglavljivanje pretrage u lokalnom optimumu. Najpozna-

tije P -heuristike su genetski algoritam, optimizacija rojevima £estica, optimizacija

mravljim kolonijama i optimizacija kolonijom p£ela. Genetski algoritam (eng. Gene-

tic algorithm, GA) zasnovan je na simuliranju procesa biolo²ke evolucije populacije

jedinki, pri £emu proces pretraºivanja skupa dopustivih re²enja odgovara proce-

su evolucije populacije jedinki. Optimizacija rojevima £estica (eng. Particle swarm

optimization, PSO) predstavlja metaheuristi£ku metodu inspirisanu inteligencijom

grupe. Udruºivanjem jedinki u grupe, interakcijom i razmenom znanja jedinki fo-

rmira se kolektivna inteligencija koja uti£e na veoma brz napredak £itave grupe.

Optimizacija mravljim kolonijama (eng. Ant colony optimization algorithms, ACO)

zasnovana je na pona²anju mrava u procesu pronalaºenja hrane. Izu£avanjem ove

vrste insekata, uo£eno je da mravi uvek pronalaze najkra¢i put od mravinjaka do

izvora hrane ²to omogu¢ava transportovanje hrane sa najmanjim utro²kom vremena.

Optimizacija kolonijom p£ela (eng. Bee Colony Optimization, BCO) je P - heuri-

stika koja je inspirisana pona²anjem p£ela u potrazi za hranom. Glavna ideja je

imitacija pona²anja kolonije prirodnih medonosnih p£ela. Detaljniji opis i klasi�ka-

cija navedenih metaheuristika mogu se na¢i u radu [51].

Lokacijski problemi sa nadmetanjem i njegove varijacije re²avani su kako egza-

ktnim metodama, tako i heuristi£kim metodama. Heuristi£ki pristup re²avanju loka-

cijskog problema sa nadmetanjem pomo¢u LS metaheurstike moºe se na¢i u radu [4],

dok se u radu [55] nalazi druga varijanta lokacijskog problema sa nadmetanjem re²e-

13



Heuristi£ke metode za re²avanje lokacijskih problema sa nadmetanjem

na metaheuristi£kim metodama lokalne pretrage i osnovnom metodom promeljivih

okolina. Primena pohlepne (eng. greedy) metode za re²avanje lokacijsog problema sa

nadmetanjem sa konkavnom potraºnjom korisnika moºe se videti u radu [40] . U slu-

£aju problema sa nadmetanjem, £esto se de²ava da se optimizacioni problem jednog

igra£a re²ava nekom egzaktnom metodom, a optimizacioni problem drugog igra£a

(njegov potproblem) re²ava nekom metaheuristi£kom metodom. U radu [14] lokaci-

jski problem sa nadmetanjem re²en je kombinacijom tabu pretrage i jedne egzaktne

metode. Nasuprot ovakvom pristupu, mogu¢e je re²avati optimizacione probleme oba

igra£a heuristi£kom metodom. Navedeni pristup moºe se na¢i u radu [5], gde je na

oba optimizaciona problema primenjena PSO metaheuristika. U radu [49] predloºe-

no je pet heuristika za re²avanje lokacijskog problema sa vi²estrukim nadmetanjem,

gde se najbolje pokazala S - metaheuristika simuliranog kaljenja. Optimizacija roje-

vima £estica i genetski algoritam predloºeni su za re²avanje lokacijskog problema sa

nadmetanjem u radu [35], gde se bolje pokazao genetski algoritam. Jo² heuristi£kih

pristupa za re²avanje lokacijskih problema sa nadmetanjem moºe se na¢i u radovima

[50], [39], [45] i [31].
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Glava 3

Lokacijski problemi ograni£enih

kapaciteta sa nadmetanjem sa

delimi£nim zadovoljenjem potraºnje

Lokacijski problemi sa nadmetanjem (CFLP) su predmet izu£avanja brojnih na-

u£nih radova. U dosada²njoj literaturi predloºene su brojne varijante ovih problema.

U ovom radu razmatran je lokacijski problem ograni£enih kapaciteta sa nadmeta-

njem sa delimi£nim zadovoljenjem potraºnje (eng. Capacitated competitive facility

location problem with partial demand satisfaction, CCFLP-PDS ) koji je prvi put

uveden u literaturi u radu [35]. Navedeni lokacijski problem po svojim karakteristi-

kama predstavlja diskretni, egzogeni, stati£ki, lokacijsko-alokacijski problem ograni-

£enih kapaciteta sa nadmetanjem.

Pretpostavlja se da postoje dve rivalske kompanije (takmi£ara, igra£a) i unapred

odre�en i �ksiran broj korisnika na trºi²tu. Navedene dve kompanije nameravaju da

usposatave nove objekte na unapred poznatim lokacijama sa ciljem da prikupe ²to

vi²e kupaca kako bi uve¢ale svoj pro�t na trºi²tu. Broj objekata koji kompanije

mogu da uspostave nije �ksan, a kapacitet objekta koji ¢e uspostaviti kompanije

mogu birati iz unapred ponu�enih kapaciteta. Svaki korisnik se pridruºuje najbliºe

uspostavljenom objektu koji zadovoljava njegovu celu ili deo potraºnje. Drugim

re£ima, na izbor objekata od strane korisnika uti£u i blizina i kapacitet objekta.

Problem je de�nisan u dva nivoa - gornji i donji. Donji predstavlja ugnjeºden

(unutra²nji) problem. Svaki nivo predstavlja optimizaciju ciljne funkcije svog ta-

kmi£ara. Pretpostavlja se da oba igra£a pametno biraju svoje poteze, tj. da biraju

najbolje mogu¢e lokacije za uspostavljanje svojih objekata, a da su pritom svesni
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rizika da izgube odre�en deo pro�ta time ²to prepu²taju neke druge lokacije svom

suparniku. U ovoj igri takmi£ari povla£e svoje poteze jedan pa drugi, tj. lider prvi

bira lokacije na kojima ¢e uspostaviti svoje objekte, a potom sledbenik bira lokacije

za svoje objekte imaju¢i u vidu koje lokacije je izabrao lider. Drugim re£ima prvi

igra£ je dominantan u odnosu na drugi. Kao ²to je u tekstu ranije navedeno, ovaj

tip igre kao rezultat ima Stakelbergov ekvilibrijum gde se dva problema optimizacije

re²avaju na dva nivoa. Bolje je re²enje ono koje ima ve¢u vrednost funkcije cilja li-

dera, bez obzira na vrednost funkcije cilja sledbenika. Ukoliko su vrednosti funkcije

cilja lidera za dva re²enja ista, onda je bolje re²enje ono koje ima ve¢u vrednost

funkcije cilja sledbenika. Navedena igra predstavlja igru sa nenultom sumom, tj.

u£esnici sabiraju svoje dobitke i gubitke do neke vrednosti razli£ite od nule koja ne

mora biti konstanta, pri £emu napredovanje jednog u£esnika ne mora obavezno da

zna£i nazadovanje drugog.

U radu [35] predloºena su dva modela navedenog problema. U oba modela ta-

kmi£ari biraju lokacije gde ¢e uspostaviti svoje objekte, kapacitete datih objekata,

kao i korisnike koji ¢e im se pridruºiti. U prvom modelu se pretpostavlja da ukoliko

neki sledbenikov objekat nema dovoljan kapacitet da zadovolji celu potraºnju kori-

snika, korisnik se ne moºe pridruºiti datom objektu. U drugom modelu se ovaj uslov

popu²ta za sledbenika i njemu se dozvoljava delimi£no zadovoljenje potraºnje kori-

snika. Drugim re£ima, ukoliko sledbenikov objekat nije dalji od liderovog objekta i

ima dovoljan kapacitet da zadovolji odre�en deo potraºnje, sledbenik ima pravo da

preuzme od lidera celu potraºnju kupca ili samo deo potraºnje. Na ovaj na£in kori-

snik ¢e deo svoje potraºnje zadovoljiti kod lidera, a deo kod sledbenika. Me�utim,

moºe se desiti i slu£aj da se korisnik nije alocirao liderovom objektu, a da sledbenik

zadovolji samo deo potraºnje kupca. Na ovaj na£in korisnik biva nezadovoljan, jer

mu deo potraºnje ostaje nezadovoljen. Problem se re²ava u tri faze:

� U prvoj fazi lider bira lokacije na kojima ¢e uspostaviti svoje objekte i kapa-

citete navedenih objekata. Pri izboru lokacija, lider ima u vidu £injenicu da

¢e deo potraºnje kupaca preuzeti sledbenik, ukoliko izabere lokaciju koja je

bliºa korisniku nego liderov objekat. Ove pretpostavke £ine lidera pametnim

igra£em.

� U drugoj fazi sledbenik bira najbolje lokacije za svoje objekte imaju¢i u vidu

liderov izbor.
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� U tre¢oj fazi, korisnici imaju informacije o uspostavljenim liderovim i sledbe-

nikovim objektima, njihovim kapacitetima i na osnovu toga biraju objekte koji

su im najbliºi, a koji zadovoljavaju njihovu potraºnju. Na taj na£in korisnici

takmi£arskim kompanijama vra¢aju pro�t.

3.1 Matemati£ka formulacija problema

U cilju predstavljanja matemati£ke formulacije, uvedene su slede¢e oznake.

Skupovi

� I - skup svih potencijalnih lokacija za uspostavljanje novih objekata, I =

{0, . . . , n− 1}

� IL - skup svih potencijalnih lokacija za uspostavljanje novih objekata od strane

lidera IL ⊆ I

� IF - skup svih potencijalnih lokacija za uspostavljanje novih objekata od strane

sledbenika IF ⊆ I

� J - skup kupaca J = {0, . . . ,m− 1}

� Si - skup kapaciteta za objekte koji mogu biti uspostavljeni na lokaciji i ∈ I,
s ∈ Si = {0, . . . , ki − 1}, gde je ki broj razli£itih kapaciteta objekta koji se

mogu uspostaviti na lokaciji i

Ulazni parametri

� pij - prihod lidera koji ostvaruje ako kupac j ∈ J celu svoju potraºnju zadovolji

liderovim objektom na lokaciji i ∈ IL

� qij - prihod sledbenika koji ostvaruje ako kupac j ∈ J celu svoju potraºnju

zadovolji sledbenikovim objektom na lokaciji i ∈ IF

� wj - celokupna potraºnja kupca j ∈ J

� fis - �ksni tro²kovi potrebni za uspostavljanje objekta kapaciteta s ∈ Si na

lokaciji i ∈ IL od strane lidera

� gis - �ksni tro²kovi potrebni za uspostavljanje objekta kapaciteta s ∈ Si na

lokaciji i ∈ IF od strane sledbenika
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� lcis - maksimalna koli£ina potraºnje koja moºe biti zadovoljena uspostavlja-

njem objekta kapaciteta s ∈ Si na lokaciji i ∈ IL od strane lidera

� fcis - maksimalna koli£ina potraºnje koja moºe biti zadovoljena uspostavlja-

njem objekta kapaciteta s ∈ Si na lokaciji i ∈ IF od strane sledbenika

� dij - rastojanje izme�u kupca j ∈ J i lokacije i ∈ I

� dcij - transportni tro²kovi potrebni da bi se zadovoljila cela potraºnja kupca

j ∈ J objektom na lokaciji i ∈ I

� M - dovoljno veliki broj

Promenljive

Xis =

1, ako je lider uspostavio objekat kapaciteta s na lokaciji i

0, ina£e
(3.1)

xij =

1,
ako je potraºnja kupca j zadovoljena objektom na lokaciji i

uspostavljenim od strane lidera
0, ina£e

(3.2)

Zis =

1, ako je sledbenik uspostavio objekat kapaciteta s na lokaciji i

0, ina£e
(3.3)

zij =


1,

ako je cela potraºnja ili deo potraºnje kupca j zadovoljena

objektom na lokaciji i koja je uspostavljena od strane sledbe-

nika
0, ina£e

(3.4)

γij - deo potraºnje kupca j koji je alociran objektu na lokaciji i uspostavljenom

od strane sledbenika (koristi se samo u Modelu 2), γij ∈ [0, 1], γij ∈ R.

3.2 Matemati£ka formulacija Modela 1

Kada je poznat potez lidera, odnosno kada je poznato Xis i xij, re²ava se optimi-

zacioni problem sledbenika. Optimalno re²enje sledbenika ozna£eno je promenljiva-

ma Z̃is, z̃ij ∈ {0, 1}. Ako je z̃ij = 1 onda se korisnik j vezao za sledbenikov objekat
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i i tim objektom zadovoljio celu potraºnju korisnika j, u suprotnom ova promenlji-

va ima vrednost 0. Nije potrebno eksplicitno de�nisati promenljivu Z̃is obzirom da

Z̃is uti£e na ciljnu funkciju lidera (3.5) kroz promenljivu z̃ij. Imaju¢i u vidu na-

vedene oznake, u nastavku se nalazi matemati£ka formulacija lokacijskog problema

ograni£enih kapaciteta sa nadmetanjem sa zadovoljenjem cele potraºnje korisnika.

L (Lider):

max
∑
j∈J

(
∑
i∈IL

( pij − dcij)xij) ( 1−
∑
i∈IF

z̃ij) −
∑

i∈IL,s∈Si

fisXis (3.5)

Pri ograni£enjima:

∑
i∈IL

xij ≤ 1, ∀j ∈ J (3.6)

∑
s∈Si

Xis ≤ 1, ∀i ∈ IL (3.7)

∑
j∈J

wjxij ≤
∑
s∈Si

lcisXis, ∀i ∈ IL (3.8)

Xis, xij ∈ {0, 1}, ∀i ∈ IL,∀j ∈ J,∀s ∈ Si (3.9)

S (Sledbenik):

max
∑

i∈IF ,j∈J

( qij − dcij) zij −
∑

i∈IF ,s∈Si

gisZis (3.10)

Pri ograni£enjima:

∑
i∈IF

zij ≤ 1, ∀j ∈ J (3.11)

∑
j∈J

wjzij ≤
∑
s∈Si

fcisZis, ∀i ∈ IF (3.12)

∑
s∈Si

Zis ≤ 1, ∀i ∈ IF\(IL ∩ IF ) (3.13)

∑
s∈Si

Xis +
∑
s∈Si

Zis ≤ 1, ∀i ∈ (IL ∩ IF ) (3.14)

∑
i∈IF

dijzij ≤
∑
i∈IL

dijxij +M(1−
∑
i∈IL

xij), ∀j ∈ J (3.15)
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Zis, zij ∈ {0, 1}, ∀i ∈ IF ,∀j ∈ J,∀s ∈ Si (3.16)

Problem predstavlja dvonivovski problem u kojem formule (3.5 - 3.9) predsta-

vljaju optimizacioni problem lidera (gornji problem), dok formule (3.10 - 3.16) pre-

dstavljaju optimizacioni problem sledbenika (donji problem). Ciljna funkcija lidera

direktno zavisi od lokacija koje je izabrao sledbenik i alokacija korisnika sledbenika,

²to se uvodi kroz promenljive z̃ij. Drugim re£ima, lider uzima u obzir najbolju re-

akciju konkurenta, koja se oslikava kroz promeljivu z̃ij u ciljnoj funkciji lidera (3.5),

pod pretpostavkom da i konkurent preduzima najbolje re²enje (optimalno re²enje).

Funkcija cilja lidera (3.5) predstavlja pro�t koji lider ostvaruje od korisnika koji

su pridruºeni objektima koje je uspostavio, od £ega se oduzimaju tro²kovi uspo-

stavljanja objekata i tro²kovi transporta. Uslovi (3.6) garantuju da se svaki kupac

moºe pridruºiti najvi²e jednom objektu lidera. Na svakoj lokaciji moºe se uspostavi-

ti objekat samo jednog od ponu�enih kapaciteta od strane lidera, ²to omogu¢avaju

uslovi (3.7). Za svaki objekat, uslovi (3.8) obezbe�uju da potraºnja kupaca koji su

pridruºeni objektu koji je uspostavio lider budu manji ili jednaki od kapaciteta na-

vedenog objekta, kako bi se obezbedilo zadovoljenje potraºnje kupaca vezanih za

taj objekat. Promenljive Xis i xij su binarne, ²to garantuju uslovi (3.9).

Funkcija cilja sledbenika (pratioca) (3.10) predstavlja pro�t koji sledbenik ostva-

ruje od korisnika koji su pridruºeni njegovim objektima od £ega se oduzimaju tro-

²kovi uspostavljanja objekata i tro²kovi transporta. Uslovi (3.11) govore da svaki

kupac moºe da se pridruºi najvi²e jednom objektu koji je uspostavio sledbenik.

Uslovi (3.12) obezbe�uju da za svaki sledbenikov objekat potraºnja svih korisnika

koji su vezani za njega ne sme biti ve¢a od kapaciteta navedenog objekta. Na loka-

ciji i moºe se uspostaviti objekat ta£no jednog kapaciteta, ²to se garantuje uslovima

(3.13). Na lokaciji i moºe se uspostaviti objekat najvi²e od strane jednog igra£a, ili

lidera ili sledbenika, ²to je formulisano uslovima (3.14). S obzirom da prvo igra lider,

tj. lider prvi izabere lokacije na kojima ¢e uspostaviti objekte, uslovi (3.15) obezbe-

�uju da ukoliko sledbenik izabere da uspostavi objekat na lokaciji koja je korisniku

bliºa od liderovih uspostavljenih objekata ili jednako udaljena od liderovih objekata,

korisnik ¢e se dealocirati sa liderovog objekta i pridruºiti sledbenikovom objektu,

pod uslovom da objekat sledbenika zadovoljava potraºnju datog kupca. Promenljive

Zis i zij su binarne, ²to se vidi u uslovima (3.16). Za Model 1 prostor dopustivih

re²enja £ine ona re²enja kod kojih su svi korisnici zadovoljili svoju celu potraºnju.

Kao ²to je ve¢ re£eno, model 1 je dvonivovski model, gde je liderov problem
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gornji problem, a sledbenikov donji (unutra²nji). Lider prvi bira svoj potez, i za

njega je od vaºnog zna£aja zaklju£iti da li su sledbenikovi potezi �blagonakloni� ili

�pakosni� prema lideru. U igrama koje nisu sume nula ili sume k ne postoji mogu-

¢nost odrediti prirodu poteza sledbenika, odnosno nije mogu¢e odrediti da li je on

�blagonaklon� ili �pakostan� prema lideru. Kako bi se odredila priroda sledbenika u

ovakvim slu£ajevima de�ni²e se dopunski model. U literaturi se javljaju dva na£ina

da se de�ni²e dopunski model. Prvi je da se dopunski model de�ni²e kao odvojen

model, pa se problem svodi na tronivovski model, dok je drugi pristup da se donji

problem prede�ni²e tako da bude bikriterijumski u kojem se poºeljna re²enja dobija-

ju a priori leksikografskom metodom. Pokazalo se da je re²avanje dopunskog modela

vremenski zahtevno, kao i da ne pravi zna£ajne promene kada je re£ o strukturi

re²enja. Primer navedenih tvrdnji mogu se videti u radu [7].

Izloºen Model 1 nije model sume nula niti model k sume. U cilju sagledavanja

prirode pona²anja sledbenika moºe se razviti dopunski model. Me�utim, kako je

u ovom radu akcenat na re²avanju dvonivovskog modela koriste¢i metaheursti£ke

metode, a re²avanje dopunskog modela vremenski zahtevno, pri £emu se pokazalo

da dopunski model ne pravi zna£ajne promene u re²enjima, u ovom radu nije ra-

zvijen dopunski model, ve¢ je fokus na re²avanju dvonivovskog problema koriste¢i

metaheursti£ke metode.

3.3 Matemati£ka formulacija Modela 2

U nastavku se nalazi matemati£ka formulacija lokacijskog problema ograni£e-

nih kapaciteta sa nadmetanjem sa delimi£nim zadovoljenjem potraºnje. Optimalno

re²enje sledbenika ozna£eno je promenljivama Z̃is z̃ij γ̃ij. Me�utim, nije potrebno

eksplicitno de�nisati promenljive Z̃is i z̃ij, jer one uti£u na ciljnu funkciju lidera

(3.17) kroz promenljivu γ̃ij.

L (Lider):

max
∑
j∈J

(
∑
i∈IL

( pij − dcij)xij) ( 1−
∑
i∈IF

γ̃ij) −
∑

i∈IL,s∈Si

fisXis (3.17)

Pri ograni£enjima:

∑
i∈IL

xij ≤ 1, ∀j ∈ J (3.18)
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∑
s∈Si

Xis ≤ 1, ∀i ∈ IL (3.19)

∑
j∈J

wjxij ≤
∑
s∈Si

lcisXis, ∀i ∈ IL (3.20)

Xis, xij ∈ {0, 1}, ∀i ∈ IL,∀j ∈ J,∀s ∈ Si (3.21)

S (Sledbenik):

max
∑

i∈IF ,j∈J

( qij − dcij) γij −
∑

i∈IF ,s∈Si

gisZis (3.22)

Pri ograni£enjima:

∑
i∈IF

zij ≤ 1, ∀j ∈ J (3.23)

∑
j∈J

wjγij ≤
∑
s∈Si

fcisZis, ∀i ∈ IF (3.24)

∑
s∈Si

Zis ≤ 1, ∀i ∈ IF\(IL ∩ IF ) (3.25)

∑
s∈Si

Xis +
∑
s∈Si

Zis ≤ 1, ∀i ∈ (IL ∩ IF ) (3.26)

dijzij ≤
∑
i′∈IL

di′jxi′j +M(1−
∑
i′∈IL

xi′j), ∀i ∈ IF , ∀j ∈ J (3.27)

γij ≤ zij, ∀i ∈ IF ,∀j ∈ J (3.28)

Zis, zij ∈ {0, 1}, ∀i ∈ IF ,∀j ∈ J,∀s ∈ Si (3.29)

γij ≥ 0, ∀i ∈ IF ,∀j ∈ J (3.30)

Funkcija cilja lidera (3.17) predstavlja pro�t koji lider ostvaruje od korisnika ko-

ji su pridruºeni njegovim objektima od £ega se oduzimaju tro²kovi uspostavljanja

objekata i tro²kovi transporta. Uslovi (3.18) obezbe�uju da se svaki kupac moºe

pridruºiti najvi²e jednom objektu lidera. Na nekoj lokaciji moºe se uspostaviti obje-

kat samo jednog od ponu�enih kapaciteta, ²to se vidi u uslovima (3.19). Za svaki
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objekat, uslovi (3.20) garantuju da potraºnja kupaca koji su pridruºeni objektu koji

je uspostavio lider budu manji ili jednaki od kapaciteta navedenog objekta, kako bi

se obezbedilo zadovoljenje potraºnje kupaca. Promenljive Xis i xij su binarne, ²to

se vidi u uslovima (3.21).

Funkcija cilja sledbenika (pratioca) (3.22) predstavlja pro�t koji sledbenik ostva-

ruje od korisnika koji su pridruºeni njegovim objektima od £ega se oduzimaju tro²ko-

vi uspostavljanja objekata i tro²kovi transporta. Uslovi (3.23) obezbe�uju da svaki

kupac moºe da se pridruºi najvi²e jednom objektu koji je uspostavio sledbenik. Za

svaki objekat potraºnja ili deo potraºnje svih korisnika koji su vezani za sledbe-

nikov objekat ne sme biti ve¢a od kapaciteta navedenog objekta, ²to je uslovljeno

nejednakostima (3.24). Uslovi (3.25) garantuju da se na lokaciji i moºe uspostaviti

objekat ta£no jednog kapaciteta. Uslovi (3.26) omogu¢avaju da se na lokaciji i moºe

uspostaviti objekat najvi²e od strane jednog od igra£a, ili lidera ili sledbenika. S

obzirom da prvo igra lider, tj. lider prvi izabere lokacije na kojima ¢e uspostaviti

objekte, uslovi (3.27) obezbe�uju da ukoliko sledbenik izabere da uspostavi objekat

na lokaciji koja je korisniku bliºa od liderovih uspostavljenih objekata ili jednako

udaljena od liderovih objekata, korisnik moºe dealocirati deo ili celu svoju potraºnju

sa liderovog objekta na sledbenikov objekat. Kako promenljiva zij govori o tome da

li je kupac j vezan za sledbenikov objekat i, a promenljiva γij ozna£ava deo potra-

ºnje kupca j koji je zadovoljen sledbenikovim objektom i, uslovi (3.28) obezbe�uju

da deo potraºnje kupca koji se zadovolji odre�enim objektom ne bude ve¢i od cele

potraºnje datog kupca. Promenljive Zis i zij su binarne, a promenljiva γij je realan

broj ve¢i ili jednak nuli, ²to obezbe�uju uslovi (3.29) i (3.30). Za model 2 prostor

dopustivih re²enja £ine ona re²enja kod kojih su svi korisnici zadovoljili celu svoju

potraºnju kod lidera ili bar deo svoje potraºnje kod sledbenika.

Ni Model 2 nije model sume nula niti model k sume, pa se u cilju sagledavanja

prirode pona²anja sledbenika moºe razviti dopunski model. Kao ²to je ve¢ re£eno,

pokazalo se da je dopunski model vremenski zahtevan za re²avanje, a da ne pravi

zna£ajne razlike kada je re£ o re²enjima, tako da se u ovom radu, kao i za Model 1,

ne¢e razvijati dopunski model, ve¢ ¢e fokus biti na re²avanju dvonivovskog problema

metaheuristi£kim metodama.

U sekvencijalnim modelima, kao ²to su Model 1 i Model 2, moºe se primeniti

strategija odvra¢anja od ulaska (eng. Entry Deterrance). Navedena strategija po-

drazumeva da kompanija koja se nalazi na trºi²tu deluje na na£in da obeshrabri

ulazak novih potencijalnih kompanija na trºi²te. U izloºenim modelima strategija
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odvra¢anja od ulaska stvara prepreke za sledbenika da u�e na trºi²te, a lideru omo-

gu¢ava da zadrºi veliki udeo trºi²ta, ili pak celo trºi²te za sebe. Neke od strategija

odvra¢anja mogu biti uklju£enje vi²ka kapaciteta ili smanjenje cene proizvoda. Na

primer, u izloºenim Modelima 1 i 2 mogu¢e je primeniti strategiju odvra¢anja ula-

ska pove¢anjem kapaciteta. Strate²ki vi²ak kapaciteta moºe se uspostaviti kako bi se

smanjila odrºivost ulaska potencijalnih �rmi. Do vi²ka kapaciteta dolazi kada �rma

koja se nalazi na trºi²tu preti ostalim kompanijama (u ovom slu£aju sledbeniku) da

¢e pove¢ati svoju proizvodnju, time uspostaviti vi²ak ponude, a zatim smanjiti cenu

proizvoda tako da konkurentska kompanija ne moºe da se bori sa tim. Iako bi kra-

tkoro£no gledano ove strategije mogle dovesti do nee�kasnog poslovanja, dugoro£no

gledano lider ¢e na ovaj na£in imati ve¢u korist, jer ¢e imati ve¢i udeo na trºi²tu.

Vi²e o strategiji odvra¢anja od ulaska i njenoj primeni moºe se na¢i u radovima [48]

i [27].

U ovom radu kori²¢ene su pretpostavke da je skup potencijalnih lokacija za

uspostavljanje objekata i skup lokacija korisnika isti, tj. I = J , zatim i da je skup

lokacija na kojima lider moºe uspostaviti svoje objekte isti kao skup lokacija na ko-

jima sledbenik moºe uspostaviti svoje objekte, tj. I = IF = IL. Tako�e, kori²¢ena je

pretpostavka da je broj ponu�enih kapaciteta isti za svaki objekat, tj. ki = k, ∀i ∈ I,
gde je k broj ponu�enih kapaciteta.

3.4 Primeri

Izloºeni Modeli 1 i 2 bi¢e ilustrovani na primerima instanci malih dimenzija.

Neka se na trºi²tu nalaze dva konkurenta, lider i sledbenik. Na raspolaganju su

im 4 potencijalne lokacije za uspostavljanje svojih objekata. Na trºi²tu je potrebno

zadovoljiti 4 korisnika. Lokacije korisnika i potencijalne lokacije za uspostavljanje

objekata su iste. Instanca dimezije |I| = |J| = 4 prikazane su na slici 3.1.
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Slika 3.1: Instanca dimezije n = m = 4, k = 2

U radu vaºi jednakost dcij = α · dij, gde je α = 0.01. U nastavku ¢e biti izloºeno

optimalno re²enje Modala 1 i Modela 2 razmatranog problema za prikazanu instancu.

Model 1

U slu£aju da se lider nalazi sam na trºi²tu i uspostavi objekat kapaciteta s = 0

na lokaciji i = 0, tada bi se za njega vezali korisnici j = 0, j = 1, j = 3, ²to je

prikazano na slici 3.2 levo. Kapacitet ovako uspostavljenog objekta iznosi lc00 = 25,

a potraºnja korisnika iznosi w0 = 5, w1 = 9 i w3 = 8. Zbir potraºnje ova tri korisnika

iznosi 22, tako da se ona mogu vezati za liderov objekat i = 0. Preostali kapacitet

objekta i = 0 iznosi 3. Kako potraºnja korisnika j = 2 iznosi w2 = 5, uo£ava se da

liderov objekat nema dovoljno kapaciteta da zadovolji potraºnju kupca j = 2.

Kada na trºi²te do�e i konkurentska �rma i uspostavi objekat kapaciteta s = 1

na lokaciji i = 1, situacija na trºi²tu se menja. Kapacitet ovako uspostavljenog
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objekta iznosi fc11 = 17. Kako je potraºnja korisnika j = 2 iznosi w2 = 5, korisnik

j = 2 se alocira sledbenikovom objektu, jer ima dovoljno kapaciteta da zadovolji

celu potraºnju korisnika. Preostali kapacitet sledbenikovog objekta iznosi 12. Uko-

liko su korisnici koji su vezani za lidera bliºi sledbenikovom objektu, a sledbenikov

objekat ima dovoljan kapacitet da zadovolji celu potraºnju korisnika, korisnik ¢e

se delocirati sa liderovog objekta i alocirati sledbenikovom objektu. Imaju¢i u vi-

du da je korisnik j = 1 bliºi sledbenikovom objektu, i da njegova potraºnja iznosi

w1 = 9 sledbenik ¢e preuzeti datog korisnika s obzirom da ima dovoljan kapacitet da

zadovolji celu potraºnju korisnika. Situacija na trºi²tu na kom vlada duopol prikaza-

na je desno na slici 3.2. Optimalna vrednost funkcija cilja liderovog i sledbenikovog

optimizacionog problema data je parom (L, S) = (13.95, 10.98).

Slika 3.2: Trºi²te - Model 1

Model 2

U slu£aju da se lider nalazi sam na trºi²tu i uspostavi objekat kapaciteta s = 0

na lokaciji i = 0, tada bi se za njega vezali korisnici j = 0, j = 1, j = 3, ²to je

prikazano levo na slici 3.3. Kapacitet ovako uspostavljenog objekta iznosi lc00 = 25,

a potraºnja korisnika iznosi w0 = 5, w1 = 9 i w3 = 8. Zbir potraºnje ova tri korisnika

iznosi 22, tako da se ona mogu vezati za liderov objekat i = 0. Preostali kapacitet

26



Primeri

objekta i = 0 iznosi 3. Kako potraºnja korisnika j = 2 iznosi w2 = 5, uo£ava se da

liderov objekat nema dovoljno kapaciteta da zadovolji potraºnju kupca j = 2.

Kada na trºi²te do�e i konkurentska �rma i uspostavi objekat kapaciteta s = 0

(manjeg kapaciteta nego u primeru u Modelu 1) na lokaciji i = 1, situacija na trºi-

²tu se menja. Kapacitet ovako uspostavljenog objekta iznosi fc10 = 11. Kako je

potraºnja korisnika j = 2 iznosi w2 = 5, korisnik j = 2 se alocira sledbenikovom

objektu, jer ima dovoljno kapaciteta da zadovolji celu potraºnju korisnika. Preostali

kapacitet objekta i = 1 iznosi 6. Ukoliko su korisnici koji su vezani za lidera bliºi

sledbenikovom objektu, a sledbenikov objekat ima dovoljan kapacitet da zadovolji

makar deo potraºnje korisnika, korisnik ¢e delocirati deo svoje potraºnje sa lidero-

vog objekta i alocirati taj deo sledbenikovom objektu. Imaju¢i u vidu da je korisnik

j = 1 bliºi sledbenikovom objektu, on ima tendenciju da pre�e kod sledbenika kao

²to je opisano u Modelu 1. Ako sledbenik nema dovoljan kapacitet da zadovolji celu

potraºnju korisnika, on ¢e zadovoljiti samo deo potraºnje korisnika, a ostatak ¢e

ostati kod lidera. U navedenom primeru, potraºnja korisnika j = 1 je 9, tako da ¢e

korisnik 3/9 svoje potraºnje zadovoljiti kod lidera, a 6/9 kod sledbenika. Navedeni

korisnik ¢e sledbeniku doneti pro�t proporcionalan koli£ini potraºnje korisnika koju

je sledbenik zadovoljio. Analogno vaºi i za lidera. Situacija na trºi²tu na kom vlada

duopol prikazana je desno na slici 3.3.

Optimalna vrednost funkcije cilja lidera data je slede¢om formulom.

(p0,0 − dC0,0) · (1− γ0,0) + (p0,1 − dC0,1) · (1− γ0,1) + (p0,3 − dC0,3) · (1− γ0,3)− f0,0 =

= (22− 0) · 1 + (20− 0.04) · 3/9 + (13− 0.05) · 1− 21 = 20.6

Optimalna vrednost funkcije cilja sledbenika data je slede¢om formulom.

(q1,1 − dC1,1) · γ1,1 + (q1,2 − dC1,2) · γ1,2 − g1,0

= (20− 0) · 6/9 + (17− 0.02) · 1− 17 = 13.31

Optimalna vrednost funkcija cilja liderovog i sledbenikovog optimizacionog pro-

blema data je parom (L, F ) = (20.6, 13.31).
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Slika 3.3: Trºi²te - Model 2

Uvo�enjem uslova da se moºe zadovoljiti samo deo potraºnje korisnika, sledbeni-

ku se pozicija na trºi²tu pobolj²ava. U primeru koji je naveden, lider ni²ta ne gubi,

£ak i dobija ovakvom igrom sledbenika, me�utim moºe se desiti i obrnuti slu£aj,

²to je £e²¢i scenario. U Modelu 1, sledbenik ne moºe preoteti navedenog korisnika

lideru, ako ne moºe da zadovolji celu njegovu potraºnju, dok u Modelu 2 moºe, £ime

automatski oduzima deo pro�ta koji je lideru donosio korisnik j i preuzima za sebe

deo tog pro�ta. Na taj na£in, lideru se smanjuje o£ekivani pro�t, dok se sledbeniku

pove¢ava. Zanimljivost ove igre ogleda se tome ²to lider unapred zna da ¢e na trºi²te

do¢i konkurentska kompanija i u skladu sa tim bira lokacije na kojima ¢e uspostaviti

svoje objekte, kao i njihove kapacitete.
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Glava 4

Genetski algoritam za re²avanje

CFLP-PDS

4.1 Osnovne postavke GA

Genetski algoritmi predstavljaju robusne i adaptivne metode koje se izme�u

ostalog koriste za re²avanje problema kombinatorne optimizacije. Darvinova 1 teorija

o postanku vrsta i prirodnoj evoluciji nastala je krajem 19. veka, a genetski algoritmi

(skr. GA) zasnovani su na njoj i na £injenici da unutar jedne populacije naj£e²¢e

opstaju najbolje prilago�ene jedinke. Vi²e o teoriji evolucije moºe se pro£itati u

radovima [6] i [46]. Prve ideje o ovim algoritmima izloºio je Holland u radu [15].

Gen je �zi£ka i funkcionalna jedinica nasle�ivanja, koja prenosi naslednu poruku

iz generacije u generaciju. Geni su nanizani duº hromozoma, odnosno oni su linearno

raspore�eni delovi hromozomske dezoksiribonukleinske kiseline (skr. DNK ). Njihova

veli£ina (broj nukleotida DNK) i raspored na hromozomima su strogo odre�eni, a

gra�a gena ogleda se u ta£no odre�enom redosledu nukleotida (A - adenin, G -

guanin, C - citozin i T - timin).

Iz postoje¢e populacije, tokom prirodnog procesa nova jedinka nastaje ukr²ta-

njem gena svojih roditelja, pri £emu postoji verovatno¢a mutacije nekih gena. Stva-

ranje nove jedinke naziva se reprodukcija. Novonastala jedinka nasle�uje neka svo-

jstva jednog roditelja, a neka svojstva drugog roditelja. Promena redosleda nukleoti-
1�arls Robert Darvin (eng. Charles Darwin, 1809 - 1882) bio je britanski biolog, prirodnjak i

geolog. Postavio je temelje moderne teorije evolucije po kojoj sve svi ºivotni oblici razvijaju putem
prirodne selekcije. Utvrdio je da su sve ºivotne vrste nastale tokom vremena od zajedni£kog pretka.
Objavio je svoju knjigu o poreklu vrsta 1859. godine. Darvin se smatra jednim od najuticajnijih
li£nosti u ljudskoj istoriji.
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da, manjak ili vi²ak nukleotida rezultira promenom funkcije gena i naziva se genska

mutacija. Ilustracija reprodukcije (replikacije) prikazana je slikom 4.1.

Slika 4.1: Replikacija DNK

Imaju¢i u vidu da je genetski algoritam populaciona heuristi£a metoda, osnovni

koncept ove metode £ini populacija odre�ene veli£ine, odnosno sa odre�enim brojem

jedinki u njoj. Skup odre�enog broja dopustivih re²enja naziva se populacija, a je-

dno re²enje predstavlja jedinku unutar te populacije. Kod jedinke predstavlja skup i

redosled njenih gena. Svakoj jedinki se dodeljuje vrednost funkcije pogodnosti (pri-

lago�enosti) na osnovu koje se odre�uje koliko je jedinka prilago�ena trenutnom

stanju okruºenja i ona odre�uje kvalitet jedinke. Tokom vremena, stvara se nova

populacija reprodukovanjem jedinki sa boljom prilago�eno²¢u i na taj na£in se po-

stiºe formiranje jedinki koje su bolje prilago�ene trenutnom stanju okruºenja. Nakon

selekcije roditelja, nove jedinke se reprodukuju primenom osnovnih genetskih ope-

ratora: ukr²tanjem i mutacijom. Cilj genetskog algoritma je da se, po£ev od po£etne

populacije, iz generacije u generaciju stvaraju jedinke koje imaju sve bolju prilago-

�enost, kako bi se u dovoljno velikom broju iteracija do²lo do zadovoljavaju¢e dobrog

ili optimalnog re²enja. Vi²e o genetskom algoritmu i njegovim brojnim primenama

na re²avanje lokacijskih problema moºe se na¢i u radovima [36], [37], [9], [12] i [43].

Neka je X prostor dopustivih re²enja. Svakom re²enju iz prostora X se dodeljuje

odgovaraju¢i kod. Kodiranje jedinke zavisi od prirode problema. To moºe biti niz
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binarnih, celobrojnih, realnih brojeva ili niz nekih drugih simbola. Neka je N veli-

£ina populacije, tj. broj jedinki u populaciji. Skup Pn = {x1n, . . . , xNn} predstavlja
populaciju u iteraciji n, gde je xin ∈ X, i = 1, . . . , N . xin predstavlja i-tu jedinku u

n-toj populaciji. Za svaku jedinku xin ∈ Pn, odre�uje se vrednost funkcije pogodno-

sti F : Pn → R. Prilikom generisanja nove populacije, biraju se jedinke koje imaju

bolju prilago�enost, na njih se primenjuju genetski operatori, £ime se stvara nova

populacija Pn+1 = {x1,n+1, . . . , xN,n+1}.
Selekcija predstavlja izbor jedinki iz trenutne populacije koje ¢e biti kori²¢ene za

dobijanje naredne generacije. Naj£e²¢e vrste selekcije su ruletska selekcija i turnirska

selekcija. Kod ruletske selekcije izbor jedinki koje ¢e predstavljati roditelje vr²i se na

osnovu vrednosti funkcije pogodnosti jedinki, pri £emu se ve¢a verovatno¢a da budu

izabrane daje jedinkama sa boljom prilago�eno²¢u iz razloga ²to je ve¢a verovatno¢a

da ¢e roditelji koji imaju dobra svojstva dati potomke sa jo² boljim svojstvima

od svakog pojedina£nog roditelja. Jedinke koje imaju lo²iju prilago�enost polako

izumiru iz generacije u generaciju. Naziv ove selekcije dolazi otud jer na krugu ruleta

ve¢i ise£ak pripada jedinkama sa boljom prilago�eno²¢u. Kod turnirske selekcije

se roditelji biraju tako ²to se na slu£ajan na£in bira nekoliko jedinki, nakon £ega

se organizuje turnir u kojem od izabranih jedinki pobe�uje ona koja je najbolje

prilago�ena. Nakon ²to se odaberu roditelji, potrebno je primeniti odre�ene genetske

operatore kako bi se od roditelja formirali potomci.

Ukr²tanje predstavlja operator genetskog algoritma. Ono porazumeva kombi-

novanje gena dva roditelja, pri £emu se dobijaju dva nova potomka. Po ugledu na

istoimeni prirodni proces, slu£ajno se razmenjuju delovi kodova dve jedinke i na taj

na£in nastaju dva potomka. Rezultat ukr²tanja jeste razmena genetskog materijala

izme�u jedinki pri £emu se pove¢ava mogu¢nost da dobro prilago�ene jedinke gene-

ri²u jo² bolje prilago�ene jedinke. U literaturi se naj£e²¢e javljaju jednopoziciono,

dvopoziciono i uniformno ukr²tanje.

Neka je l duºina koda jedinke, i neka se na slu£ajan na£in biraju geni i i j, gde

je 0 ≤ i < j ≤ l. Kod jednopozicionog ukr²tanja, prvi potomak nasle�uje gene

prvog roditelja do i-tog gena (uklju£uju¢i i-ti gen), i gene drugog roditelja od i-tog

gena, dok drugi potomak nasle�uje gene drugog roditelja do i-tog gena (uklju£uju¢i

i-ti gen) i gene prvog roditelja od i-tog gena. Kod dvopozicionog ukr²tanja, prvi

potomak nasle�uje gene prvog roditelja do i-tog gena (uklju£uju¢i i-ti gen) i od

j-tog gena (uklju£uju¢i j-ti gen) i nasle�uje gene drugog roditelja od i-tog do j-tog

gena, dok drugi potomak nasle�uje gene drugog roditelja do i-tog gena(uklju£uju¢i
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i-ti gen) i od j-tog gena(uklju£uju¢i i-ti gen), a gene prvog roditelja od i-tog do

j-tog gena. Najvi²e sli£nosti sa prirodnim procesom ima uniformo ukr²tanje gde se

za svaki gen potomka uniformno bira roditelj, odnosno odabir od kog ¢e roditelja

potomak naslediti i-ti gen bira se na slu£ajan na£in. Mehanizmom ukr²tanja do-

bro prilago�ene jedinke imaju mogu¢nost da postanu jo² bolje, a lo²ije prilago�ene

jedinke sa nekim dobro prilago�enim genima imaju mogu¢nost da rekombinacijom

dobrih gena proizvedu dobro re²enje.

Drugi operator genetskog algoritma jeste operator mutacije kojim se vr²i pro-

mena nekih gena jedne jedinke sa nekom malom verovatno¢om pmut. Svrha operatora

mutacije jeste izbegavanje lokalne konvergencije. Ako je verovatno¢a mutacije jako

mala ili se izostavi proces mutiranja, moºe do¢i do prerane lokalne konvergencije, a

ako je verovatno¢a mutacije velika moºe se desiti da algoritam pretraºuje prostor re-

²enja nasumi£no. Tako�e, poºeljno je koristiti mutaciju, jer je na ovaj na£in mogu¢e

vra¢anje izgubljenog genetskog materijala u populaciju.

U nekim retkim slu£ajevima, operatorima ukr²tanja i mutacije mogu se izgubiti

dobre jedinke iz populacije, odnosno moºe se desiti da se u odre�enom trenutku

dostigne optimalno re²enje, a da se ono potom izgubi primenom operatora ukr²tanja

i mutacije, i na taj na£in potomci postanu lo²iji od roditelja. Kako bi se spre£ilo

gubljenje dobrih jedinki, £esto se odre�en broj najboljih jedinki direktno prebacuje

u narednu generaciju, kako bi se zadrºale najbolje jedinke u populaciji, bez rizika

da se izgube njihove dobre karakteristike. Ovaj proces naziva se elitizam.

Radi formiranja raznovrsnog genetskog materijala, po£etna populacija se generi-

²e na slu£ajan na£in, dok se svakoj jedinki dodeljuje funkcija prilago�enosti, odnosno

funkcija pogodnosti koja odre�uje kvalitet date jedinke. Potom se primenjuju ope-

ratori selekcije, ukr²tanja i mutacije i na taj na£in formira nova populacija, koja bi

trebalo da bude bolja od prethodne. Osnovna struktura genetskog algoritma prika-

zana je algoritmom 1.
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Algoritam 1 Genetski algoritam
1: U£itavanje parametara;
2: Generisanje po£etne populacije;
3: Odre�ivanje funkcije prilago�enosti populacije;
4: Odre�ivanje najboljeg re²enja;
5: while nije ispunjen kriterijum zaustavljanja do
6: Postupak elitizma;
7: Selekcija jedinki za primenu genetskih operatora;
8: Ukr²tanje za izabrane parove jedinki;
9: Mutacija dobijenih jedinki;
10: Odre�ivanje funkcije prilago�enosti populacije;
11: Aºuriranje najboljeg re²enja;
12: end while

13: return Najbolje re²enje;

4.2 Predloºena GA implementacija za re²avanje

CFLP-PDS

1. Ulazni parametri

Parametri genetskog algoritma implementiranog u radu su: veli£ina popula-

cije, broj elitnih jedinki, broj jedinki koje u£estvuju u turnirskoj selekciji,

verovatno¢a mutacije jedinki i kriterijumi zaustavljanja - maksimalno vreme

izvr²avanja i maksimalan broj iteracija.

2. Reprezentacija re²enja

U predloºenoj implementaciji genetskog algoritma koristi se dvolinijska repre-

zentacija re²enja. Jedinka je predstavljena me²ovitim vektorom, tj. kodirana

je vektorom koji £ine celi i realni brojevi. Jedinka je predstavljena vektorom

duºine n +m, gde je n broj objekata, a m broj korisnika. Prvih n koordina-

ta vektora £ine celi brojevi iz segmenta [0, k], koji prikazuju da li je objekat

uspostavljen od strane snabdeva£a na lokaciji i, i ukoliko jeste kog je kapacite-

ta. Navedene vrednosti predstavljaju status lokacije. Narednih m koordinata

vektora £ine uniformno raspore�eni razli£iti realni brojevi iz segmenta [0, 1] i

oni odre�uju redosled pridruºivanja korisnika objektima.

Ukoliko je koordinata i, gde je 0 ≤ i ≤ n − 1 jednaka nuli, tada na lokaciji

i nije uspostavljen objekat od strane snabdeva£a, dok ukoliko je koordinata i
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jednaka r, r ∈ [1, k], tada je na lokaciji i uspostavljen objekat, sa statusom r,

odnosno kapapaciteta lcir−1.

�to se ti£e dela vektora koji se odnosi na korisnike, vrednost koja se nalazi na

koordinati n+ j dodeljena je korisniku j. Ako je vrednost dodeljena korisniku

j1 manja od vrednosti dodeljene korisniku j2, korisnik j1 ima prvenstvo u

odabiru objekta u kojem ¢e zadovoljiti svoju potraºnju. Sortiranjem korisnika

po vrednosti koje su im dodeljene u reprezentaciji re²enja dobija se redosled

pridruºivanja korisnika snabdeva£ima, odnosno njihovim objektima.

U slu£aju da je problem koji se razmatra neograni£enih kapaciteta prvi deo

vektora reprezentacije jedinke bio bi kodiran binarno. Ako je na poziciji i

vrednost 1 objekat je uspostavljen, ako je na poziciji i vrednost 0 objekat

nije uspostavljen. Imaju¢i u vidu da je problem koji se razmatra ograni£enih

kapaciteta prvi deo vektora reprezentacije jedinke kodira se celobrojno, kako

bi se pored informacije o tome da li je objekat uspostavljen ili ne, dobila i

informacija kog je kapaciteta uspostavljeni objekat. Ovaj na£in reprezentacije

re²enja predstavlja unapre�enje u odnosu na radove u kojima se razmatraju

lokacijski problemi ograni£enih kapaciteta.

Kao ²to je ve¢ re£eno, za Model 1 prostor dopustivih re²enja £ine jedinke

kod kojih su svi korisnici zadovoljili svoju celu potraºnju. Za Model 2 prostor

dopustivih re²enja £ine jedinke kod kojih su svi korisnici zadovoljili celu svoju

potraºnju kod lidera ili bar deo svoje potraºnje kod sledbenika.

Primer

Neka je re²enje lidera za instancu dimenzije m = n = 4, k = 2 prikazane na

slici 3.1 predstavljeno vektorom

L = (0, 1, 0, 2, 0.52, 0.34, 0.76, 0.61).

U navedenom primeru lider je uspostavio objekat na lokaciji i = 1 sa statusom

r = 1, kapaciteta lc10 i objekat na lokaciji i = 3 sa statusom r = 2, kapaci-

teta lc31. Drugi deo vektora sadrºi realne brojeve uniformno raspore�ene u

segmentu [0, 1]. Najmanju vrednost ima korisnik j = 1 i to 0.34, ²to zna£i da

on prvi bira kom objektu ¢e se pridruºiti. Analogno gledano, redosled dodelji-

vanja korisnika objektima lidera je dat slede¢om listom (1, 0, 3, 2). Ilustracija

reprezentacije re²enja moºe se videti na slici 4.2.
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Slika 4.2: Reprezentacija re²enja

3. Evaluacija re²enja

Par vrednosti funkcije cilja lidera i vrednosti funkcije cilja sledbenika (L∗, F ∗)

smatra se merom kvaliteta re²enja. Imaju¢i u vidu da oba snabdeva£a ºele

da maksimizuju svoj pro�t u razmatranom lokacijskom problemu postoje dve

kon�iktne funkcije cilja - funkcija cilja lidera i sledbenika.

Prethodno navedena reprezentacija re²enja odnosi se na optimizacioni pro-

blem lidera i kodira re²enje lidera. Nakon formiranja dopustivog re²enja lidera

informacije o uspostavljenim objektima lidera i alokaciji korisnika uspostavlje-

nim objektima lidera Xis i xij prosle�uju se sledbenikovom optimizacionom

problemu, koji se potom re²ava standardnim linearnim re²ava£em (CPLEX).

Rezultat re²avanja sledbenikovog problema je vrednost funkcije cilja sledbeni-

ka i informacije na kojim lokacijama je sledbenik uspostavio objekte Zis, kog

kapaciteta s ∈ Si i koji korisnici su se vezali za koji objekat zij. Za ra£una-

nje funkcije cilja lidera dovoljno je koristiti optimalnu vrednost zij. Pozivanje

CPLEX-a u svakom koraku heuristi£ke metode doprinosi sloºenosti algoritma.

Primer

Neka je dato re²enje iz prethodne ta£ke L = (0, 1, 0, 2, 0.52, 0.34, 0.76, 0.61).

Redosled dodeljivanja korisnika uspostavljenim objektima lidera dat je vekto-

rom (1, 0, 3, 2). Korisnik j = 1 ima prvenstvo da bira koji objekat mu najvi²e
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odgovara za zadovoljenje svoje potraºnje. Kao ²to je u radu ve¢ navedeno,

korisnici biraju najbliºi objekat koji zadovoljava njihovu potraºnju. Korisni-

ku j = 1 najbliºi uspostavljen liderov objekat je i = 1. Potrebno je proveriti

da li objekat zadovoljava potraºnju kupca. Kapacitet navedenog objekta je

lc10 = 22, a potraºnja korisnika j = 1 je w1 = 9, ²to zna£i da objekat i = 1

zadovoljava potraºnju korisnika j = 1, i samim tim se vezuje za njega. Na-

kon pridruºivanja potrebno je aºurirati kapacitet liderovog objekta tako ²to se

od njega oduzme deo kapaciteta kojim je zadovoljena potraºnja pridruºenog

kupca, tj. lc10 = lc10 − w1 = 22 − 9 = 13. Slede¢i kupac koji ima prioritet

pri odabiru objekta u kojem ¢e zadovoljiti svoju potraºnju je j = 0. Najbliºi

objekat kupcu j = 0 je i = 1. Potraºnja kupca j = 0 je w0 = 5, a kapacitet

objekta i = 1 je sada lc10 = 13. Stoga sledi da se kupac j = 0 vezuje za objekat

i = 1. Aºurira se kapacitet objekta lc10 = lc10−w0 = 13− 5 = 8. Na analogan

na£in se odre�uje da se kupac j = 3 pridruºuje objektu i = 3, a kupac j = 2

objektu i = 1.

Kada se ovo re²enje kroz promenljive Xis i xij prosledi sledbenikovom optimi-

zacionom problemu, standardni re²ava£ pronalazi najbolje re²enje za sledbe-

nika, a to je da sledbenik uspostavi objekat na lokaciji i = 0 kapaciteta fc00 i

da se njemu pridruºi korisnik j = 0. Standardni re²ava£ izra£unava i vrednost

funkcije cilja sledbenika i ona iznosi 5.00. Moºe se uo£iti da je na ovaj na£in

sledbenik preoteo lideru kupca j = 0, jer je uspostavio objekat koji zadovolja-

va potraºnju kupca, a bliºi je od liderovog objekta kojem je kupac prethodno

bio pridruºen. Funkcija cilja lidera predstavlja pro�t koji lider ostvaruje od ko-

risnika koji su pridruºeni objektima koje je uspostavio, od £ega se oduzimaju

tro²kovi uspostavljanja objekata i tro²kovi transporta i data je formulom∑
j∈J

(
∑
i∈IL

( pij − dCij)xij) ( 1−
∑
i∈IF

z̃ij) −
∑

i∈IL,s∈Si

fisXis.

Kupac j = 0 nije vezan za lidera, kupci j = 1 i j = 2 su vezani za objekat

i = 1, a kupac j = 3 je vezan za objekat i = 3. Tro²kovi uspostavljanja

objekata i = 1 kapaciteta lc10 i objekta i = 3 kapaciteta lc31 su 23 i 30,

respektivno. Prihod koji kupac j = 1 donosi lideru kada se veºe za objekat

i = 1 iznosi p11 = 20, a tro²ak transporta od kupca j = 1 do objekta i = 1 je

0. Prihod koji kupac j = 2 donosi lideru kada se veºe za objekat i = 1 iznosi

p12 = 17, a tro²ak transporta od kupca j = 2 do objekta i = 1 je 0.02. Prihod
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koji kupac j = 3 donosi lideru kada se veºe za objekat i = 3 iznosi p33 = 13,

a tro²ak transporta od kupca j = 3 do objekta i = 3 je 0. Na slede¢i na£in se

izra£unava vrednost funkcije cilja lidera:∑
j∈J

(
∑
i∈IL

( pij − dcij)xij) ( 1−
∑
i∈IF

z̃ij) −
∑

i∈IL,s∈Si

fisXis =

(p10 − dc10)(1− z̃10) + (p11 − dc11)(1− z̃11)+

(p12 − dc12)(1− z̃12) + (p33 − dc33)(1− z̃33)− f10 − f31 =

(20− 0) + (17− 0.02) + (13− 0)− 23− 30 = −3.02.

Sledi da je za re²enje lidera L = (0, 1, 0, 2, 0.52, 0.34, 0.76, 0.61) optimalna

vrednost funkcije cilja lidera L = −3.02, a optimalna vrednost funkcije cilja

sledbenika F = 5.00.

4. Inicijalizacija populacije

Na slu£ajan na£in bira se popsize ∈ Z dopustivih jedinki, gde je popsize veli£ina

populacije.

5. Selekcija

Cilj genetskog algoritma je da svaka naredna generacija bude bolja od pre-

thodne, tj. da potomci imaju bolju funkciju prilago�enosti od svojih roditelja.

Da bi bili bolji od svojih roditelja potomci teºe da preuzmu dobre gene od

svakog roditelja. Iz tog razloga ¢e bolji potomci nastati ako se ukrste dve do-

bro prilago�ene jedinke. Me�utim, ne treba zanemariti ni lo²ije prilago�ene

jedinke kako ne bi do²lo do preuranjene lokalne konvergencije. Za odabir jedi-

nki koje ¢e u£estvovati u reprodukciji kori²¢ene su dve strategije. Od ukupnog

broja jedinki iz naredne populacije 10% jedinki nastaje od roditelja koji su na

slu£ajan na£in izabrani me�u 20% najbolje prilago�enih jedinki iz teku¢e po-

pulacije. Ostali potomci nastaju od roditelja izabranih turnirskom selekcijom,

tj. za roditelja se bira jedinka sa najboljom funkcijom prilago�enosti od t jedi-

nki koje su na slu£ajan na£in izabrane iz teku¢e populacije. Veli£ina turnira t

predstavlja broj jedinki koji se biraju za takmi£enje, i ona tako�e predstavlja

parametar algoritma. Na ovaj na£in postignuto je da se za roditelje biraju

jedinke koje su dobro prilago�ene, ali se i slabije prilago�enim jedinkama daje

²ansa da u�u u odabir pomo¢u turnirske selekcije, £ime se izbegava preuranje-

na konvergencija u lokalni optimum.
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6. Operator ukr²tanja

Ukr²tanje predstavlja kombinovanje gena dva roditelja, pri £emu se dobija-

ju dva nova potomka. U radu su kori²¢ena tri tipa ukr²tanja: jednopoziciono,

dvopoziciono i uniformno. Za svaki par roditelja na slu£ajan na£in se (sa istom

verovatno¢om) bira koji operator ukr²tanja ¢e se primeniti na roditelje. Ilu-

stracija navedene tri metode ukr²tanja moºe se videti na slici 4.3.

Slika 4.3: Operator ukr²tanja
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7. Operator mutacije

Uobi£ajan pristup podrazumevao bi da se sa verovatno¢om pmut na slu£ajan

na£in izabere lokacija i i promeni joj se status. Me�utim kako je problem

CFLP-PDS lokacijsko-alokacijski problem pa od redosleda dodeljivanja kori-

snika objektima umnogome zavisi vrednost re²enja, kako u Modelu 1, tako i u

Modelu 2, ovde je kori²¢en druga£iji pristup. Operatorom mutacije se na slu£a-

jan na£in biraju dva korisnika i me�usobno im se menjaju vrednosti dodeljene

u reprezentaciji re²enja. Na taj na£in menja se redosled dodeljivanja korisnika

objektima. Operator mutacije se primenjuje na svaki potomak sa verovatno-

¢om pmut. Verovatno¢a mutacije predstavlja parametar algoritma. Ilustracija

mutacije re²enja moºe se videti na slici 4.4.

Slika 4.4: Operator mutacije

8. Kreiranje nove generacije

Iako je cilj genetskog algoritma da se pri reprodukciji stvore potomci koji

imaju bolje karakteristike od svojih roditelja, moºe se desiti da se prilikom re-

produkcije izgube jedinke koje su dobre ili pak najbolje. Da bi se spre£io takav

scenario, u radu je primenjen princip elitizma, odnosno odre�en broj najbo-

ljih jedinki se automatski prenosi u narednu generaciju. Broj jedinki koji se na

ovaj na£in prenosi u slede¢u generaciju elitesize predstavlja parametar algori-

tma. Naredne jedinke nove populacije nastaju primenom navedenih operatora

ukr²tanja i mutacije na teku¢u populaciju. Prilikom reprodukcije na slu£ajan

na£in se bira tip ukr²tanja koji ¢e se koristiti za formiranje potomaka, a potom

se sa verovatno¢om pmut na potomke primenjuje operator mutacije.
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9. Kriterijum zaustavljanja

Zbog velike sloºenosti algoritma, koriste se dva kriterijuma zaustavljanja: ma-

ksimalni broj iteracija i maksimalno vreme izvr²avanja algoritma.
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Glava 5

Metoda promenljivih okolina za

re²avanje CFLP-PDS

5.1 Osnovne postavke VNS metode i njenih

varijanti

Metoda promenljivih okolina (VNS) predstavlja metaheuristiku zasnovanu na

iterativnom pobolj²anju jednog re²enja. Ona je zasnovana na lokalnom pretraºi-

vanju (LS) koje predstavlja najosnovniju verziju i najstariju S - metaheuristiku.

Veliki nedostatak LS metaheuristike jeste u tome ²to algoritam £esto nalazi lokalni

optimum, koji nije globalni. Usled svojih mana, retko se koristi samostalno, ve¢ u

kombinaciji sa nekim drugim metaheuristikama. Metoda lokalnog pretraºivanja se

moºe prikazati algoritmom 2.

Algoritam 2 Lokalna pretraga
Generisati po£etno re²enje x;
De�nisati okolinu N re²enja x
Izra£unati vrednost funkcije cilja f ← f(x)
while nije ispunjen kriterijum zaustavljanja do

Izabrati proizvoljno re²enje x′ iz okoline re²enja x, x′ ∈ N(x)
if f(x′) bolje od f(x) then

x← x′

f ← f(x′)
end if

end while

Ispisati (x, f)
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U cilju prevazilaºenja navedenog nedostatka nastale su unapre�ene S - metaheu-

ristike zasnovane na lokalnom pretraºivanju, a jedna od njih je i metoda promenlji-

vih okolina. VNS metoda bazirana je na iterativnom pobolj²anju jednog re²enja x

i pretraºivanju t razli£itih okolina Nt(x) tog re²enja, ²to se moºe videti na slici 5.1.

Kao ²to joj samo ime kaºe, osnovni koncept VNS metode jeste sistemska promena

unapred de�nisanih okolina, koje se pretraºuju sa ciljem izbegavanja zaglavljivanja

algoritma u lokalni optimum.

Slika 5.1: Okoline

Metoda promenljivih okolina zasniva se na tri postulata:

1. Lokalni optimum u odnosu na jednu okolinu ne mora biti lokalni optimum u

odnosu na drugu okolinu.

2. Globalni optimum je lokalni optimum u odnosu na sve okoline.

3. Za ve¢inu problema lokalni optimumi u odnosu na razli£ite okoline su relativno

blizu.

VNS metodu predloºili su Mladenovi¢ i Hansen u radu [25]. U me�uvremenu su

nastale razne deterministi£ke, stohasti£ke i kombinovane varijante VNS metode, pri

£emu je VNS metoda na£elno nastala zbog potrebe re²avanja problema kombinato-

rne optimizacije, ali je kasnije pro²irila svoju primenu i na kontinualne optimizacione

probleme.

42



Osnovne postavke VNS metode i njenih varijanti

Naj£e²¢e kori²¢ene varijante metode promeljivih okolina u literaturi su Meto-

da promenljivog spusta (eng. Variable Neighborhood Descent, VND), Redukovana

metoda promeljivih okolina (eng. Reduced Variable Neighborhood Search, RVNS ),

Osnovna metoda promenljivih okolina (eng. Basic Variable Neighborhood Search,

BVNS ) i Op²ta metoda promenljivih okolina (eng. General Variable Neighborho-

od Search, GVNS ). Neke od brojnih primena VNS metode na re²avanje lokacijskih

problema mogu se na¢i u radovima [10], [38] i [29].

Metoda promenljivog spusta - VND

Koncept VND metode je da se bolje re²enje traºi u vi²e unapred de�nisanih

okolina Nt teku¢eg re²enja. Metodom lokalnog pretraºivanja traºi se najbolji sused

re²enja x iz okoline Nt, t ≤ tmax, gde je tmax broj de�nisanih okolina. Sve dok

postoji bolje re²enje od teku¢eg, pretraga se vr²i u okolini Nt. Kada lokalna pretraga

trenutne okoline ne dovodi do pobolj²anja re²enja, algoritam nastavlja sa lokalnom

pretragom u slede¢oj okolini Nt+1. Broj okolina tmax po kojima se pretraºuje prostor

predstavlja parametar algoritma. Pseudokod VND metode prikazan je algoritmom

3.

Algoritam 3 Metoda promenljivog spusta
De�nisati tipove okolina Nt, t 6 tmax;
Generisati po£etno re²enje x;
t← 1;
while t ≤ tmax do

x′ = local_search(x,Nt);
if f(x′) < f(x) then

x← x′;
t← 1;

else

t← t+ 1;
end if

end while

Ispisati (x, f(x));

Redukovana metoda promenljivih okolina - RVNS

Koncept redukovane metode promenljivih okolina bazira se na u²tedi vremena

potrebnog za izvr²avanje algoritma izbacivanjem kori²¢enja lokalne pretrage cele

okoline. Naime, u VND metodi pomo¢u LS algoritma pretraºuje se cela okolina

teku¢eg re²enja Nt(x), pri £emu se dosta vremena gubi. Modi�kacija VNS metode

koja ²tedi vreme sastoji se u tome da se izbegava primena lokalne pretrage cele
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okoline. Po£ev²i od teku¢eg re²enja na slu£ajan na£in se bira sused x′ iz okoline Nt.

Ako je x′ bolje re²enje od x, aºurira se najbolje re²enje, i nastavlja se pretraga po£ev

od prve okoline N1. Ako x′ nije bolje re²enje od x, pretraga se nastavlja u okolini

Nt+1. Na ovaj na£in se ²tedi vreme, ali se i gubi na kvalitetu dobijenog re²enja.

Pseudokod RVNS metode prikazan je algoritmom 4.

Algoritam 4 Redukovana metoda promenljivih okolina
De�nisati tipove okolina Nt, t 6 tmax;
Generisati po£etno re²enje x;
while nije ispunjen kriterijum zaustavljanja do

t← 1;
while t ≤ tmax do

Na slu£ajan na£in izabrati x′ ∈ Nt(x);
if f(x′) < f(x) then

x← x′;
t← 1;

else

t← t+ 1;
end if

end while

end while

Ispisati (x, f(x));

Osnovna metoda promenljivih okolina - BVNS

Osnovna metoda promenljivih okolina sastoji se iz dve faze: faze razmrda-

vanja i faze lokalne pretrage. Najpre se de�ni²u okoline koje ¢e se koristiti u

fazi razmrdavanja i u fazi lokalne pretrage. U svakoj iteraciji se naizmeni£no me-

njaju okoline u kojima se vr²i pretraºivanje Nt, t ≤ tmax, a potom primenjuju faza

razmrdavanja, faza lokalne pretrage i vr²i provera kvaliteta teku¢eg re²enja. U fa-

zi razmrdavanja se na slu£ajan na£in izabere re²enje x′ iz okoline Nt re²enja x,

x′ ∈ Nt(x). U fazi lokalne pretrage se na x′ primenjuje neka metoda lokalne pre-

trage unapred de�nisane okoline u cilju nalaºenja boljeg re²enja. Neka je rezultat

lokalne pretrage x′′. Ako je x′′ bolje re²enje od x, aºurira se najbolje re²enje i pre-

traga se ponovo nastavlja u okolini N1, tj. t se postavlja na 1. Ako x′′ nije bolje

re²enje od x, t se postavlja na t + 1 i ponovo se primenjuje faza razmrdavanja u

kojoj se koristi okolina Nt+1, a potom i lokalna pretraga. Faza razmrdavanja ima

ulogu da spre£i konvergenciju metode ka lokalnom optimumu koji nije globalni, dok

faza lokalne pretrage ima ulogu da smanji nepotrebno ²irenje pretraºiva£ke oblasti.

Postoje varijante metode promenljivih okolina u kojima �guri²e samo jedna od ovih

44



Osnovne postavke VNS metode i njenih varijanti

faza. Vaºno je napomenuti da okoline koje se primenjuju u fazi razmrdavanja i fazi

pretrage ne moraju biti iste. Same okoline se mogu razlikovati na osnovu rastojanja

(broja transformacija nad re²enjem) i na osnovu metrike (vrste transformacije nad

re²enjem). BVNS metoda je naj£e²¢e kori²¢ena metoda VNS-a. Pseudokod osnovne

metode promenljivih okolina prikazan je algoritmom 5.

Algoritam 5 Osnovna metoda promenljivih okolina
De�nisati tipove okolina Nt, t 6 tmax;
Generisati po£etno re²enje x;
while nije ispunjen kriterijum zaustavljanja do

t← 1;
while t 6 tmax do

\\Faza razmrdavanja
Izabrati proizvoljno re²enje x′ iz okoline Nt(x);
\\Faza lokalne pretrage
x′′ ← local_search(x′);
if f(x′′) < f(x) then

x← x′′;
t← 1;

else

t← t+ 1;
end if

end while

end while

Ispisati vrednost (x, f(x));

Uop²tena metoda promenljivih okolina - GVNS

Uop²tena metoda promenljivih okolina predstavlja modi�kaciju osnovne metode

promenljivih okolina. Ako se umesto faze lokalne pretrage u BVNS primeni metoda

promenljivog spusta dobija se GVNS metoda. Skup okolina koje se koriste u VND

metodi moºe biti isti kao skup okolina koji se koriste u fazi razmrdavanja, ali i ne

mora. Od prirode problema zavisi da li ¢e algoritam biti e�kasniji ako se u fazi

ramrdavanja i u VND metodi koriste isti tipovi okolina ili ne.

Pseudokod uop²tene metode promenljivih okolina prikazan je algoritmom 6.
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Algoritam 6 Uop²tena metoda promenljivih okolina
De�nisati tipove okolina Nt, t 6 tmax za fazu razmrdavanja;
De�nisati tipove okolina Ml, l 6 lmax za VND;
Generisati po£etno re²enje x;
while nije ispunjen kriterijum zaustavljanja do

t← 1;
while t 6 tmax do

\\Faza razmrdavanja;
Izabrati proizvoljno re²enje x′ iz okoline Nt(x);
\\Faza VND ;
l← 1;
while l ≤ lmax do

x′′ = local_search(x′,Ml);
if f(x′′) < f(x′) then

x′ ← x′′;
l← 1;

else

l← l + 1;
end if

end while

if f(x′′) < f(x) then
x← x′′;
t← 1;

else

t← t+ 1;
end if

end while

end while

Ispisati vrednost (x, f(x));

5.2 Predloºena BVNS implementacija za re²avanje

CFLP-PDS

1. Ulazni parametri

Ulazni parametri BVNS algoritma implementiranog u radu su: broj okolina

za pretraºivanje i kriterijumi zaustavljanja - maksimalno vreme izvr²avanja i

maksimalan broj iteracija (za BVNS algoritam i za LS algoritam implementi-

ran u fazi lokalnog pretraºivanja BVNS alogoritma). Parametar tmax ozna£ava

broj okolina koje se koriste u fazi razmrdavanja. Ovaj parametar postavljen je
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na [n/3]+1, gde je n broj lokacija na kojima se mogu uspostaviti objekti, £ime

se postiºe da sused na pribliºno tre¢ini lokacija zameni status. Pove¢avanjem

ovog parametra okolina re²enja teºi da postane £itav pretraºiva£ki prostor, £i-

me se gubi svrha algoritma, dok se smanjenjem parametra tmax suºava okolina

i pove¢ava opasnost da se algoritam zaglavi u lokalnom optimumu koji nije

globalni.

2. Reprezentacija re²enja

Re²enje u BVNS algoritmu kodirano je na isti na£in kao jedna jedinka popu-

lacije u implementaciji genetskog algoritma.

3. Evaluacija re²enja

Imaju¢i u vidu da je reprezentacija re²enja u BVNS algoritmu ista kao u

predloºenom genetskog algoritmu, vrednost funkcije cilja lidera i sledbenika

ra£una se na isti na£in kao u genetskom algoritmu, koji je izloºen ranije u

radu.

4. Generisanje po£etnog re²enja

Po£etno re²enje generisano je na slu£ajan na£in iz dopustivog prostora re²enja.

Za prvih n koordinata biraju se celi brojevi iz segmenta [0, k] na slu£ajan na-

£in, za drugih m koordinata biraju se razli£iti realni brojevi iz segmenta [0, 1],

tako�e na slu£ajan na£in. Kako bi algoritam imao informaciju koji korisnici

su se vezali za lidera, a koji za sledbenika, u ovoj fazi je potrebno standa-

rdnom re²ava£u (u ovom radu kori²¢en je CPLEX) proslediti po£etno re²enje

lidera kako bi on prona²ao najbolje re²enje sledbenika za tako de�nisano re²e-

nje lidera. Proces se ponavlja sve dok se ne dobije dopustivo re²enje. Naime,

dopustivo re²enje je ono re²enje kod koga vaºi samo to da su zadovoljeni svi

korisnici, bez obzira na pro�t koji ostvaruju igra£i (igra£ moºe da bude na

gubitku). Zbog toga se retko de²ava da se kao po£etno re²enje de�ni²e nedo-

pustivo re²enje, odnosno retko postoji potreba za generisanjem novog re²enja

koje ¢e predstavljati po£etno.

5. Faza razmrdavanja

Neka je x teku¢e re²enje, a Nt teku¢a okolina u fazi razmrdavanja. Sused re-

²enja x iz okoline Nt jeste re²enje x′ kojem je na t lokacija zamenjen status

lokacije u odnosu na re²enje x. Faza razmrdavanja se odnosi na lociranje i
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dealociranje objekata, pri £emu redosled dodeljivanja korisnika ostaje nepro-

menjen. Naime, na slu£ajan na£in se bira t lokacija, te im se potom menja

status. Kao ²to je ve¢ re£eno, status lokacije jeste ceo broj iz segmenta [0, k].

Ako je status lokacije i jednak 0 tada na navedenoj lokaciji nije uspostavljen

objekat, dok ako je status lokacije i jednak r, r ∈ [1, k], tada je na navedenoj

lokaciji uspostavljen objekat kapaciteta lcir−1.

Menjanjem statusa se uspostavlja ili uklanja objekat sa lokacije ili se menja

kapacitet ve¢ uspostavljenog objekta. Ako na lokaciji i nije uspostavljen obje-

kat, menjanje teku¢eg statusa (koji je jednak nuli) statusom r ∈ [1, k], koji se

bira na slu£ajan na£in, podrazumeva uspostavljanje objekta kapaciteta lcir−1.

Ako je na lokaciji i uspostavljen objekat sa statusom r ∈ [1, k] menjanjem

postoje¢eg statusa lokacije statusom r∗, r∗ ∈ [1, k]\{r}, koji se bira na slu£a-

jan na£in, moºe se promeniti kapacitet uspostavljenog objekta na lcir∗−1 ili se

moºe ukloniti objekat sa te lokacije postavljanjem statusa r na nulu.

Primer

Neka jem = 4, n = 4, k = 2 i t = 2 i re²enje x = (0, 1, 0, 2, 0.52, 0.34, 0.76, 0.61).

S obzirom da je t = 2 na slu£ajan na£in biraju se dva cela broja i1 6= i2 iz

segmenta [0, n−1], tj. [0, 3]. Neka je, na primer, i1 = 1 i i2 = 2. Status lokacije

i1 je r1 = 1, ²to zna£i da je na lokaciji i = 1 uspostavljen objekat kapaciteta

lc10. Na slu£ajan na£in se bira novi status r∗1 ∈ [0, k]\{r1}. Neka je na slu£ajan
na£in izabrano r∗1 = 2. To zna£i da ¢e se na lokaciji i1 status lokacije promeniti

sa 1 na 0, tj. kapacitet ve¢ uspostavljenog objekta ¢e promeniti sa lci0 na lci1.

Status lokacije i2 je r2 = 0, ²to zna£i da na lokaciji 2 nije uspostavljen objekat.

Na slu£ajan na£in se bira novi status r∗2 ∈ [0, k]\{r2}. Neka je na slu£ajan

na£in izabrano r∗2 = 1. To zna£i da ¢e se na lokaciji i2 uspostaviti objekat

kapaciteta lci20. Najzad sused x′ je (0, 2, 1, 2, 0.52, 0.34, 0.76, 0.61). Sused u fa-

zi razmrdavanja menja statuse objekatima, pri £emu redosled raspore�ivanja

korisnika objektima ostaje isti.

6. Lokalna pretraga

U fazi razmrdavanja okolina se de�ni²e tako da pravi �grublje�, krupnije pro-

mene u re²enju, kako bi se ra²irio prostor pretrage i na taj na£in izbeglo za-

glavljivanje u lokalnom optimumu koji nije globalni. U fazi lokalne pretrage

okolina se de�ni²e tako da pravi �nije promene u re²enju sa ciljem intenzi�-

kacije re²enja. S tim u vezi okolina de�nisana u lokalnoj pretrazi de�nisana
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je na slede¢i na£in. Neka je x′ teku¢e re²enje i M okolina re²enja x′. Susedi

re²enja x′ jesu re²enja kojima statusi lokacija ostaju nepromenjeni, ali se me-

nja redosled dodeljivanja klijentima. Na slu£ajan na£in biraju se dva korisnika

j1 i j2, gde je j1 6= j2, kojima se me�usobno zamenjuje redosled dodeljivanja

korisnika objektima.

Od redosleda dodeljivanja korisnika objektima zna£ajno zavisi vrednost funkci-

je cilja optimalnog re²enja. Korisnici imaju pravo da biraju izme�u objekata

lidera i sledbenika i kao ²to je navedeno ranije u radu, dodeljuju se najbliºem

objektu koji ima dovoljan kapacitet da zadovolji celu (Model 1) ili delimi£nu

potraºnju korisnika (Model 2).

Od redosleda dodeljivanja korisnika objektima zavisi sama vrednost funkcije

cilja lidera i sledbenika. Drugim re£ima, kada lider i sledbenik odaberu lokaci-

je na kojima ¢e uspostaviti svoje objekte, korisnici biraju u kojim objektima

¢e zadovoljiti svoju potraºnju, a sam redosled kojim korisnici biraju navede-

ne objekte uti£e na vrednost funkcije cilja optimizacionih problema lidera i

sledbenika. Iz tog razloga na izloºenim modelima se ne moºe primeniti repre-

zentacija re²enja u kojem ¢e �gurisati samo lokacije za uspostavljanje objekata,

ve¢ je neophodno da u reprezentaciji re²enja �guri²e i redosled pridruºivanja

korisnika objektima.

Primer

Neka je m = 4, n = 4 i re²enje x′ = (0, 2, 1, 2, 0.52, 0.34, 0.76, 0.61). Redosled

dodeljivanja korisnika objektima dat je slede¢om listom (1, 0, 3, 2). Da bi se

kreirao sused iz okoline M(x′) na slu£ajan na£in se biraju dva cela broja

j1 6= j2 iz segmenta [0,m − 1], tj. segmenta [0, 3]. Neka je na slu£ajan na£in

izabrano j1 = 1 i j2 = 3. Vrednosti dodeljene korisnicima j1 i j2 me�usobno

se zamenjuju, pri £emu se dobija sused x′′ je (0, 2, 1, 2, 0.52, 0.61, 0.76, 0.34). U

ovom re²enju redosled dodeljivanja korisnika objektima dat je slede¢om listom

(3, 0, 1, 2).

7. Kriterijum zaustavljanja

Kriterijumi zaustavljanja su maksimalno vreme izvr²avanja i maksimalan broj

iteracija BVNS algoritma.
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Glava 6

Memetski algoritam za re²avanje

CFLP-PDS

6.1 Osnovne postavke MA

Heuristike zasnovane na iterativnom pobolj²anju jednog re²enja imaju izvesne

vrline i mane, ba² kao i populacijske metaheuristike. S-heuristike imaju osobinu da

brzo konvergiraju, ali se £esto de²ava da je taj optimum lokalnog, a ne globalnog

karaktera. Populacijske metaheuristike imaju dobre mehanizme da iza�u iz lokalnog

optimuma, ali su znatno sporije. Tako�e, porastom dimenzije problema raste i vreme

izvr²avanja koje moºe postati nedopustivo veliko. U cilju prevazilaºenja nedostataka

ovih metoda dolazi se do njihove hibridizacije. Hibridni algoritmi kombinuju dve

heuristike, na na£in svojstven problemu koji se razmatra. Uglavnom se kobinuju

jedna P -heuristika i jedna S-heuristika. Populacijska heuristika sluºi da diverzi�kuje

pretraºiva£ki prostor, a pomo¢u S-heuristike ubrzava se konvergencija i detaljnije

se pretraºuje prostor u okolini potencijalno dobrog re²enja £ime se izbegava slu£aj

da se algoritam pribliºi jako blizu globalnog optimuma, ali ipak ne stigne do njega.

Jedan od mno²tva hibridnih algoritama jeste memetski algoritam (MA) koji

hibridizuje jednu populacijsku heuristiku i neku metodu lokalne pretrage. Srº me-

metskog algoritma jeste mema, koja predstavlja jedinicu prenosa kulture. Termin

�memetski� izveo je �arls Darvin u teoriji o memama, kao kulturolo²kim i sociolo-

²kim ekvivalentima gena. Naime, meme se mogu ukr²tati i menjati u okviru popula-

cije. Na taj na£in kultura evoluira i teºi napretku. Kao prirodan proces, dobre ideje

(meme) teºe da opstanu i pro²ire se u okruºenju, dok lo²e ideje okruºenje ne prepo-

znaje i one polako izumiru. Vi²e o memetskim algoritmima i njihovim primenama
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moºe se pro£itati u radovima [11], [26], [8], [32] i [33].

Memetski algoritam se u poslednje dve decenije koristi za re²avanje brojnih pro-

blema optimizacije. Neke od oblasti u kojima se primenjuju memetski algoritmi su

ma²insko u£enje, planiranje, problemi raspore�ivanja, lokacijslo planiranje, bioinfo-

rmatika, elektronika, telekomunikacije i sli£no. Naj£e²¢a primena memetskih algo-

ritama hibridizuje genetski algoritam i neku od metoda lokalnih pretraga, stoga se

vremenom za memetski algoritam i podrazumeva da je on hibridizacija konkretno

genetskog algoritma i neke verzije lokalne pretrage.

Posebna paºnja pridaje se odabiru jedinki na koje ¢e se primeniti metoda lo-

kalne pretrage. Re²enja na koje se primenjuje LS prolaze kroz proces usavr²avanja

²to odgovara paradigmi u£enja tokom celog ºivota. Mogu¢e je u svakoj iteraciji GA

na svaku jedinku primeniti lokalnu pretragu, £ime bi se dobila populacija bogata

lokalnim optimumima, me�utim na taj na£in se dosta pove¢ava vreme izvr²avanja

algoritma, a GA ¢e biti potrebna jaka mutacija kako bi iza²ao iz navedenih lokalnih

optimuma i dostigao globalni. Naj£e²¢a metoda je da se samo na najbolju jedinku iz

populacije primeni metoda lokalne pretrage i to samo u slu£aju da se ta jedinka pro-

menila u poslednjoj iteraciji genetskog algoritma, £ime se izbegava primena lokalne

pretrage na isto re²enje vi²e puta. Drugi predlog je da se na slu£ajan na£in izabere

k jedinki na koje ¢e se primeniti lokalna pretraga. Tre¢i predlog je da se populaci-

ja podeli na k nivoa, a da se potom iz svakog nivoa izabere jedinka sa najboljom

funkcijom pogodnosti i da se na nju primeni metoda lokalne pretrage.

U radu je predloºen memetski algoritam koji hibridizuje GA i BVNS metodu.

Algoritmom 7 je prikazana struktura predloºenog algoritma.

51



Predloºena implementacija MA za re²avanje CFLP-PDS

Algoritam 7 Memetski algoritam GA + BVNS
U£itavanje parametara;
Generisanje po£etne populacije;
Odre�ivanje funkcije prilago�enosti populacije;
Odre�ivanje najboljeg re²enja;
while nije ispunjen kriterijum zaustavljanja do

Postupak elitizma;
Selekcija jedinki za primenu genetskih operatora;
Ukr²tanje za izabrane parove jedinki;
Mutacija izabranih jedinki;
Primena BVNS algoritma na odre�ene jedinke iz populacije;
Odre�ivanje funkcije prilago�enosti populacije;
Aºuriranje najboljeg re²enja;

end while

return Najbolje re²enje;

6.2 Predloºena implementacija MA za re²avanje

CFLP-PDS

U implementaciji memetskog algoritma kori²¢en je genetski algoritam predloºen

u sekciji 4.2 ovog rada i osnovna metoda promenljivih okolina predloºena u sekciji

5.2 ovog rada.

Po£etna ideja je da se BVNS algoritam primeni na slede¢i na£in. Populacija se

sortira opadaju¢e u odnosu na vrednost funkcije cilja. Sortiranu populaciju podeliti

na b slojeva, a potom BVNS metodu primeniti na prvu jedinku iz svakog sloja. Prva

jedinka ¢e ujedno biti i jedinka sa najboljom funkcijom pogodnosti iz svoje grupe,

jer je populacija sortirana. Me�utim, ovakav algoritam odnosi mnogo vremena, po-

sebno kada su u pitanju instance velike dimenzije. Iz navedenog razloga u radu je

implementiran slede¢i metod. U svakoj iteraciji genetskog algoritma, BVNS se pri-

menjuje samo na najbolju jedinku iz populacije, pod uslovom da se najbolja jedinka

promenila u odnosu na prethodni korak GA.

Prilikom predloºene hibridizacije GA i BVNS algoritma, vreme izvr²avanja BVNS

algoritma se ograni£ava kako ne bi do²lo do zna£ajnog pove¢anja vremena izvr²ava-

nja celokupnog algoritma.
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Glava 7

Eksperimentalni rezultati i analiza

Implementacija predloºenih heuristika implementirana je u programskom jeziku

C++. Sva testiranja izvr²ena su na ra£unaru sa 64-bitnim procesorom Intel(R)

Core(TM) i5-3337U CPU @ 1.80 GHz 1.80 GHz i 8.00 GB radne memorije (RAM

memorije). Za re²avanje optimizacionog problema sledbenika kori²¢en je egzaktni

re²ava£ IBM ILOG CPLEX Optimization Studio (CPLEX) V12.8.0.

Za potrebe testiranja implementiranih heurstika kori²¢ene su instance malih, sre-

dnjih i velikih dimenzija, koje su javno dostupne na adresi https://doi.org/10.6084/

m9.�gshare.5548594. Instance sadrºe redom, broj potencijalnih lokacija |I|, broj ko-
risnika |J |, broj razli£itih kapaciteta koji se mogu uspostaviti na odre�enoj lokaciji k,

pij, qij, wj, fis, gis, lCis
, fCis

i dij. Navedene instance generisane su na slu£ajan na£in

pod uslovima koji su prikazani u tabeli 7.1, gde U predstavlja uniformnu raspodelu.

Rastojanja izme�u korisnika i objekata dij dobijena su iz cirkularne mreºe sa dva

prstena i 25 £vorova iz [3]. Prilikom formiranja instanci kori²¢ene su pretpostavke

da je skup potencijalnih lokacija za uspostavljanje objekata i skup lokacija korisnika

isti, tj. I = J , zatim i da je skup lokacija na kojima lider moºe uspostaviti svoje

objekte isti kao skup lokacija na kojima sledbenik moºe uspostaviti svoje objekte,

tj. I = IF = IL. Tako�e, kori²¢ena je pretpostavka da se na svakoj lokaciji moºe

uspostaviti objekat dva razli£ita kapaciteta, tj. k = 2.
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Tabela 7.1: Vrednosti parametara za generisanje instanci

Vrednosti parametara

pij = U(12, 24)
qij = pij
wj = U(5, 10)
fi1 = U(20, 25)
fi2 = U(30, 35)
gi1 = U(15, 20)
gi2 = U(25, 30)
lCi1 = U(20, 25)
lCi2 = U(30, 35)
fCi1 = U(7, 12)
fCi2 = U(15, 20)
dij ← Class R2d from Beresnev(2016)

dCij = 0.01 ∗ dij
Si = {1, 2}

Na test primeru dimenzije |I| = |J | = 4, tj. m = n = 4 i k = 2, ulazni podaci

u odgovaraju¢em formatu prikazani su na slici 7.1. U prvom redu nalaze se broje-

vi koji ozna£avaju dimenziju problema, redom n, m i k. Nakon toga sledi matrica

prihoda lidera [pij]i,j={1,...,n} dimenzije mxn, a potom matrica prihoda sledbenika

[qij]i,j={1,...,n} dimenzije mxn. U narednom redu nalazi se vektor dimenzije m koji

sadrºi podatke o potraºnji kupaca wj. Zatim slede matrice dimenzije nxk koje sadrºe

podatke o �ksnim tro²kovima potrebnim za uspostavljanje objekata lidera i sledbe-

nika [fis]i={1,...,n},s={1,...,k}, [gis]i={1,...,n},s={1,...,k}, a potom matrice dimenzije nxk koje

sadrºe podatke o maksimalnoj koli£ini potraºnje koja moºe biti zadovoljena uspo-

stavljanjem objekata lidera ili sledbenika na odre�enoj lokaciji [lcis]i={1,...,n},s={1,...,k}
i [fcis]i={1,...,n},s={1,...,k}. Na kraju nalazi se matrica [dij]i,j={1,...,n} dimenzije nxm koja

predstavlja rastojanja korisnika od objekata. Na osnovu ulaznih podataka, ra£una

se dcij po formuli dcij = 0.01 · dij.
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Slika 7.1: Ulazni podaci test instance dimenzije |I|=|J|=4, k=2

Razmatrani problem mogu¢e je re²iti egzaktnim metodama, ali samo za insta-

nce male dimenzije, imaju¢i u vidu sloºenost samog problema. Za instance srednjih

i velikih dimenzija, egzaktni re²ava£ radi nedopustivo dugo. Navedena zapaºanja

preuzeta su iz rada [35]. Broj promenljivih u modelima 1 i 2 prikazan je u tabeli

7.2. Na ovim instancama se jasno moºe uo£iti zna£aj heuristi£kih metoda za re²ava-

nje razmatranog problema. Kao ²to je ve¢ navedeno, optimizacioni problem lidera

re²ava se heuristi£kom metodom u kojoj je ugnjeºden optimizacioni problem sledbe-
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nika, koji se re²ava standardnim re²ava£em CPLEX. Maksimalno vreme izvr²avanja

optimizacionog problema sledbenika u CPLEX-u ograni£eno je na 120 sekundi.

Tabela 7.2: Broj promenljivih Modela 1 i 2

Lider Sledbenik Ukupno
Instanca |I| = |J | Xis xij Zis zij γij Model1/Model2
small1 4 8 16 8 16 16 48/64
small2 5 10 25 10 25 25 70/95
small3 6 12 36 12 36 36 96/132

medium1 8 16 64 16 64 64 160/224
medium2 10 20 100 20 100 100 240/340
medium3 12 24 144 24 144 144 336/480
large1 16 32 256 32 256 256 576/832
large2 20 40 400 40 400 400 880/1280
large3 25 50 625 50 625 625 1350/1975

Na£in prezentovanja eksperimentalnih rezultata

Na svakoj instanci male i srednje dimezije implementirana heuristika je pokre-

nuta 10 puta, dok je za instance velike dimenzije heuristika pokrenuta 5 puta. Neka

se metaheuristika izvr²ava k puta na instanci. Pri svakom izvr²avanju pamti se na-

jbolje re²enje koje je postigla soli, vreme za koje metaheuristika prvi put dobila

najbolje re²enje ti u sekundama i ukupno vreme i-tog izvr²avanja metaheuristike

t_toti u sekundama, gde je i = 1, . . . , k. Po zavr²etku svih k izvr²avanja, odre-

di se najbolje re²enje lidera dobijeno kroz tih k izvr²avanja i ozna£i se sa Bestsol.

S obzirom da je razmatraju¢i problem optimizacioni problem maksimizacije vaºi

Bestsol = maxi=1,...,k(soli). Za svako re²enje soli izra£unato je procentualno odstu-

panje od najboljeg re²enja dobijenog implementiranom heuristikom po formuli

gapi = 100 · |soli −Bestsol|
|Bestsol|

.

Prose£no vreme za koje je heuristika prvi put dostigla najbolje re²enje tbest, pro-

se£no ukupno vreme izvr²avanja heuristi£ke metode ttot, srednje odstupanje agap

(u procentima) i standardna devijacija σ (u procentima) ra£unaju se po slede¢im

formulama:

tbest =
1

k

k∑
i=1

ti,

ttot =
1

k

k∑
i=1

t_toti,
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agap =
1

k

k∑
i=1

gapi,

σ =

√√√√1

k

k∑
i=1

(gapi − agap)2.

7.1 Eksperimentalni rezultati dobijeni GA

metodom

Parametri implementiranog genetskog algoritma odre�eni su eksperimentalnim

putem. Izbor parametara pop_size, tour_size, elite_size, mut_prob, max_iter i

max_time za instance male srednje i velike dimenzije prikazan je u tabeli 7.3.

Tabela 7.3: Vrednost parametara genetskog algoritma

Parametar small medium large

pop_size 50 100 250
tour_size 5 7 20
elite_size 5 7 20
mut_prob 0.5 0.5 0.5
max_iter 100 500 1000
max_time 600s 1200s 1800s

U ovoj sekciji, kao i u narednim sekcijana prikazane su tabele sa eksperimenta-

lnim rezultatima, koje sadrºe redom: redni broj instance, naziv instance, dimenziju

instance, najbolje re²enje dobijeno heuristikom (L, F ), prose£no vreme za koje je

heuristika prvi put dostigla najbolje re²enje tbest (u sekundama), prose£no ukupno

vreme izvr²avanja heuristi£ke metode ttot (u sekundama), prose£no odstupanje od

najbolje dobijenog re²enja agap (u procentima) i standardnu devijaciju σ (u pro-

centima). Iako se re²enja porede po vrednosti funkcije cilja lidera (s obzirom da je

lider dominantan u igri) u tabelama je prikazan ure�en par (L, F ), sa ciljem boljeg

sagledavanja i analiziranja rezultata. Rezultati GA metode na instancama malih,

srednjih i velikih dimenzija prikazani su u tabelama 7.4 i 7.5 za Model 1 i za Model

2, respektivno.
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Tabela 7.4: Rezultati GA za Model 1

Genetski algoritam - Model 1

R.br. Instanca |I|=|J| (L,F) t_best (s) t_tot (s) agap(%) σ(%)

1. small1 4 (13.95, 10.98) 0.38 17.94 0.00 0.00
2. small2 5 (33.94, 2.00) 0.56 9.41 0.00 0.00
3. small3 6 (25.95, 15.95) 3.85 16.83 0.40 1.20
4. medium1 8 (42.94, 0.00) 2.09 70.52 0.00 0.00
5. medium2 10 (58.80, 0.00) 5.88 309.59 6.24 7.22
6. medium3 12 (58.85, 9.00) 17.62 233.77 3.57 5.61
7. large1 16 (73.76, 31.91) 24.85 1800.00 6.97 4.75
8. large2 20 (127.72, 18.91) 16.62 1800.00 6.07 3.57
9. large3 25 (137.72, 0.00) 26.62 1800.00 10.16 7.90

Tabela 7.5: Rezultati GA za Model 2

Genetski algoritam - Model 2

R.br. Instanca |I|=|J| (L,F) t_best(s) t_tot(s) agap(%) σ(%)

1. small1 4 (20.60, 13.31) 0.60 23.55 0.00 0.00
2. small2 5 (33.94, 2.00) 0.59 13.84 0.00 0.00
3. small3 6 (27.48, 16.34) 8.77 28.51 0.00 0.00
4. medium1 8 (42.94, 0.00) 3.71 154.73 0.23 0.70
5. medium2 10 (31.69, 14.15) 27.32 340.29 3.67 6.54
6. medium3 12 (40.89, 18.98) 71.41 307.55 13.49 11.58
7. large1 16 (58.82, 25.95) 109.82 1800.00 5.48 3.60
8. large2 20 (114.19, 21.57) 37.51 1800.00 5.25 5.19
9. large3 25 (95.42, 39.29) 119.84 1800.00 16.47 9.21

7.2 Eksperimentalni rezultati dobijeni BVNS

metodom

Parametri implementirane heuristike osnovne metode promenljivih okolina odre-

�eni su eksperimentalnim putem. Izbor parametara kmax, max_iter i max_iter_ls

za instance male, srednje i velike dimenzije prikazan je u tabeli 7.6. Rezultati BVNS

metode na instancama malih, srednjih i velikih dimenzija prikazani su u tabelama

7.7 i 7.8 za Model 1 i za Model 2, respektivno.
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Tabela 7.6: Vrednost parametara BVNS algoritma

Parametar small medium large

tmax [|I|/3] + 1 [|I|/3] + 1 [|I|/3] + 1
max_iter 100 500 1000
max_iter_ls 70 500 100
max_time 600s 1200s 1800s

Tabela 7.7: Rezultati BVNS algoritma za Model 1

BVNS algoritam - Model 1

R.br. Instanca |I| = |J| (L,F) t_best(s) t_tot(s) agap(%) σ(%)

1. small1 4 (13.95, 10.98) 2.70 54.85 0.00 0.00
2. small2 5 (33.94, 2.00) 4.84 62.54 0.00 0.00
3. small3 6 (25.95, 15.95) 7.34 145.07 0.00 0.00
4. medium1 8 (42.94, 0.00) 45.63 378.28 0.00 0.00
5. medium2 10 (62.80, 4.89) 455.42 1200.00 0.00 0.01
6. medium3 12 (58.85, 9.00) 155.32 1200.00 0.00 0.00
7. large1 16 (73.76, 31.91) 907.97 1800.00 3.47 4.78
8. large2 20 (130.71, 7.91) 866.14 1800.00 2.28 3.04
9. large3 25 (133.74, 20.89) 945.99 1800.00 12.11 6.17

Tabela 7.8: Rezultati BVNS algoritma za Model 2

BVNS algoritam - Model 2

R.br. Instanca |I|=|J| (L,F) t_best(s) t_tot(s) agap(%) σ(%)

1. small1 4 (20.60, 13.31) 4.04 58.14 0.00 0.00
2. small2 5 (33.94, 2.00) 8.78 96.53 0.00 0.00
3. small3 6 (27.48, 16.34) 28.17 161.87 0.00 0.00
4. medium1 8 (42.94, 0.00) 197.33 1200.00 0.00 0.00
5. medium2 10 (31.69, 14.15) 493.39 1200.00 8.83 13.79
6. medium3 12 (40.89, 18.98) 388.19 1200.00 0.00 0.01
7. large1 16 (64.83, 35.85) 880.98 1800.00 6.14 5.56
8. large2 20 (112.07, 17.69) 1141.39 1800.00 7.03 8.64
9. large3 25 (80.76, 46.94) 724.75 1800.00 12.43 10.46

7.3 Eksperimentalni rezultati dobijeni MA

metodom

Parametri implementiranog memetskog algoritma odre�eni su eksperimentalnim

putem. Izbor parametara pop_size, tour_size, elite_size imut_prob, kmax,max_iter_mem,
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max_iter_bvns i max_iter_ls, max_time za instance male, srednje i velike di-

menzije prikazan je u tabeli 7.9. Rezultati MA metode na instancama malih, sre-

dnjih i velikih dimenzija prikazani su u tabelama 7.10 i 7.11 za Model 1 i za Model

2, respektivno.

Tabela 7.9: Vrednost parametara MA algoritma

Parametar small medium large

pop_size 50 100 250
tour_size 5 7 20
elite_size 5 7 20
mut_prob 0.5 0.5 0.5
max_iter_mem 100 500 1000
tmax [|I|/3] + 1 [|I|/3] + 1 [|I|/3] + 1
max_iter_bvns 30 30 30
max_iter_ls 20 20 20
max_time 600s 1200s 1800s

Parametri u memetskom algoritmu su korigovani u odnosu na parametre u GA

i BVNS metodama, sa ciljem u²tede vremena, kao ²to je slu£aj u ve¢ini postoje¢ih

radova vezanih za memetski algoritam.

Tabela 7.10: Rezultati MA za Model 1

MA - Model 1

R.br. Instanca |I|=|J| (L,F) t_best(s) t_tot(s) agap(%) σ(%)

1. small1 4 (13.95, 10.98) 3.12 23.58 0.00 0.00
2. small2 5 (33.94, 2.00) 0.47 12.80 0.00 0.00
3. small3 6 (25.95, 15.95) 2.58 37.60 0.00 0.00
4. medium1 8 (42.94, 0.00) 9.12 79.87 0.00 0.00
5. medium2 10 (62.80, 4.89) 48.59 229.27 0.00 0.00
6. medium3 12 (58.85, 9.00) 43.25 191.93 0.34 1.02
7. large1 16 (68.79, 31.91) 148.24 1800.00 0.81 0.66
8. large2 20 (125.77, 4.00) 137.90 1800.00 3.64 3.34
9. large3 25 (125.73, 26.94) 341.79 1800.00 0.65 0.79
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Tabela 7.11: Rezultati MA za Model 2

MA - Model 2

R.br. Instanca |I|=|J| (L,F) t_best(s) t_tot(s) agap(%) σ(%)

1. small1 4 (20.60, 13.31) 0.65 30.91 0.00 0.00
2. small2 5 (33.94, 2.00) 1.31 22.31 0.00 0.00
3. small3 6 (27.48, 16.34) 25.41 73.79 0.00 0.00
4. medium1 8 (42.94, 0.00) 16.99 180.37 0.00 0.00
5. medium2 10 (31.69, 14.15) 88.26 430.59 3.41 4.95
6. medium3 12 (40.89, 18.98) 55.79 305.64 0.01 0.02
7. large1 16 (61.85, 23.94) 278.93 1800.00 7.11 5.99
8. large2 20 (114.19, 21.57) 220.17 1800.00 1.44 1.32
9. large3 25 (90.73, 57.95) 223.30 1800.00 15.98 8.01

7.4 Analiza uticaja parcijalnog zadovoljenja

potraºnje

Kao ²to je ranije re£eno u radu, u Modelu 1 korisnik se moºe vezati za sledbenika

samo u slu£aju da sledbenik moºe da zadovolji celu potraºnju korisnika. U Modelu

2, ovaj uslov je oslabljen u smislu da korisnik moºe da se veºe sa sledbenika i u

slu£aju da sledbenik moºe da zadovolji samo deo potraºnje korisnika, bez obzira da

li je navedeni korisnik ve¢ vezan za lidera ili ne. Na ovaj na£in sledbenik pobolj²ava

svoju poziciju u odnosu na Model 1.

Analiziraju¢i rezultate uo£ava se da se vrednost funkcije cilja sledbenika u Mo-

delu 2 uglavnom pove¢ava u odnosu na Model 1. Tako�e, uo£eno je da se vrednost

funkcije cilja lidera za instance male dimenzije pove¢ava ili ostaje ista u Modelu

2 u odnosu na Model 1, ali se za instance srednje i velike dimenzije ova vrednost

smanjuje ili ostaje ista. Na slikama 7.2 i 7.3 prikazani su gra�ci zavisnosti vrednosti

funkcije cilja lidera i vrednosti funkcije cilja sledbenika, respektivno, od dimenzije

problema za Model 1 i Model 2 , dobijeni BVNS metodom.
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Slika 7.2: Zavisnost vrednosti funkcije cilja lidera od Modela 1 i 2
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Slika 7.3: Zavisnost vrednosti funkcije cilja sledbenika od Modela 1 i 2

Primera radi, u nastavku ¢e se analizirati re²enje dobijeno od ulaznih instanci

small3 gde vaºi n = m = 6 i k = 2 za oba modela. U Modelu 1 najbolje re²enje je

da lider uspostavi objekte na lokaciji i = 2 i i = 4 kapaciteta s = 0, a da sledbenik

uspostavi objekat na lokaciji i = 3 kapaciteta s = 1. Nakon odabira lokacija za

uspostavljanje objekata od strane rivala korisnici se pridruºuju objektima koji su

im najbliºi, a zadovoljavaju celu potraºnju korisnika. Na taj na£in, kupci j = 1

i j = 2 vezuju se za liderov objekat i = 2, a kupci j = 4 i j = 5 vezuju se za

liderov objekat i = 4. Korisnici j = 0 i j = 3 vezuju se za sledbenikov objekat

i = 3. Vrednost funkcije cilja lidera u ovoj igri iznosi 25.95, a vrednost funkcije cilja

sledbenika u ovoj igri iznosi 15.95. Rezultat igre prikazan je u tabeli 7.12.

Tabela 7.12: Re²enje n=m=6 Model 1

Korisnik 0 1 2 3 4 5

Liderov objekat 2 2 4 4
Sledbenikov objekat 3 3

U Modelu 2 najbolje re²enje je da lider uspostavi objekte na lokaciji i = 3 i
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i = 4, kapaciteta s = 0, a da sledbenik uspostavi objekat na lokaciji i = 0 kapaciteta

s = 1. Nakon odabira lokacija za uspostavljanje objekata od strane rivala korisnici se

pridruºuju objektima koji su im najbliºi, a zadovoljaju celu potraºnju ili samo deo

potraºnje korisnika. Na taj na£in, kupci j = 0 i j = 1 vezuju se za liderov objekat

i = 3, korisnici j = 3, j = 4 i j = 5 vezuju se za liderov objekat i = 4. Korisnici

j = 0 i j = 2 vezuju se za sledbenikov objekat i = 0. Kao ²to se moºe primetiti,

kupac j = 0 se vezao i za liderov i za sledbenikov objekat. Korisnik j = 0 je kod

sledbenika zadovoljio 80% svoje potraºnje, a 20% potraºnje zadovoljio je kod lidera,

²to je dato kroz promenljivu γij = γ00, koja u ovom slu£aju iznosi 0.8. Vrednost

funkcije cilja lidera u ovoj igri iznosi 27.48, a vrednost funkcije cilja sledbenika u

ovoj igri iznosi 16.34. Rezultat igre prikazan je u tabeli 7.13.

Tabela 7.13: Re²enje n=m=6 - Model 2

Korisnik 0 1 2 3 4 5

Liderov objekat 3 3 4 4 4
Sledbenikov objekat 0 0
γij 0.8

Analizom navedenog primera uo£ava se da su se vrednosti funkcije cilja lidera i

sledbenika pove¢avale u Modelu 2 u odnosu na Model 1.

7.5 Analiza rezultata

Pore�enjem predloºenih implementacija prema standardnom odstupanju σ za-

klju£uje se da je najbolja implementirana metoda memetski algoritam, ²to je i o£e-

kivano, a potom BVNS algoritam. Naime, prose£no standardno odstupanje u me-

metskom algoritmu je za instance male dimenzije iznosi 0.00% (0.00%), za instance

srednje dimenzije 0.34% (1,65%) i za instance velike dimenzije 1,59% (5,10%) za

Model 1 (Model 2). Prose£no standardno odstupanje u BVNS algoritmu je za insta-

nce male dimenzije 0.00% (0.00%), za instance srednje dimenzije 0.00% (4,59%) i za

instance velike dimenzije 4,66% (8,22%) za Model 1 (Model 2). Prose£no standardno

odstupanje u GA algoritmu je za instance male dimenzije 0.4% (0%), za instance

srednje dimenzije 4,27% (6,27%) i za instance velike dimenzije 5,4% (6,00%) za

Model 1 (Model 2). Implementirane metode prave ve¢e standardno odstupanje u

Modelu 2 u odnosu na Model 1, ²to je i o£ekivano s obzirom na sloºenost navedenih

modela.
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Za pronalazak najboljeg re²enja prvi put genetskom algoritmu je na instanca-

ma male dimezije potrebno u proseku 1,59 sekundi, za instance srednje dimenzije

8.53 sekunde i za instance velike dimenzije 22,69 sekundi, za model 1. Posmatraju¢i

implementirane metode uo£ava se da vi²e vremena potrebnog da dostignu najbolje

re²enje treba algoritmima implementiranim za Model 2. U Modelu 2 za pronala-

zak najboljeg re²enja prvi put genetskom algoritmu je na instancama male dimezije

potrebno u proseku 3,32 sekunde, za instance srednje dimenzije 34.14 sekunde i za

instance velike dimenzije 89,07 sekundi. Za instance velike dimezije GA ne zadovolji

kriterijum zaustavljanja koji se odnosi na maksimalan broj iteracija, ve¢ se zaustavi

kada dostigne vreme odre�eno za maksimalno vreme izvr²avanje algoritma, ²to je u

ovom radu 1800 sekundi. Najvi²e vremena za pronalazak najboljeg re²enja potrebno

je BVNS algoritmu. Za instance male dimenzije potrebno je 14.88(13,66) sekunde,

za instance srednje dimenzije 218.33(359,25) sekunde i za instance velike dimenzije

906(915) sekundi za Model 1(Model 2). Ukupno vreme izvr²avanja programa ogra-

ni£eno je na 1200 sekundi za instance srednje dimenzije i 1800 sekundi za instance

velike dimenzije, ²to BVNS algoritam dostigne na testiranim instancama. Meme-

tskom algoritmu treba vi²e vremena da dostigne najbolje re²enje od GA, a manje

od BVNS algoritma.

Ukoliko je u tabelama sa eksperimentalnim rezultatima ttot < tmax algoritam je

prekinut jer je dostigao maksimalan broj iteracija. Ukoliko je ttot = tmax algoritam

je prekinut zbog vremenskog ograni£enja izvr²avanja. Na primer, za sve instance ve-

like dimenzije svi algoritmi su prekinuti zbog vremenskog ograni£enja, dok je BVNS

algoritam prekinut usled vremenskog ograni£enja za instance srednje dimenzije me-

dium1 (za Model 2), kao i za instance medium2 i medium3(za oba modela).

Na slikama 7.4 i 7.5 prikazani su gra�ci zavisnosti prose£nog vremena neopho-

dnom za sva tri algoritma da prona�e najbolje re²enje prvi put za Model 1 i za

Model 2, respektivno. Iako vaºi da su populacijske metaheuristike sporije od heuri-

stika zasnovanih na iterativnom pretraºivanju jednog re²enja, u ovom radu to nije

slu£aj. Razmatrani problem je lokacijski problem sa nadmetanjem, pa se za svako

re²enje lidera poziva standardni re²ava£ CPLEX kako bi se dobilo optimalno re²e-

nje sledbenika. Iako genetski algoritam u svakoj iteraciji posmatra popsize jedinki,

standardni re²ava£ se poziva samo jednom za svaku jedinku u populaciji, odnosno

popsize puta u jednoj iteraciji algoritma. U BVNS metodi se CPLEX poziva pri

svakoj promeni re²enja u fazi razmrdavanja, kao i pri svakoj promeni re²enja u fazi

lokalne pretrage, ²to rezultuje duºim izvr²avanjem algoritma nego ²to je o£ekivano,
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duºim i od implementirane populacijske heuristike.

Slika 7.4: Prose£no vreme neophodno algoritmima za pronalazak najboljeg re²enja
- Model 1
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Slika 7.5: Prose£no vreme neophodno algoritmima za pronalazak najboljeg re²enja
- Model 2

�to se ti£e Modela 1, za instance male dimenzije sve implementirane metaheuri-

stike postiºu isto najbolje re²enje. Za instance srednje dimenzije medium1 i medium3

sve metaheuristike nalaze isto re²enje, ali za instancu medium2 BVNS i MA metahe-

uristike nalaze bolje re²enje od GA. Iz navedenog moºe se zaklju£iti da je memetski

algoritam iskoristio dobre karakteristike BVNS metode.

Iako je o£ekivano da memetski algoritam dostigne bolja re²enja od GA i BVNS,

za instance velike dimenzije to nije slu£aj. Za instance velike dimenzije GA i BVNS

algoritmi su na²li bolja re²enja od MA algoritma. Razlog tome je to ²to se u meme-

tskom algoritmu maksimalno vreme izvr²avanja BVNS algoritma mora ograni£iti,

kako MA ne bi previ²e vremena potro²io na izvr²avanje BVNS algoritma. Iz tabela

7.7 i 7.8 moºe se zaklju£iti da je BVNS algoritmu potrebno puno vremena da pro-

na�e najbolje re²enje (za instance male dimenzije algoritmu je potrebno da prvi put

dostigne najbolje re²enje prose£no za 13.66 sekundi, za instance srednje dimenzije

432 sekunde i za instance velike dimenzije 910 sekundi). Ograni£avanjem vremena

izvr²avanja BVNS algoritma u hibridizaciji de²ava se to da BVNS metoda nema

vremena da dostigne dovoljno dobro re²enje, a genetskom algoritmu se oduzme vre-
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me za izvr²avanje. Za instancu large1, najbolje re²enje za lidera koje su na²li GA i

BVNS algoritam je 73.76, dok je najbolje re²enje za lidera koje je na²ao MA algo-

ritam 68.79. Za instancu large2, BVNS je na²ao bolje re²enje od GA, ali mu je bilo

potrebno dosta duºe vremena za pronalazak najboljeg re²enja. Dok je za instancu

large3 GA algoritam na²ao bolje re²enje od BVNS. Posmatraju¢i re²enja koja su

prona�ena u Modelu 1, pokazuje se da je BVNS metoda bolja od GA, ali joj je

potrebno vi²e vremena za izvr²avanje.

�to se ti£e Modela 2, za instance male i srednje dimenzije sve implementirane

metaheuristike dostiºu ista re²enja, ali je BVNS metodi potrebno najvi²e vremena

za izvr²avanje. Za instance velike dimenzije je isti slu£aj kao u Modelu 1. GA i BVNS

metode dostiºu bolje re²enje od MA algoritma iz istog razloga kao u Modelu 1. Za

instancu large1 bolje re²enje dostiºe BVNS algoritam, a za instance large2 i large3

bolje re²enje dostiºe GA.

U Modelu 1 se de²ava slu£aj da lider izabere lokacije za uspostavljanje objekata

tako da se sledbeniku ne isplati da uspostavi objekat ni na jednoj lokaciji, a da pritom

pro�tira. Na taj na£in sledbenik ostaje bez pro�ta (npr. rezultati GA za instance

medium1 i medium2). U ostalim slu£ajevima lider pro�tira vi²e od sledbenika pro-

se£no za instance male dimenzije 562.02%, za instance srednje dimenzije 553.89%

i za instance velike dimenzije 353.28% (posmatraju¢i rezultate koji su dobijeni GA

metodom). Usled parcijalnog zadovoljenja potraºnje u problemu sledbenika, u Mo-

delu 2 se re�e de²ava slu£aj da sledbeniku ne preostane nijedna strategija kako ne

bi ostao bez pro�ta. I u ovom modelu lider pro�tira vi²e od sledbenika, za instance

male dimenzije prose£no za 573.32% vi²e, za instance srednje dimenzije 119.7% i za

instance velike dimenzije 232.31%. Na instancama srednje i velike dimenzije uo£ava

se da je razlika u Modelu 2 izme�u pro�ta koji zara�uju lider i sledbenik manja od

navedene razlike u Modelu 1.
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Zaklju£ak

U ovom radu izloºene su dve varijante lokacijskog problema ograni£enih kapaci-

teta sa nadmetanjem. Prva varijanta podrazumava da oba igra£a moraju zadovoljiti

celu potraºnju korisnika, dok se u drugoj varijanti problema ovaj uslov popu²ta,

ali samo za sledbenika s obzirom da on svoj potez povla£i drugi. Drugim re£ima,

sledbenik ima pravo da zadovolji samo deo potraºnje korisnika, bez obzira da li je

tog korisnika ve¢ izabrao lider ili ne. Cilj oba igra£a je da maksimizuju svoj pro�t

tako ²to ¢e uspostaviti objekte na odre�enim lokacijama, a pro�t im donose korisnici

koji se vezuju za uspostavljene objekte. Lokacije na kojima ¢e se uspostaviti objekti

biraju se tako da svi uslovi budu zadovoljeni.

Osnovna varijanta ovog problema primenjena je na princip monopola na trºi-

²tu. Me�utim, usled razvoja ekonomije, stvorene su potrebe da se razvije model za

princip duopola. Problem koji se razmatra u radu ima veliku primenu u prirodi.

S obzirom na sloºenost modela, za probleme velike dimenzije egzaktnim metoda-

ma nije mogu¢e re²iti navedeni lokacijski problem, stoga se zna£aj implementiranih

heuristi£kih metoda razvijenih u radu pove¢ava. U ovom radu predloºena je i imple-

mentirana jedna populacijska metaheuristika - genetski algoritam i jedna heuristika

zasnovana na iterativnom pobolj²anju jednog re²enja - osnovna metoda promenlji-

vih okolina. Tre¢a heuristika koja je predloºena i implementirana u radu predstavlja

hibridizaciju prve dve, £ime je stvoren memetski algoritam. Cilj ove hibridizacije je

da se iskombinuju dobre strane P i S heuristika, kako bi se dobilo kvalitetnije re²enje

ili u²tedelo na vremenu izvr²avanja algoritma. Predloºene heuristike testirane su na

javno dostupnim instancama male, srednje i velike dimenzije. Analiziraju¢i rezulta-

te uo£ava se da je memetski algoritam najpogodniji za re²avanje ovog problema,

potom osnovna metoda promenljivih okolina, i naposletku genetski algoritam.
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Analizom se naslu¢uje da su za ovaj problem pogodnije heuristike zasnovane na

iterativnom pobolj²anju jednog re²enja. Budu¢a istraºivanja mogu se bazirati na

analiziranju navedene pretpostavke. U drugoj varijanti problema mogu¢ je slu£aj

da neki korisnik zadovolji samo deo potraºnje kod sledbenika, a ni jedan deo potra-

ºnje kod lidera, time korisnik ostaje nezadovoljan, ²to nije poºeljan slu£aj. U daljem

radu mogu¢e je napraviti tre¢u varijantu problema u kojoj korisnik moºe da zado-

volji deo potraºnje kod lidera, a deo kod sledbenika, ali bez mogu¢nosti da korisnik

ostane nezadovoljan na kraju igre. Zbog sloºenosti algoritma, liderov optimizacioni

problem re²avan je predloºenim heuristikama, dok je sledbenikov optimizacioni pro-

blem re²avan egzaktnim re²ava£em. U budu¢em radu mogu¢e je poku²ati re²iti oba

problema nekim heuristi£kim metodama. Za male dimenzije ovo bi bio nee�kasniji

slu£aj u odnosu na trenutni, ali za instance velike dimenzije heuristi£ka metoda bi

bila e�kasnija od egzaktnog re²ava£a.
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