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HacsioB mactep paga: Ckpusenn MapKoB/beBr Mojien y OMONHMOPMATUIINA —

€JIEKTPOHCKA JIEKITH]a,

Pesume: Ckpuenun Mapkosibesu mogenu (HMM, npema enrn. Hidden Markov
Model) npeicraBibajy croxacTudKe KOHAYHE ayTOMATE Ca IPUBATHUM (CKPHBEHIIM )
cramuMa U jaBHHM (orncepBadmiHUM) emucujama. lIpomene crama, Koje rpaje
CKpHWBEHEe IIyTeBe, Ka0 M MPUKA3 CUMOOJIA, KOjU UMHE OIarkarba, 3allPaBO Cy JIBa
[MOBe3aHa CTATUCTUYKA MPOIeca, IUju ce OJHOC Mojesyje. [Ipumene oBux mosmernra
Cy pa3HOPOJIHE, KAKO Y PeIaBarby IPod/eMa HaJINJIEAHOT, TAKO U HEHAIIJIeJaHOT
MAIITHCKOT yYerha HaJl CEKBEHIMjaTHUM TojanuMa, (HIIp. BPEMEHCKUM ceprjama),
Moy T KJiacuduKaIyje IpoTernHa 1 IpoHajaXema rena y ouonndopmaruim. N3-
pabeHa je eJleKTPOHCKA JIEKIja Koja mokpuBa reMmy HMM kao dnonHGOpMaTHIKY
HacTaBHY jeamHully. Jleknmja ce cacTojum m3 JIeTa/bHOT TEOPHUjCKOT Jlesia U IIpaTe-
hux mMIIeMeHTaIja aJropuTamMa HeonmxoaHux 3a paj ca HMM. Nznarame 3a-
IIOYHUHE OIMCOM MOTHUBAIMOHUX ITPoOJeMa IpoHaJaxKema rera y JIHK ceksenru,
KJIacuukalyje nporenta Ha npuMmepy oapehuBama Tuna mzosnara XNB-a, kao u
JIOJIATHOT TIPpOOJIeMa HEIOIITeHe KOIKAPHUIIE. ¥ HACTABKY CY, aHAJIU30M yBEJICHOT
podJjieMa Ka3WHa, pa3MOTpeHe U peajinm3oBaHe Moryhuoctu ckpuBeHux Mapko-
BJbEBUX MOJIeJIa, IMOIYT JeKoaupamwa (BurepdujeB ajsropuram) u u3padyHaBamba
BepoBaTHONe onazkama (ajaropuram ,Harnpes’). HakoH Tora, NIpuKasaHo je Kako ce
JedUHUCAHN W UMILJIEMEHTUPAHU MOJIEST MOXKE MCKOPUCTHUTU 32 PelllaBatbe MU3JI10-
JKEHUX MPOOJIEMa, KOHKPETHO TpoHasaxkemem CG octpsa (CpG mecra) u ymorpe-
Som tipobusiaux HMM (HMM upodwuna). Hanocserky je onucana u morylhinoct
yUerma rmapaMeTapa Mojeia Ha OCHOBY OlaxKama, Takohe y3 mparehe mminiemeHTa-
uje (asropuram ,Hanpe-uasa’, Burepdujeso u Baym-Bemdoso yueme). Jleknuja
je peasm3oBaHa y BULy WHTepakTuBHE Jupyter cBecke ca Python komoBuMa, Koja je
jaBuo mocrymna Ha GitHub-y. Hamnpasibena je u HTML Bep3uja marepujasia ucre
caJIpKUHe, KAKO O JIEKIIUjU MOIJIO Jla Ce MPUCTYIH U CAMO IIPEKO Iperjeaada

Beda, 0e3 morpede 3a Jupyter cepepom uinu Python unrepuperaTopoM.

Kuipyune peun: duonndopmaruka, ckpusern Mapkoibeu moenu (HMM), enek-

TpoHcka Jieknuja, CG ocrpsa (CpG mecta), npodbuwiau HMM (HMM upodusm)
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I'maBa 1

YBOI

Buonndopmarnka je MHTEpAUCIUILIMHAPHA OOJIACT KOja ce OaBH IPUMEHOM
pPadyHAPCKUX TEXHOJIOIHja y 00JACTU OMOJIOTHje U CPOJHUX HAyKa, Ca HAITIACKOM
Ha pa3yMeBampy OHMOJIONIKUX TojaTaka. KipydHa ocodmHa joj je ympaBo IIOMeHyTa

MYJATAAACTIATIINHAPHOCT, KOja je MIycTpoBaHa JujarpaMoM ca ciauke 1.1.

ANKA
0]

o PAYYHAPCTBO

bUOJIOTHIA

Cauka 1.1: Benos aujarpaM mHTEPIUCIUILIMHAPHOCTH

OBako mpejicTaB/beHa, ONMOMH(MOPMATHKA je 3aIpPaBO CII0j CTATHUCTUKE, Pady-
) )
HapCTBa W OMOJIOTHje — CBa TPU HMCTOBPEMEHO — II0 YeMy HaIUIa3U I0jeIMHATHE

crojeBe: OMOCTATUCTHKY, HAyKy O IOJalluMa U padyHapcky owmosiorujy. Kon-
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KPETHO, CTATUCTHYKHU (MATEMATUIKN) arapaTaT CIyKH 3a PaJl ca HojalnuMa, pa-
dyHapCKe TEXHOJIOTHje Taj allapaT YWHe YIOTPeO/bUBUjUM, JIOK OHOJIOTHja Jiaje
noTpebHO JIOMEHCKO 3Hame (pasyMeBame) 3a paJi ca OMOJIONIKAM U CPOJIHUM IIO-
gamuMma. ako ce moxe pehm ja je dwomHpoOpMaTHKA, Y CABPEMEHOM CMUCTY
[IPEJ/ICTAB/HEHOM MPUKA3AHUM JIUjarPAMOM, PEJIATHBHO MJaJia HayKa, Op30 je 1o-
cTaJia IOIyJIapHA W MHOTH CY jOj TIOCBETHJIN MaXKiby WK ce moMe dase [1].
Ckpusenu Mapkosibes Mojiest (y HacTaBKy yriasHoM ckpalieno HMM, npema
earst. Hidden Markov Model) npencraBiba BEpOBATHOCHU MOJE KOJU CE€ CACTOjU
u3 cienehnx eemenara: CKpuBeHUX cTama (r;), oncepsarnuja (y;), BepoBaTHONA
npesaza (a;;), Hosa3Hux (m;) 1 u3aa3Hux BeposarHoha (b;;), 10 IPHMepy ca CIIUKe
1.2. HMM ce Tako MOXKe CXBATUTH KaO0 KOHAYHU ayTOMAaT, IIPU YEeMy CTarba
3a/IprKaBajy yoOMvajeHo 3Haderme, JJOK BepoBaTHOhe mpesia3a OIUCYjy KOJUKO ce
JecTO HeKHu Ipesa3 peanusyje. llomaszne BepoBaTHOhe 0/pel)yjy moUYeTHO cTambe.
OBakaB ayTomar JOIyHyje Ce MIejOM Jia CBaKO CTambe ca ojpeheHoM m3jIa3sHoOM
BepoBaTHONOM emuTyje (mpukasyje) Heky onceppanujy. Illtasuime, wajuernthe cy
camMmo orakarba 1 1o3Hara y pajy ca HMM, 1ok ce mo3aJuHCKN HI3 CTarmba moraha

(,ipesBuba’), ma ce yupapo 3aTO CTamba M MOJEIN HA3UBajy CKpuBeHuUM [32].

ail2 a23

Cimka 1.2: Jennocrasan nmpuMmep cKpubenor MapKoB/LeBOT Mojesal

!Tdunning. File:HiddenMarkovModel.png. Wikimedia Commons, mrycrpanuja ca Bukmme-
nuje: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:HiddenMarkovModel.png.
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[Iub oBoOr pajia je crajame MPEeTXOTHO YBEJIEHUX II0jMOBA — OMOMH(MOPMAaTHKE
n ckpuBeHHX MapKOB/BEBUX MOIea. 3aMHUCAO je, HaKJje, JeTaJbHa 00pajaa Teo-
PUjCKUX 1 IpakTUIHUX acriekara HMM, kao u npukas3 nmpuMepa bUXOBE IIPUMEHE
y ouonndopmaruru. [lopen nucanor pasa, npeasuhera popMa je U eJIeKTPOHCKA
JIEKIHja, KOja OM KacHUje OWjIa Jieo IHUper eJIeKTPOHCKOI YIIOeHWKa U3 OWOWH-
dopmaruke. Wneja yidenuka je ja Oyjie KOMILIETHO HACTABHO CPEJICTBO U3 OBE
00J1aCTH, KOje ce MOXKe KOPUCTUTH y Pa3HUM OOJIMIMMa HacTaBe (IpejaBarba, Be-
’K0e), aJii U 3a MPUIPeMy UCIIUTa WJIN jeIHOCTABHO yIIO3HaBame ca nojmom HMM.

Teopujcku yBOJ je 3acHOBaH Ha Kibu3u Bioinformatics Algorithms: An Active
Learning Approach [17] ayropa @uiuna Kommoa (Phillip Compeau) u Tlasena
[TeB3nepa (Pavel Pevzner), Koja ce KOPUCTH KAO YIIOEHUK HA BUIIIE O] CTO CBETCKUX
dakynrera, Mmehy kojuma je u Maremaruuku pakynrer YHuBep3urera y beorpasy
[2]. ¥V rekcry cy objammenu, a y JIEKIUjU U UMILJIEMEHTUDAHU, CBU aJI'OPUTMU
KOjU Cy IPEJICTAB/bEHU Y KIbU3U, ajlu U MHOTH JIpyru. Pesynrar je Jupyter cBecka

ca Python xomoBuMa, Koja je jaBuo mocrynna Ha GitHub-y [6].
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MoTuBaruja

Y 0BOj 1y1aBU U3JI0XKEHA je MOTHBaIIAja 3a yrnoTpedy ckpuBeHHX MapKOB/HEBUX
MoJiesia y onoundopmaruii. KoHKpeTHO, IpeJicTaB/beHa Cy JIBa BayKHA OUOJIOIIKA
IpodJIeMa Koja ce IbIMa MOTY PelIuTH U nparehn mojMoBu u3 JJoMeHa, Kao U jeTHa

I/ICTOpI/IjCKI/I MOTHUBHCaHa BEPOBATHOCHA MO3TaJIAIA.

2.1 Ilorabame deHOTHIIA

XUB je Bupyc xymane numMyHOAeMUITAjEHIIjE, je/IaH O HAJIO3HATUJUX BUPYCA,
KOjU 3apazkaBa Jbyjie mupoM cBeta. CBOjUM JYyTOPOYHUM JIEJIOBAFHEM JIOBOJIU JI0
CMPTOHOCHOT CHHJIPOMa CTedeHe UMyHO ieuIinjeHiije, Mo3HaTujer Kao CuIa min
AIDS. Masa nojequau ayTopu pacupocrpamenoct XV B-a nazuBajy namaeMujoM,
CaeTcka 37paBCTBeHa OpraHu3allija 03HaYaBa je Kao ,,IodaaHy emnugemujy’ [3].

[Tocrojame XVIB-a 3BannvHo je moTBpHEHO MOYETKOM OCAM/IECETHX MOJIMHA JIBA~
JleceTOr BeKa, MaJla Ce MPETIIOCTaB/ba Jla je ca MpuMaTa Ha JbyJie MPerrao 3HATHO
panuje. Hemyro mo oom orkpuhy, taunuje 1984, u3z amepuukor MunucrapcTsa
3/IpaB/ba U yCJIyra CTAHOBHUIITBY HajaB/HEHO je Ja he BaKIMHA OUTU JIOCTYITHA
KpO3 HapeJjHe JiBe rojuHe. ['oToBa BakiuHa, Mel)yTum, HE JJaHac HUje JIOCTYITHA, a
MHOTH ITOKYIIaji Cy OTKa3aHU HAKOH IIITO Ce UCIIOCTABUJIO JIa BaKIIMHE KaHIUJIATH
Jak noBehaBajy pu3uk oj WHQEKIHje KO/ M0jeUHNX UCITUTAHUKA.

AnTuBupycHe BakiuHe Hajdenihe ce mpase O MOBPITUHCKUX TPOTEHA BUPYCa
Ha KOjH ce IW/ba, Y HaJU Ja e NMYHCKU CUCTeM, HAKOH BaKIIMHE, ¥ KOHTAKTy Ca
JKUBHUM BHPYCOM 3HATHO OpyKe MPENO3HATH IIPOTENHE OMOTa4Ya BUPYCa KAaO CTPaHe
U YHUIITUTH UX IIPe HEro mrTo ce BUpyCc HaMHOXKU y Teixy. XUB je, mehyrum,

KapaKTEePUCTUYIAH 10 TOME IITO BPJIO OP30 MyTHPA, & CYy IHerOBU NPOTEUHU H3Y-
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3€THO BapHjabUIHU U HUje JIAKO HAYYIUTH UMYHCKH CUCTEM JIa UCIIPABHO Ojipearyje
Ha cBe mytarnuje. IllTaBuire, MoxKe ce JIeCUTH Ja UMYHUTET HAYYH JIa UCIPABHO
pearyje caMo Ha jeJIHy BapHUjaHTy BUPYCA, a Ja peakiiuja HeMa edeKTa Ha OcTajie
BapujanTe. OBakaB MMYHHTET je JIONIUjA OJ UMyHHUTETa KOjU HUINTA HE 3HA O
BUPYCY, TOIITO HE MOKYIIaBa Ja Hay4dd HUIITa HOBO, IITO je pa3Jjor Beh moMmenyTe
cuTyalgje Jia Cy KOJI HeKUX HUCIIMTAHWKA BaKIIMHE KaHIuTaTu rnosehasiu pusmk o
zapase. Jla crBap Oyjze ropa, XVIB 0p3o myTupa u yHyTap jejaHe ocodbe, Tako Ja
je pasiuKa y y30pIuMa y3eTUX OJT PA3/IMYATHX TalldjeHaTa YBEeK 3HadajHa.

Kama ce cBe y3me y 003up, kKao odehasajyha sammcao 3a am3ajH CBeOOy-
xBaTHe BakiuHe Hamehe ce cieneha uieja: waeHTUUKOBATH HEKU IEITH]I KOjU
CaJIpXKM HajMame BapujaduUsIHe J1eJI0Be MOBPIIMHCKUX IMPOTENHA CBUX ITO3HATUX
cojea XIB-a u uckopuctuTu ra Kao OCHOBY Bakmube. Hwu To, mehyrum, nmje
pemtemse, nomro XMB nma jorn jegHy HEmoromHy CIIOCOOHOCT: yMe Jia ce Cakpuje
mporecoM TymKo3mianyje. Hanme, mporemHn omoradya cy MaxoM TJIMKOIIPOTENHH,
IITO 3HAYU JIa Ce HAKOH IpeBOherha 3a IUX MOTY 3aKAYUTH MHOTOOPOjHU TJIMKAH-
cku (mehepun) sarmu. OBUM IPOIECOM JIOJIA3H JI0 CTBAPAHA IYCTOI TJIHKAHCKOT
MITATA, KOjU OMeTa UMYHCKH CHCTEM y Iperno3HaBamy Bupyca. Cse J10caj| N3HETO
yTU4e Ha HEMOTYNHOCT MPaB/heiba MPUKJ/IaJIHE BAKIIUHE Y CKOPUjeM BPEMEHY.

Yak m BaH KOHTeKCTa Bakiuue, myTtaruje XIB-a npummyno cy 3anmmibube
3a pasmaTpame. KOHKPEeTHO, WIyCTPATUBHO je DaBUTH ce env T'eHOM, 4Yuja je
crona mytamuje 1-2% no mykaeornmy rogumibe. OBaj TeH KOaupa J1Ba, peIaTHBHO
KpaTKa TJIMKOIPOTENHA KOjU 3aje[HO IpaJie MnjbaK (CIajK) OMOTada, Je0 BUPYyCa
3a/[y?KeH 3a yja3ak y JbyJcke henuje. Marme BaxKaH /10 MINJbKA je TJIMKOIIPO-
renH gp4l (~ 345 aMMHOKHUCEIMHA), JIOK je BaxKHUju rimkornporent gpl20 (~ 480
amuHOKUCerHA ). O BapUjadUIIHOCTU JIPYTOT TOBOPU YUE-EHUIA J1a HA HUBOY je]l-
HOT TIAIMjEeHTa, Y KPATKOM POKY, CKOPO IIOJIOBUHA aMUHOKHCE/INHA OyJie N3MEHeHa
IMO3aIMHCKUM MyTalldjaMa oJiroBapajyher rera, Kao Ja je CacBUM JPYTH IIPOTEUH.

[IpobyiemaTuka je jormn 3aHUMJbUBHja KaJia ce, MOPEJl IeHOTHUIla BUPYCa, pa3-
marpa u weroB denorurt. Ha npumepy XIVIB-a, nakon yinacka y Jbyicky henwnjy,
TJIUKOIIPOTENHU OMOTada KOJI HEKUX M30JIaTa MOTY Jia U3a30BY Clajalbe 3apakKeHe
hesmje ca cyceqauMm henujama. Pegysnrar Tora je cuHmumumjyM — HedyHKITMOHAJIHA,
BuIlejelapHa fiesmjcka (MUTOIIA3MATHYIHA) MAca ca 3aje THIIKOM NeJInjCKOM MeM-
opanom. IIpema Toj MoryhHocTH cBakKM KOHKPETHU BHPYC MOXKE C€ O3HAYUTU KAO
M30J1aT KOjU CTBapa CUHIUIAjYM WJIM Kao M30JIaT KOju Tra He cTBapa. lIpBa rpymna

ce TUM TIPOIECOM 3HATHO OpKe YMHOXKaBa, INTO Jajbe 3HAYU Ja je OllaCHUja U
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arpecuBHUja, jep YJIaCKOM y caMoO jeJiHy hejujy yOuja MHOTre Jpyre y CyCeICTBY.
OmpebhuBarme TaTHOT NeHOTHUIIA U morahame (peHOTHUIIa BaykKHO je KaKOo OM ce Ialli-
JEHTY IIPENucao HAJIPUKJIATHUAJI KOKTEJI AHTUBUPYCHUX JIEKOBA.

Ucnocrasiba ce Ja je mpuMapHa CTPYKTypa IyukonporenHa gpl20 BaxkaH cy-
IMITUHCKU TeHOTUICKHU TpeaukTop ¢denoruna XIB-a. Hawmwme, ysumajyhum y 00-
3Up caMO HU3 aMUHOKHCe/JINHA Koje unHe gpl20, MoxKe ce HAIIPaBUTHU jeJHOCTaBaH
KJIacuuKaTop Koju mnorabha Ja Jiu IpoydaBaHU U30JIaT CTBAPA CUHIIAIMjYM WJIN
ve. Konkperno, nayunuk zKan 2Kaxk ne Jour je 1992. anaam3upao BUIIECTPYKO
IopaBHake Tako3BaHe V3 mer/be, M3/IBOjEHOr pernoHa y okBupy gpl20, u dop-
mysiucao npasusio 11/25 [23]|. TIpema tom mnpasuiy, coj XVB-a HajBepoBarHuje
CcTBapa CHHIAIU]YM YKOJMKO My ce Ha 11. mmm 25. no3unuju y V3§ nerbu Hasiaze
amuHOKucennnae apruavd (R) wim musun (K). Ipuvep moruBa V3 metsbe mar je
na ciunu 2.1. I[Ipumerno je ma cy yupaso 11. u 25. nosunuja mehy najBapujaduii-
HUjUM, Te Jia yjaeo Kputndnux R u K Ha muma Huje rnperepano Besuk. HapasHo,

Ha (PEHOTHUIl yTUIy U MHOTe JIpyTe No3uiuje yuyTap gpl20 u Ipyrux mpoTenHa.

Cauka 2.1: Morus V3 nermwe u3 kmure [17] renepucan anarom WebLogo®

3a kpaj u noeuty ysogHor Tekcra o XIB-y, ocraje Hepasperien jorn jejan Be-
oMa 3HadajaH npodsieM. Kako d6u ce yormTe pa3zMarpaso npejBuhame heHoTua
Ha OCHOBY IIpEMapHe CTPyKType ¢gpl20, HeomxomaHo je mpBO Johu 10 Tpernu3Hor
BUIIIECTPYKOT TOPaBHAKA PA3IUINTUX CEKBEHIM aMUHOKuceanHa. [IpBo, mopas-
Hambe MOpa OUTHU XUPYPIIKH MPENU3HO, jep HIpP. caMO jeHa T'DEINIKa JIO0BOIU 10
MTOT'PEITHOT TIOJIATKa Koja BpeaHocT je Ha 11. u 25. mosunmju V3 nerwe. Crenehe,
HEOIIXO/THO je aJIeKBATHO OOPAJUTH WHCEPIIHje U JeJIeln]je, IITO CY BPJIO 9eCTe MY-
tanuje XMB-a y mHorum permonmma renoma. Ha kpajy, morpedno je Ha mpasu
HAYUH OICHUTHU KBAJIUTET IMOpaBHAIba, HIIP. KOPUIINEHeM pa3/IMYUTUX MATPHUIIA
CKOpa 3a CBaky mojeamunadny nosurujy. OBo je jgoHeKse mMoryhe perruTu jeiHo-

CTaBHHUM aJITOPUTMHMa 3a IIOpaBHalbe CEKBEHIIH, IIOIIYT OHOI' 3a HM3PadYyHaBaibe

'WebLogo, Version 2.8.2 (2005-09-08). Department of Plant and Microbial Biology, University
of California, Berkeley, armmkanuja 3a mwirycrparujy Mmorusa: https://weblogo.berkeley.edu/.
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€JINT pacTojara, aju y3 JIBa IVIABHA MIPOOJIeMa: OBAKBU AJTOPUTMU JIUHAMUIKOT
porpaMuparma Cy 9eCTO BeJIUKE CJIOXKEHOCTH U Ca Mambe CJI0D0JIe KOJ CKOPOBa,
a IPUTOM He IIPECJINKaBajy HajOosbe CYIITUHY OMOJIONIKOT MpodJyieMa KJacuduka-
nuje beHOTUIA Y aJroOpUTAMCKY TIPpodieM (HeI0CTajy KOpaIl HAKOH [TOPABHAA).
[Toctoju, nakme, morpeda 3a HOBOM (OpPMYJIANIjOM KOja 0DyXBaTa CBe IITO je

HOTpeﬁHO 3a CTaTUCTUYIKHU IIOTKOBAaHO IIOPpaBHalb€ CEKBEHIIN.

2.2 Ilorpara 3a reHumMa

[Tosuato je sa renom ymnu texk maju jgeo JIHK cexksenre. Ipyrum peunma,
Behuna mykiaeoruna JJHK we xomupa mporeune. Crora je jeman oj BayKHUX OUO-
JIOIITKUX IIPOOJIEMa YIIPABO MPOHAJIAXKEIHEe MeCTa Ha KOjuMa ce renn najaze. IIpe-
[U3HIje, TPaXKU Ce MECTO TJie HUXOBO MPEUCUBabe (TPAHCKPUIIIN]a) 3AI0UNbe.

[ToueTrkoMm nBajeceror Beka, Pudyc Jlesun orkpwmo je na JIHK unne gerupu
uykJseorua [30], uuju cy ruasau jeo azorHe dase: agenun (A), murosun (C), rya-
uuH (G) u tumud (7). Y To Bpeme, mehyTum, Huje duiia IO3HATA TAYHA CTPYKTYPa
HaCJEJTHOT MaTepujaJja, IITO je IBOCTPYKa 3aBOjHUIIA, KOJy Cy I0JIa BeKa KacHUje
orkpuau Borcon u Kpuk [39]. JleBun je, crora, cmarpao ga JJTHK nocn nadopma-
nuje jeJiHake OMJIO KOjOj YeTBOPOCJIOBHO]j a30yIiH, & JIOJATHO U JIA je yJie0 CBaKOr
O] YeTUPU HYKJIEOTHIA jeTHAK. 3aHMMJ/BUBOCT je Ja OBaj yIpolrheHu MOIes OJI-
roBapa crtamy y caBpemenoj duonndopmarunu — JIHK ce yrmaBaoMm u mocmatpa
Kao CeKBEHIIA HYKJIOTUIa, OJJHOCHO HucKa HaJl azdykom {A, C, G, T}.

Orkpuhem Tadne CTPYKType JOMYIHEHA je Te3a O jeJTHAKOM YTy HYKJICOTHIA.
Kako cy HykjeoTum Ha CYHIpPOTHUM JIQHIIUMA YIAPEHH, IbUXOB yJIE0 jecTe BPJIO
camyaH Kaja ce rnocmarpa nesnokynna JIHK. To, mehyrum, nuje ciayqaj kaga ce
IIoCMaTpa caMo jeJlaH JIaHAIl, IIITO je YOOMYajeHO Y TeHEeTUI U OMOMH(MOPMATHIIN.
[Ipumepa paju, yaeo ryaHnHa ¥ IATO3WHA, KOJU YWHE je/IaH OA3HU mMap, KO JbYIN
je 42%, mro je Mmak CTATUCTUYKU 3HAYAJHO Maibe OJ] 1oja. Ha Buiem HUBOY
rpanyjalgje, y Caydajy Jia ce IocMaTpajy camo II0 JIBe cyceiaHe 0a3e, MCIIOCTa-
Biba ce na guaykieoruau CC, CG, GC, GG 3ay3umajy cacBUM Pa3/jddIuTe yIee.
Konkperno, nako du ce o4eKuBaJjO Jia, 0/I MPETIOCTABKOM PABHOMEDHE PACIIO-
Jiesie, CBaKM o] lhuX 3aysuma yaeo 4-5%, munykiaerny CG aunn camo 1% Jbyackor
reroma. Cse oBo 3Haun 1a je JIHK cexBena umaxk HemTo jajbe OJ1 CaydajHe.

[Tocrapiba ce murame 3amto je yaeo C'G tako maau. Oarosop, mehyrum, Huje

KOMILJIEKCAH, IIOFOTOBY aKO Ce JIOJIATHO MpUMETH Ja je yiaeo 1'G HelrTo BUIIH O
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OYEKMBAHOT, a MOCEDHO y permoHnMa y Kojuma je yiaeo CG mzpasuto masnau. Pa-
3JIOT TOME JIEXKU Y METHUJIAIN]U, HajIelnoj N3MEHN KOja IPUPOITHO HACTAje YHYTap
JHK. Tojeunn nykieoTn i, HauMe, MOT'y OUTH HEeCTadWUJ/IHU, 118 Ce Ha IHbUX JIAKO
Besyje merwi rpyna (C'Hsz). Mebhy HajHecTaduaIHUjUM yOpaBo je IUTO3WH M3a KO
crnenu ryannH, gakie C' m3 CG. MeTtnaoBaHr UTO3UH JAJb€ C€ I€CTO CIIOHTAHO Jie-
aMuHyje y TuMuH, duMe quaykiaeotuns C'G mako noctaje T'G. CBeyKyIHH Pe3yITaT
je na ce C'G riodaHo mojaBibyje BeoMa perko, a 1'G Hemrro derrhe.

Metumtanuja Mema €KCIIPeCcujy CyceJIHUX reHa. EKcrpecuja OHUX T'eHa YUju Cy
HYKJICOTHU/IN Y BEJIMKOj MePU METUJIOBAHHU YeCTO je cMambeHa. llako je caMm mporiec
MeTHUJIAINje BayKaH y TOKy hesujcke judepeHiujalmje — JOIMPUHOCH HEITIOBPATHO]
CIIeNMjaIn3aliji MaTUIHUX hesuja — yrJIaBHOM HHUje MOXKe/baH y KacHUjeM J00Y.
XumepMeTuaalja reHa IoBe3aHa je ca pa3janduThuM BpcraMa paka. Crora je me-
THUJIAIja BPJIO PeTKa OKO I'eHa, IITO 3HAYH JIa je Ha TUM MeCTUMa JIMHYKJIEOTH]T
CG snarno vemhu. OBaksu jenosu JIHK nazusajy ce CG ocrpBuma mim CpG me-
cruMa. Pazimka y yJiesry IUHYKJIEOTH/Ia Y HEKOJUPAjyNUM U PErHOHUMA OOTaTHM

reHuMa IIPeJICTaB/heHa je Kpo3 Tadesy 2.1.

Viieo IUHYKJIEOTHIA Y JeJJHOM JIAHILY JbY/ICKOT X XpOMO30Ma
TabBena 2.1:  — yeBo y pernonuma CG ocTpBa, a JecHO BaH wux [17];
pasmuka y yaeny C'G marsameHna je npBeHOM O0joM

A C G T A C G T
0,053 0,079 0,127 0,036 | 0,087 0,058 0,084 0,061
0,037 0,058 0,058 0,041 | 0,067 0,063 0,017 0,063
0,035 0,075 0,081 0,026 | 0,053 0,053 0,063 0,042
0,024 0,105 0,115 0,050 | 0,051 0,070 0,084 0,084

HQAQ>

Bakspydak je, JaKie, Jia ce mpodJieM MMoTpare 3a TéHNMa MOYKe CBECTH Ha IIPO-
naazkembe CG ocrpBa. HamBan nmpuctyn morpasu je yrorpeda Kauseher mposopa.
Vauma ce npozop ¢durcue Besuunne u nomepa kpo3 JIHK ceksenmy. IIpozopu
(mosunuje mposzopa) ca HarnpocedruM yieaom CG jecy kanaunaru 3a CG ocTpsa.
Ocraje, mehyTum, nuTame KAKO OJIPEIUTH JI00PY BEJIMIUHY [IPO30pa, Al U IITa
paauTu Kaja npeksanajyhu nposopu (kimsehin nmposopu Koju cajpike mcTe MOJI-
HU30BE) HyJle pasanduTy Kjacudukaiyjy mnogausza. I oBiae du KopucHuje dusio

CTATUCTUYKHU ITOTKOBAHO peIllerhe, KOje OM OTKJIOHUJIO HaBeJeHEe HEJIOyMHUIIE.
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2.3 Komnkame ca jaky3ama

Jakyse cy npunaJHuIM UCTONMEHe KPUMUHAJHE OPraHu3allyje, TP IUIHOHA -
HOT' CHH/INKATa OPraHn30BaHOr KpuMuHaja. CaBpeMeHe jaKys3e IMOTUTY OJ jallaH-
CKHX TIyTyjyhux KoIkapa, KOju Cy OWJIM PacCHpOCTParbeHU Y OCAMHAECTOM BEKY.
JemHa o7 HAjIIO3HATHjUX UTAPa KOjy Cy MyTyjyhu KOIKapu OpraHu3oBaJjIu y CBOjUM
MMIIPOBU30BAHUM KOlKapHuIamMa ouo je yo-xan (jar. 1 %, cho-han), y qocioBHOM
upesojy ,map-aenap” [33|. Wrpa je cacBum jegHocraBHa — mpereda jakysa (Kpy-
nuje) dama JBe KOIKHUIE, JOK e Urpadu Kjaje Ja Jin he 30up dutu mapan wim
Hernapat. Urpa je Takohe morreHa — jeJiHako ce OCTBapyjy 00a MCXojia MapHOCTH.

Jlo 3aHUMJ/BUBOT TPEHYTKA JI0JIa31 KaJa ce U3 OMJIO KOI' Pa3jiora OCETHO BUIIE
urpada ONKJ/IaJ U Ha jeJaH oj jBa moryha pesyiarara. Taja Ou mmajao cMucaa Jia
MIOXJIEITHU KPYIIHje, KOjU y3UMa IIPOIEHAT yJIora I'YOUTHUKA, Y KeJbU Ja 3apaju
Dala oTexkaHe KOIIKWIlE, Koje he ca BehoM BepoBaTHONOM JaTh pe3yaTaT Koju
je modmo Mame OmKJaja. JeTHOCTABHOCTHU PaJid, YMECTO Y0O-XaHA jeé Y HACTABKY
pa3MaTpaHa HeIITO IIPOCTHja Urpa dalama HoBUnha. ¥ 10j Kpymuje dara HoBYuN,
a Urpadm ce KJjaje Jia Ju he mactu nucMo win raasa. OHa je 3HATHO JIakKIna 3a
aHAJIN3Y, & CYIITHHA je UCTAa W JOBOJAM O CTATHUCTUYKHU MOTKOBAHOL PEIerha y
[IPETXOHUM ITOTHACIOBIUMA U3JIOXKEHUX OUOJIONIKUX U CPOJHUX MTPODJIEMA.

KpynujeBa mnpesapa y oBoM cirydajy Morja ou OuTu yrmorpeda OTeKaHOT HOB-
qrha, KOJI KOTa MCXOJIM HUCY PaBHOMEPHO pacrioje/benu. Heka je mo3naTo jia Kpy-
nje uMa JiBa HOBUMhA: je/laH MpaBeJaH U jeJaH OTEXKAH TaKO JIa Ha IJIaBy MaJia
TpunyT 4emthe Hero Ha nucmo. b je 3a ogpehenn HU3 mMCXoma ONpPETUTH J1a JIN
je HacTao dalameM MpaBeIHOT WM OTeKaHor HoBumha. [laxk/buBujoM aHaIM30M
mpodJIeMa, UCIIOCTaB/ba Ce Jla je MMUTame ,Bapa’’ Jiu KPyIuje Joiie (hOpMyTUCAHO.
Hawnwme, 0ba nopumha mory ja mpousBejly OMJIO KOjU HU3 UCXOJA, I1a TaKO HIIP. U
OTeXKaHW HOBYMN MOXKe KOHCTAHTHO Ja MaJia Ha nucMo. Mako gedpuHUTUBHO HUje
Moryhe ca curypnomrhy yTBpuTH Koju je HoBumh kKopwuinhen, moryhe je merro
CJIMYHO W Y€CTO JIOBOJBHO J00PO — OJPEJIUTH KOjU je BepOBAaTHUje KOPUIITNeEH.

Konkperno, Heka je ynutHu HOBUYHMh OadeH oapehenu Opoj myTa, pu deMy je
nobujen HU3 mucxona. BeposartHohe ucxoma (H ox enrs. heads — rmaBa u T on
enry1. tails — mmemo) Kox npasegHor (F om enri. fair — dep) u orexanor (B o
enriI. biased — npucrpacan) Hopunha Mory ce uckazaru cieaehinm dpopmyrnama:

1 3 1
P(H|F) = P(T|F) = 3, P(H|B) = 5, P(T|B) = .

Kako cy darmama mHe3aBucHHU jgorahaju — MPeTXOMHU UCXOJM HU HA KOJU HAYUUH He

9
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yTU4y Ha HapeJHe — BepoBaTHONA J1a n darama IIpou3Be/ie HU3 UCX0Ja & = Ti...Ln,

OJ1 KOjuX je 1maJio k riiaBa, jecTe IPOW3BO/IL IIOjeIMTHAYHIX BepoBaTHONA!

P(z) =[] P(z;) = P(H)" - P(T)"*.

=1

36or Tora BepoBaTHONA CBAKOI HU3a MCXO/a KOJ IIPABEIHOr HOBYMNAa M3HOCH:

(2 ()&

C apyre cTtpane, BepoBaTHOhA HU3a MCXOJIa KOJI OTEXKAHOI HOBYMNA je:

rem (3 ()"

Yxonuko je P(z|F) > P(z|B), ouza je BepoBaTHHje Ja je Kpynuje darao mpa-
BesiHN HOBUMh, 10K je y caydajy P(z|F) < P(z|B) damao orexkanu. 3aHUMIBIBO
je HalloMeHyTH [la WaK Huje Jako n3padyHaTu opojese 1/2" u 3% /4™ 3a Besuko n.
OHu cy Taj1a U3pa3uTo MaJIM, A je MUTakbe Ja JU OU OUJIN JI00PO MPeICTaB/beHN Y
padyHapy, Te Ja Ju BUX0BO mopeheme naje Tadan pesynrar. Crora ce u3padyHaBa

JIOTAPUTAMCKH OJTHOC BepoBaTHONA, KOjU Y KOHKPETHOM CJIy4ajy WU3HOCH:

P(z|F) on
10g2 (W) = IOgQ (@) =N — klOgQ 3.

OBaj Opoj ce Beh Oe3 mpodsiema m3padyHasa U IpeJcTaBba y padyHapy. Kon-
KpeTHO, Heka je n = 100 (cro damama), a k = 63 (memro Behu ymeo riasa). Taga
je sorapuramckn oxnoc pubmkHO jennak 0,15. Ilosurusha Bpemuoct log(x/y)
3Haun Ja je x/y > 1, omHOCHO x > Yy y Cay4ajy BepoBaTHOha, Koje cy 1o jedu-
nunuju veneratusHe. OBo 3HaYmM j1a je Beha BepoBaTHOha J1a je Kpymuje darao
IIpaBeIHU HOBYMN, HAKO je k = 63 UHTYUTUBHO U 1O aIlCOJIyTHOj BPEIHOCTU OJIMKE
3/4-100 = 75 nmero 1/2 - 100 = 50. HeraruBan jiorapuTaMCKu OJIHOC JIOBEO OH JI0
CYTIPOTHOT 3aKJbyUKa. AJITEepHATUBHO, KAKO jé HEOIIXOIHO OJIPE/IUTH CaMO 3HAK W3-
paza n—klog, 3, To ce Mmoxke yanauTu nopehemem n u klog, 3, omHocuo k/n = 0,63
u 1/log, 3 ~ 0,6309 nHakon Jesbeba k ca 0de BpeaHocTH moHaocod. [Ipsa BpemmocT
je Mama, Ia je OJIHOC TIO3UTHUBAH, jep ce TTOCMATPajy PeruIpodHe BPeTHOCTH.
N3noxkenn BepoBATHOCHU MOJIE UTPE TaJa Y BOIAY KaJjla ce y3Me y 003Up MO-
ryhHOCT 7@ Kpynuje HAau3MEeHUYHO Oalla IpaBeaHu u orexkanu HoBumh. Hamwme,

HCKYCHHU IIp€BapaHT MOIrao on Ja CMalbl CyMIbY Ja KOPUCTHU OTE2KaHN HOBYMN Taxko
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IITO OM Ta TOHEKaI — JIOJIyIlle, PeTKO, KaKo He Ou Ono yxBaheH — 3aMeHUO ca mpa-
BeHUM, U Tako yKpyT. [locTaB/ba ce murame Kako caMO Ha OCHOBY HM3a MCXOJIA U
€BEeHTYaJIHO IT03HATe BepoBaTHONE mMpoMeHe HOBUMha HAKOH CBAKOI' Oallarba Ojipe-
JIUTH KaJla je DadeH mpaBeiHu, a Kaja orexkaHu Hopuuh. 1 oBora myTa, ojroBop
MOK€ OUTU CaMO HECUT'YPHOT THIIa — KOjU HOBYHUN je y KOM TPEHYTKY BEpOBaTHU]E
KOpHIITheH.

Cauano Kao KoJ mpodJieMa mpoHasiazkema C'G ocTpBa, MOTPEOHO je Ha HEKH
HAYWH pa3jIndnTe CEKBEeHIle HOBUMNA YIOPEJUTH W OJPEIUTH KOja IPeICTaB/ba
00JbM OJITOBOP Ha IIOCTABJ/bEHO IUTarbe. V1 0B/Ie O HANBHO pelllehe Mo Ipa3yMeBaJIo
yrnoTpedy Kau3ajyher mpo3opa Koju Ou 1mpoJia3uo Kpo3 CBe MOoIHN30Be Oarama. Ha
HUBOY ITPO30pa MOTJIM OM Cce padyHATH JIOTAPUTAMCKH OJHOCH, IIpeMa KOojuMa Ou
ce JaJbe OJIPEIUJIO TIOPEKJIO MTPO30pa — MO3UTUBAH OHOC CYTEPUIIE Jia je POo30P
HaCcTao OallambeM IpaBejHor HoBYmha u cymnporHo. OBakaB MPUCTYI 3aHEMapyje
TavHy BepoBaTHONY 3aMeHe HOBUMhAa, Ma/ia UMILIUIIUTHO Y3UMa Y 0O3Up JIa je OHa
MaJa.

Ocrajy, mehyTum, Beh 1moMenyTu mpodJieMu ca IMPO30PCKUM IIPUCTYIIOM: KAKO
OJIPEJINTHU JIOOPY BEJIMYUHY IIPO30pPa, Kao U IITa PaJUTHA KaJja pekJamajyhu mpo-
30pU HyJ/e pa3anduTy Kiacudukanujy mogau3a. [Ipumepa paam, ako Kpynuje Ha-
M3MEHNIHO Oalla JBa IMPETXOIHO OIMCaHa HOBUYMNA, a JOOUjeHN HU3 UCXOJa je T =
HHHHHTTHHHTTTTT, onna upo3op xi..xr10 = HHHHHTTHHH uwma
HEraTUBaH JIOTAPUTAMCKA OJIHOC, JIOK je OJHOC MpeKJjamajyher mpo3opa Tg...Ti5 =
TTHHHTTTTT nosuruBan. Huje jacHo Kako oJyiydauTH Koju je HOBUMh daran y
npeceky Zg...r10 = 11 HH H, 0ITHOCHO y KOM TPEHYTKY je TadHO JIOILJIO JI0 3aMeHe
Hopuuha, Te Jia Jid je 3aMeHe YOIIIITEe U OUJIO WJIH je KPYIIHje MOIITEH.

Jor jesHOM je jacHo J1a Ou HajOOJhe OMJI0 OCMUC/IUTH HAIIPETHUje CTATUCTUIKI
IIOTKOBAHO PEIleibe 3a CBe JI0ca T n3JjioKeHe mpodseme. To je u yuumbeHo y cieje-
hewm morsiaBsby, Oall ca MPETXOTHO U3JIOKEHUM OallalbeM HOBUYMha Kao MPUINTHO

je,Z[HOCTa,BHI/IM, aJid UllaK CaCBUM MHTYUTHUBHUM MOTUBAITUOHUM ITPUMEDPOM.

2.4 omaTHuU mpodjiemMmu

Hocan cy m3jiokeHa JBa OMOJIONIKA IPOOJEMa 3a KOja je 3aKJ/bydeHO Ja Ou
JI0OPO OWJI0 OCMUCIATU CTATUCTHIKU MTOTKOBAHO pelneme: mnorabhame dpeHoTnmna u
norpara 3a remuma. [IpBu ce cBoiu Ha KJacUDUKAIU]y TeHOMCKE CEeKBeHIle (HIp.

XUB-a) na ocHoBy nosnatumx Moryhmx mcxosma m muXoBUX mnpumepa. [pyru ce
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cBoqn Ha orkpuBame (CG ocrpsa, permona /IHK ca Bucokum ymemom quHyKTE-
oruga C'G. Mako cy oBO JBa KOHKPETHa IIPOOJIEMa M3 JIOMEeHa OHOJIOTHje, jacHO
je ma dum ce 2KeJHeHO PeIlerhe MOIJIO IPUMEHUTHA U Ha MHOIITBO JPYTUX CIAUTHUX
IIpodJIeMa, MITO YKJIbYUYje MOCEIbU IIPUMED ca dalarmeM HoBUYMha.

[IpumeTHO je fa je CEKBEHIIMjaJTHOCT TJIABHA OCOOMHA IOJlaTaKa Ha KOjUMa Ce
3aCHUBAjy MIPETXOIHO onucaHu rpodsemu. [IpBu mpodiem ce, crora, 3ampaBo JIaKo
YOIIIIITaBa Ha TPOOJIeM KJacuduKalje OMI0 KaKBUX CEKBEHIMjaJHUX I10/IaTaKa,
10JT, YCJIOBOM JIa Ce CJMIHOCT M3PadyHaBa Ha OCHOBY M3MEHa KOje OJIr0Bapajy My-
TanjaMa Koje HacTajy y T€HOMY, a TO Cy CYICTUTYIHje, WHCEPIHje U JIeJeluje.
Jpyru 1mpodJiem je cmdaH IPeTXOHOM, ¢ TUM MTO Kjacudukyje (3ampaso rpy-
e — KJacrepyje) MoJAHu30Be jeiHe cekBenie. Kaj ce ¢cBe y3me y 003up, ucro-
CTaBJba Ce Jla OU KEeJbEHO pelllerhe NCTOBPEMEHO OMJI0 KOPUCHO KaKO 3a IIpodJeMe
Ha/IIJIeJaHOT, TAKO W HEHA/IIJIEJAHOT MAIIMHCKOT YYermha HaJ[ CeKBEHIINjAJTHIM T10-
Jarmma [27].

OBakKBoO peleme MOTJIO OU e aHAJIOTHO KOPUCTUTH 34 JI0/1e/bUBAe HOBOOTKPH-
BEHUX IIpOTerHA HeKo] mocrojehoj dammiuju (31| (kiracudukarnmja), MojenoBame
U Ipelo3HaBambe JbYJICKOr MOHAlllakha, IecToBa, pykonuca u rosopa [20]| (kiaacu-
dburamnmja), odpasy 3Byka u curHasa 7] (kracudukaiyja u KIacTepoBarbe) I
onpehuBame BpcTe peun y Tekcry [24]. JlomeH mpuMeHe je 9aK M MOJEJIOBAH-E
toka nangemuje COVID-19 3acHOBaHO Ha HAjOCHOBHU)UM ITOJAIMMA, UUjU CE TIPU-
Mep pesyiarata y ciay4ajy Pemydnuke Cpduje moxke BujieTn Ha Cauiu 2.2, J0K ce

JeTasbHUje nHMOPMAIUje 0 MOJeIMMa MOTY JOOUTH YBHJOM y IIUTUPAHU pa [5].

GaussianHMM (full) — umrli
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talas 1
50 4 pauza 1
40 1 talas 2
30 - pauza 2
I talas 3
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pauza 3
D_ ]
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Cuauka 2.2: Mojenosame enunemuje COVID-19 y Cpbuju [5]
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Hoca1 je BuIle IyTa HArOBEIITEHO J1a Cy J00ap m300p 3a pellaBambe MpPeJicTa-
BJ/beHUX ITpo0JieMa ckpuBenu MapkosibeBu Mojienn. Basba, Mel)yTum, HarmoMenyTr
Jla ce MHOTM HaBeJEHU 3aJiaIu jour edeKTHHje peIraBajy CBOjeBPCHUM IIPOIIIH-
pewsuma HMDM-a, nomyT ycJIoOBHUX ciiydajHux nosba [18|, mim komOuuanumjom ca

BEIIITAYKNM HEYPOHCKIM Mpexkama [37].
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I'maBa 3

MonaenoBame

Hakon MmoruBamuje, y 0BOj riiaBu cy jeduHncann ckpuseHu MapKOB/BEBU MO-
JIein, Kao IPEJJIO’KEHO PeIerhe CBUX J0CaJ U3JI0XKeHux Ipoosema. Ilopem me-
dbunnnmje, Ha npumMepy Odanama HoBUYMNA (HEMONITEHe KOIKAPHUIE) MPUKA3AHO
je Kako ce TavHO IpodjaeMu Mojenyjy nmomohy HMM, Te Kako ce Ha OCHOBY TOT

MoO/JeJ1a MO2Ke OJINOBOPUTH Ha HEKa BaKHa ITHUTalba.

3.1 dedmuummja momesia

Kako 0Om ce Jrakime KOHCTpPyHCAO OIIIITA MOJIEJI 3a pelllaBaibe CBUX J10Ca/la-
MIBLUX TpodJieMa, a mocedHO dallarba HOBUMha, KPYIHMje ce, yMeCcTO Kao 0coda,
MOYKe CXBATHTU KaoO IPUMHUTHBHA MAIllMHA — ayToMaT. Iberosa cTpykTypa 3a mo-
JeTak HUje BaykKHa, ajid JeJIoBame jecre. AyTomMar je CeKBeHIHjaJIHe IIPHUPO/IE,
Te ollepuilie KPOo3 HU3 KOpPaka. ¥ CBAKOM KOPAaKy €€ HAJa3U Y HEKOM IPUBATHOM
cramy, Koje o3HauaBa Koju HoBuul je 3ampaBo OadeH (KoHkperHo F' u B), mnpu
YeMy jaBHO TIpuKa3dyje mcxon darama Tor HoBumha (koHkperHo H m T). Crame
je, JaKJie, HeO3HATO, 1a ce JApyradyuje Ha3uBa CKPUBEHUM cTameM. UV crama u
omnazKara IOr0JIHO je allCTPaXOBATU CHMOOJIMMA, HIIP. OAIll KapaKTepuMa, Kako je
U YYUILCHO.

Y cBakKOM KOpakKy, ayToMaT JIOHOCH JIBe OJIJIYKe: Yy KOje CKPUBEHO cTarbe pehn
(/12 J1u ra IPOMEHUTH ) 1 KOjU CUMOOJI EMUTOBATH Y TOM HOBOM cTamby. Vcmocrasiba
ce J1a ce 0de O/UTyKe MOTY JOHETH Yy HMOTIYHOCTH CTOXACTUYKHU, IITO OU 3HAYUMIIO
Jla je J00MjeH YKeJbeHU CTATUCTUIKU IMOTKOBAHU MOJIE IIPOodJIeMa. 3aucTa, IpBa
OJI/IyKa MOXK€ Ce JIOHETH TaKO IITO ce CIydajHo omadepe F' wiam B Kao 1movueTHO

crame (HOp. ca jegHakuM BepoBaTHOhama 1/2), a Haja/be ce y CBAKOM KOPaKy

14



I'JIABA 3. Mogenosare

CTame Mema ca HeKOM MaJioM BepoBaTrHohom (amp. 1/10), 1ok ce ca 3HaTHO Beliom
npeoctasoMm BepoBarHohoMm (HOp. 9/10) ocraje y mcrom cramy. [pyra omiyka
JIOHOCH Ce Ha OCHOBY IpBe M Bell mO3HATHX BEepOBATHOCHUX OCOOMHA HOBUYmMha —
HIp. BepoBarHOla emuroBamwa H jenanaka je 1/2 y cramy F, a 3/4 y cramy B.
[TpeTxoaHO M3JI02KEHN ayTOMAT 3alpaBo OJroBapa JIyro HajaB/LUBAHOM IOjMY
ckpuBeHnx MapkoBbeBux Mmojiena. HMM ce TpaaurmoHaJIHO IIPEJICTaB/ha Kao

BEPOBATHOCHH MOJIEJI KOJU Ce CACTOjU U3 cJieJiehnX OCHOBHUX eJieMeHaTa:
® CKPHUBEHUX CTalba T; — CBAKO CTame U3 CKyla & UMa MHJEKC i,
e omaXkarba, OlcepBallija, eMUCH]ja, MPUKa3a, UCX0/1a, CUMOOJIA U;,

® 1I0JIA3HUX BepoBaTHONA T; — KOJIUKO je 9eCTO I; MMOYETHO CTambe,

BepoBaTHONA IIpesasa a;; — KOJIUKO Ce 9eCTO U3 T; IPeJIasu y T,
® U3JIa3HUX BepoBaTHONA b;; — KOJMKO ce 9eCTo y CTamby T; eMUTyje v;.

[Ipumep koju ojarosapa oBakBoj jgeduHuNMju Jjar je Ha ciauiu 1.2. HapasHo,
IoJpa3yMeBa ce Jia Cy IO3HATH Opoj cTama n W Opoj Moryhux orcepBaruja m
kao nomohnn enementn cakor HMM. Tako je 3ampaBo = = {x,...,x,}, y =
{?Jl, "'7ym}7 ™= {7T1> --'77Tn}7 a = {az‘j}lgi,jgn, b= {bij}lgign,1§j§m~

Kana ce roBopu o muckperaum (mynaruaomujaganm) HMM, pacrogene Bepo-
BarTHOhA Cy KOHaYHEe, Ma/1a je mHade MOryhe Mo/1e/I0BaT pa3He HEIIPEKUIHE PACIIO-
neste [36]. donarno, HMM ce y nureparypu 4ecto jedUHHINE jOII KOMIAKTHH]E,
kao ypebena tpojka (a,b, ), omHOCcHO (A, B,T) aKO ce KOPHCTEe BeJHKa CJIOBA.
CrBapHO, CKYTIOBU & U Y OJI'OBAapajy MHIECKCHMA, IIO3HATUM U3 TPOjKE.

Kako ou oBakaB Moe/1 OMO y HOTIIYHOCTHA CTATUCTUYKHU 3aCHOBAH U CMUCJIEH,

0DOMYHO ce 3axXTeBa Ja Cce CBe MojeJInHavdHe BepoBaTHOhe cadupajy y jeIMHUILy:

m

Y om=1L(ie{l.,n})> a;=1,%ie{l,..n})) b;=1
i=1 J=1 =1

[Toctoje, mehyTum, msyseru Koju cy Jera/bHuje odpaheHn y HacTaBKy, Kajia ce
TOBOPHU O BayKHUM Ha/JIIPa/IhaMa MojMa CKpUuBeHNX MapKOB/bEBUX MOJIEJIA.

Ha ocuoBy Beh paszmarpane cimke 1.2, mo3uaro je na ce HMM moxe niaycTpo-
Batu HMM nujarpamom. Pajin ce o rpady 4uju cy 9BOPOBH CTarba U OIICEpPBAIlje,
a rpaHe BepoBaTHONe mpesacka u emucuje. CTHII je y CYIITHHE IPOU3BOJHAH, MaJIa

ce Ha caunu npumehyje pasjnka y 3Hadery rpadudknx ejgemenara. (Crama cy
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IIpUKa3aHa KPY>KHUM, a eMUCHje KBaJIpaTHUM YBOpoBuMa. BepoBaTHohe mpesracka
HcImcaHe cy W3HAJI IpaHa, a M3Ja3He BepoBaTHONhe Ha caMuM rpanama. llperasm
U eMucHuje HyJITe BepoBaTHONe (HIIp. mpesas ca T Ha T3 WIK HA caMor cede) HUCy
HU MIpUKa3aHu. /Ipyru cTuaoBM MOy MPUKa3aTH CBe IpaHe, a eMUCHje U BEPOBaT-
Hohe eMucuja O3HAYUTH UCHPEKUJIaHUM Junujama. Hezasucuo ox cruna, HMM
jeTHO3HAYHO ofpelyje CTPYKTYpPy CBOra Jujarpama, a BazKh U OOPHYTO.

Cama je moryhe uckopuctutu HMM 3a mpenusHo MOEIOBaibe MpodIeMa Oa-
I[ama KOIKUIE Y HEIOIITEHO] KOTKAPHUITN. 3a KOHKPETHU CJIydaj OBOT IIPOodJIeMa,

U3JI02KEH Ha MOYEeTKY O/IHACJIOBA, JUjarpaM je Ipuka3aH Ha cauiuy 3.1.

g 12 3% 1
¥
H T

Cauka 3.1: CkpuBenn MapKoB/beB MOJIeT dalarmba HOBUMNA

CayX)u ce UCTUM CTHJIOM Ka0 MPETXOIHO OMUCAHU T'pad, ¢ TUM IITO JOJATHO
HCIIPEKU/IAHO IIPUKa3yje 3aMUIL/bEHO MOJIA3HO CTame, IITO je HOBUHA Ha CJIUIIU.

Vpehena neropka usriema 0BaKo U IpyzKa ncTe MHMOPMAIIT]e:
e ckpuseHa cratba © = {F, B} —unp. x; = F u 29 = B,

e oncepparyje y = {H, T} —unp. y3 =H uy, =T,

11

1
e TI0JIa3He BepoBaTHOhE T = {5, 5} —wunp. m = P(xy) = P(F) = 2
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9 1
10 10 1
o mpenacin o = [ 20 0| wup. a1, = P(ay > 22) = P(F = B) =
10 10
1 1
12 2 o B 3
e emvucuje b = 5 1| mmp ba1 = P(y1|z2) = P(H|B) = 7
4 4

Ucropujcku rnenano, nojam HMM ysenu cy Jlenapn Baym u capagaunu Kpos
HU3 CTATHUCTUYKUX PaJIOBa O0jaB/HEHUX Yy JPYTOj MOJIOBUHU IE31eCEeTUX TOJINHA
nsageceror Beka [10]. HMM je manarpaama nojma MapkoB/beBux JiaHara (€HIVL.
Markov Chain, MC), xoju cy y cymruau HMM de3 emucuja. Pajau ce, maxie, o
yoOndajeHOM CTOXaCTHUYKOM ayTOMaTy, KOjH Ce CaCTOjU M3 CTalba M BepoBaTHOhA
npenasa. MC je mogeTkoM Beka popMysncao pycku crarucrudap Auapej Mapkos,
10 KOMe Cy W Ha3BaHU, KAaKO OM MojeoBao MapKoBibeBe mporece — CTOXaCTUYIKE
OPOMEHe CTama TaKBe J[a TPEHYTHO CTake 3aBUCH MCKJBYUHUBO O IPeTXomHor [4].
[IpBa npakTuuna npumena HMM dua je mperno3HaBambe TOBOPA, J0K je OMOJIONTKA

npumena nodesna 1986, Bumonosum u Tomnconosum nopasaamem JTHK [13].

3.2 MoryhHocTtu momena

Moryhe je jnecdunucaru mojamMm CKPpUBEHOT TyTa P = Pi...p; Kao HU3 k cTama
Kpo3 Koja HMM mposasu, a 1a IPUTOM €MUTYje CEKBEHILY OIICePBaIlja 0 = 01...0j.
[Tpumepa paju, Mmoxke Outn Jia je Hu3 BuybuBux ucxoga o = THTHHHTHTTH,
a T03aJMHCKN HU3 cKpuBeHnux cramwa p = FFFBBBBBFFF. I'naBua uueja je
AHAJIM3UPATH Y KOM CY OJIHOCY P U 0, T€ Ca KOjOM Ce BEPOBATHONOM peayin3y]y.

V3 ortuc HMM 3a baname HOBUMha y HEMOMITEHO] KOIKAPHUIU, JaTH CYy PHU-
MepH 3Haderha WIAHOBA IETOPKE HapaMeTapa, KOju JTOHEKJe HArOBEIITaBajy MO-
ryhHocTu ckpuBeHHX MapKoB/beBUX MOjesa. lIpBO, HaIIOMEHYTO je Ja IoJIa3He
BepoBaTHOhe 3ampaBo MPEJICTaB/bajy BEpPOBATHONY Ja je MOJes] Ha IOYEeTKY Ce-
KBEHIe OMO y HEKOM cramy. JIpyrum pedmma, To cy 3ampaso Beposarnohe P(p)
CBUX jeJIHOWIAHUX HU30BA CKPUBEHUX CTamkba. JIpyro, UMILIUInpaHo je j1a MaTpuia
eMUCH]ja CKJIAIUIITH MAPTUHAJHY PACIIOIE/y eMUCHja IIPH ITIO3HATOM CTamby. 10 cy
yciosHe BepoBarHohe P(o|p) mcxosa npu jeIHOWIAHOM HU3Y CKPUBEHUX CTArba.

Moryhe je, nakse, gupektno u3 jgecbunuiuje HMM w3padynatu BepoBaTHOhe

P(p) u P(olp) 3a k = 1, u To xkao P(z;) = m;, ogaocuo P(y;|x;) = b;;. Ilpema
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[O3HATO] je/THAKOCTH yCJIOBHe BepoBaTHOhe, Baxku P(p,0) = P(p)P(o|p), na je u ta
BepoBarHONa TPUBHjAJIHO [IO3HATA 33 IIyTeBe jeAUHUYHe ayxKune, kao P(x;,y;) =
m;bi;. Peu je o 3ajennmuxoj Beposarnohn na HMM 1nposasu Kpo3 HH3 CTamba
P, & Jla IPUTOM €MHTYje YIIPaBO CEKBEHILy oricepBaruja o. Ilpema yoduuajenum
npunnunuma, moryhe je npumerntn ciaenehe: o >0 P(p,0) = 1. Haunwme, xaza
ce cadbepy BepoBarTHOhe cBUX MOryhmx KOMOMHAIIMja HU3a OMaXKarba U CKPUBEHUX
mnyteBa ojpebhene jryxkune k, qo0uja ce jeIUHUIA, IITO 3HAYHU JIa je TIOKPUBEH €0
npocrop gorabaja y HMM. 13 oBe nBojuMeH3nOHATHE (3ajeHUYKE) DPACIIOIENe
[yTeBa U €MHUCHja MOTY ce 0e3 MpodJieMa M3BECTH MapruHajHe (I0ojeJMHAIHE)
pacnozesne nyresa P(p) =, P(p,0) u cumbona P(o) =3 P(p,0).

[Toncehama pajau, OpUrHHAJHU IMUJb KOJI HEIIOIITEHE KOIKAPHUIE OMO je TpOo-
Hall HAJBEPOBATHUjU HU3 CTama (DadeHnx HOBUYMNA) 3a MO3HATH HU3 OIICEPBAIAja
(ucxoma), MITO je yrmpaBo MaKCHUMaJsHa BpeIHocT P(p,0) Mo cBUM p 3a IO3HATO 0.
[IpeTxo/HO omINITE TOCTaB/HEH 33/IATAK TPOHAIACKA HAjBEPOBATHU]ET HI3a Oallama
Ha, OCHOBY aHAJIN3€ MCXOJa MOCTaje CACBUM KOHKPETAH CTATUCTUIKU IIPOOJIEM — Ha
OCHOBY €MHUTOBaHE HUCKEe CUMOOJIA 0 OJIPEUTH HAJBEPOBATHU]Y CEKBEHILy CKPHUBE-
HUX CTarma p. ¥ HACTABKY je IMOKa3aHO KaKO je TO 3aIpaBo Moryhe ypaJuTu.

3a mogerak, BaxKHO je (popmasHo fedunucaru mpodsaeMm. [Ipumep nHausue dhop-
My/amgje gaT je mpoosemom 0. 3a by U 10j camdHe je, MmehyTum, Beh 3aK/bydIeHo

Jla y CyIITHHU HUCY CMHCJIeHe. 3aTo je, u3Mehy ocraJor, yBemen mnojam HMM.

IIpobaem 0: Hemormrrena KorkapHUITa

Ha ocrosy nusa ucroga dbavarea noswuha, ogpeguitiv xaga kpytuje y
HETOWTEHO] KOUKAPHUUY KOPUCTIU KoJu 0g gea motyha noswuha.

Vaas: #u3 0 = 0;...0; ucxoga (H u T') damama jsa nopunha (F' u B).

WNzna3: uu3 p = p;...p,, HOBUMhaA TaKaB J1a je 0; PE3YJITAT dalama p;.

Hobpa dopmynarmuja mpeko mojma HMM nata je kpo3 mpoodsem 1. Ympaso je

oHAa JleTa/bHO oOpaheHa y HAaCTaBKYy OBOT IOIVIaB/ba, KAO FHEIOB IEHTPAJIHU JIE0.

IIpodaem 1: /lekomupame npukaszal

IIponahu outumanrry Gyt xpoz HMM axo je emutiosana Hucka o.

Vaas: Hucka o = 0y...0, 1 HMM (a,b, ) KOju jy je eMuToBao.

WN3mna3: ckpuBeHu 1IyT p KOju Makcumu3yje BepoBaraohy P(p,0) Has
cBUM MoOryhmm myTeBnMa, Jakse argmax, P(p,0) 3a ymasHo o.

Tmplement the Viterbi Algorithm, 09 2015. ROSALIND, 3amaTax u3 yIOeHHKa JOCTYHAH Ha:
http://rosalind.info/problems/balOc/.
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[IpBa mueja jecte mcipiiHa TpeTpara IpocTopa jgorahaja Hal MapruHAJIHOM

pacrogiesiom P(p,0) 3a ozaaro o. Crora ce dhopmMyJiuiie HOBU IPOOIeM 2.

IIpobiiem 2: Beposatnoha myTa u ncxomia

Uspauyrattiu eeposattinohy aytia u otaxcaroa y HMM.

Yi1a3: CcKpuBeHU 1yT P = Pi...px Kpo3 HMM (a,b, ) u Hucka
0 = 01...0}, KOja je TUM IPOJIACKOM €MHUTOBaHA.

N3na3: 3ajeaanaka BepoBaTHONA myTa u ucxoma P(p, o).

Kako je P(p,0) = P(p)P(o|p), Tako je HajmorojHuje HE3aBUCHO M3padyHATH
P(p) u P(o|p) 3a cBaxu on n* ckpusenux myresa. Bpoj myTesa (Taxohe n HuCKH
cumbouia) ayzxkune k' y HMM ca n moryhnx crama MHaYe je eKCIIOHEHIIUjAIaH 3aTO
IIITO Ce OJIa0UP CBAKOI' CBOJM Ha Bapwujaluje — ypehene nsdope ca moHaB/baHEM.

[TpBu noTpodsem je u3padyHaBarme BepoBaTHolie myTa, mTo ce Moxke (opMma-

suzoBatu 1podsieMoM 3. OH je y HACTABKY pellleH y BUY jeane (opmyie.

IIpodaem 3: Beposarnoha ckpuseHor myTa’
Uspawyrattiu eeposattinohy cxkpusenol tyta p xpo3 HMM.
Vias: cKpuBeHU IyT p = py...py Kpod HMM (a,b, ).
N3znas: BeposarHolia ymasuor myta P(p).

[Tpsu enemenT P(p), makie, npejacraBba BEPOBATHONY CKPUBEHOr IIyTa P, OJi-
HocHO BepoBaTHOhy na HMM mpohe Kpo3 Hu3 crama p. Beh je mokazano na
3a jenHowiane myrteBe Baxku P(x;) = m;. Bumewranu myreBu 3ampaBo mMounby
jeTHOWIaHUM, & OHJ@ Cce NpOoIupyjy Kopucrehu croxactuyke mpesaze. Crora je
P(p1pa...pk—1px) = P(p1)P(p1 — p2)...P(pr—1 +— pi). o nedununuju je nosuaro

P(z; — x;) = a;;, ma ce cBeyKynHo BepoBaTHONA IIyTa M3patdyHaBa Kao:

k k
P(p) = P(p1) [ [ Pwies = 2i) = Tinaton) | [ @indtor—r).indpn)-

=2 =2
Jpyru notmpodiieM je u3patyHaBarmbe BepoBaTHONE NCXO/Ia TIPU TO3HATOM IIYTY,

mro ce Moxke dopmasuzoBatu kao 4. U1 To ce pemrasa camo jeanom pOpMysIoM.
Hpyru enxement P(o|p), nakie, npeicrasiba BepoBaTHoly na HMM emuryje

HHUCKY O TPHU IPOJIACKY KpO3 HuU3 crama p. Beh je marnameno ga 3a jemgHo-

wiane mnyrese Baxku P(yjlz;) = b;. Kon Bumewrannx Hema pasimKe, IOIITO

2Compute the Probability of a Hidden Path, 09 2015. ROSALIND, zazarak u3 ypdeHuka
jJocrynas Ha: http://rosalind.info/problems/balla/.
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IIpobaem 4: Beposarnoha ncxona Ha myTy>

Uspauyrattiu eeposattinohy upukada o Ha Gywy p xpos HMM.

VYi1a3: cKpuBeHU 1yT P = Pi...px Kpo3d HMM (a,b, ) u Hucka
0 = 01...0}, KOja je TUM ITPOJIACKOM €MHUTOBAaHA.

M3znas: yciaosua Beposarnoha npukasa na myty P(o|p).

je myT dukcupan u camo ce npare omncepparmje. Crora je P(0y...05|p1...px) =

P(o1|p1)...P(ok|px). Ceeykynno ce BepoBarHoha IyTa MOYKe U3PAIYHATH KAO:

k k
P(O‘p) = HP(Ol‘pz) - Hbind(pi),ind(oi)-
=1

=1

3.3 Haarpaama neduHuiuje

[Ipe komadHOr pelraBarma IIPodJIEMa JEKOIUpamba, y JUTPECHjU KOja CJIeTH
JIOTIyIbEeHa, je edpUHHUIja CKPpUBEHNX MapKoB/beBUX MO/IesIa, IITO JOTPUHOCH jeI-
HOCTaBHHjeM pajy ca muma. Hamme, Kako Ou mperxojane dopMmyse Ouie Jiakiie
3a KOMOWHOBaibe M KOHKPETHY WUMILIEMEHTAIIN]y, KOPUCHO je Ha cjiejiehn HadyuH

nagrpajutu HMM v cpojHe 1mojMoBe IOy T CKPUBEHOT 1yTa U HU3a OIICepBaIlnja:

® YyBO/JU C€ EKCINIMIIUTHO IIOYETHO CTalbe€ g = T YMECTO O,Z[BOjeHI/IX IIOJIa3HHUX

BepoBaTHONha 7, YMMe CBAKO 7; MOCTaje Je0 MaTpHIlEe IpeJasa do;,

® JI0YEeTHO CTaibe Ce€ YBEK IIOZpa3yMeBa, KaO HYJITU YJ/JlaH CKPUBEHOI' IIyTa, IIa

TaKO CBAKO P = Pi...pg IOCTAje P = PoP1...Pr, ¥ TO TAKO JIa je pg = T,

® YBOJIM Ce HYJTAa €MUCHja ¥y, IITO je 3alPaBO MPAa3aH KapakTep, YhMe Ce

JI03BOJbABA Ja CTarba Oy/ly TUXA U HE eMUTYjy HUIITA, KA0 TOYEeTHO CTaIbe,

® MaTpHIE G;; U b;j TIOCTajy Male Gy, ,; U by, , ITO 3HATHO OJAKIIABa paJ,
a WCTO BaXkW W 3a HU3 T;, ako ce 4dysa (mpociehyje), Koju mocraje mama
Ty;; ¥ BE3U Ca THUM, U3 Malla C€ MOXKe IIPOYUTATU CKYI CKPUBEHHX CTarba U

oricepBanuja, unme ce HMM nedbunntuBHO cBOmM Ha TPOjKY (a, b, 7).

3Compute the Probability of an Outcome Given a Hidden Path, 09 2015. ROSALIND, 3anaTak
n3 yubeHuKa JocTynaH Ha: http://rosalind.info/problems/ballb/.
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OBakBa JolyHa CBOj IIyH IOTEHIMjaJ MMOKa3yje y HaIpeIHHjuM IpUMeHaMa,

MaJla je U IeH IMOYeTHH JOIPUHOC He3aHeMapspuB. Popmyre cajia mocrajy:

k

k k
P(p) = 7TP1 Hapi—hpi = Hapz'—lmw P(0|p) = H bPi,Oi‘
=2 =1

=1

Bajeannyuka dpopMmysia BepoBaTHONE ITposIacka Kpo3 IMyT p U PUKa3a 0 jecTe:

k k k
P(p, O) = P(p)P(O|p) = Hapi—hpi H bpim = Ha/pi—lvpi ) bpivoi'
i=1 =1 =1

NaTyntusHO, 3ajeHMYKYN norahaj 3ampaBo mpe/icTaB/ba HU3 HE3ABUCHUX Jorahaja
npesasa u emuchja, ma je 3at0 P(p,0) = apy p1bpyor---Apy_ i peOpr.o > JAKIIE IIPEJIA3
U3 TOYETHOI CTama y Pp, Ia eMUCH]a 01 Y P1, 3aTUM IPEJa3 U3 P; y Pz, U TAKO
nape. CBe oBe bopmysie /1ajy esleranTaH HAYWMH padyHarba caMo y3 oMoh a u b.

Bapa nmomenyTu jomn Heke Baxkue Hajrpajitbe HMM, Koje cy y NpaKTUIHUM

IIpuME€HaMa 9€eCTO HpI/IMeHJI)I/IBI/Ije O OCHOBHE BGPBI/IjeZ

e oIicepBallje ¥y MOTy IIPeJICTaB/baTi OECKOHAYUAH CKYII; TO J03BOJ/baBa MOJIEJIO-
Balbe eMUCHja U3BYUEHUX U3 HEIIPEKUIHUX pacrojiesia (J1oca ¢y pasMaTpaHe
JIICKPETHE) U Taja ce Malla BepoBaTHONa b;; mocMarpa Kao Mala PACIoesia

b;, KOja CKJIAJUINTU paciojiesie (TyCTUHE PACHOEIa) eMUCHja CTamba T,

® CaMO HEKa CTalba Ce 03Haanajy KaO 3aBpIlllHa HWJIX C€ YyBOAU EKCIIJIMIIUTHO

3aBPIITHO CTAE Tyt = W, IITO je MOCEOHO BaXKHO 3a MPOOJIEM JEKOANpamba,

® YMECTO HEeCTAOMJIHUX IIPABUX BEPOBATHONA KOPHUCTE Ce JIOTAPUTMOBaHE BEPO-

BarHOhe, 1mITO yO/rakaBa padyHCKe I'DEIIKe, MaJia YCI0XKIbaBa aJrOpPUTMe.
[ToxkespHO je yCBOJUTH W TIOCJIEIbY HAJITPa/iiby, HAKOH KOje (popMyJie MoCTajy
(ImojiceTHUK Ha TPABUJIO — JIOTApUTAM IPOM3BO/A je 30up Jorapurama):

k k
Pog(p) = log P(p) = log m,, + Z log ap,_, p; = Z log ap; i

=2 =1

k
Pog(olp) = log P(olp) = > 10gby,.,,
i=1
k
Piog(p,0) =log P(p,0) = Z(log Ap, 1 pi 102Dy, ;).

i=1
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SampaBo je HajepUKaCHUje IUPEKTHO PAJIATH CA JIOTAPUTMOBAHUM BEPOBATHO-
hama, oJHOCHO cBe BepoBaTHOhEe OJMaxX JIOTAPUTMOBATHU, YKJ/by4dyjyhu yasne us
mama a u b. Ha Taj maumn, jJorapuTaMm ce, Kao padyHApCKU CKymna (QpyHKIIH]ja,
U3padyHaBa CaMO jeJIHOM, a He CBaKH IIyT U3HOBA KaJa je HEOIIXOJTHO OJIPEINTH
Kesbeny BepoaTHohy. Ilog oBom mpernocraBkoM, hopMmysie Cy JIaKIe 3a 3aIuC 1

padyH:
k

k
Plog(p) = Tog,py T+ E :alozz;,pi_l,pi = § :GIOg,pi_l,pm
i=1

i=2
k k
Bog(olp) = Z Blog,pi 0 Plog (P, 0) = Z(alog,pi_l,pi + blogpi.0:)-
i=1

=1

Hanrpahenu HMM cana ce MoxKe CBeCTH Ha jeTHOCTaBHY ypeheHy MBOjKY:
® Malla JIOTapUTMOBAHUX BepOBaTONa Mpenasa (g, z;
® Mala JIOTapUTMOBAHUX M3JIA3HUX BEPOBATHONA Diog 4, .-

3a KOHCTPYKIUjy OBAaKBOI' 0OjekTa Tpeda MMaTu OPUTMHAJHO @ u b, Kao u 7, 1a
ce 3aT0 uMnak, uaryunuje pagu, HMM u name 3BaHUYHO cMaTpa ypehenom Tpoj-
koM (a,b,T), a He HHTEpHO KOpHUIThEeHOM TPAHCHOPMHUCAHOM ABOJKOM (Giog, Diog)-

[Toromno je 3anamTuTn u cienehe BpeIHOCTH KA0 IIOMONHE e/IeMEHTe MOJIEIA:
® CKYIl CKPUBEHUX CTarba T U IHUXOB OPOj N,
e ckyIl Moryhux emucuja y u HUXOB OpOj M,
® Mally JIOTapHTMOBAHMX HOJTa3HUX BEPOBATHONA T,
® OpUTHWHAJIHE BPEIHOCTH y Marama a, b, 7.

Hanrpahean HMM wmopenyje HENOMITEHY KOIKAPHUILY Ha, cjegenn HaduH:

F B
1 1
log— log—
m(logg logg
9 1
e mpenasn aj.g = F | log 10 log ol HIIP. Qlog, B = Plog(F — B),
9
B\log — log —
®10 10

22



I'JIABA 3. Mogenosare

H T
1 1
F [log 3 log 3 3
o emmucuje by = 5 || blog,B,0 = Pog(H|B) = log 7
B\ log 1 log 1

3.4 BurepbujeB anropuram

OnpebhuBamem dopmyne P(p,0) 3a myTeBe MpOM3BOJbHE jyKuHe, Moryhe je
NpUCTYIUTH IpodJieMy Makcumusanuje. Kako je Beh mpesoxkeno, nansna ujeja

HCIPIIHE IIPeTpare CacTOjH ce OJ TeHepHCarha CBaKOT oi nF

CKPUBEHUX ITyTeBa
p, u3padyHaBama P(p,0) 3a MO3HATH HU3 NPUKa3a 0, M Ha KPajy ogadupa ImyTa
Koju Tipej/icTaBiba argmax, P(p,0) = argmax, P(p|o). Osume ce 106po mozemyje
YCJIOBHA pacHo/jiesia CKPUBEHUX IIyTeBa IPU MO3HATHM olakamuMa. Jlorapuram
je MoHoTOHa TpaHcdopMallija, TaKo Ja ce 3aJaTak MaKCUMU3allhje He Mera HU
KaJla ce IocMaTpajy cradusinuje BpeaHoCTH Plog(p,0). U3 uzsenene dbopmyse je
OYHIJIETHO JIa je 3a CBAKO M3padyHaBarbe 3ajejHndke BeposarHolie morpeduo O(k)
KOpaka, Tla je YKyITHa BPeMeHCKa CIo¥KeHoCT HampHor mpuctyma O(n*k), mro je
peJIaTUBHO MPUXBAT/BUBO 33 KPATKEe CKPUBEHE IIyTEBE U MaJjiu OPOj CTamba.
[IyreBu cy, mehyTum, vecto BpJsio ayrauku, a HMM wmajy Bequku Opoj CKpu-
BEHUX CTarba, T€ HAWBHU MPUCTYI HHUje MPUXBAT/BUB y ommreM ciaydajy. Crora
je mHxkemep enekTporexuuke Emiapy Burepdu 1967. npeyioxkno edburacuuje pe-
mietbe [38], 3acHoBano Ha mocebHoM Burepbujesom rpady. OH ce MOXKe CXBATUTU
Kao Bpcra Menxern rpada, Ko KOr je 3ajJaTaK ONTUMHU3aIlja TeXKWHe IIyTa O]
[OJIA3HOT JI0 IUJBHOT (3aBPIMHOr) YBOpa, Kao HIP. y mpodseMmy oiapehuBama pa-
crojama ypehubama (eaur pacrojama). OCMUILBEH je HA OCHOBY OCHOBHOI' Bpe-

MEHCKOT' CBOjCcTBa cBakor MapKoBJ/beBOI MoJjies1a, TIpeCTaB/LEHOT Ha CIUIH 3.2.

Cimka 3.2: Tox BpeMena Ko, ckpubeHnx MapKoB/beBux Mojesna’

4Qef. File:Hmm temporal bayesian net.svg. Wikimedia Commons, miycrpammja ca Buku-
mequje: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Hmm_temporal_bayesian_net.svg.
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Caku HMM, nanme, mozenyje jeman MapKoB/beB IpoOIEC, IITO je€ TTOMEHYTO
npu aedpunuruju. [lociieauna je 1a TPEHYTHO CTambe 3aBUCH UCKJBYIUBO OJ1 TTPET-
XOJHOT Ha IyTy W HUjeJTHOT JPYTrOor — Mala @ MOJENyje p;_1 — P;, Y O3HAKaMa, ca
ciuke x(t — 1) — x(t). Ucro Tako, oncepparuja 3aBUCH MCKJBYUUBO OJ] TeKylher
crama — Mama b Mojenyje p; — 0y, y 03HaKaMma ca ciauke x(t) — y(t). Crora ce
HMM uonekay nedunurie u Hemro jpyraduje, kao ypehenn map (X,Y), rue je
X cucreM Koju ce Mojesyje, a Y IPoIec duje MOHAIame JUPEKTHO 3aBUCH O X .

[Tpermsuuje, X je MaproBibeB mporec ca HeoncepBabUIHUM (,CKpUBEHUM')
crambuMa (x u3 JeduHATje), & /b MOJIENA je Jia Ce HEIITO O TOM IIPOIECY Ca3HAa
Ha OCHOBY onaxkama (y u3 jgedununumje) mporeca Y, duje je MOHAINAHE BUI/LUBO.
[Tpurom, ycioBHa pacmnojesna Y (Ha CJIUIM KOHKpeTHa BpedHOCT y(t), a y HU3y
olicepBallyja MPUKa3 0;) y HEKOM BPEMEHCKOM TPEHYTKY t (MHIEKC HHU3a) 3aBUCH
UCKJBYYUBO OJT CTarba X Yy TOM HCTOM TPEHYTKY (Ha CJIAIU KOHKPETHA BPEIHOCT
x(t), a HA CKPUBEHOM IIyTY cTame p;). [IpumerHo je ja je oa nedununmja y cy-
IMITUHU jeTHAKA MPETXOTHO M3JIOKEHUM, C TUM IITO je MaTeMaTUIKNA HaIlPeIHN)ja
— YIJIABHOM je TexKe Pa3yMeTH TOPKY AICTPAKTHUX CTATHCTUIKUX IIPOIECa HEro
jeTHOCTaBHUX CTPYKTYPa IOIyT CKYIIOBa, HU30Ba, MaTpuIia 1 Mana. Ha KOHKpeT-
HOM TIpUMepy HeToITeHe KolkapHuie, X je mporec ofabupa (3amene) HoBumha,
a Y mporec dararma HoBUnha, OMHOCHO JI00Hjalha MCX0/1a TOT Oalamba.

CBeyKyIHO, OIMCAHO BPEMEHCKO CBOjCTBO ompapjaBa yrnorpedy Burepdujesor
rpada, Yuju je nmpuMep 3a IMPOoOJIeM HEIOIITEeHe KOIKApHUIE JaT Ha CJIUMu 3.3.
Ipad ce cacroju m3 mpexke (MaTpuie) YBOpOBa UHja OCHOBa UMa N pElIOBa U
k xonona. CBaka KOJIOHA CAaCTOjU Ce OJ HU3a YBOPOBA KOjU IIPEJICTaB/bajy CBa
CKpHUBEHA cTama y TpeHyTKy t. V3 cBakor uBopa y KoJIoHH t — 1 ycMepeHa je 1Mo
jeJHa rpaHa y CBaKd YBOP U3 KOJIOHE l, Ha OCHOBY UHIHEHHIIE JIa CE€ U3 CBAKOT
crama y TpeHyTKy t — 1 moxke npehu y duito koje crame y TpenyTky t. [lopesn ose
OCHOBe, MpezKa UMa U JIBa, M0CeDHA YBOPa — U3BOP (EKCILIUIUTHO TIOUYETHO CTAME) U
HOHOD (EKCILUTUIMTHO 3aBPIITHO CTakbhe). 3aMICA0 OBAKBE MPEKe je J1a ICTOBPEMEHO

MOJIeJIyje CcBe CKpHuBeHe myTeBe ay:kuHe k Kpo3 HMM ca n cKpuBEHHX CTaiba.
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po p: p: p p:: P e

Cuauka 3.3: Burepdujes rpad Hemorrrene KOnKapHUIie

CTBapHO, Pa3IMYNTHX IIyTeBa OJ M3BOpa J0 IIOHOpPa mMa TadHo n¥, u cpaxm
oxrosapa jeanom ckpueHoM 1yty y HMM. Ocraje jorn muTame KaKO OTEXKATH
rpane BurepbujeBor rpacda, HAKOH dYera ce OH MOXKe MCKOPUCTUTH 3a IMPOOJIeM
MaKCUMU3aIije KyMyJIaTUBHE TeXKUHe y MoHOPY. 1o je 3ampaBo OCHOBHU IIPOOJIEM
HaJl cBaknM MenxeTH rpadoM, KOju ce MOXKe PElIUTU AJTOPTMUMA, JIMHAMIYIKOT
IIporpaMupara, Koju oduiaase 9BopoBe rpada M0 TOIMOJIOIIKOM PEIOCTIELY.

3a crumame nntyuimje y Be3u ca mohu Burepdujesor rpada, Kopucho je yBe-

ctu 1podsieM 5. 3asarak je mpoHahu HajBepPOBATHUjU CKPUBEHU IIYT JIyKUHE k.

IIpodaem 5: HajsepoBaTHUju CKPpUBEHU IIYT
Uspavynattiu najeeposatinuju ckpusenu ayt p xpo3 HMM.
Vaas: ayxuna k ckpusenor myta Kpo3 HMM (a, b, ).
Nsna3: najBepoBaTHUjU CKPUBEHU IIYT Popt = Pi---P-

HawuBno pereme mpobdsemMa cBogu ce Ha Beh padMarpaHy UCHPIHY IpeTpary
IPOCTOpa CKPUBEHHX IIyTeBa, Kojux je n*. BeposaTHoha cBaxor myTa padyHa ce y
O(k) kopaka, ma je BpemeHcKa cjioxenocT ekcronennujaana O(n*k). Nnak, mMo-
ryhe je uckopuctutu Burepdujes rpad Kako O ce MOCTUTIIO 3HATHO ITOOO0JBIIAIHE.

Hexka je Mpexka 4BOpOBa IIpeJICTaB/BEHA MAIIOM S, TAKBOM JIa S, ; CKJIQIHUIITH
HEKHU IoJ[aTak O IBopy (cramy) x; y TpeHyTKy t. OBakBa CTPYKTypa HOTOJHA je
3a CBODeme IOJIA3HOT IIPOodJIeMa Ha IIPOOJIeM JUHAMUYIKOD IIporpamMupama. Kako
je Kpajmu /b MaKCUMHU3allija BepoBaTHoNe Iy Ta, HeKa Sz, ; 3allPaBO CKJIAUIITH
BepoBaTHONY ONTHMAJIHOr IyTa JIy2KUHE { KOju ce 3aBpIiaBa y cramy x;. Oun-

IJIEIHO, 34 IIyTeBEe jeJMHUYIHE Jy>KHHE, OJIHOCHO y TPEHYTKY t = 1, BarKu:
Sz;,1 = P(xl) = Ty, = Qr ;-
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UcmoctaBpa ce Ja ce m ocraje TeKUHE MOTY y3eTH U3 Malle IpeJia3a, IITO
BaxkKm 300T TeMIopaJiHor cBojcTBa MapkoB/beBuX miporieca. Kako cBako crambe
3aBUCU UCKJbYYUBO OJf IIPBOI' IIPETXOJHOT, TAKO C€ W BepoBaTHOha HEjeIMHUTHOT
IyTa MAKCUMU3Yje TAKO IITO Ce Pa3MOTpe CBa MOryha MPeTXO/Ha CTarmba, OTHOCHO

3a jexnno crame Kpahu myrteBu. Tako Baxku ciiefeha pekypenTtHa (popmyJia:
Szt = mjaX{ij,t_l ’ aﬂ?jaivi}7

P(popt) = m;iXP(p) = mjax{smgyk}'

Hapagno, mpodjieMu ca padayHOM ce pelraBajy JJorapuTaMCKOM TpaHchOopMaIiijom:
Slog,z;,1 = Plog(xi) = Tlog,z; — QAlog,m,x;5

Slog,x;,t = mjax{slog,xj,t—l + alog,a:]-,aci}u

Plog(popt) - m;lX ]Dlog(p) = m]ax{slog,xj,k}‘

OBa Bep3wuja je dosba u 300r Tora mTo ¢y MeHxeTH ajJropuT™Mu aJUTUBHU I10 TPU-
PO/, OJTHOCHO 3aCHOBaHU Cy Ha caduparby, a He MHOXKewy BpegaHoctu. Cimka 3.4

puKa3yje Kako BurepOujes rpad mojenryje Tpu darama y HENOITEHOM Ka3WHY.

1/2 9/20 81/200

1/2 9/20 81/200
p':' pl pE ps p:

Cuauka 3.4: Makcumusanuja P(p) ca Tpu darama

OmmTr 00K OBe pEeKypeHTHE peJialifje 3alpaBO je 3aCHOBAH Ha Te:KMHAMA
rpaHa T, Ijle Mala OOJIMKA Ty, .. ; O3HAYaBa TEKHMHY I'DaHe U3 4BOpa T; Ka T; y

TPEHYTKY t, YKJbYy4yjyhu eKCIUINIIUTHU TOYeTHU W3BOP T W 3aBPIIHU ITOHOD W.

26



I'JIABA 3. Mogenosare

Omne cy y KOHKPETHOM CJIy4ajy Ouie JOrapuTMu BepOBaTHONA ITpesacKa MJIH CaMe

BepoBaTHONE, Kao Ha CJUIM, Y KOM CIy4dajy ¢ MHOXKH YMECTO CadUpa:
Sz 1 = Trywiy Syt = mjax{sﬂﬁj»t—l + szvzivt}7

Popt = mjax{szj,k + ij,w}~

Kako je momesnoBano P(p), Tako ce moxke mozenoatu u P(p,0) 3a dukcupano
0. Y TIPBOM CIIy9ajy, BaXKHUIO j€ T, ot = Ta;z; = Oayz;s AOK j€ Y JAPYTOM HEIITO
CJIOXKEHUJE Ty, 2.t = Oy, z; * bz 0., JAKJIE BepoBaTHONA nmorahaja ma HMM npebe uz

CTamba T; Y CTalbe CL’]’, HaKOH 4Yera eMI/ITyje CI/IM6OH O¢. CDOpMyJIe Cy Cajia:
Szl = Ty * b$¢,01 = Qrz; behOl?
Saci,t - ma‘X{Sa}j,t—l : aacj,xi . bxi,ot}a
J

P(pOPt7 O) = maxP(p, 0) = ma’X{sxj,k}-
p J

Jlorapuramcke Bep3uje ce U3BOJE AHAJIOIHO.
Kama ce roBopu o mpodsremy Makcumusanmje, morylie je mogesnosatu u P(o|p),

C TUM IITO 3a TO HUje Heonxoan Burepdujes rpad. IlocraBka 6 je y HACTaBKY.

IIpobiuem 6: HajsepoBaTHuje orcepBaiiuje Ha IyTy
HUspavyrattiu najeeposatlinujyu nu3 emucuja na aywmy p xpo3d HMM.
Via3: cKpuBeHU IyT p = P;...px, Kpod HMM (a,b, ).
N3zna3: najsepoBaTHja ONaXKaba Ogpt = 01...0) Ha IYTY D.

QPopmysia MaKCUMaJIHe BepoBaTHONE je jeiHOoCTaBHA, 110 CBAKO] OIICEPBaIlUju:

k
P(oop|p) = Hmjax bpiy;-
i=1

[Iperxomno wmsnoxkenu cucteMm pajsia ca HMM, 3acnoBan na BurepbdujeBom
rpady U IMHAMUYIKOM IIPOTpaMUpaby Has3uBa ce Butepbujes ajaropuraM, mocedHO
KaJla ce IpUMembyje Ha JieKoupame — mpoosem 1. U3Bemenum pekypenTHum Ghop-
MyJ1aMa oI caMo Tpeda JI0JIaTH CHCTEM IIyTOKa3a, KaKo OW Iopes BepoBaTHOhe
OIITUMAJIHOT ITyTa MOrao duth JodujeH (PEKOHCTPYUCAH) U CaM IIyT.

Baxna npemnoct BurepdujeBor asiropurma je meroa ciioxkerHoct. OcHOBHA
mpexka rpada uma nk usoposa u n’(k — 1) rpana (43 CBUX n cTalba Ka CBUM T

crambuMa y k — 1 BpeMeHCKOM mpesiasy), 4eMy ce JI0/iajy jOIll JBa JOJATHA IBOPA
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7 2n rpaHa MOBe3aHUX ca TUM YBOpoBHMMa. lI3padyHaBame mjie 1o YBOPOBUMA,
kopucrehin Tpane, Tako Jia je yKyIiHa BpeMeHCKa U TpocTopHa cioxkenoct O(n?k)
YKOJINKO Ou ce Kopuctuo exkciumnutau rpad. OBo je BpeMeHCKU 3HATHO OOJbe
on nausnux O(nfk), anu je npocTopHO 3axTeBHUje, jep HAUBHU IIPUCTYI 3aXTeBa
camo O(k) momohuor mpocropa. Pamn ce o yoduuajeHom Kommpomucy usmely
BpeMeHa U IIPOCTOpPA, KaJa aJropuTaM 3a OpKHU PaJi 3aXTeBa BUIIIE MEMOpPU]e.

Y MmHOrMmM ciydajeBuMma je, mehyrtum, rpad JOBO/FHO CaMO 3aMHUCJIUTH, & Y
pajly KOPUCTUTH UCKJBYYUBO MAIly S U IIyTOKa3e, a He U TEXKUHE T, IITO 3a COOOM
[OBJIAYU HENITO OoJby mpocTopHy cioxkenoctT O(nk). OBo BayKu KOJI JIEKOIUPAHA,
jep cy Texxune (rpane) Beh nmoxpamene y Manama a u b. Ipyru Hauus nodosblnarmba
je ako ce T TpeJCTaBH Kao (DYHKIHja yMeCTO Malla, IITO je Takohe moryhe Ko
IpodJIeMa JIEKO/INPatha, jep TeXKUHE He 3aBUCE 0/ BpeMeHCKOT TpeHyTKa. JlomaTHo,
YKOJIMKO j€ JIOBOJHHO JIOOUTH CaMO MaKCUMaJIHy BepOBaTHONy, a He U caM IIyT,
He Tpeda YyBaTHW IIyTOKa3e, a Mally S Moryhe je CBeCTH Ha JBa HHU3a KOJU Ce
HAM3MEHUIHO HOIYEaBajy, 9uMe ce MIPOCTOPHA CJIoKeHOCT cBoau Ha O(n).

V npakrtuunuMm npumMenama je moryhe moctuhu jorr dosby cioxkenoct. Hamwme,
vmaoru HMM wnwmajy 3adpambene mpenase u3Mehy Hekux crama. TakBa cuTyaruja
BeoMa je decTa, a IpHKa3aHa je jorn Ha yBoaHoj cauru 1.2. Moryhe je 6e3 mpo-
osnema ykjaonuTtu rpane BurepdujeBor rpada koje o/iroBapajy TakBUM IIpesia3uMa,
IIITO 3HATHO CMalbyje BpeMe M3BpliaBama ajaroputma. 1locedno 3annMbuBu mMory
ONTH HeTO3BOJbEHN MPEJIa3n KOjU YKJbYIyjy n3Bop 1 moHop. Ha Taj Haumn ce moxe
oHeMoryhuTu /1a HEKO CTame Oy/ie MOJIa3HO WU 3aBPIIMHO, MITO Y€CTO UMa, OUOJIO-

KA CMUCA0, 0 YeMy he duTu peun Ha mpuMepy TPOPUIHUX MOJIea ITPOTENHA.

3.5 Auaropuram ,Hamnpen’

Csaku HMM, noncehama paau, MOXKe ce CXBATUTH Kao ypeheHu map gBa mpo-
1eca — ckpuBeHor MapKoB/beBOT, KOjU ce OYNTaBa CKPUBEHUM IIyTE€M P, W OIICEp-
BaOMJTHOT 3aBUCHOT, KOjU ce ounTaBa Hu3oM emmucuja o. llena ugeja HMM jecrte
JAeTaJbHO CTaTUCTUYKHN IIOTKOBaAHO MOJEJ/JIOBabe TUX IIPOIeCa U IbUXOBOI! OJHOCA.

Hocas je duso peun o nojenuuadnoj pacuoxern P(p), ycmosuoj P(o|p) u 3a-
jenauukoj P(p,0). Kako je Kom mocseamer mopa3syMeBaHo J1a je Mo3HATa HICKA
0, TUMe je 3aIpaBoO MOjieJIoBaHa U ycjoHa pacnogena P(plo). Moryhe je mome-
JIOBATH U TojeJuHauHy pacuogeny P(o), Koja je jejuHa mpeocTaia KakKo Ou MOJeT

omo komrurerupan. (OCHOBHH 3aJlaTaK M3 OBOI JIOMEHAa JAT je Kpo3 IpodJieMm 7.
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[Torpedno je m3pauynatu BepoBarHohy ga HMM emuryje HEKy HUCKY JyKUHE K.

IIpobaem 7: Beposarnoha oncepsanuja’

Hspavynatiu eeposatinohy tpurasa o y HMM.
VYia3: Hu3 onaxamwa 0 = 01...0p y HMM((a, b, ).
M3znas: BeposarHolia ymasHor nusa omaxkama P(0).

Jomn jemmom, HaMBHM HPHCTYII CACTOJH ce O TeHepmcama cBuX n' myrepa m
cyMHUpama BepoBaTHOha Ha mUMa, IIpeMa paHuje W3JI0XKEHO] MapTruHAJIU3aIldju
P(o) = ., P(p,0). 3anummpupo je, MehyTHM, IPUMETHTH Jla je OBa MapruHa-
JIM3allfja BPJIO CJAWYHA CaJipXKajy Mmare s Koj BurepdujeBor asiropurma, Koja y
noHopy uspadyHasa P(pey,0) = max, P(p,0). Jeauna pasiuka je y IPIMEEHOM
omeparopy — Ja Ju je cyMa mim MakcumyMm. OBO HHUje caydajHo, jep je maeja ode
dopmysie oduazak CBUX CKpUBEHUX IyTeBa Kpo3 HMM uctoBpemeHo.

CBeyKyIHO, CACBUM je OIpaBjaHo yBectu HOBY Maiy f (on enru. forward —
HAIpeJT), HAJAXHYTy MPETXOJHOM S (OJ[ €HIVI. SCOTe — CKOp), TAKBY Ja €JIEMEHT
fz;+ CKIAJUINTH BepoBaTHONY mpeduKca omakarba Jy:KUHE t (IOAHHU3 0...0t),

HACTAJIOI Ha CKPUBEHOM ITyTy KOjHU 3aBpIIaBa crameM I;. Omatie cy dopmyire:
f:ci,l = Ty, ° bmi,ol = Or g - bxi7017

fmi,t — E f:pj,t—l : Clxj,:pi : bmi,ot;
J

P(O) = Zf:cj,k-

Kao u mocan, morapuramMcke Bep3uje Tpom3Boje Memajy 30uposuma. OBora myTta
UMa 1 jeJIaH JO/IaTaK: CyMa Ce Merba MocedHnM onepaTopom — logsumexp, f(j). On
MOJIeJIyje cadupamme y JIOrapuTaMCKOM JIOMEHY, Tj. alrpokcuMupa log Zj e/ kako
Ou ce m3berJie padyHCKe I'peliKe HacTaJje 300r MOTKOPadeha WM ITPEKOPadeHha.

V HacTaBKy, Bajhba MMOMEHYTH U CPOJIaH IIPodJeM ojpehnBama HajBepOBATHHjET
HCXOJIa, OJIHOCHO 0, = argmax, P(o0). @opmyranuja je nara mpodsemom 8.

N oBne je nauBHO pererse cysuiine HeedukacHo. [Iltasurne, jommje je cioxe-
noctu o7, nocamammsux O(nkk), jep je cama moTpedHo remepucaTé u caxu Moryhu
Hu3 oncepsanyuja. ClioxkeHOCT ucIpiHe mperpare crora je O(n*m*k). Hemro Gomba

CJIOZKEHOCT JI00Uja, ce aKo ce He TeHepHIy CBHU IIyTeBH, jep ce CBAKO OJ YKyIHO mF~

>Compute the Probability of a String Emitted by an HMM, 09 2015. ROSALIND, 3anaTak u3
yubOeHnKa JocTyrnad Ha: http://rosalind.info/problems/bal0d/.
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IIpodaem 8: HajsepoBaTHuje orcepparuje

Uspavynattiu najeeposatinuju nud emucuja y HMM.
VYaa3s: pyxwuna k nyra kpos HMM (a,b, ).
N3zna3: HajBepoBaTHUja ONAXKAIBA Ogpt = O]...0j.

omazkama MOXKe OIeHUTH Beh M3/I0KeHuM aJIrOpuTMOM ,Hamnpe . Tajga je cBey-
kynna cioxkenoct O(n?m*k). Hanpeano pemmere Moxke ce KOHCTpyHcaTH oMoy
TpoauMeH3noHe Bepauje Burepdujesor rpada [17], riae HOBY JquMeH3Ujy YWHE CBe
moryhe orcepsaruje o mogery. Casa je nieja mpuMeHOM 00a OrrepaTopa 3ape oM
YCIEIIHO MaKCUMU30BaTH CyMy max, ) P(p,0) = P(0g).

AJrTepHaTHBHU TIOTJIE]] HAa CTBAPH IOJPa3yMeBa OCTajarbe y JIBOJAMMEH3UOHOM
OPOCTOPY — 3aMHUCa0 je Jia U3 CBAKOr OJf N Crama (Takohe M IOYETHOr T) Ka
CBUM n crambuMa y k — 1 BpeMeHCKOM IMpesady uje o m TpaHa, Mo jeTHa 3a
cBaky Moryhy oncepsanujy. Tume rpane Burepdujesor (mysru)rpada Buriie He
MOJIEJIYjy caMo Ipesase U3 jeJHOT cTarmba y apyro, Beh ycuyT u emucuje. Texkumne ce
0/1adMpajy TakKo Jia OCJIUKABAjy BEpOBATHONY IIPOMEHE CTarbha, & 3aTUM €MUTOBAHA
cumMOoJIa TIpejicTaB/beHor rpanoM. CBaku IyT OJ1 U3BOPA JI0 IIOHOPA cajia HUje caMo
CKpHUBeHH TIyT p, Beh 1myT p (4BOPOBU) ca MPUIAPYKEHUM OllayKambuMa o (IpaHe).
MaxkcumaJian 30up 100Mja ce MakcuMuU3upameM cyma u3Mmehy HuBoa. CitoxkeHOCT

je y Tom cayuajy O(n’*mk), a dopmyie:
fxi,l = m]?‘X{ﬂ—fﬂz‘ ’ bfl%yk} = ml?“x{amxi ’ in,yk}7
fxi,t = m]?XZ fﬂﬁjﬂf—l T bl‘nyk’
J

P(0opt) = m?XP(o) = Zf%k

Jlorapuramcke Bep3uje Cy aHaJIOrHE.
BaMeHOM cyMe MaKCHMyMOM y IIPETXOJHUM bopmyiamMa, JI00Hja ce HajBepo-
BaTHUjHU ITap CKPUBEHOI IIyTa JIy:KWHE k U Ha IbeMy eMHTOBaHe HHCKE CHMOOJIA.

To je permeme mpodiiema 9, cIUIHOT J10Ca]T pa3MaTPaHUMA.

IIpodaem 9: HajsepoBaTHUju CKPUBEHU ITYT U OIICEPBAIIHje
Hspavyratiu wajeeposatinujy Gyt u otaxrcaroa y HMM.
VYaa3s: pyxwuna k nyra kpos HMM (a,b, ).

WNzna3: najBepoBaTHUja KOMOMHAIIM]A IIyTa P U ONaXKarba O.
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k 2,k

To je max P(p, 0), mrro je mcmmatusuje ox n*m* nmm n?mk nansrux noxymaja:

fxi,l = m]?X{Trxi ) bxi,yk} = mkax{amxi ) b$i7yk}7
fIEi,t = rrjl%X{fI]‘,t—l : a/x]-,mi : b:}ci,yk}v

max P(p, 0) = max{f,.}.
ax{fs

1 oBne ce sorapuTaMcKe Bep3uje U3BO/E aHAJIOTHO, I1a Ce HEe HaBOJIE.
Kommiernoctu pajgu, mory ce dopmaiino npejctaButu u mnpodsemu 10 m 11,

KOjuUMa Ce eKCIUIMIUTHO m3padyHasa P(p|o) u max, P(p|o) 3a mosuaro o.

IIpodsem 10: Beposaraoha myTa mpu HCXOILY
Uspavyrattiu eeposattinohy ayta p kpos HMM axo je otiastcero o.
Yia3: Hucka o = 01...0; KOjy je emuroBao HMM (a,b, ) u cKpuBeHH
IyT P = P;...pr KPO3 KOJU je IPOIIao.
WN3mas: yciaosHa BepoBarHoha myTa npu npukasy P(plo).

Cama BepoBaTHOha myTa ako je omakeHa HeEKa CEKBEHIIA €MUCHja MOXKE Ce

u3padyHaTu Ipeko (popmyste ycaoBue BepoBaTrHohe. Permreme je, jtakire:

Plolo) = T

['maBHMHA OBAaKBOI TIPHUCTYIIA je M3padyHaBalbe BepOBAaTHONE MCXOJa, TaKoO Jia je

cioxenoct O(n?k). Hausuu npuctyn ou, xkao u gocaj, yzeo O(n*k) spemena.

IIpodaem 11: HajsepoBaTHUju IIyT TPU UCXOJLY
Uspavyrattiu najeeposatinuju tyt p kpos HMM axo je otiastcero o.
VYia3: Hucka o = 01...0; KOjy je emuroao HMM (a,b, ).
N3zna3: HajBepoBATHUJU YT Popt = Pi...Pr AKO je OIaKeHO o.

Maxkcnvmuzanmja je jomr jeTHOCTaBHHja, KaJa Cce MPUMETH DaHWje IOMEHYTO
argmax, P(p,0) = argmax, P(p|o) 3a nosnaro o. OBo 3Ha4H Ja je I0BOJHHO HCKO-
PUCTHTH pelere IpodseMa 1, y3 IPUKIIAIHO CKaJIpambe BepoBaTHOhe.

Casa je mozuaTo kako BurepdujeBuM rpadomM MoJIe/I0BaTH U MaKCUMU30BATH
cBaky on kputnaaux Beposarnoha P(p), P(o), P(p,o), P(plo) u P(o|p), anme je
MOJIeJT KOMILIETUDAH, OAapeM 110 MHUTAkby HeroBe OIMCHE CTpaHe (0cTaje yderbe).

Hocanamma nocturayha moszesra cymupana cy Tadbeiaom 3.1, Koja cirein.
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Tadesa 3.1: Moryhunoctu ckpuBeHnx MapKOB/bEBUX MOJIE/Ia

[Ipobsiem — anmroputam CoxkeHocT
bpoj VYnas b Bpennocr | HamBam  Hanpeaan
1 O (arg)maxp P(p,0) O(n*k) O(n’k)

2 P, O — P(p,o0) O(k) —

3 Pr - P(p) O(k) -

4 Prs Ok - P(olp) O(k) -

5 k (arg)max, P(p) O(n*k) O(n’k)

6 Dk (arg)max, P(olp) O(mFk) O(mk)

7 Ok - P(o) O(n*k) O(n*k)
O(nfmkrk) 5

8 k (arg)max, P(o) O(n2m* k) O(n*mk)
O(n*mkk)

9 k (arg)max,,  P(p,o0) O(n2m*h) O(n*mk)

10 py, o - P(plo) | O(n*k)  O(n%k)

O(n*k) 9
11 Ok (arg)max, P(plo) O(n*k) O(n’k)
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I'maBa 4

Buosaomku 3Ha4daj

Hakon nedunucama ckpuBennx MapKOB/bEBUX MOJEJA, OIUCA HUXOBE ITPU-
MeHe U aJIropuTaMa KOj! J1ajy OJITOBOPe Ha BaKHA MUTAhA Y BE3U Ca MOJETOBAHIM
IIPOOJIEMOM, Y OBOj TJIABU je HEIIOCPEJIHO OnucaH onosioku 3uavdaj HMM, oqnocHo
IbUXOBA MMPUMEHA Y JI0CAJT U3JIOXKEHUM OMOMH(MOPMATUIKUM IpodaemMuma. Kon-
KpPEeTHO, TJIaBa Koja cjequ OaBH Ce MOTParoM 3a T'eHUMa, OJHOCHO OTKPUBAEM
CG octpBa momohy HMM, kao u ynorpedom mpodunaunx HMM 3a permaBarme

podJiemMa momyT oTKpuBama denoruna XIB-a.

4.1 T'enu — ngBa crama

Y yBomHOM nemy, mocBeheHOM MOTHBAIWjU, JUCKYTOBAHO je O IPOHAJAXKEHY
MecTa Ha KOjUMa ce TeHU HaJia3e, OJHOCHO T/l UXOBO IIPENUCHBabhe (TPAHCKPHII-
uja) 3anountbe. Ofjalmeno je 3amro je yueo auaykieoruga CG Maim y HEKOIU-
pajyhum pernonunma /IHK, a memro Behu y koaupajyhum, Te Kako UMa CMHUCJIA TY
YHEbEHUILY NCKOPUCTUTH 3a OTKpuBambe Tako3Barux C'G octpsa (CpG mecta), mTo
cy peruonu doratu reanma. VIMIIeMeHTUDAH je M HAUBAH MIPUCTYT PelllaBaiby OBOT
podJieMa, 3aCHOBAaH Ha KJym3eheM Ipo30opy, aIu Cy y3 Iera ocrajie HepasjallheHe
BasKHE HEJOYMUIE: KaKO OJPEINTHU JI00PY BEJMYUHY IIPO30Pa, KAO U IITA TATHO
pajuTH Kaja mnpek/anajynu mpo3opu Hy/e pa3inyduTy KJIacuUKAIMjy MOIHI3A.

Caza je mmb gohu 10 TPENU3HOT, jeTHO3HAYHOr U CTATUCTUYKH ITOTKOBAHOT
perema ynoTpedoM oiroapajyher ckpuBeHor MapKOB/bEBOT MOJEIa. 3aMUCAO
je y CymITHHU jeHOCTAaBHA — YJIa3HU HU3 HYKJIEOTHJIA [TOCMATPA Ce Ka0 CEKBEHIIA
omazkama Kojy Tpeda maekoguparu. JIpyrum peunma, 3a CBaKU KapakTep HHUCKE Ca

yJ1a3a oTpedHO je Ope/INTH JIa JIi je BepoBaTHHje HacTao Kao emucuja C'G ocTpsa
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WM He, IITO je 3allpaBo 033 IuHCKN cKpubeHn nporec. Crora Baxku cienehe:
e ckpuBeHa crama r = {+, —} — jecre CG ocTpBO Win Huje,
e onceprarje y = {A, C,G, T} — azdyka JJHK nykieoruma.

CkynoBu CKpUBEHUX CTama U MOIyhux omaxKkama ce, JaKJje, JakKo oapelhyjy,
I1a 9aK ¥ BeOMa JIMUe Ha pa3dMaTpaHud IpodJieM HemollTeHe Korkapuuie. Hawnme,
Takohe Cy IpUCyTHA JIBa CTamba, MaJa olcepBalnja nMa Herrro Bumre. CBeyKyITHO,
IIpodJIEM Ce MOKe allCTPaXOBaTH HEKOM BPCTOM KOIIKAPHUIIE, Y KOjOj KpyIuje
Mema JIBé PA3JIMYUTO OTeXKaHe YeTBOPOCTPaHe KOIKHIIE. YOIIIITeHU Jrjarpam

(6e3 BepoBaTHONA) OBAKBOI MOJIeJIa IPUKa3aH je Ha caurm 4.1.

Allcligl LT

Cauka 4.1: Ckpusenu mozen C'G ocTpBa ca JiBa CTamba

Octaje jomr omgpeanTn cBe OuTHe BepoBaTHOhe. 3a 0Baj €0 3aaTKa IMOTOIYyje
pUMeHUTH IpaBu onomHpopmaruaku npuctyi. Ilogcehama pamau, dumomudop-
MaTHUKa je y yBOay JAedUHUCAHA KAa0 MHTEPIUCIHUIIMHAPHA 0DJIACT KOja ce OaBh
IIPUMEHOM PAIyHAPCKUX TEXHOJIOTHja y OOJIACTUA OMOJIOTHje W CPOJHUX HayKa, ca
HarJIaCKOM Ha pa3yMeBaiby OHOJIOIIKUX TojaTaka. HaBegeHo je Ja CTaTUCTHIKN
(MareMaTHYKN) amaparar CJIyXKH 3a paj] ca MoJaIiMa, padyHapCKe TEXHOJIOIH]je

Taj alrapaTr YuHe YIOTPeO/bUBUjUM, JIOK OMOJIOTH]a Jlaje IOTPEeOHO JOMEHCKO 3HAHE
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(pasyMmeBarbe) 3a paJi ca OHOJIOIIKUM ¥ CPOJHUM MOJAIMMA. YIIPABO je TO OBJe U
OPUMEEHO — CcTaTUCTHKa (MaTemaTuka) fgedbunuie mojam HMM, a padyrapcke
rexnosioruje (KOHKpeTHo Python u Jupyter) epuKacHO ra MMILIEMEHTHPA]Y.
[ToTpedHo je jorn KOHCYJITOBATHU Ce Ca OUOJIOTUjOM, a OBJIE 3alpaBO U I'€HETH-
KOM, KaKO O Ce aJIeKBATHO OJPEeIN/IN IMapaMeTpu Mojesa. 3a MovYeTak, Tpeda
IPUMETHUTHU Jla ce MOxKe jodbutn daktudkn omino kakas ncedak JIHK cexsemnrie.
Jlpyrum peduma, He MOCTOjH TapaHIldja Jia he MOYeTHW PeruoH OUTHU Kogupajyhu
WIN He, TaKO Jla je HajCUI'YPHUje PaBHOMEDPHO PACIIOJEIUTH ITOYeTHA CTama!
+ (0,5
e 110/1a3HE BepoBaTHONE 7T = — paBHOMEpaH MOYEeTaK.
—-\0,5
Jlabe, muTame je KOJMKO YecTO J0JIa3u JI0 mpoMeHe ctama. Oarosop je ja ce
TO JIeTIaBa BEOMa PETKO, C THUM IIITO MambM J1e0 CeKBeHIle mpeactaB/ba C'G ocTpBo,
TaKo J1a je HemTo Beha maHca fa johe mo Hamymramba C'G ocTpBa, HETO yjaacKa y

wera. CBeyKyIHO, MOIJIa OU ce 0/[adpaTu Mala Ipesa3a HOIyT cjesehe:

_|_ _
+ (0,98 0,02
® IIpejias’ a = — MaJjia MOT'YNHOCT IIpOMEHE.
—\0,01 0,99

3a kpaj, ocTaje HajTeyke MUTAE: KAKO MOJIEJIOBATH BEPOBATHONE OIaKarba.
[TocToje pa3uu nmpuctynu, a jeJaH oJl IbUX 3aCHOBAH je Ha eMITUPUjCKUM TTOAIIMA.
IIpumepa paju, YKOJIMKO ce Tpara 3a MeHHMa Y JBYICKOM X XPOMO30MY, MOTY Ce
AITPOKCUMUPATHU BepOBAaTHONE HYKJIEOTH/Ia HA OCHOBY BEPOBATHONA JTUHYKJIEOTUIA

u3 tadbsune 2.1. Pesynrar tora je ciemeha mara BepoBaTHOha orcepBaniyja:

A C G T
) + (0,222 0,2555 0,299 0,2235 )
e emucuje b = — eMIINPUjCKU.

—\0,274 0,227 0,2295 0,2695

OueknBano, HemTo je Behu yaeo NUTO3MHA U TyaHUHA Y KOAUPAjyNuM pernoHuMa.
Baxxu u cymporHo — HemTo je Behm yreo ajeHnHa W TUMUHA y HEKOAUpajyhmm
pernonnMa X XpoMo30Ma, IITO je Takohe ouekKnBaHa IMOBE3aHa I10jaBa.

OBakaB Mojies, MeDhyTuM, HUje yCIelaH jep Cy BepoBaTHONe TaKO IMOCTaB/hEHE
na arje moryhe npenoznaru majia C'G ocrpsa. [Ipummkom jgekoauparba, 3aK/bydaKk
he 3a cBaky maJjy cekBeHIly OuTH Jla je HajBepoBarHuje Iesa (He)komupajyha,

73 jeITHOCTAaBHOTI DPA3JIOra INTO je CBaKa IPOMEHa CTama BEOMa CKYyIa, a YIeo
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HYKJICOTHIA HUje TOJMKO pazanant. Ctora ce MOxKe JIOOUTH TOO0JbIIAE YKOTIHKO
ce BepoBaTHONe Ipesiaza MaJjo IPUOJIMAKe, 8 eMUCHja MaJIo BUIIE YIaJbe.

To ce MOXke yYMHUTH TaKO IITO Ce, 3a MOYETAK, BEpOBATHONE ITPOMEHE CTarba
rmocraBe Ha HemTo Behy jenny meceruny. Ako je HMM y mexkomupajyhem cramby,
MOXK€ C€ TPETIIOCTABHUTHU [l je pacrojiesia HYKJ/JIeOTHia PaBHOMEpHA — CBAKU Ce
eMuTyje ca Moryhuorrhy je/ine ueTBpTuHEe. ¥ CyIPOTHOM, CMATpPa Ce Ja Ce IUTO3UH

¥ I'yaHUH IpUKa3yjy detupn myrta demnihe. Pe3ynryjyhe BepoBaTHohe caja cy:

+ —
+(0,9 0,1
® IIpesias’ a = 01 0.9) Beha moryhnoct mpomere,

A C G T
) +(0,1 0,4 0,4 0,1
e emucuje b = — TIOTIPABJHEHO.
—\0,25 0,25 0,25 0,25

Haxxasoct, Hu oBaj Mojiesn Huje dosbu. llapamerpu cy, mHade, mpey3eTu ca
npuMepa yrnoTpede oudanoTeke pomegranate!, Koja je AeTasbHUje ONUCAHA y IIPaK-
TUIHOM JIeJTy eJIEeKTPOHCKe JieKimje. [loper me, y T0AaTKy JeKIje MpeiCTaB/beH
je jomn jenmaH 1mosHaTH MOIYJ jesuka Python 3a paj ca ckpuBeHUM MapKOBJ/HEBUM
mozenuma — hmmlearn?. Oba cy ynorped/beHa 3a oTpary 3a IeHHMA.

Tpeha uneja 3a modbujame do/ber pesysarara Moryia Ou OUTH JI0JaTHO THoBeha-
Bam€ BepoBaTHONe IIpoMeHe cTamba. MaJja moBehama He OM IIPOMEHUJIA Pe3yJITarT,
nok om Beha mzBphy/aa cmucao CpG mecta — OCTpBOM OM Ce HPOIJVIACHO CBAaKU
nmuTo3ud u ryannH. OBa YWbEHUIA HUje HEOOWYHA W y CKJAJIy je ca TUM Jia
oBakBa yrnorpedba HMM craja 1moji ToMeH HEeHa INJIEaHOT yUerba, IJle MOJEN 110
CaMOCTAJIHO]j IIPOIEHN T'PYIINIIE TTIOHU30BE yIa3He cekpenIe. To 3Havu Jj1a ce Jako
MOT'Y JOOUTH HEOUEeKHBAHU WA HE33/I0BO/baBajyNu pe3y/ITaTu, MOy T jeJHOCTABHE
rojiesie pema Tekyhem kapakrepy.

Crneneha uneja HacToju ma mpodseM mpeBasubhe Tako IITO yKJby4dyje Behu Opoj
onaxkama. Hamme, moryhe je ITHK cexkBeniry cxBarutu Kao HU3 JUHYKJIEOTH]IA

YMECTO CaMUX HYKJIEOTHa, Kao KO mpo3opckor npucryna. Cajga Baxku ciesehe:

e onceprarje y = {A,C,G, T} x {A,C,G, T} — azbyka nuHyKIeoTHIA.

!Jacob Schreiber.  pomegranate, 05 2021.  jokymeHtammja: https://pomegranate.
readthedocs.io/en/latest/, penosuropujym: https://github.com/jmschrei/pomegranate.

2Anthony Lee and Sergei Lebedev. hmmlearn, 02 2021. goxkymenTanuja: https://hmmlearn.
readthedocs.io/en/latest/, penosuropujym: https://github.com/hmmlearn/hmmlearn.
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Mozke ce M3MEHUTH W Mama Ipejasa, JIOK ce Malla eMUCHja y3UMa IIpeMa Tadean
2.1, Koja ympaBo HEIOCpEIHO MpuKa3yje BepoBaTHohe aunykseotuma. OBaj mpu-
CTYII Jlaje 3aca/] HajOO/be pe3ysTaTe, KOju ce MOT'Y BUJIETH y KOy JIEKIIHje.
Baxkna jocaj 3anemapena dumbeHuiia jecre jia cy HMM renepaTuBHU MOJIEJIH.
He camo mrTo ciry»ke 3a ommc mojaBa Koje MOJENY]jy, Beh MOTy U Jia UX OIIOHAIIAjy.
Hoca je pa3MOTPEHO KAKO ce MOT'Y JJOOUTHU CKPUBEHH ITyTE€BU WJIM OllaKarmbha KOju
MaKCHUMU3yjy HeKy BepoBarTHohy. lcmocraBiba ce ma ce jorn jeJlHOCTaBHUjE TOOU-
jajy mpon3BOJ/baH CKPUBEHU ITyT U UCXOJT Ha IbeMy. [IyT KesbeHe j1y2KuHe reHepuiie
ce Ha OCHOBY Malle TIpeJiacKa, a MCXOJI Ha IyTy rnmomohy marre emucuja. [Iperxoman
MOJIeJT 382 OTKPUBAIbe I'€Ha TaKO Ce MOXKe MCKOPUCTHUTHU 33 T€HEPUCAIHE BEIITavuKe
JIHK cekgenrie, koja 3aoBosbaBa cratuctudku omuc JIHK. Ona, nanme, y moje-
auHAM JestoBuMa, caapxku C'G ocTpBa U THMe Ce YUHU IIPUPOIHUJOM OJI CJIYUajHO

reHeprucaHe HUCKe HaJ a30yKOM HYKJIEOTH/Ia, IITO je JiofaTHa Kopuct ojx HMM.

4.2 T'eum — BUIIIEe cTamkma

Kako je Beh namomenyTo, CBI 10Ca Al MOJIEN Cy IO CTPYKTYpH mtocehasm
Ha HEIOIITEeHN KA3WHO — UMAaJIU Cy JIBa CTamba KOja Ce€ PETKO MEehajy U YIJIABHOM
YeTUpHU OlCcepBallje, MaJia je HajOO/bU PEe3y/ATaT JOOUjeH MPU TOCJEIHEM TOKY-
majy, ca JaK IMIeCHAECT PA3IUINTHUX JTUHYKJICOTHIHUX eMucHja. AJaTepHATHUBHA
naeja ysohemy Beher Opoja mcxoma jecre yBoheme Beher Opoja crama, IITO ce
Hajuerhe peajnsyje Kpo3 JiBa IPUCTYIIA, KOJU Cy IPEJICTAB/LEHU Y HACTABKY.

[Tonasua wueja npsor npucryna [19] jecre na ce CG ocTpBa M pPervoHd BaH
BUX MOTY MOJIEJIOBATH Kao JiBa ojBojeHa MaprosibeBa sanna (mnogacehama pamu,
ouu cy HMM Be3 emucuja, a ckpaheno ce nasusajy M(C'). Crama jaHama cy jaBHa
(To ject, Hucy ckpupena), momro Bepuo npare JIHK cekseHiyy kojy mojenyjy, u

oarosapajy aszdyIu HYKJIEeOTHIa, I1a ce MOT'y IPEJICTaBUTH CJIUKOM 4.2.
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Qo
|

Cumka 4.2: Mapxkosibes sranar 3a mozgenosamne JJHK cekserre [22]

Omrosapajyhe marpuiie pesasa MOIY Ce OAPEINTH EMIUPUjCKIM IIyTeM, JTaKJIe
00pajioM CeKBeHIIN 3a Koje je mo3uaro jecy jiu CG ocTpBa win He. YoOU4ajeHo ce

y3uMajy BpeaHocTu u3 Tadese 4.1, Koje cy yHAIpe][ u3padyHare.

Beposarnoha npenasza usmel)y HyKaeoTnsa jegHe CeKBEHIIE
— neBo y pernonnma C'G ocTpBa, a JeCHO BaH HUX [34]

A C G T A C G T
0,180 0,274 0,426 0,120 | 0,300 0,205 0,285 0,210
0,171 0,367 0,274 0,188 | 0,322 0,298 0,078 0,302
0,161 0,339 0,375 0,125 | 0,248 0,246 0,298 0,208
0,079 0,355 0,384 0,182 | 0,177 0,239 0,292 0,292

Tabemna 4.1:

HQAQ®>

AHaJIOrHO MPO30PCKOM MPUCTYITY 3aCHOBAHOM Ha JIUHYKJICOTHUIHOM CalprKajy
cekBenrnie n Taden 2.1, moryhe je momohy MC 3a cBaku IOTHU3 OJPEIUTH 1A JTU
je Beha BepoBaTHOha 1a jecte C'G ocTpBO min fa Huje. Bpojuana caracHOCT ce 3a
0dba MC' wmozke m3padyHaTn Beh MMILIEMEHTHPAHUM aJITOPUTMOM 3a ojpehuBarbe
BepoBaTHOhe mmyTa Kpo3 HMM, kao perreme mnpoodsema 3. Omadup mpuaIHocTi
ajia Ha JaHall ca BehoMm BepoBaTHOhOM. PesynraTtu cy jeiHaKM Kao y IPBOM HOKY-
1ajy, a OCTajy HepeIIeHu MPOodJIeMU ITIPO30PCKOr IIPUCTYIIA: KaKO OJPEIUTH JTI00PY

BEJINYUHY 1IPO30Pa U KAKO pa3pelninuTi CyKode HacTaJse MpeKalameM Ipo30pa.
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Cumka 4.3: Cnojenn nannu 3a mojesnosame CG ocrpsa [22]

Kao peremse, nmpejiiazke ce crajarme oBa JBa JaHIa y jeman. Pesyaryjyhu MC
nmar je Ha caunm 4.3. OH cala MMa OcaM CTamba, 3a CBAKW Map HYKJIEOTHIa U
npunagnoctn CG ocTpBy. JemHOCTaBHOCTH PaJIH, MOMITO YKYIHO mMa 82 = 64
mpeJia3a, IMpUKa3aHu Cy caMO HOBH, JIOK ce crapu (cjmka 4.2) mojapasyMeBajy.

[Ipe cBera, HEOITXOIHO je OJPEIUTH HOBY, 3ajeITHUYKY MATPHUILY IpesacKa. 3a
TO ce Tpeda MmoJiceTUTN Beh TOMEHYTOT JIOMEHCKOT OMOJIOIIKOT 3Haha, IIPeMa KOMe
je MaJio BepoBaTaH Ipeja3ak u3 Kojupajyher y Hekomupajyhe crame (HIp. camo
2%), a jom mame BepoBaTHO 00pHYTO (HIp. TeK 1%). HoBe BepoBarHohe Mory ce

JIOOUTHU CKAJIMPAIbeM CTapuX, HIIP. Ha HAYWH IPeJICTaB/beH Tadesiom 4.2.

Tabesna 4.2: Beposarnoha npesnaza yayrap CG octpsa

A+ c+ GT T+
A+ 0,180p 0,274p 0,426p 0,120p
ct| 0171p 0,367p 0,274p 0,188p
Gt | 0,161p 0,339p 0,375p 0,125p
T+ | 0,079 0,355p 0,384p 0,182p

A~ C- G- T-
AT 0,180(1-p) 0,274(1-p) 0,426(1-p) 0,120(1-p)
C+ | 0,171(1-p) 0,367(1-p) 0,274(1-p) 0,188(1-p)
G+ | 0,161(1-p) 0,339(1-p) 0,375(1-p) 0,125(1-p)
T+ | 0,079(1-p) 0,355(1-p) 0,384(1-p) 0,182(1-p)

Uneja je, maxie, pacuojegutn BepoBaruohe nperxognux npesasa yayrap CG
ocrpa tuna P(N +— M) na ape wose tuna P(Nt +— M*) = pP(N — M) un
P(Nt - M~) = (1 —p)P(N — M), rue p upeicraBba BepoBaTHONy ocTaHKa
yHyTap octpsa, Hup. p = 98%. Amnamoruo Tome, BepoBaTHONE IPETXOJHUX IIpe-

naza Ban CG ocrpsa Tuna P(N +— M) Mory ce pacmoje/uTi Ha JiBe HOBE THIIA

39



I'JIABA /. Buoaowku 3nauaj

PIN-— M) =¢qP(N+— M)u P(N- — M*) = (1—¢q)P(N — M), tae q
IpEeJICTaB/ba BePOBATHONY OCTaHKa BaH oCTpBa, HIp. ¢ = 99%. Anrepnarusna je

PaBHOMEPHO PACIIOJEIUTH BEPOBATHONE IPOMEHe cTama, Kao y Tadenu 4.3.

Tabena 4.3: Beposarnoha npenasa san C'G ocTtpsa
A~ C- G~ T

A~ | 0,300q 0,205q 0,285q 0,210q
C~ | 0,322q 0,298q 0,078q 0,302q
G~ | 0,248q 0,246 0,298q 0,208q
T | 0,177q 0,239q 0,292q 0,292q
AT c+ G T+

A | (I-q)/4 (1-q)/4 (1-q)/4 (1-q)/4
C~ | (1-q)/4 (1-q)/4 (1-q)/4 (1-q)/4
G~ | (I-q)/4 (1-q)/4 (1-q)/4 (1-q)/4
7" | (I-q)/4 (1-q)/4 (1-q)/4 (1-q)/4

Caza ce crnojenn MapKoB/beB JlaHal] MOYKe M MOPA HAJIPAJUTH Y CKPUBEHH
MapkossbeB mozes1. Hawnme, nsa omsojena MC Oumna cy cmuciena de3 yHalpe-
bema, jep cy mMaJja caMO YeTUPHU CYNITUHCKHU jaBHA CTamba, KOja OJAroBapajy Hy-
KJIEOTUIUMA U3 onaxkene ceksenrie. HoBux ocam crama je, MehyTuM, 110 TIPUPOIN
CKPHUBEHO, jep OllayKarbeM CEeKBEHIIE HUje ITO3HATO y KOM je MOJIeJI CTamby, Kao y He-
IIOIITEHO] KOIKAPHUIM U JpyruM mojenuma. [Ipumepa pagu, Beh 3a jennowranu
ucxon G Huje jacHo Ja ym je Hactao y cramby G mmu G—. Hucka nyzkune k Moxke
HacTaTH Ha 2F pasImanTHX HEMO3HATHX IyTeBa, KOjI Cy CTOra CKPHBEHH.

Beh je nmmmmnupano ga cumbos N MoxKe IpuKa3aTh caMo crame turma N1 u
N~. Baxu u oOpHYTO, jep HOBOyBejeHO cTambe N’ yIpaBo W O3HaYaBa I0jaBy
cumoOosia N y crapom cramy o. OBO ce MOXKe CXBATUTU U KAO CBOjEBPCHU 0Dpa-
3a1] mpojekToBama (y3opax, madsion) y pagy ca MC uw HMM. Tlocnenuna je na
je Marma emucuja BpJO jefHocTaBHa (Takopehn jierenepucana) — CBaKO CTame ca
jemmuumaHOM BepoBaTHOhOM emuTyje oarosapajyhu cumdosn. Criuka 4.4 mpukasyje
KOHa4aH JmjarpaM OBOI' MOJIesIa, C& M30CTaB/LEHIM MHOTOOPOjHUM BepoBaTHOhaMma

Ipesjasa U HarJallleHuM BepoBaTHOhama eMucuja.
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A:1 G:0 A:1 G:0
C:0 T:0 C:0T:0
A:0 G:0 A:0 G:0
C:1T:0 C:1T:0
A:0 G:1 A:0 G:1
C:0T:0 C:0T:0
A:0 G:0 A:0 G:0
C:0T:1 C:0T:1

Cumka 4.4: Hosa crpykrypa mozena CG ocrpsa [26]

[To nmuramy moueTHUX BepoBaTHOhA, MOTY Ce y3e€TU eMIUpUjcKe, 3aCHOBaHEe Ha

Y30pKy, uin nak pasHomepue moryhuocru 1/8. Kau ce ce y3me y 0b3up:
e oncepramyje y = {A,C,G, T} — azdyka JTHK nyxieorua,
e ckpuBeHa crama T =y X {+, —} — JlekaproB mpomsBoj cuMooIIa,

e 110/1a3HE BepoBaTHOhE 7 = 3 WIN eMIINPUjCKe, ITPeMa y30PKY,
e TIpesia3u @ = MPUIpPeMJbeHe BPeJIHOCTH mpema Tadesn 4.2 wim 4.3,
e emucuje b = 1 ako crame ojiroBapa, naade 0, mpema ciauru 4.4.

N oBakaB mMozen naje BpJio jg00pe pesyarare. /Jlpyrm mpucTyn moTpasu 3a
reHnMa, Koju Takohe ykspydyje Behm Opoj crama, 3ampaBoO W HUje 3aCHOBaH Ha
nporasaxkemwy CG octpBa. AJITepHATHBHA UJEja MOJENIYje CIOXKEHU]Y CTPYKTYPY
eykapuorcke JIHK, ¢ nmupem ma jorn jerapHuje W Mpenu3HUje aHOTUPA yJIa3He
CEKBEHIIE.

Nako CG octpsa jecy jodap mokasaresb Jia ce y OJM3UHU HAJIA3U HEKHU IIPO-
MOTEp, OJ] KOra Ou MOIJIO Jia MMOYHe MPENUCUBame (TPAHCKPUIIINA) TeHa, jorn ou
0oJbe OMJIO KaJjla OM ce MOTIJIO TAYHO OJIPEIUTH KOjU Ce HYKJICOTUJIM MPENUCyjy, a
koju ue. Ilo3Haro je j1a ce reHCKM PErumoHU MOTY IOJEJUTH HA BUIIE IIOIHIU30BA
KOjU MMajy JIBOjaKy HPUPOJY — WJIU Cy UHTPOHM miau er3onu (28, 41]|. MurponHn

Cy MHTPAreHCKHU PErnoHH, I1a TaKO IPEeJICTaB/bajy HeKoaupajyhe neaoBe HaCIeTHOT
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MaTepujaJia, KOju cy yMeTHYTH u3Mely reHa U KOjU ce YKJIahajy y IIPOIECy CILIAj-
coBamba. Er3onu (exconwm, 300r eKcipecuje), ¢ Apyre cTpaHe, KOJIUPA]y MPOTEHHE,
U yBEK Cy JIy2KHUHE JIe/bUBe ca OpOojeM TPH.

Onu ce 3ampaBo cacroje U3 TPUILIETa HYKJIe0THIa (KOJOHA) KOJU MOjeMHATHO
KO/INPajy aMHHOKHCEJNHe, Koje KacHuje rpajge nporemHe. [locTojm m HEKOIMKO
cuernujaaanx kogona — nodetnn ATG u 3appmaun TAA, TAG, TGA — koju o3Ha-
4aBajy MecTa Ha KOjUMa IPENHUCHUBaIbe MOYW-e M 3aBpIlaBa ce, MaJa CTapTHU
KOJIOH Ha JpyruMm MectuMma komupa mermonmH. Crora ce JIHK moxke momesno-
BaTU M ayroMaroMm ca cjuke 4.5. Ha caunm cy mpejicraB/beHU MpUMeEp, CTarmba U

mpesasu, ca BehuMm Opojem 3adparbeHux IpeJasa.

1# posifion of codon
} EX0N

E,

E;: 2™ position of codon
@ o e e @ E,: 3* position of codon

1 nbran

cTapT cTon

HOLOH _ HO4OH
o=ATGCGACT GGATAEGCATG A onamarsa [emucuje)
p= E,E,E,E,E,E,E,E,E, | | | 1|E,E,E,E,E,E, cupueenacramwa

intron [T
Cimka 4.5: CrpykTypa Mozena eykapuorcke JTHK?

OBo je, mehyrum, Bpso yrporrheH MOJIEJ, a y CTBAPHOCTU je OpraHu3allnja
JIHK 38aTHO KOMIJIEKCHUja — IMOCEOHY CTPYKTYPY UMA]y IO/JIAHIN HA IMOYETKY U
kpajy JAHK sanma, mocedan ymeo HyKIeOTHIa MMajy JeJ0BU Ha Ipejasy usMehy
€r30Ha U MHTPOHA, a 1mocedHo ce u3nBajajy u rako3dsanu ORF-oBu, Koju cy 1ejioMm
qyzkuHOM Konmpajyhu, 6e3 marponckux npekuaa [21]. Crora je ouekuBano Ja
yCIemaH MOoJ/esT ultak Mopa nMaru Behin Opoj crama, IMTo U jecte CIyydaj.

Jeman o1 ycnenHux Mojiesia 3a IMperu3Ho npeasuhame reHa Koju KoJIupajy mpo-
tenne jecre GENSCAN?, anar xoju cy 1997. romune ocvucaunu Beprr u Kapmn
[14]. Mogen je kKapakTepucTHdaH 1o TOMe MTO IpeBuha rene va oda manra JHK

HCTOBPEMEHO, IIa TaKO 3a BehI/IHy €JIEMEHaTa CEKBEHIEC HNMa JAYILJIMpaHa CTaliba.

3Byung-Jun Yoon. File:HMM Eukaryotic.jpg. Wikimedia Commons, mrycrpanuja ca Buku-
Meauje: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:HMM_Eukaryotic. jpg.

4The GENSCAN Web Server at MIT. uncdopmanuje u ajgaT 6eCIIATHO JOCTYIHHI Ha HHTEPHET
agpecu: http://argonaute.mit.edu/GENSCAN.html.
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[Ipumepa pajgu, nejaoBe er3oHa He MOJeIyje KpO3 TPU CTama, Kao Ha ciaunn 4.5,
Beli kpo3 mect. YkymuHo mMma 27 crama. Hagorpaben je mojMom Tpajama (HOBO
TEMIIOPAJIHO CBOJCTBO), IO YeMy je Takohe KapaKTePUCTHYaH, TAaKO Jia HUje ped
o caceuMm oougnom HMM-y. Ilpunmun pasa je, mehyrum, uctu: yaas je JJHK
CEKBEHIIa, & W3J1a3 JIeKOJupaHa CcTarma, n3padyHara BurepOujeBuM aJropuTMoM.
Anar je npuimyHO ycreniad, ca CTOIOM Iorojgaka o npeko 90% o Hyk/eoruy
u oko 80% 110 er3oHy, 0 4eMmy ce JieTa/bHUje MOXKE IIPOYUTATH Y IUTHPAHOM PaJLy.
3a kpaj, KopucHo je cymmparu ycuex HMM y norpas3m 3a reauma. Kaja ce
rOBOpU O MOJIEJIUMA ca caMo JBa crama (jecre wan uuje CG ocTpBo), mpodiema-
THUYHO je YKOJIMKO Ce MOCTaBU MaJia BepoBaTHONha mpomeHe crarba. TakaB MOJe
MaJie CeKBeHIIe 10 TIPABUJIY IporJiaiiaBa 3a nese (ae)koaupajyhe. C napyre crpase,
roBeharmeM BepoBaTHONE IIpesia3a JI01a3u JI0 U3BPTaba Ujeje, U TaJa caMoO TeKyhn
KapakTep IocTaje OuTaH. 3HATHO ITOOOJbINAIbE JI00Uja Ce TOCMATPAEM JTIMHYKJIE0-
THJIHOT CacTaBa HUCKE, YMECTO CKEHUPAIHEM jeITHOT II0 jeTHOT KapakTepa. JeIHako
JI00PO Ce TOHAIA MOJIEN Ca BUIIE CTaba, NAKO CYy My €MUCH]je JIeTeHEePUCAHE.

Op cBux pazmaTpanHux Mojesa je, mehyrum, Hajoosba Hagarpagama HMM pea-
Jm3oBaHa Kpo3 ciiokenn ajgar GENSCAN. Ona moxia He nponasiazu C'G ocTpsa
Ka0 TaKBa, aJd 3aTO IMPENUu3HO Jonupa Kogupajyhe ersone. OmnmTu 3aK/bydak
MOTao Ou OMTH Jia ce DOJbe TOKA3yjy MOJICJN Ca BUINE CTalba, KOjU KOHKPETHUje
nperio3uajy 3asucuHoctu. [llTasure, oBaj mpobisiem cnaia y oHe TOMEHYTE Y YBOJLY,
KOju ce edpUKACHUje MOTY PelmTH moMohy MHOroopojHux Haarpagmwu HMM. Ta-
Kobhe, MOry ce NMPUMEHHTH CPOJHA YCJOBHA CJIydYajHa 10Jba, KOja yMambyjy OpOoj

norpemHux npesubarma [18].

4.3 IIpoduaum moaesm

Kpyncko n moxka Hajnosnaruje mocturayhe ckpuBeHux MapKoB/bEBHX MO-
JieJia YIPaBO je IbUXOBa yrmorpeda y CTATUCTUYKUA MOTKOBAHO] KJIaCU(DUKAII]U
CEKBEHIMjaJHUX TIoJlaTaka. KOHKpeTHO, y HacTaBKy je pa3MOTpeHa IpUMeHa y
KJIacUpUKAIMjU TPOTENHA, MaJIa je 0DjalllIeHO U KAKO Ce Pe3yJ/ITaT YOIIIITaBa.

[Iporeunun cy, mamme, OpraHU30BaHM y PA3HOJIMKE IPOTEHMHCKE daMuanje, a
JecT OMOJIONIKY 33/IaTaK jecTe JI0Je/bUBahe HOBOOTKPUBEHOT MOJIUIENTHIA HEKO]
oJ1 TIo3HATHX (bamMuaIrja. 3aMuUcao je Ja ce Ha HEeKW HAYWH OIEHW IPUITATHOCT
HOBOI' aMUHOKHUCEJIMHCKOT JIAHIIA HEKUM TO3HATUM (hpaMUInjaMa, a 3aTUM IIPOTENH

Jnonenun oHoj ca HajBehum ckopoMm. HaumBHEU mpucTyn onemuBaiby MOIPa3yMeBa
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nopebherme yIa3HOT TMOJUIENTHIA Ca CBAKUM WIAHOM (haMUiIMje MOjeMHAYHO, Te
HAITOCJIETKY CAOUPAIbe TAKO JIOOMjEHNX CKOPOBA WJIM MAK Y3MMarhe MaKCUMAJTHOT.

[Iporeunu ce y duonndopMaTuIiy IpeicTaB/bajy CBOjOM IIPUMAPHOM CTPYKTY-
pPOM, Kao HUCKa aMUHOKHcenHa (a30yKa oJ1 jiBajieceTak cjioBa), na ce MeljycobHo
MOTY JIAKO IMOPEJIUTH HEKUM aJITOPUTMOM 3a paJi ca Huckama. decro ce, mehyrum,
JeraBa J1a u3Mely nojenanx yianosa damuiinje moctoje Behe paszimke, Kao HIIP.
KOJI M3y3€THO BapujadmIHOr rnKonporeuna gpl20 xkox XIIB-a, kako je pasmo-
TpeHo y yBoxay. To pe3yiiTyje BeomMa MaJuM CKOPOBHMa, Ia cTora ropeheme 1o
IIApOBUMA y OIIITEM CJIyYajy He jaje JIo0pe pe3yJrare.

[Tocnequnia je jma ce mpoTenH Koju ce KJjacuduKyje Mopa MOPEIUTH Ca IeJI0M
damunujom omjenom. 3a Te morpede, dhamusmje ce Hajuenthe MPeICTABBAJY Ko
BUINIECTPYKA IMOpaBHAHA U U3BeeHE TPOMUIIHE MATPHUIIE.

[Toncehamwa paju, BUIECTPYKO MOpaBHAME je MaTpuUlla KapakTepa (HU3 HU-
CKH), YMjU PEJIOBH MPEJICTaB/bajy HUCKE KOje Ce MOPABHABA]y, a KOJOHe KapakTepe
TUX HUCKU HA MO3UIHjU oJipeheroj Tom KosonoM. Kako cy npu nmopaBHamby J103BO-
JbeHe uHcepnuje (ydanuBame) u jeseryje (Opucame cJioBa), y HUCKAMa ce HaJja3n
U CIIeIUjaJIHu KapakTep ,— , KOju o3HadaBa npasnuny. Huje aHeodudHo j1a mocroje
peTKe KOJIOHE, y KOjUMa je BeJIUKU yJe0 Tpa3HuHa. DUOJIONIKY IJIeIaH0, Ta aMUHO-
KHCeJINHa BEPOBATHO HEje OUTHA KapaKTepUCTHUKa (haMUInje Koja ce MoJeryje, ma
ce 3aHemapyje. llpenusnnje, ykiamajy ce cBe KOJIOHE y KOjUMa je y/ie0 Ipa3HuHA
Behu ox yrampes onpehene rpanure 6. Pesynrar je mpeguntheno nmopaBHame.

Hamocerky ce mpedunrheHo mopaBHame TpaHcOpMUIIE y TPOMDUIHY Ma-
TPUILY, YUjU PEJIOBU MPEJICTaBIbajy (CBe) KapakTepe n3 a3dyKe MOpaBHATUX HUCKM,
JIOK KOJIOHE CKJIQJIUINTE yJIeO0 CBAKOI KapakTepa Ha TOj IMO3UIUjH, He padyHajyhu
npasuune. I[IpumerHo je na mpodus, Kako TOBOPU O BEPOBATHOCHO] PACIIOIEIN
[0 KOJIOHU (IIO3UIMjH) KapakTepa u3 azdyKe y BeJUUMHE 1M, BEOMA JIMIU HA MAaILy
emucuja Hekor HMM-a. Vcnocrasba ce Ja ce CTBApHO MOXKe TaKO MOCMaTpaTH.

HajjennocraBuuju HMM 3a MojesioBambe aMuiirja IpoOTEenHa MOrao du OUTH
y CYIITHHU JIET€HEPUCAH JIAHAIl CKDUBEHUX CTarbha T, TAKaB Ja CBAKO CTaIbe MPEe]I-
CTaBJba jeJIHYy TMO3UIHjY, KOjux je yKymHo n. O cBakor crama I; MOCTOJH CAMO
je/laH 1mpeJsia3 ca jeIMHUYHOM BepOBAaTHONOM Ha CTambe T;y1, JOK Cce BepoBaTHOhe
emucuja y3uMmajy u3 npoduia. [IpBo crame x; 0daBe3HO je TTOYETHO, JIOK je TIO-
caefbe x, odaBe3no 3aspirHo. Ha ciaunm 4.6 npukazan je MpeTxXoaHO U3HETU TOK
jorahaja o1 BUIIeCTPYKOT MopaBHama j10 Jlandanor HMM-a. [lonaszno nma secer

o3uInja, Koje ce rpanutiom ojcenama = 0,35 cBoje HA KOHATHUX OCAM.
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1 2 3 4 5 6 7 8
A C D E F AC A D F
A F D A - == C C F
BULLIECTPYKO B - -
MOPABHAHSE A E a B D c
A D D E F AA A D F
A C D E F A D F
A F D A — C C F
NPEYUILTEHO
NOPABHAHE A - - E F E D C
A D D E F A D F
A 1 0 1/4 1/5 0 3/5 0 0
cC 0 2/4 0 0 0 1/5 1/4 2/5
DO 1/4 3/4 0 0 0 3/4 0
E O 0 0 4/5 0 0 0
F O 1/4 0 0 1 1/5 0 3/5
M, > M, > My > M, > M, > M, > (M; > (Vg

Cuauka 4.6: Morusanumonu npumep HMM npoduna [17]

Basba manmomenyTu na ce crama Jgandanor HMM-a najuenthe o3HavaBajy Kao
M;, kKako je u Ha CJIUIHU, & HE KA0 X;, KAKO je yodmuajeno kox HMM. Pazyor Tome
je 1ITo OHa 3ampaBo IPeJICTaB/bajy HOKJIanama (eHrI. match) HA TOj MO3UIUjU.
HamomenyTo je Beh m 1a je oBakaB Mojen nereHepucaH. Kako mma obaBe3HO
IIOYETHO U 3aBPIIMHO CTalbe, KA0 U 0DaBE3He Ipejia3e, KPO3 Ibera MOCTOJU CaMO
jenan ckpuBenu nyT — tadno My Msy... M, 1 M,.

Ocraje jorn nurame yrmoTpedHe BPEIHOCTH OBAKBOT MOJIEJIA, OJHOCHO OBAKBUX
Mozena, jep ou mocrojao o jeman HMM 3a ceaky dbamunujy. Cama du ce ckop
MOrao JIOOUTH Kao BEpOBaTHONA eMUTOBaa HICKE (HOBOT HMOJIUIIEIITHIIA) O Y OCMHU-
nbeHOM Mojiesty. I oBora myTa, IpOTeWMH OM OMO JI0JIe/beH OHOj (DaMUIUjU Cca
Hajselium P(0). OpgpehuBame Te BepoBarHohe Beli je pasMaTpaHO Kao peIiere
npodsiema 7. Wmak, Kako je MoJiesl JiereHepucaH, HeMa II0Tpede NPUMEUBATU
CJIOZKEHU aJITOPUTaM ,HAIpes’, Ma YaK HU padyHATU jeJIHAKY BepoBaTHONy mpu
obasesnom myty P(o|M...M,), kKao pememme mpodiema 4. JloBO/bHO je caMo mo-

MHOXKUTHN O,ILFOBapajyhe BPpE€AHOCTU U3 HpOCbI/IJ'IHe MaTpuIiEe, IO/ IIPETIIOCTaBKOM
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MelycobHe He3aBUCHOCTH aMUHOKHCEMHa y ceKBeHIu. lIpumepa pamiu, BepoBat-
Hoha ma HMM ca ciuke 4.6 emuryje ADDAFFDF wusnocu (ciauka 4.7):

131 _ 133
P(ADDAFFDF)=1---2.-. 1.2.°. S _ .
( ) L qs Lg g s =0.003375

wu

3/
1/

wu

0
0
o o
o 0 0
/4 o 0o @ 4/3 o 3/5
F

A D D A

Cuauka 4.7: BeposarHoha orcepsaiiuje Kao ckop damvuinje [17]

0 0

1/4 2/5
0
0

Mg Qo

(s e B e R an
[en]

F D F

CBeyKyIiHO, OBaKaB MOJIEJI HHje JIOI YTOJUKO IITO JI00PO OCTUKABA CJIAUTHOCT
nporenHa ca GaMUINjoOM — IITO je YAa3HU MOJUIENITH I CAUIHUjU (haMUIiju, To je
weroB ckop (Beposarnoha) sehu. Takobe, pazjuauTo oremwyje CBaky M0jeUHATHY
KOJIOHY, IITO je /b IMOCTaB/beH y yBoay. Mmak, oH 300r JlereHeprcaHoCTu U HUje
npasu HMM. IIrasutie, Huje HutnTa 00/bu 01 came npoduane marpuiie. Mako je
YIIOTPed/bUB 3a orcepBaryje (MOJUNeNnTu/ie) AyKIUHe k = 7, TJIABHO OIPDAHUYCHE
je IITO ce JIoIe MOJIeJIyjy UCXOJM JIPYTuX JayKuHa. FbuxoBa BepoBaTHOhA je 1o/I-
pa3yMeBaHO Hy/ITa, Tj. cMaTpajy ce Hemoryhmum. OBaj HAMBHU MOJEN, UIIAK, HUjE
TOJINKO OECKOPUCTAH, jep ce MOXKe yIOTPEeDUTH KAa0 OCHOBA 3a IPABJbEHHE HAIPE/I-
Hor, cBeooyxBarHOor HMM-a 3a kaacudukaiujy pa3HUX BPCTa CEKBEHITHjaJTHIX
ojlaTaka, a He caMoO IIPOTenHa, O YeMy he OWTH pedn y HaCTaBKY.

[IpBo, moryhe je cyounTu ce ca mpodjaeMoM omnazkama gayx)uue k > n. JemHo-
CTABHO peIlebe jecTe J0J/laBameé HOBUX CTarba, Koja OW JO3BOJIMJIA JOJIATHE ITPU-
kaze. IIpenusnuje, majoosbe je momatu n + 1 crame umHcepiuje [;, 3a WHJIEKC
i € {0,...,n}. Bamucao je ja nocera cramwy I; J03BOJIN EMATOBAHE JTOJATHIX CHM-
dosia u3mehy kosona ¢ u ¢ + 1 mopasuama. Crora ce jomajy rpame ox M; ka I,
kao u o I; ka M;,,. Hapasno, kako ou dusio moryhe emuroBaTu Buile JTOJATHUX
cuMOboJIa, J0/1aje ce W meT/ba — rpaHa on I; Ka camom cedu. CrenmjaaHo, crame
Iy Mojiestyje uHcepIinje pe IPBOr KapakTepa MopaBHaba, JI0K [, T03BO/haBa yMe-
Tarba HAKOH mocjemmer cioBa. Cimka 4.8 mpukaldyje yrnmoTrpedy HOBUX CTarba y
ojpehuBamy IyTa Kpo3 JIONyH-eHU JaHall ca ciauke 4.6 3a jgocaji HeOOjalllmhuBO
onaxkatbe AFDDAFFDF. Ogo je, nakje, onaxamwe ADDAFFDF ca ciuke 4.7,

aym y3 yMeTHyTHO F' Ha apyrom mecty. ONTHMAJHA MyT je MOAe0/baH.
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Cumka 4.8: Yeoheme crama uncepiuje [17]

Jame, Mmoryhe je yXBaTuTH ce yKOIITAIL U €& IIPOOJIEMOM OllarKamba JIyKuHe k <
n. CaJa je 3ajaTak MOJEJIOBATH JIEJIEIje, OJTHOCHO OMOTYNUTH MpeCcKaKame HEKUX
KOJIOHA TOpaBHAama. HaumBaH HMPUCTYI OBOM peIlery OWJIO OM Oalll IMpecKaKarbe
HEKUX TOKJIAIlaba JI0JIaBambeM BeJIMKOr Opoja rpana. Haume, morsia du ce jojgartu
1o rpaHa Ka csakoMm M; ox ceakor M; u I; 3a j < m, Kao U IO jeJIHa O, CBAKOI
M; xa ceakom M; u I; 3a j > n. [pyrum pedmma, Taja OM ce y HEKO CTambe
MIOKJIATIaha MOTJIO HEIOCpeIHO gohu 3 OMJIO KO cTama JIeBO, KA0 U HEIOCPETHO
orunhu y dusio Koje crame jecno. Kako Ou To u3riie1ano Ha JAOMYHEHOM MOJIENY Ca
cinuke 4.8, Moxe ce BujeTH Ha caunm 4.9, Koja ciequ. [Ipsenom dojoM HarialreHa
je rpana kKoja omoryhyje pan ca mgocal HeodjarrmuBuM omnazkamem AAFFDE,
JIaKJIe ca yKJomeHa aBa Kapakrepa DD. Kako Ou ciimka octaJia 9uT/bUBa, J0/IaTe

Cy caMoO HOBe I'paHe YHjH je jeJlaH Kpaj Mokjamname My.

Io /6 I Is
M, M4 /M5 Me M, My

Cuauka 4.9: Hausna obpaja neneruja [17]

OBakaB npuctyt, MmehyTum, HUje TOXKe/baH, yIIPAaBO 300I BEJIUKOTr Opoja J10/1a-
tux rpasa. Ilogcehama pau, cBu BaxkKHu ajaropurMmu 3a paj ca HMM 3acnoBanu
cy nHa BurepbujeBom rpady. Kama ce roBopmsio o ToMe, HAIIOMEHYTO je jJa je

cioxkenoctT BurepOujeBor m moBe3aHux ajropurama JIMPEKTHO Cpa3MepHa OpOjy
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rpana y rpady, Koju, ¢ Apyre CTpaHe, 3aBHUCH O] Opoja JT03BOJbEHUX IIpesia3a y
camoM Mmojieny. IIperxomaom jtopajiom, Opoj mpesia3a je ca JUHEapHOT CKOYHO Ha
kBasipaTHu — pejga O(n?), riae n, Kao u J10cal, 03Ha9aBa OPOj KOJIOHA y HOPaBHAY.

Kako ou paj ca mojenom dmo edukacaH, HEOIXOIHO je 3aJp:KATH JIMHEeAPAH
opoj rpana. To ce 4mHU J0J/IaBabEM HOBUX, TUXHUX CTarba, KOja He IPUKA3Y]Y
HUIITa (IIOHEKAJ | Ce 3aMIIL/ba Jia eMUTYjy IPa3HUHY ,— ), a IPEJICTAB/ba]y AJITep-
HATHUBAH IIyT Y OJHOCY Ha I'JIaBHU, KOjU U/Ie IPEKO CTamba MoKJanama. [Ipennsnanje,
Jojiaje ce n crama jgesnenuje D;, TakBUX Ja ce o cBakor D; moxke johu g0 M,
u D;.1, ka0 u ox cBakor M; no D,;.;. Cana je KoJIOHYy TIOpaBHaba i, OJHOCHO
crambe M;, moryhe mmpeckoauTu mmpoJiackoM Kpo3 crambe D;. Ciauka 4.10 mpuka3syje
yrnoTpedy HOBHUX CTama y ojpehuBarby IyTa Kpo3 JIONYyHEHU MOJes ca ciuke 4.8

3a Beh pasmarpano omaxkamwe AAFFDF. Onrumainu myT je Takohe 1mojiedsbaH.

D, D, D, D, Ds Ds D, Dy

DO O @OXN@OY @OYBOYBOY @D @O
AAALAAAM AMAN \Y
M, M, M, My e V5, s Vg, e Vl; e

A A F F D F

Cuauka 4.10: Yeoheme crama jesernuje [17]

Tpenyrno cy moryhu mnpenasu nsmely crarma MOKJIallaba U WHCEPIHje, Kao U
u3Mehy crama MokJjanama u jesnenuje. Kako dou mojies1 0Mo KOMILIeTaH, HEJIOCTA]Y
jorm mpeJta3u u3Melhy mHeepnuja u gesennja. KoukperHo, Tpeda omoryhuru mpesas
n3 ceakor D; ua I;, kxao u ox cakor I; ka D; ;. Caua je moryhe nponsBosbHO
MemaTH TUIl cTamba: of uucepruje I; — I, I — D1, I, — M;,q, ox neneruje
Di — Ii7 Dz — D,L'Jrl, Dl — Mi+1, O IIOKJIaIlalbha Mz — Ii7 M’L — Di+17 Mz —
M;,. Konauna cTpyKTypa MOJEJa ca 0CaM KOJIOHA MPEYHUITNEeHOr BUIIECTPYKOT

IIopaBHaka, KOjU OJIrOBapa MOTHUBAIITMOHOM TpuMepy, J1aTta je Ha caumu 4.11.
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Cumka 4.11: Konauna crpykrypa Mozena [17]

Beh je nmpumeheno na ce Ko mpoduaIHuX MoJjiesia ca n He 0O3HavaBa OPOj CKpH-
BeHUX cTama, Beh Opoj KoJioHA mpedunttheHOr BUMIECTPYKOr ropaBHama. Crarmba
je TpuiryT BuIie. JoI jeqHa mUXoBa CHelnMUIHOCT je 12 je yoOudajeH paJi ca eK-
CIUTUIIUTHAM ITOYETHUM cTarbeM S (of eHry1. start) u 3aBpmauM E (o eHri. end),
Tako Ja ce um oHa jomajy. Og mosazsor crama moryhe je yhu y Iy, Dy mim My,
JIOK ce y TepMHuHAJHO joaa3u u3 I,, D, wiu M,. CBeyKyIHO, OUIITUA IPOMUTHA

HMM ca n xonmoHa Morao du ce mpuUKa3aTh JijarpaMmoM ca ciauke 4.12.

D

n

% Di-l ) D

7

'

S\

'®
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Ciuka 4.12: Ommru npoduan HMM

Ogo je, makite, Tako3pauu npoduaan HMM wia HMM upodun. Ucropujckn
rJ1eJIaHo, ynorpedy oBakBux Mmojiesa ommcaau cy 2002. Bejrman u capajHunu,
HA OCHOBY dera je OCMUIILJbeHa Mo3HaTa da3a mojaraka [ldam [9]. Ona ce manac
cactoju o1 ckopo 20.000 BumecTpyKnx mopaBHarmba pPa3sHUX MPOTEUHCKUX JIOMEHA,
(M3/1BOjeHN JIeJI0BU TIPOTENHA, IOy T V3 meTibe u3 yBoja) U PYTUHCKH C€ KOPUCTH

y aHAJM3M HOBUX IPOTEMHCKUX ceKBeHI'. Kako ce rpajie Ha OCHOBY IOpPABHAIbA

SPfam 34.0 (March 2021, 19179 entries). spammanu cajr: http://pfam.xfam.org/.
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P u rpanune oncenamwa 6, npodunn ce oznadasajy kao HM M (P,0). Hbuxoso

onpehuBame dopmasHO ce TpejcTaB/ba Kpo3 mpodJem 12.

IIpobSaem 12: Oapehusame mpoduaaor Mozeal

Haupasutiu apopusny HMM wa ocnosy suwectipykol GopasHaHba.
VYi1a3: BuiecTpyko ropaHame P u rpanuia ojcenama 6.
N3na3: npodunau mogen HM M (P, 6).

[Toncehama paau, ceaku HMM je neropka, a 3aca je oapehen camo rpBu 41aH
— CKpHUBEHa cTama &, Kojux je ykymao 3n + 3. Ogpebhen je m cKym J03BO/bEHUX
mpeJia3a, 1ma Tako U3 CBAKOI CTarba M3J/1a3€ HAjBUINE 110 TPU IpaHe, IITO 3HAYN Jia
je ykyman Opoj npesasa juHeapan — pega O(n), kKako je u 3axreBano. Moryhe or-
cepBalfje, Kao APYTH 4jIaH IMeTOpPKe, MO3HATEe Cy U3 yJIA3HOT TOPAaBHAIbA, & 3aBUCE
o IpuMeHe. Y CJIydajy pajia ca IPOTENHUMA, CKYI Y TPAJM JIBAJIECETAK aMUHO-
kucesimaa. VI3 mpodusine MaTpuiie cy MO3HATE U €MUCH]Ee Y CTAbUMAa MOKJIAIambha,
a MO3HATH Cy U 0DABE3HO MOYETHO (Tpelin WiaH meTopke 7) U 3aBPITHO CTambe.

Henocrajy, mehyTum, cBe BepoBaTHOhE IIpesia3a a, Kao U Paciojiesa onaxkarma b

y Henokamnajyhum cramuma. Hbuxoso omgpehuBame miyctposano je ciukom 4.13.

6Construct a Profile HMM, 09 2015. ROSALIND, zajaTak u3 ypoeHHKa J0CTYIIaH Ha: http:
//rosalind.info/problems/balOe/.
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Cummka 4.13: Ogpehusame napamerapa npodumnor HMM [17]
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4.4 Paxg ca npoduniamma

BepoBatnohe ce pauyHnajy eMnupujcku, Ha OCHOBY YJIA3HOI' BUIIECTPYKOL IIO-
paBHamba. [IpeTxoHa C/IMKa CBaKy OJ 0D0jeHHX HUCKHU U3 TOpaBHaMba (UCTH MO-
TUBAIMOHU MIPUMED Kao W JI0caji, ca mpBe ciuke 4.6) mpukasyje Kao ONTHMAJHU
nyT ucre 0oje Kpo3 npocduwian HMM. Beza nuzmely Hucke Kao peja BHUIIIECTPYKOT
IopaBHamba U ONTUMAJIHOT IyTa Kpo3 npoduraun HMM jegnosnaqdna je. YKOJIUKO
ce y 3aJp:KaHOj KOJIOHU (YUCTa MO3a/MHA) | HAJA3M eMUTOBAHU CHMOOJ, TPOJIA3H
ce Kpo3 craibe nokJanama M;. AKo 3aap:kaHa KOJIOHA 1 CKJIAIUINTU IPa3HUHY ,—
npoJia3u ce Kpo3 crame jenenuje D;. Ilpasauna ce y npeunniiieHoj KOJIOHU (OCEH-
JeHa 1033 [MHA) Koja ce Hajasn u3Mely 3ajpKaHuX KOJIOHA ¢ 1 i + 1 3aHeMapyje,
JIOK €eMUTOBAHU CUMOOJIM O3HAYABAjy IPOJIa3aK KPO3 CTambe mHcepryje [;.

Ha ocHoBy osipehenunx cKkpuBeHux myreBa, MOryhe je IpoCcTHM OpojarmeM ojpe-
JIUTH KOJIMKO Y€CTO JI0JIa3U JIO HEKOT IIpeJsia3a, T€ PacIoesy €MHUCH]a IO CBAKOM
crampy. Heka ce pazmarpa npumep ca cimke 4.13, Koju cajpku mner myrea. de-
TUPHU IIyTa — CBAKK CEM I[PBEHOT — mpoJja3e Kpo3 craibe M. O mux, jegan myT
— HapaHIIACTU — HACTaBJba y cTambe Mg, JOK IpeocTaia TPU ojjia3e y crame [s.
Osume je onpehena dbpekBeHIja T03BO/bEHUX IIpesIa3a, Ia cy BepoBaTHOhe:

1
UM, Iy = 7> AM;.Dg = 0, any e = 1

Amnayioruo ce onpebhyjy BepoBarnHOhe mnpesaza m3mehy ocranmmx crama, yKIbY-
qyjyhm cmernumjasHo moJa3HO W 3aBPITHO. AKO eMINPUjCKU IIyTeBU He MOKPUBAjy
cBe mpenase, kao usmehy My u Dg, mTO je cacBUM yoOMdajeHo, BepoBaTHOhA mpe-
Jla3a CMarpa ce HEMO3HATOM, OJHOCHO OHA je MMILIUIUTHO HYJITa (HEI03BOJHEHU
npenas). OBo je jeman oy mpuMepa KaJla Male He MOKPHUBAjy I1e0 IPOCTOP BEpo-
BaTHOhA, OJIHOCHO OHE Ce He CYMHUpPAajy y jeJUHUILY, HaKO OU TO OMJIO OUEKUBAHO.

N BeposaTnohe onaxkama ojipel)yjy ce Ha ocHoBy (dpeksenniuja. Ha npumepy
crama M;, y cBa deTupu mpoJsaza emuToBaH je cumoos F. Crora je mara ciejeha:

bars, 4 = bary, B = by = bas,p = b, e = 0, by, 7 = 1= 1.
TaKobe HOCTOjI/I JOCTa HEIIO3HATUX eMI/ICI/Ija, IIa je yaeo UMIIVIMIIUTHUX HYJIa BEJIUK.

[IpumeTHo je 1a je y modujeHnM Marama 3HadajaH Opoj HEIMO3HATUX BPETHOCTH,
mTo oHeMoryhasa JI00po OIEUBAbE BEJIMKOT OPOja CEKBEHITN Yije OU JIEKOUPaibe
unio TuM myreBuma. Fbuxosa BepoBaTHoha Ouia 6w Hysa, MITO je TPOOJIEM TIO
KOM TPEHYTHHU MOJICJI JIMYM Ha MoJja3Hu JiaHall. /Jla je cTBapHO Tako, moKa3syje

pesyaryjyha mana mpesa3a MOTUBAIIMOHOT IIPUMepa, MpuKa3aHa Ha cauiy 4.14.
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S|l |My D1l (M2|Do| b |M3|D3| 3 My |Dg| Iy |Ms|Ds|Is |Ms|Ds | le (M7 |D7| k |Mg|Dg|lg| E

Ms .75(.25

Cuauka 4.14: Beposaraohe npesaza moruBanmonor npumepa [17]

Mopemom Hem03BOJbeHN Tpesiasu, nomyT M, — Msy, uinycrpoBanu cy hemu-
jama uwncre mosajinHe, JOK cy moryhm mpesasu ocendenu. IIpumerno je na je
o/ YKYITHO 75 JIO3BOJbEHUX IIpejia3a, camo 19 eBasympaHo, JIOK je TpeocTasa Be-
huHa Hemmo3HaTa — OHE Cy UMILIMIIUTHO HysTe. Kako 0BO HUje 1moXKe/bHa 0COOUHA, Y
HaCTaBKY je IMpeBa3nheHo yrmoTpedOHOM MaJIux BepoBaTHONhA 3a Helmo3HaTe Ipesase.

[TomenyTo je Beh na je raBHM IPOOJIEM KOJU TO M3A3WBA JIOIIE OIEHHUBAME
MHOTUX CEKBEHIU U IIyTeBa. KOHKpeTaH IPUMEp JaT je y HacTaBKy. /Ipyru mpo-
OJieM je MITO OBaKBe Malle He TOKPHUBAjy I€0 IIPOCTOP BepoBaTHONhA, OJIHOCHO He
cymupajy ce cBe m3jasne BepoBarHohe y jequauily. Cse oBo ce, mehyTtum, Jrako
IpeBa3mIa3n yBohemeM TCeyI0BPEIHOCTH 0, IITO CYy MaJjie BEpOBaTHONE J103BOJbe-
HUX, aJIi 9e€CTO HEIO3HATUX Ipesa3a u emucuja. One ce, Jakje, J10/ajy y MamaMa

Ha CBa J03BOJ/bCHa MeCTa.
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HapaBHO, NpUIMKOM J0/aBamba ICEYI0BPEIHOCTH HEONXO/HO je MPUMEHUTH
HOpMAaJIN3aInjy, Kako om 30mp BepoBaTHOha Omo jeman. Ilpumepa pagam, 3a 0 =
1/100, pex {.75, .25, 0} me mocraje {.76, .26, .01}, seh {.738, .252, .01}. Hcro
Tako, cacsuM Henozuaru pef {0, 0, 0} 3a cBako o mocraje {1/3, 1/3, 1/3}, yme-
cro {1/100, 1/100, 1/100} y komkpernom ciydajy. Takobe, BaxkHO je Hamome-
HYTH Jia Ce TCEYJIOBPEIHOCTH JIOJI]y UCKJBYYUBO JIO3BOJBEHUM MPEJIa3uMa, JIOK
HEJI03BOJbEHN OCTajy cTporo Hysare BeposarHohie. OapehuBarbe 0BAKO JIOMYHEHOT

npodurHor mogena HM M (P, 0, 0) dopmaHo ce mpecraBba Kpo3 mpodsem 13.

IIpodaem 13: Onpehusame JomymeHOT TPOMIITHOT Moea’

Haupasuwiu apopurnu HMM wa ochosy suuectupykor GopasHatsa.
VYna3: nopasuame P, rpanura 6, nceyaoBpeHOCT .
WNzna3z: nonymwenu npoduaau mogea HMM (P, 0, 0).

Osume je mojam mpoduHOT cKpuBeHOT MapKOB/BEBOT MOJIE/Ia KOMILIETHPAH.
Nneja oBakBor Mojiesia 3ampaBo je aBojaka. [IpBu nmusb je Beh momenyTa Kjacu-
dukanuja, Koja ysiazy J0Jie/byje CKOp IPUIAIHOCTU ojapehuBarmeM BepoBaTHOhE
ucxoga (asropuram Hanpex'). lomarao, Morylie je ofpesnTn u caMo IOpaBHAHE
HIICKH Ca IIPEJICTaB/beHOM (haMIInjoM, Koje ce J100mja JeKoaupameM yinasa (Bu-
TepOujeB ajIropuTam).

O knacudukamuju je Beh OMI0 pednm — OAPEIUTH BEPOBATHONY Jia MPOTENH
pumajga HeKuM (paMuanjamMa, a 3aTUM Ta JIOJEeJIMTH OHOj ca HajBehmM cKopoMm
I MaKap CKOPOM KOju IIpeJia3u IMOCTaB/beHy I'panuily. Ha KOHKpeTHOM mpuMepy
npeasubhama dpenoruria XM B-a u3 yBoga, morita 6u nocrojatu asa HMM npoduia
— jenan u3rpaleH Ha OCHOBY M30J1aTa KOJU CTBAPAjy CUHIUIHAjYM, & JIPYTU IpeMa
OHUM KOju Ta He cTBapajy. HoB m3osaT 3a KOju je yIUTHO CTBapa JIM CUHITUIIA]YM
Omo Om yJra3HO OlTazKarbe 3a aJrOpUTaM ,Halpe  HaJl Ta JBa IPOdUa, a 0JroBOP
Ha IHUTame J100M0 OM ce oadupoM Hpodusia y OJHOCY Ha KOjU je BepoBaTHOha
IIPUIIAIHOCTU U30/1aTa Beha.

Opabpanu mpodui ce, MITaBUIIE, ONIIMOHO MOXKE IIPOITUPUTHU JIOTABAHEM HO-
BOI' M30JIaTa y MOpPaBHAE, & 3aTHUM OHOBHUM H3pavdyHaBar-eM IapaMeTapa Tor
HMM-a. Axypupamem mpoduiia, OH BpEMEHOM CBe 00Jbe OIHUCyje KJacy KOjy

MOJIeJTyje, Te TIOCTaje jOIl IPEIU3HUjU U YIIOTPEO/bUBUJU TTIPU KJIACU(PUKAIU]H.

"Construct a Profile HMM with Pseudocounts, 09 2015. ROSALIND, zajaraxk u3 ypbeHuka
JocTynaH Ha: http://rosalind.info/problems/bal0f/.
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OBakaB TIPUHITAII MOXKE C€ YOIIITHTH Ha CBE JpyTe CEKBEHIIMjaJIHE ITOIATKe.
IIpaBu ce, makme, no jeman HMM npodun 3a cBaky Moryhy kJiacy, a 3aTum ce
npoduyIn 1Mopejie ca yJIa3HOM CEeKBEHIIOM, Koja ce Kiacudukyje. MHcranmu ce
Jofiesbyje oHa Kiiaca ca HajBehoMm BepoBaTHOhOM omazkara. 3a paj ca NeHnMa
U IPOTEHMHUMA, Ha HHTEPHETY je OeCIIaTHO JocTymaH mperpazkusad HMMERS,
yIPaBO 3aCHOBAH HA MPUIPEMJbEHUM CKPUBEHUM MapKOB/HEBUM MOJIEINMA.

Kama je pea o apyrom 1uby, mopaBHarmbe HUCKE ca IMPOMUIoM 100uja ce Helo-

CpeJIHO Kao pe3y/aTaT JieKojaupatba. [Ipumep Tora nar je na ciaurm 4.15.

A C AF D E (-) A (=) F
A C—-—=D E FFAC A D F
A FF——D A - —=C C F
A = B E FD-F D C

A D-——=D JiK FFAA A D F

A CAF D E - —— A - F

Cuouka 4.15: TIpumep nopaBHama MOTUBAIMOHOT npuMepa [17]

[Ipukazan je omrrumastan mwyT S My Molols M3 MyDs Mg D7 Mg E Kpo3 mocat pas-
marpanu npobuwian HMM 3a wucky (onaxame) ACAFDEAF. Bamba npumerutn
J1a je oBaj mmyT mHaue Hemoryh (aysire BepoBarHohe) 6e3 ynorpede Icey10BpeIHO-
cTtH, jep je HIp. BepoBaTHOha mpenasa My +— [, Hemo3HaTa, I1a CAMUM THM
UMILIMITATHO HYJITa 0e3 HeKor . Y 0ojama je, Kao W JIOCaJI, IPUKA3aHa IIEeTOPKA
13 MIOYETHOT BUIIECTPYKOT TTOPaBHAHA, JIOK je HUCKA KOja ce MopaBHAaBa IIPHA.

Konkperno, 3ajennyano BurecTpyko nopasHambe je cienehe. IIpsa jBa cum-

0oJla eMUTOBaHa Cy M3 cTama MHokjanama M; u My, Tako J1a ce Hajase y IMpPBOj,

SHMMER: biosequence analysis using profile hidden Markov models. anar SecrnmaTao mocTy-
[IaH Ha MHTepHET ajpecu: http://hmmer.org/.
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OJTHOCHO JIpyToj KoJioHU mopaBHama. Cieneha nBa cumbosa emmuToBana cy u3
crama uHcepnuje [o, Tako jga ce Hajaze u3Mehy apyre m tpehe kosone, mTO je
Ha3HavueHo pose cenkoMm. Kako je To mocedan jofatak 3a HOBY HUCKY, IOJIA3HO]
[IeTOPIIN jeJHOCTABHO ce J0JIajy Ho JBe npa3nune. Hapemna jiBa cuMdosia eMu-
TOBaHA Cy U3 cTama Mokjamnama Mz u My, Tako ma ce Hajiasze y Tpehoj, 0IHOCHO
4eTBpPTOj KojioHn nopasHama. Cienehe Ha myTy jecte Tuxo cramme jgesnenuje Dy,
TaKoO Jla HeMa eMIHCHje, Beh ce y meTy KOJIOHY MOpaBHAHma CTaBJ/ha CUMOOJ IIPa-
3umHe ,.— . Hapemguu cumbos1 eMUTOBaH je U3 cTama nokjanama Mg, ma ce ctaBba
y IIeCcTy KOJIOHY TopaBHama. lIpe mera muje 0mao mHCcepImja, Tako Jia Ce JIBe
npeuniithene KoJIOHE MONYyhaBajy npasnunama. Creau Tuxo crame jeseruje Dy,
IIITO 3HAYU JIa Ce Yy CeIMYy KOJIOHY CTaBJ/ba IPA3HUHA, JOK je IMOCTEeIH CHMOOJ
E€MHUTOBAaH U3 CTamba MoKJanama Mg, Te ce cTaB/ba Y OCMY KOJIOHY ITOPABHAIHA.
Kako 6u nopaBuame dmiio 1006po ojipeheHo, HEOIIXOTHO je TPATUTU TeKyhu Ka-
pakTep HOBe HHCKe KOja Cce IopaBHaBa ca (haMUIINjOM, OJITHOCHO KPEHYTH OJ1 IIPBOT
CJIOBA W IIOMEPATH ,JI0Ka3uBad Kaja gohe 1o emucuje. Ormrra mpaBuiia mopaBHa-
Bamba CyMUPAjy ce cieehnM CmcKoM CMEPHUIIA 38 TyMademhe CTarba ONTHMAJTHOT

CKpUBEHOI' IIyTa:

e IIpoJla3akK KpO3 CTambe IMOoKJjanama M; 3a1paBo MpeJicTaB/ba eMUTOBAIHE Te-

Kyher cumOoJ1a, Te mocTaB/ba Taj CUMOOJI YIIPABO y KOJIOHY ¢ IIOpaBHAaIba,

e IIpOJIa3aK KPO3 CTaibe MHcepluje [; Takohe mpejicTaB/ba eMUTOBae TeKyher

cuMOOJIa, aJIil TOCTaB/ba Taj CUMOOJI n3Mely KoJioHa ¢ U ¢ + 1 mopaBHarba,

e 1IpoJIa3aK Kpo3 cTambe Jesennje D; ocra/ba Tekyhu cuMOO Ha YeKaiby, Te
Y

IIOCTaB/ba, AJITEPHATUBHU CUMOOJI IIPA3HUHE ,,— Y KOJIOHY ¢ TIOpPaBHAIbA.

[TopaBHuame je CMHCJIEHO YKOJIUKO Cy IPOJIACKOM KPO3 CKPUBEHU ITYT ITOTPOIIEHU
CBHU KapaKTepHU yJIa3HOT OMaxKaba, IMTO Ce OCUTypaBa O3 IMHCKIM aJTOPUTMOM.
Takobhe, yKoMKO je IiJ/b UCTOBPEMEHO MOPABHAIHE M €A OPUTHMHAJIHUM U Ca IIpe-
qUNTheHnM BUIIECTPYKUM TOpaBHambeM, Kao Ha caunn 4.15, HeomxoIHo je mocedHo
NA3UTH JIa JIU Ce IpeJiasd IPeKo HpeduiiieHor jena (cuBo cendeme). Hnaxk,
YIJIABHOM j€ JOBOJbHO IOPABHATU HUCKY CAMO Ca IMPEYUIITNEHOM BEP3UjOM.
Octaje jorn nuTame KaKO TaYHO Hahy ONTHMAJIHIA CKPUBEHH IIyT. JacHO je Ja ce
MozKke TpuMeHnTr BurepdujeB asiropuraM, KOju je 10Ca ] KOPUIINEH 3a IPOoOJIeM
nekoaupama. Ha ciaumu 4.16 npukasan je BurepbujeB rpad m oarosapajyhu

CKpPUBEHU TIyT 3a Jbyomdacto onaxkamwe AEF DF DC 3 MOTHBAIIMOHOT IIPUMEpA.
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Cuauka 4.16: Hausau Burepbujes rpad npoduinor HMM [17]

[Toncehama pamau, ocnoBa BurepbdujeBor rpada je Mpeka IBOpoOBa Unje pejioBe
quHe cBa Moryha ckpuBeHa crama (y KOHKPETHOM CJIydajy TPOMUIHOI MOJIENa, 38
n = 8, nMa ux 25, 6e3 eKCIIUIUTHOT MOYeTHOT U 3aBPIIHOL, a y ommrreM 3n + 1),
JIOK KOJIOHE O3HavaBajy TOK BpeMeHa, TpeHyTak t. 3 cBakor ¥Bopa y KOJOHHU

t — 1 ycmepeHa je o jeJiHa rpaHa y CBaKHW YBOP M3 KOJIOHE ¢, aJii UCKJBYINBO aKO

o7



I'JIABA /. Buoaowku 3nauaj

je MO3BOJbeH Ipesia3 m3Mehy Ta JBa cTama. 1aKo je Ha OCHOBY YHH-EHUIIE JIa Ce
U3 CBAKOT CTamba y TPeHyTKy t — 1 Moxke mpehn y Oujio Koje crambe y TPeHyTKY
t, yKOJIMKO je BepoBarTHOha mpesiacka HeHysTa. llopes oBe ocHoBe, Mpexka uMa
U J(Ba 10cedHa YBOpa — U3BOP (EKCILIMIUTHO MMOYETHO CTarhe — IUIaBU KpyzKuh)
U TOHOD (eKCIIMIUTHO 3aBPITHO CTarbe — IpBeHn Kpyxkul). V3 uzBopa mumy tpn
rpane — Ka Iy, My u Dy — 10K y OHOp yBHpPY Takohe camMo Tpu rpane — ox My,
Dg u I3 (omHOCHO OJ MHJIEKCA M yMecTo 8 y OIITeM Ciay4ajy). DBpoj KosjaoHa
(TpeHyTaka) 3ampaBo je Jdy:KHHA myTa k, a 3aMucao OBaKBe MPEeXKe YIPaBO U jecTe
JIa UICTOBPEMEHO MOJIeJIyje CBe CKpPUBEHE IyTeBe JIyzKune k Kpo3 ynutau HMM.
[Tpobsiem kox rpada ca ciauke 4.16 ympaBo je MpeBHINE MPEINU3HO O/1adpaH
opoj kosona. IIpukazanu rpad Kao Jjia 3Ha Jia je ONTUMAJIHU MYT Jy:KuHE k = 9,
a Jpyomuacro onaxkame 3anpaso A — —EFDFDC ymecro AEFDFDC. OBakso
3Hambe, MehyTuM, He MOXKe OUTHU JIOCTYIIHO IIPe MOKPETabha aJrOPUTMa, IITO 3HAYUN
na rpad ca cauke 4.16 texumuku u "Huje Burepdujes. Illtasuine, morao ou ce
HanpasuTu Belin 6poj rpadoBa CIMYHUX TPETXOJAHOM, AU HIpP. 0e3 Jpyre u/wjiu
Tpehe KOJIOHE, U TIOTIIYHO jeHAKO YIIOTPEOUTH 3a ofpehuBarbe ONTUMAJIHOT IIyTa.
Pesynrar, mehyTum, ne 6u 6uo Tavan, jep Ou ce pazMarpaJu caMo IIyTEBH Iy KUHE
k <9, ma ce cBaKako He DM MOTao JOOUTH ONTHMAJIHH, YHja je myKuHa k = 9.
Burepdujes rpad crora mopa mmartu (urcan Opoj KOJOHA, U TO OBJE TAYHO
k = 7. To je 3ampaBo Opoj eMHTOBaHUX CHUMOOJA, OIHOCHO JIy?KUHA ITO3HATOT
omaykama, a He Hemo3HaTor ckpupeHor myTta. OBO mpe yBohema crama jeseruje
HUje OUJI0 MPOOJIEMATUIHO, TOMITO Cy JIY?KUHA OIlaKarmba U JIyKUHA ONTHMAJTHOT
CKPUBEHOI' TIyTa yBeK Omje jegHake. Twuxa crama, Mehyrum, Hapymasajy oBy
jemHaKocT. Y KOHKpeTHOM ciry4ajy npodmraux HMM, onaxkame aykune k MoOxKe
HaCTaTH HA CKPUBEHOM IIyTY KOjHU je HajMarbe JIy2KUHe Oalll k, YKOJIUKO Iy T CAAPKA
caMmo CTarba MOKJIAMaba, a HajBUIIe N+ k, YKOJIUKO IIyT HE CaJIPyKU HUjEIHO CTATHE
nokjanama. Cajta je b BurepdujeBum rpacdom ca k KoJIoHa HEKAKO MOJETOBATH
IyTEBE PA3JIMYUTUX JIy?KUHA, a Ha KOJUMa, Ce eMUTYje TadyHo k cuMOOJIA.
[Ipodsaem, nmakse, mpaBe THUXa CTamba Jiejeryje, MOIMITO Memajy CMUCA0 IBOPA
(x;,t) rpada. TIpBobuTHO, POJIA3aK KPO3 Taj YBOP 3HAUUO je Jia ce y TPEHYTKY t
MOJIeJI HAJIA3H y CTAaIby T;, OJHOCHO JIa je CUMOOJI 0; YJIA3HOT OlTazKara 0 eMHUTOBAH
u3 crama ;. OBo, Mehyrum, HEMa cMHCIa KOJ THUXUX CTarba, KOja HUIITA HE

npuka3zyjy. I[lonpasmenun Burepdujes rpad npukazan je na cauru 4.17.
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Cuouka 4.17: Konaunu Burepdujes rpad npodusanor HMM [17]

Cmucao ce cana gomymyje y ciaenelin: nposaszak Kpo3 uBop (z;, t) rpada 3uaqm
na ce HMM wama3uo y cramy ; KaJa je eMUTOBAO CUMOOJI 0; YKOJIMKO CTalbe X;

HI/Ije THUXO0, OJHOCHO Ja C€ HaJIa3UO Yy THUXOM CTalby T; HaAaKOH €eMHUTOBaIba CMOO0JIA
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0¢, & TIpE eMUTOBAKA O 1. Y KOHKPETHOM CJIy4Ya]y TPOMUIHIX MOJEa, IPoIa3aKk
kpo3 (M;,t) nmm (I;,t) 3Haum ga je y cramy nokianama M; nam uHcepuumje I;
eMHUTOBAHO 0, JIOK IpoJia3ak Kpo3 (D;,t) o3HadaBa Jia je ayToMaT OMO y THUXOM
cramy Jesenuje D; namely eMuTOBama CyCeTHUX CHMOOJIA ONAXKAMa, Ot U Oy 1.

Y konaunoj Bep3uju Burepdujesor rpada ca ciuke 4.17, npeTxo1HO 00jalrmena,
JIOIIYHa CMHCJIa OYWTaBa ce JiBeMa mpomeHaMma. [IpBo, cBakm mpesia3d y crame
Jesenyje, nmakJe npesald oonmuka I; — Dy, M; — Dy wm D; — D;,q, cana
ce jemaBa y OKBupy ucrte kKojioHe. (BO HENOCPEIHO OCINKABA YHUILEHUILY 14
JleJielinja He eMUTyje HOBH cuMOOJI, ITO 3HAYU Jia WHJEKC (TpeHyTak) t ocraje
HenpoMerbeH. HapaBHo, Tipesiaciiy Ka cTambuMa MOKJ/Iallakha U WHCEPIje OCTajy
CKOK y cJiesiehy KOJIOHY, TIOIITO 3a CODOM IoBJiade HOBY emucujy. OBo 3HAYN
Jla jeTHA KOJIOHA CTPOTO OJroBapa OIarKarby jeJHOT CHMOOJa, MaJa Ce TO MOYKEe
JIECUTHU TIPOJIACKOM KPO3 Pa3/IMINTE CKPUBEHE IIyTeBe, MITO je U OUO IUJb.

Jpyra mpoMeHa ojiroBapa IpOoIIupey HYJITE KOJIOHE, y KOjOj Ce JI0CaT HAJIa310
camo u3Bop. OHa ce npommpyje Hu30M (JIaHIEM ) TIOBE3aHUX CTaba JIeJIelnje, CBUM
moryhum ox Dy no Dg, ognocuo D,, y ommmrem ciy4ajy. Hawmme, ykosmko ne Ou
OMJIO TOT TPOIIUPEHA, IIyT OU 3aBPIIHO Y NOPCOKAKY YKOJUKO O 3aI1049e0 IMPBUM
crameM Jieseruje Dy y npBoj Kosionn. l[Ipesa3zm cy jeiHOCTABHO TaKBU JIa HAKOH
yJIacKa y CTarbe JesIelnje Hije BUIlle Moryhe eMruToBaT CUMOO0JI Y TeKyhoj KOJIOHH.
Crora ce Taj nmpesas npedailyje y HyJITY KOJIOHY, CAYHILEHY UCKJbYUIUBO OJT TUXUX
cramba. [lompasymeBano, cBe rpaHe y HCTOj KOJIOHU OPHUjEHTHCAHE Cy HaJ0JIe,
JIOK cy 1ipesia3u u3mely KoJioHa opujeHTucanu HajecHo. U ciauka 4.17, mormyT
peTxojiHe, jiekoaupa Jbyondacty uucky AEF DF DC u3 yBogHOT TIOpaBHAA.

[TopaBuame nomohy npodusnor HMM-a dopmanno ce peduHuIe Kpo3 mpo-
omeM 14. Peu je, makjie, 0 HEIITO HAIpEeIHU]jEM JIEKOJINPAILY, N3MEHEHO] Bep3Uju
npodsiema 1. Permeme 00a je Burepdujes asropuram, camo ce paziukyje Burep-

oujeB rpad HaJl KOjUM Ce PaJii, HOIITO CaJl [IOCTOje U TUXa CTarba JeJIelnje.

IIpodaem 14: IlopaBHame ca IPOMIIHIM MOIEIOM’

Hopasnattiu Hosy nucky ca gamuiujom — apopusru HMM.

VYia3: BulecTpyko rnopapHarmbe P, rpanuiia ojicenama 6,
[ICEYJIOBPETHOCT 0, HOBA HUCKa (OHayKkambe) o.

N3nas: onrumasuu nyTt p kpos HM M (P,0,0) 3a HUCKY 0.

9Perform a Multiple Sequence Alignment with a Profile HMM, 09 2015. ROSALIND, 3aatax
n3 yubeHuKa JocTynaH Ha: http://rosalind.info/problems/ballg/.
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Ha cimuan nadun je, unade, Mmoryhe Koncrpyucatu Butepdujes rpad 3a mpo-
n3BosbHU HMM ca TuxuM cTamuMa. JeInHHM yCJIOB KOjH MOpa Ja OyJie UCIyHeH
jecTe 1a He IIOCTOje TeT/he WU IHUKJIYCH KOjU C€ CACTOje MCKJbYUMBO OJ] TUXUX
crama. ¥ CYIpPOTHOM, HUje MOryhe pemuTu mpodseM JIeKOIupaiba, ajii HU JIpyTre
cmvHe podieMe 3acHoBaHe Ha BurepdujeBom rpady (amropuram ,Hampes’ WTI.).

OBoO je aHAJIOTHO YUIHEHUIIN Ja HUje MOryhe pemmuTH POodJIeM ONTUMAJHOT
odmwracka Menxern rpada ca nukiaycuma. Pazjaor Tome je mTO ce, KaKO KOJI
MenxetH, Tako u Koj BurepdujeBor rpada, BpeHOCTH MOpajy padyHaTH IpeMa
TOIIOJIONITKOM PEJIOC/Ie/ Ty YBOpoBa. Ipyrum pednma, HEOIIXO/IHO je Ja Oy/Iy mo3HaTe

CBe POJIUTEJHCKE BPEIHOCTU KAKO O ce eBaJlynpao HOBU, TeKyhu 4BoOp.
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Cuauka 4.18: Ilopeheme nopasHama MOTHBAIMOHOT TIpuMepa [17]

I'pad, nakne, mopa Outu 0e3 nuKIyca — ycMepenu arukianydku rpad. Tormo-

61



I'JIABA /. Buoaowku 3nauaj

JIOIIKH PEJIOCJIe]] ¥ CyIPOTHOM HE IOCTOjU. ¥ KOHKPETHOM CJIyd4ajy TPOMUTHIX
HMM, yobuuajen pemocies padyHama je CjeBa HaJIeCHO, OJi BpXa HaJloJe. Yc-
IyT ce, HAPABHO, UyBajy IIyTOKAa3U, KAKO OU Ce OINTUMAJIHU IIyT HA KPajy MOTao
pekoncTpyucatu. bes mux, jmoduiia 6u ce caMo BepoBaTHONha HAjOOBET TIyTA.

Cauanoct namely BurepdujeBor u Menxern rpada muje ciayuajua. Vcmocra-
BJba C€ JIa HUCY CaMo aHaJIorau mpoodsemu, Beh u crpykrype. Ha ciaunum 4.18 npu-
Ka3aHa je ’IXOBa HAM3TJIEe] jeTHAKOCT Ha mo3naToM npumepy uucke ACAFDFEAF
U eHOT TIopaBHama ca cinke 4.15. Ciauka miycrpyje Kako myT y MerxerH rpady
oJroBapa CKpuBeHOM IyTy Kpo3 npoduaaun HMM. Hujaronasae usuie MeHxeTH
rpada oirosapajy mHOKJallambuMa, yCIpaBHE WHCEPInjaMa, a BOJOPAaBHE JIeJIeln-
jama. Baxkno je mcrahu ja oBa aHaJoruja Unax Huje jeJHAKOCT (eKBUBAJIEHIH]a),
nommro Ko HMM-a nocroje mpomersbruBe BepoBaTHOhe (TeXKUHE) Tpesa3a U eMu-
cuja, mTo Huje moryhe mozenosaru nomohy Menxern rpada.

CnocobrocT mpoduIHIX CKpUBEHNX MapKOB/bEBUX MOJIEIA J1a PA3JTHINTO OTle-
BYjy pa3jimdauTe KOJIOHE MATPUIE MOPAaBHAKA M3/IBaja WX Kao MPENU3HUje Yy OJI-
HOCY Ha jeJIHOCTaBHE MeTO/le TTOPaBHAA 3aCHOBAHE Ha jeJIHOj MATPUIN CA UCTUM
ckopoBuMa. [IpodmiiHE MOme I Tako MOrYy YOUUTH CYNTUJIHE CIAUYHOCTH, KOje
jeJTHOCTaBHA TTOpaBHAA IPOIYIITA]y. Y IPKOC TOj IPEITHOCTU, CJIOXKEHOCT OCTaje
nojjeHako 1o0opa, u usnocu O(nk) 3a n KoJIOHA (Jy?KUHA TIOJIA3HOT TIOPABHAHA)
u k pejioBa (JIy>KUHA ONAYKAMbA).

Ko Menxern rpada je cjioXKeHOCT OUUTJIeHA, jJep ce OIePHUIle HaJl MaTPUIIOM
auMeH3uja n X k, TJie ce BPEIHOCT CBAKOI YBOpa M3padyHaBa KPO3 HAjBUIIE TPU
rpane. Hu kom npodunnux HMM uuje temko oxpeautu je. Beh je Burme myrta
HaIIOMEHYTO JIa je cJoxKeHocT BurepOujeBor ajiropurMa cpa3MepHa Opojy rpaHa y
BurepbdujeBom rpady. ¥ ommreMm ciiydajy, KaJia ce U3 CBAKOT CTamba MOXKe Ipehn
y ousio koje apyro, mznocu O(n?k), mTO je mocaeauIa Mocrojama 1o 1 mpesasa
u3smehy n cramwa y k — 1 npomenu tpenyTtka. Koja nmpodwuaaux HMM, mehytum,
nioctoju Behm 0poj crama 3n + 1, kKao u Behu Opoj npomena TpenyTka k, anu je
peJia3a HajBUIle 110 Tpu (KOHCTAHTA), TaKo Ja je acurrorcku npoussox O(nk).

3a Kpaj, ciaere TagHe dopMmysie MaKCHUMHU3AIMje BepoBaTHONE IyTa y 9BOPO-
BuMa BurepOujeBor rpada ko npodunnunx HMM ca n KoJioHa MopaBHama 3a
II03HATO OllaXkame o JIykKuHe k. JoImn jeHoM, HEKa Malla CKOpoBa S OyJe TakBa Jia
Sz, .+ CKJIQIUIITU BepoBaTHONY ONTHMAJIHOT IIyTa Jy>KUHe ¢ KOjU ce 3aBpIlaBa CKPH-
BEHUM CTabeM ;. ¥ KOHKPETHOM CJIy4Yajy, YMeCTO OIIITUX CTama T;, OABOjeHO ce

pasmaTpajy clerujajn30BaHa cTarmba IokJanama M;, nenenuje D; n nHcepije I;.

62



I'JIABA /. Buoaowku 3nauaj

Basa pekypsuje oBako mocTaB/beHOT MpodJeMa jecre (MPBU YJIAHOBH HU3A):

i=1)
( Smy,1 = As vy le,m,

(i=1
SD.1,0 = AS,Dy

(1 =0)

(t _ 1)810,1 =4asi, - blg,ol-

Pekypsusue dopmyse makcumuszanuje cy (Hermocrojehu WHIEKCH ce 3aHeMapyjy, a

pasu kpaher 3anuca yBoau ce nomolinu ckyn tunosa crata X = {M, D, I}):

Vied{2,...,n
EVt € ‘iz k/iiiSMi’t B m)?X{SXifl’t_l ' a'X'iflvMi ) bMuOt}v
Vie{2,..,n
e i = mgston o on )
(Vi e {1,...,n})
Sp,¢ = max{sx, 1 ax,1, - 01,0, }-
(V€ {2, .. k}) It 12 {sxit-1-ax,1, * br,0, }

Konauan onruMasiny (HajBepOBaTHUjH) IIyT JI00Mja Ce JIOJJATHOM MAKCUMU3AIUjOM:

(i =mn)

P(popt, 0) = m;tx P(p,0) = (t =)

m)?,X{Ska . aXn,E}-

Kao u mocaj, anamoruo ce hopMmupajy JiorapuraMcke Bep3uje gpopmysia, Koje
MHOYXKEHE Merhajy CadupameM, dnMe ce CMambyje Tpelka y padyHy, a IIpooJeM
JoaaTHO npuosmkaBa Menxetn rpady. UnenTtuyna je u omirra Bep3uja hopMysia
ca mpou3Bo/bHUM TexkuHama 7. [lopen nmekomuparma Kao mpoosema 14, jegHako
ce MPUCTYTIa W OCTAJUM 3aJlalliMa 3acHOBaHUM Ha BurepbujeBom rpady — tadena

3.1. Pememe je Takohe y omadupy oarosapajyhux omeparopa yMecTo MaKCHUMyMa.
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Yuyeme Moaelia

VY npeTxoHUM IJIaBaMa je IpuKa3aHa yrnorpeda cKpuBeHnX MapKOB/bEBUX MO-
JleJla Y pelllaBamby OHMOJIONIKUX IIPOOJIeMa KOJH Ce MOTY CXBATUTH KAaKO Kao 3a-
JaI Ha e qaHor (KiaacuduKanuja IpOTenHa), TaKO U HEHAJIIeIAHOT MAaIlnH-
ckor ydema (o3HauaBambe CG octpBa). OBa IyaBa CaJIp:Ku JOII jeJIHY BayKHY
ocoduny HMM y Be3u ca MaIIMHCKUM YYE€HEM — CIOCOOHOCT yUeHa IMOTKPEIJbU-
BameM. [IperxonHo je Ow0 pedn O TOTOBUM MOJEIUMA, aJIA IIPABU MTOTEHITH]aJT
HMM moka3yjy Tek KaJjia ce CBU IapaMeTPHu Mojiejia Hayde. YCIYT je IpeovueH 1

je/laH HOB M KOPHUCHUjH TIOTJIe ] Ha Beh MO3HATH IIPOOJIEM JIEKOINPAhAa.

5.1 BurepbujeBo yueme

Y okBupy oapehusama npoduanunx HMM Ha 0oCHOBY y/1a3HOT BUIIECTPYKOT TIO-
paBHamba, MPEJICTAB/bEHA je XeYPUCTUKA 38 IPOIEHY IhUXOBHUX ITapaMeTapa — Mala
BepoBaTHOha mpesaza u emucuja. llogacehama pasu, ugeja ce cacroju us caemehmx
KOpaKa: CBakKa HHUCKA U3 [MOPABHAMA CMaTpa Ce jeHHM OlayKameM (CBe HHCKe
YUHE y30pak), Ha OCHOBY IOPaBHAMA HEIOCPEJIHO U jeIHO3HAYHO ce ojpehyje mo-
3aJIMHCKU CKPUBEHU TIyT, IIPEJIa3u U eMUCHje CUMOOJIa IIpedpojaBajy ce MPoJacKOM
KPO3 IIPETXO/IHO o/ipehene myTeBe, a Ha Kpajy ce OPoj 1ojaB/buBambha HOPMAJIU3Yje
y y/1€0, KOju je YIIpaBo MPETIOCTaB/hEHA BEPOBATHONA IIpEeMa YJIa3HOM Y30DPKY.

[TocTaBsba ce uTarbe /1a Jid je OBaj jeJHOCTABHU IPUCTYT MOT'yhe yormTuTu Ha
npousBosban HMM. Oarosop je y ommreM caydajy OApuUvaH, HOIMTO Huje Moryhe
Ha OCHOBY OIlayKarba HEIIOCPE/IHO OJPEINTH CKPUBEHH TyT HA KOME jé OHO HACTAJIO.
Moryhe je ogpeanTn HajBepOBATHUJU TaKaB IIyT, aJIU jeIMHO aKO Cy ITapaMeTpu Beh

ITO3HATH, IIITO KOJI OBOT IpodJieMa Huje caydaj. Oarosop je, mehyTum, mOTBpIaH
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YKOJIMKO je y3 OlaXkKarbe IMO3HAT MO3aIMHCKU MyT. Taja je JOBOJHHO MPUCTYIIUTH
npedpojapamy 1 ompehuBamy yaena, kao kox HMM npoduna. OBaxkBO HaIIIe-

JIAHO yUerbe rmapamerapa Mojesaa (OPMAaJIHO Ce MIPeJICTaB/ba mpodaeMom 15.

IIpobdaem 15: Haarnenano ydeme napamerapa’
Hahu outwumanne aapametipe HMM-a upema obeaestcerom yaopry.
VYia3: ckpuBeHU IyT p = p1...px Kpo3 HMM ca menoznaTum
rapaMeTpuMa ¥ HUCKA 0 = 07...0; €MUTOBAHAa Ha TOM IIyTY.
N3na3: onrumaiHu mapamerpu, Koju Mmakcumusyjy P(p, o).

Majia ce mcrocTtaB/ba Jla yUe€Hhe U3 00€JIEeXKEHOT y30PKa Jiaje TJIOOAJHO OIl-
THMaJIHE [TapaMeTpe — TaKBe Ja MAKCUMU3Yjy 3aje/IHMYKy BepoBaTHONY yJa3Hor
MCXO/a W IIyTa Ha KOM je HaCcTao, OBaj MPUCTYI YecTo Huje npuMenspbnuB. CKpuBeHa
CTara Cy IO MPAaBUJIy CTBAPHO CKPUBEHA, T€ HUCY JIOCTYITHU MAPOBU OMAXKAHA U
nyreBa, Beh camo orcepparuje. Crora je cienehu 3ajarak HEIITO aMOWITUO3HU)U

— OJIPEIUTH TIapaMeTpe caMoO Ha OCHOBY OIlayKarba, Ipema mpodsiemy 16.

IIpobSaem 16: Henanrmemano yueme mapamveTrapa’:?

Hahu outwumanne tapametipe HMM-a tpema y3opky otasicarva.
VYnas: uucka o = 0;...0, 1 HMM ca Heno3znaTum napamerpuma Koju

jy je eMuTOBao MpOJIAaCKOM KpO3 Takohe Hermo3HaTu myT p = Pj...Pk.
WN3na3: onrumalinu napamerpu, Koju Makcumusyjy P(p, o).

Ha npumepy memnormrenor kasmHa, mpodsieM 15 oaHocmo ce Ha ojpehuBarbe
npucTpacHocTH (BepoBaTHONeE IyiaBe) HENOIITEHOI HOBYMNA aKo je jaBaH IMOJaTak
KaJa ra Kkpynuje darna. Kako kpymuje To BemTo Kpuje, cajia je peremeM ONIITHjer
npodsiema 16 nm/b johu 70 TOT MOJATKA CaMO HA OCHOBY yBEK IO3HATOI HU3a
MCXOa — y KOM Dallamy je maJja IjaBa, a y KOM IHCMO.

Jlobpu pe3ysitaT MOTy Ce JIOOUTHU UTEPATUBHOM XEYPUCTUKOM TIOIYT OHE KOja
je ocuoBa Jlojmosor airopurma. Ped je o ajnropurmy Koju periaBa mpodJieM KJia-
cTepoBama k-cpeauHa. Y caydajy ckpuBeHuX MapKoB/hEeBUX MOjesa, IapaMeTpu
P ciydajuo ce nHUIIjaIN3yjy, YMMe CE 3a MOYeTaK J00Ujajy HACYMUYHE BEPOBAT-

Hohe. 3aTuMm ce yja3Ha HUCKa 0 JleKoaupa (mpodiem 1), unme ce 10duja CKpUBEHN

'Estimate the Parameters of an HMM, 09 2015. ROSALIND, zajaTak u3 yioeHuKa, J0CTYIIAH
Ha: http://rosalind.info/problems/balOh/.

3Implement Viterbi Learning, 09 2015. ROSALIND, 3amaTak u3 yIOeHHKA JOCTYIAH HA:
http://rosalind.info/problems/bal0i/.

3Implement Baum-Welch Learning, 09 2015. ROSALIND, 3aiaTak u3 yioeHuKa, 10CTYIIAH Ha:
http://rosalind.info/problems/balOk/.
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nyT p no npurnuny (o, ?, P) — p. TloroMm ce uspadyHasajy HOBU mapamerpu (IIpo-
ousiem 15), o npunnumny (o, p,?) — P, u tako sHansmernnano. OBo je mo3HATH AJIro-
puTaMm MakcuMmuzanmje ouekusama ( EM[A [, upema enrit. expectation-mazimization

[algorithm]), koju ce wiycrpyje nujarpamom ca cjuke 5.1.

ONAXAHE

T

// /

/” IEKOANPAHbE ~ HAOFNELAHO
(BUTEPBMIEB K VYEHE
AJITOPUTAM) _MTAPAMETAPA

\\ \¥/

CKPUBEHU
nyT

NAPAMETPU

Cauka 5.1: Makcumnsanuja odekuBama kox HMM

OBakaB HEHAJIIJIETAHN TIPUCTYI yUey HapaMerapa MoJjieia Ha3usa ce Burep-
OmMjeBUM ydUereM, TOMITO My je y ocHOBU BurepOujeB ajropuram 3a JeKOIUPAIHE.
Taj neo anropuTma IpecTaBba KOpak oueKnBama (/) KOpak), J0K je HaJrIeIaHo
onpehuBame mapamerapa Koje ciegn Kopak Makcumuzarmje (M kopak). Jlydisom
aHaJIM30M, UCIIOCTaBJba Ce JIa je HeHa IrJieJlana onTuMusalyja mapamerapa HMM-a
TeXKaK MpooJIeM, Tako Ja je BurepbujeBo ydeme cacBuM 3a/10BoJbaBajyha xeypu-
cruka. HajsBaxkmmja ocobuma My je TO mITO je BpeaHocT max, P(p,o0) 3a yra3Ho
onazkame o 300r npupojie KM ajropurMa TOKOM ONTUMHU3AINje MOHOTOHO HEOIa-
najyha. To 3naunm Jla cy cBAKOM HTEPAIUjOM ITapaMeTPH OJIMKU HajOObUM.

Hapagmo, kako je m nHave CJIydaj KoJi XeypUCTUIKUX ITPUCTYTIA, HUAje HEOOMIHO
3ar/aB/bUBabe AJITOPUTMA Y JIOKAJTHOM MaKCUMYMYy, TaKO Ja PE3YJITAT YMHOTOME
3aBUCH OJI MIOYETHUX BPEJHOCTH mapaMerapa. Kako cy oHe ciydajHe, yodudajena
TaKTUKa 32 JI00Wjarbe OO/bUX Pe3yJITaTa jecTe MOKPeTalhe aJlTOPUTMa yuema Behn

Opoj myTa, a 3aTHM y3uUMaibe HajOO/PUX IapaMeTapa U3 CBUX ITOKpeTama. llo
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UTaky KPUTEPUjyMa 3aycTaB/barba, Hajdelrha cy JiBa: yHampesn ojapehenu Opoj
uTepanja win rpanuma (MuHIMYM) oBehama BepoBaTHOLE KOja ce MAaKCUMU3Y]e.
[Topen ciydajue muHunujam3aluje mapaMerapa Ha MMOYETKY aJIOPUTMA, MO-
ryhe je KpeHyTH O/ HEKHX YHAIIpeJ ojipel)eHnx, 0JIHOCHO MO3HATUX IapaMeTapa.
Y ToMm ciaydajy b HEje (caMo) HeHa e ano ux Hayanta, Beh npodunuTH mper-
xoxue. Tana je BurepdujeBo yuermbe MpaBu mpuMep yUera MOTKPEI/bUBAEM, jep
ce rmapaMeTpu mpusjaarohaBajy HOBHM OKOJTHOCTUMA HA OCHOBY HOBUX OITAZKArba.
VYKOIWKO je KpUTepHjyM Opoj WTepalnmja, y 0BOj BEP3UjU UX je OOMIHO Marbe,
jeép Yy CyIpOTHOM J10J1a3H JI0 JI00Mjama eKCTPEMHUX BPEIHOCTH, IITO Ce MOXKE IIPO-
TYMa4dUTHU Kao npenpuiarohasame mojena. Ha npumepy mernornirene KOIKapHUILE,
Behu Opoj mrTepalmja KoJi MOTKPEIJbUBAbA JTOBOJIM JI0 3aKJ/bydKa JIa je BEpOBaT-
HOha Ta/1a TraBe KOJ[ MPUCTPACHOT HOBuUYnha jenHudHa, a nucMa Hyata. OBakBO
[IOHAINIAaIbEe, C JIpPyTe CTPaHe, MOYKE OUTHU MOXKEJHHO OAIll 300T CIIOCOOHOCTU OTKPHU-
Balba €KCTPEMHUX BPEJTHOCTH. ¥ CJIy4ajy KOIKapHUIle, HAKOH MOTKPEI/bUBAha
HEeMa CyMIbe JIa je TIPHUCTPACHU HOBYMN yIIpaBO OHAj Ca jeJIMHUYHOM BEPOBATHO-
hom 11aBe, MaKo je MPUCTPACHOCT Ha MOYETKY MOK/Ia OUJIa PEJIATUBHO MaJa.
[losnary npumeny HMM osor tumna y auarsuctunu ocmucaunu cy 1980. ro-
muae Kejs u Hojsupr [15], 10K cy je apyru ayropu Kacuuje mportupuin [35].
NnycrparuBHa NpeTIIOCTaBKa je Ja HaydHHK Mapcosall »Kemm Jia ca3Ha HEIITO O
MIICAHOM je3UKy 3eMJbaHa. 3a Te noTpede HadABHO je BEJINKY KOJIUYUHY TEKCTa, Ha
IpuMep KOPITYC eHIVIECKOT je3mka. llaso My je Ha mameT Ja mokyIna Jia cjaoBa je-
3UKa MO/IEJIN HA CTATUCTUYKH 3HAYAJHO PA3JIUYINTE CKYIIOBE, IIITO MOJIE/TYj€e YIIPAaBO
nomohy ckpueHux MapKoB/beBUX MOjesa, 3a Koje je crpydmak. Kako je ped o
EHIJIECKOM je3uKy, Moryhux cumbosia je JBajiecerak, 3a CBaAKO CJIOBO 1O jenaH (Ko
ocTaJuX je3WKa OM WX OWJIO BUIEe WM Mame), a Mapcosar je omadpao ja 1o-
CTOje caMo JIBa CKpPUBEHa CTarba, KAKO OM MoJiesl ocTao jegHocraBaH. [lapamerpe
MOJIesIa je CJIydajHO (CKOPO PABHOMEDPHO) MHUIIMjAIN30Ba0, a 3aTHM jeé HOKDPEHYO
HEHa/IIJIeJaHO TTOTKpPEIJbIBame, KOPUCTENN TEKCT KOPITyca Kao YIa3HO ONarKambe.
Pezynryjyha maria emucuja npujindHO je 3aHUMJ/bMBA — HCIOCTaB/ba Ce JA je
CBaKU CAMOIJIACHUK CKOPO CUT'YPHO OTAaXKeH y jeJIHOM CTarby, a CyIJIACHUK Y JIPY-
rom. Osume je, nakie, MapcoBar 100M0 TPAKTUYIHO CABPIIEHY MOy (IpyI-
cambe — KJIacTepoBarbe) CUMOO0JIa O KOjiMa HUIITA He 3HA Ha BOKAJle M KOHCOHAHTHE,
ITO O€3 MpodseMa MOXKe J1a 3aKJby9H Ha OCHOBY JIOOMjEHUX €KCTPEMHUX BEPOBAT-
HOha emucHja. Jom HEKM 3aHIMJBUBU PE3YJITATU MOTY Ce JI0OUTH yrnoTpedoM Beher

Opoja crama, IT0CeOHO JIBAHAECT, O YeMy Ce JieTa/bHUje MOXKe ITPOYUTATH y ITUTHU-
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panoM pajry. Ha cimyan HadmH (QYyHKIIMOHUIIE W PEIIaBaibe JIPYIUX IIPodJIeMa
HEeHaITJIeJaHor yuema nmomohy HMM, maja ce denrhe ymecto BurepbdujeBor ko-

puctu mohuuje Baym-Bemauoso yueme, o kome he dutu pedn y HaCTaBKY.

5.2 baym-Bea4doBo ydyemwe

VY tekcry nocBeheHOM ommTeM onmcy cKprBeHNX MapKOBJBEBUX MO/IeJIa, ONJIO
je pean o onpehuBamy BepoBaTHONE Omarkarma JTyKuHe k, Kpo3 mpodsem 7. Kao pe-
IIethe, U3JI0XKEH je aJropuTaM ,Hape’, 3acHoBal Ha manu f (ox eHrit. forward),
YUjU eJIeMeHT f,, ; CKIaJUIITU BepoBaTHONY IpedHKca omaxKama Jy>KuHe ¢ (mog-
HU3 01...0;), HACTAJIOT Ha CKPUBEHOM IIyTy KOjU 3aBPIIABa CTAHEM ;.

Awnasiorro ce dpopmupa obpuyTa mana w (o eHri. backward), auju enemeHt
W, + CKIIQJUINTH BepoBaTHONY cydukca omaxkama ayxRute k—t+1 (moxHus oy...0y),
HaCTaJIOI Ha CKPUBEHOM IIYyTY KOjU 3allovuMibe cTameM ;. Mama takohe cajapxku
BepoBaTHONWY Iiesior omakarba, a IOIyHhaBa Ce Ha HUCTU HAYMH Kao IIPETXO/HA,
npahemem Burepbujesor rpada, camo odpuyTuM pemocienom. OBakaB MPUCTYIT

Ha3WBa ce aJroOpuTaM ,Ha3aJ W KOJI mera Bake ciejehe pekypentHe dopmyiie:
Wy, ke = ]-7

wl‘i,t - E axi,xj : sz,ot_H : wm]’,t+17

j
P(o) = Zﬂ'mj “byj00  Wej 1
J

Jorr jeamnoM, aHAJIOTHO Cce M3BOJIE JIOTAPUTAMCKe Bep3uje MPeTXOAHUX (POpMYJIa.
Cnajamem ayiroputrma ,Hanpes U ,Ha3a’, J100uja ce HOB U KOPUCHUJU TIOTJIE/T
Ha IpodsieM Jekogupama. Hawmme, cBaku nyt kKpo3 Burepdujes rpad moxke ce
npecehn y HEKOM YBOpPY M TaKO MOJEJUTH Ha JBa Jejia. Kako To m3riena Ha
npumepy myta F'FF y HENomTeHo] KOIKAPHUIN, TPECEYEHOT Y CPEIEeM YBODY,

nato je Ha ciauiu 5.2. Ilpedukce je Harmamen npBeHoOM, a CypUKC IJIaBOM O0jOM.
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"=

Pa P Pz FJ; FJ

Cauka 5.2: Ilozena myTa Kpo3 rpad ca Tpu darama

Bepopatuoha mnpsenor npedukca ay:KuHe t ca MPECEKOM y CTamby T; MOMKEe Ce
U3padyHaATH JTOPHTMOM ,Halpes’ Kao BPeJHOCT [, ; U3 Malle, JOK Ce BepoBaT-
noha oxrosapajyher mrasor cydukca n3padynaBa Kao W,, ; U3 aJITOPATMA, ,,HA3AT .
Kako BpemnocT w3 mame f mokpusa cBe moryhe npedukce, a BPeTHOCT U3 W CBE
cydukce, oHI 3ajeJIHO TTOKPUBaAjy cBe Moryhe myTeBe KOju y TPEHYTKY t mIpoJia3e
Kpo3 ctame x;. CTora je lBUXOB IIPOU3BO/L 3aIIPABO 3ajeIHUYUKA BepoBaTHONhA J1a je

HMM emuTOoBa0O HUCKY 0, IDU YeMy je y TPEHYTKY t Ouo OaIln y cramy &;:

P(pt = Ty, 0) = fIi,t * Wit

OpakBa KOMOWHaIja Ha3WBa Ce AJTOPUTAM ,HAIpe/-Ha3a) W FHeH 3HaYa)j
oTJIe/ia Ce YIIPaBO y TOME IIITO Jiaje BEPOBATHOCHU PE3YJITAT 38 CBE TPEHYTKE U
cBa crama. llperxomHo je MozenoBana 3ajeqHudka BepoBarHoha P(p,o0), unjom
ce Makcumuszanujom BurepOujeBuM aJiropuTMoM J100Mja jeJlaH KOHKPETaH I1e0 Haj-
BepoBaTHuju 1yT. Jloduja ce, makie, ,d9BpCTO’ pelIere IpodJeMa JIeKOINpParbha,
npema kome je HMM y HeKoM TpeHyTKY OMO y TadHO o/ipeheHOM cTamby.

HoBu npucrtymn, ¢ apyre crpane, jaje HOB IIOIJIeJl Ha MPOOJEM YTOJIUKO IIITO
CBaKOM CTamby J0/ieJbyje o BepoBaTHOhy y cBakoMm TpeHyTKy. OBO je aHAJIOTHO
,MeKOM’ KJacTepoBamy, Koje je Haarpadama JlojaoBor ajiropurma, ma ce Ha3UBa U
,MeKUM’ JIEKOJUpambeM. 3ajiaTak ce (pbopMaJHO MMpejcTaB/ba IpodbaeMoM 17.

Pesynrar oBakBor sekojupara HHUje TyT gykuHe k, Beh Hu3 k pacmojesna

crama. Pacrojiesie ce Hopman3syjy, KakKo Ou ce JIod0uJia ycjaoBHA BepoBaTHOhA:

P(pt = Xy, 0) _ f.’l;,j,t * Wy, it _ f:l;i,t * Wy, t
P(O) ZJ .f:L'j,k Z] 7T£Ej : bxj,ol ' wxj,l

P(pt = $i|0) =
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IIpobaem 17: Meko’ nekomuparhe IpuKasza’
Ogpeguttiu. seposattinohy ga je HMM y nexom wWpenywixy 6uo y
HEKOM CKPUBEHOM CULAMY, AKO je TO3HAULO 0TUAAHCAIbE.
Vaas: uucka o = 01...0, u HMM (a,b, 7) Koju jy je eMuToBao.
WN3ma3: yciaoBHa BepoBarHoha crama y TpenyTtky P(p; = x;]0).

ITocedno je zanumsbuBO mctahum ja crame p; Ji0dujeHo BurepdujeBuM aaropur-
MOM HUje HYy2KHO jeJIHAKO CTalby p; MaKCHMaJiHe BepOBAaTHONE MpeMa aJIrOPUTMY
LJHanpea-Hasa . Crora moCTOju U ,,aBpcTa’ Bep3uja ,,MeKOor” JIeKOIUpamba, Koja y
CBaKOM TPEHYTKYy ojiadupa HajBepoBaTHuje p;. OHA ce HA3WBA AIIOCTEPUOPHUM
(MAP, ipema eHri. mazximum a posteriori) TEKOAUPAHEM U MOXKe JaTh D0Jbe pe-
gynrare oji Burepouja. [lopeheme npuctyna na npumepy HMM 3a npoHasaxkeme
CG octpBa J1aTo je y KOy eJeKTPOHCKE JIeKIrje, T/e Cy HarJiaIleHe pa3JinKe.
[Tope mpecenama rpada y HEKOM 9YBODPY, YUMe Ce€ JI00HUja YCJIOBHA BEPOBAT-
Hoha P(p; = x;]0), moryhe je cdbuxkcupaTun npon3BoJbHY MOTIYTAKY ¥ U3PAIYHATH
IbeHy BepoBaTHOhy momohy aJsiropuTma ,Hampea-ua3a) . Hawmme, j10Bo/bHO je 110-
MHOXKUTHU BepoBaTHOhe onrosapajyher npedukca, cydukca u TeknHe rpana Hpuk-
cupanor cermenTa. IlocedHo je 3HaUajHO Kaja je dpukcupaHa jejaHa rpaHa, IITO je
ycsoBHa pactonena P(p, = x;,piy1 = xj]0). Y TOM ciIydajy, TpayKu ce BEpOBaT-
noha na je, emuryjyhu uucky o, ynuruu HMM y TpenyTky t OMO y CKPUBEHOM

CTamy ;, & 3aTHM IIpemiao y crame ;. OHa ce u3padynasa cienehom dopmysiom:

fI/’f'ax-x"bx-Of 1 We 41
P(pt:x pt+1:$‘|0): iyl i Tj 7,08+ s
) ’ ZlfI/J{’

Ycnosue BepoBaTHOhe Iposia3za Kpo3 (DUKCUPAHH YBOP Y HEKOM TPEHYTKY
00MYHO ce Tadempajy y Tako3BaHy Mmamy oaropopuoctu II*. Owna je numensuja
n X k, a mwen enement II; , ckmamumrn P(p; = ;o). Ha crmyan maumn ce
dopmupa TpoIMMeH3uOHA Malia oJroBopHoctu 1I**) Koja Tabeaupa ycjaoBHE Bepo-
BarHOhe TpoJiaza Kpo3 (pukcupany rpaHy y HekoMm TpeHyTky. OHa je numensuja
nxnx(k—1), a wen enement I, cknagumru P(py = i, pry1 = x;5]0). Ose
Marle ce 3ajeTHO O3HadaBajy Kao napamerpu Il u rpajie ce mpema omakamy o.

Cama je moryhe mpedopmymucatu EM anropuram ca ciauke 5.1, 1 TO mpocToM
3aMeHOM Kopaka. Hawmme, / kopak (0,7, P) +— p Mema ce KOPAKOM OYEKHBAA
(0,7, P) — II, nok ce M xopak (0,p,?) — P Memba aHAJOIHUM KOPAKOM MAKCUMU-

sarmje (0,11, 7) — P. Paznuka je, nakie, y ToOMe IITO Ce BUIIE HE TPAYKU ,, IBPCTO”

4Solve the Soft Decoding Problem, 09 2015. ROSALIND, zajaTak u3 ylnoeHHKa JOCTYIAH Ha:
http://rosalind.info/problems/bal0j/.
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JICKOJIMPAHU CKPUBEHH YT P, Beh y MPETXOTHOM Iacycy JAedUHUCAHU TapaMeTpHu
I1, xoju ce modbujajy ,,MeKUM"’ JTEKOIUPAHEM, OJHOCHO aJITOPUTMOM ,HAIIpeI-Ha3aT -
OBako u3MemeHHn aJiropuTam HasuBa ce Baym-BenrdoBo yueme u mcrocraBba ce
Jla MPOHAJIA3U ONTUMAJTHUje TapameTpe Mojesa ol BurepdujeBor yuema. Ped je,
JlaKJie, 0 DOJbEM peliery podJema 16 — HEHAJITIIeTaHOT yUIeha IapaMeTapa.
Kopak oduekuBama cpoBo/in ce aJrOPUTMOM ,HAIpe/-HA3a/l, KAKO je IpeT-
xoHo onucano. OcTaje joIn nmurame KaKo CIIPOBECTH Kopak Makcumusarmje. [los-
cehama paju, koj BurepdujeBor ydema, JIEKOJIMPAEM Ce J00Mja0 TavHO jeJlaH
HaJBEPOBATHUJU CKPUBEHU IIyT, TAKO Jla Ce U3padyHaBambe IapaMeTapa MojeJia
CBOJIMJIO Ha IIPOCTO IIpedpojaBarbe U HOpMaau3alujy. ¥ ,MeKoj” BEep3Uuju TO HHje
moryhe, jep myT Huje mo3nar, Beh cy Ha pacrojaramwy MHOIOOPOjHE YCJIOBHE BEPO-
BaTHOhe naTe mamama oarosopuoctu 1I. Moryhe je, mehyTum, Hemro cauvHo.
Jlyb/pO0M CTATUCTUYIKOM aHAJIM30M, KOja IPEBA3MUIa3u OKBUPE JIEKIHje, JT0/1a31
ce JI0 3aKJbydKa Jla ce pe3y/TaT paHujer mpedpojaBarba IpeJia3a MoKe IPOUNTaATH
HeIoCpeTHO U3 Marie ojroBopHoctu II**) MoK ce pesyirar paHujer mpedpojaBarma
eMHCHja MOXKe aHAJIOTHO IMpounTaTu u3 mare ojarosopuoctu 1I*. IIpereuy oBaksor
npucrtyna paspuwin cy 1970. romgune Baym u capagnunm [11], 10K je KacHujem
npodumbaBamy aJropuT™Ma 3HadajHo jonpuaeo Bemra [40], mro objammmaa Ha3UB
ajropurma. PopmastHO n3BOheme MoXKe ce mpoHahu y MUTUPAHOj JTUTEPATYPH.
NuaryutuBHO, Beh ce y ,,aBpcTOj” Bep3Uju IpodIeMa CBAKU IIPeJia3 U eMUCH)a
MOT'y TIPeICTaBUTH HHAnKaTopuMa A, ogHocHo B. YKOJIHUKO je y TPEHYTKY t JOTILIO
70 eMHucHje U3 cTama T, Baxku B, ; = 1, a 3a octana crama (Vj # 1)B,,, = 0.
HcTo, Tako, yKOIHMKO ce U3 cTamba I; HAKOH TPEHYTKa t IIPEIIO Y CTalbe X, BaXKn
Agia;r = 1, a 3a ocrana crama (VI # j)As, 2+ = 0. Ha musoy jemmor ,aspcror”
IyTa, OBO Cy TadHe JiereHeprcaHe BepOBaTHONE Tpejia3a W eMHUCHja — jeIMHUYTHE
u HysaTe. ¥ ,,MeKOj’ Bep3Uju MpodJeMa, aHAJOTOHU Cy UM YCJIOBHE BepoBaTHONe

IpoJia3a Kpo3 rpaHy ujim crame. pyrum pedmma, BaxKu ympaso ciejehe:

k%

Agiwyp = P(pe = @i, pea = xjl0) =117, 4,

B, + = P(p: = xilo) = 11;,_,.

L,
3a modujarbe KOHAYHOT pPe3yJITara, IITO Cy MPOIEHEeHe ONTUMAJIHE Malle Ipe-

Jla3a M eMHUCHja y KOPaKy MaKCUMU3aliuje, cadupajy ce BPETHOCTU IIPETXOTHUX

BEpPOBaTHOCHUX MHAUKATOpa. JlomaTHO, KO Malle eMHCHja ce cadupajy caMo OHe
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BepoBaTHOhe Koje ofroBapajy eMuToBaHOM cumodosry. Baxke ciiegehe dpopmyire:

k—1

k—1
_ _ *k
axiﬂfj - § :Axiﬂfj7t - E Hac,-,xj,w
t=1

t=1

k k
boiy; = ZI(% =0t) Byy = ZI(%‘ =o0r) - 1L .
t=1 t=1

Kao u nocaz, BepoBaTnohe je neonxomauno HopMmaanzoBatu. OBume je 100po jedu-
HHUCAH KOpaK MaKCUMU3allfje, Te je KOMILUIeTupaH 1eo HoBu KM anropuram.
ITomenyTo je Beh ma je Baym-BemrdoBo yueme yrinaBHOM ycremmHuje o Burep-
OmjeBOr KaJia je ped O ONTUMAJIHOCTH pereha. OHO je, unak, u Behe ciioxkeHocTn,
rorTo 3axTeBa Behu Opoj mposiasa Kpo3 onaxkame. Hamme, ciioxkenoct F Kopaka
Koy 06a uzHocu Hajsuite O(n’k) — BurepOujes uiam ajropuram ,Halpe/-Hazar .
Cnoxenoct M xopaka je, mehyrum, O(n? + nm + k) xox Burepdujesor (nomnyma-
Barbe Malla y3 jeJlaH IpoJsa3 Kpos onaxkame), a O(n’k +nmk) (nomymasame Mama

y3 BHIIIe TIPOJIa3a Kpo3 onaxkame) Koj baym-Besrdosor yuema.
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I'maBa 6

3aKJby4vaK

VY pajy je uzsoxkeH mojam cKpuBeHuX MapKOB/bEBUX MOJIe/Ia, KAO U IbUXOB OHO-
nadopMmaTndKu 3Ha4daj. Jlara je merasbHa MoTHBAIUja 3a yBODEHE CTATUCTHYIKA
IIOTKOBAHOI ayToMaTa, HAKOH dera je nojam HMM pazpaben na mpumepy Hemo-
mreHe KoukapHuile (darname jBa HoBumha). 3aTUM je U IPUMEHEH HA PellaBarbe
BayKHUX OMOJIONIKUX TpodJieMa, momyT npoHasaxkema CG ocTpsa (Mecta ca re-
HUMAa) ¥ HAIIPETHOT OaB/beha TeHCKUM 1 MPOTeMHCKUM mpodminma. [Tomenyra je
yrnorpedba HMM 3a MopenoBambe U IIPENo3HABaIbe JBYACKOT ITOHAIlamba, TeCTOBA,
pyKoIlca U TOBOpa, 00paJly 3ByKa W CUTHAJA, oJpehuBarme BPCTE Pedu y TEKCTY
win dak mojenoBambe Toka nangemuje COVID-19 y Penybmunu Cpduju 3acHo-
BaHO Ha HAjoCHOBHUjuM mojaruMma. OOjalmbeH je 3HaYa] OBAKBUX MOJIEIa KAKO
KOJI TIpodJIeMa HaJINJIEJIAHOT, TaKO W KOJ MpOodJieMa HEHAJITJIEIaHOT MAaITUHCKOT
ydema. HaBesene cy MHOTe IbUXOBE MOTYNHOCTH, KAKO OCHOBHE, TAKO U HAITPETHE.

Yoduuajeno ritegurnre je jia ce HMM daBe TpuMa nMuTamuMa, OJJHOCHO pella-
Bajy TPH THUIIA IIPOOJIEMA — OIelUBabe, JeKoupabe u yuene [32]. TIpsu ce ogrocu
Ha ojipehuBambe BepoBaTHONE omlaxkama, JPYru Ha oapehuBarme HajBepoBaTHHUjET
ImyTa mpu ucxojy, a Tpehm Ha onpehuBame mapamerapa mogena. JlogaTHo, cBa
TPHU MPOOJEMA MOTY Ce OJHOCHTU Ha jeJlaH KOHKPETAH WM Ha CBE CKPUBEHE ITy-
TeBe, TaKO Jia ce MoxKe pehn nma y pasy ca HMM mocToju 1iect riiaBHUX 3a/IaTaKka
[25]. ¥V npBom ciyuajy, perema npodiemMa cy, pejioM, oapehuBame BepoBaTHONE
MCXO/a MPU TO3HATOM IIyTy, Burepdujes ajaropuram, Kao U HAJIJIETAHO U HEHAI-
riegano BurepdujeBo yueme MOTKpEIUbUBALEM. ¥ JIPYTOM, PEIleha Cy aJropu-
TaM ,Harpes’, aJropuTaM ,Harnpei-Ha3as (MeKo, alloCTePHOPHO JIEKOIUPAE) U
HeHaaIegaHo baym-BendoBo yueme. CBe HaBemeHO M BuIille 0 Tora odopaleHo je

Yy IpeTxXoJHuM IIorJlaB/bUMa, aJI1 U IIPUMEIHEHO Ha MO/IEJIOBAaHUM HpOSJIeMI/IMa.
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I'JIABA 6. 3axnmyuax

Cxpuenn MapKOB/bEBU MOJIEN TMPEILIN Cy JYT IyT OJ IPBHUX ymoTpeda y
padyHrapckoj duonoruju (anp. Yepuwmn 1989 [16], Kpor u capamuunn 1994 [29],
Basu u capajguauiu 1994 [8]) 1o nananme mupoke SHOMHGOPMATHIKE TPUMEHE.
Sunavajua Hanpeana npumera HMM koja npeBa3usia3u OKBUPE JIEKIHjE jecTe MO-
nenoBarbe ornopuoctu XVIB-a Ha JjiekoBe. ¥ yBOJy je TOMEHYTO Ja Ce 3apa’KeHu
MAIUjeHTn Jiede KOKTEJIOM aHTUBUPYCHUX JIEKOBA, KOJU je 300I' BUCOKE CTOIE MY-
Taluja 4ecTo MocedHO OCMUIILJBEH 33 CBAKOI' IOje/IMHIA, KAKO OU Tepamuja Ouia
ycrnerrHa. MyTaruje MOTy Jla OHECTIOCODe J€jCTBO HEKOT JieKa KOJU je PaHHje MMao
edekra. Crora je pazymeBarbe OTIIOPHOCTHU OJI BHCOKOI 3Ha4aja. Huko bepensun-
kesq u Marujac pron cy 2006. mpeyioxKuim Mojie1 peaKTUBHOCTH COja Ha JIEKOBE
sacHoBaH dart Ha HMM, nonynie uspasuro KoMiiekcHoM [12].

[Tapanenno ca mucameM OBOI' TEKCTa, HAIPAB/bEHA je €JIEKTPOHCKA JIEKIH)a,
Kao CYIITUHCKHU HAj3HAYAJHUjU JIONPUHOC pajia. JIekiuja je peajuzoBaHa y BUJLY
Jupyter cBecke, KOja je 3ajeJHO ca CBUM OCTAJIMM MaTepHujajuMa JIOCTYIIHA Ha
GitHub-y [6]. Konmenr je takaB ma cBecKa cajpKu CJIUYIaH TEKCT KAO y IHCAHOM
pajy, anu ycuyT ckyaauamTu u Python KoaoBe KOjU UMILIEMEHTHUPA]Y Y TEKCTY
nzJioKeHe ajaropurMme. VIMiuieMeHTHpaHa Cy CBa PeIlemha IIOMEHYTa y OBOM TEKCTY,
aqu ¥ MHOTa Jpyra u3 jmreparype [17]. Kako ce kojoBu nuHTeppernpajy, oHu cy
y MOTIYHOCTH WHTEPAKTUBHU U MOTY JIAKO MOCTY2KUTH 3& CAMOCTAJIAH CTYIEHTCKA
paJjl U JieTa/bHUje YIIO3HABAHE Ca UMILIEMEHTAIjaMa. 3a CJIyda] Ja YUTAOILy HUCY
mocrynau Python narepuperarop u/win Jupyter cepsep, Hanpassbena je u HTML
Bep3Mja MaTepHujaJsia UCTe Ca/IPKUHE, aJld KOja, JOJ/IyIle, HIje NHTEPAKTUBHA.

Samucao odbpabhene Jieknuje Oymayher eJeKTPOHCKOr yIIOEHUKA jecTe Jia JOMPH-
Hece yCBajamy 3Hama O CKpUBEHMM MapKOB/bEBUM MOJEINMAa W HHUXOBOj IPHU-
MeHH y OmomH(poOpMaTUIn. 3a pa3dyMeBaibe TVIABHUX I0jMOBA HEOIIXO/HO je CamMo
OCHOBHO TIp€J[3HaMhe 3 MaTeMaTuke (yriaBHOM BepoBaTHOhe) u dmosioruje (yias-
HOM TeHeTHKe), MaJjia je jaCHO Jia 3a MOTIIYHO Pa3yMeBame OJIMCKOCT TeMATHUIU —
CTATUCTUYKO]j, PAIYHAPCKO], OMOJIOIIKO] — IIPEJICTaB/ba, IIPEJTHOCT.

Kana je peu o mapem pajry, UMILIEMEHTUPAHU aJTOPUTMHA MOTJIM OU ce cadpaTu
y HOB Mojys je3uka Python m o0jaBUTH Ha HEKOM O] PEO3UTOPUjyMa KOjU TO-
xpambyjy nakere gyHkimja, kao mro je PyPI'. Tako 6u Koj eJeKTpOHCKe JIeKIje
OMO JIaKO JIOCTYIIAH CBHMa M MOTa0 OM Ce jeTHOCTAaBHO WHCTAJIMPATH, HIIP. IOMOhy

MeHalepa IakeTa pip’, Te yIOTPeOUTH y CBaKOM IIPOjeKTy 3acHoBaHOM Ha HMM.

!The Python Package Index (PyPI). spannunu cajt: https://pypi.org/.
2pip (package installer for Python). spanmanm cajT: https://pip.pypa.io/en/stable/.
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